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Vorwort.

Immer mehr greift die Anschauung Platz, daB die Mechanik nicht nur die
Grundlage der Maschinentechnik ist, sondern auch so betrieben werden muB, daB
sie mit ihren Beispielrechnungen alle die Dinge erledigt, die im Unterricht iiber
Maschinenteile, Kraftmaschinen, Hebemaschinen usw. einfach aus Mangel an Zeit
nicht mehr so eingehend erdrtert werden konnen wie frither, wo diese Gebiete bei
weitem nicht den Umfang hatten wie heutzutage. Das ist aber nur dann méglich,
wenn in dem Mechanikunterricht selbst hinreichend Zeit fiir alle diese Berech-
nungen bleibt, die naturgemif der eine Lehrer mehr nach der einen, der andere
mehr nach einer anderen Seite ausbauen wird. Das Nichstgelegene ist also, alle
nun einmal feststehenden Hauptsitze, -Formeln und auch Zahlenwerte, die der
Schiiler einer maschinentechnischen Fachschule braucht und bereithaben muB,
ihm gedruckt in iibersichtlicher Form und méglichst eindeutiger Fassung in die
Hand zu geben, wihrend der weitere Ausbau der Anwendungen stets etwas von
dem betreffenden Lehrer und auch der Gesamtheit der Schiiler abhéngig sein wird.

Mehrfachen Anregungen folgend hat deshalb der Verfasser die hauptsich-
lichsten ,,theoretischen‘* Abschnitte seiner ,,Technischen Mechanik des Maschinen-
ingenieurs® hier gesondert zusammengestellt. Hinzugekommen sind noch die
Grundziige der Hydraulik. Das Heft enthélt absichtlich nur das unbedingt Notige
in knappester Darstellung, da sein einziger Zweck ist, die eingehende schul-
miBige Durcharbeitung des Stoffes von allem Ballast zu befreien. Tiir den
Selbstunterricht — falls er iiberhaupt in der technischen Mechanik von Erfolg
sein kann — ist es nicht bestimmt.

Altona, im Mirz 1923.
P. Stephan.
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A. Die Statik.
I. Die Grundbegriffe der Statik.

Die technische Mechanik ist die Lehre von den Kriften und den Zusammen-
hingen zwischen den Kriften und den Bewegungen bzw. Formiinderungen der
Korper, die nach Maf und Zahl angegeben werden.

Sie beruht, wie jede Naturwissenschaft, auf den Erfahrungen, die an den
Erscheinungen in der Natur und Technik gewonnen sind, und auf Versuchen,
die zur Erforschung bestimmter Einzelheiten mit entsprechend vorbereiteten Ein-
richtungen angestellt werden.

1. Die Kdorper.

Als Korper bezeichnet die Stereometrie ein beliebiges Raumgebilde von gewisser
Form und festgelegten Abmessungen.

Das Lingenmal der technischen Praxis des européischen Festlandes ist das
Meter. Es ist der Abstand zweier Striche auf dem in Breteuil aufbewahrten Ur-
maBstab bei der Temperatur 0° Celsius.

Der auf einem Meridian in Hohe des Meeresspiegels gemessene Umfang der Erde betrigt
40 000 905 m.

lm =10 dm = 100 cm = 1000 mm,
Im = 0,1 Dm = 0,001 km.
Das FlachenmaB ist das Quadratmeter, ein Quadrat von 1 m Kanten-
linge.
1 m2 = 100 dm?2 = 10 000 cm?2
Das RaummaB ist das Kubikmeter, ein Wirfel von 1 m Kantenlinge.
1 m3 = 1000 dm?® = 1 000 000 cm?.

Im Sinne der Mechanik ist ein Korper ein allseitig geschlossenes Raumgebilde,
das durchweg mit Masse, dem Tréger aller physikalischen Eigenschaiten des Kor-
pers, angefiillt ist.

Porése Korper enthalten demnach mindestens zwei Massen, die eigentliche Korper-
substanz und die die Poren ausfiillende.

Die wichtigste Unterscheidung der Korper liefert ihr Aggregatzustand, der als
fest, fliissig, gasformig unterschieden wird. Uberginge bilden der teigférmige
und der dampfférmige Zustand.

Die festen Korper werden ihrerseits unterschieden als starre bzw. nachgiebige.

Starre Korper sind solche, die unter dem EinfluB von Kréften ihre
Form nicht &ndern. Vollkommen starre Korper gibt es nicht, doch konnen
die hauptsichlichen Konstruktionsteile in erster Anndherung als starr angesehen
werden.

Nachgiebige Korper erleiden unter dem Einfluf von Kréaften mehr
oder weniger grofe Forminderungen, die elastisch oder unelastisch sein
kénnen.

Stephan, Grundziige. 1



2 Die Grundbegriffe der Statik.

Elastische Korper machen eine unter der Einwirkung von Kriften angenom-
imene Forminderung nach Aufhéren der Kraftwirkung wieder vollstindig
riickgingig.

Unelastische Kirper behalten die einmal erlittene Forménderung bei.

Andert der Korper wihrend der Beobachtungszeit sowohl als Ganzes als
auch in allen einzelnen Teilen seine Lage zu der Umgebung nicht, so befindet er
sich der Umgebung gegeniiber in Ruhe, andernfalls in Bewegung.

2. Die Einteilung der Mechanik.

Die Statik untersucht ausschlieBlich den Zusammenhang der auf ruhende
oder auch bewegte Kérper einwirkenden Kréfte.

Die Bewegungslehre untersucht ausschlieflich die Bewegungen.

Die Dynamik untersucht den Zusammenhang zwischen den Kriften und den
Bewegungen der Korper. Sie erkliart die Kréfte einfach als Ursachen einer Be-
wegung oder Bewegungsinderung.

3. Die Kriifte.

Die allgemeine Erfahrung lehrt: Kraft ist ein dureh Muskelanstrengung be-
wirkter oder sie ersetzender Zug oder Druck. Der Ersatz kann durch Gewichte,
Gas- oder Flissigkeitsdruck, magnetische
oder elektrische Anziehungskrifte usw. er-
folgen.

An einer gegebenen Kraft wird unter-

Abb. 1. schieden ihre GréBe, die Wirkungs-
linie, die Richtung in der Wirkungslinie und die Angriffsstelle.

Ein Maf} der Griofle wird erhalten durch den Vergleich der Wirkung der unter-
suchten Kraft mit derjenigen einer bekannten Kraft auf den gleichen Korper.

Ein technisches Instrument zum zahlenmiB8igen Vergleich von Zugkriften ist das
Dynamometer, das im wesentlichen aus zwei kriftigen Blattfedern besteht (Abb. 1).

Die Gewichts- und Krafteinheit ist in der
technischen Praxis des européischen Festlandes
das Kilogramm, das Gewicht des in Breteuil
aufbewahrten Urkilogrammstiickes. Es ist
gleich dem Gewicht von 1,0000028 dm?® che-
misch reinen Wassers hei 4° C, gemessen auf
dem 45. Breitengrad in Hohe des Meeresspiegels
und umgerechnet auf den luftleeren Raum.

1kg =1000g, 1000kg=1+t.

Die Wirkungslinie einer Kraft, das ist die
Linie, in der ihre Wirkung erfolgt, ist stets
eine Gerade (Abb. 2), gleichgiiltig, welche Form
das Ubertragungsglied hat (Abb. 3 und 4).

Auf Grund aller Erfahrungen kann ausgesagt werden: Die Angriffsstelle einer
Kraft kann in ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, ohne daB die

Kraftwirkung eine Anderung erleidet,

= sofern nur die neue Angriffsstelle

_ mit der alten unverédnderlich ver-

\ f======—r |, punden ist. Die Notwendigkeit des

Abb. 4. Zusatzes zeigen die Abb. 5 und 6.

/

7
Abb. 2. Abb. 3.




Die Krifte. 3

In der Wirkungslinie kann die Kraft die eine oder die andere Richtung haben.
Gewohnlich wird die in der lotrechten Wirkungslinie nach dem Erdmittelpunkt
gehende Richtung als positiv bezeichnet, in der wagerechten Wirkungslinie
meistens die yom Beschauer aus nach rechts gehende
Richtung. Die entgegengesetzte Richtung gilt denn
beidemal als negativ. i

Eine Kraft kann auf einen Korper nur von
einem anderen Korper ausgeiibt werden, meistens
durch unmittelbare Berithrung, aber auch durch &
Ferniibertragung. Beide Kérper sind nur durch ihre S
Bezeichnung als erster und zweiter, A und B unter- l
schieden, tatséichlich aber einander vollig gleich- l
wertig. Infolgedessen mufB an der gegenseitigen Ein- :

|

wirkungsstelle jeder Korper auf den anderen in der-
selben Wirkungslinie die gleiche Kraft, nur von ent- .
gegengesetzter Richtung ausiiben. @

Von der Druckkraft ist zu unterscheiden der
Druck, der sich als Flichendruck zwischen festen Abb. 5. Abb. 6.
Korpern, Fliussigkeits- oder Gasdruck aufKolben
und Wandungen bemerkbar macht. Er wird erhalten, indemn man die GriBe
der Kraft P durch die Druckfliche F dividiert:

P kg
T F em?®’
Héaufig wird abkiirzungsweise 1 kg/em? = 1 at, eine Atmosphére, geschrieben.

Der mittlere Druck der die Erde umgebenden Luftatmosphire betrdgt in der Hohe
des Meeresspiegels 1,033 kg/cm?

Druck in Kraftmaschinen.

AN
f=
N

Maschinenart e ohstarack ot Reselletstun
Dampfmaschine . . . . . . .. .. 10+-15at 3,0 at
Dampflokomotive. . . . . . . . . . 12=15,, 3,6
Leuchtgasmaschine . . . . . . . . . 23+25,, 50
Kraftgasmaschine. . . . . . . . . . 21--23, 4,5 = 5,0,,
Benzindampfmotor . . . . . . . . . 16 =22, 5,0 - 6,5,,
Ol-(Diesel-)Motor . . . . . .. . . . 3540, 70

Winddruck auf ebene lotrechte Fliichen
(in Preuflen fiir statische Berechnungen vorgeschrieben).

‘Wandteile bis zu 15m Héhe . . . . . . . . . .. 0,100 t/m?
‘Wandteile von 15 bis 25 m Hohe . . . . . . . . . 0,125 ,,
Décher bis zu 25m Héhe . . . . . . . . . . ... 0,125 ,,
‘Wandteile und Décher iiber 25 m Hohe ...... 0,150 ,,
Elsengltterwerke, Holzgertiste, Masten . . . . . . . 0,150 ,,
Mit einem Zug besetzte Eisenbahnbriicken . . . . . 0,150 ,,
Leere Briicken . . . . . . . . . . .. ... .. 0,250 ,,

Auf nach aulen gewdélbte lotrechte Flachen 2/3 davon.
Auf ebene Flichen, die unter dem Winkel & gegen die Wagerechte geneigt sind, iibt der
Winddruck die Kraft aus P=F-p-sin?a.

Schneelast.

Vorgeschrieben ist in Deutschland die Rechnung mit ¢ = 75 kg/m? auf wagerechter Fliche,
bei der Neigung o« = 20° 25° 30° 35° 40° 45° > 45°

ist zu setzen qg =15 70 65 60 55 [ 50 0 kg/m?

q coqg-cosa.
Das gilt annihernd bis zur Hohe » = 200 m des Ortes iiber dem Meeresspiegel.
Bei k= 200 — 500 m rechnet man besser mit ¢ = 120 kg/m?, bei & = 500 = 1000 m
ist ¢ = 340 kg/m2 .
1



4 Die Grundlehren der Statik.

II. Die Grundlehren der Statik.
1. Die Kriifte.

Greifen an einem Korper 4 zwei Krifte P, und P, nach entgegengesetzter
Richtung in derselben Wirkungslinie an (Abb. 7), so bleibt der Kérper nur dann
in Ruhe, wenn beide Krifte einander gleich sind. Schon ein kleines Ubergewicht
auf einer Seite ruft Bewegung hervor, die stets nach der Seite der gréferen
Kraft erfolgt und um so schneller vor sich geht, je gréfler der Unterschied R
beider Krafte ist. Daran wird nichts geindert, wenn jede der beiden Krifte aus
mehreren Einzelkréiften besteht (Abb. 7).

Unterscheidet man die Richtungen der Krifte durch das Vorzeichen, so ist
im Falle des Gleichgewichtes der Kriifte in derselben Wirkungslinie

2P=0.

Besteht kein Gleichgewicht zwischen den Kriiften in derselben Wirkungslinie,
so ergibt sich die Mitfelkraft durch algebraische Addition:

R=2P.

Z
Abb. 7. Abb. 8.

Wirken drei Kréfte, deren Wirkungslinien in derselben Ebene liegen, auf
einen Korper ein, so zeigt ein Versuch nach Abb. 8, daBl es nur eine Gleich -
gewichtslage gibt, in die der Kérper immer wieder zuriickkehrt. In dieser
Gleichgewichtslage schneiden sich die drei Wirkungslinien in einem Punkt. Eine
Schnur mit in gleichen Abstinden aufgesetzten Perlen ergibt im Gleichgewichts-
fall und nur dann das veranschaulichte geschlossene Dreieck mit zu den Wirkungs-
linien der Krafte parallelen Seiten:

Drei in derselben Ebene wirkende Irifte sind im Gleichgewicht, wenn ihre
Wirkungslinien durch denselben Punkt gehen und sie in einem beliebigen Lingen-
maBstab nach GrioBe und Richtung hintereinander abgetragen ein geschlossenes
Dreieck bilden.

Aus dem Grunde pflegt man allgemein eine Kraft durch eine Gerade darzu-
stellen, deren Richtung ein angesetzter Pfeil anzeigt. Die Anzahl kg, die ein mm
Linge veranschaulicht, ergeben den KriftemaBstab der Zeichnung.

Man kommt oft mit einem tiberschligig gezeichneten Kriftedreieck aus, wenn
man bei gegebenen Lingenabmessungen die Ahnlichkeitsséitze benutat.

Fir die Anordnung der Abb. 9, die der der Abb. 8 entspricht, gilt das Gleich-
gewichts-Kréftedreieck der Abb. 10, dessen Pfeile die Abbildung im gleichen
Sinne umlaufen. Umgekehrt kann man nach dem Satz von der Wirkung und
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Gegenwirkung P und @ als die Gegenkrifte auffassen, mit denen die Last R
am gemeinsamen Gelenk in beiden Stangen nach unten zieht. Das Kréftedreieck
der Abb. 11 gibt dann mit den umgekehrten Pfeilen die beiden Seitenkréifte P
und @ an, in die die Mittelkraft R zerlegt worden ist:

Q
P Q 4
R R
R P P
Abb. 9. Abb. 10. Abb. 11.

Die Mittelkraft ist die SchluBlinie des aus den beiden Seitenkriiften gebildeten
Dreiecks (Abb. 12).

Wird die Mittelkraft Rin zweiaufeinandersenkrechte Seitenkréfte
Pund Q zerlegt, von denen P mit R den Winkel & einschlieBt (Abb. 13), so gilt

P=R-cos6, Q=R-sinw,

und der Winkel & wird bei bekannten Seitenkriften be-
stimmt aus
Q Q4

tg o ==
8 P Abb. 13.

SchlieBen die beiden Seitenkrafte S;und S,einen
beliebigen Winkel & ein (Abb. 14), so ist

R2=874+82—-2-8,-8,-cosx.

S, 2 S
R=2S8,-1/1 (-ﬁ) _9.22. ,
f V + 5, 2 5] cos &
oder, wenn lieber mit dem spitzen Winkel » — & gerechnet
wird, den die Tafeln der Kreisfunktionen enthalten,

also

2
R=SI-V1+(§—?) —]—2-2—?'008(76—06).

Bertthren sich zwei Kérper I und II in der Fliche F (Abb. 15) und wird
Korper I von der Kraft P, die senkrecht zur Fliche F steht, angepreBt, so ist
die von Korper 11 auf I ausgeiibte Gegenkraft N = P und fillt mit P in dieselbe
Wirkungslinie. Ist die Kraft P um den Win-
kel o gegen die Normale zur Fliche # ge-
neigt (Abb. 16), so zerlegt man sie in die
Seitenkrifte

P,=P-cosax und P,= P -sin«x.
Die Gegenkraft N ist dann mit P; im Gleich-
gewicht, und die Seitenkraft P,, zu der in der
glatten Flache keine Gegenkraft vorhanden ist,
wirkt auf Verschieben des Kérpers I hin:

Zwei sieh in einer Fliche berithrende Xorper wirken stets so aufeinander ein,
dafl die Stiitzkrifte senkrecht zur Beriihrungsiliche stehen.

Abb. 15. Abb. 16.



6 Die Grundlehren der Statik.

Hiermit wird die Wirkungslinie von Stiitzkréften mindestens der Richtung
nach bestimmt.

P Liegen die Wirkungslinien von vier Kriften in derselben
. Ebene und gehen sie durch denselben Punkt, so kann man
1; je zwei zu einer Mittelkraft vereinigen. Soll Gleichgewicht
—3  bestehen, so miissen die beiden Mittelkrifte gleich grof sein
P und entgegengesetzte Richtung haben. Nach Abb. 17 kann
¢ man den Gleichgewichtsfall ausdriicken durch den Satz:
Vier und mehr in derselben Ebene wirkende Kriifte sind
b im Gleichgewicht, wenn ihre Wirkungslinien durch denselben
Abba 17 Punkt gehen und das aus ihnen gebildete Krafteck ge-
T schlossen ist.
Eine unmittelbare Nachpriifung gibt die Versuchsanordnung der Abb. 18.
Rechnerisch 16st man die Aufgabe, bei einer beliebigen Anzahl von Kriften,

deren Wirkungslinien in derselben Ebene liegen und durch denselben Punkt gehen,
diejenige Kraft zu bestimmen, die zur Erhaltung des Gleichgewichtes noch er-

Abb. 19.

forderlich ist, indem man alle gegebenen Krifte nach zwei aufeinander senk-
recht stehenden, im iibrigen beliebig gewihlten Richtungen zerlegt in

X; = P; - cos &, Y, P;sin oy,
wie die Abb. 19 veranschaulicht. In jeder Reihe besteht nun Gleichgewicht, wenn
erfillt ist
2X=0 und 2Y=0,

woraus sich die letzten Krifte X, bzw. Y, bestimmen. Dann wird

P,=VX; + 7Y, und tga, =XZL.
Xn
In derselben Ebene angreifende Kriifte, deren Wirkungslinien durch denselben
Punkt gehen, halten sich das Gleichgewicht, wenn sowohl die Summe der wage-
rechten als auch die Summe der lotrechten Seitenkriitte Null ergibt.
Ist gelegentlich statt der wagerechten Richtung eine andere vorteilhafter,
so ist die im vorstehenden als lotrecht bezeichnete senkrecht zu der ersteren
zu nehmen.

Wirken die Krifte nicht in derselben Ebene, sondern verlaufen sie von einem
Punkt aus nach verschiedenen Richtungen des Raumes, so wird die Aufgabe in
zwei oder auch drei Einzelaufgaben fiir in derselben Ebene wirkende Krifte zerlegt.
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Wihlt man die drei Bezugsachsen X, Y, Z senkrecht zueinander, so erhilt
man als rechnerische Gleichgewichtsbedingungen entsprechend den obigen:

2X=0, XY=0, 2Z=0,.

Beliebige Krifte, deren Wirkungslinien sich in einem Punkt schneiden, sind
nur dann im Gleichgewicht, wenn die Summen aller Seitenkriifte nach drei auf-
einander senkrecht stehenden Richtungen je Null ergeben.

2. Die Kriftepaare und Drehmomente.

Fir die Aufgabe, 7u-zwei parallelen Kriften die ihnen das Gleich-
gewicht haltende dritte zu finden, versagen die vorstehenden Angaben,
weil der gemeinsame Schnittpunkt in unendlicher Ferne liegt. Man gelangt zu
einer Losung, wenn man an die gegebenen Krifte P, und P, (Abb. 20) zwei gleiche,
aber entgegengesetzt gerichtete Krifte P’ in derselben Wirkungslinie ansetzt, die

)

5

Abb. 21. Abb. 22. Abb. 23.

sich ja gegenseitig aufheben, und nun jede Zusatzkraft mit P, bzw. P, zu einer
Mittelkraft R, bzw. R, vereinigt. Die beiden Mittelkrdfte schneiden sich jetzt
in einem Punkt, durch den auch die dritte Kraft P, = P, + P, gehen muB.
Den Vorgang veranschaulicht ein Versuch nach Abb. 21: Eine lingere Schnur,
die gerade ausgespannt nach der gestrichelten Linie verlaufen wiirde, wird an
ihren Enden durch Stifte unter den seitlichen Tragrollen festgehalten und durch
die Kraft P, vermittels eines Gleithakens belastet. Der Haken gleitet unter sonst
gleichen Verh&ltnissen immer in eine ganz bestimmte Stellung, und zwar derart, da@,
wenn die GréBen von P; und P, wieder durch eine Perlenschnur dargestellt werden,
die drei von den Endpunkten der Krifte parallel zu den drei Schnurrichtungen
gezogenen Fiden sich in einem Punkt O schneiden. Das von dem Tragseil der
Kraft P, gebildete Dreieck ist das Seileck, der Schnittpunkt der dazu parallelen
Linien der Pol, die von dem Pol nach den Ecken des Krafteckes gehenden Linien
sind die Polstrahlen. Das Seileck bzw. die Lage des Pols ist ganz beliebig.
Um also GroBe und Lage der Kraft P, zu finden, die mit den parallelen
Kriften P; und P, im Gleichgewicht ist (Abb. 22), trigt man P; und P, hinter-
einander in einem beliebigen KriftemafBstab auf (Abb. 23) und erhilt sogleich
die GréBe von Py als die SchluBllinie des Krafteckes. Man wahlt jetzt den Pol O
beliebig und zieht in dem gegebenen Krifteplan der Abb. 22 irgendwo zwischen
den Wirkungslinien von P; und P, die Seillinie a parallel zu dem Polstrahl 04,
der in Abb. 23 nach dem StoBpunkt von P; und P, geht. Von dem Endpunkt
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dieser Strecke a auf der Wirkungslinie von P; wird die Seillinie b parallel zum
Polstrahl OB gezogen und ebenso von dem Endpunkt der Seilstrecke o auf der
Wirkungslinie von P, die Seillinie ¢ parallel zum Polstrahl OC. Der Schnitt-
punkt von b und ¢ ist ein Punkt der Wirkungslinie von P;.

Bezeichnet man die Linge der von dem Seileck auf der Wirkungslinie von P,
herausgeschnittenen Strecke mit d und die von P, géebildeten Abschnitte der
Strecke @ mit a, bzw. a,, so folgt aus den &hnlichen Dreiecken der Abb. 22 und 23

o _04 ay _ 04
1= P ™ T
und durch Division beider Gleichungen
o _ Dy
a, P

Wenn Gleichgewicht besteht, teilt die dritte Kraft den Abstand der
beiden anderen im umgekehrten Verh#ltnis ihrer GréBen.

Gewohnlich wird der Abstand ja nicht in einer beliebigen Schrigen gemessen,
sondern man mift den kiirzesten, senkrecht den den Wirkungslinien der Kriifte
stehenden.

Man bezeichnet das Produkt aus der Griofe einer Kraft und ihrem senkrechten
Abstand von einem bestimmten Punkt oder einer bestimmten Geraden oder Ebene,

die parallel zur Wirkungslinie der Kraft

A verliuft, als Drehmoment oder kurz

Moment der Kraft in bezug auf diesen

Punkt bzw. diese Gerade oder Ebene:
M=P- .

Man rechnet das Drehmoment als
positiv, wenn es, vom Beschauer
aus gesehen, rechtsdrehend ist, und
als negativ, wenn es linksdrehend ist (Abb. 24). Mafl des Drehmomentes ist
das Méterkilogramm (mkg), bisweilen die Metertonne (mt) oder das
Zentimeterkilogramm (cmkg):

1 ecmkg = 0,01 mkg, 1 mt = 1000 mkg.
Aus den #hnlichen Dreiecken der Abb. 25 folgt
R:P=l:a oder Rea= P, 1.

Das Drehmoment einer Kraft in bezug auf einen bestimmten Punkt ihrer
Ebene kann ersetzt werden durch das Produkt aus der Entfernung des Angriffs-
punktes der Kraft von dein gegebenen Punkt und ihrer Seitenkraft senkrecht zu
dieser Entfernung.

Abb. 24.

Schreibt man die obige Grundformel als Produktengleichung:
Py-a, =D, a,,
so geht sie nach dem Vorstehenden iiber in
Ml - Mz = 0 .

Im Fall des Gleichgewichtes dreier paralleler Kréafte ist die alge-
braische Summe der Momente von zwei Kraften in bezug auf die Wir-
kungslinie der dritten gleich Null
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Eine Nachpriiffung des Satzes ermoglichen die Versuchsanordnungen der
Abb. 26 und 27.

Auch hier ist wieder die Gegenkraft der dritten Gleichgewichtskraft die Mittel-
kraft der beiden anderen. Damit ergeben die Abb. 25 und 28 leicht den Satz:

Das Drehmoment der Mittelkraft durch denselben Punkt gehender
oder paralleler Krifte ist gleich der algebraischen Summe der Dreh-
momente der Einzelkréfte in bezug auf denselben Punkt bzw. dieselbe Gerade
in der Ebene der Wirkungslinien der Kréfte.

Der Satz gilt auch fiir mehr als zwei Krifte.

Abb. 26. Abb. 27.

Zwei gleich grofie, aber entgegengesetzt gerichtete parallele Kriifte ergeben
keine Mittelkraft, haben aber ein ganz bestimmtes Drehmoment M. Sie werden
bezeichnet als Kriftepaar.

Das Kréftepaar bildet neben den Einzelkriften, die eine Bewegung
des angegriffenen Korpers in ihrer Wirkungslinie hervorzurufen oder zu hindern
suchen, ein zweites Element der Statik. Eshat das Bestreben, eine Drehung
des betreffenden Korpers hervorzurufen oder zu hindern. Das Maf der Dreh-
bestrebung ist das Drehmoment

M=P-a,
das in bezug auf jeden beliebigen Punkt der Ebene des Kraftepaares denselben

Wert hat.
B
o~
a x | a {P
ul P a p
a, a B ! Pl "
A 1

R + -
Abb. 28. Abb. 29 und b.

v

Je nach dem Drehsinn unterscheidel man rechtsdrehende und links-
drehende Kraftepaare (Abb.29) durch das positive bzw. negative Vor-
zeichen.

Man kann ansetzen

M= P-a=<£>-(a.-n)=(P-n)- <1>,
n n

worin = eine beliebige Zahl ist:
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Ein Kraftepaar kann in seiner Wirkung durch ein beliebiges andere von dem-
selben Drehsinn und dem gleichen Drehmoment ersetzt werden.

Die Wirkung eines Kriiftepaares auf einen starren Korper bleibt ungeiindert,
da das Drehmoment dasselbe ist, welche Lage auch das Kréftepaar zur Drehachse
in der eigenen Ebene (Abb. 30) oder in einer parallelen Ebene hat (Abb. 31).

Zwei verschiedene in derselben oder in parallelen
Ebenen auf einen Korper wirkende Kriiftepaare sind
im Gleichgewieht,

wenn die algebraische
Summe ihrer Drehmo- E
mente Null ergibt: F B
2 M =0. 14 ;{::}/\../-*}}’3' B
7 1 A
A P B e
! (22 jo /
B ©H D
Abb. 30. Abb. 31. Abb. 32.

Der Satz gilt auch fir mehr als zwei Kriftepaare.

Eine entsprechende Versuchsanordnung zeigt z. B. die Abb. 32.

Besteht bei mehreren Kriftepaaren kein Gleichgewicht, so ist das Drehmoment
des Gesamtkraftepaares gleich der algebraischen Summe der Drehmomente
der einzelnen Kriftepaare:

M=+ M+ ...

B
@ Die Abb. 33 lehrt:
Eine Kraft (P;) kann parallel zu sich selbst heliebig ver-
schoben werden (in die Lage P,), wenn nur ein in der Ver-
B By schiebungsebene wirkendes Kriftepaar (P;, P;) hinzugefiigt wird.
Abb. 33. dessen Moment aus der Grofe der Kraft und dem Verschiebungs-

weg gebildet ist.
Ein Kriftepaar (P;, P;) vom Drehmoment M kann mit einer Einzelkraft (P,)
zusammengesetzt werden; man erhdlt die Einzelkraft P parallel zu sich selbst
in der Ebene des Kriftepaares verschoben um den Betrag

a =-—.

P

Bei unbeweglichen Kérpern bezeichnet man das an einer bestimmten
Stelle wirkende Gesamtdrehmoment oft als Biegungsmoment, da es den Korper

mindestens zu verbiegen sucht, und die dorthin verschobene Gesamteinzelkraft
als Querkraft.

Der Abb. 32 sind als rechnerische Gleichgewichtshedingungen fiir
Krifte in derselben Ebene zu entnehmen:

1. Die Summe der wagerechten Krifte muf Null ergeben,

2. die Summe der lotrechten Krifte muB Null ergeben,

3. die Summe der Drehmomente in bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene
mufl Null ergeben.
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Die zeichnerische Gleichgewichtshedingung fir beliebige Kréfte in
derselben Ebene laut:t: Sowohl das Krafteek als auch das Seileck miissen geschlossen
sein (Abb. 22 und 23).

Bilden die Ebenen zweier Kriftepaare M, = P-a und M, = @ + ¢ mitein-
ander den Winkel y (Abb. 34), so verschiebt man die Kraftepaare in ihrer Ebene
in die gezeichnete Stellung und setzt die Kréfte P und @ zur Mittelkraft R zu-
sammen. Nach Multiplikation mit dem Abstand a erhélt man so:

Mp=R-a=V(P-a)?+4 (@ -a)2+2-(P-a) (@-a)-cosy
= VM M3+ 2- M- M,-cosy.

In sich schneidenden Ebenen wirkende Drehmomente werden so
zu einem Gesamtdrehmoment zusammengesetzt wie Kréafte, die sich
in einem Punkt schneiden.

Die Winkel der Ebene des Gesamtkraftepaares
mit den gegebenen Ebenen ergibt den Sinussatz:

sine = =2 -siny, sinf =" -siny.
Mp

Mg

Beliebig im Raum wirkende Krafte zer-
legt man je nach denselben drei aufeinander senk-
recht stehenden Richtungen. Die Seitenkrifte
verschiebt man nach dem gemeinsamen Schnitt-
punkt der drei Grundrichtungen. Im Gleich-
gewichtsfall miissen die Summen der Seitenkrifte
nach jeder Achse fiir sich Null ergeben und ferner die Summen der bei der Verschie-
bung entstandenen Drehmomente in bzw. parallel zu jeder der drei Bezugsebenen
ebenfalls je Null ergeben. Man erhilt so insgesamt 6 Gleichgewichtsgleichungen.

Besteht kein Gleichgewicht, so ergibt sich bei der beschriebenen Zerlegung
und darauffolgenden Zusammensetzung eine Mittelkraft und ein Gesamtdreh-
moment, dessen Ebene senkrecht zur Wirkungslinie~der Mittelkraft steht.

III. Das Gleichgewicht.

1. Der Schwerpunkt.

Die aligemeine Erfahrung ergibt das Naturgesetz: Alle Koérper auf der
Erde werden nach dem lotrecht darunter befindlichen Teil der Erd-
oberfliche angezogen.

Die auf jedes einzelne Teilchen eines Korpers wirkende Kraft, welche die
Anziehung hervorruft, ist die Schwerkraft.

Da alle technischen Bauwerke im Verhiltnis so klein sind, daB die Kriimmung
der Erdoberfliche véllig vernachlissigt werden kann, so sind die auf jedes Teil-
chen ejnes Korpers in demselben Sinne wirkenden Schwerkréfte einander
parallel.

Die Mittelkraftaller Schwerkrafte desselben Korpers oder eines Kérper-
systems ist das Gewicht des Kérpers oder Korpersystems. Es ist gleich der Summe
aller Einzelgewichte der verschiedenen Kérperteilchen.

Da jede das Gewicht bildende Einzelkraft eine ganz bestimmte Angriffsstelle
hat, das zugehérige kleine Teilchen des Kérpers, so muBl auch die Mittelkraft
einen bestimmten Angriffspunkt haben, den Schwerpunkt des Korpers.
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Der rechnerischen Bestimmung des Schwerpunktes wird der Satz vom Dreh-
moment der Mittelkraft (S. 9 u. 10) zugrunde gelegt.

Haben die Einzelteile eines Korpers die Gewichte @, @,, @5 ... und die
Abstéinde von einer lotrechten Bezugsebene z,, @,, ;. . ., so folgt der Abstand x,
der Mittelkraft 2@ von derselben Ebene aus

2o 2G =2 (x-G)

zu
2Z(x- G
=g

Sind die Absténde derselben Einzelgewichte von einer zur ersten senkrechten,

aber ebenfalls lotrechten Bezugsebene v, v,, ¥;..., so gilt entsprechend

Yo = ag—aﬂ :
Die Schnittgerade der beiden in den Abstéinden x, bzw. y, zu den betreffenden
Bezugsebenen parallel gelegten Schwerebenen enthélt den Schwerpunkt, ist
eine sog. Schwerlinie.

Die Einzelgewichte und ihre Angriffspunkte erfahren keine Anderung, wenn
der als starr vorausgesetzte Korper gedreht wird.

Dreht man den Korper mit den beiden Bezugsebenen so, daf} jetzt eine die
ersten beiden Ebenen senkrecht schneidende, also in der ersten Lage wagerechte
Ebene in eine lotrechte Lage kommt, so gilt fiir die Abstdnde 2, 2,, 25 . .. 2, von
dieser Ebene wieder

(- Q)
w="zg
Die im Abstande #z, zur urspriinglich wagerechten Bezugsebene gelegte Schwer-
ebene schneidet die Schwerlinie im Schwerpunkt S.

Ist etwa die letztere Bezugsebene eine Schwerebene, so wird z, =0, also
auch 2 (z-G) = 0. Sind alle Schwerkrifte des betreffenden Kérpers in bezug
auf-eine durch ihn gelegte Ebene im Gleichgewicht, so enthélt sie den Schwerpunkt.

Ebenso ergibt sich, dafl, wenn alle Schwerkrifte eines Korpers in derselben
Geraden, der Mittelachse des Korpers, angreifen, auch der Schwerpunkt in
dieser Geraden liegt.

~ Die vorstehenden Darlegungen erfahren eine erhebliche Vereinfachung bei
homogenen Korpern, deren Masse gleichférmig titbher den ganzen vom
Koérper eingenommenen Raum verteilt ist.
Fiir denselben homogenen Kérper ist das Verhéltnis von Gewicht und Raum
unverénderlich :

a6 _a
ar-v=-"

Hierin ist y das Einheitsgewicht des Korpers, das bei festen und flisssigen Korpern
gewtShnlich in kg/dm3, bei gasférmigen in kg/m® angegeben wird.

Zu unterscheiden ist davon das s pezifische Gewicht, das angibt, wieviel mal schiwerer
ein Stoff ist als die gleiche Raummenge reinen Wassers von -+ 4° C., das also eine unbenannte
Zahl ist. ZahlenmiBig stimmen Einheitsgewicht und spezifisches Gewicht iiberein, solange
das kg als Krafteinheit und das dm als Léngeneinheit gewahlt wird.

Der Rauminhalt 1 dm? wird dargestellt durch einen Stab von 1 Dm Linge und 1 cm?
Querschnitt, einen Draht von 1 km Linge und 1 mm?2 Querschnitt, eine Blechtafel von 1 mm
Stirke und 1 m? Fliche.
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Einheitsgewichte y
bei gewohnlicher Temperatur.

kg/dm3 kg/dm3
Aluminium, gegossen . . . . 2,56 Kupfer, gegossen . . . . . . 8,8
' gehammert . . . 2,15 5 gewalzt . e e 8,9
Aluminiumbronze . . . . . . 2,7 Lager-(WeiB- )metall e 7,1
Anthrazit . . . . . . ... 1417 | \Iesblng, gegossen . . . . . . 84--87
Antimon . . . . . . . . .. 6,7 | , gezogen. . . . . . . 843=8/73
Asphalt. . . . . . . .. .. 1,1=-1,5 | ,» gewalzt. . . . . . . 8,52 8,62
Blei . . e e e e e 11,3 ! Nickel . . . . .. e 0. 89592
Braunkohle . . . . . . . . . 1,2+ 1,5 Platin, gegossen . . . . . . . 21,15
Bronze . . . . . . . . ... 7,4+~ 8,9 » gehimmert. . . . . . 21,3+ 21,5
Deltametall . . . . . . . . . 8,6 Porzellan . . .. . . . . .. 2,3
Wis. . . . . I 0,9 Sghamottes"telne e e e e 1,85
FlaBeisen . . . . . . . . . . 7,85 Silber, gehammert . . . . . . 10,5106
TluBstabl . . . . . . . . . . 7.86 Ziegel, gewohnliche . . . . . 14—+ ,1-’55
Schweifeisen . . . . . . . . 7,80 Zink, gewalzt . . . . . . . . 7’131.7 7,20
GuBeisen . . . . . . . . .. 7,20 = 7,25 | Zinn, gegossen. SRR 7,2
Glas (tiir Flaschen) ..... 2,6 Eichenholz, lufttrocken. . . . 0,69 1,03
Gold, gehammert e 19,30 Erlenholz, ’ .. .. 042066
Granit . . e e 2,5+ 3,05 Eschenholz, ” oo 0,67+0,94
Graphit. . . . . . . .. .. 1,9+ 2,3 | Richtenholz, . .. .. 035060
Grobkohle . . . Coe e 1,2+ 1,5 | Kiefernholz, ” .. .. 0,31=0,76
Kalkmértel, trocken ..... 1,65 Pechkiefernholz, ,, .. .. 083085
' frisch. . . . . . 1,78 Rotbuchenholz, ,, .. .. 0,66-=0,83
Koks. . . . . . . .. ... 1,4 ‘WeiBbuchenholz, ,, .. . . 0,62-+0,82
Kork. . . . . . . .. ... 0,24 Tannenholz, ' ... 0,370,775
Mittlere Eintrittsgewichte y’ von Sechiittgiitern.
t/m? t/m3
Braunkohlen, lufttrocken. . . 0,65 0,78 | Beton . . . . . . . ... 22223
Steinkohlen, s Mauerwerk . . . 1,8
oberschlesische . . . . . . 0,76 = 0,80 | Sand, Lehm, Erde, trocken . 1,6
niederschlesische . . . . . 0,82+ 0,87 ,», maB . . . 2,0
Zwickauer . . . . . . . . 0,76 — 0,80 mesand geschiittet. . . . . 1,20
Saarkohlen. . . . . . . . 0,72 + 0,80 ' gestampft . . . . . 1,65
Ruhrkohlen . . . . . . . 0,80+ 0,86 | Schnee,trocken . . . . . . . 0,12
Gaskoks . . . . . . . ... 036=0,47 , feucht. . . . . . .. 0,45
Zechenkoks . . . . . . . .. 0,38 ~ 0,53 s mall. ... . L L. 0,79

Fiir homogene Korper kann gesetzt werden:

26 Z@-V-p) ¢-Z@-V) -V

WTUIV T X T 3V TSV
und entsprechend ST SV
_ =" _ =k
Yo="Sp - T ST

Bei homogenen Blechen von der Fliche F und der tiberall gleichen Dicke &
in der Richtung der z-Achse ist ¥V = F - J, und es hebt sich, wie oben y, hier §

heraus : S(z-F) Sy-F) .

Ly = SE Yo = I
Dieselben Formeln finden Anwendung bei mathematischen Fléchen von der

Dicke 6 = 0.
Entsprechend erhilt man fiir homogene Liniengebilde, die man sich zuerst

als Drihte vorstellen kann,

2x-l >
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Symmetrieebenen oder -achsen homogener Gebilde enthalten stets den
Schwerpunkt (Abb. 35).

Hiernach ist der Schwerpunkt der geraden Linie, der Kreisfliche, der
Kugel ihr Mittelpunkt, der Schwerpunkt der Rechteckfliche und des Recht-
eckumfanges der Schnittpunlkt der beiden zu den Seiten parallelen Mittelachsen
bzw. der beiden Diagonalen.

| P A
o o S S
i p /2
x| Xo
£X7 1\
Abb. 35. Abb. 36. Abb. 37. Akb. 38.

Der Schwerpunkt der Parallelogrammfliche und des Parallelogramm -
umfanges ist ebenfalls der Schnittpunkt der beiden Diagonalen (Abb. 36), obwohl
die Diagonalen nicht eigentliche Symmetrieachsen sind.

Der Schwerpunkt des Kreisbogens liegt auf der Symmetrieachse im Ab-
stande s

Xy =T * ?
vom Mittelpunkt (Abb. 37).
Der Schwerpunkt der Dreieckfliche teilt die Mitteltransversalen im Ver-

héltnis 2 : 1 (Abb. 38), er liegt um 1/, der zugehdrigen Hohe von einer Dreieck-
seite entfernt.

Das Moment der Fliche in bezug auf die Grundlinie ist

M=% -a-h.
Der Schwerpunkt eines Paralleltrapezes teilt die Mitteltransversale im
Verhiltnis 1
Yo _ 20 +D
v tb+a’
¢G> a _E  toner gilt (Abb. 39)
)
h a4 20 h b+2a
l~5’ h ya:—___.i_*’ yb:__.._____
Y, 3 a+b 3 bta
T i ZaH B . Das Moment der Fliche in bezug auf
Abb. 39. die Seite a ist

M=1-h%(a-+2b).

Den Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks findet man durch zweimalige
Zerlegung in je zwei Dreiecke als Schnittpunkt der Schwerlinien KH und LN
(Abb. 40) durch Zeichnung innerhalb der Fliche oder auch durch Drittelung
aller Seiten nach Abb. 41.

Fir den Kreisausschnitt ergibt Abb. 42 den Abstand des Schwerpunktes
vom Mittelpunkt zu

2

xO:-?’_-

5
b
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Das Moment der Fliche in bezug auf den Kreismittelpunkt ist
Ler2.s,

4 == \‘\‘ \
mp= g = 04247, I —
2 a3 Abb. 43.
M=sort ==

é
_4 4 5
yo—?m ’ x0_3n'a'

a

—a b

Abb. 44.
Der Schwerpunkt eines Prismas mit parallelen Endflichen halbiert die Ver-
bindungslinie der Schwerpunkte der Endfldchen.
entfernt (Abb. 45).

Der Schwerpunkt einer Pyramide ist um /, der Hohe von der Grundfliche

Abb. 45.

Abb. 46.
Zur zeichnerischen Ermittlung des Schwerpunktes einer Fldche wird sie in

einzelne Teilstiicke zerlegt, deren Schwerpunktslage leicht angegeben werden kann.
Den Flicheninhalt jedes Teilstiickes betrachtet man als Kraft, die in seinem
Seilecks (Abb. 46).

Schwerpunkt angreift. Der Gesamtschwerpunkt findet sich dann mit Hilfe des
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Hat die Fliche keine Symurnetrieachse, so ist das Kraft- und Seileck zweimal
nach verschiedenen Richtungen zu zeichnen. Der Schwerpunkt ist dann der
Kreuzungspunkt der beiden so erhaltenen Schwerlinien.

2. Die Formen des Gleichgewichtes.

Man unterscheidet

sicheres (stabiles) Gleichgewicht,
unsicheres (labiles) Gleichgewicht,
unentschiedenes (indifferentes) Gleichgewicht.

Das erstere findet statt, wenn bei irgendeiner Drehung des Korpers ein Kréfte-
paar (NG’) entsteht, das ihn wieder in die Gleichgewichtslage zuriickfithren will
(Abb. 47), das zweite, wenn in dem Fall ein
Kriftepaar entsteht, das bestrebt ist, thn noch
weiter aus der Gleichgewichtslage zu drehen
(Abb. 48), das letztere, wenn sich bei der Drehung
tiberhaupt kein Kriftepaar bildet (Abb. 49).

Bei frei drehbar aufgehingten Koérpern
liegt demnach der Schwerpunkt im

sicheren Gleichgewicht

unter der Aufhingungsstelle,
unsicheren Gleichgewicht

itber der Aufhingungsstelle,
G unentschiedenen Gleichgewicht
in der Aufhidngungsstelle.

Bei Unterstitzung einer beliebig gekritmm-
v ten Korperoberfliche durch eine wagerechte

Abb. 49. Ebene sucht der Korper durch eine Rollbewegung

in eine Gleichgewichtslage zu kommen (Abb. 50).

Das Rollen eines Rades oder einer Kugel ist nun eine Drehung um den Mittel-
punkt des Radkreises oder der Kugelkriimmung; das Rollen eines beliebig ge-
krimmmten Kérpers ist entsprechend eine Drehung um den Kriimmungsmittel-

0
A
5 G
=gt
SWAR NN
Abb. 50. Abb. 51, Abb. 52.

punkt des mit der Stiitzebene in Berithrung befindlichen Oberflichenteiles.
Hiernach ersetzt dieser Kréimmungsmittelpunkt den Aufhéingungspunkt der
obigen Angaben: Es liegt der Schwerpunkt bei
sicherem Gleichgewicht unter dem Kriimmungsmittelpunkt (Abb. 51),
unsicherem . iitbher ) (Abb. 52),
unentschiedenem ,, in ' v
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Ist auch die Unterstitzungsfliche gekriitmmt (Abb. 53), so gilt fir das
Abrollen bei kleinem Ausschlag

a-y:r.ﬂ:R.oc’

Abb. 53. Abb. 54.
ferner ist nach dem Satz von dem AuBenwinkel des Dreiecks
7= /3 — &,
also
a = T.'B = 7 . 1 - =7 1
p—a 1% 1
B R
oder p
_re R
= R—r

als Hochstwert des Abstandes AS == a bei unentschiedenem Gleichgewicht und
gleichsinnig gekriimmten Flichen. Bei entgegengesetzt gekriimmten Flichen ergibt
sich entsprechend aus Abb. 54

_R.r

T R4

Wird @fache Sicherheit fiir sichéres Gleichgewicht verlangt, so ist anzusetzen

22

3. Die Standsicherheit.

Bei einem auf zwei Stiitzen liegen-

den Korper (Abb. 55) wird die zweite Auf- a b

lagerkraft N, = 0, d. h. der Tréiger beginnt L v

zu kippen, wenn die Momentengleichung be- 7\[

steht in bezug auf die andere Auflagerstelle A L a0

N,, um die er gegebenenfalls kippt, Abb G5
Poa=@-b, 05

bzw. wenn mehrere Kippkrifte P und mehrere Gegengewichte G vorhanden sind,

Z(P-a)=2=(G"b).

Stephan, Grundziige. 2
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Wird die ©fache Sicherheit gegen Kippen verlangt, so gilt

e — @b _ M,
Z‘ (P . a) ]llk

Das Gesamtmoment der auf der AuBenseite des Kipplagers angreifenden
Krifte ist das Kippmoment My, das Gesamtmoment der auf der Innenseite des
Kipplagers wirkenden Gegengewichte das Standsicherheitsmoment 3.

Liegt der Korper auf drei Stiitzen, so wird die Aufgabe
auf die vorstehende zuriickgefithrt, indem man fir die Rech-
nung die Verbindungsgerade von zwei Stiitzpunkten als eine
einzige Stiitze auffafit.

Die Aufgabe ist nicht mehr mit den einfachen Hilfs-
mitteln der Statik losbar, heift demgem&fl statisch unbe-
stimmt, wenn die drei Stiitzpunkte in derselben Geraden liegen
oder wenn bei mehr als drei Stitzpunkten die Anordnung so-
wohl der Stitzpunkte als auch der Belastungen nicht genau
symmetrisch ist.

Wird ein starrer Kérper von einer ebenen, ebenfalls starren
Fliche unterstiitzt, so verteilt sich die Stitzkraft gleich-
miBig dber die Stitzfliche, wenn alle anderen auf den
Koérper einwirkenden Krifte eine Mittelkraft ergeben, deren
Wirkungslinie durch den Schwerpunkt der Stutzfliche geht.

Schneidet die Wirkungslinie dieser Mittelkraft R die
B Stitzflache in einem anderen Punkt C (Abb. 56), so legt sich
der Korper an der dem Punkt C zunichst gelegenen Kante
AB mit einem groferen Flichendruck an und auf der ent-
gegengesetzten Seite mit einem geringeren.

T Riickt der Kraftangriffspunkt C bis auf die Kante 4B, so

‘ wird die Belastung ausschlieBlich von der Kante selbst aufge-
nommen; die Grenze der Standsicherheit ist damit erreicht.

A Die Kippkante ist die #uBerste Begrenzungsgerade der

' Abb. 57. Stiitzfliche, die in der Richtung S C erreicht wird (Abb. 56).

Sie kann beliebig unterbrochen sein (Abb. 57) oder wird bei

nach auBen gekriimmter Begrenzung der Fliche durch die senkrecht zu SC

stehende Tangente der Begrenzung gebildet. Die Berechnung der Standsicherheit
erfolgt auch hier nach der oben angegebenen Formel.

IV. Die Statik der Maschinenteile.

1. Der Hebel.

Ein Hebel ist ein fester, um eine Achse drehbarer Kérper, der
zum Angriff verschiedener Krifte eingerichtet ist, die im allgemeinen
in derselben Ebene wirken.

Je nach der Form unterscheidet man gerade (Abb. 58 und 59), gekriimmte
(Abb. 60), Winkelhebel (Abb. 61). Der gerade Hebel heifit einarmig, wenn
alle Krafte auf derselben Seite der Drehachse angreifen (Abb. 58), zweiarmig,
wenn sich die Drehachse zwischen den Kriften befindet (Abb. 59). Auf das Ver-
hiltnis der eigentlichen Hebelkriifte P zueinander hat die Form des Hebels keinen
Einflu8.
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Wirken auf den Hebel, dessen Eigengewicht G im Abstande ¢ von der Dreh-
achse O angreift, die ebenfalls lotrechten Krifte P; und P, in den Entfernungen [,
bzw. I, von der Drehachse, so ergibt die Gleichgewichtsbedingung fir die Dreh-
momente in bezug auf die Drehachse O (Abb. 58 und 59):

+ Pyly— Pyol, +Ga=0.

| L 7 0
N 1, —- l 2 O
® «— T ~ak—
0 ! a G ll G 12 P
17 El NI 2
Abb. 58. Abb. 59.

Ist G im Verhé&ltnis zu den P klein, so kann es oft auBler acht gelassen werden:

P, 1
P, .l =P,- .
1 ly=Py-1, oder P, 1,
Die Kridfte am Hebel verhalten sich umgekehrt wie die Hebelarme.

Der einarmige Hebel ist anzuwenden, wenn die beiden Hebelkrifte P entgegengesetzte
Richtung haben miissen; er hat einen verhdltnismiBig kleinen Achsdruck:

—N=—P, + P, +6.

Der zweiarmige Hebel findet Anwendung bei gleichgerichteten Hebelkriften;
sein Achsdruck ist verhaltnismiBig groB:

+N=+P +P+6

&
wY

Abb. 60. Abb. 61. Abb. 62.

Sind die auf den Hebel einwirkenden Krifte nicht alle parallel, so sind die
zur Kraftrichtung senkrecht stehenden Léngen I (Abb. 60 und 61) als Hebelarme
einzusetzen.

Wird die Kraft durch den Hebel verringert, so vergrofert sich der Ausschlag
in demselben Verhé#ltnis.

Hebel ohne festliegende Drehachse sind die Kulissen der Schieber-
steuerungen von Dampfmaschinen und die Wélzhebel der Dampfmaschinen-
ventile. Die letzteren ergeben die fiir die Einleitung der Bewegung erforderliche
grofle Kraft und die fir die Vollendung verlangte groBe Geschwindigkeit.

Soll der Hebel bequem zu handhaben sein und leicht von einem Ort zum
anderen bewegt werden kénnen, so bildet man ihn als Doppelhebel aus, indem
zwei gleiche Hebel an demselben Drehzapfen befestigt werden (Zange, Schere).
Bei grofler Ausladung bzw. Greifweite wird jeder Hebel an einem besonderen Zapfen
eines Zwischenstiickes angebracht (Blockzange Abb. 62).

%
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Sehr hiufig erschemen die Doppelhebel als Kniehebel. An demselben Zapfen
greifen drei Arme an, von denen gewohnlich zwei einander gleich sind und mit
dem dritten in jeder Lage gleiche Winkel & einschlieflen (Abb. 63).
Es ist dann

und bei groem & geniigt schon eine kleine Kraft R, um grofe Krafte P
Zu erzeugen.

2. Die Reibung.

Abb. 63. Ein fester Korper werde von der Kraft @ mit seiner ebenen

Grundfliche F senkrscht auf cine gleichfalls ebene feste Auflager-
fliche aufgedriickt, die auf den Korper mit der Gegenkraft N = @ zuriickwirkt
(Abb. 64). Auflerdem stehe der Korper noch unter dem EinfluB einer parallel
zur Fliche F wirkenden Kraft P. Die Erfahrung lehrt nun, dafl P eine bestimmte,
oft recht bedeutende Grofe haben muf}, ehe Bewegung eintritt, oder daf3 die vor-
handene Bewegung schnell einschlift, wenn die Zugkraft P nicht mehr wirks.
In der Flache F mufl demnach zwischen beiden Korpern
eine gewisse Kraft W wirken, der Reibungswider-
stand. 4

Er erklirt sich dadurch, daB sich kleine oder auch
groflere Unebenheiten der sich berithrenden, nie ganz
starren Flidchen mehr oder weniger ineinander driicken
und so die Verschiebung hindern. Auch scheinbar glatt

Abb. 64. geschliffene Flichen erweisen sich bei genauer Unter-

suchung noch immer als etwas rauh. Der Grad der

Rauhigkeit und damit der Reibungswiderstand ist natiirlich von der Art der be-
treffenden Korper abhéingig.

Der Reibungswiderstand zwischen ungeschmierten Flichen ist, auBler bei
ganz geringen Flichendriicken p = N : F, wo er etwas ansteigt, unabhingis vom
Flichendruck und allein von der Druckkraft N abhéngig:

W=u-N.
Er ist auch innerhalb weiter (Girenzen nahezu unabhéngig von der Geschwindig-
keit v (S. 59), mit der sich die beiden Beriithrungsflachen gegeneinander bewegen.
Bei rauhen Metallen sinkt allerdings die Reibungsziffer u mit steigender
Geschwindigkeit.
Fiir guleiserne Bremsklétze auf stihlernen Radreifen hat sich ergeben
1+0,0312-v
H= o T0167 v

worin einzusetzen ist » in m/sk,
uo = 0,45 fiir trockene Reibungsflichen,
0,35 fiir etwas feuchte Reibungsflichen,
0,25 fiir nasse Reibungsflichen.
FluBeisen mit Walzhaut hat in einschnittigen Vernietungen die Reibungsziffer
Yo = 0,50, in zweischnittigen Vernietungen p, = 0,35.
Fiir bearbeitete Metallflichen gilt

ziemlich rauh, ungeschmiert (GuBeisen). . . . . . . w =022
einigermafen glatt bearbeitet (FluBeisen, Stahl). . . u = 0,16
mit Wasser benetzt oder nur eben gefettet . . . . . u=0,14
wenig gefettet . . . . . . ... o0 Lo L L. u=0,12
glatt bearbeitet und geslt. . . . . . . . . . . .. u =010

glatt geschliffen und sorgfiltig geschmiert . . . . . w = 0,02 - 0,016.



Fiir Bronze und Pockholz auf Pockholz ist

gut_gefettet
in Wasser

In Stopfbiichsen ist je nach der Fettung bei

Die Rejbung.

Baumwolle oder Hanf
weichem Leder. . . . .

hartem Leder

........ u-= 0,06
........ © = 0,10
w=0,06—= 0,11

= 0,03+ 0,07
= 0,10 = 0,13.
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Fir Holz auf Eisen, wenn die Holzfasern in der Reibungsfliche parallel zur Be-
wegungsrichtung liegen, gilt i. M.

Bremsscheibe Holzbremse (lufttrocken)
aus l Zustand Eiche TUlme Buche Pappel ; Weide
GuBeisen. ganz trocken 0,31 0,37 0,37 0,40 0,47
sauber bearbeitet nur sauber
abgewischt 0,30 0,36 0,29 0,35 0,46
FluBeisen, ganz trocken 0,40 0,49 0,54 0,60 0,60
sauber bearbeitet nur sauber
| abgewischt_ 0,51 0,60 0,54 0,65 0,47
Klotz mit Ol
getrinkt 0,50 0,41 0,35 0,63 0,38
FluBeisen, } sauber abgew1scht 0,47 0,14 0,39 0,18 0,14
unbearbeitet i wenig geolt 0,15 0,21 0,23 0,23 0,17
Klotz mit Ol
‘ getrénkt 0,13 0,12 0,12 0,11 0,15
Fiir bautechnische Anwendungen ist anzunehmen:
Eichenholz auf Eichenholz . . . . . . . .. . . ... w = 0,48
desgl. (Fasern parallel zueinander und zur Bewegungsrlchtung) uy = 0,62
Glatt bearbeitete Steine auf Ziegelmauerwerk . . . . . u, = 0,563
Steine und Kies auf Holz . . . . . . . . . .. . .. uo = 0,46
Steine und Kies auf unbearbeitetem Walzeisen o = 0,42
Mauerwerk auf Beton . . . . . . . . ... .. oL 1o = 0,76
Mauerwerk und rohe Steine auf gewachsenem Boden
bei trockenem und hartem Tonboden . . . . . . . . . o = 0,65
bei feuchtem Tonboden . . . . . . . . . . .. .. Ug = 0,60
bei nassem, lettigem Boden s1nkend bis. . . .. ... s = 0,30.

Wird Fe tt als Schmiermittel dazwischen gegeben, so hat der Flichendruck auf die GroBe
der Reibungsziffer erheblichen EinfluB; sie nimmt ab, wenn der Flichendruck steigt:

Flachendruck 100 200 300 00 | 500 600

at at at at i at | at
Paraffin . . 0,0062 0,0051 ,0036 0,0027 0,0026 0,0025
Talg., . . . 0,0150 0,0075 ,0064 0,0048 0,0046 0,0039
Stearin 0,0220 0,0130 ,0100 0,0075 0,0060 0,0050

Staufferfett . . . . . . 0,171 0,162 ,148 — — —

Wird ein prismatischer Korper mit der Kraft Q in eine Keilnute vom Spitzen-
winkel 2 J gepre3t (Abb. 65au.c), so miissen die beiden, einander gleichen Gegen-
driicke N der Seitenflichen der Kraft @ das Gleichgewicht halten, so daf das
in Abb. 65b gezeichnete Kriftedreieck entsteht. Man entnimmt ihm

N:

Q|
2-sin 0
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Der Bewegung senkrecht zur Zeichenebene wirkt an jeder Seitenfliche der Reibungs-
widerstand u - NV entgegen. Also ist der Gesamtwiderstand

M

A
sin 0
Die Keilnute vergroflert die Reibungsziffer auf

M .
sin ¢

wo=

Werden die beiden in der Berithrungsfliche F auf den bewegten Kérper wir-

kenden Krifte N und W= u - N zu einer Mittelkraft von der GroBe R=N-}1 -+ u?
vereinigt (Abb. 66), so bildet diese mit IV den Reibungswinkel o, fiir den gilt

w
tgo =~ =nr.

Wird ein Korper, der sich mit der Kraft N auf eine Unterlage legt, durch eine
Zugschnur, in die eine Schraubenfeder eingeschaltet ist, mit einer Kraft P, gezogen,

: NEN
Abb. 65a.  Abb. 65b. Abb. 65 c. Abb. 66.

so tritt Bewegung mit einer gewissen Geschwindigkeit v, ein, sobald P; > s - N
ist, und die Feder zeigt eine ziemlich bedeutende Verldngerung, die als Mafl von P,
angesehen werden kann. Zieht man jetzt den Korper an einer
zweiten Zugschnur ohne Feder mit der so bestimmten Kraft P,
und dann gleichzeitig senkrecht dazu mit eingeschalteter Feder
durch eine zweite Kraft P, (Abb. 67), so dehnt sich die Feder
nur wenig, selbst wenn die Geschwindigkeit v, der zweiten Be-
wegung verhdltnisméfig grof ist.

Der nach einer Richtung bewegte Korper, in der er
einen bestimmten, unter Umstdnden ziemlich hohen Rei-
bungswiderstand findet, ist wihrend der Bewegung in der
dazu senkrechten Richtung im ersten Augenblick nahezu
reibungslos.

Zum Betrieb eines beliebigen Getriebes sei eine bewegende Kraft P, erforder-
lich, wenn man die Reibungswiderstéinde zwischen den einzelnen Teilen des Ge-
triebes auBer Ansatz 1ift. Werden diese Reibungswiderstdnde in Rechnung ge-
stellt, so ist eine Kraft P = Py -+ W fiir den tatsichlichen Betrieb nétig. FEin
Getriebe ist nun um so vorteilhafter, je geringer die Reibungswiderstinde darin
sind, denn ein um so gréferer Anteil der bewegenden Kraft wird darauf verwendet,
die verlangte Arbeit zu leisten, und ein um so kleinerer Anteil wird in der Maschine
selbst, im allgemeinen nutzlos, verzehrt.

Das Giiteverhiiltnis der Vorrichtung wird durch das Verhéltnis der zum Antrieb
erforderlichen Kraft P, ohne Beriicksichtigung der Reibungswiderstinde W zu
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der tatsichlich mit Einrechnung aller Reibungswiderstéinde erforderlichen Kraft P

bestimmt :
P, P, 1

1+

——PZPO_}‘W: 5’

w
das auch als Wirkungsgrad bezeichnet wird.

In manchen Fillen ist es zweckmiBiger, mit den bewegenden Drehmomenten
M, bezw. M zu rechnen, und es gilt entsprechend

M, M, 1
M M,+ M, M,
1+ 7

Der grofite, praktisch nicht erreichbare Wert des Wirkungsgrades ist demnach
n=1fur W bzw. M, = 0.

Ist dagegen P, gegeniiber W nicht besonders groB oder gar klein, so ergeben
sich sehr niedrige Werte des Wirkungsgrades. Das trifft z. B. bei allen gering
belasteten Maschinen oder Getrieben zu; im Fall des Leerlaufs wird y = 0.

Sind mehrere Getriebe hintereinander zu einer Maschine vereinigt und hat
das erste den Wirkungsgrad #,, so kommt von der Antriebskraft P nur noch der
Betrag n, + P auf das zweite Getriebe. Dort sinkt die weitergeleitete Kraft infolge
des Wirkungsgrades 5, des zweiten Getriebes auf den Betrag #, - (3, P) usw.:

Der Gesamtwirkungsgrad einer Maschine ist gleich dem Produkt der
Wirkungsgrade der hintereinander arbeitenden Einzelgetriebe,

N="N1"Na*"Mg-.-

3. Der Keil.

Ein zur Mittelebene symmetrischer Keil mit dem Spitzenwinkel 2« soll durch
die auf den Riicken einwirkende Kraft P, gleichmifig vorwirtsgeschoben werden
(Abb. 68). Seine Seitenflichen erfahren hierbei
von den anliegenden Druckflichen senkrechte
Gegendriicke N, die aus Symmetriegriinden
einander gleich sind. Das aus den drei Kréften
gebildete Gleichgewichtsdreieck liefert sofort
den Zusammenhang

¥+ Py=N-sinx.

Wird die Reibung u+ N in den Seiten-
flachen berticksichtigt (Abb. 69), so ergibt die
Gleichgewichtsbedingung fiir die senkrechten Krifte nach
der eingetragenen Zerlegung

—2+N-sin0g —2+u-N-cosew +P=0,

also
P=2-N-cosa-(tgo + u).

Somit ist der Wirkungsgrad des Keiles
Py,  tgo 1

TP tga+tp 14 u-cotga’
Ist die Kraft P im Verhiltnis zu den senkrechten Seitenkréften der Gegen-
driicke N zu klein, so bewegt sich der Keil unter Umstéinden riickwérts, wobei die
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Reibungskrafte u - N umgekehrt zu den Angaben der Abb. 69 gerichtet sind. Man
erhidlt dann, wenn gerade noch Gleichgewicht besteht,

—2-N-sina+2-u-N-cosx + P, =0,
also P, =2-N-cosa-(tga — u).
Diese Kraft wird 0, d. h. der Keil bleibt stecken, ohne daB eine Druckkraft
auf die Riickseite ausgeiibt wird, wenn der Klammerausdruck 0 ist, also fiir
tga =p=tgo,
wenn die Neigung gleich dem Reibungswinkel ist.
In dem Fall ist der Wirkungsgrad beim Eintreiben

1
1]:m=0,50.

Der Keil wird selbstsperrend, d. h. zum Herausziehen ist eine bestimmte
Kraft — P; nétig, fir o < g, also 9 < $.

— P\ WA
\2 %az
il

AN

Abb. 70. Abb. 71.

Die im Maschinenbau gebriuchliche Keilverbindung nach Abb. 70 wird sche-
matisch durch die Abb. 71 mit den daran wirkenden Kréften dargestellt. Den
zugehorigen beiden Kriftedreiecken entnimmt man

sin (& 4 0) —q- sin (¢ + o),

W1:Q' ,
sin(j—z—(x——QQ) cos (& - 2.0)
2
Sin(z—{—Q)
2 cos o
W, =@ =Q- ,
sin(i;——(x——Zg) cos (& + 2¢)
sn(5 - o)
W——W-m g~ T¢ 0 cos (x -+ o)
g= Wy ———F———— = ———5,
sin(z——g) cos (& 4+ 2p)
P=Wg'sm(“+2@)=Q-tg(0¢+29)-

sin (ﬁ )
Sl e
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Soll der Keil geldst werden, so wirken die Reibungskréfte nach der entgegen-
gesetzten Richtung, so dafl der Reibungswinkel ¢ das negative Vorzeichen erhilt.
Die zum Losen mnoétige
Kraft ist also

Py =@Q-tg(x — 29).

Der Keil ist selbst-
sperrend fur o << 2 9.
Soll eine & fache Sicher-
heit gegen selbsttétiges
Losen bestehen, so gilt

C-ax=2p.

4. Die Traglager.

Bei den Traglagern - b ~
umfassen die die Be- // N
lastung  aufnehmenden / \ \
Lagerschalen den zylin- 72 LA N\
drischen Mantel des Zap- S e . \
fens ganz oder teilweisz. // \f P G \

Um den Reibungs- / '
widerstand und die durch ll
die Reibung verursachte -
Erwirmung  moglichst !
klein zu halten, sind nur A 44
gut geglittete Flichen \ = =2
unter Benutzung eines T
Schmiermittels zu ver- \
wenden. Die Schmier-
fahigkeit des Oles be-
ruht darauf, dafBl es in- M~ ! —
folge seiner Kapillari- T
tdt das Bestreben hat, 7
sich dorthin zu dridngen,

!
wo die Gleitfliichen, . die AaiN
durch die diinne Olschicht : (ﬂ \ H
voneinander getrennt ge- i Ly
Z !

halten werden, sich am
nichsten kommen. Fir Abb. 74.

die Schmierwirkung und

die GroBe der Reibungsziffer ist seine Zahigkeit allein maBgebend.

Bei grofierem Flachendruck ist ein entsprechend zéheres Ol zu nehmen, damit die
Schmierschicht nicht zu diinn wird und etwa zerreiit, denn die metallische Beriihrung erhéht
sofort die Reibung und Erwérmung sehr betrichtlich.

Der mittlere Flachendruck, der bei der Belastung P kg im Lager von der
Lénge ! em und der Bohrung d em herrscht, wird stets berechnet aus
_. P ks
~l-d em?’
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Nur bei kleiner Belastung P und groSer Umlaufgeschwindigkeit v m/sk liegt der Zapfen
so im Lager, daf die diinne Olschicht iiberall gleiche Stéirke hat. Die zugehérige Druckver-
teilung zeigt die Abb. 72. Bei groBer Belastung und kleiner Umlaufgeschwindigkeit legt sich
der Zapfen im Sinne der Drehbewegung verschoben an die Lagerschale an, und die zugehdrige
Druckverteilung zeigt Abb. 73. Genauer gibt die Abb. 74 den Verlauf des Lagerdruckes p’
fiir mittlere P und » an, wenn die drucklose Olzufuhr gerade an der diinnsten Stelle der Olschicht
stattfindet. Zieht man die auf demselben Durchmesser wirkende Driicke p’ voneinander ab,
so erhdlt man den Uberdruck p”’, der auf jede Mantellinie der tragenden Lagerschale kommt.
Er kann nun an jeder Stelle in einen wagerechten und senkrechten Seitendruck zerlegt werden.
Die letzteren liefern dann den Linienzug p. Werden die p senkrecht iiber dem Durchmesser d
aufgetragen (Abb. 74 unten), so ergibt sich eine Verteilung, die die obige Formel rechtfertigt.

Alle Lager miissen erst einlaufen, ehe sie mit geringer Reibung und kleinem Ol-
verbrauch arbeiten. Auch gut eingelaufene Lager miissen sich jedesmal erst wieder auf die
Dauertemperatur einlaufen, wozu gewdhnlich mehrere Stunden Zeit notig sind. Bei den meisten
Hebezeugen ist hiernach die Reibung immer sehr viel hoher als bei dauernd mit anndhernd
gleicher Belastung umlaufenden Wellenleitungen und Kraftmaschinen.

Die Reibungsziffer u eines eingelaufenen Traglagers sinkt mit zuneh-
mendem Flichendruck p und mit steigender Temperatur #, sie wichst mit stei-
gender Umfangsgeschwindigkeit v des Zapfens und ist naturgem&f auch abhéngig
von der Art des Oles, wenn auch bei richtiger Wahl des Oles dieser Einfluf von
geringster Bedeutung ist, denn bei h6heren Temperaturen nihern sich die Zahig-
keitswerte aller Ole. Die Abhingigkeit vom Metall des Zapfens und Lagers ist
nur ganz geringfiigic und verschwindet héufig ganz.

Fir Weilmetall- oder Bronzelager mit Ringschmierung von dem Zapfenverhiltnis
l:d =1+ 1,5 ist bei Verwendung von ,,Gasmotorensl® innerhalb der Grenzen

4> v> 0,4 m/sk, 45° > t> 25°,
3<p<l24+2-Y10-vat bzw. 124+2-Y10-0> p> 50at
1,23 - o045 0,45 - p945

ZW.

H= P85« L0 H= P00 - g0t

Fiir ein Sellers-GuBeisenlager mit Ringschmierung von dem Zapfenverhiltnis I : d = 3,3
ist, ebenfalls bei Verwendung von ,,Gasmotorenél®, innerhalb der Grenzen

4> v> 0,1 m/sk, 8>p>1lat
1’36 . 1;0,605
W= mm -

Ringschmierung ist brauchbar bis etwa » = 12 m/sk. Dariiber hinaus ist Spiilschmierung
anzuwenden.

Fiir ein WeiBmetall- oder Bronzelager war bei 0,8 dm?/min Mineralél Verbrauch an
innerhalb der Grenzen

30° <t <60° 4<p<liat bzw. 60°<i<100°, 3<p<l5at
1,34 0,89
u= pUAL - £0.82 bzw. p= PO 0,52

unabhéngig von ».
In den Lagern von Eisenbahnwagen ist bei Schmierung mit Riibél oder einem ent-
sprechenden Mineralol unabhéngig von p und » i. M.

= 0,0095

im Beharrungszustand. Nach lingerem Stillstand ist u = 0,054.
Die mittlere Lagertemperatur betrigt nach mehrstiindigem Einlaufen fiir sach-
gemif geschmierte

Hauptkurbellager von Dampfmaschinen . . . . . . . . {c035°
Kurbelzapfenlager von Dampfmaschinen . . . . . . . . «o40°
Lager von Dynamomaschinen und Elektromotoren. . . . o35°
Dampfturbinenlager. . . . . . . . . . .. .. T (U
Sellers-Ringschmierlager . . . . . . . . . . . ¢t = 28 - 050 . 012,

Der zulassige Lagerdruck betrigt bei Geschwindigkeiten bis v cv 2,5 m/sk an gleich-
méfBig umlaufenden Zapfen bis p = 50 at; an Zapfen, die unter der wechselnden Belastung
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atmen, augenblicksweise bis p = 120 at, dagegen im Gesamtdurchschnitt nur p = 20 at.
Grenzwerte sind

bei v= 9 12 18 22,5 m/sk
p=13 145 16  16,5at.

Das Reibungsmoment eines Tragzapfens von der Stirke d cm betrdgt unter
der Belastung P kg
M:%-{L-P- d cmkg.

5. Die Spurlager.

Bei den Spurlagern fillt die Wirkungslinie der belastenden Kraft P mit der
Drehachse der Welle zusammen, so daB3 die Stiitzfliche die ebene, senkrecht zur
Drehachse stehende Endfliche des Zapfens ist (Abb. 75).

Zerlegt man die Stiitzfliche der Abb. 75 in kleine
Flachenteilchen dF, so greift die zugehorige Belastung

P
f-dF

bei ebenen und parallelen Zapfen- und Spurplattenflichen
im Schwerpunkt der Fliche an. Sie erzeugt dort den der
Bewegung entgegengesetzten Reibungswiderstand

P
AW =u-=-ar.
W=u 7 d
Damit ist das Reibungsmoment der ganzen Fliche

M=]dW'T0=[ﬂ'§'dF'TOZILL'P'?‘O.

Den Schwerpunktshalbmesser 7, erhélt man nach S. 14 zu

1 2 1 2
—2~-(r-doc)-r--g—r—z~(r1-doc)-r1~§r1

ro = —_—
1 1 AL
—2—-(1'-doc)-7'—5(7*1-6106)4*1 1—<—l>

Damit wird im Fall vollig ebener Gleitfldchen das Reibungsmoment

d3
1—(3)
! w-P-d- d

1‘(3

Da jedoch die duBeren Flichenteilchen des Zapfens wesentlich schneller um-
laufen als die inneren, so nutzt sich dort das weichere Metall entsprechend mehr
ab als innen, so daf die Flichendrucke innen héher sind als auBen. Ein Ausgleich
hat stattgefunden, wenn die beiden gleich breiten Flichenteilchen d F und d F,
der Abb. 76 den gleichen Anteil der Diuckkraft P aufnehmen:

AP =dF-p=dF, - p

M=

oder mit
dF : dF; =r:n

Prlp =17,
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Die Flichendrucke verhalten sich beim eingelaufenen Spurzapfen umgekehrt

wie die Abstdnde von der Drehachse.
Die Mittelkraft der beiden gleichen Druckkrafte d.F - p bzw. d F; - p,, die auf

die beiden &uBersten Teilchen der Gesamtfliche einwirken, geht durch die Mitte
ihres Abstandes, ebenso die Mittelkraft der auf die beiden nichsten Streifen ent-
fallenden, ebenfalls einander gleichen Kréfte und so fort.

Abb. 76. Abb. 77. Abb. 78.

Abb. 79.

Demnach greift die gesamte, auf die Fliche F” der Abb. 76 kommende Druck-

kraft -?, an in der Entfernung
=1+ 3 —r) =3 +r)
von der Drehachse an. Das Reibungsmoment wird wie oben

' P 4 7 1 ( (ll
M=2.,/L-?-F .7 _.Z.M.P.d. 1+7l,
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) Die Reibungsziffer von Stahlzapfen auf Bronze mit den Schmiernuten nach Abb. 77
in der Bronzespurplatte bei Schmierung mit Riibél gibt die Abb. 79 fiir die giinstigste Tem-
peratur t = 50° wieder.
Bei Wasserkithlung und Valvoline als Schmiermittel ergaben sich bei Stahllaufringen
auf mit Weilmetall ausgegossenen Bronzedruckringen nach Abb. 77 die Kurven b der Abb. 80
fiir © und ¢, bei Schmiernuten nach Abb. 78
in den Stahllaufringen wund glatten
Bronzedruckringen die entsprechenden
Kurven ¢ der Abb. 80.

Abb. 80. Abb. 8l1.

Fir groBe Krafte P ist das Michell-Spurlager zu verwenden, das nur einen
einzigen Tragring braucht, der auf einer Anzahl von annéhernd quadratischen
Segmenten liuft, die durch Kugeln so gestiitzt werden, daf} sie sich ein wenig
geneigt zur Lauffliche einstellen (Abb. 81). Es kann bis p = 100at benutzt
werden.

6. Der Rollwiderstand.

Rollt eine vollkommen starre Walze auf einer ebenfalls starren, wagerechten
Unterlage (Abb. 82), so geniigt der geringste duBere Einfluf}, um die Rollbewegung
einzuleiten.

~_ A A
..... V7 “ AN
v 7l
Abb. 82. Abb. 84.

Tatsichlich ist mindestens einer der beiden Kérper nachgiebig. Bei nach-
giebiger Rolle liegt die Angriffstelle A der Gegenkraft N = @ in der Mitte der
Abplattung, solange die Rolle ruht. Beim Rollen verschiebt sich N um f' nach
vorn (Abb. 83), weil die Mantellinie B’ sich von der Fahrbahn abhebt und B sich
entsprechend fester anlegt. Die Momentengleichung in bezug auf Punkt 4 liefert,
da die Abplattung immer klein im Verhdltnis zum Halbmesser 7 ist.

poo.t

r
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“

. P . .
Da im allgemeinen stets u > ¥ = ist, so gleitet die Rolle nicht unter der Zug-

kraft P. Jedoch findet ein geringer Schlupf beim Rollen statt, weil der Halbmesser
sich an der Beriihrungsstelle etwas verkiirzt.

Ist die Unterlage nachgiebig (Abb. 84), so ergibt sich ebenso

P = Q * i )
r

da die Beriihrungsfliche immer so klein bleibt, da8 die Neigung von N aufer acht
gelassen werden kann.

Sind Rolle und Lauffliche nachgiebig, so gilt dieselbe Gleichung mit
einem entsprechend gréBeren Hebelarm f des Rollwiderstandes.

Die Zugkraft P kann gelegentlich am oberen Rand der Rolle angreifen.

Dann gilt P 2r—=Q-f.
Material der Hebelarm f

Walze Unterlage mm
GuBeisen . . . . . GuBeisen . . . . . 0,05
Stahl. . . . . .. Stahl. . . . . . . 0,05
Pockholz . . . . . Pockholz . . . . . 0,5
Ulmenholz . . . . Pockholz . . . . . 0,8
weiches Holz . . . weiches Holz . . . 1,5
weiches Holz . . . Stein. . .. ... 1,3

Fiir eisenbereifte Rider von StraBenfuhrwerken ist auf

glatten Granitplatten . . . . . . . . . . . . .. f= 1L5mm
Gleisen der Straflenbahn . . . . . . . . . . .. f=256,
guter Asphaltstrale. . . . . . . . . . .. . .. f=60 ,
gutem Holzpflaster . . . . . . . . . . . . ... f=15,
sehr guten Erdwegen . . . . . . . . . . . . .. f=45,

losem Sand . . . . . . .. ... 0L f= 15+ 30 mm
Fiir Vollgummibereifung von Lastkraftwagen ist auf guter harter Chaussee f = 2,4 mm.

Drehen sich zwei Rollen nach Abb. 85 aufeinander,
so gilt fiir das Drehmoment, das zur Bewegung der Rolle 1
notig ist,
+M;—-Q-f+P-r=0
und fir die mitlaufende Rolle 2 entsprechend

+Qf+P-r,=0.
Wird der hieraus folgende Wert von P in die vorstehende
QGleichung eingesetzt, so folgt
"

wima-1-147).

7. Die Kugel- und Rollenlager.

Die Kugeltraglager enthalten zwischen zwei sorg-
filtig geschliffenen und gehirteten Laufringen eine An-
zahl gehirteter Kugeln, deren Durchmesser bis auf z}; mm tibereinstimmen.

Ist z die Gesamtzahl der Kugeln, so gilt nach Abb. 86 fiir die Lagerdruckkraft

P=Ny+2N,;-cose +2N,-cos2x + ...+ 2N, cosna,

Abb. 85.

. z .,
worin n < 1 ist.
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Die Zusammendriickung d, der von N, beanspruchten Kugel ist am gréBten,
sie wird nahezu O fir n- & N%. Der einfachste formelmifBige Zusammen-
hang, der diese Beziehung ausdriickt, lautet

0, = 0y cos 0y =dp-cO820,...

Ferner gilt, wie die genaue Berechnung der elastischen
Forménderungen lehrt,

e N _

03 0
Mithin 148t sich schreiben

3 3
N, = Ny-cos2a, Ny=Ng-cos22¢c, ...
also Abb. 86.

P:No-(l—]—2-cos%oc-|—2-cos%20c+...+2-cos%no¢).

Innerhalb der Grenzen 10 > z > 26 hat nun der Klammerausdruck denselben
Wert 4,37. Um etwaige kleine Form#nderungen der Laufringe zu beriicksich-
tigen, rundet man ihn auf 5 ab und erhilt so als grofite vorkommende Kugel-
belastung 5

Ny=—-P.

Ein MaB der Druckbeanspruchung der Kugeln von d = 2 r; cm Durchmesser
bildet der Quotient

k= %kg/cm?

Bei ebenen oder kegelformigen Laufringen ist zulissig % = 40 kg/cm?; bei Laufringen,
deren Kriimmungshalbmesser senkrecht zur Laufrichtung der Kugeln (Abb. 87) ry=3d
ist, kann %k = 100 kg/cm? betragen; bei der giinstigsten Aus-
filhrung (r, = 0,563 d am #uBeren Laufring, 7, = 0,521 d am
inneren Laufring), ist % = 150 kgfem? zulissig.

Kugellager sind immer fiir die gréftmaogliche Belastung zu
berechnen, also bei Riementrieben fiir die der ersten Betriebs-
anspannung des Riemens entsprechende Belastung, bei Zahnridern
werden Belastungsschwankungen bis zum dreifachen des Regel-
zahndruckes vorgesehen.

Das Drehmoment des Rollwiderstandes be-
tragt mit
@Q=N,+2N,+2N,+ ...+ 2N,
und dem Hebelarm

f~ 0,0067 mm

nach der SchluB3formel von Abschnitt 6 r
. 27 e
M:Q.f.(1+1+1+ﬁ)=Q.f.~l_*—_—¥—_R.
7'1 R Tl
also

M = 0,000815 - P - (-}-3- + ﬁ) cmkg,
rn R

unabhingig von der Umlaufgeschwindigkeit der Welle, also auch beim Anlaunfen.
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Bei Stiitzkugellagern (Abb. 88) ist der festliegende Kugelring auflen kugel-
férmig zu schleifen, damit alle Kugeln auch bei etwas durchgebogener Welle
gleichméBig tragen.
| Fir die Belastung P kg gilt bei z Kugeln von 4 cm
Durchmesser

P=z-d2-k.
Bei schnellaufenden Wellen werden die Kugeln durch die

P

2,\}}‘-\}\,\% Schwungkraft (S. 80) etwas nach auBen gedringt und arbeiten
Namiauary s deshalb nicht ausschlieBlich rollend. Um den Verschlei durch
die eintretende Reibung klein zu halten, wird die zulassige Be-
Abb. 88. anspruchung % von der minutlichen Umdrehungszahl der Welle
abhingig gemacht:
2 200

E
Die Kraft, die zum Rollen einer Kugel gebraucht wird, ist nach S. 30
P21
z d
Ist nun R der Halbmesser des Kugellaufkreises, so ist das widerstehende Moment
des Spurlagers

P, =

2R
M——‘PlRZ:fP'—d",
worin ebenfalls f = 0,0067 mm einzusetzen ist.

Fir Rollentraglager gilt wie oben

Es ist einzusetzen fiir

ungehértete Stahlrollen . . . . k

0,0215 mm,
gehirtete Stahlrollen . . . . . k

f=
4.0 I f: 01010 3

8. Die Réderiibersetzung.

Auf derselben Achse seien zwei entgegengesetzt umschlungene Seiltrommeln
von den Halbmessern R und R, befestigt (Abb. 89). Dann gilt in bezug auf die
Drehachse die Gleichgewichtsbedingung

M, = My,
Antriebsmoment gleich Lastmoment,
oder mit My = P- R, und M;=Q R
P R

Q B
Auf derselben Achse sitzende Réder tibersetzen die angreifenden Kriifte
im umgekehrten Verhdltnis der Halbmesser.

Multipliziert man die rechte Seite der vorstehenden Gleichung mit 27 und
der Anzahl » Umdrehungen in der Minute,

£_2n-n-£
Q _2n-n-R1’
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so gilt: Die Léngen der auf- bzw. abgewickelten Seile verhalten sich
umgekehrt wie die an ihnen angreifenden Krifte.

Werden die Reibungswiderstdnde der Achse usw. mit dem Drehmoment
My berticksichtigt, so lautet die Gleichgewichtsbedingung

My = My, 4 My,

also: @
My _ My My L Mg )
My, N My, h n ’ 4 Ul
und demgemil 7
P R 1 l
= . . Q
R,
¢ v Abb. 89.

Bei dem Zahnridervorgelege nach Abb. 90 wird die der
Kraft P in Abb. 89 entsprechende P’ durch den Zahndruck des zweiten Rades
hervorgerufen. Es gilt demnach fir die Lastwelle:

PR =@ R= DM,
und entsprechend fiir die Antriebswelle
Pypy=P R,=M,.
Durch Division beider Gleichungen folgt

My n
M; R,
Aui versehiedenen Achsen sitzende, zusammen- Abb. 90.

arbeitende Rédder ithersetzen die daran wirkenden
Drehmomente im Verhdltnis der Halbmesser der zugehérigen Uber-
setzungsrider.

Werden die Wirkungsgrade berticksichtigt: 4, der Seiltrommel, %} des Uber-
setzungsrades auf der Lastwelle, #{ des Ubersetzungsrades auf der Antriebswelle,
7, der Kurbel, so gilt

1
PR -wf = Mp-—, und ]VIA-ng:P’-rl-i”-
o T
also

My _ 1 1

My Ry ng-ui-ql-ns

Gewohnlich faBt man #{ - #{ = 5, als Wirkungsgrad des Zahnradvorgeleges zu-
sammen, dann ist

Bei zusammenarbeitenden Zahnridern mufl die Entfernung sich entspre-
chender Stellen der Zdhne voneinander, gemessen auf den Teilkreisen, die bei
der Drehung der Réder aufeinander abrollen, dieselbe sein.

Ist Z; die Anzahl der Zshne des Rades vom Halbmesser R, und 2, die Anzahl
der Zéhne des Rades vom Halbmesser r,, und bezeichnet ¢ die gemeinsame Teilung
beider Rader, so ist

2 Ry =2 -1 und 2m-p =z 1.

Stephan, Grundziige. 3
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Die Teilung wird stets als Vielfaches von 7 angegeben ¢ = m « 7, so dafl man fiir
die Durchmesser erhilt

Di=%Z,-m und -d =z -m.

Durch Division beider Gleichungen folgt

Das Ubersetzungsverhiltnis der Rider, das durch das Verhiiltnis ihrer Teilkreis-
durchmesser bestimmt ist, wird sicherer durch das Verhiltnis der Zihnezahlen
ermittelt.

Macht die Lastwelle n, Umdrehungen in der Minute, die Antriebswelle 1, Um-
drehungen in der Minute, so gilt

My * Dy = Ny * 2y,
oder

Die Réderiibersetzung iibersetzt auch die Umdrehungszahlen der Wellen, ohne
dafl aber der Wirkungsgrad von Einfluf} ist.
Fur eine doppelte Réderiibersetzung nach

s “ r Abb. 91 gilt entsprechend
/>< PR 3 ,/I

YR My PRy 71 vy 1
‘/l“/{),&// ,f'l 72 My, @-R R Ry mo 17N

- GroBere Ubersetzungen bei verhiltnismiBig
kleinem Raumbedarf liefern Planetengetriebe,
die in der Anordnung der Abb. 92 als Umlauf-
riderwerke bezeichnet werden.

Abb. 91. Der Halbmesser des ersten, sich mit #n, Umdr./Min.

drehenden Zentralrades ist 7y, derjenige des Umlauf-

rades, das n, Umdr./Min. macht, 7, und der des zweiten feststehenden Zentralrades, das hier
als Hohlrad ausgefiihrt ist, ;. In der Abb. 93 ist das ganze System um die Achse 4 der-
art gedreht worden, dafl der Steg 4 B n, Umdrehungen gemacht hat, wobei vorldufig =, als
kleiner echter Bruch gelten soll, daf} also der Punkt C' des Rades 3 die Lage ¢’ angenommen
hat. Dabei hat der Steg 4 B auf dem Umfang des Rades 3 den Bogen 73+ y zuriickgelegt.

Abb. 92. Abb. 93. Abb. 94.

Da nun Rad 3 feststehen soll, wird es wieder in die alte Lage zuriickgedreht (Abb. 94),
dabei dreht sich Rad 2 um den Winkel g derart, daB r,+ f = 7, - y ist, und bewegt einer-
seits das Rad 1 aus der Stellung der Abb. 93 um den Bogen 7, - 8 in die Lage der Abb. 94,
8o dafl sich das letztere im ganzen um den Winkel n, entsprechend n, Umdy./Min. gedreht hat.
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Es gilt dann
rira=ryyfrgcf baw. reax=ry 1309,
also
&y _m,
Y 71 s

Um sehr groBe Ubersetzungen zu erzielen, setzt man auf die Achse B zwei Schwester-
rider gemdfB Abb. 95. Man entnimmt ihr sofort bei der Drehung des Steges um den Winkel y
rary =73+:f und e =r-y+r-p,

also
LA BT D WL
b ry Ts N, :

Abb. 95. Abb. 96. Abb. 97.

Wird das volle Zentralrad 1 durch ein zweites Hohlrad 1 nach Abb. 96 ersetzt, so gilt
bei entgegengesetztem Drehsinn von Rad 1
rary=rgf und rra=ry—ry-f,
also
Yo ™m
v ryory omy
Ersetzt man beide Hohlridder durch Vollrdder nach Abb. 97, so gilt wieder
rpry=rycfound  rea=rcy—ryf,

also die vorstehende SchluBgleichung.

9. Die Reibungsrider.

Die Lastwelle 4 der Abb. 98 werde von der parallelen Welle B aus durch
Reibungsréder angetrieben, die mit der Kraft P
aufeinandergedriickt werden.

Der Betrieb ist nur moglich, wenn mindestens die
antreibende Scheibe sich etwas elastisch zusammen-
driickt, so dafl die Kraft P eine kleine Verschiebung
f entgegengesetzt zur Drehrichtung erfihrt.

Fir die Umfangskraft 7 zwischen den
Reibungsradern gilt bei ©facher Sicherheit

@ T=u-P.
Bei der haufig vorkommenden Lage der
Krifte P und ¢ senkrecht zueinander betriigt Abb. 98.
das Moment der Lagerreibung
, SR A a,
Miy = u VP24 (@ + G2 r, = py P ] 1 (Q+ ) ,

wenn (4 das Gewicht der Welle 4 mit den darauf sitzenden Rédern usw. angibt.
3%
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Das Moment des Rollwiderstandes an dem Reibungsrad der Welle 4 ist
J‘ﬁgzP-]‘-(l+%>.
Somit gilt fiir die angetriebene Welle
TR, =M, + My + Mp
und entsprechend fiir die treibende
My=1T- R, + My + Mg

mit
1" 2
Mw=l41‘r2'P'l 1‘*(%) ’

M}{:P-i-(l+%>.
1

Aus der Gleichung fir € - 7" und der Momentengleichung fiir die Welle 4
erhilt man

B.p R =M, + My + My,

S
also die erforderliche Anpressungskraft
_ &My
e Ry

worin der Wirkungsgrad der getriebenen Welle ist

et e O e (g )

Ebenso erhilt man fiir dle Welle B das erforderliche Antriebsmoment
71N By

M,y =

mit dem Wirkungsgrad der Welle B

e e o B )

Die Breite der Réder bestimmt die Formel

Ic=§=5kg/cm.

Als Reibungsziffer ist festgestellt worden bei Gufieisen auf

GuBeisen, ziemlich rauh . . . . . . . . . . . . . .. n=0,22
GuBeisen, glatt gelaufen. . . . . . . . . . . . . .. 1n=0,16
Holz: Eiche . . . . . . . . . . . . ... ... 1 =0,30
Ulme . . . . « . . . o u=0,36
Buche. . . . . . . ..o w=0,29
Pappel . . . . . ..o oo w==0,35
Pockholz. . . . . . . . ... ... n==0,22
Lederbelag . . . . . . . . . ... 00000 e =0,33

gepreltem Hanfpapier . . . . . . . . . .. . . .. 1= 0,40.
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Um den Achsdruck P zu verringern, werden die Reibungsréder fiir parallele
Wellen gewéhnlich als Keilnutenriider ausgefithrt (Abb. 99). Es gilt denn

- r1=2-Y_.p
sSIn&

Bei der Bestimimnung des Wirkungsgrades ist hier zu be-
achten, daB nur die um R, bzw. R, von den Radachsen ent-
fernten Stellen aufeinander rollen; alle anderen gleiten um so
mehr, je weiter sie von der Rillenmitte entfernt sind. Das in
jeder Reibungsfliche entstehende Reibungsmoment kann nach
Abb. 100 angesetzt werden zu

N 1

M;:/L'_Q"'—2—7

die sich nach Abb. 101 fiir die Mittelebene zusammensetzen zu
_2 M N, on

M = . .
T cos o 2 cos o
> P . .
Mit N = . wird hieraus
2-sinx
P w
M, ==-1- .
"7 9 ! sin 2o
Somit ergibt sich die Anpressungskraft Abb. 100. Abb. 101.
P & - My -sinx
- Ry
mit
G -sina r RGN 1 1w 11
=1 =27 Lo/ (h___,l) e T l=+-=]].
o 7 ["1 R, V U ) e m e TR TR,
Ferner ist wieder das Antriebsmoment
Z‘IA == ﬂlL E
7y N2 By
mit
1 © - sina @2

oy 0) 1.0 w (}, 1)
g /“"(? T3 g smea TR TR

Da die Keilnutenrdder sich in verhiltnismaBig groflen GuBeisenflichen beriihren, so
ist zuldssig

k= NT = 35 kgfem.
Gebriuchlich ist I oo 1 cm, tgo = 0,30.

Haufiger ist das Diskusgetriehe bei sich senkrecht kreuzenden Achsen, das bei
Verschiebung des Antriebsrades R, auf der Welle B eine beliebige Ubersetzung
und sogar die Umsteuerung gestattet (Abb. 102).
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Die getriebene Scheibe ist aus glattem GuBeisen, die treibende hat einen Papier- oder
Lederbelag von der Breite . Die letztere driickt sich demnach allein um etwa f oo 3,0 mm
zusammen.

™ Die zylindrische Antriebsscheibe ruft an
1 i der getriebenen das Reibungsmoment

{ P b

M, =

F rEMRTSY
B hervor, dessen Gegenmoment an der Treib-
R, scheibe nur die Lagerbelastungen unwesent-
n g&\‘\‘\‘\g lich #ndert.

E—: 2% —273 Die Kraft P bewirkt ferner an dem Lager

{]
H [JSSSSSSSY

Il der Welle 4 Spurzapfenreibung mit der Rei-
[ril bungsziffer u,, wihrend das Traglager nur
L L durch das Gewicht &, von Welle und Scheibe,
2z ” p sowie durch die Reibungskraft u-P be-
"_‘ lastet wird.

Man erhilt so fir die Wirkungsgrade

& ry (G 7o+ 7 b
771=1"“"{ﬂl‘ﬁ'(‘}%i‘ﬂ>+ﬂz‘%1€—;+%'a}:

1 @[ 7 V(Gz_)2_ f‘
—=14 =y =5 F + 14—
N2 #© f R, pH R,
Das Vorzeichen von u ergibt sich je nach der Drehrichtung der Welle 4.

10. Die Zahnrider.

a) Allgemeine Angaben. Man unterscheidet:

Stirnridder bei parallelen Wellen,
Kegelrdder bei sich schneidenden Wellenachsen,
Schraubenrdder bei sich kreuzenden Wellen.

In Abb. 103 seien aus zwei
Stirnrddern mit den Achsen O,
und O, die augenblicklich inein-
andergreifenden Zahne herausge-
schnitten. Die Halbmesser nach
dem augenblicklichen Beriih-
rungspunkt 4 seien R, und R,,
die hierzu senkrechten Geschwin-
digkeiten v; und v,. Da die beiden
Zahndruckkréfte sich im Be-
rithrungspunkt aufheben sollen,
so miissen die Zahnprofile so
bestimmt werden, daf sie in jedem Berithrungspunkt dieselbe Normale haben.

Zerlegt man die v in ¢; bzw. ¢, in Richtung der gemeinsamen Berithrungs-
normale und senkrecht dazu, féllt ferner die Lote b, und h, von den Mittelpunkten
auf die Bertthrungsnormale, so ergibt sich aus #hnlichen Dreiecken fiir beide Rider
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Da nun bei ordnungsméfigem Arbeiten der Réder die Berithrung beider Zahn-
profile dauernd bestehen bleiben muf, so kann nur ¢; = ¢, sein, also
hy, vy vy
hy, R, R,
Zieht man ncch die Verbindungsgerade O, O, der Radmittelpunkte und be-

zeichnet die Langen bis zum Schnittpunkt mit der Normalen als 7, und r,, so folgt
wieder aus &hnlichen Dreiecken

by Ty
by ry
Mithin ist
% 4
Ty R, R,

Da die Réder gleichmifBig umlaufen sollen, so muf fir jedes Rad das Ver-
héltnis —% unverdnderlich sein. Folglich ist auch das Verh#ltnis der beiden% der

vorstehenden Formel unverédnderlich.

Fiir jeden Berithrungspunkt beider Zahnprofile mufl die beiden
gemeinsame Normale, in der ja die Zahndruckkraft wirkt, durch denselben
Punkt der Zentrale gehen, den Berithrungspunkt der beiden Teilkreise, die
mit gleicher Geschwindigkeit aufeinander abrollen.

Diese Forderung erfiillen ohne weiteres die zyklischen Kurven, Zykloide
und Evolvente.

Fiir ein richtiges Zusammenarbeiten der Réder ist notig, dall

die Zahnprofile geeignet geformt sind (s. oben),

die Réder dieselbe Teilung haben (S. 33),

die beiden gleichen Wilzungsbogen b, der Teilkreise, die zum Eingriff eines
Zihnepaares gehoren, gréfler sind als die Teilung t.

Die Folge der gemeinsamen Beriihrungspunkte zweier Zahnprofile bildet die
Eingrifflinie, von der die beiden Kopfkreise der Rider die Eingriffstrecke
abschneiden.

b) Die Evolventenverzahnung wird nach Abb. 104 gezeichnet.

Durch den Beriihrungspunkt 4 der beiden gegebenen Teilkreise von den Halbmessern
r; und 7, wird die geneigte Eingriffsgerade G, G, gelegt; aus den Radmittelpunkten O, und O,
werden dann die sie tangierenden Grundkreise von den Halbmessern R; und R, beschrieben.
Man tragt nun von G, bzw. G, auf der Eingriffsgeraden beliebige gleiche Teile nach beiden
Richtungen ab und ebenso dieselben Teile auf den zugehérigen Grundkreisen.

Jetzt wird mit der Lange Gy 4 aus G4 cin kleiner Kreisbogen durch 4 geschlagen, dann
mit der Lénge 1 4 aus 1’ ebenso an den vorigen Kreisbogen anschliefend und so fort. Die
cinzelnen kurzen Kreishogen setzen sich zu der Evolvente I zusammen. Entsprechend wird
dic Evolvente II gezeichnet.

Ist der Halbmesser des einen Rades oo, so entsteht die Zahnstange, deren Zahnprofil
cine zur erzeugenden Linie senkrechte Cerade ist. Fiir die Innenverzahnung ist dieselbe
Konstruktion der Abb. 104 sinngemidB anzuwenden; sie liefert konkave Zahnflanken am
groBen Rad.

Werden die beiden Radmittelpunkte O; und O, auf der Zentrale etwas weiter
voneinander entfernt, so stellt sich die Gerade G, etwas steiler, aber die Evol-
vente bleibt dieselbe, solange der Grundkreis derselbe ist. Der Eingriff wird also
durch fehlerhafte Aufstellung nicht verindert. Auch Evolventenrdder mit ver-
schieden geneigten Erzeugungsgeraden arbeiten fehlerlos zusammen.
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Die beiden Kopfkreise K; und K, schneiden aus der Eingriffsgeraden ¢,
die Eingriffsstrecke B, B, heraus. Die groBtmogliche Lénge der Eingriffstrecke

ist 3,@,, denn ein dariiber hinausgehendes Stiick liefert keinen weiteren Beitrag zur
ZahnfuBkurve. Vielmehr schneidet dann der Kopf des Gegenzahnes, dessen Bahn
cine verlingerte Epizykloide ist, in das FuBprofil ein.

Abb. 104.

Fallen die Punkte ¢ und B der Abb. 104 gerade zusammen, so gilt
0,6, = 6,0 + 0,C"
oder mit den Bezeichnungen der Abb. 104
(ry + hy,)?2 = (ry-sin & + cos )% + (r; + 7, — 71 - 8in2 &)2.

Lost man die Klammern auf, so ergibt sich

2
&:‘/1—}—0()820('(%—}—2'-7'1)—1
7y 73 7,
oder mit 27 =m -2

e _ B 1/ 4 atn ’(5%‘“77;5

k2 __ %2, 1 PYPVRN Bt ST, Wiiad 10 NS |

m 5 + cos?a 2 + 2 z |
als Grenzwert der Kopthéhe bei gegebenem Modull 7 und Neigungswinkel o
der Erzeugungsgeraden.

Wird diese Gleichung nach Z—l aufgelost, so folgt alskleinstes Ubersetzungs-

. 2
verhaltnis, das ohne Unterschneidung mdoglich ist,

—1.

min (4 cos &x)?

hk2 ( hkz )
u1:<—zi) m - 2 m - 2,

)
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Den Verlauf dieses Wertes fiir verschiedene z, %, o gibt die Abb. 105 wieder.

cotg o
e = 3 (20 Uy + 250 uy).

Beriihren sich zwei zusammenarbeitende Zéhne in einem gegcbenen Augen-
blick im Punkte C, der Abb. 106 und ist der Eingriff kurze Zeit spiater nach dem
Punkt C gewandert, so sind die beiden zugehérigen
Beriihrungspunkte der Zahnflanken C; bzw. C,, die
durch Schlagen der Kreishogen aus O, bzw. O, durch ¢
hestimmt werden. Bezeichnet man

CyCy=ds, und C,0,==ds,,

50 gleiten beide Zihne um ds, — s, aufeinander.
Die sich hier von Punkt zu Punkt #ndernden Quo-
tienten

ds,—ds,

_ s —ds
9 dsl -

ds, Abb. 106.
geben das spezifische Gleiten der Zahnflanken an.

und g

Dreht sich nun das Rad 1 um einen kleinen Winkel 8, so beschreibt die
Gerade ¢, C = r, - cos & — z den Zahnbogen d s, ; gleichzeitig dreht sich dasRad 2
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um den Winkel d 6 -r—l, und die Gerade G, C = r, - cos & + «x beschreibt dabei den
T

2
Bogen d s,. Man erhilt so
(ry-cos o | @) % cdd — (ry-cosa — x) - dd
2

hE T e —a) A
oder
x - (l -+ r—l)
. . 74
N r rCOS K —
und entsprechend
T (1 - ﬁ)
Ty

T T cosa +
Diese Ausdriicke stellen gleichseitige Hyper-
Abb. 107. beln dar, deren eine Asymptote durch G geht und

deren andere um den Betrag 1 +% gegen die Nullachse gesenkt ist (Abb. 107).

2
Beide werden O fiir x = 0, also im Zentralpunkt 4; der erstere wird oo fur x
=7, - cos & = AG,, wenn also die Eingrifflinie génzlich ausgenutzt wird.

Setzt man x =1, =17, - cos& * u; bzw. x =1, =17, - cos & - u,, so ergibt sich
leicht

' 2 U, z %
- (1 _1>.¥,_z_, , :_<1¢;).;,,.
J1max ( -+ 7 1 "y 92 max i 2y I —
Wenn die Abnutzung nicht unzuldssig grof werden soll, ist g1 max =X 1 zu machen.

Bei Innenverzahnung ergibt sich entsprechend

=l )

glw_{—?q-coscx—}—x’ > T, COS &6 4 @

Da die Anzahl der
Eingriffe und damit die
Abnutzung der Zihne
von der Umfangsge-
schwindigkeit v der Ré-
der abhingt, so pflegt
man mit steigender Ge-
schwindigkeit die spe-
zifische Belastungc
des Zahnes herabzu-
setzen. Man rechnet

Abb. 108. dabei mit der Gleichung

N=cbt=c-b-mz

fiir den Hochstwert der Zahndruckkraft N kg und die gegebene oder angenommene
Zahnbreite b cm.
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Der Wert von ¢ in kg/cm? ergibt die Abb. 108, indem man sich bei bester Herstellung
und Unterhaltung gefrister Gufleisenzihne der oberen Kurve ¢ nihert, bei durchschnittlicher
Bearbeitung und Instandbaltung der unteren b. Bei guten Werkzeugmaschinen wird oft nur
gi'e {{Ialfte des Mittelwertes beider Kurven gewihlt. Fiir roh gegossene Gufeisenzihne gilt

ie Kurve c.

Bei anderen Materialien nimmt man gewdhnlich die folgenden Vielfachen davon:

StahlformguB je nach Giite . . . . . . . . .. .. .. 2,0= 25
Geschmiedeter FluBstahl . . . . . . . . . ... . .. 3,0
Stahlbronze . . . . . . . . . . . ... ..., 2,33
Phosphorbronze . . . . . . . . . . ..o 2,4
RotguBB . . . . .. .. . .. ... 0L 1,33
Rohhaut, Musselin . . . . . . . . . . . . . ... .. 1,0
WeiBlbuchenholz . . . . . . . . . .. . ... .. .. 0,5
Der Wirkungsgrad- der Verzahnung ergibt sich gemifl S. 23 aus
1 Mt My | My + My
7 M, M, '

Hierin sind
M,=N-r,+sinx, My=N-ry-sinc
die Drehmomente des Zahndruckes N,

n L
[pm-N-(ry-cosa — ) -dux flu-N~(r1-coscx+x)-dx
] 0

l
=u-+N-(@2r-cosec — L1 ++1,),

worin die beiden letzten Glieder der Klammer ohne Fehler gegeneinander auf-

gehoben werden konnen, also

M, =2 -u-N-r-coscx, Myg=2-u+-N-ry-cose
die Mittelwerte der Drehmomente der Zahnreibung,
My = py N 12y, re =y N -1
die Drehmomente der Zapfenreibung beim Halbmesser 7,.
Somit wird
1
_77_:1_4_4.“.001%“ _i_._/ul_ .(Ti}_}_ri%>_

sinx \r; 7,
Bei eingelaufenen, gefrasten Rédern und guter Schmierung kann gesetzt werden
uy = 0,02, u = 0,04;

bei ungeniigender Schmierung nimmt 1 den dreifachen, bei ganz trockenen Rédern den vier-
fachen Wert an. Rohgufirider haben nach lingerem Einlaufen und bei reichlicher Fettung
no==0,055.

¢) Die Zykloidenverzahnung hat als Kingrifflinie zwei Kreise, die Roll-
kreise von den Halbmessern g, bzw. g, (Abb. 109). Der Kopf des Zahnes 1 ist
eine Epizykloide, die durch Rollen von g, auf g, entsteht, der Fuf eine Hypo-
zykloide, die durch Rollen von g, in r; entsteht. Jede Zahnflanke setzt sich so
aus zwel verschiedenen, entgegengesetzt gekriimmten Kurven zusammen, die im
Zentralpunkt 4 ineinander iibergehen. Infolgedessen arbeiten Zykloidenrader nur
dann richtig zusammen, wenn beide Teilkreise durch den Stofipunkt A der beiden
je eine Zahnform bildender Kurven gehen.

Bei einem Paar Einzelrader, die nur miteinander zusammenarbeiten sollen, kann
man die Rollkreishalbmesser beliebig wahlen; oft gebrduchlich ist o = 0,4 - 7.
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Bei Satzriadern, die mit beliebigen anderen aus demselben Satz zusammenarbeiten
sollen, miissen alle Rollkreise einander gleich sein.
Die Eingriff-

strecke I = B,AB,
ist gegeben durch die
von den Kopfkrei-
sen abgeschnittenen
Stiicke A B, bzw. 4B,
der beiden Rollkreise.
Eingriffdauer ist
wieder das Verhalt-

. 7
nis e = 7 dessen

Wert gewohnlich aus
der Zeichnung abge-
griffen wird.
Das  spezifi-
Abb. 109. sche Gleiten der
Zahne betrigt

r T
11 1 4 —2
g i gor = + T
T T 2r = T
Ty T ryor
Fl4 2 + 14t
Q@ T2 01 N
T T
1+f y+f
(/1/—: +‘7’ 27' s .(]2f: . 17' 3
141 —1 -2
01 92

ist also fiir jeden Flankenteil unverinderlich, aber fiir Kopt und Fuf} verschieden.

Der Wirkungsgrad der Zykloidenverzahnung ist unter sonst gleichen Ver-
haltnissen giinstiger als der der Evolventenverzahnung.

Da sich die Zykloidenzihne so ineinanderlegen, daB eine ausgebauchte Flache auf einer
ausgehohlten liegt und umgekehrt, so kann die spezifische Belastung bis auf das 1,56fache
der Werte der Abb. 108 gesteigert werden; oft werden aber dieselben ‘Werte beibehalten.

11. Die Schrauben.

Wird eine schmale, als schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel o zu denkende
Leiste um einen zur Bezugsebene senkrecht stehenden Kreiszylinder herumgelegt,
so entsteht die flachgiingige Sehraube (Abb. 110), die gewdhnlich als Bewegungs-
schraube angewendet wird.

Die Entfernung zweier gleichgelegener Punkte auf derselben Mantelgeraden
ist die Ganghohe kb der Schraube.

Die auf einen Schraubengang kommende Lénge der schiefen Ebene ist, wenn r
den mittleren Halbmesser der Schraube bezeichnet, als Projektion auf die zur
Schraubenachse senkrechte Ebene I = 27 - r. Damit erhilt man den Steigungs-
winkel & aus

tgx =



Die Schrauben. 45

Wird eine flachgingige Schraube mit der Kraft @ in Richtung ihrer Achse
belastet, so erfahrt bei guter Ausfithrung jedes Flachenteilchen d F des Ganges

L=2%r

Abb. 110.

von der Mutter den Gegendruck d N, der um den
Steigungswinkel o gegen die durch d F' parallel zur
Schraubenachse gezogene Mantelgerade geneigt ist
(Abb. 111). In die Fliche d F fallt die der Bewe-
gung entgegengerichtete Reibungskraft u-dN.
Beide Krifte setzen sich zu der Mittelkraft d W
zusammen, deren Neigung gegen die Mantellinie
beim Heben der Last a + o ist.

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die in Rich-
tung der Achse wirkenden Kréfte ist dann

Q:de-cos(oc+Q):W-cos(oc+g);

die Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehmomente
in bezug auf die Achse lautet entsprechend

M = [@W -sin (x + o) 7= W-r-sin (& + o).

Abb. 111.

Durch Division beider Gleichungen folgt

M tga 4 tgo
B , — . <
g ="t +to T tg s ta g

oder
h
2.1
M=Q-r.-— h

1= Sx-r

+u

u

als zum Anziehen der Schraube nétiges Drehmoment.
Bei der Senkung der Last kehrt sich das Vorzeichen von o um; das zum
Losen notige Drehmoment ist also

Die Sicherheit & der Selbstsperrung wird hiernach

t 2y
c. tge p-2mer

Ctgo h
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LaBt man die Reibung auBler acht, setzt also u = 0, so wird

h
MO_Q.T.‘?H'TI
Damit ergibt sich der Wirkungsgrad des Gewindes

I

oMo tea T
T Mt - r’

M g (x + o) 1+M‘2ﬂ] r

!

Ist der Querschnitt der um den Zylinder
nach Abb. 110 herumgelegten Leiste ein gleich-
schenkliges Dreieck vom Kantenwinkel 3,
so entsteht die seharfgiingige Schraube
(Abb. 112), die gewdshnlich als Befestigungs-
schraube benutzt wird.

Eine entsprechende Berechnung liefert
Abb. 112, dieselben Formeln wie vorher mit der Rei-
bungsziffer

f_
= osp

Bei der Reibungsziffer ¢ = 0,16 ist das Mutterreibungsmoment scharfgéngiger Schrauben
vom AuBlendurchmesser d cm
Q-d

Mo o cmkg.

Das Moment der Mutterreibung auf der Unterlagscheibe ist fast ebenso groB.

12. Die Rolle, Seilsteifigkeit.

Wird ein iiber eine festgelagerte Rolle geschlagenes Seil an dem einen Ende
mit der Last Q belastet und am anderen Ende mit der beliebig gerichteten Kraft P

&\W\‘

Abb. 113. Adb. 114. Abb. 115. Abb. 116.

gezogen (Abb. 113), so gilt, wenn vorldufig von allen Widerstédnden abgesehen wird,
die Momentengleichung in bezug auf die Achse

P-r=g-r,
P=qQ:

also
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Bei der festen Rolle ist die Zugkraft gleich der Last. Sie dient nur da-
zu, die Richtung der Zugkraft in zweckentsprechender Weise zu &ndern.

Die Lagerkraft N muf, damit Gleichgewicht besteht, durch den Schnittpunkt
von P und ¢ gehen. Ihre Grifle ergibt das aus P und @ gezeichnete Kriftedreieck.

Hingt die Last @ an der Rolle, wihrend das eine Ende des Seiles fest ist
und am anderen die Zugkraft P wirkt (Abb. 114), so besteht ebenfalls nur dann
Gleichgewicht, wenn die Wirkungslinien der beiden Seilspannkrifte P und S und
die der Last @ sich in einem Punkt schneiden. Das ist nur moglich, wenn beide
Spannkréfte mit @ denselben Winkel « bilden. Aus der Momentengleichung in
bezug auf die Rollenachse folgt ferner

P=28.
Damit ergibt das Kraftedreieck der Abb. 114
P = _LQ_
cos o
Erfolgt der Zug parallel zu Last (Abb. 115), so wird
P=10.

Bei der losen Rolle ist die Zugkraft gleich der Halfte der Last, wenn
beide Krafte parallel verlaufen.

Um die Last @ die Strecke A zu heben (Abb. 115), ist das lose Trum von
der Kraft P =1 @ um 2%k anzuziehen: Das Produkt aus Kraft und Hub-
hohe ist unverdnderlich.

Seile und Gurte sind jedoch nie vollkommen biegsam, wie oben vorausgesetzt
wurde. Sie setzen vielmehr jeder Kriimmung einen gewissen Widerstand entgegen,
so daf sich die Kriimmungsinderung auf eine gewisse Strecke verteilt (Abb. 116).
Gemessen wird dieser Biegewiderstand bei geringer Geschwindigkeit, indem man
den Gurt oder das Seil iiber eine Scheibe legt, deren Achse auf einer wagerechten
glatten Ebene rollt, sobald das Drehmoment von P das von @ tiberwiegt.

Im Grenzfall des Gleichgewichtes gilt also

P-(r-cosp —e)=@Q-(r-cosep -+ e,

mithin
1 e
£_ rocosg 1 2 e
Q e 7CcoSQ
77 COSQ

Es ist fiir sechslitzige Drahtseile von der Stérke s cm im Kreuzschlag auf einer Rolle
von 7 cm Halbmesser bei Belastung durch @ kg

60
2e @

7+ COS @ = Tr=5

+ 0,5

.82,

bei Hanfseilen von der Stirke scm, je nachdem sie lose oder fest geschlagen sind,

2 2 2
¢ ol w0135,
7608 10 » r

Bei Gurten besteht eine gewisse Abhiéngigkeit von der Gurtgeschwindigkeit » m/sk.
Iis ist fiir gendhte Tuchgurte aus Baumwolle oder Hanf
2e 1

 —268. 2.4
7+ CO8 r
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fiir aus s Baumwolltuchlagen von 1 mm Stérke zusammengeklebte Balatagurte

187 1
2 _161. (i) L
7+ COS r
fiir ebensolche Gummigurte
2e r L0 L
= 1,07'(7) L/

T+ COS @

Bei Ketten ruft die Reibung der einzelnen Kettenglieder aneinander dieselbe Erscheinung

hervor. Je nachdem die Gliederkette von der Ketteneisenstirke s cm geschmiert ist oder
nicht, gilt

2e
r.coSQ

Bei Gelenkbolzenketten mit dem Bolzendurchmesser d ecm wirkt das Moment der
Zapfenreibung entsprechend und es gilt

P'—‘Q'(l—]—‘u-%)
mit s = 0,10 = 0,11 bei Stahlbolzenketten,
w = 0,13 = 0,15 bei TemperguB-Treibketten,
gute Schmierung vorausgesetzt.

0,1- < baw. 0,15 5.
r r

Das Zapfenreibungsmoment kommt auch bei allen Rollen usw. hinzu, so daf}
sich der Wirkungsgrad einer halbumfafiten Rolle ermittelt aus
1

2e T
Pl T U T T S 3
] +r-cos<p+ M r

yrzz

Die Vereinigung von mehreren festen und losen Rollen ist ein
Flaschenzug (Abb. 117).

Ist die Zugkraft im letzten Seiltrum P, so ist die im vorher-
gehenden kleiner: P’ = P -7, die im zweiten wieder entsprechend
kleiner: P = P’ -5 und so fort. Bei insgesamt ¢ Rollen ist die
Spannkraft im ersten Seiltrum P = P -,

Samtliche Seile, abgesehen vom letzten, an dem die Zugkraft
P angreift, tragen zusammen die Belastung @ - &, worin @ das Ge-
wicht der unteren Flasche angibt. Es gilt somit

j P 4+n24.. . +9)=Q+GC
() oder nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe
G
11—y
P=@Q+G ———.
CD @O
Sieht man vom Rollenwiderstand ab, setzt also =1, so werden
[:T] alle P’ = P, einander gleich und es gilt
Q
Q+d
Abb. 117. Py=——.

1

Der Gesamtwirkungsgrad wird somit
Py q 1—yf
EE T 7’
13. Die Bandreibung.

Wird ein an dem einen Ende mit der Kraft S, angespanntes Band oder Seil
iiber eine feststehende Scheibe hinweggezogen (Abb. 118), so ist dazu eine erheb-
lich groRere Zugkraft S, am anderen Ende aufznwenden.
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Zur Bestimmung des Zusammenhanges werde innerhalb des umfaBten Winkels &
ein Bogenteilchen d & herausgegriffen, das auf der einen Seite die Spannkraft S,
auf der anderen die Kraft § - d S erfihrt. Beide miissen mit dem Gegendruck N

S+dS

Abb. 120.

S1

Abb. 118. Abb. 119.
der Scheibe (Abb. 119) im Gleichgewicht sein. Das
Kriftedreieck der Abb. 120 ergibt dafiir
IN=8-sinldux
oder, da bei kleinen Winkeln der Sinus gleich dem
Bogen ist,

Abb. 121.
N=8-do
Nun ist nach Abb. 119
AdS=u-N=u-S-dua,
also nach Trennung der Verénderlichen

F=/Ld0€

Die Integration dieser Gleichung zwischen den Endwerten S; und S, lautet

log nat S, — log nat Slz—_lognat%:,u o
1

Durch Ubergang zum Numerus folgt hieraus

§% — Sl
Sy
Hierin ist
e = 2,71828. .. loge = 0,43429,

bei Hanfseilen auf Eisentrommeln . . . . . . . . . ne 0,25
' . ,, Holztrommeln . . . . . . . .. oo 0,40
,» runden gefetteten Drahtseilen auf GuBeisen. . . n=0,13
5 2 Y} ’s s Eichenholx e = 0,16
5 s ys ,, Leder . .. . u=0]16
Stahlbremsbéndern auf GuBeisen. . . . . . . . weoo 0,18,

”

Der umfafte Winkel ist im Bogenmall einzusetzen.
Wenn das Verh#ltnis §2 einen kleineren Wert annimmt als die Zahl e«

1
betrégt, so éindert sich bei im allgemeinen gleichbleibender Reibungsziffer u einzig
der Winkel & derart, daB die Spannkraft S; auf einen Ruhewinkel o; unveréindert
bleibt und sich erst in dem darauf folgenden Gleitwinkel o, stetig von S; auf §,
vergrofiert.

Stephan, Grundzige. 4
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Ist an einer Welle das Drehmoment M durch ein die Bremsscheibe vom Halb-
messer  mit dem Winkel & umfassendes Stahlband abzubremsen (Abb. 121),
so ist die auf den Umfang des Rades bezogene Bremskraft ¢ = M : . Nach der
Momentengleichung in bezug auf die Achse gilt dann

Sy — 8; = @,
also mit dem obigen Zusammenhang der Spannkriifte
g =M. _1 M et
7oy e — 17 2Ty e —1

In bezug auf die feste Drehachse O des Bremshebels erhélt man
+ 8-l +8-4—P-ax=0
oder mit den vorstehenden Ausdriicken
l
It _1
P.-a o Iy
Q-l, 1—e=

h
Ly
8,1, und 8,1, am Hebel in entgegengesetztem Sinne drehen.

Hierin ist das Verh#ltnis —= negativ einzusetzen, wenn die beiden Drehmomente

Bei den mit Vorspannung arbeitenden Riemen- und Seil-
trieben gelten dieselben Formeln fiir die Spannkréafte. Man setzt
gewdhnlich

M
% = 8, als Nutzspannkraft,
P - 1 .
Abb. 122. I k als Ausbeute des Triebes
und erhilt so fiir die grofte Spannkraft
S.
y oo
S, = A

¢ =10 1,6 18 2,0 2,2 2,4 2,6 3,0
k= 0 0375 0444 0,50 0,545 0,683 0,615 0,667

ZweckmiBig wiahlt man bei Treibriemen auf Eisenscheiben i. M. €% = 2,0, bei groBerer

Ubersetzung ins schnelle ¢***= 1,8, bei groBerer Ubersetzung ins langsame ¢’ % = 2,2;
besteht die kleinere Scheibe aus Holz, kann man e ‘% = 2,5 annehmen. Bei Drahtseilen auf
Ledcreinlagen ist i. M. e “=1,65. Baumwollseile (d==>5cm) laufen gewthnlich in Keil-
nuten (Abb. 122); es ist

bei 24§ =45° oo 0,65 =11

> 90° 0,35 3,0.

14. Der Seildurchhang.

Bei geringem Durchhang f ist die Seillinge L nur sehr wenig von der Sehnen-
linge ! verschieden, und man kann die Belastung ¢ kg/m des Seiles durch das
Eigengewicht, Schneelast usw. ¢ genau genug ermitteln aus

Q

_¢ _
q__l statt 1=7"
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Die Seitenkréfte V und H der Auflagerspannkrifte S (Abb. 123) folgen aus
den Gleichgewichtsbedingungen fiir das ganze Seil:

S,
Vi+Vy=gq-1, AV;
H=H, 4

—Vica+H-h+4+q1-3a=0.
Sie ergeben

Vi=—-q-1+H-

Vo= —-q-1—H-

RO DO
Q> 8=

Abb. 123.

Um den Durchhang f in der Mitte zu bestimmen, setzt man die Gleich-
gewichtsbhedingungen fiir die Seilhalfte BC an:

+V V=g 41,
H=H,

Hieraus folgt

I S AL L LA
V_Q V2*2~2+Ha—ﬂa’
h  q-l
b, TaT T e b gt
2 T H 2 2  S§$-H’
also g-l-a
=%
Nun kann die vorstehende Gleichung fiir 7 geschrieben werden
y_r
H a’

und ein Vergleich mit der Abb. 123 lehrt, daBl somit S parallel I sein muB; es
gilt also auch

a
5T

Hiermit 148t sich schreiben

_at
=35

Das Seil bildet eine Parabel, deren Endtangenten sich in einem Punkt unter
der Mitte schneiden, der noch um die Strecke f unterhalb der Parabel liegt (Abb.123).

Y. Die statisch bestimmten Fachwerke.

1. Allgemeine Angaben.

Als Fachwerk bezeichnet man eine Tragkonstruktion, die aus ein-
zelnen Stiben zusammengesetzt ist. Die Stébe sind meistens gerade oder
weichen wenigstens von der geraden Form nur in Ausnahmefiillen stark ab.

4%
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=
Do

Gefordert wird stets, daf3 die Fachwerke unter den einwirkenden Kriften
nur moglichst geringe Forméinderungen der einzelnen Stibe bzw.
Verschiebungen der Knotenpunkte, in denen die Stdbe zusammentreffen,
erfahren.

Zu dem Zweck werden die als Gelenke ausgebildeten Knotenpunkte durch
die Stdbe so aneinander angeschlossen, daf jeder Knotenpunkt unverschieblich
mit den benachbarten verbunden ist ; das geschieht, wenn das Fachwerk aus lauter
Dreiecken zusammengesetzt wird. Da bei hinreichend kréftiger Ausfithrung aller
Einzelteile in dem Fachwerk nur noch geringe elastische Verschiebungen eintreten
kénnen, so dndert sich an dem Verhalten wenig, wenn statt der Gelenke feste
Nietverbindungen angeordnet werden.

Man kann aber auch die Knotenpunkte durch besonders sorgfiltige Aus-
bildung an sich nahezu starr machen und die Stibe so fest ausfithren, dal nur
unwesentliche Verbiegungen eintreten konnen. Ein derartiges Gebilde wird als
Rahmen bezeichnet.

Da jede auf einen hinreichend biegungsfesten Stab wirkende Kraft von ihm
auf die zugehorigen Knotenpunkte iibertragen wird, so kommen fiir die Unter-
suchung des Gesamtfachwerkes nur Knotenpunktsbelastungen in Frage, wihrend
die Stébe sdmtlich als unbelastet und gewichtslos gelten. Jeder derartige Stab
ist nur dann im Gleichgewicht, wenn die auf ihn einwirkenden Knotenpunktskrafte
dieselbe Wirkungslinie haben, die Verbindungsgerade der beiden Knotenpunkte,
und gleich grof3 aber entgegengesetzt gerichtet sind: Beireiner Knotenpunkts-
belastung des Gelenkfachwerkes treten in den geraden Stdben nur
Zug- oder Druckkrafte auf.

Die Auflagerkraft an einem festen Auflager eines ebenen Fachwerkes, wie
bei A der Abb. 124, ist nach GréBe und Richtung unbekannt, an einem beweg-
lichen Auflager, wie bei B der

Abb. 124 nur der GréBe nach.

5 5 Hat also ein beliebig belastetes

S Fachwerk von s Stdben und k
NA Knotenpunkten f feste und b

bewegliche Auflager, so sind

N, vorldufig unbekannt s Stab-

krafte, b Auflagerkrifte, f Auf-

Abb. 124 lagerkrafte und f Kraftrich-

tungen, insgesamt s 4+ b 4 2f

Unbekannte. An jedem Knotenpunkte konnen nun zwei Bedingungsgleichungen

(S. 6) fir das Gleichgewicht aufgestellt werden, insgesamt 2% Gleichungen.

Damit man soviel von einander unabhéingige Gleichungen erhélt, wie Unbekannte
vorhanden sind, muf} also die Abzahlformel gelten:

S+b+2f=2k.

Hierin sind allerdings Gegendiagonalenpaare nur einfach zu zahlen.

Auflerdem ist die Starrheitsbedingung innezuhalten, daf jeder Knoten-
punkt durch zwei Stdbe, die nicht in dieselbe Gerade fallen, an vorhergehende
Knotenpunkte angeschlossen ist.

Derartige Fachwerke heiflen statisech bestimmte. Ist die Anzahl der Un-
bekannten gréfer als 2k, so ist das Fachwerk statisch unbestimmt. Zu seiner
Berechnung sind aufler den Gleichgewichtsbedingungen noch Elastizitdtsglei-
chungen heranzuziehen.
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2. Das Schnittverfahren.

Die Spannkraft in irgendeinem Stab eines statisch bestimmten ebenen Fach-
werkes wird rechnerisch ermittelt, indem man sich das Fachwerk an der betref-
fenden Stelle durch einen gewshnlich geraden Schnitt in zwei Teile zerlegt denkt,
der im allgemeinen so zu fiihren ist, daBl nur drei Stibe geschnitten werden. In
den Schnittstellen erscheinen jetzt die betreffenden drei Stabspannkrifte als
duflere von dem abgetrennten Teil des Fachwerkes ausgetibte Kréifte, die man
der Einfachheit halber stets als Zugkrifte eintrigt (Abb. 125). Stellt man die
Momentengleichung aller an dem einen Fachwerkteil angreifenden Krifte in bezug
auf den Schnittpunkt von zwei geschnittenen Stdben auf, so erhidlt man eine
Gleichung, die bei den gegebenen Abmessungen des Fachwerkes nur die dritte
Stabkraft als Unbekannte enthilt. Ist die Kraft eine Druckkraft, so ergibt sich
bei der Rechnung das negative Vorzeichen.

1mm = s0kg

P
_____ S, I
———————— 4 0 1 2 s G
L a | p
)
/T N
—— ‘ o
T NL t o r o or Ul
- ! Il

Abb. 125. Abb. 126.

Das Verfahren wird ungenau, wenn sich die betreffenden Stibe in einem
langen, weit entfernten Schnitt schneiden. Man berechnet dann zuerst die Spann-
krifte dieser beiden Stibe und kann darauf die des dritten Stabes aus einer
Momentengleichung in bezug auf einen beliebigen, giinstig gelegenen Punkt be-
stimmen, in der eine oder beide anderen Stabkrifte schon bekannt sind.

Der Momentensatz ist am vorteilhaftesten fiir die Berechnung der Spann-
krafte in Gurtungsstiben. Fir Fiullungsstibe arbeitet man, besonders bei lot-
rechten Belastungen, bequemer mit den Kriftesitzen.

Um die Gurtungsspannkréfte in dem Paralleltriiger mit lotrechten Streben
und nach der Mitte steigenden Diagonalen zu erhalten, legt man durch
ein beliebiges Feld den Schnitt I (Abb. 126).

In bezug auf den oberen Knotenpunkt 4 o lautet dann die Momentengleichung :

—Uyg-h+ M;=0,
worin M, das Moment aller dulleren Krifte N; und P des einen Trégerteiles in
bezug auf den lotrechten Stab 4 angibt. Allgemein folgt hieraus die Spannkraft
in dem Untergurt
M
U, = +~h—“.
In bezug auf den unteren Knotenpunkt 3 « folgt ebenso
+O04 b+ M; =0,
also allgemein die Spannkraft im Obergurt
Mn—l

Op=—=2
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Die lotrechten Seitenkrifte der durch den Schnitt I frei gewordenen Stab-
kréfte und der dufleren Krifte liefern die Gleichung
—Dy-siny — N, +P=0

oder, wenn man — (N; — P) = —Q, als Querkraft im Feld 4 zusammenfalt,
die Diagonalspannkraft

R T —Qn-]/1+(%)2-

Entsprechend ergibt der Schnitt IT der Abb. 127
+V;—N,+ P=0,
also einfach die Spannkraft in der Lotrechten

e Vn = +Q1ls
h

/ wenn die Lasten wie in Abb. 127 auf die
oberen Knotenpunkte einwirken.
R Greift die Belastung an dem Untergurt
an, so wird die etwaige Belastung des Knoten-
Abb. 127. punktes 3 4 durch den Schnitt IT mit abge-
schnitten, und man erbilt so die Spannkraft

P I in der Lotrechten zu
) 1 2 s 0| 4 Vi =~4Qn_1.
PN Bei dem Paralleltriger mitnach der Mitte
h 4 fallenden Diagonalen erhdlt man ebenso
> ¢ aus den Abb. 128 und 129 die Spannkrifte
NL_t bt A im Untergurt.
’ L My o
Uy =+22,
Abb. 128. v
im Obergurt
P 0 — M
ﬂ n ]7/ 3
0 7 2 Oax 3
{ —T‘_\\ in der Diagonale
k o\
3 Nt d
: -—§él> Dn:+sQn 2+Qn"
bt 40 (BNt ny '
1 " ————?
Abb. 129. =+Q- 1+<I> ;
in der Lotrechten bei Belastung des Obergurtes
Vo= —Qn—1>
bei Belastung des Untergurtes
Vo = — Qs

3. Der Krifteplan.

Bei ruhenden Belastungen erhilt man die Spannkrifte der einzelnen Stabe
auf rein zeichnerischem Wege, indem man das Krafteck fiir jeden Knotenpunkt
aufzeichnet. Da die Richtungen der Stabkrifte aus dem Trigergerippe gegeben
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sind, so kann man durch ein Krafteck zwei unbekannte Stabkrifte bestimmen.
Man geht aus von einem Knotenpunkt, in dem nur zwei Stibe zusammenstoflen,

Abb. 130a.

bestimmt die beiden Stabkrifte und geht dann zum
néchsten Knotenpunkt, in dem die Gegenkraft der einen,
soeben ermittelten Stabkraft als Bekannte angetragen wird,
und kann so zwei weitere Unbekannte bestimmen usw.

580

350

950
175
3 2
z = Njose
1’ 3 7 ]= 2
0/~—__
A ~ \‘\‘Nh
> B N 122
~
\\
b
NLA S
1 mm=50kyg \\
e ~
~.
\\
S 950
~
~N
~
~
~N
o~
Abb. 130b. ~
\\
Samtliche Kraftecke werden unmittelbar aneinander ge- PNoee
zeichnet. Zeigt der Kraftpfeil im Krifteplan von dem
Knotenpunkt weg, so ist die Kraft eine Zugkraft; zeigt 580
der Kraftpfeil auf den Knotenpunkt hin, so ist die
Kraft eine Druckkraft, die man der Klarheit halber in der
Mitte etwas stéirker auszieht. Zweckm#Big werden die Krafte 380
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immer in derselben Reihenfolge, etwa dem Uhrzeigersinn folgend, aneinander
angetragen, indem man mit den Bekannten anfingt. Die Zeichnung ist richtig,
wenn sich am Schlufl der Krifteplan schlieft. Ein einfaches Beispiel zefgt
die Abb. 130.

Das Verfahren versagt, wenn an einem Knotenpunkt mehr als zwei unbekannte
Stabkrifte vorkommen. Gewodhnlich kann dann aber durch einmalige Anwendung

des Schnittverfahrens eine dieser Krifte berechnet und damit der Krafteplan
weitergezeichnet werden.

4. Die EinfluBlinien.

Bewegen sich iiber einen Triager mehrere Einzel-
lasten, so bilden die Einflufllinien das bequemste Hilfs-
mittel zur Berechnung der Auflagerkréifte, Biegungs-
momente, Quer- und Stabkriite.

Befindet sich die Einzellast 1¢ auf einem Trager
von der Linge ! zwischen den beiden Stiitzen im Ab-
stand x von der einen Stiitze (Abb. 131), so ist die Auf-

——"

T

lagerkraft der anderen Stiitze
x
Nl =1- —l— .

Sie hat bei Stellung der Last iiber dem Auflager 1 den
Wert 1¢ und bei Stellung der Last tiber dem Auflager
2 den Wert 0; zwischen beiden Endwerten verindert
sich die Gr6Be von N, nach einer geraden Linie. Genau
Entsprechendes gilt fiir die Auflagerkraft N,.

Stehen mehrere Lasten, etwa je vier, von den
Grofen P; bzw. P, in gegebenen Abstéinden auf dem
Tréger, so hat man nur die vier ersten Abschnitte
zwischen der EinfluBlinie fir die Auflagerkraft N,

o A i bzw. N, und der Trigerachse mit dem Zirkel zu ad-
// 4. qy 2 ‘- . . . )

- 1 dieren und ihre Summe mit P, zu multiplizieren. Das-
" Abb. 132 selbe gilt fir die vier Lasten P,. Dabei sind die Ab-
e schnitte oberhalb der Achse als negativ anzusetzen.
~o_ Die Summe beider Ergebnisse liefert dann die Auf-

4[ \\a\ lagerkréifte N; und N,.
D~ -1-73’\ Das Biegungsmoment an einer bestimmten

(Abb. 132) ist am gréBten, wenn sich die Einzellast an
der betreffenden Stelle befindet. Ks hat dann bei der
Abb. 133. Last 1¢ den Wert

~
~

1.5 13 Stelle A eines auf zwei Stiitzen liegenden Trigers

~

e

T
Bei irgendeiner anderen Stellung der Last, etwa an der Stelle B, ergibt sich das
Biegungsmoment der Stelle A zu

Mma.x =1-

M:I-Elg-al——l-(%“ag):l-%-.lﬁ.

s ist also gegeniiber My, die Strecke @, durch den Lastabstand x, ersetzt worden.



Die EinfluBlinien. h7

Man erhélt somit das an der Stelle 4 von der irgendwo auf dem Tréger ste-
henden Last 1 # hervorgerufene Biegungsmoment als den Abschnitt unterhalb der
Laststelle B zwischen der Achse und der geraden EinfluBlinie, die nach Abb. 132
zu zeichnen ist.

Die Querkraft an der Stelle 4 betrigt nach Abb. 131

Ty

Q=—1-F41=41-2

Sie erhdlt den groften Wert fir z; = a,:

th

[y
4

&

Entsprechend ergibt sich bei Betrachtung von der

a
Qmax:‘F‘l'_ll‘- I T T
|
anderen Seite des Trigers '

Q:...l.% und Qmaxz—l-%.

Die EinfluBlinien fiir die Querkraft an der
Stelle 4 werden demnach durch die Abb. 133
wiedergegeben. Der Einfluf} der Lasten andert an
der betreffenden Stelle sprungweise das Vorzeichen.

N

‘.\\
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/

ta,
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N

Eine gleichmifBig verteilte Belastung kann als
dichte Folge der gleichen Einzellasten aufgefaB3t
werden. Der Einflu} einer solchen Belastung von d
der Grofle ¢ kg/m ist also das gfache des Inhaltes \Ql/
des zugehorigen Teiles der EinfluBfliche. ~

Bei statisch bestimmten Trigern sind Abb. 134.
alle Einflufllinien Gerade.

Infolgedessen miissen die oben gezeichneten EinfluBlinien durch eine Gerade
abgeschriigt werden, wenn die Lasten durch Quertriger auf die Haupttriger iiber-
tragen werden, da die gerade EinfluBlinie des kurzen Léngstrigers durch die be-
treffenden Punkte der EinfluBlinie des Haupttrigers gehen muB (Abb. 134).

\

/
/
/
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~



B. Die Bewegungslehre und Dynamik,

1. Die Bewegungslehre.

1. Die cinfachen Bewegungen.

Die Bewegungslehre untersucht die Beziehungen, die beil bewegten Korpern
zwischen den beiden GrundgroBen Weg und Zeit und den daraus abgeleiteten
GroBen Geschwindigkeit und Beschleunigung bzaw. Verzégerung bestehen.

Ein Korper bewegt sich, wenn alle oder einzelne seiner Punkte
ihren Ort in bezug auf andere, als festliegend angesehene Punkte ver-
dndern.

Die Linie, die irgendein Punkt eines bewegten Korpers im Raum zuriicklegt,
heifit die Bahn oder der Weg des betreffenden Punktes. Je nach der Form dieser
Linie unterscheidet man einen geraden oder gekriitmmten Weg des Punktes.
Die gebrochene Linie irgendeines Zickzackweges setzt sich aus mehreren
geraden oder gekriimmten Teilstrecken zusammen. Der gekritmmte oder ge-
brochene Weg wird héufig durchweg in derselben Ebene liegen, kann aber
auch beliebig im Raum verlaufen.

Die Lage aller Punkte eines starren Korpers ist vollstindig bestimmt
durch die Lage von drei Punkten desselben, die sich nicht in einer Geraden
befinden, denn jeder andere Punkt ist als Schnittpunkt der mit den drei Abstdnden
von den herausgegriffenen Grundpunkten geschlagenen Kugeln festgelegt. Infolge-
dessen ist auch die Bewegung eines starren Korpers durch die Bewegung
von drei nicht in derselben Geraden liegenden Punkten vollkommen bestimm .

In vielen Fillen weichen die Wege der einzelnen Punkte eines Korpers so
wenig voneinander ab, daB man abkiirzungsweise den Weg des Schwer-
punktes als Weg des ganzen Korpers bezeichnet; der Koérper macht eine fort-
schreitende Bewegung. Sie wird als Schiebung bezeichnet, wenn zwei beliebige
sich schneidende Geraden des Korpers in allen Lagen parallel bleiben. In anderen
Fallen liegen alle Punkte eines bewegten Korpers, mit Ausnahme der auf einer
einzigen Geraden, der Drehachse, befindlichen, auf kreisfé6rmigen, wenn
auch verschiedenen Bahnen; der Kérper macht eine Drehbewegung. Es ist jedoch
nicht nétig, daB die Drehachse im Kérper eine unverénderliche Lage hat, sie kann
sich vielmehr unter Umstédnden darin verschieben oder drehen. Auch sonst kénnen
die beiden beschriebenen Arten der Bewegung gleichzeitig vorkommen; die ent-
stehende Gesamtbewegung des Koérpers wird als Schraubung bezeichnet.

Gemessen werden die Wege meistens in dem Lingenmall Meter (m).

Durch die Bahnlinie ist die Bewegung des Korpers oder eines seiner Punkte
noch nicht ausreichend bestimmt; es mufl auch die Richtung in der Bahn
angegeben werden. Denn es besteht ein wesentlicher Unterschied, ob ein Koérper
in Punkt C die Bahnlinie der Abb. 135 von dem Punkt 4 nach dem Punkt B durch-



Die einfachen Bewegungen. 59

lguft oder umgekehrt. Bezeichnet man willkiirlich die Richtung 4B als positiv,
so ist die Richtung BA als negativ zu rechnen.

Zur vollstdndigen Beschreibung der Bewegung ist ferner noch ihre Ab-
hingigkeit von der Zeit anzugeben. Zu jeder Bewegung ist Zeit erforderlich.
Der Ablauf der Zeit hat nur eine Richtung.

5 0w 895 km
uz % b 58 min
C , 167 3%
10,
vl 2/—;%/ 1
A 95l 3
Abb. 135. Abb. 136.

Das GrundmaB der Zeit ist der Tag, diejenige Zeit, die die Erde zu einer
einmaligen Umdrehung um ihre Achse braucht. Der Tag wird eingeteilt in 24 Stun -
den (st), die Stunde in 60 Minuten (min), die Minute in 60 Sekunden (sk). In
der Mechanik ist die Sekunde die gebréduchliche Einheit.

1 st = 60-60 = 3600 sk,

. 1 Tag = 24 - 60 = 1440 min,
o = 1440 - 60 = 86400 sk.
ds
a
o 9
N
o .‘S'
Y
" =) v H
¥ = t a
) [ I T T t
6% 10 2} 27% w¥ 55 0 ] |} :
1 2 3 “ 5 6 ‘*—“—'*jéi"‘ —ai»
Abb. 137. Abb. 138. Abb. 139.

Man kann die etwa bei einer Wettfahrt von den auf der Strecke verteilten
Beobachtern festgestellten Zeiten neben den Ortspunkten der Beobachtung ein-
schreiben und erhélt so eine Darstellung des Verlaufes der Fahrt eines Wagens
(Abb. 136), die jedoch génzlich uniibersichtlich ist. Der Verlauf wird anschaulich
dargestellt, wenn man auf einer Achse die Zeiten ¢ und senkrecht dazu die zuriick-
gelegten Wege s auftrigt (Abb. 137). Der so erhaltene gebrochene Linienzug
geht bei hinreichend kleinen Zeitabschnitten in die Zeit-Wegkurve tber, die das
Gesetz der Bewegung veranschaulicht.

Der einfachste Fall der Bewegung ist der, dafl die Zeit-Weglinie eine
Gerade ist.

Die Abb. 138 ergibt dann

s ds

t  dat
Das Verhéltnis von Weg und zugehoriger Zeit ist stets dasselbe. Es heifit
die Geschwindigkeit des betreffenden Koérpers oder Punktes; sie wird gemessen
in m/sk. Die dargestellte Bewegung wird als gleichférmige bezeichnet.

Bei gegebener Geschwindigkeit » und gegebener Zeit ¢ ist der Weg

s=wv-1t.
Tragt man die Zeiten auf einer Achse auf und senkrecht dazu die gleichbleibende
Geschwindigkeit, so entsteht das Rechteck der Abb. 139, dessen Inhalt den Weg s
veranschaulicht.

tga = .
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Bisweilen ersetzt man {iberschligig eine ungleichférmige Bewegung durch
eine gleichférmige und rechnet mit der mittleren Geschwindigkeit v auf
dem betreffenden Wege.

Mittlere Geschwindigkeiten.

FubBgénger. . . . . . . . . ... .. 1,6 m/sk = 5,75 km/st
Fahrrad . . . . . . . . . .. .. .. 8ty ,, = 30 .
Pferd im Schritt
am Lastwagen . . . . . . . . .. 1 , =36 s
unterm Reiter . . . . . . . . .. 1%/3,, =6 ’
Pferd im Mitteltrab. . . . . . . . . . 4, —
Pferd im Galopp . . . . . . . . . .. 62/; ,, —
Giiterzug . . . . . . . . ... 8,3=-11,1 ,, = 30--40,,
Personenzug . . . . . . . . .. 125 =181 ,, = 45--65,,
Schnellzug . . . . . . . . .. 19,6 =250 ,, = 70=90,.
Postdampfer. . . . . . . . .. 62 - 797 ,, = 12+ 15Seem./st,
Schnelldampfer . . . . . . . . 82 =128 , = 1624 ys
Schall in der Luft . . . . . . . 333,
Licht im Raum . . . . . . . . 300000 km/sk.
Hochstgeschwindigkeiten
im EinlaBventil von Gasmaschinen . . . . . . . 55 — 60 m/sk
. ' »»  Sattdampfmaschinen . . . . . . 40
v . ,» HeiBdampfmaschinen . . . . . . 60 ,,
in Hochdrucksattdampfleitungen. . . . . . . . . . . 25 .,
,» Hochdruckheifdampfleitungen. . . . . . . . . . . 40 ,,
,»» Kondensatordampfleitungen. . . . . . . . . . .. 100 ,,

Bei einer Drehbewegung um eine als fest geltende Achse unterscheidet man
die Umlaufgeschwindigkeit irgendeines Punktes des betreffenden Kérpers
und die Winkelgeschwindigkeit des ganzen Korpers.

Ist r der Abstand eines bestimmten Punktes von der Drehachse in m und n
die Anzahl der Umdrehungen des Kérpers in der min, so ist die Umlaufgeschwin-
digkeit des Punktes

2710
v = T m/ sk.
Die Winkelgeschwindigkeit ermittelt sich, da der bei einer Umdrehung zu-
rickgelegte Bogen 2 m ist, der ebenso wie der Sinus oder Kosinus usw eine un-
benannte Zahl ist, zu
2m-n 1
60 sk’

o =

Es besteht somit der Zusammenhang
V=171 .

Bei einer ungleichférmig verlaufenden Bewegung ist die in irgendeinem
sehr kleinen Zeitteilchen d ¢ vorhandene Geschwindigkeit gegeben durch

= k
V= m/sk,

wenn s wieder das zugehorige Wegstiickchen bedeutet.

Der einfachste Fall ist nun der, dafl die Geschwindigkeit gleichférmig
zu-oder abnimmt (Abb. 140), also durch eine geneigte gerade Linie dargestellt
wird.
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Auch hier ist der Weg wieder durch den Inhalt der von der Zeitachse und
der Geschwindigkeitslinie eingeschlossenen Fliche gegeben, und man erhilt sofort
dafiir

s=4%-v-1,

wenn v die erreichte Endgeschwindigkeit bedeutet und ya) o
¢ die vom Anfang der Bewegung bis zu dem betreffen- » A==
den Augenblick gebrauchte Zeit.

Man entnimmt der Abb. 140 ferner

dv
i tg f = pm/sk : sk.
Das in m/sk? gemessene Verhdltnis der Geschwin- i 2

digkeitsinderung zu der dazu gebrauchten Zeit t H
ist unverinderlich. Es heilt die Beschleunigung bzw. die £
Verzogerung, je nachdem die Geschwindigkeit zunimmt
oder abnimmt.

Schreibt man die letztere Gleichung in der Form

Abb. 140.

dv=rp-dt,

so liefert die Summierung zwischen den Grenzen 0 und ¢
[} 4
f dv=1p- f dat
0 0

oder v=17p-1.
Die Endgeschwindigkeit entspricht der zugehorigen Zeit.
Setzt man diesen Wert in die Gleichung fiir den Weg ein, so folgt
8§ = ,%, “p- 2,
Die Zeit-Wegkurve ist demnach eine Parabel.
Wird ¢ aus der Gleichung fiir die Geschwindigkeit ausgerechnet und in die
Formel fiir den Weg eingesetzt, so wird
»?
== 2» N p .
Aus der letzteren Gleichung erh#lt man umgekehrt
die Geschwindigkeit

S

die Zeit 9. s
t:l =,

Setzt man in die Gleichung fiir die Beschleunigung die Ausgangsformel] fiir die
Geschwindigkeit ein, so wird

oder abkiirzungsweise geschrieben
_d?s
ae’

Fir die Berechnung ist immer auf die erste Schreibung zuriickzugreifen.
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Besitzt der betreffende Korper oder Punkt bereits eine bestimmte Geschwindig-
keit v,, ehe er die Beschleunigung p erfahrt, so entsteht die Abb. 141, und man
entnimmt ihr

V=10, p-t,
§=vyt+L-p-it2

Andererseits kann nach der gestrichelten Fort-
setzung der Abb. 141 iiber den Nullpunkt hinaus
ausgedriickt werden

v s — v 9 .
_ 2:.p 2-p

y Ist p eine Verzégerung, so ist sie negativ ein-
P zusetzen, und es gilt die Darstellung der Abb. 142:

Comete v=1y— Pt

Abb. 141. s=vt— % p-id,
% v?
§ = — .
2:p 29

Bei einer Drehbewegung wird in Abb. 140
L statt der Umlaufgeschwindigkeit » m/sk eines
v S~ bestimmten Punktes des Korpers oft die Winkel-
geschwindigkeit o 1/sk des ganzen Korpers ein-
Abb. 1 422. gesetzt. Man erhidlt dann als den in einer be-

stimmten Zeit ¢ sk zuriickgelegten Bogen

arcox =4-w -4

und als Winkelbeschleunigung in 1/sk?

&

a'::tg/f:f%.

Auch hier kann abkiirzungsweise geschrieben werden

%L " %tr N d d X
D ic i d«
Ef———- Erm s =
p dai a2
G b
r Bei gleichférmig beschleunigter oder ver-
Y ..
v zogerter Drehbewegung folgt aus
7 do =¢.dt
Al 7 H \B durch Summierung zwischen den Grenzen 0 und
i | ¢ der Zusammenhang
Abb. 143. w=c¢"1l.

Durch Differentiation der Beziehung S. 60 zwischen Umfangs- und Winkel-
geschwindigkeit erhélt man fiir die Beschleunigungen entsprechend
p=r-eg.

In vielen Fillen wird die Zeit-Geschwindigkeitslinie sehr gut durch
eine Parabel wiedergegeben, deren Scheitelachse OB die erreichte Hochstgeschwin-
digkeit v ist (Abb. 143). Die an den Anfangspunkt A4 gezogene Tangente AD
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halbiert die Scheiteltangente OF, und das in D auf 4D errichtete Lot geht durch
den Brennpunkt F der Parabel. Er ist ja vom Scheitel ¢ um den Halbparameter
1 b der Parabel entfernt. Damit gilt fiir den Punkt 4 mit den Bezeichnungen der
Abb. 143 die Parabelgleichung

B=2-D-v.
Den #dhnlichen Dreiecken DCF und AED entnimmt man

by
t

1o

= *-2  oder T=2b-9,
Y1

roj—
=

womit die Richtigkeit der angegebenen Zusammenhénge bewiesen ist.

Fiir einen beliebigen Punkt @ der Geschwindigkeitsparabel erhdlt man
G —02=2-0-(vy — )
oder durch Einsetzen des Wertes von 2 b aus der ersteren Gleichung

(t— 1) =2 (o, — 0),

woraus die Geschwindigkeit folgt
24 - )]
v=u |2 -— —\—] |.
t,  \t,

Die gr6fte Beschleunigung findet am Anfangspunkt 4 zur Zeit O statt:

v v
pmax:tgﬁ:l_lt :22l
2 'l 1
Die Beschleunigung an einer anderen Stelle ¢ zur Zeit ¢ ist p = d_?t}’ wird

also durch Ditferentiation der Gleichung fiir die Geschhwindigkeit erhalten:

v 4 4
,:2._1_.1_M>: ,.(1__>
P Ll ( [1 Pmax 11 3

sie wird demnach in Abhi#ingigkeit von der Zeit durch eine geneigte Gerade dar-
gestellt.

Der bis zu einer bestimmten Zeit ¢ von 0 aus zuriickgelegte Weg ist der
Flicheninhalt AGH der Abb. 143, also

t ¢
' 1 L\2
8:/?).{11[:”] .\/12——<—_>1'di
i) g th b/

.12
s:M.(l__l_-_t)’
t, 31

der fiir die ganze Anfahrzeit ¢ = ¢, ibergeht in

oder

— 2 .
8 =% vty



64 Die Bewegungslehre.

Die Abb. 143 gilt auch fiir die Winkelgeschwindigkeit @ bzw. Winkel-
beschleunigung ¢, ebenso die entsprechenden Formeln:

4 t\2
w:ml-b-———(—)},
L T\

o
. RS T
Emax = 2 ]

12
( t
&= &max * |1 — ;1“),
oy =% 0wy 1.
Ist die Zeit-Weglinieunmittelbar gegeben, ohne daf} ihr mathematisches

Gesetz bekannt ist (Abb. 144), so entnimmt man an einem beliebigen Punkt B
durch Ziehen der Kurventangente die Geschwindigkeit

v—ds =tgux
I TR
__ ¢ A
Bds D
A S E
A —~ QY
0 - 7 28K B
vt
Abb. 144.
v

Vorteilhaft zieht man durch einen im Abstande 1 sk od.
dgl. von einer Senkrechten beliebig angenommenen Q&34 15k c’
Pol O Parallelen zu den Kurventangenten, die natiir-
lich sehr sorgféltig bestimmt werden miissen, und er-
erhdlt dann auf der Senkrechten die Abschnitte
v=1-tg o (Abb. 145).

In derselben Weise kann aus der Zeit-Geschwin-
digkeitslinie die Zeit-Beschleunigungslinie ent- D
wickelt werden.

Eine andere Art der Auf-

B zeichnung ergibt die Abb. 146, in E
c ( der AB ein Stiick der Geschwin- Abb. 145.
§ digkeitskurve iiber der Weglinie x
4 4 darstellt. HEs ist dann die Beschleunigung
e _de _de dz
L < P=ai=das at = %87%
Errichtet man also in einem Punkt O der Geschwindigkeits-
x| dx kurve die Normale dazu, so schneidet sie auf der Weglinie
Abb. 146. die Beschleunigung ab. Letztere ist die Subnormale der Ge-
schwindigkeit.

2. Schwingungshewegungen.
Gegeben ist eine gleichformige Drehbewegung mit der Winkelgeschwindig-
keit w, die zur Zeit { = 0 von dem Winkel ¢ ausgeht (Abb. 147), also zur Zeit ¢
den Winkel w -t + @, von der Achse aus gemessen, zuriickgelegt hat. Es soll der



Schwingungsbewegungen. 65

zur Achse AB senkrechte Ausschlag s eines im Abstande r von der Drehachse
befindlichen Punktes ¢ in Abhingigkeit von der Zeit aufgetragen werden.
Die Abb. 147 ergibt sogleich
s=r-sin (w ¢+ @),
und die Auftragung mit einem beliebigen LingenmalBstab fir die Zeit ¢ liefert
die allgemeine Sinuslinie, die sich in den gleichen Zeitabschnitten

poin A

A

w=27

Abb. 149.

wo also @+ T = 2+ x ist, immer wiederholt, was ja durch die Herleitung dieser
Schwingungsbewegung aus der gleichférmigen Drehbewegung selbstversténdlich ist.
Die Geschwindigkeit des Punktes C bei seiner Ausschlaghewegung ergibt
sich zu :
ds dsin (w + ¢ + @)
e T e N TV Ty ol -
V= =T Ao+ ) 7w cos(w -l @)

oder auch

v:r-w-sin(%—{—w-t—;—q?).

Die Zeit-Geschwindigkeitskurve wird aus der Zeit-Wegkurve erhalten, in-
dem man alle Ordinaten um das wfache vergrofert und die ganze Kurve um Y/,

der Periode 27:— nach dem Anfangspunkt hin verschiebt (Abb. 148). Iis ist auch

ohne weiteres erklirlich, daB die Ausschlaghewegung beim Durchgang des Punktes C

Stephan, Grundzige, 5
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durch die Achse 4B der Abb. 147 die grofite Geschwindigkeit hat und beim Durch-
gang durch die dazu senkrechte Mittelachse des Kreises die Geschwindigkeit 0.
Man erhdlt weiter die Beschleunigung der Schwingungsbewegung zu
dv dcos(w -t + @)
A AR Al
Py T T ot )

= —r-w? sin(w-t+ @)= — w?-s.

Die Zeit-Beschleunigungskurve ist um die halbe Periode gegen die Zeit-Wegkurve
verschoben, und ihre Ordinaten sind die mit dem Faktor w?2 erweiterten der Zeit-
Wegkurve (Abb. 149).

Setzt man hierin den auf S. 61 gegebenen Ausdruck fiir p ein, so geht diese
Gleichung tiber in
d?s
da
und man kann als Losung dieser Differentialgleichung der einfachen har-
monischen Schwingung angeben

= — w?-s,

s=r-sin(w-t+ @),

worin 7 und ¢ Festwerte sind, die aus besonderen Angaben iiber den Anfangs-
oder auch einen beliebigen Zwischenzustand der Schwingung zu ermitteln sind.
Die Losung kann auch geschrieben werden

s=r-sin (w-1t) cosp + r-cos (w 1) -sinp.

Da nun ¢ ein unverinderlicher Winkel ist, so kénnen seine Funktionen cos ¢ und
sin ¢ mit » zu je einer neuen Veréinderlichen zusammengefal3t werden. Man erhilt
so eine andere Form derselben Loésung:

s =0;-sinwt 4 C,-coswt,

worin C; und C, die durch die zweimalige Integration hinzugekommenen Fest-

werte sind.
Eine Schwingung,

¢ ——~-

v N die nicht rein nach dem

I-i‘ie A / 2 \\ Sinusgesetz erfolgt, wird als
A D f O FE 7 gestdorte harmonische
;__,5___{8 K \ 0 //C’ bezeichnet. TEine solche
N 7 ist die des Schubkurbel-

getriebes:  Der Kurbel-
zapfen C bewegt sich um
die Achse O mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v = 7 - @w (Abb. 150). Der
inneren Totlage €, der Kurbel entspricht dann die dullere Totlage A des Kreuz-
kopfes bzw. Kolbens und der HuBeren Totlage (', der Kurbel die innere B des
Kreuzkopfes bzw. Kolbens. Es ist also AB = C,C, oder s = 2.

Zu einem beliebigen von der Kurbel zuriickgelegten Winkel & gehort der Kren z-

kopfweg © = AD = C,E. Zwischen dem Ausschlagwinkel § der Schubstange
von der Lénge ! und dem Kurbelwinkel o besteht der Zusammenhang

Abb. 150.

CF =7 -sinx =1[-sinf,
also
. T
sin = - sina.
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Nun ist

C’_lfzr- (1 —cos) und FE=1-(1— cos f3).
Mit L

_ 2 2
cosfi =171 — sin2ﬂ=V1 — (%-sinoc) 1 — é . <—7l:<-sin<x)

wird somit

ClE=x=r- <1 ~ coso&+%-% -sin%é).
Fir den Riickgang des Kreuzkopfes bzw. Kolbens gilt entsprechend gemif
Abb. 151

x= B
T =7

C,F=C,F — BT,

I

D
also (1 ‘ L r . )
—cos® — o+ o sin*a

4

1
:1"(1—COSDC*——Z'%'[I——COSQLXjQ.

Man bezeichnet das dritte Glied der Klammer als Stérungsglied der Schub-

1 7
27
eilt der Kolben der Kurbel vor; sein Weg betréigt bei Mittelstellung der Kurbel

kurbelbewegung. Es erhalt seinen gréfiten Wert firo = —g— : Beim Hingang

bereits
(1 1 7') 5 ////”\\\\\(v
Ty =1 =7/ —_
=\l 4 L G 0 rr\G
A -Dl[ (7 { a !
Beim Riickgang eilt ka1 \ /
der Kolben nach; bei =
Mittelstellung der Kurbel Abb. 151.

ist sein Weg erst

1 7
”m="'<1—§'7>'

Ziwei zur Achse 4 C,symmetrische Kurbelstellungen C ergeben natiirlich dieselbe
Kreuzkopfstellung D.
Die Kreuzkopfgeschwindigkeit ¢ im Abstande 2 von der Totlage ergibt

a

sich zu ¢ = (_z—f . Nun gilt nach den Abb. 150 und 151
C,C bzw. C,0 =v-t=r- 0,
als
Ao ar=""a«.
v
Damit wird
v dzx v . 1 r .
= ax =7 <0 —}—smzxﬂ:a "7 2-sinn -coso&) ,

also

1 .
c:w-(sinocj}:~2—-77-51n2oc>.

B
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I
l
fiir &« = 135°, und es verschwindet bei & = 0 und 90°.

1 .

Das Stérungsglied erhilt hier seinen grofiten Wert - 3 fiir & = 45°, seinen
Kleinsten — % s
Die Kreuzkopfbeschleunigung ergibt sich durch nochmalige Differen-

tiation zu

de v dc
di 7

1 \
m:})—-v-(coso&+~—-£~cos2cx'2).
7 -2 1

also
vt T
p:—-(eoscx—{—i -cos‘_),oc\).
r - 7

Der GroBtwert +—€ des Storungsgliedes tritt bei o0 = 0° ein, der kleinste — T bei

l

o = 180°.

Trigt man den Verlauf von s, v, pin Ab-
hangigkeit von dem Kurbelwinkel « auf, so er-
geben sich die Schwingungskurven der Abb. 152,
153, 154, worin die diinngezogenen Linien die Werte v
ohne Stérungsglied und die stark ausgezogenen
Linien die genaueren Werte mit Stérungsglied
wiedergeben, und zwar fiir den bei liegenden

/”

a-0 30 60 90 120 150  180°.

<
=

A N

[ 30 60 20 20 150 780 210 240 270 300 330 360°

Abb. 152. Abb. 153.

ortsfesten Kraftmaschinen gebriuchlichen Fall —; = —;— Der Deutlichkeit halber
ist in den Abb. 153 und 154 w = 1 gesetzt worden.

Bei stehenden Kraftmaschinen ist gewohnlich — = -—, ebenso bei liegenden Schnell-

lgufern. Fir stehende schnellaufende Maschinen gilt , bisweilen bei Kraftwagen- und

r
!

z
!

o=t~

Flugzeugmotoren :r[ = E% ~135 Lokomotiven haben -rl«; —é— - %—, Ségegatter und #hn-
liche Maschinen % = —11—2

Gewohnlich gibt man den Verlauf der Geschwindigkeit und Beschleunigung
in Abhéngigkeit von der Kolbenstellung an, wie die Abb. 156, 157 zeigen.
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Die Kolbenstellung findet man zeichnerisch, indem man von einem angenom-
menen Punkt C des itber dem Hub s = 21 errichteten Kurbelhalbkreises einen
Kreisbogen mit dem Halbmesser [ aus einem auf der s-Achse nach dem Zylinder-
ende der Maschine hin gelegenen Mittelpunkt D schlidgt (Abb. 150 und 151). Diese
Art der Aufzeichnung ist jedoch wenig genau ; besser und einfacher ist die folgende:

Abb. 155. Abb. 156.

Als Scheitel des Kurbelwinkels « wird nicht der Mittelpunkt O des Kurbel-
kreises genommen, sondern der um den gréfiten Wert des Stérungsgliedes % . % -7
nach der Kurbel hin verschobene Punkt 0’. Es kann dann einfach der Punkt ¢’
des Kurbelkreislaufes auf die s-Achse heruntergelotet werden (Abb. 155). Man
erhilt ebenso umgekehrt zu einer gegebenen Kolbenstellung F die zugehorige
Kurbelstellung C.

Die Geschwindigkeitskurve ohne Storungsglied 148t sich sehr bequem
zeichnen, wenn man den Geschwindigkeitsmalstab v = » wihlt. Sie wird in dem
Fall ein Kreis iiber dem Durchmesser s. Andernfalls ist sie eine Ellipse. Zur
Beriicksichtigung des Storungsgliedes schligt man um O einen Kreis mit dem

Halbmesser ;1 % - r, zieht den 7

der Kolbenstellung # entsprechen-

den Strahl 0’D und den dazu par- 2]

allelen O D, trégt die zwischen dem

Schnittpunkt D, und der Wegachse

abgeschnittene Strecke senkrecht

ither der Kurbelstellung D’ auf; 70,293+ £ %,

durch wagerechtes Heriiberziehen

ergibt sich dann der Punkt C der

Geschwindigkeitskurve (Abb.156).

Denn dem Winkel 00’D = & ent-

spricht der Zentriwinkel 2 &, dessen Sinus gemif der Formel fir ¢ genommen wird.
Die Beschleunigungskurve ohne Beriicksichtigung des Stérungsgliedes

ist eine schriige Gerade (Abb. 157). Der Anfangspunkt auf der Deckelseite und

der Endpunkt auf der Kurbelseite der Kurve mit Stérungsglied bestimmen sich

geméf der obigen Formel nach den Angaben der Abb. 157. Die Kurve schneidet

I
! r(0295-3F
|

[

die Kolbenwegachse im Abstande % - r vor der Mitte, in der Mitte des Hubes liegt

2
sie wieder um den Betrag —U—l— unterhalb der Kolbenwegachse. Sie schneidet die

ohne Beriicksichtigung des Stérungsgliedes gezogene Gerade bei dem Kurbel-
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winkel & = 45°, also an den in Abb. 157 cingetragenen Abschnitten. Aus diesen
gechs leicht festzulegenden Punkten 148t sich die Kurve mit groBer Genauigkeit
zeichnen. Es ist eine Parabel.

3. Die Zusammensetzung von Bewegungen.

Bewegt sich ein Korper fortschreitend auf einer bestimmten Bahn und
erfahrt diese Bahn ihrerseits wieder eine Bewegung, so ergibt sich die wahre
(absolute) Bewegung des Korpers durch Zusammensetzen der beiden Einzel-
(relativen) Bewegungen.

Im Grunde genommen sind alle Bewegungen, die wir verfolgen koénnen, Relativ-
bewegungen. Jedoch faBt man bei allen Aufgaben der technischen Praxis die Erde und
mit ihr festverbundene Teile stets als ruhend auf.

Es bewege sich ein Punkt auf der
Geraden 4 B mit der gleichférmigen Ge-
schwindigkeit v, und die Gerade AB

parallel zu sich selbst derart, daB der
Punkt A den geraden Weg AC mit der
gleichférmigen Geschwindigkeit v, zu-
riicklegt und entsprechend der Punkt B
den geraden Weg BD mit derselben Ge-

schwindigkeit (Abb. 158). Nach einer
Abb. 158. bestimmten Zeit ¢, ist dann der Punkt
auf dem Wege AB nach B, gekommen
und die Gerade 4B nach C,D,; die absolute Lage des Punktes ist also B;,. Nach
einer anderen Zeit f, ergibt sich ebenso die absolute Lage E, des Punktes. Es
gelten nun die Zusammenhénge
AB, ;- vl AC; vty oty

AB, vty b, AC, vl 4

3

also auch

AB,  AC, BE,

AB, AC,  B,E,
da die AC und BE gegeniiberliegende Seiten in je einem Parallelogramm sind.
Hieraus folgt nun, dafl die Dreiecke A B, E; und 4B, E, einander &hnlich sind.
Weil aber AB; und AB, auf derselben Geraden liegen, so miissen es auch die
zweiten, den gleichen Winkel einschliefenden Seiten AE,; und AE,. Ferner gilt
hiernach der Zusammenhang

AE, AB, 1.
AB, AB,

Sind beide Relativbewegungen geradlinig und gleichférmig, so
ist es auch die absolute Bewegung.

Die geraden Relativwege 4B und AC setzen sich demnach zu dem geraden
absoluten Weg AE zusammen. Werden diese Wege durch die zu ihrer Zuriick-
legung gebrauchte gleiche Zeit ¢ dividiert, so erhdlt man die entsprechenden Ge-
schwindigkeiten. Nach dem Kosinussatz ergibt sich also die absolute Geschwindig-
keit aus )

v2 =] + 3 + 20, - v, cosx.
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Fir & = 90° geht diese Formel tiber in

,02 = U% _[_ ,037
und far o = 0 wird
dv=-4 v+,

Je nach der Richtung der Bewegung addieren bzw. subtrahieren sich die
in derselben Geraden wirkenden Relativgeschwindigkeiten algebraiseh. Im
Gegensatz hierzu bezeichnet man die Zusammen-
setzung mnach dem Geschwindigkeits-
dreieck gemif den vorhergehenden Formeln als
geometrische Addition Abb. 159). Es gelten da- v
far sinngemdfl alle fiir die Zusammensetzung und
Zerlegung von Kréften gemachten Angaben.

Sind  beide Relativbewegungen geradlinig Abb. 159.
und nach demselben Gesetz gleichformig oder

sonstwie beschleunigt, so kann in Abb. 158 AB, =dv, und AC; = dv,
gesetzt werden. Wird jetzt durch die zugehérige Zeit d¢ dividiert, so ergibt sich
durch dieselbe Uberlegung, daf die absolute Bewegung wieder geradlinig und nach
demselben Gesetz wie die beiden Relativbewegungen beschleunigt ist.

Die Sitze vom Kriiftedreieck und ihre Folgerungen gelten also fiir geradlinige Be-
wegungen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen oder Verzogerungen. Natiirlich koénnen
nur gleichartige Elemente, alco Krafte oder Wege oder Geschwindigkeiten oder Beschleuni-
gungen bzw. Verzogerungen so vereinigt oder zerlegt werden, keinesfalls aber Bewegungen
und Krafte oder Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Erfolgen zwar beide Einzelbewegungen geradlinig, jedoch nach ver-
schiedenen Beschleunigungsgesetzen, so ist die Bahn der wahren Be-
wegung des betreffenden Korpers eine gekriimmte.

Der einfachste Sonderfall ist der,
dall die eine Bewegung eine gleich- v,
férmige, also mit der Beschleunigung 0 .
ist. Wird ein Kgrper von irgendeinem uf Y3
Punkt O aus unter dem Winkel & gegen !
die Wagerechte mit der Geschwindigkeit v @ |

%

abgeworfen, so zerlegt man v in die beiden 0f % _ | | L
Seitengeschwindigkeiten v, = v - cos « in P | !
Richtung der wagerechten, durch O gehen- | g |
den Achse und v, = v sin & in Richtung Abb. 160.

der lotrechten, durch O gelegten Achse
(Abb. 160). Die wagerechte Seitengeschwindigkeit v, bleibt unveréndert, so-
lange von Luft- und sonstigen Widerstdnden abgesehen werden kann, die lot-
rechte wird durch die auf den Korper einwirkende Fallbeschleunigung ¢ stetig
verringert:

v, =wv-sinx — g-4.

Die Geschwindigkeit zur Zeit ¢, ebwa an der Stelle x, y, ist gemaf Abb. 160

R Ea— . .t .t2
v’:l/v;—l—vz,:v-l/l—2-sma-97—|—(g——> .

v
Der nach Ablauf der Zeit ¢ zuriickgelegte Weg ist in wagerechter Richtung
T=1Vy -t =w0v-:c08& ¢
und in lotrechter Richtung
y=wv-sina- -t —L-g-12
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Der héchste Punkt der Bahn wird in dem Augenblick erreicht, wo v, = 0
wird (Abb. 160). Die zugehorige Zeit ist

v-sing
b= —=.
g
Hiermit folgt der zugehérige Abstand
_2-v%-sino - coso —“’—Q}E"SiHZ(X
= 29 249
und die groBite Steighéhe
2. gin? 2 . gip? 2
p o Yiosinfa g v sin L
g 2 g* 2.9

Die Gleichung der Bahnkurve erhilt man, indem ¢ aus der ersten Ge-

schwindigkeitsgleichung ausgerechnet und in die Gleichung fiir den Weg ein-
gesetzt wird:

g
—_ cto X — 20— 9 .
y=o-tg TR costa
Rechnet man jetst die y von dem héchsten Punkt der Bahn aus: y =h — y
und die x von x,, aus: &’ = x,, — x, so geht diese Kurvengleichung iber in
(v - cos )2
p .

Die Bahnkurve ist demnach eine Parabel und verliuft also symmetrisch zu 7,
so daB man den ganzen Wurfweg erhilt zu

St,;/2_:2_3//'

v2
§=2.2,=— 'sin2ac.
g

Die Zeitdauer des ganzen Wurfes ist

b =

s 2-v2-ginw - cos 2 v-sinx
vy g v-cosa o g '

Soll der in gleicher Hohe mit dem Ausgangspunkt O im Abstand s gelegene

Punkt getroffen werden, so bestimmt sich der Wurfwinkel bei gegebener Ge-
schwindigkeit v aus

. Sy
sm2a:—~‘,i.

s gibt nun zwei Winkel, die denselben Sinus haben:

JT
(204)1:—2——}—()9 und (2<x)2:_ﬂi~(p’

2
also
% _r_7
ocl_—4+2 und Rp=7F—75-

Das Ziel kann also sowohl durch eine flache als auch eine steile Wurfbahn erreicht
werden.



Die Drehbewegung. 73

Fir « = % = 45° fallen beide Bahnen zusammen und ergeben die grilte

erreichbare Wurfweite
Smax = —
g

Liegt das Ziel in der Entfernung #; umn den Betrag + y, iiber oder unter der
durch den Ausgangspunkt O gezogenen Wagerechten, so geht man auf die Glei-
chung der Bahnkurve zuriick, indem man darin einsetzt

— =1 4 tg2«x.
cos2x Tt

Man erhilt so
2 2. 2.

R/ ST g\

1./2@—‘*2 .
¢ e 2rx;— gy

als Bestimmungsgleichung fiir tg «, die wieder zwei Werte fiir eine steile und eine
flache Wurfbahn liefert:

v? Vit 20w <9-wl)2}
g = |14]/1 - .
o=y 1)1

: 2 2
Z, 2. v

4. Die Drehbewegung.

Einen ebenen Teil eines starren Koérpers kann man in jede beliebige kom -
plane Lage, d. h. auf derselben ja nach allen Richtungen unbegrenzten Ebene,
bringen durch Drehen um einen ganz bestimmten Punkt der Ebene.

Die Lage des. betreffenden Teiles ist vollstindig
bestimm¢t durch die zweier Punkte 4 und B, denn
jeder andere Punkt C in derselben Ebene ist gegeben %
als der Schnittpunkt der beiden mit seinen Abstéinden
AC bzw. BC vonden Grundpunkten geschlagenen Kreisen
(Abb. 161). Geht nun die Lage der Punkte A, B im p
Laufe der Bewegung in die Lage A4’, B’ iiber, so kann 0
man 4 A" in D halbieren und darauf die Senkrechte DO

errichten, ebenso BB’ in E halbieren und darauf die E
Senkrechte KO errichten. Die Drehung des betreffenden

ebenen Kérperteiles um jeden Punkt der Geraden DO 5 B
bewirkt, daB sich 4 auf einem Kreishogen bewegt, der Abb. 161.

durch 4’ geht. Das gleiche gilt bei der Drehung um jeden
Punkt der Geraden EO fin die Punkte B und B’. Der Schnittpunkt O beider
Geraden ist also der gesuchte Drehpunkt in der Ebene.

Sind die beiden Lagen dicht beieinander gelegen, so ist O der augenblick-
liche Drehpunkt der Elementardrehung, der jetzt als Schnittpunkt der
beiden, zu den betreffenden Bahnelementen der Punkte 4 und B Senkrechten
erhalten wird.

Bei irgendeiner beliebigen komplanen Bewegung einer Ebene 1 zu einer
anderen Ebene 2 éndert sich im allgemeinen die Lage des augenblicklichen Dreh-
punktes oder Poles der Ebene 1 auf der festen 2. Die Folge seiner einzelnen
Lagen heifit die ruhende Polkurve. Da nun die gegenseitige Bewegung beider
Ebenen auch durch die Bewegung von Ebene 2 zu der jetzt fest gedachten 1 mog-
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lich ist, so ergibt sich dadurch eine zweite bewegte Polkurve, deren einzelne
Punkte bei reiner gegenseitiger Drehung sich mit den zugehérigen der ruhenden
Polkurve decken. Beide Polkurven rollen aufeinander ab.

Kin Punkt bewege sich mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit w,
also der Umfangsgeschwindigkeit v = r - @w auf einem Kreis vom Halbmesser #
(Abb. 162), er lege in dem kleinen Zeitabschnitt d¢ den Weg 4 B = s zuriick.
In dieser Zeit hat sich dann die Geschwindigkeit v zwar nicht der GréBe, woh!
aber der Richtung nach gefindert. Trigt man im Endpunkt B der Strecke ds
die stets in den Bogen fallende, also tangential gerichtete Geschwindigkeit v wieder
an, so kann man sie als entstanden auffassen aus der urspriinglichen, im Punkt 4
vorhanden gewesenen v und einer senkrecht zum Bogenteilchen s, also nach
dem Mittelpunkt hin gerichteten Geschwindigkeit .

Den adhnlichen Dreiecken entnimmt man

sz—lﬁ oder (lu:(ls-g.
v r r
Wird jetzt auf beiden Seiten durch dit dividiert, so
folgt
du ds v

ai” di 7
d . d . .
oder, da E; = ist und d—lz = p, eine Beschleunigung
ist
Abb. 162. v2
Dy = —.

’
Damit der Punkt sich mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v auf
einem Bogen vom Halbmesser r bewegt, muB er dauernd die angegebene,
nach dem Mittelpunkt gerichtete Beschleunigung erfahren.

Setzt man darin ein v = 7+ w, so wird
P =17 w2
Man kann diese Gleichung auch schreiben

= w)-w=v 0.

Bewegt sich der Punkt auf einer beliebig gekriitmmten Kurve, so ist in
die vorstehenden Formeln der Kriimmungshalbmesser des zugehérigen Bogen-
stiickes einzusetzen, und wenn die Geschwindigkeit veréinderlich ist, die augen-
blickliche Winkel- oder Umfangsgeschwindigkeit. Man hat demnach bei
solchen Bewegungen bzw. Beschleunigungen zu unterscheiden die obige Zentral-
beschleunigung und die in die Tangente der Bahnkurve fallende Tangential-
beschleunigung

Pe=71"¢,

. lo . . .
worin & = —29 die Winkelbeschleunigung des Punktes ist.

at

Der Arm 0,0, = a drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, um 0;, so
daf} er nach einem kleinen Zeitabschnitt d ¢ die Lage 0,05 angenommen hat (Abb.163
und 164). Um O, drehe sich in derselben oder einer parallelen Ebene der Arm 0,4
mit der Winkelgeschwindigkeit w,. Der besseren Ubersicht wegen werde voraus-
gesetzt, dafl die Anfangslage 0,0,4 eine gestreckte Gerade ist. Nach Ablauf der
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Zeit d ¢ ist der Punkt 4 dann in die Lage 4, gekommen. In Abb. 163 sind beide
Drehungen gleichsinnig, in Abb. 164 entgegengesétzt.

Man sieht sogleich, dal} der Punkt 4

sich mit der Gesamtwinkelgeschwin- —a a |

digkeit w, + w, gedreht hat, und zwar um | 0! 10, 4
den Punkt O, der auf der Verbindungs- 9 wd Niw, @) dl |
geraden der beiden Relativdrehpunkte O, NN, /

und O, liegt. Denn der Bogen 44, muf -
sowohl senkrecht zu 04, wie 0,4 stehen, apdt =4,
sein Mittelpunkt sich also auf beiden ge-
nannten Geraden befinden. Im ersteren 4,
Fall teilt O die Strecke a innen, im zweiten
auflen in die beiden Abschnitte ¢; und «,.

Dem Dreieck 00,05 wird

entnommen O @ a; .
T
1
&

a,  sin(w, - dl) o

@ sin(w; 1 w,) - dt wpdt
oder, da die Winkel als sehr
klein vorausgesetzt werden, so A,
daf} der Sinus gleich dem Bogen Abb. 164.
gesetzt werden kann,

Ferner ist nach den Abb. 163 und 164
a(w, di) = ay (0, Tw,)- dt

I N i
oder 0 . 0 4

@y _ o

a o tw,

Wenn die beiden Winkelgeschwindigkeiten w,
und w, unverdnderlich sind, behidlt der Mittel-
punkt der Gesamtdrehbewegung oder kurz
gesagt der Pol O seine Lage auf der Verbindungs-
geraden 0,0, dauernd bei. Die Polbahn ist dann ein
Kreis aus dem Mittelpunkt O, .

Ist eine oder jede der beiden Winkelgeschwindig-
keiten verdnderlich, so wandert der Pol O bei der
Drehung auf der Geraden 0,0,.

Sind beide Winkelgeschwindigkeiten gleich, aber
entgegengesetzt gerichtet, so ergibt die Abb. 165 so-
fort, dafl dann Oi4, || 0,4 ist. Der Pol riickt ins un-
endlich Ferne, d.h. es findet eine geradlinige Ver-
schiebung des Punktes 4 senkrecht zur Geraden 0,0, 0,
statt.

Liegt 4 anfénglich nicht auf der Geraden 0,0, (Abb. 166), so kann man mit
dem Arm 0,4 starr einen zweiten 0,4’ verbinden, der die obige Bedingung wieder
erfiillt. Das oben Gesagte gilt demnach auch fiir jeden Punkt, der mit dem starren
Dreieck 0,44’ fest verbunden ist.
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Eine Schiebung mit der Geschwindigkeit » und eine Drehung um eine
zur Ebene der Schiebung senkrechte Achse O, mit der Winkelgeschwindigkeit w
ergibt eine Drehung um den Pol O auf der senkrecht zu ¢ in O, errichteten Ge-

raden, der den Abstand ¢, = ;1 von v hat (Abb. 166). Denn man kann die Schie-
)

bung als eine Drehung um den unendlich fernen Punkt O, auffassen und erhalt
so, wenn man wieder

0,0, =a =00
setzt,
v
@ v v
ay =q*——— = —— = —
1w T 04+ o’
— 4w
a

wie angegeben.

Haufig fallt der Pol O in Abb. 164 sehr weit weg, so daf} die genaue Aufzeich-
nung Schwierigkeiten macht. Man arbeitet dann vorteilhaft mit den um 90°
gegen die wirkliche Richtung in demselben Sinne gedrehten Geschwindig-
keiten. Ist in Abb. 167 O der augenblickliche Drehpunkt einer sich mit der
Winkelgeschwindigkeit @ drehenden Fliche, so daf gilt

vy=a W=7, vy ="0"w =,
dann folgt aus der Abbildung
0C a—a-w

op b—b-w

Es ist also
CD | AB:

Die Endpunkte der um 90° gedrehten Geschwindig-

. O,
keiten der Punkte einer Geraden 4B liegen auf einer 0 ?
Parallelen CA zu ihr. O «

XQ@

a \d N/
C 7 \\ // @\ //

¢ N N/
o0 “dl = B \ 2

¥ Y
\\\ kK (4

Abb. 167. Abb. 168.

Zwei Drehungen um zwei sich schneidende Achsen O; bzw. 0, mit den
Winkelgeschwindigkeiten w, bzw. w, konnen vereinigt werden zu einer Drehung
um eine in die Ebene der beiden gegebenen Achsen fallende Achse O, die durch
den Schnittpunkt A der beiden ersteren geht (Abb. 168). Man trigt vom Schnitt-
punkt A die beiden Winkelgeschwindigkeiten w, und w, auf den zugehérigen
Achsen in einem beliebigen LangenmaBstab ab, bildet daraus das Geschwindig-
keitsdreieck und erhilt als Schluflinie die GréBe und den Drehsinn der Winkel-
geschwindigkeit w.
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Sind drei Winkelgeschwindigkeiten w;, w,, w; um drei in demselben
Punkt O zueinander senkrecht stehende Achsen gegeben (Abb. 169), so hat ein
Punkt 4 mit den auf den Drehachsen gemessenen Abstinden z, y, z vom Aus-
gangspunkt O folgende Seitengeschwindigkeiten:

Vyp= + Wy "2 — Wy Y,
Vy =+ W3 & — w2,
Vy= 4wy T— Wy* Y.

Setzt man in den Ausgangsgleichungen die linken Seiten gleich 0, so ergibt

sich fiir die Punkte, die bei der Drehung in Ruhe bleiben, die Bedingung

0 _ oy _ oy
x y 2
.z Hierdurch wird eine Gerade, die Drehachse

der Gesamtbewegung, dargestellt, die durch
den Anfangspunkt O geht.
Die Gesamtwinkelgeschwindigkeit
fiir diese Achse ist, wie nach dem Vorher-
AT gehenden leicht einzusehen ist,

+u}3‘

. ©? = o} + of + of.

+X

Y]

wy 0 T A

v
% Em\\\l;;gu
+a, ) w-dr
+y ? A dr B
Abb. 169. Abb. 170.

Wiéhrend sich die Geschwindigkeiten zweier Relativdrehungen oder einer Dre-
hung und einer Schiebung nach dem Vorstehenden leicht zu einer vereinigen lassen,
ist die Vereinigung der Beschleunigungen umsténdlicher.

In der Stellung OA4 des Halbmessers r habe Punkt 4 die Geschwindigkeit v
in Richtung von r (Abb. 170). Einen Augenblick d¢ spater hat sich der Fahr-
strahl mit der Winkelgeschwindigkeit w um do = w - d ¢ gedreht und ist Punkt 4’

nach B um dr mit der Geschwindigkeit v = (cll—; geriickt. Nun hat sich bei dieser

Drehung v in die Lage ¢" gedreht, und es ist eine Zusatzgeschwindigkeit u = » - d &

=v-w - di notig, damit v in v iibergeht. Ihr entspricht die Beschleunigung
d

Pl = 71% = v+ . Ferner hat der Punkt B gegentiber 4’ eine um w - dr grofiere

Umfangsgeschwindigkeit ; der Zunahme entspricht die Beschleunigung

"o d?’_— .
pl—w“(—l‘z——(ﬂ v,

die der Richtung nach mit p; tibereinstimmt.

Man erhilt so als Zusatzbesehleunigung, die senkrecht zur Geschwindigkeit »
steht, und zwar nach der Seite hin, die der Drehrichtung des Relativsystems ent-
spricht,

p=2-w-v.
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II. Die Grundlehren der Dynamik.

In den vorhergehenden Abschnitten wurden die Bewegungen als gegeben
angesehen und ihre Eigenschaften und Zusammenhinge durch rein mathematische
Betrachtungen festgestellt. Die Hauptaufgabe der Dynamik ist jedoch, die Be-
wegungen der Koérper aus den auf sie einwirkenden Kréften herzuleiten bzw. aus
den ermittelten Bewegungen die wirkenden Krafte zu bestimmen. Dazu miissen,
wie zu Beginn der Statik, gewisse Erfahrungssétze herangezogen werden, deren
Richtigkeit sowohl die landldufige Erfahrung als auch der Umstand ergibt, dafl
die daraus gezogenen Folgerungen durch Beobachtungen bzw. Versuche beglaubigt
werden.

1. Masse, Kraft, Beschleunigung.

Man kommt in der Dynamik mit dem Grundgesetz vom Beharrungsvermogen
oder der Triagheit aus, das nur aus Beobachtungen der Sterne nachzuweisen ist:

Jeder Korper bzw. jedes System von irgendwie verbundenen Koér-
pernbeharrtinseinem Zustand der Ruhe oder dergeradlinigen, gleich-
féormigen Bewegung,solange nicht 4uBere Krifte eine Anderung dieses
Zustandes veranlassen.

Der Triagheitssatz schlieBt in seiner allgemeinen Form den folgenden ein:
Jede durch irgendeine Kraft hervorgebrachte Anderung der Geschwindigkeit
ist unabh&ngig von der bereits vorhandenen Geschwindigkeit des betreffenden
Koérpers, also auch von den etwa hoch wirkenden Kréften, die ihrerseits bestimmte
Geschwindigkeitsanderungen hervorrufen.

Auf einen Korper, der sich mit der gleichférmigen und geradlinigen Geschwin-
digkeit v, bewegt, wirke von einer bestimmten Zeit an eine nach GréBe und Rich-
tung gleichbleibende Kraft in der Bahnrichtung ein. Nach dem kurzen Zeit-
abschnitt d¢ hat sich dann die Geschwindigkeit um den Betrag dv in v, + dv
gedndert, je nachdem die Kraftrichtung mit der Bewegungsrichtung tibereinstimmt
oder entgegengesetzt dazu ist. In einem zweiten kleinen Zeitabschnitt d¢ findet
nach dem vorstehenden Grundsatz wieder eine Anderung um den gleichen Betrag
wie vorher statt, da die Anderung nur von der einwirkenden Kraft, aber nicht
von der vorhandenen Geschwindigkeit abhéngt. Die erhaltene Geschwindigkeit
ist also wy+ 2 - dv, und nach einer bestimmten Zeit ¢ betragt sie

v:voi—ftd'v.
0

dat
Zur Auflésung des Integrals erweitert man es mit ai und erhilt so

3
v:v,ﬁ—/%-(lt.
)«

dv
ar~?
eine unverdnderliche Beschleunigung bzw. Verzdgerung, und man kann schreiben:

Nun ist, da d v in gleichen Zeitabschnitten denselben Wert beibehilt,

t
v =0+ [p-dt.
0

Eine unverdnderliche Kraft ruft je nach ihrer Richtung eine
gleichférmig beschleunigte oder verzigerte Bewegung hervor.
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War der betreffende Korper in Ruhe oder hatte er wenigstens nach der Rich-
tung der Kraft keine Geschwindigkeit, so féllt in der vorstehenden Gleichung der
Betrag v, weg. Andererseits kann man annehmen, dafl die Geschwindigkeit v
durch die vorherige oder auch gleichzeitige Wirkung einer anderen Kraft ent-
standen ist, die mit der ersteren dieselbe Wirkungslinie hat. Ist die Wirkungslinie
eine andere, so setzen sich die in jedem Zeitpunkt vorhandenen Geschwindigkeiten
nicht algebraisch, sondern geometrisch mit Berticksichtigung ihrer Richtungen
zusammen.

Zur Ermittlung des Zusammenhanges zwischen der Kraft P und
der von ihr hervorgerufenen Beschleunigung p geht man davon aus,
daB die Masse m der Triger aller physikalischen Kigen-
schaften des Korpers ist (S. 1), also auch seiner Trigheit P
im Sinne des Grundgesetzes. r

Erteilt eine gegebene Kraft P einer bestimmten Masse m

die Beschleunigung p (Abb. 171), so erteilt eine dazu- Abb. 171.
kommende zweite Kraft P von gleicher Gréfie und Richtung
derselben Masse m auch wieder dieselbe Beschleunigung; es P
entsteht die Darstellung der Abb. 172. Ein beliebiges Viel- @ 2p
fache » - P beschleunigt also dieselbe Masse m um das P
n - p-fache: Abb. 172

Bei gleicher Masse entsprechen die Beschleuni-
gungen den Kriften. p

Die halbe Kraft erteilt somit der unveréinderlich ge- 25
bliebenen Masse m die Beschleunigung 4 p (Abb. 173). Wenn i
jetzt die gleiche Masse m und die gleiche Kraft £ P dazu- —
kommt, so bleibt die Beschleunigung dieselbe § p. Die P

Abb. 173.

Kraft P erteilt also der Masse 2 m die Beschleunigung 223 :

Bei gleicher Kraft entsprechen die Beschleunigungen den Massen

umgekehrt.
Die beiden vorstehenden Sitze lassen sich zusammenfassen zu der Formel

Py omy
Py Py my
oder
P
p:k'ay

worin % eine Verhiltniszahl ist, deren Wert von den gewéihlten Einheiten fiir die
drei HauptgréBen abhingt.

Unter dem Einfluf seines Gewichtes G erfihrt nun jeder Koérper von der
beliebigen Masse m im luftleeren Raum dieselbe Beschleunigung ¢ des freien Falles.
Es gilt also hierfiir dieselbe Gleichung in der Schreibung

g:kug'

m

Durch Division der urspriinglichen Gleichung durch die vorstehende folgt nun

D=

P
P
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Die Beschleunigung verhélt sich zur erzeugenden Kraft wie die Fall-
beschleunigung zum Gewicht des betreffenden Korpers.
Man kann die vorstehende Gleichung auch in der Form schreiben

P
p=1-G

g
und erhdlt durch den Vergleich mit der Grundformel: Der Faktor k& wird 1, wenn

G
fir die Masse m der Quotient r eingesetzt wird.

Man kann somit auch mit den beiden Formeln rechnen

. sk?2
worin das MaB fiir m kwgﬁi_ ist, wenn das von G und P kg und von p und ¢ m/sk?

ist. Grundgrofie der Masse ist die in Breteuil autbewahrte Masse von 1 kg Gewicht.

Die erste Gleichung wird vielfach geschrieben
P=m-p.

Hierin heillt m - p die Trigheitskraft des Koérpers von der Masse m, auf den die
Kraft P einwirkt. Auch hier ist somit der Satz von der Kraft und Gegenkraft
(S. 3) erfullt, indem die Trégheitskraft der Masse die Gegenkraft zu der bewegen-
den duBeren Kraft darstellt.

Wirken auf einen Korper in einer bestimmten Richtung ein die treibende
Kraft P,, eine widerstehende Kraft P, und bewegt sich der Kérper vom Gewicht &
mit der Beschleunigung p in dieser Richtung, so gilt nach dem obigen

P, —Py=m-p
oder

Pi—PZ—G%:—o.

Die Gleichung treffe etwa fiir die beliebig gewihlte x-Achse zu. Fir die
dazu und aufeinander senkrechten y- und z-Achsen lassen sich entsprechende
Gleichungen aufstellen. Man erhilt so — vorliufig fir den Fall, daB alle Wir-
kungslinien der Krifte durch den Schwerpunkt des Korpers gehen, in dem die
Tragheitskraft genau so wie das Gewicht angreift —, den Satz:

Man rechnet bei bewegten Korpern nach den Regeln der Statik,
nachdem die Tragheitskrifte entgegengesetzt zur Beschleunigungs-
richtung zu den ibrigen Kridften zugeftigt sind.

Bewegt sich der Kérper auf einer gekriimmten Bahn vom Kriimmungs-
halbmesser r mit der Geschwindigkeit » oder Winkelgeschwindigkeit w, so setzt
er dieser Bewegung einen radial nach auBen gerichteten Widerstand

P2 rew?
r Y}

entgegen. Als Trigheitskraft ist dann diese sogenannte Sehwungkraft anzusetzen.
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Das Gewicht der hin- und hergehenden Teile von Kolbenmaschinen kann tiber-
schlagig der Kolbenfliche entsprechend angesetzt werden:

=7 .D2.q.
G 1 q
Hierin ist fir Dampfmaschinen
liegende, ohne Kondensation bis ¢ =0,7m Hub . . . . . . . . . . =028 kg/em?
' ' . mit s >0,7,, , ... .. ... .. q=1040-s5s ,,
. mit Kondensator hinter dem Zylinder . . . . . . . . . . . q = 0,33 v
Lokomotiven ohne Kuppelstangen . . . . . . [ q=033-s5 ,,
. mit b e e e e e e e e qg=045-5+- 0,655 ,,
stehende Schiffsmaschinen, Hochdruckzylinder. . . . . . . . . . . . q=045-s
' v Mitteldruckzylinder . . . . . . . . . . . q=20,20"s v
' ’ Niederdruckzylinder . . . . . . . . . . . ¢g=012-5

fir Gasmaschinen mit Verpuffung
einfach wirkend s< L56-D . . . . . . . . ... ... .. g = 0,25 -~ 0,28 kg/cm?

. ' s>L1L5-D .. .0 q=0,30-=-0,33
mit Kreuzkopf (s~1,6-D). . . . . . . q=0,40 = 0,50 ,,

- " far Kraftwagen . . . . . . . . ... ... q == 0,03 = 0,05 ’
. . in Reihenanordoung . . . . . . . . . . . . q=0,60-=- 0,7 ,,
doppelt  ,, einzylindrig ohne hintere Fithrungsbahn . . . ¢ =0,50 - 0,60 .
' . einzylindrig mit hinterer Fithrungsbahn . . . ¢ =0,60 = 0,70 ,,

' . in Reihenanordnung . . . . . . . . . . . . = 0,75 = 0,90 ’

. ” . » mit Gebldsezylinder . . . . ¢ ~>1,0 »

Bei Dieselmotoren erhoht sich ¢ i. M. um 0,05 kg/cm?.

2. Die mechanische Arbeit und Leistung.

Auf einen bisher ruhenden Kérper wirke von einem bestimmten Zeitpunkt ab
eine nach Grofle und Richtung unveréinderliche Kraft ein, die groBer ist als die
entgegenwirkenden Reibungswidersténde. Die {iberschiefende Kraft P bewegt
dann den Korper in Richtung ihrer Wirkungslinie, und zwar in einer bestimmten
Zeit t um eine gewisse Strecke s.

Die auf den Korper ausgeiitbte Wirkung der Kraft P kann unmittelbar durch
die Linge des von ihm unter ihrem EinfluBl zuriickgelegten Weges s gemessen
werden und ist andererseits von der GroBe der Kraft im gleichen Verhiltnis ab-
héngig. Demnach wird die Wirkung durch das Produkt von Kraft und
Weg angegeben, das als mechaniseche Arbeit bezeichnet wird:

A=3s-P.

Das Maf} der Arbeit ist mithin das mkg, wenn der Weg s in m und die Kraft P
in kg gemessen wird. Oft rechnet man auch mit cmkg oder mt.

Hatte der Korper bereits, bevor die Kraft P auf ihn ein-
wirkte, eine bestimmte Bewegung oder beeinflussen ihn noch
andere Krifte, so ist seine Bahn im allgemeinen krumm-
linig (Abb. 174). Die Arbeit ist dann das Produkt aus
der Kraft P und der Projektion A’B des Gesamt-
weges A Bauf-die Kraftrichtung, denn nur die Strecke
A’B = s ist von dem Korper durch den EinfluBl der Kraft
P zuriickgelegt worden.

Die Weglidnge wird als positiv eingesetzt, wenn sie im Abb. 174
Sinne der Kraftrichtung durchlaufen wird (Abb. 174),
dagegen als negativ, wenn sie gegen die Kraftrichtung durchlaufen wird
(Abb. 175). Im letzteren Fall .ist also die Arbeit negativ; sie wird zur

Uberwindung der der Bewegung entgegenwirkenden Kraft aufgewendet.

Stephan, Grundziige. 6
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Es folgt hieraus, dafl die Arbeit einer Kraft, deren Wirkungslinie senkrecht
zur Bewegungsrichtung steht, Null ist.

Andert sich wihrend der Bewegung die GroBe und Richtung der Kraft P
oder auch nur eine dieser Angaben, so ist mit den Bezeichnungen der Abb. 176
die auf dem Wege s = AB von der veriinderlichen Kraft P verrichtete Arbeit

A :fP-coscc-(ls.
i

st der Zusammenhang zwischen der Anderung von s, P, & durch eine Formel gegeben,
8o kann die Arbeit hiernach rechnerisch bestimmt werden. Hiulig ist es bequemer, sie zeich-
nerisch zu ermitteln als Summe der Flichenteilchen, die bei Streckung des im allgemeinen
gekriimmten Weges s zu einer Geraden und Auftragung der Werte von P - cos & senkrecht
dazu entstehen, also als Flicheninhalt der Kraftkurve.

A -s
B
P 7 B, P
| A
s’

I A &

! 1
P A das

Abb. 175. Abb. 176. Abb. 177.

Da das Drehmoment M in demselben Maf} gemessen wird, wie die mecha-
nische Arbeit A, so konnen sich beide nur durch einen Zahlenbeiwert unter-
scheiden. Wirkt auf die Kurbel vom Halbmesser 7 in jedem Punkt senkrecht die
der Grofe nach unverinderliche Kraft P ein (Abb. 179), so ist das Drehmoment
bei jeder Stellung der Kurbel dasselbe: M = P -r. Die bei einer Drehung um
den Bogen arc ¢ verrichtete Arbeit ist also

A= M- arce.

Man kann demnach den Satz vom Drehmoment der Mittelkraft (S.9u. 10) ohne
weiteres auf die Arbeit {ibertragen: Die mechanische Arbeit, die sich bei der
Bewegung eines Korpers fiir die Mittelkraft aller auf ihn einwirkenden Kriifte
ergibt, ist gleich der algebraischen Summe der Arbeiten der Einzel-
krafte.

Auch eine sehr kleine Kraft kann schlieBlich in hinreichend langer Zeit bei
der Bewegung eines Korpers eine erhebliche Arbeit verrichten. Von zwei an gleichen
Korpern verrichteten gleichen Arbeiten ist nun diejenige die wertvollere, die in
der kiirzeren Zeit geleitstet worden ist. Zur vollen Beurteilung ist also die Angabe
nétig, in welcher Zeit ¢ eine Arbeit A geleistet wurde.

Man nennt das Verhdltnis

N = 4 —- !i',,.’,gﬂ
[/
mithin bei gleichférmiger Bewegung
N=P-w
die Leistung der Kraft P. Hierin ist stets s bzw. v auf der Wirkungslinie von P
zu bestimmen. Gemessen wird die Leistung in mkg/sk.

In der technischen Praxis rechnet man gewdhunlich mit den gréferen Ein-
heiten Pferdestiarke (PS) oder Kilowatt (KW):

1 PS = 75 mkg/sk, 1 KW = 102 mkg/sk.



Die mechanische Arbeit und Leistung. 83

Wird eine bestimmte Leistung von N; PS bzw. N, KW dadurch erhalten,
daB ein Kriaftepaar vom Drehmoment M = P - r mkg den Korper um eine feste
Achse O (Abb. 177) mit » Umdrehungen in der Minute dreht, so ist

M = —60——~-75-N1=716,2-~N—1
2w n ’ n

bzw M = ~§~O~~~- -102 + N, = 974,0 - -JYJ s
2. n n

Die Arbeitsgleichung 4 = P - s und entsprechend die Leistungsgleichungen
enthalten als Weg s stets den Relativweg, den die Kraft zuriicklegt.

3. Das Arbeitsvermaogen.

Von einem gegebenen Augenblick ab wirke auf einen Korper vom Gewicht G
allein die unverdnderliche Kraft P ein. Der Koérper bewegt sich dann mit der

P . . . .
Beschleunigung p = ¢ - aq- Nach einer bestimmten Zeit ¢ hat er so in der Kraft-

richtung den Weg s = 4 - p - 12 zuriickgelegt und dabei die Geschwindigkeit an-

genommen v = p-t = ]/5 -p-s. Die Arbeit, die die Kraft P auf dem Wege s
verrichtet hat,ist A = P+ s. Setzt man jetzt aus den vorstehenden Gleichungen ein

2
r=2.¢ wd s= J)—,
g 2-

so ergibt sich

Die von der Kraft P auf dem Wege s an dem Korper vom Gewicht G
geleistete Arbeit hat sich umgewandelt in die Geschwindigkeit » des
Gewichtes ¢!. Man bezeichnet den neuen, als Arbeit in mkg gemessenen Ausdruck
als das Arbeitsvermogen des Korpers. Esstellt die Arbeit dar, die der Kérper
indem betreffenden Augenblick enth#lt und die wieder in einer bestimmten
Zeit t’ gegen eine widerstehende Kraft P’ auf dem Wege s” abgegeben werden kann.

Hatte der Kdorper bereits im Augenblick der ersten Einwirkung der Kraft P
die Geschwindigkeit v, in Richtung von P, so besaB er schon das Arbeitsvermégen

2
(M, und wenn sich jetzt die Geschwindigkeit auf » erhéht, so gilt nach dem

2.9
obigen
Fevs , G- ot
,_5__ + l v 8 = 5 .
2¢g 2q

Die von der wirkenden Kraft aufgewendete Arbeit ist gleich der
Zunahme an Arbeitsvermdgen.

Umgekehrt ist auch die Abnahme des Arbeitsvermégens des Korpers gleich
der dabei geleisteten Arbeit der gegenwirkenden Kraft.

Wirken mehrere Krifte gleichzeitig auf den Kérper, so kann P als ihre Mittel-
kraft angesehen werden, deren Arbeit ja gleich der Summe der Arbeiten der
Einzelkrifte ist:

G
= e 8) = — . (2 — 2
A=2(P S)FEZg (v V) .

G
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Ist jede Kraft P veriinderlich, so erhilt der Ausdruck X (P - s) einen anderen
8
Wert f P-ds und damit auch die Endgeschwindigkeit v, jedoch bleibt die
0
Formel dem Inhalt nach unverandert.

Besall der Korper bereits vor der Einwirkung der
P A w, Kraft P die Geschwindigkeit v, nach irgendeiner beliebigen
Richtung, so ist seine Bahn im allgemeinen eine ebene
Kurve. Man kann dann die Geschwindigkeit v, zerlegen in
eine u senkrechf zu P und eine in die Wirkungslinie von P
fallende w,; ebenso kann die nach einer gewissen Zeit ¢ er-
haltene Endgeschwindigkeit » in die Seitengeschwindig-
keiten % und w zerlegt werden (Abb. 178). Die senkrecht
zu P stehende Seitengeschwindigkeit » ist ja unveridnder-
lich, da keine Xraft vorhanden ist, die eine Beschleunigung
oder Verzogerung nach dieser Richtung hervorbringen
konnte. Fir die mit der Wirkungslinie der Kraft zu-
sammenfallenden Seitengeschwindigkeiten gilt jetzt die
Gleichung :

Abb. 178. G-w  G-wp
- = = P-s.
2q 29 ‘
Nun ist nach Abb. 177
w? = 92 — u?, wp = v§ — u?,
also
« 2 2 /(Y . 2 -y
<G v _.G u)_(G' vo_“G u):P-s
2g 29 29 29
oder
G- o2 G-vy
29 2g9

Das ist wieder die obige Formel. Sie gilt somit auch fiir den Fall, daB die Ge-
schwindigkeit des Korpers nicht allein von den Kréften herrithrt, als deren Mittel-
kraft P betrachtet wurde, und beliebige Richtung hat.

4, Die Bewegungsgrofe, der Schwerpunkisatz.

Ein Korper oder ein Korpersystem von dem Gesamtgewicht G setze sich aus
einer Anzahl kleiner Einzelteile d@ zusammen, die in bezug auf ein beliebiges
rechtwinkliges Achsenkreuz in einem bestimmten Augenblick die Abstéinde «,,
Y1) %15 %9, Yo, % ... haben, wihrend der Gesamtschwerpunkt zu derselben Zeit
die Abstéinde xz,, ¥,, %, hat. HEs gilt dann (8. 12)

G zy=[z-dG, G yy=[y-aa, Gzy=[z-dG.

Der Korper bewege sich jetzt derart, dafl in dem bestimmten Augenblick sein
Schwerpunkt in Richtung der z-Achse die Geschwindigkeit v, hat und die Einzel-
teile in derselben Richtung die Geschwindigkeiten v;, v, . . . besitzen. Nach Ablauf
des sehr kleinen Zeitteilchens d¢ hat dann der Schwerpunkt in der z-Richtung
den Abstand x, 4 vy * dt und irgendein beliebig herausgegriffenes Teilstiick des
Kérpers den Abstand x 4 v - dt. Die obige Schwerpunktsgleichung geht damit
itber in

G (@ + v Aty =[(x +v-d¥) - dG.
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Wird die urspriingliche Gleichung davon abgezogen, so erhilt man nach
Hebung von d¢ und Division durch die Erdbeschleunigung ¢
%o

G~?=‘[61G-*;— oder m*v(,:fv-dm.

Man bezeichnet den Ausdruck ¢, v als Bewegungsgrofie oder auch Schwung des

betreffenden Korpers bzw. Korperstiickes, die in kg - sk gemessen wird, und kann
somit aussprechen: Wird das Gewicht eines Kérpers in seinem Schwerpunkt ver-
einigt gedacht, so ist die BewegungsgréBe des Schwerpunktes gleich der
Summe der BewegungsgréBen aller Einzelteile.

Wirkt eine gleichbleibende Kraft P wihrend der Zeit ¢ auf einen Kérper
vom Gewicht @, so erhélt er die Beschleunigung p = g - g und hat also am Ende

der Zeit ¢t die Geschwindigkeit v = p - ¢ angenommen. Wird dieser Wert in die
Beschleunigungsgleichung eingesetzt, so ergibt sich der Satz vom Antrieb:
pog—9".
g
Nun #ndert sich die Geschwindigkeit v, des Schwerpunktes infolge der Be-
schleunigung p, bzw. diejenige v irgendeines Teiles infolge der Beschleunigung p;
dann 1iBt sich wie oben fiir ein Zeitteilchen d¢ schreiben

G 1G
?'(Uo‘}‘ﬁgo'dt) :f%"(v‘}‘p'dt)-

Nach Subtraktion der Gleichung hiervon und Hebung des gemeinsamen Faktors ¢

wird
q-Po :f(lG-ﬁ-
g g

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt die Summe aller Trigheitskrifte des
Korpers in Richtung der z-Achse dar. Werden ferner alle auf ihn einwirkenden
Krifte Py, P, ... ebenfalls nach den drei Achsenrichtungen zerlegt in X,, ¥,
Z; ..., so gilt nach dem Satz von d’Alembert

f ag- % =2X.
Durch Einsetzen dieses Wertes in die vorstehende Gleichung folgt schlieBlich
2X
Po=9 " —a—

und entsprechend firr die anderen beiden Achsenrichtungen:

Der Schwerpunkt eines Korpers bewegt sich so, als ob er das Gewicht
des ganzen Korpers enthielte und alle auBeren Krafte parallel zu
sich selbst verschoben darin angriffen.

Dieser Satz bringt die Rechtfertigung der in fritheren Beispielen vorgenom-
menen Beziehung der Bewegungen und Kréfte auf den Schwerpunkt des betref-
fenden Korpers.

Wirken auf den Kérper bzw. das Koérpersystem keine duBeren Krifte ein, so
liefert die vorstehende Gleichung p, = 0:
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Wenn auch beliebige innere Kriifte in dem Kérpersystem auftreten,
so bewegt es sich als Ganzes doch geradlinig und mit gleichférmiger
Geschwindigkeit, wenn keine #ufleren Krifte vorhanden sind. Befindet
sich der Schwerpunkt in Ruhe, so vermégen innere Krifte nicht, ihn zu verschieben.

5. Die Momente zweiter Ordnung.

Es sei in Abb. 179 O eine beliebige, senkrecht zur Zeichenebene verlaufende

Achse, durch die in der Zeichenebene die beiden senkrecht aufeinander stehenden

Bezugsachsen der - und y-Richtung gelegt sind. Ferner

T a™ st dm ein beliebiges Massenteilchen eines mit der Achse
O starr verbundenen Koérpers von der Gesamtmasse

7 Y po!
m == —
4 g
0 .
Abb. 179. Man bezeichnet dann die Ausdriicke
S=[r-dm, Sy =[y-dm, Sy =[a-dm,

genomien iiber den ganzen Korper, also auch in allen zur Zeichenebene parallelen
Ebenen, als statisches Moment des Korpers in bezug auf die Achse O bzw. in bezug
auf die Grundebene der x und y.

Nach dem Schwerpunktsatz (S. 12) ist

Grrg g, % g G %

g . g g9
wenn 7, %,, ¥, die betreffenden Abstinde des Gesamtschwerpunktes von der
Achse bzw. den Grundebenen angeben.

Man rechnet hier — wenigstens in den Ausgangsformeln — nicht mit den
Gewichten, sondern mit den Massen, weil dann der Korper um die Achse O beliebig
gedreht werden kann, ohne daB diese Momente erster Ordnung dabei ihren
Wert &ndern. Maf} des statischen Momentes ist das kg - sk2

In gleicher Weise kann man die Momente zweiter Ordnung bilden:

J:frz-dm, szfyz-tlm, szfxz-dm,

die als Trigheitsmomente des betreffenden Kérpers in bezug auf die Achse O bzw.
die Grundebenen der x und ¥ bezeichnet werden.. Sie werden gemessen in mkg - sk2,

Aus der Erklarung folgt ohne weiteres, daB
das Tréagheitsmoment eines aus mehreren
Teilen zusammengesetzten Kérpers in bezug
auf eine bestimmte Achse oder Ebene gleich der
Summe der Trigheitsmomente der ein-
zelnen Teile in bezug auf dieselbe Achse
oder Ebene ist.

Nach dem Satz- des Pythagoras ist nun

(Abb. 180)
Abb. 180. r: = 22 4 g2,

also J :f(x2 + y2 - dm =fx2 -dm ~\~fg/2 dm
oder J=J, + J,.

In Abb. 180 wird das Tragheitsmoment des Kérpers von der Masse m bezogen
auf eine durch den Schwerpunkt S gehende Achse: J, = f 72+ dm. FEine zwoite,

S =




Die Momente zweiter Ordnung. 87

zur ersteren parallele Achse O habe in Richtung der beliebig gewahlten x-Achse
von ihr den Abstand a. Dann gilt entsprechend in bezug auf diese Achse

J=[1 m.
Nun ist wieder nach dem Satz des Pythagoras

=@+ +yl=a2+2a x4 a2+ y?2
oder r=a?4 2 -a-x+ 12
Damit wird
J:a2~/¢lm—{—2-a-fx-(lm—}—fr2-dm.

Nun ist nach S. 12 in bezug auf jede Schwerachse

f z-dm=0,
so dafl man erhilt

Y
J—J 4 e
g

Es folgt daraus, daf das Tragheitsmoment in bezug auf die Schwerachsec
das kleinste von allen in bezug auf parallele Achsen angebbaren ist.

Alle durch den Umfang des in Abb. 180 gestrichelten Kreises
gehenden parallelen Achsen ergeben dasselbe Trigheitsmoment,
gleichgiiltig, welche Form der Koérper hat.

1. Prismatischer Stab (Abb. 181). In bezug auf eine senkrecht zur
Stabachse durch die Endfliche 4 gelegte Bezugsachse erhilt man, da zur

B
.—r_
l
l
Linge d« von der Stabmasse m derAnteil m ﬂ gehort, l _4#_51_
I e
l
l
|
A

4
_ L N O s
J_/(m T)x—T z dx-l 3
0 0

also
1 @
=12, Abb. 181.
3 g
In bezug auf die senkrecht zur Stabachse verlaufende
Schwerachse ergibt die Formel
1 G G ( l )2 1 @G
—_ e eJ2 T e .
7 3 9 ! g \2 12 ¢
In bezug auf eine gegen die Stabachse um den Winkel «
gencigte, durch die Endflache 4 gelegte Achse erhilt man
mit den Bezeichnungen der Abb. 182.

= 2.

J:/(’m-%f)-(x-sina)2:!n7'-sin2a~/x2'dx,

o
0 0 Abb. 182.

also
1 @
—_ .2 1. 2
J 3 (I-sina)
2. Diinnwandiger Reifen oder Hohlzylinder (Abb. 183). In bezug auf die Schwer-
achse des Reifens oder Hohlzylinders ist

Jo=fri-dm=r% dm
oder
. 2
Sy G DR
4-g
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In bezug auf cine Schwerebene ist

G-D?

3. Voller Kreiszylinder (Abb. 184) von der Liange I. In bezug auf die Schwerachse des
Zylinders ist
ip
= [r2.
dm J -Oj r2-dm,
% worin dm die Masse des beliebigen Hohlzylinders vom Halbmesser
r und der Stirke 7 ist. Sie verhilt sich zur Gesamtmasse des

D K3 Zylinders wie die zugehorigen - Flichen in dem Querschnitt
der Abb. 184

am = i- -
— T . D2
Abb. 183. Damit wird

Qa-r-dr 8-m

g A

D

8- m 8-m 1 (D\*
_ B T L
Js /1)2 rdr=rpry ( )

0
ar oder

s\ J=1.GD

2 T dg
D J Fiir einen Hohlzylinder vom AuBendurchmesser D und dem

Innendurchmesser d ergibt sich so

1
JS:W.(GI.Dz—Gﬁ'd2)‘

Abb. 184.

Nun ist das Gesamtgewicht des Hohlzylinders
G=0G,—0G,,
ferner gilt wie vorher

2
oo (3
Aus beiden Gleichungen folgt leicht

G G = @

D

D

und durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung wird

el (3] G2

4. Kugel. Die Kugelkalotte von der Hohe & (Abb. 185)
wird durch Schnitte senkrecht zur Schwerachse in sehr diinne
Scheiben vom Rauminhalt = - y? - dx zerlegt. Die Masse einer
golchen Scheibe ist demnach

zoy?-dxr 3 YR-adw
7 4 m 72

Abb. 185. 5
und ihr Tragheitsmoment in bezug auf die Schwerachse
dJ =1%1-dm-(2y).
Nun ergibt das gestrichelte Dreieck der Abb. 185

yr=g-(2r—a),
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und’ damit wird
h h

' 4 3 m |
Js=/dJs=~§'—4—‘—7-3—-/(41‘2-‘x2—4r'x3+x4)'(lx

0 0

- AL . pe_ 2
- (37‘1)”

=S o (A o (a2

worin G das Gewicht der ganzen Kugel angibt.
Setzt man jetzt 4 = D, so erhdlt man das Trigheitsmoment der ganzen Kugel

k-D—l—%-h‘”)

oder

2 @-D*

Kl R vl

Fir die Hohlkugel vom Iunendurchmesser d gilt hiernach
2 1 .
sz_s_.zg.(gl D — Gy - d?),
wenun ¢, das Gewicht der Vollkugel und G, das der fehlenden inneren darstellt. Nun ist

: AN

6 = ¢ (3)

und
3
6— =y [1— (2)] =
das Gewicht der Hohlkugel. Damit wird
d )5
2 g2 1T (5

Jo= el

=5 "I 1_(_@_)3'
D

Sémtliche vorstehenden Formeln lassen sich zuriickfithren auf die gemein-
same Form

9
— .G D2.
Js 1 G-D

Man kann nun den Zahlenwert 9 mit dem Gewicht @ zusammenfassen, wobei man
als D den Auflendurchmesser des betreffenden Kérpers einsetzt, und nennt dann
&+ @G das auf den Umfang hezogene Gewicht. Ebenso kann man auch mit dem
vollen Wert des Gewichtes (@ rechnen und ¢ - D? zusammenfassen. Man nennt
dann D - 1/79 den Trigheitsdurchmesser des Korpers.

Das Produkt ¢+ @ D? heiBit das in kg - m?2 gemessene Sehwungmoment des
Korpers.

Ein weiteres Moment zweiter Ordnung, das in bezug auf die Achse O
der Abb. 179 gebildet werden kann, ist

C'z———fx-y-dm,

wenn die Richtung der in Abb. 179 senkrecht zur Zeichenebene verlaufenden
Achse O als die z-Richtung bezeichnet wird. Entsprechend lassen sich angeben

C’y:fx-z-(lm, C’xzfy-zwlm.

Man nennt diese Momente, die die Produkte der Koordinaten aller Massenteilchen
des Kérpers in bezug auf zwei von drei aufeinander rechtwinkligen Grundebenen
mit den Massenteilchen selbst enthalten, Zentrifugalmomente.
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Ist der Korper zu einer der beiden Bezugsebenen des betreffenden Zentrifugal-

momentes symmetrisch (Abb. 186), so 146t sich zu jedem dm ein zweites angeben,

das dieselben Koordinaten z, y hat, die eine jedoch,

z. B. y, mit dem umgekehrten Vorzeichen, so daf3 die

Summe sich aufhebt. Das Zentrifugalmoment hat

HEeydm also den Wert 0. Das gilt aber nicht mehr, wenn

*y die zweite Halfte gleich der ersten ist, aber die um-
gekehrte Lage hat. wie in Abb. 186 gestrichelt.

6. Die Drehbewegung.

Abb. 186. Auf einen um die Achse O drehbaren Korper

wirke dauernd in gleichem Drehsinn und gleichblei-

bender Stérke das Drehmoment M, das aus der algebraischen Swmme

der treibenden und widerstehenden Finzelmomente entstanden ist. Der

Korper macht dann eine gleichférmig beschleunigte Drehbewegung, und auf ein

beliebig herausgegriffenes Massenteilchen dm im Abstande » von der Achse

(Abb. 187) wirken in einem bestimmten Augenblick ein:

M nach auflen in Richtung von 7 die Schleuderkraft

J\ 7 Z=dm-r-w? senkrecht zu r entgegengesetzt zur Dreh-

= i richtung die Tragheitskraft P = dm -r-¢. Hierin gibt

Abb. 187, w die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit und & die
gleichbleibende Winkelbeschleunigung an.

Nach dem Satz von d’Alembert miissen die am Korper wirkenden drei
Drehmomente in bezug auf die Drehachse zusammen O ergeben:

+M—[Pr+Z:-0=0
oder mit dem obigen Wert von P:

M:a-'fclm-rz,

also
&
—geJ = -— «(9-G- D2).
M=c¢-J= 1y @G- D?)
Durch die Integration der Gleichung
e=do I
Codt o J
erhdlt man das Gegenstiick zum Satz vom Antrieb: 7
R . 2
Motm g =200
49

Zu der Zeit, wo der Korper die Winkelgeschwindigkeit « besitzt, betrigt
sein Arbeitsvermdgen

1 2
A=|-—-dm (7‘-0))2:8—~fdm-1“2,
J 2 2.
also
1 (- D2
A:—-J-0)2=~l—-—“—~l9 G D--m,
2 2 4-q
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Die Leistung ergibt sich mit » = 7+ w zu
N=P-v=P-r-w
oder
N=M-w.
Wird die Drehbewegung hervorgerufen durch eine am Umfang des etwa
zylindrischen Kérpers vom Halbmesser r angreifende Kraft P, gegebenenfalls
durch ein herumgelegtes Seil od. dgl. (Abb. 188), so gilt

Por=—"(®G-ry
g
oder mit der Umfangsbeschleunigung p =1r-¢

p—y.q-L
P=i-a I ADb. 188.
Das ist die fir die fortschreitende Bewegung geltende Formel, wenn nur statt
des wirklichen Gewichtes G das auf den Umfang bezogene ¥ - G eingesetzt wird.
Hat der Schwerpunkt eines Kérpers vom Gewicht @ in einem bestimmten
Augenblick die fortschreitende Geschwindigkeit » und fithrt der Korper gleich-
zeitig eine Drehbewegung mit der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit o um
eine durch den Schwerpunkt gehende, ihre Richtung nicht #ndernde Achse aus,
so ist nach dem Prinzip von der Summierung der Wirkungen das Arbeitsver-
mogen

1
AZE'g‘ 2 4y
oder

I

1 ¢ D = \?
— . — . 2 — 9 .
A 7y [v 47(2 14 w)J.

HI. Besondere Anwendungen.

1. Der Stof.

Laufen zwei Korper von den Gewichten ¢ und G, mit den Geschwindigkeiten
v, und v, aufeinander, so erfolgt ein Stof}, der die weitere Bewegung der Korper
in sehr kurzer Zeit erheblich #ndert. An der Beriihrungsstelle beider Kérper treten
Druckkriifte N auf, die in jedem Augenblick einander gleich, aber entgegengesetzt
gerichtet sind. Sie rufen eine Forménderung der beiden Kérper hervor, die mit
steigendem N solange anwichst, bis beide Koérper dieselbe Geschwindigkeit an-
genommen haben.

" Sind die Kérper vollkommen unelastisch, wie etwa weiche Tonkugeln oder
schweifwarme Eisenstiicke, so behalten sie die erhaltene Forméinderung bei und
bewegen sich mit der erzielten gemeinsamen Geschwindigkeit zusammen weiter.
Elastische Korper haben dagegen das Bestreben, die wihrend dieses ersten Stof-
abschnittes erlittene Forménderung wahrend eines zweiten StoBabschnittes wieder
mehr oder weniger riickgéingig zu machen. Die in diesem zweiten StoBabschnitt
auftretenden Druckkréfte bewirken, dafl sich die Kérper wieder trennen und mit
verschiedenen Geschwindigkeiten weiterbewegen. Bei vollkommen elastischen
Kérpern sind nun die in dem zweiten StoBabschnitt hervorgebrachten Geschwin-
digkeitsinderungen gleich den im ersten StoBabschnitt erzielten, bei unvollkommen
clastischen Kérpern sind sie kleiner.
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Das Verhaltnis der im zweiten StoBabschnitt entstandenen Geschwindigkeits-
dnderungen zu denjenigen des ersten StoBabschnittes ist die StoBziffer.

Sie ist im wesentlichen abhéngig von dem Material der betreffenden Korper und be-
tragt i M. fiir
EHlenbein Glas Stahl Kork Holz

k= ¥y /16 *ls %o s
Die Gerade, die zur gemeinsamen Berithrungsebene der beiden Kérper in
der Mitte der Berithrungsstelle senkrecht steht, heiit die StoBlinie. Befinden
sich die Schwerpunkte beider Korper in dieser Linie, so ist der Stof ein zen-
trischer, andernfalls ein exzentrischer. Sind die Bewegungen der Schwer-
punkte beider Kérper mit der StoBlinie parallel, so spricht man von einem geraden
Stofi im Gegensatz zu einem schiefen.

Der gerade zentrische Stol.

a) Unelastische Korper.

Die Abb. 189 zeigt die beiden Korper mit gleichgerichteten Geschwindigkeiten
kurz vor dem Stol und die Abb. 190 im Verlauf des StoBes. Hat die StoBkraft

. e*”*

Abb. 189. Abb. 190.

22

—_—

in einem beliebigen Augenblick der StoBdauer den Wert IV, so wird der Korper 1

verzogert mit dem Betrag p;, = ¢ 2—7 und der Xorper 2 beschleunigt mit p,=g - 67 ,
1 2

und es gilt

—pl-dt_ —dv _ﬂ%_

+ppedt +dv, G
Die Geschwindigkeitsinderungen verhalten sich umgekehrt wie die Gewichte der
Korper, und ihr Verhiltnis ist unabhéngig von der Gréfle der verdnderlichen Stof3-
kraft N.

Dic Gleichung kann auch geschrieben werden
—dv, -Gy =+ dv, -Gy,

deren Integration ergibt
c c
/(-dvl) 'G1:fd'”2'Gz
v Vs
oder aufgelost

: (vy —¢) -Gy = (¢ — vy) - Gy
Hieraus folgt

Die Gleichung entspricht der Schwerpunktformel S. 12. Sie kann auch geschrieben
werden



Der StoB. 93

Die Bewegungsgriofie nach dem Stofl ist gleich der Summe der Be-
wegungsgriBen vor dem Stol.

Bewegt sich G, gegen G, so ist die Geschwindigkeit v, mit dem negativen
Vorzeichen einzusetzen.

b) Vollkommen elastische Kérper
haben nach Ablauf des ersten StoBabschnittes die berechnete gemeinsame Ge-
schwindigkeit ¢ angenommen. In dem zweiten StoBabschnitt wirken nun die
gleichen Krifte N in umgekehrter Reihenfolge und Richtung, so dafi die Geschwin-
digkeit des Kérpers 1 noch weiter um den gleichen Betrag zu ¢, verringert und die
des Korpers 2 ebenso weiter auf ¢, vergroflert wird.
Es ist also die Endgeschwindigkeit von Kérper 1
c,=v, —2- (v, —¢c)=2¢c—
und ebenso die Fndgeschwindigkeit von Kdorper 2
Co ="y + 2 (¢ —vy) =2¢— 1y,
worin ¢ aus der Gleichung einzusetzen ist. Dies ergibt schlieflich
o — (Gh —Gy) v+ 2G50 v, o — Gy —Gy) vy + 2G4 -0y
! Gy + G, C Gy Gy
Bewegt sich G, gegen @, so ist wieder v, mit dem negativen Vorzeichen zu
nehmen.

¢) Unvollkommen elastische Kérper.

Der Korper 1 erfahrt im ersten StoBabschnitt die Geschwindigkeitsabnahme
v; — ¢ und im zweiten k- (v; — ¢), also insgesamt die Geschwindigkeitsabnahme
(v; —¢) (1 + k). Ebenso erhidlt der Korper 2 die Geschwindigkeitszunahme
(¢ — ) - (1 4 k). Folglich ist nach dem. Stol

=0 —(v—¢c) - L+k=c-(1+k —v -k,
Co =0+ (c—v) (1 +k)y=c-(1+k) —v,-k
Hierin ist wieder ¢ aus dem Satz von der Bewegungsgrofe einzusetzen, womit folgt
:G’l-vl+G2-v2—(¥2~k-(vl_—'z{%),

&+ G
02:G1"U1+G2'”2+G1'k'(”1_”2) )
G, + G,
Der Verlust an Arbeitsvermdgen des ersten Kérpers betrdgt
! GG v —

’02. ] ‘ .
TG+ 2.9 (2-Gy v - (1 + k)

A+ Gy (v, + 2k v, — k2 (v, — v,))]
und die Zunahme des Arbeitsvermégens von Koérper 2

Gy 2 9 GG,y 2.9
=2 (¢ — v = .
2.9 (es 2) Gy + Gy)? v —o,

+G (vt v+ 2 kv k2 (v — )]

A1=‘2“fg'(“ff—c‘f)

Ay

2G04+ k)
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Der durch die unelastische Forménderung der Korper entstehende Gesamt-
arbeitsverlust ist
. . G, - Gy .(7’1_7’2)2. 9
A=4, AZ_G1+Gz 7y (1 — &?).
Er ist am groften fir vollkommen unelastische Kérper, fiir die ja & = 0 ist, und
ist bei vollkommen elastischen Korpern 0, weil dort k = 1 ist.

Die vorstehende Rechnung nimmt an, daff Forméinderungen der stoflenden
Korper nur an der StoBstelle selbst stattfinden. Tatsiichlich pflanzen sich jedoch
elastische Dehnungswellen durch die Korper bis an ihr Ende fort und kehren wieder
zuriick. Die obigen Ergebnisse sind also nur erste, allerdings schon ziemlich ge-
naue Anndherungen.

Als StoBdauern sind ermittelt bei

Blei \ Kupfer l Messing \ Stahl \ Nieteisen
Teit . . . . . . sek | ¢ = 0,0054 ] 0,00176 0,00138 0,00125 | 0,00155
Stauchung . . . mm| — 5,7 3,45 3,37 4,41
um .. . . .. mm | 4 ] — —_ 2,0 —

je nach Form des Probestiickes. Die Zeiten verhalten sich ungefihr wie die Quadratwurzeln
aus den Stauchungen, gleiche Probekoérper, wie in Zeile 1 der Stauchungen, vorausgesetzt.

Den schiefen zentrischen Stoff stellt die Abb. 191
dar. Die Schwerpunkte der beiden Gewichte ¢; und
G, haben im Augenblick des Zusammentreffens die
Geschwindigkeiten »; und v,, die mit der StoBlinie 8,8,
die Winkel &, bzw. &, bilden. Diese Geschwindigkeiten
lassen sich nun zerlegen in die Seitengeschwindigkeiten
v rcos&,; bzw. v,-cosw, nach der Richtung der
StoBlinie und v{ = », - sin &, bzw. v5 = v, - sin &, senk-

Abb. 191. recht dazu. Die letzteren bleiben ungeindert, wenn

man von der im allgemeinen belanglosen Reibung

zwischen den beiden Kérpern absieht. Die beiden anderen Seitengeschwindigkeiten
setzen sich nach den Regeln iiber -den geraden zentrischen StoB zusammen zu

Gy v - 0080y + Gy -0y - cosdy — Gy - (v °COS0y — 1, - COSKY,) - &

o = V '
Gy + Gy

o Gy 0y - oSy + Gy - 0y - COS Ky + Gy « (0 - COS Oy — wy - COSOy) - & ‘

) ' G1+G2

Diese beiden Geschwindigkeiten sind nun mit den senkrecht dazu
verlaufenden »{ und v; zusammenzusetzen zu den Endgeschwindig-
keiten ¢, und ¢,.

Die Darlegung gilt fiir den unvollkommen elastischen Stof.
Fir den vollkommen elastischen ist & = 1 und fiir den unelasti-
schen & = 0 zu setzen.

Beim geraden exzentrischen StoB sind die beiden Kérper um
die parallelen Achsen 4, und 4, drehbar und treffen mit den an der
Bertihrungsstelle gemessenen Umfangsgeschwindigkeiten »;, und v,
zusammen. Ks entsteht dann zwischen ihnen die StoBkraft N, die
im Stofpunkt senkrecht zur Ebene der beiden Achsen angreift;
ihr Abstand von den Achsen ist ¢; bzw. a, (Abb. 192). Nach dem
Stofl haben die Korper die in denselben Abstinden gemessenen Geschwindig-
keiten ¢, bzw. c,.

Abb. 192.
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Der gestoBlene Korper erhélt durch die Stofikraft N die Umfangsbeschleuni-
N
gqung P =5 worin ¥, - G, das auf den StoBpunkt bezogene Gewicht des
2 ' O

Kérpers ist. Entsprechend erfihrt der stofiende Kérper die Verzogerung

m=q- Durch Division folgt
: 9y - Gy
Py Dy G
pe Py G

Die (leichung entspricht der beim geraden zentrischen Stol} erhaltenen ; nur sind
jetzt die auf den StoBpunkt bezogenen Gewichte zu nehmen.

Durch die gleiche Rechnung wie oben erhilt man die am StoBpunkt geltenden
Umfangsgeschwindigkeiten nach dem StoB zu
Do Gyrvy + 0y Gyovyg— 0y -Gy (0, —0,) o k

Py G+ 9y Gy ’

o — Dy Gy o+ 0y Gy vy +0y- Gy (0, — ) - k

2 Dy - Gy + By - Gy )
Fiir den vollkommen elastischen Sto$ ist hierin & = 1 und fiir den unelastischen
k =0 zu setzen.

Ist der stoBende Korper frei und bewegt er sich in der Richtung
der StoBlinie vorwirts (Abb. 193), so ist sein volles Gewicht G4
einzusetzen.

Beim schiefen exzentrischen Stof sind dieselben Zerlegungen und
nachherigen Zusammensetzungen vorzunehmen, wie beim schiefen
zentrischen Stof.

Die vorstehenden Niherungsrechnungen werden allerdings
dann ziemlich ungenau, wenn &, gegeniiber G; klein ist oder wenn
die Langenabmessungen des gestofienen Korpers grofl sind.

Gy =

Abb. 193.
2. Das Pendel.

Als Pendel bezeichnet man jeden Kérper, der regelméfige Schwingungs-
bewegungen um eine feste Achse ausfithrt.

Bewegt sich der Korper derart, daB seine Hauptachse sich auf dem Mantel
eines Kegels bewegt, so nennt man den Apparat Kegelpendel im Gegensatz zu
dem ebenen Pendel, bei dem die Hauptachse des
Korpers in einer Ebene hin und her schwingt.

Besteht das Pendel nur aus einem Kérper von nach
jeder Richtung kleinen Abmessungen und einem ge-
wichtslos gedachten Taden, so heifit es mathema-
tisches Pendel im Gegensatz zum physischen
Pendel von beliebig grofien Abmessungen auch der
Verbindung mit der Befestigungsstelle.

Das mathematische Kegelpendel stellt die Abb. 194
dar. Auf den augenblicklich im Punkt A befindlichen
kleinen Kérper, der durch den Faden von der Linge I Abb. 104,
in O festgehalten wird, wirkt ein: lotrecht nach unten
sein Gewicht @, in der Richtung 40 die Fadenspannkraft 8. Da sich der Korper
auf einer wagerechten Kurve bewegt, die in 4 den Kritmmungshalbmesser » hat,
so erfihrt er noch die nach dem Kritmmungsmittelpunkt gerichtete Beschleuni-
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gung p = -+ w? und nach dem Satz von d’Alembert ist also die nach aulien
gerichtete Schleuderkraft Z als dritte einzutragen. Die drei Krdfte wirken in der-
selben, durch die Punkte AOM bestimmten Ebene; es ist mithin keine Kraft in
tangentialer Richtung vorhanden und die Bewegung also eine gleichformige
Kreisbewegung.

Dasg nach dem Satz von d’Alembert zu zeichnende Kriftedreieck ist bereits
als AOM in der Abb. 194 enthalten. Man entnimmt ihm

r  Z r-o?

t R —
ga h G g >

woraus die Winkelgeschwindigkeit folgt

14,
=V
ferner 75 o3 T s
S l_ h2+7'2 T 12 7"(1)2>2
a_—-h——‘/———m —1/1—}—tg(x—1/1+(\ J .
Die Zeitdauer eines vollen Umlaufes ergibt sich zu
2. r n
b= =9.72.-1/Z .
e g

Die vorstehenden Darlegungen gelten auch fiir das physische Kegelpendel,
wenn der Punkt A der Abb. 194 durch den Schwerpunkt S des aus dem Pendel-
gewicht und der Aufhéingestange zusammengesetzten
Pendelkodrpers ersetzt wird.

Das ebene mathematische Pendel zeigt die
Abb. 195 in der duBersten Lage 04 mit dem gréBten
Ausschlagwinkel «, aus der Mittellage OB und in einer
beliebigen Stellung OC mit dem Ausschlagwinkel o.
Der Gewichtskérper G wird beschleunigt durch die in
Richtung des Kreisbogenweges verlaufende Seitenkraft
G -sin . Seine Beschleunigung berechnet sich zu

e=1-22 g sina
—loe=le —=g- .
p i g
Abb. 195. Die Winkelgeschwindigkeit o wird um so
groBer, je mehr sich « verkleinert; es gilt also
o = :0.%. Wird hieraus der Wert von d¢ in die obige Gleichung eingesetzt,

so ergibt sich o do— *%-sinoc ‘da.

und die Integration zwischen den Stellen 4 und C liefert mit
/sinzx-doc:-—cosoc + C

‘)’f &
/(o-da):——-il,[sinoc- do
0 &0

oder w2 g
—-2—=+T-(cosoc — COS &y) -
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Hiermit laBt sich die Spannkraft in dem Faden bestimmen:
S=G~coso¢+Z—_—G-<coso¢ +-£—- wz) =G (3cosx — 2 cos &)

Setzt man nochmals in die Gleichung fiir die Winkelgeschwindigkeit ein

o — da
T ar
so folgt ds op
=iV——g-(cosoc — €08 &)
di
d R
oder V e do
diy/ — = — ——/—
l Vcosoc—-cosoco

Man formt den Ausdruck um durch den Ubergang auf den halben Winkel

o o o
— RIS p— . qin 2
cosoc—cos<2+2)~1 2 - sin 5

was ergibt

2-g do
. . .o
VZ . (sm2~2— — s1n2~2—°>
Hierin setzt man jetzt
sin -2 = sin % -sing,
deren Differentiation liefert
. a% — gin 2o .
cos - d g = sin—- cosg do
oder
2 - sin—
d(x = *CoS@ ‘(lq).
— sin2—
Vl sin® 5
Damit geht die obige Gleichung iber in
- in -2
1/9 ) cosp -do
dai- 7 —_ R

]/1 — sin? %" - sin%¢g sin %3 1/1 — sin2p

19—
di Vl = l/

oder do

. o & .
1 — sin? ,_20 - sin%

& %o
& 2 2
5= 0, also sin @ = 0. Die neue Veréinderliche ¢ ist demnach zwischen den

7
Grenzen 5 und O zu nehmen.

Fir den groften Ausschlag ist , also sing = 1; fir die Mittelstellung ist

Stephan, Grundzige 7
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Die Zeitdauer fiir den Weg A4=2-4B (Abb. 195) ist also gegeben durch

‘/g —2 / _& =+ 2 /(l(p .
x Vl — smzz sing § de
Die Ausrechnung geschieht durch Auflosen des Ausdruckes -Tl— in eine kon-
vergierende Reihe. Aus dem binomischen Lehrsatz ae
1
@by =a T tp 4 (n2)a”2b2]—...,
ergibt sich
x -1 &g 1-3 a?
— gin2=%.gj 2 20 4.7 . gint
(1 sin? - smtp) =1 + - sin? 2 -sin?p 4 — 57 - sin 3 - sintep 4 .
Damit wird
7 r 1 * 3 4 0 4
t=1/2 dq9+— sin?—2-sin2¢ - d o + 5 Sint 7 sing do +
g 0
Es ist nun . w
2 2
_z ine _l.z
/d(p 5 ]sm p-do 55
0 0
3 3 v .
" | sin?2¢ d2¢
4., . = [sin2¢p . 0 . —_ .o 7,
]smtp de /sm @ -de- (1 —cos?p) 53 / i B)
0 0 0
1=z 11 3 1la
T2z 82 " T
: 3
5 1 =z
infp-dp=—-—.-._-...
entsprechend Jsm p-do 6 i'99

0
Somit ist schlieflich die Dauer einer einfachen Schwingung

a1 (R i %)y (103 e S0) |
l=um Vg [1—}—( sm2>+<24sm‘2 A4

oder mit ¢ = 9,81 m/sk?

o~

t=1,0030-V1-¢

Die Werte von 1,0030 - £ enthélt die Abb. 196 in Abh#ngigkeit von &, fiir die
gebrauchlichen Grofitausschlage.

Das physische Pendel besteht aus einem festen Korper, der um eine gewohn-
lich innerhalb des Korpers gelegene Achse schwingt. Seine Schwingungsdauer
wird bestimmt, indem man die Linge eines mathematischen Pendels aufsucht,
dessen Schwingung mit der des physischen Pendels iibereinstimmt.
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Bilden beide zu Anfang denselben Winkel «, mit der Lotrechten, so sollen
also ihre Bewegungen in jedem Augenblick dieselbe Winkelgeschwindigkeit und

1080 1,0030-¢
1,060
7040
7
1,020
/
1,000
a= 0 10 20 30°
Abb. 196. Abb. 197.

infolgedessen auch Beschleunigung haben. Mit den Bezeichnungen der Abb. 197
ist die Winkelbeschleunigung des physischen Pendels
G- e sinx,

£ = e ©

H

worin J das Trigheitsmoment des Pendelkdrpers in bezug auf die Drehachse O ist.
Fiir das entsprechende mathematische Pendel gilt ebenso

G- 1-sing,
E=ar

g

Durch Gleichsetzen beider Werte ergibt sich die gesuchte Lange des mathematischen
Pendels zu

AL

T Gee’

Wird diese Lange [ auf der Geraden OS von O aus bis zum Punkt J abgetragen,
so erhilt man den Schwingungspunkt des physischen Pendels, dessen Schwin-
gungen so vor sich gehen, als wenn das ganze Gewicht des Korpers in ihm vereinigt
wire.

Setzt man den Abstand des Schwingungspunktes in die Gleichung fiir die
Schwingungsdauer ein, so wird

l

, J 1/9-Js |
f = C‘]l‘ '/67:;:—: 1,0030 . C . /'ga"e“-{—e,

worin J,; das Trigheitsmoment des Korpers in bezug auf die zur Schwingungs-
achse parallele Schwerachse ist.

3. Der Kreisel.

Der Kreisel der technischen Praxis ist ein Umdrehungskérper, der sich um
seine geometrische Hauptachse so schnell dreht, daf die Geschwindigkeiten der
sonstigen Schwankungen der Achsen gegen die dieser Drehung sehr klein sind.

T*
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Geometrische Hauptachse sei die z-Achse der Abb. 198, als Drehachse werden
aber vorldufig die mit der z-Achse den Winkel y einschliefende Schwerachse SV
angenommen. In der durch SN und die z-Achse gelegten Ebene wihlt man die
zur letzteren senkrecht stehende x-Achse und dann senkrecht zu beiden die eben-
falls durch S gehende y-Achse. Irgendein Punkt A des Kreiselkérpers, in dem
sich das Massenteilchen dm befindet, habe von der Drehachse den senkrechten
Abstand 04 = r. Infolgedessen wirkt auf ihn die Schwungkraft Z = r - w2 - dm,
deren Seitenkraft in der Richtung der Strecke OB = ¢ den Wert Z, = a - w?- dm
hat. Wird noch die Ldnge OS = h angesetzt, so ist das Drehmoment der
Schwungkraft Z, in bezug auf die y-Achse
AdM,=Z, h, also fiir den ganzen Kérper

Ml-——fwz-a-k-dm
:a)?-fa-h-dm:aﬂ-a.
O ist das Zentrifugalmomentdes Kreisel-
korpers in bezug auf das Achsenkreuz NSZ.
Zu einer Umformung von ¢ entnimmt
%  man dem Dreieck SOC
h = (x + z-cotgy) -siny
=gz-siny 4+ z-cosy,

Abb. 198. a = (x + z-cotgy) - cosy —

= x-cosy — z-siny.

sin y

Setzt man beide Ausdriicke in den Wert von C ein, so wird

O:/a-h-dmzfdm-[(xz——zz)-siny-cosy+x-z-(cos2y—sm2y)]
=;,_—-sin2y-f(m2—zz)-dm—[—cos2y-//x-z-dm.

Nun ist nach Abb. 198
Jo=[ (422 -dm
das Triigheitsmoment des Kérpers in bezug auf die z-Achse und
Ty=[(e+ ) dm
das in bezug auf die z-Achse.
Das letzte Glied des Ausdruckes fiir ¢ verschwindet, da zu jedem Teilchen dm
im Abstande 4z ein gleiches im Abstande —z befindliches vorhanden ist, und

man erhalt
2

M:wz-C’:%-sin2y-(J3— -

Dieses Drehmoment wird 0 fir y = 0 bzw. y = g, d. h. wenn die Achse SN
entweder mit der z- oder der x-Achse zusammenfillt. In den beiden Fillen braucht
die Drehachse in keiner Weise gegen Drehungen durch die auftretenden Schwung-
krifte gesichert zu werden. Diese beiden ausgezeichneten Achsen heiflen infolge-
dessen freie Achsen. Man bemerkt sogleich, daB dieselbe Uberlegung auch fiir
die Ebene zSy durchgefithrt werden kann, daf also die y-Achse ebenfalls eine
freie ist. Da nun die z-Achse beliebig gewihlt war, so ist jede beliebige, zur z-Achse
des Umdrehungskorpers senkrecht verlaufende Achse eine freie. Das gilt auch
dann, wenn sie nicht durch den Schwerpunkt S geht, sondern durch einen beliebigen
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anderen Punkt auf der z-Achse etwa im Abstand z, von S. Nur ist dann statt des
Trigheitsmomentes J,; einzusetzen J; -+ m - 25, wihrend natiirlich J; unverédndert
bleibt.

Wird die Drehachse um einen kleinen Winkel  y aus der z-Achse verlegt,
so dndert sich nach Abb. 199 xin 2 Fz-d y. Damit geht der Ausdruck Jz—J,
itber in

/tlm-(x27r2-x-z-dy 40— 2%);
es ist also
a(J; — 1)=:F2-(ly-fm-z-dm=0

nach dem vorhergehendenr. Das bedeutet, die freien Achsen des Kérpers sind
diejenigen, in bezug auf welche die Trégheitsmomente entweder die klein-
sten oder die gr6Btmdoglichen sind.

Ist in der Gleichung fir M J;> J;, so wird M positiv, d. h. der Kérper
wird durch die auftretenden Schwungkrifte so gedreht, daB die geometrische
z-Achse sich der Drehachse SN nédhert. Ist dagegen J; << J,, so wird M negativ,
und der Kérper bewegt sich so, daf3 die
z-Achse, die des groften Trégheits-
momentes, der Drehachse niher riickt.
Der Korper hat also stets das Be-
streben, sich um die freie Achse
mit dem gréften Trégheitsmo-
ment zu drehen.

Nun kann die Drehung mit der
Winkelgeschwindigkeit w um die Achse
SN der Abb. 198 nach S. 77 entstan-
den sein aus drei Einzeldrehungen um
die Achsen z, y, 2. Dann sagt der
vorstehende Satz aus, dal die et-
waige Drehung um andere als
die Achse des gréfiten Triag-
heitsmomentes vom Kreisel selbst-
tatig unterdrickt wird.

Der in Abb. 199 dargestellte Kreisel besteht der Einfachheit halber aus einem
kreisférmigen Reifen vom Durchmesser AB = CD = d und dem Gewicht G, er
dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, um seine senkrecht zur Kreisebene
stehende Hauptachse Oz. Besondere Wirkungen ergeben sich nur dann, wenn die
Hauptebene um die senkrecht zur z-Achse stehende, ebenfalls durch die Mitte O
gehende y-Achse CD mit einer Winkelgeschwindigkeit w, gedreht wird, so daf}
der Kreisel nach einer kleinen Zeit ¢ die in Abb. 199 gestrichelte Lage angenommen
hat. Ein Gewichtsteilchen d ¢ des Ringes, das sich augenblicklich in 4 befindet,
hat dort die in Abb. 199 angegebene grofite Geschwindigkeit .v,. Nach einer
Drehung um den Winkel « ist seine Geschwindigkeit v5 kleiner geworden, und im

Abb. 199.

Punkte C, also fir o =7—;— ist sie 0, um fir o >j2£sogar negativ zu werden, bis

der groBte negative Betrag — v, in B erreicht ist. Das Teilchen erfiahrt also auf
dem Wege ACB eine Verzigerung und auf dem Wege BDA eine Beschleunigung.
Die GroBe der Beschleunigung an irgendeiner Stelle ist nun mnach S. 77

p=2-w, v, und ist entgegengesetzt zu v, gerichtet. Das Drehmoment der
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Beschleunigungskriafte in bezug auf die Achse ist somit, wenn noch F den
Querschnitt des Ringes angibt,

M=4 -/th-?w-sinzx =4-f(y ‘Feor-dg) (20017 s cr-sing
0 g 0 g
. 3 2
=7 Fdﬂ-a)l-wi,‘-fsinﬂow(loc.
g
0

Das Integral hat nach S. 98 den Wert g Damit wird

(y-F-dy d2 G- de2

.Mz-—-—g-~-~ T 01 0y = iy c Wy W,

.2
Nun ist = J das Trigheitsmoment des Ringes, und man erkennt leicht,
daf fiir jede beliebige Form des Kreisels gilt
-G de

M:J-wl-wzzr—4g ey Wy = D - w,.

Hierin heiflt
& Q- d2
D=y

der Drall des Kreisels.

Die Ebene des Drehmomentes geht durch die Hauptdrehachse z und die
zweite dazu senkrechte Prézessionsachse y. Es sucht die z-Achse in die y-Achse
zu bringen. Fiir die Richtung erhilt man so die Linke-Hand-Regel: Man spreizt
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der linken Hand senkrecht zueinander. Gibt
der Daumen die Richtung der Hauptdrehachse und der Zeigefinger die Achse der
Prizession an, so zeigt der Mittelfinger die Achse der Drehung des Kreiselmomen-
tes M ; alle drei Achsen werden im Sinne des Uhrzeigers umlaufen, wenn man
auf die Fingerspitzen sieht.

An den Verhiltnissen #ndert eine beliebige fortschreitende Bewegung des
ganzen Kreisels, deren wirkende Kraft ja durch den Mittelpunkt O geht, gar nichts.
Nur Drehmomente sind auf die Kreiselwirkung von Einfluf}.



C. Die Festigkeitslehre.

I. Die einfachen Beanspruchungen.

Nur in erster Annidherung koénnen die Korper als starr betrachtet werden.
Eine genaue Untersuchung mufl die Forménderungen beriicksichtigen, die unter
der Einwirkung von Kriften eintreten.

Die Forminderung betrifft im allgemeinen sowohl die Gestalt als auch den
Rauminhalt. Die dabei an den AuBenflichen oder im Innern des Korpers auf-
tretenden Kraftwirkungen werden durchweg auf die Flicheneinheit bezogen
und heiflen Spannungen.

Um mit bequemen Zahlen zu arbeiten, wihlt man
hier als Flichenmaf} fast ausschlielich das ecm? und als
MafB der Kraft das kg.

Fir jedes Xorperstiick gelten wieder die all-
gemeinen Gleichgewichtshedingungen, da bei F
ihrer Herleitung tber die Art der Krifte, ob &uflere
oder innere, keine bestimmten Voraussetzungen gemacht
wurden. Sie sind sogar Vorbedingungen fiir einen
richtigen Ansatz. G

Der in der Mechanik starrer Koérper oft benutzte
Satz, daB die Angriffsstelle einer Kraft in ihrer app 000,  Abb. 201.
Wirkungslinie beliebig verschoben werden kann (S. 2),
trifft jedoch hier nicht mehr zu, wie der Vergleich der Abb. 200 und 201 sofort
zeigt. Die Wirkung des Gewichtes @ auf die Feder F ist wesentlich von seiner
Angriffsstelle abhéngig. Wohl aber ist die Einwirkung auf die obere Befestigungs-
stelle der Feder in beiden Fillen dieselbe, so daff man zur Berechnung der Wirkung
des Gewichtes auf die Tragkonstruktion die zwischengeschaltete Feder ohne Fehler
als starr auffassen kann.

Im folgenden werden zuerst an geraden stabformigen Koérpern die ver-
schiedenen einfachen Beanspruchungsfille erdrtert werden, die je nach der Art
der Wirkung der duBleren Krifte als Zug-, Druck-, Biegungs-, Schub- und
Verdrehungsbeanspruchung bezeichnet werden.

Bei der Herleitung der betreffenden Grundformeln werden die Korper als
isotrop angesehen, bei denen die einzelnen kleinen Teilchen, aus welchen der Korper
aufgebaut ist, nach allen Richtungen gleichartig gelagert sind, wie etwa
bei den reinen Metallen. Nicht isotrop ist beispielsweise Holz, wo sehr genau
darauf geachtet werden muB, ob die Beanspruchung parallel oder quer zur Faser-
richtung erfolgt.

1. Die Zugheanspruchung.

Reine Zugbeanspruchung findet statt, wenn die an den beiden Enden
eines prismatischen Stabes angreifenden Krifte je eine Mittelkraft ergeben,
deren Wirkungslinien mit der Achse des Stabes zusammenfallen und
die auf seine Verlingerung hinwirken.
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In gentigender Entfernung von der Befestigungsstelle sieht man die Kraft als
gleichmé&ig tiber jeden senkrecht zur Stabachse verlaufenden Querschnitt F
verteilt an (Abb. 202). Die Grofe der im Stab herrschenden Zugspannung ergibt
sich dann als dieaufdie Fldcheneinheit des Querschnittes entfallende Kraft:

P
O, = —.

F
Sie wird gemessen in kg/em?2

Wird ein prismatischer Stab nach und nach stirker belastet,

d so verlingert er sich mehr und mehr. Dabei zeigt sich, dafl innerhalb
nicht zu hoher Beanspruchungsgrenzen die Verldngerung 1 einer
7 bestimmten MeBldnge [ des Stabes an jeder Stelle dieselbe
ist und der GrofBle der bestehenden Zugspannung ¢, entspricht.

Huu % Man pilegt die Verlingerung ebenfalls auf die Léngeneinheit zu
beziehen:

P

Abb. 202,

& = s

~

und bezeichnet diesen Quotienten aus Verlingerung und urspriinglicher Lénge
als Dehnung des Stabes.
Der beschriebene Versuch ergibt dann, dafl die Dehnung der Spannung
entspricht:
E=0-0.

Hierin ist die Unverdnderliche & die Dehnungsziffer des Stabmaterials,
die in cm?/kg angegeben wird. Oft wird auch mit dem umgekehrten Wert, der
Elastizitatsziffer gerechnet:

p=1_°2
(24 &
Es ist i. M. fiir
Schweifleisen . . . . . E~>2050000 kg/ecm? | Deltametall . . . . . B 1000000 kg/cm?
FluBeisen. . . . . . . 2100000 ,, Duranametall. . . . . 1054000 ,,
Flufistabl. . . . . . . 2150000 ,, Zinnb 900000 ,,
Nickelstahl . . . . . . 2000000 INODIONZe - . . .. { = 967000 ,,
Chromnickelstahi . . . 2000 000 v Manganbronze . . . . 1155000 s
Nickelstahl mit 259;. Ni 1810000 ,, Manganbronze (Durana) 1290000
Nickelstahl mit 359. Ni 1470000 ,, Phosphorbronze. . . . 1216000 ,,
Stahlformgufl . . . . . 1500000 Nickelbronze . . . . . 1620000 ,,
Tempergufl . . . . . . 1 500000 ' Aluyminium. . . . . . 660 000 s
Zink . . . . .. ... 150000 ,, Duralumin { 700000 ,,
Messing gezogen 900000, L. <+ 730000,
T ) =1000000 Aluminiumbronze . . . 1150000 ,,
Maschinengufleisen . . . . . . bis 0, = 300 kg/cm? FHoo 810000 kg/em?
Kupfer. . . . . . . . . ... . 450 1700000 ,,
Kupfer. . . . . . . . ... . 600 ., 1500000
Messing (gegossen) . . . . . 600 800 000 - 900 000 ’s
Beton . . . . . ... e, 40 140000 ,,
Kernleder in der Nihe der Hoéchstbeanspruchung . . . 3500 ,,
Prima Kernleder in der Néihe der Hochstbeanspruchung 5000 ,,
Chromleder in der Nahe der Hochstbeanspruchung . . 2500 = 3000 v
Diinne, festgewebte Baumwollriemen . . . . . . . . . 12000 ,,
Dicke, lose gewebte Baumwollriemen. . . . . . . 5150 ,,
Diinne, festgewebte Kamelhaarriemen . . . . . . . . 3000 ,,
Genihte Baumwoll-Tuchriemen . . . . . . . . . . 8500 ,,
Balata-Baumwoll-Tuchriemen . . .©. . . . . . . .. 9000 12000 ,,
Gummi-Baumwoll-Tuchriemen . . . .. . . . . . . .- 3000+ 4000

Geflochtene Baumwollriemen . . . . . . . . . . . . 15000 = 25000 ,,
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Die Giiltigkeit des linearen Dehnungsgesetzes ist aber cinc eng begrenzte. Trigt man
etwa fiir ein gewohnliches FluBeisen die bei dem Zugversuch bestimmten Dehnungen auf einer
Achse auf und senkrecht dazu die zugehdrigen Spannungen, so ergibt sich die Dehnungskurve
der Abb. 203. Die Linie verlduft anfanglich gerade bis zum Punkt ¢, der als Pro portio-
nalitatsgrenze bezeichnet wird. Bei den schmiedbaren Eisenarten ist es zugleich die Ela-
stizitdtsgrenze, d. i. diejenige Beanspruchung, bis zu der die erlittenen Forminderungen
nach Aufhtien der Kraftwirkung praktisch véllig verschwinden.

Von oz an kriimmt sich die Dehnungskurve bei

grofier werdenden bleibenden Dehnungen etwas, bis o

plétzlich im Punkte o bei fallender Spannung eine  ££— ]
ziemlich erhebliche bleibende Dehnung eintritt, 3000

wihrend der die Spannung mehrmals auf- und ab- R

schwankt. Es erfolgt jetzt eine gewisse Umlagerung 55, /"6

in diesem Zustand des unsicheren Gleichgewichtes, 5
nach Uberschreiten der Streckgrenze, fir die % A
statt der beiden OGrenzwerte gewdhnlich nur ein 7000
natiirlich etwas schwankender Mittelwert angegeben -1
wird.

T T T T ¢
Nach dieser Streckung steigt die Spannung 0 s 15 20 2, Cm
wieder langsam, bei allerdings grofer bleibender e
Verlingerung, bis zum Héchstbetrag K, der Zer- Abb. 208.

reiBfestigkeit des Materials. Der Bruch erfolgt

jedoch noch nicht, denn nun tritt bei weichem Material an einer Stelle eine Ein-
schniirung des Stabes ein, und das Material gibt nur noch an jener einen Stelle, frei-
lich sehr stark, nach, wobei die Belastung des Stabes sogar zuriickgeht.

Mit der Verlingerung ist eine Querzusammenziehung verbunden: Der Durch-
messer des zylindrisch gedachten Stabes der Abb. 202 nimmt von dem urspriing-
lichen Durchmesser d um 0 ab. Das Verhéltnis

9
d
heiBt die Querzusammenziehung. Sie entspricht unterhalb der Elastizitédtsgrenze
unmittelbar der Lingsdehnung &, und zwar gilt
g, =V &.

Theoretische Untersuchungen ergeben » = 0,25, welcher Zahl sich an dimnen Metall-
stiben gewonnene Versuchsergebnisse nihern. Einzelangaben sind folgende:

Aluminivm . . . . . . . ... .»=033 | Kupfer. . .. . . .. ooy =0,34
Blei . . . . . . . ... ... 0,43 | Platin . . . . . .. e e 0,21
Bronze . . e 0,36 | Zink . . . . . .. e 0,25
FluBeisen und stahl . . . . . .. 0,28 | Zinn . . . . . e e 0,33
GuBeisen . . . e e 0,25 t ‘Weicher Kautschuck 0,47

Die Zahlenwerte steigen mit der Temperatur; in der Nahe des Schmelzpunktes der
Metalle ist durchweg » oo 0,50.

Die Querdehnung beim Bruch ist ein MaB fiir die Bildsamkeit des betreffenden
Stoffes, hat also fiir das Walzen und Ziehen hohen Wert. Die Verminderung des

Durchmessers betrigt z. B. fiir FluBeisen i. M. —d—g—é = 0,55 = 0,65.

Die Beanspruchung o, wird auch bei stirkster Querzusammenziehung bzw.
Einschniirung immer mit dem ursprimnglichen Querschnitt F errechnet.
Die von der Dehnungskurve eingeschlossene Fliche stellt das Arbeitsvermogen
des Stoffes dar:
4y = f g, de,
gemessen in cmkg/ems3.
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Es ist i. M. bei

Schweileisen . . . . . . . . . . ... Ay = 500 = 700 emkg/em3
FluBeisen . . . . . . . . . . .. . 650 = 850
FluBstabl . . . . . . . . . . . . .. > ZOO (roh)
; > 470 (ro
Nickelstahl. . . . . . . . . . . . .. { < 730 (geglitht)

. > 680 (roh)
Chromnickelstahl . . . . . . . . . .. { < 520 (gegliiht)
StablformguB. . . . . . . .. .. .. 750 < 850
Messing (gezogen). . . . . . . . . . . 140
Zinnbronze. . . . . . . . . . . . .. 700

Da der letzte, abfallende Teil der Dehnungskurve schon nach Beginn des
Bruches aufgenommen wird, so sollte 4, nur bis zu der in Abb. 203 bei K, gezo-
genen Senkrechten gerechnet werden.

Setzt man in die vorstehende Formel fiir ¢ seinen Wert ein, so ergibt sich

o
Ag=[a-0,-do, =} &0}
(1}

als elastische Dehnungsarbeit unterhalb der Elastizitdtsgrenze. Die Abb. 203
zeigt ohne weiteres, daB sie sehr klein im Verhéltnis zu der unelastischen Dehnungs-
arbeit ist. Ein Maschinen- oder Bauteil aus einem Stoff von grofler unelastischer
Dehnungsarbeit vermag auch bei zufilligen groBen Uberanstrengungen noch stand-
zuhalten, allerdings bei mitunter bedeutenden bleibenden Forménderungen, ohne
zu brechen.

Wird die Belastung schlagartig aufgebracht, so
setzt ein Stab von gréfierem Gewicht der Bewegung bzw.
Dehnung im ersten Augenblick schon einen ziemlich
hohen Triagheitswiderstand entgegen, so dafl die Gegen-
kraft etwa nach der Linie A4 der Abb. 204 von P, auf
P, steigt. Unter Umstidnden kann sogar der Trigheits-

Abb. 204. widerstand groBer sein als der elastische, so dafl die
Kraft nach der Linie BB von P; auf P, sinkt. Man
7 P pilegt in diesen Fillen iiberschligig mit dem Mittelwert
s von P zu rechnen und erhdlt dann aus der Abb. 204
A sofort 4 = P-4 oder

Ay =& d;.

Abb. 205.

Z Wird irgendeine Tragkonstruktion, etwa die in
_———— y Abb. 205 dargestellte Biegungsfeder, durch langsames

B und gleichméfiges Auflegen einer Anzahl von Ge-

Abb. 206. wichtsstiicken mit einer Kraft P belastet, so erfahrt

sie die gezeichnete Durchbiegung f und demnach an
der Einspannungsstelle die Beanspruchung ¢. Wird die
ganze Last P plotzlich aufgebracht, so gerdt die Feder
in Schwingungen um die Gleichgewichtslage der Abb. 205.
Fillt nun zufillig der unbelastete Zustand mit der ober-
sten Lage einer solchen Figenschwingung der Feder
zusammen, so bewegt sich die Last um den gleichen Betrag f iiber die Gleich-
gewichtslage 4 hin aus nach B (Abb. 206). Die Gesamtdurchbiegung und. da-
mit auch die Gesamtbeanspruchung ist also doppelt so grol wie im ersten Fall.
War die Feder etwa durch die nach unten wirkende Kraft P in der Gleich-
gewichtslage 4 der Abb. 207 festgehalten worden und wird nun plétzlich die Kraft

Abb. 207.
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bei unveriinderter Grofle umgekehrt, so ist die neue Gleichgewichtslage B von der
ersten um den Betrag 2 f entfernt. Die Feder kommt also dort mit einer diesem
Weg entsprechenden Geschwindigkeit an und schiefit dariiber hinaus, derart, daf3
sie erst nach dem Weg 2 f bei ¢ wieder zur Umkehr kommt. Der Ausschlag aus
der Nullage ist somit 3 f und demgemi die Hochstbeanspruchung 3 o.

Gilt fir ruhende Belastung eine bestimmte zuldssige Beanspruchung,
so ist nach den Versuchen von Woéhler fiir eine regelméBig zwischen 0 und
dem Hochstwert P schwellende Belastung nur % davon zuldssig und fur
eine regelmifig zwischen + P und — P wechselnde Belastung nur 4.

Von Bedeutung ist noch die als elastische Nachwirkung bezeichnete Er-
scheinung, die in zwei Formen auftritt: Wirkt auf einen Korper eine bestimmte
Zugkraft P, etwa ein angehingtes Gewicht, dauernd ein, so vergréfert sich die
Dehnung ¢ mit der Zeit immer mehr. Wird der Kérper mit einer bestimmten
Dehnung ¢ angespannt, so verringert sich die Kraft P, die zur Aufrechterhaltung
dieser Dehnung nétig ist, mit der Zeit. Die Erscheinung erklirt sich dadurch,
dafl die zuerst ganz oder nahezu rein elastische Dehnung sich mit der Zeit mehr
und mehr zu einer bleibenden umsetzt, zu deren Aufrechterhaltung keine Kraft
mehr erforderlich ist.

Bei allen Kérpern sinkt die Elastizitdts- bzw. Streckgrenze und damit die
zuldssige Beanspruchung mit steigender Temperatur.

Von der bei gewdhnlicher Temperatur zuldssigen Beanspruchung ist nur noch zuldssig bei
200° 300° 400°

fiir FluBeisen 0,88 0,71 0,47
,»  GuBeisen 0,88 0,87 0,77
,» Stahlformgufi 0,74 0,66 0,567
» Kupfer 0,94 0,47 0,30.

2. Die Druckbeanspruchung.

Reine Druckbeanspruchung findet statt, wenn die an den beiden Enden
eines im Verhédltnis zu den Querabmessungen nicht zu langen, jedoch
auch nicht zu kurzen, geraden Stabes angreifenden Krifte je eine Mittel-
kraft ergeben, deren Wirkungslinien mit der Achse des Stabeszusammen
fallen und die auf seine Verkiirzung hinwirken.

In geniigender Entfernung von den Endflichen kann man die Kraft P als
gleichméfBig iiber irgendeinen senkrecht zur Stabachse gelegenen Querschnitt F
verteilt ansehen. Die Gréfle der Druckspannung ergibt sich dort als die auf die
Flacheneinheit des Querschnittes entfallende Kraft

0
P ¢
Oq = f}
gemessen in kglem?2.
Die Gleichung entspricht der Formel fiir die Zugbeanspruchung, A
und sinngem&B gelten auch die Formeln fiir die Dehnung, die hier
das Verhaltnis der Verkiirzung zur ursprimnglichen Lénge darstellt, A

und ihren Zusammenhang mit der Spannung. Fir die auf S. 104 Abb. 208
aufgefithrten Stoffe ist auch die Dehnungsziffer wenigstens nahezu B
gleich der dort fiir die Zugbeanspruchung genannten.

Werden die bei einem Druckversuch bestimmten Spannungen senkrecht zu
den zugehorigen Dehnungen aufgetragen, so entsteht bei einem plastischen Stoff,
wie es z. B. anch FluBeisen ist, die Dehnungskurve der Abb. 208, die véllig dem
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Anfang der Abb. 203 entspricht. Nur heilit hier og die Fliegrenze des Materials,
bei der eine gréBere bleibende Forminderung eintritt.

Der Wert der Elastizitits- und der FlieBgrenze ist bei den S.104 genannten Stoffen
ebenfalls ziemlich genau der gleiche wie bei Zugbeanspruchung, nur bei FluBstahl liegt er
ctwa 10 — 129/, héher. Auch die elastische Querdehnung hat den gleichen Betrag wie S. 105
angegeben.

Geht die Beanspruchung iiber die Fliefgrenze hinaus so staucht sich ein
zylindrischer Kérper aus einem plastischen Stoff im mittleren Teil gleichméBig,
dagegen entstehen in der Néhe der Enden Verdickungen. Erst bei ziemlich starker
Zusammendriickung bildet sich die Tonnenform aus.

Bei der Stauchung muf3 die Kraft dauernd erhsht werden, weil der Quer-

P
schnitt F sich entsprechend vergrofiert. Der Quotient ¢4 = 7 der jeweiligen

Kraft und des zugehorigen Querschnittes ist unveranderlich.

Sprode Stoffe wie Gesteine u. dgl., verhalten sich
unterhalb der Quetschgrenze, wie man hier statt Flie3-
grenze sagt, ebenso. Bei Beanspruchung dariiber hinaus
fangen die Teile auf der mittleren Hohe des Wiirfels an
abzusplittern, bis schlieBlich nur noch- die beiden Rut-
schungskegel stehen bleiben, die sich mit den Spitzen
ineinander driicken (Abb. 209).

Wird die Querausdehnung des Korpersgehindert,
so erhdht sich seine Druckfestigkeit ganz erheblich.
Im allgemeinen 148t man in solchen Féllen das Doppelte
der sonst zulissigen Beanspruchung zu.

Diese Erscheinungen zeigen sich aber nur bei plasti-
schen Korpern, die den eingenommenen Raum véllig aus-
fillen. Pordse Korper, wie z. B. Bausteine und auch
Abb. 209. Holz, driicken sich zusammen, so daf die Poren kleiner
werden, und zerbréckeln schlieBlich.

3. Die Flichenmomente.

Durch einen beliebigen Punkt O einer Fliche F werden zwei zueinander
senkrechte Achsen gelegt (Abb. 210). Die iiber die ganze Fliche genommenen
Summen

szfy-dF, Syzfx—-dF, S:fr-dF

> bezeichnet man als statische Momente der Fliche in bezug
FI auf die z- bzw. y-Achse bzw. den Punkt O; gemessen werden

0 sie in cm3.
1_// Nach dem Schwerpunktssatz (8. 13) ist nun

Sy =1F - 9,, Sy=7F-«,, S =F-ry,
Abb. 210. _ ,
worin 74, ¥,, «, die betreffenden Abstinde des Schwer-
punktes der Fliche von O bzw. den dadurch gelegten Achsen bedeuten.
Fillt O mit dem Schwerpunkt der Fliche zusammen, so sind die statischen
Momente 0.

Die Momente zweiter Ordnung
I =fy2-dF, Jy :wa-dF, J=[rz-ar
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heiBen in Ubereinstimmung mit den Bezeichnungen S. 86 die Triigheitsmomente der
Fliche in bezug auf die 2- bzw. y-Achse bzw. den Pol 0; sie werden gemessen in em?.
Aus der Erklirung folgt sofort: Das Tréagheitsmoment einer Fliche in
bezug auf eine gegebene Achse ist gleich der Summe der Tréigheitsmomente
der Teile dieser Fliche in bezug auf dieselbe Achse.
Da bei einer Verschiebung der
einzelnen Flichenteilchen parallel zur 4
Bezugsachse kein Glled der ersten beiden IN\22
b 11», b

Formeln gedndert wird, so beh#lt das
Tragheitsmoment denselben Wert.
Die Abbildungen 211 zeigen demnach
Fldchen gleichen Trigheitsmomentes in be- Abb. 211
zug auf eine beliebige wagerechte Achse. T
Ebenso bleibt das Trigheitsmoment in bezug auf einen Punkt unveréindert,
wenn einzelne Flachenteile um den Punkt beliebig gedreht werden.

Mit Hilfe des Satzes des Pythagoras erhalt man sogleich den Zusammenhang

J=J,+ Jy.
Fillt O mit dem Schwerpunkt der Fliche zu- /T *

sammen, so ergeben sich ganz bestimmte, sogenannte “Ty

Haupttrigheitsmomente in bezug auf die Schwer- o] 3 i

achsen bzw. den Schwerpunkt \\ /
Ist J, = f x2-d F das Trigheitsmoment in bezug —

auf eine Schwerachse, so ist das in bezug auf eine dazu Abb. 212.

parallele, im Abstand a gelegene Achse (Abb. 212)
Jz[(x—}—a)ﬂ-szfx2-dF+f2a-x'dF—{—faz-dIf‘.

Da nun in bezug auf den Schwerpunkt

Sy=[z-dF =0

J=J;+F-a?

Auf welcher Seite der Schwerachse der Punkt O liegt, ist dabei gleichgiiltig. Das
Haupttrigheitsmoment ist das kleinste in bezug auf alle méglichen par-
allelen Achsen bzw. alle mdglichen Pole.

Ist J; das Triigheitsmoment der Fliche in bezug auf irgendeine Achse im
Abstand a; von der parallelen Schwerachse, und J, das in bezug auf eine andere
dazu parallele Achse im Abstande @, von derselben Schwerachse, so gilt

Jy=Jd;+F-ai uwd J,=J,+F-ai.
Durch Subtraktion beider Gleichungen findet man
Ji=Jp+F-(0f—a)) =Jy + F - (ay + ap) " (0, — @),
worin nur die absoluten Betriige der @ ohne Riicksicht auf
eﬂ
r?

ist, so wird

das durch die Lage gegebene Vorzeichen einzusetzen sind. '

Ef
Dividiert man das Trigheitsmoment in bezug auf eine 5
Schwerachse durch den zu ihr senkrechten Abstand des L/
duBersten Flichenteilchens, so ergeben sich im allgemeinen
zwei verschiedene Widerstandsmomente (Abb. 213) Abb. 213.

J
W, = kA und Wy=—,

e ey
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gemessen in cm3. Bei Flichen, deren Einzelteile symmetrisch zu der gewéhlten
Schwerachse liegen, sind die beiden Widerstandsmomente einander gleich :

y _J
dyL 5 e
’ 5 z 1. Rechteck (Abb. 214). In bezug auf die eine Kante b ist
_J~ J.__h2.d11"...h2.b.
. 1 =JY =/y dy,
d 0 0
oder
Abb. 214. Jy=1L1-b-h3.

Fiir die parallele Schwerachse wird dann das Haupttrigheitsmoment
h\® (1 1 )

A8V = (2 — 2
J=J, —F ( ) b-h 3 ,

2 4
also
b-hAd
=
Hieraus ergibt sich das Widerstandsmoment mit e =%
b-h?
W= —5
£ 7 T N N
hi- 7b, ’%bz _':l)’\ b, — _%_1 ﬁ%b,
5 NN N h,
T N\ ,, ‘
Ol %2
Abb. 215. Abb. 216.

Beide Formeln gelten auch fiir ein Parallelogramm von gleicher Breite und Hohe.
Fiir das Quadrat von der Seitenlinge % erhilt man in bezug auf eine zur Kante parallele
Schwerachse " 4
J = ‘E' bzw. W= ?.
Fiir das symmetrische, hohle Rechteck der Abb. 211 und die daraus durch seitliche
Parallelverschiebung gebildeten Flichen ergibt sich in bezug auf die zur Breite parallel Schwer-

achse das Trigheitsmoment
1
J =15 [by « B3 — (by —b,) - Y],

das Widerstandsmoment betréigt demnach

W:%.(bfm-«b——_?;bl ).
In gleicher Weise folgt fiir den Kreuzquerschnitt und die daraus durch parallele Ver-
schiebung abgeleiteten der Abb. 215

1 ; 5
J—_—‘ﬁ‘(bl'h‘f‘}'bz‘ 8

1 . b
W=-6—-(b1-h1+—h:-hg).
2, Dreieck. Das Parallelogramm der Abb. 216 wird durch die zur Seite b parallele Schwer-
achse und die eine Diagonale in 4 Flichen zerlegt, die zu je zwei symmetrisch zur Schwerachse

liegen. Infolgedessen ist
Jy=J, ud Jy3=J,.
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Die Addition der beiden Gleichungen ergibt dann
Ji+Jy=Jp+Jy=J"
Die Trigheitsmomente J” der beiden durch die Diagonale gebildeten Dreiecke sind in bezug
auf die Schwerachse des Parallelogramms einander gleich und daher halb so gro8 als das J,
des Parallelogramms.
In bezug auf die zur Grundlinie b parallele Schwerachse des Dreiecks erhilt man nun

) h)2_1 bk  b-h3
J=J—=F (a =3 13 T 236
also "
b.
T =35

Daraus ergeben sich die beiden Widerstandsmomente
b-h®> 3 b-h?

M= %=
b-h® 3 bk
We=—3""3h~ 2

Fir eine durch die Dreieckspitze gehende, zur Grundlinie parallele Achse ist
2.\2 - b-h* b-h*-4 b-A°
J"=J+F'<§h): 36 2.9 ~ 4
Fiir ein gleichschenkliges Dreieck von der Schenkellinge % mit einem rechten Winkel
an der Spitze betrigt die Héhe nach dem Satz des Pythagoras b, = % V2 - k. Damit gibt
der Wert von J” das Triigheitsmoment in bezug auf die Grundlinie von der Lénge 2 hy (Abb. 217).

— . \3 1
JI:i'h'V2'<%‘l’/2‘h) i

12 T2
Das Tragheitsmoment des Quadrates von der Seitenlinge % in bezug b
auf die Diagonale ist das Doppelte hiervon:
At
J == E, .

ebenso grof3 wie in bezug auf die zur Seite parallele Schwerachse. Das
Widerstandsmoment in bezug auf die Diagonale ist jedoch Abb. 217.

_J B2 p.)2
Sk 12 g3 12

w

3. Kreis. Zerlegt man die Kreisfliche durch Halbmesser in

sehr schmale Dreiecke von der Grundlinie & b (Abb. 218), so ist fiir m 4
d%/

jedes Dreieck das Trigheitsmoment in bezug auf eine parallel zu
d b durch den Kreismittelpunkt gelegte Gerade

J=""a
dJ = Z +db.
Durch Summierung iiber den ganzen Kreis erhilt man so sein Abb. 218.
Trigheitsmoment in bezug auf den Mittelpunkt
1 / 73 o,
J],-—-z . db»—z-2 14 T—-E' 7,
oder mit r = 1 d
T
2.
Jp,= 33 dar.

Da im Kreis J, = J, ist, so folgt das Trigheitsmoment in bezug auf eine Schwerachse zu

_ T .
J_64 @,
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und daraus das Widerstandsmoment
V — i e 3 — Q . g3
W = 33 d 0,028 175 - d3.

Fiir die konzentrische Kreisringfliche vom Auflendurchmesser D und dem inneren d
wird in bezug auf eine Schwerachse

gl g (3]

4
Fiir verschiedene Hohlungsverhiltnisse % kann der Faktor — [ 1 ———(z) } der Abb. 219
entnommen werden. 32

4. Ellipse. Aus dem XKreis erhilt man eine

910 - Ellipse, indem man alle parallelen Sehnen des Kreises
< %% im Verhaltnis -h— (Abb. 220) vergréBert (S. 15). Nun
0,08
| |40, st ja fiir den K:ce1s in bezug auf die Achse 44
0,06 — Jo=[y*-dF,
005  also fir die Ellipse
%04 ., kb h hox
| gos J:[y“—b—-dlf’:?-,]o:-l;—-a-b.
0,02 also
a — e 3
0,01 J 6 4 <k b3,
[-3Y; 06 o7 08 09 70 .
2 Hieraus folgt das Widerstandsmoment
Abb. 219.
W= 5"h-0b2
B

—————— In bezug auf die Achse BB der Abb. 220 sind
N b und b zu vertauschen.

b Das einfachste Verfahren zur zeichnerischen
| Ermittlung des Trégheitsmomentes zusammenge-
L setzter Flichen in bezug auf eine gegebene Achse ist

————— - das folgende: Man zerlegt die Fliche in die Einzel-

’

L r P _f flichen F;, F,, Fy ..., berechnet deren Inhalte und
bestimmt ihre Schwerpunkte, zieht durch die letzteren
Abb. 220. die Parallelen zu der gegebenen Bezugsachse, sowie im

A E B E ¢ K D

E

T
| /
1 /
| / /
- ' /
a=Sem E # / y; )
I 3 / / y
! / /
| / i
' o B ¢ D A G HE,
Abb. 221.

Abstande @ = 5 oder besser 10 cm davon eine weitere Parallele (Abb. 221). Auf ihr trégt man
von einem beliebigen Punkt 4 aus die Inhalte Fl, F,, Fy... in einem beliebigen Lingen-

maBstab, etwa 1 cm? = 2 mm, als AB, BO’ CD. .. hintereinander ab und zieht dann von
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einem beliebig auf der Bezugsachse angenommenen Pol O die Strahlen 04, 0B..., die auf

den einzelnen Schwerlinien die Strecken 4,B,, B,C,, C;D;. . . abschneiden. Ahnlichen Drei-
ecken entnimmt man z. B.

— Fi-y
4, B, = 1(11 1,

d. h. diese Strecke stellt das statische Moment des Flichenstiickes fiir die Bezugsachse dar,

und zwar bei dem gewihlten Mafistab 1 cm = -1% cm?,

Man trigt sie jetzt mit dem Zirkel von O aus auf der Bezugsachse hintereinander als
OB’C’D’ ab und zieht von D aus die Strahlen nach B’, ¢V, D’. Das parallel zu diesen Strahlen
zwischen die Schwerlinien eingetragene Seileck 4,B,C, DB, schneidet dann mit seinen dulersten
Seiten auf der Bezugsachse die Strecke A,Z, ab, die das Trigheitsmoment der ganzen Fliche
darstellt. Denn es ist z. B. aus dhnlichen Dreiecken

16080

AOO Y1 B.yl Y Fl'yi

=4,B, s = 2 2 = 2 YL
¢4 1P g a a a2

und zwar ist bei den gewiblten MaBstiben 1 cm = %6 cm?,

Das Verfahren a8t deutlich den Anteil der einzelnen Flichenteile am statischen und
Trigheitsmoment hervortreten.

Dividiert man das Trégheitsmoment in bezug auf eine Schwerachse durch die
ganze Fliche, so erhilt man das Quadrat des Trigheitsarmes der Fliche in
bezug auf die gewdhlte Achse:

o I
T 7 .

Dividiert man das Widerstandsmoment W durch die Fliche F, so erhilt
man die Kernweite o der Fliche in bezug auf die betreffende Schwerachse:

0 = —.

F

4. Die Biegungsbeanspruchung.

Reine Biegungsbeanspruchung findet statt, wenn die duferen Krifte
zweiin derselben Ebene nach entgegengesetzten Richtungen wirkende Dreh-
momente ergeben, wie z. B. im Fall der Abb. 222, wo die dufleren Belastungen P
und die zugehoérigen Auflagerkriifte N die beiden Biegungsmomente M, liefern.

Die auf der einen Seite der Triigerhohe & befind-.
lichen Langsfasern erfahren eine Streckung, so daB dort
Zugbeanspruchung auftritt, und die auf der Gegen-
seite befindlichen werden gestaucht, erleiden also
Druckbeanspruchung. Dazwischen liegt eine Faser-
schicht, die unveréindert, also spannungslos, bleibt,
die Nullschicht.

Ein Versuch mit hinreichend biegsamen Stoffen,
wie Weichgummi oder Blei, zeigt, daB, abgesehen von
geringfiigigen Abweichungen, wurspriinglich par- 0
allele, zur Biegungsachse senkrecht verlaufende, gerade Abb. 222,
Mantellinien des Stabes nach der Biegung gerade
geblieben sind, jetzt aber einen kleinen Winkel miteinander bilden. Man
nimmt nun an, und bei hinreichend schmalen Trigern auch mit voller Berech-
tigung, dafl die ganzen Querschnitte sich in derselben Ebene bewegen wie ihre

Stephan, Grundziige 8
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iufleren Mantellinien, dafl also zwei benachbarte, urspriinglich parallele Quer-
schnitte sich in einer senkrecht zur Ebene der biegenden Kriftepaare liegen-

den CGeraden O schneiden (Abb. 222). Die Lage dieser Schnitt-
A D p achse wird dadurch bestimmt, dafl die beiden Querschnitts-
flichen, wie im unverbogenen Zustand, senkrecht zur Null-
schicht stehen.

B .\ In der Abb. 223 sind zwei benachbarte Querschnitte 4 B
und C D herausgezeichnet, die urspriinglich tiberall den gleichen

Abstand BEF = d [ hatten. Trégt man noch die urspriinglichen
Absténde B D" und 4 (" ein, so erhdlt man als gréfite Verlingerung
im Abstande e, von der Nullschicht dl; = D’ D und als gréBte
Verkiirzung im Abstande e, von der Nullschicht @2, = ¢" €. Aus
den ahnlichen Dreiecken

Abb. 223.
FDD ~FOC ~0OEF

folgt nun
ai, e dl, e,

ar o’ il o’
Solange die Dehnungen den Spannungen unmittelbar entsprechen, kann man
beide Gleichungen umformen in

Sie gestatten, innerhalb der angegebenen Grenzen die Spannungen zu be-
rechnen, die in einem Korper auftreten, der nach einem gegebenen Kriimmungs-
halbmesser ¢ gebogen wird, wenn die Lage der Nullschicht bekannt ist.

Ist der Querschnitt des Trigers symme-
6 A ______ —<——-—1 trisch zur Ebene der auf ihn einwirkenden
- ar Biegungsmomente M; und verlaufen die
. Spannungen bei dem fraglichen Baustoff inner-
1?/ halb der Beanspruchungsgrenzen entsprechend
den Dehnungen, so ergibt sich bei der Biegung
e, das Spannungsbild des linken Teiles der Abb. 224.
Die Spannungen stehen senkrecht zur Querschnitts-
B -t flache, sie haben in der Nullschicht E den Wert 0;
2 die Zugbeanspruchungen steigen von dort gerad-
Abb. 224. linig bis zu o, im Abstande ¢, von der Nullschicht,
entsprechend die Druckspannungen bis zu o, im
Abstande e,. Die Spannung ¢’ an beliebig herausgegriffener Stelle ist iiber die
ganze Breite des zugehorigen Querschnittsteiles d F dieselbe, da ja die Dehnungen
tiberall dieselben sind. Die gesamte im Abstande y von der Nullschicht wirkende
Spannkraft ist also d P =0¢"-d F.

Die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen ergeben jetzt
fur die Krifte:

[o-aF =0,
fiir die Momente:
[/ AF - y= M,,
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worin die Summierung ither den ganzen Querschnitt zu erfolgen hat. Nun ist
aus dhnlichen Dreiecken

Damit lautet die erste Bedingung

gz-/y-(lF:O.
e .

Hierin ist f y - dF = S, das statische Moment der Fliche in bezug auf die Null-
schicht. Es wird nach S. 12 gleich 0, wenn es auf eine Schwerachse bezogen wird.
Demnach geht die Nullschicht bei dem vorausgesetzten Dehnungsgesetz
durch den Schwerpunkt jedes Querschnittes; das gilt auch, wenn der Tréger
nicht prismatisch ist.
Die zweite Bedingung lautet entsprechend

M; :ﬁ-/yﬂ-dﬁ’.
e

Die Summe ist das Trigheitsmoment der Querschnittsfliche in bezug auf die
Nullschicht oder zur Biegungsebene senkrechten Schwerachse:
M,

My = % c 0y = J - Oy 4

1 62

Der Ausdruck ier—: W ist das Widerstandsmoment \% M

der Querschnittsfliche, und man erhilt so die Grund-
gleichung der Biegungslehre b 12

Mb =W. Oy,
Oz A

l}

worin bei einem zur Nullschicht unsymmetrischen %m v

Querschnitt das kleinere W einzusetzen ist. !

Die zuléssige Biegungsbeanspruchung ist im all- w
gemeinen gleich der zuldssigen Zugbeanspruchung. Abb. 225.

Ist der Tragerquerschnitt ein Rechteck oder der Unterschied zweier oder
mehr Rechtecke mit derselben Schwerachse, wie das X- oder [-Profil,
jedoch nicht das L.- oder "L.-Profil, so 1at sich die Untersuchung auch fiir eine
schiefe Belastung sehr bequem rechnerisch durchfiihren.

Das gegebene Biegungsmoment wird zerlegt in die beiden Seitenmomente
M, senkrecht zur Hauptachse x des Querschnittes und M, senkrecht zur
Haupt-achse y (Abb. 225). Jedes fiir sich liefert die in den Nebenfiguren ge-
zeichneten Spannungen o, bzw. ,, die sich in den Ecken des Querschnittes
addieren zur groéfiten Biegungsbeanspruchung

M, M, ( M, W, )
Wx ., w,~w. \L T W,
oder . M, (1 . M, C>
T W, M, )’
. . . W, h
Fiir einen rechteckigen Balken ist ¢ = W=
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Fiir das [ und X-Profil ist ¢ der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen:
6% 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

c= 349 4,70 4,85 546 584 634 6570 7,08 7,30 7,58 7,78 7,84 7,89
I 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
e = 7,02 7,38 7,66 791 813 823 840 848 8,67 886 9,04 923 9,38

Der Querschnitt prismatischer Triger wird aus dem grofiten, gewshnlich
nur an einer Stelle auftretenden Biegungsmoment berechnet, so dafl der Baustoff
an allen anderen Stellen nicht voll ausgenutzt wird. Fir die Materialausnutzung
gimstiger sind Tréger, bei denen in allen Querschnitten die gerade zuldssige Bie-
gungsbeanspruchung stattfindet. Bedingung fiir diese Triiger iiberall gleicher
Biegungsanstrengung ist

x

W,

Freilich verlangen die Riicksichten auf andere Konstruktionsanforderungen
und bequeme Herstellung gewdhnlich Abweichungen von der genauen Innehaltung
dieser Gleichung. Wenn es darauf ankommt, daB der betreffende Triiger moglichst
nachgiebig ist, also bei Federn u. dgl., die Stofbelastungen aufnehmen sollen, so
nihert man die Ausfithrung dem Tréger iberall gleicher Biegungsanstrengung nach
Moglichkeit, da er weniger starr ist als der an den meisten Stellen erheblich geringer
beanspruchte prismatische Triger.

= const.

gy =

5. Die Schubbeanspruchung.

Reine Schubbeanspruchung liegt vor, wenn die &dufBleren Krafte
senkrecht zur Stabachse auf denselben Querschnitt einwirken und zwei
Mittelkréfte ergeben, deren Wirkungslinien zusammenfallen und durch den
Schwerpunkt des Querschnittes gehen. Sie
tritt bei Konstruktionsteilen gewohnlich nur in Ver-

dy/ i __ v, bindung mit anderen Beanspruchungen auf.
,_idx Bezeichnet wieder
5, #AT, . w s . .
@ die GroBe jeder Mittelkraft in kg,
dz R F die Grofie des Stabquerschnittes in cm?2,

so kann fiir die in kg/em? gemessene Schubspannung

/ T,+dr,
e R angesetzt werden:
Q
Abb. 226. =7

die jedoch nur einen Mittelwert der Schubspannung liefert.

Im allgemeinen verteilen sich die in einem Stab auftretenden Schubspan-
nungen immer iiber eine Anzahl paralleler Querschnitte. In zwei dicht benach-
barten Flichenteilchen d F, konnen sich deshalb die Schubspannungen nicht
wesentlich voneinander unterscheiden, da die sehr kleine Zu- oder Abnahme d<t
dem endlichen Wert 7 gegeniiber verschwindet. Auf ein zwischen den beiden
Flichen befindliches Korperteilchen nach Abb. 226 wirkt nun in dem oberen Quer-
schnitt dF, = dy- dx die Schubkraft 7, nach der eingetragenen Richtung und
in der gegeniiberliegenden gleich grofien Fliche die Schubkraft 7, + d7; auf das
Korperteilchen haltend, also nach der entgegengesetzten Richtung ein. Beide er-
geben zusammen ein Drehmoment

M,=(dy-dz-1)-dz,
das das Korperteilchen zu drehen sucht. Tatstichlich ist es jedoch im Gleichgewicht.
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Dieses Gleichgewicht kann nicht durch Zug- oder Druckspannungen hervorgerufen
werden, die itber die Begrenzungsflichen oder einzelne davon gleichméBig verteilt
sind und daher kein Drehmoment liefern kénnen ; dazu sind vielmehr wieder Schub-
spannungen 7, nétig, die in den Flichen dF, = dy - dz wirken, wie Abb. 226
angibt. Thr Drehmoment ist

M,=(dy-dz-1,) dx.

Durch Gleichsetzen der beiden sich aufhebenden Drehmomente erhilt man z; = 7,:

An jeder Stelle eines Korpers treten etwaige Schubspannungen
paarweise auf; sie sind gleich groB und bilden miteinander einen rechten
Winkel.

Unter dem Einflufl dieser Schubspannungen ver- D
zerrt sich ein urspriinglich rechtwinkliges Korperteilchen ~— ~§C” /7D
ABOD so, wie Abb. 227 andeutet. Dividiert man die D
in der Richtung der einen Schubspannung statt-
findende Verschiebung gg /= _D_l?” = & durch den ur-
springlichen Abstand EC = FD = y von der unver-
andert bleibenden Mittelachse EF, so stellt der in
Bogenmall gemessene kleine Winkel

F

-~ A’
—_ 2 é , Abb. 227.
EC Y
um den sich der rechte Winkel geindert hat, die Schiebung dar.
Zwischen Schiebung und Schubspannung gilt anndhernd innerhalb derselben
Grenzen wie zwischen Dehnung und Zug- oder Druckspannung der Zusammenhang

y=f-1= a "
Hierin ist § die in cm2/kg gemessene Schubziffer und & die in kg/cm? gemessene
Gleitziffer.

Wie die Abb. 227 zeigt, wird bei der durch die Schubspannungen hervor-
gerufenen Verzerrung des Korperteilchens die eine Diagonale AD gedehnt und die
andere BC verkiirzt. Dieselbe Verzerrung wird auch von zwei aufeinander senk-
recht stehenden Zug- und Druckspannungen hervorgerufen, die gegen die Schub-
spannungen um je 45° geneigt sind und ebenso grof sind wie diese.

Durch Vergleich der beiden beschriebenen Verzerrungen miteinander 148t
sich leicht die Schubziffer durch die Dehnungsziffer und die Querdehnungszahl
ausdriicken :

f=2-(14+»-a.
Je nach der Grofle von » erhdlt man:
» = 0,25 0,28 0,30 0,33 0,35 0,40
é = 2,50 2,56 2,60 2,66 2,70 2,80.
Der Zusammenhang gilt, wie die Versuche bestéitigen, nicht nur, solange die

Dehnungsziffer o unverinderlich ist. Wird die Beanspruchung weiter getrieben,
8o ist auch der entsprechend gréflere Wert von « einzusetzen.

Durch Auftragen der Schiebungen und zugehorigen Spannungen erhdlt man
Figuren, die denen der Abb. 203 bzw. der Abb. 208 genau entsprechen ; nur wird
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die Flie3- bzw. Streckgrenze bereits frither erreicht. Bei verhaltnismiflig weichen
Stoffen, wie Kupfer, weichem FluBeisen usw. ist

Ty Y O, 80-0 o
bei harten Stoffen, wie FluBstahl, harter Bronze usw. ist

7~ 0,50 - op.

6. Die Durchbiegung.

Ein irgendwie belasteter Triger sei an einem Ende wagerecht eingespannt.
Unter der Last verbiegt er sich so, daf das freie Ende mit der Wagerechten den
Winkel @ bildet und sich um die Strecke f senkt (Abb. 228).

Man entnimmt der Abb. 228 sofort

7 l . d dx
y L ="
%ﬁlﬂf Nun ist nach § 114
1 a-0,
Q e

worin ¢, die Biegungsbeanspruchung an der Stelle z be-
zeichnet, und

Abb. 298. worin M, und W, das Biegungsmoment bzw. das Widerstands-
moment des Stabquerschnittes im Abstande z vom freien Ende
darstellen.

Man erhialt so

1
0 Iy

und damit wird
l

o
(IJ:(‘)[Z'MQ;'(I/Q:-

Bei einem prismatischen Triiger aus homogenem Material sind « und J unter-
halb der Elastizititsgrenze unveriinderlich. In dem Fall lautet also die vorstehende
Gleichung

1
p = To;— . / M, - dzx.
b
Die Summe gibt den Inhalt der Momeéntenfliche des betreffenden Triigers

und seiner Belastung an:

Der Winkel, den das freie Ende des eingespannten prismatischen
Trigers mit der Einspannungstangente einschlieBt, ist gleich dem

%—f&ehen des Inhaltes der Momentenfliache.
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An einer beliebigen Stelle, z. B. im Abstande z vom freien Ende, erhdlt man
den Winkel @,, indem man den Inhalt der Momentenfliche zwischen den Léngen x
und [ ansetzt:

ot

Die Durchbiegung am freien Ende ergibt sich nach Abb. 228 aus d = z- dg.

Wird hierin der Wert dg = c—lof eingesetzt und die vorstehende Rechnung wieder-

holt, so folgt allgemein
!
f:/%-ﬂ[x-x-(lm,
0 T
und fir den prismatischen Trager
!
f:g—~[Mm-x'dm.
0

Die Summe stellt das statische Moment der Momentenfliche in bezug auf
das freie Ende des Trégers dar:

Die Durchbiegung des prismatischen Trigers, von der Einspannung-

tangente aus gerechnet, ist gleich dem %fachen des statischen Momentes

der Momentenfldche in bezug auf das freie Ende.

An einer beliebigen Stelle # vom freien Ende erhélt man entsprechend der
obigen die Durchbiegung

!
o
? :7-f]l[x~x~llw.
T
Auf zwei Stittzen frei aufliegende Triger mit symmetrisch zur Mitte gelegener

Belastung werden einfach in zwei gleiche eingespannte Freitriger zerlegt und ent-
sprechend berechnet.

Ist der prismatische auf zwei Stiitzen PR @2 ’
liegende Trager durch eine senkrecht zur 4} P, 5
Verbindungsgeraden der beiden Stittzpunkte N} 3 Yy N,
stechende Einzellast P nach Abb. 229 un- 2 ;r“,r - X2

symmetrisch belastet; so liegt die Stelle der !
gréften Durchbiegung f, wo der durchgebogene
Tréger parallel zur urspriinglich geraden Linge My
1 verlduft, nicht unter der Last P, sondern
ist so verschoben, daf} die Momente der beiden
zugehorigen Teile der Momententliche in be-
zug auf die freien Enden 4 bzw. B einander Abb. 229.
gleich sind. :

Das Moment des rechten Teiles der Momentenfliche in bezug auf die Stelle B
ist nun

1 ay — ¢ 2
/ — - M . 2T —
M, 5 (@ — ¢) - My p 3 (aty — €),
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das des linken Teiles in bezug auf die Stelle 4 wird zuerst, wie gezeichnet, als
Dreieck gerechnet, worauf das Moment der beiden kleinen, zu viel gerechneten
Dreiecke abgezogen wird:

1 2
M=o My U S a0
1 2
——c* M- (a —}—%)-(al—k—g—c).

1 2

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhilt man
(a,—0)* (@ +0P a1+az (_?{%4“6).
@y o, *ay 2
Nach Auflgsen der Klammerausdriicke und Multiplikation der Gleichung mit
@, * @, ergibt sich hieraus die Bes‘oimmungsgleichung

P2 ayc 03 (@ — ap) ay =0,

oy

Hierin bezeichnet a, den lingeren und a, den kiirzeren von der Last gebildeten
Abschnitt der Trigerlainge. Die Strecke ¢ ist von der Last aus stets nach der
Seite des laingeren Abschnittes abzutregen.
Die grof8te Durchbiegung selbst erhélt man jetzt durch Einsetzen des
. . . . a; —a&,
Wertes von a, — ¢ in die obige Gleichung fir M, mit My = P. -2

3 ay

2
o

.p.

f

i
ol e
~|

S

oder
1 « a, (12— a\¥
fe o . .p. (T ™M
f_3 J ! l ( 3 )’

worin a; stets den kleineren Abschnitt angibt.
Die Neigungswinkel an den freien Enden ergeben sich durch Multiplikation
des Inhaltes der beiden bis zur Stelle der gréBten Durchbiegung gerechneten

Momentenflichen mit dem Faktor %. LaBt man also in den Gleichungen fiir 2,

und M, die letzten Faktoren weg, so wird

1 « 1 « a5 Gy 4 2ay
A A T I AR I S P
oder
_1 D . < a.l)
(p2_6 J r Ay~ Uy 1'*_7
und
1 « a,-ay, [(a, + c)? <l 1>’
=—-._.p. 2.{ 1 — 2= _;
=37 l a, ¢ \al+a2

oder nach einigen einfachen Umformungen:
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Die Durchbiegung y an einer beliebigen Stelle C, etwa im Abstande
vom Endpunkt 4 und z, vom Endpunkt B (Abb. 229) wird, wie folgt, gefunden:
Der linke Tréagerteil von der Linge «; ist an der Stelle ¢ unter dem vorliufig noch
unbekannten Neigungswinkel ¢ zur Wagerechten eingespannt. Die Auflagerkraft

N, =P- %g biegt ihn gegeniiber der an C gelegten Tangente nach oben durch

um den Betrag
l « ;
flzg'j'N1'w'f>

so daB die gesamte Durchbiegung des freien Endes A4 gegeniiber C betrigt
y=/h+a-tge.

Der rechte Tragerteil von der Lénge x, wird gegen dieselbe Tangente am Ende B
nach oben durchgebogen um den Betrag

R
f2=§ "le - a,
an der Angriffsstelle der Kraft P nach unten um
” 1 o ,
> =§'j'P‘(x2““2)"~
Diese Durchbiegung vergrofert sich bis zum Ende B um
" 1 “
2 :“2'5'7'])'(%2_%)2-

Der Schnittpunkt der Tangente an C mit der Wirkungslinie von N, liegt um die
Strecke

e

o =y tg g
unterhalb von C, so daf sich ergibt
y+ L+ + R =h

Dividiert man jetzt die erste Gleichung fir y durch «; und die zweite durch 2,,
so liefert die Addition beider

1 1 1 o a 1 « a
N - = .. p.22, 2 Z. . pL a2
1 « (g —ay)® 1 « (2, — ay)?
_ 2.2 pBEB T %) 2 % p, e )
3 J T, 2 J P-ay Ty

Der Neigungswinkel ¢ hebt sich heraus, und man erhilt, wenn jetzt alle Glieder
mit #, - I multipliziert werden,

1 « x . 3
g/=§'l—]—'P-—Zé'[%‘x%'mz—{—al‘xg—k(xz—-a2)3—«~2~-az-l'(xz-—az)z}.
Lést man die Potenzen von (z, — a,) auf, so folgt schlieBlich

1 o z, * @, o
?/::‘6'7'})2' ! 2o[8a —ad — 23, (w, — x)],

worin die Bezeichnung P, angibt, dal} sich die Last auf der Lange =, befindet.
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Befindet sich die Last P, auf der Linge «,, wie im Fall der Abb. 230, so lauten
die beiden Gleichungen fiir die Durchbiegung:

a, (F s B linke Seite: y — /1" + /' + #H" = f{,
| 1
N( rechte Seite: y + 2, - tgp = f,.
4 y 2
%* i == ——— Die gleiche Rechnung wie oben liefert dana
by — 7= dieselbe Gleichung, nur sind die Zeichen 1
= Ath. 230 und 2 vertauscht:
1 &« Ty * O 5 o
Y= E'F'Pl"‘z“l*]" [8a} —a} — 22 (x, — @)
Die Durchbhiegung unter der Last P ergibt sich hiernach leicht zu
1 « at - a?
M e fp=g 5 P =
T ,g ¥ Wird der Triger nur durch ein Bie-
% N, —2 | X2 . gungsmoment M, beansprucht (Abb. 231),
L — das iiber der Unterstiitzung durch die Kraft
Abb. 231. N, angreift, so ergibt sich die Durchbiegung
fur den Teil links von C aus
1 « I
y—@ctge=g-—=-M-n—g3 ‘7'1\1'$§,

und fiir den Teil rechts von C aus

worin Ny = N, = —l—-l einzusetzen ist.

Die gleiche Rechnung wie vorher liefert- dann die Durchhiegung
J— 1 . o .

V=57
Der Neigungswinkel g, tiber der Auflagerkraft N, ergibt sich entsprechend zu

ﬂzlﬁ—l’—“ﬁ-(zjuxz).

o 1 « o
pr=¢+ 5 Mo —5- 5 Ny,

worin der aus der zweiten Gleichung fiir y folgende Wert von ¢ = tg @ einzusetzen
ist. Damit wird schlicBlich
1 «
Y= § -:]—-Jlll-l.

Durch Zusammennehmen der vorstehenden Gleichungen kann die Endneigung
und beliebige Durchbiegung fiir jeden frei auf zwei Stiitzen liegenden, durch Einzel-
krifte belasteten Triger schnell bestimmt werden.

Wird das Drehmoment itber der Stiitzkraft N so groB, daB der Neigungs-
winkel ¢ = 0 ist, so heilt der auf zwei oder mehr Stiitzen liegende, durch senk-
rechte Krifte belastete Triiger vollkommen eingespannt. Das Einspannungsmoment,
M, ist dann vorliufig unbekannt,
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Ist die Belastung @ tiber die ganze Linge I des prismatischen Trigers gleich-
miBig verteilt (Abb. 232), so ergibt die Gleichgewichtsbedingung mit Beriicksichti-
tigung der Symmetrie der Kréfte nur
N = }@. Das Einspannungsmoment lie- ;ﬂ_—x-q :
fert die Uberlegung, daB die Durchbiegung Me% ! M,
f des durch @, N, M, belasteten Frei- ;U:[[m:[ ﬁllll
trigers der Abb. 238 gegeniiber der Ein- o 1
spannungsstelle den Wert 0 hat: ’

N

i

n 5 " 72 Abb. 232.
o
+j'Q‘8—‘—7'N'3+ M, 5 =0,
also Q-1
M, = 13

Das Biegungsmoment in der Mitte 7 Abb. 233.

folgt jetzt nach Abb. 234 leicht zu
My =M, — N - ‘f‘ 9 iy
also u Q1 1
mT o4 T 9 e Abb. 234.

An irgendeiner beliebigen Stelle im Abstande x von der Einspannungsstelle
(Abb. 232) ist

ﬂ!x=~Me+Z\T-x—Q-~oli-

Die Stelle, wo das Biegungsmoment O ist, also der Tréger gerade bleibt, die
elastische Linie einen Wendepunkt hat, bestimmt sich demnach aus

e, e

-2
0= +oe—Qr

Z1

l /4
x:,f_z_.<1+] 1__€>:0,2113-l.

Der zweite Wert ist die Lange bis zum gleichgelegenen Wendepunkt auf der anderen
Seite der Trigermitte.

Wirkt auf den Trager eine Einzellast Pin der Mitte der Linge [, so lautet
die Durchbiegungsgleichung des einen Endes gegeniiber dem anderen:

& P (1N P l)z l 1P 1 N
S5 ) -3 <‘z‘ 33 g b M=o
Sie ergibt das Einspannungsmoment

Pl

Me = *g'

Damit wird das in der Mitte wirkende Biegungsmoment ebenfalls

P-1
Mm:——s—'.
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Bei beliebiger Stellung der Einzellast P auf dem beiderseits in derselben
Hohe eingespannten prismatischen Tréger (Abb. 235) ist die Durchbiegung des
Endes 1 gegeniiber der Einspanuungsstelle 2

& P . P Ny o 1 ]
oI e, — =L =M, 12 =0
J [‘}' 3 1 + 2 a; a’l 3 l + P) Ml H
und die Neigung des Endes 1 gegeniiber der Einspannungstangente ebenso
N
. —Oi-+£-a§—-—l-l2—{—M1~lJ=O.
7 a, s J 2 2
M, AM,
N&/_,_% Rechnet man aus der zweiten Gleichung
[
2 i N P
M l=% 1~ a
Abb. 235, 2 2

aus und setzt es in die erste ein, so folgt leicht

2
@

Ny=P == (3a,+ a)

l3
und damit
ay\2
M1 = P'al . 7 .
Das Biegungsmoment an der Belastungsstelle wird
a3 a3
Mpz ——JV11+N1-a1=2-P-~73v»

Die Werte von N, und M, ergeben sich durch Vertauschen von @, und a,
aus den vorstehenden Formeln. Man erhilt so

My _ 2y
My  a
Das Einspannungsmoment ist das gréBere, dem die Last am nédchsten
steht. Das Lastmoment Mp ist stets kleiner, denn es gilt
gll_IJ 2.0
M, -
Nur bei Stellung der Last in der Mitte wird Mp = M,.
Die unginstigste Laststellung erhilt man aus
aM, P d(l—a)-a}

da, IE da, =0
- H a, % zu a, =% 1. Dafiir wird demnach
| 4
fi_I —_ - "P'“—'—~ éMe Muyay = - P-1.
iKY L —  Bf, 27
7|
! : Z Dieser Wert des Biegungsmomentes ist maf3-
Abb. 236. gebend, wenn sich die Last auf dem Triger
bewegt.

Fir einen auf der einen Seite wagerecht eingespannten und auf der
anderen Seite frei aufliegenden Triger nach Abb. 236, der durch eine



Dic Durchbiegung, 125

Einzelkraft P belastet wird, ergeben die Gleichgewichtsbedingungen die beiden
Beziehungen

+ N 1 + N P = P 3

+Ny-a, — Ny-a, + M, =0.
Eine dritte Gleichung mufl die Untersuchung der elastischen Forméinderungen
liefern.

Liegt die Auflagerstelle bei 4 um die Strecke f, unterhalb der Einspannungs-

stelle bei B, so gilt bei einem prismatischen Triger

1 « 1 « 1 «
== Pegd e Pg2eg, — ——e N 13,
/,,3JP(L2—}—2JPcLZa13J1\
also
N.o—p a3 (ay,+15-a) 3-J-f,
,=P.- et LA

I3 o8

Mit N, = P — N, erhdlt man dann das Biegungsmoment an der Ein-
spannungsstelle
M, = P-ay,— N, - (a; + a)

oder
M, = P. “11; %@y + 05 ap) + 3aJl2fl .
Das Biegungsmoment an der Belastungsstelle wird somit
Mp =N, a, = P-a%l;al- (@, + 1,5-a,) —ijo—"—_%’—;—al .

‘Beide Biegungsmomente werden gleich, der Triiger wird also am besten aus-
genutzt fir

Fiur einen Triger auf
drei gleichhohen Stiitzen
ergibt sich nach Abb. 237, daB
die Mittellinie des Tragers auf
der Mittelstiitze den vorlaufig

unbekannten Winkel g, mit der Abb. 237.
Wagerechten bildet. Inderh man

tiir beide Trégerteile die Durch- é
biegungen f, und f, bei 4 . () 1M

bzw. B gleich 0O setzt, erhilt

|
1
man, wie in der vorstehen- T ‘ 3 - ]\[1
den Rechnung, die Auflager- W;‘_&_.: W

krafte

Abb. 238.
1 ay b, . ]
—_—— . PR 2 . . . . P..==- b?) 175.b .b _l.,
Nl ll' (ll + l2) {Pl l1 (a’z + 135 al a’2+ Zl lz) + 9 l2 ( _,+ 1 1 2)

und entsprechend die andere N,. Dann kann bestimmt werden die mittlere Auf-
lagerkraft
Ny=-+ P+ P,— N, — N,
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und die Biegungsmomente
MP1:N1'“1: MPQZNg'b]_, Mm:Nl'll—P]_‘aQ.
Den Verlauf des Biegungsmomentes stellt die Abb. 238 dar. Das Moment tiber

der Mittelstiitze ist im allgemeinen das grofite, wenn nicht die Lasten P dicht
bei den AuBenstiitzen stehen.

7. Die Verdrehungsbeanspruchung.

Reine Verdrehungsbeanspruchung findet statt, wenn die dulleren Krafte
zwei in parallelen, senkrecht zur Stabachse stehenden Ebenen wir-
kende Drehmomente von entgegengesetztem Drehsinn ergeben.

Damit Gleichgewicht an dem Stiick
von der auf der Stabachse gemessenen
Linge ! besteht, miissen die beiden Ver-

I d 4 drehungsmomente M, einander gleich sein.
A"(; ':?_‘—" —— TB 70 Sie wirken dahin, dafl eine urspriinglich
' 7 4 parallel zur unverzerrt bleibenden Achse

Ma verlaufende Mantellinie 4B (Abb. 239) sich

Abb. 239. in eine steile Schraubenlinie AC #ndert,

und die beiden Halbmesser OB und OC des
Endquerschnittes den Verdrehungswinkel vy einschlieflen, der gewdhnlich in
Bogenmaf} angegeben wird.

Das Verdrehungsmoment ruft in den einzelnen, senkrecht zur Stabachse
stehenden Querschnitten nur Schubspannungen v hervor, die jedoch nach den
Darlegungen auf S. 117 von gleichen, senkrecht zu ihrer Richtung verlaufenden
Schubspannungen ¢/ begleitet sind. Infolgedessen miissen am Rande des Quer-
schnittes die Schubspannungen stets und iiberall tangential zur Randbegrenzung
verlaufen.

Die in Richtung der Stabachse verlaufenden Schub-
spannungen verschieben nun die einzelnen Teilchen etwas
aus der urspriinglichen Querschnittsebene heraus, so daf
die Querschnitte sich bei der Verdrehung etwas ver-

K :);\L\ wolben, jedoch bleiben die Symmetrieachsen des
T Querschnittes in der urspriinglichen Ebene.
r Beim Kreisquerschnitt tritt demnach, da alle Durch-

messer Symmetrieachsen sind, keine Verwdlbung ein.

a Es miissen also auch die Halbmesser unverindert gerade

Abb. 240. bleiben, solange die Schiebungen den Schubspannungen

entsprechen, was der Versuch mit Glasstiben bestatigt.

Fir einen beliebigen Halbmesser gilt dann gemiaBl Abb. 240, wenn 7; die am

Umfang auftretende gréBte Verdrehungsspannung bezeichnet, die senkrecht zum
Halbmesser steht,

4

_[I . 7,/
g T
Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehmomente in bezug auf die Stabachse
erfordert

T
My= [v.dF-vr,
0
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worin die Summe auch iiber alle Halbmesser zunehmen, also auf die ganze Fliche
auszudehnen ist. Setzt man hierin den aus der vorhergehenden Gleichung folgenden
Wert von 7’ ein, so wird

My=" [2.arp.
r o

Nun ist

/r’2~(lF:Jp=§7—;—-d4

das in bezug auf den Kreismittelpunkt genommene Trigheitsmoment der Fliche
(8. 111), und man erhélt so die Grundgleichung

J 7
Md:-}"[d:—lg'ds"[d. D

Far den Kreisringquersehnitt nach Abb. 241 ergibt sich
entsprechend mit 7
" D %%

TT
J7,=/r2-(lF:E-(D4~d4)
d

7. a,[ _(iﬂ.
ﬂ{d 16 D 1 D Ty -

Bei der Ellipse stehen die Spannungen 7 nur an vier Stellen des Umfanges
senkrecht zu dem betreffenden Halbmesser, da sie ja tiberall den Umfang tangieren
miissen.

Y

Abb. 241.

o

Haben die ganzen Hauptachsen A
die Lingen b und %, so gilt fir das % : 7z
Verdrehungsmoment 7 °
Mym Bt — 2 Wt 0PN -
16 N Py
Am Ende der lingeren Achse s \\ // y
ist die kleinste Verdrehungsspannung i
des Umfanges
JV[d 6 7z \\
Tmin = )
m? 2 . Wu
Im Innern des Querschnittes ¥; 3 3 7 23
nehmen die Schubspannungen auf Abb. 242.

jedem Halbmesser von dem Aufen-
wert nach der Mitte zu stetig ab, ihre Richtungen sind der Auflentangente parallel.

Beim Rechteckquerschnitt gilt niherungsweise fiir die groBte Spannung 7, max
in der Mitte der lingeren Rechteckseite
h - b2

My = ;& " Temax = § ° W, Tymax -
4,5

DS

Genau erhilt man

My = h~ b2 20
' P
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Entsprechend ist die Schubspannung in der Mitte der kurzen Seite
M,

Tymax:b—,}jg"%-

Die Werte von ¢, und ¢, enthilt die Abb. 242.
Fir die Querschnitte nach den Abb. 243 und 244 von dem Flicheninhalt ¥
und der Stegstirke s kann man ansetzen
s

s vz Z My = 1_(’),‘2?3 * Tmax -
7 - Die grofBte Beanspruchung tritt auch wieder an der
é% dem Mittelpunkt zunéchst gelegenen Stelle auf.

Die Verdrehungsfestigkeit betriigt im Verhiltnis zur

Schweifleisen . . . . . . . . . K,:K,=1=-115
FluBeisen . . . . . . . . .. ~ 1,15
GuBeisen . . . . . . . . .. 0,80 =+ 0,82
Kupfer . . . . ... .. .. 0,80.
Die Verhiltnisse der Streckgrenzen sind bei
weichen Eisensorten und Kupfer . 74:0g= 0,80
ziemlich harten Eisensorten . . . . 0,60
ganz barten Eisensorten . . . . . 0,50.

Die Verschiebung zweier, auf derselben Parallelen zur Stabachse gelegener
Querschnittsteilchen gegeneinander betrdgt nach den Darlegungen S. 117

y=p-r,

f=2-(1+» -«

die Schubziffer des Materials ist.

Ist die Stablinge gemifBl Abb. 239 AB =, so verschieben sich die mit 1,
beanspruchten Randteilchen des Kreiszylinders um den Betrag 7 - . Es gilt
also

worin

rey=Il-y=10-§-1,4.
Mit der Formel fiir z; erhilt man so den Winkel, um den sich die beiden End-
querschnitte gegeneinander verdrehen, in Bogenmafl zu
_p-l-M,
Y= 7,
Bei der elliptischen Umrandung ist der Verdrehungswinkel der im Ab-
stande ! voneinander befindlichen Endquerschnitte

_ﬁ‘l‘Md< k_z)
v=rg )

Fir den Rechteckquerschnitt ist nahezu
ﬂ . l * .Zl/,[a

b-h3- (0,333 - 0,21 - %)

’(/):
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II. Die zusammengesetzte Beanspruchung.

1. Gleichgerichtete Normalspannungen.

Wird ein Teilchen dF eines Querschnittes F durch mehrere senkrecht zur
Fliche wirkende, sog. Normalspannungen o, 0,... beansprucht, die bei Zug-
beanspruchung positiv, bei Druckbeanspruchung negativ angesetzt werden, so
addieren sich die in dieselbe Wirkungslinie fallenden Krifte o, - dF, o, - dF . ..
zu einer Gesamtkraft d P. Dividiert man diese durch die Fliche dF, so ergibt
sich als Gesamtspannung des betreffenden Flichenteilchens

_ar
ar
Normalspannungen werden durch algebraische Addition vereinigt.

Wird also ein Querschnitt F auf Zug beansprucht durch die Kraft P, so gilt
fir die Spannung

o

=o0;+ 0,4+ ...

6,=— bzw 0 _r

*°F T
bei Druckbeanspruchung, deren gleichméfige Verteilung die Abb. 245 wiedergibt.
‘Wirkt gleichzeitig auf denselben Querschnitt ein Biegungsmoment My, so ergeben

F
€, €,
I N DS -
1 H ” 62 ) O‘;
F . F | s ,
X3 G, +0,
4 I‘l” o, o
Abb. 245. Abb. 246. Abb. 247.

sich innerhalb der Elastizitdtsgrenze die groften, in den &uflersten Faserschichten
auftretenden Beanspruchungen zu

og}z%-e und a;’,’:ﬁb—-eo
J J
die bei einem zur Biegungsachse symmetrischen Querschnitt iibergehen in die eine
b Ms Mo
J w

Die Verteilung der Spannungen bei unsymmetrischem Querschnitt enthélt die
Abb. 246.

Die algebraische Addition der an gleichen Stellen des Querschnittes vorhan-
denen Spannungen zeigt die Abb. 247. Demgemif erhélt man als grofite Gesamt-
spannung

r M
Omax = 7 -+ ‘J_b ¢
und als kleinste
P M,

Omin == 7 T €y
Oft ist das Biegungsmoment M; dadurch entstanden, daf die um die Strecke
auBerhalb des Querschnittschwerpunktes S angreifende Kraft P dorthin verschoben

Stephan, Grundaziige. 9
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wurde, wodurch das Moment P - a zur Kraft P hinzukam. Man kann also auch
ansetzen

P a-e
Umax:f' <1 +_—’L2_1>

P a- e,
o =+ (1= 5.

worin ¢ der Trégheitsarm des Querschnittes ist (S. 113). Bei zur Biegungsachse
symmetrischem Querschnitt gilt entsprechend

P a ' P a
Omax == 7 <1 + ;)‘) bzw. Opin = 7 <1 — ;),

bzw.

worin o = ZFV— die Kernweite des Querschnittes ist (S. 113).
Es wird oy, =0, d. h. der Querschnitt erhélt nur Spannungen von einer
Richtung, wenn « = o ist, d. h. die Wirkungslinie der exzentrischen Kraft durch
die Begrenzung des Querschnittkernes geht. Wird
y @ > o0, so.ergeben sich auf beiden Seiten des Quer-
e _a, " schnittes, wie bei der Biegung, entgegengesetzt gerich-
5§71 |0 tete Spannungen, jedoch geht die Nullinie in diesem

Fall nicht durch den Schwerpunkt (Abb. 248).
Gnaz Bringt man in den Formeln die Klammeraus-
¢ driicke auf den gemeinsamen Nenner o, so lafit sich
Abb. 248. schreiben:

P (a+o)
0

P-(ato)
w )

Omax =
min F-

Hierin ist der Zahler das auf die Kernbegrenzung bezogene Biegungs-
moment My, bzw. My,, womit die obigen Formeln in die iibliche Biegungsgleichung
(S. 115) iibergehen.

2. Senkrecht aufeinanderstehende Normalspannungen.

Die an einem kleinen Teilchen eines Korpers angreifende Zugspannung ¢, ruft
eine Verlingerung in Richtung der z-Achse hervor und eine Zusammenziehung
in Richtung der dazu senkrechten g-Achse (8. 105). Wirkt
_‘y auf das Teilchen auflerdem noch eine Zugspannung o,, so
T 1iBt diese die Querzusammenziehung nicht zur vollen Aus-
G bildung kommen, so dafl das Gefiige des Materials eine
Grut gewisse Lockerung im Verhiltnis zu dem Fall der einfachen
Oy Beanspruchung allein durch die Spannung ¢, erfahrt.
x Wirkt nur die Zugspannung o,, so ist die zuldssige
Gul Beanspruchung gegeben durch eine Zahl 6,y , die bei iso-
Abb. 249. tropem Material auch fiir den Fall der allein vorhandenen
Zugspannung o, gilt. Bei geringer Querspannung ist ihr
EinfluB zu vernachldssigen; bei groBerer wird die Elastizitdtsgrenze iiber-
schritten, schon ehe die in der z-Richtung wirkende Hauptspannung den Wert
o erreicht hat. Die wenigen diesbeziiglichen Versuche lassen schlieflen, daf3
die Grenzkurve fir die zuldssige Beanspruchung nach zwei aufeinander senk-
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rechten Richtungen bei isotropem Stoff ein Kreis ist (Abb. 249), so daf der
Zusammenhang gilt
Vgi"l‘gg;éozul-

Ist die eine der beiden Spannungen, und zwar die grofiere, o, eine Zugspannung
und die andere o, eine Druckspannung, so ruft die letztere statt der Lockerung
eine Zusammendriickung des Baustoffes hervor, so daf sogar eine etwas gréfere
Zugbeanspruchung o, zugelassen werden konnte als bei fehlendem ¢6,. Doch ist
nach den bisherigen Versuchen der Einflufl der Druckspannung o, nur gering, so
daf} sie besser auBler acht bleibt.

Sind beides Druckspannungen, so ist die Festigkeit nicht groBer als die bei
nur in einer Richtung wirkender Spannung erhaltene.

3. Schubspannungen in derselben Ebene.

Die an einem Punkt eines Stabquerschnittes infolge der Einwirkung eines
Drehmomentes und einer Querkraft gleichzeitig anftretenden Schubspan-
nungen 7; und 7; sind nach Richtung und Grofle geometrisch zusammen-
zusetzen. Die algebraische Addition ist nur am Rande des Querschnittes
zutreffend, wo beide Spannungen tangential verlaufen.

Da die gréBere Spannung gewohnlich die Verdrehungsspannung ist, so ist
im allgemeinen das letztere Verfahren zur Ermittlung der gréten Gesamtspannung
anzuwenden.

4. Normal- und Sehubspannungen.

Auf ein kleines rechtwinkliges Teilchen eines Kérpers von der Héhe dz senk-
recht zur Zeichenebene, der Linge d « und der Breite dy (Abb. 250) wirken in
der Fliche dx - dz die Normalspannungen o,, in der

Fliche dy - dz die Normalspannungen ¢,. In der Dia- 4 Sy
gonalfliche F ergeben sich zwei Seitenspannungen g, p Oy ©
und o,, und zwar gilt t |
dz-dy-o;, dz-dy- g 0x
=TT T Tdz-dy U
- %
cos y
und entsprechend
0, =0, - siny. p
Beide liefern zusammen die Spannung %’N x
=1 + o) = }/a% -sin%y + 62 - cos?y, Abb. 250.

deren Neigung gegen die x-Achse sich hestimmt aus

o8 %y _ O
tgb:;m = ;;-tgy.
Sie steht also im allgemeinen nicht senkrecht zur Fliche F.
Zerlegt man die beiden Seitenspannungen o, und o, parallel und senkrecht
zur Fliche F, so erhilt man die Normalspannung
6=0,-c08y + 0, siny = o, - cos?y + o, +sin?y
und die Schubspannung
T =0,-8iNy — 6,. 08y = (0, — 0,) - siny.cosy.
g%
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Eine einfache zeichnerische Darstellung dieser Zusammenhinge zeigt die
Abb. 251: Man trigt o, und o, auf den beiden senkrecht zueinander stehenden
Bezugsachsen von ihrem Schnittpunkt O aus ab
und schligt damit Kreisbdgen, die ein unter dem

Winkel y von O aus gezogener Strahl in € und
\C D schneidet. Zieht man durch diese Schnittpunkte
/ die Parallelen zu den Achsen, so schneiden sie sich
B B, in einem Punkt F, und es ist
H=="5 ;E OG = 0, cosy = o, OH =0, siny = o,,
4 ! also
<5 ! OF = d.
0 G G 4 Andert man y, so bewegt sich der Endpunkt
. E von ¢’ auf einem Ellipsenbogen, der Spannungs-
Abb. 251. ellipse. Fallt man noch das Lot von E auf OC, so

ergibt sich leicht
EF =1 und OF =o.

Den GroBtwert von ¢ erhdlt man demgemiB fir y = 0:

Omax = Oy,
den Kleinstwert fiir y = g:
Omin = Og-
In beiden Fillen ist
BEF=7=0.

Der GroBtwert von r besteht bei DF = OF, also y = Z—:

Tmax = & * (07 — 0,)-
Gleichzeitig hiermit tritt die Normalspannung auf
6=13%" (0 + 0y).
Die beiden Grenzwerte der Normalspannung heifien die Hauptspannungen.
Umgekehrt kann man, wenn in einem Querschnitt F die dazu senkrechte
Spannung o,, ferner eine zweite zu ihr senkrechte Normalspannung 6, und schlie-
lich die in den Querschnitt fallende Schubspannung 7 gegeben wird, hieraus die
beiden aufeinander senkrechten Hauptspannungen o, und o, nach Grofle und

Richtung bestimmen, fiir die dann die Darlegungen des Abschnittes 2 zutreffen.
In dem Fall ist in die obige Gleichung fiir die Normalspannung ¢ = ¢, zu setzen

und ebenso ¢ = o, gemdf Abb. 250, wenn jetzt statt y der Winkelg- — y geschrieben

wird. Man erhilt so fiir die drei Unbekannten o, 6,, y drei Gleichungen, deren
beide ersten lauten
0y = 07 + (0, — 07) - sin?yp,
oy = 6, + (0, — 0;) * cos?y.
Bringt man o, auf die linken Seiten und multipliziert dann beide Gleichungen
miteinander, so folgt

(02 — 6y) * (6, — 06y) = (6, — 06,)% - sin®y . cos?y,
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oder durch Ausmultiplizieren der linken Seite und Einsetzen der obigen Gleichung
fir die Schubspannung fiir die rechte Seite:

63 — 0y - (0, +0y) + 0,0, —72=0.
Hieraus folgt die Hauptspannung

0y =% (0, +0y) + HA(EQ-—Q $ 0y 0y -+ 0;) — Oy - oy + 73

oder

0, =% [om—}~o‘y+ “/(g:t__gy)-z_l_ 2 ,1)2]
bzw. die zweite Hauptspannung
Oy = %-'[Gx—l-%— V(ox — 0,)2 (2_1)2].

Den Winkely, unter dem die Richtung von ¢, gegen die Normale zur Fliche I
geneigt ist, erhilt man durch Division der beiden Ausgangsgleichungen aus

0, — G,
toy = l“i.
& V 01— 0y
Ist nur che eine Normalspannung ¢ senkrecht zum Querschnitt F’ und

die Schubspannung ¢ in der Querschnittsfliche vorhanden, so vereinfachen
sich die vorstehenden Formeln in

ﬁ}=§- (0 4- Vo + (2 09.

Oy

Imm allgemeinen sind nicht die Spannungen fiir die Bemessung von
Maschinenteilen mafigebend, sondern die Formdnderungen. Die Deh-
nung in Richtung der gréfBeren Hauptspannung o, ist nun nach Abschnitt 1

&g =0"(0; —v-0,).
Setzt man hierin die Werte der Hauptspannungen ein, so ergibt sich

g 1 1 ——
== g =)ot (19Tl + @77

Die der gr6B8ten an der Fliche F auftretenden Dehnung ¢, entsprechende
Spannung o, heifit die ideelle Spannung; sie ist kleiner als die groBte Haupt-
spannung o,.

Die vorstehende Formel muf fir 6 = 0 den dem jeweiligen Belastungsfall
von 7 entsprechenden Wert von o; ergeben, wihrend tatsichlich herauskommst

6= (1-+7»-1.
Zur Beseitigung dieser Unstimmigkeit ist zu setzen

oi=%(L—»)o+% (L4 Jo2+ (@ L )
mit
1 Ozul

:1+V Toul

Ist die die Normalspannung o erzeugende Belastung ruhend und die die Schub-
spannung 7 erzeugende schwellend, so muf der Schubspannung ein entsprechend
groferer Einfluf gegeben werden, wenn mit der fiir ruhende Belastung geltenden
Zahl von o gerechnet wird. Dies geschieht, indem man in die Formel fiir 6,45 den
tiir die ruhende Belastung geltenden Wert einsetzt und fiir 7,y den fiir die schwel-

¢
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lende Belastung geltenden. Die Vorschrift ist sinngemifB auch auf andere Be-
anspruchungsfille anzuwenden.
Fur FluBeisen und Stahl mit » = 0,28 lauten diese beiden Formeln

Y S T
O, =0+ 0,36—{—0,64-]/ 1 +<2~C-;)
- Ozul
¢ = 1,28 . 7,

Betrigt v weniger als 12 v. H. von o, so kann es einfach vernachlissigt werden;
ebenso ¢, wenn es weniger als 20 v. H. von 7 betriigt.

bzw.

Bei kreisformigem Querschnitt kann die Formel noch eine Abdnderung
erfahren, wenn die Normalspannung von einem Biegungsmoment M; und die
Schubspannung von einem Drehmoment M, hervorgerafen wird. Es bestehen
ja dann die Zusammenhinge
=z
T 32
und man kann somit schreiben:

7T
-ds'O’p und Md=—~d3"[d,

M.
? 16

T MN\2
M; = M- [0,36—1—0,64.]/1 —}—(C- J-M—d) }
M
Mit diesem ideellen Biegungsmoment rechnet man nach der Formel M; = W - o,
weiter.

5. Die Knickbeanspruchung.

Reine Knickbeanspruchung tritt auf, wenn die Vorbedingungen fiir
reine Druckbeanspruchung (8. 107) an einem nicht ganz geraden Stab
erfillt sind, dessen Querabmessungen mindestens nach einer Richtung im
Verhéltnis zur Linge klein sind.

Der Augenschein bei einem XKnickversuch mit
P2 einem Holzstab (ReiBschiene) oder Draht lehrt, dafl die
id p  Enden des Stabes von der Lidnge 27 gerade bleiben
A+ und die um f ausbiegende Mitte die gréfite Kritmmung

erfahrt. Man kann so von vornherein annehmen, dafl
die Biegungslinie die Sinuslinie ist, deren Ordinaten
I im Verhiltnis Ef_l verkleinert sind.

Betrachtet man jetzt den Stab bei C als lotrecht

eingespannt und bezeichnet die Lénge CB als

TCH 7 (Abb. 252'), S0 trif:t — bei wagerechter Lage 'dU.I‘C}}' (;as

— Eigengewicht, bei lotrechter durch zum Teil zufillige

Abb. 252. Abb. 253.  Verlagerungen — eine Aushiegung des Endes B gegen-

itber C um den Betrag f, ein. Das Biegungsmoment der

Kraft P an einer beliebigen Stelle im Abstande x von B ist dann M, = P - y.
Die Momentenfliche ist die in Abb. 252 schraffierte, die die Aushiegung

l

(x ”
fl=7-y/Mm-x-dx

0

liefert.
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Da nach der gemachten Annahme

y="fosiny
ist, so wird
; 3
& " o L\ [,
flzj-l’-fo-/smy-x-dx:7~P-fy(;;) -/smy-;/-d;/,
0 0
da zwischen den Winkeln und den Léngen der Zusammenhang besteht
v _1
yoon
2
Schreibt man hierin
Ly y5 B
=T e T resd s
so ergibt sich
{(”)3 z |
& 7\2 2. ) 2
fl:?”P'f"'(E) L3123 s 245
2

oder nach Ausrechnung des Klammerwertes zu 1
4 «
flz'ﬁg'j‘P’lz'fo-
Die so entstandene neue Biegungslinie stellt die Abb. 253 dar. Danach hat
sich die Momentenfliche gegeniiber der Abb. 252 um die schraffierte Fliche ver-
groBert, deren statisches Moment in bezug auf den Punkt B sich ergibt als

4
—n—g'lz [(fl + fo) - fo]‘

Es folgt damit eine weitere VergréBerung der Durchbiegung um

o 4
f2:—'P’;Z—2'lz‘f1

J

oder mit dem vorstehenden Wert von f,
4 & A
/2:(5.7.]).54) ./0’

die ihrerseits ebenso eine Vergréferung um

nach sich zieht, usw.
Setzt man abkiirzungsweise den in der Klammer stehenden Ausdruck gleich %,

s0 betrigt die Gesamtausbiegung

f=ly U+ k4+k k4. ).
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Die hierin stehende geometrische Reihe kann nur dann einen endlichen Wert von f
liefern, wenn k < 1 ist; anderenfalls wéchst die Ausbiegung immer mehr, so
klein auch die urspriingliche f, war und so fest auch das Material des

Stabes ist.
Aus % =1 erhalt man so dic Kniekkraft

Ay 2 J
Pp=2-. "
" 4 «-1I2
§ Sind beide Enden des Stabes frei, so ist die Gesamtlingel =
21 der Abb. 252, Damit wird
| a2 J
AN Pe= T
Ist der Stab von der Linge [ an beiden Enden eingespannt,
., S0 ergibt die in Abb. 254 angedeutete Zerlegung vier Stédbe von

! it je +1 Lange. Danach ist die Knickkraft in diesem Fall

L 4 m2-J
I Py =———.

| 1] K o -2

Liegt der Stab mit seinen senkrecht zur Achse verlaufenden,
7817, hinreichend geraden Endflichen beiderseits an passenden Druck-
platten an, so ist er nicht mehr frei beweglich, aber auch nicht

Abb. 254. . . .
o4 fest eingespannt. Im Mittel kann man hierfiir ansetzen
o oatd
K066 a2

Bei der praktischen Verwendung von Bauteilen muf naturgemifB die Be-
lastung P immer wesentlich kleiner sein als die Knickkraft Pg:
Py
g:
worin & der Sicherheitsgrad gegeniiber Knicken ist.
Bei ruhender Belastung wird vorgeschrieben fiir

P:

FluBeisen und- FluBlstahl . . . . . . . & = 5,
GuBeisen . . . . . . . .. ... ... S = 8,
Kiefernholz . . . . . . . . ... . .. & = 10.

Bei wechselnd beanspruchten Kolben- und Schubstangen setzt man mit Riicksicht dar-
auf, daf} die schon vorhandene Durchbiegung durch die Knickbeanspruchung nur ganz un-
wesentlich erhoht werden soll, & = 18 = 22. Nur wenn die Knickausbiegung senkrecht zu der
vom Eigengewicht od. dgl. hervorgerufenen erfolgt, geht man bis & = 7 herunter.

Schreibt man jetzt in der obigen geometrischen Reihe

4 o P 1
AN 3 ¢ I
k =7 Pl 7=
so ergibt sich mit der Summenformel dafiir
1 o0
—)—1
[ :
f=1 T j =/ e _1
&

als Durchbiegung unter der Last P = %
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6. Der gekriimmte Stah.

Ein prismatischer Stab mit einfach gekriimmter Mittellinie werde in
der Ebene seiner Kritmmung so belastet, dafl ein bestimmter Querschnitt nur
beansprucht wird durch eine Normalkraft P und ein Biegungsmoment M.
Die Kraft P gilt als positiv, wenn sie den Querschnitt auf Zug beansprucht,
das Biegungsmoment M, wenn es den Stab noch weiter kriimmt.

Die Abb. 255 stellt zwei benachbarte
ebene Querschnitte 4B und O D des Stabes e L
dar, die sich in der Kriimmungsachse O
schneiden und wurspriinglich um den Kkleinen
Winkel d y gegeneinander geneigt sind. Unter
dem Einflu} der gleichférmig iiber die Quer-
schnitte verteilten Kraft P dehnen sich die
einzelnen Stabfasern um die Strecken CC,,
DD,, 88, derart, dafi die KEbene des ver-
schobenen Querschnittes noch immer durch
die Kriimmungsachse O geht. Das positive Abb. 255.
Biegungsmoment vergréflert die Zugspan-
nungen auf der Auflenseite der Kriimmung und verkleinert sie auf der Innenseite
derart, dal} der Querschnitt die Lage C,S; D, annimmt. Dabei vergréfert sich
der Winkel d y auf dy, und verkleinert sich der Kriimmungshalbmesser 7 auf r;.

Die Dehnung der Schwerachse des Stabes ist
88,

8,8

und die der davon um die Strecke ¥ entfernten Faser

FF, _FF’+117F;_80-r~cly+y-'(dyl—cly)

&y =

E —

EF EF r+u)-dy
oder
y dy,—d
otL- ITZ .
& = y . dy ' U T —
Y B_ i % 4 3
1+ r Gy d@ Oy T o
Setzt man abkirzungsweise 4
dy, — dZ o b 6+dao
dy 7 Abb. 256.

so kann man dafiir schreiben

¥y .

£ =¢ W — &) ——-

ot @ —e)
Solange die Dehnungen den Spannungen entsprechen, ist also die Spannung
der betreffenden Faser
e 1 Y
=i et J

Dabei wird, um eine erste, moglichst einfache Anndherung zu gewinnen,
vernachldssigt, daf die an dem kleinen Stabteilchen von der Stirke dy und
der Breite z wirkenden Normalspannungen ¢ und 6 (-+ d o) nicht im Gleichgewich®

0 —
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sind, da sie miteinander den Winkel dy einschlieBen. Tatsdchlich erfihrt das
Teilchen noch seitliche Spannungen o, und ¢, — d o, gemdfl Abb. 556.
Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben nun mit Beriicksichtigung der
vorstehenden Gleichung fiir die Normalspannung o
+e te +er

P= / dr~m/kp+ /}%]dﬂ

-6 —e
+e;

+ez
2
M= / dryw—/;dr+ “Eﬁﬂide

—e

und es ist

+e
/ dF = F die ganze Querschnittsiliche,
-4
+ ey
f Y+ dF =0 als statisches Moment der Fliche in bezug auf die Schwerachse,
-3
ferner  wird gesetzt

+e3

X
/—ﬁ—-¢F=—xmﬂ
r+y

+ea +ea

Y ar— dF(y—ruiL>=o+nwhn
Tty by

—€ -

Damit erhalt man

:E'[%_(w_ao)'”]’ und ﬂ[—‘% c(w — &) r 2.

Hieraus bestimmen sich die bis dahin unbekannten Werte

o M
CTRELT.
- P & /A
5()“—11—,“l—(w“fo)"le(1 ( P )

Werden beide Werte in die obige Spannungsgleichung eingesetzt, so folgt

_r M 1 y)
O—F+17—’-7 <1+; r+y ’

Die Gleichung vereinfacht sich, wenn etwa M = — P -7 ist, also auf den
Stab eine in der Kriimmungsachse angreifende Kraft einwirkt, in
__r . v
T xF r4y

Die Spannung hat dann in der Schwerachse (y = 0) den Wert 0.
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Setzt man hierin voriibergehend

r+y=y, alo y=y —r,

r———li—~—a’ also _ L !
'AH'FH 5 G—x‘F—}-G,
80 geht die (Hleichung iiber in
y’~r__<*_P_ ,) 0 I
y PO p
P.r
d l e e .
oder oy —7

Die Spannungslinie ist eine gleichseitige Hyperbel, was auch fir die all-
gemeine Gleichung gilt.

Die Grofitwerte der Spannung werden erhalten fir y = —e; bzw.
y = - e,, also

1 \ 1
P M oo | = P M o | =
- = A% _— 2, S |
=T w, r \r 1] =gt Wy r \r +h
1 2
e e,
+.eu
1
worin »# = — = ; _:‘{ ” - d F ausschlieBlich von der Querschnittsform abhingig ist,

—en
W, und W, die Widerstandsmomente des unsymmetrisch vorausgesetzten Quer-
schnittes sind und o; bzw. 0, die entsprechenden Kernweiten. Beide Formeln
unterscheiden sich von den fiir gerade Stibe geltenden durch die hinzugekommenen
TFaktoren des zweiten Gliedes.

Beriicksichtigt man die Querspannungen (Pfleiderer, Z. d. V. d. 1.
1907), so gehen die vorstehenden Gleichungen iiber in die Ni#herungsformeln

P M ¥, M 4
e (ED) e (tn)
e %1 e P2

Der Verlauf der Spannung zwischen diesen Grenzwerten entspricht genau genug
einer gleichseitigen Hyperbel. Fiir die Zahlenwerte ¢ gilt die Zusammenstellung:

[

f—] & 1€ = i
ety < LA
iy |
P 0,70 0,2-2—0,14 0,60
ol 0,84 0,78 0,9— 0,06 o 0,88
1
) 0,46 0,58 0,6-2_0,14 0,60
1
ol 0 0,40 0,16 - (—.— )-(13—-4-‘12) 0,20
e ey
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Bezeichnet man die Klammerausdriicke der Hauptformeln abkiirzend mit £,

und %,, so gilt fiir zusammengesetzte Querschnitte
. P M-e
CESTE by J
== E

Bei Hohlfldchen ist naturgemifl der fehlende Teil negativ zu nehmen.

3 [ IJ
- F/
2
Nl [,
4
:E// 5| =
0 05 1 2 3 4 5 G 7 8 g 10
Abb. 257.

Fir die beiden gebréuchlichsten Querschnitte ergibt sich die folgende Zu-
sammenstellung, deren Auftragung die Abb. 257 zeigt.

10 15 20

Reckteck:%: 06 | 07 | 08 | 1 | 15| 2

Iy, = 2,29 |1,893|1,658 | 1,431 | 1,232 | LL158 | 1,097 | 1,055 | 1,026 | 1,017 1,013
ky, =| 0,417 | 0,471 | 0,713 | 0,770 | 0,847 | 0,885 | 0,923 | 0,954 | 0,977 | 0,985 | 0,989

k, = 3,06 |2,154 1,834 | 1,536 | 1,290 | 1,192 | 1,117 | 1,066 | 1,031 | 1,021 | 1,015
ky =| 0,571 | 0,626 | 0,665 | 0,727 | 0,813 | 0,857 | 0,903 | 0,941 | 0,970 | 0,980 | 0,985

<t
[\5)
w
[\

10 15 20

Kreis::j': 06 | 07 | 08 | 1 |1,

Geht man zuriick auf die Ausgangsgleichung fiir die Spannung:
& T+ w-y
Tty
so erhalt man fiir die beiden AuBersten Fasern
T ey =00y (r+ ¢).

g T — e =00y (r—e).

&0
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Hieraus folgt durch Subtraktion

w:(h}l_iﬂ:ﬁ'[r("z*(ﬁ)+01'61+G2'e?]

dy h
und mit den obigen Werten von o; und o,

kq.e2.r+e2+lcl-'e_l.r~el>+_JiJ
;o

wzd.[M.(;r 7 7 7 .

Fiir einen gleichmiBig nach dem Halbmesser r gekriimmten, an einem Ende ein-
gespannten prismatischen Stab ergibt sich so der Neigungswinkel des verbogenen
freien Endes gegeniiber seiner urspriinglichen Lage zu

7

o ) )
2y - il .2
qo_—JO/d.y (M h+PZ R

worin

b=ty ey (r-e) ke (r—e)
ein nur von den Abmessungen des Querschnittes abhingiger Wert ist.
Hiermit betrigt die Aushiegung des freien Endes
f=r-p.
Die Dehnung der Mittellinie wird durch Addition der beiden Ausgangs-
gleichungen erhalten zu

=3l e

Damit wird die Verlingerung des Stabes

7 7
& M P
}*:fr'd?"go :?[dV{j Akyreyr (r4-e5) —kyreps (r—e))) + ?‘(QT‘FQ:’“‘%) .
0 0

III. Die Gefiffwandungen und Platten.

1. Die gewolbten Gefifimintel.

Ein kugelformiges Gef4 3, dessen Wandstérke s gegenither dem Durchmesser D
klein ist, stehe unter dem inneren Druck p. Der am meisten gefahrdete Quer-
schnitt des Kdorpers ist eine Symmetrieebene der Kugel, etwa AB der Abb. 258.

Senkrecht hierzu wirkt von der auf ein kleines
Flachenteilchen des Umfanges ausgeiibten Kraft

dP=p-dF
die Seitenkraft
dP;=ddP- siny =p- (dF -siny).
Die iiber die Halbkugel erstreckte Summe liefert gemif
Abb. 258 die Gesamtkraft

PIZT).%.Dz’

Aufgenommen wird diese Kraft durch die Summe aller Spannkrifte im Ringquer-

schnitt 4B
Pi=n-D-s-oc,.
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Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke folgt die in jeder Mittelebene wirkende
Zugspannung

0, = Z-'-S p.

An der Stelle 4 z. B. schneiden sich nun zwei aufeinander senkrechte Mittel-
ebenen, so daf} auf jedes kleine Teilchen der Wandung dieselbe Spannung in
zwei senkrechten Ebenen wirkt.

Die zuliissige Beanspruchung ist dannnach S. 131 bei homogenen Baustoffen

Ozul = 1/ Ga% + GZ-
Im vorliegenden Fall mit o, = o, gilt also
D o
4.5 PT 12 )
FafBt man die Abb. 258 als den senkrecht zur GefdBachse stehenden Schnitt
eines zylindrischen GefdfBes von der Linge 7 auf, so erhdlt man durch dieselbe

Uberlegung wie oben die Kraft, mit der die beiden Zylinderhélften in der Mittel-
ebene A4 .B auseinandergezogen werden, zu

P=p-D-1,
der die Spannkraft im Querschnitt des Gefdfmantels das Gleichgewicht hilt
P, =2-1-5-0,.
Hieraus folgt als Zugspannung in jedem die Achse enthaltenden Mittel-

schnitt
p __m_l:.
s =5, p.

Auf den senkrecht zur Zylinderachse O stehenden Ringquerschnitt, den die
Abb. 258 zeigt, wirkt nach jeder Seite der Bodendruck

Pzz—g'])z-p,

der aufgenommen wird von der Spannkraft
P,=m-D:s-o0,.
Hieraus folgt die Zugspannung in jedem Querschnitt senkrecht zur
Zylinderachse
D
Oy = ————4 s *p.
Damit wird, wenn man, wie oben, die zulissige Beanspruchung einfithrt,

Ozul

—g . p —_— e
2-s Y125
Bei einem kegelformigen Gefd 3, dessen Achsenschnitt die Abb. 259 zeigt,
verhélt sich ein kleines Randteilchen, das bei dem Durchmesser D heraus-
geschnitten gedacht wird, wie das Wandteilchen eines zylindrischen GefifBes
vom Halbmesser

7 = — ! Cosy.

2
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Nun ergibt die Abb. 259

1 Vl+<l ) Vl ( ~~~~~~~ )3;

cosy

damit wird die gréBte Zugspannung senkrecht zu einer Mantellinie des

Kegels
D —D,\? -
S N TR e A -
2.8 21 e
Aus der Abb. 260 erhilt man entsprechend T {7 . F\\r D,
die in der Richtung einer Mantellinie wirkende 1, Dl
grofite Zugspannung *
D, / i (D — D, ') L
Oy:tbs'p" e ‘ T
Zu beriicksichtigen ist noch, daf durch die Niet- \E_- ]
lécher der Materialquerschnitt verringert wird, so Abb. 259.

daB alle vorstehenden Formeln fiir die Spannungen
noch auf der rechten Seite durch die Schwichungszahl ¢ zu dividieren
sind.

Man kann i. M. angetzen fiir

einreihige Uberlappungsnietungen . . . ¢ o 0,56, 6y
zweireihige " NN 0,70, i >
dreireihige .. 0,75,
zweireihige Doppellaschenmetungen .. 0,75,
dreireihige u .. 0,80.

Abb. 260.

Bei geschweifiten Gefifminteln ist ebenfalls zu rechnen mit ¢ = 0,75.

Bei Gefiménteln, die von auBen Druck erfahren, wird jede kleine Abweichung
der Wolbung von der mathematisch genauen Form durch den Druck vergroBert,
so daf3 die Wandung schlieBlich eingebeult wird.

Dieselbe Rechnung wie oben liefert fiir ein kugelformiges Gefa die Druck -
spannung, die in zwei aufeinander senkrechten Hauptebenen auftritt, zu

r

=S PT e

Die Versuche zeigen nun, dafl die bei Beginn der Einbeulung erreichte Be-

anspruchung abhingt von dem Verhéltnis % Am hesten entspricht ihnen die

Gleichung
r
Gq = C], -+ 52 'V;-

Damit man hinreichend weit von dem Beginn der Einbeulung entfernt bleibt,
ist noch mit einer Sicherheit © zu rechnen, und man erhilt so

£+, ]/j;;_: © 2718 P

worin, wie bei der Knickformel, die Beanspruchung nicht mehr vorkommt.
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Es ist zu setzen fiir

Boden & & ) ( oy
FluBeisen aus einem Stiick . . . 2600 115 4= 3 400 = 600
FluBeisen iiberlappt genietet . . . 2450 115 43 400 -~ 600
Kupfer gehdmmert . . . . . . . 2550 120 3,6 - 25 300 = 400

Bei zylindrischen GefiBen unter duBerem Druck ist das Verhiltnis der
Linge des ganzen Zylinders oder des Abstandes zwischen zwei wirksamen Ver-
steifungen zum Durchmesser einzufithren, und man erhélt so

D / .1
=g (H] 1+7'z'—+5)-
Hierin ist bei
gelaschter

Uberlappungsnietung oder geschweiBter Naht
liegendem Rohr . ., . ¢ =100 =280
stehendem Rohr . . . L= 10 £ =50

2. Ebene Wandungen.

Auch hier treten stets zweiachsige Spannungszustinde auf mit je nach der
Lage des betreffenden Teilchens sehr verschiedenen ¢, und 6,. Die genaue Berech-
nung wird dadurch ziemlich umsténdlich; die nachstehenden einfachen Angaben
fithren zu den richtigen Endformeln, cbwohl die dabei gemachten Voraussetzungen
nicht zutreffen.

Eine kreistormige, am Rande frei aufliegende
Platte vom Halbmesser r und der gleichméaBigen Starke

s erfihrt auf einer Seite den Flissigkeitsdruck p P
(Abb. 261). Gefihrdeter Querschnitt ist jeder Durch-
messer, z. B. AB. 7 o

Das auf ihn einwirkende Biegungsmoment der

Belastung ist -
+ M, =4+ ! P Ar lg)b 261
1 p) 31 3 . .

das Biegungsmoment der iiber den Rand gleichmiBig verteilten Auflagerkraft
entsprechend
1 27

— M, =— 5 P- —
Mit dem Wert fiir die Belastung
P=g-12.p
und dem Widerstandsmoment des Querschnittes
W=1-2r-s2
erhdlt man so die Biegungsbeanspruchung
aordep 27 ‘gﬁ'_sz

% =" 32 6

r\2
oy = ? P,

oder
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worin @ ein Berichtigungsfaktor ist, der die Auflagerbedingungen und die Méngel
des Ansatzes mit den Versuchsergebnissen in Ubereinstimmung bringt.

Es ist bei
GuBeisen FluBeisen
Einspannung am Rande . . . ;=108 =105
freier Auflagerung . . . . . . ;=12 ¢ =0,75.

Die Unterschiede der beiden Stoffe rithren von ihren verschiedenen Dehnungsziffern her.

Erfolgt die Belastung P der Kreisplatte in der Mitte durch einen Stempel
vom Halbmesser 7,, so ist fiir jeden beliebigen Durchmesser das Belastungsmoment
der Plattenhélfte

1 T T
+ My = +§ P 37
und das Moment der Auflagerkrifte
1. 27
- JWQ' == — -5 * P * 7{

Somit ergibt die Biegungsgleichung, wenn sogleich die Berichtigungsziffer

beigefiigt wird,
3 ( 2 ro> P
O =—+1 ——+2)-=-0p.

Fiir GuBeisen ist bei freier Auflagerung am Rande

— o < _1_. .
¢ =15 bei p. 0
die Zahl sinkt bis
— o _
¢ =12 bei e 1.

Bei Einspannung am Rande ist entsprechend zwischen
1

”
=0 .
10:r=1 1>¢>08

Bei einer quadratischen Platte sind die gefihrdeten Querschnitte die Dia-
gonalen, wie die Anschauung an einer durchgebogenen
Platte lehrt.

Es ist wieder das Biegungsmoment der halben Be-
lastung (Abb. 262)

+ My =+%a?p-th
und das der Auflagerkrifte

— My=—%-a*-p-Lh.

Hieraus ergibt sich mit 4 = « : J2 und dem Widerstands-
moment W =} - A - s2

2 Abb. 262,
a
Oy = \—/—] * T Q.
g) (2 X s) Py
Es ist fiir

GuBeisen FluBeisen
Einspannung am Rande . . . ¢ =0,75 =047
freie Auflagerung . . . . . . =117 ¢ = 0,70.

Stephan, Grundzaiige, 10
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Bei einer rechteckigen Platte hat die Bruchlinie erfahrungsgemifl etwa den
in Abb. 263 angegebenen Verlauf. Thre Linge ist nur unwesentlich gréfer als die
Diagonale, so daf} diese zur Vereinfachung der Rechnung dafiir genommen wird.

Es betrigt dann das Biegungsmoment der Belastung

J der einen Hilfte nach Abb. 263
gj;;;’\‘\"d + M =4+%b-h-p-tec
< o < und das Moment der in der Mitte jeder Seite vereinigt
b Y gedachten Stitzkrifte
- — My=—3-D-h-p-ie.
i k i Mit dem Wert
h bh
Abb. 263. c=b-—= —
d 162 + B2

erhdlt man so aus

1 bk
DT

wenn noch die Berichtigungsziffer  ebenso grofl wie bei der quadratischen Platte

eingefithrt wird, die gr68te Beanspruchung

o _i.<b_'_h>2._£_.
v =\ ) e
Entsprechend geht man vor, wenn die Platte Versteifungsrippen besitzt, indem

man das Widerstandsmoment des Diagonalquerschnittes bestimmt und als Bie-
gungsmoment wie oben M; — M, ansetzt.

1 1 R
el S A — = .2 2. 02,
B b-h P 6 1/b + h2-82- 0y,

Fiir eine elliptische Platte mit den beiden Hauptachsen b und 7 gilt dieselbe
Gleichung wie fiir die rechteckige. Der gefahrdete Querschnitt liegt in der grofleren
Achse.

Die Berichtigungszahl ist hier bei
GuBeisen FluBeisen
Einspannung am Rande . . . ¢ = 0,75 @ = 0,47
freier Auflagerung . . . . . . p =125 @ =0,8.



D. Die Fliissigkeiten.

I. Die Statik.

Die nicht ziihen Fliissigkeiten, die allein fiir technische Anwendungen in
Frage kommen, leisten einer Trennung oder Verschiebung ihrer einzelnen Teile
keinen Widerstand; sie haben keine innere Reibung und es konnen in ihnen
weder Zug- noch Schubspannungen auftreten.

Dagegen haben sie einen ganz bestimmten; nur bei Temperaturénderungen
in geringem MaBe verinderlichen Rauminhalt, der innerhalb der gebréuchlichen
Driicke durch dullere Krafte so wenig beeinflufit wird, daB sie als Kérper unver-
anderlichen Rauminhalts aufgefalit werden koénnen.

Die auf die Flicheneinheit entfallende Druckkraft wird als Fliussigkeits-
druck bezeichnet.

Vgrheilhaft mift man die Kraft in t und die Fliche in m2, also den Fliissigkeitsdruck
in t/m2.

/ t 1000 1 kg

m?z 10000 10 cm? "

1. Das Gleichgewicht abgeschlossener Fliissigkeiten.

Begrenzt man an einer beliebigen Stelle im Innern einer Fliissigkeit ein sehr
kleines Teilchen durch drei aufeinander senkrecht stehende Ebenen und eine vierte
gegen die ersteren geneigte, so erfahren die gebildeten Flichen von den umgebenden
Flissigkeitsteilchen ausschlieBlich senkrecht zu den Flichen stehende Druck-
spannungen.

Zerlegt man die in der vierten Fliche 4 BC (Abb. 264)
wirkende Kraft nach den Richtungen der drei anderen
Krifte, so ergeben die Gleichgewichtsbedingungen, wenn
o, f,y die Winkel sind, die p, mit den drei anderen
Richtungen einschliefit,

C

Ay py =4, p,-cosa,

dy-py=d;-p, - cosp,

Ay py =4, py-cosy.
Nun ist 4; die Projektion der Fliche 4, und der O
Neigungswinkel beider Flichen der von ihren Normalen Abb. 264.
gebildete Winkel «, so dafl die Zusammenhénge bestehen

A, =44 cosa, dy=4d,-cosf, dy==44-cosy.
Damit folgt
Py = P = Ps = Ps-
Da die Lage des Tetraeders ganz willkiirlich gewdhlt war, so erhdlt man:

Anjedem beliebigen Punkt einer im Gleichgewicht befindlichen Fluissig-
keit ist der Fliissigkeitsdruck nach allen Richtungen derselbe.

10*
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Schneidet man aus einer Fliissigkeit, auf die durch Gefilwinde und Prel3-
kolben ein Druck ausgeiibt wird, demgegeniiber ihr Eigengewicht verschwindet,
ein beliebiges Prisma mit senkrecht zur Prismenachse stehenden Endflichen F
heraus, auf die senkrecht die Fliissigkeitsdriicke p; bzw. p, einwirken, so ergeben
die Gleichgewichtsbedingungen fiir die Achsenrichtung

P F=p,- F.

In einer unter Druck stehenden, im Gleichgewicht befindlichen
Fliissigkeit pflanzt sich der Flussigkeitsdruck nach allen Richtungen in
derselben Stéarke fort.

Hat das mit Fliissigkeit vom Druck p gefiillte Gefil zwei Kolben von den
Querschnitten I, bzw. F,, so gilt fiir die darauf wirkenden Krifte
Pi=F,-p und P,=F,-p,
also
I,
F,

Die Druckkrafte verhaltensich wiediezugehorigen Flichen (hydrau-
lische Presse).

Py
P,

2. Das Gleichgewicht bei freier Oberfliche.

Da die einzelnen Fliissigkeitsteilchen ohne Reibung aneinander gleiten, so
stellt sich die Oberfliche einer ruhenden Fliissigkeit immer genau wage-
recht ein.

© oy . e .6 kg

Ist y das Einbeitsgewicht der Fliissigkeit, gemessen in = gms be-
stimmt sich der Fliissigkeitsdruck an einer beliebigen, # m lotrecht unter dem
Flussigkeitsspiegel befindlichen Stelle aus der Gleichgewichtsbedingung

P=p-F=F-h-y
zu
p=h-y.

Ist in der vorstehenden Gleichung

F die GroBe der Bodenfliche eines Ge-

fiBes, das bis zur Héhe h mit Flussig-

keit gefiillt ist, so gibt die Gleichung

T F F die auf den wagerechten, ebenen

Abb. 265. Boden von der Fliissigkeit ansgeiibte
' Druckkratt an.

Sie ist unabh#éngig von der weiteren Form des Gefafles und der Menge der
darin enthaltenen Fliissigkeit. Die gleichen Béden der in Abb. 265 dargestellten
Gefafe erfahren mithin die gleiche Druckkraft.

Die Druckkraft, die eine ebene Seitenfliiche ' (Abb. 266) erfahrt, steht
senkrecht zur Fliche und hat die GroBe

P=y-[AF -h=y-F-h,,

worin A, der lotrechte Abstand vom Flissigkeitsspiegel bis zum Schwerpunkt §
der Fliche ist.
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Diese Kraft greift jedoch nicht im Schwerpunkt an, da die Einzelkrifte d P
mit gréBerer Tiefe 4 zunehmen. Fiir die Bestimmung des Druckmittelpunktes D
gilt die Momentengleichung in bezug auf den Flissigkeitsspiegel

max

P m_[dp “h \______7
oder . A
CF b oD = -dF - he, SRR S
4 0" 7’({ &‘:df ________

also B
Iy = {

S
Der Druckmittelpunkt liegt um den Quotienten aus Triagheits-
moment und statischem Moment der Fliche in bezug auf den Flis-

sigkeitsspiegel unter dem letzteren.

Abb. 266.

3. Der Auftrieb.

Wird aus einer im Gleichgewicht befindlichen Flissigkeit ein beliebiger Teil
vom Rauminhalt ¥ herausgeschnitten, so kann man sein Gewicht @ = V -y, das
lotrecht nach unten wirkt, im Schwerpunkt vereinigt denken. Es wird aufgehoben
durch die gleich grofle, in dieselbe Wirkungslinie fallende Gegenkraft der iibrigen
Fliissigkeit.

Ersetzt man das betreffende Teil durch irgendeinen anderen Korper von
gleicher Gestalt mit dem Einheitsgewicht y, > y, so wird sein Gewicht @ = V -y,
durch den ungeiinderten Auftrieb 4 = V +y der Fliissigkeit verringert:

Jeder in eine Flissigkeit getauchte Koérper verliert soviel an
Gewicht als die von ihm verdringte Fliissigkeit wiegt.

Ist y; <y, so schwimmt der Kérper und es gilt G = A = V' -y, worin V’
den Rauminhalt der verdringten Fliissigkeitsmenge, aber nicht mehr des ver-
dringenden Kérpers angibt:

Der Auftrieb ist gleich dem Gewicht des schwimmenden Kérpers.

Sicheres Gleichgewicht zwischen Auftrieb
und Gewicht besteht nur, wenn der Korper- 30
schwerpunkt § iiber dem Verdringungs- @
schwerpunkt D in derselben lotrechten Ge- I3
raden liegt. :

Entfernt sich der schwimmende Xérper
unter dem Einfluf} irgend eines Kippmomentes s G 2 |
M um einen kleinen Winkel « aus dieser b
Gleichgewichtslage, so verschiebt sich der Ver- A fkﬁii #
dringungsschwerpunkt D nach D', und die 1 ~’ 1o i |4 )
nach GréBe und Richtung unveréindert geblie- |
bene Verdréngungskraft 4’ schneidet die Achse Abb. 267.

im Punkte O der Abb. 267.
Die erste Gleichgewichtsbedingung lautet jetuzt

G=A" =4 — 4 + 4

Auch bei unsymmetrischer Form des Korpers sind die beiden aus- bzw. ein-
tauchenden Keilkérper 4; und A4, einander gleich.

—
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Die Momentengleichung in bezug auf den Schwerpunkt S ergibt
2b
232"

Bei einem Prahm von tiberall gleichem Querschmtt und der Gesamtlinge / ist nun

M=A4" -h+a)  sina=4-0+ 4, —i—A

A, = A4, ;T g arc o . —b— l-y.
Hieraus folgt, solange sin & ~ arc & gesetzt werden kann, der Abstand des Punk-
tes O, des Metazentrums, vom Standpunkt S zu
oy Bk
12 @

Bei kleinerem Ausschlag o hingt diese Lange nur von den Abmessungen des
Prahmes bzw. Schiffes ab, so dafl die Lage des Metazentrums unverédnder-
lich ist. Bin Schiff ist um so stabiler, je gré6Ber die metazentrische Hohe A
ist.

Ist das Kippmoment — etwa durch eine exzentrisch aufgebrachte Last —

gegeben, so liefert die obige Ausgangsgleichung den kleinen Neigungswinkel zu
arc o = 12- U
A

4, Das Gleichgewicht bewegter Fliissigkeiten.

Wird ein Gefall, dessen Flussigkeitsinhalt eine freie Oberfliche hat, mit einer
nach Gréfe und Richtung unverdnderlichen Geschwindigkeit » bewegt,
so heben sich die wagerechten Kréfte, Zugkraft und
Bewegungswiderstand, gegenseitiz auf und ebenso
die lotrechten, Gewicht der Fliissigkeit und Gegen-
kraft des Gefalbodens. Die Verhiltnisse sind die-
selben wie bei einer ruhenden Fliissigkeit, insbe-
sondere bleibt der Fliissigkeitsspiegel eine
wagerechte Ebene.

Erfahrt das Gefal eine nach Grofieund Richtung
Abb. 268. bestimmte Beschleunigung ¢ (Abb. 268), so steht

jedes Flussigkeitsteilchen unter dem Einfluf} seines

Eigengewichtes d@ und der Trigheitskraft d@ - %, die entgegengesetzt zur Be-

schleunigungsrichtung wirkt. Beide Krifte setzen sich nach Gréfe und Richtung
zusammen zu der Mittelkraft

dR=da@g- ]/1—}—2 cosoc+<g)2,

/

die gegen die Lotrechte um den Winkel § geneigt ist:
1. aq

inf = sin (2 R
smﬂ_sm(Q—i—oc) an

oder cos &

sin f = .
1/] -+ 2— cosoc—}—(q)2
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Um denselben Winkel 8 ist der sich senkrecht zu d R einstellende Flissigkeits-
spiegel gegen die Wagerechte geneigt.

Da jetzt jedes Flissigkeitsteilchen mit der Kraft @ R senkrecht zum Fliissig-
keitsspiegel wirkt, so ist der Fliissigkeitsdruck an jeder um % vom Fliissigkeitsspiegel

entfernten Stelle
q q\2
= /-h-Vl+2-—-cosm+(—> .
p=1 g g

Bei einer Drehung der Fliissigkeit um eine lotrechte, feststehende Achse
mit der Winkelgeschwindigkeit o wirken auf ein beliebiges Fliissigkeitsteilchen im
Abstande @ von der Drehachse das Gewicht d G lotrecht nach unten und die

. 2

Schleuderkraft dZ = d G - 3—(3}— wagerecht nach auBen. Die Mittelkraft beider
q

bildet nach (Abb. 269)

x - w?

dR:d(;.V;r( p )2

mit der Lotrechten den Winkel &, der sich bestimmt aus

x w2

d A
Fir eine beliebige Stelle der Fliissigkeitsoberfliche ist nun tg o = 2%, und

man erhilt so mit den Bezeichnungen der Abb. 269

2
/ dy = @ z-dx,
g W y
also
o fjee
_2__9.7 ___.2_.g. iz ‘/_——‘Mde
Diese Hohe heifit die Gesehwindigkeitshohe. JR% = hr
Tiir irgendeine andere Stelle gilt ebenso C-dd o
_ 0 e Abb. 269.
Yy 2g .

Die Oberflache der Flissigkeit bildet ein Umdrehungsparaboloid.
Der Druck auf die Flicheneinheit des Bodens ist am kleinsten in der Dreh-
achse (Abb. 269)

Po=7"ho
und steigt bis zum GefiBrand parabolisch auf

2

ﬁr:V’(ho+lb).:7'<ho+§?]>'
II. Die Dynamik der Fliissigkeiten.

1. Der Ausfluf aus Offnungen.

Die Wandungen eines Gefifles, dessen Fliissigkeitsspiegel durch geeig-
neten ZufluBl dauernd auf derselben Hohe erhalten bleibt, laufen stetig nach
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ciner Offnullg voin Querschnitt ¥ zusammen, dessen Schwerpunkt um die Strecke &
unter dem Flissigkeitsspiegel liegt (Abb. 270). Die Fliissigkeit strémt dann mit
der Geschwindigkeit v aus, und jedes Teilchen besitzt in der
\———5—/ Offnung I das Arbeitsvermégen
1 @

d4 === 9

2 g v
wihrend das Arbeitsvermégen in dem gegeniiber F sehr
~ grof3 anzunehmenden Flissigkeitsspiegel von der Fliche F|,

v 0 ist. Auf dem Wege & leistet das Teilchen die Arbeit
Abb. 270. d4d=da-n,
und man erhilt durch Gleichsetzen wieder
v2
h = é—g ,
also die ideelle Ausflufigeschwindigkeit — die wirkliche ist kleiner —
v=12-g-h.

Ist das Gefd oben abgeschlossen und befindet sich der Flissigkeitsspiegel
unter einem Flissigkeits- bzw. Luft- oder Gasdruck p, so wird letzterer in
Flissigkeitshohe umgerechnet (S. 148)

r
7

v="12g" (y+ h).

Die Rechnung gilt nur, solange die Abmessungen der Offnung F klein sind
im Verhdltnis zur Hohe 5.

hy =

und es wird dann

Bei einem rechteckigen Uber-
fallwehr nach Abb. 271 wird die
b mittlere AusflufSigeschwindig-
keit bestimmt aus

Abb. 271.

h
Fovg,=[b-adW-y2g-¥
0

oder n 43
beh vy =0 V29 [V AW =b-)2g
o >

zu vm:fg’n}@g'h.

Sinkt der Flissigkeitsspiegel in Abb. 270 entsprechend dem Ausfluf3
aus der Offnung, so verkleinert sich die AusfluBgeschwindigkeit ¥ mehr und mehr.
Hat das Gefdf bis zur Ausflufoffnung iiberall denselben Querschnitt Fy, so
gilt, da die AusfluBmenge gleich dem GefiBinhalt ist,

n
Q=Fy h=[F-v-dt.
6

bzw. fiir einen kurzen Augenblick, wo die Fliissigkeitshohe A’ betriigt,

AQ=TF,-dl =F-)2¢-% - dt.
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Hieraus ergibt sich die AwusfluBzeit

also

Die zur Entleerung eines prismatischen Gefilles erforderliche Zeit ist
doppelt so groB als die zur Lieferung derselben Fliissigkeitsmenge bei
gleichbleibendem Wasserstand nétige.

In Gefédflen, deren Wandungen sich nach der AusfluBéffnung stetig zusammen-
ziehen, stromen die einzelnen Fliissigkeitsteilchen mindestens im oberen Teil, wo die
Geschwindigkeit klein ist, in parallelen Schichten fast widerstandslos. Man hat
hier die Schichten- oder laminare Strémung.

Bei grofierer Geschwindigkeit wirbeln jedoch die einzelnen Fliissigkeitsteilchen
durcheinander, und ein kleiner Teil der Gesamtarbeit wird fiir die Erzeugung dieser
Wirbel- oder turbulenten Strémung gebraucht. Infolgedessen sinkt die AusfluB-
geschwindigkeit von v auf y, - v, worin u, die Geschwindigkeitsziffer ist.

Sie hiingt etwas von der Druckhéhe ab derart, daB bei kleinem % p; = 0,96 und bei
groflem A py; = 0,99 betrigt. 1. M. kann man u, = 0,97 einsetzen.

Befindet sich die O ffnung ineiner groBen ebenen Wand, wie etwa Abb. 272
darstellt, so flieflen ihr im Gegensatz zu Abb. 273 die einzelnen Flissigkeitsteilchen
von verschiedenen Seiten zu. Die
an der Wand entlang kommenden
Ti] Teilchen koénnen nun nicht plétzlich
| ! um 90° umbiegen, wozu eine sehr
! /| groBe Beschleunigungskraft gehorte,
/! 1| die mnicht vorhanden ist, sondern
sie flieBen in einem Bogen um die
954 Kante herum. Die einzelnen Strom-
B fiden verlaufen erst in einiger Ent-
272. fernung von der Offnung parallel und Abb. 273,

ihr Gesamtquerschnitt ist pu,-F,
worin u, die Einschntirungsziffer ist.

Die wirkliche in der Zeit ¢ ausfliefende Menge, gemessen in ¢, ist demnach

Q=(uy F)- (- v) y-t=p-Fry-Y29-0-¢,
worin u = pu, + u,die Ausfluflziffer
ist.

7,5d
Bei kreisrunder und rechteckiger Off- 1 i ) 1
nung mit scharfem Rand gelten fiir die Ein-
schniirung die Angaben der Abb. 272, [ |
a

i
demnach ist dafiir u, = 0,64. Dagegen I d!
liefert ein Ansatz nach Abb. 274 u, = 1.
Bei der Ausfihrung nach Abb. 275  AbD- 274 Abb. 275. ADb. 276.

gilt fir p

0,8a\ly

Abb

Winkel o 0 53 113 22¢ 45 67% 90°
Kante scharf, I = 3 d: 0,83 0,94 092 0,85
Kante rund, 7=26d: 0,97 0,95 092 0,88 0,75 0,68 0,63
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Bei der Ausfithrung nach Abb. 276 ist
Kante scharf . . . l=d, p=0,88; I1=2d=3d, ©=0,82; 1=12d, p=077;
Kante schwach rund [ o3 d, u = 0,90;
Kante stark rund [=3d, u = 0,97.

2. Die Kraftwirkung beim Ausfluf.

Auf eine beliebig herausgegriffene Wandfliche F eines Geftiles, deren Schwer-
punkt um die Strecke h unter dem Flissigkeitsspiegel liegt, wird die statische
Kraft ausgeiibt

Py=y-h-F.
Befindet sich an der Stelle eine Offnung von
der Grofle I' (Abb. 277), so ist die in der Zeit ¢ bei
h gleichbleibendem Fliussigkeitsspiegel ausstromende
FI‘—JZ’ ________ Pl LF'—J Flﬁssigkeitsmeng; . t
J \ = 7. yv-t,
() )

A\

7 und es gilt nach dem Satz vom Antrieb (S. 85)

Abb. 217. p.tzg.(ﬂl.v)‘

Hieraus folgt die dynamische Kraft, die der ausstrémende Flissigkeits-
strahl auf eine entgegenstehende, zu ihm senkrechte Wand ausiibt, bzw. die
Gegenkraft, mit der er auf das Gefi entgegengesetzt zur Ausstromungsrichtung
einwirkt,

cF oy, 2
Pt F ey

Die dynamische Kraft bei der Ausstromung ist das 2-u- u,-
fache der statischen.

Die Darlegung gilt jedoch nur fiir den Fall, daB das Gefa bzw. die Wand
feststeht.

Weicht etwa das Geféil mit der Geschwindigkeit ¢ nach der Seite von P aus
(Abb. 277), so lautet der Satz vom Antrieb, da die Geschwindigkeit der aus-
strémenden Fliissigkeit gegenither der festen Wand jetzt u, + v — ¢ ist,

,u-F-y-w-t'
g

P-t= (4y - v —¢).

Daraus folgt die Kraft
P:g-lf’-,u-v-(,ul-v—c).

Die Leistung, die zur Bewegung des GefdBes gebraucht wird, ist (S. 82)
N:P~c:§-F~/u~v-c'(,ul-v—c).
Sie wird 0 fiir ¢ = 0, bei stillstehendem Gefil, und auch wieder 0 fiir ¢ = Myt v,
bei durchgehendem Gefal.
Bildet man

aN .y
To =g T v —c—o =0,
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so erhdlt man als Geschwindigkeit, bei der die gréBte Leistung erzielt wird,

c=1%"u v,
also , )
New = L.op B M s —-v
max = g H T E—
Dieselbe Uberlegung gilt naturgemiB, wenn das Ge- Abb. 278.

fal feststeht und die vom Strahl getroffene ebene Wand

ausweicht. Man verdoppelt die Wirkung, indem man die Wand so ausfiihrt,

dafl der Strahl in entgegengesetzter Richtung zuriickflieBt (Abb. 278).
Die groBte Geschwindigkeit einer durchgehenden Strahlmaschine ist

doppelt so grof als die giinstigste.

3. Die Bewegung in Rohrleitungen.
Bei einer ruhenden Flissigkeit, deren Oberfliche F, unter dem Druck p,

bzw der Druckhéhe der Flissigkeit A, = Do steht, ist der statische Druck im
Querschnitt F der Abb. 279 7

p=po+7rh
bzw. im Querschnitt F’
p=pyt+y-l.

Bei einer sonst widerstandslos strémenden Flissigkeit,
die mit der Geschwindigkeit

o=y Y29 (b A hy)
aus dem Querschnitt u, - F ausflieBt, ist der Flissigkeits-
druck in diesem Querschnitt gleich dem der Umgebung,
in die die Flissigkeit ausstromt, und es gilt mit der Ge-
schwindigkeitshohe

hy = (1 - 0)?
v 2 g
der Zusammenhang
Doty h—p=1y-h.
In einem beliebigen anderen Querschnitt F” ist die

Geschwindigkeit der stetigen Raumerfilllung wegen Abb. 279.
, My * F r
=y By

Damit wird der hydraulische Druck, weil ein ganz bestimmter Teil der statischen
Druckhshe zur Erzeugung dieser Geschwindigkeit verbraucht wird (S. 152)
/ ] 7 '0/2
P=rohy M=y
Bei der Anordnung nach Abb. 279 wird der hydraulische Druck p’ an der
Stelle F” erheblich grofler sein als etwa der Druck p der umgebenden Luft. Setzt
sich an das Gefidl unten ein hinreichend langes zylindrisches Rohr an und ist
F" < F, so kann jedoch ¢’ << p werden, d. h. der Fliissigkeitsstrahl wird durch
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einen dort angeblachten offenen Rohransatz Luft ansaugen. Der kleinste Wert,
den der Druck p’ annehmen kann, entspricht dem Druck des sich aus der Flissig-
keit bei der betreffenden Temperatur entwickelnden Dampfes. Wird die Ge-
schwindigkeit v’ so weit erhéht, dal die vorstehende Formel diesen Wert angibt,
so reifit die Flus31g1<e1tssaule ab.

Findet der Ubergang von einem Querschnitt ¥, auf einen gréferen F, unver-
mittelt statt (Abb. 280), so trifft die schneller mlt der Geschwindigkeit »; stro-
mende Flissigkeit, der Natur der Fliissigkeiten entsprechend, mit unelastischem
StoB auf die langsamer mit der Geschwindigkeit v, fliefende. Der dabei auf-
tretende Verlust an Arbeitsvermdgen betrigt nach S. 94

A = __L . G14 vy — vy)%
2q 1.t Gy
G

2

Hierin ist das Gesamtgewicht ¢, der langsam flieBenden Flissigkeit im Verhaltnis
zu dem kleinen eben auftreffenden Gewicht G, der schnelleren sehr grof anzu-

(&)
nehmen, also =X e 0.

2
Andererseits kann mit der dem StoBverlust entsprechenden Druckhéhe der
Flissigkeit 7, geschrieben werden

] A =G h,.

E g Durch Gleichsetzung erhilt man
S E
. (vy — v,)2,
s — — .
Abb. 280. 29

Eine plétzliche QuerschnittsvergréBerung verringert die Druck-
hohe um die Geschwindigkeitshéhe der relativen StoBgeschwindig-
keit.

Beider plotzlichen Querschnittsverringerung von F, auf F, (Abb 280)
tritt zuerst hinter der Offnung in der Wand, die mit der Geschwmdlgkelt v” durch-
stromt wird, die Einschniirung auf den Querschnitt i, - F; ein. Die Zusammen-
hangsgleichung lautet somit

Fyovyp=py Fy -0,
also
v =2,
Mo

Nun findet ein Stof der mit der gréBeren Geschwindigkeit »” strémenden.

Fliissigkeit auf die mit v, abflieBende statt, und es gilt

(v—vl)_v'i_( 1)
s = =9, \Tp
2¢ 29 \uz

oder mit der Eintrittsziffer

der Druckhéhenverlust
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Die Eintrittsziffer ist abhéingig von dem Verhiltnis % . Bei scharfer EinfluBkante ist

2
% = 0,01 0, 0,2 04 06 08 1

£ =050 050 042 033 02 015 0

Beim wirbelnden Durchstrémen eines prismatischen Rohres oder auch
eines offenen Kanales macht sich die Reibung der Fliissigkeitsteilchen an den
Wiénden und aneinander, ihre Zghigkeit, deutlich bemerkbar. Sie ist unabhingig
von dem Fliissigkeitsdruck (bei Gasen besteht jedoch Abhéngigkeit vom Gas-
druck) und entspricht der gesamten benetzten Oberflache O.

Die in einer Leitung auftretende Widerstandskraft, ebenfalls in ¢ gemessen,
148t sich nach allen Versuchen darstellen durch

__O'V 2
W—_TO—O(-) (Cy w2 4Ly 0).
Setzt man hierin ein
O0=U-1,

Fliche gleich benetztem Umfang des Querschnittes mal Linge des Rohres oder
Kanals,
W= v kr - F )

worin h, der Druckhohenverlust auf der Linge [,
F der Flissigkeitsquerschnitt ist,

ferner _11

=R
U ’

dem hydraulischen Halbmesser des Rohres oder Kanals, so folgt

_ Lo (i, b
b= 1000 & (51+ v>'

Beispielsweise ist der hydranlische Halbmesser fiir ein vollstindig gefiilltes
Rohr von Kreisquerschnitt

7
g2
pot
T med 47
fiir eine rechteckige Lutte
__b-h
2.0+ R
Es ist nun einzusetzen (Biel, Z. d. V. d. I. 1908}
e L _ e
4-1_‘&-0"’(‘1/?, gg—]/m

Hierin ist
£y = 0,12 ein unverdnderlicher Betrag,
{  die Rauhigkeitsziffer der Wandung,
¢’ die Zahigkeitsziffer der Fliissigkeit,
z  die Zshigkeit der Fliissigkeit.
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Temperatur 0° 5° 10° 20° { 30° 100°
Wasser . z = 0,01775| 0,01515 0,0131 0,0101 ‘ 0,00805 | 0,00298
Ribol . . . . 2= 25,3 6,27 3.7 1,8 | 0,99
Luft (p inat) . [1000z.p = 0,1714 | 0,173 0.176 0188 | 0,186 02113
Rauhigkeitsgrad Wandmaterial f &

blank gezogene Metallrohre,
I glattes Glasrohr, 0,0064 0,95
sorgfialtig behobeltes und gefirnistes Holz
verzinktes oder verzinntes Eisenblech,
11 geschweifites Gasrohr, 0,018 0,71
gehobeltes Holz
GuBeisenrohr,
1L hélzerne Grubenliiftungsrohre, 0,036 0,46
ebene Wandungen aus glatt gestampftem Zement
rauhe Bretter,
Iv glatte Backsteine gut ausgefugt, 0,054 0,27
Beton
gewohnliche Backsteine,
v behauene Quadern 0,072 0,27
A Wihlt man als Mittel-
oons HIA wert der Geschwindigkeit
’ T 1 \X\\ im zweiten, weniger Ein-

b fluB habenden Glied des

904 1 HH Klammerdruckes fiir A,
1A v = 0,6 mjsk fiir Wasser
qoxs | 1\ von 12°,

1 \ 6,5 m/sk fiir Luft von
003 i|‘ \I\ Neo gewshnl. Spannung,

i N SR 65 m/sk fiir Wasser-
go2s ] AN N AR dampf,

NN Zed ] Sy so kann geschrieben werden

4 \ . 7’ et 2
902 2% Sy F— 1 v A

] 2] 5.9/7\ — hy = ——— o — e —

Zeog) | Tt [ ]| I 771000 29 R
1 Nl | T O O et .
gors L ooz ., Tttt Die zugehorigen Werte von
._6/0.: .
1 enthalten die Kurven der
Qo7 Abb. 281.

] N Schichtenstromung

ey tritt in Rohren vom Durch-
Goes ] NP messer d ein unterhalb

3 der Grenzgeschwindig-
4 .
a7 gz @5 oF 05 05 47 @ 99 10 1imRubdmd keit
05 Q1 G5 Gz Q5 O3 Qi Q¢ Q45 Q5 mbydeRadis R Ly 2

Abb. 281.

Vy

T yeyd
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Auch dafir gilt die letztere Formel von #,.

Rauhigkeit Z ’ l 2
I 17 } 0,0244 - >—— 5 000504
I 11,2 9,00142
VR
000283

11 ) 5,6 0,0315 - 2=

4. Die Einwirkung auf feste, in der stromenden Fliissigkeit befindliche Korper.

Ein. Teil der mit der Geschwindigkeit » den Kanal durchstrémenden Fliissig-
keit wird von der vorderen Wand mit der benetzten Fliche F des darin ruhenden
Korpers (Abb. 282) seitlich abgelenkt,
wobei ein Anstau um die Hohe h, iy
stattfindet. An den Seiten des Kérpers ————=-F3~-———--- IJ_ e
ist wegen der vergroferten Reibung 1
die Flissigkeitsgeschwindigkeit etwas
kleiner als der Kanalverengung ent-
spricht, so dafl dort die Oberfliche um
den kleinen Betrag h, hoher steht

2
als hinten, wo der Abflufl wieder die
Geschwindigkeit v hat. A r

Die von der stromenden Fliissig-
keit auf den prismatischen Korper
ausgelibte Druckkraft ist

P=P +P,,
worin eingesetzt wird Abb. 282.
Py=y-by+F und Py=ypy-hy-F.

Man kann weiter umrechnen

IN—
1

hhy=2¢ 1;__2 d hg =10C,y+ vt
hy =Cq 0 un by ==
! ! 2qg ? ? {I
und erhalt so

2

v? v?
P=y-Frgo Gitl) =y -F-on- L
g

Fiir ein Prisma mit ebener, senkrecht zu v stehender Kopffliche in £, = 1, die Stauhshe
gleich der Geqchwmdwkeltshohe

Bei prismatischen Kérpern, die bis auf den Grund des Kanals reichen, gilt

L_ = 0,03 1 2 3 6
VF
(=08 046 035 033 0,33
= 1,86 1,46 1,35 1,33 1,33
Bei schwimmenden prismatischen Korpern ist
—l: = 0,03 1 3 6
VE
{,=043 017 0,10 0,10
=143 1,17 L0 1,10
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Ist das Prisma vorn keilférmig zugescharft (Abb. 283), so ist in die obige

Formel v/ = v sinx einzusetzen und F/ =

Abb. 283.

————. Damit ergibt sich wie oben
2-sinx

F (v-sine )2
‘sine 2 g
und ferner die in Richtung der Stromung wirkende
Gesamtkraft gemiall Abb. 282

Py=2-P -sina=C( -y F-

Pr=0yes

4

csin?a,

also erheblich kleiner.
Dasselbe trifft bei Zuschidrfung am hinteren Teil
fur P, zu.

Bewegt sich der Korper in der stromenden Fliissigkeit mit der Eigengeschwin-
digkeit + ¢, so ist in die obigen Gleichungen die Relativgeschwindigkeit v + ¢

einzusetzen.
Es gilt fiir

gut gebaute FluBdampfer . . . .

3

gewdhnliche Elbkihne
Zillen u. dgl.

¢ =0,16 ~ 0,20

Kanalschiffe . . . . 0,21 = 0,27
..... 0,35 = 0,40
......... 0,4 = 0,5.
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