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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers in der Theorie
der Wechselstrome haben sich in den letzten Jahren erheblich gesteigert.

Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorginge in Wechselstrom-
kreisen, auch die graphischen und analytischen Methoden zu deren Untersuchung
sind wesentlich erweitert und ausgebaut worden. Die neueren Methoden finden
immer mehr Eingang in die Fachliteratur, und die Notwendigkeit, sie sich an-
zueignen, bietet sich allen, die die Literatur verfolgen wollen.

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr als nur gefiihls-
miBige Kenntnis der nichtstationiren Vorginge im Hinblick auf Uberstrome und
Uberspannungen verlangt.

In das erweiterte Gebiet in gedrdngter, aber dennoch streng wissenschaftlicher
Form einzufiihren, ist die Aufgabe, die das vorliegende Buch erfiillen will. Es wendet
sich einerseits an den Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden
dienen.

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Einschrinkungen nétig.

Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze vorausgesetzt. Dagegen
werden die fiir das Verstindnis der Wechselstromerscheinungen erforderlichen
Begriffe eingehend erldutert, um auch dem Anféinger in dem Gebiet die Einarbeitung
zu erleichtern.

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache technische Probleme
angewendet, und wo angingig wird auf Messungen eingegangen.

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der Lichtbogenvorgéinge
u. a. mubBten ausgeschieden werden.

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein mdoglichst geringes MafB herab-
zusetzen, wurden die Ausgleichsvorgénge in Leitungen neu bearbeitet. Durch Be-
schrinkung auf die verzerrungsfreie Leitung ist es moglich, ausschlieflich die
d’Alembertsche Lésung der Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben
zu verwenden.

Bei der Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr Dr.-Ing.
W. 0. Schumann mir in liebenswiirdigster Weise behilflich; ich méchte ihm auch
an dieser Stelle fiir seine wertvolle Unterstiitzung meinen besten Dank aussprechen.

Zirich, im Februar 1914.
Alfred Fraenckel.

Vorwort zur zweiten Auflage.

Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der zweiten Auflage
unveréndert geblieben.

Erginzungen erschienen in allen Kapiteln erforderlich, es seien erwahnt die
Erweiterung der Superpositionsrechnungen, der Berechnung unsymmetrischer
Mehrphasensysteme, eine elementare Erliuterung der Resonanzerscheinungen bei
Drosselspulen mit Eisen, die symbolische Darstellung von Ausgleichstromen.



v Vorwort zur dritten Auflage.

Obwohl andere als Kreisdiagramme in der graphischen Wechselstromtheorie
nur selten vorkommen, schien es doch wiinschenswert, auch auf das Vorkommen
von Kurven héheren Grades hinzuweisen und kurz zu zeigen, wie aus den Glei-
chungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden kann.

Die Berechnung von Leitungsproblemen wurde an verschiedenen Stellen erginzt.
Kurz erldutert wurde die Spannungsregelung durch Blindstrom. An die Unter-
suchung iiber die Genauigkeit des Ersatzes einer Starkstromleitung durch ein ein-
faches Kettenleiterglied schlieBt sich eine kurze Theorie des Kettenleiters, die u. a.
zur Einfithrung in die schon umfangreiche Literatur iiber das freilich noch nicht
vollstéindig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen herangezogen wird.

Durch Kiirzungen an anderer Stelle und etwas engeren Druck ist der Umfang
des Buches nahezu gleich geblieben.

Den Herren Prof. Dr.-Ing. F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing. W. O. Schu-
mann, Jena, bin ich fiir ihr freundliches Interesse und ihre wertvollen Ratschlage
sehr zu Dank verpflichtet.

Baden (Schweiz), im Mai 1921.
Alfred Fraenckel.

Vorwort zur dritten Auflage.

In der Einteilung des Stoffes wurde in einigen Punkten von den fritheren Auf-
lagen abgewichen. Das Verhalten zahlreicher Ubertragungskreise elektrischer Energie
wird durch lineare Beziehungen zwischen den priméren und den sekundéren Stromen
und Spannungen beschrieben, die mit verdnderten Koeffizienten immer wieder zu
den gleichen Untersuchungsmethoden und graphischen Darstellungen fithren. Da-
her wurden am Beispiel des Vierpols die Grundlagen fur die rechnerische und gra-
phische Behandlung des Verhaltens eines allgemeinen Ubertragungskreises in
Kap. VII vorangestellt, um das Verstindnis fiir die spitere spezielle Behandlung
von Fernleitungen, Transformator, Induktionsmotor, Kettenleiter usw. zu erleich-
tern und um Wiederholungen zu vermeiden. Zugleich wurde die allgemeine Be-
handlung der geometrischen Orter in die einleitenden Kapitel iibernommen und
ein Abschnitt tiber die Eigenschaften der Kreisdiagramme eingefiigt. Der so ge-
wonnene Raum wurde teils zur Vermehrung der Beispiele und Abbildungen, teils
zu Erweiterungen in fast allen Teilen verwendet. Die Berechnung unsymmetrischer
Mehrphasensysteme mittels symmetrischer Komponenten wurde wesentlich er-
weitert, ferner die Abschnitte iiber Stromverdringung, iiber Leitungen, iiber Ketten-
leiter und iiber Schaltvorginge. Neu aufgenommen wurde die Verwendung der
Karten der trigonometrischen Funktionen komplexen Argumentes zur Berechnung
von Fernleitungen. Einem wiederholt von élteren Lesern geduferten Wunsch folgend,
sind auch die Grundlagen der Rechnung mit komplexen Zahlen etwas eingehender
erliutert worden.

Berlin, im September 1930.
Alfred Fraenckel.
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I. Einwellige Wechselstrome.

1. Allgemeines, Definitionen.

Wechselstrome und Wechselspannungen sind zeitlich nach GroBe und Rich-
tungssinn verdnderliche Stréme bzw. Spannungen.

Die technisch verwendeten Wechselstréme sind periodisch, d.h. sie haben
zu irgend zwei Zeitpunkten, die um ein festes Intervall — die Periodendauer 7' —
voneinander entfernt liegen, gleiche Werte, wie auch sonst der Verlauf innerhalb
dieser Zeit sei.

Aus Griinden, die spater erlautert werden, wird ein zeitlicher Verlauf des
Wechselstromes nach der einfachsten periodischen Funktion, der Sinusfunktion,
angestrebt. Ein solcher Wechselstrom heifit einwel-
liger oder Sinusstrom; er wird dargestellt durch die

Gleichung =1, sin(wt+@). @)

Darin ist ¢ die Zeit, 4+ der Augenblickswert des Stro-
mes fiir die einzelnen Zeitpunkte, 4,,, w, ¢ sind Kon- /)
stante, deren Bedeutung sich wie folgt ergibt. L2
Da die Sinusfunktion sich zwischen den Grenz-
werten +1 und —1 bewegt, ist i, der grofite
Augenblickswert, den der Strom in einer Periode
je einmal im positiven und im negativen Sinn er-
reicht, und heilt die Amplitude (Abb. 1).
Die Periode der Sinusfunktion ist 277; wichst in Gl. (1) die Zeit ¢ um die Perioden-
dauer 7' des Stromes, so wiachst w? um

— N,

Abb. 1.

ol =2x. (2)
Der reziproke Wert der Periodendauer 7' ist die Periodenzahl in der Sekunde
oder die Frequenz f, daher

w=2xf. (3)

 heiBt die Kreisfrequenz, sie ist die Periodenzahl in 27z Sekunden.

Die Einheit der Frequenz, eine Periode in der Sekunde, nennt man ein Hertz.

Die in der Starkstromtechnik verwendeten Wechselstrome haben bei Licht-
und Kraftanlagen meistens eine Frequenz f= 50 Hertz, bei Bahnanlagen 15 oder
162/; Hertz. Telefonstrome haben héhere Frequenzen bis etwa 5000 Hertz und
in der Radiotechnik werden Frequenzen von mehreren hunderttausend Hertz
verwendet.

Die Konstante ¢ in Gl. (1) hingt von der willkiirlichen Wahl der Zeitzihlung
ab; fir £=0 ist (Abb. 1) L.

1=1, sing
und die positive Halbwelle des Stromes beginnt zur Zeit
¢ c.

= — 1= —

[ 2n

@ heiBt der Phasenwinkel. Er kann positive oder negative Werte von 0 bis {7
haben und dient dazu, die zeitliche Aufeinanderfolge von zwei (oder mehreren)
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 1



2 Einwellige Wechselstrome.

Stromen oder Spannungen von gleicher Frequenz zu bestimmen. Hat z. B. ein
zweiter Strom die Gleichung L.

1=1,,s8inwt, (4)
also den Phasenwinkel Null, so durchlduft der erste Strom nach GI. (1) alle seine
,»Schwingungsphasen um @/w Sekunden frither als der zweite nach Gl. (4). Der
erste Strom ist gegen den zweiten in der Phase verfritht oder um ¢ nach vorwirts
verschoben; positive Phasenwinkel ¢ bedeuten eine Phasenverschiebung nach vor-
wirts (Voreilung, Verfrihung), negative nach riickwérts (Nacheilung, Verspitung).

2. Erzeugung einwelliger Strome.
Wechselstr6me entstehen durch elektromagnetische Induktion.
Das Induktionsgesetz. Durch eine beliebige Fliche # (Abb. 2) tritt ein magne-
tischer Induktionsflufl
Y= [9,df. (5)
b

B, ist die Normalkomponente der magnetischen Induktion auf einem Flichen-
element df. Auf dem Rand der Fliche werde die Elektrizititsmenge Eins einmal
im positiven Sinn herumgefiihrt. Darunter ist der Umlaufsinn verstanden, der sich
der positiven Flichennormalen »n zuordnet wie die Dre-
hung dem Vorschub bei einer Rechtsschraube. Dabei
leisten die elektrischen Feldkrifte eine Arbeit, sie heilt
elektrische Umlaufspannung p, Ist €, die Tangen-
tialkomponente der elektrischen Feldstiarke in Richtung
des Bahnelementes ds, so ist

Abb. 2. Po = f’;@sds- (6)
Der Kreis am Integralzeichen bedeutet, daf der Integrationsweg iiber eine ge-

schlossene Bahn zu nehmen ist.
Dann ist stets, wenn ¢ die Zeit bezeichnet,

d d¥
po=§C,da = — % [®,df =~ )
F

Die magnetische GréBe —d¥W/dt, die Abnahme des von der Bahn umschlungenen
Induktionsflusses in der Sekunde heifit der magnetische Schwund, und das
Induktionsgesetz (7) lautet in Worten: Die elektrische Umlaufspannung ist
gleich dem magnetischen Schwund.

Die MaBeinheiten sind im praktischen MaBsystem fir die Umlaufspannung
1Volt, fir den InduktionsfluB 1 Voltsekunde; im elektromagnetischen CGS-
System 108 Volt bzw. 1 Maxwell.

Stromkreise. Bei der Anwendung des Induktionsgesetzes auf elektrische Strom-
kreise bilden die Leiter des Stromkreises den Rand der betrachteten Fliche. Sind
die Leiter linear, d. h. ist ihr Querschnitt klein gegen die Linge (z. B. Dréhte),
so kann man die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke dicht an der
Oberfliche eines Leiters auf das Leiterinnere beziehen.

Im homogenen Leiter bedingt die Feldstirke € eine ihr gleichgerichtete
Stromung von der Dichte & und nach dem Ohmschen Gesetz ist

C=00. (8)
o ist der spez. Widerstand des Leiters. Bei linearen Leitern ist der Betrag der
Stromdichte i
darin ist ¢ der Gesamtstrom, ¢ der Leiterquerschnitt. In chemisch oder thermisch
heterogenen Leitern besteht eine sog. eingeprigte Feldstirke &,, dort ist

0B =6+, (10)



Erzeugung einwelliger Strome. 3

und die Feldstirke im Leiter ist

C=06—-€,. (11)
Fiir ein Leiterstiick eines geschlossenen Stromkreises von der Lange [ ist der Anteil
an der Umlaufspannung

f@sds =f9§ds —f@eds ~Ri—E,. (12)
l l l

Hierin ist R:g—é— der Ohmsche Widerstand des Leiterstiickes, ¥, die in ihm

wirkende eingepragte elektromotorische Kraft (chemischen oder thermischen Ur-
sprungs). Fir einen Stromkreis aus n linearen Leitern lautet das Induktionsgesetz

_):’(R,z‘,—E,) — (13)

dt

, £, bedeuten Wlderstand Strom und eingeprigte EMK des »-ten Leiters,
‘I’ den gesamten von dem Lelterkrels umschlungenen Induktions-
fluB.

Betrachtet man nur einen Teil eines Stromkreises, so kann
man ihn dadurch zu einem geschlossenen erginzen, daB man sich £
in die Liicke einen Spannungszeiger mit seinen Zuleitungsdrihten
eingefiigt denkt (s. Abb. 3). Dann ist die Umlaufspannung b

$G,ds=i R—E, +i, R, (14) .

darin sind R und ¢ Widerstand und Strom des Stromkreisteiles b&,a, und ¢, der
Strom, R, der Widerstand des Spannungszeigers. Man nennt

iRy =p (15)
die Klemmenspannung von Klemme ¢ nach b. Damit erhilt das Induktions-
gesetz fiir einen Teil eines geschlossenen Kreises die Form

av
TTa

Ri+p—E,=

Als Sonderfille ergeben sich:

a) Der InduktionsfluBl ist zeitlich unverénderlich, der magnetische Schwund
ist Null, dies ist der gewohnliche Fall bei Gleichstrom. Die Umlaufspannung
ist Null, das elektrische Feld ist ,,wirbelfrei‘. GI. (13) fiir einen geschlossenen
Leiterkreis und Gl. (16) fiir einen Teil eines Leiterkreises gehen in das zweite Kirch-
hoffsche Gesetz iiber

n
SR, —E,) =0 (13a) Ri+p—E,=0 (16a)
1

(16)

b) Sind die eingepriagten EMKe Null, wie meist in Wechselstromkreisen,
so ist nach (16)

. d¥
Ri+p=——- (17
und fiir einen geschlossenen Leiterkreis
n
R a¥
; -t 18
D R = —. (18)

1

Vergleicht man (13a) und (18) oder (16a) und (17), so zeigt sich, daBl im Wechsel-
stromkreis der magnetische Schwund wie eine eingepragte EMK wirkt. Man spricht
daher von einer induzierten EMK und setzt

d'I/
1%



4 Einwellige Wechselstréme.

Damit 148t sich das Induktionsgesetz als erweitertes Kirchhoffsches Gesetz auf-
fassen, Gl. (17) lautet dann entsprechend (16a)

Ri+p—e=0. (20a)
Aber fiir Gl (18) erhilt man n

2R, —e=0. (20b)

1

Hier 146t sich e nicht unter das Summenzeichen ziehen wie in Gl. (13a). Die indu-
zierte EMK kann nicht ohne Willkiir auf die einzelnen Teile des Umlaufs verteilt
werden, man kann nicht von der EMK eines Leiters sprechen. Ferner zeigt sich:
In Abb. 3 hingt die Fliche und damit der FluB ¥ von der Wahl der Lage der
Zuleitungen zum Spannungsmesser ab. Daher ist die nach Gl. (15) definierte
Klemmenspannung p im Wechselstromkreis Gl. (17) nicht eindeutig, wahrend
sie im Gleichstromkreis Gl. (16a) eindeutig ist. Die Mehrdeutigkeit ist jedoch in
praktischen Fillen meist geringfiigig.

Bei der Berechnung des magnetischen Schwundesistnach Gl. (5) dermit dem Leiter-
kreis verkettete Induktionsflu ¥ als Flichenintegral der Normalkomponente %B,, der
magnetischen Induktion {iber die vom Leiterkreis umrandete Fliche zu berechnen.

Ein geschlossener Stromkreis setzt sich aus den Leitern des Stromerzeugers,
den Ubertragungsleitungen und den Leitern der Verbrauchsapparate zusammen.

In jedem dieser Stromkreisteile bestehen Induktionsfliisse,

% ihre Summe ist der gesamte umschlungene FluB.
: JKH Um jeden Teil fiir sich betrachten zu kénnen, hat man ihn
7% E’CD durch eine Verbindungslinie zwischen seinen Endpunkten zu
e einem geschlossenen Kreis ergénzt zu denken.

(‘3@ Von dieser Zerlegung macht man auch Gebrauch, wenn man

es mit Spulen zu tun hat, die aus einer Anzahl Windungen be-
stehen. Die Windungen einer Spule mit ihren Zuleitungen bilden
den Rand einer Fliche (Abb. 4)!. Verbindet man zwei Punkte a — b
benachbarter Windungen auf einer Meridianebene durch die Spulenachse durch
eine Gerade, so kann man den Flull durch die Fliche, die von der Windung und
der Verbindungslinie begrenzt wird, als WindungsfluB bezeichnen. Der Spulen-
fluB ¥ einer Spule ist die Summe der Windungsflisse @,. Hat die Spule w Win-
dungen, deren Flisse @,, D,...D,, sind, so ist

Abb. 4.

w
V=30, (21)
1
Umschlingen alle w Windungen denselben FluB @, so ist
VY =wd. (21a)

Man bezeichnet den SpulenfluB ¥ auch als Zahl der Kraftlinienwindungen.

Arten des magnetischen Schwundes. Der InduktionsfluB durch eine Fliche
kann sich &ndern entweder durch eine zeitliche Anderung des magnetischen Feldes
bei ruhend gedachtem Stromkreis, oder dadurch, daB bei unverinderlichem Feld
die Flache des Stromkreises sich &ndert, z. B. durch Bewegung der Leiter, etwa
einer Spule. Bei Verschiebung eines Stromkreises gegeniiber dem Felde in einer
Richtung z ist ¥ O AW dx

—a=— Tt ma) (22)

Das erste Glied rechts entspricht der zeitlichen Anderung des gegen den Leiterkreis
rubhenden Flusses und heilt EMK der Ruhe, das zweite entspricht der Ande-
rung der Lage bei zeitlich unveranderlichem Fluf und heiit EMK der Bewegung.

In elektrischen Maschinen treten oft beide Arten zugleich auf.

Prinzip des Wechselstromdynamoankers (Abb. 5). Ein Drahtrechteck wird in
einem homogenen magnetischen Feld B um seine zur Richtung der Induktion

15, Emde, F.: El u. Maschinenb. S.976. 1912.




Addition von einwelligen Stromen. 5

senkrechte Achse mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. Die Enden
dieser Windung sind an Schleifringe angeschlossen, wir denken sie uns durch einen
#uBeren Widerstand, z. B. einen Spannungsmesser, zu einer Schleife geschlossen.

Der als positiv gewahlten Normalen N ordnet sich der durch Punkt (Pfeilspitze)
und Kreuz (Pfeilgefieder) in Abb. 6 angedeutete positive Umlaufsinn rechts-
schraubig zu.

Bei der Drehung én-
dert sich der umschlun-
gene Flul von seinem
Héchstwert beio =0 bis
auf Nullbeia= 909, dann
tritt er im entgegenge-
setzten Sinn durch die
Windung und erreicht
den negativen Hochst-
wert bei« = 180°. Dieser
halben Umdrehung von
«=0 bis « = 1800 entspricht eine andauernde Abnahme des Flusses vom positiven
zum negativen Hochstwert. Dabei hat die EMK die Richtung des positiven Umlauf-
sinns. Bei der weiteren Drehung von o =180° bis o« =360° nimmt der Fluf} vom
negativen Hochstwert bis zum positiven Héchstwert dauernd zu, dabei ist die EMK
dem positiven Umlaufsinn entgegengerichtet. Thr Betrag entspricht der Geschwin-
digkeit der FluBanderung, sie ist bei gleichférmiger Drehung am gréBten, wenn der
umschlungene Fluf Null ist; sie ist Null, wenn der FluB seinen positiven oder
negativen Hochstwert hat, hier liegen die Richtungswechsel der EMK.

Ist F die Fliche der Windung, so ist

Y = BF cosa =¥, cosa.

Y, =BF ist der Hochstwert des Flusses. w:%% sei die Winkelgeschwindigkeit.
Da einer Umdrehung hier eine volle Periode
entspricht, ist w auch die Kreisfrequenz 2nf.
Bildete die Normale z. Z. {=0 mit der Rich-
tung der Induktion den Winkel ¢, so ist

a=wt+ge und

Y =B Fcos(wt+ @) =¥, (coswt+¢p), (23)

ez—%:w?[’msin(wt%»(p) 24
=2xf¥ sin(wt+ p). )

Bei gleichférmiger Drehung #ndert sich der

FluB und die EMK nach einem Sinusgesetz.

Der Héchstwert der EMK ist (in Volt) 2xf-mal so groB wie der Héchstwert
des umschlungenen Flusses (in Voltsekunden). Bei f =50Hertz und ¥, = /10 Voltsek
=10% Maxwell ist e,,—=3,14 Volt. Da in Gl. (23) cos (0?4 @)=sin (wt+ ¢ +37)
ist, ist die Schwingungsphase des Flusses gegeniiber der EMK um 7/2 oder um
die Zeit t =n/20 =% T, d.1i. um eine Viertelperiode verfriiht, oder die EMK gegen
den FluB um ebensoviel verspitet (s. Abb.7). Dies rithrt daher, daB die EMK
positiv ist, solange der FluB abnimmt, und negativ, sobald er zunimmt.

3. Addition von einwelligen Stromen.
Die Summe von zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz mit verschie-
denen Amplituden und Phasenwinkeln

= Ay, sin(wt -+ @q), Ay = Gy, Sin (W1 4 @)
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ist eine Sinusschwingung von derselben Frequenz

a=a,+ a,=a,sin(wt+ ¢).
Zur Bestimmung von a,, und ¢ bilde man die Summe fiir die zwei Zeitpunkte
wt=0 und wt=n/2. Es wird

@, SINQ = @y, SINP, + ay,, SINP,, @y, COS P = @y, COSQP; + Ay, COSP,.
Durch Quadrieren und Addieren folgt
O, = Gy + O3+ 201, Gy COS (@1 — P3) 5 (25)

ferner durch Division . .
A1 SIN Qg + Ao SID Py

tgp=_*" - Tt

Oy COS Pq + Agm COS @y

Bei der Addition einer groferen Anzahl Schwingungen fafit man erst zwei zu

einer Resultierenden zusammen, dann diese mit einer dritten usf.
| | J Die physikalische Anwendung dieses Satzes ergibt nun fol-
gende beiden Fille.

1. Vereinigen sich mehrere Leitungen, in denen einwellige
Strome gleicher Frequenz flieen, in einem Knotenpunkt, so
ist der resultierende Strom wieder ein einwelliger Strom von
derselben Frequenz.

2. Bei der Reihenschaltung von Stromkreisen mit einwelligen
Teilspannungen gleicher Frequenz ist die resultierende Spannung
] einwellig von derselben Frequenz.

8. Beispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrom-
maschine (Abb.5 S.5) zwei Spulen an, die den Winkel 8§ mit-
einander bilden (s. Abb. 8), so sind die induzierten EMKe

e = e, Sin(wt+ ¢;) ey = €y, Sin(wi + @,),
worin die Phasenvoreilung ¢; — @, =pf ist, da die erste Spule der zweiten stets
um den Winkel g voreilt.

Sind die Flachen der beiden Spulen gleich grof, so ist e;,, =e,,,, und die resul-
tierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nach Gl. (25)

2, = 2e2,, (14 cosp) en=26€1,,c085f.
Nach GI. (26) wird die Phase der resultierenden EMK

_ sing;+sin(p;—f) _ tg‘l’l_tg%ﬂ_ 1 1
P= cosg, Feos(pr—B)  1+tgptehp B o r=p—b

Die resultierende EMK ist 2cos}f-mal so grof wie die jeder Spule, sie eilt
gegen die eine um }f nach, gegen die andere ebensoviel vor.

(26)

-

Ab

4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome.

Der Mittelwert der Sinuskurve iiber eine beliebige Anzahl ganzer Perioden
ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen Halbwellen gleich grof ist,
aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem Gleichstrom-
meBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene Spule im Feld eines per-
manenten Magneten schwingt, keinen Ausschlag des Zeigers hervorzurufen. Er
erzeugt nur schnellwechselnde Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwin-
gende System infolge seiner Trigheit nicht folgen kann. Aus dem gleichen Grunde
kann ein Wechselstrom im allgemeinen nicht fiir elektrolytische Zwecke, z. B.
zum Laden von Akkumulatoren, verwendet werden.

Bildet man den Mittelwert iiber eine Halbwelle, so erhilt man verschiedene
Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wahlt. Der groBte Mittelwert, den
man fir eine Halbwelle erhilt, ist gleich der Hohe des mit der Halbwelle zwischen
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zwei Nulldurchgéngen flichengleichen Rechtecks (Abb. 9). Diesen nennt man
den Mittelwert, er ist 2
MG) = %J ipsinade = — i, = 0,637i,. 27)
0

Am wichtigsten ist der sog. quadratische Mittelwert, den man als Mittel der Quadrate
der Augenblickswerte erhélt. Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist

2 =1Zsin?wt =312 (1l —cos2wt).
Sie ist eine Sinuskurve von der doppelten Frequenz, ihre Ordinaten sind stets
positiv und lagern sich symmetrisch um den Mittelwert } i3, (Abb. 10). Die Wurzel

aus dem Mittelwert der quadratischen Kurve bezeichnet man als quadratischen
Mittelwert oder Effektivwert J. Es ist

T T
1 (. . . ) .
J2=?f@2dt=1§zf‘n, J = ;,fzzdt:;—;ZOJONm. (28)
b ¢

Fiir die Sinuskurve ist
Effektivwert = VL2 - Amplitude.

In der Technik beziehen sich An-
gaben iiber Betrige von Strémen
und Spannungen stets auf die Ef-
fektivwerte, weil man sie mit den
gebrauchlichen MeBinstrumenten
mif3t.

Ist R ein beliebiger Wider-
stand, so erzeugt ein Strom 1 in

der Zeit dt nach dem Satz von Joule die Wirme

2 Rds.

Die mittlere erzeugte Wérme in der Sekunde ist
T
1., _ 19
*T-J"L Rdt=J2R.
0

Die in Wirme umgesetzte Leistung eines Wechselstromes ist ebenso grof3 wie die
eines Gleichstromes, dessen Betrag gleich dem Effektivwert des Wechselstromes ist.
Hitzdraht-Strom- oder Spannungsmesser zeigen daher Effektivwerte an, ebenso
elektrodynamische Instrumente, bei denen das Drehmoment zwischen einer festen
und einer beweglichen Spule gemessen wird, die von dem zu messenden oder einem
ihm proportionalen Strome durchflossen werden.

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem Effektivwert
proportionalen Ausschlag.

Das Verhiltnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechselstromes nennt
man nach Fleming den Formfaktor. Mit den Werten nach Gl. (27) und (28)
erhélt man den Formfaktor der Sinuskurve

= J 7 . (29)
M@) 2}2
Das Verhaltnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den Scheitelfaktor,
er ist fir die Sinuskurve ]/2.

In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunéchst der Mittelwert der

induzierten EMK auf folgende Weise berechnet werden. Wihrend einer halben
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Periode éndert sich der umschlungene FluB im Maximum von +¥,, auf — ¥,

somit um 2 ¥, . Dividiert man durch die halbe Periode, so erhilt man den Mittelwe?'t
4w,

Hieraus erhédlt man die Amplitude und den Effektivwert
em=%M(e)=2an’m E=EM(e) =$M(e)=7ﬂ/§f‘f’m.
5. Die Leistung bei einwelligen Stromen.

Eine Wechselspannung
p=p,sinwi

erzeuge in einem Stromkreis den Strom
1 =1, sin(wt— ),

er habe gegen die Spannung die Phasenverschiebung ¢. Dann ist der Augenblicks-
wert der Leistung

Pt =Ppipsinotsin(wt— @) =3p,i,[cosp—cos(2wi—g)]. (30)

Die Leistung schwingt nach Gl. (30), wie Abb. 11 veranschaulicht, mit der dop-
pelten Frequenz um den Mittelwert

T
N= %fpidt = 3 PminCOSP. (31)
0
Da hierin pm:]/EP, ‘imz]/—éJ ist, ist die mittlere Leistung auch
N=PJcos¢. (32)

Die mittlere Leistung, die z. B. von einem dynamometrischen Leistungsmesser
angezeigt wird, berechnet sich als Produkt aus den Effektivwerten von Spannung
und Strom und dem Cosinus der Pha-
senverschiebung zwischen ihnen. Wenn
@ von Null verschieden ist, ist die Lei-
stung kleiner als in einem Gleichstrom-
kreis, dessen Strom und Spannung
ebenso grof sind wie die Effektivwerte
im Wechselstromkreis. Dies riihrt da-
her, da3 beim Wechselstrom die Augen-
blickswerte der Leistung wihrend eines
Teiles jeder Halbperiode gp/w (s. Abb.11)
entgegengesetztes Vorzeichen haben als
wihrend des iibrigen Teiles; es wird
also nur wihrend eines Teiles der Halb-
periode dem Verbraucher Arbeit von der Stromquelle zugefithrt, wihrend eines
anderen ein Teil davon zuriickgegeben. Das Produkt der Effektivwerte PJ = p,, 0,
ist beim einwelligen Wechselstrom nach GI. (30) nur die Amplitude der iiber die
mittlere Leistung gelagerten Leistungsschwingung von doppelter Frequenz. Im
Grenzfall, @ =+-90°, ist die mittlere Leistung sogar Null, d. h. Energieaufnahme
und Riickgabe in aufeinander folgenden Halbperioden sind gleich groB.
Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde hier als gegebene
GroBe angenommen, iiber ihre Ursache und die mit ihr verbundenen Richtungs-
wechsel der Leistung werden die folgenden Kapitel Aufschluf geben.
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II. Selbstinduktion und Kapazitit in
Wechselstromkreisen.

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen.

Jede elektrische Stromung erregt ein magnetisches Feld.
Das Durchflutungsgesetz. Durch eine beliebige Fliche F trete eine elektrische
Stromung. &, sei die Normalkomponente der Stromdichte auf dem Flichen-

element df, dann ist
[6.dj=6 8y
F

die gesamte durch die Fliche tretende Stromung oder Durchflutung. Auf dem Rand
der Fliche werde ein Einheitspol im positiven Sinne genau einmal herumgefiihrt.
Darunter sei wieder der Umlaufsinn verstanden, der sich der als positiv gewahlten
Flichennormale zuordnet wie die Drehung dem Vorschub einer Rechtsschraube.
Dann leisten die magnetischen Krifte eine Arbeit, sie hei3t magnetische Umlauf-
spannung V,. Ist 9, die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke in
Richtung des Bahnelements ds, so ist

Vo=¢9.ds. 2
VO"_—.‘f‘bsds zﬁfgndf:_@’ (3)

Dann ist stets

in Worten: Die magnetische Umlaufspannung ist gleich der Durch-
flutung. Hat man es mit Leiterstromen zu tun, so berechnet sich die Durchflutung
aus der algebraischen Summe der durch die Fliche treten- A

1 ;
den Einzelstréme, dann ist R

0= 27' ’ (4) S s ,/’/
wobei die im Sinne der positiven Flichennormalen gerich- 1
teten Strome als positiv, die entgegengerichteten als ne-
gativ zu zéhlen sind. Oder man ordnet der als positiv an- - .
genommenen Stromrichtung die positive Richtung der « e AN N
Flichennormalen zu. Abb. 12 zeigt die zusammenge-
horigen Richtungen von Strom und FluB fiir einen
Kreisstrom,
Gehoren die Stromleiter einer Spule von w Windungen an, die denselben Strom
fithren, so gilt fiir einen Integrationsweg, der mit allen Windungen verkettet ist,
$H.ds=1w. (5)
Die GroBe des magnetischen Flusses, den ein Strom erregt, ist auBer von dem Strom
noch von dem Stoff abhéingig, in dem der FluB erregt wird. Daher sind zur voll-
stdndigen Definition des magnetischen Feldes zwei Vektoren erforderlich, die Feld-
stirke § und die Induktion ®B. Beide Vektoren haben die gleiche Richtung. Thr
Verhéltnis heiBt Permeabilitit des Stoffes, und man setzt
B=pon. (6)
Hierin ist x4, eine vom MaBsystem abhingige Konstante und heiit Permeabilitit
des leeren Raumes, und y ist die relative Permeabilitdt des Stoffes mit Bezug auf
das Vakuum.
Im praktischen MaBsystem wird $ in Amp/cm und % in Voltsek/cm? gemessen,

: ;
erner 1st o =47 10-? Voltsek/Ampem = 47 10~ Henry/em . O

4 ist eine Zahl, die fiir Eisen noch von B und $ abhingig und > 1 ist (s. Kap. XI).
Fiir Luft und die meisten anderen Stoffe ist y =1.

Fiir die magnetische Induktion gilt das Kontinuitdtsgesetz. In eine geschlossene
Hiillfliche in einem magnetischen Felde treten ebensoviel Induktionslinien ein wie

Abb. 12.
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aus. Das Grundgesetz lautet daher §9B,df=0. (8)

Die Induktionslinien haben keine Quellpunkte, die Induktion ist quellenfrei ver-
teilt. Daher ist die Normalkomponente der Induktion beim Ubertritt des Feldes
von einem Stoff zum anderen dieselbe, wihrend die Normalkomponenten der Feld-
stiarke sich umgekehrt wie die Permeabilitdten verhalten. Ein magnetisches Feld
kann daher durch Induktionsréhren dargestellt werden, deren Flufl konstant ist
und deren Querschnitt sich beim Ubertritt von einem Medium zum anderen nicht
andert. Hingegen ist der Anteil an der Umlaufspannung in den verschiedenen
Stoffen von der Permeabilitit abhingig.

Magnetische Energie. Im magnetischen Feld ist Energie aufgespeichert. Die
Energie in der Volumeneinheit, die Energiedichte, ist nach Maxwell

B
W,y = f@d% . 9)
0
In Medien, in denen u unabhingig von 9B ist, ist dB =pu,d9 und
1 1@
Wi =gt O =5 (9a)

Induktivitit. Die Energie des magnetischen Feldes eines Leiterkreises 148t sich
durch den InduktionsfluB und den Strom, der ihn erzeugt, ausdriicken. Zerlegt man
den FluB in Induktionsréhren, so sind diese alle mit dem Strom verkettet, der sie
erregt. Ist df der Querschnitt einer Rohre, ds ein Liangenelement der Achse, so ist
Bdf der elementare Induktionsflu Ay der Rohre und $ds der Anteil des Lingen-

elementes ds an der magnetischen Umlaufspannung. Da-
her ist die Energie des Volumenelementes df-ds
5 BdfHds,
und fiir die ganze Rohre, da § 9ds=1 ist,
1Bdfi=21idy.
Durch Summation iiber alle Induktionsréhren ergibt
sich die gesamte Energie des vom Strom 7 erregten

Feldes Wo=21i3 Ay =1i¥. (10)
Darin ist ¥ (s. S. 2) der gesamte mit dem Stromkreis
verkettete Induktionsflu. Da er hier vom Strom s allein
herriihrt, ist er ihm proportional, solange u unabhingig
von P ist. Dann ist .
Y=1Li (11) Wa=3Li#, (12)
L ist der Selbstinduktionskoeffizient oder die In-
duktivitdt des Leiterkreises und numerisch gleich dem
umschlungenen Fluf}, den der Strom 1 Amp erzeugt. Die Einheit ist
1 Voltsekunde/1 Amp = 1 Henry (H).

Der tausendste Teil davon heiit 1 Millihenry (mH).

Beispiele. 1. Eine Ringspule von rechteckigem Querschnitt (Abb. 13). Die
Windungen mégen so dicht aneinanderliegen, daBl der ganze Induktionsflufl im
Inneren des Ringes verlduft, und jede der w Windungen den ganzen Induktions-
fluB umschlingt. Aus Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrische
Kreise. Nach dem Durchflutungsgesetz ist fiir einen Radius x

. W
9.27x = 1w @gjzﬁAmp/cm,
Ta Ta

¥ =ppew| Hade = 2iw210—9a/¢f% = 25wapuln (%“) 10-? Voltsek.
i Ti

Ti
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L=2 w“’auln% 10~ Henry, (13)

worin y als Konstante betrachtet ist. L ist dem Quadrat der Windungszahl w
proportional.

Istz.B. r;=12,7,=15cm, a = 10 cm, w =300, y =1 (unmagnetisches Medium),
so wird L =2-3002: 10 In}3-10-2=0,4-10-3H. Der Draht habe 2 mm Durchmesser.
Ein Strom von 5 Amp bedmgt eine Kraftlinienwindungszahl ¥ =2-10-3 Volt-
sekunden und der Energiegehalt ist W, =1-5%-0,4-10-3=5-10-3 Joule.

2. Eine Doppelleitung aus zwei parallelen Drahten vom Radius @ im Abstand D
(Abb. 15). Die Leitungen seien sehr lang und an den Enden leitend miteinander
verbunden, sie bilden somit eine lange rechteckige Schleife. Der umschlungene
InduktionsfluB setzt sich, wenn man von den Endverbindungen absieht, zusammen
aus den Flissen, die jeder Leiter fiir sich erzeugt. Die Kraftlinien des Feldes eines
Leiters sind infolge der Symmetrie konzentrische Kreise um die Leiterachse. Sie
verlaufen teils innerhalb, teils aulerhalb des Leiters. AuBerhalb des Leiters sind

1
\
" N, ’ /, ‘|
] N,
] }4‘5 ,/’, ‘\
A et
_ej. —tp—
fr—x i
\Y ,’ 0 I\\ /’
\ 7/
\\' \/
\'l \'1
Abb. 14. Abb. 15.

sie von allen Stromfiden des Leiters durchflutet, innerhalb nur von einem Teil.
Fiir einen Punkt P im Abstande z von der Leiterachse ist fiir
. 7 Lx? , 7
x>a 9 2nx=1 @':%;, v<a 92mx=i; 9" = 27;;2
Dabei ist angenommen, dall der Strom gleichmiBig iiber den Querschnitt verteilt
ist. Die Ordinaten der beiden gestrichelten Kurven der Abb. 14 zeigen die Feld-
stirken, die von den beiden Leitern herrithren. Die Zusammensetzung gibt die
resultierende Feldverteilung nach Abb. 15.
Da beide Leiter gleiche Fliisse durch die Schleife senden, ist der FluB3 von einer
Leiteroberfliche zur anderen fiir die axiale Lénge ! und fiir u=1
D

Y — 2 f@ ld —109 d _4mn( )10—9Voltsek
a

Im Inneren der Lelter sind die Kraftlinienwindungen fiir beide Leiter zusammen
(fiirp=1)

" a

Y’ =2u, Sg"»ld l()if Tdx=1¢1107°,
§

V=Y 1y—= il[zlln; + 1} 109 Voltsek.

L=1[4n2 +1]10- Henry. (14)

Beispiel. Zwei Driahte von 50 mm? Querschnitt, ¢ =0,4 cm, im Abstand
D =100 cm haben bei einer Lénge von 1km =105 cm eine Induktivitit

L=10° [4 n }% 4 1} 10~ — 2,31 mH.
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Das erste Glied in der Klammer ist 22,1, der Anteil des Feldes im Leiterinnern an
der Induktivitdt ist nur 4,5%.

Bei ferromagnetischen Stoffen kann von einem Selbstinduktionskoeffizienten
nicht gesprochen werden, weil keine Proportionalitit zwischen Strom und FluB
besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. XTI gezeigt. Hier beschrinken wir
uns auf die Fille, fiir die L konstant ist.

Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. Ein Leiterkreis mit der Induktivi-
tdt L und dem Ohmschen Widerstand R sei an ein Netz angeschlossen (Abb. 16).

i Die Pfeile geben an, in welchem Sinn Strom und Spannung
(positiv gerechnet werden.) Nach dem Induktionsgesetz ist, mit

k L
d¥ _ Ldi

@ a (15)

Ri—p=—
Abb. 16. .
Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes —Lg—; bezeichnet man als elektro-

motorische Kraft der Selbstinduktion. Nimmt der Strom zu, so wichst
der Induktionsflul dem Strom rechtsschraubig zugeordnet, und da die induzierte
EMK der zeitlichen Abnahme des Flusses rechtsschraubig, der Zunahme also
linksschraubig zugeordnet, ist die Richtung der EMK der Selbstinduktion stets
der Anderung des Stromes entgegengerichtet (Lenzsche Regel). Multipliziert man
Gl. (15) mit —idt, so lautet die Energiegleichung
pidt— Ri®dt =i Ldi = d(3L2) =dW . (16)
Darin ist die linke Seite der Uberschu8 der dem Stromkreis vom Netz in der Zeit dt
zugefithrten Arbeit iiber die Stromwérme, die rechte Seite ist die Zunahme der
magnetischen Energie des Feldes.
Bei Gleichstrom wird nur im ersten Augenblick nach dem Einschalten dem
magnetischen Feld Energie zugefiihrt, bis der Gleichstrom von Null auf seinen sta-
tiondren Wert, entsprechend dem Ohmschen GesetzJJ = P/R
' angestiegen ist. Dann ist im magnetischen Feld die Ener-
’1' gie 3J2L aufgespeichert und bleibt darin unverdndert be-
stehen, solange der Strom andauert.
7 | Der Wechselstrom hingegen steigt, abgesehen vom
Augenblick des Einschaltens, im ersten Viertel jeder Peri-
ode von Null bis 4,, und mit ihm der FluB, dabei wichst

iL

R e

Wn 4‘“\ die Energie von Null bis 42 L. Im zweiten Viertel der

T 2 Periode nehmen der Strom, der Fluf} und die magnetische

M Energie wieder auf Null ab. Beim ersten Vorgang, der

b HW Ladung des Feldes, wird dem Stromkreis elektrische Lei-
d_W_V\ /\ stung von der Stromgquelle d;lt’ =5 (1 ?) = zL ;

c zugefiithrt, beim zweiten, der Entladung des Feldes wird

\/ \/ der gleiche Betrag wieder zuriickgegeben. In der folgenden
halben Periode wichst der Strom und mit ihm das Feld

Abb.17a, b, c. in entgegengesetztem Sinn. Fiir den Betrag der magneti-

schen Energie ist die Richtung des Stromes belanglos: das

Spiel der Energiesammlung und Riickgabe ist in jeder halben Periode dasselbe.
Abb. 17 zeigt fiir eine ganze Periode die Schwingungen a) des Stromes i und des
von ihm erzeugten Feldes (¢L); b) der magnetischen Energie W,,=3}i2L, und
c) der bei der Ladung und Entladung des Feldes von der Stromquelle zugefithrten

Leistung dZ Die magnetische Energie pulsiert mit der doppelten Frequenz des

Stromes um den Mittelwert
W, =335 L]=3J2L,
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worin J der Effektivwert des Stromes ist. Dieser Mittelwert ist also ebenso grof8
wie die Energie bei Gleichstrom, dessen Betrag gleich dem Effektivwert des
Wechselstromes ist. Die Ladeleistung pulsiert um den Mittelwert Null.

7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand
und Selbstinduktion.

Um den Strom zu berechnen, der sich unter Einwirkung einer einwelligen
Klemmenspannung einstellt, hat man Gl. (15) zu integrieren. Es werde hier zunéchst
das partikuldre Integral betrachtet, das den stationdren Zustand beschreibt, der
sich kurz nach dem Einschalten einstellt. (Das vollstindige Integral wird in
Kap. XIII behandelt.) Dazu gehen wir vom Strom aus und fragen, wie grofl mufl
p sein, wenn ¢ gegeben ist. Nach Gl. (15) wird

p=Ri+LY. (17)
Es sei ¢=4,sinwt, Ri=Ri,sinwt, _dflti =wLi,coswt=wlLi,(sinwt -+ w/2),
somit p=Ri,sinwt+ o Li,sin(ot 4+ 7/2) = p,,sin(wt 4 ¢). (18)

Die Klemmenspannung erscheint aus zwei Komponenten zusammengesetzt: die
erste hat die Amplitude R¢,, und die gleiche Phase wie der Strom, die zweite die
Amplitude wLi,, und } Periode Voreilung gegen den Strom; die erste ist der
Ohmsche Spannungsabfall, die zweite ist der EMK der Selbstinduktion entgegen-
gesetzt gleich. Die Amplitude der Spannung wird somit nach Gl. (25) S. 6

Pn=1p, }/EZ + w?l? (19)

und nach Gl. (26) die Voreilung der Spannung gegen den Strom
tgp =27 (20)
Gl. (19) gilt, wenn beiderseits durch ]/5 dividiert wird, auch fiur die Effektivwerte
P=JJR*+ oI (19a)

Hat eine Spule z. B. eine Induktivitdt L =10-2 H und einen Widerstand R =1 Ohm,
s0 ist fiir f==50Hertz w L=2x 50-10-2=3,14 Ohm und VRZ w2 = ]/12 + 3,142
= 3,3 Ohm, fiir /=10 Amp ist die Spannung 33 Volt, die Phasenverschiebung

Q= artg—c%' =artg3,14 ="72,3°.

Leistung, Blindleistung, Scheinleistung. Die momentane Leistung ist nach G1.(18)
pi = Ri%sin*wt + o Liisinwtcoswt =} Ri% (1 —cos2wt) + jw Lizsin2wt. (21)
Der erste Teil schwingt mit der doppelten Frequenz um den Mittelwert % RiZ,, er
entspricht der Umsetzung von elektrischer Arbeit in Warme im Widerstand. Der
zweite Teil schwingt mit doppelter Frequenz um den Mittelwert Null und entspricht
der umkehrbaren Umsetzung von elektrischer Arbeit in magnetische Feldenergie

(s. 8. 12). Die mittlere dem Stromkreis zugefiihrte Leistung ist
T

N:%fpidt:;m;,:mz. (22)
0

Die beiden Teile der momentanen Leistungsschwingung GI. (21) entsprechen den
beiden Komponenten der Klemmenspannung nach Gl. (18). Deren Effektivwerte
sind P cosp=J R und Psing=JwL, wie sich durch Auflésung von sin(wt 4 @)
=sin wt cos p +coswisin g in GL (18) ergibt. Nur die mit dem Strom gleich-
phasige Komponente P cosg gibt mit dem Strom multipliziert die Leistung

N=PJcosp, 8. S. 8. (22a)
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Die gegen den Strom um % Periode voreilende Komponente Psing ergibt keine
Leistung. Doch hat dieses Produkt in Wechselstromkreisen eine groBe Bedeutung
und man nennt

N,=PJsing (23)
die Blindleistung. Da P sing =JwL ist, wird

N,=J2wL.
Die Energie des magnetischen Feldes schwingt nach S. 12 mit der doppelten Fre-
quenz um den Mittelwert Wm —12L, (24)

Daher ist die Bedeutung der Blindleistung fiir einen induktiven Stromkreis
N,=20W,,. (25)

Die Stromquelle und alle Teile der Leitung sind fiir die volle Spannung zu be-
messen und zu isolieren. Daher ist das Produkt PJ fiir die Bemessung der Genera-
toren (Typengrofe) und der ganzen Anlage mafigebend, auch wenn nur ein Teil
entsprechend dem cos der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung als
Leistung in anderer Energieform nutzbar gemacht wird (hier Wéirme im Wider-
stand). Man bezeichnet PJ als Richtleistung oder Scheinleistung

N,=PJ (26) und es ist N,= N2+ N2 (27)
Entsprechend bezeichnet man die Komponenten der Spannung P cosg die Wirk-
spannung, Psing die Blindspannung. Die Gréfie wL in Gl (19) wird als
Blindwiderstand (Reaktanz) bezeichnet und ]/RZ—I-waL2 als Scheinwider-
stand (Impedanz). Zur Abkiirzung setzt man

wL=X (28) VR + w2 =2z. (29)
R ist bei Wechselstrémen, besonders bei hohen Frequenzen, groSer als der Ohmsche

Widerstand, zum Unterschied spricht man dann von dem Wirkwiderstand.
Wirk- und Blindstrom, Leitwerte. Geht man von der Klemmenspannung aus

p=}2Psinwt,
so wird der Strom
7= ]@Jsin(wt— Q)= V§J(sinwtcos<p—coswtsin<p),

darin ist wieder nach GI. (19a) und (20)

Je—__ £ _P top—=2L_X
VRR¥ Pl 2’ 8Y=% T &

Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert (Einheit 1 Siemens S)
und heit Scheinleitwert (Admittanz), er wird mit y bezeichnet. Damit ist auch

J=Py. (30)

Der Strom kann nun auch in zwei Komponenten zerlegt werden, die eine ist in

Phase mit der Spannung, die andere um % Periode dagegen phasenverschoben.

ie heiBl
Sie heiflen Jcosp=Pycosp der Wirkstrom

J sin p= Pysin ¢ der Blindstrom,
Dieser Zerlegung entsprechen die Bezeichnungen
ycosp=g der Wirkleitwert (Konduktanz)
ysin p=>5 der Blindleitwert (Suszeptanz)

y =7 b+ ¢%.
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Die Leitwerte stehen mit den Widerstdnden in folgenden Beziehungen:

1 R X 1
y=7 9= b=u  z= Rzggi X‘—;z (31)
X b R . X b
tg(p = ‘R- == ; Cos @ = 7 "_-———Z— sme = " = —y‘. (32)

Bei Reihenschaltung rechnet man besser mit den Widerstinden, bei Parallel-
schaltung mit den Leitwerten.

Aus zwei Widerstdnden oder Leitwerten konnen stets die iibrigen vier Kon-
stanten berechnet werden. Zur experimentellen Bestimmung ist die Messung des
Stromes J, der Spannung P und der Leistung N erforderlich.

Die Leistung ist

N=PJcosp=J2R = P?g,

daher
N N P J — e
R=j}z_ 9=7p L= ¥y=7p> XZV;E—Rz b=]/y2—gz;
ferner kann man fiir die Blindleistung schreiben
N,=PJsing=Pb=J2X
und fiir die Scheinleistung
N,=PJ=Ply=J%.

8. Kapazitit in Wechselstromkreisen.

Bei verdnderlichen Stromen spielen auch die Vorgéinge im elektrischen Feld
in Nichtleitern eine Rolle.

Elektrisches Feld. Die Feldstéarke € gibt an jedem Punkt Gré8e und Richtung
des Feldes an, sie ist als die Kraft definiert, die an der Elektrizitdtsmenge 1 an-

greift. Die Arbeit beim Verschieben dieser Ladung von einem Punkt @ nach einem
b

Punkt b im elektrischen Feld heilt die Spannung von a nach b: p,, = f € ds.

a
Ist diese Arbeit unabhingig vom Weg, so ist die Umlaufspannung beim Verschieben
von ¢ nach b und auf einem anderen Wege zuriick nach o gleich Null. Dann ist
das Feld wirbelfrei. In diesem Fall kann jedem Punkt des Raumes ein skalares
Potential ¢ zugeschrieben werden, und es ist

Pap = Pa— Po-
Die Feldstirke in einer Richtung s ist
¢ —_ 2
ST ds

Bei der Bewegung einer Ladung senkrecht zur Richtung der Feldstdrke ist die
Arbeit Null, dabei ist ¢ =konst. Eine Fliche, die iiberall senkrecht zur Richtung
der Feldstirke steht, ist eine Aquipotentialfliche.

Die Quellen des elektrischen Feldes befinden sich im Ruhezustand auf der
Oberfliche leitender Korper (wahre Ladung) oder an Ladungstrigern, die sich im
Felde befinden (Ionen, Elektronen).

Bei gegebenen Ladungen und deren Verteilung hingt das Feld noch von dem
Stoff ab, in dem es besteht, und zur vollstindigen Beschreibung des Feldes sind
zwel Vektoren notig, die Feldstirke € und die Verschiebung ®. Beide haben die
gleiche Richtung. Thr Verhiltnis heit die Dielektrizitdtskonstante des Stoffes und
man setzt

D =¢eC. (33)

Hierin ist g, eine vom MaBsystem abhéingige Konstante und heifit Dielektrizitéts-
konstante des Vakuums, ¢ ist die relative Dielektrizitdtskonstante des Stoffes mit
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Bezug auf das Vakuum. Im praktischen MaBsystem wird € in Volt/em und D in
Coulomb/cm? gemessen, ferner ist
1 Coulomb 1
8= 47.9-107 Voltem — 4w9-1ou T2rad/em, (34)
¢ ist eine Zahl, die fiir Luft angendhert 1 ist. Nach S.9 Gl (7) war
o =4710-? Henry/cm, daher ist

V;**_Vj:_;s_ek_i

0= 9.10% T 3100 om ¢’

worin ¢=3-10" cm/sek die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum und in Luft ist.
Zwischen der Verschiebung und den Ladungen besteht die Beziehung: Der Ver-

schiebungsflu durch eine geschlossene Fliche ist gleich der von der Fliche
eingeschlossenen Ladung (GauBscher Satz).
§Dudf =g. (35)

An der Grenzfliche zweier Medien mit verschiedener Dielektrizititskonstante,
an der sich keine Ladung befindet, ist die Normalkomponente der Verschiebung
in beiden Stoffen gleich groB, hingegen verhalten sich die Normalkomponenten der
Feldstarke umgekehrt wie die Dielektrizitdtskonstanten. Daher kann man ein
elektrisches Feld durch Verschiebungsrohren darstellen, deren FluBl konstant ist
und deren Querschnitt beim Ubertritt von einem Medium zum anderen keine Un-
stetigkeit aufweist. Die Verschiebungsrohren beginnen und enden an der Ober-
fliche der Leiter, auf denen die Ladungen sich befinden, und nach Gl. (35) ist der
FluB jeder Rohre gleich der Ladung, die ihre Randkurve an der Leiteroberfliche
abgrenzt.

Energie des elektrischen Feldes. Die Energie des elektrischen Feldes in der
Volumeneinheit, die Energiedichte, ist nach Maxwell

D
w,= [€dD, (36)
0

und wenn die Dielektrizititskonstante unabhéingig von € und ® ist, mit dD = ¢,edE
2

wezéaoe@":?:%%:%@@. (362)

Kapazitit. Verlauft das elektrische Feld zwischen zwei voneinander isolierten
Leitern, die einander geniigend nahe gegeniiberstehen, so dafl alle Verschiebungs-
réhren auf der einen Oberfliche beginnen und auf der anderen enden, so kann die
Energie durch die Ladungen auf den Leitern und die Spannung von einem Leiter
zum andern berechnet werden. Ist df der Querschnitt einer Verschiebungsrohre,
ds das Langenelement der Achse, so ist die Energie in dem Volumenelement df-ds

h Gl. (36
nach Gl. (36) 1EDdfds.
Hierin ist ®df der konstante Verschiebungsflufl der Réhre und gleich der Elementar-
ladung 4g¢, die von der Réhre an den Leiteroberflichen abgegrenzt wird, und Gds

der Anteil des Léangenelementes ds an der Spannung p von einer Leiteroberflache (1)
zur anderen (2). Daher ergibt sich der Energiegehalt der Réhre

2
%Aqlf@d8=%4q-p~ 37

Durch Summation iiber alle Verschiebungsrohren wird die Energie des ganzen
Feldes zwischen beiden Leitern 1
W.=5p-q, (38)

worin ¢ die Gesamtladung beider Flichen ist. Da sie bei gegebener Leiteranordnung
der Spannung von einem Leiter zum andern proportional ist, ist auch

qa=Cp, (39) W.=5Cp?, (40)
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C ist die Kapazitat der betrachteten Leiteranordnung, sie ist numerisch gleich
der Ladung fiir die Einheit der Spannung. Im praktischen MaBsystem ist die Ein-
heit der Kapazitit: 1 Coulomb/l Volt=1Farad (F). Da dies eine sehr groBe
Einheit ist, gebraucht man den 10%-ten Teil davon: 1 Mikrofarad (uF).
Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Abb. 18). Zwischen zwei Platten
von groBer Ausdehnung, die iiberall in sehr kleinem Abstand d voneinander ent-
fernt sind, kann das Feld als homogen angesehen werden, die Verschie- o
bungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist konstant. Nur am - %,
Rande weicht der Verlauf davon ab. Vernachlissigt man die Randwir- (1
kung, was bei kleinem Abstand und grofler Fliche keinen wesentlichen

Fehler gibt, so ist die Spannung p=Ed. Der Verschiebungsflul} ist
t€¢ F

q=DF = o » daher die Kapazitit P
_q__&F 1 __&F 1
C= =%z 9100 ¥ = Tma 5105 *F- (41)

Um einen Plattenkondensator von 1 uF mit Glimmerplatten von % mm L_/
Dicke herzustellen, ist, wenn ¢=2>5 ist, eine gesamte Flidche erforderlich e g
470-0.025-9.10° Abb. 18,

F =T = 56500 om?,

Solche Kondensatoren werden aus Platten aufeinandergeschichtet, die abwechselnd
mit je einem Pol verbunden sind. Fir C=10"F=14F und d = 0,025 cm ist
bei einer Spannung von 1000 Volt die Feldstirke 40000 Volt/cm, die Ladung
q= 10‘3 Coulomb, die Verschiebung ® = 1,77 - 10-8 Coulomb/cm?, die Energie

1 Joule, die Energiedichte 3,54 - 10~* Joule/cm?.

2. Ein Zylinderkondensator (konzentrisches Kabel),

Abb. 19. Der AuBlenleiter (Mantel) sei geerdet. Da alle Ver-

schiebungslinien, die vom inneren Leiter

ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die

Ladung auf der inneren Fliche des Man-

tels entgegengesetzt gleich der Ladung

(9) des Innenleiters. Die Verschiebungs-

linien stehen senkrecht auf den Leitern

und sind daher radial. Durch eine Zylin-

derfliche vom Radius r und der Linge 7
tritt der Verschiebungsflufl

27rlD=¢q, daher ist D=51_, ferner
2mrl

ke

P=J@ =—f€®dr—2 9.101. j =2.9.100 212
7y r
_g_ e 1
C’—;—zl 72 9-108 uF. (42)
T

1
3. Zwei parallele exzentrische Zylinder (Doppelleitung). Hier kann das
Feld von zwei Achsen abgeleitet werden, auf denen die Ladungen +¢ und —g¢q
linienhaft verteilt sind. In Abb. 20 sind 4 und B die Spuren der beiden Achsen.
Die Verschiebungslinien verlaufen von 4 nach B, eine ist die Gerade A B selbst.
Eine weitere, etwa durch Punkt P, ergibt sich wie folgt. Der Flufl durch eine zu

den Achsen parallele Fliche, deren Spur Q P ist, 1st von A herriithrend q~— und von

B herriithrend ——qﬁ msgesa,mt »22 O( —

Die Gleichung der Verschlebungshmen ist also @ konst. Sie sind Kreise iiber AB
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 2
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ist doppelt so grol wie die Kapazitit der beiden Zylinder. Setzt man h=D)/2,
so wird die Kapazitit eines Drahtes gegen Erde im Abstand A
l
= —%__F. (44)
9-1011-2111%;’L

Beispiel. Fiir die Doppelleitung S.11 mit D =100 cm, ¢ =0,4 cm, wird die

Kapazitit fir /=10° cm=1km und ¢=1 nach Gl. (43)
10%

Hingegen betrug die Induktivitit L =2,31 mH/km. Ein Strom von 100 Amp be-
dingt eine magnetische Energie fiir 1 km Lénge von $100%-2,31-10-3 = 11,55 Joule.
Eine Spannung von 10000 Volt bedingt eine elektrische Energie fiir 1 km Lénge
von £100002-0,00505-10-¢=0,253 Joule. Erst bei noch wesentlich héheren Span-
nungen ist also bei Freileitungen die Energie des elektrischen Feldes der des ma-
gnetischen vergleichbar. i

Ladung und Entladung eines Kondensators. Andert sich die Spannung an den
Beldgen eines Kondensators um dp, so dndert sich die Ladung nach GI. (39) um

|[dg=Cdp

und im Dielektrikum besteht ein Verschiebungsstrom. Da die Strémung quellenfrei
ist, ist der Strom in den Zuleitungen die Fortsetzung des Verschiebungsstromes
. dq dp
Wird ein Kondensator an eine Gleichstromgquelle von der Spannung P angeschlossen,
so flieBt in der Zuleitung nur im ersten Augenblick ein Ladestrom, bis der Konden-
sator in seinem Feld die Energie W, =4 P2C aufgespeichert hat und auf seinen Be-
lagen die Ladung g = P-C angesammelt ist. Dann ist der Strom auf Null gesunken
und der Kondensator ist im stationdren Gleichstromkreis eine Unterbrechung. Man
kann ihn von der Stromquelle trennen, und er behélt seine Ladung bei.
Ist der Kondensator an eine Wechselstromquelle angeschlossen, deren Spannung
im ersten % jeder Periode von Null auf p,, wichst, so nimmt dabei die Ladung
von Null auf ¢,,=9,,C zu, die Energie auf $p2C; in der folgenden % Periode
fallt die Spannung und mit ihr die Ladung und die Feldenergie wieder auf Null.

Beim ersten Vorgang, der Ladung, ist der Ladestrom ¢ =C %Iti und die zugefiihrte
Leistung p¢=pC %? = % (3p2C) = %,‘—’. Beim zweiten Vorgang, der Entladung,

nimmt der Strom die entgegengesetzte Richtung an und es wird Leistung an den
Stromkreis zuriickgegeben. In der folgenden Halbperiode steigt die Spannung in
entgegengesetztem Sinn wie zuvor, der Ladestrom hat nunmehr die gleiche Rich-
tung wie zuvor der Entladestrom, im Feld wird wieder Energie aufgespeichert
unter Leistungsaufnahme vom Netz und in der folgenden Viertelperiode wieder
zuriickgegeben. Das Spiel der Ladung und Entladung in jeder Halbperiode ent-
spricht genau dem bei der Induktivitit, wenn an Stelle von ¢...p, fir L...C
gesetzt wird. Die elektrische Energie schwingt mit doppelter Frequenz um den

Mittelwert W, =1[3p2 C]=1P2C, also um den Energiebetrag, der im Kondensator
aufgespeichert wird, wenn er an eine Gleichspannung P angeschlossen wird. Fiir

Pp="7Pnsinwt wird g=Cp=Cp,, sihwt=gq,, sinw? und

i=%§—=0wpmsinwt=wqmcoswt. (46)
Die Amplitude des Ladestromes ist
im=0wpm=me’ (462)

2%
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er ist gegen die Spannung und Ladung um % Periode in der Phase verfriiht, denn
der Ladestrom ist so lange positiv, wie die Spannung steigt, und negativ, wenn sie
abnimmt. Die mittlere dem Kondensator zugefithrte Leistung ist Null. Dabei ist
ein vollkommenes Dielektrikum vorausgesetzt. Die Blindleistung ist

PJ=PoC=20W,. (47)

9. Stromkreis mit Selbstinduktion, Kapazitit und Widerstand.

Ein Kondensator C und eine Spule mit der Induktivitit L sind in Reihe an ein
Netz mit der Spannung p angeschlossen, R ist der gesamte Widerstand (s. Abb. 22).
c Nach dem Induktionsgesetz ist die Umlauf-

" TWWL ” spannung
. q di . dq
R,_;_U_p:_LE und L= (48)

I

Abb. 22. Wir untersuchen hier zunichst den stationiren

Zustand, der sich kurz nach dem Einschalten einstellt. Dazu werde ein einwelliger
Strom angenommen und die Klemmenspannung p berechnet, sie ist

g
p= Rz-{—Ldt—r—c,, (48a)
" ... . q idt -
fir i=ig,sinwt ist F=|-5=——Fcoswi+ (k).

Da im stationdren Zustand ein einwelliger Ladestrom elne einwellige Ladung be-

dingt, ist die Integrationskonstante Null. Ferner ist L—— =wlLi, coswt, und
p= Rzmsmwt—I»(wL— )z coswt (49)

=p,8in(wt+ @).

Die Spannung erscheint wieder aus zwei Komponenten zusammengesetzt, R1,, sinw?
ist der Ohmsche Spannungsabfall in Phase mit dem Strom, der Effektivwert ist
die Wirkspannung Poosp—JR,

(wL _515> im COS@?E ist gegen den Strom um Y% Periode verfritht, der Effektivwert

ist die Blindspannung
Psing =J(wL—1/wC).

Der Effektivwert der Klemmenspannung ist

P=JVR*+ (wL—1/wC)? (50)
und die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom
- wL—Rl/coC’ ) (51)

In der Blindspannung erscheint die Kondensatorspannung mit negativem Vor-
zeichen, weil sie gegen den Strom um % Periode verspétet ist, wihrend die induk-
tive Blindspannung gegen den Strom um % Periode verfriitht ist. Die Energien,
die in dem magnetischen Feld der Selbstinduktion und dem elektrischen Feld
der Kapazitdt schwingen, sind in Gegenphase. Die magnetische Energie hat ihren
Hochstwert, wenn der Strom am groften ist, dann ist die Ladung des Konden-
sators Null. Die Energie im Kondensator ist am gréBten, wenn die Ladung am
groften ist, d. h. beim Nulldurchgang des Stromes; dann ist aber die magnetische
Energie Null. In der momentanen Leistung

. o s . 1y .
pi==RiZsin?wi + z?"(wL —aa>smwtcoswt
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erscheint daher auch nur die Differenz der zur Ladung der beiden Felder erforder-
lichen momentanen Leistungen. Die Felder laden sich z.T. gegenseitig, und nur
der UberschuB der magnetischen iiber die elektrische Energie wird jeweils vom
Netz aufgenommen bzw. zuriickgegeben. Die mittlere Leistung ist

7

1 .
N=—Tfpz=JzR. (52)
0
Die Blindleistung ist, wenn wir die mittleren Energien

1 — 2 2 J—
5 AL=Wy,; 10" l<i> 1 W, setzen,

2C 2\0)C
Ny=20w(W,,—W,). (53)
Die gegenseitige Ladung der Felder ist vollkommen, wenn
1
wL=-—5 (54)

ist. In Gl. (50) verschwindet die Blindspannung und in (53) die Blindleistung; der
Stromkreis verhdlt sich dem Netz gegeniiber wie ein Ohmscher Widerstand, nach
Gl. (50) wird P=J R und nach Gl. (51) tgp=0.
Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz. Bei gegebenen Werten von L und C
tritt sie bei einer bestimmten Frequenz, der Resonanzfrequenz, ein, sie ist nach (54)
1 1
Wy — ~—=— 5 —_——.
0=": fo n} LC (55)
Hierbei konnen die Blindspannungen der Induktivitit und der Kapazitit sehr gro3
werden, sie sind J P
=20 - [/~
JowL—wC_RVC. (56)
Sie hingen nur von dem Verhiltnis der GroBe }L/C' zum Wirkwiderstand R ab.

VL/C hat die Dimension eines Widerstandes und wird als Schwingungswiderstand
bezeichnet, der ganze Stromkreis ein Thomsonscher Schwingungskreis.
Beispiel: Fiir R=10 Ohm, L=1 Henry tritt Resonanz ein bei f, =50 Hertz,

fiir 0= —— = | =1015-10F. Fiir /=10 Amp * 1
\JI@=0,7

L (1007)? |l
i
\
\
\

I
J
wird P = 100 Volt, wihrend Jwo L = J Jw,C =10+ (1007) gs 12 |z
=3140 Volt ist. Hierauf beruht die Gefahr der Reso- | /
nanz in elektrischen Stromkreisen. Die Stromquelle gs ~
braucht nur eine verhéltnisméBig kleine Leistung ab- ai
zugeben, um grofe Energieschwingungen hervorzu- g«

rufen. /
Verhalten des Schwingungskreises bei verschiedenen gz /
Frequenzen. Sei w eine beliebige Frequenz, w, die S0 ~
Resonanzfrequenz, das Verhiltnis o : wy =0, ferner das ==
Verhéltnis des Wirkwiderstandes zum Schwingungs- TS we
widerstand R J/C/L=p. Dann ist Abb. 23.
wL=21L_"pg,

w,f C 9

Ao //E_-]; — P
wC wl =9 E, J=

Hierin ist P/R=J, der Hochststrom im Resonanzfall, und das Verhiltnis J/J,
ist nur vom Frequenzverhiltnis 6 und vom Widerstandsverhiltnis ¢ abhéngig.
In Abb. 23 ist J:J, in Abhingigkeit vom Frequenzverhiltnis fiir zwei Werte von g
aufgetragen. Kurve I mit dem flachen Strommaximum gilt fir groflen Wider-
stand p =1, Kurve I mit dem spitzen Maximum fiir kleinen Widerstand ¢ =0,1.



22 Graphische und analytische Methoden.

Je kleiner der Widerstand, um so schérfer ist die Resonanzlage ausgeprigt, um so
enger der Bereich, in dem der Stromkreis einen betrichtlichen Strom hindurch-
148t. Die Phasenverschiebung der Klemmenspannung gegen den Strom ist nach (51)

1 1
Fiir 6 <1 ist ¢ negativ, die Spannung ist gegen den Strom verspitet, fiir 6 >1 ist

@ positiv, die Spannung ist gegen den Strom verfriiht.
Man unterscheidet hier:

wL=X, den induktiven Blindwiderstand,
1/ C =X, den kapazitiven Blindwiderstand,
wL —1jwC=X,— X, den resultierenden Blindwiderstand,

er wechselt sein Vorzeichen, wenn X, > X ist.

III. Graphische und analytische Methoden.

10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren.

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen festen
Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste Achse beschreiben bekanntlich die
Ordinaten einer Sinuskurve.

Stellt daher die Liange O P des rotierenden Vektors Abb. 24 die Amplitude eines
Wechselstromes 4,, dar, und ist die Winkelgeschwindigkeit seiner Drehung gleich

der Kreisfrequenz w, so sind die Projektionen 04 auf die zur Anfangslage 0X
senkrechte Richtung oY

04 =1i=1i,sinwt
die Augenblickswerte des Stromes.

Fiir einen zweiten Vektor 0Q =1, , der gegen O P
um einen Winkel ¢ im Sinne der Voreilung verschoben
ist, wird ebenso

OB =i’ =1}, sin(wt + ).

Die beiden Vektoren O P und O kénnen also als
Symbole zweier Wechselstréme von gleicher Frequenz
betrachtet werden, deren Amplituden ¢, und ¢, sind,
und die gegeneinander die Phasenverschiebung ¢ haben.

Anstatt die Vektoren rotieren zu lassen, kann man
sie auch feststehend denken, und die Gerade, auf die
sie projiziert werden, sich im umgekehrten Sinne drehen
lassen; diese Gerade heiBt die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist,
wenn man die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Voreilung
verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus, so kommt diese, wie die
Abbildung zeigt, bei der Drehung zuerst in die Lage des voreilenden Vektors.

Beliebig viele Strome und Spannungen sind also durch die Lénge ihrer Vektoren
und durch die Winkel, die sie bilden, in ihrer Grofe und Phase gegeneinander
eindeutig bestimmt. Voraussetzung ist dabei, dafl die Strome und Spannungen
gleiche Frequenz haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammen-
stellen. Uber die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus.

Praktisch ist es zweckmiBig, die Lénge der Vektoren in dem gewdhlten MaB-
stab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese gemessen werden; beim Uber-

gang zu den Augenblickswerten sind dann die Projektionen mit 1/5 zu multiplizieren.

Abb. 24.
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Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf die Lange der Vektoren an-
kommt und auf die Winkel, die sie miteinander bilden, kann man jeden Vektor
in dem Diagramm parallel mit sich selbst verschieben.

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addition von Strémen.
Die Summe zweier Strome Lo

11T =1
ergibt sich (s. Abb. 25) durch Parallelverschiebung des Vektors O B des Stromes i,
parallel mit sich selbst nach 4C an den Endpunkt des Vektors 04 des Stromes i,,
oder, da die Reihenfolge bei der Addition gleichgiiltig ist, durch Verschiebung
des Vektors 04 des Stromes 4; nach BC an den Endpunkt B des Vektors OB
des Stromes i,.

Der Vektor OC des Summenstromes ¢ ist also die Dia-
gonale des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten
Parallelogramms.

Da die Differenz zweier Strome

Uy = i Abb. 25.
gleich der Summe aus 4; und dem negativ genommenen Wert von i, ist, ist das
Parallelogramm von B aus erst bis ¢' im Sinne von ¢; und dann bis 4 im negativen
Sinne von 4, zu durchlaufen, und es wird die Diagonale BA der Vektor des Dif-
ferenzstromes 4’.
Der Vektor des Differenzstromes
tg— iy =1"

ist analog die im Sinne 4 B durchlaufene Diagonale.

Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors. In den Spannungsgleichungen
von Wechselstromen kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit
und das Zeitintegral eines Wechselstromes vor. Da

& d(ipsinot)

at— di
ist, erhilt man den Vektor, der den Differentialquotienten eines Stromes darstellt,
indem man die Lange des Stromvektors im Verhéltnis w:1 vergréBert und ihn
um 90° nach vorwirts dreht. Da ferner

. .. Tn . 4
fzdt= f@msmwtdt::l)—mn(wt—?)

ist, erhdlt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor des Stromes
im Verhéltnis 1:e verkleinert und ihn um 90° zuriickdreht.

= wW1i,,sin(wt 4 7/2)

Beispiele. g
Fiir die Spule mit dem Widerstand R und der Induktivitit L ist
nach Kap. IT Gl. (17) di
p= iR -+ LE . P,
An den Vektor 04 = JR, Abb. 26, der in die Richtung des Stromes
féllt, reiht sich der um 90° dagegen nach vorwirts gedrehte Vektor
JR A

AB=JoL, die Summe O B ist der Vektor der Klemmenspannung P. ?
Es folgt . _JoL oL
8¥=Tr T E-
Ist die Drosselspule mit einem Kondensator in Reihe geschaltet, so lautete die
Spannungsgleichung ;1
p=iR+ L5 + ¢ [id.

In Abb. 27 reiht sich an den Vektor 04 =JR in Richtung des Stromes, der um
90° dagegen nach vorwirts gedrehte Vektor A B=JwL und an diesen gegen den

Abb. 26.
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Strom um 90° nach riickwérts gedreht der Vektor der Kondensatorspannung
BC=J|wC. OC ist der Vektor der Klemmenspannung und es ist

8 oL —1/oC
g =——75—-.

J 8¢ R

wl

Verdndert man die GréBe der Kapazitit, so bewegt sich
wi- ~ der Endpunkt O desVektors der Klemmenspannung auf der

¢ Geraden 4 B. Wenn er in 4 liegt, ist die Spannung mit dem

L Strom in Phase, hierbei ist
J
J IR 7
ATb. 27. Dies ist der frither, S. 21, behandelte Fall der Resonanz.

Wird %>J oL, so liegt C unterhalb 4, dann eilt der Strom der Klemmen-
spannung vor.

11. Rechnung mit komplexen Zahlen.
Die rechnerische Erginzung der graphischen Darstellung durch Vektoren ist
die Rechnung mit komplexen Zahlen.
1. Grundlagen. a) Imagindre Zahlen sind die Quadratwurzeln aus negativen
Zahlen. Demgegeniiber werden die positiven und negativen Zahlen als reell be-
zeichnet. Jede imagindre Zahl ist das Produkt einer reellen Zahl in die imaginére

Einheit J —1. Diese wird mit j bezeichnet
y—1=j. (1)
p=—1, f=—j, =1, F=just
b) Die Summe aus einer reellen Zahl und einer imaginiren Zahl ist eine

komplexe Zahl. Sie wird durch gotische Buchstaben bezeichnet, reelle Zahlen
durch lateinische. Der allgemeine Ausdruck einer komplexen Zahl ist

Dann ist

r=a-jb. (2)
Darin ist @ der reelle Teil von 1, abgekiirzt a=Re(r),
b der imagindre Teil von t b= Qm(x).

Eine anschauliche geometrische Deutung der komplexen Zahlen gibt

c) die GauBsche Zahlenebene. Sie ordnet der Gesamtheit aller Zahlen,
reeller, imagindrer und komplexer, die Punkte einer durch ein rechtwinkliges
+ Achsenkreuz orientierten Ebene umkehrbar eindeutig der-

art zu, daB der komplexen Zahl
£ t=a-+}jb
4 der Punkt P der Ebene (Abb. 28) entspricht, dessen Ab-
= P a | 4 szisse den reellen Teil @ und dessen Ordinate den imagi-

l ndren Teil b6 mit. Den reellen Zahlen entsprechen die
\\J ~ Punkte auf der ,,reellen Achse, in Abb. 28 die Abszissen-
achse, den imagindren Zahlen die Punkte der ,,imaginéren
—j Achse’‘, in Abb. 28 die Ordinatenachse. Der Schnitt-
Abb. 28. punkt O der Achsen treunt die positiven von den nega-

tiven Zahlen, ihm selbst entspricht Null.

d) Konjugiert komplexe Zahlen. Einer komplexen Zahl t"=a—jb ent-
spricht ein Punkt P’ (Abb. 28), der zum Punkte P spiegelbildlich in bezug auf die
reelle Achse liegt. Zwei komplexe Zahlen t, ¢/, die den gleichen reellen Teil @ haben,
deren imaginire Teile b gleichen Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben,
heiBen konjugiert komplex. Die konjugiert komplexe Zahl zu t bezeichnet
man mit t*.
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e) Polarkoordinaten. Statt durch die rechtwinkligen Koordinaten @, b kann
die Lage des Punktes P auch durch die Polarkoordinaten eindeutig bestimmt
werden, nimlich durch den von O nach P gezdhlten Abstand r des Punktes P
von O und durch den Winkel ¢, den die Richtung O P mit der positiven Richtung
der reellen Achse bildet.

r ist eine reelle Zahl und heilt Betrag (oder Modul), ¢ ist das Argument der
komplexen Zahl t, und es ist (s. Abb. 28)

_ _ b Jmy
r=Ya? -+ b (3) tgp=—= Re(r) - (4)
Da r cos p=a und rsin ¢ =>4 ist, kann Gl. (2) auch geschrieben werden
t==r(cosp 4 jsing). )

f) Eulersche Formel. In Abb. 28 gelangt man zu Punkt P, indem man von O
erst um das Stiick @ auf der rellen Achse vorriickt, dann in Richtung der imaginiren

Achse um das Stiick b. Diesem Vorgang entsprechen die +7

Gl (2) und (5). Andererseits gelangt man zu Punkt P, 2 dr
wenn man die Strecke von der Liinger aus der Lage 0 A dp,

in der positiv reellen Achse (s. Abb. 29) um den Winkel ¢ £

in die endgiiltige Lage O P um den Punkt O dreht. Diesem = 7 5”,, 7 +

Vorgang entspricht eine weitere Beziehung.

Dreht man den Strahl O P um einen unendlich kleinen
Winkel dg in die Lage 0@, so erfihrt die komplexe Zahl 1,
die durch (Z—P_ dargestellt wird, eine Anderung um dr, die Abb.;;
der Bogen P@ darstellt. Seine Linge ist rde, und da er
senkrecht auf OP steht, sind die rechtwinkligen Komponenten von dr

in Richtung der reellen Achse —rde sing,
in Richtung der imaginiren Achse rdo cosg.
Daher ist . .
aher 18 dr =rdp[—sing + jcosg]. (6)
Hierin geht der Klammerausdruck rechts aus dem in Gl. (5) durch Multiplikation
mit § hervor, denn es war j2=—1, also ist
r(—sing 4 jeos @) =jr(cosp + jsing) =jt
und in (6) dr=7jrde oder %3::7'0190.

Das Integral dieses Ausdrucks von ¢ =0 bis p=g¢ entspricht der Drehung der

Strecke von der Lénge r aus der Lage OA in Abb. 29 nach O P. In der Anfangs-
lage entspricht dem Punkt 4 die reelle Zahl 7, in der Endlage dem Punkt P die
komplexe Zahl t; dies sind die Integrationsgrenzen der linken Seite, also wird

T r
%=ln%=fjd(p=j<p oder r=7re/?, (7
r 0
worin e=2,71828... die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Setzen wir die
rechten Seiten von (5) und (7) einander gleich, so erhalten wir die Eulersche Formel
cosgp +jsing=eiv, (8)

Gl. (7) stellt die Exponentialform einer komplexen Zahl dar, Gl (2) die Kompo-
nentenform. Die Beziehungen zwischen beiden sind durch (8) und (5) gegeben.

g) Drehung und Streckung eines Vektors. Aus der Ableitung der Gl. (7)
folgt, daB die Multiplikation mit e¢/? geometrisch die Drehung eines Fahr-
strahls im positiven Sinne um den Winkel ¢ bezeichnet. Der positive Drehsinn
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weist von der positiven reellen zur positiven imaginéren Achse und ist in Abb. 29
der Gegenuhrzeigersinn. Fiir p=mn/2 ist

eI72 = cos /2 -+ jsinm/2 =.

Die Multiplikation mit § bedeutet also eine Drehung des Vektors um 90°. Auf
den Vektor r=a-+jb angewendet, ergibt sich jr=ja—b, der gegen t im posi-
tiven Sinn um 900 gedreht ist. Analog bezeichnet eine Multiplikation mit ¢~7¢ eine
Drehung im negativen Sinn um @, und die Multiplikation mit —4 die Drehung um
900 im negativen Sinn. Da ferner j-j=—1 ist, bedeutet die Multiplikation mit
72 die Drehung um 180°, ebenso mit 42 um 2700, mit /4 um 360°. Allgemein kann
man sagen: die Multiplikation mit einem komplexen, imaginéren oder negativ reellen
Faktor vom Absolutbetrag 1 bezeichnet eine Drehung einer Strecke um das Ar-
gument des Faktors; ein solcher Faktor heifit Dreher.

Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer reellen Zahl, deren Betrag
von 1 verschieden ist, bedeutet geometrisch die Léngenidnderung (Streckung) des
Vektors, der die komplexe Zahl darstellt, ohne seine Richtung zu &ndern, ein
solcher Faktor heifit Strecker. av stellt einen Vektor dar, der a-mal so lang ist
wie r und die gleiche Richtung hat. Ist a kleiner als 1, so erfahrt der Vektor eine
Verkiirzung. Alle reellen Faktoren von 0 bis co auler 1 sind Strecker.

Die Multiplikation mit einer komplexen oder imagindren Zahl, deren Betrag
von 1 verschieden ist, bedeutet eine gleichzeitige Streckung um den Modul und
eine Drehung um das Argument. Ein solcher Faktor heilt Drehstrecker. So geht
der Vektor, der die komplexe Zahl re’® darstellt, durch Streckung der Linge 1
im Verhiltnis r:1 und gleichzeitige Drehung um ¢ aus der reellen Achse hervor.

IL. Rechenregeln tiir komplexe Zahlen. a) Addition und Subtraktion. Zwei
komplexe Zahlen werden addiert oder subtrahiert, indem man die reellen und die
imaginéiren Teile je fiir sich addiert bzw. subtrahiert.

Ist =a,+7b, und 1,=a,+jb,,
so ist t=1F+1,=a-+jb mit a=a;+a, und b=2b,4-b,. (9)
Hieraus folgt: zwei komplexe Zahlen sind nur dann einander gleich, wenn die

reellen Teile untereinander und die imagindren Teile untereinander gleich sind.
Die Gleichung

o +jb=a,+jb, (10)
zerfallt in zwei weitere
a,=a, und b, =b,. (10a)
Die Gleichung in Exponentialform
r1=716j¢l=r2=‘[‘267.972 (]]_)
zerfillt ebenso in die beiden Gleichungen
rp=r, und @,=0,. (11a)

Eine komplexe Zahl kann daher auch nur dann gleich Null sein, wenn sowohl der
reelle Teil als auch der imaginire Teil gleich Null sind.
b) Multiplikation. Es ist
1= a; + b, = ri(cosp; + jsing,) =r, 77
o=y + by = ry(cosp, + jsing,) = rye’ ¥,
durch Ausmultiplizieren wird
T=11T =00, — b, by + j (a1 0, + a5by),
t=ry7,[(cosp,cosp, —sing;sing,) + j(sinp, cos@, -+ cos@;sin,)]
=ri7y[c08(p1 + @p) 1 jsin(@; + @p)] = ryryeiioted. (12)

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre absoluten Betrige
multipliziert und ihre Argumente addiert.
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Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen ist daher reell und gleich
dem Quadrat des Betrages.
(@+4-7b)(a—7b) = a® 4 b* (13) oder ek =2, (13a)
c¢) Division. Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, indem man ihre Betrige
dividiert und die Argumente subtrahiert.
In einem komplexen Bruch wird der Nenner reell gemacht, indem man Zihler
und Nenner mit der dem Nenner konjugiert komplexen Zahl multipliziert.

L% +4b, _ (et 7'[?71)7(‘%2 j?vbiz)i _ (aya,+by8s) -+ f(“zb;;alibzﬂ)

T, ayFjby (ag+iby) (as—jby) a3+ b3
— DB IR — D eos (py — gu) +fin(py — po] = Leimm) . (14)

d) Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt
1" = (ref?)" =yme!"? =" (cosnp + jsinng). (15)
Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man den Betrag mit
dem Exponenten potenziert und das Argument mit dem Exponenten multipliziert.
e) Radizieren

— ne——  a— % ny—
Ve=Yrerr= ]/rej"z]/r (cos%—]—jsin%). (16)
Eine komplexe Zahl wird radiziert, indem man den Betrag radiziert und das Argu-

ment durch den Wurzelexponenten dividiert.
Einige weitere Beziehungen. Aus

ef? == cosp + jsing, e~ 1% =cosp —jsing
folgt durch Addition bzw. Subtraktion
3(e’? +e779) =cosg, 5(e7? —e~77) =jsing. (17)

III. Sinusschwingungen und komplexe Zahlen. Wenn in Gl. (7) das Argument

zeitlich veridnderlich ist,
@ =wt,

so stellt r=re¢/“!=r(coswi-+ jsinwi) (18)
im reellen wie im imaginiren Teil eine Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz w
dar. Der Punkt, der dieser komplexen Zahl in der GauBschen Zahlenebene ent-
spricht, wandert auf einem Kreis um O als Mittelpunkt mit dem Radius r mit
der Winkelgeschwindigkeit w im positiven Sinn. Die komplexe Zahl re/®¢ wird also
durch einen rotierenden Vektor dargestellt. Analog ist
t'=re 7/t =r(coswt—jsinwi)
ein im negativen Sinn rotierender Vektor.
In Abb. 24, S. 22 wurde ein Wechselstrom

1= ]EJsin(wt + )
durch einen im positiven Sinn rotierenden Vektor dargestellt, der z. Z. t = 0 mit der
Anfangslage den Winkel ¢ bildete. Diesem Vektor entspricht die komplexe Zahl

V2 Jei@t+o) =2 Jeivtere,

Im Vektordiagramm, Abb. 26 und 27, das eine Spannungsgleichung der Effektiv-
werte darstellte, wurden die Vektoren ruhend gedacht, und die Zeitlinie konnte
fortgelassen werden, da es sich um Gréfen gleicher Frequenz handelt. Ebenso kann
auch hier der Faktor e/®! fortgelassen werden, da er ohnehin auf beiden Seiten
der Gleichung steht, und wir bezeichnen

J=Jel? (19)
als das Symbol des Vektors eines Wechselstromes vom Effektivwert J und dem

Phasenwinkel @. Auf diese Vektoren wenden wir die Rechenregeln fiir komplexe
Zahlen an.
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Addition und Subtraktion. Die Summe zweier Wechselstréme 3, und i,
die durch ihre Vektoren §; und J, dargestellt sind, ist ein Vektor

J=J+Jes
der die Diagonale des aus J; und J, gebildeten Parallelogramms darstellt.
Differentiation eines Vektors nach der Zeit und Zeitintegral.

Es ist i 4
d_tﬁJei(mH P =jo}2 Jei@t+e) =ju |2 Jeiotei®

oder, wenn beiderseits 2 ¢/t fortgelassen wird und Je/? durch & ersetzt wird,
AR

d—;‘ =jog. (20)
Durch Umkehrung ergibt sich
[ [« 33
‘[Sdt=j%= —j3. 21)

Die Differentiation eines Vektors I nach der Zeit ergibt einen neuen Vektor, der
im Verhiltnis w:1 gestreckt und um 90° nach vorwérts gedreht ist. Das Zeitintegral
eines Vektors ergibt einen Vektor, der im Verhéltnis 1:w gestreckt und um 90°
nach riickwirts gedreht ist. In der symbolischen Darstellung verschwinden also
in den Gleichungen die Differentialquotienten nach der Zeit und die Zeitintegrale.
So lautet z. B. die Gleichung des Ladestromes eines Kondensators, dessen Span-
nung P ist, i

Der Vektor  entsteht aus $ durch Streckung im Verhdltnis wC':1 und Drehung
um 90° nach vorwérts. (Der Ladestrom ist gegen die Spannung um % Periode
phasenverfriiht.)

Verhdltnis zweier Vektoren. Das Verhiltnis einer Spannung zu einem
Strom ist ein Scheinwiderstand, das Verhéiltnis eines Stromes zu einer Spannung
ein Leitwert. Sind die Vektoren von Spannung und Strom gegeben

B =Pein, S=dJeio:,
. P . P . P .
so ist %=7e7(‘7’!“%)=—je“”=7(cos<p—l—731n<p), (23)

worin ¢, — @, = @ gesetzt ist. Dieses Verhaltnis ist eine komplexe Zahl und bedeutet
den Scheinwiderstand. Sein Betrag ist

z=P:J.

Sein reeller Teil ist der Wirkwiderstand R=zcos ¢, der imaginiire Teil ist der
Blindwiderstand X =z sin ¢. Ebenso ist das Verhiltnis

S J _Jd _d o ..

B ol pgr PC = plcosp—jsing) (24)
in Leitwert; der Betrag ist
ein Leitwer er Betrag is y=J:P,

der reelle Teil ist der Wirkleitwert g—=y cos ¢, der imaginire Teil der Blind-
leitwert b=y sin ¢.

In der komplexen Rechnung erscheinen die Scheinwiderstinde und Leitwerte
als komplexe Zahlen. Sie sind Drehstrecker. Die Multiplikation des Vektors eines
Stromes mit dem Scheinwiderstand z bedeutet eine Streckung im Verhéltnis z:1
und eine Drehung um @ =artg X/R. Die komplexen Ausdriicke sind fiir

den Scheinwiderstand 3= (R+jX)=ze’?, Q= artg% , (25)

fiir den Leitwert h=(g—jb)=ye-i?, = artg%. (26)
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Beispiele.
Der Vektor des Ladestromes eines Kondensators war
d .

F=0C d—sf =jwCP.
Der Blindleitwert des Kondensators ist §:®=jwC, der Blindwiderstand $:3
=1/joC = —jjwC. Fir eine Spule mit der Induktivitit L und dem Widerstand
R ist d '\05 X

B=RI+ L7 =J(B+jol).
Der Scheinwiderstand der Spule ist daher
3= (R+joL).
Fiir die Reihenschaltung von Spule und Kondensator ist
a3 ~ .
P= = =3[R+ j(@L—1/o0)].

Der Scheinwiderstand dieses Stlomkrelses ist
3=R+j(wL—1lwC).
Aus der komplexen Darstellung ergibt sich nach (3) und (4) der Betrag

z= ]/Rz +X* und Q= artg%

,\ydt

Produkt zweier Vektoren. Die Leistung in der symbolischen Dar-
stellung. Eine scheinbare Ausnahme von den Rechenregeln mit komplexen Zahlen
ergibt sich bei der Multlpllkatlon zweier Vektoren. Multipliziert man eine Spannung
B=Pe/? und einen Strom J==Je/?:, als komplexe Zahlen, so ist das Produkt

P = PJei 11+ 79 = Pchos(tpl + @) + jsin(p; + @)

ein Ausdruck, der nichts mit der mittleren Leistung zu tun hat. Dies rithrt daher,
daB in den Symbolen der Faktor e/«? fortgelassen ist; das Produkt miiBte also den
Faktor ¢/2! enthalten und stellt daher die mit doppelter Frequenz pulsierende
Schwingung der momentanen Leistung dar.

In der Leistung erscheint die Differenz der Phasenwinkel von Strom und Span-
nung und der Faktor e/«¢ fallt fort. Daher erhalten wir die mittlere Leistung, wenn
wir einen der Vektoren durch seinen konjugiert komplexen Vektor ersetzen.

Bezeichnen wir den konjugiert komplexen Vektor des Stromes mit §* = Je—77:,
so ist Bk =PJ el 7= 7 = PJ[cos (¢, — @,) + jsin(p; — @,)]. (27)
Setzen wir andererseits fiir den Spannungsvektor den konjugiert komplexen Vektor
Pr= Pe-7%1, so wird

PrF=PJ e~ =9) = P J[cos(p, — @) — jsin(p; — @,)]. (28)
Der reelle Teil ist die Wirkleistung, der imaginére Teil die Blindleistung ; sie erscheint
je nach der Schreibweise mit verschiedenem Vorzeichen. Da die Blindleistung
keinen Mittelwert hat, kommt ihr auch kein Vorzeichen zu. Die Regel zur Berech-
nung der Leistung aus den Vektoren von Spannung und Strom lautet also:

Der reelle Teil des Produktes aus dem Vektor der Spannung und dem kon-
jugiert komplexen Vektor des Stromes (oder umgekehrt) ist die Wirkleistung,
der imagindre Teil ist die Blindleistung

N =Re(PI"), Ny =3Im(PI*) (29)

12. Geometrische Orter.

Der Zweck der Vektordiagramme ist nicht nur, die gegenseitige Lage von Stré-
men und Spannungen bei einem bestimmten Betriebszustand anschaulich zu
machen, vielmehr ist ihr Hauptzweck, eine schnelle Ubersicht iiber die Verinde-
rungen zu bieten, die Stré6me oder Spannungen bzw. die Leistung in einem Strom-
kreis erfahren, wenn die Betriebsbedingungen sich #ndern. Zu diesem Zweck sucht
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man den geometrischen Ort, den der Vektor eines Stromes oder einer Spannung
beschreibt, wenn die Scheinwiderstinde des Stromkreises verindert werden.

Ist der Strom konstant und die Spannung verinderlich, so beschreibt der End-

punkt des Vektors der Spannung eine Kurve, das Spannungsdiagramm, ist
umgekehrt die Spannung konstant und der Strom verdnderlich, so ist der geo-
metrische Ort des Endpunktes des Stromvektors ein Stromdiagramm.
Im Spannungsdiagramm sind die Koordinaten des Spannungs-
/ vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da bei gegebe-
/ nem Strom die Spannungskomponenten sich wie die Widerstinde
(Wirk-, Blind- und Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Span-
nungsdiagramm in verdndertem MaBstab auch das Diagramm
der Scheinwiderstinde dar. Analog ist ein Stromdiagramm
in verdndertem Maf@stab auch ein Diagramm der Scheinleit-
werte.

Dies sei fiir einige ganz einfache Fille zunichst erldutert.

Beispiele.
1. In einem Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion sei
% R konstant und L verdnderlich. Dieser Fall liegt z. B. vor bei
@& einer Drosselspule mit verénderlichem Luftraume oder bei einem
Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GréBe des Luft-
Abb.30. N raumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein
£ anderer Wert L, wihrend R konstant bleibt.

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom. Entsprechend
der Spannungsgleichung B=J K +jJwL liegt in Abb. 30 04 =JR in Richtung
des Stromes und 4 B=JwL um 90° dagegen nach vorwirts gedreht, 0 B=Jz= P
ist der Vektor der Klemmenspannung. Jedem Wert von L entspricht eine Linge 4 B.
Der Endpunkt B des Vektors der Klemmenspannung bewegt sich auf der Geraden
A B. Sie ist das Spannungsdiagramm und in anderem MafBstab das Diagramm
£ des Scheinwiderstandes. Winkel AOB ist der jeweilige
o Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom und Spannung.

/?{_\,\ b) Ort des Stromvektors fiir konstante Span-
v \L N nung. Dividiert man die Spannungsgleichung durch R, so
Y SwlA ergibt sich die Stromgleichung
/ P! So b B oL

‘ ARV =3 +HIi3F-
¢ Dieser Gleichung entsprechend ist in Abb.31 OD=J
-—,“%— und um 90° dagegen nach vorwirts gedreht DC = J % auf-
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Y, getragen, sie ergeben die konstante Summe OC = P/R, die
in Richtung der Spannung liegt. Da das Dreieck O.DC bei D
stets rechtwinklig ist, bewegt sich der Endpunkt D des Strom-

vektors 0D auf dem Halbkreis iiber OC als Durchmesser. Er
ist das Stromdiagramm. Es verhilt sich
D—C:O—DzwL:R=tg(p,

oder wenn 4’ B’ L OC in B’ mit der Verldngerung von OD zum Schnitt gebracht
wird,

Abb. 31. 8’

BTA_’:(EztgzpzwL:R,

B’ A’ ist also ein Maf firr die verinderlichen Werte von wL. Da die Spannung

konstant ist, stellen die Strecken oc , 0D, DC die Leitwerte %, % =y, y% dar.



Ceometrische Orter. 31

Die Projektion von OD=J auf die Richtung der Spannung ist der Wirkstrom
0G=J cos @, ebenso DG=J sin ¢ der Blindstrom. Bei konstanter Spannung ist
der Wirkstrom der Leistung, der Blindstrom der Blindleistung proportional. Die
grofte Blindleistung bei gegebenem Widerstand ergibt sich daher, wenn D senkrecht
iiber dem Kreismittelpunkt liegt. Dann ist ¢=45° und J sin p =4 P/R. Die
grofite Blindleistung ist gleich 1 P?%R.

2. Ist in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat der Widerstand
konstant, die Kapazitdt verdnderlich, so unterscheidet sich dieser Fall von dem
vorigen dadurch, dal der Blindwiderstand Xg:—l— das negative Vorzeichen hat

und der Strom der Spannung voreilt. Das Spannungsdla,gramm ist der gestrichelt
gezeichnete untere Teil der Geraden AB in Abb. 30, wobei AE=J JwC ist. Das
Stromdiagramm ist der in Abb. 31 gestrichelte obere Halbkreis iiber OC, wobei
OF =J und FC = JjwCR ist. Auch hier ist die ¢ pc~-

Blindleistung des Kondensators ein Maximum fir | \\\)‘({ﬁ“’c
@=45° und gleich } P*/R. | Y
3. Ist in einem Stromkreis der Blindwiderstand i s
konstant, der Wirkwiderstand verianderlich, so er- VA
gibt sich das Spannungsdiagramm Abb.32. Senk- | /’%/, y
recht zum Vektor des Stromes liegt der Vektor 0:/ /1 & P
4 K 5 0 A = Jw L nach vorwirts ) |
gedreht und in Richtung > f
P des Stromes der verénder- :
Sl liche Vektor A B=JR. ﬁ
Jedem Wert von R ent-
0 4 s spricht ein Punkt B und (IR
U ein anderer Wert der “
;‘%E \*\\ Klemmenspannung c
PAS =55 \51 P=0B. AB ist das ge- y S
Abb. 32. suchte  Spannungsdia- Abb. 33,
gramm.

Fiir eine Kapazitit ist der Vektor J/w(C'=04,; gegen den Stromvektor nach
riickwirts gedreht aufzutragen, und der Ort des Endpunktes des Spannungs-

vektors O—B; ist die Gerade 4, B, .
Bei konstanter Spannung ergibt sich das Stromdiagramm fiir L =konst aus
der Spannungsgleichung B—JR+iF0L
9 .~ B
- 5% =357+
Dieser Gleichung entsprechend ist in Abb. 33 der Stromvektor OD und der gegen

ihn um 90° zuriickgedrehte Vektor O D = J R/w L zum konstanten Vektor OC = Pjw L
zusammengesetzt, der gegen den Spannungsvektor um 90° nach riicckwirts gedreht

ist. Der Halbkreis iiber OC ist das gesuchte Stromdiagramm und
I DOP=¢p=arctgwL|R
oder mit A'B' 100, wL:R=04":4'B.
Fiir jeden Stromvektor 0D wird der Widerstand R durch A’ B’ in demselben MaB-

stab gemessen, in dem OA’ den Blindwiderstand wL darstellt.
Ganz entsprechend ist fiir einen Stromkreis mit konstanter Kapazitit und ver-
dnderlichem Widerstand das Stromdiagramm der in Abb. 33 gestrichelte Halb-

kreis OD,C; mit dem Durchmesser 0C; = Pw (.

durch Division durch jwlL
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Die dem Stromkreis zugefiihrte Leistung ist N = PJ cos ¢ und bei konstanter
Klemmenspannung dem Wirkstrom J cos ¢ proportional, also der Projektion O 0G

des Stromvektors OD auf den Spannungsvektor in Abb. 31 und 33. Bei konstantem
Widerstand (Abb. 31) ist das Maximum der Leistung P2/ R fiir X =0. Bei konstantem
Blindwiderstand und verinderlichem Wirkwiderstand (Abb. 33) ist sie hingegen

am gréfiten, wenn 0G gleich dem Kreisradius, also
J cosp =5 P|X
ist. Dann ist Npax=3P}X und ¢=45.

13. Inversion.

Wie gezeigt, stellt das Spannungsdiagramm bei konstantem Strom das Dia-
gramm des Scheinwiderstandes 3=9:J, das Stromdiagramm bei konstanter
Spannung das Diagramm des Leitwertes f) = J: 9 dar. Der Leitwert ist der reziproke
Wert des Scheinwiderstandes und die Phasenwinkel sind entgegengesetzt gleich.
Es ist _ jo__ Lt 1

. h=ye 2e’? %
In Abb. 34 sei 04 ein Scheinwiderstand 3, wobei 1 cm =% Ohm ist, und B das
Spiegelbild von 4 in bezug auf die reelle Achse. Soll O B’ den entsprechenden Leit-
\ wert §) im MaBstab 1 cm=v Siemens darstellen, so ist
\

\’4 'U/OB—Z, ’UO_B’—:I/
A O—B-O_B;=ﬂ=—u1—v=konst=l.

Z, \ U-v

+/

\ Zwei Punkte wie B, B’, deren Abstinde von einem festen
4 4+ Punkt O ein konstantes Produkt haben, heiflen invers. O ist
das Inversionszentrum, das konstante Produkt ist die

7 Inversionspotenz.

NG Beschreibt ein Punkt B eine Kurve, z. B. eine Gerade, so
bewegt sich sein inverser Punkt B’ auf der inversen Kurve. Da
- 0C-0C' =0B-0F,

Abb. 34 folgt aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke OCB

und OB’C’: Die inverse Kurve einer Geraden ist ein Kreis
durch das Inversionszentrum und umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises
durch das Inversionszentrum eine Gerade, die senkrecht zum Kreisdurchmesser
liegt. Der Abstand der Geraden vom Inversionszentrum ist dem Kreisdurchmesser
reziprok.

Mit Hilfe dieses Satzes hitte man das Stromdiagramm in Abb. 31 auch daraus
gefunden, daB die Gerade 4’ B’ das Spiegelbild des Spannungsdiagramms in Abb. 30
ist, das dort die Gerade 4 B darstellt.

Allgemein findet man ein Stromdiagramm, indem man das Spiegelbild des
Spannungsdiagramms in bezug auf den Anfangspunkt der Vektoren als Inversions-
zentrum inversiert, und analog ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm.

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man vom Spiegelbild eines Dia-
gramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmenden Inversionen ungera,de ist, und
von dem Diagramm selbst, wenn sie gerade ist, weil jede Inversion ein Ubergang
von einem Scheinwiderstand zu einem Leitwert oder umgekehrt ist.

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das Inversionszentrum
geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum ist ein Ahnlichkeitspunkt fiir
beide Kreise. Aus Abb. 35 folgt nidmlich

0B:00;=0C:0B,, O0B-0B,=00-00,=04-04,=1.




Vektorgleichung und geometrischer Ort. 33

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum O innerhalb eines Kreises liegt,
es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises. Der Umlaufsinn des inversen
Kreises ist der umgekehrte wie bei dem Ausgangskreis.

Wihlt man die MaBstiabe so, daB
die beiden Kreise zusammenfallen, so
ist die Inversionspotenz gleich dem
Quadrat der Tangente vom Inver-

sionszentrum an den Kreis.

Die Inversion ist zuerst von J. L.
la Cour zur Darstellung von Wechsel-
stromproblemen angewendet wordent.

Abb. 35.

14. Vektorgleichung und geometrischer Ort.

Die Form der Gleichung zwischen den durch Vektoren dargestellten Wechsel-
stromgroBen steht in einer einfachen Beziehung zu dem geometrischen Ort, den
der Endpunkt eines Vektors bei Verdnderung der Koeffizienten der Gleichung
beschreibt. Dadurch ist es moglich, aus der Vektorgleichung auf den geometrischen
Ort zu schliefen?.

Zu diesem Zweck stellen wir die Gleichungen einiger einfacher geometrischer
Kurven in komplexer Form auf.

Gerade und Kreis. Ist U ein Vektor und v ein reeller Parameter, der alle Zahlen
von —oo bis + oo durchliuft, so werden durch v alle mit U gleichgerichteten
Vektoren dargestellt. Thre Endpunkte liegen auf einer Geraden durch den
Ursprung, ihre Gleichung lautet daher

B =No. (30)
Addiert man zu den Vektoren v einen konstanten Vektor ¥, der eine andere

Richtung hat als %, so ergeben sich neue Vektoren, deren Endpunkte eine zur
ersten parallele Gerade beschreiben, die nicht durch den Ursprung geht.
L=Av+ B (31)
ist die Gleichung der Geraden in allgemeiner Lage. Haben U und B gleiche
Richtung, so ist ihr Verhéltnis reell. Es gibt daher einen Wert v,, fiir den die Betrige
Awvy+B=0 ergeben. Dann hat die Gerade die Gleichung 8= (v—v,), sie geht
auch durch den Nullpunkt, hat aber eine andere Punktverteilung als (30).
Durch Inversion der Geraden in allgemeiner Lage erhilt man einen Kreis
durch den Ursprung. Seine Gleichung ergibt sich daher durch den reziproken
Ausdruck von (31) I
T =wrw
Macht man den Nenner reell, indem man mit dem konjugiert komplexen Ausdruck
A%y 4 B* multipliziert, so ist der Nenner in v quadratisch, wihrend der Zihler
erster Ordnung in v wird. Nur in dem Fall, da 9 und 9B gleiche Richtung haben,
wobei der gemeinsame Faktor ¢/# als Konstante herausgezogen werden kann, ist
der Nenner in reeller Form vom ersten Grade in v. Dann stellt die Gleichung eine
Gerade als Inverse der Geraden B =9 (v—v,) dar, die auch durch den Nullpunkt
geht. Kreis und Gerade unterscheiden sich also durch die Potenz, in der » in der
reellen Form des Nenners vorkommt.
Verschiebt man den Kreis durch den Ursprung (32) um einen konstanten
Vektor ®, so erhilt man die Gleichung fiir den Kreis in allgemeiner Lage
€ Mo+ N
B=Dt o8 "Wt s’ (33)
1 Arnold: Wechselstromtechnik Bd. I. Berlin: Julius Springer.

2 Siehe O. Bloch: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Ziirich 1917,
und W. Michael, Diss. Ziirich 1919.

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 3

(32)
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wo M=UAD und N=BD +C gesetzt ist. Hier werden, wenn der Nenner reell
gemacht wird, Zahler und Nenner vom zweiten Grade in v.
Die Form der Gl. (33) zeigt, da} bei der Inversion die Kurve unveréndert bleibt,
die inverse Kurve ist wieder ein Kreis in allgemeiner Lage.
Kegelschnitte. Die Gleichung zweiten Grades
L=U+Bv4 Co? (34)
ergibt, wenn U, B, € verschiedene Richtung haben, wie Abb. 36 zeigt, eine Parabel.
Ist B=0, so ist B’ =9 --Cv? eine Gerade mit quadratischer Punktverteilung,
denn setzt man v2=w, so ist die Gleichung in » linear. Man hat also bei Beurteilung
der Ordnung zu unterscheiden, ob die Punktverteilung linear,
quadratisch usf. ist. Haben in (34) B und € gleiche Richtung,
so gibt es auler v =0 noch einen Wert v,, fiir den Bv,+Cv§=0
ist, namlich B=—Cv,. Dann geht die Gleichung iiber in
A+ C(v2—vw,), das ist eine Gerade in Richtung von € mit
quadratischer Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei
Werte von v entsprechen.
Die Gleichung mit reellem Nenner zweiten Grades
A4 Bo
B=01 Dot Bw (35)
stellt eine Kurve dar, die fiir v= 00 durch den Ursprung geht.

Setzt man den Nenner gleich Null, so wird 8= 0. Diesem
entsprechen im allgemeinen zwei Werte v;,. Je nachdem

VD2—4@ %O ist, sind die beiden Werte reell und verschieden, reell und gleich

oder konjugiert komplex.
a) Sind »; und v, gleich, v; =v, =w, so erhdlt man durch Partialbruchzerlegung
die Form

8=+ P =gt G,

(v—w)p " (v—w)
wobeiu =1:(v—w) gesetzt ist. Nach (34) ist dies eine Parabel durch den Ursprung.
b) Sind v; und v, reell und verschieden, so kann man (35) zerlegen in
& ]
L= o—vy) + v_vz=$u+ Gr.
Die Kurve hat fiir zwei verschiedene Werte von v einen unendlich fernen Punkt,
sie ist eine Hyperbel, deren einer Ast durch den Ursprung geht.

¢) Sind »; und v, konjugiert komplex, so ergibt sich fiir keinen reellen Wert
von » mehr ein Punkt im Unendlichen, die Kurve ist eine Ellipse durch den Ur-
sprung. Gl (35) stellt somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch den Ur-
sprung dar. Durch Verschieben um einen konstanten Vektor ¥ kommt die Kurve
in beliebige Lage, die Gleichung ist dann, wenn die Summe auf gemeinsamen Nenner
gebracht wird, % — oW+ B+ Co2 50

C+Dv+Eov?

Kurven hoherer Ordnung. Nach einem bekannten Satz! ist die inverse Kurve
eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der Peripherie eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung, deren Singulédrpunkt im Inversionszentrum liegt. Thre Gleichung
ist daher der reziproke Ausdruck von Gl. (36). Addiert man wieder einen konstanten
Vektor, so liegt der singulire Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirku-
laren Kurve dritter Ordnung in allgemeiner Lage ist

W B'v+ o2
B=""5"¢ - (87)
Diese Gleichung ist, wenn Zéhler und Nenner mit dem konjugiert komplexen Wert

1 Siehe z. B. Beutel: Algebraische Kurven. Sammlung Géoschen.
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des Nenners multipliziert wird, um den Nenner reell zu machen, im Zéihler vom
dritten Grade in v.

Ist in GI. (37) der Zéhler reell, so liegt, wie erwidhnt, der singulire Punkt im
Ursprung. Es gibt zwei Werte v, ,, fir die £ =0 wird. Sind diese Werte gleich,
so ergibt sich ein reeller Doppelpunkt, sind sie reell und verschieden, so bestimmen
sie einen Umkehrpunkt, sind sie konjugiert komplex, so ergibt sich ein isolierter

Doppelpunkt.
Man erhilt Gl. (37) auch, wenn man die Gleichung einer Geraden zu der eines
Kreises addiert. ‘ C+Gv Wt BvrCo

worin Y’ =YD +C€, B'=(BD+AC+G), € =B gesetzt ist.

Die Kurve kann danach konstruiert werden, indem man entsprechende Vek-
toren nach dem Kreis zu denen nach der Geraden addiert. Fir grole Werte » sind
die Vektoren nach dem Kreis klein gegen die nach der Geraden, diese ist die
Asymptote der Kurve.

Die inverse Kurve der Gl. (37) geht fiir v= o0 durch den Ursprung. Macht
man den Nenner reell, so ist er von der vierten Potenz in v und die Gleichung
stellt eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung dar. Durch Verschieben
erhdlt man die Gleichung fiir die allgemeine Lage in der Form

e
D+ CoFo?
Durch sukzessive Addition einer Geraden und Inversion erhélt man jeweils eine
Kurve néchsthéherer Ordnung.
Allgemein ergibt sich die Ordnung der Kurve wie folgt. Hat die Gleichung die Form
At Bo - Co2 ot - Mom
B= 9 r6osFort. tno (39)
s0 kann man die Zahler und Nennersummen, fir die zur Abkiirzung P (v™) und
£ (v") gesetzt werde, in den reellen und den imagindren Teil zerlegen:
Py(vm) + 1Py (v™)
=010 (40)
Macht man den Nenner reell, so erhilt man
(P1Q1+Pa @) (v™t7) -+ §(Py Q) — Py Q) vt .
v=""0 Q@) Qi =) +7¥ ), (40a)
@ und ¥ stellen die Koordinaten der Ortskurve des Vektors B dar und sind rationale
gebrochene Funktionen von ». Der Grad der Funktion bestimmt die Ordnung der
Kurve, sie ist (m —+n), wenn m = » ist, und 27, wenn m<<n ist. Ein Sonderfall
ergibt sich, wenn der Nenner in (39) reell ist. Dabei sind entweder die®, €, F,. ..
alle reell, oder sie haben gleiches Argument ¢. In diesem Fall kann man den gemein-
samen Faktor ¢/ herausziehen. Die Form mit reellem Nenner
A+ Bo+CoP- - Dom
= p gy iFrt.. LN
ist nun vom Grade m oder #, je nachdem m = n oder m <n ist.

Da man den Nenner stets reell machen und Gl. (39) in die Form (41) iiber-
fiuhren kann, gilt allgemein:

Erscheint der Nenner in reeller Form, so gibt die grofere der Zahlen m und »
die Ordnung der Kurve an. Ist m<<n, so geht die Kurve fiir v=co durch den
Ursprung. Man kann dann nach Addition eines konstanten Vektors, d. h. durch
Verschieben der Kurve, wie mehrmals gezeigt, die Vektorsumme auf gemein-
samen Nenner bringen, wobei der Grad des Zihlers mindestens gleich dem des
Nenners wird, d.h. m = n. Dann gilt: Eine Gleichung m-ten Grades mit reellem
Nenner stellt eine Ortskurve m-ter Ordnung dar.

(38)

(41)

3*
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15. Eigenschaften der Kreisdiagramme.

Kreisdiagramme kommen bei Wechselstromaufgaben hiufig vor.
Mittelpunktsabstand und Radius. Die Gleichung des Kreises ist nach GL. (33)

von der Form: 58—9[+%v
T E+Dve

Zunéchst interessiert die Lage des Kreises, die durch seinen Mittelpunktsabstand
und seinen Radius gegeben ist. Die Berechnung ergibt sich am einfachsten nach
den Sitzen der konformen Abbildung?.

Wenn 8B eine Funktion von v ist, und jedem Wert von v ein Punkt einer ,,v*‘-
Ebene zugeordnet wird, und jedem Wert von 8 ein Punkt einer B-Ebene, so ist
die Kurve, die die Punkte in der 8-Ebene beschreiben, die Abbildung der Kurve
der zugehorigen Werte v in der v-Ebene. Eine solche, durch eine analytische
Funktion vermittelte Abbildung ist in den kleinsten Teilen @hnlich, sie heit daher
eine konforme Abbildung. Eine konforme Abbildung haben wir in der Inversion
kennengelernt, sie ist eine Abbildung nach reziproken Radien. In der konformen
Abbildung entspricht ein Kreis wieder einem Kreis, wobei ein Kreis in eine Gerade
iibergehen kann.

Inverse Punkte in bezug auf den Kreis in einer Ebene gehen wieder in inverse
Punkte in bezug auf den Bildkreis in der anderen Ebene iiber.

In GI. (42) ist v reell und beschreibt also alle Punkte der reellen Achse. Der
Kreis, der in der B-Ebene durch Gl. (42) dargestellt wird, ist die konforme Ab-
bildung der reellen Achse der v-Ebene. Zwei inverse Punkte in bezug auf den Kreis
in der B-Ebene sind der Kreismittelpunkt und der unendlich ferne Punkt der
Ebene. Diese beiden Punkte miissen daher die Bildpunkte zweier inverser Punkte
in bezug auf den Kreis der v-Ebene sein. Da dieser Kreis in unserem Falle eine
Gerade, die reelle Achse, ist, sind die inversen Punkte Spiegelbilder in bezug auf
die reelle Achse und als solche konjugiert komplex. Daher miissen auch in der
B-Ebene der Kreismittelpunkt und der unendlich ferne Punkt Bilder zweier kon-
jugiert komplexer Punkte der v-Ebene sein. Nun wird 8 unendlich, wenn in (42)
der Nenner Null ist. 8 = co ist der Bildpunkt zu

(42)

=3
Vo= "
und der Kreismittelpunkt ist der Bildpunkt zum konjugierten Wert
@k
M= — @T& .

Setzt man diesen Wert in (42) ein, so wird der Vektor nach dem Kreismittelpunkt
AD— BC*

Bu=grr—pe (43)

Im Nenner steht die Differenz zweier konjugiert komplexer GréBien, der Nenner

ist daher rein imaginir. Die Division durch eine imagindre Zahl bedeutet eine

Drehung um 90°. Die Richtung des Mittelpunktstrahles ist also senkrecht zu der

des Zahlers.
Wenn wir in Gl. (42) v=0 setzen, erhalten wir einen besonderen Kreispunkt

A
%0 = ‘@_ .
Der Radius ist der Betrag der Differenz der Vektoren %8, und B,
By — B | = | & ED-BE)
E=[Bu—%/= oo —oem - (44)

! Siehe Schumann: Arch. Elektrot. Bd. 11, S.140. 1922. Pflieger-Haertel: Arch.
Elektrot. Bd. 12, S. 486. 1923.
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Leistungen und Verluste im Kreisdiagramm. Ist die Ortskurve eines Stromes
ein Kreis, so lassen sich an ihm in einfacher Weise Leistungen und Verluste mittels

gerader Linien darstellen.
Der Kreis (Abb. 37) habe die Mittelpunktskoordinaten z,, y, und den Radius .

Ein Vektor vom Betrage 4 =0 P, dessen Endpunkt auf dem Kreis liegt, hat die
Koordinaten z, y, dann ist
(@ —20)* + (y — 50)* = 0%,
A =2ty =0 —ai—y5+ 2@+ yyo)-
Hierin ist

B t+yo— ot =1 )
das Quadrat der Tangente t=07 vom Ursprung an
den Kreis und

t2
A2=2[zxo+yyo—?]. (45) Abb. 37.
Nun ist zxzy+yy,—t*=0 die Gleichung der Polaren, ihr Abstand von O ist
6_0_ = ”;‘tﬂ,,ﬁ .
Y3+ 93
Setzt man in (45) den Klammerausdruck gleich Null, so ist
t2
x:vo—l—yy0—§:0 (45a)

die Gleichung einer Geraden, die parallel zur Polaren liegt und deren Abstand
vom Ursprung halbiert. Diese Gerade werde kurz als Halbpolare bezeichnet.
Fir Punkte, die nicht auf dieser Geraden liegen, ist der Klammerausdruck der

senkrechte Abstand von der Geraden multipliziert mit }a%+ 2. Bezeichnet man
ihn mit p, so ist nach (45) -
A2=2pYai+y,. (46)

Die senkrechten Abstinde der Kreispunkte von der Geraden sind also den
Quadraten der Vektoren proportional.

Stellen die Vektoren Strome J dar, so ist der Leistungsverlust in einem Wider-
stand R in entsprechendem Mafstab den senkrechten Abstinden der Kreispunkte
von der Halbpolaren proportional

JR=2pRYa}+4.
Sind die Vektoren Spannungen, so kann analog die Leistung in einem konstanten
Leitwert g durch den Abstand von der Halbpolaren gemessen werden, die auch
als ,,Verlustlinie‘ bezeichnet wird.

Leistung. Der Kreis sei ein Stromdiagramm bei konstanter Spannung. Legt
man die Richtung der Spannung in die Ordinatenachse, so sind die Ordinaten y
der Kreispunkte die Wirkstrome J,,. Die zugefiihrte Leistung ist N =PJ,=Py.
Die Abszissenachse hat die Gleichung y=0. Da die senkrechten Abstinde der
Kreispunkte von ihr der Leistung proportional sind, kann man sie als Leistungs-
linie bezeichnen. Tritt in einem vor den Stromkreis geschalteten Widerstand ein
Verlust J2 R auf, so ist die dem iibrigen Stromkreis zugefiihrte Leistung, die Nutz-

leistung P
Ny=N—JR=R[Zy— @+ )] (47)

und nach Gl (45) 224 2= 2[1‘%0 +yyo— %2}
P #
N1:2R[g/<ﬁ’—yo>—wxo+?}- (48)

. P 12
Nun ist y<ﬁ~y0)—xxo—l—?=0 (49)
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die Gleichung einer Geraden. Fiir Punkte, die nicht auf dieser Geraden liegen, ist
der Klammerausdruck in (48) der senkrechte Abstand von der Geraden multipli-

ziert mit — %
P 2
Vat+ (a—we)"
Dieser Ausdruck wird dargestellt durch den Abstand des Kreismittelpunktes M
von einem Punkt @ in der Ordinatenachse mit der Ordinate P/2R (s. Abb. 38).

Die Gerade N,—N, steht senkrecht auf ¢ M. Wir nennen diese Gerade die Linie
der Nutzleistung. Ihre Schnittpunkte mit dem Diagramm-
kreis bestimmen solche Kreispunkte, fiir die die Nutz-
leistung Nullist. Nach Gl. (46)
ist N;=0, wenn

P
7Y — @ +y%) =0
ist. Dies ist aber die Glei-

chung eines Kreises durch
den Ursprung mit dem Ra-

dius P/2R, dessen Mittel-
punkt in der Ordinatenachse
liegt. Der Mittelpunkt ist also
Abb. 38. der schon gefundene Punkt Q. Abb. 39.
Damit ist die Lage der Linie
der Nutzleistung gefunden. Sie schneidet die Abszissenachse in demselben Punkt

2
%, s. GL. (45a) und (49). Fiir diesen Punkt ist N =0,
0

wie die Halbpolare; z=
JER=0und N, =0.
Wirkungsgrad. Das Verhiltnis der Nutzleistung N, zur Gesamtleistung
N=N,+J%R ist der Wirkungsgrad. Nun werden die drei Leistungen N, N; und
J2R durch die Absténde eines Kreispunktes von drei Geraden in verschiedenen
MaBstiben gemessen. Zwischen diesen besteht jedoch eine einfache Beziehung.

Ve In Abb. 39 sind mit N—N, N,—N, und V—V
/ 5 # die drei Geraden bezeichnet, die sich im Punkte
A schneiden. Fiir einen Punkt P, der Geraden N;—N,

ist die Nutzleistung Null, also die Gesamtleistung

gleich dem Verlust. Sind die Konstanten, mit denen

die Abstinde von den Geraden zu multiplizieren sind,
N €N, Cx,, Cy, SO ist fiur P;:

N
S > .
iy ey PN = cy PV oder DV _ sine
Abb. 40. cy PV sinf
Ebenso wiirde fiir einen Punkt P, der Verlustlinie als Ort aller Punkte, bei denen
der Verlust Null ist, die Nutzleistung gleich der Gesamtleistung

P,N” i cils . . .
%: PZN = Sm;gl—;“), mithin ¢, :cy:cy, =sino :sinf:sin(x 4+ f).
2

Die Konstanten zweier Leistungslinien verhalten sich umgekehrt wie die Sinus
der Winkel, die sie mit der dritten bilden, fiir die beide Leistungen gleich sind.
Daraus folgt: Milt man zwei Leistungen durch die Abstinde eines Punktes

von den beiden Leistungslinien in Richtung der dritten, so erscheinen sie in glei-
chem Mafstab.

So teilt in Abb. 40 ein Strahl PS eine Parallele A B zur Lini_e N—N ier Gesamt-
leistung zwischen V—7V und N,—N, in die Abschnitte AC und C B, die sich

wie der Verlust zur Nutzleistung verhalten. Daher ist auch das Verhaltnis C B: 4 B
der Wirkungsgrad.



Leistungsmessung mit drei Spannungszeigern. 39

IV. Reihenschaltung von Stromkreisen.

16. Grundgesetz fiir die Reihenschaltung von Stromkreisteilen.

Setzt sich ein Stromkreis aus mehreren in Reihe geschalteten Teilen zusammen,
deren Widerstdnde, Induktivititen, Kapazititen der Reihe nach R, R, R,...,
LyLyL,..., C,C,C,..., oder deren Blind- und Scheinwiderstinde X, X, X,...,
bzw. 2, 2, 2, gegeben sind, so ist der Vektor der resultie-
renden Klemmenspannung P die geometrische Summe
der Vektoren der Teilspannungen P, P, P,.... Diese
Summation wird durch den Linienzug OP, P, P in
Abb. 41 dargestellt. Es ist

Pr=J (B, +7X1) =Js1>
5132—0(R2+?X) R
By =T (Bs +7Xs) =J3s, ,
................. Abb. 41.
§B=$1+$2+§B3+"':S[Rl‘*‘Rz‘I‘RsJF'"j(X1+X2‘i‘X3+"')]
=361+ 321 33) = J3-

Der resultierende Scheinwiderstand wird durch vektorielle Addition der einzelnen
Scheinwiderstinde erhalten.

§=20G) =51 +3 ta +---=R+jX. 1)
R=J/(R,)=R,+ Ry +R;+--- )
X=3(X) =X, + Xot Xy F - - - )
Der resultierende Phasenverschiebungswinkel ist
X (X,
Q= artgf = artg-—z(( Rv; . 4)

Abb. 41 stellt auch die graphische Addition der Scheinwiderstinde dar.

17. Leistungsmessung mit drei Spannungszeigern.

Ist ein Verbraucher mit einem Ohmschen Widerstand R in Reihe geschaltet
(Abb. 42), so setzen sich im Vektordiagramm (Abb. 43) der Ohmsche Spannungs-
abfall JE und die Spannung P, an den Klemmen des Verbrauchers unter dem
Winkel ¢, zusammen, den der Vek-
tor des Stromes mit P, bildet. Die B
resultierende Klemmenspannung ist J

P2=P% 4 (JR)?Z+2P,(JR)cosp,.
Hierin ist P,J cos ¢, die dem Ver-
braucher zugefiihrte Leistung

o P Abb. 43.
o N,y = P,J cos = B ;R( 0 (5)

JR

ND

%

N
(5]

Durch Messung der drei Spannungen P,, P,, JR kann somit die Leistung berechnet
werden, wenn R bekannt ist. Diese Leistungsmessung ist von Swinburne, Ayrton
und Sumpner angegeben. Wenn die Spannungen P; und P, sich geniigend unter-
scheiden sollen, damit Ungenauigkeiten der Messung das FErgebnis nicht beein-
trachtigen, muBl J R verhéltnisméfBig groB, etwa gleich P, sein. Dann ist der
Leistungsverlust im Vorschaltwiderstand 1/cos g,-mal so grof wie die zu messende
Leistung. Dies ist ein Nachteil des Verfahrens, auBerdem gilt es nur fir einwellige
Strome. Darum wird es nur noch selten verwendet.
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18. Der Spannungsabfall in einer Leitung.

Ein Verbraucher ist an eine Leitung angeschlossen (Abb.44). Am Leitungs-
anfang ist die Spannung der Stromquelle P;, am Leitungsende die Verbrauchs-
spannung P,. Wir nehmen eine Niederspannungsleitung an, deren Ladestrom zu
vernachléssigen ist. L ist die Induktivitit der Leiterschleife, R ihr Ohmscher Wider-
stand, J der Strom, dann ist

Br=P, +J(B+joL)=Js. (6)
Die Leitung verhilt sich wie ein vor den Verbraucher geschalteter induktiver
Scheinwiderstand 3= R +jwL. Abb. 45 zeigt das der Gl. (6) entsprechende Vektor-
diagramm, der Spannungsabfall Jz hat die Komponenten: J R in Phase mit J
ist der Ohmsche Spannungsabfall, /X =JwL um 90° nach vorwirts gedreht ist
der induktive Spannungsabfall. Jz ist daher gegen J um den Winkel g
nach vorwirts gedreht, der eine der Leitung eigentiimliche Konstante ist

ol

Pr = arctg—-.
Ist @, die Phasenverschiebung zwischen P, und J, die von
der Art der Belastung abhingt, so bilden die Spannungs-
vektoren P, und Jz den Winkel

J
» R o (9 — @5). Sofern dieser von Null
7 2 verschieden ist, ist die arithmetische .2
74
g

Differenz (P, — P,) kleiner als Jz.
Einflu§ der Phasenverschiebung
auf den Spannungsabfall. Abb. 46
zeigt, wie sich bei konstanter Pri-
mérspannung P, =0P und kon-
stantem Strom J, wobei Jz=konst
=0@ ist, die Verbrauchsspannung
QP =P, dndert, wenn die Phasen-
Abb. 45. verschiebung der Belastung @, alle
moglichen Werte von + 909 bis — 9090
annimmt. @, ist der Winkel, den der Vektor Q P mit der Parallelen éﬁo zum Strom-
vektor bildet. Punkt P, selbst entspricht g,=0 oder induktionsfreier Belastung.
Die Punkte auf dem oberen Kreisbogen P, PP’ A entsprechen Voreilung von P,
gegen J, dabei wird neben Wirkleistung induktive Blindleistung abgegeben. Der
untere Bogen Py P”B entspricht Voreilung von J gegen P,, also neben der Wirk-
leistung kapazitiver Blindleistung. In den Grenzlagen Q4 und QB ist @, =909,

sie entsprechen reiner induktiver bzw. reiner kapazitiver Blindlast.

Bei konstantem Strom wird die Verbrauchsspannung um so kleiner, je mehr
der Strom gegen P, verspitet ist, und um so gréBer, je mehr er verfriitht ist. Fir

P’ senkrecht iiber der Mitte von 0Q ist P,= P, dabei ist J gegen P, verfritht um

Abb. 46.

” 1 J
(124 =%——(pk+artg?£.
Die Verbrauchsspannung P, ist gegen die Primérspannung P, verspitet, solange
@2 = @i bei induktiver Belastung ist.
_Berechnung des Spannungsabfalls. Zerlegt man in Gl (6) den Strom in den
Wirkstrom J,,=J cos ¢, und den Blindstrom J » =4 sin g,, so ist
S =1 (cosp, Fjsingy) = J,, F 4], (M
Darin ist —jJ, ein gegen P, verspiteter, induktiver Blindstrom, jJ, ein kapazitiver
Blindstrom. Fiir P, als Bezugsvektor wird
Fr=Py+ (JuFjJ)(B+joL)=Py+ (J,R+J,0L)+j(J, 0 LFJ,R}. (8)
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Wie Abb. 47 und die Gl. (8) zeigen, hingt der Spannungsabfall hauptsichlich von
dem ersten mit P, gleichphasigen Glied ab

A =J,R+J,0L, 9
d.i. der Ohmsche Spannungsabfall des Wirkstromes und der induktive des Blind-

stromes. Die Phasenlage der beiden Spannungsvektoren hingegen ist hauptsichlich
von dem zweiten Glied abhéngig

Ap"=J, 0 LF J,R. (10)
Der Vektor P, ist gegen P, verfriiht um
J (A)L:FJb

Wenn Ap’ =0 ist, sind die Spannungen P1 und P, anndhernd gleich groB3, dazu

muf} nach (9)
R
Jo=Jyo 7 (12)
und zwar ein voreilender (kapazitiver) Blindstrom
sein. Wird J, noch gréBer, so ist 4p’ negativ, dann

ist P, > P;. Firr reine Wirklast ist
S’Bl((pz - 0) = P2 + JR _I_ ijL- (13) Abb. 47.

Graphische Ermittlung der prozentualen Spannungsinderung. Als prozentuale
Spannungsinderung von den sekundéren zu den primiren Klemmen bezeichnen wir

e%sz P 100 = (Pz )100% (14)

2

Aus (8) wird fiir die Betrige, mit X = w L,

e R e R ey
&= —?— = Y1 a2+ p—1.

Durch Reihenentwicklung wird
20+ a2+ (2 4o+ 4o(a®+ B2 + (a4 f%)?
e=*+ 5 —= 5 4.
B owletp)
2 2

Hierin ist das dritte Glied schon meist vernachlissig-
bar klein, daher

| :
Driickt man « und g in % aus: \
o= ToREDE 1009, ﬁ_f{fxw,, 100%, J
2 AN__h 78
so wird £% =+a+ 5)20 (15) AbD. 48.

Dabei werden o und 8 nach Abb. 48 graphisch ermittelt. Es ist
AB =5 100; Bo-1p* AC= 32100,

Trigt man g, gegen dle Richtung des Stromes auf und bestlmmt D auf dem Kreis
iiber AC als Durchmesser, so ist 4D die Richtung von P,. Daher ist AD=u und

DC=B in % von P,
Berechnung von Strom und Spannung bei gegebenem Verbrauch. Grenzhelastung.
Praktisch liegt oft die Aufgabe vor, daB zu gegebener Spannung der Zentrale P;
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die von dem Verbraucher beanspruchte Leistung N und die Blindleistung N, ge-
geben sind. Dann sind P, und J unbekannt, nur ihr Produkt ist durch die Schein-
leistung der Belastung N, =1 N2 N? und ihre Phasenverschiebung @, = artg N,/N
gegeben. Eliminiert man daher erst eine GroBe, z. B. den Strom, mittels der Be-

ziehungen Jo=N/P,, Jy=Ny/P,, J=N,P,, (16)
dann kann man GL. (8) fiir die Betrége schreiben
NR}-N,X12  [NX—N,RBp
2 p—
P[Pt S R

oder nach P, aufgeldst
Py=YiPi—(NR+N,X) & V3P — (R + N, X)F — V222, 17)

Der Strom ist dann aus Gl. (16) bestimmt. In Gl. (17) ist vor der Hauptwurzel das
Vorzeichen fortgelassen, weil nur positive Werte von P, in Frage kommen. Aber
auch vor der zweiten Wurzel kommt nur das positive Vorzeichen in Betracht.
Grundsitzlich kann eine Belastung bei gegebener Primérspannung in zweierlei
Weise iibertragen werden, entsprechend dem --Zeichen vor der zweiten Wurzel
mit groBer sekundérer Spannung und kleinem Strom, oder mit kleiner sekundéarer
Spannung (— -Zeichen) und groBem Strom. Der erste Fall ergibt die kleineren
Ubertragungsverluste (J2R) und ist daher wirtschaftlicher. Es ist aber nicht jede
beliebige Belastung iibertragbar, weil in Gl. (17) die zweite Wurzel imaginir werden
kann. Daher ergibt sich die Grenzbelastung N,), wenn die zweite Wurzel

Null ist. 1P2— (NR+N,X)=N,,z. (18)

Dividiert man beide Seiten durch z, so ist P;/z=J; der Kurzschlufstrom der
Leitung bei kurzgeschlossenen Verbrauchsklemmen; ferner ist

Rz = cosqy, X/z=sing,, N = N;cosp,, N, = N;sing,,

daher 1P J— Ny (cos@rcos @y + sin gy sing,) = Ny,
oder die Grenzscheinleistung
N o= P (19
T T2 1 cos (¢ — o) )
und die Grenzleistung
Ny = 1 P, Jycos g, (20)

2 Tcos(gn—gs)
Bei der Grenzbelastung fallt in Gl. (17) die zweite Wurzel fort und es bleibt nach (18)
Pi=N,,z=P,Jz
oder Py,=dJz. (1)
Bei der Grenzbelastung ist die Verbrauchsspannung gleich dem Span-

nungsabfall in der Leitung. Zu jedem Wert ¢, gibt es eine Grenzbelastung.
Das Maximum der Leistung erhidlt man fiir
N, . .
—C—lﬁ =0, d.h sing,=—sing,
P2= — Pr- (22)
Bei der groBten iibertragbaren Leistung mul die Phasenverschiebung kapazitiv
und ebenso grofl wie g, sein. Dann ist in (20)
1+ cos(pr— @,) =1+ cos2¢;, = 2cosq,
1Ry _1 B 1R
4 cosp, 4 zcosg, 4 R

Nmax =
oder mit (21) und (22)
P,Jcos@a(v—max) = J2zcos@,=J*R, P,Jsin@g(y—max) = —J22zsing;, = —J20 L
— P, _ Jx
2cos @y’ 2cos @y

(23)




Arbeitsdiagramme einer Leitung. 43

Die grofte iibertragbare Leistung ist wie bei Gleichstrom gleich dem dabei auf-
tretenden Verlust im Widerstand der Leitung, die Stromquelle mufl die doppelte
Leistung abgeben, der Wirkungsgrad ist nur 50%.

Die kapazitive Blindleistung am Ort des Verbrauchs mull dabei ebenso grofl
sein wie die in der Leitung verbrauchte induktive Blindleistung, sie ist w L/R-mal
so groB wie die Leistung. Daher wéhlt man bei Starkstromanlagen die Belastung
weit kleiner als die groBtmogliche.

19. Arbeitsdiagramme einer Leitung.
Die in GI. (17) gegebene Berechnung wird, wenn viele Belastungsarten unter-
sucht werden sollen, zweckm#Big graphisch durchgefiihrt.
Stromdiagramm. Aus der Spannungsgleichung (6)

PB=PB -+ I3

wird durch Division durch 3 die Stromgleichung

Skz_?:_lz%z_’_s’ (24)

die ein Stromdreieck (Abb. 49) darstellt. Darin ist OP=J ein beliebiger Strom,
OPy=J,= Pz ist der Kurzschluistrom, der ,
gegen die Richtung der Primérspannung P; um g, Fo) P
zuriickgedreht ist, die dritte Seite ist P Py = P,/z. / A
Wie im Spannungsdiagramm Abb. 45 Jz und P, AA//q 7 T~
den 9 (¢, — @,) bilden, ist auch hier P,/z gegen J 7 \ =7
um den gleichen Winkel zuriickgedreht. ;pf \

a) Ort fiir g =konst. Fir alle Belastungen, /X% \

=0

fir die @, gleich groB ist, miissen die Vektoren 0 T

— 7
OP und PP, den gleichen Winkel (¢, — ,) bil- g )
den, daherist der Ort des Punktes P fiir ¢, = konst. @

ein Kreis iiber O P;, als Sehne mit dem Zentri- Abb. 49 \
winkel SCOM Py, =2 (g — @,) T M

Der Radius OM schlieft mit der Abszissenachse den < g, ein, und zwar
ist er nach rickwirts gedreht, wenn die Belastung induktiv, nach vorwérts, wenn
sie kapazitiv ist. Der Radius ist im Strommafstab 25in(<p:—<p2)' Punkt P kann
sich auf dem Kreis von O bis P, bewegen, in O ist J =0, P,= P,, die Leitung ist
unbelastet, in P ist P,=0 und J=2J,, dic Leitung ist kurzgeschlossen. Dem
Schnittpunkt P, des Kreises mit dem Mittellot in O P;, entspricht

Jz=P,,
d. h. nach Gl (21) die Grenzleistung.

Da die Primérspannung in Richtung der Ordinatenachse liegt, ist die Ordinate
des Punktes P der Wirkstrom J cos ¢,, die Abszisse der Blindstrom J sin ¢, mit
Bezug auf P;, oder da P; konstant ist, ist in anderem Malstab die Ordinate die
Wirkleistung, die Abszisse die Blindleistung der Zentrale.

Scheinleistung und Leistung des Verbrauchers. Die Kreistangente
OT bildet mit der Ordinatenachse den Winkel g,. Sie schneidet eine Parallele

PP zu OP, in N, und es folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke PON und O P, P
vl ST — J P, JP, N
V. = . [E— ___2_ —_ iﬁ — -
ON:0OP = PP, :OP,, ON T P, P,
1 Setzt man P, = § 3, v, worin 3, ein konstanter Scheinwiderstand und v ein reeller Para-

meter ist, so ist die Kreisgleichung § = %—E; o d.i.nach Kap. III Gl. (32) ein Kreis durch
T 82
den Ursprung.
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Also stellt ON die Scheinleistung des Verbrauchers im gleichen MaBstab dar, wie
OP die Scheinleistung der Zentrale; die Ordinate von OV ist die Wirkleistung,
die Abszisse die Blindleistung des Verbrauchers

Dem zweiten Punkt P’, in dem N P//O P, den Kreis schneidet, entspricht ein
zweiter Strom J’=0 P’ mit der gleichen Leistung des Verbrauchers ON wie bei
Punkt P; es ist dies der zweite S. 42 erwidhnte mogliche Betriebszustand mit kleiner
Spannung und groBem Strom, der als unwirtschaftlich nicht in Betracht kommt.
ZweckmiBig verwendet man die Grundlinie des Diagramms O P, als BezugsgroQle
fur Strome, Spannungen und Leistungen. O P stellt dann das Stromverhaltnis
J:J;, PP, das Spannungsverhéltnis P,: P; und ON das Scheinleistungsverhaltnis
N,:P,J; dar. Darin ist P,J, die KurzschluBBscheinleistung der Leitung.

b) Grenzlelstungsparabel Der Punkt P, fir die Grenzlelstung liegt auf dem
Mittellot in OP,c Hierbei ist ON =N,P, s Py, wobei N, P, //OPk ist. Der Winkel,
den ON mit der Ordinatenachse bildet, ist ¢,. Bewegt sich P, auf dem Mittellot
in OP,c, so beschreibt N, eine Parabel um O als Brennpunkt mit der Achse OP,
(Abb. 50). Dieses Dlagramm zeigt, welche Scheinleistungen iibertragbar sind und
heilt daher Grenzleistungsparabell. Punkt A entspricht der gr6Bten iibertragbaren
reinen Wirkleistung. Punkt &,, der gr6Bten Leistung iiberhaupt, wobei (s. S.42)
@y = — @y ist. Punkt B entspricht reiner Blindleistung, der darunter liegende,
gestrichelte Teil der Parabel wiirde Wirkleistungsabgabe an den sekundéren Klem-
men bei gleichzeitiger Aufnahme von Blindleistung entsprechen.

)
-

Abb. 50. Abb. 51.

¢) Arbeitsdiagramm fiir konstante Leistung und verinderliche Blindleistung. Bei
konstanter Leistung bewegt sich der Endpunkt N des Vektors der Scheinleistung
des Verbrauchers auf einer Parallelen zur Abszissenachse »—n in Abb. 51. Da
die Ordinate von Punkt P die Wirkleistung der Zentrale darstellt, ist die Ordinaten-

differenz der Vektoren O P und ON der Lelstungsverlust in der Leitung J2 R. Nach
Kap. ITT Abschn. 15 ist der Ort fiir P ein Kreis, dessen Halbpolare n—mn ist.

Setzt
ctab man P,J,—N=J:R=(J%+J)R
oder
P N
2 2 4 —
J2 4 Jb—§<Jw—171>—~O,
so ist dies, da J, und J, im StrommaBstab die Koordinaten des Stromvektors O P
sind, eine Kreisgleichung fiir den Punkt P. Der Kreismittelpunkt liegt auf der
Ordinatenachse, weil nur die Ordinate J, in der ersten Potenz vorkommt. Die
Mittelpunktsordinate ist J
k

OM = 2R 2cos<pk )
1 Siehe Ossanna: El. u. Maschinenb. 1926, H.7, S.113.
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Der Mittelpunkt M ist daher der Schnittpunkt der Ordinatenachse mit dem Mittel-
lot auf O P;. Der Radius ist
Jy ¢ N J J, 2N
2. & — E_ !
"= <2cos O ,) [2003(;7,, PJ :

R~ 2cos Pr
Hierin ist 2N/P; der doppelte Abstand der Geraden n —n von der Abszissenachse.
Eine Parallele s —s zu # —n mit der doppelten Ordinate ist die Polare, sie schneidet
einen Kreis iiber O M in Punkt R. M R ist der Radius des Ortskreises K, fiir Punkt P.

Da ferner P stets auf einer Parallelen N P zu O Py liegt, sind die den Punkten N
der Geraden n—mn zugeordneten Kreispunkte P bestimmt.

Zu jeder Leistung des Verbrauchers gehort ein Kreis als Ort des Strom-
vektors. Der Radius ist um so kleiner, je grofer N ist, fir die gréBte Leistung
schrumpft der Kreis in Punkt M zusammen.

Die Grenzscheinleistung bei der durch die Gerade n—n gegebenen Leistung
wird durch die Punkte N, und P, bezeichnet.

Die kleinste primére Leistung ergibt sich fiir den Punkt P, in der Ordinaten-
achse; ihm entspricht ein Wirkstrom in der Zentrale und der kleinste Verlust in
der Leitung J2 R. Dabei ist, wie der Vektor O N, zeigt, die Belastung kapazitiv, um
den Blindverbrauch J%wL der Leitung zu kompensieren. Dieses Ergebnis kann
auch wie folgt abgeleitet werden. Bei gegebener Spannung der Zentrale ist deren
Leistung P,J cosg, und der Verlust J2R, das Verhéltnis des Verlustes zur Nutz-
leistung J°R

Y= p,Jeosp,—J2R

ist am kleinsten, wenn cosg, =1 ist. Geht man hingegen von einer konstanten
sekunddren Spannung P, aus, so ist das Verhéltnis

am kleinsten, wenn cos g, =1 ist. Man erhalt also die kleinsten Verluste, wenn
an dem Ort, wo die Spannung konstant gehalten wird, Strom und Spannung
phasengleich sind.

Ganz entsprechend kann ein Kreisdiagramm fiir konstante Blindleistung ab-
geleitet werden, es hat aber weniger praktische Bedeutung.

V. Parallelschaltung von Stromkreisen.

20. Grundgesetz fir die Parallelschaltung von Stromkreisen.

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben alle die gleiche Spannung.
Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division der Klemmenspannung durch den
Scheinwiderstand des Zweiges, und der Gesamtstrom ist die geometrische Summe

der Zweigstrome. Es ist B
R R B =P(g.+ 761
32:%2‘: B =B(g.+7b)
== B9, —Blg +1b)

...................
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Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist

1 1 1 1 1

726Gttt S
der resultierende Scheinleitwert
hp=2) =91+ P+ Ys+ - +=g+7b, (2)
worin g=qt+g+g+- =20 3)
b=by+by+by+---=2(). (4)
Die Phasenverschiebung des resultierenden Stromes ist
b _2)

Y=y =56 ®

Man addiert die Wirkstrome und die Blindstréme bzw. die ihnen entsprechenden
Wirk- und Blindleitwerte und setzt sie geometrisch zu dem resultierenden Strom
bzw. zu dem resultierenden Scheinleitwert zusammen.

21. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei parallelgeschalteten

Zweigen.
Nach Gl. (1) ist 1 11
. 3 u &
oder
b182
== 6
. 8 311 32 (6)
Durch Division durch 3, wird
o B )
B it

Nach dieser Gleichung verhélt sich der resultierende Scheinwiderstand 3 der
Parallelschaltung zu dem eines Zweiges,
wie der des anderen zur Summe. Die Glei-
chung gilt vektoriell. Setzt man 3, + 3, = 3’
und die Phasenwinkel @, ¢, @,, ¢’, so ist
auch

26l ® zze7 P2
—— = .
2 d P P

(7a)

Abb. 52. Diese Gleichung zerféllt in die beiden
212 =257, P—P1=0:—¢ (8)
und bedeutet graphisch, dafl das aus z und z,; gebildete Dreieck dem aus z, und 2’
ahnlich sein soll. In Abb. 52 sind 04 = 2, und OB = z, gegen die Abszissenachse
um ihre Phasenwinkel @, und ¢, gedreht aufgetragen. OC ist die Summe z’.
Nun ist zundchst AOB’C’ gleich dem AOBC gemacht und durch A die Parallele AD
zu B'C’ gezogen, so daBl ODA ~ O BC wird. Dann ist OD nach GroBe und Phase
der resultierende Scheinwiderstand z.
Eine andere Konstruktion, bei der die Summe 3, - 3, nicht ermittelt zu werden
braucht, ergibt sich wie folgt. Aus Gl. (7) erhilt man, indem man im Nenner die
Differenz von Nenner und Zahler setzt:

5 __%
&Tﬁ = g: . (7 &)
Darin ist 3, —j die dritte Seite DA des Dreiecks 0D A. Sollen die beiden Abstéinde
des Punktes D von O und 4 das konstante Verhaltnis z, : 2; haben und den 9 ¢, — ¢4
bilden, so muB D auf einem Kreis iiber O4 als Sehne liegen, dessen Durchmesser
OE senkrecht auf O B = z, steht (Abb. 53). Vertauscht man in GL (7a) 3, und 3,
so ergibt sich als Ort fiir Punkt D ein zweiter Kreis iiber O B als Sehne, dessen Durch-
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messer OF 1. OA4 ist. Der Schnittpunkt beider Kreise ist der Endpunkt D des
gesuchten Vektors 3.

Da die beiden Dreiecke ODF und ODE bei D rechtwinklig sind, braucht man
die Kreise nicht zu zeichnen, sondern man bestimmt die Punkte £ und #, indem man
jeweils das Lot auf dem Endpunkt des einen Vektors, mit dem Lot auf dem
andern Vektor im Anfangspunkt zum Schnitt bringt. 0D ist dann das Lot auf die
Verbindungslinie EF.

Ein Sonderfall ergibt sich, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander
stehen, z. B. bei der Parallelschaltung eines Ohmschen Widerstandes mit einem ver-
lustlosen Kondensator oder einer verlustfreien Drosselspule. o
Dann sind die Vektoren selbst die
Kreisdurchmesser und OD steht
senkrecht auf der Verbindungs-

linie 4 B (Abb. 54).

V:i
~
NI
~
% .
z ~
~
\\
0 i >/
Abb. 54. Abb. 55.

Diese Konstruktionen versagen, wenn die parallelgeschalteten Scheinwiderstinde
gleiche oder entgegengesetzt gleiche Phasenwinkel haben. Die Vektoren liegen dann
in einer Geraden, wie z. B. fiir zwei Ohmsche Widerstinde, oder fiir eine Kapazitit
und eine verlustfreie Induktivitdt. Dann ergibt sich eine einfache Konstruktion
dadurch, daBl man den einen Vektor um den gemeinsamen Anfangspunkt, den anderen
um seinen Endpunkt um 90° im gleichen Sinne dreht und die Verbindungslinie
der Endpunkte der gedrehten Vektoren mit der Richtung der urspriinglichen Vek-

toren zum Schnitt bringt. In Abb. 55 sind 04 = 3, und OB = 32 gleichgerichtet.

O A0 o 5 &__Eﬁ F'ml @
N y N N
. o by

Abb. 56. Abb. 57.

=X

OA ist um O und OB um B um 90° im Uhrzeigersinn nach O A’ bzw. BO’ gedreht,
und 4’0" mit OB in D zum Schnitt gebracht. Nun ist

0D:04'=CA':C0',

darin ist — . _ — .
04'=—j3,, CA=-—3, CO=+7G+3)-
Daher e
_  b1% _
311 4

Die analoge Konstruktion fiir entgegengerichtete Vektoren ist in Abb. 56 gezeigt.
Beispiel: Bei der Reihenschaltung von Glithlampen, die frither hdufig verwendet
wurde, schaltete man jeder Lampe eine Drosselspule parallel, um beim Versagen einer
Lampe die Unterbrechung des ganzen Stromkreises zu verhindern (Abb. 57). Es
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soll untersucht werden, wie beim Erléschen einzelner Lampen der Strom und die
Helligkeit der iibrigen Lampen bei konstanter Klemmenspannung sich &ndert.
Sei R, der Widerstand einer Lampe, 3, = (R, + jX,) der Scheinwiderstand der
Drosselspule, wobei R, viel kleiner als X, ist. Der Scheinwiderstand einer Gruppe
sei z und J der Gesamtstrom; die Spannung einer Gruppe ist

P =Jz

J,=P'|R,=Jz/R,.
Er ist stets dem Gesamtstrom proportional, man braucht daher nur den Gesamt-
strom zu untersuchen. Die Aufgabe werde graphisch mittels der Inversion gelost.
In Abb. 58 ist 04 = R,, OB das Spiegelbild von z, und OC das des resultierenden
A Scheinwiderstandes z. Ist # die Zahl der Grup-
pen, so ist im n-fachen MaBstab OC =nz der
Scheinwiderstand, wenn alle Lampen brennen,
und OB = nz,, wenn alle erloschen sind.
Sind m Lampen erloschen, so sind (n —m)
Gruppen mit dem Scheinwiderstand z mit m
Drosselspulen z, in Reihe geschaltet. Teilt man
OC im Verhiltnis DC:OC = m : n und zieht
eine Parallele DE zu OB, soist 0D = (n —m)z,
DE= m[n. OB= mz, und OE der resultierende
Scheinwiderstand. Der Endpunkt £ bewegt
sich auf der Geraden C B, und als Ort fiir den Stromvektor ergibt sich der zur CB
inverse Kreis durch 0, dessen Mittelpunkt M auf dem Lot von O auf CB liegt. Die
Grenzstrome sind 51?_’, wenn alle Lampen brennen, OG, wenn alle erloschen sind. Die
Stroménderung kann bei konstanter Spannung groB8 werden, sofern nicht R, grof}
gegen 3,, d. h. der Strom der Drosselspulen grofl gegen den Lampenstrom ist. Daher
ist es zweckmaifBiger, nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten Strom
zu regeln. Die Gerade CB zeigt hierfiir die Anderung der Spannung.

und der Lampenstrom

22. Die Aufteilung des Stromes auf parallelgeschaltete induktive
Ziweige.
Verzweigt sich ein Strom in zwei parallelgeschaltete induktive Scheinwiderstéinde
ar=RBi+jol; und gp=~R,+joL,,

so gilt fiir die Teilstrome $151= 032 - ©)

Thre Betrige verhalten sich umgekehrt wie die Scheinwiderstéinde. Sie sind im all-
gemeinen untereinander und gegen den unverzweigten Strom phasenverschoben,
wenn das Verhiltnis wL/R=tg¢e in beiden Zweigen ver-
schieden ist. Der Strom, in dessen Zweig tgo groBer ist
als im andern, ist gegen den unverzweigten Strom verspi-
tet, der andere verfriiht; die arithmetische Summe der Teil-
strome ist grofer als der Gesamtstrom und es entstehen
erhohte Verluste, worauf bei der Parallelschaltung z. B. von
Leitungen zu achten ist. Abb. 59 stellt die Aufteilung eines
Abb. 59 Stromes in zwei Zweige dar, die gleiche Ohmsche Widerstinde,
aber ungleiche Induktivititen haben, was sich in den sehr
verschiedenen Phasenverschiebungen ¢, und ¢, gegen die gemeinsame Spannung
zeigt. Dadurch ist der verspitete Strom J, viel kleiner als der verfriihte, wihrend
bei gleichen Ohmschen Widerstinden die kleinsten Verluste auftreten, wenn jeder
Teilstrom die Hilfte des Gesamtstromes ist.
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Allgemein entspricht den kleinsten Verlusten die Stromaufteilung

R R
Ji=J "2 _ Jo=J 51—
V7R, + R, 2= R Ry (10)
hier ist aber ; ;
N O 2 (o] 1
=592 = . 11
V1 311+ 3 2 ‘5514‘52 (1)

Setzen wir
5= R (1 +jtgey), 32 =Ry (1 +jtge,), (31 +32) = (B + Rp) (1 4 jtg¢)

"

so werden die relativen Verluste in den beiden Zweigen mit Bezug auf die Ver-
teilung fiir kleinste Gesamtverluste:
Ji __1—|-tg2(p2 J3 _71+tgz(171

Mot = s T ] gy M2 = s = 1 gty (12)
und der relative Gesamtverlust
_ R, R,
Mo =Torp | g T g LR, (13)

Beispiel: Wollte man etwa ein Kabel durch eine parallelgeschaltete Freileitung
entlasten, so zeigt sich, dal} dies trotz erheblichen Kupferaufwandes nur in geringem
MaBe moglich ist, weil die Induktivitit des Kabels etwa 5mal so klein ist wie die
der Freileitung. Dabei mégen wieder Niederspannungsleitungen betrachtet werden,
deren Ladestrome zu vernachlissigen sind. Beide Leitungen seien gleich lang und
haben gleichen Querschnitt, also gleichen Widerstand. Dann ist bei f=250 Hertz

fir die Freileitung etwa: oL,;:RB;= 2:1=tge,,

fiir das Kabel: wLy: By =0,4:1=tge,,
und oLy +Ly): (B + Ry)=12:1=tg¢’
und es werden die relativen Verluste

14042 L

=0,476, n,, =205, n,=3(0,476 +2,05) = 1,264.

Mo1= 1190 112
Das Kabel hat also mehr als die doppelten Verluste, die Freileitung weniger als die
Hilfte gegeniiber giinstigster Stromverteilung, insgesamt ist die Erhéhung der Ver-
luste etwa 27%. Um gleiche Strome zu erhalten, schaltet man dem Kabel eine
Drosselspule vor.

Bei Parallelschaltung von Stromkreisteilen ist also stets darauf zu achten, dafl
das Verhiltnis der Induktivitit zum Widerstand oder die sog. Zeitkonstante (siehe
Kap. XIII) fir alle Teile gleich grof ist.

23. Stromresonanz.

Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet (Abb. 60). Die
Scheinwiderstédnde der beiden Zweige sind:
3=R,+joL, 5c:Rc_$'

Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl. (6)

R
RR 4G +i(oLR— )
bp=""—— — ;T .
Ri+Rc+7<wL*E) Abb. 60.
Macht man den Nenner reell, so erhdlt man den Wirk- und den Blindwiderstand
der Parallelschaltung

. (R’+R°)2+<;L:w~lé>zrw, R (Rl+Rc;2—|—(wI:;,w10>2 - (15)

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 4
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Wird X, =0, so verhilt sich der Stromkreis wie ein Ohmscher Widerstand. X,
wird zunichst Null, wenn w =0 oder oo ist. Ein Gleichstrom (w =0) flieit nur durch
die Drosselspule, der Gesamtwiderstand ist R;. Ein Strom von sehr hoher Frequenz
(w = o0) flieBt nur durch den Kondensator, der Gesamtwiderstand ist B,. X, wird
ferner Null fiir

1 VL/O —R?
_— A 1, . 16
y\LcV Lj)C—E; (16)
a) Sind die Widerstinde gleich, R;= R,= R, aber verschieden von VL/O, 80 ist
Wy = . (1m
1LC

Bei dieser Frequenz ist ) T

wl=g5=)c-
Die Blindstrome sind entgegengesetzt gleich und heben sich nach auBlen hin auf,
der Gesamtstrom ist die Summe der beiden gleich groBen Wirkstrome. Der Blind-
strom jedes Zweiges verhilt sich zum Wirkstrom wie JL/C: R. Wihrend die Reihen-
schaltung von Drosselspule und Kondensator (s. S. 20) bei kleinen Verlusten bei der

Resonanzfrequenz nahezu einen Kurzschlull bedeutet, ist die Parallelschaltung fast
eine Unterbrechung des Stromkreises. Nach Gl. (14) wird fiir die Resonanzfrequenz

1 1L
B,=5(B+57)-
Die Parallelschaltung bietet Strémen von verschiedenen Frequenzen sehr stark

verdnderliche Scheinwiderstinde, die wir wieder durch das Frequenzverhiltnis
und das Widerstandsverhéltnis darstellen. Hierzu setzen wir

1

® C
= —:6 —_— =
@ 'm Do ’ R] L=¢
L) = 9 IV p(1—L
(R+joL)=R(14 Q), (r wC)-R(l 59).
Es wird 1
(+eY+ie(6—)
=R . - 1
2¢ +79(5—3>
und der Betrag e
1+ +e2(6—)
2,=R e
se+etfo-5)
Fir w=w,, =1 wird der Wirkwiderstand bei Resonanz
1 *
Ry=R— (18)
und endlich N
1 2
. 20 (1+92)2+92<6—3)
R, 1+¢ 2 (19)

1
st (o)

Bei kleinen Verlusten ergibt sich ein sehr dhnlicher Verlauf z, =f(w) wie fir
die Leitwerte bei der Spannungsresonanz mit scharf ausgeprigtem Maximum.
Bei groBeren Widerstinden ist das Verhalten verschieden; die Kurve liuft fir w
Null und unendlich nicht nach Null, sondern nach R. Wird =1, d. h. R== ]/E/_C,

so erhédlt man in Gl. (16) den unbestimmten Wert 3. Nach Gl. (18) u. (19) wird

z,=Ry= R. Der Stromkreis verhalt sich bei allen Frequenzen wie ein konstanter
Ohmscher Widerstand.
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Wird endlich ¢ >1, so ist in Gl (16) die zweite Wurzel wieder gleich 1, bei der
Frequenz o, hat man aber nicht ein Widerstandsmaximum sondern ein Minimum.

Abb. 61 zeigt%) als Funktion von a%fﬁr 0=0,1, 2 zi 030
0,5, 1 und 2. ° 42 J

b) Sind die Widerstinde ungleich aber klein T Jol—le= L ——
gegen L/C, so ist das Verhalten ahnlich dem bei 08 paln S
gleichen Widerstéinden. Ist ein Widerstand gréfer 96 s5/ i \\ -
als JL/C , der andere kleiner, so ist in Gl. (16) die Y \\
zweite Wurzel imaginir, dann gibt es keine FKre- 02 —oah
quenz mehr, bei der die Blindstrome sich auf- T o
heben.

> @
Abb. 61. W,

24. Leistungsmessung mit drei Stromzeigern.

Entsprechend der Leistungsmessung mit drei Spannungszeigern hat Fleming
eine solche mit drei Stromzeigern angegeben. Zu dem Stromkreis, der bei der Span-
nung P den Strom J; mit einer Phasenverschiebung ¢ aufnimmt, schaltet man seinen
Ohmschen Widerstand parallel (Abb. 62). Der Strom im

Widerstand ist J, = P/R und gegen./; um ¢ in der Phase ver- !—@J:—WW—-
schoben. Der Gesamtstrom ist ‘

JE=J2 4 J2 L 2, 0080 . 7 WA
Die Leistung im ersten Stromkreis ist V¥

N =PJ,cosp=.J,J, Rcosp &
oder N=}(J2—J?—J3)R. (20) Abb. 62.

Die Leistungsmessung ist hiermit auf die Messung der drei Strome zuriickgefiihrt.
Sie hat die gleichen Nachteile wie die mit drei Spannungszeigern.

25. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser.

Die gebrduchlichen Leistungsmesser beruhen auf dem elektrodynamischen Prin-
zip. Sie haben eine feste vom Hauptstrom 7 des zu messenden Stromkreises durch-
flossene ,,Stromspule, in deren magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt,
die den Zeiger trigt und parallel zu dem zu untersuchenden Stromkreis geschaltet
ist. Der NebenschluBlstrom ¢, hingt von der Spannung ab, und das mittlere Dreh-
moment ist proportional dem Mittelwert M (i¢,). Der Ausschlag « ist dem Dreh-
moment proportional. Ist C die Konstante des Instruments, so ist Coa= M (z1,).

Der Hauptstrom sei um ¢ gegen die Spannung phasenverschoben, der Neben-
WLy

schluflstrom um ¢, =arctg B L, ist die Induktivitdt, R, der Widerstand des
Spannungskreises. Dann ist

Co= M(’l‘@n) = JJnCOS ((p _ q)n) = ]’iki :i)i;)fz COS((p - (pn) = % cos (‘P - q)n)COS(pn .
Die Leistung ist N—=PJoosg.
i - s 1+teign
Daher wird N = COLR"COS(¢»~ pa)cosps — CaR, 1 tgptep, ® (21)

Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, muB} tg ¢, verschwin-
dend klein sein, dies wird durch groBe Vorschaltwiderstinde R, erreicht.

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je nachdem die Span-
nungsspule an die Klemmen der Belastung oder an die Klemmen der Stromquelle
geschaltet ist (s. Abb.63a und b).

4*
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Wird die dem Stromverbraucher zugefithrte Leistung gemessen, so ist bei der
Schaltung Abb. 63a von der gemessenen Leistung der Verlust in der Spannungs-
spule P?/R,, zu subtrahieren, und bei Abb. 63b der Verlust in der Stromspule J2 R, .

o S Wird die Leistung des Generators
: , gemessen, so sind die Betrige zu ad-
£ dieren.
3 Die Genauigkeit erfordert, daf die
Schaltung gewahlt wird, bei der die
Korrektur am kleinsten ist.

Bei groBer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fiir die Stromspule
meist kleiner und Schaltung Abb. 63b zu wihlen, bei kleiner Spannung und groflem
Strom ist die Korrektur fiir die Spannungsspule meist kleiner, dann ist die Schal-
tung Abb. 63a vorzuziehen.

Abb. 63a. Abb. 63 b.

VI. Zusammengesetzte Stromkreise.

Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden sein, die teils
durch Reihenschaltung und teils durch Parallelschaltung entstehen. An einigen Bei-
spielen soll die graphische und die rechnerische Behandlung weiter geiibt werden.

26. Zwei parallelgeschaltete Stromzweige in Reihe mit einem dritten.

Fiir den Stromkreis (Abb. 64), der zwei parallelgeschaltete Scheinwiderstinde
21, 2, in Reihe mit einem dritten z, enthilt, soll untersucht werden, unter welchen
Bedingungen der Strom der GroBe nach unverindert bleibt, wenn ein Zweig (z,)
unterbrochen wird. In der S.47 besprochenen Parallelschaltung von Lampe und

S Zy

Zo

Ze

Abb. 64. Abb. 65.

Drosselspule wiirde z, den Leitungswiderstand darstellen, z; die Lampe, z, die Dros-
selspule.

Im Diagramm (Abb. 65) liegt z, als Ohmscher Widerstand O 4 in der Abszissen-

achse und z,=0B um @, dagegen nach vorwirts gedreht. OC =7z ist der Schein-
widerstand der Parallelschaltung. Damit die geometrische Summe von z, und z,

ebenso grof} wie die von z, und z ist, muB der Anfangspunkt M des Vektors MO =z,

auf dem Mittellot auf BC liegen, dann ist MB=MC. Von den vielen méglichen
Werten von z, haben alle, deren Anfangspunkt M oberhalb der Abszissenachse
liegt, einen negativen Phasenwinkel, sie haben Widerstand und Kapazitdt, 1’0 in
der Abszissenachse ist ein Ohmscher Widerstand, und alle, deren Anfangspunkt
wie M’ unterhalb der Abszissenachse liegt, haben einen positiven Phasenwinkel,
also Widerstand und Selbstinduktion.

Setzt man 3, = R,, und vernachlissigt die Verluste der Drosselspule und die
Induktivitdt der Leitung, d. h. 3, =3j X, und 3,= R, so ist der resultierende Schein-
widerstand iR, X,

R0+R + 75X,




Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 53

und fiir B; = oo:

Ry+iX,.
Sollen die Betrédge gleich sein, so mull
2 2 2
gRoRl) 1‘%1‘3%04‘1{97 :Rg_i_Xg s
sein, oder nach Ausmultiplikation
Xy = VaRoiR; .
Graphisch bedeutet dies: Trigt man in Abb. 66 04=R, ‘/
und OC =2 R, auf, so schneidet ein Kreis iiber AC als / W k0 & A
Durchmesser die Ordinatenachse in B und es ist O B=X,. Abb. 66.

Der Beweis folgt daraus, dall 0D der resultierende Schein-
widerstand der Parallelschaltung von R; und X, ist und M auf dem Mittellot auf

BD liegt.
27. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom.

Die Scheinwiderstdnde der vier Briickenzweige in Abb. 67 seien 2, z,, 25, 24,
ihre Phasenwinkel ¢y, @,, @3, ¢,. Damit das Galvanometer nicht ausschligt, mufl
die Spannung von Punkt €' nach D Null sein, d. h. es mul} die Spannung von Punkt 4
nach C nach Grofle und Phase gleich der von 4 nach D, und ebenso die Spannung
von C nach B gleich der von D nach B sein. Dann ist aber auch J; =J, und J,=J,.
In dem Vektordiagramm (Abb. 68) ist A B der Vektor der Klemmenspannung,
sie besteht aus den beiden Teilspannungen

@:J121:J222, CTE:J323=J424,

iiber denen die Spannungsdreiecke gezeichnet sind. Durch Division der Spannungs-
gleichungen wird unter Beriicksichtigung der Stromgleichungen

2% =291, (1)
Die Phasenwinkel der Stréme unterscheiden sich um
E,AF,=E,AF,

oder PrPo=P3—Ps- (2)
Die Bedingungen kann man auch schreiben
%134 = 2923, (la) P11+ Py =Pat @5 (2a)

Es miissen die Produkte der Betrige gegeniiberliegender Scheinwiderstdnde und die
Summen ihrer Phasenwinkel gleich groB sein.

Liegen an einem Knotenpunkt zwei Ohmsche Widersténde, z. B. ¢; =@, =0, so
miissen die Phasenwinkel der beiden andern Zweige gleich sein @, =¢,. Liegen
hingegen in gegeniiberliegenden Zweigen Ohmsche Widerstdnde, so sind die Phasen-
winkel der beiden anderen auch gleich, sie haben aber entgegengesetztes Vorzeichen;
ist in einem Zweig eine Drosselspule, so muB3 im andern ein Kondensator liegen.

Es ergibt sich also die Moglichkeit, Induktivitdten unter sich und eine Kapazitat
mit einer Induktivitdt zu vergleichen.
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Yergleich von Induktivititen. In den Zweigen 1 und 2 liegen die Widerstinde
R, und R,, in 3 und 4

23= VB + (0L =Ry V1 +tg%ps,  2z,= VRi+(0L,)? =R, Y1+ te’g,.
R,

5 Da nun ¢, =g, sein soll, wird nach Gl. (1a)
R, R,=R,R,, (3)
L L
ferner % = w?:
L, R, R,
i 4
oder I.- R R, (4)

Gl. (3) wird bei der Abgleichung mit Gleichstrom erfillt,
bei der Abgleichung mit Wechselstrom wird dann die
zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt unabhingig von der
Periodenzahl.

Vergleich von Induktivitit und Kapazitit. Hierbei
liegen in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und 4 (Abb. 69) die Ohmschen Wider-
stinde B, und R,, in 2 der Widerstand R, und die Induktivitidt Z, in 3 die Kapazi-
tdt C und parallel dazu der Widerstand R,.

Der Leitwert des Zweiges 3 ist

y3=V (%52?(;5)2 und tgg, = — wCR,.

Der entsprechende Scheinwiderstand ist

2 __1_____53_ _J"g_
37 % Y14 (wCRy,? 1+ e gy ’
ferner 2g=VR:+ (0L =R, Y1+ te2e,.

Aus GI. (1a) wird daher

— [1+te’g,
BBy = R2R3L 1+tg% g,
oder, da dem absoluten Wert nach ¢,= @, sein soll,
R, R, =R,R,. (5)
Da tg p,= —tg ¢;, wird ferner
ol
—R‘; =w CRs
oder é,i =R,R;=R\R,. (6)

Nach Abgleichung der Widerstéinde mit Gleichstrom wird erst der Gl. (5) geniigt,
die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann die Erfiillung der Beziehung (6).
Diese ist auch wieder von der Periodenzahl unabhiingig.

28. Die Scheringsche Briicke.

Fiir die Messung der Verluste von Kondensatoren bei Hochspannung sind Lei-
stungsmesser zu ungenau, weil die Verluste nur Hundertstel von der Ladeblind-
leistung oder weniger betragen. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Span-
nung weicht von 90° nur um einen sehr kleinen Winkel, den Verlustwinkel ¢ ab,
der u. U. nach Bogensekunden zéhlt und nicht gréBer ist, als der sog. Winkelfehler
bei Strom- und Spannungswandlern, die bei der Verwendung eines Leistungsmessers
fir Hochspannung erforderlich sind. Bei der von Schering? angegebenen Briicke
(Abb. 70) ist C; der zu priifende Kondensator, dessen Verluste durch einen Reihen-
widerstand R, dargestellt sind, C, ist ein verlustfreier Luftkondensator von bekannter
Kapazitdt, R; und R, sind kapazitits- und induktionsfreie Widerstéinde, C, ein
verdnderlicher geeichter Kondensator.

1 Z. Instrumentenk. 1920. Semm: Arch. Elektrot. Bd. 9, S.30. 1920.
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In der Briickengleichung

ok
B2 Ba
i i 1 11
ist 61:R1—_w—0—1’ 53::R3’ gzywow g:Eﬁ—wa’p
j . 1 .
) ;

Setzt man die reellen und die imaginiren Teile der beiden
Seiten gleich, so wird
G By

= md RG=RC, (8)
R
oder Cy=Cy3- und R, = R360i . (8a)
3 2

Der Verlustwinkel des Kondensators ist
d=arctg Ryw(,==arctg R,w(, (8b)

und der Verlust P,J,cosg, = P;J,sind.
Da die Spannung am Widerstand R, sehr klein gegen die des Kondensators (;
und fast um 90° dagegen phasenverschoben ist, kann man fiir P, die Briicken-

spannung P setzen und den Ladestrom J;=Pw(,. Fiir kleine Winkel ist
sind~tgd = R, w Cy und

Ny = P00, R, = PP CyCy 0 9)
3

Abb. 70.

Hier wurde der Verlust im Kondensator in der Rechnung durch einen Reihen-
widerstand R, beriicksichtigt. Das gleiche Ergebnis erhilt man fiir einen Parallel-
widerstand R,. Welche Grof3e man wéhlt, hingt davon ab, ob man in der Leistung

P,J, cosp; den Leistungsfaktor zur Spannung und P,cosg,/J; als Reihen-

. 1 . .
widerstand rechnet, oder zum Strom und ﬁ;;slzgzﬁ— als Leitwert. Mit

dem Parallelwiderstand wird tg é = lTifCT daher ist B, R,(w(,)2=1.
D 1

29. Erzeugung von 90° Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung,.

Fiir MeBzwecke (Zihler) ist es oft nétig, eine Phasenverschiebung von genau
90° zwischen dem Strom einer Zahlerspule und der Spannung zu erzeugen. Da
eine Drosselspule stets einen gewissen Ohmschen Wider-
stand hat, ist der Strom gegen die Spannung an der Spule
um weniger als 909 phasenverschoben, es sind daher beson-
dere Schaltungen erforderlich, von denen einige hier be-
schrieben werden sollen?. A

Schaltung von Hummel (Abb. 71). Parallel zur Zihler-
spule mit dem Scheinwiderstand z, liegt ein Ohmscher he
Widerstand R, und in Reihe mit 2o
beiden eine Drosselspule z,. Der
Strom J, der Zihlerspule soll ~

Zg

Ay
Abb. 71.

gegen die resultierende Span- \

nung P um genau 90° verspitet
sein.

Das Vektordiagramm Abb. 72

Vi ‘]0 .

Abb. 72.

zeigt die Zusammensetzung der Strome J, und J; zum resultierenden Strom J
und die Zusammensetzung der Spannungen J,z, an der Zahlerspule und Jz, der

1 Eine ausfithrliche Zusammenstellung s. Waltz: ETZ 1905, S. 230.
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vorgeschalteten Drosselspule zur Klemmenspannung P. Es ist

R+6
31230}5’%: 3= do‘l‘\h—do ! R, %,

) = o3 -
Damit &, gegen P um 90° phasenverschoben ist, muBl in dem Verhéltnis P : J, =3
der reelle Teil verschwinden. Es ist

B=SToso + IJ32=Jo (60

. R4 By +7X,) (Ry+ 37X,
5=R0+7X0+( 1+ o+7R('))( 217 Xs)
__ By (Bo+ Ry) + By Ry — X Xy 4 j[(By + By) Xy + X (By 1 Ry)]
= 7 .
Der reelle Teil verschwindet, wenn
i X0X2 - ‘RO‘RZ
=Rt R, 10)
Dieser Wert ergibt den resultierenden Blindwiderstand
_ XoB 4 X753
P N8 )

Schaltung von Gorges (Abb. 73). Hier liegen zwei Zihlerspulen, deren Schein-
widerstand z, sei, in zwei gegeniiberliegenden Zweigen einer Briicke, in den beiden
anderen Zweigen gleichgroe Ohmsche Widerstinde R,. Die Punkte C und D der
Briicke sind durch den Ohmschen Widerstand R, verbunden, und vor die Briicke
ist eine Drosselspule z; geschaltet.

Zy

Aus der Symmetrie folgt, daf§ die Strome und Spannungen der beiden Spulen
zo unter sich und ebenso die der beiden Widersténde R; unter sich gleichgro$ und
in Phase sind. In dem Diagramm Abb. 74 bilden also die Spannungen der vier

Briickenzweige ein Parallelogramm ACB D in dem AC=DB=1J,z, ist und gegen

, in Phase mit J, ist.

DC ist die Spannung zwischen den Punkten D und O der Briicke und gleich
JsR, in Phase mit dem Strom .J,, der sich als geometrische Differenz von J,
und J, ergibt. Die Spannung an der ganzen Briicke ist die Summe aus J;z,
und J;R; und gleich 4 AB, und der gesamte Strom J die geometrische Summe
aus J, und J;. An 4B reiht sich nun die Spannung Jz; der Drosselspule, so
daB die Klemmenspannung P = AE dem Strom J, um 90° voreilt.

30. Die Schaltungen von Boucherot.

Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter dem Namen
,,Kondensator-Transformatoren“ bekannt sind und zur Transformierung einer
konstanten Spannung in einen konstanten Strom dienen. Hiermit soll in Anlagen
mit in Reihe geschalteten Bogen- oder Glithlampen die Unabhéngigkeit des Stromes
von der Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreicht werden.
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1. Bei der Schaltung Abb. 75 ist parallel zum Lampenstromkreis mit dem
Scheinwiderstand z, ein Kondensator und vor beide eine Drosselspule geschaltet.
Ist J; der Ladestrom des Kondensators, so ist

[
- 31 oY

— G =Jode  oder I =7Jos@C, FJ=Jo+ I =3Il +jwC%).
Die Klemmenspannung ist
B =Toso+1I0L=Jolgo 1+ joo L1 +jooC)]= Jolso (1 — 0> LC) +jo L].

Macht man 1 A
L= HRHEK K
® wC’
so wird J, unabhéngig von z, % HQ
T
So=—j = —iB0C. ]
Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensator- S*
stromkreis und die Drosselspule verlustfrei sind.
Der Gesamtstrom ist Abb. 75, °

J=JoF+ I =T[(l+ jols)=—jBwCll+jol3]
_ o ol b I
= Pl(wC)?3 7(’)0]”“%!_(60[/)2 YA
Ist der Belastungskreis unterbrochen, d. h. zy= o0, so wird J = o0, bei sekun-
dédrem KurzschluB z,=0 wird J =P/wL. Ein solcher Stromkreis darf also nie
unterbrochen werden.
Eine analoge Schaltung entsteht durch Vertauschung von Kondensator und
Drosselspule in Abb. 75.
2. Bei der Briickenschaltung Abb. 76 sind die in der Briicke einander gegeniiber-

liegenden Strome der Kondensatoren und die der Drosselspulen unter sich gleich.
BEs ist

JtJ=F  B=iRoL—jss
Eliminiert man {,, so wird
. 1y, .3
sB—?&(‘”L“;;@) +igee
und mit o L =1/w C ist
I~ . . P
Jo=—jPol=—j-=
wieder unabhéngig von z,.

Der Gesamtstrom ist =3, +3.-
Fiir eine der Maschen 4CD oder C BD ist
[
90 L4 Sose=—iSE=—idioL,

w

(81 + Sz)jﬂ)L = —8050 = 7%30 s

3= @+ 30 = oo
Auch hier wird der Gesamtstrom bei offenen sekundidren Klemmen (z;= c0) un-
endlich groB, bei kurzgeschlossenen sekundéiren Klemmen (z,=0) gleich Null.

Der praktischen Verwertbarkeit dieser Schaltungen fiir Starkstrome steht die
hohe Scheinleistung der Drosselspulen und Kondensatoren entgegen. So wird fiir die
erste Schaltung das Verhiltnis der Scheinleistung des Kondensators zu der des
Verbrauchstromkreises

PloC _ (Jyz) ol

C_thalel e
I3z J52, 0 ’
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fiir die Drosselspule
JPoLl oL

=
J3% )

—tor — 2sin gy .

Das letzte Verhiltnis wird ein Minimum fir w L =z,, und ist fiir g, =0 gleich 2,
die Scheinleistung der Drosselspule wird zweimal so gro wie die der Belastung,
die des Kondensators ebenso gro3, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung.
Berechnet man die kleinste Summe, so erhélt man fiir die Drosselspule

1,6 V§= 2,121, fiir den Kondensator & ]/Ez 0,707,
zusammen die 2,828fache Scheinleistung.

31. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom.

Oft wird verlangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung unabhiingig von der
Belastung konstant gehalten werde, wenn die Spannung am Leitungsanfang konstant
ist. Hierzu verwendet man einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Lei-
tungsende angeschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen, dessen GroBe

durch die Erregung einstellbar ist, die Einstel-

lung kann selbsttatig erfolgen Der Wirkstrom,

den er zur Deckung seiner Leerlaufverluste auf-

" pimmt, kann, weil klein, im folgenden auBer Be-

¢ tracht bleiben (oder zum Belastungsstrom der

P Leitung gerechnet werden).

T \’00 Sind P, und §,=(J,—7jJ5) Spannung und

Strom der Belastung, §,=4J, der zusitzliche

voreilende Blindstrom, so ist =3, +p der
Leitungsstrom und die Zentralenspannung

Bi=P,+[Jo—j(Jy—J)I(B +joL). (12)
Dieser Gleichung entspricht das Vektordiagramm Abb. 77 mit 04=P,,0D=P,

AB=J,z, BC=J,z, CD=J oz. Das Spannungsabfalldreieck 4 C'D ist dem Strom-
dreieck mlt den Seiten J,JJ, dhnlich und um ¢, =arctg w L/R dagegen nach vor-
warts gedreht. Sollen P, und P2 bei Verdnderung von J, und ¢, konstant bleiben,
so bewegt sich der Endpunkt D des Vektors von P; auf einem Kreis um O. Ist der
‘Wirkstrom z. B. gestiegen, so daf} sein Spannungsabfall von A B auf A B’ gewachsen
ist, wihrend der Blindstrom der Belastung sich im gleichen MafBstab von BC auf
B¢ gedndert hat, so stellt der Abstand C’ D’ vom Kreis ein MaB fiir den zusitzlichen
Blindstrom dar. CD /] C’ D’ bildet mit der Richtung von P, den Winkel (90° — ¢,).
Tangiert eine Parallele zu C' D den Ortskreis fir P;, so ergibt sich eine Grenzbelastung

fiir das konstante Spannungsverhéltnis. In diesem Fall liegt P; parallel zu 4 B, d. h.
es muf} sein

Abb. 77.

P cos<pk +J <Py

Py
P, (13)

Der zur Regelung erforderliche Bhndstrom berechnet sich durch Auflgsung von
Gl. (12) oder aus Abb. 77

Jo =Iis1n(pk+J,, V(Pl> (chosqzk—{—J) (14)

oder

2

Die Grenzbelastung ist hierin enthalten, wenn die Wurzel Null wird. Bei unbelaste-
tem Netz miiBte der zusdtzliche Blindstrom negativ sein, ihm entspricht in Abb. 77
der Kreispunkt D,
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Im allgemeinen kénnen synchrone Blindstrommaschinen weniger nacheilenden
Blindstrom aufnehmen als voreilenden, weil sie dabei mit geschwichtem Feld laufen
und der Betrieb labil werden kann. Da die Spannungsregelung im wesentlichen von
Jow L abhingt, wird die Blindstrommaschine um so kleiner, je grofer die Induktivi-
tat der Leitung ist, und es ist mitunter zweckméafig, sie durch eine Drosselspule
zu erhohen.

VIIL. Allgemeine Ubertragungskreise.

In Kap. IV Abschn. 18 u. 19 wurden die Eigenschaften des einfachsten Ubertra-
gungskreises, den es gibt, abgeleitet, einer Leitung mit Widerstand und Selbst-
induktion, die den Energieverbraucher mit dem Energieerzeuger verbindet. Wir
erweitern jetzt die Betrachtung auf kompliziertere Ubertragungskreise.

32. Wechselbeziehung der Koeffizienten in einem Netz mit konstanten
Scheinwiderstinden.

Das Netz (Abb. 78) besitzt n +1 Knotenpunkte K, K;, K,,..., K,. Zwischen
je zwei benachbarten Knotenpunkten K, und K, liegende Scheinwiderstandsgruppen
werden zu resultierenden Scheinwiderstinden j3,, zusammengefaflt. Den Knoten-
punkten werden die Stréme g, 315 J2s- « -5 Sn
zugefithrt. Da die Summe aller Strome gleich
Null sein muB, ist

So=—(@F+Je+ - +3I)>

was so gedeutet werden kann, daB alle den
Punkten K, bis K, zugefithrten Stréme durch
K, wieder abgeleitet werden. K ist der Null-
punkt des Netzes. Darum sollen die Span-
nungen von den einzelnen Knotenpunkten K,
bis K, nach dem Nullpunkt K, gezahlt und
mit By, By, ..., B, bezeichnet werden.

Fithrt man nur einem Knotenpunkt Strom
zu, so ist sowohl die Spannung dieses Knoten-
punktes als auch die aller anderen diesem
Strome proportional, weil die Scheinwider-
stande konstant sind. FlieBen allen Knoten-
punkten gleichzeitig Strome zu, so sind die » Spannungen B, lineare Funktionen
aller n Stréme.

Pr=1d F12Je T 0 TaSas
Po=151F1 +t22J2 T+ TapnTns
%v:rlegl+r7202+ T Sas

s‘Bn:r’nlSI_!_rn232_{“ e +rnn8n
Die n? Koeffizienten 1,, sind komplexe Widerstinde, die sich je nach dem Auf-
bau des Netzes aus den Scheinwiderstinden 3,, zusammensetzen. Zwischen den
Koeffizienten besteht eine wichtige Beziehung, die im folgenden abgeleitet werden soll.
Multipliziert man jede Knotenpunktsspannung mit dem zugehérigen Strom,

so ist die Summe

%"Bv'\c}v = s'13181 + 5‘8282 +o+ s‘BnSn' (2)

1 Siehe H. Griinholz: Theorie der Wechselstromiibertragung. Berlin: Julius Springer 1928.



60 Allgemeine Ubertragungskreise.

Hierin ist jeder Knotenpunktsstrom die Summe der von dem Knotenpunkt ausgehen-
den Netzstrome. Liegen z. B. dem Punkt K; die Knotenpunkte K, K,, K, benach-
barty 0 15 1= S Foo + S,

Diese Netzstrome flieBen in den Scheinwiderstidnden 3;,, 31, 310 Fithrt man die
Substitution durch, so erscheint jeder Netzstrom zweimal, weil J;, = —Jua ist.
Fiir die benachbarten Punkte K;, K, wird daher

5—13131=5131(31,,+3M '}—Slo)’ s’BnSu:%y(Sul_}”Syn_’_' <)
FaBt man die Glieder mit dem Strom $§;, = — Sy zusammen zu (B; — BL) Jius

wobei
(S'Bl— s'BM) = s’Blu = «\Oji.yéi.u
die Spannung von K; nach K, ist, so wird die Summe (2)

%"By&=2m3im 3)

wobei die Summe rechts iiber alle Scheinwiderstinde zu erstrecken ist, die zwei
Knotenpunkte verbinden.

Betrachtet man nun zwei verschiedene Betriebszustinde. Bei dem ersten seien
die Strome &), die Spannungen %;,, bei dem zweiten ;" und B;’. Die Produktsummen
werden aus den Strémen des einen Zustandes mit den Spannungen des anderen ge-
bildet. Die eine Summe ist

n
DRI =PRiJ7+ PaJz + - - -+ Badn-
1 |
Darin erhilt man durch Einsetzen der Netzstrome
(S’Bi - SB,;)S;’M = S'Bi,u'\os'ﬁ.,,u bl 5}.;431#'\05’%/4
n
217 SB:’S;’ = 251,4«05@3'1'# .

Aus der rechten Seite folgt, daBl man die Akzente ' und * miteinander vertauschen
kann, und es ergibt sich

und die Summe wird

n n
217 B3 = Zl,’ PR : (4)

Die Bedeutung dieser Beziehung ist folgende. Wird im ersten Fall nur dem
Knotenpunkt K; der Strom 1= zugefithrt, wihrend alle anderen Strome Null
sind, im zweiten Fall nur dem Knotenpunkt K, der Strom J;=3,, so ist

Bl = BY 31 (5)
Ist 33 =3, so ist auch B =B7.

Ein dem Knotenpunkt K, zugefiihrter Strom verursacht im Knotenpunkt K,
die gleiche Spannung, wie ein gleich grofler, dem Knotenpunkt K, zugefiihrter
Strom im Punkt K.

In GL (1) ergeben die beiden Fille, wenn nur J;, bzw. nur J, flieft.

Bi=%tur, B =Julu (6)
und nach (5) [PPIR VIR P IR R 7Y
oder Yur="v,. (7)

Mit Ausnahme der Koeffizienten r,, sind also je zwei Koeffizienten in GI. (1)
einander gleich.

33. Die Gleichungen und Konstanten des Vierpols.

Als Vierpol werde ein Leitungsnetz bezeichnet, bei dem wie in Abb. 79 zwei
Punkten I —1’ Energie zugefiihrt und zwei anderen 11 — II’ Energie entnommen
wird. Dazwischen liegen beliebige konstante Scheinwiderstinde. Wir bezeichnen
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I —1' als Primarklemmen, I — /1" als Sekundirklemmen, und zéhlen die primére
Spannung B; von [ nach I’, die sekundidre Spannung B, von II nach II’. Die
Spannungen sind nach (1) dem zugefithrten Strom &, und dem austretenden Strom
— 3, proportional.
Grundgleichungen. Es ist

By =131 — 112325 Bo =131 — 12232, (8)

darin ist nach (7)
Typ = Tgy- (Ta)

Lost man die Gleichungen nach B, und §; auf, so
wird

_ Iy Tiilas — 1 o o 1 Ta2 9
sBl‘*sBz'F‘ INRE 01_V$2+*«52~ 9)
T12 Y12 T12 Lo

Zur Abkiirzung setzen wir

mog, Wy log,
T2 Tio T2
dann lauten die GIl. (9)
By =Co B + AF, J1=B P>+ CrJo- (11)
Dabei ist ! .
G ¢, = il 9P — e "l
0vk 1';"._» ’ rfz 5
daher ist die Determinante der Gleichungen (11)
A=F¢,—AB=1. (12)

Gl. (11) und (12) sind die Grundgleichungen des Vierpols, die bei allen Ubertra-
gungskreisen wiederkehren, bei denen lineare Beziehungen zwischen Strémen und
Spannungen bestehen.

Héufig schreibt man in Gl. (12) die rechte Seite — 1. Dies rithrt daher, dafl
wir hier den austretenden Strom J, mit negativem Vorzeichen eingefiihrt haben;
setzt man ihn mit positivem Vorzeichen, so ergibt sich in (12) rechts — 1. In unserer
Darstellung ist §, mit positivem Vorzeichen der dem Verbraucher zugefithrte Strom.

Bedeutung der vier Konstanten. Die Bedeutung der Konstanten 3, B, €y, €, ergibt
sich durch Betrachtung der folgenden beiden Betriebszustande:

1. Essei J, =0, an die sekundéren Klemmen ist kein Verbraucher angeschlossen,
aber es bestehe dort die Spannung ‘B,. Diesen Zustand bezeichnet man als den
Leerlauf. Hierbei erhdlt man an den primaren Klemmen die Leerlaufspannung B,,
und den Leerlaufstrom ;, nach Gl (11)

Pro =BGy, S0 =B, (11a)
€, bedeutet also das Spannungsverhédltnis bei Leerlauf. Das Verhéltnis
10t PByo ist der Leitwert bei Leerlauf

J10 B
P =g, (13)
2. Es sei B,=0. Dies ist der Fall, wenn die sekundiren Klemmen widerstands-
los miteinander verbunden sind. Diesen Zustand bezeichnet man als KurzschluB.
An den priméiren Klemmen werde dabei die Spannung so gewdhlt, dal iiber die
KurzschluBverbindung der sekundiren Klemmen ein Strom §, flieBt. Dann ist nach
Gl. (11) Spannung und Strom an den priméren Klemmen bei Kurzschluf3

Py =AFz, S =6, Js, (11b)
€, bedeutet also das Stromverhéltnis bei Kurzschlufl. Das Verhaltnis %B,,: 51z
ist der Scheinwiderstand bei Kurzschluf

B, X (14)

Stk k, (O
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Nun zeigt sich, daB8 der Betriebszustand (11) infolge der linearen Beziehungen
durch Superposition der Zustinde bei Leerlauf (11a) und bei Kurzschluf (11b)
erhalten wird. Mit den Konstanten nach (13) und (14) wird daher fiir (11) und (12)

By=PBro+ Brr=Co B+ Cr 3232
31 :Sm +31k = @ot)o 5132 -+ @k 32
A=CC,(1—1o3)=1. (16)

(15)

34. Ermittlung der Konstanten durch Messung.

An einem gegebenen Ubertragungskreis kénnen die vier Konstanten 1), 3, €, €z,
die im allgemeinen komplex sind, durch Messung ermittelt werden.

Um 1), und 3;, zu ermitteln, ist es nGtig, bei Leerlauf und bei Kurzschlufl Strom,
Spannung und Leistung zu messen. Dann ist fiir die Betrége und die Phasenwinkel

J]O N]O
=3, COSQPy =157
Yo=p, Po= P d
P N 17)
T 1k — 1k
zk—Jlk 5 COS(pk Pllek 5

€, und €; kénnen im ailgemeinen nicht in so einfacher Weise gemessen werden.
Aus Gl. (16) ergibt sich zunichst eine Beziehung fiir das Produkt der Betrige und
die Summe der Argumente. Wir setzen

= Cyeir, €= Crel". (18)
Nach (16) ist 1
' CC=:—-.
0=E T 1 — Yoz

Multipliziert man Zihler und Nenner mit dem Kurzschlulstrom J; = ;:3;, so ist
auch

B
[
68y = CyOpeitntm = B — e (19)
ot B, e — o
57: 1Y0

S, ist der Leerlaufstrom bei der Spannung P,. Trigt man J; und J, unter ihren
B Phasenwinkeln ¢; und ¢, gegen die Richtung von
B, auf (Abb. 80), so ist §, —J, die Verbindungs-
linie der Endpunkte der beiden Stromvektoren,
und das Produkt €,C; ist das Verhéiltnis des Vek-
% tors des KurzschluBstromes zur Differenz der Vek-
toren des KurzschluBstromes und des Leerlauf-
stromes. Daher wird das Produkt der Betrige

For53!

J
CoOr = £ . 20
d ok VI +J5—2Jd gcos (@ - @) ( )
un
0 ° . Josin (@x + @o)
Abb. 80. tg (Vo 1+ Vi) = TotJocos(grt po) ° (21y

Da y,e/? =G,: B, ist, gilt fiir ¢, das -+ -Zeichen bei kapazitivem Leerlaufstrom
und das — -Zeichen bei induktivem. Der Kurzschlufstrom ist meist induktiv und
@r in 2,6/ %= P;:Fy, positiv. Ist bei induktivem Leerlaufstrom, wie in Abb. 80,
®o>> ¢, 80 ist in Gl 21 (y,+y:) negativ und angendhert
Colr= Jr—Jocos (@r— @) (202)
Um die GréBen C,C}, zu trennen, vertauscht man primére und sekundire Klem-
men, d. h. man schlieBt die sekundéren Klemmen an die Stromquelle. Dann erhilt
man fiir (8) und (9) die Gleichungen

Bo=TorFo— 11231 B =1:Fe—tud
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und hieraus

T Ti1la — 11
SB Tog 5131 11tz 7 Lo :@6531 -+ gv)[sl’
Iye

t (22)
= ”5'131 um =8P, + G-
Die Konstanten 9 und % sind dieselben wie in Gl. (10), aber €5 und €}, sind vertauscht.
Es ist
5 6,=6,  6,=GC,. (23)
Daher ist der sekundidre Leitwert bei offenen Primérklemmen (J;=0)
%20 DO F = t)()(_/r = UOL (24)
und der sekundare Scheinwiderstand bei Kurzschlul (P; =0) der Primirklemmen
3= 8:: ——@r __5’(!(/! “510@7: . (‘ZO)
Fiir die Betrage gilt also o o
’ 0 ’ k
.%:?loacy Zk:zk—o‘(;

und fiir die Phasenwinkel

Po=@o+ o~ V1)> = P+ (V—70) -

Man erhilt also zweimal das Verhiltnis der Betrige und die Differenz der Phasen-
winkel, durch die zusammen mit dem zuerst ermittelten Produkt bzw. der Summe
der Winkel die Groflen einzeln bestimmt sind. Zur Ermittlung der vier Konstanten
sind drei Messungen erforderlich, die vierte kann zur Kontrolle dienen.

Sonderfall: Ist das Spannungsverhiltnis bei Leerlauf gleich dem Stromver-
héltnis bei Kurzschluf3 6 =6, =) —C,—C

30 haben die Gleichungen (22) und (11) die gleichen Konstanten. Das bedeutet,
daB der Stromkreis sich beim Energiedurchgang in beiden Richtungen gleich ver-
hilt. Dann nennt man den Stromkreis richtungssymmetrisch.

35. Ersatzschaltung eines Ubertragungskreises.

Ist das Schaltbild eines Ubertragungskreises gegeben, so kénnen die Konstantei:
aus den Scheinwiderstdnden berechnet werden. Fiir die verschiedenen Elemente
der Ubertragung, fiir die die Gleichungen des Vierpols gelten, 2 2z
Fernleitungen, Transformatoren, Induktionsmotoren usw. wird
die Bedeutung der Konstanten in Kap.X, XI, XTI gezeigt. Hier iym
soll die Berechnung der Konstanten an dem einfachsten Vierpol
Abb. 81 gezeigt werden, der zwei Scheinwiderstande 3, 3, in Reihe Abb. &L.
mit dem Belastungsstrom und einen parallelgeschalteten Leit-
wert 1), enthilt. Diese Schaltung wird als Ersatzschaltung eines Ubertragungskreises
bezeichnet, weil er den fiir ihn charakteristischen Leerlaufstrom besitzt, der durch
1), bedingt ist und der bei der Leitung mit Widerstand und Selbstinduktion fehlt.
Fiir diesen Stromkreis ist

J1= T+ (Bo+ Fedo) Do = Pob)o + IJo(1 + 3294) } (26)
Br=Bo+ o+ JNsr = Boll +1431) + Jale+ 51 (1 + Yaso)]-
Hierin sind die vier Konstanten
Co=Pro: B =1+ a1, Cr=301:32 =1+ Dade; } 27)
Do = J10: Bro = 1a/Co, 3= PBrr:J1e =511 5/Cs.

Dieser Stromkreis ist richtungssymmetrisch, wenn 3, =3, ist.



64 Allgemeine Ubertragungskreise.

36. Berechnung der Stromverteilung.

Wird an einen Ubertragungskreis eine Belastung angeschlossen, so werden bei
gegebener Primédrspannung P, die sekundire Spannung P, und die Stréme aus dem
Scheinwiderstand der Belastung und den Konstanten des Stromkreises wie folgt
berechnet.

Strom und Spannung sekundir. Der Scheinwiderstand der Belastung sei 3,;
setzt man in Gl (15) B, =T,3,, s0 ist

% = e <8b + 31%%) . (28)

Hierin steht links die sekunddre Leerlaufspannung 9B,,, rechts ist nach Gl. (25)

5,6%—" = 3% der Scheinwiderstand bei KurzschluB der primiren Klemmen, daher ist
0

N — s’BZO
N2 T 6b+6l€ . (283/)

Der Belastungsstrom berechnet sich so, als ob die sekundére Leerlaufspannung
auf die Reihenschaltung von 3, mit dem an den priméren Klemmen kurzgeschlos-
senen Ubertragungskreis wirkt. Die Spannung verhilt sich zu der bei Leerlauf wie

B %
Bao  F+ o (29)

Primérstrom. Setzt man aus der ersten Gl. (15)
PoCo =By — Fo:Cs

in die zweite ein, so ist unter Beriicksichtigung von Gl. (16)

S1= B19o + Fe€r (1 — o) = P19, ’Jf‘%z- (30)

Der primére Strom setzt sich aus dem Leerlaufstrom §,= B;1, und dem durch das
Spannungsverhéltnis bei Leerlauf €, dividierten Belastungsstrom &, zusammen.
Primiire Leistung. Vor der Belastungsinderung war die primére Leistung, die

Leerlaufleistung,

Nyo=Re [Br 3] = Re [Py BIYi] = PTyocos p,.
Der Belastungszuwachs ist o
Ni—DNyp=1% [531%]

€
Da B, =B, €, ist, wird G

Ny Nag = [ B2 | ()
0
Hierin ist (s. Gl. 18)
€y = Cyelrs, Ct =Cpein, E%=cos2y0—|—7s1n2yo.

Ist @, reell, y,=0, so ist €y/€} =1, und die primire Leistungszunahme berechnet
sich aus der sekundiren Leerlaufspannung und dem sekundéren Belastungsstrom.

Sonst ist )
N1—Nyp= Re[PaoIt1c08 299 — Fn [ BooIisin2y,.

37. Beispiel. Berechnung einer Briickenschaltung.

Die abgeleiteten Beziehungen konnen dazu verwendet werden, kompliziertere
Schaltungen zu berechnen. Als Beispiel diene die Briickenschaltung Abb. 82.
Sind die fiinf Scheinwidersténde 2, bis z; untereinander verschieden, so sind zur Berech-
nung der fiinf Strome fiinf Gleichungen erforderlich, etwa zwei Maschen- und drei
Knotenpunktsgleichungen. Die Berechnung vereinfacht sich, wenn man die Briicke
als Vierpol auffaBlt, bei dem 4 —B die primdren Klemmen mit der Spannung P
sind und ¢ —D die sekundiren Klemmen. Dann ist die Querverbindung mit dem
Scheinwiderstand 3; ein an die sekunddren Klemmen angeschlossener Belastungs-
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widerstand. Die Pfeile deuten an, in welchem Sinn die Strome positiv gezéhlt werden.
Es ergeben sich nun die leicht zu berechnenden Schaltungen.

1. Die Querverbindung C' —D ist unterbrochen, die Leerlaufspannung an den
Klemmen CD ist

3a 5
0= _— 32
Bao EB[&'*‘%; 61+62J (32)

2. Die Klemmen 4 —B sind kurzgeschlossen, an den Klem- 4
men C —D ist der Scheinwiderstand

’ e Bads
=0t 2 33
8k 31T 32 33T 31 (33)
Dann ist N Bs0 (34) Abb. 82,
s T 51 B

Die Teilstrome §; bis §, und der Gesamtstrom § berechnen sich dann durch Super-
position der in beiden Fillen flieBenden Stréme.

EB [a% 32 [a% SB (e 3

& = — = A ot

ST e T T T

& :7753 oy & ~ B 2 2

V8T ik hta VY mtm +‘5533+3

1 N

N ¥ L oy L R B 5 .

S =J1 T s =2 T34 %{81 -+ 63+%J+05(63+3 ﬁ_&J z, Zg
2 ¢

=Jo+Is %9' . (35)  Abb.8s.

Diese Rechnung findet z. B. Anwendung bei der Leitungsanlage Abb. 83. Eine
Zentrale C speist zwei Speisepunkte S; und 8, iiber zwei Speiseleitungen mit den
Scheinwiderstéinden z, und z,. Die Belastungen der Speisepunkte sind z, und z,, die
Speisepunkte selbst sind durch eine Ausgleichsleitung mit dem Scheinwiderstand z;
verbunden. Um den Strom in der Ausgleichsleitung zu berechnen, verfihrt man
wie fiir die Briicke gezeigt, man berechnet zunéchst die Spannung bei unterbrochener
Ausgleichsleitung und 148t diese Spannung auf die Summe 35 + 3 wirken.

38. Spannungsiinderung, Grenzbelastung, grifite Leistung.
Nach der ersten Gl. (15) ist

1 @:k ’
E = P, -+ 32510'@: oder Py = Pp+ Itk (36)

worin $B,, die Leerlaufspannung an den sekundéren Klemmen ist und 3;, nach Gl. (25)
der sekundére Scheinwiderstand bei Kurzschlul der primédren Klemmen. Fiir einen
symmetrischen Stromkreis ist 3;, = 3,.. Gl. (35) zeigt, daBl die Spannungsinderung
fiir einen Belastungsstrom $, genau ebenso zu berechnen ist, wie in Kap.IV S.41.
tiir die einfache Leitung mit Widerstand und Selbstinduktion gezeigt ist, wenn man
sie anstatt auf die Primérspannung B, auf die ihr proportionale sekundire Leer-
laufspannung %B,, bezieht und fiir § den Scheinwiderstand bei Kurzschluf 3; einsetzt.
Auch die Berechnung bei gegebenem Verbrauch der Belastung ist mit diesen
Anderungen dieselbe, sowie die daraus gezogenen SchluBfolgerungen iiber die Mog-
lichkeit, eine Belastung in zweierlei Art mit groBer Spannung und kleinem Strom
oder umgekehrt zu iibertragen.
Fiir die Grenzbelastung bei gegebener Primirspannung gilt hier entsprechend
Kap. IV GI. (21)
P,=J,z, (37) oder 2y =12f, (37a)

der Scheinwiderstand der Belastung ist seinem Betrag nach gleich dem sekundéren
Scheinwiderstand bei KurzschluB. Da die Vektoren B, und J,3 den Winkel

Fraenckel, Wechselstréme. 3. Aufl. 5
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o= (¢f— @,) bilden und die Summe P,, haben, wird die Grenzleistung
Noon = P3ocos g, _ Piycos g,
A0 T dzicost (ph—ga) 271+ cos(ph— o]’
Unm die Grenzleistung durch die priméren Gré8en auszudriicken setzen wir P; =C Py,
und 2, = 2,C4/Cy, ®%= @ +Vr—7o und nach GL (20) bzw. (20a) S. 62

(38)

I
CoCl= Jr—J 08 (pr— @)’
worin J2;, = P; ist, dann wird
_ 1, Ji—Jqcos(gr— @,)cos gy
Nao =5 P11 Toos(pe— gt ra—r0) (39)

Die gréBte iibertragbare Leistung ergibt sich durch Differentiation nach g, fir
Po=—(Prt+7e—"0) = — Pi- (40)
Bei der groBten Leistung ist nach Gl. (37) und (40) der Scheinwiderstand der Belastung
konjugiert komplex dem sekundiren Scheinwiderstand bei KurzschluB. Dann ist in
Gl (38) % (1. — @2) = (P;c und P2 P2
20 - 20 (41)

4zlcosp, 471}’

2max —

worin 7}, =2}, cos @y, der Wirkwiderstand bei KurzschluB ist. Auch dieses Ergebnis
ist dem bei der einfachen Leitung ganz analog.

39. Wirkungsgrad.

Ein Unterschied besteht gegeniiber der einfachen Leitung beim Verhiltnis der
Leistungen. Bei der Leitung treten Verluste nur im Widerstand der Leitung auf,
die dem Quadrat des Belastungsstromes proportional sind, wihrend beim allgemeinen
Ubertragungskreis, unabhingig vom Belastungsstrom, also auch bei Leerlauf, an
den primiren Klemmen eine Leistung aufzuwenden ist.

Die gesamte primire Leistung berechnet sich aus den GI. (15) als reeller Teil
des Produktes aus dem Vektor %; und dem zu &, konjugiert komplexen Vektor.
Gibt man dem Belastungsstrom J, die Phase Null, so ist

B = J 2,672, N,=J2z,c080,
%1 — Conzzej(‘Pz‘l'}'o) + Cszzkej(frk‘l‘ 7k) s
31=0sz6"7" + Oonzzyoej(¢’+"’°+7’°)~

und in Gl. (15)
(42)
Hiermit wird
Ny = J3[2,C Cr{cos (9 + Yo — V1) -+ 2xY0 08 (95 + Po— @1 -+ Vo — 7))
+ 2208 yocos @y + C2z,co8¢,] = J2N
und der Wirkungsgrad

- N, :ngzcosqa2 __ %C08@,

N, JIN N (43)
Der Wirkungsgrad ist von 2, und ¢, abhéingig. Der gréfite Wirkungsgrad ergibt
sich fir dn dn
dZZ =0 und *&Tﬁz‘ =0.
Die erste Bedingung fiir verénderliches z, ergibt
. _Ci]/zkcosq;k _ G //_rz
Col yocosp,  Cof gy’
worin 7y, =2;, cos @ und g, =y, cos @, gesetzt ist.
Diese Bedingung hat folgende Bedeutung. Es ist
2g =Py Jy, PyCo= Py, JoCo=J 11,
durch Einsetzen in Gl. (44) und Quadrieren wird
Plogo=J 1 (45)

2
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Links stehen die Leerlaufverluste, wenn an den offenen sekundiren Klemmen die
Spannung P, besteht, rechts die KurzschluBverluste, wenn iiber die kurzgeschlossenen
sekundiren Klemmen der Strom J, flieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bedingt
das Verhiltnis von P, zu J,, bei dem der Wirkungsgrad ein relatives Maximum hat.

Wihrend bei der einfachen Leitung von den beiden moglichen Arten, eine be-
stimmte Leistung zu tibertragen, stets die mit kleinem Strom und groer Spannung
die kleineren Verluste hat, braucht dies beim allgemeinen Ubertragungskreis nicht
der Fall zu sein, sondern die kleineren Gesamtverluste hingen von dem Verhéltnis
der dem Strom entsprechenden Kurzschlulverluste zu den von der Spannung
abhingenden Leerlaufverlusten ab.

Setzt man den Wert von z, nach Gl. (44) ein, so ist der gréfite Wirkungsgrad

COS @,

CoClcos g3+ 24.Y4c08 (P2 + 9o — i)+ 2 gy (46)
wobel wie bei einem symmetrischen Stromkreis y,—7;, =0 gesetzt wurde. Durch
Differentiation nach ¢, ergibt sich als Bedingung fiir das absolute Maximum des
Wirkungsgrades ) in( - . -
. 2 Sin — ¢ . T .
sing, = 5 YoZr V;k?:» Pl — 5 {y051n¢0 V?]—Z — 2 8in @y, V%‘j . (47)

Setzt man nach Gl.(45) TP ein, so ist
90 Jix

P ]y 1sing, = 5[ Ploysing, — J zz,sing,]. (47a)
Hierin ist ¢, entsprechend ) = ¥,/ positiv, wenn der Leerlaufstrom kapazitiv ist,
und negativ, wenn er induktiv ist, wihrend ¢, bei induktivem Kurzschlufstrom, der
meist vorkommt, positiv ist. Daher soll nach Gl. (47 a) fiir den besten Wirkungsgrad,
die Blindleistung, die sich aus der Priméirspannung bei Leerlauf und dem Primér-
strom bei Kurzschluf} fiir die betreffende Phasenverschiebung ¢, ergibt, bei induk-
tivem Leerlaufstrom kapazitiv und gleich der halben Summe der Blindleistungen
bei Leerlauf und bei KurzschluB sein, bei kapazitivem Leerlaufstrom die halbe Dif-
ferenz dieser GréfBlen. Der groBte Wirkungsgrad wird mit Gl. (47) in (46).

1

CyCy (1 + Y0108 (Po — i) + 2008 ‘szrkgo)
Besonders einfach lautet die Bedingung fiir einen symmetrischen Stromkreis
(€, =@,). Fiir diesen ist nach Gl.(15) allgemein das Verhiltnis der priméren Span-
nung zum priméren Strom Y 2 T 2l T

S 1+ Yoel V2,6 72 '
Nach Gl. (44) und (47) ist beim grofiten Wirkungsgrad
21,6l TF = 2;,(CO8 @y, + jSINPy) = 287/ (COSPg +- fsing,) — 2jz,8ing,
=1 z%yoejWO—zz(ej'Pz_ 6“?'(/’2) R

?}:zze-wzgwjfi):zze—f%. (49)
51 14 y,e! Poz,e! 72
Bei dem gréBten Wirkungsgrad stehen Strom und Spannung an den Primérklemmen
im gleichen Verhiltnis wie an den sekundéren Klemmen, aber die Phasenverschie-
bungen sind entgegengesetzt gleich. Der Scheinwiderstand an den priméren Klemmen
ist dem an den sekundiren Klemmen konjugiert komplex.

1’]:

(48)

Mmax =

und hiermit

40. Arbeitsdiagramme.
1. Stromdiagramm. Setzt man in Gl (15) B, = F.3, und dividiert die zweite
Gleichung durch die erste, so ist
: Cyho32t+ Gy
[ 0400271 ©k
b ;Bl@oﬁz + G (50)
5*
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die Qleichung des priméren Stromes. Verdndert sich 3,, so beschreibt der Vektor
von J, eine Kurve, das Stromdiagramm.

In dem besondern Fall, daB 3, sich durch das Produkt aus einem konstanten
Scheinwiderstand 3 und einem reellen Parameter v darstellen 1a8t,

3o =3v =260 (61)
ergibt sich nach Kap. III S. 33 eine Kreisgleichung. Die Bedingung (51) ist nur dann er-
fiillt, wenn bei veranderlicher Belastung die Phasenverschiebung ¢, konstant ist.

Zwei Punkte des Kreises sind sofort bekannt.
Fiir v=00 ist § = B9 =3 der Leerlaufstrom,
fir v=0 ist 31:% =& der Kurzschluflstrom.
k
Diese beiden Stréme sind in Abb. 82 durch 0_130 und O P, dargestellt. Subtrahieren
wir &, von Gy, so ist
Cr (1 — 9o ) By
[ S — S5
J— Bine="PB Cosat+GCize  Co(Co3v+Cra) (52)
die Gleichung des Kreises in bezug auf den Punkt P, auf seiner Peripherie als Ur-
sprung. Dem Kreismittelpunkt entspricht nach Kap. ITI, S.36 der Wert
Clak
g
und der Kreisradius wird als Vektor von Py nach dem Mittelpunkt
M3 % @58’! :& e~ i@t 270) ‘
l(go(ﬁk&k@f) - @zﬁz@oﬁ) 7 20,Crzsin (g — P2 +V& —V0)
Der Betrag ist
1 P,

P M=E= 2 0y Crzi8in (@ — @2+ ¥ —0) (53)
und der Winkel, den der Radius mit der
zu P, senkrechten Richtung, also der Ab-
szissenachse bildet, ist

B=—(p2+270). (54)
Hierin ist ¢, positiv bei induktiver Be-
lastung und negativ bei kapazitiver Be-
lastung einzusetzen. y, ist von den Kon-
A 1] T stanten des Stromkreises abhéngig und bei
induktivem Leerlaufstrom meist negativ,
bei kapazitivem positiv. In Abb. 84 ist
J,induktiv und y, negativ. Daher ist der Radius P, M, fiir induktionsfreie Belastung
gegen die Abszissenachse um — (— 2y,) = -2y, nach vorwiarts gedreht. Alle Kreis-
mittelpunkte fiir die moglichen Werte g, liegen auf der Mittelsenkrechten auf Py Py
als gemeinsamer Sehne aller Kreise, und der Radius ist fiir induktive Belastung
gegen P, M, um @, nach riickwirts, fiir kapazitive nach vorwirts gedreht.
Wiihrend die Vektoren von O nach den Kreispunkten P die Primérstrome J, dar-
stellen, sind die Vektoren von P, nach dem Kreis nach Gl. (30)

PP =% — = (55)
dem Belastungsstrom proportional. Ferner ist nach Gl. (52) fir v = 0
PoPy= S — S0~ g5 5 - (56)

der Betrag ist nach Gl. (20)
PyP= VJ%‘I‘J%_kaJoCOS(‘Pk:l:%)ng—JoCOS@Pk—‘Po) )
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daher kann fir den Radius nach Gl. (53) auch gesetzt werden
Vj +J2 2JJ,008 (@1 + @)

T i gt o7
worin

o =Qp— P2tV
der halbe Zentriwinkel ist. Ferner verhalt sich

,T,,'LP \5"(5:70 SZ (58)

P, P, R Ser’
worin §, ; der sekundére Strom bei Kurzschluf ist. Endlich ist unter Beriicksichtigung
von GI. (15) —

PP B —J:Cate PaCo 2]32

% R YR Jal W (59)

das Verhéltnis der sekunddren Spannung %, bei Belastung zu der bei Leerlauf R, .
Leistungen: Die primére Leistung und Blindleistung sind durch Ordinate
und Abszisse der Kreispunkte P dargestellt.
Die Kreistangente in P, bildet mit der Ordinatenachse den gleichen Winkel

wie der Radius mit der Abszissenachse. Eine Parallele durch P zu P, P, schneidet
die Tangente in 7', und es ist

AP TP~ AP,PP,,
daher ist unter Beriicksichtigung von (55) und (59)
= PP,, P, N
T = L=y =
PO POP PoPIc ZP1 P, (60)

P, T stellt also die sekundére Scheinleistung im gleichen MaBstab dar wie O P die
primére.

Diese Beziehung ist ganz analog der fiir die einfache Leitung Kap. IV, S. 43.
Nur ist, um hier die sekundére Scheinleistung in die Wirk- und die Blindleistung zu

zerlegen, ein Lot PyN, auf dem Radius P, M, (fiir g,=0) zu errichten; es bildet

mit P,T den Winkel p,. Daher ist P,N die sekundare Wirkleistung und N T die
Bhndlelstung Wir haben also hier fur die sekundéren Leistungen ein anderes Ko-

ordinatensystem als fiir die priméren, es hat die Ordinate PyN, und die Abszisse
P,M,.

Fiir das Kreisdiagramm bei konstanter Phasenverschiebung der Belastung
braucht man dieses Koordinatensystem nicht, denn dabei kann man das Verhéltnis
der Leistungen nach Kap. III, S. 38 darstellen. Da aber diese Art der Belastung
nur in einigen besonderen Fillen vorkommt und in Kap. X und XI Beispiele dafiir
gegeben werden, sollen hier die Fille beliebig verdnderlicher Belastung behandelt
werden.

Um diese zu iibersehen, braucht man zusammenfassend die Vektoren O P, und
O P, und die Schnittpunkte M, und N, des Mittellotes in Py P, mit Py,M, bzw.

PyN,, die aufeinander senkrecht stehen und gegen die Koordinatenachsen um
— 2y, gedreht sind.

Da P,T die Scheinleistung ist, hat der zweite Schnittpunkt P’ der Parallelen
zZu I-’O—Pk wieder die gleiche Leistung und Blindleistung wie Punkt P, jedoch bei
kleiner Spannung und grofem Strom. P, ist der Punkt fiir die Grenzleistung, bei
der P,T,=T,P, ist.

2. Dle Grenzlelstungsparabel ist wie bei der einfachen Leitung der Ort aller
Punkte T, fir die verschiedenen Phasenversehlebungen @, und hat hier P, P, als

Achse und P, als Brennpunkt, sie braucht daher nicht besonders dargestellt zZu
werden.
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3. Der Ort fiir konstante sekundiire Leistung ist fiir die Endpunkte 7' des sekun-

diren Scheinleistungsvektors eine Parallele zu Py M, und fiir die Punkte P ein Kreis
mit N, als Mittelpunkt, dessen Radius ganz analog wie in Kap. IV 8. 44 durch den

Schnittpunkt von M,N, mit einer Parallelen zu Py, im Abstand der doppelten
Leistung gefunden wird. Auch dies bietet nichts grundsétzlich Neues.
4. Ort fiir den groBten Wirkungsgrad. Als erste Bedingung fiir den gréften

Wirkungsgrad war S. 66 gefunden, dal der Scheinwiderstand der Belastung den

Wert hat
P, g 2k cog [

/2 —22——0 YoCO8 @y’

(44)

Nun ist fiir einen beliebigen Punkt P P P, proportional P, und P P, proportional
J,. Der Ort der Punkte P, deren Abstinde von den festen Punkten P, und P,
im gleichen Verhiltnis stehen, sind Kreise, deren Mitten auf Po—Pk liegen und die,
je nachdem P,P< PP, ist, P, oder P, umhiillen. Das Verhéltnis der Betrége ist
nach (58) und (59)

PP, _ P,0,

P,P; Gz’
Setzt man den Wert aus (44) ein, so soll

PP,, cosQr /chosq)k (61)
PP l/ Yo?r COS Py l/ Jocos g,

Jy cos @, und J, cos g, sind die Wirkstrome bei KurzschluBl und bei Leerlauf, und da
deren Verhiltnis > 1 ist, soll PP, >P P sein, der Kreis umhillt P,. Ist daher all-
gemein k das Verhaltms der belden Vektoren und (s. Abb. 85) ¢ der Abstand des
Kreismittelpunktes von P,, o der Radius, so folgt aus der harmonischen Teilung

P,P
C—kz ", o=ke,

Mit dem Wert fiir £ nach Gl. (61) ist

JCOs @,
= PoPk Jrcos @ —Jycos g, |
% Da J, cos g, die Ordinate
von P ist und (J} cos ¢
—Jgcos @) die Projek-

tion von P,P, auf die

» Ordinatenachse, ist der
Kreismittelpunkt der
Schnittpunkt § von P, P,

Abb. 85. mit der Abszissenachse Abb. 86.
(Abb. 86). Dann ist der Kreisradius
Y J % cos @i J ycos @,

e=ke= PoPk Jycos @ — Jocos g,
Dieser Kreis ist in Abb. 86 mit % bezeichnet. Er ist der Ort des Endpunktes

des priméren Stromvektors O P fiir alle Belastungen, bei denen der Scheinwider-
stand 2z, den Wert nach Gl. (44) hat, wobei die Phasenverschiebung ¢, noch einen
beliebigen Wert haben kann. Dem absoluten Maximum des Wirkungsgrades ent-
spricht ein besonderer Wert ¢,, der wie folgt gefunden wird.

Zu einer konstanten sekundéren Leistung N, ist der Ort des Punktes P ein Kreis
K, um Punkt N; die primére Leistung ist dabei am kleinsten, wenn die Ordinate von
P am kleinsten ist. P liegt also auf einer Parallelen zur Ordinatenachse durch

Punkt N (s. Abb. 86). Durch N, P ist also der Kreis K, fiir N, =konst bestimmt.
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Nun liegen die Endpunkte 7' und N von Py7 und P,N, welche die sekundire
Scheinleistung und die Leistung darstellen, auf der Halbpolaren von P, in bezug

auf den Kreis K, und 7" auf der Parallelen durch P zu P, P,. Hiermit ist die sekundére
Leistung und @, bestimmt. Wie ersichtlich, ist die sekundire Belastung kapazitiv
und die primire Leistung induktiv. Das Diagramm ist fiir einen symmetrischen Kreis
gezeichnet, denn es ist 97PN, Py=2y, gleich 9 0 P, kLo =7 +70, also yo =1y, ge-

macht. Daher ist auch @,= — ¢, und das Verhéltnis O P,:0 P = P,[z,:J, ist gleich

dem Verhéltnis PPk PyP=P,[C2.:J,[C,y, d.h. da Cy=C, ist, ist der Schein-
widerstand an den primédren Klemmen dem Betrag nach gleich dem an den sekun-
diren Klemmen, wie fiir den grofiten Wirkungsgrad S. 67 abgeleitet wurde.

VIII. Mehrwellige Strome.
41. Darstellung durch Fouriersche Reihen.

Die in der Technik verwendeten Wechselstrome weichen im allgemeinen mehr
oder weniger von der Sinusform ab. Wir erweitern daher unsere Betrachtung auf
periodische Stréme, deren zeitlicher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat.

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der Reihenentwicklung
nach Fourier.

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dargestellt werden
durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Periodenzahlen sich wie ganze Zahlen
verhalten; die Zahl der Glieder der Reihe kann endlich oder unendlich groB sein.

Dies bedeutet, dall man sich einen beliebigen periodischen Strom zusammen-
gesetzt denken kann aus einer sinusférmigen Grundwelle von derselben Fre-
quenz wie der periodische Strom, und einer endlichen oder unendlichen Zahl von
dariiber gelagerten sinusférmigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, . . .mal
so grof} sind wie die der Grundwelle.

Aus diesem Grunde nennt man Wechselstrdme von beliebiger Kurvenform
mehrwellige Wechselstréme.

Die Gleichung einer Oberwelle ist

T, =, pSin(xwt -+ p,). (1)

Hierin ist » eine beliebige ganze Zahl, w die Kreisfrequenz der Grundwelle,
#w die Kreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von der Ordnung x, 4,,, ihre
Amplitude und vy, ihr Phasenwinkel.

Die Gleichung der aus unendlich vielen Wellen zusammengesetzten periodischen
Stromwelle ist daher

x=00

’L—Z?’ '_z@umsnl(%wt_i_"pn% (2)

=0
worin fiir » der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 0 bis co einzusetzen sind. Dies
ist die allgemeinste Form einer Fourierschen Reihe.
Entwickelt man in Gl (1)
e mSin(x @t + y,) =1, cosy,sinkwt+1,,siny,cosxwt

und setzt . ..
LemCOS Y, =0y, Ve ST Yy, :bx: (3)

so wird i, =a,sinxwt+ b,cosxwt. (La)

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegeneinander phasen-

verschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den Amplituden @, und b, zerlegt.
Es ist _ b

=Jai+8,  tgy.=~. (4)

Fiir x=0 ergibt Gl (la) i

i = by,
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also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von » ergeben dagegen Wechsel-

strome.

Hiermit kann die Gleichung eines beliebig periodischen Stromes geschrieben

werden

®n=00 H=00
i= Da,sinxwt+by+ 3b,cosxwt. (2a)
x=1 x=1

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und einer Reihe von
Sinusstrémen verschiedener Frequenzen zusammengesetzt sein.

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fithrt uns dazu, von
den periodischen Stromen noch die reinen Wechselstrome zu unterscheiden.

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert wahrend einer ganzen
Periode gleich Null, d. h. es wird in einer halben Periode durch den Leiter eine
ebenso groBe Elektrizititsmenge in der einen Richtung bewegt wie wahrend der
folgenden Halbperiode in der anderen Richtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus-
form haben, gilt dies auch fiir sie.

Fiir einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und einer Anzahl Ober-
wellen besteht, ist daher das Integral

T
q=[idt
0

fiir eine ganze Periode gleich Null. Die von der Stromkurve mit der Abszissenachse
gebildeten positiven und negativen Flichenstiicke sind gleichgrol (Abb. 88 bis 92).

Abb. 87.

Der Strom ist ein reiner Wechselstrom.

Ist hingegen ein Gleichstromglied vorhanden, so
sind die positiven und negativen Flachenstiicke un-
gleich wie in Abb. 87, der Gleichstrom ist b, in Gl. (2b),
und das Zeitintegral des Stromes tiber eine Periode ist
go="0,T. Verschiebt man die Abszissenachse z —z in
die Lage «’—z’, in der sie mit der Stromkurve gleiche
positive und negative Flichenstiicke bildet, so ist der
Abstand der neuen Achse von der alten gleich b,.

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet den reinen
Wechselstrom.

Durch Induktion in rotierenden Maschinen und Transformatoren werden reine
Wechselstréme erzeugt. Denn der Induktionsflu ¥ durch eine Spule ist eine perio-
dische Funktion der Zeit und zur Zeit (t 4 1') ebenso grofl wie zur Zeit ¢.

d
Da e=— 7

Iy
L 2
e ist '—fedt:T(T)—T(o):O.
0

42. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe.

Es sei eine periodische Funktion

y=1f(x)

gegeben, deren Wellenlinge auf der Abszissenachse 27 sei. Bezeichnet » die be-
*sondere Welle, deren Koeffizienten bestimmt werden sollen, und A die beliebigen
Werte von #, so berechnet man den Mittelwert des Produktes der Ordinaten y mit
dem zugehdrigen sin xx fiir eine Periode

27

1 .
%fysmmcdx.
0

A=c0 A=c0
y=aysindzx + by + 3b,cosdx
= 1=1
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ist, erhilt man eine Reihe von Produkten von den drei Formen
27 27 27
1 . . 1 bosi 1 .
L - azsinxxsin Az + by, 2. 5| bosinxadx 3. 3. bycos Axsinxxdx.
0 0 0

Von diesen Integralen werden alle Null bis auf jenes der ersten Form, bei dem

A= ist. Dieses ist 9
1 a
. in2 = %
2n.] @, sin?xxdz 5

0
2
Daher ist a, == %fysin%xdx. (5)
0

Multipliziert man zweitens alle Ordinaten y mit cos x» z und bildet den Mittelwert iiber
eine Periode, so wird ganz analog

27

1
b, = ;jycosxwdw.
0

(6)
Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten einer Periode
27
1
by = o ydx . (7
0

43. Besondere Kurvenformen.

1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechselstrémen ist die
negative Halbwelle das Spiegelbild der positiven Halbwelle in bezug auf die Abzissen-
achse (s. Abb. 88). Dann ist

Ya+rn="Yz- (8)

Das Glied b, fillt fort, und nach Gl (2a) ist
Y= a,sinxx -+ 3 b, cosxnr, N
Y+ 2= Q. sinx(x + 7) + b, cosx(x+ 7). ; N ~
Da sinx(x + 7)) = (— 1)*sinxx, y /, \\\
cosx(x + 7)) =(—1)*cosxx L \

ist, wird GI. (8) nur erfiillt, wenn » ungerade ist. -

Sind die positive und die negative Halb-

welle einer periodischen Kurve Spiegelbilder
in bezug auf die Abszissenachse, so enthélt sie
nur ungeradzahlige Oberwellen. Abb. 88.
In den Integralen Gl. (5) und (6) ist
Y@ + =) SINKX(T - T) = y,8inxx,

Y(z + =) COS#(2 -+ ) = y,cosxx .
Die positiven und negativen Halbwellen liefern denselben Beitrag zum Integral,

man braucht es nur iiber eine halbe Periode zu erstrecken und erhalt

a, =—i~fysinxxdx, (5a) b,
0

= ~f;fycos xxdr . (6a)
0
2. Ist eine Kurve in bezug auf den Ursprung symmetrisch (s. Abb. 89), so ist

Yoy = — Yo und  Yon—g =Yz 9)
Da Yon—g) = 2 A, 8In%(27x —z)+ b, cosn(2m—x)
und sin®(27w —x) =sin(2xx — xx) = —sinxx,

cosx(27 —x) == cos(2mx — xx) = -} cosxx,
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folgt, daB die Bedingung (9) nur von den Sinusgliedern erfiillt wird, alle Kosinus-
glieder fallen fort.

3. Ist bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das Spiegelbild der
positiven in bezug auf die Abszissenachse und ist sie andrerseits in bezug auf den
Ursprung symmetrisch (s. Abb. 90), so enthélt sie nach vorstehendem nur ungerade

Si lieder. Hier ist
inusglieder. Hier is Yooy = Y-

Fiir ungerade Werte von », die hier nur in Frage kommen, ist
sin¥(w —x)=sinxx, und daher y(,_,sin%(z—z)=y,sinxx.

"

Y Y

/ , /

Abb. 89. Abb. 90.

Hieraus folgt, daBl das Integral Gl. (5a) in den beiden Héilften der Halbwelle
von 0 bis /2 und von /2 bis = den gleichen Wert hat. Man braucht also nur von
0 bis 7/2 zu integrieren und erhalt

7|2
@, = %—J‘ysin%xdx. (5Db)
0

Beispiele.

1. Die rechteckige Stromkurve (Abb. 91), die durch Kommutierung eines Gleich-
stromes erhalten wird, entspricht dem dritten der soeben besprochenen Fille. Sie
hat daher nur ungerade Sinusglieder. Nach Gl. (5b) wird, da die Ordinate y den
konstanten Wert J hat,

7|2 z=n/2

T X%

4 . 4 J
a,= ;stmxxdx =— - 00sXx
0

z=0

— Die Gleichung der rechteckigen
0‘/ ‘f \I / Stromkurve ist daher

7 ' “ y=4J/xr[sinz + sin3x 10
ﬁ \ / +isinbz+ - - -], (10)

Abb. 91. Abb. 92. 2. Das Trapez (Abb. 92) ist
von Wichtigkeit fiir die Feldform

von Wechselstrommaschinen. Auch hier ist Gl. (5b) verwendbar. Es ist

y=J= von =0 bis z=a. y=J von z=a bis z=3imn.
o
7|2 o 7|2
4 . 4 1 . .
@ =— ysmmcdxz—;J ) rsinxxdz + | sinx xdx )-
0 0 a .
Das erste Integral ist
o
=0

1 . 1rsinxx xzcoszx sinxa cosxa
—\|zsinxxdr =— =
o, o

0

2 P

T ax? P
z=0

>



Besondere Kurvenformen. 75

das zweite Integral ist
a2

. COS 7 o 4 J .
sinxzde=-—"—-"- und a,=-——sinx«.
b1 T oAx=

o

Die Gleichung der Trapezkurve ist daher
y———i——[smasmw—{—(,sm3ocs1n3x+ sssinbasindz + - - - J. (11)

Besondere Fille des Trapezes. a) Fiir das Dreieck ist « =x/2 und sin xa =41,
wobei das +- oder —-Zeichen gilt, je nachdem % =4n4-1 ist, und n eine ganze
Zahl oder Null ist. Daher ist

y=%J[sinw—?,sin3x+;—5sin5x— < (12)

b) Fiir das Rechteck ist « =0. Der Grenzwert Sl::za néhert sich fir « =0 dem

Wert 1, daher erhilt man wieder Gl. (10).
¢) Ist xa=m oder ein Vielfaches von z, so ist sin xa =0. Die Oberwelle der
Ordnung » =n/oe und ihre Vielfachen fallen fort. So fillt die groBte Oberwelle des
Trapezes, die dritte, fir « =7/3 fort, dann nihert sich das Trapez am meisten der
Sinusform. Es bleiben nur noch Oberwellen der Ordnung
%#=(6n-1), und hierfiir ist B
sinxo =sin(6n4-1)7/3=1+173.
Fiir das Trapez mit o =z/3 gilt die Gleichung

+ ggsinTx- - -], (13) Abb. 93.

6Y3

y=—r

Um diese Trapezform zu erzielen, die sich der Sinusform stark ndhert, wird bei
vielen Wechselstrommaschinen nur % des Polbogens bewickelt.

3. Die Kurve des kommutierten Sinusstromes (Abb. 93). Hier ist ¥4 = (¥, 4),
es sind nur die Kosinusglieder enthalten, auBlerdem ein Gleichstrom. Es ist

y= Jsint von x=0 bis z=nx
y=—Jsine , x=m , x=27
und nach (
J 7T 27
— D‘sinxeosxxdw —fsinxcosxxdx:]
7T LY T

x 2
2i t{sm (% + 1)x —sin (x — 1)x]dx — f[sm x+1 )x——sm(x——l)x]dw}

J[l__(_]_(yu) ]__(._1(/ 1):|

a1 x—1
Dieser Ausdruck ist Null, wenn » ungerade ist, ist » gerade, so ist
PP/ N T I
* T g lxd 1 x—1]  apE-1)

Der Mittelwert ist

J . 2J
by =— | sinxxdr =—.
0 n, 14
0

Dabher ist die Gleichung des kommutierten Sinusstromes
2J[ 2cos2x  2cosd4x  2cosbzx ]

] 2o05a%  SemEE  ZToReE

y= 13 35 5.1

14
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44. Arithmetische Analyse.

Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sich nicht in so ein-
facher Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie die behandelten Beispiele. Um eine
mehrwellige Stromkurve zu analysieren, verwendet man ein angendhertes Ver-
fahren, bei dem man die Integration ersetzt durch eine Summation einer endlichen
Zshl von Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen.

Die dadurch erhaltene Annéherung an die wirkliche Fouriersche Reihe wird im
allgemeinen um so gréfer, je mehr Ordinaten verwendet werden. Da die Verwendung
einer grofen Anzahl von Punkten aber sehr umstindlich ist, beschrinkt man sich
auf kleinere Zahlen, und es soll zuerst untersucht werden, in welcher Weise die Zahl
der Ordinaten das Verhiltnis der aus der Rechnung erhaltenen Amplituden zu den
wirklichen bestimmt. Dies 148t sich leicht ermitteln, wenn man, wie es gew6hnlich
der Fall ist, die Ordinaten in gleichem Abstand voneinander wahlt!.

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periode (277) in n gleiche
Teile, zu denen die Ordinaten ¥, ¥, . . ., ¥, im Abstande 2z/n gehéren, wobei
die Ordinate y, zur Abszisse x =v» 27/n gehort, so treten an die Stelle der Integrale
GL. (5) und (6) .

27
1 . 1
Oy = — ysinx xdx , b, =— | ycos xxdx
0 0

zwei Summen von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produkt der Ordinate y und
dem zugehorigen sinxx bzw. cosxx besteht; dem Abstande dx entspricht die
Strecke 27t/n. Die Grenzen sind # = 2z/n und x = 27 . Bezeichnen wir die mit n Teil-
punkten ermittelten Koeffizienten mit a, (,y bzw. b, (,), zum Unterschied von den
Koeffizienten @, und b, der wirklichen Reihe, so ist

z=2n z=2x
2 . 2
G () = Z ysmxx (15) be(m) = gézﬂycosxx. (16)
z=2% z=27

Bezeichnet nun wieder » die Oberwelle, deren Amplitude gesucht ist, A die be-
liebigen Werte x, so ist die Gleichung der Kurve, Gl. (2a), wenn von b, abgesehen
wird,

yzzo'oalsinlw —}—Zo,’ob;,coslw. (17)
1 1

Setzt man diesen Wert von y in Gl (15) und (16) ein, so erhilt man fiir jeden
Wert von A in jeder der beiden Gleichungen zwei Reihen von je n Gliedern, die in
Gl. (15) Produkte der Form enthalten

sinAzsinxx, cosAzsinxx undin Gl. (16) sindzcosxx, cosdzcosxz. (18)
Diese konnen der Reihe nach ersetzt werden durch
2cos(A—n)x—Jcos(A+#)x, —isin(A—x)x+ §sin(A+4x)x
und $sin(A—x)x + 3sin(A-+-%)z, 2cos (A-+x)x + Jcos(A+x)x.

Fiir jeden Wert von A4 enthilt nun jede der Gl. (15) und (16) vier Reihen von
je n Gliedern der zuletztgenannten Formen. Diese Glieder stellen n Ordinaten einer
Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand voneinander auf (44-x) ganze Sinuswellen
verteilt liegen. Thre Summe ist fiir die Sinusfunktion stets Null, fiir die Kosinus-
funktionen wird sie im allgemeinen Null, auBer bei gewissen Werten von (4--x).
Ist ndmlich (A4x)=0, so wird

cos(A+x)xr =cos0=1.
Ist ferner (A-+x) ein Vielfaches (2) der Teilungszahl n, so ist, da x =»27x/n,
cos (A 4-%)x = coszny 27/n = cosvz2m.

1 Siehe A. Schleiermacher: ETZ 1910, H. 49.
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Da v und z ganze Zahlen sind, hat jedes Glied den Wert 1. Fiic (A4-%)=0,n, 2n,
3n usf. wird jedes Glied 1, und die mit § multiplizierte Summe der 7 Glieder ist
n/2. Hiermit sind die Amplituden a,,,, und b,, in Gl (15) und (16)

2 .
Qe (n) = ;Zysn]ﬂx =0y Ay + Ayt — Aap—sn =+ Aopin—* " *» (19)

2
bn (n) = }TZ Yycosxny = bn —[— bn-—u + bn+x + bzn—u 7*— b2n+x + trt . (—)0)

Jede bei der Analyse erhaltene Amplitude enthédlt Oberwellen, deren Ordnung
von der Anzahl der Teilpunkte abhingt.

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit n = 18 Teilpunkten, so sind in dem
Resultat auch noch die 17. und 19., die 35. und 37. usf. Oberwelle enthalten. Bei
der Bestimmung der 7. Oberwelle sind auch die 11. und 25. usw. enthalten.

Bei symmetrischen Kurven, die nach 8. 73 nur ungerade Oberwellen enthalten,
geniigt die Summation iiber eine Halbwelle. Ist jetzt n» die Zahl der Teilpunkte
der Halbwelle, so ist .

2 . 2 &
Coutm) =7 E ysinxx, b, =;Zg/cos%w. (21)
a/n aln

Jede Summe hat n Glieder. Fiir y ist wieder der Wert Gl. (17) einzusetzen. (4 4-x)
sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinusreihen fallen wieder fort. Die Kosinus-
reihen haben jetzt abgesehen vom Vorzeichen die Form

%—I:COS(/'{:F%)%—}— -+ - J-cos( ?%)n] .
Diese Reihe ist Null, auBer wenn
%(l?%):(), n,2n,3n...
ist. In diesen Fallen ist die Summe wieder #/2, und es ist nun
@oo(n) = Oy — Oy T Aonge — Panese = Agpye = = T 0 0, (19a)
bty = bu 0o F banin t0sp—e F0gpin + oA (20a)
Ausfiihrung der Analyse. Wir betrachten den fiir die Technik wichtigsten Fall,
daB nur ungerade Harmonische vorkommen. n sei wieder die Zahl der Teilpunkte

der Halbwelle. In den Summen nach Gl. (21)

T

T
a, = 2 ysinxx b, = 2 Nycosxx
» = w2 o » = 2

z/n an
lassen sich nach Runge! je zwei Glieder zusammenfassen, die in gleichem Abstand
von der Mitte der Halbwelle (x =r/2) liegen. Sie haben die Abszissen x =»z/n und
(n—v)7z/n, die Summe der Abszissen ist also gleich der Halbwelle. Nun ist

sin#(n—y)m/n =sin % (wx —yx/n) =  sinxvaln
cos% (n—v)7[n = cos % (mw — va[N) == — COSXVTN

Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit dem gleichen Sinus und mit dem ent-
gegengesetzt gleichen Kosinus zu multiplizieren.

Bei der Multiplikation mit sin 2 hat man daher die Summe, bei der Multipli-
kation mit cos » x die Differenz der beiden Ordinaten zu nehmen.

Man faltet zweckmiiBig die Reihe der Ordinaten so, daB die mit demselben
Faktor zu multiplizierenden Ordinaten iibereinanderstehen, wie im nachstehenden
Schema fiir n =12 Teilpunkte und z/n =15° angegeben ist. Man beachte, dafl die
Summe der Indizes iibereinanderstehender Ordinaten n (hier 12) ist. Das mittlere
und das nte Glied bleiben fiir sich. Dann bildet man die Summen s und die Diffe-

1 ETZ 1905, S. 247.
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renzen d Y1 Y Ys Ys Ys Ys
Y2 Yu Yo Y Ys Y
Summen : S S, 83 S84 8 Sg
Differenzen: dy dy dy dy dy d,
Hierin ist

....................

Es wird nun
@, =g[s;85in15% + 8,8in30% + - - - 4 858InT75% + s45in90%]
b, =3[dg -+ dscos15% + dycos30% + - - - 4 dycosT5%].

Da die ungeraden Vielfachen der hier vorkommenden Winkel bis auf das Vor-
zeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen ergeben, hat man somit nur finf
Faktoren und den Faktor 1. Bei gewissen Oberwellen, ndmlich wenn » durch 3 teil-
bar ist, kommen nur die Faktoren 0,7071 und 1 vor.

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe die Winkelfunk-
tionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen zu multiplizierenden Ordinaten-
summen unter Beriicksichtigung des Vorzeichens, und zwar beziehen sich die
6 Vertikalreihen der Reihe nach auf die Amplituden a, bis a,;. Man multipliziert
also nacheinander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen s mit den neben
ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist dann das Sechsfache
der Amplitude a,,. Zur Ermittlung der Amplituden b, sind in dem Schema an Stelle
der Summen s die Differenzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b, wie
dort angegeben ergibt.

0,2588 8 S5 S5 8
0,5000 Sy EN — 8y — 8y
0,7071 EN 81+ 83— 85 — & — 8 81+ 83— 85 EN
0,8660 8y —8 Sy — 8
0,9659 85 8 8 S5
1,0000 EN 85— Sg g — 8 — (83— Sg) — 8
6a, 6a, 6a; 6a, 6a, 6aq,;
6b, —6b, 6b; —6b, 6b, —6by;

Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleiermacher?! an-
gegeben. Sie beruht darauf, da8 in den berechneten Amplituden a, und b, je nach
der Zahl der Teilpunkte » nach Gl. (19a) und (20a) auch die Amplituden von Wellen
hoherer Ordnung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte fiir die Halb-
welle an, so hat man fiir den Koeffizienten @, der Grundwelle zunichst den Wert a, (19
fiir 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber auch die Werte a; (g, @1(a)> 15> %9 Liir 6, 4,
3, 2 Teilpunkte durch Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die ersten
6 Koeffizienten a, bis a,; und b, bis b,; bestimmt werden, wobei die Oberwellen von
der 13. an vernachlissigt werden, so erhilt man fiir die verschiedenen Einteilungen
nach Gl (19a)

G2 =0 [— gy a5 — - - -
G =0 —ay[+a—---
Qi) = —07 +ay [—ay +- -

Ay = —a5 +a; —ay[+az—---
Qi) =0 —a3 +a5 —a; +ay —ay[+agy- - -
und Ay 9) =3[ — Gy F Ay, — - - -,

wobei die Oberwellen hinter den eckigen Klammern vernachlissigt werden.
1 ETZ 1910, H. 49.
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Bildet man nun:
@1(12) — A1(8) = €6 = Q11
A1(12) — A1) =€, = A7 — 0y
A1) — G =€ =0 —0;+apy

Q) —Q1(2) =€ =03 — 85+ Ay — Qg+ ay; ,
so erhilt man:

A3 = @y (12) a;=a5;—e;+ ¢,
a3 == a3 (12) Qg = Gy — €4
a5 =a;—ey €5 €g =€ -

Fur die Koeffizienten b, hat man analog:
by —bie =fe=—bu
by 19y — by ) = fa= — (b7 1 by)
by az) —big =f3=—(bs+ b; + byy)
by ey — by =fo=— (B3 + b5 + b; + by + b11) ,
worin by, die Ordinate fiir den Anfangspunkt der Teilung mit 2 Teilpunkten ist.
Hieraus wird dann
by="b109 by=—bs—f3+1s
by =b3 2 by=—b;—/,
bs=—bs—[y+fa+]s byu=—"s-

Fiir die Berechnung der Koeffizienten a,(5 bis ay;) und ag,, verwendet man
die nachstehende Tabelle, in der s, bis s; wieder die aus der Zusammenfaltung der
Reihe gewonnenen Summen sind. Fiir die entsprechenden Koeffizienten b,,,, sind
dann wieder unter Beriicksichtigung des Vorzeichens an Stelle der Summen s die

Differenzen d zu setzen, auler bei 3 Teilpunkten, wo die Differenzen besonders
angegeben sind.

0,2588 s | !
0,5000 8 s dy |
0,7071 5 5 L sbs s
0,8660 A 84 8y i
0,9659 5 :
1,0000 g Se ‘ Sg dg g l 8y — g
; |
64y (19) 3ay (e | 2ay 4 1,50, @12 i 645 (12)
102) 3b1 @ 2b; ) L5bya ' by . —6biaw

Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB, wo es zunichst nur auf die Grundwelle
ankommt, mit einer gréberen Teilung, z. B. n=6 begonnen werden kann. Hierbei
erhilt man fiir die Grundwelle schon je vier Werte a(g), @y(s), @1(a)5 @1q) und ent-
sprechend die b,(,,. Aus diesen Werten 148t sich schon beurteilen, ob noch hshere
Harmonische vorkommen und dann zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fiir
n=12 hinzunehmen. Auch lassen sich leicht durch weitere Zwischenpunkte noch
héhere Harmonische ermitteln.

45. Graphische Verfahren.

Das Verfahren von Fischer-Hinnen! beruht darauf, daB, wie schon S.76
gezeigt, p Ordinaten, die in gleichem Abstand auf w ganzen Sinuswellen verteilt
sind, die Summe Null ergeben, wenn w:p keine ganze Zahl ist. Abb. 94 zeigt z. B.
w=3 ganze Wellen und p=25 Ordinaten.

Ist dagegen w:p eine ganze Zahl, so sind alle Ordinaten gleichgro8, ihre Summe
ist p-mal so groB wie die Anfangsordinate. Teilt man auf einer gegebenen Kurve

1 ETZ 1901, S. 396.



80 Mehrwellige Strome.

eine ganze Periode 00’ ab (Abb. 95), so entspricht der Anfangsordinate in O =0,
sie enthélt nach Gl. (17) alle Amplituden b,
o Yo =0b1+bg+bs+ - .
Teilt man die Periode OO’ in drei Teile und addiert die drei Ordinaten, so enthilt
die Summe nach vorstehendem nur die Amplituden b, der Oberwellen, deren Ord-
nung % durch 3 teilbar ist. Fiir jede Oberwelle enthdlt die Summe den drei-
fachen Betrag der Anfangsordinate. Die Ordinatensumme ist daher
2Ya =3l + by +bys+ - o)+

Ebenso sind fiir 5,7, ... Teile die Ordinatensummen

DY =005 + b5+ - 1),

DY =Tz + -+ ),
DY =9(bg+ - - ).
Hiermit lassen sich alle b, berechnen. A/
)f\ [\ : ’
BVAAVAAVA

Abb. 94. Abb. 95.

Verschiebt man den Anfangspunkt um eine Viertelwelle, so enthilt die neue
Anfangsordinate fiir =z/2 alle Amplituden der Sinusglieder, die mit sinsx /2 fiir
% =4n-+1 positiv, und fir % =4n—1 negativ sind.

Daher:ist ,
Y= —ag+ a5 —a;+ .

Teilt man vom neuen Anfangspunkt die Welle wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so sind
die Ordinatensummen ,
DYy =3(—a3+ayg—ai+---)

DY ="5(as— a5 - - )

DYp=T(—a+ - — ")

Yo =9(ag— ).
Die Grundwelle erhilt man bei diesem Verfahren am ungenauesten, da sie erst nach
Ermittlung der Oberwellen als Rest in y;, bzw. ¥, iibrigbleibt.

Ein rein zeichnerisches Verfahren ist von R.Rothe! angegeben. Es beruht
darauf, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der in n Teile geteilten Periode
unter den Winkeln »2x/n aneinanderreiht. Man verwendet dazu zweckmdBig eine
auf Pauspapier gezeichnete Windrose mit » Strahlen im Abstand 27/n. Die Summe
der geometrisch addierten Ordinaten ergibt mit 2/n multipliziert die resultierende
Amplitude i,,,. Der Beweis folgt aus der Entwicklung der Summen in Gl. (15)
und (16)
a, = -n—[ylsinx(i—ﬂ + y,sinx2 (%Z) 4+ - 4 y,,sinx2n],

b, z%[ylcosx<27n> +y200s%2(2—n§> + - +yn003”2”:|-

Driickt man die geometrische Addition der Sinus- und Kosinus-Glieder sym-
bolisch aus und multipliziert die erste Gleichung mit j und addiert sie zur zweiten,
so wird

27

’l:nm == bn + jau = %(ylej”(z%) —l—-y ej”Z(n) + .. +ynejx2n> .

1 ETZ 1920, S. 1000.
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Bei symmetrischen Kurven 148t sich das Verfahren sinngema8 fiir die Ordinaten
einer Halbwelle anwenden, indem man sie unter den Winkeln x7/n aneinander-
reiht, worin »n die Anzahl Teilpunkte der Halbwelle ist.

Weitere graphische Methoden s. Houston u. Kennelly: ETZ 1898, S.714; Varreka:
ETZ 1907, S. 482; Pichelmeyer u. Schrutka: ETZ 1912, S. 129; v. Sanden: Arch. Elektrot.
Bd. 1, S. 42. 1912 Slaby: Arch. Elektrot. Bd. 2, S. 19 u. ETZ 1919 S. 535. Uber experimentelle
Aufnahme von Kurven s. Orlich: Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven. Braun-
schweig 1906. Uber einen mechanischen Analysator nach Chubb s. Hartenheim: ETZ 1917,
S. 48.

46. Effektivwert und Leistung mehrwelliger Strome.
Es seien zwei mehrwellige Wechselstrome gegeben:
1= Da,sinxwt + b,cosxwt) = Mi,,sin(xwt + y,),
7= Dlasinxwt + bcosxwi) = di,sin(xwt + ).
T
Es soll der Mittelwert ihres Produktes %fz v'dt berechnet werden. Fiir zwei
0
Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der Mittelwert des Produktes
gleich Null, ebenso fiir das Produkt einer Sinus- und einer Kosinusfunktion von
gleicher Frequenz. In dem Produkt ¢7" braucht man daher nur Faktoren zu beriick-
sichtigen, die sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleicher Frequenz

zusammensetzen, fir die ¥ denselben Wert hat. Daher ist
T

%[ii’dt = (Al b by = Sy it 08 (3 — ) (22)
0
Sind die beiden Stréme ¢ und ¢’ identisch, so erhilt man das Quadrat des
Effektivwertes (J) T
J? = —}—fﬁdtzz—;—(ai + b2) = X 5im-
0

Hierin ist o .
ierin is Lt = T
das Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Periodenzahl » . Daher ist
der Effektivwert des mehrwelligen Stromes
J=YSTE= YT SR (23)
Er ist gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektivwerte der ein-
zelnen Harmonischen.

Ersetzt man in Gl. (22) ¢" durch eine Spannung p, so erhilt man die Leistung:
T

1 . .
N=Tfpzdt=2ép,‘m@,‘mcos(1p,‘—1p;). (24)
0
FHierin st Waninn =P,
das Produkt der Effektivwerte der x-ten Strom- und Spannungswelle und
cos (y, — ,) =cosg, der Kosinus ihrer Phasenverschiebung. Die mittlere Leistung

ist N=23P,J, cosp, =P, J cosp, 4 P;Jscosp; 4 PsJ cosp;+ - - - . (25)
Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmonischen. Ober-
wellen von verschiedener Periodenzahl sind voneinander in bezug auf die mittlere
Leistung vollstindig unabhéngig. Aus Gl. (23) ergibt sich die Stromwérme in einem
Ohmschen Widerstand R
PR=R(JJI+J3+ I3+ ).
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 6
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Jede Oberwelle erzeugt eine von den iibrigen unabhingige Stromwirme.

In dem Produkt 3ip.mixmcos(y,—v,) kommen die Effektivwerte der
resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor. Man setzt trotzdem analog
wie bei einwelligen Wechselstromen

N=PJcosyp
und nennt cosg den Leistungsfaktor. Im Gegensatz zu einwelligen Stromen ist
er hier von den Effektivwerten von Strom und Spannung abhingig (s. a. S. 88).

47. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome,

Die Effektivwerte haben praktisch die gréfte Bedeutung, weil sie mit den
technischen MeBinstrumenten gemessen werden. Uber die Kurvenform sagen sie
nichts aus.

Fiir die Eisenverluste (s. Kap. XI) ist der Hochstwert des Flusses innerhalb
der Periode maBgebend, fiir die elektrische Beanspruchung der Isolation der Hochst-
wert der Spannung.

Der Hochstwert des Flusses ergibt sich nach Kap.I S.8 aus dem Effektiv-
wert der Spannung und dem Formfaktor.

Der Formfaktor ist nach S.7 das Verhiltnis des Effektivwertes zum Mittel-
wert. Fur die Sinuskurve war

f=_"=1,11.
2y2
Zum Vergleich berechnen wir ihn fiir zwei Beispiele:

1. Das Rechteck. Hier ist J=1,, M@)=1,, E=1.

2. Das Dreieck mit der Hohe 4,,. Die Ordinaten 2 bilden zwei Parabeln mlt
dem Mittelwert 312,. Daher ist

2

J=—ti . M@)=1ti,, —2 _115.
13 m (1) =gt 3 13

Ist eine Kurve flacher als die Sinuslinie (Rechteck), so ist der Formfaktor kleiner
als 1,11, ist sie spitzer (Dreieck),
so ist er grofler.

Graphischkannder Effektiv-
wert nach Fleming wie folgt er-
mittelt werden. Die in rechtwink-
ligen Koordinaten (Abb. 96a) ge-
f [ gebene Kurve wird in Polarkoor-

Abb. 962. Abb. 96b. dinaten aufgetragen (Abb. 96b). Der
Fliacheninhalt der Polarkurve ist

a]2 T2

F:f—i;—d(wt) =%[i2dt=%ﬂ=4n32,

0
R ist der Radius des flichengleichen Kreises. Daher ist
J=72R.
Fiir eine Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis.

Der Scheitelfaktor ist nach S.7 das Verhiltnis der Amplitude zum Effektiv-
wert. Er ist um so grofBer, je spitzer die Kurve ist. Fiir das Rechteck ist g=1,

fiir die Sinuskurve o= ]F2: 1,414, fir das Dreieck ¢ = }[?;=1,73.

48. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen.
Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom. Die Summe von
zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im allgemeinen eine andere Kurvenform
als jeder Teilstrom. So ist die Summe von zwei gleichgrolen gegeneinander ver-
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schobenen Trapezen nach Abb. 97 ein Doppeltrapez. Die Oberwellen addieren sich
unter anderen Phasenwinkeln als die Grundwellen.

Ist bei gleichgrolen Stromen die Verschiebung der Grundwellen ¢, so ist sie
fur die »-ten Oberwellen »x g, die Amplitudensummen sind

lem]/ 1+ COS(p Voo = Tum ]/Z —]—coqmp)
Ist xp=n oder ein ungerades Vielfaches von 7, so heben sich die beiden Ober-
wellen heraus. Fiir ¢ =60° ist die Summe der Grundwellen N\

fiim:ilm]/3, dagegen fallen die Oberwellen heraus, deren
Ordnungszahl x =3 oder ein ungerades Vielfaches von 3
ist. Ist hingegen x@p =27, so ergeben die Oberwellen die
doppelte Amplitude. Fiir ¢ = 120° ist die Summe der Grund-
wellen iy ,, =4, die Summe der Oberwellen »x =3, i5,, = 21,,, .
Diese Oberwelle und ihre Vielfachen erscheinen im Summen-
strom stérker ausgepriagt als in den Teilstromen.

Das Verhéltnis von Oberwelle zu Grundwelle ist beim Summenstrom ebenso

|
(N
\\
~1
\\
?

Abb. 97.

grof} wie bei den gleichen Teilstromen, wenn (p—»zi i

ist. Dann ist cos x@=cos (2274 @) =cos@. Zwei Strome von gleicher Kurven-
form geben im allgemeinen nur dann einen dhnlichen Strom, wenn ¢ =0 ist.

ist, worin z eine ganze Zahl

49. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitit.

Der Ladestrom eines Kondensators bei einer Spannung
p=_2(a,sinxwt+ b,cosxwt)

ist i=O%:wOZ(%axcosxwt—%b,,sinxwt).

Die Oberwellen des Stromes sind um so stdrker ausgepréigt als die der Spannung,
je hoher ihre Frequenz ist. Abb. 98 zeigt die Oszillogramme von Strom und Spannung
eines Kondensators.

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitdt L wird hingegen, wenn der
Ohmsche Widerstand Vernachléissigt werden kann,

pdt = E;( %‘ cosxmt -+ % sinxwt) .
Hier sind die Oberwellen des Stromes um so stirker gedampft, je hoher ihre Frequenz
ist, der Strom néhert
gich der Sinusform
mehr als die Spannung.
Das Oszillogramm /\/\
Abb.99 zeigt den Strom -
einer Drosselspule bei
derselben  Spannung
wie Abb. 98 fiir den

Kondensator. Abb. 98. Abb. 99.

/

Beispiele:
Der Ladestrom eines Kondensators bei dreieckiger Spannung. In der ersten
halben Periode wichst p von —p,, bis +p,,, in der zweiten fallt p von +p,, auf
— P~ Dann ist

=10 =10 =t 00p,.

Der Strom hat in beiden Halbperioden den gleichen konstanten Wert mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen, er hat rechteckige Kurvenform und springt beim Ubergang

von -4 auf —i.
6*
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Der Strom einer Drosselspule mit sehr kleinem Widerstand ist bei dreieckiger
Spannung die aus Parabelbogen zusammengesetzte Integralkurve des Dreiecks
(Abb. 100), die sich der Sinusform erheblich mehr nahert als die Spannungskurve.

Ein Schwingungskreis bei verzerrter Spannung. Ein Schwingungskreis mit Spule

‘n und Kondensator in Reihe bietet Stromen ver-

SFa schiedener Frequenzen nach Kap. IT S.21 sehr

ungleiche Scheinwiderstdnde. Bei mehrwelliger

Spannung ist das Verbidltnis der Spannungs-

amplitude zur Stromamplitude fiir die Oberwelle
der Ordnung x»

2, = YR+ (xw L—1/xwC)? (26)
und die Phasenverschiebung
Abb. 100. ,Gg(pn:_qu ;{Lﬁcﬂ’ @7)

wenn R, L, C unabhéngig vom Strom und von der Frequenz sind.
Da der resultierende Blindwiderstand stark frequenzabhéngig ist, sind die
Stromoberwellen teils stirker, teils schwicher ausgeprigt. Eine Stromoberwelle der

Ordnung % hat ihr Maximum fiir #w =1/J LC. Bei mehrwelliger Spannung gibt
es daher so viele Resonanzmoglichkeiten wie Spannungswellen vorkommen.

Beispiel. Fir R=10 Ohm, C=5uF, L=0,225 H ist

wf=—t = 1% _150.

2nyLC 27Y5-0,225
Es besteht also Resonanz fiir die Grundwelle, x =1, bei f =150 Hz, fiir die dritte
Oberwelle bei f =50 Hz, fir die finfte bei f =30 Hz usf. Ist die Spannung recht-
eckig und die Amplitude p,,=100 Volt, so sind die Effektivwerte nach GI. (10)
P,=4p,[xn VE, P, =90Volt, P,=30Volt, P;=18Volt usf. Bei f=50Hz besteht
Resonanz fir die dritte Oberwelle, die effektiven Stréome sind J;=0,159 Amp,
J;=3,0 Amp, J;=0,079 Amp usf. Die Grundwelle ist nur 5,3% von der dritten
Oberwelle, die hoheren Oberwellen sind noch wesentlich kleiner. Der Effektivwert
des resultierenden Stromes weicht nur unwesentlich von dem der dritten Ober-
welle ab.

Durch Verdnderung von L und C bei konstanter Grundfrequenz kann Resonanz
fir die verschiedenen Oberwellen hergestellt werden, man kann sie experimentell
trennen. Ein darauf beruhendes Verfahren ist von Armagnat! angegeben.

Resonanzstromkreise werden mitunter zur Unterdriickung storender Ober-
schwingungen in niederfrequenten Stromkreisen verwendet, z. B. der Nutenober-
schwingungen von Wechselstrommaschinen, die infolge ihrer Hohe fiir Telephon-
leitungen storend sind, oder zur Unterdriickung der Oberwellen im Gleichstrom
eines Gleichrichters.

Der an die verzerrte Spannung angeschlossene Schwingungskreis 148t fast nur
den Strom durchtreten, auf dessen Frequenz er abgestimmt ist. Damit er fir die
betreffende Oberwelle einen moglichst vollkommenen KurzschluB bildet, muf} sein
Ohmscher Widerstand so klein wie méglich sein.

Fir Messungen folgt aus der Verschiedenheit der Kurvenformen von Strom
und Spannung, dafl das Verhéltnis der Effektivwerte beim Kondensator und der
Drosselspule kein direktes Maf fiir die Kapazitdt bzw. die Induktivitét ist.

Fir den Kondensator ist mit

P=V3SP, J=wCV3 (xPy?

J_ /SRy
F=e0) 5

1 Journal de physique 1902.
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Der Ausdruck kann von wC erheblich abweichen. Nach S. 83 war der Ladestrom
bei dreieckiger Spannung rechteckig. Hier ist

pm . 2 J 2}3
p==i" J = _——wO s =17 =
W [ Pom P wC=110w0C.

Bei einer Induktivitit (mit kleinem Wlderstand ist

7 :EVZ<f> T ‘“LVzé’f/i)z

Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen weniger von w L ab. Fir die dreieckige
Spannung war nach S.84 die Stromkurve aus Parabelbdgen zusammengesetzt.
Hier erhilt man
. 1/8 Pm 2 > Pm P 9 l/ 15
J = T 15 wL2V1‘5’ F *I§, 7—-(0[/; —67—1,006wL.

Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen werden. Um eine
Kapazitit durch Strom- und Spannungsmessung zu bestimmen, schaltet man sie
mit einer verdnderlichen Induktivitdt in Reihe und stellt auf Resonanz fur die
Grundwelle ein. Dann ist @ C =1/w L, worin w L durch Strom und Spannung hin-
reichend genau ermittelt wird.

50. Leistungsfaktor und Scheinleistung bei mehrwelligen Stromen.
Wie bei einwelligen Stromen bezeichnet man das Produkt der Effektivwerte

von Spannung und Strom, das fiir die Bemessung der Anlage maBgebend ist, als
Richt- oder Scheinleistung, Ny =P.J. Hierin ist

P=yY3P. J=73J. (28)
Zerlegt man jede Stromwelle J, in die Komponenten J, cosg, in Phase und
J, sing, in Quadratur mit der Spannung von gleicher Ordnung », so zerféllt die
Produktensumme in die folgenden drei Summenglieder

SPLJ,=N;=(3P,J,cos¢,)?+ (3 P,J,sing,)?
+ S(PLT+ LI — 2P, Py Jycos (g, — )] (29)
Das erste Glied ist das Quadrat der Leistung
N=3P,J, cosp,. (30)
Sie ist nach Gl.(25) die Summe der Leistungen der Teilwellen.
Das zweite Glied enthédlt die Summe der Blindleistungen der Teilwellen, die

von der Ladung elektrischer und magnetischer Felder herriihrt. Wir nennen es
Blindleistungssumme und setzen
N,=23P,J, sing,. (31)
Das dritte Glied, das die Produkte von Stromen und Spannungen ungleicher
Frequenzen (x,A) enthilt, hat wie das zweite in jedem Teilgliede den Mittelwert
Null, weil das Produkt von zwei Sinuswellen verschiedener Frequenzen iiber mehrere
Halbwellen Null ist. Es hat aber einen ganz anderen Sinn als die Blindleistung.
Nach dem Vorschlag von C. Budeanu! bezeichnen wir es als Verzerrungs-
leistung N, S

N,= V3 [P+ PiJ: —2P,P,J,Jcos(p, —¢1)] . (32)
Damit wird die Scheinleistung -
=} N*+N;+ N, (29a)
und der Leistungsfaktor als Verhéltnis der Leistung zur Scheinleistung
N N

~—PJ Ns ]/N2+N2+N2

1 Puissances réactives et fictives. Bukarest 1927. ETZ 1928, H. 3.
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Aus Gl (33) folgt, daBB bei mehrwelligen Stromen der Leistungsfaktor auch
bei reinem Wirkverbrauch, d. h. N;=0, kleiner als 1 sein kann, wenn infolge der
Verzerrung der Strom- und Spannungswellen &, von Null verschieden ist.

Nach Gl. (32) verschwindet N,, wenn die beiden Bedingungen erfiillt sind

Py =@Qp="*" (34) Pn:Ju:Pl:Jl"' (35)
Es muf} also bei allen Teilwellen die Phasenverschiebung zwischen Spannung und
Strom und das Verhéltnis von Spannung zu Strom gleich grof} sein.

Die zweite Bedingung P, =#k-J,, ist aber nur fiir einen Ohmschen Widerstand
erfullt, d. h. fir ¢, =0. Dann ist die resultierende Stromwelle der Spannungswelle
proportional und N,=0.

Nun gibt es zahlreiche Wirkverbraucher, bei denen diese Bedingung nicht erfillt
ist. Beispiele sind alle mit Lichtbégen arbeitenden Einrichtungen, wie Bogen-
lampen, Ofen, SchweiBapparate, Gleichrichter, weil beim Lichtbogen keine Propor-
tionalitat zwischen Spannung und Strom besteht. Abb. 101 zeigt den Strom eines
Lichtbogens, dem ein Ohmscher Widerstand vorgeschaltet ist, bei einwelliger Span-

nung. Hier ist die Scheinleistung

14
Ny=PJ=PYJi+J3+ i+ .- =P}3J2.
Die Leistung ist

N=PJ, und N,=PVJi+t+Ji4+ -,
daher der Leistungsfaktor
p _Ph_
w

= g ]_
Abb. 101. PJ J <1

obwohl keine Blindleistung vorkommt.

Andere verzerrende Verbraucher sind alle Einrichtungen, deren magnetische
Felder in Eisen verlaufen, wegen der gekriimmten Magnetisierungskurve des
Eisens (s. Kap. XI).

. Aber auch bei konstanten Induktivititen oder Kapazitdten ist bei mehrwelliger
Spannung N, von Null verschieden.

Bei einer verlustfreien Drosselspule oder einem verlustfreien Kondensator be-
steht zwischen N, und N, eine einfache Beziehung, denn es ist ¢, =¢@;=4-n/2.
Daher ist nach Gl. (32)

N,=VI[P.Ji—P,J.J. (32a)
Dabei ist fur Spule bzw. Kondensator
Pn . Pl _ Jz . Jl .
Py ity WA LN Sl Ml

und die Blindleistungen der Teilwellen
P,.J,=N,,, P,J,=N,;.

N'(1/% 1A}V

N’”:VZ (VTwV;> NywNys (32Db)

Wiahrend die Blindleistungen von Kondensator und Spule entgegengesetztes
Vorzeichen haben, ist dies fiir N, nach (32a) oder (32Db) nicht der Fall. Bei Parallel-
schaltung von Spule und Kondensator kénnen sich jeweils nur die Blindleistungen
einer Teilwelle aufheben, zur Summe der iibrigen addieren sich quadratisch die
Verzerrungsleistungen. _

In der Blindleistungssumme Gl. (31) entspricht jedem Gliede ein Anteil W, an
der mittleren Feldenergie. Es ist

P,J,sing,= N,,= 2xoW,

und N,= 3N,,=32x0W,.

Die gesamte mittlere Feldenergie ist W = S'W,. Bei einwelliger Schwingung be-

Hiermit wird in (32a)
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dingt sie die Blindleistung 2 W, die stets kleiner ist als die Blindleistungssumme
der mehrwelligen Schwingung.
Die Leistung der Stromwirme in einem Widerstand kann nach GI. (29a) ge-
schrieben werden R
pr (N2 + N3+ N7). (36)

Daraus folgt, daB bei der Ubertragung einer Leistung N mit einer Spannung P aus
zwel Grinden in allen Widerstinden die kleinsten Verluste auftreten, wenn Strom
und Spannung einwellig sind. Denn erstens fallt N, fort, und zweitens ist N, wie
gezeigt, bei gleicher Feldenergie bei einwelligen Schwingungen am kleinsten.

Darum strebt man bei der Verteilung elektrischer Leistung stets sinusférmige
Spannungen und Stréme an.

Die mefBtechnische Zerlegung der Scheinleistung in die drei Komponenten
mittels dynamometrischer Leistungsmesser ist in dem praktisch wichtigen Fall
moglich, daB die Spannung einwellig und nur der Strom verzerrt ist. Dann ergibt die
Spannung nur mit der Grundwelle des Stromes Leistung und Blindleistung.

Die Blindleistung wird mittels einer Kunstschaltung (s. S. 55) bestimmt, bei der
der Spannungsspule des Leistungsmessers ein gegen die einwellige Spannung um
% Periode phasenverschobener Strom zugefiihrt wird. Sind daher P, J, N und
N, = PJ;sinp, gemessen, so bleibt als Rest

N,=|N; —N?*—N;.

Die Blindleistung ist somit nur bei einwelligen Schwingungen eindeutig definiert
und meBbar. Die Blindleistungssumme (31) und die Verzerrungsleistung (32) sind
Rechnungsgroflen, die dazu dienen, die verschiedenen Ursachen der Ungleichheit
von Leistung und Scheinleistung zu trennen; sie kénnen bei parallel oder in Reihe
geschalteten Stromkreisteilen je fiir sich addiert werden, um die resultierende
Scheinleistung zu berechnen (s. Budeanu, l. ¢.). Eine Definition, die zu einer
direkten Messung dieser GroBen fiihrt, gibt es jedoch nicht.

Hingegen gibt es, wie F. Emde (ETZ 1930, S.533) gezeigt hat, eine der Blind-
leistung verwandte Grolle, die sich auf mehrwellige Schwingungen anwenden 1af3t.
Das Verhiltnis der Momentanwerte von Strom und Spannung ist nur bei einem
Ohmschen Widerstand konstant, sonst zeitlich veranderlich. Bildet man den Ausdruck

JR= (3 R=

N
/

b adyiN _ L,d/py 17 di  dph
M=5p JE(?) Tt ﬁ(?) “lPa T var
so ist bei einwelligen Schwingungen, p = ]/érPsinwt, i = Véquin (wt—p),
M=owPJsing =oN, (37)

unabhingig von der Zeit. Da M nur beim Ohmschen Widerstand verschwindet,
bezeichnet Emde M als ,,Entohmung*. Bei mehrwelligen Schwingungen ist M nicht
konstant, sondern schwingt um einen Mittelwert

M= SxwP,J, sing, =w%N,,. (37a)
Da dp/dt durch den Strom eines Kondensators gemessen wird, und d¢/d¢ durch

die Spannung einer Drosselspule mit sehr kleinem Widerstand, konnen in der
Definitionsgleichung fiir M die Mittelwerte der Produkte pdi/gt_ und 7 dp/dt durch

je einen Leistungszeiger gemessen werden. Der Mittelwert M ist also meBbar.
Entohmungen induktiver und kapazitiver Stromkreise haben entgegengesetztes
Vorzeichen; sie konnen unter Beriicksichtigung des Vorzeichens addiert werden.
Nennt man nach Emde analog wic bei einwelligen Schwingungen das Verhéltnis
M|w die Blindleistung der mehrwelligen Schwingung, so enthilt diese Grofie 3% NV, ,
die Blindleistungen der Teilwellen nach MaBigabe ihrer Ordnungszahl vervielfacht.
Eine Beziehung zwischen der so definierten Blindleistung, der Leistung und der
Scheinleistung besteht nicht.
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51. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen.

Will man das Vektordiagramm auch fir mehrwellige Stréme anwenden, so ist
dies nur mit mehr oder weniger Genauigkeit moglich. Stellt man die Effektivwerte
von Strom und Spannung durch Vektoren dar, so geschieht dies unter der Voraus-
setzung, daf sie durch einwellige GroBen von gleichem Effektivwert ersetzt werden.
Diese ErsatzgroBen bezeichnet man als dquivalente Sinusspannung bzw.
dquivalenten Sinusstrom. Damit die Leistung richtig dargestellt wird, sind
die Vektoren von Strom und Spannung unter einem Winkel ¢ aufzutragen, so daf

) N=PJcosp=3P,J, cosp,
ist. Dann ist nach Gl. (29a)
PJsing = J(PJ)?— (PJcosp)?= yN?— N*>= JNi + Nz,

worin nach (31) N, = 3 P,J, sing ist. Da die beiden Anteile N, und N, entsprechend
ihrer verschiedenen Zusammensetzung bei der Reihenschaltung oder der Parallel-
schaltung von Stromkreisen sich nach ganz verschiedenen Gesetzen addieren, ist
die graphische Addition von Stromen und Spannungen im Diagramm nur in wenigen
Sonderféllen richtig.

Wir beschrinken uns auf den praktisch wichtigsten Fall, bei dem die Spannung
einwellig und nur der Strom verzerrt ist. Die Grundwelle des Stromes zerlegen
wir in den Wirkstrom J; cosp; und den Blindstrom J,sing; und bezeichnen die
Summe der hoheren Harmonischen mit J3J2. Den Effektivwert des Stromes
J = VJ% + 3J% trigt man im Diagramm gegen die Spannung unter einem Winkel ¢
auf, so da N = PJ cosp = PJ, cosg, ist. Der Wirkstrom ist also J cosg = J, cosg;,
hingegen ist im Diagramm der Blindstrom

Jsing = J2sin?g, +2J§ =kJ,sing,.

.. 2 J3
Darin ist k= V + = Tisimty (38)
Sind nun zwei Strome J’, J” im Dlagramm zu addieren, so gilt fiir die Wirkstrome
Jicosg] + J{ cospy = J,cosqq, (39)

worin J, die Grundwelle des resultierenden Stromes ist. Der Strom selbst ist
J = JJ2cosp, + k2 Jisin?g, .
Im Diagramm ist hingegen der Blindstrom
¥ Jisingy + K’ J7 singy .
Dieser wird somit gleich kJ;sing,, wenn ¥ =k”" =Fk ist. Dies ist nach (38) der
Fall, wenn die Summe der Oberwellen zum Blindstrom in beiden Stromkreisen im

gleichen Verhiltnis steht. AuBerdem miissen ¢’ und ¢ das gleiche Vorzeichen haben.

Bei induktiven Stromkreisen ist k¥ im allgemeinen wenig von 1 verschieden,
denn selbst fiir 1/ 2JE=0,3J,sing, ist £k =1,044, dann ist die graphische Addition
sehr angenéhert richtig. Bei den stark verzerrten Stromen von Gleichrichtern ergibt
hingegen die_graphische Addition kein richtiges Bild.

IX. Mehrphasenstrome.
52. Mehrphasensysteme.

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl voneinander
isolierter Spulen auf den Umfang verteilt angeordnet (Abb. 102). Die Spannungen
der drei Spulen haben die gleiche Frequenz, sie sind gegeneinander phasenverschoben
und bei sinusférmigem Verlauf dargestellt durch

Py = Py pSin0E, P2 = P mSIN(WOT —0t35) , Pg = Py mSIN(WF — ty3) -
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Dabei ist angenommen, dal Spule 1 z.Z. t=0 den ganzen Flull umschlingt, «,,
und ay, sind die Winkel, um die die Spulen £ und 3 gegen 1 zuriickliegen.
Schlieft man jede Spule durch einen Belastungswiderstand, so erhilt man
Strome gleicher Frequenz, die nach Gré8e und Phase von den
Spannungen und den Scheinwiderstinden abhéngen. Ein solches
System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasenverschobener

phasensystems.
Nach der Art des Aufbaus unterscheidet man
1. symmetrische und unsymmetrische Systeme,
2. verkettete und unverkettete Systeme,
3. balancierte und unbalancierte Systeme. Abb. 102.

53. Symmetrische Mehrphasensysteme.

Ein Mehrphasensystem heilt symmetrisch, wenn alle Spannungen gleich grof3
sind und jede der vorhergehenden um den gleichen Phasenwinkel folgt. Ist n die
,,Phasenzahl®, so ist die Phasenverschiebung zwischen aufeinanderfolgenden Span-
nungen 1/ntel der Periode. Die » Spannungen eines symmetrischen ,,n Phasen-
systems®* sind

Py = PpSinwt

AAAAA_/*

AN\
VWAV

Py = Pp,SiN (wt —%?)

W

py=ppsin(0r—2-27) . 1)

AAAAA

AAA
VWW

Abb. 103.

Pp = pmsin<wt — ('n;— 1)—2§>

Beispiele.

n=1 ergibt nur eine Spannung, d.h. das Einphasensystem mit einer Hin-
und einer Riickleitung.

n =2 ergibt zwei um 180° phasenverschobene, also gleichphasige, aber einander
entgegengerichtete Spannungen, d. h. das Einphasendreileitersystem (Abb. 103),
bei dem die Spannungen vom Mittelpunkt O nach den Enden der Spulen 1, 2
gezihlt werden. Bei gleicher Belastung der beiden Zweige fliet im Mittelleiter kein
Strom, er heiBlt daher auch Nulleiter.

n=3 ergibt drei um 120° gegeneinander phasenverschobene Spannungen, das
sog. Dreiphasensystem. Da n=2 noch gleichphasige Spannungen ergibt, ist das
Dreiphasensystem das symmetrische Mehrphasensystem mit kleinster Phasenzahl.

n=4 ergibt vier um 90° gegeneinander phasenverschobene Spannungen, das
Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen sind wieder unter sich um 180°
phasenverschoben. Schaltet man die Spulen so, daB die Spannungen gleich
gerichtet sind, so erhilt man zwei Systeme, deren Spannungen um 90° gegen-
einander phasenverschoben sind, also ein Zweiphasensystem, das aber unsym-
metrisch ist (s. S. 99).

54. Verkettete Mehrphasensysteme.

Arbeitet jeder Strang fiir sich auf einen Belastungsstromkreis, so sind zur Fort-
leitung der n Stréme 2 n Leiter erforderlich. Durch elektrische Verkettung kann
die Zahl der Leiter bei symmetrischen Systemen auf n, bei unsymmetrischen auf
n +1 beschrankt werden.
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Die wichtigsten Verkettungsarten sind die Sternschaltungen und die Ring-
schaltungen. Auch Kombinationen beider kommen vor.

1. Die Sternschaltung. Die Anfinge aller Spulen sind an einen gemeinsamen
Knotenpunkt, den Sternpunkt, angeschlossen, die Enden bilden die Klemmen
fiir die Fortleitung der n Strome.

Abb. 104 zeigt ein unsymmetrisches Vierphasensystem. Der Winkel «, um
den die Spulen gegeneinander verschoben gezeichnet sind, deutet die Phasen-

e verschiebung der Spannungen an. Die Belastung wird

¢ \ durch vier Scheinwiderstinde ebenfalls in Stern-
< schaltung gebildet. Die Sternpunkte O und O’ sind
9" durch einen fiinften Leiter verbunden. An jedem
| Sternpunkt ist die Summe aller zusammenflieBenden
! Stréme in jedem Augenblick gleich Null. Daher ist
J': der Strom im Leiter O —0’

Abb. 104, to=—(l4 + 1+ 15+ 1%),
er ist entgegengesetzt gleich der Summe der Belastungsstrome.
Fiir gleich groBe einwellige Stréme, die sich bei gleich groBen Spannungen und

Belastungswiderstinden einstellen, gilt das Vektordiagramm Abb. 105. 04 ist die
geometrische Summe der 4 Strome J, bis J, und der Strom J, ist die im Sinne

AO durchlaufene Schlufilinie des Strompolygons, wenn
alle Strome vom Stromerzeuger zum Verbraucher positiv
gezahlt werden.

Ist das System symmetrisch und sym- oy
metrisch belastet, so sind je zwei Strome H
um 27/n gegeneinander phasenverschoben
und alle gleich groB3. Die Summe der Strome
ist Null, das Polygon der Strome schlief3t
sich, wie Abb. 106 fir n=>5 zeigt. Die
Verbindungsleitung der Sternpunkte ist 2

Abb. 105. stromlos und kann fortfallen. Man nennt
sie daher auch den Nulleiter.

Beim symmetrischen n-Phasensystem in Sternschaltung sind somit n Leiter
erforderlich, beim unsymmetrischen noch der Nulleiter.

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung vom Sternpunkt
nach dem Ende einer Spule ist die Phasenspannung. Bei einem symmetrischen
System sind alle Phasenspannungen gleich gro3, der Sternpunkt ist der Spannungs-
mittelpunkt des Systems. Die Spannung von einem Spulenende zum benachbarten
ist die Linienspannung oder die verkettete Spannung, sie ist die Differenz be-
nachbarter Phasenspannungen.

Nach GL (1) ist fur die x-te und die (x -+ 1)-te Phase

P mesin[COt—(x—l)%}, Pz :pmSin[a)t_—xz,qu’
daher ist die Linienspannung

D1 = Ds— Ple+1) = 2pmsing—cos [a)t — (22— 1)%]

[ Sttt (S}

Abb. 106.

Die Effektivwerte der Linienspannung P; und der Phasenspannung P stehen daher
in der Beziehung

P=2 Psin%. (2)

Im Vektordiagramm Abb. 107 sind b—ﬁl bis OP, die Phasenspannungen eines
symmetrischen Fiinfphasensystems. P, , bis P;, sind die Linienspannungen. P,
ist die geometrische Differenz von P, und P, usw.
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Wihrend die Summe der Phasenspannungen nur bei symmetrischen einwelligen
Spannungen notwendig Null ist, ist die Summe der Linienspannungen unabhéngig
von der Symmetrie und der Kurvenform stets Null. Denn es ist

P12 =P1— P>
Pez = P2 Ps> A
: A 2
Pr1=Pn—P1-
Durch Addition wird die )
Summe der Linienspan- Abb. 108. Abb. 109.

nung identisch Null.

2. Die Ringschaltung. Sie entsteht dadurch, dal das Ende einer Spule mit dem
Anfang der folgenden verbunden wird, wie Abb. 108 fiir n =4 zeigt. Sind die
Phasenspannungen einwellig, so ist die Summe bei einem symmetrischen System
wieder Null, im Vektordiagramm (Abb. 109) bilden die Effektivwerte ein geschlos-
senes Polygon. In dem geschlossenen Ring flieBt daher zuniichst kein Strom, son-
dern erst, wenn an die von den Knotenpunkten ausgehenden Leiter Belastungen
angeschlossen werden.

Hier ist die Spannung von einem Leiter zum nichsten die Linienspannung gleich
der Phasenspannung.

Dagegen sind die Linienstrome ¢, von den Stromen im Ring, den Phasenstrémen,
zu unterscheiden.

An jedem Knotenpunkt ist in jedem Augenblick die Summe der Strome gleich
Null. Fir den Knotenpunkt der Stringe I und 2 in Abb. 108 ist

e T =0, Y2 =1 — 1.
Bei symmetrischen einwelligen Strémen ist
. .o 2m . .o 2n
Ugpp1) == S0 [wt —r ] 1y = zmsm[wt —(@—1) 7} ’
. . . . . r 277
U= gy lp = — iy 28IN——COS \_wt — (22— 1)7J ;

daher gilt fiir die Effektivwerte bei symmetrischer Belastung
. T
Jl=2Jsm;;. (3)

Unabhéingig von der Kurvenform und von der Belastung ist in
jedem Augenblick die Summe aller Linienstréme gleich Null.

55. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme.

Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe der Leistungen
der einzelnen Phasen. Die Leistung eines Wechselstromes pulsiert nach Kap. I
S. 8 mit der doppelten Frequenz um den Mittelwert

. PJcosgp,
der Momentanwert ist ¢

PJcosp —cos (2wt —¢)]=N [1 _ oosawt _Eq )

cos @

Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasensystem sei fiir
die z-te Phase

po=12Psin[ot—@—DZ], = y2Jsin (w1 — @12 ],

_— —_ l_ — —_ 2—7.[— l
Dol PJ{cosq) cosL2wt 2(x l)n (pL.
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Bildet man die Summe aller p, i, von =1 bis z=mn, so wird

=n
zzcos [mt—z(x—l)?ni’—(p]:o

=1
und S Pt =nPJecosy. 4)
1

Die momentane Leistung eines gleichmifig belasteten symmetrischen Mehrphasen-
systems ist konstant gleich dem n-fachen Mittelwert der Lesitung einer Phase.
Je nachdem bei einem Mehrphasensystem die momentane Leistung konstant
ist oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein unbalanciertes System.
Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie gleichmafBig be-
lastet sind; bei ungleichméiBiger Belastung pulsiert die Leistung, das System ist
dann unbalanciert. Auch unsymmetrische Systeme konnen bei gleichméaBiger
Belastung balanciert sein, z. B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 99).
Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehrphasensystems
kann bei einem Motor, der mit einem solchen Stromsystem betrieben wird, eine
konstante Zugkraft erhalten werden. Bei einem Motor, der mit Einphasenstrom
gespeist wird, pulsiert dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der dop-
pelten Frequenz des Stromes.
Die praktisch wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Dreiphasensystem und
das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei Leitungen bendétigen. Sie sollen im
folgenden néher besprochen werden.

56. Das Dreiphasensystem.
Das Dreiphasensystem hat drei um 120° gegeneinander phasenverschobene
Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung verkettet werden.
Bei der Sternschaltung Abb. 110 ist die Linienspannung nach GI. (2)

—>J P,—_—zPsing—: V3P. (5
P A Der Linienstrom ist gleich dem Pha-
’ /Z senstrom J=J.
Bei gleicher Belastung der drei
—>J Phasen ist die Leistung

7 N =3PJcosp = V§Plchos¢. (6)
Abb. 110. Abb. 111. In der Ringschaltung (Dreieck-

schaltung) Abb. 111 ist
bei gleichméaBiger Belastung nach Gl. (3) P=r @
J,=2Jsing =137, (8 N =3PJcosp = J3P,J,cos. 9)

57. Berechnung einer Sternschaltung.
Bei symmetrischer Belastung einer symmetrischen Sternschaltung kann
jeder Strang wie ein Einphasensystem behandelt werden. Bei Sternschaltung von
Generator und Verbraucher nach Abb. 112 ist in jedem Strang derselbe Schein-

widerstand z=}R2+ X2, und jeder Strom ist J= P/z. Die Leistung je Phase ist
R
—_pz
PJcosp =P ErxE
zist die Reihenschaltung aus den Scheinwiderstéinden der Belastung und der Leitung.
Im Vektordiagramm Abb. 113 sind P,, P,, P, die drei Phasenspannungen, P, ,,
P,,, Py, die Linienspannungen am Generator. Die drei Strome J,, J,, J; haben
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alle die gleiche Phasenverschiebung ¢ gegen ihre Phasenspannungen und sind gleich
groB. Subtrahiert man von den Spannungen P;, P,, P; den Spannungsabfall Jz;,

so zeigen die Vektoren O Py, O Py, O P; die drei Phasen-
spannungen der Belastung, und das Dreieck Py, Py, Pj
die Linienspannungen an den Klemmen der Belastung.

Bei vollstindiger Symmetrie bleibt das Spannungs-
dreieck gleichseitig, die Linienspannungen der Be-
lastung sind gegen die des Generators im gleichen
Verhéltnis verklei-
nert und um den
gleichen Winkel ge-
dreht wie die Pha-
senspannungen.

Der Spannungs-

Abb. 112. abfall kann  fir Abb. 113.
einen Strang der
Sternschaltung berechnet werden wie fiir ein Einphasensystem in Kap. IV gezeigt
wurde. Wie der Scheinwiderstand der Leitung dabei zu berechnen ist, wird in
Kap. X gezeigt.

Ist die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungsdreieck verzerrt.
Nehmen wir z. B. an, zwei Stringe seien gleich belastet, der dritte aber sei unter-
brochen (z=00), Abb. 114. Die beiden Belastungswiderstinde
sind jetzt in Reihe an die Linienspannung angeschlossen, in
beiden flieBt derselbe Strom wie bei einem Einphasensystem.
Er ist aber jetzt nur noch P2z, wihrend er zuvor P/z war,
und da Pl:‘/?,P, ist er jetzt nur %yl3:0,866 von dem
fritheren Wert. Abb. 115
zeigt das Spannungsdia-
gramm. Die Linienspan-

g ¢ nung P,,=P,P; teilt

sich zu gleichen Teilen
z PyP,=PyP; auf die
Abb. 114. beiden in Reihe geschal-
teten Scheinwiderstinde.
Zwischen dem Sternpunkt des Generators und dem der Belastung besteht die
Spannung O P,, und zwischen den Enden der unterbrochenen Leitung besteht die
Spannung P, P,, die groBer ist als die Phasenspannung O P, des Generators. Der
Strom ist gegen die Linienspannung P;,= P, P; um ¢ verzégert; subtrahiert man
den Spannungsabfall Jz, in den beiden stromfithrenden Leitungen, so erhdlt man
die Linienspannung P,P; und das Spannungsdreieck Pj Py P, an den Klemmen
der Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist. Was hier fiir vollstindige Unter-
brechung eines Stranges gezeigt wurde, gilt analog, wenn eine Belastung wesentlich
schwicher ist, als die beiden anderen: an dem am schwichsten belasteten Strang
tritt eine Erhohung der Spannung auf, an den anderen eine Verkleinerung.

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Strome ist es im allgemeinen
nicht moglich, Glithlampen in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner
Lampen die Spannungen sich an den iibrigen stark dndern. Wenn sie in Stern
geschaltet werden, ist ein Nulleiter erforderlich.

Berechnung der Strome bei unsymmetrischer Belastung. Dic drei symmetrischen
Spannungen des Generators seien gegeben (s. Abb. 116). Wie gezeigt, besteht bei
unsymmetrischer Belastung der Zweige zwischen dem Sternpunkt des Generators

3

Abb. 115.
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und dem der Belastung eine Spannung; ist ein Nulleiter vorhanden, so fithrt er
Strom und es besteht in ihm ein Spannungsabfall.

Die noch unbekannte Spannung sei Py und in Abb. 116 durch O P, dargestellt.
Auf den Scheinwiderstand jedes Stranges vom Nullpunkt des Generators iiber eine
Leitung und den Belastungswiderstand bis zum Nullpunkt des Belastungswider-
standes wirkt die Differenz seiner Phasenspanuung und der Spannung P,; diese
drei Spannungen werden durch Py Py, P, P,, P, P; dargestellt. Sind z,, z,, 2, 2, die
Scheinwiderstande der drei Stringe und des Nulleiters, so ist

B — Bo=J131> Bo— Bo =T 32> Bz — Bo= I3 0—By="Todo- (10)

Fithrt man die Leitwerte y ein, so ist auch
Sl = (SBI - S'Bo)t)l’ Sz = (S'Bz_ SJso) Do 33 = (%3_ S'Bo) D3, 30 = - sBot)o- (10a)
¢ &

I
) 7 A g C 5 D

Abb. 116. Abb. 117,

Da die Summe aller vier Stréme gleich Null ist, wird
Bo(1+ 9+ 95+ 1) = B191+ Bo o + Babs

2 s‘Bw t)x

S»Bo Z(Uz-i"t)o) ’ (ll)

Mit diesem Wert erhalt man aus Gl (10a) die vier Stréme. Ist kein Nulleiter vor-
handen, so ist §),=0.

Graphische Ermittlung. 1. Verfahren. Aus Gl. (11) folgt durch Division durch B,

Bo_ ZBuy.
B P ZD.+10)° (12)

In Abb. 117 ist fiir ), = 0 aufgetragen
OA:sBlt)l’ OB = B,9,, 0C =PBsy;, 0D = >%.1.,
O—A:$1n1> @:SBIDW ZTC,:%ID:;’ OWZS‘BIUO’

ie Summe ist —
die 8 OF = B, (31, + 10)-
Nach Gl. (12) ist By: B, =0D:0F, daher ist, wenn AOP,D~AOP,E gemacht
wird, O P, gleich P, nach GréBe und Phase.

2. Verfahren. a) Es ist kein Nulleiter vorhanden. Ist ein Strang, z. B. 3, unter-
brochen, so sind z; und z, in Reihe an die Linienspannung P, , angeschlossen. Die
Spannung verteilt sich auf die beiden Zweige im Verhéltnis der Scheinwiderstinde
oder umgekehrt wie die Leitwerte. Macht man in Abb. 118a und b

L PyPy:PyPy =353, =1,:9,=0A:AB,
so ist O P die Spannung vom Sternpunkt der Belastung nach dem des Generators,
und nach (11) fiir y,=0 und §, =0
S»B, — Elt)l + S‘BZUZ .
O hit,

und hieraus

ferner
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Die Spannung vom Sternpunkt der Belastung nach der Klemme der unterbrochenen
Leitung ist

’ ’ %3“’)14‘02) sBlt)l+ SB t)2)
P, Py="PB; — B, = et
5Py =% — B S (13)
Ist der Zweig 3 nicht unterbrochen, so wird ebenso
— SBa t)l T t)z{ %1‘?1 n %2”2)
B %o = by 492+ s (13a)
Durch Division der Gl. (13) und (13a) wird
By By uhhy
- <$3 =P it Y.tys (14)
Man tragt in Abb.118a P, P, so auf, daBi 0

P3P0:P3-13€ D1+ 92): (D1 + 92+ 93) = 0B:0C

ist, dann ist 6150 die gesuchte Spannung
des Sternpunktes.
Haben ¥, und y, den gleichen Phasen-

winkel, so liegt Punkt Py auf P, P,; hat
auch y, denselben Phasenwinkel, so liegt
P, auf P;P;.

b) Ist ein Nulleiter vorhanden, so setzt
man das Verfahren wie folgt fort. Aus (11)
folgt, dal die Sternpunktsspannungen
mit und ohne Nulleiter sich verhalten wie

]

PBo . PACH
Bo  (Zat) ~
Man trigt daher O P,(,, so auf, daB3 Abb. 118a. Abb. 118D.

OPyn):0Py = (9; + 95+ 3): (g + 9; + 9+ 95) =0C:0D,

ist, dann ist O P, die gesuchte Spannung des Sternpunktes.

Berechnung bei unsymmetrischen Linienspannungen. Oft liegt die Aufgabe vor,
zu gegebenen unsymmetrischen Linienspannungen die Stromverteilung bei Stern-
schaltung der Belastung zu berechnen. Dabei ist die Bezugnahme auf den Stern-
punkt des Generators nicht mehr mdoglich.

Da, wie S.91 gezeigt, die Linienspannungen stets die Summe Null haben,
bilden ihre Vektoren bei einwelligen Spannungen ein Dreieck, das bei Unsymmetrie
ungleichseitig ist.

a) Sind die Belastungen gleich, und sind die drei Spannungen nach dem
Sternpunkt der Belastungswiderstinde B, B,, B;, so ist, da die Summe der drei
Strome Null ist,

P
SBI_}_EBZ_*__EB:;: , EBI+§B2+SB3:O' J,7
Hieraus folgt, daB bei gleich groflen Belastungswider- h

stinden der Sternpunkt der Belastung im Schwerpunkt 4;

des Dreiecks der Linienspannungen liegt (s. Abb. 119). e

Es ist

P =B+ By, By=—Pu+Ps, Py =Py, Abb. 119.
woraus durch Addition folgt
P1=3(B1o— Ps1) » und ebenso Py =F(Pos — P1o) =3(Ps— Ps) . (15)

Durch die 9§ und 3 sind die Strome bestimmt.
b) Sind die Belastungswiderstande ungleich, so liegt der Sternpunkt
der Belastung O in Abb. 120 nicht mehr im Schwerpunkt des Spannungsdreiecks 0,
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sondern vom Sternpunkt des unsymmetrisch belasteten Systems nach dem des
symmetrisch belasteten besteht eine Spannung Py=0’0. Sind jetzt P, P, P, die
gesuchten Spannungen des unsymmetrischen belasteten Systems, P; P P; die bei
symmetrischer Belastung, so ist

B=F— %), Bo=(Bo—Po) » By = (P3— Bo) -
Multipliziert man jede Gleichung mit dem zugehdrigen
Leitwert ) und addiert, so ist die Summe der drei Stréme
Null und
Bo (01 + 92+ ) = P91 + Bay, + Biys
Abb. 120. —_ 513'11)1—}—2‘3;924— ngith (16)
° Dt a-bys
Die Rechnung ist hiermit auf die gleiche Ermittlung wie in Gl. (11) zuriickgefiihrt,
nur ist hier der Bezugspunkt nicht der Sternpunkt des Generators, sondern der
Schwerpunkt des gegebenen Dreiecks der Linienspannungen.
Beispiele.

1. Anzeige der Phasenfolge eines Dreiphasensystems. In zwei Seiten
einer Sternschaltung Abb. 121 ist je eine Glihlampe mit Vorschaltwiderstand, der
gesamte Widerstand sei R, in der dritten
ein Kondensator C. Hier ist

=1, =1/R, hy=joC.
Wir benutzen das 2. graphische Ver-
fahren S. 94. Ist die Zuleitung zum
Kondensator unterbrochen, soist P, — B
in Gl (13) durch Py P, im Spannungs-

Abb. 121. Abb. 122. dreieck Abb. 122 dargestellt, jede Lampe

erhdlt die halbe Linienspannung P;,.
Bei eingeschaltetem Kondensator wird nun nach Gl. (14)

Bo—PBo 2B

Bo— Py 2YB+jol”
Trigt man an P P, ein rechtwinkliges Dreieck P, Py P, an, dessen Katheten sich
verhalten wie P,P,: 176'?0 —9R:0C,
so ist P, der gesuchte Endpunkt des Vektors der Sternpunktsspannung. PT,ID;,
P, P, sind die beiden Lampenspannungen P,P, die Spannung am Kondensator.
Je nach den Werten von R und O liegt P, auf einem Halbkreis iiber P, P, als

Durchmesser. Von den beiden Lampen leuchtet also die auf, deren Spannung gegen die
des Kondensators verspitet ist. Wahlt

P
r 2 3 3 man statt des Kondensators eine Drossel-
9 spule, so liegt P, auf dem Halbkreis
¢ c rechts von Py P,.
R 2. Der ErdschluBstrom einer
g Hochspannungsleitung. Im Ersatz-
§ — Y y] 2 bild Abb. 123 stellen die drei Konden-

Abb. 123. Abb. 124, satoren C' die Kapazititen der drei Lei-
tungen gegen Erde dar. In einer Leitung

besteht infolge mangelhafter Isolation ein Erdschlufl iiber einen ErdschluBwider-
stand R. Der Sternpunkt des Systems ist die Erde, die als unendlich gut leitend
vorausgesetzt sei. Ist R = o0, so ist §); =9, =9; =jwC und PB,=0. Der Spannungs-
mittelpunkt des Systems ist der Schwerpunkt O des Dreiecks der Linienspannungen

Abb. 124, und OP;, OP,, OP, sind die Spannungen von den drei Leitungen nach
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Erde bei erdschluBfreiem Betrieb. Ist R endlich, so ist nach GI. (16)
B, = (BL+ Po+ Pi)jo 0+ By/B PBs

1/R+3joC T 1+j3RwC’
Da B durc}i__O_P3 dargestellt wird, liegt P, als Endpunkt von O Py= R, auf einem
Kreis iiber O P, als Durchmesser, wobei

_ PoPs _ 300 _
tgo = op, ~ YR =3Rw(
ist. Py Py, PyP,, Py P, sind jetzt die Spannungen der drei Leiter gegen Erde. Fir
R= o0 liegt P, in O, jede Leitung steht unter Phasenspannung gegen Erde, fiir
R =0, bei widerstandslosen Erdschluf} liegt P, in P;, die erdschluBfreien Leitungen
stehen unter Linienspannung gegen Krde. Der Strom im ErdschluBlwiderstand ist
_‘»B:’;“S'BO_ , j3oC
Se=""p" = 813313”‘3’1{@0'
Fir R=0 wird )
3R<R=0) :'\C}e =1 %;3“’0‘
J, beiBt der ErdschluBstrom der Leitung. Er ist dreimal so grofl wie der Ladestrom
der erdgeschlossenen Leitung im erdschluBfreien Betrieb. Bei diesem ist die
Summe der drei Ladestrome entsprechend der Summe der drei Spannungen gegen
Erde Null. Beim widerstandsfreien ErdschluB stehen die Leitungen 1, 2 unter
Linienspannung gegen Erde, ihre Ladestrome sind j (87 — B3) 0 C und j (Rs — Rs) 0 C .
Da P74+ B + B5=0 ist, ist die Summe der beiden Ladestrome
—iB30C=—3,
gleich dem Strom, der durch den Erdschluf flie3t.

Sind die drei Kapazititen der drei Leitungen gegen Erde nicht alle gleichgrof,
wie bisher angenommen, so ist auch im erdschluBfreien Betrieb die Spannung jedes
Leiters gegen Erde nicht mehr die Phasenspannung. Ist z.B. §;,=f,=j0C,
h;=7w(C-c), so ist fiir R=0

- o _Joe o
- Bo=£ s'133'](0(3(3’;t6) == s'B33C’:to )
P, liegt also auf O P, in Abb. 124.

58. Dreieckschaltung. Beziehung der Phasenstrome zu den Linienstromen.
Bei der Dreieckschaltung sind die Phasenstréme aus den Linienspannungen,
die auch die Phasenspannungen des Dreiecks
sind, und den Leitwerten der Belastung ge-
geben. Bei symmetrischer Belastung ist jeder
Linienstrom ]/S-mal so grof3 wie jeder Dreieck-
strom und die Belastung tibertrigt sich voll-
kommen symmetrisch auf die drei Strdnge
des Generators, gleichviel ob er in Stern oder
in Dreieck geschaltet ist. Fiir unsymmetrische
Belastung soll jetzt an Hand des Vektor-
diagramms gezeigt werden, wie sich die Be-
lastung auf die drei Strange desin Stern ge-
schalteten Generators verteilt. Dabei seien
die Spannungen symmetrisch und von dem ]
Spannungsabfall werde abgesehen. In Abb. 125 Abb. 125.
ist Py, P,, P, das gleichseitige Dreieck der
Linienspannungen P,, P,, P,; OP;,0P,,0P, sind die Phasenspannungen des in
Stern geschalteten Generators. Die Dreieckstrome sind J,, J;, J, und unter den
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 7
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Winkeln @, @, ¢, gegeniiber Spannungen aufgetragen. Verschiebt man die Vektoren
nach 0, so sind die Seiten des Stromdreiecks die Linienstréme J; J, J5, die gegen
die Phasenspannungen des Generators um @; @, ¢; phasenverschoben sind. Zerlegt
man jeden Linienstrom in seinen Wirkstrom und seinen Blindstrom, so ergeben
sich folgende Beziehungen:

Jicosp, =J cos (@, — 30°) + Jycos (@, + 30°)

Jysing; =J sin (¢, — 30°) + Jsin (@, + 30°)

J 4008 @y =J ,c0s (@, — 30°) 4 J ,cos (g, 1 30°)
Jp8ing, = Jsin (g, — 30°) + J sin (¢, -+ 30°)
Jycos @y = Jycos (@, — 30°) + J,cos (¢, -+ 30°)
Jysing, = J, sin (¢, — 30°) + Jsin (¢, + 30°) |

Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so 4ndern sich nur die Linien-
strome an den beiden benachbarten Eckpunkten, aber nicht der des gegeniiber-
liegenden Eckpunktes.

Sind etwa zwei Seiten gleich stark und induktionsfrei belastet, die dritte un-
belastet, also J,=0, J,=J,=J, ¢, =¢,=0, so wird
Jicosp, = J cos (— 30°) + Jcos 300 = J ]/5 J.o—=J V:;)
Jysing, = Jsin (—30°) 4 Jsin30°=0 ! ’

b
3

Jycos @, = J cos 300 =¥
4 Jy=J,
Josing, = Jsin300 =
J3cos s =J cos (— 30°) :J—;—?i
Jy=J.

Jysinp = Jsin(—300) = 57

Abb. 126. Es ist also J; in Phase mit P,, dagegen ist J, gegen

P, um 30° verzdgert, wihrend J, gegen P; um 30° vor-
eilt (s. Abb. 126). Die in jeder der beiden belasteten Phasen verbrauchte Leistung

ist JP,=}3PJ, insgesamt also 2;/§PJ . Hiervon fiihrt J; die Hélfte, die iibrigen
Stréme je ein Viertel zu.

59. Transfigurierung eines Dreiecks in einen Stern.
Sind in die Zuleitungen zum Dreieck Widerstéinde geschaltet, so ist die Be-
rechnung der Stromverteilung bei unsymmetrischer Belastung uniibersichtlich,

c weil die Spannungen noch unbekannt sind.
Wie A. E. Kennelly?! gezeigt hat, kann jede
2o Dreieckschaltung durch eine in bezug auf den duBe-
Z 4 ren Stromkreis dquivalente Dreieckschaltung ersetzt
werden. Durch diese Transfigurierung wird die Be-
Zc

rechnung auf die einer Sternschaltung zuriickgefiihrt.
Die Scheinwiderstinde z, z, z, des Dreiecks
Abb. 1274, Abb. 127D, Abb. 127a seien gegeben und z; 2, z; fiir den &qui-
valenten Stern Abb.127b gesucht. Damit die beiden

Schaltungen gleichwertig sind, muB der resultierende Scheinwiderstand zwischen je
zwei Klemmen bei beiden Schaltungen gleich grof3 sein. Zwischen den Klemmen 4 B
liegen beim Stern z; und z, in Reihe, beim Dreieck dagegen z, parallel zu der

1 El World 1899, S. 268.
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Reihenschaltung von z, und z,, daher ist

_ 3c(Bat ) — Sa(Bot50) — 5(3etga)
5l+32_aa+ab+ac’ ebenso 5y 43 Batdo T30 53+51_au+ab+ac'
Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahiert davon die dritte,

so erhalt man

= b — . Beda_ —_ Bade_
Bt P ntwte BT it (17)
Sind die Scheinwiderstinde des Dreiecks unter sich gleich
ba = =34:.=3>

so sind auch die des Sterns gleich groB und je % 3.
Man kann die Transfigurierung auch graphisch ausfiihren. Stellen in Abb. 128

die Vektoren 04, OB , OC der Reihe nach ba>

35 3o nach Grofe und Phase dar, und ist OD
ihre Summe, so macht man
AOIC~ ANOBD,

daher 56.0F

- : Fodo ,

O1="60 Tatprs ,
und analog fiir die anderen Scheinwiderstinde. S i

Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine Abb. 128.

Dreieckschaltung transfiguriert werden; man ver-
wendet hierbei zweckmifig die Leitwerte. Die Aquivalenz der Schaltungen gilt
unabhingig von den Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung
zwischen den beiden Klemmen 4 und B (Abb. 127 a, b) gleich Null, so kénnen
diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann beim Dreieck
zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten eine Parallelschaltung von y,
und y,, beim Stern eine Reihenschaltung von ¢, mit den beiden parallelgeschalteten
y, und y,. Es wird

- 1 — _9s(9:1F 1))
Da—,—nbwl 1 9itnetng’
s D1t D
analog 1(9: + 1) ba (55 9y)
— 1\J2 T M3/ = _ 23T 1/
t)b+t)c t)1+t)2+1’)3’ t)c+t)a 1)1_’_1)2_’_173 s
und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon die dritte subtrahiert,
1) = Bahr — Y

De = B oaty, = gty e = Yt gy, - (170)

Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere unsymmetrische
Sternschaltungen parallelgeschaltet sind, deren neutrale Punkte nicht verbunden
sind und der Spannungsabfall fiir beide zu beriicksichtigen ist. Zwischen den
neutralen Punkten besteht eine Spannung, es kénnen daher die Scheinwiderstinde
entsprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden.

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck, die entsprechen-
den Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das aus der Parallelschaltung
resultierende Dreieck kann wieder in eine Sternschaltung transfiguriert werden,
womit die den parallelgeschalteten Sternschaltungen dquivalente Sternschaltung
gefunden ist.

60. Das Zweiphasen-Dreileitersystem.

Dieses heute nur noch selten verwendete System (Abb.129) hat zwei um 90°
gegeneinander phasenverschobene Spannungen und einen Nulleiter, es ist also ein
unsymmetrisches System.

7*
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Die Belastung ist zwischen je einen AufBlenleiter und den Nulleiter geschaltet.
Bei gleichmifiger Belastung ist die Summe der momentanen Leistungen beider
Phasen konstant, das System ist balanciert. Die Leistung ist

z % N =2PJcosp.
J ﬁ,j’; Die Linienspannung ist
) P,=Pj2,

f | der Strom des Nulleiters
I 2
Abb. 129. Jo=J12.

Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernach-
lissigbar klein, so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an
den Klemmen der Belastung gleich grol und um 90° gegeneinander phasen-

R verschoben. Besteht dagegen im Nulleiter ein
4 Spannungsabfall, der gleich O Py in Abb. 130 ist,
so sind die Spannungen an der Belastung P,P;
und Py P; auch bei gleichen Strémen verschieden
und nicht mehr um 90° phasenverschoben.

Die Berechnung ergibt sich genau wie auf S. 94
fir 3 Phasen. Sind y;, y,, y, die Leitwerte, ge-
rechnet vom neutralen Punkt des Generators bis
zu dem der Belastung, so erhdlt man

Pom bR S — (B — B0,
ADb- 130. 2= (B2— Po) s, So=—Poo-
Die graphischen Lésungen sind den fir die Sternschaltung gezeigten S. 94 genau
entsprechend.

7 (18)

61. Mehrwellige Strome in Mehrphasensystemen.

Die Phasenspannungen eines symmetrischen Mehrphasensystems haben alle
dieselbe Kurvenform, da die Wicklungsstringe einer Mehrphasenmaschine alle die
gleichen elektrischen und magnetischen Eigenschaften haben. Die Oberschwin-
gungen kommen in den Phasenspannungen in gleicher GréBe und Lage gegeniiber
der Grundwelle vor.

Der Phasenwinkel der Grundwellen iibertrigt sich auf die Oberwellen nach

MaBgabe ihrer Ordnungszahlen, d. h. die Oberwellen der Ordnung x sind um x 27”

ihrer Wellenlinge gegeneinander phasenverschoben. Dabei ergeben sich folgende
Besonderheiten.
1. Ist %:n eine ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser Oberwellen ein
Vielfaches von 27, d. h. sie sind gleichgerichtet.
2. Ist x=2xn—1, worin x eine ganze Zahl ist, so ist die Phasenverschiebung
.dieser Oberwellen in zwei aufeinanderfolgenden Spannungen
2n 2n
n— = 2w — —
Die Oberwellen bilden ein Mehrphasensystem mit vertauschter Reihenfolge der
Phasen.
3. Ist endlich »¥=xn--1, so ist

2m 27
%7~x27t+—n—.

Die Reihenfolge der Phasen ist dieselbe wie bei den Grundwellen. Beim Drei-
phasensystem sind nach 1. alle Oberwellen gleichgerichtet fiir die % durch drei
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teilbar ist also
®x=3,9,15...,

nach 2. sind die Oberwellen mit verkehrter Phasenfolge

#=>5,11,17 ...
und nach 3. die Oberwellen mit gleicher Folge wie bei den Grundwellen
#=7,13,19....

Da bei der Sternschaltung die Linienspannung die Differenz von zwei Phasen-
spannungen ist, fallen in der verketteten Spannung die gleichphasigen Oberwellen

fort. Beim Dreiphasensystem ist die dritte Ober-
welle und ihre Vielfachen in der verketteten Limenspannng
Spannung des in Stern geschalteten Generators

nicht vorhanden. Die iibrigen Mehrphasensysteme —
bildenden Oberwellen sind vorhanden und in der
Linienspannung ]/gmal so groli wie in der
Phasenspannung.
Die verkettete Spannung eines Generators in
Sternschaltung hat daher eine andere Kurvenform Phasensparrurg
als die Phasenspannung (s. Abb. 131).
Die Effektivwerte verhalten sich wie
P VPLERIEPE
P | Pi+ P§+ Py + P37 Abb. 131.

Sind Oberwellen der Ordnung »=3,9,... in der .
Phasenspannung vorhanden, so ist dieses Verhaltnis kleiner als ]/3.

Da die dritten Oberwellen stets gleichgerichtet sind, konnen sie bei einem
Generator mit Sternschaltung ohne Nulleiter nicht zur Wirkung kommen, da sie
in der Linienspannung fortfallen. Sind die Stromverbraucher ebenfalls in Stern
geschaltet, so besteht zwischen dem Nullpunkt des Generators und dem der Be-
lastung auch bei vollstdndiger Symmetrie eine Spannung von dreifacher Perioden-
zahl, und deren Vielfachen, die gleich der Summe der in den 3 Phasen gleichgerich-
teten Wellen ist.

Ist der neutrale Punkt des Generators geerdet, der der Belastung nicht, so
besteht zwischen diesem und Erde die Spannung der dritten Oberwellen, die bei
Hochspannungsgeneratoren grol werden kann, so dafl die Berithrung des Null-
punktes gefahrlich wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt der Transforma-
toren. In den Erdleitern oder in einem Nulleiter flieit stets ein Strom von drei-
facher usw. Periodenzahl, der Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung der Phasen
nicht mehr stromlos.

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten Oberwellen der
Spannung zu einer Resultierenden von dreifacher Amplitude und ergeben einen
Ausgleichstrom, der fast unabhéngig von der Belastung ist. Die Wicklung fiithrt
auch ohne duBere Belastung Strom. Offnet man das Dreieck, so kann die Spannung
der Oberwellen fiir sich gemessen werden.

Die inneren Stréme von dreifacher Periodenzahl bedingen Verluste und Er-
wirmung der Wicklung, man schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck.

62. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen.

Bei gleichbelasteten Zweigen eines symmetrischen Mehrphasensystems braucht
nur die Leistung eines Zweiges gemessen zu werden; die Glesamtleistung ist nmal
so grof}.

Bei einer Sternschaltung (Abb. 132) miflt die Stromspule des Leistungsmessers
den Strom einer Zuleitung, die Spannungsspule die Spannung von dieser nach dem
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Nullpunkt. Bei einer Ringschaltung kénnte entsprechend ein Ringstrom und die
zugehorige Phasenspannung gemessen werden. Oder man verwendet einen kiinst-
lichen Nullpunkt nach

Abb. 133, wobei die
Widerstdnde so abge-
glichen sind, dafl der

Abb. 132. Abb. 133. Widerstand der Span-
nungsspule mit ihrem
Vorschaltwiderstand ebenso grof ist wie die Widerstéinde der anderen Zweige.

Bei ungleicher Belastung sind mehr Leistungsmesser erforderlich.

Sind allgemein m Leiter vorhanden, so kann man den m-ten Leiter als gemein-
same Riickleitung der iibrigen (m — 1) Leiter auffassen. Dann sind (m — 1) Leistungs-
messer erforderlich, deren Stromspulen die (m — 1) Strome, und deren Spannungs-
spulen die Spannungen von je einem der (m— 1) Leiter nach dem m-ten Leiter
messen.

Fiir das Dreiphasensystem ohne Nulleiter ist diese Schaltung mit zwei
Leistungsmessern nach Abb.134 von Aron und von Behn-Eschenburg an-
gegeben. Hier ist

2Pt =priy+ Pola + Pyls, iyt i t13=0,
2pi=(Py— Ps)ta + (P2 —P3) iz (19)
Die Gleichung gilt fiir die Momentanwerte unabhéngig von der Kurvenform. Fir
einwellige Stréme und symmetrische Spannungen gilt das Vektordiagramm Abb. 135,
die beiden gemessenen Leistungen sind

N, = Py, Jycos(p, — 309, N,= PyJ,cos(ps+ 30% .

—A Ist ¢, =600, so schlagt der
T zweite Leistungsmesser
nicht aus, der Ausschlag
£ kehrt sich um, wenn
@y, > 600 ist.
= Bei gleicher Belastung
Abb. 134. L
aller Zweige ist Abb. 135.
N,+N,=3PJcosp, N,—N,=}3PJ2singsin30° = 3 PJsing,
daher N,—N,
{ — 1 2
gp =13y x- (20)

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung nach Gl. (20) direkt aus
dem Verhéltnis der Ausschlige der Leistungsmesser berechnet werden.

Die Differenz der Ausschlige ist bei symmetrischer Belastung der Blind-
leistung proportional. Bei ungleicher Belastung und einwelligen Spannungen kann
die Blindleistung auch mit zwei Leistungszeigern gemessen werden. Dabei miissen
die Strome der Spannungsspulen um 90° gegen die bei der Leistungsmessung
phasenverschoben sein, entweder mittels einer Kunstschaltung, oder bei sym-
metrischem Spannungsdreieck, durch Kombination von 2 Spannungen. So ist
(s. Abb. 135) die resultierende Spannung aus — P,; und P,, senkrecht auf P,
und ebenso die Resultierende aus P;, und — P, senkrecht auf P,;,.

Dreiphasensystem mit Nulleiter!. Hier sind drei Leistungsmesser erforderlich.
Es ist

2pi=pi+ Pylyt+ Pyly + Doty und  dy iy iy i =0.
Setzt man 4, aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhilt man
2Pi= (pr—Po)ir+ (P2 — Po) ta + (D5 — Po) s - (21)

1 Siehe Orlich: ETZ 1907, S. 71.
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Darin sind (p; — p,) usw. die Spannungen von den Aullenleitern nach dem Nulleiter,
setzt man sie abgekirzt p,q, Doy, P39, SO isb

2'pi==pigly + Paolp 1 Paols- (21a)
Die meisten Zihlerkonstruktionen verwenden die Linienspannungen
Pa = P20~ P3o> Py = P30~ P10 De = P10 Peo- (22)

Die Summe pyy + Py + Do ist nicht nur bei unsymmetrischer Belastung von Null
verschieden, sondern auch infolge der Oberwellen von dreifacher Frequenz; be-
zeichnet man sie 3 p, so ist
Po=35@:— P +23D), Pro=3Pa—Pc+IP): Pu=35—Pa+3pP). (23)
Setzt man in (21a) ¢; = — (i, + i3 4 ¢;), so ist
2Pt = (P2 = P10) T2 + (P30 — P10) U5 — Pro‘o

2PU= Pyly— Pely — Prolo - (24)
Diese Gleichung, aus der durch zyklische Vertauschung zwei weitere analoge folgen,
bietet noch keine Vorteile gegeniiber der Messung nach Gl. (21), weil drei Systeme
erforderlich sind, bei denen je eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammen-
wirken.

Die Zahl der Systeme la8t sich auf 2 reduzieren, wenn bei jedem mehrere Span-
nungsspulen oder auch mehrere Stromspulen zusammenwirken. Dies ergibt die
folgenden Moglichkeiten.

Mit p,o aus (23) wird (24)

und mit (23)

D=1, (i3 + 3%) — P Iz + 5%) — 50 2P - (25)
Addiert und subtrahiert man hierzu p,i;, so ist
2pi= (Py—Pe) (i3 + o) + P (i3 —12) — Fig 2P - (26)

Addiert man zu Gl. (24) die durch zyklische Vertauschung erhaltene
2Pt =p.i1— Pals— Paolo
und setzt fir p;, und p,, die Werte aus Gl. (23) ein, so ergibt sich
2 3pi= Py — Pa) (is — 3 %0) + P, (11— 1s) — 510 P - (27)
Setzt man ferner die Werte aus Gl. (23) in Gl. (21a) ein, so wird
3 3Pt ="11(P;— Pp) — ta(Pa—Pc) T 13(Po — Pa) — 10 2P
oder nach Addition und Subtraktion von izp,
3pi= (I —13) (Pe — Po) T (la—13) (Pa — D) — 2 2P - (28)
Die Gl. (25) bis (28) stellen, wenn man von dem Glied mit 3p absieht, MeB3-

anordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder 2 Spannungsspulen mit
2 Stromspulen zusammenwirken. l

Das Glied mit 3'p gibt den Fehler an. Man kann
>'p messen, wenn man (nach Abb. 136) durch drei
gleiche Widerstéinde o zwischen den AuBenleitern
einen kiinstlichen Nullpunkt herstellt und ihn durch e
einen Spannungsmesser vom Widerstand g , mit dem
Nullpunkt der Belastung verbindet.

Sind j;, j,, j; die Strome in den 3 Widerstén-
den, § der Strom im Spannungsmesser, so ist

0=010 10>  P=h0+i0,  Pu=10+ ],
daher 2p=(e+30,)j- N
Der Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit e

vvvvvvv |

Abb. 136.

30,

zu multiplizieren,
g

um die Spannung J3'p zu erhalten.
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Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines Leistungsmessers,
dessen Stromspule von ¢, durchflossen ist, so kann das Fehlerglied in Gl. (25) bis (28)
gemessen werden.

63. Allgemeine Berechnung unsymmetrischer Mehrphasensysteme.

1. Die symmetrischen Komponenten eines Dreiphasensystems. In Abb. 137
stellen die drei Vektoren 0 4’=%,, 0B’ =%,, 0C" =L, ein symmetrisches Drei-
phasensystem dar, sie konnen Spannungen oder Stréme oder Fliisse bedeuten.
Ferner sind 04" =B;, 0B =L, 0C” =B, drei weitere Vektoren, die ebenfalls
ein symmetrisches Dreiphasensystem darstellen. Es unterscheidet sich vom ersten,
abgesehen von der Lange der Vektoren, dadurch, dall die zeitliche Phasenfolge ver-
tauscht ist. Durch Addition entsprechender Vektoren beider Systeme

B+ B =U,=04, B,+B=U,=0B, B+ =1,=0C

.’ werden die drei neuen Vektoren 11,, 1,, I, erhalten,
die ein unsymmetrisches System ergeben, dessen
Phasenfolge dieselbe wie beim groferen der beiden

4 symmetrischen Systeme ist.

Da in jedem der beiden symmetrischen Systeme
die Summe der drei Vektoren Null ist,

B, + B, + B;=0, By + By + B, =0,
; folgt durch Addition fiir das unsymmetrische System
5" Avb.137. n, -+ U, - 1u,=0. (29)

Ein unsymmetrisches Dreiphasensystem, dessen Vektoren die
Summe Null ergeben, lafit sich also umgekehrt zerlegen in zwei
symmetrische Systeme von ungleicher Grofe mit entgegengesetzter
Phasenfolge; das gréBere hat die gleiche Phasenfolge wie das un-
symmetrische System.

Ist die Summe der drei Vektoren nicht Null, so ist eine weitere Zerlegung mdoglich.
In Abb. 138 sind die drei Vektoren 04 =1,, OB=1,, OC=1,, deren Summe
Null ist, nochmals aufgetragen. O ist der Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC'. Addiert
man einen vierten Vektor PO =%, so erhilt man die drei neuen Vektoren von P
nach den Ecken 4 BC des Dreiecks B, 8, B,, deren Summe nicht Null ist und
die somit den allgemeinsten Fall eines unsymmetri-
schen Dreiphasensystems darstellen. Da
%az%o_l_ua’ %b—:%o—l'ub’ %c:%o—]—llc
ist, ist die Summe mit Riicksicht auf GIl. (29)

B, + B, + B, =3,. (30)

Sind drei Vektoren gegeben, deren Summe nicht
Null ist, so lassen sie sich in drei symmetrische
Komponenten zerlegen.

Die erste Komponente ist in allen drei Vektoren gleichgroB und gleichphasig,
sie ist ein Drittel der (geometrischen) Summe der drei Vektoren.

Die zweite und dritte Komponente bilden je ein symmetrisches Dreiphasen-
system, das gréfere hat die gleiche Phasenfolge wie die gegebenen drei Vektoren,
das kleinere die entgegengesetzte.

Wir nennen die erste Komponente die Nullkomponente, weil die Phasenfolge
Null ist, die beiden anderen die gleichldufige und die gegenlidufige Kom-
ponente. Das Verhiltnis der gegenldufigen zur gleichliufigen Komponente ist
ein MaB fiir die Unsymmetrie.

Abb. 138.
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Die gleiche Ableitung gilt allgemein fiir ein n-Phasensystem, wenn man von
zwei symmetrischen Systemen mit je n Vektoren ausgeht; sie ist hier an dem Bei-
spiel des Dreiphasensystems abgeleitet, weil es fiir die Technik am wichtigsten ist.

Die Zerlegung hat folgende Bedeutung. Vektoren mit der Summe Null sind z. B.
die Linienspannungen oder die Linienstrome eines Systems ohne Nulleiter. Vek-
toren, deren Summe im allgemeinen nicht Null ist, sind die Spannungen gegen
Erde oder gegen den Nulleiter, ferner die Stréme eines Systems mit Nulleiter oder
mit geerdetem Nullpunkt. Sind z. B. ,, B,, B; die drei Spannungen gegen Erde,

so ist nach (30) By = 1 (B, -+ By + By)
=1 3

die Nullkomponente der drei Spannungsvektoren und bedeutet die mittlere Span-
nung des Systems gegen Erde, oder, wenn der Nullpunkt iiber irgend einen Wider-
stand geerdet ist, die Nullpunktsspannung des Systems. Die restlichen Span-
nungen (PB; — Bo), (Bo— Bo)» (B — B,), deren Summe Null ist, kénnen auch un-
symmetrisch sein; sie sind die Systemspannungen. Ebenso ist in einem System
mit Nulleiter oder geerdetem Nullpunkt die Nullkomponente der Stromvektoren
Jo = 1(81 + 2+ Js)

der Anteil jeden Leiters an dem, dem Nullpunkt zuflieBenden Strom, dem Null-
punktstrom. Die restlichen Stréome (§;— o)) (Fo—So)s (Fs — o)s deren Summe
Null ist, sind die Systemstrome.

Die Gesetze, nach denen die gleichgerichteten NullpunktsgréBen in Maschinen,
Transformatoren und Leitungen iibertragen werden, sind vollkommen verschieden
von denen, die fiir die SystemgréBen gelten. In Leitungen bedingen z. B. die Span-
nungen gegen Erde andere elektrische Felder als die Spannungen von einem Leiter
zum anderen, und entsprechendes gilt fiir die magnetischen Felder der Strome.

In Maschinen héngt von der Phasenfolge der Stréme, wie in Kap. XTI gezeigt
wird, der Umlaufsinn des Drehfeldes ab, und die Wirkungen der beiden Kompo-
nenten mit entgegengesetzter Phasenfolge sind daher grundsétzlich voneinander
verschieden.

Die Gesetze fiir symmetrische Strome und Spannungen sind durch Rechnung
und Versuch stets eindeutig festzustellen, wihrend fiir beliebig unsymmetrische
GroBen keine GesetzméaBigkeiten bestehen.

Beim symmetrischen System sind die Vorginge in allen Phasen dieselben, man
braucht daher nur eine Phase zu betrachten. Am Ende der Rechnung setzt man
die drei symmetrischen Komponenten zu den resultierenden Vektoren zusammen.

Sind die drei symmetrischen Komponenten fiir eine Phase a gegeben %8, 8., B,
so ist die Nullkomponente %, fiir die beiden anderen dieselbe. Die gleichlidufige
Komponente ist in Phase b gegen 8B, um 120° zuriickgedreht, in Phase ¢ um 120°
nach vorwirts, sie werden durch Multiplikation mit e ¥727/3 erhalten. Bei den gegen-
liufigen Komponenten sind die Vorzeichen -}- zu vertauschen.

Zur Abkiirzung setzt man fiir den Dreher ¢/27/3 das Zeichen a,

. 1, .33
ei2al = g = — 412 (31)

Die Drehung um 120° nach riickwirts ist gleichbedeutend mit der zweimaligen
Drehung um 120° nach vorwérts, daher

13
—y i (32)
Dann sind die resultierenden Vektoren der drei Phasen, ausgedriickt durch die
Komponenten einer Phase,

Bo=B,+ B+ B, B,=Bo+a?B,+a¥B,, B,=Fy+a¥B,+a*R;. (33)
Dabei ist 14+ a+a2=0. (34)

e“j2”/3 — (],2 =
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Bei einem n-Phasensystem erhilt man statt der drei Faktoren 1, a, a2, entsprechend
der Drehung um 27/n n Koeffizienten

]_ — ef’o’ an — e?znln’ a,% = e72~2n/n , CECEEIN azﬁ-l — e?(n_1)2”/n’

deren Summe Null ist. Sie sind die # Wurzeln des Ausdrucks ]/l.

Diese abgekiirzte Schreibweise ist eine Erweiterung der Rechnung mit komplexen
Zahlen. Die dort vorkommenden vier Koeffizienten 1, §, —1, —4 sind die vier
Wurzeln aus ‘]1/1.

Die Rechnung mit symmetrischen Komponenten ist zuerst eingehend von
C. G. le Fortescue! begriindet und eingefithrt worden. Sie gilt nur fiir ein-
wellige Schwingungen.

2. Zerlegung eines unsymmetrischen Dreiphasensystems in die symmetrischen
Komponenten. Sind drei Vektoren 8B,, B,, B, gegeben, so ist, wie gezeigt, die Null-
komponente B, der dritte Teil der Summe der drei Vektoren. Daher braucht nur
noch gezeigt zu werden, wie bei Vektoren, deren Summe Null ist, die gleichlaufige
und die gegenliufige Komponente erhalten wird.

Nach (33) ist fir BL,=0

B, =B, + B, B, =a?B, + a B, B, =aB,+a*B; . (35)
Multipliziert man die zweite Gleichung mit @, die dritte mit a? und addiert sie zur
ersten, so folgt, weil a®=1 ist,

B, +aB, +a2B,=3%,. (36)
Die Komponente B fillt fort, weil 1+a?-+a*=0 ist. Multipliziert man ebenso
die zweite Gleichung mit a2 die dritte mit a und addiert, so ist

B, +a*B, +aB,=3%;. (37)

Graphische Zerlegung. 1. Verfahren. In Abb. 139 stellt das Dreieck 4 BC
die aneinander gereihten gegebenen Vektoren dar. Nach Gl. (36) wird B/, erhalten,
wenn zu B,=C B, der um 120° gegen EB,,—AC
nach vorwirts gedrehte Vektor a®,=DC und
der um 120° gegen B,= BA nach riickwiirts ge-
drehte Vektor a2®,— BE addiert wird. Dann
ist DE—=3%.. Ebenso wird nach Gl (37) B
erhalten, indem zu 8, =C B der gegen B, =AC
um 120° nach riickwirts gedrehte Vektor FC
—a?®B, und der gegen B,— BA um 120° nach

AbD. 139. vorwirts gedrehte Vektor a 8, = BG addiert wird,
dann ist FG =3B, .

2. Verfahren. Aus Gl (36) erhilt man durch Einsetzen der Werte fiir @ und a?

nach (31) und (32)

L L = < N [ i B PR 575 (%= B0), (362)

Iy
A weil B, 4B, + B, =0 ist. Ebenso wird nach Gl. (37)
w_ 1
B =g B (8 — 8. (87a)
¢ T — A || In Abb. 140 ist I der Mittelpunkt von O B=13,, daher
Abb. 140. W=Jﬁ=%%a, AM=3%(8,—%,).

1 J. Am. Inst. El. Eng. 1918, S.1027.
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In dem rechtwinkligen Dreieck A M Dist 3_ M AD =30, MD=A M tg300=— A M
und um 90° gegen A M nach vorwiirts gedreht. Daher stellt M D den Vektor
(R —
I3 y 5 (B —3)
dar, und es ist nach Gl. (36a) und (37a) CD =%, und DB = R.
Hier kann auch der Winkel ¢, den 8, und 8 bilden, abgelesen
werden.

3. Verfahren. Trigt man (Abb. 141) an die drei Eckpunkte
des Vektorendreiecks 4 BC' an jede Seite nach auBen und nach
innen den Winkel 30° an, so bestimmen die Schnittpunkte Abb. 141.
A’B’C" der sechs freien Schenkel auflerhalb des Vektoren-
dreiecks das Dreieck der gleichldufigen Komponenten, die Schnittpunkte 4" B” C”
innerhalb das Dreieck der gegenldufigen Komponenten. Der Beweis ist ohne weiteres
aus der Abbildung abzulesen.

3. Rechnerische Ermittlung der Komponenten. Zwischen den BetrigenV,, V,, V,,
der Vektoren des unsymmetrischen Systems, und den Betrigen V', V", der beiden
symmetrischen Systeme bestehen zwei einfache Beziehungen, mittels derer aus den

ersten die zweiten berechnet werden konnen.
Ist ¢ der Winkel zwischen ¥’ und V", so ist fiir die Betrige nach (35)

VZ=V'24 V"2 1L 2V'V"cos6 l
V2= V2L V2 2V cos (1200 — O)
VE— V72 4 P72 2V P 005 (1200 + ) l

VEL V2= (Ve Vi+T0). (38)
Die Summe der Quadrate der symmetrischen Vektoren ist der Mittel-
wert der Quadrate der unsymmetrischen Vektoren.

Die zweite Beziehung ergibt sich aus dem Inhalt des Dreiecks V,, V,, V,. Er
ist £V, Vysin(V,V,) und kann aus den Vektoren berechnet werden als imaginirer
Teil des Produktes aus einem Vektor und dem konjugiert komplexen des anderen.

Setzt man %a . V/ s Vnej(; , EBf V’€7"7/3 + Vf/e_](21/3 (5)

F :_;_Sm(%a%g ::?[V'zsin%—}— V”zsin(—%ﬂ )

(35a)

Durch Addition folgt

so ist

F=L vy, (39)

Der Flicheninhalt des unsymmetrischen Dreiecks ist die Differenz
der Inhalte der gleichseitigen Dreiecke der symmetrischen Vektoren.

Aus den Seiten V,, V,, V, berechnet sich der Flicheninhalt F des Dreiecks,
wenn der halbe Umfang mit S bezeichnet wird,

8=5(Va+TVy+7V,),

F=YS@S—V)(S—V,)(S—V,. (40)
Fiihrt man zur Abkiirzung die Seite des flichengleichen gleichseitigen Dreiecks V, ein
2 :—%F :]i_ YSS—TV NS —V)(S—T,), (40a)
so wird nach (39) Ve __pre .. V2 (39a)
und mit (38
( ) V,2:2[ (¢+Vh+V(‘ __l_V2-i

- 1
"9 1 V3+Vb+Vc V2 (41)
pro LIVERVEHTE pr)

1 A.E. Kennelly: J. Am. Inst. El. Eng. 1927, S. 240.
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Endlich ergibt sich durch Auflssung der Gl. (35a)

Vi-V;
6_ar0tgf2V-—(V2+Vf)' (42)
Der Unsymmetriegrad ist p
&= 'V,- . (4:3)

Ist das System symmetrisch, so ist V”/=0. V, wird mit der Seite des gegebenen
gleichseitigen Dreiecks identisch.

Der Grenzfall der Unsymmetrie ist e=1, d. h. V/=7V", oder nach (41) V,=0.
Das flichengleiche Dreieck verschwindet, Va, V., V, fallen in die gleiche Richtung.
Man erhilt also das Einphasensystem als Summe von zwei gleichgrolen Drei-
phasensystemen mit entgegengesetzter Phasenfolge.

Fiir den Betrieb von Motoren ist die Unsymmetrie der Spannungen schédlich,
daher soll nach den Normen des VDE die Unsymmetrie der Spannungen nicht
mehr als 5% betragen.

Bei geringen Unsymmetriegraden kann man folgende Rechnung verwenden.
Der Mittelwert der Betrage sei

V=1(Vo+Vy+ V) (44)
und
Va:V+va, Vb:V+Ub> VC:V“I—'UC. (4:5)
Dabei ist die Summe der drei Abweichungen vom Mittelwert Null
Vet +0,=0. (46)
Hiermit 148t sich der Mittelwert der Quadrate schreiben
V2 V2L V) = V24 302+ v} -+ 0)) (38a)

und die Seite des flichengleichen Dreiecks nach (40a)
'V!%: VZV( 2v¢> <1 ___2&) Vzl/l _}_4(0“03—1—’0500—{—’0,1}“) (401))

Betragen die Abweichungen vom Mlttelwert nur einige Hundertstel, so ist sehr
angeniihert durch Reihenentwicklung der Wurzel

V22 V24 2 (0,0, + 0,0, 4 0,7,) -
Durch Quadrieren von (46) wird
2(wa vy + Vv, + ,vg) = — (V24 2% - 0?)
und Vit V2 — (02 + 05 4 02). (40c¢)
Setzt man (38a) und (40c) in (41) und (43) ein, so wird
GNV $(02+ v+ 0?)

272 —2(v2+0f)
2U<L+U,,+Uc (47)1

3 &
Fiir £=0,05 soll also die Bedingung erfiillt sein
v2 4+ 0%+ 02 <0,00375 V2.

Jede unsymmetrische Belastung bedeutet eine unvollkommene Ausnutzung der
elektrischen Anlagen. Wie S. 92 gezeigt ist, kennzeichnet sich ein unbalanciertes
System dadurch, daB die momentane Leistung pulsiert. Wir zeigen daher im fol-
genden, wie die Leistung aus den symmetrischen Komponenten zu berechnen ist.

Die Leistung des unsymmetrischen Dreiphasensystems. Sind B, B,, B; die
Spannungen von den drei Leitungen nach dem Nulleiter, &, §,, &5 die Linienstréme,
so ist die Leistung die Summe der reellen Teile der drei Produkte aus einer Span-
nung und dem konjugiert komplexen Vektor des zugehorigen Stromes

- N= me[s’Bl'\stl + s‘Bz .1+ %33‘3 . (48)
1 Rasch: ETZ 1925, S. 1446.

oder e~
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Der imaginére Teil der Produktsumme ist die Blindleistung. Zerlegt man die Span-
nungen und Stréme nach (33) in ihre symmetrischen Komponenten und beriick-
sichtigt, daB fiir die konjugierten Stréme a und a2 zu vertauschen sind, so erhilt man

B=%t+ P+ B J=F+ i+ "
By= B+t B +a B B=+a ey
Bo= By +a B o =3 +a'Y +a 3.

Bei der Produktbildung fallen, da 1--a--a%=0 ist, alle Glieder mit ungleich-
artigen Komponenten heraus und es ist
N =Re[3%, I} +3B'J+3B"F" (49)
und analog die Blindleistung als imagindrer Teil.
Durch die Zerlegung in die symmetrischen Komponenten kann die Leistung
wie fir drei symmetrische Systeme berechnet werden. Der erste Teil
No=3PyJ,cosp, (50)
ist die Nullpunktsleistung, sie ist eine einphasige Leistung, weil der Nulleiter-
strom 3.J sich zu gleichen Teilen auf die drei Leiter verteilt.
Die Systemleistung setzt sich aus den beiden Teilen

N'=3PJ cos¢’, N'=3P'J"cos¢” (51)
der beiden gegenlidufigen Systeme zusammen, die Blindleistungen sind
N, =3P J'sing’, Ny=3P"J"sing”. (52)

Man kann nun, wie beim Einphasensystem oder beim symmetrischen Dreiphasen-
system, die quadratische Summe der resultierenden Wirkleistung und der resul-
tierenden Blindleistung als Scheinleistung bezeichnen. Fiir die Systemleistung
ergibt sich aus (51) und (52)
Ny= YN Ni =3 [Pt P s P P o ). (59)
Da hier die Scheinleistungen zweier symmetrischer Systeme addiert sind, deren
momentane Leistungen konstant sind, kann dieser Ausdruck noch keine Auskunft
geben, inwieweit das System unbalanciert ist. Hierzu ist es nétig, die momentanen
Leistungen zu beriicksichtigen. Dabei sei von der Nullpunktsleistung abgesehen,
die als einphasige Leistung stets mit der Amplitude P,J, pulsiert. Es soll also ein
System ohne Nulleiter zugrunde gelegt werden. Dabei ist
pL= 1, + p} = V2 [P'sinowt -+ P"sin (ot — )],
Py = P+ Py = V2 [P'sin(wt — 120°) 4 P”sin (wt -+ 120°— )],
Py = py+ pi = V2 [P'sin(wt 4+ 120°) + P"sin(wt— 1200 — )],
iy =i, 4} = Y2 [J'sin(wt —¢') + J"sin(wt— 0 —¢")].
iy =iy iy = Y2 [J'sin(wt —120° —¢') 4 J"sin (ot + 120°— 6 —¢")],
iy =14 -+ iy = Y2 [J'sin (@t 4 1200 — @) 4 J”sin (wt + 120° — 6 —¢")].
Die Leistung ist
P19y + Doty + Pyig =3P J cosg’ + 3P J" cosg”
—3P'J"cos[2wt— (0 +¢"')] —3P"J cos[2wt— (d + ¢')].
Uber die mittlere Leistung lagern sich zwei Schwingungen von doppelter Fre-
quenz, deren Amplituden die Produkte der nicht homologen Stréme und Span-
nungen sind. Die Phasenverschiebung der beiden Schwingungen ist ¢’ —¢’’, daher
ist die resultierende Amplitude, kurz die ,,pulsierende Leistung,
Ny=3Y(P I+ (P00 2P P eos(y! — o). (54
Nun besteht zwischen den Gl. (53) und (54) die Beziehung:
N2—N2=3(P'2—P"2)3(J'2—J"?). (55)




110 Stromkreise mit gegenseitiger Induktion.

Darin ist nach Gl. (41) die Differenz der Quadrate der gleichldufigen und der gegen-
liufigen Komponente das Quadrat der Seite des flichengleichen Dreiecks. Wird
die Linienspannung P,=7 3P eingefiihrt, so ist
-VN.?—T%: 1/§P” Jy =Ny, (56)

worin P,; die Seite des mit dem Dreieck der Linienspannungen flichengleichen
gleichseitigen Dreiecks und ebenso J , fiir die Stréme ist. Das Produkt dieser GroSen
ist der balancierte Teil der Scheinleistung N,,, dessen Momentanwerte konstant
sind. Er ist im Grenzfall der Unsymmetrie, d.h. bei einphasiger Belastung mit
J’=J’ nach (55) Null, dann ist Ny=N,. Daher ist es zweckméBig, das Verhéltnis
N, ‘N3, 3P%:J%

— 3= ]/1 — N (57)
als MaB fir die Unbalancierung des Systems zu bezeichnen. Darin sind P,; und J,
aus den drei Spannungen und den drei Strémen nach Gl. (40a) bekannt. Die resul-
tierende Leistung wird mit zwei Leistungsmessern nach S. 102 gemessen. Bei ein-
welligen Spannungen und Strémen, fiir die die Zerlegung nur gilt, kann auch die
resultierende Blindleistung mit zwei Leistungsmessern in gleicher Schaltung ge-
messen werden, wenn mittels einer Kunstschaltung den Spannungsspulen je ein
um 90° gegen die zu messende Spannung phasenverschobener Strom zugefiihrt
wird. Daher sind alle Gré8en in Gl. (57) durch Messung zu bestimmen. Ohne gleich-
zeitige Angabe iiber die Leistungsschwingung, gibt die nach Gl. (53) definierte
Scheinleistung bei einem unsymmetrisch belasteten System noch kein Ma8 fiir die
Belastung der Zentrale.

Im praktisch wichtigen Fall, daB die Spannungen symmetrisch und nur die
Stréme unsymmetrisch sind, ist P'=0, P,, =P, J,= VJ’z J'"2und N,= V3P, J,
daher ist J"

Ey = g’ =¢&;,

worin & (s. Gl. (43)) der Unsymmetriegrad der Stréme ist.

X. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion.

64. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise.

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart, wie Abb. 142 fiir
zwei einfache Leiterschleifen zeigt, so ist der InduktionsfluBl des einen auch teil-
weise mit dem anderen verkettet. Die Anderung des Stromes eines Kreises bedingt

LT Induktionswirkungen nicht nur in ihm selbst, son-

4/ o ~ dern auch im benachbarten Stromkreis. Diese Er-

AN O\ {a\) ) /  scheinung wird als gegenseitige Induktion be-
NSNS S zeichnet.

e [ e Fiihren beide Kreise Strom, so stellt sich ein

-~ 2/ I Feld ein, das aus der Summenwirkung beider Strome
I I resultiert.

A7 L T Die magnetische Energie des Feldes zweier Strom-

/ b / ("@ \\\\\ AN kreise. Die Energie des magnetischen Feldes ist nach

¥ [\ N Gl (9a) S.10
\ / W, = :}f,uo,ugzdv . [6))
A;l; ”1:2_ In einem beliebigen Punkt seien die von den

Stromen ¢; und 4, der beiden Kreise herriithrenden
Feldstirken $; und 9,. Sie haben im allgemeinen verschiedene Richtung und
mogen einen Winkel & miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstirke

92 =97+ 93+ 29, D, 0080
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Mit diesem Wert zerfallt die Energie nach Gl. (3) in drei Teile
W, :%f,u,uo.\z)fdv ist nur von 1, ,
Wi, =1 [1ue9%dv ist nur von i,,

W, = f M1 Docosadry ist von 4, und ¢, abhingig.

Nach S. 10 ist )
ac 0 is W = 3142, W, =3Ly13,

worin L; und L, die Induktivititen der beiden Stromkreise sind. Den dritten Teil

kann man wie folgt deuten. Die vom Strom ¢, erregten Induktionsrohren sind zum
Teil mit i, verkettet. Fir eine solche Réhre ist der konstante Fluf}

tott1df = By df .
Der Anteil einer solchen Réhre an dem Ausdruck W, , ist
OW,, = B1df§Dacosads.
Hierin ist nach dem Durchflutungsgesetz

§ Dscosads =1,

wenn die Roéhre ¢, umschlingt, und
OW,, = Badfis.
Erstreckt man die Summe iber alle Rohren, die mit i, verkettet sind, so ist
Wm1’2 = izf%ldf =15¥;.
Y., ist der FluB, den #; durch die Fliche des Stromkreises 2 sendet.

Man sty i, @) W = ixia M. 3
Geht man vom Strom i, aus, so ist der Flu8, den 4, durch den Stromkreis 1 sendet,
Vo= WM, (2a) W, , =tte M (3a)

Da die Energie in beiden Fillen dieselbe ist, wird
My, =My =M. (4

M heifit Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegeninduktivitdt der
beiden Stromkreise. W,,,, , ist die wechselseitige magnetische Energie. Die gesamte
magnetische Energie zweier stromfiihrender Kreise ist danach

W, =520+ 18, M 413 L, . (5)
Sie ist die Summe der Eigenenergien 142L, und }+iL, und der wechselseitigen
Energie 1,4, M .

M hat dieselbe Dimension wie L und wird in Henry gemessen.

M ist auch nur als Konstante zu betrachten, wenn die Permeabilitit des Mediums
unabhéngig von der Induktion ist.

EMK der gegenseitigen Induktion. Andern sich die Stréme i; und 4,, so dndert
sich die magnetische Feldenergie. Sieht man von einer Verédnderung der gegen-
seitigen Lage der Stromkreise ab, so ist M konstant. Die Anderung der Energie
entsteht dann durch Zufithrung oder Abgabe von elektrischer Leistung in beiden
Stromkreisen. Nimmt die Energie in der Zeit d¢ und W, zu, so wird den Strom-
kreisen die Leistung zugefiihrt

Wu . ) di, , 3 di
Wom =i (LS ) i MG+ L),
In jedem Stromkreis ist die Leistung das Produkt aus dem Strom und einer Span-
nung, die dem resultierenden magnetischen Schwund entgegengesetzt gleich ist.
Zur EMK der Selbstinduktion — Ldi/dt tritt in jedem Stromkreis die EMK der
gegenseitigen Induktion — Mdi/dt, die jeweils von der Anderung des Stromes
im anderen Stromkreis herriithrt. Fiir einwellige Stréme ist der Effektivwert Jow M.
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Beispiel: Zwei parallele Doppelleitungen (Abb. 143), z. B. eine Kraft-
leitung 4 —B und eine Telephonleitung C —D.

Der Strom 1 Amp im Leiter 4 erregt im Punkt P der Ebene durch C —D die
Feldstérke

1
ez — =80 ‘b - 2759 ’
u;)ﬁ—ua,s die Normalkomponente auf der Ebene durch C' —D ist
A ¥ ! . sina
Psina = 3o -
aNdx N, o
\ 50 Durch ein Flichenelement von der Lénge 1 em und
¢ ¢ \ der Breite dx tritt der FluB
7 G . sina _ do.
\f:ﬁm;dl % AV = uyHsinadr = 2 0 dx-109=2-5109.
5 | oo Der FluB durch die Léngeneinheit von C bis D ist
03
Abb. 143. P — [d¥ =2In <22_> 10-°,
01 €1
und da B denselben FluB durch die Fliche schickt, ist fiir die Linge I cm

M =4lln (S—j) 10-° Henry . (6)

Mit den in Abb. 143 eingeschriebenen MaBen wird

0.=178, 0, =54, M=4IInZ210°=147-1-10°H.

Dagegen ist die Induktivitit der Doppelleitung 4 B (s. GL. 14, S.11).

L ist hier

L=4I(In§%—1)109=21,3-1- 10°H.
etwa 15mal so grol wie M. Laufen die Leitungen auf 10 km =108 cm

parallel, so induziert ein Strom von 100 Amp und 50 Hz, der in der Hauptleitung
flieBt, in der Telephonleitung

JoM=100-314-1,47-10"3=46Volt .

Zur Vermeidung der dadurch verursachten Stérungen werden die Leitungen ver-

drillt.

65. Streuung.

Im allgemeinen ist jedes der beiden Systeme nur teilweise mit dem FluB des
andern Systems verkettet. Man nennt dies Streuung.

Streukoeffizient. Daher ist bei gleichen Kraftlinienwindungen eines Strom-
kreises die magnetische Energie stets gréBer, wenn der FluB von beiden Strémen

erregt ist,

als wenn der betrachtete Stromkreis allein Strom fiihrt.

Allgemein sind die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise

TI:J1L1+J2M, TZ::JZLZ_!—JIM (7)

und die Energie nach Gl. (5)

Wm:%J%L1+J1JzM+%J§L2:%(J1T1+ngj2)- (5a)

Im System 1 erhélt man, wenn es allein Strom fiihrt, die gleichen Kraftlinienwindun-
gen wie bei Erregung durch beide nach Gl. (7), wenn sein Strom

J’1:T1/L1:J1+J2M/L1

ist. Die magnetische Energie ist nun

’ 4 'M2
Wi =3T3 Ly =3T3 Ly + T Tu M+ 33

Die Energie bei Erregung durch beide Stromkreise nach (5a) ist daher groBer um

, e
W,,— W,,,=%J§L2<l — m) . (8)
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Dieser Betrag rithrt her von dem Fluflanteil des Stromes J,, der nicht mit System 1
verkettet ist.
Wird ebenso System 2 allein erregt, so dall seine Kraftlinienwindungen gleich
¥, nach Gl (7) sind, so muB Jy =W¥,/L,=J,+J, M/L, sein.
Die Energie ist
W =352 L= 3J3 Ly +J 1 I, M + %J%L_
2

Sie ist kleiner als W,, nach Gl. (5a) um den Betrag

(24 ‘M2
Wo— Win= 32 (1= 7). (8a)
Er entspricht dem FluBanteil des Stromes J,, der nicht mit dem System 2 ver-
kettet ist. Daher ist ein Ma@ fiir die Streuung nach Gl. (8) und (8a) der Faktor

M2
1-_L1L;:G>O. (9)
Er heiflt Streukoeffizient. Da ¢ > 0 ist, ist stets
M2<L,L,. (9a)

Je kleiner die Streuung, um so enger ist die induktive Kopplung. Als Kopplungs-
faktor bezeichnet man o
= =J1—0<l. (9D)
VLyLe

Streuinduktivititen. Um bei der Energieiibertragung durch gegenseitige Induk-
tion in Maschinen u. a. Apparaten eine enge Kopplung zu erzielen, werden die
Spulen auf Eisenkerne gewickelt. Bei magnetischen Medien sind L und M nicht
konstant, weil die Permeabilitit von der Induktion abhingt (s. Kap. XI). Daher
ist der FluB keine lineare Funktion des Stromes und die Zusammensetzung der
Spulenfliisse nach Gl. (7) aus zwei den Strémen proportionalen Komponenten ist
nicht mehr zuldssig. Vielmehr besteht ein resultierender Flufl im Eisenkern, der
von beiden Systemen erregt ist. Er vermittelt die Energieiibertragung von einem
Stromkreis zum anderen und heift HauptfluB, wihrend die einseitig verketteten
Fliisse nichts zur Energietibertragung beitragen und Streuflisse heilen. Sie wirken
wie in die Stromkreise geschaltete Drosselspulen, und es ist daher nétig, ihre
GroBe durch Rechnung oder Versuch zu ermitteln.

Nun ist aber die Abgrenzung der einseitig verketteten Fliisse von dem mit
beiden Systemen verketteten, auch wenn man von der veranderlichen Permea-
bilitit ganz absieht, also zwei Spulen in Luft voraussetzt, nur dann eindeutig,
d. h. unabhingig von den momentanen Stromen, wenn nur eines der beiden
Systeme Strom fithrt, beim doppelt erregten Feld ist sie von dem momentanen
Stromverhiltnis abhéngig. Diese Unbestimmtheit zeigt sich darin, da8 fiir die
Zerlegung in die drei GroBen, HauptfluB und zwei Streufliisse, die beiden Gl. (7)
nicht hinreichend sind, und es ist notig, eine zweckméBige weitere Verfiigung zu
treffen.

Der HauptfluB ist von den Stromen beider Stromkreise durchflutet, die
Durchflutung ist Jyw; +J,w,. Man kann daher festsetzen!, daBl nur Streufliisse

bestehen, wenn Jyw, Ty, — 0
gemacht wird. Dann sind die StreufluBverkettungen nach GI. (7)
w-
Vis=D(L— M) =018 Vas=Jy(La— M) =J,8,.  (10)

§; und S, nennt man die Streuinduktivitidten. Je nach der Anordnung der
Spulen gibt es Kraftlinien, die mit allen Windungen eines Systems und nur mit
einem Teil der Windungen des anderen verkettet sind. Sie bleiben fiir

1 Nach Rogowski: ETZ 1908; Arch. Elektrot. Bd. 3, S. 129. 1914.
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 8
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Jyw; +Jow, =0 teilweise bestehen und rechnen daher auch zu den Streufliissen.
Man bezeichnet sie als doppelt verkettete Streufliisse im Gegensatz zu den nur
mit je einem System verketteten. Daher kann auch eine der beiden Streuinduk-
tivititen 8,8, Null oder negativ werden.

Erregt man ndmlich nur ein System, z. B. 1, so sind die mittleren Windungs-
fliisse J, Ly/w;, und J, Mjw,.

Bei Anordnungen nach Abb. 142 8.110 ist ohne weiteres ersichtlich, daB der
mittlere WindungsfluBl des erregenden Systems groBer ist als der des induzierten.

Dann ist Lyfw,> Mpw, und  Lyfw,> Mw,

und §; und 8, sind beide positiv.

= Bel einer Anordnung nach Abb. 144 zeigt der Kraftlinienverlauf

i 01t fur den Strom der Spule I, dafl der mittlere Windungsflufl der in-

w2/ duzierten Spule I grofer ist, als der der erregenden Spule I, daB

somit L,/w; < M/w, ist und Sl negativ wird. In diesem Fall ist aber

_ LyJw,> M [w;, weil nach (9) M?<L,L, ist.

Abb, 144. Man kann der ungleichartigen Anordnung durch die Festsetzung
Rechnung tragen, dall die Streuinduktivititen S, S, den Induktivi-

taten L,, L, proportional sein sollen. Sie sind dann stets positiv. Setzt man S; =cL,

und S,=cL,, dann ist die Bedingung, dall nur Streufliisse vorhanden sind, da8

J1L1+J2M=JISI=JICL1 und J2L2+J1M:;J282=J2CL2
M
'/LILZ

—Jy:Jy = VL : VL,

ist. Diese Festsetzung setzt somit gleiche Anteile an der gesamten magnetischen
Energie voraus. Dabei kann aber ein Teil der mit allen Windungen beider Systeme
verketteten Kraftlinien zu den Streufliissen zidhlen, denn diese verschwinden nur,
wenn

ist. Daraus erhilt man ¢=1—

=1—%, und der HauptfluB verschwindet,

wenn

—Jyidy =wiw,
ist. Dies wiirde bei der zweiten Zerlegung nur zutreffen, wenn Ly: L, = w?:wZ ist.
Nur in diesem Fall decken sich beide Definitionen.

Nach Hopkinson bezeichnet man auch als Streukoeffizienten

L, w, _Lyw, 1
Mw,’ UZ——M—?TZ’ VY% =1 "4 (11)

V=

66. Der Lufttransformator.

Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie von einer
Spannung in eine andere. Er besitzt zwei Spulen, die sich gegenseitig induzieren
und die rubend zueinander angeordnet sind. Bei den niederen Frequenzen der
Starkstromtechnik werden die Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder
auf Eisenkerne gewickelt. In der Hochfrequenztechnik ver-
wendet man hédufig Transformatoren ohne magnetischen
Kern. In diesem Fall sind L und M konstant. Wir beginnen
mit dem Lufttransformator.

In dem Schema Abb. 145 sind die beiden Spulen mit
und II bezeichnet. Die eine, I, ist an eine Stromquelle an-
geschlossen und heiBit die Primérspule, die andere, I1, ist
iiber einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art ge-
schlossen. Wir ordnen die Strome ¢; und 4, einem durch beide Spulen tretenden
FluB @ rechtsschraubig zu und rechnen die Stréme 4,3, und Klemmenspannungen
pyPs in der in Abb. 145 durch Pfeile angedeuteten Richtung positiv. Sind R, R

Abb. 145.
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die Widerstinde, L,L, die Induktivititen der beiden Spulen, M deren Wechsel-
induktivitdt, so ist nach dem Induktionsgesetz

. dv. d . .
By —py —d—tl: “‘E(L11'1+M@z),
9
. av, d . . (12)
Rziz‘*‘pz:—ﬁz —E(L27’2+M@1)-

Bei konstanten Werten von L, M, R und bei einwelligen Strémen und Spannungen
lauten die Gleichungen fir die Effektivwerte mit jo fir d/d¢:

B=(By+joL)J+ioMT,,
0="P,+ (B +joLy)Jo+jo M-
Hierin ist das Verhiltnis von B, zu J§, durch den Belastungswiderstand gegeben.
Zu jedem Belastungszustand an den sekundéren Klemmen, der durch f,, I, ge-
geben ist, gehéren bestimmte Werte von B;, §;. Der Zusammenhang werde zu-
nidchst am Vektordiagramm erldutert. Dabei verwendet man zweckmaBig fiir
die sekunddren GroBen einen anderen MaBstab als fiir die priméren. Die von ein

und demselben Strom bedingten primédren und sekundiren Spannungen, z. B.
JyowM und J,w L, verhalten sich nach S. 114 wie

M:L; =w,:wvy,

(13)

also abgesehen vom Streufaktor v, wie die Windungszahlen, die sehr verschieden
sein konnen, weil der Zweck des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen.
Um die sekundédren Spannungen direkt mit den priméren vergleichen zu konnen,
denkt man sich die sekunddren mit dem Windungsverhaltnis w;:w, multipliziert,
d.h. auf die primire Windungszahl bezogen. Damit die Leistung unveridndert
bleibt, wird J, mit dem reziproken Verhalt- 4
nis w,:w,; multipliziert; B, und wL, (und /&
auch der Scheinwiderstand der Belastung),

die das Verhiltnis einer Spannung zum
Strom ausdriicken, sind mit (w;/w,)? zu
multiplizieren, dagegen w M als Verhiltnis
einer sekundéiren Spannung zum priméren
Strom oder einer priméren Spannung zum
sekundédren Strom mit w,:w,.

Durch diese Reduktion édndert sich an
den Erscheinungen nichts; das Vektordia-
gramm wird so dargestellt, als ob der Trans-
formator das Wlndungsverhaltms 1 hatte.

In Abb. 146 sei fiir einen beliebigen Belastungszustand OA=P,und OB=J,,

die Phasenverschlebung ist @,. Ferner ist AC=J,R, und CD= Jsw Ly, dann ist
die SchluBllinie DO nach Gl. (13) DO = JioM.

Der Vektor von .J, ist also senkrecht auf DO. Um seine GroBe zu erhalten, be-
stimmen wir auf C D Punkt E so, daB

CD:ED=J,wLy,;:J,oM =Ly: M =v,

Abb. 146.

ist. Dann ist -
ED:DO=J,0oM:J oM =J,:J;.
Macht man also BF 1 DO und OF L EO, so ist AFOB~AOED und BF:0B
=DO0:ED=J,:J,. J,=BF=0J ist also gegen J, um 180°—CD0O=180°—4
nach vorwirts verschoben. Verschiebt man AEDO parallel nach OG H und bestimmt
auf der Verlingerung von GH Punkt L so, dal}
GL:HG = Li:M =
8*
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ist, so ist GL= J,L;, und wenn L M = J, R, gemacht wird, ist nach Gl. (13)OM = P,.
Die Stréme J, und J, und die Spannungen P; und P, sind in der in Abb. 145 zu-
grunde gelegten Richtung im wesentlichen in Gegenphase. Die primire Wicklung
ist Verbraucher, die sekundire Erzeuger von elektrischer Arbeit, die Ubertragung
erfolgt durch die gegenseitige Induktion. Die beiden Wicklungen gemeinsame

(fiktive) Spannungskomponente OH =EO0, die senkrecht auf OF steht, stellt den
Velor TURRALY
dar und bedeutet nach der Definition Gl. (10) (fiir w; =w,) die EMK des Haupt-
flusses, wahrend HL bzw. C E die Vektoren
iSo(Ly— M) =jF oS bzw. jFo(L,— M) =jF08,,
d. h. nach der Definition GI. (10) die EMKe der Streufliisse sind.
Dieser Zerlegung entspricht die Schreibweise der Gl. (13)
o T . _w . o~ W “
Pr= LR1+?w(L1 w, >j|+7w<31+'\52w1>Mw2 ) 19
. w . w w.
0=, + [ Bo+j0 (L — 200 | +joo (3o Syt M2,
in der die letzten Glieder die EMKe des resultierenden Hauptflusses sind. Diese
Zerlegung hat folgenden Sinn. Aus Abb. 146 ist ersichtlich, dal die Projektionen
von J; und J, auf EO=0H gleichgroB sind. Das Produkt
dieser EMK mit den Stromen der beiden Stromkreise ergibt
die gleiche Leistung, es ist die vom priméren auf den sekun-
déren Stromkreis iibertragene Leistung. Daher lift man auch
gewohnlich die beiden gleichgroBen Dreiecke £ DO und OGH
ganz fort und zeichnet das Diagramm nach Abb. 147, in dem
die EMKe des gemeinsamen Flusses mit £; und E, bezeichnet
sind und (§;+8,) =, als Magnetisierungsstrom des resul-
tierenden Hauptflusses. Dann ergibt sich die folgende
Energicbilanz des Transformators. Von den sekundéren
Klemmen wird die Wirkleistung N,=P,J, cos ¢, und die
Blindleistung N,,= P,J, sin ¢, dem sekunddren Verbraucher
Abb. 147. zugefithrt. In der Sekundédrwicklung tritt ein Eigenverbrauch
an Wirkleistung N,, =J% R, und an Blindleistung N, =J3w S,
durch das sekundire Streufeld auf. Die gesamte in der Sekundérwicklung erzeugte
Wirkleistung ist N,,=N, -+ Nys=E,J,cosp,
und die Blindleistun, .
& Nym=Nps+ Ny =E,J,siny,.
Diese Betrige werden durch das Hauptfeld iibertragen. Fiir die primére Wicklung
gilt E,J,cosy, = E,J,cosp,=N,,, fir die Blindleistung hingegen
E\Jsiny = E,J,siny, 4+ B Jo = Ny + Npo
Nyy=E,J, ist die Erregerblindleistung des Hauptflusses. In der priméren Wicklung

tritt der Eigenverbrauch
Nvl ZJ%RI und N,gl =J§wSI

auf, und die primdre Wicklung entnimmt dem Netz die Wirkleistung
P,Jcospy; =N, =N, + N, =J:R,+ E,Jsiny,
=J}{R, + J3Ry + PyJ,c08 9,

und die Blindleistung
Py Jsing; = Ngy + B Jising, =208, + Jiw S, + E1Jy + PyJ,sing,.
Die ersten drei Glieder sind Eigenverbrauch, das letzte die Abgabe an die Belastung.



Der Resonanztransformator. 117

Die S.113 erwéhnte Vieldeutigkeit bei der Aufteilung in Haupt- und Streufliisse

duBert sich im Diagramm derart, daf je nach der Aufteilung die Gerade K H in
Abb. 146 ihre Lage &ndert und sich um O dreht. Unabhingig davon bleibt die
Energiebilanz bestehen, nur dndert sich die Aufteilung des Eigenverbrauchs an
Blindleistung auf den HauptfluB und die Streufliisse. Hiervon macht man sich
unabhéngig, wenn man auf die direkt meflbaren Gréflen zuriickgreift.

Der Transformator als Vierpol. Da nach Gl. (13) zwischen den priméren und
sekundéiren Strémen und Spannungen lineare Beziehungen bestehen, ist der Trans-
formator ein zwischen Stromquelle und Verbraucher geschalteter Ubertragungs-
kreis mit induktiver Verkettung, fiir den die in Kap. VII fiir den Vierpol abgeleiteten
Beziehungen gelten. Die vier Konstanten haben hier folgende Bedeutung:

1. Das Spannungsverhiltnis bei Leerlauf ist nach Gl. (13) fiir J,=0

(go:%m:%z:_*(l_ &%’f) (15)

2. Der primare Leitwert bei Leerlauf ist
1
N J— —_——
Do 010'%1_"31_{_7'&)[]1'

3. Das Stromverhiltnis bei Kurzschluf} (P, =0)
L, R,
@kZSIk:SZ:_ﬁ<1—_7&;I;>‘ 17

4. Der Scheinwiderstand bei Kurzschluf3

(16)

e Ll—l—ijU
3="Pre:Jre=(By+joL) '_7wLé(17;j7R2'/wI§:R1+ 1—jRyJoL,

oder angenédhert I
b~ Bt Bop +Hjo Lo (18)

Dabei gilt, wie man sich durch Einsetzen tiberzeugt,
CoCr(l—1Yosn) =1. (19)

Die Betrige von €,und €, nach Gl. (15) und (17) sind bei ungleichen Windungs-
zahlen verschieden, sie werden von gleicher Gré8enordnung, wenn man €, mit L, :L,
multipliziert. Mit diesem Verhéltnis ist auch R, in Gl. (18) auf primér bezogen.
Dann folgt aus Gl. (15) und (17), dall der Transformator ein richtungssymmetrischer
Ubertragungskreis ist, wenn R,:L,== R,:L, ist. Dies ist der Fall, wenn bei gleich-
artiger Wicklungsanordnung der Kupferaufwand in beiden Spulen der gleiche ist.

Die Streuung ergibt sich aus der Leerlaufmessung und der KurzschluBmessung.
Bei Leerlauf ist der Blindwiderstand X, =w L, , bei Kurzschlufl nach (18) X; =w L,0,
daher ist 0 = X,: X

Das in den Gl. (15) und (17) vorkommende negative Vorzeichen rithrt von der
in Abb. 145 zugrunde gelegten positiven Richtung her.

67. Der Resonanztransformator?.

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen sekundire Wick-
lung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird in der Funkentelegraphie zur
Transformierung von Wechselstrémen in solche von hoher Spannung verwendet.

An die Kondensatoren ist ein Schwingungskreis angeschlossen, der eine
Funkenstrecke enthilt; sobald die Kondensatorspannung die Funkenstrecke iiber-
schlégt, entladet sich der Kondensator in den Schwingungskreis mit einer Frequenz,
die von den Konstanten des Kreises abhingt. Beim Uberschlagen der Funken-
strecke ist der Kondensator fast kurzgeschlossen, und die sekundire Klemmen-

1 Siehe Seibt: ETZ 1904, S. 276. Benischke: ETZ 1907, S.25. Béthenod: Jb. drahtl.
Telegr. u. Teleph. 1907, 8. 534.
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spannung des Transformators geht auf einen kleinen Wert zuriick. Sobald der

Funke erlischt, steigt sie wieder auf den fritheren Wert, die Resonanzspannung.

Diese kann durch passende Wahl der Verhiltnisse ein Vielfaches der Leerlauf-

spannung des Transformators sein, und es wird durch die besondere Art der Er-

zeugung dieser hohen Spannung bezweckt, dafl beim Uberschlag des Funkens die

Lichtbogenbildung an der Funken-

strecke vermieden wird.

Das Arbeitsdiagramm des Trans-
formators mit Kondensatorbelastung
i zeigt die Strom- und Spannungsver-
héiltnisse. LaBt man die Kapazitit
variieren, 80 ist @, = —90°, und nach
Kap. VII S. 68 ist das Stromdiagramm
P bei konstanter primérer Spannung ein

Kreis.

M Leerlaufstrom und KurzschluBstrom
seien gegeben. Nimmt man den Trans-
formator als richtungssymmetrisch an,
so wird nach Kap. VII Gl. (53) der
Radius fiir ¢, = —90°

1 P,

A

“ (A R:—Z_Cookzkcosa’
wobei P;/0\Cpz.= Py P, in Abb. 148
o ist. Es ist also (P, Py M =g¢,. Fir
Abb'au& einen beliebigen Kreispunkt P ist OP

der primére Strom J, , wenn der Vektor
der priméren Spannung in der Ordinatenachse liegt. P, P stellt J »/C, dar, und PP,
die sekundire Spannung P,=J,/oC im gleichen Mafstab wie P, P, die Spannung
bei Leerlauf. Jedem Kreispunkt entspricht eine andere Belastungskapazitit. Da
PP,C=O€;, ETJ:CLZ ist, wird I_D;_ﬁ:ﬁ’—k:;—:-g—zzksz-z}c,
worin 2z, =2,0,/Cy der sekundére KurzschluBwiderstand ist. Auf einer Geraden
P,C senkrecht zum Radius P, M schneidet P, P die Strecke 170? ab, die sich wegen
der Ahnlichkeit der Dreiecke Py P P, und B P, P, zu P, P, verhilt, wie P, P: P P,.

Daher stellt Py B den Leitwert wC im gleichen MaBstab dar wie P, P, den Leit-
wert 1:z;.

Wichst C von Null an, so nimmt der primére Strom erst ab und ist am kleinsten
in der Richtung O M, er kommt dann in Phasengleichheit mit der Klemmenspannung
und dann in Voreilung. Die sekundédre Spannung PP, wichst, wenn C groBer wird,
von der Leerlaufspannung P, P, anfangend, und erreicht ihren gréBten Wert in P,,
auf dem Durchmesser ﬁm Hier besteht Resonanz, und es ist

Pomax:Pyy=1:cosp, .
Je kleiner cosg,, d. h. je kleiner die Widerstinde des Transformators sind, um so
groBer wird die Spannung gegeniiber der Leerlaufspannung. Wiren die Widerstidnde
Null, so wire die Spannungserhéhung wie beim einfachen Schwingungskreis un-
endlich groB. Aus dem Verhiltnis P, P,,: P,, P, erhilt man

wCp, )% =sing;.

Sieht man von den Verlusten ab, so ist sing,=1 und z, die Induktivitdt bei
Kurzschlu cwL,. Die Resonanzbedingung sagt also, daB die Kapazitit des
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Kondensators in Resonanz steht mit der gesamten Streuinduktivitit des Trans-
formators. ]
Der sekundédre Strom bei Resonanz P,P, ist wesentlich gréBer als der bei

Kurzschlufl I_’:)T’k; es ist 40
Jz — JZk

(PZmax) ) tg(pk ) _%_

Durch die groBe Streuung und den kleinen %7 1'% 7
Kurzschluflstrom wird erreicht, daf3 bei iiber- /
briickter Funkenstrecke kein starker Strom 20 //
aus dem Transformator nachflieBen kann. ’

Der grofite Sekundérstrom ergibt sich, v
wenn P auf dem Durchmesser durch P, 70
liegt; die grofite Ladeenergie des Konden-
sators, die proportional dem Produkt J,P,, dz..
also der Hohe des Dreiecks P, P P, ist, wenn 92 0% 06 06 10 12 1% 46 48 20
P senkrecht iiber der Mitte von P,P; liegt. Abb. 149.

Hierbei ist 1/wC =z,.

In Abb. 149 ist das Verhiltnis der sekundiren Spannung P, zur Leerlauf-

spannung P,, als Funktion von 1/wC':z, aufgetragen.

68. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen.

Induktiv verkettete Stromkreise konnen gleichzeitig elektrisch leitend ver-
bunden sein, sei es, daf} sie in Reihe oder parallel zueinander geschaltet sind, oder
daB sie einer Stromverzweigung oder den Zweigen eines verketteten Mehrphasen-
systems angehéren. Hierfiir seien einige Beispiele untersucht.

1. Reihenschaltung. Fiihren zwei Spulen denselben Strom, so kann die Schaltung
entweder so getroffen sein, dafl der Strom in beiden Spulen sich einem durch beide
tretenden Fluf gleichsinnig (rechtsschraubig) zuordnet, oder so, daf er in der einen
Spule dem gemeinsamen Fluf rechtsschraubig, in der anderen linksschraubig zu-
geordnet ist. Die erste bezeichnet man als gleichsinnige Schaltung, die zweite als
Gegenschaltung der Spulen; man erhilt die eine aus der anderen durch Umkehrung
der Stromrichtung in einer der beiden Spulen. In der gleichsinnigen Schaltung ist
die resultierende Induktivitiat L =L+ L2 .

L'=L+L,—2M.
Danach ist M=3L-—-L").
Man kann also die Messung der Wechselinduktivitdt zweier Spulen durch
zwei Induktivitdtsmessungen bei Gegenschaltung und bei gleichsinniger Schaltung
ausfithren.

In der Rechnung erscheint, je nach der Schaltung, M mit positivem oder nega-
tivem Vorzeichen.

2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben gleiche Spannung

P=J1(Br+joL)+iJ0M, P =By +joLy) +iJ0o M. (20)

Das Verhiltnis der Strome ist
S Bytjo(Ll,— M)

in der Gegenschaltung

5 By tjel, M)’ &
Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist
— (Byt+joL) (By+joL,)+ o> M? (22)
8 ™ R+ Ry) +joo (L + Ly — 200)

a) Die Zweige sind gleich
R1:R2:R, L1:L2:L.
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Dann sind die Zweigstrome unter sich gleich, J, =J, und je die Hilfte des Gesamt-
stromes. Jeder Zweig verhilt sich so, als ob er den Widerstand R und die Induk-
tivitit (L4-M) hétte, der resultierende Scheinwiderstand ist
s[B+jo(LLM)]. (23)
Dabei ist das +- oder —-Zeichen vor M zu setzen, je nachdem sich die Zweigstrome
einem gemeinsamen Flufl gleichsinnig oder gegensinnig zuordnen. Im ersten Fall
ist der Scheinwiderstand groB3, die Felder addieren sich, im zweiten Fall heben sich
die Felder bis auf Streufelder auf, der Scheinwiderstand ist klein.
b) Bei ungleichen Zweigen verteilt sich der Gesamtstrom zu ungleichen Teilen.
Kann man die Widerstinde vernachlassigen B, = R,2>0, so wird
Jy  Ly—M
Jy  L—M°
¢) Sind die Widerstinde nicht zu vernachlissigen, so sind die Zweigstrome
unter sich und gegen den Gesamtstrom phasenverschoben, und es entstehen zusétz-
o Dte Dorie liche Verluste, wie in Kap.V § 22 bei parallelen induktiven
72 3 4}  Stromkreisen mit ungleichen Zeitkonstanten.
wa® © 6 oy Beispiel. Zwei parallelgeschaltete Doppelleitungen (Ab-
He © @ O bildung 150). Die drei méglichen Parallelschaltungen
o® ® ® @ a) Leiter 7 mit 2 und Leiter 3 mit 4 parallelgeschaltet
Abb. 150. b) Leiter I mit 3 und Leiter 2 mit 4 parallelgeschaltet
¢) Leiter 1 mit 4 und Leiter 2 mit 3 parallelgeschaltet
sind in der Abbildung durch Punkte und Kreuze angedeutet. Bei den Schaltungen a
und b folgt aus der gleichen Lage zum Felde, dal die beiden inneren Leiter unter sich
und die beiden duBeren unter sich den gleichen Strom fiihren, so daf eine innere und
eine duBere Schleife aus Hin- und Riickleiter entstehen, deren Strome sich bei der
Schaltung ¢ dem gemeinsamen Flufl gleichsinnig, bei Schaltung b gegensinnig zu-
ordnen. Bei Schaltung ¢ hingegen sind die beiden Schleifen in bezug auf das Feld sym-
metrisch und alle vier Leiter fithren gleichen Strom.
Fiir gleichen Abstand D der Leiter und die Zahlenwerte D = 50 cm, ¢ =0,7 cm
(Seile von 120 mm?) werden nun bei f = 50 Hertz die Induktivititen und die
Gegeninduktivitit je km der d&uBleren und inneren Schleife bei Schaltung ¢ und b

wL,=o(4 32 4 1)10-4 =314 (4 0 1)10~ —0,703 Ohm/km,
a 0,7

oLi=o(4 m? 4 1)10-4 =314(4 Ingo+ 1)10-4  =0,5660hm/km,

oM=w-4In2.10~* =314-4In2-10~* =0,0870hm/km .

Der Widerstand jeder Schleife ist je km R = 0,333 Ohm/km. Hiermit wird das Ver-
héltnis der Stréme nach GIl. (21) und der resultierende Scheinwiderstand nach
Gl. (22) firr Schaltung a:

O‘. 1 0 .

\% =1,2¢%",  3,=(0,169 +;0,358)10~* Ohm/km,

fiir Schaltung b:
S —1,176%%, 3, =(0,168+j0,271)10~ Ohm/km,

Ja

und fiir Schaltung c ist 3p = (0,166 +50,292)10~* Ohm/km.

Bei Schaltung a ist der Strom der inneren Schleife 20% groBer als bei der duBeren,
bei Schaltung b 17 % . Der gesamte Widerstand ist jedoch nicht erheblich vergréBert,
weil die Widerstinde verhéltnisméBig groB sind. Ungiinstiger wird die ungleiche
Stromverteilung bei noch kleineren Widerstinden wie z. B. bei Sammelschienen.
Dabei kommt auch noch die ungleiche Stromverteilung im Leiterquerschnitt hinzu
(S. 124), von der hier fiir Seile abgesehen ist. GréBer sind die Unterschiede beim in-

2
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duktiven Spannungsabfall. Hier ist Schaltung @ am ungiinstigsten, Schaltung b am
giinstigen. Bei Spulen von Transformatoren, die auf Eisenkerne gewickelt sind, ist das
Verhiltnis L: R viel gréBer als bei Luftleitungen und M oft wenig von L verschieden.
Dann ist besonders darauf zu achten, dafl parallelzuschaltende Spulen genau gleiche
Zeitkonstante haben.

3. Stromverzweigungen. Ein Beispiel ist die Briicke zur Messung der gegen-
seitigen Induktion (Abb. 151). Das Galvanometer ist stromlos, wenn
Se=u1 und =3,
ist. Die Spulen seien gegengeschaltet. Dann muBl erfiillt sein
(oL + B) I —jo M (31 + Is) = Js By
und 1 Re =53 R,
Die erste Bedingung zerfillt in die beiden Teile
S1Bi=JB; wnd  joLF =j0oM (I + F).
Dabher ist
R.:Ry=R,:R,, Se: S =R,:R;=R,:R,,
M S Ry &,

L~ 3i+3 BB Rt B ADD- 151

69. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise.

Fiir magnetisch miteinander verkettete Zweige eines Dreiphasensystems mit den
Stromen i, ¢, 7; und den Spannungen p, p, p; gelten die Gleichungen

) i diy) di
pr=Ryt; + L1”d’£’ -+ Mn?fﬁ‘ M:slg:'
diy di diy

D2 = Ryly 4 Ly + Map— + My

dt
di, di,

dt
. di
ps = Ryig+ L3E + M13"d; + Mzsjl;"
Hierin ist nach § 64 Gl. (4) stets
Myy=My, Moy=Ms, My=DM;.
a) Symmetrisch angeordnete Systeme. Ist
RB,=R,=R;=R, Ly=L,=Ly=1L, Myy=Moyz= My =M
und i1+t + 13 =0, (25)
so wird aus GI. (24)

p=Ri,+L—M)

(24)

diy dig
dt’ i

Die drei Stromkreise verhalten sich so, als ob jeder allein vorhanden wéire und
eine Induktivitdt (L — M) hatte. Der resultierende magnetische Fluf jedes Strom-
kreises ist-mit dessen Strom phasengleich. Die Gleichungen gelten
fir die Momentanwerte unabhingig von der Kurvenform des
Stromes.

diy

pzzRiz—i—(L—M)E, ps=Ris+ (L— M) (26)

7

Beispiel. Bei einer symmetrischen Dreiphasenleitung sind die 7
drei Leiter in einem gleichseitigen Dreieck angeordnet (Abb. 152). 7! \®
Zahlt man als vierten, wegen Gl. (25) stromlosen Leiter die Erde J L p_ e
hinzu, so sind drei Schleifen vorhanden, die aus je einem Draht Abb. 152.

und Erde gebildet werden, und deren Induktivitaten L, L, L, deren
Gegeniduktivititen M,,, M,;, M, sind. Bei groBem Abstand von Erde sind die
drei L unter sich und die drei M unter sich gleich grol. Dann bedeutet in der ersten

der drei Gl. (26) L—M=L,—M,=L,— M,
=1y 12 =4 3
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den FluBl, den 1 Amp in Leitung 7 durch die Schleife 7—2 oder 1—3 sendet, also
die Hélfte der Induktivitét dieser Schleife. Man kann daher bei einer symmetrisch
angeordneten Dreiphasenleitung ohne Nulleiter mit einer resultierenden Induktivi-
tét einer Phase rechnen, die gleich der Halfte der Induktivitdt der von zwei Leitern
gebildeten Schleife ist. Sie betrigt nach § 6 Gl. (14)

(L—M) =} Ly = 1 Loy =3 Iy =1 (210 +0,5)10-°H. (@7)

Die Spannungen p, p, p; in Gl. (26) bedeuten hier die Anderungen der Phasen-
spannungen vom Leitungsanfang bis zum Ende. Die Beziehung gilt unabhingig
davon, ob die Strome symmetrisch sind, und unabhéngig von der Kurvenform.

Ist ein Nulleiter vorhanden, so ist nach Kap.IX S.105 der Nulleiterstrom die
Summe der drei gleichgroBen und gleichphasigen Nullkomponenten der drei Leiter-
strome. Fir diese gelten die Induktivititen und Gegeninduktivititen der Schleifen,
die von den einzelnen Leitern und dem Nulleiter gebildet werden.

b) Bei unsymmetrisch angeordneten Systemen sind die L und M im allgemeinen
untereinander verschieden. Dann ist der Fluf} jedes Zweiges nicht mehr mit seinem
Strom phasengleich und der resultierende magnetische Schwund nicht gegen den
Strom um 90° phasenverschoben.

Beispiel. Bei der Dreiphasenleitung mit drei Leitern in einer Ebene (Abb. 153)
sind die dre1 Lelterschlelfen ungleich grofl. Dann werden sich auch bei symmetrischen

Spannungen und gleich grofen Belastungswiderstinden

g $ unsymmetrische Strome einstellen. Es werde die Strom-

verteilung bei einwelligen Spannungen untersucht, wenn

Abb. 153. das Dreieck der Linienspannungen am Leitungsanfang

symmetrisch ist und die Leitungen am Ende kurz-

geschlossen sind. Dazu verwenden wir die Zerlegung in symmetrische Kom-
ponenten nach Kap. IX.

Der Kurzschlupunkt ist bei Unsymmetrie nicht der Schwerpunkt des Spannungs-
dreiecks, die drei Spannungen in Gl. (24) setzen sich zusammen aus einer Null-
komponente P, und den symmetrischen Phasenspannungen des Generators 5, a2
und a¢B. In den Stromen kommt keine Nullkomponente vor, weil kein Nulleiter
vorhanden ist, sondern nur die beiden symmetrischen Komponenten mit entgegen-
gesetzter Phasenfolge Die Strome seien

_ (\;I + o,ll’ .\sz — 0/2 + a(\ll 33 —_ a\(}l + (1;23". (28)
Hiermit lauten dle Gl. (24) fur die Effektivwerte
B+Bo= J[Bi+jo(Ly+aMs+a2My)l+  J'[Ryi+-jo(Li+-aMy~+a*My))
a® B+ Po=aY [ Ry +joo(Ly+ aM 1 +a2Mz) 1+ a J'[Ry+ joo(Ly+-aMyy+-a2 M 15) 11 (29)
a P+ Po= aJ[Rs+jox(Ls+aMyp+a M)+ a2 J ' [Rs -+ joo( Ly +aMys -+ a2 M ys))
aus denen J’, J” und P, zu berechnen sind. Wir berechnen zunéichst den Unsym-
metriegrad §”: . Hierzu multipliziert man die zweite Gleichung mit a2, die dritte
mit @ und addlert sie zur ersten. Dann ist die Summe der linken Seiten Null.
Bei der Zusammenfassung der L und M der rechten Seiten setzt man z. B. im
ersten Glied der ersten Gleichung
Ly=—al;—a*L,
da 14 a+4a?=0 ist. Dann ist
L +aMy + & My = — a(Ly— M) —a?(Ly — My) = —5a Lz —3a2 Ly,
worin L;; und L,, die Induktivitdten der Schleifen 7—3 und 7—2 sind. Damit wird
¥ [(Rytaky+a By —jo Ly +aly+0Ly)]
+ J"[(By + By + Rs) +jw3 (Lyp + Ly + Ly))] =



Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise. 123

oder fiir gleiche Widersténde R, == R,= R;=R:
. Lys+aLys+a?L
[V g o 23 13717 % M2

S =IOS SR o0 Ly Lg + L) 30
Fiir das Beispiel Abb. 153 mit drei Leitern in einer Ebene ist, wenn 2 den inneren
Leiter bedeutet, Ly, =Ly, und der Zihler in (30) ist

a(Lyg—Lyg) = (— 3 +73V3) (Lys —Lys) -

Es ist:
Ly = (4 ln% —+ 1> 104 H/km, Ly = Ly, = (4 ln,g + 1> 10~ H/km
und _
8 20(]3+j)n2-10 o
¥ T T 3Rl+jo(6lnDja+ 22+ 1,5)10-" (31)

Z. B. ist fiir drei Kupferseile von 120 mm? mit dem Radius ¢ =0,7 cm im Abstand
D=100cm und R/l=0,15 Ohm/km der Unsymmetriegrad bei kurzgeschlossener

Leitung
g, =J":J =0,079,
also rund 8%.

Bei Belastung mit gleich groBen Widerstéinden fallen diese, wie die gleich groen
Leitungswiderstinde im Zahler von Gl.(30) heraus, wihrend im Nenner deren Summe
steht. Dann ist der Unsymmetriegrad kleiner als bei kurzgeschlossener Leitung.

Multipliziert man die zweite der Gl. (29) mit a, die dritte mit a® und addiert sie
zur ersten, so ist

B=33 [Bi+ B+ By +jwz(Lys+ Loy + Ly)]
+ 58" [By + a*By + aBy+ jo (Lyg + a* Lz + aLy)]- (32)
Mit dem Wert von §” nach Gl. (30) wird das zweite Glied der rechten Seite fiir gleiche

Widerstande 1 o gt Lis = )+ L (= L) (= D)
8 3E+jw(Lig+ Lo+ Lg) '
Tm besonderen Fall der Abb. 153 mit L, = L,, und mit den Zahlenwerten des Bei-
spiels ist im ersten Glied von Gl. (32)
R+ jog (L + Loz + Ly) = 0,15+ j0,341 Ohm/km,
wihrend der Anteil des zweiten Gliedes nur
0,0009 — j0,00205 Ohm/km
betrigt. Man rechnet also hinreichend genau, wenn man nur das erste Glied beriick-
sichtigt und mit der mittleren Induktivitit der drei Schleifen rechnet.
Addiert man endlich alle drei Gleichungen, so ist fir gleiche Widerstinde

Bo = j 05 (Log + a® Lz + aLyy) +J"j 3 (Log - aLng + a* Ly) - (33)
Mit dem Wert firr §’ nach Gl. (30) und fiir den besonderen Fall der Abb. 153
(Lng=Liyg) ist

1 jo (Lyg— Lys)

_ ;
S'BO = 7w€(1 + ] 1/3)(L13_—L12) I:l + 3R+jw} (L12+L23—|—L31):| .
Fiir das Zahlenbeispiel ist

Bo: I’ = (0,0274 —j 0,0148) Ohm/km .
Vergleicht man diesen Ausdruck mit der mittleren Impedanz pro km 0,15 +7 0,341,
so verhalten sich die Betrige wie 0,0312: 0,372, d. h. die Nullpunktsspannung be-
trigt 8,4% der Phasenspannung. Bei symmetrischer Belastung mit konstanten
Scheinwiderstinden wird, wie gezeigt, &’ kleiner als im Kurzschluf, dann ist auch g,
kleiner. Besteht die Belastung aber nicht aus konstanten Scheinwiderstdnden, sondern
aus Maschinen, bei denen eine kleine Unsymmetrie der Spannung erheblich groBere
Stromunsymmetrien hervorruft, oder aus Lichtbogenéfen, bei denen infolge der ab-
fallenden Charakteristik der Strom bei abnehmender Spannung steigt, so ist die Un-
symmetrie unzulissig und die Leitungen miissen verdrillt werden.
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70. Die Stromverteilung in massiven Leitern.

Ein Gleichstrom verteilt sich im allgemeinen gleichméBig itber den Leiterquer-
schnitt. Anders ist es bei Wechselstrom. Der Leiter gehort einem Stromsystem an,
dessen magnetisches Wechselfeld auch den Leiter selbst durchsetzt.

Zwischen zwei parallel verlaufenden Stromféiden eines Leiters tritt ein Wechsel-
fluBl und der magnetische Schwund durch die von den beiden Stromfiden begrenzte
Fliche bewirkt, daB3 sie nach GréBe und Phase verschiedene Strome fithren. Die
Stromdichte ist daher bei Wechselstrom im allgemeinen iiber den Leiterquerschnitt
nach GréBe und Phase verschieden verteilt. Diese Erscheinung bezeichnet-man als
Stromverdringung oder Skineffekt (Hautwirkung), weil die Verdriangung nach
dem Rande des Leiters hin erfolgt. Stets ist damit eine Erhohung der Stromwéirme
gegeniiber gleichméBiger Verteilung verbunden.

Ist g die momentane Stromdichte in einem Querschnittselement dg, so ist der
gesamte Strom durch den Leiterquerschnitt g

i= [gdg
q

und die momentane in Wérme umgesetzte Leistung fiir die Lange 1 und den Quer-
schnitt dg 9
eg*dg,
worin g der spez. Widerstand des Leiters ist.

Ist ¢ die effektive Stromdichte, so ist fiir den ganzen Querschnitt

N=pf@2dq.
¢
Bei gleichmafiger Stromverteilung ist die effektive Stromdichte
o7
g
und die Stromwérme fir die Langeneinheit
No=06Gig.
Daher ist ‘zlv% - %f%@ . (34)
q

Setzt man die Stromwérme in beiden Fillen gleich J2 R, so sind bei gleichem effek-
tiven Gesamtstrom J verschiedene Widerstidnde einzusetzen. Der Wechselstrom-
widerstand R verhilt sich zu dem mit Gleichstrom gemessenen Widerstand R, wie

_E_ 1[G
kr—k:— qf G% . (34:3;)
q

k, bezeichnet man als Widerstandsverhiltnis. Die Rechnung ist nur fiir einfache Falle
durchfiihrbar.
Beispiele.

1. Eine ebene Kupferplatte, deren Fliche groB gegen ihre Dicke ist, sei von
geraden parallelen Stromfadden durchflossen. Das zugehérige
magnetische Feld hat iiberall dieselbe Richtung senkrecht
zur Richtung der Stromfiden. Im AuBenraum sei das Feld
auf der einen Seite homogen, auf der anderen Null. Dieser
Fall liegt angenihert vor bei parallelen Sammelschienen
oder bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupfer-
schienen bewickelt sind.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Abb. 154)

Abb. 154, liege die Plattenfliche, an der das magnetische Feld Null
ist, in der XZ-Ebene, die Richtung der Stromdichte sei
die positive X-Achse, die Richtung der magnetischen Feldstirke die Z-Achse.
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Fir ein schmales Rechteck mit den Seiten 4 B=CD=1, AD= BC = dy,
setzen wir die magnetische Umlaufspannung gleich der Durchflutung. Da $ in Rich-

tung der Z-Achse sich nicht dndert, sind die Anteile der Seiten BC und DA ent-

gegengesetzt gleich. 9
—9+ (D +52dy) =6 1-dy

99 _
qy (35)

Fir ein entsprechendes Rechteck abcd der X Y-Ebene mit den Seiten I und dy
setzen wir die elektrische Umlaufspannung gleich dem magnetischen Schwund. Im
Leiter ist die elektrische Feldstirke € = o®. Da € und ¢ in Richtung der X-Achse
sich nicht &ndern, liefern die kurzen Seiten entgegengesetzt gleiche Anteile und
fiir einen unmagnetischen Leiter (u = 1) ist

o€ . 0(DHdy)
@_<@+(Tydy)——ﬂo’*a; )
0€_ 0@ _ 09

Ty Q(Ty =Hoy; - (36)
Fir einwellige Schwingungen seien § und & die Effektivwerte, dann ist nach (36)
mit jo fir 6/6t . FIC]
10t =0 - (36a)
Differentiiert man nochmals nach y und setzt Gl. (35) ein, so ist
3G u,w
Tt )
PY _ o
und ebenso a1 TS;’) . (38)
Mit der Abkiirzung uyw/20 = k? wird Gl. (38)
0? .
55%:72702@. (382)
Eine Losung ist % —e—a,
dann ist ?7—2:—06@, aa'yi):azg)
und nach GI. (38&) ag :?‘2]02’ o= :{:k(l + 7) (39)
und die allgemeine Losung von Gl. (38a) besteht aus zwei Teilen
9 = Ay eFUHDY L 9 R+ (40)
Da fiir y=0 9 =0 sein sollte, wird
9[1 = 9[2 - 2[ >
§ = W[k 1+y — e—ik(1+)y] | (41)

Hierin ist % =724 e/t der Effektivwert einer Feldstirke, die mit der Kreisfrequenz

 pulsiert und Ytk +)Y — |2 4 eilwt£kp gLky

LaBt man zunichst den Faktor e k¥ fort, so ist 124 ¢/@t£%¥) der Ausdruck fiir eine
zeitlich und rdumlich nach einer Sinusschwingung verinderliche Feldstirke

V2 A4sin(wt 4 ky).
Sie ergibt in einem Augenblick (f=konst) eine sinusférmige rdumliche Verteilung
der Feldstarke in Richtung der y-Achse, und an einer bestimmten Stelle (y = konst)

eine zeitlich sinusformig pulsierende Feldstirke. Die Wellenlinge der rdumlichen
Verteilung entspricht einem Winkel ky=2s; die rdumliche Wellenlinge ist

A= Ekz : (42)
k bezeichnet man als Winkelma B.
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Nach einer Zeit dt sind die Werte der Funktion an einer um dy entfernten Stelle

V2 Asin[o (¢ + dt) = k(y -+ dy)] .
Diese Werte sind den fritheren gleich, wenn

wdt-+kdy=0
ist. Dies bedeutet, daBl die ganze Welle mit der konstanten Geschwindigkeit
d
Fo=FF _——M— 43)

in Richtung der y-Achse fortschreitet, wobei das Vorzeichen der positiven bzw. der
negativen y-Achse entspricht. Danach stellt sich die Feldstirke iiber die Platten-
dicke nach Gl. (41) durch zwei sinusférmige rdumliche Wellen dar, von denen die
eine in Richtung der negativen, die andere in Richtung der positiven y-Achse mit
gleichférmiger Geschwindigkeit wandert. Da die Energiedichte nach der Annahme
fiir y = d am gréBten und fiir y =0 Null ist, und die Energie von dem Ort der h6heren
Dichte zu dem der kleineren eindringt, kann man die in negativer y-Richtung wan-
dernde Welle als die einfallende, die andere als die reflektierte bezeichnen. Die
Faktoren ex*¥, die wir noch nicht beriicksichtigt haben, bedeuten, daf3 die Wellen
nicht konstante Amplitude haben, sondern daBl sie beim Fortschreiten in der — y-
oder der +-y-Richtung nach einem Exponentialgesetz gedimpft werden. % ist der
riumliche Dimpfungsfaktor, er ist hier gleich dem WinkelmaB. Dies bedeutet,
daB die Wellen nach einer Wellenlinge auf den Betrag

2% = 5_55
geddmpft sind. Die Wellenléinge ist nach (42)
A="T=2x 2o
Ho®

Fiir Kupferist etwa o = 1,8 - 10-¢Ohm cm, fernerist yo = 47 - 10~° und fiir f = 50 Hertz

1,8-10-°
f 10—9 50-10-9 — 0 cm-

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl. (43) ist 3 m/sek.
Die Wellen kénnen als praktisch erloschen betrachtet werden, wenn sie auf 5%
abgedadmpft sind, d. i. fiir

e*v=0,05, yz%ln 20 g—z— .

Mit den Werten fiir Kupfer bei 50 Hertz ist k =1,05, nach kaum 3 cm oder £ Wellen-
linge sind die Wellen praktisch erloschen.
Aus Gl. (35) ergibt sich nach (41)

Qﬁ:%:?{k(l _|_j)[ek(1+f)u+e—k(l+f)y]. (44)

Die Stromdichte setzt sich auch aus zwei Wellen zusammen.
Thr raumlicher Mittelwert iiber den Querschnitt ist

%f@ dy — %[ek(1+j) a__ o~k (1+7) d] . (45)
0

Hierin kann die rechte Seite auf die Form a 4 5b gebracht werden. Das Quadrat des
Effektivwertes erhilt man durch Multiplikation mit dem konjugiert komplexen
Vektor, den man erhilt indem man +§ durch —j ersetzt. Es wird

Az
Gi= ﬁ(e’“ 1+9)d _ gk (1+1) @) (gk (1-0) 4 g~k (11 )

A2
=5 e2kd | g2kd __g2ikd __ g-2ikd)
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Hierin ist A der Betrag von 9 und

ezkd+e—2“=2(ioi2kd ei2kd | g~i2kd — c03 2kd ,
daher
GZ="3 @i2kd 2cos2kd). (46)

Im Zihler von Gl. (34) steht der raumhche Mittelwert der Quadrate der effektiven
Stromdichten. Nun ist nach (44)
G2 = A2KE(1 - §) (1 — ) [eF W+ ¥ - g * W40 V] [~k A-DY | -k (1-D) ],
Durch dhnliche Umformung wie oben wird
=44k (Coj2ky -+ cos 2ky).
Der raumliche Mittelwert hiervon ist

Gzcly—
o

2kd (@m2kd+sm2kd) (47)

und endlich
k.=

d
1 2d in2kd in2
R ___J‘G y=kd®m +sin2kd (48)

R, d]| G Cof2kd — cos2kd °
0

Fiir kleine Werte von 2kd kann man die Hyperbel- und Kreisfunktionen in Reihen

entwickeln und erhélt die Naherungsformel

L (2kdy
k=14 150
Mit den Werten p=1,8-10-6 Ohm cm fir Kupfer, yy=4n:10-%, f=50 Hertz ist
7w-27-50- 10"3,\{
2kd =2d ZdV 218 2,1d,
=1+40,114d%.

Fiir eine Kupferplatte von 1 cm ist die Widerstandserhshung 11%. Fiir eine Platte
von 2 cm ist jedoch k. = 2. Bei grolen Werten von 2kd werden &in und €of einander
gleich und groB gegen die Kreisfunktionen, dann ist

2z
ky=kd=d)/ 75 =2 de 10-9.1
2. Stromverdrangung in Nuten? In einer offenen Nut eines Dynamo-
ankers liegen n rechteckige Leiter iibereinander (Abb. 155). Sie haben die Hohe &
und die Breite a, b ist die Nutweite, alle Leiter fithren den gleichen Strom J.
Die magnetischen Kraftlinien stehen senkrecht auf den Nutwandungen und seien
als parallele Gerade angenommen. Thre Richtung sei die der Y-

Achse, die Richtung der Stromdichte die Z-Achse, die Nuthche qu
die der X-Achse. -— —
Dann ist in analoger Ableitung wie oben nf~a I’b
3 G a6 09 .
b%za@ und o= =0 5= 5, =j0U,9 . ,

Daraus ergeben sich wieder die zwei Grundgleichungen , by 7
029 . 0" /
gz —2k9, —27027(35 49) |

5[

mit k2= %‘ ’%‘g . (50) Abb. 155.

1 Uber Stromverdringung bei zwei parallelen Platten s. Cohn: Das elektromagnetische
Feld; bei parallelgeschalteten Platten Schumann: El u. Maschinenb. 1913, H. 30/31.

2 Field, A. B.: Trans. Am. Inst. El. Eng. 1905, S. 659. Emde, F.: El. u. Maschinenb. 1908,
S.703; 1922, S. 301.
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k? unterscheidet sich von dem fritheren Wert nur durch den Faktor a/b, der im allge-
meinen nicht viel von 1 abweicht.
Die Losung ist wieder mit

a=Fk(l+7),
_ b o9 _b _
9 = Ay % 4 Wye—o2, (51) G =2 =Wy et —Wpe7] . (52)

Um die Integrationskonstanten zu ermitteln, betrachten wir den pt® Leiter. An
seiner Unterkante sei =0, dort rithrt die Durchflutung von den darunter liegenden
(p— 1) Stromen her, deren Summe sei J; ; an seiner Oberkante ist 2 = A, dort ist die
Durchflutung J; 4 J, wenn J der Strom des betrachteten Leiters ist. Also ist nach (51)

0D gy =0(U; + W) =4, bOw—n =b(Wge*? + WUpe*t)=J, +J,

1 Jy+J—Jjesh 1T — Jyesh

U= = —gar Ny = — 4 ah —goar

und damit in (51) und (52)
o l . (J1+ J) (e2% — eax) | J, (64~ — g=alh—a))

'b b eoh _ g—ah ’ (53)
ox —ax) __ oth—x) —o.(h—x)
@:i.(Jl—}_J)(e +e ) '_Il(e +e )‘ (54)
a eoh _ e—oh

Anstatt, wie im fritheren Beispiel, die Widerstandserhohung nach Gl. (34) zu be-
rechnen, soll hier ein andrer Weg gezeigt werden, der auch gleichzeitig iiber die Ver-
dnderung der magnetischen Energie des Nutenfeldes gegeniiber der bei gleichmiBiger
Stromverteilung Aufschlufl gibt.

Wie 8. 126 gezeigt, stellen die Gl. (51) und (52) fiir die Verteilung der Feldstéirke
und der Stromdichte zwei fortschreitende Wellen dar, von denen die erste, die ein-
fallende, in Richtung der negativen X-Achse, von der Nutéffnung nach dem Nuten-
grund schreitet, die zweite, die reflektierte, in entgegengesetzter Richtung. Dieser
Vorstellung entsprechend tritt die Energie nach Maxwell aus dem Dielektrikum
(hier der Nut6ffnung) in den Leiter. Nach dem Satz von Poynting ist der Energie-
strom durch einen Vektor & dargestellt; er ist

S =EHsin(CH) (55)

und seine Richtung ist senkrecht zu € und § in dem Sinn, der sich der Drehung aus
der Richtung € in die Richtung $ rechtsschraubig zuordnet. In unserem Beispiel ist
(s-Abb. 155) die Richtung von € die positive Z-Achse, die von § die positive ¥-Achse,
€ und $ stehen senkrecht aufeinander und sin (E9) ist 1. Der Drehung von der posi-
tiven Z-Achse in die positive Y-Achse ordnet sich die negative X-Achse rechts-
schraubig zu, dies ist die Richtung des Energiestromes.

Da wir € in Volt/em, § in Amp/cm messen, ergibt sich & in Watt/cm?2. Berechnet
man nun & fir die obere und die untere Kante des Leiters, so ist die Differenz die
im Leiter verbrauchte Leistung. Dabei ist zu beriicksichtigen, da in unserer Rech-
nung € bzw. o¢ und 9 die Effektivwerte einwelliger GréBen und daher komplexe
Zahlen sind. Daher ist o@& mit dem zu § konjugiert komplexen Vektor ¥ zu multi-
plizieren. Dann ist der reelle Teil des Produktes die Wirkleistung, der imaginire
Teil die Blindleistung.

Nach Gl. (54) ist fiir =54 bzw. x=0

© — oG _oea(JyFI)exh+e—ah)—2J; oo (Jy+J)Cofah—J,
@=1 =0O@=p =" pry ey “ @ Ginak ’

© — o _ea2(y+J)—J (exhte—ak)  oa(J;+J)—J,Cofah
@=0 =09V @=0) ="~ exh — g—ah T a Ginah ’

b'b!(:v=h)=J1+J’ bﬁf(x=o):=]1~
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Die Differenz der Produkte p®b$! fiir x =h und x =0 ist die Scheinleistung fiir

1 cm Nutldnge 2 J2Cojah 4 J, (J; +J)2(€ofah —1) e 56
ST a SGinah TR (56)

Hierin ist bei Reihenschaltung fiir den pter Leiter J, = (p —1)J und
Ji(Ji+J)=p-(p—1)J

Es war a=k(147).
Wir setzen zur Abkiirzung

S
kh:x:h]/%e% (57)
und QJ2
== ({9 @) + 9’ @)] + p(p — DIp(@) + v @)]). (58)
Darin ist 2(147)
. j
P @) +9'(@) =21 +] >@tn;<m5 )
_ 2(Cofz(1+7)—1) . o Ginga(l47)
Y@ +iY' @ =20+ ) gy =220 D gmeag gy 69

Um den imagindren Teil vom reellen zu trennen, multipliziert man Zahler und
Nenner mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners. Es wird
Cojz(1+79) 2@1nx(1~7) Gin2x —jsin2x
Ginz(l+j) 28mx(l—j) Goj2z—cos2z ’
Gingz(l+4) 2Cofx(l—j)  Ginz+jsina

Cofiz(1+4) 2Cof4xz(1—j)  Cojz +cosz
und damit in (59) und (60)
_ Bin2z+sin2zx Ginz —sinz
¢(@) = x_(Soi2 x—cos2x ’ Y() =2z '@?ﬁ + cosz ’ (61)
, @m2x —sin2« , Sinx 4 sinx
(@)= (So‘i2x —cos2zx ’ V(@) =2 (&oi:t?cosx )

Da in Gl. (58) gJ?/ah die Stromwarme in 1 cm Leiterlinge bei gleichméBiger Strom-
verteilung ist, ist die Widerstandserhéhung im pten Leiter

by =@ (@) +p(p—1) p@). (63)
Das erste Glied riihrt von dem Strom im Leiter allein her, es ist fiir alle Leiter gleich,

das zweite rithrt auch von dem darunter liegenden her und wird am gréften fiir den
obersten Leiter (p =mn). Der Mittelwert fiir alle Leiter ist die Widerstandserhéhung

fiir die ganze Nut. Da

(62)

p=n
%ZT’(P—U—— 2+32+- -nm—1)]=%in2—1),

p=1
ist fiir die ganze Nut o1
K, =<P(x) + —5‘1/)(%) (64)

Um die Blindleistung mit der bei gleichméBiger Stromverteilung zu vergleichen, be-
rechnen wir zunichst fiir diese die magnetische Energie fiir 1 cm Stablange. Im pten
Stab ist im Abstand 2 von der Unterkante

b9=J(p—1+a/h),
daber St [92d = Ypto T 5+ p(p— DI
0

Fiir alle n Leiter ist die Energie fiir 1 cm Lange

1 nh
Wmo =5 Mo (Jn) 55

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 9
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und die Blindleistung wh
Npo = 2wwm0 =,u0w(Jn)2§-

P
Nach GI. (58) wird die Blindleistung fur alle n Leiter

Jte T, T
n,,=h—;‘)n[tp(x) —}—n 3 w(x)].

Daher ist das Verhaltnis n, : ny,

@)+

n?

n?— n?—

3 1,
k, ZW[W(W) + 5 ¥ («’C)} =
worin nach (62) gesetzt ist
3 3 Gin2x—sin2x 1 ., . 1 Ginec4sinz
Ax) :W(P’(x) ~ 2z Coj2x —cos2x ’ p () BT (@)= z Gofxtcosx
In Abb. 156 und 157 sind die vier zur Berechnung von %, und %, erforderlichen
GroBen ¢(x), w(x), A(x), u(x) als Funktionen von z aufgetragen.

L), (65)

n?

(65a)

Fiir f =50 Hertz und fiir warmes Kupfer, p=~2-10-%, ist, wenn b und a wenig
voneinander verschieden sind, angenéhert x=#.

In Abb. 158 sind die nach Gl. (563) und (54) berechneten Effektivwerte der Feld-
stirke und der Stromdichte fiir zwei iibereinanderliegende Stibe mit x =2 aufge-
tragen. Diese Stabhohe ist also bei f=>50 Hertz 2 cm. Die punktierten Geraden
stellen zum Vergleich, die Verteilung bei gleichméB8iger Stromdichte dar.

Je grofer die Leiterhéhe ist, um so kleiner ist
der Ohmsche Widerstand, um so gréBer aber die
Stromverdrangung, daher gibt es zu jeder Zahl n
itbereinanderliegender Leiter eine kritische Kupfer-
hohe, die das Minimum der Verluste in der Nut
darstellt. Nach Rogowski? ist

18
x":l/nz—o,z’

d. h. bei f=50 und n=2 h = 0,95 cm.
Starke Leiter miissen daher unterteilt und die Teilleiter so verdrillt sein, daB von

den parallelgeschalteten Leitern gleiche Teile in den verschiedenen Hohenlagen in
der Nut liegen.

1 Arch. Elektrot. Bd. 2, 8. 108. Weitere Arbeiten iiber Stromverdringung in Nuten Richter:
Arch. Elektrot. Bd. 3, S.175; Bd. 4, S.1; Bd. 5, S. 1. Bei Kommutatormaschinen DreyfuB:
Arch. Elektrot. Bd. 3, S. 273; Bd. 4, S. 42.
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Eine allseitige Stromverdringung tritt in einem runden Leiter auf, der
von dem Riickleiter weit entfernt ist. Hier hat die eindringende Welle zylindrische
Form, und die Rechnung, die zuerst von W. Thomson?! durchgefithrt ist, ergibt
Besselsche Funktionen. Angenédhert ist, wenn d der Durchmesser ist,

1 /kd\4 mt o f2de
’“r:1+?;'<if> =145 oron
Fiir Kupfer 9 =1,8-10-¢ ist .
by =1-0,70(H, (66)

tiir =72 em und § = 50 Hertz ist &, = 1,007.
Bei hohen Frequenzen ist S
R A 04 Vo
TR LT 9100
Liegen Hin- und Riickleiter nahe beieinander wie bei verseilten Kabeln, so beein-
flussen sie sich gegenseitig, die gréfte Stromdichte tritt an den einander zugewandten

Teilen auf2.

XI. Wechselstromkreise mit Eisen.

71. Der Erregerstrom.

1. Magnetisierung mit Gleichstrom. Bei Maschinen und allen technischen Appa-
raten verliuft der magnetische Induktionsflull der Hauptsache nach in Eisen.
Die erste Aufgabe ist, zu einem gegebenen FluBl den Erregerstrom zu berechnen,
wenn die Abmessungen des magnetischen Kreises ge-
geben sind. Dabei ist die Magnetisierungskurve 8 = f(9)
zugrunde zu legen, die z. B. Abb. 159 fiir Dynamoblech
zeigt.

Die Feldstirke § ist in Amp/ecm aufgetragen, die In-
duktion in der CGS - Einheit, 1 Gaull = 10-8 Voltsek/cm2.

Der genaue Verlauf der Induktionslinien im Eisen
ist nur in wenigen Fillen bekannt.

Beim gleichmifBig bewickeltn Eisenring (Abb. 160)
sind die Induktionslinien konzentrische Kreise und
9.=Jw2nx Amp/em. Trigt man zu jedem Ra-

dius o die zu 9, ge-
horige Induktion B,
aus der Magnetisie-
rungskurve auf, so er-
haltman die Verteilung
der Induktion iiber die
Ringbreite 6 und den

D+b/2

FluB @ = [h B,dw fiir
D-b/2

den  angenommenen

Strom.

Ist b klein gegen D, so kann man mit einer mittleren Induktion ¥ rechnen.
Fiir den Eisenquerschnitt @ ist der FluB @ = 8Q. Mit der zu B nach der Magneti-
sierungskurve gehorigen Feldstirke § erhilt man die magnetische Umlaufspannung
fiir den mittleren Kraftlinienweg V,=xD $ und die Durchflutung Jw =V,

1 Electr. Bd. 25, S.510. 1899; ETZ 1890, S.661. Stefan: Wiedem. Ann. Bd. 41, 8. 400.

2 Mie, G.: Wiedem. Ann. 1900, 8. 201. Uber Stromverdringung bei Spulen und Rollen
8. Sommerfeld: Ann.Physik 1904 u. 1907; bei Litzen Rogowski: Arch. Elektrot. Bd. 3,
S.264; Bd.4, S.66; Bd. 6, S.304; Bd. 8, S.269.

9*



132 Wechselstromkreise mit Eisen.

Nach diesem angendherten Verfahren berechnet man magnetische Kreise ge-
wohnlich. Besitzt der Kreis verschiedene Teile mit ungleichen Querschnitten,
Abb. 161, so ermittelt man zu dem FluB @ die mitt-

I s ty—¢5 3 leren Induktionen der einzelnen Teile:
" Z Z 1%
4:‘ ds5s E 593 %1:%_, 532:% usf.
! 1 1 2
i /--é\\ Zzi@z berechnet die magnetische Spannung fir jeden Teil
I’fgg“ ¢ ) i fiir die mittlere Linge
{\\ ,,l Vi=9h, Vo=29,l usf.
T HHH- u Die Summe ergibt die Umlaufspannung
',,1 N l“:‘ Vo= Vi+Vy-+---+V,,
N >/ womit die Durchflutung Jw gefunden ist.
T i Bei einem Luftraum verbreitert sich der Induk-
AbD. 161. tionsfluB wie bei ¢ in Abb. 161. Dies wirkt als Ver-

groBerung des Querschnitts. Dort wo die Erregerspulen liegen, schliet sich, wie
bei a und b, ein geringer Teil des Flusses um die Spulen, ohne den ganzen magne-
tischen Kreis zu durchlaufen. Dieser Streuflufl bewirkt eine Erhéhung des Flusses
im Kern innerhalb der Erregerspulen gegeniiber den iibrigen Teilen.

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fiir Eisenstibe ein
SchluBloch, fiir Bleche einen Ring nach Abb. 160 oder meist den Epsteinschen Appa-
rat (s. S. 139), der aus Blechpaketen zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt
ist. Die Induktion wird mittels einer Priifspule ballistisch
oder mit Wechselstrom gemessen. Aus dem Erregerstrom
und der Windungszahl berechnet man die mittlere Umlauf-
spannung und die mittlere Feldstirke. Dabei sind fiir Stof3-
fugen Korrekturen anzubringen. Zur Messung von Teil-
spannungen des magnetischen Kreises dient der magne-
tische Spannungsmesser von Rogowskil.

2. Zyklische Magnetisierung. Bei Wechselstrom wird das
Eisen in jeder Periode von einem Hochstwert 9max, Bmax
nach dem gleichen Hochstwert in entgegengesetztem Sinn
58 und wieder zuriick ummagnetisiert. Diesen Vorgang nennt
man zyklische Ummagnetisierung. Infolge der Remanenz
entsprechen jedem zwischen den Grenzen liegenden Wert
von 9 zwei verschiedene Werte 8B, je nachdem man in auf-
steigendem oder in absteigendem Sinn magnetisiert.

Den Zusammenhang zwischen 8 und § bei zyklischer Magnetisierung zeigt die
Hysterisisschleife (Abb. 162). Bei steigender Magnetisierung von — $max bis
+ Pmax wird sie lings 4 BCD, bei absteigender lings DEFA durchlaufen. Zu
=0 gehort die Induktion OE =0B, dies ist die remanente Induktion oder
Remanenz. Um B =0 zu erhalten, ist eine Feldstirke OC=OF, die Koerzitiv-
kraft, erforderlich. Die Induktion ist daher keine eindeutige Funktion von 9,
sondern sie hingt von der Remanenz ab, die bei der vorhergehenden Magnetisierung
zuriickgeblieben ist.

Die Magnetisierungskurve (Abb. 159), die fir =0 bei =0 beginnt, wird
nur nach vollstdndiger Entmagnetisierung des Eisens erhalten und heilit Neukurve.
Jedem Wert 9max entspricht eine andere Hysteresisschleife, die Spitzen aller Hyste-
resisschleifen liegen auf der Neukurve.

3. Hysteresisarbeit. Einer Anderung der Induktion um d% entspricht nach
Maxwell eine Zunahme der magnetischen Energie in der Volumeneinheit um $dB.

- g’”lﬂ

Abb. 162.

1 Arch. Elektrot. Bd. 1, H. 4.
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Bei Medien mit konstanter Permeabilitat ergibt sich hieraus der frither verwendete
Ausdruck firr den Energiegehalt des Feldes S. 10.

Bei Eisen ist nach der Magnetisierungskurve die Energiezunahme fiir die Volu-
meneinheit, wenn die Feldstirke von §, bis §,, die Induktion von 9B, bis B, wichst,

e

[9ds %

91 “
gleich der Fliche 4,%8,%8,4, in Abb. 163. Geht die Induk- 4,
tion von B, auf B, zuriick, so verléuft die Magnetisierung
lings der Hysteresisschleife bis B, der die Feldstirke $,4,
entspricht. Die zuriickgegebene Energie fiir die Volumen-
einheit ist gleich der Fliche 4,%8B;B,4,, also um das

schraffierte Stiick kleiner als die zugefiihrte Energie. Dieser
Teil bleibt zuriick, er ist im Eisen in Wérme umgewandelt.

|

Bei zyklischer Magnetisierung ist daher die in Wirme um- 0 %o % %
gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleich der von der Abb. 163.
Hysteresisschleife begrenzten Fliche.

ay, ::E{ﬁ)d% Joule/cm3 1)

ist die Hysteresisarbeit fiir einen Zyklus und 1 cm3, wenn § in Amp/cm, 9B in
Voltsek/cm? gemessen sind.

4. Magnetisierung mit Wechselstrom. Wird die Ringspule (Abb. 160) an eine
Wechselspannung angeschlossen, so wird das Eisen zyklisch ummagnetisiert. Der
Spulenflufl ist sehr angendhert ¥ =w® und

. dd
p=1R+w =
wobei die Funktion ¢ = f(®) die Hysteresisschleife darstellt.
Die Kurvenform des Stromes bei einwelliger Spannung erhilt man sehr angené-

hert, wenn man ¢ R vernachléssigt, das meist sehr klein ist. Dann ist fiir p = p,, sinw!
i
D zf?i — —Pr oot = — @, coswt.
w ww

D, =p,/ow ist die Amplitude des einwelligen Flusses. Trigt man zu jedem Wert
von @ aus der Hysteresisschleife den Strom 7 auf (Abb. 164), so erhilt man die
spitze Kurvenform des Stromes, die zur Amplitude des Flusses nicht symmetrisch
liegt, und deren Nulldurchgéinge
infolge der Remanenz nicht mit
denen des' Flusses zusammen-
fallen.

Abb. 164. Abb. 165.

Fiir die mittlere punktierte Kurve OB in Abb. 164 erhédlt man die symmetrische
Stromkurve i, in Abb. 165, die mit dem FluB in Phase ist, die Hysteresis bedingt
die um % Periode dagegen voreilende Kurve i, die mit 7, zusammen die Stromkurve ¢
in Abb. 164 ergibt.

Der Magnetisierungsstrom kann in zwei Komponenten zerlegt werden, ¢, ist in
Phase mit dem Flu8, i, in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus der Spannung
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und 7, stellt den Leistungsverlust durch die Hysteresis dar. Bei f Ummagneti-
sierungen in der Sekunde ist er fiir die Volumeneinheit

fan =1 Of $d'B Watt/cm3, . @)

Ist 4R nicht zu vernachldssigen, so ist bei sinusférmiger Klemmenspannung
w% nicht mehr sinusférmig, weil ¢ B die gleiche spitze Kurve hat wie der Strom.

Dann wird auch die EMK spitzer als die Sinuskerne und einen groBeren Formfaktor
baben. Fiir eine effektive EMK E berechnet sich die Amplitude des Flusses aus

E=4fwéd,,.

Bei gleicher effektiver EMK ist bei groBerem Formfaktor @,, und ¢ kleiner als bei
einwelliger EMK.

Schaltet man vor die Spule einen Ohmschen Widerstand, so zeigt sich, dal bei
gleicher effektiver Spannung an der Spule der Magnetisierungsstrom kleiner geworden
ist. Bei sehr hohen Siattigungen, wie sie bei Transformatoren besonders fiir kleine
Periodenzahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon bei kleinen
Vorschaltwiderstinden, z. B. Strom- und Leistungsmessern.

5. Wirbelstrome. Bei der Ummagnetisierung mit Wechselstrom werden im
Eisenkern (Abb. 160) Stréme induziert, deren Bahnen im Eisenquerschnitt ahnlich
verlaufen, wie die Bahn des Erregerstromes am Rande des Querschnitts. Diese
Wirbelstrome erhitzen das Eisen. Um sie klein zu halten, wird der Eisenkern aus Ble-
chen zusammengesetzt, die durch diinnes Papier oder einen Lackbezug voneinander
isoliert sind.

Fir Maschinen und Transformatoren werden Bleche von 0,5 bis 0,3 mm Dicke
verwendet. Auch bei so feiner Unterteilung werden die Wirbelstréme nicht vollstdndig
unterdriickt. Sie wirken auf den Erregerstrom zuriick wie der sekundire Strom
eines Transformators auf den priméren und vergrofern ihn.

Nach Versuchen von Gumlich und Rose?! ist ein Unterschied zwischen der
Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit Wechselstrom bei Periodenzahlen
von 15 bis 50, nur bei Induktionen bis 12000 bis 15000 nachweisbar. Er zeigt sich
darin, daB8 bei gleicher Feldstirke die Induktion bei Wechsel-
I_ strom etwas kleiner ist als bei Gleichstrom.

. Die Unterschiede sind aber sehr klein und verschwinden bei
] hoheren Induktionen ganz. Bei hohen Periodenzahlen ist dagegen
die Riickwirkung der Wirbelstréme stirker.

6. Magnetierung bei Mehrphasenstromen. Die spitze Kurve des
] | Magnetisierungsstromes nach Abb. 164 und 165 enthélt eine sehr

2 (Av groBe dritte Oberwelle. Die Kurve i, in Abb. 165 hat die Gleichung

1=100sinx — 40sin3x + 10,1sin5x — 3,468in7x + - - -.

Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40% von der

Grundwelle, bei héheren Induktionen kann sie noch gréfer werden.

Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen

in Sternschaltung an ein Dreiphasennetz (s. Abb. 166), so kann

Abb. 166. nach Kap. IX die dritte Oberwelle des Stromes nicht flieBen.

Die drei Fliisse sind nicht sinusférmig, sie enthalten eine starke

Oberwelle von dreifacher Frequenz nebst Oberwellen, die auch in der Spannung

jeder Spule auftritt. In den verketteten Spannungen heben sich die Oberwellen von
dreifacher Frequenz wieder heraus.

/ ]
13

ihl

1|
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—

HEn
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Is

1 ETZ 1905, S. 503.
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Da sie in den drei Phasenspannungen gleichphasig sind, werden sie in drei sekun-
déren Spulen @ in Abb. 167, die in Reihe geschaltet sind, addiert und getrennt er-
halten, denn die drei Grundwellen geben als Summe Null.

Da sich die Effektivwerte der Oberwellen quadratisch addieren, werden die
Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und des Flusses nur wenig
kleiner als die Effektivwerte der resultierenden Wellen. Der Fortfall der von der
dritten Oberwelle herrithrenden Spitze des Magnetisierungsstromes bedingt, dafl die
Grundwelle des flacheren Stromes sowie die anderen Oberwellen, 5t usf., entspre-
chend groBer werden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei gleicher
Induktion gréBer, wenn man die drei Kerne in Sternschaltung mit Dreiphasenstrom
erregt, als wenn man jeden fiir sich mit Einphasenstrom erregt.

Die Oszillogramme (Abb. 167) zeigen den spitzen einphasigen und den flachen
dreiphasigen Erregerstrom, die an ein und demselben Induktionsmotor aufgenom-

men wurden, der eine bei Anschluf3 aller

drei Stringe an ein Dreiphasennetz, der /\

andere bei Unterbrechung eines Stranges, _ L
so daB die beiden anderen in Reihe mit Ein-

phasenstrom erregt waren. In beiden Fillen

wurde die gleiche Induktion hergestellt; der

Effektivwert des dreiphasigen Erregerstro-

mes war aber 30% grofler als der des ein- 4

hasigen.
P Begi den dreiphasigen Maschinen und AbD- 167 \__/

Transformatoren sind die drei Flisse nicht
getrennt wie in Abb. 166, sondern, wie Abb. 168 fiir einen Dreiphasentransformator
zeigt, durch gememsame Joche J—J verkettet. Die Fliisse von dreifacher Frequenz
sind gleichphasig und in jedem Augenblick in den drei Kernen gleichgerichtet.
Sie koénnen sich daher nicht durch die Joche schlieBen, sondern sie treten aus den
Kernen aus und schlieBen sich teils durch die Luft, teils durch benachbarte Eisen-
teile des Gehéuses und rufen hier und besonders dort, wo sie quer zur Unterteilung
aus den Kernen austreten, zusitzliche Wirbelstromwéirme hervor. Ist die primére
oder die sekundire Wicklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck der
Strom von dreifacher Frequenz als Ringstrom und die Fliisse sind einwellig.

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes. Fir praktische
Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erregerstromes am wich- [_ 9

tigsten. Seine Berechnung ist jedoch unsicher, weil die Kurvenform
mit der Induktion stark verinderlich ist. Aus den Oszillogrammen
Abb. 167 erkennt man, daB bei einphasiger und bei dreiphasiger Er-
regung grundsitzlich verschieden verfahren werden muf.

Bei einphasiger Erregung verwendet man am besten eine dyna- &34
mische Magnetisierungskurve fiir die Effektivwerte von Induktion
und Feldstirke, die an einem Probering nach Abb. 160 bei einwel- Abb. 168.
liger Spannung gemessen werden.

Der dreiphasige Magnetisierungsstrom néhert sich bei nicht allzu hohen Induk-
tionen viel mehr der Sinusform. Man geht dann besser von der Amplitude der In-
duktion aus und rechnet mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisierungs-
kurve. Den Effektivwert des Stromes erhilt man durch Division mit dem Scheitel-

faktor der Sinuskurve, d. h. mit ]/2

Aus dem groBen EinfluB, den die Form der Spannungskurve bei hohen Séttigun-
gen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt man, daB selten eine gute Uber-
einstimmung zwischen berechnetem und gemessenem Strom zu erwarten ist, ein
Umstand, der haufig den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wir-
kung aber gegen die hier erorterten Einfliisse meist verschwindet.

[ H+
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72. Verluste im Eisen.

1. Berechnung der Hysteresiswirme. Die Leistung, die durch Hysteresis in
Wirme umgesetzt wird, ist nach Gl. (2) f-a,, worin a;, die Hysteresisarbeit fiir einen
Zyklus und 1 em? proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist.

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetz ist der Hysteresisverlust
proportional der 1,6te2 Potenz der maximalen Induktion

Ny=mn-f-B;°V. (3)
Setzt man das Volumen V in dm?® ein, die Induktion B in 10-8 Voltsek/cm?2 (GauB),
so wird B

N,=0, <%6> (Wfo)w V Watt. 4)

Der Hysteresiskoefizient ¢, betragt fiir Dynamoblech ¢, =0,6 bis 0,95.

2. Stromwirme der Wirbelstrome. a) Bei den niederen Frequenzen der Stark-
stromtechnik und bei den gewéhnlich verwendeten Blechstirken bis zu 0,5 mm
ist die Riickwirkung der Wirbelstréme auf das Feld gering, und die Stromwirme
kann wie folgt angenéhert berechnet werden.

Die Induktion habe die Richtung der Blechebene (Abb. 169) senkrecht zum Blech-
querschnitt und iiber die Blechdicke A denselben Betrag. Die Stromfiden verlaufen
im wesentlichen parallel zur Blechebene, symmetrisch zur Mittelebene. Durch ein
Rechteck in der Querschnittsebene mit den Seiten I und 2z tritt ein maximaler
InduktionsfluB 2xB,,, worin B,, die Amplitude der Induktionsschwankung ist.

r / Der Effektivwert des magnetischen Schwundes ist

4{¢B, 2z,
@,“ worin & den Formfaktor bezeichnet. Die Umlaufspannung um das
1 f Rechteck ist 2Gp, wenn die kurzen Seiten 2z vernachlissigt werden.
7 Daher ist G=%x,
3 { e
{szz<).  die Stromdichte nimmt linear von der Mitte nach dem Rande zu.
< g Die Stromwirme in einem Streifen von der Breite dx und 1ecm
Abb. 169. Blechtiefe ist

2
GPodx = &f—gfv'")xzdx .
Integriert man von — {4 bis + 14 und dividiert durch 4, so ist die Leistung in
lcm3 4
No= 35 (1EBu ). %)

Die Wirbelstromwéirme ist also von den Quadraten der Blechstirke, der Induktion
des Formfaktors und der Frequenz abhingig. Gewshnlich bezieht man die Verluste
auf einwellige Schwankung wofiir §=1,11 ist. Setzt man A4 in mm, das Volumen
in dm3, B in GauB, so ist

B, \?
Ny=0,(4 & )V Watt, (6)
worin = (—%1)—2 .10-
ist. Fiir Schmiedeeisen ist p ~210-% Ohmem und
0,221,64.

Beiden siliziumhaltigen (2bis4 %) sog. legier ten Blechenist etwa g =5-10-5 Ohm/cm.
0y ist hierfiir etwa fiinfmal so klein. Auch die Hysteresiswirme ist bei legier-
ten Blechen etwas kleiner als bei gewohnlichen Blechen. Die Permeabilitat der le-
gierten Bleche ist bei niederen Induktionen bis etwa 12000 GauB etwas groBer, bei
hoheren etwas kleiner als bei gewohnlichen Blechen.

b) Bei hoheren Frequenzen oder bei stirkeren Blechen bedingen die Wirbelstrome
eine Verdringung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, eine Erscheinung,
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die der Stromverdringung in massiven Leitern (s. Kap. X § 70) analog ist und die
zuerst von J. J. Thomson?! untersucht ist. In dem Koordinatensystem (Abb. 170)
liegen B und $ in Richtung der Y-Achse, € und & in Richtung der Z-Achse. Fiir
die Effektivwerte einwelliger Schwingungen ist analog wie S. 125

0 ) € . .

af G, oG —ioumd=joB
und daraus ?97? 27k%9, z ®—2 0] (7
mit kzz%’. (8)

Diese Gleichungen unterscheiden sich von Gl. (37) u. (38) in § 70 nur durch die
Permeabilitit y des Eisens, die in der Rechnung als Konstante

erscheint. Die Losung ist 4 /
H=Ue** - Aye= %, ®

wo o= Y2k = - k(L + ) (9) T/ﬂ

ist. An den Blechrindern x = 4-1 4 seien il IS——

=90, B =By = 149 Do - |
Randfeldstirke und Randinduktion gegeben. Dann ist

A

0 9o .
‘Il:?k:;;}’z?ul_}_e:’/z}:l' ) Abb. 170.

Von beiden Seiten dringen gleich groBe elektromagnetische Wellen in das Blech
ein. Hiermit ist

$+e—a$
== '/zaA+ “%an® (10)
e(l$ e—a$
@ﬁ’ o9 =ay ‘/zaA+ T (11)

Setzt man in (10) « =k (1 45) ein und multipliziert Zahler und Nenner mit den
konjugiert komplexen Ausdriicken, so wird der Betrag der Induktion im Abstand x
vom Blechrand im Verhéltnis zur Randinduktion

B @biféka;gosfk;

=2 L0 &RT - COSALA 9
By} Gofkd +coskd ° (12)
Nach § 70 Gl. (42) ist £ der Wellenléinge A umgekehrt proportional.
]CA = 27t -f—- 70,
! B '2 H=1
ist das Verhiltnis der Blechdicke zur Wellenlinge in Teilen g4¢ \ “-:,L-” 1
von 2. Die kleinste Induktion ist in der Blechmitte (z=0) Zogy
B(a: =0) __ V 04|
) @oikd +coskd (13) ;2 \ .5/
und ist fiir IcA = 1 2 5 ' T
B/B,=0,983 0,774 0,164. g

Abb. 171,
Fiir diese Zahlen ist die Verteilung der Induktion in

Abb. 171 aufgetragen. Die mittlere raumliche Induktion ist nach GI. (12)
M(B) yé Cojkd —coskd 14
B, Cojkd +coskd" (14)
Die effektive Stromdichte wird nach Gl (11)
B, \200j2kx —cos2kwx
2 — 92 0V ES g
G* =2k (M:“o) Cojkd 4 coska

1 Electr. Bd. 28, S. 599. 1892.
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und die Stromwéirme fiir 1 cm3

+4[2 o
1 (e o, _ ke y230>2©inkA—sinkA
ZJG edx = A4 (,u,uo Cojkd 4-coskd” (15)
— 412
Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (6), so zeigt sich, daf die Leistung mit
dem Faktor 6 Ginkd—sink4

ko= (kA)® Cojkd +coskd (16)
zu multiplizieren ist, wenn die Amplitude der Randinduktion in GI. (15) V2 B, ebenso
groB ist wie die Amplitude der mittleren Induktion ohne Beriicksichtigung der Wirbel-
strome. Daher bezieht sich dieser Verlust auf einen durch die Wirbelstrome ge-

7 schwiichten FluB. Bezieht man die Verluste auf den

! NI 1T | , gleichen FluB, so ist in Gl. (15) statt B, die mittlere
ok \ k\’” Induktion nach Gl. (14) einzusetzen. Dann ist der
’ \ N Reduktionsfaktor
\ ) , 3 GinkA—sinkd
% i v ™ kAGCojkAd— coskA (17)
N \" In Abb. 172 sind %, und k|, als Funktion von kA
o \ aufgetragen. Ist k4 <1, so ist k, wenig kleiner als
X 1, ebenso k), wenn kA <C2 ist. Dann rechnet man
4 N genau genug mit Gl. (5). Ist
— . 6
) ] — T kA>2, soist kwg(,“m,
Abb. 172. kA>3, soist lc;,g;—;—.
Dann ist der Verlust in der Volumeneinheit mit der Amplitude der Randinduk-
tion By, . _ Biwy/ el 8)
A (ppol
und mit der Amplitude der mittleren Induktion B,
RPN )
voTm2 Y eppy

Oft bezieht man den Verlust auf die Oberflicheneinheit des Bleches, wobei man die
schmalen Seiten vernachlédssigt, fiir 1 cm? ist

Nyo=1N, 4.

Dabei zeigt sich nach Gl. (18), daB bei gegebener Randinduktion die Warme fiir
1 cm? Oberfliche unabhéingig von der Blechdicke ist.

Bei der Berechnung der Verluste ist es unsicher, welcher Wert fiir y einzusetzen
ist. Fiir die technische Frequenz f = 50 und 4 = 0,05 cm ist mit o = 10-5 und g = 2000,
kA= 1. Daher rechnet man meist nach Gl. (5) hinreichend genau. Bei hoheren
Frequenzen und gréBeren Blechstirken wird jedoch £A> 1.

¢) In massivem Eisen in der Néhe starker Strome treten ebenfalls Wirbel-
strome auf, die aber nur auf eine diinne Oberflichenschicht beschrankt sind. In dem
Beispiel fiir k4=1 und 4=0,05 ist £=20. Nach §70 S.126 sind die Wellen
nach annihernd 3/k cm praktisch erloschen. Fiir k=20 ist die Eindringungstiefe
nur 1,5 mm. Nun verliuft die Magnetisierungskurve fiir GuBeisen und auch fiir
Schmiedeeisen bei groferen Feldstirken § >30 Amp/em sehr flach. Daher hat
E. Rosenberg! eine sehr gute Ubereinstimmung der Rechnung mit dem Versuch
erzielt, indem er nicht die Permeabilitit, sondern die Induktion iiber die Eindrin-
gungstiefe § als Konstante einsetzt; dariiber hinaus setzt er 8 =0.

1 ETZ 1923, 8. 513.
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Dies setzt voraus, daf3 die Stromdichte vom Rand bis zum Abstand ¢ linear vom
groBten Wert Gy auf Null abnimmt. In der Schicht von der Dicke § ist die mittlere
Stromdichte 3@, und |

5Go0 =H,,

worin H, die effektive Randfeldstirke ist. Der FluB durch einen Streifen von der
Dicke 6 und der Hohe 1 cm ist § B,,,, worin B,,, die Amplitude der Randinduktion
ist. Der Anteil von 1 cm der Oberfliche an der Umlaufspannung ist

20G, =0 B,y,,.
Aus den beiden Beziehungen zwischen G und ¢ folgt

_ 1/ 12HoBom _1/212He

GO_V 0'7 : 6-—VwBom.

Bei linearem Verlauf der Stromdichte nimmt G2 nach einer Parabel ab, und der
Verlust fir 1 cm? Oberfliche ist

Nyo=16300 =3 V2()2H,) By
oder angenéihert S
Nyo=2VH3By.fo. (20)

Ist z. B. H,—30 Amp/cm, so entspricht der Amplitude }2H,=42 eine Induk-
tion B,,, 2215600 - 10-8 Voltsek/cm?. Fiirf =50 und p =1,5-10~° Ohm cm (Schmiede-
eisen) ist

Nyo=2-10"4}30%-15600-50-1,5-10-5 = 0,112 Watt/cm?.

Die Eindringungstiefe ist 6 =0,16 cm. Da ¢ proportional Jp ist, ist sie bei Gul-
eisen, dessen spez. Widerstand etwa 5mal so groB} ist als der von Schmiedeeisen,
grofler, zumal bei gleicher Feldstirke die Induktion bei Gufeisen kleiner ist.
Dann gilt Gl. (20) nur fir solche Eisenstéirken, die wesentlich gréfer als § sind.
Vergleicht man Gl. (20) mit dem nach Gl. (18) zu berechnenden Verlust fiir die

Oberflacheneinheit, indem man dort By, = g ,u]/ 2H, einsetzt, so wird nach GI. (18)
Npo=3N,4= ;V(V‘?Ho)sBOm”le\%% VHgBomf@ .

Der fiir konstante Permeabilitit berechnete Verlust ist also % von dem nach

Gl. (20) fir konstante Induktion.

3. Verlustziffer. Man kennzeichnet die Qualitidt des Eisens durch eine Verlust-
ziffer, die den gesamten Verlust fiir 1 kg Eisen bei 50 Hertz und 30° C bei einer be-
stimmten Induktion angibt. Nach den Normen des VDE ist die Verlustziffer bei
B,, =10000, (V,,), und bei B,,=15000 GauB, (V,;), anzugeben. Das spez. Gewicht
wird, wenn nicht besonders bestimmt, fiir gewohnliche Bleche zu 7,7, fir legierte
zu 7,5 angenommen.

Mit den Konstanten ¢,=0,8, ¢,,=1,3 wird fiir 4 =0,5 mm, f=>50 Hertz und
B,,=10000 nach GI. (4) und (6)

Vio=0.8-0,5-104 .+ 1.3(0,5-0,5- L11- 10)% - = 3,4 Waitt/kg:

fiir ein legiertes Blech mit ¢}, = 0,6, ¢, =0,27
Vie= 1,8 Watt/kg .

4. Untersuchung und Trennung der Eisenverluste. Von den verschiedenen Appa-
raten zur Untersuchung der Eisenverluste in Blechen, die von Epstein!, Mél-
linger?, Richter? angegeben sind, ist der erste z.Z. am meisten verwendet.

Hierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 cm Lénge, 3 cm Breite
und 3 cm Pakethéhe zu einem quadratischen Rahmen zusammengesetzt und an

1 ETZ 1900, S.303; s. auch Gumlich u. Rogowski: ETZ 1912.
2 ETZ 1901, S. 379. 3 KETZ 1902, S. 491.



140 Wechselstromkeise mit Eisen.

den Ecken mit kriftigen Klammern zusammengestoBen. Jedes Paket ist mit einer
Spule versehen, die in Reihe an eine maéglichst sinusférmige Spannung angeschlos-
sen werden. Aus Spannung P und Periodenzahl f bestimmt man die Amplitude
der Induktion —
_ 2P
"™ 2nfw@
Bei der Leistungsmessung macht man sich von
der Korrektur der Stromwérme in der Erregerwick-
lung unabhingig, wenn man die Spannungsspule
des Leistungsmessers nicht parallel zur Erreger-
wicklung anschlieBt, sondern an eine zweite Wick-
lung von gleicher Windungszahl, die dicht auf die
Erregerwicklung aufgewickelt ist.
Die so gemessene Leistung ist gleich den Eisen-
verlusten vermehrt um den kleinen Verlust in der
Spannungsspule des Leistungsmessers, der sich
leicht berechnen und abziehen 148t.
Tragt man die Eisenverluste fiir konstante Periodenzahlals Funktion der maximalen
Induktion auf, so erhilt man die nicht ganz quadratisch ansteigende Kurve Abb. 173.
Die Trennung der Verluste in Hysteresis- und Wirbelstromverluste beruht auf
deren Abhingigkeit von der Periodenzahl.
Andert man Spannung und Periodenzahl in glei-
chem MaBle, so bleibt die maximale Induktion kon-
stant. Da die Hysteresisverluste der Periodenzahl f,
die Wirbelstromverluste dem Quadrat von f propor-
tional sind, ist der gesamte Verlust bei konstanter
Eld;ktlon. NNy + Ny—kef - by f2.
aher ist
N|f stellt als Funktion der Periodenzahl eine gerade Linie (Abb. 174) dar; ihr
Schnitt mit der Ordinatenachse (f = 0) ergibt die Ordinate k, = N, /f den Hysteresis-
verlust pro Periode. Der Abstand der Geraden von einer Parallelen zur Abszissen-
achse durch den Schnittpunkt mit der Ordinatenachse ist NV, /f.
Die Gerade biegt bei hoheren Periodenzahlen ab, was auf die Schirmwirkung
der Wirbelstréme zuriickgefithrt wird.

73. Die Vektordiagramme des Transformators.
Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen magnetischen
Kreis aus Eisen, auf den die primére und die sekundire Spule aufgewickelt sind.
Abb. 175 und 176 zeigen die wichtigsten
Typen des Einphasentransformators, die
Kerntype und die Manteltype.

Der groBte Teil des Flusses verlauft
ganz im Eisen und ist mit allen primiren
und allen sekundiren Windungen verket-
tet. Darum ist der Begriff des resultieren-
den Hauptflusses hier eindeutig, und es
ist zweckméfig, von diesem auszugehen.

Dem magnetischen Schwund des Hauptflusses entsprechen die primir und
sekundér induzierten EMKe iD

€1='w1—dt“, 62=wzﬁ.

€1: =W Wy. (21)
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Bei unbelasteter Sekundirwicklung entnimmt die primére dem Netz den Magne-
tisierungsstrom des Hauptflusses i,. Da sein Spannungsabfall sehr klein ist, ist e,
sehr nahe gleich der primdren Klemmenspannung, und das Verhéltnis der Span-
nungen ist gleich dem Windungsverhaltnis w; : w,.

Ist die Sekundirwicklung auf einen Belastungswiderstand geschlossen, so ist
die Summe der priméiren und der sekundiren Durchflutung gleich der Erregung
des Hauptflusses iy T+ gy = ig10;

. . . W . .
oder 1=l — 1y 7; =gy (22)
1

Der priméire Strom ¢, setzt sich aus dem Magnetisierungsstrem ¢, und dem priméren
Belastungsstrom i; zusammen, der entgegengesetzt gleich dem auf die priméire
Windungszahl reduzierten Sekundarstrom ist. Aus GIl. (21) und (22) folgt

el = ——€yly .
Der sekundir abgegebenen Leistung — e,%, entspricht die gleich groBe priméir auf-
genommene Leistung e;i;. Die Gleichungen gelten fiir die Momentanwerte, also
unabhingig von der Kurvenform.

Die Streufliisse verlaufen nur teilweise im Eisen und schlieBen sich um die Spu-
len durch die Luft. Sie sind teils nur mit priméren oder mit sekunddren Windungen
verkettet, teils mit beiden (einfach und doppelt verkettete Streulinien). Setzt man
nach S.113 die Streulinienverkettungen gleich dem Produkt aus dem Strom und
einer Streuinduktivitit S; bzw. S,, so gelten die Gleichungen des Transformators

. di do . de dd
=Ry + S gt 0=Ryiy+ 8w (23)

Fiir einwellige Grofen kénnen diese Gleichungen durch ein
Vektordiagramm fir die Effektivwerte dargestellt werden.
Dabei ersetzt man den verzerrten Magnetisierungsstrom durch
den dquivalenten Sinusstrom J,. Dies bringt nur eine gering-
fugige Ungenauigkeit, weil der Magnetisierungsstrom beim
Transformator mit Eisen nur etwa 5 bis 10% des Vollast-
stromes ist. Das Vektordiagramm Abb. 177 entspricht dann
dem des Lufttransformators Abb. 147 8. 116 und unterscheidet
sich von ihm nur dadurch, daB der Magnetisierungsstrom
nicht um % Periode gegen E; verspitet, also nicht mit dem
HauptfluBl gleichphasig ist, sondern gegen £, um y, << 90° ver-
spatet ist. Seine Komponente J, cos p, entspricht einer primér
aufgenommenen Leistung E,J, cos y,, die im Eisen in Warme
umgesetzt wird, wihrend E,J, sin p, die Blindleistung zur Er-
regung des Hauptflusses darstellt. Im iibrigen ist die Energiebilanz des Trans-
formators der auf S. 116 abgeleiteten des Lufttransformators genau entsprechend.

Dreht man das sekundére Spannungsdreieck um 1809, so daf3
— E, und E; zusammenfallen, so erhidlt man Abb. 178, die ein
anschauliches Bild von der Verdnderung des Spannungsvektors
von P, bis P, nach Gréfle und Phase durch die Streuung und
den Ohmschen Spannungsabfall gibt.

Da der Spannungsabfall des Transformators von Leerlauf bis
Vollast nur wenige Hundertstel betragen soll, ist die Anderung
des Hauptflusses nur klein und man begeht keinen grofien
Fehler, wenn man den Magnetisierungsstrom proportional E,
setzt. Dann gelten die Gleichungen des Vierpols (S. 117) auch fiir
den Transformator mit Eisen, mit dem Unterschied, da die EMK des Hauptflusses
nicht durch

(34 S )jon 2,

W,y

Abb. 177,

Abb. 178,
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gondern durch <81 + 3. Z’_}g) 3a
1

darzustellen ist. 3, ist der komplexe Erregerscheinwiderstand, dessen reeller Teil
die Verluste im Eisen beriicksichtigt.

Es gelten daher alle fiir den Ubertragungskreis abgeleiteten Beziehungen auch
fiir den Transformator mit Eisen.

74. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem Eisen.

Die Maschine besteht, s. Abb. 179, aus einem zylindrischen, um eine Welle
drehbaren, Laufer I und einem Stédnder S, die aus Blechen zusammengesetzt sind.
Stéinder und Léufer sind durch einen Luftraum von konstanter Breite getrennt.
Auf dem Stinder ist eine Wicklung in Nuten eingebettet. Wird sie von Gleich-

strom  durchflossen,
dessen Richtung durch
Punkte und Kreuzean-
gedeutet ist, so ent-
steht ein Induktions-
fluB in der durch Pfeile
bezeichneten Rich-
tung, er durchsetzt das
Stander- und Léufer-
eisen und den Luft-
raum. Wo er aus dem
Sténdereisen austritt,
bildet sich ein Nord-
pol, wo er eintritt, ein
Siidpol aus. Weil die Wicklung zwei Pole erzeugt, heillt sie eine zweipolige Wick-
lung, und zwar ist sie eine zweipolige Trommelwicklung.

Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaft, als eine Polteilung,
hier ist es der halbe Umfang.

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lassen sich 4, 6, 8 . . . allgemein
2p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzahl ist. Die Wicklung heiBt dann mehr-
polig und die Polteilung ist der 2pte Teil des Umfangs.

Die Verteilung des Induktionsflusses ergibt sich wie folgt. In Abb. 180 ist der
Umfang abgewickelt. Die Drihte einer Spule liegen gleichmiBig verteilt symme-
trisch zur Mittellinie der Polteilung 7 auf einem Bogen 8. Die Mittellinie ist die
neutrale Zone des Feldes. In Punkten gleichen Abstandes x zu beiden Seiten von
ihr ist die Feldstérke gleich grof3, aber von entgegengesetzter Richtung. Die magne-
tische Umlaufspannung lings des gestrichelten Integrationsweges ist bei Vernach-
lassigung der magnetischen Spannung im Eisen H, 29, worin H, die Feldstirke
an der Stelle x, 6 die Breite des Luftspaltes ist.

Ist Jw die Durchflutung auf dem Bogen S, so ist

H, 20 =Jw’E, B,=poH, =" %

Dies gilt von =0 bis x=18.

Ist 22> 8, so ist die Durchflutung Jw und

Jw
B, = ”0’2—3 .

Tragt man B, als Ordinate auf, so erhilt man die Induktionsverteilung als ein

Trapez mit der Héhe Tw

B= 5 - (24)



Erzeugung eines Drehfeldes. 143

Der Inhalt dieser Feldkurve ist der InduktionsfluB fiir 1 cm Lénge des Eisens.
Ist die Lange ! cm, so ist

® = [B,lde.
0
Da die Grundlinien des Trapezes T und T — § sind, die Héhe B ist, wird
S
¢:Blt<1 —5)=Blra. (25)

a=1—_8/27 heillt der Fiillfaktor. Fur konstante Induktionsverteilung, d.h. fiir
ein Rechteck wire a=1.

Das Trapez néhert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn (s. Kap. VII, 8. 75)
8/2=7/3, oder §=%7 ist. Die Grundwelle des Trapezes hat hierfiir nach S.75
Gl. (13) die Amplitude

B, = ¢ ]/23 B,
der FluBl der Grundwelle ist N "
@, =—11B, =3B,
der des Trapezes B ®=2B7l.
Daher ist @, : P = 187133 =1,005. Die Fliisse unterscheiden sich nur um %%,

man kann daher mit der sinusférmigen Grundwelle rechnen.

Wird das Feld von Wechselstrom erregt, so pulsiert die Induktion an jedem
Punkt des Umfangs.

Ist B die rdumliche Amplitude eines sinusformig verteilten Feldes, B,, ihre
zeitliche Amplitude, so ist die Amplitude im Abstand z von der Polmitte
B, = B,,cos %n

und der Augenblickswert an diesem Punkt fiir eine zeitlich einwellige Schwingung
mit der Kreisfrequenz o

Bx:Bmmcoswt-:Bmcostﬁncoswt. (26)

75. Erzeugung eines Drehfeldes.

Sind am Umfang der Maschine zwei um eine halbe Polteilung gegeneinander
versetzte Spulen angebracht, so werden von den Strémen zwei um } Polteilung
gegeneinander verschobene Felder erregt. Die Anordnung kann wieder fiir jede

Spule ein Polpaar oder p Polpaare ergeben. Die Felder seien réaumlich sinusférmig
verteilt und an einem Punkt x sei

x . X
BI:G:BICOS—_;‘T[ N BHx:BHSln ?TE.

Die positive rdumliche Amplitude B; liegt bei =0, By; bei x=17.
Sind die Felder von Zweiphasenstrom erregt und erreicht das zweite Feld seine
Amplitude % Periode spater als das erste, so sind die Augenblickswerte

le:BImcos%ncoswt, Bm:BHmsin%nsinwt.
Sind die Amplituden gleich grof3

BI m = BII m
so ist das resultierende Feld im Punkte x

By -+ Bis=218,, (cos%ncoswt + sin%nsinwt) =B, cos <%n — a)t) . (27)

Dieser Ausdruck stellt eine fortschreitende Welle dar. Nach einer Zeit dt ist die
Induktion im Punkte (x +dx)

Bmcos[(x + dx)% —ot+ dt)] .
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Sie hat denselben Wert wie z. Z. ¢ im Punkte x, wenn

dz> = wdt
T

ist. Die ganze Welle schreitet mit der konstanten Geschwindigkeit
dv ot 2t

dat T w7

im Sinne der positiven x vorwirts, sie legt in einer Periode 7' des erregenden Wechsel-
stromes zwei Polteilungen zuriick. Zwei zeitlich um % Periode und réumlich um
% Polteilung verschobene Wechselfelder von sinusformiger Verteilung setzen sich
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinusférmig verteilten
Feld von gleicher Grofle zusammen. Ein solches Feld heiBt ein Drehfeld.

Die Drehrichtung des Drehfeldes ist die der positiven x, in der wir von der
positiven rdumlichen Amplitude B; zu der des zeitlich verspiteten Feldes By,
gelangen. Wiirde man Bj; als das phasenverfrithte Feld bezeichnen, so ergibe sich
tir die Geschwindigkeit das negative Vorzeichen, also im Sinne der negativen .

Das Drehfeld schreitet von dem zeitlich voreilenden zu dem zeit-

Vektoren lich nacheilenden Wechselfeld. Durch Vertauschung der zeitlichen
Reihenfolge der Wechselfelder éndert sich die Drehrichtung.

Stellt man die Felder als Vektoren in einem Zeitdiagramm dar,

Ureifeld  und soll die positive Richtung der Vektoren auch die positive

Richtung der Felder darstellen, so ist die Richtung des Dreh-

Br feldes vom zeitlich voreilenden zum nacheilenden Wechselfeld

Abb. 181. entgegengesetzt der Drehrichtung der Vektoren und gleich der

der Zeitlinie (s. Abb. 181).
Entsprechend setzen sich n um 27/n zeitlich und rdumlich verschobene Wechsel-
felder von gleicher GréBe zu einem Drehfeld zusammen. Die Summe ist

Bx:BIx+BIIx+ e +B(n—1)w+Bnac

2 2
=B, [cosincoswt -+ cos (171— l) cos (wt — i)
T T n n

+cos(%n~2 -%’)cos(\wt—Z- 2%)
T 27 2n
+ cos(?n— (n— 1)~n~>cos<wt —(n— 1)7” .
Durch Ausmultiplizieren bringt man jedes Glied auf die Form
%[cos(%n—wt) + cos(%n +wt—2( —1) 2%)} s
wobei in dem zweiten Gliede » der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 1 bis # durch
léuft. Die Summe dieser n Glieder ist Null. Da die ersten Glieder alle gleich groB

sind, wird " o
Baa:?Bmcos (;—n —wt) . (28)

Das durch Zusammensetzung von n Wechselfeldern entstehende
Drehfeld ist n/2-mal so groB wie jedes Wechselfeld.

76. Energieiibertragung durch das Drehfeld.

Um durch ein Drehfeld Energie zu iibertragen, wird eine Maschine nach Abb. 179
am Stinder und am Laufer mit je einer Mehrphasenwicklung versehen. Eine solche
Maschine ist eine Drehfeldmaschine.

Die Sténderwicklungen seien an ein Mehrphasennetz mit #, Phasen angeschlossen.
Der Léufer stehe still und die Lauferwicklung sei zunichst noch offen.
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Die Netzspannung bedingt in jedem Strang der Stinderwicklung einen Wechsel-
fluB und die zeitlich und riumlich um je 27/n, gegeneinander verschobenen Felder
setzen sich zu einem Drehfeld zusammen, dasin einer Periode T' zwei Polteilungen
zuriicklegt, d. h. um den pter Teil des Umfangs fortschreitet. Seine Drehzahl in
der Sekunde ist daher 1 f

Uy = = (29)
p P
f1 ist die Netzfrequenz. Das Drehfeld induziert in den n, Statorwicklungen je eine
EMK der Bewegung, die entsprechend der raumlichen Verschiebung der Wicklungen
am Umfang um 27/n, gegeneinander zeitlich phasenverschoben sind und bis auf
den Spannungsabfall des Magnetisierungsstromes in jeder Wicklung der Phasen-
spannung des Netzes entgegengesetzt gleich sind.

In den Wicklungen des stillstehenden Léaufers werden EMKe von gleicher Fre-
quenz induziert. Hat die Lauferwicklung auch n; Stringe, so bilden die EMKe ein
n;-Phasensystem. Die EMKe im Sténder und Laufer verhalten sich wie die Win-
dungszahlen, sie haben aber im allgemeinen verschiedene zeitliche Phasen, je nach
der gegenseitigen rédumlichen Lage entsprechender Wicklungen des Sténders und
des Léufers.

SchlieBft man die Lauferwicklungen auf symmetrische Belastungswiderstande,
so entsteht im Laufer ein symmetrischer n,-Phasenstrom und die n, Strome erzeugen
ein Drehfeld. Damit das der Netzspannung am Sténder entsprechende Feld er-
halten bleibt, nimmt der Stander einen solchen Strom auf, daB die Summe der
Durchflutungen aller Wicklungsphasen des Stédnders und des Laufers die Erregung
des Hauptflusses ergibt. Diese Bedingung ist die gleiche wie beim gewdohnlichen
Transformator, von dem sich die Maschine nur durch die Anordnung unterscheidet,
die die Ausbildung eines Drehfeldes ermdglicht. Durch diese Anordnung kénnen
primére und sekundire EMKe verschiedene zeitliche Phase haben, die Wirkungs-
weise an sich bleibt jedoch unverdndert. Wir denken uns wieder den Stinderstrom
(Primérstrom) zerlegt in den Magnetisierungsstrom J, und den priméren Belastungs-
strom J3,.

Die im Laufer erzeugten n, Wirkleistungen n, £, J, cos , und die Blindleistungen
nyHyJ, sin p, werden durch Induktion vom Stander auf den Laufer iibertragen.
Der Stéander entnimmt daher die Wirkleistung

ny B Jscosy, = ny EyJ,co8
und die Blindleistung 1712008 T e 2 00%
n B Jysiny, = n, ByJ,siny,
dem Netz, es muf} also mByJy=n By Jy und y, =y,
sein. Der primére Belastungsstrom hat gegen seine EMK dieselbe Phasenverschie-
bung wie der sekundire gegen die seine, gleichviel wie die gegenseitige Lage der
Statorwicklungen zu den Rotorwicklungen ist.

Bei symmetrischer Belastung der Lauferwicklung (Sekundarwicklung) gilt fiir
jede Phase der priméiren Wicklung das Vektordiagramm Abb. 177 des Einphasen-
transformators, in dem die sekundidren GroBlen auf die primidre Windungszahl
bezogen sind.

Das gleiche gilt, wenn der Laufer eine andere Phasenzahl n, hat als der Sténder.
Dann bilden die Lauferstrome ein n,-Phasensystem und kénnen ein Belastungs-
system dieser Phasenzahl mit Strom versorgen. Dann ist

noloJy=m B J; und yy=vy;.
Die EMKe verhalten sich wie die Windungszahlen
E B, =w,:w,

daher ist
— !
nyd yw, = n,Jyw,.

Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahlumformer verwendet werden.
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 10
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Wichtiger ist ihre Anwendung als Frequenzumformer. Dreht sich der Laufer
mit der sekundlichen Drehzahl u, so ist die relative Drehzahl des Drehfeldes, dessen
absolute Drehzahl 4, war, gegeniiber dem Laufer

u1 —U F)
wobei wir % positiv bei gleichsinniger Drehung mit %, rechnen.
Dann ist die Frequenz der im Léufer induzierten EMKe und Strome

fo=p(uy—u). (30)

Das Drehfeld, das die Lauferstréme erzeugen, hat - gegeniiber der Lauferwicklung
die Drehzahl /
12

p

und da der Liufer sich mit der Drehzahl w bewegt, ist die Drehzahl des Lauferdreh-
feldes im Raum wieder

=—'u1——'ll,,

Uy—utu=u;.
Die Liuferstrome wirken also auf den Stinder wie die einer ruhenden Wicklung
zuriick. Die Durchflutungen der Sténder- und Lauferwicklungen ergeben zusammen
die Erregung des Hauptflusses. Zerlegt man wieder J; in den Magnetisierungsstrom
J, und den priméren Belastungsstrom Jj so ist
nydowy; = nad yw, .

Hingegen verhalten sich die EMKe im Stdnder und Léaufer wie die Produkte aus
Windungszahl und Frequenz

ﬂ: Wafy
X E, wify
Daher wird hier ;
VO 0 nlElJ;f. (31)

Hier ergibt sich eine Abweichung der Energiebilanz gegeniiber dem ruhenden Trans-
formator, die fiir die beiden Komponenten der Scheinleistung, die Wirkleistung
und die Blindleistung gilt und fir diese getrennt zu betrachten ist.

Die vom Sténder aufgenommene Wirkleistung

N,=mnE,Jjcosp
wird durch das Drehfeld auf den Laufer tibertragen, sie heilt kurz Drehfeldleistung.
Die im Léufer erzeugte elektrische Leistung
N,=mny,HE,J,cosy
verhélt sich nach (31) zu N, wie die sekundire Frequenz zur primiren, oder wie
die relative Drehzahl (u, —u) zur absoluten Drehzahl %; des Drehfeldes
N,=N=n"a"", (32)
f Uy
Die Differenz N, —N, erscheint in einer anderen Energieform, nimlich als mecha-

nische Leistung N, weil das Drehfeld auf den Liufer ein Drehmoment ausiibt,
sie ist

Np=N,—N,=N,—. (33)

Sie verhilt sich zur Drehfeldleistung wie die Dreﬁzahl des Laufers zur Drehzahl
des Drehfeldes.
Da die mechanische Leistung gleich dem Produkt aus dem Drehmoment D und
der Winkelgeschwindigkeit des Laufers ist, ist das Drehmoment
N, N,
Die Drehzahl des Drehfeldes u, ist bei gegebener Frequenz f; konstant, und das
Drehmoment ist proportional der Drehfeldleistung N,. Ist N, in Watt angegeben,

so ergibt Gl. (34) das Drehmoment in Wattsekunden; durch Division durch 9,81
erhilt man das Drehmoment in mkg.
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Aus Gl. (32 und 34) ergibt sich
N,=D27(u;—u). (35)
Die elektrische Leistung ist gleich dem Produkt aus dem Drehmoment und der
relativen Winkelgeschwindigkeit des Laufers gegeniiber dem Drehfeld.

Das Verhiltnis der relativen Drehzahl w; —u zur Drehzahl %, des Drehfeldes
heilt die Schliipfung

g7 _4_ % (36)
Uy Uy
Daher ist
fo=sh, (36a) N,=sN,, (32a) N,=(1—8)N,. (33a)

Es ergeben sich folgende Fille:

1. % hat den gleichen Drehsinn wie u;, d. h. positives Vorzeichen. Ist u<Cu,,
so ist die Schliipfung positiv und kleiner als 1. Die elektrische Leistung ist kleiner
als die Drehfeldleistung und die mechanische Leistung ist positiv, d. h. im Sinne
der Lauferdrehung. Der Laufer wirkt also teils als Transformator, teils als Motor
und muB} durch irgendeine Belastungsmaschine mechanisch belastet werden, damit
er seine Drehzahl einhélt. s=1, d. h. « =0, entspricht dem ruhenden Léiufer, die
mechanische Leistung ist Null, das Drehmoment sucht den Laufer im Sinne des Dreh-
feldes zu beschleunigen.

Dreht sich der Laufer ebenso schnell wie das Drehfeld und gleichsinnig mit ihm,
0 ist w=w,; und s=0. Der Laufer dreht sich synchron mit dem Drehfeld, dann
wird iiberhaupt keine EMK in ihm induziert und keine Leistung iibertragen.

Ist w> u,, so dreht sich der Laufer schneller als das Drehfeld, die Relativbewegung
und die Schliipfung kehren ihr Vorzeichen um, das Drehmoment wirkt bremsend,
der Laufer mufl durch ein Triebmaschine in Bewegung gehalten werden. Die von ihr
dem Léaufer zugefiihrte mechanische Leistung ist gréfer als die Drehfeldleistung,
die Richtung der Energieiibertragung kehrt sich um, die Maschine ist ein Generator.

2. Hat u den entgegengesetzten Sinn wie u,, so ist die Schliipfung groBer als 1
und die Lauferfrequenz grofler als die Stinderfrequenz. Das Drehmoment ist der
Bewegung entgegengerichtet und der Laufer muf durch eine Triebmaschine in
Bewegung gehalten werden. Die im Rotor erzeugte elektrische Leistung ist groSer
als die Drehfeldleistung, sie ist die Summe aus dieser und der mechanisch zugefiihr-
ten Leistung. Hier wirkt die Maschine teils als Transformator und teils als Generator.

Beziiglich der Transformation der Blindleistung gilt folgendes. Wird in den Léiu-
ferkreisen eine Blindleistung

Nyy =mny,HyJ,siny = 2w, I’T’m
verbraucht, worin w, =2xzf, die sekundére Kreisfrequenz ist und W, die mittlere
magnetische Energie, so entnimmt der Laufer die pulsierende Energie dem Dreh-
feld, dem sie der Stdnder als Primérkreis zufiihrt. Entsprechend seiner Frequenz
entnimmt er die Blindleistung

Ny=mE Jysiny =20, W,
dem Netz. Die Blindleistung wird im Verhiltnis der Frequenzen transformiert.
Eine Drehfeldmaschine kann somit zur Umformung der Spannung, der Phasenzahl,
der Frequenz und zur Umsetzung von elektrischer in mechanische Leistung und
umgekehrt verwendet werden. Steinmetz bezeichnet sie als allgemeinen Trans-
formator. .

Ihre wichtigste Anwendung ist der Induktionsmotor, bei dem die Laufer-
wicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in jedem Strang erzeugte elektrische
Leistung ist die Stromwéarme JR,, worin R, der Wicklungswiderstand ist. Die
Drehfeldleistung ist daher R,

s

N, =mn,J3
10*
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und die mechanische Leistung
1
N,m :anng(;“‘ 1> .

Bezeichnet 3, wie beim Transformator mit Eisen den komplexen Erregerschein-
widerstand fiir eine Phase, und 3 =R, +jwsS,;, 3=R,+joS, die Impedanzen
eines Wicklungsstranges der priméren und sekundaren Wicklungen, wobei die se-
kundiren Grofen auf die primédre Windungszahl bezogen sind, so gelten die Trans-
formatorgleichungen fiir den Induktionsmotor

Pr=Jn By +joSy) + (I + J2) das |
0 == o (By + j05.85) + (31 + Je) 834, |

wobei die sekundédren EMKe mit der Schlupffrequenz erscheinen. Dividiert man
die zweite Gleichung durch die Schliipfung s, so ist

R .
0= (2 +708)+ Gu+ Ssa- (372)

Hieraus folgt wieder, daBl der Induktionsmotor sich verhilt wie ein ruhender Trans-
formator, bei dem an Stelle der mechanischen Belastung des Motors ein Ohmscher
Widerstand

Ry ,\_ [l
SRR 1]

\s

37)

die Belastung darstellt.

77. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktionsmotors.

Da die Gleichungen des Induktionsmotors auf die linearen Beziehungen des
Ubertragungskreises mit induktionsfreier Belastung zuriickfithren, ist der Ort des
Stromvektors bei konstanter Klemmenspannung nach Kap. VII, §40 ein Kreis.

Bei Leerlauf ist der Belastungswiderstand unendlich groB, hier ist

Rz(%—1> =00,

also die Schlipfung s=0, dabei
lauft der Motor synchron mit
dem Drehfeld, im Laufer wird
kein Strom induziert und das
Drehmoment ist Null. Die syn-
chrone Drehzahl ist die, der ein
unbelasteter Motor zustrebt.
Wird er belastet, so schliipft er
so viel, daB3 der dabei induzierte
Lauferstrom mit dem Drehfeld
ein Drehmoment bildet, das ge-
nau entgegengesetzt gleich dem
Belastungsmoment ist.

Bei KurzschluB des Ubertragungskreises ist der Belastungswiderstand Null,
beim Motor ist also s =1, der Motor steht still. Leerlaufstrom J, und KurzschluB-

strom J; seien durch Messung ermittelt und im Diagramm Abb. 182 gleich (72—’;
bzw. O P, aufgetragen. Der Kreisradius ist nach Kap. VII, Gl (57) fiir p,=0

Abb. 182.

> VIR 1 J§—2JJycos(gx — @)
PoM=E= 2sin (@ + ¥k — o) ’ (38)

oder, da ¢, —g¢, meist ein kleiner Winkel und y; —y,~=0 ist,
R T to0% @ 90) (38a)

2sin gy
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Er ist gegen die Abszissenachse nach S. 68 um 2y, nach vorwérts gedreht. Fiir

Ye—vo=0 ist auch 2y,=y,+y, =3 PyP,0. Die Ordinate des Kreismittel-

punktes ist Yo = JgCOSPy + Rsin2y, .

Hierin berechnet sich y, aus dem Spannungsverhiltnis bei Leerlauf. Beim Trans-
formator ist die sekunddre Leerlaufspannung J3, und die primire Spannung
Jo(31+ 3a), der Winkel zwischen beiden ist sehr angendhert

JoR
= arctg =2
Yo g Pl

und da dies ein sehr kleiner Winkel ist, kann man den sinus und den tangens gleich

dem Bogen setzen. Dann ist

Jo(Jr — Jocos (@ — o)) By
- Psing, (39)

Das Arbeitsgebiet als Motor von Stillstand bis zum synchronen Lauf umfaf3t den

oberen Kreisbogen P, P P,. Die Vektoren OP sind die Primarstrome J, die Vek-

toren Py P sind den sekundéiren Strémen proportional, P, P = J,/C,.

Lelstungen und Wirkungsgrad. Die Ordinaten der Krelspunkte P sind die priméar
aufgenommenen Leistungen N,. Die Abszissenachse ist wie immer die Gerade der
priméren Leistung. Die sekundar abgegebene Leistung N, ist hier die mechanische
Leistung des Motors. Nach Kap. VII, § 40 wird sie fiir ¢, ﬁO im gleichen Mafistab

wie N; durch den Abstand PN des Kreispunktes von P P,C gemessen, wobei PN

senkrecht auf dem Radius P M, steht. P, o Py ist daher die Gerade der mechanisch
abgegebenen Leistung. Sie schneldet den Krels in den beiden Punkten, bei denen
diese Leistung Null ist, bei Leerlauf (P,) ist das Drehmoment Null und bei Kurz-
schluB (P,) ist die Drehzahl Null. Die Verlustlinie geht nach Kap. III, S. 38 durch
den Schnittpunkt § der beiden Leistungslinien. Thre Richtung findet man aus
dem dort bewiesenen Satz, daBl zwei Leistungen in gleichem MaBstab erscheinen,
wenn sie durch solche Abstinde von den beiden Leistungslinien gemessen werden,
die in die Richtung der dritten fallen. Nun sind die Richtungen, in denen hier N,
und N, im gleichen MaBstab erscheinen, um den kleinen Winkel 2y, verschoben.
Ist L der Schnittpunkt von PN mit der Abszissenachse, so ist PL=N, : cos 2y,
und praktisch gleich N;. Daher kann man die Verlustlinie 8 ¥ durch Punkt S parallel
zur Kreistangente in P, legen und zur bequemen Darstellung des Wirkungsgrades
die Parallel V W zur Abszissenachse zwischen der Verlustgeraden und der Geraden
der Nutzlelstung P o P, ziehen. Ein Strahl von S nach dem Kreispunkt P schneidet
VW in U, und es verhalten sich die Abstéinde UV und U W wie der Verlust zur
Nutzleistung, oder UW zu VW wie N, : Nyjcos 2y, =n/cos 2v,.

Drehmoment und Schliipfung. Das Drehmoment des Motors ist proportional der
Drehfeldleistung

Yo=2JC0s @y +

N, = 3,

Da J, proportional den Abstéinden der Kreispunkte P von P ist, wird auch diese
Leistung durch die Abstinde von einer Geraden der Drehmomentlinie gemessen.
Sie schneidet den Kreis in den beiden Punkten, bei denen N, =0 ist. Sie geht also
durch P,, denn hier ist J, =0, und zweitens durch einen Punkt P, fiir den s = oo
ist. Bei unendlich groBer Liuferfrequenz ist J, genau um 90° gegen die EMK ver-
spatet. Dieser Kreispunkt wird wie folgt gefunden. Es ist

PP=T" und  PP=_r=U0(-1)

0 2 Cr 2, Oy,
tir Oy =0, wird

PP, R,
BBE:_Z(l_l).
P,P % \S
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Dabei ist 9 o zwischen Py P und P P, fiir p,=0 und Yo =2 ¥ gleich ;. Fiir P, muB
daher sein B P.P, PP, R,

PP, PP, % .
Die Ordinate des KurzschluBpunktes ist
P,Q=0Pycosp, = 0P 2.
k

Diese GroBen sind aus der KurzschluBmessung bekannt, ebenso ist der Laufer-

widerstand R, durch Messung oder Rechnung bekannt. Macht man daher

PR: P.Q=R, : R, so ist —
o : BO=B, : By P,R:OP,=R,:z.

Dieses Verhaltnis soll zwischen P, P und Py P_ bestehen. Da nun g P, P P,

=a=g, und auch JCOP,R=g, ist, hat man A P, PP~ A RO P, zu machen,

indem man _ P, Py P, =<I_ROP, an P, P, antrigt um P_ zu finden.

Da nun die Abstdnde der Kreispunkte P, von der Drehmomentlinie die Dreh-
feldleistung JZ R,[s darstellen, ergibt sich die Schliipfung wie folgt. Die Stromwérme
im Léufer ist N,=JZR,. Da J, durch P,P gemessen wird, ist die Verlustlinie,
die allgemein die Halbpolare ist (s. Kap.III, S.37), hier, da P, auf dem Kreis
liegt, die Tangente in P,. Die Abstinde der Kreispunkte von der Tangente in P,
stellen also JZR, dar. Nach Abzug dieser Leistung von der Drehfeldleistung bleibt
die mechanische Leistung, die durch die Abstinde der Kreispunkte von P,P, ge-
messen wird. Diese drei Leistungsgeraden schneiden sich im Punkte P,. Zieht man

daher zwischen Verlustlinie P,7T und Leistungslinie_P‘oPk die Parallele % T™W zur
Drehmomentlinie, so teilt ein Strahl P, P die Strecke TW in E so, dal TE zu EW

sich verhilt wie der Verlust zur Nutzleistung, oder T'E zu T W wie der Verlust zur
Drehfeldleistung

T_E:T_W=J§R2:J§%=szl.

Das groBte Drehmoment entspricht dem Punkt D auf dem Lot M D auf der
Drehmomentlinie. Dieser Punkt teilt das Arbeitsgebiet des Motors in zwei Teile.
Von P, bis D nimmt das Drehmoment bei wachsender Schliipfung zu, hier ist der
Betrieb stabil. Von D bis P, nimmt das Drehmoment mit wachsender Schliipfung
ab, der Betrieb ist labil. Wird der Motor stirker belastet als Punkt D entspricht,
so nimmt die Schlipfung bis zum Stillstand zu, der Motor fallt auBer Tritt.

Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch eine gedachte
elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine wirkliche elektrische ersetzen,
ohne daf sich an der Stromaufnahme und dem Drehmoment etwas dndert. Hierzu
schaltet man in den Laufer einen Vorschaltwiderstand iiber Schleifringe und Biirsten.

Ist er fiir eine Phase gleich Rz(% — 1>, so hat der Motor bei Stillstand dasselbe Dreh-

moment und denselben Strom wie beim Lauf bei der Schliipfung s ohne Vorschalt-
widerstand. Durch Abstufung der Widerstinde kann der Motor beim Anlauf alle
Drehmomente entwickeln, die im Bereich von Stillstand bis Synchronismus bei

kurzgeschlossenem Laufer mdéglich sind. Im Gebiet P, P, ist, d. h. von s=1 bis
§=00 wird dem Motor elektrische Leistung zugefiihrt, die mechanische Leistung
ist aber negativ, d. h. sie wird dem Léufer zugefiihrt. Hier arbeitet die Maschine
als Bremse und setzt die elektrische und mechanisch zugefiihrte Leistung in Wirme
im Laufer um. Der unterhalb der Abszissenachse liegende Teil des Kreises ent-
spricht negativer, d. h. an das Netz abgegebener elektrischer Leistung. Die Schliip-
fung ist dabei negativ, der Laufer dreht sich schneller als das Drehfeld. Hier arbeitet
die Maschine als Generator. Dabei nimmt sie Blindleistung zur Erregung ihres

Feldes aus dem Netz auf, ein solcher ,,asynchroner Generator kann also nicht
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selbstdndig arbeiten. Neuerdings verwendet man sog. Drehfeldergermaschinen,
mittels derer man dem Laufer den Erregerstrom mit der Schlupffrequenz zufiihrt.
Die dabei aufzuwendende Blindleistung verhilt sich zu der bei kurzgeschlossenem
Léufer primédr aufgenommenen Blindleistung 70

wie die Schlupffrequenz zur Netzfrequenz. 7 [4*7% ".%
Ein solcher fremderregter asynchroner Gene- |
rator kann daher selbsténdig arbeiten, seine 4% 7T ~L N
Frequenz hingt von der Drehzahl und der / ~ N
Frequenz des Erregerstromes ab. 06 / i
In Abb. 183 sind fiir den Motor die aus /
dem Diagramm ermittelten Werte des Stromes / / 4
J, des Leistungsfaktors cos ¢, des Wirkungs- g4 ,/
grades  und der Schliipfung als Funktion der // ,/
Belastung N, bis zur maximalen Leistung auf- [ j=d
getragen. Der Strom ist in Prozenten des Kurz- 4% A
schlufistromes dargestellt. 5 ——— é
Analog konnte man die Kurven fir das T | i
unstabile Gebiet und ferner fiir die Arbeits- 42 Qbe 183”'5 498 7

weise als Generator auftragen.

Das Kreisdiagramm des Induktionsmotors wurde zuerst von Heyland! in
vereinfachter Form, das hier abgeleitete exakte Diagramm von Ossanna? an-
gegeben.

78. Reihenschaltung eines Kondensators und einer Drosselspule mit
Eisen.

In einem Stromkreis, der einen Kondensator in Reihe mit einer Drosselspule
mit Eisen enthilt, ist die Umlaufspannung
¥ ._dg

Ri+%——pmsinwt:—d—t und 7=

Hierin ist ¥ =/f(:) durch die Hysteresisschleife dargestellt. Eine genaue Losung
wiirde die analytische Darstellung der Hysteresisschleife oder eine punktweise
Integration erforden. Angenéhert kann das Verhalten und die wesentlichen Unter-
schiede gegeniiber dem Schwingungskreis mit konstanter Induktivitit (Kap. II, § 9)
fiir die Effektivwerte ermittelt werden, wenn man zunichst die Verluste vernach-
lissigt und fiir den verzerrten Strom den dquivalenten Sinusstrom einfiihrt.
Resonanzfrequenzen. In Abb. 184 stellt die gekriimmte Magnetisierungskurve
der Spule ¥ =/(J) den Zusammenhang zwischen  , c B
FluBwindungen und Strom dar. Die Spannung y =L
der verlustfrei gedachten Spule ist P, =%w, wih- 4
rend zu dem Strom J die Kondensatorspannung T

(40)

P c:% gehort. Diese Spannungen sind gleich s

grof3, wenn e V;i; (1)

ist. Diese Gleichung tritt also an Stelle von

1 0 —_J
W == VL:O Abb. 184.

fiir den Schwingungskreis mit konstanter Induktivitat. Wahrend aber dieser Aus-
druck eindeutig ist, ist Gl (41) unendlich vieldeutig. Denn das Verhiltnis J : ¥
wird in Abb. 184 durch tg 8 dargestellt, und jedem Punkt der Magnetisierungskurve

1 ETZ 189%4. 2 7. Elektrot. 1899.
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entspricht ein anderer Wert von tg 8. Daher gibt es zu einer bestimmten Kapazitiat C
zu jedem Punkt der Magnetisierungskurve eine andere Frequenz, bei der die Blind-
leistungen von Spule und Kondensator gleich gro8 sind, angefangen von einer klein-
sten Frequenz w,, der die Anfangstangente an die Magnetisierungskurve mit dem
Neigungswinkel g, entspricht. Zu jeder Frequenz gehort ein bestimmter Strom und
eine bestimmte Spannung an Spule und Kondensator

PS=Pc='I’w='/%«.

Man kann daher den Zusammenhang zwischen den Spannungen, Strémen und
Frequenzen leicht ermitteln, da einerseits fiir C = konst.

w:wy=Ytgf: VtgBo = YAB : JAC
ist, andrerseits die Spannung stets proportional VJ¥, also der Seite eines mit
dem aus J und ¥ gebildeten Rechteck flichengleichen Quadrates ist. In Abb. 185
ist dieser Zusammenhang zwischen w, J und P dargestellt.

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz. Bei konstanter Netzfrequenz wird
die Spannung der Spule P,=f(J) durch die Magnetisierungskurve Abb. 186 dar-
gestellt, und die Kondensatorspannung P,=f(J)=J/wC durch eine Gerade. Da

die beiden Spannungen in
Gegenphase schwingen, ist
ihre Differenz die Netz-
spannung P. Diese Diffe-
renz ist als dritte Kurve
P=f(J) in Abb. 186 ein-
getragen; sie hat teils po-
sitive, teils negative Ordi-
naten. Den positiven Ordi-
naten entspricht P,> P,
d. h. ein vorwiegend induk-
tiver Stromkreis, bei dem
der Strom gegen die Netz-
spannung um % Periode
verzogert ist, bei den nega-
tiven Ordinatenist P, > P, der Stromkreisist vorwiegend kapazitiv und dieKlemmen-
spannung ist gegen den Strom um % Periode verzégert. Man kann also Ordinaten und
Abzissen der Kurve P = f(J) als Zeitdiagramm auffassen. Zu einer bestimmten Klem-
menspannung P gibt es im allgemeinen drei mogliche Betriebszustande, die durch die
3 Punkte P,, P,, P, auf der Kurve P = f(J) bezeichnet sind und die alle dieselbe Ordi-
nate P haben; bei P; und P, ist der Strom gegen die Spannung verspétet, bei P, vor-
eilend. Von diesen mdoglichen Betriebszustinden ist der mittlere P, unstabil, da mit
zunehmendem Strom die Klemmenspannung kleiner werden miifite. Dies bedeutet
nimlich, daB wenn durch Zunahme oder Abnahme des Stromes eine kleine Ab-
weichung von Punkt P, eintreten wiirde, die von dem System verbrauchte Blind-
leistung sich langsamer dnderte als die vom Netz bei der gegebenen Spannung ge-
lieferte Blindleistung; daher wird bei einer Abnahme des Stromes sich sofort der
Zustand des Punktes P, einstellen, oder bei einer Zunahme des Stromes der Punkt P;.

Nun gibt es eine Grenzspannung, die durch den Punkt P,, gekennzeichnet ist,
bis zu der ein Betrieb mit verspitetem Strom iiberhaupt nur méglich ist. Bei gréBeren
Spannungen ist nur noch ein Betrieb mit voreilendem Strom méglich; das Stiick
P, —8 der Charakteristik ist stets labil. Die Grenzspannung tritt dort auf, wo die
Tangente an die Magnetisierungskurve der Kondensatorgeraden parallel liegt.

av 1

dJ  Co’
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Je kleiner die Kapazitdt ist, um so steiler liegt die Kapazitidtsgerade, um so
kleiner die Grenzspannung. Laft man die Netzspannung von Null anfangend bei
konstanter Frequenz wachsen, so nimmt der Strom zu, und es wird der Bogen
O P, P,, durchlaufen, bei weiterer Spannungssteigerung
itber die Grenzspannung wéchst der Strom plotzlich auf
den der negativen Ordinate P, entsprechenden Wert,
wobei die Spannungen an Spule und Kondensator unter
sprunghafter Anderung ihrer Grofie ihre Phasenlage gegen-
iiber der Netzspannung vertauschen. Dies ist in Abb. 187
dargestellt. Bei weiterer Steigerung &ndert sich die
Drosselspulenspannung nur wenig, wihrend die Konden-
satorspannung nun sehr stark ansteigt. Geht man mit
der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der Zustand
auch noch zwischen P;, und 8 so lange stabil, wie die
Verluste vom Netz gedeckt werden konnen.

Uberspannungen bei einpoliger Unterbrechung. In
Leitungsnetzen sind Kondensatoren nicht mit Induktivitdten in Reihe geschaltet;
eine solche Schaltung kann aber bei einpoliger Unterbrechung entstechen. Abb. 188
stellt einen Fall dar, bei dem recht hohe Uberspannungen entstehen konnen. 7' ist
ein Transformator am Ende einer Leitung. Bei a ist die Leitung gebrochen und
einpolig geerdet. Der Magnetisierungsstrom des Transformators schlieBt sich iiber
die Erdkapazitit des ungeerdeten Teils der gebrochenen Leitung, die durch einen
Kondensator C' dargestellt ist. Ist die Netzspannung gréfer als die Grenzspannung,
so stellt sich die Gleichgewichtslage mit voreilendem Strom ein,
die Transformatorspannung #dndert ihre Phasenlage gegen die
Netzspannung um nahezu 180°. Man bezeichnet dies als Kip-
pen der Spannung. An der Leitung tritt eine hohe Uberspan-
nung gegen Erde ein, die u. U. nur durch die Eisensattigung
im Transformator begrenzt ist. Ist die Induktion im Trans-
formatorkern im normalen Betrieb etwa 13000 Gaul, so kann
sie auf fast den doppelten Betrag steigen. Am Transformator
besteht dann etwa die doppelte Netzspannung, wihrend die Leitung gegen Erde
fast die dreifache Netzspannung annimmt. Bei einem Dreiphasentransformator kann
das Kippen einer Phasenspannung zur Folge haben, dal die 3 Phasenspannungen
gich nicht mehr um 120° folgen, sondern um etwa 60°, die zeitliche Reihenfolge der
3 Spannungen ist dann vertauscht und Motoren kleiner Lei-
stung, die an den Transformator angeschlossen sind, kénnen
ihre Drehrichtung umkehren?.

EinfluB der Verluste. Sind die Verluste nicht zu vernach-
lassigen, sondern sind grofere Widerstdnde in den Strom-
kreis geschaltet, so kann deren EinfluB nach Abb. 189
beurteilt werden. Da der Ohmsche Spannungsabfall demn
Strom proportional ist, wird die resultierende Netzspan-
nung P nicht mehr durch die Ordinatendifferenz der Cha-
rakteristiken P,=f(J) und P,=f(J) gemessen, sondern
es tritt die Wirkspannung als Abszissendifferenz der Kon-
densatorcharakteristik und der Widerstandsgeraden O R hin-
zu. In Abb. 189 sind zu 3 Strémen J,, J,, J; die zugehori-
gen Netzspannungen P,, P,, P; eingezeichnet. Es zeigt sich daBl die Verluste be-
sonders im Gebiet des voreilenden Stromes cinen wesentlichen Einflull gewinnen.
Daher werden die Kippiiberspannungen durch die Widerstinde und durch die Wirk-
last des Transformators, die dhnlich wirkt, gemildert.

1 Petersen: ETZ 1915.
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Verhalten bei konstanter Klemmenspannung und verinderlicher Frequenz. Das
Diagramm Abb. 186 gilt zunichst fiir konstante Frequenz w. Bei einer anderen
Frequenz w’, werde der MaBlstab der Spannungen so geéndert, daB die Charakte-
ristik der Drosselspule unverdndert bleibt; dann sind die Ordinaten, welche die
Netzspannung darstellen, mit dem Verhéltnis o : w’ zu multiplizieren, die Ordi-
naten der Kondensatorcharakteristik mit w?2 : w’2 Bei kleinen Frequenzen liegt
die Gerade P,=f(J) steil, bei hohen flach. Daher ist bei kleinen Frequenzen nur
der Betriebszustand mit voreilendem Strom méglich und die Kondensatorspannung
ist fast gleich der Netzspannung, die Spulenspannung ist sehr klein. Mit steigender
Frequenz wachsen P, und P;, bis bei einer bestimmten Frequenz die Netzspannung
gleich der Grenzspannung wird, dann tritt das Kippen auf den Betriebszustand mit
verspitetem Strom ein. J, P, und P, fallen plotzlich
ab. Die Frequenz, bei der das Kippen eintritt, hingt
von der Klemmenspannung ab. Je groBer sie ist, um
b so hoher liegt die kritische Frequenz. Abb. 190 zeigt
zwei charakterische Kurven P,=f(w), und zwar gilt
% P, fiir niedere Klemmenspannung, P,, fiir groBe bei
derselben Kapazitit; die erste zeigt das Abfallen der
Spannung, die zweite nicht. Bei Betrieb mit voreilen-
dem Strom #ndert sich P, bei gegebener Klemmen-
spannung nahezu linear mit der Frequenz. Andrerseits war bei konstanter Frequenz
und veréinderlicher Klemmenspannung nach Abb. 187 P, nahezu konstant. Diese
Eigenschaften hat Martienssen!, der diese Zusammenhinge zuerst gezeigt hat,
zur Konstruktion eines Frequenzmessers verwendet.

Abb. 190.

XII. Leitungen mit verteilter Selbstinduktion
und Kapazitiit.

79. Die Leitungskonstanten.

Bisher wurden die Elemente der Arbeitsiibertragung, wie Leitungen, Spulen
von Transformatoren und Maschinen als Tréiger eines magnetischen Feldes be-
trachtet und deren elektrisches Feld im Dielektrikum vernachlissigt. Dies ist zu-
léssig, wenn Spannung und Frequenz so niedrig sind, daB die Verschiebungsstrome
gegen die Leitungsstrome verschwindend klein sind. Bei hohen Spannungen in der
Starkstromtechnik und bei den hohen Frequenzen der Schwachstromtechnik trifft
dies nicht mehr zu. Die vom elektrischen Wechselfeld bedingten Verschiebungs-
strome verlaufen zwischen den Leiteroberflichen und zwischen diesen und Erde.
Je groBer die Liangsausdehnung der Leiteranordnungen, wie Kabel, Fernleitungen,
Wicklungen usw. ist, um so gréBer wird die Summe der Verschiebungsstrome. Im
Leiter setzen sich dle Verschiebungsstrome als Leiterstréme fort. Diese sind daher
im allgemeinen nicht stationir, ihre GroBe ist in jedem Leiterquerschnitt eine
andere. Das magnetische Wechselfeld, das die von den Leitern gebildeten Schleifen
durchsetzt, bedingt, daB die Umlaufspannung iiber einen beliebigen Teil des Strom-
kreises von Null verschieden ist. Die Spannung von Leiter zu Leiter und von Leiter
nach Erde ist also auch an jedem Teil einer solchen Leiteranordnung eine andere.

Das elektrische Wechselfeld, das der Spannung proportional ist, bedingt somit
eine Anderung des Leiterstromes, und das magnetische Wechselfeld, das dem Leiter-
strom proportional ist (da wir von der magnetischen Wirkung der Verschiebungs-
strome absehen), bedingt die Anderung der Spannung. Infolge der Wechselwirkung
dndern sich beide stetig.

1 ETZ 1910, S. 204.



Strom- und Spannungsgleichung. 155

Mit der Ausbildung der Wechselfelder sind gewisse Verluste verbunden. Der
Strom ruft Verluste durch Stromwéirme im Leiter, das magnetische Feld Wirbel-
stromwarme teils im Leiter — Skineffekt — teils in benachbarten Leitern hervor,
z. B. im Bleimantel von Einleiterkabeln. Das elektrische Feld bedingt Verluste im
Dielektrikum, die von der Hohe der Spannung abhéingen und als dielektrische
Hysteresis bezeichnet werden; von der Spannung hingt ferner der Verlust durch
unvollkommene Isolation ab. Bei Freileitungen fiir hohe Spannungen entstehen
Entladungen durch die Luft, die sich z. T. sichtbar als Glimmerscheinung, die sog.
Korona duBlern. Diese Verluste bezeichnet man zusammenfassend als Ableitungs-
verluste.

Es sind nun die folgenden vier GrundgréBen zu beriicksichtigen :

Die Energie des elektrischen Feldes ist $p*C, worin C die Kapazitit ist.

Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung setzt man p24 und
bezeichnet A als Ableitung.

Die Energie des magnetischen Feldes ist $¢2L, worin L die Induktivitit ist.

Der vom Strom abhingige Energieverlust in der Zeiteinheit ist 2 B, worin R
den Wirkwiderstand bezeichnet.

Infolge der Verénderlichkeit von Strom und Spannung ist jedem Element der
Leitung ein Anteil an den vier Konstanten C, 4, L, R zuzuordnen. Dabei bezieht
man die Konstanten selbst auf 1 km als Léngeneinheit.

80. Strom- und Spannungsgleichung.

Als einfachstes Beispiel eines Stromkreises mit verteilter Selbstinduktion und
Kapazitét betrachten wir die Doppelleitung Abb. 191 von der Linge I. Fiir ein Ele-
ment der Schleife von der Linge dx sei p die Spannung zwischen den Leitern im

Abstand 2 vom Leitungsanfang, im Abstand x 4 dx ist sie p 4- g—;dx . Das Schleifen-

element habe die Induktivitit Ldx und den __ Z o
Widerstand Rdz, der Strom sei 4. Dann ist die ) — i
Umlaufspannung ' nll ﬂ,fgfdx
Rdxz—{—(p-{— pdx) —de%z , —
xSl
oder op ) 9 Abb. 191.
_0_:R714'L;. (l)

Der in das Element eintretende Leltungsstrom am Punkte x ist ¢, der am Punkte

x+dx austretende Leitungsstrom z-{— dx in das Dielektrikum tritt auf dem

Léngenelement dz der Verschiebungsstrom de 5{ und der Ableitungsstrom Adxp.
Die Summe der vier Strome ist Null.
.., O op
1 — <7, + é—;dx> — Adxp — deﬁ =
oder
— % _4p+o2. )

Gl. (1) und (2) sind die leferentlalglelchungen fiir die rdumliche und zeitliche
Anderung von Strom und Spannung.

Fiir stationire einwellige Schwingungen kénnen die Gleichungen fiir die Effektiv-
werte mit jo anstatt 0/0f geschrieben werden

_%ﬁ (R+joLl)§ (3)

— B4 +je0)B. @
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Durch Differentiation nach z wird
d AR . d
IR —R+jontS, ) —S=utjor)tE
und wenn GI. (3) und (4) eingesetzt werden
d d
X —Rtjol)d+jo0)B. 1) "Z-Rtjehd+je03. ©
Diese Gleichungen sind von gleicher Form. Die Strom- und die Spannungsverteilung
langs der Leitung sind von gleicher Art und unterscheiden sich nur durch Konstante.
Eine Losung von (7) ist B — 9o )

worin e=2,71828. .. die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Durch zweimalige
Differentiation wird

%?i—::vzglewzvz‘ls, (10)
somit nach (7)
v=14J(R+joL)d+jol) (11)
und die vollstdndige Lésung von (7) besteht aus zwei Teilen
B=Ae® +Wge= 2. (12)

Nach (3) und (12) ist
1 d A+jol, _
S:—R+ij£: R—i—;‘zl;(%ze ”ﬁ_i)lle‘!'z). (13)

Die Integrationskonstanten %; und A, sind Spannungsvektoren, ihr besonderer
Wert ergibt sich aus den jeweiligen Grenzbedingungen. y ist eine komplexe Zahl

Nach GL (11) ist v=a+ib
v = (a4 jb)2 = (R + jo L)(4 + j C)
=a?—b*+2jab=(R4 —w?LC)+ jo(4AL+ RO).
Durch Gleichsetzen der reellen und der imaginiren Teile wird
a?— 0P =R4A—w?LC, 2ab=w(4AL+RC). (14)
Quadriert und addiert man, so ist
(a2 + b%)? = (R? 4 w2L?)(42 + 02(?) , a?+ b2 = V(Rz + w2 L2)(A2 4+ w2(C?)
und durch Vereinigung mit Gl. (14) wird

a=Y3[B4 —2LC+ (B + 0? A4 + 02C?)],

(15)

b=)3[0*LC — AR+ J(B* + 0?1242+ 02CY)).
Jedes der Glieder in Gl. (12) und (13) stellt eine fortschreitende Welle dar. Setzt
man fiir Y ]/§Ae7'“", worin A der Betrag von U ist und +v=+(a--7b), so ist
V2 Aeotex@+ive — V24 gitzba) gaz

Re J24 #@t=2 — 2 4 cos (wt 4 ba).
Dies ist, wie schon in Kap. X § 70 gezeigt, die Gleichung einer fortschreitenden
Welle mit der rdumlichen Wellenlinge

2n

und der reelle Teil

b ist das WinkelmaB.
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist
d l

Die Wellen legen in einer Periode T' des Wechselstromes eine Wellenlidnge zuriick.
Entsprechend den Faktoren e*%% werden die Wellen beim Fortschreiten in der
+ - oder — z-Richtung nach Mafgabe des Dampfungsfaktors a gedampft.
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Spannung und Strom lings der Leitung werden also nach GI. (12) und (13) durch
je zwei raumlich sinusférmig verteilte Wellen mit geddmpften Amplituden dar-
gestellt, die mit gleichbleibender Geschwindigkeit, die eine nach dem Leitungsende,
die andere nach dem Leitungsanfang wandern. Die erste heilt die Hauptwelle, die
zweite die reflektierte Welle.
In Gl (13) fir den Strom sind die Spannungsvektoren ; und U, durch einen
Faktor Wil
JoL
AFjw0 = 3 (18)
dividiert, er hat die Dimension eines Widerstandes und ist nur von den Leitungs-
konstanten bei der gegebenen Frequenz abhingig; man bezeichnet ihn als ,,Cha-
rakteristik der Leitung oder als Wellenwiderstand.
Bestimmung der Integrationskonstanten. a) Ist der Betriebszustand am Leitungs-
anfang durch die Vektoren B, ; gegeben, so wird aus Gl. (12) und (13) fir x =0
By =+, W18 = A — Ay ;
Q[Zi%($1+3'18), E)Il:%(%148148)'
daher P=1P,(e"*+e 72—, 3" *—e ") =P, Cojra—J; 3 Sinva, (19)
1° .
S = %Sl (% 4e %) — 5 %(erx —e T = Slgoivx_%@lnvm i (20)
b) Ist der Betriebszustand am Leitungsende durch die Vektoren §,, , gegeben,
so rechnet man zweckmifBig die Lingen x vom Leitungsende und hat hierfiir in
Gl. (12) und (13) 4+ 2 und — z zu vertauschen. Es wird also

P =W e 77+ Wye*?, JF8 =Wpe"*— W % (21)
und fiir =0
Bo= A+ A, 828 =Up—Ay, Wy :%(S-Bz +3:8), % :%(532“828) (21a)
und damit in (21)
P =B, Cofrz + F, 3 Sinva, (22) =5, Cofra 4+ %@invw . (23)
81. Verlustfreie Leitung.

Wenn man zunichst die Verluste vernachlissigt, gewinnen die Gleichungen
eine einfache Form. Wir setzen

R=0, A4=0.
Nach GI. (15) wird
a=0, b=wVJLC.
Da a=0 ist, sind die Wellen ungedampft. Die Wellenldnge wird nach Gl. (16)
71— 27 2@ T

b~ woye Lo

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach GI. (17)
A 1

T Lo’

Diese Geschwindigkeit ist sehr angenihert, wenn man das magnetische Feld im
Innern der Leiter vernachlissigt

(24)

c
v g o
Yeu
worin ¢=3-10% cm/sek =3-105 km/sek die Lichtgeschwindigkeit ist. Fiir Frei-
leitungen ist e =1, y =1. Die Geschwindigkeit der Wellen ist die Lichtgeschwindig-
keit. Die Wellenlinge ist bei f =50 Hertz

A =0T~ 6000 km.
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Die Entfernungen der Starkstromiibertragungen sind also nur Bruchteile der Wellen-
linge. Bei Telephonstromen kénnen die Leitungslingen hingegen mehrere Wellen-
lingen betragen. Fiir f=3000 Hertz ist A== 100 km.

Der Wellenwiderstand ist fiir die verlustfreie Leitung nach Gl. (18)

Z= ]/g (25)

und er betrégt fiir eine Doppelleitung etwa 600 bis 800 Ohm, bei einer symmetri-
schen Dreiphasenleitung je Phase die Hilfte hiervon.

Bei Kabeln ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner und betrigt etwa
120000 km/sek; der Wellenwiderstand bei Dreiphasenkabeln je Phase etwa 35 bis
70 Ohm je nach Querschnitt und Spannung. In Gl. (22) und (23) ist fiir a =0

Cojvae = Cojjbx = cosbx, Ginyx = Ginjbx = jsinbx .

B = P,cosbx + I, Zsinbx , S:S‘ZCObe—}—j%Sinbx. (26)

Diese Gleichungen koénnen in einem Polardiagramm dargestellt werden, das ein
anschauliches Bild von der Anderung der GroBe und Phase der Effektivwerte bzw.
4 der Amplituden von Strom und Spannung
A 45 ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Brei -
, | sig! angegeben worden, das hier gegebene
! | Diagramm ist ein Sonderfall des spéter ab-

A | ‘ ,  zuleitenden allgemeinen Falles.
ANy | Ist in Abb. 1920 P, der Vektor der Klem-
menspannung am Ende der Leitung, so ist die
Projektion des um den Winkel bx= P,04,

NIE)

I ?, gedrehten Vektors auf die Richtung von O P,
0B, = Pycosbx .

i

A ; . Ay Ist ferner 0Jy,=J,Z= O_C’l , 8o ist die Pro-
: E jektion von OC, auf die zu O P, senkrechte
' Richtung

4 : o 0D, =J,Zsinbz.
9

Abb. 192. Ist J, gegen P, und ¢, verzogert, so eilt

2% sinbx gegen J, um 90°, gegen P, um

(90° — @,) vor; man trigt also B;E,=0D, senkrecht zu OJ, an OB, an. OE, ist

dann der Vektor der Spannung P im Abstand z vom Leitungsende. Fiihrt man die

Konstruktion durch (in Abb. 192 sind 12 Punkte im Abstand von bz = 30° gewihlt),

so erhilt man als Ort fiir den Spannungsvektor der verlustfreien Leitung eine

Ellipse. Die Momentanwerte erhélt man in bekannter Weise durch Projektion der
Vektoren auf die Zeitlinie.

Das Diagramm zeigt, daB die Amplitude der Spannung vom Leitungsende an
zuerst wenig zu- und dann stark abnimmt, bis bx=m/2, also 2=n/2b=A4/4 ist.
Bei etwas mehr als einem Viertel der Wellenlinge ist sie um 90° in der Phase gegen
P, verschoben, sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nihe von z=A4/2 wieder
ein Maximum und hat dort 180° Phasenverschiebung gegen die Spannung am
Leitungsende.

Aus der Konstruktion folgt, daB fiir induktionsfreie Belastung, g,=0, die
beiden Hauptachsen der Ellipse P, und J, Z sind.

Fir den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden.

i

1 ETZ 1900, S. 87.
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In der Spannungsgleichung (26) ist fiir den gegen « um eine Viertelwelle zuriick-
liegenden Punkt (x—m/2b) cosb(x —n/2b)=sinbx und sinb(x —x/2b) = —cosbx,
SB( 1) = Pysinbx — jJ,Zcosbr  und  JFyZ = JpZcosbz + j B,sinbzx,

T

daher SmZ=1g Z\ -

e 7‘3(1_%)
Der Vektor JZ an einem Punkt z der Leitung ist ebenso groB wie der Spannungs-
vektor P an einem um % Wellenldnge zuriickliegenden Punkt, aber um 90° in der
Phase nach vorwirts verschoben.

Daraus folgt, daB die Maxima und Minima n
von Strom und Spannung um % Wellen- ﬂ?\\
lange auf der Leitung voneinander entfernt A
liegen.

Die Phasenverschiebung zwischen Strom
und Spannung #ndert sich langs der Lei-
tung., Am Leitungsende ist sie ¢,, an einem 7
beliebigen Punkt z sei sie ¢. Da nun, wie &L >~ -~
gezeigt, der Stromvektor an diesem Punkt : >~ 1t
genau 7 Periode gegen den Spannungsvek- :
tor am Punkt (z —}4) voreilt, ist der Win- ? TS
kel zwischen den Spannungsvektoren an den : 7 e /<
Punkten x und (x—$4) gleich 90° +¢. Ist of O
der Winkel zwischen zwei solchen Spannungs- PoNg \/‘
vektoren spitz, so ist am Punkt « P gegen i Sl
J verspitet, ist er stumpf, so ist J gegen P |

verspiitet. So bildet O P, am Leistungsende o7 L/ Z / ®
mit O By den stumpfen Winkel 90° + ¢,, ent- AN
sprechend der Verschiebung g,. */1: Wellen- | N .
linge entfernt davon ist O £, der Spannungs- 7 A~
vektor, er bildet mit OF,, einen spitzen - X s
Winkel, im Punkte 2 =5 1 ist also der Strom / =

gegen die Spannung verfriiht. Die Leistung AN .
ist aber an allen Punkten der Leitung kon- T

stant, weil die Verluste vernachlissigt wurden. o _z

In Abb. 193 sind fiir 6 Augenblicke im Ab- 7 - o
stand von /12 Periode die Strom- und die “"72 ~ TR ‘
Spannungsverteilung fir folgende Verhilt- ‘ R i \_’
nisse dargestellt. Uber eine Einphasenlei-
tung mit 2 Seilen von 1,5 cm Durchmesser im Abb. 193.
Abstand D =150 cm werden 1000 kVA bei
einem cos@, =0,8 mit 50000 Volt iibertragen. Der Strom am Leitungsende ist

1000000

2= 5,8-50000 = 25AmP.

g

Die Konstanten sind
D
L= (4 In" + 1) 10~ H/km = 0,00222 H/km ,
1 106
O=—"p % F/km = 0,00525 - 10~ F/km
4In—
a

L 10,00222-108
Z = I/E = V_0,0052§ - = 650 Ohm

JyZ=16250Volt =~ 1 P,.
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Das Bild stellt die Wellen fiir die ganze Wellenlinge dar. Bei f= 50 Hertz ist aber
eine Freileitung von 100 km nur '/ee Wellenliinge; in Starkstromleitungen bildet
sich also nur ein kleiner Teil der Wellen aus.

Aus Gl. (26) folgt fiir die unbelastete Leitung (J,=0)

P = P,cosbx .

An irgend einer Stelle, die weniger als %2 Wellenlinge vom Leitungsende entfernt
ist, ist die Spannung kleiner als am Ende. Es tritt eine Spannungserhéhung durch
den Ladestrom auf. Diese Erscheinung ist zuerst an Kabeln beobachtet worden,
bei denen der Ladestrom gréBer und die Wellenlidnge bei gleicher Frequenz kleiner
als bei Freileitungen ist. Besonders ausgeprigt kann man an unbelasteten Kabeln
die Oberschwingungen in der Spannungskurve von Generatoren beobachten, be-
sonders jene von hohen Frequenzen, die von der Nutung des Ankers herriihren.

An dem Diagramm sind folgende Félle leicht zu iibersehen.

1. Reflexionsireie Belastung. Ist J,Z =P, und ¢,=0, so geht die Ellipse in
einen Kreis iiber: Spannung und Strom sind bei der Leitung ohne Verluste lings
der ganzen Leitung konstant. In Gl. (26) wird, da der Betrag von (cosbx -+ j sinbx)
gleich 1 ist, P=P, und J=J,. Der Vektor der reflektierten Welle in Gl. (21a)
Wy =1 (Po — J23) wird Null. Es besteht somit nur die am Leitungsende einfallende
Hauptwelle, die hier A; =1 (B, +IFp3) =B, ist. Die Belastung bezeichnet man in
diesem Fall als reflexionsfrei. Dabei ist der Widerstand der Belastung gleich dem
Wellenwiderstand. Setzt man fiir Z den Wert ein, so ist

JEL=PZC.
Die Energien des magnetischen und des elektrischen Feldes sind gleich groB, daher
ist die Anderung der Spannung und die des Stromes bei der verlustfreien Leitung
Null. Den Strom P/Z bezeichnet man als Wellenstrom. Ist der Belastungsstrom
gleich dem Wellenstrom, so ist die Leitung reflexionsfrei belastet.

2. Stehende Wellen. Der zweite Grenzfall ist, daB die reflektierte Welle ebenso
groB} ist wie die einfallende, dann bildet sich eine stehende Welle aus. Da die Dimp-
fung der Wellen bei der verlustfreien Leitung Null ist, bedeutet dies, daB die am
Leitungsende ankommende Energie ebenso groB wie die zuriickgeworfene ist, d. h.
dafl am Leitungsende keine Energie verbraucht wird.

Im Diagramm kennzeichnet sich die stehende Welle dadurch, daB die Ellipse
in eine Gerade zusammenschrumpft, Strom und Spannung #ndern sich lings der
Leitung nur der GréBe, nicht der Phase nach, sie gehen an bestimmten Leitungs-
punkten, den Knotenpunkten der Welle, durch Null und sind im iibrigen an jedem
Leitungspunkt um 90° gegeneinander phasenverschoben. Solche Fille sind:

a) Bei offener Leitung ist J,=0, und in Gl (21a) ist

Wy =Wy =5%B,,
und in GI. (26) P = B,cosbe, SZ =jPBysinbzx.

Die Wellenbéuche der Spannungswelle liegen bei =0, 4/2, 4, die Knotenpunkte
bei x=1A4, $4,... Der Strom ist iiberall gegen die Spannung um % Periode ver-
fritht und hat seinen Nulldurchgang an den Punkten der riumlichen Spannungs-
amplitude und umgekehrt. Fiir die Stromquelle stellt die Leitung einen kapazitiven
Widerstand fiir (x=1) dar
S~ jZcotgbl,
der bei I=1}4 gleich Null, bei =} unendlich gro8 ist.
b) Bei kurzgeschlossenem Leitungsende ist P,=0. In Gl. (21a) wird der Vektor
der reflektierten Spannung
A=—A = %328

und in GL (26) B=7JoZsinbz, F=SF,cosbx.
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Die Knotenpunkte und Wellenbauche sind gegen den vorhergehenden Fall um
72 Wellenlinge auf der Leitung verschoben, die Spannung ist iiberall gegen den
Strom um % Periode verfritht und die Leitung stellt am Leitungsanfang x =1 einen in-

duktiven Blindwiderstand P
-§(z=l) = 7Z tg bl

dar, der bei I=3}A unendlich groB und bei I=312 Null ist.

c) Bei reiner Blindlast ist J, gegen P, um -+ 90° phasenverschoben, die beiden
Vektoren ; und %, in Gl. (21a) sind ihrem Betrage nach gleich gro8 und konjugiert
komplex.

Ein besonderer Fall ist die rein kapazitive Belastung. Die Spannung wird am
Leitungsanfang (x=1I) Null, wenn

Pycosbl =J,Zsin bl .

Ist C, die Belastungskapazitit, so ist

1
Jy=P,w(C,, tgbl—zwoo
Far kl(ﬂlf Winkel b/, kann man tgbl durch bl ersetzen. Setzt man Z=]/L/C’,
b=w|LC, so wird 1
lwL = .
wC,

Hier steht also die Induktivitdt des Leitungsstiickes von der Linge I in Resonanz
mit der Belastungskapazitit. Die Spannung am Leitungsanfang ist Null, der Strom ist

B tgbl\ _ J,
Ty =Ty cosbl(1 + Zwo.,)“cosbz'

82. Leitung mit Verlusten.

a) Die unendlich lange Leitung. Der EinfluBl der Verluste auf die Ausbildung
der Wellen soll zunidchst an einigen Sonderfillen gezeigt werden.

Den Verhiltnissen in langen Telephon- und Telegraphenleitungen kommt die un-
endlich lange Leitung nahe. Bei dieser verschwindet die am fernen Ende reflektierte
Welle. Setzt man in Gl. (12) und (13) 9, =0, dann ist fiir den Leitungsanfang, x =0,

By =As, 38=A="=%,
und damit in (19) und (20)
P =P,e"%=P,e~2%e~102 =P e-2%cosbx — jsinbx) , (27)
J=3e " =16 %%e 0% =J e~ 2%cosbr — jsinbx) . (28)
Wie bei der reflexionsfreien Belastung, s. S. 160, stehen Strom und Spannung an
allen Punkten im gleichen Verhéltnis wie am Leitungsanfang f =&8. Der Strom
ist der Wellenstrom. Strom und Spannung &ndern ihre Phase gleichméaBig, ihre

Amplituden nehmen nach Mafigabe des Dampfungsfaktors ab. Der Wellenwider-
stand ist bei der Leitung mit Verlusten eine komplexe Zahl

B=1Zé".
Darin ist nach Gl. (18)
4_r
R4 (wL)? 1 wC oL
7= VA2+ @O Cz»z—arctg 1 r" (29)
wCoL

Daher ist der Wellenstrom um ¢ gegen die Spannung phasenverschoben, und zwar

verspatet, wenn der Zahler von { positiv, und verfriiht, wenn der Zahler negativ ist.

Meistensist R: L > A:C, daher ist der Wellenstrom meist gegen die Spannung verfriiht.
Das Polardiagramm fiir die Strom- und Spannungsvektoren fiir die allein vor-

handene Hauptwelle erhdlt man durch Riickwértsdrehung des Anfangsvektors um

bz und gleichzeitige Multiplikation mit e=%* als logarithmische Spirale. In
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 11
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Abb. 194 sind 12 Vektoren fiir eine ganze Wellenlédnge in Abstinden bx =30° auf-
getragen. Der EinfluB der Dampfung zeigt sich anschaulich durch Vergleichung
mit der reflexionsfreien Leitung ohne Verluste, bei der die Vektoren konstant sind
und den Kreis beschreiben: die Abstinde der Spirale vom umschriebenen Kreis
zeigen direkt die Démpfung.

Die Spirale ist vollstindig charakterisiert durch
das Verhéltnis von Déampfungsfaktor ¢ und Winkel-
maB b. Nach einer Wellenlinge haben die Wellen
wieder die gleiche Phase wie am Anfang, ihre Be-
trige sind bei x=21=2x/b gesunken auf 27y

Das gleiche Diagramm gilt fiir endliche Leitungs-
linge bei reflexionsfreier Belastung, wobei der Be-
lastungsscheinwiderstand amLeitungsende demWellen-
widerstand gleich ist; sie ist aber hier keine induktions-
freie Belastung, sondern entsprechend dem Phasen-

Abb. 194. winkel { meist eine schwach kapazitive Belastung.

Bei allen anderen Belastungen tritt eine reflektierte Welle auf und das Dia-
gramm setzt sich aus zwei Spiralen zusammen.

b) Leitung mit Widerstand und Kapazitiit. Bei Telephon- und Telegraphen-
kabeln sind die Induktivitdit L und die Ableitung A sehr klein und kénnen in
erster Anniherung vernachlissigt werden. Die ersten Rechnungen der Fortpflanzung
von Telegraphenstromen in Kabeln nach W. Thomson beruhen hierauf.

Fir 4=0 und L=0 wird nach GI. (15) und (18

a=b=Y}RoC, (30) 8= VW VES e

Die Charakteristik ist umgekehrt proportional der Wurzel aus der Frequenz,
je hoher die Frequenz um so kleiner die Spannung fiir einen bestimmten Strom,
um so gréBer aber die Dampfungskonstante. Der Phasenwinkel von Z ist —45°9,
der Wellenstrom ist gegen die Spannung um 45° verfritht. Die Amplituden sind
nach einer Wellenlinge auf e~2*= 1 des Anfangswertes gedampft.

Beispiel. Fiir eine Doppelleitung eines vieladrigen Telephonkabels mit Adern
von 0,8 mm wurde fiir w = 5000 bestimmt: R =64 Ohm/km. C = 0,0365
10-¢ F/km, A4=0,9-10"° Siemens/km. L=0,6-10-° Henry/km. Hiermit ist
fiir 0 =5000 3=>586¢7""""" wiihrend die Naherungsgleichung (31) 593 e~/*>
ergibt. Ferner sind @ =0,0749, =0,0781 nahezu gleich groB3. Die Wellenldnge ist
A=2n/b~~ 80 km, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v=cw/b=64000 km/sek.

Die starke Dampfung begrenzt die Entfernung der Nachrichteniibermittlung
durch Kabel, besonders bei Ubermittlung der Sprache, weil die Obertone stirker
geddmpft werden und die Sprache undeutlich wird.

¢) Pupinkabel. Die Didmpfungskonstante niahert sich fiir hohe Frequenzen einem
Grenzwert. Setzt man nach Gl. (15)

“:V [RA w2L0+w2L0V1+ 2L2>(l+w202”

und entwickelt die zweite Wurzel in eine Reihe, so wird unter Vernachléssigung
von Gliedern hoherer Ordnung

VO ) =1l

a~]/_RZG + s AR+ A2,

:?LRV%+AV7J' (32)
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Diese Gleichung zeigt, dal es fiir héhere Frequenzen bei gegebenen Werten
von R und A eine kleinste Dampfung gibt, die von dem Verhéltnis L: C' abhingt
und dort liegt, wo die beiden Teile gleich grofl sind. Dies ist der Fall fiir

L:C=R:4. (33)

Hierbei ist a=YVAR.

Da nun bei Kabeln L:C sehr klein und R:4 sehr grof} ist, kann eine Verkleinerung
der Dampfung durch Vergré8erung der Induktivitit erzielt werden. Diesem Zweck
dienen Drosselspulen, die nach Pupin! in Abstdnden von etwa 2 km in Telephon-
kabel eingeschaltet werden. In anderer Weise wird dies Erhohung der Induktivitat
nach Krarup durch Umspinnung der Kabel mit Eisendraht erreicht, der, um
eine grofle Anfangspermeabilitit zu erzielen, einen hohen Nickelgehalt besitzt
(Permalloy)2.

In beiden Fillen wird aber auch der Widerstand erhoht. Sind R,, L, Widerstand
und Induktivitdt der Pupinspulen, bezogen auf 1 km der Leitung, so mu8} die Zeit-
konstante 7= L,/R, der Drosselspule sehr gro sein. Dies erfordert teure Drossel-
spulen. Setzt man in Gl. (32) L, und Rj=L,/7 ein, so wird

1 L\y/ © L+1,
“—?RR +2) L+L;+AV o ] :
Bei konstantem Wert 7 hat e ein Minimum fiir

TR—L

Lo=gmat—L

es ist Amin = V(R — é) (A - %) °

und fiir Kabel (L=~ 0) angeniihert -
amin=)/R(4+9).

Nach Breisig? soll fiir eine deutliche Verstindigung bei ! km Leitungslinge al < 3
bis 4 sein. Seine Messungen an Doppelleitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm
Durchmesser zeigten bei w = 5000 im Mittel einen Wert @ =0,00314, wenn Pupin-
spulen von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamen Widerstand in Abstinden von 1,7 km
eingeschaltet waren, ohne diese war ¢ =0,018. Durch die Spulen wurde die Reich-
weite versechsfacht.

Beim Anschluf} einer Freileitung an ein Kabel ist infolge der groBlen Verschieden-
heit der Wellenwiderstinde die Bedingung der Reflexionsfreiheit nicht erfiillt. Das
Kabel hat einen viel groBeren Ladestrom als die Freileitung, die resultierende
Dampfung wird vergréfert, man bezeichnet dies als Reflexionsverlust. Die Er-
hohung des Wellenwiderstandes des Kabels mit Pupinspulen erméglicht daher eine
bessere Anpassung an angeschlossene Freileitungen.

d) Verzerrungsireie Leitungen. Die in Gl. (32) abgeleitete Beziehung fiir das
Minimum der Dampfung bei hohen Frequenzen

R:L=A4:C

fiihrt zu einem weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfiillt
ist, hat nach Gl. (18) den Wellenwiderstand

Z=yL/C

1 Trans. Am. Inst. El. Eng. 1900, S. 245.

2 Meyer, U.: ETZ 1925, S.1033. Wagner, K. W.: ETZ 1925, S. 1581.
3 Breisig: ETZ 1901, S. 1029. Liischen: ETZ 1908, S. 1105; 1913, S. 31.
1 ETZ 1914, S. 646.

11*
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wie die verlustfreie Leitung. Die Fortpflanzungskonstante Gl. (15) wird

v=@t b =E+joD |2 =4 +jo))/5,
somit a=%=42z, b=owyLC.
Der Dampfungsfaktor ist unabhingig von der Frequenz, Schwingungen aller Fre-
quenzen werden gleich stark gedampft. Daher wird die Leitung nach Heaviside
als verzerrungsfrei bezeichnet.

Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall oft nahe. Fiir das Beispiel S. 159
war C=0,00525-10¢ F/km, L=0,00222 H/km, R=0,45 Ohm/km. Die Leitung
ist verzerrungsfrei, wenn 4 =R'-= 0,45 -%:%Z%-lo—ez 1,06+ 10-6 §/km ist. Dies
entspricht einem Isolationswiderstand von rund 1 Megohm fiir den km.

Im folgenden werde das Spiralendiagramm fir eine verzerrungsfreie Leitung
fir den Fall I, 3 4 B, abgeleitet, also die Zusammensetzung aus zwei Spiralen.
Fir die verzerrende Leitung ergibt sich dann nur der Unterschied, da die Vek-
toren &3 nicht mit § phasengleich, sondern um den Phasenwinkel ¢ des Wellen-
widerstandes verschoben sind. Fiir die verzerrungsfreie Leitung ist { == 0. In Gl. (22)
und (23) wird B =1 (B, + 3p2) 22630 - L (B, — §,Z) e0%-702 (34)

32 =3(By + Q2 w0t — L (Py— ) oz (35)
In Abb. 195 stellt 04, den Vektor B, dar, 04, den um bx voreilenden Vektor
PBoe?%, 04,; den um bz nacheilenden Vektor PBe-72%. In der Abbildung ist wieder
| der Kreis, der einer Wellenlinge ent-
spricht, in zwolf Teile geteilt, entspre-
chend einem Fortschreiten um bz = 300,
Die voreilenden Vektoren sind mit £e?2,
die nacheilenden mit e=*% zu multipli-
zieren. Die ersten ergeben die Vektoren
0C,; bis 0Cq, die zweiten die Vektoren
0D, bis 0 Dg. Die Konstruktionist nurfiir
6 Punkte entsprechend % Wellenlinge
durchgefiihrt und fiir das friihere Bei-
spiel ist die Frequenz f = 100 gesetzt. Die
Déampfung fiir die 2 Welle ist e**2 = 2,76.
Die Zusammensetzung zusammenge-
a hériger Vektoren OC; und OD, usf. er-

Abb. 195. A — T
gibt die Vektoren O E, bis O E, die zu-

nichst die Spannungsverteilung bei offener Leitung (J,=0) darstellen, also
B0 =4 Bolereit |- eovev2] = F,60f(a + jb)z = B,C0fvw.  (34a)

Dieses Diagramm war bei der verlustfreien Leitung die gerade Linie.

Subtrahiert man zusammengehérige Vektoren OC; und 0D, usf., so erhilt man
die Vektoren OF; bis OF;. Diese stellen nach Gl. (35) die Stromverteilung bei
offener Leitung (J,=0) dar

IZg,=0)= 3P, (e22e¥® — g~02¢~102) = P, Gin(a +jb)z = P, Sinve.  (35a)
Wihlt man als Ausgangsvektor O 4, nicht R,, sondern $,3, so stellen die durch
Summation erhaltenen Vektoren @ bis 073 in anderem MafBstab nach Gl. (35)

SZisp,=0) = 3Jo Z (e%%670® - e~9%¢=102) =, ZCoj(a +jb)x =, ZCo{vz (35D)
die Stromverteilung bei kurzgeschlossener Leitung, P,=0, dar und die durch
Subtraktion erhaltenen Vektoren OF; bis OF¢ nach Gl. (35)
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Bip=0) =33 Z (7" —e e ) =37, ZCin(a +jb)r =J, ZGinvx (34b)
die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung dar.

Nun zeigen die Gl. (34) und (35), daB sich die Spannungs- und Stromvektoren
bei Belastung durch Addition der entsprechenden Vektoren der offenen zu denen
der kurzgeschlossenen Leitung nach Gl (34a,b) und Gl. (35a,b) ergeben. In
Abb. 196 sind die Kurven B; — Eg und F; — Fg nochmals aufgetragen. Der Vektor
04, ist mit O P, bezeichnet, er stellt die Spannung am Leitungsende dar. Die Vek-
toren §,Z sind im Verhiltnis der Betrige J, Z:P, zu verkleinern und um den
Winkel g, nach riickwirts zu drehen, um den J, gegen P, verspitet ist. Es ist also
E,G,=0F,"J,Z|P, und um ¢,
gegen OF; zuriickgedreht, dann ist
0@, als Summe von OF,; und E,Q,
die Spannung im Abstand von
*/12 Wellenldnge vom Leitungsende.
Entsprechend stellen die Vektoren
0@, bisOG, die Spannungsvertei-
lung dar. Trégt man ferner an
die Vektoren OF; bis OF, die im
Verhiltnis J,Z/P, verkleinerten
und um @, zurillkgedrehtei Vek- Abb. 196.
toren O E; bis O B¢ gleich F', H, bis -

FgHg an, so erhdlt man die Vektoren OH; bis OHg, welche die Stromverteilung

darstellen; der erste Vektor ist OJ, und stellt den Strom am Leitungsende dar.
Diese Diagramme fiir  und § treten an die Stelle der Ellipsen bei der verlust-
freien Leitung.
Auch hier hat die Spannnung ihre kleinste Amplitude im Abstand von etwa
% Wellenlinge vom Leitungsende.

83. Abbildung der Leitung in der Sinuskarte und der Tangenskarte.

Wihrend die Diagramme Abb. 195 und 196 ein anschauliches Bild der Ver-
teilung von Strom und Spannung lings der Leitung geben, sind sie fiir die Aus-
wertung fiir praktische Zwecke wenig geeignet. Einen sehr brauchbaren Rechen-
behelf bieten die Karten der trigonometrischen Funktionen komplexen Argumentes,
deren Gebrauch hier erldutert werden solll.

Die Grundgleichungen. Bisher wurde die Verteilung durch je zwei Wellen fiir
die Spannung und fiir den Strom dargestellt. In der Form der Gl. (12) und (13)
erscheinen sie als zwei gegenldufig wandernde Wellen, in der Form der Gl. (22)
und (23) als zwei ruhende Wellen, von denen die eine bei Leerlauf, die andere bei
KurzschluB allein vorhanden ist. In Wirklichkeit besteht nur je eine wellenférmige
Verteilung fiir die Spannung und fiir den Strom. Zu deren Ausdruck gelangt man,
wenn man fir die Grundgleichung (7)

flz_%:vzsg

dx?
die Losung in der Form

B = NCoj»(x - c) = Wcosjv(z +¢) (36)
schreibt. Darin sind % und ¢ Integrationskonstante. Dann ist nach (3) mit Riick-
sicht auf (11) und (18), wenn die z vom Leitungsende gerechnet werden,

3:;13%?:%@{1“;(%-}.0)=—-%Isinjv(x—i—c). (37)

L Siehe F. Emde: Sinusrelief und Tangensrelief in der Elektrotechnik. Braunschweig 1924.
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Da hierin die Fortpﬂanzungékonstante v mit 4 multipliziert vorkommt, setzen wir
zur Abkiirzung

jrv=7j(a+jb)=(ja—b)=pu (38)
P = Ncosp(z ¢, S=—%Sin,u(w—l—c). (39)
Am Leitungsende, x=0, ist B=R,, F=3g,, daher
A= Fr QB Rtene (40)
und B=Pr (S”;Jci) §= C‘zvsmgl(l’;j 2 (41)

Die Integrationskonstante ¢, welche die Dimension einer Lange hat, ist nach (40)
definiert durch o . 3
28 _SoZ iz kgt D)
tguc = g = p, ¢ . (42)
Aus der Belastung und dem Wellenwiderstand ist zunéchst die komplexe Zahl tg uc
bekannt. Die Berechnung von uc bzw. ¢ selbst und der in Gl.(41) vorkommenden
Sinusfunktionen wird nun durch Ablesungen in den Karten des Sinus und des
Tangens ersetzt.
Die Sinuskarte. Der Sinus einer komplexen Zahl ist eine komplexe Zahl

sin (& + jn) =sin&cosjn + cosésingy
=sin&Coj#y + jeoséEGiny

L. =8C080 + jssino = se/’,
Darin ist der Betrag !

s = Ysin2& - Cof2y + cos2 € Gin2y = J} (€of27 — cos2£) (43)
Tgn
=0, 4
und tgo taE (44)
’ o % %
% s78
7013 3 el L 1 B
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Abb. 197. Sinuskarte.

Verbindet man in der komplexen Ebene alle Punkte (&, 1), fiir die der Betrag s
einen konstanten Wert hat, so erhilt man eine Kurve; die Gesamtheit dieser
Kurven, s =konst, und der Kurven, fiir die das Argument ¢ = konst ist, ergibt die
Sinuskarte (Abb. 197), in der die beiden Kurvenscharen sich senkrecht schneiden.
Jedem Punkt der Ebene (£, ) entspricht der Schnittpunkt einer Kurve konstanten
Betrages s und einer solchen konstanten Argumentes o, durch den der zu der kom-
plexen Zahl &4-ju gehorige sin (§457) in der Form se/® gefunden wird. Die
Abszissen ¢ sind im Winkelmaf aufgetragen, die Ordinaten 7 in Zahlen. Daher ist
die Ordinate =1 ebenso lang wie die Abszisse &=1800°: & =157,2950.
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Waihrend nach Gl. (43), (44) zu gegebenen Werten &, 7, s und ¢ berechnet werden, erhalt
man umgekehrt zu gegebenen Werten s, ¢ die Koordinaten &,  wie folgt.

Setzt man
sin (£ 4 jn)=s€'", cos (& +jn) =ce'?,
sin (& —jg) =s¢77°, cos(&§—jn)=ce’?
und multipliziert die iibereinanderstehenden Ausdriicke, so ist (s. Gl. (43))
3 (Coj2n —cos28) =2, $(Cof2n + cos2&) =c?,
Coj27n =s%+¢?, cos2& =c¢? — s, (45)
Ferner ist $26/2° 42127 =1 und ¢2=}1—2s2cos20 + st.
Hiermit wird in Gl. (45)
Coj2n =+ J1—2s2cos 20 + s*, cos2& =—s24+}1—2s2cos20 + st. (46)

Die Tangenskarte. Es ist
) S(E i) | cos (E =) _sin2¢ +iGiny
tg (& +jn) = cos(E47n) cos(&—jn)  cos2&+Cof2y

=1cosT + jtsint =te’",

_1/ Soi2n —cos2¢ _ Gin2y
b=V Sojontoos2e 47 87 = Snoe (48)
In der Tangentenkarte (Abb.198) sind zu den rechtwinkligen Koordinaten £,
die Kurvenscharen konstanten Betrages t=konst und konstanten Argumentes

7 =konst eingetragen, die sich wieder recht- 4

winklig schneiden. Zu ihrer Berechnung die- S
nen die Gleichungen ng‘fa £-05° gg‘q\ :L - (12
. 3 -
26—, Tgn—qpn  (49) ?”i“* /N5 i&" e
Die Leitungsstrecke. Am Leitungsende | DT INK
war nach Gl. (42) 0 T o
32 3 /i 1]
e RHEOKGED
Aus der Belastung und dem Wellenwider- ez <
stand ist b —1, 0 e 205 <4 ol 78?
bekannt. Diesem Wert entspricht in der |
Tangenskarte ein Punkt P, (Abb. 198) mit -7 -4° T L L

_>€

den Koordinaten & wobel uc=£&, 49
e'es M 2¢ e Abb. 198. Tangenskarte.

ist. Fiir einen Punkt der Leitung im Ab-
stand x vom Leitungsende folgt aus Gl. (41) und (42)

(3

P53 —tguie+o).
Das Argument u(x +c) stellt, da x eine reelle Veranderliche ist, in der komplexen
Ebene eine gerade Linie durch den Punkt uc dar. Da

p=jv=—b+ja
eine komplexe Zahl ist, ist diese Gerade gegen die reelle Achse um den Winkel
arctg a/b zuriickgedreht. Der Leitungsanfang, x=1, liegt auf der Geraden an
einen Punkt P, mit den Koordinaten

Eotina=mp(l+c)=(—bl+§&,)+jal+n,).
Die zu diesem Punkt gehérigen Werte ¢, und 7, im Tangensrelief geben j3; 3/, am
Leitungsanfang an, also abgesehen von j3 den Leitwert nach GréBe und Phase.
Teilt man diese Strecke, die Leitungsstrecke, in eine Anzahl gleicher Teile, so erhilt
man den Verlauf des Verhiltnisses von Strom und Spannung nach GréBe und
Phase iiber die ganze Leitung.
Die Stromstrecke und die Spannungsstrecke. Ubertrigt man die Leitungsstrecke

in die Sinuskarte (Abb. 197), wobei Anfang- und Endpunkt P, und P, der voll aus-
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gezogenen Geraden in Abb. 197 die gleichen Koordinaten (£7) haben wie in der
Tangentenkarte, so stellen die Werte s, s an den einzelnen Punkten der Geraden
nach Gl. (41) &
sinu(x +c¢) = ésin,uc )

also den Strom im Verhiltnis zum Belastungsstrom am Leitungsende, multipliziert
mit der Konstanten sinyc dar. In dieser Lage bezeichnet man die Strecke als die
Stromstrecke. Da in Gl. (41) fiir die Spannung cosy (x 4 ¢) =sin[u(z +c¢) +90°]
vorkommt, braucht man die Stromstrecke nur parallel zu sich selbst um & =g/2
in Richtung der reellen Achse in die gestrichelte Lage P, — P, zu verschieben,
um die Spannungsstrecke zu erhalten, an der die Verdnderung der Spannung
nach Grofe und Phase lings der Leitung abgelesen werden kann.

Die Sinuskarte zeigt also Gréfle und Phase von Strom und Spannung lings der
Leitung, die Tangenskarte dient zundchst zur Bestimmung der Koordinaten des
Endpunktes der Leitungsstrecke.

Diese éndern sich mit der Belastung. Bei Leerlauf ist J,=0 und

tguc=0, d.h. pc=0.
Der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Abszissenachse am Punkt &, =0.
Die Werte ¢, 7, stellen den Scheinleitwert am Leitungsanfang (multipliziert mit
78) dar.
Bei Kurzschlufl, P,=0, ist
tguc=o00, d.h. uc=m/2.

Der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Abszissenachse am Punkt &, =mn/2.
Die Werte am Leitungsanfang ergeben den Scheinleitwert bei KurzschluB. Ist
die Leitung verlustfrei, a =0, so ist y= —b, die Leitungsstrecke liegt parallel
zur Abszissenachse. Hierbei ist 3 reell, { =0. Bei reiner Wirklast @,=0 ist daher

tgyc:%—z ¢72, v =n[2, der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Ordinate
2

im Punkte £=0.

Bei rein induktiver oder kapazitiver Blindbelastung ist ¢, =" n/2 und 7=0
bzw. 7. Der Endpunkt liegt in der Abszissenachse.

In einem Fall liegt die Leitungsstrecke im oo fernen Punkt der Ebene, nimlich
fiir die reflexionsfreie Belastung (s. S.160). Denn hier haben wir es mit einer reinen
fortschreitenden Welle zu tun, und fiir die ganze Leitung ist

(o3
j‘s—"g’ztgy(x—i—c) = =72 =tel7,
t=1, T=mn/2.
t =1 ist die Ordinatenachse fiir die Abszisse & = 45°, und 7 = 90° die Ordi-
natenachse zu & = 0. Sie schneiden sich im Unendlichen. Deshalb gehen die
Gl. (42) wieder iiber in B =P,ers, F=3,e7.

Beispiel. Die in Abb. 197/8 eingetragenen Strecken beziehen sich auf eine
Drehstromdoppelleitung fiir 220 kV von 1500 km Lénge. Die Konstanten sind je
Phase der Doppelleitung

R =10,0376 Ohm/km , oL =0,202 Ohm/km ,
oC=5,91-10-%S/km , 4 =0,124-10¢S/km .
Der Wellenwiderstand fiir die Doppelleitung ist
0,0376 70,202 ,205 ¢ 79:95° 4400
8= atze 1758110 = OV%;L— = 1867785
und die Fortpflanzungskonstante
»=10,205¢/7:95° . 5,91 ¢785,5° . 10~6 = 0,00110 ¢/ 8457°
und M =4y =0,00110 £/174:37°,
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Die Belastung am Leitungsende setzt sich zusammen aus 100000 k€W Wirkleistung
und ebensoviel induktiver Blindleistung. Der Strom ist
2. . 108
Jy= }2.100-107_ 371 Amp
}3-220-10°
und @, =45° Der Wellenstrom hingegen ist

Py 220000 _ 684 Amp.
Z 7~ }3-186
Es wird nun
i90° orq, —j45° — 4,420
tguc = j%zﬁ _ /8Tl 12’7;00-0718& T 0,543 - ¢740.58°
ue =£&,-+jn, = 24,73° 470,306
sind die Koordinaten des Endpunktes P,.
Ferner ist

#l=1500- p =1500-0,00110€717437° =1 6517437
= —1,640 + 0,162 = — 94,0° -+ 70,162
Daher ist am Leitungsanfang
u(l+c) ==&, +jn, =—59,25° 450,468
Dies sind die Koordinaten des Punktes P,, womit die Leitungsstrecke bzw. die

Stromstrecke festgelegt ist, wihrend die Spannungsstrecke um 90° nach rechts
verschoben ist.

Fir die Strome war 2 50°
@_Osin,u(x—l—i) NN Noro
ST inpe m]f __f\ v
Aus der Sinuskarte ist' % PZT‘IZ / 71" °
sinpc = s,e7% =0,521 ¢73283° el PAY F2°
goher st S=—t Y s 720 EN——F 7 1
aher is = s SIn U (X ¢
D T 0521 79285 . N 0
="712¢ 778 siny(x +¢) . &) \ / e
ir den Leitungsanfang ist & _20°
sinp (I + ¢) = 5,677 = 0,991 ¢7165.48" . / e
und §y =T06e787.65°, 2 /’ e
Die Spannungsstrecke beginnt bei uc-90° N —>z ,
=114,75°+j0,306 und es ist 0= g6 g8 W
sin(uc + 7/2) =0,96¢ =778 Abb. 199.
Bysin[u (x4 ¢) + 90°] . .
und f="2 Sifl,%u oraR = 132 300e78sin[ u(x 4+ c) 4 90°] .

Am Leitungsanfang x =1 ist
sin[u(l+ ¢) +90°] = 0,705¢7363
By ==132300-0,705¢778¢736:3 = 93300 744:1°.
In der Zentrale ist der Strom gegen die Spannung um ¢, = 87,65° — 44,10 =43,55°
verfritht, der Leistungsfaktor ist cosg; =0,725 und die Leistung der Zentrale
3-93,3-706- 0,725 = 143000 kW .

Der Wirkungsgrad der Leitung betrigt 192-1002270%. In Abb. 199 sind Strom
und Spannung lings der Leitung in Prozenten der Grofen am Leitungsende sowie
die Phasenverschiebungswinkel aufgetragen. Durch die starke Blindbelastung am
Leitungsende ist erreicht, daBl die Spannung nicht auf mehr als etwa 10% iiber
die Spannung am Leitungsende steigt, in der Zentrale betriagt sie nur 73% davon.
Wesentlich stirkere Verdnderungen zeigt die Stromstérke, sie hat ein Minimum
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bei etwa 350 km vom Leitungsende, wo ¢ =0 ist, und steigt dann bis zur Zentrale,
wo sie 190% betragt. Eine solche Leitung von % Wellenlinge wird man daher
nicht in einem Stiick betreiben, sondern man wird in Zwischenstationen den Lade-
strom durch Blindleistungsmaschinen (s. Kap. VI 8. 58) kompensieren, wodurch
die Strom- und die Spannungsverteilung gleichméBiger werden und der jeweiligen
Belastung angepalt werden konnen.

Die gleichméBigste Verteilung erhélt man bei Belastung mit dem Wellenstrom.
a

Strom und Spannung steigen gleichmiBig fiir die % Wellenlinge auf ¢? 2. Da in

diesem Beispiel a:b==0,1 ist, wird o2 =1,17. Strom und Spannung steigen je
nur um 17%, und da die Phasenverschiebung konstant bleibt, wire der Wirkungs-
grad 100:1,172=73% . Die Leistungsabgabe ist }/2;) - 220- 684 =260000 kW, und da
die Leitung nur sehr wenig verzerrend ist ({=4,429), ist dies fast eine reine Wirk-
belastung. Bei geringerer Belastung miilten aber, damit die Leitung reflexionsfrei
belastet bleibt, die Spannung und der Strom gleichméaBig gesenkt werden, damit der
Belastungswiderstand gleich dem Wellenwiderstand bleibt. Eine derartige Regelung
ist aber mit den heutigen technischen Mitteln nicht durchfiihrbar.

84. Die Leitung als Vierpol.

Bei den meisten Leitungsberechnungen interessieren vor allem Strom, Span-
nung und Leistung am Leitungsende und am Leitungsanfang. In Gl. (22) und (23)
ist fur x=1
By = B Cojvl + F. 3 Sinvl (50) 31 = B2/ B Cinvl L+ J,Cojvl. (51)
Dann erscheint die Leitung als richtungssymmetrischer Vierpol, bei dem das Span-
nungsverhiltnis bei Leerlauf und das Stromverhéltnis bei KurzschluB gleich groB sind

Co="P1o: By =C=T11:F =Cofrl. (62)
Ferner ist der Leitwert bei Leerlauf
1
Do ="J10: P = ’g%ang”l (53)
und der Scheinwiderstand bei KurzschluB3
3= PB1x:J1 = BZTangvl. (54)

Daher gelten alle Arbeitsdiagramme, die in Kap. VII fiir den allgemeinen Uber-
tragungskreis abgeleitet wurden, fiir die Fernleitung. Bei dem im vorigen Abschnitt
behandelten Beispiel der Viertelwellenleitung ist mit den angegebenen Konstanten
€, =C€ojr!=0,177¢1135° Eine solche Leitung darf nie entlastet werden, weil die
Spannung am Leitungsende auf den 1:0,177 =2 5,65fachen Betrag der Zentralen-
spannung steigen wiirde. Ferner ist Tqvi=5,7¢772%°, und daher wird nach (54)
mit §=186e774% 3, =1060e—72%4", Der KurzschluBstrom bei 220 kV wiirde nur
119 Amp betragen, wihrend der Leerlaufstrom 5,722~ 32,5mal so gro wiirde.
Mittels der Gl. (53) und (54) konnen aus den Messungen bei Leerlauf und bei
Kurzschlul riickwérts die Leitungskonstanten wie folgt ermittelt werden. Es ist

s o

3= il v ) (55)
j¢k+%

Igvl= V%%k == V?/ozlce z . (56)

Diese Gleichung hat die Form
Tavl=ITg(a+jb)l =tei".

2cosT 2sint

(R+jol)=»3, (A+joC)=/3. (57)

Dann wird

Endlich ist
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Beispiel. Fir ein 100 km langes Dreiphasenkabel fir 10 kV ist
bei Leerlauf P =10000Volt, Jy=32Amp, Ny= BH4kW,
bei KurzschluB P = 3000Volt, J,=32,4Amp, N,=167kW.

Hieraus erhélt man fiir eine Phase

3000 167

2 =———=>53,5 Ohm, co =———=0,991, ~17.5%,
* T y3.324 P 513324 Pr==
332 54 . 0
Yo = 10000 O>OO554 S 5 CoOsSQ,y = r}/ggz = 0,0976 B @Yo = 84,4 .
Damit wird
B =08,4¢ 73845 Tgvl=20,544¢7459°
2c0s45,9°
To2al= g ¢ ey = 0.584, 2al=0,668, a=0,00334,
2-5in45,9° 0
tg2bl = pe o = L1, 2b1="35=0838,  5=0,00434,

v=(a-+jb) = (0,334 4 j0,434) - 102 = 0,535 - 10~2¢751:5,
R+joL=v3=0,526¢713.0"=0,512 + 0,118,
A+ joC=yv/3=0,544-10"1€78%9"~0 1 j0,544 - 104,
Das Spannungsverhéltnis bei Leerlauf ist
Co=13(Coj2al+cos2bl) = 0,974, y,=arctg(Tgal-tghl)= 0,17°.

Die Spannungserh6hung betrigt hier nur etwa 2,5%.

85. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen.

Bei der Ableitung der Erscheinungen auf Leitungen wurde das einfache Beispiel
der Doppelleitung zugrunde gelegt, bei dem die Betriebskonstanten L, O, R als ge-
geben betrachtet werden konnten.

Meist hat man es mit einem System von Mehrfachleitungen zu tun, z. B. bei
Mehrphasenleitungen, Telephonkabeln usf., die aus einer gréBeren Anzahl Leiter und
einer leitenden Hiille oder auch der Erde als Riickleitung bestehen. Hier sind je
nach der Betriebsart bestimmte Betriebskonstanten einzufithren, wie schon in
Kap. X fiir den induktiven Spannungsabfall einer Dreiphasenleitung gezeigt wurde.

Im folgenden sei fiir einige praktisch wichtige Fille gezeigt, wie die Konstanten
C und L zu ermitteln sind?!.

L. Kapazitit. A. Potentialkoeffizienten. In einem System von # isolierten
Leitern mit den Ladungen ¢, g,. . . g, ist die Spannung von jedem Leiter nach Erde
eine lineare Funktion der n Ladungen. Die Spannung vom yten Leiter nach Erde ist

Pu=q1Yu1t @Vue+ BVus T V- (58)
Die y sind die von Maxwell eingefiihrten Potentialkoeffizienten, die durch die
Verteilung der Leiter und die Dielektrika bestimmt sind.

B. Kapazitiatskoeffizienten. Aus den n Gleichungen (58) erhilt man durch
Auflésung n weitere, in denen die Ladung jedes Leiters als lineare Funktion der
Spannungen von den n Leitern nach Erde erscheint; die Ladung des pten Leiters ist

9u = P1Cu1 T PaCus+ P3Cuz+ - * +PpCun- (59)

Die ¢, heilen Kapazititskoeffizienten. Sie werden aus den y mittels der
Determinanten der n Gleichungen (58) erhalten und es ist

Vur =Vou und ¢, =c,,. (60)

C. Teilkapazititen. Es ist oft zweckmaBig, die Ladung jedes Leiters den
Spannungen von ihm nach den anderen Leitern zuzuordnen und Gl. (59) in der

1 Néheres Emde u. Diesselhorst: ETZ 1909, S. 1155 u. 1168.
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Form zu schreiben

Qu= pukuu + (Pu— P1) kul + (Pu— pz) ku2 A (P — pn) k;m' (61)
Die k,, heiBen Teilkapazitdten und kénnen durch Kondensatoren zwischen den
einzelnen Leitern und der Erde dargestellt werden (s. Abb. 200). Durch Vergleich

mlt (59) WlI‘d kyy:Cy1+cM2+ e . +CMM+ “ e +c“n,
ky=—c,,, (62)

M
Cuu ™= M1+ku2+ et +k,‘lll+ e _{'kun'

k,, ist der VerschiebungsfluB, der vom Leiter » ausgeht, wenn alle Leiter die Span-
nung 1 gegen Erde haben. k,, ist der VerschiebungsfluB, der auf dem Leiter u
endet, wenn alle Leiter geerdet sind und nur Leiter » die Spannung 1 gegen Erde hat.

D. Messung der Koeffizienten. Die Messung der Koeffizienten ¢ in Gl. (59)
geschieht in der Weise, daB die Ladung des Leiters 4 ermittelt wird, wenn nur er
eine Spannung p, gegen Erde hat, wihrend alle anderen geerdet

‘ kl” 2 sind. Dann ist seine Ladung nach (59)
9 = PuCupu-
WANVLY Durch n_solcher Messungen werden also die n Koeffizienten ¢, er-
3

mittelt. Werden zwei Leiter 4 und » miteinander verbunden und an
eine Spannung p gelegt, wihrend alle anderen geerdet sind, so ist die
Summe ihrer Ladungen
Qﬂ + QV = p(cu,u + c‘vv + 20,‘47) = p * Oﬂv M

Cy, ist die Kapazitit der vereinigten Leiter, und wenn ¢, und c,, er-
mittelt sind, ist 1
v CH,,:'Z‘(O‘“,—C”‘“—C,,,,).

Abb. 200. Durch {n(n—1) Messungen werden alle c,, ermittelt und nach

Gl. (62) erhilt man die Teilkapazititen.

E. Berechnung der Koeffizienten. Bei der Berechnung hat man von der
als bekannt angenommenen Feldverteilung auszugehen, wie in Kap. II fiir einige
einfache Anordnungen gezeigt wurde. Fiir parallele Drihte, deren Abstand groB
gegen ihren Durchmesser ist, kann man die Ladung in der Leiterachse linienhaft
verteilt annehmen und den EinfluB der Erde oder des geerdeten Mantels bei Kabeln
durch gespiegelte Ladungen beriicksichtigen. So werden fiir Freileitungen die
Potentialkoeffizienten y mit den Bezeichnungen (Abb. 201)

!
7ﬂﬂ=2-9-ln2%km/,uF, y,w=2-9-1n%ﬂkm/yF. (63)
nv

Bei Zwei- und Dreileiterkabeln (Abb. 205, 206 S. 176) kann man
in erster Annéherung, wenn der Leiterradius o klein gegen ¢ und
den Radius des Mantels R ist, jedem Leiter ein Spiegelbild in be-
zug auf den Mantel im Abstand R2jp von der Mitte des Kabels
zuordnen. Dann ist 18, Rr_ g2

Vuu= ?ln 0a km/uF (64)
und fiir das Zweileiterkabel (Abb. 205)
18, R2 .} p?
Yur=;In 2ngka/:“F (65)

/Abb, 201. bzw. fiir das Dreiphasenkabel (Abb. 206)
9. R4y ot} R2p?
Vir =?lnﬁ% km/uF . (66)
F. Spannungs- und Ladungsverteilung. Betriebskapazitit.
1. Zweileiteranordnung. Bei zwei Leitern ist nach (59)
91 = C11Pr -+ CraPy == kyy Py + kyp (py — py) s

92 = Coa Pz + C1aD1 = Koo Py + ko (s —p1)-
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a) Bei symmetrischer Spannungsverteilung gegen Erde, z.B. bei geerdetem
Mittelpunkt der Transformatorwicklung, ist p, = —p,=131p, worin p=1p, —p, die
Betriebsspannung ist, und

1= (011_‘012)%1’: %p01= %p(k11+2k12),}

T = — (Cop—C1a) yP= — 3P0 = — 5P (kpy + 2k1,).
C, C, sind die Betriebskapazitdten, bezogen auf die Spannung jeden Leiters gegen
Erde. Bei symmetrischer Anordnung ist

C11==Ca2; Cr= 0y =c131—C1a; 9= "4
b) Beim isolierten System ist
@1+ ¢ = (C1y + C1a) Py + (Cop + €10) P, =0,
Py tutln_  ky
51 Gt Crp ko (69)
Die Spannungen verhalten sich umgekehrt wie die Teilkapazititen gegen Erde.
Die Ladungen sind, mit p=p; — p,,
o C110a +f§27 . kyky 7.
=== [k, + B ] g0, (70)
Die Betriebskapazitit bezieht sich hier auf die Linienspannung und geht nur im
Fall der symmetrischen Anordnung (c;; =¢y,) in 4C; bzw. }C, der GI. (68) iiber.
Die Mitte des Transformators hat gegen Erde die Spannung
:_l LGy Lkt kyy
Po=5 (p1+p) = 2 9P T ot 2o, = 2 Pl 1 by (71)
¢) Berechnung der Koeffizienten. Aus Gl. (58), (59) und (61) erhilt man fiir die
Zweileiteranordnung

(68)

A Va2 — V12 o YuTV12 by = Y2
u= VirVer— Vi 2y ve— B e —vh’ (72)
¢ =ky + kra» Con = Koy + k1, €1y =—kip.
Bei symmetrischer Anordnung ist y;; =7, und
1 Y
k = k = - — —_ - 12
1 2y n+re Fz vihi— 712 (73)
und die Betriebskapazitit bezogen auf die Linienspannung nach (70)
1
C= — . 4
2 Y1112 (74)

Fiir zwei Drihte in gleicher Hohe itber Erde (Abb. 203 8. 176) ist, wenn in Gl. (63)
Diy~ 2h gesetzt wird,

C=-—-7 #Fkm
361n—
und firr das Zweileiterkabel nach GI. (64) und (65)
C_:;el %0 R2 MF/km.
n? R4 g

2. Dreiphasensystem. Bei symmetrischer Anordnung liegen die drei Leiter
in einem Dreieck. Ist bei einer Freileitung der Abstand gegen Erde sehr groB, so
ist, wie auch fiir ein Kabel,

C11 =Cop=0C33 Und 01y =095 ==0C5;-
Sind ferner die Spannungen symmetrisch und p; +p, +p;=0, so ist

¢1= 01 P1+c1a(pa+ ps) =palern—c10) =, C (75)
und analog fiir die anderen Phasen. Die Betriebskapazitdt bezogen auf die Phasen-
spannung ist 1

C=cy—cp=ky+3ky=_—— (76)

2Ty 2T



174 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitit.

Bei unsymmetrischer Anordnung werden die drei Spannungen gegen Erde ungleich.
Es ergibt sich eine Nullpunktsspannung gegen Erde, die fiir einwellige Spannungen
mittels der Teilkapazititen gegen Erde wie in Kap.X die Nullpunktsspannung
einer Sternschaltung berechnet wird. Sind die Linienspannungen B;,, R.3, Pa,
so sind die Sternspannungen des symmetrisch belasteten Systems

B ="3(Bra— Ps1)> Po="1/5(Pos — Bs1)» Ps = /3 (P — Pos<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>