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Vorwort zur ersten Auflage. 
Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers in der Theorie 

der Wechselstri::ime haben sich in den letzten Jahren erheblich gesteigert. 
Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorgange in Wechselstrom

kreisen, auch die graphischen und analytischen Methoden zu deren Untersuchung 
sind wesentlich erweitert und ausgebaut worden. Die neueren Methoden finden 
immer mehr Eingang in die Fachliteratur, und die Notwendigkeit, sie sich an
zueignen, bietet sich allen, die die Literatur verfolgen wollen. 

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr als nur gefUhls
maBige Kenntnis der nichtstationaren Vorgange im Hinblick auf Dberstri::ime und 
Dberspannungen verlangt. 

In das erweiterte Gebiet in gedrangter, aber dennoch streng wissenschaftlicher 
Form einzufuhren, ist die Au£gabe, die das vorliegende Buch erfullen will. Es wendet 
sich einerseits an den lngenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden 
dienen. 

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Einschrankungen ni::itig. 
Als bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze vorausgesetzt. Dagegen 

werden die fur das Verstandnis der Wechselstromerscheinungen erforderlichen 
Begriffe eingehend erlautert, um auch dem Anfanger in dem Gebiet die Einarbeitung 
zu erleichtern. 

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache technische Probleme 
angewendet, und wo angangig wird auf Messungen eingegangen. 

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der Lichtbogenvorgange 
u. a. muBten ausgeschieden werden. 

Um die mathematischen Hilfsmittel auf ein mi::iglichst geringes MaB herab
zusetzen, wurden die Ausgleichsvorgange in Leitungen neu bearbeitet. Durch Be
schrankung auf die verzerrungsfreie Leitung ist es mi::iglich, ausschlieBlich die 
d'Alembertsche Li::isung der Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben 
zu verwenden. 

Bei der Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr Dr.-Ing. 
W. O. Schumann mir in liebenswurdigster Weise behilflich; ich mi::ichte ihm auch 
an dieser Stelle fUr seine wertvolle Unterstutzung meinen besten Dank aussprechen. 

Zurich, im Februar 1914. 
Alfred FraenckeI. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der zweiten Auflage 

unverandert geblieben. 
Erganzungen erschienen in allen Kapiteln erforderlich, es seien erwahnt die 

Erweiterung der Superpositionsrechnungen, der Berechnung unsymmetrischer 
Mehrphasensysteme, eine elementare Erlauterung der Resonanzerschpinungen bei 
Drosselspulen mit Eisen, die symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 



IV Vorwort zur dritten Auflage. 

Obwohl andere als Kreisdiagramme in der graphischen Wechselstromtheorie 
nur selten vorkommen, schien es doch wiinschenswert, auch auf das Vorkommen 
von Kurven hoheren Grades hinzuweisen und kurz zu zeigen, wie aU8 den Glei
chungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden kann. 

Die Berechnung von :Leitungsproblemen wurde an verschiedenen Stellen erganzt. 
Kurz erlautert wurde die Spannungsregelung durch Blindstrom. An die Unter
suchung iiber die Genauigkeit des Ersatzes einer Starkstromleitung durch ein ein
faches Kettenleiterglied schlieJ3t sich eine kurze Theorie des Kettenleiters, die u. a. 
zur EinfUhrung in die schon umfangreiche Literatur iiber das freilich noch nicht 
vollstandig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen herangezogen wird. 

Durch Kiirzungen an anderer Stelle und etwas engeren Druck ist der Umfang 
des Buches nahezu gleich geblieben. 

Den Herren Prof. Dr.-Ing. F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing. W. O. Schu
mann, Jena, bin ich fiir ihr freundliches Interesse und ihre wertvollen Ratschlage 
sehr zu Dank verpflichtet. 

Baden (Schweiz), im Mai 1921. 
Alfred Fraenckel. 

V orwort zur dritten Auflage. 
In der Einteilung des Stoffes wurde in einigen Punkten von den friiheren Auf

lagen abgewichen. Das Verhalten zahlreicher fibertragungskreise elektrischer Energie 
wird durch lineare Beziehungen zwischen den primaren und den sekundaren Stromen 
und Spannungen beschrieben, die mit veranderten Koeffizienten immer wieder zu 
den gleichen Untersuchungsmethoden und graphischen Darstellungen fiihren. Da
her wurden am Beispiel des Vierpols die Grundlagen fiir die rechnerische und gra
phische Behandlung des Verhaltens eines allgemeinen fibertragungskreises in 
Kap. VII vorangestellt, um das Verstandnis fUr die spatere spezielle Behandlung 
von Fernleitungen, Transformator, lnduktionsmotor, Kettenleiter usw. zu erleich
tern und um Wiederholungen zu vermeiden. Zugleich wurde die allgemeine Be
handlung der geometrischen Orter in die einleitenden Kapitel iibernommen und 
ein Abschnitt iiber die Eigenschaften der Kreisdiagramme eingefiigt. Der so ge
wonnene Raum wurde teils zur Vermehrung der Beispiele und Abbildungen, teils 
zu Erweiterungen in fast allen Teilen verwendet. Die Berechnung unsymmetrischer 
Mehrphasensysteme mittels symmetrischer Komponenten wurde wesentlich er
weitert, ferner die Abschnitte iiber Stromverdrangung, iiber Leitungen, iiber Ketten
leiter und iiber Schaltvorgange. Neu aufgenommen wurde die Verwendung der 
Karten der trigonometrischen Funktionen komplexen Argumentes zur Berechnung 
von Fernleitungen. Einem wiederholt von alteren Lesern geauJ3erten Wunsch folgend, 
sind auch die Grundlagen der Rechnung mit komplexen Zahlen etwas eingehender 
erlautert worden. 

Berlin, im September 1930. 
Alfred Fraenckel. 
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Druckfehlerberichtigung. 

s. 21 Zeile 19, GI. (56) lies: J woL = ~- statt: JowL = wJco . 
woc 

S. 36 Zeile 2 von unten lies: Q5M statt: Q5m. 

S.40 Zeile 7, GI. (6) lies: = ~2 + ~ & statt: = S' &. 
S. 65 Zeile 14 von unten lies: GI. (36) statt: GI. (35). 
S.127 Zeile4, GI.(46) lies: -cos2kd statt: -2cos2kd. 
S. 195 Zeile 25 lies: mit Wechselstrom statt: mit Gleichstrom. 



I. Einwellige Wechselstrome. 

1. Allgemeines, Definitionen. 

Wechselstrome und Wechselspannungen sind zeitlich nach GroBe und Rich
tungssinn veranderliche Strome bzw. Spannungen. 

Die technisch verwendeten Wechselstrome sind periodisch, d. h. sie haben 
zu irgend zwei Zeitpunkten, die urn ein festes Intervall - die Periodendauer T -
voneinander entfernt liegen, gleiche Werte, wie auch sonst der Verlauf innerhalb 
dieser Zeit sei. 

Aus Grunden, die spater erlautert werden, wird ein zeitlicher Verlauf des 
Wechselstromes nach der einfachst.en periodischen Funktion, der Sinusfunktion, 
angest.rebt. Ein solcher Wechselst.rom heiBt ein wel
liger oder Sinusstrom; er wird dargestellt durch die 
Gleichung 

(1) 
Darin ist t die Zeit, i der Augenblickswert des Stro
mes fur die einzelnen Zeitpunkte, i m , W, rp sind Kon- -JL--"+----"---\-----I-----'-~ 
stante, deren Bedeutung sich wie folgt ergibt. 

Da die Sinusfunktion sich zwischen den Grenz
werten + 1 und - 1 bewegt, ist im der groBte 
Augenblickswert, den der Strom in einer Periode 
je einmal im positiven und im negativen Sinn er
reicht, und heiBt die Amplitude (Abb.l). 

Abb.1. 

Die Periode der Sinusfunktion ist 2n; wachst in Gl. (1) die Zeit t urn die Perioden
dauer T des Stromes, so wachst w t urn 

wT=2n. (2) 

Der reziproke Wert der Periodendauer T ist die Periodenzahl in der Sekunde 
oder die Freq uenz f, daher 

w=2nf· (3) 

w heiBt die Kreisfreq uenz, sie ist die Periodenzahl in 2n Sekunden. 
Die Einheit der Frequenz, eine Periode in der Sekunde, nennt man ein Hertz. 
Die in der Starkstromtechnik verwendeten Wechselstrome haben bei Licht

und Kraftanlagen meistens eine Frequenz f = 50 Hertz, bei Bahnanlagen 15 oder 
162/ 3 Hertz. Telefonstrome haben hohere Frequenzen bis etwa 5000 Hertz und 
in der Radiotechnik werden Frequenzen von mehreren hunderttausend Hertz 
verwendet. 

Die Konstante rp in Gl. (1) hangt von der willkurlichen Wahl der Zeitzahlung 
ab; fUr t = 0 ist (Abb. 1) 

i = im sinrp 

und die positive Halbwelle des Stromes beginnt zur Zeit 

t= _!L= -!P~T. 
w 2n 

rp heiBt der Phasenwinkel. Er kann positive oder negative Werte von 0 bis ±n 
haben und dient dazu, die zeitliche Aufeinanderfolge von zwei (oder mehreren) 

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Aufl. 1 



2 Einwellige Wechselstrome. 

Stromen oder Spannungen von gleicher Frequenz zu bestimmen. Hat z. B. em 
zweiter Strom die Gleichung 

(4) 

also den Phasenwinkel Null, so durchlauft der erste Strom nach Gl. (1) alle seine 
"Schwingungsphasen" urn cp/w Sekunden friiher als der zweite nach Gl. (4). Der 
erste Strom ist gegen den zweiten in der Phase verfriiht oder urn cp nach vorwarts 
verschoben; positive Phasenwinkel cp bedeuten eine Phasenverschiebung nach vor
warts (Voreilung, Verfriihung), negative nach riickwarts (N acheilung, Verspatung). 

2. Erzeugung einwelliger Strome. 
Wechselstrome entstehen durch elektromagnetische Induktion. 
Das Induktionsgesetz. Durch eine beliebige Flache F (Abb. 2) tritt ein magne-

tischer InduktionsfluB 
P = fl13 ndf. (5) 

F 

I13 n ist die Normalkomponente der magnetischen Induktion auf einem Flachen
element df. Auf dem Rand der Flache werde die Elektrizitatsmenge Eins einmal 
im positiven Sinn herumgefiihrt. Darunter ist der Umlaufsinn verstanden, der sich 

Aub.2. 

der positiven Flachennormalen n zuordnet wie die Dre
hung dem Vorschub bei einer Rechtsschraube. Dabei 

Ii leisten die elektrischen Feldkrafte eine Arbeit, sie heiBt 
elektrische Umlaufspannung Po' 1st ~s die Tangen
tialkomponente der elektrischen Feldstarke in Richtung 
des Bahnelementes ds, so ist 

Po = ~~sds. (6) 

Der Kreis am Integralzeichen bedeutet, daB der Integrationsweg iiber eme ge
schlossene Bahn zu nehmen ist. 

Dann ist stets, wenn t die Zeit bezeichnet, 

d f dlP Po = ~~sd8 = - dt I13 ndf = - at· (7) 

F 

Die magnetische GroBe -dP/dt, die Abnahme des von der Bahn umschlungenen 
Induktionsflusses in der Sekunde heiBt der magnetische Schwund, und das 
Induktionsgesetz (7) lautet in Worten: Die elektrische Umlaufspannung ist 
gleich dem magnetischen Schwund. 

Die MaBeinheiten sind im praktischen MaBsystem fiir die Umlaufspannung 
1 Volt, fiir den InduktionsfluB 1 Voltsekunde; im elektromagnetischen CGS
System 10-8 Volt bzw. 1 Maxwell. 

Stromkreise. Bei der Anwendung des Induktionsgesetzes auf elektrische Strom
kreise bilden die Leiter des Stromkreises den Rand der betrachteten Flache. Sind 
die Leiter linear, d. h. ist ihr Querschnitt klein gegen die Lange (z. B. Drahte), 
so kann man die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke dicht an der 
Oberflache eines Leiters auf das Leiterinnere beziehen. 

1m homogenen Leiter bedingt die Feldstarke ~ eine ihr gleichgerichtete 
Stromung von der Dichte ® und nach dem Ohmschen Gesetz ist 

~=e®· (8) 

e ist der spez. Widerstand des Leiters. Bei linearen Leitern ist der Betrag der 
Stromdichte i 

g=-q' (9) 

darin ist i der Gesamtstrom, q der Leiterquerschnitt. In chemisch oder thermisch 
heterogenen Leitern besteht eine sog. eingepragte Feldstarke ~., dort ist 

e@=~+~. (10) 



Erzeugung einwelliger Strome. 3 

und die Feldstarke im Leiter ist 
(11) 

FUr ein Leiterstuck eines geschlossenen Stromkreises von der Lange list der Anteil 
an der Umlaufspannung 

fa;sd8=fe~d8-fa;ed8=Ri-Ee. (12) 
I I I 

Hierin ist R = e.i der 0 hmsche Widerstand des Leiterstuckes, Ee die in ihm q 
wirkende eingepragte elektromotorische Kraft (chemischen oder thermischen Ur
sprungs). Fur einen Stromkreis aus n linearen Leitern lautet das Induktionsgesetz 

n 

"(R' E' ) dP L.; ,,2 v - y = -iii' (13) 
I 

R", iv, Ey bedeuten Widerstand, Strom und eingepragte EMK des v-ten Leiters, 
P den gesamten von dem Leiterkreis umschlungenen Induktions
fluB. 

a 

Betrachtet man nur einen Teil eines Stromkreises, so kann 
man ihn dadurch zu einem geschlossenen erganzen, daB man sich Ee 
in die Lucke einen Spannungszeiger mit seinen Zuleitungsdrahten 
eingefugt denkt (s. Abb. 3). Dann ist die Umlaufspannung b 

Abb.3. 
(14) 

darin sind R und i Widerstand und Strom des Stromkreisteiles bEea, und is der 
Strom, Rs der Widerstand des Spannungszeigers. Man nennt 

iRRs=p 

die Klemmenspannung von Klemme a nach b. Damit erhalt 
gesetz fUr einen Teil eines geschlossenen Kreises die Form 

R · E dP 
~+p- .=-(ii' 

Als Sonderfalle ergeben sich: 

(15) 

das Induktions-

(16) 

a) Der InduktionsfluB ist zeitlich unveranderlieh, der magnetisehe Sehwund 
ist Null, dies ist der gewohnliche Fall bei Gleiehstrom. Die Umlaufspannung 
ist Null, das elektrisehe Feld ist "wirbelfrei". Gl. (13) fur einen gesehlossenen 
Leiterkreis und Gl. (16) fur einen Teil eines Leiterkreises gehen in das zweite Kireh
hoffsehe Gesetz uber 

n 
.L;(i"Ry-E,,) =0 (13a) Ri+p-E.=O (16a) 

I 

b) Sind die eingepragten EMKe Null, W18 meist in Wechselstromkreisen, 
so ist naeh (16) . dP 

Rt + P= ---;It (17) 

und fUr einen gesehlossenen Leiterkreis 
n 
'\~ . R ) dP 

L..; (t" v = -Tt· 
1 

(18) 

Vergleieht man (13a) und (18) oder (l6a) und (17), so zeigt sieh, daB im Weehsel
stromkreis der magnetisehe Sehwund wie eine eingepragte EMK wirkt. Man sprieht 
daher von einer induzierten EMK und setzt 

(19) 

1* 



4 Einwellige Wechselstrome. 

Damit laBt sich das Induktionsgesetz als erweitertes Kirchhoffsches Gesetz auf
fassen, Gl. (17) lautet dann entsprechend (16a) 

Ri+p-e=O. (20a) 
Aber fUr Gl. (18) erhalt man n 

~i"R,,-e=O. (20b) 
1 

Rier laBt sich e nicht unter das Summenzeichen ziehen wie in Gl. (13a). Die indu
zierte EMK kann nicht ohne Willkiir auf die einzelnen Teile des Umlaufs verteilt 
werden, man kann nicht von der EMK eines Leiters sprechen. Ferner zeigt sich: 
In Abb. 3 hangt die Flaehe und damit der FluB P von der Wahl der Lage der 
Zuleitungen zum Spannungsmesser abo Daher ist die naeh Gl. (15) definierte 
Klemmenspannung p im Wechselstromkreis Gl. (17) nieht eindeutig, wahrend 
sie im Gleichstromkreis Gl. (16a) eindeutig ist. Die Mehrdeutigkeit ist jedoeh in 
praktischen Fallen meist geringfiigig. 

Bei der Berechnung des magnetischen Schwundes ist nach Gl. (5) der mit dem Leiter
kreis verkettete InduktionsfluB Pals Flachenintegral der Normalkomponente mn der 
magnetise hen Induktion iiber die vom Leiterkreis umrandete Flache zu berechnen. 

Ein geschlossener Stromkreis setzt sich aus den Leitern des Stromerzeugers, 
den Dbertragungsleitungen und den Leitern der Verbrauehsapparate zusammen. 

Abb.4. 

In jedem dieser Stromkreisteile bestehen Induktionsfliisse, 
ihre Summe ist der gesamte umsehlungene FluB. 

Urn jeden Teil fiir sich betrachten zu konnen, hat man ihn 
durch eine Verbindungslinie zwischen seinen Endpunkten zu 
einem geschlossenen Kreis erganzt zu denken. 

Von dieser Zerlegung macht man aueh Gebrauch, wenn man 
es mit Spulen zu tun hat, die aus einer Anzahl Windungen be
stehen. Die Windungen einer Spule mit ihren Zuleitungen bilden 
den Rand einer Flache (Abb. 4)1. Verbindet man zwei Punkte a - b 

benachbarter Windungen auf einer Meridianebene durch die Spulenachse dureh 
eine Gerade, so kann man den FluB durch die Flache, die von der Windung und 
der Verbindungslinie begrenzt wird, als WindungsfluB bezeichnen. Der Spulen
fluB lJF einer Spule ist die Summe der Windungsfliisse tP". Rat die Spule w Win
dungen, deren Fliisse tP1 , tP2 • •• tP w sind, so ist 

tD 

P = ~tP". (21) 
1 

Umschlingen alle w Windungen denselben FluB tP, so ist 
P=wtP. (21a) 

Man bezeichnet den SpulenfluB P aueh als Zahl der Kraftlinienwindungen. 
Arten des magnetisehen Sehwundes. Der InduktionsfluB durch eine Flache 

kann sich andern entweder durch eine zeitliche Anderung des magnetischen Feldes 
bei ruhend gedaehtem Stromkreis, oder dadureh, daB bei unveranderlichem Feld 
die Flaehe des Stromkreises sieh andert, Z. B. durch Bewegung der I.eiter, etwa 
einer Spule. Bei Versehiebung eines Stromkreises gegeniiber dem Felde in einer 
Richtung x ist _ d'P = _ (a'P a'P dX) 

dt at + ax dt . (22) 

Das erste Glied reehts entsprieht der zeitlichen Anderung des gegen den Leiterkreis 
ruhenden Flusses und heiBt EMK der Ruhe, das zweite entspricht der Ande
rung der Lage bei zeitlich unveranderlichem FluB und heiSt EMK der Bewegung. 

In elektrischen Masehinen treten oft beide Arten zugleich auf. 
Prinzip des Weehselstromdynamoankers (Abb.5). Ein Drahtrechteek wird in 

einem homogenen magnetischen Feld m urn seine zur Richtung der Induktion 
1 S. Emde, F.: El. u . Maschinenb. S'.976. 1912. 
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senkrechte Achse mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. Die Enden 
diesel' Windung sind an Schleifringe angeschlossen, wir denken sie uns durch einen 
auBeren Widerstand, z. B. einen Spannungsmesser, zu einer Schleife geschlossen. 

Del' als positiv gewahlten NOl'malen N ordnet sich del' durch Punkt (Pfeilspitze) 
und Kreuz (Pfeilgefieder) in Abb. 6 angedeutete positive Umlaufsinn rechts
schraubig zu. 

Bei del' Drehung an
dert sich del' umschlun
gene FluB von seinem 
Hochstwert bei a = 0 bis 
aufNullbeia=900, dann 
tritt er im entgegenge
setzten Sinn dUl'ch die 
Windung und erreicht 
den negativen Hochst
wert bei 0(. = 180°. Diesel' 
halben Umdrehung von Abb.5. 

AlJb. 6. 

0(. = 0 bis 0(. = 180 ° entspricht eine andauernde Abnahme des Flusses vom positiven 
zum negativen Hochstwert. Dabei hat die EMK die Richtung des positiven Umlauf
sinns. Bei del' weiteren Drehung von 0(. = 180° bis 0(. = 360° nimmt del' FluB vom 
negativen Hochstwert bis zum positiven Hochstwert dauernd zu, dabei ist die EMK 
dem positiven Umlaufsinn entgegengerichtet. Ihr Betrag entspricht del' Geschwin
digkeit del' FluBanderung, sie ist bei gleichfOrmiger Drehung am groBten, wenn del' 
umschlungene FluB Null ist; sie ist Null, wenn del' FluB seinen positiven odeI' 
negativen Hochstwert hat, hier liegen die Richtungswechsel del' EMK. 

1st F die Flache del' Windung, so ist 
lJI = 'EF cos 0(. = lJI m cos 0(.. 

lJI m = 'EF ist del' Hochstwert des Flusses. w = ~T sei die Winkelgeschwindigkeit. 

Da einer Umdrehung hier eine volle Periode 
entspricht, ist w auch die Kreisfreq uenz 2n f . 
Bildete die Normale z. Z. t=O mit del' Rich
tung del' Induktion den Winkel gy, so ist 
a=wt+gy und 
lJI = mFcos (wt + gy) = lJI m (coswt + gy), (23) 

e=-~ =wlJlmsin(wt+gy) 

= 2nflJl msin(wt + tp). 
(24) 

Bei gleichformiger Drehung andert sich del' 
FluB und die EMK nach einem Sinusgesetz. 

.ll>b.7. 

Del' Hochstwert del' EMK ist (in Volt) 2nf-mal so groB wie del' Hochstwert 
des umschlungenenFlusses (in Voltsekunden). Bei f = 50 Hertz und lJI m = 1/100 Voltsek 
=106Maxwell ist ern =3,14 Volt. Da in Gl.(23) cos(wt+gy)=sin(wt+gy+!n) 
ist, ist die Schwingungsphase des Flusses gegenuber del' EMK um n/2 odeI' um 
die Zeit t =n/2w = 74 T, d. i. urn eine Viertelperiode verfruht, odeI' die EMK gegen 
den FluB um ebensoviel verspatet (s. Abb.7). Dies ruhrt daher, daB die EMK 
positiv ist, solange del' FluB abnimmt, und negativ, sob aId er zunimmt. 

3. Addition von einwelligen Strom en. 
Die Summe von zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz mit verschic

denen Amplituden und Phasenwinkeln 

al = aIm sin(wt + gyl)' a2 = a2msin (w t + gy2) 
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ist eine Sinusschwingung von derselben Frequenz 

a = a l + a2 = amsin(wt+ p). 

Zur Bestimmung von am und P bilde man die Summe fUr die zwei Zeitpunkte 
wt=O und wt=n/2. Es wird 

am sin P = aIm sinpI + a2m sin P2' 
Durch Quadrieren und Addieren folgt 

a;' = a~m + a~m + 2alm a2m cos (PI - P2)' 
ferner durch Division 

(25) 

(26) 

Bei der Addition einer groBeren Anzahl Schwingungen faBt man erst zwei zu 

I einer Resultierenden zusammen, dann diese mit einer dritten usf. 
! . Die physikalische Anwendung dieses Satzes ergibt nun fol-

_+____ gende beiden FaIle. 
. i "',LV ereinigen sich mehrere Leitungen, in denen einwellige 
~. . \ Strome gleicher Frequenz flieBen, in einem Knotenpunkt, so 

~1F~~2s- ist der resultierende Strom wieder ein einwelliger Strom von 
derselben Frequenz. 

2. Bei der Reihenschaltung von Stromkreisen mit einwelligen 

I Teilspannungen gleicher Frequenz ist die resultierende Spannung 
einwellig von derselben Frequenz. 

Abb.8. Beispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrom-
maschine (Abb.5 S.5) zwei Spulen an, die den Winkel fJ mit

einander bilden (s. Abb. 8), so sind die induzierten EMKe 

el = elmsin(wt+ PI) e2=e2m sin (wt+P2)' 
worin die Phasenvoreilung PI - P2 = fJ ist, da die erste Spule der zweiten stets 
um den Winkel fJ voreilt. 

Sind die Flachen der beiden Spulen gleich groB, so ist elm = e2m , und die resul
tierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nach Gl. (25) 

e;, = 2e~m(l'+ cosfJ) em = 2elmcoS~fJ. 
Nach Gl. (26) wird die Phase der resultierenden EMK 

t - sintpl+sin(tpl-tl) _ tgtpl-tgttll_t ( IfJ) 
gp - COStpl + cos (tpl .:..... tI) - 1 + tgtp~tgttl - g PI - 2' 

Die resultierende EMK ist 2cosifJ-mal so groB wie die jeder Spule, sie eilt 
gegen die eine um ifJ nach, gegen die andere ebensoviel vor. 

4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome. 
Der Mittelwert der Sinuskurve uber eine beliebige Anzahl ganzer Perioden 

ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen Ralbwellen gleich groB ist, 
aber entgegengesetztes Vorzeichen bat. 

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem Gleichstrom
meBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene Spule im Feld eines per
manenten Magneten schwingt, keinen Ausschlag des Zeigers hervorzurufen. Er 
erzeugt nur schnellwechselnde Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwin
gende System infolge seiner Tragheit nicht folgen kann. Aus dem gleichen Grunde 
kann ein Wechselstrom im allgemeinen nicht fUr elektrolytische Zwecke, z. B. 
zum Laden von Akkumulatoren, verwendet werden. 

Bildet man den Mittelwert uber eine Halbwelle, so erhalt man verschiedene 
Werte, je nachdem man den Anfangspunkt wablt. Der groBte Mittelwert, den 
man fUr eine Ralbwelle erhalt, ist gleich der Rohe des mit der Ralbwelle zwischen 
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zwei Nulldurchgangen flachengleichen Rechtecks (Abb. 9). Diesen nennt man 
den Mittelwert, er ist 

Jfj2 

M(i) = ~fimSinlXdlX = ~im = 0,637 im . n n (27) 
o 

Am wichtigsten ist der sog. q uadratische Mittelwert, den man als Mittel der Quadrate 
der Augenblickswerte erhalt. Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist 

i2 = i;'sin2wt = ~i;'(l- cos2wt). 

Sie ist eine Sinuskurve von del' doppelten Frequenz, ihre Ordinaten sind stets 
positiv und lagern sich symmetrisch um den Mittelwert ~ iii, (Abb. 10). Die Wurzel 
aus dem Mittelwert der quadratischen Kurve bezeichnet man als quadratischen 
Mittelwert oder Effektivwert J. Es ist 

Fiir die 

T T V---
_ 1 '2 _ im _ . 

J - Tf~ dt- l2 -O,707~m' J2 = ~fi2dt = li2 
T 2 m' 

o 
Sinuskurve ist 

Effektivwert = ~ . Amplitude. 
t2 

In del' Technik beziehen sich An
gaben iiber Betrage von Stromen 
und Spannungen stets auf die Ef
fektivwerte, weil man sie mit den 

(28) 

gebrauchlichen MeBinstrumenten ....,iiL----~~....L.-....L.~#-

miBt. / 
I 

AlJb. O. 1st Rein beliebiger Wider- / 
stand, so erzeugt ein Strom i in / 

der Zeit dt nach dem Satz von Joule die Warme 

i 2 Rdt. 

Die mittlere erzeugte Warme in der Sekunde ist 
T -} f i 2 Rdt = J2 R. 

u 

Abb.10. 

Die in Warme umgesetzte Leistung eines Wechselstromes ist ebenso groB wie die 
eines Gleichstromes, dessen Betrag gleich dem Effektivwert des Wechselstromes ist. 
Hitzdraht-Strom- oder Spannungsmesser zeigen daher Effektivwerte an, ebenso 
elektrodynamische Instrumente, bei denen das Drehmoment zwischen einer festen 
und einer beweglichen Spule gemessen wird, die von dem zu messenden oder einem 
ihm proportional en Strome durchflossen werden. 

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem Effektivwert 
proportionalen A usschlag. 

Das Verhaltnis des Effektivwertes zum Mittelwert eines Wechselstromes nennt 
man nach Fleming den Formfaktor. Mit den Werten nach Gl. (27) und (28) 
erhalt man den Formfaktor der Sinuskurve 

J n 
~ = - = -- = 1 11. (29) 

M(i) 2t2 ' 

Das Verhaltnis der Amplitude zum Effektivwert nennt man den Scheitelfaktor, 

er ist fiir die Sinuskurve Y2. 
In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunachst der Mittelwert der 

induzierten EMK auf folgende Weise berechnet werden. Wahrend einer halben 
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Periode andert sich der umschlungene FluB im Maximum von + Pm auf - Pm' 
somit um 2 Pm. Dividiert man durch die halbe Periode, so erha,lt man den Mittelwert 

M(e) = 4~m =4j P m' 

Hieraus erhalt man die Amplitude und den Effektivwert 

em=!!..M(e)=2njPm E=gM(e)= 1I:_ M(e)=n-y2tPm' 
2 2V2 

5. Die Leistung bei einwelligen Stromen. 
Eine Wechselspannung 

P=Pm sinwt 
erzeuge in einem Stromkreis den Strom 

i = imsin(wt- gy), 

er habe gegen die Spannung die Phasenverschiebung gy. Dann ist der Augen blicks
wert der Leistung 

pi = Pmimsinwtsin(wt- gy) = ~Pmim[cosgy - cos (2wt- gy)]. (30) 

Die Leistung schwingt nach Gl. (30), wie Abb. 11 veranschaulicht, mit der dop
pelten Frequenz um den Mittelwert 

T 

N 1 f'd 1 . =T P~ t=2Pm~mcosgy. (31 ) 
o 

Da hierin Pm = -V2 P, im = f2 Jist, ist die mittlere Leistung auch 

N = PJ coslJ!. (32) 

Die mittlere Leistung, die z. B. von einem dynamometrischen Leistungsmesser 
angezeigt wird, berechnet sich als Produkt aus den Effektivwerten von Spannung 

und Strom und dem Cosinus der Pha
senverschiebung zwischen ihnen. Wenn 

, 
![ J 
w 

Abb. 1 L 

gy von Null verschieden ist, ist die Lei-
stung kleiner als in einem Gleichstrom
kreis, dessen Strom und Spannung 
ebenso groB sind wie die Effektivwerte 
im Wechselstromkreis. Dies riihrt da
her, daB beim Wechselstrom die Augen
blickswerte der Leistung wahrend eines 
Teiles jeder Halbperiode gy/w (s. Abb.11) 
entgegengesetztes V orzeichen haben als 
wahrend des iibrigen Teiles; es wird 
also nur wahrend eines Teiles der Halb

periode dem Verbraucher Arbeit von der Stromquelle zugefiihrt, wahrend eines 
anderen ein Teil davon zuriickgegeben. Das Produkt der Effektivwerte P J = !Pm im 
ist beim einwelligen Wechselstrom nach Gl. (30) nur die Amplitude der iiber die 
mittlere Leistung gelagerten Leistungsschwingung von doppelter Frequenz. 1m 
Grenzfall, gy = ± 90°, ist die mittlere Leistung sogar Null, d. h. Energieaufnahme 
und Riickgabe in aufeinander folgenden Halbperioden sind gleich groB. 

Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde hier als gegebene 
GroBe angenommen, iiber ihre Ursache und die mit ihr verbundenen Richtungs
wechsel der Leistung werden die folgenden Kapitel AufschluB geben. 



Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 

II. Selbstinduktion und Kapazifat in 
Wechselstromkreisen. 

6. Selbstinduktion in Wechselstromkreisen. 
J ede elektrische Stromung erregt ein magnetisches Feld. 

9 

Das Durchflutungsgesetz. Durch eine beliebige Flache F trete eine elektrische 
Stromung. @n sei die Normalkomponente der Stromdichte auf dem Flachen
element dt, dann ist 

J@ndt=g (I) 
F 

die gesamte durch die Flache tretende Stromungoder Durchfl utung. Auf demRand 
der Flache werde ein Einheitspol im positiven Sinne genau einmal herumgefuhrt. 
Darunter sei wieder der Umlaufsinn verstanden, der sich der als positiv gewahlten 
Flachennormale zuordnet wie die Drehung dem Vorschub einer Rechtsschraube. 
Dann leisten die magnetischen Kriifte eine Arbeit, sie heiBt magnetische U mla uf
spannung Vo' 1st ~8 die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstarke in 
Richtung des Bahnelements ds, so ist 

Vo = ~~8ds. (2) 
Dann ist stets 

Vo= ~~8ds=f@ndf=g, (3) 
F 

in Worten: Die magnetische Umlaufspannung ist gleich der Durch
flutung. Hat man es mit Leiterstromen zu tun, so berechnet sich die Durchflutung 
aus der algebraischen Summe der durch die Flache treten- ~ , 
den Einzelstrome, dann ist " '+; / 

g = "i, (4) " "'" _/ /,/ 
.L.; ' ............... ___ __-,,/ 

wobei die im Sinne der positiven Flachennormalen gerich
teten Strome als positiv, die entgegengerichteten als ne- .. ----- ------
gativ zu zahlen sind. Oder man ordnet der als positiv an
genommenen Stromrichtung die positive Richtung der 
Flachennormalen zu. Abb. 12 zeigt die zusammenge
horigen Richtungen von Strom und FluB fur einen 
Kreisstrom. 

Abb.12. 

Gehoren die Stromleiter einer Spule von w Windungen an, die denselben Strom 
fuhren, so gilt fur einen Integrationsweg, der mit allen Windungen verkettet ist, 

:p~8ds = iw. (5) 
Die GroBe des magnetischen Flusses, den ein Strom erregt, ist auBer von dem Strom 
noch von dem Stoff abhangig, in dem der FluB erregt wird. Daher sind zur voll
standigen Definition des magnetischen Feldes zwei Vektoren erforderlich, die Feld
starke ~ und die Induktion lS. Beide Vektoren haben die gleiche Richtung. Ihr 
Verhaltnis heiBt Permeabilitat des Stoffes, und man setzt 

lS = flofl~. (6) 
Hierin ist flo eine yom MaBsystem abhangige Konstante und heiBt Permeabilitat 
des leeren Raumes, und fl ist die relative Permeabilitat des Stoffes mit Bezug auf 
das Vakuum. 

1m praktischen MaBsystem wird ~ in Amp/cm und lS in Voltsek/cm 2 gemessen, 
ferner ist 

flo = 4n 10-9 Voltsek/Ampcm = 4n 10-9 Henry/cm. (7) 

fl ist eine Zahl, die fur Eisen noch von lS und ~ abhangig und > list (s. Kap. XI). 
Fur Luft und die meisten anderen Stoffe ist fl = 1. 

Fur die magnetische Induktion gilt das Kontinuitatsgesetz. In eine geschlossene 
Hullflache in einem magnetischen Felde treten ebensoviel Induktionslinien ein wie 
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aus. Das Grundgesetz lautet daher ~ IJJndt = O. (8) 
Die Induktionslinien haben keine Quellpunkte, die Induktion ist quellenfrei ver
teilt. Daher ist die Normalkomponente der Induktion beim 1Jbertritt des Feldes 
von einem Stoff zum anderen dieselbe, wahrend die Normalkomponenten der Feld
starke sieh umgekehrt wie die Permeabilitaten verhalten. Ein magnetisehes Feld 
kann daher dureh Induktionsrohren dargesteUt werden, deren FluB konstant ist 
und deren Quersehnitt sieh beim 1Jbertritt von einem Medium zum anderen nieht 
andert. Hingegen ist der Anteil an der Umlaufspannung in den versehiedenen 
Stoffen von der Permeabilitat abhangig. 

Magnetische Energie. 1m magnetisehen Feld ist Energie aufgespeiehert. Die 
Energie in der Volumeneinheit, die Energiediehte, ist naeh Maxwell 

j8 

wm=fS)dlJJ. (9) 
o 

In Medien, in denen f-l unabhangig von IJJ ist, ist d IJJ = f-lf-lo dS) und 
1 1 58 2 

Wm = -2 f-lof-lS)2 = -2 -. 
11110 

(9a) 

Induktivitltt. Die Energie des magnetisehen Feldes eines Leiterkreises laBt sieh 
dureh den InduktionsfluB und den Strom, der ihn erzeugt, ausdriieken. Zerlegt man 
den FluB in Induktionsrohren, so sind diese aUe mit dem Strom verkettet, der sie 
erregt. 1st dt der Quersehnitt einer Rohre, d8 ein Langenelement der Aehse, so ist 
IJJ dt der elementare InduktionsfluB L1 VJ der Rohre und S) d8 der Anteil des Langen

I . 
,-ri - -

elementes d8 an der magnetisehen Umlaufspannung. Da
her ist die Energie des Volumenelementes dt·d8 

2IJJdtS)d8, 
und fiir die ganze Rohre, da ~ S) d8 = i ist, 

~lJJdti=~iL1VJ· 
Dureh Summation iiber aUe Ind1).ktionsrohren ergibt 

sieh die gesamte Energie des vom Strom i erregten 
Feldes 1 . A 1 'lTf 

Wm=2%ZLJVJ=2%T. (10) 
Darin ist lJf (s. S. 2) der gesamte mit dem Stromkreis 
verkettete InduktionsfluB. Da er hier vom Strom i aUein 
herriihrt, ist er ihm proportional, solange f-l unabhangig 
von IJJ ist. Dann ist 

1J!=Li (11) W m =}Li2 , (12) 
List der Selbstinduktionskoeffizient oder die In
duktivitat des Leiterkreises und numeriseh gleieh dem 

umsehlungenen FluB, den der Strom 1 Amp erzeugt. Die Einheit ist 

f<-- r", 

Abb.13. 

1 Voltsekunde/1 Amp = 1 Henry (H). 
Der tausendste Teil davon heiBt 1 Millihenry (mH). 
Beispiele. 1. Eine Ringspule von reehteekigem Quersehnitt (Abb. 13). Die 

Windungen mogen so dieht aneinanderliegen, daB der ganze InduktionsfluB im 
Inneren des Ringes verlauft, und jede der W Windungen den ganzen Induktions
fluB umsehlingt. Aus Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrisehe 
Kreise. Naeh dem Durehflutungsgesetz ist fiir einen Radius x 

iw 
c; = ---Amp/em 
<),Ix 2nx ' 

~ ~ 

lJf = f-l,uow f S)xadx = 2iw2 10-9 af-l f i:: = 2iw2 a,uln (::) 10-9 VoltRek. 

n " 
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L = 2w2afLin ;:; 10-9 Henry, (13) 

worin fl als Konstante betraehtet ist. List dem Quadrat der Windungszahl w 
proportional. 

1st z. B. r i = 12, r a = 15 em, a = 10 em, w = 300, fl = 1 (unmagnetisehes Medium), 
sowirdL=2·3002 ·1O·lnH·I0-9 =0,4·1O- 3 H. Der Draht habe 2mm Durehmesser. 
Ein Strom von 5 Amp bedingt eine Kraftlinienwindungszahl P = 2 .10- 3 Volt
sekunden und der Energiegehalt ist TV m = t· 52. 0,4 .10-3 = 5 .10- 3 Joule. 

2. Eine Doppelleitung aus zwei parallelen Drahten vom Radius a im Abstand D 
(Abb. 15). Die Leitungen seien sehr lang und an den Enden leitend miteinander 
verbunden, sie bilden somit eine lange reehteekige Sehleife. Der umsehlungene 
1nduktionsfluB setzt sieh, wenn m~m von den Endverbindungen absieht, zusammen 
aus den Flussen, die jeder Leiter fUr sieh erzeugt. Die Kraftlinien des Feldes eines 
Leiters sind infolge del' Symmetrie konzentrisehe Kreise urn die Leiteraehse. Sie 
verlaufen teils innerhalb, teils auBerhalb des Leiters. AuBerhalb des Leiters sind 

,~ 
d 

I \ 
I , r ",/ \ 

,p~-=- :-:--.:-=-~-
I i\ 

~-7"'-----.O " ' \ / 
\ I 
, I 
1/ , 

Abb.14. Abb.15. 

sie von allen Stromfaden des Leiters durehflutet, innerhalb nul' von einem Teil. 
Fur einen Punkt P im Abstande x von del' Leiteraehse ist fUr 

x>a .\l/2nx=i c;' i 
w =2nx' 

Dabei ist angenommen, daB del' Strom gleiehmaBig uber den Quersehnitt verteilt 
ist. Die Ordinaten del' beiden gestriehelten Kurven del' Abb. 14 zeigen die Feld
starken, die von den beiden Leitern herruhren. Die Zusammensetzung gibt die 
resultierende Feldverteilung naeh Abb. 15. 

Da beide Leiter gleiehe Flusse dureh die Sehleife senden, ist der FluB von einer 
Leiteroberflaehe zur anderen HiI' clie axiale Lange lund fur fl = 1 

D D 

pI = flo 2 f .\l'ldx = ~~ J2~ dx = 4liln( ~) 1O-9 Voltsek. 
a a 

1m Inneren del' Leiter sind die Kraftlinienwindungen fur beide Leiter zusammen 
(fur fl = 1) 

" n 

IT/II ~ Ie: "x2 ld 2l J . x 3 • r =::'flo J) 11'- X=109, 2~~4dx=dlO-9; 
o 0 

P = P' -:- P" = il [ 411l ~ + 1 J 10-9 Voltsek. 

L = 1 [ 41n ~ + 1] 10-9 Henry. (14) 

Beispiel. Zwei Drahte von 50 mm2 Quersehnitt, a=0,4 em, im Abstand 
D = 100 em haben bei einer Lange von 1 km = 105 em eine Induktivitat 

L = 105 [4 III ~OO -I--IJ 10-9 = 231 mH 0,4 ' ,. 



12 Selbstinduktion und Kapazitiit in Wechselstromkreisen. 

Das erste Glied in der Klammer ist 22,1, der Anteil des Feldes im Leiterinnern an 
der Induktivitat ist nur 4,5 % . 

Bei ferromagnetischen Stoffen kann von einem Selbstinduktionskoeffizienten 
nicht gesprochen werden, weil keine Proportionalitat zwischen Strom und FluB 
besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. XI gezeigt. Hier beschranken wir 
uns auf die Faile, fUr die L konstant ist. 

Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. Ein Leiterkreis mit der Induktivi
tat Lund dem Ohmschen Widerstand R sei an ein Netz angeschlossen (Abb. 16). 

i Die Pfeile geben an, in welchem Sinn Strom und Spannung 

~ (positiv gerechnet werden.) Nach dem Induktionsgesetz ist, mit 
p ~ P=Li, 

. dlJl Ldi 
Rt-p=--=-- (15) dt dt . 

Abb.16. 

Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes - L~ bezeichnet man als elektro

motorische Kraft der Selbstinduktion. Nimmt der Strom zu, so wachst 
der InduktionsfluB dem Strom rechtsschraubig zugeordnet, und da die induzierte 
EMK der zeitlichen Abnahme des Flusses rechtsschraubig, der Zunahme also 
Iinksschraubig zugeordnet, ist die Richtung der EMK der Selbstinduktion stets 
der Anderung des Stromes entgegengerichtet (Lenzsche Regel). Multipliziert man 
GI. (15) mit -idt, so lautet die Energiegleichung 

pidt - Ri2dt = iLdi = d(~Li2) = dW m' (16) 

Darin ist die linke Seite der UberschuB der dem Stromkreis vom Netz in der Zeit dt 
zugefiihrten Arbeit iiber die Stromwarme, die rechte Seite ist die Zunahme der 
magnetischen Energie des Feldes. 

Bei Gleichstrom wird nur im ersten Augenblick nach dem Einschalten dem 
magnetischen Feld Energie zugefiihrt, bis der Gleichstrom von Null auf seinen sta

tionaren Wert, entsprechend dem Ohmschen Gesetz J = P / R 
angestiegen ist. Dann ist im magnetischen Feld die Ener
gie !J2 L aufgespeichert und bleibt darin unverandert be-

a I<---''----'--'~ ___ ..- stehen, soIange der Strom andauert. 
Der Wechselstrom hingegen steigt, abgesehen vom 

Augenblick des Einschaltens, im ersten Viertel jeder Peri
ode von Null bis im und mit ihm der FluB, dabei wachst 
die Energie von Null bis !i;'L. 1m zweiten Viertel der 
Periode nehmen der Strom, der FluB und die magnetische 
Energie wieder auf Null abo Beim ersten Vorgang, der 

b 1o<W.L:lJ.J.J..WJtWllo...4J..LWJJ.Wllwa_ Ladung des Feldes, wird dem Stromkreis elektrische Lei-

W\f\ 
c \TV 

Abb.17a, b, e. 

stung von der Stromquelle d! '.'! = :t (~Li2) = iL :: = ie 
zugefiihrt, beim zweiten, der Entladung des Feldes, wird 
der gleiche Betrag wieder zuriickgegeben. In der folgenden 
halben Periode wachst der Strom und mit ihm das Feld 
in entgegengesetztem Sinn. Fiir den Betrag der magneti
schen Energie ist die Richtung des Stromes belanglos: das 

Spiel der Energiesammlung und Riickgabe ist in jeder halben Periode dasselbe. 
Abb. 17 zeigt fUr eine ganze Periode die Schwingullgell a) des Stromes i und des 
von ihm erzeugten Feldes (i L); b) der magnetischen Energie W m = ! i 2 L, und 
c) der bei der Ladung und Entladung des Feldes von der Stromquelle zugefiihrten 

Leistung d! m. Die magnetische Energie pulsiert mit der doppelten Frequenz des 

Stromes um den Mittelwert 
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worin J der Effektivwert des Stromes ist. Dieser Mittelwert ist also ebenso groB 
wie die Energie bei Gleichstrom, dessen Betrag gleich dem Effektivwert des 
Wechselstromes ist. Die Ladeleistung pulsiert um den Mittelwert Null. 

7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand 
und Selbstinduktion. 

Um den Strom zu berechnen, der sich unter Einwirkung einer einwelligen 
Klemmenspannung einstellt, hat man Gl. (15) zu integrieren. Es werde hier zunachst 
das partikulare Integral betrachtet, das den stationaren Zustand beschreibt, der 
sich kurz nach dem Einschalten einstellt. (Das vollstandige Integral wird in 
Kap. XIII behandelt.) Dazu gehen wir yom Strom aus und fragen, wie groB muB 
P sein, wenn i gegeben ist. Nach Gl. (15) wird 

R · L di (17) P= ~+ dj. 

E .. .. R· R·· Ldi L· L· (. /2) S Sel ~=~mSlnwt, ~= ~mSlnwt, Tt=w ~mcoswt=w ~m slnwt+n , 

somit p = Rimsinwt + wLimsin(wt + n/2) = Pmsin(wt + q;). (18) 
Die Klemmenspannung erscheint aus zwei Komponenten zusammengesetzt: die 
erste hat die Amplitude Rim und die gleiche Phase wie der Strom, die zweite die 
Amplitude wLim und ~ Periode Voreilung gegen den Strom; die erste ist der 
Ohmsche Spannungsabfall, die zweite ist der EMK der Selbstinduktion entgegen
gesetzt gleich. Die Amplitude der Spannung wird somit nach Gl. (25) S. 6 

Pm=im 1 R2+w2L2 (19) 

und nach Gl. (26) die Voreilung der Spannung gegen den Strom 
wL 

tgq;=R' (20) 

Gl. (19) gilt, wenn beiderseits durch 12 dividiert wird, auch fUr die Effektivwerte 

P=Jy R2+w2 L2. (19a) 
Hat eine Spule z. B. eine Induktivitat L = 10- 2 H und einen Widerstand R = 1 Ohm, 
so ist fUr t= 50 Hertz wL=2n 50.10- 2 =3,140hm und 1 R2 + w2 L2 = 1 12 + 3,142 

= 3,3 Ohm, fiir J = 10 Amp ist die Spannung 33 Volt, die Phasenverschiebung 
wL q; = artglf = artg3,14 = 72,3°. 

Leistung, Blindleistung, Scheinleistung. Die momentane Leistung ist nach GI.(18) 
pi = Ri;'sin2wt + wLi;'sinwtcoswt = ~Ri;' (1- cos2wt) + ~wLi;'sin2wt. (21) 

Der erste Teil schwingt mit der doppelten Frequenz um den Mittelwert fRi;', er 
entspricht der Umsetzung von elektrischer Arbeit in Warme im Widerstand. Der 
zweite Teil schwingt mit doppelter Frequenz um den Mittelwert Null und entspricht 
der umkehrbaren Umsetzung von elektrischer Arbeit in magnetische Feldenergie 
(s. S. 12). Die mittlere dem Stromkreis zugefiihrte Leistung ist 

T 

N = ~ f pi dt = ~Ri;' = RJ2. (22) 
o 

Die beiden Teile der momentanen Leistungsschwingung GJ. (21) entsprechen den 
beiden Komponenten der Klemmenspannung nach GJ. (18). Deren Effektivwerte 
sind Pcosq;=JR und Psinq;=JwL, wie sich durch Auflosung von sin(wt+q;) 
=sinwtcosq;+coswtsinq; in GI.(18) ergibt. Nur die mit dem Strom gleich
phasige Komponente P cosq; gibt mit dem Strom multipliziert die Leistung 

N=PJcosq;, s.S.8. (22a) 
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Die gegen den Strom urn ! Periode voreilende Komponente P sin<p ergibt keine 
Leistung. Doch hat dieses Produkt in Wechselstromkreisen eine groBe Bedeutung 
und man nennt 

Nb =PJsin<p 

die Blindleistung. Da P sin<p=JwL ist, wird 

N b =J2W L. 

(23) 

Die Energie des magnetise hen Feldes schwingt nach S. 12 mit der doppelten Fre
quenz urn den Mittelwert 

(24) 

Daher ist die Bedeutung der Blindleistung fUr einen induktiven Stromkreis 

Nb = 2w Wm- (25) 

Die Stromquelle und aIle Teile der Leitung sind fUr die volle Spannung zu be
messen und zu isolieren. Daher ist das Produkt P J fur die Bemessung der Genera
toren (TypengroBe) und der ganzen Anlage maBgebend, auch wenn nur ein Teil 
entsprechend dem cos der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung als 
Leistung in anderer Energieform nutzbar gemacht wird (hier Warme im Wider
stand). Man bezeichnet PJ als Richtleistung oder Seheinleistung 

Ns = PJ (26) und es ist Ns = Y N2 + N~ (27) 

Entsprechend bezeichnet man die Komponenten der Spannung P eos<p die Wirk
spannung, P sin<p die Blindspannung. Die GroBe wL in Gl. (19) wird als 
Blindwiderstand (Reaktanz) bezeichnet und y R2+w2L2 als Scheinwider
stand (Impedanz). Zur Abkurzung setzt man 

wL = X (28) {R2 + w2 L2 = z. (29) 

R ist bei Wechselstromen, besonders bei hohen Frequenzen, groBer als der Ohmsche 
Widerstand, zum Untersehied spricht man dann von dem Wirkwiderstand. 

Wirk- nnd Blindstrom, Leitwerte. Geht man von der Klemmenspannung aus 

p= Y2Psinwt, 
so wird der Strom 

i = Y2Jsin(wt - <p) = Y2J(sinwtcos<p - coswtsin<p) , 

darin ist wieder nach Gl. (19a) und (20) 
p p 

z 
wL X 

tg<p=-=-. 
R R 

Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert (Einheit 1 Siemens S) 
und heiBt Scheinleitwert (Admittanz), er wird mit y bezeichnet. Damit ist auch 

J=Py. (30) 

Der Strom kann nun aueh in zwei Komponenten zerlegt werden, die eine ist in 
Phase mit der Spannung, die andere urn Y4 Periode dagegen phasenversehoben. 
Sie heiBen 

Jeos<p=Pyeos<p der Wirkstrom 

J sin <p = Py sin <p der Blindstrom. 

Dieser Zerlegung entsprechen die Bezeiehnungen 

ycos<p=g der Wirkleitwert (Konduktanz) 

y sin <p=b der Blindleitwert (Suszeptanz) 

y = yb2 + g2. 
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Die Leitwerte stehen mit den Widerstanden in folgenden Beziehungen: 
1 R 

Y=-Z g= Z2 

X b 
tgT=---=R (J 

X 1 
b= Z2 z=y 

R (J 
c:osT= -- =-

z y 

(J b R=- X=---y2 y" 
. X b 

slnT=-=--· 
Z y 

15 

(31) 

(32) 

Bei Reihensc:haltung rec:hnet man besser mit den Widerstanden, bei Parallel
sc:haltung mit den Leitwerten. 

Aus zwei Widerstanden oder Leitwerten konnen stets die iibrigen vier Kon
stanten berechnet werden. Zur experimentellen Bestimmung ist die Messung des 
Stromes J, der Spannung P und der Leistung N erforderlich. 

Die Leistung ist 
N =PJcosT =J2R =P2 g, 

daher 
p N 

R=J2 
N 

g=pt:, z=--
J 

ferner kann man fUr die Blindleistung schreiben 

Nb = PJsinT=P2b=J2X 
und fUr die Scheinleistung 

8. Kapazitat in Wechselstromkreisen. 
Bei veranderlic:hen Stromen spielen auch die V organge im elektrischen Feld 

in Nichtleitern eine Rolle. 
Elektrisches Feld. Die Feldstiirke ~ gibt an jedem Punkt GroBe und Richtung 

des Feldes an, sie ist als die Kraft definiert, die an der Elektrizitatsmenge 1 an
greift. Die Arbeit beim Verschieben dieser Ladung von einem Punkt a nach einem 

b 

Punkt b im elektrischen Feld heiBt die Spann ung von a nach b: Pab = J ~s ds. 
a 

1st diese Arbeit unabhangig vom Weg, so ist die Umlaufspannung beim Verschieben 
von a nach b und auf einem anderen Wege zuriick nach a gleich Null. Dann ist 
das Feld wirbelfrei. In diesem Fall kann jedem Punkt des Raumes ein skalares 
Potential T zugeschriehen werden, und es ist 

Pab=Ta-Tb' 
Die Feldstarke in einer Richtung s ist 

dcp 
~s=-d8' 

Bei der Bewegung einer Ladung senkrecht zur Richtung der Feldstarke ist die 
Arbeit Null, dabei ist T = konst. Eine Flache, die iiberall senkrecht zur Richtung 
der Feldstarke steht, ist eine Aquipotentialflache. 

Die Quellen des elektrischen Feldes befinden sich im Ruhezustand auf der 
Oberflache leitender Korper (wahre Ladung) oder an Ladungstragern, die sich im 
Felde befinden (Ionen, Elektronen). 

Bei gegebenen Ladungen und deren Verteilung hangt das Feld noch von dem 
Stoff ab, in dem es besteht, und zur vollstandigen Beschreibung des Feldes sind 
zwei Vektoren notig, die Feldstarke ~ und die Verschiebung~. Beide haben die 
gleiche Richtung. Ihr Verhaltnis heiBt die Dielektrizitatskonstante des Stoffes und 
man setzt 

(33) 

Hierin ist 80 eine vom MaBsystem abhangige Konstante und heiBt Dielektrizitats
konstante des Vakuums, 8 ist die relative Dielektrizitatskonstante des Stoffes mit 
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Bezug auf das Vakuum. 1m praktischen MaBsystem wird t¥: in Volt/cm und 'll in 
Coulomb/cm2 gemessen, ferner ist 

1 Coulomb 1 
cO=4n.9.1011 Voltem =4n9'lOUFaradjcm, (34) 

c ist eine Zahl, die fUr Luft angenahert 1 ist. Nach S. 9 Gl. (7) war 
Po = 4n 10-9 Henry fcm, daher ist 

,;---- 1/-1 - 1 sek 1 
V coPo = V g:-102o = ~1010 em = c' 

worin c = 3 .1010 cm/sek die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum und in Luft ist. 
Zwischen der Verschiebung und den Ladungen besteht die Beziehung: Der Ver

schiebungsfluB durch eine geschlossene Flache ist gleich der von der Flache 
eingeschlossenen Ladung (GauBscher Satz). 

p 'llndl = q. (35) 
An der Grenzflache zweier Medien mit verschiedener Dielektrizitatskonstante, 

an der sich keine Ladung befindet, ist die Normalkomponente der Verschiebung 
in beiden Stoffen gleich groB, hingegen verhalten sich die Normalkomponenten der 
Feldstarke umgekehrt wie die Dielektrizitatskonstanten. Daher kann man ein 
elektrisches Feld durch Verschiebungsrohren darstellen, deren FluB konstant ist 
und deren Querschnitt beim Ubertritt von einem Medium zum anderen keine Un
stetigkeit aufweist. Die Verschiebungsrohren beginnen und enden an der Ober
flache der Leiter, auf denen die Ladungen sich befinden, und nach Gl. (35) ist der 
FluB jeder Rohre gleich der Ladung, die ihre Randkurve an der Leiteroberflache 
abgrenzt. 

Energie des elektrischen Feldes. Die Energie des elektrischen Feldes in der 
Volumeneinheit, die Energiedichte, ist nach Maxwell 

III 

We = Jt¥:d'll, (36) 
o 

und wenn die Dielektrizitatskonstante unabhangig von t¥: und 'll ist, mit d'll = cocdt¥: 
_ 1 2 _ 1 'I)2 _ 1 . 

W.- 2 coEt¥: -2 BeD -2t¥:1l· (36a) 

Kapazitat. Verlauft das elektrische Feld zwischen zwei voneinander isolierten 
Leitern, die einander geniigend nahe gegeniiberstehen, so daB aIle Verschiebungs
rohren auf der einen Oberflache beginnen und auf der anderen enden, so kann die 
Energie durch die Ladungen auf den Leitern und die Spannung von einem Leiter 
zum andern berechnet werden. 1st d I der Querschnitt einer Verschiebungsrohre, 
ds das Langenelement der Achse, so ist die Energie in dem Volumenelement dl·ds 
nach Gl. (36) 

~t¥:'lldld8. 
Hierin ist 'll dl der konstante VerschiebungsfluB der Rohre und gleich der Elementar
ladung L1 q, die von der Rohre an den Leiteroberflachen abgegrenzt wird, und t¥:ds 
der Anteil des Langenelementes ds an der Spannung p von einer Leiteroberflache (1) 
zur anderen (2). Daher ergibt sich der Energiegehalt der Rohre 

2 

~L1 qJt¥:ds = ~L1q. p. (37) 
1 

Durch Summation iiber aIle Verschiebungsrohren wird die Energie des ganzen 
Feldes zwischen beiden Leitern 1 

W e ="2P'q, (38) 
worin q die Gesamtladung beider Flachen ist. Da sie bei gegebener Leiteranordnung 
der Spannung von einem Leiter zum andern proportional ist, ist auch 

q= Cp, (39) We=}Cp2, (40) 
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C ist die Ka pazita t der betrachteten Leiteranordnung, sie ist numerisch gleich 
der Ladung fiir die Einheit der Spannung. 1m praktischen MaBsystem ist die Ein
heit der Kapazitat: 1 Coulomb/1 Volt = l:Farad (:F). Da dies eine sehr groBe 
Einheit ist, gebraucht man den lO6-ten Teil davon: 1 Mikrofarad (,uF). 

Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Abb.lS). Zwischen zwei Platten 
von groBer Ausdehnung, die liberall in sehr kleinem Abstand d voneinander ent-
fernt sind, kann das Feld als homogen angesehen werden, die Verschie- I-d, ~ 

bungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist konstant. Nur am .i:_~-~-C .. 
Rande weicht der Verlauf davon abo Vernachlassigt man die Randwir-
kung, was bei kleinem Abstand und gro13er Flache keinen wesentlichen 
Fehler gibt, so ist die Spannung p = rg, d. Der Verschiebungsflu13 ist 

q = CfJF = :~ g{Wl' daher die Kapazitat 
q sF 1 sF 1 

C= P = 4nd' g.iOllF = 4nd' 9.105 ,uFo (41) 

Um einen Plattenkondensator von l,uF mit Glimmerplatten von 74 mm 
Dicke herzustellen, ist, wenn E = 5 ist, eine gesamte Flache erforderlich 

F = ~nJl~~2~1.)._~.1O~ = 56500cm2. 
I) 

F 

Abb.18. 

Solche Kondensatoren werden aus Platten aufeinandergeschichtet, die abwechselnd 
mit je einem Pol verbunden sind. Flir C = 10-6 F = I,uF und d = 0,025 cm ist 
bei einer Spannung von 1000 Volt die Feldstarke 40000 Volt/cm, die Ladung 
q = 10-3 Coulomb, die Verschiebung CfJ = 1,77 . 10-8 Coulomb/cm2, die Energie 

Abb. 10. 

i Joule, die Energiedichte 3,54.10-4 Joule/cm3. 

2. Ein Zylinderkondensator (konzentrisches Kabel), 
Abb. 19. Der AuBenleiter (Mantel) sei geerdet. Da alle Ver
schiebungslinien, die vom inneren Leiter 
ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die 
Ladung auf der inneren Flache des Man
tels entgegengesetzt gleich der Ladung 
(q) des Innenleiters. Die Verschiebungs
linien stehen senkrecht auf den Leitern -Af!-L-~---1==-~~ 
und sind daher radial. Durch eine Zylin
derflache vom Radius r und der Lange l Abb.20. 

tritt der Verschiebungsflu13 

2nrlCfJ=q, daher ist CfJ = -q- ferner 
2nd' 

ra'2 't . 
p =f~dr = -l-fCfJdr = 2.9.1011 • Lfdr = 2·9 .1OllLln'!:! 

s So el r sl r 1 ' 

'1'1 '1 
q sl 1 

C =- = ---- --. ,uFo 
p 21n~ 9·10 

r 1 

(42) 

3. Zwei parallele exzentrische Zylinder (Doppelleitung). Hier kann das 
Feld von zwei Achsen abgeleitet werden, auf denen die Ladungen + q und - q 
linienhaft verteilt sind. In Abb. 20 sind A und B die Spuren der beiden Achsen. 
Die Verschiebungslinien verlaufen von A nach B, eine ist die Gerade A B selbst. 
Eine weitere, etwa durch Punkt P, ergibt sich wie folgt. Der Flu13 durch eine zu 

den Achsen parallele Flache, deren Spur Q P ist, ist von A herrlihrend q 2IXn und von 

B herriihrend - ~! ,insgesamt 2~ (IX - (J) = 2qn e . 
Die Gleichung der Verschiebungslinien ist also e = konst. Sie sind Kreise liber AB 

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Auf!. 2 
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als Sehne. Die XquipotentiaUlachen sind zylindrische Flachen, deren Erzeugende 
parallel zu den Feldachsen liegen , ihre Spuren in der Ebene sind Aquipotential
linien, die auf den Kraftlinien senkrc<:ht stehcn. 1hre Gleichung ergibt sich aus 
dem Potential eines Punktes P . Die Ladung q der Achse A ergibt fUr sich in P 
im Abstand AP = 1"a die Feldstiirke 

(1;' = ':i)' = q 
teo Hn2nr.l ' 

die von A nach P gerichtet iat , ebcnso die Ladung - q der A chse B, weno BP = Tb 
gesetzt wird, die Feldstarke in Richtung P B 

1/ 'ill! q 
(f ~-- ---

t60 - e80 2n r . l' 

Diesen Komponenten der Feldst iirke entsprechen die Anteile am Potential in P 

q/ = -f(f'dT = -~2 , inr,, + konst, q/I =-f(!lIdr=~2 , Inrb+ konst. 
teo 11; eto 1l 

DIl8 Potential ist daber 

q; =¥ + g/' =~2 , In r. + koust. 
teo;"J r. 

D.ic Gleiehung der Aquipotentiallinien, rp = konst, ergibt also Tb!T a = konst . Sic sind 
Kreise, deren ~litten auf AB liegen. 1st a ein Kreisradius (Abb.21) und sind c1 

Abb.21. 

und c2 die Abstiinde der Achsen A und B 
vom 1\littelpunkt, so ergibt die harmonische 
Teilung 

Ct~a c~ + a od ' - - + er a = c1cz. a - c1 C1 a 

Die Aquipotentialfliiehen sind Kreiszylinder, 
die die Feldachsen umhiillen. Werden zwei 
Bolcher Zylinder m eto.llisch verkorpert, so 
enden die Kraftlinien an ihren Oberfliicben. 
auf denen nun die Ladungen q, die sic um
hullen, verteilt sind . 1m AuBenraum iindert 
sich das Feld nicht. FUr zwei Zylinder von 

gleicbem Radius a gilt dann zwischen dem Mittenabstand D und dem Abstand X 
der Feldachsen die Beziehung 

X = -YDI - 4a2 , c1 = 4(D -X), c2 =!(D + X). 

FUr einen Punkt auf A B im Abstand x von A ist die Feldstarke 

(! _~_ 2q .!l. IQ11 r..!.. _ 1_ J 
z - u o - el Lx + X - x ' 

Das Linienintegral der Feldstiirke von Punkt 1 bis Punkt 2 ist die Spannung p 
von einem Zylinder zum anderen , 

f q.g .lQll X + D - 2a 
C!f.., · dx=p = el 4lnX D + 2a ' , 

1st D groB gegen a> d. h. X ,::::::: D , so wird 
q tl 1 

C=-P=4.9 .1011 --n F. (43) 
In -

a 
Die Mitte1cbenc ist cine Aquipotentialflache, sie halbiert die Spannung von eillem 
Zylinder zum andern . Betrachtet man sic als leitende Ebene. so ergibt sich die 
Kapazitiit der Anordnung Zylindcr gegen Ebene (Freileitung gegen Erde). Sic 
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ist doppelt so groB wie die Kapazitat der beiden Zylinder. Setzt man h =Dj2, 
so wird die Kapazitat eines Drahtes gegen Erde im Abstand h 

el 
C=- 2hF. (44) 

9·1011 ·2Iu-
a 

Beispiel. FUr die Doppelleitung S.l1 mit D= 100 em, a=0,4 em, wird die 
Kapazitat fUr l = 105 em = 1 km und B = 1 naeh Gl. (43) 

105 

C = g.lOll.4In250 = 0,00505 .10-6 F = 0,00505,uF. 

Hingegen betrug die Induktivitat L = 2,31 mHjkm. Ein Strom von 100 Amp be
dingt eine magnetisehe Energie fUr 1 km Lange von i100 2 • 2,31'10-3 = 11,55 Joule. 
Eine Spannung von 10000 Volt hedingt eine elektrisehe Energie fUr 1 km Lange 
von i10000 2 '0,00505' 10-6 = 0,253 Joule. Erst hei noeh wesentlieh hOheren Span
nungen ist also hei Freileitungen die Energie des elektrisehen Feldes der des ma
gnetischen vergieich har . 

Ladung uud Entladung eines Kondensators. Andert sich die Spannung an den 
Belagen eines Kondensators um dp, so andert sich die Ladung nach Gl. (39) um 

Idq=Cdp 

und im Dielektrikum hesteht ein Verschiehungsstrom. Da die Stromung quellenfrei 
ist, ist der Strom in den Zuleitungen die Fortsetzung des Versehiehungsstromes 

i = rl.'L = Ct!P- (45) dt dt • 

Wird ein Kondensator an eine Gleichstromquelle von der Spannung P angeschlossen, 
so flieBt in der Zuleitung nur im ersten Augenhlick ein Ladestrom, his der Konden
sator in seinem Feld die Energie We = iP2C aufgespeichert hat und auf seinen Be
lagen die Ladung q = p. C angesammelt ist. Dann ist der Strom auf Null gesunken 
und der Kondensator ist im stationaren Gleichstromkreis eine Unterhrechung. Man 
kann ihn von der Stromquelle trennen, und er hehalt seine Ladung hei. 

1st der Kondensator an eine Weehselstromquelle angeschlossen, deren Spannung 
im ersten Y4 jeder Periode von Null auf Pm wachst, so nimmt dabei die Ladung 
von Null auf qm=PmC zu, die Energie auf ip;'C; in der folgenden Y4 Periode 
fiillt die Spannung und mit ihr die Ladung und die Feldenergie wieder auf Null. 

Beim ersten Vorgang, der Ladung, ist der Ladestrom i = C ~ und die zugefuhrte 

Leistung pi = pC~~ = 1t (ip2C) = d::;!. Beim zweiten Vorgang, der Entladung, 

nimmt der Strom die entgegengesetzte Richtung an und es wird Leistung an den 
Stromkreis zuruckgegeben. In der folgenden Halbperiode steigt die Spannung in 
entgegengesetztem Sinn wie zuvor, der Ladestrom hat nunmehr die gleiche Rich
tung wie zuvor der Entladestrom, im Feld wird wieder Energie aufgespeichert 
unter Leistungsaufnahme vom N etz und in der folgenden Viertelperiode wieder 
zuruckgegeben. Das Spiel der Ladung und Entladung in jeder Halbperiode ent
spricht genau dem bei der Induktivitat, wenn an Stelle von i ... p, fur L ... C 
gesetzt wird. Die elektrische Energie sehwingt mit doppelter Frequenz um den 
Mittelwert We = Hip;'C] = iP2C, also um den Energiebetrag, der im Kondensator 
aufgespeichert wird, wenn er an eine Gleichspannung P angeschlossen wird. Fur 
P=Pm sinwt wird q=Cp=Cpm sinwt=qm sinwt und 

. dq C . 
~=dt= wPmsmwt=wqmcoswt. (46) 

Die Amplitude des Ladestromes ist 
(46 a) 

2* 
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er ist gegen die Spannung und Ladung um % Periode in der Phase verfriiht, denn 
der Ladestrom ist so lange positiv, wie die Spannung steigt, und negativ, wenn sie 
abnimmt. Die mittlere dem Kondensator zugefiihrte Leistung ist Null. Dabei ist 
ein vollkommenes Dielektrikum vorausgesetzt. Die Blindleistung ist 

PJ=P2w C=2wWe • (47) 

9. Stromkreis mit Selbstinduktion, Kapazitat und Widerstand. 
Ein Kondensator C und eine Spule mit der Induktivitat L sind in Reihe an ein 

Netz mit der Spannung p angeschlossen, R ist der gesamte Widerstand (s. Abb. 22). 

R 
c Nach dem Induktionsgesetz ist die Umlauf-h spannung 

~-------___ ~_-..J Ri+b-p=-L~! und i=~t· (48) 

Abb.22. Wir untersuchen hier zunachst den stationaren 
Zustand, der sich kurz nach dem Einschalten einstellt. Dazu werde ein einwelliger 
Strom angenommen und die Klemmenspannung p berechnet, sie ist 

R . + L di 
I q (48 ) p= ~ dt'O' a 

fu"r . ., . t q Sidt im + (k) 2=2mslnwt IS 0= -0-= - wOcoswt . 

Da im stationaren Zustand ein einwelliger Ladestrom eine einwellige Ladung be

dingt, ist die Integrationskonstante Null. Ferner ist L ~: =wLim coswt, und 

p = Rimsinwt + (wL- wlc)imcoswt (49) 

= Pmsin(wt + cp). 

Die Spannung erscheint wieder aus zwei Komponenten zusammengesetzt, Rim sinwt 
ist der Ohmsche Spannungsabfall in Phase mit dem Strom, der Effektivwert ist 
die Wirkspannung 

Pcoscp = JR, 

(wL- wlO) im coswt ist gegen den Strom um % Periode verfriiht, der Effektivwert 

ist die Blindspannung 
Psincp = J(wL-l/wC). 

Der Effektivwert der Klemmenspannung ist 

P=J-y R2 + (wL-l/wC)2 
und die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom 

t _ wL-I/wO 
gcp - R . 

(50) 

(51) 

In der Blindspannung erscheint die Kondensatorspannung mit negativem V or
zeichen, weil sie gegen den Strom um % Periode verspatet ist, wahrend die induk
tive Blindspannung gegen den Strom um % Periode verfriiht ist. Die Energien, 
die in dem magnetischen Feld der Selbstinduktion und dem elektrischen Feld 
der Kapazitat schwingen, sind in Gegenphase. Die magnetische Energie hat ihren 
H6chstwert, wenn der Strom am gr6J3ten ist, dann ist die Ladung des Konden
sators Null. Die Energie im Kondensator ist am gr6J3ten, wenn die Ladung am 
gr6J3ten ist, d. h. beim Nulldurchgang des Stromes; dann ist aber die magnetische 
Energie Null. In der momentanen Leistung 

pi =Ri~sin2wt + i~( wL - w~)sinwtcoswt 
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erscheint daher auch nur die Differenz der zur Ladung der beiden Felder erforder
lichen momentanen Leistungen. Die Felder laden sich z. T. gegenseitig, und nur 
der UberschuB der magnetischen iiber die elektrische Energie wird jeweils vom 
Netz aufgenommen bzw. zuriickgegeben. Die mittlere Leistung ist 

T 

N= ~f pi=J2R. 
o 

Die Blindleistung ist, wenn wir die mittleren Energien 

~J2L=W' ~2~=~(~)2~= W setzen, 
2 m' 20 2 w 0 • 

Nb = 2w(W m- W.). 
Die gegenseitige Ladung der Felder ist vollkommen, wenn 

1 
wL=-wO 

(52) 

(53) 

(54) 

ist. In Gl. (50) verschwindet die Blindspannung und in (53) die Blindleistung; der 
Stromkreis verhalt sich dem Netz gegeniiber wie ein Ohmscher Widerstand, nach 
Gl. (50) wird P=J R und nach Gl. (51) tg<p=O. 

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz. Bei gegebenen Werten von Lund C 
tritt sie bei einer bestimmten Frequenz, der Resonanzfrequenz, ein, sie ist nach (54) 

1 1 
wO=tLO ' 10= 2n lt/C' (55) 

Hierbei konnen die Blindspannungen der Induktivitat und der Kapazitat sehr groB 
werden, sie sind 

J Jo Py-r ( oWL=wO= R C· 56) 

Sie hangen nur von dem Verhaltnis der GroBe yLlc zum Wirkwiderstand R abo 
y LIC hat die Dimension eines Widerstandes und wird als Schwingungswiderstand 
bezeichnet, der ganze Stromkreis ein Thomsonscher Schwingungskreis. 

Beispiel: Fiir R= 10 Ohm, L= 1 Henry tritt Resonanz ein bei 10=50 Hertz, 

fiir C = W~L = (10~n)2 = 1,015· 10-5 F. Fiir J = 10 Amp 1,0 

wirdP= 100 Volt, wahrend JWoL = JjwoC = 10· (lOOn) 
= 3140 Volt ist. Hierauf beruht die Gefahr der Reso
nanz in elektrischen Stromkreisen. Die Stromquelle 
braucht nur eine verhaltnismaBig kleine Leistung ab
zugeben, um groBe Energieschwingungen hervorzu
rufen. 

Verhalten des Schwingungskreises bei verschiedenen 
Frequenzen. Sei w eine beliebige Frequenz, Wo die 
Resonanzfrequenz, das Verhaltnis w: Wo = 15, ferner das 
Verhaltnis des Wirkwiderstandes zum Schwingungs-
widerstand R yen = e. Dann ist 

WL=~yL =~R 
Wo 0 I! ' 

__ 1 __ Wo JI £ = _l_R 
wO - OJ ~ 0 r5!! ' 

Abb.23. 

J = --,= P _--C=C--C. 

1/ 1 1 2 R V 1 + e2 (0 - ~ ) 

2,0 

Hierin ist P j R = J 0 der Hochststrom im Resonanzfall, und das Verhaltnis J jJ 0 
ist nur vom Frequenzverhaltnis 15 und vom Widerstandsverhaltnis e abhangig. 
In Abb. 23 ist J:Jo in Abhiingigkeit yom Frequenzverhaltnis fiir zwei Werte von e 
aufgetragen. Kurve I mit dem flachen Strommaximum gilt fUr groBen Wider
stand e = 1, Kurve II mit dem spitzen Maximum fiir kleinen Widerstand e = 0,1. 
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J e kleiner der Widerstand, um so scharfer ist die Resonanzlage ausgepragt, um so 
enger der Bereich, in dem der Stromkreis einen betrachtlichen Strom hindurch
laBt. Die Phasenverschiebung der Klemmenspannung gegen den Strom ist nach (51) 

tg IP = ~ (b - ~). 
Fur b < 1 ist IP negativ, die Spannung ist gegen den Strom verspatet, fur b> 1 ist 
IP positiv, die Spannung ist gegen den Strom verfruht. 

Man unterscheidet hier: 
wL=Xi den induktiven Blindwiderstand, 

IjwC =Xc den kapazitiven Blindwiderstand, 
wL-ljwC=Xi -Xc den resultierenden Blindwiderstand, 

er wechselt sein Vorzeichen, wenn Xc> Xi ist. 

III. Graphische und analytische Methoden. 
10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren. 

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen fest en 
Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste Achse beschreiben bekanntlich die 
Ordinaten einer Sinuskurve. 

Stellt daher die Lange OP des rotierenden Vektors Abb. 24 die Amplitude eines 
Wechselstromes im dar, und ist die Winkelgeschwindigkeit seiner Drehung gleich 

-- --
der Kreisfrequenz w, so sind die Projektionen 0 A auf die zur Anfangslage OX 

. / senkrechte Richtung 0 Y 

~~(J 
y ~, OA = i = imsinwt 

die Augenblickswerte des Stromes. 
Fur einen zweiten Vektor OQ = i;", der gegen 0 P 

um einen Winkel cp im Sinne der Voreilung verschoben 
ist, wird ebenso 

OB = i' = i;" sin(wt + cp). 

Die beiden Vektoren 0 P und OQ konnen also als 
Symbole zweier Wechselstrome von gleicher Frequenz 
betrachtet werden, deren Amplituden im und i~ sind, 
und die gegeneinander die Phasenverschiebung cp haben. 

Abb.24. 

Anstatt die Vektoren rotieren zu lassen, kann man 
sie auch feststehend denken, und die Gerade, auf die 
sie projiziert werden, sich im umgekehrten Sinne drehen 

lassen; diese Gerade heiBt die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, 
wenn man die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Voreilung 
verschoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus, so kommt diese, wie die 
Abbildung zeigt, bei der Drehung zuerst in die Lage des voreilenden Vektors. 

Beliebig viele Strome und Spannungen sind also durch die Lange ihrer Vektoren 
und durch die Winkel, die sie bilden, in ihrer GroBe und Phase gegeneinander 
eindeutig bestimmt. Voraussetzung ist dabei, daB die Strome und Spannungen 
gleiche Frequenz haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammen
stellen. Uber die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus. 

Praktisch ist es zweckmaBig, die Lange der Vektoren in dem gewahlten MaB
stab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese gemessen werden; beim Dber-
gang zu den Augenblickswerten sind dann die Projektionen mit V2 zu multiplizieren. 
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Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf die Lange der Vektoren an
kommt und auf die Winkel, die sie miteinander bilden, kann man jeden Vektor 
in dem Diagramm parallel mit sich selbst verschieben. 

Hiervon macht man Gebrauch beidergraphischen Addition von Stromen. 
Die Summe zweier Strome 

i l + i2 = i 

ergibt sich (s. Abb. 25) durch Parallelverschiebung des Vektors 0 B des Stromes i2 
parallel mit sich selbst nach A 0 an den Endpunkt des Vektors 0 A des Stromes i l , 

oder, da die Reihenfolge bei der Addition gleichgultig ist, durch Verschiebung 
des Vektors 0 A des Stromes i l nach B 0 an den Endpunkt B des Vektors 0 B 
des Stromes i 2 • B C 

Der Vektor 00 des Summenstromes i ist also die Dia
gonale des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten 
Parallelogramms. 

Da die Differenz zweier Strome 
. . ./ 
~l - ~2 = ~, Abb. 25. 

gleich der Summe aus i l und dem negativ genommenen Wert von i2 ist, ist das 
Parallelogramm von B aus erst bis 0 im Sinne von i l und dann bis Aim negativen 
Sinne von i2 zu durchlaufen, und es wird die Diagonale BA der Vektor des Dif
ferenzstromes if. 

Der Vektor des Differenzstromes 
. . ·f' 
~2-~l = t 

ist analog die im Sinne A B durchlaufene Diagonale. 
Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors. In den Spannungsgleichungen 

von Wechselstromen kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit 
und das Zeitintegral eines Wechselstromes vor. Da 

di _ d(imsinwt) _ . . ( t + /2) dt - - rit--- - COtmSln co n 

ist, erhalt man den Vektor, der den Differentialquotienten eines Stromes darstellt, 
indem man die Lange des Stromvektors im Verhaltnis co: 1 vergroBert und ihn 
um 90 0 nach vorwarts dreht. Da ferner 

J idt = J imsincotdt = i;;;C-sin( cot- ;) 

ist, erhiilt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor des Stromes 
im Verhaltnis 1: co verkleinert und ihn um 90 0 zuruckdreht. 

Beispiele. 
Fur die Spule mit dem Widerstand R und der Induktivitat List 
nach Kap. II Gl. (17) . di 

p=tR +L dt' 

An den Vektor OA = JR, Abb.26, der in die Richtung des Stromes 
falIt, reiht sich der um 90 0 dagegen nach vorwarts gedrehte Vektor 
A B = J coL, die Summe 0 B ist der Vektor der Klemmenspannung P. 0 

Es folgt JwL wL 
tgq> = JR =R:' 

A 

Abb.26. 

1st die Drosselspule mit einem Kondensator in Reihe geschaltet, so lautete die 
Spannungsgleichung 

'R L di 1 S'd p = ~ + dt + (7 t t. 

In Abb. 27 reiht sich an den Vektor OA =JR in Richtung des Stromes, der um 
90 0 dagegen nach vorwarts gedrehte Vektor A B = J co Lund an diesen gegen den 
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Strom um 90~nach ruckwarts gedreht der Vektor der Kondensatorspannung 
BO=J!wO. 00 ist der Vektor der Klemmenspannung und es ist 

8 t wL-I/wO 
gq;= R 

Verandert man die GroBe der Kapazitat, so bewegt sich 
der Endpunkt 0 desVektors der Klemmenspannung auf der 
Geraden A B. Wenn er in A liegt, ist die Spannung mit dem 
Strom in Phase, hierbei ist 

J 
wO =JwL. 

Abb.27. Dies ist der fruher, S.21, behandelte Fall der Resonanz. 

Wird :0> J wL, so liegt 0 unterhalb A, dann eilt der Strom der Klemmen-

spannung vor. 

11. Rechnung mit komplexen Zahlen. 
Die rechnerische Erganzung der graphischen Darstellung durch Vektoren ist 

die Rechnung mit komplexen Zahlen. 
I. Grlflldlagen. a) Imaginare Zahlen sind die Quadratwurzeln aus negativen 

Zahlen. Demgegenuber werden die positiven und negativen Zahlen als reell be
zeichnet. Jede imaginare Zahl ist das Produkt einer reellen Zahl in die imaginare 
Einheit 1 -1. Diese wird mit j bezeichnet 

1-1=j. (1) 
Dann ist 

j2 = -1, j3 = - j, j4 = 1 , j5 = j usf. 
b) Die Summe aus einer reellen Zahl und einer imaginaren Zahl ist eine 

komplexe Zahl. Sie wird durch gotische Buchstaben bezeichnet, reelle Zahlen 
durch lateinische. Der allgemeine Ausdruck einer komplexen Zahl ist 

t=a+jb. (2) 
Darin ist a der reelle Teil von t, abgekiirzt a = me (t), 

b der imaginare Teil von t b = 3m (t). 
Eine anschauliche geometrische Deutung der komplexen Zahlen gibt 
c) die GauBsche Zahlenebene. Sie ordnet der Gesamtheit aller Zahlen, 

reeller, imaginarer und komplexer, die Punkte einer durch ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz orientierten Ebene umkehrbar eindeutig der
art zu, daB der komplexen Zahl 

+j 

p t=a+jb 
der Punkt P der Ebene (Abb. 28) entspricht, dessen Ab

~---..."Jc~l!-~l-:!+'- szisse den reellen Teil a und dessen Ordinate den imagi-
........... ( I naren Teil b miBt. Den reellen Zahlen entsprechen die 

b 

-j 
Abb.28. 

..... I Punkte auf der "reellen Achse", in Abb. 28 die Abszissen-..... ~p, 
achse, den imaginaren Zahlen die Punkte der "imaginaren 
Achse", in Abb. 28 die Ordinatenachse. Der Schnitt
punkt 0 der Achsen trennt die positiven von den nega
tiven Zahlen, ihm selbst entspricht Null. 

d) Konjugiert komplexe Zahlen. Einer komplexen Zahl t/=a-jb ent
spricht ein Punkt P' (Abb. 28), der zum Punkte P spiegelbildlich in bezug auf die 
reelle Achse liegt. Zweikomplexe Zahlen t, t', die den gleichen reellen Teil a haben, 
deren imaginare Teile b gleichen Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
heiBen konjugiert komplex. Die konjugiert komplexe Zahl zu t bezeichnet 
man mit tk. 
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e) Polarkoordinaten. Statt durch die rechtwinkligen Koordinaten a, b kann 
die Lage des Punktes P auch durch die Polarkoordinaten eindeutig bestimmt 
werden, namlich durch den von 0 nach P gezahlten Abstand r des Punktes P 
von 0 und durch den Winkel rp, den die Richtung 0 P mit der positi ven Richtung 
der reellen Achse bildet. 

r ist eine reelle Zahl und heiBt Betrag (oder Modul), rp ist das Argument der 
komplexen Zahl t, und es ist (s. Abb. 28) 

r=-ya2 +bi (3) t =~=S'nt(r) 
grp a lRe (t) . (4) 

Da r cos rp = a und r sin rp = b ist, kann Gl. (2) auch geschrieben werden 

t = r(cosrp + jsinrp). (5) 

f) Eulersche Formel. In Abb. 28 gelangt man zu Punkt P, indem man von 0 
erst um das Stuck a auf der rellen Achse vorruckt, dann in Richtung der imaginaren 
Achse um das Stuck b. Diesem Vorgang entsprechen die +j 
Gl. (2) und (5). Andererseits gelangt man zu Punkt P, fl dr 

wenn man die Strecke von der Lange r aus der Lage 0 A 
in der positiv reellen Achse (s. Abb. 29) um den Winkel rp 
in die endgultige Lage 0 P um den Punkt 0 dreht. Diesem 
Vorgang entspricht eine weitere Beziehung. 

Dreht man den Strahl 0 P um einen unendlich kleinen 
Winkel drp in die Lage OQ, so erfahrt die komplexe Zahl t, 
die durch 0 P dargestellt wird, eine Anderung um dr, die 
der Bogen PQ darstellt. Seine Lange ist rdrp, und da er 

-j 
Abb.29. 

senkrecht auf OP steht, sind die rechtwinkligen Komponenten von dt 

in Rich tung der reellen Achse - r drp sin rp , 
in Richtung der imaginaren Achse rdrp cos rp. 

Daher ist 
dr = rdrp[ - sinrp + j cosrp J. (6) 

Hierin geht der Klammerausdruck rechts aus dem in Gl. (5) durch Multiplikation 
mit j hervor, denn es war j2 = - 1, also ist 

und in (6) 

r( - sinrp + j cosrp) = jr(cosrp + jsinrp) = jt 
d . d d dr 'd r = J r rp 0 er -- = J rp. r 

Das Integral dieses Ausdrucks von rp = 0 bis rp = rp entspricht der Drehung der 
Strecke von der Lange r aus der Lage OA in Abb. 29 nach OP. In der Anfangs
lage entspricht dem Punkt A die reelle Zahl r, in der Endlage dem Punkt P die 
komplexe Zahl t; dies sind die Integrationsgrenzen der linken Seite, also wird 

t ~ 

fdt I t f'd . r= n r = J rp=Jrp oder r = r e j qJ , (7) 

r 0 

worin e = 2,71828. .. die Basis der naturlichen Logarithmen ist. Setzen wir die 
rechtenSeiten von (5) und (7) einander gleich, so erhalten wir die Eulersche Formel 

cosg; + jsinp = ej'l'. (8) 

Gl. (7) stellt die Exponentialform einoc komplexen Zahl dar, Gl. (2) die Kompo
nentenform. Die Beziehungen zwischen beiden sind durch (8) und (5) gegeben. 

g) Drehung und Streckung eines Vektors. Aus der Ableitung der Gl. (7) 
folgt, daB die Multiplikation mit eirp geometrisch die Drehung eines Fahr
strahls im positiven Sinne um den Winkel rp bezeichnet. Der positive Drehsinn 
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weist von der positiven reellen zur positiven imaginaren Achse und ist in Abb. 29 
der . Gegenuhrzeigersinn. Fiir fIJ = nJ2 ist 

ein/2 = cosn/2 + i sinn/2 = i. 
Die Multiplikation mit j bedeutet also eine Drehung des Vektors um 90°. Auf 
den Vektor t=a+jb angewendet, ergibt sich jt=ja-b, der gegen t im posi
tiven Sinn um 90° gedreht ist. Analog bezeichnet eine Multiplikation mit e-i'P eine 
Drehung im negativen Sinn um fIJ, und die Multiplikation mit - j die Drehung um 
90 ° im negativen Sinn. Da ferner j. j = - 1 ist, bedeutet die Multiplikation mit 
j2 die Drehung um 180°, ebenso mit j3 um 270°, mit j4 um 360°. Allgemein kann 
man sagen: die Multiplikation mit einem komplexen, imaginaren oder negativ reellen 
Faktor vom Absolutbetrag 1 bezeichnet eine Drehung einer Strecke um das Ar
gument des Faktors; ein solcher Faktor heiBt Dreher. 

Die Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer reellen Zahl, deren Betrag 
von 1 verschieden ist, bedeutet geometrisch die Langenanderung (Streckung) des 
Vektors, der die komplexe Zahl darstellt, ohne seine Richtung zu andern, ein 
solcher Faktor heiBt Strecker. at stellt einen Vektor dar, der a-mal so lang ist 
wie r und die gleiche Richtung hat. 1st a kleiner als 1, so erfahrt der Vektor eine 
Verkiirzung. AIle reellen Faktoren von 0 bis 00 auBer 1 sind Strecker. 

Die Multiplikation mit einer komplexen oder imaginaren Zahl, deren Betrag 
von 1 verschieden ist, bedeutet eine gleichzeitige Streckung um den Modul und 
eine Drehung um das Argument. Ein solcher Faktor heiBt Drehstrecker. So geht 
der Vektor, der die komplexe Zahl rei'P darstellt, durch Streckung der Lange 1 
im Verhaltnis r: 1 und gleichzeitige Drehung um fIJ aus der reellen Achse hervor. 

II. Rechenregeln flir komplexe Zahlen. a) Addition und Subtraktion. Zwei 
komplexe Zahlen werden addiert oder subtrahiert, indem man die reellen und die 
imaginaren Teile je fiir sich addiert bzw. subtrahiert. 

1st tl = a1 + jb1 und t2 = a2 + jb2, 

so ist t = tl ± t2 = a + j b mit a = a1 ± a2 und b = b1 ± b2 • (9) 

Hieraus folgt: zwei komplexe Zahlen sind nur dann einander gleich, wenn die 
reellen Teile untereinander und die imaginaren Teile untereinander gleich sind. 
Die Gleichung 

zerfallt in zwei weitere 
a1 =0,2 und 

Die Gleichung in Exponentialform 

tl = r1 ef'P' = t2 = t 2 ei 'P, 
zerfallt ebenso in die beiden Gleichungen 

(10) 

(lOa) 

(11) 

r1 =r2 und flJl=flJ2. (Ila) 

Eine komplexe Zahl kann daher auch nur dann gleich Null sein, wenn sowohl der 
reelle Teil als auch der imaginare Teil gleich Null sind. 

b) Multiplikation. Es ist 

tl = a1 + j b1 = r 1(cosfIJl + j sin fIJI) = rl ef'Pl 

t2 = a2 + i b2 = r2( COSfIJ2 + isinfIJ2) = r2 ei 'P", 
durch Ausmultiplizieren wird 

t = tl t2 = a1 a2 - b1 b2 + j (0,1 b2 + a2 bl) , 

t = r1r2[(cosfIJl COSfIJ2 - sin fIJI sinfIJ2) + j(sinfIJl COSfIJ2 + cos fIJI sinfIJ2)] 
= rl r2 [cos (fIJI + flJ2) + j sin (fIJI + flJ2)] = rlr2 ei ('P'+'P 2 ) • (12) 

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre absoluten Betrage 
multipliziert und ihre Argumente addiert. 
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Das Produkt zweier konjugiert komplexer Zahlen ist daher reell und gleich 
dem Quadrat des Betrages. 

(a+jb){a-jb)=a2+b2 (13) oder rt k=r2. (13a) 
c) Division. Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, indem man ihre Betrage 

dividiert und die Argumente subtrahiert. 
In einem komplexen Bruch wird der N enner reell gemacht, indem man Zahler 

und Nenner mit der dem Nenner konjugiert komplex en Zahl multipliziert. 
tl a1 +ib1 (a1 +ibI) (a2 -jb2 ) (alaz+blbz)+i(azbI-albz) 

t = - = ---;-- = ----.- -- - -- -. - -- = ---------2--2 ----- -
t2 a2 +Jb2 (a2 +Jb2 ) (a z-Jb2 ) a2 +b2 

T1(COS9?1+ isin9?I) TI[ ( .. ( Tl .( _) ( = ------. -. --- = - cos CPl - C(2) + J sm CPl - C(2)] = -e1 CPI CPo. 14) 
T2(COS9?2+JSIll9?2) T2 Tz 

d) Potenzieren. Aus der Multiplikation folgt 
xn = (reiCP)n = rne)ncp = rn (cosncp + j sin ncp). (15) 

Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man den Betrag mit 
dem Exponenten potenziert und das Argument mit dem Exponenten multipliziert. 

e) Radizieren _ 'f' 
'Vi = 'V~e1q; = V; eJ/i = V;:-rcos!t+ jsin!t). (16) 

\. n n 
Eine komplexe Zahl wird radiziert, indem man den Betrag radiziert und das Argu
ment durch den Wurzelexponenten dividiert. 

Einige weitere Beziehungen. Aus 
eicp = coscp + j sincp, e- jcP = coscp - j sincp 

folgt durch Addition bzw. Subtraktion 
~(ejcp+e-i<p)=coscp, ~(eicp-e-icp)=jsincp. (17) 

III. Sinusschwingungen und komplexe Zahlen. Wenn in Gl. (7) das Argument 
zeitlich veranderlich ist, 

cp=wt, 
so stellt 

x = reiwt = r(cosw t + jsinwt) (IS) 

im reellen wie im imaginaren Teil eine Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz w 
dar. Der Punkt, der dieser komplexen Zahl in der GauBschen Zahlenebene ent
spricht, wandert auf einem Kreis urn 0 als Mittelpunkt mit dem Radius r mit 
der Winkelgeschwindigkeit w im positiven Sinn. Die komplexe Zahl reirot wird also 
durch einen rotierenden Vektor dargestellt. Analog ist 

x' = re- iwt = r(coswt-jsinwt) 
ein im negativen Sinn rotierender Vektor. 

In Abb. 24, S.22 wurde ein Wechselstrom 

i =, y2 J sin (w t + cp ) 
durch einen im positiven Sinn rotierenden Vektor dargestellt, der z. Z. t = 0 mit der 
Anfangslage den Winkel cp bildete. Diesem Vektor entspricht die komplexe Zahl 

Y2 J ei(rot + cp) = y2 J eiwteJCP. 

1m Vektordiagramm, Abb. 26 und 27, das eine Spannungsgleichung der Effektiv
werte darstellte, wurden die Vektoren ruhend gedacht, und die Zeitlinie konnte 
fortgelassen werden, da es sich urn GraBen gleicher Frequenz handelt. Ebenso kann 
auch hier der Faktor ei ro t fortgelassen werden, da er ohnehin auf beiden Seiten 
der Gleichung steht, und wir bezeichnen 

S = J eicp (19) 

als das Symbol des Vektors eines Wechselstromes yom Effektivwert J und dem 
Phasenwinkel cp. Auf diese Vektoren wenden wir die Rechenregeln fur komplexe 
Zahlen an. 
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Addition und Subtraktion. Die Summe zweier Wechselstrome il und i 2, 

die durch ihre Vektoren 01 und 02 dargestellt sind, ist ein Vektor 

0=01 +02' 
der die Diagonale des aus 01 und 02 gebildeten Parallelogramms darstellt. 

Differentiation eines Vektors nach der Zeit und Zeitintegral. 
Es ist :t 12 J ei(wt+ 'P) = jw 12 J ei(wt + 'P) = jw 12 J eiwtei'P 

oder, wenn beiderseits Y2 eiwt fortgeJassen wird und J ei'P durch 0 
d~_. ~ 

ersetzt wird, 

Tt-}W;V. (20) 

Durch Umkehrung ergibt sich 

0dt=~= _jiI. J '" '" 
JW W 

(21) 

Die Differentiation eines Vektors 0 nach der ~eit ergibt einen neuen Vektor, der 
im Verhaltnis w: 1 gestreckt und um 90 0 nach vorwarts gedreht ist. Das Zeitintegral 
eines Vektors ergibt einen Vektor, der im Verhaltnis 1: W gestreckt und um 90 0 

nach riickwarts gedreht ist. In der symbolischen Darstellung verschwinden also 
in den Gleichungen die Differentialquotienten nach der Zeit und die Zeitintegrale. 
So lautet z. B. die Gleichung des Ladestromes eines Kondensators, dessen Span-
nung P ist, 

(22) 

Der Vektor 0 entsteht aus ~ durch Streckung im Verhaltnis w 0: 1 und Drehung 
um 90 0 nach vorwarts. (Der Ladestrom ist gegen die Spannung um Y4 Periode 
phasenverfriiht. ) 

Verhaltnis zweier Vektoren. Das Verhaltnis einer Spannung zu einem 
Strom ist ein Scheinwiderstand, das Verhaltnis eines Stromes zu einer Spannung 
ein Leitwert. Sind die Vektoren von Spannung und Strom gegeben 

~=Pei'P', 0=Jei'P', 
. \13 p.( ) p. P ..) ) so 1st S' =7 eJ 'P,-'P, = 7 eJ 'P = 7 (cosrp +1 smrp , (23 

worin rpl - rp2 = rp gesetzt ist. Dieses Verhaltnis ist eine komplexe Zahl und bedeutet 
den Scheinwiderstand. Sein Betrag ist 

z=P:J. 

Sein reeller Teil ist der Wirkwiderstand R = z cos rp, der imaginare Teil 
Blindwiderstand X = z sin rp. Ebenso ist das Verhaltnis 

S' ./) = ---.!..,-. = pJ e - i 'I' = pJ (cosrp _ j sinrp) 
\13 Pe J 'P'-'P2 PeJ'P 

ein Leitwert; der Betrag ist 
y=J:P, 

ist der 

(24) 

der reelle Teil ist der Wirkleitwert g = y cos rp, der imaginare Teil der Blind
leitwert b = y sin rp . 

In der komplexen Rechnung erscheinen die Scheinwiderstande und Leitwerte 
als komplexe Zahlen. Sie sind Drehstrecker. Die Multiplikation des Vektors eines 
Stromes mit dem Scheinwiderstand z bedeutet eine Streckung im Verhaltnis z: 1 
und eine Drehung urn rp=artg X/R. Die komplexen Ausdriicke sind fiir 

X den Scheinwiderstand &=(R+jX)=zei'P, rp=artg R , (25) 

b fiir den Leitwert t)=(g-jb)=ye-i'P, rp=artg-. (26) 
g 
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Beispiele. 
Der Vektor des Ladestromes eines Kondensators war 

tY_Od \l3_. Om 
"S - dt - JW+" 

29 

Der Blindleitwert des Kondensators ist 3: \l3 = j W 0, der Blindwiderstand \l3: 3 
= Ifj wO = - j/wO. Fur eine Spule mit del' Induktivitat Lund dem Widerstand 
R~t d3 

\l3 = Rfj +L dt =0'(R+jwL). 

Der Scheinwiderstand del' Spule ist daher 
&=(R+jwL). 

Fur die Reihenschaltung von Spule und Kondensator ist 

d3 J3 rlt 
\l3=R0'+ L dT+ O=3[R+j(wL-I/wO)J. 

Der Scheinwiderstand dieses Stromkreises ist 
&=R+j(wL-I/wO). 

Aus der komplexen DarsteHung ergibt sich nach (3) und (4) del' Betrag 
I - X 

z = 1 R2 + X 2 und ffJ = artg R . 

Produkt zweier Vektoren. Die Leistung in del' symbolischen Dar
stell ung. Eine scheinbare Ausnahme von den Rechenregeln mit komplexen Zahlen 
ergibt sich bei del' Multiplikation zweier Vektoren. Multipliziert man eine Spannung 
\l3 = P ei '1', und einen Strom 3 == J ei '1", als komplexe Zahlen, so ist das Produkt 

\l3 3 = P J ei ('1" + '1',) = P J {cos (ffJl + ffJ2) + j sin (ffJl + ffJ2)] 
ein Ausdruck, del' nichts mit del' mittleren Leistung zu tun hat. Dies ruhrt daher, 
daB in den Symbolen der Faktor eiwt fortgelassen ist; das Produkt muBte also den 
Faktor ei2rot enthalten und stellt daher die mit doppelter Frequenz pulsierende 
Schwingung der momentanen Leistung dar. 

In der Leistung erscheint die Differenz del' Phasenwinkel von Strom und Span
nung und der Faktor eirot fallt fort. Daher erhalten wir die mittlere Leistung, wenn 
wir einen der Vektoren durch seinen konjugiert komplexen Vektor ersetzen. 

Bezeichnen wir den konjugiert, komplex en Vektor des Stromes mit ';sk = J e - i?", 

so ist \l3';sk=PJei('P'-'P')=PJ[COS(ffJl-ffJ2)+jsin(ffJl-ffJ2)]' (27) 
Setzen wir andererseits fUr den Spannungsvektor den konjugiert komplexen Vektor 
\l3 k = Pe-i'P" so wird 

\l3k';s = PJ e -i('P1-9',) = PJ[cos (ffJl - ffJ2) - jsin(ffJl - ffJ2)]' (28) 
Der reeHe Teil ist die Wirkleistung, del' imaginare Teil die Blindleistung; sie erscheint 
je nach der Schreibweise mit verschiedenem V orzeichen. Da die Blindleistung 
keinen Mittelwert hat, kommt ihr auch kein Vorzeichen zu. Die Regel zur Berech
nung der Leistung aus den Vektoren von Spannung und Strom lautet also: 

Der reelle Teil des Produktes aus dem Vektor del' Spannung und dem kon
jugiert komplexen Vektor des Stromes (odeI' umgekehrt) ist die Wirkleistung, 
der imaginare Teil ist die Blindleistung 

N=me(\l3Sk), Nb=0'm(\l30'k). (29) 

12. Geometrische Orter. 
Der Zweck der Vektordiagramme ist nicht nul', die gegenseitige Lage von Stro

men und Spannungen bei einem bestimmten Betriebszustand anschaulich zu 
machen, vielmehr ist ihr Hauptzweck, eine schnelle Ubersicht uber die Verande
rungen zu bieten, die Strome odeI' Spannungen bzw. die Leistung in einem Strom
kreis erfahren, wenn die Betriebsbedingungen sich andern. Zu diesem Zweck sucht 
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man den geometrischen Ort, den der Vektor eines Stromes oder einer Spannung 
beschreibt, wenn die Scheinwiderstande des Stromkreises verandert werden. 

1st der Strom konstant und die Spannung veranderlich, so beschreibt der End
punkt des Vektors der Spannung eine Kurve, das Spannungsdiagramm, ist 
umgekehrt die Spannung konstant und der Strom veranderlich, so ist der geo
metrische Ort des Endpunktes des Stromvektors ein Stromdiagramm. 

", : 

1m Spannungsdiagramm sind die Koordinaten des Spannungs
vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da bei gegebe
nem Strom die Spannungskomponenten sich wie die Widerstande 
(Wirk-, Blind- und Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Span
nungsdiagramm in verandertem MaBstab auch das Diagramm 

t.Tt L der Scheinwiderstande dar. Analog ist ein Stromdiagramm 
(J in verandertem MaBstab auch ein Diagramm der Scheinleit

werte. 
Dies sei fiir einige ganz einfache FaIle zunachst erlautert. 

Beispiele. 

"""""" i r.'c 

1. In einem Stromkreis mit Widerstand und Selbstinduktion sei 
R konstant und L veranderlich. Dieser Fall liegt z. B. vor bei 
einer Drosselspule mit veranderlichem Luftraume oder bei einem 
Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GroBe des Luft
raumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein 
anderer Wert L, wahrend R konstant bleibt. 

" : 
Abb. 30. ~£ 

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom. Entsprechend 
der Spannungsgleichung ~=3R+j3wL liegt in Abb. 30 OA=JR in Richtung 
des Stromes und AB=JwL urn 900 dagegen nach vorwarts gedreht, OB=Jz=P 
ist der Vektor der Klemmenspannung. J edem Wert von L entspricht eine Lange A B . 
Der Endpunkt B des Vektors der Klemmenspannung bewegt sich auf der Geraden 
AB. Sie ist das Spannungsdiagramm und in anderem MaBstab das Diagramm 

.r des Scheinwiderstandes. Winkel AOB ist der jeweilige 
/: Phasenverschiebungswinkel zwischen Strom und Spannung. 

/-f~,-~-,-, b) Ort des Stromvektors fiir konstante Span-
/ / ',~)\ nung. Dividiert man die Spannungsgleichung durch R, so 

/ ~/ : ",,,:CR\ ergibt sich die Stromgleichung 
" 1/ : ", \, ill L , ~-();+ '();~ 

0 1/ :,4", iC R - c\5 Jc\5 R . 

Abb.31. B' 

Dieser Gleichung entsprechend ist in Abb. 31 0 D = J 

und urn 90 0 dagegen nach vorwarts gedreht DC = JWJ; auf-

getragen, sie ergeben die konstante Summe 0 C = PI R, die 
in Richtung der Spannung liegt. Da das Dreieck 0 D C bei D 
stets rechtwinklig ist, bewegt sich der Endpunkt D des Strom-

-- --
vektors OD auf dem Halbkreis iiber OC als Durchmesser. Er 

ist das Stromdiagramm. Es verhalt sich 
--
DC:OD = wL:R = tgtp, 

oder wenn A' B' -L OC in B' mit der Verlangerung von OD zum Schnitt gebracht 
wird, 

B'A':OA' =tgtp = wL:R, 

B' A' ist also ein MaB fiir die veranderlichen Werte von wL. Da die Spannung 

konstantist, stellendieStreckenOC, OD, DC die Leitwerte ~, ~=y: ywJ; dar. 
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Die Projektion von 0 D = J auf die Richtung der Spannung ist der Wirkstrom 
OG = J cos rp, ebenso DG = J sin rp der BIindstrom. Bei konstanter Spannung ist 
der Wirkstrom der Leistung, der Blindstrom der Blindleistung proportional. Die 
groEte BIindleistung bei gegebenem Widerstand ergibt sich daher, wenn D senkrecht 
iiber dem Kreismittelpunkt liegt. Dann ist rp = 45 0 und J sin rp = t P / R. Die 
groEte Blindleistung ist gleich t P2/ R . 

2. 1st in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitiit der Widerstand 
konstant, die Kapazitiit veriinderlich, so unterseheidet sich dieser Fall von dem 

vorigen dadureh, daB der BIindwiderstand Xc = wlo das negative Vorzeiehen hat 

und der Strom der Spannung voreilt. Das Spannungsdiagramm ist der gestriehelt 
gezeiehnete untere Teil der Geraden AB in Abb. 30, wobei AE=J/w_~st. Das 
Stromdiagramm ist der in Abb. 31 gestriehelte obere Halbkreis iiber 0 C, wobei 

OF=J und FC=J/wCR ist. Aueh hier ist die Ct,f,\<> 
Blindleistung des Kondensators ein Maximum fiir : .......... :,;x(,RwC 

1 / I ',\ rp = 45 0 und gleich "2 p2 R. I "0 
3. 1st in einem Stromkreis der BIindwiderstand ! ,/'\ 1 

konstant, der Wirkwiderstand veranderlich, so er- : P;,' 
I ' , gibt sieh das Spannungsdiagramm Abb. 32. Senk- I ,"\ " 

reeht zum Vektor des Stromes liegt der Vektor : / /'(J( o / 
A !!!..... OA =JwLnach vorwiirts 

'R o , 
; .......... tp, 

J I " 

J 

Wl!: .................... .... 
A'i-----------.:.:: ... ---

1 ---JR 8, 
Abb.32. 

gedreht und in Riehtung 
des Stromes der veriinder-
lie he Vektor AB = J R. ~ 
J edem Wert von R ent
spricht ein Punkt B und 
ein anderer Wert der 

Klemmenspannung c 
-- --

P = 0 B. A B ist das ge-
suehte Spannungsdia-

A' 

gramm. _ 
Abb.33. 

p 

8' 

Fiir eine Kapazitiit ist der Vektor J/wC=OAI gegen den Stromvektor naeh 
riickwiirts gedreht aufzutragen,_ und der Ort des Endpunktes des Spannungs-
vektors 0 BI ist die Gerade Al BI . 

Bei konstanter Spannung ergibt sieh das Stromdiagramm fUr L = konst aus 
der Spannungsgleiehung 

dureh Division dureh j wL 
j\l3 .~ R +~ 

--;;;y;=-J;;SwL ;;S, 

Dieser Gleiehung entspreehend ist in Abb. 33 der Stromvektor OD und der gegen 
ihn um 90 0 zuriiekgedrehte VektorOD=J R/wLzumkonstanten VektorOC = P/wL 
zusammengesetzt, der gegen den Spannungsvektor um 90 0 naeh riiekwiirts gedreht 
ist. Der Halbkreis iiber OC ist das gesuchte Stromdiagramm und 

1:-DOP = rp = arctgwL/R 
oder mit A'B'1.0C, wL:R=OA':A'B'. 
Fiir jeden Stromvektor OD wird der Widerstand R dureh A' B' in demselben MaE
stab gemessen, in dem OA' den Blindwiderstand wL darstellt. 

Ganz entspreehend ist fiir einen Stromkreis mit konstanter Kapazitiit und ver
anderliehem Widerstand das Stromdiagramm der in Abb. 33 gestrichelte Halb-
kreis ODICI mit dem Durchmesser OCI=PwC. 



32 Geometrische und analytische Methoden. 

Die dem Stromkreis zugefiihrte Leistung ist N = P J cos q; und bei konstanter 
Klemmenspannung dem Wirkstrom J cos q; proportional, also der Projektion 0 G 
des Stromvektors OD auf den Spannungsvektor in Abb. 31 und 33. Bei konstantem 
Widerstand (Abb. 31) ist dasMaximum derLeistung P2JR fur X =0. Bei konstantem 
Blindwiderstand und veranderlichem Wirkwiderstand (Abb.33) ist sie hingegen 
am gr6J3ten, wenn OG gleich dem Kreisradius, also 

J cosq; = ~PIX 
ist. Dann ist N max = ~ p2 J X und q; = 45° . 

13. Inversion. 
Wie gezeigt, stellt das Spannungsdiagramm bei konstantem Strom das Dia

gramm des Scheinwiderstandes 5 = ~ : S , das Stromdiagramm bei konstanter 
Spannung das Diagramm des Leitwertes t) = S: ~ dar. Der Leitwert ist der reziproke 
Wert des Scheinwiderstandes und die Phasenwinkel sind entgegengesetzt gleich. 
E . t . 1 1 

SIS 'r)=ye-J'P=-.-=-. 
zeJ'P U 

In Abb. 34 sei OA ein Scheinwiderstand 5, wobei 1 cm=u Ohm ist, und B das 
Spiegelbild von A in bezug auf die reelle Achse. SolI 0 B' den entsprechenden Leit

+j 
wert t) im MaBstab 1 cm = v Siemens darstellen, so ist 

uOB=z, vOB'=y 
- -j z·y 1 
OB·OB =-=-=konst=l. u·v uv 

Zwei Punkte wie B, B', deren Abstande von einem festen 
+: Punkt 0 ein konstantes Produkt haben, heiBen invers. 0 ist 

k--+----'rl----';. 
das Inversionszentrum, das konstante Produkt ist die 

-j 

Inversionspotenz. 
Beschreibt ein Punkt Beine Kurve, z. B. eine Gerade, so 

bewegt sich sein inverser Punkt B' auf der inversen Kurve. Da 

OC·OC'=OB·OB', 

Abb.34. folgt aus der A.hnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke OCB 
und 0 B' C': Die inverse Kurve einer Geraden ist ein Kreis 

durch das Inversionszentrum und umgekehrt ist die inverse Kurve eines Kreises 
durch das Inversionszentrum eine Gerade, die senkrecht zum Kreisdurchmesser 
liegt. Der Abstand der Geraden yom Inversionszentrum ist dem Kreisdurchmesser 
reziprok. 

Mit Hille dieses Satzes hatte man das Stromdiagramm in Abb. 31 auch daraus 
gefunden, daB die Gerade A' B' das Spiegelbild des Spannungsdiagramms in Abb. 30 
ist, das dort die Gerade A B darstellt. 

Allgemein findet man ein Stromdiagramm, indem man das Spiegelbild des 
Spannungsdiagramms in bezug auf den Anfangspunkt der Vektoren als Inversions
zentrum inversiert, und analog ein Spannungsdiagramm aus einem Stromdiagramm. 

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man yom Spiegelbild eines Dia
gramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmenden Inversionen ungerade ist, und 
von dem Diagramm selbst, wenn sie gerade ist, weil jede Inversion ein tJbergang 
von einem Scheinwiderstand zu einem Leitwert oder umgekehrt ist. 

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das Inversionszentrum 
geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum ist ein Ahnlichkeitspunkt fur 
beide Kreise. Aus Abb. 35 folgt namlich 

OB:OC1 =OC:OB1 , OB·OB1 =OC·OC1 =OA·OA1 =1. 
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Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum 0 innerhalb eines Kreises liegt, 
es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises. Del' Umlaufsinn des inversen 
Kreises ist del' umgekehrte wie bei dem Ausgangskreis. 

Wiihlt man die MaBstiibe so, daB 
die beiden Kreise zusammenfaIlen, so 
ist die Inversionspotenz gleich dem 
Quadrat del' Tangente vom Inver-
sionszentrum an den Kreis. 0 """"=-----+-+--~-t-~--\---+---+--

Die Inversion ist zuerst von J. L. 
la Cour zur Darstellung von Wechsel
stromproblemen angewendet worden l . 

Abb.35. 

14. Vektorgleichung und geometrischer Ort. 
Die Form del' Gleichung zwischen den durch Vektoren dargestellten Wechsel

stromgroBen steht in einer einfachen Beziehung zu dem geometrischen Ort, den 
del' Endpunkt eines Vektors bei Veriinderung del' Koeffizienten del' Gleichung 
beschreibt. Dadurch ist es moglich, aus del' Vektorgleichung auf den geometrischen 
Ort zu schlieBen 2 • 

Zu diesem Zweck stellen wir die Gleichungen einiger einfacher geometrischer 
Kurven in komplexer Form auf. 

Gerade und Kreis. 1st 2{ ein Vektor und vein reeller Parameter, del' aIle Zahlen 
von -00 bis + 00 durchliiuft, so werden durch 2{v alle mit 2{ gleichgerichteten 
Vektoren dargestellt. Ihre Endpunkte liegen auf einer Geraden durch den 
Ursprung, ihre Gleichung lautet daher 

)8 = 2{v. (30) 
Addiert man zu den Vektoren 2{v einen konstanten Vektor 58, del' eine andere 
Richtung hat als 2{, so ergeben sich neue Vektoren, deren Endpunkte eine zur 
ersten parallele Gerade beschreiben, die nicht durch den Ursprung geht. 

)8 = ~{v + 58 (31) 
ist die Gleichung del' Geraden in allgemeiner Lage. Raben 2{ und 58 gleiche 
R.ichtung, so ist ihr Verhiiltnis reell. Es gibt daher einen Wert vo' fiir den die Betriige 
Avo + B = 0 ergeben. Dann hat die Gerade die Gleichung )8 = 2{ (v - vo), sie geht 
auch durch den Nullpunkt, hat abel' eine andere Punktverteilung als (30). 

Durch Inversion del' Geraden in allgemeine I' Lage erhiilt man einen Kreis 
durch den Ursprung. Seine Gleichung ergibt sich daher durch den reziproken 
Ausdruck von (31) (;!; 

)8 = 2{v+lB' (32) 

Macht man den Nenner reell, indem man mit dem konjugiert komplexen Ausdruck 
mkv + 58k multipliziert, so ist del' Nenner in v quadratisch, wiihrend del' Zahler 
erster Ordnung in v wird. Nul' in dem Fall, daB m und 58 gleiche Richtung haben, 
wobei del' gemeinsame Faktor eifY. als Konstante herausgezogen werden kann, ist 
del' Nenner in reeller Form vom ersten Grade in v. Dann stellt die Gleichung eine 
Gerade als Inverse del' Geraden )8=2{(v-vo) dar, die auch durch den Nullpunkt 
geht. Kreis und Gerade unterscheiden sich also durch die Potenz, in del' v in del' 
reellen Form des Nenners vorkommt. 

Verschiebt man den Kreis durch den Ursprung (32) um einen konstanten 
Vektor :tl, so erhiilt man die Gleichung fiir den Kreis in allgemeiner Lage 

{;!; IDlv+91 
)8=:tl+-~v+lB = ~v+~' (33) 

1 Arnold: Wechselstromtechnik Bd. I. Berlin: Julius Springer. 
2 Siphe O. Bloch: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Zurich 1917, 

und W. Michael, Diss. Zurich 1919. 
Fraenckel, WechseJstrome. 3. Aufl. 3 
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wo m = 2t:'Il und m: =)5'Il + (£ gesetzt ist. Hier werden, wenn der Nenner reell 
gemacht wird, Zahler und Nenner yom zweiten Grade in v. 

Die Form der Gl. (33) zeigt, daB bei der Inversion die Kurve unverandert bleibt, 
die inverse Kurve ist wieder ein Kreis in allgemeiner Lage. 

Kegelschnitte. Die Gleichung zweiten Grades 
m=2t:+)5v+(£v2 (34) 

ergibt, wenn 2t:, )5, (£ verschiedene Richtung haben, wie Abb. 36 zeigt, eine Parabel. 
1st )5 = 0, so ist m' = ~{ + (£v 2 eine Gerade mit quadratischer Punktverteilung, 

denn setzt man v2 =u, so ist die Gleichung in u linear. Man hat also bei Beurteilung 

-5 

Abb.36. 

der Ordnung zu unterscheiden, ob die Punktverteilung linear, 
quadratisch us£. ist. Haben in (34) )5 und (£ gleiche Richtung, 
so gibt es auBer v = 0 noch einen Wert vO' fiir den B Vo + 0 v~ = 0 
ist, namlich B = - 0 VO' Dann geht die Gleichung iiber in 
2t:+(£(v 2 -VVO)' das ist eine Gerade in Richtung von (£ mit 
quadratischer Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei 
Werte von v entsprechen. 

Die Gleichung mit reellem Nenner zweiten Grades 

m= 2f+l8v 
C+Dv+Ev2 

(35) 

stellt eine Kurve dar, die fiir v = 00 durch den Ursprung geht. 
Setzt man den Nenner gleich Null, so wird m = 00. Diesem 
entsprechen im allgemeinen zwei Werte V 1,2' Je nachdem 

-V D2 - 40 E ~ 0 ist, sind die beiden Werte reell und verschieden, reell und gleich 
oder konjugiert komplex. 

a) Sind VI und V 2 gleich, VI = v2 =w, so erhalt man durch Partialbruchzerlegung 
die Form 

0)._ ~ (\j _q: 2 11! 
;0--( --)2+-( -)-UU +\<Vu, v-w v-w 

wobei u = I: (v-w) gesetzt ist. Nach (34) ist dies eine Para bel durch den Ursprung. 
b) Sind VI und v2 reell und verschieden, so kann man (35) zerlegen in 

iY @ m=-( --) +--=tyu+@r. 
V-Vl V-V2 

Die Kurve hat fiir zwei verschiedene Werte von V einen unendlich fernen Punkt, 
sie ist eine Hyperbel, deren einer Ast durch den Ursprung geht. 

c) Sind VI und V 2 konjugiert komplex, so ergibt sich fUr keinen reellen Wert 
von V mehr ein Punkt im Unendlichen, die Kurve ist eine Ellipse durch den Ur
sprung. Gl. (35) stellt somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch den Ur
sprung dar. Durch Verschieben urn einen konstanten Vektor :t kommt die Kurve 
in beliebige Lage, die Gleichung ist dann, wenn die Summe auf gemeinsamen Nenner 
gebracht wird, 

(36) 

Kurven hijherer Ordnung. Nach einem bekannten SatzI ist die inverse Kurve 
eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der Peripherie eine zirkulare Kurve 
dritter Ordnung, deren Singularpunkt im Inversionszentrum liegt. Ihre Gleichung 
ist daher der reziproke Ausdruck von Gl. (36). Addiert man wieder einen konstanten 
Vektor, so liegt der singulare Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirku
laren Kurve dritter Ordnung in allgemeiner Lage ist 

2f' + l8'v +~'V2 m=- ~+-@;-v-. (37) 

Diese Gleichung ist, wenn Zahler und Nenner mit dem konjugiert komplexen Wert 

1 Siehe z. B. Beutel: AIgebraische Kurven. Sammlung Goschen. 
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des Nenners multipliziert wird, um den Nenner reell zu machen, 1m Zahler yom 
dritten Grade in V. 

1st in Gl. (37) del' Zahler reell, so liegt, wie erwahnt, del' singulare Punkt im 
Ursprung. Es gibt zwei Werte V1,2' fur die )8 =0 wird. Sind diese Werte gleich, 
so ergibt sich ein reeller Doppelpunkt, sind sie reell und verse hied en, so bestimmen 
sie einen Umkehrpunkt, sind sie konjugiert komplex, so ergibt sich ein isolierter 
Doppelpunkt. 

Man erhalt Gl. (37) auch, wenn man die Glcichung einer Geraden zu del' eines 
Kreises addiert. . (I + ai v 2(' + 58' v + (I' v2 

)8 = 12( + IS v + ~+ (tv = ~ -; (¥: v- , 
worin W' = W~ + ~, IS' = (IS~ + W~ +(\)), ~'= ~ IS gesetzt ist. 

Die Kurve kallll danach konstruiert werden, indem man entsprechende Vek
toren nach dem Kreis zu denen nach der Geraden addiert. Fur groBe Werte v sind 
die Vektoren nach dem Kreis klein gegen die nach der Geraden, diese ist die 
Asymptote del' Kurve. 

Die inverse Kurve der Gl. (37) geht fUr v = ro durch den Ursprung. Macht 
man den Nenner reell, so ist er von del' vierten Potenz in v und die Gleichung 
stelIt eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung dar. Durch Verschieben 
erhalt man die Gleichung fUr die allgemeine Lage in der Form 

2(+ 58v+(Iv2 

)8=~+(l;v-+lJvl' (38) 

Durch sukzessive Addition einer Geraden und Inversion erhalt man jeweils eme 
Kurve nachsthoherer Ordnung. 

Allgemein ergibt sich die Ordnung del' Kurve wie folgt. Hat die Gleichung die Form 
)8 = 2( + 58v + (Iv2 ± ... j-im_v-,," (39) 

:D + (¥: v + lJ v2 + ... + in vn ' 

so kann man die Zahler und Nennersummen, fUr die zur Abkurzung $ (vm) und 
:0 (vn) gesetzt werde, in den reellen und den imaginaren Teil zerlegen: 

)8 ==Pl(Vm)+jP 2(Vm ) (40) 
Ql(Vn )+jQ2(Vn ) • 

Macht man den Nenner reell, so erhiilt man 

58 = ('pl QI +P~Q~) (1Jm~nt+ j (P2 Ql -_'p]Q2Lv~m+tl) = ([J (v) + J'P(v) (40a) 
Qi(v2n) + Qj (v2 n) , 

([J und P stellen die Koordinaten der Ortskurve des Vektors 58 dar und sind rationale 
gebrochene Funktionen von V. Del' Grad del' Funktion bestimmt die Ordnung der 
Kurve, sie ist (m+n), wenn m> n ist, und 2n, wenn m<n ist. Ein Sonderfall 
ergibt sich, wenn del' Nenner in (30) reell ist. Dabei sind entweder die~, ~, &, ... 
aIle reell, odeI' sie haben gleiches Argument p. In diesem Fall kann man den gemein
samen Faktor eicp herausziehen. Die Form mit reellem Nenner 

)8 = 2(+58v+_(Iv~± .. '_±illl v", (41) 
D-Ev+Fv2 + .. ·+Nvn 

ist nun yom Grade model' n, je nachdem m > n odeI' m < n ist. 
Da man den Nellller stets reell mach en und Gl. (39) in die Form (41) iiber

fUhren kann, gilt allgemein: 
Erscheint del' Nenner in reeller Form, so gibt die groBere del' Zahlen m und n 

die Ordnung der Kurve an. 1st m < n, so geht die Kurve fUr v = 00 durch den 
Ursprung. Man kann dann nach Addition eines konstanten Vektors, d. h. durch 
Verschieben del' Kurve, wie mehrmals gezeigt, die Vektorsumme auf gemein
samen Nenner bringen, wobei del' Grad des Zahlers mindestens gleich dem des 
N enners wird, d. h. m? n. Dann gilt: Eine Gleichung m-ten Grades mit reellem 
Nenner stellt eine Ortskurve m-ter Ordnung dar. 

3* 
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15. Eigenschaften der Kreisdiagramme. 
Kreisdiagramme kommen bei Wechselstromaufgaben haufig vor. 
Mittelpunktsabstand und Radius. Die Gleichung des Kreises ist nach Gl. (33) 

von der Form: IJl + 58 v 
j8 = ~+~v' (42) 

Zunachst interessiert die Lage des Kreises, die durch seinen Mittelpunktsabstand 
und seinen Radius gegeben ist. Die Berechnung ergibt sich am einfachsten nach 
den Satzen der konformen Abbildung1 • 

Wenn j8 eine Funktion von v ist, und jedem Wert von v ein Punkt einer "v"
Ebene zugeordnet wird, und jedem Wert von j8 ein Punkt einer j8-Ebene, so ist 
die Kurve, die die Punkte in der j8-Ebene beschreiben, die Abbildung der Kurve 
der zugehorigen Werte v in der v-Ebene. Eine solche, durch eine analytische 
Funktion vermittelte Abbildung ist in den kleinsten Teilen ahnlich, sie heiBt daher 
eine konforme Abbildung. Eine konforme Abbildung haben wir in der Inversion 
kennengelernt, sie ist eine Abbildung nach reziproken Radien. In der konformen 
Abbildung entspricht ein Kreis wieder einem Kreis, wobei ein Kreis in eine Gerade 
ubergehen kann. 

Inverse Punkte in bezug auf den Kreis in einer Ebene gehen wieder in inverse 
Punkte in bezug auf den Bildkreis in der anderen Ebene uber. 

In Gl. (42) ist v reell und beschreibt also alle Punkte der reellen Achse. Der 
Kreis, der in der j8·Ebene durch Gl. (42) dargestellt wird, ist die konforme Ab
bildung der reellen Achse der v-Ebene. Zwei inverse Punkte in bezug auf den Kreis 
in der j8-Ebene sind der Kreismittelpunkt und der unendlich ferne Punkt der 
Ebene. Diese beiden Punkte mussen daher die Bildpunkte zweier inverser Punkte 
in bezug auf den Kreis der v-Ebene sein. Da dieser Kreis in unserem Falle eine 
Gerade, die reelle Achse, ist, sind die inver sen Punkte Spiegelbilder in bezug auf 
die reelle Achse und als solche konjugiert komplex. Daher mussen auch in der 
j8-Ebene der Kreismittelpunkt und der unendlich ferne Punkt Bilder zweier kon
jugiert komplexer Punkte der v-Ebene sein. Nun wird j8 unendlich, wenn in (42) 
der Nenner Null ist. j8 = 00 ist der Bildpunkt zu 

~ 
voo=-~ 

und der Kreismittelpunkt ist der Bildpunkt zum konjugierten Wert 
~k 

VM= -~k' 

Setzt man diesen Wert in (42) ein, so wird der Vektor nach dem Kreismittelpunkt 
lJl~k-58[k 

j8M=~~k_~[k' (43) 

1m Nenner steht die Differenz zweier konjugiert komplexer GroBen, der Nenner 
ist daher rein imaginar. Die Division durch eine imaginare Zahl bedeutet eine 
Drehung um 90°. Die Richtung des Mittelpunktstrahles ist also senkrecht zu der 
des Zahlers. 

Wenn wir in Gl. (42) v = 0 setzen, erhalten wir einen besonderen Kreispunkt 
IJl 

j80 = (f' 
Der Radius ist der Betrag der Differenz der Vektoren j8m und j80 

R= Ij8M- j8o[= i:;~~~~::;)I· (44) 

1 Siehe Schumann: Arch. Elektrot. Bd.11, S.140. 1922. Pflieger-Haertel: Arch. 
Elektrot. Bd. 12, S. 486. 1923. 
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Leistungen und Verluste im Kreisdiagramm. 1st die Ortskurve eines Stromes 
ein Kreis, so lassen sich an ihm in einfacher Weise Leistungen und Verluste mittels 
gerader Linien darstellen. 

Der Kreis (Abb. 37) habe die ~ittelpunktskoordinaten xo' Yo und den Radius e. 
Ein Vektor vom Betrage A = 0 P, dessen Endpunkt auf dem Kreis liegt, hat die 
Koordinaten x, y, dann ist 

(x - XO)2 + (y - YO)2 = e2 , 

A 2 = x2 + y2 = e2 - x~ - y~ + 2 (x Xo + y Yo) . 
Hierin ist 

x~ + y~ - e2 = t2 

das Quadrat der Tangente t = 0 T vom Ursprung 
den Kreis und 

(45) Abb.37. 

Nun ist xxo+yyo-t2=O die Gleichung der Polar en, ihr Abstand von 0 ist 
t2 

00=- . 
lX6+ y~ 

Setzt man in (45) den Klammerausdruck gleich Null, so ist 
t2 

x:co+yYo-2=O (45a) 

die Gleichung einer Geraden, die parallel zur Polaren liegt und deren Abstand 
vom Ursprung halbiert. Diese Gerade werde kurz als Halbpolare bezeichnet. 
FUr Punkte, die nicht auf dieser Geraden liegen, ist der Klammerausdruck der 
senkrechte Abstand von der Geraden multipliziert mit -V x5 + y5. Bezeichnet man 
ihn mit p, so ist nach (45) 

(46) 

Die senkrechten Abstande der Kreispunkte von der Geraden sind also den 
Quadraten der Vektoren proportional. 

Stellen die Vektoren Strome J dar, so ist der Leistungsverlust in einem Wider
stand R in entsprechendem MaBstab den senkrechten Abstanden der Kreispunkte 
von der Halbpolaren proportional 

J2 R = 2pR V;f+-Y5' 
Sind die Vektoren Spannungen, so kann analog die Leistung in einem konstanten 
Leitwert g durch den Abstand von der Halbpolaren gemessen werden, die auch 
als "Verlustlinie" bezeichnet wird. 

Leistung. Der Kreis sei ein Stromdiagramm bei konstanter Spannung. Legt 
man die Richtung der Spannung in die Ordinatenachse, so sind die Ordinaten y 
der Kreispunkte die Wirkstrome J W' Die zugefiihrte Leistung ist N = P J w = P y. 
Die Abszissenachse hat die Gleichung y = O. Da die senkrechten Abstande der 
Kreispunkte von ihr der Leistung proportional sind, kann man sie als Leistungs
linie bezeichnen. Tritt in einem vor den Stromkreis geschalteten Widerstand ein 
Verlust J2 R auf, so ist die dem iibrigen Stromkreis zugefiihrte Leistung, die Nutz
leistung 

Nl =N -J2 R = R [~Y- (x2+ y2)] (47) 

und nach Gl. (45) 

Nun ist 

(48) 

(49) 
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die Gleichung einer Geraden. Fur Punkte, die nicht auf dieser Geraden liegen, ist 
der Klammerausdruck in (48) der senkrechte Abstand von der Geraden multipli
ziert mit v x~ + (2~ - Yo r. 
Dieser Ausdruck wird dargestellt durch den Abstand des Kreismittelpunktes M 
von einem Punkt Q in der Ordinatenach~ mit der Ordinate P/2R (s. Abb.38). 
Die Gerade N 1-N 1 steht senkrecht auf Q M. Wir nennen diese Gerade die Linie 

P 
zR 

der Nutzleistung. Ihre Schnittpunkte mit dem Diagramm
kreis bestimmen solche Kreispunkte, fur die die Nutz
leistung Null ist. Nach G1. (46) 
ist Nl =0, wenn 

P 
Ry-(x2 + y2) =0 

o·~=S~----~---

ist. Dies ist aber die Glei
chung eines Kreises durch 
den Ursprung mit dem Ra
dius P/2R, dessen Mittel- #-----;,~".--.L.---#"::,--# 
punkt in der Ordinatenachse #, 

Abb.38. 

liegt. Der Mittelpunkt ist also 
der schon gefundene Punkt Q. 
Damit ist die Lage der Linie 

Abb.39. 

der Nutzleistung gefunden. Sie schneidet die Abszissenachse in demselben Punkt 

wie die Halbpolare; X= 2~ , s. G1. (45a) und (49). Fur dies en Punkt ist N =0, 
J2R=0 undNI =0. 0 

Wirkungsgrad. Das Verhaltnis der N utzleistnng N 1 zur Gesamtleistung 
N =N1 +J2R ist der Wirkungsgrad. Nun werden die drei Leistungen N, Nl und 
J2 R durch die Abstande eines Kreispunktes von drei Geraden in verschiedenen 
MaBstaben gemessen. Zwischen diesen besteht jedoch eine einfache Beziehung. 

V fP In Abb.39 sind mit N-N, N 1-N1 und V-V 
/ Ii, die drei Geraden bezeichnet, die sich im Punkte E 

B 
1It--+,;,-----------7 schneiden. Fur einen Punkt PI der Geraden N 1-N 1 

ist die N utzleistung Null, also die Gesamtleistung 
gleich dem Verlust. Sind die Konstanten, mit denen 
die Abstande von den Geraden zu multiplizieren sind, 

N-"""-------N CN, CN" CV, so ist fur PI: 
N, I I Cv PIN' sinO!: 

V CN P 1 N = CVPl V oder 
Abb.40. CN I\ V' sinf3 

Ebenso wurde fur einen Punkt P 2 der Verlustlinie als Ort aller Punkte, bei denen 
der Verlust Null ist, die Nutzleistung gleich der Gesamtleistung 

CN, P2N" sin(f3+O!:) 
P N . f3 mithin cv: CN : CN, = sinO( : sinfJ: sin (0( + fJ)· 

eN 2 sm 

Die Konstanten zweier Leistungslinien verhalten sich umgekehrt wie die Sinus 
der Winkel, die sie mit der dritten bilden, fur die beide Leistungen gleich sind. 

Daraus folgt: MiBt man zwei Leistungen durch die Abstande eines Punktes 
von den beiden Leistungslinien in Richtung der dritten, so erscheinen sie in glei
chern MaBstab. 

So teilt in Abb. 40 ein Strahl PE eine Parallele AB zur Linie N -N der Gesamt-
leistung zwischen V-V und N 1 - N 1 in die Abschnitte A 0 und 0 B, die sich 

-- -
wie der Verlust zur N utzleistung verhalten. Daher ist auch das Verhaltnis 0 B: A B 
der Wirkungsgrad. 
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IV. Reihenschaltung von Stromkreisen. 
16. Grundgesetz fUr die Reihenschaltung von Stromkreisteileu. 

Setzt sich ein Stromkreis aus mehreren in Reihe geschalteten Teilen zusammen, 
deren Widerstande, 1nduktivitaten, Kapazitaten der Reihe nach RI R2 R 3 • •• , 

L1 L2 Ls"" 010203"" oder deren Blind- und Scheinwiderstande X 1X 2 X 3 ... , 
bzw. Zl Z2 Zs gegeben sind, so ist der Vektor der resultie- ,P 
renden Klemmenspannung P die gcometrische Summe 
der Vektoren der Teilspannungen PIP 2 P 3' • .. Diese 
Summation wird durch den Linienzug OP1 P 2 P in 
Abb.41 dargestellt. Es ist 

~1 = 3(R1 + jX1) = 3&1' 
~2 = 3(R2 + jX2) = 3&2' 
~s=3(Rs+jX3) =3b O'-~--~------~~J 

Abb.41. 

~= ~1 + ~2+ ~s+' .. =3[R1 +R2 +R 3 +· . ·j(Xl +X2 +X3 +· .. )] 

= 3 (01 + 52 + 53) = 35· 
Der resultierende Scheinwiderstand wird durch vektorielle Addition der einzelnen 
Scheinwiderstande erhalten. 

&=2(5.,,) =31 +52 +&3 + ... =R+jX. (1) 

R= 2(R.,,) =R1 +R2 + Rs +. . . (2) 

X = 2(X.,,) = Xl + X 2 + X3 + . . . (3) 

Der resultierende Phasenverschiebungswinkel ist 

X 1: (X.,,) 
ffJ = artg R = artg 1: (R.,,) . (4) 

Abb.41 stellt auch die graphische Addition der Scheinwiderstande dar. 

17. Leistungsmessullg mit drei Spallnullgszeigerll. 
1st ein Verbraucher mit einem Ohmschen Widerstand R in Reihe geschaltet 

(Abb.42), so setzen sich im Vektordiagramm (Abb.43) der Ohmsche Spannungs
abfall JR und die Spannung P 2 an den Klemmen des Verbrauchers unter dem 

Abb.42. 

Winkel fJJ2 zusammen, den der Vek
tor des Stromes mit P 2 bildet. Die 
resultiercnde Klemmenspannung ist 
Pi = P§ + (JR)2 + 2P2 (JR)coSfJJ2' 

Hierin ist P 2 J cos fJJ2 die dem Ver
braucher zugefuhrte Leistung 

T Pi - P§ - (J R)2 
1Ii 2 =P2JcOSfJJ2= ·-ilf----

vi 
~ J/i' J 

ALb. 43. 

( 5) 

Durch Messung der drei Spannungen PI> P 2 , JR kann somit die Leistung berechnet 
werden, wenn R bekannt ist. Diese Leistungsmessung ist von Swin burne, Ayrton 
und Sumpner angegeben. Wenn die Spannungen PI und P 2 sich genugend unter
scheiden sollen, damit Ungenauigkeiten der Messung das Ergebnis nicht bee in
trachtigen, muB J R verhaltnismaBig groB, etwa gleich P 2 sein. Dann ist der 
Leistungsverlust im Vorschaltwiderstand 1/cos ffJ2-mal so groB wie die zu messende 
Leistung. Dies ist ein N achteil des Verfahrens, auBerdem gilt es nur fUr einwellige 
Strome. Darum wird es nur noch selten verwendet. 
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18. Der Spannungsabfall in einer Leitung. 
Ein Verbraucher ist an eine Leitung angeschlossen (Abb.44). Am Leitungs

anfang ist die Spannung der Stromquelle PI' am Leitungsende die Verbrauchs
spannung P2 • Wir nehmen eine Niederspannungsleitung an, deren Ladestrom zu 
vernachlassigen ist. List die Induktivitat der Leiterschleife, R ihr Ohmscher Wider
stand, J der Strom, dann ist 

~I=~2+.s(R+jwL)=.sJ. (6) 
Die Leitung verhalt sich wie ein vor den Verbraucher geschalteter induktiver 
Scheinwiderstand J = R + j wL. Abb. 45 zeigt das der Gl. (6) entsprechende Vektor
diagramm, der Spannungsabfall J z hat die Komponenten: J R in Phase mit J 
ist der Ohmsche Spannungsabfall, J X =JwL um 90 0 nach vorwarts gedreht ist 
der induktive Spannungsabfall. Jz ist daher gegen J um den Winkel C[Jk 
nach vorwarts gedreht, der eine der Leitung eigentumliche Konstante ist 

wL /I 
C[Jk = arctgJr' 

1st C[J2 die Phasenverschiebung zwischen P 2 und J, die von 
der Art der Belastung abhiingt, so bilden die Spannungs-
c;---~--..... J'4 vektoren P 2 und J z den Winkel I IfL{ • r~ (C[Jk - C[J2)' Sofern dieser von Null 
~ _ fJ: Lll verschieden ist, ist die arithmetische 
l-__ -.l..___ Differenz ( PI - P 2) kleiner als J z. 

p' 

Abb.44. EinfluB der Phasenverschiebung 0 .......... +--''-:::---__ 

O~----~--~~J 

Abb.45. 

auf den Spannungsabfall. Abb. 46 
L zeigt, wie sich bei konstanter Pri-

marspannung PI =OP und kon
stantem Strom J, wobei J z = konst 
- OQ ist, die Verbrauchsspannung 
QP=P2 andert, wenn die Phasen
verschiebung der Belastung C[J2 alle 
moglichen Werte von + 90 0 bis - 90 0 

8 

Abb.46. 

annimmt. C[J2 ist der Winkel, den del' VektorQP mit der Parallelen QPo zum Strom
vektor bildet. Punkt Po selbst entspricht C[J2 = 0 oder induktionsfreier Belastung. 
Die Punkte auf dem oberen Kreisbogen Po P pI A entsprechen Voreilung von P 2 
gegen J, dabei wird neben Wirkleistung induktive Blindleistung abgegeben. Der 
untere Bogen PoP"B entspricht Voreilung von J gegen P 2, also neben der Wirk
leistung kapazitiver Blindleistung. In den Grenzlagen QA und QB ist C[J2=±90 0, 

sie entsprechen reiner induktiver bzw. reiner kapazitiver Blindlast. 
Bei konstantem Strom wird die Verbrauchsspannung um so kleiner, je mehr 

der Strom gegen P 2 verspatet ist, und um so groBer, je mehr er verfriiht ist. Fiir 
P" senkrecht iiber der Mitte von OQ ist P 2 = PI' dabei ist J gegen P 2 verfriiht um 

II n 1 Jz 
C[J2 =2"-C[Jk+ artg2"p' 

1 

Die Verbrauchsspannung P2 ist gegen die Primarspannung PI verspiitet, solange 
C[J2 < C[Jk bei induktiver Belastung ist. 

Berechnung des Spannungsabfalls. Zerlegt man in Gl. (6) den Strom III den 
Wirkstrom J w = J cos C[J2 und den Blindstrom J b = J sin C[J2' so ist 

.s = J (COSC[J2 =F jsinC[J2) = J w =F jJb. (7) 
Darin ist - jJb ein gegen P 2 verspateter, induktiver Blindstrom, jJb ein kapazitiver 
Blindstrom. Fiir P 2 als Bezugsvektor wird 

$1 =P2 + (Jw=F jJb)(R + jwL) = P2 + (JwR ±JbwL) + j(JWwL=FJbRY. (8) 
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Wie Abb. 47 und die Gl. (8) zeigen, hangt der Spannungsabfall hauptsachlich von 
dem ersten mit P 2 gleichphasigen Glied ab 

iJp' = JwR ±JbwL, (9) 
d. i. der Ohmsche Spannungsabfall des Wirkstromes und der induktive des Blind
stromes. Die Phasenlage der beiden Spannungsvektoren hingegen ist hauptsachlich 
von dem zweiten Glied abhangig 

iJp"=JwwL~JbR. (10) 
Der Vektor PI ist gegen P z verfriiht um 

e JwwL-::r-J.R 
" = arctgp;+J:R-±J~wL' (11) 

Wenn iJ p' = 0 ist, sind die Spannungen PI und P 2 annahernd gleich groB, dazu 
muB nach (9) 

(12) 

und zwar ein voreilender (kapazitiver) Blindstrom 
sein. Wird J b noch groBer, so ist iJ p' negativ, dann 
ist P 2 > Pl' Fur reine Wirklast ist 

1.131('1',=0) =P2 +JR + jJwL. (13) Abb.47. 

Graphische Ermittlung der prozentualen Spannungsanderung. Als prozentuale 
Spannungsanderung von den sekundaren zu den primaren Klemmen bezeichnen wir 

1;:%=Pl~~2100=(Pl-l)100% (14) 
P2 P 2 

Aus (8) wird fUr die Betrage, mit X = w L , 

~:= V(l+-j;;R~j·~t+(~wX;:j~ll? = -V(1±Cl)2+P2 

I;: = ~~-l = -v0: ±Cl)2+ f32-1. 

Durch Reihenentwicklung wird 
20(+ 0(2 + {J2 40(2 ± 4 0(( 0(2 + {P) + (0(2 + (32)2 

1;:=+ - -'--- 2 8 ' 

fP 0( (0(2 + ti2) 
=±Cl+ 2 +-2----···. c, 

Hierin ist das dritte Glied schon meist vernachlassig
bar klein, daher 

ti2 
1;:=±Cl+ 2 · 

Driickt man Cl und fJ in % aus: 

Cl= JwR±J.X 100%, {J=_"-w X =fJ.ll 100%, 
P2 P2 

fJ2 
so wird l? % = ±a + 200' (15) 

Abb.48. 

Dabei werden Cl und {J nach Abb.48 graphisch ermittelt. Es ist 

AB=:!.p~IOO; BC=JpwL 100 , AC= ~z 100. 
222 

D 

Tragt man rpz gegen die Richtung des Stromes auf und bestimmt D auf dem Kreis 
uber AC als Durchmesser, so ist AD die Richtung von P 2 • Daher ist AD=Cl und 
DC ={J in % von P2. 

Berechnung von Strom und Spannung bei gegebenem Verbrauch. Grenzbelastung. 
Praktisch liegt oft die Aufgabe vor, daB zu gegebener Spannung der Zentrale PI 
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die von dem Verbraucher beanspruchte Leistung N und die Blindleistung N b ge
geben sind. Dann sind P 2 und J unbekannt, nur ihr Produkt ist durch die Schein-
leistung der Belastung N s =¥ N2 +Ng und ihre Phasenverschiebung T2 = artgNbjN 
gegeben. Eliminiert man daher erst eine GroBe, z. B. den Strom, mittels der Be
ziehungen 

(16) 

dann kann man G1. (8) fur die Betrage schreiben 

Pr = [P 2 + N R-t
2
NbXr + [N X ;:NbRr 

oder nach P 2 aufgelOst 

P2 = V--:~-=P--:r-(-=N~R=--+-N=--b X=-) (--:-!)-V7[:=:'~==:p=::'r =(==N=R===+=N==b=X==) ]2=====N==:;?==:zi . (17) 

Der Strom ist dann aus G1. (16) bestimmt. In G1. (17) ist vor der Hauptwurzel das 
Vorzeichen fortgelassen, weil nur positive Werte von P 2 in Frage kommen. Aber 
auch vor der zweiten Wurzel kommt nur das positive Vorzeichen in Betracht. 
Grundsatzlich kann eine Belastung bei gegebener Primarspannung in zweierlei 
Weise ubertragen werden, entsprechend dem +-Zeichen vor der zweiten Wurzel 
mit groBer sekundarer Spannung und kleinem Strom, oder mit kleiner sekundarer 
Spannung (- -Zeichen) und groBem Strom. Der erste Fall ergibt die kleineren 
Ubertragungsverluste (J2 R) und ist daher wirtschaftlicher. Es ist aber nicht jede 
beliebige Belastung ubertragbar, wei I in G1. (17) die zweite Wurzel imaginar werden 
kann. Daher ergibt sich die Grenz belastung Ns(g), wenn die zweite Wurzel 
Null ist. 

~Pr-(NR+NbX)=Ns(g)z. (18) 

Dividiert man beide Seiten durch z, so ist P1jZ=Jk der KurzschluBstrom der 
Leitung bei kurzgeschlossenen Verbrauchsklemmen; ferner ist 

R/z = COSTl" X/z=sinTk' N=NscosT2' Nb=Ns sinT2' 
daher ~PIJ k- Ns (g)(COSTkcosT2 + sinTk sinT2) = Ns(g) 
oder die Grenzscheinleistung 

1 P1Jk 

Ns(g) = 2 1+cos(fPk-fP2) (19) 

und die Grenzleistung 
N _~ P1JkcOSfP2 

(g) 2 1+cos(fPk-fP2) . (20) 

Bei der Grenzbelastung fallt in G1. (17) die zweite Wurzel fort und es bleibt nach (18) 

PE = Ns(g)z = P2 Jz 
oder P2=JZ. (21) 
Bei der Grenzbelastung ist die Verbrauchsspannung gleich dem Span
nungsabfall in der Leitung. Zu jedem Wert T2 gibt es eine Grenzbelastung. 
Das Maximum der Leistung erhalt man fUr 

d~:) = 0, d. h. sinT2 = - sinTk 

T2 = - Tk' (22) 
Bei der groBten ubertragbaren Leistung muB die Phasenverschiebung kapazitiv 

und ebenso groB wie Tk sein. Dann ist in (20) 

1 + cos (Tk - T2) = 1 + cos 2Tk = 2 cos2 Tk 
N - 1 P1Jk _ 1 Pi _ 1 Pi (23) 

max-"4 COSfPk -"4 ZCOSrpk -4R 
oder mit (21) und (22) 

P 2JcosT2(N=max) = J2zcosTk = J2 R, 

P=~ 
2C08 fPk ' 
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Die groBte iibertragbare Leistung ist wie bei Gleichstrom gleich dem dabei auf
tretenden Verlust im Widerstand der Leitung, die Stromquelle muB die doppelte 
Leistung abgeben, der Wirkungsgrad ist nur 50 % . 

Die kapazitive Blindleistung am Ort des Verbrauchs muG dabei ebenso groB 
sein wie die in der Leitung verbrauchte induktivo Blindleistung, sic ist wL/R-mal 
so groB wie die Leistung. Daher wahlt man bei Starkstromanlagen die Belastung 
weit kleiner als die groBtmogliche. 

19. Arbeitsdiagramme einer Leitung. 
Die in Gl. (17) gegebene Berechnung wird, wenn viele Belastungsarten unter

sucht werden sollen, zweckmaBig graphisch durchgefiihrt. 
Stromdiagramm. Aus der Spannungsgleichung (6) 

I,l3I = 1,l32 +05 
wird durch Division durch 5 die Stromgleichung 

0"={~=~~+0 , 
die ein Stromdreieck (Abb. 49) darstellt. Darin ist 0 p.= J ein beliebiger 
OPk=Jk=PI/Z ist der KurzschluBstrom, der p, 
gegen die Richtung der Primarspannung PI um rple 
zuriickgedreht ist, die dritte Seite ist P Pie = P 2/Z. 
Wie im Spannungsdiagramm Abb. 45 Jz und P 2 

den .g:: (rpk - rp2) bilden, ist auch hier P2/z gegen J 
um den gleichen Winkel zuriickgedreht. 

a) Ort fUr P2= konst. Fur alIe Belastungen, 
fiir die rp2 gleich groB ist, muss en die Vektoren 
o P und P Pie den gleichen Winkel (rpk - rp2) bil
den, daher ist der Ort des Punktes P fur rp2 = konst. 
ein Kreis iiber OPk als Sehne mit dem Zentri
winkel .g::OM P k = 2 (rple - rp2).1 

Abb.49. 

9;y-9} 
\ 
\ 

P' 

M 

(24) 

Strom, 

Der Radius 0 M schlieBt mit der Abszissenachse den rp2 ein, und zwar 
ist er nach ruckwarts gedreht, wenn die Belastung induktiv, nach vorwarts, wenn 

sie kapazitiv ist. Der Radius ist im StrommaBstab "2 . (J k ). Punkt P kann 
8m 'p. - 'P2 

sich auf dem Kreis von 0 bis P k bewegen, in 0 ist J = 0, P 2 = PI' die Leitung ist 
unbelastet, in P k ist P 2 =O und J=Jk , die Leitung ist kurzgeschlossen. Dem 
Schnittpunkt P g des Kreises mit dem Mittellot in 0 P k entspricht 

Jz =P2 , 

d. h. nach Gl. (21) die Grenzleistung. 
Da die Primarspannung in Richtung der Ordinatenachse liegt, ist die Ordinate 

des Punktes P der Wirkstrom J GOS rpI' die Abszisse der Blindstrom J sin rpi mit 
Bezug auf PI' oder da PI konstant ist, ist in anderem MaBstab die Ordinate die 
Wirkleistung, die Abszisse die Blindleistung der Zentrale. 

Scheinleistung und Leistung des V er bra uchers. Die Kreistangente 
o T bildet mit der Ordinatenachse den Winkel rp2. Sie schneidet eine Parallele 
P P' zu OPk in N, und os folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke PON undOPkP 

- -- " - --- ON = :!.. . !..2 = J P.!:. = N. •. 
ON:OP=PP1,:OPk , J k Z PI PI 

-----
I Setzt man ~2 = ,3 52 v, worin 52 ein kon8tanter Scheinwiderstand und vein reeller Para-

meter ist, so ist die Kreisgleichung ,3 = __ ~1 -, d. i. nach Kap. III G1. (32) ein Kreis durch 
5 T 52 v 

den Ursprung. 
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Also stellt ON die Scheinleistung des Verbrauchers im gleichen MaBstab dar, wie 
o P die Scheinleistung der Zentrale; die Ordinate von ON ist die Wirkleistung, 
die Abszisse die Blindleistung des Verbrauchers. 

Dem zweiten Punkt P', in dem N P//OPk den Kreis schneidet, entspricht ein 
zweiter Strom J' = 0 P' mit der gleichen Leistung des Verbrauchers ON wie bei 
Punkt P; es ist dies der zweite S. 42 erwahnte mogliche Betriebszustand mit kleiner 
Spannung und groBem Strom, der als unwirtschaftlich nicht ~ Betracht kommt. 
ZweckmaBig verwendet man die Grundlinie des Diagramms 0 P k als BezugsgroBe 
fill Strome, Spannungen und Leistungen. 0 P stellt dann das Stromverhaltnis 
J : J k' P P k das Spannungsverhaltnis P 2 : PI und 0 N das Scheinleistungsverhaltnis 
N s : PI J k dar. Darin ist PI J k die KurzschluBscheinleistung der Leitung. 

b) Grenzleistungsparabel. Der Punkt P g fur die Grenzleistung liegt auf dem 
Mittellot in OPk • Hierbei ist ONg=NgPg, wobei NgPg//OPk ist. Der Winkel, 
den 0 N g mit der Ordinatenachse bildet, ist f/J2' Bewegt sich P g auf dem Mittellot 
in OPk , so beschreibt N g eine Parabel um 0 als Brennpunkt mit der Achse OPk 

(Abb.50). Dieses Diagramm zeigt, welche Scheinleistungen ubertragbar sind und 
heiBt daher Grenzleistungsparabel1. Punkt A entspricht der groBten ubertragbaren 
reinen Wirkleistung. Punkt N m der groBten Leistung uberhaupt, wobei (s. S. 42) 
f/J2 = - f/Jk ist. Punkt B entspricht reiner Blindleistung, der darunter liegende, 
gestrichelte Teil der Parabel wurde Wirkleistungsabgabe an den sekundaren Klem
men bei gleichzeitiger Aufnahme von Blindleistung entsprechen. 

M M 
/'\ 

/ '\. 
/ '\. 

/ '\. 
/ '\. 

/ " R. g 
'\. 

Abb.50. Abb.51. 

c) Arbeitsdiagramm fUr konstante Leistung und veranderIiche Blindleistung. Bei 
konstanter Leistung bewegt sich der Endpunkt N des Vektors der Scheinleistung 
des Verbrauchers auf einer Parallelen zur Abszissenachse n-n in Abb.51. Da 
die Ordinate von Punkt P die Wirkleistung der Zentrale darstellt, ist die Ordinaten-
differenz der Vektoren OP und ON der Leistungsverlust in der Leitung J2R. Nach 
Kap. III Abschn. 15 ist der Ort fUr P ein Kreis, des sen Halbpolare n-n ist. 
Setzt man 

P1Jw-N =J2R = (J~+J~)R 
oder 

so ist dies, da J w und J b im StrommaBstab die Koordinaten des Stromvektors 0 P 
sind, eine Kreisgleichung fur den Punkt P. Der Kreismittelpunkt liegt auf der 
Ordinatenachse, weil nur die Ordinate J w in der ersten Potenz vorkommt. Die 
Mittelpunktsordinate ist 

1 Siehe Ossanna: El. u. Maschinenb. 1926, H.7, S. 113. 
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Der Mittelpunkt Mist daher der Schnittpunkt der Ordinatenachse mit dem Mittel
lot auf 0 P k' Der Radius ist 

2_ ( J k ' ')2 N _ J k [Jk 2NJ 
(! - 2COS'Pkl - R - 2cosq,-;: 2COS'Pk - PI . 

Hierin ist 2N/P1 der doppelte Abstand der Geraden n-n von der Abszissenachse. 
Eine Parallele 8 -8 zu n -n mit der doppelten Ordinate ist die Polare, sie schneidet 

-- --
einen Kreis iiber 0 Min Punkt R. M R ist der Radius des Ortskreises Kn fiir Punkt P. 
Da ferner P stets auf einer ParaIlelen N P zu 0 P k liegt, sind die den Punkten N 
der Geraden n-n zugeordneten Kreispunkte P bestimmt. 

Zu jeder Leistung des Verbrauchers gehort ein Kreis als Ort des Strom
vektors. Der Radius ist urn so kleiner, je groBer N ist, fUr die groBte Leistung 
schrumpft del' Kreis in Punkt 111 zusammen. 

Die Grenzscheinleistung bei del' durch die Gerade n-n gegebenen Leistung 
wird durch die Punkte N g und P g bezeichnet. 

Die kleinste primare Leistung ergibt sich fiir den Punkt Po in der Ordinaten
achse; ihm entspricht ein Wirkstrom in del' Zentrale und del' kleinste Verlust in 
derLeitung J2R. Dabei ist, wie derVektor ONo zeigt, die Belastung kapazitiv, urn 
den Blindverbrauch J2w L der Leitung zu kompensieren. Dieses Ergebnis kann 
auch wie folgt abgeleitet werden. Bei gegebener Spannung del' Zentrale ist deren 
Leistung PI J COS fJJl und der Verlust J2 R, das Verhaltnis des Verlustes zur N utz
leistung 

J2R 
'/) = PIJ COS 'PI _J2 R 

ist am kleinsten, wenn cos fJJl = list. Geht man hingegen von einer konstanten 
sekundaren Spannung P 2 aus, so ist das Verhaltnis 

J2R 
'/)=-

P 2J cos '1'2 

am kleinsten, wenn cos fJJ2 = I ist. Man erhalt also die kleinsten Verluste, wenn 
an dem Ort, wo die Spannung konstant gehalten wird, Strom und Spannung 
phasengleich sind. 

Ganz entsprechend kann ein Kreisdiagramm fUr konstante Blindleistung ab
geleitet werden, es hat abel' weniger praktische Bedeutung. 

v. Parallelschaltnng von Stromkreisen. 
20. Gruudgesetz fur die Parallelschaltung von Stromkreisen. 

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben aIle die gleiche Spannlmg. 
Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division del' Klemmenspannung durch den 
Scheinwiderstand des Zweiges, und del' Gesamtstrom ist die geometrische Summe 
del' Zweigstrome. Es ist 

31 = ~ = \l3 t)1 = \l3 (gl + j b1) 
51 

32 = .35_ = \l3 t) 2 = \l3 (g2 + j b2) 
52 

33 = ~ = \l3 t)3 = \l3 (g3 + j b3) 
53 
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Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist 

~= 2(~)=~+~+~+"" 
5 5. 51 52 53 

(1) 

der resultierende Scheinleitwert 
t) =...E (t),,) = th + t12 + t)s + ... = g + i b, (2) 

(3) 

(4) 
worin g = gl + g2 + g3 + ... = ...E (g,,) , 

b = b1 + bd- b3 + . . . = ...E (b,,) . 
Die Phasenverschiebung des resultierenden Stromes ist 

t - ~ -- ~jlJ~ (5) gcp- g --J;(f/v)' 

Man addiert die Wirkstrome und die Blindstrome bzw. die ihnen entsprechenden 
Wirk- und Blindleitwerte und setzt sie geometrisch zu dem resultierenden Strom 
bzw. zu dem resultierenden Scheinleitwert zusammen. 

21. Der resultierende Scheinwiderstand von zwei paralIeJgeschalteten 
Zweigen. 

Nach G1. (1) ist 

oder 

Durch Division durch &1 wird 

Nach dieser Gleichung verhalt 

III 
5-=~+~ 

&=~ 
51 + 52 

5 52 
~=h+52 . 

(6) 

(7) 

sich der resultierende Scheinwiderstand & der 
Parallelschaltung zu dem eines Zweiges, 
wie der des anderen zur Summe. Die Glei
chung gilt vektoriell. Setzt man &1 + &2 = &' 

'f2---;T~----I----::::::=-'c' und die Phasenwinkel cP, CPt> CP2' cP', so ist 
auch 

zei'P Z2 ei 'P, 

Z1 ei 'P, z' ei 'P' . 
(7 a) 

Abb.52. Diese Gleichung zerfallt in die beiden 
Z:ZI=Z2: Z', CP-CPl=CP2-CP' (8) 

und bedeutet graphisch, daB das aus Z und ZI gebildete Dreieck dem aus Z2 und z' 
ahnlich sein solI. In Abb. 52 sind OA = ZI und OB = Z2 gegen die Abszissenachse 
um ihre Phasenwinkel CPl und CP2 gedreht aufgetragen. 00 ist die Summe.!!..:. 
Nun ist zunachst t::,.OB'O' gleich dem t::,.OBO gemacht und durch A die ParalleleAD 
zu B'O' gezogen, 80 daB ODA f"'ooJOBO wird. Dann ist OD nach GroBe und Phase 
der resultierende Scheinwiderstand z. 

Eine andere Konstruktion, bei der die Summe &1 + &2 nicht ermittelt zu werden 
braucht, ergibt sich wie folgt. Aus G1. (7) erhalt man, indem man im Nenner die 
Differenz von N enner und Zahler setzt: 

51-5 51 
(7 a) 

Darin ist &1 - & die dritte Seite D A des Dreiecks 0 D A. Sollen die beiden A bstande 
des Punktes D von 0 und A das konstante Verhaltnis Z2 : ZI haben und den 1: CP2 - CPl 

bilden, so muB D auf einem Kreis iiber 0 A als Sehne liegen, dessen Durchmesser 
OE senkrecht auf OB = Z2 steht (Abb. 53). Vertauscht man in G1. (7a) 0"1 und &2' 
so ergibt sich als Ort fiir Punkt D ein zweiter Kreis iiber 0 B als Sehne, dessen Durch-
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messer OF 1. OA ist. Der Schnittpunkt beider Kreise ist der Endpunkt D des 
gesuchten Vektors O. 

Da die beiden Dreiecke ODF und ODE bei D rechtwinklig sind, braucht man 
die Kreise nicht zu zeichnen, sondern man bestimmt die Punkte E und F, indem man 
jeweils das Lot auf dem Endpunkt des einen Vektors, mit dem Lot auf dem 
andern Vektor im Anfangspunkt zum Schnitt bringt. 0 D ist dann das Lot auf die 
Verbindungslinie EF. 

Ein Sonderfall ergibt sich, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander 
stehen, z. B. bei der Parallelschaltung eines Ohms chen Widerstandes mit einem ver-
lustlosen Kondensator oder einer verlustfreien Drosselspule. O~ 

Abb.53. 

Dann sind die Vektoren selbst die 
Kreisdurchmesser und 0 D steht 
senkre(~t auf der Verbindungs
linie A B (Abb. 54). 

B 

Abb.54. 

1--"'---"i'-::"""" __ Z,,,-2_~B 

/I' 

I 
I 
I 
I 

________ J[' 

Abb.55. 

Diese Konstruktionen versagen, wenn die parallelgeschalteten Scheinwiderstande 
gleiche oder entgegengesetzt gleiche Phasenwinkel haben. Die Vektoren liegen dann 
in einer Geraden, wie z. B. fur zwei Ohmsche Widerstande, oder fur eine Kapazitat 
und eine verlustfreie Induktivitat. Dann ergibt sich eine einfache Konstruktion 
dadurch, daB man den einen Vektor um den gemeinsamen Anfangspunkt, den anderen 
um seinen Endpunkt um 90 0 im gleichen Sinne dreht und die Verbindungslinie 
der Endpunkte der gedrehten Vektoren mit der Richtung der ursprunglichen Vek-
toren zum Schnitt bringt. In Abb. 55 sind OA = 01 und OB = 02 gleichgerichtet. 

D 
D A z 0 

z 
8 

0 0 W ~ L 

0 

CJ bJ Cf 0' 

Abb.56. Abb.57. 

OA ist um 0 und OB um Bum 90 0 im Uhrzeigersinn nach OA' bzw. BO' gedreht, 
und A'O' mit OB in D zum Schnitt gebracht. Nun ist 

darin ist 
OA'= -j01' 

Daher 

OD :0.'1.' = CA': CO', 

CA'= -02' 

OD=~=3. 
h +5~ 

Die analoge Konstruktion fUr entgegengerichtete Vektoren ist in Abb. 56 gezeigt. 
Beispiel: Bei der Reihenschaltung von Gluhlampen, die fruher haufig verwendet 

wurde, schaltete man jeder Lampe eine Drosselspule parallel, um beim Versagen einer 
Lampe die Unterbrechung des ganzen Stromkreises zu verhindern (Abb.57). Es 



48 Parallelschaltung von Stromkreisen. 

soIl untersucht werden, wie beim Erloschen einzelner Lampen der Strom und die 
Helligkeit der iibrigen Lampen bei konstanter Klemmenspannung sich andert. 
Sei Rl der Widerstand einer Lampe, cr2 = (R2 + jX2) der Scheinwiderstand der 
Drosselspule, wobei R2 viel kleiner als X 2 ist. Der Scheinwiderstand einer Gruppe 
sei z und J der Gesamtstrom; die Spannung einer Gruppe ist 

P'=Jz 
und der Lampenstrom 

Er ist stets dem Gesamtstrom proportional, man braucht daher nur den Gesamt
strom zu untersuchen. Die Aufgabe werde graphisch mittels der Inversion gelOst. 
In Ab b. 58 ist 0 A = Rv 0 B das Spiegelbild von Z2 und 00 das des resultierenden 
o A Scheinwiderstandes z. 1st n die Zahl der Grup-

Abb.58. 

pen, so ist im n-fachen MaBstab 00 =nz der 
Scheinwiderstand, wenn aile Lampen brennen, 
und 0 B = nz2, wenn alle erloschen sind. 

Sind m Lampen erloschen, so sind (n-m) 
Gruppen mit dem Scheinwiderstand z mit m 
Drosselspulen Z2 in Reihe geschaltet. TeiIt. man 
00 im Verhaltnis DO: 00 = m: n und zieht 
eine Parailele DE zu 0 B, so ist 0 D = (n - m) z, 
bE = mjn. OB = mZ2 und 0 E der resultierende 
Scheinwiderstand. Der Endpunkt E bewegt 

sich auf der Geraden 0 B, und als Ort fiir den Stromvektor ergibt sich der zur OB 
inverse Kreis durch 0, dessen Mittelpunkt M auf dem Lot von 0 auf OB liegt. Die 
Grenzstrome sind OF, wenn aile Lampen brennen, OG, wenn aIle erloschen sind. Die 
Stromanderung kann bei konstanter Spannung groB werden, sofern nicht Rl groB 
gegen cr2' d. h. der Strom der Drosselspulen groB gegen den Lampenstrom ist. Daher 
ist es zweckmaBiger, nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten Strom 
zu regeln. Die Gerade OB zeigt hierfiir die Anderung der Spannung. 

22. Die Aufteilung des Stromes auf parallelgeschaltete induktive 
Zweige. 

Verzweigt sich ein Strom in zwei parallelgeschaltete induktive Scheinwiderstande 
&1=R1+jwLI und cr2=R2+jwL2, 

so gilt fiir die Teilstrome 
31&1 = 32cr2 . (9) 

Ihre Betrage verhalten sich umgekehrt wie die Scheinwiderstande. Sie sind im all
gemeinen untereinander und gegen den unverzweigten Strom phasenverschoben, 

Abb.59. 

wenn das Verhaltnis wLjR=tgg; in beiden Zweigen ver
schieden ist. Der Strom, in dessen Zweig tgg; groBer ist 
als im andern, ist gegen den unverzweigten Strom verspa
tet, der andere verfriiht; die arithmetische Summe der Teil
strome ist groBer als der Gesamtstrom und es entstehen 
erhohte Verluste, worauf bei der Parallelschaltung z. B. von 
Leitungen zu achten ist. Abb. 59 stellt die Aufteilung eines 
Stromes in zwei Zweige dar, die gleiche Ohmsche Widerstande, 
aber ungleiche Induktivitaten haben, was sich in den sehr 

verschiedenen Phasenverschiebungen g;1 und g;2 gegen die gemeinsame Spannung 
zeigt. Dadurch ist der verspatete Strom J 2 viel kleiner als der verfriihte, wahrend 
bei gleichen Ohmschen Widerstanden die kleinsten Verluste auftreten, wenn jeder 
Teilstrom die Halfte des Gesamtstromes ist. 
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Allgemein entspricht den kleinsten Verlusten die Stromaufteilung 

J 1 = J_R'L -, J 2 = J _!ll__ (10) 
Rl + R2 Rl + R2 ' 

hier ist aber 
(11) 

Setzen wir 

3-1 = Rl (1 + jtgrpl), 
so werden die relativen VerIuste in den beiden Zweigen mit Bezug auf die Ver
teilung fUr kleinste Gesamtverluste: 

Ji 1 + tg 2 cp2 

nv 1 = J~ 2 = 1 + tg27 ' 
und der relative Gesamtverlust 

(12) 

R2 Rl 
nv = n v l R+- R- + nV2j[ +If' (13) 

1 2 1 2 

Beispiel: Wollte man etwa ein Kabel durch eine parallelgeschaltete Freileitung 
entlasten, so zeigt sich, daB dies trotz erheblichen Kupferaufwandes nur in geringem 
MaBe moglich ist, weil die Induktivitat des Kabels etwa 5mal so klein ist wie die 
der Freileitung. Dabei mogen wieder Niederspannungsleitungen betrachtet werden, 
deren Ladestrome zu vernachlassigen sind. Beide Leitungen seien glejch lang und 
haben gleichen Querschnitt, also gleichen Widerstand. Dann ist bei f = 50 Hertz 

fUr die Freileitung etwa: wL I : Rl = 2: 1 = tgrpl' 
fur da,s Kabel: WL2: R2 = 0,4: 1 = tgrp2' 
und w (Ll + L2): (RI + R2) = 1,2: 1 = tgrp' 

und es werden die relativen VerIuste 
1+0,42 [+22 

nvi = Ctl,22 =0,476, n v2 =r:;::"I,22 = 2,05, nv = 4(0,476 + 2,05) = 1,264. 

Das Kabel hat also mehr als die doppelten Verluste, die Freileitung weniger als die 
Halfte gegenuber gunstigster Stromverteilung, insgesamt ist die Erhohung der Ver
luste etwa 27 %. Urn gleiche Strome zu erhalten, schaltet man dem Kabel eine 
Drosselspule vor. 

Bei Parallelschaltung von Stromkreisteilen ist also stets darauf zu achten, daB 
das Verhaltnis der Induktivitat zum Widerstand oder die sog. Zeitkonstante (siehe 
Kap. XIII) fUr aIle Teile gleich groB ist. 

23. Stromresonanz. 
Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet (Abb. 60). Die 

Scheinwiderstande der beiden Zweige sind: 

5i=R,+jwL, 5c=Rc- i(l' 
w-' 

Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl. (6) 

R,Rc+~-+j( wLRc- :0) 
3-p = --- - - ----1-- . 

Ri+Rc+i(wL- we) Abb.60. 

Macht man den Nenner reell, so erhalt man den Wirk- und den Blindwiderstand 
der Parallelschaltung 

Rc[R~ + (WL)2] +R,[ R~ + Clen 
R - ---_.- .- (14) 

P- (R,+Rc)2+(wL- wle)" , 
(15) 

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Anfl. 
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Wird Xp = 0, so verhiHt sich del' Stromkreis wie ein Ohm scher Widerstand. X '[J 

wird zunachst Null, wenn W = 0 odeI' 00 ist. Ein Gleichstrom (w = 0) flieBt nul' durch 
die Drosselspule, del' Gesamtwiderstand ist R i . Ein Strom von sehr hoher Frequenz 
(w= (0) meBt nul' durch den Kondensator, del' Gesamtwiderstand ist Re' X'[J wird 
ferner Null fUr 

w=l;cVf1g=-!~ . 
a) Sind die Widerstande gleich, Ri = Re = R, abel' verschieden von -V L/O, 

1 
Wo = ---=c:cc • 

lLC 
Bei diesel' Frequenz ist 

woL= w~C = V~· 

(16) 

so ist 

(17) 

Die Blindstrome sind entgegengesetzt gleich und heben sich nach auBen hin auf, 
del' Gesamtstrom ist die Summe del' beiden gleich groBen Wirkstrome. Del' Blind-
strom jedes Zweiges verhalt sich ZUlli Wirkstrom wie 1L/0: R. Wahrend die Reihen
schaltung von Drosselspule und Kondensator (s. S. 20) bei kleinen Verlusten bei del' 
Resonanzfrequenz nahezu einen KurzschluB bedeutet, ist die Parallelschaltung fast 
eine Unterbrechung des Stromkreises. Nach Gl. (14) wird fiir die Resonanzfrequenz 

1 ( 1 L) R'j)='[ R+ EO . 

Die Parallelschaltung bietet Stromen von verschiedenen Frequenzen sehr stark 
veranderliche Scheinwiderstande, die wir wieder durch das Frequenzverhaltnis 
und das Widerstandsverhaltnis darstellen. Hierzu setzen wir 

W =_1__~=(J Rl~L~=e, 
o }LC WO ' 

(R+i WL)=R(I+i:), (R-w jc)=R(I-ie)' 

(1 + (/2) + j e (~- !) 
3'j)=R (1\ 

2e2 +je 6- T ) 

Es wird 

und del' Betrag 

(18) 

und endlich 

V(l + (2);~ e2(6- ~)2 
Zp 2e 6 

Eo = 1 +7 4 e2 + (6 - ! r (19) 

Bei kleinen Verlusten ergibt sich ein sehr ahnlicher Verlauf z'j) = f (w) wie fiir 
die Leitwerte bei del' Spannungsresonanz mit scharf ausgepragtem Maximum. 
Bei groBeren Widerstanden ist das Verhalten verschieden; die Kurve lauft fiir w 
Null und unendlich nicht nach Null, sondern nach R. Wird e = 1, d. h. R = 1 L/O, 
so erhalt man in Gl. (16) den unbestimmten Wert §. Nach Gl. (18) u. (19) wird 
z'[J = Ro = R. Del' Stromkreis vel' halt sich bei allen Frequenzen wie ein konstanter 
Ohmscher Widerstand. 
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Wird endlich e > 1, so ist in ca. (16) die zweite Wurzel wieder gleich 1, bei der 
Frequenz Wo hat man aber nicht ein Widerstandsmaximum sondern ein Minimum. 

Abb. 61 zeigt zR~ als Funktion von ~ fUr e = 0,1, 1,6 
o Wo i: ~ 

0,5, 1 und 2. 0 1,2 

b) Sind die Widerstande ungleich aber klein 1,0 

gegen -V LIC, so ist das Verhalten ahnlich dem bei 0,8 

gleichen Widerstanden. 1st ein Widerstand groBer 0, 

als -V LIC , der andere kleiner, so ist in G1. (16) die 0. 

zweite Wurzel imaginar, dann gibt es keine Fre- 0, 

~~ If- 0 i--- -

f\ -~ 

I'\'~ 0--.. -
/ \ "'-

w~o. i/ \ r---.. r-6 -

"---~ -- --lJ- --

L "- ........ 2-~a IV t--c-- r--p quenz mehr, bei der die Blindstrome sich auf o 0.2 0." 0.6 0,8 1,0. 1,2 1," 1,6 1,8 z,o 
heben. Abb.61. - fjo 

24. Leistungsmessung mit drei Stromzeigern. 
Entsprechend der Leistungsmessung mit; drei Spannungszeigern hat Fleming 

eine solche mit drei Stromzeigern angegeben. Zu dem Stromkreis, der bei der Span
nung P den Strom .11 mit einer Phasenverschiebung rp aufnimmt, schaltet man seinen 
Ohmschen Widerstand parallel (Abb. 62). Der Strom im 
Widerstand ist .12 = P/R und gegenJ1 um rp in derPhase ver
schoben. Der Gesamtstrom ist 

Die Leistung im erst en Stromkreis ist 

oder 
N = PJ1 cosrp = J 1J 2Rcosrp 
N =1(J2-J~-J§)R. (20) 

i 

~ fyJ 
Abb.62. 

Die Leistungsmessung ist hiermit auf die Messung der drei Strome zuruckgefiihrt. 
Sie hat die gleichen Nachteile wie die mit drei Spannungszeigern. 

25. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser. 
Die gebrauchlichen Leistungsmesser beruhen auf dem elektrodynamischen Prin

zip. Sie haben eine feste vom Hauptstrom ides zu messenden Stromkreises durch
flossene "Stromspule", in deren magnetischem Feld eine drehbare Spule schwingt, 
die den Zeiger tragt und parallel zu dem zu untersuchenden Stromkreis geschaltet 
ist. Der Nebenschlu13strom in hiingt von der Spannung ab, und das mittlere Dreh
moment ist proportional dem Mittelwert M(iin). Der Ausschlag IX ist dem Dreh
moment proportional. 1st C die Konstante des Instruments, so ist C IX = M (i in). 

Der Hauptstrom sei urn rp gegen die Spannung phasenverschoben, der Neben-

schlu13strom urn rpn = arctg W;n. Ln ist die Induktivitat, Rn der Widerstand des 
n 

Spannungskreises. Dann ist 

CIX = M (ii n ) = .I .I nCos(rp - rpn) = c__
JP_ c; cos(rp - rpn) = JRP cos (rp - rpn)cosrpn . 

lR;; + (wLn)- n 

Die Leistung ist 
N =PJcosrp. 

Daher wird (21) 

Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, mu13 tg rpn verschwin
dend klein sein, dies wird durch groBe Vorschaltwiderstande Rn erreicht. 

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je nachdem die Span
nungsspule an die Klemmen der Belastung oder an die Klemmen der Stromquelle 
geschaltet ist (s. Abb.63a und b). 

4* 
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Wird die dem Stromverbraucher zugefUhrte Leistung gemessen, so ist bei der 
Schaltung Abb. 63a von der gemessenen Leistung der Verlust in der Spannungs
spule p2f Rn zu subtrahieren, und bei Abb. 63 b der Verlust in der Stromspule J2 Rs. 

J7L J", Wird die Leistung des Generators 6' J ~ ,& J === ~ ~=:en, 00 ,Jnd die Bet"ge zu ad-

~ --1 I '? ---1- J Die Genauigkeit erfordert, daB die 
Abb.63b. Schaltung gewahlt wird, bei der die 

Korrektur am kleinsten ist. 
Abb.63a. 

Bei groBer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fUr die Stromspule 
meist kleiner und Schaltung Abb. 63b zu wahlen, bei kleiner Spannung und groBem 
Strom ist die Korrektur fUr die Spannungsspule meist kleiner, dann ist die Schal
tung Abb.63a vorzuziehen. 

VI. Znsammengesetzte Stromkreise. 
Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden sein, die teils 

durch Reihenschaltung und teils durch Patallelschaltung entstehen. An einigen Bei
spielen soIl die graphische und die rechnerische Behandlung weiter geubt werden. 

26. Zwei parallelgeschaltete Stromzweige in Reihe mit einem dritten. 
Fur den Stromkreis (Abb. 64), der zwei parallelgeschaltete Scheinwiderstande 

ZI' Z2 in Reihe mit einem dritten Zo enthalt, soIl untersucht werden, unter welchen 
Bedingungen der Strom der GroBe nach unverandert bleibt, wenn ein Zweig (ZI) 

unterbrochen wird. In der S.47 besprochenen Parallelschaltung von Lampe und 

M' 

Abb.64. Abb.65. 

Drosselspule wurde Zo den Leitungswiderstand darstellen, Z1 die Lampe, Z2 die Dros
selspule. 

1m Diagramm (Abb. 65) liegt ZI als Ohmscher Widerstand OA in der Abszissen
achse und z2=OB um Cf!2 dagegen nach vorwarts gedreht. OO=z ist der Schein
wider stand der Parallelschaltung. Damit die geometrische Summe von Zo und Z2 

ebenso groB wie die von~ und z ist, muB der Anfangspunkt M des Vektors MO = Zo 

auf dem Mittellot auf BO liegen, dann ist M B = MO. Von den vielen moglichen 
Wert en von Zo haben aIle, deren Anfangspunkt M oberhalb der Abszissenachse 
Jiegt, einen negativen Phasenwinkel, sie haben Wider stand und Kapazitat, M'O in 
der Abszissenachse ist ein Ohmscher Widerstand, und alle, deren Anfangspunkt 
wie M" unterhalb der Abszissenachse liegt, haben einen positiven Phasenwinkel, 
also Wider stand und Selbstinduktion. 

Setzt man ill = R 1 , und vernachlassigt die Verluste der Drosselspule und die 
Induktivitat der Leitung, d. h. 52 = j X 2 und &0 = Ro, so ist der resultierende Schein
widerstand 
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und fur RI = 00: 

Sollen die Betrage gleich sein, so muB 

~RoRl)2 +~15~Q+ Rll = R2 + X2 
Ri+X~ 0 2 

sein, oder nach Ausmultiplikation 

X 2 = V2RoRI-. 

Graphisch bedeutet dies: Tragt man in Abb. 66 OA = RI 
und 00 = 2 Ro auf, so schneidet ein Kreis uber A 0 als 
Durchmesser die Ordinatenachse in B und es ist 0 B = X 2. 

Der Beweis folgt daraus, daB OD der resultierende Schein-
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8 

Abb.66. 

widerstand der Paralleischaltung von RI und X 2 ist und M auf dem Mittellot auf 

BD liegt. 

27. Die Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. 
Die Scheinwiderstande der vier Bruckenzweige in Abb. 67 seien Zl' Z2' Z3' Z4' 

ihre Phasenwinkel IPI' IP2' IP3' IP4· Damit das Galvanometer nicht ausschlagt, muB 
die Spannung von Punkt 0 nach D Null sein, d. h. es muB die Spannung von Punkt A 
nach 0 nach GroBe und Phase gleich der von A nach D, und ebenso die Spannung 
von 0 nach B gleich der von D nach B sein. Dann ist aber auch J 1 = J 3 und Jz = J 4 • 

In dem Vektordiagramm (Abb.68) ist AB der Vektor der Klemmenspannung, 
c sie besteht aus den beiden Teilspannungen 

o 
'-------{ 0V f-------' 

Abb.67. Abb.68. 

uber denen die Spannungsdreiecke gezeichnet sind. Durch Division der Spannungs
gleichungen wird unter Berucksichtigung der Stromgleichungen 

Zl : Z3 = Z2 : Z4· (1) 

Die Phasenwinkel der Strome unterscheiden sich um 

EIAFI = E2AF2 
oder IPI -- IP2 = IP3 - IP4 • (2) 
Die Bedingungen kann man auch schreiben 

Zl Z4=Z2 Z3' (Ia) IPl+1P4=1P2+1P3. (2a) 
Es mussen die Produkte der Betrage gegenuberliegender Scheinwiderstande und die 
Summen ihrer Phasenwinkel gleich groB sein. 

Liegen an einem Knotenpunkt zwei Ohmsche Widerstande, z. B. IPI = IP2 = 0, so 
mussen die Phasenwinkel der beiden andern Zweige gleich sein IP3 = IP4. Liegen 
hingegen in gegenuberliegenden Zweigen Ohmsche Widerstande, so sind die Phasen
winkel der beiden anderen auch gleich, sie haben aber entgegengesetztes Vorzeichen; 
ist in einem Zweig eine Drosselspule, so muB im andern ein Kondensator liegen. 

Es ergibt sich also die Moglichkeit, Induktivitaten unter sich und eine Kapazitat 
mit einer Induktivitat zu vergleichen. 
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Vergleich von Induktivitiiten. In den Zweigen 1 und 2 liegen die Widerstande 
RI und R2 , in 3 und 4 

Z3 = V R~ + (WL3)2 = R3 VI +tg2 IP3' Z4 = V Ri + (WL4)2 = R4 VI + tg2 IP4' 
Da nun IP3 = IP4 sein soIl, wird nach Gl. (la) 

R I R4 =R2R3, (3) 
wLa wL, 
Ra IF; ferner 

La Ra Rl 
L, R, R2 ' 

oder (4) 

Abb.69. 

Gl. (3) wird bei der Abgleichung mit Gleichstrom erfiillt, 
bei der Abgleichung mit Wechselstrom wird dann die 
zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt unabhangig von der 
Periodenzahl. 

Vergleich von Induktivitiit und Kapazitiit. Hierbei 
liegen in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und 4 (Abb. 69) die Ohmschen Wider
stande RI und R4 , in 2 der Widerstand R2 und die Induktivitat L, in 3 die Kapazi
tat 0 und parallel dazu der Widerstand R3 . 

Der Leitwert des Zweiges 3 ist 

Y3 = J/GJ+ (:C)~ und tgIP3 = - wOR3· 

Der entsprechende Scheinwiderstand ist 
1 Ra Ra 

Z3 = Ya = f 1 +(wCRs j2 = fl+tg2tpa ' 

ferner Z2 = -V:Rf+(wLJ2 = R2 -V 1 + tg2 %. 
1 + tg2 tp2 

Aus Gl. (Ia) wird daher v··_--
RI R4 = R2 R3 1 + tg2tpa 

oder, da dem absoluten Wert nach IP2 = IP3 sein solI, 
RIR4 =R2R3· 

Da tg IP2 = - tg IP3' wird ferner 
wL 
R;=wOR3 

L 
oder (f=R2R3=RIR4' 

(5) 

(6) 

Nach Abgleichung der Widerstande mit Gleichstrom wird erst der Gl. (5) geniigt, 
die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann die Erfiillung der Beziehung (6). 
Diese ist auch wieder von der Periodenzahl unabhangig. 

28. Die Scberingscbe Briicke. 
Fiir die Messung der Verluste von Kondensatoren bei Hochspannung sind Lei

stungsmesser zu ungenau, weil die Verluste nur Hundertstel von der Ladeblind
leistung oder weniger betragen. Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Span
nung weicht von 90 0 nur um einen sehr kleinen Winkel, den Verlustwinkel () ab, 
der u. U. nach Bogensekunden zahlt und nicht groBer ist, als der sog. Winkelfehler 
bei Strom- und Spannungswandlern, die bei der Verwendung eines Leistungsmessers 
fUr Hochspannung erforderlich sind. Bei der von Schering I angegebenen Briicke 
(Abb. 70) ist 0 1 der zu priifende Kondensator, dessen Verluste durch einen Reihen
widerstand Rl dargestellt sind, O2 ist ein verlustfreier Luftkondensator von bekannter 
Kapazitat, R3 und R4 sind kapazitats- und induktionsfreie Widerstande, 0 4 ein 
veriinder licher geeichter Kondensa tor. 
---- -

1 Z. Instrumentenk. 1920. Semm: Arch. Elektrot. Bd.9, S.30. 1920. 
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In der Briickengleichung 

ist 

daher (7) 

Setzt man die reellen und die imaginaren Teile der beiden 
Seiten gleich, so wird 

O2 R3 und R l C2 = R 3 CJ (8) C; R4 

oder R4 und 
0 4 (8a) Cl =C2R Rl =R3(F' 

3 " 
Der Verlustwinkel des Kondensators ist 

0= arctg Rl wCl == arctgR4 wC4 (8b) 
Abh.70. 

und der Verlust PlJlcOScpl=PlJlsinO. 
Da die Spannung am Widerstand R3 sehr klein gegen die des Kondensators Cl 

und fast urn 90 0 dagegen phasenverschoben ist, kann man fUr PI die Brucken
spannung P setzen und den Ladestrom J I = PwCl . Fur kleine Winkel ist 
sin 0 '" tg 0 = R4 W C4 und 

Nl = p 2W 2CI C4R4 = P2 W 2C2C4 ~~ . (9) 
3 

Hier wurde der Verlust im Kondensator in der Rechnung durch einen Reihen
widerstand Rl berucksichtigt. Das gleiche Ergebnis erhalt man fUr einen Parallel
wider stand Rp. Welche GroBe man wahlt, hangt davon ab, ob man in der Leistung 
PI J 1 cos CPI den Leistungsfaktor zur Spannung und PI cos CPIfJ I als Reihen-

widerstand rechnet, oder zum Strom und J c;s 'P = g = ~ als Leitwert. Mit 
1 . p 

dem Parallelwiderstand wird tg (5 = R--O- daher 1St RlRp(wCI)2=1. 
pW 1 

29. Erzeugung von 900 Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung. 
Fur MeBzwecke (Zahler) ist es oft notig, eine Phasenverschiebung von genau 

90 0 zwischen dem Strom einer Zahlerspule und der Spannung zu erzeugen. Da 
eine Drosselspule stets einen gewissen Ohmschen Wider
stand hat, ist der Strom gegen die Spannung an der Spule 
um weniger als 90 0 phasenverschoben, es sind daher beson
dere Schaltungen erforderlich, von denen einige hier be
schrieben werden sollen I . 

Schaltung von Hummel (Abb.71). Parallel zur Zahler
spule mit dem Scheinwiderstand Zo liegt ein Ohmscher 

Zo 

Abb.71. 

Wider stand RI und in Reihe mit 
beiden eine Drosselspule Z2' Der 
Strom J 0 der Zahlerspule solI 
gegen die resultierende Span
nung P um genau 90 0 verspiitet 
sein. 

Das VektordiagrammAbb. 72 

J 

Abb.72. 

zeigt die Zusammensetzung der Strome J o und J I zum resultierenden Strom J 
und die Zusammensetzung der Spannungen J o Zo an der Zahlerspule und J Z2 der 

1 Eine ausfiihrliche Zusammenstellung s. Waltz: ETZ 1905, S.230. 
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vorgeschalteten Drosselspule zur Klemmenspannung P. Es ist 
C\< _ C\< 50 C\< _ C\< + C\< _ C\< Rl + 50 
~h - <\50R~ , <\5 - '\.~o '\.h - <\50~ , 

III _ C\< + C\< _ C\< ( + Rl + 50 ) _ C\< 
+' - 00&0 <\552 - <\50 50 ~&2 - ·005· 

Damit30 gegen ~ um 90 0 phasenverschoben ist, muB in dem Verhaltnis ~: 30=& 
der reelle Teil verschwinden. Es ist 

& = Ro + jXo + (Rl +Ro+j~:) (R2+jX2) 

Rl (Ro + R2) + RoR2 - XOX2 + mRl + RO)X2 + Xo (Rl + R2)] 
Rl 

Der reelle Teil verschwindet, wenn 
R _ XOX2 - RoR2 
1- Ro+R2 

(10) 

Dieser Wert ergibt den resultierenden Blindwiderstand 

X= XoZ~+X2Z5 (11) 
XoX2- RoR2' 

Schaltung von Gorges (Abb.73). Hier liegen zwei Zahlerspulen, deren Schein
widerstand Zo sei, in zwei gegeniiberliegenden Zweigen einer Briicke, in den beiden 
anderen Zweigen gleichgroBe Ohmsche Widerstande R1 . Die Punkte 0 und D der 
Briicke sind durch den Ohms chen Widerstand R2 verbunden, und vor die Briicke 
ist eine Drosselspule Z3 geschaltet. 

c A~--~------------~P~------------------~~E 

Jz 

o 
Aus der Symmetrie folgt, daB die Strome und Spannungen der beiden Spulen 

Zo unter sich und ebenso die der beiden Widerstande Rl unter sich gleichgroB und 
in Phase sind. In dem Diagramm Abb. 74 bilden also die Spannungen der vier 

- -
Briickenzweige ein Parallelogramm A 0 B D, in dem A 0 = D B = J 0 Zo ist und gegen 

J 0 um CPo = arctg WRLo voreilt, wahrend AD = 0 B = J 1 Rl in Phase mit J 1 ist. 
o 

DO ist die Spannung zwischen den Punkten D und 0 der Briicke und gleich 
J 2R 2 in Phase mit dem Strom J 2, der sich als geometrische Differenz von J 1 
und J o ergibt. Die Spannung an der ganzen Briicke ist die Summe aus Jo Zo 

und J 1 R 1 und gleich AB, und der gesamte Strom J die geometrische Summe 
aus J o und J 1. An AB reiht sic~~un die Spannung JZ3 der Drosselspule, so 
daB die Klemmenspannung P = AE dem Strom J o urn 900 voreilt. 

30. Die Schaltungen von Boucherot. 
Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter dem Namen 

"Kondensator-Transformatoren" bekannt sind und zur Transformierung einer 
konstanten Spannung in einen konstanten Strom dienen. Hiermit solI in Anlagen 
mit in Reihe geschalteten Bogen- oder Gliihlampen die Unabhiingigkeit des Stromes 
von der Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreicht werden. 
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1. Bei der Schaltung Abb. 7;5 ist parallel zum Lampenstromkreis mit dem 
Scheinwiderstand Zo ein Kondensator und vor beide eine Drosselspule geschaltet. 
Ist J 1 der Ladestrom des Kondensators, so ist 

0' = 0'0 + 0'1 = 0'0 (1 + j w C 50)· 
Die Klemmenspannung ist 

$ = 0'050 + j0wL = 00[50 + jwL(l + jwC50)] = 00[&0 (1- w2 LC) + jwL]. 
Macht man 

1 wL= -_ .. -
wO' 

so wird J 0 unabhangig von Zo 

00 = -j~L ,= -j$wc. 

Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensator
stromkreis und die Drosselspule verlustfrei sind. 

Der Gesamtstrom ist 

3 = 00 + 01 = 30{11 jwC&o) = - j$wC[l + jWC&oJ 

= $[(WC)2 ilo -jwC] = $ [(w51)2 - wjLJ' 

J 
l 

~--

Abb. i5. 

Ist der Belastungskreis unterbrochen, d. h. Zo = (fJ, so wird J = (fJ, bei sekun
darem KurzschluB Zo = 0 wird J =PlwL. Ein solcher Stromkreis darf also nie 
unterbrochen werden. 

Eine analoge Schaltung entsteht durch Vertauschung von Kondensator und 
Drosselspule in Abb. 75. 

2. Bei der Bruckenschaltung Abb. 76 sind die in der Brucke einander gegenuber
liegenden Strome der Kondensatoren und die der Drosselspulen unter sich gleich. 
Es ist 

~+~ ~ m_'~ L "'~h c\51 c\50 = c\52 ,+, - J c\52 W - J w 0 . 

Eliminiert man 01' so wird 

m . ~ (L 1) +- . 00 +,=Jc\5 w --- - J-
2 wO wO' 

und mit wL = l/w C ist 
,"\, 'm C . ~ ..so = -J+,w =, -}wL 

wieder unabhangig von ZOo 

Der Gesamtstrom ist 0 =01 +02' 
Fur eine der Maschen A CD oder C B D ist 

.~ '" _ . ~h _ .~ 
Jc\52wL + c\5050- -J;vC- -Jc\51wL , 

(01 + 02)jwL = -0'0&0 = j w~50' 
\13 0= (01 + 0'2) = (WL)200' 

D 

o 
Abb.76. 

Auch hier wird der Gesamtstrom bei offenen sekundaren Klemmen (zo = (0) un
endlich groB, bei kurzgeschlossenen sekundaren Klemmen (zo = 0) gleich Null. 

Der praktischen Verwertbarkeit dieser Schaltungen fur Starkstrome steht die 
hohe Scheinleistung der Drosselspulen und Kondensatoren entgegen. So wird fur die 
erste Schaltung das Verhaltnis der Scheinleistung des Kondensators zu der des 
Verbrauchstromkreises 

B 
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fur die Drosselspule 
J2 wL wL Zo 2· 
-2-=-+--' Slll<po· 
J oZo Zo w L 

Das letzte Verhaltnis wird ein Minimum fiir wL = zo' und ist fiir <Po = 0 gleich 2, 
die Scheinleistung der Drosselspule wird zweimal so groB wie die der Belastung, 
die des Kondensators ebenso groB, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung. 
Berechnet man die kleinste Summe, so erhalt man fiir die Drosselspule 

1,512 = 2,121, fiir den Kondensator ~ 12 = 0,707, 

zusammen die 2,828fache Scheinleistung. 

31. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom. 
Oft wird verlangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung unabhangig von der 

Belastung konstant gehalten werde, wenn die Spannung am Leitungsanfang konstant 
ist. Hierzu verwendet man einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Lei
tungsende angeschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner 
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen, dessen GroBe 

Abb.77. 

IJ' durch die Erregung einstellbar ist, die Einstel-
, lung kann selbsttatig erfolgen. Der Wirkstrom, 

" Of den er zur Deckung seiner Leerlaufverluste auf-
''0[' nimmt, kann, weil klein, im folgenden auBer Be

e tracht bleiben (oder zum Belastungsstrom der 
Leitung gerechnet werden). 

Sind P2 und ~2=(Jw-jJb) Spannung und 
Strom der Belastung, 30 = i J 0 der zusatzliche 
voreilende Blindstrom, so ist 31 = 32 + So der 
Leitungsstrom und die Zentralenspannung 

~1 =P2+ [JW-i(Jb-JO)](R + jwL). (12) 

Dieser Gleichung entspricht das Vektordiagramm Abb. 77 mit 0 A = P 2 , 0 D = PI> 

AB=Jwz, BO =Jbz, OD=Joz. Das Spannungsabfalldreieck AOD ist dem Strom
dreieck mit den Seiten J 2J OJ 1 ahnlich und um rpk=arctgwLIR dagegen nach vor
warts gedreht. Sollen PI und P 2 bei Veranderung von J 2 und rp2 konstant bleiben, 
so bewegt sich del' Endpunkt D des Vektors von PI auf einem Kreis um O. 1st der 

- ~ 

Wirkstrom z. B. gestiegen, so daB sein Spannungsabfall von A B auf A B' gewachsen 
ist, wahrend der Blindstrom der Belastung sich im gleichen MaBstab von BO auf 
_.- --

B' 0' geandert hat, so stellt del' Abstand 0' D' vom Kreis ein MaE fiir den zusatzIichen 
Blindstrom dar. OD 1/ d'D' bildet mit der Richtung von P 2 den Winkel (90 0 - rpk). 
Tangiert eine Parallele zu 0 D den Ortskreis fiir PI' so ergibt sich eine Grenz belastung 
fiir das konstante Spannungsverhaltnis. In diesem Fall Iiegt PI parallel zu A B, d. h. 
es muB sein 

P2COS<Pk + J w z < PI 

d Pl Jwz 
{) er P 2 > p; + COS<Pk. (13) 

Der zur Regelung erforderliche Blindstrom berechnet 
G1. (12) oder aus Abb. 77 

sich durch Auflosung von 

J P2 · J V(P1)2 (P2 )2 0= Z-Slll<Pk + b- z - -Z-COS<Pk + J w • (14) 

Die Grenzbelastung ist hierin enthalten, wenn die Wurzel Null wird. Bei unbelaste
tem Netz miiBte del' zusatzliche Blindstrom negativ sein, ihm entspricht in Abb. 77 
der Kreispunkt Do. 
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1m allgemeinen konnen synchrone Blindstrommaschinen weniger nacheilenden 
Blindstrom aufnehmen als voreilenden, weil sie dabei mit geschwachtem Feld laufen 
und del' Betrieb labil werden kalUl. Da die Spannungsregelung im wesentlichen von 
JowL abhangt, wird die Blindstrommaschine um so kleiner, je groBer die Induktivi
tat del' Leitung ist, und es ist mitunter zweckmaBig, sie durch eine Drosselspule 
zu erhohen. 

VII. Allgemeine Ubertragungskreise. 
In Kap. IV Abschn. 18 u. 19 wurden die Eigenschaften des einfachsten Ubertra

gungskreises, den es gibt, abgeleitet, einer Leitung mit Widerstand und Selbst
induktion, die den Energieverbraucher mit dem Energieerzeuger verbindet. Wir 
erweitern jetzt die Betrachtung auf kompliziertere lJbertragungskreise. 

32. Wechselbeziehung der Koeffizienten in einem Netz mit konstanten 
Scheinwiderstanden. 

Das Netz (Abb. 78) besitzt n + I Knotenpunkte K o' Kv K 2 , • •• , Kn- Zwischen 
je zwei benachbarten Knotenpunkten K/.l und Kv liegende Scheinwiderstandsgruppen 
werden zu resultierenden Scheinwiderstanden cr/.lv zusammengefaBt. Den Knoten
punkten werden die Strome So, SI' S2" .. , Sn 
zugefiihrt. Da die Summe aller Strome gleich 
Null sein muB, ist 

So = - (Sl + S2 + ... + 3'n) , 
was so gedeutet werden kann, daB aIle den 
Punkten Kl bis Kn zugefiihrten Strome durch 
Ko wieder abgeleitet werden. Ko ist del' Null
punkt des Netzes. Darum sollen die Span
nungen von den einzelnen Knoten punkten K 1 

bis Kn nach dem NuIlpunkt Ko gezahlt und 
mit 1,131' 1,132'" " I,13n bezeichnet werden. 

Fiihrt man nur einem Knotenpunkt Strom 
zu, so ist sowohl die Spannung dieses Knoten
punktes als auch die aller anderen diesem 
Strome proportional, weil die Scheinwider
stande konstant sind. FlieBen allen Knoten-
punkten gleichzeitig Strome zu, so sind die n Spannungen 
aller n Strome. 

1,131 =1'llS'1 +1'123'2 + ... + 1'1nS'" , 
1,132=1'21 S'1 +t22 S'2+' .. +1'2n0'n, 

Abb.78. 

1,13" lineare Funktionen 

(I) 

Die n 2 Koeffizienten 1'/.l v sind komplexe Widerstande, die sich je nach dem Auf
bau des Netzes aus den Scheinwiderstanden cr/.lv zusammensetzen. Zwischen den 
Koeffizienten besteht eine wichtige Beziehung, die im folgenden abgeleitet werden soil 1. 

Multipliziert man jede Knotenpunktsspannung mit dem zugehOrigen Strom, 
so ist die Summe 

(2) 

1 Siehe H. Griinholz: Theorie der Wechselstromiibertragung. Berlin: Julius Springer 1928. 
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Hierin ist jeder Knotenpunktsstrom die Summe der von dem Knotenpunkt ausgehen
den Netzstrome. Liegen z. B. dem Punkt K;. die Knotenpunkte K/i' Kv , Kp benach-
bart, so ist 

,~h =0;'/i + S;'v + 0;'e' 
Diese N etzstrome flieBen in den Scheinwiderstanden 3;. /i' 5;.v, 51 e' Fiihrt man die 
Substitution durch, so erscheint jeder Netzstrom zweimal, weil Sl/i = - S/i l ist. 
Fiir die benachbarten Punkte K l , K/i wird daher 

1.1S101 = I.1SA (S'l/i + S'lv + 0 ll')' I.1SwS'/i = 1.1S/i (S'ul + S'/i n + ... ). 
FaBt man die Glieder mit dem Strom 01/i = -S/il zusammen zu (l.1Sl-I.1S/i)Sl/i' 
wobei 

die Spannung von Kl nach K/i ist, so wird die Summe (2) 
n 

.2l.1SvSv = .251/iSr", (3) 
1 

wobei die Summe rechts iiber alle Scheinwiderstande zu erstrecken ist, die zwel 
Knotenpunkte verbinden. 

Betrachtet man nun zwei verschiedene Betriebszustande. Bei dem ersten seien 
die Strome $" die Spannungen 1.1S~, bei dem zweiten S'~ und 1.1S~. Die Produktsummen 
werden aus den Stromen des einen Zustandes mit den Spannungen des anderen ge
bildet. Die eine Summe ist 

n 

.21.1S~S':: = 1.1S1S1' + 1.1S202' + ... + I.1S~S~· 
1 

Darin erhiilt man durch Einsetzen der Netzstrome 

n 
\" fi' ~,,_ '" l"!!.' 0!:" 

L..+,v<\5v - £.i 5l/i<\5A/i<\5A,,· 
1 . 

Aus der rechten Seite folgt, daB man die Akzente ' und " miteinander vertauschen 
kann, und es ergibt sich n n 

27~;3~ = 27$:.'3;· (4) 
1 1 

Die Bedeutung dieser Beziehung ist folgende. Wird im ersten Fall nur dem 
Knotenpunkt K 1 der Strom S~ = SA zugefiihrt, wahrend aIle anderen Strome Null 
sind, im zweiten Fall nur dem Knotenpunkt K/i der Strom S~ = S,,, so ist 

1.1S,:, 01' = I.1S~SA. (5) 

1st SA = S/i' so ist auch 1.1S;, = 1.1S!.' . 
Ein dem Knotenpunkt Kl zugefiihrter Strom verursacht im Knotenpunkt K/i 

die gleiche Spannung, wie ein gleich groBer, dem Knotenpunkt K/i zugefiihrter 
Strom im Punkt K l . 

In Gl. (1) ergeben die beiden FiiIle, wenn nur Sl, bzw. nur S/i flieBt. 

1.1S;, = S'l tl' 1 , I.1SY=S'/itl/i (6) 
und nach (5) r u lS'10/i = tluS'/iSl 
oder f/il=fl/i' (1) 

Mit Ausnahme der Koeffizienten tvv sind also je zwei Koeffizienten in Gl. (1) 
einander gleich. 

33. Die Gleichungen und Konstanten des Vierpols. 
Als Vierpol werde ein Leitungsnetz bezeichnet, bei dem wie in Abb.79 zwei 

Punkten 1-1' Energie zugefiihrt und zwei anderen 11-11' Energie entnommen 
wird. Dazwischen liegen beliebige konstante Scheinwiderstande. Wir bezeichnen 
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1-1' als Primarklemmen, II -II' als Sekundarklemmen, und zahlen die primare 
Spannung $1 von I nach 1', die sekundare Spannung $2 von II nach II'. Die 
Spannungen sind nach (1) dem zugefiihrten Strom 31 und dem austretenden Strom 
- 32 proportional. 

Grundgleichungen. Es ist 
$1 = t 1l 31 - r12 S2, 

darin ist nach (7) 
t I2 =t21 . (7a) 

Lost man die Gleichungen nach $1 undS'1 auf, so 
wird 

$1 = 1:11$2 + 
t12 

Zur Abkiirzung setzen wir 

dann lauten die Gl. (9) 

1:.!!..t2.2. -:::-.Er2 = 9{, 
t12 

$1 = ~o $2 + 9{~~h, 
Dabei ist 

J 

J, 

I' 

~ ~ .. = tIl :22 9( IS = 1:11 ~2>=~2 
o k r~' r~ , 

daher ist die Determinante der Gleichungen (11) 

LI == ~O~k- 90H = 1. 

(8) 

II 

II' 
Abu. i9. 

(10) 

(1) 

(2) 

Gl. (11) und (12) sind die Grundgleichungen des Vierpols, die bei allen Ubertra
gungskreisen wiederkehren, bei denen lineare Beziehungen zwischen Stromen und 
Spannungen bestehen. 

Raufig schreibt man in Gl. (L2) die rechte Seite -1. Dies riihrt daher, daB 
wir hier den austretenden Strom 02 mit negativem Vorzeichen eingefiihrt haben; 
setzt man ihn mit positivem Vorzeichen, so ergibt sich in (12) rechts - 1. In unserer 
Darstellung ist 02 mit positivem Vorzeichen der dem Verbraucher zugefiihrte Strom. 

Bedeutung der vier Konstanten. Die Bedeutung der Konstanten 9(, 58, ~o, ~k ergibt 
sich durch Betrachtung der folgenden beiden Betriebszustande: 

1. Es sei 02 = 0, an die sekundaren Klemmen ist kein Verbraucher angeschlossen, 
aber es bestehe dort die Spannung $2. Diesen Zustand bezeichnet man als den 
Leerla ufo Hierbei erhiilt man an den primaren Klemmen die Leerlaufspannung ~10 
und den Leerlaufstrom 010 nach Gl. (II) 

$10 = ~2~O' 010 = ~2 58, (lla) 
~o bedeutet also das Spannungsverhiiltnis bei Leerlauf. Das Verhiiltnis 
010: $10 ist der Lei tw ert bei Leerla uf 

'" m -~-t) --- (13) 
1.j310 - 0 - (£0· 

2. Es sei ~2 = O. Dies ist der Fall, wenn die sekundiiren Klemmen widerstands
los miteinander verbunden sind. Diesen Zustand bezeichnet man als KurzschluB. 
An den primiiren Klemmen werde dabei die Spannung so gewahlt, daB iiber die 
KurzschluBverbindung der sekundaren Klemmen ein Strom 02 flieBt. Dann ist nach 
Gl. (11) Spannung und Strom an den primaren Klemmen bei KurzschluB 

$lk = 9{02' 0u = ~k 02' (11 b) 
~k bedeutet also das Stromverhaltnis bei KurzschluB. Das Verhaltnis $lk:01k 
ist der Scheinwiderstand bei Kurzschlu13 

(14) 
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Nun zeigt sich, daB der Betriebszustand (11) infolge der linearen Beziehungen 
durch Superposition der Zustande bei Leerlauf (lla) und bei KurzschluB (11 b) 
erhalten wird. Mit den Konstanten nach (13) und (14) wird daher fUr (II) und (12) 

\,lSI = \,lS10 + \,lSI k = ~o \,lS2 + ~k h 32} 
31 = 310 + 31 k = ~o t)o \,lS2 -+- ~k 32 

(15) 

L1 = ~O~k (1- t)o Ok) = 1 . (16) 

34. Ermittlung der Konstanten durch Messung. 
An einem gegebenen Ubertragungskreis konnen die vier Konstanten t)o Ok' ~o, ~k' 

die im allgemeinen komplex sind, durch Messung ermittelt werden. 
Um t)o und 5k zu ermitteln, ist es notig, bei Leerlauf und bei KurzschluB Strom, 

Spannung und Leistung zu messen. Dann ist fur die Betrage und die Phasenwinkel 

J 10 N]O I Yo = p- , cosfPo = pJ- , 
10 1U 10 (17) 

Plk Nlk 
Zk=J-' COSfPk= P-J ' lk lk lk 

~o und ~k konnen im ailgemeinen nicht in so einfacher Weise gemessen werden. 
Aus Gl. (16) ergibt sich zunachst eine Beziehung fUr das Produkt der Betrage und 
die Summe der Argumente. Wir setzen 

Nach (16) ist 
\ 

1 
~o ~k = 1--"-- . - ·JO~k 

(I8) 

Multipliziert man Zahler und N enner mit dem KurzschluBstrom ,~:h = \,lSI: Ok' so ist 
auch 

~ S'k ~O~k = CoCkeHro+ i'k) = k --- (19) 
~l III S'k-S'O' 
~- +'It)O 

SO ist der Leerlaufstrom bei der Spannung \,lSI' Tragt man 3k und 30 unter ihren 
P, Phasenwinkeln rpk und fPo gegen die Richtung von 

\,lSI auf (Abb. 80), so ist 3k - 30 die Verbindungs
linie der Endpunkte der beiden Stromvektoren, 
und das Produkt ~o ~k ist das Verhaltnis des Vek-

o 

J,. tors des KurzschluBstromes zur Differenz der Vek
toren des KurzschluBstromes und des Leerlauf
stromes. Daher wird das Produkt der Betrage 

COCk = ,Jk (20} 
lJ +J5-2JkJOCOS(<1'k±<1'O) 

t +) = JOsin(<1'k± <1'0) 
Abb.80. g(yo Yk J k + JOCOS(<1'k ± <1'0) • (21} 

und 

Da yoei'l'o =30: \,lSI ist, gilt fur fPo das +-Zeichen bei kapazitivem Leerlaufstrom 
und das - -Zeichen bei induktivem. Der Kurzschlu.Bstrom ist meist induktiv und 
fPk in Zkei'l'k = \,lSI: 3k positiv. rst bei induktivem Leerlaufstrom, wie in Abb. 80, 
fPo> fPk' so ist in Gl. 21. (Yo +Yk) negativ und angenahert 

COCk '" J J J k( . k - oCOS <1'k - <1'0) 
(20a} 

Um die GroBen COCk zu trennen, vertauscht man primare und sekundare Klem
men, d. h. man schlieBt die sekundaren Klemmen an die Stromquelle. Dann erhalt 
man fur (8) und (9) die Gleichungen 
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und hieraus 

(22) 

Die Konstanten m und )8 sind dieselben wie in Gl. (10), aber ~o und ~k sind vertauscht. 
Es ist 

~~ ,= ~k' ~~ = ~o . (23) 

Daher ist der sekundare Leitwert bei offenen Primarklemmen (J1 =0) 

020 ,5B (£0 (£0 (24) su-- = tJo = (S' = tJors, = tJOif-
+"'20 ~o ~o ~k 

und der sekundare Scheinwiderstand bei KurzschluB (PI =0) der Primarklemmen 

, 1.l32k I2t (£k (£k ) 
Ok = -~- = IT, = her, = Okli'- . (:"5) 

'U2k ~h. \2.. A. ~D 

Fur die Betrage gilt also 

und fur die Phasenwinkel 

tp~ = tpo + (Yo -. Yk), 

Man erhalt also zweimal das Verhaltnis der Betrage und die Differenz der Phasen
winkel, durch die zusammen mit dem zuerst ermittelten Produkt bzw. der Summe 
der Winkel die GraBen einzeln bestimmt sind. Zur Ermittlung der vier Konstanten 
sind drei Messungen erforderlich, die vierte kann zur Kontrolle dienen. 

Sonderfall: 1st das Spannungsverhaltnis bei Leerlauf gleich dem Stromver
haltnis bei KurzschluB 

~o '" [k = ~~ = ~~ = ~ , 
w haben die Gleichungen (22) und (ll) die gleichen Konstanten. Das bedeutet, 
daB der Stromkreis sich beim Energiedurchgang in beiden Richtungen gleich ver
halt. Dann nennt man den Stromkreis richtungssymmetrisch. 

35. Ersatzschaltung eines Ubertragungskreises. 
1st das Schaltbild eines Ubertragungskreises gegeben, so konnen die KonstanteIl 

aus den Scheinwiderstanden berechnet werden. Fur die verschiedenen Elemente 
der Ubertragung, fur die die Gleichungen des Vierpols gelten, Z1 Z2 

Fernleitungen, Transformatoren, Induktionsmotoren usw. wird ::r: 
die Bedeutung der Konstanten in Kap. X, XI, XII gezeigt. Hier y", 
solI die Berechnung der Konstanten an dem einfac:hsten Vierpol 
Abb. 81 gezeigt werden, der zwei Sc:heinwiderstande 0132 in Reihe Abb.81-

mit dem Belastungsstrom und einen parallelgesc:halteten Leit-
wert tJa enthalt. Diese Schaltung wird als Ersatzschaltung eines Ubertragungskreises 
bezeichnet, weil er den fur ihn charakteristischen Leerlaufstrom besitzt, der durch 
tJa bedingt ist und der bei der Leitung mit Widerstand und Selbstinduktion fehlt. 
Fur diesen Stromkreis ist 

31 = 32 + (\152 + 3202) tJa = \152 tJa + 32(1 + 02 tJa), } (26) 

\151 = \152 + 3202 + 3101 = \l52(l + tJaOl) + 32[02 + 01 (l + tJa02)]. 
Hierin sind die vier Konstanten 

[0 = \1510: \152 = 1 + tJaOl' 

tJO = 310: \1510 = tJa/~o, 

~k = 3lk:32 = 1 + tJa02, } 

h = \l51k:Slk = 01 + 02/~k' 
Dieser Stromkreis ist richtungssymmc:trisch, wenn 01 = 02 ist. 

(27) 



64 Allgemeine Ubertragungskreise. 

36. Berechnung der Stromverteilung. 
Wird an einen Ubertragungskreis eine Belastung angeschlossen, so werden bei 

gegebener Primarspannung PI die sekundare Spannung P 2 und die Strome aus dem 
Scheinwiderstand der Belastung und den Konstanten des Stromkreises wie folgt 
berechnet. 

Strom und Spannung sekundlir. Der Scheinwiderstand der Belastung sei &b; 
setzt man in Gl. (15) 1.132 =02h' so ist 

~1 _ ~ ( + (£k) 
(£0 - <02 &b h(£c' (28) 

Hierin steht links die sekundare Leerlaufspannung 1.1320' rechts ist nach Gl. (25) 

&k~: = 5k der Scheinwiderstand bei KurzschluB der primaren Klemmen, daher ist 

'" ~20 
"-~2 = 5b + 5£ . (28a) 

Der Belastungsstrom berechnet sich so, als ob die sekundare Leerlaufspannung 
auf die Reihenschaltung von 5b mit dem an den primaren Klemmen kurzgeschlos
senen Ubertragungskreis wirkt. Die Spannung verhalt sich zu der bei Leerlauf wie 

~2 50 
~20 = 5b+5k' 

Primlirstrom. Setzt man aus der ersten Gl. (15) 

1.132(£0 = 1.131 - 025k(£k 

in die zweite ein, so ist unter Berucksichtigung von Gl. (16) 

(29) 

~ 

01 = 1.131 t)o + 02(£k (1- i)05k) = 1.131 t)o + g:. (30) 

Der primare Strom setzt sich aus dem Leerlaufstrom 00 = 1.131 t)o und dem durch das 
Spannungsverhaltnis bei Leerlauf (£0 dividierten Belastungsstrom 02 zusammen. 

Primare Leistung. Vor der Belastungsanderung war die primare Leistung, die 
Leer la ufleistung, 

Der Belastungszuwachs ist 

Da 1.131 = 1.1320 (£0 ist, wird 

Hierin ist (s. Gl. 18) 

N 1 - N 10 = ffie [ 1.131 ~n . 
N 1 - NIO = ffie [1.1320m:i]· 

(£0 2 +"2 f = cos Yo Jsm Yo' 
(£0 

(31) 

1st (£0 reell, Yo = 0, so ist (£o/(£~ = 1, und die primare Leistungszunahme berechnet 
sich aus der sekundaren Leerlaufspannung und dem sekundaren Belastungsstrom. 
Sonst ist 

37. Beispiel. Berechnung einer Briickenschaltung. 
Die abgeleiteten Beziehungen konnen dazu verwendet werden, kompliziertere 

Schaltungen zu berechnen. Ais Beispiel diene die Bruckenschaltung Abb. 82. 
Sind dieflinf Scheinwiderstande ZI bis Z5 untereinander verschieden, so sind zur Berech
nung der flinf Strome funf Gleiehungen erforderlieh, etwa zwei Masehen- und drei 
Knotenpunktsgleiehungen. Die Bereehnung vereinfaeht sieh, wenn man die Brueke 
als Vierpol auffaBt, bei dem A -B die primaren Klemmen mit der Spannung P 
sind und 0 - D die sekundaren Klemmen. Dann ist die Querverbindung mit dem 
Seheinwiderstand 55 ein an die sekundaren Klemmen angesehlossener Belastungs-
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widerstand. Die Pfeile deuten an, in welchem Sinn die Strome positiv gezahlt werden. 
Es ergeben sich nun die leicht zu berechnenden Schaltungen. 

1. Die Querverbindung C -D ist unterbrochen, die Leerlaufspannung an den 
Klemmen CD ist 

(32) 

2. Die Klemmen A -B sind kurzgeschlossen, an den Klem
men C - D ist del' Scheinwiderstand 

(33) 

Dann ist Abb.82. 
(34) 

[' 

z, 

Z2 

_ 0.< + 0.< ~!;O (35) - ·~o ,,55 -1.)3-. . Abb.83. 

Diese Rechnung findet z. B. Anwendung bei del' Leitungsanlage Abb. 83. Eine 
Zentrale C speist zwei Speisepunkte 81 und 8 2 uber zwei Speiseleitungen mit den 
Scheinwiderstanden ZI und Z3' Die Belastungen del' Speisepunkte sind Z2 und Z4' die 
Speisepunkte selbst sind durch eine Ausgleichsleitung mit dem Scheinwiderstand Z5 

verbunden. Um den Strom in del' Ausgleichsleitung zu berechnen, verfahrt man 
wie fur die Brucke gezeigt, man berechnet zunachst die Spannung bei unterbrochener 
Ausgleichsleitung und laBt diese Spannung auf die Summe 05 + ok wirken. 

3S. Spannungsanderung, Grenzbelastung, groHte Leistung. 
Nach del' ersten Gl. (15) ist 

~l ~k 
C£~ = ~2 + 020q\:-;,- odeI' ~20 = ~2 + 0201.: (36) 

worin ~20 die Leerlaufspannung an den sekundaren Klemmen ist und Ok nach Gl. (25) 
del' sekundare Scheinwiderstand bei KurzschluB del' primaren Klemmen. Fur einen 
symmetrischen Stromkreis ist ak = Dk' Gl. (35) zeigt, daB die Spann ungsanderung 
fUr einen Belastungsstrom 02 genau ebenso zu berechnen ist, wie in Kap. IV S.41. 
fiir die einfache Leitung mit Widerstand und Selbstinduktion gezeigt ist, wenn man 
sie anstatt auf die Primarspannung ~1 auf die ihr proportionale sekundare Leer
laufspannung ~20 bezieht und fUr D den Scheinwiderstand bei KurzschluB Dk einsetzt. 

Auch die Berechnung bei gegebenem Verbrauch del' Belastung ist mit diesen 
Anderungen dieselbe, sowie die damus gezogenen SchluBfolgerungen uber die Mog
lichkeit, eine Belastung in zweierlei Art mit groBer Spannung und kleinem Strom 
odeI' umgekehrt zu ubertragen. 

Fur die Grenzbelastung bei gegebener Primarspannung gilt hier entsprechend 
Kap. IV Gl. (21) 

P2=J2ZI.: (37) odeI' Z2=Zk, (37a) 

del' Scheinwiderstand del' Belastung ist seinem Betrag nach gleich dem sekundaren 
Scheinwiderstand bei KurzschluB. Da die Vektoren ~2 und 02Dk den Winkel 

FraenckeI, WechseIstrome. 3. Auf I. 5 
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()(. = ('P~- 'P2) bilden und die Summe P 20 haben, wird die Grenzleistung 
N - Pgo cos 1112 P50 COS 1112 

2(g) - 4z"cos2 ~ (111" -1112) 2zkll + cos (111,,-1112)]" 
(38) 

Urn die Grenzleistung durch die primaren GraBen auszudrucken setzen wir PI =00 P20 

und Z~=ZkOk/OO' 'P~=(Pk+Yk-YO und nach Gl. (20) bzw. (20a) S.62 
J k 

OOOk=J J ( )' k - oC08 I11k -1110 
worin J kZk = PI ist, dann wird 

N _ 1 P Jk-JOCOS(l11k-1110)COSI112 
2(u) - 2 11 + COS (l11k -1112 +Yk -Yo) . (39) 

Die graBte ubertragbare Leistung ergibt sich durch Differentiation nach 'P2 fur 

'P2=-('Pk+Yk-YO)=-'P~. (40) 

Bei der graBten Leistung ist nach Gl. (37) und (40) der Scheinwiderstand der Belastung 
konjugiert komplex dem sekundaren Scheinwiderstand bei KurzschluB. Dann ist in 
Gl. (38) ! ('P~ - 'P2) = 'P~ und 

N -_ P~o __ ~~~ 
2max - 4z"cos 111" - 4rk ' (41) 

worin r~ = Z;' cos 'P~ der Wirkwiderstand bei KurzschluB ist. Auch dieses Ergebnis 
ist dem bei der einfachen Leitung ganz analog. 

39. Wirkungsgrad. 
Ein Unterschied besteht gegenuber der einfachen Leitung beim Verhaltnis der 

Leistungen. Bei der Leitung treten Verluste nur im Widerstand der Leitung auf, 
die dem Quadrat des Belastungsstromes proportional sind, wahrend beim allgemeinen 
Ubertragungskreis, unabhangig vom Belastungsstrom, also auch bei Leerlauf, an 
den primaren Klemmen eine Leistung aufzuwenden ist. 

Die gesamte primare Leistung berechnet sich aus den Gl. (15) als reeller Teil 
des Produktes aus dem Vektor ~I und dem zu 31 konjugiert komplex en Vektor. 
Gibt man dem Belastungsstrom J 2 die Phase Null, so ist 

~2=J2z2ei'P', N2=J~Z2COS'P2 
und in Gl. (15) 

~I = 00J2z2ei('P,+ro) + OkJ2zkei<'{k+rk) , } 

31 = Ok J 2ei )'k + 00J2z2Yoei('P'+'Po+ro). 
Hiermit wird 

Nl = JHZ2 0 0 Ok {cos ('P2 + Yo - Yk) + ZkYOCOS ('P2 + 'Po - 'Pk + Yo - Yk)} 
+ z~05Yocos'Po + O~ZkCOS'PkJ = J2 N 

und der Wirkungsgrad 
N 2 Jg Z2 cos 1112 Z2 cos 1112 

1) = N = - J2 N --- = -----w--. 
1 2 

(42) 

(43) 

Der Wirkungsgrad ist von Z2 und 'P2 abhangig. Der groBte Wirkungsgrad ergibt 
sich fur d'YJ d'YJ 

-=0 und ---~ =0. 
dZ2 dl112 

Die erste Bedingung fur veranderliches Z? ergibt 

Z2= Q~VZkC08I11k=!J-"-J/rk, 
Co YoC081110 Co go 

worin rk = Zk cos 'Pk und go = Yo cos 'Po gesetzt ist. 
Diese Bedingung hat folgende Bedeutung. Es ist 

Z2=P2:J2 , P 20 0= P IO , J 20 2=J1k , 

durch Einsetzen in Gl. (44) und Quadrieren wird 

Piogo = Jik rk . 

(44) 

(45) 
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Links stehen die Leerlaufverluste, wenn an den offenen sekundaren Klemmen die 
Spannung P 2 besteht, rechts die KurzschluBverluste, wenn u ber die kurzgeschlossenen 
sekundaren Klemmen der Strom J 2 flieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bedingt 
das Verhaltnis von P 2 zu J 2 , bei dem der Wirkungsgrad ein relatives Maximum hat. 

Wahrend bei der einfachen Leitung von den beiden maglichen Arten, eine be
stimmte Leistung zu ubertragen, stets die mit kleinem Strom und groBer Spannung 
die kleineren Verluste hat, braucht dies beim allgemeinen Ubertragungskreis nicht 
der Fall zu sein, sondern die kleineren Gesamtverluste hangen von dem Verhaltnis 
der dem Strom entsprechenden KurzschluBverluste zu den von der Spannung 
abhangenden Leerlaufverlusten abo 

Setzt man den Wert von Z2 nach Gl. (44) ein, so ist der graBte Wirkungsgrad 
COS C(J2 

1] = ~~------ ----~.- .' 
0 0 Ok [cos C(J2 _L ZkYOCOS (C(J2 + C(Jo - C(Jk)] + 2 t rkgo 

(46) 

wobei wie bei einem symmetrischen Stromkreis Yo - Yk = 0 gesetzt wurde. Durch 
Differentiation nach rp2 ergibt sich als Bedingung fiir das absolute Maximum des 
Wirkungsgrades . __ 

. 1 YOZksm(C(JO-C(Jk) 1 r . yrk • ygoJ smrpz = - ---- - = --- yosmrpo -- - Zksmrp/c - . 
2 l rkgo 2 _ go rk 

(47) 

Setzt man nach Gl . (45) 1/;'; = !J.Jfl- ein, so ist V go 1 k 

P lO J u sinrp2 == HPioYo sinrpo - Ji kZksinrp/c]. (47a) 
Hierin ist rpo entsprechend t)o = Yo cj 'I ° positiv, wenn der Leerlaufstrom kapazitiv ist, 
und negativ, wenn er induktiv ist, wahrend rpk bei induktivem KurzschluBstrom, der 
meist vorkommt, positiv ist. Daher solI nach Gl. (47 a) fiir den besten Wirkungsgrad, 
die Blindleistung, die sich aus der Primarspannung bei Leerlauf und dem Primar
strom bei KurzschluB fiir die betreffende Phasenverschiebung rpz ergibt, bei induk
tivem Leerlaufstrom kapazitiv und gleich der hal ben Summe der Blindleistungen 
bei Leerlauf und bei KurzschluB sein, bei kapazitivem Lecrlaufstrom die halbe Dif
ferenz dieser GraBen. Der graBte Wirkungsgrad wird mit Gl. (47) in (46). 

1 1] - -~---- --------~--~-----
max- OoOk(l+ YOZkCOS(C(JO-C(Jk)+2cosC(J2¥rkgO) • 

(48) 

Besonders einfach lautet die Bedingung fiir einen symmetrischen Stromkreis 
([0 = [k)' Fiir diesen ist nach Gl. (15) allgemein das Verhaltnis der primaren Span-
nung zum primaren Strom \lSI Z2 ej '1'2 + Zk ej <pk 

- -- ------,---,_.-

31 1 -I- Yoej «(Oz2 ej <P' 

Nach Gl. (44) und (47) ist beim graBten Wirkungsgrad 
Zkej'Tk = Zk(COSrpk + j sinrpk) = z~Yo (cosrpo + j sinrpo) - 2j Z2sinrp2 

und hiermit \lSI _' (1 + Yoej'Toz2eJ'P,) _' 
~=z2e I'P, ----=zze I'P,. 
,,51 1 + YoeJ'P°z2eJ'P2 

(49) 

Bei dem graBten Wirkungsgrad stehen Strom und Spannung an den Primarklemmen 
im gleichen Verhaltnis wie an den sekundaren Klemmen, aber die Phasenverschie
bungen sind entgegengesetzt gleich. Der Scheinwiderstand an den primaren Klemmen 
ist dem an den sekundaren Klemmen konjugiert komplex. 

40. Arbeitsdiagramme. 
1. Stromdiagramm. Setzt man in Gl. (15) ~2 = .J2cr2 und dividiert die zweite 

Gleichung durch die erste, so ist 
.J -~ (!;O_t)O~2±(£~ (50) 

1 -- 1 (£0 52 + (£k&k 

5* 
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die Gleichung des primaren Stromes. Verandert sich &2' so beschreibt der Vektor 
von J 1 eine Kurve, das Stromdiagramm. 

In dem besondern Fall, daB &2 sich durch das Produkt aus einem konstanten 
Scheinwiderstand & und einem reellen Parameter v darstellen laBt, 

cr2 = crV = zei<p,v (51) 
ergibt sichnachKap. III S. 33 eineKreisgleichung. Die Bedingung (51) ist nurdann er
fUllt, wenn bei veranderlicher Belastung die Phasen verschiebung 9?2 konstant ist. 

Zwei Punkte des Kreises sind sofort bekannt. 

Fur v = 00 ist 31 = $1 t)o = 30 der Leerlau£strom, 

fUr v = 0 ist 31 = ~1 = 3k der KurzschluBstrom. 
crk 

Diese beiden Strome sind in Abb. 82 durch OPo und OPk dargestellt. Subtrahieren 
wir 30 von 31' so ist 

~_ml1_mlIk(l-t)ook)_ ~1 
"-51+'1>/0-+'1 IIOcr2+IIkOk -IIo([oOV+lIkOk ) (52) 

die Gleichung des Kreises in bezug auf den Punkt Po auf seiner Peripherie als Ur
sprung. Dem Kreismittelpunkt entspricht nach Kap. III, S.36 der Wert 

lIto! 
VM = - II~of' 

und der Kreisradius wird als Vektor von Po nach dem Mittelpunkt 
~ IIhf ~1 e- i (<p,+2yo) 

$IIIo(lIkoklI~of - IIkoIlIoo) = T 2000 kzksin(IPk - IP2 +Yk -Yo)· 

Der Betrag ist 
-- 1 P 
PoM=R= 2000kZkSin(IPk~<p2+Y;-Y~) (53) 

und der Winkel, den der Radius mit der 
p' zu PI senkrechten Richtung, also der Ab

Abb.84. 

szissenachse bildet, ist 

(J=-(9?2+2yO). (54) 
Hierin ist 9?2 positiv bei induktiver Be
lastung und negativ bei kapazitiver Be
lastung einzusetzen. Yo ist von den Kon
stanten des Stromkreises abhangig und bei 
induktivem Leerlaufstrom meist negativ, 
bei kapazitivem positiv. In Abb. 84 ist 

J o induktiv und Yo negativ. Daher ist der Radius PoMo fUr induktionsfreie Belastung 
gegen die Abszissenachse urn - (- 2yo) = + 2yo nach vorwarts gedreht. AIle Kreis-
mittelpunkte fUr die moglichen Werte 9?2liegen auf der Mittelsenkrechten auf POPk 

als gemeinsamer Sehne aIler Kreise, und der Radius ist fur induktive Belastung 
gegen PoMo urn 9?2 nach ruckwarts, fUr kapazitive nach vorwarts gedreht. 

Wahrend die Vektoren Von 0 nach den Kreispunkten P die Primarstrome J 1 dar
.steIlen, sind die Vektoren von Po nach dem Kreis nach Gl. (30) 

P-~P ~ ~ 32 
o = "-51 - ~\o = IIo 

dem Belastungsstrom proportional. Ferner ist nach Gl. (52) fUr v = 0 
- ~ 
POPk = 3k - 30 = IIolI: ok' 

der Betrag ist nach G1. (20) 
Po P k = -y'-C:J:;O~---C+--=JO;-~ ~2=-J-;;-k J-=o-c-o-s-'-( 9?-k-± 9?o) ~ J k - J 0 cos (9? k - 9?o) , 

(55) 

(56) 
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daher kann fUr den Radius nach Gl. (53) auch gesetzt werden 

R - 1J~ + ~ - 2 J;:JoCOS(tpk ± tp~) 
- - 2sin-(tpk =-tp2 +Yk ~YcJ--, 

worin 
rt. =?Jk-?J2+Yk-YO 

der halbe Zentriwinkel ist. Ferner verhalt sich 

PoP 02(lk 02 
POPk 0k 02k' 
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(57) 

(58) 

worin ~2 k der sekundare Strom bei KurzschluB ist. Endlich ist unter Berucksichtigung 
von Gl. (15) 

PPk 1.131 - 02(£k5k ~2(£O ~2 
POPk - - ~1--- -1.13~- ~20 (59) 

das Verhaltnis der sekundaren Spannung $2 bei Belastung zu der bei LeerIauf $20' 
Leistungen: Die primare Leistung und Blindleistung sind durch Ordinate 

und Abszisse der Kreispunkte P dargestellt. 
Die Kreistangente in Po bildet mit der Ordinatenachse den gleichen Winkel 

wie der Radius mit der Abszissenachse. Eine Parallele durch P zu POPk schneidet 
die Tangente in T, und es ist Ll PoT P,-...J Ll PkP P 0' 

daher ist unter Berucksichtigung von (55) und (59) 

PoT = poP. P!-,,~ = J2;2 = ~'2! • (60) 
POPk 1 1 

PoT stellt also die sekundare Scheinleistung im gleichen MaBstab dar wie OF die 
primare. 

Diese Beziehung ist ganz analog der fur die einfache Leitung Kap. IV, S.43. 
Nur ist, urn hier die sekundare Scheinleistung in die Wirk- und die Blindleistung zu 
zerlegen, ein Lot PoNo auf dem Radius PoMo (fUr ?J2=0) zu errichten; es bildet 
mit PoT den Winkel ?J2' Daher ist PoN die sekundare Wirkleistung und NT die 
Blindleistung. Wir haben also hier fUr die sekundaren Leistungen ein anderes Ko-
ordinatensystem als fur die primaren, es hat die Ordinate p--;;iio und die Abszisse 

PoMo· 
Fur das Kreisdiagramm bei konstanter Phasenverschiebung der Belastung 

braucht man dieses Koordinatensystem nicht, denn dabei kann man das Verhaltnis 
der Leistungen nach Kap. III, S.38 darstellen. Da aber diese Art der Belastung 
nur in einigen besonderen Fallen vorkommt und in Kap. X und XI Beispiele dafur 
gegeben werden, sollen hier die FaIle beliebig veranderlicher Belastung behandelt 
werden. 

Urn diese zu ubersehen, braucht man zusammenfassend die Vektoren OPo und 
-- --

OPk und die Schnittpunkte Mo und No des Mittellotes in POPk mit PoMo bzw. 
Po No , die aufeinander senkrecht stehen und gegen die Koordinatenachsen urn 
- 2yo gedr:eht sind. 

Da Po T die Scheinleistung ist, hat der zweite Schnittpunkt P' der Parallelen 
zu POPk wieder die gleiche Leistung und Blindleistung wie Punkt P, jedoch bei 
kleiner Spannung und groBem Strom. P g ist der Punkt fUr die Grenzleistung, bei 

-- -~-

der POTg=TgPg ist. 
2. Die Grenzleistungsparabel ist wie bei der einfachen Leitung der Ort aller 

Punkte Tg fur die verschiedenen Phasenverschiebungen ?J2 und hat hier POPk als 
Achse und Po als Brennpunkt, sie braucht daher nicht besonders dargestellt zu 
werden. 
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3. Der Ort fUr konstante sekundiire Leistung ist fiir die Endpunkte T des sekun
daren Scheinleistungsvektors eine Parallele zu PoMo und £iir die Punkte P ein Kreis 
mit No als Mittelpunkt, dessen Radius ganz analog wie in Kap. IV S. 44 durch den 
Schnittpunkt von MoNo mit einer Parallelen zu PoMo im Abstand der doppelten 
Leistung gefunden wird. Auch dies bietet nichts grundsatzlich Neues. 

4. Ort flir den gro.6ten Wirkungsgrad. Ais erste Bedingung fiir den groBten 
Wirkungsgrad war S.66 gefunden, daB der Scheinwiderstand der Belastung den 
Wert hat 

~-z _Ckl/ZkC~rpk (44) 
J 2 - 2- CoV Yocosrpo' 

Nun ist £iir einen beliebigen Punkt P P P k proportional P 2 und P Po proportional 
J 2 • Der Ort der Punkte P, deren Abstande von den festen Punkten Po und Pk 

im gleichen Verhaltnis stehen, sind Kreise, deren Mitten auf POPk liegen und die, 
je nachdem PoP§, P P k ist, Po oder P" umhiillen. Das Verhaltnis der Betrage ist 
nach (58) und (59) 

POPk J 2 (,\Zk' 

Setzt man den Wert aus (44) ein, so solI 

!: P k _ JI cos rpk _ llJ k cos rpk 
PoP - r YOZkCOSrpO - r Jocosrpo' 

(61) 

J" cos C[Jk und J o cos rpo sind die Wirks!rome bei KurzschluB und bei Leerlauf, und da 
deren Verhaltnis > 1 ist, solI P P k >PoP sein, der Kreis umhiillt Po. 1st daher all
gemein k das Verhaltnis der beiden Vektoren und (s. Abb. 85) c der Abstand des 
Kreismittelpunktes von Po, e der Radius, so folgt aus der harmonischen Teilung 

e=kc, 

Mit dem Wert fiir k nach G1. (61) ist 
_ P P Jocos rpo 

c - 0 k JkCOSrpk-JOCOSrpo . 

Ik Da J o cos rpo die Ordinate 
von Po ist und (Jk cos rpk 

-Jo cos rpoL~e Projek
tion von POPk auf die 
Ordinatenachse, ist der 

Kreismittelpunkt der 
Schnittpunkt S von PoP k 

Abb. 85. mit der Abszissenachse 
(Abb. 86). Dann ist der Kreisradius 

n 

_ k _ P P Y JkCOSrpkJOCOSrpo e- c- 0 kJ J . k cos rpk - 0 cos lPo 

Abb.86. 

Dieser Kreis ist in Abb. 86 mit k bezeichnet. Er ist der Ort des Endpunktes 
des primaren Stromvektors 0 P fiir aIle Belastungen, bei denen der Scheinwider
stand Z2 den Wert nach G1. (44) hat, wobei die Phasenverschiebung rp2 noch einen 
beliebigen Wert haben kann. Dem absoluten Maximum des Wirkungsgrades ent
spricht ein besonderer Wert rp2' der wie folgt gefunden wird. 

Zu einer konstanten sekundaren Leistung N2 ist der Ort des Punktes P ein Kreis 
K2 umPunkt No; dieprimare Leistungist dabei am kleinsten, wenn die Ordinate von 
P am kleinsten ist. P liegt also auf einer Parallelen zur Ordinatenachse durch 
Punkt No (s. Ab b. 86). Durch No P ist also der Kreis K 2 £iir N 2 = konst bestimmt. 



Darstellung durch Fouriersche Reihen. 71 

Nun liegen die Endpunkte T und N von Po T und PoN, welche die sekundare 
Scheinleistung und die Leistung darstellen, auf der Halbpolaren von Po in bezug 
auf den Kreis K2 und T auf der Parallelen durch P zu Po Pk. Hiermit ist die sekundare 
Leistung und gJ2 bestimmt. Wie ersichtlich, ist die sekundare Belastung kapazitiv 
und die primare Leistung induktiv. Das Diagramm ist fur einen symmetrischen Kreis 
gezeichnet, denn es ist 1::-PNoPo=2yo gleich 1::-0PkPO=Y,'+Yo, also YO=Yk ge
macht. Daher ist auch gJ2=-gJl unddas VerhaltnisOPk:OP=P1/Zk:J1 istgleich 
dem Verhaltnis PPk:POP=P2/CkZk:J2/CO' d.h. da CO=Ck ist, ist der Schein
widerstand an den primaren Klemmen dem Betrag nach gleich dem an den sekun
daren Klemmen, wie fUr den groBten Wirkungsgrad S. 67 abgeleitet wurde. 

VIII. l}Iehrwellige Strome. 
41. Darstellung durch Fouriersche Reihen. 

Die in der Technik verwendeten Wechselstrome weichen im allgemeinen mehr 
oder weniger von der Sinusform abo Wir erweitern daher unsere Betrachtung auf 
periodische Strome, deren zeitlicher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat. 

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der Reihenentwicklung 
nach Fourier. 

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dargestellt werden 
durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Periodenzahlen sich wie ganze Zahlen 
verhalten; die Zahl der GIieder der Reihe kann endlich oder unendlich groB sein. 

Dies bedeutet, daB man sich einen beliebigen periodischen Strom zusammen
gesetzt denken kann aus einer si n usformigen Grund welle von derselben Fre
quenz wie der periodische Strom, und einer endlichen oder unendlichen Zahl von 
daruber gelagerten sin usf ormigen 0 b erwellen, deren lTrequenzen 2, 3, 4, ... mal 
so groB sind wie die der Grundwelle. 

Aus diesem Grunde nennt man Wechselstrome von beliebiger Kurvenform 
mehrwellige Wechselstrome. 

Die GIeichung einer Oberwelle ist 

i" = i" msin(;l(wt + 11',,). (1) 
Hierin ist ;l( eine beliebige ganze Zahl, w die Kreisfrequenz der Grundwelle, 

;l(W die Kreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von der Ordnung ;l(, i" m ihre 
Amplitude und 11'" ihr Phasenwinke1. 

Die Gleichung der aus unendlieh vielen Wellen zusammengesetzten periodischen 
Stromwelle ist daher x=co Y.=OJ 

i=2i"'=L:i,,msin(;l(wt+1p,,), (2) 
,,~O ,,~O 

worin fUr ;l( der Reihe nach aIle ganzen Zahlen von 0 bis ex) einzusetzen sind. Dies 
ist die allgemeinste Form einer Fourierschen Reihe. 

Entwickelt man in G1. (1) 
i" msin(;l(wt + 11',,) = i"mcos lp"sin;l(wt + i"msin lp"COS;l(wt 

und setzt 
i"mcoslp" = a", i"msin lp"=b,,, (3) 

so wird 
i" = a"sin;l(wt + b"cos;l(wt. (1a) 

Hier ist jede Oberwelle in zwei um eine Viertelperiode gegeneinander phasen
verschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den Amplituden a" und b" zerlegt. 
&~ b 

i"m=1a~-+b~, tglp,,=f· 
" 

(4) 

Fur ;l( = 0 ergibt G1. (1 a) 
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also einen Gleichstrom, alle anderen Werte von " ergeben dagegen Wechsel
strome. 

Hiermit kann die Gleichung eines beliebig periodischen Stromes geschrieben 
werden "'=00 X= 00 

i = ~a"sin"wt + bo + ~b"cos"wt. (2a) 
x=1 ,,=1 

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und einer Reihe von 
Sinusstromen verschiedener Frequenzen zusammengesetzt sein. 

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fuhrt uns dazu, von 
den periodischen Stromen noch die reinen Wechselstrome zu unterscheiden. 

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert wahrend einer ganzen 
Periode gleich Null, d. h. es wird in einer halben Periode durch den Leiter eine 
ebenso groBe Elektrizitatsmenge in der einen Richtung bewegt wie wahrend der 
folgenden Halbperiode in der anderen Richtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus
form haben, gilt dies auch fiir sie. 

Fur einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und einer Anzahl Ober
wellen besteht, ist daher das Integral 

T 

q= J idt 
o 

fiir eine ganze Periode gleich Null. Die von der Stromkurve mit der Abszissenachse 
gebildeten positiven und negativen Flachenstucke sind gleichgroB (Abb. 88 bis 92). 

Der Strom ist ein reiner Wechselstrom. 
1st hingegen ein Gleichstromglied vorhanden, so 

sind die positiven und negativen Flachenstucke un
gleich wie in Abb. 87, der Gleichstrom ist bo in Gl. (2b), 
und das Zeitintegral des Stromes uber eine Periode ist 

x'- -x' qo=boT. Verschiebt man die Abszissenachse x-x in 
x-+-pL-~~~~;;,~~~;;;~~~~~{.jf-X die Lage x' -x', in der sie mit der Stromkurve gleiche 

Abb.87. 

positive und negative Flachenstucke bildet, so ist der 
Abstand der neuen Achse von der alten gleich bo. 

Das Fehlen dieses Gliedes kennzeichnet den reinen 
Wechselstrom. 

Durch Induktion in rotierenden Maschinen und Transformatoren werden reine 
Wechselstrome erzeugt. Denn der InduktionsfluB P durch eine Spule ist eine perio
dische Funktion der Zeit und zur Zeit (t + T) ebenso groB wie zur Zeit t. 

T 

Da e = - a:; , ist - J edt =P(T)-P(O) =0. 
o 

42. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe. 
Es sei eine periodische Funktion 

Y=/(x) 
gegeben, deren Wellenlange auf der Abszissenachse 2n sei. Bezeichnet " die be

. sondere Welle, deren Koeffizienten bestimmt werden sollen, und A die beliebigen 
Werte von x, so berechnet man den Mittelwert des Produktes der Ordinaten Y mit 
dem zugehorigen sin" x fur eine Periode 

Da 

2" 

21nJ ysin"xdx. 
o 

A=OO A=OO 

Y = L,'a,1,SinAX + bo + ~b,1,COSAX 
A=1 1=,1, 
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ist, erhiiJt man eine Reihe von Produkten von den drei Formen 
2" 2" 2" 

1. 2~f a,tsin~xsinAx + bo, 2. 21nf bosinxxdx 
o 0 

3. 21nf b.tCosAxsin~xdx. 
o 

Von diesen Integralen werden aIle Null bis auf jenes der ersten Form, bei dem 
it = ~ ist. Dieses ist 2:r 

1 j' . 2 d a" 2n. a"sm ~X x=·"2. 
o 

2:r 

Daher ist a" = ! f ysin~xdx. (5) 
o 

Multipliziert man zweitens aile Ordinaten y mit cos ~ x und bildet den Mittelwert liber 
eine Periode, so wird ganz analog 2 n 

b" = ! f ycosxxdx. (6) 
o 

Endlich ist der Mittelwert der Ordinaten einer Periode 
2", 

bo= 2~f ydx. (7) 
o 

43. Besondere Kurvenformen. 
1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wechselstromen ist die 

negative Halbwelle das Spiegelbild der positiven Halbwelle in bezug auf die Abzissen
achse (s. Abb. 88). Dann ist 

y<x+n)=-Yx. (8) 
Das Glied bo fallt fort, und nach Gl. (2a) ist 

Da 

Yx = Za"sin~x + Z b"cos~x, 
y<x+:r)=Za"sin~(x+n) + Zb"cosx(x+n). 

sin~(x+n)=(-l)"sinxx , 
cos~(x + n) = (-l)"cosxx 

ist, wird Gl. (8) nur erflillt, wenn ~ ungerade ist. 
Sind die positive und die negative Halb

welle einer periodischen Kurve Spiegelbilder 
in bezug auf die Abszissenachse, so enthalt sie 
nur ungeradzahlige Oberwellen. 

In den Integralen Gl. (5) und (6) ist 
Abb.88. 

y<x +;r;) sin~(x -+- n) = yxsin~x , y<x+ ",)cos~(x -+- n) = yxCOS%x. 
Die positiven und negativen Halbwellen liefern denselben Beitrag zum Integral, 
man braucht es nur liber eine halbe Periode zu erstrecken und erhalt 

;r; :r 

a" = ! f ysinxxdx, (5a) b" = ! f ycosxxdx. (6a) 
o 0 

2. 1st cine Kurve in bezug auf den Ursprung symmetrisch (s. Abb. 89), so ist 

Da 
und 

y(-x) = - Yx und Y(2n-x) = - Yx . 
y(2n-x) = Za"sinx(2n-x)-+- 2b"cos~(2n-x) 

sin~(2n - x) = sin(2nx - xx) = - sinxx , 
cosx(2n - x) = cos(2nx - xx) = + cosxx , 

(9) 



74 Mehrwellige Strome. 

folgt, daB die Bedingung (9) nur von den Sin usgliedern erfullt wird, alle Kosinus
glieder fallen fort. 

3. 1st bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das Spiegelbild der 
positiven in bezug auf die Abszissenachse und ist sie andrerseits in bezug auf den 
Vrsprung symmetrisch (s. Abb. 90), so enthaltsienach vorstehendem nurungerade 
Sin usglieder. Hier ist 

Y(n-rr.) =Yrr.· 
Fur ungerade Werte von ~, die hier nur in Frage kommen, ist 

sin~(n-x)=sinux, und daher Y(n_rr.)sin~(n-x)=Yrr.sinux. 

Abb.89. Abb.90. 

Hieraus folgt, daB das Integral Gl. (5a) in den beiden Halften der Halbwelle 
von 0 bis n/2 und von n/2 bis n den gleichen Wert hat. Man braucht also nur von 
Obis n/2 zu integrieren und erhalt ",/2 

ax = ! f ysinuxdx. (5b) 
o 

Beispiele. 
1. Die rechteckige Stromkurve (Abb. 91), die durch Kommutierung eines Gleich

stromes erhalten wird, entspricht dem dritten der soeben besprochenen FaIle. Sie 
hat daher nur ungerade Sinusglieder. Nach Gl. (5b) wird, da die Ordinate y den 
konstanten Wert J hat, 

n/2 x=,,/2 

ax = ~fJ sin~xdx = - ~ ~ cos ~x I n n U 

4 J 
n x 

o x=O 

Die Gleichung der rechteckigen 
Stromkurve ist daher 

y = 4Jjn[sinx + ~sin3x 
1 . ] (10) +j)sm5x+· ... 

2. Das Trapez (Abb. 92) ist 
von Wichtigkeit fur die Feldform 

von Wechselstrommaschinen. Auch hier ist Gl. (5b) verwendbar. Es ist 

Abb.91. Abb.92. 

x 
y = J - von x = 0 bis x = (X • Q( y=J von x = (X bis x = ~n . 

,,/2 ex n/2 

ax = !fysin~Xdx = ! J( ~fxsinuxdx + fSinu XdX). 
o 0 0 ' 

Das erste Integral ist 
ex 

1 r. d 1 [SinXX XCOSXJrr.=ex sinxQ( COSUQ( 
-; xsmux x=~ ---;z---u- = ~--x-, 

o x=O 



das zweite Integral ist 
,-,/2 
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f . cosUeJ; 
slllxxdx=-x·· und 

Die Gleiehung der Trapezkurve ist daher 
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y = ! ~ [sinIXsinx + ljsin3IXsin3x + ;5sin5IXsin5x + ... J . (11) 

Besondere Falle des Trapezes. a) Fiir das Dreieek ist IX =n!2 und sin XIX = ± 1, 
wobei das +- oder --Zeiehen gilt, je naehdem x=4n±1 ist, und n eine ganze 
Zahl oder Null ist. Daher ist 

y= :J[sinx-~sin3x+ 2\,sin5x-, .. ]. (12) 

b) Fiir das R e e h tee kist IX = O. Der Grenzwert sinu a nahert sieh fiir IX = 0 dem 
UeJ; 

Wert 1, daher erhalt man wieder Gl. (10). 
e) 1st XIX =n oder ein Vielfaehes von n, so ist sin XIX = O. Die Oberwelle der 

Ordnung X =n!1X und ihre Vielfaehen fallen fort. So £aUt die groBte Oberwelle des 
Trapezes, die dritte, fiir IX =n!3 fort, dann nahert sieh das Trapez am meisten der 
Sinusform. Es bleiben nur noeh Oberwellen der Ordnung 
x = (6 n ± 1), und hierfiir ist 

sinxlX = sin(6n± 1)n/3 = ±~ 13. 
Fiir das Trapez mit IX =n/3 gilt die Gleiehung 

6)3 J[ . l' 5 l' 7 ] y= ;n2 Slnx- 25 sln x+ 49 s1n x··· . (13) Abb.93. 

Um diese Trapezform zu erzielen, die sich der Sinusform stark nahert, wird bei 
vielen Wechselstrommasehinen nur ides Polbogens bewickelt. 

3. Die Kurve des kommutierten Sinusstromes (Abb. 93). Hier ist y(-x) = (y+X), 
es sind nur die Kosinusglieder enthalten, auBerdem ein Gleichstrom. Es ist 

y = J sinx von x = 0 bis x = n 

y=-Jsinx x=n " 
x=2n 

und nach (6) 
J [n 2:r ] 

b" =- Jsinxcosxxdx-Jsinxcosxxdx 
;n 0 n 

J f " 2" } 
= 2;n1 [[sin (x + l)x - sin(x-1)x]dx-[[sin (x + l)x - sin(x-1)x]dx 

= ~ [l-~~lt~~_I-~~y~-l]. 

Dieser Ausdruck ist Null, wenn x ungerade ist, ist x gerade, so ist 

Der Mittelwert ist 

b __ 2'][~ ___ I_J _____ !J_ 
"-;n %+1 u-l_ - ;n(u2 --1)" 

;r 

bo= ~Jsinxxdx=2:. 
o 

Daher ist die Gleichung des kommutierten Sinusstromes 

y = 2: [1- 2y~:~ _ ~c;~:x _ ~c~~:J: - ... J. (14) 
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44. Arithmetische Analyse. 
Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sich nicht in so ein

facher Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie die behandelten Beispiele. Urn eine 
mehrwellige Stromkurve zu analysieren, verwendet man ein angenahertes Ver
fahren, bei dem man die Integration ersetzt durch eine Summation einer endlichen 
Zahl von Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen. 

Die dadurch erhaltene Annaherung an die wirkliche Fouriersche Reihe wird im 
allgemeinen um so groBer, je mehr Ordinaten verwendet werden. Da die Verwendung 
einer groBen Anzahl von Punkten aber sehr umstandlich ist, beschrankt man sich 
auf kleinere Zahlen, und es soIl zuerst untersucht werden, in welcher Weise die Zahl 
der Ordinaten das Verhaltnis der aus der Rechnung erhaltenen Amplituden zu den 
wirklichen bestimmt. Dies laBt sich leicht ermitteln, wenn man, wie es gewohnlich 
der Fall ist, die Ordinaten in gleichem Abstand voneinander wahltl. 

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periode (2:n;) in n gleiche 
Teile, zu denen die Ordinaten Yl' Y2' ... , Yn im Abstande 2:n;/n gehoren, wobei 
die Ordinate y" zur Abszisse x =V 2:n;/n gehort, so treten an die Stelle der Integrale 
Gl. (5) und (6) 2,,; 2,,; 

a" = ~f ysinuxdx, b" = ! f ycosuxdx 
o 0 

zwei Summen von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produkt der Ordinate y und 
dem zugehorigen sin u x bzw. cos u x besteht; dem Abstande dx entspricht die 
Strecke 2:n;/n. Die Grenzen sind x = 2:n;/n und x = 2:n;. Bezeichnen wir die mit n Teil
punkten ermittelten Koeffizienten mit ax (n) bzw. b" (n)' zum Unterschied von den 
Koeffizienten a" und b" der wirklichen Reihe, so ist 

20=2,,; 
2 ~ . 

a" (n) = n .L...J ysm"x 
2,,; 

20=-
" 

(15) 
20=2" 

b,,(n) = ~}; ycoS"X. 
n 21l 

20=-
" 

(16) 

Bezeichnet nun wieder u die Oberwelle, deren Amplitude gesucht ist, A die be
liebigen Werte u, so ist die Gleichung der Kurve, Gl. (2a), wenn von bo abgesehen 
wird, CD CD 

y=..2alsinAx+..2blcoSAX. (17) 
1 1 

Setzt man diesen Wert von y in Gl. (15) und (16) ein, so erhalt man fiir jeden 
Wert von A in jeder der beiden Gleichungen zwei Reihen von je n Gliedern, die in 
Gl. (15) Produkte der Form enthalten 

sinAx sinux, cosAxsinux und in Gl. (16) sinAxcosuX, COSAXCOS ux. (IS) 
Diese konnen der Reihe nach ersetzt werden durch 

~cos (A-U)X - ~cos (A+U)X, -~sin(A-u)x + }sin(A+u)x 
und ~ sin(A-u)x + ~ sin(A+u)x, ~COS(A+U)X + ~COS(A+U)X. 

Fur jeden Wert von A enthalt nun jede der Gl. (15) und (16) vier Reihen von 
je n Gliedern der zuletztgenannten Formen. Diese Glieder stellen n Ordinaten einer 
Sinuskurve dar, die in gleichem Abstand voneinander auf (A±X) ganze Sinuswellen 
verteilt liegen. Ihre Summe ist fur die Sinusfunktion stets Null, fur die Kosinus
funktionen wird sie im allgemeinen Null, auBer bei gewissen Werten von (A±X). 
1st namlich (A ± u) = 0, so wird 

COS(A±U)X = cosO = I. 
1st ferner (A±U) ein Vielfaches (z) der Teilungszahl n, so ist, da x = v2:n;/n, 

cos (A ± u)x = cosznv 2:n;/n = cosvz2:n;. 

1 Siehe A. Schleiermacher: ETZ 1910, H.49. 
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Da V und z gauze Zahlen sind, hat jedes Glied den Wert 1. Fiir (A±X) =0, n, 2n, 
3n usf. wird jedes Glied 1, und die mit t multiplizierte Summe del' n Glieder ist 
nj2. Hiermit sind die Amplituden a,dn) und b,,(n) in G1. (15) und (16) 

2 '\~ . 
a" (n) = n":::;'; YSlnxx = ax - an_x + a n+x - a2n-" + a2n+" - ..• , (19) 

b" (n) = ! 2 ycos'Xx = b" + b n- x + b n+x + b2n- x + b2n+" + .... (20) 

Jede bei del' Analyse erhaltene Amplitude enthalt Oberwellen, deren Ordnung 
von del' Anzahl del' Teilpunkte abhangt. 

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit n = 18 Teilpunkten, so sind in dem 
Resultat auch noch die 17. und 19., die 35. und 37. usf. Oberwelle enthalten. Bei 
del' Bestimmung del' 7. Oberwelle sind auch die 11. und 25. usw. enthalten. 

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 73 nUl' ungerade Oberwellen enthalten, 
geniigt die Summation iiber eine Halbwelle. Ist jetzt n die Zahl del' Teilpunkte 
del' Halbwelle, so ist 

2 '" . 
a,,(n) = - ~ Y81n'Xx , 

n":::;'; 
"In 

2 :r; 

b" = - "ycos'Xx. n.L,; 
"In 

(21) 

Jede Summe hat n Glieder. Fur y ist wieder del' Wert G1. (17) einzusetzen. (A±X) 
sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinusreihen fallen wieder fort. Die Kosinus
reihen haben jetzt abgesehen vom V orzeichen die Form 

~ [cos (A =t= x) 7l + ... --\- cos (A =t= 'X) n 'J . 2 n 

Diese Reihe ist Null, auBer wenn 

~(A=t= x) = 0, n, 2n, 3n ... 

ist. In dies en Fallen ist die Summe wieder nj2, und es ist nun 

a,,(n) = a" - a2n_" + a2n+" - a4n-" + a4n+x -- ••• + ... , (19a) 

(:Wa) 

Ausfiihrung der Analyse. Wir betrachten den fUr die Technik wichtigsten Fall, 
daB nUl' ungerade Harmonische vorkommen. n sei wieder die Zahl del' Teilpunkte 
del' Halbwelle. In den Summen nach G1. (21) 

2); . 
ax = - YSln 'X:r , n .:....; 

"In 

2 '" 
b,,=- J;ycosxx 

It .:....; 

:TIn 

lassen sich nach Runge! je zwei Glieder zusammenfassen, die in gleichem Abstand 
von del' Mitte del' Halbwelle (x=nj2) liegen. Sie haben die Abszissen x=vnjn und 
(n -v)njn, die Summe del' Abszissen ist also gleich del' Halbwelle. Nun ist 

sin 'X (n - v)n/n = sin x (n - vn/n) = sin'Xvn/n 

cosx (n - v)n/n =, cos'x (n - vn/n) =-~ - cos'Xvn/n 

Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit dem gleichen Sinus und mit dem ent
gegengesetzt gleichen Kosinus zu multiplizieren. 

Bei del' Multiplikation mit sin x x hat man daher die Summe, bei del' Multipli
kation mit cos x x die Differenz del' beiden Ordinaten zu nehmen. 

Man faltet zweckmaBig die Reihe del' Ordinaten so, daB die mit demselben 
Faktor zu multiplizierenden Ordinaten ubereinanderstehen, wie im nachstehenden 
Schema fiir n= 12 Teilpunkte und njn= 15° angegeben ist. Man beachte, daB die 
Summe del' Indizes ubereinanderstehender Ordinaten n (hier 12) ist. Das mittlere 
und das nte Glied bleiben fiir sich. Dann bildet man die Summen 8 und die DiUe-

1 ETZ 1905, S.247. 
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renzen d Yl Y2 Y3 Y4, Ys Y6 
Y12 Yn YlO Y9 Ys Y7 

Summen: 81 82 83 84, 85 86 

Differenzen: d6 d5 d4, d3 d2 dl 
Hierin ist 

81 = Yl + Yu, d1 =Y5-Y7 
....................................... 

86 = Y6' 
Es wird nun 

a" = H8l sin15" + 82sin30" + ... + 80sin 75" + 86sin90"J, 
b,,=Hd6 +d5cos15,,+d4,cos30"+··· +d1cos75"J. 

Da die ungeraden Vielfachen der hier vorkommenden Winkel bis auf das Vor
zeichen stets wieder dieselben Winkelfunktionen ergeben, hat man somit nur fiinf 
Faktoren und den Faktor 1. Bei gewissen Oberwellen, namlich wenn " durch 3 teil
bar ist, kommen nur die Faktoren 0,7071 und 1 vor. 

In der nachstehenden Tabelle sind in der ersten Vertikalreihe die Winkelfunk
tionen angegeben, in den folgenden die mit ihnen zu multiplizierenden Ordinaten
summen unter Berucksichtigung des Vorzeichens, und zwar beziehen sich die 
6 Vertikalreihen der Reihe nach auf die Amplituden a1 bis an. Man multipliziert 
also nacheinander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen 8 mit den neben 
ihnen stehenden Faktoren, die Summe dieser Produkte ist dann das Sechsfache 
der Amplitude a" . Zur Ermittlung der Amplituden b" sind in dem Schema an Stelle 
der Summen 8 die Differenzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b" wie 
dort angegeben ergibt. 

0,2588 81 8 5 85 81 
0,5000 8 2 8 2 -82 -82 
0,7071 8 3 81 +83 -85 -83 -83 81 +83 -85 83 
0,8660 84 -84 84 -84 
0,9659 85 81 81 8 5 
1,0000 8 6 8 2 -86 I 

8 6 -86 - (82- 86) -86 

6a1 6a3 I 6a5 

I 
6a, 

I 
6a g 6 all 

6b1 -6ba I 6b5 -6b, 6b 9 -6bll 

Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleiermacherl an
gegeben. Sie beruht darauf, daB in den berechneten Amplituden a" und b" je nach 
der Zahl der Teilpunkte n nach Gl. (19a) und (20a) auch die Amplituden von Wellen 
h6herer Ordnung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte fur die Halb
welle an, so hat man fur den Koeffizienten a1 der Grundwelle zunachst den Wert a l (12) 

fiir 12 Teilpunkte, gleichzeitig aber auch die Werte a l (6) , a l (4), a l (3) , a l (2) fiir 6, 4, 
3, 2 Teilpunkte durch Fortlassen der Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die ersten 
6 Koeffizienten a l bis an und bl bis bn bestimmt werden, wobei die Oberwellen von 
der 13. an vernachlassigt werden, so erhalt man fur die verschiedenen Einteilungen 
nach Gl. (19a) 

al (12) = a l [ - a23 + a25 - • • • 

a l (6) = a1 - all [ + a13 - • • • 

a1 (4) = a1 - a 7 + a 9 [- a l5 + . . . 
aH3) = a 1 - a 5 + a 7 - all [ + a l3 - ••• 

aI(2) = a 1 - aa + a 5 - a 7 + a 9 - all [ + a 13 • •• 

und aa (12) = a 3 [ - a 2l + a 27 - • • • , 

wobei die Oberwellen hinter den eckigen Klammern vernachlassigt werden. 
1 ETZ 1910, H. 49. 
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Bildet man nun: 

al (12) - a l (a) = ea = an 

al (12) - al (4) = e4 = a7 - a9 

al (12) - al(a) = ea = a5 -a7 + an 

al (12) - al (2) = e2 = aa - a5 + a7 - a9 + an , 
so erhiilt man: 

aa = a3 (12) a9 = a7 - e4 

a5 = a3 - e2 + e4 + ea an = ea . 

Fur die Koeffizienten b" hat man analog: 

bl (12) -bl(a) = /6 = - bll 
bl (12) - bl (4) = /4 = - (b 7 + b9) 

bl (12) - bl (3) = /a = - (b5 + b7 + bll ) 

bl (12) -bl (2) = /2 = - (b3 + b5 + b7 + b9 + bll ), 
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worin b1(2) die Ordinate fur den Anfangspunkt der Teilung mit 2 Teilpunkten ist. 
Hieraus wird dann 

bl =b l (12) 

ba = b3 (H) 

b5 = - b3 - /2 + /4 + / a 

b7 = - b5 - f3 + /a 
b9 = -b7 -/4 

bll = - /a· 
Fur die Berechnung der Koeffizienten aW2) bis am) und a 3(l2) verwendet man 

die nachstehende Tabelle, in der 81 bis 8a wieder die aus der Zusammenfaltung der 
Reihe gewonnenen Summen sind. Fur die entsprechenden Koeffizienten b,,(n) sind 
dann wieder unter Berucksichtigung des V orzeichens an Stelle der Summen 8 die 
Differenzen d zu setzen, auBer bei 3 Teilpunkten, wo die Differenzen besonders 
angegeben sind. 

0,2588 81 

0,5000 8 2 8 2 d2 
0,7071 83 83 

0,8660 84 84 84 

0,9659 85 
1,0000 86 86 86 d6 86 

6a1 (12) 3a1 (6) 2a1 (4) 1,5a1 (s) I a 1 (2) I 6a3 (12) 

6b1 (12) 3b1(6 ) 2b1 (4) 1,5bIC3) b1 (2) -6b3 (12) 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB, wo es zuniichst nur auf die Grundwelle 
ankommt, mit einer groberen Teilung, z. B. n = 6 begonnen werden kann. Hierbei 
erhiilt man fur die Grundwelle schon je vier Werte aH2), a1(3), a l (4)' aHa) und ent
sprechend die bl(n). Aus dies en Werten laBt sich schon beurteilen, ob noch hahere 
Harmonische vorkommen und dann zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fUr 
n = 12 hinzunehmen. Auch lassen sich leicht durch weitere Zwischenpunkte noch 
hohere Harmonische ermitteln. 

45. Graphische Verfahren. 
Das Verfahren von Fischer-Hinnen l beruht darauf, daB, wie schon S.76 

gezeigt, p Ordinaten, die in gleichem Abstand auf w ganzen Sinuswellen verteilt 
sind, die Summe Null ergeben, wenn w:p keine ganze Zahl ist. Abb. 94 zeigt z. B. 
w = 3 ganze Wellen und p = 5 Ordinaten. 

1st dagegen w: peine ganze Zahl, so sind aIle Ordinaten gleichgroB, ihre Summe 
ist pomal so groB wie die Anfangsordinate. Teilt man auf einer gegebenen Kurve 

1 ETZ 1901, S. 396. 
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eine ganze Periode 00' ab (Abb. 95), so entspricht der Anfangsordinate in 0 x = 0, 
sie enthalt nach G1. (17) aIle Amplituden b" 

y(1) = bi + bs + b5 + .. '. 
Teilt man die Periode 00' in drei Teile und addiert die drei Ordinaten, so enthalt 
die Summe nach vorstehendem nur die Amplituden b" der OberweIlen, deren Ord
nung x durch 3 teilbar ist. Fiir jede Oberwelle enthalt die Summe den drei
fachen Betrag der Anfangsordinate. Die Ordinatensumme ist daher 

2}y(S) = 3 (bs + b9 + bI5 + ... ) + .... 
Ebenso sind fiir 5, 7, ... Teile die Ordinatensummen 

2}y(S) = 5(bs + bI5 + ... ), 
2}Y(7) = 7(b7 + ... ), 
2}Y(9)=9(b9 +·· .). 

Hiermit lassen sich aIle b" berechnen. 

~,A, 
o \VI 

Abb.94. Abb.95. 

Verschiebt man den Anfangspunkt um eine ViertelweIle, so enthiilt die neue 
Anfangsordinate fiir x=nj2 aIle Amplituden der Sinusglieder, die mit sinxnj2 fiir 

x = 4n + 1 positiv, und fiir x = 4n - 1 negativ sind. 
Dahertist 

Y;I) = al - as + a5 - a7 + . . .. 
Teilt man yom neuen Anfangspunkt die Welle wieder in 3, 5, 7, 9 Teile, so sind 
die Ordinatensummen " ' ( ) 

"::';Y(3) = 3 - as + a9 - aI5 + ... 
2}Y;5) = 5(a5 - aI5 ••• ) 

2)Y;7)= 7(- a7 + ... - ... ) 
2)y;O) = 9(a9 - ... ). 

Die Grundwelle erhiilt man bei dies em Verfahren am ungenauesten, da sie erst nach 
Ermittlung der Oberwellen als Rest in Yw bzw. Y;l) iibrigbleibt. 

Ein rein zeichnerisches Verfahren ist von R. Rothe l angegeben. Es beruht 
darauf, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der in n Teile geteilten Periode 
unter den Winkeln x2njn aneinanderreiht. Man verwendet dazu zweckmiiBig eine 
auf Pauspapier gezeichnete Windrose mit n Strahlen im Abstand 2n/n. Die Summe 
der geometrisch addierten Ordinaten ergibt mit 2jn multipliziert die resultierende 
Amplitude i" m' Der Beweis folgt aus der Entwicklung der Summen in G1. (15) 
und (16) 

a" = ! [Yl sin x (2nn) + Y2 sin x 2 (2nn) + + Yn sin x 2 nJ ' 

b" = ! [YI cos x Cnn) + Y2 cos x 2 (~,:) + + Yn cos x 2 nJ . 

Driickt man die geometrische Addition der Sinus- und Kosinus-Glieder sym
bolisch aus und multipliziert die erste Gleichung mit i und addiert sie zur zweiten, 
so wird 

i"m = b" + ja" = ! (yl i,,(2:) + y i"2(2n") + ... + Ynei"2"). 

1 ETZ 1920, S. 1000. 
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Bei symmetrischen Kurven liiBt sich das Verfahren sinngemiiB fUr die Ordinaten 
einer Halbwelle anwenden, indem man sie unter den Winkeln Kn/n aneinander
reiht, worin n die Anzah! Teilpunkte der Halbwelle ist. 

Weitere graphische Methoden s. Houston u. Kennelly: ETZ 1898, S.714; Varreka: 
ETZ 1907, S. 482; Pichelmeyer u. Schrutka: ETZ 1912, S. 129; v. Sanden: Arch. Elektrot. 
Bd. I, S. 42.1912; Slaby: Arch. Elektrot. Bd. 2, S. 19 u. ETZ 1919, S. 535. Uber experimentelle 
Aufnahme von Kurven s. Orlich: Aufnahme und Analyse von Wechselstromkurven. Braun
schweig 1906. Uber einen mechanischen Analysator nach Chubb s. Hartenheim: ETZ 1917, 
S.48. 

46. Effektivwert und Leistung mehrwelliger Strome. 
Es seien zwei mehrwellige Weehselstrome gegeben: 

i = 2(a"sinKwt + b"COSKWt) = 2i"msin(Kwt + 'IjJ,,), 
i' = 2(a: sin KW t + b~eos KW t) = ~'i~msin (KW t + 'IjJ~). 

T 

Es solI der Mittelwert ihres Produktes -~Ji i' dt berechnet werden. Fur zwel 
o 

Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der Mittelwert des Produktes 
gleich Null, ebenso fur das Produkt einer Sinus- und einer Kosinusfunktion von 
gleicher Frequenz. In dem Produkt ii' braucht man daher nur Faktoren zu beruek
siehtigen, die sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleieher Frequenz 
zusammensetzen, fur die K denselben Wert hat. Daher ist 

T 

If' ., d ,,1 ( '+ b b') ,,1'" ( , ) T ~ ~ t = £..; 2: a" ax " "y. = £..;:2~" m ~"m cos 'IjJ,. - 'IjJ,. . (22) 
o 

Sind die beiden Strome i und i' identisch, so erhiilt man das Quadrat des 
Effektivwertes (J) T 

J 2 - 1 f '2 d - ,,1 ( 2 + b2 ) _ ,,1 '2 - T ~ t -.L.i2 a" "--£..;2~xm· 
o 

Hierin ist 

dail Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Periodenzahl KW. Daher ist 
der Effektivwert des mehrwelligen Stromes 

J = Y 2:J'; ,= Y.Ti +----cJ=~-+-J=g + -.----:--:. (23) 

Er ist gleich der Wurzel aus def Summe der Quadrate der Effektivwerte der ein
zelnen Harmonischen. 

Ersetzt man in Gl. (22) i' durch eineSpannungp, so erhiilt man dieLeistung: 
T 

N = ~fpidt = 2~Pxmi"mcos('IjJ,. -'ljJ~). (24) 

o 
Hierin ist 

iP"mi,.m =P"J" 
das Produkt der Effektivwerte der K-ten Strom- und Spannungswelle und 
cos('IjJ" -'ljJ~) =coscp" der Kosinus ihrer Phasenverschiebung. Die mittlere Leistung 
ist 

(25) 

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmonischen. Ober
wellen von versehiedener Periodenzahl sind voneinander in bezug auf die mittlere 
Leistung vollstiindig unabhiingig. Aus Gl. (23) ergibt sich die Stromwiirme in einem 
Ohmschen Widerstand R 

J2 R = R (J~ + J~ + J~ + . . .). 
FraenckeI, WechseIstrome. 3. Auf!. 6 
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Jede Oberwelle erzeugt eine von den ubrigen unabhiingige Stromwiirme. 
In dem Produkt .2lP"mi"mcos('1p,,-'1p:) kommen die Effektivwerte der 

resultierenden Strom- und Spannungswelle nicht vor. Man setzt trotzdem analog 
wie bei einwelligen Wechselstromen 

N=PJcoscp 
und nennt coscp den Leistungsfaktor. 1m Gegensatz zu einwelligen Stromen ist 
er hier von den Effektivwerten von Strom und Spannung abhiingig (s. a. S. 88). 

47. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome. 
Die Effektivwerte haben praktisch die groilte Bedeutung, weil sie mit den 

technischen Meilinstrumenten gemessen werden. Uber die Kurvenform sagen sie 
nichts aus. 

Fur die Eisenverluste (s. Kap. XI) ist der Hochstwert des Flusses innerhalb 
der Periode mailgebend, fUr die elektrische Beanspruchung der Isolation der Hochst
wert der Spannung. 

Der Hochstwert des Fluss~s ergibt sich nach Kap. I S.8 aus dem Effektiv
wert der Spannung und dem Formfaktor. 

Der Formfaktor ist nach S.7 das Verhiiltnis des Effektivwertes zum Mittel-
wert. Fur die Sinuskurve war 

Zum Vergleich berechnen wir ihn fiir zwei Beispiele: 
1. Das Rechteck. Hier ist J=im, M(i)=im' ~=l. 
2. Das Dreieck mit der Hohe i m . Die Ordinaten i2 bilden zwei Parabeln mit 

dem Mittelwert ~i;'. Daher ist 

J=-~i l3 m' 

2 
~ =--= = 1,15. 

l3 
1st eine Kurve flacher als die Sinuslinie (Rechteck), so ist der Formfaktor kleiner 

Abb.96a. 

~-----'--

Abb.96b. 

als I,ll, ist sie spitzer (Dreieck), 
so ist er groiler. 

Gr a phis c h kann der E ff ek ti v
wert nach Fleming wie folgt er
mittelt werden. Die in rechtwink
ligen Koordinaten (Abb. 96a) ge-
gebene Kurve wird in Polarkoor-
dinaten aufgetragen (Abb. 96b). Der 
Fliicheninhalt der Polarkurve ist 

F=T~ d(wt) = ;J:2dt=; J2=4nR2, 
o 0 

R ist der Radius des fliichengleichen Kreises. Daher ist 

J=-V2R . 
FUr eine Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis. 

Der Scheitelhktor ist nach S. 7 das Verhiiltnis der Amplitude zum Effektiv
wert. Er ist um so groiler, je spitzer die Kurve ist. Fur das Rech teck ist a = 1, 
fur die Sin uskurve a = -V2 = 1,414, fur das Dreieck a = i3 = 1,73. 

48. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen. 
Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom. Die Summe von 

zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im allgemeinen eine andere Kurvenform 
als jeder Teilstrom. So ist die Summe von zwei gleichgroilen gegeneinander ver-
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schobenen Trapezen nach Abb. 97 ein Doppeltrapez. Die Oberwellen addieren sich 
unter anderen Phasenwinkeln als die Grundwellen. 

Ist bei gleichgro13en Stromen die Verschiebung der Grundwellen rp, so ist sie 
fUr die ,,-ten 0 berwellen "rp, die Amplitudensummen sind 

iim = i 1m 12 (I + ~o~rp) , i~m = i"m 12(1+~os;(rp). 
Ist "rp=n oder ein ungerades Vielfaches von n, so heben sich die beiden Ober-
wellen heraus. Fiir rp = 60 0 ist die Summe der Grundwellen F'\ 
i~m=ilm 13, dagegen fallen die Oberwellen heraus, deren 7 ~ 
Oninung"ahl ".-c 3 ode, ein ungemde, Vielfache, von 3 iJ'i ~ 
ist. 1st hingegen "rp = 2n, so ergeben die Oberwellen die 
doppelte Amplitude. Fiir rp = 120 0 ist die Summe der Grund-
wellen i~ m = i 1 , die Summe der 0 berwellen " = 3 , t'; m = 2 i3 m . / \ 
Diese Oberwelle und ihre Vielfachen erscheinen im Summen- _J '--

strom starker ausgepragt als in den Teilstromen. Abb.97. 

Das Verhaltnis von Oberwelle zu Grundwelle ist beim Summenstrom ebenso 

groB wie bei den gleichen Teilstromen, wenn rp = J;[i ist, worin z eine ganze Zahl 

ist. Dann ist cos "rp=cos (2zn±rp)=cosrp. Zwei Strome von gleicher Kurven
form geben im allgemeinen nur dann einen ahnlichen Strom, wenn rp = 0 ist. 

49. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitiit. 
Der Ladestrom eines Kondensators bei einer Spannung 

P = 2(a"sin"wt + b"cos"wt) 

ist i = C ~~ = wC Z(xa"cosxwt -xb"sinxwt). 

Die Oberwellen des Stromes sind urn so starker ausgepragt als die der Spannung, 
je hoher ihre Frequenz ist. Abb. 98 zeigt die Oszillogramme von Strom und Spannung 
eines Kondensators. 

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitat L wird hingegen, wenn der 
Ohmsche Widerstand vernachlassigt werden kann, 

i = If pdt = w1Ll)( -:: cosxwt + ~ sinxwt). 

Hier sind die Oberwellen des Stromes urn so starker gedampft, je hoher ihre Frequenz 
ist, der Strom nahert 
sich der Sinusform 
mehr als die Spannung. 

Das Oszillogramm 
Ab b. 99 zeigt den Strom 
einer Drosselspule bei 
derselben Spannung 
wie Abb. 98 fiir den 
Kondensator. Abb.98. Abb.99. 

Beispiele: 
Der Ladestrom eines Kondensators bei dreieckiger Spannung. In 

halben Periode wachst P von - Pm bis + Pm' in der zweiten fallt P von 
- Pm' Dann ist 

. Odp 04Pm ±C 2 t=± -=± -= ---wp. dt T n m 

der ersten 
+Pm auf 

Der Strom hat in beiden Halbperioden den gleichen konstanten Wert mit ~!1tgegen
gesetztem Vorzeichen, er hat rechteckige Kurvenform und springt beim Ubergang 
von +i auf -i. 

6* 
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Der Strom einer Drosselspule mit sehr kleinem Widerstand ist bei dreieckiger 
Spannung die aus Parabelbogen zusammengesetzte 1ntegralkurve des Dreiecks 
(Abb. 100), die sich der Sinusform erheblich mehr nahert als die Spannungskurve. 

Ein Schwingungskreis bei verzerrter Spannung. Ein Schwingungskreis mit Spule 
und Kondensator in Reihe bietet Stromen ver-

iF-tiL schiedener Frequenzen nach Kap. II S.21 sehr 

Abb.lOO. 

ungleiche Scheinwiderstande. Bei mehrwelliger 
Spannung ist das Verhaltnis der Spannungs
amplitude zur Stromamplitude fur die Oberwelle 
der Ordnung " 

z" = Y R2 + ("wL -lj"wO)2 (26) 
und die Phasenverschiebung 

'XOJL - 1/'X OJ C 
tgrp" = ---R---' (27) 

wenn R, L, 0 unabhangig yom Strom und von der Frequenz sind. 
Da der resultierende Blindwiderstand stark frequenzabhangig ist, sind die 

Stromoberwellen teils starker, teils schwacher ausgepragt. Eine Stromoberwelle der 
Ordnung" hat ihr Maximum fur "w=lI1LO. Bei mehrwelliger Spannung gibt 
es daher so viele Resonanzmoglichkeiten wie Spannungswellen vorkommen. 

Beispiel. Fur R = 10 Ohm, 0 = 5 flF, L = 0,225 H ist 
1 103 

"/= ... =~--===150. 
2nVLC 2nV5·0,225 

Es besteht also Resonanz fur die Grundwelle, ,,= 1, bei / = 150 Hz, fiir die dritte 
Oberwelle bei f = 50 Hz, fur die funfte bei f = 30 Hz usf. 1st die Spannung recht
eckig und die Amplitude Pm =100 Volt, so sind die Effektivwerte nach Gl. (10) 
P" =4Pm/":rr, fi, PI = 90 Volt, P 3 = 30 Volt, Ps= 18 Volt usf. Bei f = 50Hz besteht 
Resonanz fUr die dritte Oberwelle, die effektiven Strome sind J 1 =0,159 Amp, 
J 3 =3,OAmp, J s =0,079 Amp usf. Die Grundwelle ist nur 5,3% von der dritten 
Oberwelle, die hoheren Oberwellen sind noch wesentlich kleiner. Der Effektivwert 
des resultierenden Stromes weicht nur unwesentlich von dem der dritten Ober
welle ab. 

Durch Veranderung von Lund 0 bei konstanter Grundfreq uenz kann Resonanz 
fiir die verschiedenen Oberwellen hergestellt werden, man kann sie experimentell 
trennen. Ein darauf beruhendes Verfahren ist von ArmagnatI angegeben. 

Resonanzstromkreise werden mitunter zur Unterdruckung storender Ober
schwingungen in niederfrequenten Stromkreisen verwendet, Z. B. der Nutenober
schwingungen von Wechselstrommaschinen, die infolge ihrer Hohe fUr Telephon
leitungen storend sind, oder zur Unterdruckung der Oberwellen im Gleichstrom 
eines Gleichrichters. 

Der an die verzerrte Spannung angeschlossene Schwingungskreis laBt fast nur 
den Strom durchtreten, auf dessen Frequenz er abgestimmt ist. Damit er fUr die 
betreffende Oberwelle einen moglichst vollkommenen KurzschluB bildet, muB sein 
Ohmscher Widerstand so klein wie moglich sein. 

Fur Messungen folgt aus der Verschiedenheit der Kurvenformen von Strom 
und Spannung, daB das Verhaltnis der Effektivwerte beim Kondensator und der 
Drosselspule kein direktes MaB fUr die Kapazitat bzw. die 1nduktivitat ist. 

Fur den Kondensator ist mit 

p= y 2P~, J=wCY2("pJi. 
~ - 01/ ~('XP2'l 
p - w r l: p~ . 

1 Journal de physique 1902. 
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Der Ausdruck kann vonwC erheblich abweichen. Nach S. 83 war der Ladestrom 
bei dreieckiger Spannung rechteckig. Hier ist 

J 2,3 
P = --n wC = 1,IOwC. 

Bei einer Induktivitat (mit kleinem Widerstand) ist 

1 Vi ,\-1(-Py'\2 p V-ypr 
J = wL L.J;,), J = wL t(P~/K)2· 

Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen weniger von wL abo Fiir die dreieckige 
Spannung war naeh S.84 die Stromkurve aus Parabelbogen zusammengesetzt. 
Hier erhalt man 

J . Vrs Pm n V2-
= ~m 15 = w L 2 15 ' 

Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen werden. Um eine 
Kapazitat durch Strom- und Spannungsmessung zu bestimmen, schaltet man sie 
mit einer veranderlichen Induktivitat in Reihe und stellt auf Resonanz fiir die 
Grundwelle ein. Dann ist wC = l/wL, worin wL durch Strom und Spannung hin
reich end genau ermittelt wird. 

50. Leistungsfaktor und Scheinleistung bei mehrwelligen Stromen. 
Wie bei einwelligen Stromen bezeichnet man das Produkt der Effektivwerte 

von Spannung und Strom, das fiir die Bemessung der Anlage maBgebend ist, als 
Richt- oder Scheinleistung, Ns = P J. Hierin ist 

P= (~P;'. J= l})J~. (28) 
Zerlegt man j ede Stromwelle J" in die Komponenten J" cos cp" in Phase und 
J" sin cp" in Quadratur mit der Spannung von gleicher Ordnung x, so zerfallt die 
Produktensumme in die folgenden drei Summenglieder 

2P;'J! =N; = (2) P"J"coscp,Y + (2 P"J"sincp,,)2 
+ 2(P~J~ +PP;.- 2P"P;.J" J;.COS (cp" -CPl.)]. (29) 

Das erste Glied ist das Quadrat der Leistung 

N = 2P"J"coscp". (30) 

Sie ist nach Gl. (25) die Summe der Leistungen der Teilwellen. 
Das zweite Glied enthalt die Summe der Blindleistungen der Teilwellen, die 

von der Ladung elektrischer und magnetischer Felder herriihrt. Wir nennen es 
Blindleistungssumme und setzen 

Nb = 2.}P,J"sincp". (31) 
Das dritte Glied, das die Produkte von Strom en und Spannungen ungleicher 

Frequenzen (x, A) enthalt, hat wie das zweite in jedem Teilgliede den Mittelwert 
Null, weil das Produkt von zwei Sinuswellen verschiedener Frequenzen iiber mehrere 
Halbwellen Null ist. Es hat aber einen ganz anderen Sinn als die Blindleistung. 
Nach dem Vorschlag von C. Budeanu1 bezeichnen wir es als Verzerrungs
leistung N v 

(32) 

Damit wird die Scheinleistung 
Ns = Y Ni~f- m + N~ (29a) 

und der Leistungsfaktor als Verhaltnis der Leistung zur Scheinleistung 
N N N 

kW=PJ=Ns='N2+Ng+~. (33) 

1 Puissances reactives et fictives. Bukarest 1927. ETZ 1928, H. 3. 
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Aus G1. (33) folgt, daB bei mehrwelligen Stromen der Leistungsfaktor auch 
bei reinem Wirkverbrauch, d. h. Nb= 0, kleiner als 1 sein kann, wenn infolge der 
Verzerrung der Strom- und Spannungswellen N v von Null verschieden ist. 

Nach G1. (32) verschwindet N v , wenn die beiden Bedingungen erfUIlt sind 
fJ!,.=fJ!l=··· (34) P,.:J,.=Pl:Jl ··· (35) 

Es muB also bei allen Teilwellen die Phasenverschiebung zwischen Spannung und 
Strom und das Verhaltnis von Spannung zu Strom gleich groB sein. 

Die zweite Bedingung P,. = k· J,. ist aber nur fiir einen Ohmschen Widerstand 
erfiillt, d. h. fill fJ!,. = O. Dann ist die resultierende Stromwelle der Spannungswelle 
proportional und N v = 0 . 

Nun gibt es zahlreiche Wirkverbraucher, bei denen diese Bedingung nicht erfiillt 
ist. Beispiele sind alle mit Lichtbogen arbeitenden Einrichtungen, wie Bogen
lampen, ()fen, SchweiBapparate, Gleichrichter, weil beim Lichtbogen keine Propor
tionalitat zwischen Spannung und Strom besteht. Abb.101 zeigt den Strom eines 
Lichtbogens, dem ein Ohmscher Widerstand vorgeschaltet ist, bei einwelliger Span

Abb.101. 

nung. Hier ist die Scheinleistung 

N s = P J = P y Ji + J~+ J~ + ... = P Y Z J; . 
Die Leistung ist 

N=PJ1 und Nv=PyJ~+J~+. 
daher der Leistungsfaktor 

PJ1 J 1 1 kw= PJ =-r< , 
obwohl keine Blindleistung vorkommt. 

Andere verzerrende Verbraucher sind aIle Einrichtungen, deren magnetische 
Felder in Eisen verlaufen, wegen der gekriimmten Magnetisierungskurve des 
Eisens (s. Kap. XI). 
. Aber auch bei konstanten Induktivitaten oder Kapazitaten ist bei mehrwelliger 

Spannung N v von Null verschieden. 
Bei einer verlustfreien Drosselspule oder einem verlustfreien Kondensator be

steht zwischen N v und N b eine einfache Beziehung, denn es ist fJ!,. = fJ!l = ± :n/2. 
Daher ist nach G1. (32) 

Nv= YZ[P,.J;.-p;.J,.p. (32a) 
Dabei ist fUr Spule bzw. Kondensator 

- PJY. = :Jl = wL, 
"" A l 

und die Blindleistungen der Teilwellen 
P,.J,. = N b", PlJl = Nbl . 

Hiermit wird in (32a) . 1/--
N v= r ~1(V;, -V :rNb"Nbl . (32b) 

Wahrend die Blindleistungen von Kondensator und Spule entgegengesetztes 
Vorzeichen haben, ist dies fUr N v nach (32a) oder (32b) nicht der Fall. Bei Parallel
schaltung von Spule und Kondensator konnen sich jeweils nur die Blindleistungen 
einer Teilwelle aufheben, zur Summe der iibrigen addieren sich quadratisch die 
Verzerrungsleistungen. 

In der Blindleistungssumme G1. (31) entspricht jedem Gliede ein Anteil W,. an 
der mittleren Feldenergie. Es ist 

und 
P,.J,.sinfJ!,.=' N b,.= 2xwW" 

Nb = ZNb" = Z2xw W,.. 
Die gesamte mittlere Feldenergie ist W = ZW,.. Bei einwelliger Schwingung be-
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dingt sie die Blindleistung 2w W, die stets kleiner ist als die Blindleistungssumme 
der mehrwelligen Schwingung. 

Die Leistung der Stromwarme in einem Widerstand kann nach G1. (29a) ge
schrieben werden 

(36) 

Daraus folgt, da13 bei der Ubertragung einer Leistung N mit einer Spannung P aus 
zwei Grunden in allen Widerstanden die kleinsten Verluste auftreten, wenn Strom 
und Spannung einwellig sind. Denn erstens fallt N v fort, und zweitens ist N b , wie 
gezeigt, bei gleicher Feldenergie bei einwelligen Schwingungen am kleinsten. 

Darum strebt man bei der Verteilung elektrischer Leistung stets sinusformige 
Spannungen und Strome an. 

Die me13technische Zerlegung der Scheinleistung in die drei Komponenten 
mittels dynamometrischer Leistungsmesser ist in dem praktisch wichtigen Fall 
moglich, da13 die Spannung einwellig und nur der Strom verzerrt ist. Dann ergibt die 
Spannung nur mit der Grundwelle des Stromes Leistung und Blindleistung. 

Die Blindleistung wird mittels einer Kunstschaltung (s. S. 55) bestimmt, bei der 
der Spannungsspule des Leistungsmessers ein gegen die einwellige Spannung urn 
74 Periode phasenverschobener Strom zugefuhrt wird. Sind daher P, J, N und 
Nb = PJ1sinrpl gemessen, so bleibt als Rest 

N v == fN;-N2_ N C. 
Die Blindleistung ist somit nur bei einwelligen Schwingungen eindeutig definiert 
und me13bar. Die Blindleistungssumme (31) und die Verzerrungsleistung (32) sind 
Rechnungsgro13en, die dazu dienen, die verschiedenen Ursachen der Ungleichheit 
von Leistung und Scheinleistung zu trennen; sie konnen bei parallel oder in Reihe 
geschalteten Stromkreisteilen je fUr sich addiert werden, urn die resultierende 
Scheinleistung zu berechnen (s. Budeanu, 1. c.). Eine Definition, die zu einer 
direkten Messung dieser Gro13en fUhrt, gibt es jedoch nicht. 

Hingegen gibt es, wie F. Emde (ETZ 1930, S. 533) gezeigt hat, eine der Blind
leistung verwandte Gro13e, die sich auf mehrwellige Schwingungen anwenden la13t. 
Das Verhaltnis der Momentanwerte von Strom und Spannung ist nur bei einem 
Ohmschen Widerstand konstant, sonst zeitlich veranderlich. Bildet man den Ausdruck 

M = ~ p2 :t (;) = --!-i2#i(f) =}LP~~ -<ft~, 
so ist bei einwelligen Schwingungen, p = 12 Psinw t, i = y2 J sin (w t - rp) , 

M = wPJsinrp = WNb (37) 
unabhangig von der Zeit. Da M nur beim Ohmschen Widerstand verschwindet, 
bezeichnet Emde M als "Entohmung". Bei mehrwelligen Schwingungen ist M nicht 
konstant, sondern schwingt urn einen Mittelwert 

M = 2,xwP"J"sinrp" =w2)xNb". (37a) 
Da dpJdt durch den Strom eines Kondensators gemessen wird, und di/dt durch 
die Spannung einer Drosselspule mit sehr kleinem Widerstand, konnen in der 
Definitionsgleichung fUr M die Mittelwerte der Produkte pdi/r!! und i dp/dt durch 
je einen Leistungszeiger gemessen werden. Der Mittelwert Mist also me13bar. 
Entohmungen induktiver und kapazitiver Stromkreise haben entgegengesetztes 
Vorzeichen; sie konnen unter Berucksichtigung des Vorzeichens addiert werden. 
Nennt man nach Emde analog wic bei einwelligen Schwingungen das Verhaltnis 
M/w die Blindleistung der mehrwelligen Schwingung, so enthalt diese Gro13e 2,XNb" 
die Blindleistungen der Teilwellen nach Ma13gabe ihrer Ordnungszahl vervielfacht. 
Eine Beziehung zwischen der so definierten Blindleistung, der Leistung und der 
Scheinleistung besteht nicht. 
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51. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen. 
Will man das Vektordiagramm auch fiir mehrwellige Strome anwenden, so ist 

dies nur mit mehr oder weniger Genauigkeit moglich. Stellt man die Effektivwerte 
von Strom und Spannung durch Vektoren dar, so geschieht dies unter der Voraus
setzung, daB sie durch einwellige GroBen von gleichem Effektivwert ersetzt werden. 
Diese ErsatzgroBen bezeichnet man als aquivalente Sinusspannung bzw. 
aquivalenten Sinusstrom. Damit die Leistung richtig dargestellt wird, sind 
die Vektoren von Strom und Spannung unter einem Winkel cP aufzutragen, so daB 

N = PJ coscp = 2)P,J"cosCP" 
ist. Dann ist nach Gl. (29a) 

PJsincp = V(PJ)2- (PJcOScp)2 = VN; - N 2 = VNt + N;, 
worin nach (31) Nb = 2)P"J"sincp ist. Da die beidenAnteile Nb undNv entsprechend 
ihrer verschiedenen Zusammensetzung bei der Reihenschaltung oder der Parallel
schaltung von Stromkreisen sich nach ganz verschiedenen Gesetzen addieren, ist 
die graphische Addition von Stromen und Spannungen im Diagramm nur in wenigen 
Sonderfallen richtig. 

Wir beschranken uns auf den praktisch wichtigsten Fall, bei dem die Spannung 
einwellig und nur der Strom verzerrt ist. Die Grundwelle des Stromes zerlegen 
wir in den Wirkstrom J I COSCPI und den Blindstrom J I sincpI und bezeichnen die 
Summe der hoheren Harmonischen mit V 2) J~. Den Effektivwert des Stromes 
J = VJr + 2)J~ tragt man im Diagramm gegen die Spannung unter einem Winkel cP 
auf, so daB N = PJ coscp = PJI COSCPl ist. Der Wirkstrom ist also J coscp = J I COSCPI' 
hingegen ist im Diagramm der Blindstrom 

Jsincp = f.lfsin2cp-I-+-2)-=-J--CC~ = kJIsincpl' 

Darin ist V I;J2 
k = 1 + J-2-~ > 1 . 

1 SIn 'PI 
(38) 

Sind nun zwei Strome J', J" im Diagramm zu addieren, so gilt fUr die Wirkstrome 

J~ coscp~ + J~ coscp~ = J 1 COSCPI' 
worin J I die Grundwelle des resultierenden Stromes ist. 

J= VJrcos2cpI + k2Jisin2cpl' 
1m Diagramm ist hingegen der Blindstrom 

k' J~ sincp~ + k" J~ sinrp~'. 

(39) 

Der Strom selbst ist 

Dieser wird somit gleich kJ1 sincpl' wenn k' = k" = kist. Dies ist nach (38) der 
Fall, wenn die Summe der Oberwellen zum Blindstrom in beiden Stromkreisen im 
gleichen Verhaltnis steht. AuBerdem miissen cP' und cp" das gleiche Vorzeichen haben. 

Bei induktiven Stromkreisen ist k im allgemeinen wenig von 1 verschieden, 
denn selbst fUr V 2; J~ = 0,3 J 1 sincpl ist k = 1,044, dann ist die graphische Addition 
sehr angenahert richtig. Bei den stark verzerrten Stromen von Gleichrichtern ergibt 
hingegen die, graphische Addition kein richtiges Bild. 

IX. Mehrphasenstrome. 
52. Mehrphasensysteme. 

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl voneinander 
isolierter Spulen auf den Umfang verteilt angeordnet (Abb. 102). Die Spannungen 
der drei Spulen haben die gleiche Frequenz, sie sind gegeneinander phasenverschoben 
und bei sinusformigem Verlauf dargestellt dUl ch 

PI = Plmsinwt , 
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Dabei ist angenommen, daB Spule 1 z. Z. t=O den ganzen FluB umschlingt, 1X12 

und 1X13 sind die Winkel, um die die Spulen 2 und 3 gegen 1 zuriickliegen. 
SchlieBt man jede Spule durch einen Belastungswiderstand, so erhalt man 

Strome gleicher Frequenz, die nach GroBe und Phase von den 
Spannungen und den Scheinwiderstanden abhangen. Ein solches 
System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasenverschobener 
Spannungen Wechselstrome von gleicher Frequenz erzeugt, nennt tClf \"<.1 
man allgemein ein Mehrphasensystem. Die einzelnen Strom- -T 2~\ 
zweige bezeichnet man als Phasen oder besser Strange des Mehr- •. J . "". phasensystems. 

Nach der Art des Aufbaus unterscheidet man 
I. symmetrische und unsymmetrische Systeme, 
2. verkettete und unverkettete Systeme, 
3. balancierte und unbalancierte Systeme. Abb.102. 

53. Symmetrische Mehrphasensysteme. 
Ein Mehrphasensystem heiBt symmetrisch, wenn aIle Spannungen gleich groB 

sind und jede der vorhergehenden um den gleichen Phasenwinkel folgt. 1st n die 
"Phasenzahl", so ist die Phasenverschiebung zwischen aufeinanderfolgenden Span
nungen lin tel der Periode. Die n Spannungen eines symmetrischen "n Phasen
systems" sind 

1?----,--, 

ot----"'-r-L. 
(I) 

&0-------'--

Abb.103. 

Beispiele. 
n = I ergibt nur eine Spannung, d. h. das Einphasensystem mit einer Hin

und einer Riickleitung. 
n = 2 ergibt zwei um 180 0 phasenverschobene, also gleichphasige, aber einander 

entgegengerichtete Spannungen, d. h. das Einphasendreileitersystem (Abb. 103), 
bei dem die Spannungen yom Mittelpunkt 0 nach den Enden der Spulen 1, 2 
gezahlt werden. Bei gleicher Belastung der beiden Zweige flieBt im Mittelleiter kein 
Strom, er heiBt daher auch NuIleiter. 

n=3 ergibt drei um 120 0 gegeneinander phasenverschobene Spannungen, das 
sog. Dreiphasensystem. Da n = 2 noch gleichphasige Spannungen ergibt, ist das 
Dreiphasensystem das symmetrisehe Mehrphasensystem mit kleinster Phasenzahl. 

n=4 ergibt vier um 90 0 gegeneinander phasenverschobene Spannungen, das 
Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen sind wieder unter sich um 1801) 
phasenversehoben. Schaltet man die Spulen so, daB die Spannungen gleich 
gerichtet sind, so erhalt man zwei Systeme, deren Spannungen um 90 0 gegen
einander phasenverschoben sind, also ein Zweiphasensystem, das aber unsym
metrisch ist (s. S. 99). 

54. Verkettete Mehrphasensysteme. 
Arbeitet jeder Strang fUr sich auf einen Belastungsstromkreis, so sind zur Fort

lei tung der n Strome 2 n Leiter erforderlich. Durch elektrische Verkettung kann 
die Zahl der Leiter bei symmetrischen System en auf n, bei unsymmetrischen auf 
n + I beschrankt werden. 
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Die wichtigsten Verkettungsarten sind die Sternschaltungen und die Ring
schaltungen. Auch Kombinationen beider kommen vor. 

1. Die Sternschaltung. Die Anfiinge alIer Spulen sind an einen gemeinsamen 
Knotenpunkt, den Sternpunkt, angeschlossen, die Enden bilden die Klemmen 
fUr die Fortleitung der n Strome. 

Abb.l04 zeigt ein unsymmetrisches Vierphasensystem. Der Winkel rx, um 
den die Spulen gegeneinander verschoben gezeichnet sind, deutet die Phasen

verschiebung der Spannungen an. Die Belastung wird 
durch vier Scheinwiderstande ebenfalls in Stern
schaltung gebildet. Die Sternpunkte 0 und 0' sind 

o~ durch einen funften Leiter verbunden. An jedem 
i Sternpunkt ist die Summe aller zusammenflieBenden 
i Strome in jedem Augenblick gleich Null. Daher ist 

, i der Strom im Leiter 0 - 0' 
L _________________________ J 

Abb.104. io = - (i1 + i2 + i3 + i4) , 

er ist entgegengesetzt gleich der Summe der Belastungsstrome. 
Fur gleich groBe einwellige Strome, die sich bei gleich groBen Spannungen und 

Belastungswiderstanden einstellen, gilt das Vektordiagramm Abb. 105. OA ist die 
geometrische Summe der 4 Strome J 1 bis J 4 und der Strom J o ist die im Sinne 

AO durchlaufene SchluBlinie des Strompolygons, wenn 
alle Strome vom Stromerzeuger zum Verbraucher positiv 
gezahlt werden. 

Abb.105. 

1st das System symmetrisch und sym
A metrisch belastet, so sind je zwei Strome 

um 2n/n gegeneinander phasenverschoben 
und aIle gleich groB. Die Summe der Strome 
ist Null, das Polygon der Strome schlieBt 
sich, wie Abb. 106 fur n = 5 zeigt. Die 
Verbindungsleitung der Sternpunkte ist 0 

stromlos und kann fortfallen. Man nennt 
sie daher auch den Nulleiter. 

Abb.106. 

Beim symmetrischen n-Phasensystem in Sternschaltung sind somit n Leiter 
erforderlich, beim unsymmetrischen noch der Nulleiter. 

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung vom Sternpunkt 
nach dem Ende einer Spule ist die Phasenspann ung. Bei einem symmetrischen 
System sind alle Phasenspannungen gleich groB, der Sternpunkt ist der Spannungs
mittelpunkt des Systems. Die Spannung von einem Spulenende zum benachbarten 
ist die Linienspannung oder die verkettete Spannung, sie ist die Differenz be
nachbarter Phasenspannungen. 

Nach Gl. (1) ist fur die x-te und die (x + l)-te Phase 

Px . [ 1) 2nl =Pm sm wt-(x- -nj' . [ 2nJ p(X+1)=Pm Sln wt-x-n ' 

daher ist die Linienspannung 

PI = px-p(x+1) = 2Pm sin : cos[ wt - (2x-l): J. 
Die Effektivwerte der Linienspannung PI und der Phasenspannung P stehen daher 
in der Beziehung 

Pl=2Psin~. 
n 

(2) 

1m Vektordiagramm Abb.l07 sind OPI bis OP5 die Phasenspannungen eines 
symmetrischen Fiinfphasensystems. P I ,2 bis P 5,1 sind die Linienspannungen. P I ,2 

ist die geometrische Differenz von PI und P 2 USW. 
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Wahrend die Summe der Phasenspannungen nur bei symmetrischen einwelligen 
Spannungen notwendig Null ist, ist die Summe der Linienspannungen unabhangig 

P, von der Symmetrie und der Kurvenform stets Null. Denn es ist 

Abb.107. 

P12 =P1 - P2' 
Pz Pn = P2 - P3 , 

Pnl = Pn -Pl' 
Durch Addition wird die 
Summe der Linienspan. 
nung identisch Null. 

1e 

Abb.l09. 

2. Die Ringschaltung. Sie entsteht dadurch, daB das Ende einer Spule mit dem 
Anfang der folgenden verbunden wird, wie Abb. 108 fur n = 4 zeigt. Sind die 
Phasenspannungen einwellig, so ist die Summe bei einem symmetrischen System 
wieder Null, im Vektordiagramm (Abb. 109) bilden die Effektivwerte ein geschlos
senes Polygon. In dem geschlossenen Ring flieBt daher zunachst kein Strom, son
dern erst, wenn an die von den Knotenpunkten ausgehenden Leiter Belastungen 
angeschlossen werden. 

Hier ist die Spannung von einem Leiter zum nachsten die Linienspannung gleich 
der Phasenspannung. 

Dagegen sind die Linienstrome i~ von den Stromen im Ring, den Phasenstromen, 
zu llnterscheiden. 

An jedem Knotenpunkt ist in jedem Allgenblick die Summe der Strome gleich 
Null. Fur den Knotenpunkt der Strange 1 und 2 in Abb. 108 ist 

i1,2 + il -- i2 = 0 , i1,2 = i2 -i1 . 

Bei symmetrischen einwelligen Stromen ist 

i(X+1) = imsin[ wt - x2:J' ix = imsin[ wt - (x -1)2nJll 
.. . . 2' Jl rl 2 1)2Jl'J ~!=~("'+1)-'I",= --1m SIn-COS wt-( x- --; n n 

daher gilt fur die Effektivwerte bei symmetrischer Belastllng 

J l = 2 Jsin!!... . n (3) 

Unabhangig von der Kurvenform und von der Belastung ist in 
jedem Augenblick die Summe aller Linienstrome gleich Null. 

55. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme. 
Die Leistung eines Mehrphasensystems ist gleich der Summe der Leistllngen 

der einzelnen Phasen. Die Leistung eines Wechselstromes pulsiert nach Kap. I 
S.8 mit der doppelten Frequenz urn den Mittelwert 

der Momentanwert ist 
PJcosrp, 

, [COS(2wt-rp)] PJ[cosrp-cos(2wt-rp)]=N 1------ -- . 
cos rp 

Bei einem symmetrischen und symmetrisch belasteten Mehrphasensystem sei fur 
die x- te Phase 

p", = l2Psin[ wt - (x _0 2:], ix = y2Jsin [wt - (x -0 2r~ -rpJ ' 

p",i", = PJ {cosrp - cos [2wt - 2(x -1) ~Jl - rp J}. 
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Bildet man die Summe alIer Px ire von x = 1 bis x = n, so wird 
x=n 

~cos [20)t - 2(x-1) 2nn -q; J= 0 
x=1 

n 
und ":1,p",i", = nPJcos<p. (4) 

1 

Die momentane Leistung eines gleichmaBig belasteten symmetrischen Mehrphasen
systems ist konstant gleich dem n-fachen Mittelwert der Lesitung einer Phase. 

J e nachdem bei einem Mehrphasensystem die momentane Leistung konstant 
ist oder nicht, nennt man es ein balanciertes oder ein unbalanciertes System. 

Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie gleichmaBig be
lastet sind; bei ungleichmaBiger Belastung pulsiert die Leistung, das System ist 
dann unbalanciert. Auch unsymmetrische Systeme konnen bei gleichmaBiger 
Belastung balanciert sein, z. B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 99). 

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehrphasensystems 
kann bei einem Motor, der mit einem solchen Stromsystem betrieben wird, eine 
konstante Zugkraft erhalten werden. Bei einem Motor, der mit Einphasenstrom 
gespeist wird, pulsiert dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der dop
pelten Frequenz des Stromes. 

Die praktisch wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Dreiphasensystem und 
das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei Leitungen benotigen. Sie sollen im 
folgenden naher besprochen werden. 

56. Das Dreiphasensystem. 
Das Dreiphasensystem hat drei um 120 0 gegeneinander phasenverschobene 

Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung verkettet werden. 
Bei der Sternschaltung Abb. 110 ist die Linienspannung nach Gl. (2) 

r--.--r-'~.J P!= 2Psin ; = V3P. (5) 

'--------~J 
Abb.110. Abb.111. 

bei gleichmaBiger Belastung nach Gl. (3) 

Der Linienstrom ist gleich dem Pha
senstrom 

Bei gleicher Belastung der drei 
Phasen ist die Leistung 

N = 3PJ cosq; = V3P!J!cosq;. (6) 
In der Ringschal tung (Dreieck
schaltung) Abb. III ist 

P!=P (7) 

J! = 2J sin ; = V3J, (8) N = 3PJ cosq; = V3P!J !cosq;. (9) 

57. Berechnung einer Sternschaltung. 
Bei symmetrischer Belastung einer symmetrischen Sternschaltung kann 

jeder Strang wie ein Einphasensystem behandelt werden. Bei Sternschaltung von 
Generator und Verbraucher nach Abb. 112 ist in jedem Strang derselbe Schein-
widerstand z = VR2 +X2~ und jeder Strom ist J = Pjz. Die Leistung je Phase ist 

PJ coscp = p2 R2: X 2' 

z ist die Reihenschaltung aus den Scheinwiderstanden der Belastung und der Leitung. 
1m Vektordiagramm Abb. 113 sind PI' P 2 ' P 3 die drei Phasenspannungen, P I,2' 

P 2,3' P 3,1 die Linienspannungen am Generator. Die drei Strome J I , J 2 , J 3 haben 
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alle die gleiche Phasenverschiebung rp gegen ihre Phasenspannungen und sind gleich 
groB. Subtrahiert man von den Spannungen PI' P 2 , P a den Spannungsabfall Jz l , 

so zeigen die Vektoren 0 P~, 0 P;, 0 P; die drei Phasen- J.JZt 

spannungen der Belastung, und das Dreieck P~, P;, P; 
die Linienspannungen an den Klemmen der Belastung. 

Bei vollstandiger Symmetrie bleibt das Spannungs
dreieck gleichseitig, die Linienspannungen der Be
lastung sind gegen die des Generators im gleichen 

Abb.112. 

Verhaltnis verklei-
nert und urn den 
gleichen Winkel ge
dreht wie die Pha-
senspannungen. 

Der Spannungs
abfaH kann fUr 
einen Strang der 

Allb.113. 

Sternschaltung berechnet werden wie fUr ein Einphasensystem in Kap. IV gezeigt 
wurde. Wie der Scheinwiderstand der Leitung dabei zu berechnen ist, wird in 
Kap. X gezeigt. 

1st die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungsdreieck verzerrt. 
Nehmen wir z. B. an, zwei Strange seien gleich belastet, der dritte aber sei unter
brochen (z = 00), Abb. 114. Die beiden Belastungswiderstande 

~ sind jetzt in Reihe an die Linienspannung angeschlossen, in 
beiden flieBt derselbe Strom wie bei einem Einphasensystem. 
Er ist aber jetzt nur noch Pzl2z, wahrend er zuvor P/z war, 
und da PI = (3P, ist er jetzt nur t rl3 = 0,866 von dem 
3 

Abb.114. 

friiheren Wert. Abb.115 
zeigt das Spannungsdia
gramm. Die Linienspan-
nung Pl2 =P2 P l teilt 
sich zu gleichen Teilen 
~- --

POP 2 = POPl auf die Z 

beiden in Reihe geschal-
teten Scheinwiderstande. 

Abb.115. 

Zwischen dem Sternpunkt des Generators und dem der Belastung besteht die 
Spannung OPo, und zwischen den Enden der unterbrochenen Leitung besteht die 
Spannung PaPo, die groBer ist als die Phasenspannung OP3 des Generators. Der 
Strom ist gegen die Linienspannung P12 =P2 P l urn rp verzogert; subtrahiert man 
den Spannungsabfall J Zl in den beiden stromfUhrenden Leitungen, so erhalt man 
die Linienspannung P;P~ und das Spannungsdreieck P~ P; P a an den Klemmen 
der Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist. Was hier fUr vollstandige Unter
brechung eines Stranges gezeigt wurde, gilt analog, wenn eine Belastung wesentlich 
schwacher ist, als die beiden anderen: an dem am schwachsten belasteten Strang 
tritt eine Erhohung der Spannung auf, an den anderen eine Verkleinerung. 

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung der Strome ist es im allgemeinen 
nicht moglich, Gliihlampen in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner 
Lampen die Spannungen sich an den iibrigen stark andern. Wenn sie in Stern 
geschaltet werden, ist ein Nulleiter erforderlich. 

Berechnung der Strome bei unsymmetrischer Belastung. Dic drei symmetrischen 
Spannungen des Generators scien gegeben (s. Abb. 116). Wie gezeigt, besteht bei 
unsymmetrischer Belastung der Zweige zwischen dem Sternpunkt des Generators 
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und dem der Belastung eine Spannung; ist ein N ulleiter vorhanden, so fiihrt er 
Strom und es besteht in ihm ein Spannungsabfall. 

Die noch unbekannte Spannung sei Po und in Abb. 116 durch OPo dargestellt. 
Auf den Scheinwiderstand jedes Stranges vom Nullpunkt des Generators iiber eine 
Leitung und den Belastungswiderstand bis zum Nullpunkt des Belastungswider
standes wirkt die Differenz seiner Phasenspannung und der Spannung Po; diese 
drei Spannungen werden durch P OP 1 , P OP 2 , PoPa dargestellt. Sind Z1' Z2' Za, Zo die 
Scheinwiderstande der drei Strange und des Nulleiters, so ist 

~1- ~o = S1&1' ~2- ~o = 32&2' ~a - ~o = Sacra, 0- ~o = So&o· (10) 
Fiihrt man die Leitwerte y ein, so ist auch 

S\=(~1-~0)~1' 02=(~2-~0)~2' 03=(1.l33-~0)~3' 00= -~o~o· (lOa) 

Pt Df 

"B 

,/,/A' -- ---____ , _____________ _ 

, ' 
\/" 

Abb.116. Abb.117. 

Da die Summe aller vier Strome gleich Null ist, wird 

und hieraus 
~0(~1 + ~2 + ~3 + ~4) = ~1~1 + ~2~2 + ~3~3 

ill .2'~xtJx 
+'0 = .2'(tJx + tJo) . (11) 

Mit diesem Wert erhalt man aus G1. (lOa) die vier Strome. 1st kein Nulleiter vor
handen, so ist ~o=O. 

Graphische Ermittlung. 1. Verfahren. Aus G1. (11) folgt durch Division durch ~l 
~o E~xtJx 
~l ~l (EtJx + tJo)" 

In Abb. 117 ist fUr ~o =-~ 0 aufgetragen 

ferner 
OA=~l~I' OB=~2~2' 

OA = 1.l31~1' 
die Summe ist 

OC = 1.l33~3' 

(12) 

Nach G1. (12) ist 1.l30: ~l =OD:OE, daher ist, wenn t:,.OPOD,,-,t:,.OP1E gemacht 
wird, 0 Po gleich Po nach GroBe und Phase. 

2. Verfahren. a) Es ist kein Nulleiter vorhanden. 1st ein Strang, z. B. 3, unter
brochen, so sind z] und Z2 in Reihe an die Linienspannung P I ,2 angeschlossen. Die 
Spannung verteilt sich auf die beiden Zweige im Verhaltnis der Scheinwiderstande 
oder umgekehrt wie die Leitwerte. Macht man in Abb. lISa und b 

-- -- --
P2P~:P~PI = &2:&1 = ~1: ~2 =OA :AB, 

so ist 0 P~ die Spannung vom Sternpunkt der Belastung nach dem des Generators, 
und nach (11) fiir ~o = 0 und ~a = 0 

~' _ ~ltJl + ~2tJ2 
(0) - tJl + tJ2 . 
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Die Spannung yom Sternpunkt der Belastung nach der Klemme der unterbrochenen 
Leitung ist 

pP'=ffi _ffi'= ~2(t)L+t12)=-(~lt)1~J.~"t12) (13) 
3 0+'3 +'0 t)1 + t12 . 

Ist der Zweig 3 nicht unterbrochen, so wird ebenso 

~3 - ~o = ~3 (t)1 + t)2L=- (~--'- t)1 ";"~2 t)2) . 
IJJ + 112 + 93 

Durch Division der Gl. (13) und (13a) wird 
~3 -~ ~o III + 92 
~~-==-~-~- t)1 + t);+-~--; . 

Man tragt in Abb. 118a P 3 Po so auf, daB 
~--- --
P3PO:P3P~ = (~l + th): (~l + ~2 + ~3) =OB:OC' 

ist, dann ist 0 Po die gesuchte Spannung 
des Sternpunktes. 

Raben Yl und Y2 den gleichen Phasen· 
winkel, so liegt Punkt P~ auf P 1 P 2 ; hat 
auch Y3 denselben Phasenwinkel, so liegt 

Po auf P3P~. 
b) Ist ein N ulleiter vorhanden, so setzt 

man das Verfahren wie folgt fort. Aus (11) 
folgt, daB die Sternpunktsspannungen 
mit und ohne N ulleiter sich verhalten wie 

~O(nl .E(tJ x ) 

~ (E9x+ t)o)· Pz 
Man tragt daher OPOCn ) so auf, daB 

- -

Abb.l1Sa. 

(13a) 

(14) 

D 

c 

o 
Abb.l1Sb. 

OPoCn ) :OPo = (~1 + ~2 + ~3): (~o + ~1 + ~2 + ~3) =OC':OD, 
ist, dann ist 0 POCn) die gesuchte Spannung des Sternpunktes. 

Berechnung bei unsymmetrischen Linienspannungen. Oft liegt die Aufgabe vor, 
zu gegebenen unsymmetrischen Linienspannungen die Stromverteilung bei Stern· 
schaltung der Belastung zu berechnen. Dabei ist die Bezugnahme auf den Stern· 
punkt des Generators nicht mehr moglich. 

Da, wie S.91 gezeigt, die Linienspannungen stets die Summe Null haben, 
bilden ihre Vektoren bei einwelligen Spannungen ein Dreieck, das bei Unsymmetrie 
ungleichseitig ist. 

a) Sind die Belastungen gleich, und sind die drei Spannungen nach dem 
Sternpunkt der Belastungswiderstande ~1' ~2' ~3' so ist, da die Summe der drei 
Strome Null ist, 

~1 + ~2 + ~3 = 0 ffi + ffi + ffi 0 
~ ~ ~ , +'1+'2+'3 = . 

Rieraus folgt, daB bei gleich groBen Belastungswider. 
standen der Sternpunkt der Belastung im Schwerpunkt f1,3 
des Dreiecks der Linienspannungen liegt (s. Abb. 119). 

Es ist 

~l = ~12 + ~2 , ~l = - ~31 + 1ll'3 , ~l = ':JSl , 

woraus durch Addition folgt 

~l = t (~12 - ~31)' und ebenso ~2 = t (~23 - ~12) , 

Durch die ~ und & sind die Strome bestimmt. 

Abb.119. 

b) Sind die Belastungswiderstande ungleich, so liegt der Sternpunkt 
der Belastung 0 in Abb. 120 nicht mehr im Schwerpunkt des Spannungsdreiecks 0', 
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sondern vom Sternpunkt des unsymmetrisch belasteten Systems nach dem des 
symmetrisch belasteten besteht eine Spannung Po=O'O. Sind jetzt PI P 2 P 3 die 
gesuchten Spannungen des unsymmetrischen belasteten Systems, P~ P; P; die bei 

Abb.120. 

symmetrischer Belastung, so ist 

~l = (~~ - ~o), ~2 = n~;- ~o), ~3 = (~;- ~o)· 
Multipliziert man jede Gleichung mit dem zugehOrigen 
Leitwert t) und addiert, so ist die Summe der drei Strome 
Null und 

~o(th + t)2 + t)3) = ~~ t)l + ~;t)2 + ~; t)3 , 

~o = \13~~1 + \13~t12+ \13;\)3. 
t)) + \)2 + \)3 

(16) 

Die Rechnung ist hiermit auf die gleiche Ermittlung wie in Gl. (11) zuriickgefiihrt, 
nur ist hier der Bezugspunkt nicht der Sternpunkt des Generators, sondern der 
Schwerpunkt des gegebenen Dreiecks der Linienspannungen. 

Beispiele. 
1. Anzeige der Phasenfolge eines Dreiphasensystems. In zwei Seiten 

einer Sternschaltung Abb. 121 ist je eine Gliihlampe mit Vorschaltwiderstand, der 

Abb.121. 

IJ gesamte Widerstand sei R, in der dritten 
ein Kondensator C. Hier ist 

tJI=t)2=I/R, t)3=jwC. 
Wir benutzen das 2. graphische Ver
fahren S. 94. 1st die Zuleitung zum 
Kondensator unterbrochen, so ist ~3 - ~~ 

fj--";:"'~~-;"tt in Gl. (13) durch P~P3 im Spannungs-
dreieck Abb. 122 dargestellt, jede Lampe 
erhalt die halbe Linienspannung P12 . 

Bei eingeschaltetem Kondensator wird nun nach Gl. (14) 
\133 - \130 2/R 
~8~\131 2;R+fwO· 

Tragt man an P~P3 ein rechtwinkliges Dreieck P3P~PO an, dessen Katheten sich 
verhalten wie PoP;:P'oPo = 2/R:wC, 

so ist Po der gesuchte Endpunkt des Vekto~ der Sternpunktsspannung. POP1 , 

P OP 2 sind die beiden Lampenspannungen P OP 3 die Spannung am Kondensator. 
Je nach den Werten von R und C liegt Po auf einem Halbkreis iiber P 3P'o als 
Durchmesser. Von den beidenLampen leuchtet also die auf, ~eren Spannung gegen die 

2 J 

c 
R 

f3 des Kondensators verspatet ist. Wahlt 
man statt des Kondensators eine Drossel
spule, so liegt Po auf dem Halbkreis 
rechts von P~ P 3. 

2. Der Erdschlul3strom einer 
Hochspannungsleitung. 1m Ersatz

fjc;...-_....L-__ :::.lp, bild Abb. 123 stellen die drei Konden
satoren C die Kapazitaten der drei Lei
tungen gegen Erde dar. In einer Leitung 

besteht infolge mangelhafter Isolation ein Erdschlul3 iiber einen Erdschlul3wider
stand R. Der Sternpunkt des Systems ist die Erde, die als unendlich gut leitend 
vorausgesetzt sei. 1st R = 00, so ist t)l = t)2 = t)3 = jwC und ~o = o. Der Spannungs
mittelpunkt des Systems ist der Schwerpunkt 0 des Dreiecks der Linienspannungen 

Abb.123. Abb.124. 

Abb. 124, und OPI' OP2 , OP3 sind die Spannungen von den drei Leitungen nach 
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Erde hei erdschluBfreiem Betrieb. 1st R endlich, so ist nach Gl. (16) 

~ = (~~_t~;+\l3~)j(()Cj-_\l3j/~ = __ \l3~ __ _ 
o ljR+3jwC 1 +j3RwC· 

Da ~; durch OP3 dargestellt wird, liegt Po als Endpunkt von OPo= ~o auf einem 
Kreis uber 0 P3 als Durchmesser, wobei 

PJ\ 3wC 
tgCl=' 01'0-= ljR =3RwO 

ist. POPI , P OP 2 , POP 3 sind jetzt die Spannungen der drei Leiter gegen Erde. Fur 
R = r:f) liegt Po in 0, jede Leitung steht unter Phasenspannung gegen Erde, fur 
R = 0, hei widerstandslosen ErdschluB liegt Po in P 3' die erdschluBfreien Leitungen 
stehen unter Linienspannung gegen Erde. Der Strom im ErdschluBwiderstand ist 

Fur R = 0 wird 

~ _\l3i,-\l3o_m' j3wC 
0R -- R -+'31=ti3-RwC· 

~ ~ 'm'3wO 0R<R~O) = 0. = J +'3 . 

J e heiBt der ErdschluBstrom der Leitung. Er ist dreimal so graB wie der Ladestrom 
der erdgeschlossenen Leitung im erdschluBfreien Betrieb. Bei diesem ist die 
Summe der drei Ladestrome entsprechend der Summe der drei Spannungen gegen 
Erde Null. Beim widerstandsfreien ErdschluB stehen die Leitungen 1, 2 unter 
Linienspannung gegen Erde, ihre Ladcstrome sind j(~~ - ~;)wO undj(l,l3~ -1,l3;)wO. 
Da 1,l3~ + 1,l3~ + 1,l3; = 0 ist, ist die Summe der beiden Ladestrome 

-jl,l3;3wO= -Se 
gleich dem Strom, der durch den ErdschluB flieBt. 

Sind die drei Kapazitaten der drei Leitungen gegen Erde nicht alle gleichgroB, 
wie bisher angenommen, so ist auch im erdschluBfreien Betrieb die Spannung jedes 
Leiters gegen Erde nicht mehr die Phasenspannung. 1st z. B. I)I=1)2=jWO, 
I) 3 = j W (0 ± c), so ist fur R = 0 

jwc c 
l,l3o = ± 1,l33iw(3C±C) = ± ~33-C±c' 

Po liegt also auf 0 P 3 in Abb. 124. 

58. Dreieckschaltung. Beziehung der Phasenstrome zu den Linienstromen. 
Bei der Dreieckschaltung sind die Phasenstrome aus den Linienspannungen, 

die auch die Phasenspannungen des Dreiecks Jg 

sind, und den Leitwerten der Belastung gc· 
geben. Bei symmetrischer Belastung ist jeder 
Linienstrom yf mal so graB wie jeder Dreieck· ~ 
strom und die Belastung iibertragt sich vall· 
kommen symmetrisch auf die drei Strange 
des Generators, gleichviel ob er in Stern oder 
in Dreieck geschaltet ist. Fur unsymmetrische If 
Belastung solI jetzt an Hand des Vektor· 
diagramms gezeigt werden, wie sieh die Be· 
lastung auf die drei Strange des in Stern ge. J, 
schalteten Generators verteilt. Dabei seien 
die Spannungen symmetrisch und von dem Pz 
Spannungsabfall werde abgesehen. In Abb. 125 Abb.125. 

ist PI' P 2' P 3 das gleichseitige Dreieck der 
Linienspannungen Pa' P b , Pc; OPI' OP2 , OP3 sind die Phasenspannungen des in 
Stern geschalteten Generators. Die Dreieckstrome sind J a' J b, J c und unter den 

Fraenckcl, Wechselstrome. 3. Auf!. 7 
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Winkeln f/Ja f/Jb f/Jc gegeniiber Spannungen aufgetragen. Verschiebt man die Vektoren 
nach 0, so sind die Seiten des Stromdreiecks die Linienstrome J I J 2 J 3 , die gegen 
die Phasenspannungen des Generators urn f/JI f/J2 f/J3 phasenverschoben sind. Zerlegt 
man jeden Linienstrom in seinen Wirkstrom und seinen Blindstrom, so ergeben 
sich folgende Beziehungen: 

J I COSf/Ji = Jccos(f/Jc - 30°) + Jbcos (f/Jb + 30°) } 

J I sin f/JI = J c sin (f/J c - 300) + J b sin (f/Jb + 30°) , 

J 2COSf/J2 = J aCos (f/Ja - 30°) + Jccos (f/Jc + 30°) } 

J 2sinf/J2 = Jasin (f/Ja - 30°) + Jcsin (f/Jc + 30°) , 

J 3COSf/J3 = Jbcos (f/Jb - 30°) + Jacos (f/Ja + 30°) }. 

J 3 sinf/J3 = J b sin (f/Jb - 30°) + Jasin(f/Ja + 30°) 
Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so andern sich nur die Linien

strome an den beiden benachbarten Eckpunkten, aber nicht der des gegeniiber
liegenden Eckpunktes. 

Sind etwa zwei Seiten gleich stark und induktionsfrei belastet, die dritte Ull-

~ belastet, also Ja=O, Jb=JC=J, f/J1J=f/Jc=O, so wird 

J I cos f/JI = J cos ( - 30°) + J cos 30° = J f3 } J = J 13 
J, Jisinf/Jl =Jsin(-300) +Jsin300=0 I , 

--..... :::;.::0-

Abb.126. Es ist also J I in Phase mit PI' dagegen ist J 2 gegen 
P2 urn 30° verzogert, wahrend J 3 gegen P 3 urn 30° vor

eilt (s. Abb. 126). Die in jeder der beiden belasteten Phasen verbrauchte Leistung 
ist J P z = 13 P J, insgesamt also 2 fa P J. Hiervon fiihrt J I die Halfte, die iibrigen 
Strome je ein Viertel zu. 

59. Transfigurierung eines Dreiecks in einen Stern. 
Sind in die Zuleitungen zum Dreieck Widerstande geschaltet, so ist die Be

rechnung der Stromverteilung bei unsymmetrischer Belastung uniibersichtlich, 
(} C weil die Spannungen noch unbekannt sind. t>. ~ Wie A. E. Kennellyl gezeigt hat, kann jede 

ZlJ z Dreieckschaltung durch eine in bezug auf den auBe-
z A ~ Z1 /I ren Stromkreis aquivalente Dreieckschaltung ersetzt 

ex. werden. Durch diese Transfigurierung wird die Be-
Zc Za rechnung auf die einer Sternschaltung zuriickgefiihrt. 

Die Scheinwiderstande Za ZIJ Zc des Dreiecks 
{} Abb. 127a seien gegeben und ZI z" Z3 fiir den aqui-Abb.127b. " 

{} 
Abb.127a. 

valenten Stern Abb.127b gesucht. Damit die beiden 
Schaltungen gleichwertig sind, muE der resultierende Scheinwiderstand zwischen je 
zwei Klemmen bei beiden Schaltungen gleich groB sein. Zwischen den Klemmen A B 
liegen beim Stern ZI und Z2 in Reihe, beim Dreieck dagegen Zc parallel zu der 

1 EI World 1899, S.268. 
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Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahiert davon die dritte, 
so erhalt man 

hh h~ ~h 5 ----.. - 3" - -- _. 5 --_.- ---. 
1 - 3a + 3b + 3. ' 2 - 3. + 3b + 3. ' 3 - 3. + 3b + 3 •. 

Sind die Scheinwiderstande des Dreiecks unter sich gleich 

5a = ~b = 5c = 5, 
so sind auch die des Sterns gleich groB und je 13 5. 

(17) 

Man kann die Transfigurierung auch graphisch ausfUhren. Stellen in Abb. 128 
die Vektoren OA, OB, 00 der Reihe nach 5"a' 
5"b, 5"c nach GroBe und Phase dar, und ist OD 
ihre Summe, so macht man 

L,. 010,...., L,. OBD, 
daher 

- OC·OB 3.3b 01 = =--- = . .- .. - - = &1' 
OD 3.+3b+3. 

und analog fUr die anderen Scheinwiderstande. 
Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine 

Dreieckschaltung transfiguriert werden; man ver

D 

Abb.128. 

wendet hierbei zweckmaBig die Leitwerte. Die Aquivalenz der Schaltungen gilt 
unabhangig von den Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung 
zwischen den beiden Klemmen A und B (Abb. 127 a, b) gleich Null, so konnen 
diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann beim Dreieck 
zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten eine Parallelschaltung von Ya 
und Yb' beim Stern eine Reihenschaltung von Ya mit den beiden paraIIelgeschalteten 
Y1 und Y2. Es wird 

analog 

und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon die dritte subtrahiert, 

t) = _.E2t}3 - t) == t}3t}1. t) = __ t}}J.2 - (17a) 
a t}1 + t}2 + t}a ' b t}1 + t}2 + t)a ' C t}1 + t}2 + t}3 • 

Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere unsymmetrische 
Sternschaltungen paralleigeschaltet sind, deren neutrale Punkte nicht verbunden 
sind und der Spannungsabfall fur beide zu berucksichtigen ist. Zwischen den 
neutralen Punkten besteht eine Spannung, es konnen daher die Scheinwiderstande 
entsprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden. 

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieck, die entsprechen
den Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das aus der Parallelschaltung 
resultierende Dreieck kann wieder in eine Sternschaltung transfiguriert werden, 
womit die den parallelgeschalteten Sternschaltungen aquivalente Sternschaltung 
gefuntlen ist. 

60. Das Zweipbasen-Dreileitersystem. 
Dieses heute nur noch selten verwendete System (Abb.129) hat zwei um 90° 

gegeneinander phasenverschobene Spannungen und einell Nulleiter, es ist also ein 
unsymmetrisches System. 

7* 
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Die Belastung ist zwischen je einen AuBenleiter und den Nulleiter geschaltet. 
Bei gleichmaBiger Belastung ist die Summe der momentanen Leistungen beider 

Phasen konstant, das System ist balanciert. Die Leistung ist 
I J, N = 2PJcosrp. 01 :1 fff 

Abb.I29. 

Die Linienspannung ist 

P I =PV2, 
der Strom des N ulleiters 

Jo=J-y2. 
1st der Spannungsabfall im Nulleiter vernach

lassigbar klein, so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an 
den Klemmen der Belastung gleich groB und urn 90 0 gegeneinander phasen-

~ verschoben. Besteht dagegen im Nulleiter ein 
SpannungsabfaIl, der gleich 0 Po in Abb. 130 ist, 
so sind die Spannungen an der Belastung P 0 P~ 

und PoP~ auch bei gleichen Stromen verschieden 
und nicht mehr urn 90 0 phasenverschoben. 

Die Berechnung ergibt sich genau wie auf S. 94 
fUr 3 Phasen. Sind YI' Y2' Yo die Leitwerte, ge

Pz rechnet yom neutralen Punkt des Generators bis 
~=-----';:;:""'~~~ 

zu dem der Belastung, so erhalt man 

Abb.130. 

In - $lth+$zt)z O! _(In 1n)11 I 
:O=-~l+t)J+t)O' ~I=-+'I- +,0 '/1' (18) 

'D2-(\,l!2-\,l!0)t)2' <00--\,l!0t)0' 
Die graphischen Losungen sind den fUr die Sternschaltung gezeigten S.94 genau 
entsprechend. 

61. Mehrwellige Strome in Mehrphasensystemen. 
Die Phasenspannungen eines symmetrischen Mehrphasensystems haben aIle 

dieselbe Kurvenform, da die Wicklungsstrange einer Mehrphasenmaschine alle die 
gleichen elektrischen und magnetischen Eigenschaften haben. Die Oberschwin
gungen kommen in den Phasenspannungen in gleicher GroBe und Lage gegenuber 
der Grundwelle vor. 

Der Phasenwinkel der Grundwellen ubertragt sich auf die Oberwellen nach 

MaBgabe ihrer Ordnungszahlen, d. h. die Oberwellen der Ordnung " sind urn " 2 n n 
ihrer Wellenlange gegeneinander phasenverschoben. Dabei ergeben sich folgende 
Besonderheiten. 

1. 1st ,,:n eine ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser Oberwellen ein 
Vielfaches von 2n, d. h. sie sind gleichgerichtet. 

2. 1st" = xn -1, worin x eine ganze Zahl ist, so ist die Phasenverschiebung 
.dieser OberweIlen in zwei aufeinanderfolgenden Spannungen 

2n 2n 
"-=x2n--. n n 

Die Oberwellen bilden ein Mehrphasensystem mit vertauschter Reihenfolge der 
Phasen. 

3. 1st endlich ,,= xn + 1, so ist 
2n 2n 

,,-=x2n+- . n n 
Die Reihenfolge der Phasen ist dieselbe wie bei den Grundwellen. Beim Drei
phasensystem sind nach 1. aIle Oberwellen gleichgerichtet fur die" durch drei 



teilbar ist also 

nach 2. sind die 

Messung der Leistung von Mehrphasenstromen. 

u =3,9,15 ... , 
Oberwellen mit verkehrter Phasenfolge 

u=5, II, 17 ... 
und nach 3. die Oberwellen mit gleicher Folge wie bei den Grundwellen 

u==7, 13, 19 .... 
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Da bei der Sternschaltung die Linienspannung die Differenz von zwei Phasen
spannungen ist, fallen in der verketteten Spannung die gleichphasigen Oberwellen 
fort. Beim Dreiphasensystem ist die dritte Ober-
welle und ihre Vielfachen in der verketteten 
Spannung des in Stern geschalteten Generators 
nicht vorhanden. Die ubrigen Mehrphasensysteme 
bildenden Oberwellen sind vorhanden und in der 
Linienspannung -{3 mal so groB wie in der 
Phasenspannung. 

Die verkettete Spannung eines Generators in 
Sternschaltung hat daher eine andere Kurvenform 
als die Phasenspannung (s. Abb. 131). 

Die Effektivwerte verhalten sich wie 

P, = 13 t.ptttt+~.~t~."- . 
P IPi +P~ +P5 +P~ Abb.131-

Sind Oberwellen der Ordnung u = 3,9, ... in der _ 
Phasenspannung vorhanden, so ist dieses VerhiiJtnis kleiner als -V 3. 

Da die dritten Oberwellen stets gleichgerichtet sind, konnen sie bei emem 
Generator mit Sternschaltung ohne Nulleiter nicht zur Wirkung kommen, da sie 
in der Linienspannung fortfallen. Sind die Stromverbraucher ebenfalls in Stern 
geschaltet, so besteht zwischen dem N ullpunkt des Generators und dem der Be
lastung auch bei vollstandiger Symmetrie eine Spannung von dreifacher Perioden
zahl, und deren Vielfachen, die gleich der Summe der in den 3 Phasen gleichgerich
teten Wellen ist. 

1st der neutrale Punkt des Generators geerdet, der der Belastung nicht, so 
besteht zwischen dies em und Erde die Spannung der dritten Oberwellen, die bei 
Hochspannungsgeneratoren groB werden kann, so daB die Beruhrung des Null
punktes gefahrlich wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt der Transforma
toren. In den Erdleitern oder in einem Nulleiter flieBt stets ein Strom von drei
facher usw. Periodenzahl, der Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung der Phasen 
nicht mehr stromlos. 

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten Oberwellen der 
Spannung zu einer Resultierenden von dreifacher Amplitude und ergeben einen 
Ausgleichstrom, der fast unabhangig von der Belastung ist. Die Wicklung fUhrt 
auch ohne auBere Belastung Strom. Offnet man das Dreieck, so kann die Spannung 
der Oberwellen fUr sich gemessen werden. 

Die inneren Strome von dreibcher Periodenzahl bedingen Verluste und Er
warmung der Wicklung, man schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck. 

62. Messung der Leistung von Mehrphasenstromen. 
Bei gleichbelasteten Zweigen eines symmetrischen Mehrphasensystems braucht 

nur die Leistung eines Zweiges gemessen zu werden; die Gesamtleistung ist nmal 
so groB. 

Bei einer Sternschaltung (Abb. 132) miBt die Stromspule des Leistungsmessers 
den Strom einer Zuleitung, die Spannungsspule die Spannung von dieser nach dem 



102 Mehrphasenstrome. 

Nullpunkt. Bei einer Ringschaltung konnte entsprechend ein Ringstrom und die 
zugehorige Phasenspannung gemessen werden. Oder man verwendet einen kunst-

.. __ Abb. 133, wob81 dIe 
~ . Widerstande so abge

glichen sind, daB der 
:3: ~ lichen Nullpunkt. nac.h 

-----A-b-b.-I-3-2.----b Abb.133. Widerstand der Span-
nungsspule mit ihrem 

Vorschaltwiderstand ebenso groB ist wie die Widerstande der anderen Zweige. 
Bei ungleicher Belastung sind mehr Leistungsmesser erforderlich. 
Sind allgemein m Leiter vorhanden, so kann man den m-ten Leiter als gemein

same Ruckleitung der ubrigen (m -1) Leiter auffassen. Dann sind (m -1) Leistungs
messer erforderlich, deren Stromspulen die (m - 1) Strome, und deren Spannungs
spulen die Spannungen von je einem der (m -1) Leiter nach dem m-ten Leiter 
messen. 

Fiir das Dreiphasensystem ohne Nulleiter ist diese Schaltung mit zwei 
Leistungsmessern nach Abb.134 von Aron und von Behn-Eschenburg an
gegeben. Hier ist 

;E pi = PI il + P2i 2 + Ps ia , i l + i2 + ia = 0 , 
;Epi=(PI-Pa)il +(P2-Pa)i2. (19) 

Die Gleichung gilt fur die Momentanwerte unabhangig von der Kurvenform. Fur 
einwellige Strome und symmetrische Spannungen gilt das Vektordiagramm Abb. 135, 
die beiden gemessenen Leistungen sind 

NI = PIa J I COS(rpl - 30°) , N2 = P 2aJ2COS(rp2 + 30°) . 

Abb.1S4. 

daher 

1st rp2 = 60°, so schlagt der 
zweite Leistungsmesser 

nicht aus, der Ausschlag 
kehrt sich um, wenn 
rp2 > 60° ist. 

Bei gleicher Belastung 
aller Zweige ist Abb.135. 

N I -N2 = V3PJ2sinrpsin300 = 13 PJsinrp, 
,/-N1 -N2 

tgrp = V3 N +N . 
1 2 

(20) 

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung nach Gl. (20) direkt aus 
dem Verhaltnis der Ausschlage der Leistungsmesser berechnet werden. 

Die Differenz der Ausschlage ist bei symmetrischer Belastung der Blind
leistung proportional. Bei ungleicher Belastung und einwelligen Spannungen kann 
die Blindleistung auch mit zwei Leistungszeigern gemessen werden. Dabei mussen 
die Strome der Spannungsspulen um 900 gegen die bei der Leistungsmessung 
phasenverschoben sein, entweder mittels einer Kunstschaltung, oder bei sym
metrischem Spannungsdreieck, durch Kombination von 2 Spannungen. So ist 
(s. Abb. 135) die resultierende Spannung aus - P2a und P 12 senkrecht auf P 13 

und ebenso die Resultierende aus Pl2 und -PSI senkrecht auf P23 • 

Dreiphasensystem mit Nulleiterl• Hier sind drei Leistungsmesser erforderlich. 
Es ist 

;E P i = PI il + P2 i2 + Pa ia + Po io und il + i2 + is -t-io = 0 . 
Setzt man io aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so erhalt man 

;Epi = (PI - Po)il + (P2 - Po)i2 + (ps - Po)i3 • (21) 

1 Siehe Orlich: ETZ 1907, S.71. 
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Darin sind (Pl - Po) usw. die Spannungen von den AuBenleitern nach dem Nulleiter, 
setzt man sie abgekiirzt PlO' P20' Pao' so ist 

.1)pi == PlOil + P20 iZ + Paoia' (21a) 
Die meisten Zahlerkonstruktionen verwenden die Linienspannungen 

Pa = P20 - Pao , Pb = Pao - PlO , Pc = PlO - Pzo . (22) 

Die Summe PlO + P20 + Pao ist nicht nur bei unsymmetriseher Belastung von Null 
versehieden, sondern aueh infolge der Oberwellen von dreifaeher Frequenz; be· 
zeiehnet man sie 2.0 p, so ist 

PlO = ~ (Pc - Pb + .1)p), Pzo = ~ (Pa -l)c + 2.o'p) , Pao = ~(Pb - Pa + 2)p) . (23) 
Setzt man in (21a) ·i l = - (i2 + i) +io), so ist 

und mit (23) 
)'pi = (P20 -- PIO) i2 -+- (Pao - PlO) is - PlOio 

2)pi === Pb ia - Pciz - PlOio . (24) 

Diese Gleiehung, aus der durch zyklisehe Vertausehung zwei weitere analoge folgen, 
bietet noeh keine Vorteile gegeniiber der Messung naeh Gl. (21), weil drei Systeme 
erforderlich sind, bei denen je eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammen· 
wirken. 

Die Zahl der Systeme laBt sieh auf 2 reduzieren, wenn bei jedem mehrere Span. 
nungsspulen oder aueh mehrere Stromspulen zusammenwirken. Dies ergibt die 
folgenden Mogliehkeiten. 

Mit PlO aus (23) wird (24) 

.1)pi = Pb (is + ~io) - Pc (i2 + ~io) - ~io27p . (25) 

Addiert und subtrahiert man hierzu Pc i a, so ist 

.1)pi = (Pb - Pc)(ia + ~io) + Pc (i3 - i2) - Jio,2p . (26) 
Addiert man zu Gl. (24) die dureh zyklisehe Vertausehung erhaltene 

.l..'pi = Pcil- Pais - P20 iO 

und setzt fUr PlO und P20 die Werte aus Gl. (23) ein, so ergibt sich 
2 2)pi = (Pb - Pal (i3 - ~ io) + Pc (il - iz) - ~io 2)p . (27) 

Setzt man ferner die Werte aus Gl. (23) in Gl. (21a) ein, so wird 

3 ,2pi = idpc - Pb) -- i2 (Pa - Pc) + ia (Pb - Pal - io 2)p , 
odeI' nach Addition und Subtraktion von iapc 

3,2pi = (il - ia) (Pc - Pb) + (i2 - ia) (Pa - Pc) - io2)p· (28) 

Die Gl. (25) bis (28) stellen, wenn man von dem GIied mit 2)p absieht, MeB· 
anordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder 2 Spannungsspulen mit 
2 Stromspulen zusammenwirken. 

Das Glied mit ,2P gibt den Fehler an. Man kann 
,2P messen, wenn man (nach Abb. 136) durch drei 
gleiche Widerstande 12 zwischen den AuBenleitern 
einen kiinstlichen N ullpunkt herstellt und ihn durch 
einen Spannungsmesser vom Widerstand 12 g mit dem 
Nullpunkt der Belastung verbindet. 

Sind jl' j2' j3 die Strome in den 3 Widerstan· ---------------------------' 
den, i der Strom im Spannungsmesser, so ist Abb.136. 

PlO= ile + feg, P20 = i2e + jeg, 
,27P = (12 + 3eg)i· daher 

e+ 3 e. Der Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit zu multiplizieren, e. 
urn die Spannung 2)p zu erhalten. 
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Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines Leistungsmessers, 
dessen Stromspule von io durchflossen ist, so kann das Fehlerglied in G1. (25) bis (28) 
gemessen werden. 

63. Allgemeine Berechnung unsymmetrischer Mehrphasensysteme. 
1. Die symmetrischen Komponenten eines Dreiphasensystems. In Abb. 137 

stellen die drei Vektoren OA'=m~, OB'=m~, oo'=m~ ein symmetrisches Drei
phasensystem dar, sie konnen Spannungen oder Strome oder Fliisse bedeuten. 
Ferner sind OA" = m~, OB" = m~, 00" = m~' drei weitere Vektoren, die ebenfalls 
ein symmetrisches Dreiphasensystem darstellen. Es unterscheidet sich vom ersten, 
abgesehen von der Lange der Vektoren, dadurch, da13 die zeitliche Phasenfolge ver
tauscht ist. Durch Addition entsprechender Vektoren beider Systeme 

B 

m~ + m~=U,,=OA, m~+ m~=Ub =OB, m~+ m~'=Ue=OO 
C' werden die drei neuen Vektoren Ua , Ub , Ue erhalten, 

die ein unsymmetrisches System ergeben, dessen 
Phasenfolge dieselbe wie beim gro13eren der beiden 

~-----=;;o:J!?JI symmetrischen Systeme ist. 
¥=::;;;;"'-::n~~r---'JJ' Da in jedem der beiden symmetrischen Systeme 

die Summe der drei V ektoren Null ist, 
C" m~+ m~+ m~=o, m~ + m;; + m~=o, 

folgt durch Addition fiir das unsymmetrische System 
Abb.137. Ua + Ub + Ue = O. (29) 

Ein unsymmetrisches Dreiphasensystem, dessen Vektoren die 
Summe Null ergeben, la13t sich also umgekehrt zerlegen in zwei 
symmetrische Systeme von ungleicher Gro13e mit entgegengesetzter 
Phasenfolge; das gro13ere hat die gleiche Phasenfolge wie das un
symmetrische System. 

1st die Summe der drei Vektoren nicht Null, so ist eine weitere Zerlegung moglich. 
- - -

In Abb.138 sind die drei Vektoren OA=Ua, OB=Ub, OO=Ue, deren Summe 
Null ist, nochmals aufgetragen. 0 ist der Schwerpunkt des Dreiecks ABO. Addiert 
man einen vierten Vektor PO = mo' so erhalt man die drei neuen Vektoren von P 
nach den Ecken ABO des Dreiecks ma mb me' deren Summe nicht Null ist und 

die somit den allgemeinsten Fall eines unsymmetri-
1/ schen Dreiphasensystems darstellen. Da 

ma = mo+ua , mb = mO+ub , me= mo+ Ue 
ist, ist die Summe mit Riicksicht auf G1. (29) 

)Ba+mb+me=3mo' (30) 
Sind drei Vektoren gegeben, deren Summe nicht 

Null ist, so lassen sie sich in drei symmetrische 
Komponenten zerlegen. 

Die erste Komponente ist in allen drei Vektoren gleichgro13 und gleichphasig, 
sie ist ein Drittel der (geometrischen) Summe der drei Vektoren. 

Die zweite und dritte Komponente bilden je ein symmetrisches Dreiphasen
system, das gro13ere hat die gleiche Phasenfolge wie die gegebenen drei Vektoren, 
das kleinere die entgegengesetzte. 

Wir nennen die erste Komponente die Nullkomponente, weil die Phasenfolge 
Null ist, die beiden anderen die gleichlaufige und die gegenlaufige Kom
ponente. Das Verhaltnis der gegenlaufigen zur gleichlaufigen Komponente ist 
ein Ma13 fiir die Unsymmetrie. 
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Die gleiche Ableitung gilt allgemein fUr ein n-Phasensystem, wenn man von 
zwei symmetrischen Systemen mit je n Vektoren ausgeht; sie ist hier an dem Bei
spiel des Dreiphasensystems abgeleitet, weil es fur die Technik am wichtigsten ist. 

Die Zerlegung hat folgende Bedeutung. Vektoren mit der Summe Null sind z. B. 
die Linienspannungen oder die Linienstrome eines Systems ohne Nulleiter. Vek
toren, deren Summe im allgemeinen nicht Null ist, sind die Spannungen gegen 
Erde oder gegen den Nulleiter, ferner die Strome eines Systems mit Nulleiter oder 
mit geerdetem Nullpunkt. Sind z. B. ~1' ~2' ~3 die drei Spannungen gegen Erde, 
so ist nach (30) 

die Nullkomponente der drei Spannungsvektoren und bedeutet die mittlere Span
nung des Systems gegen Erde, oder, wenn der Nullpunkt uber irgend einen Wider
stand geerdet ist, die Nullpunktsspannung des Systems. Die restlichen Span
nungen (~1 - ~o), (~2 - ~o)' (~3 - ~o), deren Summe Null ist, konnen auch un
symmetrisch sein; sie sind die Systemspannungen. Ebenso ist in einem System 
mit Nulleiter oder geerdetem Nullpunkt die Nullkomponente der Stromvektoren 

00 ,= ~ ('0'1 -+ 02 + 03) 
der Anteil jeden Leiters an dem, dem Nullpunkt zuflieBenden Strom, dem Null
punktstrom. Die restlichen Strome (01-00)' (02-00)' (03-00)' deren Summe 
Null ist, sind die Systemstrome. 

Die Gesetze, nach denen die gleichgerichteten N ullpunktsgroBen in Maschinen, 
Transformatoren nnd Leitungen ubertragen werden, sind vollkommen verschieden 
von denen, die fur die SystemgroBen gelten. In Leitungen bedingen z. B. die Span
nungen gegen Erde andere elektrische Felder als die Spannungen von einem Leiter 
zum anderen, und entsprechendes gilt fUr die magnetischen Felder der Strome. 

In Maschinen hiingt von der Phasenfolge der Strome, wie in Kap. XI gezeigt 
wird, der Umlaufsinn des Drehfeldes ab, und die Wirkungen der beiden Kompo
nenten mit entgegengesetzter Phasenfolge sind daher grundsiitzlich voneinander 
verschieden. 

Die Gesetze fur symmetrische Strome und Spannungen sind durch Rechnung 
und Versuch stets eindeutig festzustellen, wiihrend fUr beliebig unsymmetrische 
GroBen keine GesetzmiiBigkeiten bestehell. 

Beim symmetrischen System sind die Vorgiinge in allen Phasen dieselben, man 
braucht daher nur eine Phase zu betraehten. Am Ende der Reehnung setzt man 
die drei symmetrischen Komponenten zu den resultierenden Vektoren Zllsammen. 

Sind die drei symmetrischen Komponenten fur eine Phase a gegeben )So, )S~, )S~, 
so ist die Nullkomponente )So fur die beiden anderen dieselbe. Die gleichliiufige 
Komponente ist in Phase b gegen )S~ urn 120 0 zuruckgedreht, in Phase c urn 120 0 

nach vorwiirts, sie werden durch Multiplikation mit e '1'12,,/3 erhalten. Bei den gegen
liillfigen Komponenten sind die Vorzeichen ± zu vertauschen. 

Zur Abkurzung setzt man fur den Dreher ei2 ;r/3 das Zeichen a, 

·2 /3 1·13 e·' " =a= -2+ J2-· (31) 

Die Drehung urn 120 0 nach ruckwiirts ist gleichbedeutend mit der zweimaligen 
Drehung urn 120 0 nach vorwiirts, daher 

e-12JT/3 ,= a2 = - ~ - j~~. (32) 

Dann sind die resultierenden Vektoren der drei Phasen, ausgedruckt durch die 
Komponenten einer Phase, 

)Sa =)So +)S~ + )S~, )Sb =)So + a2)S~ + a~\~, 
Dabei ist 

(33) 

(34) 
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Bei einem n-Phasensystem erhiHt man statt der drei Faktoren 1, a, a2, entsprechend 
der Drehung um 2njn n Koeffizienten 

1 = eiO , an = ei2n/n , a~ = e12 . 2 :n/n , a~-l = e i (n-l)2n1n, 

deren Summe Null ist. Sie sind die n Wurzeln des Ausdrucks YI. 
Diese abgekurzte Schreibweise ist eine Erweiterung der Rechnung mit komplexen 

Zahlen. Die dort vorkommenden vier Koeffizienten 1, j, - 1, - j sind die VIer 

Wurzeln aus VI. 
Die Rechnung mit symmetrischen Komponenten ist zuerst eingehend von 

C. G. Ie Fortescue 1 begrundet und eingefiihrt worden. Sie gilt nur fur ein
wellige Schwingungen. 

2. Zerlegung eines unsymmetrischen Dreiphasensystems in die symmetrischen 
Komponentcn. Sind drei Vektoren ma , mb, 18 c gegeben, so ist, wie gezeigt, die N ull
komponente 180 der dritte Teil der Summe der drei Vektoren. Daher braucht nur 
noch gezeigt zu werden, wie bei Vektoren, deren Summe Null ist, die gleichlaufige 
und die gegenlaufige Komponente erhalten wird. 

Nach (33) ist fUr 180 = 0 

ma=m~+m'~, mb=a2m~+am~, mc=am~+a2m~. (35) 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit a, die dritte mit a2 und addiert sie zur 
ersten, so folgt, weil a 3 = 1 ist, 

ma + amb + a2mc = 3m~. (36) 

Die Komponente ~~ fallt fort, weil 1 + a 2 + a4 = 0 ist. Multipliziert man ebenso 
die zweite Gleichung mit a 2, die dritte mit a und addiert, so ist 

ma + a2~b + amc = 3\l3~. (37) 

Graphische Zerlegung. 1. Verfahren. In Abb. 139 stellt das Dreieck ABO 
die aneinander gereihten gegebenen Vektoren dar~ach G1. (36) wird ~~ erhalten, 

wenn zu ~a=OB, der um 120 0 gegen mb=AO 
nach vorwarts gedrehte Vektor am b = DO und 
der um 120 0 gegen ~ c = BAnach ruckwarts ge
drehte Vektor a 2 ~ c = BE addiert wird. Dann 
ist DE = 3 ~~. Ebenso wird nach G1. (37) ~~ 

erhalten, indem zu ~a=OB der gegen ~b=AO 
um 120 0 nach ruckwarts gedrehte Vektor FO 
=a2mb und der gegen ~c=BA um 120 0 nach 

Abb.139. vorwarts gedrehte Vektor a ~c = BG addiert wird, 
dann ist FG=3~~. 

2. Verfahren. Aus G1. (36) erhalt man durch Einsetzen der Werte fur a und aZ 

nach (31) und (32) 

m' _ 1 m 1 m I 1 .f3] 1 m [ 1 .l3] 1 . 1 m m ) 
'Oa-s"-'a+3'ObL-2+ J2 +3'Oc -2-J2 =2~a+J2l3('Ob-'OC),(36a 

A weil ~a+~b+~c=O ist. Ebenso wird nach G1. (37) 

~~=! ~a-i 1_(\l3b-~C). (37a) 
213 

In Abb. 140 ist M der Mittelpunkt von 0 B = ~a, daher 

Abb.140. OM=MB=~~a, AM=~(~b-~C). 

1 J. Am. lnst. El. Eng. 1918, S.1027. 
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In demrechtwinkligenDreieckAM Dist 1:..M AD=300, MD=AMtg 300= 1_ AM 
~ __ f3 

und um 90° gegen AM nach vorwarts gedreht. Daher stellt MD den Vektor 

J'~()g -- 1B ) 11 
2 t3 b c 

dar, und es ist nach G1. (36a) und (37 a) 0 D = 1B~ und DB = 1B~. 
Hier kann auch der Winkel 0, den 1B~ und 1B~ bilden, abgelesen 
werden. 

3. Verfahren. Tragt man (Abb. 141) an die drei Eckpunkte 
des Vektorendreiecks ABO an jede Seite nach auBen und nach 
innen den Winkel 30° an, so bestimmen die Schnittpunkte 
AI BIOI der sechs freien Schenkel auBerhalb des Vektoren-

Abb.141. 

dreiecks das Dreieck der gleichlaufigen Komponenten, die Schnittpunkte A" B" Oil 
innerhalb das Dreieck der gegenlaufigen Komponenten. Der Beweis ist ohne wei teres 
aus der Abbildung abzulesen. 

3. Rechnerische Ermittlung der Komponenten. Zwischen den Betragen Va' Vb' Ve, 
der Vektoren des unsymmetrischen Systems, und den Betragen VI, V", der beiden 
symmetrischen Systeme bestehen zwei einfache Beziehungen, mittels derer aus den 
ersten die zweiten berechnet werden konnen. 

1st ° der Winkel zwischen VI und V", so ist fiir die Betrage nach (35) 
V~= V 12+ V"2+2V'V"coso l 
Vg = V'2 + V" 2 --+- 2 V' V" cos (1200 - 0) 
V;= V'2+ V"2+2V'V"cos(1200+0). J 

(35a) 

Durch Addition folgt 
V'2 + V"2 = ~(V~ + Vg + V~). (38) 

Die Summe der Quadrate del' symmetrischen Vektoren ist der Mittel
wert der Quadrate der unsymmetrischen Vektoren. 

Die zweite Beziehung ergibt sich aus dem 1nhalt des Dreiecks Va' Vb' Ve' Er 
ist -k Va Vb sin (Va Vb) und kann aus den Vektoren berechnet werden als imaginarer 
Teil des Produktes aus einem Vektor und dem konjugiert komplexen des anderen. 
Setzt man lBa = V' + V" eiij , 1B~ = V' ei2 :r/3 + V" e- i (2,,/3-i5) , 

so ist 
F - 1 ~ ID IDf) __ 1 [V'2 . 2n+ V"2 . ( 2n)l -2<\5m('Oa "Ob --2 sm-:f sm --3.c' 

F ,= 1~(V'2 - V"2). (39) 

Der Flacheninhalt des unsymmetrischen Dreiecks ist die Differenz 
der 1nhalte der gleichseitigen Dreiecke der symmetrischen Vektoren. 

Aus den Seiten Va' Vb' Ve berechnet sich der Flacheninhalt F des Dreiecks, 
wenn der halbe Umfang mit 8 bezeichnet wil'd, 

8=~(Va+ Vb + V e), 

F= 18(8- V~)(8~Vb)(8-= Vel. (40) 
Fiihrt man zur Abkiirzung die Seite des flachengleichen gleichseitigen Dreiecks V fI ein 

V~=-~F= -:':18(S=Va)(S-':"'Vb)(S~-VJ, (40a) 
.3 13 

so wird nach (39) 

und mit (38) 
V'2 - V" 2 ~~ V; 

V'2 = ~ [V~+. V~+ V;, + V~J I 
V"2 =~ ~ [!jt'+'~b + Vc - V~ ] . 

1 A. E. Kennelly: J. Am. lnst. El. Eng. 1927, S. 240. 

(39a) 

(41)1 
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Endlich ergibt sich durch Auflosung der Gl. (35a) 
V2_ V2 

b = arctg 13 2 V~~ (V~ ~ Vz)' 

Der Unsymmetriegrad ist 

(42) 

V" 
8=V' (43) 

1st das System symmetrisch, so ist 
gleichseitigen Dreiecks identisch. 

V" = O. V g wird mit der Seite des gegebenen 

Der Grenzfall der Unsymmetrie ist 8 = 1, d. h. VI = V", oder nach (41) V g = 0 . 
Das flachengleiche Dreieck verschwindet, Va' Vb' Ve fallen in die gleiche Richtung. 
Man erhiilt also das Einphasensystem als Summe von zwei gleichgroBen Drei
phasensystemen mit entgegengesetzter Phasenfolge. 

Fur den Betrieb von Motoren ist die Unsymmetrie der Spannungen schadlich, 
daher soll nach den Normen des VDE die Unsymmetrie der Spannungen nicht 
mehr als 5 % betragen. 

Bei geringen Unsymmetriegraden kann man folgende Rechnung verwenden. 
Der Mittelwert der Betrage sei 

V=~(Va+ Vb+ Ve) 
und 

Va = V + Va , Vb = V + Vb , V c = V + V c • 

Dabei ist die Summe der drei Abweichungen vom Mittelwert Null 

Va + Vb + Vc = 0 . 
Hiermit laBt sich der Mittelwert der Quadrate schreiben 

~ (V~ + V~ + V~) = V2 + ~ (v~ + v~ + v;) 
und die Seite des flachengleichen Dreiecks nach (40a) 

V; = V2V( 1- 2;a) (1- 2~b) (1- 2;c) = V2V1 + 4(VaVb+V;~c+V.Va) 

(44) 

(45) 

(46) 

(38a) 

(40b) 

Betragen die Abweichungen vom Mittelwert nur einige Hundertstel, so ist sehr 
angenahert durch Reihenentwicklung der Wurzel 

V; r-.J V2 + 2 (vavb + VbVe + vcva)' 
Durch Quadrieren von (46) wird 

2 (vavb + VbVc + vcva) = - (v~ + vE + v;) 
und V; "-' V2 - (v~ + v~ + v;) . (40c) 
Setzt man (38a) und (40c) in (41) und (43) ein, so wird 

1/ ~(v~+v~+vz) 
8r-.J r 2V2_t(vf+~) 

oder 8 r-.J 1 /'Tv~ +v~ + v~ -V 3 VZ 

Fur 8 = 0,05 soll also die Bedingung erfullt sein 
v~ + vE + v; < 0,00375 V2. 

(47)1 

Jede unsymmetrische Belastung bedeutet eine unvollkommene Ausnutzung der 
elektrischen Anlagen. Wie S.92 gezeigt ist, kennzeichnet sich ein unbalanciertes 
System dadurch, daB die momentane Leistung pulsiert. Wir zeigen daher im fol
genden, wie die Leistung aus den symmetrischen Komponenten zu berechnen ist. 

Die Leistung des unsymmetrischen Dreiphasensystems. Sind 1$1> 1$2,1$3 die 
Spannungen von den dreiLeitungen nach dem Nulleiter, 31' 32' 33 die Linienstrome, 
so ist die Leistung die Summe der reellen Teile der drei Produkte aus einer Span
nung und dem konjugiert komplex en Vektor des zugehorigen Stromes 

N = ffie [l$lm + 1$2m + 1$3~:m. (48) 
1 Rasch: ETZ 1925, S.1446. 



Allgemeine Berechnung unsymmetrischer Mehrphasensysteme. 109 

Der imaginare Teil der Produktsummc ist die Blindleistung. Zerlegt man die Span
nungen und Strome nach (33) in ihre symmetrischen Komponenten und beriick
sichtigt, daB fUr die konjugierten Strome a und a2 zu vertauschen sind, so erhalt man 

~1=~0+ ~'+~" 3~=3~+ 3'1+ 3"1 
~2=~0+a2~'+a ~" m=m+a 3'f+ a2 3"f 
~3 = ~o +a ~' +a2~" 3; = 3~ + a2 3'f +a 3"1. 

Bei der Produktbildung fallen, da 1 +a+a2=O ist, aIle Glieder mit ungleich
artigen Komponenten heraus und es ist 

N = ffie[3~0S'~ + 3 ~'3'f + 3~"3"!J (49) 
und analog die Blindleistung als imaginarer Teil. 

Durch die Zerlegung in die symmetrischen Komponenten kann die Leistung 
wie fUr drei symmetrische Systemc berechnet werden. Der erste Teil 

No = 3PoJocoscpo (50) 
ist die Nullpunktsleistung, sie ist eine einphasige Leistung, weil der Nulleiter
strom 3Jo sich zu gleichen Teilen auf die drei Leiter verteilt. 

Die Systemleistung setzt sich aus den beiden Teilen 
N'= 3P'J'coscp', N"= 3P"J"coscp" (51) 

der beiden gegenlaufigen Systeme zusammen, die Blindleistungen sind 
N~ = 3P' J'sincp', N~= 3P"J"sincp". (52) 

Man kann nun, wie beim Einphasensystem oder beim symmetrischen Dreiph!\Sen
system, die quadratische Summe der resultierenden Wirkleistung und der resul
tierenden Blindleistung als Scheinleistung bezeichnen. Fiir die Systemleistung 
ergibt sich aus (51) und (52) 

N. = -v.N2~+ m = 31/P'iJ'2+ p ii 2j j'2+ 2-P J' P" J" cos(~j=- cp"). (53) 
Da hier die Scheinleistungen zweier symmetrischer Systeme addiert sind, deren 

momentane Leistungen konstant sind, kann dieser Ausdruck noch keine Auskunft 
geben, inwieweit das System unbalanciert ist. Hierzu ist es notig, die momentanen 
Leistungen zu beriicksichtigen. Dabei sei von der N ullpunktsleistung abgesehen, 
die als einphasige Leistung stets mit der Amplitude PoJo pulsiert. Es soIl also ein 
System ohne Nulleiter zugrunde gelegt werden. Dabei ist 

PI = P~ + P~ = Y2 [P' sinwt + p" sin(wt - 15)] , 
P2 = P; + P~ = yi [P' sin(wt -120°) + P" sin (wt + 120 0 - 15)] , 

Ps = P~ + P~ = Y2 [P'sin(wt + 120 0 ) + P"sin(wt-120 0 - 15)], 

il = i~ + i~ = Y2 [J' sin(wt - cp') + J" sin(wt- 15 - cp")J, 

i2 = i; + i~ = Y2[J' sin(wt -120 0 -cp') + J" sin(wt + 120° - 15 - cp")] , 

is =i; +i~ = Y2[J'sin(wt+ 1200 -cp') +J"sin(wt+ 120 0 -Q-cp")]. 
Die Leistung ist 

PI i 1 + P2 i2 + Psi3 = 3P' J' coscp' + 3 p" J" coscp" 
- 3P' J"cos[2wt -. (15 +cp")] - 3P" J'cos[2wt- (15 + cp')]. 

Uber die mittlere Leistung lagern sich zwei Schwingungen von doppelter Fre
quenz, deren Amplituden die Produkte der nicht homologen Strome und Span
nungen sind. Die Phasenverschiebung der beiden Schwingungen ist cp' - cp", daher 
ist die resultierende Amplitude, kurz die "pulsierende Leistung" , 

N 1> = 3 y(P'J")q--(p"j')2-=~--'ip' J'p" J" cO~{T'~ T") . (54) 

Nun besteht zwischen den G1. (53) und (54) die Beziehung: 
N; - N~ = 3 (P'2 - P"2) 3 (J'2 - J"2) . (55) 
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Darin ist nach Gl. (41) die Differenz der Quadrate der gleichlaufigen und der gegen
laufigen Komponente das Quadrat der Seite des flachengleichen Dreiecks. Wird 
die Linienspannung PI = -y"3 P eingefiihrt, so ist 

-yN;- N; = -ys Pill J g = Nsg ' (56) 
worin P gl die Seite des mit dem Dreieck der Linienspannungen flachengleichen 
gleichseitigen Dreiecks und ebenso J g fUr die Strome ist. Das Produkt dieser GroBen 
ist der balancierte Teil der Scheinleistung N sg , dessen Momentanwerte konstant 
sind. Er ist im Grenzfall der Unsymmetrie, d. h. bei einphasiger Belastung mit 
J'=J" nach (55) Null, dann ist Ns=N p • Daher ist es zweckmaBig, das Verhaltnis 

BN=i = F-~f = V1-t;!I~~ (57) 

als MaB fUr die Unbalancierung des Systems zu bezeichnen. Darin sind P gZ und J g 

aus den drei Spannungen und den drei Stromen nach Gl. (40a) bekannt. Die resul
tierende Leistung wird mit zwei Leistungsmessern nach S. 102 gemessen. Bei ein
welligen Spannungen und Stromen, fUr die die Zerlegung nur gilt, kann auch die 
resultierende Blindleistung mit zwei Leistungsmessern in gleicher Schaltung ge
messen werden, wenn mittels einer Kunstschaltung den Spannungsspulen je ein 
um 90 0 gegen die zu messende Spannung phasenverschobener Strom zugefUhrt 
wird. Daher sind aIle GroBen in Gl. (57) durch Messung zu bestimmen. Ohne gleich
zeitige Angabe iiber die Leistungsschwingung, gibt die nach Gl. (53) definierte 
Scheinleistung bei einem unsymmetrisch belasteten System noch kein MaB fUr die 
Belastung der Zentrale. 

1m praktisch wichtigen Fall, daB die Spannungen symmetrisch und nur die 
Strome unsymmetrisch sind, ist P" = 0, P gZ =Pl , J g = YJ'2_J"2 und N s= -YSPzJ', 
daher ist JII 

BN =J,=Bi , 

worm Bi (s. Gl. (43)) der Unsymmetriegrad der Strome ist. 

X. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 
64. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise. 

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart, wie Abb. 142 fUr 
zwei einfache Leiterschleifen zeigt, so ist der InduktionsfluB des einen auch teil
weise mit dem anderen verkettet. Die Anderung des Stromes eines Kreises bedingt 

/--", Induktionswirkungen nicht nur in ihm selbst, son-
/ \ dern auch im benachbarten Stromkreis. Diese Er-". /-, \ 

\ {+ )) //,/ scheinung wird als gegenseitige Induktion be-
", - / zeichnet. 

" -'_, ;/ Fiihren beide Kreise Strom, so stellt sich ein 
-<____ II f___________ Feld ein, das aus der Summenwirkung beider Strome 

/ 
/ '-

/ ( ,,\ 
, 1 • ) \ 
1 ' .... _/ I 
\ , , / 

'- / 

/ 
If 

resultiert. 
Die magnetische Energie des Feldes zweier Strom

kreise. Die Energie des magnetischen Feldes ist nach 
Gl. (9a) S. 10 

W m = ~ J flofl~2dv. (1) 
..... _-/ 

In einem beliebigen Punkt seien die von den 
Stromen i 1 und i2 der beiden Kreise herriihrenden 

Feldstarken ~l und ~2. Sie haben im allgemeinen verschiedene Richtung und 
mogen einen Winkel oc miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstarke 

Abb.142. 

~2 = ~r + ~~ + 2~1~2COSOt.:. 
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Mit diesem Wert zerfallt die Energie nach Gl. (3) in drei Teile 

W ml = ~f flfloSJidv ist nur von iI' 

W m, = ~f flfloSJ~dv ist nur von i 2 , 

W m12 = f fl flo SJl SJ2COS rxdv ist von i1 und i2 abhangig. 
Nach S. 10 ist 

W ml = ~LliL W m,= ~L2iL 
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worin Ll und L2 die Induktivitaten der beiden Stromkreise sind. Den dritten Teil 
kann man wie folgt deuten. Die vom Strom il erregten Induktionsrohren sind zum 
Teil mit i2 verkettet. Fur eine solche Rohre ist der konstante FluB 

floflSJldj = m1 dj. 
Der Anteil einer solchen Rohre an dem Ausdruck W ml, 2 ist 

<5 W m = mldNSJ2COsrxds. 
1,2 

Hierin ist nach dem Durchflutungsgesetz 

f SJ2cosrxds = i2 , 
wenn die Rohre i2 umschlingt, und 

oWm =m1 dji 2 • 
1.2 

Erstreckt man die Sum me uber alle Rohren, die mit i2 verkettet sind, so ist 

W m = i2 f m 1 dj = i2 P 12 . 
1,2 

P 12 ist der FluB, den il durch die Flache des Stromkreises 2 sendet. 
Man setzt 

P =ilM12' (2) Wm =i1i 2 M12 . 
1.2 1,2 

. (3) 

Geht man vom Strom i2 aus, so ist, der FluB, den i2 durch den Stromkreis 1 sendet, 
P 21 =i2 M , (2a) Wm o=ili2Mo . (3a) 

2.1 1._ .... 1 

Da die Energie in beiden Fallen dieselbe ist, wird 

M12=M21=M. (4) 

1/1 heiBt Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder Gegeninduktivitat der 
heiden Stromkreise. W ml, 2 ist die wechselseitige magnetische Energie. Die gesamte 
magnetische Energie zweier stromfUhrender Kreise ist danach 

Wm=~irLI+iIi2M+i§L2' (5) 

Sie ist die Summe der Eigenenergien tirLI und ti§L2 und der wechselseitigen 
Energie i l i2 M . 

M hat dieselbe Dimension wie Lund wird in Henry gemessen. 
Mist auch nur als Konstante zu betrachten, wenn die Permeabilitat des Mediums 

unabhangig von der Induktion ist. 
EMK der gegenseitigen Induktion. Andern sich die Strome i l und i 2, so andert 

sich die magnetische Feldenergie. Sieht man von einer Veranderung der gegen
seitigen Lage der Stromkreise ab, so ist M konstant. Die Anderung der Energie 
entsteht dann durch ZufUhrung oder Abgabe von elektrischer Leistung in beiden 
Stromkreisen. Nimmt die Energie in der Zeit dt und W m zu, so wird den Strom
kreisen die Leistung zugefUhrt 

~m = . (L di! + Mdi2) + . (Mdi2 + L di2) 
dt II I dt dt ~2 dt 2 dt . 

In jedem Stromkreis ist die Leistung das Produkt aus dem Strom und einer Span
nung, die dem resultierenden magnetischen Schwund entgegengesetzt gleich ist. 
Zur EMK der Selbstinduktion -Ldi/dt tritt in jedem Stromkreis die EMK der 
gegenseitigen Induktion -Mdijdt, die jeweilsvonderAnderung des Stromes 
im anderen Stromkreis herruhrt. Fur einwellige Strome ist der Effektivwert J w M . 
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Beispiel: Zwei parallele Doppelleitungen (Abb. 143), z. B. eine Kraft
lei tung A - B und eine Telephonleitung C - D. 

Der Strom 1 Amp im Leiter A erregt im Punkt P der Ebene durch C -D die 
Feldstarke 1 

~ = 2n e' 
uq~ __ -+ __ -----r+'-t'a."'i=o,5 die Normalkomponente auf der Ebene durch C -D ist 

. sin 0( 

~smoc=2--' ne 

r 
Durch ein Flachenelement von der Lange 1 cm und 
der Breite dx tritt der FluB 

. sinO( de 
dlJ' = flo~smocdx = 2-dx·1O-9 = 2-10-9 • e e 

Der FluB durch die Langeneinheit von C bis D ist 
eo 

lJ' = J dlJ' = 2In(e2) 10-9 , 
[>1 el 

Abb.143. 

und da B denselben FluB durch die Flache schickt, ist fur die Lange l cm 

M = 4lln (~:) 10-9 Henry. (6) 

Mit den in Abb. 143 ejngeschriebenen MaBen wird 

122 = 78, 121 = 54, M = 411n;~10-9 = 1,47 ·l·10-9H. 

Dagegen ist die Induktivitat der Doppelleitung A B (s. Gl. 14, S.Il). 

L = 4l(lng.~ -i) 10-9 = 21,3 ·l· 1O-9 H. 

List hier etwa 15mal so groB wie M. Laufen die Leitungen auf 10 km = 106 cm 
parallel, so induziert ein Strom von 100 Amp und 50 Hz, der in der Hauptleitung 
fIieBt, in der Telephonleitung 

JwM = 100.314.1,47.10-3 = 46 Volt . 

Zur Vermeidung der dadurch verursachten Storungen werden die Leitungen ver
drillt. 

65. Streuung. 
1m allgemeinen ist jedes der beiden Systeme nur teilweise mit dem FluB des 

andern Systems verkettet. Man nennt dies Streuung. 
StreukoeUizient. Daher ist bei gleichen Kraftlinienwindungen eines Strom

kreises die magnetische Energie stets groBer, wenn der FluB von beiden Stromen 
erregt ist, als wenn der betrachtete Stromkreis allein Strom fiihrt. 

Allgemein sind die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise 

lJ'1=J1L 1+J2M, lJ'2=J2L2+J1M (7) 

und die Energie nach Gl. (5) 

Wm=~JrLl +J1J 2M +~J~L2 =~(J1lJ'1 +J2lJ'2)' (5a) 

1m System 1 erhalt man, wenn es allein Strom fiihrt, die gleichen Kraftlinienwindun
gen wie bei Erregung durch beide nach Gl. (7), wenn sein Strom 

J~ = lJ'11L1 =J1 +J2MIL1 
ist. Die magnetische Energie ist nun 

w, - IJ' 2L - IJ2L + J J M --I- IJ2 M2 
m -"2 1 1 -"2 1 1 1 2 '"2 2 Ll • 

Die Energie bei Erregung durch beide Stromkreise nach (5a) ist daher groBer urn 

W m- W:n = ~J~L2(1- L~~J . (8) 
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Dieser Betrag riihrt her von dem Flu13anteil des Stromes J 2, der nicht mit System 1 
verkettet ist. 

Wird ebenso System 2 allein erregt, so da13 seine ~raftlinienwindungen gleich 
':P2 nach Gl. (7) sind, so mu13 J~=':P2!L2=J2+JIM!L2 sein. 
~~~~ ~ 

W" _lJ'2L ._lJ2L +J J M+ 1 J2 m-"22 2--222 12 "2IL;.· 

Sie ist kleiner als W m nach Gl. (5a) urn den Betrag 

W m- W;':=P~LI(1-~l!1J· (8a) 

Er entsprieht dem Flu13anteil des Stromes J I , del' nieht mit dem System 2 ver
kettet ist. Daher ist ein Ma13 fiir die Streuung naeh Gl. (8) und (Sa) del' Faktor 

M2 
1·_· -=a>O. (9) 

LIL2 

Er hei13t Streukoeffizient. Da (j > 0 ist, ist stets 
M2 < L I L 2 • (9a) 

Je kleiner die Streuung, urn so enger ist die induktive Kopplung. Als Kopplungs-

faktor bezeichnet man k= --cc]1 __ = i 1- a < 1. (9b) 

t LIL2 

Streuinduktivitaten. Urn bei der Energieiibertragung dureh gegenseitige Induk
tion in Maschinen u. a. Apparaten eine enge Kopplung zu erzielen, werden die 
Spulen auf Eisenkerne gewiekelt. Bei magnetise hen Medien sind Lund M nicht 
konstant, weil die Permeabilitiit von der Induktion abhiingt (s. Kap. XI). Daher 
ist del' Flu13 keine lineare Funktion des Stromes und die Zusammensetzung der 
SpulenUiisse naeh Gl. (7) aus zwei den Stromen proportionalen Komponenten ist 
nicht mehr zuliissig. Vielmehr besteht ein resultierender Flu13 im Eisenkern, der 
von beiden Systemen erregt ist. Er vermittelt die Energieiibertragung von einem 
Stromkreis zum anderen und heiBt Hauptflu13, wiihrend die einseitig verketteten 
Fliisse nichts zur Energieiibertragung beitragen und Streufliisse heWen. Sie wirken 
wie in die Stromkreise gesehaltete Drosselspulen, und es ist daher notig, ihre 
Gro13e durch Rechnung oder Versuch zu ermitteln. 

Nun ist aber die Abgrenzung der einseitig verketteten Fliisse von dem mit 
beiden System en verketteten, auch wenn man von del' veriinderlichen Permea
bilitiit ganz absieht, also zwei Spulen in Luft voraussetzt, nul' dann eindeutig, 
d. h. unabhangig von den momentanen Stromen, wenn nul' eines del' beiden 
Systeme Strom fiihrt, beim doppelt erregten Feld ist sie von dem momentanen 
Stromverhaltnis abhiingig. Diese Unbestimmtheit zeigt sich darin, daB fUr die 
Zerlegung in die drei Gro13en, Hauptflu13 und zwei Streufliisse, die beiden Gl. (7) 
nicht hinreichend sind, und es ist notig, eine zweckmaBige weitere Verfiigung zu 
treffen. 

Der Hauptflu13 ist von den Stromen beider Stromkreise durchflutet, die 
Durchflutung ist J I WI +J2 W2 • Man kann daher festsetzenI, da13 nur Streufliisse 
bestehen, wenn 

gemacht wird. Dann sind die Strellflll13verkettungen nach Gl. (7) 

':PIS = J I( LI- :~ M) = JISI ; ':P2S = J 2 ( L2 - ::M) = J 2 S 2 • (10) 

SI und 8 2 nennt man die Streuinduktivitiiten. Je nach der Anordnllng der 
Spulen gibt es Kraftlinien, die mit allen Windungen eines Systems und nur mit 
einem Teil der Windungen des anderen verkettet sind. Sie bleiben fiir 

1 Nach Rogowski: ETZ 1908; Arch. Elektrot. Bd. 3, S. 129. 1914. 
Fraenckel, Wechselstrome. 3. Auf!. 8 
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J1W1 +J2W2=O teilweise bestehen und rechnen daher auch zu den Streufliissen. 
Man bezeichnet sie als doppelt verkettete Streufliisse im Gegensatz zu den nur 
mit je einem System verketteten. Daher kann auch eine der beiden Streuinduk
tivitaten 8 18 2 Null oder negativ werden. 

Erregt man namlich nur ein System, z. B. 1, so sind die mittleren Windungs
fliisse JILl/WI und J l M/w2. 

Bei Anordnungen nach Abb. 142 S. no ist ohne weiteres ersichtlich, daB der 
mittlere WindungsfluB des erregenden Systems groBer ist als der des induzierten. 

.... I " Dann ist , __ > I r, Ll/Wl > M/W2 und L2/W2 > M/Wl 

i, :1 Bei einer Anordnung nach Abb. 144 zeigt der Kraftlinienverlauf 
"1 und 8 1 und 8 2 sind beide positiv. 

\' , I fiir den Strom der Spule I, daB der mittlere WindungsfluB der in-
I / duzierten Spule II groBer ist, als der der erregenden Spule I, daB 
, , , ~ somit Ll/Wl < M /w2 ist und 8 1 negativ wird. In diesem Fall ist aber 
,/ I ,~-' L2/w2';PM/wl , weil nach (9) M2 <LlL2 ist. 
Abb.144. - Man kann der ungleichartigen Anordnung durch die Festsetzung 

Rechnung tragen, daB die Streuinduktivitaten 8 1 ,82 den Induktivi
taten Ll , L2 proportional sein sollen. Sie sind dann stets positiv. Setzt man 8 1 = CLI 
und 8 2 = cL2 , dann ist die Bedingung, daB nur Streufliisse vorhanden sind, daB 

JILl +J2M =J1 8 1 =JlcLI und J2L2 + JIM =~J282 =J2cL2 

ist. Daraus erhalt man c = 1- M = 1-k, und der HauptfluB verschwindet, 
V LIL2 

wenn 
-J2:J1 = i L l : i L2 

ist. Diese Festsetzung setzt somit gleiche Anteile an der gesamten magnetischen 
Energie voraus. Dabei kann aber ein Teil der mit allen Windungen beider Systeme 
verketteten Kraftlinien zu den Streufliissen zahlen, denn diese verschwinden nur, 
wenn 

-J2:Jl =Wl :W2 
ist. Dies wiirde bei der zweiten Zerlegung nur zutreffen, wenn L 1 : L2 = wr : w~ ist. 
Nur in diesem Fall decken sich beide Definitionen. 

Nach Hopkinson bezeichnet man auch als Streukoeffizienten 
Ll w2 L 2 w I 1 11) 

VI = M WI' V2 = M W 2 ' VI V2 = 1 _ (]' ( 

66. Der Lufttransformator. 
Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie von einer 

Spannung in eine andere. Er besitzt zwei Spulen, die sich gegenseitig induzieren 
und die ruhend zueinander angeordnet sind. Bei den niederen Frequenzen der 
Starkstromtechnik werden die Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder 

~ auf Eisenkerne gewickelt. In der Hochfrequenztechnik ver-
wendet man haufig Transformatoren ohne magnetischen 
Kern. In diesem Fall sind L und M konstant. Wir beginnen 

-.:....-O-'--;;9JE:;.....:i~~ mit dem Lufttransformator. 
In dem Schema Abb. 145 sind die beiden Spulen mit I 

und II bezeichnet. Die eine, I, ist an eine Stromquelle an-
Abb. Wi. geschlossen und heiBt die Primarspule, die andere, II, ist 

iiber einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art ge
schlossen. Wir ordnen die Strome i l und i2 einem durch beide Spulen tretenden 
FluB <P rechtsschraubig zu und rechnen die Strome il i2 und Klemmenspannungen 
PIP2 in der in Abb. 145 durch Pfeile angedeuteten Richtung positiv. Sind Rl R2 
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die Widerstande, L1L2 die Induktivitaten der beiden Spulen, M deren Wechsel
induktivitat, so ist nach dem Induktionsgesetz 

R . d'l'l d L . -t M') I 1 ~1 - PI = - dt = - dt ( 1 21' 22 , 

(12) 

R2i2 + pz = - d;{;2 = - ~lt (L2iz + Mil)' 

Bei konstanten Werten von L, M, R und bei einwelligen Stromen und Spannungen 
lauten die Gleichungen fur die Effektivwerte mit jw fUr d/dt: 

~1=(R1+.iWL1)Zh+jWM3z,} (13) 

o = ~2+ (R2 +jwLz)32+jwM31' 
Hierin ist das Verhaltnis von ~2 zu 32 durch den Belastungswiderstand gegeben. 
Zu jedem Belastungszustand an den sekundaren Klemmen, der durch ~z' 32 ge
geben ist, gehoren bestimmte Werte von ~1' 31' Der Zusammenhang werde zu
nachst am Vektordiagramm erlautert. Dabei verwendet man zweckmaBig fur 
die sekundaren GroBen einen anderen MaBstab als fur die primaren. Die von ein 
und demselben Strom bedingten primaren und sekundaren Spannungen, z. B. 
J 1wM und J 1wLl verhalten sich nach S. 114 wie 

M:L1 =W2 :W1V I , 
also abgesehen yom Streufaktor VI wie die Windungszahlen, die sehr verschieden 
sein konnen, weil der Zweck des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. 
Um die sekundaren Spannungen direkt mit den primaren vergleichen zu konnen, 
denkt man sich die sekundaren mit dem Windungsverhaltnis WI: W2 multipliziert, 
d. h. auf die primare Windungszahl bezogen. Damit die Leistung unverandert 
bleibt, wird Jz mit dem reziproken Verhalt- M 
nis W 2 : WI multipliziert; Rz und w L2 (und L 
auch der Scheinwiderstand der Belastung), 
die das Verhaltnis einer Spannung zum 
Strom ausdrucken, sind mit (WdW2)2 zu 
multiplizieren, dagegen wM als Verhaltnis 
einer sekundaren Spannung zum primaren 
Strom oder einer primaren Spannung zum 
sekundaren Strom mit WI: W 2 • 

Durch diese Reduktion andert sich an 
den Erscheinungen nichts; das Vektordia
gramm wird so dargestellt, als ob der Trans
formator das Windungsverhaltnis I hatte. 

J,wM 

Abb.146. 

In Abb.146 sei fur einen beliebigen Belastungszustand OA=P2 und OB=J2 , 

die Phasenverschiebung ist T2' Ferner ist AO=J2 R z und OD=J2wL2 , dann ist 
die SchluBlinie DO nach Gl. (13) DO=JIwM. 

Der Vektor von J I ist also senkrecht auf DO. Um seine GroBe zu erhalten, be-
stimmen wir auf 0 D Punkt E so, daB 

ist. Dann ist 
ED:DO =J2wM:JI wM =J2:JI · 

--
Macht man also BF .lDO und OF .lEO, so ist t:,FOB~t:,OED und BF:OB 
=DO:ED=JI :J2 • J 1=BF=OJ ist also gegen J 2 um 180o-0DO=180o-o 
nach vorwarts verschoben. Verschiebt man t:,EDO parallel nach OG H und bestimmt 
auf der Verlangerung von G H Punkt L so, daB 

GL:lIG =LI:M =VI 

8* 
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ist, soistGL=JlLl , und wennLM =JlRl gemacht wird, ist nach Gl. (13) OM = Pl· 
Die Strome J l und J 2 und die Spannungen PI und P 2 sind in der in Abb. 145 zu
grunde gelegten Richtung im wesentlichen in Gegenphase. Die prima:.e Wicklung 
ist Verbraucher, die sekundare Erzeuger von elektrischer Arbeit, die Ubertragung 
erfolgt durch die gegenseitige Induktion. Die beiden Wicklungen gemeinsame 
(fiktive) Spannungskomponente OH =EO, die senkrecht auf OF steht, stellt den 

Vektor i(0l + 02)wM 

dar und bedeutet nach der Definition Gl. (10) (fiir WI = w2) die EMK des Haupt
flusses, wahrend H L bzw. 0 E die Vektoren 

i0IW(L1-M)=i0IWSI bzw. i02W(L2-M)=i02WS2> 

d. h. nach der Definition Gl. (10) die EMKe der Streufliisse sind. 
Dieser Zerlegung entspricht die Schreibweise der Gl. (13) 

~ W 2 WI w2 (14) 
\l!1=01IRl+iW(Ll-WlM)]+iW(0l+02W2)MWl, 1 

0= \l!2 +02[ R2 + iW(L2- ::M)] + jw (~'h +01:~)M::, 
in der die letzten Glieder die EMKe des resultierenden Hauptflusses sind. Diese 
Zerlegung hat folgenden Sinn. Aus Ab~46 ist ersichtlich, daB die Projektionen 

Abb.147. 

von J 1 und J 2 auf EO =OH gleichgroB sind. Das Produkt 
dieser EMK mit den Stromen der beiden Stromkreise ergibt 
die gleiche Leistung, es ist die vom primaren auf den sekun
daren Stromkreis iibertragene Leistung. Daher laEt man auch 
gewohnlich die beiden gleichgroBen Dreiecke E DO und OG H 
ganz fort und zeichnet das Diagramm nach Abb. 147, in dem 
die EMKe des gemeinsamen Flusses mit El und E2 bezeichnet 
sind und (~l + 32) = 00 als Magnetisierungsstrom des resul
tierenden Hauptflusses. Dann ergibt sich die folgende 

Energiebilanz des Transformators. Von den sekundaren 
Klemmen wird die Wirkleistung N2 = P 2 J 2 cos f/J2 und die 
Blindleistung N b 2 = P 2 J 2 sin f/J2 dem sekundaren V er braucher 
zugefiihrt. In der Sekundarwicklung tritt ein Eigenverbrauch 
an Wirkleistung Nv2 =J~R2 und an Blindleistung NS2=J~WS2 

durch das sekundare Streufeld auf. Die gesamte in der Sekundarwicklung erzeugte 
Wirkleistung ist 

und die Blindleistung 
N bm =Nb2 + N82 = E 2J 2 sin "P2. 

Diese Betrage werden durch das Hauptfeld iibertragen. Fiir die primare Wicklung 
gilt ElJlcos"Pl=E2J2coS"P2=Nm' fiir die BIindleistung hingegen 

ElJlsin"P =E2J 2sin "P2 + ElJO = N bm + NbO 

NbO=E1JO ist die Erregerblindleistung des Hauptflusses. In der primaren Wicklung 
tritt der Eigenverbrauch 

NVl=JrRI und NS1=JrwSl 
auf, und die primare Wicklung entnimmt dem Netz die Wirkleistung 

P1JlCOSf{J1 =N1 =NVI +Nm = JiRl + ElJlsin"P1 

und die Blindleistung = JiRI + J~R2 + P 2J 2cOSf{J2 

P1J1sinf{J1 = N81 + E1Jlsinpi =JiwSl + J~wS2 + E1JO + P 2 J 2sinf{J2. 

Die ersten drei Glieder sind Eigenverbrauch, das letzte die Abgabe an die Belastung. 
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Die S. 113 erwahnte Vieldeutigkeit bei del' Aufteilung in Haupt- und Streufliisse 
auBert sich im Diagramm derart, daB je nach del' Aufteilung die Gerade E H in 
Abb.146 ihre Lage andert und sich um 0 dreht. Unabhangig davon bleibt die 
Energiebilanz bestehen, nur andert sich die Aufteilung des Eigenverbrauchs an 
Blindleistung auf den HauptfluB und die Streufliisse. Hiervon macht man sich 
unabhangig, wenn man auf die direkt meBbaren GraBen zuruckgreift. 

Der Transformator als Vierpol. Da nach Gl. (13) zwischen den primaren und 
sekundaren Stramen und Spannungen lineare Beziehungen bestehen, ist del' Trans
formator ein zwischen Stromquelle und Verbraucher geschalteter Ubertragungs
kreis mit induktiver Verkettung, fUr den die in Kap. VII fUr den Vierpol abgeleiteten 
Beziehungen gelten. Die vier Konstanten haben hier folgende Bedeutung: 

1. Das Spannungsverhaltnis bei Leerlauf ist nach Gl. (13) fiir J 2 = 0 

« ___ In . In _ L1 (I . Rl ) 
~o - 1-'10' 1-'2 - - M - 1 w L~ . (15) 

2. Del' primare Leitwert bei Leerlauf ist 
_C'>!. _ 1 ) 

~o - ~S10 ·1,J31 -- R1 +}wL~' (16 

3. Das Stromverhiiltnis bei KurzschluB (P2 = 0) 

(I" =3l/c:3~ = - ~(I-jwRlJ (17) 

4. Del' Scheinwiderstand bei KurzschluB 
R L1 . L M2 2y;+JW jO' 

h = 1,J3l/c:Jlk = (Rl + jwL1) -- jw L~(C-"-:' iR2/wL2) = Rl + 1-..-:.2jR2/wL-; 
odeI' angenahert 

&k C'V R[ + R2~! + jwL1a. 

Dabei gilt, wie man sich durch Einsetzen uberzeugt, 

cro(Ik(l- ~O&k) = 1. 

(18) 

(19) 

Die Betrage von (Io und (Ik nach Gl. (15) und (17) sind bei ungleichen Windungs
zahlen verschieden, sie werden von gleicher GroBenordnung, wenn man (Ik mit L1 :L2 
multipliziert. Mit diesem Verhaltnis ist auch R2 in Gl. (IS) auf primal' bezogen. 
Dann folgt aus Gl. (15) und (17), daB del' Transformator ein richtungssymmetrischer 
Ubertragungskreis ist, wenn R1: L1 == R2 : L2 ist. Dies ist del' Fall, wenn bei gleich
artiger Wicklungsanordnung del' Kupferaufwand in beiden Spulen del' gleiche ist. 

Die Streuung ergibt sich aus del' Leerlaufmessung und del' Kurzschlu13messung. 
Bei Leerlauf ist del' Blindwiderstand Xo =wL1, bei KurzschluB nach (IS) X k =wL1a, 
daher ist a=Xk:XO' 

Das in den Gl. (15) und (17) vorkommende negative Vorzeichen riihrt von del' 
in Abb. 145 zugrunde gelegten positiven Richtung her. 

67. Der Resonanztransformator1• 

Ein Resonanztransformator ist ein Transformator, an dessen sekundare Wick
lung Kondensatoren angeschlossen sind. Er wird in del' Funkentelegraphie zur 
Transformierung von Wechselstramen in solche von hoher Spannung verwendet. 

An die Kondensatoren ist ein Schwingungskreis angeschlossen, del' eine 
Funkenstrecke enthalt; sobald die Kondensatorspannung die Funkenstrecke uber
schlagt, entladet sich del' Kondensator in den Schwingungskreis mit einer Frequenz, 
die von den Konstanten des Kreises abhangt. Beim Uberschlagen del' Funken
strecke ist del' Kondensator fast kurzgeschlossen, und die sekundare Klemmen-

1 Siehe Seibt: ETZ 1904, S.276. Benischke: ETZ 1907, S.25. Bethenod: Jb. drahtl. 
Telegr. u. Teleph. 1907, S.534. 
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spannung des Transformators geht auf einen kleinen Wert zuruck. Sobald der 
Funke erlischt, steigt sie wieder auf den fruheren Wert, die Resonanzspannung. 
Diese kann durch passende Wahl der Verhaltnisse ein Vielfaches der Leerlauf
spannung des Transformators sein, und es wird durc~ die besondere Art der Er
zeugung dieser hohen Spannung bezweckt, daB beim Uberschlag des Funkens die 

Lichtbogenbildung an der Funken
strecke vermieden wird. 

Abb.148. 

Das Arbeitsdiagramm des Trans
formators mit Kondensatorbelastung 
zeigt die Strom- und Spannungsver
haltnisse. LaBt man die Kapazitat 
variieren, so ist rp2 = - 90 0, und nach 
Kap. VII S. 68 ist das Stromdiagramm 
bei konstanter primarer Spannung ein 
Kreis. 

Leerlaufstrom und KurzschluBstrom 
C seien gegeben. Nimmt man den Trans

formator als richtungssymmetrisch an, 
so wird nach Kap. VII Gl. (53) der 
Radius fur rp2 = - 90 0 

R-~ PI 
- 2 000kZk cos rpk ' 

wobei Pl/OOOkZk=POPk in Abb.148 
ist. Es ist also ::r:. P k Po M = rpk. Fur 
einen beliebigen Kreispunkt P ist 0 P 
der primare Strom J l' wenn der Vektor 

der primaren Spannung in der Ordinatenachse liegt. PoP stellt J 2/00 dar, und P Pk 
die sekundare Spannung P 2 =J2/wO im gleichen MaBstab wie P~Pk die Spannung 
bei Leerlauf. Jedem Kreispunkt entspricht eine andere Belastungskapazitat. Da 

-- P2 -- J 2 -- -- J 2 Ok , 
PPk=-O' PoP =-0 ist, wird POP:PPk=-p ·O-Zk=WO·Zk , 

kZk 0 2 0 

worin z~ =ZkOk/OO der sekundare KurzschluBwiderstand ist. Auf einer Geraden 
PoO senkrecht zum Radius PkM schneidet PkP die Strecke PoB ab, die sich wegen 
derAhnlichkeit der Dreiecke POPPk und BPoPk zu POPk verhalt, wie POP:PPk . 
Daher stellt PoB den Leitwert wO im gleichen MaBstab dar wie POPk den Leit
wert l:z~. 

Wachst 0 von Null an, so nimmt der primare Strom erst ab und ist am kleinsten 
in der Richtung 0 M, er kommt dann in Phasengleichheit mit der Klemmenspannung 
und dann in Voreilung. Die sekundare Spannung P Pk wachst, wenn 0 groBer wird, 
von der Leerlaufspannung PkPO anfangend, und erreicht ihren groBten Wert in Pm 
auf dem Durchmesser PkP m. Hier besteht Resonanz, und es ist 

P2max:P20 = 1 :COSrpk. 
Je kleiner COSrpk, d. h. je kleiner die Widerstande des Transformators sind, um so 
groBer wird die Spannung gegenuber der Leerlaufspannung. Waren die Widerstande 
Null, so ware die Spannungserhohung wie beim einfachen Schwingungskreis un
endlich groB. Aus dem Verhaltnis PoP-"':PmPk erhalt man 

wO(P2max) z~ = sinrpk· 

Sieht man von den Verlusten ab, so ist sinrpk = 1 und z~ die Induktivitat bei 
KurzschluB awL2 • Die Resonanzbedingung sagt also, daB die Kapazitat des 
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Kondensators in Resonanz steht mit der gesamten Streuinduktivitat des Trans
formators. 

Der sekundare Strom bei Resonanz Po Pm ist wesentlich groBer als der bei 
KurzschluB POPk ; es ist '1;0 

J 2 =~ 
(P2max) tgq:>k' 

Durch die groBe Streuung und den kleinen 3,0 

KurzschluBstrom wird erreicht, daB bei iiber
briickter Funkenstrecke kein starker Strom 2,0 
aus dem Transformator nachflieBen kann. 

Der groBte Sekundarstrom ergibt sich, 
wenn P auf dem Durchmesser durch Po 1,0 
liegt; die groBte Ladeenergie des Konden
sators, die proportional dem Produkt J 2 P2 , 

also der Hohe des Dreiecks PoP Pk ist, wenn 
P senkrecht iiber der Mitte von POPk liegt. 
Hierbei ist 1jwG = Zk' 

t# 
I'~" 

/ 
"",/' 

-/ '\ 
V '\. 

"-
""" r--.... 

-~ ifc:~ 
Abb.149. 

In Abb.149 ist das Verhaltnis der sekundaren Spannung P 2 zur Leerlauf
spannung P 20 als Funktion von l/wG:zk aufgetragen. 

68. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen. 
Induktiv verkettete Stromkreise konnen gleichzeitig elektrisch leitend ver

bunden sein, sei es, daB sie in Reihe oder parallel zueinander geschaltet sind, oder 
daB sie einer Stromverzweigung oder den Zweigen eines verketteten Mehrphasen
systems angehoren. Hierfiir seien einige Beispiele untersucht. 

1. Reihenschaltung. Fiihren zwei Spulen denselben Strom, so kann die Schaltung 
entweder so getroffen sein, daB del' Strom in beiden Spulen sich einem durch beide 
tretenden FluB gleichsinnig (l'echtsschraubig) zuordnet, oder so, daB er in der einen 
Spule dem gemeinsamen FluB rechtsschraubig, in der anderen linksschraubig zu
geordnet ist. Die erste bezeichnet man als gleichsinnige Schaltung, die zweite als 
Gegenschaltung der Spulen; man erhalt die eine aus der anderen durch Umkehrung 
der Stromrichtung in einel' der beiden Spulen. In der gleichsinnigen Schaltung ist 
die resultierende Induktivitat 

L"=Ll +L2 +2M. 
in der Gegenschaltung 

L" ,=L1 +L2-2M. 
Danach ist M = ~ (L' - L") . 
Man kann also die Messung del' Wechselinduktivitat zweier Spulen durch 
zwei Induktivitatsmessungen bei Gegenschaltung und bei Gleichsinniger Schaltung 
ausfiihren. 

In der Rechnung erscheint, je nach der Schaltung, M mit positivem oder nega
tivem Vorzeichen. 

2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben gleiche Spannung 

~ =01(R1 +iwLl) +i02WM , ~ =02(R2 +iwL2) +i01WM . 
Das Verhiiltnis der Strome ist 

,s't R2 +jw(L2 -M) 
.;52 Rl +jw(L1-M)· 

Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist 
(R1+jwL1) (R2 + jwL.)-1-w2M2 & = -----------------

1J (R1 +R2)+jw(L1 +L2-2M)· 
a) Die Zweige sind gleich 

R1=R2 =R, Ll=L2=L. 

(20) 

(21) 

(22) 
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Dann sind die Zweigstrome unter sich gleich, J 1 =J2 und je die Halfte des Gesamt
stromes. Jeder Zweig verhalt sich so, als ob er den Widerstand R und die Induk
tivitat (L ±M) hatte, der resultierende Scheinwiderstand ist 

~[R + jw(L ±M)]. (23) 

Dabei ist das +- oder --Zeichen vor M zu setzen, je nachdem sich die Zweigstrome 
einem gemeinsamen FluB gleichsinnig oder gegensinnig zuordnen. 1m ersten Fall 
ist der Scheinwiderstand groB, die Felder addieren sich, im zweiten Fall heben sich 
die Felder bis auf Streufelder auf, der Scheinwiderstand ist klein. 

b) Bei ungleichen Zweigen verteilt sich der Gesamtstrom zu ungleichen Teilen. 
Kann man die Widerstande vernachlassigen Rl = R2 ~ 0, so wird 

J 1 L2-M 
J 2 L 1 -M' 

c) Sind die Widerstande nicht zu vernachlassigen, so sind die Zweigstrome 
unter sich und gegen den Gesamtstrom phasenverschoben, und es entstehen zusatz

1--0+0+0-., J 
1 2 J q 1 

a)(f) (f) 0 <!1-11L 
o)(f) 0 (f) 0 

Abb.150. 

liche Verluste, wie in Kap. V § 22 bei parallelen induktiven 
Stromkreisen mit ungleichen Zeitkonstanten. 

Beispiel. Zwei paralleigeschaltete Doppelleitungen (Ab-
bildung 150). Die drei moglichen Paralleisehaltungen 

a) Leiter 1 mit 2 und Leiter 3 mit 4 parallelgesehaltet 
b) Leiter 1 mit 3 und Leiter 2 mit 4 paralleigesehaltet 
e) Leiter 1 mit 4 und Leiter 2 mit 3 paralleigesehaltet 

sind in der Abbildung durch Punkte und Kreuze angedeutet. Bei den Sehaltungen a 
und b folgt aus der gleichen Lage zum Felde, daB die beiden inneren Leiter unter sieh 
und die beiden auBeren unter sieh den gleiehen Strom fUhren, so daB eine innere und 
eine auBere Sehleife aus Hin- und Riiekleiter entstehen, deren Strome sieh bei der 
Sehaltung adem gemeinsamen FluB gleiehsinnig, bei Sehaltung b gegensinnig zu
ordnen. Bei Sehaltung c hingegen sind die beiden Schleifen in bezug auf das Feld sym
metrisch und aIle vier Leiter fiihren gleiehen Strom. 

Fiir gleiehen Abstand D der Leiter und die Zahlenwerte D = 50 em, a = 0,7 em 
(Seile von 120 mm2) werden nun bei f = 50 Hertz die lnduktivitaten und die 
Gegeninduktivitat je km der auBeren und inneren Sehleife bei Schaltung a und b 

( 3D) (150) wLa=w 4In---;;-+1 10-4=314· 4Ino,i+1 10-4=0,7030hm/km, 

WLi = w (4 In ~ + 1)10-4 = 314( 4Ing,~ + 1) 10-4 = 0,5660hm/km, 

wM=w·41n2·1O-4 = 314· 4ln2 .10-4 = 0,087 Ohm/km . 

Der Widerstand jeder Sehleife ist je km R = 0,333 Ohm/km. Hiermit wird das Ver
haltnis der Strome nach Gl. (21) und der resultierende Seheinwiderstand naeh 
Gl. (22) fiir Sehaltung a: 

'" <0i = 1 2ei6,3' 
3a ' , 

fiir Schaltung b: 
'" <0. = 1 17 i4.2' ~ ,e , 
<0a 

und fiir Sehaltung c ist 

GP = (0,169 + jO,358) 10-4 Ohm/km, 

5P = (0,168 + jO,271) 10-4 Ohm/km, 

GP = (0,166 + jO,292) 10-4 Ohm/km. 

Bei Sehaltung a ist der Strom der inneren Sehleife 20 % groBer als bei der auBeren, 
bei Sehaltung b 17%. Der gesamte Widerstand ist jedoeh nieht erheblieh vergroBert, 
weil die Widerstande verhaltnismaBig groB sind. Ungiinstiger wird die ungleiehe 
Stromverteilung bei noeh kleineren Widerstanden wie z. B. bei Sammelsehienen. 
Dabei kommt aueh noeh die ungleiehe Stromverteilung im Leiterquerschnitt hinzu 
(S. 124), von der hier fiir Seile abgesehen ist. GroBer sind die Untersehiede beim in-
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duktiven Spannungsabfall. Rier ist. Schaltung a am ungiinstigsten, Schaltung b am 
giinstigen. Bei Spulen von Transformatoren, die auf Eisenkerne gewickelt sind, ist das 
Verhiiltnis L: R viel groBer als bei Luftleitnngen und M oft wenig von L verschieden. 
Dann ist besonders darauf zu achten, daB parallelzuschaltende Spulen genau gleiche 
Zeitkonstante haben. 

3. Stromverzweigungen. Ein Beispiel ist die Briicke zur Messung der gegen
seitigen 1nduktion (Abb. 151). Das Galvanometer ist stromlos, wenn 

~'h = ~l und0'4 =- 0~ 
ist. Die Spulen seien gegengeschaltet. Dann muB erfiillt sein 

(jwLl +R1)01- jwM(01 +~s) =0s Rs 
und 0'1 R2 = 0S R4' 
Die erste Bedingung zerfallt in die beiden Teile 

01Rl=S3R3 nnd jwL101=jwM(~:h+03)' 
Daher ist 

Rl:R2 =Rs:R4' 
M 01 

'--------{ "V )-----' 

LI 3'1 +.§; Abb.151. 

69. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stromkreise. 
Fiir magnetisch miteinander verkettete Zweige eines Dreiphasensystems mit den 

Stromen i1 i2 i3 und den Spannungen PI P2 P3 gel ten die Gleichungen 

Pl= l~l+ c(lt-+ 21dtl+M31dt R' L di l M !li2i di31 

R . +L di2 +M !lia +M !lil (24) P2 = 2~2 2-£i 32di 12dt J . 
. di3 M di1 !li2 

Ps =Rs~s + L3-dt + 13-(j1: + M 23 dt-

Hierin ist nach § 64 Gl. (4) stets 
M 12 =M21 , M 2S =c=M32 , M31 =M13 · 

a) Symmetrisch angeordnete Systeme. 1st 

Rl=R2=R3=R, L1=-L2 =L3=L, M12=M23=-M31=M 
und (25) 
so wird aus Gl. (24) 

PI =Ril +(L-M)d1:, P3 == R i3 + (L - M) ~:: . (26) 

Die drei Stromkreise verhalten sich so, als ob jeder allein vorhanden ware und 
eine 1nduktivitat (L - M) hatte. Der resultierende magnetische FluB jedes Strom
kreises ist-mit dessen Strom phasengleich. Die Gleichungen gelten 
fiir die Momentanwerte unabhangig von der Kurvenform des 
Stromes. 

Beispiel. Bei einer symmetrisehen Dreiphasenleitung sind die 
drei Leiter in einem gleichseitigen Dreieck angeordnet (Abb. 152). 
Zahlt man als vierten, wegen Gl. (25) stromlosen Leiter die Erde 
hinzu, so sind drei Sehleifen vorhanden, die aus je einem Draht Abb.152. 

und Erde gebildet werden, und deren 1nduktivitaten Ll L2 Ls ' deren 
Gegeniduktivitaten M 12 , M 2S ' M3l sind. Bei groBem Abstand von Erde sind die 
drei L unter sich und die drei M nnter sich gleich groB. Dann bedeutet in der ersten 
der drei Gl. (26) 
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den FluB, den 1 Amp in Leitung 1 durch die Schleife 1-2 oder 1-3 sendet, also 
die Halfte der Induktivitat dieser Schleife. Man kann daher bei einer symmetrisch 
a ng e 0 r dn e t en Dreiphasenleitung ohne N ulleiter mit einer resultierenden Induktivi
tat einer Phase rechnen, die gleich der Halfte der Induktivitat der von zwei Leitern 
gebildeten Schleife ist. Sie betriigt nach § 6 Gl. (14) 

(L-M) = ~L12 =~L23 =~L31 =l· (2lnf + 0,5) 1O-9 H. (27) 

Die Spannungen PI P2 P3 in Gl. (26) bedeuten hier die Anderungen der Phasen
spannungen yom Leitungsanfang bis zum Ende. Die Beziehung gilt unabhangig 
davon, ob die Strome symmetrisch sind, und unabhangig von der Kurvenform. 

1st ein Nulleiter vorhanden, so ist nach Kap. IX S. 105 der Nulleiterstrom die 
Summe der drei gleichgroBen und gleichphasigen Nullkomponenten der drei Leiter
strome. Fur diese gelten die Induktivitaten und Gegeninduktivitaten der Schleifen, 
die von den einzelnen Leitern und dem Nulleiter gebildet werden. 

b) Bei unsymmetrisch angeordneten Systemen sind die Lund M im aUgemeinen 
untereinander verschieden. Dann ist der FluB jedes Zweiges nicht mehr mit seinem 
Strom phasengleich und der resultierende magnetische Schwund nicht gegen den 
Strom urn 90 0 phasenverschoben. 

Beispiel. Bei der Dreiphasenleitung mit drei Leitern in einer Ebene (Abb. 153) 
sind die drei Leiterschleifen ungleich groB. Dann werden sich auch bei symmetrischen 1 O---->-j Spannungen und gleich groBen Belastungswiderstanden 

<b unsymmetrische Strome einstellen. Es werde die Strom

Abb.153. 

verteilung bei einwelligen Spannungen untersucht, wenn 
das Dreieck der Linienspannungen am Leitungsanfang 
symmetrisch ist und die Leitungen am Ende kurz

geschlossen sind. Dazu verwenden wir die Zerlegung in symmetrische Kom
ponenten nach Kap. IX. 

Der KurzschluBpunkt ist bei Unsymmetrie nicht der Schwerpunkt des Spannungs
dreiecks, die drei Spannungen in Gl. (24) setzen sich zusammen aus einer Null
komponente ~o und den symmetrischen Phasenspannungen des Generators ~, a2 ~ 
und a ~. In den Stromen kommt keine N ullkomponente vor, weil kein N ulleiter 
vorhanden ist, sondern nur die beiden symmetrischen Komponenten mit entgegen
gesetzter Phasenfolge. Die Strome seien 

(28) 

Hiermit lauten die Gl. (24) fur die Effektivwerte 

~+ ~o= S'[RI +jO)(Ll +aM3l +a2M 2l)] + S"[RI +jO)(Ll +aM21 +a2M3l)j) 

a2 ~ + ~o =a2S'[R2 + jO)(L2 + aM12 + a2 M3l)] + a S"[R2 + jO)(L2 + aM3'~ + a2M 12)] (29) 
a ~ + ~o = as,[R3 +jO)(L3 +aM23 +a2 MI3)] + a2 S"[R3 + jO)(L3 +aM13 + a2M 23 )] 

aus denen S', 3" und ~o zu berechnen sind. Wir berechnen zunachst den Unsym
metriegrad 3": 3'. Hierzu multipliziert man die zweite Gleichung mit a 2, die dritte 
mit a und addiert sie zur ersten. Dann ist die Summe der linken Seiten Null. 

Bei der Zusammenfassung der Lund M der rechten Seiten setzt man z. B. im 
ersten Glied der ersten Gleichung 

L1 = -aL1-a2L l 
da 1 + a + a2 = 0 ist. Dann ist 

L1 + aM31 +a2 M 21 = -a(Ll -M31) -a2(Ll -M21) = -~aL13-~a2LI2 
worin L13 und L12 die Induktivitaten der Schleifen 1-3 und 1-2 sind. Damit wird 

3' [(Rl + aR2 + a2 R 3) - jO) (L23 + aL13 + a2 L I2 )] 
+ 3"[(Rl + R2 + R 3) + jO)~ (L12 + L 23 + L 31)J = 0 
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oder fiir gleiehe Widerstande R1 == R2 = R3 = R : 
C\!H • C\!, L 23 + aL13 + a2 LI2 .\S = 1W .\S --- ----------

3R+jw}(L12+L23+L31) . 
(30) 

Fiir das Beispiel Abb. 153 mit drei Leitern in einer Ebene ist, 
Leiter bedeutet, L12 =L23 , und der Zahler in (30) ist 

wenn 2 den inneren 

Es ist: 
a (L13 -LI2) = (- t +1 t -y3) (L13 -LI2 )· 

L13=(4In2~ +1)1O-4H/km, L12 = L23 = (4In-f + 1) 10---4 H/km 

und 
,3" 2w{}3 +i)ln2.10-4 

1sT = - 3RIZ + 7w(6InD!a+ 21n2+ 1,5) 104' (31) 
Z. B. ist fiir drei Kupferseile von 120 mm2 mit dem Radius a =0,7 em im Abstand 
D = 100 em und R/l = 0,15 Ohm/km der Unsymmetriegrad bei kurzgesehlossener 
Leitung 

also rund 8 % . 
Cj; = J": J' = 0,079, 

Bei Belastung mit gleieh groBen Widerstanden fallen diese, wie die gleieh groBen 
Leitungswiderstande im Zahler von G1. (30) hera us, wahrend im N enner deren Summe 
steht. Dann ist der Unsymmetriegrad kleiner als bei kurzgesehlossener Leitung. 

Multipliziert man die zweite der G1. (29) mit a, die dritte mit a2 und addiert sie 
zur ersten, so ist 

~ = §3' [R1 + R2 + Ra + 1w~(L12 +L23 +L31 )] 
+ ~ 3" [R1 + a2 R2 + aR3 + i W (L23 + a2 L13 + aLn)] • (32) 

Mit dem Wert von 3" naeh G1. (30) wird das zweite Glied der reehten Seite fur gleiehe 
Widerstande 

1 C\!, 2 L]3 (L13 - Ld + L 23 (L 23 - L 12) + LI2 (L12 - L J3 ) -.\S w - ---- ----
3 3R+jw(LI2+L23+L31) 

1m besonderen Fall der Abb. 153 mit L12 =L23 und mit den Zahlenwerten des Bei
spiels ist im ersten Glied von G1. (32) 

R + iw~ (L12 + L 23 + L 31) = 0,15 + 10,341 Ohm/km, 
wahrend der Anteil des zweiten Gliedes nur 

0,0009 - i 0, 00205 Ohm/km 
betragt. Man reehnet also hinreiehend genau, wenn man nur das erste Glied beruek
siehtigt und mit der mittleren Induktivitat der drei Schleifen rechnet. 

Addiert man endlieh aIle drei Gleiehungen, so ist fUr gleiehe Widerstande 

~o = 3' iw~(L23 + a2 L 13 + aLd + 3" 1 W~(L23 + aL13 + a2L12) • (33) 
Mit dem Wert fur 3" nach G1. (30) und fur den besonderen Fall del' Abb.153 
(L12=L23 ) ist 

m - _ C\!" 1 (1 + . 13) (L _ L ) 11 + i w (L13 - L12) ] 
't'o- .\S JW 6 J1 13 12 L 3R+jwl(LI2+L23+L31)' 

Fur das Zahlenbeispiel ist 
~o: S' = (0,0274 - i 0,0148) Ohm/km. 

Vergleieht man diesen Ausdruek mit der mittleren Impedanz pro km 0,15 + i 0,341, 
so verhalten sieh die Betrage wie 0,0312: 0,372, d. h. die Nullpunktsspannung be
tragt 8,4% der Phasenspannung. Bei symmetriseher Belastung mit konstanten 
Seheinwiderstanden wird, wie gezeigt, 3" kleiner als im KurzsehluB, dann ist aueh ~o 
kleiner. Besteht die Belastung abel' nieht aus konstanten Seheinwiderstanden, sondern 
aus Masehinen, bei denen eine kleine Unsymmetrie der Spannung erheblieh groBere 
Stromunsymmetrien hervorruft, odeI' aus LiehtbogenOfen, bei denen infolge der ab
fallenden Charakteristik del' Strom bei abnehmender Spannung steigt, so ist die Un
symmetrie unzulassig und die Leitungen miissen verdrillt werden. 
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70. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 
Ein Gleichstrom verteilt sich im allgemeinen gleichmaBig iiber den Leiterquer

schnitt. Anders ist es bei Wechselstrom. Der Leiter gehort einem Stromsystem an, 
dessen magnetisches Wechselfeld auch den Leiter selbst durchsetzt. 

Zwischen zwei parallel verlaufenden Stromfaden eines Leiters tritt ein Wechsel
fluB und der magnetische Schwund durch die von den beiden Stromfaden begrenzte 
Flache bewirkt, daB sie nach GroBe und Phase verschiedene Strome fuhren. Die 
Stromdichte ist daher bei Wechselstrom im allgemeinen iiber den Leiterquerschnitt 
nach GroBe und Phase verschieden verteilt. Diese Erscheinung bezeichnet-man als 
Stromverdrangung oder Skineffekt (Hautwirkung), weil die Verdrangung nach 
dem Rande des Leiters hin erfolgt. Stets ist damit eine Erhohung der Stromwarme 
gegenuber gleichmaBiger Verteilung verbunden. 

1st g die momentane Stromdichte in einem Querschnittselement dq, so ist der 
gesamte Strom durch den Leiterquerschnitt q 

i = J gdq 
q 

und die momentane in Warme umgesetzte Leistung fiir die Lange 1 und den Quer
schnitt dq 

worin e der spez. Wider stand des Leiters ist. 
1st G die effektive Stromdichte, so ist fUr den ganzen Querschnitt 

N =eJG2 dq. 
q 

Bei gleiehmaBiger Stromverteilung ist die effektive Stromdichte 
J 

Go=-
q 

und die Stromwarme fur die Langeneinheit 
. No=eG~q. 

Daher ist ~ = ~JG2dq (34) 
No q Gil' 

q 

Setzt man die Stromwarme in beiden Fallen gleich J2 R, so sind bei gleiehem effek
tiven Gesamtstrom J verschiedene Widerstande einzusetzen. Der We c h s e 1st rom
widerstand R verhalt sich zu dem mit Gleichstrom gemessenen Widerstand Ro wie 

kr = -f= ~ fG~~~. (34a) 
q 

kr bezeichnet man als Widerstandsverhaltnis. Die Rechnung ist nur fur einfaehe FaIle 
durchfiihrbar. 

Beispiele. 
1. Eine ebene Kupferplatte, deren Flache groB gegen ihre Dicke ist, sei von 

z geraden parallelen Stromfiiden durehflossen. Das zugehorige 
magnetise he Feld hat iiberall dieselbe Richtung senkreeht 

A 0 zur Richtung der Stromfaden. 1m AuBenraum sei das Feld 
fl toP auf der einen Seite homogen, auf der anderen Null. Dieser Ji Fall liegt angenahert vor bei parallelen Sammelschienen 

>--,.-,L----y oder bei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupfer
schienen bewickelt sind. 

Abb.154. 

In einem reehtwinkligen Koordinatensystem (Abb. 154) 
liege die Plattenflache, an der das magnetisehe Feld Null 
ist, in der XZ-Ebene, die Richtung der Stromdichte sei 

die positive X-Achse, die Riehtung der magnetischen Feldstarke die Z-Achse. 
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Fur ein schmales Rechteck mit den Seiten AB=CD=l, AD=BC=dy, 
setzen wir die magnetische Umlaufspannung gleich der Durchflutung. Da s;, in Rich-
tung der Z-Achse sich nicht andert, sind die Anteile der Seiten BC und DA ent-
gegengesetzt gleich. (a.\',) ) 

- s;, + Sj + iJy dy = @ • 1 . dy 

iJ.\',) = @ (35) dy • 

Fur ein entsprechendes Rechteck abed der XY-Ebene mit den Seiten 1 und dy 
setzen wir die elektrische Umlaufspannung gleich dem magnetischen Schwund. 1m 
Leiter ist die elektrische Feldstarke Q: = e@. Da Q: und @ in Richtung der X-Achse 
sich nicht andern, liefern die kurzen Seiten entgegengesetzt gleiche Anteile und 
fUr einen unmagnetischen Leiter (fl = 1) ist 

Q: - (Q: + ael: dy) = - fl i)(.\',)~y) 
ay 0 at ' 

a&; a@ a.\',) 
ay = eay = float' (36) 

Fur einwellige Schwingungen seien s;, und @ die Effektivwerte, dann ist nach (36) 
mitjwfiirfJ/fJt . a@ 

J w flo s;, =- e Dy . 
Differentiiert man nochmals nach y und setzt Gl. (35) ein, so ist 

und ebenso 

a2 @_ .floW@ 
ay2 -J [I 

a2.\',) = . floW c; 
ay2 J [I 4" 

Mit der Abkurzung flow/2e = k 2 wird Gl. (38) 
a2 .\',) 
ay2 = j2k2s;,. 

Eine L osung ist s;, = \2fe-<X Y, 
dann ist a.\',) =-as;, i)2.\',) = a2s;, 

ay , ay 
und nach Gl. (38a) a2 =j2k2, a=±k(l+il 
und die allgemeine Losung von Gl. (38a) besteht aus zwei Teilen 

s;, = 9fl ek(l+j)y + 9{2 e-k (1+illl . 

Da fur y = 0 s;, = 0 sein saUte, wird 
9fl = - 9(2 = 9{ , 

(36a) 

(37) 

(38) 

(38a) 

(39) 

(40) 

s;, ='2([ek(1+ilY-e-j k(1+illl]. (41) 

Hierin ist 9{ = y2A eirot der Effektivwert einer Feldstarke, die mit der Kreisfrequenz 
w pulsiert und 9{e±k(l+i)Y= -Y2Aei(wt±k Y)e±kY . 

LaBt man zunachst den Faktor ei :kY fort, so ist y2Aei (wt±k Y) der AusdruckfUr eine 
zeitlich und raumlich nach einer Sinusschwingung veranderliche Feldstarke 

12Asin(wt±ky). 
Sie ergibt in einem Augenblick (t = konst) eine sinusformige raumliche Verteilung 
der Feldstarke in Richtung der y-Achse, und an einer bestimmten Stelle (y = konst) 
eine zeitlich sinusfOrmig pulsierende Feldstarke. Die Wellenlange der raumlichen 
Verteilung entspricht einem Winkel k y = 2n; die raumliche Wellenlange ist 

.II.=2kn. (42) 

k bezeichnet man als WinkelmaB. 
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Nach einer Zeit dt sind die Werte der Funktion an einer um dy entfernten Stelle 

i2Asin[w(t+dt)±k(y+dy)] . 
Diese Werte sind den friiheren gleich, wenn 

wdt±kdy=O 
ist. Dies bedeutet, daB die ganze Welle mit der konstanten Geschwindigkeit 

dy W A 
=j=v= =j= dt =T='f ,1 = T (43) 

in Richtung der y-Achse fortschreitet, wobei das Vorzeichen der positiven bzw. der 
negativen y-Achse entspricht. Danach stellt sich die Feldstarke iiber die Platten
dicke nach G1. (41) durch zwei sinusformige raumliche Wellen dar, von denen die 
eine in Richtung der negativen, die andere in Richtung der positiven y-Achse mit 
gleichformiger Geschwindigkeit wandert. Da die Energiedichte nach der Annahme 
fUr y = d am groBten und fiir y = 0 Null ist, und die Energie von dem Ort der hOheren 
Dichte zu dem der kleineren eindringt, kann man die in negativer y-Riehtung wan
dernde Welle als die einfallende, die andere als die reflektierte bezeichnen. Die 
Faktoren e±ky, die wir noeh nieht beriieksiehtigt haben, bedeuten, daB die Wellen 
nieht konstante Amplitude haben, sondern daB sie beim Fortsehreiten in der - y
oder der + y-Riehtung nach einem Exponentialgesetz gedampft werden. kist der 
raumliehe Dampfungsfaktor, er ist hier gleich dem WinkelmaB. Dies bedeutet, 
daB die Wellen naeh einer Wellenlange auf den Betrag 

e-2",= 5~5 

gedampft sind. Die Wellenlange ist nach (42) 

, _2:n:_2 V2Q 
/L- - n . 

k J-toW 

FiirKupferistetwaQ = 1,8 . 10-6 Ohm em, fernerist,uo=4n .10-9 undfiir f = 50 Hertz 
lr-e- 18.10-6 

,1= V RfF9 = dO.l0-9 =6cm. 

Die Fortpflanzungsgesehwindigkeit naeh G1. (43) ist 3 m/sek. 
Die Wellen konnen als praktiseh erlosehen betrachtet werden, wenn sie auf 5 % 

abgedampft sind, d. i. fUr 

e-kll = 0,05, 

Mit den Werten fUr Kupfer bei 50 Hertz ist k = 1,05, naeh kaum 3 em oder ! Wellen
lange sind die Wellen praktisch erlosehen. 

Aus G1. (35) ergibt sieh naeh (41) 

@ = as;, = ~{k(1 + j)[ek(l+i)'U + e-k(l+i)11]. (44) 
ay 

Die Stromdichte setzt sieh aueh aus zwei Wellen zusammen. 
Ihr raumlicher Mittelwert iiber den Querschnitt ist 

d 

!f@dY= ~ [ek(1+i)d_ e-k(Hi)d]. (45) 
o 

Hierin kann die reehte Seite auf die Form a + j b gebraeht werden. Das Quadrat des 
Effektivwertes erhiilt man dureh Multiplikation mit dem konjugiert komplexen 
Vektor, den man erhiilt indem man +j dureh -j ersetzt. Es wird 

A2 G5 = a;;:(ek (Hild - e-k (lH)d) (ek(l-i)d_ e-k(l-i d ) 

A2 = a;;:(e2kd + e-2kd _ e2ikd _ e-2;kd). 
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Hierin ist A der Betrag von 12{ und 

e2kd + e-2kd = 2~of 2kd, 
daher 

e j2kd + e-j2kd = 2eos 2kd , 
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(46) 

1m Zahler von Gl. (34) steht der raumliehe Mittelwert der Quadrate der effektiven 
Stromdiehten. Nun ist naeh (44) 

0 2 = A 2 k2 (1 + j) (1- j) [ek (1+j) Y + e-k (1+j) Y] [e-k (l-j) Y + e-k (1-i)Y]. 

Dureh ahnliehe Umformung wie oben wird 
0 2 = 4A2k2(~of 2ky + cos 2ky). 

Der raumliehe Mittelwert hiervon ist 
d 

1 r. 4A2k2 
dJ G2d y= -2kr((Sin2kd + sin2kd) 

o 
und endlieh d 

k = ~ = _~fG2dY = kd6in2kd+sin2k~ 
r Eo d G~ [oj2kd-cos2kd' 

o 

(47) 

(48) 

Fur kleine Werte von 2kd kann man die Hyperbel- und Kreisfunktionen in Reihen 
entwiekeln und erhalt die Naherungsformel 

k = 1 + (2kd)4 
r 180 . 

Mit den Werten e = 1,8 .10-6 Ohm em fur Kupfer, flo = 4n .10-9, f = 50 Hertz ist 

2kd = 2dl~W = 2dV4n'2n,--5~.~0-" 'Y 2 1d V 2fl 2·1,8' , 

kr =I+0,11d4 • 

Fur eine Kupferplatte von I em ist die Widerstandserhohung 11 %. Fur cine Platte 
von 2 em ist jedoeh kr = 2. Bei groBen Werten von 2 kd werden (Sin und ~of einander 
gleieh und groB gegen die Kreisfunktionen, dann ist 

k =kd=dlI23OJ=2ndl/ f 1O--~.1 
r Y 12 109 V 12 

2. Stromverdrangung in Nuten 2• In einer offenen Nut eines Dynamo
ankers liegen n reehteekige Leiter ubereinander (Abb. 155). Sie haben die Hohe h 
und die Breite a, b ist die N utweite, aIle Leiter fuhren den gleiehen Strom J. 

Die magnetischen Kraftlinien stehen senkrecht auf den Nutwandungen und seien 
als paraIlele Gerade angenommen. Ihre Riehtung sei die der Y
Achse, die Riehtung der Stromdiehte die Z-Achse, die Nuthohe 
die der X-Aehse. 

Dann ist in analoger Ableitung wie oben 
8 if) 8(!; (](Il 8 if) . 

b ax = a@ und ax = e-JX = float = 7(J)flo~· 
Darans ergeben sieh wieder die zwei Grundgleichungen 

82 if) = 2 k2 . ,r;.. 82 (Il = 2 k2 . @ ox2 7 'I,' , ax J (49) 

mit (50) 

z 

_.. ...... L--__ y 

Abb.155. 

1 Uber Stromverdrangung bei zwei parallelen Platten s. Cohn: Das elektromagnetische 
Feld; bei parallelgeschalteten Platten Schumann: El. u. Maschinenb. 1913, H.30/31. 

2 Field, A. B.: Trans. Am. lnst. El. Eng. 1905, S. 659. Emde, F.: El. u. Maschinenb. 1908, 
S. 703; 1922, S.301. 
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k 2 unterseheidet sieh von dem fruheren Wert nur dureh den Faktor alb, der im allge
meinen nieht viel von 1 abweieht. 

Die Lasung ist wieder mit 
a =, ± k(l + j) , 

(51) @ = ~ ~ = ~a [5[(1 ea. x - ~{2e-a.X] . 
a ax a 

(52) 

Urn die Integrationskonstanten zu ermitteln, betraehten wir den pten Leiter. An 
seiner Unterkante sei x = 0, dort ruhrt die Durehflutung von den darunter liegenden 
(p-l) Stramen her, deren Summe sei J 1 ; an seiner Oberkante ist x = h, dort ist die 
Durehflutung J 1 +J, wenn J der Strom des betraehteten Leiters ist. Also istnaeh (51) 

b.S)(",=O) = b (5[(1 + ~(2) = J 1 , b.S)("'=h) = b (Ilfl ea.h + Ilf2e-a.h) = J 1 + J , 

und damit in (51) und (52) 
1 (J1 + J) (eax - e-ax) + J 1 (ea(h-x)_e-a(h-x») 

.S) =1)0 eah-e ah ' (53) 

@ = ~ ° (J1 + J) (ea", + e-ax) - J 1 (ea(h-x)+e-a(h-x») 
a eah-e ah (54) 

Anstatt, wie im fruheren Beispiel, die Widerstandserhahung naeh Gl. (34) zu be
reehnen, solI hier ein andrer Weg gezeigt werden, der aueh gleiehzeitig uber die Ver
anderung der magnetisehen Energie des Nutenfeldes gegenuber der bei gleiehmaBiger 
Stromverteilung AufsehluB gibt. 

Wie S.126 gezeigt, stellen die Gl. (51) und (52) fur die Verteilung der Feldstarke 
und der Stromdiehte zwei fortsehreitende Wellen dar, von denen die erste, die ein
fallende, in Riehtung der negativen X-Aehse, von der Nutaffnung naeh dem Nuten
grund sehreitet, die zweite, die reflektierte, in entgegengesetzter Riehtung. Dieser 
Vorstellung entspreehend tritt die Energie naeh Maxwell aus dem Dielektrikum 
(hier der Nutaffnung) in den Leiter. Naeh dem Satz von Poynting ist der Energie
strom dureh einen Vektor @) dargestellt; er ist 

@) = ~.\lsin(~.\l) (55) 

und seine Riehtung ist senkreeht zu ~ und .S) in dem Sinn, der sieh der Drehung aus 
der Riehtung ~ in die Riehtung .S) reehtssehraubig zuordnet. In unserem Beispiel ist 
(s. Abb. 155) die Riehtung von ~ die positive Z-Aehse, die von .\l die positive Y -Aehse, 
~ und .\l stehen senkreeht aufeinander und sin (~.S)) ist 1. Der Drehung von der posi
tiven Z-Aehse in die positive Y-Aehse ordnet sieh die negative X-Aehse reehts
sehraubig zu, dies ist die Riehtung des Energiestromes. 

Da wir ~ in Volt/em, .S) in Amp/em messen, ergibt sieh @) in Watt/em2 • Bereehnet 
man nun @) fur die obere und die untere Kante des Leiters, so ist die Differenz die 
im Leiter verbrauehte Leistung. Dabei ist zu berueksiehtigen, daB in unserer Reeh
nung ~ bzw. e@ und .S) die Effektivwerte einwelliger GraBen und daher komplexe 
Zahlen sind. Daher ist e@ mit dem zu .S) konjugiert komplexen Vektor .S)k zu multi
plizieren. Dann ist der reelle Teil des Produktes die Wirkleistung, der imaginare 
Teil die Blindleistung. 

Naeh Gl. (54) istfur x=h bzw. x=O 

rc: = @ = (!rx (J1 +J)(ea.h+e-a.h)-2J1 =(!rx (J1 +J)[ojrxh-J1 
~("'=h) e (",=hl a ea.h-e-a.h a 6inrxh ' 

rc: = @ =f_~2(Jl+oJ)-Jl(ea.h+e-a.h)=(!rx(Jl+J)-Jl[ojrxh 
~("'=O) e (",=0) a ea.h-e-a.h a 6inrxh ' 

b.S)f (",=h) = J 1 + J, b.S)f(",=O) = J 1 0 
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Die Differenz der Produkte e@ b~t fUr x = h und x = 0 ist die Seheinleistung fur 

1 em Nutlange eet J 2 IEofeth+ J1(J1 +J)2(lEofeth-l) . 
ns=a: --.~. - 6inoch-~-'-~ =n+Jnb • (56) 

Hierin ist bei Reihensehaltung fur den pten Leiter J 1 = (p - 1) J und 

J1(J] +J) =p. (p-l)J2. 

Es war rJ. =k(1 +j). 
Wir setzen zur Abkiirznng Va 2:nw 

kh=x=h be.lOi) (57) 

und 

Darin ist 
ns = e;; {[qJ(x) + jqJ'(x)] + p(p - 1)[1Jl(x) + i1Jl'(x)]}. 

()+ . '() (1 .)IEOjx(l+j) 
qJx JqJx=x +Jemx(l+j)' 

1Jl(x) + j1Jl'(x) =x(1 + j)2(1E~~¥(t~j~ I) = 2x(l + i) ~!~::((~ tJ( 

(58) 

(59) 

(60) 

Urn den imaginaren Teil vom reellen zu trennen, multipliziert man Zahler und 
Nenner mit der konjugiert komplexen Zahl des Nenners. Es wird 

lrofx(1 + j) 26inx(1-j) 6in2x-jsin2x 
6illx(1+j) ·2Sinx(l-j)= lEof2x-cos2x 

6in!x(l+j) 2IEoax(l-j) 6inx+jsinx 
lEoffx(l+JT· 2IEoax(r=j)- = ~fx+ cos;;-

und damit in (59) und (60) 

() 6in2x+sin2x 6inx-sinx 
qJ x =X lEof2x-cos2x ' 1Jl(x) =2x-lEofx+cosx·' (61) 

qJ'(x) = x-~~::=-!~~~: ' 1Jl'(x) = 2x ::~:: :!:: . (62) 

Da in Gl. (58) eJ2/ah die Stromwarme in 1 em Leiterlange bei gleiehmaBiger Strom
verteilung ist, ist die Widerstandserhohung im pten Leiter 

kr =qJ(x)+p(p-l)1Jl(x). (63) 

Das erste Glied ruhrt von dem Strom im Leiter aUein her, es ist fUr aUe Leiter gleich, 
das zweite ruhrt aueh von dem darunter liegenden her und wird am groBten fUr den 
obersten Leiter (p = n). Der Mittelwert fUr aUe Leiter ist die Widerstandserhohung 
fur die ganze Nut. Da 

p=n 

..!.. ~p(p-l)=..!...[2+3.2+ ... +n(n-1)]=}(n2 -1), 
n.L.J n 

p=l 

ist fiir die ganze Nut 
(64) 

Urn die Blindleistung mit der bei gleiehmaBiger Stromverteilung zu vergleiehen, be
reehnen wir zunaehst fur diese die magnetisehe Energie fUr 1 em Stablange. 1m pten 
Stab ist im Abstand x von der Unterkante 

b~ =,J(p-1 + x/h) , 
h 

daher !flOS~2dx = ~flOJ2 ~ [~+ p(p-l)]. 
o 

Fur aUe n Leiter ist die Energie fur 1 em Lange 

.. ___ 1 J )2nh wmo-"'jflo( n 3b 
Fraenckei, Wechselstrorne. 3. Aufl. 9 
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und die Blindleistung 
J )2nh 

nbo=2wwmo =Pow( n 3/)' 

Nach Gl. (58) wird die Blindleistung fiir alle n Leiter 

J2 (! [ , n2 - 1 , ] 
nb = ha n !p (x) + -3- "p (x) , 

Daher ist das Verhaltnis nb: nbO 
3 [, n2 - 1 , ] 1 n2 - 1 

kb = 2n"x2 !p (x) + -3- "p (x) =;t2A (x) + ----ri2 P (x), 

worin nach (62) gesetzt ist 

(65) 

3, 3 lSin2x - sin2x () 1 '() 1 lSinx+sinx (65a) 
A(X) m(x) p X =2x2 "P x =-= 2 x2 T = 2 x (£0\ 2 x - cos 2 x ' x (£0\ x + cos x . 

In Abb. 156 und 157 sind die vier zur Berechnung von kr und kb erforderlichen 
GroBen !p(x), "p(x) , A(X), p(x) als Funktionen von x aufgetragen. 
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Fiir f = 50 Hertz und fiir warmes Kupfer, erv 2, 10-6 , ist, wenn b und a wenig 
voneinander verschieden sind, angenahert x = h. 

In Abb.158 sind die nach Gl. (53) und (54) berechneten Effektivwerte der Feld
starke und der Stromdichte fiir zwei iibereinanderliegende Stabe mit x = 2 aufge
tragen. Diese Stabhohe ist also bei f = 50 Hertz 2 cm. Die punktierten Geraden 
stellen zum Vergleich, die Verteilung bei gleichmaBiger Stromdichte dar. 

J e groBer die Leiterhohe ist, um so kleiner ist 

~\\~-=-~=-: ~ Ir" der Ohmsche Widerstand, um so groBer aber die Stromverdrangung, daher gibt es zu jeder Zahl n 
i iibereinanderliegender Leiter eine kritische Kupfer-rr hohe, die das Minimum der Verluste in der Nut 
I darstellt. Nach Rogowski! ist 
I 4 ---

H - -6 V 3 
Al>b.1 5. xo= n2 -O,2' 

d. h. bei f = 50 und n = 2 h rv 0,95 cm. 
Starke Leiter miissen daher unterteilt und die Teilleiter so verdrillt sein, daB von 

den parallelgeschalteten Leitern gleiche Teile in den verschiedenen Hohenlagen in 
der Nut liegen. 

1 Arch. Elektrot. Bd. 2, S. 108. WeitereArbeiten tiber Stromverdrangung in Nuten Richter: 
Arch. Elektrot. Bd.3, S. 175; Bd.4, S.l; Bd.5, S.1. Bei Kommutatormaschinen DreyfuB: 
Arch. Elektrot. Bd. 3, S. 273; Bd. 4, S. 42. 
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Eine allseitige Stromverdrangung tritt in einem runden Leiter auf, der 
von dem Ruekleiter weit entfernt ist. Hier hat die eindringende Welle zylindrisehe 
Form, und die Reehnung, die zuerst von W. Thomson l durehgefuhrt ist, ergibt 
Besselsehe Funktionen. Angenahert ist, wenn d der Durehmesser ist, 

1 (kd)4 :n:4 f2d4 

kr = 1 + T ~4- =. 1 + 48 e2 .1018 . 

Fur Kupfer (! = 1,8 .10-6 ist ( fd2 )2 
kr = 1 -1- 0,70 1000 ' (66) 

fur d = 1'2 em und t = 50 Hertz ist kr = 1,007. 

d :n:d f Bei hohen Frequenzen ist v--. 
kr == k4 =2 e-I0-9' 

Liegen Hin- und Ruekleiter nahe beieinander wie bei verseilten Kabeln, so beein
flussen sie sieh gegenseitig, die groBte Stromdiehte tritt an den einander zugewandten 
Teilen auf2. 

XI. Wechselstromkreise mit Eisen. 
71. Der Erregerstrom. 

1. Magnetisierung mit Gleichstrom. Bei Masehinen und allen teehnisehen Appa
raten verlauft der magnetisehe InduktionsfluB der Hauptsaehe naeh in Eisen. 
Die erste Aufgabe ist, zu einem gegebenen FluB den Erregerstrom zu bereehnen, 
wenn die Abmessungen des magnetisehen Kreises ge
geben sind. Dabei ist die Magnetisierungskurve )8 = t (.\J) 
zugrunde zu legen, die z. B. Abb. 159 fUr Dynamobleeh 
zeigt. 

Die Feldstarke .\J ist in Amp/em aufgetragen, die 1n
duktion in der CGS -Einheit, 1 GauB = 10-8 Voltsekfem 2• 

Der genaue Verlauf der 1nduktionslinien im Eisen 
ist nur in wenigen Fallen bekannt. 

Beim gleiehmaBig bewiekeltn Eisenring (Abb. 160) 
sind die 1nduktionslinien konzentrisehe Kreise und 
.\Jre = Jwj2nx Amp/em. Tragt man zu jedem Ra-
16000 dius x die zu .\J" ge-!C 
1Qooo hi.irige Induktion )8" -

1 l.--j V 12000 aus der Magnetisie-
10000 rungskurve auf, so er-/" 

/ 6000 h alt man die Verteilung 
6000 

J 
2000 I 

V I -f- ?r 

der 1nduktion uber die 
Ringbreite b und den 

D+b/2 

FluB <P = Jh )8"dx fUr 
o Z Y 6 6 '0 12 111 16 16 2o't!!f. D-b/2 

AlJb.I ~\l. den angenommenen 
Strom. 

,\ IJb. 100. 

1st b klein gegen D, so kann man mit einer mittleren 1nduktion )8 reehnen. 
Fur den Eisenquersehnitt Q ist der FluB <P = )8Q. Mit der zu )8 naeh der Magneti
sierungskurve gehorigen Feldstarke .\J erhalt man die magnetise he Umlaufspannung 
fUr den mittleren Kraftlinienweg Vo =nD.\J und die Durehflutung J w = Vo' 

1 Electr. Ed. 25, S.51O. 1899; ETZ 1890, S.661. Stefan: Wiedem. Ann. Ed. 41, S.400. 
2 Mie, G.: Wiedem. Ann. 1900, S.201. Uber Stromverdrangung bei Spulen und Rollen 

s. Sommerfeld: Ann. Physik 1904 u. 1907; bei Litzen Rogowski: Arch. Elektrot. Ed. 3, 
S.264; Ed. 4, S. 66; Ed. 6, S. 304; Ed. 8, S.269. 

9* 
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N ach diesem angenaherten Verfahren berechnet man magnetische Kreise ge
wohnlich. Besitzt der Kreis verschiedene Teile mit ungleichen Querschnitten, 

1--------irq---(Z7{.--------'l 
Abb. 161, so ermittelt man zu dem FluB l/> die mitt
leren Induktionen der einzelnen Teile: 

~e5b5 C I )BI=~~' 582=~: usf., I 
I 
I 
I 

bz:f1z berechnet die magnetische Spannung fur jeden Teil 
I 
I 
I 

I 
fUr die mittlere Lange 

usf. 
I 

_/ 
VI =~lll' 

Die Summe ergibt die Umlaufspannung 

Vo=-~ VI + V2 +··· + Vn ) 

womit die Durchflutung J w gefunden ist. 

I \ 

( a,1 
\ J 
'- ---_ ... .,.,.' 

.... _------- -

Abb.161. 
Bei einem Luftraum verbreitert sich der Induk

tionsfluB wie bei c in Abb. 161. Dies wirkt als Ver-
groBerung des Querschnitts. Dort wo die Erregerspulen liegen, schlieBt sich, wie 
bei a und b, ein geringer Teil des Flusses urn die Spulen, ohne den ganzen magne· 
tischen Kreis zu durchlaufen. Dieser StreufluB bewirkt eine Erhohung des Flusses 
im Kern innerhalb der Erregerspulen gegenuber den ubrigen Teilen. 

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fur Eisenstabe ein 
SchluBloch, fur Bleche einen Ring nach Abb. 160 oder meist den Epsteinschen Appa
rat (s. S. 139), der aus Blechpaketen zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt 

D ist. Die Induktion wird mittels einer Prufspule ballistisch 
odeI' mit Wechselstrom gemessen. Aus dem Erregerstrom 
und del' Windungszahl berechnet man die mittlere Umlauf
spannung und die mittlere Feldstarke. Dabei sind fur StoB
fugen Korrekturen anzubringen. Zur Messung von Teil-

~ spannungen des magnetischen Kreises dient del' magne
....-----'-~I'--i=---,,___+.v tische Spannungsmesser von Rogowski!. 

Abb.162. 

2. Zyklische Magnetisierung. Bei Wechselstrom wird das 
Eisen in jeder Periode von einem Hochstwert ~max, 58max 
nach dem gleichen Hochstwert in entgegengesetztem Sinn 
und wieder zuruck ummagnetisiert. Diesen V organg nennt 
man zyklische Ummagnetisierung. Infolge del' Remanenz 
entsprechen jedem zwischen den Grenzen liegenden Wert 
von ~ zwei verschiedene Werte 58, je nachdem man in auf
steigendem odeI' in absteigendem Sinn magnetisiert. 

Den Zusammenhang zwischen 58 und ~ bei zyklischer Magnetisierung zeigt die 
Hysterisisschleife (Abb. 162). Bei steigender Magnetisierung von - ~max bis 
+ ~max wird sie langs A B G D, bei absteigender langs DE FA durchlaufen. Zu 

- -
~=O gehort die Induktion OE=OB, dies ist die remanente Induktion odeI' 
Remanenz. Urn 58=0 zu erhalten, ist eine Feldstarke OG=OF, die Koerzitiv
kraft, erforderlich. Die Induktion ist daher keine eindeutige Funktion von ~, 
sondern sie hangt von del' Remanenz ab, die bei del' vorhergehenden Magnetisierung 
zuruckgeblieben ist. 

Die Magnetisierungskurve (Abb. 159), die fur ~=O bei 58=0 beginnt, wird 
nur nach vollstandiger Entmagnetisierung des Eisens erhalten und heiBt Neukurve. 
Jedem Wert ~max entspricht eine andere Hysteresisschleife, die Spitzen alIer Hyste
resisschleifen liegen auf del' Neukurve. 

3. Hysteresisarbeit. Einer Anderung del' Induktion urn d 58 entspricht nach 
Maxwell eine Zunahme del' magnetischen Energie in del' Volumeneinheit urn ~d58. 

1 Arch. Elektrot. Bd. 1, H. 4. 
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Bei Medien mit konstanter Permeabilitat ergibt sieh hieraus der fruher verwendete 
Ausdruek fur den Energiegehalt des Feldes S. 10. 

Bei Eisen ist naeh der Magnetisierungskurve die Energiezunahme fur die V olu-
meneinheit, wenn die Feldstarke von ~1 bis ~2' die Induktion von 581 bis 582 waehst, 

.p, 

.\)1 
J~d58 j$ 

gleich der Flaehe A I 58158 2 A 2 in Abb. 163. Geht die Induk- A2----~!C3 
tion von 582 auf 581 zuruek, so verlauft die Magnetisierung , 
langs der Hysteresissehleife bis 58~, der die Feldstarke ~3 At $, 

entsprieht. Die zuruekgegebene Energie fur die Volumen- I 

einheit ist gleich der Flaehe Al 58~ \82A2' also um das I ' 

sehraffierte Stuek kleiner als die zugefuhrte Energie. Dieser I 

Teil bleibt zuruek, er ist im Eisen in Warme umgewandelt. 
Bei zykliseher Magnetisierung ist daher die in Warme um
gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleieh der von der 
Hysteresissehleife begrenzten Flaehe. 

ah ='" J ~d \8 Joule/em3 

o 

Abb.163. 

(1) 

ist die Hysteresisarbeit fur einen Zyklus und 1 em3, wenn ~ in Amp/em, 58 in 
Voltsek/cm 2 gemessen sind. 

4. Magnetisierung mit Wechselstrom. Wird die Ringspule (Abb.160) an eine 
Weehselspannung angesehlossen, so wird das Eisen zyklisch ummagnetisiert. Der 
SpulenfluB ist sehr angenahert P = W tP und 

'R dflJ 1)=~ +w-d-t ' 

wobei die Funktion i = I (tP) die Hysteresissehleife darstellt. 
Die Kurvenform des Stromes bei einwelliger Spannung erhalt man sehr angena

hert, wenn man i R vernachlassigt, rlas meist sehr klein ist. Dann ist fur P = Pmsinwt 

tP=f Pdt = - Pmeos w t=-tP eoswt. w row m 

tPm=Pm/ww ist die Amplitude des einwelligen Flusses. Tragt man zu jedem Wert 
von tP aus der Hysteresisschleife den Strom i auf (Abb. 164), so erhiiJt man die 
spitze Kurvenform des Stromes, die zur Amplitude des Flusses nicht symmetriseh 

Abb. 164. 

liegt, und deren N ulldurchgange 
infolge der Remanenz nicht mit 
denen des' Flusses zusammen-
fallen. . 

Abb. 165. 

Fur die mittlere punktierte Kurve OB in Abb. 164 erhalt man die symmetrische 
Stromkurve ill in Abb. 165, die mit dem FluB in Phase ist, die Hysteresis bedingt 
die um ~ Periode dagegen voreilende Kurve ih , die mit ill zusammen die Stromkurve i 
in Abb. 164 ergibt. 

Der Magnetisierungsstrom kann in zwei Komponenten zerlegt werden, ill ist in 
Phase mit dem FluB, in in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus der Spannung 
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und iA stellt den Leistungsverlust durch die Hysteresis dar. Bei I Ummagneti
sierungen in der Sekunde ist er fiir die V olumeneinheit 

laA = I f ~d>S Watt/cm3 , 
o 

(2) 

1st i R nicht zu vernachlassigen, so ist bei sinusformiger Klemmenspannung 

w ~~ nicht mehr sinusformig, weil i R die gleiche spitze Kurve hat wie der Strom. 

Dann wird auch die EMK spitzer als die Sinuskerne und einen groBeren Formfaktor 
haben. Fiir eine effektive EMK E berechnet sich die Amplitude des Flusses aus 

E = 4Iw~if>m" 
Bei gleicher effektiver EMK ist bei groBerem Formfaktor if> m und i kleiner als bei 
einwelliger EMK. 

Schaltet man vor die Spule einen Ohmschen Widerstand, so zeigt sich, daB bei 
gleicher effektiver Spannung an der Spule der Magnetisierungsstrom kleiner geworden 
ist. Bei sehr hohen Sattigungen, wie sie bei Transformatoren besonders fiir kleine 
Periodenzahlen (15) verwendet werden, zeigt sich diese Erscheinung schon bei kleinen 
Vorschaltwiderstanden, z. B. Strom- und Leistungsmessern. 

o. Wirbelstrome. Bei der Ummagnetisierung mit Wechselstrom werden im 
Eisenkern (Abb. 160) Strome induziert, deren Bahnen im Eisenquerschnitt ahnlich 
verlaufen, wie die Bahn des Erregerstromes am Rande des Querschnitts. Diese 
Wirbelstrome erhitzen das Eisen. Um sie klein zu halten, wird der Eisenkern aus Ble
chen zusammengesetzt, die durch diinnes Papier oder einen Lackbezug voneinander 
isoliert sind. 

Fiir Maschinen und Transformatoren werden Bleche von 0,5 bis 0,3 mm Dicke 
verwendet. Auch bei so feiner Unterteilung werden die Wirbelstrome nicht vollstandig 
unterdriickt. Sie wirken auf den Erregerstrom zuriick wie der sekundare Strom 
eines Transformators auf den primaren und vergroBern ihn. 

Nach Versuchen von Gumlich und Rosel ist ein Unterschied zwischen der 
Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit Wechselstrom bei Periodenzahlen 
von 15 bis 50, nur bei Induktionen bis 12000 bis 15000 nachweisbar. Er zeigt sich 

darin, daB bei gleicher Feldstarke die Induktion bei Wechsel
strom etwas kleiner ist als bei Gleichstrom. 

Die Unterschiede sind aber sehr klein und verschwinden bei 
hoheren Induktionen ganz. Bei hohen Periodenzahlen ist dagegen 
die Riickwirkung der Wirbelstrome starker. 

6. Magnetierung bei Mehrphasenstromen. Die spitze Kurve des 
Magnetisierungsstromes nach Abb. 164 und 165 enthalt eine sehr 
groBe dritte Oberwelle. Die Kurve il" in Abb. 165 hat die Gleichung 

i = 100sinx- 40sin3x + 10,lsin5x - 3,46sin 7x + .. '. 
Die Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40% von der 

Grundwelle, bei hoheren Induktionen kann sie noch groBer werden. 
Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen 

in Sternschaltung an ein Dreiphasennetz (s. Abb. 166), so kann 
Abb. 166. nach Kap. IX die dritte Oberwelle des Stromes nicht flieBen. 

Die drei Fliisse sind nicht sinusformig, sie enthalten eine starke 
Oberwelle von dreifacher Frequenz nebst Oberwellen, die auch in der Spannung 
jeder Spule auftritt. In den verketteten Spannungen heben sich die Oberwellen von 
dreifacher Frequenz wieder heraus. 

1 ETZ 1905, S. 503. 
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Da sie in den drei Phasenspannungen gleichphasig sind, werden sie in drei sekun
daren Spulen a in Abb. 167, die in Reihe geschaltet sind, addiert und getrennt er
halten, denn die drei Grundwellen geben als Summe Null. 

Da sich die Effektivwerte der Oberwellen quadratisch addieren, werden die 
Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und des Flusses nur wenig 
kleiner als die Effektivwerte der resultierenden Wellen. Der Fortfall der von der 
dritten Oberwelle herruhrenden Spitze des Magnetisierungsstromes bedingt, daB die 
Grundwelle des flacheren Stromes sowie die anderen Oberwellen, 5te usf., entspre
chend groBer werden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei gleicher 
Induktion groBer, wenn man die drei Kerne in Sternschaltung mit Dreiphasenstrom 
erregt, als wenn man jeden fur sich mit Einphasenstrom erregt. 

Die Oszillogramme (Abb. 167) zeigen den spitzen einphasigen und den flachen 
dreiphasigen Erregerstrom, die an ein und demselben Induktionsmotor aufgenom
men wurden, der eine bei AnschluB aller ~ 
drei Strange an ein Dreiphasennetz, der 
andere bei Unterbrechung eines Stranges, ,. r 

so daB die beiden anderen in Reihe mit Ein- ~ 
phasenstrom erregt waren. In beiden Fallen 
wurde die gleiche Induktion hergestellt; der ~ 
Effektivwert des dreiphasigen Erregerstro-
mea WM abe, 30% ",oB" ai, de' d" ein-~ 
phasigen. bb 7 

Bei den dreiphasigen Maschinen und A . 16 . 

Transformatoren sind die drei Flusse nicht 
getrennt wie in Abb. 166, sondern, wie Abb. 168 fUr einen Dreiphasentransformator 
zeigt, durch gemeinsame Joche J--J verkettet. Die Flusse von dreifacher Frequenz 
sind gleichphasig und in jedem Augenblick in den drei Kernen gleichgerichtet. 
Sie konnen sich daher nicht durch die J oche schlieBen, sondern sie treten aus den 
Kernen aus und schlieBen sich teils durch die Luft, teils durch benachbarte Eisen
teile des Gehauses und rufen hier und besonders dort, wo sie quer zur Unterteilung 
aus den Kernen austreten, zusatzliche Wirbelstromwarme hervor. 1st die primare 
oder die sekundare Wicklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck der 
Strom von dreifacher Frequenz aLs Ringstrom und die Flusse sind einwellig. 

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes. Fur praktische 
Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erregerstromes am wich
tigsten. Seine Berechnung ist jedoch unsicher, weil die Kurvenform 
mit der Induktion stark veranderlich ist. Aus den Oszillogrammen 
Abb. 167 erkennt man, daB bei einphasiger und bei dreiphasiger Er
regung grundsatzlich verschieden verfahren werden muB. 

Bei einphasiger Erregung verwendet man am besten eine dyna
mische Magnetisierungskurve fur die Effektivwerte von Induktion 
und Feldstarke, die an einem Probering nach Abb. 160 bei einwel
liger Spannung gemessen werden. 

L..-__ --J J 

Abb.168. 

Der dreiphasige Magnetisierungsstrom nahert sich bei nicht allzu hohen Induk
tionen viel mehr der Sinusform. Man geht dann besser von der Amplitude der In
duktion aus und rechnet mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisierungs
kurve. Den Effektivwert des Stromes erhalt man durch Division mit dem Scheitel-
faktor der Sinuskurve, d. h. mit {2. 

Aus dem groBen EinfluB, den die Form der Spannungskurve bei hohen Sattigun
gen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt man, daB selten eine gute Uber
einstimmung zwischen berechnetem und gemessenem Strom zu erwarten ist, ein 
Umstand, der haufig den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wir
kung aber gegen die hier erorterten Einflusse meist verschwindet. 
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72. Verluste im Eisen. 
1. Berechnung der Hysteresiswarme. Die Leistung, die dureh Hysteresis in 

Warme umgesetzt wird, ist nach G1. (2) /'aft, worin aft die Hysteresisarbeit fur einen 
Zyklus und 1 cm2 proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist. 

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetz ist der Hysteresisverlust 
proportional der 1,6ten Potenz der maximalen Induktion 

Nh = r; . f· B~6 V. (3) 

Setzt man das Volumen V in dm3 ein, die Induktion Bin 10-8 Voltsek/cm 2 (GauB), 

so wird ( f ) ( B 1.6 
Nh = ah 100 1000) V Watt. (4) 

Der Hysteresiskoefizient ah betragt fur Dynamoblech ah = 0,6 bis 0,95. 
2. Stromwarme der Wirbelstrome. a) Bei den niederen Frequenzen der Stark

stromtechnik und bei den gewohnlich verwendeten Blechstarken bis zu 0,5 mm 
ist die Ruckwirkung der Wirbelstrome auf das Feld gering, und die Stromwarme 
kann wie folgt angenahert berechnet werden. 

Die Induktion habe die Richtung der Blechebene (Abb. 169) senkrecht zum Blech
querschnitt und uber die Blechdicke L1 denselben Betrag. Die Stromfaden verlaufen 
im wesentlichen parallel zur Blechebene, symmetrisch zur Mittelebene. Durch ein 
Rechteck in der Querschnittsebene mit den Seiten 1 und 2x tritt ein maximaler 
InduktionsfluB 2xBm, worin Bm die Amplitude der Induktionsschwankung ist. 

Abb. 169. 

Der Effektivwert des magnetischen Schwundes ist 

4UBm 2x , 
worin ~ den Formfaktor bezeichnet. Die Umlaufspannung urn das 
Rechteck ist 2Ge, wenn die kurzen Seiten 2x vernachlassigt werden. 

Daher ist G= 4j; Bm x, 
I! 

die Stromdichte nimmt linear von der Mitte nach dem Rande zu. 
Die Stromwarme in einem Streifen von der Breite dx und 1 em 
Blechtiefe ist 

G2 d (4n Bm)2 2d e x= x x. 
I! 

Integriert man von - i L1 bis + i L1 und dividiert durch L1, so ist die Leistung in 
lem3 4 

N w = 312 (f~BmL1)2. (5) 

Die "\Virbelstromwarme ist also von den Quadraten der Blechstarke, der Induktion 
des Formfaktors und der Frequenz abhangig. Gewohnlich bezieht man die Verluste 
auf einwellige Schwankung wofur ~ = I,ll ist. Setzt man L1 in mm, das Volumen 
in dm3 , B in GauB, so ist 

worin 

N w = aw ( L11~O' to;oYV Watt, 

a = ~ (1,11)2 .10-5 
w 3 I! 

ist. Fur Schmiedeeisen ist e '" 10-5 Ohmcm und 
aw 0o'l,64. 

(6) 

Beidensiliziumhaltigen (2bis4%) sog.legiertenBleehenist etwae = 5.10-5 Ohm/em. 
aw ist hierfur etwa fiinfmal so klein. Auch die Hysteresiswarme ist bei legier
ten Blechen etwas kleiner als bei gewohnlichen Blechen. Die Permeabilitat der le
gierten Bleehe ist bei niederen Induktionen bis etwa 12000 GauB etwas groBer, bei 
hoheren etwas kleiner als bei gewohnlichen Blechen. 

b) Bei hoheren Frequenzen oder bei starkeren Blechen bedingen die Wirbelstrome 
eine Verdrangung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, eine Erscheinung, 
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die der Stromverdrangung in massiven Leitern (s. Kap. X § 70) analog ist und die 
zuerst von J. J. Thomson 1 untersucht ist. In dem Koordinatensystem (Abb. 170) 
liegen 58 und ~ in Richtung der Y-Achse, ~ und @ in Richtung der Z-Achse. Fur 
die Effektivwerte einwelliger Schwingungen ist analog wie S. 125 

a,\) iJ (\j a(;l;. . ax = @, -ax = (lax = JW!JP'o~ = Jw58 

und daraus a2 ,\) 2 . k2 h a2 @ = 2 . k2 @ 
ax? J 4' , ax? J (7) 

mit k2=fl~~W. (8) 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von G1. (37) u. (38) in § 70 nur durch die 
Permeabilitat flo des Eisens, die in der Rechnung als Konstante 
erscheint. Die Lasung ist 

~ = )l(le"X -j- 2(2e-ax, 

wo 
(X = ± V2j k2 = ± k(1 + j) (9) 

ist. An den Blechrandern x = ± t Ll seien 

~ = ~o , 58 = 580 = fl/),o ~o . 
Randfeldstarke und Randinduktion gegeben. Dann ist 

y 

m = 9( = _.- ,\)0 - -- bb 0 
1 2 eJ>(XL1-j-e-J>aJ' A .17. 

Von beiden Seiten dringen gleich groBe elektromagnetische Wellen in das Blech 
ein. IIiermit ist 

(10) 

a,\) e"x_e- ax 
@ = -- = (X~ . ----- -- (II) ax °eJ>aJ+ e-Y:,,·l 

Setzt man in (10) (X =k (1 + j) ein und multipliziert Zahler und Nenner mit den 
konjugiert komplex en Ausdrucken, so wird der Betrag der Induktion im Abstand x 
vom Blechrand im Verhaltnis zur Randinduktion 

;0 = V(t~~;;;~:::~x. (12) 

Nach § 70 G1. (42) ist k der Wellenlange A umgekehrt proportional. 

kLl = 2:n;.~ 
ist das Verhaltnis der Blechdicke zur Wellenlange in Teilen 
von 2:n;. Die kleinste Induktion ist in der Blechmitte (x = 0) 

B(",~o> V 2 
-B-; = (fofkL1+ coSkLl (13) 

und ist fur kLl = 1 2 5 
B/Bo=0,983 0,774 0,164. 

Fur diese Zahlen ist die Verteilung der Induktion in 
Abb. 171. 

Abb. 171 aufgetragen. Die mittlere raumliche Induktion ist nach G1. (12) 

~~) =--= t; V~~;}j-~~~~. (I 4) 

Die effektive Stromdichte wird nach G1. (II) 

G2 = 2k2(~)2 (foi2kx-cos2kx 
fl flo [o[ k L1 + cos k L1 

1 Electr. Bd. 28, S. 599. 1892. 
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und die Stromwarme fUr 1 cm3 

+,1/2 

~fG2 dx = ke (t2Bo)26inkLl-SinkLi 
LI e LI fl flo (EO\ k LI + cos kLi . 

(15) 
-,1/2 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit Gl. (6), so zeigt sich, daB die Leistung mit 
dem Faktor 6 6inkLl-sinkLi 

kw = (kLl)3 -(Eo\ kLi + coskLi (l6) 

zu multiplizieren ist, wenn die Amplitude der Randinduktion in Gl. (15) Y2Bo ebenso 
groB ist wie die Amplitude der mittleren Induktion ohne Berucksichtigung der Wirbel
strome. Daher bezieht sich dieser Verlust auf einen durch die Wirbelstrome ge

0 

'" -'" 1, 
"""ro t--t--

'8 
\ ~ 

\ r'-... 6 

\kro 
'\ 

'I 

1\ 

"-, 
r--o 1 8 J II 5 

-kiJ 
Abb. 172. 

schwachten FluB. Bezieht man die Verluste auf den 
gleichen FluB, so ist in Gl. (15) statt Bo die mittlere 
Induktion nach Gl. (14) einzusetzen. Dann ist der 
Reduktionsfaktor 

k' - ~ 6inkLl-- sinkLi (17) 
w - kLi (EofkLl- coskLi . 

In Abb. 172 sind kw und k~ als Funktion von kJ 
aufgetragen. 1st kJ < 1, so ist kw wenig kleiner als 
1, ebenso k~ wenn kJ < 2 ist. Dann rechnet man 
genau genug mit Gl. (5). 1st 

6 
kJ> 2, so ist kw ~ (kLl)3' 

A • k' 3 kLJ >3, so 1st w~ kLi . 

Dann ist der Verlust in der V olumeneinheit mit der Amplitude der Randinduk
tion Bom 

N w = B~m V (:fl~fa (18) 

und mit der Amplitude der mittleren Induktion Bm 

N' =B2 ~Vn1!~ 
w m 2 eflflo' 

(19) 

Oft bezieht man den Verlust auf die Oberflacheneinheit des Bleches, wobei man die 
schmalen Seiten vernachlassigt, fUr 1 cm2 ist 

Nwo=~NwJ· 
Dabei zeigt sich nach Gl. (18), daB bei gegebener Randinduktion die Warme fur 
1 cm2 Oberflache unabhangig von der Blechdicke ist. 

Bei der Berechnung der Verluste ist es unsicher, welcher Wert fiir f1 einzusetzen 
ist. Fiir die technische Frequenz f = 50 und J = 0,05 em ist mit e = 10-5 und f1 = 2000, 
kJ ~ 1. Daher rechnet man meist nach Gl. (5) hinreichend genau. Bei hoheren 
Frequenzen und groBeren Blechstarken wird jedoch kJ> 1. 

c) In massivem Eisen in der Nahe starker Strome treten ebenfalls Wirbel
strome auf, die aber nur auf eine dunne Oberflachenschicht beschrankt sind. In dem 
Beispiel fUr kJ = 1 und J =0,05 ist k=20. Nach § 70 S. 126 sind die Wellen 
nach annahernd 3/k em praktisch erloschen. Fur k = 20 ist die Eindringungstiefe 
nur 1,5 mm. Nun verlauft die Magnetisierungskurve fUr GuBeisen und auch fUr 
Schmiedeeisen bei groBeren Feldstarken ,\) > 30 Amp/em sehr flach. Daher hat 
E. Rosenberg! eine sehr gute Ubereinstimmung der Rechnung mit dem Versuch 
erzielt, indem er nicht die Permeabilitat, sondern die Induktion iiber die Eindrin
gungstiefe (j als Konstante einsetzt; daruber hinaus setzt er m = 0. 

1 ETZ 1923, S. 513. 
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Dies setzt voraus, daB die Stromdichte vom Rand bis zum Abstand 0 linear vom 
groBten Wert Go auf Null abnimmt. In der Schicht von der Dicke 0 ist die mittlere 
Stromdichte iGo und 

~GOO =Ho, 
worin Ho die effektive Randfeldstarke ist. Der FluB durch einen Streifen von der 
Dicke 0 und der Rohe 1 cm ist 0 Bom, worin Bom die Amplitude der Randinduktion 
ist. Der Anteil von 1 cm der Oberflache an der Umlaufspannung ist 

{2eGo = wOBom · 
Aus den beiden Beziehungen zwischen G und 0 folgt 

Go = V~l2~~BJ=, 0 = V21ll~. 
Bei linearem Verlauf der Stromdichte nimmt G2 nach einer Parabel ab, und der 
Verlust fUr 1 cm2 Oberflache ist 

N wo = §G5eO = ~ V2(t:fHJ3B~~~e 
oder angenahert 

N wo =2{H8 Bomfe· (20) 

1st z. B. Ho=30 Amp/cm, so entspricht der Amplitude -Y2Ho=42 eine Induk
tionBom'" 15600 .1O-8 Voltsek/cm2• Fur f = 50 und e = 1,5.10-5 Ohm cm (Schmiede-
eisen) ist l/~-~---- ----- ---

N wO = 2 . 10-4 V 303 • 15600· 50· 1,5· 10-5 = 0,112 Wattjcm2 • 

Die Eindringungstiefe ist 0 = 0, Hi cm. Da 0 proportional Ve ist, ist sie bei GuB
eisen, dessen spez. Widerstand etwa 5mal so groB ist als der von Schmiedeeisen, 
groBer, zumal bei gleicher Feldstarke die Induktion bei GuBeisen kleiner ist. 
Dann gilt Gl. (20) nur fur solche Eisenstarken, die wesentlich groBer als 0 sind. 

Vergleicht man Gl. (20) mit dem nach Gl. (18) zu berechnenden Verlust fUr die 
Oberflacheneinheit, indem man dort Bom = flofl {2Ho einsetzt, so wird nach Gl. (18) 

N wO = ~N wLl = ~i V(-Y2Ho)3 Bom~fe~~ -YHriJ~m-fe· 
Der fur konstante Permeabilitat berechnete Verlust ist also % von dem nach 
Gl. (20) fur konstante Induktion. 

3. Verlustziffer. Man kennzeichnet die Qualitat des Eisens durch eine Verlust
ziffer, die den gesamten Verlust fiir 1 kg Eisen bei 50 Hertz und 300 C bei einer be
stimmten Induktion angibt. Nach den Normen des VDE ist die Verlustziffer bei 
Bm = 10000, (V10), und bei Bm = 15000 GauB, (V I5 ), anzugeben. Das spez. Gewicht 
wird, wenn nicht besonders bestimmt, fiir gewohnIiche Bleche zu 7,7, fur Iegierte 
zu 7,5 angenommen. 

Mit den Konstanten a" = 0,8, aw = 1,3 wird fur LI = 0,5 mm, f = 50 Hertz und 
Bm = 10000 nach Gl. (4) und (6) 

V10 = 0,8.0,5.101•6 7~7 -I- 1,3(0,5·0,5 ·1,11·10)2 7~7 = 3,4 Watt/kg; 

fiir ein legiertes Blech mit a" = O,ti, a w = 0,27 
V10 = 1,8 Watt/kg. 

4. Untersuehung und Trennung der Eisenverluste. Von den verschiedenen Appa
raten zur U ntersuch ung der Eisenverluste in Blechen, die von E pst e i n 1, M oI
l inger 2, Rich t er3 angegeben sind, ist der erste z. Z. am meisten verwendet. 

Rierbei werden vier Blechpakete aus Streifen von 50 cm Lange, 3 cm Breite 
und 3 cm Pakethohe zu einem quadratischen Rahmen zusammengesetzt und an 

1 ETZ 1900, S. 303; s. auch Gumlich u. Rogowski: ETZ 1912. 
2 ETZ 1901, S. 379. 3 ETZ 1902, S. 491. 
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den Ecken mit kraftigen Klammern zusammengestoBen. Jedes Paket ist mit einer 
Spule versehen, die in Reihe an eine moglichst sinusformige Spannung angeschlos
sen werden. Aus Spannung P und Periodenzahl f bestimmt man die Amplitude 
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der Induktion 
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Bei der Leistungsmessung macht man sich von 
der Korrektur der Stromwarme in der Erregerwick
lung unabhangig, wenn man die Spannungsspule 
des Leistungsmessers nicht parallel zur Erreger
wicklung anschlieBt, sondern an eine zweite Wick
lung von gleicher Windungszahl, die dicht auf die 
Erregerwicklung aufgewickelt ist . 
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Die so gemessene Leistung ist gleich den Eisen
verlusten vermehrt um den kleinen Verlust in der 

Jt1O-J Spannungsspule des Leistungsmessers, der sich 1'1 16 

Abb. 173. leicht berechnen und abziehen laBt. 
Tragt man die Eisenverluste fur konstante Periodenzahlals Funktion der maximalen 

Induktion auf, so erhalt man die nicht ganz quadratisch ansteigendeKurveAbb.173. 
Die Trennung der Verluste in Hysteresis- und Wirbelstromverluste beruht auf 
.v deren Abhangigkeit von der Periodenzahl. 

0.08 7 Andert man Spannung und Periodenzahl in glei-
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chem MaBe, so bleibt die maximale Induktion kon
stant. Da die Hysteresisverluste der Periodenzahl f, 
die Wirbelstromverluste dem Quadrat von f propor
tional sind, ist der gesamte Verlust bei konstanter 
Induktion: 

N = N h + N w = kll + k2/2. f --r 
t() iIII J(} ~o 50 60 Daher ist N N N 

Abb. 174 . T=-f+j=kt +k2 /· 

Nil stellt als Funktion der Periodenzahl eine gerade Linie (Abb. 174) dar; ihr 
Schnitt mit der Ordinatenachse (f = 0) ergibt die Ordinate kl =N"II den Hysteresis
verlust pro Periode. Der Abstand der Geraden von einer Parallelen zur Abszissen
achse durch den Schnittpunkt mit der Ordinatenachse ist N wll. 

Die Gerade biegt bei hoheren Periodenzahlen ab, was auf die Schirmwirkung 
der Wirbelstrome zuruckgefuhrt wird. 

73. Die Vektordiagramme des Transformators. 
Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen magnetischen 

Kreis aus Eisen, auf den die primare und die sekundare Spule aufgewickelt sind. 

AlJb. 1 ;5. Abb.170 . 

Abb. 175 und 176 zeigen die wichtigsten 
Typen des Einphasentransformators, die 
Kerntype und die Manteltype. 

Der groBte Teil des Flusses verlauft 
ganz im Eisen und ist mit allen primaren 
und allen sekundaren Windungen verket
tet. Darum ist der Begriff des resultieren
den Hauptflusses hier eindeutig, und es 
ist zweckmaBig, von diesem auszugehen. 

Dem magnetischen Schwund des Hauptflusses entsprechen die primar und 
sekundar induzierten EMKe 

dfP 
e1=wl dt ' 

(21) 
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Bei unbelasteter Sekundarwicklung entnimmt die primare dem Netz den Magne
tisierungsstrom des Hauptflusses ia. Da sein Spannungsabfall sehr klein ist, ist e1 

sehr nahe gleich der primal'en Klemmenspannung, und das Vel'haltnis del' Span
nungen ist gleich dem Windungsvel'haltnis WI : w2. 

1st die Sekundal'wicklung auf einen Belastungswiderstand geschlossen, so ist 
die Summe del' pl'imal'en und der sekundaren Durchflutung gleich der Erregung 
des Hauptflusses il WI + i ZW2 = iaWI 

. . . w2 • +., 
oder ~1 = ~a - ~2 w-; = ~a ~2' (22) 

Der primal'e Strom i l setzt sich aus dem Magnetisierungsstrom ia und dem primaren 
Belastungsstrom i; zusammen, der entgegengesetzt gleich dem auf die primare 
Windungszahl reduzierten Sekundarstrom ist. Aus Gl. (21) und (22) folgt 

., . 
e1 ~2 = - ez t2 . 

Del' sekundar abgegebenen Leistung - e2i2 entspricht die gleich groBe primar auf
genommene Leistung e1 i;. Die Gleichungen gel ten fur die Momentanwerte, also 
unabhangig von der Kurvenform. 

Die Streuflusse verlaufen nur teilweise im Eisen und schlie Ben sich um die Spu
len durch die Luft. Sie sind teils nul' mit primaren odeI' mit sekundaren Windungen 
verkettet, teils mit beiden (einfach und doppelt verkettete Streulinien). Setzt man 
nach S. 113 die Streulinienverkettungen gleich dem Produkt aus dem Strom und 
einer Streuinduktivitat 8 1 bzw. 82, so gelten die Gleichungen des Transformators 

R · 8 di dfj) R . di2 dfj) 
Pl= ltl+ Idt+W1dt' 0,= 2~2+82dt-+W2dt' (23) 

Fur einwellige GraBen kannen diese Gleichungen durch ein 
Vektordiagramm fUr die Effektivwerte dargestellt werden. 
Dabei ersetzt man den verzerl'ten Magnetisierungsstrom durch 
den aquivalenten Sinusstrom J a . Dies bringt nur eine gering
fUgige Ungenauigkeit, weil der Magnetisierungsstrom beim 
Transformator mit Eisen nur etwa 5 bis 10% des Vollast
stromes ist. Das Vektordiagramm Abb. 177 entspricht dann 
dem des Lufttransformators Abb. 147 S. 116 und unterscheidet 
sich von ihm nur dadurch, daB der Magnetisierungsstrom 
nicht um % Periode gegen El verspatet, also nicht mit dem k Pz 
HauptfluB gleichphasig ist, sondern gegen El um 'IfJa < 900 ver- 2 !.Hr.. 
spatet ist. Seine Komponente J a cos "Pa entspl'icht einer primal' 
aufgenommenen Leistung EaJa cos "Pa' die im Eisen in Warme 
umgesetzt wird, wahrend EaJa sin "Pa die Blindleistung zur Er
regung des Hauptflusses darstellt. 1m ubrigen ist die Energiebilanz des Trans
formators der auf S. 116 abgeleiteten des Lufttransformators genau entsprechend. 

Dreht man das sekundare Spannungsdreieck um 1800 , so daB 
- E2 und El zusammenfallen, so erhalt man Abb. 178, die ein E 
anschauliches Bild von der Veranderung des Spannungsvektors 1 

von Pl bis P 2 nach GraBe und Phase durch die Streuung und 
den Ohmschen SpannungsabfaU gibt. 

Da del' SpannungsabfaU des Transformators von Leerlauf bis 
V oUast nur wenige Hundertstel betragen soIl, ist die Anderung 
des Hauptflusses nur klein und man begeht keinen groBen 
Fehler, wenn man den Magnetisierungsstrom proportional El 
setzt. Dann gelten die Gleichungen des Vierpols (S. 117) auch fur Abb.178. 

den Transformator mit Eisen, mit dem Unterschied, daB die EMK des Hauptflusses 
nicht durch 
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sondern durch (31 + 32 ::) 3a 

darzustellen ist. 3a ist der komplexe Erregerscheinwiderstand, dessen reeller Teil 
die Verluste im Eisen berucksichtigt. 

Es gelten daher aIle fur den Ubertragungskreis abgeleiteten Beziehungen auch 
fur den Transformator mit Eisen. 

74. Das magnetische Feld einer Maschine mit verteiltem Eisen. 
Die Maschine besteht, s. Abb. 179, aus einem zylindrischen, um eine Welle 

drehbaren, Laufer Lund einem Stander S, die aus Blechen zusammengesetzt sind. 
Stander und Laufer sind durch einen Luftraum von konstanter Breite getrennt. 
Auf dem Stander ist eine Wicklung in Nuten eingebettet. Wird sie von Gleich

__ :::J I 

* Abb.179. Abb.l O. 

strom durchflossen, 
dessen Richtung durch 
Punkte und Kreuzean
gedeutet ist, so ent
steht ein Induktions
fluB in der durch Pfeile 

bezeichneten Rich
tung, er durchsetzt das 
Stander- und Laufer
eisen und den Luft
raum. Wo er aus dem 
Standereisen austritt, 
bildet sich ein Nord-
pol, wo er eintritt, ein 

Sudpol aus. Weil die Wicklung zwei Pole erzeugt, heiBt sie eine zweipolige Wick
lung, und zwar ist sie eine zweipolige Trommelwicklung. 

Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der einen Pol umfaBt, als eine Polteilung, 
hier ist es der halbe Umfang. 

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lassen sich 4, 6, 8 ... allgemein 
2p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzahl ist. Die Wicklung heiBt dann mehr
polig und die Polteilung ist der 2pte Teil des Umfangs. 

Die Verteilung des Induktionsflusses ergibt sich wie folgt. In Abb. 180 ist der 
Umfang abgewickelt. Die Drahte einer Spule liegen gleichmaBig verteilt symme
trisch zur Mittellinie der Polteilung -r auf einem Bogen S. Die Mittellinie ist die 
neutrale Zone des Feldes. In Punkten gleichen Abstandes x zu beiden Seiten von 
ihr ist die Feldstarke gleich groB, aber von entgegengesetzter Richtung. Die magne
tische Umlaufspannung langs des gestrichelten Integrationsweges ist bei Vernach
Iassigung der magnetischen Spannung im Eisen H x 215, worin H x die Feldstarke 
an der Stelle x, 15 die Breite des Luftspaltes ist. 

1st Jw die Durchflutung auf dem Bogen S, so ist 

H 2 ~ J 2x B H Jw x 
:r: U = W S ' '" = 110 '" = 110 T s . 

Dies gilt von x=o bis x=!S. 
1st 2 x> S, so ist die Durchflutung J w und 

Jw 
Bx =l1oN' 

Tragt man Bx als Ordinate auf, so erhalt man die Induktionsverteilung als ein 
Trapez mit der Hohe 

Jw 
B = l102.f' (24) 
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Der 1nhalt dieser Feldkurve ist der 1nduktionsfluB fur I cm Lange des Eisens. 
1st die Lange 1 cm, so ist • 

([J = J B",ldx . 
o 

Da die Grundlinien des Trapezes i und i - 8 sind, die Hohe B ist, wird 

([J = BlT( 1- :T) = Blia.. (25) 

a. = I - 8/2i heiBt der Fullfaktor. Fur konstante 1nduktionsverteilung, d. h. fur 
ein Rechteck ware a. = l. 

Das Trapez nahert sich einer Sinuskurve am meisten, wenn (s. Kap. VII, S.75) 
8/2 =i/3, oder 8 =~i ist. Die Grundwelle des Trapezes hat hierfiir nach S.75 
Gl. (13) die Amplitude 

der FluB der Grundwelle ist 
2 12,1 

([Jl =-ilBI =, Y 3Bil, n n 

der des Trapezes ([J = ~Bil . 

Daher ist ([Jl: ([J = ~~r3 = 1,005. Die Flusse unterscheiden sich nur urn Y2 % , 
n 

man kann daher mit der sinusfOrmigen Grundwelle rechnen. 
Wird das Feld von Wechselstrom erregt, so pulsiert die 1nduktion an jedem 

Punkt des Umfangs. 
1st B die raumliche Amplitude eines sinusformig verteilten Feldes, Bm ihre 

zeitliche Amplitude, so ist die Amplitude im Abstand x von der Polmitte 
x 

B",m = Bmcos-n 
T 

und der Augenblickswert an diesem Punkt fUr eine zeitlich einwellige Schwingung 
mit der Kreisfrequenz w 

x B", =B",mcoswt =Bmcos-ncoswt. (26) 
T 

75. Erzeugung eines Drehfeldes. 
Sind am Umfang der Maschine zwei urn eine halbe Polteilung gegeneinander 

versetzte Spulen angebracht, so werden von den Stromen zwei urn t Polteilung 
gegeneinander verschobene Felder erregt. Die Anordnung kann wieder fUr jede 
Spule ein Polpaar oder p Polpaare ergeben. Die Felder seien raumlich sinusfOrmig 
verteilt und an einem Punkt x sei 

Br ", = Brcos : n , Bn ", = Bnsin ~n . 

Die positive raumliche Amplitude B r liegt bei x = 0, Bn bei x = ti. 
Sind die Felder von Zweiphasenstrom erregt und erreicht das zweite Feld seine 

Amplitude ~ Periode spa ter als das erste, so sind die Augenblickswerte 
X B1 a; = Brmcos-ncoswt, 
T 

B B . x . 
2'" = nmSln~nslnwt. 

Sind die Amplituden gleich groB 
Brm =Bnm , 

so ist das resultierende Feld im Punkte x 

Br", +- Bna; = Bm( cos ; ncoswt + sin: nSinwt) = Bmcos(: n - wt) . (27) 

Dieser Ausdruck steIIt eine fortschreitende Welle dar. Nach einer Zeit dt ist die 
1nduktion im Punkte (x +dx) 

Bmcos[(x+ dx): -W(t+dt)]. 
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Sie hat denselben Wert wie z. Z. tim Punkte x, wenn 

dx~=wdt • 
ist. Die ganze Welle schreitet mit der konstanten Geschwindigkeit 

dx w. 2. 
dt 71: T 

im Sinne der positiven x vorwarts, sie legt in einer Periode T des erregenden Wechsel
stromes zwei Polteilungen zuruck. Zwei zeitlich urn % Periode und raumlich urn 
% Polteilung verschobene Wechselfelder von sinusfOrmiger Verteilung setzen sich 
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinusformig verteilten 
Feld von gleicher GroBe zusammen. Ein solches Feld heiBt ein Drehfeld. 

Die Drehrichtung des Drehfeldes ist die der positiven x, in der wir von der 
positiven raumlichen Amplitude BI zu der des zeitlich verspateten Feldes BlI 
gelangen. Wurde man BlI als das phasenverfruhte Feld bezeichnen, so ergabe sich 
fur die Geschwindigkeit das negative Vorzeichen, also im Sinne der negativen x. 

o Bx Das Drehfeld schreitet von dem zeitlich voreilenden zu dem zeit-
Velrtoren lich nacheilenden Wechselfeld. Durch Vertauschung der zeitlichen 

/ Reihenfolge der Wechselfelder andert sich die Drehrichtung. 
'" / Stellt man die Felder als Vektoren in einem Zeitdiagramm dar, 
/OreIzfoId und solI die positive Richtung der Vektoren auch die positive 

Richtung der Felder darstellen, so ist die Richtung des Dreh-
4z- feldes yom zeitlich voreilenden zum nacheilenden Wechselfeld 

Abb.181. entgegengesetzt der Drehrichtung der Vektoren und gleich der 
der Zeitlinie (s. Abb. 181). 

Entsprechend setzen sich n urn 2n/n zeitlich und raumlich verschobene Wechsel
felder von gleicher GroBe zu einem Drehfeld zusammen. Die Summe ist 

Bx=Blx+Bnx+'" +B(n-1lx+ B nx 

=Bm[ cos; ncoswt + cos (; n- 2:)cos( wt _ 2:) 

( X 2 71:) ( 271:) +cos -n-2·- cos wt-2·-
• n, n 

+ cos(; n- (n-l)~~)COs( wt - (n -1)2n71:).l. 
Durch Ausmultiplizieren bringt man jedes Glied auf die Form 

~ [cos ( : n-wt) +cos(; n + wt-2(jI-l)· 2:)J, 

wobei in dem zweiten Gliede jI der Reihe nach aIle ganzen Zahlen von 1 bis n durch 
lauft. Die Summe dieser n Glieder ist Null. Da die ersten Glieder aIle gleich groB 
sind, wird 

Bx= ; Bmcos(; n -wt). 

Das durch Zusammensetzung von n Wechselfeldern 
Drehfeld ist n/2-mal so groB wie jedes Wechselfeld. 

76. Energieiibertragung durch das Drehfeld. 

(28) 

entstehende 

Urn durch ein Drehfeld Energie zu ubertragen, wird eine Maschine nach Abb. 179 
am Stander und am Laufer mit je einer Mehrphasenwicklung versehen. Eine solche 
Maschine ist eine Drehfeldmaschine. 

Die Standerwicklungen seien an ein Mehrphasennetz mit n1 Phasen angeschlossen. 
Der Laufer stehe still und die Lauferwicklung sei zunachst noch offen. 
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Die Netzspannung bedingt in jedem Strang der Standerwicklung einen Wechsel
fluB und die zeitlich und raumlich um je 2njnl gegeneinander verschobenen Felder 
setzen sich zu einem Drehfeld zusammen, das in einer Periode T zwei Polteilungen 
zurucklegt, d. h. um den pten Teil des Umfangs fortschreitet. Seine Drehzahl in 
der Sekunde ist daher 1 tl 

u1=Tp=p' (29) 

11 ist die Netzfrequenz. Das Drehfeld induziert in den n1 Statorwicklungen je eine 
EMK der Bewegung, die entsprechend der raumlichen Verschiebung der Wicklungen 
am Umfang um 2njnl gegeneinander zeitlich phasenverschoben sind und bis auf 
den Spannungsabfall des Magnetisierungsstromes in jeder Wicklung der Phasen
spannung des Netzes entgegengesetzt gleich sind. 

In den Wicklungen des stillstehenden Laufers werden EMKe von gleicher Fre
quenz induziert. Hat die Lauferwicklung auch n1 Strange, so bilden die EMKe ein 
n1-Phasensystem. Die EMKe im Stander und Laufer verhalten sich wie die Win
dungszahlen, sie haben aber im allgemeinen verschiedene zeitliche Phasen, je nach 
der gegenseitigen raumlichen Lage entsprechender Wicklungen des Standers und 
des Laufers. 

SchlieBt man die Lauferwicklungen auf symmetrische Belastungswiderstande, 
so entsteht im Laufer ein symmetrischer n1-Phasenstrom und die n1 Strome erzeugen 
ein Drehfeld. Damit das der Netzspannung am Stander entsprechende Feld er
halt en bleibt, nimmt der Stander einen solchen Strom auf, daB die Summe der 
Durchflutungen aller Wicklungsphasen des Standers und des Laufers die Erregung 
des Hauptflusses ergibt. Diese Bedingung ist die gleiche wie beim gewohnlichen 
Transformator, von dem sich die Maschine nur durch die Anordnung unterscheidet, 
die die Ausbildung eines Drehfeldes ermoglicht. Durch diese Anordnung konnen 
primare und sekundare EMKe verschiedene zeitliche Phase haben, die Wirkungs
weise an sich bleibt jedoch unvera,ndert. Wir denken uns wieder den Standerstrom 
(Primarstrom) zerlegt in den Magnetisierungsstrom Ja und den primaren Belastungs
strom J;. 

Die im Laufer erzeugten nl Wirkleistungen n1 E 2J 2 cos 1p2 und die Blindleistungen 
n1 E 2J 2 sin 1p2 werden durch Induktion yom Stander auf den Laufer ubertragen. 
Der Stander entnimmt daher die Wirkleistung 

und die Blindleistung 
n1E 1J;sin1pl =n1E 2J 2sin1p2 

dem Netz, es muB also J' d nlE2J2=onlEl2 un 1p2=1pl 
sein. Der primare Belastungsstrom hat gegen seine EMK dieselbe Phasenverschie
bung wie der sekundare gegen die seine, gleichviel wie die gegenseitige Lage der 
Statorwicklungen zu den Rotorwicklungen ist. 

Bei symmetrischer Belastung der Lauferwicklung (Sekundarwicklung) gilt fur 
jede Phase der primaren Wicklung das Vektordiagramm Abb. 177 des Einphasen
transformators, in dem die sekundaren GroBen auf die primare Windungszahl 
bezogen sind. 

Das gleiche gilt, wenn der Laufer eine andere Phasenzahl n2 hat als der Stander. 
Dann bilden die Lauferstrome ein n2-Phasensystem und konnen ein Belastungs
system dieser Phasenzahl mit Strom versorgen. Dann ist 

n2E2J2=nlEIJ; und 1p2=1pl' 
Die EMKe verhalten sich wie die Windungszahlen 

daher ist 
n2J 2w2 = n1J;w1· 

Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenzahlumformer verwendet werden. 
Fraenckel, Wechselstrbme. 3. Auf!. 10 
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Wichtiger ist ihre Anwendung als Frequenzumformer. Dreht sich der Laufer 
mit der sekundlichen Drehzahl u, so ist die relative Drehzahl des Drehfeldes, dessen 
absolute Drehzahl UI war, gegenuber dem Laufer 

UI- U , 

wobei wir U positiv bei gleichsinniger Drehung mit u1 rechnen. 
Dann ist die Frequenz der im Laufer induzierten EMKe und Strome 

12=p(ul-u), (30) 
Das Drehfeld, das die Lauferstrome erzeugen, hat' gegenuber der Lauferwicklung 
die Drehzahl 12 

-=UI- U , 
P 

und da der Laufer sich mit der Drehzahl U bewegt, ist die Drehzahl des Lauferdreh
feldes im Raum wieder 

Ul - U + U =, u1 . 

Die Lauferstrome wirken also auf den Stander wie die einer ruhenden Wicklung 
zuruck. Die Durchflutungen der Stander- und Lauferwicklungen ergeben zusammen 
die Erregung des Hauptflusses. Zerlegt man wieder J I in den Magnetisierungsstrom 
Ja und den primaren Belastungsstrom J; so ist 

n1J;wl = n2J 2w2· 
Bingegen verhalten sich die EMKe im Stander und Laufer wie die Produkte aus 
Windungszahl und Frequenz 

Daher wird hier 
n2E2J 2 =n1E1 J; j: . (31) 

Bier ergibt sich eine Abweichung der Energiebilanz gegenuber dem ruhenden Trans
formator, die fUr die beiden Komponenten der Scheinleistung, die Wirkleistung 
und die Blindleistung gilt und fur diese getrennt zu betrachten ist. 

Die vom Stander aufgenommene Wirkleistung 
Na = n1 E1J;cos1jJ 

wird durch das Drehfeld auf den Laufer ubertragen, sie heiBt kurz Drehfeldleistung. 
Die im Laufer erzeugte elektrische Leistung 

N. = n2E2J 2cOS1jJ 
verhalt sich nach (31) zu Na wie die sekundare Frequenz zur primaren, oder wie 
die relative Drehzahl (uI -u) zur absoluten Drehzahl U 1 des Drehfeldes 

N =N h-=N U 1 -U 
• a 11 a U1 . (32) 

Die Differenz Na -Ne erscheint in einer anderen Energieform, namlich als mecha
nische Leistung N m' weil das Drehfeld auf den Laufer ein Drehmoment ausubt, 
sie ist 

U 
Nm=Na-Ne=--,Na-· 

Ut 
(33) 

Sie verhalt sich zur Drehfeldleistung wie die Drehzahl des Laufers zur Drehzahl 
des Drehfeldes. 

Da die mechanische Leistung gleich dem Produkt aus dem Drehmoment D und 
der Winkelgeschwindigkeit des Laufers ist, ist das Drehmoment 

D=Nm = Na 
2:n:u 2:n:u1 • 

(34) 

Die Drehzahl des Drehfeldes u1 ist bei gegebener Frequenz 11 konstant, und das 
Drehmoment ist proportional der Drehfeldleistung Na. 1st Na in Watt angegeben, 
so ergibt Gl. (34) das Drehmoment in Wattsekunden; durch Division durch 9,81 
erhalt man das Drehmoment in mkg. 



Energieiibertragung durch das Drehfeld. 

Aus G1. (32 und 34) ergibt sich 
Ne=D2n{u1 -u). 
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(35) 

Die elektrische Leistung ist gleich dem Produkt aus dem Drehmoment und der 
relativen Winkelgeschwindigkeit des Laufers gegeniiber dem Drehfeld. 

Das Verhaltnis der relativen Drehzahl U 1 -u zur Drehzahl u1 des Drehfeldes 
heiBt die Schliipfung 

(36) 

Daher ist 

12=sfI, (36a) Ne=sNa , (32a) Nm={l-s)Na. (33a) 

Es ergeben sich folgende Falle: 
1. U hat den gleichen Drehsinn wie U v d. h. positives Vorzeichen. 1st U < u1, 

so ist die Schliipfung positiv und kleiner als 1. Die elektrische Leistung ist kleiner 
als die Drehfeldleistung und die mechanische Leistung ist positiv, d. h. im Sinne 
der Lauferdrehung. Der Laufer wirkt also teils als Transformator, teils als Motor 
und muB durch irgendeine Belastungsmaschine mechanisch belastet werden, damit 
er seine Drehzahl einhalt. s = 1, d. h. U = 0, entspricht dem ruhenden Laufer, die 
mechanische Leistung ist Null, das Drehmoment sucht den Laufer im Sinne des Dreh
feldes zu beschleunigen. 

Dreht sich der Laufer ebenso schnell wie das Drehfeld und gleichsinnig mit ihm, 
so ist U = u1 und s = O. Der Laufer dreht sich synchron mit dem Drehfeld, dann 
wird iiberhaupt keine EMK in ihm induziert und keine Leistung iibertragen. 

1st U> U 1, so dreht sich der Laufer schneller als das Drehfeld, die Relativbewegung 
und die Schliipfung kehren ihr Vorzeichen urn, das Drehmoment wirkt bremsend, 
der Laufer muB durch ein Triebmltschine in Bewegung gehalten werden. Die von ihr 
dem Laufer zugefiihrte mechanische Leistung ist groBer als die Drehfeldleistung, 
die Richtung der Energieiibertragung kehrt sich urn, die Maschine ist ein Generator. 

2. Hat U den entgegengesetzten Sinn wie U v so ist die Schliipfung groBer als 1 
und die Lauferfrequenz groBer als die Standerfrequenz. Das Drehmoment ist der 
Bewegung entgegengerichtet und der Laufer muB durch eine Triebmaschine in 
Bewegung gehalten werden. Die im Rotor erzeugte elektrische Leistung ist groBer 
als die Drehfeldleistung, sie ist die Summe aus dieser und der mechanisch zugefiihr
ten Leistung. Hier wirkt die Maschine teils als Transformator und teils als Generator. 

Beziiglich der Transformation der Blindleistung gilt folgendes. Wird in den Lau
ferkreisen eine Blindleistung 

Nb2 =n2E 2J 2sin'IjJ =2w2 W m 

verbraucht, worin w 2 =2n/2 die sekundare Kreisfrequenz ist und W m die mittlere 
magnetische Energie, so entnimmt der Laufer die pulsierende Energie dem Dreh
feld, dem sie der Stander als Primarkreis zufiihrt. Entsprechend seiner Frequenz 
entnimmt er die Blindleistung 

Nbl =nlE1J;sin'IjJ =2w1 W m 

dem Netz. Die Blindleistung wird im Verhaltnis der Frequenzen transformiert. 
Eine Drehfeldmaschine kann somit zur Umformung der Spannung, der Phasenzahl, 
der Frequenz und zur Umsetzung von elektrischer in mechanische Leistung und 
umgekehrt verwendet werden. S t e i n met z bezeichnet sie als allgemeinen Trans-
formator. • 

1hre wichtigste Anwendung ist der 1nduktionsmotor, bei dem die Laufer
wicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in jedem Strang erzeugte elektrische 
Leistung ist die Stromwarme J~ R2, worin R2 der Wicklungswiderstand ist. Die 
Drehfeldleistung ist daher 

10* 
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und die mechanische Leistung 

Nm=n2J~R2(+-1) . 
Bezeichnet &a wie beim Transformator mit Eisen den komplexen Erregerschein
widerstand fiir eine Phase, und &1=R1+jwS1, &2=R2+iwS2 die Impedanzen 
eines Wicklungsstranges der primaren und sekundaren Wicklungen, wobei die se
kundaren GraBen auf die primare Windungszahl bezogen sind, so gelten die Trans
formatorgleichungen fiir den Induktionsmotor 

~1 = 31 (R1 + jwS1) + (,S'1 + S'2) &a' 1 
o =S'2(R2 +iwsS2) + (S'1+S'2)S&a, I 

(37) 

wobei die sekundaren EMKe mit der Schlupffrequenz erscheinen. Dividiert man 
die zweite Gleichung durch die Schliipfung s, so ist 

o =32(R2 + jWS2)+ (S'l + S'2)&a' (37a) 
\ 8 

Hieraus folgt wieder, daB der Induktionsmotor sich verhalt wie ein ruhender Trans
formator, bei dem an Stelle der mechanischen Belastung des Motors ein Ohmscher 
Widerstand 

(R2_R '=R [~-lJ 
\8 2) 2 8 

die Belastung darstellt. 

77. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktionsmotors. 
Da die Gleichungen des Induktionsmotors auf die linear en Beziehungen des 

'Obertragungskreises mit induktionsfreier Belastung zuriickfiihren, ist der Ort des 
Stromvektors bei konstanter Klemmenspannung nach Kap. VII, § 40 ein Kreis. 

Bei Leerla uf ist der Belastungswiderstand unendlich groB, hier ist 

V U PI R (~-1) = 00 
2 8 ' 

Abb.182. 

also die Schliipfung 8 = 0, dabei 
lauft der Motor synchron mit 
dem Drehfeld, im Laufer wird 
kein Strom induziert und das 
Drehmoment ist Null. Die syn
chrone Drehzahl ist die, der ein 
unbelasteter Motor zustrebt. 
Wird er belastet, so schliipft er 
so viel, daB der dabei induzierte 
Lauferstrom mit dem Drehfeld 
ein Drehmoment bildet, das ge
nau entgegengesetzt gleich dem 
Belastungsmoment ist. 

Bei KurzschluB des 'Obertragungskreises ist der Belastungswiderstand Null, 
beim Motor ist also 8 = 1, der Motor steht still. Leerlaufstrom J o und KurzschluB
strom J k seien durch Messung ermittelt und im Diagramm Abb.182 gleich OPo 
bzw. 0 P k aufgetragen. Der Kreisradius ist nach Kap. VII, Gl. (57) fiir !}?2 = 0 

PoM = R = tJ~ +Jg:- 2JkJOcoS(tpk - tpo), 
2sm(tpk +Yk -Yo) 

oder, da !}?k-!}?O meist ein kleiner Winkel und Yk-YO""'O ist, 
Rr-.o. Jk-JOC~S(tpk-tpO) • 

- 2smtpk 

(38) 

(38a) 
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Er ist gegen die Abszissenachse nach S. 68 urn 2yo nach vorwarts gedreht. Fiir 
y,,-yo=O ist auch 2Yo=yo+y,,=1:=PoP,,0. Die Ordinate des Kreismittel-

punktes ist Yo =, JocosTo + Rsin2yo . 

Hierin berechnet sich Yo aus dem Spannungsverhaltnis bei Leerlauf. Beim Trans
formator ist die sekundare Leerlaufspannung JO?Ja und die primare Spannung 
J 0 (51 + ?Ja), der Winkel zwischen beiden ist sehr angenahert 

JR Yo = arctg _0_1 
PI 

und da dies ein sehr kleiner Winkel ist, kann man den sinus und den tangens gleich 
dem Bogen setzen. Dann ist 

"'J + JO(Jk-JOCOS(f{Jk-f{JO))R1 (39) Yo= ocosTo -.------c 
PI SIll f{Jk 

Das Arbeitsgebiet als Motor von Stillstand bis zum synchronen Lauf umfaBt den 
oberen Kreisbogen PJcP Po. Die Vektoren OP sind die Primarstrome J 1 , die Vek
toren PoP sind den sekundaren Stromen proportional, fi;p=J2/CO' 

Leistungen und Wirkungsgrad. Die Ordinaten der Kreispunkte P sind die primar 
aufgenommenen Leistungen N 1 • Die Abszissenachse ist wie immer die Gerade der 
primaren Leistung. Die sekundar abgegebene Leistung N2 ist hier die mechanische 
Leistung des Motors. Nach Kap. VII, § 40 wird sie fiir T2 = 0 im gleichen MaBstab 

- ---- -
wie N1 durch den Abstand P N des Kre!ip~nktes von PoP" gemessen, wobei P N 
senkrecht auf dem Radius PoMo steht. PoP" ist daher die Gerade der mechanisch 
abgegebenen Leistung. Sie schneidet den Kreis in den beiden Punkten, bei denen 
diese Leistung Null ist, bei Leerlauf (Po) ist das Drehmoment Null und bei Kurz
sehluB (Pk ) ist die Drehzahl Null. Die Verlustlinie geht nach Kap. III, S.38 durch 
den Schnittpunkt S der beiden Leistungslinien. Ihre Richtung findet man aus 
dem dort bewiesenen Satz, daB zwei Leistungen in gleichem MaBstab erscheinen, 
wenn sie durch solche Abstande von den beiden Leistungslinien gemessen werden, 
die in die Richtung der dritten fallen. Nun sind die Richtungen, in denen hier N 1 

und N2 im gleichen MaBstab erseheinen, urn den kleinen Winkel 2yo verschoben. 
- --

1st L der Schnittpunkt von P N mit der Abszissenachse, so ist PL = Nl : cos 2yo 
und praktisch gleich N 1• Daher kann man die Verlustlinie S V durch Punkt S parallel 
zur Kreistangente in Po legen und zur bequemen Darstellung des Wirkungsgrades 
die Parallel V W zur Abszissenachse zwischen der Verlustgeraden und der Geraden 
derNutzleistung POPlc ziehen. Ein Strahl von S nach dem Kreispunkt P schneidet 
V TV in U, und es verhalten sich die Abstande U V und uW wie der Verlust zur 
Nutzleistung, oder U W zu VW wie N2 : Nl/cos 2yo ='Y}/cos 2yo' 

Drehmoment und Schliipfung. Das Drehmoment des Motors ist proportional der 
Drehfeldleistung 2 R" 

N a =J2 --· 
8 

Da J 2 proportional den Abstanden der Kreispunkte P von Po ist, wird auch diese 
Leistung durch die Abstande von einer Geraden der Drehmomentlinie gemessen. 
Sie schneidet den Kreis in den beiden Punkten, bei denen Na = 0 ist. Sie geht also 
durch Po, denn hier ist J 2 = 0, und zweitens durch einen Punkt P 00' fiir den 8 = 00 

ist. Bei unendlich groBer Lauferfrequenz ist J 2 genau urn 900 gegen die EMK ver
spatet. Dieser Kreispunkt wird wie folgt gefunden. Es ist 

Po-p=~! nnd PPk={o~=~&(+-1). 
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Dabei ist -1::1X. zwischen PoP und P Pk fiir tp2 =0 und Yo ""' Yk gleich tpk' Fur P 00 muB 
daher sein 

PoP 00 PDP 00 Zk 

Die Ordinate des KurzschluBpunktes ist 
- -- -- Rk 
PkQ =OPkCOStpk = OPk-· 

Zk 

Diese GroBen sind aus der KurzschluBmessung bekannt, ebenso ist der Laufer
widerstand R2 durch Messung oder Rechnung bekannt. Macht man daher 
PkR: PkQ=R2 : Rk so ist __ _ 

PkR:OPk =R2 :Zk· 

Dieses Verhaltnis solI zwischen PkP 00 und PoP 00 bestehen. Da nun -1:: PkP 00 Po 
=1X.=tpk und auch -1::0PkR=tpk ist, hat man iJPkPoPoo""iJROPk zu machen, 
indem man -1::PkPOP 00 =-1::ROPk an PkPO antragt urn P 00 zu finden. 

Da nun die Abstande der Kreispunkte P k von der Drehmomentlinie die Dreh
feldleistung J~ R2/8 darstellen, ergibt sich die Schlupfung wie folgt. Die Stromwarme 
im Laufer ist Nv=J~R2' Da J 2 durch PoP gemessen wird, ist die Verlustlinie, 
die allgemein die Halbpolare ist (s. Kap. III, S.37), hier, da Po auf dem Kreis 
liegt, die Tangente in Po. Die Abstande der Kreispunkte von der Tangente in Po 
stellen also J~R2 dar. Nach Abzug dieser Leistung von der Drehfeldleistung bleibt 
die mechanische Leistung, die durch die Abstande der Kreispunkte von POPk ge
messen wird. Diese drei Leistungsgeraden schneiden sich im Punkte Po. Zieht man 
daher zwischen V erlustlinie Po T und Leistungslinie Po P k die Parallele T W zur 
Drehmomentlinie, so teilt ein Strahl PoP die Strecke TWin E so, daB T E zu E W 

- --

sich verhalt wie der Verlust zur Nutzleistung, oder T E zu T W wie der Verlust zur 
Drehfeldleistung -- R 

TE:TW =J~R2:J~~ =8:1. 
8 

Das groBte Drehmoment entspricht dem Punkt D auf dem Lot M D auf der 
Drehmomentlinie. Dieser Punkt teilt das Arbeitsgebiet des Motors in zwei Teile. 
Von Po bis D nimmt das Drehmoment bei wachsender Schlupfung zu, hier ist der 
Betrieb stabil. Von D bis P k nimmt das Drehmoment mit wachsender Schlupfung 
ab, der Betrieb ist labil. Wird der Motor starker belastet als Punkt D entspricht, 
so nimmt die Schlupfung bis zum Stillstand zu, der Motor fallt auBer Tritt. 

Ebenso wie man die mechanische Belastung des Motors durch eine gedachte 
elektrische ersetzt, kann man sie auch durch eine wirkliche elektrische ersetzen, 
ohne daB sich an der Stromaufnahme und dem Drehmoment etwas andert. Hierzu 
schaltet man in den La.ufer einen Vorschaltwiderstand uber Schleifringe und Biirsten. 

1st er fur eine Phase gleich R2( ~ -1), so hat der Motor bei Stillstand dasselbe Dreh

moment und denselben Strom wie beiin Lauf bei der Schlupfung 8 ohne Vorschalt
widerstand. Durch Abstufung der Widerstande kann der Motor beim Anlauf alle 
Drehmomente entwickeln, die im Bereich von Stillstand bis Synchronismus bei 
kurzgeschlossenem Laufer moglich sind. 1m Gebiet PkP 00 ist, d. h. von 8 = 1 bis 
8 = 00 wird dem Motor elektrische Leistung zugefuhrt, die mechanische Leistung 
ist aber negativ, d. h. sie wird dem Laufer zugefiihrt. Hier arbeitet die Maschine 
als Bremse und setzt die elektrische und mechanisch zugefiihrte Leistung in Warme 
im Laufer urn. Der unterhalb der Abszissenachse liegende Teil des Kreises ent
spricht negativer, d. h. an das Netz abgegebener elektrischer Leistung. Die Schlup
fung ist dabei negativ, der Laufer dreht sich schneller als das Drehfeld. Hier arbeitet 
die Maschine als Generator. Dabei nimmt sie Blindleistung zur Erregung ihres 
Feldes aus dem Netz auf, ein solcher "asynchroner Generator" kann also nicht 
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selbstandig arbeiten. Neuerdings verwendet man sog. Drehfeldergermaschinen, 
mittels derer man dem Laufer den Erregerstrom mit der Schlupffrequenz zufuhrt. 
Die dabei aufzuwendende Blindleistung verhaIt sich zu der bei kurzgeschlossenem 
Laufer primar aufgenommenen Blindleistung 1,0 
wie die Schlupffrequenz zur Netzfrequenz. 7J 
Ein solcher fremderregter asynchroner Gene
rator kann daher selbstandig arbeiten, seine 0,8 

Frequenz hangt von der Drehzahl und der 
Frequenz des Erregerstromes abo 0,6 

In Abb. 183 sind fUr den Motor die aus 
dem Diagramm ermitteIten Werte des Stromes 
J, des Leistungsfaktors cos rp, des Wirkungs- qlf 
grades 'YJ und der Schlupfung als Funktion der 
Belastung N2 bis zur maximalen Leistung auf
getragen. Der Strom ist in Prozenten des Kurz- qz 
schluBstromes dargestellt. 

Analog kannte man die Kurven fUr das 
unstabile Gebiet und ferner fUr die Arbeits-
weise als Generator auftragen. 

I +co 'I, J ,;x-
I 

/~ 

I / 
/ 

I j 

1/ 
/1 
I 
f/- -

...... V -~ 
cos", 

/ 
/ 

,,/ 

.:J.-,...-
f--

V 
s ~ 

I~ ~ O:r 
0,1f 0,5 0,8 1 
Abb.183. 

Das Kreisdiagramm des Induktionsmotors wurde zuerst von Heyland l in 
vereinfachter Form, das hier abgeleitete exakte Diagramm von Ossanna2 an
gegeben. 

78. Reihenschaltung eines Kondensators und einer Drosselspule mit 
Eisen. 

In einem Stromkreis, der einen Kondensator in Reihe mit einer Drosselspule 
mit Eisen enthalt, ist die Umlaufspannung 

R . + q . d'I' d' dq 
~ o-Pmslllwt=-([t un ~=dt' (40) 

Hierin ist P = j (i) durch die Hysteresisschleife dargestellt. Eine genaue Lasung 
wiirde die analytische Darstellung der Hysteresisschleife oder eine punktweise 
Integration erforden. Angenahert kann das Verhalten und die wesentlichen U nter
schiede gegenuber dem Schwingungskreis mit konstanter Induktivitat (Kap. II, § 9) 
fUr die Effektivwerte ermittelt werden, wenn man zunachst die Verluste vernach
lassigt und fUr den verzerrten Strom den aquivalenten Sinusstrom einfuhrt. 

Resonanzfrequenzen. In Abb, 184 stelIt die gekrummte Magnetisierungskurve 
der Spule P = j(J) den Zusammenhang zwischen /I 

FluBwindungen und Strom dar. Die Spannung r--T----T' 

der verlustfrei gedachten Spule ist P s =Pw, wah
rend zu dem Strom J die Kondensatorspannung 

Pc = :0 gehart. Diese Spannungen sind gleich 

groB, wenn 

ist. Diese Gleichung tritt also an Stelle von 
1 w=--

fLO 

(41) 

Abb.184. 

fUr den Schwingungskreis mit konstanter Induktivitat. Wahrend aber dieser Aus
druck eindeutig ist, ist Gl. (41) unendlich vieldeutig. Denn das Verhaltnis J: P 
wird in Abb. 184 durch tg fJ dargestellt, und jedem Punkt der Magnetisierungskurve 

1 ETZ 1894. 2 Z. Elektrot. 1899. 
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entspricht ein anderer Wert von tg fJ. Daher gibt es zu einer bestimmten Kapazitat G 
zu jedem Punkt der Magnetisierungskurve eine andere Frequenz, bei der die Blind
leistungen von Spule und Kondensator gleich groB sind, angefangen von einer klein
sten Frequenz wo, der die Anfangstangente an die Magnetisierungskurve mit dem 
Neigungswinkel fJo entspricht. Zu jeder Frequenz gehort ein bestimmter Strom und 
eine bestimmte Spannung an Spule und Kondensator 

Ps = Pc = P w = VJop. 
Man kann daher den Zusammenhang zwischen den Spannungen, Stromen und 
Frequenzen leicht ermitteln, da einerseits fur G = konst. 

w :Wo= -ytgfJ: -ytg~ = -YAB: -YAG 
ist, andrerseits die Spannung stets proportional {jp, also der Seite eines mit 
dem aus J und P gebildeten Rechteck flachengleichen Quadrates ist. In Abb. 185 
ist dieser Zusammenhang zwischen w, J und P dargestellt. 

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz. Bei konstanter Netzfrequenz wird 
die Spannung der Spule Ps=/(J) durch die Magnetisierungskurve Abb. 186 dar
gestellt, und die Kondensatorspannung Pc = /(J) =JjwG durch eine Gerade. Da 

J w 

i 1 

----+P 
Abb.l 5. 

die beiden Spannungen in 
Gegenphase schwingen, ist 
ihre Differenz die Netz
spannung P. Diese Diffe
renz ist als dritte Kurve 
P = / (J) in Abb. 186 ein
getragen; sie hat teils po
sitive, teils negative Ordi
naten. Den positiven Ordi

p ...... ---"-'----'~-T-mrm-...,.-' ... J naten entspricht p. > Pc, 
d. h. ein vorwiegend induk
tiver Stromkreis, bei dem 
der Strom gegen die Netz
spannung urn Y4 Periode 
verzogert ist, bei den nega

Abb. I O. 

tiven Ordinatenist Pc> P., der Stromkreis ist vorwiegend kapazitiv und die Klemmen
spannung ist gegen den Strom urn Y4 Periode verzogert. Man kann also Ordinaten und 
Abzissen der Kurve P = j (J) als Zeitdiagramm auffassen. Zu einer bestimmten Klem
menspannung P gibt es im allgemeinen drei mogliche Betriebszustande, die durch die 
3 Punkte PI' P 2 , P 3 auf der Kurve P= j(J) bezeichnet sind und die aIle dieselbe Ordi
nate P haben; bei PI und P 2 ist der Strom gegen die Spannung verspatet, bei P 3 vor
eilend. Von diesen moglichen Betriebszustanden ist der mittlere P 2 unstabil, da mit 
zunehmendem Strom die Klemmenspannung kleiner werden muBte. Dies bedeutet 
namlich, daB wenn durch Zunahme oder Abnahme des Stromes eine kleine Ab
weichung von Punkt P2 eintreten wurde, die von dem System verbrauchte Blind
leistung sich langsamer anderte als die yom Netz bei der gegebenen Spannung ge
lie£erte Blindleistung; daher wird bei einer Abnahme des Stromes sich so£ort der 
Zustand des Punktes PI einstellen, oder bei einer Zunahme des Stromes der Punkt P 3 • 

Nun gibt es eine Grenzspannung, die durch den Punkt Pm gekennzeichnet ist, 
bis zu der ein Betrieb mit verspatetem Strom uberhaupt nur moglich ist. Bei groBeren 
Spannungen ist nur noch ein Betrieb mit voreilendem Strom moglich; das Stuck 
Pm -8 der Charakteristik ist stets labil. Die Grenzspannung tritt dort auf, wo die 
Tangente an die Magnetisierungskurve der Kondensatorgeraden parallel liegt. 

dP 1 
w----a:T = Ow' 
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Je kleiner die Kapazitat ist, um so steiler liegt die Kapazitatsgerade, um so 
kleiner die Grenzspannung. LaJ3t man die Netzspannung von Null anfangend bei 
konstanter Frequenz wachsen, so nimmt der Strom zu, und es wird der Bogen 
o P l Pm durchlaufen, bei weiterer Spannungssteigerung 
iiber die Grenzspannung wachst der Strom p16tzlich auf P~~konSf. 
den der negativen Ordinate P'm entsprechenden Wert, 
wobei die Spannungen an Spule und Kondensator unter 
sprunghafter Anderung ihrer GroJ3e ihre Phasenlage gegen-
iiber derNetzspannung vertauschen. Dies istinAbb.187 
dargestellt. Bei weiterer Steigerung iindert sich die 
Drosselspulenspannung nur wenig, wah rend die Konden
satorspannung nun sehr stark ansteigt. Geht man mit 
der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der Zustand 
auch noch zwischen P'm und S so lange stabil, wie die 
Verluste vom Netz gedeckt werden konnen. 

Uberspannungen bei einpoliger Unterbrechung. In 

~ 
i 
I 

p 

j. 

Leitungsnetzen sind Kondensatoren nicht mit Induktivitaten in Reihe geschaltet; 
eine solche Schaltung kann aber bei einpoliger Unterbrechung entstehen. Abb. 188 
stellt einen Fall dar, bei dem recht hohe Uberspannungen entstehen konnen. T ist 
ein Transformator am Ende einer Leitung. Bei a ist die Leitung gebrochen und 
einpolig geerdet. Der Magnetisierungsstrom des Transformators schlieJ3t sich iiber 
die Erdkapazitat des ungeerdeten Teils der gebrochenen Leitung, die durch einen 
Kondensator C dargestellt ist. 1st die Netzspannung groJ3er als die Grenzspannung, 
so stellt sich die Gleichgewichtslage mit voreilendem Strom ein, 
die Transformatorspannung andert ihre Phasenlage gegen die 
Netzspannung urn nahezu 180°. Man bezeichnet dies als Kip
pen der Spannung. An der Leitung tritt eine hohe Uberspan
nung gegen Erde ein, die u. U. nur durch die Eisensattigung 
im Transformator begrenzt ist. 1st die Induktion im Trans
formatorkern im normalen Betrieb etwa 13000 GauJ3, so kann 
sie auf fast den doppelten Betrag steigen. Am Transformator 

.\ bb.l . 

besteht dann etwa die doppelte Netzspannung, wahrend die Leitung gegen Erde 
fast die dreifache Netzspannung annimmt. Bei einem Dreiphasentransformator kann 
das Kippen einer Phasenspannung zur Folge haben, daJ3 die 3 Phasenspannungen 
sich nicht mehr um 1200 folgen, sondern um etwa 600, die zeitliche Reihenfolge der 
3 Spannungen ist dann vertauscht und Motoren kleiner Lei
stung, die an den Transformator angeschlossen sind, konnen 
ihre Drehrichtung umkehren l . 

Einflu6 derVerluste. Sind die Verluste nicht zu vernach
lassigen, sondern sind groJ3ere Widerstande in den Strom
kreis geschaltet, so kann deren EinfluB nach Abb. 189 
beurteilt werden. Da der Ohmsche Spannungsabfall dem 
Strom proportional ist, wird die resultierende Netzspan
nung P nicht mehr durch die Ordinatendifferenz der Cha
rakteristiken Ps = f (J) und Pc = f (J) gemessen, sondern 
es tritt die Wirkspannung als Abszissendifferenz der Kon-
densatorcharakteristik und del' Widerstandsgeraden 0 R hin-
zu. In Abb. 189 sind zu 3 Stromen J l , J 2 , J 3 die zugehori-

Ii 

J, 

Abb. 1 O. 

gen Netzspannungen PI> P2' P 3 eingezeichnet. Es zeigt sich daB die Verlnste be
sonders im Gebiet des voreilenden Stromes cinen wesentlichen EinfluB gewinnen. 
Daher werden die Kippiiberspannungen durch die Widerstande und durch die Wirk
last des Transformators, die ahnlich wirkt, gemildert. 

1 Petersen: ETZ 1915. 

T 
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Verhalten bei konstanter Klemmenspannung und veranderlicher Frequenz. Das 
Diagramm Abb.186 gilt zunachst fiir konstante Frequenz w. Bei einer anderen 
Frequenz w', werde der MaBstab der Spannungen so geandert, daB die Charakte
ristik der Drosselspule unverandert bleibt; dann sind die Ordinaten, welche die 
Netzspannung darstellen, mit dem Verhaltnis w : w' zu multiplizieren, die Ordi
naten der Kondensatorcharakteristik mit w 2 : W /2 • Bei kleinen Frequenzen liegt 
die Gerade Pc = f (J) steil, bei hohen flach. Daher ist bei kleinen Frequenzen nur 
der Betriebszustand mit voreilendem Strom moglich und die Kondensatorspannung 
ist fast gleich der Netzspannung, die Spulenspannung ist sehr klein. Mit steigender 
Frequenz wachsen Pc und p .. bis bei einer bestimmten Frequenz die Netzspannung 
gleich der Grenzspannung wird, dann tritt das Kippen auf den Betriebszustand mit 

~w 

verspatetem Strom ein. J, Pc und Ps fallen pli:itzlich 
abo Die Frequenz, bei der das Kippen eintritt, hangt 
von der Klemmenspannung abo Je groBer sie ist, um 
so hoher liegt die kritische Frequenz. Abb. 190 zeigt 
zwei charakterische Kurven P s = f (w), und zwar gilt 
PSI fiir niedere Klemmenspannung, P SJ fiir groBe bei 
derselben Kapazitat; die erste zeigt das Abfallen der 
Spannung, die zweite nicht. Bei Betrieb mit voreilen-

Abb.190. dem Strom andert sich P s bei gegebener Klemmen
spannung nahezu linear mit der Frequenz. Andrerseits war bei konstanter Frequenz 
und veranderlicher Klemmenspannung nach Abb. 187 Ps nahezu konstant. Diese 
Eigenschaften hat Martienssen1 , der diese Zusammenhange zuerst gezeigt hat, 
zur Konstruktion eines Frequenzmessers verwendet. 

XII. Leitnngen mit verteilter Selbstindnktion 
und Kapazitat. 

79. Die Leitungskonstanten. 
Bisher wurden die Elemente der Arbeitsiibertragung, wie Leitungen, Spulen 

von Transformatoren und Maschinen als Trager eines magnetischen Feldes be
trachtet und deren elektrisches Feld im Dielektrikum vernachlassigt. Dies ist zu
lassig, wenn Spannung und Frequenz so niedrig sind, daB die Verschiebungsstrome 
gegen die Leitungsstrome verschwindend klein sind. Bei hohen Spannungen in der 
Starkstromtechnik und bei den hohen Frequenzen der Schwachstromtechnik trifft 
dies nicht mehr zu. Die vom elektrischen Wechselfeld bedingten Verschiebungs
strome verlaufen zwischen den Leiteroberflachen und zwischen diesen und Erde. 
Je groBer die Langsausdehnung der Leiteranordnungen, wie Kabel, Fernleitungen, 
Wicklungen usw. ist, urn so groBer wird die Summe der Verschiebungsstrome. 1m 
Leiter setzen sich die Verschiebungsstrome als Leiterstrome fort. Diese sind daher 
im allgemeinen nicht stationar, ihre GroBe ist in jedem Leiterquerschnitt eine 
andere. Das magnetische Wechselfeld, das die von den Leitern gebildeten Schleifen 
durchsetzt, bedingt, daB die Umlaufspannung iiber einen beliebigen Teil des Strom
kreises von Null verschieden ist. Die Spannung von Leiter zu Leiter und von Leiter 
nach Erde ist also auch an jedem Teil einer solchen Leiteranordnung eine andere. 

Das elektrische Wechselfeld, das der Spannung proportional ist, bedingt somit 
eine Anderung des Leiterstromes, und das magnetische Wechselfeld, das dem Leiter
strom proportional ist (da wir von der magnetischen Wirkung der Verschiebungs
strome absehen), bedingt die Anderung der Spannung. Infolge der Wechselwirkung 
andern sich beide stetig. 

1 ETZ 1910, S. 204. 
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Mit der Ausbildung der Wechselfelder sind gewisse Verluste verbunden. Der 
Strom ruft Verluste durch Stromwarme im Leiter, das magnetische Feld Wirbel
stromwarme teils im Leiter - Skineffekt - teils in benachbarten Leitern hervor, 
z. B. im Bleimantel von Einleiterkabeln. Das elektrische Feld bedingt Verluste im 
Dielektrikum, die von der Hohe der Spannung abhangen und als dielektrische 
Hysteresis bezeichnet werden; von der Spannung hangt ferner der Verlust durch 
unvollkommene Isolation abo Bei Freileitungen fur hohe Spannungen entstehen 
Entladungen durch die Luft, die sich Z. T. sichtbar als Glimmerscheinung, die sog. 
Korona auBern. Diese Verluste bezeichnet man zusammenfassend als Ableitungs
verluste. 

Es sind nun die folgenden vier GrundgroBen zu berucksichtigen: 
Die Energie des elektrischen Feldes ist i p2C, worin C die Kapazitat ist. 
Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung setzt man p2A und 

bezeichnet A als Ableitung. 
Die Energie des magnetischen Feldes ist ii2 L, worin L die Induktivitat ist. 
Der vom Strom abhangige Energieverlust in der Zeiteinheit ist i2 R, worin R 

den Wirkwiderstand bezeichnet. 
Infolge der Veranderlichkeit von Strom und Spannung ist jedem Element der 

Leitung ein Anteil an den vier Konstanten 0, A, L, R zuzuordnen. Dabei bezieht 
man die Konstanten selbst auf 1 km als Langeneinheit. 

80. Strom- und Spannnngsgieichnng. 
Als einfachstes Beispiel eines Stromkreises mit verteilter Selbstinduktion und 

Kapazitat betrachten wir die Doppelleitung Abb. 191 von der Lange 1. Fur ein Ele
ment der Schleife von der Lange dx sei p die Spannung zwischen den Leitern im 

Abstand x vom Leitungsanfang, im Abstand x + dx ist sie p + ~; dx. Das Schleifen-

element habe die Induktivitat Ldx und den ~1, _____ [ _____ -?j>1 

Widerstand Rdx, der Strom sei ,t. Dann ist die ~6------,-;------_6 - I I 
Umlaufspannung ~}: I}~f-.fudx 

Rdxi+(p+~;dX)-P= --Ldx~! I !: ax 
I---x~ 

oder 
_ ap = R . -t- L'!i 

ax ~'at' 
Abb. 191. 

( 1) 

Der in das Element eintretende Leitungsstrom am Punkte x ist i, der am Punkte 

x + dx austretende Leitungsstrom i + ai dx' in das Dielektrikum tritt auf dem ax ' . 

Langenelement dx derVerschiebungsstrom Cdx~f und derAbleitungsstromAdxp. 

Die Summe der vier Strome ist Null. 

i- (i + ?!..dx) -Adxp - Cdx ap = 0 ax at 
oder 

al: ap (2) 
_. ax=Ap+Oat' 

G1. (1) und (2) sind die Differentialgleichungen fiir die raumliche und zeitliche 
Anderung von Strom und Spannung. 

Fur stationare einweIlige Schwingungen konnen die Gleichungen fur die Effektiv
werte mit jro anstatt %t geschrieben werden 

-~~ =(R+jwL)3, (3) 

~ . (4) -(Jx= (A + JroC)~. 
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Dureh Differentiation naeh x wird 
d2 \l3 . dS 

-dx2 =(R+JwL)dx' (5) _ d2 S = (A + ·wC)d\l3 
dx2 J dx (6) 

und wenn Gl. (3) und (4) eingesetzt werden 

~J = (R + jwL)(A + JWC) \l3, (7) 
d2 C'!; 

d~ -= (R + jwL)(A + jwC);J. (8) 

Diese Gleiehungen sind von gleieher Form. Die Strom- und die Spannungsverteilung 
langs der Leitung sind von gleieher Art und unterseheiden sieh nur dureh Konstante. 
Eine Losung von (7) ist 

(9) 

worin e = 2,71828 ... die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Dureh zweimalige 
Differentiation wird 

somit naeh (7) 
v = ± y(R + jwL)(A + jwC) 

und die vollstandige Losung von (7) besteht aus zwei Teilen 
\l3 = 12(1 e~X + m2e- ~X. 

Naeh (3) und (12) ist 

(0) 

(ll) 

(12) 

~ _ 1 d\l3 _ ,fA +iwG(m -~z elf ~Z) (13) 
;;S--R+iwLdx -VR+JwL ~2e -Ule . 

Die Integrationskonstanten m1 und 12(2 sind Spannungsvektoren, ihr besonderer 
Wert ergibt sieh aus den jeweiligen Grenzbedingungen. v ist eine komplexe Zahl 

Naeh Gl. (ll) ist 
v=a+ib 

v2 =~ (a + jb)2 = (R + jwL)(A + JWC) 
=a2-b2 + 2jab= (RA-W2LC) + jw(AL+RC). 

Dureh Gleiehsetzen der reellen und der imaginaren Teile wird 
a2-b2 =RA -w2LC, 2ab =-'w(AL +RC). (14) 

Quadriert und addiert man, so ist 
(a2 + b2)2 = (R2 + w2 L2)(A2 + W2C2) , 

und dureh Vereinigung mit Gl. (14) wird 

a= VHRA-w2LC+ Y(R='2c...c+=W=2=L=2)=(A=2=+=-' =W=2C='2=i)] ') 
(5) 

b= VHw2LC-AR + Y(R2+ w2L2)(A2+ W2C2)]. 

Jedes der Glieder in Gl. (12) und (13) stellt eine fortsehreitende Welle dar. Setzt 
man fiir m y2 A ei ro t, worin A der Betrag von mist und ± v = ± (a + j b ), so ist 

Y2Aeirote±(a+ib)Z = Y2Ae i(rot±bZ)e±az 
und der reelle Teil me i2 A ei(rot±bz) = i2 A cos (w t ± bx) . 
Dies ist, wie schon in Kap. X § 70 gezeigt, die 
Welle mit der raumliehen Wellenlange 

Gleiehung einer fortsehreitenden 

, =2n 
11. b. (16) 

b ist das WinkelmaB. 
Die Fortpflanzungsgesehwindigkeit ist 

dx w A 
v = =f dt =-~ =f b = I A. = T· (7) 

Die Wellen legen in einer Periode T des Weehselstromes eine Wellenlange zuriiek. 
Entspreehend den Faktoren e ± a z werden die Wellen beim Fortsehreiten in der 
+ x- oder - x-Riehtung naeh MaBgabe des Dampfungsfaktors a gedampft. 



Verlustfreie Leitung. 157 

Spannung und Strom langs der Leitung werden also naeh Gl. (12) und (13) dureh 
je zwei raumlieh sinusformig verteilte Wellen mit gedampften Amplituden dar
gestellt, die mit gleiehbleibender Gesehwindigkeit, die eine naeh dem Leitungsende, 
die andere naeh dem Leitungsanfang wandern. Die erste heil3t die Hauptwelle, die 
zweite die reflektierte Welle. 

In Gl. (13) fUr den Strom sind die Spannungsvektoren ~ll und ~2 dureh einen 
Faktor ______ _ 

(18) 

dividiert, er hat die Dimension eines Widerstandes und ist nur von den Leitungs
konstanten bei der gegebenen Frequenz abhangig; man bezeiehnet ihn als "Cha
rakteristik" der Leitung oder als Wellenwiderstand. 

Bestimmung der Integrationskonstanten. a) 1st der Betriebszustand am Leitungs
anfang dureh die Vektoren \lSI' SI gegeben, so wird aus Gl. (12) und (13) fur x = 0 

\lSI = ~(1 + ~(2 , ,;518 = ~(2 - 9f1 ; 
'2(2 =~(\lS1 +318), ~{1 =~(\lS1-,;5181· 

daher \lS =, ~\lSdev x+ e-' X) - ~318 (e" x_ e-VX ) = \lSI (lo\ vx - 318 einvx , (19) 

3= t31(eV x +e-VX ) - ~ ~l(e"X_e-VX) = 31(£olvx- ~leinvx. (20) 

b) 1st der Betriebszustand am Leitungsende dureh die Vektoren \lS2' 32 gegeben, 
so reehnet man zweekmal3ig die Langen x yom Leitungsende und hat hierfUr in 
Gl. (12) und (13) + x und - x zu vertausehen. Es wird also 

und fUr x=O 
\lS2 = ~ll + W2 , 328 = ~2 - ~(1 , 
und damit in (21) 

\lS = \lS2 (£ob'x + 328 iSinvx , 

81. Verlustfreie Leitung. 

(21) 

(21 a) 

(23) 

Wenn man zunaehst die Verluste vernaehlassigt, gewinnen die Gleiehungen 
eine einfaehe Form. Wir setzen 

R=O, A =0. 
Naeh Gl. (15) wird 

a=O, b=w{LC. 
Da a=O ist, sind die Wellen ungedampft. Die Wellenlange wird naeh Gl. (16) 

A = ~~ = _2n c = .T-c-
b wlLC ltC' 

die Fortpflanzungsgesehwindigkeit naeh Gl. (17) 
,Ie 1 

v = - ,= --= . (24) 
T lLC 

Diese Gesehwindigkeit ist sehr angenahert, wenn man das magnetise he Feld im 
Innern der Leiter vernaehlassigt 

c v ry -----=-____ , 

lSIl 
worin c = 3· 1010 emjsek = 3 .105 kmjsek die Liehtgesehwindigkeit ist. Fur Frei
leitungen ist B = 1, f.1, = 1. Die Gesehwindigkeit der Wellen ist die Liehtgesehwindig
keit. Die Wellenlange ist bei f = 50 Hertz 

A = vT ':':' 6000 km. 



158 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat. 

Die Entfernungen der Starkstromubertragungen sind also nur Bruchteile der Wellen
Hinge. Bei Telephonstromen konnen die Leitungslangen hingegen mehrere Wellen
langen betragen. Fur f = 3000 Hertz ist A = 100 km. 

Der Wellenwiderstand ist fur die verlustfreie Leitung nach Gl. (18) 

Z= V~ (25) 

und er betragt fur eine Doppelleitung etwa 600 bis 800 Ohm, bei einer symmetri
schen Dreiphasenleitung je Phase die Halfte hiervon. 

Bei Kabeln ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kleiner und betragt etwa 
120000 km/sek; der Wellenwiderstand bei Dreiphasenkabeln je Phase etwa 35 bis 
70 Ohm je nach Querschnitt und Spannung. In Gl. (22) und (23) ist fur a = 0 

Q:ofvx = Q:ofjbx =cosbx, 

$ = $2cosbx + i02Zsinbx , 

@linvx = @linibx = jsinbx. 

0= 02cosbx + i ~2 sinb x. (26) 

Diese Gleichungen konnen in einem Polardiagramm dargestellt werden, das ein 
anschauliches Bild von der Anderung der GroBe und Phase der Effektivwerte bzw. 

der Amplituden von Strom und Spannung 
ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Brei
sig l angegeben worden, das hier gegebene 
Diagramm ist ein Sonderfall des spater ab
zuleitenden alJgemeinen FalJes. 

1st in Abb. 192 OP2 der Vektor der Klem
menspannung am Ende der Leitung, so ist die 
Projektion des um den Winkel bx=P20A I 

gedrehten Vektors auf die Richtung von 0 P 2 

OBI = P 2 cosbx. 

1st ferner OJ2 =J2Z =001 , so ist die Pro
jektion von 001 auf die zu OP2 senkrechte 
Richtung 

Abb. 192. 1st J 2 gegen P 2 und ({J2 verzogert, so eilt 
j 0~Z sin b x gegen J 2 um 900 , gegen P 2 um 
~ ~ ~ 

(900 - ({J2) vor; man tragt also BIEI =ODI senkrecht zu OJ2 an OBI an. OEI ist 
dann der Vektor der Spannung P im Abstand x yom Leitungsende. Fiihrt man die 
Konstruktion durch (in Abb. 192 sind 12 Punkte im Abstand von bx= 300 gewahlt), 
so erhalt man als Ort fur den Spannungsvektor der verlustfreien Leitung eine 
Ellipse. Die Momentanwerte erhalt man in bekannter Weise durch Projektion der 
Vektoren auf die Zeitlinie. 

Das Diagramm zeigt, daB die Amplitude der Spannung vom Leitungsende an 
zuerst wenig zu- und dann stark abnimmt, bis bx=n/2, also x=n/2b=Af4 ist. 
Bei etwas mehr als einem Viertel der Wellenlange ist sie um 900 in der Phase gegen 
P 2 verschoben, sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nahe von x=AJ2 wieder 
ein Maximum und hat dort 1800 Phasenverschiebung gegen die Spannung am 
Leitungsende. 

Aus der Konstruktion folgt, daB fur induktionsfreie Belastung, ({J2 = 0, die 
beiden Hauptachsen der Ellipse P 2 und J 2 Z sind. 

Fur den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden. 

1 ETZ 1900, S. 87. 
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In der Spannungsgleiehung (26) ist fUr den gegen x um eine Viertelwelle zuriiek
liegenden Punkt (x-nj2b) eosb(x-nj2b)=sinbx und sinb(x-nj2b)=-eosbx, 

$(",- =-) = $2sinbx- i02Zeosbx und 0(",)Z = 02Zeosbx + i$2sinbx, 
2b 

daher 0(",)Z = i$(z_ ~"b)" 
Der Vektor J Z an einem Punkt x der Leitung ist ebenso groB wie der Spannungs
vektor P an einem um % Wellenlange zuriiekliegenden Punkt, aber um 900 in der 
Phase naeh vorwarts versehoben. 

Daraus folgt, daB die Maxima und Minima 
von Strom und Spannung um % Wellen
lange auf der Leitung voneinander entfernt 
liegen. 

Die Phasenversehiebung zwischen Strom 
und Spannung andert sieh langs der Lei-
tung. Am Leitungsende ist sie CP2' an einem 
beliebigen Punkt x sei sie cpo Da nun, wie t=tfi--"-'~~""'~~-t~"L----;t"-~~--I 
gezeigt, der Stromvektor an diesem Punkt 
genau % Periode gegen den Spannungsvek-
tor am Punkt (x-tA) voreilt, ist der Win
kel zwischen den Spannungsvektoren an den 

T0 Punkten x und (x -l-A) gleieh 900 + cp. 1st t'6 ~--~:-----l-7.'------:>,,"'-----j 
der Winkel zwischen zwei sole hen Spannungs
vektoren spitz, so ist am Punkt x P gegen 
J verspatet, ist er stumpf, so ist J gegen P 

/ 

//--"""""'-, 

" "-" " verspatet. So bildet 0 P 2 am Leistungsende t;[' 
mit 0 E9 den stumpfen Winkel 900 + CP2' ent- If- f"', ~,'-~~~~"'"+-r"=:-~~~~--=-i 
sprechend der Versehieb~ng CP2' 1/12 Wellen- '.(" __ ////1' 
lange entfernt davonist OEI der Spannungs- I l7' ", 

vektor, er bildet mit OE10 einen spitzen ! ",,-

Winkel, im Punkte x = 112 A ist also der Strom t4 ~,,-~--T''--~~-/'+-~'''-~~~----'i 
gegen die Spannung verfriiht. Die Leistung ',..1, / 

' ........ ------/ ist aber an allen Punkten der Leitung kon-
stant, weil die Verluste vernaehlassigt wurden. , 

In Abb. 193 sind fiir 6 Augenblicke im Ab- 5Ti 
stand von 1/12 Periode die Strom- und die (;=12"" 

Spannungsverteilung fiir folgende Verhalt-
nisse dargestellt. fiber eine Einphasenlei-
tung mit 2 Seilen von 1,5 em Durehmesser im 
Abstand D = 150 em werden 1000 kVA bei 

Abb. 193. 
Ends 

cinem coscp2=0,8 mit 50000 Volt iibertragen. Der Strom 
1000000 

am Leitungsende ist 

J 2 = O~8-50006 = 25Amp. 
Die Konstanten sind 

L = (4ln ~ + 1) 10- 4 H/km = 0,00222 H/km, 

1 lO-6 
C = ----n -9- F/km = 0,00525.10-6 F/km, 

41n-
a 
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Das Bild stellt die Wellen fUr die ganze Wellenlange dar. Bei f = 50 Hertz ist aber 
eine Freileitung von 100 km nur 1/60 Wellenlange; in Starkstromleitungen bildet 
sich also nur ein kleiner Teil der Wellen aus. 

Aus Gl. (26) folgt fUr die unbelastete Leitung (J2 =0) 

$ = $2cosbx. 
An irgend einer Stelle, die weniger als Y4 Wellenlange vom Leitungsende entfernt 
ist, ist die Spannung kleiner als am Ende. Es tritt eine Spannungserhohung durch 
den Ladestrom auf. Diese Erscheinung ist zuerst an Kabeln beobachtet worden, 
bei denen der Ladestrom groBer und die Wellenlange bei gleicher Frequenz kleiner 
als bei Freileitungen ist. Besonders ausgepragt kann man an unbelasteten Kabeln 
die Oberschwingungen in der Spannungskurve von Generatoren beobachten, be
sonders jene von hohen Frequenzen, die von der Nutung des Ankers herriihren. 

An dem Diagramm sind folgende FaIle leicht zu iibersehen. 
1. Reflexionsfreie Belastung. 1st J 2 Z = P 2 und 9?2 = 0, so geht die Ellipse in 

einen Kreis iiber: Spannung und Strom sind bei der Leitung ohne Verluste langs 
der ganzen Leitung konstant. In Gl. (26) wird, da der Betrag von (cosbx +i sinbx) 
gleich 1 ist, P = P2 und J = J 2 • Der Vektor der reflektierten Welle in Gl. (21 a) 
521:2 = t ($2 - 02 3l wird Null. Es besteht somit nur die am Leitungsende einfallende 
Hauptwelle, die hier 9f1 = ·H$2 +023) = $2 ist. Die Belastung bezeichnet man in 
diesem Fall als reflexionsfrei. Dabei ist der Widerstand der Belastung gleich dem 
Wellenwiderstand. Setzt man fur Z den Wert ein, so ist 

J~L=P~C . 
Die Energien des magnetischen und des elektrischen Feldes sind gleich groB, daher 
ist die Anderung der Spannung und die des Stromes bei der verlustfreien Leitung 
Null. Den Strom PjZ bezeichnet man als Wellenstrom. 1st der Belastungsstrom 
gleich dem Wellenstrom, so ist die Leitung reflexionsfrei belastet. 

2. Stehende Wellen. Der zweite Grenzfall ist, daB die reflektierte Welle ebenso 
groB ist wie die einfallende, dann bildet sich eine stehende Welle aus. Da die Damp
fung der Wellen bei der verlustfreien Leitung Null ist, bedeutet dies, daB die am 
Leitungsende ankommende Energie ebenso groB wie die zuriickgeworfene ist, d. h. 
daB am Leitungsende keine Energie verbraucht wird. 

1m Diagramm kennzeichnet sich die stehende Welle dadurch, daB die Ellipse 
in eine Gerade zusammenschrumpft, Strom und Spannung andern sich langs der 
Leitung nur der GroBe, nicht der Phase nach, sie gehen an bestimmten Leitungs
punkten, den Knotenpunkten der Welle, durch Null und sind im iibrigen an jedem 
Leitungspunkt um 900 gegeneinander phasenverschoben. Solche FaIle sind: 

a) Bei offener Leitung ist J 2 = 0, und in Gl. (21 a) ist 

9f1 = 1}!2 = ~ $2' 
und in Gl. (26) $=$2cosbx, 0Z=j$2sinbx. 

Die Wellenbauche der Spannungswelle liegen bei x = 0, A/2, A., die Knotenpunkte 
bei x = tA., ! A., • •• Der Strom ist uberaIl gegen die Spannung um Y4 Periode ver
friiht und hat seinen NuIldurchgang an den Punkten der raumlichen Spannungs
amplitude und umgekehrt. Fur die Stromquelle steIlt die Leitung einen kapazitiven 
Widerstand fiir (x = l) dar 

! = -jZcotgbl, 
<0'(:I:=l) 

der bei l = t A. gleich Null, bei l = t A. unendlich groB ist. 
b) Bei kurzgeschlossenem Leitungsende ist P 2 =O. In Gl. (21a) wird der Vektor 

der reflektierten Spannung 
).1(1 = - I}f2 = - ~02.8 

und in Gl. (26) $=jS'2Zsinbx, 3=02cosbx. 
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Die Knotenpunkte und Wellenbauche sind gegen den vorhergehenden Fall um 
% Wellenlange auf der Leitung verschoben, die Spannung ist iiberall gegen den 
Strom um % Periode verfriiht und die Leitung stellt am Leitungsanfang x = 1 einen in-
duktiven Blindwiderstand \13 

-~ =jZtgbl 
'0(x=l) 

dar, der bei 1 = ! A unendlich groB und bei 1 = !it Null ist. 
c) Bei reiner Blindlast ist J 2 gegen P2 um ± 900 phasenverschoben, die beiden 

Vektoren WI und W2 in Gl. (21a) sind ihrem Betrage nach gleich groB und konjugiert 
komplex. 

Ein besonderer Fall ist die rein kapazitive Belastung. Die Spannung wird am 
Leitungsanfang (x = l) Null, wenn 

P2 cosbl = J 2 Z sin bl . 
1st 0 0 die Belastungskapazitat, so ist 

1 
tgbl= ZwOo ' 

Fiir kleine Winkel bl, kann man tgbl durch bl ersetzen. Setzt man Z = YLIO, 
b=wYLO, so wird 1 

lwL=
wOo 

Hier steht also die Induktivitat des Leitungsstiickes von der Lange 1 in Resonanz 
mit der Belastungskapazitat. Die Spannung am Leitungsanfang ist Null, der Strom ist 

J J b ( tg bl ) J 2 
1= 2COS 1 1 + ZwOo = cosbl' 

82. Leitung mit Verlusten. 
a) Die unendlich lange Leitung. Der EinfluB der Verluste auf die Ausbildung 

der Wellen soIl zunachst an einigen Sonderfallen gezeigt werden. 
Den Verhaltnissen in langen Telephon- und Telegraphenleitungen kommt die un

endlich lange Leitung nahe. Bei dieser verschwindet die am fernen Ende reflektierte 
Welle. Setzt man in Gl. (12) und (13) ~{I = 0, dann ist fiir den Leitungsanfang, x = 0, 

~I = W2 , 0'13 = 12(2 = ~l 
und damit in (19) und (20) 

~ = I.1SIe-"x = 1.1S1e-axe-ibx = ~le-ax(cosbx-jsinbx), (27) 
S=Sle-"x =Sle-axe-ibx =Sle-ax(cosbx-jsinbx). (28) 

Wie bei der reflexionsfreien Belastung, s. S. 160, stehen Strom und Spannung an 
allen Punkten im gleichen Verhaltnis wie am Leitungsanfang I.1S = 0' 3. Der Strom 
ist der Wellenstrom. Strom und Spannung andern ihre Phase gleichmaBig, ihre 
Amplituden nehmen nach MaBgabe des Dampfungsfaktors abo Der Wellenwider
stand ist bei der Leitung mit Verlusten eine komplexe Zahl 

Darin ist nach Gl. (18) 

_VR2+(WL)2 
Z - A2+(WO)2' 

3 =Zei;. 

A R 
1 wO wL 

, = 2arctg --A-T' 

l+wOwL 

(29) 

Daher ist der Wellenstrom um , gegen die Spannung phasenverschoben, und zwar 
verspatet, wenn der Zahler von' positiv, und verfriiht, wenn der Zahler negativ ist. 
Meistens ist R: L > A: 0, daher ist der Wellenstrom meist gegen die Spannung verfriiht. 

Das Polardiagramm fiir die Strom- und Spannungsvektoren fiir die allein vor
handene Hauptwelle erhalt man durch Riickwartsdrehung des Anfangsvektors um 
bx und gleichzeitige Multiplikation mit e-ax als logarithmische Spirale. In 

FraenckeI, WechseIstrome. 3. Auf!. 11 
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Abb. 194 sind 12 Vektoren fUr eine ganze Wellenlange in Abstanden bx = 30° auf
getragen. Der EinfluB der Dampfung zeigt sich anschaulich durch Vergleichung 
mit der reflexionsfreien Leitung ohne Verluste, bei der die Vektoren konstant sind 
und den Kreis beschreiben: die Abstande der Spirale vom umschriebenen Kreis 

zeigen direkt die Dampfung. 
Die Spirale ist vollstandig charakterisiert durch 

das Verhaltnis von Dampfungsfaktor a und Winkel
maB b. Nach einer Wellenlange haben die Wellen 
wieder die gleiche Phase wie am Anfang, ihre Be-

1--4_-:~-':;",---'-""'O trage sind bei x =). = 2n/b gesunken auf e-2n~. 
Das gleiche Diagramm gilt fUr endliche Leitungs

lange bei reflexionsfreier Belastung, wobei der Be
lastungsscheinwiderstand amLeitungsende dem W ellen
widerstand gleich ist; sie ist aber hier keine induktions
freie Belastung, sondern entsprechend dem Phasen-

Abb. 194. winkel 1; meist eine schwach kapazitive Belastung. 
Bei allen anderen Belastungen tritt eine reflektierte Welle auf und das Dia

gramm setzt sich aus zwei Spiralen zusammen. 
b) Leitung mit Widerstand und Kapazitat. Bei Telephon- und Telegraphen

kabeln sind die Induktivitat Lund die Ableitung A sehr klein und konnen in 
erster Annaherung vernachlassigt werden. Die ersten Rechnungen der Fortpflanzung 
von Telegraphenstromen in Kabeln nach W. Thomson beruhen hierauf. 

FUr A=O und L=O wird nach Gl. (15) und (IS) 

1 j----yr- 1 (R -1 ~ 
a=b=ytRwC, (30) .8=Viwd=ywoe 4. (31) 

Die Charakteristik ist umgekehrt proportional der Wurzel aus der Frequenz, 
je hoher die Frequenz urn so kleiner die Spannung fiir einen bestimmten Strom, 
urn so groBer aber die Dampfungskonstante. Der Phasenwinkel von Z ist -45°, 
der Wellenstrom ist gegen die Spannung um 45° verfriiht. Die Amplituden sind 
nach einer Wellenlange auf e- 2n = 5!O des Anfangswertes gedampft. 

Beispiel. Fiir eine Doppelleitung eines vieladrigen Telephonkabels mit Adern 
von O,S mm wurde fiir w = 5000 bestimmt: R = 64 Ohm/km. C = 0,0365 
10-6 F jkm, A = 0,9· 10-6 Siemens/km. L = 0,6 . 10-3 Henry /km. Hiermit ist 
fiir w = 5000 .8 = 5S6 e_i43031', wahrend die Naherungsgleichung (31) 593 e_i450 

ergibt. Ferner sind a=0,0749, b=0,07S1 nahezu gleich groB. Die Wellenlange ist 
). = 2n/b "'-' SO km, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v =w/b = 64000 km/sek. 

Die starke Dampfung begrenzt die Entfernung der Nachrichteniibermittlung 
durch Kabel, besonders bei Ubermittlung der Sprache, weil die ObertOne starker 
gedampft werden und die Sprache undeutlich wird. 

c) Pupinkabel. Die Dampfungskonstante nahert sich fiir hohe Frequenzen einem 
Grenzwert. Setzt man nach Gl. (15) 

a = V ~[ r R-A~w-2-L C-+~W2-L-C'V=( 1=+=w=.;cc~~C=2)=( 1=+=w==C~CC=~2==]) ] 
und entwickelt die zweite Wurzel in eine Reihe, so wird unter Vernachlassigung 
von Gliedern hoherer Ordnung 

V ( 1 + w~"v) (1 + ~ ) = 1 + + (-:v + w~ ~L ) + ... 
= l/TR2 C +~AR+~A2.£ 

a V4" L 2 4 C' 

a= ~ [RV~·+AV~J. (32) 
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Diese Gleichung zeigt, daB es fur hohere Frequenzen bei gegebenen Werten 
von R und A eine kleinste Dampfung gibt, die von dem Verhiiltnis L: C abhiingt 
und dort liegt, wo die beiden Teile gleich groB sind. Dies ist der Fall fUr 

L: C =, R:A. (33) 

Hierbei ist a = i All . 
Da nun bei Kabeln L: C sehr klein und R: A sehr groB ist, kann eine Verkleinerung 
der Dampfung durch VergroBerung der Induktivitat erzielt werden. Diesem Zweck 
dienen Drosselspulen, die nach Pupinl in Abstanden von etwa 2 km in Telephon
kabel eingeschaltet werden. In anderer Weise wird dies Erhohung der Induktivitat 
nach Krarup durch Umspinnung der Kabel mit Eisendraht erreicht, der, urn 
eine groBe Anfangspermeabilitat zu erzielen, einen hohen Nickelgehalt besitzt 
(Permalloy)2. 

In beiden Fallen wird aber auch der Widerstand erhoht. Sind Ro, Lo Widerstand 
und Induktivitat der Pupinspulen, bezogen auf 1 km der Leitung, so muB die Zeit
konstante r = Lo/ Ro der Drosselspule sehr groB sein. Dies erfordert teure Drossel
spulen. Setzt man in Gl. (32) Lo und Ro =Lo/r ein, so wird 

a = ~ [(R + ~) 1 / c - + A }/ L + Lo] . 
2 r L+Lo C 

Bei konstantem Wert r hat a ein Minimum fur 

es ist 

r:R-L 
LO=C+r:AC-L 

und fUr Kabel (L r--..< 0) angenahert 

amlll= VR(A + ~). 
Nach Breisig4 solI fUr eine deutliche Verstandigung bei l km Leitungslange al < 3 
bis 4 sein. Seine Messungen an Doppelleitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm 
Durchmesser zeigten bei w=5000 im Mittel einen Wert a =0,00314, wenn Pupin
spulen von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamen Widerstand in Abstanden von 1,7 km 
eingeschaltet waren, ohne diese war a = 0,018. Durch die Spulen wurde die Reich
weite versechsfacht. 

Beim AnschluB einer Freileitung an ein Kabel ist infolge der groBen Verschieden
he it der Wellenwiderstande die Bedingung der Reflexionsfreiheit nicht erfullt. Das 
Kabel hat einen viel groBeren Ladestrom als die Freileitung, die resultierende 
Dampfung wird vergroBert, man bezeichnet dies als Reflexionsverlust. Die Er
hohung des Wellenwiderstandes des Kabels mit Pupinspulen ermoglicht daher eine 
bessere Anpassung an angeschlossene Freileitungen. 

d) Verzerrungsfreie Leitungen. Die in Gl. (32) abgeleitete Beziehung fUr das 
Minimum der Dampfung bei hohen Frequenzen 

R:L=A:C 

fUhrt zu einem weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfullt 
ist, hat nach Gl. (18) den Wellenwiderstand 

Z= iLlc 

1 Trans. Am. lnst. El. Eng. 1900, S. 245. 
2 Meyer, U.: ETZ 1925, S. 1033. Wagner, K. W.: ETZ 1925, S. 1581. 
3 Breisig: ETZ 1901, S.1029. Luschen: ETZ 1908, S. 1105; 1913, S.31. 
4 ETZ 1914, S. 646. 

11* 
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wie die verlustfreie Leitung. Die Fortpflanzungskonstante G1. (15) wird 

y=(a+jb)=(R+jWL)V~ =(A+jW)V~, 
somit 

R ,/-a=-Z=AZ, b=w yLO. 

Der Dampfungsfaktor ist unabhangig von der Frequenz, Schwingungen aller Fre
quenzen werden gleich stark gedampft. Daher wird die Leitung nach Heaviside 
als verzerrungsfrei bezeichnet. 

Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall oft nahe. Fur das Beispiel S. 159 
war 0=0,00525·lO-6 F/km, L=0,00222 H/km, R=0,450hm/km. Die Leitung 

ist verzerrungsfrei, wenn A = R ~ = 0,45 . ~:~~~~~ .10-6 = 1,06· lO-6 S/km ist. Dies 

entspricht einem Isolationswiderstand von rund 1 Megohm fur den km. 
1m folgenden werde das Spiralendiagramm fur eine verzerrungsfreie Leitung 

fiir den Fall 323 + ~2 abgeleitet, also die Zusammensetzung aus zwei Spiralen. 
Fur die verzerrende Leitung ergibt sich dann nur der Unterschied, daB die Vek
toren 33 nicht mit 3 phasengleich, sondern um den Phasenwinkel !; des Wellen
widerstandes verschoben sind. Fur die verzerrungsfreie Leitung ist !; = 0. In G1. (22) 
und (23) wird 

~ = ~(~2 + 32Z )ea"'eib'" + ~(~2-32Z)e-a"'e-ibx, 
3Z = ~(~2 + 32z)ea"'eib",.- ~(~2 -32Z )e-a"'e-ib"'. 

(34) 
(35) 

-- --
In Abb. 195 stellt OAo den Vektor ~2 dar, OA I den um bx voreilenden Vektor 
~2eib"', OAn den um bx nacheilenden Vektor ~e-jb"'. In der Abbildung ist wieder 

E. 

~ der Kreis, der einer Wellenlange ent
spricht, in zwolf Teile geteilt, entspre
chend einem Fortschreiten um b x = 300 • 

Die voreilenden Vektoren sind mit tea"" 
die nacheilenden mit e-ax zu multipli
zieren. Die ersten ergeben die Vektoren 
001 bis 006 , die zweiten die Vektoren 

o 0 D} bis 0 D 6 • Die Konstruktion ist nurfiir 
6 Punkte entsprechend Y2 Wellenlange 
durchgefuhrt und fur das fruhere Bei
spiel ist die Frequenz t = lOO gesetzt. Die 
Dampfung fur die Y2 Welle ist e",i./2 = 2,76. 

Die Zusammensetzung zusammenge-
9 

Abb.195. 
horiger Vektoren 001 und ODI ust er
gibt dIe Vektoren OEI bis OE6 , die zu

nachst die Spannungsverteilung bei offener Leitung (J2 = 0) darstellen, also 
~(~.=O) = ~ ~2[ea"'eib'" + e-a"'e-ib"'] = ~2~of(a + jb)x = ~2~ofYx. (34a) 

Dieses Diagramm war bei der verlustfreien Leitung die gerade Linie. 
- -

Subtrahiert man zusammengehorige Vektoren 001 und ODI usf., so erhalt man 
- -

die Vektoren OFI bis OF6 • Diese stellen nach G1. (35) die Stromverteilung bei 
offener Leitung (J2 =0) dar 

3Z(J, =0) = t ~2(ea"'eib"'-- e-a"'e-ib"') = ~2 ~in(a + jb)x = ~2 ~inYx. (35a) 

Wahlt man als Ausgangsvektor OAo nicht ~2' sondern 323, so stellen die durch 
- -

Summation erhaltenen Vektoren OEI bis OE6 in anderem MaBstab nach Gl. (35) 
3Z('.I32=O) = t32Z(ea"'eib'" + e-a"'e- ib "') = 32Z~of(a + jb)x = 32Z~ofYX (35b) 

die Stromverteilung bei kurzgeschlossener Leitung, P2 = 0, dar und die durch 
- -

Subtraktion erhaltenen Vektoren OFI bis OF6 nach G1. (35) 
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~(il3, =0) = !.J2 Z(ea"'eib '" - e-a"'e- ib"') = 32Z6in(a + jb)x = .J2Z6invx (34b) 
die Spannungsverteilung bei kurzgeschlossener Leitung dar. 

Nun zeigen die Gl. (34) und (35), daB sich die Spannungs- und Stromvektoren 
bei Belastung durch Addition der entsprechenden Vektoren der offenen zu denen 
der kurzgeschlossenen Leitung nach Gl. (34a, b) und Gl. (35a, b) ergeben. In 
Abb. 196 sin~ie Kurven El -Es und Fl-F6 nochmals aufgetragen. Der Vektor 
OAo ist mit OP2 bezeichnet, er stellt die Spannung am Leitungsende dar. Die Vek
toren .J2Z sind im Verhiiltnis der Betriige J 2 Z;P2 zu verkleinern und um den 
Winkel f{!2 nach ruckwiirts zu drehen, um den J 2 gegen P2 verspiitet ist. Es ist also 
-- ----

ElGl =OFl ,J2 Z/P2 und um f{!2 

gegen OFI zuruckgedreht, dann ist 
~ ~--

OGI als Summe vonOEl undElGl 
die Spannung im Abstand von 
1/12 Wellenliinge vom Leitungsende. 
Entsprechend stellen die Vektoren 
- ~ 

OG2 bis OG6 die Spannungsvertei-
lung dar. Triigt man ferner an 

~ -
die Vektoren OFI bis OFs die im 
V er hiiltnis J 2 Z / P 2 ver kleinerten 
und um f{!2 zuruckgedrehten Vek-

- -- ~-

toren OEI bis OE6 gleich FlHl bis 

/6"" 
/ 

Fs/ E. __ r- --0-_ 

~/( 
/ ( 

/ ( 
/ ( 

/ ( 
( / 

----·--'-----+~~~~----;~4===~ 
~ ~ 0 

Abb. 196. 

FsHs an, so erhiilt man die Vektoren OHI bis OHs, welche die Stromverteilung 
darstellen; der erste Vektor ist 0 J 2 und stellt den Strom am Leitungsende dar, 

Diese Diagramme fur ~ und .J treten an die Stelle der Ellipsen bei der verlust
freien Leitung. 

Auch hier hat die Spannnung ihre kleinste Amplitude im Abstand von etwa 
% Wellenliinge vom Leitungsende. 

83, Abbildung der Leitung in der Sinuskarte und der Tangenskarte. 
Wiihrend die Diagramme Abb. 195 und 196 ein anschauliches Bild der Ver

teilung von Strom und Spannung liings der Leitung geben, sind sie fUr die Aus
wertung fUr praktische Zwecke wenig geeignet. Einen sehr brauchbaren Rechen
behelf bieten die Karten der trigonometrischen Funktionen komplexen Argumentes, 
deren Gebrauch hier erliiutert werden solP. 

Die Grundgleichungen. Bisher wurde die Verteilung durch je zwei Wellen fur 
die Spannung und fur den Strom dargestellt. In der Form der Gl. (12) und (I3) 
erscheinen sie als zwei gegenliiufig wandernde Wellen, in der Form der Gl. (22) 
und (23) als zwei ruhende Wellen, von denen die eine bei Leerlauf, die andere bei 
KurzschluB allein vorhanden ist. In Wirklichkeit besteht nur je eine wellenfarmige 
Verteilung fUr die Spannung und fUr den Strom. Zu deren Ausdruck gelangt man, 
wenn man fUr die Grundgleichung (7) 

die Lasung in der Form 

(72 ~ = v2 In 
dx2 1" 

~ = 1}((£ol v (x + c) = I}(cosjv(x + c) (36) 
schreibt. Darin sind I}( und c Integrationskonstante. Dann ist nach (3) mit Ruck
sicht auf (11) und (18), wenn die x vom Leitungsende gerechnet werden, 

3 = v~ ~~ = ~ 6inv(x + c) = - i:sinjv(x + c). (37) 

1 Siehc F. Emde: Sinusrelief und Tangensrelief in der Elektrotechnik. Braunschweig 1924. 
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Da hierin die Fortpflanzungskonstante v mit j multipliziert vorkommt, setzen wir 
zur Abkurzung 

iv=i(a+ib) = (ia-b) =,u 

~ = ~cos,u(x +c), 
'Il! 

S=_Jg sin,u(x+c). 

Am Leitungsende, x = 0, ist ~ = ~2' S = S2' daher 

(38) 

(39) 

2l=~, S23=-i~2tg,uC (40) COSfl C 

und m=m COS /1(x+c), ~_~sinfl(x+c) (41) 
+' -+'2 cosflc 0 - 02 sinflC . 

Die Integrationskonstante c, welche die Dimension einer Lange hat, ist nach (40) 
definiert durch 

t - .3'23 _ J 2Z i(1l!2 ± 'P2 +;) (42) g,uc-J----- -e 
~ P z 

Aus der Belastung und dem WeIlenwiderstand ist zunachst die komplexe Zahl tg,uc 
bekannt. Die Berechnung von ,uc bzw. c selbst und der in Gl. (41) vorkommenden 
Sinusfunktionen wird nun durch Ablesungen in den Karten des Sinus und des 
Tangens ersetzt. 

Die Sinuskarte. Der Sinus einer komplex en Zahl ist eine komplexe Zahl 

sin(~ + i'rJ) = sin~cosi'rJ + cos~sini1} 
= sin~(£of1} + jcos~6in1} 

Darin ist der Betrag 
= scosa + is sina = seia . 

s = -V s-i-n2-c~;--·~(£CC-oc-f2-'rJ-+-co-s-:-2-;-~-=-e"C:-in--=2:-1} = -V! ((£of 2 'rJ - cos n) 

und ;(g1] 
tga= tgT' 

Abb. 197. Sinuskarte. 

(43) 

(44) 

Verbindet man in der komplex en Ebene aIle Punkte (~, 1}), fur die der Betrag s 
einen konstanten Wert hat, so erhalt man eine Kurve; die Gesamtheit dieser 
Kurven, s = konst, und der Kurven, fur die das Argument a = konst ist, ergibt die 
Sinuskarte (Abb. 197), in der die beiden Kurvenscharen sich senkrecht schneiden. 
Jedem Punkt der Ebene (~, 'rJ) entspricht der Schnittpunkt einer Kurve konstanten 
Betrages s und einer solchen konstanten Argumentesa, durch den der zu der kom
plexen Zahl $ +i1} gehOrige sin (~+i1}) in der Form se ia gefunden wird. Die 
Abszissen ~ sind im WinkelmaB aufgetragen, die Ordinaten rJ in Zahlen. Daher ist 
die Ordinate rJ = 1 ebenso lang wie die Abszisse $ = 1800: n = 57,2950. 
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Wahrend nach Gl. (43), (44) zu gegebenen Werten~, 'YJ, 8 und a berechnet werden, erhalt 
man umgekehrt zu gegebenen Werten 8, a die Koordinaten ~, 'YJ wie folgt. 

Setzt man 

sin (~- j7f) = 8e-- i ", cos(~ - jrJ) = ce-Jr 

und multipliziert die ubereinanderstehenden Ausdrucke, so ist (s. Gl. (43)) 
t((£oj 2"1 - cos2~) =, 82 ,!((Ioj 2"1 + cos2~) = c2 , 

cos2~ =c2 - 82 • 

Ferner ist s2ei2a + c2ei2r =:::: 1 und c2 = 1'1"'=-2s2cos2a + 84• 
Hiermit wird in Gl. (45) 

(45) 

(£oj27f = 82 + ll- 282 cos2a + 84 , cos2~ = - 82 + ll- 282 COS 2a + 84 • (46) 

Die Tangenskarte. Es ist 
. sin(~+h) cos(~-j7f) sin2~+je;in2'YJ . .. . 

tg(~+J1])= - - -.- .----.- -=--------=tcosr-t-Jtsmr=teJr 
cos(~+ J 'YJ) cos (~-- JIl) cos2~ + (£oj27f ' 

V(£Oj211-cos2€ Sin27f 
t = ll:oj27f+cos2~ (47) tgr =sin2-~ . (48) 

In der Tangentenkarte (Abb. 198) sind zu den rechtwinkligen Koordinaten ~, 1] 

die Kurvenscharen konstanten Betrages t = konst und konstanten Argumentes 
r = konst eingetragen, die sich wieder recht- 1,5r--,----,----r------,--r-,----,------, 

winklig schneiden. Zu ihrer Berechnung die
nen die Gleichungen 

2COST 2sinT 
tg2~=1/t_t' :tg21]=1/t+t' (49) 

Die Leitungsstrecke. Am Leitungsende 
war nach Gl. (42) 

j~~: = tg,uc . 

Aus der Belastung und dem Wellenwider
stand ist 

tg,uc = te eiTe 

bekannt. Diesem Wert entspricht in der 
Tangenskarte ein Punkt Pe (Abb. 198) mit 
den Koordinaten ~e1]eo wobei ,uc='~e+he 
ist. Fur einen Punkt der Leitung im Ab-

-900 

stand x vom Leitungsende folgt aus Gl. (41) und 

j~~3 =tg,u(x +c). 

-600 -300 0 0 .900 
-; 

Abb. 198. Tangenskarte. 

(42) 

Das Argument !t{x+c) stellt, da :r eine reelle Veranderliche ist, in der komplexen 
Ebene eine gerade Linie durch den Punkt ,uc dar. Da 

,u=jv=-b+ja 
eine komplexe Zahl ist, ist diese Gerade gegen die reelle Achse urn den Winkel 
arctg alb zuruckgedreht. Der Leitungsanfang, x = l, liegt auf der Geraden an 
einen Punkt P a mit den Koordinaten 

~ a + j1]a =',u (l + c) = (- bl + ~ e) + j (al + 1]e) . 
Die zu diesem Punkt gehorigen Werte ta und ra im Tangensrelief geben j.~:h3/\l!1 am 
Leitungsanfang an, also abgesehen von j 3 den Leitwert nach GroBe und Phase. 
Teilt man diese Strecke, die Leitungsstrecke, in eine Anzahl gleicher Teile, so erhalt 
man den Verlauf des Verhaltnisses von Strom und Spannung nach GroBe und 
Phase uber die ganze Leitung. 

Die Stromstrecke und die Spannungsstrecke. Ubertragt man die Leitungsstrecke 
in die Sinuskarte (Abb. 197), wobei Anfang- und Endpunkt P a und P e der voll aus-
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gezogenen Geraden in Abb. 197 die gleichen Koordinaten (~1'J) haben wie in der 
Tangentenkarte, so stellen die Werte 8, a an den einzelnen Punkten der Geraden 
nach Gl. (41) '" 

sin,u(x + c) =~ sin,uc, 
<02 

also den Strom im Verhaltnis zum Belastungsstrom am Leitungsende, multipliziert 
mit der Konstanten sin,uc dar. In dieser Lage bezeichnet man die Strecke als die 
Stromstrecke. Da in Gl. (41) fur die Spannung cos,u(x +c) =sin[,u(x +c) +90°] 
vorkommt, braucht man die Stromstrecke nur parallel zu sich selbst um ~ =n/2 
in Richtung der reellen Achse in die gestrichelte Lage Pa - Pe zu verschieben, 
um die Spannungsstrecke zu erhalten, an der die Veranderung der Spannung 
nach GroBe und Phase langs der Leitung abgelesen werden kann. 

Die Sinuskarte zeigt also GroBe und Phase von Strom und Spannung langs der 
Leitung, die Tangenskarte dient zunachst zur Bestimmung der Koordinaten des 
Endpunktes der Leitungsstrecke. 

Diese andern sich mit der Belastung. Bei Leerlauf ist J 2 = 0 und 
tg,uc = 0, d. h. ,uc =0. 

Der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Abszissenachse am Punkt ~ e = 0 . 
Die Werte ta"a stellen den Scheinleitwert am Leitungsanfang (multipliziert mit 
j2) dar. 

Bei KurzschluB, P 2 = 0, ist 
tg,uc = 00, d. h. ,uc = n/2 . 

Der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Abszissenachse am Punkt ~e =n/2. 
Die Werte am Leitungsanfang ergeben den Scheinleitwert bei KurzschluB. 1st 
die Leitung verlustfrei, a = 0, so ist .u = -b, die Leitungsstrecke liegt parallel 
zur Abszissenachse. Hierbei ist ,8 reell, C = O. Bei reiner Wirklast rp2 = 0 ist daher 

tg.u c = J;~ ein/2, "=n/2, der Endpunkt der Leitungsstrecke liegt auf der Ordinate 

im Punkte ~=O. 
Bei rein induktiver oder kapazitiver Blindbelastung ist rp2 = =f n/2 und "= 0 

bzw. n. Der Endpunkt liegt in der Abszissenachse. 
In einem Fall liegt die Leitungsstrecke im 00 fernen Punkt der Ebene, namlich 

fur die reflexionsfreie Belastung (s. S. 160). Denn hier haben wir es mit einer reinen 
fortschreitenden Welle zu tun, und fur die ganze Leitung ist 

j'~~8 =tg,u(x + c) = j = ei :n:/2 = tei ', 

t = 1, "=n/2. 
t = 1 ist die Ordinatenachse fur die Abszisse ~ = 45°, und " = 90° die Ordi
natenachse zu ~ = O. Sie schneiden sich im Unendlichen. Deshalb gehen die 
Gl. (42) wieder uber in 

~ = ~2 e" x, 0 = 02 eVX • 

Beispiel. Die in Abb. 197/8 eingetragenen Strecken beziehen sich auf eine 
Drehstromdoppelleitung fur 220 kV von 1500 km Lange. Die Konstanten sind je 
Phase der Doppelleitung 

R = 0,0376 Ohm/km , 
wC = 5,91.10-6 Sjkm, 

wL =0,202 Ohm/km, 
A = 0,124 . 10-6 S/km . 

Der Wellenwiderstand fur die Doppelleitung ist 

,8 = 1/O,0376+fO,202 = 1031/0,20~ = 186e-i4,42' 
V (o,124+j5,91) 10-6 y 5,91eJ88,8' 

und die Fortpflanzungskonstante 
'P = VO,20-5-e-:-;i7=9-CC,95='-.-5-,9-1-e~i8~8,8' .10-6 = O,OOllO ei84,37' 

und ,u = j'P = 0,001l0 ei174,37' • 
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Die Belastung am Leitungsende setzt sieh zusammen aus 100000 kW Wirkleistung 
und ebensoviel induktiver Blindleistung. Der Strom ist 

l~f.100· 106 
J., = --~--- = 371 Amp 

. l3 . 220 . 103 

und CP2 = 45°. Der Wellenstrom hingegen ist 

P2 2~00?0_ = 684 Amp. 
Z l3·186 

Es wird nun 
.323 ef90' ·:n1e- j45 ' .186e- f4 ,42' ., 

tg,uc =, J\I32- = ------127000----- =0,543· e140,58 , 

,uc = $e+ jne = 24,73° + jO,306 
sind die Koordinaten des Endpunktes Pe. 

Ferner ist 
,ul = 1500·,u = 1500· 0,001l0ei174,3i' = 1,65e f174 ,37' 

= -1,640 + jO,162 = - 94,00 + jO,162. 
Daher ist am Leitungsanfang 

,u(l + c) = $Q + jna = - 59,25° + jO,468. 
Dies sind die Koordinaten des Punktes P a , womit die Leitungsstreeke bzw. die 
Stromstreeke festgelegt ist, wahrend die Spannungsstreeke urn 90° naeh reehts 
verse hob en ist. 

Fur die Strome war 
~ _ ~ sin,u(x + c) 
"-5 - "-52-sin,uc - , 

Aus der Sinuskarte ist' 
sin,uc = 8e ef rr. = 0,521 ej32 ,83' , 

~ _ 37l e - i 45' • 
"-5 - ---'32 83' smp (x + c) 

0,521 eJ , 
daher ist 

= 712 e - i77,83' sin,u (x + c) . 

Fur den Leitungsanfang ist 
sin,u (l + c) = 8a eirr• = 0,991 ei165.48' 

und0'l = 706ei8i,65' . 

Die Spannungsstreeke beginnt bei ,u c + 90° 

% 
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0 -0'1 06 08 1,0 

50° 

sin(,uc+nj2)=0,96e- i7.8' Abb.199. 

und ~2sin[,u(x+c)+!)OO] '. 
~ = - sin(,uc+nj2)-- = 132 300e17,8 sm [,u(x + c) + 90°] . 

Am Leitungsanfang x = list 
sin [,u(l + c) + 90°] = 0,705e i36,3' , 

~l = 132300· 0,705ei7,8ei36,3 = 93300ej44,l'. 

In der Zentrale ist der Strom gegen die Spannung urn CPl =87,65°-44,1°=43,55° 
verfruht, der Leistungsfaktor ist cos CPl = 0,725 und die Leistung der Zentrale 

3·93,3·706·0,725 = 143000 kW. 
Der Wirkungsgrad der Leitung betragt i~~·100C'::'70%. In Abb.199 sind Strom 
und Spannung langs der Leitung in Prozenten der GroBen am Leitungsende sowie 
die Phasenversehiebungswinkel aufgetragen. Dureh die starke Blindbelastung am 
Leitungsende ist erreieht, daB die Spannung nieht auf mehr als etwa 10% uber 
die Spannung am Leitungsende steigt, in der Zentrale betragt sie nur 73% davon. 
Wesentlieh starkere Veranderungen zeigt die Stromstarke, sie hat ein Minimum 
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bei etwa 350 km vom Leitungsende, wo cp = ° ist, und steigt dann bis zur Zentrale, 
wo sie 190% betragt. Eine solche Leitung von Y4 Wellenlange wird man daher 
nicht in einem Stiick betreiben, sondern man wird in Zwischenstationen den Lade
strom durch Blindleistungsmaschinen (s. Kap. VI S.58) kompensieren, wodurch 
die Strom- und die Spannungsverteilung gleichmaBiger werden und der jeweiligen 
Belastung angepaBt werden konnen. 

Die gleichmaBigste Verteilung erhalt man bei Belastung mit dem Wellenstrom. 
an 

Strom und Spannung steigen gleichmaBig fiir die Y4 Wellenlange auf e b 2. Da in 
n 

01-
diesem Beispiel a: b rv 0,1 ist, wird e' 2 = 1,17. Strom und Spannung steigen je 
nur um 17 %, und da die Phasenverschiebung konstant bleibt, ware der Wirkungs-
grad 100: 1,17 2 = 73 %. Die Leistungsabgabe ist -va. 220· 684 = 260000 k W, und da 
die Leitung nur sehr wenig verzerrend ist (,=4,420), ist dies fast eine reine Wirk
belastung. Bei geringerer Belastung miiBten aber, damit die Leitung reflexionsfrei 
belastet bleibt, die Spannung und der Strom gleichmaBig gesenkt werden, damit der 
Belastungswiderstand gleich dem Wellenwiderstand bleibt. Eine derartige Regelung 
ist aber mit den heutigen technischen Mitteln nicht durchfiihrbar. 

84. Die Leitung als Vierpol. 
Bei den meisten Leitungsberechnungen interessieren vor allem Strom, Span

nung und Leistung am Leitungsende und am Leitungsanfang. In Gl. (22) und (23) 
ist fUr x =1 

~1 = ~2~olv1 + 323 ~inv1 (50) 31 = ~2/3 ~inv1 + 32~Olv1. (51) 

Dann erscheint die Leitung als richtungssymmetrischer Vierpol, bei dem das Span
nungsverhaltnis bei Leerlauf und das Stromverhaltnis bei KurzschluB gleich groB sind 

~0=~10:~2=~k=3lk:32=~olv1. (52) 
Ferner ist der Leitwert bei Leerlauf 

1 
tJo = 310: ~1 = -,3%angv1 (53) 

und der Scheinwiderstand bei KurzsehluB 

h = ~lk:31 = 3%angvl. (54) 
Daher gelten alle Arbeitsdiagramme, die in Kap. VII fUr den allgemeinen Uber
tragungskreis abgeleitet wurden, fiir die Fernleitung. Bei dem im vorigen Absehnitt 
behandelten Beispiel der Viertelwellenleitung ist mit den angegebenen Konstanten 
~o =~ol '1'1= 0,177 ei113,5°. Eine sole he Leitung darf nie entlastet werden, weil die 
Spannung am Leitungsende auf den I: 0,177 rv 5,65fachen Betrag der Zentralen
spannung steigen wiirde. Ferner ist %gv1 = 5,7 e- j230 , und daher wird nach (54) 
mit 3 = 186e- j4,4° &k= 1060e- j27,4°. Der KurzsehluBstrom bei 220 kV wiirde nur 
119 Amp betragen, wahrend der Leerlaufstrom 5,7 2 rv 32,5mal so groB wiirde. 

Mittels der Gl. (53) und (54) konnen aus den Messungen bei Leerlauf und bei 
KurzschluB riickwarts die Leitungskonstanten wie folgt ermittelt werden. Es ist 

\) _ V3~ _ VZk j<Pk~<Po 
0- -- e , 

\)0 Yo 
.<pk+<Po 

%gv1 = YtJo&: = YYozke1-2~. 
Diese Gleichung hat die Form 

Dann wird 

Endlich ist 

%gv1 = %g (a + jb)l = te jr . 
2COST 

%g2al = l/t+t' 

(R+jwL) ='1'3, 

t 2b1 = 2sinr 
g l/t-t' 

(A+jwC)=v/3· 

(55) 

(56) 

(56a) 

(57) 
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Beispiel. Fur ein 100 km langes Dreiphasenkabel fur 10 kV ist 
bei Leerlauf P=10000Volt, J o=32Amp, N o=- 54kW, 
bei Kurzschlu13 P= 3000Volt, J/c=32,4Amp, N/c=d67kW. 

Hieraus erhalt man fur eine Phase 
3000 167 

Zk=---- =53,5 Ohm, COSCPk=-·--- =0,991, CPk'"'-'7,5°, 
V3.32,4 3}3·32,4 

}3·32 
Yo = 10000 = 0,00554 S, 

54 
cos CPo = 10 .}3 -:32 = 0,0976 , CPo = 84,40 • 

Damit wird 
.8 = 98,4e- i38 ,450 , :tgvl =0,544ei45,9°, 

2cos45,9° 
:tg2al=I,84+0,544 =0,584, 2al=0,668, a =0,00334, 

2·sin45,9° 48°]1; 
tg2bl = 1,84-0~544 = 1,11, 2bl = 1800 = 0,838, b = 0,00434, 

v = (a + jb) = (0,334 + jO,434) .10-2 = 0,535 .1O-2ei51,5. 

R + jroL = v.8 ,= 0,526e il3 ,05' = 0,512 + jO,118, 
A + jroG = v/.8 = 0,544 .1O-4ej89,95'~0 + jO,544 .10-4 • 

Das Spannungsverhiiltnis bei Leerlauf ist 

Go = i~((fof2al+ co~2bl) == 0,974, Yo = arctg(:tgal· tgbl) = 0,170 • 

Die Spannungserhohung betragt hier nur etwa 2,5 % . 

85. Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen. 
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Bei der Ableitung der Erscheinungen auf Leitungen wurde das einfache Beispiel 
der DoppeIleitung zugrunde gelegt, bei dem die Betriebskonstanten L, C, R als ge
geben betrachtet werden konnten. 

Meist hat man es mit einem System von Mehrfachleitungen zu tun, z. B. bei 
Mehrphasenleitungen, Telephonkabeln usf., die aus einer gro13eren Anzahl Leiter und 
einer leitenden HuIle oder auch der Erde als Ruckleitung bestehen. Hier sind je 
nach der Betriebsart bestimmte Betriebskonstanten einzufuhren, wie schon in 
Kap. X fur den induktiven SpannungsabfaIl einer Dreiphasenleitung gezeigt wurde. 

1m folgenden sei fur einige praktisch wichtige FaIle gezeigt, wie die Konstanten 
G und L zu ermitteln sind 1. 

I. Kapazitat. A. Potentialkoeffizienten. In einem System von n isolierten 
Leitern mit den Ladungen ql q2' .. qn ist die Spannung von jedem Leiter nach Erde 
eine lineare Funktion der n Ladungen. Die Spannung vom flten Leiter nach Erde ist 

PIL =qIYILI +q2YIL2+q3YIL3+' .. +qnYILn' (58) 
Die Y sind die von Maxwell eingefuhrten Potentialkoeffizienten, die durch die 
Verteilung der Leiter und die Dielektrika bestimmt sind. 

B. Kapazitatskoeffizienten. Aus den n Gleichungen (58) erhalt man durch 
Auflosung n weitere, in denen die Ladung jedes Leiters als lineare Funktion der 
Spannungen von den n Leitern nach Erde erscheint; die Ladung des flten Leiters ist 

QIL=PICILI + P2 CIL2 +P3CIL3 + ... +PncILn' (59) 
Die cf'Y hei13en Kapazitatskoeffizienten. Sie werden aus den Y mittels der 
Determinanten der n Gleichungen (58) erhalten und es ist 

YILY=YYIL und cILy=cYIL' (60) 
C. Teilkapazitaten. Es ist oft zweckma13ig, die Ladung jedes Leiters den 

Spannungen von ihm nach den anderen Leitern zuzuordnen und Gl. (59) in der 

1 Naheres Emde u. Diesselhorst: ETZ 1909, S. 1155 u. 1168. 
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Form zu schreiben 
q~ = p~kl'~ + (p~ - PI) k~l + (p~ - P2) k~2 + ... + (p~ - Pn) k~n· (61) 

Die k~" heiBen Teilkapazitaten und k6nnen durch Kondensatoren zwischen den 
einzelnen Leitern und der Erde dargestellt werden (s. Abb. 200). Durch Vergleich 
mit (59) wird 

kl'~=CI'I+CI'2+··· +C,UI' + ... +Cl'n,) 

kl'''= -cl'''' 
CI'I'=kl'l+kI'2+··· +kl'l'+··· +kl'n· 

(62) 

kl'~ ist der VerschiebungsfluB, der yom Leiter fh ausgeht, wenn alle Leiter die Span
nung 1 gegen Erde haben. k~" ist der VerschiebungsfluB, der auf dem Leiter fh 
endet, wenn aIle Leiter geerdet sind und nur Leiter v die Spannung 1 gegen Erde hat. 

D. Messung der Koeffizienten. Die Messung der Koeffizienten C in Gl. (59) 
geschieht in der Weise, daB die Ladung des Leiters fh ermittelt wird, wenn nur er 

Abb.200. 

eine Spannung P~ gegen Erde hat, wahrend alle anderen geerdet 
sind. Dann ist seine Ladung nach (59) 

q~=p",CI'W 

Durch n solcher Messungen werden also die n Koeffizienten c~1' er
mittelt. Werden zwei Leiter fh und v miteinander verbunden und an 
eine Spannung P gelegt, wahrend alle anderen geerdet sind, so ist die 
Summe ihrer Ladungen 

q~ +q" = p(cl'''' + C,," + 2c",,,) =p. 0",,,. 
01''' ist die Kapazitat der vereinigten Leiter, und wenn c"'''' und C,," er
mittelt sind, ist 

CI''' =~(O",,,-c,,,,,,-c,,,,). 
Durch tn(n-1) Messungen werden aIle cl''' ermittelt und nach 
Gl. (62) erhalt man die Teilkapazitaten. 

E. Berechnung der Koeffizienten. Bei der Berechnung hat man von der 
als bekannt angenommenen Feldverteilung auszugehen, wie in Kap. II fiir einige 
einfache Anordnungen gezeigt wurde. Fiir parallele Drahte, deren Abstand groB 
gegen ihren Durchmesser ist, kann man die Ladung in der Leiterachse linienhaft 
verteilt annehmen und den Ein£luB der Erde oder des geerdeten Mantels bei Kabeln 
durch gespiegelte Ladungen beriicksichtigen. So werden fiir Freileitungen die 
Potentialkoeffizienten I' mit den Bezeichnungen (Abb.201) 

Abb. 201. 

h D' 
1'",,,, =2·9 . In2-1'. km/fhF , 1'1''' = 2·9 ·In D",vkm/fhF. 

a "''' 
(63) 

Bei Zwei- und Dreileiterkabeln (Abb. 205,206 S. 176) kann man 
in erster Ann.aherung, weun der Leiterradius a klein gegen e und 
den Radius des Mantels R ist, jedem Leiter ein Spiegelbild in be
zug auf den Mantel im Abstand R2/(! von der Mitte des Kabels 
zuordnen. Dann ist 18 RZ _ Z 

1J"", =-In--(}- km/IlF 
{~, e (}a ' 

und fiir das Zweileiterkabel (Abb.205) 
18 RZ + (}z' 

y",,,=-ln-2 z-km/fhF 
e (}: 

bzw. fiir das Dreiphasenkabel (Abb.206) 
9 R4 + (}4 + RZ (}2 

Y =-In km/fhF. 
"'" e 3(}4 

(64) 

(65) 

(66) 

F. Spannungs- und Ladungsverteilung. Betriebskapazitat. 
1. Zweileiteranordnung. Bei zwei Leitern ist nach (59) 

ql = CnPl + Cl2 P2 = kllPl + kl2 (PI - P2)' } 
q2 = C22 P2 + Cl2 PI = k22 P2 + kl2 (P2 - PI)· 

(67) 
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a) Bei symmetrischer Spannungsverteilung gegen Erde, z. B. bei geerdetem 
Mittelpunkt der Transformatorwicklung, ist Pl = - P2 =!p, worin P = PI - P2 die 
Betriebsspannung ist, und 

ql = (cn - CI2)~P= ~pGl = ~p(kn + 2 k12 ) '} 
) 'L 1 1 (68) 

q2 = - (C 22 -C12 iP= - ilPC2 = - iP(k22 + 2kI2 )· 
G1 G2 sind die Betriebskapazitaten, bezogen auf die Spannung jeden Leiters gegen 
Erde. Bei symmetrischer Anordnung ist 

cn=c22 , C1=G2=Cn- CI2' q2=-ql' 
b) Beim isolierten System ist 

ql + q2 = (cll + C12 ) PI + (C22 + Cl2) P2 = 0, 
P2 _ ~~I +~,~ kll 
PI C22 + CI2 - k22 . (69) 

Die Spannungen verhalten sich umgekehrt wie die Teilkapazitaten gegen Erde. 
Die Ladungen sind, mit P=Pl--P2' 

ql = - q2 = P ~ C1+1(:2 ++~d~- = P[kl2 + kkl+1k2k2 ] = pC. 
vll 22 12 11 22 

(70) 

Die Betriebskapazitat bezieht sich hier auf die Linienspannung und geht nur im 
Fall der symmetrischen Anordnung (cn =C22 ) in -lGI bzw. -lG2 der Gl. (68) uber. 
Die Mitte des Transformators hat gegen Erde die Spannung 

1 ) 1 C22 Cn 1 kll + k12 
PO=2(PI +P2 '=2 P c +c -+2C =2Pk~+k '. n 22 12 22 12 

(71) 

c) Berechnung der Koeffizienten. Aus Gl. (58), (59) und (61) erhalt man fiir die 
Zweileiteranordnung 

k - Y22 -Y12 k _ Yn-Y~_ 
n - Yll Y22 - yiz ' '22 - Yn Y22 - yi2 ' (72) 

Cn = kll + k12' C22 = k22 + k l2, 

Bei symmetrischer Anordnung ist Yll =Y22 und 

kn = k22 =, .- 1' ___ , kl2 = 2 Y12 2 

Yll +Y12 Yll - Y12 
(73) 

und die Betriebskapazitat bezogen auf die Linienspannung nach (70) 

C=.!·_l_ 
2 Yll-Y12' (74) 

Fur zwei Drahte in gleicher Rohe uber Erde (Abb. 203 S. 176) ist, wenn in G-1. (63) 
D~2 ~ 2h gesetzt wird, 1 

C = --n ,uFjkm 
361n-

a 
und fiir das Zweileiterkabel nacb Gl. (64) und (65) 

c 
G = ---2-ei[2~Q2,uFjkm. 

361naR~Q2 

2. Dreiphasensystem. Bei symmetrischer Anordnung liegen die drei Leiter 
in einem Dreieck. rst bei einer Freileitung der Abstand gegen Erde sehr groB, so 
ist, wie auch fur ein Kabel, 

en = C22 = Caa und Cl 2 = C23 = Cal' 

Sind ferner die Spannungen symmetrisch und PI + P2 + P3 = 0, so ist 

ql = Cn PI + C12 (P2 + Pa) = PI (Cn - CI2) = PI C (75) 
und analog fUr die anderen Phasen. Die Betriebskapazitat bezogen auf die Phasen-
spannung ist 1 

G = cn - c12 = kll + 3kI2 = -- (76) 
Yll-YI2 
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Bei unsymmetrischer Anordnung werden die drei Spannungen gegen Erde ungleich. 
Es ergibt sich eine Nullpunktsspannung gegen Erde, die fur einwellige Spannungen 
mittels der Teilkapazitaten gegen Erde wie in Kap. X die Nullpunktsspannung 
einer Sternschaltung berechnet wird. Sind die Linienspannungen ~12' ~23' ~31' 
so sind die Sternspannungen des symmetrisch belasteten Systems 

~1 = 1/3 (~12 -- ~31)' ~2 = 1/3 (~23 -- ~31)' ~3 = 1/3 (~31 -- ~23) 
und nach (6]), wenn ~o die Nullpunktsspannung ist, 

q1 = kn (~1-- ~o) + k12 ~12 -- k13 ~31 I 
q2 = k22(~2 -- ~o) + k23 ~23 -- k12 ~12 

q3 = k33 (~3 -- ~o) + k31 ~31 -- k23 ~23 . 

Beim isolierten System ist .l)q = 0, daher 

(77) 

~o = ~1 kll + ~2 k22 + ~3 k33 • (78) 
kll + k22 + kaa 

Die Spannungen gegen Erde sind daher 
ill __ ill _ ~12k22 - ~31k33 ill __ ill _ ~23k33 - ~12kll ~ __ ~ _ ~31kll- ~23k22 
1-'11-'0 - J; kpp '+'21-'0 - J; k pp , 3 0 - J; kpp • 

Hiermit wird in (77) 
~12(kll k22 + k12 J; kp.) - W'31 (kll k33 + k13 J; k.y) 

q1 = '\'k 
.:., .. 

und analog fur die anderen Phasen. Die Ladung ist nicht mehr der Phasenspannung 
proportional. Man kann, wenn die Spannungen gegeben sind, fUr jede Phase eine 
Betriebskapazitat berechnen, die aber ungleich und komplex sind. Sind die Span
nungen symmetrisch, 

~l=P, ~2=a2P=P(-- ~ --j~), ~3=aP=P(-- ~ +jf:), 
so ist 

und 

~12=P(l--a2)=(: +jt23)P, --~31=P(l--a)'=P(: --/;) 

Hkll (k22 + k33) + (k12 + k13 )17 Ie.y] + j f; [kll (k22 - le33 ) + (k12 - k 13 )17 k •• ] 
C1 =Qpl =-----------------------~~-----------------------

J;k •• 
und analog fur die anderen Phasen mit zyklischer Vertauschung. 

Hat das System einen geerdeten Nullpunkt, so sind die drei Spannungen gegen 
Erde die Phasenspannungen und man erhalt bei unsymmetrischer Anordnung 
wieder ungleiche und komplexe Betriebskapazitaten. 

Bei Dreiphasen-Freileitungen hat man meist solche Unsymmetrien; um sie zu 
vermeiden, werden die Leitungen verdrillt. Dann kann man mit den mittleren Teil
kapazitaten genugend genau rechnen. 

II. Induktivitiit. Die Betriebsinduktivitat eines Mehrfachleitersystems berechnet 
sich aus Schleifeninduktivitaten, die man erhalt, indem man einen Leiter des 
Systems oder auch eine leitende Hulle als Ruckleiter aller ubrigen auffaBt. Wird 
der Ruckleiter mit dem Index 0 bezeichnet, so ist der InduktionsfluB 'P/<p einer 
Schleife aus den Leitern fl' l' 

'Ppp = 'P,ltO --lJIpo . (79) 

lJIpo bzw. '/',0 sind die Flusse der Schleifen aus dem Leiter fl bzw. l' und dem Bezugs
leiter, jeder dieser Flusse ist eine lineare Funktion aller n Strome. Analog (51) ist 

lJI,'0=1,di1+1p2i2+'" + 1""i" + ... +l"nin, (80) 

I". = 1.,u' 
Die in(n + 1) Koeffizienten I werden durch folgende Messungen auf Schleifen
induktivitaten zuruckgefuhrt. 



Die Leitungskonstanten bei Mehrfachleitungen. 175 

1. Man bildet eine Schleife aus dem Leiter fl und dem Bezugsleiter, der Strom 
ist ill = - io = i. AIle andern Leiter sind stromlos, dann ist 

11'1'0 = l,Ullil' = Lpoi. 
lUil = Luo (81) 

ist die Induktivitat der Schleife f-l - 0 . 
2. Wird die Schleife fl- y yom Strom ill = - i" = i durchflossen, wahrend aIle 

anderen Leiter stromlos sind, so ist 

P II 1'= PliO _ljl 1'0 = (l,IIII - 2lllV + lv,,) i = L,II"i, 
l,II" =, i (LIIO + L" 0 - Lllv). (82) 

Betrie bsind ukti vi ta ten. Wie schon in Kap. IX gezeigt, ist zu unterscheiden 
zwischen Systemen mit und ohne Nulleiter bzw. geerdetem Nullpunkt. 

Beim Einphasensystem ohne Nulleiter ist i1 = -i2 =i. Haben die Leiter 
gleichen oder nahezu gleichen Abstand von Erde, so ist ll1 = l22 und die Betriebs
induktivitat, bezogen auf die Linienspannung, ist die Induktivitat der Leiterschleife 

L =L12 . (83) 
Beim Ein phasensystem mit N ullei ter oder gecrdetem Nullpunkt ist it +i2 = io 
der dem Nulleiter zuflieBende Strom. Zerlegt man die AuBenleiterstrome in die 
entgegengesetzt gleichen Systemstromei und in die beiden gleich groBen Anteile 
am Nullpunktstrom 

i 1 =i+iio, i 2 =c-i+iio 
und setzt diese in Gl. (80) ein, so wird mit (81) und (82) fUr LlO =L20 

P 10 = L lO (i1 + iio) + i(L10 + L 20 - Ld( - i + iio) = iLlf + ~ [2LlO - iL12]. 

Hier beziehen sich die Betriebsinduktivitaten auf die Spannung der AuBenleiter 
gegen den Nulleiter als "Phasenspannung". Fur den Betriebsstrom ist sie die Halfte 
der Schleifeninduktivitat der AuBenleiter 

L = ~L12' 
fur den Anteil am N ulleiterstrom ist sie 

(84) 

L = 2LlO - ~L12. (85) 
Diese Induktivitat gilt auch fur den Entladestrom einer atmospharischen Ladung 
(s. Kap. XIV), der in den AuBenleitern gleich groB ist. 

Beim symmetrischen Dreiphasensystem ohne Nulleiter und mit 
gleichem oder nahezu gleichem Abstand gegen Erde ist In = l22 = l33 und l12 =l23 =l31' 
ferner i1 + i2 + i3 = o. Nach (80) und (81) und (82) wird 

P 10 = i1L 10 + (i2 + i3) (L10 - ~L12) = ~L12· 
Die Betriebsinduktivitat einer Phase ist die Halfte der Sehleifeninduktivitat von 
zwei Leitern L=~L12. (86) 

Bei unsymmetrischer Anordnung aber verdrillten Leitern ist fUr die Schleifen
induktivitat der mittlere Abstand einzusetzen 

D= VD12;D23,D3~. (87) 
Beim Dreiphasensystem mit Nulleiter oder geerdetem Nullpunkt gilt (86) fur die 
Systemstrome, deren Summe Null ist. Fur den in den drei AuBenleitern gleich 
groBen Anteil io am Nulleiterstrom ist nach (80), (81), (82) 

P lO = iO(110 + l12 + l23) = io (3LlO - L 12 ) , 
(88) 

Diese Induktivitat gilt auch wieder fUr den Entladestrom einer atmospharischen 
Ladung bei der Dreiphasenleitung. Abgesehen von den Schleifeninduktivitaten 
paralleler Drahte kommt in den Gleichungen noeh die Induktivitat einer Schleife 
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aus einem Draht und der Erde als Ruckleitung vor. Betrachtet man die Erde als 
unendlich gut leitende Ebene, so kann man wie bei der Berechnung der Kapazitat 
Draht gegen Ebene den Leiter an der Ebene spiegeln. Fur Freileitungen gilt, wenn 
man vom magnetischen Feld im Innern des Leiters absieht, 

a. ...... 
• I 

-$-. 

Abb.202. 

o 
a. :G)- .rf> 

,. - j \::;T 
I 

Abb. 203. Abb. 204. 

1",,, :Y",,, =cfl:c2 , 

worin c die Lichtgeschwindigkeit 
ist. Bei Freileitungen ist c = fl 
= 1, und wenn y",,, in km/flF 
und 1",,, in Henry/km gesetzt 
wird 

l.u":'}'",,, = 1:9.104 • 

Aus der Kapazitat eines Drahtes 
vom Radius a im Abstand h von 
einer leitenden Ebene ergibt sich 
die Induktivitat der Schleife 

Leiter-Erde, wenn man das Feld im Innern des Leiters berucksichtigt: 

LlO = (21n 2ah + 0,5) lO-4 Henry/km. (89) 

Es ist dies der FluB, den 1 Amp im Leiter durch eine Schleife erregt, die sich durch 
Spiegelung des Leiters an der Erde als unendlich gutem Leiter ergibt. Hierbei 
ist der FluB des Stromes in der Erde nicht berucksichtigt. Die Stromfaden im 
Erdboden folgen im wesentlichen dem Leitungszug und drangen sich nach der Ober
flache zu. Der FluB, den sie durch die Schleife senden, vergroBert die Induktivitat 
nach (89) um 30 bis 50% 1. 

In der nebenstehenden Tabelle sind die Betriebskapazitaten und Induktivitaten 
der gebrauchlichsten Leiteranordnungen zusammengestellt 2• 

Abb. 20&. AlJb.20G. Abb. 207. 

86. Ersatzschaltungen fUr Starkstromleitungen. 
Bei Starkstromleitungen fur 50 Hz ist eine betrachtliche Leitungslange nur ein 

Bruchteil der Wellenlange. Man kann daher haufig mit einem Ersatzschema nach 
Abb. 208 oder Abb. 209 rechnen, d. h. mit 
einem in der Mitte oder zwei an den Lei
tungsenden konzentrierten Ladestromen. 
Wir untersuchen, welche Bedeutung den 
Konstanten ~ und 0 zukommt. 

Abb. 208. Alili.200. Damit der Ersatzstromkreis die Leitung 
getreu wiedergibt, mussen die vier Grundkonstanten, das Spannungsverhaltnis und 
der Leitwert bei Leerlauf, sowie das Stromverhaltnis und der Scheinwiderstand 
bei KurzschluB dieselben sein wie bei der Leitung. 

1 Siehe Breisig: Theoretische Telegraphie 1924. Riidenberg: ETZ 1925, S.1342. O.Mayr: 
ETZ 1925, S. 1352, 1436. 

2 Siehe Breisig: ETZ 1898. Lichtenstein: ETZ 1904. Orlich: ETZ 1908, S. 310. Orlich: 
Kapazitat und Induktivitat. 
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1 Draht, Erde als Riickleitung 
(Abb.202) 

Einphasenfreileitung 
(Abb.203) 

Dgl. nnter Beriicksichtigung 
der Erde 

Symmetrische Dreiphascn
freileitung pro Phase 

(Abb.204) 

Einphasenkabel, Mantel 
geerdet (Abb. 205) 

Symmetrisches Dreiphasen
kabel, Mantel geerdet 

(Abb.206) 

Konzentrisches Kabel 
(Abb.207) a) 

a) Betriebskapazitat, wenn 
AuJ3enleiter geerdet. 

Bei geerdetem Mantel ist I b) 
a) Kap. des inneren Leiters, I 
b) Kap. des auJ3eren Leiters 

o Mfd/km L Henry/km 

1 1 

2In~·U 
a 

1 1 
15·g 

41n-
a 

1 1 

( 2h)2-·U 
2ln i a_ 

ll+(~y 
1 1 

Jj .g 
21n-

a 

(41n ~ + 1) 10- 4 

(2 In 4;- + 0,5) 10- 4 

(21n ~ +0,5)10- 4 

Erste Ersatzschaltung (Abb. 208). Hier ist 

\lSI -\lS2 = ~ 3- (0'2 + 0'1) , 0'1 - 0'2 = tj (\lSI - ~ 3-0'1) . 

Bei Leerlauf ist daher 

(90) 

~1: = (1 + 1 tj 3-), ~1100 = l+!J~\)o . (91) 

Bei der Leitung ist [=[of(vl) und tjo = 1/3 ~g(vl), s. Gl. (52), (53). Bei Kurz
schluB ist beim Ersatzstromkreis nach Gl. (90) 

~t'=(1+~tJ3-), !tk=~3-(I+--~t-) (92) 
,;s~ ,;st' \ 1 +,- t) 0 

und bei der Leitung [=[of (vl) und 3-k = 3 ~g (vl), s. Gl. (52), (54). Daher bedeutet 
im Ersatzstromkreis 

1 (£ @lin (vl) 1 
"20- = hI + (£ = 3 1 + (£oj(vl) , tJ = tJo[ = gSin(vl). (93) 

Durch Reihenentwicklung der Sin und (£of wird 

1 + (Vl)2 + (Vl)4 + ... 
1 _ 3! 5! 0 

20--3(vl) (Vl)2 (Vl)4·· , 
2+-+-+··· 2! 4! 

=~( l)l'-l + (Vl)2 + (Vl)4 -l-. 0 oJ 
tJ 3 v 3! 5!' 0 

Fraenckel, Wechselstrome. 3. Auf!. 12 
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Hierin ist nach Gl. (57) 

3(vl) = (R + jwL)l, ~ = (A + jwO)l. 

Bricht man die Reihen nach den quadratischen Gliedern ab, so ist 

h = F(R + jwL)[I-112l2{RA - w2LO + j(wLA +wOR)}]. } 

tJ = l(A -t- jwO)[l + ~l2{RA - w2 LO + j(wLA + wOR)}]. (94) 
Die Glieder VOl' den eckigen Klammern sind fiir i& Wirk- und Blindwiderstand der 
halben Leitung, fUr tJ Wirk- und Blindleitwert der ganzen Leitung. Die Faktoren 
in den Klammern konnen offen bar vernachlassigt werden, wenn der groJ3ere von 
ihnen nicht mehr als 1 % von del' Einheit abweicht. Die Leitungslangen seien fUr 
zwei praktische Falle ermittelt. 

a) Dreiphasenfreileitung fUr 110 kV, 120 mm2 / = 50 Hz. Die Kon
stanten sind: R=0,150hm/km, L=0,0013H/km, 0=0,009·1O-6 F/km, A=0,5 
10-6 Siemens/km. Das groJ3ere Korrekturglied steht im Ausdruck fiir tJ und weicht 
von 1 ab urn l2( - 0,18 + jO,105) . 10-6 • Der Betrag ist l2 0,208.10-6 und wird 0,01 
fUr l-----: 220 km, d. h. etwa 3,5% der Wdlenlange. 

b) Dreiphasenkabel fiir 10 kV, 50 mm2, /=50 Hz. Mit R=0,36 Ohm/km, 
L = 0,00035 H/km, 0 = 0,185.10-6 F/km, A = 0,5.10-6 Siemens/km je Phase, weicht. 
der groJ3ere Korrekturfaktor von der Einheit urn l2 (-1,03 + j 3,5) . 10-6 abo Der 
Betrag wird 0,01, wenn l"-' 52 km ist; dies sind etwa 2,2% der Wellenlange. 

Bis zu diesen Langen kann ohne merklichen Fehler die ganze Leitungskapazitat 
und Ableitung in der Leitungsmit.t.e konzentriert gedacht werden. Der Bruchteil 
der Wellenlange ist bei der Freileitung groJ3er als beim Kabel, weil sie wenig ver
zerrend ist. 

Zweite Ersatzschaltung (Abb.209). Hier ist 

~'h - 02 = ~ tJ (1,f32 + 1,f31) , $1 - $2 = & (01 - h $1) . (95) 

Diese Gleichungen entstehen aus Gl. (90) durch Vertauschung von tJ und & und 
I,f3 und 0. Man erhalt analog 

1 (£ 1 6in(vl) 
2tJ = tJo 1 +1£ = 31 +~of(vl)' (96) 

Dies ergibt die gleichen Ausdriicke wie bei der ersten Schaltung, nur sind die Kor
rekturglieder in bezug auf tJ und & vertauscht. Die Genauigkeit ist bei beiden Ersatz
kreisen dieselbe. 

87. Kettenleiter. 
1st die Leitungslange ein groJ3erer Teil oder ein Mehrfaches der Wellenlange, wie 

bei langen Telegraphenleitungen, so kann die Leitung durch Aneinanderreihen einer 

-J:z z z z -J:z 

:r1TL 
Abb.210. 

z z z z 

~ 
Abb. 211. 

groJ3eren Anzahl gleicher Glieder nach Abb. 208 oder 
209 abgebildet werden. Man erhalt Leitungsgebilde nach 
Abb. 210 und 211, die man als Kettenleiter bezeich
net odeI' als kiinstliche Leitung, da sie zur experimen
tellen Untersuchung der Vorgange in Telegraphenkabeln 
dienen1 . Die einzelnen Glieder heiJ3en Kettenglieder, die 
wir zur Abkiirzung als T- undlI-Kettenglied unterschei
den und analog die Kettenleiter. Del' T-Kettenleiter be
ginnt und endet mit einem Reihenwiderstand, der fl
Kettenleiter mit einem NebenschluJ31eitwert. Die tJ und 
& konnen beliebige Kombinationen von Widerstanden, 

Induktivitaten und Kapazitaten sein. 

1 Vachy: Traited'ElectriciteBd.2.1890.Breisig: Verh.d.Dt.Phys.Ges.191O. Wagner,K.W.: 
Arch. Elektrot. Bd.3, S.315. 1915; Bd.8, S.61. 1919. Z. techno Phys. Bd.2, S.301. 1921. 
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Fiir das nte Glied einer Kette aus n Gliedern gelten die G1. (90) und (95) fiir 
die beiden Schemata, wenn 1.l3202 durch I.l3n0n und 1.l31,01 durch I.l3n-10n-l ersetzt 
werden. Fur Abb. 211 ist entsprechend G1. (95) 

0n-l-~n = ~ t) (I.l3n + I.l3n-l) , I.l3n-l -l.l3n = 3 (0n-l - ~ t) 1.l3,,-I) . (97) 
Diese Differenzengleichungen treten an die Stelle der Differentialgleichungen der 
Leitung, die als Kettenleiter mit unendlich kleinen Gliedern aufzufassen ist. Die 
Losung ist analog. Wir setzen 

I.l3n = 9( e'Vn, 0n = \B e,·n, (98) 
worin 2:(, 58 und Y Konstante sind. Damit wird (97) 

58(l-e·)=~t)~{(l +e'V), 583=2f(1-e'V+~t)3). (99) 
Durch Division der beiden Gleichungcn werden 2{ und 58 eliminiert. 
~ t) 3(1 + e") = (1- e'V)(I- e'V -H t).~), (1- e")2 = t) 3e", 1- e'V = ± e"/2 ftJ"3 . 

Multipliziert man mit ie-"/2, so erhiilt man die Bestimmungsgleichung fur Y 
v --

~(e''/2-e-'·!2)=6in2=±Ot)3. (100) 

Aus der ersten G1. (99) wird das Verhiiltnis I.l3n zu 0n in (9S) 
W 2 e" -1 2 'V 

- 58 = t) T,~l = "i):tg 2 =.8 . (101) 

Entsprechend den beiden Werten :±1' in G1. (100), mit denen auch .8 in (101) mit 
dem ~g das Vorzeichen wechselt, erhiiJt die Losung (97) zwei Glieder: 

I 
I.l3n = 9(1 e,'n + 2{2 C ,'n , 0n = .3 (-- 9f1 e"n + 2(2 e-'Vn] . (102) 

Am Anfang der Kette, n=O, sind Strom und Spannung l.l3a' 0a' daher ist in (102) 
l.l3a=2il+ 212, 0a.8= -2{1+ 2{~, 2fl =~(l.l3a-0a3), 9(2=~(l.l3a+0a3) 
Damit werden G1. (102) 

I.l3n=l.l3a(fofYn-0a.86in1'n, .In=0a(fofyn- ~"6inYn. (103) 

Diese Gleichungen entsprechen Gl. (19) und (20) S. 157 der homogenen Leitung, 
wenn fUr n die Leitungslange x gesetzt wird. l' ist die Fortpflanzungskonstante, 
.8 der Wellenwiderstand. Bei der Leitung wurden sie aus den Konstanten fur die 
Liingeneinheit 3 = (R + j w L) und I) = (A + j w 0) berechnet. Fiir unendlich kleine 

Glieder ist 6inoc=:tgoc=oc. Dann wird aus (100) und (101) y=Vt)3, 2=~=~ 
entsprechend G1. (11) und (IS). 

Sind 1.l3., 0. Strom und Spannung am Ende der Kette von m Gliedern und setzt 
man wie bei der Leitung 

(fof ('lim) = (f , 
so wird nach G1. (103) 

1.l3. = l.l3a(f-0ah(f, 
und mit t)03k = 1-1/(f2 folgt 

l.l3a = 1.l3.(f + 0.(f3k' 

1 
-.s;tg(Ym) =- t)o, 

(104) 
Der Kettenleiter als Ganzes liiBt sich daher auch als Vierpol auffassen, dessen Kon
stanten t)o, 3k' (f durch den Lecrlauf- und den KurzschluBversuch zu bestimmen sind. 

Beim T-Kettenleiter (Abb.21O) sind nach S. 177 in den Ausgangsgleichungen 
t) und 3 mit Bezug auf I.l3 und 0 zu vertauschen. Die Beziehungen sind wieder die
selben, nur der Wellenwiderstand ist 

3'= -- 3_ • 
'V 

2~g-
2 

12* 
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Beispiele. 
1. Dia Spann ungsverteil ung an Hangeisola tor en 1. In Abb. 212 be

deute 0 die Kapazitat zwischen zwei Isolatorgliedern, e die Kapazitat eines Gliedes 

gegen Erde. Setzen wir hier i) = . Ie' tj == i we, so wird in GI. (100) 70) 

r-3:c 
C r-3: 
1-3: 
r-=r:: 
r-3: 

T 

Abb. 212. 

0,9 
I~ 
t 
I 

0,8 

0,7 

c-y 
ft qtJ.1 

/ // 
V/ 

/ t:/ 
V 

0,6 

0,5 

0,11 

0,3 

0,2 

0,1 

A 
/11 
!. 

V VI 
IV 
V 
-t10C 

~n 

. v 1 -- 1 V c-
6m2 =2 Ytj i) =2 7f' 

Der Anfang der Kette, n = 0, ist an den Lei
tungsmast aufgehangt, die Spannung gegen 
Erde ist Null. Daher wird l,lSa = ° und in 
GI. (102) 9i2 = - ~(1' Damit wird 

I,lSn = 12(1 (evn - e-vn) = 212(1 6invn . 
Das letzte Glied (m) hat die Spannung I,lS 
der Leitung gegen Erde. Daraus folgt 

I,lS = 29(16invm ~ 
o 1 2 3 II- 5 6 7 /1 6invn 

Abb. 213. und I,lSn = I,lS ®tit-vm . (105) 

Durch das Verhaltnis e: 0 sind v und die Spannungsverteilung vollstandig bestimmt; 
dieses Verhaltnis hangt von der Art der Aufhangung ab, im allgemeinen ist e viel 
kleiner als O. In Abb. 213 ist die Spannungsverteilung fUr m = 8 Glieder und e: 0 
gleich 0,0,05 und 0,1 aufgetragen. Je groBer dieses Verhaltnis, urn so mehr weicht 
die Spannungsverteilung von der Geraden ab, urn so groBer ist die Spannung der 
letzten Glieder. Die Spannung vom nten zum verhergehenden Glied ist 

Lil,lSn = I,lSn -I,lSCn-1) = "".~- [6invn- 6inv(n-l)] vtnvm 

und fUr das letzte Glied 

Sind aIle Glieder gleich, so ist jedes fUr die groBte Gliedspannung Lil,lSm zu bemessen. 
Fur sehr lange Ketten kann man 6invm = em setzen, dann wird der Klammer-

10 ausdruck 1 - e-Y und die groBtmogliche Spannung I,lS 
1\ 9 fUr eine Gliedspannung Lil,lSm wird 
\ 

8 l,lS(m~oo) =, l~~e':v . 
7 

p 
ill-' 

6 Dieser Wert ist in Abb.214 fur c/O von Obis 0,1 I '\ 
...... r---., 

5 aufgetragen. Es zeigt sich, daB groBe Werte c/O un-
........ 

II brauchbar sind, weil die Gesamtspannung auch bei -r- -3 

2 

vielen Gliedern nur ein kleines Vielfaches der Glied
spannung ist. 

Das einfache Schema (Abb. 212) gibt die Bean
spruchung des letzten Gliedes mit hinreichender Ge

o 0,01 0,020,OJ 0,1JIi D,06 Q06 0.070,08 o,os o,tO nauigkeit. Hingegen zeigen Messungen besonders an 
Abb. 214. langen Ketten, daB die Gliedspannung am Anfang 

~ fr 

der Kette nicht stetig ansteigt, wie in Abb. 213, vielmehr haben die ersten Glieder 
eine groBere Spannung als die nachstfolgenden. Dies ruhrt daher, daB die Verschie
bungslinien vernachlassigt sind, die von der Leitung direkt nach den einzelnen 
Gliedern verlaufen. Ein erweitertes Schema, das je eine weitere Teilkapazitat 
zwischen jedem Glied und der Leitung enthalt2, kommt hierin der Wirklichkeit 
naher. 

1 Siehe Riidenberg: ETZ 1914, S.412. 2 Salessky: Arch. Elektrot. Bd. 13. 1924. 
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2. Ein Kettenleiter nach Abb. 215 wird oft der Untersuchung der Spannungs
verteilung bei Spulen fUr hohe Frequenzen zugrunde gelegtl. R, L, 0 sind 
Widerstand, 1nduktivitat und Erdkapazitat einer Windung, Kist die Kapazitat 
zwischen benachbarten Windungen. Hier ist 

R+ jw[L(l- w2LK) - R2K] 
& = (RwK)2+-(i.-=-W2LK)~ 

oder, wenn fur hohe Frequenzen R gegen wL vernachlassigt wird, 
. wL 

& =J 1 - w:!LK und ~ =jwO. 

Bezieht man, wie bei der Leitung, die Konstanten auf die Langeneinheit, so werden 
Fortpflanzungskonstante und Wellenwiderstand der Spule 

r- . J/'-rcr· Vb /1 1 y - - w --_... ---- V &iJ - J 1 "LK' 3 - -1 0 -= .. "-.-. -w- l) . ll-w2LK 
(106) 

Hieraus folgt, daB das Verhalten verschieden ist, je nachdem w kleiner oder groBer 
ist als 1 R L L L 

wo = .. ~-~. 
lLK 

Wo ist die Resonanzfrequenz der Windungsinduktivi
tat und -kapazitat. 1st w <wo, so ist y imaginar, 
also ein WinkelmaB und 3 ist reell. Die Strom- und Abb, 215. 

Spannungsamplituden sind raumlich nach Sinuswellen verteilt, wie bei einer 
verlustfreien Leitung. 1st w> w o ' so ist y reell, d. h. ein Dampfungsfaktor, 3 ist 
imaginar und bedeutet einen Blindwiderstand, die raumliche Verteilung von Strom 
und Spannung befolgt ein Exponentialgesetz. 

Die beiden Frequenzbereiche unterscheiden sich durch den Stromverlauf, der 
im unteren Bereich hauptsachlich durch die Windungen, im oberen quer dazu durch 
die Parallelkapazitaten K geht. , 

Wie bei der verlustfreien Leitung erhalt man auch hier stehende Wellen, 
wenn keine Energie durch die Spule ubertragen wird. Dem Leerlauf und dem 
KurzschluB der Leitung entsprechen hier die FaIle, daB die Spule am Ende isoliert 
oder widerstandslos geerdet ist, wah rend der Anfang an einen Pol der Stromquelle 
angeschlossen ist, deren anderer Pol geerdet ist. Die an beide (isolierte) Pole der 
Stromquelle angeschlossene Spule erhalt man dann aus zwei am isolierten Ende 
hintereinandergeschalteten hal ben Spulen, von denen die eine am Anfang an die 
Spannung ! ~a' die andere an - ~- ~a angeschlossen ist. 

Fur den unteren Frequenz bereich ist l' = j b, worin das WinkelmaB 

_ wlLO b -- .. _ . 
p-w2 LK 

ist, und 3 = Z, ferner 
[ofyx = [ofjbx = cosbx, eiinyx = sinj bx = jsinbx. 

Daher wird 
m m b . CY Z . b CY - CY b . ~a • b 
+,,,, ='f'a cos X - J "Sa SIn x, <\5", - <\5a cos x - J Z SIn x. 

Bei isoliertem Ende (x = l) ist 3z = 0, und aus der zweiten Gleichung 

3aZ = j~atgbl 
uud 

. cosb(l- x) 
~",=~a(cosbx+Sl11bxtgbl)=~a ... ·bl ' cos 

CY _ • ~a sinb(l- x) 
<\5", - J Z cosbl 

(107) 

(108) 

(109) 

1 Steinmetz: Transient Current Phaenomena 1909. Arnold la Cour: 'IVechselstrom
technikBd.l. 1912. Wagner: El. u. Maschinenb. 1915; Arch. Elektrot. Bd. 6, S. 301. Boehm: 
Arch. Elektrot. Bd. 5, S. 383. 
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Diese Gleichungen gelten, wie gezeigt, auch fUr die an beiden Enden angeschlossene 
Spule, wenn x = 1 die Spulenmitte ist. Aus (108) folgt 

3a=0 fur bl=n, 2n, ... , 3a=oo fUr bl=~n, ~n, .... 
Je nach der Frequenz ist im ersten Fall (Klemmenstrom = 0) die verlustfreie Spule 
in Stromresonanz, im zweiten Fall in Spannungsresonanz. Am isolierten Ende 
liegt stets ein Stromknoten und ein Spannungsbauch, ferner in den Abstanden 

b(l-x) =n, 2n usf. 

Spannungsknoten und Strombauche bestehen in den Abstanden vom Ende 

b(l-x) =~n, ~n usf. 

1m oberen Frequenzbereich w 2LK> list 

w"jiLO 
v = a = ein Dampfungsfaktor und 

"jiw2LK -1 

3 - - J' Z - - J' d"f 1 ein kapazitiver Blindwiderstand. 
- - rOy w2 L K - 1 

Man erhalt daher fur isoliertes Ende analog (109) 

m _ m [ol~(l=_~) ~ _ . ~a !Sina(l- x) 
1-'", -1-'a [oj al ' "-\,,,, - J Z [ojal (llO) 

die eine raumlich gedampfte Verteilung von Spannung und Strom darstellen. 
Das Ersatzschema (Abb. 215) berucksichtigt die gegenseitige Induktion benach

barter Windungen nicht. Die Berucksichtigung, die von K. W. Wagner 1 und von 
Ruden berg 2 durchgefUhrt ist, fUhrt zu einem prinzipiell ahnlichen Ergebnis, daB 
ein Gebiet mit wesentlich sinusformiger Spannungsverteilung und ein solches mit 
wesentlich hyperbolischer Verteilung besteht, wie es auch aus den Messungen von 
Bohm 3 iiber das Eindringen einer periodischen Hochfrequenzwelle in eine Trans
formatorwicklung folgt. Wellen, deren Lange kiirzer ist als eine Windung, kann 

R L das Schema indessen nicht berucksichtigen. Daher ist auch die 
~ Anhaufung von Frequenzen fUr Strom- und Spannungsresonanz, 

(--1- -Lf: die sich im Schema in der Nahe der kritischen Freqeunz Wo er-
2 T T2 gibt, bei Versuchen von Gothe 4 nicht beobachtet worden. Ro-

Abb.216. gowski 5 hat der Untersuchung der Spannungsverteilung der 
Spule ein Mehrfachleitersystem zugrunde gelegt, hierbei so

wie bei der Untersuchung von Steidinger 6 ergibt sich jedoch die Grenzfrequenz 
nicht. 

3. Die Spulenleitung 7 mit Gliedern nachAbb.216 kannin gewissenFrequenz
bereichen als Ersatzschaltung einer Pupinleitung dienen. Es solI das Verhalten bei 
veranderlicher Frequenz untersucht werden. Die Ausdriicke (100) und (101) fUr 
v und 3 formen wir zunachst um. Mit 

!Sin x !Sin x 
%g x = [o(x = -f1 + !Sin!!;; 

wird 3 = : %g; = vt V~?fti&· (HI) 

Ferner ist 26in2tv =~ofv-l, 
~ofv = I + ~~&. 

1 Arch. Elektrot. Ed. 6, S. 301. 2 Elektrische Schaltvorgange 1923. 
3 Arch. Elektrot. Ed. 5, S. 383. 4 Arch. Elektrot. Ed. 9, H. 1. 
5 Arch. Elektrot. Ed. 7, S.17, 240. 6 Arch. Elektrot. Ed. 13, S.237. 
7 Siehe W. Wagner,: Arch. Elektrot. Ed. 8, S.61. 

(ll2) 
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Da v komplex ist, ist wie bei der Leitung v = a + j b und 
[01 v=-" [olacosb -:-. j elinasinb =1 + ~t) 3- = A + jB. 

Zur Bestimmung des Dampfungsfaktors a und des WinkelmaBes 
Gleichungen 

A =[olacosb, B = elinasinb 
zu quadrieren und erhalt durch Addition bzw. Subtraktion 
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(1l2a) 
b hat man die 

(112b) 

elin2a=-~(1-A2-B2)+rB2±±(~--A2~ B2)2,} (113) 
sin2 b = + ~(l- A2_B2) + Vi B2 +±(1- A2_B2)2, 

oder, da sin b uber den Quadranten nicht AufscbluB gibt, nach (112a) 
A A 

cosb := -- =ceo (113a) 
(£ojap + eJin2a 

Fur die Spulenleitung (Abb. 216) wird nun mit 3- = R + j wL, t) = jwC nach (Ill) 

2 = VRfJ;L )1 +I(R~ jwL)jwO= V ~ V'~l;lS~i:~~RWC' (114) 

Bei vernachlassigbar kleinem Widerstand wird 3 = 00 fUr 
2 

w =wo =-=. (115) 
lLC 

Dies ist die Haupt- oder Eigenfreq uenz der Spulenleitung. Nach (112a) wird 

[Olv = 1 + ~t)~ = A + jB = 1-~w2LC + j~RwC. 
Daher ist 

A =1-~w2LC=1--2(w/wo)2, B=~RWC=RV-f~~. (116) 

Wie bei der Reihen- und der Parallelschaltung von Spule und Kondensator (S. 20 
und 49) ist das Verhalten nur vom Frequenzverhaltnis w: OJo und dem Widerstands-
verhaltnis e = R:Y LIC abhangig. Nun zeigt sich 
aus (113), daB, solange B sehr klein ist, elin2 a und 
claher a ~ ° ist. Dies ist fUr die Spulenleitung nach 
(116) der Fall, wenn w < Wo ist, da (! = R fc I L eine 
kleine GroBe sein solI. Dann ist [01 a 0-' 1, und da 
cosb sich nur zwischen den Grenzen ± 1 bewegt, 
bewegt sich A fUr kleine Werte del' Dam pfung nach 
(113a) zwischen ±l. Del' Durchlassigkeitsbe- 1,2 

reich des Kettenleiters ist also durch -1 < A 
< + 1 gegeben. Nach (116) liegt er iiir dic Spulcn
leitung zwischen OJ = ° und w = woo In Abb. 217 
sind der Dampfungsfaktor a und das WinkelmaB b 
fur die Spulenleitung mit einem Widerstandsver
haltnise =0,01 aufgetragen. a ist bis zur Eigenfrequenz sehr klein; hicrbeiistA = -1, 
B=e=0,01 und a~elina=O,l. Steigt w urn 5%, so ist a schon 6mal so graB. 
b wachst im Durehlassigkeitsbereich zwischen ° undwo von Null bis auf rtwa 1800 . Fiir 

w:wo = 1: lf2 
ist A=O, sinb=1, b=:90o, Gina=B= I_e· 

t2 
Bei Vernachlassigung des Widerstandes ist 

2 ~-l/ ~tl~ t~~O)2 (1l4a) 

und bei sehr hohen Frequenzen (w ~ OJo) 

2~-j:oV~= -jIo' 014b) 
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Hierbei wirkt nur der NebenschluBkondensator. Die Eigenschaft der Spulenleitung, 
nur die Schwingungen bis zur Eigenfrequenz durchzulassen, wird in der drahtlosen 
Telegraphie verwendet, um die Oberschwingungen des Senders zu unterdrucken. 
Hierzu wird die Spulenleitung zwischen Sender und Antenne geschaltet. 

4. Die Kondensatorkette mit Gliedern nach Abb. 21S verhalt sich umgekehrt 
wie die Spulenkette, da der Reihenkondensator fur niedere Frequenzen undurch-

lassig ist. Aus Gl. (Ill) wird der Wellenwiderstand mit & = i~G' t) = R+~wL 
C .8=V5 -=---1 -== 2(R+jwL) (117) zDRR t) Vl+Ht) Vl-4w 2LG+i4RwG 

zL zL oder fUr sehr kleinen Widerstand 
2jwL 

Abb. 218. .8 "-J Vl _ 4;:;2[C . (117 a) 

Er ist 2R bei w=O und wird unendlich groB bei der Eigenfrequenz 
1 

wo=-----· 
2YLG 

(lIS) 

Sie ist fur gleiche Werte von Lund a ein Viertel der Eigenfrequenz der Spulen-
leitung. Fur W > Wo ist daher 2wL 

z=-- -- (1l7b) 
V (wjwO)2 -1 

und nahert sich bei sehr hohen Frequenzen dem Grenzwert 

Z=2woL= -YL/a. (U7c) 

Nach Gl. (112) gilt fur die Fortpflanzungskonstante 
III 

~ofY = 1 + !t)& = 1 +2 fwG R+fwL' 

Macht man den Nenner reell und fUhrt das Frequenzverhaltnis w: Wo und das Wider
standsverhaltnis (! = R -y OJL ein, so ist 

IT' f A +'B 1 1 1 . Wo e (119) 
11:-0 Y= J = -2e2 +(wj2wo)2-J wQ2+(wj2wo)£' 

Die untere Grenze des Durchlassigkeitsbereichs ist hier A = -1 oderw =Wo -y 1-4e 2 
~Wo, die obere A = + 1 oder w =00. In Abb. 219 sind fur die Kondensatorleitung 

\ 
\ '\ 

J 
-+\ \ 
I :~ 

\ 
2 

1\ 

\ 

~ 
I'---. t---I---

-~tfi 

Abb.219. 

mit(!=O,Ol die Werte von a und b aufge
'80' tragen, die nach Gl. (113) mittels A und B 
'60° aus (119) berechnet sind. DieseLeitung dros
'f0° selt nur Strome von kleinerer als der Eigen
'30° frequenz. 

100° 

Ie 
I 1. 

b 1 
1. 

800 5. Sie bketten. Kettenleiter, in deren 
60' Gliedern der Reihenwiderstand & einen 
'f0' Schwingungskreis mit Lund a in Reihe ent-
20' halt, und solche, deren NebenschluBleitwert t) 

die Parallelschaltung aus Spule und Konden-
sator enthalt, haben, wie K. W. Wagner 1 

gezeigt hat, die Eigenschaft, daB sie in einem 
scharf begrenzten Bereich zwischen zwei Frequenzen WI und w 2 durchlassig sind, 
dessen Breite durch geeignete Bemessung eingestellt wird. Solche Ketten werden in 
der Vielfachtelephonie und Telegraphie auf Leitungen verwendet, um die Trager
frequenzen zu trennen. Es ergeben sich somit die fUnf Grundformen a bis e im 
Schema Abb. 220. Bei a und b ist J ein Schwingungskreis, wahrend 1) bei a ein 
Kondensator K, bei b eine Drosselspule Mist. Bei c und d ist t) die Parallelschal
tung von Spule und Kondensator, wahrend J bei c eine Drosselspule, bei d ein 

1 loco cit. 
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Kondensator ist. Schaltung e endlich ist die Vereinigung des Reihenschwingungs
kreises (L,O) mit dem Parallelsehwingungskreis (M K), die auf gleiche Frequenz 
abgestimmt sind, diese Kette wird als Doppelsieb bezeiehnet. 

Bei der Schaltung a wird mit &=R+iwL-i/wO, 't)=jwK 
Q:olv = 1 + hI) = 1 + !(-w2LK -i- KjO) + jwKR =A + jE. 

Es ist A = 1 fUr w2 LK = KIC, oder WI = 1rV LC 

und A=-l fUr -w2LK-I-KjO=-4, oder w2 = 1 V1+4CjK. 
tLC 

Die untere Grenze des Durchlassigkeitsbereichs ist 
hier die Resonanzfrequenz des Reihenschwingungs-
kreises WI = I!V LO, der bei verschwindenden Ver- fL 

lusten hierbei einen KurzschluB darstellt. Daher 
ist hierbei der Wellenwiderstand des (verlustfreien) 
Kettenleiters Null. Die obere Grenze des Durch- b 

lassigkeitsbereichs ist die i1+ 40/ K -mal groBere 
Frequenz, bei der der Wellenwiderstand unendlich 
groB wird. Bezieht man hier das Frequenzverhalt- c 
nis auf WI und setzt e = R i O/L, so ist 

1 K [ (' W \2J W K 
Q:olv=A+iE=1+ 2C 1- ,WI) +iWICe. d 

In Abb.221 sind der Dampfungsfaktor a und das 
WinkelmaB b fUr K = 40 und (! = 0,01 aufgetragen. 
Der Durchlassigkeitsbereich liegt also zwischen e 
W=W I und W=W 2 =wI i2-. 

Bei der Schaltung Abb.220b, in der I) eine 
Drosselspule Mist, liegt die eine Grenze des Durch

z 
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Abb.220. 

lassigkeitsbereichs wieder bei I!VLC, die zweite bei 11i(L--t4M)C, also bei einer 
urn IIiI+4M/L- mal kleineren Frequenz, sie bildet die untere Grenze. 

In den Schaltungen Abb. 220c und d bildet die Par
allelschaltung von Spule M und Kondensator K bei 2,0 

verschwindenden Verlusten bei der Resonanzfrequenz 
I/y-M K eine Unterbrechung (Sperrkreis), bei dieser Fre
quenz ist der Wellenwiderstand des Kettenleiters un
endlich groB. Sie ist die eine Grenze des Durchlassig
keitsbereichs, die andere ist bei Schaltung c erhoht 0,8 
auf die if=+- 4M/L-mal so groBe Frequenz, bei Schal- 0,6 

t-J'---tf--7-J 1600 

1¥00 

1200 

- 1000 

tung d erniedrigt auf die ii-+4CiK -mal kleinere. o,q --~. -
Beim Doppelsieb Abb.220e, bei dem der Reihen- o,2H.;-;i;;c-i:-n\;--~~:J,--:;\~C-,!, 

schwingungskreis und der NebenschluBkreis auf die 
gleicheResonanzfrequenz Iii LG' = I!VMK abgestimmt Abb.221. 

sind, liegt die Durchlassigkeitszone unter und tiber dieser Frequenz in den Grenzen 
fC+MjL-tMjL t 1 + M/ L +PlljL w = --- -- w = . 

I tLO ' 2 lLC 
Werden die beiden Schwingungskreise in Abb. 220e miteinander vertauscht, indem 
die Parallelschaltung von Spule und Kondensator in den Hauptkreis (cr) des Ketten
leiters, die Reihenschaltung in den Nebenkreis (I)) gelegt wird, so erhalt man einen 
Kettenleiter, der nur Strome von der Resonanzfrequenz der beiden Schwingungs
kreise vollkommen drosselt, im iibrigen aber durchlassig ist. Dieser Kettenleiter 
wird als besonders wirksamer "Wellenschlucker" fUr Strome einer bestimmtcn 
Frequenz verwendet. 
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XIII. Ausgleichsvorgange in quasistationaren 
Stromkreisen. 

88. Ausgleichstrome. 
Bisher wurden die Erscheinungen des stationaren Wechselstromes untersucht, 

der sich im Beharrungszustand in einem Stromkreis unter Einwirkung der Spannung 
der Stromquelle einstellt. 

\Vir wenden uns nun den Erscheinungen zu, die beim Ubergang von einem Be
harrungszustand in einen anderen bei Belastungsanderungen, Schaltvorgangen 
u. dgl. auftreten. Jedem Beharrungszustand entspricht ein bestimmter Energiegehalt 
des elektrischen und des magnet is chen Feldes des Stromkreises. Der Ubergang in 
einen neuen Beharrungszustand ist daher stets mit einer Ladung bzw. Entladung der 
Felder verbunden und erfordert eine gewisse Ubergangszeit. Bei dem den Ubergang 
vermittelnden Ausgleichsvorgang haben Strome, Spannungen, Fliisse usw. einen 
anderen zeitlichen Verlauf als im stationaren Zustand. 

Wir untersuchen zunachst Stromkreise, bei denen die magnetischen und elek
trischen Felder in bestimmten Teilen des Stromkreises konzentriert sind. In solchen 
Stromkreisen spielen sich die Ausgleichsvorgange relativ langsam ab und der Strom 
verteilt sich auf die Teile des Kreises wie im stationaren Zustand. Daher bezeichnet 
maR sie als quasistationare Stromkreise. 

1m besonderen FaIle, daB die Induktivitaten und Kapazitaten als Konstanten zu 
betrachten sind, ist es moglich, den Ausgleichsvorgang durch Uberlagerung des er
zwungenen stationaren Stromes und eines Ausgleichsstromes zu beschreiben, der 
den stetigen Ubergang yom ersten in den zweiten Betriebszustand vermittelt. Dies 
beruht darauf, daB fiir jeden Stromkreisteil die Umlaufspannung eine lineare Span
nungsgleichung von der Form ergibt 

( . di J'd \ P = rp %, dt' % t). (1) 

Darin ist p die momentane Klemmenspannung und rp eine lineare Funktion, deren 
Glieder den Strom i, dessen Differentialquotienten nach der Zeit und sein Zeit
integral in Verbindung mit konstanten Koeffizienten enthalten. Da die Gleichung 
linear ist, kann der Strom als Summe des stationaren erzwungenen Stromes ie und 
des Ausgleichstromes if betrachtet werden 

(2) 
Hiermit zerfallt Gl. (1) in 

( . di, J' d) + ( . di, J' d) p =rp %e' (ii"' %e t rp %f' ai' %f t . (l a) 

Der stationare Strom erfiillt fiir sich die Bedingung 

( . di. J' d) p=rp %e'dt' %e t , 
daher gilt fiir den Ausgleichstrom 

(. di, J' d) 0 rp %j' (It' %f t = . (3) 

Man erhalt den Ausgleichstrom getrennt, wenn in der Spannungsgleichung des Strom
kreises die Klemmenspannung gleich Null gesetzt wird. Sein Verlauf ist von der Art 
der aufgedriickten Spannung unabhangig. Daher nennt man ihn auch den "freien" 
Strom. 

Er vermittelt den Ubergang yom Anfangszustand zum stationaren Endzustand. 
Zu Beginn der Zustandsanderung, der hier als Anfang der Zeitzahlung, t = 0, ge
zahlt wird, sei der Strom des Anfangszustandes ia(o) , der erzwungene stationare 
Strom des Endzustandes ist idol und if(o) der freie Strom. Dann ist nach Gl. (2) 

ia(o) = ie(o) + if(O). (4) 
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89. Stromkreis mit "\Viderstand und Selbstinduktion. 
In einem solchen Stromkreis ist nach Kap. II Gl. (15) 

R · Ldi p= 1+ ([t' 

Setzt man nach Gl. (2) i = ie + if und berucksichtigt, daB del' stationare Strom ie 
die Gleichung fur sich erfullt, so gilt fUr den freien Strom 

R · L dit ° 2f + dt = . (5) 

Durch Trennung del' Variablen wird 
dif = _ R t 
if L' 

und integriert von t = 0, if = if(O) bis t und if , 

ln~ = - ·R.. t 
~f(O) L 

if "" if(O) e-RtiL = if(Q) e- tl'. (6) 

Del' freie Strom klingt von seinem Anfangswert if(Q) mit del' Zeit nach einer Ex
ponentialfunktion aus. Die fUr die Geschwindigkcit des Ausklingens maBgebende 
GroBe LjR=i 
hat die Dimension einer Zeit uncl heiBt clie Zeitkonstante des Stromkreises. Sie 
ist die Subtangente cler Exponentialkurve, clenn nach Gl. (5) ist 

it L =-=i. - !lit,lilt R 

Fur einen Zeitpunkt t = i nach BC'ginn des Ausgleichsvorganges ist 

if = il(O) e-1 ~ 2~ ;18 1f(O) = 0,368 if 0) . 

Del' Strom sinkt nach je einem Zeitintervall i auf 36,8 % des Anfangswertes, nach 
t=3i auf (0,368)3=0,05, und er betragt nur noch 1 % des Anfangswertes, wenn 
e- tl'= 0,01 odeI' t =ilnl00 = 4,6i ist. 

1st Z. B. L = 0,1 H, R = 1 Ohm, i = 0,1 sek, so ist cler freie Strom in 0,46 sek auf 
1/100 des Anfangswertes gesunken. Den reziproken Wert RI L = l!i = rJ. bezeichnet man 
als Dj,mpfungsfaktor. 

Der Anfangswert if(o) ist entsprechend GI. (4) aus den Grcnz bedingungen Z. Z. 
t = ° zu ermitteln, wie an einig2n Beispielen gezeigt werden solI. 

a) Der freie Strom beim Kurzschliellen. Magnetwicklungen von Maschinen werden 
haufig beim Abschaltcn in sich odeI' uber cinen Widerstand kurzgeschlossen. In dem 
kurzgesehlossenen Stromkreis besteht im Augenbliek des Kurzschlusses ein Strom ia. 
Da keine Spannung mehr wirksam ist, ist del' stationare Endstrom ie = O. Del' Aus
gleichstrom beginnt daher Z. Z, t ,= ° naeh Gl. (4) mit dem Anfangswertif(o) =ia und 
der gesamte Strom verlauft nach del' Gleiehung 

i =iae-RtjL. (7) 

1m magnetise hen Feld war die Energie ii~L aufgespeiehert. Die Abnahme der 
Energie ist -Lidi=i 2 Rdt, sie geht in del' Zeit dt in Stromwarme uber. Naeh Ab
lauf des Vorgangs ist die gesamte Feldenergie in Stromwarme umgewandelt. 

Beispiel. In einem 6poligen Motor ist der FluB cines Poles (jj = 0,07 Voltsek, 
jeder Pol hat 1700 Windungen, del' Erregerstrom ist 4 Amp; cler Widerstand del' 
Magnetwicklung ist R = 100 Ohm. Die Induktivitat ist 

L = WilD = (),07 __ !.-..-17_0q = 178,5H . 

Del' Strom klingt nach der Gleichung aus 
i = 4e- O,561t • 
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Die Zeitkonstante ist 1,785 sek. Nach dieser Zeit ist der Strom auf 4: e = 1,47 Amp 
gesunken und auf 1/100 des Anfangswertes nach 4,605'1,785"",.8,2 sek. Der Vorgang 
ist in Abb. 222 dargestellt. 

b) Einschalten eines Gleichstromes. Wird der Strom zur Zeit t = 0 an eine Gleich
spannung P angeschlossen, so ist der stationare Strom ie = PI R = J. Wahrend der 
Ubergangszeit ist i = ie + if = J + if(O)e-Rt/L . 

Da z. Z. t = 0 i = 0 ist, wird if(O) = - J und 
i =J(l-e-Rt/L ). 

Abb.223 zeigt das Entstehen des Gleichstromes fUr das vorhergehende 
Der Stromanstieg ist im Augenblick des Einschaltens am graBten und 

(8) 
Beispiel. 

~ Amp 

2 q 6 8 
Abb.222. 

di JR J 
dt(t=o) L 7: 

Amp 
~,---------~~~==---

J 

·Sek. Sek. 
10 2 If 6 8 10 

Abb.223. 

c) Belastungsanderung in einem Gleichstromkreis. Wird in einem Stromkreis der 
Widerstand vom Wert Ra auf den Wert Re geandert, wahrend die Spannung unver
andert bleibt, so ist der Anfangswert des Stromes ia(O) = PIRa = Ja, der stationare 
Endwert ie(O) = PIRe =Je, und der Anfangswert des Ausgleichstromes ist nach Gl. (4) 

if(O) = ia(o) - ie(O) = J a - J e . 

Wahrend des Ausgleichsvorganges ist der Strom 
i == i. + if(O)e-Rt/L = J e + [Ja - JeJe-Rt/L . (9) 

Abb. 224 zeigt fur das fruhere Beispiel den Stromverlauf, a) wenn der Widerstand 
von Ra = 200 Ohm auf 100 Ohm verkleinert wird, b) wenn er von Ra = 100 Ohm auf 
q Amp lL 200 Ohm vergraBert wird. 1m zweiten Fall ist 

3 

, " 
2 - - - - - - - - - - - - - - - - - J- ------

die Zeitkonstante halb so groB wie im ersten, 
der Vorgang liiuft schneller abo Das Beispiel 
zeigt, daB bei einem Stromkreis mit hoher 
Selbstinduktion, wie ihn die Magnetwicklung 
einer Dynamomaschine darstellt, der Aus-i 

gleichsvorgang eine Anzahl Sekunden dauern 
Sek kann. Streng genommen ist bei einer solchen 

'-----OZ~---,~;----;6,---;I/~O,----iz,----t.~"-'- Magnetwicklung wegen der gekrummten Ma-
Abb.224. gnetisierungskurve des Eisens L keine Kon-

stante. Die Berucksichtigung der Magnetisierungskurve wird auf S. 190 gezeigt. 
d) Das Einschalten eines Wechselstromes. Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 

an eine Wechselspannung P = Pmsin(wt + 11') 

angeschlossen, so ist nach Kap. II S. 14 der stationare Strom 
i. = imsin(wt + lp-rp), 

. Pm wL 
worin tm = lR2 -+- wi]} , tgrp = R 
ist. Der freie Strom ist wieder if=it(O)e-RtjL. 
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Da del' Anfangsstrom ia = 0 ist, wird nach Gl. (4) 

if(O) = - ie(O) = - imsin('lJ! - rp) 
und del' gesamte Strom wahrend des Einschaltvorganges: 
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i = ie + if = imsin (wt + 'lJ! - rp) - imsin ('lJ! - rp)e-Rt/L . (10) 
Die GroBe des freien Stromes, del' bei t = 0 den stationaren Strom zu N uIl er

ganzt, hangt yom Augenblick des Einschaltens abo Wird in dem Augenblick einge
schaltet, indem del' stationare Strom durch N uIl gehen wurde, so ist auch if CO) = 0, 
und del' Strom schwingt sich sofort auf den stationaren einwelligen Strom ein. In 
jedem anderen FaIle ist ein freier Strom vorhanden. 

In Abb. 225 stellt die Sinuskurvc ie den stationaren Stromverlauf dar, del' beim 
Einschalten in dem auf del' Zeitaehse mit 0 bezeiehneten Augenblick sofort entsteht, 
wahrend bei den mit 1, 2, 3 bezeichneten Augenblicken, die nach del' Exponential
kurve abklingenden Ausgleichsstromc if" if" if, ent-stehen. Den resultierenden Strom 
steUt die Ordinatendifferenz zwischen der Sinuskurve und den Exponentialkurven dar. 
Er hat seinen groBten Wert et",a Y4 Periode nach dem auf den Einschaltmoment 

Abb. 225. Abb.226. 

folgenden ersten Nulldurehgang (a) des stational' en Stromes, und zwar ergibt sieh 
aus del' Abbildung die groBte Ordinatendifferenz fUr den Ausgleichstrom if,' del' die 
Sinuskurve tangiert. Die Bedingung fUr den Einschaltmoment, bei dem del' groBte 
Einschaltstromstot3 auf tritt, ist daher, daB fUr t = 0 

In Gl. (10) ergiht dies 

wcos('lJ!-rp) = - ~ sin('lJ!-rp), 
wL 

tg('lJ!-rp) = - R = -tgrp, 'lJ! =0 oder n. 

Dies ist del' Augenblick des Nulldurchgangs del' Spannung. Fur 'lJ! = 0 ist der resul
tierende Strom 

iJsin(wt - rp) + sinrpe -~tJ . (ll) 

Abb. 226 zeigt den Verlauf des durch den Ausgleichstrom ganz einseitig verlagerten 
Einsehaltstroms eines stark induktiven Stromkreises mit cos rp = 0,1. Die hochste 
Spitze, die etwa Y4 Periode nach dem Nulldurchgang des stationaren Stromes 
(wt = rp), also bei wt = rp +n/2 auf tritt, ist 

[ -~('I'+:r/2)J 
im 1 + sinrpe wL . (12) 

Er nahert sich dem Wert 2im, wenn R sehr klein gegen wL ist. 
Bei einer Belastungsanderung bei konstanter Spannung seien die stationaren An

fangs- und Endwerte des Stromes ia =iam sin(wt +'lJ! - rpa), ie = iemsin(wt + 'lJ! - rpe)· 
Del' Anfangswert des freien Stromes fur t = 0 ist nach Gl. (4) 
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Er kann graphisch nach Abb. 227 als Projektion der Verbindungslinie der Endpunkte 
der Strahlen ia m und ie m auf die Zeitlinie gefunden werden. Sein graBter Wert ist 
die Verbindungslinie selbst und er kann graBer sein als jede der beiden Amplituden, 
wenn fPa ein VoreilungswinBel, fPe ein Verspatungswinkel ist. 

Tritt an einer Wechselstromleitung ein KurzschluB ein, so geht der Belastungs
strom in den KurzschluBstrom derLeitung iiber, der nur durch den Scheinwiderstand 
z = -y R2 + (wL) 2 des Leitungsstiickes begrenzt ist. Sein Effektivwert ist Jk = Pjz 
und er verhalt sich bei gegebener Spannung Pam Leitungsanfang zum Vollaststrom J 

Wle Jk:J = P:Jz, 
d. h. wie die Netzspannung zum Spannungsabfall Jz, und wird bei kleinem Span
nungsabfall sehr groB. Z. B. ist fiir 5% Spannungsabfall J k =20 J. Hierbei ist der 
Anfangswert des Belastungsstromes nicht von groBem EinfluB, doch ist zu beriick
sichtigen, daB, wenn die Belastung kapazitiv war, der Anfangswert des freien Stromes 
etwas graBer als die Amplitude des stationaren KurzschluBstromes sein kann. Daher 
rechnet man stets mit einem graBten StromstoB 2 -Y2Jk fiir die mechanisehe Be
anspruchung der Leitungstrager, Kabelmuffen, Schalter usf. Die Voraussetzung, 

Pm 

Z 

Abb.227. 

daB die Klemmenspannung am Leitungsanfang konstant 
bleibt, trifft nur zu, wenn die Zentrale viele Leitungen ver
sorgt und der KurzschluBstrom einer Leitung die Spannung 
der Generatoren nicht beeinfluBt. Liegt die KurzschluBstelle 
der Leitung dicht an den Sammelschienen der Zentrale, so 
nahert sieh der KurzschluBstrom der Leitung dem Kurz-
schluBstrom der ganzen Zentrale. Ohne auf die Berechnung 
des KurzschluBstromes der Generatoren einzugehenl, sei be
merkt, daB er im stationaren Zustand zwei- bis dreimal so 

groB wie der Vollaststrom ist und in der ersten Halbperiode sogar auf den 10- bis 
15fachen Wert steigen kann. Eine Leitung, die regular nur einen Bruchteil der Zen
tralenleistung fiihrt, ist daher am meisten gefahrdet, und man sichert solche Leitun
gen dadurch, daB man sie iiber eine Drosselspule an die Sammelschienen anschlieBt. 
Man nimmt hierbei den etwas graBeren induktiven Spannungsabfall in Kauf, der 
nur etwa 5 % beim regularen Strom zu betragen braucht, urn den graBten KurzschluB
strom auf den zwanzigfachen Wert zu begrenzen. Diesen Strom vertragt die Leitung 
wahrend einiger Sekunden bis zur Abschaltung ohne zu schmelzen. Solche Kurz
schluBdrosselspulen werden ohne Eisenkern ausgefiihrt. 

90. Induktive Stromkreise mit Eisen. 
Verlauft der magnetische FluB in Eisen, so ist er keine lineare Funktion des 

Stromes. Die Voraussetzung fUr die Trennung des freien yom erzwungenen Strom 
oder FluB ist nicht mehr gegeben, sondern es kannen nur die resultierenden GraBen 
betrachtet werden. 

Ihr zeitlicher Verlauf kann mittels der Magnetisierungskurve wie folgt angenahert 
graphisch ermittelt werden. 

a) Das Abklingen bei kurzgeschlossenem Stromkreis. Wie auf S. 187 sei an
genommen, daB eine Magnetwicklung beim Abschalten von der Stromquelle in sich 
kurzgeschlossen bleibt. Strom und FluB haben die Anfangswerte J und (]Ja; sie nehmen 
naeh der GIeichung . df]J 

Rt = - wTt (13) 

ab, die Endwerte sind ie = 0 und (]Je = (]Jr> der remanente FluB. Die Magnetisierungs
kurve Abb. 228a stellt (]J = t (i) dar. Dem friiher behandelten Fall konstanter Induk-

1 Siehe dariiber Biermanns: Uberstrome in Hochspannungsanlagen. Berlin: Julius 
Springer 1926. Riidenberg: KurzschluBstrome beim Betrieb von GroBkraftwerken. Berlin: 
Julius Springer 1925. 
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tivitat entspricht die geradlinige Magnetisierungskurve durch den Punkt des An
fangszustandes (/J=(/Ja, i=J, und fiir diese gilt die Induktivitat La=w(/JaIJ und 
die Zeitkonstante Ta = W (/JajJ R. Fiihren wir diese VergleichsgroBen ein und lOsen 
G1. (13) nach der Zeit auf, so ~wir(l 

d - _ 1l!(1<P ___ 1))~"- dcfJ_ _ _ dcfJ (14) 
t~- iR - JR cfJai/J- TacfJ .. 

Rierin ist (/J a = (/Ja i!J die Ordinate der geradlinigen Magnetierungskurve beim 
Strom i (s. Abb. 22Sa). Da Ta fiir einen bestimmten Anfangszustand eine Konstante 
ist, 1st die Zeit, die wah rend der Abnahme des Flusses von (/Ja bis (/J verstreicht, 

<P <Pa 

t = -TaJ'':: =TaJ('::. (15) 
g • g 

<Pa <P 

Dieses Integral kann graphisch ausgewertet werden 1. Rierzu sind in Abb. 22Sb zu 
den Ordinaten (/J die Werte 1/(/Jg als Abszissen aufgetragen. Das Integral ist die 
schraffierte Flache. Damit sind in Abb. 228c die Abszissen tlTa zu jedem FluB erhalten 
und aus 22Sa die zugehOrigen Striime 'i ubertragen. Der zeitliche Verlauf zeigt, daB 
der FluB langsamer abklingt als der Strom. Bei konstanter Induktivitat waren beide 
nach t=3Ta nach S.I87 schon bis anf 5% ihres Anfangswertes verschwunden, wah
rend sie hier noch erheblich groBer sind. 

p 

PrL-____ ~----~i 
i J 

Abb. 228a. Abb. 228b. Abb. 228c. 

Die gekriimmte Magnetisierungskurve bewirkt, daB der FluB schleichend er
lischt. Dies ist ein Nachteil bei der Entregung von Dynamomaschinen oder bei 
1'Iotoren, deren Drehrichtung schnell reversiert werden soIl. Um das ErlOschen des 
Flusses zu beschleunigen, muB La klein und R groB sein. Dazu wird die Erreger
wicklung mit wenig Windungen fUr groBen Strom ausgefiihrt und gegebenenfalls 
ein V orschaltwiderstand vorgesehen. 

b) Das Einschalten bei Gleichstrom. Rier gilt wahrend der Ubergangszeit 

P R · dcfJ 
~= ~+wdt' (16) 

Der Strom steigt von Null auf den stationaren Strom J = PIR, del' FluB von Null 
auf den Wert (/Je' Strom und FluB hangen nach der Magnetisierungskurve Abb. 229a 
zusammen. Fiihrt man hier die dem Endzustand entsprechenden, fiir die geradlinige 
.wagnetisierungskurve giiltigen Gro13en Le = w(/JejJ und Te = W (]>e!J Rein, so wird 
nach (16) wdcfJ w cfJ dcfJ dcfJ 

dt= P-Ri =-R/ cfJ,(l-i/J) =-Te-cfJ,(l~i/Ji' (17) 

Diese Gleichung entspricht G1. (14) fUr P=O. Rier ist (/Je(I-ijJ)=(/Je-(/Jg die 
Differenz des stationaren Flusses (/Je und der Ordinaten (/J g der geradlinigen Charak-
teristik. Daher ist <p 

t = TeJcfJ (~(p . (IS) 
, g 

o 

1 Nach Rtidenberg: Elektr. Schaltvorgange. Berlin 1926. 
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Tragt man in Abb. 229b zu jedem FluBtl> den Wert l/(tl>.-tl>g) alsAbszisse auf, so 
stellt die schraffierte Flache das Integral und das Verhaltnist/'r. dar. InAbb.229c ist 
hiermit der zeitlicheAnstieg des Flusses und des Stromes aufgetragen. Der FluB steigt 
hier schneller an als der Strom und hat in dem Beispiel den Endwert bis auf 1 % 
schon nach t = 2 r. erreicht. 

Abb. 229n. ,\ bb.229b. Ab!.>. 229c. 

c) Das Einschalten bei WechseIstrom. Wird ein unbelasteter Transformator ein-
geschaltet, so ist d'" 

R · '" . ( ) ~+wdt=Pmsm wt+tp . (19) 

1m Einschaltmoment ist i = 0 und tl> = 0 oder gleich einem remanenten Flul3 tl>r. 
Durch Integration von 0 bis t wird t 

n. n. Pm ) Pm J Ridt 'P='Pr- -cos (wt+tp + - costp- --. 
row row w (20) 

o 
Das erste Glied rechts ist der remanente Flul3, das zweite ein Wechselflul3, des sen 
Amplitude tl>'r,. = Pm/ww sich im stationaren Zustand einstellen wiirde, wenn der 
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Abb.230. 
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Widerstand der Wicklung Null ware. Da der Ohmsche Spannungsabfall des statio
naren Magnetisierungsstromes sehr klein - etwa 0,1 % der Klemmenspannung -
ist, ist tl>'",. sehr nahe gleich dem stationaren FluB. Das dritte Glied ist ein konstanter 
FluB, tl>'",.costp, der den stationaren Flul3 im Schaltaugenblick zu Null erganzt, das 
vierte Glied endlich ist die Abnahme des Flusses durch den Ohmschen Spannungs
abfaH. Sieht man von diesem zunachst ab, so schwingt tl> nicht um den Mittelwert 
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Null, sondern urn einen konstanten Wert <1>r + <1>;"cos1p und wiirde im ungunstigsten 
Schaltaugenblick, 1p = 90 0 , nach der ersten Halbperiode 

1>r + 2<1>;" 
betragen, d. h. die doppelte Amplitude des stationaren Flusses urn die Remanenz 
iibersteigen. Da bei modernen Transformatoren die Amplitude der Induktion etwa 
Bm = 14000 GauB betragt, wiirde sie auf etwa 30000 GauB kommen. Dabei erreicht 
der Strom eine auBerordentlich hohe Spitze, die auch den Vollaststrom betrachtlich 
iibersteigt. Der Ohmsche Spannungsabfall begrenzt den Anstieg. Die genaue Be
rechnung versagt, weil die Ummagnetisierung eine einseitig verlagerte Hysteresis-

schleife befolgt, wie sie Abb. 230 nach Aufnahmen von 
A. Hay zeigV. Abb.231 stellt die von dies em Ver
fasser 2 mittels Joubertscher Scheibe aufgenommenen 

~ Anfangsschwingungen des Stromes und der Induktion 

--------L-) .~IIUlU ~t-
Abb. 232. Abb.233. 

dar, und Abb. 232 das Oszillogramm des Einschaltstromes eIlles modernen Trans
formators. 

Der groBe StromstoB, der die Wieklung mechanisch stark beansprucht, kann 
durch Erhohung der Widerstandsdampfung gemildert werden. Dazu verwendet 
man einen Schalter mit Widerstandsstufe nach Abb. 233. Stufe 1 schaltet den 
Stromkreis mit dem V orschaltwiderstand ein, Stufe II schlieBt den Widerstand knrz. 

Zur Abschatzung des Widersta,ndes werde der groBte zulassige StromstoB is 
im Verhaltnis zum stationaren Magnetisierungsstrom angenommen und damit aus 
der Magnetisierungsknrve das Verhiiltnis des groBten Flusses zur stationaren Ampli
tude ()t; =<1>8 :<1>m ermittelt. Nimmt man an, daB der iiberlagerte FluB gleich der statio
naren Amplitude ist und nach einer Zeitkonstanten abklingt, deren 1nduktivitat 
Ls dem hochsten FluB entspricht, so ist, da der groBte FluB Y:J Peri ode nach dem Ein-
schalten auf tritt, cr R 

(ji --
()t; = --' = I + e w L, 

(jim 
eder nR 1 

-L =In--1 · 
W s (l-

1st Lo die Induktivitat beim stationaren Magnetisierungsstrom io' so ist 
L, (ji, in io 
Lu = ·i~ (p~ = ()t;-;,-

und ~=~ ~o[n_1_=~~ioR (21) 
wLo n t, GI.-1 towLo Pm 

Beispiel: 1m stationaren Zustand sei Bm=14000 und eine Zunahme auf Bs 
= 18000 zugelassen. Hieraus wird ()t; = 18000/14000 = 1,29 und is = io~ 8. Die 
Stromspitze wird auf den 8fachen Magnetisierungsstrom, also etwa den halben 
Vollaststrom beschrankt. Hierfiir wird nach Gl. (21) 

ioR = 1,2~.!.. . In_l_ = 0,065. 
Pm n 8 0,29 

Der Widerstand solI beim stationaren Magnetisicrungsstrom 6,5% der Spannung 
drosseln. Der Vorschaltwiderstand wird also klein, man findet durchschnittlich 
5 bis 10% . Er bringt den Vorgang schnell zum Erloschen und braucht nur wenige 
Perioden eingeschaltet zu sein. 

1 Electr. 1894. 2 El. Review 1898. 
Fraenckel, Wechselstriime. 3. Auf!. 13 
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Genauere Berechnungen unter Zugrundelegung analytischer Ausdriicke fUr die 
Magnetisierungskurve sind von Rogowskil und von Ollendorff2 durchgefUhrt. 

Ahnliche SattigungsstoBe treten stets beim Einschalten von eisenhaltigen In
duktivitaten auf. 

Beim lnduktionsmotor (s. Kap. XI S. 144) bilden die Wechselfelder ein fort
schreitendes Drehfeld von konstanter Starke. 1m Schaltaugenblick ist es noch Null, 
und es kann dem stationaren Drehfeld ein AusgleichsfluB iiberlagert gedacht werden, 
der es zu Null erganzt und gleiche GroBe, aber die entgegengesetzte Richtung hat, 
die das Drehfeld im Schaltaugenblick haben sollte. Er behalt beim Abklingen seine 
Richtung bei, wahrend das Drehfeld fortschreitet, nach Yz Periode sind beide Fliisse 
gleichgerichtet und ergeben, abgesehen von der Dampfung, den doppelten FluB. Der 
groBte StromstoB tritt in jenem Strang auf, dessen Phasenspannung im Schaltaugen
blick Null ist. Beim Motor ist die natiirliche Widerstandsdampfung groBer als beim 
Transformator und der StromstoB weniger heftig; in schwierigen Fallen wird auch 
hier der Stufenschalter verwendet. 

91. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitiit. 
Bei der Reihenschaltung von Widerstand und Kondensator ist 

p=Ri+qIG und i=dqldt. 

Da R und G Konstante sind, konnen Strom, Ladung und Kondensatorspannung 
in die stationaren und die freien Glieder zerlegt werden. Fiir die freien GroBen ist 

Rif+qf/G=O und i,=dq,ldt 

oder, wenn i, aus der zweiten Gleichung in die erste gesetzt wird, 
Rdq, + q, =0 dq, dt 

dt 0 ' q, - RO' 

qf = qf(O)e- tIRO. (22) 

Die freie Ladung klingt vom Anfangswert qf(O) exponentiell mit der Zeitkonstanten 
7: = R G aus. Die freie Kondensatorspannung ist 

_ q, _ -tIRO Pcf -- C - pcf(Q)e 

und der freie Ladestrom 

und q/(O) 
Pej(O) = 0 

. _ dq! _ . -tIRO d· q/(O) Pcf(O) 
tf - d{ -- tf(Ole un tf(Ol = - RO = - ---yr-. 

Die Ermittlung der Anfangswerte sei wieder an einigen Beispielen gezeigt. 

(23) 

(24) 

a) Entladung eines Kondensators liber einen Widerstand. Wird ein geladener 
Kondensator mit der Spannung Pc und der Ladung qa(O) = PeG z. Z. t = 0 iiber einen 
Widerstand geschlossen, so entladet er sich. Der Endzustand ist qo = 0, daher 
nach G1. (4) 

qf(O) = ga(O) - geW) = qa = PeG. 

q = q. + qf = qf = qae-tlRO = PcGe-tIRO. (25) 
Der Entladestrom wirrl 

i = ~f{ =_ ~q e-tlRO =_!'-'. e- tlRO (26) 
dt RO a R 

Der Anfangswert des Stromes ist Pel R. Die im Kondensator aufgespeicherte Energie 
~ P2G geht wahrend der Entladung in Stromwarme iiber, es ist 

t=oo t=oo 

fi 2 Rdt = f ~~ e-2tlROdt = YzP~G. 
t=O t=o 

1 Arch. Elektrot. Bd. 1, S. 344. 2 Arch. Elektrot. Bd. 22, S. 349. 
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b) Ladung eines Kondensators mit GIeichstrom. Rier ist der Endzustand 
q. = PeG. War del' Kondensator ungeladen, so ist qa = 0, daher 

q/W) = gaW) - qeW) = - Pc 0, 

q=Qf+q.=PcO(l-e- t/RG), (27) i=~~=~e-t/RG (28) 

DeI' Ladestrom ist, abgesehen vom Vorzeiehen, ebenso groB wie der Entladestrom 
(26). Die bei der Ladung erzeugte Stromwarme ist daher aueh !P~O wie bei der 
Entladung; da die gleiehe Energie im Kondensator aufgespeiehert wird, wird ins
gesamt die doppelte Ladeenergie zugefiihrt, die Ralfte davon geht im Widerstand 
verloren, unabhangig von dessen GroBe. 

DeI' Anfangswert des Stromes ist naeh (26) und (28) Pc/R. Er kann sehr groB 
werden, wenn R klein ist, z. B. beim Einsehalten eines unbelasteten Kabels. DeI' 
Strom wird, wie spateI' gezeigt wird, dureh die Induktivitat des Leiters gedampft, 
sie 1st abeI', z. B. bei konzentrisehen Kabeln, sehr klein. Denkt man sieh fiir ein 
kurzes Kabelstiiek die Kapazitat in del' Mitte konzentriert, so ist ihr der halbe 
Widerstand vorgesehaltet. Ein konzentrisehes Kabel von 60 mm2 , das normal 
100 Amp fiihrt, habe eine Kapazitat von 0,5.10-6 F/km, der Widerstand beider 
Leiter ist 0,585 Ohm/km. Ein Kabelstiiek von 2 km hat also eine Kapazitat von 
l,uF, die in der Mitte hinter einem Widerstand von 0,585 konzentriert sei. Beim 
AnsehlieBen an eine Spannung von 600 Volt entsteht ein StromstoB von 600: 0,585 
= 1025 Amp, der mehr als 10 mal so groB ist wie der Betriebsstrom. Die Zeitkonstante 
ist i=RO=0,585·1O-6 sek; der Strom ist auf ein I % des Anfangswertes naeh 
4,6 i = 2,7.10-6 sek gesunken. DeI' Ladevorgang spielt sieh somit in sehr kurzer Zeit 
abo Doeh zeigt sieh, daB es zweeksmaBig ist, Kabel besonders bei hoher Spannung 
nieht direkt, sondeI'll iiber einen V orsehaltwiderstand einzusehalten. 

c) Ladung eines Kondensators mit GIcichstrom. Wird der Stromkreis z. Z. 
t = ° an eine Weehselspannung 

P=~Pmeos(wt+'If) (29) 
angesehlossen, so ist der stationare Strom 

ie=imeos(wt+'If+cp) (30) 

und im = l R;~j/wGr ' tgcp = w~R . (31) 

Die stationare Ladung ist (32) 
q. = qmsin(wt + 'If + cp) 

und qm = imlw . 
War der Kondensator ungeladen, qa = 0, so ist die freie Ladung 

qfW) =-qe(O) =-qmsin('If + cp) 
und wahrend des Einsehaltvorgangs 

q = q. + q, = qmsin(wt + 'If + cp) - qmsin('If + cp)e- t/RC . (33) 
DeI' Ausgleiehstrom ist 

i = dq, = ~sin(1/J + m)e-t/RG =~sin(1/J + cp)e- t/RG (34) f dt RG r r wRG r 

und der gesamte Ladestrom 

i = i. + if =imeos(wt + 'If + cp) + wi~Gsin('If +cp)e-t/RC . (35) 

1m Einsehaltaugenbliek, t = 0, ist der Strom 
• • [ sin(1j! + CP)] . COS1j! Pm cos 1j! 
t(O)=tm eos('If+cp)-i--wRG =tm~os;P=~R-· (36) 

Er ist dureh die Spannung im Sehaltaugenbliek und den Ohmsehen Widerstand be
grenzt und wird daher am groBten, wenn beim Spannungsmaximum ['If = 0, s. 

13* 
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Gl. (29)] geschaltet wird. Sein grafiter Wert ist 

. im Pm (36 ) 
t(O)roax = coscp = R' a 

er verhiiJt sich zur Amplitude des stationaren Ladestroms wie 

co!cp = {l+ tg2;P = VI + (R~e r = V'~ + (2~.J· 
Fur das fruhere Beispiel eines Kabels mit C = 1,uF, R = 0,585 Ohm ist bei f = 50 Hz 

1 106 

Rwe 2n50.0,585.1 = 5440. 
Da aber die Zeitkonstante i=RC=0,585 .10-6 sek nur ein sehr kleiner Teil der 
Periode T = 1/50 sek ist, sind der Ausgleichstrom und die Ausgleichsladung nach einer 
halben Periode langst erloschen. Die Kondensatorspannung, die im Schaltaugenblick 
mit Null beginnt, kann also nicht uber ihre Amplitude hinausschwingen. 

92. Ausgleichsvorgange in Schwingungskreisen. 
Bei der Reihenschaltung von Spule und Kondensator ist 

R · L di q d· dq p= t+ dt+O un t=dt· (37) 

Sind Lund C Konstante, so ist es wieder maglich, die freien GraBen fUr sich zu be-
trachten. Fiir diese ist d· d 

Ri +L~+ q, =0 und· q, 
f dt e tf = dt· 

Setzt man den Wert von if ein, so gilt fUr die freie Ladung 
d2qf R dq, q, 
dt" + L dt + L e = 0 . 

Diese Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz 

k t d · dq, k t qf = eY un t f = dt = y eY . 

Mit diesem Wert erhalt man aus (38a) zur Bestimmung von Y 
R 1 

y2 + L Y + L e = 0 . 

Y hat die beiden Werte 

(38) 

(38a) 

(39) 

(40) 

Die vollstandige Losung von (38a) besteht aus zwei Gliedern der Form (39) mit zwei 
Konstanten kl k2' die aus den Anfangsbedingungen fUr die Ladung und fur den 
Strom zu ermitteln sind. Die Form (40) der Exponenten Y zeigt, daB der Verlauf des 
Ausgleichsvorgangs verschieden ist, je nachdem die Wurzel reell, Null oder imaginar 
ist, d. h. je nachdem der Ohmsche Widerstand R groBer, gleich oder kleiner als der 
doppelte Schwingungswiderstand 2 V LIC ist 

1. 1st R> 2 V LIC, so sind YI und Y2 reell, der Ausgleichsvorgang verlauft aperio
disch. Nach (39) ist. 

qf=kleYlt+kzeY2t, (41) if=YlkleYlt+Y2k2eY2t. (42) 
Es uberlagern sich zwei exponentiell abklingende Glieder, bei dem ersten ist die 
Zeitkonstante groBer als 2LIR, bei dem zweiten ist sie kleiner. 

2. 1st R = 2VLIC, so ist Yl = Y2 =-R/2L =-l!VLC. 
Fur gleiche Wurzeln ist die Losung von (38a) 

t 

qf = (k1 + tk2)e VLO' (43) 

if = ~~f = [k2 -);0 (kl + tk2) J e -~ . (44) 
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Auch hier verlauft der Vorgang aperiodisch, man bezeichnet ihn als den 
Grenzfall. 

3. Ist endlich R < 2 y L!O, dann sind Yl und Y2 komplex. Wir setzen zur Abkiir-
zung in Gl. (40) /-~- ---- R 

~ l6 - (2~ r =-~ fJ und 2L = rf., (45) 

Yl = - rf.+ jfJ, (40a) 
Dann ist nach G1. (39) 

qt = e-<xt[kl eJfJt + k2 e- flt ] = e-<xt[acosfJt + bsinfJt]. (46) 

worin a = (k1 + k2) und b = j (kl - k2) reeHe GraBen sind, da es sich urn einen reeHen 
Vorgang handelt. Setzt man noch in (46) A= y£i:i-+b2 und o=arctgajb, so ist 

qt = A e-<xt sin(fJt + 0). (47) 

Hier verlauft also del' Ausgleichsvorgang nach einer Sinusschwingung mit abklingen
den Amplituden. Die Kreisfrequenz fJ diesel' Schwingungen ist nach (45) bei kleinem 
Widerstand nahezu gleich del' Resonanzkreisfrequenz Wo= l/Y LO der stationaren 
Schwingungen (s. Kap. II S.21) und ist die Eigenfreq uenz des Stromkreises. 
Die Amplituden klingen exponenticll nach MaBgabe des Dampfungsfaktors rf. bzw. 
del' Zeitkonstanten l/rf. = 2LIR abo Durch Differentiation von (47) wird del' Ausgleich-
strom . d . 

~t= :: =Ae-<xt[--rf.Sm(fJt+a)+fJcos(fJt+a]. 

FaBt man die heiden Glieder zusammen und setzt nach (45) 

y~2-+ fJ2 = l/iLO, 
ferner 

,;-- R de r - 2f3L 
rf. yLO = TV L =cosc:, fJ yLO =sinc:, fJ/rf. =tgc: =j[ , 

soist it=--::'~e-<Xtsin(fJt+a-c:). 
lLC 

Die freie Kondensatorspannung ist nach (47) 

Pcf = ~ = ~ e-<xtsin(fJt + a) . 

(45a) 

(48) 

(49) 

(50) 

Das Verhaltnis ihrer Amplituden Zll denen des Stromes (49) ist del' Schwingungs
widerstand Y LIO, in del' Phase ist die Kondensatorspannung gegen den Strom urn 
(n- c:) verspatet. 

Die induktive Spannung berechnet sich nach (49) 

L:i; =~ e-<xt sin (pt + 0 - 2c:). (51) 

1hre Amplituden sind gleich denen del' Kondensatorspannung, aber sie 
ist gegen den Strom urn (n- c:) phasenverfruht. Wiihrend del' Winkel 15 
ebenso wie A von den Anfangsbedingungen abhiingt, ist der durch 
G1. (48) definierte Winkel c: einc dem Stromkreis eigentlimliche Kon
stante, den man nach G1. (48) graphisch darstellen kann, wenn man Abb.234. 

in Abb.234 liber dem Ohmschen Widerstand R als Grundlinie den 
induktiven Widerstand fUr die Eigenschwingungen fJL als Hahe eines gleich
seitigen Dreiecks auftriigt. Die bciden gleich groBen Seiten des Dreiecks stelkn dann 
nach (45) 

den Schwingungswiderstand dar. FaBt man das Dreieck als Vektordiagramm auf, 
so stellt die Grundlinie, abgesehen von der Dampfung, die Amplitude des Ohmschen 
Spannungsabfalls ifR, die beiden gleichcn Seiten die Amplituden der Kondensator-
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spannung und der induktiven Spannung dar, die 1 LjO-mal so groB sind wie die Strom
amplituden und gegen diese um (n - s) verspatet bzw. verfriiht sind. Beim Ubergang 
auf die Momentanwerte bleiben die Vektoren nicht wie bei den stationaren Schwin
gungen konstant, sondern beschreiben entsprechend dem Dampfungsglied e-at eine 
logarithmische Spirale. In einer Periode T = 2n/{J der Eigenschwingung sind sie auf 
c-r:t.2:rrlfJ =e-;rRlfJL des Anfangswertes gesunken. 
~ a) Entladung eines Kondensators. Die freien Strome und Span-
\\ nungen erhalten wir getrennt, wenn wir die Entladung eines Kon-
\\ densators betrachten, der auf eine Spannung Pc geladen ist und zur 
\ \ Zeit t = ° iiber eine Induktivitat L mit dem Widerstand R geschlos-

i, \ \ sen wird, iiber die er sich entladet. Die Grenzbedingungen sind 
1 \ I. T 

\(1 '\ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 

\ \ 
'\ 
'\ 
'\ 

'\ 

qa=PcO, qe=O, ia=O, i.=O 
und die Anfangswerte des Ausgleichsvorgangs 

qf(O) = qa(O) - qe(O) = Pc 0 , if(O) = ° . (52) 
Wir betrachten nun die drei Entladungsformen. 

~"'" 
1. Fur die aperiodische Entladung ist 

nach (41) und (42) fiir t=O 

qf(O) = k1 + k2 = Pc 0 , 

if(o) = ?'lk1 + ?'2k2 = 0. 

Daher ist 

Hiermit wird in Gl. (41) und (42) 

\ q=q =~P O[(-=-=-~-=+ l)eYlt- ( R -1)eY'tJl , (53) 
\ f 2 c . tR2_4L/O 'fR2_4L/O 
\ 
\ i = if = - .-~--cc~---= (eYI t - eY' t) . 

" \ ~R2_4L/O t 'l 
(54) 

\ 

tT\ Abb. 235a und b zeigen den Verlauf des Stromes und der Ladung 
\ fUr C = 10-6 F, L = 0,05 H, R = 500 Ohm, die sich als Differenz einer 

V! 
\ 

\ 
'\ 

"-

\ langsam und einer schnell abklingenden Exponentialfunktion er-
"~ geben. Beim Strom haben sie gleiche An-

'" 

'- ...... _----

"'", fangswerte, er steigt von Null schnell an, 
um dann langsamer abzufallen. Bei der 
Ladung ist die Differenz der Anfangswerte 

.5 67x10-"Sek. die gegebene Ladung. 
Abb. 235 b. Das Maximum des Stromes ergibt sich 

nach Gl. (54) fUr 
?'1 eYlt = ?'2ey,t oder e(Yt-y,)t = ?'2/?'1 , 

Damit wird 
_12-1n .l::.'.( Y) Y (_Yt)( Y) eYtt _ er,t = eYtt (1 _l'J_) = eYt-Y, y, 1 -.-!. = -1. YI-Y' 1 - ~ 

Y2 Y2 Yl Y2 
und mit den Werten)'l Y2 nach (40) in Gl. (54) 

i = ___ '. Pc_=~(~_±J~~=-4L/~_)-+C;R;~~Lio-l) 
max R+ fR2~4L/O R-lR2_4LjO . (54a) 

Mit den Zahlenwerten des Beispiels Abb. 235 wird i max = P e/660, wah rend ohne die 
Induktivitat der Anfangswert des Stromes i max = PIR = P1500, also 1,32mal so 
groB ware. Die Induktivitat verkleinert und verzogert den groBten Entlade
strom. 
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t 

i=if=-tte-VL(]=-i t~tce ]LC 

Der Strom wird am groI3ten, wenn t = V L 0 ist und ist 

. _ 2Pc -1-0736Pc 
~max -~ - ----:tl e -, R . 

Der Verlauf des Ent]adevorgangs ist sehr ahnlich dem der Abb. 235. 
3. Bei oszillierender En t]ad ung, R < 2 -V L/O, ist in Gl. (47) 

fiir t=O. . A . s ) 
tf(o)=O=--~ sm(u-8. 

lLO 

]99 

(55) 

(56) 

(56a) 

und (49) 

Aus der zweiten Gleichung folgt 15 = E, damit wird in der ersten, weil nach (48) 
sin 8 = ,8 V L 0 ist, 

und 
q = qf = ~c V ~ e-o<t sin(,8t + 8) , (57) .. Pc t·,8 (58) ~ = ~f = - fJL e-O< sm t. l 

Den Verlauf der Entladung des Kondensators, der auch die Kondensatorspannung 
darstellt, sowie den Entladestrom zeigt Abb. 236 fUr das friihere Beispiel 0 = 10-6 F, 
L=0,05 H, jedoch ist R=50 Ohm. Dabei 
ist die Eigenfrequenz ,8/2n = 708 Hertz. 
Der Nulldurchgang der Kondensatorspan. 
nung fallt hier nicht mit der Stromampli. 
tude zusammen, weil sie gegen den Strom 
nach S. 197 urn n - 8 verspatet ist. Hier ist 

RVe VIO~6 
COS8 = 2" L = 25· 0,05- = 0,112, 

8 = 83,6°, n - 8 = 96,4°. 
Das Strommaximum tl'itt nach (58) auf, 
wenn tg,8t=,8/rx.=tg8 ist, odeI' ,8t=8, Abb.236. 

also nahezu nach del' ersten Viertelperiode. Hierbei ist sin,8 t = sin 8 =,8 V L 0 und 
e-o<t = e-o<,/fJ = e- RF/2f1L 

R 

imax=-PcV~ e- 2f3i '. (58a) 

b) Ladung mit konstanter Spannung. Bei der Ladung mit konstantel' Spannung 
sind die Grenzbedingungen, wenn del' Kondensatol' ungeladen war, 

qa =0, q. =PO, qt(O) = -qe(Q) = -PO, 
ia=O, ie=O, it(O)~=O, 

q=qe+qf' i=if · 

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen bei der Entladung nur durch 
das Vorzeichen der freien Ladung zur Zeit t = 0. Sie erganzt hier die erzwungene 
Ladung zu Null und hat ebenso wie der Strom den gleichen zeitlichen Verlauf wie 
zuvor, bei entgegengesetztem Vorzeichen. Bei dem oszillierenden Ladevorgang, 
Abb. 237, schwingt die Ladung und die Kondensatorspannung Pc etwa nach ~ Periode 
der Eigenschwingung iiber den erzwungenen Zustand hinaus und erreicht etwa 
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Yz Pel'iode nach dem Einschalten ihl'en Hochstwel't, um sich in abklingenden Schwin
gungen dem Endwert P zu nahel'll. Allgemein ist die Kondensatorspannung 

p = p + _'ft = P [1- -} --e -atsin(pt + e)]. 
c 0 f3lLO 

Das zweite Glied hat ein Maximum fiir tg(pt+e)=tge, pt=O odern. Flir pt=n 
a n R 

ist sin(pt+e)=-sine=-PVLC und e-at=e-n7i=-~e -"2/iL 

Pc 

Abb.237. 

r cr RJ 
P cmax =pl1+e-"2PL' (59) 

Bei kleinem Widerstand ist dies etwa die dop
pelte stationare Spannung. Da del' Ladestrom 
denselben Verlauf hat wie del' Entladestl'om, folgt 
wieder, wie auf S. 195, daB die gesamte Strom
warme wahrend del' Ladung ebenso groB ist wie 
die im Endzustand im Kondensator aufgespei
cherte Energie ~ P2C. Dies gilt also auch bei 
Ladung libel' eine Induktivitat und unabhangig 

davon, ob die Ladung aperiodisch odeI' oszillierend verlauft. 
c) Ausgleichsvorgange bei einwelligem Strom. Eine einwellige Spannung 

P = Pm sin (wt + 11') 
erzeugt im Schwingungskreis den stationaren Strom (s. Kap. II S. 20) 

ie = imsin(wt + 11' + cp), 
. Pm l/wO-wL 
t - tgm=--R--' 
m- VR2 +(liwO-wL)2' , 

dabei ist 

cp ist ein Voreilungs- odeI' ein Verspatungswinkel, je nachdem w 2LC kleiner odeI' 
groBer als 1 ist. 

Die Ladung des Kondensators ist 

qe = _i'!'.cos(wt+11' +cp) ,,",0 -qmcos(wt+lp+cp). w 

Wil'd del' Stromkreis z. Z. t = 0 eingeschaltet, so ist 
ia=O, qa=O. 

1m wichtigsten Fall des oszillierenden Ausgleichsvol'gangs ist nach Gl. (47) und (49) 
fiir t =0 

qf(O) = - qe(Q) = qmcos (11' + cp) = A sinb, 

if (0) = - ie<Ol = - i msin(lp + cp) = - ,~ sin(b - s) = -IXA sinb + pAcosb. 
fLO 

Daher ist Acosb = - i; sin (11' + cp) + fi qmcos(lp + cp). 

Mit diesen Werten wird nach (49) und (47) 

if = e - at [~-- sin (11' + cp) sin (pt - e) - _fjm __ cos (11' + cp)SinPt] (60) 
f3lLO f3LO ' 

qf=e- at [_if3m sin(lp+cp)sinpt+ qm COS(lp+cp)Sin(Pt+e)]. (61) 
f31LO 

Die freien Schwingungen im Ladestrom und del' Ladung setzen sich aus je zwei Teil
schwingungen zusammen, von denen die erste vom Strom, die zweite von del' Ladung 
im Schaltaugenblick abhangt und die gegeneinandel' daher um (n - s) phasenvel'
schoben sind. 

Fur die Amplituden ist abgesehen vom Schaltaugenblick das Vel'haltnis del' 
Eigenfrequenz zur Netzfrequenz maBgebend. Bei klein em Widel'stand ist PiLC 
= sin s"-J 1. Daher konnen das erste Glied im Strom und das zweite Glied in del' 
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Ladung nicht grof3er als die stationaren Amplituden im bzw. qm werden. Hingegen 
ist das zweite Glied in der Stromgleichung, da qm = imlw ist, mit der gleichen An
naherung im ungiinstigsten Fall, cos (1p + cp) = I, gleich imfJ Iw. Die Amplitude, die 
nach % Periode der Eigenfrequenz auf tritt, ist soviel mal groDer als die stationare 
Stromamplitude, wie die Eigenfrequenz groBer ist als die Netzfrequenz, und tritt 
auf, wenn cos(1p+cp)=l ist, d. h. wenn im Schaltaugenblick die Ladung und 
die Kondensatorspannung ihren graBten Wert haben sollten. Endlich ist in der 
Gleichung der freien Ladung die Amplitude des ersten Gliedes, wcnn im = wqm ge
setzt wird, hochstens gleich qmwlfJ. Sic kann also graBer als die stationareAmplitude 
werden, wenn die Netzfrequenz groBer als die Eigenfrequenz ist, und tritt auf, wenn 
sin(1p + cp) = 1 ist, d.h. wenn bei der Stromamplitude eingeschaltet wird. Die groBten 
Uberstrome treten also bei fJ > w auf und im ungiinstigsten Fall beim Schalten bei 
der Amplitude der Kondensatorspannung; die groBten Uberspannungen wenn 
fJ < wist, und im ungiinstigsten Fall beim Schalten bei der Stromamplitudc. 

FaBt man die beiden Glieder in Gl. (60) zusammen und setzt fiir E den Wert nach 
Gl. (48) ein, so ist 

if = tJli~Ce-atVl + COS2(1p-+-;)(W2~L -1) --~~~~i~2(1p + cp)sin(fJt - C), (62) 

tg(ip + rp)tJwLC 
tgC == ~-wL75tg(ip + rp)~ 1 . (62a) 

In Starkstromanlagen ist der Fall. daB fJ> wist, am haufigsten. Beim Einschalten 
von Kabeln bildet deren Kapazitat mit den Streuinduktivitaten des Transformators 

Abb.238. 

Abb. 239. 

und des Generators einen Schwingungskreis. 1st z. B. der Ladestrom des Kabels 1/5 
des Vollaststromes J, und der induktive Spannungsabfall des Vollaststromes in 
Transformator und Generator 25% der Phasenspannung, so ist 

PwC=0,2J, JwL=0,25P, 

daher w2 LC = 0,05 und I;VLO= wi20 ,:,-,4,5 w. 
Die Eigenfrequenz ist 4,5mal so groB wie die Netzfrequenz. 1st der Ohmsche 

Spannungsabfall 5% der Netzspannung, so ist wL:R=0,25:0,05=f, llnd tge 
= 2fJLI RC'-' 2· 4,5' 5 = 45. Abb. 238 zeigt hierfiir das Einschwingen des Stromes beim 
Einschalten bei der Amplitude der Kondensatorspannung, cos(1p + cp) = 1. Dann ist 
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nach (62), da C=n wird, 
. im -at. R . fJ -at . R 
~f = - w flC L e Sillpt "-' - ~m we Slllpt. 

Die Amplitude des freien Stromes ist abgesehen von der Dampfung 4,5 mal so groB 
wie der stationare Ladestrom. Abb.239 zeigt den Einschaltstrom, wenn bei der 
Stromamplitude also beim Nulldurchgang der Kondensatorspannung eingeschaltet 
wird; hierbei ist sin('lj!+rp)=l und tgC=p/a.=tge, C=e und 

i f = im e-atsin(pt-e). 
flVLC 

Der resultierende Strom steigt nur etwa auf die doppelte Amplitude. In anderem 
MaBstab ist Abb. 239 auch die Kondensatorspannung beim Einschaltmoment der 
Abb.238, jedoch mit vertauschten positiven und negativen Halbwellen. 

Bemerkenswert ist endlich der Fall, daB der Stromkreis in Resonanz bei der Netz· 
frequenz ist. Dabei ist w 2LO = 1 und rp = o. In Gl. (62) ist das zweite Glied unter der 

---

--

__ --- - Wurzel Null, das dritte kann nicht groBer als 
R/2wL werden und ist im allgemeinen sehr klein. 
Da ferner PVU)= 1 undP~ wist, wird C,:,::, n-'lj! 
und 

if 0-' im e-atsin (wt + 'lj!) 

und der resultierende Strom 
i = ie + if = imsin(wt + 'lj!) [1- e-at] 

und ebenso die resultierende Ladung 
(62b) 

Abb.240. q =qe + qf = -qmCOs(wt + 'lj!)[l-e-at]. (62c) 
Beim Einschalten mit der Resonanzfrequenz schwingen sich der Strom und die 
Ladung stetig in den stationaren Resonanzzustand ein. Abb. 240 zeigt den Strom. 
verlauf fiir "p =n/2, d. h. wenn bei der Strom· und Spannungsamplitude eiu· 
geschaltet wird. 

93. SymLolische Darstellung von Ausgleichstromen. 
Bei konstanten Werten R, L, 0 fiihrt die Beziehung zwischen Stromen und 

Spannungen zu linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Der 
Ausgleichstrom ist das partikulare Integral der homogenen Differentialgleichung 
(p = 0) in der Form 

if = keyt • 

Hierin ist y eine reelle oder komplexe Zahl und kennzeichnet im erst en Fall einen 
aperiodischen Ausgleichsvorgang, im zweiten eine gedampfte Schwingung. Als Sonder. 
falle erscheinen die stationaren Strome, fiir y = 0 der Gleichstrom, fiir y rein imagi. 
nar (±jw) der stationare Wechselstrom. 

Urn die Exponenten y des freien Stromes zu bestimmen, kann man nun abgekiirzt 
symbolisch verfahren. Man ersetzt analog wie bei der komplexen Rechnung bei statio· 
naren Sinusstromen die Operation d/dt durch die Multiplikation mit y und die Ope. 
ration J dt durch die Division mit y. An Stelle der linearen Differentialgleichung er· 
gibt sich eine lineare algebraische Gleichung. Beim stationaren Wechselstrom hat 
die Beziehung zwischen Strom und Spannung die Form 

iz=p, 
worin der Scheinwiderstand z eine Funktion von jw ist. 

Ersetzt man jw durch y, so erhalt man den Widerstandsoperator fiir den 
freien Strom, der mit Z(y) bezeichnet werde. Da in der Gleichung fiir den freien 
Strom die Spannung Null ist, muB ifZ(y) =0 sein, unabhangig von dem besonderen 
Wert von if. Daher ist die Bestimmungsgleichung fiir y 

Z(y) = o. (63) 



Symbolische Darstellung von Ausgleichstromen. 203 

Die Vereinfachung liegt hier darin, daB zur Ermittlung von I' die Differentialgleichung 
nicht aufgestellt zu werden braucht. 

Beispiel: Fur den Schwingungskreis mit R, L, 0 ist 
1 R 1 

Z(y) =R +yL+;;;6=0, y2+ ry + LC =0, 

1'1,2 = - 2~ ±jV L1;~ (2~? = -rJ.±j{J, 

wie schon fruher S. 197 fur R < 2y L/O gezeigt wurde. Die Zahl n der Glieder des 
freien Stromes und die Zahl der Konstanten kist bestimmt durch die Ordnung der 
Differentialgleichung, bzw. hier durch die Ordnung der Bestimmungsgleichung 
Z(r) = O. Der freie Strom erscheint dann als Summe von n Gliedern 

y=n 
it = 2} kv ey"t . (64) 

,'=1 

Die Koeffizienten k konnen wie in den fruheren Beispielen aus den Anfangsbedin
gungen des Problems berechnet werden. 

In der von Rea viside ausgebildeten Operatorenrechnung 1 wird gezeigt, wie 
die Summe der erzwungenen und freien Glieder direkt ermittelt werden kann. Del' 
Satz gilt nicht nur fUr elektromagnetische Zustandsanderungen, sondern aIlgemein fur 
solche, die auf lineare Differentialgleichungcn mit konstanten Koeffizienten fUhren, 
z. B. mechanische Vorgange. Wir beschranken uns darauf, das Ergebnis mitzuteilen 
und verweisen wegen der Ableitung auf die Originalarbeiten 1. 

Danach berechnet sich fur ein System, in dem von der Zeit t = 0 an eine in del' 
Folgezeit konstante Kraft P wirkt, der zeitliche Verlauf j eder SystemgroBe S durch 
die Gleichung n 

P ~~ e"v! 
S = Z;~ + P (dZ<r» 

1 J'" -
dy (Y=Yv) 

(65) 

Z(y) ist der Widerstandsoperator fur die gesuchte GroBe, den man dadurch erhalt, 
daB man in die Systemgleichungen fUr die veranderlichen GraBen Ausdrucke der 
Form keyt einfuhrt und aIle GraBen bis auf die gesuchte eliminiert. Die Yv sind die 
n Wurzeln der Gleichung Z(y) = O. Z(o) erhalt man fur I' = O. Eine konstante ein
gepragte Kraft ergibt sich beim ]jinschaltcn eines Gleichstromes. 

1st Peine Funktion der Zeit, wie beim Einschalten von Wechselstrom etwa 
Pmsin(wt+1p)' die als imaginarer Teil von Pmei(wt+1p) eingefiihrt wird, so ist die 
SystemgroBe der imaginare Teil des Ausdrucks 

Pme(wt+,p) n Pm e(yyt+i 1p) 

S = Z (fw)- + 2) ( . )-(dZ;;») 
1 y,,- JW ---

dy (y=yy) 

(65a) 

Beispiele: Fur den Strom des Schwingungskreises war Z(y) oben angegeben. 
Beim Einschalten einer Gleichspannung P wird das erste Glied in (65) Null, weil 
Z(O) = 00 ist. Ferner wird fur die heiden Wurzeln 1'11'2 

dZ 1 . . Pe- rx ! . Pe- rx ! • 
Ydy =yL- yc =±2J{JL, ~= 2jfJL (eJ{Jt-e-J(Jt)=~sm{Jt (s.G1.58). 

1st die Kondensatorspannung Pc gesucht, so eliminiert man aUe anderen GraBen und 
erhalt den Widerstan<isoperator in bezug auf Pc 

Z(y) =1 +yRO +y2LO, 
1 Heaviside: Phil. Mag. Bd.22, S.419ff. 1886; Bd.24, S.479ff. 1887; Electromagnctic 

Theory Bel. 2. London 1899. El. Papers Bd. 2, S. 202; ferner Wagner, K. W.: Arch. Elektrot. 
Bd.4, S. 159. Deutsch, W.: Arch. Elektrot. Bd. 6, S. 220. Casper, L.: Arch. Elektrot. Bd. 15, 
S.95 und Carsons: Die Operatorenrechnung. Deutsch von F. Ollendorff II. Pohlhausen. 
Berlin: Julius Springer 1928. 
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mit den gleichen Wurzeln Yv 2 = - ct. ± j fJ. Hingegen ist Z(o) = 1 . 

Y:~ =yRO + 2y2 LO = -2fJLO(fJ ±jct.) 

und in analoger Ableitung 
p -(1.t 

Pc=p- e sin(fJt+arctgfJ/ct.). 
PlLC 

Beim Einschalten einer Spule an eine Wechselspannung ist Z(r) = R +yL. Z(r) = 0 
ergibt nur einen Wert Y1 = - RjL. Fernerist 

(Y1-jW) (:~)r, = - (¥+ jW) L = - (R + jwL) 

und damit in G1. (65a) 
. Pm ei(rot+ll') 
~ = -- -----

R+jwL 

(-~t+ i'l') Pm e L 
--:--;--=--

R+jwL 

Der imaginare Teil dieses Ausdruckes ist mit wLjR=tgrp 
R 

i= __ Pm _[sin(wt+1p-rp)-e-7t sin(1p-rp)]. 
yR2+ w2£2 

94. Parallele Stromkreise. 
Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet, deren Spannung 

unabhangig vom Strom ist, so spielt jeder Ausgleichsvorgang in einem der Strom
kreise sich so ab, als ob der andere nicht vorhanden ist. Die 
Stromkreise sind voneinander unabhangig. 1st die Span
nung eines Stromkreises jedoch von den Vorgangen im 
anderen abhangig, wie es bei den Zweigen zusammen
gesetzter Stromkreise der Fall ist, so lOst ein Ausgleichs
vorgang in einem Zweig auch einen solchen im anderen 
Zweig aus. 

Abb. 241. Als Beispiel betrachten wir die Schaltung Abb. 241, 
bei der zwei parallele induktive Stromkreise mit einem 

dritten in Reihe geschaltet sind 1. 

Um die Exponenten y der freien Strome zu ermitteln, schreiben wir den Wider
standsoperator Z(r) in der dem Scheinwiderstand des stationaren Stromes ent
sprechenden Form 

Z =R+yL+jR1+yL1)(R2 +yL2 ) 

(y) (Rl +R2 )+Y([,1 +L2 )· 
(66) 

Er wird mit den Abkiirzungen 

(67) 
RRI +RR2 +R1 R 2 =e, LLI +LL2 +L1 L 2 =A} 
R(L1 +L2) +R1(L 2 +L) +R2(L +L1 ) = v 

r· 2Jc +yv+ (} 
Z(r) = (Rl +R2 )+y(Ll +-L2 )· (66a) 

Dieser Ausdruck verschwindet mit dem Zahler. Da v2 > 40), ist, werden beide Wur
zeIn y reell, sie sind Dampfungsfaktoren, die wir mit ct.1 u'lld ct.2 bezeichnen. 

(68) 

Die freien Strome verlaufen aperiodisch und sind entsprechend den beiden 
Dampfungsfaktoren ct.l ct.2 aus zwei Teilen zusammengesetzt 

iIf = k~ e(1.,t + k~ e(1.,t, i2f = k;e(1., t + k~ e(1.,t 
und der unverzweigte Ausgleichstrom ist 

if = iIf + i 2f = (k~ + k;) e(1.,t + (k~' + k~) e(1.,t. 

1 Siehe Kuhlmann: Arch. Elektrot. Bd.1, S.725. 

(69) 

(70) 
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Die Konstanten kl und k2 sind voneinander abhiingig; die Beziehung zwischen ihnen 
erhiilt man, indem man einen Zweigstrom durch den anderen ausdruckt. Setzt man 
z. B. die Umlaufspannung erst uber R, L, R 1 , L 1 , dann uber R, L, R 2 , L2 gleich 
Null, so ist symbolisch 

O=i1t[(R + R 1) + OI:(L + L 1)] + i2t (R + OI:L) , 

0= i 2t [(R + R 2) + OI:(L + L 2)] + ilf(R + OI:L). 

Multipliziert man die erste Gleichung mit L, die zweite mit (L +L1 ) und subtrahiert, 
so ist 

. RL1+Rz(L+L1)+aA 
tlf = - t2t-- -ELI ~R;L ---, 

worin A den Wert nach Gl. (67) hat. Mit dem Wert von i2! nach Gl. (69) ist 

. k~eoc,t[RLl + Rz(L +Ll ) + alA] + k~eoc,t[RLl + R 2 (L + Ll ) + \(2 A] t - - - --- - -- -- - -- --- ------ ---
11 - RLl-RlL 

Der Vergleich mit der ersten Gl. (69) gibt die Beziehungen 

k' - - k' R~lt R z (L + L l ) + a l A - - k' A 1 
1 - 2 RLl-RlL - 2 l' 

k" - _k"RLl +R2 (L+Ll )+a2A - -k" A J 
1 - 2 R Ll _ El L -2 2' 

(71) 

Setzt man fur 01:1' 01:2' die Werte nach (68) ein, so ist 

A - Il(Ll -L21- R1(L -LL2)± R2(L+_LIU: 1!'!-=-4e-~ 
1.2 - 2(RLl - RlL) (72) 

Diese Beziehungen werden am ubersichtlichsten, wenn wir den besonderen Fall be
trachten, daB die parallelen Zweige gleiche Konstanten haben. Fur Rl = R2 und 
Ll =L2 ist nach (72) 

daher nach (71) k~ = - k~, k~' = k~, 
und die Dampfungsfaktoren nach (68) mit (67) 

Rl R+iRl 
01:1 = - L~' 01:2 = - L-t--tLr 

und hiermit werden die Ausgleichstrome nach (69) und (70) 
_ R't _R+'J,R't 

i 21 = - k~e L, + k~ e L+ 'J,L I 

(72a) 

(71 a) 

(68a) 

(69a) 
_R+_'J,R't 

it=ilf+i2f=2k~e L+'J,L, (70a) 

Das erste Glied, das in den beiden Zweigen entgegengesetztes Vorzeichen hat und 
dessen Zeitkonstante nur yom Widerstand und der Induktivitat der parallelen Zweige 
abhangt, tritt im unverzweigten Strom nicht auf und ist ein innerer Ausgleichstrom 
der parallelen Zweige. Das zweite Glied, das in den parallelen Zweigen mit gleichem 
V orzeichen und im unverzweigten Strom in doppelter GroBe auftritt und dessen 
Zeitkonstante der resultierenden Induktivitat und dem resultierenden Widerstand 
des ganzen Stromkreises entspricht, ist der auBere Ausgleichstrom des Stromkreises. 

Es hangt nun von den Schaltbedingungen ab, in welchem MaBe die beiden Teile 
auftreten. Sind die Anfangswerte der freien Strome 

i1t(o) = k~ + k~ = -- Alk~ -A2k~, i 2f (O) =- k~ + k~, 
so ist k' - ii/Co) + A zi2 /(o) k" _ ii/co) j:Ali~) (73) 

2- A2~Al ' 2-- AI-A2 

und fur gleiche Zweige mit Rucksicht auf (72a) und (70) 

k~ = - i(ilt(O) - i 2t (o»), k~ = ~ (ilf(o) + i2t (O»)'} 

k~ = + ~(ilt(O)-i2f(O»), k~ = ~(ilt(O) + i2t(O») , 
(73a) 
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Wird der ganze Stromkreis eingeschaltet, so ist fiir gleiche Zweige 

i l/(0)=i2/ (0) und k~=k;=O, k~=k~=il/(O). 
Hier besteht also kein innerer Ausgleichstrom. 

War hingegen ein Zweig (1) schon eingeschaltet, wenn der zweite dazugeschaltet 
wird, so ist fUr diesen 

i2a (0) = 0, i2/ (0) = - i 2e (0) 

und da sich auch im ersten Zweig ein neuer Zustand einstellt 

il/(o) = i l a(O) - i l e(O)· 

Bei gleichen Zweigen ist der Endzustand beider derselbe, ile(O) = i 2 e(O) und 

k; =-c - Hila(o) - ile(o) + i2e (0)J = - ~ila(O), } 

k" 1[' . . J 1" (74) 
2 =--'- ]] ~la(0)-~le(O)-~2e(O) =~ ]]~la(O)-~le(O)· 

Der innere Ausgleichstrom (k;) beginnt mit dem halben bestehenden Strom und 
entspricht einer teilweisen Ladung des Feldes des zugeschalteten Zweiges aus der 
Feldenergie des schon eingeschalteten, wahrend die restliche Ladung vom auBeren 
Ausgleichstrom iibernommen wird. 

Die Dauer der beiden Ausgleichstrome kann sehr ungleich sein, da nach (68a) 

1X2 = 1X1ii :~~~~ ist. Sind z. B. 1 und 2 zwei Transformatoren, die iiber eine lange 

Leitung mit groBem Spannungsabfall gespeist werden, so ist der Widerstand R 
der Leitung viel groBer als der einer Transformatorwicklung, wahrend die Induktivitat 
der Leitung L nur ein kleiner Bruchteil der Induktivitat der Transformatoren ist, 
besonders, wenn sie unbelastet sind. Dann ist 1X2 viel groBer als lXI' der auBere Aus
gleichstrom klingt viel schneller ab, als der innere. Beim Einschalten des unbelasteten 
Trans£ormators entstehen durch die Eisensattigung erheblich groBere StromstOBe, 
als die Rechnung mit konstanten Induktivitaten ergibt, und diese treten hier nicht 
nur im hinzugeschalteten Zweig auf, sondern auch in dem schon in Betrieb be£ind
lichen. Da der innere Ausgleichstrom sehr schwach gedampft ist, kann dies, wie K uhl
mann 1 beobachtet hat, beim Einschalten des zweiten Transformators zur AuslOsung 
des Uberstromschalters nicht nur bei diesem, sondern auch beim ersten fUhren, der 
an dieselbe Leitung angeschlossen ist. 

Urn diese StOrungen zu vermeiden, muB ein Schalter mit Widerstandsstu£e ver
wendet werden, der den StromstoB begrenzt, wie S. 193 gezeigt wurde. 

95. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion. 
Fiir die £reien Strome zweier induktiv gekoppelter Stromkreise gelten die Glei

chungen in symbolischer Form 

il!(R l + I'Ll) + i 2f I'M =0, i2J (R2 +I'L2 ) + ilfl' M = O. (75) 

Setzt man aus der zweiten Gleichung 
. . yM 
~2J = - tlfR~+yL~ 

in die erste Gleichung ein, so ist 
. Z -' LR1+yL1)(R2+yL2)-y2M_O 
~lJ (Y)-~lJ R2+yL2 - . 

Fiir endliche Werte des Nenners ergibt die Bedingung Z(y) =0 

1'2 (LlL2 - M2) + I' (RIL2 + R2L l ) + RIR2 = 0 
mit den beiden reellen Wurzeln 

1'1 2 = - \ f R1 + R2 =t= V(R1 _ R")2 + 4R1 R2 ~_'"-}. 
. 2(1-M /L1L 2) 1L1 L2 L1 L2 L1 L2 L1L2 

1 loco cit. 

(75a) 

(76) 

(77) 
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Die freien Strome sind aperiodisch und bestehen aus einem schwach gediimpften 
und einem stark gediimpfteu Glied. Die Bedeutung del' beiden Teile ubersieht man 
am besten fUr den Fall, daB die Widerstiinde und die Induktivitiiten beider Strom
kreise, auf gleiche Windungszahl bezogen, gleich groB sind. Fur HI = H2 = R, 
Ll =L2 =L ist 

R(L- M) R 1 ) 1'1 =- L2_JJf2- =- L+M =-Tn' 

1'2 =- Ri~~i~) =- L~JJI =-; =- :0' (77a) 

worin L - M = S die Streuinduktivitiit jedes Stromkreises ist. Del' erste schwach 
gediimpfte Ausgleichsvorgang ist del' des Hauptfeldes, das mit beiden Strom
kreisen verkettet ist, die Zeitkonstante TH berechnet sich aus del' Summe del' 
Selbst- und Gegeninduktivitiit und dem Widerstand eines Stromkreises und ist bei 
kleiner Streuung fast doppelt so groB wie die Zeitkonstante eines Stromkreises. Die 
zweite Zeitkonstante To, die sich aus der Streuinduktivitiit und dem Widerstand eines 
Zweiges berechnet, ist viel kleineI'. 

Die freien Strome sind danach allgemein 
ilf = kl eYIt + k2 ey,t, i2f = k~ ey,t + k;eY2t (78) 

und nach Gl. (75a) besteht zwischen den Konstanten die Beziehung 

k' k YI M k' k Y2 M 
1=- lR2+y1L 2 ' 2=- 2R;+y~L2' (79) 

Fur gleiche Widerstiinde und Induktivitiiten und den Wert en 1'11'2 nach (77 a) ist 

k~=kl' k;=-k2 . (79a) 

_.--!i- t --~ t --~-t -~t 
. k L+M + k2e L-M . k L+M k L-M (78a) Llf= Ie ~2f= Ie - 2e 

Das Hauptfeld wird von beiden Stromen erregt, del' Magnetisierungsausgleichstrom 
ist daher 

-~t 
i,.,f=i1/+i2f =2k1e L+M (80) 

Jeder Stromkreis liefert den halben Anteil am Magnetisierungsstrom. Die schnell 
abklingenden Teile del' Strome, die entgegengesetzt gleich sind, tragen zum Haupt
feld nichts bei. Daher ist derVerlauf del' Strome im allgemeinen ein ganz anderer, 
als del' des Hauptfeldes. 

Beispiele. 
a) Wirkung einer Dampferwicklung. Bei Gleichstrommagneten wird oft eine in 

sich kurzgeschlossene Diimpferwicklung angebracht, urn schnelle FluBiinderungen 
und das Auftreten hoher Spannungen zu verhindern. Damit die Diimpfung wirk
sam ist, wird del' gesamte Kupferquerschnitt del' Diimpferwicklung etwa dem del' 
Erregerwicklung gleich gemacht. Dabei kann mit gleichen Widerstiinden und In
duktivitiiten, bezogen auf gleiche Windungszahl, gerechnet werden. Wir unter
suchen das Einschalten eines Gleichstromes. Del' Anfangsstrom beider Wicklungen 
ist Null. Nach dem Ausgleich ist del' Strom del' Erregerwicklung J = PIR, in del' 
Diimpferwicklung ist er Null. Die Anfangswerte del' freien Strome sind 

iltW) = kl + k2 = - J , i2t (O) = kl - k2 = O. 

Hieraus folgt kl=k2=tJ 

und del' Stromverlauf ist 
il =J + ilf =J[I- t(e- t/Tn + e- t/ro)], i2 =i2f =- tJ(e- t/Tn - e- t/ro ). (81) 

Die Summe ist del' resultierende Magnetisierungsstrom 
i,., = il + i2 = J (1- e- t/rn). (82) 
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Abb.242 zeigt den Verlauf del' Strome. Del' resultierende FluB, del' proportional 
(il +i2 ) ist, steigt viel langsamer an als del' Strom del' Erregerwicklung. Dem 
Beispiel liegt ein Verhaltnis TH: Ta = 10 : 1 zugrunde. Nach (77 a) ist 

"CH L+M l+ll-a 
"Ca L-M=l-ll-~' 

worin VI-a del' Kopplungsfaktor und a del' Streukoeffizient ist. Das Beispiel gilt 
also fur den Kopplungsfaktor 

Jr-----------------------= 

-t 

VI_a="CH-"C(]=~=o 82 
"CH + "C(] 11 ' 

und a = 0,33. Je kleiner die Streuung ist, um 
so starker ist del' Knick im Stromverlauf i 1 aus
gepragt. 

Ahnlich wie die Dampferwicklung verzogern 
die Wirbelstrome im massiven Eisen den An
stieg des Flusses. Bei del' Schnellerregung von 
Dynamomaschinen werden daher nicht massive 
Magnetpole verwendet, sondern aus dunnen 
Blechen zusammengesetzte. 

Abb. 242. 

b) Ein Transformator. Beim technischen 
Transformator sind die primare und die sekun
dare Wicklung gleichartig und die auf gleiche 

Windungszahlen bezogenen Widerstande und 1nduktivitaten del' Wicklungen gleich 
groB. Bei Belastung sind die sekundaren Konstanten von den primal' en ganz ver
schieden. Ais Beispiel sei die induktionsfreie Belastung betrachtet. Rb sei 
del' Belasttmgswiderstand, und R2=Rb+R, R1=R, L1=L2 =L, wobei Rb viel 
groBer als R ist. Setzt man in Gl. (77) (I-M2jL1L2) =a, so ist 

1'1.2 =- ta[I + -:~=F VGR~r -+- (I-a) (1 + ~)]. (77b) 

Da a sehr klein « 0,01) und Rbi R sehr groB ist, ist die Wurzel sehr angenahert 
(I-a) + Rbl2R und 

Hiermit ist nach (79) 
R ,j--

k~=k1R;;rI-a, 

(77 c) 

k' k M I k2 2 =-= - 2- - = - - ---
L I-a lI-a 

(79b) 

Del' Anteil des Sekundarkreises am Ausgleichstrom des Hauptflusses (k~) ist hier 
sehr klein, entsprechend dem Verhaltnis RI R b • Hingegen sind beide Wicklungen am 
Belastungsausgleichstrom (k2) nahezu gleichstark beteiligt. Er ist stark gedampft. 
wei! sich im Dampfungsfaktor Y2 zu den Wicklungswiderstanden del' Belastungs
widerstand addiert. Belastungswiderstande wirken also dampfend auf die Aus
gleichsvorgange. Sind sie jedoch sehr klein odeI' Null, so konnen sehr starke Aus
gleichstrome entstehen. 

KurzschluB des Transformators. Tritt an den sekundaren Klemmen ein 
KurzschluB ein, so bildet sich del' stationare KurzschluBstrom aus, del' nul' durch die 
Streuinduktivitat und die Wicklungswiderstande begrenzt ist. Sie bestimmen bei 
Belastung den resultierenden Spannungsabfall. 1st er z. B. bei Vollast 5 % del' 
Klemmenspannung, so ist del' stationare KurzschluBstrom bei voller Primarspannung 
20mal so groB wie del' Vollaststrom. Bei dem Ausgleichsvorgang spielt daher die 
Belastung keine groBe Rolle, und es sei angenommen, daB del' Transformator un
belastet war. Bei Eintritt des Kurzschlusses, t = 0, ist del' Primarstrom del' Magne
tisierungsstrom io<O)' del' sekundare Strom Null, die Endwerte sind die momentanen 



Ausschaltvorgange. 209 

KurzschluBstrome i lkCO) und i 2lc(O) ' deren Summe der Magnetisierungsstrom bei 
KurzschluB 

i l Ie (0) + i 2k (O) = iOk(o) 

sehr klein ist, da der HauptfluB bei KurzschluB nur etwa halb so groB ist wie bei 
Leerlauf. Die Anfangswerte der freien Strome sind 

ill(O) = - ilk (0) + io(O) = ki + k2' i 21 (O) = - i2k (O) = ki - k2' 

ki = - Hilk(o) + i2k (O)J + iio(O) = t [io(O) - iOk(O)J, 

k2 = - H i1k(O) - i2k (0)1 + iio(O) = -{iIk(o) - Hio(O) + iOk(O)J} 

= i 2k (O) + if io(O) - iOk(O)J· 

Das erste Glied, das mit der Zeitkonstanten (L +M)/R ausklingt, entspricht dem 
AbfaH des Hauptflusses auf etwa den halben Betrag bei KurzschluB. Beide Wick
lungen sind daran zur Halfte beteiligt. Der FluB klingt einseitig verlagert ab, 
Sattigungserscheinungen treten dabei nicht auf. Dieses Glied bedingt keine Uber
strome. Das zweite Glied leitet in den stationaren KurzschluBstrom uber und wird 
am groBten, wenn er im Schaltaugenblick seine Amplitude hat. Die Zeitkonstante ist 
Ta = S / R, und die Uberlagerung uber den stationaren KurzschluBstrom ergibt nach 
Y2 Periode, t = n/w, die Stromspitze 

t:kJI + e - :~). 
1st das Verhaltnis von Ohmschem zu induktivem Spannungsabfall sehr klein, so er
reicht die Spitze nahezu die doppelte Amplitude des stationaren KurzschluBstromes, 
die eine auBerordentliche mechanische Beanspruchung der Wicklung zur Folge hat. 
Transformatoren fur sehr groBe Leistungen haben mit Riicksicht auf den Wirkungs
grad und die Moglichkeit, die Verlustwarme abzufUhren, einen sehr kleinen Ohmschen 
Spannungsabfall, ihr KurzschluBstrom muB daher durch groBe Streuinduktivitaten 
begrenzt werden. Sie werden daher mit einem induktiven Spannungsabfall von etwa 
10% gebaut. 

96. Ausschaltvorgange. 
Beim Ausschalten eines Stromes wird der Widerstand des Stromkreises an der 

Schaltstelle unendlich groB gemacht. Dies geht meist in einer sehr kurzen aber end
lichen Zeit vor sich. Die physikalischen Erscheinungen an der Unterbrechungsstelle 
sind noch nicht soweit geklart, um cine exaktc rechnerische Verfolgung zu gestatten. 

Um einen Einblick in den Verlauf der Strome und Spannungen zu gewinnen, ist 
es notig, vereinfachende Annahmen uber die Widerstandsanderung zu treffen. 

1. Widerstandsschalter. Bei Gleitkontakten kann man annehmen, daB die Be
ruhrungsflache und ihre elektrische Leitfahigkcit bei der Bewegung linear mit der 
Zeit bis auf Null abnehmen. Sei Ts die Schaltzeit, in der die Bewegung der Kontakte 
bis zur Offnung vor sich geht, t die laufende Zeit, so kann der Schalterwiderstand 
dargestellt werden durch Rs (83) 

l-=t/Ts . 
Rs ist der Schalterwidcrstand bei geschlossenem Schalter, t = 0, fUr t = Ts wird er 
unendlich groB. 

In einem induktiven Stromkreis ist wahrend der Schaltzeit 

L ~: + i ( R + i J~TJ = p . (84) 

Die Losung ist 

i = e -¥t (1- tfTs) -~t[f r e -¥t (l-tfTs)e -~ T'dt + kJ. (85) 

Da die Auswertung des Integrals nur durch Reihenentwicklung moglich ist, sei das 
Wesentliche am Beispiel des Ausschaltens eines Gleichstromes an Hand der 

Fracnckel, WechseIstrome. 3. Auf!. 14 
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Abb. 243 gezeigt, fur die Rs = 0,1 R gesetzt ist. Da die Induktivitat sich der Strom
abnahme widersetzt und der Schalterwiderstand nach (83) sich zu Beginn nur wenig 
andert, nimmt der Strom zunachst sehr wenig abo Erst fiir t=O,9Ts ist Rs=R, 
daher verschwindet der Strom beschleunigt ganz am Ende der Schaltzeit. Dabei 
entsteht eine hohe EMK der Selbstinduktion, und da die Beruhrungsflache bei 
groBem Strom schon sehr klein ist, eine hohe Stromdichte. Beides bewirkt eine groBe 
Spannung am Schalter Ps die fur t = Ts am gri:iBten und gri:iBer als die Klemmen
spannung wird. Nach Gl. (84) ist die Schalterspannung 

2,0 

1,8 

1,6 

1,1,1 

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

0,2 

YJ -r--

Psi! -
I 

"-II 
/ r\ 

V 
-

. Rs 
PS=~l-t/T •. 

Am Ende der Schaltzeit, wo i Null wird, kann 
man setzen 

di Li L 
L dt = - T _ t = - Ps R T-· . . . 

Neben diesen beiden Gliedern kann i Rvernach
lassigt werden. Daher lautet Gl. (84) fur t = Ts 

Ps[- R~T. + IJ =P. 
p 

Ps(t=T.) = l-LjR.T.· (86) 

Die Ausschaltspannung ist die Summe der 
o Netzspannung und der Selbstinduktionsspan

Gl¥..---,-_o.,.,2_'--_~r~--,_o.,.,6_,---,0,8;---;---,1,0 nung beim Verschwinden des Stromes. 1m Bei

r- tllS 

spiel Abb. 243 ist L/R s=0,5 Ts angenommen, 
daher ist Ps=2P. Fur LjRs= Ts wurde die 
Schalterspannung unendlich groB und bei noch 
gri:iBeren Zeitkonstanten negativ. Hierbei kann 
die vereinfachte Grenzbetrachtung jedoch nicht 
mehr verwendet werden. 

Abb. 243 a und b. Die Bedingung fur endliche Schaltspannung 
ist Ts > Ls/Rs· (87) 
Um diese einzuhalten, mussen Kontakte mit hohem Kontaktwiderstand (Kohle) 
verwendet werden. 

An den Schalterkontakten wird eine momentane Leistung Psi in Warme um
gesetzt. Ihr Verlauf (Abb. 243b) zeigt gegen Ende der Schaltzeit die hi:ichsten Be
trage bei sehr kleiner Beruhrungsflache. Daher entsteht eine starke Erhitzung der 
Kontakte. Der Flacheninhalt der Leistungskurve stellt die ganze am Schalter in 
Warme umgesetzte Energie dar. Sie heiBt die Schalterarbeit und ist hier 

T. T. i=O 

As = f Psidt = f (P- Ri)idt- f Lidi. 
o 0 i=J 

Das zweite Glied rechts ist die magnetische Energie t. J2 L, die beim Strom J auf
gespeichert war, das erste Glied hangt yom Stromverlauf abo Die Schalterarbeit beim 
Abschalten eines Gleichstromes ist stets gri:iBer als die magnetische Energie des Strom
kreises. 

Am leichtesten sind induktionsfreie Stromkreise, z.B. Gluhlampen, auszuschalten. 
Auch Stromkreise, in denen elektromotorische Krafte wirksam sind, die nach dem 
Schalten weiter bestehen, bieten keine Schwierigkeit, weil hier in Gl. (84) rechts 
die Differenz der Netzspannung und der EMK eingeht. Dies ist z. B. der Fall bei der 
Unterbrechung des Ladestromes von Akkumulatoren, oder des Ankerstromes eines 
fremd erregten laufenden Motors. 

Sonst kann im allgemeinen die Bedingung (87) nur bei kleinen Stromen und 
Spannungen edullt werden. Die Ausschaltspannung und die Erhitzung der Kontakte 
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fiihren dazu, daB nach Aufhebung der Beriihrung die Luftstrecke ionisiert wird und 
der Strom in einem Lichtbogen fortbesteht. Dies ist der haufigste und daher wich
tigste Vorgang. Wir betrachten zunachst die fiir das Ausschalten maBgebenden Eigen
schaften eines Lichtbogens. 

2. Das Ausschalten eines Gleichstromes durch einen Lichthogen. a) Lie h t
bogencharakteristik. Bei einem Lichtbogen von gegebener Lange besteht 
zwischen dem Strom i und der Elektrodenspannung pz der pz 

in Abb. 244 dargestellte Zusammenhang. Die Spannung fiillt 
mit zunehmendem Strom zunachst stark, um dann nahezu 
gleich zu bleiben. Zum Ziinden des Bogens ist eine Span- Po 
nung Pz, die Ziindspannung, erforderlich. Der Strom er
hitzt nach der Ziindung die Elektroden und bewirkt einen 
verstarkten Austritt von Elektronen aus der Kathode, da
durch nimmt die Leitfahigkeit der Luftstrecke mit wach
sendem Strom zu. 

__ i 

Abb. 244. 

Nimmt der Strom ab, so nimmt die Spannung zunachst langsam zu, weil die 
Elektroden erhitzt sind. Beim ErlOschen des Bogens, i = 0, tritt eine Spannung Po, 
die Loschspann ung auf, die bei erhitzten Elektroden kleiner als die Ziindspan
nung ist. 

Die Charakteristik ist von dem Material der Elektroden, der Lichtbogenlange 
und besonders von der Temperatur abhangig, die auch den Unterschied der beiden 
Aste bedingt. 

b) Stabilitat des Lichtbogens. In einem Gleichstromkreis bestehe ein 
Lichtbogen von gegebener Lange und Charakteristik pz = /(i). Dann ist 

P . di 
= R t + pz + L dt . (88) 

Zu jedem Strom i wird in Abb. 245 P - Ri - pz durch die Differenz der Ordinaten 
(P - Ri) der Widerstandsgeraden und der Lichtbogencharakteristik dargestellt. 
In den beiden Schnittpunkten 1 und 2, bei den Stro- p 
men il und i2 ist P-Ri=pz, und in Gl. (88) di/dt=O, 0 

sie sind also mogliche Betriebszustande, doch nur i2 ist P~~----.---
ein stabiler Strom. 

Links von Punkt 2 ist P - Ri > pz und di/dt positiv, 
rechts von i2 negativ. 1st der Strom kleiner als i 2 , so 
wachst er bis i 2 , ist er groBer, so sinkt er auf diesen Wert. 
Dagegen ist links von Punkt 1 P - R i < pz und di/dt 11 12 J 
negativ, fiir i> i l positiv. 1st der Strom kleiner als i l , so Abb. 245. 

sinkt er auf Null, ist er groBer als i l , so steigt er auf i 2 • 

Ohne Lichtbogen ist der Strom .J = PI R der Schnitt der Widerstandsgeraden mit 
der Abszissenachse; bei eingeschaltetem Lichtbogen sinkt er auf i 2 • 

c) Loschbedingung des Lichtbogens. Damit der Lichtbogen von selbst 
erlischt, muB fiir aIle Strome di/dt negativ oder in Gl. (88) 

pz>P-Ri 
sein, die Lichtbogencharakteristik muB oberhalb der Widerstandsgeraden liegen. 
Dazu ist ein kleinster Abstand der Schalterkontakte erforderlich. 

d) Ausschaltvorgang. Beim ()ffnen des Schalters wachst der Kontaktabstand 
von Null bis zum Endwert. Die Lichtbogenspannung beginnt mit ganz kleinen 
Werten, bei denen der Strom sich nicht wesentlich andert. Nimmt man an, daB er 
bei der Bewegung bis zur Endstellung sich noch nicht geandert hat, so kann man 
den Stromverlauf beim Ausschalten mit konstanter Lichtbogenlange wie folgt 
graphisch ermitteln. Der UberschuB der Lichtbogenspannung pz iiber P - Ri sei 

Llp=P-Ri-p;. 
14* 
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Dann ist nach Gl. (88) LJp·dt=Ldi. (89) 
Die Zeit, wahrend der Strom von J bis i sinkt, wird durch Integration 

i 

t=Lf~ LJp' (90) 
J 

oder wenn Zahler und Nenner mit P bzw. RJ multipliziert werden, urn nur mit Ver-
haltniszahlen zu rechnen, i 

Lf P i 
t= R ifP·db)· (90a) 

i=J 

Das Integral kann graphisch ausgewertet werden 1 . In Abb. 246a sind PI = f(i) und 
die Widerstandsgerade als Abszissen, die Strome i als Ordinaten aufgetragen, in 

J 

Po u IJ 
Abb. 246 a bis c. 

Abb. 246b sind die Abszissen 
die rezi proken Werte 1/ LJ P . 

Po Die schraffierte Flache ist 
nach Gl. (90) proportional der 

IPl Zeit und in Abb. 246c als Ab
szisse aufgetragen. Damit er
gibt sich der Strom als Funk
tion der Zeit und zu jedem 
Strom ist aus Abb. 246a die 
Lichtbogenspannung in Abb. 
246c ubertragen. Die Span

nungsspitze beim Verschwinden des Stromes ist die Loschspannung Po' Die Selbst
induktionsspannung ist in diesem Augenblick am groBten und nach Gl. (88) fur i = 0 

di 
- L(jj (t = T,) = Po - P. (91) 

Sie ist unabhangig von den Eigenschaften des Stromkreises, sondern nur von dem 
-oberschuB der Loschspannung uber die Netzspannung. Von der Zeitkonstanten des 
Stromkreises hangt hingegen die Schaltzeit abo Nach Gl. (90a) ist 

i=O 

Lf P di 
Ts= R LJp J' 

i=J 

(92) 

Das Integral ist proportional dem Flacheninhalt der Abb. 246b und von den Eigen
schaften des Schalters abhangig. 1st Z. B. im Mittel P doppelt so groB wie LJ p, so 
ist Ts=2T. 

Die Schalterarbeit 'ist mit dt nach Gl. (89) 
Ts i=O 

As = f Plidt= f J~ Lidi. 
o i=J 

Liegt die Lichtbogencharakteristik sehr hoch, so ist LJ P nahezu gleich Pl' Dann ist 
die Schaltarbeit am kleinsten und gleich tLJ2. Bei kleinerer Bogenlange ist PI> LJ P 
und As viel groBer als die magnetische Energie. 

Bei schnellem AuseinanderreiBen des Lichtbogens wird somit eine kurze Schalt
zeit und kleine Schaltarbeit erzielt, aber dieAusschaltuberspannung ist groB. Auch 
das Abkiihlen der Elektroden in 01 ergibt sehr hohe Losch- und Selbstinduktions
spannungen und ist bei Gleichstrom nicht zu verwenden. Andrerseits wird bei lang
samem Schalten die Schaltarbeit nnd der Abbrand der Kontakte groB. Urn bei 
hohen Spannungen und groBen Stromen das Stehenbleiben des Lichtbogens zu 

1 Nach Riidenberg: Elektr. Schaltvorgange. Berlin: Julius Springer 1926. 



Ausschaltvorgange. 213 

verhindern, liiBt man den Lichtbogen mittels Hornerschaltern sich selbsttatig 
verlangern. Er ziindet an der engsten Stelle und wandert durch den Warmeauftrieb 
der Lichtbogengase in die Hohe. Die Wirkung wird meist verstarkt durch die magne
tische Blasung; eine yom Strom durchflossene Spule erzeugt ein magnetisches Feld 
quer zum Lichtbogen, das ihn elektrodynamisch verlangert. 

Sehr schnelles Ausschalten ist beim KurzschluB einer Gleichstrommaschine oder 
eines Umformers notig, weil der hohe Kur~schluBstrom zu einer starken Erhitzung 
der Biirsten am Kommutator und zum Uberschlag zwischen Biirsten ungleicher 
Polaritat, dem sog. Rundfeuer, fUhrt. 

Die hierzu verwendeten Schnellschalter haben eine empfindliche Auslosevor
rich tung und offnen die Schalterkontakte beim Uberschreiten der zugelassenen 
Stromstarke innerhalb weniger 1000ste1 Sekunden, also lange bevor der mit der Zeit
konstante der Maschine ansteigende KurzschluBstrom seinen stationaren Wert 
erreicht hat. Durch starke Blasspulen wird der Lichtbogen schnell auseinander
gerissen, sodaB der Strom alsbald wieder abnimmt und in etwa 1/100 Sek. verschwindet. 

Das Auftreten hoher Ausschaltspannungen wird dabei durch einen Parallel
widerstand zum Lichtbogen verhindert (s. Abb. 247). Del' Gesamtstrom i 
verzweigt sich in den Lichtbogenstrom i[ und den 
Strom i(} im Widerstand. An beiden ist die Span- Po 
nung p!. Ihr Zusammenhang mit dem Gesamtstrom 

p,b i, P! = /(i! +i(}) ergibt sich aus der Lichtbogen-
charakteristik PI = / (i) dadurch, daB die Abszissen 'l 
um ie = pde vergroBert werden, wie Abb. 247 zeigt. 
Durch den Parallelwiderstand wird die Differenz
spannung L1 P vergroBert und der Strom fallt schnell 
auf den Wert i 1, bei dem die Charakteristik ab-
biegt und eine vertikale Tangente hat. Die Licht- i2 11 

bogenspannung kann nun nicht mehr steigen, da Abb.247. 

der Gesamtstrom sonst wieder zunehmen miiBte, 
und der Lichtbogen erlischt. Der ganze Strom geht auf den Widerstand iiber, 
wobei seine Spannung auf p~ steigt, die wesentlich kleiner ist als die Loschspan
nung Po ohne Widerstand. Hiernach nimmt L1 P linear mit dem Strom ab, er klingt 
exponentiell bis auf den Endwert i2 im Schnittpunkt der beiden Geraden (P - R i) 
=/(i) und p=/(ie). Dieser Reststrom kann nun mit einem gewohnlichen Schalter 
unterbrochen werden. Bei konstanter Klemmenspannung ist 

. J R 
~2= R+e· 

3. Ausschalten von Wechselstrom. a) Allgemeines. Der Ausschaltvorgang ist 
bei Wechselstrom von dem bei Gleichstrom grundsatzlich verschieden. Der Wechsel
strom geht nach jeder Halbperiode durch Null; gelange es, den Schalter genau in 
diesem Augenblick zu offnen, so bliebe der Stromkreis danach stromlos. Praktisch 
erfolgt jedoch das Offnen bei irgend einem Momentanwert des Stromes, es entsteht 
ein Lichtbogen, der beim folgenden Nulldurchgang des Stromes erlischt. Ist der 
Schalter hierbei erst wenig geoffnet, so kann die Netzspannung den Lichtbogen 
wieder ziinden, und er dauert die folgende Halbperiode wieder an, dies kann sich 
mehrmals wiederholen. Der Ausschaltlichtbogen kann also eine Anzahl Halbperioden 
fortbestehen. Dauer und Verlauf des Ausschaltvorgangs hangen nicht wie bei Gleich
strom von den Loschbedingungen fiir den Lichtbogen ab, sondern von den Bedin
gungen fUr die Neuziindung nach dem Nulldurchgang des Stromes. 

Hierfiir sind der Abstand der Schalterkontakte, die momentane Spannung und 
die Temperatur der Elektroden maBgebend. Beim N ulldurchgang des Stromes 
kiihlen sich die Elektroden ab und die Ziindspannung nimmt zu. Bei induktions
freier Belastung geht die Spannung mit dem Strom durch Null und die Elektroden 
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konnen sich abkiihlen ehe die Spannung wieder auf einen Wert gestiegen ist, der 
zur Neuziindung ausreicht. Das Ausschalten induktionsfreier Belastung braucht 
daher nicht notwendig mit Neuziindungen verbunden zu sein. Schwieriger liegen 
die Verhaltnisse bei induktiven oder kapazitiven Belastungen, weil hier die Spannung 
beim Nulldurchgang des Stromes groB ist. 

b) Die Charakteristik des Lichtbogens hat bei periodischen Wechsel
stromvorgangen fiir die positiven und negativen HalbpeTioden den gleichen Ver
lauf mit entgegengesetztem Vorzeichen und je 2 Aste, die dem Ziind- und dem 
Loschvorgang entsprechen. Bei starker Abkiihlung der Elektroden und langsamem 
Verlauf sind die Ziind- und Loschspitzen nach Abb. 248a stark ausgepragt und die 
beiden Aste fallen nicht zusammen; bei geringer Kiihlung und schnellem Verlauf 
liegen die beiden Aste fast zusammen und die Spitzen fallen fort, wie Abb. 248 b 
zeigt. 

4. Ausschalten induktiver Stromkreise. a) Stromverlauf in induktiven 
Stromkreisen mit Lichtbogen. Wir untersuchen zunachst den Stromverlauf 
wenn ein Lichtbogen von gegebener Lange im Stromkreis besteht, und legen verein

Pz 

+Pll--__ _ 

t 
-~i_--______ 1_----_----_+i -~i~--______ ~----_----~+i -~i_--____ +_------__ +i 

---t~-P~ 

b c 

Pz Abb. 248a bis c. 

fachend eine Charakteristik nach Abb.248c zugrunde. Die Lichtbogenspannung 
ist unabhangig yom Strom ± Pz, wobei das Vorzeichen je nach der Stromhalbwelle 
zu wahlen ist. Es ist 

Die Losung fiir die positive Stromhalbwelle t = 0 bis t = i T = n/OJ ist 

. Pm . (+ ) p, k -!!:.. t ~ = --- ----- sm OJ t 1p - rp - - + e L. 
~R2+W2L2 R 

(93) 

(94) 

Zur Bestimmung von k und der Spannungsphase 1p dienen die Grenzbedingungen, 
daB der Strom fiir t = 0 und fiir t = n / OJ Null ist. Daher ist 

Pm . ( ) p, + k 0 Pm . ( ) pz + k _" R zsm 1p-rp - R =, (94a) -zSIn 1p-rp - R e wL=O, (94b) 
nR 

(95) 

Dieser Wert ergibt in Gl. (94a) eingesetzt 

k =~---~;tR 
1 + e - wL 

und in Gl. (94) R 

i = 'fJ;-sin (OJ t + 1p-rp) + ~ l2e -_~ -1] = i' + i". 
l+e wL 

(96) 

Der Strom besteht aus zwei Komponenten, die erste i' ist der stationare Strom im 
Stromkreis ohne Lichtbogen, die zweite i" verlauft nach einer Exponentialfunktion 
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mit der Zeitkonstanten L/ R des Stromkreises und hiingt von der Lichtbogenspan
nung abo Abb. 249 zeigt die Teilstrome und den resultierenden Strom fUr einen 
Stromkreis, bei dem cos f}? = 0,5 ist und PI = 0,35 Pm' 

Der charakteristische Knick im Stromverlauf ruhrt von der Anderung der 
Lichtbogenspannung urn ± 2Pl heim Nulldurchgang her, der als Sprung an der 
induktiven Spannung erscheint. Durch den Licht
bogen wird ferner der Nulldurchgang des Stromes 
dem der Spannung urn ("P - f}?) niiher geruckt. 
Diese Verschiebung hiingt nach (95) nur vom 
VerhiiJtnis pZ/Pm und von f}? abo Da R/z = cos f}? 
und wLjR=tgf}? ist, wird auch 

Pm . 1 1 - e - njtg 'P 
--sm("P-f}?)=-- ---- ... (95a) 

PI cos cP 1 + e - .7jtg 'I' Abb.249. 

Der Ausdruck auf del' rechten Seite hat fur cosf}? = 1 den Wert 1 und bei cos f}? = 0 
den unbestimmten Wert g, er ergibt sich zu n/2. Denn in diesem Fall (R=O) ist 
das Integral von G1. (93) von 0 bis t 

i= ~Lsin(wt+"P--n/2)- ~Lsin("P-n/2)- :~wt, 
und da fur w t = n, i = 0 ist, wird 

Pm sin("P- n/2) = -n/2, p, 

i = ~L sin(wt + "P-n(2) + :~ (n/2 - w t). (96a) 

Fur R = 0 verliiuft also die Komponente i" nach einer Geraden. Den hier berechneten 
Stromverlauf erhiilt man bei einer Charakteristik nach Abb. 248 b bei Elektroden 
mit geringer Wiirmeableitung, Z. B. aus Kohle, jedoch nul' so lange als PI < Pm sin "P 
ist; andernfalls muBte der Strom aus
setzen bis die N etzspannung groHer als 
die Lichtbogenspannung geworden ist. 
Dabei kuhlen sich die Elektroden ab 
und die Zundspitze tritt auf, und es ist, 
wie auch bei Elektroden mit guter Wiirme-
ableitung, die Charakteristik nach Abb. Abb.250. 

248a maHgebend. Die Zundspitze ver-
andert den Stromverlauf gegenuber Abb. 249 nicht wesentlich, weil sie nur bei ldeinen 
Strom en wirksam ist, sie verspatet aber den Strom gegenuber der Netzspannung. 

b) Der Ausschaltvorgang eines induktiven Stromkreises besteht nun aus 
einer Anzahl Halbwellen mit wachsender Zundspannung entsprechend dem zu
nehmenden Elektrodenabstand und verlauft nach Abb. 250. Del' Ausschaltvorgang 
ist beendet, sobald del' Elektrodenabstand so groB ist, daB die Zundspannung groBer 
als die Netzspannungsamplitude ist. Bei hohen Spannungen wurde dies bei Luft
schaltern sehr groBe Abmessungen erfordern. Daher verwendet man bei Wechsel
strom Olschal tel'. Der Lichtbogen in 01 hat eine ahnliche Charakteristik wie der 
in Luft, jedoch sind bei gleichen Kontaktabstanden die Spannungen, besonders 
die Ziindspannung, viel hOher. Urn den Lichtbogen im 01 bildet sich eine Gasblase 
aus, die beim jeweiligen Erloschen expandiert und dabei den Kontakten Warme 
entzieht. 

c) Schalterarbeit. Die in jeder Halbperiode im Lichtbogen in Warme um
gesetzte Arbeit ist im Gegensatz zu dem Vorgang bei Gleichstrom unabhangig von 
der magnetise hen Energie des Stromkreises, weil sie zu Beginn und am Ende del' 
Halbperiode mit dem Strom Null ist. 1m Produkt P1i ist ferner hauptsachlich del' 
erste stationiire Stromanteil i' in ca. (96) zu berucksichtigen, weil der zweite Teil i" 
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positive und negative Werte hat und im Mittel nahezu Null ist, genau bei gerad
linigem Verlauf nach Gl. (96a). Daher ist 

</2 "'/ro 2 
a'" f pzi' dt = f pzimsin(wt + 1p-cp)dt = -pzimcos(1p-cp)· 

o 0 W 

im = Pm/Z ist die Stromamplitude vor dem Schalten. Da die Ziindspitze beim Schalt
vorgang den Beginn der Stromhalbwelle in die Nahe der Spannungsamplitude 
bringt, kann cos (1p - cp) = 1 gesetzt werden und 

a'" ~ pzim . (97) 

Die Arbeit des ganzen Schaltvorganges ergibt sich durch Summierung iiber die 
Anzahl n Halbwellen, in denen Neuziindung eintritt. Dabei steigt die Lichtbogen
spannung mit zunehmendem Kontaktabstand. Die Ziindspannung wachst von 
Null bis zur Spannungsamplitude Pm und ist im Mittel, wenn man lineare Zunahme 
annimmt, iPm; nimmt man an, daB auch die Lichtbogenspannung proportional 
der Ziindspannung ansteigt, so kann man sie im Mittel zu 

lmd die Schaltarbeit zu 

1 PI 
2Pmp; 

A T. PI 9 ) = n 2- ~mPm- ( 8 n pz 
berechnen. Sie ist proportional dem Strom vor dem Schalten und der Spannung 
am Ende des Schaltens, ferner dem Verhaltnis pdp., das im allgemeinen klein ist, 
und der Zahl n der Halbperioden. 

Bei Hochspannung und groBen Stromen. z. B. bei Kurzschliissen, ist die Arbeit 
in einer Halbwelle sehr groB und ergibt bei Olschaltern starke Gas- und Druck
entwicklung. Deshalb wird angestrebt, den Schaltvorgang moglichst in einer halben 
Periode (n= 1) zu beenden; die Schwierigkeit besteht darin, in dieser kurzen Zeit 
die Kontakte so we it zu offnen und abzukiihlen, daB die Ziindspannung groBer 
als die Spannungsamplitude ist. 

Wegen der Brandgefahr beim Stehenbleiben des Lichtbogens vermeiden neuere 
Konstruktionen die Verwendung von 01 und suchen den Schaltkontakten die Mog-

p lichkeit, Elektronen nach dem ersten Erloschen des Licht-
pz ----------r-- bogens auszusenden, auf anderem Wege zu nehmen. Bei dem 

Ri Schalter nach RuppeP wird PreBluft oder Stickstoff zwi
schen die Kontakte gepreBt, wahrend bei dem Schalter von 

PZ Kesselring 2 die kiihlende Wirkung bei der Expansion eines 
'------7-"---:f---'''"-''- Dampfes verwendet wird. 

5. Kapazitive Stromkreise. Ein Kondensator wird bei jeder 
Abb. 251. Lichtbogenziindung geladen, und der Ladevorgang iiber den 

Lichtbogen, der auch beim Ausschalten auf tritt, soll zunachst an einigen ein
fachen Beispielen gezeigt werden. 

a) Der Stromkreis enthalt nur Widerstand und Kapazitat. Sobald 
die Schalterkontakte soweit genahert sind, daB die Netzspannung groBer als die 
Ziindspannung ist, setzt ein Funke ein. Wahrend der Ladezeit ist 

p=Ri+pc+Pz und i=CdJ,:. (99) 

0(;) Ladung eines Kondensators mit Gleichstrom, p = P=konst. Der 
Kondensator sei zu Beginn, t = 0, ungeladen, d. h. Pea = 0. Der stationare Strom 
ist Null und fiir t = 0 

. P-Pl 
~o=-R-' (100) 

1 Siehe J. Biermanns: ETZ 1929, S.1005. 2 ETZ 1930, S. 499. 
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Der Strom springt auf einen Anfangswert, der in Abb. 251 dureh den Sehnittpunkt 
der Widerstandsgeraden (P - Ri) und der Liehtbogeneharakteristik dargestellt ist. 
Nimmt man wieder an, daB naeh dem Zunden PI'" konst ist, so ist (P - PI) = konst 

i t 

und dpe = -Rdi = i!j}, J ~£ = -J ~~ = - )0' 
io 0 

i = ioe- t/RC . (101) 

Der Strom blIt, wie im Stromkreis ohne Liehtbogen (S. 195) exponentiell mit der 
Zeitkonstanten T = RC auf Null. Der Liehtbogen beeinfluBt nur den Anfangswert 
und die Ladung. Sie ist beendet, wenn der Konden
sator auf (P - PI) geladen ist. Die Kondensatorspan
nung ist, wenn (101) und (100) in (H9) eingesetzt wird, PmSin~ 

Pe= (P--PI)-Ri=(P-PI)(l-e-t/RC). (102) ¥+-t---\-t--+-/-

fJ) Urn-ladung mit Weehselstrom. Hier er
liseht der Liehtbogen jeweils, sob aId die Konden
satorspannung gleieh der Differenz cler momentanen 
Netzspannung P und der Liehtbogenspannung PI ist. 
Der nun yom Netz getrennte Kondensator behalt 
diese Anfangsspannung PeO bei, wah rend die Netz
spannung ihre Sehwingung P = p", sin (wt +1p) fort
setzt. An den Elektroden waehst daher die Span
nung, und sobald sie gleieh der Ziindspannung pz 
ist, setzt ein Ladestrom uber eimm Liehtbogen ein. Abb. 252. 

In Abb. 252 sei - PeO die von der vorhergehenden Ladung verbliebene 
satorspannung, Pm sin 1p die momentane Netzspannung z. Z. t = 0 und 

Pm sin1p - PeO = pz 
ist die Zundspannung. Der Strom springt auf den Anfangswert 

und fur t > 0 ist 

. Pmsin'IjJ-Pco-P, Pz-P, 
~O= -------y---. =R-

. _ C dpc 
~ - dt' 

Konden-

(103) 

(104) 

Wir nehmen wieder an, daB naeh dem Zunden PI = konst ist. Dann wird Gl. (104) 

d Pc Pc 1 [ . ( ) ) dT+ RO=110 Pm sm wt+1p -Pz]. (104a 

Die Losung dieser Gleiehung ist 

P =-.-_!-m-._-sin(wt+1Il-r5)-p +ke-t/RC. (105) 
e ll+(RCw)" 'f' I 

Das erste Glied ist die stationare Kondensatorspannung, die sieh ohne Liehtbogen 
einstellen wurde, mit der Amplitude 

Pm 
Pcm = P+(RCwj2 (106) 

und der Phasenverspatung r5 gegen die Netzspannung, ihr uberlagern sieh die Lieht
bogenspannungen PI und die Ausgleiehsspannung mit dem Anfangswert k. Der 
Ladestrom ist d k 

i=C-Pc =wCp eos(wt+111-b)--e-t/RC (107) dt em 'f' R . 

Da nun fUr t = 0, i = io= (pz - Pl)/R ist, wird 

k = - [P'~ p, - wRCPemeos(1p - r5)] . (108) 

Der Ladevorgang ist in Abb. 252 fur einen Stromkreis dargestelIt, bei dem der 
Spannungsabfall im Widerstand im stationaren Betrieb 10% der Kondensator-
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spannung betragt, d. h. es ist 

iR = O,li/wO 
01 

oder 7: = RO = O,l/w = 2'jr? . 

Die Zeitkonstante ist nur ein kleiner Bruchteil der Periode und der Ausgleichstrom 
erlischt auBerordentlich schnell. Danach folgt die Kondensatorspannung und der 
Strom der stationaren Sinusschwingung, aber auch nur fiir sehr kurze Zeit. Da 
tg <5 = RwO = 0) ist, betragt <5 kaum 6° und die Kondensatorspannung hat in der 
Nahe der Netzspannungsamplitude ihren Hochstwert Pem - PI erreicht, der ange
nahert Pm - PI ist. Dabei ist der Strom Null und der Lichtbogen erlischt. Die Elek
troden kiihlen sich sofort ab und der Kondensator behiiJt die Spannung (Pm - PI) 
bei. Der Schaltvorgang wiederholt sich periodisch, nach jeder Halbperiode erfolgt 
die Umladung in entgegengesetzter Richtung mit gleicher Ziindspannung und 
Restspannung. Dabei besteht der Strom aus kurzen hohen Spitzen, wahrend die 
Kondensatorspannung einen fast rechteckigen Verlauf nach Abb.252 hat. Die 
groBtmogliche Ziindspannung bei diesem Vorgang ist annahernd (2 Pm - PI)' 

b) Schwingungskreise. Bei den schnellen Schaltstromen in kapazitiven 
Stromkreisen ist die Induktivitat im allgemeinen nicht zu vernachlassigen, sie ver
hindert das p16tzliche Ansteigen des Stromes. Der EinfluB des Lichtbogens auf den 
Vorgang im Schwingungskreis Hei zunachst am Beispiel der 

ex) Entladung eines Schwingungskreises gezeigt. Die Anfangsspannung 
des Kondensators sei PeO' Sind die Elektroden so weit genahert, daB die Ziindspan
nung kleiner als Peo oder gleich ist, so beginnt die Entladung iiber den Lichtbogen 
und es ist . d; d 

R L ·± d . C Pc Pe+ t+ di PI=O un t= de' (109) 

Setzt man wieder voraus, daB PI nach dem Ziinden unabhangig yom Strom ist, so 
ist, nochmals differentiiert, d2 i R di i 

dt2 + L dt + LO = 0 . (110) 

Die Losung ist fiir kleinen Widerstand, wie S. 197, die gedampfte Eigenschwingung 

mit der Kreisfrequenz p = VL10 - (2~r und dem Dampfungsfaktor ex = 2~' Da der 

Strom zu Beginn, t = 0, Null ist, setzen wir 
_-'!!:""t 

.• 2L. P (Ill) 
t = tm 1 e sIn t, 

worin i m1 die noch zu bestimmende Anfangsamplitude der ersten Entladungshalb
welle ist. 

In Gl. (109) wird fiir t = 0, wenn die Anfangsspannung des Kondensators - Peo 
gesetzt wird, weil der Entladestrom in (Ill) positiv gezahlt wird, 

-PeO + im1PL+ PI =0, 
. Pco- Pz 
tm 1 = -p-r-

oder angenahert i m1 = (Peo - PllYOIL, weil p~ I/V LO ist. Ferner 

L di ( R. . P --l-- PL . p) - .,~ t di= -2tmlSm t, tmlCos t e ~ 

und hiermit nach (109) 

( R _-'!!:""t 
Pe= -2imlsinfJt-fJLimlcosfJt)e 2L -PI' 

Am Ende der ersten halben Periode, t =n/p, ist daher 
nR nR 

Pc<t = nIP) = fJLimle - 2fJL = (Pco- Pl)e - 2PL - PI' 
wobei fiir i m1 der Wert aus Gl. (1l2) eingesetzt ist. 

(112) 

ist nach (Ill) 

(113) 

(1l4) 

(115) 
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Setzt man zur Abkiirzung die Dampfung in % Periode 
rrR 

e 2/1L=(I_d), 

worin fiir kleinen Widerstand naeh der Reihenentwicklung 
nR 

d""' 2f3L 

gesetzt werden kann, so ist naeh (115) 

pC<t=rrlfJ) = (PCO-Pl) (I-d) -PI = Pco(l-d) - PI(2 -d) . 
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(U6) 

(116a) 

(1I5a) 

Abgesehen von der Widerstandsdampfung ist die Kondensatorspannung um nahezu 
2pz gesunken. Die zweite halbe Periode beginnt mit dieser stark verkleinerten 
Spannung und die zweite Stromamplitude wird analog (112) 

. Pco(1-d)-p,(3-d) 
~m2 = -~-{3[------. (117) 

Nach der zweiten halben Periode wird die Kondensatorspannung 

Pc(t= 2crlfJ) = [Pco(l- d) - PI (3 - d)] (1- d) - Pl. (U8) 

Dureh den Lichtbogen sinkt sie in jeder halben Periode fast urn 2 Pl. Daher dauert 
die Entladung nur wenige Halbperioden an, ihre Zahl ist 

n<~(Pco -1) 
- 2 p, ' 

dann ist nach der nten Halbperiode Pc kleiner als Pl. Der Lichtbogen kann aber schon 
friiher aussetzen, wenn dureh Abkiihlung der Elektroden infolge des raseh ab
nehmenden Entladestromes die Ziindspannung steigt. Die Entladung ist dann un
vollkommen. 

fJ) Ladesehwingungen. Bei der Ladung eines Sehwingungskreises iiber einen 
Lichtbogen ist nach dem Ziinden 

di . _ Cdpc 
p=Ri+Ldt+pC±PI und ~- dt. 

Fiir eine Gleichspannung p=konst=P gilt wieder Gl. (111) 

-~t 
.. 2L. fJ 
~=~mle SIn t, 

doch wird, 
nach (119) 

wenn der Kondensator ungeladen war, fiir t = 0 

Die Kondensatorspannung ist 

. P--p, 
~ml = -{3L- (120) 

R -~t -~-t 
pc=P-PI-2"iml e 2L sinfJt--fJLimle 2L cosfJt. (121) 

Fiir t=n/fJ, ist daher mit dem Wert i m1 naeh (120) 

( 
;r R) 

Pc(t=nlfJ)=(P-PI) 1+e- 2 (IL- =(P-pz)(2-d) (121a) 

und an den Elektroden besteht die Spannung 
(Pc - P) = P(l-d) - PI(2 -d) r-.J P- 2pz. 

(U9) 

Abb. 253. 

Bei geringer Wiirmeableitung an den Elektroden reicht diese Spannung zur Neu
ziindung aus, es folgen weitere Halbperioden und die Kondensatorspannung niihert 
sich in rasch abklingenden Schwingungen der Ladespannung P, wie Abb. 253 zeigt. 
Bei guter Wiirmeableitung kann die Schwingung schon eher aussetzen, ungiinstig
stenfalls nach der ersten Halbperiode, dann bleibt der Kondensator nach (12Ia) auf 
annahernd 2 (P - PI) geladen. 
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Bei Wechselstrom sei die Ladespannung P=Pmsin(wt+'lj!) und angenommen, 
daB bei der Ziindung t = 0 der Kondensator eine Spannung - Pco habe. Die Zund
spannung pz = Pm sin'lj! + Pco leitet den Stromubergang ein, und es ist fur t > 0 

. +) R . + L di + ± d· C dpe Pmsm(wt 'lj! = ~ dt Pc PI un ~ = dt' (122) 

oder, wenu der Strom eliminiert wird, 

d2 Pe ..L R dpe + pe _ 1 [ . ( +) ] 
dt" I L de LO - LC Pm SIll wt 'lj! -PI· (123) 

Die Losung ist 
- Pm . J k _!i. t • (fJ 12 ) pC-~1~)2+(RwCJ2sm(wt+'lj!- )-PI+ e 2L sm t+<p). (4 

Das erste Glied ist die stationare Kondensatorspannung im Stromkreis ohne Licht
bogen, deren Verspatung gegen die Netzspannuug 

RwC 
J = arctg 1 _ w 2 L C 

ist. Ihr uberlagert sich die Lichtbogenspannung und die Eigenschwingung mit der 
Kreisfrequenz fJ, die meist viel groBer als wist. Der Strom ist 

i = cdPe = wCpmcos(wt+'P-(J) - k ~e-2Ltsin(fJt + - f). V- R 

dt }(1-w2 LC)2+ (RwC)" L <p 
(125) 

Darin ist [so S.197 Gl. (48)] tgf = 2~. 
Beschranken wir uns auf schwach gedampfte Stromkreise, bei denen ferner fJ 

viel groBer als wist, so kann f'" 900 und die stationare Kondensatorspannung an
nahernd gleich der Netzspannung gesetzt werden. Dann ist nach (125) fur t = 0 
und i=O de 

kcos<pV L "'PmwCcos'lj!, kcos<p = Pm W -VLCCOS'lj! 

und in (124) mit den gleichen Vernachlassigungen 

- Pco~Pmsin'lf' + PI + ksin<p, ksin<p:::' - (Pmsin'lj! + PCO-PI). 

Da die Zundung in der Nahe der N etzspannungsamplitude eintritt, ist cos'lj! klein, 
und da auch w -V LC sehr klein ist, kann k cos <p gegen k sin <p vernachlassigt und 

Pc 

<p ~ 900 gesetzt werden. Daun ist 

k '" - (Pmsin'lj! + Pco - PI) = (pz - PI)· (126) 
Die Vernachlassigung bedeutet, daB wir von dem stationa
ren Ladestrom absehen, weil er an sich klein gegen den freien 
Strom ist und in der Nahe der Netzspannungsamplitude 
durch Null geht. Die Zundschwingung fuhrt nach ihrer 
ersten Halbperiode, t =n/fJ, zur Kondensatorspannung 

Pel C"-' (Pmsin'lj! - PI) + (Pmsin'lj! + PcO- PI) (1- d), (127) 

wobei im erst en Glied von der Anderung der Netzspannung 
abgesehen ist. Die weiteren Schwingungen, die nun durch die 
Lichtbogenspannung stark gedampft sind, nahern die Kon-

Abb.254. densatorspannung schnell der Netzspannung, wie Abb. 254 
zeigt. 

Bei guter Abkiihlung der Elektroden kann der Lichtbogen schon beim ersten 
Nulldurchgang der freien Schwingung abreiBen. Dann bleibt nach (127) 

Pel = (Pmsin'lj!- PI)(2 - d) + Pco(l-d) (128) 

als Restspannung fUr die Neuziindung in der nachsteu halben Periode und, da sie 
groBer also PcO ist, kaun die Zuudung auch bei erhohter Ziindspannung wieder 
einsetzen. 
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c) Ausschaltiiberspannungen. Beim Ausschalten unbelasteter Leitungen 
werden oft hohe Uberspannungen beobachtet. Die Kapazitat der Leitungen bildet 
mit der Streuinduktivitat der Transformatoren und Generatoren stets einen 
Schwingungskreis von hoher Eigenfrequenz. Beim Ausschalten wird der Abstand 
der Elektroden schnell vergroBert, da aber beim Erloschen nach 12 Ziindschwingung 
jeweils eine groBere Restspannung an der Kapazitat verbleibt, kann die Ziindung 
der vergroBerten Ziindspannung folgen und die Spannung sich zu sehr hohen Wer
ten steigern. 1m ungiinstigsten Fall erfolgt dabei die Riickziindung bei der Netz
spannungsamplitude nach Abb. 255. Setzen wir hierfiir in Gl. (128) sin'IjJ = 1, so ist 

Pel = (Pm - Pl) (2 - d) + Peo(l- d) 
und nach n Ziindungen 

Pen = (Pm - PI) (2 - d) + Pe(n_I)(I-d). 
Der Endzustand ist nach vielen Ziindungen erreicht, dann muB Pen = Pc(n-ll sein. 
Daher ist 2 - rl 

Pc n = (Pm - PI) d . (129) 

Hierin nimmt die Lichtbogenspannung bei wachsendem Abstand der Schalter
kontakte ebenso wie die Ziindspannung zu. Nimmt man Proportionalitat zwischen 
PI und pz an und setzt 

so wird nach (129) 

Pz(n) = Pm + Pc (nL; 

I-p,/pz 
Pc(rd =Pm-d---,-

'r~+llrP, 

(130) 

1st etwa PI=O,lpz und d=O,I, so wird Pc(n)~6Pm. Durch die Riickziindungen 
kann die Spannung sich also auf au13erorclentlich hohe Werte hinaufarbeiten. Man 

Pc 

£ 
Abb. 255. Auu, 256a. Aub. 256b. 

verwendet daher beim Ausschalten unbelasteter Leitungen einen Stufenschalter 
(S.193 Abb. 233), bei dem auf der erstenAusschaltstufe (II) der Lichtbogen parallel 
zum Widerstand liegt und, wie S. 213 gezeigt, schnell erlischt. 

d) Schwingungen des ErdschluBlichtbogens l . Bildet sich bei einem 
Isolatoriiberschlag an einer Hochspannungsleitung ein Lichtbogen nach den ge
erdeten Tragern aus, so flieBt der ErdschluBstrom iiber den Lichtbogen. Dabei 
konnen wie im vorigen Beispiel periodische Riickziindungen auftreten. 

Der ErdschlnBstrom verliinft nach Abb. 256a yom Generator oder Transformator 
iiber den Lichtbogen nach Erde, iiber die Kapazitat der beiden "gesunden" Lei
tungen nnd durch diese Leitungen zuriick. Die Betriebsspannung der gesnnden 
Leitungen nnd deren Betriebsstrom beeinflussen den Verlauf des ErdschlnBstromes 
nicht, weil bei konstanten Indnktivitaten nnd Kapazitaten die Strome superponiert 
werden diirfen. Die gesunden Leitungen sind fiir den ErdschluBstrom parallel
geschaltet. 

Der dreiphasige Stromkreis kann daher fiir den ErdschluBstrom wie ein ein
phasiger Stromkreis (Abb. 256b) behandelt werden, in dem die mittlere Spannnng 

1 Petersen: ETZ 1917, S. 553, 564. 
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der gesunden Leitungen gegen die "kranke" P' =~ fJ P wirksam ist, worin P die 
verkettete Spannung des Dreiphasensystems ist. 

o gist die Kapazitat der beiden gesunden Leitungen gegen Erde, Ok die Kapazitat 
der kranken Leitung gegen Erde. 

Bei vollstandiger Symmetrie ist 
beim Dreiphasensystem Og=20k, beim Einphasensystem Og=Ok. 

Vom einfachen Schwingungskreis unterscheidet sich der Stromkreis dadurch, daB 
dem Lichtbogen die Kapazitat Ok der kranken Leitung paralleigeschaltet ist. 

Beim Ziinden des Lichtbogens sinkt die Spannung der kranken Leitung gegen 
Erde nahezu auf Null und die gesunden Leitungen werden auf die momentane Netz
spannung geladen. Der erste Vorgang, bei dem Ok sich in den Lichtbogen entladet, 
geht im wesentlichen in Form von Wanderwellen vor sich, deren Zeitdauer vernach
lassigt werden kann, er iiberlagert sich dem zweiten, der eigentlichen Ziindschwin-
gung im Schwingungskreis L, Og mit der Kreisfrequenz pz r-.,>1/-VLOg, die i. A. viel 
hoher als die Netzfrequenz ist. Ziindet der Lichtbogen bei der Spannungsamplitude, 

so kann er nach der ersten halben Periode erloschen, weil 
der resultierende Ladestrom Null ist, und die Spannung 
an 0 g iibertrifft die erzwungene Amplitude p:n um einen 
Betrag PU' der von den Anfangsbedingungen abhangt. Nach 
dem Loschen ist das System gegen Erde wieder isoliert, 
und die Reihenschaltung der Kapazitaten Og und Ok mit 
dem Generator hergestellt. Die auf den gesunden Leitungen 
abgetrennte Ladung gegen Erde q=PuOg geht z. T. auch 
auf die kranke Leitung iiber, so daB das ganze Systen;t eine 
Spannung PuOg/(Og + Ok) gegen Erde annimmt. Den tJber
gang vermittelt eine freie Schwingung des Schwingungs-

kreises L,Og,Okmit der Kreisfrequenzp! = 1 , 
YLO.Ok/(O. + Ok) 

sie heiBt die Loschschwingung. Sie iiberlagert sich dem 
Abb.257. Wechsel der Netzspannung, die sich im umgekehrten Ver-

haltnis der Kapazitaten auf 0 g und Ok verteilt. In der auf 
das Loschen folgenden Halbperiode, in der die Netzspannung von p:n auf -p:n sich 
andert, ist Og daran mit -2p;"'Ok/(Og+Ok) beteiligt, wie Abb. 257 zeigt. Die An
fangsspannung fiir die folgende Riickziindung ist daher 

I + O. 2 I Ok I O.-Ok + O. (131) 
Po = Pm Pu O. + Ok Pm O. + Ok = Pm C. + c ~- Pu C. + C k . . 

Die Ziindschwingung iiberschieBt die erzwungene Spannung - P;'" um 

- PUl = -(p;'" + Po) (I-d) = - [P;'" C:~'Ck + Pu O.~OkJ (1- d) . 

1m Beharrungszustand liuB - Pui = Pu sein, und 
I 2(1-d) 

Pu=PmOk/O.+d. (132) 

Die hOchste Spannung an den gesunden Leitungen im Augenblick des Loschens ist 

I 1 2+Ok/O.- d (13) 
pgmax = Pm + Pu = Pm OkfC.+d 3 

Bei der Einphasenleitung mit p:n = Pm und Ok = 0 gist 
3-d 

pgmax = Pm 1 + d (134) 

und bei der Dreiphasenleitung mit 1J:n=-!V3Pm, Og=20k , 
l3 (5-2d) 

Pgmax=2Pm 1+2d . (135) 
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An der kranken Leitung tritt die groBte Spannung beim Ziinden auf. Da an den in 
Reihe geschalteten Kapazitaten die Netzspannung liegt, ist in diesem Augenblick 
Pkmax = -P;" -Po. Mit dem Wertennach (131) und (132) wirdfiir die krankeLeitung 

bei der Einphasenleitung Pkmax = Pm I! d (136) 

t3 4 
und bei der Dreiphasenleitung Pkmax = TPm l+2d . (137) 

Durch die Lichtbogenspannung, die in der angenaherten Rechnung nicht beriick
sichtigt ist, wird die Dampfung verstarkt. 

Der aussetzende ErdschluB bringt der Anlage mehrfache Gefahren: periodische 
Wanderwellen bei jeder Neuziindung gefahrden die Transformatoren, die gesunden 
Leitungen stehen unter hoher Spannung gegen Erde und konnen an irgendeiner 
Stelle ebenfalls iiberschlagen. Dann entsteht ein KurzschluB durch sog. Doppel
erdschluB. Endlich kann der Lichtbogen, der groBe Langen annimmt, direkt auf die 
gesunden Leitungen iiberschlagen. 

Das Hinaufarbeiten der Spannung wird verhindert durch Erdungswiderstande 
im Nullpunkt oder an den Leitungen, welche die beim Loschen abgetrennten 
Ladungen nach Erde ableiten. Sie sind so zu bemessen, daB die Ableitung in Yz Pe
riode vor sich geht. Sind sie zwischen die Leitungen und Erde geschaltet, so werden 
sie, um dauernde StromverIuste zu vermeiden, erst bei Uberschreiten der Spannung 
durch eine Funkenstrecke eingesehaltet. 

Am wirksamsten ist die ErdsehluBspule nach Petersen, die zwischen Trans
formatornullpunkt und Erde geschaltet und so bemessen ist, daB sie unter Phasen
spannung einen induktiven Strom aufnimmt, der gleich dem kapazitiven ErdschluB
strom ist. Die ErdschluBstelle fiihrt dann nur noch einen Wirkstrom entsprechend 
den VerIusten in der Drosselspule und die Oberstrome von dreifacher Frequenz. 
Dieser Reststrom ist im allgemeinen nicht gefahrIich. Da das System auf Resonanz 
mit der Netzfrequenz abgeglichen ist, wird es, wenn der ErdschluB nur voriiber
gehend war, sich wie in Abb. 240 S. 202 allmahlich in den regularen Zustand ein
schwingen; p16tzliche Spannungserhohungen, die zu Neuziindungen fiihren konnen, 
treten nicht auf. 

XIV. Allsgleichsvorgange in nichtstationaren 
Stromkreisen. 

97. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. 
Die im letzten Kapitel untersuchten Ausgleichsvorgange in elektrischen Strom

kreisen beschranken sieh auf die FaIle, bei denen wir die elektrischen und magne
tischen Felder je fiir sich in bestimmten Teilen des Stromkreises bestehend, d. h. 
Induktivitat und Kapazitat in diesen Teilen konzentriert, annehmen konnen. 

Diese Annahme setzt voraus, daB in jedem Augenblick in jedem Punkt des 
betrachteten Teiles des Stromkreises der gleiche Zustand und die gleiche Zustands
anderung herrschen, oder daB die Zeit fiir die Fortpflanzung einer elektromagne
tischen Storung iiber den ganzen betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend 
klein ist gegen die Dauer der Zustandsanderung selbst. 

1m folgenden untersuchen wir die wesentlich schneller verIaufende Fortpflanzung 
einer Zustandsanderung von einem Punkt des Stromkreises zum nachsten, d. h. 
Stromkreise, bei denen der Zustand von Punkt zu Punkt sich andert, und bezeich
nen sie als nichtstationare. 

Die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung geht nach der Maxwell
schen Theorie der Elektrizitat durch elektromagnetische Wellen vor sich, die sich 
nach allen Richtungen im Raum ausbreiten. Ihr nutzbares Anwendungsgebiet ist 
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die Funkentelegraphie. Sie bieten aber auch fur die Starkstromtechnik Interesse, 
weil hier als ihre Folge gewisse Uberspannungserscheinungen auftreten, die Schutz
maBregeln erfordern. 

Wir betrachten hier den Sonderfall der Fortpflanzung von e benen elektro
magnetischen Wellen, d. h. solche elektromagnetische Felder, bei denen die elek
trischen und magnetischen Kraftlinien in einer Ebene verlaufen. Dieser Fall liegt 
bei Freileitungen und Kabeln vor. Die magnetischen Kraftlinien umschlingen die 
Leiter in derselben Ebene senkrecht zur Leiterachse, in der die elektrischen Kraft
linien von einem Leiter zum anderen und zur Erde verlaufen. 

Nach dem Poyntingschen Satz ist der Vektor des Energieflusses proportional 
dem Produkt aus elektrischer und magnetischer Feldstarke und dem Sinus des Win
kels zwischen ihnen, und er ist senkrecht zu ihnen gerichtet. Die Richtung des 
Energieflusses ist die Fortpflanzungsrichtung der elektromagnetischen Welle, 
ebene Wellen von Freileitungen und Kabeln pflanzen sich nur in einer Richtung, 
der Richtung der Leiterachse fort. 

Eine geringe Abweichung von der ebenen Beschaffenheit weist das Feld einer 
Leitung in der Nahe der Leiter auf. Weil die Leiter nicht unendlich groBe Leit
fahigkeit besitzen und das Dielektrikum kein vollkommener Isolator ist, stromt ein 
Teil der Energie in den L~iter, ein Teil bleibt im Dielektrikum. 

Fur die Berechnung legt man, wie fur die Darstellung der stationaren Verteilung 
der Strome und Spannungen auf Leitungen (s. Kap. XII) gleichmaBig verteilte 
Induktivitat, Kapazitat, Widerstand und Ableitung zugrunde. 

Die Ubertragung dieser vom stationaren Zustand abgeleiteten GroBen auf den 
nichtstationaren Zustand gibt, wie nahere Untersuchungen zeigenl, fur ebene 
Wellen formell richtige Resultate. 

Wir gehen daher von der Doppelleitung aus und suchen fur ihre Differential
gleichungen [Kap. XII Gl. (1) u. (2)] das allgemeine Integral. Es ist 

8p . Eli 8i 8p 
-ax=R~+L7it, (1) - 8x =Ap+CTt · (2) 

Differentiiert man jede Gleichung nochmals nach x und setzt die andere ein, 
so wird 

82 ' 8' 82 • 

EI y~ =c R Ai + (C R + LA) 8; + L C d t: . 
(3) 

(4) 

Beide Gleichungen haben dieselbe Form, wir brauchen daher nur eine zu betrach
ten, etwa die fur die Spannung p. 

Sie laBt sich so umformen, daB der erste Differentialquotient nach der Zeit 
verschwindet. Hierzu setzt man 

p = U e-r1.t, (5) 

worin U eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. Hiermit wird 

82 p_82 U -r1.t 8p __ (8U _ ) -r1.t 82 p (82 U 8U )_ 
8x2- 8xZe , at ---- ()t rxU e, 8t2 = ---ai2-2rxTt+rx2U e r1.t 

und in Gl. (3) eingesetzt. 
~U au ~U 
8x2 = U[RA -rx(CR + LA) + rx2LC] +dT[CR + LA -2rxLC] + fii2LC. (3a) 

Hierin wird der Faktor von au/at Null, wenn 

(6) 

1 Siehe Mie: Ann. Physik 1900, S. 201. Cohn: Elektromagn. Feld 1900, S. 449. Abraham: 
Phys. Z. 1901, S.329; 1905, S. 174. 
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ist, der Faktor von U ist dann 
1 [R AJ2 RA-x(CR+LA)+x2LC=-LC4 L - C =-LC62 • 

worin 6=~[f-~J (7) 
ist. G1. (3a) lautet dann a2 U D2 U 

ax" '=rJt2-LC- U6 2LC. (3b) 

Da die Rechnung bezuglich der V crluste nur eine Annaherung ist, beschranken 
wir uns auf den Fall, daB 6 =0 ist, d. h. nach Kap. XII S. 163 auf die verzerrungs
freie Leitung. Dann ist mit der Abkurzung 

1 
LC=1Ji.' (8) 
a2 U rJ2 U 
-Jt" = V2 aX2 . (9) 

Die Losung dieser Differentialgleichung ist von d'Alembert fUr die schwingende 
Seite angegeben. Sie lautet allgemein 

U=/l(x-vt)+f2(x+vt)*, (10) 

worin 11 und 12 vorlaufig noch willkurliche Funktionen des Ortes und der Zeit sind, 
die noch naher zu bestimmen sind. 

Hiermit wird nach G1. (5) 
p=e-cct [fdx - vt) + f2(X +vt)]. (11) 

Mit diesem Wert wird in G1. (2) 
a' [ 01 al -,,~ =Ae-c<t[fl+lo]-xCe-c<t(fl+/2)+Ce-c<t -v-Jl+v~l. 
uX - x u~ 

Fur die Annahme r5 = 0 sind die beiden ersten Glieder rechts entgegengesetzt 
gleich. Setzt man im dritten Gliecl v nach (8) ein, so wird mit 

I 
V=--== 

tLC 

i = V ~ e-C<t[f~ (x - vt) - f2(X + vt)]. (12) 

Die beiden Funktionen 11 und 12 stellen zwei mit der konstanten Geschwindigkeit v 
fortschreitende Spannungswellen von unveranderter Gestalt dar. 11 wandert in 
Richtung der positiven x, denn die Funktion hat nach einer Zeit dt an einer um d x = 
= vdt entfernteren Stelle wieder den gleichen Wert wie z. Z. t an del' Stelle x. 
Die Welle 12 wandert im Sinne del' negativen x. 

Die Stromwellen sind den Spannungswellen proportional und werden aus 
ihnen durch Division durch den W' ellenwiderstand 

Z= iLia 
erhalten, weil fur jedes Element cler Welle die elektrische Energie und die magne
tische Energie gleich groB sind. 

Die in Richtung del' positiven x wandernde Stromwelle hat das gleiche, die in 
Richtung der negativen x wandernde WeUe das entgegengesetzte V orzeichen wie 
die entsprechende Spannungswelle. Die Wellen werden beim Fortschreiten nach 
MaBgabe des Dampfungsfaktors x G1. (6) verkleinert. Da die Wellengeschwindigkeit 

I c 
V=-=-

LC }E,u 

* Durch Differentiation von 11 ist namlich 

a2/1_a~/l(X-vt]_I"( _) ?2/1_a2/1(;t;_~VtJ(d(x-_vt))2_ 2/"( _.t) 
rJx" - rJ(x-vt)2 - 1 x vt, at" - D(X-vt)2 elt -v ,1 x v 

und ebenso fiir 12' 
FraenckeI, WechseIstrBme. 3. Auf!. 15 
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konstant ist und bei Freileitungen etwa 300000 km/sek, bei Kabeln etwa 
150000 km/sek betragt, ist die Dampfung eine Funktion des zuruckgelegten Weges. 
Die GroBe der Dampfung ist schwer zu schatzen, weil die Widerstandserhohung 
durch Stromverdrangung nur bei periodischen V organgen der Rechnung zuganglich 
und die Ableitung unbekannt ist. Setzt man fur eine Doppelleitung von 120 mm2 

etwa L'" 0,002 HJkm und den lOfachen Ohms chen Widerstand R"'3 Ohm/km ein, 
so ist bei Vernachlassigung der Ableitung 2L/R = 0,00133 sek, und da nach der 
dreifachen Zeit die Wellen bis auf 5% erloschen sind, ist die Dauer des Wellen
vorgangs nur etwa 4/1000 sek. Sie haben dabei auf der Freileitung 1200 km zuruck
gelegt. Die Ausgleichsvorgange er16schen also in sehr kurzer Zeit, fUr kurzere Lei
tungsstrecken von einigen km ist die Dampfung aber haufig vernachlassigbar. 

Die Form der Wanderwellen ergibt sich aus den Grenzbedingungen des Problems. 
Dabei setzen wir den Zustand auf einer Leitung wieder aus den erzwungenen statio
naren Werten von Strom und Spannung (Pe' ie) und den freien Schwingungen 
(Pt' it) zusammen, die den Ubergang yom Anfangswert zum Endwert vermitteln, 

P =Pe + Pt' i =ie +tt. (13) 
Sind im Augenblick der Zustandsanderung, t = 0, die stationaren Anfangswerte 
Palo)' ia(O)' die Endwerte P.(o)' ie<O)' so erfordert der stetige Ubergang fur die freien 
Schwingungen PI(O) , it(o) 

PalO) = Pe(O) + P/(O) , ia(O) = ie(O) + i/(o). (14) 
Infolge des schnellen Ablaufs der Wanderwellenvorgange war es bis vor kurzem 
nicht moglich, sie oszillogra phisch zu verfolgen. Durch die A usbild ung des Kat hod e n -
oszillographen durch Rogowski!, Gabor 2, Dufour u. a. sind die Wander
wellenvorgange in den letzten Jahren der experiment ellen Untersuchung zugang
lich gemacht worden. Die rechnerischen Ergebnisse sind dabei in allen Punkten 
bestatigt worden. 

98. Freie Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener 
Leitung. 

1. Das Laden einer offen en Leitung durch Gleichstrom. Eine Leitung von der 
Lange l werde zur Zeit t = 0 am Anfang, x = 0, an eine Stromquelle von konstanter 
Spannung P gelegt. Das Leitungsende, x = l, sei offen. Von der Ruckwirkung des 
Einschaltvorgangs auf die Stromquelle sehen wir vorerst ab (s. S. 248). Der An
fangs und der Endzustand fur die ganze Leitung sind 

Paw) = 0) i aw) =0; Pew) = P, iew) = 0 
und die Anfangsbedingungen fur den Ausgleichsvorgang 

PtW)l= Paw) -Pew) = - P, itW) = i aw) - ie(O) = O. (15) 
Diese Werte setzen wir in Gl. (11) und (12) 

Pt = e-a.t[fl (x- vt) + 12 (x + vt)], itZ = e- a.t[jdx- vt) - 12(X + vt)] 
fur t = 0 ein, damit ist 

11(X)+/2(X)=-P, Il(X)-/2(X) =0, 
daher 11(X)=/2(X)=-~P. (16) 

Die Wellen 11 (x) und 12 (x) sind gleich groB, jede hat z. Z. t = 0 uber die ganze Leitung 
den konstanten Wert - iP (s. Abb. 258a). 

Die Gestalt der Wellen in den folgenden Zeiten wahrend ihres Fortschreitens 
ergibt sich aus den Reflexionsbedingungen an den Leitungsenden. 

a) Am Leitungsanfang x=o ist P=konst und p=O, daher ist nach Gl. (11) 
fur x=o 

1 Arch. Elektrot. Ed. 14, S.529. 1925; Ed. 15, S. 297; Ed. 18, S.479, 519. 
2 Arch. Elektrot. Ed. 16, S. 296. 
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Dies bedeutet: die vom Leitungsanfang fortziehende Welle 11 ist dort stets ent
gegengesetzt gleich der einfallenden 12. Die Fortsetzung der vom Anfang fortziehen
den Welle 11 ist die Reflexion der einfallenden Welle 12. Die einfallende Welle wird 
also am Leitungsanfang unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert. 

b) Das Leitungsende ist offen, dort ist if = 0 und nach Gl. (12) fur x = l 
Idl- vt) = 12(l-vt). 

Die am offenen Ende einfallende Welle 11 wird mit gleichem Vorzeichen reflektiert. 
Abb. 258 b zeigt die beiden Wellen, nachdem sie um eine Strecke or in der Zeit t = x/v 
gewandert sind, wobei von der Dampfung . l 0 L 

noch abgesehen ist. Die Welle 11 zeigt an t ·o F fr t I 
der Stelle x einen Sprung um die volle Span- t ,[, j t . 
nung P, entsprechend der Reflexion der l ri 

Welle 12 am Anfang. 
Dieses Bild schreitet fort bis zur Zeit 

tl = ljv, dann hat der Spannungssprung der 
Welle 11 das Leitungsende erreicht. Da 11 
hier mit gleichem .v orzeichen reflektiert 

t - f -'UlWWIII1WIIIIWIUJ wird, hat von hier an auch 12 einen analogen .,. 
Spannungssprung, der nach dem Leitungs
anfang wandert und ihn zur Zeit t2 = 2ljv 
erreicht. Man erkennt, daB jede WeJle nach 
zweimaligem Durchlaufen der Leitungslange ~ ' /" H/I~lffiI!/I~HI~HIIHII.ji!f 
ihr Vorzeichen wechselt. Die Periode des 
Vorgangs, die zwei entgegengesetzte Rich
tungswechsel in jeder Welle umfaBt, ist 
doppelt so groB, namlich 

t=4llv. (17) 
Eine einseitig offene Leitung schwingt in 
Viertelwellenlangen. Die resultierende 
Strom- und Spannungsverteilungergibt sich 
nun durch Addition der stationaren und 
der freien Werte: 

P=P+Pt' i =it . 

--- --) 

.rtl 
, 

llc ~--! 

J 
o ' 

f, _fi '1-
ft 

Abb. 258&. Abb.258b. Ahb. 250. 

0-
Strom. 

In Abb. 259 ist der Vorgang fur 8 Augenblicke im Abstand von lis Periode unter 
Vernachlassigung der Dampfung aufgetragen. In der ersten Viertelperiode wandert 
eine Spannungswelle von der Rohe P und ein Ladestrom i = PjZ bis zum Leitungs
ende. Die Welle hat die Leistung Pi = p2jZ =i 2Z, und wenn die ganze Leitung 
geladen ist, sind in ihr gleich groBe elektrische und magnetische Energien We = W m = 
=iP20l=!/YLl aufgespeichert. Da der Strom am offenen Ende nicht bestehen 
kann, wandert die Stromwelle zuruck, das magnetische Feld entladet sich in das 
elektrische Feld, wahrend die Stromquelle die Leistung p2jZ weiter liefert. Dabei 
steigt die Spannung der Leitung zunachst am Ende und dann ruckwarts bis zum 
Anfang auf den doppelten Betrag: am Ende der zweiten Viertelperiode hat die 
ganze Leitung die elektrische Energie 1;.(2 P)2l0, also den vierfachen Betrag, die 
magnetische Energie ist Null. Da am Leitungsanfang P = konst ist, entladet sich 

15* 
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in der dritten Viertelperiode die Leitung in die Stromquelle zuruck, eine Entlade
stromwelle wandert in die Leitung und bildet ein magnetisches Feld 'aus, des sen 
Energie aus dem elektrischen Feld entnommen wird, dabei fallt die Spannung auf 
P. In der vierten Viertelperiode entladen sich die magnetischen und elektrischen 
Felder in die Stromquelle, und am Ende der Periode ist die Leitung strom- und 
spannungslos. 

Das Spiel wiederholt sich von neuem. Die Wellen werden aber durch die Energie
abgabe gedampft und Idingen aus, bis die ganze Leitung die konstante Spannung 
P hat. 

Abb. 260 zeigt das Einschwingen der Spannung am Leitungsende, unter Beruck
sichtigung der Dampfung; entsprechend ist der Verlauf an anderen Leitungspunkten. 

2P Bemerkenswert ist neben dem Auftreten der doppelten 
Spannung der Spannungssprung, der sich aus der Voraus

PI-+-+-+-t-l---jl-=F't- setzung ergibt, daB die Leitung plotzlich unter Spannung 
gesetzt wird. 1m allgemeinen wird das Einschalten durch 
einen Funken eingeleitet, der nicht momentan den vollen 

L..L_.L-_.,L---J'!-l'-- Ladestrom fuhrt, Dadurch ergibt sich besonders bei sehr 
. Abb, 260, hohen Spannungen ein etwas weniger steiler Kopf. Fur die 

Rechnung legt man die rechteckige Form der Welle zugrunde. 
2. Das Laden einer offenen Leitung durch WechseIstrom. Nach Kap. XII stellt 

sich im stationaren Zustand eine Schwingung ein, die wir darstellen konnen durch 

Pte) = Pm(",)sin(wt + 'lj!(",»); ie = im(x)sin(wt + !p(",»). (18) 

Die Amplituden Pm(:x;),im(:x;) und die Phasenwinkel 'lj!(:x;) und !PIX) sind von Punkt 
zu Punkt verschieden. Abb. 193 S. 159 stellte die Strom- und Spannungsverteilung 
fur eine verlustfreie Leitung dar. 

Wird die Leitung z. Z. t=O an eine Spannung Pm sin(wt +'lj!) angeschlossen, 
so sind der Anfangs- und der Endzustand 

Pa (0) = 0, ia (0) = 0, Pe (0) = Pm (x) sin 'lj!(:x;) , ie (0) = im (x) sin!p(:x;) 

und die Anfangsbedingungen fur die freien Schwingungen 

Pf(O) = -Pe(O) = -Pm (x) sin 'lj!(x) =/dx ) + 12(X), 
if(o) "'"~ - ie(o) = - im (:x;) sin !PIx) = I/Zr/dx) - 12 (x)]. 

Daher sind die beiden Wellen z. Z. t = 0 

11 (x) = -HPm(x)sin'lj!(x) +Zim(x)sin!p(x)] , 

12("') :~, - ~[Pm(",)sin 'lj!(",) - Zim ("') sin !p(",)] . 

Die Wellen ergeben sich durch Addition bzw. Subtraktion der stationaren Span
nungs- und Stromverteilung z. Z. t = O. Praktisch erfolgt das Einschalten meist 
durch einen Funken bei der Spannungsamplitude. 

Fur die Reflexion ergibt sich wieder bei der offenen Leitung 

fUr x = 0 , PI = 0 , fUr x = l, if = 0 . 
Die erste Bedingung ergibt die Reflexion der am Leitungsanfang eintreffenden 
Welle 12 mit umgekehrtem Vorzeichen, die zweite die Reflexion der am Leitungs
ende eintreffenden Welle 11 mit gleichem Vorzeichen. 

Das Bild des Einschaltvorgangs ist sehr verschieden, je nach dem Verhaltnis 
der Leitungslange zur Lange der erzwungenen Welle. Diese ist nach Kap. XII um
gekehrt proportional der Frequenz I der Stromquelle 

A = vii . 
Die Eigenfrequenz der offenen Leitung ist nach G1. (17) 

/0 = Ill' = vl4l. (17 a) 
Daher verhalt sich l: A = I: 4/0 , 
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Abb. 261 zeigt den Beginn des Einschaltvorgangs fUr eine Leitung, deren Lange 
eine halbe Wellenlange der erzwungenen Frequenz betragt, l = tA, daher ist 10 = tt, 
die Eigenfrequenz ist halb so groB wie die erzwungene. Bei LeerIauf sind die statio
naren Spannungen bei der Halbwellenleitung am Anfang und am Ende urn 1800 

phasenverschoben. Die Figur zeigt 7 Augenblicke der ersten Netzperiode, also einen 
Hin- und einen Rucklauf der resultierenden Schaltwellen. Die dunn ausgezogenen 
Linien sind die nach Kap. XII ermittelten stationaren Werte, die gestrichelten 
Linien die Welle 11' die punktierten die Welle 12. Hier kann die Dampfung nicht ver
nachlassigt werden. Rechnet man 
mit einem Dampfungsfaktor 
IX rv 250 und legt 1=500 Hz zu
grunde, d. h . l = 300 km, so sind 
die 'Wellen nach dem ersten Hin
und Rucklauf schon auf e- rx21/v 

=e-O,5 = 0,606 gedampft. 
Bei den meisten Starkstrom- t-k 

anlagen nahern sich die V organge 
mehr denen der Gleichstromlei
tung. Bei 1= 50 Hz ist z. B. eine 
Freileitung von 30 km nul' 1/ 210 

~ c=E~, 

del' Wellenlange, dabei ist die 
Spannung bei LeerIauf an allen 

e=i PunktenderLeitungnahezugleich 
groB. Eine Periode del' freien 
Schwingungen ist 1/50 del' Netz
periode (f = 0,02/0)' d. h. wenn 
das Einschalten bei del' Span- e- j 
nungsamplitude erfolgte, ist die 
stationare Spannung nach 1 Peri
ode Pm cos 2n/50 = 0,992 Pm' also 
praktisch unverandert. Die freien 
Wellen klingen in del' ersten 
Halbperiode del' Netzfrequenz 
aus. Daher kann man haufig bei 
Starkstromleitungen die Verhalt- e- j 
nisse zugrunde legen, wie sie bei 
Gleichstrom verlaufen. 

L_-~ 

3. Der Ausgleich einer freien Spllnnung. 

~ l_--

Strom. 
Ladung auf einer offenen Leitung. Abb. 261. 

Bei einer atmospharischen Entladung wird eine VOl' her in der Leitung gebundene 
Ladung pli:itzlich {rei. Sie hat in dies em Augenblick t = 0 eine bestimmte raumliche 
Verteilung, der die Spannungsverteilung PaW) = P (x) entspricht. Del' Strom ist 
Null, weil die Ladung statisch ist. In del' Folgezeit kann die Ladung in dem be
grenzten Gebiet nicht bestehen bleiben, sondern sie breitet sich auf der Leitung 
aus. Da die Enden offen sind, kann sie jedoch nicht abflieBen, vielmehr wandert sie 
auf der Leitung, bis ihre Energie durch die VerIuste verbraucht ist, durch die Ab
lei tung nimmt die Ladung dauernd abo Dann ist der Endzustand Pe = 0, i. = 0, 
und die Anfangsbedingungen fiir die freien Schwingungen simi 

PJ<Ol = PaW) - PeW) = p(x); i jw) = 0, 

fUr die entstehenden Wellen gilt daher z. Z. t = 0 

pj(Ol = 11 (x) + 12 (x) = P (x); iJ<Ol == -} [/1 (x) - 12 (x)] = 0 
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und hieraus folgt Idx) = 12(X) =~p(x). (19) 
Die urspriinglich vorhandene Spannungsverteilung teilt sich in zwei Wellen von 
gleicher Form und je halber GroBe die nach den Enden laufen. An den offenen Enden 
werden sie reflektiert weil die Ladestrome iI/Z und 12/Z dort nicht bestehen konnen. 
Abb. 262 zeigt, wie die im Abstand x = a vom Anfang vorhandene Verteilung 
zwei gleiche Wellen auslOst, die nach den Enden wandern, nach der Reflexion zuruck-

I laufen und sich nach ein-
I 
I maligem Durchlaufen der 

(:I:, ganzen Lange l im Ab-
, a I il,a) I stand (l- a) vom Lei-
'~ I 

t-o f-;;o,....-~y-="--=xc:-.7.(l_-a:-;)--:X=::-_-,ll o 
1 
I 
I 
I 

': tungsende uberlagern. 
I---..--""h--"_+-' ----I N ach einem nochmaligen 

Durchlaufen der ganzen 
Leitungslange wurden sie 

~I 

Strom 

I 
I 
I 

,'+.' , ..... ' 

sich wieder am gleichen 
Ort x = a uberlagern. Das 
Bild wiederholt sich also, 
abgesehen von der Damp
fung, periodisch, nachdem 
jede Welle die Leitung 
zweimal durchlaufen hat. 

Abb. 262. Die Periode ist also hier 
t = 2l/v. Die an beiden Enden offene Leitung schwingt in Halbwellenlangen. 

Ware die Leitung vollkommen isoliert, d. h. wurde keine Ladung abgeleitet, 
so wurden die Wellen zwar auch durch die Widerstandsdampfung verkleinert, es 
muB sich aber als Endzustand eine gleichmaBige Spannungsverteilung einstellen, 
die sich, da die Ladung nicht abgenommen hat, zu 

x 

p=+fp(x)dx 
o 

berechnet. Dann ist Pe = P und Pf(O) = PoCO) - Pe(o) = P (x) - P und der resultierende 
Vorgang wird beschrieben durch 

~=~e+~f=~[l-e-at]+Hp(x-vt)+P(x+vt)]e-at, I (19a) 

~ = ~e + ~f = 2Z[P(x-vt) -p(x + vt)]e- at . 

4. Die Ausbildung des KurzschluBstromes einer Leitung. Die Leitung sei beim 
Eintritte des Kurzschlusses am Leitungsende x = l unbelastet. Nehmen wir eine 
kurze Leitung an, so hat die Spannung bei Leerlauf an allen Punkten z. Z. t = 0 
denselben Wert. Da der Wanderwellenvorgang schnell ausklingt, kann von der 
Veranderung der Netzspannung abgesehen werden und eine zeitlich konstante 
Spannung angenommen werden. Dann ist 

Pa(O)=P' ia(O)=O. 
1m Endzustand ist der Strom an allen Punkten gleich J k , dem KurzschluBstrom, und 
die Spannung nimmt linear bis zum KurzschluBpunkt auf Null abo Sieht man von 
der Ruckwirkung auf die Stromquelle wieder ab, so ist die Spannung am Leitungs
anfang P und der Endzustand 

Pe(O)=P(l-x/l) , ie(o)=Jk · 

Pf(O) = Pa(O) - Pe(O) = Px/l = 11 (x) + 12 (x) , } 
if(o) = ia(O) - ie(O) = - J k = l/Z[fl (x) - 12 (X)]. (20) 

11 (X) = ~(Px/l-J kZ) ; 12(X) = i(Px/l + JkZ) . (20a) 
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Der fiir die ganze Leitung l,wnstante Teil der freien Spannungswellen iJkZ hebt 
sich in der resultierenden Spannung heraus, in der Stromgleichung (21) kann er mit 
dem stationaren Strom zusammengefa13t werden. Der veranderliche Teil iPxjl 
stellt z. Z. t = 0 zwei linear ansteigende Wellen dar (s. Abb. 263). Am Leitungs
anfang ist die Spannung konstant, daher Pf=O und 11(0-vt) = -/2(0+vt), am 
kurzgeschlossenen Leitungsende ist die Spannung Null und daher 12 (l + v t) = 

= - 11 (l- vt), die Wellen werden am Leitungsanfang und am Leitungsende mit um
gekehrtem Vorzeichen reflektiert. Die Periode entspricht zwei Richtungswechseln 
und ist somit wieder die Laufzeit iiber zwei Leitungsliingen i = 2ljv. Abb. 263 zeigt, 
wie die Spannung der Leitung am kurzgeschlossenen Ende beginnend und nach 
dem Leitungsanfang fortschreitend auf Null fiillt; der Strom ist J = PjZ. Da am 
Leitungsanfang P = konst ist, ladet die Stromquelle in der zweiten halben Periode 
die Leitung wieder auf und der Ladestrom iiberlagert sich dem auf der Leitung 
gebliebenen; hat die Ladung am Ende der ersten Periode das Leitungsende erreicht, 
so entladet sich die Leitung wieder vom Ende nach dem Anfang und der Entlade
strom iiberlagert sich wieder dem vorhandenen. Der Wellenstrom P/Z schlie13t sich 
teils iiber die Kurzschlu13stelle, teils iiber die widerstandsfrei gedachtc Stromquelle. 
Er bleibt also, auch wenn man von der Dampfung absieht, am Leitungsende 
wahrend Y2 Periode nicht konstant, er iiberlagert sich dem Anstieg des stationaren 
Kurzschlu13stromes J k (l- e-cxt ), so da13 der Strom in Staffeln, die sich im Abstand 
von 1 Periodc folgen, in den Kurzschlul3strom J k iibergeht, wie Abb. 264 fiir das 
Leitungsende zeigt. 1m allgemeinen ist der Kurzschlu13strom Jlc viel grol3er als der p-

x- O l 

~I 

~ 
Spann/NI! 

Abb.263. 

Sfrom 

Wellenstrom P/Z, weil der Wellenwiderstand 
fiir eine Freileitung etwa 600 Ohm betragt. Fur 
Abb. 263 und 264 ist Jk =8PjZ angenommen. 

Abb.264. 

99. Reflexion der Wellen an Widerstand, Induktivitit und Kapazitit. 
Wir erweitern nun die Betrachtung auf andere Grenzbedingungen und unter

such en zunachst die Reflexion der Wellen an Widerstanden, Induktivitaten und 
Ka pazitaten. 

Die Trennung dieser Gro13en bei nicht stationaren Vorgangen ist nicht streng, 
sie setzt Anordnungen voraus, bei denen die eine Gro13e die anderen derart uber
wiegt, daB diese fur eine angenaherte Betrachtung vernachlassigt werden konnen. 

Als reiner Widerstand kann ein Wasser- oder Kohlewiderstand gelten, der in 
Verbindung mit Uberspannungsableitern, z. B. Hornerfunkenstrecken, verwendet 
wird. Er hat bei sehr geringer Lange einen Widerstand von mehreren hundert 
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Ohm, seine 1nduktivitat und Kapazitiit sind dagegen verschwindend. Vorwiegend 
1nduktivitat haben kurze Spulen, Stromwandler, AuslOsemagnete, wahrend vor
wiegend Kapazitat in Sammelschienen, Schutzkondensatoren usf. vorhanden ist. 
Maschinenwicklungen, auch groBere Drosselspulen, haben verteilte Kapazitat und 
Selbstinduktion; in der Riickwirkung einer solchen Wicklung auf die Wellenvorgange 
in der Leitung betrachtet man sie oft in erster Annaherung auch als 1nduktivitat. 

Seien Ro, Lo' Co Widerstand, 1nduktivitat und Kapazitat, die am Leitungs
ende etwa in Reihe geschaltet sind, so gilt fiir das Leitungsende (x = l) 

R · - di S idt 
P = 0 t + 1-0 dt + Co· (22) 

Hierin ist p die Summe aus der stationaren Spannung Pe und der freien Spannung 
P" i die Summe aus dem stationaren Strom ie und der freien Schwingung if. Da die 
Gleichung linear ist, wird sie von den stationaren und von den freien Stromen und 
Spannungen je fiir sich erfiillt und kann in zwei Gleichungen geteilt werden, von 
denen die eine nur fiir die stationaren, die andere nur fiir die freien Werte gilt, wie 
wir dies schon wiederholt getan haben. 

Die freien Schwingungen konnen fiir die ganze Leitung durch zwei Wellen dar
gestellt werden 

PI = e-at [fl(X-vt) + f2(X + vt)] , 

Da es hier auf die Werte am Ende der Leitung (x = l) ankommt, setzen wir 

zur Abkiirzung fdl-vt)=cp und f2(l+vt)=e, 
worin cp und e nur von der Zeit abhangen, daher ist fUr x = l 

_-at(+) . . _-at(cp-el 
PI (1£=/) - e cp e, tl (1£=1) - e --z--- (23) 

Setzt man diese Werte in die Gl. (22) ein, so wird 

e-rd(cp+e) = [Ro+Lo:t + S~:J[e-;t (cp-e)j. (24) 

Hierin ist die am Leitungsende einfallende Welle cp als bekannt vorauszusetzen, 
wahrend die Werte e der reflektierten Welle durch Losung der Gleichung zu er
mitteln sind, wie nun an einigen Beispielen gezeigt werden solI. 

a) Reflexion an einem Ohmschen Widerstand. 1st an die Leitung nur ein Ohm
scher Widerstand Ro angeschlossen, so erhalt man aus Gl. (24) 

R e-at(cp + e) = ZOe-at (cp - e), 

Ro-Z 
e=CPRo+-Z=CPq. (25) 

Die einfallende Welle cp wird am Ohmschen Widerstand unvollkommen reflek
tiert, sie erscheint nachMaBgabe des Reflexionsfaktors q verkleinert. Dieser ist 

_Ro-Z 
q-Ro+Z· 

Die resultierenden Werte von Spannung und Strom am Leitungsende sind 

P == Pe + e-at(cp + Q) =Pe + e- at cp(l + q), 
. . e-at . e-atcp 
t = te + -z(cp- e) = te + --Z-(l-q). 

Die einfallende Welle fiihrt die Leistung cp2jZ mit sich, die reflektierte die Leistung 
e2jZ = (qcp)/2Z, die Differenz ist die im Widerstande verbrauchte Leistung 

cp2 
Z (1- q2). 

1st Ro=Z, so wird die reflektierte Welle Null, die ganze Leistung der ankommenden 
Welle wird vom Widerstand absorbiert. 1st RozZ, so wird nur ein Teil der ankom-
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menden Leistung im Widerstand verzehrt. Fur Ro > Z hat die reflektierte Welle 
das gleiche, fur Ro < Z das entgegengesetzte Vorzeichen der ankommenden. 

Die Grenzen sind: 1. Ro = oo, die Leitung ist offen, es wird q= 1, die reflek
tierte Welle ist gleich der einfallenden. 2. Ro = 0, die Leitung ist kurzgeschlossen, 
q = - 1, die Welle wird mit umgekehrtem Vorzeichen in voller Starke reflektiert, 
wie fruher gezeigt. 

Beispiel: Eine am Anfang offene Leitung erhalt durch atmospharische Vor
gange eine Ladung, wie im Beispiel S. 229, jedoch sei hier am Leitungsende ein 
Erdungswiderstand Ro uber eine Funkenstrecke angeschlossen (Abb.265a). Die 
irgendwie verteilte Spannung p(x) Abb. 265b teilt sich wieder in zwei Wellen von 
halber Rohe, die nach beiden Seiten wandern. Am Leitungsende wird beim Ein
treffen von 11 (x) die Funkenstrecke ansprechen und, wenn Ro = Z ist, wird die Welle 
abgeleitet. Die rucklaufende Welle 12 (x) wird am offenen Leitungsanfang reflek
tiert, sie wandert nach dem Leitungsende, wo sie ebenfalls absorbiert wird. 

Bei unvollkommener Absorption dauert der Vorgang langer, die Wellen laufen 
geschwacht auf der Leitung hin und her. Urn zu verhindern, daB sie beim Lauf 
1solatoren iiberschlagen, mussen zahlreiche Ableiter 
angebracht werden, weil derartige von atmosphari- XjO :J1-L 

schen Entladnngen herruhrende Wellen eine betriicht- flto 
liche Rohe haben konnen. Nun ist es bei hohen Be-
triebsspannungen nicht moglich, den Erdungswider- ?Z>;;;bJ."/,7Jl1w/,m,,,,/,?JJw/,?JJw.1?2W/,mw/,mw/,?JJW/,1?2"hmWhmwhw.iwhw.i"h:w.W/,w.!W/'w.iW.w.iWh:w.Wh~w.!" 
stand gleich dem Wellenwiderstand, also etwa 600 Ohm, Abb. 205 R. 

zu machen. Beim Ansprechen aller 3 Ableiter einer 
Dreiphasenleitung entsteht ein starker Strom von 
der Netzfreqllenz uber den Lichtbogen, der z. B. bei 
50 k V etwa 48 Amp betragt und in den drei Wider- t·o 
standen uber 4000 kW vernichtet. Dieser Strom er
lischt nicht von selbst. Man hat daher Ableiter kon
struiert, die mit einem Olschalter vereinigt sind und tDlb 
sofort nach dem Ansprechen den nachfolgenden Be
triebsstrom wieder abschalten. Andere Konstruktionen 
beruhen auf der Ventilwirkung dunner Oxydschichten, t=/J L-_......:lllllW 

die nur bei Uberschreiten einer bestimmten Span- Abb. 205 b. 

nung leiten, darunter keinen Strom durchlassen. 
b) Reflexion an einer 1nduktivitat. 1st am Ende der Leitung eine 1nduktivitat 

Lo angeschlossen, so ist nach Gl. (24) fur die freien Schwingungen 
L d L [ drp de] e- oct(cp+e) = :ldte- oct(cp-el = zOe- oct -rx(cp-e)+dt-dt ' 

de + e (~ - rx ) =, - cp (~- + rx) + d rp • (26) 
dt Lo Lo dt 

Die I~osung ist, wenn Z :§ rxLo. 

e = e-<ZILo-oclt{k + J e<ZILo-oclt [ -cp (:o + rx ) + ddt' Jdt} (27 a) 

und wenn ZjLo = rx ist e =cp -- Jcp(Z/Lo + rx)dt + k. (27b) 

Die 1ntegrationskonstante kist aus den Grenzbedingungen zu ermitteln. 
Beispiel: Wir untersuchen, wie die auf einer Freileitung frei werdende Ladung 

durch eine Erdungsdrosselspule abgeleitet wird. Am Ende der Leitung (x = l) sei 
eine Spule Lo zwischen Leitung und Erde geschaltet, es kann dies auch eine Phase 
eines Dreiphasentransformators mit geerdetem Nullpunkt sein. Der Leitungsanfang 
sei offen. Der Einfachheit halber sei angenommen, daB die Ladung gleichmaBig 
iiber die Leitung verteilt sei. Der Anfangszustand ist daher 

Pa = P, 
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1m Endzustand ist die ganze Ladung abgeleitet 

Pe =0, ie =0, 
daher ist p!(O) =Pa(O) =P = 11(X) + 12(X), i!(O) =0 = 1/Z (!r (x) -/2(X)) 
und 11(X)=/2(X)= iP. 
Die beiden Wellen haben zu Anfang konstante Hohe. Die Werte cp der am Leitungs
ende einfallenden Welle sind von t=O an durch fr(x)=iP gegeben, und zwar fUr 
die Laufzeit der Welle uber die Leitung t1 = ljv. In dieser Zeit ist die nach dem 
Leitungsanfang wandernde Welle 12(X) = iP dort mit gleichem Vorzeichen reflek
tiert worden und gelangt in der Zeit t = t1 bis t = t2 an das Leitungsende. Von t = ° 
bis t = t2 ist also cp = i P. 

In den folgenden Zeiten ist jeder Wert cp am Leitungsende gleich dem Wert e, 
der um 2 t1 fruher dort reflektierten Welle. 

Zur Vereinfachung sei von der Dampfung abgesehen, d. h. 0(=0 und ZjLo=oco 
gesetzt, dann ist nach G1. (27 a) 

-«,t1k-t r «u t ( +drp)dJ e = e L -J e - cp OCo -Ilt t. (2S) 

Nun war g;(0-:-2tl)=~P, (29) 
daher e(0-:-2t,)=,ke-«,t-iP. (30) 

Der Strom der Drosselspule ist z. Z. t=O Null und kann sich nicht plotzlich andern, 
daher ist 

cp(O)-e(O) =0 = iP-k+ iP, 
e(0-:-2t,) =P(e-«ot-i)· 

k=P, 

Wie gezeigt, sind die Werte cp von 2t1 bis 4t1 ebenso groB wie e von 0 bis 2t1; 
hat also in (30a) (t - 2t1 ) fUr t zu setzen, dann ist 

Hiermit ist nach (28) 
e(2t, -:- 4t,) = k' e-«,t - 2Pocote-«,(t-2t,) + iP. 

(30a) 
man 

(31) 

Die Integrationskonstante bestimmt man wieder aus der Kontinuitat des Stromes 

fUr t=2t1 k'=P[1-e- 2 «ot' (1-4ocot1 )] 

und 

Ganz analog erhalt man nun 
e (4t, -:- 6i,) = e(2t, -:- 4t,) + P[ -1 + e -o<o(t- 4tl){1 + 2 oc5 (t - 4t1)2}] , 
e(6t, -:- 8t,) = e(4t, -:- 6t,) + P[l- e -«,(t - 6t,) 

{1 + 2 oco(t- 6t1) - 2°C5(t - 6t1)2 + ~oc~ (t - 6t1)3}] , 

e(8t, -:-101,) = e(6t, -:- 8t,) + P [ -1 + e -«o(t - 8t, ) 

{I + 4oc~(t - St1) - ~ocg(t - St1)3 + ~ (t - St1)4}] 

If' 
~ __ ~kq 

~ .... .......... 
' .... .... 

111 0 1 2 3 'I ,5 6 7 8 9 10 t1 
............. 

................ _----, 
Abb.266a. 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

usf. In Abb. 266a sind die Werte e als Funktion der Zeit von ° nach rechts gestrichelt, 
die Werte cp von 0 nach links ausgezogen aufgetragen. Verschiebt man diese Wellen-
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zuge gegeneinander, den fUr e nach links, den fur q; nach rechts, so erhalt man als 
Ordinaten in Odie Momentanwerte von q; und e zu einer Zeit t, um deren Betrag 
man die Wellen verschoben hat. Die Zeit t1> die wir als MaBstab verwenden, war 
die Laufzeit ljv uber die Leitung. 

Da die Geschwindigkeit konstant ist, kann man die Abzissen als Langen be· 
trachten, dann entspricht Punkt Adem Leitungsanfang, 0 dem Leitungsende. 

Man erhalt somit auch das zeitliche Bild ~I 
an jedem Punkt der Leitung und fur einen 
gegebenen Augenblick das Bild der raumlichen ~ 
Verteilung der Wellen langs der Leitung. Dar· t .. IL..L-~~-!:-,*,"""+--=--';;-7'+-:---:' 
aus werden in bekannter Weise die resultie. 1 2 J 

rende Verteilung von Strom und Spannung 
ermittelt, indem man die Wellen mit e- rxt 

multipliziert und zu den freien Schwingungen 

Abb.26Gb. 

die stationaren Werte addiert, die in unserm Beispiel Null sind. 
Abb.266b zeigt ohne Berucksichtigung der Dampfung den zeitlichen VerIauf 

von Strom und Spannung am Leitungsende und Abb.267 die Verteilung langs 
der Leitung fur einige Zeitpunkte fur ein Beispiel, in dem die Zeitkonstante fUr den 
Stromanstieg der Drosselspule"1:o = I jlXo = LojZ so gewahlt ist, x-o x-l x-o r·l 
daB fur den Lauf uber die Leitungslange e- rx,t 1 = e- rx,l/v = 0,9 t.okm U 
ist. Es ist also lXoljv=0,106. Setzt man den Wert fur 1X0 ein t 

undZ =yLjO, v = l jVLf] , so ist also auch Ll/Lo = 0,106, die M , • U 
Induktivitat der ganzen Leitung Ll ist etwa 10% der Induk· I I 
tivitat der Drosselspule. t - .?i, • L-mmmIIl 

Die Entladung der Leitung in die Drosselspule geht in einer I J 
Schwingung vor sich, die nach Abb. 266b aus exponentiell t - Jtt • t-ammmlII 
verIaufenden Kurvenstucken zusammengesetzt ist. Nach der I ~ 
ersten Viertelperiode ist die Spannung der ganzen Leitung t-~t1bmnmmJ I-d!!II!IIllIJ 
nahezu Null, der Strom in der Drosselspule ein Maximum. I J 
Die ursprungliche elektrische Energie der Leitung !P20l t 0 5t,U ~ 
erscheint als magnetische Energie t eils in der Leitung, teils Jpannung Jfl'Om 
in der Drosselspule. Ersetzen wir den schwach gekrummten Abb.267. 

Anstieg des StromverIaufs langs der Leitung durch einen linearen, so ist die magne· 
tische Energie annahernd 

,------- -
oder J max r--' P V }Ln Lo = ~?. ·ll +lL-;;/Ll· (36) 

1m vorstehenden Beispiel gibt dies 0,32 P jZ. 
Wenn die Induktivitat der Leitung klein ist gegen die der Drosselspule, ist die 

Grundfrequenz der Schwingung sehr angenahert die eines Schwingungskreises, der 
aus der Drosselspule Lo und der Kapazitat der ganzen Leitung Ol gebildet ist. Die 
Periodendauer ist also 

(37) 

Wir konnen sie in Vielfachen der Laufzeit der Wellen uber die Leitung t1 = ljv aus· 
drucken, wenn wir 

einsetzen. Dann ist 

Va ,/- 1 
0 = T rLO =-Zv 

T ~2 1(£;[ - 2 V~ - 1/ Lo - l /Lo o ~" n / Z v - n Z t1 - 2 n t1 V Z tl - 2 n t1 V :n . 
In dem Beispiel mit Ll = 0,106L o wird somit T o=19,3t1• 
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c) Reflexion an einem Kondensator. Hier gilt fUr die freien Schwingungen 
nach Gl. (24). 

de-at('P+ e) e- at 
dt =Coz-(rp-(2)' 

d'P de 1 
-1X(rp + (2) +Tt + !it- = Coz(rp -(2), 

de (1 ) (1 ) dr Tt + I;? CoZ - IX = rp CoZ + IX -!iT' (38) 
Die Losung ist 

(2 = e-(l/OoZ -a)t{k + fe(1/ooz -a)t [rp (C~Z + IX) - ~:Jdt} . (39) 

Beispiel. Es solI der Ausgleichsvorgang des vorigen Beispiels untersucht 
werden, wenn an Stelle der Drosselspule ein Kondensator zwischen Leitung und Erde 
geschaltet ist. Die Voraussetzungen sind wieder die gleichen; z. Z. t=O wird auf 
der Freileitung eine Ladung frei, sie sei gleichmiWig uber die Leitung verteilt. An
fangs- und Endzustand sind 

Pa(Q)=P' ia(O) =0, Pe(O)=O, ie(O) =0, 
PfW) == PaW) = P = 11 (X) + 12 (X), if(O) = 0 = l [/1 (X) - 12 (X)]. 

JI(X) = 12 (X) =lP. 
Daher wird wieder die am Ende einfallende Welle von 0 bis 2 tl 

rp(O + 2t,) = ~ P. (40) 
Wenn wir wieder die Leitungsdampfung vernachlassigen (IX = 0) und fur die Zeit
konstante ooZ =7:0 = l/rxo setzen, wird nach Gl. (39) 

(2 = e-aot{k + jeaot [ rplXo -~?Jdt}. (41) 

Diese Gleichung unterscheidet sich von Gl. (28) fur die Drosselspule nur durch das 
Vorzeichen unter dem Integral. Mit rp nach G1. (40) wird 

(2(0+2t,)= ke- aot + ~P. (42) 
Da der Kondensator im Augenblick t = 0 nooh ungeladen ist, muB rp(O) + (2(0) = 0 
sein, d. h. k P 1 t) 2 ) =-, (2(O+2t,)=PC2-e-ao. (4 a 

Wahrend bei der Drosselspule die einfallende Welle im ersten Augenblick wie an 
einem offenen Ende mit gleichem Vorzeichen reflektiert wurde, wird sie am Kon
densator im ersten Augenblick wie an einem kurzgeschlossenen Ende mit entgegen
gesetztem Vorzeichen reflektiert. Der Ladestrom ist von 0--;-. 2t. 

. '1'- e P P /0 ~(0+2t1)=-Z=-~ ze-aot---ze- t oZ (43) 

Er springt beim Eintreffen der Welle auf P/Z und klingt nach MaBgabe der Zeit
konstanten 7:0 =OoZ aus. Bei der Drosselspule war nach G1. (29) u. (30a) 

. 'P-e P P 
~(0+2t,) =-Z- =-z(l- e- aol ) =-Z(l- e- Z/Lot). 

Formell ist also der Verlauf der Strome derselbe, wie wenn eine Gleichspannung 
an eine Drosselspule bzw. einen Kondensator angeschlossen wird, wobei der Wellen
widerstand der Leitung die Rolle des Ohmschen Widerstandes beim Schalten eines 
Gleichstromes hat. 

Am offenen Leitungsanfang wird die ankommende Welle mit gleichem Vor
zeichen reflektiert. Man erhalt also die Werte rp von 2tl bis 4t1> wenn man in die 
G1. (42a) t-2tl statt t einsetzt 

(44) 
Nach G1. (41) wird 

(2(2t , + 4t, ) = ke-aot + P[~ - 21X0te-aO(t - 2t,)]. 
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Die Integrationskonstante bestimmen wir wieder daraus, daB die Kondensatorspan
nung (rp+o) sich nicht plOtzlich andern kann. Nach Gl. (40) u. (42a) ist fUr t = 2t1 

(rp + 0)(t=2I,) =c P(I- e- 2c<otl) und k = P[ -1 + e2cxot , (1 + 41X0tl)] , 

0(2, I -c 4t,) ~-= Pl~ - e- cxol + p-ao(t - 2t,) [1 - 2IXo (t - 2t I )}]. (45) 
Ganz analog wird 

0(41, - 61,) = e(21, - 4t,) - e- cxo(t - H,) [1 - 4IXo (t - 4t1 ) + 21X5{t - 4tl)2] , (46) 
0(6t, -c 8 t,) =-= 0(4t, -r/,) + e- ao (t - 61,){ 1 - 8IXo (t- 6~) + 61X5(t-6tl)2 - ~ IXW-6tl)3] (47) 
usf. 

In Abb. 268 sind, ahnlich wie bei Abb. 266, die Werte 0 von 0 naeh rechts, die 
Werte rp nach links aufgetragen. Durch die Reflexion der einfallenden WeUe rp = t P 
z. Z. t = 0 springt 0 urn P auf - t P. Dieser Sprung gelangt z. Z. tl nach dem offenen 
Leitungsanfang und wird dort gleichsinnig reflektiert; zur Zeit 2 tl ist er wieder 

t, 

Abb. 20 . 

I 
r, 
1\ 

..... .J \ 

\ 10t, 
\ 

'-

am Leitungsende, wo er mit entgegengesetztem Vorzeichen reflektiert wird. Die 
Werte e zeigen daher naeh je zwei Laufzeiten einen Sprung urn ± P. Da der Sprung 
am Leitungsanfang mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird, kann es dort zu ziem
lich starken Spannungserhohungen kommen. Die Werte rp und Q gelten fUr das 
Leitungsende. Da die Werte, bei Vernachlassigung der Dampfung, urn tl spater am 
Leitungsanfang ankommen, stellt der Kurvenzug emit verdoppelten Ordinaten 
auch den Verlauf der Spannung am Leitungsanfang dar, wenn die Zeiten urn tl 
vergroBert werden. So ist z. B. die Spannungsspitze Q fur t = 2tl naeh Gl. (45) 

P(I ,5-e- 2aot,) _ 

und z. Z. 3t1 ist die Spannung am Leitungsanfang doppelt so too {III U 
groB. In dem Beispiel (Abb. 268) ist 0 0 = 0 1 angenommen, die x-a r-l x-a x .t 
Kapazitiit des Kondensators gle~~h der der ganzen Leitung. 0,75t, ~ 
Nun ist _ _ 1 _ _ _ ]_ V!:.'~ 1 I L 0 _ 0 l 

1X0ti - 0 Z v - 0 L) - 0 ' 
000 

also wird 1X0 tl = 1 und 
e- 2 (Xoll = e- 2 = 0,135, 

die Spannung am Leitungs-
2,75t, 

12t f . d I . d' , an ang Wlr a so In lesem , A.I 
Augenblick fast 3 P. Urn J,75t,1mnIllllllilIml 

Abb. 269a und b . 

die Spannung klein zu hal
ten, muBte demnach ein 
weit groBerer Kondensator 
verwendet werden. Am 

ftt, Leitungsende kann hin
gegen die Kondensator
spannung nie groBer wer
den als P. Abb. 269 zeigt 
den VerI auf der Spa;nnung 

'l,75t,~ 
5'75tl~ 

$ponnung 

Abb. 270. 

Strom 

und des Stromes am Leitungsende und Abb. 270 fUr einige Zeitpunkte Spannungs- und 
Stromverteilung langs der Leitung. Sie ist charakterisiert durch das Zuruckwerfen 
der Spannungswelle am Leitungsende und der Strom welle am Leitungsanfang. 
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d) Ein Schwingungskreis am Ende einer Leitung. Stromwandler oder Relais
spulen bilden mit der Kapazitat der Sammelschienen einen Schwingungskreis. Fur 
einen solchen Schwingungskreis ist nach Gl. (24) 

L de-<X/( ) 1 f 
(<p+Q)e-<xI=j- d~-e + OoZ e-<xt(<p-Q)dt. (48) 

Sieht man von der Dampfung ab, ()(. = 0, so wird durch Differentiation 
d2e Z de (! . cp Z dcp d2 cp 
dt" +L-Tt+ ro=L 0 -L-dt +(it2. (49) o 0 0 0 0 

Ais Beispiel betrachten wir das Eintreffen einer Wanderwelle von konstanter Hahe P, 
etwa beim Einschalten einer GIeichspannung. Dann ist 

Pa=O, ia=O, Pe=P' ie=O, 

Pf(O) = -P, if(o) =0, ft(x) =/2(X) = -~P. 
Am Leitungsende ist von t = Obis t = t1 <P = - ! P und nach (49) 

d2e + Z de + (! _ 1 P 
dt2 Lodt L oOo--2LoOo ' (50) 

Die Lasung ergibt eine aperiodische oder eine oszillierende Ladung, je nachdem 
Z::z. 2 -V Lo/Oo ist (s. Kap. XIII S. 196). Da die Kapazitat von Sammelschienen klein 
ist, ist der zweite Fall der praktisch wichtigere. Hierfur ist die Lasung 

Q= -~P+Asin(,Bt+Q)e-<xot, 

worin A und 15 Integrationskonstante sind.,B ist die Kreisfrequenz, ()(.o der Dampfungs
faktor 

R=1/_1 _(~)2 Z 
f.1 r LoOo 2Lo' ()(.o = 2Lo . (51) 

Der Wellenwiderstand Z spielt auch hier die Rolle des Ohmschen Widerstandes, 
bedeutet aber nicht einen Energieverbrauch, sondern die Umwandlung von elek
trischer Energie in magnetische und umgekehrt. 

Da der Strom z. Z. t = ° Null ist, wird 

i(t=o) =ie + (cp-; 12) =O-AsinQ =0, daher 15 = 0. 

Die Kondensatorspannung ist zu Beginn auch Null, daher ist 
di Lo d(cp - 12) Lo 

Pc(t=O) = P- Lo dt = Pe + <P + Q - Z dt = ,BzAcOSQ = ° 
und A=O und 

Q(O -:- t,) = - ~ p . 
Am Leitungsanfang ist die Spannung konstant und die freie Spannung Null. /2 wird 
am Anfang mit umgekehrtem V orzeichen reflektiert, ans Leitungsende kommt 

<P(/,-:-2t,) = + ~P 
zuru.ck, hieran schlieBt sich <P(2t,-:- 3t,) = - Q(O + t,) = + ! P an, so daB von t1 bis 3 t1 
<Pet, -:- 3 I,) = ! P ist. 

Die Lasung von (50) ist hiermit 
Q(/,-:-3t,) =~P + Asin[,B(t- t1) + Q]e-<Xo(t-t,). 

Da i1 und Pc z. Z. t = t1 noch Null sind, ist 

° + Lod(cp(t,)-(!(tr>l ° 
tp(t,)"';" Q(t,) =, Pe + <Pet,) Q(t,) - -z- d t =. 

Aus der ersten Bedingung folgt AsinQ=O, 15=0, aus der zweiten 
P LOR Z 

2 = -zf.1A, A == -2P PLo' 

Q(t,-:- 3/,) = P [! - 2p~ e-<Xo(t-t')sin,B(t- t1) l. 
o J 
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Am Ende dieses 1ntervalls ist 

e(3t,) = ~ - 2P f3~o e-2 0:0t'sin2{3t1 , 

d L d . (qJ-e) 2P -2 t· {3 
er a estrom ~(3t,) = -z- = {3Lo e 0:0 'sm2 t1 • 

Er hat gerade eine halbe Schwingung ausgefiihrt, wenn 2{3t1 =n ist, oder 
f3 I v 

2n 4t1 4l' 

(3/2n ist die Eigenfrequenz des Schwingungskreises, v/41 die Eigenfrequenz der 
Leitung. Bei Gleichheit beider besteht Resonanz. Die Kondensatorspannung hat 
z. Z. 3t1 den Wert 

Pc(3t,) = 2P ( 1- [L:P sin2{3t1 - ~ (rxosin2{3t1 - (3 cos2{3t1) ] e-2 0:ot , ] • 

Abb. 271-

Fur 2{3t1 =n wird, wenn e- 2 0:ot, ~ 1 gesetzt wird, 
Pc(3t1 ) '" 4P. 

Fur die Zeit 3t1 bis 5t1 wird nun 

qJ(3t'75t,J = -e(t173t,) =-f + 2PfJ~o e-O:o(t-3t')sin{3(t -3t1) 

und in analoger Weise wie fruher, wenn wir uns auf den Fall der Resonanz be 
schranken: 

e(3t, 75t,) = - ~ + 2P ~~ (e-O:o(t-t,) + 2e-O:o(t-3t'»)sin{3 (t - 3t1) , 

ferner 
P Z 

e(5t77t,) = + 2- 2P PLo [e-O:o(t-t,) + 2e-O:o(t-3t,) + 3e-O:o(t-5t')]sin{3 (t - 5 t1 ) 

usf. I ~ 
In Abb. 271 sind ~~r ~in Beispiel.Lo=1O- 3 ti ~-t 

Henry, 00 =10-9 F, fur em Kabel mltZ=100 0 1 Z ~5 6 7t, 

die Werte von e und qJ als Funktion der Zeit 6P / 

aufgetragen. / 
Hier ist ,8,-.,.., 106 . Daher besteh t Resonanz, 4-P / 

wenn wir fur das Kabel v = 2 .105 km' sek-1 ! 
annehmen, bei einer Leitungslange 

n v n 2.105 

1 = 2 7f = 21Q6- = 0,314 km. 

Abb. 272 zeigt den zeitlichen VerIauf des 
Stromes und der Spannungen am Kondensator 
und an der Drosselspule. Von 0 bis t1 wandern 
die Spannung P und der Strom P!Z zum Ende 
der Leitung; der Strom kann hier nicht plotzlich 

zp I 
I 

o 

Abb.272. 

7t, 

auf diesen Wert springen, die Spannungswelle wird auf den doppelten Wert reflektiert, 
und der Spannungssprung P wandert uber die auf der Leitung schon vorhandene Span
nung P zuruck. Wahrenddessen beginnt der Kondensator sich zu laden, die Span
nung an der Drosselspule nimmt von 2 P abo Der Spannungssprung P wird am Lei
tungsanfang zuruckgeworfen, da dort die Spannung konstant ist, und gelangt z. Z. 
3t1 wieder an das Leitungsende. 1st die Zeit des Hin- und Herwanderns gerade die 
halbe Schwingungszeit des Schwingungskreises, d. h. bei Resonanz, so ist im Grenz
fall (wenn e-O:ot = 1 ware) die Spannung an der Drosselspule - 2 P, am Kondensator 
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4P. Del' einfallende Sprung wird auf den doppelten Wert reflektiert, die Spannung 
an del' Drosselspule andert sich sprungweise auf - 4 P, wahrend del' folgenden Halb
peri ode wird del' Kondensator von 4 P auf - 4 P entladen, dann steigt die Drossel
spulenspannung wieder sprungweise um 2P usf., so daB sie nach 5f1 ohne Dampfung 
schon 6 P ware und sich weiter steigern wiirde, wenn die Dampfung und Uber
schlage es nicht verhinderten. 

Diesel' Fall tritt bei den hohen Frequenzen solcher Schwingungskreise nur bei 
kurzen Leitungslangen auf, er kann z. B. bei einem ErdschluB entstehen. An del' 
ErdschluBstelle fiillt die Spannung plotzlich auf Null, es wandert eine Entladewelle 
hin und her. Ihre Hohe kann beim Neuziinden eines intermittierenden ErdschluB
lichtbogens die betriebsmaBige Spannung wesentlich iibersteigen. Bei kurzem Ab
stand ist eine Resonanz moglich. 

Zu deren Verhiitung werden Strom wandler u. a. Spulen durch Widerstande 
iiberbriickt. Die oszillierende Ladung wird verhindert, wenn del' Uberbriickungs-
widerstand Ro < i -V Lo/Oo ist. Andrerseits solI er so groB sein, daB er den Strom del' 
Grundfrequenz nicht wesentlich beeinfluBt. Silitwiderstande zeigen bei hohen Span
nungen einen kleineren Widerstand als bei kleinen, dieses Verhalten macht sie hier 
besonders geeignet. 

100. Reflexion bei Leitungen mit ungleichem Wellenwiderstand. 
Wir untersuchen den Ubergang del' Wellen von einer Leitung zu einer anderen 

mit ungleichem Wellenwiderstand. Die erste Leitung erstreckt sich von x = 0 bis 
x = h, die zweite von x = h bis x = lII. Die Wellenwiderstande seien ZI und ZII. 

Die Ausgleichsvorgange auf jeder Leitung lassen sich durch je zwei gegenliiufig 
wandernde Wellen fr" fr" tIll' tIl, darstellen. Es ist 

PtI=e-rJ.]t[fII (x-vlf) +/r, (x + vlt)], 
itIZI=e-rJ.jtrtr. (X-vIt) -II, (x+v[t)J, 
PIll = e-rJ.ntrtII.(x - VIIt) + tII,(X + VIIt) , 

itllZn = e-rJ.nt[fII,(X- vIIt) - tII,(X + VIIt)]· 
Zur Abkiirzung sollen an del' Ubergangsstelle x = l[ die Momentanwerte del' im 
Sinn del' positiven x wandernden Wellen wieder mit rp, die im Sinn del' negativen x 
wandernden mit e bezeichnet werden 

e-rJ.jtfz.(lI-vlt) =rpI, e-rJ.jt/r,(lI+ VIt) =e[, 
e-rJ.nt /III(h - vIIt) =rpII , e-rJ.nt tll,(li + vllt) = ell . 

Die Stetigkeit des Stromes und del' Spannung bedingt, daB fiir x = 11 , Ptl = Ptll 
und it 1= i III ist, daher 

rpi + eI = rplI + ell , l/ZI(Cf!I- eI) = l/Zn(rpll- ell) (52) 
Betrachtet man die in x = h eintreffenden Wellen rpi und ell als gegeben, so folgen 
die anderen aus G1. (52) durch die Beziehungen 

Zn-Zj + 2Z1 Zj-ZII + 2Z/1 (1;.3) 
eI=rpIZn+ZI elIZj+Z-;';' rplJ~~ellZI+Zn rpIZ;+~Zn· v 

Das hierin enthaltene Reflexionsgesetz sagt folgendes aus. Von jeder del' beiden 
einfallenden Wellen rpi und ell wird ein Teil auf die gleiche Leitung reflektiert, 
ein anderer Teil tritt in die folgende Leitung iiber. 

Von rpi wird auf Leitung I reflektiert 
ZII-Zj 

rpiZ/1+Z1 =rplq· 

q ist del' Reflexionsfaktor. Von ell wird auf Leitung II reflektiert 
ZI-ZII 

GIl ZI +Z;~ = -elIq· 

(53a) 

(53b) 
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Der Re£lexionsfaktor hat bei der entgegengesetzten Riehtung der Bewegung das 
negative Vorzeichen, aber gleiehe Grof3e wie oben. 

Von cpr tritt auf Leitung II iiber 
2ZII 

CPI z~+ -z;; = CPI[l- (- q)] . (53e) 

Von (!n tritt auf Leitung I uber 
2Z j 

(!n z-; +- ZII = (!u(l- q) . 

Somit kann Gl. (53) gesehrieben werden 

mit 

(!I=~CPIq+(!u(l-q), cpn = -(!uq+CPI(l +q) 
ZII-Zj 

q = Zj+ZII' 

(53d) 

(54) 

Der Re£lexionsfaktor q ist positiv oder negativ, je naehdem Zn "z' Zr ist, der Dnreh
gangsfaktor (1 +q) ist dabei grof3er oder kleiner als 1. Folgt auf eine Freileitung 
(ZI) ein Kabel (Zll) , so ist q negativ, die von der Freileitung ins Kabel tretende 
Welle ist verkleinert, die vom Kabel in die Freileitung eintretende Welle wird ver
grof3ert. 

Die Wellen haben auf Leitungen mit versehiedenem 
WeUenwiderstand ungleiehe Gesehwindigkeiten. Die Zeit 
der Fortp£lanzung uber die Lange list 

t = llv = l is~/c. 
Es ist zweckmaf3ig, den V organg fur aIle Leitungen auf die 
Lichtgesehwindigkeit c zu beziehen und die "reduzierte" 
Lange 

l' = l yf~ 
einzufuhren. 

Beispiele. 
1. Das Laden einer Freileitung uber ein Kabel. 

Das Kabel wird am Anfang x = 0, z. Z. t = 0 an eine Strom
quelle von konstanter Spannung und grof3er Kapazitat an
gesehlossen, die Freileitung ist am Ende offen. Beide Lei
tungen sind zunaehst strom- und spannungslos. Der End
zustand ist Pe = P, ie = O. Wie fUr eine einzelne Leitung 
sind die Wellen auf beiden Leitungen zu Anfang 

fr. (x) = fr, (x) = flIt (x) = /U, (x) = - ~P. 
Fur die Reflexion gilt: 

a) bei x = 0 ist P = konst = P; PI = 0 daher Re£lexion 
mit umgekehrtem Vorzeiehen, 

b) bei x = lu ist i = 0, daher Reflexion mit gleiehem 
V orzeiehen, 

e) bei x = II gilt Gl. (54). Der Wellenwiderstand des Abb. 273. 

Kabels ist etwa 1/10 von dem der Freileitung, daher ist 
q = l$i = 0,82, (!I = 0,82cpI + 0,18(!u, CPu = - 0,82(!u + 1,82cpI. 

Die vom Kabel kommende WeUe CPI wird an der Freileitung zu 82 % reflektiert, 
die Freileitung verhalt sieh dem Kabel gegeniiber fast wie ein offenes Ende. Die 
von der Freileitung kommende Welle (!II wird am Kabel zu 82% mit negativem 
Vorzeiehen reflektiert, das Kabel verhalt sieh gegenuber der Freileitung fast wie 
ein kurzgesehlossenes Ende. Abb. 273 zeigt den AnfaIlg des Ladevorgangs bei Ver
naehlassigung der Dampfung. Die resultierende SpannungswelJe P wandert uber 
das Kabel und erreieht den Ubergang zur Freileitung z. Z. t] = l[lv. Hiernaeh ist 

Fracnckcl, Wechselstrome. 3. Auf!. 16 
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rpI = ! P, en = - ! P. Infolge der Reflexion steigt die Spannung auf 

P+ rpI+ eI =P{l +i + Hq- (l-q)]} =P(l + q) =2P ZI~IZII' (55) 
Sie ist in dem Beispiel 1,82P. 

Die Spannungswelle zieht mit fast doppelter H6he in die Freileitung und wird 
am offenen Ende z. Z. tlI=(lr+llI)/V mit gleichem Vorzeichen reflektiert. Die 
resultierende Spannung erreicht fast den vierfachen Betrag der Schaltspannung. 
Folgt auf eine Leitung eine andere mit viel groBerem Wellenwiderstand, so wird 
eine Welle an der Dbergangsstelle nahezu verdoppelt. Der Grenzfall ist wieder das 
offene Leitungsende fiir ZII = 00 und q = 1. 

Betrachtet man Wicklungen von Maschinen und Transformatoren in erster 
Naherung als Leitungen mit sehr groBem Wellenwiderstand, so folgt, daB jede auf 
die Wicklung treffende Welle mit nahezu verdoppelter Hohe einzieht. 

Da an jeder Dbergangsstelle die Spannung reflektiert wird, ist die Reihenfolge 
Kabel-Freileitung-Transformatorwicklung besonders ungunstig und sollte ver
mieden werden. Hingegen ist die Reihenfolge Freileitung-Kabel-Transformator 
gunstig, weil das Kabel die von der Freileitung kommende Welle verkleinert durch
laBt und man pflegt Transformatoren und Maschinen gegen Wanderwellen auf 
Freileitungen zu schiitzen, indem man ein Kabel zwischen Freileitung und Wicklung 
schaltet. 

Gegenuber Wellen, die auf allen Polen gegen. Erde auftreten, z. B. bei atmo
spharischen Entladungen, bildet der Transformator-Nullpunkt ein offenes Ende, 
an dem die eintreffenden Wellen verdoppelt werden. 

Ebenso wird bei einpoligem Schalten, z. B. mittels Trennmesser, am anderen 
Pol die Spannung verdoppelt, solches Schalten ist grundsatzlich zu vermeiden. 

Fur die Wicklungen ist teils die Hohe der Wellen gefahrlich, die bei atmo
spharischen Entladungen oder beim aussetzenden ErdschluB (Kap. XIII S. 221) die 
Isolation gegen Erde stark beansprucht, vor allem aber auch das Eindringen der 
steilen Wellenstirn, des Spannungssprungs. Er entsteht beim Schaltvorgang 
durch einen Schaltfunken und bedeutet fur die Wicklung, daB die volle Spannung 
der Welle zwischen benachbarten Windungen auftritt. Er beansprucht die Isolation 
zwischen den Windungen kurzzeitig mit einem hohen Vielfachen der stationaren 
Windungsspannung. 

2. Das Schalten an der Verbindungsstelle zweier Leitungen. Steht 
die Leitung I unter Spannung, wenn der Schalter geschlossen wird, wahrend Lei
tung II noch spannungslos ist, so ist der Anfangszustand 

PaI==P, iaI=O, PaII=O, ialI=O. 
Der Endzustand ist fur beide Leitungen P e = P, i e = 0. Daher sind die Wellen 

z.Z. t=O fdx) =/r,(x) =0, !n(x) =!u,(x) =·-iP 
oder mit der fruheren Bezeichnung fur die Dbergangsstelle x = l 

rpI=el=O, rplI=eII=-~P, 
Nach dem Reflexionsgesetz Gl. (54) ist unmittelbar nach dem Schalten 

eI=-~P(I-q); rpn=~Pq. 

In die Leitung II wandert die resultierende Welle 

Pn =Pe + rpu + en =P[l + ~q-~] =~P(l +q) =P ZI~~II' 
In Leitung I lauft eine rucklaufige Schallwelle 

eI=_lP(l-q) =-P~-. 
2 ZI+ZII 

rpII- ell = ~~(l--"-- q) = P 
ZII 2ZII ' Zj +ZII' 

Der Strom ist 

(56) 

(57) 

(58) 
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Abb.274 zeigt die Wellen fUr die beiden Falle ZI<ZlI, Kabel-Freileitung, und 
Zr> ZIl, Freileitung-Kabel. 1m ersten Fall ist die in die Freileitung einziehende 
Welle PII nur wenig kleiner als P, die riicklaufige SchaltweUe im Kabel ist klein. 
1m zweiten Fall zieht in das Kabel nur eine kleine Spannung PIl, die riicklaufige 
Schaltwelle in der Freileitung ist groB. 

Liegt an Stelle der Leitung I die Wicklung eines Generators, so ist Zl> ZII. 1m 
Generator steigt die Spannung im stationaren Zustand vom N ullpunkt langs der 
Wicklung an. Der Anfangszustand kann etwa durch die schrage Gerade in Abb. 275 
dargestellt werden. ZI Z.n 

Beim Einschalten der Leitung 0'0 

dringt eine riicklaufige Schaltwelle in Kobel FrtYltftun.!/ 
die Wicklung und senkt die Span- -:;~;;;;;;;;~;:;:::::;-.-~'--'''--.... 

~:~si:~a~~: !~~m~;~h fe: S~~~: ~ IIIII III IIIII~!", ....... ~~ 
nungssprung beansprucht. 

Die Riickwirkung des Einschalt
vorgangs auf den Generator ist also 
im Schaltaugenblick nicht zu ver
nachlassigen. 

Besonders ungiinstig wird die Be
anspruchung des Generators, wenn 

Abb.274. 

Ifo7~~-'-------

Abb. 276. 

zwischen dem Generator und dem Schalter ein Stiick Freileitung liegt. Wird durch den 
Schalter ein Kabel angeschlossen, so wandert die riicklaufige Schaltwelle zunachst 
vom Schalter in die Freileitung und wird beim fibertritt in den Generator durch 
Reflexion nahezu verdoppelt. 

Man hat beim Einschalten von Kabeln hinter einem Stiick Freileitung Win
dungsdurchschlage am Generator beobachtetl und verwendet in solchen Fallen 
zu deren Verhiitung einen Schalter mit Widerstandsstufe. 1m umgekehrten Fall, 
daB eine Freileitung eingeschaltet wird und ein Kabelstiick zwischen dem Schalter 
und dem Generator liegt, ist die Beanspruchung der Wicklung gering. 

Bei der vollstandigen Verfolgung des Vorgangs sind die wiederholt en Reflexionen 
an allen fibergangsstellen und Leitungsenden zu beriick
sichtigen. 

Von Interesse sind meist die FaIle, bei denen die Damp
fung wahrend der Laufzeit iiber ein Leitungsstiick gering ist, 
also wenn eine Leitung kurz gegen die anderen ist. 

a 
Z.n Zm 

Abb.276. 

3. Mehrfachreflexionen. Zwischen zwei langen Leitungen liegt ein kurzes 
Leitungsstiick (Abb.276). Die Wellenwiderstande sind Zz, Zll, Zllr. 

Eine Welle von der Hohe P gelangt, aus Leitung I kommend, z. Z. t=O an 
den fibergang a zur Leitung II. Der Reflexionsfaktor beim fibergang von I nach II 
sei qa' Z. Z. t=O tritt also in II eine Teilwelle 

Pll c= pel + qa) 
iiber, wahrend in Leitung I 

Pel =Pqa 
zuriicklauft. Die Welle Prr kommt nach der Zeit tl = In/VII an den fibergang b zur 
Leitung III. Der Reflexionsfaktor sei qb' Dann tritt in Leitung III 

PIII=Pll(1 +qb) =P(l +qa)(l +qb) 
iiber, wahrend auf Leitung II 

Pen=P(1 +qa)qb 
zuriicklauft und z. Z. 2tl in a ankommt. Fiir diese in umgekehrter Richtung laufende 
Welle ist der Reflexionsfaktor -qa' der Durchgangsfaktor (l-qa). Es folgen nun 

1 Rudenberg: El. u. Maschinenb. 1912, H.8. Linke: Arch. Elektrot. Bd. 1, H.4. 1912. 
16* 
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zu Zeiten, die ein ungerades Viel£aches von tl sind, Reflexionen am Punkt b, bei 
geraden Vielfachen am Punkt a. Ist die Zwischenleitung II kurz gegen die beiden 
anderen, so folgen sich zahlreiche Reflexionen, ehe die nach I und III iibertretenden 
Wellen an deren Enden zuriickgeworfen werden. Die Reflexionen ergeben folgendes 
Schema 1, bei dem der gemeinsame Faktor P fortgelassen ist. 

Von Punkt a wandert Von Punkt b wandert 
nach Leitung I nach Leitung II nach Leitung II I nach Leitung III 

Die Welle dringt also in Leitung III in Staffeln im Zeitabstand 2fl ein und 
wird in ebensolchen Staffeln in Leitung I reflektiert. Die n te in III eintretende 
Staffel ist mit der Abkiirzung qb ( - qa) = Q 

PIII(n) = P(1 + qa) (1 + qb)Qn-l. (59) 

Die gesamte Spannung als Summe der Einzelstaffeln wird 

PIII(n)=P(1 + qa)(1 + qbH1 + Q + Q2 + ... + Qn-l] =P(1 + qa) (l + qb) \-=-~n • (60) 

Nach vielen Staffeln wird der Zahler gleich 1, der Endwert ist 

p(l+qa)(l+q.) =P 2ZII!_ (61) 
1 + qaq. ZI+Zm· 

Dies ist der Wert, der nach Gl. (53c) direkt von Leitung I nach III iibertreten wiirde. 
Haben qa und - qb gleiches Vorzeichen, so sind aIle Staffeln positiv und addieren 

sich zum Endwert; haben sie entgegengesetztes Vorzeichen, so sind die Staffein 
abwechselnd positiv und negativ und ergeben Schwingungen um den Endwert. 

Zr: Zn:ZnI= 10: 1: 100 
Abb. 277. 

c--cl 
ZI: Zn:ZnI = 1: 10: 100 

Abb. 278. 

Der erste Fall tritt ein, wenn der Wellenwider
stand des Zwischenstiicks kleiner oder groBer 
ist als die Wellenwiderstande der beiden Haupt
leitungen, der zweite Fall, wenn er kleiner als 
der Wellenwiderstand der einen und groBer als 
der der anderen ist. Abb. 277 zeigt den Verlauf 
der Staffeln fiir den ersten Fall und ein Verhaltnis 
der Wellenwiderstande ZI:ZII:ZIII = 10: 1: 100, 
also etwa fiir die Reihenfolge Freileitung, Kabel, 
Maschinenwicklung und laBt die schiitzende Wir
kung des Kabelstiicks erkennen. Ein ahnliches 
Bild ergibt sich auch, wenn ZII groBer als ZI und 
ZIII ist, also wenn statt des Kabelstiicks eine Dros
selspule liegt, die als Leitung mit sehr groBem 

Wellenwiderstand aufgefaBt werden kann. Im Gegensatz dazu zeigt Abb. 278 den 
Verlauf fiir den zweiten Fall bei einem Verhaltnis der WellenwiderstandeZI:ZII:ZIII 
= 1: 10: 100, also etwa fUr die Reihenfolge Kabel, Freileitung, Maschinenwicklung. 

Fiir die in Leitung I reflektierte Welle ist die Hohe der nten Staffel, wenn 
wieder qb(-qa)=Q gesetzt wird, 

P[qa + (1 + qa) (1- qa) qbQn-2] (62) 

1 Siehe Petersen: Arch. Elektrot. Ed. 1, S.233. Rogowski: Arch. Elektrot. Ed. 4, S.204. 
Wagner, K. W.: ETZ 1916, H.32. 
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und die Summe der n Staffeln ist 

P[qa + (1 + qa) (1- qa)qb (1 + Q + Q2 + ... + Qn-2} 
_;- _ _ ~-=-SLn ~~ l 
-P L qa + (l + qa) (1 qa) % 1- Q J. 

(63) 

Diese Welle iiberIagert sieh iiber die einfallende Welle P. Bei negativemqa (Abb. 277) 
entsteht eine Senkung, bei positivem qa (Abb. 278) eine Erhohung der einfallenden 
Welle. Fiir groBe Werte n versehwindet Qn-l gegen 1, der Grenzwert der reflek
tierten Welle ist 

(64) 

das ist der Wert der von III naeh I direkt reflektierten Welle. 
Es zeigt sieh also, daB, wenn die ankommende Welle geniigend lang ist, sowohl 

die iiber das Zwischenstiick iibertretende wie die von ihm reflektierte Welle in ihrer 
Hohe nicht geandert werden. Die schiitzende Wirkung des Zwischenstiickes von 
sehr kleinem oder sehr hohem Wellenwiderstand nach Abb. 277 erfordert, daB die 
reduzierte Lange des Zwischenstiicks groB ist gegen die Windungslange der zu 
sehiitzenden Spule. 

4. Resonanzschwingungen konnen durch mehrfache Reflexionen an Lei
tungen mit verschiedenen Wellenwiderstanden bei passender Abstimmung an
gefacht werden 1. In Abb.279 sind zwei Leitungen mit den Wellenwiderstanden 
ZI und ZII hintereinandergesehaltet; die erste wird 
an die Spannung P angesehlossen, die zweite ist 
offen. Z. Z. t = 0 gelangt die Ladewelle P an den 
Ubergang a, nach Leitung II tritt die Welle PWO) 
= P (l +q) iiber, nach I wird P(21(O) = Pq reflek

~. _____ Z~I~ __ ~~~ ___ Z~~~ ___ 

• Abb.279. 

tiert. Sind die Langen so abgestimmt, daB PWO) in derselben Zeit tl = hI/VII am offenen 
Ende reflektiert wird wie PeI(O) am Anfang der Leitung I, d. h. ist lII/VII = lr/VI, 
so trifft die am Anfang reflektierte Welle PI(O) = - PeI(O) = - Pq mit der am Ende 
von II reflektierten Welle PeIT(o) ,= PWO) = P(l +q) gleiehzeitig in a ein. Die nun 
iibertretenden bzw. reflektierten Wellen berechnen sieh nach Gl. (54) S.241 und 
das Spiel wiederholt sieh jeweils nach der Zeit 2t1 • Die aufeinanderfolgenden Werte 
der von dem Ubergangspunkt ausgehenden Wellen PWn) und PeI(n) werden wie 
folgt berechnet. Naeh n Hin- und Herlaufen wird nach Gl. (54) 

PeI(n) = qPI(n-l) + (1- q) Pe1I(n-l), PIl(n) = - qPeIl(n-l) + (1 + q) PI(n -1). (65) 

Wegen der Reflexion an den Leitungsenden ist 

PI(n -1) = - PeI(n-I) und PeII(n-I) = PII(n-I), 
daher 

PeI(n) = -qPeI(n-I) + (1- Q)P1I(n-I), PIl(n) = - qpIl(n-l) - (1 + q)PeI(n -1)· (65a) 

Die Losung dieser linearen Differenzengleiehungen ist 

PeI(n)=Aeian , PII(n)=Beian , (66) 

worin A, B und oc zu bestimmende Konstanten sind. Setzt man (66) in (65a) ein 
und dividiert dureh eia(n-l), so wird 

A [cosoc + jsinrx + q] = (1- q)B, B[eosoc + jsinrx + q] = - (1 + q)A. (67) 

Durch Division der beiden Gleichungen wird zunaehst 

B=jAl/I±~ V l-q 

und damit in (67) eosrx = - q. 

1 Siehe Petersen: Arch. Elektrot. Bd. 1, S.283. 

(68) 

(69) 
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Dieser Bedingung genugen zwei Werte ±QI;, daher hat die Lasung (66) zwei 
Glieder. Mit Rucksicht auf (69) wird 

. PeI(n) = Aleicxn + A 2e-icxn 1 
= (AI + A 2)cosnQl; + j(Al - A 2)sinnQl;, 

PII(n) = Bl eicxn + B 2e-icxn J 
= l/~-!-~[ - (AI + A 2)sinnQl; + j(Al - A 2)cosnQl;]. 

(70) 

FUr n=O ist 

PeI(O) = Pq =~ Al + A 2 , 

und hiermit endlich 

PeI(n) = P~qcosnQl; + Y(1 + q) (~ q)sinnQl;] ') 

PIl(n) =pl (1 + q)cosnQl;- qV~ = ~sinnQl; ]. (71) 

worin oc durch Gl. (69) bestimmt ist. 
Am Leitungsende II war z. Z. tl Pmo) eingetroffen und mit gleichem Vorzeichen 

reflektiert worden, es herrscht dort bis z. Z. 3tl die Spannung 2PIl(o) , dann trifft 
PIl(1) ein, von 3tl bis 5tl herrscht dort 2 [Pmo) +PII(1)] usf. 

Abb. 280a und b zeigen den zeitlichen VerIauf der Spannungen am Ende der 
zweiten Leitung ohne Beriicksichtigung der Dampfung fiir zwei Falle. Bei 280a ist 
Leitung I ein Kabel, II eine Freileitung, bei 280 b ist es umgekehrt. Dabei ist 

fur Abb.280a ZI:ZIl= 1:10, cosQl;=-q=-0,818 QI;,:,-,145° 

" ,,280b Zr:ZIl=10:1, cosQl;=-q=+0,818 QI;~ 35°. 

Die Spannungssprunge folgen sich in Abstanden der doppelten Laufzeit (2 t1 ) 

uber eine Leitungslange, sie ergeben Schwingungen entsprechend der periodischen 
'I Wiederkehr der Funktionen in Gl. (71). 
3 Durch die Dampfung werden sie allmahlich 
2 verkleinert und nahern sich dem End-
1 wert P. 
Ou-~1=F=~~-=~~~--~~+ 

~~-~-
o ~t 

Abb.280a. Abb. 280b. 

Am graBten werden die Resonanzschwingungen am Ende der kurzen Frei
leitung, die an ein Kabel anschlieBt (280a), aber auch bei dem Kabel steigen sie 
auf den doppelten Wert der Einschaltspannung, obwohl der erste LadestoB nur 
klein ist. 

5. Leitungsverzweigungen. Eine Welle, die auf einer Leitung nach dem 
Knotenpunkt einer Verzweigung wandert, teilt sich dort in mehrere Teile. Die 
durchtretenden Wellen sind parallel geschaltet. Fur die Reflexion ist fur ZII die 
Parallelschaltung der Wellenwiderstande der n Leitungen zu setzen, in die die 
Welle ubertritt. Haben alle den gleichen Wellenwiderstand Z, so ist der resul
tierende Zjn und 

der 

n-l 
der Reflexionsfaktor q = - ;,; +- i ' 

2 
Durchgangsfaktor 1 + q = n + i . 

In einem verzweigten Netz wird die Welle an jedem Knotenpunkt verkleinert. 
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101. Widerstand, Induktivitiit und Kapazitiit am i'Jbergang von 
zwei Leitungen. 

1. Widerstand Ro in Reihe mit zwei Leitungen. Bezeichnen wieder gJI, (!I, 
gJlI, (!1I die Momentanwerte der Wellen auf den Leitungen I und I I an der Ober
gangsstelle, so ist fUr die freien Schwingungen 

PII=PllI+iIRo und ~II = ~/l[. 
Daraus folgt 

IjJI-el ljJu-ell 
ZI- -z~~- gJl+(![=gJll+(!ll+(gJlI-{]II)Ro(ZIl. (72) 

Betrachtet man wieder gJI und ell als gegebcn, so wird 

{]I = gJrZ1 + Zu.f.-Ro + ell z~--~ z;1+7[o = gJNI + ell (I - g[), (73) ~-~+~ 2~ I 
Zl - Zll + Ro 2Zl/ 

gJlI =(!1I Z;+ Zu+Ro + gJI z~+:Z~;+R~ = -(!lIgIl +gJI(l + gIl)· 

Die Reflexionsfaktoren sind 
Zl/-Zl + Ro Z/ - Zl/+ Ro 

gI=ZI+ZII+R~' -gll = Z;+ZIrl-R~· (74) 

Der Widerstand Ro wirkt so, als ob der Wellenwiderstand der folgenden Leitung 
um Ro vergroBert ware. 

Beispiele. 
Eine Welle von der Rohe PI trifft, auf Leitung I wandernd, auf den Wider

stand. Rier ist in Gl. (73) ell = ° zu setzen. Die reflektierte und die in Leitung II 
iibertretende Welle sind 

ZIl- Zl + Ro PI2I = PIgI = Pr -- --- - -- , 
Zz + Zl/ + Ro 

Ferner ist . Pl/ 2PI (76) 

(75) 

~ = ZlI = z~ + ZIl-+ Eo ---W\..---
Abb.281 zeigt den resultierenden Welleniibergang. Die reflek
tierte und die iibertretende Welle sind gleich groB, wenn ~ 
Ro=Z} +ZII ist. Fiir dies en Wert wird die im Widerstand ver- -

Abb.281. zehrte Leistung ein Maximum, namlich Pl ( (ZI + Zn). 
Schalter mit Widerstandsstufe. Leitung II wird iiber den Widerstand 

an Leitung I angeschlossen. Wie S.242 ist 
gJI=O, (!II=-~P. 

Die in Leitungp~: ~~~:r;:~~:I:l~ pd~ ;~:;:kti:::~ =W;~~ :i~~ +- Ro ' 1 
Zz 

eI = (!n(I-gI)=-P z +z 'R· z 11, 0 

IjJI- el ljJu- ell P 
----z----;- - --z--;;- ZI+ZII+R~· 

Der Strom ist 

(77) 

(78) 

Der Vergleich mit Gl. (56) und (57) zeigt, daB die Wellen um so kleiner werden, 
je groBer der Widerstand ist. Er ist aber dadurch begrenzt, daB beim KurzschlieBen 
des Widerstandes keine groBeren Schaltwellen entstehen sollen. 

1st z. B. Leitung II offen und ihr Ladestrom J o' der sich bei eingeschaltetem 
Widerstand einstellt, so ist die Schaltspannung auf der zweiten Schaltstufe J 0 Ro· 
Es entsteht nach Gl. (57) eine riicklaufige Schaltwelle -JOROZI/(ZI+ Zul. SoIl 
sie nicht groBer als die der ersten Stufe [Gl. (77)] sein, so wird 

p ZlI = Jo_RoZ/ , 
Zr + Zll+ Ro ZJ + ZII 

woraus Ro berechnet werden kann 1. 

I Siehe Riidenberg : El. u. Maschinenb. 1912, H.8. 
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2. Eine Induktivitat in Reihe mit zwei Leitungen. Da die magnetische Energie 
einer Drosselspule sich nicht p16tzlich andert, verhindert sie den sprunghaften 
Ubertritt einer Welle von einer Leitung zur anderen1 . Sie ist der Grenzfall eines 
Zwischenstuckes (S. 245) von der Liinge 0 und Z = 00. Wir untersuchen den Uber
gang einer auf Leitung I ankommenden Welle PI. Es ist 

i =PI-PeI =PlI, 
ZI ZII 

LodPII 
PI+PUI=Pn+ ZII at· 

Eliminiert man Pel, so wird 
dPII + ZI+ ZII _ 2 ZII 
dt Pn Lo - PI Lo . 

1st PI konstant (Rechteckwelle), so ist die Losung 
Z/+ZII 

2ZII --L-;-t 

Pn = PIZ/+ZII + ke 

Da fUr t=O, i=O und Pn=O ist, wird mit (ZI+ZnJ/LO=rxo, 
2ZII 1 -a t) 

Pn=PIZI-tZ) -e 0 • 

Der Strom i und die reflektierte Spannung Pel sind 

i =PII = ~~(l-e-aot), 
ZII ZI+ZII 

Pel = PI - iZI = Z/ ~ ZII (Zn - ZI + 2ZI e-aot) . 

(79) 

(79a) 

(80) 

(81) 

(82) 

Nach einer Zeit t, in der Pel urn - XI = vlt in Leitung I, PII urn XII = VII~ in Lei
tung II gewandert ist, ergibt sich das raumliche Bild Abb. 282b. Der Ubertritt 

Abb.282a. Abb.282b. 

nach Leitung II erfolgt allmahlich nach 
einer Exponentialkurve. Sie ist der 
Grenzfall des nach einer geometrischen 
Reihe abgestuften Wellenkopfes in 
Abb. 277. Die nach I zuruckgeworfene 
Welle zeigt jedoch den vollen Span-
nungssprung. 

Das groBte Spanllungsgefiille in Leitung II liegt bei t = O. 
BPII BPII dt 1 OPII 2PI ZII -a t 
fiX = at dx = VII at = V;; Lo eo. 

ZII/VII=LII ist die Leitungsinduktivitiit pro km. Fur t = 0 ist daher 

oPII _ 2 LIi (83) ax (max) - PI Lo· 

Die Drosselspule flacht die steile Wellellstirn der ankommendell Welle ab, indem 
ein Teil der Energie zur Aufladung des Feldes der Drosselspule verbraucht wird; 
dadurch schutzt sie die dahinterliegellde Leitullg. Sie vermag aber die Rohe der 
ubertretenden Welle llicht herabzusetzen, sofern die ankommende Welle lang ist. 
Nach einiger Zeit verschwindet in Gl. (80) e-aot gegen 1 und PII wird ebenso groB 
wie nach Gl. (53c) bei direktem Ubergang von Leitung I auf II. Nach dem Ablauf 
der Welle entladet sich die Drosselspule in die beiden Leitungen. 

Um die Wellen zu verkleinern ist es notig, ihnen Energie zu entziehen, wie es 
bei dem Reihenwiderstand S. 247 der Fall ist. Aber ein Widerstand der dort an
gegebenen GroBe wurde einen betrachtlichen dauernden Energieverlust fUr den 
Betriebsstrom ergeben. Man hat daher versucht, die Wirkungen zu vereinen durch 
einen Parallelwiderstand zur Drosselspule, der so bemessen ist, daB der 
niederfrequente Betriebsstrom im wesentlichen durch die Drosselspule geht und 
nur die freien Schwingungen von ihm beeinfluBt werden. Sind iR und iL die Teil-

1 Siehe Pfiffner: El. u. Maschinenb. 1912, H.47. 
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strome, so ist bei der Parallelschaltung 
. R L diL 
tR 0 = 0----;[[' 

Eine Welle PI auf Leitung 1 treffe z. Z. t = 0 ein. Hier ist 
diL . PI- Pel Pll . . . Lo diL 

PI+ Pel =PIl +Lo lit, t = ZI = Zll = tL + tR =~L+ Ro dt . (84) 

Durch Elimination von PII und Pel wird 

diL + iLRo. __ ~/+~Il __ 2pI . Ro (85) 
dt Lo Ro-ZI+Zll - Lo Ro+ZI+Zll ' 

iL = 2pI + ke-a,t (86) 
ZI+Zll ' 

wonn 

Da fur t = 0 iL = 0 ist, wird 

(87) 

(88) 

(89) 

(90) 

(91) 

Zll RO+ZII-ZI ) 
Pll=2pIRo+ZI+-Z~/' Pel = PIRo+Z-;f-ZI;' (92 

1m ersten Augenblick wirkt nur der Widerstand, die Werte sind dieselben wie 
nach Gl. (75). Die im Widerstand verzehrte Leistung ist 

'2 4p}Ro -2 t 
~RRo=---~---'-e a, 

(Ro + ZI + Zll)2 . 
Sie ist im ersten Augenblick am groBten und hat ein Maximum fUr Ro = ZI + ZII. 
Mit diesem Wert wurden aber fur t = 0 die ubertretende und die reflektierte Span
nung noch halb so groB wie bei direktem Ubergang von I auf II. Die Energie
absorption werde fur ein Beispiel berechnet. Die eintreffende Welle habe eine 
Lange l km, ihre Geschwindigkeit ist VI kmjsek; die Dauer t1 = ljvI sek. Der gesamte 
Energieinhalt ist p2 l 

A =-ZL- Wattsekunden. 
'I VI 

Die im Widerstand in der Zeit t in Warme umgesetzte Arbeit ist 
t 

A' - f '2 R d - 2pJLo 1 -2a,t,) 
R - ~R 0 t - (RO+ZI+Zll) (ZI+Z/:;) ( - e . 

o 
Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die Drosselspule von ihrem Anfangsstrom 
[entspr. Gl. (88) fur t = t1] in den Widerstand und die Leitungen. Dabei wird im 
Widerstand die Arbeit verbraucht 

A~ = A~ (1- e- 2a,t,). 
Vernachlassigt man e- 2 ex, t, gegen 1, so ist angenahert 

AR A~ + A" 4LoZI VI 
A- = ----:4- r-J (Ro +Z~ + Zll) (ZI + Z;:;j T' (93) 

1st z. B. Zl =Z2' Ro=ZI+ ZII, so wird der Ausdruck 2L;1 ~I • Fur eineFreileitung 

ist VI = 3 .105 kmjsek, ZI '::'::' 600 Ohm. Fur Lo = 10-3 H, l = 1 km wird das Ab
sorptionsverhaltnis 25 %. Die Wirksamkeit ist also nicht sehr groB und sie nimmt 
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ab, wenn Ro groBer angenommen wird, urn die iibertretende Spannung zu ver
kleinern. 

3. Ein Kondensator Co parallel zu den Leitungen. Ein Kondensator gestattet 
keine sprungweise .Anderung seiner Spannung und verhindert ebenfalls den Dbertritt 
eines Spannungssprunges. Er ist der Grenzfall eines Zwischenstiickes mit l = 0 
und Z=O. 

1st wieder PI die auf Leitung 1 ankommende Spannung, PilI die re£lektierte, 

Abb.28311. 

Abb.283b. 

PII die iibertretende, so ist (s. Abb.283a) 

PI + PH = Pn, 
fUr die Strome gilt 

Eliminiert man Pel, so wird 
dPII +p ZI+ZE_ .. 2pI 
dt n 0oZ/ZII - 0oZ/' 

~ ~+~ 
Pn==2PIZ +Z (l_e-exot) , (94) 1X0 =0 Z Z ' (95) 

1 '-'11 0 1 II 

2ZII I -ex t) PH =Pn-PI = -PI + PIZ/+Z) -e 0 • (96) 

Abb. 283b zeigt die entstehenden Spannungen. In Leitung II tritt der, wie bei 
einer Drosselspule, abge£lachte Wellenkopf PII iiber, in Leitung 1 wandert der volle 
Spannungssprung, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen, zuriick. 

Das groBte Spannungsgefiille in Leitung 11 ist am Wellenkopf 

apii I aplI 2PI 2P1 ZlI 
ax (max) VII at(t = 0) 00ZIVII 00ZIZIIVlI' 

IjZII VII =OII ist die Kapazitat pro km der Leitung II, daher 

apIl = 2PI ZII fl.!!. (97) 
ax (ml1x) Zl ° . 

Der Vergleich mit dem Spannungsgefiille hinter einer Drosselspule Gl. (83) 
zeigt, daB Kondensator und Drosselspule gleichwertig sind, wenn die Beziehung 
besteht L '0 -Z Z o· 0- I' n' 

Fiir ZI =ZII = 600 waren ein Kondensator von 0,0l,uF=1O-8F und eine Drossel
spule von 3,6 mH gleichwertig. 

Auch der Kondensator absorbiert keine Energie, er wird von der einfallenden 
Welle geladen und gibt die Ladung nach dem Ablauf der Welle an die Leitungen 

La zuriick. Durch Reihenschaltung eines Widerstandes zum 0:rr Z1I Kondensator wiirde zwar der Welle ein Teil der Energie ent-
~co zogen, es wiirde aber beim Auftreffen der Welle ein Teil der 
Abb. 284 a. Spannung auf den Widerstand und die zweite Leitung fallen. 

Der allmahliche Dbertritt der Spannung geht verloren. Da
gegen wird die in die erste Leitung re£lektierte Welle ver
kleinert. 

Abb.284b. 

4. Scbaltungen mit Induktivitlit, Kapazitlit und Wider
stand. Die Aufgabe, sowohl einen allmahlichen Dbertritt der 
Spannung in die zweite Leitung als auch eine sprungfreie 

Reflexion in die erste Leitung zu erreichen, kann1 durch Vereinigung einer Drossel
spule mit einem Kondensator und einem passend gewahlten Wider stand gel6st 
werden (s. Abb. 284a und b). 

1 Nach Riidenberg: ETZ 1913, S.571. 
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Die auf Leitung I ankommende Welle habe die Spannung PI. Fur Abb. 284a 
mit Ro und Co in Reihe ist 

. C dpc . R R C dpc . PII 
tc= 0&' t 0= 0 0&' tL=ZIl' 

+ + R C dpc Lo dPII + PI- P~I C dpc + PII (98) 
PI PeI=Pc 0 odt=-"""'Z~~-dt PlI, Zl-=-"""' 0dt- ZII' 

Fur t = 0 ist Pc = 0 und Pu = 0, weil die Drosselspule den Eintritt in die zweite 
Leitung verhindert. Daher ist fur t = 0 

PI + Pel =, RoC/ft, (98a) 

und es wird P(!I = 0 fur 
RO=ZI' (99) 

Ebenso ist bei der zweiten Schaltung (Abb. 284 b) 

PI + Pel = Lo d~; + PIl, ]Jz_~:~~ = iL + i R = iL + ~: ~:. (100) 

Fur t=O ist Pc=pu=O, und iL=O, daher 
diL PI -- P~I Lo diL 

PI+PeI=Lo-;lt' ZI Ro dt' 
daher PI2I=O, wenn Ro=ZI ist. 

Der Vorgang laBt sich nun wie folgt untersuchen, z. B. fur Schaltung 284a. 
Aus Gl. (98) ergibt sich nach Pc geordnet 

d2 pc dpc [ZII 1 ROZI 'J ZI+ZII 
di2 + ([( L~ + O-;(R~ + ZI) + L~(R~+ t I ) + Pc CoLo (Ro -~Z-I) 

_ 2pIZl/ t- 2dpI 1 
-- CoLo(Ro+Z;) - (it Co(R-;;+Z;)' (101) 

Setzen wir gleich den Wert Ro = ZI ein und betrachten eine Welle 
Spannung PI, fUr die dpI/dt = 0 ist, so wird 

konstanter 

d2p~ + dpc r~~+~~+ _l_J + P ZIt~I~ =Pl~:l-
dt 2 dt _Lo 2Lo 2CoZ/ c2CoLOZI LOCOZ1 ' 

(101 a) 

deren Losung ist 

2 ZII + k t + k ,t P = Pl-- --- eYl el ' c ZI+ZII 1 2, 
(102) 

worin _ _ _ 
1'12 = - ~ [ZII + ~ +~-J ± Ii ~lZIl + ZI + _1_l2 _ Z_I±ZlI . (102a) 

• 2 Lo 2Lo 2COZ I V 4 Lo 2Lo 2COZl~ 2LoCOZ I 

Sind die Wurzeln reell, so ist die Ladung aperiodisch, sind sie imaginar, so ist 
sie oszillierend. Zur Bestimmung von kl und k2 ist fUr t = 0 Pc = 0 und wegen 
Ro=ZI auch PeI=O zu setzen. Fur aperiodischen Ubergang ist daher nach (102) 

Zl/ 
kl + "'2 = - 2PI ZI +Z-;; 

und nach der ersten Gl. (98) 

Pel = - PI + Pc + RoCo d%tc , 

Mithin 
k __ ~_1_1_+_2YIZ/~J kl=~[ ___ 1_+~Y2ZIIJ 

2 - Yl -Y2 L CoZ/ ZI + ZII ' YI-Y2 COZI Zj + ZII . 

Bei oszillierendem Ubergang kann man setzen 
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Hierin wird, da fur t = 0 Pc = 0 ist 

daher ist 

bestimmt. 

A . <5 2 ZII R C dpe 
sm = - PrZI+Z-;;' 0 OTt=PI' 

-ClAsin<5 + tJAcos<5 = C~~I ' 
<5 PI ex . <5 PI ex ZII 

Acos = pCoZI + pAsm = pCoZI -rr2P1 ZI +ZII ' 

und 
Asino 

<5 = arctg-A ~ cosu 

In Abb.285 ist der Verlauf der Spannungen fur ZI=Zn=Ro=500 Ohm, 
0 0 = 0,01 flF = 10-8 F, L = 10-3 H aufgetragen. Der Vorgang ist dabei aperiodisch. 

• 
Damit eine derartige Vorrichtung auch gegenuber Wellen 

" II II I I I I II II II III II I~~ w~:ld, die vo~ der zweiten Leit~mg kommen, ist s~e sinnge-
....LlWWJ.WWJ.WWJ.LlWllJLlWllJLIWIIJ"-- maB symmetnsch anzuordnen, Wle z. B. Abb. 286 zelgt. Jeder 

Abb. 285. 

Zl ~ ZJl 

Widerstand solI gleich der Charakteristik der ihm benach
barten Leitung sein. 

R.!l ~.6 102. V erzerrte Wellen. ____ ~~~dJ~~-ru_c.~.--__ 
Lo Die bisher verwendete Darstellung der freien Schwingun

gen durch unverzerrt fortschreitende Wellen reicht zur Er
klarung der meisten bei Starkstromleitungen interessierenden 

Erscheinungen aus. Denn hier bieten die freien Schwingungen nur so lange Inter
esse, als sie durch die Dampfung nur wenig abgeschwacht sind, d. h. bei verhiilt
nismaBig kurzen Leitungen, wo dann auch die Verzerrung keine wesentliche Rolle 
spielt. 

Abb. 286. 

Wo die Verzerrung von Bedeutung ist, wie bei langen Fernmeldeleitungen, 
lassen sich die Vorgange durch eine Reihe von Sinuswellen darstellen. 

Ohne auf die vollstandige Behandlung einzugehen, solI dies an einigen ganz 
einfachen Beispielen erlautert werden. 

1. Leitnng mit Widerstand nnd Kapazitat. Nach W. Thomson kann man bei 
einem Telegraphenkabel in erster Annaherung Selbstinduktion und Ableitung ver
nachlassigen. Dies stellt einen Grenzfall der Verzerrung dar, denn von den beiden 
Verhaltnissen, deren Gleichheit die Verzerrungsfreiheit bedingt, wird das eine 
(R:L) unendlich, das andere (A: C) Null. Die Grundgleichungen lauten hier 

_ ap =Ri _ iJi =c ap 
ax ' ax at ' 

und nochmals nach x differentiiert 
a2 p ap 
ax2 =RCTt , 

Macht man fiir P den Ansatz 
p=f(x)e-a.t, 

so wird nach (103 a) a2 f(x) 
71-;;2 = -ClRCf(x) = -b2 f(x), 

wobei abgekiirzt gesetzt ist 

Eine Losnng von (105) ist, wie man durch Differentiation erkennt, 

(103) 

(103a) 

(104) 

(105) 

(105a) 

f(x) =Asinbx+Bcosbx, (106) 

worin A und B Konstante sind. b ist das WinkelmaB der raumlichen Welle, das 
mit dem zeitlichen Dampfungsfaktor Cl durch G1. (105a) verknupft ist. Da G1. (106) 
fur irgendeinen Wert von b erfullt wird, so wird sich das Integral durch eine Reihe 
von Gliedern der Form (106) darstellen lassen, bei denen jedem Wert b,. andere 
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Amplituden A" und B" entsprechen. Nach (104) ist daher ein allgemeiner Ansatz 

P = .2e- b;'t/RC[A" sinb" x + B"cosb"x] (107) 
und nach Gl. (103) fUr den Strom 

., ____ ~ap-" --b2 t/RC b"[_A b +B . b ] 
~I - R 0 x - L.; e x R "cos "x "SIn "x . (107 a) 

Diese Gleichungen gelten fUr die freien und die erzwungenen Schwingungen. 
Wir konnen wieder die freien Schwingungen fill sich behandeln und legen fUr sie 
die Gleichungen zugrunde. 

a) Beim Einschalten eines Kabels am Leitungsanfang ist dort die 
Spannung erzwungen, die freie Spannung dauernd Null. Damit fUr x = 0, der 
Ausdruck (107) fUr aIle Zeiten verschwindet, mussen aIle B" Null sein. Fur die 
freien Schwingungen beim Einschalten gilt daher 

Pf = .2e-b;.t/RC A"sinb"x, if = -1.,'e-b;'t/RC ~ A"cosb"x. (l08) 

b) Das Einschalten mit Gleichstrom bei offenem Leitungsende. 
Hier ist der Strom fur x = l dauernd Null, daher nach (108) cosb" l gleich Null, 
was erfUIlt ist, wenn 

b"l=(2x-l)'i (109) 

ist, wo x = 1, 2, 3. .. aIle Zahlenwerte durchlauft. 
Die Wellenlange .It ist, da b" l. = 2'1l, 

2n 4l .It=--=-- (110) 
b" 2x-l 

fur die Grundwelle (x = 1) ist sie die vierfache Leitungslange. Zur Bestimmung 
der Amplituden A" dienen die Grenz bedingungen fur t = O. Der Anfangswert der 
Spannung ist Null, der Endwert P do) = P, daher die freie Spannung fur t = 0 

co. n x 
Pt(O) = --P = .2A"sm(2x-l)2Z· 

1 

Die Amplituden der :Fourierschen Reihe des Rechtecks mit der Hohe - P 
sind nach Kap. VIII Gl. (10) 

Setzt man diesen Wert in Gl. (108) und addiert die stationare Spannung P, so ist 
die resultierende Spannung beim Einschalten 

co (2~ _l)ll;rrll 

[ 4 2) - -- - -t 1 n X] 
P=P+Pf=P 1-- - e R.C, 4 --sin(2x-l)--- _ 

n 2x-l 2 l 
1 

(111) 

Da der stationare Strom Null ist, wird 
OJ (2,,-1)',,' 

. . 2P ",--r ------4t n x 
~ = tf = R- L...J e R.C. cos(2x-l)1fT' 

1 1 
(Ill a) 

Hierin ist Rl=RI , Ol=OI gesetzt. RI und 0 1 sind Widerstand und Kapazitat 
des ganzen Kabels. 

RIOI =T ist die Zeitkonstante des Kabels. 
Fur ein Telegraphenkabel sei RI = 7 Ohm/km, 0 = 0,2 ,uF /km. Einer Lange von 

500 km entspricht die Zeitkonstante T = 0,35 sek. Abb. 287 zeigt die raumliche 
Spannungsverteilung langs des Kabels zu verschiedenen Zeiten nach dem Ein
schalten, Abb.288 den zeitlichen Verlauf des Ladestromes an einigen Punkten 
des Kabels. Die Zeiten sind in Teilen der Zeitkonstante angegeben. Am Leitungs
anfang ergibt Gl. (Ill a) fur t =: 0 i = 00. Dies ruhrt daher, daB der Widerstand 
der Stromquelle vernachlassigt wurde, dabei wirkt im ersten Angenblick die Ka
pazitat des Kabels wie ein KurzschluB. 
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c) Das Einschalten bei kurzgeschiossenem Ende entspricht etwa dem 
Fall, daB der Widerstand des Stromempfangers vernachiassigt wird. Am Leitungs
ende, x=l, ist die Spannung dauernd Null, nach GI. (108) wird daher sinb"l=O, 
und 

b"l=xn, 
wo x = 1, 2, 3 ... wieder alle Zahienwerte annimmt. Ferner ist 

A. = 2n = 2l . 
b" " 
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Die Welleniange der Grundwelle (x = 1) ist die doppeite Leitungsiange. 
Die stationaren Werte sind hier 

, X) 
Pe(Ol=P(I-T ' 

. p 
~e(O) = R 1 ' 

fiir die freie Spannung ist daher flir t = 0 

P/(O) =-P(l-+) = 2 A"sinxn 7 . 
1 

Die Amplituden der Fourierschen Reihe erhalt man nach Kap. VIII 
1 

A =-2-f-p(1-~)sin(xn~)dx=-~P 
"l l l n" 

o 
und hiermit Strom und Spannung beim Einschalten 

P = P ( 1 - 7) + Pi = P [1 - ~ - ! 1; e - ~'l~l t ~ sin ( x n ~) J, 1 

i = ;1 + if = ;1 [ 1 + 2 ? e - ~l~l t cos (x n ~) ] . r 

(112) 

(113) 

(1l4) 

Abb. 289 zeigt wieder die Spannungsverteilung Iangs des Kabels zu verschie
denen Zeiten und Abb. 290 den zeitlichen Verlauf des Stromes an verschiedenen 
Punkten. 

Zur Berechnung der Vorgange eignet sich fiir die hier vorliegenden Aufgaben 
besonders auch die symbolische Darstellung der freien Schwingungen und die 
Bestimmung der Amplituden nach dem Satz von Heaviside (s. Kap. XIII S. 203), 
wofiir im folgenden ein Beispiel gezeigt werden soIl. 

2. Die Ersatzschaltung einer Spule mit WindungskapazitiitI. Das Verhalten dieses 
Stromkreises (Abb.215 S. 181) im stationaren Zustand wurde in Kap. XII S. 181 

1 Siehe K. W. Wagner: El. u. Maschinenb. 1915, H.8/9. 
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besprochen. Hier untersuchen wir die freien Schwingungen beim Laden mit 
konstanter Spannung P, was etwa dem Auftreffen einer Rechteckwelle auf 
die Spule entspricht. 

Die Fortpflanzungskonstante 'jI ist nach G1. (106) S.181 fur einen Vorgang 
nach dem Zeitgesetz ert, wenn y statt jro gesetzt wird, 

1/LOy2 
'jI= r f+KL y2' 

(115) 

o ist die Kapazitat gegen Erde fur die Langeneinheit, K ebenso die Windungs
kapazitat. 

a) 1st das Ende der Spule isoliert, so ist die Spannungsverteilung nach G1. (109) 
S. 181 fur konstante Spannung P 

_p~of1'(l-~L __ !_ (116) 1,'1 
Px- (Eoj1'l -Z(y)" 

i r.... I 

x· 
1,2 

rx: ,ii r0 

0,6 

~ 
~['\, --I---
\\'l\ '" \'1\ '" 

--I---

1\ \ \ ~ -- --I---

\\ I\~ ~ '" --1\ \ '! ~I\. f'\-
~ ~ '\ ~ 
~~ "-.. ~ '" - f.i '" I"--... r-.... -...... -...... ~ 

0,11 

0,2 

/ -.......; f::::. 

IX ~5i I--- /'" 
;...-

/ fr:J ly V 
J /x -l I 

V / 
/ 
/ / 

II 

'/ / 
/ --> 'i 

1,0 

128 

46 

411 

122 

o 122 1211 0,6 0,8 1,0 

Abb.289. 

o 0,1 0,2 0,3 0,11 4.5 
Abb.290. 

Z(r) ist der Operator fur die freien Schwingungen und die Werte y sind (s. S.202) 
die Wurzeln der Gleichung Z(r)=O. Nach (116) wird Z(r)=O, wenn [01'j1l=0 ist. 
Allgemein ist 'jI=a+Jb (s. S. 156), worin a der raumliche Dampfungsfaktor, b das 
WinkelmaB ist. Hiel' ist a=O, da wir die Verluste vernachlassigt haben, daher wird 

[01 'jIl = [01 j b 1 = cos b 1 = 0 

wenn 'jI"l == jb"l = j~-(2X -1) (117) 

ist, worin x = 1, 2,3 ... alle ganzen Zahlen durchlauft 
Zur Bestimmung der Werte y erhalten wir aus (115) und (117) 

1'2 
1'2 = LO(l~V2K/O)' 

. ;71;(2k-l)/2l . 
1'" = ±1 YLOJ'1+;71;2(2k-l)2K/4l20 = ±1f3,,· (118) 

Die y sind imaginar und stellen Kreisfrequenzen (f3) dar. 
In G1. (118) ist Ol die gesamte Kapazitat des Stromkreises gegen Erde, da die 

Elementarkapazitaten 0 fUr die Langeneinheit parallel geschaltet sind, K/l ist die 
gesamte Windungskapazitat zwischen den Enden, deren Elemente K in Reihe 
geschaltet sind. Das Verhaltnis der gesamten Windungskapazitat zur gesamten 
Erdkapazitat setzen wir zur Abkurzung 

K 
PO =15. 

15 ist eine kleine Zahl, wahrend K viel groBer ist als O. 
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Zwischen der Kreisfrequenz {J" nach (118) und dem WinkelmaB b" besteht die 
Beziehung, wenn wir noch in (118) l/-YLC=v setzen, 

{J - b"v 
" - fl + (b"l)2 0 

(119) 

Der Grenzfall 15 = 0, d. h. K = 0, entspricht einer gestreckten Leitung, bei der 
wie hier die Verluste vernachlassigt sind. 

Bei der Leitung wachsen die Eigenfrequenzen unbegrenzt mit x, hier haben 

[L:-------T LI 

toO p too I 
I 
I I 
I I 

o .r-t 0 l 

o l a 

o 

tot, 

o 

o 

~IIIHiHHlHHIft - --1 

tot, 

l 0 
r-----, , 
i , 

sie einen Grenzwert fur x = 00 

1 
{Joo = fLK . 

Zur Bestimmung der Amplituden 
dient die Formel von Heaviside 
Gl. (65) S. 203 

P P Eey"t 
PeL = ZIOl + -(~~) . 

y" dy 

Fur y = 0 wird Z(O) = 1, ferner ist 
dZ dZ dv 

Y dy = Y dV dy . 

Hierin wird nach (116) und (117) 

y,,(:;) =v,,(l-V;'~) 
= jb" (1 + b;'~) = jb" (1 + (b"l)215), 

ferner, da ~of v l = 0 ist, 
dZ l l. l 
dv = - iSinv" x = - iSinjb" x =) sinb"x' 

dZ b"l{l + (b"l)20} 
Y"dy = - sinb"x 

Ferner wird ey"t =e+iP"t + e-iP"t 
=2cos{J"t 

r ~ sinb"xcos/J"t ] 
p.,=Pll-2"'::::"b"l{1+fb»)2(5} ,(120) 

1 

toft, t -/~ worin b" und p,. aus (117) und (119) 
einzusetzen sind. 

a l a Der Zustand fUr t = 0 ergibt sich 
Abb. 291. Abb.292. aus (115) und (116) fur y = 00 

Voo=~= l:;f' 
1 l-x 

[of --=-
lo l 

p.,(O) = p-·-1- . (121) 

[of 1"6 
Die Spannungsverteilung stellt sich im ersten Augenblick nach MaBgabe der Ka
paz ita ten C und K ein. 

b) 1st das Ende der Spule geerdet, so ist 

P =P iSinv~-x) =~ (122) 
., iSinvl Zm . 
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Hier wird Z(y) =0, wenn 
6iltvl sinvl = 0 

6iltv(r~Xf sinv(l-x) , 

v,,l=jb,,l=jxn, (123) 

wo ,,= 1,2,3, ... usf. Ferner ist Z(ol = l/(l--x) 

± 'f3 ± .nx 1 ± . b"v 
/,,,= J ,,= 1Tl-LOtl+~2~2<5= J.T--i-(b>-Zj2b (124) 

'dZ __ b, l{ 1 + (~><£)2<5} 
/,,, dy - sinb"x' 

[ x ~ sinbkxcosfht J 
p", =, P 1 - T - 2 L..; b"l {T+(b;l)2~}. , (125) 

1 

worin jetzt b" und f3" nach (123) und (124) einzusetzen sind. 
In Abb. 291 und 292 ist der Ladevorgang nach Gl. (120) und (125) fur die Zeit

punkte tl = 0, ttl' itl , t1, ttl dargestellt. tl ist die Laufzeit der Grundwelle iiber 
die Leitungslange. Sie ist bei Abb.291 fur isoliertes Leitungsende Y.t Periode der 
Grundfrequenz (81 ), bei Abb. 292 fur geerdetes Ende Yz Periode. In dies em Beispiel 
ist 15 =0,01 angenommen. 

Zum Vergleich sind die unverzerrt (und ungedampft) fortschreitenden Rechteck
wellen punktiert eingezeichnet, die dem Grenzfall 15 = 0 entsprechen. Die Wirkung 
der gegellseitigen Kapazitat zeigt sich im wesentlichen in einer Milderung der steilen 
Wellenstirn . 
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