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v 0 r W 0 r t. 

Durch die Bearbeitung und die Herausgabe del' vorliegenden Sammlung 
von Formeln und Lehrsatzen glaube ich allen denen einen wesentlichen Dienst 
zu leisten, welche sich uber die TheOl'ie der elliptischen ITunctionen auf Grund 
der von Herrn Wei e r s t r ass in die 'Vissenschaft eingefUhrten Behandlungs­
weise unterrichten wollen; ebenso glaube ich denen zu nutzen, welche von 
dieser Theorie Anwendung zu machen wunschen. 

Die neuen NOTmalformen und die neuen Bezeichnungen werden, da sie 
neben grosstmoglicher Einfachheit in theoretischer Hinsicht den bisher be­

vorzugten N ormalformen und den alteren Bezeichnungen gegenuber einen 
hoheren Grad praktischer Brauchbarkeit besitzen, in vielen Abhandlungen und 
zusammenfassenden Werken uber elliptische Functionen, sowohl des Inlandes 
wie des Auslandes, bereits in ausgedehntem Masse angewendet. Es ist zu er­

warten, dass dies kunftig in noch hoherem Masse der Fall sein wird. 
Bei der grossen Zahl der fur die Theorie und fur die Anwendungen der 

elliptischen :Functionen in Betracht kommenden Formeln, aus denendie in 
jedem einzelnen FaIle am meisten geeigneten, beispielsweise die fUr die Aus­

fiihrung numerischer Rechnungen zweckmassigsten, ausgewahlt werden mii.ssen, 
ist eine wohlgeordnete Sammlung zuverlassig richtiger Formeln aus dieser 
Theorie zur Zeit ein fast unentbehrliches Hiilfsmittel fUr den Forscher. Aber 
auch dem Universitatslehrer, der die Theorie der elliptischen Functionen oder 

Anwendungen derselben zum Gegenstande seiner Vorlesungen macht, gewahrt 
eine Formelsammlung, welche von den Studirenden wahrend der Vorlesungen 

benutzt werdenkann, bedeutende Erleichterung, da es bei Zugrundelegung 
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einer solchen Sammlung sehr oft geniigt, die Methode der Herleitung der 

einzelnen Formelsysteme anzugeben, ohne dass es nothig ist, auf die Einzel­
heiten der Rechnung naher einzugehen oder sammtliche Formeln vollstandig zu 

entwickeln. 

Diese Erwagungen haben mich zur Bearbeitung und zur Herausgabe del' 
vorliegenden Sammlung veranlasst. Ausser Formeln und Lehrsatzen zum Ge­

brauche der elliptischen Functionen, welche sich auf die neuen N ormalformen 
beziehen, enthalt dieselbe in Riicksicht auf die Anforderungen des pl'aktischen 
Bediirfnisses ein ausgedehntes System von Formeln, mit deren Hiilfe del' Ueber­

gang von der alten zu del' neuen Bezeichnungsweise ausgefiihl't werden kann. 

Bei der Herstellung dieser Formelsammlung habe ich mich der thatigen 
Mitarbeit des Herrn We i erst r as s zu erfreuen gehabt; .kein Bogen der ersten 
Ausgabe ist ohne die Billigung desselben gedruckt worden. 

Die meisten der aufgenommenen Formeln sind, wie schon auf dem Titel 
angegeben ist, Vorlesungen oder schriftlichen Aufzeichnungen des Herrn 

Wei e r s t r ass entnommen; einige Formeln aber sind mit Riicksicht a'Uf das 
praktische Bediirfniss erst fUr diese Sammlung ausgearbeitet worden. 

Die im Art. 15 (Seite 19) mitgetheilte Formel fUr die Function ~.~~:~ 
riihrt von Herrn K i e per t her. ( Journal fiir Mathematik, Bd. 76, Seite 31.) 

Wenn es gelungen ist, in dieser Druckschrift einen hohen Grad del' 

Correctheit und del' Genauigkeit im Ausdrucke zu erreichen, so glaube ich 
dies hauptsachlich der eingehenden Kritik zuschreiben zu miissen, welche 
Herr Hettner meinem Entwurfe vor dem Drucke desselben hat zutheilwerden 

lassen, einer Kritik, fUr welche ich nicht genug danken kann. Ebenso ver­
pflichtet mich die grosse Sorgfalt, mit der die Herren H e t t n e r und von 
Man g old t bei der Priifung der Richtigkeit der Fol'meln mich unterstiitzt 

haben, zu besonderem Danke. 

Die bis jetzt zu meiner Kenntniss gelangten bei der erst en Ausgabe iiber­

sehenen Fehler sind aus der auf den Seiten IX und X abgedruckten Zusam­
menstellung ersichtlich. 

Die erste, zunachst fUr einen engeren Kreis von Mathematikern bestimmte 

Ausgabe dieser Fol'melsammlung war nachkurzer Zeit vergriffen. Die zweite 
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Ausgabe unterscheidet sich von der ersten durch manche Verbesserungen 1m 

W ortlaut und durch einige Aenderungen in den Bezeichnungen, von denen 
die folgenden hier besonders erwahnt werden mogen. 

Zur Bezeichnung der Function ~~:; ist von der Abkiirzung ~(U) Ge­

brauch gemacht worden. 

In den Artikeln 32 und 33 ist H o' H" H 2 , Hs ar die Stelle von ho' h" h2 , ha 
gesetzt worden, um einer Verwechselung mit der Bedeutung, welche den 

Grossen h" h., hs in den Artikeln 45 und 46 beigelegt wird, vorzubeugen. 
In der Tabelle des Art. 33, welche sich auf die sechs verschiedenen FaIle 

der Transformation ersten Grades bezieht, haben die in der ersten Ausgabe 
mit V und VI bezeichneten FaIle beziehlich die Ordnungsnummern VI und V 
erhalten. 

Mit Riicksicht auf die im Art. 48 erklarten Grossen 53 ,53 ,53 ,... er-
0,1 0,2 0,8 

schien es nicht zweckmassig, die im Art. 40 der ersten Ausgabe den Bezeich-

nungen ~,' ~2' £ta, ••• beigelegte Bedeutung beizubehalten. Die im Art. 40 der 

zweiten Ausgabe erklarten Grossen £t, £t" ~2' ... hangen von der Grosse k2 eben­
so ab, wie die entsprechenden mit 530 , 53o", 53o,., ••• bezeichneten Grossen von der 
Grosse l4. 

Trotzdem dass bei der zweiten Ausgabe einige Formeln, die in der ersten 
nicht enthalten waren, hinzugefiigt worden sind, hat es sich ermoglichen 
lassen, dass die Artikelnummern und Seitenzahlen der zweiten Ausgabe mit 
den entsprechenden der ersten Ausgabe durchgehends iibereinstimmen. 

Bei der Correctur der zweiten Ausgabe bin ich durch Herrn E. R itt e r in 
dankenswerther Weise unterstiitzt worden. 

Hinsichtlich der Schonheit der typographischen Wiedergabe der einzelnen, 
mitunter in hohem Grade zusammengesetzten Formeln sind die hochsten An­
forderungen gestellt worden, in der U eberzeugung, dass durch die Schonheit 

in typographischer Hinsicht die U ebersichtlichkeit vieler Formeln ausserordent­
lich gesteigert und damit der Nutzen der Sammlung erhoht witd. Als sachver­

st'andiger Beirath hat hierbei der Factor der hiesigen G. Reimerschen Buch­
druckerei, Herr C. Barich, mir zur Seite gestanden. 

Die Dieterichsche Universitats-Buchdruckerei in Gottingen, aus der die 

gesammelten Werke von G a us s und einige Bande von J a cob i' s gesammelten 
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Werken hervorgegangen sind, hat durch die typographische Ausstattung der 
vorliegenden zweiten Ausgabe einen neuen Beweis ihrer hervorragenden Lei­
stungsfahigkeit geliefert. 

Gleichzeitig mit dieser Ausgabe der Formelsammlung in deutscher Sprache 
erscheint, in dem Verlage von Gauthier-Villars et Fils, eine von Herrn 
Hen ri Pad e besorgte Ausgabe in franzosischer Sprache. 

Der e r s ten Abtheilung beabsichtige ich eine z wei t e folgen zu lassen, 
sobald meine Berufspfiichten es mir gestatten werden, die begonnenen Vor­
arbeiten zu einer Fortsetzung und Beendigung dieser Sammlung zum Ab.,. 

schlusse zu bringen. 

Berlin, 1m Mai 1893. 

H. A. Schwarz. 



Berichtigungen und Zusatze 

zur e r s ten Ausgabe der 

Formehl und Lehrsatze zum Gebrauche der elliptischen Functionen. 

Seite 13, Zeile 3 von unten, Alt. 12 (1.), ist zu lesen 

(1.) 1 a (b9'U =F SO'V) 1 a (SO'U =F b9'V) soCu±v) = &9U--- ---- = b9V=F-- ---
2 au &{)u - SOv 2 av SOu - SOv 

Seite 16, Zeile 3 von unten ist zu lesen 

-0 .. statt On 

Seite 43, Zeile 8 von 0 ben, Art. 35 (4.). ist zu lesen 

.!to (0) = 1- 2h + 2hi_ 2h9+ ... 
Seite 58-64. 

W d· G" 1 1 "b . t' d't d . A t 4 enn Ie rossen --, t1:', --, u erems 1mmen ml er 1m r. 7 
1: 21: 

und in den Gleichungen (10-17.), (25-32.) des Art. 46 angewendeten 

Bezeichnungsweise beziehlich mit 
.,. 

7,2 , '. -1 , 

Grossen hll h2' h3 

l1 , II , l. 

zu den Grossen 1:n 1:2 -, 1:3 

Grossen h, l zu der Grosse 'to 

Seite 61, Zeile 1 von unten ist zu lesen 

bezeichnet werden, so stehen 

und die Grossen 

In derselben Beziehung, wie 

-_7h12 + . .. statt _7ho + ... 

Seite 75, Zeile 4 von unten 

Statt t' ist zu lesen t. 

Seite 75, Zeile 1 von unten 

Statt t ist zu lesen t'. 

die 

die 



x Berichtigungen und Zusatze zur ersten Ausgabe. 

Seite 81, Zeile 13 von unten ist zu lesen 

liegenden statt liegende 

Seite 82, Zeile 14 von oben ist zu lesen 

Seite 85, Zeile 7 von unten ist hinzuzufligen 

wobei die Summation libel' alle diejenigen Werthe des Index It Zll 

erstrecken ist, fUr welche die Grosse vI' del' Null nicht congruent ist, 

Seite 90, Zeile 2 von oben, Art. 57 (2.) 

(2.) J '( ) J'( ) - J'( ) + 1 7h-Y~ X U Yl + X2 'Y2 - Xa,Ya "2--' 
Xt-X. 

Seite 96, Zeile 10 von unten ist zu lesen 
mindestens ein statt ein primitives 

Seite 96, Zeile 7 von unten ist zu lesen 
Ein solches statt Dieses primitive 

Bed in im Mai 1893. 
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Allgemeine Lehrsatze betreffend diejenigen analytischen Functionen, 
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen. 

1. 

Wenn eine anal ytische Function cp ( u) des Argumentes u die Eigenschaft 

besitzt, dass zwischen den zu j e drei Werthen des Argumentes 

gehorenden Functionswerthen 

rp(u) , 

v, 

rp(v) , 

u+v 

rp(u+v) 

eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von u und v unabhangig 
sind, so sagt man, dass fur diese Function ein alg e brais ch e s Addi t io n s­

the 0 rem besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Additionstheorem 

besitzt. 

Jede analytische ]<-'unction cp(u), welche ein algebraisches Additionstheorem 

besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen del' Function und ihrer in Bezug auf 

das Argument u genommenen ersten Ableitung cp'(u) eine algebraische Gleichung 

besteht, deren Coefficienten von dem Argumente u unabhangig sind. 

Del' Bereich des Argumentes einel' solchen Function kann in jedem ]<-'alle 

auf alle e.ndlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhort, 

den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen; denn jede analytische 

Function cp(u), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel 

einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des 

Argumentes u sind und fur alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra­

tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument diesel' Functionen 

nur eine im U nendlichen liegende G I' e n z s tell e haben. 
Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 1 



2 Allgemeine Lehrsatze. Art. 2. 

Eine analytische Function cp (u), fur welche ein alge braisches Additions­

theorem besteht, ist 

entweder 1., eine algebraische Function von u, 
oder II., wenn mit 0) eine passend gewahlte Constante bezeichnet wird, 

urr:i 

eine algebraische Function del' Exponentialfunction eOJ, 

oder III., eine algebraische Function einer Function fJu = s, welche, wenn 

mit gz und gs zwei pass end gewahlte Constanten bezeichnet Wer­

den, durch die Differentialgleichung 

und die Bedingung fJ(O) = = bestimmt werden kann. 
Die beiden ersten Falle sind als specieIle Falle im dritten enthalten: del' 

erste, wenn gz und gs einzeln den Werth N uIl haben, der zweite, wenn g! - 2 7 g: 
gleich Null ist. 

2. 

U nter den anal ytischen Functionen eines Argumentes u, welche ein alge­
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche fur 

aIle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer odeI' gebrochener 

rationaler Functionen haben, welche daher e i n d e uti g e Functionen ihres un­

beschrankt veranderlichen Argumentes sind. 

AIle eindeutigen analytischen Functionen cp (u), welche ein algebraisches 

Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass cp (u + v) rat ion a 1 aus­

druckbar ist durch die Werthe cp (u), cp (v) und die Werthe del' ersten Ableitungen 

cp'(u), cp'(v). 
Wenn eine analytische Function cp(u) die Eigenschaft besitzt, dass cp(u+v) 

rational ausdruckbar ist durch cp (u), cp (v), cp'( u), cp'( v), so ist diese Function eine 

eindeutige Function ihres unbeschrankt veranderlichen Argumentes, welche fiir 

aIle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen 
rationalen Function hat. 

Es gilt auch del' Satz: Wenn eine e in d e uti g e analytische Function cp (u) 
die Eigenschaft hat, dass zwischen del' Function und ihrer ersten Ableitung cp'( u) 

eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von dem Argumente 

nicht abhangen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem. 



Art. 3. Allgemeine Lehrsatze. 3 

Eine e i n d eu ti g e analytische Function cp (u), welche ein algebraisches 

Additionstheorem besitzt, ist 

entweder 1., 

oder 11., 

oder IlL, 

eine rationale Function von u, 
Uitt 

eine rationale Function einer Exponentialfunction eO), 
eine rationale Function einer Function pu und ihrer ersten Ab­

leitung &;/u. 

Die beiden ersten FaIle sind wiederum als specielle FaUe im dritten ent­

halten. 

3. 

Jede transcendente eindeutige analytische Function, welche ein alge­

braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine per i 0 dis c he, und zwar 

entweder eine e in fa c h per i 0 dis c he oder eine do p pel t per i 0 dis c h e 

Function. 

1. VVenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne­

gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 200 dargestellt werden 

konnen, so heisst die Function e in fa c h per i 0 dis c h. Die Grosse 200 heisst 

primitive Periode. 

2. VVenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er­

kHirten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con­

stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise moglich, z wei Pe­

rioden 200 und 200' des Argumentes del' Function derart auszu wahlen, dass alle 

iibrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus dies en beiden zusammen­

gesetzt werden konnen. In diesem Falle wird die Function do p pel t peri 0-

di s ch genannt und jedes System von zwei Perioden 200, 200', welche die angege­

bene Eigenschaft haben, heisst ein primitives Periodenpaar. 

Del' imaginare Bestandtheil des aus den zwei Perioden 200' und 200 eines 

primitiven Periodenpaares (200, 200') gebildeten Quotienten : = 't ist stets von 

Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein­

heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschrankt wird, dass der reelle 

Bestandtheil des Quotienten ~, welcher in der Folge durch m (~) bezeichnet 
wt wt 

werden solI, einen p 0 sit i v e n Werth hat. 

Zwei Periodenpaare (200,200') und (2m, 2m') sollen a e qui val e n t genannt 

werden, wenn die Gesammtheit aller deljenigen Grossen, welche £lurch Addition 

1* 



4 Allgemeine Lehrsatze. Art. 4. 

und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind, 
ii be rei n s tim m t mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe­
rioden des anderen Paares gebildeten Grossen. 

Damit zwei Periodenpaare (2(1), 2(1)') und (2&,2&') aequivalent seien, ist 
nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei­
chungen von der Form 

2& = 2pw + 2qw', 2&' = 2p'w + 2q'w' 

bestehen, in welchen p, q, p', q' ganze positive oder negative der Bedingung 

pq'-qJ/ = ± 1 

geniigende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten. 

Die beiden Grossen 

m(:~) und (pq'-qp')m(:~) 

haben dasselbe Vorzeichen. 

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen p, q, p', q' kann stets erreicht 

werden, dass, wenn ffi: ( :) = IX, ffi: (:~) = (3 gesetzt wird, 

4. 

Der allgemeinste Fall del' eindeutigen analytischen JTunctionen, fiir welche 
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen 
doppelt periodischen Functionen, welche fiir alle endlichen W mthe des Argu­
mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen, deren Argument also nul' 
e i n e im Unendlichen liegende we sen tlich s i ngu HiI' eSt e lIe hat. Diese 
Functionen werden im weiteren Sinne e 11 i P tis c he Fun c t ion e n genannt. 

vVenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so 
ist stillschweigend immer eine e i n d e uti g e elliptische Function gemeint. 

1st (2(1), 2(1)') ein primitives Periodenpaar des Argumentes einer elliptischen 
Function, so sind alle Perioden des Argumentes dieser Function in der Formel 

w = 21i(l) + 21i'(I)' enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen Ii und Ii' alle ganz­

zahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizulegen sind. 
Del' W erth Null wird nur im uneigentlichen Sinne zu den Perioden gerechnet; 



Art. 5. Die Function 6u. 5 

Zwei ,Werthe des Argumentes heissen con g rue n t oder inc 0 n g rue n t, 

jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht. 

Ein Per io den p ar a 11 e 10 g ram m des Argumentes u einer elliptischen 

Function, fur welches (2w, 2w') ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch 

definirt durch die Gesammtheit aller Werthe, welche in del' Formel 

u = uo+2tm+2t'm' 

enthalten sind, falls jeder del' beiden veranderlichen Grossen t, t' alle reellen 

Werthe zwischen 0 und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden. 

U nter dem G r a d e einer elliptischen Function versteht man die Zahl, 

welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms 

unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich 

gross wird, so oft zu zahlen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an 

dieser Stelle anzeigt. 
Es gibt keine. elliptische Function e r s ten Grades. 

Die Function Gu. 

5. 

Die einfachste analytische Function, welche fUr alle endlichen Werthe 

des Argumentes u den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen­

schaft hat, fiir u = 0 sowie fur alle diesem 'Verthe congruent en Werthe 

w = 2p.w + 2p.'w' yonder ersten Ordnung unendlich klein zu werden, ist die zu dem 

Periodenpaare (2w, 2w') gehorende S i g mafunction G( u I w, w') = Gu. Diese Func­

tion wird gegeben durch die Formel 

(1. ) 1 fL, fL' = 0, ± 1, ± 2, ± 3,· .. ± = I 
w = 2 fLm + 2 fL'm' 

ausgenommen w = 0 

in welcher der Grosse w bei der Bildung des unendlichen Productes alle in dem 

Ausdrucke 2p.w + 2p.'w' enthaltenen Werthe, mit Ausnahme *) des Werthes w = 0, 

beizulegen sind. Hierbei wird, wie stets in dem Folgenden, vorausgesetzt, dass 

der reelle Bestandtheil del' Grosse ~ einen von Null verschiedenen und zwar 
wt 

p 0 sit i v e n Werth hat. 

*) An diese Ausnahme wird in den bezuglichen Formeln durch einen dem Product- oder Summen­
zeichen folgenden Accent (') erinnert. 
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Aus der obigen Definition ergibt sich, dass G(-u)= -G(u) ist; dieFunc­

tion Gu ist daher eine un g r a d e Function des Argumentes u. 
Es bestehen ferner die Gleichungen 

(2. ) 6(0) = 0, 6'(0) = 1, 6"(0) = 0, 6'''(0) = 0. 

Die Function Gu ist durch eine nach Potenzen del' Grosse u mit ganzzah­

ligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche fiir alle 

endlichen Werthe von u convergent ist. 

Die Coefficienten del' einzelnen Glieder diesel' Reihe sind ganze Func'­

tionen zweier Grossen 92 und g., welche durch die Gleichungen 

{ 3.) 22 "~' 1 9 = ·3·L)· -
2 tv w4 , 

2 ",,' 1 9 = 2 ·5·7 . .4.J 0-

• tv w· 

bestimmt sind. Auch in diesen Gleichungen sind del' Grosse walle in dem Aus­

drucke 2p.<o+2p.'<o' enthaltenen vVel'the, mit Ausnahme des'Verthes w = 0, 

beizulegen. 
Die Grossen g" g. heissen die zu del' betrachteten G- Function 

(4. ) 

gehorenden I n va ri an te n. 

'Vird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grosse 

bezeichnet, so besteht die Gleichung 

(5.) 6(ui w,w') = 6(ui9219.) = m6(: I ~, ~) = m6(:~;m·g21m·g3)' 

Fiir alle endlichen Wel'the des Argumentes u und del' Invarianten g2 und g, 
besitzt die Function G(u; g21 g.) als Function del' dl'ei unbeschrankt vel'ander­

lichen Grossen u, g., 9. betrachtet den Charakter einer ganzen Function. 

(6. ) 

(7. ) 

Es ergibt sich 

9 u5 g.u7 

6u = u + * - 2".'3.-5 - --"'3--"-"'---2 . 3 0 5 . 7 29 .32 .5.7 
g,g3 till 

27 .3 2 .5'. 7·11 

Die Function G( u; g" ( 3 ) geniigt del' partiellen Differentialgleichung 

aus welcher sich, wenn 

(8.) 
U4m+6n+l 

6u -"" a (~g )m (2g )U---;-c-__ . 
- .4.Jm,u m,n 22 3 (4m+6n+1)! (m,n=0,1,2,3, ... =) 
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gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten am,n die Recursions­

formel 

(9.) 
16 1 

am,n = 3 (m + l)am+l,n-1 +3 (It + l)am-2,n+1 - 3 (2m + 31t-l) (4m + 6n -1) am-l,n 

ergi ht. Dem Coefficienten ao,o ist der Werth 1, dagegen denj enigen Coefficienten, 
fur welche einer der beiden Indices einen neg at i v e n Werth erhalt, del' Werth 0 

beizulegen. 
Die Werthe del' Coefficienten am,n, fUr welche die Summe 4m+ 6n+ 1 die 

Zahl 35 nicht uberschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten. 

(1.) 

ft4nt+6n+11 m I It am•n 
u' 0 0 +1 
u5 1 0 -1 
u7 0 1 -3 

I 0 14[ 
+ 1506600 

U 25 
13 2 + 20019960 

6 I 0 + 1416951 
t~9 2 0 -9 
U" I 1 1 -18 

U' • I ~ I ~ I -54 
+69 

U '5 j 2 11 I + 513 

U '7 I i I ~ I +321 
+4968 

U 27 I ~ 1 ~ I 
+ 162100440 

-41843142 

I 1 \ 4 I + 796330440 
U 29 -376375410 

1 ~ I ~ I -388946691 

101 5 [ + 2388991320 
USI 

1 ~ 1 ~ -9465715080 
-6519779667 

tt19 I ~ I ~ I + 14904 
+ 33588 

U2I 

1 ~ 1 ~ I + 257580 
+ 160839 

u2S I~I~I + 502200 
+ 2808945 

[2 I 4[ 
-144916218720 

uSs 

51 2 -210469286736 
8 0 + 25514578881 

I 1 [5 I -1289959784640 
uss 

I i ~ I -4582619446320 
-485174610648 

Darstellung der Function (5u durch einfach unendliche producte. 

6. 

Fur unendlich grosse Werthe von ffi:(:~) ergibt sich 

1 ("''')2 6 - ell 2w 2m. U'lt 
U - '-:;tsm 2m' 

denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte IIn del' Zahl n 

alle ganzzahligen po sit i v en Werthe beigelegt werden *), die Gleichung 

*) Dieselbe Bedingung gilt fiir aIle im Folgenden vorkommenden Producte lln und Summen ~n' 
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(2. ) 

Mittelst del' Function Sinus kann die Function Gu auf verschiedene Weise als 

ein einfach unendliches Product dargesteUt werden. 

Zur Abkurzung soU im Folgenden von den Bezeichnungen 

(3. ) 
u 

2m = v, 
V7ti 

e = Z; 

Gebrauch gemacht werden, wobei festgesetzt wird, dass del' Potenz hTi! fur jeden 

Werth des Exponenten m stets del' Werth e"'7:7ti beigelegt werden soU. In l<'olge 

del' bezuglich des Vorzeichens del' Grosse ffi: (:~) getroffenen Festsetzung ist del' 
l'eelle Bestandtheil del' Grosse '1:'lti neg a t i v; del' absolute Betrag del' Grosse h ist 

also k 1 e i n e r als 1. 

Untel' Benutzung diesel' Bezeichnungen el'gibt sich 

(4. ) 6 - 2Ul. e+ v''lt
2 n 1 sin(m-v)rc·sin(m+v)rc eSi~:::1t} u - - sm Vrc • --';.:-0---'---'----'--

7t n Sln2 n'rrc 

und, wenn mit 1) die Grosse 

(5. ) 

bezeichnet wird, 

(6. ) 6u = e .- smvrcn, 1--.--· 21Jwv' 2w. ( sin2vrc ) 
1t "sIn 2 n'r7t 

Ferner ergeben sich die Gleichungen 

(7. ) 6u = e21JwV2 2w. n sin(n,-v)7t -v1tin sin(m+v)7t e V7ti . - SlnV7t . e n-----'-;--
'It n Slnn't7t Slnn't'lt 

(8. ) 

(9. ) 
27jWV2 2w. 1- 2h2"cos2v'It + h4n e . -- . sm V7t n ----------- . 

7t n (1-h2'T 

(10. ) 27jw 



A.rt. 7-8. Die Function 6u. 

(1. ) 

Aenderung des Argumentes del' Function C5u urn eme Periode. 

7. 

Zwischen 6( 1t) und C5( 1t ± 2m) besteht die .Gleichung 

. + 271(u+ w) G'(m) 
6(u±2w) = -e- - 6(u), aus welcher sich"1) = G(m) 

9 

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2m, 2m') mit dem Perioden­
paar (2m', - 2m) bleibt die Function 61t ungeandert und es ergibt sich in Folge 
dessen analog den obigen Gleichungen 

+ 2Yl '(u + w') , G'(m') 
(2.) 6(u±2w') = -e-· j 

- 6(u), 1J = G(m')' 

Fur die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die 

Gleichung 

(3.) 6(u+2pw+2qw') = (_1)Pq+P+qe2(P71+q71') (u+ p w+ q w')6(u), 

oder, wenn pm + qm' = w~ P'fJ + q"fj' = 'lj gesetzt wird, 

( 4.) 6 ( l~ +2 rn) = =+= e 2~ ( u + rn) 6 (u) , 

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grosse C5(w) einen 
von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist. 

Zwischen den vier Grossen 00, 00', "fj, ''I' besteht die Relation 

(5.) 7lw'-wr{ = + t7ti, wenn ffi: (:J einen po s i ti v e n Werth hat; 

dagegen ist 

(5n "1)w'-wr{ = -t7ti, wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung, 

ffi: (:~) einen neg a ti ven Werth hat. 

Die Function ~ (u). 

8. 

F " d' F . d 1 t::() 6'(u) 1 h ur Ie unctIon du og v u = <3 (u)' we c e zur Vereinfachung mit 

bezeichnet werden moge, gelten die Gleichungen 

(1.) ~'(u±2w) = ~'(U)±271' ~'(U±2w') = ~'(U)±271" ~'(u±2rn) = ~'(U)±2~, 

Zum Gebrauche der elJil'tischen Fuuctionen. Zweite AURgabe. 2 
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Wenn (0 + (0' = (0", 1J + 1J' = 1J" gesetzt wird, so ergibt sich 

(2 ) 5'( ) 5'(')' ~'(oo") = Yl". . "6 00 = 1j, "6 00 = 7J ,\;) ., 

Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung 

(3) 5'() 1 + g. a gs 5 g: 7 gIgs 9 
. "6 u = U *-~5U -2~U - 2'.3.52 .7 u - 2'.3.5; 7.11 U-"', 

wahrend die Ausdriicke 

(4.) -(u) = - +~ --+-+-5' 1 , (1 1 U) 
<5 U w u-w w tt;2 

( w = 2p.oo + 2p.'oo' ) 
ausgenommen w = 0 

(5.) = ~ u+ 2: {cotg ;: +~,,(cotg 2: (u-2noo') -i)+~,,(cotg 2: (U+ 2noo') +i)} 

1j 'iti { Z + Z-1 2h2 .. z--'J 2h2"z2 I 
(6.) = -;;;u+ 200 z-z 1 +~" I-hl .. z 2 -~" I-hl .. z· f 

fiir aIle endlichen Werthe des Argumentes u Geltung haben. 

Die Function ~u. 

9. 

Mit der Sigma-Function Gu ist die Pe-Function ~u = ~(u 1(0, (0') 

= ~ (u; U., Us) durch die Gleichung 

(1.) 

verbunden. Es ergibt sich daher ~(-u) =~( u). Ferner bestehen die Gleichungen 

(2.) 

(3.) 

(4.) 

(5.) 

(6.) 

1 ",",' (1 1 ) 
~u = u' + ~w (U-W)2 - w. ( w = 2p.oo + 2p.'oo' ) 

ausgenommen w = 0 

1j ('it)2{ 1 h2"z-2 h2 .. z· I 
= -;-- 00 (Z_Z-I), +~n (I-h'Re2)2 +~" (l_k,nz2)2 f' 

~(ul 00, 00') = ~(Uig2,g3) = ~. ~(: I :' :) = !. ~(: i m'g2' m8ga). 

Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung 

(/.)u = ~2+*+~u'+~u'+-~u8+2":~'::11 u8 + ... 
0- U 21. 5 22. 7 2' . 3 . 52 



Art. 9. Die Function SI,Ju. 11 

und zwar besteht, wenn 

(7. ) 

gesetzt wird und A grosser als 3 ist, die Recmsionsformel 

(8.) (v = 2,3,.·.(A-2)). 

Die Function SJu ist eine doppelt periodische Function, fur deren Argu­
ment (200,200') ein primitives Periodenpaar ist; dieselbe wird innerhalb jedes Pe­
riodenparallelogl'amms nm an del' Stelle, welche dem Nullwerthe des Argumentes 
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich­

grosswerdens gleich 2. 

Die Function SJ u ist also eine elli ptische :Function z wei ten Grades. In 
del' fur die Umgebung des 'Werthes u = 0 geltenden nach Potenzen des Argu­
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function 

(9) 1 + + g2 2+ gs 4+ . SI,JU=--uo * 2(jU 2"8 U ... 

ist ~2 das einzige Glied mit negativem Exponenten, wahrend das constante Glied 
diesel' Entwickelung den Werth Null hat. 

Dmch die angegebenen Eigenschaften ist die Function SJu unzweideutig 
bestimmt. Untel' allen doppelt periodischen Functionen uberhaupt ist daher 

die Function SJu die moglichst einfache. Die Function SJu ist eine grade Func­
tion des Al'gumentes u. 

Die el'ste Ableitung SJ'u del' Function SJu ist eine elliptische Function 
dri tten Grades, welche nm fur die dem Nullwerthe congruenten Werthe des 
Argumentes unendlich gross wird und eine un g r a d e Function desselben ist. 

(10.) 

(11.) 

Es ergibt sich 
SI,J'(-U) = -8O'(u), 

1 
8O'u = -2~w (U_W)3' (w = 2fLoo + 2p:00'). 

Aus del' letzten Gleichung wird fur u = 00, 00', 00" gefolgert 

(12.) 80'((0) = 0, 80'(00') = 0, 80'(00") = o. 
Fur die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung 

(13.) 8O'U = _~+*+~U+g3U3+_g~ u5 + 3g2 g3 u7 + ... 
US 2 . 5 7 28 • 52 2 . 5 . 7 . 11 

2* 
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Zwischen del' :Function &JU und ihrer ersten Ableitung ~u besteht die 
Gleichung 

(14.) (S"/U)2= 4g;iu-g2ru-gg, 

aus welcher sich 

(15.) 

ergibt. Alle Ableitungen der Function &Ju, deren Ordnungszahl grade ist, sind 

ganze Functionen von &Ju. 
Die drei Grossen 

(16.) 

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 200, 200' des primitiven 
Periodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich 

(17.) (r'u)2= 4(&ou-&O(l))(&OU-&O(l)")(gou-r(l)') = 4(&ou-e1)(rU-e2)(&ou...,...es)' 

Es bestehen daher die Gleichungen 

(18.) 

e1 + e2 + eg = 0, 

e2eg+egel+ele2 = -+(e~+e~+e;) = -tg2' 

e1e2eg = tgg· 

Die Grosse (e2..,-eS(eS-e1)2(e1-e]= +.-(g:-279:) moge mit G bezeichnet 

werden. 

10. 

Fiir den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grosse ~ 
wi 

unendlich gross wird, wiihrend 200 einen endlichen von Null verschiedenen Werth 

hat, werden die beiden Grossen e2 und eg einander gleich. U nter dieser Voraus­

setzung ergeben sich folgende Gleichungen: 

(1.) 

(2. ) 

( 7t)21 1(7t)2 
g:Jtt = 2(1) ~(U7t) -3 2(1) = sm -

2Ul 

9g, 
2g. 3ga 

( l/9 ) - 'ig;' 
sin2 V 2~: . u 

- _ 3gg g 27' - 0 e2 - cg - --2-' g.- gg - , 
g. 

(3.) if(u) _ 'It cotg U7t + 1 ( 7t )2U 
('5 - 2(1) 2m 3 2(1) , 

7t' ~ ('''')2 2(1) U7t 
21J(I) = - 6u = e 6 .2m • -sin-' 

6 ' 7t 2(1) 
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Wenn endlich sowohl 2c.o, als auch 2c.o' unendlich grosse Werthe annimmt, 

wahrend lim m (:~) von Null vel'schieden ist, so werden alle drei Grossen e1 , e., ea 

einander gleich und es. ergibt sich 

1 5' 1 
(4.) ~(}u=U2' "6(u)=-U' 6u=t'i e,=e.=ea=O, g.=O, gu=O. 

(1.) 

(2.) 

(3.) 

( 4.) 

(5.) 

Additionstheorem der Function ~ (u)o 

1t. 

Zwischen der Function SJu und der Function Gu besteht die Gleichung 

_ G(u+v)G(u-v) 
ru- rv - - G2 uG'v . 

Aus derselben el'gibt sich durch logarithmische Differentiation 

~' (u + v) + ~' (u - v) - 2 ~ (u) 

Folglich besteht das Additionstheorem 

G5'(u+v) = ~(u) +~(v)+~ r'u-rP'v 
G G 2 ru-rv ' 

G5'(u-v) = G'(u)_5'(v)+~ r'u+r'v. 
G G 2 rU-~(}V 

Additionstheoreni der Function SJuo 

12. 

Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheol'em der Function 
~' (u) das Additionstheorem del' Function SJu 

(1.) 

(2.) 

(30) 
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( 4.) 

( 5.) 

(6.) 

(7. ) 

(8.) 

(9.) 

(10. ) 

(12.) 

(13.) 

(14.) 

(15.) 

(16.) 

Additionstheorem der Function &{}u. 

Aus diesen :Formeln erhalt man die folgenden: 

2 (gougov -fg2)(&{}U + gov) -g3 ± go'ttgo'v 
2 (goU&{)V + fg2Y+ 2gs(gou+ &{}v) 

&{}' U - &{}' V 

&OU- gov 

1 

1 

1 

6{}V 6{}'V = O. 

go (u + v) -6{)'( tt + v) 

Art. 12. 

(go2u + tg2)2+ 2g8 &{}U 1 d 2 , 1 ( d , )2 
go(2U) = 4 3 = gou--4 -d 2 1og&{}U = -4 -a log&{}u -26{}u. gou-g2 gou-gs U U 

Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln 

(5' (5' 1 go" u (5 ( 2u ) , 
-(2u) = 2-(u) + --- -- = -«IU 
(5 (5 2 &{}' u '(5'u 0- , 



Art. 13. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 
durch die Functionen <5(uloo,oo') und 8'J(uloo,oo'). 

13. 

15 

Wenn cp ( u) eine elliptische Function ,ten Grades, (200, 200') ein Perioden-: 
paar des Argumentes derselben und <5 (u) die z'u diesem Periodenpaare gehorende 
Function C5 ( u I 00, 0)') bezeichnet, so ist es stets moglich, 2r + 1 Grossen 

derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht 

(1. ) 

Zwischen den Grossen u , u2 ' ... u; v, v , ... v findet hierbei die Be-
l ,. 1 2 r 

ziehung statt 

(2.) 

Dieser Satz lasst sich folgendermassen umkehren. 

Wenn die Grossen u1 , u2 , ... u.; v1 , v2 ,'" v. die Gleichung (2.) befriedigen 
und wenn keine der Differenzen 

U,,-vl' (l;:p., l,p.=1,2,3, ... r) 

der Nun congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1.) bestimmte Function 
cp ( u) eine zu dem Periodenpaare (200, 200') gehorende elliptische :Function rten 
Grades. 

Wenn von den, Grossen u1 ' u2 ,'" u., beziehungsweise v1 , v2 ,'" v.' keine 
zwei einander congruent sind, so sind ane Wurzeln del' Gleichung cp (u) = 0, be­
ziehungsweise cp (u ) = 00, e in fa c heW urzeln. Sind hingegen einige del' Grossen 

u1 ' u2 ,'" u.' odeI' einige der Grossen ~1' v2 ,'" v., einander congruent, so sind die 
entsprechenden Wurzeln del' Gleichung cp(u) = 0, beziehungsweise cp(u) = 00, 

mehrfache Wurzeln. 
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14. 

Wenn 

( n + 1) von einander unabhangige und unbeschrankt veIanderliche Grassen be­

zeichnen, so ist die Function 

I 1 

(1.) 
I 1 

• (u" u" "" ... u.l ~ 11 

I 1 

~9 (uo) p'( uo) 

g;) (u,) p'(uJ 

~9(tt2) p'(u2 ) 

~gen-1l (uo) I 
~dn-l)(uJ I 
pen-I) (u2 ) 

in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (n + if'" Grades. 

Als Function von Uo betrachtet wird dieselbe nur an del' Stelle Uo = 0 und den 

congruenten Stell en unendlich gross, dagegen fiir 

und die congruenten Stellen unendlich klein. 

Es mage vorausgesetzt werden, dass von den Grassen 

keine del' Null congruent ist, ferner dass von den Grassen 

keine zwei einander congruent sind. 

Es ergibt sich zunachst 

() ( ... ) _ G. 6(uo+U,+tt2+···+u.)6(uo-tt,)6(uo-U2)···6(uo-uJ 
2. tp uo, up U" Un - n 6nH (uo) , 

wo del' Factor Cn nur von den Grassen u1 ' u2 ' ••• Un abhangt. 

Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleicbung 

Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen 
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del' Null congruent ist, ~o ergibt sich durch wiederholte Anwendung del' ange­
gebenen Formel 

(3) ( ) (_1)-}n(n-l)112131 ... 16 (uo+u1+u.+ ... +u")I11,,,6(Ul-U,,) 
. q; uo,u"u.,·"u" = .. , n. 6n+I(uo)6n+t(Ul)6n+t(U2) ... 6n+t(u,J ' 

(l</L, l,/L=O,1,2, .. ·n). 

Die Geltung diesel' Formel ist, wie sich aus Stetigkeitsbetrachtungen er­
gibt, nur. an die Bedingung gekniipft, dass keine del' Grossen ul (l = 0, 1,2, ... n) 
del' Null congruent ist. 

Fiir die im Art. 13 betrachtete elliptische Function '1' (u) ergibt sich hier­

nach die Darstellung 

(4.) 

wo del' Factor 0' nul' von den Grossen u1 ' u., '" ur ; v1 ' v.' ... 1'. abhiingt. Hier­
bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2r Grossen keine del' Null congruent ist 

und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie­
l'igkeit, aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenziibergang andere 
Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefalle beziehen. 

Es gelten iiberhaupt folgende Siitze: 

J ede (eindeutige) elliptische Function '1' (u), deren Argument die Perioden 
20>, 20>' besitzt, ist rational ausdriickbar durch die zu dem Periodenpaare (20), 20>') 

gehorende Function 8J( tl I 0>, 0>') = 8Jtl und deren in Bezug auf die Grosse tl ge­
nommene erste Ableitung 8J'u. Umgekehrt sind diese Functionen 8Ju und 8J'u 
durch die Function r:p (tl) und deren erste Ableitung '1" (u) rational ausdriickbar, 
wenn (20),20>') ein primitives Periodenpaar des Argumentes del' Function 

r:p(u) ist. 

Wenn die betrachtete Function '1' (u) eine gr a d e Function ihres Argu­
mentes ist, so ist dieselbe eine rationale Function von 8Jtl; wenn die Function 
'1' (u) dagegen eine un g r a de Function ihres Argumentes ist, so ist cp(,u) eine ra­

~ ~, 

tionale Function von 8Jtl. 

Wenn die betrachtete Function '1' ( u) nur fiir u = ° und die congruent en 
Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe ein.e g an z e Function von 8Ju 
und 8J'u. 

Zum Gebranche der elJiptischen Fnnctionen. Zweite Ausgabe. 3 



18 Elliptische Functionen beliebigen Grades. .Art. 15. 

D· F . 6(nu) 
Ie unctIOn 6"n(~t) . 

15. 

U nter der V oraussetzung, dass n grosser als 1 ist, ergibt sich fur den 
Grenzfall 

wenn 

(1.) P,,(v) 

go'v 
go "v 

go "v 
go "'v " 

gesetzt wird, 

got~ - gov &{)'U - go'v .. go(n-lJu _ go(n-Ilv 

1 
go'v go "v go(nlv 

(2.) p .. (v). <p(u) = nr go "v 6{)"'V go(nHlv 

Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grosse u-v entwickelt, so folgt 

aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (u - v)" m,ultiplicirten Glieder 

(3.) 

( 4.) 

6«n+l)v) 1 P,,+I(v) 
6(nv)62n+I(v) = - n!n! . P,,(v) . 

Andererseits ergibt sich, wenn die Grosse c" durch die Gleichung 

(-lr' · 0 
6(nv) = (1!2!3! ... (n....:1)!)2 P .. (v)·6""(v) 

definirt wird, 

(5.) 
6«n+l)v) 

6(nv) 62nH(V) 

Fur jeden hier in Betracht kommenden Werth von n hat demnach der 
Quotient ~n+I den Werth 1. 

en 

Fur n = 2 ergibt sich 

6(2v) = -02 ' go'v· 64(v); 

in Folge der Gleichung (1 6.) des Art. 1 2 ist also c2 = 1. 



Art. 15. Elliptische Functionen beliebigen Grades. 19 

Mithin ist auch en = 1 und es besteht daher, wenn u statt V eingefiihrt 
wird, die Gleichung 

(p'U g;/'u (p(n-llu 

(6.) 
6 (ntt) (_1)"-1 so"u (p'''u 8J(n)u 

6""(u) 
- (1!2!3!···(n-l)!)2 

so(n-llu (p(n)u .. (p(2.-3)U 

Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind sammtliche Ablei­

tungen del' Function gJu als ganze Functionen der GTossen &OU, gJ'u, +g2' g. mit 
ganzzahligen Zahlencoefficienten daTstellbar. Die Determinante PJu), durch 

welche die Function ~~~~:) ausgedTiickt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Func­
tion die ser GTossen. 

Wenn nun nun g r a deist, so ist ~~~~) elne g r a d e Function des Argu­
mentes u, es ist daher :,~:~:~ eine ganze Function del' Grossen gJu, tfJ2 , g.; wenn 
dagegen n g r a deist, so ist ~~~~) eine un g I' a d e Function des Argumentes u 

d . 1 G(mt). F' d G" 1 un es 1st f-J'u' Gnnu~) eme ganze unctIOn er rossen &OU, 2fJ2 , ga' 

Es besteht daher fiir alle ungraden Werthe von n eine Gleichung von 
del' Form 

(7. ) 
6 (nu) 1 -- - G «(oU -'-g g) 6 n"(u) - (1!2!3! ... (n-l)!)2 0' 2 2' 3 -1;(112-1) I 

und fur alle g l' a den Werthe von n eine Gleichung von del' Form 

(8. ) 

In diesen Gleichungen bezeichnet G(gJu, tg21 fJ.)N eine ganze Function del' 

drei Grossen gJu, +g2' g. mit ganzzahligen Zahlencoefficienten und der IndexN 
den Grad diesel' Function in Bezug auf das Argument gJu. 

Da 

(9.) 

so konnen die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um gJ(nu) rational 
durch gJu auszudriicken. 

3* 



20 Elliptische Functionen beliebigen Grades. 

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades 
durch die Function ~' (u) und deren Ableitungen. 

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades. 

16. 

.Art. 16. 

Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes u, fiir welche 
eine elliptische Function rte" Grades 

6(u-u) 6(u-u ) ... 6(u-u) 
(JJ (u) = O. 1 2 r 

, 6(u- VI) 6(u- V2 )'" 6(u-vr } 
(1.) 

unendlich gross wird, sei ein volIstandiges System einander nicht congruenter 
Werthe 

herausgeboben und es sei fiir l.t = 1,2, ... m 

q. (U-Vf'}-l+ O~ (u -Vf')-2+ c; (u-vf')-s + ... + O~r,.-I)(U- vf')-~ 

die Summe alIer Glieder mit neg at i v e m Exponenten, welche in der fiir die 

Umgebung des Werthes vf' geltenden nach Potenzen der Grosse u- vf' fortschrei­
tenden Reihenentwickelung der Function ~ ( u) enthalten sind. 

Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen 

(2.) 

_ ~ (5' ~ ~ (-It (l) dl (5' 
(3.) <p(u) - OO+~~Cf'6(u-vf') +~f'~l---;:r Of' dUI' 6(U- vf')' 

(A,=1,2""(r,.-1); l.t=1,2,·,·m). 

Die Con stante Co kann bestimmt werden, wenn der Werth der Function 

~(u) fiir einen nicht singularen, d.h. keinem der Werthe '171 ' '172 ,'" v .. congruen­
ten Werth des Argumentes u bekannt ist, oder wenn in der fur die Umgebung 
irgend eines der Werthe 'l7f' geltenden nach Potenzen von u - 'l7f' fortschreitenden 
Reihenentwickelung der Function ~ ( u) ausser den Gliedern mit neg a t i v e m 
Exponenten noch das constante Glied gegeben ist. 



Art .. 17-18. 21 

17. 

Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke fur die 
Function cp ( u) ergibt sich fur die zu derselben gehorende Integralfunction, wenn 
mit C: die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck : 

f <p (u)du = ~l'q.log6(u- vI') + Oou + O~ 
-~ 0' ~(t~-v )+~ ~ (_1)l.-1~CCl.)v.l(l-2)(u_v) 

I' I' 6 I' 1'). a! I' ~~ I' , 

(A. = 2, 3,··· (rl'-l); p, = 1,2, ···m). 

In der zweiten Zeile der vorstehenden Formel ist fJ(O)(u-vl') = fJ(u-vl')' 

fJ(~'(u-vl') = -::. fJ(u-vl') zu setzen. Uebrigens ist hierbei zu bemerken, dass 
den zu Grunde gelegten V oraussetzungen zufolge alle in dieser Zeile enthaltenen 
Glieder der Integralfunction fortfallen, wenn jede der Zahlen~, ~, ... rm den 
Werth 1 hat. 

18. 
Durch die Gleichungen 

6 1u = 
e-1jU6 (oo+u) e1jU 6 (oo_u) 

= 61(u I ro, ro'), 600 - 600 

(1.) 
1j"U 1j"u 

62u = 
e 6 (oo"+u) e 6 (oo"-u) 

= 62(u I ro, ro'), 600" - 600" 
1j'u 1j'u 

6 _ e 6 (oo'+u) e 6 (oo'-u) 
= 6a(u I ro, ro') aU - 600' - 600' 

werden drei Functionen 51u, 52u, 5au als eindeutige Functionen der unbe­
schrankt veranderlichen complexen Grosse u erklart. Fur alle endlichen Werthe 
des Argumentes'u besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen. 

Jede der drei Functionen 51u, 52u, 5su ist eine grade Function des Ar­
gumentes u. Dem Werthe u = 0 entspricht der Functionswerth 1. 

Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 fur v beziehlich die Werthe 00, 00", 00' 

gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen 

(2.) v.lu-e = _l_ ( 6 U)2 
a- 1 6u' 

v.lu-e = _3_ (6U)2 
a- 3 6u' 



22 Art. 18. 

aus welchen hervorgeht, dass jede del' drei Differenzen gJu-eJ. (It = 1, 2, 3) das 
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes u ist. 

Es bestehen die Gleichungen 

(3.) 

Bezeichnen It, /L, v die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so 

gilt die Reihenentwickelung 

( 4.) 

Die Grosse g2 hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth 

( 5.) 

Fur die Vermehrung des ATgumentes urn eine g a n z e Periode gelten die 
Formeln 

2'1) (U+Ul) 2'1)"(1~+Ul") 
G(U+2Ul) = -e Gu G(U+2Ul") = -e G,/'/' 

2'1)'(U+W') 
G(u+2w') = -e 6u 

2'1) (U+Ul) 21l"(U+W") 
G,(U+2Ul) = -e 6,u 6,(u+2Ul") = +e 6,u 

( 6.) 
21j(U+Ul) 21"(U+Ul") 

6,(~~+2Ul) = +e 6,u 6,(u+2Ul") = -e I 6,u 

2'1)'( U+ Ul') 
G,(U+2Ul') = +e 6,u 

2'1)'(U+W') 
6,(u+2w') = +e 62~~ 

2'~(~t+Ul) 2 "(U+Ul") 
G,(~t+2Ul) = +e 6,~t G,(U+2Ul") = +e 'I) 6,u 

, 2'1)'( u+ w') 
6,(u+2Ul') = -e 6,u. 

Diese Formeln sind specielle Falle del' folgenden, in welchen p, q iTgend 
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten: 

2& = 2pw + 2qw', 

6(u + 2&)= (_1)Pll+P+ll e 21j(U+&) 6u , 

(7. ) 6 ( ) (_l)Pll+P 21j(u+&)6 ,u+ 2& = e ,u, 

6 ( ) (_l)Pll+Q e21j(u+w)6 
s U + 2& = aU. 

Fur jeden von Null veTschiedenen Werth der Grosse m und fur jeden der 
drei Werthe des Index A gilt die Gleichung 

(8.) 



Art. 19. Die Functionen 6 1u, 62u, 6su. 23 

19. 

Es bezeichne jetzt 

w "---- pw+qw' 

eine hal b e P eriode, mit anderen Worten, es werde vom usgesetzt, dass die beiden 

ganzen Zahlen p und q nicht beide z u g 1 e i c h grade sind. 
Wird entsprechend del' im Art. 7 erkHirten Bezeichnungsweise 

- +' 6' (-) 1j = PYj qYj = (5 w 

gesetzt, so stimmt die Function 

-1ju e 6(u)+u) 
1ju 

e 6(fu-u) 
6fu 6fu 

mit der Function C5l u iiberein, wobei 

jenachdem SOW gleich el , e2 oder es ist. 

der Index A. den Werth 1, 2 oder 3 hat, 

Es ist nun 

&Ow = el , also A. - 1, wenn p= 1, q=O (mod. 2); 

(1. ) &Ow - e., also A. - 2, wenn P= 1, q=1 (mod. 2); 

&Ow = es , also A.= 3, wenn p=O, q=1 (mod. 2). 

U nter del' V oraussetzung, dass der Werth von A. den vorstehenden Bedin­

gungen gemass bestimmt wird, bestehen die Gleichungen: 

(2.) 

(3. ) 

( 4.) 

e -1ju6 (fu+U) 

6u) 

Wird in den Ausdrucken fur SO(u±v) der Grosse v del' Werth w beigelegt, 

so ergibt sich 

(5.) 



24 Art. 20-21. 

20. 

Fiir den ersten im Art. 1 0 betrachteten Grenzfall ffi: C~) = 00 erhiilt man 

(1.) 
1 (ill<)2 -- un: 5u = e6 2", cos-

I 2w' 

Wenn aber sowohl 2(0, als auch 2(0' unendlich gross wird, wiihrend 

lim ffi: (:~) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist 

(2.) 

zu setzen. 

21. 

Durch die Gleichungen 

(1.) 
,/-- 6u 
v~u- el = 6'u' 

,/-- 6u 
v~u -e2 = 6'u' 

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als e in de uti g e Functionen des Ar­
gumentes u definirt. 

Wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe 

WI = 00, 002 = 00 + 00' = 00", Ws = 00' 

beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen 

(2.) 

,/-- 6.w 
Vel- e2 = ~ = uW 

TJ"w e 6w' 
6w6w" , 

."ro" 
e" 6w' 
6ro 6ro" , 

, 
e -lJro 6w" 

6ro 6ro' , 

.,,'w e " 6w" 
6ro 6ro' , 

lJ'w" 
,/-- 6 of' e 6ro 
ve2-eS = 63ro" = - 6ro'6ro" , 

lJ"ro' e 6ro 
6w'6ro" , 

durch welche die Werthe der sechs Quadratwurzeln in e in d e uti g e r Weise 
bestimmt werden. 

Zwischen diesen W urzelgrossen bestehen in Folge der V oraussetzung 
ffi: (:~) > 0 die Beziehungen 

(3.) Ves- e2 = - i Ve2-eS ' Vea-el = -iVel-eS , Vel e1 = - i Ve1- es• 



Art. 22. Verwandlungsformeln fUr die C5 -Functionen. 

Verwandlungsformeln fUr die Functionen (lu, (l,u, (l2u, (lgu. 

22. 

25 

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich fur die Grossen 
(l(J), (l(J)", (l(J)' folgende Ausdrlicke 

(1.) 

Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrossen 

Ve, es , 

nur solche Werthe annehmen konnen, deren Quadrate den durch die Gleichungen 
(2.) des Art. 21 bereits e i n d e uti g bestimmten Qrossen 

Ve2-eg , Ve,-e. , 

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht 
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen; sobald aber liber den Werth einer 
dieser drei Grossen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern e i n­
de uti g bestimmt. 

Zur Bestimmung der Werthe der Producte je zweier der drei vierten W ur­
zeIn konnen auch folgende Gleichungen dienen: 

(1~) 

Der Grosse VT ist der Vi erth e·}1ti beizulegen. 

Flir die Verm~hrung und Verminderung des Argumentes der vier (l-Func­
tionen um eine h a I be Periode gel ten unter der Voraussetzung, dass den zweiten 
und vierten W urzeln die im V orhergehenden bestimmten Werthe beigelegt 
werden, die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs­
formeln: 

Zum Gebrauehe der elliptisehen Funetionen. Zweite Ansgabe. 4 
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(2.) 

(3.) 

( 4.) 

Verwandlungsformeln niI die 6 - Functionen. Art. 22. 

6{u±w) 

,=: '1--'1-- ±YiU +"t1{u+ '- ) \:.I,{U±W) = +- e,-e. e,-eSe ' 600 6u - - .4j--,4j--e-·' --2 W ,=: - + ye,-e2 ye,-e. \:.11£ 

6{u±w") = 

6s{u ± 00") = 

6{t~ ± w'} 

6, lu±W'} = 

Ve.- e, . 
+ "1£ -1] ,=:",=: e \:.100 \:.Istt = 

.r;-\I~ ±1]"{tt±{-w") y ~ ,4/ • e 6, tt 
ye,- e2 

+ 'u "(') + e- 1] 6' 6 _ + t ± 1] 1£ ± lw ,=: 
- 00 sU - - ,4/ ,4/ e \:.IsH 

Ves - e, . + f e-1]tt,=: f'=: 
\:.100 \:.I.t£ = 

Ve3 -e •. 

ye,-esye.-es 

,41-
ye,-e. 

\le2-e. 

~ 
ve,-e. 



Art. 23. Verwandlungsformeln fUr die 6 - Quotienten. 

Verwandlungsformeln fUr die Quotienten zweler C5 - Functionen. 

23. 

27 

Fur die Quotienten zweier C5-Functionen gelten folgende Verwandlungs­
formeln: 

6(u±w) -1 6,u 6,(u ± w) ve:=e;, 6u 
6,(u ± w) 

- Ve,-e2 Ve,-e. 6u 62(u±w) = + e,-e· 6 .u 

6(u ± w") 
=± i. 62u 6 ,(u ± w") 1 6.u 

6,(u ± w") 
---

6.u 6 2(u ± w") =+ 6u Ve,-eo yeo-e. 
6(u±w') 

=± 
i 6.u 6,(u ± w') Ve,-e. 6.u 

6,(u ± w') Ve,-e. 6.u 6 2(u ± w') - Veo-e. 6,u 

6(u ± w) =± 
1 6 ,u 6 ,(u±w) V-- 6u --- = + e,-e. 6 6 2(u ± w) Ve, eo 6.u 6.(u ± w) .u 

(1.) 
6(u ± w") -~ 60u 6 ,(u ± w") . Ve,-e. 6.u 
6.(u± w") - 6u 6.(u ± w") 

--~ -
·Ye,-e. Ve.-ea - Veo-e. 6 ,u 

6(u ± w') 
=± i 6.u 6 ,(u± w') _ 't 6.u 

6.(u ± w') Ve.-e. 6,u 6.(u± w') =+ -
~6u • • 

6(u±w) =± 1 6,u 6.(u ± w) Ve, e. 6.u 
6.(u ± w) Ve,-e. 60u 6S<u± w) 

- Ye,-e. 60u 

6(u ± w") =± 
. 1 6.u 6.(u ± w") -+.V-- 6u 

6.(u ± w") Ve2 -e. 6,u 6.(u ± w") -_'t e,-e. 6 
,U 

6(u ± w') 1 6.u 6.(u ± w') i 6,u 
6.(u ± w') Ve,- e. Veo- e. 6u 6.(u ± w') =+ 6u· Ve,-e. 

6(U± 2wl) 6u 6p.(u ± 2Wl) 6p.u 
6}..(u± 2Wl) 6lu 6 ... (u± 2wl) 

-
6"u 

(2.) 
6p.(u± 2wp.) 6(u ± 2w,,) 6u 6p.u 

6l(u± 2w,,) - 6lu 6,,(u± 2w,,) = -6 ... u· 

4* 



28 Differentialgleichungen del' 6 - Quotienten. Art. 24-25. 

A d· F 1 'b' h . . 6 U d 61,t! . us lesen orme n ergl t SIC , dass dIe FunctlOnen 6 un -6 - eln-
AU "U 

deutige doppelt periodische Functionen sind, fur deren Argument (20)", 40)1') ein 
primitives Periodenpaar ist. 

Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei <5-Functionen. 

24. 

Aus den Gleichungen 

6"u 
g;Ju-eA = 6~u (Jl = 1,2,3) 

ergeben sich durch Elimination von SJu die folgenden Gleichungen zwischen den 
Quadraten von je drei <5-Functionen 

Differentialgleichungen der <5 -Quotienten. 

25. 

Aus del' Gleichung 

(1.) 'U = -2 %u 6f'u 6"t~ 
g;J 6u 6u 6u 

erge ben sich fur die Functionen 

6u 
61.t~ , 

folgende Differentialgleichungen 

(2.) 
d 6u _ 6f't, 6"u 

du 6}.u - 6Au %u' 
~ 6}.u __ 6f'u 6" u . 
du 6u - 6u 6u 



Art. 25. Differentiaigieichungen der 6 - Quotienten. 29 

D · F . 6 U (5",u (5"u h' b' d Ie unctlOnen ~,-- -- geniigen Ier el er Bedingung, dass 
I:.I"U (5v'u' 6 U 

fiir den Werth u = 0 

(5u 
(3.) (5"u = 0, 

Die angegebenen Differentiaigieichungen nehmen in Folge der zwischen 

den Quadraten von je drei G-Functionen bestehenden Gieichungen (Art. 24) 
folgende Formen an: 

( 4.) 

(5. ) 

( 6.) 

Es geniigen daher die vier Functionen 

(5u 

(5"u ' 
1 (5"u 

Ve,..-e1 Ve~-e),. (5u 

fiir ~ gesetzt derselben Differentiaigieichung 

(:!y = (1-(e,..-e1)~2)(1-(ev-e1)~2). 

Zu bemerken sind noch die Gieichungen: 

(7.) 
6£ 6' d (5 U 
-(u) -- (u) = -log -"- = 
(5" 6 du 6 u 

(8.) 

(9.) 



30 Die J a cob i schen elliptischen Functionen. Art. 26. 

Vergleichung del' (3 - Quotienten mit den J a cob i schen elliptischen 
Functionen. 

26. 

Wenn der Modul k der J a cob i schen elliptischen Functionen durch die 

Gleichung 

(1.) 

bestimmt wird, so ergeben sich fiir die (3 - Quotienten folgende Ausdrlicke durch 

die J a cob i schen elliptischen Functionen : 

(2. ) 

6~b 1. ,/---
- = -==smam(Ve,-e3·t~, lc) 
6 su tie -e y 1 S 

6 1u 
6 stb 

cos am (ye1-eS'u, k) 

62 tb 

6su 
Ll am (y e1 - es • u, k) 

6,u 
6 2u 

sin coam (Ye,- es ·u, k) 

6u 1 ./--
~ = " cos coam ( Vel - es . u, k) 
'V2u Y e1 - e2 

.1-- cos am (Ve:=ea·u, k) 
ye1-es .t 

sin am ( y e, - es ' u, k) 

Ve -e _ Ll am(Ve,~eS'u, k) 
1 s sin am (y e, - es • u, Ii;) 

5s'u _ ./-- 1 
- - ye,-es " 
6 tt sin am ( y e, - es • u, k) 

1 
--:=== tg am (Ve,-eS'u, 7c) 
Ve,- es 

1 

sin coam (V e, - ea • u, lc) 

1 

coam (Ve,- es . u, k) = am (K - Vel - es • u, lc) • 

Del' Quadratwurzel Vel - es kann hierbei j eder ihrer beiden Werthe beige­

legt werden, die Entscheidung libel' den del' Quadratwurzel Yel- e2 beizulegenden 

Werth hangt hingegen von der Uebereinkunft· liber die Bestimmung der Grosse 

K ab, welche der Definition von coam (Ve, - es . u, lc) zu Grunde liegt. 



Art. 27. Einfiihnmg der Grossen K und K'. 31 

Die von J a cob i mit K bezeichnete Grosse kann niimlich jeden in dem 

Ausdrucke 

Ve1 - es (Ul + 4pUl + 2qUl') 

enthaltenen Werth annehmen, wobei p und q beliebige ganze Zahlen bezeichnen, 

Der in den vol'stehenden Fol'meln vol'kommenden Wul'zelgrosse Vel -e2 ist nun 

del'selbe '.Verth wie im Art. 21, odeI' del' entgegengesetzte Werth beizulegen: 

jenachdem die Zahl q grade oder ungrade ist. 

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares fUr das Argument del' 
Function SJll mittelst zweier eindeutig bestimmter Grossen K und K'. 

27. 

Die vVurzeln der Gleichung 4S"-g2S-[!" = 0 mogen, - unter derVor­

aussetzung, dass g! - 27 g: nicht gleich Null ist, - in irgend einer Reihenfolge 

mit el , e2 , es bezeichnet werden, mit del' Bedingung, dass, falls die bei del' geo­

metrischen Dal'stellung den dl'ei reellen oder complexen Grossen e1 , e2 , e. ent­

sprechenden Punkte in g era del' Lin i e liegen, e2 dem mit tIe I' e n diesel' drei 

Punkte entspricht. 

(1. ) 

Unter diesel' Bedingung sind die Grossen 

e1 -e2 = k'2 
e1 - 0. 

so beschaffen, dass keine von beiden einen reellen neg a t i v e n Werth hat und 

dass auch keine von beiden einen l'eellen p 0 sit i v e n Werth hat, welcher grosser 

als 1 oder gleich 1 ist. 
Mit k und k' sollen diejenigen Werthe del' Quadratwurzeln aus e.- e, und 

e1- ea 

e1 - e. bezeichnet werden, deren reelle Bestandtheile po sit i v sind. Es hat dann 
c1 - e3 

auch der reelle Bestandtheil des Quotienten ~ einen positiven Werth. 

Die Grossen K und K' sollen die Werthe der bestimmten I:ritegrale 

(2. ) K _ll_==-d_t-" ===-
- 0 V 1- t2 V 1- le2 t" ' 

11 dt 
K'-

- o· V 1- t2 V 1- le'· t" 

bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Integration auf d ire c t e m We g e ausge-



32 Einflihl'ung del' Grossen K und K'. Art. 27. 

fiihrt *) und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, del'en 
reelle Bestandtheile po sit i v sind. 

Werden nun zwei Grossen (1), und (1)3 durch die Gleichungen 

(3.) 

bestimmt, in welchen del' Werth von Ve,- e3 beliebig llxirt ist, so ist (2(1),12(1)3) 

ein primitives Periodenpaar des Argumentes del' zu den Invarianten O2 und Os 

gehorenden Function &9 ( u; 02 1 gs) und es bestehen, wenn 

gesetzt wird, die Gleichungen 

Die reellen Bestandtheile del' beiden Grossen K, K' und del' reelle Bestand­
theil des Quotienten 

~-
w ,i 

haben po siti ve Werthe. 

K' 
K 

Wenn die Grosse e2- e. = k2 einen r e ell e n Werth hat, so haben K und 
e,- e, 

K' po sit i v e Werthe. In dies em Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei del' 

geometl'ischen Darstellung den Grossen 0, 2(1)" 2(1)3 entsprechen, ein r e c h t­
win k 1 i g e s und zwar entspricht dem Werthe 0 del' Scheitel des l'echten 

Winkels. 
Das erwiihnte Dreieck ist j edoch ein s pit z win k 1 i g e s, wenn die Grosse 

k2 eine complexe Grosse mit po sit i v imaginiil'em Bestandtheile ist; es ist ein 

stumpfwinkliges, wenn k2 eine complexe Grosse mit negativ imaginiirem 

Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe 0 del' Scheitel des stumpfen 

Winkels. In dem letztel'en Falle sind die bei del' geometrischen Darstellung 

den Grossen 0, 2(1)s' - 2(1), entsprechenden Punkte die Ecken eines s p i tzw in k-

1 i g e n Dl'eiecks. 
Das Periodenpal'allelogramm, dessen Seiten bei del' geometl'ischen Dar­

stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden 

*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgefiihrt werden solI, wird 

in den beziiglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefiigten Accent (J) erinnert. 
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200" 2008 entsprechen, ist also entweder ein R e c h tee k, wenn k2 einen reellen 
Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine 
kiirzere Diagonale in zwei s pit z win k I i g e Dreiecke zerlegt zu werden. 

Diese Eigenschaft ist fiir das auf die angegebene Weise bestimmte pri­
mitive Periodenpaar (200,,2003 ) charaktel'istisch, wenn noch die Bedingung hin­
zugefiigt wird, dass gJw, = e" gJws = es sein und dass der reelle Bestandtheil des 
Quotienten ws. einen po sit i v en Werth haben solI. Denn ausser den beiden 

W,~ 

primitiven Periodenpaaren (200,,2008 ), (-2w,,-2ws ) gibt es kein anderes dies en 
Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft. 

Bestimmung der in den VerwandlungsformBln der G - Functionen 
vorkommenden Wurzelgrossen fUr ein specielles Periodenpaar. 

28. 

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 200, 200", 200', auf welche sich 
die Formeln des Art. 21 und des Art. 22 beziehen, durch die Gleichungen 

(1.) 

bestimmt werden, wobei 00, und 003 die im Art.27 festgesetzten Werthe haben, 

ergibt sich, dass der im Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel Ve,-ea genau 
iibereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrosse, welcher zur Be­
stimmung der Grossen 00, und 008 angewendet wurde und beliebig gewahlt 
werden konnte. 

Zur Bestimmung der Werthe der iibrigen in den Gleichungen des Art. 21 
und des Art. 22 vorkommenden Wurzelgrossen ergeben sich, unter Beibehaltung 
der im Art. 27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen 

(2.) 

6,00" k'i 
600" = -T' 

3 

Ve2-eS = k Ve,- e3 , Ve,- e2 = k' Ve,- e3 , 

VeS-e, = -iVe,-es , V~-e. =-ikVe,-~, Ve.-e, = -ik' Ve,-ea • 

Wenn der Werth von Ve, es = Vve,-es beliebig fixirt wird und mit 
Zum Gebrauche der elJiptischen FunctioneD. Zweite Ausgabe. 5 
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vr;, Vk~ diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen bezeichnet werden, deren reelle 
Bestandtheile p osi ti v sind, so gelten die Gleichungen: 

(3.) 

Bestimmung der Grossen ~ (illJ und ~' (ill3) mittelst zweier 

eindeutig bestimmter Grossen E und E'. 

29. 

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erkHirten Bezeichnungen sollen die 

Grossen E und E' die vVerthe del' bestimmten Integrale 

E = 11 VI-7c2 t2 (It = 11 1_7c2
t2 

o Vl-t2 0 V1- t" Vl-k2 t2 dt, 
(1. ) 

E' = 11 VIle" t2 dt = 11_~-7c'2 t2 dt 
o V1- t" 0 Vl- t2 \j1-k f2 t" 

bezeichnen, vorausgesetzt *) dass die Integrationen auf d ire c t e m Vif e g e ausge-· 

fiihrt und den Quadratwurzeln diejenigen ,V-erthe beigelegt werden, deren reelle 

Bestandtheile p 0 sit i v sind. 

U nter diesel' V oraussetzung sind die Grossen "1]1 = ~' «(1)1)' "1]3 = ~' «(I).) 

dUTch die Gleichungen 

( 2.) "I] = \je -e lE __ el_K! 
1 1 3 t e1 - e. ' 'V-lE' e3 K'} "I] = -~ e-e +--

s 1 3 e.-e. 

bestimmt, aus denen sich 

(3.) 

ergibt. Zwischen den Grossen ill1, ills' 'lJl' 'lJs besteht zufolge Art. 7 (5.) die 

Gleichung 

( 4.) 

welche der Leg end r e schen Relation EK' + E'K - KK' = t 7t entspricht. 

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32. 
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Dal'stellung del' Functionen G,u, G.u, Gsu dul'ch unendliche Pl'oducte. 

30. 

Die Function G;.u ist ebenso wie die Function 6u durch ein zweifach un­
endliches Product darstellbar. 

Wenn namlich 

(1.) w,=(2fL+1)w+2p:w', W~ = (2[1+ 1)00 + (2[1'+ 1) 00', Wa = 2fLUl + (2[1'+ 1) 00' 

gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen p.., p..' alle 
ganzzahligen positiven und negativen Werthe , Null eingeschlossen, beigelegt 
werden, so besteht fur j eden der drei Werthe von A (A = 1, 2, 3) die G leichung 

( 2.) 

31. 

Die 'Verthe, welche die Grossen 2;- = v, eVni = z, 21Jwv' , i 1Jwv' 

annehmen, wenn dem Argumente ~t der Reihe nach die Werthe 

U+ 00', u+w" 

beigelegt werden, sind zusammengestellt In folgender Tabelle, In welcher 

'r = m' und h = e"'TIi die im Art. 6 erklarte Begeutung haben. 
to . 

(1. ) 

U + Ul' ~l + Ul" 

V+t V +t'l: 

ihkz z I 
-;;;1-21J-Ul-V-'-+-1J-U-+-t-1J-Ul~12-1J-. Ul-V-· +-1J-' t-H---! -''1'-00-' +-~--'l:-m-' +-v-n:-i+-12-'fj-Ul-V-' +-Yj-" t-t+-t-1J-" 00-'-' +---! -m-' +---! --, n:-i-+-v-m 

2r.UlV'! 2'1lWV2 r.u '~''IlW I 2"fiUlV' r.'n '~"fl' Ul' 1')' I 2'1lUlV2 'Il"U '%'''fi'' 00" I j--;- 1~' e' e 'j e' e 'j e' e' e- 'j I~"Z e 'j e'j e' V ~ It'Z 

Der W urzelgrosse 1./1 ist der ,\Verth el'1Ci beizulegen. 

Mit Benutzung 'diesel' Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen 
5* 
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Ausdriicken (7.), (8.), (9.) fur die Function C5tl folgende AusdrU.cke del' Functionen 
C5 u, C5 u, C5 u durch einfach unendliche Producte: 

1 2 3 

(2.) 
r:: 2YjWV2 II cos(n't-v)'rr -vrdII cos(m+v)'rr V1ti 
\:J u = e cos V1t e e 

1 n cos n't1t n cos n't1t 

(3.) 

( 4.) 
2YjWV2 II 1 + 2h2"COS 2V1t + h4n 

e COSV1t n (1 + h2n)2 • 

(5. ) 

(6. ) 

(7. ) 

(8. ) 

(9. ) 

( 10.) 

Durch Entwickelung nach Potenze:o. der Grosse v und Vergleichung der 

Coefficienten der mit v2 multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen 

(11.) 
j 1 4hZn 

2Yjw = -2e1w2+1t2l2+~n(1+h2n)2!' 

(12.) 

(13.) 

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen. 
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Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der C5 - Functionen 
vorkommenden W urzelgrossen durch einfach unendliche Producte. 

32. 

(1.) 

Wenn die Grossen Ho' H l , Hi' Hs durch die Gleichungen 

Ho = (l-h2 )(I-h')(I-h6 ) ••• , 

Hi -:- (l+h) (l+h3 )(I+h5 ) ••• , 

Hl = (1 +h2)(1 +h')(1 +h6 ) ••• , 

Hs = (I-h) (l-h3 )(I-h5 ) ... 

definirt werden, in welchen die Grosse h die im Art. 6 erklarte Bedeutung hat, 
so ist 

(2.) 

und es ergibt sich 

(3.) 
2 <"" TIll 2 <" H2 r.: ,,_ ill e-,,7j ill d--: .L7.2 r.!.' _ ill e-,,7j ill • s 

\:Jill - - v~-<-, \:Jill - - ~-<- . 
. 'It 2kli:Fo 7t 2]ili:H; 

Die im Art. 21 in eindeutiger Weise b.estimmten W urzelgrossen 

Ve2-eS ' Vel - ea , 

haben demnach die Werthe 

mithin gelten fur die in den Verwandlungsformeln des Art. 22 vorkommenden 

Wurzelgrossen ve2 es ' Vel es ' Vel e2 die Gleichungen 

(5. ) 

i:n welchen der Werth von V 2: beliebig fixirt werden kann. 

Es ergibt sich also 



38 Uebergang zu dero Periodenpaare (2w, 2w'). 

U ebergang von dem primitiven Periodenpaare (20),20>') 

zu emem aquivalenten Periodenpaare (20.>,20.>'). 

33. 

Art. 33. 

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (20),20>'), auf welches 
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem­

selben aquivalentes Periodenpaar (20.>,20.>') tritt, wo 

(1. ) w = pw+qw', w' = p'w + q'w', pq'-qp' = 1, 

so ist in jenen :Formeln an die Stelle von 

w, w', w"= w+w' 

1), 1)', r/, = 1) + Ij' beziehlich 
w, w', w"= w+w' 

~, ~', ~"= ~ +~' 

zu setzen, wobei "Ii = p1) + qYj', 'ij' = p'Yj + q'1)'. 

Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten g2' ga und die Functionen 
C5u und SJu in :Folge der Gleichungen 

(2.) 

ungeandert. Del' Gleichung (17.) des Art. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser 

Vertauschung die Gesammtheit der drei Grossen e" eo' es ' also wegen der 
Gleichungen (2.) des Art. 18 auch die Gesammtheit del' drei Functionen C5,u, 

C52u, C5att ungeandert; dagegen konnen die In d ice s del' drei Grossen e" e2 , e3 

und dem entsprechend die In d ice s del' drei Functionen C5,u, C52u, C5att ihre 
Werthe andern. 

Aus den in den Al'tikeln 6,8,9,18, 21, 22,23,26,31,32 enthaltenen 
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuel' gleichfalls giiltiger Formeln, wenn in 
denselben gleichzeitig die Grossen 

" 
, w, ~" ~, w, w, w w, w 

" 
, 

'ij, -II -, 1) , 1j, 1) 1j , Yj 

(3.) 
e, , e2 , ea 

beziehlich durch die Grossen 
e1 , el' ' e. 

6,u, G2u, Gatt G}.u, G!'u, G.u 

U w 
, 

~, 

U w 
V = 2w' T=-

V = 2w' 'r == -
W W 
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ersetzt werden, wobei die Grossen z und h ihre Bedeutung entsprechend andern. 

Hierhei sind die Indices A, i!, v, welche den Gleichungen 

(4. ) 
&000" = e., 

N" 6iJoo = ~u, 

6iJO/ = es 

SOw' = ey 

gemass zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen p, q, p', q' in Bezug auf 

den Modul 2 abhangig. 

Die nachfolgende Tabelle enthalt die Werthe dieser Indices fur jeden 

der sechs von einander verschiedenen Falle, welche eintreten konnen. 

(5.) 

II 
Reste modulo 211 
p I q I p' I q' I A I [J, I v 

I ~ 1 I 0 I 0 I 1 ~ 1 I 2 I 3 
Illi 1 I 0 I 1 I 1 II 1 I 3 I 2 
III II 1 I 1 I 0 I 1 II 2 I 1 I 3 
IV II 1 I 1 I 1 I 0 II 2 I 3 I 1 
V II 0 I 1 I 1 I 1 II 3 I 1 I 2 
VI II 0 I 1 I 1 I 0 II 3 I 2 I 1 

Hiernach bestehen, wenn fur A, [J" v die durch die vorstehende Tabelle 

gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen 

61(ulw,w') = 6}.u = 5,,(uloo,oo'), 
(6.) 6.(ulw,w') = 5"u = ~u(uloo,oo'), 

6s(ulw,w') = 5~u = 5.(1tloo,oo'). 

Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.) 

aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen, 

in welchen h = /"i, 1: = :' zu setzen ist, wahrend H o' H t , H., Hs die im vorher­
gehenden Art. erklarten Functionen der Grosse h bedeuten : 

(7.) . 

(8.) 

(9.) V2W~ - e,,-e,. = 
'it • 

(10.) 

Der Wurzelgrosse ~ Gist del' Werth V l' - e~ Vel e~ VC1- ef' beizulegen. Del' 

Werth der W urzelgrosse V 2: kann belie big fixirt werden. 
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U nter der Voraussetzung, dass die 'V urzelgrossen durch die Gleichungen 
(7 -1 0.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen 

(11.) y2: VG6U = e 2'ijwv2. ~ h~-(z_z-1)IT,,(I_h2")(I_h2nz-2)(I_h2"z2), 

(12.) y2: Vel< ev 5).u = e 2'ijwv2 . hi(z+z-')IT,,(I-h2n)(l+h2nz-2)(I+h2nz2), 

(13.) y2: \/e;..- ev5ltt~ = e2'ijwV2ITn(l_h2n) (1 +h2n- 1Z-2) (l+h2n-lz2) , 

(14.) V 2: vel. - el' 5v u = e 2'ijwv2 ITn(1_ h2") (1_hZn- 1Z-2) (1- h2n-lz2) , 

u vr:i 
v = 200' Z = e , 

_ _ 00' h _ 't:7ti 
, -~, - e . 

Ul 

Die Grosse 2~w kann mittelst der Gleichung (10.) des Al't. 6 oder del' 

Gleichungen (11 -13.) des Al't. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei­
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vOl'genommen sind. 

Einfiihrung der Thetafunctionen. Ausdruck der vier G - Functionen 
durch die Functionen .3- ( v I 't) und ® ( u I w, w') . 

34. 

Der Werth des unendlichen Productes 

(1. ) 

kann durch eine nach Potenzen der Grosse l fortschreitende unendliche Reihe 
dargestellt werden, welche fur alle endlichen Werthe del' Grosse z, den Werth 

z = 0 ausgenommen, unbedingt convergil't. Fur aIle Werthe del' Grosse h, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht namlich die identische 
Gleichung 

(2.) IT" (1- h2n) (1 + h2n-t £1-2) (1 + h2n- 1z2 ) = 1 + h (Z2+ Z-2) + h4 (£1'+ £1-4) + h9 (£16+ £1-6) + ... 
= 1 +~"hn2 (z2n+ z-2n). 

In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes III eine unend­

liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11-14.) des vol'hergehenden 
Art. folgende Darstellungen der vier G - Functionen : 
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(3.) _ 2'ijillv2 1 hi- F(ht .) _ 2'ijillv21 ~ ( 1)1n 1 i-(2m+l)' 2rn+l - e '---'- Z Zt - e ---'-"::"rn -,~ z, 
~ ~ 

( 4.) 
2- - 2 "'lUlV ~ hH2rn+1)' 2",+1 = e "::"m Z, 

F(z) 

Bei del' Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind del' Zahl m 

alle ganzzahhgen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei-
•• Viti • 

zulegen, wahrend z = e zu setzen 1St. 

(7.) 

(8.) 

( 9.) 

(10. ) 

Durch die Gleichungen 

_1. ~ (_1)"'1,-H2m+l)'z2m+1 __ h-'-· 2Jll-· 3 2h¥- . 5 ..::... 2 .. SIn V7t - ~ SIll V7t + SIll V7t - ..• 
~ rn 

1 9 25 

2h-': COS V7t + 2k" COS 3V7t + 2h T COS 5V7t + .. . = -3"2 (V) , 

1 + 2h cos 2mt: + 2h4 cos 4V7t + 2h9 cos 6V7t + . .. = -3"g (V) , 

~m (-1)'" h"" i m 1- 2h cos 2V7t + 2h4 cos 4V7t - 2h9 cos 6V7t + . .. = -3"0 (V) 

(m = 0, ±l, ±2,'" ±=) 

werden die Functionen ~ ( v ), .3. ( v), ~ ( v), -3"0 ( v) definirt, welche, wenn V7t = x 
gesetzt wird, bei Anwendung del' Bezeichnungsweise, deren sich J a cob i in 
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den 

Jacobischen Functionen ~(x,q), .3.(x,q), ~(x,q), -3"(x,q) beziehlich uber­
einstimmen. Die von J aco b i mit q bezeichnete Grosse hat dieselbe Bedeutung, 
wie die im Vorhergehenden mit h bezeichnete Grosse. 

Herr H ermi te bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2me serie, tome III, 

p. 26) fur p, = 0, 1, v = 0, 1 den Werth del' unendlichen Reihe 

~tn (-lr'v ei7t [(2m + p,)x + too (2m + p,)2] 

(m = 0, ± 1, ± 2, '" ± =) 
mit 

Zwischen del' durch die Gleichungen (7 -1 0.) festgesetzten Bezeichnungs­

weise del' vier Thetafunctionen ~ ( v) (Q = 1, 2, 3, 0) und del' von Herrn 
Zum Gebrauehe der eIliptisehen Functionen. Zweite Ausgabe. 6 



42 EinftihI'ung del' Thetafunctionen. .AI't. 34. 

Her mit e angev 0ndeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn (l) = 't gesetzt 
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedriickte Beziehung 

Die Functionen ~(v) sollen im Folgenden, wenn es nothig ist, eine Angabe 

hinsichtlich des Periodenpaares (2ill, 2 ill') , auf welches diese Functionen sich 
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit 

(11.) (Q = 1, 2, 3, 0 ) 

bezeichnet werden. Das zweite Argument wird auch Par am e t e r der .3--Func­

tion genannt. 
Aus der angegebenen Definition ergibt sich 

(12.) 

Die vier Functionen -i( v I 't) geniigen nebst allen ihren Ableitungen der 
partiellen Differentialgleichung 

a.3- 1 a2.3-
(13.) aT = 47!i av 2 ' 

Werden durch die Gleichungen 

(14.) u = 2wv 

fiir Q = 1, 2, 3, 0 vier in Bezug auf die drei Argumente u, ill, ill' homogene Func­

tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen 

(15.) 

(16. ) 

(17.) 

(18.) 

u 
v = 2w' 

t /2w VG 6u V 7t 

w' 
't== W' 

h 't7ti = e , 
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35. 

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grosse 11 und Vergleichung der 
Anfangsg lieder erhiilt man aus den G leichungen (1 5 -1 8.) des vorhergehenden 
Art. folgende Ausdriicke fiir die im Art. 33 (7 -10.) bestimmten Wurzelgrossen: 

(1. ) ,/2m,8IG = ~.!7:'(0) = ~ ht{I~3hlo2+5h2,s~7hN+ ... ) V T: V 2w 1 W ' 

(2.) y2m v-- e-e = 1t ,.. ~ 

(3.) 

( 4.) 

Es ergibt sich hieraus das System von Gleichungen 

(5.) ~:(O) = 'It~(0)~2(0)~S(0), ~:(0)+~4(O) = ~s4(O), 

( 7.) 

(8.) 

(9.) 

(10.) 

( 11.) 

V2: = 

,/200 = 
V 'It 

'1 9 25 

2hT + 2hT + 2h4: + ... 

Ve,..-e~ 

1 + 2h + 2h4 + 2h9 + ... 
Ve}.- e~ 

Zwischen der Grosse 

1- '1/12 Ve;.-e -Ve, e z= = ~ A,.. 
1+ 'l/k' VeJ.- e~ +VeJ,. e,.. 

1 ~ 2h + 2h4 - 2h9 + .. . 
1 + 2h + 2h4 + 2h9 + .. . 

2h+2h9 +... ~(0\4t) 
1+2h4 +2h'6 + ... = ~s(O\4t) 

und der Grosse 4't besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen 'l/k und 'to 

6* 
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Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung 

(12.) 

welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt. 
Durch Entwickelung nach Potenzen der Grosse v und Vergleichung der 

Coefficienten der mit v3, beziehungsweise mit v2, multiplicirten Glieder erhalt 
man aus den Gleichungen (15 -18.) des vorhergehenden Art. folgende den 
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11-13.) des Art. 31 analoge Gleichungen: 

(13.) 
')t2 1- 33h1" + 58 h2 •3 _ ... 

(; 1- 3h1•2 + 5h2' 8 _... ' 

(14.) 

(15. ) 

(16.) 

Verwandlungsformeln fiir die -3- - Functionen. 

36. 

Fur die Vermehrung des Argumentes v der Functionen ~(v), ~('V), ~(v), 

~ (v) um eine der Grossen -t, -t't, -t + f't, 1, 't, 1 + 't, beziehungsweise um die Grosse 
p + q't, wo p und q ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten folgende 

Formeln: 

-5;,(v + -t) = -3-3 (v) 

~(v + -t) = ~(v) 

~2(V + -t) = -~(v) 
-3;. (v + -t) = ~o(v) 

~o(v+1)= ~o(v) 

~1(V + 1) = -~(v) 
~(v + 1) = -~(v) 

~3(V + 1) = ~3(V) 



Art. 37. Lineare Transformation der Thetafunctionen. 

~(v + ~-c) = ih-! e-vrti ~(v) 

~l(V + t-c) = ih- t e-v7ti ~(v) 

~2(V + -i--c) = h- t e-v7ti ~(v) 

~(v + t-c) = h- t e- vrti ~(v) 

Q, h-te-vrti Q,2(V) ""'o(v +t+{--c) = ""'. 
~(v+t+-i--c) = h-te-vrti~8(V) 

~(v + t + t-c) = -ih-t e- v7ti ~(v) 
~(v+t+t-c) = ih-te-vrti~(v) 

~(V + -c) = _h-le-2V7ti ~(v) , 
~ (v + -c) = - h -1 e - 2vrti ~1 (v) 

~(v + -c) = h-1 e- 2vrti ~(v) 

~(v + -c) = h-1 e- 2V7ti ~(v) 

~(v + 1 + -c) = _h-1 e- 2vrti ~(v) 

~ (v + 1 + -c) = h -1 e - 2vrti ~ (v) 

~(v + 1 + -c) = _h-1 e-2vrti ~(v) 

~ (v + 1 + 't) = h -1 e - 2vrti ~ (v) 

~(v +p +q-c) = (_1)'p+Qh-q"e- 2qtnti ~(v) 

~(v + p + q-c) = (-1 ).Ph-q" e- 2qv7ti ~(v) 

~(v + p + q-c) = h-q"e-2qv7ti ~(v). 

Grundformeln der linearen Transformation der Thetafunctionen. 

37. 

45 

Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art.33 ergeben sich in Folge der 
G leichungen (15 - 1 8. ) des Art. 34 folgende die line are Transformation der 
®-Functionen betreffende Formeln: 

(1.) 

In diesen Formeln bedeuten cx, p, r die drei Zahlen 2,3,0 mit der Bestim­

mung, dass cx=A+1, P=tt+1, 1!=v+l (mod.4). Die Grossen e1 , e2, es1 eo be­
deuten a c h t e W urzeln der Einheit. 
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Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen a11e anderen 1inearen 
Transformationen [P,' g,] zusammengesetzt werden konnen, sind die Transforma-

p,g 

tionen [~:~] und [_~:~], durch welche die Grosse 1: in 't"+1, beziehungsweise in 

't", = - ~ iibergefiihrt wird. Fiir diese specie11en Transformationen ge1ten fo1-
gende Grundformeln: 

@,(ulw,w') = i-1&{(2t lw,w'+w) 

(2.) 

j;(vl,) = C t j;(vl,+l) 

(3.) 
j-.(vl') = i-t~(vl,+l) 

j-3(vl,) = ..s;,(vl,+l) 

~(vl') = j-a(vl,+l) 

&Hulw,w') = iV:~ &Hulw',-w) 

@2(ulw,w') = V :~ @o(ul~',-w) 

@a(ulw,w') = V:~@a(2tlw"-w) 

@o(ulw,w') = V:~@2(ulw"-w) . 

j-,(v I ,) = . V--. ".TCiv' j--~ -,,~e ,(,.vl't) 

~(v I ,) = -- ~TCiv' . V-eli ee,' ..s;,('lV I '1) 

j-a(V I ,) = V-- ~_iv2 -'Ii e'l" .3;, ("V I '1) 

j-o(vl,) = V-e,i e"'ITCiv'~('lV I ,J 

Del' Quadratwurzel V :~ = V~ = V-e,i ist derjenige ihrer beiden Werthe 

beizu1egen, dessen ree11er Bestandthei1 positiv ist. Der Grosse i-} ist del' Werth 

e--kTCi beizulegen. 

Aus den vorstehenden Forme1n erhiilt man folgende analytische Darstellun­

gen der vier Functionen j- ( v I 't" ) : 

-3;(VI,) = V-e,i ~",(_lte",7ti(v--Hm)2 
( 4.) 

~(v I,) = V-eli ~'" (_1)"'e",TCi(v+m)2 

( m = 0, ± 1, ± 2, ... ± co ). 
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Additionstheol'eme del' C5 - und @ - Functionen. 

38. 

Wenn mit tt, 7(" tt2 , ua vier beliebige Grossen bezeichnet werden, so ergibt 
sich aus der identischen Gleichung 

(gJu- gJuJ(&OUz -g;JUs ) + (gJu- &ou.) (Smta- &ou,) + (gJu- Soua) (sou, - gJu.) = 0 

durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Art. 11 die Gleichung 

(1. ) 

6( U + u,) 6( ~t-u,) 6( ti2 + ua) 6( u.-ua) 

+ 6(u + u2) 6(U-~t2) 6(ug + u,) 6(us-u,) 

+ 6(tt + us) 6(u- tts) 6(u,+u2 )6(u,-tt.) = 0, 

welche fur alle Werthe der Grossen tt, tt" tt2 , tts Geltung hat. 
Durch die Gleichungen 

U+U, - a, u-u, - b, u.+ua - c, U.-Us - d, 

(2. ) u+u. - a' u-u. - b' , , us+u, - e' , ~tg-U, - d' , 
u + tta - a" tt-tta - bTl , , tt, + u. - e" , tt,-u. - d" 

werden drei Systeme von je vier Grossen a, b, e, d; a', b', e', d'; a", b", e", d" ein­
gefiihrt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen: 

a' = +(a+b+e+d) a"== t(a' +b' +c' +d') a = t(a" +b" +e" +d") 
b' = +(a+b-e-d) b"= t(a' +b'-e' -d') b - t (a" +b" -e" -d") 
e' = ~-(a-b+e-d) e" == t(a' -b' +e' -d') e - t (a" -b" +c" -d") 
d' = +(-a+b+e-d) d"= t(-a'+b'+e'-d') d = t(-a"+b"+e"-d") 

( 3.) 
, a}' == t(a+b+c-d) a= t ( a' + b' + e' - d') et' = t (a" +b" +c" -d") 

bTl = t(a + b-e+d) b = t(a'+b'-e'+d') b' = t(a" +b"-c" +d") 
e" = t(a-b+e+d) e - ~-(a' -b' +e' +d') e' = -i (a" _bTl +c" +d") 
d"= t(a-b-c-d) d= t (a' -b' -e' -d') d'= t(a"-b"-c" -d") 

(3n as + b' + c' + d2 = a" + b" + e" + d" = a'" + b'" + e'" + d'1Z. 

Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme 

von je vier Grossen a, b, c, d; a', b', e', d'; a", bTl, c", drT als ein System von vier 

unabhangig veranderlichen Grossen betrachtet werden kann. 
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In del' Gleichung (1.) mogen nun an die Stelle del' Grossen u+u" u-u" 
u. + Us , u2 - Us der Reihe nach folgende Grossen gesetzt werden: 

[l]a,b,c,dj [2]a+w,b+w,c,dj [3]a+w,b+w",c-w',dj [4] a+w",b+w", c+w', d-w'j 

[5] a + w + 2w', b + w, c + w, d - w j [6] a + w, b + w, c + w , d - w, 

wobei w, w", w' die im Art. 33 erklarte Bedeutung haben. Dann ergeben sich 
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und del' Verwandlungsformeln del' 6-Func­

tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern del' entstandenen 
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in del' Tabelle [A.] zusammen­

gestellten Gleichungen. Die Indices A, p" v bedeuten in irgend einer Reihen­

folge die Zahlen 1, 2, 3. 

[1] 

[2] 

6a 6b 6c 6d + 

6J.a GJ.b 6c 6d + 

[A.] 

6a' 6b' 6c' 6d' + 
+ 

6 d' 6 b" 6 c" 6 a:' = 0 

G"a"GJ.b"6d'6a:' = 0 

[3:1 GJ.aG/LbGvc6d + G"a'G"b'6vc'6d' + GAd'Gl'b"G"c"Gd"= 0 

[4] G,ua G"b Gvc G"d G" a'6/Jb'Gvc'6vcl' + (e/L-l1v) GJ.a"GAb" 6 c" 6d" = 0 

[5] (e,,-e.) G,.a GAb 6,.c GJ.d + (ev -e)J G/La'6/Lb'G/Lc'6"a: + (el-e/L) G"d'6"b"G"c"G"a:' = 0 

[6] G,.a GAb G,.c6l d GJ.a'Glb' Glc' Glcl' + (el-e,,)(el-e/L) 6d'6b" 6c" 6d" = O. 

Aus diesen Additionstheoremen del' 6-Functionen erhiilt man vermittelst 

der Gleichungen (15 -18.) des Art. 34 die entsprechenden in del' Tabelle [B.] 
zusammengestellten Additionstheoreme del' @ - Functionen. Die Indices (J., {j, r 
bedeuten in il'gend einel' Reihenfolge die Zahlen 2, 3, O. 

[1] 

[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

[B.] 

@ a @ b @ c @ d + @ a' @ b' @ c' @ d' + @ a" @ bi, @ c"@ d" = 0 
111111111111 

@aa@ab @,C @,d + @aa'@ab'@,c'@,d' + @aa"@ab"@,c"@,a:'= 0 

@ a@b@c@d+@a'@b'@c'@d'+ @ d'@b"@c"@d"= 0 
a (iI" a (i y 1 a (i 1" 

@ a @ b @ c @ d - @ a' @ b' @ c' @ d' + @ d' @ b" @ c" ® d" = 0 r (l r I' ~ (i r r -a a " 

@2a @2b @,C @2d- @3a'@3b' @3C' ~d' + @oa" @ob"@oc"@od" = 0 

@aa@ab @ac@ad-@aa'@ab'@ac'@ad'± @,a"@,b"@,C"@,d"= O. 
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In del' Gleichung [B. 4] hat 

fUr (IX, (j, r) = (2, 3,0), (0,2,3), (3,2,0) das obere Zeichen, 
fUr (IX, (j, r) = (2, 0, 3), (0,3,2), (3,0,2) das untere Zeichen 

Geltung. In del' Gleichung [B. 6] gilt fiir IX = 2 und fiir IX = 0 das 0 bel' e, fiir 
a = 3 das un tel' e Zeichen. 

Bei dem U ebergange von den Functionen @( u) zu den ]"unctionen ~ (v) er­
gibt sich aus den Gleichungen del' Tabelle [B.] nach Abtrennung eines 'Expo­

nentialfactors mit dem Exponenten 2~ (a2+ b2+ c2+ d2 ) unter Beriicksichtigung del' 
Gleichungen (3n ein System ganz analoger auf die Functionen ~(v) sich be­
ziehender Gleichungen, welche dieselbe Form haben, wie die Gleichungen del' 
Tabelle [B.]. 

Die Argumente del' in den Gleichungen del' Tabelle [A.] auftretenden 
G-Functionen hangen ab von vier von einander unabhangigen veranderlichen 

Grossen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem odeI' zweien del' erwahnten 
Argumente del' Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er­
gebenden speciellen Fallen del' in del' Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in 
welchen die Indices A, p., v beliebig permutirt werden konnen, sind die in den 
Tabellen [C.] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente 

del' hierbei in Betracht kommenden G-Functionen sind durch drei von einander 
unabhangige unbeschrankt veranderliche Grossen u, v, 10 ausgedriickt, wahrend 
die Indices A, p., v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1,16,19] und [D. 1], 

" [A. 3] " ,,[C.7,8,13,14,17,18] " [D. 7,8], 
" [A. 4] " " [C. 2,5,6,9,10,11,12,15,20] " [D. 2,5,6,9], 

" [A. 5] " " [C. 4] " [D. 4], 
" [A. 6]" " [C. 3] " [D. 3]. 

Die Substitution en , durch welche del' U ebergang von einer Gleichung del' 
Tabelle [A.] zu einer Gleichung del' Tabelle [C.] odeI' [D.] vermittelt wird, und 
die eventuell anzuwendende Permutation del' Indices ergeben sich in jedem ein­

zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus del' Vergleichung del' einander entsprechen­
den Glieder beider Gleichungen. 

Die rechten Seiten del' Gleichungen [C. 7] und [C. 8] enthalten, vom Vor­

zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die rechten Seiten del' Gleichungen 

[C. 13] und [C. 14] und wie die rechten Seiten del' Gleichungen [C. 17] und [C. 18]. 
Zum Gebrauche der emptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 7 
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[C.] 

[1] 51(w) 5 (u+v+w) 6 (u-v) 6 (u+w) 6 (u)51(v+w)51(v) 51(u+w)51(u) 5 (v+w) 5 (v) 

[2] (e~-e,,)51(w) 5 (u+v+w) 6 (u-v) - 5,,(u+w)5,,(u) 6~(v+w) 6Av) 6~(u+w) 6~(u) 5,,(v+w) 5,,(v) 

[3] 51 (w) 5). (u+v+w) 51 (u-v) - 51 (u+w) 51(u) 51 (v+w) 51 (v)-(eeeJ (e1-e,,) 5 (u+w) 6 (u) 6 (v+w) 5 (v) 

[4] (e~-el,)6l(w)51(U+V+w)61(U-V) = (eee,,) 6~(u+w) 6~(u) 6~(v+w)5~(v) (eee,,) 51,(u+w)5,,(u)5,,(v+w) ~u(v) 

[5] 6,,(w) 51 (u+v+w) 51 (u-v) 6,,(u+w) 5,,(u) 51 (v+w) 5). (v) (ee~J 5 (u+w) 5 (u) 5Av+w) 5~(v) 

[6] 5,,(w) 61 (u+v+w) 51 (u-v) 51 (u+w) 51 (u) 6,,( v+w) 5,,(v) (el-e,,) 6~ (tHw)6~(u) 5 (v+w) 5 (v) 

[7] 6,,(w) 51 (u+v+w) 6 (u-v) 51(u+w) 6 (u)5IJv+w)6~(v) 5,,(u+w) 6,,(u) 51 (v+w) 6 (v) 

[8] 6,,(w)51(u+v+w) 5 (u-v) 5 (tHW) 51 (u) 5~(v+w) 5,,(v) 5,,(u+w)5,,(u) 5 (v+w)5l (v) 

[9] 5,,(w) 5,,(u+v+w) 51 (u-v) - 5,,(u+w) 51 (u) 5,,(v+w) 51 (v) (el,-el) 5.,(u+w) 5 (u) 6.,(v+w) 5 (v) 

[10] 5,,(w) 5,,(u+v+w) 51 (u-v) - 51 (u+w) 5,,(u) 61 (v+w) 5,,(v) (e,,-BJ,) 6 (u+w) 6Au) 5 (v+w)6~(v) 

[11] 51 (w) 5f'(u+v+w)51 (u-v) 51 (u+w) 5f'(u) 5f'(v+w) 51 (v) (ef'-el) 5,,(u+w) 6 (tt) 5 (v+w)6,,(v) 

(12] 61(w) 5f'(u+v+w) 51 (u-v) - 6f'(u+w) 51(u) 6). (v+w) 5Jv) (ef'-el) 5 (u+w)6Au)6~(v+w) 6 (v) 

[13] 6~(w) 6 (u+v+w)5).(u-v) 51(u+w) 6 (u)5f'(v+w)6~(v) + 5.,(u+w)5Ju) 5 (V+W) 51 (v) 

[14) 6,,(w) 6 (u+v+w) 61 (u-v) 5 (u+w) 5). (u) 6" (v+w) 5u(v) + 5.u(u+w) 5,,(u) 51 (v+w) 6 (v) 

[15] (e~-ef') 6 (w)5l (u+v+w) 5 (u-v) - 5,,(u+w) 5" (u) 5~(v+w) 5f'(v) 6iu+w) 51' (u )5f'(v+w) 6" (v) 

[16] 6 (w)61(u+v+w) 6 (u-v) 5l (u+w) 6 (u) 6 (v+w)5l (v) 6 (u+w) 51(u) 51 (v+w) 5 (v) 

[17] 6 (w) 6" (u+v+w) 5f'(u-v) - 6,,(u+w)5f'(u) 6 (V+W) 51 (v) 5,,(u+w) 5,,(u) 51 (v+w) 6 (v) 

[18] 6 (w) 6,,(u+v+w)5f'(u-v) - 6 (u+w) 51 (u) 5" (v+w) 5f'(v) 51(u+w) 6 (u) 5f'(v+w) 6,,(v) 

[19] 6(w) 6 (u+v+w) 51 (u-v) - 6 (u+w)51(u) 6 (V+W) 51 (V) 51(u+w) 5 (u)51(v+w) 6 (v) 

[20] (e,,-el,) 6 (w) 6 (u+v+w) 51 (u-v) - 5f'(u+w) 5" (u) 5f'(v+w) 6" (v) 6,,(u+w) 5f'(u) 5,,(v+w) ~u(v). 
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Wenn der Grosse w in den Formeln [1-14] der vorstehenden Tabelle der 
Werth Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.] zusammen­
gestellten Formeln. 

[D.] 

[1] 6(u+v)6(u-v) = 6I u6J.v-6J.u6I lJ 

[2] (ev -e,..)6(u+v) 6 (u-v) = 6f~u6!v-6!u6;v 

[3] 6J.(u+v)6J.(u-v) = 6iu~'v-(eJ.-ef')(el-e,,)62u61,v 

[4] (e,,-ef')6l (u +v) 6J.(u-v) = (el-ef') 6!u 6!v-(el-ev ) 6;u6~v 

[5] 6l (u+v)6l (u-v) = 6;u6J.v-(ea -eft) 62u6!v 

[6] 6J.(u+v)6J.(u-v) = 6J.u 6~v-:-(e}. -eft) 6!u61v 

[7] 6J.(u+ v) 6 (u-v) = 6}.u6u6f'v 6"v-6f'u6"u6lv6v 

[8] 6(u+v)6J.(u-v) = 6lu6u6f'v6"v+6f'u6"u6lv6v 

[9] 6f'(u+v)6J.(u-v) = 6lU6f'u6lv6f'v-(ef'-ea)6u6"u6v6"v. 

Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sichauf 
sehr einfache Weise die fiir die Quotienten zweier 6-Functionen geltenden 
Additionstheoreme. 

Man erhiilt beispielsweise durch Verbindung von [D. 8] mit [D. a], indem 
der Factor 6,,(u-v) bei der Division forWillt, ~l(~:v;) rational ausgedriickt durch 

6u 
GJ.u' 

6v 
GJ.v' 

Andel·e Ausdriicke fiir die Grosse ~~::~) erhiilt man durch Verbindung 
von [D. 8] mit [D.4], [D.5] und [D. 6], von [D. 8] mit [D.9] und nachfolgende 
Vertauschung von it und,.", endlich durch Verbindung von [D.l] und [D. 2] 
mit [D. 7]. 

A 1 . h··l h' dAd .. k f·' d· G·' 6f'(u+v) na ogerWeIse er a t man verse Ie ene us rue e ur Ie rosse 6l (u+v) 

durchVerbindung von [D.9] mit [D.a], [D. 4], [D. 5] und [D. 6], oder indem man 
mittelst [D. 7] 6f'(u+v)6(u-v) und 61(U~+v)6(u-v) berechnet und aus den er­
haltenen Grossen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9] 

6f'(u+v)6v(u-v) und 6iu+v)6,,(u-v) berechnet und aus den erhaltenen Grossen 
den Quotienten bildet. 

7* 
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Die Functionen E(u), Z(u), Q(u), 0(u), H(1t), ll(u, a) Jacobi's. 
39. 

Die Functionen, welche Jacobi mit E(u), Z(u), Q(u), 0(u), H(u), ll(u, a) 
bezeichnet hat, sind el'kHirt dul'ch folgende Gleichungen: 

(1. ) 

( 2.) 

(3. ) 

( 4.) 

I " E(u) = Ll"amudu, 
o 

E 
Z(u) = E(u)- K u, 

J:UE(tt)du 
Q(u) = e , 

1" Z(~t)du 
0(u) = 0(0)e , 

Jacobi's Gesammelte Wel'ke Bd.I. S.299. 

0(0) = \/2k'K, 
7t 

S. 187. 

S.300. 

(S.198. 
(S.231. 

1 (2"+K'~ 7ti 

(5.) H(u) = -;-e 4K 0(u+K'i), 
. ~ 

\ S. 224. 
IS.226. 

(6.) J" sin2amudu 
II ( u, a) = k2 sin am a cos am a Ll am a 1 k2' 2 . 2 - sm am a sm am U 

o 
1 Q(u-a) = "21og Q ( ) + E (a) . 1t. . u+a 

}S.1 97. 
IS. 30 5 . 

Zur Vel'einfachung del' nachstehenden Fol'meln, sowie zur Erzielung 

gl'osserel' Uebereinstimmung del'selben mit den Formeln des Art.26 empfiehlt 

es sich, die von J a cob i mit u, beziehungsweise mit a, bezeichneten Argumellte 

del' vol'stehend erkHil'ten Functionen mit Vel-e3 • u, Vel-ea' (t ZU bezeichnen. Es 
el'geben sich dann folgende Gleichungen: 

(7. ) - 1 (6/ ) E(ye1-e8·u) = ,,_ 63 (u)+elu , 
yel e3 3 

(8.) 
-- 1 (6/ YJ) Z(Vel-e3 ·u) = ,,---==- 63 (u)--u , 

yel-e3 3 (!) 

(9.) 

( 10.) 

(11.) 

(12.) 
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Hierbei ist Folgendes zu bemerken: 

Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen konneIi. die von 
J a cob i mit K, K' bezeichneten Grossen als bekannt angenommen werden. Der 

reelle Bestandtheil des Quotienten :' hat stets eine!l positiven Werth. Der 

mit Ve,-es bezeichneten Grosse kann der eine oder der andere ihrer beiden 
Werthe beigelegt werden. 

Die Grossen ill, ill', V, 1:, h sind durch die Gleichungen 
K ,K'i u 0)' 

(J) = Ve,-;;;' 0) = Ve,- es ' v = 20)' 1: = -;;;- -

bestimmt. Zur Bestimmung der Grossen 

i 12m .81a V 'it V , 

K'i 
K' 

dienen die Gleichungen (1.), (4.), (13.) des Art. 35, m welchen A. = 1, [L = 2, 

ill = ill, ~ = lJ zu setzen ist. 

N ach Potenzen des Moduls k fortschreitende Reihenentwickelungen 
fUr die Grossen K, K', h. 

40. 

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen moge 
jetzt angenommen werden, dass der Modul k dem absoluten Betrage nach 
k 1 e in e r ist als 1. 

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn del' Werth der unendlichen Reihe 

(1.) 1 + (t)"k2 + (!:!)2k4 + G:!::)2k6 + ... 

mit ~ bezeichnet und zur Abkiirzung von den Bezeichnungen 

sr, = (t)2 k2 + (~:!)2k4 + G:!::Y kG + .. . 
(2.) sr. = (!:!)' k4 + (!:!:~Y kG + .. . 

5rs = (!:!:!)2 k6 + .. . 

Gebrauch gemacht wird, die Gleichungen 

(3.) K = t5r'IT, K' = 5rlognat(4k-')-2[,\ 5r,+ S~.5r2+ 5~65r3+"']' 

Dem natiirlichen Logarithmus ist hierbei sein H a u p t we r t h *) beizulegen. 

*) Unter dem H a u p t w e r the des natiirlichen Logarithmus einer Griisse x, welche mit Ausnahme 
der reellen neg at i v e n Werthe jeden complexen Werth annehmen kann, wird hier und im Folgenden 
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Weil die Grosse K nicht gleich N uIl werden kann, da der l"ee11e Bestand­
theil derselben stets einen po sit i v e n Werth hat, so ist auch die Grosse 
2 log nat (:) - x;.1r. fur a11e Werthe von k, deren absoluter Betrag kleiner ist 
als 1, durch eine nach Potenzen der Grosse k mit ganzzahligen positiven Expo­
nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der 
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale po sit i v e Zahlen. 

Es ergibt sich 

(4.) 
K''It 

't'lti = --- = 21ognat(!.k)+!.k2+~k'+.E....k6+ ... K ' . 2 6' 192 

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grosse h = e't7ti und jede 
Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, fUr aIle Werthe des 
Moduls k, deren absoluter Betrag nicht grosser ist als 1, durch eine nach Potenzen 
der Grosse k fortschreitende Reihe darste11bar; die Coefficienten der einzelnen 
Glieder dieser Reihen sind po sit i v e Zahlen und die Summe derselben ist fur 
jede dieser Reihen gleich 1. 

(5.) 

(6.) 

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen: 

Der Wurzelgrosse Vk ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen 
reeller Bestandtheil po s i ti v ist. 

Wenn von der Reihe fur die Grosse },} das Anfangsglied a11ein, oder nur 
die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be­
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als 

(1-~-~-~- 150) ("k)17 
~ 2' 29 213 V , 

mithin kleiner als 

~(''k)18 
512 VflI , ~("k)17 

*096 V • 

derjenige Werth des natiirlichen Logarithmus der Grosse x verstanden, des sen imaginarer Bestandtheil 

dem absoluten Betrage nach kleiner ist als 1r.. 
Unter derselben auf die Veranderlichkeit der Grosse x sich beziehenden Einschrankung soIl fUr 

. . d m d' W h mlognatx beheblgeWerthe des Exponenten m unter dem Hauptwerthe er Potenz x er ert e 
-verstanden werden, vorausgesetzt dass dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird. 
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Entwickelung der Grosse h nach Potenzen der Grosse 1. 

41. 

55 

Die in dem Art. 27 enthaltenen Definitionen und Lehrsatze bleiben be­
stehen, wenn an die Stelle von el , el , ea beziehlich e)., e,., e~ gesetzt wird, wobei 
die Indices A, [.', v in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, fal~s die 
den drei Grossen eM e,., e" bei der geometrischen Darstellung der complexen 
Grossen entsprechenden Punkte in g era d e r Linie liegen, e,. dem mit tIe r en 
dieser drei Punkte entspricht. 

Fur jede unter der angegebenen Bedingung zulassige Permutation der In­
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Grossen k, M, folglich auch 
zwei Grossen K, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grossen ergibt sich, 

sobald uber den der Quadratwurzel Ve;.-e" beizulegenden Werth eine Entschei­
dung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2w).,2w,,) des 
Argumentes der Function fJu, fur welches die Gleichungen 

(1.) f<1 (0)1) = f!J., f<1 (0)1 + 0),,) = e,., f<1 (0),,) = e" 

bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die G e sam m the i t der drei Grossen 
Wl, wI' = Wl + W,,' w" fur jede der zulassigen Permutationen der Indices eine 
andere ist. 

Nachdem eine bestimmte Permutation A, [.', v der Indices 1,2,3 ausgewahlt 

worden ist, moge ein Werth der Wurzelgrosse Yf!J.-e" beliebig fixirt und das 

Quadrat desselben mit V""i;.-e" bezeichnet werden. 

Es mogen ferner Ye,.-e", Yel-e,. diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen 
bezeichnen, welche unter der Voraussetzung, dass den beiden Potenzen mit dem 
Exponenten t ihr Hauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen 

(2.) \/e,.-.e" ,,- (e,.-e.)* 
~ = vk = -- , yel-e" Bl-e" 

~~ = VI? = (f!J.-e,.)i 
Ye}.-e" el-e" 

erklart sind. 
Die Grossen Wl und w" seien durch die Gleichungen 

(3.) 

bestimmt. 

K K'i 
0)" = Ve;.-e" 
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Wird hierauf 

~, 

0) = 0)" 

gesetzt, so gelten fiir die erklarten Wurzelgrossen die Gleichungen des Art. 35. 

Fiir die in diesen Gleichungen vorkommende Grosse V 2: ergibt sich hier-

bei del' Werth ~ ,12K und zwar ist del' Wurzelgrosse l/2K derjenige ihrer 
~_~ V n V n 

beiden Werthe beizulegen, dessen ree11er Bestandtheil p 0 sit i v ist. 
Die Grossen e}., elL) e. konnen als veranderlich betrachtet werden, mit 

del' Einschrankung, dass keine der beiden Grossen k\ Ji2 negativ werden darf. 

Wenn nun femer die Veranderlichkeit der Grossen el , el" e, voriibergehend in 
der Weise beschrankt wird, dass del' absolute Betl'ag del' Grosse k2 kleiner 
bleibt als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen 

Anwendung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art.35 wird daher, 

wenn man fiir hi die Reihe 

( 4.) vel'gl. Art. 40 (6.) 

und fiir die Potenzen von hi die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich 

ergebenden Reihen setzt, ide n tis chin Vk iibergehen. 
Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art. 35 analoge GleichJlllg 

( 11.) desselben Art. 
1 = 2h+2h9+ .. . 

1 + 2h<+ 2h'6+ .. . 

ide n tis c h befriedigt wird, wenn fiir h die Reihe 

(5.) 

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung 
ist von der V oraussetzung , dass die Grosse k2 dero absoluten Betrage nach 
kleiner sei als 1, nicht abhangig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist a11ein 

an die Bedingung gekniipft, dass die Grosse 

(6.) 
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dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht iiberschreitet. Diese Bedin­

gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfiillt und zwar 
stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grosse 
h, wenn die Werthe der Wurzelgrossen in der angegebenen Weise bestimmt 
werden, mit dem Werthe h = e'f:7ti iiberein. 

1st die Wahl der, Indices 11., p" v so getroffen, dass von den drei Grossen 

e},. - ev , e}. - e"" e", - e. die erste den grossten, die letzte den kleinsten absoluten 
Betrag hat, so ist die Grosse l dem absoluten Betrage nach nicht grosser als 

tg 27t4' also kleiner als :5' wahrend die Grosse h dem absoluten Betrage nach 

nicht grosser ist als e- tV31t . U nter dieser V oraussetzung ist, wenn die d rei 
ersten Glieder der nach Potenzen der Grosse l fortschreitenden Reihenent­

wickelung fiir die Grosse h in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag 
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehnten Decimalstelle. 

In den meisten Fallen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices 

11., p" v passend gewahlt sind, ausreichend sein, die zwei oder drei ersten 

Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu beriicksichtigen. 
Die Reihenentwickelung (5.) kann indess fUr numerische Rechnungen in 

vielen Fallen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn 
die Grosse l dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle 
erreichbaren kleinstmoglichen Werth hat. 

Wenn niimlich der absolute Betrag der Grosse l nicht grosser ist als ~, so 
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise 
auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung fiir die Grosse h noch fol­
genden Glieder bereits kleiner als 

lo 19, beziehungsweise to l13 , 

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung. 
Wenn der Werth der Grosse h gefunden ist, so ergi bt sich der Werth 

der Grosse' / 2w .. durch die Gleichung (8.) des Art. 35 und der Werth von illy V 7t 

mittelst der Gleichung 

(7.) 

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein H au p t we r t h beizulegen. 
Zum Gebrauche der elliptischen Fuuction.n. Zweite Auega.be. 8 
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Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2w).,2w.) 

zu dem Periodenpaare (2w", - 2w).). 

42. 

.Art. 42. 

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den 
Gleichungen des Art. 35 unter del' Voraussetzung, dass w = w)., w' = w. gesetzt 
wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mittelst analoger Schliisse, wenn 

w = w", w' = - (OA, gesetzt wird. 
Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2w).,2w.) zu 

dem primitiven Periodenpaare (2(OVl - 2wA) bleiben namlich die beiden Inva­

rianten 92 ,93 und die Grosse eft ungeandert, wahrend an die Stelle der Grossen 

e)., e., le, le', K, K ', 't" 

beziehlich die Grossen 

e., eA , le', k, K ', K, 't"l = _'t"-l vergl. Art. 37. 

treten. Diejenigen Grossen, welche bei diesem U ebergange an die Stelle der 
Grossen h, l zu setzen sind, sollen mit h', l' bezeichnet werden. 

Wenn nun die den W urzelgrossen Vel. - e., Vel - e., Vel - ~", Velt - ev beizu­
legenden Werthe in der Weise bestimmt werden, wie im vorhergehenden 
Art. angegeben ist, so konnen die W urzelgrossen, welche aus dies en durch die 

Vertauschung von e). und e. sich ergeben, durch die Gleichungen 

(1. ) 
V(!v-e). = -iVeA-e., Vev-e}. = V-iVel-e., 

v~,,-el = V-ivel-eft 

erklart werden. Del' Wurzelgrosse V-i ist hierbei irgend einer ihrer beiden 
Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen. 

Es bestehen hiernach die Gleichungen 

(2.) 

welche zur Berechnung der Grosse 7i angewendet werden konnen. Aus der 

Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich 

(3.) ,I 2Ul.v = 1+2h'~2h'4+2h'9+ .. = .. 2.. (1+2h'§.+2h'16+,,) = .. 1 ,12K'. 
V 7t~ vel - e. Yel-e. + yef4- ev yel-e, V 'It 
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Hierbei ist der Wurzelgrosse V2!' derjenige ihrer beiden Werthe beizu­

leg en , dessen reeller Bestandtheil p 0 sit i V ist. 

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grosse Wv angewendet 
werden; zur Berechnung der Grosse w}. ergibtsich dann die Gleichung 

( 4.) 

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein H au p t we r t h beizulegen. Die 

beiden Grossen h und h: sind durch die Gleichung 

(5.) log nat h .log nat h' = 7t2 

mit einander verbunden. 

Aus den Gleichungen (1-4.) und (13-16.) des Art. 35 erhalt man, wenn 

~' (oo~) = 1Jv gesetzt wird, die folgenden: 

(6.) 

(7.) 

(8.) 

(9.) 

(10.) 

(11.) 

Aus den Gleichungen (15-18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein­

stimmung mit den beziiglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen: 

u v=-, 
200" 

8* 
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(12.) 

( 13.) 

( 14.) 

(15.) 

Vertauschung von ~u und e". Art. 4p-44. 

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2ooA,2oo,,) 

zu dem Periodenpaare (2oo)., 2oo,,± 2ooA). 

43. 

Bei der Vertauschung der beiden Grossen e,.. und e" gehen die Grossen l 
und h beziehlich in -l und - h iiber, wahrend die Grosse 6) = OOA den Glei­
chungen (7.) und (8.) des Art. 35 zufolge unverandert bleibt. An die Stelle'des 
primitiven Periodenpaares (200;.,200,,) tritt hierbei das primitive Periodenpaar 
(2ooA' 2oo,,± 200;.) und zwar gilt das obere oder das untere Z~ichen, jenachdem 
die Grosse kf2 eine complexe Grosse mit p 0 sit i v oder neg a t i v imaginarem 
Bestandtheile ist. 

Formeln zul' Berechnung del' Perioden und .A.usdriicke del' G-Functionen 
durch .s- -Reihen fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten. 

44. 

Wenn die Grossen e;., e,.., e" bekannt sind,. so sind die in den Artikeln 
34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend, sowohl um ein primitives 
Periodenpaar (200;.,200,,) des Argumentes der Function fJU und die Grossen 

"I);. = ~'(oo;.), "I)" = ~'(oo,,) zu berechnen, als auch um die vier G-Functionen 
durch solche .s- -Reihen auszudrucken, bei denen die Grosse h, beziehungsweise 
die Grosse h', dem ~bsoluten Betrage nach einen moglichst kleinen Werth hat. 

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben fUr die­
jenigen Falle, in welchen die Invarianten 82 , Us reelle Werthe haben, mit den 
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durch diese Specialisirung herbeigefUhrten Modificationen in den Artikeln 45 

und 46 nochmals zusammengestellt werden. 

45. 

Raben die beiden Invarianten g2 und Us reelle Werthe und ist die Discri­

minante G = -!.(g:-27g:) = (e2 -eS(e,-eS(e,-eS der kubischen Gleichung 
4s3 - g2s - gs = 0 po s i ti v, so sind alle drei Wurzeln derselben re e 11. 

Es bezeichne e, die im algebraischen Sinne grosste Wurzel diesel' Glei­
chung, e2 die mit tIe r e, e. die k 1 e ins t e Wurzel del'selben. Allen in den 

folgenden Gleichungen vorkommenden W" urzelgrossen ist ihl' po sit i v e r Werth 

beizulegen. 

(1. ) 

(2. ) 

Man setze 

k2 _ e.-e. 
- , 

e,-e. 
k'2 _ e,-e2 • 

- , e,-e3 

1: = ~ J 'l:'lti w' ! = e , , 
h - h' - e'l:,'lti. ,- - , u, 

v = -2-' w, 

D · G·" Ws 1: 1:, h h h b 't' ,XT ·th le lossen W,' --;---, --:-, -;-, , , a en po s 1 1 Very eI . e. 
~ ~ ~ 

~t~ 

v, = 2w
3

' 

N ach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn A = 1 , tL = 2, v = 3, 

W = ill" w' = u)s gesetzt wird, dem Inhalte del' Artikel 34, 35 und 41 ent­
sprechend das System von Gleichungen 

(3. ) 

( 4.) 

(5. ) 

( 6.) 

(7. ) 

(8.) 

(9.) 

,/2w, = 2 (1+2h4+2h'6+ .. ) Ws = w~j~i lognat(h1 ), 
V 7t Ye,-es+Ye,-e. '. 

'lt2 1_3sh2+53h6_73h'2+ .. 

6 1- 3h2 + 5h6 - 7 h'2 + . . ' 

,/ 2w H~­V ~Ve,-e2 
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(10.) 

(11.) 

(12.) 

(13.) 

(14.) 

(15.) 

(16.) 

(17.) 

Specielle Formeln fUr den Fall reeller Invananten. 

u 
v = 2to ' , 

.3o(V \1:) = 1- 2h cos 2VTC + 2h4 cos 4VTC- 2h9 cos 6VTC +"', 
'I D 25 

~ (v \1:) = 2h-4 sin VTC - 2kT sin 3VTC + 2h T sin 5vrc - ••. , 

i 9 2r; 

~2(V \1:) = 2k4 cos VTC + 2h'cos 3VTC + 2hT cos 5VTC +"', 

~(v \1:) = 1 + 2h cos 2VTC + 2'h4 cos 4VTC + 2h9 cos 6VTC + .... 

Art. 45. 

Wird dagegen A, = 3, EL = 2, v = 1, 00 = W s ' 00' = -00, gesetzt, so ergibt 
sich ent~prechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen 

(18.) 

(19.) to, = to! log nat (hI) , 
TC~ 1 

(20.) 

(21.) 

(22.) 

(23.) 

(24.) 



Art. 46~ 

(25.) 

(26. ) 

(27.) 

(28.) 

(29.) 

(30.) 

(31.) 

(32.) 

Specielle Formeln filr den Fall reeller Invarianten. 

V2W ,4/-
_.3 Ve.-e3 6,U = 

'itt .. 

V2W ;'~r= -.' Ve,-e. usU = 
7t~ 

- 21J3 Ws v~ C\. ( • I _ ) e -'2 V 1 ~ '1 , J 

1t~ 

VI = 2w ' 
3 

(I), 
'1'1 == --. 

(1)3 

W < 1 <. t . l > \/2-1 7, > e-1t • enn e2 - Cs = e,- e2 , a so e2 = 0 IS , SO 1St ,= ,</_ -, '., 
> > < v2 +1 < 

Die Grosse e-1t = 0,0432139 ist kleiner als 213 • 

63 

Wenn 98 positiv, also e. negativ ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der 

Gleichungen (3 -17.), ist aber 9a negativ, also e2 positiv, so empfiehlt sich der 
Ge brauch der G leichungen (18 - 32.), weil in dem ersten Falle h kleiner ist als 
h , wahrend im zweiten Falle h kleiner ist als h. 1 , 

46. 

Raben die beiden Invarianten 92 und 93 reelle Werthe und ist die Discri­

minante G = fa-(9:-279:) = (e2 -es )2(e2 -e,)"(e1 -eS der kubischen Gleichung 
483-928-93 = ° negati v, so ist nur eine Wurzel derselben reell, wahrend 
die beiden anderen Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben. 

Es bezeichne e2 die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexen 

Wurzeln derselben seien in der Weise mit e, und ea bezeichnet, dass die Diffe­

renz e, - es po sit i v imaginar ist. 
Es seien p und 4 zwei positive Grossen, fiir welche die Gleichungen 
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrossen 
ist ihr H a u p t we r t h beizulegen. 

(1. ) 

(2.) 

Man setze 

k2 = e2-eS 
, , 

e1-eS 

, , 

u 
v. = 200 ' 

2 

ui 
v3 =-2 " oo. 

Die Grossen 00 2 , ~., : ' :', j', h2' hs haben po sit i v e Werthe. 

N ach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn l = 2, [J, = 1, v = 3, 

00 = 002 , 00' = 003 = +002 + too:, l = il2, h = ih2 gesetzt wird, dem Inhalte der 
Artike134, 35 und 41 entsprechend das System von Gleichungen 

(3.) 

( 4.) 

(5.) 

(6.) 

(7.) 

(8.) 

(9.) 

, 2oo.i 1 t ( 1 ) 
00 2 -. ---:;- og na h2' 

'lt2 1 + 33 h! - 53 h: - 73 h!' + .. 
2"1/2 00 2 = (3 1+3h2 -5h6 -7h12 +.· ' 

• 2 • 

1 + 2h! + 2h~6 + ... , 

Vz;;;- (t;- t;-) .!. -' e-e- e-e 27: 2321 2i (h. + h~ + h!5 + ... ) , 



Art. 46. 

(10. ) 

(11.) 

(12.) 

(13.). 

(14.) 

(15.) 

Specielle Formeln flir den Fall reeller Invarianten. 

--- 2 " Y2:. y-G6u = i'1l2W2V2e-8'1tt~,(V2It+'t2)' 

V 2:2 vi(eB-eJ 62u = e2'1l2W2V~e-t'lti .3;(v21 + + 't2), U 

V2 = 2W2' 

, 
't -~. 

2 - 2W2 

1. 9 25 

271,~ sin V2 '1t + 271,~ sin 3v2 '1t- 271,; sin5v2'1t-···, 
1 9 25 

- 2h~coSV2'1t- 2h~cos3V2'1t- 271,; cos5v2'1t +"', 

(16.) H ~8(V21 + + 't2 ) + ~o(v21 + + 't2 }] = 1+ 271,! cos 4v2'1t + 2h!6COS 8v2'1t +"', 

(17.) H .3s(v2 1+ + 't2)-~(V2/t + 't2)] = 2i(71,2cos2v2'1t + h~cos6v2'1t+ ... ). 

W > 0 1 tlJ < 1 • t l < tId 7, < -.Llt enn e2 < ,a so . > -. 'It, SO IS 2 > g"8 'It un lb. > e 2 • 

65 

W ird dagegen Jt = 2, tL = 3, v = 1, W = (1)' W' = - (1) = -'-(1)'--'-(1) 
2' 1 2 2 2 2' 

l = il3 , h = iha gesetzt, SO ergibt sich das System von Gleichungen 

(18.) 

(19.) 
Y2w' 2 _ 

--;:r- - 2w; 1 t( 1) 
w2 = 'lti ogna 71,8 ' 

'It' 1+33h!-5ah:_7371,~2+ .. 

(20.) 1 + 371,!- 5h:-7h~2 +.. ' 

(21.) 

(22.) 

{23.} 2i (71,3 + 71,: + h;5 + ... ) , 

(24.) 'lti 7'-!-(1 7,' 1~6 7,12 ) -- n + 3ft - 5n -7/b + ... '8 3 8 S • w. 
Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 9 
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(25.) 

(26.) 

(27.) 

(28.) 

(29.) 

(30.) 

Specielle Formeln fii.r den Fall reeller Invarianten. 

V 2(j)~ ,s/_Gt:: -.! -271~(I)~v!e-hriQ.( ·I-.!. ) -. V I;)U - . e ~l Vat 2 + 1"a , 
1t~ . ~ 

v = 3 

Art. 47. 

Ut 
2(1)~ , 

(31) 1 [Q.(v ';1' +~)+ Q.(V"I' + )] -_ 1 +hs'(e4V,1t+ e-4V,1t) + h'as(es<v,7t+ e-SV,7t)+ ... , . "2 ~8 8""2 's ~o a""2 1". 

(32.) H ~(v.i I + + 1"3) -~( vsi 1+ + 1"a)] = i [h.( e2Va1t + e-2V,1t) + h~(e6V,7t + e-6V,1t) + ... ]. 

W > I < , . l > , d h > -J..1t enn e2 = 0, a so tji = .'It, so 1st a = tg"2'lt un a = e 2 • 

< >" < < 

Die Grosse tgi'IT hat den Werth '12-1 = 0,414213Q., die Grosse 
e-: -}1t = 0,207879Q.. 

Wenn {f., also auch eo positiv ist, so emp:fiehlt sich der Gebrauch der 
Gleichungen (3 -17.); ist aber {fa' also auch e2 negativ, so emp:fiehlt sich der 
Gebrauch der Gleichungen (18-32.), weil im erst en Falle die Grosse h2 kleiner 
ist als die Grosse h, wahrend im zweiten FaIle die Grosse h kleiner ist als die a • 

Grosse h2 • 

47. 

Unter Beibehaltung der im Art.45 und im Art.46 getroffenen Fest­
setzungen bestehen ferner folgende Gleichungen: 

(1.) 
6,(+(I),+u) 
6 (+ (I), + u) 

1"= (I). . (Art.45) 
(I), 

(2.) 
6a( + (I). + u) 
6 (t (l)a + tt) 

(3.) 6. ( + (1)2 + u) 
6 (t (1)2 + u) 

, 
~. (Art.46) 
2(1)2 

(4.) 
62 (+ (I); + u) 
6 (t (I)~ + u) 

1" = - ~. (Art.46) 
• 2(1)~ 
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Berechnung eines zu gegebenen Werthen der Functionen 8JU und 8J'u 

gehorenden Werthes des Argumentes u. 

48. 

Uebereinstimmend mit den im Art.41 getroffenen Festsetzungen sei 
(200;., 2oov) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function 

8Ju. Die Wurzelgrossen Ve,.-evl Ve,.-e/< seien ebenso bestimmt, wie im Art. 41, 

die Quadrate derselben mogen mit Ve;., - e~, Vel- e/< bezeichnet werden. 
Bezeichnet Uo einen der Werthe, welche fur u gesetzt die Gleichung 

8Ju = s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel 

(1.) 

enthalten, in welcher IL, . irgend welche positive oder negative ganze Zahlen 
einschliesslich der Null b ieuten. 

1 Gl . h (5 (u ± 200 ) (5 u'b t d' W th In Fo ge der elC ung (5"( + 2 ") = - ~" gl t es un er lesen er en 
I' u - 00" ul'u 

der Grosse u stets solche, fur welche der reelle Theil des Quotienten 

~el-e/< (5"u nicht negati v und demnach der absolute Betrag der Grosse 
Ve;., - e" Gl'u 

(2.) vergl. Art. 35 (12.) 

nicht grosser als 1 ist. 

N achdem die den W urzelgrossen V s - e/<, V s - e~ beizulegenden Werthe der 

T 'l Q' ve;:=e;:~ Bedingung gemass gewahlt sind, dass der reelle hel des uotienten ,41-:;:--:: ,I 
V el-e" vs-el' 

nicht negativ ist, setze man 

(3.) = It, 

!4.) 

....... 
9* 
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Dann ergibt die Gleichung 

(5.) 1 
1 (,'1./- ,41-\" 11 d~ 
"2 V ~ - ev + Vel - el ,) . U =.J " 

t V 1- ~2 V 1- l4 ~2 

= +.£olognat(t + iVl-t2) + 'b-t2 (.£O,lt + f.£o"t3+ ~:: .£O,at5+ .. . ), 

wenn man der Grosse Vl-t' irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natur­

lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets 
einen solchen Werth der Grosse u, fUr welchen die Gleichung fJu = s erfullt ist. 

Die Integration kann auf directem Wege ausgefUhrt und der Quadrat­

wurzel Vl-l4~' kann derjenige von ihren beiden Werthen beigelegt werden, 
dessen reeller Theil p 0 sit i v ist. 

Bezeichnet VS irgend einen der beiden vVerthe del' W urzelgrosse 

V4s3-g,S-g3' so besteht die Gleichung 

(6.) ~'u = -VS, 
wenn bei der Berechnung del' Grosse U mittelst der Gleichung (5.) der Wurzel­

grosse V 1- t2 der Werth 

,,--, Vel - e. + Vel-el' l-l't' Vs 
V 1-t = ----''----'---c_-''--'-- --=== -;---".--;-

2 Vl-l4 t' (s-~u)(s-eJ 
(7.) 

beigelegt wird. Hierbei ist del' Wurzelgrosse Vl-l4t2 derjenige ihrer beiden 

Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist. 

Bei dieser Bestimmung del' Wurzelgrosse Vl-t' erhalt man demnach aus 
der Gleichung (5.) fur jedes gegebene Paar zusammengehorender Werthe 

s, VS einen Werth des Argumentes u, fur welchen fJu = s, fJ'u = - VS ist. 
Durch Einfuhrung der Bezeichnungen 

(8.) @1(t) = t, &.(t) = t+-tta, &s(t) = t+-tt3+ ~::t5, 

geht die Gleichung (5.) uber in die Gleichung 

(9.) 
1 

t( Ye).- ev+ yel- eS' u = +.£olognat(t + iVI- to) + 
+ vl-t' [(t)2 &1 (t) l4 + (!:!)2 &2(t) lS + G:~::)2&S(t) l"2 + ... ]. 

Gibt man del' Grosse s den Werth eM beziehungsweise den Werth ev , so 

ergeben sich aus der Gleichung (5.) die folgenden 



Art. 48. Berechnung der Grosse u. 69 

Dem naturlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit 

Hiilfe der Gleichungen (3-7.) direct einen Werth der Grosse u zu ermitteln, 

welcher zu gegebenen Werthen gJu = s, gJ'u = -VS gehort, kann man auch aus 
diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wahlenden Grosse v mittelst 

des Additionstheorems zunachst die W erthe ~9 ( U + v) = s' und gJ'( u + v) = - V S' 
bestimmen und aus den auf diese w~ eise erhaltenen Werth en von ~9 (u + v) und 

~d(u+v) mittelst der Formeln (3-7.) einen der zugehorenden Werthe des Argu­
mentes u + v berechnen. Durch Subtraction der Grosse v ergibt sich dann einer 
der gesuchten Werthe des Argumentes u. 

Dieses Verfahren kommt besonders fUr den :Fall in Betracht, in welchem 

fur die Grosse v der Werth ± illy gewahlt wird. 
Es folgen hier die fur die Annahme v = - illy sich ergebenden Formeln. 

Hinsichtlich der Wahl des der Wurzelgrosse Ve).-s beizulegenden Werthes 
wird die Bestimmung getroffen, dass der reelle Theil der Grosse 

'10 l+lt' (11.) ve - e ,4/ e - e - l-lt' 
I. ·V V I. fl, 

n i c h t neg at i v sem darf. Der Werth der Grosse t' ergibt sich aus der 

Gleichung 

(12.) V;;=S-~~ = It' 
'Ie). - s + Ye}. - ey Ve). - efL . 

Der Wurzelgrosse Vl-t12 lege man den aus der Gleichung 

(13.) Vl-t" = VM+ V~ 1-l't" 'Is 
2(efL-ey) Vl-l4 t" (s-eJ 

unter der Bedingung ffi: Vl-l4t'2 > 0 sich ergebenden Werth bei. 
Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung 

(14.) t( Ve). - ey+Ye). - efLt (u- Wy) = 
= ~Blognat(t'+i"l-tl2)+"I-t'2(B t'+-"-B t'8+.2.:i.B t'5+ ... ) l 0 V V 0,1 S 0,2 3·5 0,3 

stets einen deljenigen Werthe der Grosse u, fur welche gJu = s, r/u = - VS ist. 
In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken. 

Die Glieder der nach Potenzen der Grosse t fortschreitenden Reihe 

Bo,l t + f Bo" tS + ;:; Bo,3 t5 + ... 

nehmen in starkerem Maasse ab, als die Glieder einer geometrischen Reihe mit 
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dem Quotienten rt2, wobei del' absolute Betrag del' Grosse It die Einheit nicht 

iibel'schreitet. 1m Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen, zur Berech­
nung eines Werthes des Argumentes u die Gleichung (5.) odeI' die Gleichung 
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Grossen t, t' die erste odeI' die 
zweite den kleineren absoluten Betrag hat. 

Wenn die Grossen e", ef" ev bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden 
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen del' Functio­

nen S"U und r/u gehorenden Werthe des Argumentes u zu berechnen. 
Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen 

sind fii.r diejenigen Falle, in welchen die Invarianten 92 und 93 reelle Werthe 

haben, die Permutationen (A,~, v) = (1,2,3), (3,2,1), (2,1,3), (2,3,1) in Be­
tracht zu ziehen. 

Zur Erleichterung fiir den Gebrauch del' vorstehenden Formeln sollen die 
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter V oraussetzung 
reeller Werthe del' Invarianten fiir die angegebenen Permutationen specialisirt 
werden. 

Specielle Fol'meln zul' Berechnung eines zu gegebenen Wel'then der 
Functionen SJu und S,,'u gehol'enden Werthes des Al'gumentes u 

fur den Fall l'eellel' Wel'the del' Inval'ianten. 

49. 

Dnter Beibehaltung del' im Art. 45 erklarten Bezeichnungen ergeben sich 
fiir den Fall reeller Werthe del' Invarianten, wenn die Discriminante G einen 

positiven Werth hat, und mit a, {3 zwei reelle Grossen bezeichnet werden, dem 
Inhalte des vorhergehenden Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen, 

in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist: 

I. A = 1, 

2 - 1 + (-'-)274 + (2)278 + (~)27'2 + .. o - 2 2·4 2.4,.6 , 

Q -
...... 0,1 -

(1.) 2 = 
0,2 (2)2l8 + ('.3'5)2712 + .. 

2'4 2·4·6 , 

20,3,= (~)27'2+ .. 2·4·6 , 

~ = 2, v = 3. 
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(2.) 

( 4.) 

(2:") 

(Sn 

(5. ) 

(6.) 

gou = s, ro Vs-e3 > 0 
(It Vs-e. = , 

I +(V'e,-es+Ve,-e.)'. (U-+(J),) = 

= Boilog nat (vf_t2 + ti) + Vl- t' (Boi + fBo,.t8 + ::: Bo,st5 + ... ) ; 

u = (++ a) (J),+'{3(J)s, -1 < a <1, -1 < {3 < 1. 

gou = s, 

I +(V'e,-es+V'-e,--eS·(zt-+(J)I-(J)S) = 

= Bilognat("I-t12 +t'i)+,/1- t"(B t'+~B t,s+~B t'5+ ... ). o V . V 0,1 3· 0,2 8·5 0,3 , 

U = (f+a) (J),+ (1+{3) (J)s, -1 < a < 1, -1 < {3 < 1. 

n. l = S, 11- = 2, v = 1. 

o 1 + (2.}'l~ + ('!':'!)'l8 + (~)2l'2 + .. ~1 = 2 1 2·4 1 2·4·6 1 , 

Bl ,1 = 

B1 •• = 

Bl ,s = 

6{)U = s, 

f(J)1 = B,lognat(2l~' )-(+'-B", + -t..-B, .• + .. ) . 

(ve,-es +ve2- est 

~V~-~V~-lt 
.4~,1 ,4/ ,I - 1 " 
V e, - es V s ~ e2 + V e. - es V s - e, 

(7.) go'u = -VS, lRVl-l~t~ > 0, Vl-t~ = Ve:=e.+.Ve:=es J-l~t~ ( ~ 8)' 
2~ l-l~t~ S-8, S- 2 

(8.) 1 
HV'-e, --eS + V-e2---eS· (u-f(J)s) = 

= B,lognat(Vl- t~-t,i) + i Vl-t~ (B,A + fB".t~ + ;:: B,,3~ + ... ); 

u = a(J),+(f+{3)(J)s, -1 < a <1, -1 < {3 < 1. 
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(67) 

(87) 

Berechnung del' Grosse u. 

~u = s, 

1 
-i-{Ve1-e8+Ve2-e](u-w1-tW.) = 

= 21 log nat (1/1- t~2_ t~ i) + i 'b- t~' (21"t; + {- 2".t~8 + ::: 2,i~5 + ... ) i 
U = (1+IX)W,+(t+f3)w., -1 < IX <1, -1 < f3 < 1. 

50. 

Art. 50. 

Unter Beibehaltung der im Art. 46 erkHirten Bezeichnungen ergeben sich 
fiir den Fall reel1er Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen 
negativen Werth hat, und mit IX, f3 zwei reelle Grossen bezeichnet werden, fo1-
gende Systeme von G1eichungen, in we1chen dem natiir1ichen Logarithmus sein 
Hauptwerth beizu1egen ist: 

III. ;., = 2, (J, = 1, v = 3. 

22" = (Wl: + (!:!)'l~ + (!:!:!)" l;2 + ' , , 
(1.) 22,2 = (~)'l8 + (1"'5)2l'2 + .. 

2·~ 2 2·4:·6 2 , 

22,8 = (!:!:!)'l!' + " , 

(2.) ~U = s, ve:=es v~ -V~ vs=c. 'l t 
,4/ ,I H ,I =~2" ve.-e• Vs - e1 + Ve2-e, Vs-e. 

(3 ) ' dS- \O,1-l4t2 d1_t2 _ ve:=es + Ve--:=e, ! + l:t~ VS 
• ~ ~t = - v , (I~ V 1- 2 2 > 0, V 2 - .1-- ( ( ) , 

2 v1-l:t~ s-e,) s-es 

( 4.) 1 
t ( V-e2 ---ea + V-e2 ---eS . (u - t w2 ) = 

= 22i log nat (Vl-t~ + t.i) + V1-t~ (22). + t22,.t~ + ::! 22,.t; + ... ) i 
U = (t+ IX)W 2+ f3w~, -1 < IX < 1, -t < f3 < t· 
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(2~) sou = s, 

j 
t( y-e2---e-S + Ye2-e,)2. (u-tw;) 

= B2ilognat(V1- t;2_ t;i) - V1- t;' (B2,1 t~ + tB2i~s + !:: .22,st;5 + ... ) ; 

u = aw2 +(++{3)w;, -1 < a <1, 

IV. A, = 2, l-" = 3, v = 1. 

o 1 + (.!.)2l4 + (.!:.3..)2l8 + (1'3.5)2l12 + .. 
""3 = 2 S 2·4 3 2.... 3 , 

B3,1= 

(5.) B3,2 = (.!:.3..)2l8 + (.!±5.)2l12 + .. 
2·4: 3 2-4·6 3 , 

G:!:!)'l~2 + ", 

(6.) SOu = s, 

(7.) SO'u = -V8, ffiV1-l:t~ > 0, 

j 
+ (\je1 - e2 + ye3 - e2 J". (u- + w~) = 

(S.) = Bslognat (V1-t!-tsi) + i V1-t: (B3A + ~iB3,2t: + ;:! .23,.t: + ... ) ; 
u=aw+(.!.+R)w' -.!.<oc<.!. -1<R<1 2 2 fJ 21 2 = 2' = P • 

(6n SOu = s, 

(7;1') SO'u = -VS, ffiV1--l:t~2 > 0, 

(ST) 1 
1 (,4/- H::-----:: )2 1 
2" V e1 - e2 + V e3 - e2 • (u - "2 ( 2 ) = 

= B lognat("1-t'2-t'i)+i"1-t'2(B t'+.!B t'"+.!.:!O t'5+ ... ), 
S V 3 S V 3 3,1 3 8 3,2 8 3·5 ..cs,s s , 

U = (++a)w 2 +{3w;, -{- < oc < t, -1 < {3 < 1. 

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 10 
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte conforme Abbildungen. 

51. 

Wenn (1)1 einen positiven, (l)a einen positi V imaginaren Werth hat (vergl. 
die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45) nnd t, t! zwei veranderliche 
Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi­
schen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen konnen, so entspricht bei del' geo-) 

metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

die Flache eines Rechtecks. 
Wird die Veranderlichkeit der Grosse u auf die Be g r en z un g dieses 

Rechtecks beschrankt, so nimmt die :Function &o(ul to1 , tos) - &OU alle reellen 

Werthe und zwar jeden derselben nul' einmal an. 
Fur die Werthe des Argumentes u 

tIDll (t=O .. ·l); ID1+t'IDs , (t'=O ... l); tID,+ID3, (t=1 ... 0);. t'!J>Sh (t:=1· .. 0) 

liegen die Werthe del' Function &OU beziehlich in den Intervallen 

e3 .. ·-= , 
und zwar sind die zugehorenden Werthe del' Ableitung &O'u beziehlich 

negativ positiv imaginal' ; positiv; negativ imaginal'. 

Die Function &OU nimmt alle complexen Werthe mit neg a ti v oder 

po sit i v imaginal'em Theile und jeden diesel' Werthe einmal an, wenn dem 

Argumente ualle dem Gebiete 

(0 <t<l, O<t'<l) 

angehorenden Werthe beigelegt werden. 
Bei del' geometrischen Darstellung del' Werthe del' Function &OU ent­

sprechen demnach den einblattrigen Flachen del' beiden Rechtecke 

. (O:::t~l, O:::t'~.l) 

die einblattrigen Flachen von zwei Hal be ben en, deren gemeinschaftliche 
Begrenzung von del' Axe des Reellen gebildet wil'd.Auf die Flache jeder von 

diesen beidenHalbebenen wirddie Flache j0 eines der beidenRechtecke in der 
Art zusammenhangend und in den kleinsten Theilen ahnlich abgebildet, dass 
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die Punkte beider Flachen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent­
sprechen. 

Den MitteHinien beider Rechtecke u = tool ± too" u = tOOl ± t' Ws ent­
sprechen hierbei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grosse 
SOu geometrisch darsteHen, vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er­
ganzen. 

Del' eine diesel' beiden Kreise hat den Mittelpunkt el und den Radius 

V(el-eS)(el-e2" del' andere hat den Mittelpunkt ea und den Radius V(el-eS ) (e2-eS )' 

Die Punkte 
~ (tOOl ± tws) = e2 + iV( el -e2 )(e2-eS ) 

sind beiden Kreisen gemeinsam. 
Durch die Function 

_l / Ve.-e. + ~vel-e2 . &QU-e2+~V(el-e.)(e2-eS) 
V Ve2-eS-~Vel-e2 ~u-e.-~V(el-e2)(e.-e.) 

wird die conforme Abbildung del' einblattrigen Flache des Rechtecks 

auf die einblattrige Flache eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem 
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht derMittelpunkt, jeder del' beiden Mittel­
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des 
Rechtecks entsprechen die vier Punkte 

+V~+iV~ 
Vel-eS 

Wenn dem Argumente u aHe dem Gebiete 

angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist del' absolute Betrag der Function 

,"/ 6u kl .. I v (el - es)( e1- e.) ~ einer als 1, gleich 1, grosser a s 1 , 
\:J1U 

jenachdem der Werth von t kleiner als t, gleich t, grosser als t ist. 
Unter derselben Voraussetzung ist del' absolute Betrag del' Function 

8 6u kl . 1 I . h .. 1 v (el-e3)(el-eS)~ emer a s 1, g elC 1, grosser a s 1, 
\:Jsu 

jenachdem del' Werth von t' kleiner als t, gleich t, grosser als t ist. 
10* 
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Von den vier Grossen u, 66u , _66u , 66u haben innerhalb des Gebietes 
,n 2U 3U 

U = ±till,±t'ill3 (O~t<l, O~t'<l) 

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imagmaren Theile 
andererseits dasselbe Vorzeichen. Fur dieselben Werthe des Al'gumentes u ist 

der reelle Theil jedes der sechs Quotienten 66f'U (11', '/I = 1,2,3) von Null verschieden 
,u 

und po sit i v. 

Der imaginare Theil des Quotienten 66f'U hat innerhalb des Gebietes 
.u 

(O<t<l, O<t'<l) 

positiv oder negativ imaginare 'Verthe, jenachdem ft grosser oder kleiner als v ist. 

Wird die Grosse 2u mit v, die Grosse ~ mit 't bezeichnet, so haben 
ill, ill, 

innerhalb des Gebietes 
(O<t<l, O<t'<l) 

die reellen Theile der Functionen ~(vl't), ~(vl't), ~(vl't), ~(vl't) positive 
Werthe. 

Innerhalb des Gebietes 
(O<t<l, O<t'<l) 

sind die imaginaren Theile der Functionen ~ ( v I 't) und ~ ( v I 't) P 0 sit i v imaginar, 
die imaginaren Theile der Functionen ~ ( v I 't) und ~ ( v I 't) neg a t i v imaginal'. 

Innerhalb des Gebietes 
(O<t<l,O<t'<l) 

sind die imaginaren Theile der Functionen ~ ( v I 't) und ~ ( v I 't) neg at i v imaginal', 

die imaginaren Theile der Functionen ~(vl't) und ~(vl't) positiv imaginal'. 
Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function 

1 j-l~·t+tt''tl't) 
Tlognat ~(,'(tt -tt''t l't) , (Q = 0,1,2,3) 

wenn dem naturlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb 

des Ge bietes (0 < t < 1, 0 < t' < 1) eine reelle s t e t i g e Function del' heiden Ar­

gumente t, t' ist, welche fiir t' = 0 den Werth Null hat. 

52. 

Wenn w2 = Ws + w1 einen reellen positiven, w~ = wa - WI einen positiv 
imaginaren Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46) und 
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t, t zwei veranderliche Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen 
alle positiven zwischen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen k6nnen, so ent­
spricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe 

u = tw2+t'w; 

die Flache eines R e c h t e c k s. Langs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt 

die l<~unction SO Cu IlOl' lO3) = SOu aIle r e e 11 e n Werthe und zwar in Folge der 
Gleichung SO(103+U') = SJ(lOa-U') jeden derselben zweimal an. 

Fur die Wert he des Argumentes U 

tw2, (t=0 ... 1); W2+t'w~, (t'=O ... l); tw2+w;, (t=1 ... 0); fw;, (t'=1· .. 0) 

liegen die Werthe der Function &9U beziehlich in den Intervallen 

eo·· '-00 eo· '·-00, 

und zwar sind die zugehorenden Werthe der Ableitung SO'u beziehlich 

negativ positiv imaginar ; positiv ; negativ imaginar. 

Die Function SOu nimmt alle complexen Werthe mit neg a t i v imaginarem 

Theile und mit Ausnahme des Werthes SOlOs = ea jeden dieser Werthe zweimal 

an, wenn dem Argumente u. aIle dem Gebiete 

(O<t<l,O<t'<l) 

angehorenden Werthe beigelegt werden. 
Die Function SOu nimmt aIle complexen Werthe mit po sit i v imaginarem 

Theile und mit Ausnahme des Werthes SOlOl = e1 jeden dieserWerthe zweimal 

an, wenn dem Argumente u alle dem Gebiete 

(0<t<1, 0<t'<1) 

angehorenden Werthe beigelegt werden. 
Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function SOu entspricht 

der einblattrigen Flache jedes der beiden Rechtecke 

je eine zweiblattrige aus zwei Halbebenen gebildete Flache. Die Begrenzung 

jeder von diesen beiden Halbebenen wird in beiden Fallen von der Axe des 
Reellen gebildet; in dem ersten FaIle ist der Punkt ea, in dem zweiten der Punkt 

e1 ein Windungspunkt erster Ordnung im Inneren der betrachteten zwej,plattri­

gen l<"'lache. Den Mittellinien beider Rechtecke u = tlO2±tlO:, u = t lO2±t'lO: 
entsprechen in der Ebene, deren Punkte die Werthe der Function SOu geometrisch 
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darstellen, vier Bogen desselben Kreises, dessen Mittelpunkt e2 und des sen Radius 

gleich V(el -e2 )(ea-e2 ) ist. Dieser Kreis entbalt die beiden Punkte el und ea' 

Durch die Function v(el -e2 )(ea-e2 ) 66u wird die conforme Abbildung del' 
2tt 

einblattrigen Flache des Rechtecks 

u = ± too. ± t'w~ 

auf die einblattrige FHicbe eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem 

Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel­
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des 
Rechtecks entsprechen die vier Punkte 

+ V~e. + V~ 
- V(el -e.)(eS-e2 ) , - V(el -e2 )(ea-e.) 

Wenn der complexen Grosse u alle dem Gebiete 

u = ± tw 2 ± t'w~ 

angehorenden Wertbe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function 
H/~ 6u . I v(el -e.)(ea-e2)-6 klemer as 1, gleich 1 ,grosser als 1, 

.u 

jenachdem das Product (t-t )(t'-t) positiv, gleich Null, negativ ist. 

V d b 'd G" 6tt h b . h lb d G b' on en e1 en ross en tt, -6 a en mner a es e wtes 
.u 

u = ± too. ± t'w; 

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imaginaren Theile 
andererseits dasselbe Vorzeichen. 

Wenn den drei Grossen 0, ill l , ills bei der geometrischen Darstellung die 
Ecken eines s pit z win k I i g e n Dreiecks entsprechen, so entspricht del' Ge­
sammtheit aller Werthe 

u = ± too. ± t' w~ 
die Flache eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken 

± ill l , ± illa , ± w:, welches die Eigenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen 

in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden. 

Entsprechen dagegen den drei Grossen 0, wl ' wa bei der geometrischen 
Darstellung die Ecken eines stu m p f win k 1 i g en Dreiecks, so entspricht der 

Gesammtheit aller Werthe 

u = ± too. ± t'w; (O;;;;t+t' <1, O~t'<·~) 
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die Flache eines geradlinig begrenzten convex en Sechsecks mit den Ecken ± w l , 

± w2 , ± ws ' welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz­

winklige Dreiecke getheilt wird. 
Fur alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie­

gende Werthe des Argumentes u hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten 

,tt (fl., v = 1,2,3) von Null verschiedene und zwar po sit i v e Werthe. 
u"u 

Fur den l!-'all, dass Ws = wJ ist, gilt dieselbe Behauptung fiir alle inner-
halb eines Quadrates 

(0 <t+t'< 1). 

liegenden Werthe des Argumentes. 

53. 

Es moge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (2w l , 2ws) 

des Argumentes u einer Function gJ (u I wl ' ws ) so gewahlt sei, dass den Grossen 
0, wl ' Ws bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen 
Dreiecks entsprechen. (V ergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller 

Werthe 

die Flache eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grossen wl , wl + Ws = w 2 , Ws ent­
sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch 
drei geradlinige Strecken verbunden, so wird die Flache des betrachteten Drei­

ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf 
diese Weise das N etz del' Oberflache eines Tetraeders, welches die Eigen­
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Lange haben. Jedem 

Punkte der Oberflache dieses Tetraeders wird ein Werth der Function gJ(u I W l , ws ) 

zugeordnet und durch Vermittelung diesel' Function wird die Oberflache des 
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der 

Function gJu geometrisch darstellen, in der Art zusammenhangend und in den 
kleinsten Theilen ahnlich abgebildet, dass die Punkte beider Flachen einander 
gegenseitig in eindeutiger vVeise entsprechen. 

Wenn das el'wahnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges ubergeht, 

so tritt an die Stelle del' Obel'flache des betrachteten Tetraeders die doppelt zu 
denkende Flache eines e benen Rechtecks, dessen beide Blatter liings del' ganzen 
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Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenhangen. 
(Vergl. die Abhandlung: Conforme Abbildung der Oberfiache eines T~traeders 
auf die Oberfiache einer Kugel. Journal fur Mathematik, Bd. 70. S. 121 -136. 

H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. S. 84-101.) 

Die Flache des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken 

den Werthen ±0>1' ±o>s' ±(O>S-O>I) entsprechen, hat die Eigenschaft, durch die 
drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke 
getheilt zu werden. 

Fur aIle Werthe des Argumentes u, welche den innerhalb des erwahnten 
Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs 

Quotienten ~t' (p., '/I = 1,2,3) von Null verschiedene und zwar p ositi ve Werthe. 
~lIU 

Aus diesem Satze kann die in den Gleichungen (2.) des Art. 28 enthaltene 
Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der C5-Functionen vorkommenden 
W urzelgrossen hergeleitet werden. 

Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante 
als Functionen des Periodenverhaltnisses. 

54. 

Die Grosse k2 = e2= es = ~:«OO \\'t)) ist, vergl. auch die Formel (6.) des Art. 32, 
e1 es "'s 't 

eine eindeutige analytische Function des Verhaltnisses 't = lOs der beiden Perio-
WI 

den eines primitiven Periodenpaares (20)1' 20>s)' 
Diese Function moge mit 6 ('t) bezeichnet werden. 
Man setze 't = a + pi, wo a und p zwei reelle veranderliche Grossen be­

zeichnen. Wahrend die Grosse a alle reellen Werthe annehmen kann, ist die 
Veranderlichkeit der Grosse p auf positive Werthe beschrankt. 

Der Gesammtheit alIer Werthe 

't = a+ Pi 

entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexen Grosse 't die Flache 
eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreise begrenzten Kreisbogen­
d rei e c k s T, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses 
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Kreisbogendreiecks entspricht dem Werthe {j = +=, die beiden anderen ent­

sprechen den vVerthen 1: = 0 und 1: = 1. Wenn die Veriinderlichkeit der 

Grosse 1: auf das Gebiet T beschriinkt wird, so ist das geradlinige Dreieck, 

dessen Ecken den Werthen 0, 1, 1: entsprechen, ein s pit z win k 1 i g e s. Dieses 

Dreieck geht in ein r e c h t win k 1 i g e s ii.ber, wenn 1: einen der Werthe 

l+{ji (P>O) {ji (P> 0) IX + iVIX(l-lX) (O<ct<l) 

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T angehorenden Punkten 
entsprecheu. 

Liings der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function 6 (1:) = k2 alle 

reellen Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an. 

Fiir die Werthe del' Grosse 1: 

f3i (P=+=",O) 

liegen die Werthe der Function 6 ( 1:) = k2 beziehlich in den Intervallen 

-= .. ·0 0· .. 1 1· .. +=. 

1m Inneren des Bereiches T nimmt die Function 6 (1:) alle complexen Werthe 

mit po sit i v imaginiirem Theile und zwar jeden derselben n u rei n mal an. 

Del' einbliittrigen Fliiche des Kreisbogendreiecks T entspricht daher bei 

del' geometrischen Darstellung del' vVerthe del' complexen Grosse 6 (1:) = k2 die 

einbliittrige Fliiche. der auf del' positiven Seite del' Axe des Reellen liegenden 

Hal be ben e, in del' Art, dass die Punkte beider Fliichen einander gegenseitig 

in eindeutiger vVeise zugeordnet werden. 

Die Function 6 (1:) nimmt alle complex en Werthe mit neg a t i v imagi­

narem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grosse 1: alle dem 

Gebiete 

angehorenden vVerthe beigelegt werden. Diesen Werthen entspricht bei del' 

geometrischen Darstellung del' Werthe del' complex en Grosse 1: die Fliiche 

eines zweiten Kreisbogendreiecks, welche mit Tl bezeichnet werden mage. 

J e zwei in Bezug auf die Gerade IX = 0 symmetrisch liegenden Punkten del' 

beiden Bereiche T und Tl entsprechen conjugirte complexe ,¥ erthe del' Grosse 

fJ (1:) = k2 • 

Znm Gebranche der elliptischen Fnnctionen. Zweite Ausgabe. 11 
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Durch symmetrische Wiederholung in Bezug auf seine drei Seiten *) ent­

stehen aus dem Kreisbogendreieck T ausser dem Kreisbogendreieck Tl noch 

zwei andere; durch entsprechende symmetrische Wiederholung der entstandenen 

Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich viele 

Kreisbogendreiecke, deren FHichen die ganze Halbebene (3 > 0 liickenlos und 

einfach ausfiillen. 

J edem deljenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T durch 

eme endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden, ent­

spricht bei der durch die :Function 6 ('t) = k2 vermittelten conformen Abbildung 

die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen 

liegende Halbebene, jenachdem die Anzahl der erwahnten symmetrischen 

'Viederholungen eine grade oder ungrade ist. 

Die beiden Transformationen der Grosse 't 

sowie alle Transformationen del' Grosse 't, welche aus diesen beiden durch Zu­

sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 6 ('t) = k2 unverandert. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine Transformation 't II p' + q'-r:, in welcher 
p+qT 

p, q, p', q' vier beliebige, nul' den Bedingungen pq'- qp' = 1, P - 1, q == 0, 

p' _ 0, q' _ 1 (mod. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen. 

Aus dem U mstande, dass die Flache des Kreisbogendreiecks T und die 

Flachen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen­

dreiecke die Halbebene (3 > 0 liickenlos und einfach ausfiillen, wahrend die 

Function 6 ('t) j eden del' 'Verthe, welche sie innerhal b des Ge bietes T annimmt, 

innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass, 

falls k2 einen von 0, 1 und = verschiedenen Werth hat, und 'to eine VV urzel del' 

Gleichung 6('t) = k2 bezeichnet, aIle anderen Wurzeln diesel' Gleichung durch 

die Formel 't = ~!;~:o gegeben werden, in welcher p, q, p', q' vier ganze Zahlen 

von del' angegebenen Beschaffenheit bezeichnen. 

Es besteht iiberhaupt der Satz: J enachdem die vier ganzen Zahlen 

*) Unter der symmetrischen Wiederholung einer Figur in Bezug auf eine Kreislinie versteht 
man diejenige Figur, welche aus der betrachteteu durch Verwandlung mittelst reciproker Radien hervor­
geht, falls der Mittelpunkt jener Kreislinie zum Transformationsmittelpunkt und das Quadrat des Radius 
dieser Kreislinie zur Transformationspotenz gewahlt wird. 
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p, q, p', q' ausser der Bedingung pq' - qp' = 1 mit Bezug auf die Tabelle (5.) des 

Art. 33 den Bedingungen des Falles 

I, II, III, IV, V, VI 

genligen, ist der Werth von 6 ( p' + q'T) 
p+qT 

gleich 

o ('t), 6 (t) 1 1 O(t)-l 
1-6(t). 

O(t)-l ' o (t) , 1-0(t) , 0(T) , 

J ede diesel' Grossen ist gleich einem del' sechs Werthe des durch die vier 

Grossen =, el , e., ea bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel­

verhaltnisses. 

55. 

Durch die Transformation 't II-~ geht das Gebiet Tin das Gebiet Tl libel', 

indem den Ecken + =i, 0, 1 des Gebietes T beziehlich die Ecken 0, + =i, -1 

des Gebietes Tl zugeordnet werden; del' Werth 't = i entspl'icht bei diesel' Trans­

fOTmation sich selbst. 

Bei den Tl'ansformationen 't 111~ T und 't II T -::-1 entspricht das Ge biet T ~ich 
selbst, indem den Ecken +=i, 0, 1 desselben die Ecken 0, 1, +=i, beziehungs­

weise 1, + =i, 0 zugeordnet werden. Bei diesen beiden Tl'ansfol'mationen bleibt 

del' Werth 't = t (1 + V3 i) ungeandert. 

Das Gebiet T wird durch die Gerade IX = -} und durch die beiden mit dem 

Radius 1 um die Punkte 't = 0 und 't = 1 als Mittelpunkte beschriebenen Kreis­

linien in sechs Kreis bogendreiecke mit den Winkeln 0, t 1t, t 1t getheilt. Diesel' 

Theilung des Gebietes T entspricht bei del' durch die Function 6 ('t) = k2 ver­

mittelten conform en Abbildung desselben aufeine Halbebene eine Theilung del' 

letzteren in sechs Kreisbogendreiecke mit den 'Winkeln t1t, i-1t, -~-1t. Die im 

Inneren del' Halbebene liegenden Begrenzungslinien diesel' DrEiiecke werden ge­

bildet von der durch den Punkt k2 = t hindurchgehenden, auf der Begrenzung 

del' Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte k' = 0 

und k2 = 1 als Mittelpunkte mit dem Radius 1 beschriebenen Kreisen. 

Wird das Gebiet Tl und die demselben entsprechende auf del' negativen 

Seite del' Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt, 

11 * 



84 Absolute Invariante. Art. 55. 

so ergibt sich eine Theilung der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen 
Grosse kS geometrisch-darstellen, in zwolf Kreisbogendreiecke. 

Wenn Us und U3 die im Art, 5 (3.) erkliirte Bedeutung haben, so bestehen 
die Gleichungen 

[(1 + k2)(2_k2) (1-2k2)y 
27 [k2(1_k2)]2 

Die Grosse g:!~7g:' eine zu dem primitiven Periodenpaare (2(1)1' 2(1)3) ge­

horende a b sol ute I n va ria n t e, ist eine eindeutige anal ytische Function des 
Periodenverhiiltnisses 't, welche mit j ( 't) bezeichnet werden moge. 

D h d· F . 4(1-k!+ k4)3 '() • d' £, Abb'ld urc Ie unctIOn 27[kS(1-k2))2 =J 't Wlr eme con orme 1 ung 

der Fliiche jedes der erwiihnten zwOlf Kreisbogendreiecke auf die Fliiche einer 
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Fliiehen 
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden. 

U eberhaupt gilt folgender Satz: 
Liings der Begrenzung des Ge bietes 

-r = a+fji (02"'<t, (:l>VI-a2 ) 

3 

nimmt die absolute Invariante 3 g~7 2 =j('t) aHe reellen Werthe und jeden 
gg- gs 

derselben n u rei n mal an; fiir die Werthe des Periodenverhiiltnisses 't 

fji (P=+oo··.l) ; a+i\/1-a2 ("'=o ... !-); f+fji «(:l=-H's",+oo) 

liegen die Werthe von j( 't) beziehlich in den Intervallen 

+00 .. ·1 1··· 0 0"'-00. 

Die absolute Invariante j ('t) nimmt aHe complexen Werthe mit neg a t i v oder 
po sit i v imaginiirem Theile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem 
Periodenverhiiltnisse 't aHe dem Gebiete 

-r=a+fji, -r=-a+{3i (O<a<-h p>VI-a') 

angehorenden Werthe beigelegt werden. 
Alle Wurzeln der Gleichung j('t) = j('to) .sind gegeben durch die 

Gleichung 

P,+,,'-. -r'- __ "'_0 
- p+q-.o 7 
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in welcher den Grossen p, q, p', q' aIle Systeme von ganzen Zahlen beizulegen 
sind, welche der Bedingung pq' - qp' = 1 geniigen. 

Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter­
suchungen sich beziehende Literaturangaben. 

De d e kin d, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen , Journal 
fiir Mathematik, Band 83, Seite 265ff. 1877. 

:F. K 1 e in, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema­

tische Annalen, Band 14, Seite 111 if. 1878. 

Weierstrass, Zur Theorie del' elliptischen Functionen, Sitzungsberichte 

del' Koniglich Preussischen Akademie del' Wissenschaften zu Berlin, 
Jahl'gang 1883, Seite 1271 ff. 

N ormalform der elliptischen Integrale. erster, zweiter, dritter A.rt. 

56. 

Die zu einel' elliptischen Function q; ( u) gehorende Integralfunction f q; ( u) du 
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt, im Allgemeinen aus vier 
vel'schiedenal'tigen Bestandtheilen: 

1. einem Gliede von del' FOl'm Co' u, 

2. einem Aggregate von Gliedern von del' Form -'i.0C~, ~'(u-~,,), welches 

sich nachi\..rt.ll (5.) durch ein Glied von derForm -('i.I'C~), g'(u) und 
eine elliptische :Function des Argumentes u ersetzen liisst, 

3, einem Aggregate von Gliedern von del' Form 'i."C,.log<5 (u-v,.) , welches 
sich in Folge del' Gleichung 'i.,.G0= 0 (Art. 16 (2.)) unter Hinzunahme 
einer additiven Constante auf die Form 'i.;C0Iog <5iVft~U) bringen liisst, 

u Vu 

wobei die Summation 'i.; iiber aIle diejenigen Werthe des Index f.£ zu er-

strecken ist, fiir welche die Grosse V0 del' Null nicht congruent ist, 

4. einer elliptischen Function des Argumentes u, welche zu demselben 
Periodenpaare (200, 200') gehort, wie die Function q; (u), 

Hiernach ergibt sich, wenn q;1( u) eine zu dem Perioderipaare (200, 200') ge­
horende elliptische Function des Argumentes u bezeichnet, aus del' Formel des 
Art. 17 die folgende: 

(1.) Jr.p(u)du = 00·u-('i.0Q:) ~'(u)+'i.;00Iog <5~~~v:) +r.pl(U). 
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Entsprechend del' in den Art. 48-50 gebrauchten Bezeichnungsweise 

moge mit S del' Werth del' zu del' elliptischen Function cp (u) gehorenden Function 

gou, mit VS einer del' beiden vVerthe del' Quadratwurzel aus del' Grosse 

S = 4s3-92s-93 bezeichnet werden. 
Die Gesammtheit del' Werthe, welche die als :Function des Argumentes s 

betrachtete Grosse u fiir einen beliebigen ,\Verth So del' Grosse s unter del' Be­

dingung annehmen kann, dass, wenn V So einen b est i m m ten del' beiden 

Werthe del' Quadratwurzel aus del' Grosse So = 4s~ - 92 So - 93 bezeichnet, fur 

jeden diesel' Werthe die Gleichung go'u = -VSo erfullt ist, stimmt uberein mit 

del' Gesammtheit aller deljenigen Werthe, welche das ell i p tis c he In t e g I' a 1 

erster rt -=- unter er oraussetzung anmmmt, ass Ie ntegratlOn A J= ds d V . d d' I . 
- VS 

(80 ,1,180 ) 

von dem Werthepaare s = SO, VEI = VBo ausgehend Hings irgend eines Weges 
bis zum Werthe s = = erstreckt wird. 

Bezeichnet 1,l0 irgend einen beliebigen diesel' Werthe, so sind aIle iibrigen 

in del' Formel It = U o + 2p..w + 2p..'w' enthalten, in welcher den Coefficienten p.., p..' 
alle ganzzahligen positiven und negati yen Werthe einschliesslich des Werthes 

Null beizulegen sind. 
Die Perioden 2w, 2w' des Argumentes del' elliptischen Function cp(u) und 

del' zu diesel' Function gehorenden :Function gou, heissen daher auch Perioden 

des ell i p tis c hen In t e g r a 1 s e l' s tel' Art tt = J= d~ . 
(8,1,18) VS 

Wenn del' Werth dieses elliptischen Integrals erster Art mit J(s, VS) be­

zeichnet wird, so ist die Gleichung 

( 2.) .- J= ds 
%t = J(s,VS) = _ VS 

(8,1,18 ) 

mit dem gleichzeitigen Bestehen del' beiden Gleichungen 

( 3.) VS = -go'u 

vollsUindig gleichbedeutend. 

Als N Ol'malform eines e 11 i p tis c hen I n t e g r a 1 s z wei tel' Art kann 

die Function ~' (u) erklart werden, vorausgesetzt, dass del' Werth auch diesel' 



Art. 56. Elliptische Integrale del' drei Al'ten. 87 

Grosse als Function des Argumentes s betrachtet wird. Es besteht namlich die 
Gleichung 

( 4.) 6' _1(8,1/8) sds 
-(u)- ---=, 
6 VS 

wenn die Integrationsconstante in del' auf del' rechten Seite diesel' Gleichung 

stehenden Integralfunction durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die fur 

hinlanglich grosse Werthe des absoluten Betrages del' Grosse s geltende Ent­

wickelung eines Zweiges diesel' Integralfunction die Gestalt 

(5. ) 

annimmt, wobei 

vS = 2Vs s+cx'-.:.2.·--~·-+· .. .1- - [ q 1 g 1 ] 
8 s 8 S2 

zu setzen ist. 

Wird del' Werth diesel' Integralfunction mit J' (s, VB) bezeichnet, so er­

gibt, wenn u irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigenden Werth 

bezeichnet, del' 'Werth del' Function g' (u) einen Werth des elliptischen Integrals 

zweiter Art 

, .1- 1(8,1/8) sds 
J (s,v S ) = VB' 

Bei Vermehrung des Argumentes u um 2m, beziehungsweise um 2m', andert 

sich del' Werth del' Function g' (u) um die Grosse 21), beziehungsweise um die 

Grosse 21)'. Dieselben zusammengehorenden Aenderungen del' Werthe del' 

Grossen u, ~' (u) konnen durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen del' In­

tegrationswege fur die Integrale 

1(8,1/8) sds 

VB 

herbeigefuhrt werden. 

Die Grossen 21), 2'1J' heissen daher auch die den. Perioden 2m, 2m' des 
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elliptischen Integrals erster Art 

,1- foo ds 
J(s,v8 ) = VB 

(s,VS) 

entsprechenden Per i 0 den des ell i p tis c hen I n t e g I' a I s z wei tel' Art 

J '( 18- _ j(S,VS) sds 
S,\ ) - VB' 

Ais Normalform eines ellip tischen Integrals dd tter Art kann 
die aus del' Function t ~'u+~'v durch Integration in Bezug auf die Grosse u 

~u-~v 

hervorgehende Integralfunction 

( 6) j1 ~'u+~'v du = log 5(v-u) + 5'(v) .u+ 0 
• 2 ~u-~v 5u5v 5 vergl. Art.l1 (5.) 

erklart werden. 
Die von dem Argumente u unabhangige veranderliche Grosse v, welche 

Par a met e r des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden 
kann, darf wedel' den W erth Null, noch einen dem Werthe Null congruenten 
Werth annehmen. 

Wenn del' in dem Ausdrucke fiir das betrachtete elliptische Integral 
dritter Art auftretenden Integrationsconstante C del' Werth Null beigelegt wird, 
so erhalt das constante Glied in del' fUr die Umgebung des Werthes u = 0 gel­
tend en , nach Potenzen del' Grosse u fortschreitenden Entwickelung mit dem 
Anfangsgliede -logu 

(7.) jf :':~:': d~ = -logu+O-fflv·u2 +tfl'V·U3 + ... 

ebenfalls den Werth Null. Unter dieserVoraussetzung ergibt sich, wenn die 

Grossen s, VB die durch die Gleichungen (3.) dieses Art. festgestellte Bedeutung 

haben und die Grossen so, VSo durch die Gleichungen So = f.Jv, \jSo = -flv 
bestimmt werden, als N ormalform eines elliptischen Integrals drittel' Art del' 
Ausdruck 

(8.) log 5(v-1:0..+.2:(v).u =j(S,VS) -! vs+vs. ~ 
GuGv 5 • s-so VS' 

dessen Werth mit J(s,VBjso,VSo) bezeichnet werden moge. 
Durch Vel'tauschung del' beiden Grossen u und v el'gibt sich 

5 (u - v) 5' . _ ,,- . ,,-
log Gu5v +6(u) v - J(so,vSo,s,vS ), 
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es besteht daher die Gleichung 

(9.) J(s, 'V-S; sO, VSo) - J(so, VSo; s, IV-B) = u ~' (v) - v g' (u) + (2no+ 1) TCi, 

in welcher no eine ganze Zahl bedeutet. 
Diesem Satze entspricht in der Leg end r e - J a cob i schen Theorie der 

elliptischen Integrale der Lehrsatz tiber die Vertauschung von Parameter und 
Argument bei elliptischen Integralen dritter Art. 

Bei Vermehrung des Argumentes u um 2m, beziehungsweise um 2m', 

andert sich der 'Verth des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art be­
ziehungsweise um 

(10.) -21Jv + 2m g' (v) + 2nTCi, - 21J'v + 2m' g' (v) + 2n'TCi, 

wobei n, n' zwei ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er­
orterung erfordert. Diese Grossen sind daher Per i 0 den des ell i p tis ch e n 
Integrals dri tter Art 

( 11.) jU1- 6°'u+f,J'v du = 10 6(v-u) + u 6' (v) =j(8,V-S)1.. VB + VB. ds = J(s 'rs·s "S) 
2 f,JU-f,JV g 6u6v 6 2 s-so VB ,VIJ, 0' V 0 • 

Aus dem V orstehenden ergibt sich, dass die zu einer elliptischen Function 

"Cfi (u) gehorende Integralfunction f q; ( U ) du darstellbar ist durch ein Aggregat be­
stehend aus 

1. einem elliptischen Integrale erster Art, 
2. einem elliptischen Integrale z wei t erA r t, 

3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen dritter Art, 

4. einer rationalen Function der ('j-rossen s = f.Ju und VB = -f./u • 

.A.dditionstheoreme der elliptischen Integrale. 

57. 
Wenn 

Xo = ~9~{0, Xl = ~9Ul' 

Yo = -~>/uo, y, = -~'Ul' 

X 2 = ~U2' 
Y2 = -~9'U2' 

Xs = ~us, 

Ya = -~'ua, 

gesetzt wird und die Integralfunctionen J(aJ, y), J'(aJ, y), J(aJ, Yi aJo' Yo) die im vor­
hergehenden Art. erklarte Bedeutung haben, so bestehen folgende Gleichungen : 

Zum Gebrauche der elJiptischeu Functionen. Zweite Ansgabe. 1 2 
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( 1.) 

( 2.) 

( 3.) 

Perioden der elliptischen Integrale. Art. 58. 

Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf del' linken 
Seite einer diesel' Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche del' 

unendlich vielen Werthe beigelegt werden, die dieselben annehmen konnen, 
die Summe einem del' unendlich vielen Werthe gleich ist, welche die auf del' 

rechten Seite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann. 

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen 
entspringenden Integralfunctionen. 

58. 

Unter einer Periode del' aus einer beliebigen elliptischen Function cp (u) 
entspringenden Integralfunction fcp (u) du ist jeder Werth zu verstehen, welchen 

das bestimmte Integral 

unter del' Bedingung annehmen kann, dass die Function cp (u) fiir keinen Punkt 
des - im U ebrigen belie big, abel' von endlicher Lange zu wahlenden - Integra­
tionsweges unendlich gross wird. Die Grosse 2iO bezeichnet hiel'bei eine belie­

bige Pel'iode des Al'gumentes del' Function cp( u), einschliesslich des Werthes Null. 
Wenn die Grosse 2 iO den vVerth Null hat, so ist del' Integrationsweg ein 

g esc h los sen e r. Es bezeichne kf' die Summe del' Zahlen, welche die An­
z a h 1 un d den Sin n del' Win dun g en dieses geschlossenen Integrations­

weges urn die Punkte 
2 ' , vf,+2moo+ moo (m, m' = o,± 1, ±2, ... ±=) 

angeben, und von denen stets nul' eine endliche Anzahl von Null verschieden 

ist. Dann ist das langs des betl'achteten Integrationsweges zu el'stl'eckende 

Integral 
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mithin hat das Hings desselben Weges zu erstreckende Integral fUorp (~~) du, wenn 
110 

die Function <p(u) auf die im Art. 16 (3.) gegebene Gestalt gebracht wird, den 
Werth 

~"2~,, Cf'7ti, ( Ii' = 1, 2, 3, ... 111 ) • 

Del' 'Yerth des Integrales l uorp (U)dU ist also stets bestimmbar, wenn der 
. U o 

Integrationsweg insoweit gegeben ist, dass fiir die in Betracht kommenden 

Werthe v'" die mit k", bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden kannen. 
1st 2 & von Null verschieden, so mage in der Nahe des Werthes Uo ein 

Werth ul so angenommen werden, dass fiir keinen del' geraden Strecke 

(ttl'" U l + 2m) und fiir keinen del' geraden Strecke (ul '" ul + 2m') angehorenden 
Werth des Argumentes U die Function <p (u) unendlich gross wird. Del' vorge­
schriebene vom Werthe Uo zum Werthe Uo + 2& = Uo + 2mm + 2m'ro' fiihrende In­

tegrationsweg werde mit L, ein beliebiger, vom Werthe Uo zum 'Yerthe u1 

fiihrender, keine U nendlichkeitsstelle des Argumentes del' Function <p ( u) ent­
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L" bezeichne den Weg, welcher, 

wahrend die Variable u den Weg L' beschreibt, von der Variablen u+ 2& be­
schrie ben wird. 

Wenn die Variable u nach einander folgende Integrationswege beschreibt, 

e I' s ten s, den vorgeschrie benen vom Werthe Uo zum Werthe Uo + 2 & fiih­

renden Weg L, 
z wei ten s, den vom Werthe Uo + 2 & zum Werthe u1 + 2 & fiihrenden 

WegL", 
drittens, den vom Werthe u1 +2& = u;l+2mro+2m'ro' zum Werthe 

ul + 2mro fiihrenden ge r a d Ii ni g en Weg*), 

viertens, den vom Werthe ul +2mm zum Werthe u1 fiihrenden gerad­

linigen Weg, 
fiinftens, den vom Werthe u1 zum Werthe Uo fiihrenden "\Veg L', 

so ist del' aus den fiinf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg, 

welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit L bezeichnet werden mage, 

*) Vel'gl. die Anmerkung auf Seite 32. 

12* 
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em g esc hI 0 sse n e r; es besteht daher, wenn die im V orhergehenden mit kp. 

bezeichneten ganzen Zahlen sich auf den Integrationsweg L beziehen, die 
Gleichung 

JUo 
cp(u)du 

Uo 

j UO+2W jUI+2W lu;+2w jUI+2mw JUI 

= cp(u)du + _cp(u)du- cp (u) du- <p(u) d~£- cp(u)du 
Uo Uo+2w ttl +2mw UI Uo 

(L) (L) (L") (L') 

= ~2kp.Op.'lti, (1£ = 1,2, ••• m). 

Es ergibt sich also die Gleichung 

j UO+2W lU;+2w lUI+2w' 
(1.) <p(u)du = m cp(u)du+m' cp(u)du+~2k,...Op.'lti. 

~ ~ ~ 
(L) 

Unter den Grossen 0,... besteht die Relation I.,...O,... = 0; es konnen zwischen 
denselben Grossen noch andere Relationen von der Form I.,...rp.O,... = 0 bestehen, 
in denen die Coefficienten r,... ganze Zahlen sind. Es ist stets moglich, aus den 
Grossen 0 1 , O2 , ••• Om andere Grossen ~1' ~2' ... ~I;' durch Addition und Sub­
traction in der Weise zusammenzusetzen, dass auch umgekehrt jede der Grossen 
0 1 , O2,,'' Om durch Addition und Subtraction aus den Grossen ~1' .,. ~I;' zusam­
mengesetzt werd~n kann, wiihrend unter den letzteren Grossen keine homogene 
lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten besteht. 

Es geht in diesem Fane der Ausdruck 

~,u2kp.Op.'lti 

in einen Ausdruck von der Form 

(/L=1,2, ••. m) 

~,,2IIlv~,,'lti (v=I,2,···(I) 

iiber, wo die Coefficienten m" ganze Zahlen sind. 
Wird nun 

l UI + 2W 
(2.) <p(u)du = a, 

u, 

I U~+2W' 1 cp(u)du = a', 
UI 

gesetzt, so ergibt sich 

(v = 1,2""(1) 

( 3.) (v = 1,2'''·(1). 



Art. 58. Perioden der elliptischen Integrale. 93 

Da es nun, wenn die Wahl der Grosse 200 = 2mro+ 2m'ro' keiner Be­
schrankung unterliegt, stets moglich ist, solche Integrationswege anzugeben, 

fur welche eine beliebige der Zahlen m, m', ml , m2,'" me den Werth 1, alle 
ubrigen aber den Werth 0 erhalten, so bilden die Grossen $2, $2', ,Ql' ,Q2' ... $2e 
ein System primitiverPerioden derFunctionf<p(u)du, aus denen sich alle ande­
ren Perioden dieser Function durch Addition und Subtraction zusammensetzen 

lassen. 
Zum Zwecke der Darstellung der Function <p(u) in der im Art. 16 (3.) 

angegebenen Form konnen die Grossen vI' so gewahlt werden, dass jede der­
selben innerhalb des durch dieWerthe Ul,ul +2ro,ul +2ro+2ro',Ul +2ro' be­
stimmten Periodenparallelogramms 

(O<t<l,O<t'<l) 

liegt. 
Wird die veranderliche Grosse v gleichfalls der Beschrankung unter­

worfen, innerhalb dieses Periodenparallelogramms zu liegen, so ergeben sich 
die Gleichungen 

a lU1 +2Ul 6 , 
av 6(u-v)du = -21j, 

U 1 

a lU1+2Ul' 6' , a 6(u-v}dt~ = -21j 
V U1 

und, wenn v', v" ebenfalls dem Inneren des erwahnten Periodenparallelogramms 
augehoren, 

( 4.) I LU1+2Ul[6' 6' ] u. 6(U-V")-6(U-V') du = -21j(v"-.v'), 

, U1+2Ul' , L [~ (U-V")- ~'(u-v')1du = -21j'(v"-v'). 

Da der Gleichung (1.) des Art. 56 in Folge der Relation "£.1'01' = 0 die 
Form 

(5.) (jI(u) = OO+~l'q,[~'(U-vl')- ~'(U-V')]-(~O~) tu ~'(u)+ d(jld~U) 

gegeben werden kann, so ergeben sich aus den Gleichungen (4.) fur die Pe­
rioden ,Q, ,Q' folgende Ausdriicke: 

( 6.) 
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Durch die Gleichungen (1- 6.) ist die Aufgabe der Bestimmung der Pe­
rioden der aus der elliptischen Function qJ (u) entspringenden Integralfunction 

f qJ ( u) du in allgemeinster Weise gelOst. 

59. 

Diese allgemeine Bestimmung der Perioden solI jetzt fUr die Normalform 

des elliptischen Integrals dritter Art specialisirt werden. 
Die Grosse v moge, wenn IX, {3 zwei reelle Grossen bezeichnen, auf die 

Form 21Xoo+ 2{3oo' gebracht werden; mit 1X0' {3o mogen diejenigen ganzen Zahlen 
bezeichnet werden, fur welche die Differenzen 1X-1X0, {3-{3o nicht negativ und 
kleiner als 1 sind. 

Unter diesel' Voraussetzung bestehen, wenn a, a' positive Grossen von 
angemessener Kleinheit bezeichnen, folgende aus den im vorhergehenden 
Art. entwickelten allgemeinen Formeln durch Specialisirung sich ergebende 

Gleichungen: 

wenn {3- (3o > 0 
und 0 < 2.' < 2 ({3-{3o), 

wenn 1X-lXo> 0 
und 0 < 2.< 2(1X-lXo), 

wenn 0 < 2.' < 2-2 ({3- (3o), 

wenn 0 < 2. < 2 - 2 (IX - lXo) • 

Das Bestehen del' Gleichung (1.), beziehungsweise del' Gleichung (2.), ist 

an die Bedingung geknupft, dass {3-{301 beziehungsweise 1X-lXo ' einen von Null 
verschiedenen Werth hat; ist hingegen {3 - {3o = 0, beziehungsweise IX -lXo = 0, 

so bestehen die Gleichungen: 

wenn {3 = {3o, 0 < 2.' < 2, 

wenn IX = lXo, 0 < e < 2. 
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60. 

Zur Bestimmung der Werthe, welche die Integrale 

1W ' -g;iv 
---du 

o SJU-SJV 

95 

annehmen, wenn die Integrationen der getroffenen Festsetzung zufolge auf 

directem VVege ausgefiihrt werden, kann folgende, von den in den beiden vor­

hergehenden Artikeln enthaltenen Untersuchungen unabhangige Schlussweise 

dienen. 

Aus Art. 11 (3.) ergibt sich die Formel 

( 1.) 

Die Grosse v moge, wenn a, {j zwei r e e 11 e Grossen bezeichnen, auf die 

Form 2aw + 2{jw' gebracht werden; mit ao , {jo mogen diejenigen g an zen Zahlen 

bezeichnet werden, fiir welche die Grossen a- IXo' (j - 130 nicht negativ und kleiner 

als 1 sind. 

Damit das erste, beziehungsweise das zweite der heiden zu Anfang dieses 

Art. betrachteten Integrale eine bestimmte Bedeutung habe, darf die Grosse 

13-130' beziehungsweise die Grosse a-ao nicht gleich Null sein. 

Aus Gleichung (1.) ergeben sich die Ausdriicke 

, w' _ 'v ' 1 -~-du = 27J'V-2w'-El(v) +n''lt'i 
o 9/1-rv <5' 

wo n, n' ungrade ganze Zahlen bezeichnen. 

Wenn die GTosse v von dem Werthe 2aw + 21300' ausgehend auf directem 

Wege in den Werth (2ao + 1) ill + (2130 + 1) 00' iibergeht, so konnen sich die Werthe 

del' beiden bestimmten Integl'ale und die Wel'the der Ausdriicke 

nicht andel'S als stetig andel'll; bei dies em Uebergange behalten daher die beiden 

ganzen Zahlen n, n' ihre W ertheunverandert beL VVenn aber der Grosse v der 

Werth (2ao + 1) ill + (2130 + 1) 00' beigelegt wird, so nehmen die beiden bestimmten 
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Integrale den Werth 0, die Ausdriicke 

21Jv-2m ~'(v), 

beziehlich die Werthe (2J30 + 1) 'lti, - (21X0 + 1) 'lti an, es erge ben sich 
also fiir die ganzen Zahlen n, n' die Werthe 

( 3.) n' = 21X0+ 1. 

U nter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass J30 = 0 ist, 

beziehungsweise dass 1X0 = 0 ist, ergeben sich folgende specielle Gleichungen: 

( 4) 1(0 -t./v 6'· . du = 21Jv-2m--(v)-TC~ 
SJu-SJv 6' o 

v = 2IXm + 2J3m', (ubeliebig, O<~<l), 

1(0' 'v . 
(5.) -SJ du = 21J'v-2m'~(V)+TCi, 

o ~-;Ju-SJv 
v = 2IXm + 2J3m', (0 < u < 1, ~ beliebig). 

61. 

Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function r.p ( It), zu welcher 
die Integralfunction bestimmt werden solI, als Quotient zweier ganzen homo­
genen Functionen desselben Grades der vier C5-Functionen C5u, C51u, C52u, C5su, 

gege ben ist. 

Fiir jede solche l!'unction ist mindestens eins der fiinf Periodenpaare 

(2m, 2m'), (4m, 2m')' (2m,4m'), (4m, 2m + 2m') , ( 4m, 4m') 

ein Periodenpaar des Argumentes. 
Mit (200, 200') mage irgend ein bestimmtes Periodenpaar des Argumentes 

der Function r.p (u) bezeichnet werden. 
Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu Grunde 

gelegte Function C5 (u I w, w') durch die Function C5 (u 100, 00') ersetzt, so kann die 
Function r.p(u) auf die im Art. 58 (5.) angegebene l!'orm gebracht werden und es 

erg eben sich dann die Perioden der aus der Function r.p (u) entspringenden Inte­

gralfunction f r.p (u) du aus den in demselben Art. entwickelten Gleichungen. 
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