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Vorwort.

Durch die Bearbeitung und die Herausgabe der vorliegenden Sammlung
von Formeln und Lehrsétzen glaube ich allen denen einen wesentlichen Dienst
zu leisten, welche sich tiber die Theorie der elliptischen Functionen auf Grund
der von Herrn Weierstrass in die Wissenschaft eingefiithrten Behandlungs-
weise unterrichten wollen; ebenso glaube ich denen zu niitzen, welche von
dieser Theorie Anwendung zu machen wiinschen.

Die neuen Normalformen und die neuen Bezeichnungen werden, da sie
neben grosstmoglicher Einfachheit in theoretischer Hinsicht den bisher be-
vorzugten Normalformen und den #lteren Bezeichnungen gegeniiber einen
héheren Grad praktischer Brauchbarkeit besitzen, in vielen Abhandlungen und
zusammenfassenden Werken tber elliptische Functionen, sowohl des Inlandes
wie des Auslandes, bereits in ausgedehntem Masse angewendet. Es ist zu er-
warten, dass dies kiinftig in noch héherem Masse der Fall sein wird.

Bei der grossen Zahl der fiir die Theorie und fiir die Anwendungen der
elliptischen Functionen in Betracht kommenden Formeln, aus denen die in
jedem einzelnen Falle am meisten geeigneten, beispielsweise die fiir die Aus-
fithrung numerischer Rechnungen zweckmissigsten, ausgewéhlt werden miissen,
ist eine wohlgeordnete Sammlung zuverldssig richtiger Formeln aus dieser
Theorie zur Zeit ein fast unentbehrliches Hiilfsmittel fiir den Forscher. Aber
auch dem Universititslehrer, der die Theorie der elliptischen Functionen oder
Anwendungen derselben zum Gegenstande seiner Vorlesungen macht, gewihrt
eine Formelsammlung, welche von den Studirenden wéhrend der Vorlesungen
benutzt werden kann, bedeutende Erleichterung, da es bei Zugrundelegung
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einer solchen Sammlung sehr oft geniigt, die Methode der Herleitung der
einzelnen Formelsysteme anzugeben, ohne dass es nothig ist, auf die Einzel-

heiten der Rechnung niher einzugehen oder sémmtliche Formeln vollstindig zu
entwickeln.

Diese Erwigungen haben mich zur Bearbeitung und zur Herausgabe der
vorliegenden Sammlung veranlasst. Ausser Formeln und Lehrsitzen zum Ge-
brauche der elliptischen Functionen, welche sich auf die neuen Normalformen
beziehen, enthdlt dieselbe in Riicksicht auf die Anforderungen des praktischen
Bediirfnisses ein ausgedehntes System von Formeln, mit deren Hiilfe der Ueber-
gang von der alten zu der neuen Bezeichnungsweise ausgefiihrt werden kann.

Bei der Herstellung dieser Formelsammlung habe ich mich der thitigen
Mitarbeit des Herrn Weierstrass zu erfreuen gehabt; Jkein Bogen der ersten
Ausgabe ist ohne die Billigung desselben gedruckt worden.

Die meisten der aufgenommenen Formeln sind, wie schon auf dem Titel
angegeben ist, Vorlesungen oder schriftlichen Aufzeichnungen des Herrn
Weierstrass entnommen; einige Formeln aber sind mit Riicksicht auf das
praktische Bediirfniss erst fiir diese Sammlung ausgearbeitet worden.

‘Die im Art. 15 (Seite 19) mitgetheilte Formel fiir die Function g,%z;
rithrt von Herrn Kiepert her. (Journal fiir Mathematik, Bd. 76, Seite 31.)

Wenn es gelungen ist, in dieser Druckschrift einen hohen Grad der
Correctheit und der Genauigkeit im Ausdrucke zu erreichen, so glaube ich
dies hauptsichlich der eingehenden Kritik zuschreiben zu miissen, welche
Herr Hettner meinem Entwurfe vor dem Drucke desselben hat zutheilwerden
lassen, einer Kritik, fiir welche ich nicht genug danken kann. FEbenso ver-
pflichtet mich die grosse Sorgfalt, mit der die Herren Hettner und von
Mangoldt bei der Priifung der Richtigkeit der Formeln mich unterstiitzt
haben, zu besonderem Danke.

Die bis jetzt zu meiner Kenntniss gelangten bei der ersten Ausgabe iiber-

sehenen Fehler sind aus der auf den Seiten IX und X abgedruckten Zusam-
menstellung ersichtlich.

Die erste, zundchst fiir einen engeren Kreis von Mathematikern bestimmte
Ausgabe dieser Formelsammlung war nach kurzer Zeit vergriffen. Die zweite
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Ausgabe unterscheidet sich von der ersten durch manche Verbesserungen im
‘Wortlaut und durch einige Aenderungen in den Bezeichnungen, von denen
die folgenden hier besonders erwihnt werden mogen.

G'(u)
6 (u)

Zur Bezeichnung der Function

ist von der Abkiirzung %(u) Ge-
brauch gemacht worden.

In den Artikeln 32 und 83 ist H, H,, H,, H, ar die Stelle von h, h, h, h,
gesetzt worden, um einer Verwechselung mit der Bedeutung, welche den
Grossen h, I, h, in den Artikeln 45 und 46 beigelegt wird, vorzubeugen.

In der Tabelle des Art. 33, welche sich auf die sechs verschiedenen Fille
der Transformation ersten Grades bezieht, haben die in der ersten Ausgabe
mit V und VI bezeichneten Fille beziehlich die Ordnungsnummern VI und V
erhalten. '

Mit Riicksicht auf die im Art. 48 erklirten Grossen 8,8 ., @, er-
schien es nicht zweckmissig, die im Art. 40 der ersten Ausgabe den Bezeich-
nungen &, &,, &,, --- beigelegte Bedeutung beizubehalten. Die im Art. 40 der
zweiten Ausgabe erkldrten Grossen &, &, &,, --- héngen von der Grdsse £ eben-
so ab, wie die entsprechenden mit &, 8, $
Grosse 1.

Trotzdem dass bei der zweiten Ausgabe einige Formeln, die in der ersten

... bezeichneten Grossen von der

0,27

nicht enthalten waren, hinzugefiigt worden sind, hat es sich ermdglichen
lassen, dass die Artikelnummern und Seitenzahlen der zweiten Ausgabe mit
den entsprechenden der ersten Ausgabe durchgehends iibereinstimmen.

Bei der Correctur der zweiten Ausgabe bin ich durch Herrn E. Ritter in
dankenswerther Weise unterstiitzt worden.

Hinsichtlich der Schonheit der typographischen Wiedergabe der einzelnen,
mitunter in hohem Grade zusammengesetzten Formeln sind die héchsten An-
forderungen gestellt worden, in der Ueberzeugung, dass durch die Schénheit
in typographischer Hinsicht die Uebersichtlichkeit vieler Formeln ausserordent-
lich gesteigert und damit der Nutzen der Sammlung erhéht wird. Als sachver-
standiger Beirath hat hierbei der Factor der hiesigen G. Reim erschen Buch-
druckerei, Herr C. Barich, mir zur Seite gestanden.

Die Dieterichsche Universitiats-Buchdruckerei in Gottingen, aus der die
gesammelten Werke von Gauss und einige Béinde von Jacobi’s gesammelten
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‘Werken hervorgegangen sind, hat durch die typographische Ausstattung der
vorliegenden zweiten Ausgabe einen neuen Beweis ihrer hervorragenden Lei-
stungsfédhigkeit geliefert.

Gleichzeitig mit dieser Ausgabe der Formelsammlung in deutscher Sprache
erscheint, in dem Verlage von Gauthier-Villars et Fils, eine von Herrn
Henri Padé besorgte Ausgabe in franzdsischer Sprache.

Der ersten Abtheilung beabsichtige ich eine zweite folgen zu lassen,
sobald meine Berufspflichten es mir gestatten werden, die begonnenen Vor-
arbeiten zu einer Fortsetzung und Beendigung dieser Sammlung zum Ab-
schlusse zu bringen.

Berlin, im Mai 1893.

H. A. Schwarz.



Berichtigungen und Zusitze

zur ersten Ausgabe der

“Formeln und Lelvsitze zim Gebrauche der elliptischen Functionen.

Seite 13, Zeile 3 von unten, Art. 12 (1.), ist zu lesen
1) puto) = gm—%g—u %Z—f—%) = gov;%—gv— %_—%)
Seite 16, Zeile 3 von unten ist zu lesen
—C, statt Cy
Seite 43, Zeile 8 von oben, Art. 35 (4.), ist zu lesen
9,(0) = 1—2h+ 2h5— 2K+« - -
Seite 58 —64.
Wenn die Grossen —%, 17, —% tibereinstimmend mit der im Art. 47
und in den Gleichungen (10—17.), (25—32.) des Art. 46 angewendeten
Bezeichnungsweise beziehlich mit

T T.

t, T,, 7. bezeichnet werden, so stehen die

Grossen k, h,, h, und die Grdssen
b &L, &
zu den Grossen T, T; 7T in derselben Beziehung, wie die

Grossen h, [ zu der Grisse 7.

Seite 61, Zeile 1 von unten ist zu lesen
—T7h* 4 ... statt —7R° 4 ...

Seite 75, Zeile 4 von unten
Statt ¢’ ist zu lesen ¢,
Seite 75, Zeile 1 von unten

Statt ¢ ist zu lesen #'.



X Berichtigungen und Zusiitze zur ersten Ausgabe.

Seite 81, Zeile 13 von unten ist zu lesen
liegenden statt liegende

Seite 82, Zeile 14 von oben ist zu lesen

T2+, o+ 150

Seite 85, Zeile 7 von unten ist hinzuzufiigen

wobei die Summation {iber alle diejenigen Werthe des Index w zu
erstrecken ist, fiir welche die Grdsse v, der Null nicht congruent ist,

Seite 90, Zeile 2 von oben, Art.57(2.)
(@)

Seite 96, Zeile 10 von unten ist zu lesen

§ .
Ty —Ty

J’(xl,yl)+J’(x2,y2) = J,(xs;?/a)"‘" Y1—Ya

mindestens ein statt

ein primitives
Seite 96, Zeile 7 von unten ist zu lesen

Ein solches statt Dieses primitive

Berlin im Mai 1893.
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Allgemeine Lehrsitze betreffend diejenigen analytischen Functionen,
welche ein algebraisches Additionstheorem besitzen.

1.

‘Wenn eine analytische Function ¢(u) des Argumentes u die Eigenschaft
besitzt, dass zwischen den zu je drei Werthen des Argumentes

%, v, % v

gehérenden Functionswerthen

o), 90), eu+o)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von « und » unabhingig
sind, so sagt man, dass fiir diese Function ein algebraisches Additions-
theorem besteht, oder dass diese Function ein algebraisches Additionstheorem
besitzt.

Jede analytische Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem
besitzt, hat die Eigenschaft, dass zwischen der Function und ihrer in Bezug auf
das Argument » genommenen ersten Ableitung ¢'(%) eine algebraische Gleichung
besteht, deren Coefficienten von dem Argumente « unabhingig sind.

Der Bereich des Argumentes einer solchen Function kann in jedem Falle
auf alle endlichen Werthe ausgedehnt werden, ohne dass die Function aufhdrt,
den Charakter einer algebraischen Function zu besitzen; denn jede analytische
Function ¢(u), welche ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist Wurzel
einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten eindeutige Functionen des
Argumentes » sind und fiir alle endlichen Werthe desselben den Charakter ra-
tionaler Functionen besitzen. Es kann also das Argument dieser Functionen
nur eine im Unendlichen liegende Grenzstelle haben.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 1



2 Allgemeine Lehrsitze. Art. 2.

Eine analytische Function ¢(u), fiir welche ein algebraisches Additions-
theorem besteht, ist
entweder I., eine algebraische Function von u,

oder II., wenn mit w eine passend gewahlte Constante bezeichnet wird,
unE
eine algebraische Function der Exponentialfunction € @,

oder  IIL, eine algebraische Function einer Function pu = s, welche, wenn
mit g, und g, zweil passend gewiahlte Constanten bezeichnet wer-
den, durch die Differentialgleichung
ds\2 .
(’d%) = 483—928_93
und die Bedingung @ (0) = co bestimmt werden kann.
Die beiden ersten Fille sind als specielle Falle im dritten enthalten: der
erste, wenn g, und g, einzeln den Werth Null haben, der zweite, wenn g;—27¢}
gleich Null ist.

2.

Unter den analytischen Functionen eines Argumentes », welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzen, sind diejenigen ausgezeichnet, welche fiir
alle endlichen Werthe des Argumentes den Charakter ganzer oder gebrochener
rationaler Functionen haben, welche daher eindeutige Functionen ihres un-
beschréinkt veréinderlichen Argumentes sind.

Alle eindeutigen analytischen Functionen ¢(u), welche ein algebraisches
Additionstheorem besitzen, haben die Eigenschaft, dass ¢(u+9) rational aus-
driickbar ist durch die Werthe ¢ (), ¢ (v) und die Werthe der ersten Ableitungen
¢(u), ¢(v).

Wenn eine analytische Function ¢ (u) die Eigenschaft besitzt, dass ¢ (#-+v)
rational ausdriickbar ist durch ¢ (), ¢(v), ¢ («), ¢(v), so ist diese Function eine
eindeutige Function ihres unbeschrinkt verdnderlichen Argumentes, welche fiir
alle endlichen Werthe desselben den Charakter einer ganzen oder gebrochenen
rationalen Function hat.

Es gilt anch der Satz: Wenn eine eindeutige analytische Function ¢ (%)
die Eigenschaft hat, dass zwischen der Function und ihrer ersten Ableitung ¢'(u)
eine algebraische Gleichung besteht, deren Coefficienten von dem Argumente
nicht abhéngen, so besitzt diese Function ein algebraisches Additionstheorem.
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Eine eindeutige analytische Function ¢(u), welche ein algebraisches
Additionstheorem besitzt, ist
entweder I., eine rationale Function von u, -
oder II., eine rationale Function einer Exponentialfunction € ©
oder III., eine rationale Function einer Function pu und ihrer ersten Ab-
leitung @'u.
Die beiden ersten Félle sind wiederum als specielle Félle im dritten ent-
halten.

3.

Jede transcendente eindeutige analytische Function, welche ein alge-
braisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar
entweder eine einfach periodische oder eine doppelt periodische
Function.

1. Wenn alle Perioden des Argumentes der Function als positive oder ne-
gative ganzzahlige Vielfache einer und derselben Periode 2w dargestellt werden
kénnen, so heisst die Function einfach periodisch. Die Grosse 2w heisst
primitive Periode.

2. Wenn eine periodische eindeutige analytische Function nicht im er-
kldrten Sinne einfach periodisch ist und wenn dieselbe sich nicht auf eine Con-
stante reducirt, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise moglich, zwei Pe-
rioden 2w und 2w des Argumentes der Function derart auszuwihlen, dass alle
tibrigen Perioden durch Addition und Subtraction aus diesen beiden zusammen-
gesetzt werden konnen. In diesem Falle wird die Function doppelt perio-
disch genannt und jedes System von zwei Perioden 2w, 20', welche die angege-
bene Eigenschaft haben, heisst ein primitives Periodenpaar.

Der imaginére Bestandtheil des aus den zwei Perioden 2’ und 20 eines
primitiven Periodenpaares (2w, 20') gebildeten Quotienten % = 1 ist stets von
Null verschieden und zwar kann vorausgesetzt werden, ohne dass die Allgemein-
heit der Untersuchung hierdurch wesentlich beschrankt wird, dass der reelle
Bestandtheil des Quotienten %, welcher in der Folge durch %R(%) bezeichnet
werden soll, einen positiven Werth hat.

Zwei Periodenpaare (2w, 20’) und (2&,2&') sollen aequivalent genannt
werden, wenn die Gesammtheit aller derjenigen Grossen, welche durch Addition

: L%



4 Allgemeine Lehrstitze. Art. 4.

und Subtraction ganzzahlig aus den Perioden des einen Paares gebildet sind,
iibereinstimmt mit der Gesammtheit aller auf analoge Weise aus den Pe-
rioden des anderen Paares gebildeten Grossen.

Damit zwei Periodenpaare (2w, 2w’) und (2®,2®&’) aequivalent seien, ist
nothwendig und hinreichend, dass zwischen den Perioden beider Paare Glei-
chungen von der Form

26 = 2po + 2quw’, 20" = 2p'w 424’0’
bestehen, in welchen p, ¢, p’, ¢’ ganze positive oder negative der Bedingung
p—qp = 1

geniigende Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten.

Die beiden Gréssen

R(E) wd (pg'—ap)R ()

haben dasselbe Vorzeichen.

Durch geeignete Bestimmung der Zahlen p, ¢, p, ¢’ kann stets erreicht

werden, dass, wenn ER(%) = «, ER(%) = B gesetzt wird,

CEpE =1, —l=g=1,

A

4.

Der allgemeinste Fall der eindeutigen analytischen Functionen, fiir welche
ein algebraisches Additionstheorem besteht, wird gebildet von den eindeutigen
doppelt periodischen Functionen, welche fiir alle endlichen Werthe des Argu-
mentes den Charakter rationaler Functionen besitzen, deren Argument also nur
eine im Unendlichen liegende wesentlich singulédre Stelle hat. Diese
Functionen werden im weiteren Sinne elliptische Functionen genannt.

Wenn in dem Folgenden von einer elliptischen Function die Rede ist, so
ist stillschweigend immer eine eind eutige elliptische Function gemeint.

Ist (2w, 2w') ein primitives Periodenpaar des Argumentes einer elliptischen
Function, so sind alle Perioden des Argumentes dieser Function in der Formel
w = 2pw + 2p'w’ enthalten, in welcher jeder der beiden Zahlen p und p’ alle ganz-
zahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beizulegen sind.
Der Werth Null wird nur im uneigentlichen Sinne zu den Perioden gerechnet:
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Zwei Werthe des Argumentes heissen congruent oder incongruent,
jenachdem die Differenz derselben eine Periode ist oder nicht.

Ein Periodenparallelogramm des Argumentes u einer elliptischen
Function, fiir welches (2w, 20') ein primitives Periodenpaar ist, wird analytisch
definirt durch die Gesammtheit aller Werthe, welche in der Formel

w = 4+ 2io + 2t w’
enthalten sind, falls jeder der beiden verdnderlichen Grdssen ¢, ¢ alle reellen
Werthe zwischen 0 und 1 (0 eingeschlossen, 1 ausgeschlossen) beigelegt werden.

Unter dem Grade einer elliptischen Function versteht man die Zahl,
welche angibt, wie oft diese Function innerhalb eines Periodenparallelogramms
unendlich gross wird; hierbei ist jede Stelle, an welcher die Function unendlich
gross wird, so oft zu zéhlen, als die Ordnungszahl des Unendlichgrosswerdens an
dieser Stelle anzeigt.

Es gibt keine elliptische Function ersten Grades.

Die Function Guw.

5.

Die einfachste analytische Function, welche fiir alle endlichen Werthe
des Argumentes » den Charakter einer ganzen Function besitzt und die Eigen-
schaft hat, fiir » = 0 sowie fiir alle diesem Werthe congruenten Werthe
w = 2po + 2p'w’ von der ersten Ordnung unendlich klein zu werden, ist die zu dem
Periodenpaare (2w, 2w’) gehorende Sigmafunction G(u|w, w') = Gu. Diese Func-
tion wird gegeben durch die Formel

’ % %'}'%%z sp‘7 ELI:O’i-l;iz’is:)',"ioo
(1) Gu = unw<1—-—?)6 , w=2po+2pw
: , ( ausgenommen %0 = (

in welcher der Grosse w bei der Bildung des unendlichen Productes alle in dem
Ausdrucke 2po + 2p'w’ enthaltenen Werthe, mit Ausnahme*) des Werthes w = 0,
beizulegen sind. Hierbei wird, wie stets in dem Folgenden, vorausgesetzt, dass
der reelle Bestandtheil der Grosse % einen von Null verschiedenen und zwar
positiven Werth hat.

#) An diese Ausnahme wird in den beziiglichen Formeln durch einen dem Product- oder Summen-
zeichen folgenden Accent (') erinnert.



6 Die Function Gu. ' Art. 5.

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass 6(—u) = —G(u) ist; die Func-
tion Gu ist daher eine ungrade Function des Argumentes u.
Es bestehen ferner die Gleichungen

(2.) 6(0) = 0, G'(0) =1, G"(0) =0, G"(0) = 0.

Die Function Gu ist durch eine nach Potenzen der Grdsse » mit ganzzah-
ligen positiven Exponenten fortschreitende Reihe darstellbar, welche fiir alle
endlichen Werthe von u convergent ist.

Die Coefficienten der einzelnen Glieder dieser Reihe sind ganze Func-
tionen zweier Grossen g, und g,, welche durch die Gleichungen

(3) g, = 22-3-5-2;0—;7, g, = 22.5.7-2;_@%
bestimmt sind. Auch in diesen Gleichungen sind der Grosse w alle in dem Aus-
drucke 2pw +2p'w’ enthaltenen Werthe, mit Ausnahme des Werthes w = 0,
beizulegen.

Die Groéssen g,, g, heissen die zu der betrachteten G-Function
(4.) Gu = G(u|w,0’) = ,6(u;4g,, gs)
gehérenden Invarianten.

‘Wird mit m irgend eine von Null verschiedene reelle oder complexe Grosse
bezeichnet, so besteht die Gleichung

(5.) 6(u]o, w) = G(u;g,,9,) = ’mG(i = w—) = mﬁ(%;m*gz,m“gs).

mim?’ m

Fiir alle endlichen Werthe des Argumentes « und der Invarianten g, und g,
besitzt die Function G(u; g,, g,) als Function der drei unbeschrinkt verinder-
lichen Grossen , g,, g, betrachtet den Charakter einer ganzen Function.

Es ergibt sich

_ 9w g g u’ 9:9,v"
(6.) Gu=wut+x—770"% 2°.3.5.7 2°.8%.5.7 20.8%.5%7.11

Die Function G(u; g,, g,) geniigt der partiellen Differentialgleichung
0’6 06 2 ,06 1 \
(7.) T 2!]36—92‘4-?92@;——1592“ G,
aus welcher sich, wenn
pim+éntl

8.) Gy = Em'nam,n(%gz)m@gs)“—(mn—_{_m (m,n=0,1,2,8,---c0)
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gesetzt wird, zur Berechnung der ganzzahligen Coefficienten a,,, die Recursions-
formel

. 16 1
(9.) @mun = 8(M+1)amr1n- +“§" (M+1) am—2,n41 Y (em+3n—1)(4m+6n—1)ay_1,n

ergibt. Dem Coefficienten a,, ist der Werth 1, dagegen denjenigen Coefficienten,
fiir welche einer der beiden Indices einen negativen Werth erhilt, der Werth 0
beizulegen.

Die Werthe der Coefficienten a,,,, fiir welche die Summe 4m+6n+1 die
Zahl 35 nicht tiberschreitet, sind in folgender Tabelle enthalten.

qtm+ontl l

m!n G, u4m+6n+1] m 1 I Gt
u’ 00 +1 0| 4 | + 1506600
w 10 —1 w® |32 +20019960
W’ 011 —3 610 + 1416951
w210 —9 ENE + 162100440
we (1)1 —18 5|1 — 41843142
o |02 —54 1|4 + 796330440
310 + 69 w® | 4|2 —876375410
5 ‘ 5|1 + 518 710 — 388946691
05| +2388991320
| 4]0 + 321 W' | 3|8 | —9465715080
12| +4968 61| —6519779667
o | 0|3 14004 2 [ 4| —144916218720
31| +83588 W |5 2| —210469286736
o1 212 +257580 810 + 25514578881
“ 510 ‘ + 160839 1| 5| —1289959784640
v 113 +502200 u*® 4| 3| —4582619446320
w 4 l 1| + 2808945 7 11| —485174610648

Darstellung der Function 6u durch einfach unendliche Producte.

6.
Fiir unendlich grosse Werthe von 2]{(%) ergibt sich

l(ux)Z
6\2w) 20 . wum
e’V . Z2gin

Gy = kil
T 2w’

(L)

denn es besteht, wenn bei der Bildung der unendlichen Producte I, der Zahl »
alle ganzzahligen positiven Werthe beigelegt werden™), die Gleichung

*) Dieselbe Bedingung gilt fir alle im Folgenden vorkommenden Producte I, und Summen Z,.
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k3

)emﬂ (14 52)e 2.

2'nm

(2.) sm(m) = 2—7;—an(

2w 2nw

Mittelst der Function Sinus kann die Function Gu auf verschiedene Weise als
ein einfach unendliches Product dargestellt werden.
Zur Abkiirzung soll im Folgenden von den Bezeichnungen

(8.) Loy, M= Yoo, ™=
Gebrauch gemacht werden, wobei festgesetzt wird, dass der Potenz B" fiir jeden
Werth des Exponenten m stets der Werth ¢"™ beigelegt werden soll. In Folge
der beziiglich des Vorzeichens der Grosse 5}{( ) getroffenen Festsetzung ist der
reelle Bestandtheil der Grésse tni negativ; der absolute Betrag der Grésse kb ist
also kleiner als 1.

Unter Benutzung dieser Bezeichnungen ergibt sich

}—’1)27[2 L
(4.) 6u = 2 sinvn-€° Il g sin (we—v) = - sin (e + v) 6“’“‘2“Tr
T " sin’ntr
und, wenn mit v die Grosse
5. = =l 1
(5.) K 2w§ 6 +2n sin’nrw
bezeichnet wird,
2 in*or
(6.) Gu = € nert 2o sinor 1 (1— S.'H; vl>-
= sin’ntrn
Ferner ergeben sich die Gleichungen
. L 5
(7.) Gy — 6211(91; -—2~uismm-n sm(nr——v)_u_ @H@Hn sin(nt —{—v)r %
w sinntn sinqtn
2w’ 20 2—2" 1— 7z 1—h*e
8. — ¢ : 11,
(8) 7 24 1— ™ "1 p
2n0v’ 20 1—2h™"cos2vw + h*"
(9.) =€ o smzrcH A=) .
4: 2n
(10.) 250w = =’ L——E h

6 n (1—h*)®
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Aenderung des Argumentes der Function Gu um eine Periode.

7.
Zwischen G(u) und G(u + 2w) besteht die Gleichung

G'(w)

i2~q(uim)6
G (w)

(1.) G(zaizm) = —€ (u), aus welcher sich 7 =

ergibt. Bei der Vertauschung des Periodenpaares (2w, 20’) mit dem Perioden-
paar (20,—20) bleibt die Function Gu ungeindert und es ergibt sich in Folge
dessen analog den obigen Gleichungen

+ 9 (u* o .
) Gutze) = —¢ T EDGw),  g= 0D

Fir die Aenderung des Argumentes um eine beliebige Periode gilt die
Gleichung
(3)  Gut2po+ige) — (—1)PLTPHL2@1HaT) (Wtpotge)q

oder, wenn pw + gqo’' = &, pq + g7 = 7} gesetzt wird,

(u+8)

(4) 6(u+28) — Feo] 6(w),

wo das obere oder das untere Vorzeichen gilt, jenachdem die Grésse G(®) einen
von Null verschiedenen Werth hat oder gleich Null ist.
Zwischen den vier Grossen w, o', 7, 7 besteht die Relation

(5.) no'—wrl = +ixi, wenn R (—3{) einen positiven Werth hat;
dagegen ist
(5%) no'— oy = —1rni, wenn, entgegen der getroffenen Voraussetzung,

%(%) einen negativen Werth hat.

Die Function %— (w).

8.

. . d G} . .
Fiir die Function a—a—logG(u) = ?%%’ welche zur Vereinfachung mit

%(u) bezeichnet werden moge, gelten die Gleichungen

(1) E@u*2o) = (u)xm, Lut2w) = Suwyt2y, S(ut28) =

aa

(u) £ 2%,

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 2
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Wenn o + o' = o, +7 = 7" gesetzt wird, so ergibt sich

(2.) Gw) =1, L)=1, Z)=1"
Fiir die Umgebung des Werthes » = 0 gilt die Reihenentwickelung

, 1 2
G’ —_ = _ 9. s__ 9s 5__ 9. 7__ 9295 9__ ...
(8) g = t*—F g g g5 7% 8.5 7" 20.3.5.7.11" ’

wihrend die Ausdriicke

, 1 1 1 % w = 2uw 4 2u'0’
G'(y) = ’ — 2 w w
(4.) '6“(“) =~ +2w(u-——w + w + w2> ( ausgenommen % =— 0 )
= Ny T Ur T (u— "N_—34 T "1
(5.) = . {cotg S0 +2n(cotg e (u—2nov") z) +2”(cotg e (u + 210 )+z),§
o LR 2hm 22
(6') - -u_)u+2m { 5 — g Zn 1— h2rs2 2” 1— k222 s

fiir alle endlichen Werthe des Argumentes » Geltung haben.

Die Function pu.

9.
Mit der Sigma-Function Gu ist die Pe-Function pu = p(u| o, w’)
= p(u; g,,9,) durch die Gleichung

a G'u)*— GulG'u
(1) pu = ——=5logbu = —(—LG»?T—
verbunden. Es ergibt sich daher p(—u)=gp(u). Ferner bestehen die Gleichungen
1 , 1 1 w = 2po + 2p'0’
(2-) pU = 5 +2w((u_w_)—2_ —Z{;—?) ( ausgenommen % = ( )
2 1 1 1
® (2‘”) sin? (%) n sing-z% (v — 2no') n sin2;—m (4 + 2n0")
_ 1 _ E 2 1 h2”2_2 h2n32
(4') - ® (u)) { (2_2—1)2 +2” (1_})/2”2—2)2 +2” (1—h2"22)2 %7

, 1 o0 o 1 4 s
(5.) p(uo,o) = p(u;9,9) = W@(%{W,—,,;) = —,,;2-50(%; my,, mga)-
Fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gilt die Reihenentwickelung

9s

9 s " 39,9,
2t

8 e
sl Tos. . T

_.l A 2 4
(6.) pu = s+x+Giowt oot



Art. 9. Die Function pu. 11
und zwar besteht, wenn
1
(7.) pu = Z;+%+02u2+03u*+---—|—c,1u21‘2—|—~~-
gesetzt wird und 4 grésser als 3 ist, die Recursionsformel
3
(8.) G = GF1)(a=5) 2 Wb (v = 2,38, (A—2)).

Die Function pu ist eine doppelt periodische Function, fiir deren Argu-
ment (2w, 2w’) ein primitives Periodenpaar ist; dieselbe wird innerhalb jedes Pe-
riodenparallelogramms nur an der Stelle, welche dem Nullwerthe des Argumentes
congruent ist, unendlich gross und zwar ist die Ordnungszahl des Unendlich-
grosswerdens gleich 2.

Die Function pu ist also eine elliptische Function zweiten Grades. In
der fiir die Umgebung des Werthes » = 0 geltenden nach Potenzen des Argu-
mentes fortschreitenden Reihenentwickelung der Function

L ooy Is e
(9.) pu = u2+%+20u+28u+

ist % das einzige Glied mit negativem Exponenten, wahrend das constante Glied
dieser Entwickelung den Werth Null hat.

Durch die angegebenen Eigenschaften ist die Function pu unzweideutig
bestimmt. Unter allen doppelt periodischen Functionen #iberhaupt ist daher
die Function pu die moglichst einfache. Die Function pu ist eine grad e Func-
tion des Argumentes u.

Die erste Ableitung pu der Function pu ist eine elliptische Function
dritten Grades, welche nur fiir die dem Nullwerthe congruenten Werthe des
Argumentes unendlich gross wird und eine ungrade Function desselben ist.

Es ergibt sich
(10.) gl(—u) = —p'(u),

(11.) pu = —221»@?@0_)“7’ (w = 2po +2p'w’).
Aus der letzten Gleichung wird fiir ¥ = o, o', 0" gefolgert
(12.) glo) =0, p(o) =0, p'() =0
Fiir die Umgebung des Werthes » = 0 gilt die Reihenentwickelung

4 J— __2_ gz g3 3 g; 5 39293 7
(13.) pu = —st*+ 2_5“+7u+2s_5a“+mu+“'

23@
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Zwischen der Function pu und ihrer ersten Ableitung @'u besteht die

Gleichung

(14.) (g'u) = 4p°u—g,pu—g,,

aus welcher sich

(15.) P'u = 6p'u—1g,, @"u = 12pu-pu

ergibt. Alle Ableitungen der Function pu, deren Ordnungszahl grade ist, sind

ganze Functionen von gpu.
Die drei Grossen

(16.) po =¢e, po'=g¢, po =g

sind von einander verschieden, wenn beide Perioden 2w, 20w’ des primitiven
Periodenpaares endliche Werthe haben, und es ergibt sich

(17.) (p'u) = 4(pu—po)(pu—po”’)(pu—po’) = 4(pu—e,)(pu—e,)(pu—e,).
Es bestehen daher die Gleichungen

e+e+e,= 0,
(18-) e,6, ¢+ e6, = —%(ef"'e;'l’e;) = ”"’;‘gz:
€,6,6, =
Die Grosse (e,—e,) (e,—e,)"(e,—e,) = % (9:—27¢,) mbge mit G bezeichnet

werden.

10.

Fiir den besonderen Fall, in welchem der reelle Bestandtheil der Grosse %
unendlich’ gross wird, wihrend 2w einen endlichen von Null verschiedenen Werth
hat, werden die beiden Grossen e, und e, einander gleich. Unter dieser Voraus-
setzung ergeben sich folgende Gleichungen :

99,
m \? 1 1/ 7w\ 2, 89,
TSRS N S VEL S .Y
2w sin? (?) 3 \20 sin? (\/ Zga . %) 29,
=\ _ 99 8y 3g .
(2) (%) - Zgz’ €, = 923 )y €= € Tg:7 92_2795 = 07
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Wenn endlich sowohl 2w, als auch 2w’ unendlich grosse Werthe annimmt,
wahrend hmﬂ%( ) von Null verschieden ist, so werden alle drei Grossen e,, ¢,, €,
einander gleich und es ergibt sich

1 :
(4.) pU = 7 —g—(u):—, Gu =u; e¢=¢=¢=20, ¢g=20, g,=

Additionstheorem der Function %(u).

11.
Zwischen der Function pu und der Function Gu besteht die Gleichung

_ _ G(utn)G(u—o)
(L) PU—PY = — gy

Aus derselben ergibt sich durch logarithmische Differentiation

g +8 (u— Gy — — 8%
(2) Juto)+ Fu—n—2g@ = —Fr,
5 By ) —28 () = ——FY .
(3.) 6 (u+2) c] (—v)—2 C] ) PU— Qv

Folglich besteht das Additionstheorem

G _ O (y)+ 8 (p) 4L LU

(4.) 6(u+v) 6(u)+ )+ 2 PU— o ’
. Su—p) =8 1 putp

(5.) g (=" () — (v)—i— 2 pu—pv

Additionstheorem der Function gpu.

12.
Durch Differentiation ergibt sich aus dem Additionstheorem der Function
%(u) das Additionstheorem der Function pu

1 0 (puxpv 1 90 (puxpv
+p) = = 2 (8uFPYY
(1) puto) pu— 26%(5014—500) rx 60(30%—500)
(69°u — 395) (v — pu) + 4p"u — g, pu — g, F PUP'
2. —_ M—I—
(2.) ® 2 (pu— o)’
(3.) — oo+ (69" — 5.9,) (P — 9v) + 40°0 — o PV~ G, F YUY

2(pu—gpo)
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2 (pupv—1g,) (PU+ V) —gs FTEUPY
+ — c 2
(4) p(ut0v) 5 (pu— o)
1 @L«"vr_ _
(5.) = 4lsou—sov PU— pv.

Aus diesen Formeln erhalt man die folgenden:

©.) 1 2(pupr—10,) (pe+pv) —g,E pup
' p(utv) 2(pupo+39.)+2g,(putpv) '
2(pupv—19,) (pu+pv)—g,
7. u+0v)+pu—ov) = L
(1) pluto)+p@—o) ety
0? 9?
(8.) = 250u—6?10g(g0u—5m;) = 2301;—»6710g(50u-—3ov),
_ N pupv _ o _
(9)  plu+o)—pu—v) = — TG = — S log(pu—po),

(10)  pu+v)-pu—v) = (pu v+ £9.)°+ 9, (Pu + pv)

(pu— po) !

o, (') 1 @' . ( (9'u) L A ) ’
+y) = S x i
(11.) 80(“_.?)) ((80'0—‘80“)3 2 (80,0__80“)2>80u—— (sou_sgv)a 2 (80“'—‘807))2 807))

pu—pv\ (sO'(u+v)+sO’(v)>2
12. 4 = (& — (2T T
(12) (p(0) +9(0)+p(u+v) = (Sr=E2) = (FETETEE),
(15.) pu—pv _ —@(uto)— @'(v)
pu— pv putv)—p ()’
1 P P
(14.) 1 @V P'v = 0.
1 p(u+v) —g(uto)
_ (putig)t2g,0u 1 d° o 1rd WY
(15.) p((2u) = Tou— gupu—g, U= T TR logp'u = 1 <du log{pu) —2pu.

Durch Integration ergibt sich aus der letzten der vorstehenden Formeln

G (on) — 28 () 4 LE® 0w
—6_(2u) =2 6 (M) + 9 SOIM [} 647/, - -_80“1
(16.)
3
6(2u) — 6uP180% _ 96y (Gup— 860 GGy + 6 G,

du®
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Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades
durch die Functionen G(u|w,«’) und @ (u|w, o).

13.

‘Wenn ¢(u) eine elliptische Function 7** Grades, (2w, 2w’) ein Perioden-
paar des Argumentes derselben und G(u) die zu diesem Periodenpaare gehorende
Function G(u|w, o) bezeichnet, so ist es stets moglich, 2r +1 Grdssen

ul,uﬂ...ur; 7]1’212"“7]1‘; C
derart zu bestimmen, dass die Gleichung besteht
(1.) p(u) = C.6(7“_“:)6(“—“2)”-6(%—%).

6(u—v,)06(u—v,) - 6(u—wv,)

Zwischen den Grdssen u ,u,, ---u; v, 9,, -+ v, findet hierbei die Be-

”r

ziehung statt

(2.) oyt Fu, = v+, o,

Dieser Satz lasst sich folgendermassen umkehren.
Wenn die Grossen u , u,, - %,; v, 7, - v, die Gleichung (2.) befriedigen
und wenn keine der Differenzen

< a
U—0, (}'il"a =128, -r)

der Null congruent ist, so ist die durch die Gleichung (1.) bestimmte Function
©(u) eine zu dem Periodenpaare (20, 2¢’) gehérende elliptische Function 7
Grades.

‘Wenn von den » Grossen u , ,, s u_, beziehungsweise v, v,,---v_, keine
zwei einander congruent sind, so sind alle Wurzeln der Gleichung ¢ (u) = 0, be-
ziehungsweise ¢ (1) = oo, einfache Wurzeln. Sind hingegen einige der Grossen
u,, U,, - _, oder einige der Grossen v,, v,,---v,, einander congruent, so sind die
entsprechenden Wurzeln der Gleichung ¢ () = 0, beziehungsweise cp(u) = oo,
mehrfache Wurzeln.
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14.
Wenn

Ugy Uyy Uy, *-- U,

n

(n+1) von einander unabhéngige und unbeschrankt verdnderliche Gréssen be-
zeichnen, so ist die Function

|1 ou) ') - 9" (u,) |
|1 o) @w) - " (u,)
(1') (?(”'ovuuuw'“un): 1 80(“2) S")l(ua) ﬁg(n—l)(uz)
1 p(uw,) @'w,) - " ()

in Bezug auf jedes ihrer Argumente eine elliptische Function (z + 1) Grades.
Als Function von u, betrachtet wird dieselbe nur an der Stelle ;= 0 und den
congruenten Stellen unendlich gross, dagegen fiir

Ug™== Uyy Uy, -~ U, —(ul'l‘uz"'"‘ +“n)

und die congruenten Stellen unendlich klein.

Es moge vorausgesetzt werden, dass von den Grossen
Uyy Ugy oo Uy Uty u,
keine der Null congruent ist, ferner dass von den Grdssen
Uy Uyy - U,
keine zwei einander congruent sind.
Es ergibt sich zunéchst

6(“0+ UFu,+- - +un) 6(“0_”’1) 6(%0—-%2) ct 6(%0—?4")

(2°) ¢ (“o:“n Uy ee- u,,) — Cn’ G (uo) ,

wo der Factor C, nur von den Grdssen u,, u,, --- %, abhingt.
Zur Bestimmung dieses Factors dient die Gleichung

— (7t o (u,, ty,---u,) .
C,.= (—1) nI6(ul+u2+...+u”)6(u1)6(u2)"'6(un)

‘Wenn nun vorausgesetzt wird, dass keine der Summen

Uyt Uyt u,, utut--4u, - u,_+u,
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der Null congruent ist, so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der ange-
gebenen Formel

Fn(n—1)

3) w(uyu,u,u) = (—1)} G (%t vttt +u) [1; .6 (w1—u,)

6" (u,) 6" (u,) 6™ (u,) - - 6" Y(w,)
('1<M7 "L;y’=071,27"'n)-

1ra2!s!...n!

Die Geltung dieser Formel ist, wie sich aus Stetigkeitsbetrachtungen er-
gibt, nur. an die Bedingung gekniipft, dass keine der Gréssen u, (4 =10, 1, 2,--- n)
der Null congruent ist.

Fur die im Art. 13 betrachtete elliptische Function ¢ () ergibt sich hier-
nach die Darstellung

(9(267%1,2¢2,--- ur)
9 (u, v, (YA v,)

@) | o(w) = C'-

?

wo der Factor C' nur von den Grossen u , u,, --- u_; v, v,, --- v, abhiingt. Hier-

bei ist vorausgesetzt, dass von diesen 2r Grossen keine der Null congruent ist

und dass keine zwei derselben einander congruent sind. Es bietet keine Schwie-

rigkeit, aus dieser Formel durch einen angemessenen Grenziibergang andere

Formeln herzuleiten, welche sich auf die angegebenen Ausnahmefille beziehen.
Es gelten @iberhaupt folgende Sitze:

Jede (eindeutige) elliptische Function ¢ (u), deren Argument die Perioden
2w, 2w’ besitzt, ist rational ausdriickbar durch die zu dem Periodenpaare (20, 20')
gehdrende Function p(u|w,®) = pu und deren in Bezug auf die Grésse u ge-
nommene erste Ableitung @'v. Umgekehrt sind diese Functionen pu und p'u
durch die Function ¢ (%) und deren erste Ableitung ¢’(%) rational ausdriickbar,
wenn (2w, 2w’) ein primitives Periodenpaar des Argumentes der Function
¢ (u) ist.

Wenn die betrachtete Function ¢(u) eine grade Function ihres Argu-
mentes ist, so ist dieselbe eine rationale Function von pu; wenn die Function
¢ (u) dagegen eine ungrade Function ihres Argumentes ist, so ist %f:} eine ra-
tionale Function von gu.

Wenn die betrachtete Function ¢(#) nur fiir ¥ = 0 und die congruenten
Werthe unendlich gross wird, so ist dieselbe eine ganze Function von pu
und @'u.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 3
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. . G (nu)
Die Function )

15.

Unter der Voraussetzung, dass n grosser als 1 ist, ergibt sich fiir den
Grenzfall

Uy = Uy = Uy = = u,= v,
wenn
50'1) p"v - 50(""1)'0
. " 6"('1,(, — 2)) 6(% -+ 'm;) . SO"’U 80"’1) . 50(“)0
(1. o(u) = (—1) 6" (u) 6"(v) 6(nv) P.(v) = ) )
. so(n—l),u 80(”)'0 .. 80(211.—3)/0
gesetzt wird,
SOM o 801) SOIM —_— sgl?) .o SO(”‘“DM — 8o(n-—l)v
1 @'V v .. som)v
(2-) Pn(’u) <@ (u) — - @"1} SOW’U . 80(”“)1)
so(n—l)v ?(ﬂ)’l} .. 80(2”_2)’1)

Wird nun beiderseits nach Potenzen der Grisse u— v entwickelt, so folgt
aus der Vergleichung der Coefficienten der mit (v — v)" multiplicirten Glieder

G((n+1)v) 1 P

) 6(m) 6™ (v)  wlnl P, (v)

Andererseits ergibt sich, wenn die Grésse ¢, durch die Gleichung

(=1)"q,

(4 6(m) = GiaTsT - =D}

P, (v)- G™(v)

definirt wird,
6((n+1)v) 1 Cn+1 Pn+1(’v)

(5) )6 (v) — wlal o, P.(0)
Fiir jeden hier in Betracht kommenden Werth von » hat demnach der
Quotient —c—'é“—“— den Werth 1.

Fiir n = 2 ergibt sich
6(20) = —¢,- p'v- G (v);

in Folge der Gleichung (16.) des Art. 12 ist also ¢,= 1.
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Mithin ist auch ¢, = 1 und es besteht daher, wenn u statt v eingefiihrt
wird, die Gleichung

(n—1)

@ U gg"u A
(6.) G(nu) _ (—1) o @Mu - g
S/J(n_l)u 89(”)7" .. so(u-—a) "

Den Gleichungen (14.) und (15.) des Art. 9 zufolge sind sémmtliche Ablei-
tungen der Function pu als ganze Functionen der Grssen pu, p'u, +¢,, g, mit
ganzzahligen Zahlencoefficienten darstellbar. Die Determinante P (u), durch
welche die Function % ausgedriickt ist, ist daher ebenfalls eine ganze Func-
tion dieser Grossen.

Wenn nun #» ungrade ist, so ist %f&)) eine grade Function des Argu-

. G(nu)
mentes u, es ist daher )

eine ganze Function der Grissen pu, %g,, g,; wenn

dagegen » grade ist, so ist g("(?:‘)) eine ungrade Function des Argumentes u
: 1 G(mu) . . .
und es ist PG ine ganze Function der Gréssen pu, 14,, g,.

Es besteht daher fiir alle ungraden Werthe von n eine Gleichung von
der Form

G(nu) 1 .
G ) = (L2181 DI & W% 500 9s)y iy 0

(7.

und fiir alle graden Werthe von n eine Gleichung von der Form

G (nu) —p'u

(8) G"(w) (U208l (n—D)Iy G(gou,%g,,ga)%(nz_ﬂ,

In diesen Gleichungen bezeichnet G (pu, +g,, 9,), eine ganze Function der
drei Gréssen gu, 1g,, g, mit ganzzahligen Zahlencoefficienten und der Index N
den Grad dieser Function in Bezug auf das Argument gu.

Da

a? 6
(9.) WlogG"("—m = n*(pu—p(nu)),

so konnen die angegebenen Gleichungen dazu benutzt werden, um @(nu) rational
durch pu auszudriicken.

3*



20 Elliptische Functionen beliebigen Grades. Art. 16.

Darstellung einer elliptischen Function beliebigen Grades

durch die Function 2 («) und deren Ableitungen.

Integration einer elliptischen Function beliebigen Grades.

16.
Aus der Gesammtheit derjenigen Werthe des Argumentes u, fiir welche
eine elliptische Function r* Grades

Gu—u,) 6(u—1u,)- - Glu—1u,)
"Gu—v,) 6(u—v,)- - 6(u—0,)

(1) o(u) =C

unendlich gross wird, sei ein vollstindiges System einander nicht congruenter
‘Werthe

Vi3 Vs 0

m

herausgehoben und es sei fir g = 1,2,---m

C.(u— 1;”)‘1-1- Ch(u —'Ulu)_z-l— Cp (u— vy)_3+ s Cﬁ‘_l) (u—v,) %

die Summe aller Glieder mit negativem Exponenten, welche in der fir die
Umgebung des Werthes v, geltenden nach Potenzen der Grosse »— v, fortschrei-
tenden Reihenentwickelung der Function ¢ (u) enthalten sind.

Unter diesen Voraussetzungen bestehen die Gleichungen

(2.) rtontot+n=r C+C+-+C,=0,
. —1Y i
(3') CP(M) == CO+250H%(M‘-”“) +2‘L"21(—11T)_ O’(Z') W %(%—WM),

(4= L2, (—1); w=1, 2, m).

Die Constante C, kann bestimmt werden, wenn der Werth der Function
¢ (u) fir einen nicht singuliren, d.h. keinem der Werthe v, v,, --- v, congruen-
ten Werth des Argumentes # bekannt ist, oder wenn in der fur die Umgebung
irgend eines der Werthe v, geltenden nach Potenzen von « — v, fortschreitenden
Reihenentwickelung der Function ¢(«) ausser den Gliedern mit negativem
Exponenten noch das constante Glied gegeben ist.



Art. 17—18. Die Functionen Gu, Gu, Gu. 21

17.
Aus dem in dem vorhergehenden Art. enthaltenen Ausdrucke fiir die
Function ¢ (u) ergibt sich fiir die zu derselben gehérende Integralfunction, wenn
mit C| die Constante der Integration bezeichnet wird, folgender Ausdruck :

fcp (w)du = 2,C,log6(u—1v,) + Cu+ C,
3,08 w—0)+ 2,2, (— 17 5 6P P (u—,),
(A= 2137"'(7;&—1); w=1,2--m).

In der zweiten Zeile der vorstehenden Formel ist ¢(u —wv,) = @(u—v,),
Pu—nv,) = %;p(u—vy) zu setzen. Uebrigens ist hierbei zu bemerken, dass
den zu Grunde gelegten Voraussetzungen zufolge alle in dieser Zeile enthaltenen
Glieder der Integralfunction fortfallen, wenn jede der Zahlen s, 7, --- 7, den
‘Werth 1 hat.

Die Functionen Gu, Gu, Gu.

18.
Durch die Gleichungen
—nNu nu
e G (w+u e G(wo—u ’
61?111 = G(E:D ) = 6(:) ) = 61(“' 0, o),
__.qllu 1]"’1,4,
e 6 Us e 6 Il __ oy} ,
(1.) 62“ = 6(»('(:) +3) = 65::’ “) = G,(u 1 w, ),
—n'u 0%
¢ 16w+ M6 (o — i
O == 60(;’” LINg. G(ww’ L) Gy(%| 0, w')

werden drei Functionen Gu, Gu, Gu als eindeutige Functionen der unbe-
schrinkt veranderlichen complexen Grosse u erklart. Fiir alle endlichen Werthe
des Argumentes'u besitzen dieselben den Charakter ganzer Functionen.

Jede der drei Functionen Gu, Gu, Gu ist eine grade Function des Arx-
gumentes . Dem Werthe » = 0 entspricht der Functionswerth 1.

Wenn in der Formel (1.) des Art. 11 fiir v beziehlich die Werthe w, 0", o
gesetzt werden, so ergeben sich die Gleichungen

.



22 Die Functionen G,u, Gu, O.u. Art. 18.

aus welchen hervorgeht, dass jede der drei Differenzen pu—e, (4 = 1, 2, 3) das
Quadrat einer eindeutigen Function des Argumentes » ist.

Es bestehen die Gleichungen

6,1 6,uG,u

(3.) pu = —2 5 S Gu

6(2u) = 26u6,u6,u Gu.
Bezeichnen 4, u, » die drei Zahlen 1, 2, 3 in irgend einer Reihenfolge, so
gilt die Reihenentwickelung
(4.) Gu = 1—Lteuw' — L (66—g,)u*—---
Die Grosse g, hat zufolge Art. 9 (18.) den Werth
(5.) 9= —4(qo+teatae) = —4((g—e¢)(a—¢)—34).

Fir die Vermehrung des Argumentes um eine ganze Periode gelten die
Formeln )

G(u+2w) = —e™ (u+m)6u G(u+20") = Fezn"(u-l_m")Gu G(u+20) = —82n’(u+ml)6u
(6) G ut20) = —€ 1T 50 1 6 (uro0ry = +3T T 50 | 6 utey = +6T T gy
Gy(ut20) = +e2n(u+w)62u Gyt +20") = —e”‘"(“*'“’")szu 6 (u+20') = +e271’(“+‘“’)62u
6iut20) = +€1 T % 0 | 6wt 20m) = +6T T 50 | 6 utoe) = —eT gy,

Diese Formeln sind specielle Fille der folgenden, in welchen p, ¢ irgend
welche ganze positive oder negative Zahlen, einschliesslich der Null, bedeuten :

26 = 2pow + 2qu’, 25 = 2py + 2q7,

O(u + 28) = (__1)Pfl+1’+q627](u+a,) S

b

(7) Glu+2) = (Pt V6,
g 62ﬁ(u+®)6u

2779

pg+9 62ﬁ(u+®)

6,(u+28) = (=) G

Fiir jeden von Null verschiedenen Werth der Grosse m und fir jeden der
drei Werthe des Index 4 gilt die Gleichung

(8.) . Gy(u|w, ) = (5)(—7-“ 2 m,).

F\m ! m’ m



Art. 19. Die Functionen Gu, G,u, Gu. 23

19.
Es bezeichne jetzt

® = po +quv’

eine halbe Periode, mit anderen Worten, es werde vorausgesetzt, dass die beiden
ganzen Zahlen p und ¢ nicht beide zugleich grade sind.
Wird entsprechend der im Art. 7 erklérten Bezeichnungsweise

io=pntar = S(a)

gesetzt, so stimmt die Function

¢ Yoaru) _ e6(e—u)

GC®d [ofn)

mit der Function Gu iiberein, wobei der Index 4 den Werth 1, 2 oder 3 hat,
jenachdem p® gleich e, e, oder ¢, ist.
Es ist nun

b6 = e, also 1 =1, wenn p=1, ¢=0 (mod.2);
(1) pd = e, also 1 =2, wenn p=1, ¢g=1 (mod.2);
pd = e, also 1 =38, wenn p=0, ¢g=1 (mod. 2).

Unter der Voraussetzung, dass der Werth von 4 den vorstehenden Bedin-
gungen gemass bestimmt wird, bestehen die Gleichungen :

(2.) po = ¢,
._..A‘,"]u . nu .
e G(@d+ e 6(o—
(3.) GE;J 1 = G(G:w = G,
4 ~ - GI'M GI 6, ~ 6' ~
(4.) %(“"-—'“’)$7} = Giu = é(“); —é(uim) = g(“)i"’h

Wird in den Ausdriicken fiir p (vt v) der Grosse v der Werth & beigelegt,
so ergibt sich

5 plutd)—g = a7%(a70)

PU—e



24 Die Functionen G, Gu, Gu. Art. 20—21.

20.

Fiir den ersten im Axrt. 10 betrachteten Grenzfall %R(i—;) = co erhilt man

1 [un um\2
(1) Gu = e—“.(ﬁ)zcosgg, Ou = Gu = e%(%) .

Wenn aber sowohl 2w, als auch 20’ unendlich gross wird, wihrend
lim (%) einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist

(2) Oy = 6y = Gu = 1
zu setzen.

21.
Durch die Gleichungen

— G, — G,u G,u
(1') \/84)%—61 = Gu'’ \/SOZ& —6, = ‘6_21;’ \/60“-33 = Gu

sind die Werthe der drei Quadratwurzeln als eindeutige Functionen des Ar-
gumentes u definirt.

‘Wenn dem Argumente u der Reihe nach die Werthe

—_— —_— ro__ " e ’
0w =0, 0, =040 =0, 0, =0

beigelegt werden, so ergeben sich folgende Gleichungen

” o
\/ _ Guw el “Guw’ \/ _ Gw e TG
b6 = G = GwGu” ! 6% = Go Gwbw’ !
" PN/
6,0” e Gu Guw” e 6o
(2) Va—e, = 65 = —Gogor Vo—o = 55 = —Gasar
N 7"t
\/ G e " \/ G e’l Gw
€— 6 = Go Go Go ! b—6 = T — 6w Ga” !

durch welche die

Werthe der sechs Quadratwurzeln in eindeutiger Weise
bestimmt werden.

Zwischen diesen Wurzelgrossen bestehen in Folge der Voraussetzung
8{(%) > 0 die Beziehungen

(3) Ves_'ez = _ivez_esy \/63—61 = —ivex'—esa \/82_ 6 = '_7:\/91_92'



Art. 22. Verwandlungsformeln fiir die ©-Functionen. 25

Verwandlungsformeln fiir die Functionen Gu, G u, Gu, Gu.
22.

Aus den Gleichungen (2.) des Art. 21 ergeben sich fir die Grdssen
Gw, Gw’, Go' folgende Ausdriicke

—
) w— o Gw= Yie

44— ! 4y 4 1
\/61 — 6 \/61 —& \/82"' € \/61'— €
Hierbei ist zu bemerken, dass die drei Wurzelgrossen
4 4 4
\/62—637 Ve, —é;, e—e,

nur solche Werthe annehmen kénnen, deren Quadrate den durch die Gleichungen
(2.) des Art. 21 bereits eindeutig bestimmten Grossen

\/62-—— € \/61 — €5, \/61 €

iet

6 ! = "
B V62—63 C/ex"'es

beziehlich gleich sind. Jede der drei vierten Wurzeln kann demnach nicht
vier, sondern nur zwei Werthe annehmen ; sobald aber iiber den Werth einer
dieser drei Grossen entschieden ist, sind die Werthe der beiden andern ein-
deutig bestimmt.

Zur Bestimmung der Werthe der Producte je zweier der drei vierten Wur-
zeln konnen auch folgende Gleichungen dienen:

4)——— 4 G, (% 4 4/ < Gy (yw” 41 MGREX"Y
(1%) \/61_'83\/61_62 = 6&3 ’ \/62—— 63\/6‘1—-—622 \//" ﬁ7 \/62_63\/61_632265%2';'

Der Grosse |5 ist der Werth e*™ beizulegen.

Fiir die Vermehrung und Verminderung des Argumentes der vier 6-Func-
tionen um eine halb e Periode gelten unter der Voraussetzung, dass den zweiten
und vierten Wurzeln die im Vorhergehenden bestimmten Werthe beigelegt

werden, die in der Tabelle auf der folgenden Seite enthaltenen Verwandlungs-
formeln: '

Zum Gebranche der ellipfischen Functionen. Zweite Ausgabe. 4



26 . Verwandlungsformeln fiir die G- Functionen. Art. 22

6in(uiéw)

Glut o) = +e" M Go Gu = * 6,u

1
“/61 — €& \761 — &

6(uto) = x\/e,——eg\/el—eseinu Go Gu = x {‘/el—ez\4/el—638in(“ié‘w)Gu

2.)
G (uE w) = Ve—e, - 6:&1;% G Gy — \4/61——-62_ ) 6in(ui%:m)63u
\/61"'63
Gy (utw) = Vea—e - € 1 6w Gu = Vea—e EnwEiols
\/61— €,
o i*q"u . \/Z i'f]”(ui%ﬂ)")
6(“"‘(‘0): i‘@ 6(1)62%—_—_i———-—:—4‘:::76 621/(,
\/61”62 6—6
Gy(uE o) = Voo - ¢ Gwon = L Vazt grilriele,
(3) \/7/ \/62_63
” ‘4/ A " L
Gy(uE o) = -T—\/ez“‘el \/62——633in w Gw'6u = $ﬁ__%_\£i__g3_6in (x3o )61,!,
1
Gz(uiw") = \/62'——63 . 6i71 “ 6(.0”61% — \/; 462—‘63 A eiVI (Miém )61%
6,6
Glut o) = + T GG =t TE) g,
\/61_63 \/62_63
G, (ut o) = Ve—e, - ¢ 1" 6o/ Gu = \/461—63 e (ui»;m)@u
(4) \/62_"63
: 2P Veo—e, | g (wxio)
G(ut o) = Ve,—e, - € Go' 6,u = v % . ¢ 6,u
\/81_63
, — U, g y—— En (U 50
Gy (% o) = $\/63'—el \/63_626 T 6w Gu :i@(/%_ea\/ez_‘ese W (u m)Gu



Art. 28, Verwandlungsformeln fiir die G- Quotienten. 27

Verwandlungsformeln fiir die Quotienten zweier G-Functionen.
23.

Fiir die Quotienten zweier G-Functionen gelten folgende Verwandlungs-
formeln :

Glutw) -1 G,u 6 (uFro)  _ Ve —e Gu
G(uF o) (e —e\e—e Ou Gutw) TV Gu
Gu*to) i Gu Gluxo’) 1 Gyu
Guto”) T \e—e G, GuFxo’) — T\ —e Ou
6(uto) v Gu O,(urw) Ve,—e, Gu
61(“ * ml) ._‘ B \/61—63 62“ 62(“ + (0’) B \/62—63 61”’
Gluxo) 1 Gu 6uxw) Gu
GuEe) — © Vics G GuEae) = TV 4 Gy
) IUE="4) . —1 G,u Gy (u* Q”) — Ve, —e, Gy
) 62(“ + w” - V-el_ez \/62““63 Gu 63(M + (!)”) - \/82—63 GIM
Guto) i Gu Cutow) i Gu
Glut o) T e —e, 0, G(utow) T e,—e, OU
Gufw) _ 1 ~ Gu Gutw)  Ve—e Gu
G,(u + w) T Ve, —e, G,u Gy(% = w) Ve,—e, O
+ " . + "

6(uxw") _ o+ 1 i G,u 62(u_m’ —+iVe e Gu
O,(u * ") Ve, —e, 6,u Gy(u + o’ 7 Gu
Gutow) 1 G,u Gutw) 4 Ou
63(Mi (D,) - Vgl_.gs e,— 6 Gu GS(Mi w’) - F \/61——63 Gu

G(u*t2wm)  Gu G ur2w) G

G u*2w,)  Gu G, (» * 20y) G,u

(2.)
Outie) - Gu | Guut2a) G
Gy(u =+ 2w,) Gyu 6, (v * 2w,) G, u

4*



28 Differentialgleichungen der G -Quotienten. Art. 24—25.

G, 1

. o . . 6 .
Aus diesen Formeln ergibt sich, dass die Functionen “ und ein-
Gy G,u

deutige doppelt periodische Functionen sind, fiir deren Argument (2w;, 40,) ein
primitives Periodenpaar ist.

Gleichungen zwischen den Quadraten von je drei G-Functionen.

24.
Aus den Gleichungen

Giu

" (2=1,2,38)

pU—e =

ergeben sich durch Elimination von pu die folgenden Gleichungen zwischen den
Quadraten von je drei G- Functionen

Ciu—Gu+ (e,—e,)Gu = 0,
Giu— Glu+ (e;—e,)Cu = 0,
Glu—Giu+ (6,—e,) C'u = 0,

(e;—¢;) Oju + (¢,—e,) Gyu + (e,—€,) Ggu = 0.

Differentialgleichungen der G-Quotienten.

25.
Aus der Gleichung
(1) pu = —2% %% ZZ
ergeben sich fiir die Functionen
G’ G,u’ Ou

folgende Differentialgleichungen

@ d Gu _ Gu Gu dﬁuu___(_) )
S Gu  Om Gu’' du G  * % Gu Gu' du Gu Gu Gu




Arxt. 25. Differentialgleichungen der G- Quotienten. 29

. . 6 G d] N . . .
Die Functionen 6:??’ —6“—3, E:,j% geniigen hierbei der Bedingung, dass

fiir den Werth # = 0

o d Gu . G Gy . Gu d Gu
) 52=% Weu=—Y  Ga— Y  Gu= M W eu—

Die angegebenen Differentialgleichungen nehmen in Folge der zwischen
den Quadraten von je drei G-Functionen bestehenden Gleichungen (Art.24)
folgende Formen an:

d Gul GRY G*u
(4) gl = 1= (6 G| [ 1= (e Gy
d 6ul Oiu Giu
(5-) l:% EL] - [1 62 Hie.u_ &+ (e). ) 62 }
‘ d Gu) [Gu G;u
) [ o] =[Gt amsallgu+as]

Es geniigen daher die vier Functionen

Gu 1 G, % 1 Gu 1 Gu
68" Ve G4 Vaa 0 Ve-aVe-s O

fiir £ gesetzt derselben Differentialgleichung

%%)2: (1—(—e)&)(1—(g—e)§).

Zu bemerken sind noch die Gleichungen:

) Ew-Zw=Lugdt= £ AL

61 G- = gl =5 BTSN — () LR

(0) P = logom = —(a=Wlm8) o (o) a—e)Z—a
= gt — - Gy

(10.) i(el_l %(M)Jr 16 %(u)) =

n w 7 v



30 Die Jacobischen elliptischen Functionen. Art. 26.

Vergleichung der G-Quotienten mit den Jacobischen elliptischen
‘ Functionen.

26.

Wenn der Modul & der Jacobischen elliptischen Functionen durch die
Gleichung

(1.) = &%

€,— 6

bestimmt wird, so ergeben sich fiir die G- Quotienten folgende Ausdriicke durch
die Jacobischen elliptischen Functionen :

Gu 1 . G,u cos am (Ve,— e,-u, )
= nam(Ve,—e,-u, k = \e,—e¢ ]
G, \Ve,—e, . (Ver=eu-s 1) Gu Ve—e, sin am (Ve,—e,-u, k)
G,u — G,u A am (\e,—e,-u, k)
L = cos am (Ve,—e;-u, k 2 = \e,—e,— L3
O v  #) Gu v * sinam (Ve,—e,-u, k)
G,u — G 1
= A am(Ve,—e;u, k = = Ve, —e,— —
Gyu Ve,  ¥) Gu v sin am (\e,—e,-u, k)
(2,
Gy = sin coam (\e,—e,-u, k) bu _ ! tg am (Ve,—e,-u, k)
qu ! 8 61u \/61—63 . 8
Gu 1 G,u 1
= ———=——cos coam (\e,—e,-u, k 27—
G Ve,—e, \ v b) G,u sin coam (Ve,— e,-u, k)
G,u Ve,—e e G, 1
= = 22 A coam (Ve,—e¢,-u, k il = —
Gy Ve, —e, \ ot F) O,u cos am (\e,—e,-u, k)

coam (\/el—es-u, k) = am (K—\e,—e,-u, k).

Der Quadratwurzel \/e,—¢, kann hierbei jeder ihrer beiden Werthe beige-
legt werden, die Entscheidung iiber den der Quadratwurzel \/¢,— ¢, beizulegenden
Werth héingt hingegen von der Uebereinkunft {iber die Bestimmung der Grosse
K ab, welche der Definition von coam (\e,—¢,.u,%) zu Grunde liegt.



Art. 27. Einfilhrung der Grossen K wnd K'. 31

Die von Jacobi mit K bezeichnete Grosse kann ndmlich jeden in dem
Ausdrucke

\/61_ €s (w + 4pow + 240)')

enthaltenen Werth annehmen, wobei p und ¢ beliebige ganze Zahlen bezeichnen,
Der in den vorstehenden Formeln vorkommenden Wurzelgrosse \e —e, ist nun
derselbe Werth wie im Art. 21, oder der entgegengesetzte Werth beizulegen,

jenachdem die Zahl ¢ grade oder ungrade ist.

Bestimmung eines primitiven Periodenpaares fiir das Argument der
Function gz mittelst zweier eindeutig bestimmter Grossen K und K.

27.
Die Wurzeln der Gleichung 4s*—g,s—g, = 0 mégen, — unter der Vor-
aussetzung, dass g —27¢; nicht gleich Null ist, — in irgend einer Reihenfolge

mit ¢ , ¢,, e, bezeichnet werden, mit der Bedingung, dass, falls die bei der geo-
metrischen Darstellung den drei reellen oder complexen Grdssen e, e, e, ent-
sprechenden Punkte in gerader Linie liegen, ¢, dem mittleren dieser drei
Punkte entspricht.

Unter dieser Bedingung sind die Grossen

€—6 J2 6—6 %
e R 1 2 =
€,—¢6 €,— 6

(1)

so beschaffen, dass keine von beiden einen reellen negativen Werth hat und
dass auch keine von beiden einen reellen positiven Werth hat, welcher grosser
als 1 oder gleich 1 ist.

Mit & und % sollen diejenigen Werthe der Quadratwurzeln aus —zﬁ_—f und

1 Y

4% Yegeichnet werden, deren reelle Bestandtheile positiv sind. Es hat dann

1 3

auch der reelle Bestandtheil des Quotienten - einen positiven Werth.

k
Die Grossen K und K’ sollen die Werthe der bestimmten Integrale
1t dt it dt
K :f —_—, K = f —
(2.) o V1—8 \V1—F*¢ b V1= \V1—Fk"¢

bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Integration auf directem Wege ausge-



39 Einfiihrung der Grossen K und K’ Art. 27,

fithrt*) und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren
reelle Bestandtheile positiv sind.

‘Werden nun zwei Grossen o, und o, durch die Gleichungen

(3. o= 2 o=

' \/61_63 ’ ’ \/61—63
bestimmt, in welchen der Werth von \/g, —¢, beliebig fixirt ist, so ist (2w ,2w,)
ein primitives Periodenpaar des Argumentes der zu den Invarianten g, und g,
gehérenden Function p(u;g,,9,) und es bestehen, wenn

w, = o+ w,
gesetzt wird, die Gleichungen
PO, = ¢, Pw, = &, Pu; = 6.

Die reellen Bestandtheile der beiden Grossen K, K’ und der reelle Bestand-
theil des Quotienten

haben positive Werthe.

Wenn die Grosse %1__—21 =k’ einen reellen Werth hat, so haben K und
K' positive Werthe. In diesem Falle ist das Dreieck, dessen Ecken bei der
geometrischen Darstellung den Grdssen 0, 2w , 20 entsprechen, ein recht-
winkliges und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des rechten
‘Winkels. .

Das erwdhnte Dreieck ist jedoch ein spitzwinkliges, wenn die Grosse
F* eine complexe Grosse mit positiv imagindrem Bestandtheile ist; es ist ein
stumpfwinkliges, wenn &* eine complexe Grosse mit negativ imaginirem
Bestandtheile ist, und zwar entspricht dem Werthe 0 der Scheitel des stumpfen
‘Winkels. In dem letzteren Falle sind die bei der geometrischen Darstellung
den Grossen 0, 20, — 2w, entsprechenden Punkte die Ecken eines spitzwink-
ligen Dreiecks.

Das Periodenparallelogramm, dessen Seiten bei der geometrischen Dar-
stellung beziehlich den beiden durch die obigen Formeln bestimmten Perioden

*) An die Bestimmung, dass die Integration auf directem Wege ausgefithrt werden soll, wird
in den beziiglichen Formeln durch einen an das Integralzeichen angefiigten Accent (f) erinnert.



Art. 28. Bestimmung der Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar. 33

2w, 20, entsprechen, ist also entweder ein Rechteck, wenn % einen reellen
‘Werth hat, oder es hat, wenn dies nicht der Fall ist, die Eigenschaft, durch seine
kiirzere Diagonale in zwei spitzwinklige Dreiecke zerlegt zu werden.

Diese Eigenschaft ist fiir das auf die angegebene Weise bestimmte pri-
mitive Periodenpaar (2w ,2w,) charakteristisch, wenn noch die Bedingung hin-
zugefiigt wird, dass po, = e, pw = e, sein und dass der reelle Bestandtheil des
—x einen positiven Werth haben soll. Denn ausser den beiden

primitiven Périodenpaaren (2w,,20,), (—20,—20,) gibt es kein anderes diesen

Wy

Quotienten

Periodenpaaren aequivalentes Periodenpaar mit derselben Eigenschaft.

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 6-Functionen
vorkommenden Wurzelgrossen fiir ein specielles Periodenpaar.

28.

Unter der Voraussetzung, dass die Perioden 2w, 20", 20, auf welche sich
die Formeln des Art.21 und des Art.22 beziehen, durch die Gleichungen

(1) 20 = 20,, 20" = 20, = 20, + 20,, 20" = 20,

bestimmt werden, wobei o und w, die im Art.27 festgesetzten Werthe haben,
ergibt sich, dass der im Art. 21 fixirte Werth der Quadratwurzel \e,—e¢, genau
iibereinstimmt mit demjenigen Werthe dieser Wurzelgrésse, welcher zur Be-
stimmung der Grossen o, und w, angewendet wurde und beliebig gewdhlt
werden konnte.

Zur Bestimmung der Werthe der iibrigen in den Gleichungen des Axrt.21
und des Art.22 vorkommenden Wurzelgrossen ergeben sich, unter Beibehaltung
der im Art.27 festgestellten Bezeichnungen, die folgenden Gleichungen

G G, 4, 6o 1 6" ki
Go Ve—e,, G ¥, G k' G k'’
(2) \/62_83 =k \/61_ s, \/ex"' e, = \/el—637
\/63"‘61 = ‘“'i\/el_es; \/63—62 = —ik Vef_ea; \/62—61 = —il/ \/61_63°

Wenn der Werth von ye,—e, = Ve, —e, beliebig fixirt wird und mit

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 5



34 Einfiihrung der Grossen F und E'. Art. 29.

Vi, VE diejenigen Werthe dieser Wurzelgrossen bezeichnet werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind, so gelten die Gleichungen:

(8. cez—‘ € = \/Evex—esﬂ 4\/61_“9'1 = \/Fv%—'ea'
Bestimmung der Grossen %(w,) und %(ws) mittelst zweier
eindeutig bestimmter Grossen E und E'.
29.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 erklérten Bezeichnungen sollen dle
Grossen E und E’ die Werthe der bestimmten Integrale

B \/1—7ct —f —Be i
A \/l_tz \/’___‘ketz ’
72 42 2 42
B Y1I=F¢ t—f — k%t
V1.

b V1=+¢ -t2 VI—E*¢

bezeichnen, vorausgesetzt™) dass die Integrationen auf directem Wege ausge-

(1)

fithrt und den Quadratwurzeln diejenigen Werthe beigelegt werden, deren reelle
Bestandtheile positiv sind.

Unter dieser Voraussetzung sind die Gréssen v, = %(wl), N = %(wa)

durch die Gleichungen

———— €, N i\ ’ '
(2~) N, = vel_e(’}{E_ €, — e, K ’ Ns = Z\/el 33{E + o —o, K }
bestimmt, aus denen sich

1 , 7
(8. E = (n,+e o), B = ——— (1,1 €0,)
\/61 e Ve,—e,

ergibt. Zwischen den Grissen w,, w,, 7,, 7, besteht zufolge Axt. 7 (5.) die
Gleichung

(4) Ny W= 0Ny = %“i:

welche der Legendreschen Relation EK'+ E'K— KK = ;= entspricht.

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32.



Art. 30—31.  Darstellung der Functionen G4, G,u, G durch unendliche Producte. 35

Darstellung der Functionen 6 u, Gu, Gz durch unendliche Producte.
30.

Die Function G,u ist ebenso wie die Function Gu durch ein zweifach un-
endliches Product darstellbar.
‘Wenn néamlich

(1.) w, = (2p+1)o+2p, w, = Qu+ 1o+ (2p'+1) o, w, = 2po + (2u'+ 1) o’

gesetzt wird und bei der Productbildung jeder der beiden Zahlen p., p’ alle
ganzzahligen positiven und negativen Werthe, Null eingeschlossen, beigelegt
werden, so besteht fiir jeden der drei Werthe von 4 (4 = 1,2,3) die Gleichung

u o u
.___+____
. N —reu’ U\ w22
(2.) Gru = Gy(u|w, ) = ¢ I Iwz.(l_?)e TS
31.
. . . u L) 2n00°
Die Werthe, welche die Grossen 9y =V € =7, 2qwe?, @ e

annehmen, wenn dem Argumente » der Reihe nach die Werthe

U+ o, U+ o, %+ o
beigelegt werden, sind zusammengestellt in folgender Tabelle, in welcher
T = % und = €™ die im Axrt. 6 erklirte Bedeutung haben.
% %+ o %4 o %+ o
v v4 1 v4 iz v+ 5+
(1) = iz R ihts

\
2n00* 2N00’ Ut 0| 2000+ 1 ut51 o'+ Erridoni 2evi+  ut 1y o+ 4 Leri o

6271(»1]2 621;(»112 V) 627‘(»1)2 6‘q’u 6%11’10’ Wha 621;(»1)2 67;"% 6—;-7‘"1»" \/»7: N

e'e

Der Wurzelgrésse Vi ist der Werth gt beizulegen.
Mit Benutzung ‘dieser Tabelle ergeben sich aus den im Art. 6 enthaltenen
5*



36 Darstellung der Functionen G, Gu, G durch unendliche Producte. Art. 31,

Ausdriicken (7.), (8.), (9.) fiir die Function Gu folgende Ausdriicke der Functionen
6 u, Gu, G durch einfach unendliche Producte:

(2.) 6 = 621 cosomll e—%%;:._i —vri ’ %L’ i
®) — " o], 11+ -f ;;n—z 11, 114:1—]%225 :

(4) — 2% gosum IT, 1+ 27%(210—(13_5};:);: + 0

(5.) G = 82%)1;2 II, cosc(()(:(;i)_f)—“) ™ o ) cos,c((()g(_7;%_);)_;:,)Tc i
. — I T

(7.) = 327‘"’” IT, 14 27@“’("1“_0’_0222“2);|- e

B e
(9.) — Znum H 1——7@“’]’;‘;_5-2 H” 11 h;:;;

(10.) _ 627103” I 1— 2h™"cos 20m 4+ A

=7y

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grdsse v und Vergleichung der
Coefficienten der mit +* multiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen

(11.) 2w = —2¢0* 4+« +2 1+h"")

47Z2n—1

(12.) 2w = —2¢,0°+ 7 2”ma:352—,

2n—~1

(13.) . 2‘qu) = -—26’3L0 — T Zn(—l——kw,

welche der Gleichung (10.) des Art. 6 entsprechen.



Art. 32 Bestimmung der Wurzelgrossen durch unendliche Producte. 37

Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der 6-Functionen
vorkommenden Wurzelgrossen durch einfach unendliche Producte.
32.
Wenn die Grossen H , H , H , H durch die Gleichungen
) H, = (1—W)(1—h)(1—h)---, H = (L+B)(1+h)1+5)---,
H, = (1+5) A+2)(1+4)---, Hy = (1—h) QA=K)(1=F)---

definirt werden, in welchen die Grosse & die im Art. 6 erklarte Bedeutung hat,
s0 ist

2) H, — H,H,H,H, H, H, 1, =

und es ergibt sich

1 2 N 2 s 2
(3) Go = 3‘3@”‘”-5;—, o' = 20T i Gy = 22t
T E) T zkAHZ ne 2h’TH02

Die im Art. 21 in eindeutiger Weise bestimmten Wurzelgrssen

\/62—-— (2%} \/61— (2% \/61— €,
haben demnach die Werthe

(£) \/62—63 = 20)‘4]& H:H, \/61"“63 = E;H:II;7 \/61'—62 = "i;—HgH::

mithin gelten fiir die in den Verwandlungsformeln des Axrt.22 vorkommenden

Wurzelgrossen Ve,—e,, Ve,—e,, Ve, —e, die Gleichungen

{1/62_..33 e \/—2%2};%H0Hf, \4/61——63 = VE%HOH227 \/ VQ(D HHB
(5.)

f/62~63€/61~63\4/61"32 = \S/a‘ = % %Zkiflfi

in welchen der Werth von \/ _ZE beliebig fixirt werden kann.
Es ergibt sich also

1

(LR UARY AR P ey 3(1 —R)(1—R)(1—FF)-..

s 66
(6.) ¥ ——“—‘; 16}‘%(1.;-]2) (A+75)(1+75)--§ e—e  (1+R)(1+A)(1+R)-



38 Uebergang zu dem Periodenpaare (2&, 26). Art. 33.

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2v,2')
zu einem &dquivalenten Periodenpaare (2@,2&").
33.

Wenn an die Stelle des primitiven Periodenpaares (2vw,2w’), auf welches
die in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Formeln sich beziehen, ein dem-
selben dquivalentes Periodenpaar (2@, 26') tritt, wo

(1) B = pw+qo, @ = p'w+q'v, pg—qp =1,

80 ist in jenen Formeln an die Stelle von

’ " o___ r ~
0, 0, o = oto ®

beziehlich

’

)

=2
I
St

+ ’
+ !

1, M, 1= N+

1]
=
l
1]
=3

zu setzen, wobel % = py+qy, 7 = p'n+4q7.
Bei dieser Vertauschung bleiben die Invarianten g,, g, und die Functionen
Gu und @u in Folge der Gleichungen

(2) G(ulo,0) = 6(uld,d),  pulo,o) = p(u|s,d)

ungedndert. Der Gleichung (17.) des Art. 9 zufolge bleibt mithin bei dieser
Vertauschung die Gesammtheit der drei Gréssen e, ¢, ¢,, also wegen der
Gleichungen (2.) des Art.18 auch die Gesammtheit der drei Functionen G,
O,u, G ungeindert; dagegen konnen die Indices der drei Grissen e, e,, e,
und dem entsprechend die Indices der drei Functionen Gu, Gu, Gu ihre
‘Werthe édndern.

Aus den in den Artikeln 6, 8, 9, 18, 21, 22, 23, 26, 31, 32 enthaltenen
Formeln ergibt sich eine Anzahl neuer gleichfalls giiltiger Formeln, wenn in
denselben gleichzeitig die Grdssen

u) , w , w (»;:) , ~II, (T)I
” ’ ~ ~ ~
1, N, 7 i, #, F
€1y &y G . . . . e e e
(3. beziehlich durch die Grdssen (A
Gu, Gu, Gu Gu, G,u, Gu

u o’ u (ng

v = %0’ T = — = 5~ V= =

[ [ 20 [0



Art. 38. Uebergang zu dem Periodenpaare (28&,28&"). 39

ersetzt werden, wobei die Gréssen z und % ihre Bedeutung entsprechend #ndern.
Hierbei sind die Indices 1, u, », welche den Gleichungen

[0]

|

"o__ r
(4.) po = ¢, po’ = e, @ €,

. ~ ~ I ~ 7
PO = ¢, Po’ = e, PO e,

gemiéss zu bestimmen sind, von den Resten der Zahlen p, ¢, p’, ¢ in Bezug auf
den Modul 2 abhingig.

Die nachfolgende Tabelle enthdlt die Werthe dieser Indices fiir jeden
der sechs von einander verschiedenen Fille, welche eintreten kénnen.

}Reste modulo 2 ||
__Milplqm'[q’}lf.tblv“
T ftjojo|1|1]2]s
(5.) T T]o[1 (11382
TL|1]1]0[1]2]1]3
IV[i[1[1]0]2]|8]1
Vo[1|1]1]8]1]2
VI[o[1[1]0]3 21

Hiernach bestehen, wenn fiir 4, u,» die durch die vorstehende Tabelle
gegebenen Werthe gesetzt werden, die Gleichungen

6,(%|®,&") = Gu = G,(u]w,w’),
(6.) O,(u|6,8) = Gu = G,(u]|v,v),
Gy(%]3,8) = G,u = G,(u|w,n).

Unter derselben Voraussetzung ergeben sich durch die Vertauschungen (3.)
aus den Gleichungen (5.) des vorhergehenden Art. die folgenden Gleichungen,
in welchen 7 = ™, © = %’)—’ zu setzen ist, wihrend H , H , H,, H, die im vorher-
gehenden Art. erklirten Functionen der Grésse » bedeuten :

(7). 20 e = W, = ot T (1— o) (147,
(8) Bomg= Hm= ILa-m) sy,
) ViVama = ma= TLa—ima—iy,
(10.) 20 ZVZ; = on'm — ot 11, (11—

Der Wurzelgrisse VG ist der Werth Ve, — ¢ Ve,— ¢ Ve,— ¢, beizulegen. Der

Werth der Wurzelgrosse —iﬁ kann beliebig fixirt werden.



40 Einfihrung der Thetafunctionen. Art. 34.

Unter der Voraussetzung, dass die Wurzelgrdssen durch die Gleichungen
(7—10.) bestimmt werden, bestehen die Gleichungen

e . ) N
(11.) \/%‘”—\7(; Gu = g210v .%h’f(,e—z—l)Hn(l_k%)(1_7&2-2)(1—7:,%2),

o~ 2 1

(12.) \/2%\4/6’,“— 6,00 = 624(»0 . 7&7‘(2+Z“1)Hn(1—k2”)(1+k2”z‘2)(1+k2“.e2),
— o2

(13.) \/g:i 46;_— 61,6#“ — 6271(1)'0 Hn(l__kfm)(1+722n—1z—2)(1+k2n—1z2)’
— S

(14.) \/ZTwC/E},—‘eHGvM = 627}(1)@ Hn(l_kw) (L—h21272) (1—n1g?)

k2143
PV = — g = @e ’ T — .

, h=c¢e

Sz! =)

Die Grosse 27j® kann mittelst der Gleichung (10.) des Art. 6 oder der
Gleichungen (11 —13.) des Art. 31 bestimmt werden, nachdem in diesen Glei-
chungen die angegebenen Vertauschungen (3.) vorgenommen sind.

Einfiihrung der Thetafunctionen.  Ausdruck der vier G- Functionen
durch die Functionen 3(v|t) und @ (u|é,d").

34.
Der Werth des unendlichen Productes

(1-) F(Z) = Hn(l—k%)(l-l—kz"_lz'z)(l +k2n—132)

kann durch eine nach Potenzen der Grosse 2* fortschreitende unendliche Reihe
dargestellt werden, welche fiir alle endlichen Werthe der Grésse z, den Werth
z = 0 ausgenommen, unbedingt convergirt. Fiir alle Werthe der Grésse &,
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, besteht nédmlich die identische
Gleichung

(2.) ]._L,(l—- Y (LR (1412 = 14 h(P+278) + b (e &77) + (2 275) e
= 142 B (@), '
In Folge dieser Umgestaltung des unendlichen Productes in eine unend-

liche Reihe ergeben sich aus den Gleichungen (11—14.) des vorhergehenden
Axt. folgende Darstellungen der vier G- Functionen:



Art. 34. Einfilhrung der Thetafunctionen. 41

C R VEEX ey

1, Fmv® 1 m 7 2 2m
-—{h%ZF(hz.%)z 621111)1) Em(—l) h%(2n+1) z2 +17

%

26 25d0? 27 Ho? 4 2
(4.) \/_2;(:-) 4/—*%_61'61% — e j00° hAZF(h%Z) — e 70V 2mh¢(2m+l) Z2m+1’

9% 4 27 o? Fov’ m?® 2m
5. 2 e Gu=e1"" . F(e =62nm02hzg,

T 7 v ~u m

_“.4 2~~ 2 . 2~~ 2 m 171.2 m
(6.) \/‘2;\/67.'— ,0,u = € Kl F () = ¢ 1" 2 (-1 Pl

Bei der Bildung der vorstehenden unendlichen Summen sind der Zahl m
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe, einschliesslich der Null, bei-
zulegen, wihrend 2= "™ zu setzen ist.

Durch die Gleichungen

(7.) %EM (— 1)’"1a%(2m+1)232m+1 — oh¥sinom — 2h¥sin Som 4+ 2K  sinbon—-.. = J,(v),

(8.) Zm ik @m D’ ol — 2h¥cosvm+ 20t cos Sum + 2h* cosBom+ oo = 3 (v),

9.) > R = 1+ 2hcos2vun + 2h* cos 4vm + 27° cos 6om +--- = I, (),

(10.) > (—1)" " = 1—2hcos2vm+ 2h* cos 4vr—2h° cos bom +--- = I, (v)
(m =20, 1, £2, --- £c0)

werden die Functionen 3(v), J(v), 3(v), 3(v) definirt, welche, wenn vx =
gesetzt wird, bei Anwendung der Bezeichnungsweise, deren sich Jacobi in
seinen Vorlesungen (Gesammelte Werke, Bd. I S. 501) bedient hat, mit den
Jacobischen Functionen 3J(x,q), J(2,q), (@, q), 3(x,q) beziehlich iber-
einstimmen. Die von Jacobi mit ¢ bezeichnete Grisse hat dieselbe Bedeutung,
wie die im Vorhergehenden mit 7 bezeichnete Grosse.

Herr Hermite bezeichnet (Journal de M. Liouville, 2™ série, tome III,
p. 26) fir p = 0,1, » = 0,1 den Werth der unendlichen Reihe

. . .
Zm(_l),mezu[(Zm-]-y)x—]— ra(2m+ u)?] mit 0,.(®).

(m=0,%1, £2, --. +00)

Zwischen der durch die Gleichungen (7 —10.) festgesetzten Bezeichnungs-
weise der vier Thetafunctionen () (¢=1,2,3,0) und der von Herrn

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 6



492 Einfithrung der Thetafunctionen. Art. 34.

Hermite angev endeten Bezeichnungsweise besteht daher, wenn o = t gesetst
wird, die durch folgende Gleichungen ausgedriickte Beziehung

O (%) = (), Ops(7) = J(w), O,0(2) = (), 0,.(x) = iJ,(x).

Die Functionen J(v) sollen im Folgenden, wenn es néthig ist, eine Angabe
hinsichtlich des Periodenpaares (2@, 2®'), auf welches diese Functionen sich
beziehen, in die Bezeichnung derselben aufzunehmen, mit

(11.) 3 (o15) = 9l (e =1,2,50)

bezeichnet werden. Das zweite Argument wird auch Parameter der 3-Func-
tion genannt.
Aus der angegebenen Definition ergibt sich

(12) S +3000) = 2%(2|s), K]0 —I(vlx) = 2520|4).

Die vier Functionen J(v|t) genfigen nebst allen ihren Ableitungen der
partiellen Differentialgleichung

8 1 &9

(18.) Gt dmi 00®

Werden durch die Gleichungen
(14) Q) = s, &) = e (01 ), u = 280

fiir ¢ = 1, 2,3,0 vier in Bezug auf die drei Argumente u, &, @ homogene Func-
tionen definirt, so bestehen dem Vorhergehenden zufolge die Gleichungen

v = ”2%7 T= g h=e",
— S
(15.) VYT 6u = 61 3 0]0) = 6 u]s, ),
v o2
(16.) B oo G = 61 5 (0]c) = G(u]®, &),
o 25 0* N
(17.) —Ve—¢ Gu =28 g (v|r) = 6,(u|d,d),

I

(18.) \/'2?\4/‘91”6# G,u 627]6)1) Jw|t) = O u|®,d).



Art. 35. Einfithrung der Thetafunctionen. 43

35.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grosse v und Vergleichung der
Anfangsglieder erhilt man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden
Art. folgende Ausdriicke fiir die im Art. 33 (7—10.) bestimmten Wurzelgrdssen:

(1) \/?{’/G” = = 3(0) = SHE -8Rt BI— TR ),
(2) \/?%— 6 = 900 = 2hFAHRIHRFI ),
(3.) \/?\/e,——e“ =  §(0) = 1+2h+2k+20"+---,

(4.) \/%Vq——ep = (0 = 1—2h+2k—2K"+---.

Es ergibt sich hieraus das System von Gleichungen

(5.) 3/(0) = =3,(0)3(0) 50, 3H0) + 30 = F(0),
(6 ) 6= l(i)2(34(0)+34(0)) e, = l(_l)2(—34(0)—~34(0)) e = — _l_(i)z(34(0)+34(0))
. 27 3\20 3 (\ ’ w 3\2® 2 0 ’ v 3\2® 2 3 H
(7‘) _2EJ—= 2k7+211,1+2h4+--. = 5 24 (2h+2k9+2k25+‘”)’
TC \/64&—' é \/ 26 —-\/6’1‘— G
26 14 2h 4 2h* - 2R° + - - 2
8. —_— = n = < 1+27Z4+2k16+~-- ,
( ) T \/el— e, \/6;.—61, _l_‘/el____e# ( )
(9. V= Vama _ 300 _ oot
. "~ Va—g J,(0]<) 14 2k + 2%+ 2R°+ -+’
(10.) Vi = Va—a _ 300 1=2h 22
' Ve—e, SAIE) 14 2k + 2B* 4 2R°+ -+
Zwischen der Grosse
(11.) l == 1_\/7‘;’ — C/el_ev—c/el_e‘u — 2k+2hg+"‘ - 3'2(0\41)

TTVE  Va—e+Ve—g  1Toi+2+ — 50[4)

und der Grosse 41 besteht hiernach dieselbe Gleichung, wie zwischen \/& und T.

6%



44 Verwandlungsformeln fiir die < - Functionen. Art. 86.

Die Gleichung (11.) ist ein specieller Fall der Gleichung

(12.) Va—¢ GMM_CeV—eMGv“ _ J(2v]47) _ V46’r‘ev—\/46’1—9,¢ 6,(2u| &, 4®')
Va—e GutVe—e,Gu  J(20[47)  Vo—q +Veg—e, 0:(24]5,48)’

welche sich aus den Gleichungen (12.) des vorhergehenden Art. ergibt.

Durch Entwickelung nach Potenzen der Grdsse v und Vergleichung der
Coefficienten der mit +°, beziehungsweise mit v°, multiplicirten Glieder erhilt
man aus den Gleichungen (15—18.) des vorhergehenden Art. folgende den
Gleichungen (10.) des Art. 6 und (11—13.) des Art. 31 analoge Gleichungen:

R ==

(14.) 25® = ——2e,162—% %:((g; = ——2e7_(32+_72‘: l-il-:%:zjzizz?:i.;_,
I e e
() e = —'261,6)2——% gj’% = — 20 -4 1—k &ﬁﬂ‘;};ﬂ..-

Verwandlungsformeln fiir die J-Functionen.

36.

Fiir die Vermehrung des Argumentes » der Functionen J(v), (o), 3(v),
9,(v) um eine der Grdssen %, 37, 3 +47, 1, T, 1+, beziehungsweise um die Grosse
p+qr, wop und ¢ ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, gelten folgende

Formeln:

Jd+3) = 30 I J+1) = J(v)
J+3) = ) Jw+1) = —3J(v)
G +3) = =) G +1) = —3J(v)
Jw+3) = 40 J+1) = I



Art. 37. Lineare Transformation der Thetafunctionen. 45

Sw+ir) = it Y (0) J+7) =~ Y )
S(o+in) = il e () S(047) = —Fe ™)
Sw+i) = KFieTy) S+7) = BT )
Sw+in) = KT w) So+0) = K& TTY()
G+itin = Wi o +147) = =6 5 (0)
Stitin = K 0) | Se+itn) = BePTYw)
S i+in) =—ik e Y () So+147) = —h"e ™Y 0)
So4itin = W) | Je+ltn = B TTY)

Stp+m) = (D)W T MY (0)

v +p+a) = ()PS0

Sw+p+a) = (DL )

S +p+ar) = W Le M G 0),

Grundformeln der linearen Transformation der Thetafunctionen.

37.

Aus den Gleichungen (2.) und (6.) des Art.33 ergeben sich in Folge der
Gleichungen (15—18.) des Art.34 folgende die lineare Transformation der
®-Functionen betreffende Formeln :

O(u]5,5) = /SO ul00),  Ou|5,5) = 5|/ 6|00,

(1) _ _
~ o~ w ’ ~ o~ '
0u15,5) = o\ Zulow),  O©|5,5) = \/2 6 u]u,0).

In diesen Formeln bedeuten e, 8, 7 die drei Zahlen 2, 3, 0 mit der Bestim-
mung, dass e=4+1, f=p+1,7=v+1 (mod.4). Die Grdssen ¢, ¢, ¢, ¢, be-
deuten achte Wurzeln der Einheit.



46 Lineare Transformation der Thetafunctionen. Art. 37.

Die einfachsten linearen Transformationen, aus denen alle anderen linearen
Transformationen [ﬁ,’ﬂ zusammengesetzt werden kénnen, sind die Transforma-

2
. 1,0 0,1 . . . . .
tionen '1’1} und [_1’ 0], durch welche die Grésse t in T+1, beziehungsweise in
? ’

T, = —% ubergefithrt wird. Fiir diese speciellen Transformationen gelten fol-
gende Grundformeln:

0(u]w,0) = i G u]w,0 o) | Olo,0) =i\ 26w, —o)

Ou|w, ') = i *0u] v, 0+ o) O, (u|w,0") = \/%@O(u |0, —w)

(2.) :
O(u|v,0") = O (u| 0,0+ w) O,(u] v, ') = %@a(ulm,’ —o) )
o]0, 0) =  Bulo0+o) | Bulew) = \/2Lewu|d,—v)
Solt) = it et | Selt) = —iV=i 960,
(3.) Sle) = i gl 41) | el = Vomi Gl
St = Selt+l) | Gl = Vil
S0l = S+ | Qe = Vi G,

Der Quadratwurzel \/%f— = \/% = \/—r,¢ ist derjenige ihrer beiden Werthe
beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist. Der Grdsse i~* ist der Werth

i :
¢ *™ beizulegen.

Aus den vorstehenden Formeln erhilt man folgende analytische Darstellun-
gen der vier Functionen J (v|1):

Jv|t) = V=1, Zm (_l)me'rlni(v—-.}+'m)2 S(0]%) = Naers Eme,rlm'(v_i_m)z
(4)
Sv]r) = V=14 Zm(_l)merlni(v+m)2 S(v]7) = N Eme-clm(v——»;-+m)2

(m = 0,+1,%2,..-+00).



Art. 38. Additionstheoreme. A7

Additionstheoreme der 6- und @-Functionen.
38.

Wenn mit u, u,, u,, u, vier beliebige Grossen bezeichnet werden, so ergibt
sich aus der identischen Gleichung

(pu—pu,) (pu,—puy) + (pu—@u,) (pi,— pu,) + (pu— pu,) (pu, — pu,) = 0
durch wiederholte Anwendung der Formel (1.) des Art. 11 die Gleichung
G(u + u,) 6(u—u,) G(u, + u,) O(u,—u,)

(1.) + 6w + u,) G(u—u,) G (us + ;) G(u;—u,)
+ 6(w + u,) G(u—u,) 6(u, + u,) G(u,—u,) = 0,

welche fiir alle Werthe der Grossen u, u , u,, u, Geltung hat.
Durch die Gleichungen

ut+u = a, u—u, = b, u,+u, = ¢, u,—u, = d,
(2.) u+u, = a, u—u, = b, wy+u, = ¢, Ug—ty, = d,
wtu, = d, u—u, = b, wy+u, = ¢’ U —u, = d’

werden drei Systeme von je vier Grossen a, b, ¢, d; o, b, ¢, d; a',b", ¢", d" ein-
gefithrt, zwischen welchen folgende Beziehungen bestehen :

o = Ha+btet+d) | a'= L(a+bV+c+d) a = 3(a"+b"+c"+d")
b/ — %(CL‘*"b_C——d) b/r —_ ';—(“,+bl—cl—d’) b — %(a”"}-‘b"—c"—-d”)
cl —_ %(a—b+c_d) C" J— %’(al.—bl_*_cl_d') C J— %(a/’—b”—l—c”——‘d")
@ = j(—a+bte—d) | &'= J(—a+b+c—d) | d = F(—d+V'+¢'—d")
(8.) T e ——
o = %(a+b+c_—d) a — %(a 4B ¢ d’) o = %(a +b"+6"—*d")
b= ;(a+b—c+d) b = L +b—c+d) V= L(a"+V"—"+4d")
= t(a—b+c+d) ¢ = +(a'— +c’+d’) ¢ = F(a"=b"+c"+a")
dll *;‘(a —'C—-d) : d p— %(a! cI—'dl) d!: %( /V bII _d!l)
(3*) a2+bz+ca+ & = a’2+b’2+c'2+d’2 — a"2—|—b"2+c"2—|—d”2.

Aus den Gleichungen (3.) ergibt sich, dass jedes einzelne der drei Systeme
von je vier Grossen a,b,c,d; a,V,¢,d; a",b", ¢’,d" als ein System von vier
unabhiingig verinderlichen Grdssen betrachtet werden kann.



48 Additionstheoreme. Art. 38.

In der Gleichung (1.) mégen nun an die Stelle der Gréssen u+u,, u—u,
u, +u,, u,—u, der Reihe nach folgende Gréssen gesetzt werden:

[1] 0,0, ¢, d; [2] at-,b+®,0,d; [8] at,b+a", e, d; [4] at ", b+, 0+, d—a;
Bl e +®+26,0+6,c+6,d—d; [6] a+6,0+d,c+d,d—a,

wobei &, @, ® die im Axrt. 33 erkldrte Bedeutung haben. Dann ergeben sich
unter Benutzung der Gleichungen (3.) und der Verwandlungsformeln der G-Func-
tionen nach jedesmaliger Abtrennung eines den drei Gliedern der entstandenen
Gleichung gemeinsamen Exponentialfactors die in der Tabelle [A.] zusammen-

gestellten Gleichungen. Die Indices 4, p, » bedeuten in irgend einer Reihen-
folge die Zahlen 1, 2, 3.

[A.]
1] Ga Gb Gec Gd + Ga Gb G Gd' + Ga'Gb G¢' Gd' = 0
[2] G,aGb Gec Gd +  G,a'Gb G Gd + 6,d'G,b 6¢" Gd' = 0
3] 6,06,06,c6d + Gd'GY G, Gd + 6,0"6,1'G,'Gd" = 0
[4] 6,46,66,c6,d — GaGHGIGd + (q—6)Ga' G G Gd = 0
[5] (6,—6,) G0 Gb GieGd + (6,—¢) 6,06HG,06,d  +  (a—¢)G,a'GYG,¢'G,d = 0
[6] 6,66bGieGd  —  GaG GG + (g—0)(g—) Ga’ G G Gd = 0

Aus diesen Additionstheoremen der 6-Functionen erhilt man vermittelst
der Gleichungen (15—18.) des Art. 34 die entsprechenden in der Tabelle [B.]
zusammengestellten Additionstheoreme der @-Functionen. Die Indices «, 8, »
bedeuten in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 2, 3, 0.

[B-]
[1] 6,60 6,c0,d+ 0,a 6 0 6,d +6,a" O 6,6d = 0
[2] 6,06, Gc0,d+6,00,b'0,¢ 60,d + 0,d" b 0,c'0d = 0
(8] 0,0 8b 6, 6,4 + 6,0/ O 6,¢ O, + 0,0" Q' 6,¢"G,d" = 0
[4] 0,4 @b 6,c 6,d— B,a' B 6,¢ 6,d' + 6,06, 6, d" = 0
[5] 6,a O O,c O,d— 6,0’ O} O,¢' 6,d' + 60" O O,',d" = 0

[6] 0,040,b6,c0,d—06,6'0'6,c'6,d * 6,a" 6 6,"60,d = 0.



Art. 38. Additionstheoreme. 49

In der Gleichung [B. 4] hat
fir (e B,7)=(2,3,0), (0,2,3), (3,2,0) dasobere Zeichen,
fir (e B,7)=1(2,0,3), (0,3,2), (3,0,2) dasuntere Zeichen
Geltung. In der Gleichung [B. 6] gilt fiir « = 2 und filr « = 0 das obere, fiir
« = 3 dasuntere Zeichen.

Bei dem Uebergange von den Functionen ®(u) zu den Functionen 3 (v) er-
gibt sich aus den Gleichungen der Tabelle [B.] nach Abtrennung eines Expo-
nentialfactors mit dem Exponenten %(a”—i— b*+¢*+ d*) unter Beriicksichtigung der
Gleichungen (3%) ein System ganz analoger auf die Functionen J(v) sich be-
ziehender Gleichungen, welche dieselbe Form haben, wie die Gleichungen der
Tabelle [B.].

Die Argumente der in den Gleichungen der Tabelle [A.] auftretenden
G-Functionen hiingen ab von vier von einander unabhéngigen verédnderlichen
Grossen. Diese Zahl erniedrigt sich, wenn einem oder zweien der erwihnten
Argumente der Werth Null beigelegt wird. Aus den auf diese Weise sich er-
gebenden speciellen Fillen der in der Tabelle [A.] enthaltenen Formeln, in
welchen die Indices 4, , » beliebig permutirt werden kénnen, sind die in den
Tabellen [C.] und [D.] zusammengestellten Formeln hergeleitet. Die Argumente
der hierbei in Betracht kommenden G-Functionen sind durch drei von einander
unabhingige unbeschrinkt veréinderliche Grossen u, v, w ausgedriickt, wihrend
die Indices 4, g, » in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2, 3 bedeuten.

Aus [A. 2] sind hergeleitet [C. 1, 16, 19] und [D. 1],
» (A 3] » ” [C. 7, 8,13, 14,17, 18] » [D.7,8],
. [A.4] y [C. 2,5, 6,9, 10, 11,12, 15,20] , [D. 2, 5,6, 9],
n [A" 5] ” ” [C' 4] ” [D' 4]7
o [A6] , s [C.3] , [D.3].

Die Substitutionen, durch welche der Uebergang von einer Gleichung der
Tabelle [A.] zu einer Gleichung der Tabelle [C.] oder [D.] vermittelt wird, und
die eventuell anzuwendende Permutation der Indices ergeben sich in jedem ein-
zelnen Falle ohne Schwierigkeit aus der Vergleichung der einander entsprechen-
den Glieder beider Gleichungen. |

Die rechten Seiten der Gleichungen [C.7] und [C. 8] enthalten, vom Vor-
zeichen abgesehen, dieselben Glieder, wie die rechten Seiten der Gleichungen
[C.13] und [C. 14] und wie die rechten Seiten der Gleichungen [C. 17] und [C. 18].

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 7



(1]
(2]

(3]
[4]
(5]
(6]

(7]
(8]

[9]
[10]
[11]
[12]

[18]
[14]

(ev—

(6,—¢,) G1(w) 6, (u-+v+w) 6, (u—v) =

50

G, (w) G
¢,)6,(w) G

(u+v+w) G (u—v)

(u+v+w) G (u—v)

6, (w) 6y (u-+v+w) G, (u—0)

6,(w) 6 (u+v+w) 6, (u—v)

6, (w) Gy (u+v+w) G (u—v)

6,(w) G (w+v+w) G (u—v)

G, ()G, (u+v+w) G (u—v)

6,(w) G, (u-+v+w) G, (u—v)
G.(w)G,
6, (w) G, (u+v-+w) 6, (u—v)
G, (w)G,

(u+v+w) Gy (u—v)

(U+-0+w) 6, (u—v)

G, (w) 6 (u+v+w) 6, (u—v)
G, (w) 6 (u+v+w) G, (u—v)

[15] (66 G (1) Gy (u-+v-+10) G (u—)

[16]

(17]
[18]

(19]

6 (w) G, (u+v+w) 6 (u—v)

6 ()6, (u+v+w) 6, (u—v)

G (w) G, (u-+v+w) G, (u—v)

6 (w) 6 (u+v+w) G, (u—v)

[20] (4. G () G (u+v+w) G, (u—)

Additionstheoreme.

(C]
6 (u+w) G (u) G, (v+w) G, (v)
6, (u+10) 5, () G, (v-+10) G, (0)

G, (4 0) By () B, (0-+10) Gy (0) — (6—6,) (¢—6,) G () G () G (v-+10) G (v)

(@4, 6,(u+w)G, () 6,(v+w)G,(¢)

6, (u+) G, (1) G, (v+1) G, (v)
6, (u+w) G, (1) O, (v-+w) G, (v)

Gy (u+w) G (u) G, (v+w)G, (v)
6 (u+w) G, (u) 6, (v-+w) G, (v)

8, 00-+10) B, (1) B, (0-+0) Gy 0)
6, (u+w) 6, (u) G, (v+w) G, (v)
6. (u+w) 6, () G, (v+w) G, (v)
G, (u+w) G, (u) G, (v-+w) G, (v)

G, (u-+w) 6 (1) G, (v-+w) G, (v)
6 (u+) G, (1) G, (0-+10) G, 0)

6, (u+w) 6, (1) G, (v-+) 6,(v)
G, (u-+w) G (u) G (v-+w) G, (v)

6, (u+w)6,(u) G (v+w) G, (v)
6 (u+w) G, (u) G, (v+w) G, (v)

6 (u-+10)6,(1) G (v-+10) 5, 0)

6,(u+w)G, (u) 6, (v-+w) G, (v)

. 38.

- Gy (u+w)Gy(w) 6 (v+w) 6 (v)

— 6, (u+w) 6, (u) G, (v+w)G,(v)

(6—¢,) B, (u+1) 6, (u) 6,(v+w) G, (v)
(e—e,) 6 (utw) 6 () 6,(v+w)G, (v)
(6—¢,) 6, (u+w) 6, () G (v+w) G (v)

— G (ut)5, ()G, (0+w) G (o)
— 6, (u+w)G,(«) G (v+w) G, (v)

(6.—€) 6, (u+w) G (4) G, (v+w) G ()
6,(u) G (v+w)G, (v)
) G (u) G (v+w) G, (v)
(6.—4) G (u+w)G,(®)G,

(6#—%_) 6 (u+w)
(6.~ B, (u+w)
(v+w) G (v)

6, (u+w)G,(u) G (v+w)G, (v)
+ O, (u+w) G, ()6, (v-+w) G (v)

— 6,(u+w) G, ()6, (v+w) G, (v)

- 6 (u+w) G, () Gy (v-+w) 6 (v)

- G, (u+w)G,(u) G, (v+w) 6 (v)

- Gy (u+w) G (u) G, (v+%) 6, (v)

— G +10) 6 ()G, (1) G (0)
— G, (u+w) G, ()G, (v+w) 6, (v).



Art. 38. Additionstheoreme. 51

Wenn der Grésse w in den Formeln [1— 14] der vorstehenden Tabelle der
Werth Null beigelegt wird, so ergeben sich die in der Tabelle [D.] zusammen-
gestellten Formeln.

[D.]
[1] 6(u+v)6(u—v) = G*uGw—GuG
[2] (6,—€)06(u+v)6(u—v) = GuGw—GuGw
[3] 6y (4 +0)Gy(u—v) = GuGv—(¢—e,)(e,—¢)GuG™
[4] (66 Gu(u-+0)Gy(u—0) = (6—6,) G Glo—(e,— ) GluGly
[5] Gu(u+v)Gy(u—v) = GuGv—(g—e,) GuGp
[6] Gu(u+)Gy(u—v) = GuGv—(g—e,)GuG
[7] Gy(u+v) 6 (u—v) = GubGUGY G —GuBGuGwGv
[8] 6(u+0)6(u—v) = Gu6buGw G +G,uGubGwGy
[9] G, (% +0)Gy(u—v) = 6,1 6,u 66,0 —(6,—¢)6uG,uGvG.

Aus den in der vorstehenden Tabelle enthaltenen Formeln ergeben sich auf
sehr einfache Weise die fiir die Quotienten zweier G-Functionen geltenden
Additionstheoreme.

Man erhilt beispielsweise durch Verbindung von [D.8] mit [D.3], indem

der Factor G;(u—v) bei der Division fortfallt, %% rational ausgedriickt durch

6u Gu Gu 6Gv G G
Gu' Gu' Gu' Gp' Guv' Gp

Andere Ausdriicke fiir die Grosse ; (Zi?) erhdlt man durch Verbindung
von [D. 8] mit [D. 4], [D.5] und [D. 6], von [D. 8] mit [D.9] und nachfolgende
Vertauschung von 4 und g, endlich durch Verbindung von [D.1] und [D.2]
mit [D. 7]. ’

. . . . ey 6
Analogerweise erhilt man verschiedene Ausdriicke fiir die Grosse E%i_z;

durchVerbindung von [D.9] mit [D.3], [D. 4], [D.5] und [D. 6], oder indem man
mittelst [D.7] G (u+v)6(u—v) und G,(u+v)6(u—v) berechnet und aus den er-
haltenen Gréssen den Quotienten bildet, oder endlich, indem man mittelst [D. 9]
G,(%u+2)6,(u—v) und G,(u+v)G,(u—v) berechnet und aus den erhaltenen Gréssen
den Quotienten bildet.

7%



52 Die Functionen E(u), Z(u), L(u), @ (u), H(u), II(«,a). Axt. 39.

Die Functionen E(u), Z(u), 2(u), ©(u), H(«), H(u,a) Jacobi’s.
39.
Die Functionen, welche Jacobi mit E(u), Z(u), Q (u), O (u), Hw), I(u,a)
bezeichnet hat, sind erkldrt durch folgende Gleichungen:

(1) E(u) =f Aamudu, Jacobi's Gesammelte Werke Bd.I. S.299.
0
(2) Z(w) = Ew)—pu, S.187.
‘/(;“E(u)du

(8.) Qu)=¢€¢" ) S.300.

§zan WE S.198.

(4) O(u) = O(0)¢€ ; 0(0) = — §3,231,

(2M+K'L) 0 . S.224.

(5) H(u) = K T O(ut K4, S.226.

S (6.) IT = k’si samaAama " sin’amu du

(6.) I(u,a) = k*sinamaco | 1—k*sinamasin*amu

i R(u—a) ) S.197.

= :log 9( Ta )+E(a) . {S.SOS.

Zur Vereinfachung der nachstehenden Formeln, sowie zur Erzielung
grosserer Uebereinstimmung derselben mit den Formeln des Art.26 empfiehlt
es sich, die von Jacobi mit u, bezichungsweise mit a, bezeichneten Argumente

der vorstehend erklarten Functionen mit \e—e,-u, \/e,—e¢,-o zu bezeichnen. Es
ergeben sich dann folgende Gleichungen:

(7) E(e—e-u) = ve_es(G' () + eu),

(8) Z(Ve—ayu) = \/el_e (& 0—2),

(9) Q(\eg-u) = 6 6,

(10, oeeu) = \/ 22 oo 6 " 60 = $(0]9),
(11) HWoraw = /2G50 = 5,009,
(12) (Voo N o a) = log g o)+ ¢ (@)



Art. 40. Berechnung der Grosse 7. - 53

Hierbei ist Folgendes zu bemerken :

Bei der Definition der betrachteten sechs Functionen kénnen die von
Jacobi mit K, K' bezeichneten Grossen als bekannt angenommen werden. Der
reelle Bestandtheil des Quotienten —? hat stets einen positiven Werth. Der
mit \e,—e, bezeichneten Grosse kann der eine oder der andere ihrer beiden
‘Werthe beigelegt werden.

Die Grossen w, o, v, T, h sind durch die Gleichungen

wz———__lg__ w'z*——K,i @:ﬁ ‘t=—(i)~,=& k=emi
Ve—e, Ve—e, 20’ o K’
bestimmt. Zur Bestimmung der Grdssen

20 875 20 44—
\/‘T(:)VG: ?m\/eﬁ‘eza 1
dienen die Gleichungen (1.), (4.), (13.) des Art.35, in welchen A =1, y =2,
® = o, 7j = v zu setzen ist.

Nach Potenzen des Moduls % fortschreitende Reihenentwickelungen
fiir die Grossen K, K/, .
40.

Unter Zugrundelegung der im Art. 27 getroffenen Festsetzungen mdge
jetzt angenommen werden, dass der Modul # dem absoluten Betrage nach
kleiner ist als 1.

Unter dieser Voraussetzung gelten, wenn der Werth der unendlichen Reihe
(1) 14 (3R 4 (22K + (33K + -
mit & bezeichnet und zur Abkiirzung von den Bezeichnungen

o= PR+ R+ EST
(2, &= 1) B+ G R
& = Gea) A+
Gebrauch gemacht wird, die Gleichungen
(3.) K = 18, K'= Rlognat(4k™) — 2[5 R, + 5 8t 558+

Dem natiirlichen Logarithmus ist hierbei sein Hauptwerth™) beizulegen.

*) Unter dem Hauptwerthe des natiirlichen Logarithmus einer Grosse x, welche mit Ausnahme
der reellen negativen Werthe jeden complexen Werth annehmen kann, wird hier und im Folgenden



54 Berechnung der Grosse h. Art. 40.

Weil die Grdsse K nicht gleich Null werden kann, da der reelle Bestand-
theil derselben stets einen positiven Werth hat, so ist auch die Grésse
2 lognat (-;:—)——EK—E fiir alle Werthe von k, deren absoluter Betrag kleiner ist
als 1, durch eine nach Potenzen der Grésse k mit ganzzahligen positiven Expo-
nenten fortschreitende Reihenentwickelung darstellbar. Die Coefficienten der
einzelnen Glieder dieser Potenzreihe sind rationale positive Zahlen.

Es ergibt sich

K'r

(4.) i = —— = 2lognat (3h) + FE B+ Gk

In Folge dieser Reihenentwickelung ist auch die Grosse h = ¢ und jede
Potenz derselben, deren Exponent eine positive Zahl ist, fiir alle Werthe des
Moduls %, deren absoluter Betrag nicht grdsser ist als 1, durch eine nach Potenzen
der Grosse k fortschreitende Reihe darstellbar; die Coefficienten der einzelnen
Glieder dieser Reihen sind positive Zahlen und die Summe derselben ist fiir
jede dieser Reihen gleich 1.

Insbesondere ergeben sich folgende Reihenentwickelungen:

(5.) b= 5B+ 55+ 5+ B+

(®) B = VE+2GVE+ 15 GVES + 150 V)" + -

Der Wurzelgrosse Vk ist derjenige ihrer beiden Werthe beizulegen, dessen
reeller Bestandtheil positiv ist.

Wenn von der Reihe fiir die Grésse h* das Anfangsglied allein, oder nur
die zwei, drei, vier ersten Glieder in Rechnung gezogen werden, so ist der be-
gangene Fehler dem absoluten Betrage nach beziehlich kleiner als

(=3B, (=5=3)0B, (155 -B)OR" (13— T - E) VR,
mithin kleiner als

1 (VEY, L(VE), e (V&) e (VE)

derjenige Werth des natiirlichen Logarithmus der Groésse x verstanden, dessen imaginirer Bestandtheil
dem absoluten Betrage nach kleiner ist als =.

Unter derselben auf die Veranderlichkeit der Grosse x sich beziehenden Einschrinkung soll fiir
belichige Werthe des Exponenten m unter dem Hauptwerthe der Potenz ™ der Werth ¢™°87%%*
-verstanden werden, vorausgesetzt dass dem natirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird.



Art. 41 Berechnung der Grosse k. 55

Entwickelung der Grosse » nach Potenzen der Grosse I

41.
Die in dem Art. 27 enthaltenen Definitionen und Lehrsitze bleiben be-

stehen, wenn an die Stelle von ¢, ¢, e

. beziehlich ¢, ¢,, e, gesetzt wird, wobei

die Indices 4,q,» in irgend einer Reihenfolge die Zahlen 1, 2,3 bedeuten.
Hierbei muss indess die Bedingung aufrecht erhalten bleiben, dass, falls die
den drei Gréssen e, e,, ¢, bei der geometrischen Darstellung der complexen
Grossen entsprechenden Punkte in gerader Linie liegen, ¢, dem mittleren
dieser drei Punkte entspricht.

Fiir jede unter der angegebenen Bedingung zuldssige Permutation der In-
dices sind daher dem Inhalte des Art. 27 zufolge zwei Gréssen k, K, folglich auch
zwei Grossen K, K' eindeutig bestimmt. Aus den letzteren Grossen ergibt sich,
sobald iiber den der Quadratwurzel \e,— ¢, beizulegenden Werth eine Entschei-
dung getroffen ist, ein bestimmtes primitives Periodenpaar (2v,,2w0,) des
Argumentes der Function pu, fiir welches die Gleichungen
(1) p(w) = a, ploto) = ¢, p(o) = ¢
bestehen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Gesammtheit der drei Grossen
w;, v, = w,+w,, o, fir jede der zuldssigen Permutationen der Indices eine
andere ist.

Nachdem eine bestimmte Permutation 4, u, » der Indices 1, 2,3 ausgewihlt
worden ist, moge ein Werth der Wurzelgrésse Ve —e, beliebig fixirt und das
Quadrat desselben mit Ve,—e, bezeichnet werden.

Es mogen ferner Ve, —¢,, Vg—¢, diejenigen Werthe dieser Wurzelgréssen
bezeichnen, welche unter der Voraussetzung, dass den beiden Potenzen mit dem
Exponenten } ihr Hauptwerth beigelegt wird, durch die Gleichungen

(2-) c/e'u—.ev — \/7; — (3",_3;.)_:7 \4/91—6# — \/76" — <el—‘3'u)%
{*/el——eT a—¢)’ \4/e,_—e: a—¢6

erklart sind.

Die Grossen w, und v, seien durch die Gleichungen

(3. K " K'i
. w, = ———— S —
’ \/el -6 , Vel -6

bestimmt.
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‘Wird hierauf

(T)Zwl’ u):u)v, T=-’ k:e

gesetzt, so gelten fiir die erklirten Wurzelgrossen die Gleichungen des Art. 35.

Fiir die in diesen Gleichungen vorkommende Grdsse \/ %f_’ ergibt sich hier-

bei der Werth Tl— \/ ? und zwar ist der Wurzelgrosse \/ ? derjenige ihrer
6 —é, T

—

beiden Werthe beizulegen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist.

Die Gréssen e, ¢,, ¢, konnen als verdnderlich betrachtet werden, mit
der Einschrinkung, dass keine der beiden Grossen &, k* negativ werden darf.
Wenn nun ferner die Verénderlichkeit der Gréssen e,, e,, e, voriibergehend in
der Weise beschrinkt wird, dass der absolute Betrag der Grosse %k’ kleiner
bleibt als 1, so finden die im vorhergehenden Art. enthaltenen Entwickelungen
Anwendung. Die rechte Seite der Gleichung (9.) des Art.35 wird  daher,
wenn man fiir h* die Reihe

(4.) BY = VE+2EVE) + 15 EVE) + 150 GVE) + - vergl. Art. 40 (6.)

und fiir die Potenzen von h* die aus dieser Reihe durch Potenzerhebung sich
ergebenden Reihen setzt, identisch in V% iibergehen.

Hieraus folgt, dass die der Gleichung (9.) des Art.35 analoge Gleichung
(11.) desselben Art.

_ 2h+42R°4---
T 14 2RA 2R

identisch befriedigt wird, wenn fiir 7 die Reihe
(5.) ho= L1420+ 15 1P +150 Gy 4

gesetzt wird, vorausgesetzt dass diese Reihe convergirt. Diese Folgerung
ist von der Voraussetzung, dass die Grdsse k° dem absoluten Betrage nach
kleiner sei als 1, nicht abhingig, denn die Convergenz der Reihe (5.) ist allein
an die Bedingung gekniipft, dass die Grosse ‘

Vel— 6+ \4/81—6“ N 1 +\/F

(6.) ’ l — f/el-—ev—f/e)_—e‘u 1—\/F
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dem absoluten Betrage nach den Werth 1 nicht iberschreitet. Diese Bedin-
gung aber ist den getroffenen Festsetzungen zufolge stets erfiillt und zwar
stimmt der aus den Gleichungen (5.) und (6.) sich ergebende Werth der Grosse
h, wenn die Werthe der Wurzelgrossen in der angegebenen Weise bestimmt
werden, mit dem Werthe & = ¢*™ iiberein.

Ist die Wahl der-Indices 4, g, » so getroffen, dass von den drei Grdssen
e;—e,, e,—e,, e,—e, die erste den grissten, die letzte den kleinsten absoluten
Betrag hat, so ist die Grosse ! dem absoluten Betrage nach nicht grdsser als

te -~ . also kleiner als 2 wihrend die Grosse & dem absoluten Betrage nach
g 217 15 g

nicht grosser ist als e #¥3*. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn die drei
ersten Glieder der nach Potenzen der Grosse ! fortschreitenden Reihenent-
wickelung fiir die Grosse 2 in Rechnung gezogen werden, der absolute Betrag
des begangenen Fehlers kleiner als eine Einheit der dreizehnten Decimalstelle.

In den meisten Fillen der Anwendung wird es daher, wenn die Indices
4, p,v passend gewahlt sind, ausreichend sein, die zwei oder drei ersten
Glieder der angegebenen Reihenentwickelung allein zu beriicksichtigen.

Die Reihenentwickelung (5.) kann indess fiir numerische Rechnungen in
vielen Fiallen auch dann noch mit grossem Nutzen angewendet werden, wenn
die Grosse I dem absoluten Betrage nach nicht den in jedem einzelnen Falle
erreichbaren kleinstmoglichen Werth hat.

‘Wenn nimlich der absolute Betrag der Grésse ? nicht grésser ist als —;—, so
ist der absolute Betrag der Summe aller auf die zwei ersten, beziehungsweise

auf die drei ersten Glieder der Reihenentwickelung fiir die Grosse % noch fol-
genden Glieder bereits kleiner als

=, beziehungsweise 1%,

und hieraus folgt die Richtigkeit der vorhergehenden Behauptung.

Wenn der Werth der Grosse h gefunden ist, so ergibt sich der Werth
der Grosse \/ 29 durch die Gleichung (8.) des Art.35 und der Werth von o,
mittelst der Gleichung

— o 1
(7.) 0, = — lognat(k).

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 8



58 Vertanschung von ¢, und e,. Art. 42.

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2w,,2w,)
zu dem Periodenpaare (20,,—2w,).
42.

Die Entwickelungen des vorhergehenden Art. ergeben sich aus den
Gleichungen des Art. 35 unter der Voraussetzung, dass & = v;, ® = o, gesetzt
wird. Analoge Entwickelungen ergeben sich mittelst analoger Schliisse, wenn
b = o, &= —w, gesetzt wird.

Bei dem Uebergange von dem primitiven Periodenpaare (2w;,2w,) zu
dem primitiven Periodenpaare (2w,, —2w,) bleiben namlich die beiden Inva-
rianten g,, g, und die Grésse e, ungeindert, wihrend an die Stelle der Gréssen

e, ¢, k, k¥, K, K T
beziehlich die Grossen
e, e, ¥, &, K, K, 17,=—1" vergl. Art. 87,

treten. Diejenigen Grossen, welche bei diesem Uebergange an die Stelle der
Grossen &, | zu setzen sind, sollen mit %, I’ bezeichnet werden.

Wenn nun die den Wurzelgrossen \e,—e,; Va—e,) Ve—e,, Ve, —¢ beizu-
legenden Werthe in der Weise bestimmt werden, wie im vorhergehenden
Art. angegeben ist, so konnen die Wurzelgréssen, welche aus diesen durch die
Vertauschung von e, und e, sich ergeben, durch die Gleichungen

vev_e). = _i\/gl—ev’ c/ev_el = \/:Zvel“gw

C/evm—eu = \/“_ic/e‘u,“evi C b6 = \/:{\791—"6,“
erklart werden. Der Wurzelgrosse \/—; ist hierbei irgend einer ihrer beiden
Werthe, aber jedesmal derselbe, beizulegen.

(1)

Es bestehen hiernach die Gleichungen
l/ » \’ t ’V hl — e 1
\/el e+ \/e ev

welche zur Berechnung der Grdsse 7' angewendet werden kdnnen. Aus der
Gleichung (8.) des Art. 35 ergibt sich

(2. = U4 2L+ 15 (1) + 150 (L 1) 4

’ 4 ",y .. 1 o7
(3.) \/2(07 _ 1+2h’t2k +2h"°+ = - 24 (14 2B+ 2R ) = - 2K"
\/el—ev \/el—ev-{—\/ey—e \/el—-e KR
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Hierbei ist der Wurzelgrosse \/ 2—4 derjenige ihrer beiden Werthe beizu-
legen, dessen reeller Bestandtheil positiv ist.

Die Gleichung (3.) kann zur Berechnung der Grisse w, angewendet
werden; zur Berechnung der Grosse w, ergibt sich dann die Gleichung

w, 1
(4.) 0, = ?z.log nat (7>

Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Die
beiden Grossen % und % sind durch die Gleichung

(5.) log nat h-lognath’' = =*
mit einander verbunden.

Aus den Gleichungen (1 —4.) und (13—16.) des Art. 35 erhilt man, wenn
—g (0,) = 7, gesetzt wird, die folgenden:

(6.) \/Ti;\s/@ = o 5(0]5) = DRI ST ),
(7.) \/E“e;;—ey == J(0)7) = 2k’%(1+k'1-2+h’2-3+h’3-4+‘..),

(8.) \/ES\‘/Z,——T = 3,0 ]7) = 1+42k'+ 2W/*+ 2h"°+ -,

(9) \/%\7@,&*% = §(0]%) = 1—2W'+ 2" — 2"+ .-,

@y e = st g Y = e 3 G

Aus den Gleichungen (15—18.) des Art. 34 ergeben sich in Ueberein-
stimmung mit den beziiglichen Formeln des Art. 37 folgende Gleichungen:

u [ T
v = ) 71:‘—_17 W=e",
» o

v

8*
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—~ 2 ? .
(12) V22 G ou = ¢ isw]5) = i6,(u]w,,—w),
18 O e e G = 62 S o],) =
(18.) —Ve—60u = € (v]1) = 6,(4]w0,,—wv,),
(14) I G — 2 s B
. 2 va—6 oM = e s(@lrx) = @3(M|(‘Dv’_w}.)’
2wy 4 27, vvz ‘
(15.) \/_T—c(%_\/e;_——e“ﬁvu =€ e 0]n) = 6,(u]o,,—w).

Uebergang von dem primitiven Periodenpaare (2vw;,2w,)
zu dem Periodenpaare (2w;,20,*2w,).
43,

Bei der Vertauschung der beiden Grossen ¢, und e, gehen die Grossen /
und % beziehlich in — 7 und — % iiber, wihrend die Grosse ® = w, den Glei-
chungen (7.) und (8.) des Art. 35 zufolge unverindert bleibt. An die Stelle-des
primitiven Periodenpaares (2w;,2w,) tritt hierbei das primitive Periodenpaar
(20, 2w,% 20;) und zwar gilt das obere oder das untere Zeichen, jenachdem
die Grésse k* eine complexe Grosse mit positiv oder negativ imagindrem
Bestandtheile ist.

Formeln zur Berechnung der Perioden und Ausdriicke der G-Functionen
durch 9-Reihen fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten.

44.

Wenn die Grissen e, ¢,, e, bekannt sind,.so sind die in den Artikeln
34, 35, 41 und 42 enthaltenen Formeln ausreichend, sowohl um ein primitives
Periodenpaar (20,,2w®,) des Argumentes der Function pu und die Grossen
N, = %(‘”z)a T, = %(‘”v) zu berechnen, als auch um die vier G-Functionen
durch solche 3-Reihen auszudriicken, bei denén die Grosse kb, beziehungsweise
die Grosse /', dem absoluten Betrage nach einen méglichst kleinen Werth hat.

Zur Erleichterung des Gebrauchs dieser Formeln sollen dieselben fiir die-

jenigen Fille, in welchen die Invarianten g,, g, reelle Werthe haben, mit den
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durch diese Specialisirung herbeigefithrten Modificationen in den Artikeln 45
und 46 nochmals zusammengestellt werden.

45.

Haben die beiden Invarianten g, und g, reelle Werthe und ist die Discri-
minante G = %(g,—279.) = (¢,—e¢,)(e,—¢,)(e,—e¢,)" der kubischen Gleichung
45°—g.s—g,= 0 positiv, so sind alle drei Wurzeln derselben reell.

Es bezeichne ¢, die im algebraischen Sinne grésste Wurzel dieser Glei-
chung, ¢, die mittlere, ¢, die kleinste Wurzel derselben. Allen in den
folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgréssen ist ihr positiver Werth
beizulegen.

Man setze
e,—e e,—e, . K Y S G
(1) F=2"2,F=""" o=——=, o,= ———} E(‘”l) = M “6‘(“’3) = s
€, —¢ €6 \/81 —¢& \/61 —&
® il [ , T T u : ut
9. T = —3 h = e T, = ——~ h, =HKH=1¢e""; v = v, = .
( ) N o, ’ ’ 1 o, ’ 1 7 2'_01 ’ 1 2(”3
. . (O] T T. o« .
Die Grdssen w,, —*, -, %, %, h, haben positive Werthe.

Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn 21 =1, g =2, v = 3,

® = v, ® = o, gesetzt wird, dem Inhalte der Artikel 34, 35 und 41 ent-
sprechend das System von Gleichungen

(8.) 1= Vaa—Veea
Ve,—e,+Ve,—e,
4) \/Ew_ A A+, o, = 2% lognat (1>,
® %?g_s'l_\/ex—ez ® h

n* 1—8°h*+ %R — PR+ ..

h= 21+2(20°+15(F0)°+150(2 D)% +---,

(5~) 20, = 6 1— 38K+ Bh°— Th + T N W3— 0,7, = %Tti,
(6.) \/2:‘ 462——63 = Zh%“(l—l— R+ R+ R,

(7') \/%f/el—ea = 14+ 2h+2R*+ 2hg+...,

(8.) \/ Ve, —e, = 1—2h+ 2 — 2k + -,

(9) \/ﬂf/@ = TR(1— 8K SR TR ).

7T
1
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_ 9 2
(10.) \/—2;’—‘-{’/64 Gu = eV S (w|),
2 %
(11.) \/2“’ Vo—a6u = €M™ 3|7, | v = TR
2(01 — 2‘qlwlv2 »
(12.) b \/61—636220 =6 33(” IT): T = -%.
< o,
G 5 R
(13.) \/1‘:&—\/@1—-62 G,u = € 0,00 3.(v]7),
(14.) J,(v|t) = 1—2hcos 2vm + 2h* cos 4vw — 21° cos 6vm + -+,
(15.) S|t = 27@"’“"sinm~2k%sin3m+Zhg“isinwn—m,
(16.) JGw|r) = o7i* cos vr + 2% cos v + 2k " cos Bym 4 -e-,
17, S(v|t) = 14+ 2hcos2vx + 2h* cos 4vw + 28° cos bvm 4+ -+
3
2 — =
Wenn e,—¢, = ¢,—e alsoe_01st s01stl<\/ h=e"
> 2 \/ +1 >
Wird dagegen 4 = 3, p = 2,v =1, & = 0, & = —o,_ gesetzt, so ergibt

sich entsprechend dem Inhalte des Art. 42 folgendes System von Gleichungen

(18.) 1, _\/_e_” b By = L 2(LLYP 15 (51 + 150 (11)0+
\/e ——63—1—\/62 €
o, ® 1
19, \/__1 — (14 2h; + 2h°+ - o, = — Jognat (—)
(19.) g \/6 e +\/62 e, ) t w o ° h,)’
m® 1— 8K + 5%k — PR+ - .
(20.) 2wy, = 6 1_3}&3_}_5}@(15_7]?/12_‘_“ ; N Wg— 07, = ‘2"7”7
1
2 Y 4 2
(21.) \/%}Wa—ez = 2k (L7 + 1§ + B + -+,
(22.) \/2“’ e, = 1+ 2h + 2%t + 200 +
(23.) \/'2:7 Ve,—e, = 1—2h,+ 2kt — 2k +

1Y)

(24.) \/2—;’;@—\8/@ ::D—k"(l S 4 BIS— ThE+ ).
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) 20, 8 1 —2 2 .
(25.) \/%“’T\S/G Gu = -6 1%y (p i1,
Dy —— — 27, 0,0° . o u
(26, Ve abu = ¢ NSk, | o= g
w. — 27, 0,07 .
(27.) V2o aGu = ¢ g wils), | 5= -0
3
20, 4 — 2, 0,0 -
(28.) mi \/61”—62 Ou = € 3Tz(?)f‘ [7),
(29) (0[5 = 1—R(e 1 ) BT 4 ) (5T ) s,
(30.) %31(01” 7,) = ]l;}(evlrw 64017:) _hi;f(e‘a‘v;n_ 8—37;17:) T kl‘afs(efmlv:_ e—fwln) —,
(8L)  S(oyi]n) = (e 4 %) 4 RE (M0 4 0) 1 1T (P04 00T 4o
(32.) Sy(vi|7,) = 140, (€274 e72057) 4 bt (0™ 4 7407) 4 12 (€80T 4 7007 ...
. . V2 —1 -
Wenn e,—e, =6—6, also e, ~§ 0 ist, so ist 7, % %//TEJrl , kb % P
Die Grosse ¢ ™ = 0,0432139 ist kleiner als 2%

Wenn g, positiv, also e, negativ ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3 —17.), ist aber g, negativ, also ¢, positiv, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—382.), weil in dem ersten Falle % kleiner ist als
h , wihrend im zweiten Falle z_kleiner ist als &.

46.

Haben die beiden Invarianten g, und g, reelle Werthe und ist die Discri-
minante G = & (9,—27¢;) = (e,—¢,)’(¢e,—¢,)’(e,—¢,)’ der kubischen Gleichung
4s8°—g,s—g,= O negativ, so ist nur eine Wurzel derselben reell, wihrend
die beiden anderen Wurzeln conjugirte complexe Werthe haben.

Es bezeichne ¢, die reelle Wurzel dieser Gleichung; die beiden complexen
‘Wurzeln derselben seien in der Weise mit ¢, und e, bezeichnet, dass die Diffe-
renz e,— e, positiv imagindr ist.

Es seien p und ¢ zwei positive Grossen, fiir welche die Gleichungen

i g
66 = 96#7 €,—e, = peé 'f" (0<‘P<“)
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bestehen. Allen in den folgenden Gleichungen vorkommenden Wurzelgrossen
ist ihr Hauptwerth beizulegen.

Man setze
iy ERo)
P B . _ 6~ _ €K &R
= e—_e. ! = e _e? 1‘—v.~—--——7 Wy = oo,
(1) 1~ 5~ €1 i(e,—e,) Vi(e,—e,)
— G — —
v, = ot o, 0 = 0—0; "@(‘”2) =M 5 () = =
4 ! .
e W, T ST . 1 T o u ur
(2.) “‘“E;‘y Tz—“E7 h, = e y Ty = 27,,}&3——6’ ’ vz“‘zwzy'vs:zw;
I !
. . (i) T T, T, o, .
Die Grossen o,, »2.1, - i’, —;.’i, h,, h, haben positive Werthe.
Nach diesen Festsetzungen ergibt sich, wenn 2 =2, p =1, » = 3,
B =0, =0 =1io+iw, =1, h=1ih gesetzt wird, dem Inhalte der

Artikel 34, 85 und 41 entsprechend das System von Gleichungen

6) 1= Liama-vas

S et = BGY, Ta = L 2GL B GLIHIS0GL)

) 1
1+ 2R + 2R+ ), 0, = g&Elognat (—),
w h,

o, 2
(4.) % \/_27_ VoavVo e

1 1 1 1,7
Wy = FO,— 70, Wy == GO, 5 0y,

2 14 8°h— RS — TR -

(5') s 27]2(1)2 = 73—_ 1—}-372,:-—5]7;’—7]7';2“" ’ T W, — W7, = T,
( Ny = F 05 M Mg = FTF T
(6.) \/ :“ Vile—e,) = 2k§(1—kﬁ;’-h:+h§2+...),

2w,

(7.) Vo Ve—etVe—e) = 1425+ 280+

(8.) , 5 32-‘83—\4/82—61) = 25(h,+ R+ R+,

(9.) \/E\i/:"@ = TRk Sh— TR ).
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— 20,w,0% —&me
(10.) N e A (A FER )
oW, 4— 2 2 o_ime u
(11.) \/?VH%%J@%=6”W%6§m%mH+@L %= g
N 2 r
(12.) \/ :2 V62_8361u == 62712‘”2”2 ' 33(7721‘;“}—72), T = ;2 )
W,
T 4 2n,0,0°
(18.). \/_:i\/ez'_quu = 6 % jo(vzlé""‘z):
(14.) e_%mﬁl(vz(% +1,) = 2hfsin?)2n + thsinSvgw—%?sinM?ﬁ—- .-
(15.) e_%mffz(vgl%ﬁ-rz) == thCOS‘UzTE—2h—ZTCOS3?JZTC——2;&:7500S51)27C+-",
(16.) [, 5+ ) + (v, 5 +7,)] = 1+ 2k cosdv,m + 2k cos 8v,m + -+,
(17, %[&3(7;2!%'}'%)—30(?)2]%4"72)] = 2i(h,c08 20,7 + & cos 6v, 7+ -+ ).
Wenn e, % 0, also ¢ § im, soist [, § tgin und 2, —§ e *T
Wird dagegen A =2, p =3,7v=1, & = 0, @ = —o, = Lo,—jo0,

I =il, b = ih, gesetzt, so ergibt sich das System von Gleichungen

(18.) Zs — _} 4v€1—62—-463——62

: =tgi(r—¢), hy= 3L+ 2GL)+15GE) +150(GL) +

2w} 2 " 20, 1
2 = < 1+ 2R+ 2R° + .- 0, = —lo nat(——
(19.) \/ e ‘/61——6;—}-\/63——62 ( 3 3 )s 2 s g 7))’
W, = FO,— 30, W, = F0,+ 7o,
g T LESRER TR
(20.) 1292 = 1+ 8hi—sh—Th+-. ! MW WY, = T,
My == TN~ 3, Ty = Mt 7 Mo
(21) \/ 2 \i(e;—e,) = oW (1=~ B+ B+,
T
'(22‘) %\/ 7:;2 (\/61—62+\4/63_62) = 1+2h§+ 2;&;6‘}'"’)
(23.) ';—\/ :,:;2 (\731-62—\4/63—62) = 25(k3+k§+ h§5+-"),
(24.) \/2:;2 V-G = Z—fk§(1+ 8hi—BhE—Thi 4 --).
2

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen, Zweite Ausgabe. 9
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(25, VEN=G o = Fo R Ml e, |

(26.) \/2'”2 Vile,—e,) 6 = 6_2n;w;0?‘6_%ﬂi3;(vsi]%-|-r3), vy = -2%,

(27) VELeTaon = € ON L Silien), | w= g

) \VEETacu = TR i),

(29.) %e—g-m'sl(%“%_‘_%) - hé%(ev;n_e—van)+kﬂ%(e%aw_e—?msn)_k?(efwaﬂ__e—fwan)_ .
(80.) TG (0l i) = RE(enT 4 ) —hE (BT mIE) R (0 00 oo,

(BL.) 2[S(vyd | L +7) + (0|2 +7,)] = 1+hi(e2057 47407 £ B2 (B%™ 4 ¢78%™) ...

7
(32.) %[i'fs(ﬂsil%+fs)~3'<,(vsi1%+Ts)] = i[Ry (¥ + 7 20T) £ (5T 4 80T ) -]
Wenn ¢, = O also y = ig, s0ist [ = = tg5r und k e ET,

Die Grosse tgt= hat den Werth y2—1 = 04142186, die Grosse
e +T — 0,2078796.

Wenn g,, also auch e, positiv ist, so empfiehlt sich der Gebrauch der
Gleichungen (3—17.); ist aber g,, also auch e, negativ, so empfiehlt sich der
Gebrauch der Gleichungen (18—32.), weil im ersten Falle die Grosse kb, kleiner
ist als die Grosse h,, wihrend im zweiten Falle die Grdsse kb, kleiner ist als die
Grosse b, .

47.

Unter Beibehaltung der im Art.45 und im Art.46 getroffenen Fest-

setzungen bestehen ferner folgende Gleichungen:

w gy = e iRRhy = o
@) Sy = v e s Ry v e
o) STy = EERSEEEE em e
@ S - R ey e
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Berechnung eines zu gegebenen Werthen der Functionen pu und @'u
gehorenden Werthes des Argumentes w.

48.

Uebereinstimmend mit den im Axrt. 41 getroffenen Festsetzungen sei
(2w, 20,) ein bestimmtes primitives Periodenpaar des Argumentes der Function
gu. Die Wurzelgrossen Ve —e¢,; Vo, — ¢, seien ebenso bestimmt, wie im Art. 41,
die Quadrate derselben mdgen mit \/e,—e,, Ve,— ¢, bezeichnet werden.

Bezeichnet #, einen der Werthe, welche fiir » gesetzt die Gleichung

pu = s befriedigen, so sind alle Wurzeln dieser Gleichung in der Formel
(1.) u = Fu + 2po, + 2o,

enthalten, in welcher p, "irgend welche positive oder negative ganze Zahlen
einschliesslich der Null b leuten.

In Folge der Gleichung —6%«}% = *%2—: gibt es unter diesen Werthen
] W

der Grbsse u stets solche, fiir welche der reelle Theil des Quotienten

V ¢—e¢, G,u

Ve —e, GR

) \/el e, G — Ve, €, 0, f/e;_— ev——f/el——e# 6,(2u| v, 4w,) vergl. Art, 35 (12.)
. Ve —e, 6w+ Ve— 6,0,u \4/ 6—e+\e— €y 6, (20|, 4o

nicht grésser als 1 ist.

nicht negativ und demnach der absolute Betrag der Grosse

Nachdem die den Wurzelgrossen \s—e,; Ys—e¢, beizulegenden Werthe der

Vo—a.Vs—¢,
\/el e, \/s— G

Bedingung geméss gewihlt sind, dass der reelle Theil des Quotienten J——"——=*

nicht negativ ist, setze man

\4/61“—'6 ——\4/87_—-6“ . Z Vel“'e \/S—e "‘\4/3)' VS - li’
?

3. A e =
®) f/el—evﬁ—f/el—ey \/ —6, \/s e +\/el——e \/s—e

8, = L+GPI+ET+ G

L= G+ “zs+(;gg)2w
(#) Loa = 2.4)2l8+(;ii)21”

1552712 4,
80,3 (2 )l Tt
. . . . . . . .

9%
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Dann ergibt die Gleichung
g g 1 dg
12‘( —e +\Ve— % :f — e ==
\/97 \/7. w/ , \/1——52\/1-l*§2

= 2@ logmnat(t +iV1—F) + I =8 (Lt + 28,8+ 228, + ),

(5.)

wenn man der Grosse V1—# irgend einen ihrer beiden Werthe und dem natiir-
lichen Logarithmus irgend einen seiner unendlich vielen Werthe beilegt, stets
einen solchen Werth der Grésse u, fiir welchen die Gleichung pu = s erfiillt ist.

Die Integration kann auf directem Wege ausgefithrt und der Quadrat-
wurzel \1—7*E kann derjenige von ihren beiden Werthen beigelegt werden,
dessen reeller Theil positiv ist.

Bezeichnet /S irgend einen der beiden Werthe der Wurzelgrosse
Vis*—g,s—g,, so besteht die Gleichung
(6.) p'u = —V8,
wenn bei der Berechnung der Grosse « mittelst der Gleichung (5.) der Wurzel-
grosse \1—# der Werth

\/1_:72 _ \/el—ey—{—\/el—ey 1-—-0°¢ \/§
2 Vi (s—e)(s—¢)

beigelegt wird. Hierbei ist der Wurzelgrosse Y1—1*# derjenige ihrer beiden

(7))

Werthe zu geben, dessen reeller Theil positiv ist.

Bei dieser Bestimmung der Wurzelgrosse \/1—# erhalt man demnach aus
der Gleichung (5.) fiir jedes gegebene Paar zusammengehdrender Werthe
s, \/S einen Werth des Argumentes %, fiir welchen pu = s, p'u = —V8§ ist.

Durch Einfithrung der Bezeichnungen
(8. @,¢) =t B0 =t+15  Gf) = t+ 58 +35T0
geht die Gleichung (5.) iiber in die Gleichung

L(Ve—e+Ve— ey)z- w = 12 lognat(t+iV1—#) +

FVIT [ 0,(0) 1+ (2 6,() P + G G, +-- ]
Gibt man der Grosse s den Werth ¢,, beziehungsweise den Werth e¢,, so
ergeben sich aus der Gleichung (5.) die folgenden
28,m _ 2@ilognat(21)—2i (8 + s Qe t e Sst )

Va—e+Va—a)y ' (Vo—g +Va—e)

(9.)

(10)) ;=
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Dem natiirlichen Logarithmus ist sein Hauptwerth beizulegen. Anstatt mit
Hiilfe der Gleichungen (3—7.) direct einen Werth der Grdsse » zu ermitteln,
welcher zu gegebenen Werthen pu = s, p'u = —\/S gehort, kann man auch aus
diesen letzteren nach Annahme einer beliebig zu wahlenden Grosse v mittelst
des Additionstheorems zunichst die Werthe p(u+v) = s und @(u+v) = —\§
bestimmen und aus den auf diese Weise erhaltenen Werthen von @(u+v) und
@ (u+v) mittelst der Formeln (3—7.) einen der zugehérenden Werthe des Argu-
mentes % +v berechnen. Durch Subtraction der Grosse v ergibt sich dann einer
der gesuchten Werthe des Argumentes u.

Dieses Verfahren kommt besonders fiir den Fall in Betracht, in welchem
fir die Grosse v der Werth *+ w, gewdhlt wird.

Es folgen hier die fiir die Annahme v = —w, sich ergebenden Formeln.

Hinsichtlich der Wahl des der Wurzelgrésse \/e,—s beizulegenden Werthes
wird die Bestimmung getroffen, dass der reelle Theil der Grosse

o— 1+10¢
o ey
nicht negativ sein darf. Der Werth der Grésse ¢ ergibt sich aus der
Gleichung
(12.) Vo—s—Va—eVa—a _ 5
Ve—s+Ve—se, Vel—ey.
Der Wurzelgrosse {/1—¢* lege man den aus der Gleichung
Vo—e+Ve—e 1-1t% VS
2(g,—¢) Vi—® (s—a)

unter der Bedingung R Y1—#® > 0 sich ergebenden Werth bei.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt die Gleichung

(18.) Vi-it® =

(14_) %(Vel_ev_*_4el_ey>2'(u—‘mv) =
= 18 lognat (¢ +iV1—17) + VI— 17 (2, + £ 8,,t° + 228, £° + )
stets einen derjenigen Werthe der Grosse u, fiir welche pu = s, pu = —\/S ist.

In Bezug auf die Formeln (5.) und (14.) ist Folgendes zu bemerken.
Die Glieder der nach Potenzen der Grosse ¢ fortschreitenden Reihe

Eo,lt + "g‘go,zts'{” %;“'80,3t5 L

nehmen in stirkerem Maasse ab, als die Glieder einer geometrischen Reihe mit
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dem Quotienten I‘#*, wobei der absolute Betrag der Grosse /¢ die Einheit nicht
iiberschreitet. Im Allgemeinen wird es sich demnach empfehlen, zur Berech-
nung eines Werthes des Argumentes » die Gleichung (5.) oder die Gleichung
(14.) anzuwenden, jenachdem von den beiden Gréssen ¢, ¢ die erste oder die
zweite den kleineren absoluten Betrag hat.

Wenn die Grossen ¢, e,, e, bekannt sind, so sind die im Vorhergehenden
enthaltenen Formeln ausreichend, um alle zu gegebenen Werthen der Functio-
nen pu und p'u gehdrenden Werthe des Argumentes u zu berechnen.

Entsprechend den in den Artikeln 45 und 46 enthaltenen Bestimmungen
sind fiir diejenigen Fille, in welchen die Invarianten g, und g, reelle Werthe
haben, die Permutationen (1, u,») = (1, 2,3), (38, 2,1), (2,1, 3), (2,3,1) in Be-
tracht zu ziehen.

Zur Erleichterung fiir den Gebrauch der vorstehenden Formeln sollen die
wichtigsten derselben in den beiden folgenden Artikeln unter Voraussetzung
reeller Werthe der Invarianten fiir die angegebenen Permutationen specialisirt
werden.

Specielle Formeln zur Berechnung eines zu gegebenen Werthen der
Functionen pu und pu gehorenden Werthes des Argumentes u
fir den Fall reeller Werthe der Invarianten.

49.

Unter Beibehaltung der im Art. 45 erklédrten Bezeichnungen ergeben sich
fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante G einen
positiven Werth hat, und mit «, 8 zwei reelle Grossen bezeichnet werden, dem
Inhalte des vorhergehenden Art. entsprechend folgende Systeme von Gleichungen,
in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beizulegen ist:

L =1, p=2, v=3.
g = T4 (2P0 (A2)208 4 (L2yepie ..

2 T 0, = ————gop‘t_“—
oy BT TG [
), = Loygs | (isspgie ) o
Q' G P+ Gy T+, . ﬁozlognat(21“1)——@(7;20,14—;%90,24-").

8, = ST, | T Voot Ve—e)
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& 4
(2) pu =s, R Vs—e, >0, Yel“"s \/8_62_'2/61"62\/3_63
Vs—e, Ve,—e,\s—e, +Ve,—e,\s—e,

= I,

(3.) go’u - _\/'g’ ER\/].——th ~ 0’ \/1——t2 — \/61_"63+\/61—6 1-0¢ \/S

2 Vi—iie (s—e) (s—e)’
%(4\,61—~63+‘761—-62)2~(M—-—%u)l) =
(4.) = &,ilog nat(\/_l‘;? +13) + \/1—_7_2 (20,1t + %So,zts +35 '80,3t5 )5
u = (F+a)o,+fo, —-1=e«=1, —-1==1
4 4
(2¥) ou =35, RVg—s=0, Ve—s—Ve—aVea—¢ _ ¢,

\/61"3 + ‘761— €s ‘761_ €

5 s ——  \e—e,+Ve,—e, 1—1¢* \S
3 ' = —\/S, RVY1-I**=>0 1= Y1 _73 L.
6 ¢ VS, By v 2(e,—e) Vil (s—e)’

%(4\/61‘”63'{" ve1—62>2'(u_%m1_w3) =
(%) = Qilognat(VI—7 +'5) + VI— 07 ( '+ 288" + 268, "+ +);
4= (G+a)o+(1+fo, -1=¢=1, —-1==1

IL =8, p=2, »=1.

8, = LU T+ G+ oni
8=  (PEHGUBEHEYT - | 79T e Goe)

(5.) g,= 18)278 4 (L8S)apiz |,

o 1'2~ " (1235) 2y 7 1 Blognaﬂ: 21_1 (1281,1+34212+ )
21,3 = (G5 6)2Z B Elec \/_A + \/6

— 4 4
(6,) U = 8, ﬁ{l/s_-_—_fl_z 0’ Yef—esvs“ea—yej_es\/s_ﬁ — lltl?
Vs—é, \/61_63\/3”262+\/62—_63V3_61

_ __ — Py o 1T q
(7) pu=—\5, RVI-EE>0, Vi—& = Ve—etVe,—e, 1L Vs

21 Viie (s—e)(s—e)’
%(c/el"'ea"*' \'4 ez“es)z‘ (u"‘%wa) =
(8.) = Qlognat(VI—&i—t4) +VI—8 (Lt + 2L, 8+ 28, 6 +);

“=“‘”1+(%+ﬂ)‘”37 -1=e¢=1, —1=8=1
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(6%) pu = s, RVs—e, =0 Vs—e,—Ve,—eVa—e = 1¢
= \/S*ea+\731—eaf/62*33 n

; — Ve,—e,+ Ve,—e, 1—Dt2 \§
7 'w = —\8, RY1-Ut2 >0, 1—4 = X3 28 171
( ) L \/ \/ v ! 21’(61'_62) \/1—lit;2 (3_63)’

LVe,—e,+Ve,—e,) (h—o0,—ro) =
(8%) =g lognat VI—EE— i) + o VI3 (R, 4+ 28 0+ 22Q 45 +---);
= (1+ea)o,+GF+plo, -—-1=e¢T1, —-1==1L

50.

Unter Beibehaltung der im Art. 46 erklirten Bezeichnungen ergeben sich
fiir den Fall reeller Werthe der Invarianten, wenn die Discriminante ¢ einen
negativen Werth hat, und mit «,  zwei reelle Gréssen bezeichnet werden, fol-
gende Systeme von Gleichungen, in welchen dem natiirlichen Logarithmus sein
Hauptwerth beizulegen ist:

1. 2 =2, p=1, » = 3.

8, = T+ (Ph+ G E+ GRIR -, g,
N T
a= GFRHEDEHGEI B+ | T oot vVa—e
(1) g, = 2L+ GRE
% ( 4) : (j:::5)2 i, ’ Lo — 232110gnat(2l") 2’5(1282, +sl4 82,2‘1'“).
L = G R Ay | 2O (Ve,— e, + Ve, —e,)

[ ] é
W

0 Ve—e\Vs—e,—Ve,—e,Vs—e, it
’ f/ez_es\/s—el”"f/%—ex\/s—es o

) pu =s, REE

fy — q EE ) 12 \/62—83+\/62—el 1+l:t§ \/§
(8) pu=—\8, RVi—Ef >0, V1—& = 5 i e =)’
%(f/e —e +€/e —e, 2'(u—~~‘—w2) =
(4.) = Lilognat (V1= + t,) + VI—£ (8 t, + 2 Q0+ 22Q, B3+ --);

U = (?+0‘)m2+ﬁwzi ——1§0¢<1, é‘éﬁ?—;—'
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2% ou =s, RVe—s=0 Ve—s—Ve—eVo—c _ it
( ) 6 - ’ - \/92—5+\7€z—es\4/€2_61

iz72 1__ 72 \/62—-684—\/62——61 1+lzt’2 \/‘g
(3*) Sou = '"\/S %Vlﬁlt >0, \/l_t2 = » 2(61——63) \/1 Z* '2 (e —S)

(e e (s o)) =
(4¥%) = @ ilognat(V1—#—2) Vl—t"(221t2+ A L UUARIP ¥

W= o+ (Erp, —1=e¢=1, —1=p=1

IV. 2 =2, pu=38, »=1.

8, = L4 @FE+(E (G xi
’88,1= G+ GG+ G R+ \/6 —e +\/e —e,)
. _ 19)ape | (1amap
(5 ) 28,2 ( ) (f::)z 12 Y lw 28 lognat( l—l) (112 s8,1+ 314 23,2_‘_“) )
23,3= 246)Z Tyt \/e._e +\/e
6) 94 =5, ERV —e,\s—e, >, Ve,—e, \ls—e,—\/e,— e, \[s—e, — i,

\/“‘\/s e Ve,—e,\Vs—e, +Ve,—e, \s—e,

_ I e.—e,+\e—e, 1+01# S
(1) pu=—\5, RITE=o0, g Ya—atVa—e 1406 V.

24 V].——lgti (8—61)(8"“63) !
% (4\' €,—6, + 4V 83_62)2' (u—%w;) =
(8') = zslognat(\/l_ti"tai) +i\/1—t§ (831t3+‘§83,2t§+%%533,3#§+ .. ‘);
%=am2+(é—+ﬂ)m;7 —%é ?% "léﬁ?]‘-
4 4
(6%) pu—s, Wgz=o, VZaVaaVa—e _ ;.

\/s—ez + \761 —6 \4/63_ 23 N

., _\/Q 7442 e ___ \/31—62-}-\,63—*3 1+l2 ty \/S_
(%) pu =—VS, RVI=GEF>0, Vi—f= 2i(e—e)  VI—f? (s—e)

3+\/ M——(D =

(8%) —SIognat(vl—t'2~t'z>+zvl t'2(8313+%23,2t'3 QL );
= (G+@)o,+ ), —1=e=i: -1=FT1.

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe, 10
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Einige durch elliptische Functionen vermittelte conforme Abbildungen.

51.

Wenn w, einen positiven, w, einen positiv imagindren Werth hat (‘vergl.‘
die Formeln und Bezeichnungen des Art. 45) und ¢, ¢ zwei verénderliche
Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen alle positiven zwi-
schen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen kénnen, so entspricht bei der geo-
metrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe |

u = to,+to,, (0=121, 0=¢=1)
die Flache eines Rechtecks. '

Wird die Veriinderlichkeit der Grosse » auf die Begrenzung dieses
Rechtecks beschrinkt, so nimmt die Function g(u|w,w0,) = 5/,m alle reellen
Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an.

Fiir die Werthe des Argumentes u

tw,, (1=0--1); o+, (¥=0-1); lto,+to, (¢=1.:0); t'w,, (£=1-.-0)

liegen die Werthe der Function @w beziehlich in den Intervallen

+OO"'6‘ ; gl...ez , 32...33 7 33..‘_.00,

und zwar sind die zugehdrenden Werthe der Ableitung pu beziehlich

negativ  ;  positiv imagindr ; positiv.  ; negativ imaginér.

Die Function gw nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder
positiv imaginirem Theile und jeden dieser Werthe einmal an, wenn dem
Argumente w alle dem Gebiete .

u = to,+ 1o, oder u = to,—t'o, (0<t<1, 0<t <1)

angehdrenden Werthe beigelegt werden.

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function pu ent-
sprechen demnach den einbléttrigen Flichen der beiden Rechtecke

u = to, *to,, C(0=t31, 0=¢=1)

die einblittrigen Flichen von zwei Halbebenen, deren gemeinschaftliche
Begrenzung von der Axe des Reellen gebildet wird, Auf die Fliche jeder von
diesen beiden Halbebenen wird die Fliche je eines der beiden Rechtecke in der
Art zusammenhsingend und in den kleinsten Theilen @hnlich abgebildet, dass
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die Punkte beider Flichen einander gegenseitig in eindeutiger Weise ent-
sprechen.

Den Mittellinien beider Rechtecke # = tw,*tw,, # = jo,*tw, ent-
sprechen hierbei in der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grésse
pu geometrisch darstellen, vier Halbkreise, welche sich zu zwei Kreisen er-
ginzen.

Der eine dieser beiden Kreise hat den Mittelpunkt e, und den Radius
V(e.—es) (e,—¢,), der andere hat den Mittelpunkt ¢, und den Radius \/(e,—e¢,) (e,—¢,)-

Die Punkte

plrot o) = aFiV(a—a)(6—e)
sind beiden Kreisen gemeinsam.

Durch die Function

. \/6 _es+i\/el_62 . 8"710—62"“7:\/(61-"62)(62_63)
\/62_ 83~i\/61—62 pu’—ez"i\/(el"ez) (62“63)

wird die conforme Abbildung der einblattrigen Fliche des Rechtecks

% = to,+t'w, (0=t=1, 0=V 1)
auf die einblittrige Fliche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-

linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des
Rechtecks entsprechen die vier Punkte

:*‘_\/62*-63 ¢i\/61_62 .

\/61 — &

Wenn dem Argumente « alle dem Gebiete

= *tto,*to, 0=t=1, 0=¢=1)

angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function

\7(61—33)(61—62)% kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,

jenachdem der Werth von ¢ kleiner als 4, gleich 4, grosser als % ist.

Unter derselben Voraussetzung ist der absolute Betrag der Function
f/(e,—ea)(eg—es)'—g—% kleiner als 1, gleich 1, grosser als 1,
3

jenachdem der Werth von ¢ kleiner als 4, gleich 4, grosser als % ist.
10%*
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Von den vier Gréssen w, —g%, g’%, —6-6% haben innerhalb des Gebietes

= Tio,Tto, 0St<1, 0=t <1)

die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imaginiren Theile
andererseits dasselbe Vorzeichen. Fiir dieselben Werthe des Argumentes » ist

der reelle Theil jedes der sechs Quotienten g“u

(8,7 =1,2,8) von Null verschieden

U
und positiv.
Der imaginédre Theil des Quotienten z“z hat innerhalb des Gebietes
v
u = to,+tw, 0<t<l, 0<t<1)

positiv oder negativ imaginére Werthe, jenachdem p grosser oder kleiner als » ist.
Wird die Grosse 2% mit v, die Grosse 3’% mit t bezeichnet, so haben
innerhalb des Gebietes
% = tow, T, (0<t<l, 0=¢<1)
die reellen Theile der Functionen 3 (v|t), J(v|t), (v|t), J(v|t) positive
Werthe.
Innerhalb des Gebietes ,
= tw +to, (0<t<1, 0<¥<1)
sind die imaginéren Theile der Functionen 3 (v|t) und 3 (v|t) positiv imaginir,
die imagindren Theile der Functionen S;('v{t) und g(v|t) negativ imaginir.
Innerhalb des Gebietes '
u = to,—t'v, (0<t<1l, 0<t<1)
sind die imaginéren Theile der Functionen (v|t) und J,(»|t) negativ imaginir,
die imagingren Theile der Functionen J;(v|t) und J,(v|t) positiv imagindr.
Beispielsweise ergibt sich hieraus, dass die Function
1 &t +Ltt|7)
7lognat~3ﬁ%—t;ﬁ, (e =0,1,2,8)
wenn dem natiirlichen Logarithmus sein Hauptwerth beigelegt wird, innerhalb
des Gebietes (0<t<<1, 0=¢ < 1) eine reelle stetige Function der beiden Ar-
gumente ¢, ¢’ ist, welche fiir £ = 0 den Werth Null hat.

52.
~Wenn o, = o,+w, einen reellen positiven, w,= w,—o, einen positiv
imaginiren Werth hat (vergl. die Formeln und Bezeichnungen des Art. 46) und
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t,t zwei veranderliche Grossen bezeichnen, welche einschliesslich beider Grenzen
alle positiven zwischen 0 und 1 liegenden Werthe annehmen konnen, so ent-
spricht bei der geometrischen Darstellung der Gesammtheit aller Werthe
% = to,+ o, (0=t=1, 0S¢ =1)
die Fliche eines Rechtecks. Léngs der Begrenzung dieses Rechtecks nimmt
die Function p(u|w,w )= pu alle reellen Werthe und zwar in Folge der
Gleichung @ (w,+%') = @ (w,—«) jeden derselben zweimal an.
Fiir die Werthe des Argumentes u

tw,, (t=0-.-1); 'Dz-l—t-'u};, (#=0--1) ; tw2+m;7 ((=1---0) :

; to, (F=1---0)

liegen die Werthe der Function pu beziehlich in den Intervallen

..’.o@...e2 ; 32....__00 ; .l..oo...e2 H € oo

2 — 0O

)

und zwar sind die zugehorenden Werthe der Ableitung @'u beziehlich

negativ.  ;  positiv imagindr ; positiv ; negativ imaginar.

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit negativ imagindrem
Theile und mit Ausnahme des Werthes po, = ¢, jeden dieser Werthe zweimal
an, wenn dem Argumente  alle dem Gebiete

‘ % = tw,+t'w, 0<t<l, 0<it <1)
angehdrenden Werthe beigelegt werden.

Die Function pu nimmt alle complexen Werthe mit positiv imagindrem
Theile und mit Ausnahme des Werthes pw, = ¢, jeden dieser Werthe zweimal
an, wenn dem Argumente » alle dem Gebiete

4 = tw,—to, (0<t<l, 0<t' <1)
angehorenden Werthe beigelegt werden.

Bei der geometrischen Darstellung der Werthe der Function @u entspricht
der einblattrigen Fliche jedes der beiden Rechtecke

% = tw,*t'w, (0=t=1, 0=¢=1)
je eine zweiblittrige aus zwei Halbebenen gebildete Fliache. Die Begrenzung
Jeder von diesen beiden Halbebenen wird in beiden Fillen von der Axe des
Reellen gebildet; in dem ersten Falle ist der Punkt ¢, in dem zweiten der Punkt
e, ein Windungspunkt erster Ordnung im Inneren der betrachteten zweiplattri-
gen Fliche. Den Mittellinien beider Rechtecke # = to, x 1w, u = to,Tlw,

entsprechen in der Ebene, deren Punkte die Werthe der Function pu geometrisch
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darstellen, vier Bogen desselben Kreises, dessen Mittelpunkt ¢, und dessen Radius
gleich V(e,—¢,)(¢,—¢,) ist. Dieser Kreis enthslt die beiden Punkte e, und e,.

Durch die Function y/(e,— eg)(ea—ez)-g—i; wird die conforme Abbildung der
einblittrigen ¥lédche des Rechtecks ’

u = Ztw,*T o, (0=t=g, 0=V

b, 0= <)

auf die einblittrige Fldche eines Kreises mit dem Radius 1 vermittelt. Dem
Mittelpunkte des Rechtecks entspricht der Mittelpunkt, jeder der beiden Mittel-
linien des Rechtecks entspricht ein Durchmesser des Kreises. Den Ecken des

Rechtecks entsprechen die vier Punkte

A
Al

+ \/El—_—e_z \/63——82
Vie—e)(e,—e,) V(e,—e,)(e,—e,)

Wenn der complexen Grosse « alle dem Gebiete

I+

= Tilo,>to, (0=tZ1, 0=¢Z21)
angehorenden Werthe beigelegt werden, so ist der absolute Betrag der Function
o G . . .
\/(61—62)(63—62)——6% kleiner als 1, gleich 1 , grésser als 1,
jenachdem das Product (t—34)(f—4%) positiv, gleich Null, negativ ist.

Von den beiden Grossen w, % haben innerhalb des Gebietes

u = tio,Ttw, (0=t<1, 0=¢<1)
die reellen Theile einerseits und die reellen Factoren der imagindren Theile
andererseits dasselbe Vorzeichen.
Wenn den drei Gréssen 0, w, », bei der geometrischen Darstellung die

Ecken eines spitzwinkligen Dreiecks entsprechen, so entspricht der Ge-
sammtheit aller Werthe

u = *io,*t'o, 0=ZtZs, 0=St4¢=1)
die Fliche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Kcken
* o, *w, ¥, welches die Eigenschaft hat, durch seine drei Hauptdiagonalen
in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt zu werden.
Entsprechen dagegen den drei Grossen 0, w, w, bei der geometrischen
Darstellung die Ecken eines stumpfwinkligen Dreiecks, so entspricht der
Gesammtheit aller Werthe

4 = Tto,Ttw, O=t4+t =1, 0S¢ =4)
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die Fléche eines geradlinig begrenzten convexen Sechsecks mit den Ecken tw ,
tw,, X o, welches durch seine drei Hauptdiagonalen in sechs congruente spitz-
winklige Dreiecke getheilt wird. :

Fir alle innerhalb des ersten beziehungsweise des zweiten Sechsecks lie-
gende Werthe des Argumentes % hat der reelle Theil jedes der sechs Quotienten

G, %

6Z(y,az'—_— 1,2,8) von Null verschiedene und zwar positive Werthe.

Fiir den Fall, dass o, = w4 ist, gilt dieselbe Behauptung fiir alle inner-
halb eines Quadrates
u = Tto,T{'w, (0 =t4t'<<1).

liegenden Werthe des Argumentes.

53.

Es mdge angenommen werden, dass das primitive Periodenpaar (20, 2w,)
des Argumentes » einer Function g (u|w,w,) so gewahlt sei, dass den Gréssen
0, w, o _bei der geometrischen Darstellung die Ecken eines spitzwinkligen

Dreiecks entsprechen. (Vergl. Art. 27.) Dann entspricht der Gesammtheit aller
‘Werthe

% = 2tw,+ 2¢'w, O=t=1, 0021, 0=t4+1=1)

die Fliche eines spitzwinkligen Dreiecks. Die Grdssen v, o + o, = »,, o, ent-
sprechen den Mitten der Seiten desselben. Werden diese drei Punkte durch
drei geradlinige Strecken verbunden, so wird die Fliche des betrachteten Drei-
ecks in vier congruente spitzwinklige Dreiecke getheilt und es entsteht auf
diese Weise das Netz der Oberfliche eines Tetraeders, welches die Eigen-
schaft besitzt, dass je zwei seiner Gegenkanten gleiche Léinge haben. Jedem
Punkte der Oberfliche dieses Tetraeders wird ein Werth der Function p(#|w,, »,)
zugeordnet und durch Vermittelung dieser Function wird die Oberfliche des
Tetraeders auf diejenige unendliche Ebene, deren Punkte die Werthe der
Function gu geometrisch darstellen, in der Art zusammenbingend und in den
kleinsten Theilen @hnlich abgebildet, dass die Punkte beider Flichen einander
gegenseitig in eindeutiger Weise entsprechen.

Wenn das erwihnte spitzwinklige Dreieck in ein rechtwinkliges iibergeht,
so tritt an die Stelle der Oberfliche des betrachteten Tetraeders die doppelt zu
denkende Fliche eines ebenen Rechtecks, dessen beide Blatter lings der ganzen
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Begrenzung des letzteren, eine Falte bildend, mit einander zusammenhéngen.
(Vergl. die Abhandlung: Conforme Abbildung der Oberfliche eines Tetraeders
auf die Oberfliche einer Kugel. Journal fiir Mathematik, Bd.70. S.121 —136.
H. A. Schwarz, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 2. S. 84—101.)

Die Fliche des geradlinig begrenzten convexen Sechsecks, dessen Ecken
den Werthen *w, *w , *(w,—w ) entsprechen, hat die Eigenschaft, durch die
drei Hauptdiagonalen des Sechsecks in sechs congruente spitzwinklige Dreiecke
getheilt zu werden.

Fiir alle Werthe des Argumentes #, welche den innerhalb des erwéhnten
Sechsecks liegenden Punkten entsprechen, hat der reelle Theil jedes der sechs

%‘%’(p, »=1,2,3) von Null verschiedene und zwar positive Werthe.

v

Quotienten

Aus diesem Satze kann die in den Gleichungen (2.) des Art. 28 enthaltene
Bestimmung der in den Verwandlungsformeln der G-Functionen vorkommenden
Wurzelgrossen hergeleitet werden.

Das Quadrat des Moduls und die absolute Invariante
als Functionen des Periodenverhiltnisses.

54.

Die Grosse ¥’ = ZT:ZZ = %‘Eg‘l:; ist, vergl. auch die Formel (6.) des Art. 32,

eine eindeutige analytische Function des Verhaltnisses © = %ii der beiden Perio-
den eines primitiven Periodenpaares (20, 20,).

Diese Function mége mit 6(t) bezeichnet werden.

Man setze T = a+ i, wo « und B zwei reelle verdnderliche Grossen be-
zeichnen. Wihrend die Grosse « alle reellen Werthe annehmen kann, ist die
Verinderlichkeit der Grosse g auf positive Werthe beschrénkt.

Der Gesammtheit aller Werthe
T = a+fi 0=eZ1, f=Va(i—w)

entspricht bei der geometrischen Darstellung der complexen Grosse t die Fliche
eines von zwei geraden Linien und einem Halbkreise begrenzten Kreisbogen-
dreiecks T, dessen drei Winkel einzeln gleich Null sind. Eine Ecke dieses
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Kreisbogendreiecks entspricht dem Werthe g = +o0o, die beiden anderen ent-
sprechen den Werthen © = 0 und t = 1. Wenn die Verdnderlichkeit der
Grosse 1 auf das Gebiet T beschrinkt wird, so ist das geradlinige Dreieck,
dessen Ecken den Werthen 0, 1, T entsprechen, ein spitzwinkliges. Dieses
Dreieck geht in ein rechtwinkliges iiber, wenn 1 einen der Werthe

1+8: (B=>0) ; B (B=>0) i e+iVa(l—e) (0<ea<1)

annimmt, welche den der Begrenzung des Bereiches T' angehdrenden Punkten
entsprechen.

Léangs der Begrenzung des Bereiches T nimmt die Function 6(t) = &* alle
reellen Werthe und zwar jeden derselben nur einmal an.

Fiir die Werthe der Grosse t
1+Bi (f=0-400) ; Bi (f=400--0) ; a+iVe(l—a) (¢=0-..1)
liegen die Werthe der Function 6(t) = %’ beziehlich in den Intervallen

—_—00 -0 ; 0.-+1 ; 1...+oo_

Im Inneren des Bereiches 7' nimmt die Function 6(t) alle complexen Werthe

mit positiv imagindrem Theile und zwar jeden derselben nur einmal an.

Der einblittrigen Flache des Kreisbogendreiecks T' entspricht daher bei
der geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grosse 0(t) = £ die
einblattrige Flache der auf der positiven Seite der Axe des Reellen liegenden
Halbebene, in der Art, dass die Punkte beider Flachen einander gegenseitig
in eindeutiger Weise zugeordnet werden.

Die Function 6(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ imagi-
nirem Theile und jeden derselben einmal an, wenn der Grosse t alle dem
Gebiete

T = a+pi (—1=e=0, f=V=eira)

angehorenden Werthe beigelegt werden. Diesen Werthen entspricht bei der
geometrischen Darstellung der Werthe der complexen Grosse t die Fliache
eines zweiten Kreisbogendreiecks, welche mit T bezeichnet werden moge.
Je zwei in Bezug auf die Gerade o« = 0 symmetrisch liegenden Punkten der
beiden Bereiche T und T, entsprechen conjugirte complexe Werthe der Grosse
O(t) =k

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 11
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Durch symmetrische Wiederholung in Bezug auf seine drei Seiten™) ent-
stehen aus dem Kreisbogendreieck T' ausser dem Kreisbogendreieck T noch
zwel andere; durch entsprechende symmetrische Wiederholung der entstandenen
Dreiecke und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergeben sich unendlich viele
Kreisbogendreiecke, deren Flichen die ganze Halbebene g > 0 liickenlos und
einfach ausfiillen.

Jedem derjenigen Kreisbogendreiecke, welche aus dem Bereiche T' durch
eine endliche Anzahl symmetrischer Wiederholungen hergeleitet werden, ent-
spricht bei der durch die Function f(t) = £’ vermittelten conformen Abbildung
die auf der positiven oder die auf der negativen Seite der Axe des Reellen
liegende Halbebene, jenachdem die Anzahl der erwihnten symmetrischen
‘Wiederholungen eine grade oder ungrade ist.

Die beiden Transformationen der Grdsse T
T2+, d Ewnrd

sowie alle Transformationen der Grosse t, welche aus diesen beiden durch Zu-

sammensetzung erhalten werden, lassen die Function 0 (t) = &* unveréindert.

P+g=

ptyqr

P, ¢, P, ¢ vier beliebige, nur den Bedingungen pg—gp' =1, p

Es ergibt sich auf diese Weise eine Transformation T | , in welcher

=1, ¢ =0,
p' =0, ¢ =1 (mod. 2) unterworfene ganze Zahlen bezeichnen.

Aus dem Umstande, dass die Fldache des Kreisbogendreiecks T' und die
Flichen der aus demselben auf die angegebene Weise entstehenden Kreisbogen-
dreiecke die Halbebene g > 0 liickenlos und einfach ausfiillen, wéhrend die
Function 0(7) jeden der Werthe, welche sie innerhalb des Gebietes 7' annimmt,
innerhalb desselben nur an einer einzigen Stelle annimmt, ergibt sich, dass,
falls &* einen von 0, 1 und co verschiedenen Werth hat, und t, eine Wurzel der

Gleichung 6(t) = k* bezeichnet, alle anderen Wurzeln dieser Gleichung durch
P+ 47,

v¥as, 8
von der angegebenen Beschaffenheit bezeichnen.

Fs besteht tiberhaupt der Satz: Jenachdem die vier ganzen Zahlen

die Formel © = egeben werden, in welcher p, ¢, p', ¢ vier ganze Zahlen

*) Unter der symmetrischen Wiederholung einer Figur in Bezug auf eine Kreislinie versteht
man diejenige Figur, welche aus der betrachteten durch Verwandlung mittelst reciproker Radien hervor-
geht, falls der Mittelpunkt jemer Kreislinie zum Transformationsmittelpunkt und das Quadrat des Radins
dieser Kreislinie zur Transformationspotenz gewahlt wird.
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p, ¢, P, ¢ ausser der Bedingung pg—qp' =1 mit Bezug auf die Tabelle (5.) des
Art. 33 den Bedingungen des Falles é

I, I, I, IV, v, VI
geniigen, ist der Werth von 6(1;’13:) gleich
0(t) 1 1 B(t)—1 _
0 (), TR)—=1 [IOR T=0() TORE 1—6(7).

Jede dieser Grossen ist gleich einem der sechs Werthe des durch die vier

Grossen oo, e, ¢,e, bei beliebiger Anordnung derselben bestimmten Doppel-
verhiltnisses.

55.
Durch die Transformation T“—% geht das Gebiet T in das Gebiet T, iiber,

indem den Ecken +ooi, 0, 1 des Gebietes T' beziehlich die Ecken 0, 4+ coi, —1
des Gebietes T zugeordnet werden; der Werth © = ¢ entspricht bei dieser Trans-
formation sich selbst.

T—1

Bei den Transformationen 1”—1-:_17 und | -—— entspricht das Gebiet 7' sich

selbst, indem den Ecken +oo%, 0, 1 desselben die Ecken 0, 1, +co7, beziehungs-
weise 1, +oot, 0 zugeordnet werden. Bei diesen beiden Transformationen bleibt
der Werth T = 4(1+V8¢) ungeiindert.

Das Gebiet T wird durch die Gerade « = 4 und durch die beiden mit dem
Radius 1 um die Punkte Tt = 0 und © = 1 als Mittelpunkte beschriebenen Kreis-
linien in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 0, 3 &, 4+ = getheilt. Dieser
Theilung des Gebietes T' entspricht bei der durch die Function 6(t) = £’ ver-
mittelten conformen Abbildung desselben auf eine Halbebene eine Theilung der
letzteren in sechs Kreisbogendreiecke mit den Winkeln =, 4w, +=. - Die im
Inneren der Halbebene liegenden Begrenzungslinien dieser Dreiecke werden ge-
bildet von der durch den Punkt £’ = { hindurchgehenden, auf der Begrenzung
der Halbebene senkrechten Geraden und von den beiden um die Punkte & = 0
und £’ = 1 als Mittelpunkte mit dem Radius 1 beschriebenen Kreisen.

Wird das Gebiet T', und die demselben entsprechende auf der negativen
Seite der Axe des Reellen liegende Halbebene in entsprechender Weise getheilt,
. 11 %
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so ergibt sich eine Theilung der Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen
Grosse &’ geometrisch-darstellen, in zwolf Kreisbogendreiecke.

Wenn g, und g, die im Art. 5 (3.) erkléarte Bedeutung haben, so bestehen
die Gleichungen

L(1— K+ k) % [(1+#)(2—F) (1—28)] _  27g:

[B(A—F) ~ g—27g’ 27 (K (1—%)T T 2Tt

. v 9%
Die Grosse i 2ig

horende absolute Invariante, ist eine eindeutige analytische Function des

eine zu dem primitiven Periodenpaare (2w, 2w ) ge-

Periodenverhiltnisses t, welche mit j(t) bezeichnet werden moge.

Durch die Function %%;L—];))F = J(t) wird eine conforme Abbildung

der Fliche jedes der erwihnten zwolf Kreisbogendreiecke auf die Fliche einer
Halbebene vermittelt, welche so beschaffen ist, dass die Punkte beider Flichen
einander gegenseitig in eindeutiger Weise zugeordnet werden.
Ueberhaupt gilt folgender Satz:
- Langs der Begrenzung des Gebietes

T = a+fi V=4, FZVi-a)

9 _
9:—27g;

derselben nur einmal an; fiir die Werthe des Periodenverhiltnisses ©

nimmt die absolute Invariante Jj(7) alle reellen Werthe und jeden

i (B=+occ1) ; a+iVl—a® («=0--3) : LiBi (B=4VE- +00)
liegen die Werthe von j(t) beziehlich in den Intervallen

+oco---1 ; 1-..0 ; Q..o —coO.

Die absolute Invariante j(t) nimmt alle complexen Werthe mit negativ oder
positiv imagindrem Theile und jeden derselben nur einmal an, wenn dem
Periodenverhiltnisse T alle dem Gebiete
T = a+ fi, T = —a+f¢ O<e<i, B>Vi—e)
angehérenden Werthe beigelegt werden.
Alle Wurzeln der Gleichung j(t) = j(r,) sind gegeben durch die
Gleichung

v'+q
p+as
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in welcher den Grossen p, ¢, p, ¢’ alle Systeme von ganzen Zahlen beizulegen
sind, welche der Bedingung p¢ — ¢p' = 1 geniigen.
Es folgen hier einige auf die in den Art. 54 und 55 enthaltenen Unter-
suchungen sich beziehende Literaturangaben.
Dedekind, Ueber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Journal
fiir Mathematik, Band 83, Seite 265 ff. 1877.
F. Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen, Mathema-
tische Annalen, Band 14, Seite 111 ff. 1878.
Weierstrass, Zur Theorie der elliptischen Functionen, Sitzungsberichte
der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
Jahrgang 1883, Seite 1271 ff.

Normalform der elliptischen Integrale erster, zweiter, dritter Art.

56.

Die zu einer elliptischen Function ¢(u) gehdrende Integralfunction [o(u)du
besteht, wie die im Art. 17 angegebene Formel zeigt, im Allgemeinen aus vier
verschiedenartigen Bestandtheilen:

1. einem Gliede von der Form C,-u,

2. einem Aggregate von Gliedern von der Form —X,C, S (u—y,), welches
sich nach Art. 11 (5.) durch ein Glied von der Form —(2,C,)- g(u) und
eine elliptische Function des Argumentes » ersetzen lasst,

3. einem Aggregate von Gliedern von der Form X,C,logG(u—wv,), welches
sich in Folge der Gleichung X,C,= 0 (Art. 16 (26)) unter Hinzunahme

—u)

einer additiven Constante auf die Form Ezcﬂlog—ﬁ%’&%};— bringen lasst,
wobei die Summation 2 iiber alle diejenigen Werthe des Index w zu er-
strecken ist, fiir welche die Grosse v, der Null nicht congruent ist,
4, einer elliptischen Function des Argumentes #, welche zu demselben
Periodenpaare (2w, 20') gehdrt, wie die Function ¢ (u).
Hiernach ergibt sich, wenn ¢ (u) eine zu dem Periodenpaare (2w, 20') ge-
horende elliptische Function des Argumentes » bezeichnet, aus der Formel des
Art. 17 die folgende:

1 ! % 6 —
1) Sew)dn = C,-u—(3,0,) S (u) + 530, log %@ﬁl + o,(u).
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Entsprechend der in den Art. 48—50 gebrauchten Bezeichnungsweise
moge mit s der Werth der zu der elliptischen Function ¢(u) gehérenden Function
pu, mit VS einer der beiden Werthe der Quadratwurzel aus der Grosse
S = 4s°—g,s—g, bezeichnet werden.

Die Gesammtheit der Werthe, welche die als Function des Argumentes s
betrachtete Grosse u fiir einen beliebigen Werth s, der Grosse s unter der Be-
dingung annehmen kann, dass, wenn VS, einen bestimmten der beiden
Werthe der Quadratwurzel aus der Grdsse S,= 4s)—g,s,—g, bezeichnet, fiir
jeden dieser Werthe die Gleichung g'u = —\/S, erfiillt ist, stimmt {iberein mit

der Gesammtheit aller derjenigen Werthe, welche das elliptische Integral

oo ds . . .
erster Art —— unter der Voraussetzung annimmt, dass die Integration

(5,¥50)

von dem Werthepaare s = s,, S = /S, ausgehend lings irgend eines Weges
bis zum Werthe s = oo erstreckt wird.

Bezeichnet «, irgend einen beliebigen dieser Werthe, so sind alle iibrigen
in der Formel u = u + 2pw +2p'®’ enthalten, in welcher den Coefficienten p,
alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliesslich des Werthes
Null beizulegen sind.

Die Perioden 2w, 20" des Argumentes der elliptischen Function ¢ () und
der zu dieser Function gehdrenden Function gu heissen daher auch Perioden

s |
(s,¥8) Vs

Wenn der Werth dieses elliptischen Integrals erster Art mit J(s,\/S) be-
zeichnet wird, so ist die Gleichung

des elliptischen Integrals erster Art u =

= ds
VS

mit dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Gleichungen

(2) w = J(s,\S) =
(V)

(3. s = pu, V8 = —p'u

vollstandig gleichbedeutend.

Als Normalform eines elliptischen Integrals zweiter Art kann

die Function % (u) erklért werden, vorausgesetzt, dass der Werth auch dieser
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Grosse als Function des Argumentes s betrachtet wird. Es besteht namlich die
Gleichung

. (8VS) sqs
4. 6 _ Sus
(#) ™ _f Vs

wenn die Integrationsconstante in der auf der rechten Seite dieser Gleichung
stehenden Integralfunction durch die Festsetzung bestimmt wird, dass die fiir
hinlinglich grosse Werthe des absoluten Betrages der Grésse s geltende Ent-
wickelung eines Zweiges dieser Integralfunction die Gestalt

(s’\/g) —TI
(5.) f sds —_—\/st1+%—i’ié—ﬁ~—1§+m]

annimmt, wobei

S — oys|spse_P. L 9 1 ]
\/S-——Z\/S[S‘—l—% el

zu setzen ist.

Wird der Werth dieser Integralfunction mit J'(s,\S) bezeichnet, so er-
gibt, wenn w irgend einen die Gleichungen (3.) dieses Art. befriedigenden Werth

bezeichnet, der Werth der Function %(u) einen Werth des elliptischen Integrals

zweiter Art
(s, \/'ST) sds

J'(5,VS) :f 5

Bei Vermehrung des Argumentes » um 20, beziehungsweise um 2, éndert

sich der Werth der Function & (u) um die Grosse 27, beziehungsweise um die

Grosse 27. Dieselben zusammengehdrenden Aenderungen der Werthe der
&

6

tegrationswege fiir die Integrale

Grossen u, S (u) konnen durch entsprechende gleichzeitige Aenderungen der In-

g f(s,vg) sds
(5,5 V& Vs
herbeigefiihrt werden.

Die Gréssen 217, 24’ heissen daher auch die den Perioden 2w, 2w’ des
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elliptischen Integrals erster Art
__ O
I (s,V9) :f s
(s.5) V°
entsprechenden Perioden des elliptischen Integrals zweiter Art

_ (5,¥8)
J'(s,VS) zf %‘;:3.

Als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art kann

die aus der Function 4£%F&Y

durch Integration in Bezug auf die Grdsse u

uU—Pv
hervorgehende Integralfunction
8 g
(6.) f% S;;’zf;zf du = log Géq;—ﬁz—)~+%(v) cu+ C vergl. Art. 11 (5.)

erklart werden.

Die von dem Argumente » unabhingige veréinderliche Grosse v, welche
Parameter des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art genannt werden
kann, darf weder den Werth Null, noch einen dem Werthe Null congruenten
‘Werth annehmen.

Wenn der in dem Ausdrucke fiir das betrachtete elliptische Integral
dritter Art auftretenden Integrationsconstante C' der Werth Null beigelegt wird,
so erhilt das constante Glied in der fiir die Umgebung des Werthes u = 0 gel-
tenden, nach Potenzen der Grosse u fortschreitenden Entwickelung mit dem
Anfangsgliede —logu

7. 1 PUtP du = —logu+C—L1pv-w+Ltpv -u?+4-..
2 g 2 § & §

pu—pov

ebenfalls den Werth Null. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, wenn die
Gréssen s, \/S die durch die Gleichungen (3.) dieses Art. festgestellte Bedeutung
haben und die Grossen s,, VS, durch die Gleichungen s,= v, \§, = — v
bestimmt werden, als Normalform eines elliptischen Integrals dritter Art der
Ausdruck

SY o v
G(v—u) | & (&VS) | V§+v5, ds
(8) log 61&617_—{__6_(”)'“_/‘ ? s—s, Vs’

dessen Werth mit J(s,VS;s,,VsS,) bezeichnet werden moge.
Durch Vertauschung der beiden Grdssen » und v ergibt sich

G(w—v . _ _
log 202 L B (u).0 = J(s,, V5,3 5, V),
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es besteht daher die Gleichung
(0) T8, V8 =I5, V5 5,VF) = w8 ()~ 8 () + (20,4 1),

in welcher n, eine ganze Zahl bedeutet.

Diesem Satze entspricht in der Legendre-Jacobischen Theorie der
elliptischen Integrale der Lehrsatz iiber die Vertauschung von Parameter und
Argument bei elliptischen Integralen dritter Axrt.

Bei Vermehrung des Argumentes » um 2w, beziehungsweise um 2w
indert sich der Werth des betrachteten elliptischen Integrals dritter Art be-
ziehungsweise um

(10.) —21p + 20 & (v) + 2n7i, — 210 + 20" 8 (v) + 20w,
wobei n, ' zwel ganze Zahlen bedeuten, deren Bestimmung eine besondere Er-

orterung erfordert. Diese Grossen sind daher Perioden des elliptischen
Integrals dritter Art

U putp’ : (s,V8)
1 Putpv G(v—u) G . VS VS, ds : —
(L) f T ou—po W=18"G, 5, Tug(® —f Ty vy 5350, VS,)-

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass die zu einer elliptischen Function
¢ (u) gehdrende Integralfunction [¢(u)dwu darstellbar ist durch ein Aggregat be-
stehend aus

1. einem elliptischen Integrale erster Art,
. einem elliptischen Integrale zweiter Art,

7

2
3. einer endlichen Anzahl von elliptischen Integralen dritter Art,
4. einer rationalen Function der Grossen s = pu und \S = —g'u.

Additionstheoreme der elliptischen Integrale.

57.
Wenn
U+ Uy, = Ug,
Ly = PUy, Zy = PUy, Ly == Uy, Ty = PUg,
1 ' ' _— ’
Yo = —P Uy, Y= —PU, Yy = — P Uy, Ys = — P Ug,

gesetzt wird und die Integralfunctionen J(,y), J'(#,y), J (»,y; 2,,9,) die im vor-
hergehenden Art. erklirte Bedeutung haben, so bestehen folgende Gleichungen :

Zum Gebrauche der elliptischen Functionen. Zweite Ausgabe. 12
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( 1') J(xn %) + J(xw yz) - J(xsa ?/3)'

(2.) I (%, 9,) + I (%y,9,) = T (@,9,) + 1 2=Y.

Ty — %y

1 <y1+yo_yg+yo>,
xl xz

T,—Z,  B,—x,

(8.) (@0, 915 %oy o) + I (%203 T 90) = J(xs,za;wo,yo)—log[%'

Diese Gleichungen gelten in dem Sinne, dass, wenn den auf der linken
Seite einer dieser Gleichungen stehenden Integralfunctionen irgend welche der
unendlich vielen Werthe beigelegt werden, die dieselben annehmen kénnen,
die Summe einem der unendlich vielen Werthe gleich ist, welche die auf der
rechten Seite derselben Gleichung stehende Function annehmen kann.

Bestimmung der Perioden der aus elliptischen Functionen
entspringenden Integralfunctionen.
58.

Unter einer Periode der aus einer beliebigen elliptischen Function ¢ (u)
entspringenden Integralfunction f @ (u)du ist jeder Werth zu verstehen, welchen
das bestimmte Integral

Uy+ 20
f o (u)du
U,

unter der Bedingung annehmen kann, dass die Function ¢ (u) fiir keinen Punkt
des — im Uebrigen beliebig, aber von endlicher Linge zu wihlenden — Integra-
tionsweges unendlich gross wird. Die Grdsse 2@& bezeichnet hierbei eine belie-
bige Periode des Argumentes der Function ¢(u), einschliesslich des Werthes Null.

Wenn die Grosse 26 den Werth Null hat, so ist der Integrationsweg ein
geschlossener. Es bezeichne %, die Summe der Zahlen, welche die An-
zahl und den Sinn der Windungen dieses geschlossenen Integrations-
weges um die Punkte

v#+2mu>+2m'w’ (m,m' = 0,+1,%2, ... +c0)

angeben, und von denen stets nur eine endliche Anzahl von Null verschieden
ist. Dann ist das lings des betrachteten Integrationsweges zu erstreckende
Integral

uo ’ .
f %(u——v#)du = 2k,mi,
uo
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mithin hat das lings desselben Weges zu erstreckende Integral f uocp (u)du, wenn
u,

die Function ¢(u) auf die im Axrt. 16 (3.) gegebene Gestalt gebracht wird, den
Werth

):M2k#0#ﬁi, (p=1,2,8,---m),

uo . .
Der Werth des Integrales f ¢ (u)du ist also stets bestimmbar, wenn der
U,

Integrationsweg insoweit gegeben ist, dass fiir die in Betracht kommenden
Werthe v, die mit %, bezeichneten ganzen Zahlen ermittelt werden kénnen.

Ist 26 von Null verschieden, so mége in der Nihe des Werthes u, ein
Werth u, so angenommen werden, dass fiir keinen der geraden Strecke
(w,-+-u,+2w) und fiir keinen der geraden Strecke (u ---u +2w’) angehdrenden
Werth des Argumentes u die Function ¢(u) unendlich gross wird. Der vorge-
schriebene vom Werthe u, zum Werthe u +26 = u +2mw + 2m'®’ fiihrende In-
tegrationsweg werde mit L, ein beliebiger, vom Werthe w, zum Werthe
fiihrender, keine Unendlichkeitsstelle des Argumentes der Function ¢(u) ent-
haltender Weg werde mit L' bezeichnet; L bezeichne den Weg, welcher,
wihrend die Variable # den Weg L' beschreibt, von der Variablen u+2& be-
schrieben wird.

Wenn die Variable « nach einander folgende Integrationswege beschreibt,

erstens, den vorgeschriebenen vom Werthe u, zum Werthe u, + 2& fiih-
renden Weg L,

zweitens, den vom Werthe u +2& zum Werthe u +2@& fithrenden
Weg L',

drittens, den vom Werthe u,+2& = u +2mo+2m'e’ zum Werthe
u +2mo fithrenden geradlinigen Weg*),

viertens, den vom Werthe » +2mw zum Werthe u, fithrenden gerad-
linigen Weg,

funftens, den vom Werthe u, zum Werthe », filhrenden Weg L/,

50 ist der aus den fiinf angegebenen Theilen bestehende Integrationsweg,

welcher, im angegebenen Sinne durchlaufen, mit L bezeichnet werden moge,

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 32.
12%
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ein geschlossener; es besteht daher, wenn die im Vorhergehenden mit %,

bezeichneten ganzen Zahlen sich auf den Integrationsweg L beziehen, die
Gleichung

U, U+ 20 U, +28 U, +2® U, +2mw
f @ () du =f cp(u)du+/ cp(u)du— o (u) du f o (u) du— q:(u)du =
uﬂ . uo 0

Uyt 2D %, + 2Mw
(L) (L") (L)
= EHZkﬂqﬂr’i, (w=1,2,--+m).

Es ergibt sich also die Gleichung

Uy+26 U+ 20 u,+ 20"
(1) f o (u)du = mf u)du—i—mf o (u) d+ 3,21, O, .
U,

(L)

Unter den Grdssen C, besteht die Relation 2,C, = 0; es konnen zwischen
denselben Grossen noch andere Relationen von der Form Euy#C’ = 0 bestehen,
in denen die Coefficienten p, ganze Zahlen sind. Es ist stets moglich, aus den
Gréssen C,C,,--- C, andere Grissen €, G, --- €, durch Addition und Sub-
traction in der Weise zusammenzusetzen, dass auch umgekehrt jede der Grossen
C,C,---C, durch Addition und Subtraction aus den Gréssen €, -+ (Se zusam-
mengesetzt werden kann, wihrend unter den letzteren Grossen keine homogene
lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten besteht.

Es geht in diesem Falle der Ausdruck

2#279'“0”7:7: (w=1,2,.-m)
in einen Ausdruck von der Form '
3,2m, 6, % (v=1,2,-¢)

itber, wo die Coefficienten m, ganze Zahlen sind.
‘Wird nun

Uy +20 ‘ 1 U+ 20"
(2.) f (u)du o Q’ f cp(u)du = .52," 2(5‘17”: = ‘Q’va ("’=1a2,"‘9)
u.

u]. 1

gesetzt, so ergibt sich

Uy + 2D
(3. f o(u)du = mL +m'Q' +2,m,L,, (v =1,2,--0).
uO

(L)
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Da es nun, wenn die Wahl der Grosse 26 = 2mo+2m'e’ keiner Be-
schrinkung unterliegt, stets moglich ist, solche Integrationswege anzugeben,
fiir welche eine beliebige der Zahlen m, m, m, m,---m, den Werth 1, alle
iibrigen aber den Werth 0 erhalten, so bilden d1e Grossen 2,2, 2, 2, !20
ein System primitiver Perioden der Function [¢(u)du, aus denen sich alle ande-
ren Perioden dieser Function durch Addition und Subtraction zusammensetzen
lassen.

Zum Zwecke der Darstellung der Function ¢(w) in der im Art. 16 (3.)
angegebenen Form konnen die Grossen v, so gewihlt werden, dass jede der-
selben innerhalb des durch die Werthe w,, u, + 2w, u + 20 + 20, u + 20" be-
stimmten Periodenparallelogramms

w = u,+2to+2t'e’ (0<t<l, 0<?¥<1)
liegt.

Wird die verinderliche Grosse v gleichfalls der Beschrinkung unter-
worfen, innerhalb dieses Periodenparallelogramms zu liegen, so ergeben sich
die Gleichungen

§ [t

LA L 3! u‘+2m,6' . ,
wf Gwmwd =z, L wmn)ae =~

1

und, wenn v, v" ebenfalls dem Inneren des erwidhnten Periodenparallelogramms
angehoren,

1 u1+2u) & &
fu [—6—(14——1; —g(u—v')}du = —2q(v"—2"),

1 Uy 20" & .
f {—g(u—v")———g—(u——v')l du = —27/(v"—v")
U,

1

(4)

Da der Gleichung (1.) des Art.56 in Folge der Relation 2,C,=0 die
Form

(5.) ¢(u) = C+2,C, [ (w— vu)—— u—-v)] %‘C)du 6( )+ 28 l) d‘?l “)

gegeben werden kann, so ergeben sich aus den Gleichungen (4.) fiir die Pe-
rioden 2, £ folgende Ausdriicke:

(6) & = 20,0—2(5,Cu.+3.0)7, = 2C,0'—2(5,C,0,+ 3,01
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Durch die Gleichungen (1 —6.) ist die Aufgabe der Bestimmung der Pe-
rioden der aus der elliptischen Function ¢(u) entspringenden Integralfunction
f ¢ (u)du in allgemeinster Weise geldst.

59.

Diese allgemeine Bestimmung der Perioden soll jetzt fiir die Normalform
des elliptischen Integrals dritter Art specialisirt werden,

Die Grosse v moge, wenn «, § zwei reelle Grossen bezeichnen, auf die
Form 2aw + 2Bw’ gebracht werden; mit «, 3, mogen diejenigen ganzen Zahlen
bezeichnet werden, fiir welche die Differenzen «—e,, f—p, nicht negativ und
kleiner als 1 sind.

Unter dieser Voraussetzung bestehen, wenn e, ¢’ positive Grdssen von
angemessener Kleinheit bezeichnen, folgende aus den im vorhergehenden

Art. entwickelten allgemeinen Formeln durch Specialisirung sich ergebende
Gleichungen :

) l:ﬁm% Pt =~ 20 0 1B 0m, IR0
(2.) 'E:Mw%%—f:g—:du = —2~q'0+2m'%(v)——2(a0+ 1) =4, undwgni :;0;"(?_0%),
(3.) ’_;:f’"*22%du — — 2y + 208 (0) + 26, wenn 0 <&’ <2—2(f—p,),
(4.) | —em”wi;%du = —27'v+ 2w'g(v)-—2¢xoni, wenn 0<s<2—2(¢x—a0)..

—Ew

Das Bestehen der Gleichung (1.), beziehungsweise der Gleichung (2.), ist
an die Bedingung gekniipft, dass —g,, beziehungsweise «—«,, einen von Null
verschiedenen Werth hat; ist hingegen g§—g, = 0, beziehungsweise «a—a = 0,
so bestehen die Gleichungen:

iptdw+2w

(5.) %z:—%d’u = -—27]0 +2w%(v)+2ﬁoﬂi7 wenn ﬁ - ﬁo: 0<S'<21
teo -
prew 20’ , ,
- u+pv [ 16 .
(6.) %-——Zu_?;v du = —2*q?)+2w%(0)——2a07w, wenn o = &, 0 <<c<<2.

tew



Art. 60. Perioden der elliptischen Integrale. : 95

60.

Zur Bestimmung der Werthe, welche die Integrale

1w , 1w ’,
—p' — '
-/0‘ PU—Pv du, [ PU—PV du

annehmen, wenn die Integrationen der getroffenen Festsetzung zufolge auf

directem Wege ausgefithrt werden, kann folgende, von den in den beiden vor-
hergehenden Artikeln enthaltenen Untersuchungen unabhingige Schlussweise

dienen.
Aus Art. 11 (3.) ergibt sich die Formel

u ’
(1.) j{: sz;‘v‘d“ = log gngzg~2u%(v),

Die Grosse v moge, wenn «, 8 zwel reelle Grossen bezeichnen, auf die
Form 2aw + 2fw’ gebracht werden; mit e, 8, mogen diejenigen ganzen Zahlen
bezeichnet werden, fiir welche die Grdssen a—«,, f—pB, nicht negativ und kleiner
als 1 sind.

Damit das erste, beziehungsweise das zweite der beiden zu Anfang dieses
Art. betrachteten Integrale eine bestimmte Bedeutung habe, darf die Grosse
B—B,, beziehungsweise die Grosse «—e, nicht gleich Null sein.

Aus Gleichung (1.) ergeben sich die Ausdriicke

e —pw — G’ : ' o G ’
(2) /(; gm—gﬁdu = 2nw-2m€(v)+nm, fo Sg—u_j@—vdu = 27]1:—2(1)—6:(0)-1-11 i,
wo n, n' ungrade ganze Zahlen bezeichnen.

Wenn die Grosse v von dem Werthe 2aw +2pw ausgehend auf directem
Wege in den Werth (2¢, + 1) w+ (28, + 1) o’ iibergeht, so kénnen sich die Werthe
der beiden bestimmten Integrale und die Werthe der Ausdriicke

270 — 20 Z'(v), 21'v— 20'S (v)

nicht anders als stetig &ndern; bei diesem Uebergange behalten daher die beiden
ganzen Zahlen n, n’ ihre Werthe unverandert bei. Wenn aber der Grdsse v der
Werth (2e,+1)w+(28,+1)0" beigelegt wird, so nehmen die beiden bestimmten
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Integrale den Werth 0, die Ausdriicke
2np—20 2 (v), 270 — 20" g (v)

beziehlich die Werthe (28, +1)x¢, —(2e,+1)m¢  an, es ergeben sich
also fiir die ganzen Zahlen n, n" die Werthe

(3.) n = —(28,+1), n' = 2¢,+1.

Unter Zugrundelegung der speciellen Voraussetzungen, dass g, = 0 ist,
beziehungsweise dass « = 0 ist, ergeben sich folgende specielle Gleichungen :

[Fadlt ’
4. —pv _ o BNz _ , o
(4) £ pu—pv du = 2qv — 20 6(1;) wt, © 20w + 280, (e beliebig, 0 < <1),
- ? " ! ’ ) 4 . .
(5.) f gmﬂ"gw — 2~qv—2wg('v)+m, v = 2a0 + 2f0, (0 <e <1, B beliebig).

61.

Es kommt mitunter vor, dass eine elliptische Function ¢ (%), zu welcher
die Integralfunction bestimmt werden soll, als Quotient zweier ganzen homo-
genen Functionen desselben Grades der vier G-Functionen Gu, Gu, Gu, Gu,

G, (Gu, 6 u, 6,u, Gu)
G, (Gu, 6,u, 6,u, G,u) ?

¢(u) =
gegeben ist.

Tiir jede solche Function ist mindestens eins der fiinf Periodenpaare
(2w, 20'), (40, 20'), (2w, 40'), (40,20 + 20", (4w, 4o')

ein Periodenpaar des Argumentes.

Mit (2@, 26") moge irgend ein bestimmtes Periodenpaar des Argumentes
der Function ¢(u) bezeichnet werden.

‘Wird nun die den Untersuchungen des Art. 56 und des Art. 58 zu Grunde
gelegte Function G(u|w, ') durch die Function G(u|®,®") ersetzt, so kann die
Function ¢ (%) auf die im Art. 58 (5.) angegebene Form gebracht werden und es
ergeben sich dann die Perioden der aus der Function ¢(u) entspringenden Inte-
gralfunction ['¢(u)du aus den in demselben Art. entwickelten Gleichungen.
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