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Vorwort. 
Die Astrophysik ist in den letzten zwei J ahrzehnten zu einer quantitativen 

Wissenschaft geworden. Dieses Buch mochte eine Einfiihrung in die neue 
Forschungsrichtung gebel). 

1m Laufe der letzten Jahre ist es dem angehenden Astrophysiker immer 
schwerer geworden, zwischen der Unmenge alter und neuer Arbeiten durch
zufinden, die einander vielfach widersprechen und nur zu oft kaum ein Ziel 
erkennen lassen. Es scheint mir daher ein Bediirfnis zu bestehen nach einer 
Darstellung, die weniger die vorhandene Literatur referiert, als vielmehr das 
Brauchbare in vereinfachter Form und unter einheitlicheri Gesichtspunkten 
darstellt und Unbrauchbares rigoros beiseite laBt. (Dabei solI nicht verkannt 
werden, daB auch unrichtige Arbeiten der Forschung oft wertvolle Anregung 
geben). 

Weiterhin ist es gerade in der Astrophysik besonders notig, den Zusammen
hang von Beobachtung und Theorie enger zu gestalten, als dies gewohnlich 
der Fall ist. Astrophysikalische Theorien, welche die Verbindung mit der 
Wirklichkeit verloren haben, sind nichts als ungeeignete Ubungsaufgaben zur 
theoretischen Physik, mit denen man die Zeitschriften besser nicht belasten 
sollte. Wir werden samtliche theoretischen Ansatze soweit durchfiihren, daB 
sie der Praktiker anwenden und priifen kann. Daneben wollen wir das vor
liegende Beobachtungsmaterial, soweit es fUr uns von Bedeutung ist, in 
gesichteter Form zusammenstellen, ohne jedoch mehr als notig auf technische 
Einzelheiten einzugehen. 

Die groBte Schwierigkeit einer Einfiihrung in die neuere Astrophysik liegt 
in der Abgrenzung gegen die "terrestrische" Physik. 1m Rahmen eines Astro
physikbuches eine vollstandige Darlegung der notigen Grundlagen zu geben, 
ist gar nicht moglich - wir wollen ja nicht erst ein weiteres Handbuch der 
Physik schreiben -. Dagegen sollen einige fUr den Astrophysiker besonders 
wichtige Zweige der Theorie, die an Hand der physikalischen Literatur nur 
mit einigen Schwierigkeiten zu erlernen sind, gleich in geeignet vorbereiteter 
Form und ohne irgendwelchen Anspruch auf Vollstandigkeit dargestellt werden, 
urn den Zugang zu unserem Forschungsgebiet zu erleichtern. 

Die entscheidenden Fortschritte in der Astrophysik - daran solI auch hier 
nochmals erinnert werden - sind fast immer entstanden durch Anwendung 
neuer physikalischer Ideen auf kosmische Probleme. Ich erinnere an FRAUN
HOFER und KIRCHHOFF, die selbst ihre neuen physikalischen Erkenntnisse auf 
Sonne und Sterne anwandten, an SAHA, der ausgehend yom NERNsTschen 
Warmesatz und BOHRS Atommodell die Theorie der thermischen Ionisation 
und Anregung auf die Sternatmospharen anwandte, und nicht zuletzt an 
SCHWARZSCHILD und EDDINGTON, die in engstem AnschluB an den enormen 



IV Vorwort. 

Aufschwung der theoretischen Physik jener Jahre fUr die Astrophysik dasselbe 
leisteten, wie MAXWELL fUr die Elektrodynamik: Aus einem Gewirr einzelner 
Ansatze und Hypothesen entstanden die Grundmauern eines wohlgeordneten 
mathematischen Gebaudes, dessen Ausbau freilich die zielbewuBte Mitarbeit 
der Beobachter und Theoretiker noch auf Jahre in Anspruch nehmen wird. 

Mein Dank gebiihrt vor aHem Herrn Dr. W. LOCHTE-HoLTGREVEN, der das 
ganze Manuskript einer kritischen Durchsicht unterzogen und mich in sach
lichen wie in Darstellungsfragen standig beraten hat. Meiner lb. Frau danke 
ich fUr ihre unermiidliche Mithilfe an der Schreibmaschine, durch die sie wesent
lich zur zeitigen Fertigstellung des Buches beitrug. SchlieBlich m6chte ich 
Herrn Dr. G. BURKHARDT fUr seine frdl. Hilfe beim Lesen der Korrekturen 
herzlichst danken. 

Kiel, im Dezember 1937. A. UNSOLD. 
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Erster Teil. 

Die Sternatmosphare 
im thermischen Gleichgewicht. 

I. Kapitel. 

Strahlungstheorie I, 

1. Das Strahlungsfeld; Grundbegriffe und Definitionen. 
Wir legen in das betrachtete Strahlungsfeld (z. B. einer Sternatmosphiire 

oder eines Hohlraumes) ein FHichenelement dO' mit der Normale n und fassen 
(Fig.1) die pro Zeiteinheit durch dO' unter dem Winkel f} zu n in einem 
Raumwinkelbereich d w (charakterisiert durch die Rich- n. 
tungswinkel f) und cp) verlaufende Strahlung ins Auge. 
Aus dieser greifen wir den Frequenzbereich v bis 
v + dv durch spektrale Zerlegung heraus und schreiben 

dEv (f), cp) = Iv (f), cp) dv' cosf} dO'· dw (1,1) 

(dO'· cosf) ist der Querschnitt unseres Strahlungs· 
bundels). Ais Strahlungsintensitiit Iv(f}, cp) bezeichnen 
wir dementsprechend diejenige Energiemenge, welche 
pro Raumwinkel 1 und Frequenzbereich 1 in der 

w 

Sekunde durch eine senkrecht zur Richtung f}, cp des Fig. I. Definition der Strahlungs-

Strahlenbtindels stehende EinheitsfHiche stromt. Hat intensitat Iv (D, 'P)' 

man es mit polarisierter Strahlung zu tun, so wird man 
zwei aufeinander senkrecht stehende Schwingungsrichtungen herausgreifen und 
die entsprechenden Intensitaten mit I: (f), cp) und I;'(f}, cp) bezeichnen. Es ist dann 2 

Iv = I; + I;'. Fur unpolarisiertes, sog. "nattirliches" Licht ist I; = I;' = ~ .. I •. 
Die Intensitiit der Gesamtstrahlung I erhalt man durch Integration tiber aIle 

Frequenzen 
00 

I = jIv dv . (1,2) 
() -------

---------- r 

Urn die Anwendung dieser Begriffe zu erlautern, Fig.2. Zustrahlung zweier FHichenelemente. 

berechnen wir die von einem Fliichenelement dO' 
einem zweiten dO" pro sek zugestrahlte Energie dE (die Normalen von dO' bzw. dO" 
schlieBen mit ihrer Verbindungslinie r die Winkel f) bzw. f}' ein; vgl. Fig. 2): 
dO" bildet von dO' aus gesehen den Raumwinkel 

cos 1}' • d u' 
dw =·---2-~-- . 

r 
1 Literaturangaben sind am Ende des Buches zusammengestellt. Zahlen in eckigen 

Klammern beziehen sich auf dieses Literaturverzeichnis. Die 1. Ziffer entspricht der 
Nummer des Kapitels. [108] heiSt z. B. M. PLANCK: Warmestrahlung. Die Formeln sind 
in jedem Abschnitt durchnummeriert. (4,3) heiBt Formel 3 in Abschnitt 4. 

2 Die Argumente 1} und q; werden wir im folgenden nur noch anschreiben, wenn dies 
besondere Griinde hat. 

Unsold, Sternatmospbaren. 



2 I. 1. Strahlungsstrom. 

Nach (1,1) ist also 

(1,4) 

(Man beachte die Symmetrie dieses Ausdruckes!) 
Die gesamte, pro sek durch ein FHichenelement dO' hindurchtretende 

v-Strahlung ist (dw = sin1Jd1Jdrp, vgl. Fig. 3) 
". 2", 

nF •. dO'=J J I.cos1J·sin1Jd1Jdrp·da. (1,5) 
o 0 

Dabei gibt also (in Fig. 3) die nach oben str6mende Strahlung einen positiven, 
die nach unten str6mende einen negativen Beitrag. 1m isotropen Strahlungsfeld 
(Hohlraumstrahlung!) verschwindet der ganze Ausdruck. n Fv bezeichnen wir 
als den Strahlungsstrom in der Richtung n. Gelegentlich ist es zweckmaBig, 
ihn in Aus- und Einstrahlung zu zerlegen: 

Fig. 3. Definition 
des Strahlungsstromes 1l: F v. 

"/22,, 

n Fv+ = J J Iv cos 1J sin 1J d1J drp 
o 0 '" 2". F.=Fv+-Fv-' (1,6) 

n F; = - J I I. cos 1J sin 1J d 1J d rp 
,,/2 

Man erkennt sofort auch die anschauliche Bedeutung 
von F/. Man kann namlich schreiben 

",/2 2" 

f f I. cos f} sinf} df} drp 

F: = .0 "'/~ 2", -- . ------ (1,7) 
f f cos f} sin f} d f} drp 
o 0 

F/ ist der Mittelwert der Intensitat I. fUr die nach "oben" gehende Strahlung. 
Wir formulieren diesen Satz noch in einer fUr unsere spateren Anwendungen 
auf Sterne geeigneten Form: Die Intensitat der aus einer Sternatmosphare 
austretenden v-Strahlung hangt - sofern der Stern nicht rasch rotiert oder dgl.

nur vom Austrittswinkel1J ab (gerechnet von 
der Normale der betreffenden Stelle aus), d.h. 

Iv= I. (1J). 
Derselbe Winkel f} tritt nach Fig. 4 nochmals 
auf zwischen der Verbindungslinie Beobachter 
- Sternmittelpunkt M einerseits und Mittel-

Fig. 4. Strahlungsstrom eines Sternes. punkt M - beobachteter Punkt Panderer· 
seits. Die Entfernung des Punktes P von M in 

der Projektion auf eine Ebene senkrecht zur Beobachtungsrichtung ist gleich sin {} 
in Einheiten des Sternradius. Die mittlere Intensitat i. der von der schein
baren Stern- (bzw. Sonnen-) Scheibe auf den Beobachter zu emittierten Strahlung 
ist nun nach (1,1) gegeben durch: 

.. /2 2" 

nR2·I.= J J Iv(1J) ·cos1J·R2sin1Jd1Jdrp (1,8) 
o 0 

(R2 sin1Jdf}drp ist das Flachenelement auf der Kugel). Der Vergleich mit (1,6) 
zeigt, daB 

Iv = F:. (1,9) 
d. h. wenn wir die scheinbare Sternscheibe als ganzes betrachten (einzelne Teile 
k6nnen wir ja nur bei der Sonne unterscheiden), so ist die mittlere Strahlungs
intensitat gleich 1/n mal dem Strahlungsstrom n F:. Die Theorie der Stern-



1. 1. Strahlungsdichte. 3 

spektren z. B. muB also auf die Berechnung des Strahlungsstromes abzielen. 
Die groBe Bedeutung der Sonnenbeobachtung liegt andererseits, - wie SCHWARZ
SCHILD zuerst klargestellt hat - darin, daB wir dort Iv als Funktion von {} direkt 
messen k6nnen. 

Durch Integration tiber aIle Frequenzen erhalten wir analog zu (1,2) den 
Strom der Gesamtstrahlung: 

00 

nF=jnF.dv . (1,10) 
o 

Anstatt die unter bestimmten Bedingungen durch em Flachenelement 
str6mende Energie ins Auge zu fassen, k6nnen wir ein Strahlungsfeld auch 
beschreiben durch Angabe der in 1 cm3 enthaltenen Strahlungsenergie. Wir 
definieren (wieder bezogen auf Frequenzbereich 1): 

Strahlungsdichte U v = Strahlungsenergiejcm3 • Der Zusammenhang von U v mit 
Iv ({}, cp) ergibt sich durch Betrachtung (Fig. 5) der in ein kleines Volumen V (das 
vorerst leer sein solI) von seiner Begrenzung her emittierten Strahlung: do emittiert 
unter dem Austrittswinkel {} in das Raumwinkelelement deo pro sek die Energie
menge Iv ({}, cp) do' cos{} deo. Die emittierte Strahlung halt sich in V jeweils wah
rend der Zeit sjc (s = durchlaufener Weg, s. Fig. 5; c = Lichtgeschwindigkeit) 
auf. Die in V befindliche Energiemenge ist also 

V,uv=j jIv(f},cp)·da.cosf}.deo.s/c. (1,11) 
w <1 

Nun ist aber do' cos{}· s = d V und somit 

U v = +-J Iv d eo . (1,12) 
w 

1m Spezialfall des isotropen Strahlungsfeldes gilt 

uv=~·Iv' c (1,13) 
Fig . S. Berechnung 

der Slrahlungsdichle ..... 

Die Dichte der Gesamtstrahlung definieren wir entsprechend (1,2) durch 
00 

tt= ju. dv. 
o 

(1,14) 

Die Verallgemeinerung fUr den materieerftillten Raum (Brechungsindex) werden 
wir spater angeben. 

Ais AbschluB dieser Zusammenstellung der Grundlagen der Strahlungs
theorie wollen wir noch fragen, wie die Intensitat, Strahlungsdichte usw. sich 
andern, wenn wir sie auf die Wellenlangen-, statt wie bisher auf die Frequenz
skala, beziehen. Offen bar muB gelten: 

und wegen v' A. = c 
Ivdv = - IJ. dA. (1,15) 

c c 
Ii. = 12 Iv und entsprechend Ui. = 12 Uv ' (1,16) 

Gelegentlich kann es zweckmaBig sein, statt einer v oder A.-Skala direkt die 
Langenskala in der Brennebene des Spektrographen zu benutzen. Die Art 
der Umrechnung dtirfte nach dem V orhergehenden klar sein. 

2. Emission und Absorption der Strahlung. 
Ein Volumelement d V emittiert pro sek in das Raumwinkelelement d eo 

innerhalb des Frequenzbereiches dv die Energiemenge . 

Bv·dv·dV·deo. (2,1) 
1* 
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Der Emissionskoettizient e. hlingt im allgemeinen von der Frequenz 'V, von Art 
und Zustand der Materie, eventuell auch von der Richtung abo 

Die gesamte Ausstrahlung des Volumelementes d V pro sek ist: 
00 

dV-J f evdvdw, (2,2) 
.. 0 W 
1m Falle Isotroper Ausstrahlung 

00 

dV·4 n fev dv. (2,3) 
o 

Als Gegenstiick zur Emission betrachten wir nunmehr den Intensitatsverlust 
durch Absorption, welchen ein enges Strahlenbiindel der Intensitat Iv erfahrt, 
wenn es eine materielle Schicht der Dicke ds durchsetzt. Es ist 

(2,4) 
Xv (abhlingig von v, eventuell auch von s und der Richtung von ds) bezeichnen 
wir als den Absorptionskoeffizienten. Rechnen wir ihn statt pro cm pro g, so 
erhalten wir ~en M assenabsorptionskoeffizienten Xv, M und schreiben (2,4) in der 
Form (e = Dlchte) 

(2,5) 
Durchsetzt das Strahlenbiindel eine selbst nicht emittierende Schicht end

licher Dicke, so ist nach (2,4) die Intensitat I. nach dem Durchgang mit der 
Intensitat Iv,o der einfallenden Strahlung verkniipft durch 

1=1 e-/,,·ds 
" v,o . (2,6) 

Die dimensionslose GroBe T. = f x. ds nennt man die optische Dicke der Schicht. 
Eine Schicht der optischen Dicke T. = 1 schwacht Z. B. einen Strahl auf 
1/e = 36,8% seiner urspriinglichen Intensitat. Weiterhin sieht man, daB wir 
nur von den Schichten einer Sternatmosphare direkte Kunde erhalten konnen, 
deren T. nicht > 1 ist. An Rand der vorhergehenden Formeln erkennt man 
ferner, daB fiir die Gesamtstrahlungsintensitat 1= f I.dv im allgemeinen (d. h. 
wenn x. von v abhlingt) kein einfaches Absorptionsgesetz gilt; der mittlere 
Absorptionskoeffizient hangt vielmehr von der spektralen Intensitatsverteilung 
der Strahlung abo Selbst wenn x. von s unabhangig ist, wird also bei endlicher 
Schichtdicke der mittlere Absorptionskoeffizient wegen der fortschreitenden 
"Farbanderung" der Strahlung mit s variieren. 

3. Strahlung im thermischen Gleichgewicht. 
Hohlraumstrahlung. KIRCHHOFFscher Satz. 

Wir konnen hoffen, auf besonders einfache Verhaltnisse zu treffen, wenn 
wir zunachst ein Strahlungsfeld betrachten, das mit seiner Umgebung im 
Temperaturgleichgewicht steht. Alle Korper haben dann dieselbe Temperatur T, 
die Entropie des Systems ist ein Maximum. Dieser Zustand kann realisiert 
werden, indem man das System in eine warmeundurchlassige Riille einschlieBt 
und hinreichend lange Zeit sich selbst iiberlaBt. Man spricht dementsprechend 
von der Hohlraumstrahlung der Temperatur T (die Temperatur der Strahlung 
wird dabei nach demselben Grundsatz festgelegt, wie die irgendwelcher materieller 
Korper: bei Temperaturgleichheit soIl kein Energietransport stattfinden.) 

Da der Energieaustausch durch Strahlung von dem durch andere Agentien 
(Leitung, Stromung usw.) sicher unabhlingig ist, so miissen wir fordern, daB im 
Zustand thermischen Gleichgewichtes die Ein- und Ausstrahlung einander stets 
kompensieren. 



I. 3. Hohlraumstrahlung. KIRCHHoFFscher Satz. 5 

Wir zeigen nun zunachst, daB die 1ntensitat Iv der Hohlraumstrahlung 
unabhangig ist von der Beschaffenheit des Hohlraumes (vorerst nehmen wir 
jedoch an, daB der Brechungsindex iiberall = 1 ist): Ware z. B. in dem Hohl
raum H2 (Fig. 6) die Intensitat der v-Strahlung groBer als in HI> so konnten 
wir die beiden Hohlraume durch eine kleine Offnung mit einem Farbfilter ver
binden, das nur diese Frequenz durchlaBt, und konnten den Energiestrom von 
H2 nach HI zum Antrieb eines Perpetuum mobile II. Art verwenden. In 
ahnlicher Weise erkennt man leicht, daB die Hohlraum
strahlung homogen (Einbringen weiterer Korper), isotrop 
(Verbindungskanale verschiedener Richtungen zwischen HI 
und H 2) und unpolarisiert (Nikol statt Farbfilter in Fig. 6) 
ist. Es gilt also der wichtige Satz, daB die Intensitat und 
Dichte der H ohlraumstrahlung nur von v und T abhangen. 

Iv = Iv (v, T) und u. = u,. (v, T). (3,1) 
Die Dichte u und 1ntensitat I der Gesamtstrahlung hangen 
nur von T allein ab. 

tcJ 
T=koast 

Fig. 6. Unabhangigkeitder 
In tensi ta t der Hohlraum
strahlung von der Be
schaffenheit des Hohl-

raumes usw. 

Wir betrachten nun die Emission und Absorption eines Volumelementes der 
Grundflache dO' und Hohe ds beziiglich der v-Strahlung innerhalb des Raum
winkelelementes dw..l dO' (Fig. 7). Es ist nach (2,1) bzw. (2,4) 

Emissionjsek = B. dv' dO'· ds· dw 1 
Absorptionjsek = Uv ds . Iv' dO'· dw . dv. J (3,2) 

1m thermischen Gleichgewicht miissen diese beiden GraBen einander gleich 
sein und zwar unabhangig von irgendwelchen Materialeigenschaften, d. h. 

Bp/Uv = Iv (v, T). (3,3) 

Diese grundlegende Beziehung ist zuerst von G. KIRCH
HOFF entdeckt worden; sie besagt, daB im Zustande thermi
schen Gleichgewichtes das Verhaltnis vOn Emissions- und 
A bsorptionskoeffizient gleich der I ntensitat der H ohlraum
strahlung, also eine universelle Funktion der Frequenz und 

Fig. 7. Zum KIRCHHOFF-
Temperatur ist. schen Satz. 

Statt eines Volumelementes konnen wir auch ein Flachen-
element dO' der Wandung unseres Hohlraumes betrachten. Dessen Absorption 
und Emission beziiglich eines Strahlenbiindels dw, das mit der Normale von dO' 
den Winkel f} bildet, sind gegeben durch folgende Beziehungen: 

Emissionjsek = E,' dv' dO' cosf} dw (3,4) 
Den Koeffizienten Ev (abhangig von v, T, eventuell der Richtung) nennen wir 
das Emissionsvermogen der Wand. Entsprechend wird die 

Absorption/sek = Av' I.' dv' dO'· cosf} dw (3,5) 
A. (abhangig von denselben GroBen wie E.) bezeichnen wir als das Absorptions
vermogen der Wand. Da die nicht absorbierte Strahlung offenbar - diffus 
oder spiegelnd - reflektiert werden muB, so ist 1 - A. = r. der Reflexions
koeffizient. Setzen wir Absorption und Emission pro sek einander gleich, so 
erhalten wir den eigentlichen KIRCHHoFFschen Satz: 

E./Av = Iv (3,6) 
Das Verhaltnis von Emissions- und Absorptionsvermogen ist im Zustande ther
mischen Gleichgewichtes gleich der Intensitat der Hohlraumstrahlung, also eine 
universelle Funktion von v und T. 

1st Av = 1, so wird aIle auffallende Strahlung absorbiert (Schwarzer Karper!) ; 
das Emissionsvermogen wird dann E. = Iv. Hierauf beruht die bekannte 
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Methode von W. WIEN und ST. JOHN zur Herstellung der Strahlung des 
schwarzen K6rpers mit Hilfe eines Hohlraumes konstanter Temperatur, der 
nur durch eine kleine Offnung mit der AuBenwelt in Verbindung steht: Die 
durch diese Offnung hereinkommende Strahlung wird (viele Reflexionen, vgl. 
Fig. 8!) v611ig absorbiert, d. h. Av = 1. Andererseits sieht man aber auch direkt, 
daB sich das Strahlungsfeld im Innem nicht merklich andem kann, wenn man 
durch eine Offnung einen kleinen Teil der Hohlraumstrahlung "abzapft". 

Fig.S. 
Hohlraumstrahlung. 

Die Dichte der H ohlraumstrahlung wird nach (1,13) (Iso
tropie!) 

4n uv=-Iv c (3,7) 

und die A usstrahlung pro cm2 und sek in den ganzen Halbraum 
,,/2 
J Iv cos{}· 2n sin{} d{} = n I •. 
o 

(3,8) 

Erganzungsweise miissen wir uns nun noch iiberlegen, wie sich die vor
stehenden Betrachtungen andem, wenn ein Teil des Hohlraumes mit einem 
Medium vom Brechungsindex n erfiillt ist. Die auf 1 cm2 der Trennungsflache 
pro sek von links (s. Fig. 9) unter dem Einfallswinkel {} in dem Raumwinkel
element dw = sin {} d{} d<p auftreffende Strahlung ist Iv d'/l . cos {} dw. Von 
d dieser werde der Bruchteil r reflektiert, 

der Bruchteil 1 - r dringt in das Me
dium vom Brechungsindex n ein. Als 
"Kompensation" trifft in umgekehrter 
Richtung auf die FHicheneinheit die 

11,=1 

Vokuum 

_ fit 

---;----
v 

11, 

Fig.9. Hohlraumstrahlung in Medium 
vom Brechungsindex n. 

Strahlung I; d'/l cos{}' dw', 

wobei {} und dw einerseits, {}' und dw' 
andererseits so einzurichten sind, daB 
die beiden Strahlenbiindel nach dem 

Brechungsgesetz ineinander iibergehen. Der Reflexionskoeffizient ist nach dem 
Reziprozitatssatz der Optik in beiden Fallen = r. Es muB also sein 

oder 

Nach dem 

Iv cos{} dw = I: cos{}' dw' (3,9) 

I; cos -0 sin -0 d-o· dtp ( 
7;= cos {}o'sin-o' d-o'.dtp'· 3,10) 

• sin-o 
SNELLIUSschen Brechungsgesetz 1St --:---jiI = n und <p = <p', also sin V" 

I:/ Iv = n2 • (3,11) 
Genau genommen ist also - bei thermischem Gleichgewicht - I;/n2 eine uni
verselle Funktion von '/I und T, die sog. KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion Iv ('/I, T). 

Auch der Zusammenhang zwischen Strahlungsdichte und Intensitat (3.7) 
wird in einem Medium vom Brechungsindex n etwas abgeandert. An die Stelle 
der Vakuumlichtgeschwindigkeit c tritt c/n und es gilt 

, 4:7: I' 
U v = -·n v, c 

(3,12) 

Zusammen mit (3,11) besagt diese Gleichung, daB auch u;/n3 eine universelle 
Funktion von 11 und T ist. 

Auf die grundlegenden Anwendungen des KIRCHHoFFschen Satzes, die 
groBenteils sein Entdecker selbst schon machte. braucht hier wohl nicht mehr 
hingewiesen zu werden (Deutung der FRAuNHoFER-Linien, Spektralanalyse!). 
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Wohl aber erscheint noch eine Warnung angebracht: Der KIRCHHoFFsche Satz 
gilt nur fur thermisches Gleichgewicht, jede Anwendung auf Nicht-Gleichgewichts
verhaltnisse hat nur Naherungscharakter und bedarf einer Rechtfertigung auf 
atomtheoretischer Grundlage. Der ganzlich verschwommene Begriff der Tempe
raturstrahlung hat besonders in der Astrophysik viel Unheil gestiftet und sollte 
endgiiltig verschwinden. 

4. Das STEFAN-BoLTZMANNsche Gesetz. 

Nach KIRCHHOFFS grundlegenden Untersuchungen erhob sich das Problem, 
die Intensitat der Hohlraumstrahlung in Abhlingigkeit von Frequenz und 
Temperatur T zu erforschen. 

STEFAN fand 1879 auf experimentellem Weg, daB die gesamte Ausstrahlung 
eines schwarzen Korpers pro cm2 und sek proportional der 4. Potenz der ab
soluten Temperatur sei. Das heiBt, es ist 

nF=(J' T4 (4,1) 
oder 

I=F=!!... P (4,2) :n; 

und nach (1,13) 
u=~P. (4,3) e 

Fiir die Strahlungskonstante a ergeben neuere Messungen - auf deren Prin
zipien wir noch zUrUckkommen werden - als wahrscheinlichsten Wert: 

a = 5 75 .10- 5 erg 1,374.10-12 cal (4,4) 
, cm2 • sek· grad' cm2 • sek . grad' 

1884 gab sodann BOLTZMANN eine theoretische Begriindung des Strahlungs
gesetzes (4,1). Er betrachtet die Hohlraumstrahlung lihnlich wie ein Gas und 
berechnet ihren Druck im AnschluB an MAXWELLS Untersuchungen iiber den 
Strahlungsdruck. Nachdem so die Hohlraumstrahlung einer thermodynamischen 
Behandlung zuganglich gemacht war, erhielt er das STEFAN-BoLTZMANNsche 
Strahlungsgesetz durch eine einfache Anwendung des 2. Hauptsatzes. Wir 
schicken zunachst einiges iiber den Strahlungsdruck voraus: 

Ein Strahl werde charakterisiert durch den Vektor des Energiestromes pro 
cm2 und sek (POYNTINGScher Vektor) @:i (= dem Integral von I fiber den kleinen 
strahlungserfiillten Raumwinkel). Wie die Elektrodynamik lehrt, entspricht 
diesem Energiestrom ein Impulsstrom @:i/c (quantentheoretisch betrachtet: Ein 

Lichtquant der Energie h v hat den Impuls he"'). Trifft dieser Strom nun 

senkrecht auf eine schwarze Flache, so iibt er einen Druck (Impuls/sek cm2) 

p = I~I/c (4,5) 
aus. Nehmen wir statt der schwarzen eine spiegelnde Flache, so kommt noch 
der RiickstoB der reflektierten Strahlung hinzu und es wird 

p = 2161 . (4,6) 
e 

Fallt endlich die Strahlung unter einem Winkel {} zur Normale der Flache ein, 
so wird einerseits die pro sek auf 1 cm2 der Flache treffende Energie urn einen 
Faktor cos {} verkleinert, andererseits wirkt nur noch die senkrecht zur Flache 
stehende Komponente des iibertragenen Impulses. Statt (4,5 bzw. 4,6) gilt. also 

p = J§Lcos2 {} bzw. P = 2161 cos2 {}. (4,7 u. 4,8) 
c c 
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Den Druck eines isotropen Strahlungsfeldes auf seine spiegelnde Hittle erhalten 
wir - mit S = I dw - zu 

,,/2 21f . () () 4n I u p=- cos2 (}·2nsm d =-.-=-
c c 3 3 ' 

(4,9) 
o 

d. h. der Strahlungsdruck ist gleich 1/3 der Strahlungsdichte. Fiir einen Hohl
raum im thennischen Gleichgewicht gilt dieser Ausdruck unabhangig von der 
Beschaffenheit der Wande. Was an reflektierler Strahlung ausfallt, wird durch 
die Emission der Wand ersetzt. 

Noch eleganter laBt sich der BOLTZMANNsche Ausdruck fiir den Druck des 
isotropen Strahlungsfeldes ableiten mit Hilfe des MAXWELLschen Spannungs
tensors (~ und .f.> sind die elektrische und magnetische Feldstarke): 

I ~~+.f.>~-~ (~2 + .f.>2) ~x ~y + .f.>x.f.>y ~x~. + .f.>x.f.>. I 

1';k=4; ~X~Y+.f.>x.f.>Y ~~+.f.>~_}(~2+.f.>2) ~Y~.+.f.>Y.f.>. .(4,10) 

~x~.+.f.>x.f.>. ~Y~.+.f.>Y.f.>. ~~+.f.>~_+(~2+.f.>2)1 
Wegen der Isotropie ist der Druck (ganz wie in der Elastizitatstheorie!) gleich 
dem negativen Mittelwerl der 3 Diagonalglieder 

1 ( 1 1 (rc h U ( P=-3" Tu+Tn+T..) =-f·gn '<l'2+~,i)=-3-' 4,11) 

da ja gln (~2 + .f.>2) bekanntlich die Energiedichte des Feldes 

darstellt. 
Wir betrachten nun mit BOLTZMANN die Hohlraumstrah

Fig. 10. ZumSTEFAN' lung in einem Zylinder mit schwarzen Wanden (Volum V, BOLTZMANNschen 

Volumen V 
TempertJlur T 

Strahiungsgesetz. Temperatur T) der durch einen verschiebbaren Kolben mit 
spiegelnder Innenflache verschlossen ist (Fig. 10). 

Verschieben wir den Kolben sehr langsam - so daB das Strahlungsfeld im 
Innem sich immer auf den Gleichgewichtszustand, d. h. "Hohlraumstrahlung" 
einstellen kann - so ist die von den Wanden abgegebene Wanneenergie 

dQ=dU+pdV, (4,12) 
wobei U = V X Strahlungsdichte u die gesamte in V enthaltene Energie und 
p = u/3 den Strahlungsdruck, also p d V die bei VergroBerung des Volums urn 
d V geleistete mechanische Arbeit bedeutet. 

Da der ganze Vorgang reversibel verlauft, ist die entsprechende Entropie
anderung: 

dS = dQ = dU + p d V 
T T' (4,13) 

oder, wegen U = V . u und p = u/3 : 

dS= (~ au) dT + (~) dV. T aT v 3 T T 
(4,14) 

Wir fordem nun gemaB dem 2. Hauptsatz, daB S 
d S ein vollstandiges Differential sei: 

a (V au) a (4U') 
817 T aT = aT IT . 

Hieraus ergibt sich: 
~=4 dT 

u T 

eine ZustandsgroBe, also 

(4,15 ) 

(4,16) 
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oder 
u=aT4 

Durch Vergleich mit (4,3) erkennt man, daB die Integrationskonstante in unseren 
friiheren Bezeichnungen 

ist. 

4(1 
a=c (4,17) 

Die Entropie S selbst der Strahlung des Hohlraumes vom Volum V ergibt 
sich aus (4,14) durch 

oder 

dS V du -=--=V·4aP dT T dT 

4a S=-·V·P. 
3 

(4,18) 

(4,19) 

Hinsichtlich adiabatischer Zustandsanderungen (S = konst.) verMIt sich die 
Hohlraumstrahlung daher in vieler Hinsicht wie ein Gas1 mit" = ep/cv = 4/3. 
Diese Analogie ist von Bedeutung fUr die EDDINGTONSche Theorie des inneren 
Baues der Sterne, sowie - nach SCHW ARZSCHILD - fUr die Diskussion der 
Frage, unter welchen VerMItnissen Strahlungs- bzw. konvektives Gleichgewicht 
der stabile Zustand eines Sternes ist. 

5. Spektrale Energieverteilung der Hohlraumstrahlung. 
WIENsches Verschiebungsgesetz. Entropie eines (nahezu) 

monochromatischen Strahlenbiindels. 
In thermodynamischer Hinsicht ist der entscheidende Punkt bei BOLTZMANNS 

Dberlegungen die Anwendung des Entropiebegriffes auf die Hohlraumstrahlung. 
Wie kann man nun zu weitergehenden Aussagen iiber die spektrale Energie
verteilung I. kommen? 

Den ersten Schritt iiber BOLTZMANN hinaus tat - in theoretischer Hinsicht -
W. WIEN durch den Nachweis, daB man auch einem isolierten, nahezu mono
chromatischen Strahlenbiindel Entropie zuschreiben dad. Man kann direkt 
der Energiestrahlung eine Entropiestrahlung gegeniiberstellen: 

IntensiUit 

Energiestrahlung I. 

Dichte pro 
Frequenzeinheit 

4n tt.= -c- Iv 

Gesamtdichte 

4n J u=-c- I.dv 
-----------~ -~.-- ----- -~----I--------

Entropiestrahlung H. 4n 
s. = -c-H. 4nj s = -c- H.dv 

1m Zustand thermischen Gleichgewichtes muB nach dem 2. Hauptsatz sein: 

s= Js.dv= Maximum mit der Nebenbedingung u= fu.dv = konst. (5,1) 
oder 

~s= f :::. ~u.dv=O mit f ~u.dv= O. (5,2) 

Die beiden Forderungen (5,2) sind nur miteinander vertraglich, wenn 

oSv k t 
~= ons. 
uUv 

(5,3 ) 

1 Die Adiabatengleichung lautet bekanntlich p . Y" = konst. oder mit p V ,..., T auch 
V· TlI,,-l = konst. 
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Da fUr die Gesamtstrahlung nach den Ergebnissen des vorgehenden Abschnittes 

ds/du = (dS/dU)v = 1/T, (5,4) 

so muB auch die Konstante in (5,3) = 1/T sein, d. h. 

v s./v u. = 1/T (5,5) 
In der Hohlraumstrahlung haben also alle Strahlenbundel dieselbe Temperatur; 
die Berechtigung unserer neuen Begriffsbildungen ist damit nachgewiesen. 

Mit W. WIEN betrachten wir nun einen mit Hohlraumstrahlung erfullten 
Zylinder und zwar sollen seine Wande diffus, der Kolben dagegen spiegelnd 
reflektieren. (Bei einer Verschiebung des Kolbens kann also kein Energie
austausch zwischen Strahlung und Wanden erfolgen; das Strahlungsfeld bleibt 
aber stets isotrop). Wir zeigen zunachst, daB bei einer unendlich langsamen 
Verschiebung des Kolbens die Strahlung "schwarz" bleibt: 

1. Komprimieren wir. Dabei wird Arbeit gegen den Strahlungsdruck p = 
u/3 geleistet. 

2. Bringen wir in den Hohlraum ein winziges Kohlestaubchen. Dadurch 
wird die Energie nicht verandert. Wenn die Strahlung noch nicht im Zustand 
thermischen Gleichgewichtes ware, so wiirde sie den Zustand maximaler Entropie 
annehmen. 

3. Expandieren wir zuruck zum Anfangsvolumen. Dabei wird dieselbe Arbeit 
geleistet wie bei 1., da ja p = u/3 nur von der Stellung des Kolbens abhangt. 
Wir kommen also genau auf den Ausgangszustand zuruck und haben damit 
bewiesen, daB das Einbringen des Kohlestaubchens keine Entropievermehrung 
bedingte, d. h. daB die Strahlung bei der Kompression schwarz blieb. 

Fordert man nun fur ein Strahlenbundel, das an dem bewegten spiegelnden 
Kolben (Dopplereffekt, Strahlungsdruck!) reflektiert wird, Erhaltung der 
Energie (unter Berucksichtigung der Arbeit am Spiegel!) und Entropie (wegen 
obiger Reversibilitatsbetrachtung) so ergibt siehl, daB bei der unendlich lang
samen Kompression die beiden "adiabatischen Invarianten" 

unverandert bleiben. 
I./y3 und H./y2 (5,6) 

Es muB daher weiterhin 
(5,7) 

eine Funktion von I v/y3 allein sein. 
Nach (5,5) ist 

(5,8) 
oder 

Iv = y3cp (y/T) = ya (/) (y/T) (5,9) 
und nach (1,16) 

(5,10) 

wobei die cp . ... lJI noch unbekannte Funktionen sind, deren Zusammenhang 
mit t wohl nicht explizit angeschrieben werden braucht. 

Aus der 2. Gleichung (5, 10) lesen wir das WIENsche Verschiebungsgesetz ab: 
Fur das Maximum der Energieverteilungskurve I;, 

gilt sicher 

und 

dIA/d)' = 0 (5,11) 

). T = konst. = b 
I;, max'" T5. 

(5,12) 

1 Die expliziten Rechnungen brauchen wir hier nicht wiederzugeben; der Leser findet 
sie in jedem Lehrbuch. 
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Die Wellenliinge des Maximums verschiebt sich also umgekehrt proportional 
der Temperatur; seine Hohe wachst mit TO. Neuere Messungen ergeben fur die 
Konstante b den Wert 0,288 cm grad (vgl. unten). Die entsprechenden Gesetz
maBigkeiten fUr I.liest man leicht aus (5,9) abo Ebenso fuhren (5,9) und (5,10) 
ohne weiteres auf das STEFAN-BoLTZMANNsche Gesetz zuruck: Z. B. gibt (5,9) 
mrl~T=x 00 

I = J I. dv = pJ x3 tp (x) dx = konst. P. (5,13) 
o 

6. Energieverteilung im Spektrum der Hohlraumstrahlung. 
Klassische Theorie; RAYLEIGH-JEANssche Strahlungsformel. 

Urn die Energieverteilung im Spektrum der Hohlraumstrahlung zu 
ermitteln, untersuchen wir deren Wechselwirkung mit einem System materi
eller Korper, das sich im thermischen Gleichgewicht befindet und das wir 
infolgedessen nach den ublichen Methoden der kinetischen Theorie behandeln 
konnen. Da es nach dem KIRCHHoFFschen Satz (Unabhangigkeit der Hohlraum
strahlung von der Art des Hohlraumes) auf die spezielle Beschaffenheit dieses 
Systemes nicht ankommt, wahlen wir mit PLANCK das einfachste: Eine elastisch 
an ihre Gleichgewichtslage gebundene Masse m mit der Ladung e (z. B. ein 
Elektron), die in einer bestimmten Richtung (x-Achse) schwingen kann (Eigen
frequenz vo). Wir bezeichnen dieses Gebilde als linearen harmonischen Oszillator. 

Vernachlassigen wir zunachst seine Strahlung, so konnen wir seine Bewegungs
verhaltnisse beschreiben durch: 

oder 
(A reell) 

(6,1) 

(6,2) 

(Gemeint ist hier und in Zukunft bei derartigen Ausdriicken stets der reelle 
Teil; dies ist bei Bildung quadratischer GraBen zu beachten). Die Energie 
unseres Oszillators setzt sich nun zusammen aus 

Ekin=~.%2 = ~ (2nvo)2. A2 sin2 2nvot 
2 2 

x2 m Epot= m (2nvo)2. 2= 2 (2nvO)2. A 2coS2 2nvot 

1m Zeitmittel ist also: - - 1-
E kin = Epot = "2 E . 

(6,3) 

(6,4) 

Die mittlere Energie E des linearen Oszillators konnen wir nun einerseits aus 
der klassischen Statistik (BOLTZMANNscher Gleichverteilungssatz; pro Freiheits-

grad Ekin = ~ k T) berechnen zu (k = BOLTZMANN-Konstante): 

E = k T (6,5) 

Andererseits erhalten wir E in Abhangigkeit von der Dichte u. des Strahlungs
feldes fUr die Frequenz V""Vo auf Grund folgender Uberlegung: Wie jede 
beschleunigte Ladung emittiert und absorbiert der Oszillator Strahlung. 1m 
Gleichgewicht muB sich seine Amplitude so einspielen, daB Emission und Ab
sorption pro Zeiteinheit im Mittel einander gleich sind. Aus d~ Amplitude 
konnen wir aber nach (6,3 und 4) sofort die mittlere Energie E berechnen. 

Behandeln wir zunachst den freien Oszillator (ohne Strahlungsfeld) mit 
Beriicksichtigung der bremsenden Wirkung seiner Ausstrahlung (Strahlungs
diimplung) : Wie die Elektrodynamik lehrt (H. HERTZ) ist der Energieverlust/sek 
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einer schwingenden Ladung e gegeben durch 
dE 2e2 .. 2 

-(it =}Cf X (6,6) 

Diesen konnen wir auch auffassen als die Wirkung 
GroBe: 

emer Reibungskraft der 

K 2e2 ... 
=-·x 3 e3 , (6,7) 

da deren Arbeitjsek K . X 

2 e2 ··2' t =-3&'X IS. 

2e2 
•.•• 2e2 {d ( ... ) ··2} l'm Zel·tml·ttel 3ca-x'x=3C3 CIt X'x-x 

Die Bewegungsgleichung lautet nunmehr: 

i + (2;>7;1'0)2. x-~' X = o. 
3 me3 

(6,8) 

Da - wie wir noch verifizieren werden - die Dampfung stets verhaltnismaBig 
schwach ist, konnen wir naherungsweise nach (6,1) x = - (2;>7;1'0)2. X schreiben 
und die Reibung wie ublich proportional zur Geschwindigkeit setzen. Dann 
wird aus (6,8) 

8:n;2 e2 v6 i+ (2;>7;Y'J,)2 X+ yx=O mit y--3me3 -' 

Zur Losung machen wir wieder den Ansatz x = Aeia.t und bekommen 

-ex2 + (2;>7;1'0)2 + i exy = 0 
und wegen ex ~ 2;>7; Yo 

ex~ V (2;>7;1'0)2 -i- 2;>7;1'0' iYR::3 2;>7;1'0 + iJ'... 
2 

(6,9) 

(6,10) 

Schreiben wir die Losung der Dbersichtlichkeit wegen gleich in reeller Form, 
so ist also 

- Y t 
X = I A I . e 2 COS (2;>7; Yo t + b) (6,11) 

und die Energie (proportional dem Amplitudenquadrat) 
t 

E=Eoc-yt=Eoe T. (6,12) 

Wir erhalten eine gedampfte Schwingung mit der Abklingungskonstante y sek-1 

und der A bklingungszeit 
T = 1/ysek. (6,13) 

Setzt man in (6,9) die Zahlenwerte von Elektronenmasse und -ladung ein, so 
erhalt man fUr optische Frequenzen T'""'""' 10-8 sek in grofJenordnungsmafJiger 
Dbereinstimmung mit den direkten Kanalstrahlmessungen von W. WIEN. (Auf 
aIle diese Fragen werden wir spater im Zusammenhang mit der Theorie der 
FRAUNHOFER-Linien nochmals ausfUhrlich zuriickkommen.) 

Als nachsten Schritt untersuchen wir das Mitschwingen des gedampften 
Oszillators im Feld einer Lichtwelle (1' f'>j Yo) 

(6,14) 

mit dem Ziel der Berechnung seiner mittleren Energie in Abhangigkeit von F. 
An Stelle von (6,9) tritt nun 

i +(2;>7;YO)2·X+YX=~@.<. (6,15) m 

Wir machen wieder den Ansatz x = A . e2ni vt; die zugehorige freie Schwingung 
(Losung der homogenen Gleichung) klingt in einer Zeit der GroBenordnung T 
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ab und kann also gleich wegbleiben. Damit erhalten wir 

{4n2 (V5- V2 ) + 2nivy} A = e p 
m 

und daher fiir das Amplitudenquadrat 
- e2 IFI2 

IAI2=AA=-4n2m2 ·4n2(v~-v2)2+v2y2 

und fiir v R::i Vo (v~ - v2 R::i 2 Vo (vo - v)) : 
e2 IF 12 

IAI2 = 4n2m2vX . [4-n(Yo-v)J2+y2· 

13 

(6,16) 

(6,17) 

(6,18) 

Die mittlere Energie des Oszillators ist nun [da wir schwache Dampfung an
nehmen, gelten die Gl. (6,3)]: 

-- m e2 IFl2 
E = 2 (2n vo)2lAi2 = -2m [4n ivo-~j2+ y2 . (6,19) 

Nunmehr miissen wir noch die Feldstarke der anregenden Lichtwellen mit der 
Strahlungsdichte in Verbindung bringen. Es ist 

d 1 ~ (fC:2 fC:2 fC:") ("'" ",2 "'2) 
U. V = -8--;;-'::::" ~X + ~y + ~z + ""IX + "dY + "dz , (6,20) 

wobei die 1: tiber alle in den Bereich dv fallenden Wellen zu erstrecken ist. 
Nun ist 

also 

(6,21 ) 

Wir erhalten vollends E, indem wir in (6,19) iiber alle anregenden Lichtwellen 
integrieren. Das heiBt, es wird (da nur die Umgebung von Vo einen wesentlichen 
Beitrag liefert, so diirfen wir von - 00 bis + 00 integrieren und trotzdem u. 
als konstant betrachten): 

- CXl 

+00 

Setzen wir-~ (v -~ = x so erhalt das Integral die Form f-<i X ---
y' ~+1 

= n und es wird -00 

(6,22) 

+00 

= arctg x I 
-00 

, n e2 c3 
E - --- u - --- . u (6,23) - 3 m y v- 8nv2 V· 

Andererseits sollte nach dem Gleichverteilungsssatz der klassichen Statistik (6,5) 

E=kT 

sein. Das Strahlungsgesetz der klassischen Theorie lautet daher 

8n"p2 
u. = --3- • k T. 

c 
(6,24) 

Es wurde zuerst von RAYLEIGH und JEANS abgeleitet, indem sie das Strahlungs
feld eines Hohlraumes in seine Eigenschwingungen (stehende Wellen) zerlegten 
und auf diese direkt den Gleichverteilungssatz anwandten. 
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Man erkennt sofort, daB das RAYLEIGH-JEANssche Gesetz (6,24) nicht der 
Wirklichkeit entsprechen kann: Uv und entsprechend Iv wachsen mit v belie big 
stark an; schon bei niedrigen Temperaturen miiBte also ein schwarzer Korper 
starke Ultraviolettstrahlung aussenden! AuBerdem nimmt u = J Up dv einen 
unendlichen Wert an, statt dem STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz zu folgen. 
Wahrend das RAYLEIGH-JEANssche Gesetz - wie gesagt - im kurzwelligen 
Gebiet vollig versagt, paBt es sich den Beobachtungen immer besser an, wenn 
man zu langwelligerer Strahlung iibergeht. Offenbar ist es der Grenzfall des 
endgultigen Strahlungsgesetzes im limes A -+ 00. 

7. Quantentheorie. PLANCKsches Strahlungsgesetz (1900). 
Urn zu einer mit der Erfahrung ubereinstimmenden Strahlungsformel zu 

gelangen, miissen wir mit PLANCK zuerst die Grundlagen des Gleichverteilungs
satzes einer grundlichen Revision unterziehen: 

In der klassischen Statistik geht man bekanntlich folgendermaBen vor: Nach 
dem LIOUVILLEschen Satz nimmt ein mechanisches System im Laufe seiner 
Bewegung im Phasenraum (Lage- und lmpulskoordinaten) stets dasselbe Volumen 
ein. Dementsprechend teilt man den Phasenraum in Zellen gleicher GroBe 
und bestimmt die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Zustandes (Verteilung 
der Molekiile usw. auf die Phasenzellen) aus der Zahl seiner Realisierungs
moglichkeiten (Lotterie!). N achtraglich geht man mit dem Volumen der ein
zelnen Phasenzelle zum Grenzwert Null iiber. 

Nach der Quantentheorie ist nun gerade dieser Grenziibergang nicht berechtigt, 
man hat vielmehr den Phasenraum in endliche Zellen der GroBe h pro Frei
heitsgrad, also hi bei einem System von I Freiheitsgraden einzuteilen. Einem 
bestimmten Quantenzustand eines Systems entspricht ein bestimmter Energie
wert, ein sog. Energieniveau1. 

Gleichartige Partikel, die sich in demselben Quantenzustand (-zelle) befinden, 
sind nicht unterscheidbar 2 ; es kann also in statistischer Hinsicht nur auf ihre 
Anzahl pro Quantenzelle ankommen. 1st diese Anzahl keinen weiteren Ein
schrankungen unterworfen, so spricht man von BOSE-EINSTEIN-Statistik. Sie 
ist in der Natur realisiert fUr die Strahlung und elektrisch neutrale Partikel. 
Bei den materiellen Elementarpartikeln (Elektron, Proton) dagegen gestattet 
die Natur, wie PAULI zuerst erkannt hat, nur je einem Partikel den Aufenthalt 
in einer Phasenzelle. Die Anwendung dieses PAuLI-Prinzipes auf die Statistik 
hat zuerst FERMI gegeben. Der Unterschied zwischen FERMI-Statistik einerseits 
und BOSE-EINSTEINscher bzw. klassischer Statistik andererseits (Gasentartung) 
wird nur wesentlich, wenn die Partikel im Phasenraum sehr "gedrangt wohnen"; 
d. h. bei tiefer Temperatur und groBem Druck (FOWLERS Theorie der weiBen 
Zwergsteme!). 

Wir beschranken uns hier - im Hinblick auf unser Hauptziel - auf Ver
haltnisse, bei denen noch keine Gasentartung einsetzt und betreiben also 
Quantenstatistik nur insofem, als wir die Einteilung des Phasenraumes in 
endliche Zellen und die Existenz diskreter Energiewerte berucksichtigen. 

1 Die Anwendung der Quantentheorie auf die Atomtheorie (BoHRsches Atommodell, 
Lichtquantenvorstellung usw.) kann he ute wohl als allgemein bekannt vorausgesetzt werden. 
Wir werden uns hier auf die Darstellung der astrophysikalisch wichtigen Prinzipien der 
Quantenstatistik beschranken, die in der Literatur fur den Astronomen zur Zeit noch nicht 
so bequem zuganglich sind. 

2 Wiedererkennen eines bestimmten Partikels ist unmoglich wegen der Gleichheit der 
Partikel (Systeme). Verfolgen eines bestimmten Partikels ist bei einem ZusammenstoB 
nicht moglich wegen der fiir die Quantentheorie charakteristischen Beschrankung unserer 
MeBmoglichkei ten (HElSENBERGSche Ungenauigkeitsrelation). 
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Betrachten wir ein System von N gleichartigen Partikeln (Oszillatoren, 
Gasmolekiilen usw.), deren jedes der gequantelten Energiewerte l 

Eo, E1> E2 ... E.. . . . (7,1) 
fahig sein solI. Die Anzahl der Partikel, die sich bei einer bestimmten Anordnung 
des Systems im n-ten Quantenzustand befinden, nennen wir N n : 

No, N1> N 2 • •• Nn . . . (7,2) 

1st N die Gesamtzahl der Partikel, E ihre mittlere Energie, so gilt 

2; Nn = N und 2; En· Nn = E· N = E (Gesamtenergie). (7,3) 

Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit des in (7,1 und 7,2) charakterisierten 
Zustandes, d. h. die Anzahl seiner Realisierungsmoglichkeiten (eine sehr groBe 
Zahl!) ist nach einer bekannten Formel der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

N! 
W = No! N1! ... N n !... (7.4) 

(Vertauschung aller N Partikel gibt N! Moglichkeiten, die No! bzw. NI! ... 
Vertauschungen innerhalb des 0., 1. ... Quantenzustandes fiihren aber zu nichts 
Neuem!). Da die N sehr groBe Zahlen sind, konnen wir die STIRLINGSche Formel 
anwenden: 

N N 
InN! = 2;lnn ~ Jlnndn ~ N (InN-i), (7,5) 

I I 

oder 

(7,6) 

(Rechnet man genauer, so kommt zu (7,6) noch ein Faktor V2nN+ ... der 
flir unsere Zwecke aber schon belanglos ist). Damit wird aus (7.4): 

In W = N (InN -1)-2: N .. (InNn-1) =-1; N .. In N .. /N . (7,7) 

Das Verhaltnis N .. /N = Wn gibt den Bruchteil der Partikel im n-ten Quanten· 
zustand an; sein Mittelwert ist die mathematische Wahrscheinlichkeit dieses 
Zustandes. 

Mit (7,3), (7.4) und (7,7) konnen wir unser Hauptproblem der Auffindung 
der wahrscheinlichsten Verteilung (7,1 u. 7,2) nunmehr folgendermaBen 
formulieren: Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit, bzw. der 

In W =-N .J;wnlnw,. 
solI zu einem Maximum gemacht werden 2 mit den Nebenbedingungen 

.J; w .. = 1 und .J; E .. w,. = E. 
Wir erhalten durch Variation der w,.: 

.J; In w .. r5 Wn + 2: r5 w .. = 0 
und 

.J; E,. r5 w,. = 0 . 

(7,8) 

(7,3) 
(7,9) 

(7,10) 

Nach Einfiihrung LAGRANGEScher Multiplikatoren log IX und P wird aus (7,10) 
die eine Gleichung 

.J; r5 w .. (In w,. -In IX + f3 En) = 0 (7,11) 

1 Falls das ganze System auf ein endliches Volumen beschrankt ist, kommen nur diskrete 
Energiewerte vor. Den Fall einer kontinuierlichen Folge von Energiewerten k5nnen wir 
Ieicht nachtraglich einschlieBen. 

2 Man kann unschwer zeigen, daB Zustande, die sich vom Wahrscheinlichsten auch nur 
unbetrachtlich entfernen, sofort sehr unwahrscheinlich werden. 



16 I. 7. Quantenstatistik. 

oder, da die ~ Wn frei verfugbar und .J; Wn = 1 ist: 
e-(JEn 

Wn = a.' e-(JEn = ·_·00---

1: e-(JE" 
o 

(7,12) 

Nachdem wir so die Konstante a. schon festgelegt haben, miissen wir noch den 
Zusammenhang von f3 mit E bzw. der Temperatur T errnitteln. Urn letztere 
einzufiihren, greifen wir direkt auf den 2. Hauptsatz zuriick. Nach BOLTZMANN 
definieren wir die Entropie 5 durch 

S=klnW (7,13) 

k = 1,37' 10-16 erg/grad ist die bekannte BOLTZMANNsche Konstante; der In 
sorgt dafiir, daB der M ultiplikation von Wahrscheinlichkeiten die A ddition von 
Entropien entspricht. Nach den vorhergehenden Forrneln wird 

S=-kN l'wnlnwn=-kN "5'wn(lnll.-f3En) (7,14) 

oder wegen .2.' Wn = 1 und 1/lI. = .X e- (JE" 
S=kNln.J;e-(JEn +kf3·E 

Nach dem 2. Hauptsatz gilt nun 
1 as 1.: Ene-(JE n 0(3 0(3 
-y=aE=-kN 1.:e-(JE" 'BE+ kE aE+ k f3 

(7,15) 

(7,16) 

oder, weil die zwei ersten Glieder rechts sich gerade wegheben: 
1 

f3 = hT' (7,17) 

Damit haben wir nun, urn un sere Ergebnisse noch zusammenzustellen: 

.~ 

" 

x 
und 

E~"C 

5 = EfT + kNln.J; e- kT ' 
En 

(7,18) 

(7,19) 

Die immer wieder auftretende .Y' e - W bezeichnet man Fig. t 1. Quantelung des linearen -
harmonischen Oszillators. als die Zustandsumme (in der englischen Literatur: 

partition function). 
Die Gleichung (7,18) wird uns spater einen der Grundsteine zur Deutung 

der Sternspektren (Temperaturanregung!) liefern. Wir wollen aber hier unsere 
Betrachtungen nicht unterbrechen; vielmehr werden wir zunachst die Energie
stu/en des linearen harmonischen Oszillators berechnen und dann die Quanten
statistik auf ihn anwenden, urn so schlieBlich zum PLANcKschen Strahlungs
gesetz zu gelangen. 

Bezeichnen wir wieder den Ausschlag des Oszillators mit x und den zu
geh6rigen Impuls mit p = m X, so ist die Energie (vgl. 6,3 u. 6,4) 

E =L + 2n2 m'J1~' x2 = konst. 
2m 

(7,20) 

x und p variieren periodisch mit der Zeit und zwar mit 1/4-Periode Phasen
verschiebung (fur x = Max. ist p = 0 und umgekehrt). Zeichnen wir die Be
wegung des Oszillators im Phasenraum (Koordinaten p und x) auf, so erhalten 
wir also eine Ellipse, deren Halbachsen a und b (Fig. 11) dadurch festgelegt 
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sind, daB in ihren Endpunkten die potentielle 
schwindet. GemaB (7,20) ist daher 

bzw. kinetische Energie ver-

a= V2mE l (7,21) 

1m Sinne rler Quantentheorie fordern wir nun, daB die Flache zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Bahnen im Phasenraum die GroBe des PLANcKschen 
Wirkungsquantums h (Dimension: Lange x Impuls oder erg X sek.) haben solI, 
oder etwas weitergehend (BOHR-SOMMERFELDsche Quantenbedingung), daB die 
Flache einer Bahnellipse ein ganzzahliges Vielfaches von h sein solI, d. h. : 

nab=E/v=nh. 

Die Energiestufen des linearen harmonischen Oszillators sind also1 

En = n·hv. 

(7,22) 

(7,23 ) 

Den Energieaustausch zwischen Oszillator und Strahlungsfeld haben wir uns 
jetzt so vorzustellen, daB beim Ubergang von einem Energieniveau En zum 
nachsten En -1 ein Lichtquant h V emittiert wird. Trotzdem werden wir mit 
PLANCK die auf klassischem Weg abgeleitete Beziehung (6,23) zwischen E und 
Up nachher in die Quantentheorie herubernehmen. Eine in sich konsequente 
DarstelIung alIer dieser Fragen gibt selbstverstandlich erst die Quanten
mechanik und -elektrodynamik. 

Die mittlere Energie E eines Oszillators der Frequenz v wird nun (abgesehen 
von der Nullpunktsenergie) bei der Temperatur T nach (7,18): 

(7,24) 

hv 

Set zen wir e - kT = x, so wird mit Hilfe der bekannten Summenformel der 
geometrischen Reihe 

00 

1-x 
o 

00 

~n xn - 1 = (1~X)2 

x (1- x) 
(1-=-.~)2· 

o 
und also 

hv 
E = -h-v ---- . 

eer -1 

Andererseits gilt nach (6,23) 
c3 

E =8 nV2 . U, •. 

(7,25) 
-1 

x 

(7,26) 

(7,27) 

1 
1 Nach der Quantenmechanik kame zu En noch eine Nullpunktsenergie -hv, die aber 

hier fur uns ohne Bedeutung ist. 2 

Unsold, Sternatmospharen. 2 
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Wir erhalten dureh Vergleieh der beiden Ausdrueke 1 die PLANCKsche Strah
lungsformel: 

8nhv3 1 
Uv = -e-3-' -10-.-- . (7,28) 

ek-T _1 

Die Strahlungsintensitat selbst in der v- bzw. A-Skala gemessen, wird naeh 
( 1,13) und (1,16): 

e 2hv3 1 1 = - u = -----. --- (7,29) 
• 4 n v e2 hv 

e kT-_ 1 

und 
e 2 h e2 2 C1 1 

I). = 12' Iv = lS' ke =;'5-·-e-.-- (7,30) 
ek)'T_1 eIT -1 

Die Strahlungskonstanten 

l (7,31) und 
he c2 = k (= 1,43 em grad naeh neueren Messungen) 

bestimmen zusammen die BOLTZMANNsche und PLANcKsehe Konstante k bzw. h. 
In praxi wird jedoeh meist nur C2 direkt gemessen; statt C1 bestimmt man 
lieber die Konstante (J im STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz. Nach (7,29) wird 
die gesamte Ausstrahlung pro em2 und sek (naeh allen Riehtungen): 

00 00 

nI=n/l dV=/'l:.nhv3 .~_ v _= 2nk4 .T4/ X3dX • 
v e2 10 v e2 • h3 eX - 1 

ekT -1 

(7,32) 

o 0 

Der Wert des bestimmten Integrals ist 
00 

J ::~~ = ~: . (7,33) 
o 

Andererseits solI die reehte Seite von (7,32) gleich (J P sein, es gilt also 

2n5 k4 
(J = --- -- (= 5 75 . 10-5 erg/em2 sec grad4) 

15 e2 h3 ' • 

(7,31 und 7,34) geben zusammen die wohlbekannten Zahlenwerte: 

k = 1,37' 10-16 erg/grad und h = 6,55 '10-27 erg' sek 

(7,34) 

(7,3 5) 

Eine Kontrolle fUr die Riehtigkeit der PLANcKschen Formelliefert das WIENsche 
Verschiebungsgesetz: Set zen wir c2/A T = x, so ist nach (7,30) im Maximum der 
Energieverteilungskurve (dI .. /dA = 0): 

d x 5 5 X4 x 5 eX 
---=------=0. 
d x eX _ 1 eX _ 1 (eX _ 1)2 

(7,36) 

Als Wurzel der Gleiehung 
e- X + x/5-1 = 0 (7,37) 

findet man - ausgehend von x = 5 - mit Hilfe der bekannten numerisehen 
Verfahren 

Xm = 4,9651 (7,38) 
1 Diese Ableitung der PLANcKschen Strahlungsformel, in der zum Teil noch Ergebnisse 

der klassischen Theorie mitbenutzt wurden, besitzt noch nicht die wunschenswerte inn ere 
Geschlossenheit. In Abschnitt 45 werden wir daher von einem rein quantentheoretischen 
Standpunkt aus nochmals auf das Problem zuriickkommen. 
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Es ist also 
Amax • T = c2! Xm = 0,288 cm . grad (7,39) 

in Ubereinstimmung mit den direkten Messungen. 
Von besonderem Interesse ist es noch, das Verhalten der Hohlraumstrahlung 

bei sehr kleinen bzw. groJ3en Frequenzen zu diskutieren: 

Fur ~; < 1 kann man die e-Funktion nach ~; entwickeln und kommt 

auf das RAYLEIGH-JEANssche Gesetz 
u=8nv2 • kT 

• c3 
(7,40) 

zuruck. Charakteristischerweise verschwindet bei diesem Grenzubergang das 
PLANcKsche Wirkungsquantum vollstandig. 1m extrem langwelligen Gebiet, 
wo die Quanten h v sehr klein werden, gehen klassische und Quantentheorie 
ineinander uber. 

Umgekehrt k6nnen wir fUr ~; :> 1 (dem praktisch viel wichtigeren Fall!) 

die 1 im Nenner wegstreichen und erhalten das sog. WIENSche1 Strahlungsgesetz: 

8nhv3 -""-u =---e kT 
• c3 

(7,41 ) 

Es ist nicht die Aufgabe dieses Buches, die glanzende Entwicklung, welche 
die Atomphysik im AnschluJ3 an PLANCKS Entdeckung nahm, im einzelnen 
darzustellen. Statt dessen zur Erinnerung nur einige Daten: 

1905 EINSTEINS Theorie des Photoeffektes; Lichtquanten. 
1913 BOHRsche Theorie des Atombaues; Spektren. 
1925 Wellen- und Quantenmechanik (DE BROGLIE-SCHRODINGER; HEISEN

BERG-DIRAC). 
1927 Klarung der Kompetenzfrage von Wellen- und Partikelbild durch 

HEISENBERGS Ungenauigkeitsrelation. 
Diese Dinge sind heute schon in hohem MaJ3e (erfahrungsgemaJ3 viel mehr, 

als die elementaren Grundlagen der Strahlungstheorie) Gemeingut der Physiker 
und Astrophysiker. Dem Anfanger stehen eine Reihe ausgezeichneter Lehrbucher 
zur VerfUgung. Wir werden im folgenden daher nur auf einige astrophysikalisch 
besonders wichtige Teilgebiete der Quantentheorie zuriickkommen, die sonst 
schwer zuganglich sind. 

8. Herstellung der Hohlraumstrahlung. 
Messung der Strahlungskonstanten (J und C2. 

Die Erzeugung "schwarzer" Strahlung mit Hilfe eines nahezu geschlossenen 
Hohlraumes wurde zuerst 1895 von W. WIEN und LUMMER einerseits, ST. JOHN 
andererseits realisiert. 

Zur Herstellung der gewunschten Temperatur dienen bei niedrigen Tempe
raturen Fliissigkeitsbader. Bis '""-'1500° C kommt man nach LUMMER und 
K URLBAUM mit einem Platin-Widerstandsofen (diinnes, elektrisch geheiztes 
Platinrohr auf Porzellank6rper mit passend geformten Kammern). Bis '""-'3000°C 
fiihrt nach KING ein elektrisch geheiztes Kohlerohr (KINGScher Of en). 

Die Methoden zur a-Bestimmung k6nnen nun in zwei Gruppen eingeteilt 
werden: Es wird entweder der Strahlungssender (A) oder der Empfanger (B) 

1 W. WIEN hat die Form des Gesetzes aus (5,9) in Anlehnung an die damals vorliegenden 
Beobachtungen erschlossen. 

2* 
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als Hohlraum ausgebildet. Anordnungen mit zwei Hohlraumen konnten noch 
nicht zur gleichen Genauigkeit entwickelt werden. 

A. Der Empfanger (Fig. 12) erhalt bei geoffneter Klappe pro sek die Zu
strahlung naeh (1,4): 

(8,1) 

SehlieBt man die Klappe (Temperatur To) und heizt statt dessen den Empfanger 
elektriseh (Strom i, Spannung am Heizkorper e), so daB er dieselbe Energie
menge pro sek erhalt (glciehe Temperaturcinstellung!), so ist offenbar: 

Fig. 12. a-Bestimmung. 

(8,2) 

Urn (J zu ermitteln, muB nur noch 
dasAbsorptionsvermogen A (in praxi 
",-,0,99; Sehwarzungskorrektion) des 
Empfangers bestimmt werden. Dies 
geschieht meist, indem man - gemaB 
dem KIRCHHOFFsehen Satz - bei 

derselben Temperatur sein Emissionsvermogen mit dem eines gleieh temperierten 
schwarz en Korpers vergleicht. Besonders zu aehten ist bei den ganzen Messungen 
auf die Absorption langwelliger Strahlung infolge des (wechselnden !) Wasserdampf
und Kohlensauregehaltes der Luft. 

Bei der Konstruktion der Empfanger ist wesentlich, daB die elektrisehe 
Heizung in genau derselben Weise wirkt, wie die Erwarmung durch Strahlung. 
Die vollkommenste Losung dieses Problems wurde im AnsehluB an solare 

Strahlungsmessungen von K. ANGSTROM (s. unten) von 
PASCHEN angegeben und dureh GERLACH und C. MULLER 
weiterentwiekelt: Ein dunner gesehwarzter Metallstreifen 
dient als Strahlungsempfanger und elektriseher Heizkorper. 
Das TemperaturmeBgerat (Thermosaule oder Bolometer) 
befindet sieh, dureh eine dunne Luftsehieht getrennt, da
hinter, so daB storende Temperaturunterschiede innerhalb 
des Streifens ausgegliehen werden. 

B. Ein elektrischer Heizkorper (Fig. 13), des sen Tempe
ratur auf dem Wert T gehalten wird, kann mit einer blank en 

a-Bestf~~~~g nach (Absorptionsvermogen Al <: 1) oder gesehwarzten (Absorp-
SHAKESPEAR-WESTPHAL. tionsvermogen A2 "'" 1) Hulle der Oberflaehe F umkleidet 

werden. Seine Energieabgabe erfolgt dureh Leitung und 
Konvektion (dureh Evakuieren mogliehst herabgesetzt!) - Q - und dureh 
Ausstrahlung an den umgebenden gesehwarzten Hohlraum der konstanten 
Temperatur To (z. B. Eispaekung). Die entspreehende Energiezufuhr ruhrt von 
der elektrisehen Heizung und von der Ausstrahlung des Hohlraumes. Es ist also: 

Konvektion 
Ausstrahlung Leitung 

Blanker Heizkorper: A, . F· (] T4 + Q 
Geschwarzter Heizkorper: A 2 • F . a T4 + Q 

Elektrische 
Heizung 

= i1 e1 

= i2 e2 

Einstrahlung 

+ A,F' (] Tt 
+ A.F·a T~. 

(8,3) 

Q wird - wie man sieht - durch Differenzbildung eliminiert, Al und A2 wie 
unter A. bestimmt. H 20- und CO2-Korrektionen fallen weg. 

Nun zur Bestimmung der zweiten Strahlungskonstante C2 = ~f! Zunachst 

muB die Strahlung mit Hilfe eines Monoehromators (Streulicht!) spektral zerlegt 
werden. Dann bieten sich zwei Moglichkeiten: 
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A. Isochromatenmethode. Fur eine bestimmte Wellenlange It wird I;. als 
Funktion von T ermittelt. 1m Bereich des WIENschen Gesetzes ist 

In I" = konst. - ;~ . (8,4) 

MiBt man die Strahlungsintensitat fUr die Wellenlange It bei zwei Temperaturen 
T und T', so ist 

(8,5) 

Da nur das Verhaltnis I)JI~ eingeht, braucht man die Energieverluste durch 
Absorption, Reflexion usw. in der Apparatur nicht zu kennen. 

B. I sothermenmethode. T wird konstant gehalten und I;. als Funktion von 
It gemessen. Hier muB die Gesamtdurchlassigkeit der Apparatur in Abhangigkeit 
von It gesondert gemessen werden, was sehr schwierig ist. Die Methode B ist 
daher nur zur direkten Prufung der PLANCKschen Strahlungsformel benutzt 
worden. Fur Prazisionsmessungen von C2 kommt allein die Isochromaten
methode in Frage. 

Die Temperaturmessung hat bei allen Bestimmungen der Strahlungskonstanten 
- direkt oder indirekt (Thermo element , Schmelzpunkte) - die Bedeutung eines 
Anschlusses an die thermodynamische Temperaturskala (Gasthermometer). Von 
einer Prufung der Strahlungsgesetze kann man nur sprechen bis zum hochsten 
gasthermometrisch erreichten Punkt, dem P d-Schmelzpunkt mit '"-' 1822° K. 
Daruber hinaus dienen die Strahlungsgesetze selbst zur Definition der Tempe
raturskala. 

In astrophysikalischer Hinsicht wird es besonders interessant sein, die in 
diesem Abschnitt wenigstens in ihren Grundzugen charakterisierten Methoden 
der (J- und c2-Bestimmung zu vergleichen mit den in der Astronomie entwickelten 
Verfahren zur Strahlungsmessung an Sonne und Stemen. Eine Ubersicht uber 
diese Messungen und ihre vorlaufige Deutung an Hand des PLANcKschen Gesetzes 
zu geben, ist das Ziel des folgenden Kapitels. 

II. Kapitel. 

Anwendung des PLANCKschen Gesetzes auf die 
Strahlung der Sonne. Strahlungsmessungen. 

9. Grundprinzipien. Absorption in der Erdatmosphare. 
Urn die Temperatur der Sonne zu bestimmen, liegt es nahe, die fur den 

schwarzen Korper gultigen Strahlungsgesetze versuchsweise auf die Sonnen
oberflache anzuwenden. Zuvor aber muB die Frage geklart werden, mit welcher 
Annaherung die Sonne sich tatsachlich wie ein schwarzer Strahler verhalt. 

Wie wir sahen, ist die Hohlraumstrahlung isotrop, d. h. ihre Intensitat Iv 
unabhangig von der Richtung, in der sie das strahlende Gebilde verlaBt (LAMBERT
sches Gesetz). Eine Sonne, die wie ein schwarzer Korper strahlte, wurde daher 
als gleichmaBig helle Scheibe erscheinen, wahrend bekanntlich die Gesamt
strahlungsintensitat beim Ubergang von der Mitte zum Rande der Sonnenscheibe 
(wir sagen im folgenden kurz: von 8-Mitte nach 8-Rand) etwa im Verhaltnis 
1: 0,4, d. h. urn eine GroBenklasse, abnimmt. Schon qualitative Betrachtung 
zeigt also, daB die Sonnenstrahlung betrachtlich von der eines schwarzen Korpers 
abweicht. Trotzdem wird es interessant sein, aus der Gesamtintensitat und 
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spektralen Energieverteilung der Sonnenstrahlung mit Hilfe des STEFAN
BOLTZMANNschen bzw. PLANCKschen Strahlungsgesetzes versuchsweise eine Art 
mittlere Temperatur der Sonnenatmosphare zu berechnen. Wenn die so 
bestimmten Werte nur wenig voneinander abweichen, so durfen wir annehmen, 
daB ihnen einige physikalische Bedeutung zukommt. Un sere Betrachtungen 
uber die Richtungsverteilung der Sonnenstrahlung lassen aber erwarten, daB 
wir auf diesem Wege nicht sehr we it kommen werden. Wir wollen daher vorerst 
den Temperaturbegriff moglichst beiseite lassen und die Strahlungsmessungen 
an der Sonne (unter Beiseitelassung experimenteller Einzelheiten so darstellen, 
daB ihre allgemeinen Prinzipien deutlich hervortreten und ihre Ergebnisse 
spater auch im weiteren Rahmen der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes 
diskutiert werden konnen. 

Zunachst seien, auch mit Rueksieht auf die folgenden Kapitel, einige Zahlen
angaben uber GroBe, Masse usw. der Sonne zusammengestellt: 

Scheinbarer Sonnendurchmesser (Messungen von AUWERS und der Stern
warte Greenwich): 

31'59",3 = 1919",3 = 0,009305 rad. (Unsicherheit "-'1/1). Faustregel: Pro 
Meter Objektivbrennweite 1 em Sonnenbild-Durchmesser. 

Sonnenparallaxe (Aquatorialer Radius der Erde gesehen aus der mittleren 
Entfernung Erde-Sonne): 8/1,80. 

Mittlere Entfernung Erde- Sonne (astr. Einheit): 

1,4945 '108 km = 1,4945 '1013 cm. 
Sonnendurehmesser 2 R = 109,1 Erddurchmesser = 1390600 km. Sonnen
radius R = 695300 km = 6,953 . 1010 cm. Auf der Sonnenscheibe entsprieht 

1/1 "-' 725 km; die kleinsten noch erkennbaren 
II"" Objekte auf der Sonne haben also bereits 

z 

einige 100 km Durchmesser. 
Sonnenmasse M = 331950 Erdmassen= 

1,983 '1033 g. 
Sehwerebeschleunigung an der 0-0ber

flache g = 27,9 X terrestrische Sehwerebeschleu
nigung, 

g = 2,736' 104 cm sek- 2. 

Mittlere Diehte der Sonne: 1,41 g' em -3. 

Fig. 14. Extinktionsbestimmung. Urn die Strahlung der Sonne - wir wollen 
uns zunaehst auf keinerlei theoretisehe Eror

terungen einlassen - vollstandig beschreiben zu konnen, muss en wir messen: 
A. Die Energieverteilung fA (it) (relativ und absolut); vgl. die Definitions

gleiehung 1,1) im Spektrum entweder der gesamten Sonnenstrahlung oder der 
Strahlung einer bestimmten Stelle der Sonnenscheibe. 

B. Den Helligkeitsabfall von Sonnenmitte naeh Sonnenrand in Abhangigkeit 
von der Wellenlange it; d. h. fA ('{}) (Definition von {} vgl. Fig. 4). 

Durch diese Messungen (oder eine aquivalente Kombination anderer) ist die 
Sonnenstrahlung in jeder Hinsieht besehrieben, alle weiteren GroBen, wie z. B. 
die gesamte Ausstrahlung der Sonne pro Tag, konnen daraus bereehnet werden. 

Die Hauptsehwierigkeit der unter A. zusammengefaBten Strahlungsmessungen 
liegt in der Berueksiehtigung der Absorption der Strahlung in der Erdatmosphare 
(Extinktion). Sie gesehieht fur Strahlung einer bestimmten Wellenlange it durch 
Beobaehtung unter verschiedenen Zenitdistanzen z (Fig. 14): Legt in einer 
dunnen Sehicht der Erdatmosphare ein yom Zenit kommender Strahl den Weg 
dh zuruck, so kommt auf einen unter der Zenitdistanz z eintreffenden (Sonnen-) 
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Strahl der Weg dhjcos z = dh . sec z und nach (2,6) ist die extraterrestrische 
Strahlungsintensitat lA, 0 mit der unter der Zenitdistanz z am Boden ankommenden 
IA verknupft durch die Gleichung: 

IA = lA, 0 e- ,,(A).H. secz (9,1) 

wobei wir gleich statt J x (A, h) dh kurz geschrieben haben x (A) . H : x (A) ist 
der mittlere Absorptionskoeffizient der Erdatmosphare bei der Wellenlange A, 
H ihre aquivalente Hohe. Es kommt offenbar nur auf die optische Dicke x (A) . H 
der Erdatmosphare, nicht aber auf ihre Schichtung an, solange wir die Krummung 
der Erdoberflache vernachlassigen konnen (d. h. nicht zu tief am Horizont 
beobachten). Tragt man die MeBwerte von log I;. in Abhangigkeit von sec z 
auf, so muB sich nach (9,1) eine Gerade ergeben, deren Extrapolation auf 
sec z = 0 die extraterrestrische Strahlungsintensitat gibt. Fur die spektral nicht 
zerlegte Gesamtstrahlung wurde das entsprechende Diagramm eine gekriimmte 
Linie liefern; eine direkte Extrapolation der Gesamtstrahlung auf "Atmospharen
dicke Null" ist nicht moglich. Aus demselben Grund gibt direkte Extrapolation 
von Gesamtstrahlungsmessungen, die in verschiedenen Hohen H (Berge, Ballon) 
gemacht sind, auf lim H -+ 0 nur sehr unsichere Ergebnisse. 

In praxi hat sich nun - teilweise mitbestimmt durch die Bedurfnisse der 
Meteorologie - die Gewohnheit herausgebildetl, die unter A. charakterisierten 
Messungen in zwei Schritten auszufuhren: 

a) Messung der pro Minute auf eine senkrecht zu den Sonnenstrahlen stehende 
Flache von 1 cm2 auffallenden Strahlungsenergie (reduziert auf mittleren Abstand 
Erde-Sonne) in kleinen Kalorien. Abgesehen von der historisch bedingten Wahl 
der Einheiten handelt es sich also urn die Gesamtstrahlungsintensitat, die wir 
in diesen Einheiten bei der Zenitdistanz z der Sonne gemessen mit S (z) bezeichnen. 
Die entsprechende Strahlungsintensitat pro Wellenlangenbereich 1 sei SA (z) ; 
auBerhalb der Erdatmosphare SA' Dann ist nach (9,1) 

SA (z) = S). e- ,,(I.). Hsecz (9,2) 
und 00 

S (z) = J SA e- ,,().). Hsecz dA. (9,3) 
o 

Die GroBe S (z), auf den Luftweg Null extrapoliert, bezeichnet man als die 
Solarkonstante S (= Gesamtstrahlungsintensitat auBerhalb der Erdatmosphare, 
in cal/cm2 min gemessen). Es gilt also: 

00 

lim S (z) = S = J SA dA . 
z~O 0 

(9,4) 

Wie aber schon bemerkt wurde, ist eine direkte Extrapolation von S (z) 
auf Atmosphare Null nicht moglich, man braucht vielmehr noch 

b) Relativmessungen der spektralen Energieverteilung. N ach (9,2) kann man 
aus den S). (z) ohne weiteres die extraterrestrische Strahlungsintensitat S). durch 
Extrapolation gewinnen. Die Absolutwerte der S). (z) sind dann festgelegt durch 
die F orderung 

00 

S (z) = J SA (z) dA. (9,5) 
o 

Nach Extrapolation der SA (z) auf Atmospharendicke Null gibt (9,4) die Solar
konstante. 

Die hier besprochenen Messungen bezogen sich noch auf die Strahlung der 
ganzen Sonnenscheibe, also genauer gesagt (nach 1,8 und 1,9) den Strahlungs
strom. Auf die Strahlungsintensitat Iv ({}) in Abhangigkeit vom Austrittswinkel {} 

1 Die Frage, inwiefern sie heute noch sachlich begriindet ist, werden wir spater eriirtern. 
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kann man leicht iibergehen mit Hilfe der unter B. schon besprochenen relativen 
Messungen des Mitte-Rand-Kontrastes. 

Endlich ist noch zu beachten, daB das Sonnenspektrum durchsetzt wird 
von vielen Absorptionslinien, den FRAUNHOFERschen Linien. Man muB also 
von vomherein sich dariiber im klaren sein, ob man die Intensitat usw. des 
ungestorten kontinuierlichen Spektrums zwischen den Linien messen will oder 
ob man die Linien wegmitteln, sozusagen verschmieren will, wie das ein Spektral
apparat mit kleinem Auflosungsvermogen ja von selbst tut. 

Nachdem wir klare Begriffe geschaffen haben, die (NB.!) noch keinerlei 
Theorie voraussetzen, konnen wir uns den eigentlichen Messungen zuwenden. 

10. Messung der Gesamtstrahlung der Sonne. 
Zunachst die Messung der Gesamtstrahlung mit dem Ziel der Bestimmung 

der Solarkonstante: Man erkennt sofort die Analogie zur a-Bestimmung 
(Abschn. 8). Wiirde die Sonne wie ein schwarzer Korper strahlen, so konnte 
man ja aus der Solarkonstanten mit Hilfe des STEFAN-BoLTZMANNschen Ge
setzes sofort "die Sonnentemperatur" berechnen. 

Die ersten Versuche zur Messung der Gesamtintensitat der Sonnenstrahlung 
gehen auf S. S. POUILLET (1837) zuriick. Sein Aktinometer bestand aus einer 
wassergefiillten Dose, deren aus geschwarztem Silberblech bestehender Boden 
der Sonne zugekehrt wird. Die - nach Zulassung der Sonnenstrahlung -
mit einem Thermometer gemessene Temperatursteigerung pro min ergibt bei 
bekannter Warmekapazitat des Apparates direkt 5 (z). Durch direkte Extra
polation auf Atmospharendicke Null (deren Unkorrektheit erst nachtraglich 
RADAU bemerkte) erhielt POUILLET den immerhin groBenordnungsmaBig richtigen 
Wert der Solarkonstante 5 = 1,76 caljcm2 • min. Eine genaue Korrektion fUr 
Abkiihlung durch Riickstrahlung, Konvektion u. dgl. ist bei dem POUILLETschen 
Aktinometer kaum moglich. 

Einen wesentlichen Fortschritt (vgl. auch Abschn. 8 unter A,) brachte ('" 1893) 
das Kompensationspyrheliometer von K. ANGSTROM [209]. Es enthalt zwei 
moglichst gleiche, auf einer Seite geschwarzte Manganinstreifen, deren einer 
der Sonnenstrahlung ausgesetzt wird, wahrend der andere elektrisch so geheizt 
wird, daB beide Streifen auf gleiche Temperatur kommen. (Dann Messung mit 
Vertauschung der Streifen). Zur Feststellung der Temperaturgleichheit dient 
ein Thermoelement, dessen Lotstellen an oder besser dicht neben den Manganin
streifen angebracht sind. Die Fehlerquellen des Instrumentes wurden schon 
im Zusammenhang mit der a-Bestimmung diskutiert: Notwendigkeit einer 
besonderen Schwarzungskorrektion, Verschiedenheit der elektrischen bzw. 
Strahlungserwarmung (Volum bzw. Oberflache!); und Randeffekt (der Streifen
rand wird durch den Strom erwarmt, nicht durch die Strahlung). Die Weiter
bildung des Kompensationspyrheliometers ging natiirlich Hand in Hand mit 
der Verbesserung der a-Messungen; die verbesserten ANGSTRoM-Pyrheliometer 
sind auch heute noch durchaus "konkurrenzfahig". Die M e/3ergebnisse werden 
wir nachher besprechen. 

Eine entscheidende Forderung unseres Problems bedeutete es, als 1903 
C. G. ABBOT [207] zusammen mit FOWLE und ALDRICH und im AnschluB an 
die Vorarbeiten LANGLEYS [217] die Smithsonian Institution (Washington) in den 
Dienst der Sonnenstrahlungsmessung stellte. ABBOTS Ziel war ein doppeltes: 
einmal den Absolutbetrag der Solarkonstante und die spektrale Energieverteilung 
moglichst genau zu bestimmen und daneben nach zeitlichen Schwankungen der 
Sonnenstrahlung zu suchen. Auf dieses zweite Problem werden wir spater 
zuriickkommen; es sei jedoch schon hier bemerkt, daB diese Schwankungen 
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- falls sie iiberhaupt reell sind - so klein bleiben (r-..; ± 0,3 % ), daB ihre 
astrophysikalische Bedeutung nicht sehr groB istl. 

In me13technischer Hinsicht ist der Grundgedanke ABBOTs, den Empfanger 
als Hohlraum auszubilden und ihn gleichzeitig als KalorimetergefaB zu benutzen. 
Die Messung der pro min zugestrahlten Warmeenergie geschah urspriinglich 
nach den gewohnlichen Kalorimetermethoden, dann - schon wesentlich genauer 
- durch Vergleich mit einer elektrischen Heizung. Die neuesten Instrumente 
benutzen zwei solche - moglichst gleiche - Anordnungen dillerentiell in der
selben Weise wie die zwei Manganinstreifen des ANGSTRoM-Pyrheliometers. 

e, 

82 

Fig. 15. W. .. t rom, Prrbcliometer n. h C. C. ADIJOT (207). 

Die Tendenz der ganzen Entwicklung ist - wie bei jeder Me13technik -- das 
Verfahren moglichst weitgehend dillerentiell zu gestalten. 

Hinsichtlich der Messung der dem Empfangerhohlraum pro min zugestrahlten 
Energie verwendet ABBOT wiederum zwei Konstruktionen (bez. Details mu13 
natiirlich auf die Originalabhandlungen verwiesen werden): 

Fig. 16. \\"a .-n1br-P)Thcliomel [" (\\"ater
tir ·Pyrh liel.n t r) n. b C. C. AnnOT [207]. 

o 

A c 

a) Das W asserstrom-Pyrheliometer (Water-Flow-Pyrheliometer) 2. Der ge
schwarzte Empfangerhohlraum a (Fig. 15), dessen EinlaB durch Blenden c in 
ahnlicher Weise begrenzt wird wie der Strahlenaustritt beim LUMMER-KuRL
BAUMschen Hohlraumstrahler, ist umgeben von einem Mantel, durch den Wasser 
mit genau konstant gehaltener Geschwindigkeit stromt (MARIOTTEsche Flasche). 
Die Temperaturdifferenz zwischen Ein- und Austrittstelle wird mit Bolometer 
11> 12' bzw. la, 14 oder Thermoelement gemessen. Die durch die Sonnenstrahlung 
hervorgerufene Temperaturdifferenz wird nachher mit Hilfe einer elektrischen 
Heizspule m dupliziert. 

b) Beim Wasserriihr- Pyrheliometer (Water-Stir-Pyrheliometer) a ist (Fig. 16) 
der Empfangerhohlraum A von einer fest en Wassermenge umgeben. Der 

1 Veranderliche Sterne aller Art sind ja in reicher Auswahl bekannt. 
2 Smithson Ann. 2, 39 (1908). 
3 Smithson Ann. 3, 64 (1913). 
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Temperaturausgleich wird bef6rdert durch ein Riihrwerk B, E. Die elektrische 
Vergleichsheizung erfolgt wieder durch die Spule G. 

Beide Instrumente sind in neuerer Zeit zu rein differentiell arbeitenden 
Z willingsinstrumenten ausgestaltet worden: 

a) Das W asserstrom-Pyrheliometer durch SHULGIN, ABBOT und ALDRICH 
(Standard Water-Flow-Pyrheliometer Nr. 5) [208]. Zwei Kammern sind an 
dieselbe "Wasserleitung" angeschlossen; die eine wird durch die Sonnenstrahlung, 
die and re elektri ch envannt (dann 
Me ung mit ertauschten Rollen). 

hwankungen in d r tromungs· 
ge chwindigk it und Temperatur 
de ~ a er werden 0 weit ehend 
eliminiert. 

.....-+--,t>-Blentlen 

'f.ii2--l---1jjji2:£i;j'--1--~~Vf Hllrt/v",,,,! 
lilz 
Thermile/MIMI 
sc/JwurzeJ' fWt?er 
He!zvng 
KvjJfer",onlel 

Rtilirer 

Rtilirwerk 

Fig. t7b. 

Fig. 17 a und b. Zwillings·Wasserruhr·Pyrheliometer nach C. TINGWALDT [232]. 

b) Das Wasserruhr-Pyrheliometer hat neuerdings C. TINGWALDT (Phys.-Techn. 
Reichsanstalt) [232J in derselben Weise weitergebildet (Fig. 17a und b). Die zwei 
KalorimetergefaBe mit Heizwickelung und Riihrwerk sitzen thermisch isoliert 
in einem Kupfermantel, der fUr gleiche Umgebungstemperatur sorgt. Das 
ganze Instrument steckt zur Erzielung gut en Warmeschutzes in einem Dewar
gefaB. 

Allen diesen Instrumenten haftet noch ein Dbelstand an: In den Empfanger
hohlraum kommt nicht nur die Strahlung der Sonne selbst, sondern auch noch 
die Himmelstrahlung der umgebenden Zone. Solange man die Begrenzung des 
"erfaBten" Raumwinkels durch Diaphragmen herstellt, muB man diesen Dbel
stand in Kauf nehmen. ABBOT l hat neuerdings Versuche mit einem Zwillings
pyrheliometer 2 gemacht, bei dem eine optische Abbildung der Sonne durch 
Quarzlinsen benutzt wird. Die Absorption in diesen Linsen muB gesondert 
bestimmt werden. Die Angaben des Instrumentes k6nnen mit denen der bisher 
besprochenen nur verglichen werden, wenn die spektrale Zusammensetzung der 
Strahlung bekannt ist. 

1 Smithson Ann. 5, 89 (1932). 
2 Zur Feststellung der Temperaturgleichheit dient ein Differentialluftthermometer. 
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1m Zusammenhang damit mtiBte die Frage erortert werden, wie die Winkel
verteilung und spektrale Zusammensetzung des Streulichtes in unmittelbarer 
Nahe der Sonnenscheibe mit der Sonnenhohe und den meteorologischen Ver
haltnissen variiert. Dber diese - anscheinend sehr komplexe - Frage liegen 
jedoch noch kaum irgendwelche verlaBlichen Messungen vorl. 

Nun zum Vergleich der verschiedenen Instrumente, d. h. der Festlegung 
einer absoluten Skala fUr Sonnenstrahlungsmessungen! Ais ABBOT 1913 auf 
Grund seiner Messungen mit dem Wasserstrom- und Rtihrpyrheliometer die 
"Smithsonian-Revised-Skala" (1913) aufstellte, lagen seine MeBwerte 3,9% tiber 
den von ANGSTROM mit seinem Kompensationspyrheliometer gewonnenen 2. 

Letztere sind wegen der "Randeffektkorrektion" 
sicher zu niedrig; nach der neuesten Bestimmung 
von W. MARTEN [220J urn 2,8%. Das TINGWALDT
sche Zwillingsrtihrpyrheliometer liefert nach vorlau
figen Messungen [232J Werte, die 1,8% tiber den 
unkorrigierten ANGSTROMSchen liegen; eine direkte 
Vergleichung mit den ABBOTschen Instrumenten 
wurde noch nicht vorgenommen. Andererseits er
geben Messungen, die ABBOT mit dem neuen Zwillings
strompyrheliometer [208J ausgefUhrt hat, Werte, 
die 2,5% unter der Smithsonian - Revised - Skala 

____ .,-__ Smif!JsofJillfJ 
!'O "" Revised 1913 
~ ~ 
~~ 
~~ 
~~ 

Fig. 18. Skalenvergleich 
der Fyr heliometermessungen. 

liegen. Der Zusammenstellung in Fig. 18 konnen wir schon mit ziemlicher 
Sicherheit entnehmen, daB die Smithsonian-Revised-Skala von 1913 urn ,,-,2% 
zu hoch liegt 3. 

11. Messung der Energieverteilung im Spektrum 
der gesamten Sonnenscheibe und der Mitte der Sonnenscheibe. 

Ehe wir zu dem Zahlenwert der Solarkonstante gelangen konnen, mtissen 
wir uns dem zweiten Hauptproblem (b) zuwenden, der relativen Messung der 
Intensitiitsverteilung im Sonnenspektrum. Die wichtigsten Messungen wurden 
auch hier im AnschluB an LANGLEYS bahnbrechende Arbeiten ("-'1880) von 
ABBOT [207J (Smithsonian Institution) und WILSING [233, 234J (Potsdam) 
ausgefUhrt. Die seit LANGLEYS Untersuchungen im Prinzip beibehaltene An
ordnung ist folgende: Durch einen Zolostaten (die oberflachenversilberten 
Spiegel ersetzt ABBOT zur Erzielung besserer Konstanz des Reflexionsvermogens 
durch Stellit-Edelstahl-Spiegel) wird das Sonnenlicht in das Spektrobolometer 
geworfen 4. Dieses besteht im Prinzip aus einem Spektrographen (Monochromator) 
mit einfacher oder - zur Schwachung des Streulichtes anderer Wellenlangen -
doppelter Zerlegung (Glas, Quarz bzw. Steinsalz fUr immer groBere Wellenlangen) 
und einem Bolometer als nichtselektives StrahlungsmeBgerat. Letzteres besteht 
aus zwei gleichen, geschwarzten Pt-Streifen 5, die in eine Brtickenschaltung mit 
sehr empfindlichem Galvanometer eingefUgt sind. Bei Bestrahlung eines Streifens 

1 Vgl. ABBOT: Smithson Ann. 3. Kap. 6 (1913). Ferner E. PETTIT [228J, B. LYOT [219J, 
H. KIENLE [216J, T. EINARSSON [211J. 

2 Smithson Ann. J, 72 (1913). 
3 TINGWALDT rechnet 1. c. mit einer Differenz Smiths.Rev.-Angstrom = 3,5 % statt 

nnserer 3,9%. Der Ursprung dieses - praktisch belanglosen - Unterschiedes ist mir 
nicht ersichtlich. 

4 Eine eigentliche Abbildung findet dabei nicht statt, man will ja auch die Intensitats
verteilnng der von der gesamten Sonnenscheibe emittierten Strahlung mess en ("Integrierte 
Sonnenstrahlnng"). Dies ist beim Vergleich mit anderen Messungen zu beachten. 

5 Zur ErhOhung der Empfindlichkeit im Vakuum (Vakuumbolometer); Wegfall der 
Abkiihlung durch Leitung und Konvektion der Luft. 
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andert sich seine Temperatur 
proportional der pro Zeitein· 
heit auffallenden Energie, das 
Galvanometer gibt einen ent· 
sprechenden Ausschlag. Die· 
ser wird in Abhangigkeit 
von der Prismenstellung (be. 
kannte Funktion der Wellen· 
lange) photographisch regl· 
striert (Fig. 19). 

Die Hauptschwierigkeit sol· 
cher Messungen liegt in der 
Ermittelung der Lichtverluste 
im Z610staten und Spektral· 
apparat. Sie geschieht unter 
Verwendung zweier Hilfsz610-
statenspiegel (die - nun meD
bar! - dieselben Reflexions
verluste verursachen, wie die 
eigentlichen Z610statenspiegel) 
und eines besonderen Hilfsspek
troskops, das in entsprechender 
Weise in den Strahlengang ein
geschaltet werdenkann. j.WIL
SING [234, 235J hat bei seinen 
Messungen zwischen A 4510 und 
21280 die von der Wellen
langenabhangigkeit der Disper
sion, Absorption usw. herruh· 
renden Korrektionen zusam
men dadurch eliminiert, daD 
er zum Vergleich die Energie· 
verteilung im Spektrum eines 
Hohlraumstrahlers (HERAUS
scher Platinwiderstandsofen) 
von 1560° K ausmaB. Fur den 
Wellenlangenbereich A 4000 
bis 5770 A hatten WILSING 
[233J sowie MULLER und KRON 
[226J entsprechende Messungen 
schon fruher auf photographi
schem Wege durchgefiihrt. Urn 
"integrierte" Sonnenstrahlung 
zu bekommen und gleichzeitig 
ihre Intensitat der des schwar
zen K6rpers anzugleichen, 
streuten sie die Sonnenstrah
lung vor dem Eintritt in den 
Spektrographen an einer Krei· 
deplatte, deren Reflexionsver
m6gen in Abhangigkeit von der 
Wellen Hinge bekannt war. Das 
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M 
auf 

ung v rfahr n \ IL I NG'" lauft im Prinzip - anz verschieden von B BOT 
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Da s pektrale Trennung verrnogen 
der Apparaturen w ar b i ABBOT und 
WIL I NG 1 so klein , da!3 die fehrzahl der 
FRA NH FER ell n Lini n (mitAu nahm 
etwa von H und ]{ und einigen tarken 
Liniengruppen) v611ig verwischt indo Auf 
Reduktion und Erg bni se der 1e ungen 
werden wir im nach ten Abschnitt ZlI· 

rii kkommen (vgl. Fig . 20 a). 

Fig . 20 3 . E.n rgi .. rer teilung 1m Spektrum clef integrierlen 
Sonllellslrahlung nach ABlIOT und \\ lLSINC. Ordina tell ; 
~li ttl e rc Stra.hlungsiutensi t, l - 1 /.~ X lr.ahlung Sl rOln an 
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bcrei h t COl. 
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N euerdings hat E. PETTIT 
[228J die Energieverteilung 20 

von A. 2920 bis A. 7000 mit 
Quarzdoppelmonochromator 

und Therrnoelement bzw. -
fUr A. < 3200 bis 3100 A, je 
nach Sonnenhohe - einer gas- 15 

gefiillten N atrium-Photozelle 
gemessen. Die Ergebnisse fUr 
integrierte Sonnenstrahlung 
sind in Fig. 20 b dargestellt. 
Bei der einen MeBreihe ••• 10 

(1931 Mai 19, 20, 23) wurde 
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die Breite des 1. Monochro
matorspaltes konstant gehal
ten und die der anderen Spalte 
proportional der Dispersion 
eingestellt, so daB an den 
Messungen keine Korrektion 
fUr variable Dispersion mehr 
anzu bringen war. Bei der 
anderen Reihe ••• (1931 Mai 
16,17,18) wurden die Mono
chromatorspalte so einge
stellt, daB das Spektrum in 
seiner ganzen Ausdehnung 
dieselbe Reinheit hatte. Zum 

6 
~ 500 3DOO J5M ~(J()(J '1500 SIJ()() 55Q() A 0. 

"'le/lm/tinge A. 

Fig.20b. Energiever.teilung im ultravioleUen Sonnenspektrum. 
(OrdmatenmaSstab willkurlich.) 

1 Bei den photographischen Untersuchungen hat WILSING diesen Effekt absichtlich 
durch "falsches" Fokussieren des Spektrographen hervorgerufen. 
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Vergleich ist noch die ABBoTsche Energieverteilungskurve x x x eingezeichnet. 
Die - an sich willkiirliche - Ordinatenskala ist so eingerichtet, daB die drei 
Kurven bei A 4500 zusammenfallen. 

Endlich seien noch zwei Untersuchungen von H. H. PLASKETT [229J sowie 
CR. FABRY und H. BUISSON [212J besprochen, welche den kurzwelligen Teil des 
Spektrums der Mitte der Sonnenscheibe auf photographischem Wege an geeichte 
Normallichtquellen anschlieBen und zwar PLASKETT von A 4000-6687, FABRY 
und BUISSON von A 2922-3940. Da bei dieser Art der Messung eine groBere 
Reinheit des Spektrums erreicht werden kann, als bei bolometrischen Messungen, 
so verschmieren PLASKETT, FABRY und BUISSO~ die gerade in diesem Spektral
bereich sehr zahlreichen und kraftigen FRAUNROFER-Linien nicht, sondern 
beschranken sich auf solche ausgewahlte Stellen im Spektrum, die von Linien 
moglichst frei sind. Will man also diese Messungen mit den anderen vergleichen, 
so muB man die Mitte-Rand-Verdunkelung der Sonne und die Depression des 
Spektrums durch die Absorptionslinien in Rechnung stellen. (Wir werden 
hierauf im Abschnitt 14 noch ausfiihrlich zuriickkommen). Als Normallicht
queUe benlitzte PLASKETT eine geeichte Wolframbandlampe, deren Farb
temperatur1 bei 12 <A gleich 2010° K war, bei 16 <A ... 2439° K und 20 <A ... 
2830° K. Urn sicherer zu gehen, verwandte er auBerdem einen Kodak-Normal
Azetylenbrenner, der - mit reinem Gas von 9 cm (Wasser) Druck gespeist -
in dem benlitzten Spektralgebiet dieselbe Energieverteilung hat 2, wie ein 
schwarzer Korper von 2360° K. Der AnschluB an die Sonne erfolgte auf dem Um
weg liber einem Kohlelichtbogen, der unter gut definierten Bedingungen brannte. 

FABRY und BUISSON benlitzen als Normallichtquelle nur einen Kohlelicht
bogen, dessen Energieverteilung sie der eines schwarzen Korpers von 3750° K 
gleich erachten. Leider sind die zugrundegelegten Laboratoriumsmessungen 
noch ziemlich unsicher, so daB dadurch eine betrachtliche Unbestimmtheit 
hereingebracht wird. Auf die Ergebnisse dieser Messungen und ihren Vergleich 
mit denen von ABBOT werden wir gleichfalls im Abschnitt 14 zurlickkommen. 

Ein bemerkenswertes Nebenergebnis der Arbeit von FABRY und BUISSON 
(vgl. auch PETTIT, 1. c.) ist das enorme Anwachsen der atmospharischen Ex
tinktion bei kurzen Wellen infolge der Ozonabsorption. Wahrend - unter den 
Verhaltnissen der F ABRYSchen Beobachtungen - ein die Atmosphare senkrecht 
durchsetzender Strahl bei A 3940 erst auf die Halfte geschwacht wird, geht die 
Intensitat bei A 2922 auf 1/70000 herunter! 

Unter Verwendung eines besonders streulichtfreien Quarzspektrographen mit 
doppelter Zerlegung ist P. GOTZ - Arosa [213J photographisch bis A 2863 A 
vorgedrungen. Auf der kurzwelligen Seite der groBen Ozonbande haben neuer
dings EDGAR MEYER, M. SCHEIN und B. STOLL [221 J mit Hilfe einer hoch
empfindlichen Zahleranordnung die ersten Spuren des Sonnenspektrums 
(A 2000 bis 2300; Maximum bei A 2100) entdeckt. 

12. Reduktion der Messungen von ABBOT und WILSING. 
Solarkonstante und effektive Sonnentemperatur. Energie
verteilung im Spektrum des Strahlungsstromes 3l Jj~}. in 

absolutem MaLt 
Wie gewinnt man nun aus spektrobolographischen und pyrheliometrischen 

Messungen die extraterrestrische Intensitatsverteilung im Sonnenspektrum und 
1 Die Farbtemperatur ist definiert als die Temperatur eines schwarz en Korpers, der 

in dem betreffenden Spektralbereich dieselbe relative spektrale Energieverteilung liefert 
wie z. B. die betrachtete Bandlampe. Die Farbtemperatur ist bei nichtschwarzen Korpern 
verschieden von der wahren Temperatur. 

2 Literatur vgl. H. H. PLASKETT I. c. 
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die Solarkonstante? Das Grundprinzip 1 der Reduktionsmethode ist folgendes: 
Man nimmt Bolographenkurven bei verschiedenem Sonnenstand auf. Die
zunachst noch verfugbare - Energieskala der einzelnen Kurven wird sodann 
dadurch festgelegt, daB die Integration jeder Strahlungsenergiekurve uber aIle 
Wellenlangen die - pyrheliometrisch in absolutem MaB bestimmte - Gesamt
strahlung geben muB. Aus den Beobachtungen fUr eine bestimmte Wellenlange 
bei verschiedener Zenitdistanz z der Sonne kann nun nach (9,1) durch Extra
polation die entsprechende extraterrestrische Strahlungsenergie bestimmt werden. 
Integration uber die extraterrestrische Energieverteilungskurve liefert endlich 
die Solarkonstante. 

In Wirklichkeit sind noch eine Reihe von Komplikationen zu beach ten: 
Besonders im Ultrarot zeigt das Sonnenspektrum (vgl. Fig. 19) starke Absorp
tionsbanden, die hauptsachlich yom Wasserdampf herruhren. Die Extinktion 
in diesen Banden ist so groB, daB die ubliche Methode der Extinktionsbestimmung 
nicht mehr anwendbar ist, man muB vielmehr die Strahlungskurve uber diese 
Lucken hinweg einfach interpolieren. Diese Korrektion hangt naturlich ab von 
der uber dem Beobachter befindlichen Wasserdampfmenge in der Atmosphare. 
Urn nicht immer wieder diese sehr umstandlichen Korrektionsrechnungen de 
novo ausfUhren zu mussen, hat FOWLE [207J ein fUr allemal die Wasserdampf
korrektion in Abhangigkeit von der Starke der Absorption in einer Bande 
(zuerst die sog. e-Bande, jetzt die P-Bande) bestimmt, so daB nur noch diese 
eine GroBe gemessen werden muB. Urn die wahre Solarkonstante zu erhalten, 
mussen an den mit Hilfe der Pyrheliometermessungen schon auf absolutes 
MaB reduzierten und auf Atmospharendicke Null extrapolierten Strahlungs
kurven noch zwei Korrekturen angebracht werden, deren GroBe nur unsicher 
abgeschatzt werden kann: Es mussen namlich die von der Erdatmosphare 
vollig abgeschnittenen Enden des Sonnenspektrums im Ultraviolett und Ultra
rot erganzt werden. Neuere Messungen haben zwar den beobachteten Bereich 
im Ultrarot betrachtlich erweitert, aber ihre VerlaBlichkeit wird bei sehr langen 
Wellen wegen Streulichtgefahr im Spektrographen immer geringer. 1m Ultra
violett setzt die bekannte Ozonabsorption den Messungen ein definitives Ende. 
Zur Berechnung der fehlenden Stucke macht man die Annahme, daB die 
Energieverteilung eben so wie im zuganglichen Teil des Sonnenspektrums eini
germaBen dem PLANCKschen Gesetzt folgt (s. unten!). Die neuesten Zahlen
werte sind fUr die Ultraviolettkorrektion nach ABBOT (1927): 3,44 % und fUr 
die Ultrarotkorrektion nach ABBOT und ALDRICH (1923): 2,0 % . Es ist aus
drucklich zu bemerken, daB die Unsicherheit dieser Korrektionen nur auf die 
Solarkonstante, nicht aber auf die Strahlungskurve im zuganglichen Teil des 
Sonnenspektrums zuruckwirkt. 

Nun endlich zu den Ergebnissen: 
Fur die Solarkonstante ergab ABBOTs Beobachtungsreihe 1902-12 den Wert 

1,933 caljcm2. min; 1912-20 den Wert 1,946 caljcm2. min, im Mittel: 
5 = 1,940 caljcm2 min = 1,353 ' 106 erg/cm2 sek (12,1) 

Diese Zahlen beziehen sich noch auf die Smithsonian-Revised-Skala von 1913. 
Die nach Fig. 18 anzubringende Korrektion von ,.....,-2% fUhrt diesen Wert 
uber in 

Skarr. = 1,901 caljcm2 sek = 1,326 ' 106 ergjcm2 sek. ( 12,2) 

Den Gesamtstrahlungsstrom n F an der Sonnenoberflache (= Ausstrahlung pro 
cm2 und sek nach allen Richtungen; F = mittlere Strahlungsintensitat) erhalten 

1 Die folgende Darstellung versucht die Grundgedanken der ABBoTschen Untersuchungen 
moglichst deutlich zu machen; sein tatsachlich benutztes Rechenverfahren ist mit Riicksicht 
auf die Umstandlichkeit der Zahlenrechnung etwas anders. 
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wir auf Grund der Uberlegung, daB alle Strahlung, die an der SonnenoberfHiche 
eine Kugel vom Sonnenradius R durchsetzt, in der Entfernung des Erdbahn
radius e von der Sonne eine Kugel von eben diesem Radius durchdringt. Das 
Verhaltnis Rje ist andererseits der Winkel (im BogenmaB), unter dem uns der 
Sonnenradius erscheint, also Rj 6' 65 e=1 ,0=0,004 2 (12,3) 
also 
nFkorr . = 1,326'106 • 0,004652-2 erg cm-2 sek-1 = 6,127 '1010 erg cm-2 sek-1 (12,4) 

Tabelle 1. Energieverteilung im Spektrum 
der ganzen Sonnenscheibe. 

ABBOTS Messungen 1903-10 reduziert nach 
MINNAERT [223J. 

UnA 
F:;..lO-iS 

;. in A FA' 10-13 

in erg/em'. sek in erg/em!. sek 

3000 3,23 5500 33.77 
3250 7.63 6000 30.28 
3500 16.12 7000 21.89 
3750 20.78 8000 16.00 
3900 21.70 10000 9.96 
4200 35.54 13000 5.40 
4300 31,96 16000 3.19 
4500 36.20 20000 1.48 
4700 37.47 25000 0.25 
5000 36.41 30000 0.08 

Unter der Annahme, daB die Sonne 
wie ein schwarzer Korper strahlt, 
konnen wir hieraus nach dem 
STEFAN - BOLTZMANNschen Gesetz 
(4,1) sofort die "Sonnentemperatur" 
berechnen. Man bezeichnet die so 
definierte Temperatur als effektive 
Temperatur und setzt also 

nF = (J Te4 (12,5) 
Mit (12,4) und(J= 5,75 '1O-5 C.G.S.
Einh. wird 

Te = 5713° K (12,6) 
Berucksichtigt man die Un

sicherheit in (J und 5, so durfte 
der mittlere Fehler von T. etwa 
± 30° betragen. 

Fig. 20a und Tabelle 1 und 2 geben die Strahlungsenergiekurven1 nach zwei 
Beobachtungsreihen von ABBOT [207J, 1903-10 bzw. 1920-22 zusammen mit 
WILSINGB [234J von ihm unter Berucksichtigung der fruheren Potsdamer 

Tabelle 2. Energieverteilung im Spektrum 
der ganzen Sonnenscheibe. 

ABBOTS Messungen 1920--22 reduziert nach 
MINNAERT [223J. 

A FA' 10-" I 
C.G.S. 

A FA·10-iS A FA .10-13 

3415 14.7 59801 27.3 13020 6.1 
3504 15.8 6238 25.7 13770 5.3 
3600 16.7 6530 24.3 14520 4.7 
3709 17.8 6858 23.1 15280 4.2 
3853 16.9 7222 20.6 16030 3.9 
3974 19.2 7644 18.2 16700 3.5 
4127 27.0 8120 15.9 17380 3.2 
4307 26.9 8634 13.8 18700 2.5 
4516 30.8 9220 11.8 20000 2.0 
4753 31.8 9861 10.6 21230 1,4 
5026 30.7 10620 9.5 22420 0.9 
5348 28.5 11460 8.1 23480 1.1 
5742 27.5 12250[ 7.1 

Messungen ausgeglichener Kurve 
(1917). Die Bedeutung der auf
getragenen GroBe FA ist, wie schon 
bemerkt: n FA = Ausstrahlung von 
1 cm2 SonnenoberfHiche in erg 
pro sek und pro WellenHingen 
bereich 1 cm; FA selbst ist die 
entsprechende Strahlungsintensi
tiit, gemittelt uber die Sonnen
scheibe. 

Die nicht unbetrachtlichen Un
terschiede der drei Kurven geben 
ein deutliches Bild der groBen 
Schwierigkeit derartiger Strahlungs
messungen. Soweit man dies nach 
der Vollkommenheit der Appara
turen beurteilen kann, durfte die 
ABBoTsche MeBreihe 1920-22 die 
genaueste sein. 

1 Die ABBoTschen Messungen wurden auf absolute Einheiten reduziert von M. MINNAERT 
[223]. Genauer gesagt. reduzierte MINNAERT die Energieverteilungskurve der MeBreihe 

{~~~~=~~} mit der Solarkonstante derBeobachtungsreihe {~~~;=~~}. d. h.{ !:~~~}cal/cm2 sek. 

Entsprechend der Skalenkorrektion der Solarkonstante nach Fig. 18 haben wir seine Werte 
urn 2 % verkleinert. Die Reduktion der' WILSINGSchen Kurve auf absolute Einheiten im 
wesentlichen nach E. A. MILNE [222J. dessen Zahlen noch in entsprechender Weise um
gerechnet wurden. 
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Unter Benutzung der ABBoTschen Energieverteilungskurve fur das langwellige Gebiet 
und unter Heranziehung der ABBoTschen Solarkonstantenmessung (er rechnet mit 1,95 
cal/cm2 min) hat E. PETTIT [228J unabhangig von den schon erwahnten Untersuchungen 
von MILNE und MINNAERT - seine Messungen auf absolute Einheiten reduziert. Er findet 
fur das Maximum der Strahlungskurve auf der Erde (auBerhalb der Atmosphare): 20,3 \V 

109 
pro m2 pro 100A entsprechend - der Umrechnungsfaktor ist = 1,47' 1013-

n· 0,0046522 
einem Fi=29,9' 1()1.3 erg/cm2 sek. Reduktion der Solarkonstante auf 1,90 cal/cm2 sek wurde 
diesen Wert auf 29,2' 1013 erg/cm2 sekl. verkleinern; andererseits liefern ABBOTS Messungen 
allein ein etwas scharferes Maximum der Strahlungskurve als die PETTITSchen. 

Zum Vergleich ist in Fig. 20a nach (7,30) die Intensitatsverteilung (ebenfalls 
absolut) fiir einen Hohlraumstrahler der Temperatur T. = 5713 ° K eingezeichnet. 
Beziiglich des allgemeinen Verlaufes stimmt die Strahlungskurve der Sonne 
leidlich mit der des schwarzen Karpers iiberein; im einzelnen treten aber 
betrachtliche Abweichungen auf. W oUte man z. B. im Maximum der neueren 
MeBreihe Ubereinstimmung mit einer PLANcKschen Kurve erzielen, so miiBte 
deren Maximum gegeniiber der eingezeichneten Kurve urn 28,4 % erhaht werden, 
da I max '" T5 geht, kame man auf eine Temperatur von 6960° K. Die dazu 
"berechnete" Solarkonstante ('" P) wiirde schon 22% iiber dem gemessenen 
Wert liegen. 

Man kann den Vergleich der beobachteten Energieverteilung im Sonnen
spektrum mit der PLANcKschen Funktion auf alle maglichen Arten ausfiihren 
und so verschiedene "Temperaturen" definieren. A. BRILL [210J spricht z. B. von 
Farbtemperatur, Gradationstemperatur, Strahlungstemperatur und schwarzer 
Temperatur. Allen derartigen Begriffsbildungen kommt aber nur ein sehr 
beschrankter Wert zu. Der Temperaturbegriff ist zunachst iiberhaupt nur fUr 
Systeme definiert, die sich im thermischen Gleichgewicht befinden. Seine 
naherungsweise Anwendung auf Systeme, die yom Zustande des Warmegleich
gewichtes abweichen, muB stets besonders gerechtfertigt werden. Wenn man 
sagt: Ein System hat die Temperatur TO K, so ist z. B. die Geschwindigkeits
verteilung der Atome, die relative Haufigkeit von Quantenzustanden mit ver
schiedener Anregungsenergie usw. durch diesen einen Parameter bestimmt. In 
einem Nichtgleichgewichtszustand ist dies nicht mehr maglich; die obigen 
Pseudotemperaturen gestatten keinerlei thennodynamische Riickschliisse auf 
andere GraBen, als die bei ihrer Berechnung benutzten. Ihre Bedeutung soUte 
deshalb nicht iiberschatzt werden und wir ziehen es im folgenden vor, direkt 
auf die gemessene spektrale Energieverteilung zuriickzugreifen1 . 

Das Problem der Deutung des kontinuierlichen Sonnenspektrums behandeln 
wir spater im Zusammenhang mit der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes. 

13. Mitte-Rand-Kontrast I}.(:J.)/IJ..(O). Strahlungsintensitat 
und -Strom. h(O)/F} .. 

Nachdem wir die Messungen des Strahlungsstromes :n:F;. besprochen haben, 
fragen wir nach der Abhangigkeit der Strahlungsintensitat IA ({}) yom Aus
trittswinkel {} (vgl. wieder Fig. 4) an der Sonnenoberflache. Man miBt am besten 
den sog. Mitte-Rand-Kontrast, d. h. das Verhaltnis der Strahlungsintensitat 

I. Es sei noch vor einem in der alteren Literatur verschiedentlich wiederkehrenden 
FehlschluB gewarnt: "Da das Absorptionsvermogen der Sonnenoberflache sicher -< 1 ist, 
so erhalt man jedenfalls eine untere Grenze T min der Sonnentemperatur, indem man die 
PLANcKsche Strahlungskurve aufsucht, welche fur aile Wellenlangen tiber der beobachteten 
Energieverteilungskurve liegt.·· 

Diese tJberlegung ist falsch, weil dabei der KIRCHHOFFsche Satz entgegen seinen Voraus
setzungen auf ein System angewandt wird, das sich nicht im thermischen Gleichgewicht 
befindet. Streng genommen, gibt es eben gar nicht "eine Sonnentemperatur". 

UnsOld, Sternatmosphiiren. 3 
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in der Entfernung r von der Mitte der Sonnenscheibe (Radius R; e = i = sin {}) 

zur Intensitat der Mitte der Scheibe ({) = 0) selbst. Die Verkniipfung zwi
schen f;. und F;. wird nach (1,6) hergestellt durch 

FA = 2 J~;. (iJ) cos {} sin {} d {} ( 13 , 1 ) 
o 

oder 
(13,2) 

Messungen der Randverdunkelung hat ABBOT l in der Weise ausgefiihrt, daB 
er bei festgeklemmtem Z610staten das Bild der Sonne verm6ge ihrer taglichen 
Bewegung iiber den Spalt des Spektrobolographen laufen lieB. Die Registrier
platte bewegte sich mit konstanter Geschwindigkeit, so daB eine n-f6rmige 
Registrierkurve entstand (Fig. 21). 

': L: __ r:~-OJJ 
..t-~fl b4.98Gp h - qG7Op h-45/Vp h- 4371p 

Fig.21. Messung der Mitte·Rand·Verdunke!ung der Sonne. Nach [207]. 

Die Ergebnisse - die neuere Beobachtungsreihe ist wohl genauer, umfaBt 
aber einen kleineren Wellenlangenbereich als die altere - sind in den folgenden 
Tabellen zusammengestellt. (Auf die Messungen fUr A 3230 werden wir gleich 
zuriickkommen. ) 

Tabelle 3. Mitte-Rand-Kontrast (1906-08). NachABBoT: Smithson. Ann.3, 157 (1913) 
f;. (O)/FA und e* nach MINNAERT [223J. 

e = sinD 0,00 0,20 0.40 0,55 0,65 0,75 0,825 0,875 0,92 0,95 '"" &.. ._---- - - - - ----- - -- - - ---- ::s: Q* 
cos {} 1,000 0,980 0,916 0,835 0,760 0,661 0,565 0,484 0,392 0,312 '"" ..... 

A in A. I 
0,897 10,835 3230 1,000 0,960 0,775 0,690 0,600 0,530 0.452 0,382 1.487 0,758 

3860 1,000 0,980 0,926 0,856 0,792 0,710 0,633 0,554 0,483 0,418 1,407 0,749 
4330 1,000 0.978 0,927 0,866 0,806 0,729 0,647 0,583 0,510 0,450 1,371 0,750 
4560 1,000 0,986 0,942 0,884 0,831 0,756 0,681 0,616 0,538 0,471 1,326 0,752 
4810 1,000 0,987 0,944 0,891 0,840 0,771 0,701 0,638 0,566 0,499 1,302 0,753 
5010 1,000 0,985 0,945 0,894 0,845 0,777 0,711 0,650 0,583 0,517 1,287 0,750 
5340 1,000 0,987 0,950 0,902 0,856 0,792 0,728 0,672 0,605 0,548 1,265 0,751 
6040 1,000 0,989 0,957 0,913 0,872 0,816 0,761 0,710 0,648 0,594 1,226 0,750 
6700 1,000 0,991 0,961 0,924 0,887 0,838 0,786 0,740 0,680 0,629 1,201 0,758 
6990 1,000 0,990 0,963 0,926 0,890 0,842 0,792 0,748 0,691 0,637 1,190 0,751 
8660 1,000 0,992 0,969 0,939 0,911 0,871 0,830 0, 792 1°,744 0,699 1,158 0,763 

10310 1,000 0,998 0,977 0,951 0,925 0,889 0,851 0,816 0,772 0,730 1,130 0,757 
12250 1,000 0,995 0,976 0,953 0,932 0,901 0,865 0,834

1
°,794 0,756 1,118 0,762 

16550 1,000 1°,996 1°,982 0,966 0,950 0,928 0,901 0,877 0,847 0,815 1,088 0,774 
20970 1,000 0,996 0,986 0,971 0,956 0,936 0.915 0,892 0,866 0,838 1,077 0,775 

1 Smithson. Ann. 3, 157 (1913) und 4, 221 (1922); 1906/08 und 1913. Inwieweit die 
Unterschiede zwischen beiden Reihen reell sind, mag einstweilen dahingestellt bleiben. 
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Tabelle 4. Mitte-Rand-Kontrast (1913). Nach ABBOT: Smithson. Ann. 4,221 (1922). 

(! = sinD 0,00 0,20 0,40 0,55 0,65 0,75 0,825 0,875 0,92 0,95 0,97 
------------------------

cosD 1,000 0,980 0,916 0,835 0,760 0,661 0,565 0,484 0,392 0,312 0,243 

J. in .A 
3737 1,000 0,984 0,934 0,871 0,811 0,730 0,652 0,580 0,499 0,432 0,349 
4265 1,000 0,985 0,937 0,872 0,812 0,734 0,655 0,587 0,511 0,445 0,388 
5062 1,000 0,989 0,951 0,900 0,852 0,787 0,720 0,660 0,591 0,529 0,472 
5955 1,000 0,990 0,959 0,916 0,876 0,821 0,764 0,713 0,651 0,595 0,541 
6702 1,000 0,993 0,967 0,929 0,893 0,844 0,794 0,748 0,692 0,640 -
8580 1,000 0,993 0,972 0,944 0,916 0,877 0,836 0,799 0,753 0,710 -

10080 1,000 0,994 0,975 0,949 0,923 0,888 0,851 0,816 0,773 0,733 -

Leider sind auch diese Messungen sehr der Verfalschung durch systematische 
Fehler ausgesetzt. Zunachst wird die Intensitat am 0-Rand auf Kosten der 
0-Mitte vergroBert durch Lichtstreuung in der Erdatmosphare und besonders 
in der Apparatur (vgl. B. LYOT [219], H. KIENLE [216], T. EINARSSON [211]). 
Da bei ABBOT das Sonnenlicht vor dem Bolographenspalt an 5 Spiegeln reflektiert 
wird, so durfte namentlich der letztere EinfluB kaum vernachlassigbar sein. 
(Nach Erfahrung des Verf. sind die feinen Systeme fast paralleler Kratzer, 
die beim Polieren der Spiegel stets entstehen - schrage Betrachtung! -, die 
schlimmste Streulichtursache). Eine zweite Fehlerquelle durfte in der Tragheit 
des Galvanometers liegen; (MOLL, BURGER und v. D. BILT [225], sowie ABBOTS 
Entgegnung auf deren Kritik [225]) die sich (vgl. Smithson. Ann. IV, Tabelle 63, 
S. 219) in einer leichten Unsymmetrie der beiden Seiten der n-Kurven auBert. 
Durch Mittelbildung wird dieser Fehler wohl groBenteils eliminiert. Wie groB 
zahlenma/lig die betrachteten Fehler sind, laBt sich ohne neue Beobachtungen 
kaum entscheiden. 

Die Messungen fUr A 3230 in Tabelle 3 wurden von K. SCHWARZSCHILD und 
W. VILLIGER [230] auf photographisch-photometrischem Wege aus Aufnahmen 
mit einem versilberten Objektiv gewonnen. Da dunne Silberschichten bekanntlich 
ein ziemlich scharfes Durchlassigkeitsmaximum haben (nach der kurzwelligen 
Seite noch verengt durch die Durchlassigkeitsgrenze des Glases), so konnen 
diese Messungen wohl den spektrobolometrischen von ABBOT an die Seite 
gestellt werden. 

Urn der Verfalschung der Randverdunkelungsmessungen durch Streulicht 
aus der Erdatmosphare und Apparatur vollig zu entgehen, hat K. SCHWARZ
SCHILD [231] folgenden Gedanken benutzt: Bei einer Sonnenfinsternis werden 
vor Eintritt der Totalitat die Randpartien der Sonne Stuck fUr Stuck durch 
den Mond verdeckt. Nimmt man mit einem spaltlosen Spektrographen nun 
das Spektrum der Sonnensichel auf (die also selbst als "Spalt" fungiert), so 
laBt sich aus der zeitlichen Intensitatsanderung (da ja die Geschwindigkeit 
der scheinbaren Relativbewegung Mond gegen Sonne nach den Ephemeriden 
berechnet werden kann) die Helligkeitsanderung einer bestimmten Stelle der 
Sichel fur eine bestimmte Wellenlange entnehmen. Durch Differentiation 
gewinnt man leicht vollends die Helligkeit der Sonnenscheibe im Licht einer 
bestimmten Wellenlange in Abhangigkeit yom Abstand yom Sonnenrand 

(1-;). (Als Nebenprodukt erhalt man das Profil des Mondrandes). Es 

liegt auf der Hand, daB diese MeBmethode fUr die Nahe des Sonnenrandes 
(rR:; R; {) """"90°) groBe Vorteile bietet. Leider ist sie spater fast in Vergessenheit 
geraten, so daB bis jetzt auBer den vorlaufigen Beobachtungen von SCHWARZ
SCHILD selbst (1905) noch keine Ergebnisse vorliegen. Ungefahr gleichzeitig hat 

3* 
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W. H. JULIUS [214, 215; eine zusammenfassende Bearbeitung gibt M. MINNAERT 
224] ahnliche Messungen ohne spektrale Zerlegung unter Verwendung der 
gesamten Sonnensichel versucht. Diese Methode ist jedoch der SCHWARZSCHILD
schen weit unterlegen, denn einerseits werden die Messungen durch die Zackigkeit 
des Mondrandes so gestort, daB gerade die interessanten auBersten Teile des 
Sonnenrandes nicht mehr edaBt werden k6nnen, andererseits wurde schon die 
mangelhafte spektrale Definiertheit (man miBt ja die durch die Erdatmosphare
Wasserdampfbanden usw.! - gefilterte Gesamtstrahlung) einer weiteren Dis
kussion der Messungen groBe Schwierigkeiten in den Weg stellen. 

Mit einiger Sicherheit laBt sich bis jetzt den Finsternisbeobachtungen nur 
entnehmen [224], daB der Helligkeitsabfall am auBersten Sonnenrand ein 
rapider sein muB. 

Aus den ABBoTschen Beobachtungen uber den Mitte-Rand-Kontrast fUr ein· 
zelne Wellenlangen hat MILNE [222] - unter Benutzung der spektralen Energie
verteilungskurve - die Abnahme der Gesamtstrahlung von der Sonnenmitte nach 
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Fig.22. a) Verhaltnis der Intensitat In der Mitte der Sonnenscheibe 1). (0) zur mittleren Strahlungsintensitat F. (- und 
linke Ordinatenskala). b) In der Entfernung e' (- -_. und rechte Ordinatenskala) von der 0-Mitte ist I. (e) = FA. 

dem Rand zu abgeleitet. Eine direkte Messung - etwa mit dem Bolometer -
ist nicht moglich, da wegen der Wellenlangenabhangigkeit der Extinktion in 
der Erdatmosphare die verschiedenen Spektralgebiete nicht mit den richtigen 
"Gewichtsfaktoren" zur Geltung kamen. Die Ergebnisse, dessen grundlegende 
Bedeutung fUr die Theorie des Strahlungsgleichgewichtes wir noch eingehend 
wurdigen werden, zeigt die folgende Tabelle 5. Urn weiterhin auch die IA (OJ 
fUr verschiedene Wellenlangen in absolutem MaB ausdrucken zu k6nnen, hat 
MINNAERT [223] - in Verbesserung alterer Rechnungen von ABBOT - aus dessen 
Randverdunkelungsmessungen mit Hilfe von (13,2) das Verhaltnis I).(O)/F). = 

Intensitat in der Mitte der Sonnenscheibe/mittlere Intensitat der Sonnenscheibe 
in Abhangigkeit von A. berechnet. Das Ergebnis ist in Tabelle 3 mit aufgenommen 
und in Fig. 22 graphisch dargestellt. MINNAERT hat sich auBerdem noch die 
Frage vorgelegt: In welcher Entfernung e* = r/R von der Mitte der Sonnenscheibe 

Tabelle 5. Mitte-Rand-Kontrast fur die Gesamtstrahlung der Sonne. 
Nach MILNE [222J, S. 213 .. 

Q = sin{} 0,00 ~I 0,55 0,65 I 0,75 I 0,825 0,875 0,92 0,95 

I 
cos {} 1,000 0,916 

I 
0,835 0,760 I 0,6~;-1 0,565 0,484 0,392 0,312 

I ({})/I(O) I 1,000 I 0,955 I 0,912 I 0,871 I 0,822 I 0,769 I 0,722 I 0,665 I 0,612 
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ist die Intensitlit fA (e) gleich der mittleren Intensitlit der Sonnenscheibe FA? 
Das Ergebnis zeigt die letzte Spalte von Tabelle 3 und Fig. 22: In dem ganzen 
Bereich A. 3230 bis 20970 liegen die e* innerhalb der engen Grenzen 0,749 und 
0,775. Auf die Deutung dieses merkwiirdigen Befundes werden wir im Zu
sammenhang mit der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes noch zuriickkommen. 

14. Verzerrung des "wahren" kontinuierlichen Sonnenspek
trums durch die FRAUNHOFER-Linien. Intensitatsverteilung im 

"wahren" kontinuierlichen Spektrum; J.l,. und 1;,(0) in 
erg/cm2 • sek. Vergleich mit dem schwarzen Korper 

von 1'e = 5713 0 K. 
Endlich ist noch die Frage zu erortem, welcher Prozentsatz der Sonnen

strahlung in den FRAUNHoFER-Linien wegabsorbiert wird oder, anders aus
gedriickt: Mit welchem Faktor muB man die FA bzw. fA (1J) der MeBreihen von 
ABBOT, WILSING u. a. multiplizieren, urn die wahre Intensitlit des kontinuierlichen 
Spektrums zwischen den Linien - die Messungen von H. H. PLASKETT sowie 
FABRY und BUISSON geben nahezu dieses fA(O) in willkiirlichen Einheiten -
zu erhalten? 

Die eingehendste Untersuchung hieriiber verdanken wir der Utrechter 
Dissertation von G. F. W. MULDERS [227]. Er hat zunlichst - je fUr Wellen
langengebiete von 100 A - den von FRAUNHOFER-Linien 1 verschluckten 

Tabelle 6. Innerhalb der in Spalte 2 angegebenen Wellenlangenbereiche 
(Schwerpunkt vgl. Spalte 1) liegen ABBOTS Beobachtungswerte von FA und 
fA wegen der nicht aufgelosten schwachen und mittelstarken FRAUNHOFER-

Linien um fA % tiefer als das wahre kontinuierliche Spektrum. 
Nach MULDERS [227]. S. 59. 

Grenzen Grenzen Grenzen Grenzen 
der der der der 

A Wellen- fA A Wellen- fA A Wellen- fA A Wellen- fA 
iangen- langen- Hingen- langen-
bereiche bereiche bereiche bereiche 

2975 4054 5150 6257 
3000 13.5 4100 22 5200 11 6400 2.0 

3050 4155 5236 6550 
3100 24 4200 18.5 5300 8 6700 1.6 

3150 4242 5350 6854 
3200 19 4300 22 5400 7 7000 1.1 

3252 4348 5462 7126 
3300 24 4400 14 5500 8 7200 0.6 

3351 4442 5551 7333 
3400 24.5 4500 12 5600 6 7700 0.9 

3447 4552 5655 8002 
3500 24.5 4600 11 5700 4 8200 1.2 

3549 4655 5761 8350 
3600 33 4700 11 5800 2.5 8600 1.7 

3646 I 4754 5842 8926 
3700 35 4800 ' 6 5900 2.2 9500 1.5 

3750 4854 5950 10218 
3800 35 4900 . 10 6000 2.1 

3852 4961 6033 
3900 40 5000 , 9 6100 2.4 

3945 
5100 I 

5040 6154 
4000 30 9 6200 3.7 

4054 5150 6257 I 

1 Es wird dabei angenommen. daB die Intensitat der FRAUNHOFER-Linien auf der ganzen 
Sonnenscheibe konstant ist. Fur den vorliegenden Zweck ist. wie wir spater sehen werden. 
diese Vereinfachung zulassig. 
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Prozentsatz lA des kontinuierlichen Spektrums ermittelt, indem er die Schatzungs
skala der Linienintensitaten der ROWLANDschen Wellenlangentafeln in Ab
hangigkeit von ;. kalibrierte (hierauf kommen wir spater ausfUhrlich zuruck) 
und dann die Haufigkeit der Linien jeder ROWLAND-Intensitat abzahlte, wobei 
noch zu berucksichtigen war, daB zusammenflieBende Linien ("blends") zunachst 
zu stark geschatzt werden. Die starken Linien wurden teilweise nicht beruck
sichtigt, namlich eben soweit sie bei ABBOT noch aufge16st sind. Das Ergebnis 
zeigt die vorstehende Tabelle 6. 

Urn die Intensitat des wahren kontinuierlichen Spektrums der ganzen 
Sonnenscheibe zu erhalten, mussen also die fruher angegebenen Werte von FA 

Tabelle 7. Intensitatsverteilung im 
Sonnenspektrum. Nach H. H. PLASKETT 

[229J; reduziert nach MULDERS ([227J, 
Tabelle 16). 

1 Wellenlange inA. 2 Intensitat IA (0) in der 
Mitte der Sonne nach PLASKETT; in willkiir
lichen Einheiten. 3 (2) korrigiert wegen nicht 
aufgeloster FRAUNHoFER-Linien. 4 Multipli
ziert mit FA/IA (0). 5 FAkorr durch Multi
plikation mit 4,40· 1013 auf C.G.S.-Einheiten 

umgerechnet. 

t 2 3 4 5 --
A IA (0) PI. IA(O)korr FA k~rr 

FA. to-13 

erg/em'sek 

4000 9.68 10,3 7,44 32,7 
4094 9.00 10,4 7.57 33,3 
4333 9.04 10.6 7.85 34.6 
4507 9.80 10.3 7.73 34.0 
4660 9,45 10.0 7.58 33.4 
4796 9,49 9.61 7.35 32.4 
4895 9.37 9.55 7.36 32.4 
4948 9.11 9.20 7.12 31,3 
5062 9.07 9.30 7.25 31.9 
5222 8.85 9.25 7.27 32.0 
5358 8.68 8.90 7.04 31.0 
5609 8.26 8,47 6.78 29.8 
5824 7.88 7.95 6,43 28.3 
6035 7.41 7.48 

I 

6.10 26.8 
6209 7.08 7.12 5.83 25.7 
6687 6.05 6.06 5.04 22.2 

durch 1-lA/100 dividiert werden (vgl. 
Fig. 23). 

Unter Benutzung der Energiever
teilungskurve hat MULDERS weiterhin 
berechnet, daB insgesamt 8,3 % der 
Sonnenstrahlung in den FRAUNHOFER
Linien absorbiert werden. 

Die Umrechnung der PLASKETT
schen Messungen [229J auf wahre FA 
hat nach MULDERS [227J folgender
maBen zu geschehen: Auch hier ist 
noch eine kleine Korrektion fUr die 
nicht aufgelosten FRAUNHOFER-Linien 
in den von PLASKETT gemessenen 
Wellenlangengebieten (Ausdehnung 
zwischen 1,3 und 18 A urn die mitt
lere Wellenlange herum) anzubringen. 
AuBerdem sind die Punkte;' 4094 bzw. 
4333 durch die Flugel der BALMER
Linien Hd bzw. Hy gestort und- nach 
Messungen MINNAERTS - urn 11 bzw. 
8% zu erhOhen. In Tabelle 7 gibt 
Spalte 2 zunachst die PLASKETTschen 
Zahlen; Spalte 3 die so erhaltene In
tensitat des wahren kontinuierlichen 
Spektrums der Sonnenmitte in will
kurlichen Einheiten. Durch Multipli
kation mit F;./lA(O) (Fig. 22) gehen 

wir zur mittleren Strahlungsintensitat uber. Der Umrechnungsfaktor auf ab
solute Einheiten muB dadurch ermittelt werden, daB man die PLASKETTsche 
Kurve moglichst gut mit der korrigierten und auf absolute Einheiten reduzierten 
ABBoT-Kurve (Fig. 23) zur Deckung bringt. MULDERS findet so einen Um
rechnungsfaktor 4,40.1013• Die hiermit berechnete mittlere Strahlungsintensitat 
FA des wahren kontinuierlichen Sonnenspektrums in erg/cm2 sek gibt die letzte 
Spalte unserer Tabelle 7. 

Endlich sollen noch die Messungen von FABRY und BUISSON [212J in ent
sprechender Weise reduziert werden. Tabelle 8 gibt zunachst fUr fUnf moglichst 
linienfreie Wellenlangen das gemessene und schon auf Atmospharendicke Null 
reduzierte Intensitatsverhaltnis: Mitte der Sonnenscheibe: Kohlebogen. Die 
Intensitat des letzteren berechnen wir nach der PLANCKschen Formel (7,30) 
mit T = 3750° K. AuBerdem ist nach MULDERS und MINNAERT zu beruck
sichtigen, daB bei ;. 3940 das wahre kontinuierliche Spektrum durch den Flugel 
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der K-Linie A. 3933 um 37% herabgedruckt ist. Die so ermittelte Intensitat 
des wahren kontinuierlichen Spektrums der Sonnenmitte ist schlieBlich noch 
mit F),j1),(0) zu multipli
zieren. (Die MINNAERT
sche Kurve - Fig. 22 -
muBte ein wenig extra
poliert werden). 

In Fig. 23 fassen wir 
nochmals die drei wich
tigsten MeBreihen: ABBOT 
1920 - 22; PLASKETT, 
FABRY und BUISSON zu
sammen, reduziert auf 
mittlere Intensitat F;. 
des wahren kontinuier
lichen Spektrums. Die 
gestrichelte Kurve gibt 
die mit Hilfe von Fig. 22 

Tabelle 8. Intensitatsverteilung im ultravioletten 
Sonnenspektrum. Nach FABRY und BUISSON [212J; 

reduziert nach MULDERS ([227J, Tabelle 17). 
1Wellenlange in A. 2 Intensitatsverhaltnis: Mitte der 
Sonnenscheibe I), (O)/Kohlebogen. 3 I;. (0) in C.G.S.-Ein
heiten. 4 13940 (0) korrigiert wegen EinfluB der K-Linie. 

5 Mittlere Strahlungsintensitat F;. in erg/cm2 sek. 

1 2 3 I 4 5 

), I;. (O)/IBogen 
I;. (O)Fahry' 10-13 

I I;. (O)korr' 10-" 
F),.IQ-13 

in erg/em' sek erg/cm'sek 

2922 134 14.7 14,7 9,55 
3022 112 16,1 16,1 10,6 
3143 79 15,2 15,2 10,1 
3620 50 24,0 24,0 16,7 
3940 40 29.9 47.5 34,0 

berechneten entsprechenden Werte der Strahlungsintensitat fur die Mitte der 
Sonnenscheibe 1;.(0) (vgl. MULDERS [227, Fig. 2 u. 3J) . 

.. --... 
F " , " , , 

I ' 
I ' 
I 

• Abbot 192f)-1922 
o /1./1. P/askelf 
o Fabry unrl Buisson 

O'L-____ ~ ____ ~ ____ J-____ ~ ____ -L ____ _L~ 

3000 '1000 5000 6000 7000 Booo 
We//en/ringe A. 

Fig. 23. F;. ~ Intensitiit des wahren kontinuierlichen Spektrums der integrierten Sonnenstrahlung; I;. (0) ~ Inten
sitat des wahren kontinuierlichen Spektrums det Sonnenmitte. Schwarzer Karper der effektiven Sonnentemperatur 

T, ~ 5713' K. 

Zum Vergleich ist wie in Fig. 20a nochmals - ebenfalls in absoluten Ein
heiten - die Intensitatsverteilung fUr einen schwarzen Korper der effektiven 
Sonnentemperatur T= 5713° K mit eingezeichnet. 

15. Kritische Bemerkungen 
iiber die Methodik der Sonnenstrahlungsmessungen. 

Zum SchluB moge noch kurz erortert werden, welche Anregungen unsere 
Diskussion der wichtigsten Untersuchungen uber das kontinuierliche Sonnen
spektrum ffir kunftige Messungen gibt: 
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Es kann kaum einem Zweifel unterliegen, da13 heute der direkte Anschlu13 
der Sonnenstrahlung an einen schwarzen Korper bekannter Temperatur -
relativ und absolut - das gunstigste Me13verfahren1 darstellt. Die Schwierig
keiten dieses Verfahrens sind durch die rapide Entwicklung der Experimentier
technik der letzten Jahre bedeutend verringert worden. Es genuge, auf die 
einfachen und bequemen Neukonstruktionen von Hohlraumstrahlern und 
sekundaren Strahlungsnormalen hinzuweisen, auf die glanzende Entwicklung 
der photographischen Photometrie, die neuen Infrarotplatten u. a. m. 

Weiterhin kann bei dieser Methode auch im Ultravioletten die Dispersion so 
gro13 gemacht werden, da13 man den Einflu13 der FRAUNHOFER-Linien eliminieren 
oder - wenn erwunscht - gesondert messen kann. Demgegenuber haften der 
klassischen Methode (Messung der Gesamtstrahlung einerseits und der relativen 
Energieverteilung andererseits) schwerwiegende Nachteile an: Die Festlegung 
der absoluten Intensitatsskala hangt auch in den bequem zuganglichen Spektral
gebieten mit ab von Messungen an den schwer erfa13baren Enden des Spektrums. 
Mi13t man ferner die spektrale Energieverteilung mit einem Absolutinstrument 
(Bolometer; ABBOT) so hat man im kurzwelligen Teil des Spektrums zu kleines 
Auflosungsvermogen, dazu kommt die Schwierigkeit der Bestimmung der Ab
sorption im Spektrographen, restliche Selektivitat des Empfangers und nicht 
zuletzt die Umstandlichkeit der Reduktion. Benutzt man aber - wie WILSING 
- das Bolometer nur als Relativinstrument, dann konnte ohne Einbu13e an 
Genauigkeit gleich die Energieskala mitbestimmt werden, so da13 man auf den 
ersten Vorschlag zuruckkame. - Fur die Zwecke der Meteorologie werden natur
lich Pyrheliometermessungen auch dann noch ihre grundlegende Wichtigkeit 
behalten, wenn die Astrophysiker zu einem ihren Bedurfnissen besser angepa13ten 
Me13verfahren ubergehen. 

III. Kapitel. 

Die Strahlung der Sterne. 
16. Einfiihrung in die Klassifikation der Sternspektren. 
Schon die erst en Beobachter der Sternspektren bemerkten, da13 man diese 

in der Hauptsache zu einer einparametrigen Sequenz ordnen kann. Zunachst 
richtete man sich hierbei lediglich nach dem "Aussehen" der Spektren. Spater 
versuchte man sich tiber die verwandten Klassifikationskriterien Rechenschaft 
zu geben und sie genauer zu definieren. Heute steht im Vordergrund die Auf
gabe, an Hand der Theorie der Sternatmospharen eine physikalisch begrundete 
Klassifikation mit quantitativen, jederzeit reproduzierbaren Kriterien zu schaffen. 
In diesem Abschnitt wollen wir uns nur einen vorlaufigen Dberblick verschaffen 
und daftir spater auf die ganzen Klassifikationsprobleme noch einmal zuruck
kommen. 

Die heute allgemein angenommene Klassifikation der Sternspektren wurde -
im Anschlu13 an die grundlegenden Arbeiten von FRAUNHOFER, SECCHI, VOGEL 
u. a. - am Harvard Observatorium von PICKERING, MISS CANNON und vielen 
:vIitarbeitern geschaffen. Der HENRY-DRAPER-Katalog, der neb en Position und 
Helligkeit den Spektraltypus von rund einer Viertelmillion Sternen enthalt, 
ist der sichtbare Niederschlag dieses nicht zuletzt in organisatorischer Hinsicht 
bewundernswerten Werkes. 

Die Fig. 24 bis 27 geben zunachst eine Reihe typischer Sternspektren, 
die W. S. RUFUS und R. H. CURTISS [328J mit einem Einprismenspektro-

1 1m Grunde handelt es sich also urn eine Verfeinerung der FABRy-BuISSoNschen 
:\fethode. 
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graphen aufgenommen und nachtraglich verbreitert haben1. Rechts steht der 
Name des Sternes, links sein Spektraltypus. 

Die Reihenfolge der Spektralklassen 
/S 

O-B-A-F-G-K-M 

"'R-N 

entstand aus alteren Schemata, durch Umstellungen und Vereinfachungen, die 
durch die Verbesserung und VergroBerung des Beobachtungsmaterials notig 
wurden. Zwischen zwei Buchstaben wird die feinere Unterteilung durch nach
gestellte Zahlen gekennzeichnet. Ein A5-Stern z. B. steht zwischen AO und 
Fo und hat mit beiden Typen etwa ebensoviel Gemeinsames. Ein A7-Stern 
dagegen gleicht dem FO-Typus erheblich mehr als dem AO. 

Ohne auf einzelne Klassifikationskriterien 2 und -probleme einzugehen, wollen 
wir die Harvardsequenz der Sternspektren nur kurz beschreiben: 

Am Anfang stehen die planetarischen Nebel P und die a-Sterne. Ihre 
Spektren sind charakterisiert durch - vielfach sehr breite - Emissionslinien. 
Neben Wasserstoff (BALMER-Serie) und Helium beobachtet man erlaubte und 
"verbotene" Ubergange mehrfach ionisierter leichter Atome (Sauerstoff, Stick
stoff, Kohlenstoff usw.). 

Beim Ubergang von den 0- zu den B-Sternen werden die Emissionslinien 
immer mehr durch die fUr die iiberwiegende Mehrzahl der Sterne charakteristi
schen Absorptionslinien verdrangt. Die Absorptionslinien des Wasserstoffes 
nehmen von BO bis ungetahr A2 an Intensitat zu, urn dann wieder schwacher 
zu werden. Bis ,...., B 5 herrschen daneben Helium, Sauerstoff und Stickstoff; 
erst in zweifach dann in einfach ionisiertem Zustande. 

Die A-Sterne kennzeichnet neben der enormen Starke der BALMER-Linien 
das Auftreten einfach ionisierter Metalle (Ca+, Mg+, Fe+ ... ), die dann bei 
der Spektralklasse F allmahlich durch die entsprechenden neutralen Atome 
abgelost werden. 

Von K 5 ab treten Bandenspektren auf und zwar scheint sich die Spektral
sequenz in drei Zweige aufzuspalten: Die M-Sterne mit Titanmonoxydbanden, 
die R- und N-Sterne mit Kohlenstoff- und Cyanbanden und die S-Sterne mit 
Zirkonoxydbanden. 

Einige Besonderheiten mancher Sternspektren, die im Rahmen einer ein
parametrigen Klassifikation nicht untergebracht werden k6nnen, kennzeichnet 
man durch folgende Abkiirzungen: 

Das Prafix c bezeichnet Spektra, die sich durch besonders scharfe Linien 
und damit parallelgehende Abweichungen der Intensitatsverhaltnisse gewisser 
Linien von der Normalsequenz unterscheiden (Miss MAURYS c-Sterne). 

n (nebulous) bzw. s (sharp) - wie aIle folgenden Bezeichnungen als Suffix 
gebraucht, - z. B. A2n - kennzeichnen besonders diffuses bzw. scharfes Aus
sehen der Linien (letzteres ohne die iibrigen c-Kriterien). 

e bedeutet Auftreten von Emissionslinien bei Spektraltypen, die sonst keine 
aufweisen. 

v heiBt variables Spektrum (meist mit Lichtwechsel verkniipft). 
p (peculiar) charakterisiert irgendwelche Besonderheiten, z. B. anomale 

Starke der Linien eines bestimmten Elementes. 

1 Der visuelle Eindruck unverbreiteter Spektren ist ein wesentlich anderer, aber direkte 
Reproduktionen von Sternspektren lassen meist zu wenig Details erkennen. Das Betrachten 
von Sternspektren ist eine Kunst, die nur durch praktische Obung erlernt wird. 

2 Man vergleiche besonders den ausgezeichneten Handbuchartikel von R. H. CURTISS 

[313]. 
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46 III. 16. Thermische Ionisation (SAHA). 

Schon friihzeitig erkannte man, daB entlang der Spektralsequenz die F arben 
der Sterne sich stetig von blaulichweiB (Sirius AO) iiber gelb (Capella und Sonne 
GO) nach rot (Beteigeuze cMO) andern. 

Da die Farbung der Sterne mit Absorptionsspektren im wesentlichen durch 
die Intensitatsverteilung in ihren kontinuierlichen Spektren bedingt sein muB, 
so legte der Vergleich mit einem gliihenden Korper den SchluB nahe, daB die 
Harvardsequenz im wesentlichen eine Temperatursequenz ist. Die Stern
temperaturen nehmen offenbar von den "friiheren" Spektraltypenl 0, B ... 
nach den "spateren" Typen ..... K, M hin ab. 

Die Frage nach dem physikalischen Zusammenhang zwischen den Stern
temperaturen einerseits und den im vorhergehenden kurz geschilderten Klassi
fikationskriterien andererseits blieb lange Zeit dunkel. Nachdem N. LOCKYER 
in jahrelangem spektroskopischem Beobachten der Losung des Ratsels schon 
ziemlich nahe gekommen war (enhanced lines; Proto-Elemente), gelang unter 
Zuhilfenahme der inzwischen entstandenen Quantentheorie des Atombaues im 
] ahre 1920 MEGR N AD SARA der entscheidende Schritt. Seine Theorie der 
thermischen Ionisation solI im nachsten Kapitel eingehend behandelt werden. 
Hier wollen wir nur ihr Grundprinzip auseinandersetzen: 

Die Ionisation einer bestimmten Atomart, d. h. die Abtrennung eines Elek
trons, wird begiinstigt durch hohe Temperatur (groBe Strahlungsdichte) 2. 

Andererseits wird die Wiedervereinigung von Ion und Elektron bei niedrigem 
Druck langsamer erfolgen, als bei hohem Druck. Der Prozentsatz ionisierter 
Atome wird also mit wachsender Temperatur und abnehmendem Druck an
steigen und mit ihm die Starke der Spektrallinien des Ions (Funkenspektren), 
wahrend umgekehrt der Prozentsatz neutraler Atome und damit die Starke 
der Bogenlinien zuriickgeht. Die Rechnung zeigt, daB Anderung des Druckes 
den Ionisationsgrad viel weniger beeinfluBt, als Anderung der Temperatur. 

Die Sterne werden demnach in den Harvardsequenz hauptsachlich geordnet 
nach abnehmendem Ionisationsgrad (und entsprechend abnehmendem An
regungsgrad). Das Auftreten immer hoherer Ionisationsstufen bei den friihen 
Spektraltypen wird so leicht verstandlich. 

Weiterhin laSt sich Z. B. das Intensitatsmaximum der BALMER-Linien bei 
A 2 wenigstens in qualitativer Hinsicht erklaren: Diese entstehen bekanntlich 
durch Absorption vom 2. Quantenzustand des neutral en H-Atoms aus. Bei 
sehr hohen Temperaturen ist nun aber der Wasserstoff groBtenteils ionisiert, 
bei tiefen Temperaturen fehlt dem neutralen Atom die Energie zur Anregung 
des 2. Quantenzustandes. Dazwischen muS also - in Dbereinstimmung mit 
der Beobachtung - ein fUr neutrale H-Atome im 2. Quantenzustand "giinstiger" 
Temperaturbereich liegen. 

17. Messung der Energieverteilung in den kontinuierlichen 
Spektren der Sterne. Farbtemperaturen. Abweichungen yom 

PLANcKschen Strahlungsgesetz. 
Urn die "Temperaturen" der Sterne zu bestimmen, lag es nahe, die bei der 

Sonne als naherungsweise anwendbar erprobten Gesetze der thermischen Gleich
gewichtsstrahlung auch auf die Energieverteilung in Sternspektren anzuwenden 3. 

1 Diese Bezeichnung hat ihren Ursprung in der - Hingst iiberholten - Vorstellung, 
daB die Sterne sich im Laufe ihrer Entwicklung abkiihlen. 

2 Wir beschranken uns vorerst auf so niedrige Drucke, daB die Ionisation durch StoBe 
neben der durch Strahlung (Photoeffekt) vernachlassigt werden darf. 

3 Dariiber hinaus erheben sich aber die viel schwerwiegenderen Fragen, ob die Sterne 
iiberhaupt wie schwarze Korper strahlen; wieviel die Sti:irung des "wahren" kontinuierlichen 
Spektrums durch zusammenfliel3ende FRAUNHOFER-Linicn ausmacht u. dgl. 
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Da wir - von ganz wenigen Ausnahmen abgesehen - die Durchmesser der 
Sterne und damit ihre strahlende Oberflache zunachst nicht kennen, so muB 
sich dieser Vergleich auf die Energieverteilung im Spektrum beschranken, 
wahrend der Absolutwert der Strahlungsintensitat (Solarkonstantenmessung!) 
unzuganglich ist. Wir sprechen daher von F arbtemperaturen. 

Wie im II. Kapitel werden wir zunachst wieder eine Darstellung der in 
prinzipieller Hinsicht interessanten MeBmethoden und Ergebnisse bringen. Wir 
wollen uns dabei moglichst wenig an bestimmte Hypothesen binden, bzw. -
wo solche notwendig sind - deren Rolle deutlich erkennen lassen. 

1m AnschluB an die grundlegende Arbeit von H. C. VOGEL und G. MULLER 
(1880) haben WILSING, SCHEINER und MUNCH in Potsdam 1909 die erste brauch
bare Untersuchung tiber die Energieverteilung in Sternspektren veroffentlicht 
[335, sowie 336 u. 337]: 

Mit Hilfe eines visuellen Spektralphotometers am 80 cm-Refraktor wurden 
mehrere - von Absorptionslinien moglichst freie - Stellen der Sternspektren 
zwischen A. 4510 und 6420 an eine Kohlenfadenlampe angeschlossen. Diese 
wiederum konnte im Laboratorium mit einem Hohlraumstrahler LUMMERscher 
Bauart von bekannter Temperatur verglichen werden. 

Nachdem SCHWARZSCHILD und HARTMANN die photographische Photometrie 
auf eine sichere Grundlage gestellt hatten, untemahm H. ROSENBERG [327J 
(1914) die ersten photographischen Messungen der Energieverteilung zwischen 
A. 3400 und A. 5750 in Stemspektren. Zur Aufnahme der Spektren diente eine 
U.V.-Prismenkamera (11 cm bffnung, F:10, 45°-Prisma). Die Schwarzungs
kurven konnten aus Aufnahmen mit verschiedenen Belichtungszeiten abgeleitet 
werden. Die Stemspektren wurden zunachst untereinander verglichen, statt an 
einen Hohlraumstrahler wurde dann - mit Hilfe eines Kollimators - an das 
Sonnenspektrum angeschlossen. 

Neuerdings haben GREAVES, DAVIDSON und MARTIN [309 u. 311] am 
30"-Refraktor in Greenwich eine ahnliche MeBreihe durchgefiihrt. Das Stem
licht wird durch Haupt- und Cassegrainspiegel parallel gemacht und faUt dann 
auf ein 400 -Prisma. Als geeignetste Kameraoptik erwies sich nach langeren Ver
suchen ein Konkavspiegel von 19 cm Durchmesser und bffnungsverhaltnis 1: 5. 

Die Schwarzungskurven wurden teilweise - nach einem Vorschlage von 
HERTZSPRUNG - aus Aufnahmen abgeleitet, bei denen ein grobes Objektiv
gitter (Dispersionsrichtung ..l zu der des Prismas) gleichzeitig mehrere neben
einanderliegende Spektren erzeugte,. deren Intensitatsverhaltnis nach der 
Beugungstheorie berechnet oder direkt gemessen werden konnte. Teilweise 
wurde auch ein besonderer Skalenspektrograph bentitzt, der auf dem Prinzip 
der Spaltbreitenvariation beruhte. 

Zunachst wurden auch bei diesen Messungen eine Reihe von Standard
Stemen! untereinander verglichen und zwar in zwei je etwa 400 A umfassenden 
Wellenlangenbereichen bei A 4260 und A 6320 A. Uber den eigentlichen Verlaut 
der Energieverteilungskurve geben diese Messungen also keine Auskunft. 

Als Strahlungsnormale diente dann [311] - nachdem ein Kodak-Normal
Azetylenbrenner sich als nicht gentigend zuverlassig erwiesen hatte - eine im 
National Physical Laboratory geeichte Wolframbandlampe (Farbtemperatur 
2360° K). 

Endlich sei noch auf eine besonders aufschluBreiche Beobachtungsreihe von 
H. JENSEN [318] hingewiesen, der in ahnlicher Weise wie die Greenwicher 
Astronomen (Spiegel von 20 cm Durchmesser in Cassegrain-Anordnung; 
16° -Objektivprisma; Verbreiterung der Spektren durch eine Zylinderlinse. 

1 Diese sollen spater als Farbtemperatur-Normalsequenz (analog der Polsequenz fiir 
die Stemhelligkeiten) dienen. 
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Plattenstandardisierung mit Objektivgitter sowie Hilfspektrograph mit Nicols) 
eine groBere Anzahl von Stemen in dem Wellenlangenbereich 1."'3700 bis I. 6410 
an den Polarstern angeschlossen hat. (Ein Vergleich mit dem schwarzen Korper 
oder einer aquivaIenten Normallichtquelle wurde nicht durchgefiihrt.) Eine 
Erganzung der JENsENschen Untersuchungen fur das langwelligere Gebiet (bis 
I. 10000) geben W. W. MORGAN und B. A. WOOTEN [322]. 

Auf eine groBere Anzahl weiterer Untersuchungen (Literatur vgl. [312J) 
solI hier nicht eingegangen werden; wir mochten nur noch auf die noch nicht 
abgeschlossenen Gottinger Beobachtungen von H. KIENLE und seinen Mit
arbeitern [319, 332, 333J hinweisen, die wichtige Beitrage zu unserem Problem 
versprechen 1. 

Eine allen spektral-photometrischen Untersuchungen gemeinsame crux bildet 
die Bestimmung der atmospharischen Extinktion. Ihre Methodik haben wir 
schon in Kap. II ausfiihrlich besprochen. Solange man zwei Sterne unter 
ahnlichen Zenitdistanzen miteinander vergleicht, spielen Fehler in der Extink
tionsbestimmung eine verhii,ltnismaBig geringe Rolle. Beim AnschluB an den 
schwarzer Korper dagegen gehen sie in vollem Umfange ein und werden zu einer 
der bedenklichsten Fehlerquellen. 

Ehe wir die Ergebnisse der geschilderten Messungen diskutieren, wird es 
zweckmaBig sein, noch einige Hilfsbegriffe einzufiihren [vgl. z. B. 309, 311, 318J: 

In einem nicht zu groBen Wellenlangenbereich wird es stets moglich sein, 
die spektrale Energieverteilung I;. eines Sternes innerhalb der MeBfehler durch 
eine PLANcKsche Funktion (7,30) mit passend gewahlter Temperatur T dar
zustellen. 

(17,1) 

(Es ist ja uberdies noch die mit dem scheinbaren Sterndurchmesser zusammen
hangende multiplikative Konstante verfugbar!) Das so definierte T bezeichnen 
wir als Farbtemperatur. Der spektralphotometrische Vergleich zweier Sterne 
1 und 2 gibt zunachst die GroBe 

in Abhangigkeit von der Welleniange I.. 

A I ~1 86 I ~1 LJm1 = 2,5 oglO-I = 1,0 . n-
21 121 

( 17,2) 

ist der entsprechende Helligkeitsunterschied in GroBenkiassen (vgl. Abschn. 18). 
c, 

Unter den praktisch gegebenen Verhaltnissen ist nun meist eAT> 1 (WIENsches 
Strahiungsgesetz) und In Ill/I21 nahezu eine lineare Funktion der Wellenzahl 
1/1.. Wir schreiben deshalb 

(17,3) . 

wo allgemein 

(17,4) 

1 Anm. b. d. Korr.: Vgl. H. KIENLE, Erg. d. exakt. Naturwiss. 16,437 (1937). Weiter
hin A. ARNULF, D. BARBIER, D. CHALONGE U. R. CANAVAGGIA, Journ. d. Obs. 19, 149 
(1936). 
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ist. Die GroBe Llcp, die wir nach (17,2) auch als 
dLlm 

LI cP = - 0,921 d(i7Xf (17,5) 

schreiben konnen, bezeichnen wir als den "Relativen Gradienten" zweier Stern
spektra bei der WellenHi.nge A. 

1m Bereiche des WIENschen Strahlungsgesetzes hat er die einfache Bedeutung 

LI cP = c2fT1 - c2fT2, (17,6) 
d. h. er gibt - unabhangig von der betrachteten Wellenlange - die Differenz 
der reziproken Farbtemperaturen beider Sterne. 

Man erkennt so auch, daB Relativmessungen der Energieverteilung in Stern
spektren in der Hauptsache1 die c2fT-Skala bis auf eine additive Konstante 
festlegen. Die GroBe cP in (17.4) - bei der A die Mitte des gemessenen Wellen
langengebietes bedeutet - bezeichnen wir [311 ] als den "absoluten Gradienten". 
Urn einen Uberblick uber die nach dem PLANcKschen Strahlungsgesetz zu 
erwartende Temperatur- und Wellenlangenabhangigkeit des absoluten Gradienten 
zu geben, seien in Tabelle 9 die von H. JENSEN [318] nach Gl. (17.4) fur 
A 4000, 5000 und 6000 berechneten Werte wiedergegeben. Die Wellenlangen 
sind dabei - wie ublich - in It gerechnet; die Zahlen also urn einen Faktor 104 

vergroBert. Die Messung des absoluten Gradienten fUr einen Bezugstern (bei 
den Greenwicher Beobachtungen Mittel aus neun Ao-Sternen, bei JENSEN der 
Polarstern) erfordert den AnschluB an den schwarzen Korper und eine genaue 
Extinktionsbestimmung. Dieser Wert cP = CPo legt die Skala der Farbtempe
raturen vollstandig fest. 

Wenn die Annahme, daB die Sterne wie schwarze Korper strahlen, der Wirk
lichkeit entspricht, dann muss en zum mindesten die in verschiedenen Spektral
gebiete gemessenen Gradienten auf dieselbe Farbtemperatur fUhren, bzw. diirfen 
relative Gradienten nur die schwache Wellenlangenabhangigkeit der Gl. (17,3 
u. 4) zeigen. 

Tabelle 9. Temperatur T, c2fT-Wert und absoluter Gradient q, = ~ 1(1 _ e- AC~). 
Nach H. JENSEN [318]. 

Absoluter Gradient I Absoluter Gradient 
T edT T c,IT 

HOOO I A 5000 I A 6000 A 4000 A 5000 A 6000 

3000 4,78 4,78 4,78 4,78 9500 1,51 1,55 1,59 1,64 
3200 4,50 4,50 4,50 4,50 10000 1,435 1,48 1,52 1,58 
3400 4,23 4,23 4,23 4,23 11000 1,30 1,36 1,41 1,47 3600 3,99 3,99 3,99 3,99 12000 1,20 1,26 1,32 1,38 
3800 3,78 3,78 3,78 3,78 13000 1,10 1,18 1,24 1,31 
4000 3,60 3,60 3,60 3,60 14000 1,02 1, 11 1,18 1,26 
4200 3,42 3,42 3,42 3,42 15000 0,96 1,05 1,12 1,20 
4400 3,26 3,26 3,26 3,26 16000 0,90 1,01 1,08 1,16 
4600 3,12 3,13 3,13 3,13 17000 0,84 0,97 1,04 1,12 
4800 3,00 3,01 3,01 3,01 18000 0,80 0,92 1,00 1,09 
5000 2,87 2,88 2,88 2,89 19000 0,76 0,89 0,97 1,06 

5500 2,61 2,62 2,62 2,63 
20000 0,72 0,86 0,94 1,03 

6000 2,39 2,40 2,41 2,43 25000 0,58 0,76 0,84 0,93 
6500 2,20 2,22 2,23 2,25 30000 0,48 0,70 0,78 0,87 
7000 2,05 2,07 2,09 2,12 40000 0,36 0,61 0,70 0,79 
750O 1,91 1,93 1,95 1,98 50000 0,29 0,56 0,66 0,75 
8000 1,79 1,82 1,85 1,89 100000 0,14 0,48 0,58 0,67 
8500 1,69 1,72 1, 7 5 1,79 
9000 1,59 1,62 1,66 1,71 00 0,00 0,40 0,50 0,60 

C, 

1 D. h. bis auf die KorrektionsgriiBe 1 - e - -AT und was damit zusammenhangt. 

Unsold, Sternatmosphiiren. 4 
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Tabelle 10. Relative Gradienten gegen Polaris (F 8). 

SpektraJgebiet A 4000-5000 A 4260-6320 A 4500-6400 
Schwerpunkt 4500 5290 5450 

---- "" --- ~ 

I ROSENBERG \ GREENWICH I I SpektraJ- WILSING 
Stern JENSEN JENSEN SCHEINER- JENSEN typus 

MUNCH I 

£ Ori Oe5 -- - 2,10 _._-- -- -

I 
-1,32 

yCas. BOp -2,10 -1,47 -0,97 -0,78 -0,41 -0,67 
sOri . Bo -2,09 -1,97 - -- --

I 
-1,12 

17 UMa B3 -- 2,01 -1,79 -1,27 -1,33 -1,17 -1,41 
ex Leo B8 --1,82 -·1,89 -1,12 -1,34 -1,07 -1,27 
exCrB AO -2,26 -- 1,59 -1,03 -1,14 --1,16 -- 1,05 
ex Lyr AO -1,86 -1.59 -1,04 -1,17 -0,98 -1,10 
exCyg cA2p -1,84 -- 1,28 var. - --0,98 -0,66 
exAql A5 -1,31 -0,99 -0,62 -0,74 -0,75 -0,68 
exCMi F5 -0,68 -- 0,72 -- -- -0,55 -0,15 
ex UMi F8 ° ° ° ° ° ° ex Aur GO +0,44 +0,40 +0,45 +0,43 (-0,50) +0,46 
17 Dra G5 + 1,06 + 1,11 - - +0,42 +0,60 
ex Boo Ko + 1,88 +2,17 -- - ---- + 1,30 + 1,34 
ex Tau K5 + 3,88 +3,21 -- - + 1,52 + 1.67 
fJ UMi K5 +3,69 +3,08 -- - - + 1,30 + 1,64 
ex Ori Ma +3,80 +3,57 - - +2,20 +2,32 

Nun endlich zur Diskussion der Beobachtungen! Wir betrachten zunachst 
mit H. JENSEN [318] die relativen Gradienten gegen Polaris (Spektraltyp F 8) 
und zwar vergleichen wir in Tabelle 10 die in verschiedenen Spektralgebieten 
bestimmten Werte der schon besprochenen Beobachtungsreihen miteinander. 

Die Ubereinstimmung der verschiedenen Beobachter ist so gut, wie man 
dies bei der Schwierigkeit solcher spektralphotometrischer Messungen eben 
erwarten kann. Aber die Gradienten zeigen einen unerwartet groBen Gang 
mit der Wellenlange: 

Legen wir rx UMi eine Farbtemperatur von 6000° K bei (auf die absolute 
Festlegung der Skala kommen wir gleich zu sprechen; hier handelt es sich nur 
urn die GroBenordnung), so sollte z. B. der relative Gradient eines Sternes 
mit T = 20000° K nach Tabelle 9 sein: 

bei A 4500 und LI rp = -1,501 D·ff 0 06 
und bei A 5450 LI rp = -1,44 fl. , . 

Nach der Seite der niedrigen Temperaturen sollte die Wellenlangenabhangigkeit 
der Gradienten noch kleiner werden. Es kann demnach kein Zweifel daran 
bestehen, daB die Sterne nicht durchweg wie schwarze Korper strahlen und zwar 
ist die Temperaturabhangigkeit der Strahlungsintensitat im Violett relativ zu 
der im Rot starker, als man nach dem PLANcKschen Strahlungsgesetz erwarten 
soUte. Ob diese Abweichungen vom PLANcKschen Gesetz den heiBeren oder 
den kiihleren Sternen, dem lang- oder kurzwelligen Spektralbereich zuzuordnen 
sind, kann erst der AnschluB an den schwarzen Korper lehren. Die Genauigkeit 
der vorliegenden Messungen reicht - urn dieses Ergebnis vorwegzunehmen -
zur Entscheidung dieser Frage noch nicht aus. 

Anschliisse von Sternspektren an den schwarzen Korper (bzw. geeichte 
Normallichtquellen) sind, wie schon erwahnt, ausgefUhrt worden von WILSING, 
SCHEINER und MUNCH [335-337], ROSENBERG [327], GREAVES, DAVIDSON 
und MARTIN 1311] und auBerdem - mit der schon in Kap. II,11 beschriebenen 
Methodik - von H. H. PLASKETT [326] fUr das Gebiet A 4000--6760. Man 
pflegt die Ergebnisse dieser Messungen so zu formulieren, daB man die Farb-
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temperaturen von Stemen bestimmter Spektraltypen angibt. Die gefundenen 
Werte zeigen eine sehr starke Streuung. Diese dtirfte zum Teil in der auBer
ordentlichen Schwierigkeit solcher Messungen (die Temperatur des schwarzen 
Korpers muB sehr genau bekannt sein; dazu kommt die Extinktionsbestimmung, 
die Dberbrtickung groBer Helligkeitsverhiiltnisse u. a.) begriindet sein, teilweise 
aber auch in der Abhangigkeit der relativen Gradienten von der WellenHinge 
(Tabelle 10!), welche die Beschreibung der Energieverteilung durch eine Tempe
ratur T iiberhaupt illusorisch macht. Bei den Stemen der "friihen" Spektral
typen 0, BundA, die hauptsachlich in niederen galaktischen Breiten vorkommen, 
macht sich iiberdies noch vielfach die "Rotung" durch interstellare Materie 
in ziemlich unberechenbarer Weise geltend. Die Ergebnisse der verschiedenen 
Beobachter im einzelnen wiederzugeben, wiirde zu weit fiihren. Fiir die Tempe
ratur eines A O-Stemes z. B. finden WILSING, SCHEINER und MUNCH T "-'10000°; 
ROSENBERG urspriinglich ,,-,28000°, eine Neureduktion von BRILL (der die 
Abweichungen yom schwarzen Korper in einer auch nicht weiter zu recht
fertigenden Weise zu korrigieren versucht) "-'12000°; GREAVES, DAVIDSON 
und MARTIN gaben in ihrer ersten Hauptpublikation [309J T = 14300°, in 
ihrer neuesten Veroffentlichung [311J dagegen 18000° K an. Wir konnen also 
unsere Erorterungen wohl folgendermaBen zusammenfassen: 

1. Die Messungen relativer Gradienten sind ziemlich zuverlassig. 
2. Ihre Wellenlangenabhangigkeit entspricht nicht dem PLANcKschen Gesetz 

der Hohlraumstrahlung. 
3. Die Festlegung absoluter Gradienten durch AnschluB an den schwarzen 

Korper ist noch sehr unvollkommen. 
Trotz dieser Schwierigkeiten wird es zunachst zweckmaBig sein, eine -

wenn auch nur groBenordnungsmaBig definierte - Farbtemperaturskala der 
Steme aufzustellen und sogar versuchsweise diese Farbtemperaturen als wirkliche 
Temperaturen zu betrachten, d. h. aus der spektralen Intensitatsverteilung auf 
die absolute Strahlungsintensitat zu schlieBen. Diese Hypothese erwies sich 
bei der Sonne (GO-Stem) als brauchbare Approximation und so diirfte sie 
auch bei den Stemen naherungsweise giiltig sein. 

Wir legen im folgenden nach BRILL [313 u. 308J eine Temperaturskala 
zugrunde, die etwa dem Bereich der WILSINGschen Messungen (A. 4500--6400) 
entspricht und auch schon die spater noch zu erwahnenden Messungen von 
Farbindizes mitbeniitzt. Auf die Teilung der Spektralsequenz von Go ab 
werden wir ebenfalls noch zuriickkommen. 

Tabelle 11- Farbtemperaturskala (A 4500-6400). 

BO Ao A5 Fo F5 

22000 13500 10500 8550 7000 

Go G5 KO K5 Mo 

Riesen. 5800 4860 4370 3460 3240 
Zwerge . i 6400 5700 5400 4280 3530 

Man konnte die Frage aufwerfen, ob nicht die Abweichungen der Intensitats
verteilung in den Stemspektren yom PLANcKschen Strahlungsgesetz nur durch 
das ZusammenflieBen von FRAUNHOFERschen Linien bedingt sind!. C. T. ELVEY 
und 0. STRUVE [310J haben nachgewiesen, daB bei manchen A-Stemen die 

1 Hierzu auch: G. SHAJN, IVI. N. 94, 642 (1934). 

4* 
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Flugel der breiten Wasserstofflinien schon zwischen Hy und H6 (A 4340 bzw. 
4102) zusammenflieBen. Weiterhin haben die Messungen von MULDERS (vgl. 
Abschn. 14) gezeigt, daB das Spektrum der Sonne (GO) durch zusammen
flieBende Linien schon betrachtlich entstellt wird. Man muB erwarten, daB 
bei kuhleren Stern en (Bandenabsorption!) dieser Effekt noch viel starker in 
Erscheinung tritt. Ein Teil der beobachteten Abweichungen yom PLANcKschen 
Gesetz kann also wohl auf dieser Ursache beruhen. Aber selbst wenn es gelange, 
(die Wichtigkeit einer solchen Untersuchung solI nicht herabgesetzt werden), den 
EinfluB der Linien zu eliminieren und also das "wahre" kontinuierliche Spektrum 
zu messen, so ware zunachst wenig gewonnen: Bei den A-Sternen schlieBt sich 
bekanntlich an die Grenze der BALMER-Serie eine ausgepragte kontinuierliche 
Absorption an, die ad oculos demonstriert, daB die Intensitatsverteilung in 
Sternspektren wesentlich durch die Wellenlangenabhangigkeit des kontinuierlichen 
Absorptionskoe//izienten mitbedingt ist. Einer wirklichen Deutung der konti
nuierlichen Sternspektren muB also erst eine Theorie des kontinuierlichen Absorp
tionskoe//izienten vorangehen. Den vielen Versuchen, die Energieverteilungs
kurven der Sterne etwas besser oder schlechter in das Schema der PLANcKschen 
Funktion zu pressen [334 u. a.], mochten wir daher keine groBe Bedeutung 
beimessen. 

Wir werden in den folgenden Kapiteln die kontinuierlichen Spektren der 
Sterne einer eingehenden theoretischen Behandlung unterwerfen. Zunachst aber 
wollen wir die Temperaturen der Tabelle 11 benutzen, urn uns einen Dberblick 
uber die sonstigen Eigenschaften der Sterne zu verschaffen, wenn wir auch 
damit rechnen mussen, daB unsere numerischen Ergebnisse spater eventuell 
einer Revision bedurfen. 

18. Visuelle, photographische und bolometrische Helligkeit 
der Sterne. Farbenindizes. Absolute Helligkeit 1. 

Die Strahlungsintensitat (vgl. Abschn. 1) an der Oberflache eines Sternes 
der Temperatur T ist bei der Wellenlange A nach der PLANcKschen Formel 
(7,30) - deren Anwendbarkeit wir im folgenden voraussetzen -

(18,1) 

c, 

Die letztere Schreibweise ist vielfach bequem, weil in praxi meist e-). T <: 1 ist. 
Die gesamte Ausstrahlung eines Sternes yom Radius R (pro Wellenlangenbereich 1) 
wird dann 

4n R2. n I). ergjsek. ( 18,2) 

In der Astronomie ist es nun ublich, Helligkeitsverhaltnisse in GrofJenklassen m 
auszudrucken gemaB der Definitionsgleichung 

Ll m = - 2,5 LlloglOf. (18,3) 

Einer Helligkeitsabnahme urn einen F aktor 10 entspricht also j eweils eine Zunahme 
von 2,5 GroBenklassen. Die Wahl dieser hOchst unrationellen Definition ist 
nur aus historischen und physiologischen (WEBER-FECHNERsches Gesetz) 
Erwagungen verstandlich. Aus der neueren Entwicklung der Astrophysik wird 

1 In diesem und dem folgenden Abschnitt schlieJ3en wir uns ziemlich eng an die - kaum 
zu iibertreffende - Darstellung des RUSSELLschen Buches an. 1m Interesse der Geschlossen
heit des vorliegenden Buches konnten wir uns nicht mit einem bloJ3en Hinweis auf RUSSELL 
begniigen. 
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man sie moglichst fernhalten1 . Der Nullpunkt der GroBenklassenziihlung 
wird durch Aufweisung festgelegt (s. unten). 

Nach (18,1 bis 3) konnen wir nun das GroBenklassensystem fiir die Wellen
Hi.nge A. festlegen durch: 

m;. = C;.- 510gR + 2,5 loge . AC'}- + 2,5 log (1-e- ;.c~ ) l 
I R 1.560 J m;. = c). - 5 og + ··X T· + x. 

als Funktion von \5;0 hat folgende Werle: 

5,0 4,0 3,0 2,0 1,0 1 
Die KorrektionsgroBe x 

1.56 . 
;:y' 

--0,01 -0,03 -0,07 -0,19 -0,55. J x 

( 18,4) 

(18,5) 

Die "effektive" W ellenltinge A. ist nun beim System der visuellen bzw. photo
graphischen Helligkeiten im wesentlichen festgelegt durch das Empfindlichkeits
maximum des Auges (genau genommen wieder von der Helligkeit abhangig!) 
und der photographischen Platte. Daneben spielen eine Rolle die Durchlassigkeit 
der beniitzten Optik und der Atmosphare. Da sich in Wirklichkeit diese Empfind
lichkeitsbereiche iiber ein gewisses Wellenlangengebiet erstrecken, werden die 
effektiven Wellenlangen beim Obergang von heiBen zu kiihleren Stemen etwas 
anwachsen. Fiir unsere Zwecke geniigt es, mit konstanten Mittelwerlen zu 
rechnen und zwar wahlen wir sie entsprechend dem System der visuellen bzw. 
photographischen HARVARD-Photometrie zu 

Avis = 5290 A und Aphot = 4250 A. (18,6) 

Die gegenseitigen Beziehungen von Cvis und Cphot werden (fUr alle photometrischen 
Systeme) durch die Obereinkunft festgelegt, daB fUr Ao-Sterne die visuelle 
und photographische Helligkeit iibereinstimmen sollen. Wenn wir mit RUSSELL 
[1] die Temperatur eines AO-Sternes T = 11200° K setzen, so ergibt sich 
mit den effektiven Wellenlangen (18,6) Cvis-Cpbot = + 0,64 (der BRILLsche 
Werl T = 13500° fUhrt zu Cvis- Cphot = 0,56). Setzen wir noch die gemeinsame 
Konstante 2 beider Helligkeitssysteme gleich mo, so erhaIten wir schlieBlich: 

m. = mo + 0,64 - 5 log R + 29 iOO + Xv 1 
36700 (18,7) 

mp = mo - 5 log R + -T- + xp. 

Neben der visuellen und photographischen Helligkeit gewinnt immer gr6Bere 
Bedeutung die von A. S. EDDINGTON [5J und E. HERTZSPRUNG [314J eingefiihrte 
"bolometrische H elligkeit", we1che die Gesamtstrahlung des Sternes charakterisiert. 
Nach dem STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz ist diese 

4nR2· a p 
Wir konnen also schreiben 

mbol = Cb - 5 log R - 10 log T (18,8) 

Die Beziehung zwischen Cb und Cv wird per definitionem so festgelegt, daB die 
Differenz mv-mb bei ihrem Minimum (nach Gl. (18,7 u. 8) TR::! 6800°) ver
schwindet. Man erhalt dementsprechend: 

mb = mo + 43,27- 5 log R-1010g T. (18,9) 

1 Wenn man schon die Intensitatsverteilung in Linienkonturen u. dgl. Dinge in GroBen
klassen angibt, mliBte man auch die Lichtgeschwindigkeit in babylonischen Schuh pro 
Mondtag oder ahnlichen Einheiten notieren! 

2 Diese hangt noch von der Parallaxe des Sternes ab! 
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Die Differenz zwischen photographischer und visueller Helligkeit eines 
Sternes bezeichnet man als seinen Farbenindex C. Wenn man die effektiven 
WellenHingen (genauer gesagt die spektralen Empfindlichkeitskurven) der ver
wendeten photometrischen Systeme kennt, kann man von C ohne weiteres 
auf die Sterntemperatur zuruckschlieBen. 

Fur die Harvardsysteme ist in der hier betrachteten Naherung - die 
Korrektion xp- Xv kann vernachlassigt werden - nach (18,7): 

C = mp-mv = 7400/T -0,64 (18,10) 
Die nach dieser Formel aus den KINGS chen Farbenindexbeobachtungen 
(Harvard) fUr die verschiedenen Spektraltypen abgeleiteten Temperaturen 1 

(vgl. RUSSELL [1J S.734, BRILL [304J u. a.) stimmen gut mit der aus dem 

1 

/ l-

x V: 
~ /~ 

I. 
x/. 

~ xL. 
I . 

gesamten in Betracht kommenden 
Beobachtungsmaterial von A. BRILL 
kompilierten Skala unserer Tabelle 11 
uberein. 

1m Zusammenhang mit theore
tisch -astroph ysikalischen Pro blemen 
ist noch von besonderem Interesse 
die sog. bolometrische Korrektion: 

+ 10 log T + 29.}.00 + Xv (18,11) \ 
~ x 

0,5 t, 

LI mb = mv-mb = -42,63 + I 
in unserer Naherung. Sie gestattet, 
aus der visuell beobachteten Hellig
keit auf die Gesamtstrahlung eines 
Sternes zu schlieBen. (DaB die An-0,0 

I. 
'. 
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x lfef'lzs,Prllng 
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• ;Viiher~/l9(tl/.18.1t} 
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20000"/( nahme schwarzer Strahlung hier be

Fig.28. Bolometrische Korrektion L1 mb = mv - mb' 

sonders gefahrlich ist, braucht kaum 
betont zu werden!). Fig. 28 gibt die 
nach (18,11) berechneten, sowie die 

erheblich genaueren Werte, die HERTZSPRUNG [314J und EDDINGTON [5J 
unter Benutzung der genauen Empfindlichkeitsfunktion des Auges durch 
numerische Integration erhalten haben 2. 

Die VerhaItnisse bei ext rem hohen Temperaturen hat S. R. PIKE [325J 
untersucht, sie sind wichtig fUr die Theorie der Novae, der planetarischen Nebel 
und verwandte Probleme. 1m Gebiet des RAYLEIGH-JEANsschen Strahlungs-

gesetzes (AC~ <: 1) wird nach (7,40), (18,2 u. 3): 

mv = mo + 11,72- Slog R- 2,5 log T 
und mit (18,10) 

LI mb F:::! - 31,55 + 7,5 . log T. 

(18,12) 

(18,13) 

Die von S. R. PIKE berechneten LI mb sind in der folgenden Tabelle 12 zusammen 
mit den nach der - naturlich nicht so genauen (vgl. auBerdem die vorhergehenden 
Anm.) -- asymptotischen Formel (18,13) fur T> 50000° berechneten Werten 
angegeben. 

1 Auf die weiteren indirekten Methoden zur Messung von Sterntemperaturen, wie 
WILSINGS Rotkeilmethode, NORDMANNS Dreifarbenphotometer, Messung von Warme
indizes, Wasserzellenabsorption u. dgl. einzugehen, wurde zu weit von unserem eigentlichen 
Ziele abfuhren. 

2 Ihre Zahlenwerte liegen fur groBe T etwas hoher als die nach (18,11) berechneten, 
entsprechen der Violettverschiebung der effektiven Wellenlange. Weshalb sie bei niedrigen T 
tiefer liegen, ist nicht ohne weiteres zu ersehen. 
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Tabelle 

T·1O-' 12 

Ll {Nach PIKE [325] 
mb Gl. (18,13) 

Bis jetzt haben wir den Nullpunkt unserer Helligkeitssysteme und damit 
die Konstante mo der Gl. (18,7) in ziemlich unrationeller Weise festgelegt. Urn 
zu GraBen zu gelangen, die nur noch mit dem betrachteten Stern selbst zu
sammenhiingen, fUhren wir den Begriff der absoluten Helligkeit M ein. Er gibt 
in GraBenklassen (visuell oder photographisch; bei Ao sollen beide Systeme 
iibereinstimmen) die Helligkeit an, die der betreffende Stern bekame, wenn er 
in eine Entfernung von 10 parsec (= 32,6 Licht jahre; SternparaIlaxe von 0';1) 
vom Beobachter gestellt wiirde. Es ist also wegen der Abnahme der Helligkeit 
mit dem Quadrat der Entfernung (auEerdem muE fUr p = 1/10" M = m werden): 

M-m=S+Slogp, (18,14) 
wo p die Parallaxe des Sternes in Bogensekunden bedeutet (seine Entfernung 
ist 1/P parsek). Schreiben wir nun nach (18,7) 

Mv = konst. -- Slog R + 29S00/T + XV (18,1S) 
und setzen rechts die fUr die Sonne geltenden Zahlenwerte R = 1 Sonnenradius 
(wir rechnen im folgenden aIle Sterndurchmesser am einfachsten in dieser 
Einheit), T = 6000° und M = 4':'83 einl, so ergibt sich fUr die Konstante der 
Wert -0,08 und wir erhalten schlieBlich 

29500 Mv =--0,08- SlogR + -T-+ XV 

36700 
Mp = -0,72- Slog R + -----y- + xp. 

(18,16) 

19. Sterndurchmesser. RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm. 
Riesen- und Zwergsterne. Vorlaufiges tiber spektroskopische 

Parallaxen. 
Sind fUr einen Stern die scheinbare Helligkeit (wir schreiben die folgenden 

Gleichungen fUr visuelle Helligkeiten; die beim Dbergang zu photographischen 
Helligkeiten notigen Anderungen sind trivial) mu und die Parallaxe p bekannt, 
so kann man zunachst a us (18,14) 

Mv = mv + 5 (logp + 1) (19,1) 
seine absolute visuelle Helligkeit Mv und weiterhin aus (18,16) 

Mv = - 0,08-- Slog R + 29 500fT + Xv (19,2) 
seinen Radius R (Sonnenradius = 1) berechnen, wenn die Temperatur Taus 
spektralphotometrischen Messungen bzw. Farbenindex oder Spektraltyp be
kannt ist. 

1st die Parallaxe p nicht bekannt, so muE man sich mit der Ermittlung des 
scheinbaren Sterndurchmessers d (in Bogensekunden) begniigen: Aus der Ent
fernung 1/P parsek (entsprechend einer Sternparallaxe von P") erscheint der 
Erdbahnradius = 107 Sonnendurchmesser unter dem Winkel p". Ein Stern 
vom R-fachen Durchmesser der Sonne erscheint also unter dem Winkel 

p.R 
d" = 107 Bogensekunden. (19,3) 

1 Unter Beriicksichtigung der Entfernung nach (18,14) berechnet aus der im System 
der visuellen Sternhelligkeiten gemessenen Helligkeit der Sonne. 
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Mit (19,1 u. 2) erMlt man daraus ohne weiteres 

log d" = - 0,20' mv + 5900/T - 3,05 + 0,20 Xv • (19,4 ) 

Die so berechenbaren Winkeldurchmesser erreichen im giinstigsten Fall (()( Orionis) 
die GroBe d = 0"048. 

Auf die am MT. WILSoN-Observatorium mit dem MICHELSON-Interferometer 
von PEASE [324, dort eingehende LiteraturangabenJ ausgefiihrten direkten 
Messungen von d" braucht hier wohl nur hingewiesen zu werden. Die gute 
Dbereinstimmung der gemessenen und der nach (19,4) berechneten Winkel-

durchmeser kann als BesHi-
I---'k'-..-+-+-+"--'"I--~-'--+-t--t-"~c-+-+-+-+"~~~r- tigung der Annahme gebucht 

" "~ .......... " 1 .... werden, daB die betreffenden 
_5~1\.>d----+0-+~~..-+--+-+"-+"~~-+-+"'-.._+~~_t_t1'-I0- Sterne wie schwarze Korper 

" "r--..... "r--..... i"--r-... strahlen. 
,"-..... , ; -......~ ""-":I-... I )--.~ Man darf jedoch einerseits 

'\.0 , \ ,,-: -......,... I I ""'f-.. auf die genauen Zahlenwerte 
~~,~ \ I ~' .......... : I ! ........ .:....,' I r--..... I 

"j ~ q '",,- : / / ~~ I Ii- der interferometrisch gemes-
I\.B~~ Ao\A5 !,o--f../l}f80 85 it-f,~, Ijf{~ '-... senen d" kein zu groBes Ge-

o i"-- .,~ ~ i I l'-...t. II "Ir-... wicht legen, da bei der A us-
. , wertung der Interferometer-

" 
I'- \ \ i,\ : T'f...... /1 1'i'J'..... L ~ beobachtungen eine - zur Zeit 

't-...\; ~ I "N / I""'l~ No 1 "l \ I 1-""" ..... noch ziemlich unsichere -
("" i ~ ("',........ il r--.....r-... t, Annahme iiber den Mitte-

+51\. Nil ['-.. ..... 1/ If!'.r-... T" Rand - Kontrast (vgl. auch 
'" ~ onti \ "lr-.... 'I 1"--, Abschn. 13) des betreffenden 

r-j i'-.... ! ", ....... , 1 I I~, ~ Sternes gemacht werden muB 
KJ' ~. i ,,;/-,! / i"--t-... (resultierende Unsicherheit 

'" --"~ f"'<:.r-... "'-.. I von d: ,.....,± 10%). Anderer-
r-----?--d~-t----r-t--"t-'''+:,-+-+-+~:'''-..C"+-+-t--t'~K'r-j seits sind auch die in (19,4) 

+101\. i'-.... ~I I "'"-, f'...r-... eingehenden Temperaturen 
I"-- . i I"N ~ ~ s gerade bei den K- und M-

'" "'k ! .......... '" r--........ Stern en (urn die es sich durch-
I"i. I ~ I" weg handelt) wegen der star-

1,,*,-1.. i ~ i i-"""r-.... i"--, ' ken Verzerrung des konti-
~ : ~ ~ rZ nuierlichen Spektrums durch 

2 !f'10~- J 'I Linien- und Bandenabsorp-
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+15 45 

--- 1-10-3 man als Unsicherheit der 
Fig. 29. Verknupfung von vis. absoluter Helligkeit Mn Sternradius 
R (Sonnenradius ~ 1), Temperalur T (bzw. c,IT) und Speklrallypus. 
RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm der Sterne mit ffll) heller als 1,6. 

Temperatur ,....., ± 1500 an, so 
fUhrt dies in d" zu einer sol
chen von,....., ± 20%). 

Eine direkte Bestimmung von wahren Sternradien R ist weiterhin noch 
moglich bei Verfinsterungsveranderlichen, deren Bewegung auch spektroskopisch 
beobachtet ist. Da jedoch fUr solche Objekte fast keine Parallaxen vorliegen, 
konnen die Gl. (19,2 oder 4) nicht nachgepriift werden. Wir wollen daher auf 
diese Dinge hier nicht weiter eingehen. 

In Fig. 29 ist zunachst noch einmal der durch Gl. (18,16) gegebene Zu
sammenhang zwischen visueller absoluter Helligkeit Mv, Temperatur T und 
Sternradius R dargestellt. Nach Tabelle 11 wiirde jedem Spektraltyp eine 
bestimmte Temperatur entsprechen. Dies trifft aber - wie genauere Unter
suchungen zeigen - nur naherungsweise zu, diese Temperatur hangt vielmehr 
noch etwas von der absoluten Helligkeit des Sternes ab und zwar bei ver
schiedenen Spektraltypen in verschiedener Weise. Die in unserer Figur ein-
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gezeichneten Linien "konstanten Spektraltypus" sind einer statistischen Unter
suchung von B. STICKER [330; vgl. auch W. BECKER 302J entnommen, die 
sich auf das 1930 vorhandene Material an Sterntemperaturen (hauptsachlich 
aus Farbenindizes) und absoluten Helligkeiten (Parallaxen) stutzt. - Auf die 
Frage nach der Deutung dieser Kurven kommen wir spater zuruck; einstweilen 
konnen wir sie ebensogut als Definition der Spektraltypen betrachten. 

In ein solches M v, T (bzw. Spektraltyp)-Diagramm haben nun E. HERTZ
SPRUNG und H. N. RUSSELL die wirklichen Sterne eingetragen (in Fig. 29 sind 
als • die Sterne heller als m,. = 1,:,6 eingezeichnet). Dabei zeigte sich, daB sie 
sich in diesem RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm in der Hauptsache nach zwei 

+1 • 
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+3 • 

+5 

+8 
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•• 

•• 

-26;0 
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to 

Gruppen sondern: Die Riesensterne (Durchmesser 
bis zu 300 Sonnenradien!), deren absolute Hellig
keiten langs der ganzen Spektralreihe sich urn 
Mv I'::::i 0 gruppieren und die Zwergsterne, deren Mv 
in gesetzmaBiger Weise von ""-3m bei Bo uber 
+4':'8 bei GO (Sonne) auf"" + 10m bei MO abneh
men. Neuerdings bezeichnet man die 2. Gruppe -
der die Mehrzahl der Sterne angehOrt - auch als 
Hauptsequenz. 

Eine Untersuchung von E. HERTZSPRUNG [317J !;; +7 

iiber die Beziehung zwischen Farbenindex und mp ~+8 
bei den Plejaden (man hat damit eine Gruppe ~ +9 

gleich weit entfernter Sterne und vermeidet die +10 

Fehler der Parallaxenmessung!) zeigt, daB die +11 • • 

• 
• 
• 
• .. 
.'C H auptsequenz ziemlich scharf definiert ist; die 

Schwankungen in mv sind bei festgehaltenem 
Farbenindex < 0':'5. Die Gruppe der Riesensterne 
ist nicht so scharf definiert. AuBer Riesen- und 
Zwergsternen kennt man noch einige Sterne mit 
hoher Temperatur und kleiner absoluter Helligkeit, 
die sog. weiBen Zwerge (Siriusbegleiter u. a.). 

Die in Fig. 29 eingezeichneten Sterne (heller 
als 1,6 mv) geben naturlich noch kein Bild der 
wahren statistischen Verteilung der Sterne im 
RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm, da wir - in
folge der Auswahl nach scheinbarer Helligkeit -
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Fig. 30. RussELL-HERTzsPRuNG-Dia
gramm fur die nachsten Sterne [320) 
(r < 5 parsek). 21 einfache, 6 doppelte 
und 2 dreifache Sterne; zusammen 
39 Sterne. Darunter sind 3 weiLle 
Zwerge, aber noch kein Riesenstern! 

die Sterne mit groBer Absoluthelligkeit stark bevorzugt haben. Urn ein 
statistisch richtiges Bild zu bekommen, muB man versuchen, einen be
stimmten Raum moglichst vollstandig zu erfassen. Fig. 30 gibt nach A. V. 

MAANEN [320J das RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm fUr die Umgebung der 
Sonne bis zu einer Entfernung von r = 5 parsek. Die "Bevolkerung" dieses 
Gebietes durfte heute wenigstens einigermaBen vollstandig bekannt sein. Die 
Figur bestatigt zunachst die gute Definiertheit der Hauptsequenz. Sie zeigt 
weiterhin, daB die Riesensterne relativ sehr selten sind, wahrend die schein bare 
Seltenheit der weiBen Zwergsterne im wesentlichen durch die Schwierigkeit 
ihrer Entdeckung bedingt wird. . 

Um auch die SteHung der Riesensterne im RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm 
durch ein groBeres Beobachtungsmaterial zu belegen, geben wir in Fig. 31 noch 
ein von J. J. NASSAU und MCCUSKEY [323J aus etwa 4000 trigonometrischen 
ParaHaxenmessungen konstruiertes Diagramm wieder. 

Wir haben schon in TabeHe 11 und Fig. 29 darauf hingewiesen, daB inner
halb ein und desselben Spektraltypus die Temperatur der Riesensterne von 
der der Zwergsterne etwas verschieden ist. Genauer gesagt ist offenbar 
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entsprechend Fig. 29 fUr einen bestimmten Spektraltyp T eine Funktion von 
Mv, d. h. t (Mv, T) = O. Wie ist das zu erkHiren? Wie wir im nachsten Abschnitt 
sehen werden, liegen die M assen der meisten Sterne in dem engen Intervall 
von """0,2 bis 10 Sonnenmassen. Die Riesensterne miissen also eine sehr viel 
geringere Dichte als die Zwergsterne haben. Nun hangt aber das Spektrum 
eines Sternes - wie die Ionisationstheorie verstehen laBt -- nicht nur von der 
Temperatur, sondern auch vom Druck (bzw. Dichte) abo Wenn man also den 
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Spektraltypus durch die 
Konstanz irgendwelcher 
Bedingungen definiert, so 
kann dies nur hei/3en: 
Spektraltyp = Fkt (Mv,T). 
Bei den kiihleren Stemen 
wird der Spektraltyp offen
bar nach dem mittleren 
Ionisationsgrad der Stern
atmosphare beurteilt. Man 
kann denselben Ionisations
grad aber offenbar erhal
ten bei kleinem Druck 
und niederer Temperatur 
oder gr6/3erem Druck und 
h6herer Temperatur; d. h. 
innerhalb eines bestimm
ten Spektraltypus sind die 
Riesensterne kiihler als 
die Zwergsterne, in Uber
einstimmung mit der Beo b
achtung. Der entgegenge
setzte Gang bei B- und A
Stemen ist nicht so leicht 
zu verstehen. Wir werden 
spater allen diesen Fragen 
mit besserem Riistzeug 
entgegentreten. 

Wenn zwischen den 
Stemen ein und desselben 
Spektraltypus, aber ver

schiedener absoluter Helligkeit (Fig. 29), hinsichtlich Dichte und Temperatur 
noch Unterschiede bestehen, sollten dann ihre Spektren nicht - trotz der 
allgemeinen Ahnlichkeit --- noch feinere Unterschiede aufweisen? Diese wurden 
in der Tat - nachdem HERTZSPRUNG schon in ahnlicher Richtung gearbeitet 
hatte -- 1914 von W. S. ADAMS und A. KOHLSCHUTTER [301J auf empirischem 
Wege gefunden. Sie entdeckten, da/3 jeweils fUr Sterne einer bestimmten 
Spektralklasse das (geschatzte) Intensitatsverhaltnis gewisser Linienpaare ein 
Kriterium fUr die absolute Helligkeit ist. Da man aus der absoluten und der 
scheinbaren Helligkeit nach (19,1) leicht die Parallaxe berechnen kann, spricht 
man von der Methode der spektroskopischen Parallaxen. Eine genauere Theorie 
der bei ADAMS und KOHLSCHUTTER und spateren Untersuchungen beniitzten 
Kriterien k6nnen wir jetzt noch nicht entwickeln, doch sei darauf hingewiesen, 
da/3 die Ionisationstheorie das Verhalten der Metallinien im wesentlichen richtig 
darstellt, wahrend bei den Wasserstoff- und Heliumlinien au/3erdem direkte 
Druckverbreiterung eine erhebliche Rolle spielt. 

Fig. 31. RUSSELL-HERTZSPRUNG-Diagramm nach trigonometrischen Par
allaxenmessungen [323]. Die Streuung in MI' wird dargestellt durch die 
Rohe der Rechtecke. Deren Breite entspricht der Anzahl der MeBwerte 

pro Gruppe. 
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20. Die Massen der Sterne. EDDINGTONs Masse-Leuchtkraft
Beziehung. Schwerebeschleunigung an den SternoberfUichen. 

Eine direkte Bestimmung der Masse fh eines Sternes ist nur mi:iglich bei 
visuellen und spektroskopischen Doppelsternen sowie Verfinsterungsverander
lichen. Wir miissen also vorlaufig die Arbeitshypothese beniitzen, daB derartige 
Sterne, trotzdem sie mi:iglicherweise einen anderen Entwicklungsgang hatten 
als einfache Sterne, sonst dieselben physikalischen Eigenschaften besitzen wie 
diese. Die Gesamtheit der spektroskopischen Beobachtungen spricht durchaus 
fUr die - zum mindesten sehr weitgehende - Richtigkeit dieser Annahme. 

Die Beziehungen der Masse fh zu den anderen Charakteristiken eines Sternes 
blieben lange Zeit dunkel, bis A. S. EDDINGTON (1924) auf Grund der Theorie 
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Fig. 32. Die Massenhelligkeitskurve (nach A. S. EDDINGTON [5)). 0 Erst· 
klassige Bestimmungen. • Bestimmungen zweiter Klasse (weniger zuver

lassig). X Verfinsteruogsveranderliche. 0 Cepheiden. 

lungsgeschwindigkeit der Sonne nach LORD KELVIN weisen darauf hin, daB die 
Strahlungsenergie der Sonne und der Sterne subatomaren Quellen entstammt. 
1m stationiiren Zustand muB also die Leuchtkraft eines Sternes - aus der ab
soluten bolometrischen Helligkeit Mb leicht zu berechnen - gleich sein der im 
Sterninneren pro sek erzeugten Energie. 

Denken wir uns nun eine Masse fh mit bestimmten Energiequellen L ergjsek 
zunachst irgendwie im Raum verteilt, so wird sie einer Konfiguration zustreben, 
in welcher Gas- und Strahlungsdruck und die gegenseitige Anziehung der 
Materie einander das Gleichgewicht halten. Mit anderen Worten: Es bildet 
sich ein Stem, dessen Radius R durch Lund fl eindeutig festgelegt ist. Da 
weiterhin L = 4:n; R2 . (f P, so ist auch seine Oberflachentemperatur T bestimmt. 

Ganz unabhangig von irgendwelchen speziellen Annahmen fiber das Stern
innere kommen wir also auf eine Relation der Form 

<p (Mb,fl, T) = O. (20,1) 

1 Eine zunachst noch iibrige Unstimmigkeit konnte 1932 von B. STROMGREN [Z. S. f. Ap. 
4, 118 (1932)], EDDINGTON [M. N. 92, 471 (1932)] u.A. behoben werden mit Hilfe der -
auch durch spektroskopische Beobachtungen gestiitzten - Annahme, daB die Sterne zum 
groBen Teil aus Wasserstoff bestehen. 
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Um die Funktion cp naher festzulegen, hat nun EDDINGTON [5J im einzelnen 
den Aufbau solcher Sterne berechnet, in deren Innerem durchweg die Zustands
gleichung des idealen Gases gilt. Daneben muB noch - faute de mieux - eine 
Annahme iiber die raumliche Verteilung der Energiequellen gemacht werden; aber 
nachtragliche Kontrollrechnungen zeigen, daB das SehluBresultat von diesen nur 
wenig beeinfluBt wird. Alle iibrigen GraBen sind - wenn wir die Zusammensetzung 
der Sterne (vgl. die letzte Anm.) als bekannt ansehen - durch rein physikalische 
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gen findet EDDINGTON, daB 
die Temperatur T, solange 
man in dem praktiseh vor
kommenden Bereich von 
30000 bis ,......, 3 0 0000 K bleibt, 
in (20,1) nur die Rolle einer 
KorrektionsgraBe spielt und 
spricht deshalb kurz von 
der Masse-Leuchtkraft-Be
ziehung. Sie nimmt die Form 
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an 
M b+2log(T/5200)= I 

= f (log fll . 1(20,2) 

1 0,5 

Beziiglich der Funktion 
f (log fl) fiihrt EDDINGTONS 
Theorie des gasfarmigen 
Sterninneren zu guter Dber
einstimmung mit den Beob
achtungen. In Fig. 32 ist 
die von EDDINGTON berech
nete Kurve zusammen mit 
den entsprechenden Beob
achtungswerten wiedergege-

2 'f. ,O ¥-- 3 If ben. Wegen der Diskussion 
----..,Jo'-:J!-,ZO~I -'-_-'0LI ..J..! -LI --'-_-'--_-"="}..J..'..J..'-J.'-'-' -01-'-' -'L-J''----'-----'J des Beobachtungsmaterials 

_T-10-J im einzelnen sei auf EDDING
Fig. 33. log R und log!, in Abhangigkeit von .1[" und c,/T bzw. T. TONs Buch verwiesen; vgl. 

aueh J. MEURERS [321]. 
Die weitergehende Frage, wie die eharakteristische Verteilung der Sterne 

im HERTZSPRUNG-RusSELL-Diagramm zu erklaren ist oder - mit anderen 
Worten - weshalb nicht alle Wertetripel von M b, fl und T in Wirkliehkeit 
vorkommen, hangt offenbar mit der Physik der Energieerzeugung im Stern
inneren und mit kosmogonischen Problem en zusammen. Alle diese Dinge liegen 
weit auBerhalb des Rahmens der vorliegenden Darstellung. 

Aus Masse fl und Radius Reines Sternes (die entspreehenden Werte fUr die 
Sonne = 1 gesetzt) kannen wir leicht die Sehwerebeschleunigung g an seiner 
Oberflaehe bereehnen. Sie ist fiir die Sonne (vgl. Absehn. 9) 2,74' 104 em· sek-2 

und allgemein: 
g = 2,74 '104fl/R2 em· sek-2 • (20,3) 

Die Zahlenwerte von g und T bestimmen - physikaliseh gesehen - den Aufbau 
einer Sternatmosphare. Wenn wir darangehen werden, eine genauere Theorie 
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der Spektralklassifikation und der spektroskopischen Parallaxenmethoden zu 
entwickeln, mussen wir stets auf diese Parameter zuruckgreifen (aber auch mit 
O. STRUVE erortern, ob sie ausreichen). Andererseits benutzt man in praxi 
meist eine andere Beschreibung: Namlich durch die absolute Helligkeit Mv 
(oder Mp) und die Temperatur T oder den Spektraltyp. 

Urn den Dbergang yom einen System zum anderen zu erleichtern, geben 
wir noch die folgenden Diagramme1 (Fig. 33 u. 34): Als Abszisse ist wie in 

i'.... i..- f.-
fig. 29 c2/T bzw. T (vgl. ~ 
Tabelle 9) gewahlt, als {:.. +2 

Ordinate die bolometrische g, +1 

absolute Helligkeit Mb (Um- ""I -5 

rechnung auf visuelle Hellig

I"'---r- -~ l-F"'" 

keit Mv = Mb + L1 mb mit 
Hilfe von Fig. 28 oder 
der oberen Hilfskurve der 
Fig. 34). Zunachst sind in 
Fig. 33 nach (18,9) die Li
nien R = konst. nochmals 
eingezeichnet. Da fUr die 
Sonne Mb = + 4~85, R =1 
und T ~ 60000 ist, erhalten No 

'0 

wir ~ +5 

Mb =+ 42,63 - } 
- 5 log R -10 log T. (20,4) 

'0 

Die nahezu horizontal 
verlaufenden Kurven geben +~ 
die nach (20,2) und Fig. 32 
berechneten Sternmassen ft. 
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Mit Hilfe dieser beiden 
Kurvenscharen R = konst. 
bzw. ft = konst. sind in 
Fig. 34 nach Gl. (20,3) die +10 
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1'0 3 beschleunigung g gezeichnet 
(alles in logarithmischem 
MaBstab). Der Zusammen
hang zwischen Spektraltyp 
einerseits und T und M v 

Fig. 34:. Schwerebescbleunigung g an der SternoberfHiche in Abhangigkeit 
von M h und calT. Schematisiertes RUSSELL-HERTZSPRUNG~Diagramm. 
Oben Hilfskurve LI mb = Mv-Mb zur Umrechnung von visuellen 

auf bolometrische Helligkeiten. 

andererseits ist schon aus Fig. 29 zu entnehmen. Der besseren Dbersicht wegen 
ist in Fig. 34 nochmals (gestrichelt) die Mittellinie des Riesen- und Zwergastes 
eingetragen. Wahrend der letztere - wie schon bemerkt - ziemlich gut 
definiert ist, sollte die Kurve fUr die Riesensterne mehr als qualitative An
deutung aufgefaBt werden. 

1 Eine ahnliche Darstellung in Tabellenform gibt C. H. PAYNE: The Stars of High 
Luminosity (Harvard Monograph 3, 113 (1930). (Die log g-Werte unserer Fig. 34 unter
scheiden sich von den dortigen selten urn mehr als ± 0,15, was etwa der Unsicherheit der 
Masse-Leuchtkraft-Beziehung entspricht). Der MaBstab unserer Diagramme ist so gewll.hlt. 
daB alle GraBen (R, ft. g usw.) mit der z. Z. uberhaupt erreichbaren Genauigkeit daraus ab
gelesen werden konnen. Wir konnten daher von der Aufnahme ausfiihriicher Tabellen 
absehen. 
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IV. Kapitel. 

Thermische Ionisation und Anregung. 
21. Anregung und Ionisation der Atome bei thermischem 
Gleichgewicht. BOLTZMANNsche und SAHAsche Forme!. 
Nachdem wir im letzten Abschnitt des vorhergehenden Kapitels gezeigt 

haben, wie die Harvard-Sequenz der Sternspektren und die Methoden der 
spektroskopischen Parallaxenbestimmung nach der SAHAschen Theorie der 
thermischen Ionisation in qualitativer Hinsicht erklart werden konnen, wollen 
wir uns nunmehr deren quantitativer Entwicklung zuwenden. 

Betrachten wir zunachst einmal die thermische Anregung der Atome: Bei 
der Temperatur T sei im Mittel die Anzahl der Atome (oder eventuell lonen) 
einer bestimmten Art im s-ten Quantenzustand ns, im Grundzustand (= ooten 
Zustand) dagegen no' Beide Zahlen wollen wir vorerst pro Quantenzelle1 h3 

rechnen, d. h. wir betrachten alle Quantenzustande als einfach bzw. eine Mehr
fachkeit (sog. Entartung) derselben als durch ein schwaches magnetisches Hilfs
feld aufgehoben. Dann ist nach der Grundformel (7,18) der Statistik: 

x. 
ns = e--PY . 
no 

(21,1) 

Xs bedeutet dabei die zur Anregung des s-ten Zustandes yom Grundzustand aus 
erforderliche Anregungsenergie (erg), k wie fruher die BOLTZMANNsche Kon
stante. Wollen wir explizit zum Ausdruck bringen, daB es sich urn Quanten
zustande eines r-fach ionisierten Atoms (neutrales Atom r = 0) handelt, so 
schreiben wir deutlicher 

Ir .• n --
~=e kT. (21,2) 
nr,o 

Da wir die zugrundeliegenden Prinzipien der Statistik (Abschn. 7) LUDWIG 
BOLTZMANN verdanken, so bezeichnen wir diese Formel und ihre Verall
gemeinerung fur entartete Quantenzustande (vgl. Ende dieses Abschnittes) kurz 
als BOLTZMANNsche Formel. 

Die Ionisation, d. h. die Abtrennung eines Elektrons von einem neutralen 
Atom oder einem Ion, konnen wir auffassen als die Anregung eines Zustandes 
mit positiver Energie = der kinetischen Energie des Photoelektrons bzw. -
bei StoBionisation - Sekundarelektrons. Der einzige Unterschied gegenuber 
der thermischen A nregung besteht darin, daB wir im Gebiet positiver Energie 
keine diskreten Quantenzustande mehr haben, sondern die Quantenzellen der 
GroBe h3 - auf die sich ja die ns und no beziehen, aus dem Kontinuum des 
Phasenraumes (vgl. Abschn. 7 und die vorhergehende Anm.) "herausschneiden" 
mussen. 

Urn ein Elektron aus dem Grundzustand des neutralen Atoms zu befreien, 
mussen wir erstens die lonisierungsenergie Xo und zweitens die dem Elektron 
(Masse m) mitgegebene kinetische Energie aufwenden. Bezeichnen wir wieder 
die Lagekoordinaten des Elektrons relativ zum Atomkern - den wir in An
betracht seiner groBen Masse als ruhend betrachten durfen - mit x, y, z und 
die entsprechenden lmpulskoordinaten mit m x = p" ... , so ist zunachst die 
Gesamtenergie des freien Elektrons: 

XO + ';- (X2 + y2 + Z2) = Xo + -2~ (p~ + p~ + p~). (21,3) 

1 Der Phasenraum wird hier gebildet von den Koordinaten x, y. z des Elektrons relativ 
zu "seinem" Atomkern und den entsprechenden Impulskoordinaten p" = m i, py = m y. 
p. = mi:. 
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Befinden sich d n. Elektronen in einem Volumelement d x d y dz = d V und 
liegen ihre Impulskomponenten in den Bereichen px bis px + dpx, py bis 
py + dpp • .. , so "bewohnen" sie im Phasenraum ein Volum dD = dx dy dz 
. dp" dpy dpz oder dDjh3 Quantenzellen. Die Zahl der Elektronen pro Quan
tenzelle ist also: 

dne • h3jdD. 
Die diesen freien Elektronen entsprechende Anzahl der neutralen, im Grund
zustande (= 1 Quantenzelle per def.) befindlichen Atome bezeichnen wir mit no 

Dann gilt entsprechend (21,1) 
1 { 1 (2 .oJ! 2)1 dne _ -liT x·+ 2m P,,+yY+P'f. dPxdpydpz·dV ---e 3 , 

no h 
(21,4) 

oder, wenn wir fiber den ganzen Bereich der Impulskoordinaten und das Volumen 
Ll V der Lagekoordinaten integrieren 1 : 

ne (2nmk T)312 -~ - = 3 • e loT. Ll V. 
no h 

(21,5) 

Da die Koordinaten x, y, z des Elektrons auf ein bestimmtes Ion bezogen waren, 
so ist offenbar das Volum Ll V, dessen GroBe wir bis jetzt noch nicht festgelegt 
haben, so zu wahlen, daB auf Ll V gerade dieses eine Ion entfallt - entsprechend 
der Zuordnung eines gebundenen Elektrons zu einem Atom. Bezeichnen wir 
mit n1 die Zahl der lonen pro em3 (NB. 1), so ist also n1 · Ll V = 1 und es wird 

n . n (2:n m k T)3/2 - ~ ( 6) 
_l __ ~ ------.e loT 21, 

no - h3 

Anstatt ne und no pro Quantenzelle zu rechnen, konnen wir - aIle Quanten
zustande als einfach vorausgesetzt - auch beide Zahlen pro em3 rechnen und 
die linke Seite von Gl. (21,6) auffassen als: 

Zahl der Ionen pro emS Z hI d I k 3 
Z hI d At 3 • a er E e tronen pro em . a er orne pro em 

Entsprechendes gilt sinngemaB ffir die BOLTZMANNsche Gleichung (21,2). 1m 
folgenden werden wir - bis auf weiteres - die Bezeichnungen nv no und ne 
in diesem Sinne gebrauchen. Da weiterhin nach der kinetischen Gastheorie ne 
mit dem Partialdruck der freien Elektronen Pe (dynJcm2) durch die bekannte 
Beziehung 

Pe = n.· k T (21,7) 
verkniipft ist, so erhalten wir: 

~. P _ (2:n m)3/2 (k T)6/2 • e - k~ (21,8) 
no e- h3 

Genau dieselbe Betrachtung konnen wir offensichtlich auf hOhere lonisations
stufen iibertragen: Ebenso wie wir in (21,8) beim neutralen Atom die Haufigkeit 
der Zustande positiver Energie mit der Haufigkeit des tiefsten Zustandes nega
tiver Energie verglichen, so konnen wir dies beim r-fach ionisierten Atom tun 
und erhalten: 

n,+l (2:nm)S/2(kT)612_~ --_.p = .e loT n,' h3 , 
(21,9) 

wo X, die lonisierungsenergie des r-fach geladenen Ions bedeutet. 
Nunmehr miissen wir noch die BOLTZMANNsche Formel (21,2) und die 

SAHAsche Formel (21,9) in einem Punkte verallgemeinern: Die Quantenzustande 
+00 

1 Mit Je-"odx =v;t. 
-00 
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der Atome sind meist nicht einfach, sondem bestehen aus einer Anzahl praktisch 
zusammenfallender Quantenzustande, die z. B. durch ein Magnetfeld von
einander getrennt werden konnen. Die Zahl der einfachen Quantenzustande 
(je entsprechend einer Quantenzelle) eines Atomzustandes (Termes) bezeichnet 
man als sein statistisches Gewicht. Das statistische Gewicht des s-ten Quanten
zustandes im r-fach ionisierten Atom nennen wir gr,s' 

Die Zahlenwerte der gr, s liefert die Theorie der Spektren; insbesondere ist 
fUr das freie Elektron - wegen der 2 Einstellungsmoglichkeiten seines Spins 
in einem auBeren Feld - ge = 2. 

Wenn wir nunmehr die nr,s, nr, ne ... in (21,2) und (21,7) auf den ganzen 
g-fach entarteten Quantenzustand beziehen wollen!, so mussen wir ihre Zahlen
werte erst durch die entsprechenden statistischen Gewichte teilen, da ja unsere 
ursprunglichen Formeln sich auf Anzahlen pro einfacher Quantenzustand 
bezogen. Das Verhaltnis der Anzahl der Atome im s-ten Zustand des r-fach 
ionisierten Atoms zur Anzahl der Atome im Grundzustand desselben Ions wird 
also endgultig 2 : 

----- - ---~.-s I 
nrs grs--
-'- = -' - e k T (BOLTZMANN-Formel) 
nr,a gr,o I . (21,10) 

----- ---

Entsprechend gilt fUr das Verhaltnis der Atomzahlen in den Grundzustanden 
der r + 1-, bzw. r-fach ionisierten Atome: 
1---------- , 

i ~~n:~'~_~e ___ ~g:,~~~.~2~~)~i~T)5/2 e-{'y i (SAHAscheFormel). (21,11) 

Auf eine andere Schreibweise der Formeln von BOLTZMANN und SAHA werden 
wir gefUhrt, wenn wir an Stelle der Zahl der r-fach ionisierten Atome im Grund
zustand nr,O die Gesamtheit aller r-fach ionisierten, aber irgendwie angeregten 
A tome nr (ohne zweiten Index!) betrachten: 

Aus (21,10) erhalt man sofort - analog (7,18) 

(21,12) 

wo 
00 _~ _ ~,~_ _ Xr,2 

ur (T)=2;gr,se kT=gr,O+gr,l'e kT+gr,2'e kT+ ... (21,13) 
s=o 

die sog. Zustandsumme (partition function) des r-fach ionisierten Atoms bedeutet. 
Schreibt man auch die SAHAsche Formel fUr die Gesamtzahl der r + 1- bzw. 

r-fach ionisierten Atome, so wird nach (21,11 u. 12): 
~---------

I ~ 
(2 ~ m)3/2 (k T)5/2 

i nr+l .Pe=_Ur+l '2' " 'e kT I 

I ~ ~ ~ . I 
--------' 

(21,14) 

Die Gleichungspaare (21,10 und 11) bzw. (21,12 und 14) sind selbstverstandlich 
vollkommen gleichwertig, je nach Umstanden wird das eine oder andere bequemer 
zu handhaben sein. 

1 Diese Bedeutung der nr, s' ne ... werden wir im folgenden durchweg festhalten. 
2 Zur Vermeidung von Irrtiimern sei bemerkt, daB bei R. H. FOWLER [403] die (xr)s 

unserem Xr - Xr, s entsprechen. 
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Die BOLTZMANNsche wie die SAHAsche Gleichung gelten in den hier ange
gebenen Fonnen - ihrer Herleitung gemaB - ganz unabMngig yom Vor
handensein anderer Ionisationsstufen oder anderer Elemente. Man kann naturlich 
leicht die Ionisierung von Gemischen oder die Aufeinanderfolge mehrerer 
Ionisationsstufen auch in analytischen Formeln zum Ausdruck bringen (z. B. 
RUSSELL [429J), aber in praxi ist es meist einfacher und ubersichtlicher, direkt 
auf die Grundgleichungen zuruckzugreifen. 

Die Zustandssumme (21,13) kann man - wegen der relativen Seltenheit 
angeregter Atomzustande - in praxi meist nach wenigen Gliedem abbrechen; 
haufig genugt schon die Naherung Ur >:::i gr. o. Trotzdem hat die Frage der 
Konvergenz der Reihe (21,13) seinerzeit viel Kopfzerbrechen verursacht: Die 
Terme der Atome Mufen sich bekanntlich beim Energiewert Null, d. h. bei 

Xr.s 

Xr.s-+Xr. Demnach muBten in (21,13) die e- kT fUr groBe s einem konstanten 
Wert zustreben und da die gr,s mit s anwachsen, so muBte die Reihe divergieren. 
Dies tritt aber aus folgendem Grund 1 nicht ein: Eine unendliche Serie diskreter 
Tenne kann sich nur ausbilden, wenn einem Atom ein unendlich groBes Volumen 
zur Verfugung steht; in einem endlichem Raum bildet sich nur eine endliche 
Anzahl diskreter Terme aus 2• Physikalisch auBert sich dies darin, daB man 
in einer Spektralserie nicht unendlich viele scharfe Linien beobachtet, sondem 
daB diese schon vor der Seriengrenze zusammenflieBen. Eine genauere Ab
schatzung zeigt, daB es bei den praktisch vorkommenden Temperaturen ziemlich 
gleichgultig ist, wo man nach Aufsummieren der ersten paar Glieder die Reihe 
(21,13) abbricht, der EinfluB der hochangeregten Zustande (groBe s) ist ver
nachlassigbar gering. 

Zum SchluB mogen noch einige historische und methodische Bemerkungen Platz finden 
(vgl. auch A. PANNEKOEK [404J): 

Die grundlegende Formel fUr die thermische Ionisation von Atomen ist zuerst 1919 
von J. EGGERT [414J im Zusammenhang mit EDDINGTONS Untersuchungen tiber den inneren 
Aufbau der Sterne aufgestellt worden. M. N. SARA [433-437] erkannte kurz darauf ihre 
enorme Bedeutung fiir die Theorie der Sternspektren und es erscheint daher vollkommen 
gerechtfertigt, daB sie seinen Namen tragt. Die Ableitungen von EGGERT und SARA machen 
weitgehenden Gebrauch von thermodynamischen Methoden: Das chemische Gleichgewicht 
der Reaktion 

Atom:t Ion + Elektron 

wird nach den von VAN T'HOFF entwickelten Methoden behandelt, dann wird der NERNSTsche 
Warmesatz angewandt und erst zur Festlegung der sog. chemischen Konstante des Elek
tronengases werden - in ziemlich indirekter Weise - Statistik und Quantentheorie heran
gezogen. (Die statistischen Gewichte bzw. Zustandssummen fehlen noch). Diese Methodik 
ist infolge ihrer Uneinheitlichkeit noch wenig befriedigend. 

1923 untersuchten dann R. H. FOWLER und E. A. MILNE [416J das Ionisationsgleich
gewicht auf rein statistischer Grundlage mit Hilfe einer kurz zuvor von C. G. DARWIN 
und R. H. FOWLER [413J entwickelten Methode: Die Zustandssumme, die - vgl. Abschn. 7-
in einfacher Weise mit der Entropie und den thermodynamischen Potentialen zusammen
hangt, wird dabei in eleganter Weise mit Hilfe einer komplexen Integration nach der Sattel
punktsmethode gewonnen. Abgesehen von einem kleinen Versehen (die Zustandssumme 
des ionisierten Atoms war in den ersten Arbeiten vergessen worden), fiihrten diese Unter
suchungen schon auf die hier gegebene endgiiltige Form der Gl. (21, 12 und 14). Anderer
seits ist es klar, daB die Anwendung der DARWIN-FoWLERschen Methode auf ein so elemen
tares Problem 3 darauf herauslauft, daB man mit Kanonen nach Spatzen schieBt. 

Die hier gegebene ebenso elementare wie durchsichtige Darstellung schlieBt sich eng 
an eine 1932 erschienene Note von D. H. MENZEL [425J an. Hinsichtlich mathematischer 

1 Vgl. Z. B. R. H. FOWLER [403J S.343-353. Mit Literaturangaben. 
2 Wellenmechanisch gesprochen: In einem endlichen Volumen gibt es nur endlich viele 

Eigenfunktionen. 
3 Die Leistungsfahigkeit der DARWIN-FoWLERschen Methode wird erst bei der Be

handlung komplizierterer Probleme (Schwankungen hoherer Ordnung, Elektrolyte U. dgl.) 
ins rechte Licht gestellt. 

Unsold Sternatmosphiiren. 5 
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Exaktheit ist sie der FOWLER-MILNEschen gleichwertig. Der naherungsweisen Ausweitung 
des komplexen Integrals nach der Sattelpunktsmethode bei FOWLER-MiLNE entspricht 
die Anwendung der STIRLINGSchen Formel (7.5) bei der Al;lleitung des BOLTZMANNschen 
Gleichverteilungsatzes. In der Tat kann man die genauere Form der STIRLINGSchen Formel 
(mit Fehlerabschatzung) wohl am einfachsten mit Hilfe funktionentheoretischer Methoden 
ableiten (vgl. COURANT-HILBERT [402J. S.431). 

22. Zahlenmafiige Auswertung der SAHAschen Formel. 
Ionisations- und Anregungsspannungen. 

Statistische Gewichte. 
Ehe wir die SAHAsche Formel einer experimentellen Prtifung unterziehen 

und sie auf astrophysikalische Probleme anwenden, wollen wir sie auf eine 
handlichere Form bringen. 

Die Ionisierungsarbeiten Xr messen wir nicht mehr in erg, sondern in e Volt 1: 
1 eVolt = 1,591 . 10-12 erg (22,1) 

Rechnet man mit Termwerten in cm-I, so entspricht bekanntlich 

1 eVolt ~ 8106 cm-I (22,2) 

Alle im folgenden angegebenen Ionisierungs- und Anregungsspannungen Xr bzw. 
Xr. s sind - soweit nichts anderes bemerkt ist - stets in e Volt ausgedruckt. 

Den Elektronendruck Pe rechnen wir in diesem Buch stets in der e.G.S.
Einheit 1 dyn/cm2 = 1 Bar. In der alteren Literatur wird er meist in Atmospharen 
gemessen, wobei 

1 at = 1 013 000 Bar (22,3) 
Diese Einheit ist jedoch hinsichtlich ihrer GroBe und Definition (Bezugnahme 
auf die Erdbeschleunigung) den astrophysikalischen Verhaltnissen - die Elek
tronendrucke in den Sternatmospharen sind von der GroBenordnung 10-4 at = 
101 Bar - so wenig angemessen, daB sie endlich verschwinden sollte. 

Gehen wir nunmehr in Gl. (21,12) und (21,14) zu dekadischen Logarithmen 
tiber und fiihren gleichzeitig die Zahlenwerte der universellen Konstanten 2 ein, 
so erhalten wir die BOLTZMANNsche Formel: 

log nr, s = _ Xr,s 5040 + log gr, s 
n, T Ur (22,4) 

und die SAHAsche Formel (Pe in Bar, Xr in Volt): 

log nr+l • P. = _ X" 50
T40 + i.-Iog T _ 0,48 + log U.+l· 2 • 

~ 2 ~ 
(22,5) 

Da wir spater sehr viel mit der SAHAschen Formel zu rechnen haben werden, 
wollen wir sie durch ein Nomogramm 3 darstellen (A. UNSOLD [442J). Die daftir 
aufgewandte Mtihe wird sich reichlich lohnen. 

, Raben wir - allgemein - eine Gleichung der Form 

q; (x) + "P (Y) . Xl (z) + X2 (z) = 0 (22,6) 

so laBt sich diese folgendermaBen nomographisch (Fig. 35) darstellen: Auf der 
Basis A A', deren Lange = 1 sei, errichtet man zwei Senkrechte, auf denen 
die q;(x) bzw. "P(y) abgetragen werden (x- bzw. y-Skala). Zeichnet man nun 

1 1 eVolt oder kurz 1 V ist die von einem Elektron beim Durchlaufen der Potential
differenz 1 V gewonnene Energie. 

2 Die hier angegebenen Zahlenwerte hat R. T. BIRGE [412J im Zusammenhang mit 
seiner Neureduktion der fundamentalen Naturkonstanten berechnet. Rechnet man Pe in 
at. so ist an Stelle von - 0,48 in (22.5) zu schreiben - 6.480. 

3 Beziiglich der hier angewandten Prinzipien der Nomographie vgl. P. WERKMEISTER 
[409J, S. 77 f. 
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einen dritten Skalentrager fUr die z, dessen Abszissen und Ordinaten (von A 
aus gerechnet) gleich 

Xl (z) 
1 + XI(Z) 

bzw. X2 (z) 
1 + XI(Z) 

sind, so verbindet eine A blesegerade P P' stets j e drei zusammengehorige Werte 
von x, y und z. Aus der Ahnlichkeit der beiden in Fig. 35 
schraffierten Dreiecke folgt namlich 

'P(y) - ~ (x) _ - _.- --~.-

1 

X2 (z) (x) 
1 + xdz) - ~ ----X; (z)---'--

1+XI(x) 

oder - nach Ausmultiplizieren - die Gl. (22,6). 

(22,7) 

Urn die SAHAsche Formel in die durch (22,6) vorge
zeichnete Gestalt bringen zu konnen, setzen wir noch 

n + U +1.2 log-' _1 • Pe-log r = log K* (22,8) 

f./ 

%2 

rp(x) 
-1rZ, 

.At. 
1+%, 

W A- t 
nr u, 

und haben dann: 

Fig. 35. Komographische 
Darstellung der Gleichung 
'P(x) +'P(y) x,(z) +x,(z) =0. 

C . log K* + C . -'-- . a . -- + c· 0,48 --log T + X' . - = o. 
_____ ~ ~ 2 T (22,9) 

X - X' 5040 (' 5 5040 ) 1 
cp (x) 1jJ (y) Xl (T) X2 (T) 

Die Konstanten C, a und X' sind noch frei verfugbar. Man wird sie so wahlen, 
daB einerseits das Nomogramm gunstige Dimensionen erhalt, andererseits die 
Ablesegenauigkeit in dem meist beniitzten Bereich moglichst gut wird. 

In Fig. 36, die fUr Temperaturen von 3000 bis 100000 (M- bis A-Sterne) 
gedacht ist, haben wir gesetzt: 

C = 1/8; a = 1 und X' = 8 V. 

Entsprechend haben wir in Fig. 37, die fUr hohe Temperaturen (B- und O-Sterne) 
berechnet ist, 

C = 1/8; a = 4 und X' = 28 V 

gewahlt. An der mittleren Skala sind in beiden Tafeln auBer den Temperaturen T 
noch die Zahlenwerte von e = 5040jT aufgetragen. Bei umfangreichen Rech
nungen tiber thermische Ionisation und Anregung empfiehlt es sich (RUSSELL 
[431J) vielfach, diese GroBe e statt T als unabhangige Variable zu bentitzen. 

Hat man zu den vorgegebenen Werten der Temperatur T und Ionisierungs
spannung Xr aus Fig. 36 oder 37 den log K* abgelesen, so erhalt man auch sofort l 

- bei bekanntem Pe - nach (22,8) die gesuchte GroBe log n, + 1 • 
, nr 

In praxi sind nun vielfach die aufeinanderfolgenden Ionisationsstufen so 
weit voneinander getrennt, daB gleichzeitig nur r- und r + l-fach ionisierte 
Atome in merklicher Menge vorhanden sind. Bezeichnen wir dann mit x den 
Bruchteil (r + 1 )-fach ionisierter Atome, so ist der Anteil r-fach ionisierter 
Atome 1 - x und also 

log nr+I = log _x_. 
n, 1 - x (22,10) 

1 Man kann die linke -logarithmische - Skala der Nomogramme gleich zur graphischen 
Division beniitzen, indem man log Pe auf derselben Skala mit dem Zirkel abgreift und 
von log K* abzieht. 

5* 
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IV. 22. Nomogramm fiir 4 < X < 17 V. 

Fig. 36. Nomogramm der SAHAschen Gleichung (4 < l( < 17 V). 
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Fig. 37. Nomogramm der SAHAschen Gleichung (12 < X < 64 V). 
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70 IV. 22. Hilfsformeln und -tafeln. 

Meist mochte man von der HilfsgroBe log _x_ = C direkt zu log x, log (1- x) 
I-X 

oder - seltener - zu x und 1 - x selbst iibergehen. Dies bewerkstelligt man 
am einfachsten unter Zuhilfenahme von Additionslogarithmen. (MILNE-THOMSON 
und COMRIE [6J; Tafel III) nach folgendem Schema: 

-logx = 
-log (1- x)= 

c>o 

addlog C 
C + addlog C 

Per definitionem ist namlich fUr C > 0: 

C + addlog (- C) 
addlog (- C) 

( 1- X) addlog C = log 1 + -x- = -log x 

und fUr C < 0: 

addlog (- C) = log (1 + __ X_) = -log (1- x), 
I-X 

woraus die Richtigkeit obiger Beziehungen ersichtlich ist. Noch bequemer ist 
die Tabelle 13; die linke und obere Beschriftung und in entsprechender Weise 
die rechte und untere gehoren darin zusammen, wie in den bekannten sin
und cos-Tafeln. 

Tabelle 13. Hilfstafel fur Ionisationsberechnungen. 

log --.!.- -logx 100· x log-'<- -logx 1oo·x 
1-X 1-X 

-2,00 2,004 0.99 +2.00 -0.60 0.697 20.1 +0.60 
-1.95 1.955 1.11 + 1,95 .55 .658 22,0 .55 

,90 ,905 1.25 .90 -0.50 0.619 24,0 +0,50 
,85 .856 1.39 ,85 .45 .582 26.2 .45 
.80 .807 1.56 .80 .40 .546 28.5 .40 
,75 .758 1.75 .75 .35 .510 30.9 ,35 
.70 .709 1,95 .70 .30 .476 33.4 ,30 
.65 ,660 2.19 .65 ,25 .444 36.0 .25 
.60 .611 2,45 .60 .20 ,412 38.7 .20 
.55 .562 2.74 .55 .15 .383 41.4 .15 

-1.50 1.513 3.07 + 1.50 .10 ,354 44.3 .10 
.45 .465 3.43 .45 -0.05 .327 47.1 +0.05 
.40 .417 3.83 .40 =fO.OO 0,301 50,0 ±O,OO 
.35 .369 4,28 .35 +0.10 ,254 55.8 -0.10 
.30 ,321 4,78 .30 ,20 ,212 61.4 ,20 
,25 ,274 5,32 ,25 .30 ,176 66,7 ,30 
.20 ,227 5,94 ,20 .40 ,146 71.5 ,40 
.15 ,180 6,61 ,15 ,50 ,119 76,0 ,50 
,10 ,133 7,36 ,10 ,60 ,097 80,0 ,60 
.05 ,087 8,19 ,05 ,70 ,079 83,4 ,70 

-1,00 1,041 9,10 + 1,00 ,80 ,064 86.4 ,80 
-0,95 0,996 10,1 +0,95 ,90 ,051 89,0 ,90 

,90 ,951 11,2 ,90 + 1,00 0,041 91,0 -1,00 
.85 ,907 12,4 ,85 ,20 ,027 94.0 ,20 
.80 ,864 13,7 ,80 ,40 ,017 96.2 ,40 
,75 ,821 15,1 .75 ,60 ,011 97,6 ,60 
.70 .779 16.6 .70 ,80 .007 98.4 ,80 
.65 ,738 18.3 .65 +2.00 0.004 99,1 -2,00 

-IOg(I-X)! 100(I-x) 
X 

log--
I-X 

-log (1- X) 100(I-X) log_X_ 
I-X 
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Tabelle 14. Sta tistische Gewich te und Ionisierung ssp ann u ngen. 

z I El. I 
Atomgew. 

I I 
I 

go XO g, x, g, I ;(, g, x, g. x. 
f.t 

1 H 1,008 2 13,53 
2 He 4,00 1 24,46 2 54,14 

3 Li 6,94 2* 5,37 1 75,28 2 121,8 
4 Be 9,02 1 9,28 2 18,12 1 153,1 2 216,6 
5 B 10,82 6 8,28 1 25,0 2 37,75 1 258,1 2 338,5 
6 C 12,00 9* 11,22 6 24,27 1 47,65 2 64,22 1 389,9 
7 N 14,01 4 14,48 9* 29,47 6 47,40 1 77 2 97.43 
8 0 16,00 9* 13,55 4 34,93 9 54,87 6 77 1 113 
9 F 19,00 6 18,6 9 34,6 4 9 

10 Ne 20,18 1 21,47 6 40,9 9 63,2 4 

11 Na 23,00 2 i 5,12 1 47,0 6 
12 Mg 24,32 1 I 7,61 2 14,96 1 I,..., 6 9 
13 Al 26,97 ~** I 

5,96 1 18,74 2 28,31 1 (122) 6 
14 Si 28,06 8,12 6 16,27 1 33,35 2 44,93 1 (169) 
15 P 31,02 4 10,3 9 19,8 6 30,0 1 (48) 2 64,70 
16 S 32,06 9 10,3 4* 23,3 9 34,9 6 47,08 1 63 
17 Cl 35,46 6 12,96 9 22,5 4 39,7 9 47,36 6 67,65 
18 Ar 39,94 1 15,69 6 27,72 9 40 ,7 4 

19 K 39,10 2* 4,32 1 31,7 6 47 9 
20 Ca 40,07 l' 6,09 2' 11,82 1 51,0 6 9 
21 Sc 45,10 10* 6,7 15** 12,8 10 24,3 (72,2) 
22 Ti 47090 21** 6,81 28** 13,6 21* 27,6 10 43,06 (95,7) 
23 V 50,95 28** 6,76 25** 14,1 28* 26,4 21* 48 10 64 
24 Cr 52,01 7** 6,74 6* 16,6 25 (31) 28 (50 ,4) 21* 73 
25 Mn 54,93 6 7,41 7* 15,70 6 (32) 25 (52) 28 76 
26 Fe 55,84 25** 7,83 30** 16,5 25 
27 Co 58.94 28** 7,81 21 17,3 
28 Ni 58,69 21** 7,61 10* 18,2 

29 Cu 63,57 2* 7,68 1 20,2 
30 Zn 65,38 1 9,36 2 17,89 1 40 
31 Ga 69,72 6 5,97 1 20,43 2 30,6 1 63,9 
32 Ge 72,60 9** 8,09 6 15,9 1 34,07 2 45,5 1 """'90 
33 As 74,96 4* 10 6 28,0 1 2 62,5 
34 Se 79,2 9(?) ! 9,5 9 1 
35 Br 79,92 6 i 11,80 5 4 9 6 
36 Kr 82,9 1 13,94 6 26,4 9 

37 Rb 85,45 2* i 4,16 1 27,3 
38 Sr 87,63 1* 1 5,67 2* 10,98 
39 Y 88,93 10* 6,5 1** 12,3 10** 20,4 
40 Zr 91,22 21** 6,92 28** 13.97 21** 24,00 10 33,8 
41 Nb 93,5 30 

I 
25** 28 24,2 21 

42 Mo 96,0 7* 7,35 30 
43 Ma 
44 Ru 101,7 35** I (7,5) 28* 
45 Rh 102,9 28** ,...,7,7 21 
46 Pd 106,7 1** 8,3 10 19,8 

47 Ag 107,88 2 I 7,54 1 21,9 
48 Cd 112,4 1 1 8,96 2 16,84 1 35 
49 In 114,8 6 5,76 1 18,81 2 27,9 1 I"'" 
50 Sn 118,7 9* 7,30 6 14,5 1 30,5 2 39,4 1 58 
51 Sb 121,8 4* (8,35) 6 24,7 1 44,0 2 55,5 
52 Te 127,5 9* 1 60,0 
53 J 126,9 I (8) I 

I 54 X 130,2 1 12,08 i (24) 9 
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Tabelle 14. (Fortsetzung). 

z.1 El. 
I 

Atomgew. 
go g. Xu x. g, x, g, x. g, X. 

l' 

55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 

79 
80 
81 
82 

Cs 132,8 2* 3,87 1 ~23,4 
Ba 137,4 1* 5,19 2** 9,96 
La 138,9 10** 5,5 21** (12,5) 10* ~20,4 

Ce 140,1 (6,91 ) 14 
Pr 140,9 (5,7 6) 
Nd 144,3 (6,31 ) 
II 
Sm 150,4 (6,55) 
Eu 152,0 
Gd 157.3 (6,65) 
Tb 159,2 (6,74) 
Dy 162,5 (6,82) 
Ho 163,5 
Er 167,6 
Tu 169,4 
Yb 173,5 (7,06) 
Cp 175,0 
Hi 178,6 21 
Ta 181,4 
W 184,0 25** 
Re 186,3 6 
Os 190,9 
Ir 193,1 10 
Pt 195,2 (15)** 8,9 

Au 197,2 2* 9,2 1 
Hg 200,6 1 10,38 2 18,67 1 (41 ) (72) (82) 
TI 204,4 (6) 6,07 1 20,3 2 29,7 1 
Pb 207,2 9 7,38 6 15,0 1 31,9 2 43,93 1 

In Tabelle 14 geben wir weiterhin eine Zusammenstellung1 der Ionisierungs
spannungen 2 Xo (Ionisierung des neutralen Atoms) bis X4 fUr aUe Elemente mit 
Ordnungszahl Z < 82. Vor den Ionisierungsspannungen X' ist in Tabelle 14 
jeweils das statistische Gewicht gr,o desjenigen Multipletts 3 angeschrieben, das 
den Grundzustand der betreffenden Ionisationsstufe enthalt. (Die Terme des 
tiefsten Multipletts liegen meist so nahe beisammen, daB wir sie hier als zu
sammenfallend behandeln diirfen). 

Hat der tiefste Multiplett-Term die Quantenzahlen L (= resultierendes Bahn
impulsmoment in Einheiten von -~) und 5 (= resultierendes Spinmoment in 

2:n 

Einheiten von ~), so gibt es in einem auBeren Feld 2L + 1 Einstellmoglichkeiten 
2:n 

von Lund 2 S + 1 Moglichkeiten fUr 5 (die "Multiplizitat" ist r = 25+ 1). 
Das statistische Gewicht des gesamten Termes ist also (Tabelle 15) 

gr,o = (25+ 1) (2L + 1) (22,11) 

1 Spalte 3 enthalt - fiir spatere Rechnungen - die Atomgewichte p, (1931). 
2 Nach BACHER und GOUDSMIT [401]; schraggedruckte Zahlen sind einer Zusammen

stellung von W. GROTRIAN im LANDOLT-BoRNSTEIN [406J entnommen. Unsichere Werte 
sind eingeklammert. Wegen des Ursprunges der Zahlen und spektroskopischer Detail
literatur vgl. BACHER-GOUDSMIT. 

8 Die Grundziige der Termklassifikation und -nomenklatur miissen jedem Astro
physiker gelaufig sein. Wir geben im Anhang A eine kurze Dbersicht tiber die heute all
gemein angenommene Bezeichnungsweise und verweisen im tibrigen auf die Literatur 
(z. B. BACHER and GOUDSMIT [401] oder L. PAULING and S. GOUDSMIT. The Structure 
of Line Spectra. New York 1930, u. a. m.). 
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Sind hinter dem g"o in Tabelle 14 zwei Sterne (**) angebracht, so heiBt dies, 
daB auf den Grundterm schon in weniger als 1 V (= 8106 cm-l) Abstand 
(mindestens) ein weiterer Term folgt. Ein Stem (*) grenzt in entsprechender 
Weise den Bezirk von 2 V (= 16212 cm-l) abo 

1m erst en Fall muB man stets, im zweiten nur bei hohen Temperaturen 
(T> 10000°) diese Terme bei der Berechnungl der Zustandssumme u, beruck
sichtigen. Ihre Lage und ihre statistischen Gewichte entnimmt man den spektro
skopischen Tabellenwerken (Z.B.BACHER-GOUDSMIT [401]) g',o-Werte ohne Stem 
entsprechen Termen, die vorn 
nachsthoheren mindestens 2 V Tabelle 15. Statistische Gewichte g = 
entfernt sind; in solchen Fallen (2 S + 1) (2L + 1) der ganzen Multipletts. 

kann man rneist u, R:i gr,o setzen. 
Insgesarnt wird der Faktor 

2·Ur +1 bzw. 2·g'+I,O stets von 
Ur gr,o 

der GroBenordnung 1 sein. 
Zurn SchluB wollen wir noch 

einige numerische Beispiele zur 
SAHAschen und BOLTZMANNschen 
Formel durchrechnen, die das 
Vorhergehende weiter erlautern 
mogen: 

Term 

Singulett 
Dublett . 
Triplett. 
Quartett 
Quintett. 
Sextett 
Septett . 

I S= , 
0 

1/2 
1 
11/2 
2 
21/2 
3 

S P I D I FIG 
L=O 1 2 3 4 

1 3 5 7 9 
2 6 10 14 18 
3 9 15 21 27 
4 12 20 28 36 
5 15 25 35 45 
6 

I 
18 30 42 54 

7 21 35 49 63 

1. Welcher Prozentsatz des Natriums ist bei2 T = 5700° und Pc = 100 Bar R:i 

10-4 at noch neutral? 
Nach Tabelle 14 ist Xo = 5,12 V; go = 2 und gl = 1. 
Die Beriicksichtigung hi:iherer Glieder der Zustandsummen ist nicht notig 

(kein *). Ebenso kann doppelte Ionisation (Xl = 47 V!) unberucksichtigt bleiben. 
Aus unserem Nomograrnrn (Fig. 36) liest man sofort ab log K* = 4,40 und 

erbalt -
n xi· 2 log ~ = log --- = + 4,40 -log Pe + log - = 2,40 
~ i-x 2 

d. h. -log (1- x) = 2,40; 1- x=0,40%. 
2. Welcher Bruchteil der neutralen Natriumatome befindet sich bei T = 5700° 

im zweittiefsten Anregungszustand, dem 3 2P1/2, 3/2-Term? 
Es ist go, 0 = 2; gO,1 = 6 (Tabelle 15) und Xr,1 = 2,09 V (entsprechend der 

Frequenz der D-Linien 325-3 2p = 16965 em-I). Nach der BOLTZMANN
Formel (22,4) wird 

logno.1/no = - 2,09·5040/5700 + log 6/2 = -1,37. 
Man hat also 4,3 % angeregte Atome. 

3. Wie verteilen sich die Siliziumatome bei T = 12000° (e = 0,420) und 
log Pc = 2,5 auf die verschiedenen Ionisationsstufen? 

Nach Tabelle 14 miissen beim neutralen Atom mehrere Glieder der Zustands
summe beriicksichtigt werden. Es ist (vgl. BACHER-GOUDSMIT) mit e = 5040/T: 

uo = 9 + 5 .1O- 0.76e + 1 .1O- 1.90e R:i 11,6 (22,12) 

Fur die folgenden lonisationsstufen ist ur = gr,. Mit 
gramme (Fig. 36) findet man weiterhin fUr die 

1. Ionisation: log K* = + 6,32, lognl/nO = 3,85, 
2. Ionisation: log K* = + 2,92, log n2/nl = - 0,06, 
3. Ionisation: log K* negativ, groB. 

Hilfe unserer N omo-

nl/nO = 7,08· 103• 

n2/n1 = 0,87. 

I Gemeint ist natiirlich bei den fiir astrophysikalischen Rechnungen angemessenen 
Anspriichen an Genauigkeit. 

2 Die Zahlenwerte von T und Pe entsprechen etwa der Sonnenatmosphare. 
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Setzt man ~ = _%_, SO ist nach Tabelle 13 x = 0,465 und (wegen no< 1Zt): 
nl 1 - % 

no: n1 : n2 = ~o_ (1 - x) : (1 - x) : x = 7,6· 10-3 : 53,5 : 46,5 . 
nl 

Durch das Einsetzen der 2. Ionisation wird nicht nur der Prozentsatz einfach 
ionisierter Atome, sondern auch der der neutralen Atome - urn den Faktor 1 - x 
- verringert. 

23. Experimentelle Priifung der SARAschen Formel. Anwen
dung auf Sternatmospharen nach SARA, FOWLER und MILNE. 

Eine experimentelle Prufung der Theorie der thermischen Anregung und 
Ionisation fUhrte bald nach SAHAS Entdeckung A. S. KING [424J mit Hilfe 
seines elektrischen Of ens - dessen Konstruktion wohl als bekannt betrachtet 
werden kann - aus. Geht man von niederen zu hoheren Temperaturen uber, 
so treten im Absorptionsspektrum eines bestimmten Elementes immer mehr 
Linien auf und zwar in der Reihenfolge der Anregungsspannung Xo, s des unteren 
Termes der betreffenden Linie, wie man nach der BOLTZMANNschen Formel 
erwarten muB. Die thermische Ionisation studierte KING hauptsachlich an den 
Spektren der Erdalkalien. Deren Ionisierungsspannungen Xo liegen so niedrig, 
daB man schon bei den erreichbaren Ofentemperaturen merkliche Ionisation 
erhalt. AuBerdem liegen die Resonanzlinien von Bogen- und Funkenspektrum 
(neutrales bzw. ionisiertes Atom) im bequem zuganglichen Spektralgebiet. 
Beim Ca z. B. dient als MaE fUr den Prozentsatz neutraler Atome die Starke 
(in Absorption) der Linie 4 15 - 4 l P A 4226,73 (FRAuNHoFERs g-Linie). Die 
Resonanzlinien des Ions bilden das bekannte H-K = Dublett 4 25 - 4 2P1/2,3/2 

JI. 3968,46 und 3933,66. KING beobachtet zunachst, daB das Intensitatsverhaltnis 
3933 + 3968/4227 mit steigender Temperatur anwachst - entsprechend dem 
nach der SAHAschen Formel erwarteten Ansteigen des Ionisationsgrades nl/nO = 
_x_. Den Elektronendruck Pe kann man im elektrischen Of en - bei sonst gleich-
1-% 
bleibenden Verhaltnissen - vergroBern durch EinfUhren eines noch leichter 
als Ca ionisierbaren Elementes wie K (xo = 4,32 V) oder Cs (Xo = 3,87 V). 
Tatsachlich beobachtete KING eine Abnahme des Intensitatsverhaltnisses 
3933 + 68/4227 beim Einbringen dieser Alkalien in den Of en - entsprechend 
der Forderung der SAHAschen Formel, daB nl/nO ~ 1/ Pe sein muE. Zu einer 
quantitativen Prufung der SAHAschen Formel ist der KINGSche Of en bis jetzt 
noch nicht benutzt worden. Dagegen lieE sich eine solche fur die Alkalien weit
gehend durchfUhren mit Hilfe von Untersuchungen uber die Leitfiihigkeit von 
Flammen. Weiterhin spielt die SAHAsche Formel eine erhebliche Rolle in der 
Theorie des elektrischen Lichtbogens. Nach heutiger Auffassung ist die Ionisation 
- jedenfalls im Kohlebogen - thermischen Ursprungs und kann nach der SAHA
schen Formel berechnet werden. Auf diese Fragen konnen wir leider hier 
nicht naher eingehen und begnugen uns mit einem Hinweis auf die Gasent
ladungsliteratur1 . Ein engerer Kontakt zwischen diesen Forschungszweigen 
und der Astrophysik durfte fur beide Teile mancherlei Anregungen ergeben. 

Nun zu den astrophysikalischen Anwendungen der Theorie der thermischen 
Ionisation und Anregung! Wir befinden uns hier in einer noch schlimmeren 
Lage als bei dem Versuch einer Anwendung der PLANcKschen Strahlungsformel 
auf die Sternatmospharen. 

Wir mussen zunachst die Annahme machen, daB Ionisation und Anregung 
der Atome in der Atmosphare eines Sternes den - streng genommen - nur fUr 

1 A. V. ENGEL und M. STEENBECK [415J, J. J. und G. P. THOMSON [440J und R. SEELIGER 
[439J· 
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thermisches Gleichgewicht (d. h. in einem Hohlraum konstanter Temperatur!) 
giiltigen Formeln von SAHA und BOLTZMANN folgen. 

Weiterhin ist vorerst fiber den Elektronendruck Pe wenig bekannt. Da nach 
der kinetischen Gastheorie der Druck = Zahl der Partikel pro emS. k T ist, so 
verhalt sich 

Elektronendruck Pe _ Zahl der Elektronen pro em" ne 1 
Gesamter Gasdruek P g - Gesamtzahl der Partikel pro em" ne + no + n1 + ... ' (23, ) 

In einem groBenteils einfach ionisierten Gas z. B. ist Pe ,..., Pg/2. Der Elektronen
druck wird in einer Sternatmosphare also im allgemeinen einen maBigen Bruchteil 
des Gesamtdruckes ausmachen. 

Endlich ist voriaufig die Verknfipfung zwischen der Haufigkeit eines be
stimmten Atomzustandes und der Starke einer von diesem Zustand aus ab
sorbierten 1 Linie noch unbekannt, ja wir besitzen noch nicht einmal ein quanti
tatives MaB fUr den zunachst noch recht unklaren Begriff der "Linienintensitat". 

Die Aufklarung der damit an
geschnittenen Probleme wird eine 
der wichtigsten Aufgaben der fol
genden Kapitel dieses Buches bilden. 
Urn aber die Bedeutung der Ioni
sationstheorie ffir die Astrophysik in 
das rechte Licht zu stellen, wollen 
wir zunachst die SAHAsche Theorie 
in der Weise anwenden, wie dies 
zunachst SAHA selbst und an 
schlieBend daran - in wesentlich 
besserer Weise - R. H. FOWLER und 
E. A. MILNE getan haben: 

Vergleicht man mit SAHA [434J 

Tabelle 16. Ionisation der Alkalien in 
den Sonnenfleeken (naeh RUSSELL [429]). 

A der Beobachtete 
1-"0 

Element Resonanz- Intensitat 
X. 1inien --

1-"FI. 
V Internat. A Sonne Fleck 

Li 5.37 6707.82 fehlt 5 1: 40 

Na 5.12 { 5895.94 20 60 1 1 : 35 5889.97 30 90 J 
K 4.32 { 7699.00 5 I 13 } 1: 22 7664.92 6 15 

Rb 4.16 { 7947,64 fehlt I o , 
1: 20 

7800.29 fehlt 1 J 

und RUSSELL [429J z. B. die Intensitat 2 der Hauptlinien der Alkalien im 
Spektrum der normalen Sonnenoberflache einerseits und der Sonnenflecke 
andererseits, so zeigt sich, daB der Unterschied ohne weiteres auf die Ab
nahme des Ionisationsgrades in den Flecken zurfickgeffihrt werden kann (vgl. 
Tabelle 16). 

Aus der Abnahme der Helligkeit des kontinuierlichen Spektrums im Fleck 
erhalt man eine effektive Temperatur der Flecke TF~4500° K gegenfiber 
T0= 57400 fUr die normale Sonnenoberflache. Die relative Abnahme des Bruch
teiles neutraler Atome i-x kann man damit auch ohne genauere Kenntnis 
des Elektronendruckes Pe berechnen, da man aus dem Starkeverhaltnis der 
Bogen- und Funkenlinien der Erdalkalien schlieBen muB, daB diese und damit 
a fortiori die Alkalien in der Sonnenatmosphare groBtenteils ionisiert (x ~ 1) 
sind. Es wird also nach (22,5) und (22,8) - wenn wir von evtl. Druckunter
schieden Fleck-Umgebung absehen -: 

(1-x)0 K}=4500 (23,2) 
(1-X)F K t = 5740 

Die danach mit Hilfe von Fig. 36 berechneten Verhaltnisse sind in der letzten 
Spalte unserer Tabelle vermerkt. In entsprechender Weise konnten wir noch 
das Verhalten von Linien verschiedener Anregungspannungen oder die Inten
sitatsabnahme der Funkenlinien im Fleckenspektrum diskutieren. 

1 Wir besehr1inken uns im folgenden auf die .. normalen" Sternspektren mit Absorptions
linien. Ein Teil unserer Dberlegungen 11iBt sieh in qualitativer Hinsieht aueh - mutatis 
mutandis - auf Emissionsspektren anwenden. 

2 Naeh den Schlitzungen in der ROwLANDsehen Skala. 
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Urn jedoch einen Einblick in die Mannigfaltigkeit der von der SAHAschen 
Theorie erfaBten Erscheinungen zu geben, wenden wir uns sogleich dem Emis
sionsspektrum dey Sonnenchromosphare zu: Wenn bei einer totalen Sonnen
finsternis der Mond sich immer weiter vor die Sonnenscheibe legt, so beobachtet 
man bekanntlich kurz vor Eintritt der Totalitat des Aufblitzen des Emissions
spektrums der hohen Schichten der Sonnenatmosphare, der sog. Chromosphare 
("Flash"-Spektrum; zuerst beobachtet von YOUNG 1870). In der folgenden 
Tabelle 17 vergleichen wir - mit M. N. SAHA [433J und A. PANNEKOEK [426 
und 404J - die Intensitat einiger ausgewahlter Linien im Spektrum der Sonnen
scheibe einerseits und der Chromosphare andererseits. Die ersteren Angaben 
beziehen sich auf die ROWLANDsche Schiitzungsskala fUr die FRAUNHOFERschen 

Ca 

Sr 

Ba 

Fe 
Ti 
Se 

Tabelle 17. Ionisation in der Sonnenchromosphare. 

Neutrales Atom Ionisiertes Atom 
I----------~-------~---------I--------~--------------------

I Sonne I Flash ! Sonne I i\ I. A. 

4226,73 

4607,34 

5535,53 

22 Linien 
18 Linien 
14 Linien 

i (ROWLAND) (MITCHELL) A I. A. I (ROWLAND) 

20 

(2) 

9,2 
2,6 
0,9 

25 

2 

( 1) 

6,1 
2,4 
1,0 

3933,66 
3968,46 
4077,71 
4215,52 
4554,04 
4934,10 
8 Linien 

16 Linien 
14 Linien 

1000 
700 

8 
5 
8 
7 
3,3 
3,8 
2,4 

Flash 
(MITCHELL) 

100 
80 
40 
40 
20 
12 
10,6 
14,0 
8,0 

Absorptionslinien, die letzteren auf eine von S. A. MITCHELL aufgestellte Inten
sitatsskala der Emissionslinien des Flashspektrums. Trotzdem also die Inten
sitatsangaben fUr "Sonne" und "Chromosphiire" nicht direkt vergleichbar sind, 
erkennt man deutlich, daB fUr die Bogenlinien (neutrales Atom) die Zahlen
angaben beider Spalten etwa ubereinstimmen, wahrend bei den Funkenlinien 
(ionisiertes Atom) die "Intensitat" in der Chromosphare erheblich groBer ist. 
Dieses Verhalten kann nach SAHA ohne weiteres auf die Abnahme des Druckes 
in den hohen Atmosphiirenschichten zuruckgefUhrt werden. 

Bei weitem die eindrucksvollste Leistung der SAHAschen Theorie -- auf 
die wir schon in Abschn. 16 kurz hinwiesen - bildet die Erklarung der Har
vardsequenz der Sternspektren: 

Schon die Moglichkeit der Einordnung fast aller Sternspektren in ein so 
einfaches Klassifikationsschema; sodann das Fehlen terrestrisch seltener Ele
mente in den Sternspektren und das Vorherrschen terrestrisch haufiger Elemente1 

legen den SchluB nahe, daB die Atmosphiiren verschiedener Sterne sich nicht 
- oder jedenfal1s nur wenig - hinsichtlich ihrer Zusammensetzung, sondern nur 
hinsichtlich der Starke der thermischen Ionisation und Anregung unterscheiden. 

Urn uberhaupt einmal einen Ausgangspunkt fUr weitere Untersuchungen 
zu gewinnen - man kann ja die ganze Entwicklung der Astrophysik als eine 
Art sukzessiver Approximation auffassen - nahm SAHA [435 u. a.J an, daB 
der Druck in allen Sternatmosphiiren von der GroBenordnung 0,1 bis 1 at 
sei 2. Unter dieser Voraussetzung berechnete er, bei welchen Temperatur
wert en T eine bestimmte Ionisationstufe auftritt bzw. verschwindet und konnte 

1 Die evidenten Ausnahmefalle von H und He wird man mit ihrem niedrigen Atom
gewicht in Zusammenhang bringen. 

2 Dieser, aus ziemlich zweifelhaften Beobachtungen iiber Druckverbreiterung und 
Druckverschiebung von Spektrallinien abgeleitete Wert galt damals als der wahrschein
lichste, trotzdem manche Astrophysiker schon darauf hingewiesen hatten, daB er viel zu 
hoch sein miisse. 
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zeigen, daB die auf solche Weise fUr das Auftreten bzw. Verschwinden der ent
sprechenden Spektrallinien berechneten Temperaturen mit den aus der Har
vardsequenz in Verbindung mit den spektralphotometrischen Messungen von 
WILSING, ROSENBERG u. a. erschlossenen Werten gute Ubereinstimmung zeigten. 
FUr die "frfihen" Spektraltypen B und 0, wo die spektralphotometrische Tem
peraturbestimmung sehr unsicher wird (T > 20000°), versuchte schon SAHA, 
mit Hilfe der Ionisationstheorie die Temperatur zu bestimmen. 

Der SAHAschen Methode hafteten noch zwei wesentliche Mangel an: Erstens 
war die Annahme fiber den Druck in den Sternatmosph1i.ren nur sehr schlecht 
begriindet und zweitens hatte man fUr das Auttreten bzw. Verschwinden einer 
Spektrallinie weder in theoretischer noch in experimenteller Hinsicht ein ein
deutiges Kriterium. 

R. H. FOWLER und E. A. MILNE [417-419] richteten daher ihre Aufmerksam
keit nicht mehr auf das Auftreten und Verschwinden einer Spektrallinie in der 
Harvardsequenz, sondern auf ihr I ntensitatsmaximum. 

Nimmt man an, daB die wirksame Schichtdicke der Sternatmosph1i.ren und 
ihr Elektronendruck Pe ffir alle Spektraltypen etwa dieselben sind, so kann man 
mit Hilfe der SAHAschen und BOLTZMANNschen Formel die Lage des Maximums 
eines bestimmten angeregten Atomzustandes leicht in Abhangigkeit von T 
und Pe berechnen. Aus der Lage (T max) einiger im spektralphotometrisch gut 
zuganglichen Temperaturbereich liegender Maxima erhalten FOWLER und MILNE 
einen Mittelwert des Elektronendruckes Pe~ 1,3 . 10-4 at = 132 Bar. Durch 
extrapolatorische Anwendung dieses Zahlenwertes auf weitere Linienmaxima 
kann man die Temperaturskala der Sterne nach oben hin ausdehnen. 

Den umfangreichen von FOWLER und MILNE zur Berechnung der Maximal 
entwickelten Formelapparat wollen wir hier nicht wiedergeben, sondern direkt 
- unter fortwahrender Anwendung der im letzten Abschnitt gegebenen rech
nerischen Hilfsmittel- als Beispiel die Anderung einiger Linien aus den Spektren 
des Siliziums in Abh1i.ngigkeit von T bei einem Elektronendruck Pe= 132 Bar 
studieren. Dieses Verfahren ist kaum umstandlicher als die analytischen Methoden 
von FOWLER und MILNE und gibt fiberdies einen besseren Einblick in die physi
kalischen Verh1i.ltnisse. Sollte man einwenden, daB die graphische Bestimmung 
der Maxima unbefriedigend sei, so ware hierauf zu erwidern, daB man bei der 
Bearbeitung des Beobachtungsmaterials ja doch nicht anders verfahren kann. 

Die folgende Tabelle 18 gibt zunachst die Wellenlangen und Termbezeich
nungen der betrachteten Linien. Dann folgt die Zustandssumme U r flir die 

Tabelle 18. Ausgangsdaten zur Berechnung der Intensitatsmaxima 
von Si-Linien. 

Spektrum AinI.A. Termbezeichnung "r-gr,o I leT g)"s 

I 
X,.,8 Beob. Maximum 

bei Spektraltyp 

I 
31 So - 41 J>ll Si I 3905,53 10,2 8,12 1 1,90 -GO 

Si II { 4128,04 
4130,88 32 Dl'/., 2'/. - 42 F2'/., 3'1. 6 16,27 10 9,80 AO r552,65 Si III 4567,87 43 5 - 43 P8, 1, 2 1 33,35 3 18,94 B1-2 
4574,78 

Si IV { 4088,86 42 5 - 42 pr/., 1'/. 2 44,93 2 23.93 09 4116,10 
Si V - I - 1 I (169) - - -

1 FOWLER und MILNE 1. C.; zusammenfassende Darstellungen geben R. H. FOWLER 
[403] und C. H. PAYNE [408], letztere zugleich eine Zusammenfassung des hauptsachlich 
am Harvard-Observatorium von Miss PAYNE, MENZEL, HOGG u. a. gewonnenen Beobach
tungsmaterials (mit ausgedehnten Literaturangaben bis 1925). 
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Tabelle 19. Berechn ung des Intensi ta tsverla ufes und der In tensi ta tsmaxima 

T·I0-' 

log ~ 
no 

-log~ 
En, 

0,4 I 0,5 0,6 I 0,7 0,8 I 0,9 1,0 I 1,1 

0,00 0,01 0,36 1,29 2,15 2,82 3,38 

I 1,2 I 1,3 I 
! 
i 
\ 

! 

I 
__ IO_g_n_~_~s_I __ 3_,4._0_ ~~ ~~ ~~ ~ ~~ ~=-. ____ 1 

I 2,93 2,97 3,67 4,36 4,89 5,35 1 I -1---3,40 

1 I 1 -3,65 -2,28 -1,301-0,40 +0,331+0,91 

-log ;~, \ 0,00 I 0,00 0,02 0,15 0,49 0,96 I 
I n" s 

- og--:;;;- ----1---- 5,96 5,27 4,72 4,27 3,90 ~~~\_ 

-log nt, s 1 5 6 5 4 39 En, ,9 ,27 4,74 4,42 , 4,54 I 

log ~ I I 1 1 I 

~ I 
-log~ i I 

-:-IOg=;: _ -I----I--!---_. ---1-----'--'1 
-log Tn~ i I I Iii I 

log !:.4.. 
na 
na 

-log-
En, 

I \ I 

I i -log na,s 

___ na_ _ _1 __ ------'-----1-------1---
-log no,s I I : I 1 

En, I i I I 

betreffende Ionisationsstufe: Beim neutralen Atom verwenden wir durchweg 
einen nach (22,12) fiir T,....,.6000o berechneten Mittelwert; fiir die h6heren 
Ionisationsstufen ist u, ~ g" o. 

Spalte 5 gibt die zugeh6rige Ionisierungsspannung X,. Weiterhin folgen 
statistisches Gewicht gr,s, und Anregungsspannung desjenigen Termes, von dem 
die Bildung der Absorptionslinie ausgeht (z.B. bei Si III= Si++ der 43 S-Term). 
Die letzte Spalte endlich gibt die beobachtete Lage des I ntensitiitsmaximums in 
der Harvardsequenz an (vgl. C. H. PAYNE [408J und R. H. FOWLER [403J). 

In Tabelle 19 sind fiir jede Ionisationstufe zunachst nach der SAHAschen 
Formel (22,5) mit Hilfe un serer Nomogramme (Fig. 36 ind 37) die Verhaltnisse 

nr +l (alles logarithmisch!) berechnet. Daraus erhalt man (Tabelle 13!) unter 
n, 

Beriicksichtigung des Ubereinandergreifens der verschiedenen Ionisationstufen 
(analog zum letzten Beispiel aus Abschn. 22) den neutralen, einfach ionisierten, 
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von Linien der SiI ... SiIV-Spektren nach FOWLER und MILNE (Pe=132Bar). 

1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 2,2 2,4 2,6 I 2,8 I 3,0 

I I 
, 

I 

+ 1,47 + 1,92 + 2,311+ 2,70 + 3,02 + 3,32 + 3,60 I I 

1,48 1,,, ',3' I ',n 3,10 I 3,55 4.11 i I 

3,31 3,07 _~1_2,68 ~,52 __ 1_2,38 I~~ _ --~I-- ----I---!---
4,79 4.99 5,19 I 5,40 i 5,62 5,93 6,36 I I I I 

-2,72 -1,97 -1,301-0,711-0,15 + 0,351 + 1,26 1+ 1,971+ 2,60 + 3,10 I 

I I 0,00 0,01 0,02 0,08 0,23 0,51 1,28 2,01 2,79 3,67 

_ , ___ 5,88 _5," 5,14_ 4," __ 4,54 __ 4"9 _3,861-,,50 -"'" __ ',93 __ _ 

I 5,88 1 5,50 5,16 4,90 4,77 I 4,80 15,14 I 5,51 5,98 I 6,60 I 

I 
I I ; 1-4,54 -3,8°

1

-3,14 -2,07 -1,06 :-0,25 +0,44 + 1,08 

1°,79 0,38 1°,16 0,02 0,04 ~ 0,19 0,57 1,11 

1 I I[ i 
I ___ ~I ___ I ___ I ______ 6_'7_°_1_6_'3_5 __ 6_'0_3 J5_, 4_8_

1

_5_, 0_2 __ 4_,6_4_ 4,31 4,02 

I I 7.49 I 6,73 6,19 I 5,50 I 5,06 4,83 4,88 5,13 

... Bruchteil aller Si-Atome: ;:0 , ;:1 , Hierauf berechnet man nach der 
"'" n, "'" n, 

BOLTZMANN-Formel (22,4) den Bruchteil n o•s , nbS ... der neutralen, einfach 
no n1 

ionisierten Atome, die sich in den gerade interessierenden Anregungszustanden 

befinden. Multiplikation der beiden letzten GraBen gibt den Bruchteil ~o,s 
"'" n, 

. .. aller Atome, der sich in dem betreffenden Anregungszustand befindet 
(Fig. 38). Beim genaueren Betrachten1 der Tabelle 19 erkennt man, wie die 
Maxima durch das "Gegeneinanderarbeiten" von Ionisation und Anregung 
zustande kommen. Man beachte ferner die Bedeutung des gleichzeitigen 

1 Fur den Anfanger ist es unerlaBlich, einige analoge Probleme in allen Einzelheiten 
selbst numerisch durchzurechnen. Man vergleiche z. B. die Ionisation und Anregung des 
Wasserstoffes mit der des Siliziums (FOWLER 1. c.). Oder man berechne das Verhalten 
der N atrium-D-Linien (1. Ionisierungspannung sehr niedrig; 2. sehr hoch). 
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Vorkommens mehrerer Ionisationsstufen (vgl. besonders Abschn. 22, Beispiel 3) 
fur die Intensitatsabnahme vom Maximum aus; z. B. bei Si II auf der Seite 
der hohen Temperaturen, bei Si IV auf der der niederen Temperaturen. Auf 
die Wichtigkeit dieses Umstandes hat zuerst R. H. FOWLER [419] hingewiesen; 

t~~~ t -~o 
JI~-6;O 
~ '" /1iJ[--... 

~ lM ;'~'1553 
'" -0,0 

V' A,..¥128 
'1-181 

-7,°a" a~ a8 1.0 1. 0 ,T ," , , ,G 

><.. >< ,siZV'::: ~ 

/ q5~/ ~-IfQ&9 r--...'I575 ¥116 

/f " ~ ~ ~ ~ ~ M M ~_M 
1-10-¥-

Fig.38, Intensitatsverlauf einiger Si·Linien. Berechnet nach FOWLER und MILNE fiir Pe = 132 Bar. 

vgl. auch das letzte Beispiel des vorhergehenden Abschnittes. Die maximale 

Konzentration (':;'$) angeregter ZusUinde liegt im allgemeinen zwischen 
.... nr max 

10-3 und 10-5 ; das Verhaltnis n, + 1 ist dabei von der Gr6Benordnung 1. 
n, 

-5 

.skala fOr 
,)i ... &++ .. 
undC+ 

-9 

--10 

- -11 

Fig. 39. (Nach C. H, PAYNE [408] und H. C. 256, 1924), Oberer Teil der Figur: Beobachtete Linienintensitaten. Unterer 
Teil der Figur: Nach FOWLER und Milne fiir Pe = 132 Bar berechnete Konzentrationen (in logarithmiscbem MaBstab). 
Die Skala der Spektraltypen ist der Temperaturskala (Abszissen = T • 10-') so angepaBt, daB die beobachteten und 

berechneten Maxima zusammenfallen: Vorlaufige Ionisations·Temperatnrskala. 

Als AbschluB unserer Darstellung dieses Entwicklungsstadiums der Theorie 
der Sternspektren geben wir nach C. H. PAYNE [408, Fig. 8] eine Zusammen
stellung der - groBenteils von ihr selbst - an Objektivprismenaufnahmen des 
Harvard-Observatoriums geschiitzten Linienintensitaten in Abhangigkeit vom 
Spektraltyp (oberer Teil der Fig. 39). Der untere Teil der Figur enthalt - als 
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Funktion der Temperatur T fUr Fe = 132 Bar berechnet 1 - die lOglO der 
Konzentration der betreffenden Atomzustande (analog Fig. 38). Die Abszissen
skala des oberen Teiles der Figur ist so gezeichnet, daB die beobachteten und 
berechneten Maxima m6glichst gut zusammenfallen. Man erhalt so also eine 
provisorische Ionisations- Temperaturskala. Sind die Grundannahmen der 
Rechnung - konstanter Elektronendruck und konstante effektive Schicht
dicke der Sternatmospharen innerhalb der ganzen Spektralsequenz - ver
besserungsbediirftig, so wiirde dies zu einer Verzerrung der Temperaturskala 
der Fig. 39 fUhren. Diese ist also nur als eine vorlaufige zu betrachten. 

Miss PAYNE (s. S. 80) hat im AnschluB an die FOWLER-MILNEschen Unter
suchungen einen erst en Versuch gemacht, die quantitative Zusammensetzung 
der Sternatmospharen zu bestimmen: Sie geht von der Annahme aus, daB eine 
Spektrallinie bei ihrem Erscheinen bzw. Verschwinden in der Harvardsequenz 
(beurteilt nach Spektren, welche unter etwa gleichen Bedingungen aufgenommen 
sind) eine ganz bestimmte I ntensitat haben muB, der wiederum - wenn man von 
der Verschiedenheit der noch eingehenden atomtheoretischen Gr6Ben absieht -
eine bestimmte Konzentration des betreffenden Atomzustandes entspricht. Von 
dieser ausgehend, kann man umgekehrt - mit Hilfe der SAHA- und BOLTZMANN
Formel - die relative Haufigkeit des betreffenden Elementes bestimmen. 

Das h6chst bemerkenswerte Ergebnis dieser Untersuchung war, daB im groBen 
und ganzen die kosmische Haufigkeit der Elemente der fUr den gesamten Erd
korper und die Meteoriten gefundenen weitgehend parallel geht bis auf zwei 
Ausnahmen: Wasserstoff und Helium, die ja auch leicht erklarbar sind. 

Das damit angeschnittene Problem der kosmischen Haufigkeit der Elemente 
ist eines der grundlegendsten der neueren Astrophysik. Die Dbereinstimmung 
der Spektren der fernsten Spiralnebel mit dem unserer MilchstraBe zeigt, daB 
die Haufigkeitsverteilung der Elemente im ganzen Kosmos gleichartiger ist, 
als man irgendwie erwarten konnte - fUr aIle kosmologischen Hypothesen 
eine entscheidende Feststellung. Weiterhin hangt das Verteilungsgesetz der 
Elemente zusammen mit dem Problem der Energieerzeugung im Inneren der 
Sterne: Wir diirfen wohl annehmen, daB die Strahlungsenergie der Sterne 
(vgl. auch Abschn. 20) letzten Endes den Atomkernen entstammt (Kernaufbau 
bzw. Zertriimmerung) [410]. In diesem Zusammenhang erscheint es hochst 
interessant, nachzuforschen, ob in der Zusammensetzung zwischen den Stemen 
verschiedener Spektraltypen und absoluter Helligkeiten nicht doch wenigstens 
kleine Unterschiede bestehen. Endlich wird der Unterschied in der Zusammen
setzung von Erde und Sonne (Wasserstoff, Edelgase!) bedeutsame Anhalts
punkte fiir die Erklarung der Entstehung unseres Planetensystems liefern [432J. 

24. Ionisation von Gemischen mehrerer Elemente. 
Verhaltnis von Elektronendruck P e zu Gasdruck P g • 

Effektives Molekulargewicht. 
1m Hinblick auf unsere spateren Untersuchungen iiber den Aufbau der 

Sternatmospharen und die quantitative Deutung ihrer Spektren wollen wir uns 
noch einen Einblick verschaffen in die Abhangigkeit des mittleren Ionisations
grades einer Sternatmosphare von Temperatur und Druck und einige damit 
zusammenhangende Fragen. 

Wir miissen dabei - wohl oder iibel - ausgehen von einer bestimmten 
Arbeitshypothese beziiglich der chemischen Zusammensetzung der Sterne -

1 Die statistischen Gewichte usw. waren bei dies en Rechnungen noch nicht ganz richtig 
angesetzt. Ein Vergleich der Si-Kurven mit der neu berechneten Fig. 381aBt die Bedeutung 
dieser Faktoren erkennen. 

Unsold, Sternatmospharen. 6 
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Tabelle 20. Zusammensetzung der Sternatmospharen. Nach [441], Tabelle 1. 
I 

Haufigkeit I 
1. und 2. Ionisie-

Haufigkeit 'i I Atom-

rungsspannung Gruppeneinteilung 

Element und 
I Ordnungs- nach Masse I 

' in Atom- und I 
Ionisierungs-

zahl in Atom-'Io I gewicht I'i E, f-lt i mitt!. Molekular- spannungen 
XO X, 

I gewicht in () 
I I I XO Xl 

1 H 1370 I 1,0 1370 
I 

13,54 - 1370 

113,54 
(1,00) 

-
80 51,3 16,0 821 13,56 34,9 51,3 

(16,0) 
26 Fe 19.6 55,8 1038 7,83 16,5 

I 14 Si 14,7 28,1 413 8,14 16,3 42,4 7.9 
12Mg 7,7 24,3 187 7,61 15,0 (40,5) 
28 Ni 1,4 58,7 82 8,65 18,2 

17 

13 Al 3,1 27,1 84 5,95 18,7 

} 6,3 5,8 20 Ca 2,1 40,1 84 6,09 11,8 
11 Na 1,1 23.0 25 5,11 47,0 (30,7) 

die wir spater gegebenenfalls in einer Art sukzessivem Approximationsverfahren 
verbessern k6nnen. 1m Hinblick auf das am Ende des vorhergehenden Ab
schnittes Gesagte entnehmen wir die Haufigkeitsverteilung der "normalen" 
Elemente (d. h. mit Ausnahme des Wasserstoffes) den geochemischen Analysen 
und den Untersuchungen an Meteoriten (nach einer Zusammenstellung von 
G. BERG [411]. In Tabelle 20 sind diese Haufigkeiten ei in Atomprozent (normiert 
auf ,2; ei = 100) fUr die 8 haufigsten Elemente (""""96% aller Atome) angegeben. 
Die Haufigkeit des Wasserstoffes entnehmen wir den in Abschn.20 (Anm.) 
schon erwahnten Untersuchungen von B. STROMGREN und A. S. EDDINGTON 
uber die Massen-Helligkeitsbeziehung. Das e des Wasserstoffes ergibt sich daraus 
(bezogen auf die eben erwahnte 1; ei = 100) zu ......., 1370. Diese Zahl ist leider 
noch mit betrachtlicher Unsicherheit behaftet (Schatzungsweise ein Faktor .......,3). 
Ebenso schlimm steht es mit der Berucksichtigung der leichten Elemente He, 
N, Ne usw., deren terrestrische Haufigkeit sicher nicht als "normal" betrachtet 
werden kann (RUSSELL und MENZEL [432J), die aber auch spektroskopisch 
bis jetzt nur schlecht erfaJ3bar sind. Wir mussen uns also darauf gefaJ3t machen, 
daJ3 wir spater evtl. die Haufigkeitswerte des Wasserstoffes verbessern und diese 
Elemente mitberucksichtigen muss en (sie haben alle verhaltnismaJ3ig hohe 
Ionisierungsspannungen!) . 

Urn die Berechnung des mittleren Ionisationsgrades usw. leichter durchfiihren 
zu k6nnen, fassen wir nunmehr die Elemente in Tabelle 20 (deren sonstige 
Angaben wohl keiner Erklarung bedurfen) nach ihren Ionisierungspannungen 

in Gruppenl zusammen. Die Faktoren 2' u!. in der SAHAschen Formel setzen 
Uo 

wlr 1m Mittel = 1 und geben in Tabelle 21 zunachst die 

log K* = log n~: 1 • Fe = - Xr' 5~0 + -} log T - 0,48 (24,1) 

fUr die 4 Gruppen-Ionisierungspannungen an. Die Berechnung des neutralen, 
einfach bzw. zweifach ionisierten Bruchteiles mit Hilfe der Tabelle 13 ist dann 

eine Kleinigkeit. Bezeichnen wir mit Xi = ; den Ionisationsgrad der ersten, 
no n1 

1 Vgl. auch H. N. RUSSELL [431] und D. H. MENZEL [407J, die ahnliche Rechnungen 
mit etwas anderen Ausgangsannahmen durchflihren. RUSSELL versucht von vornherein 
Abweichungen von der SAHA-Formel mitzuberlicksichtigen (vgl. den folgenden Abschnitt), 
was meines Erachtens nicht zweckmaBig ist. 
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84 IV. 25. Kinetische Deutung der SAHAschen Forme!' 

mit xi = _+l1L ___ den d~r zweiten Ionisationsstufe des i-ten Elementes so ist 
~ ~ , 

zunachst die Zahl E der freien Elektronen pro Atomkern (irgendwelcher Art), 
wenn wir noch berucksichtigen, daJ3 1. und 2. Ionisation nicht ubereinander
greifen: 

E = E ej, (Xi + x;) = 6,3 xS,8 + 42.4 X7,9 + 1421,3 X 13•5 + 48,7' X 17 (24,2) 
E ei 1470 

Da auf E Elektronen insgesamt E + 1 Partikel kommen, so wird das Verhiiltnis 
von Gasdruck zu Elektronendruck (je '"" Partikelzahl) 

Pg __ 1+E 
P,,- - ---y (24,3 ) 

Das mittlere Molekulargewicht der Sternmaterie ist bei der in Tabelle 20 ange
nommenen Zusammensetzung im nichtionisierten Zustand: 

= E~~~ = 2734 + 1370 = 280 
flo ECi 100 + 1370 " (24,4) 

1m teilweise ionisierten Zustand kommen auf einen Atomkern der mittleren 
Masse flo insgesamt 1 + E Partikel; das Molekulargewicht wird also 

fl = 1 ~ E' (24,5) 

Die nach (24,3-5) berechneten Werte von -log E, log Pg und fl sind in Tabelle 22 
(nach A. UNSOLD [441J) in Abhangigkeit von (9= 5040jT (vgl. auch Tabelle 21) 
und log Pe zusammengestellt. 

25. Kinetische Deutung der SAHAschen Formel. 
Abweichung vom thermischen Gleichgewicht. 

Wir haben mehrmals betont, daJ3 die SAHAsche Gleichung streng genommen 
nur gilt unter der Voraussetzung thermischen Gleichgewichtes. Das heiJ3t die Ge
schwindigkeitsverteilung aller Partikel (Elektronen, Ionen und Atome) muJ3 eine 
MAxwELLsche sein und auJ3erdem muJ3 die Strahlungsintensitat dem PLANcKschen 
Gesetz fUr dieselbe Temperatur T folgen. 

Man sieht leicht, daJ3 diese Bedingungen in einer Sternatmosphare nie streng 
erfUllt sein k6nnen: Selbst wenn die Oberflache eines Sternes genau nach der 
PLANcKschen Formel strahl en wurde (wie wir dies im vorhergehenden Kapitel 
provisorisch angenommen haben), so ware die Strahlungsdichte nur die Halite 
der zu der Sterntemperatur geh6rigen, da ja Strahlung nur vom Stern nach 
auJ3en geht! Noch starkere Abweichungen vom Zustande thermodynamischen 
Gleichgewichtes haben wir z. B. in den Hullen planetarischer Nebel oder in der 
interstellaren Materie. 

Es ware deshalb von groJ3er Wichtigkeit, den Ionisationsgrad eines Gases 
von bestimmtem Druck berechnen zu k6nnen fUr den Fall, daJ3 dieses von einer 
Nichtgleichgewichtstrahlung der Dichte u (v) durchsetzt wird. 

Sobald wir uns vom Zustand thermischen Gleichgewichtes entfernen, lassen 
uns rein thermodynamische Betrachtungen im Stiche und wir mussen zu einer 
statistisch-kinetischen Betrachtung der Elementarprozesse greifen (es ist also 
zunachst einmal klar, daJ3 es eine vollig allgemeine Losung des gestellten Problems 
gar nicht geben kann). 

Ais ionisierende Prozesse kommen in Betracht: 
1) Die Stoj3ionisation durch Elektronen und - nach den Laboratoriums

erfahrungen zu schlieJ3en, in vie I geringerem MaJ3e - durch Ionen und Atome. 
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2) Der Photoeffekt: Ein Lichtquant der Energie hv entfernt aus dem be
treffenden Atom oder Ion ein Photoelektron, des sen kinetische Energie nach der 
EINSTEINschen Gleichung 

m 2 h ' -v = V-X 
2 

(25,1) 

ist, wo X' die Ab16sungsarbeit in Erg bedeutet. Wird das Elektron aus dem 
Grundzustand genommen, so ist X' gleich der Ionisierungsarbeit Xr; fUr andere 
Zustande ist die entsprechende Anregungsenergie abzuziehen. 

Den Prozessen 1) und 2) wirken entgegen: 
1') Die Rekombination (Wiedervereinigung) von Ion und Elektron unter 

Abgabe der uberschussigen Energie an ein drittes Teilchen (man kann diesen 
Vorgang auch als StoB 2. Art auffassen). 

2') Wiedervereinigung unter Ausstrahlung eines Lichtquantes nach (25,1). 
Bei hohem Druck werden die Prozesse 1 bzw. l' uberwiegen, bei niedrigem 

dagegen 2 und 2'. Schon unter den in Sternatmospharen herrschenden Ver
haltnissen spiel en nach Rechnungen von R. H. FOWLER [420J die Prozesse 1 
bzw. l' fur tiefliegende Quantenzustande eine untergeordnete Rolle. Wir wollen 
diese Betrachtungen, deren atomtheoretische Grundlagen uns in quantitativer 
Hinsicht nicht sehr tragfahig erscheinen, hier nicht im einzelnen wiedergeben, 
sondern uns statt dessen spater im Zusammenhang mit der Theorie der stellaren 
Absorptionslinien empirisch vergewissern, daB jedenfalls die obige Behauptung 
richtig ist. 

1m folgenden beschranken wir uns demnach auf Drucke, die so niedrig sind, 
daB StoBionisation und St6Be 2. Art hinreichend selten sind. 

Aber auch, wenn wir unser Augenmerk nur auf die Photoionisation und die 
Wiedervereinigung mit Ausstrahlung richten, kommt es noch auf den Gas
druck an: 

1st dieser sehr niedrig und der Ionisationsgrad hoch, so werden die Photo
elektronen, deren Geschwindigkeitsverteilung nach (25,1) durch die spektrale 
Verteilung der Strahlungsdichte u(v) allein bestimmt ist, meist direkt rekom
binieren. Das heiBt die Geschwindigkeitsverteilung der rekombinierenden 
Elektronen wird gr6BenordnungsmaBig der Farbtemperatur der Strahlung 
entsprechen (vgl. EDDINGTON [5J S.472ff.). 

Geht man zu etwas h6heren Drucken tiber, so erleidet ein Photoelektron 
vor seiner Wiedereinfangung mehrere Zusammenst6Be. Die Geschwindigkeits
verteilung der Elektronen entspricht dann einer Temperatur, die vermutlich 
zwischen der Farbtemperatur der Strahlung und der - durch die mittlere 
kinetische Energie der Atome usw. definierten - Gastemperatur liegt. Mit 
wachsendem Druck nahert sie sich der letzteren. Dieser Fall durfte in den Stern
atmospharen meist realisiert sein. Wir konnen also unserem Problem die folgende 
engere Fassung geben: 

"In einem Gas, des sen Elektronen, Ionen ... eine MAXWELLsche Geschwin
digkeitsverteilung fur die "Gastemperatur" T haben, besteht ein Strahlungsfeld 
der Dichte 

18nhv3 1 
U v = -;r' --c3- • --,,-;- -

eTT: -1 
(25,2) 

d. h. eine urn den Faktor 0 "verdunnte" Hohlraumstrahlung der "Farbtempera
tur" T1• Man berechne den Ionisationsgrad". 

Kehren wir nochmals zu dem Fall extrem niedriger Drucke (interstellare 
Materie) zuruck, so ist naherungsweise T = T1 ; das nach der SAHAschen Gleichung 
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berechnete VerhaJtnis nrH muf3 also - da die Zahl der Ionisierungsprozesse 
n, 

proportional u ist - mit einem Faktor 

C = 0-1 (25,3 ) 
multipliziert werden. 

Bei etwas h6heren Drucken wird die Verkniipfung von T mit T;. und 0 ein 
h6chst kompliziertes Problem, das zur Zeit noch nicht in befriedigender Weise 
gel6st ist (die Theorie der Gasentladungen k6nnte hier mancherlei Anregungen 
geben). Wenn 0> 1 ist, wird sicher T < Tl sein und sich wohl einem etwa der 
Gesamtdichte der Strahlung entsprechenden Werte nahern; aber sichere oder 
gar quantitative Aussagen hieriiber lassen sich - wie gesagt - zur Zeit noch 
nicht machen. Wir wollen daher im folgenden T einfach einmal als gegeben 
betrachten. Wie wird dann die SAHAsche Formel abzuandern sein? 

Dieses Problem haben zuerst M. N. SAHA und R. K. SWE [438, vgl. auch 443J 
behandelt unter der weiteren Annahme, daB alle Ionisationsprozesse vom 
Grundzustand ausgehen und durch Strahlung erfolgen, deren h v praktisch 
gleich Xr ist. Das heiBt das kontinuierliche Absorptionsspektrum wird nach seiner 
Absorptionskante, die genau wie im R6ntgengebiet aussieht, zusammengeschoben. 
Dann andert sich beim Ubergang vom Zustand thermischen Gleichgewichtes 
bei der Temperatur T zu dem schon beschriebenen Nichtgleichgewichtszustand 

das Verhaltnis n'+l proportional der Zahl der Photo ionisation en und also 
n, 

proportional der Strahlungsdichte1 bei der Absorptionskantenfrequenz v, = Xr/h. 
Das heiBt das n r +l andert sich urn den Faktor: 

n, 

c = ~ . e - x, (k ~, - /T) . (25,4) 

Nimmt man - etwas genauer - an, daB der Absorptionskoeffizient nach der 
Kante (v> vr) wie 1/v', die Zahl der entsprechenden Absorptionsprozesse also 
wie 1/vs + 1 (bei jedem wird 1 Quant hv umgesetzt!) abnimmt, so wird der Kor
rektionsfaktor der SAHAschen Gleichung 

00 h. 

i -(s + 1) 8 n h v3 -""ii"T, d 
'II ·-cs-·e 'II 

c= ~.~"----------------~-
(j 00 h. 

i -(s+l) 8n hv3 -TT d 
'II • c3'e 'II 

(25,5) 

v,. 

Setzt man mit A. PANNEKOEK [427J der Einfachheit wegen s = 2, so wird 

'1 1) 
C - ~ ~ -X'(kT-TT 
-(j"Te 1 " 

(25,6) 

Nach quantentheoretischen Rechnungen liegt beim Wasserstoffatom s naher 
bei 3; die Integrale in (25,5) fiihren dann auf die Integral-Exponentialfunktion. 
Wie man schon am Bau von Gl. (25,5) erkennt, andert sich das Resultat dadurch 
nicht wesentlich (GERASIMOVIC [421 J, PANNEKOEK [404 und 428J). 

Bei allen dies en Rechnungen wurde nur die Photoionisation vom Grund
zustand aus in Betracht gezogen. Welchen Beitrag liefern die h6heren, an
geregten Quantenzustande? 

1 Von den EINSTEINschen erzwungenen Ubergangen kann man - wegen~::> 1 
absehen. kT 
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1m Falle ext rem verdunnter Strahlung (0) 1) - also z. B. bei EDDINGTONs 
Problem der Ionisation des interstellaren Kalziums - sind angeregte Zustande 
so selten (ihre Haufigkeit ist etwa ,.....,13-1), daB sie keine merkliche Rolle spielen. 
In den Stematmospharen dagegen, wo 13 von der GroBenordnung 1-2 ist, 
werden die angeregten Zustande zur Ionisation in demselben MaBe beitragen, 
wie zum kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten (genauer: Absorptions
koeffizient . V-I). DaB diese Beitrage nicht vemachlassigt werden durfen, zeigt 
folgende Abschatzung: Ein Zustand der Anregungsspannung X"s wird ionisiert 
durch Lichtquanten, deren hv den Betrag X, - X"s nur wenig ubersteigt. Die 

x,- X,.s 

Dichte dieser Strahlung geht aber (im Bereich des WIENschen Gesetzes) ,....., e -~ 
Andererseits ist nach der BOLTzMANN-Formel die Anzahl der Atome im Aus-

x"s 
gangszustand ,....., e -kT. In dem entscheidenden Produkt beider Faktoren faUt 
also Xr,s nahezu heraus. d. h. die Beitrage verschiedener angeregter Zustande 
sind in der Hauptsache proportional ihren Ionisierungswahrscheinlichkeiten. 
bezogen auf gleiche Strahlungsdichte. Diese wiederum sind nach der Quanten
mechanik fUr den Grundzustand und die nachsten angeregten Zustande von 
derselben GroBenordnung. Es bedarf also zur Berechnung der Abweichungen 
von der SAHA-Formel einer eingehenden Kenntnis dieser atomtheoretischen 
GroBen. Die Rechnung konnte zur Zeit hochstens fUr Wasserstoff durchgefUhrt 
werden; ihre Anwendbarkeit auf andere Atome bliebe ziemlich zweifelhaft. 
Die Abweichung des C-Faktors von 1 wird jedoch sicher kleiner, als nach Gl. (25.6) 
zu erwarten ist, da die Dichte der langwelligen Strahlung. welche die angeregten 
Zustande ionisiert, mit T langsamer wachst, als die der kurzwelligen, welche fUr 
die Ionisation vom Grundzustand aus verantwortlich ist. 

Nachdem wir gesehen haben, daB die Mitwirkung der hochangeregten 
Quantenzustande keineswegs vernachlassigt werden kann, muBten wir nach
traglich doch noch die Wirkung der ZusammenstoBe auf diese in Rechnung 
stellen 1. Hierzu fehlen zwar noch alle quantitativen Unterlagen, doch durfte 
das Resultat eine weitere Annaherung des C-Faktors an 1 sein. Zusammen
fassend mussen wir also feststellen, daB die Gl. (25,6) in quantitativer Hinsicht 
h6chst unsicher fundiert ist, sie durfte aber jedenfalls eine obere Grenze der 
zu erwartenden Abweichungen von der SAHAschen Formel geben (bezuglich 
weiterer Arbeiten, die aber kaum uber das Gesagte hinausfUhren. sei auf das 
Literaturverzeichnis verwiesen). 

1 Die Wirkungsquerschnitte angeregter Zustande sind bekanntlich sehr graB. 



Zweiter Teil. 

Kontinuierliches Spektrum und Aufbau 
einer Sternatmosphare. 

V. Kapitel. 

Strahlungsgleichgewicht und kontinuierliches 
Spektrum der Sternatmospharen. 

26. Stromungs- und KontinuWitsgleichung der Strahlung. 
Urn Aufbau und Ausstrahlung der Sternatmospharen genauer analysieren 

zu konnen, mussen wir uns zunachst die Frage vorlegen, ob der Energietransport 
in den Sternatmospharen vorwiegend durch Warmeleitung, durch Konvektion 
oder durch Strahlung besorgt wird. DaB die Warmeleitung keine Rolle spielen 
kann, bedarf angesichts der Kleinheit der Warmeleitungskoeffizienten der Gase 
wohl keiner Erorterung. Wenn - z. B. in der Sonnenatmosphare - ein erheb
licher Energietransport durch Konvektion stattfinden wurde, so muBten sich die 
entsprechenden Stromungen auch sonstwie bemerkbar machen. Gerade das 

Studium der Sonne zeigt aber, daB Konvektions
'l(tJ)dw strome nur zur Erklarung der feineren Zuge im 

I 
I 
I 
I 
I 
tt 

Antlitz der Sonne (Sonnenflecke, Fackeln und 
Granulation) herangezogen werden konnen. In 
der Hauptsache findet der Energietransport in 
der Sonnenatmosphare also dureh Strahlung statt. 
Die Frage, unter welch en Umstanden daneben 
Konvektionstrome auftreten konnen, wollen 

Fig.40. Strahlungsgleichgewicht. wir noch zuruckstellen und uns sogleich der 
Stromungsgleiehung der Strahlung zuwenden. 

Urn das Strahlungsfeld (hierzu Kap. I) einer Sternatmosphare beschreiben 
zu konnen, denken wir uns (Fig. 40) in der Tiefe t - gerechnet von einem beliebig 
festgelegten Nullniveau ausl - ein Flachenelement von 1 cm2, dessen Normale 
mit der der Sternoberflache den Winkel f} (Fig. 4) bilde (0:Sf) :Sn). 

Innerhalb eines Raumwinkelelementes dw stromt durch dieses Flachen
element in Richtung seiner N ormale pro sek die Strahlungsenergie I (t, f}) d w. 
Richten wir unsere Aufmerksamkeit nur auf Strahlung des Frequenzintervalles 'I' 
bis 'I' + d'l', so haben wir statt I (t, f}) dw zu schreiben Iv (t, f}) d'l' dw 2. 

Langs eines Wegelementes ds=-dt/cosf}=-dt-secf} verliert nun das 
betrachtete Strahlenbundel durch Absorption den Betrag Xv - Iv (f}) ds an Inten
sitat, wo Xv - wie fruher - den Absorptionskoeffizienten pro cm fUr die 
Frequenz 'I' bedeutet. Anderersei.ts wird aber innerhalb des kleinen Zylinders 
von der Grundflache 1 und der Hohe d s auch Strahlung emittiert und zwar 
erhalt Iv (f}) den Zuwachs c.' ds -1, wo Cv der Emissionskoejjizient an der 

1 Da die Dicke der Sternatmospharen im allgemeinen viel kleiner ist als der Sternradius, 
kbnnen wir uns auf das ebene Problem beschranken. 

2 Das Argument t lassen wir im folgenden meistens weg. 
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betrachteten Stelle der Sternatmosphiire ist. Dieser konnte - im Prinzip -
noch von f} abhangen, aber alle denkbaren Reemissionsmechanismen fiihren auf 
so geringe Abweichungen von der Isotropie, daB wir von vornherein Cp als 
unabhangig von f} betrachten diirfen. Insgesamt erhalten wir also: 

dI.(f}) = -u.I.(f}) ds + Cp ' ds '1. (26,1) 
Absorption Reemission 

1m Zustande vollstandigen thermischen Gleichgewichtes ware nach dem KIRCH
HOFFschen Satz c, = u. I.. Entsprechend definieren wir im folgenden, ohne 
damit thermisches Gleichgewicht vorauszusetzen, eine der KIRCHHOFF-PLANCK
schen Funktion analoge GroBe J. durch die Gleichung: 

Die von f} unabhiingige GroBe 
(26,2) 

Jevdw = 471:uv' Jv (26,3) 
gibt die Emission pro cm3 und sek innerhalb eines Frequenzintervalles 1 an; 
wir bezeichnen sie mit K. SCHWARZSCHILD als die Ergiebigkeit1 in der Tiefe t. 
Urn Gl. (26,1) vollends auf ihre endgiiltige Form zu bringen, fiihren wir noch den 
Begriff der optischen Tiefe Tv ein: 

t 

dT.=u.dt; Tv= J u.dt. (26,4) 
-00 

Seine anschauliche Bedeutung ist leicht zu erkennen: Durchsetzt ein Strahlen
biindel der Intensitat Iv senkrecht eine - selbst nicht emittierende - Platte 
(z. B. ein Lichtfilter) der Dicke t, so ist 

dI,,/dt=-uvlv oder dI./dTv=-I.. (26,5) 
Die auffallende Intensitat I., 0 wird also beim Durchgang geschwacht im Ver
haltnis 

I.: I., 0 = e- T.. (26,6) 
Das heiBt eine Platte der optischen Dicke 1 reduziert die Intensitat eines durch
gehenden Lichtstrahles auf 1/e = 0,37. Unter Verwendung dieses auBerordent
lich niitzlichen Hilfsbegriffes erhalten wir nun aus (26,1) mit u,ds = - d T,/COS f} 
die endgiiltige Form fiir die Stromungsgleichung der Strahlung: 

_Il dIp (T., (}) L ( _Il) ], ( ) cOS'U' d =. Tv, 'U' - v Tv . 
" 

(26,7) 

Diese Gleichung gilt - ihrer Herleitung gemaB - unabhiingig von der Art des 
Energietransportes in der Sternatmosphiire fiir Strahlung jeder Frequenz. 1st 
der Absorptionskoeffizient frequenzunabhangig, d. h. k6nnen wir schreiben 
u, = u und T. = T, so gilt die entsprechende Stromungsgleichung fUr die Gesamt
strahlung: 

I cosf} dI~: (}) = I (T, f}) - ] (T) . .I (26,8) 

Wenn Uv von 'jI abhangt, so bleibt diese Gleichung offenbar giiltig, wenn man 
fUr u einen geeigneten Mittelwert iiber alle u, einsetzt. Auf die zuerst von 
ROSSELAND untersuchte Theorie dieser Mittelbildung werden wir am Anfang 
des nachsten Kapitels zuriickkommen. 

Wahrend sich die Stromungsgleichung (26,7) der Strahlung unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen als giiltig erwies, konnen wir eine Verkniipfung 

1 Vielfach bezeichnet man auch J. selbst als Ergiebigkeit. Da ein MiBverst1indnis 
kaum moglich ist, werden wir beide Definitionen gebrauchen. 
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von Iv (-&) und I. bzw. 1(-&) und I nur erhalten, wenn wir bestimmte Annahmen 
tiber die Art des Energietransportes machen. Erfolgt dieser ganz und gar durch 
Strahlung, so muB insgesamt jedes Volumelement pro sek ebensoviel Strahlung 
emittieren als es absorbiert, d. h. der Gesamtstrahlungsstrom (Abschn.1). 

nF = J I ({}) cos{} dw 

muB unabhangig von T sein. Integriert man (26,8) tiber die Einheitskugel, so 
erhalt man 

(26,9) 

Die Gleichung 

I,", f flU) !: ~ :ff(~)'inDd-'; · (26,10) 
! , 

k6nnen wir als die Kontinuitiitsgleichung1 der Strahlung bezeichnen. Will man, 
als Gegensttick zu Gl. (26,7) eine entsprechende Formel fUr die Strahlung eines 
bestimmten Frequenzbereiches erhalten, so kommt man mit dem Energiesatz 
allein - (26,10) ist ja im Grunde genommen nichts anderes - nicht mehr aus, 
sondern muB von detaillierten Vorstellungen tiber die Wechselwirkung von 
Strahlung und Materie ausgehen. 

Die Grundgleichungen (26,7 bzw. 8) und (26,10) der Theorie des Strahlungs
gleichgewichtes sind zuerst 1905 von K. SCHWARZSCHILD [521J in seiner bahn
brechenden Arbeit "Uber das Gleichgewicht der Sonnenatmosphare" aufgestellt 
worden. Wahrend die altere Strahlungstheorie sich auf die Behandlung des 
Strahlungsfeldes im Zustande thermischen Gleichgewichtes beschrankte, hat 
SCHWARZSCHILD zum erstenmal einen konsequenten VorstoI3 in das Gebiet 
der stationiiren Strahlungszustande 2 unternommen und damit eine der wich
tigsten Grundlagen der theoretischen Astrophysik geschaffen. Urn die Weiter
entwicklung der von SCHWARZ SCHILD geschaffenen Ansatze haben sich besonders 
A. S. EDDINGTION und E. A. MILNE groBe Verdienste erworben. 

27. Anwendung der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes 
auf die Gesamtstrahlung. Randverdunkelung der Sonne. 

Einfiihrung des Temperaturbegriffes. 
Nach (26,8) und (26,10) gilt fUr die Intensitat I ({}) der Gesamtstrahlung 

(das Argument T wollen wir wieder weglassen): 

cos{} d~~) = I ({}) - ], (27,1) 

" 
J = ~ J I ({}) sin{}d{}. (27,2) 

o 

Urn diese Gleichungen zu 16sen, machen wir fUr I ({}) den Kugelfunktionen-
ansatz: 

I ({}) = A + B cos{}. (27,3) 

1 Diese Bezeichnung, ebenso wie die der Gl. (26,7) als Stromungsgleichung ist bis jetzt 
nicht allgemein ublich; der Verf. mochte ihre Einfiihrung befurworten. 

a Ais Vorganger waren zu nennen R. A. SAMPSON [518J und A. SCHUSTER [519 u. 520J. 
In diesem Zusammenhang sei noch auf die Arbeit von D. HILBERT: Begrundung der 
elementaren Strahlungstheorie [509J nachdrucklich hingewiesen. 
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Dann wird zunachst der Strahlungstrom 1(, F mit 

" F = 2f(A + B cosf}) cosf} sinf} df} = 4/3 B = konst. (27,4) 
o 

und die Gesamtstrahlungsdichte (nach 1, 12) ~ J mit 
c 

" 
J = + J (A + B cosf}) sin f} df} = A. 

o 
Die Stramungsgleichung (27,1) nimmt nun die Form an: 

cosf}dA/d.=Bcosf} } ~=8i/l1J-
(27,6) O,fl.o,z M as a8 

oder A = B .• + IX. 1,0 I 

0,8 

, , , 

K~ "", ..... r':' I 
®' ..... ... " 

" 

Urn die Integrationskonstante IX 

festzulegen, benutzen wir die 
Grenzbedingung, daB an der Ober
flache des Sternes die Einstrahlung 
von auBen verschwinden muB: I ~" ... , 

~ ;"'" 
1(0, f}) = 0 fUr 1(,/2 -<f} :-""1(,} (27,7) 

und • = O. 
~ 

0/1 
®® Abbot 

(27,5) 

1,fl 

" 
f:::,., ""'-" 

'~ "'-
" 

-- f{t+/cos 1J); (JI (27, 11) 
--- .u.Hunerung; (JI. (30,311) -- "1 GL I'M) mil '}-4"'-

0,2 

o,o~o 0,0 

In dieser streng en Form kannen 
wir die Grenzbedingung mit un
serem Naherungsansatz (27,3) 
aber nicht befriedigen. Wir be
gnugen uns daher - dies erscheint 
als die vernunftigste Approxi
mation - mit der Forderung, 
daB fur. = 0 der Einstrahlungs
strom 1(, F- - vgl. (1,6) - ver-

Fig. 41. Mitte-Rand-Kontrast fiir die Gesamtstrahlung der Sonne. 
schwinden soll, d. h. 

jIT=o cosf} sin f} df} = j(1X + B cos f}) cos f} sin f} df} = 0 1 
,,/2 ,,/2 

oder 
IX B 
---=0. 
2 3 

(27,8) 

Da wegen (27,4) noch ; B = F = der mittleren Ausstrahlungsintensitat 

[letzteres nach (1,9)J ist, so erhalten wir schliel3lich als Lasung der SCHWARZ
SCHILDschen Differentialgleichung (27,1 u. 2): 

1(., f}) = ~ F (1 + ~ • + ~ cos f) ) , (27,9) 

J (.) = ~ F (1 + ~ .). (27,10) 

Fur .=0 entnehmen wir (27,9) mit SCHWARZ SCHILD das Gesetz der Rand
verdunkelung der Sonne (das in gleicher Weise fUr die Gesamtstrahlung aller 
im Strahlungsgleichgewicht befindlichen Sternatmosph1i.ren gelten muD): 

I ({}) 2 ( 3 ) I(0)=5 1 +-Zcosf} . (27,11) 

In Fig. 41 vergleichen wir den so berechneten Mitte-Rand-Kontrastl der Sonne 
mit dem von ABBOT gemessenen (Tabelle 5). Die Ubereinstimmung von Messung 

1 Die anderen Kurven der Fig. 41 werden spater erklart werden. 
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und Rechnung ist so gut, daB man sie als eine wesentliche Stiitze der Anschauung 
betrachten darf, daB die Sonnenatmosphare sich im Strahlungsgleichgewicht 
befindet. 

In Fig. 42 geben wir noch - alle in demselben MaBstab gezeichnet - Rich
tungsdiagramme der Gesamtstrahlung nach (27,9) fUr einige Werte der optischen 

Tiefe r. Die gestrichelten Kreise geben den von r un-

T 

abhangigen anisotropen Anteil ~ F· ~ cos-& der Strah

lung allein. Man kann in sehr instruktiver Weise ver-
(),o folgen, wie mit wachsendem r der isotrope Anteil von 

1(-&) immer mehr iiberwiegt. Die Strahlung nimmt 
desto mehr den Charakter einer Hohlraumstrahlung 
an, je weiter wir in das Innere des Sternes vordringen. 
DaB Gl. (27,9) an der OberfHi.che des Sternes (r = 0) 

4 fur n/2 -< -& -<n eine kleine, teils positive, teils negative 
Einstrahlung liefert, riihrt natiirlich nur von der 
Unvollstandigkeit unseres Ansatzes (27,3) her. 

, I,O I---'-~f,O---l--l 
Bis jetzt haben wir in un sere Strahlungsgleich

gewichtsbetrachtungen den Begriff der T emperatur 
noch gar nicht eingefUhrt. In der Tat ist es auch gar 
nicht moglich, einem anisotropen Strahlungsfeld in 
eindeutiger Weise eine Temperatur zuzuordnen. Der 
Temperaturbegriff ist - streng genommen - nur 

2,0 1----1r--

Fig.42. Winkelverteilung der Ge
samtstrahlungsintensitat I (t', ii) 
= t F (I + t t' + ! cosD) fiir 
verschiedene opti3che Tiefen T. 

sinnvoll im FaIle thermischen Gleichgewichtes. Da 
wir aber bis jetzt Berechnungen des Ionisations
grades, der Anregung h6herer Quantenzustande usw. 
fast nur fUr thermische Gleichgewichtszustande aus
fUhren k6nnen, wollen wir eine Temperatur T defi
nieren, die unseren Anforderungen moglichst weit
gehend gerecht wird: T solI - zusammen mit dem 
STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz (4,3) - die richtige 
Gesamtstrahlungsdichte ergeben. Es ist also: 

4nJ = 4n .-~F(1--+-~r) = ~T4. (27,12) 
c c 2 '2 c 

Die Temperatur T nahert sich demnach an der Sternoberflache (r -+ 0) einem 
bestimmten Grenzwert, der durch 

bestimmten Grenztemperatur To· 
Allgemein gilt nach (27,13) 

n aTt= - -F 
2 

(27,13) 

! T4 = Tt ( 1 + -%- r) . (27,14) 

Auf der anderen Seite haben wir in Kap. II, Gl. (12,5) die effektive Tempera
tur Te eines Sternes definiert durch 

nF=aTe4, (27,15) 
d. h. Te ergibt - in das STEFAN-BoLTZMANNsche Gesetz eingefiihrt - die 
richtige Gesamtausstrahlung n F bzw. mittlere Strahlungsintensitat F an der 
Oberflache. Wahrend also T fUr eine bestimmte optische Tiefe gilt, bezieht 
sich Te auf die Sternatmosphare als ganzes. 
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Durch Vergleich mit (27,13) erkennt man, daB 

Tt = ~ Tf oder T. = To V2 = 1,19 To 

ist. Fur die Sonne finden wir1 z. B. nach (12,6) 
T.=5713° und To=4802°. 
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(27,16) 

(27,17) 

28. Zusammenhang von Strahlungsintensitat I(r,·&-), 
Strahlungsstrom nF(T) und Ergiebigkeit J(r). 

Es leuchtet ohne weiteres ein, daB es moglich sein muB, die Strahlungs
intensitat I (or, #) zu berechnen, wenn die Ergiebigkeit J (T) fUr die ganze Stern
atmosphare bekannt ist. Die Beschreibung des ganzen Strahlungsfeldes ist damit 
zuriickgefUhrt auf die Kenntnis dieser einen Funktion einer Variablen. Wir 
gehen aus von der Stromungsgleichung (26,7 bzw. 8): 

d1 -1--J 
dT' sec if - . (28,1) 

Da diese in genau derselben Form fUr Ip bzw. Jp als Funktion von Tv gilt, so 
kOnnen die folgenden Rechnungen dieses Abschnittes ohne Ausnahme auch hierauf 
angewandt werden. Lediglich der Einfachheit wegen lassen wir die v-Indizes weg. 
Da wir weiterhin von der Kontinuitatsglei
chung keinen Gebrauch machen, so gelten 
unsere Formeln auch fur Nicht-Strahlungs -----~--r_--~----,--T-O 

gleichgewichtszustande. 
Multiplikation von (28,1) mit e-TSecl) er-

gibt zunachst 
d(1 -.,.seCI)) 

e = _ J. e-TSecl) (28,2) 
d (1' sec if) 

oder, wenn wir integrieren und dabei die T Fig. 43. Zusammenhang von Strahlungs-
entsprechende Integrationsvariable mit x be- intensitat und Ergiebigkeit. 

zeichnen: ,,=.,. 
I (T,'{})e-TSecl) =-j J(x)e-zsecl)dxsec#. (28,3) 

Die untere Grenze des Integrals bzw. die Integrationskonstante mussen wir 
noch mit Hilfe der Grenzbedingungen des Problems festlegen. 

Mit Rucksicht auf spatere Anwendungen betrachten wir sogleich den gegen
uber Abschn. 27 etwas allgemeineren Fall, daB eine Atmosphare der optischen 
Dicke Tl am "Boden" begrenzt wird durch eine Ebene, die Strahlung der vor
gegebenen 2 Intensitat 10 (1}) aussendet (Fig. 43). Fur T=O solI selbstverstand
lich die Einstrahlung (n12 -<:: I) -<:: n) verschwinden. 

Unter Berucksichtigung dieser Grenzbedingungen fur T = Tl und T = 0 wird 
nunmehr (28,3): 

.,., Ausstrahlung: 
o -<:: I} -<:: nl2 
secl}>- 0 

I (T, I}) = 10 (I}) e- (" - T) sec I) + j J (x) e- (>. - T) sec I) dx sec I} (28,4) 

Einstrahlung: 
nl2 -<.: I} -<:: n 

sec I} -<:: 0 
I (T,I}) = 

.,. 

T 

- j J (x) e- (x -T) sec I) dx sec # . (28,5) 
o 

1 1m folgenden rechnen wir auch vielfach mit den - innerhalb der Fehlergrenzen 
(schatzungsweise ± 30°) damit iibereinstimmenden - Zahlen von E. A. MILNE [517]: 
Te = 5740° und To = 4830°. 

2 Die Frage, wie die Ergiebigkeit ] (1') mit der Ausstrahlung des Bodens 10 (0) zusammen
hangt, kann natiirlich nur unter Zuhilfenahme der Kontinuitatsgleichung (oder ihrer Ver
allgemeinerungen) behandelt werden und soll vorerst auBer Betracht bleiben. 
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Die Bedeutung der einzelnen Ausdrucke ist an Hand der Fig. 43 sofort zu 
erkennen: In (28,4) gibt das 1. Glied die direkt vom Boden unter dem Winkel {} 
bis zur optischen Tiefe r empordringende Strahlung. Das Integral entsteht durch 
Summation uber die Emission aller auf diesem Weg liegenden Volumelemente 
unter Berucksichtigung der Absorption auf dem optischen Weg (x-r) sec{}. 
(28,S) kommt in entsprechender Weise durch Integration uber die oberhalb vom r 
liegenden Volumelemente zustande. 

Fur den praktisch besonders wichtigen Spezialfall einer unendlich tiefen 
Atmosphare (limrl-+oo) nehmen die Gl. (28,4 und 5) die einfache Form anI: 

00 

Ausstrahlung: 1 (r,{}) =11 (x) e-(x-T)secfldx' sec{} 
T 

T 

Einstrahlung: I (r, {}) = -11 (x) e- (x - T) sec fl dx . sec {j. 
o 

Insbesondere wird die an der Sternoberflache austretende Strahlung: 

00 

1 (0, {}) = 11 (x) e- xsecfl d x sec-& 
o 

(28,6) 

(28,7) 

(28,8) 

wie man auch ohne Rechnung aus Fig. 43 ablesen kann. Diese Gleichung stellt 
- und darin liegt ihre groJ3e Wichtigkeit begrundet - den Zusammenhang 
her zwischen der direkt beobachtbaren Mitte-Rand-Verdunkelung, d. h. 1(0, {}) 
einerseits und der Tiefenabhangigkeit der Ergiebigkeit 1 (x) andererseits. Je 
rascher 1 mit x anwachst, desto mehr Strahlung wird aus groJ3en Tiefen an 
die Sternoberflache empordringen und desto groJ3er wird der Mitte-Rand
Kontrast, da ja am Sternrand ({) = n12; sec{) -+ 00) 1(0, n12) den fest en Wert 
1 (0) hat. Messung der Strahlungsintensitat 1(0, {j) in Abhangigkeit von {j 
gibt also eine Moglichkeit zur Erforschung der "Schichtung" der Ergiebigkeit 
an die Hand, gleichgultig ob es sich urn spektral zerlegte oder urn die Gesami
strahlung handelt. 

Die besondere Wichtigkeit der Sonnenphysik liegt nicht zuletzt darin be
grundet, daJ3 es nur bei der Sonne moglich ist, 1 (0, {}) mit einiger Genauigkeit 
zu messen (evtl. Bedeckungsveranderliche i). 

Noch ubersichtlicher wird der Zusammenhang zwischen 1 (0, {}) und 1 (x), 
wenn wir mit R. LUNDBLAD [514J letztere Funktion in eine Potenzreihe ent
wickeln: 

(28,9) 
Dann ist nach (28,8) 

00 00 

1(0, {}) =1 2,ak' Xk. e- x sec fldx sec {j, (28,10) 
o 0 

oder mit x sec {} = y 
00 00 00 

1 (0, {}) = 2, ak cosk {} 1 yk e-)I d y = 2, ak • k! COSk {}. (28,11) 
000 

Die Reihenentwicklungen fUr 1 (x) und 1 (0, {}) entsprechen einander also 
Glied fUr Glied 

1 (x) = ao + a1 x + a2 x2 + . . . } 
I (0, {}) = ao + a1 cos{} + 2 a2 cos2 {} + ., .. (28,12) 

1 In der Literatur ist es teilweise ublich, {} nicht von 0 bis % durchzuzahlen, sondern 
fur Aus- und Einstrahlung in entgegengesetztem Sinne von 0 bis %/2 laufen zu lassen. Man 
gewinnt dadurch etwas an Anschaulichkeit, zerstiirt aber die mathematische Symmetrie 
der Formeln. 
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Ein Beispiel geben z. B. die Gl. (27,10 u. 11). Sollte ] (x) bei x = ° eine 
SingularitaF haben, welche die Entwicklung nach Potenzen von x unmoglich 
macht, so kann man - ohne an den physikalischen Verhaltnissen etwas zu 
andem - die auCerste Schicht (0 -< 7: -< E <: 1) der Atmosphare bei der Inte
gration nach (28,8) weglassen und ] (x) von x = E aus entwickeln. 

Wir wollen uns sodann noch dariiber orientieren, in welchem MaCe die in 
verschiedenen optischen Tiefen 7: liegenden Schichten der Sonnenatmosphare 
zur Gesamtausstrahlung 1(0, -&) einer bestimmten Stelle der Sonnenscheibe 
beitragen. Die Antwort ist in den Gl. (28,8) und (27,10) schon enthalten: Die 
Schicht d 7: in der Tiefe 7: liefert zu 1(0, -&) den Beitrag: 

}F(1 + ~ 7:)e-TSeC1~sec-&.d7:. 
(J , , , 

J -~ 
5 Y sin tJ.-O,!JI/3 

/" vs.ectJ~~5[1(o, tJ)4J 

Die Fig. 44 gibt graphische Dar
stellungen dieser Funktion fUr die 
Sonnenmitte (0=0), sodann fUr 0, 

diejenige Zone der Sonnenscheibe, 
fUr welche 1(0,0) gleich der mitt-

1, 
leren Strahlungsintensitat Fist und 

o· /v A sin r'r:Ff5 

/ 
endlich fUr eine nur noch 5,7% 1: 

des 0-Radius yom Sonnenrand 11. 
entfemte Stelle, die etwa dem " 
auBersten von ABBOT gemessenen 
Punkt entspricht. Die Kurven illu- 2, 

strieren in schoner Weise unsere 
friihere Bemerkung, daB die Strah
lung des Sonnenrandes aus den t,5 
hochsten Schichten stammt, wah
rend sie in der Mitte der Sonnen

5 / 

I / 
o I J 

II 

/ Js~c tJ-1 (G-/'Iilte) 
V / SIf1'/J=(J 

II 

3,0 

scheibe aus groBeren Tiefen empor- J,(J Fig. 44. Aus welchen optischen Tiefen T stammt die 
dringt. Durch horizontale Linien Gesamtstrahlung verschiedener Teile der Sonnenscheibe? 
sind noch die opt is chen Tiefen 7: 
markiert, oberhalb deren jeweils die Halfte der Gesamtstrahlung entspringt; 
letztere ist ja nach (28,8) einfach gegeben durch die Flache zwischen der be
treffenden Kurve und der r-Achse. Man kann also sagen, daB z. B. die Gesamt
strahlung der Sonnenmitte im Durchschnitt in einer optischen Tiefe 7: = 1,25 
entspringt, wahrend wir am Sonnenrand (bei sin -&=0,943) nur bis 7:=0,32 
vordringen konnen. Damit solI selbstverstandlich nicht gesagt sein, daB die 
Energie in dieser Tiefe irgendwie entsteht, sondem in dieser Tiefe findet im 
allgemeinen der letzte ProzeB der Absorption und Reemission statt - ganz 
im Einklang mit der anschaulichen Bedeutung des Begriffes der optischen Tiefe 
(Abschn.26). 

In derselben Weise wie die Strahlungsintensitat 1(7:,0) kann man nach 
MILNE [517J auch den Strahlungstrom 2 :;rr; F (7:) aus der Ergiebigkeit berechnen. 
Diese Beziehung ist fUr die Stemspektroskopie deshalb wichtig, weil man bei 
Stemen - vgl. Gl. (1,9) - nur den Mittelwert der Strahlungsintensitat iiber die 
Stemscheibe I =F (0) beobachten kann. Es ware ~atiirlich sehr umstandlich, 
immer erst 1(0, -&) und dann durch Mittelbildung I zu bestimmen. 

1 Hierzu vgl. E. A. MILNE [503, pg. 132]. 
2 Da wir in diesem Abschnitt die KontinuitMsgleichung nicht beniitzen und also auch 

:Nicht-Strahlungsgleichgewichtszustande zulassen, wird der Strahlungstrom noch von T 

abhangen. 
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Nach (1,5) ist 
" 

~ F (7:) = J 1(7:, {}) cos iJ· sin {} d {} (28,13) 
o 

oder mit (28,6 u. 7) - wir beschranken uns auf das Problem der unendlichen 
Atmosph1i.re -: 

00 ,,/2 T" 

~ F(7:) = J J(x) dx J e-(x-T)secOsin {} d{}-J ] (x) dx J e- (X-T) sec ° sin {} diJ, (28,14) 
TOO ,,/2 

wobei wir gleich die Reihenfolge der Integration vertauscht haben. Urn die 
Integrationen iiber {} ausfUhren zu k6nnen, setzen wir im 1. Integral sec{} = w, 
im 2. Integral - sec {} = w und erhalten so 

00 00 !e-(X-T)W dW b ! +(X_T)W dw 
w2 zw. e w2 • (28,15) 

1 1 

Beide Integrale fiihren auf die Transzendente 1 

00 

! dw K2 (z) = e- •. w V; (28,16) 
1 

und wir erhalten allgemein 
00 T 

~ F(7:) =!J (x) K2 (X-7:) dx-!J (X) K2(7:-x) dx. (28,17) 
T 0 

Insbesondere wird an der Sternoberflache 7: = 0: 

00 I 

_ ~F(0)-!J(X~K2(X)dXJ (28,18) 

Wie der Vergleich mit der analogen Beziehung (28,8) fUr 1(0, {}) zeigt, kann 
man 2K2 (x) auffassen als Mittelwert iiber e-xseco·sec{}. 

29. Weitere Naherungsmethoden zur Losung 
der Differentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes. 
In Abschn.27 haben wir die Differentialgleichung2 des Strahlungsgleich

gewichtes 
cosO dI (8-) = I ({}) _ J I ({}) dro 

d-r 4n 
(29,1) 

mit Hilfe des Ansatzes (27,3): I ({}) = A + B cos {} naherungsweise ge16st. Er
ganzungsweise wollen wir nunmehr einige andere Approximationsmethoden 
kennen lernen: 

1. A. SCHUSTER [520] und K. SCHWARZSCHILD [521] gingen urspriinglich so 
vor, daB sie mit einer richtungsunabh1i.ngigen 
Ausstrahlung I ({}) = II = konst. fUr 0 -<{} -<n12 (29,2) 
und einer - davon verschiedenen -
Einstrahlung I ({}) = 12 = konst. fUr nl2 -< {} -< n (29,3) 

1 Da die Integralexponentialfunktion und verwandte Transzendenten in der Strah
lungstheorie eine bedeutende Rolle spielen, so haben wir - um unsere Darstellung nicht 
immer wieder unterbrechen zu miissen - im Anhang B die wichtigsten Formeln zusammen
gestellt. 

2 Eigentlich Integro-Differentialgleichung. 
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rechneten. Dann wird 

und 
F = 11-12 = konst. 

Aus (29,1) erhalt man zunachst mit coS7f = 1/2 die zwei Gleichungen 

dl1/dr = 11- 12 l 
-dI2/dr=I2-11 J 
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(29,4) 

(29,5) 

(29,6) 

oder durch Subtraktion unter Beriicksichtigung von (29,4) und (29,5) folgende 
Gleichung fUr die Ergiebigkeit 

dJldr=F. (29,7) 

Beachtet man noch, daB fUr r = 0 die Einstrahlung 12 = 0 und also 11 = F = 
2 1(0) sein muB, so ergibt sich aus (29,7) 

1 
I(T)=2-F(1+2T) (29,8) 

llnd nach (28,12) 
1 

I(0,1)'l=zF(1 +2cosD). (29,9) 

Bildet man umgekehrt mit diesem Wert von 1(D) wieder den Strahlungstrom, 
so erhalt man den nicht ganz richtigen Wert: 

n/2 

F' = 2 J I . cos D sin D d D = ~ F. (29,10) 
o 

Diese Inkonsistenz kann nach R. EMDEN [508] vermieden werden, wenn man 
bei der Mittelung iiber den cos D in (29,1) schon die Richtungsverteilung der 
Strahlung beriicksichtigt oder - was auf dasselbe herauskommt - in (29,6) 
mit einem effektiven Absorptionskoeffizienten (= 3/2 X dem Absorptions
koeffizienten fiir parallele Strahlung) rechnet, der so eingerichtet wird, daB der 
Strahlungstrom am Ende richtig herauskommt. 1m groBen und ganzen diirfte 
das SCHUSTERsche Naherungsverfahren heute nur noch historische Bedeutung 
haben. 

2. Nach A. S. EDDINGTON [501] kann man in sehr eleganter Weise eine 
NaherungslOsung von (29,1) gewinnen, indem man zunachst folgende Mittelwerte 
von I (r, 1}) einfiihrt: 

l=fl dw . H=~=flcos1}~~· K=flcos21}~. (29,11) 4n' 4 4n' 4n 

Multipliziert man die Differentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes 

cos1} dI/dr = I-I 

mit 3~ bzw. cos D d4~ und integriert iiber dw, so erhalt man 4n ,. 

dH/dT = 0 (Konstanz des Strahlungsstromes) (29,12) 
und 

dK/dT = H. (29,13) 

Da lund K sich nur durch den Faktor cos2 D unter dem Integralzeichen unter

scheiden, so wird (wegen cos2 1) = +) naherungsweise K = + lund 

dJldr=}H; 1=3Hr+rx. (29,14) 
Unsold, Sternatmospharen. 7 
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An der Sternoberflache kann man - indem man wieder den Mittelwert des cos iJ 
fUr isotrope Strahlung verwendet - in derselben Naherung set zen 

J (0) = 2H (29,15) 
und bekommt schlieBIich 

J=2H(1 +}T)= ~ F· (1 +}T) (29,16) 

in Obereinstimmung mit (27,10). Die Berechnung von I (iJ) brauchen wir nicht 
nochmals zu erortern. Bei genauer Betrachtung erkennt man, daB dieses Ver
fahren trotz der auBeren Verschiedenheit mit dem des Abschn. 27 nahezu 

identisch ist. J, H und l-K-~J=1I(2cos2iJ-~)~ sind ja nichts 
2 2 2 2 4n 

anderes, als die Koeffizienten einer Entwicklung von I (iJ) nach Kugelfunktionen 

(LEGENDREschen Polynomen). Der Ansatz K = ~ J besagt - in diesem Sinne 

betrachtet -, daB der Koeffizient der Kugelfunktion P2 (iJ) = {- cos2 it - ~ 
schon vernachHissigt werden kann (vgl. 27,3). Damit ist auch die Form (29,15) 
der Grenzbedingung fUr T = 0 eindeutig festgelegt. Da - wie man aus dem 
vorhergehenden leicht ersieht - (29,16) bzw. (27,10) sowohl fUr T = 0 wie fur 
T -+ 00 den richtigen - konstanten - Strahlungstrom liefern, so durfen wir 
vermuten, daB diese Ausdrucke eine sehr gute Annaherung an die exakte Lasung 
darstellen. 

30. Die SCHWARZSCHILD-MILNEsche Integralgleichung 
des Strahlungsgleichgewichtes. Untersuchungen von E. HOPF 

iiber deren strenge L6sung. Zweite Naherung. 
Urn zu einer strengeren und genaueren Behandlung des Problems der Gesamt

strahlung (Abschn. 27) zu gelangen, erweist es sich als zweckmaBig, von der 
Differentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes zu der entsprechenden 
Integralgleichung l uberzugehen. Wir gewinnen diese, indem wir in der Kon
tinuitiitsgleichung 

" 
J (T) = ~ 11 (T, it) sin it d it (30,1) 

o 

die Gesamtstrahlungsintensitat I (T, it) selbst wieder durch die Ergiebigkeit aus
drucken. Beschranken wir uns auf die unendlich ausgedehnte Atmosphare, 
so haben wir hierzu die Gl. (28,6 u. 7) zu benutzen und erhalten: 

,,(2 00 

J(r) = ~1 1J(x)e-(X-y)sec{Jdx.secit.sinitdf}-
o TnT - +1 1 J(x) e-(x-y)sec&dx·secit·sinitdit. 

,,(2 q 

(30,2) 

1 Der Zusammenhang der Strahlungstheorie mit der Theorie der Integralgleichungen 
wurde zuerst (1913) von D. HILBERT [509] untersucht. K. SCHWARZSCHILD [522] formulierte 
bald darauf (1914) die Integralgleichung fiir eine Atmosphare, die unten durch einen "Boden" 
mit vorgegebener Austrahlung begrenzt wird. E. A. MILNE [503] und E. HOPF [504] haben 
spater namentlich die Theorie der homogenen Integralgleichung fiir die unendlich aus
gedehnte Atmosphare untersucht. Die Namengebung ist - wie in den meisten analogen 
Fallen - nicht ganz willkiirfrei. 
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Setzen wir im 1. Integral sec f} = w, 1m 2. gleich - w, so wird zunachst 
secf} sin f} d f} = dw/w und 

00 00 -r 00 

J(-r) = ~j J(x) dx je-(X-T)W i:f+ ~ j J(x) dx je-(T-X)W dwW' (30,3) 
T w=l o 

Da im 1. Integral x - -r >- 0, im 2. aber -< ° ist, so kann der Exponent der 
e-Funktion beidemal -l-r- xl' w geschrieben werden und es ergibt sich nach 

00 

EinfUhrung der Integralexponentialfunktion K (z) = J e- ZW. dw/w (Anhang B) 
die lineare homogene Integralgleichung: 1 

I 

fir) ~+IJlx)Kllr-xl)dx I (30,4) 

Der Kern K(l-r- xi) hat bei x = -r eine logarithmische Singularitat und geht 
fUr l-r- xl ~ 00 wie e-X/x gegen Null. 

Wir wollen nunmehr mit E. HOPF 1 [510 u. 504] ein konsequentes Verfahren 
zur Gewinnung der Lasung dieser Integralgleichung entwickeln: 

Unter EinfUhrung des Integraloperators 
00 

A ... = ~j ... K(l-r-xl)dx 
o 

schreiben wir (30,4) in der Operatorform 2: 
J (-r) = A J (x) 

(30,5) 

(30,6) 

und versuchen zunachst, Einblick in das Verhalten der Lasung bei -r -+ 00 zu 
bekommen. Nach (29,13) gilt allgemein 

d j dw 1 - I (-r f}) cos2f}- = -F. 
dr' 4n 4 

(30,7) 

Da in groEer Tiefe die Richtungsverteilung der Strahlung sich immer mehr der 
isotropen annahern muE (Hohlraumstrahlung), so k6nnen wir im lim in (30,7) 
den cos2 f} durch seinen Mittelwert 1/3 ersetzen und erhalten T-+OO 

(30,8) 
oder 

lim J(-r) = J-F·-r. 
T-+OO 4 

(30,9) 

Diese Gleichung, zusammen mit den Ergebnissen von Abschn. 27 legt nun den 
Ansatz nahe 

(30,10) 

1 Diese Uberlegungen E. HOPFS kniipfen an an entsprechende Rechnungen K. SCRWARZ
seRILDS [522] zur inhomogenen Integralgleichung fur die "Atmosphare mit Boden". Da 
HOPF selbst eine ausgezeichnete zusammenfassende Darstellung seiner Untersuchungen 
gegeben hat, so beschranken wir uns darauf, die astrophysikalisch wichtigsten Punkte in 
moglichst einfacher Form herauszustellen, teilweise unter Verzicht auf groBtmogliche mathe
matische Strenge. 

2 A fuhrt - daran wollen wir festhalten - eine Funktion von x in eine Funktion 
von r uber. 

7* 
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E. HOPF (5. S. 99) konnte nun zeigen, daB 00,6) eine und nur eine Losung hat, 
fUr die weiterhin 

1/2 < q (or) < 1 (30,11) 
gilt. 

Wir schlieBen zunachst die Integralgleichung 00,6) ein zwischen zwei Inte
gralungleichungen. Es ist 1 

1 A(x+c) =r+c--i{cK2(r)-K3 (-r)}. 00,12) 

Setzen wir hierin c = 1/2 und fUhren die Abkiirzung 
1 

11 =r+ 2 (30,13) 

ein, so wird nach Anhang B, Gl. (17) K2(r)-2K3(r)-<0 und folglich: 

/dr)<A/dx) ......... O-<r-<oo. (30,14) 

Setzen wir noch allgemein 

so lautet (30,14): 
/ .. +l=A/ .. (30,15) 

00,16) 

Durch wiederholte Anwendung des A-Operators auf diese Ungleichung erhalten 
wir, da dessen Kern tiberall positiv ist 

12</3 (30,17) 

/ .. </ .. +1 

d. h. die / .. bilden eine au/steigende Folge 

/1 < /2 < /3' .. </ .. < / .. +1 .... 

(30,18) 

(30,19) 

In ahnlicher Weise bilden wir eine absteigende Funktionenfolge ausgehend von 

Nach (30,12) und (B, 15) ist 

und mit (30,13) auBerdem 

1 Nach (30,3) ist 

AJ(x) < 1 (r) 

/1 < r 
00 T 00 0 

00,20) 

00,21 ) 

(30,22) 

A(l)= ~j1'K(x-r)dX+ ~j1'K(r-X)dx=}jK(U)dU- ~jK(U)dU 
T 0 () T 

00 00 

A(l) =jK(U)dU- ~jK(U)dU=l- ~ K2(r) nach (B, 10 und 9) 

o T 

und entsprechend 
00 T 00 0 

A(x) =-} jX'K(X-r)dx+ ~jX'K(r-X)dX= ~j(r+U)K(U)du-+j(r-U)K(U)dU 
TOO T 

A (x) =r!j:(U)dU- ~j:(U)dul+ ~j:K(U)du=r+ ~ Ka(r) nach(B,10u.11). 

OTT 

woraus sofort (30,12) folgt. 
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Durch Anwenden des A-Operators auf diese Ungleichung erhalt man mit (30,21) 

12 < A j< I (30,23) 
und durch weitere Anwendung des A-Operators 

13=A/2 <Aj<f, (30,24) 

1 .. =AI .. -l<AI</. (30,25) 
Die Itl liegen also alle unterhalb der Schranke j = r: + 1. Verbinden wir dieses 
Ergebnis mit (30,19), so ist damit gezeigt, daJ3 die Grenzfunktion 

/ (r:) = lim I .. (r:) (30,26) 
n =00 

existiert und zwischen den Grenzen 
1 

r: + 2 < 1 (r:) < r: + 1 (30,27) 

liegt. Aus (30,15) folgt durch Grenzubergang n -+ 00 sofort, daJ3 1 (r:) tatsachlich 
eine Lasung von (30,6) ist. Wie HOPF gezeigt hat, kann man von hier aus auch 
leicht vollends den Eindeutigkeitsbeweis fUhren, doch mochten wir hierauf nicht 
naher eingehen. Viel wichtiger ist fur uns folgende Bemerkung HOPFS: 

Wenn man von einer Naherungslosung /* (r:) der SCHWARZSCHILD-MILNEschen 
Integralgleichung ausgeht, die der Bedingung 

1 -
11=r:+ 2 -</*(r:)-<r:+1 =1 (30,28) 

genugt, so erhalt man nach (30,19, 25 u. 26) durch wiederholte Anwendung 
des A-Operators auf t* eine immer bessere Annaherung an die Losung j, d. h. 

1 (r:) = lim I: (r:). (30,29) 
n = 00 

Das Verfahren1 wird selbstverstandlich desto rascher zum Ziele fUhren, je naher 
die Ausgangsfunktion /* an t liegt. 

Wir wollen in dieser Weise - ausgehend von unserer Naherungs16sung (27,10) 

Jl = ! F ( r: + +) ; t; = r: + ~ (30,30) 

durch Anwendung des A-Operators eine 2. Naherung 

J2=AJI bzw. /; =Af: 
ableiten und erhalten nach (30,12): 

J2= !F{r+ ~-~ (~K2(r:)-·K3(r))} 
oder mit Hilfe der Formeln des Anhanges B: 

J2=-~-F{r:+-~--: (r:+ ~)e-T+: (r:+ ;)K(r:)}. 

(30,3 1) 

(30,32) 

(30,33) 

Diese Losung ist - wie man an Hand von Gl. (30,9) erkennt - schon so normiert, 
daJ3 sie in groJ3er Tiefe den richtigen Strahlungstrom nF liefert. Bei r: = ° kommt 
nach einer numerischen Berechnung 2 von A. W. MAUE [523J ein urn 0,85 % zu 
kleiner Wert heraus, d. h. die Fehler un serer Naherung durften in dieser GroJ3en·· 
ordnung liegen 3. 

1 Ohne strenge Begrtindung zuerst angedeutet von K. SCHWARZSCHILD [522]. 
2 Man berechnet - vgl. (30,34) - erst 1(0,0) und dann durch Mittelung tiber alle 0 

nach (28,13) den Strahlungsstrom. 
3 Die 1. Naherung stimmt zwar, wie man leicht nachrechnet, bei T = ° und 00. Dafiir 

sind aber ihre Fehler sonst gr6Ber. 
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Das (30,33) entsprechende, verbesserte Gesetz des Mitte-Rand-Kontrastes 
[523] erhalt man nach (28,8) mit Hilfe elementarer, aber ziemlich umstandlicher 
Integration unter fortwahrender Bentitzung der Formeln des Anhanges B zu 

12 (0,-&)= ~ F{( 1 + ~ cos-&) (1+ co; ° In (1 + sec-&))- ~ (1+6cos-&+ (30,34) 

Den Nachteil unserer 2. Naherung (30,32), gerade an der Stemoberflache 
i = Odie groBte Abweichung von der Konstanz des Strahlungstromes zu liefem, 
vermeidet eine im groBen und ganzen ziemlich ahnliche Methode von A. S. ED
DINGTON [501]. Allerdings ist sie in mathematischer Hinsicht nicht so durch
sichtig, wie die im AnschluB an HOPFa Untersuchungen entwickelte. 

Den Ausgangspunkt bildet wieder die 1. Naherung (mit H = F/4): 

Jd7:) = ! F (i + ~) = H (2 + 3 i). (30,35) 

Mit deren Hilfe berechnet EDDINGTON zunachst nach (28,6) und (28,7) genauere 
Ausdrticke fUr die Strahlungsintensitat 1 (i, -&) : 

Ausstrahlung: 
0-<-& <n/2 

Einstrahlung: 
n/2-<-&-<n 

00 

1 (7:, -&) = H J (2 + 3 x) e- (x - T) sec & dx sec-& 
T 

= H (2+ 3i+ 3 cos-&) , 
T 

1 (i, -&) = -HJ (2 + 3 x) e- (x - T)sec&dx sec-& 
o 

= H {2 + 3 i + 3 cos-&- (2 + 3 cos-&) euec &}. 

I ()O.)6) 

I ()O.)7) 

Durch Integration tiber -& werden aus diesen Ausdrticken ftir 1 (i, -&) sodann 
nach (29,11) genauere fUr J(i) und K(i) abgeleitet. Mit Hilfe der Formeln 
von Anhang B ergibt eine element are Rechnung: 

J(7:)=H{2+3 i - K 2(i)+ ~K3(i)} (30,38) 

K(i) = ~H{2+3i-3K4(7:)+; K(7:)}. (30,39) 

Der neue Ausdruck fUr J (7:) ist - selbstverstandlich - identisch mit (30,32), 
denn die Integrationen fiber i in (30,36 u. 37) zusammen mit der Mittelung 
tiber dw in (29,11) sind ja aquivalent der Anwendung des HOPFschen A-Opera
tors. H brauchen wir nicht neu zu berechnen, da diese GroBe als Integrations
konstante fungieren solI. 

Nun knfipft EDDINGTON an an die streng gtiltige Gl. (29,13) 

K = H· i + konst. (30,40) 

Die Konstante wird man am best en so festlegen, daB (30,39 u. 40) bei i=O 

erftillt sind. Man erhalt so - wegen Kn (0) = _1_ - den Wert konst. = ~H. 
n-1 24 

Sodann wird K (i) durch J (7:) ausgedrtickt (vgl. 29,13-14); an Stelle des frtiheren 

K = ~ J tritt nach (3°,38 u. 39): 3 
2 + 3T- KZ(T) + -Ka (T) 

K = _1 • J mit t = 2 (30,41) 
3/ 2+3T-3K4(T)+~K5(T) 

und es wird schlieBlich: 2 

J (i) = 3 H t (7: + ~~) = 1- F . t (7: + ~~). (30,42) 
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E. HOPF [504; dort Zusammenstellung der Originalabhandlungen] und M. BRON
STEIN [506] ist es sogar gelungen, den genaueren Wert von] (0) zu berechnen. 
Sie finden - die recht komplizierten Entwicklungen kannen hier nicht im 
einzelnen wiedergegeben werden -: 

3 1 1 
](0)=4- F . . {j oder-vgl.(30,10)- q(O) =173' (30,43) 

Fur das Verhaltnis der effektiven Temperatur Te zur Grenztemperatur To (Ab-

schnitt 27) : (Te_)4 = ~ = ~ . _1 _ 

To J(O) 3 q(o) (30,44) 

erhalten wir auf Grund unserer verschiedenen Naherungen: 

I. Naherung (30,30) . . . . . . 
II. Naherung (30,32) und (30,42) . 
Exakter Wert (30,43). . . . . . 

(T,/T,)' = FfJ. T,/T. 

= 2,000 
16/7 = 2,286 

4/V3 = 2,309 

1,189 
1,231 
1,233 

Wie man sieht, fUhren unsere II. Naherungen bei r = 0 schon so nahe an 
die exakte Lasung heran, als man dies nur wunschen kann. 

E. HOPF hat weiterhin bewiesen, daB die Funktion q (r) in (30,10) mit r 
standig anwiichst und sich fUr r ~ 00 einem Grenzwert qoo nahert, fUr den sich 
zunachst 17/24 < qoo < 5/7 und spater der exakte Wert 

,,/2 

qoo= ~ f {Si:acp-cp~~cp}dq>=0,71O (30,45) 
o 

ergab. N ach der 1. Naherung war qoo = 2/3 = 0,667. Gl. (30,32) ergibt dasselbe, 
wahrend die EDDINGTONsche II. Naherung (30,42) den wesentlich besseren 
Wert qoo = 17/24 = 0,708 
liefert. 

Der Verlauf der Funk
tion q(r) nach (30,32 u. 33) 
bzw. (30,42), sowie die exak
ten Werte fUr r = ° und 00 

sind in Fig. 45 graphisch 
dargestellt. Wie man sieht, 
approximiert die EDDING
TONsche II. Naherung die 
bekannten Eigenschaften 
der exakten Lasung am 
besten. Da es jedoch bei 
der Berechnung der an der 
Sternoberflache austreten
den Strahlung hauptsach
lich auf die Werte fUr 
r < 1 ankommt, so ist die 

0,70 
".,.. .... , ......... -...... 

-------

,-" 
L 

/ 
0 0,6 

I-q;, 
0,0 0,5 1,0 

'1:-
1,5 

at. 
30,Y5} 
30,'12) 

lfoo-- (. 
------(. 

(. 
(. 
".10,32) 
JQ,3O) 

(30/13) 

Fig.45. Die Funktion q (,) -definiertdurch ] (,) = t F (, + q (,I) - in 
1. und II. Naherung. Exakte Werte fur T = 0 und T = 00 

nach E. HOPF [504]. 

- rechnerisch handlichere Naherung (30,32) fast ebenso brauchbarl. 
Das nach (30,32) berechnete Gesetz der Randverdunkelung (30,34) ist in 

Fig. 41 durch die gestrichelte Kurve dargestellt. Eine entsprechende Rechnung 
nach (30,42) wurde sehr langwierige numerische Rechnungen erfordern und - wie 
man aus der Ahnlichkeit der q (r) sieht - zu fast demselben Ergebnis fUhren. 

1 Uber andere Naherungsmethoden, die aber in keiner Richtung uber das hier Dar
gestellte hinausfiihren, vgl. z. B. den Handbuchartikel von E. A. MILNE [503]. 
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Auf jeden Fall konnen die kleinen Unterschiede zwischen Beobachtung und 
Theorie hinsichtlich des Mitte-Rand-Kontrastes fur die Gesamtstrahlung der 
Sonne (Fig.41) nieht auf die Ungenauigkeit der benutzten math em at is chen 
Methoden zuruckgefUhrt werden. 

31. Mitte-Rand-Kontrast in Abhangigkeit von A.. Energie
verteilung im kontinuierlichen Sonnenspektrum. Wellen

Hingenabhangigkeit des kontinuierlichen Absorptions-
. koeffizienten in der Sonnenatmosphare. 

Urn die an der Sternoberflache austretende Strahlung in Abhangigkeit von 
der Wellenlange A. berechnen zu konnen, d. h. urn einerseits ihren Mitte-Rand
Kontrast und andererseits ihre spektrale Energieverteilung fUr eine bestimmte 
Stelle der Stern scheibe oder fur den Strahlungstrom zu ermitteln, mussen wir 
eine neue physikalisehe Vorstellung einfuhren, die uns gestattet, die Ergiebigkeit 
als Funktion der Wellenlange zu bestimmen. Wahrend die Stromungsgleiehung 
der Strahlung (26,7) bekanntlich auch fur jeden einzelnen Wellenlangenbereieh 
gilt, bezieht sich die Kontinuitatsgleiehung (26,10) - der Energiesatz des Strah
lungsfeldes - nur auf die Gesamtstrahlung und wir mussen uns also nach einem 
Ersatz dafUr umsehen, sobald wir die spektral zerlegte Strahlung ins Auge fassen. 

Nach E. A. MILNE [516 u. 517J und B. LINDBLAD [512 u. 513J auf deren 
grundlegende Arbeiten wir im folgenden vielfach zuruckgreifen werden, wollen 
wir unseren Untersuchungen uber die kontinuierlit:hen Spektren die - durch 
analoge Erfahrungen im Laboratorium gut begrundete - Annahme zugrunde 
legen, daB die einzelnen Volumelemente einer Sternatmosphare Strahlung gemaB 
dem KIRCHHOFFsehen Satz emittieren. 

Wir nehmen also an, daB hierbei die Abweichungen yom Zustande thermo
dynamischen Gleichgewichtes vernachlassigt werden korinen, trotzdem das 
Strahlungsfeld von dem eines Hohlraumes konstanter Temperatur verschieden 
ist (vgl. Fig. 42). 

Die Temperatur in der optischen Tiefe l' bestimmen wir nach (27,12) auf 
Grund unserer - mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung durchgefUhrten - Be
rechnung der Gesamtstrahlungsergiebigkeit: 

aT4=nJ(1'). (31,1) 
Diese Art des Strahlungsaustausches nennen wir mit MILNE (s. oben) 10k ales 
thermodynamisehes Gleiehgewieht oder mit SCHWARZSCHILD Strahlungsgleichge
wicht mit Absorption im engeren Sinne. 

Urn Verwechslungen vorzubeugen, bezeichnen wir nunmehr den Absorptions
koeffizienten fUr die Gesamtstrahlung mit n, den fUr Strahlung der Frequenz v 
(bzw. Wellenlange A. = elv) mit ~. bzw. ~A' ~. und n konnen noch - in ver
schiedener Weise - von der geometrischen Tiefe t (Abschn. 26) in der Stern
atmosphare abhangen1• 

Wie in Abschn. 26 definieren wir weiterhin eine optische Tiefe fUr die 
v-Strahlung (26,4) 

t 

d1'. =~. (t) dt; T. =! ~p (t) dt (31,2) 
-00 

und fUr die Gesamtstrahlung 
t 

dT=~(t)dt; T=!x(f)dt. (31,3 ) 
-00 

1 Die naheliegende Frage, in welcher Weise der Mittelwert x (t) aus den 1{. (t) zu bilden 
ist, werden wir erst am Anfang des nachsten Kapitels in Angriff nehmen. 
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Nach (27,13 u. 15) sowie (30,10) ist nun die Temperaturschichtung emer 
Sternatmosphare gegeben durch 

p= ~ Te!(1 + ~ i+L1 (i)), (31,4) 

wobei die Korrektionsgr6J3e L1 (i) mit unserem fruheren q (i) verknupft ist durch 

2 "3 (1 + L1 (i)) = q (i). (31,5) 

In 1. Naherung darf also L1 = ° gesetzt werden, die II. Naherung kann aus Fig. 45 
entnommen werden. Die effektive Temperatur Te ist - urn daran nochmals 
zu erinnern - so definiert, daB sie in Verbindung mit dem STEFAN-BoLTZMANN
schen Gesetz auf die richtige Gesamtausstrahlung (Solarkonstante!) fUhrt. 

Die Strahlungsergiebigkeit fUr die Wellenlange A ist nun - gemaB unserer 
Annahme lokalen thermodynamischen Gleichgewichtes - nach dem PLANCK
schen Gesetz (7,30) 

2 h [2 

h=~'-c-,--
eTY -1 

(31,6) 

Die an der Sternoberflache austretende Strahlungsintensitat fA (0, fJ) wird 
somit nach (28,8): 

00 

2 h [2 f e - TV· sec /} d r sec {} 
fA (0, fJ) = }.5 -c,--- 3 V =11'-- • 

J:]':2-1 • (l+"2 T + LI (,)) 
e e -1 

(31,7) 

o 
Urn die Integration ausfiihren zu k6nnen, mussen wir noch iv als Funktion von i 
oder - was auf dasselbe herauslauft - x.ix als Funktion der Tiefe kennen. 
Da nun - man erinnere sich der Fig. 44! - nur eine verhaltnismaBig dunne 
Zone der Sternatmosphare zu (31,7) wesentlich beitragt, so werden wir keinen 
groBen Fehler begehen, wenn wir fUr x./x vorlaufig einen konstanten Mittelwert 
einsetzen. Fuhren wir weiterhin die Abkurzungen ein 

0': = A Ie' 2 1/4 

so ergibt sich (mit C2 = hkC): 

und 

00 

z = ~. secfJ 
" 

ck 5 J e-z·'·zd-r 
fA (0, fJ) = [4 2114 ' Te . 0':5 -;-(10, + LI (,))-1/.--- . 

2' e' -1 
o 

(31,8a) 

(31,8b) 

Es ist bemerkenswert, daB sich das Gesetz der Randverdunkelung in dieser 
Allgemeinheit auf die zwei Parameter IX und z zuruckfiihren laBt. DaB die 
Temperatur nur in der Verbindung AT. auf tritt, hangt naturlich mit dem 
WIENschen Verschiebungsgesetz (5,10) zusammen. Die Kombination x.ix· sed} 
andererseits zeigt, daB es gleichgultig ist, ob groBe optische Wege durch hohen 
Absorptionskoeffizienten Xv oder durch streifenden Austritt der Strahlung aus 
der Atmosphare bedingt sind. 

Am Sonnenrand (secfJ-+ 00) geht f.(O, fJ), unabhangig von dem Verhalt
nis xvix, uber in die Intensitat der Hohlraumstrahlung fur die Grenztemperatur To: 
Man bekommt ja am Sonnenrand immer nur Strahlung aus der oberst en Schicht 
(Fig. 44!). 

. c k 0(.' T~ 
hm fA (0, {)) = 4; 114' -",-- • 

/}=,,/2 c2 2 e - 1 
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1st xv» ie, so kann auch in der Mitte einer Stern scheibe die Strahlung nicht aus 
groJ3er Tiefe empordringen. Man hat dann schwache Randverdunkelung und die 
Strahlungsintensitat entspricht nahezu obigem Wert. Wird dagegen Xp < ie, so 
erhalt man in der Mitte der Sternscheibe Strahlung aus immer gr6J3erer Tiefe, 

fJ,O 

,1.= 
10080 

also starke Randverdunkelung und 
groBe Strahlungsintensitat. 

B. LINDBLAD [512 u. 513J und 
E. A. MILNE [517J haben die Funk-

tion (mit p = ~= )c. 2 cosf)) 
, 2z "v 2 

f (IX, p) = 

~I~ 
~~~~k-~~+-~~-r~~~~~~--~~ 

I 8580 in 1. Naherung (.1 = 0) teils mit 
Hilfe von Reihenentwicklungen, 
teils durch numerische Integration 

r--~...-h-"~-~<k---~>Ix----d--------"<;.-I~6"70Z berechnet und tabuliert. A. W. 
MAUE und A. UNSOLD [523J haben 

5955 entsprechende Rechnungen unter 
Verwendung der II.N aherung(30,3 2 
bzw. 33) durchgefUhrt. Die Un-

5052 terschiede sind, wie bei den ent
sprechenden Rechnungen fUr die 
Gesamtstrahlung (Fig. 41) nur am 

'1Z55 auJ3ersten Rand wesentlich. 
In Tabelle 23 sind fUr die von 

3737 ABBOT 1913 beobachteten Wellen
langen (Tabelle 4; A 3230 nach Ta-

3230 belle 3) die unter der Annahme 
0!'::-42~1J,'1:;-'--:IJ,!::6'---'--'--:4;';;8--a;;'-;;,g,-'----...l----'>.~1,0 x vj1<= 1 berechneten W erte (2.N ahe· 

sifl'iJ- rung nach MAUE und UNSOLD) der 
Fig. 46. Mitte-Rand-Kontrast der Sonne. R d d kId S ('T 

x- - - - x- - - -x Beobachtungen von ABBOT (TabeUe 4 und 3). an ver un e ung er onne .1 e 
0- - 0- - 0 Exakte Theorie (Tabelle 23) } m't .!'>'.- = 1 = 5740° K) zusammengestellt. Fiir 
----- Genaherte Theorie (Tabelle 25) 1 ,i . 
Die Ordinatenskala ist zwischen je zwei A-Werten urn 0,1 ge- andere Werte von x.lie brauchte 
senkt. Die untere Abszissenskala gibt die Abstimde von der man nur die cos f)-Skala entspre-

Mitte der Sonnenscheibe. (Mit Sonnenradius = 1.) 
chend zu andern. 

Den Vergleich der beobachteten (Tabelle 4) und der mit xvi" = 1 berechneten 
Randverdunkelung veranschaulicht Fig. 46. Die gute Dbereinstimmung beider 

Tabelle 23. Mitte-Rand-Verdunkelung der Sonne eTc = 57400 ) berechnet 
fur "viii = 1 nach(31,8) mit (30,32). 

sin e 0,0 I 0,2 0,4 I 0,55 I 0,65 0,75 I 0,825 I 0,875 0,92 I 0,95 I 1,0 
cos e 1,000 0,980 0,916 0,835 0,760 0,662 0,565 0,484 0,392 0,312 0,000 

A in A 
3230 1,000 0,976 0,909 0,824 0,744 0,642 0,549 0,474 0,393 0,324 0,0977 
3737 1,000 0,981 0,921 0,845 0,774 0,684 0,599 0,530 0,456 0,390 0,1410 
4265 1,000 0,983 0,930 0,865 0,804 0,724 0,645 0,580 0,506 0,444 0,1861 
5062 1,000 0,986 0,941 0,884 0,830 0,761 0,693 0,638 0,570 0,512 0,2498 
5955 1,000 0,989 0,951 0,901 0,856 0,796 0,735 0,684 0,624 0,571 
6702 1,000 0,990 0,957 0,913 0,872 0,818 0,763 0,716 0,660 0,608 0,3575 
8580 1,000 0,992 0,966 0,933 0,899 0,855 0,807 0,768 0,720 0,676 

10080 1,000 0,993 0,970 0,943 0,914 0,871 0,832 0,794 0,750 0,710 0,4966 
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Werte zeigt, daB in Wirklichkeit Xv nahezu konstant und gleich " sein muB. 
Versucht man, durch geeignete Wahl von xvi" als Funktion von A die Dberein
stimmung noch zu verbessern [523]1, so erhalt man folgenden Verlauf von x,lx 
fur die Sonnenatmosphare: 

Tabelle 24. 1I:./li. aus der Randverdunkelung der Sonne nach 
MAUE und UNSOLD [523]. 

.ilinA 3230 3737 4265 I 5062 I 5955 6702 I 8580 10080 

1I:./li. . 1,57 1,41 0,96 I 1,14 I 1,11 1.29 I 1,32 1,20 

Auf die nahere Diskussion des Verhaltnisses x,l" werden wir im Zusammen
hang mit der Deutung der spektralen Energieverteilung im Sonnenspektrum 
noch zuruckkommen. 

Die im vorhergehenden entwickelte Form der Theorie der Randverdunkelung 
ist zwar in mathematischer Hinsicht sehr vollkommen, aber auch sehr schwer
fallig, da das Integral (31,9) nicht auf bekannte Funktionen zUrUckgefUhrt 
werden kann. Namentlich im Hinblick auf die Theorie der FRAuNHoFER-Linien 
erscheint es daher wunschenswert, daneben noch eine, wenn auch weniger exakte, 
so doch bequemere Darstellung zu finden. 

Da die Ergiebigkeit fur die Gesamtstrahlung mit groBer Genauigkeit durch 
die zwei ersten Glieder einer Entwicklung nach "t' dargestellt werden kann, so 
liegt es nahe, auch fA bzw. Iv mit Hilfe von (31,6) und (31,4) (wir durfen selbst
verstandlich L1 = 0 setzen) nach"t', zu entwickeln. Wir erhalten S02 (To = r 1/4 Te 
und oc = kh;o = A r.~22 ," nach (3 1,8)): 

2 h y3 1 
I'=~'-h-' ~{1 +Po"t',) (31,10) 

ekT~_ 1 

3 ~ 
--- 01:' ---

Po = _1_. di •. d T • ~ I = 8 11:. 
1. d T dT dTv 1 - e-a. 

1'=0 

mit 

(31,11 ) 

Nach (28,8) oder (28,12) berechnet man sofort die an der Sternoberflache aus
tretende Strahlung: 

00 

I. (0,#) = J Jv ("t'v) e-1' •. secOd"t',secD = Iv (O,n/2) {1 + Pocos#). (31,12) 
o 

Das Gesetz der Mitte-Rand-Verdunke
lung erh1l.lt also die einfache Form 

I. (0, {}) 
Iv (0, 0) 

1 + flo cos {} 
1 + flo 

(31,13) 

In Tabelle25 haben wir - wieder mit 
xvlu = 1 - fUr die im Vorhergehenden 
schon betrachteten Wellenlangen des 
Sonnenspektrums die Werte von oc und Po 
(fUr nicht zu lange Wellen kann man 

Po = -} oc setzen) angegeben und daraus 

Tabelle 25. Mitte-Randverdunkelung 
der Sonne. Genaherte Theorie nach 

(31,10-13) mit 1I:./li.= 1. 

.il in A a.= kh;, I P. 
1.(0,,"/2) 1 
1.(0,0) = 1+/1. 

3230 9,182 3,44 0,225 
3737 7.936 2,98 0,251 
4265 6,954 2,61 0,277 
5062 5,859 2,21 0,312 
5955 4,980 1.881 0,347 
6702 4,425 1,680 0,373 
8580 3,456 1,256 0,443 

10080 2,942 1,166 0,462 

1 MILNE und LINDBLAD haben (1. C.) ahnliche Rechnungen unter Verwendung der 
fast ebenso guten 1. Naherung ausgefiihrt. 2 hc2 

2 Vgl. z. B. S. ROSSELAND [505, S. 140]. Bei J). steht vorn der Faktor ~. 
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das HelligkeitsverhiHtnis Sonnenrand: Sonnenmitte berechnet. Die ent
sprechenden "Randverdunkelungsgeraden" sind in Fig. 46 mit eingetragen. 
Der Vergleich mit der exakten Berechnung zeigt, daB die Naherungsformel 
(31,10) fUr 4 < IX < 7 recht brauchbar ist; im kurzwelligen Gebiet wird sie aller
dings ziemlich ullgenau 1. 

Durch Mittelung uber die Sonnenscheibe erhalt man so fort auch den 
Strahlungsstrom: 

F. = 2 ii-v cos'!? sin'!? d,!? = I,. (0,n/2) {1 + ~ Po}. (31,14) 
o 

Das Verhaltnis der Strahlungsintensitat in der Mitte der Sonnenscheibe zur 
mittleren Intensitat der Sonnenscheibe wird (vgl. Tabelle 3): 

'1j'/el'g/m-/sek I. ~' 0) 1 + 10 (31,15) 

• 1 + -3 Po 

mr----+----~----r---~-----r----+_~ 

Aa~~~~~~W~--Ol~M~~~~~~W~~7<~~~v---&~a~w~~~~a~vT 
We//en/iinge A 

Abb.47. Intensitatsverteilung im Spektrum der Sonnenmitte. 
-- Beobachtet. Nach G. F. W. MULDERS [227, Fig. 3J 

und Fig. 23. 
x-x-x Berechnet. Nach Gl. (31,16) mit ".Ii< = 1. 
......... Schwarzer Korper von 6100° K. 
0-0-0 Berechnet nach Gl. (32,16) (Blanketing effect). 

Wir fragenfemermit M. MINNAERT 
[223J, an welcher Stelle der Son· 
nenscheibe Iv (0, '!?) =Fv wird. Der 
Vergleich von (31,12) und (31,14) 
zeigt, daB dies -- in unserer Nahe
rung -- fUr aUe Wellenlangen bei 
cos '!?* = 2/3 der Fall ist. Der 
Abstand dieser Stelle von der Son
nenmitte betragt sin '!?* = 0,745 
Sonnenradien, was mit MINNAERTS 
empirischen Befund (Tabelle 3 
und Fig. 22) uberraschend gut 
ti bereinstimm t. 

In engstem Zusammenhang 
mit der A-Abhangigkeit des Mitte
Rand-Kontrastes steht die Ener
gieverteilung im kontinuierlichen 
Spektrum. Da in allen Formeln 

dieses Abschnittes auBer der effektiven Temperatur Te noch das Verhaltnis 'Xvjii 
vorkommt, so hat eine vollstandige Theorie der kontinuierlichen Stemspektren 
die des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten zur Vorraussetzung. Ins
besondere ist a priori gar nicht zu sehen, wie groB die Abweichungen der Inten
sitatsverteilungen der Stemspektren yom PLANcKschen Gesetz sein werden. 
Wir mussen vielmehr spater den Zusammenhang zwischen der effektiven Tem
peratur und den Farbtemperaturen fUr verschiedene Spektralgebiete eingehend 
diskutieren. 

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, den umgekehrten Weg einzu
schlagen und aus der Energieverteilung im kontinuierlichen Sonnenspektrum 
das Verhaltnis 'Xv/"" als Funktion von A ermitteln. Da die Randverdunkelung 
der Sonne mit Hilfe der einfachen Annahme 'X. = "" schon sehr genau dargestellt 
werden konnte, so wahlen wir auch jetzt diese Hypothese als Ausgangspunkt 
unserer Untersuchung. 

Nach (31,8) u.9) ist dann die spektrale Energieverteilung fUr die Strahlung 
der Sonnenmitte gegeben durch: 

IJ. (0, 0) = c~~:1I4' T~·t (rJ., --}). (31,16) 

1 Leider niitzt es praktisch nichts, Glieder in T~, ... mitzuberiicksichtigen, da die Reihe 
spater sehr langsam konvergiert. 
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Der entsprechende Strahlungsstrom FA (0) miiBte durch numerische Integration 
iiber die Randverdunkelungskurve oder direkt nach (28,18) ebenfalls auf 
numerischem Wege berechnet werden l . 

Die so berechnete Energieverteilung 2 im Spektrum der Sonnenmitte fA (0, 0) 
vergleichen wir in Fig. 47 mit den von MINNAERT und MULDERS (vgl. Kap. 2) 
reduzierten Beobachtungen (Fig. 23). Die berechnete Kurve weicht betrachtlich 
von den Beobachtungswerten abo Versuchen wir sodann, die Beobachtungen 
durch passende Wahl von x./x als Funktion von A darzusteIlen! Eine genaue 
Rechnung nach (31,8) ware offenbar sehr umstandlich. Urn einen Einblick in 
die durch die Verschiedenheit von x. und " hervorgerufenen Anderungen von 
fA (0, 0) bzw. FA (0) zu bekommen, geniigt aber auch unsere rohere Naherungs
methode: Bezeichnen wir aIle fUr x./" = 1 giiltigen GraBen mit einem Index 00, 
so wird nach (31,12) 

und nach (31,14) 

Iv (0, 0) _ 1 + /300· Ii/uv 
I.,o(O,~O)·- 1 +/300 (31,17) 

2 
1 + 3 Poo . x/uv 

2 
1 + 3/300 

(31,18) 

Die nach (31,17) aus Fig. 23 ermittelten Werte von xli!, sind in der folgenden 
Tabelle 26 angegeben3. 

Tabelle 26. uv/u aus der spektralen Energieverteilung I. (0,0) 

A in A 3230 3737 4265 5062 6702 10080 

1,78 1,06 0,67 0,76 0,85 0,94 

Es zeigt sich zunachst, daB diese Zahlenwerte mit den in Tabelle 24 aus 
der Mitte-Rand-Verdunkelung ermittelten sehr schlecht iibereinstimmen. Weiter
hin falIt auf, daB in Tabelle 24 fast durchweg xv>" ist, wahrend doch " ein 
Mittelwert iiber Xv sein sollte! Nach den Erarterungen des Kap. II kann kaum 
ein Zweifel daran bestehen, daB mindestens ein Teil der Unstimmigkeiten 
zwischen den Beobachtungen und der im vorgehenden entwickelten Theorie 
davon herriihrt, daB wir bis jetzt die Absorptionswirkung der FRAUNHOFERschen 
Linien noch nicht beriicksichtigt haben. 

32. EinfluB der Absorptionslinien auf das kontinuierliche 
Sonnenspektrum. 

Urn den EinfluB der FRAUNHOFER-Linien auf den Mitte-Rand-Kontrast und 
auf die Energieverteilung im wahren kontinuierlichen Spektrum der Sonne zu 
berechnen, greift E. A. MILNE [517J auf die alte KIRCHHOFFsche Vorstellung 
zuriick, daB das kontinuierliche Spektrum in den tieferen Schichten, der Photo
sphiire, entsteht, wahrend die Bildung der Absorptionslinien in der dariiber
liegenden umkehrenden Schicht erfolgt. 

1m Sinne der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes miissen wir dann an
nehmen, daB der von den Linien "verschluckte" Bruchteil 1') der Strahlungs
energie des kontinuierlichen Spektrums zum groBen Teil in die Photosphiire 

I Anm. b. d. Korr.: Vg1. G. BURKHARDT, Z. Astrophys. 13, 56 (1936). 
2 Vg1. E. A. MILNE [517J, B. LINDBLAD [513J, MAUE und UNSOLD [523]. Die Kurve 

entspricht ziemlich genau einer PLANcKschen Strahlungskurve fur T = 6100° K 
3 V gl. MILNE und LINDBLAD 1. C. 
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zuruckgestrahlt wird. Die umkehrende Schicht wirkt wie eine Decke ("blanketing 
effect") oder - besser gesagt - wie ein Glashaus, das der oberst en Schicht 
der Photosphiire eine zusatzliche Erwarmung gibt. Dadurch wird - wie es die 
Beobachtungen fordern - der Mitte-Rand-Kontrast verringert [s. Gl. (28,12)] 
und die Intensitat des wahren kontinuierlichen Spektrums (zwischen den Linien) 
erhOht. 

Eine Atmosphiire der geschilderten Bauart unterscheidet sich in mathe
matischer Hinsicht von der fruher untersuchten nur dadurch, daB die fruhere 
Grenzbedingung: 

Einfallende Strahlung I = 0 
T=O 

(32,1) 

ersetzt werden muB durch: 
Einwartsstrom der Gesamtstrahlung I = 'i} • nP+ . (32,2) 

T=O 

Dieselbe Anderung konnen wir aber offensichtlich auch dadurch hervor
bringen, daB wir die {ruher untersuchte Atmosphiire mit der Grenzbedingung 
(32,1) bei einer solchen optischen Tiefe 7:0 "kopfen", daB an der Schnittstelle 
die Bedingung (32,2) gerade erfiillt ist. Die Ausstrahlung in der Tiefe 7:=7:0 ist 
nach (28,6) 

00 

I (To, fJ) = J J (x) e- (X-To) sec 6 dx secfJ 

oder mit (x-7:o) secfJ = v 
To 

00 

1(7:0' fJ) = J J (7:0 + V cosfJ) e- V dv. 
o 

Mit J (T) = ~ P (1 + ~ T) ergibt dies l 

I (To,fJ) = ~ P (1 + ~ 7:0 + ~ costJ} 

Der entsprechende Auswartsstrom der Strahlung ist 
n/2 

(32,3) 

(32,4) 

(32,5) 

nP+=2n jI(To,fJ)cosfJsinfJdfJ=nF(1+ !To) (32,6) 
o 

und der Einwartsstrom: 

nF-=n(F-F+)=nF· !-ro. (32,7) 

Zwischen 'i} und To besteht also die Beziehung: 
3 

~F- 4To 
'fj = ~F+ = 3 

1 +4TO 

oder 4 'YJ To=---' 3 1-'Y} 
(32,8) 

Gl. (32,5) ergibt nun zusammen mit diesem Wert von To sofort die an der Sonnen
oberflache austretende Strahlungsintensitat 

I (To, fJ) = ~F {1 + 'YJ + l.. cosfJ} (32,9) 
2 1-'Y} 2 

und das Gesetz der Mitte-Rand-Verdunkelung wird 

1 + }_. 1 - 'YJ cos 00 
j (TO.Oo) ___ 2----,:-1 -'-+-,--'YJ'---__ 
j (TO' 0) - 1 + ~. 1 - 'YJ 

2 1 + 'YJ 

(32,10) 

1 Vgl. auch Gl. (30.36). 
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Nach den m Abschn.14 schon besprochenen Messungen von MULDERS 
[227J ist 

,/}Mulders = 0,083· (32,11 a) 
Da jedoch MILNE (s. S.104) diese und die spater zu besprechenden - zum Teil 
sehr komplizierten - Rechnungen mit dem innerhalb der Meilgenauigkeit 
damit ubereinstimmenden Wert 

,/}Milne = 0,097 (32,11 b) 

(To = 0,143) durchgefUhrt hat, so werden wir im folgenden den letzteren benutzen. 
Die so berechnete Mitte-Rand-Verdunkelungskurve ist in Fig. 41 mit ein

gezeichnet. Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Beobachtung erscheint 
wesentlich besser als fruher, besonders, wenn man berucksichtigt, daB an dieser 
I. Naherung noch eine Korrektion von ahnlicher Groilenordnung anzubringen 
ware wie an Gl. (27,11) (vgl. Fig. 41). 

1m Hinblick auf die Theorie der auilersten Sonnenschichten wollen wir mit 
E. A. MILNE [517J den neuen Wert der Grenztemperatur T~ der Sonne berechnen. 
Analog zu (27,12) ist 

aT'4=~F(1+3_T )=!!-.T4 1+1) (32,12\ ° 2 2 0 2 e 1-1)' 

oder T~ = 5070° verglichen mit To = 4830°. Berucksichtigung der II. Naherung 
der Ergiebigkeit wurde T~ wieder etwas herabsetzen. Mit MILNE (s. oben) 
wenden wir uns nun der Berechnung des Mitte-Rand-Kontrastes fUr einzelne 
WellenHingen und der Diskussion der spektralen Energieverteilung zu: 

Nach (32,3 bzw. 4) erhalten wir analog zu (31,7\ mit L1 = 0 
<Xl 

2hc2 j e--Vdv 
IA (To, fJ) = -;'5- ----c-, ---3--3--'-"--' 

'-T. ~ (1 +'2-To +-2-V cos Ii) eA ,. 2 . • _ 1 

V~O 

Fuhren wir die Abkurzungen 

oc' = /~;) = }, Te~22~1i4 ( 1 + ~ Tot 1/4 

und ('Xv/):i setzen wir = 1) 
,3 T! 3 1-1) P = "cOS{}'-T" = -cos{}._+ 

2 2 0 2 1 1) 
ein, so wird 

00 

I ( {}) - 2kc . T'5. '5J e-Vdv -~. T'5.!( , P') 
i. To, - ----cr- ° oc e"'(l+P'v) '1' -1 - c~ 0 OC, • 

o 

(32,13) 

(32,14) 

(32,15) 

(32,16) 

Sowohl die Verkleinerung von p, wie die von oc wirken im Sinne einer Ver
minderung des Mitte-Rand-Kontrastes. Die von MILNE [503, S. 149, Zeile 3 
der Tabelle] nach dieser Formel mit'/} = 0,097 berechneten Randverdunkelungs
kurven vergleichen wir in Fig. 48, die sonst ganz un serer Fig. 46 nachgebildet 
ist, mit ABBOTS Messungen (Tabelle 4). Die Ubereinstimmung zwischen Theorie 
und Beobachtung ist nahezu eine vollstandige. Berucksichtigung der II. Nahe
rung wurde, wie man leicht abschatzt, keine merklichen Anderungen geben, 
dagegen wurde, wie auch bei der Randverdunkelungskurve fUr die Gesamt
strahlung, eine Verkleinerung von'/} - ganz im Sinne von MULDERS' Messungen
die Differenzen Ber.-Beob. noch etwas verringern. 

SchlieI3lich mussen wir Theorie und Beobachtung noch miteinander ver
gleichen hinsichtlich der Energieverteilttng im Spektrum der Sonnemitte I), (To, {}), 
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in absolutem MaB gemessen. Verf. hat die Zahlenwerte von fA ("Co, #) naeh 
Gl. (32,16) mit Hilfe der MILNEsehen Tafeln der t(IX, p)-Funktion dureh Inter
polation bereehnet und in Fig. 47 mit eingetragen. Die Ubereinstimmung mit 
den Beobaehtungen ist wesentlieh besser als frtiher; nur die auBerordentliehe 
Steilheit des Maximums der beobaehteten Energieverteilungskurve und ihr 
rapider Abfall bei A 3700 werden noeh nieht riehtig dargestellt. Man mUB sieh 
jedoeh beim Vergleieh der Theorie mit den Beobaehtungen dartiber im klaren 

sein, daB aueh die letzteren noeh 
2 -cos 7J 

1,r-o=_--"q.T-'6'_---t-J'--"4T-'f/ __ -.:(J.T/I ___ q.:t;'J __ ~O'o keineswegs als abgesehlossen betraeh-
1,0 •• ""' ___ "" tet werden konnen (vgl. besonders 

Kap. II). 
1m groBen und ganzen darf man 

also wohl sagen, daB die MILNEsehe 
Theorie der "Glashauswirkung der 
umkehrenden Sehieht" in Verbindung 
mit der Annahme eines frequenz
unabhangigen Absorptionskoeffizien
ten ~v = x eine befriedigende Darstel
lung der Sonnenbeobaehtungen gibt. 

Trotzdem mtissen wir uns noeh 
tiber zwei weitere Fragen Klarheit 
versehaffen: 

1. Sind die den Rechnungen 
dieses Absehnittes zugrunde gelegten 
Modellvorstellungen uber den Bau 
der Sonnenatmosphare mit dem 
Verhalten der Mehrzahl der FRAUN
HOFER-Linien vertraglieh? und 

2. Inwieweit sind die mit den 
Messungen vergleiehbaren Ergeb-
nisse der MILNEschen Rechnungen 
von den speziellen Annahmen des be
schriebenen Modelles abhangig bzw. 
unabhangig ? 

Die erste Frage k6nnen wir erst 
(J'''*iJ,2HO/".-L/-(J,;i;,6..--l-L--,!iJ,8.,,--....,~i-;;1.9J.----..L.--~~o spater im Zusammenhang mit der 

sin tJ- Theorie der FRAUNHOFER-Linien be
Fig. 48. Mitte-Rand-Kontrast der Sonne. 

x --_._. x -..... x Beobachtungen von ABBOT (TabelIe 4). 
0- -0- -0- Theorie mit Beriicksichtigung der Ruck
strahlung der umkehrenden Schicht ('1 = 0,097) nach MILNE. 
xv/~ = 1. (Die Kurve ist nur eingezeichnet, soweit sie 

von der x------x-----·x unterschieden werden kann.) 

handeln. Auf die zweite wollen wir 
dagegen jetzt schon eingehen und 
damit zugleich klarstellen, inwieweit 
unsere Erorterungen auch auf andere 
Sterne angewandt werden durfen. 

Betrachten wir einmal eine Sternatmosphare, deren Absorptionslinien in 
denselben Schichten entstehen, wie das kontinuierliche Spektrum! Das starke 
Anwachsen des Absorptionskoeffizienten innerhalb der Linien gibt nur einen 
l3eitrag zum ie, d. h. das Vorhandensein der Linien bewirkt lediglich eine Ver
kleinerung von ~v/x. Nun sahen wir aber, daB es nicht moglich ist, die Mitte
Rand-Verdunkelung fUr die spektral zerlegte Strahlung und die Energievertei
lungskurve durch dasselbe uv/" (vgl. Tabelle 24 und 26) darzustellen. Die Be
obachtungen im kontinuierliehen Spektrum zeigen also, daB das letztere Modell 
auf die Mehrheit der FRAUNHOFER-Linien des Sonnenspektrums nicht so gut 
paBt, wie das zuerst behandelte. Man erkennt aber auch, daB auf anderen 
Stemen die Verhaltnisse sehr wahl gerade umgekehrt liegen k6nnen. 
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N ehmen wir - als IdealfaIl - an, wir hatten vollstandige und sehr genaue 
Messungen der Mitte-Rand-Verdunkelung der Sonne fiir alle Wellenlangen und 
auBerdem die genaue Energieverteilung im Spektrum der Sonnenmitte in 
erg/cm2 sek. Welche Schliisse kannten wir aus diesen Messungen ziehen? 

Da wir am Sonnenrand tangential in die Sonnenatmosphare hereinschauen, 
so bekommen wir nur Strahlung aus der obersten Schicht, d. h. die Strahlungs
intensitat ist gleich der Ergiebigkeit fUr iv = 0, d. h. J. (0). Herrscht lokales 
thermodynamisches Gleichgewicht, so muB Jv(O) gleich der KIRCHHOFF
PLANcKschen Funktion fUr die - also empirisch bestimmbare - Grenztempera
tur To sein. Die Mitte-Rand-Verdunkelung gibt nach Gl. (28,12) die Abhangigkeit 
der Ergiebigkeit J von i. fUr aIle Frequenzen; man kann also den ganzen Verlauf 
der Funktion Jv(i.) und - nach (28,14) - auch den Strahlungsstrom nF.(iv} 
fiir aIle v ermitteln. 

Andererseits fordert die Theorie des Strahlungsgleichgewichtes die Unab-
hangigkeit des Gesamtstrahlungsstromes n F = j n F. (i.) dv von der optischen 
Tiefe i fiir den mittleren Absorptionskoeffizienten x. Schreiben wir i. als Funk
tion von v und i in der Form q; (v, i), so soIl also gelten: 

jF.{q; (v, i)} dv = F = konst. fUr 0 < i < 00. (32,17) 

Durch diese Integralgleichung ist aber, wie man sich leicht klar macht, die 
Funktion q; (v, i) noch nicht vollstandig bestimmt. Das heiBt, wenn man nur 
die Annahme macht, daB eine Sternatmosphare sich im Strahlungsgleichgewicht 
befindet, ist es mit Hilfe der vorausgesetzten Beobachtungen nicht maglich, 
die Abhangigkeit des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten von der WeHen
lange und der optischen Tiefe i zu berechnen. Es ware eine interessante Aufgabe, 
zu untersuchen, unter welchen einschrankenden Bedingungen unser Problem 
eine eindeutige Lasung zulaBt. Auch die Frage, inwieweit die in diesem Abschnitt 
gezogenen Schliisse zwingend sind, bedarf also wohl noch einer endgiiltigen 
Klarungl,2. 

VI. Kapitel. 

Kontinuierlicher Absorptionskoeffizient 
und Energieverteilung in den kontinuierlichen 

Spektren der Sterne. 

33. Der ROSSELANDsche Mittelwert ;e (Opazitatskoeffizient) 
des Absorptionskoeffizienten Xp. 

Vor aHem miissen wir nun untersuchen, in welcher Weise aus dem Absorp
tionskoeffizienten "'., dessen Abha.ngigkeit von v wir als bekannt voraussetzen, 
der schon im vorhergehenden beniitzte Mittelwert " zu bilden ist. "solI so 
beschaffen sein, daB es die Stromung der Gesamtstrahlung durch die Stern
atmosphare in richtiger Weise regelt. 

Vergleichen wir also die Grundgleichungen des Strahlungsgleichgewichtes 
fiir die Strahlung I. der einzelnen Frequenzen v einerseits und die Gesamt
strahlung I andererseits: 

1 Hierzu vgl. auch P. TEN BRUGGENCATE [507J. 
2 Anm. h. d. Korr.: Hierzu noch S. CHANDRASEKHAR M. N. 96, 21 (1935) und E. HOPF, 

M. N. 96, 522 (1936). 

UnsOld, Sternatmosphiiren. 8 
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v-Strahlung: 

f} dIp 1 l' cos -d- = .- J .• 
Xv t 

Fiihren wir nach EDDINGTON (29,11 f.) 

T-/I ~ Jv'- V4n' 

H. =/Iv cos f} ~(J)_, 
4n 

K -/1 2f} dO) • - • cos 4n 

Gesamtstrahlung: 
dI 

cos f} ~ d t = 1-J . 

wieder die Mittelwerte 

J =/I~ 
4n ' 

/ 
dw H = I cos f} --
4n ' 

/ 
dw K = I cos2f}~ 
4n 

(33,1 a u. b) 

(33,2a u. b) 

ein, so erhalten wir aus (33,1) zunachst durch Mittelbildung die streng giiltigen 
Gleichungen: 

dHv T T' --;:;-crt = Jv- J • 
• 

dKv =H 
XV dt v 

i dH = 0 (wegen der Konti- ( a u b) 
,:e dt nuitatsgleichung) 33,3 . 

dK 
,:edt = H, (33,4a u. b) 

wobei naherungsweise wieder gilt: 
1 

Kv=-~-Jv (33,5a u. b) 
.) 

Wir werden nun x am giinstigsten so "einrichten", daB das linke und rechte 
Gleichungssystem denselben Gesamtstrahlungsstrom ergeben, d. h. wir fordern 

JHvdv = H. (33,6) 
Nach (33,4 u. 5) folgt daraus: 

00 

1 dJ = / ~ dJv dv. 
X dt Xv dt (33,7) 

o 

Diese Art der Mittelbildung wurde zuerst von S. ROSSELAND [623J gefunden; 
nach EDDINGTON bezeichnen wir x kurz als den OPazitiitskoejjizienten, in Gegen
satz zum Absorptionskoefjizienten uv• Die anschauliche Bedeutung von (33,7) 
bedarf nach dem vorhergehenden kaum einer Erlauterung: 1!x ist der Mittel
wert iiber die Durchlassigkeit 1jx"Jiir die einzelnen Spektralbereiche, wobei als 
Gezvichtsjaktor der in dem betreffenden Frequenzbereich flieBende Strahlungs
strom fungiert. Wird z. B. in dem kleinen Frequenzbereich einer Spektrallinie u. 
sehr groB, so Wlt dieser Bereich in dem Integral (33,7) einfach aus; x wird ent
sprechend der Ausdehnung des "blockierten" v-Bereicheq vergroBert. 

Neben (33,6) miiBte streng genommen auch noch - wegen der Kontinuitats
gleichung -

00 

J Uv- J;) dv = 0 (33,8) 
o 

sein. 
Diese Gleichung wird durch den ROSSELANDschen Ansatz (33.7) nur in dem 

trivialen FaIle U v = x = konst. befriedigt. Sonst ist es nicht moglich, beide 
Bedingungen gleichzeitig zu erfUIlen. Man erkennt daraus, daB die Mittel
bildung (33,7) nur sinnvoll ist, solange die Schwankungen von U v nicht allzu 
groB sind. (In praxi braucht man aber meist nicht angstlich zu sein.) 

Da man x aber schon zur Berechnung des Strahlungsfeldes braucht, so ist 
es zweckmaBig, fUr den Gewichtsfaktor in (33,7) einen allgemein verwendbaren 
Naherungsausdruck zu haben. Wir set zen Jv einfach gleich der Intensitat der 
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Hohlraumstrahlung fUr die in der Tiefe t herrschende Temperatur T. Statt 
nach t kann man nun in (33,7) ebensogut rechts und links nach T differenzieren. 
Man hat: hv 

hv TI-
d]v 2hv3 kT2· e 

und 
d T = -c2-' (hV )2 

ekT -1 

(33,9) 

und nach dem STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz (7,32 u. 33): 
2 n4 k4 d] 8 n4 k4 

J = 1 5 c2 h3 • T4 und d T 15 [2 h3 • T3. (33,10) 

Setzt man wieder ~; = ~ und schreibt (33,7) kurz in der Form 
00 

1/x = f 1/uv ' G (~) d~, (33,11) 
o 

so wird der G . h f kt G () k T d]v!dT eWlC ts a or ~ = -h-' d]/d T 

15 0(4 ell 
G (~) = 4n4 • (ell_ 1)2 (33,12) 

Die Grundgleichungen der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes gelten in 
der im vorhergehenden stets beniitzten Form nur dann, wenn die Richtungs
verteilung der reemittierten Strahlung unabhangig ist von der der absorbierten 
Strahlung. 

Wie A. EINSTEIN 1917 in seiner grundlegenden Arbeitl "Zur Quantentheorie 
der Strahlung" zeigte, muB man - urn auf die PLANcKsche Formel zu kommen
zwei Arten von Emissionsprozessen annehmen: 1. Die "spontanen Emissions
prozesse", bei denen z. B. ein Atom von selbst unter Emission eines Licht
quantes hv aus einem h6heren in einen tieferen Quantenzustand iibergeht und 
2. die entsprechenden "erzwungenen Emissionsprozesse", deren Haufigkeit 
cet. par. der Strahlungsdichte bei der Frequenz v proportional ist2. Weiterhin 
zeigt sich, daB das bei einem erzwungenen EmissionsprozeB ausgesandte Licht
quant genau die Richtung des "stimulierenden" Quantes bekommt. Das heiBt 
der "erzwungene" Anteil der Emission hat genau die Richtungsverteilung der 
ankommenden Strahlung und ist daher fUr die Ausgleichung der Richtungs
verteilung im Sinne der Theorie des Strahlungsglcichgewichtes unwirksam. 

Diesem Umstand k6nnen wir in einfacher Weise dadurch Rechnung tragen, 
d B . h'" d B h'l Erzwungene Emission 

a Wlr von vorn erem mIt emem urn en ruc tel Gesamtemission 
verkleinerten Absorptionskoeffizienten ,,~ in der altgewohnten Weise rechnen. 

hv 

Da nach EINSTEIN das obige Verhaltnis im thermischen Gleichgewicht = e- W 

ist, so wird mit hinreichender Genauigkeit: 

(33,13) 
und entsprechend 

00 

-=- =-i' G (~) d~. 1 J 1 
'" "'1' 

(33,14) 
o 

1 Wir werden in Kap. IX auf diese Fragen noch ausfiihrlicher zuriickkommen. 
2 In der klassischen Theorie (RAYLEIGH-jEANs-Formel!) gibt es nur die zu 2. analogen 

Prozesse. Sie kommen zustande durch die Ausstrahlung der vom elektromagnetischen 
Feld der Hohlraumstrahlung zum Mitschwingen angeregten Elektronenresonatoren der 
Frequenz v. 

8* 
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Diese Korrektion ist nur von Bedeutung im RAYLEIGH-JEANsschen Gebiet 

~ < 1, also z. B. auf der Sonne fUr A. > 20000 A. In vielen Fallen kann man 
kT 
sie daher im visuellen und photographischen Spektralgebiet vernachHissigen. 

34. Theorie des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten. 
Streuung an freien Elektronen. 

Die kontinuierlichen Spektren der Sterne entstehen - vom Standpunkt 
der BOHRschen Theorie aus gesehen - einerseits durch Ubergange zwischen 
zwei hyperbolischen Bahnen des ~lektrons im Feld des Atomkernes bzw. Atom
rumpfes und andererseits durch Ubergange zwischen einer hyperbolischen und 

einer elliptischen Bahn. Die mit diesen Prozes
sen verbundene Absorption und Emission von 
Strahlung ist zuerst mit Hilfe des BOHRschen 
Korrespondenzprinzipes von H. A. KRAMERS 
[611] berechnet worden. 

Wie es in der N atur des Korrespondenz
prinzipes begriindet liegt, konnte man so keine 
wirkliche zwingende Behandlung des Problems 
durchfiihren und es bedeutete daher einen 
groBen Fortschritt, als es moglich wurde, die 
neue Quantenmechanik auf die Theorie der 
kontinuierlichen Spektren anzuwenden. 1m 
Sinne der Quantenmechanik entsprechen den 

~h _11-1-+----''------£<0 BOHRschen H yperbelbahnen Eigenfunktionen 
~~ hpderKanle mit positiver Energie (E > 0), deren Betrag 
~~ alle Werte 0 < E < 00 annehmen kann. Man ... ~ 
] .\?> spricht daher von kontinuierlichen Eigenfunk-
:.;::~ 
;J}~ tionen. E ist - anschaulich betrachtet - nichts 
~t 
~ anderes, als die kinetische Energie des freien 
• Elektrons. Den elliptischen Bahnen der BOHR-

Fig. 49. Kontinuierliche Spektren. 

schen Theorie entsprechen soIche Eigenfunk
tionen, deren negative Energie nur diskreter, 
gequantelter Werte fahig ist. Wir bezeichnen 
sie kurz als diskrete Eigenfunktionen. 

Die hyperbolisch-hyperbolischen Ubergiinge nennen wir dementsprechend auch 
kontinuierlich-kontinuierliche oder kurzweg "kontinuierliche" Ubergiinge. 

In entsprechender Weise sind die hyperbolisch-elliptischen Ubergange als 
kontinuierlich-diskrete oder kurz "diskrete" Ubergiinge zu bezeichnen. 

Beide Prozesse sind aus dem Rontgengebiet seit langem bekannt. Die ersteren 
geben in Emission das sog. Rontgen-Bremsspektrum. Seine Intensitat steigt 
von der kurzwelligen Grenze (vollstandige Umsetzung der kinetischen Energie 

~ m v2 des gebremsten Elektrons in ein Quant; EINSTEINS photoelektrische 
2 
Gleichung!) zu einem Maximum an, urn nach langen Wellen wieder abzunehmen. 

Die Ubergange von diskreten in kontinuierliche Zustande geben im Rontgen
gebiet die bekannten Absorptionskanten. Die Absorption setzt plotzlich ein bei 
Frequenzen, deren h v ausreicht, urn das Elektron aus seiner stabilen Bahn 
loszulosen, d. h. in eine (Parabel-) Bahn mit E = 0 zu heben. Von dieser Grenze 
aus nimmt der Absorptionskoeffizient gewohnlich nach langen Wellen zu abo 
Bei jedem AbsorptionsprozeB entsteht ein Photoelektron der kinetischen Energie 
h v - Ablosungsarbeit. 
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Der inverse EmissionsprozeB besteht im Einfangen (Rekombination) eines 
Elektrons mit E > 0 in einen diskreten Zustand (E < 0) unter Ausstrahlung 
der Energiedifferenz h 11. Im Rontgengebiet sind diese Emissionsprozesse, da 
der untere Quantenzustand schon besetzt ist, durch das PAuLI-Prinzip verboten. 
Im Gebiet Hingerer Wellen, wo die entsprechenden Zustande nur selten besetzt 
sind, spielen diese "Seriengrenzkontinua" eine wichtige Rolle. Auf experimentelle 
Untersuchungen im sichtbaren und U.V.-Spektralgebiet werden wir im nachsten 
Abschnitt noch ausfUhrlich zu sprechen kommen. 

Eine quantentheoretische Berechnung der Absorptionskoeffizienten ist nur 
moglich, wenn man bestimmte Annahmen uber das Feld des Atomkernes bzw. 
Atomrumpfes macht. Bis jetzt ist nur der einfachste Fall eines COuLOMB-Feldes 
vollstandig durchgerechnet. Beschrankt man sich - was fUr alle astrophysi
kalischen Zwecke vollkommen ausreicht - auf Ubergange, die nach kontinuier
lichen Zustanden hinreichend kleiner Energie fUhren, so kommt man, wie die 
quantenmechanischen Berechnungen von GAUNT [607J, SUGIURA [627J, MAUE 
[612J u. a. gezeigt haben, auf die einfachen Formeln der KRAMERsschen Kor
respondenzbetrachtungen zuruck. Diese Formeln gelten - mit einem maxi
malen Fehler von ,....,.,15 % - fUr Wasserstoff (der ja ohnedies in der Astro
physik von besonderer Bedeutung ist) und wasserstoffartige Atomzustande 
(Kernladungszahl Z), also insbesondere fUr die Absorption von genugend hoch 
angeregten Quantenzustanden der Metallatome. 

In Ermangelung eines Besseren werden wir dieselben Formeln dann auch auf 
die gesamte Absorption der Metallatome usw. anwenden. Sowohl die genauere 
quantenmechanische Durchrechnung einzelner Spezialfalle wie auch die astro
physikalische Erfahrung werden zeigen, daB diese Extrapolation ziemlich 
unbefriedigend ist. 

Zunachst wollen wir nun die Theorie fUr Wasserstoff (Z = 1) so genau durch
rechnen, wie dies fUr unsere Zwecke sinnvoll erscheintl: 

Der "kontinuierlich-kontinuierliche" Absorptionskoeffizient ist, bezogen auf 
1 Wasserstoffkern und 1 absorbierendes Elektron der Geschwindigkeit v pro cm3 : 

4:n;Z2· e6 1 
a = ,10 '3' (34,1) 

3 V 3 . he· m2 v 'V 

wobei e und m die Ladung und Masse des Elektrons, h und c die bekannten 
Konstanten und 11 die Frequenz (sek-I ) des absorbierten Quantes bedeuten

In entsprechender Weise wird der "diskret-kontinuierliche" Absorptions. 
koeffizient pro Atom im n-ten Quantenzustand der Energie 

Z2 
En = h 11n = R he· ~ (34,2) n 

(R = 109678 cm-I ): 

(34,3 ) 

oder 
(34A) 

wo 
4:n;2 m e4 Z 2 Z2 

LI 11 = -~- = 2Rc·- (34,5) h3 • n3 n3 

den Frequenzabstand zweier benachbarter Quantenzustande n und n ± 1 fUr 
groBe n darstellt. 

1 Mehrere Autoren haben sieh groBe Miihe damit gemaeht, z. B. die kleinen Korrektionen, 
welche die Quantenmeehanik zu den sogleieh anzusehreibenden Formeln von KRAMERS 
gibt, noeh mitzuberiieksiehtigen. Eine solche Reehengenauigkeit ist jedoch sinnlos, da es 
sieher noeh viele Jahrzehnte dauern wird, bis die iibrigen astrophysikalisehen Daten, die 
in die weiteren Rechnungen eingehen, mit entspreehender Genauigkeit gemessen sein werden. 
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Der Zusammenhang zwischen den - scheinbar ganz verschiedenen 
Gl. (34,1) und (34.4) wird sofort klar, wenn wir zur Beschreibung der Quanten
zustande beidemal den Phasenraum zu Hilfe nehmen. hLl'll ist ja nach den 
Grundprinzipien der Quantentheorie (Abschn. 7 und 21) die Energiedifferenz 
zweier Quantenzellen. 

Andererseits ist der Geschwindigkeitsbereich Ll v fiir ein freies Elektron 
pro cm3, der einer Quantenzelle h3 entspricht, bestimmt durch! 

4n (mv)2Ll mv = h3 • (34,6) 
m N ach der EINSTEINschen lichtelektrischen Gleichung ist h'll = 2 v2 + konst. 

also hLl 'V = mv·Ll v. Mit (34,6) ergibt sich so 
h2 

LlV=4 2' :n;m v 
(34,7) 

Setzt man diesen Ausdruck in (34.4) einll, so ergibt sich gerade (34,1), d. h. fiir 
Ubergange zwischen Zustanden kleiner Energie gehen diese beiden Ausdriicke 
stetig ineinander iiber. 1m Bilde des BOHRschen Korrespondenzprinzipes erscheint 
die!? fast selbstverstandlich, da j a die F olge: Langgestreckte Ellipse -+ Parabel-+ 
Hyperbel durchaus stetig ist. 

In gleicher Weise fiihrt - worauf nur kurz hingewiesen werden sol1- eine 
stetige Verbindung von den diskret-diskreten Dbergangen zwischen einem 
tieferen Term und hOheren Termen kleiner negativer Energie (hohe Serien
glieder) nach den entsprechenden Dbergangen zu Zustanden kleiner positiver 
Energie (Seriengrenzkontinuum!). Sind die Linien in der Nahe der Seriengrenze 
z. B. durch Druckeffekt hinreichend verbreitert, so geht ihre "verschmierte" 
Intensitat pro cm-1 stetig iiber in die des Kontinuums, wie Theorie und Be
obachtung iibereinstirnmend zeigen. 

Urn den Absorptionskoeffizienten "v fUr die Frequenz 'V zu erhalten, miissen 
wir zunachst die Beitrage (34,3) aller Absorptionskanten aufsummieren, deren 
Kantenfrequenzvn [Gl. (34,2)J kleiner als V ist (vgl. Fig. 49). Die Zahl der Atome 
im n-ten Quantenzustand wird, pro Atom im Grundzustand (praktisch ge
nommen pro Atom) gerechnet, bei der Temperatur T nach der BOLTZMANNschen 
Formel: R h clns 

n2 e- (u, - Un) , wo Un = k T (34,8) 

da das statistische Gewicht des n-ten Wasserstoffzustandes gleich 2 nil, relativ 
zum Grundzustand also nil ist. Man erh1ilt so den kontinuierlich - diskreten 
Anteil von u. pro g neutraler Wasserstoffatome (mH = Masse des H-Atoms): 

64 :n;4 m • elO 1 ~ 1 
U = --. .- _e-(U.-Un) (34,9) 

• 3 V3 c . h6 • mH"s n 3 • 
hv 

TT)Un 

Unter den in Sternatmosph1iren herrschenden Verh1iltnissen (T < 50000°) riihrt 
der iiberwiegende Teil des Absorptionskoeffizienten Uv im zuganglichen Spektral
gebiet und der Hauptbeitrag zum RossELANDschen Mittelwert her von den 
Seriengrenzkontinua der 4 untersten Wasserstoffterme (n = 1, 2, 3, 4, d. h. 
LYMAN-, BALMER-, PASCHEN-, BRACKETT-Kontinuum). Wir werden dement
sprechend die Summe in (34,9) bis n = 4 Glied fUr Glied ausrechnen und den 
Rest durch ein Integral approximieren, indem wir das Summationsintervall 
Ll n = 1 als <: n betrachten: 

~ LI n e-(u,-u,.)-+ _ ~ f e-(u,-u.)d (~) = - e- fl
, J efl" dUn. 

~ n S 2 n2 2u1 
(34,10) 

n=5 n=5 fI=fI. 

1 Volum im Lagerraum (1 emS) X Volum im Impulsraum (Kugelsehale vom Radius mv 
und der Dicke LI m v) = PLANcKsehes Wirkungsquantum h. 

2 In (34,4) ist der Absorptionskoeffizient pro Quantenzelle = an· nSI 
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Wir haben dabei von dem Umstand Gebrauch gemacht, daB nach (34,8) 
Un = ul /n2 ist. Urn tiber alle diskret-kontinuierlichen Dbergange zu summieren, 
muB die Integration von Us bis 0 erstreckt werden. 

Nach unseren vorhergehenden Untersuchungen tiber den stetigen Zusammen
hang von kontinuierlich-diskreten und kontinuierlich-kontinuierlichen Dber
gangen konnen wir den kleinen Beitrag der letzteren zu "'v nun leicht bertick
sichtigen, indem wir die Integration in (34,10) auch auf die Zustande positiver 
Energie bis Un -+ - 00 ausdehnen. Die Summe (34,10) geht damit tiber in 

e- (u, - u,) 

2 u1 
(34,11) 

Schreiben wir noch1 - der Symmetrie wegen - U = ~; , so wird der gesamte 
Absorptionskoeffizient pro g neutralen Wasserstoff: 

64n4 m·e10 e- u, 
1 1 ~ eU" eu'l "'v = 313 . c·h3 • mHO k3 ·--ya·-ua ~ na + 2u1 • 

u1 (U 

(34,12) 

Nunmehr bilden wir sogleich den ROSSELANDschen Mittelwert ie, und zwar mit 
Rticksicht auf die erzwungenen Dbergange nach (33,13) tiber 

"';= "'. (1-e- U). (34,13) 
Den Faktor (1-e- U ) konnen wir statt dessen auch dem ROSSELANDschen 
Gewichtsfaktor G (u) angliedern und schreiben dementsprechend 

00 

1 J 1 15 u4 • e-u 
c-- = -G' (u) du mit G' (u) = -.'. 
'X ~p 4 n4 (1 - e-U)3 

(34,14) 
o 

Zwischen je zwei Absorptionskanten (z. B. n = 2 bis 3, d. h. A. 3647 bis 
A. 8206) ist nun "'v nach (34,12) proportional u-3 (und daher ",A.3). Man kann 
daher - wie B. STROMGREN [626J zuerst bemerkt hat - die Berechnung des 
Opazitatskoeffizienten i( betrachtIich erleichtern, indem man die Funktion 

U 

15 J u7 e- u 
cp (u) =4n4 -(1"--=.e=-Uj3 d u (34,15) 

o 
ein fUr allemal tabuliert (Tabelle 27). Schreibt man zwischen zwei Kanten, 
d. h. fUr Un -< U -< U n - 1 

so gibt dieser Bereich zu 1/ic den Beitrag 
1 

15;;{CP (Un-I) -cP (Un)}. (34,16) 

Am langwelligen Ende des Spektrums, d. h. fUr u < U 4 hiitten wir gemaB (34,1 0) 

die {} in (32,12) gleich ~ zu setzen. Da dieser Beitrag sehr klein ist, geniigt 
2Ul 

es aber bei der Berechnung des ROSSELAND-Mittels mit dem unteren Grenzwert 

~ nach (34,16) von n = 5 bis 00 zu integrieren. 
2 u1 

Die numerischen Rechnungen - nach A. UNSOLD [628J - sind in Tabelle 28 
zusammengestellt. Als Argument wahlen wir mit Rticksicht auf spat ere Ioni
sationsrechnungen (vgl. Kap. IV) die GroBe e = 5040/T. Die nachsten Zeilen 
geben die entsprechende Temperatur T selbst und den logio des in Gl. (34,12) 
vor 1/u3 stehenden Faktors F - wie wir ihn kurz bezeichnen wollen. Dann 

1 Entsprechend dem C( des vorhergehenden Kapitels. 
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U 

15 f u7 e-u 
Tabelle 27. Die Funktion lfJ(u) = --4 ( )3 du nach B. STROMGREN [626]. 4n 1- e-U 

o 

U I <p(u) u I <p(u) u <p(u) U I}'(u) 

0,0 0,00 3,2 4,15 64 6,3 60,2 28 9,4 142,3 
21 1 0,00 3 4,79 4 63,0 5 144,4 

2 0,00 4 5,51 72 5 65,9 29 6 146.4 20 

3 0,00 5 6,29 78 6 68,7 28 
7 148,3 19 

4 0,00 6 7,15 86 
7 71,6 29 8 150,2 19 

5 0,00 7 8,08 93 8 74,5 29 
9 152,0 18 

6 0,00 8 9,09 101 
9 77,4 29 10,0 153,8 18 

7 0,00 9 10,19 110 7,0 80,3 29 1 155,5 17 

8 0,00 4,0 11,37 118 1 83,2 29 2 157,2 17 

9 0,01 1 12,63 126 2 86,1 29 
3 158,8 16 

135 29 15 1,0 0,01 1 2 13.98 144 3 89,0 28 4 160,3 16 1 0,02 1 3 15,42 152 4 91,8 29 5 161,9 
15 2 0,03 1 4 16,94 161 5 94,7 28 6 163,3 
15 3 0,04 2 5 18,55 169 6 97.5 28 7 164,8 
13 4 0,06 

3 
6 20,24 178 7 100,3 28 8 166,1 

14 5 0,09 7 22,02 8 103,1 9 167,5 
6 0,13 4 8 23,89 187 

9 105,9 28 11,0 168,7 12 

7 0,17 4 
9 25,84 195 8,0 108,6 27 1 170,0 13 

8 0,23 6 
5,0 27,86 202 1 111,3 27 2 171,2 12 

8 21 27 11 
9 0,31 

9 
1 30,0 22 2 114,0 26 3 172,3 

11 2,0 0,40 
11 

2 32,2 22 3 116,6 
25 4 173,4 

11 1 0,51 14 3 34,4 23 
4 119,1 26 5 174.5 10 2 0,65 17 4 36,7 24 5 121,7 

25 6 175,5 10 
3 0,82 5 39,1 6 124,2 7 176.5 
4 1,01 19 6 41,6 25 7 126,6 24 8 177.4 9 

5 1,25 24 
7 44,1 25 8 129,0 24 

9 178,3 9 
26 26 24 8 6 1,51 32 8 46,7 26 9 131,4 23 

12,0 179,1 
7 1,83 9 49,3 9,0 133,7 13 186,0 
8 2,18 35 6,0 52,0 27 1 135,9 

22 14 190,4 
9 2,59 41 1 54,7 27 2 138,1 

22 
15 193,0 

3,0 3,05 46 2 57,4 27 3 140,2 21 16 194,6 
1 3,57 52 

3 60,2 28 4 142,3 21 196,5 58 
00 

2 4,15 

folgen die Beitrage eU"/u3 (n = 1, ... 4) der wichtigsten Absorptionskanten zu 
der {} in Gl. (34,12) fur U., sowie der entsprechende Anteil der Kanten n > 4 
und der kontinuierlich-kontinuierlichen Ubergange. Unter den zuerst genannten 
Zahlen sind noch die Werte der {} selbst angegeben. (Die bei n = 3 angeschriebene 
Zahl z. B. bezieht sich auf den Bereich U 2 >- U >- Us bzw. das Wellenlangen
gebiet A. 3647 bis 8206.) 

Die folgenden Zeilen geben fUr einige Wellenlangen die loglO von 

, ( ) F { } 1 - e-U 
Uv = Uv 1 - e- u = .... -3-' 

U 
(34,17) 

Fur die BALMER-Grenze A. 3647 und die PAscHEN-Grenze ;. 8206 sind die u~
Werte fUr die kurz- und langwellige Seite angegeben. Wir werden sie spater 
benutzen, urn den Intensitatsprung in den Spektren fruher Spektraltypen bei 
diesen Wellenlangen zu berechnen. 

Der nachste Abschnitt unserer Tabelle gibt die Berechnung von ". Zuerst 
sind nach (34,16) die Beitrage der Wellenlangengebiete zwischen je zwei Kanten 
zu 1/" und dann ihre Summe angegeben - beide noch ohne den Faktor 1/F. 
Die letzte Zeile endlich gibt den Opazitatskoeffizienten "selbst. An Hand der 
einzelnen Teilbetrage kann man leicht ubersehen, welchen Anteil die links 
angeschriebenen Wellenlangenbereiche zur "Gesamtdurchlassigkeit" 1/" einer 
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Wasserstoff-Sternatmosphare liefern: Bei 50400° flieBt der Hauptanteil des 
Strahlungsstromes im LYMAN-Gebiet; 1/% wird also bestimmt durch die Durch
Hissigkeit in diesem Spektralgebiet. Bei 16800° ist % fast ganz bedingt durch 
die Durchlassigkeit zwischen BALMER- und LYMAN-Grenze (vor der letzteren 
ist x. ja besonders klein!); usw. Allgemein gesprochen: MaBgebend fUr % ist 
stets das kleinste x; in dem noch von einem merklichen Strahlungsstrom durch
setzten Frequenzbereich. 

Wollte man mit Hilfe der Tabelle 28 den Absorptionskoeffizienten pro g 
einer reinen Wasserstoffatmosphare berechnen, so miiBten die x~ und % noch 
mit der nach der SAHAschen Gleichung berechneten Verhaltniszahl: 

neutrale Atome 
Atome + Ionen 

i-x 

multipliziert werden. Wir wollen diese Rechnung aber noch aufsparen und 
wenden uns zunachst der kontinuierlichen Absorption der Metalle und der 
iibrigen Elemente zu. 

Diese stellt uns vor wesentlich schwierigere quantentheoretische Probleme, 
von deren befriedigenden Uisung wir noch weit entfernt sind. Die im folgenden 
eingeschlagene Behandlungsweise schlieBt sich eng an eine Arbeit von A. UNSOLD 
[629J an. Wir werden im folgenden Abschn.35 im Zusammenhang mit der 
experimentellen Priifung unserer Formeln und der genaueren quantenmechani
schen Durchrechnung einiger Sonderfalle begriinden, weshalb wir in den detail
lierten Rechnungen von W. JAHN [608J, A. PANNEKOEK [622J u. a. keinen 
Fortschritt erblicken k6nnen. 

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB diejenigen Elektronenbahnen - kor
respondenzmaBig gesprochen -, welche fiir die kontinuierliche Absorption in 
den astrophysikalisch wichtigen Spektralbereichen wesentlich sind, dem Atom
rumpf so nahe kommen, daB dessen Feld nicht mehr als coulombisch betrachtet 
werden kann. Man miiBte also - streng genommen - die quantentheoretische 
Berechnung des Absorptionskoeffizienten fUr aIle Quantenzustande aller 
haufigeren Atome besonders durchfUhren; ein fast aussichtsloses Unterfangen. 

Wir werden uns vorerst damit begniigen, den Abweichungen vom COULOMB
Feld in rohester Weise Rechnung zu tragen durch EinfUhrung einer effektiven 
Kernladungszahl Z + s. (Z = 1 neutrale Atome, = 2 erstes Funkenspektrum.) 
s solI einen Mittelwert fUr aIle Atome und Quantenzustande darstellen. Sein 
Zahlenwert wurde durch Probieren an Hand der spater zu besprechenden An
wendungen zu s ~ 1,5 abgeschatzt, ist aber noch sehr unsicher. 

Weiterhin haben die Abweichungen vom COuLOMB-Feld die Folge, daB bei 
den Metallen usw. jede Wasserstoffabsorptionskante in eine groBe Anzahl von 
Kanten aufgespalten ist, entsprechend der Vielfachheit (statistisches Gewicht) 
des betreffenden Quantenzustandes im Wasserstoffatom. Diesen Umstand 
machen wir uns zunutze, indem wir in allen Spektralgebieten die Summe in 
(34,9) nach (34,10) durch ein Integral ersetzen, dessen untere Grenze nun 
natiirlich durch das U = h'J!/k T der betrachteten Frequenz bestimmt ist. 

Wir erhalten so den Absorptionskoeffizienten pro Atom x., at (Un ist jetzt 
Rhc (Z + s)2/n2 kT; beziiglich der (Z + s)2-Faktoren vgl. die quantentheore
tische Literatur, s. S. 128) 

(34,18) 

oder 

(34,19) 
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Da der Faktor e- u, urspriinglich in Gl. (34,8) bei der Berechnung der Haufig
keit der absorbierenden angeregten Atome im Verhliltnis zu ihrer Anzahl im 
Grundzustand nach der BOLTZMANNschen Formel hereinkam, so erscheint es 
als sinngemaBe Verallgemeinerung fUr wasserstoffahnliche Elemente, U 1 = Ioni
sierungsenergie/k T zu setzen. Die Wellenlangenabhlingigkeit des Absorptions
koeffizienten steckt ganz in dem letzten Faktor. Wir konnen also - mit ohne 
weiteres verstandlicher Abkiirzung - schreiben: 

,,' =" (1 - e- u) = C . 8U 
- 1 • 

• • u3 
(34,20) 

";hlingt also 'Von v und Tin derselben Weise ab, wie die reziproke KIRCHHOFF
PLANcK-Funktion I., Gl. (7,29). Das nach dem KIRCHHoFFschen Satz berechnete 
Emissionsvermogen eines kleinen Volumelementes ""' ". I. ist also - bis auf den 
Korrektionsfaktor (1- e- U ) - frequenzunabhangig. In dieser Form hat iibrigens 
A. S. EDDINGTON [5J schon 1926 dieses auch aus der KRAMERsschen Theorie fol
gende Ergebnis auf das kontinuierliche Sonnenspektrum angewandt. Nach (34,20) 
kann auch der ROSSELANDsche Opazitats- 8 
koeffizient leicht berechnet werden. Es 
wird mit Hilfe von (33,11) und (33,12): 

00 

1 1 15 J u7 ·e-2U 

" = c· 43/:4 (1 _ e-U)3 d U • (34,21) 
o 

Das Integral kann durch Reihenent
wicklung im Nenner und gliedweise Inte
gration oder graphisch berechnet werden 
(J =22,6). Man erhlilt so: 

x=1,15·C (34,22) 

6 

t 
~¥ 
T 

3 

o 

/!ffn~c/JeL(J~23? 

I / 1/#1, 1 Jl/Itof'f! 

I / ,/ 
\ 
~ ./' 
\, ./ _/ ---

5 u-#- 10 

Abb. 50. ,.;!i<. 

und das fiir die Theorie der kontinuierlichen Sternspektren grundlegende Ver
hiiltnis , 

". (34,23) 

DaB dieses nur von U = hv/k T abhiingt, ist natiirlich an die ganz speziellen 
Voraussetzungen unserer Rechnung (CouLoMB-Feld, Verschmierung der Absorp
tionskanten) gebunden. Eine graphische Darstellung gibt die ausgezogene Kurve 
in Fig. 50. Danach miiBte z. B. innerhalb des in Tabelle 25 betrachteten Be
reiches im Sonnenspektrum (3230 < A < 10080) ,,~/x nach der kurzwelligen Seite 
zu urn fast eine Zehnerpotenz anwachsen, was mit den Ergebnissen des vor
hergehenden Kapitels keinesfa1ls vertraglich ist. Verf. hat deshalb - auch mit 
Riicksicht auf die sogleich zu besprechenden Energieverteilungskurven der 
Sternspektren - in Ermangelung eines Besseren versucht, die "~/"-Kurve 
- rein empirisch - so abzuandern, daB sie den Beobachtungen einigermaBen 
gerecht wird. Sie ist in Fig. 50 als ("~/J:e)korr. eingezeichnet. Die Zahlenwerte von u 
werden wir im folgenden direkt nach (34,22) berechnen. Dieses ganze - dem des 
Prokrustes nicht unahnliche! - Verfahren zur Berechnung der kontinuierlichen 
Absorption der wasserstoffunahnlichen Elemente ist natiirlich sehr unbefrie
digend. Aber solange nicht weitergehende quantentheoretische - oder evtl. 
experimentelle - Grundlagen vorhanden sind, ist nicht viel besseres moglich. 

Damit haben wir nun die Unterlagen fUr die Berechnung des Opazitats
koeffizienten der in Tabelle 20 festgelegten "Sternmaterie". Den Wasserstoff 
(versuchsweise angenommene Haufigkeit BH = 1370) wollen wir erst noch aus 
dem Spiel lassen. Die anderen Elemente (Metalle + Sauerstoff mit 2,' Bi = 100; 
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wir sprechen im folgenden stets kurzweg von ersteren, wobei 0 stillschweigend 
miteinbezogen ist) hatten wir in 3 Gruppen mit den Ionisierungsspannungen XO 
13,54 V (0), 7,9 V (Fe, Si, Mg, Ni) und 5,8 V (AI, Ca, Na) eingeteilt; bei den 
letzten beiden wollen wir auch die 2. Ionisation mit Xl = 17 V beriicksichtigen. 
Bezeichnen wir die Haufigkeit der einzelnen Gruppen mit ei und mit n fiir Z = 1 
den Bruchteil neutraler absorbierender Atome, fiir Z = 2 den der ionisierten 
- beidemal unter Beriicksichtigung der 2. Ionisation -, so wird" (der Einfach
heit wegen pro Mol gerechnet XMol = Uat/mH) : 

_ 16n2 e6 1 ~ f' "Mol = 1,15 .--.-----.- (Z + 1,5)2.-, e-Ui·n. (34,24) 
3 V3 c • h • k2 • mH T2 100 

Setzen wir die Zahlenwerte aus Tabelle 20 ein und bezeichnen (vgl. Kap. IV) 
die Verhaltniszahl einfach ionisierte: neutrale Atome mit x und die doppelt: 
einfach ionisierter mit x', wobei Indizes die Ionisierungsspannungen angeben, 
so geht die obige Gleichung - wenn man noch beriicksichtigt, daB die Ionisa
tionsstufen sauber getrennt sind - in hinreichender Naherungl iiber2 in: 

XMol = lOU,827. ;2 {(1 + 1,5)2 [6,3 (1- X5,8) (1- X~7) '10-5,8(,) 

+ 42,4 (1- X7,1I) (1-.x~7) .10-7,9(') + 51,3 (1-XI3,5) 1O-13,5(')J 

+ (2 + 1,5)2 [6,3' X5,8 (1- .x~7) '10-17 (,) + 42,4' X7,0 (1- X~7) . 10-17 (')]}. 

(34,25) 

Will man den Beitrag "M der Metalle zum Opazitatskoeffizienten auf das Gramm 
Stemmaterie, d. h. H + Metalle, beziehen, so ist obiger Ausdruck noch zu 
multiplizieren mit 

100 _ -1,615 
147o' 2,80 - 10 , (34,26) 

wo ,11'0 nach (24,4) das mittlere Molekulargewicht der Stemmaterie ohne Be
riicksichtigung der freien Elektronen bedeutet. Der entsprechende Beitrag der 
Wasserstoffatome zu U - jetzt ebenfalls pro g der gesamten Sternmaterie 
von Tabelle 20 gerechnet - kann nun mit Hilfe der Tabelle 28leicht berechnet 
werden. Nennen wir den dort tabulierten Opazitatskoeffizienten pro neutrales 
Atom jetzt der Deutlichkeit wegen ~,at' so wird: 

- 1370 - ( ) 
"H = 1470' 2,80 . "H,at 1- X13,5 . (34,27) 

Neben der eigentlichen Absorption der Strahlung durch diskret-kontinuierliche 
und - meist in geringerem MaBe - kontinuierlich-kontinuierliche Dbergange 
wird bei nahezu vollstandiger Ionisation der Stemmaterie, also hoher Tem
peratur T verbunden mit kleinem Elektronendruck Pe, die Streuung an freien 
Elektronen von Bedeutung. Da wir es in den Stematmospharen nur mit ver
haltnismaBig 3 langwelliger Strahlung zu tun haben, so ki:innen wir die klassische 
THOMSON - Streuformel beniitzen und brauchen die mit der Wellenlangen
anderung beim StreuprozeB (COMPTON-Effekt) zusammenhangenden Ver
feinerungen (DIRAC, KLEIN-NISHINA u. a.) nicht zu beriicksichtigen. 

Der THOMsONsche Streukoeffizient ist - unabhangig von der Wellen
lange - pro freies Elektron 

8n ( e2 )2 
Sel = -3- mc2 

1 Vgl. Kap. IV, Beispiel 3 am Ende des Abschnittes 22. 
2 Es ist e- "i = 10- x.,,, . S040jT. 
3 A.:> COMPToN-Wellenlange 0,024 A. 

(34,28) 



VI. 34. Opazitat der Sternmaterie. 125 

und also pro g "Sternmaterie": 
E 

S = Sel • = 0,143 E , (34,29) 
mHO Po 

wobei mH wieder die Masse des H-Atoms und flo = 2,80 ist, wahrend E die schon 
in Tabelle 22 berechnete Zahl der freien Elektronen pro Atomkern iiberhaupt 
bedeutet. Fiir groBe T und kleine Pe nahert sich S nach Tabelle 22 dem Grenz
wert S = 0,146. Hochstwahrscheinlich sind - wie unsere folgenden Rechnungen 
lehren werden - solche Verhaltnisse, bei denen S neben x von Bedeutung wird, 
nur in den Atmospharen der heiBesten Dbergiganten1 realisiert. Vorerst hat 
unsere Berechnung von S also mehr die Bedeutung einer Abgrenzung des Giiltig
keitsbereiches unserer Opazitatsberechnungen. 

Dadurch,daBwir die Opazitatskoeffizienten des Wasserstoffes und der Metalle 
getrennt berechnet haben, sind wir nicht an das in Tabelle 20 auf Grund der 
Untersuchungen iiber den inneren Aufbau der Sterne angenommene und noch 
ziemlich unsichere Haufigkeitsverhaltnis H: M = 13,7: 1 (in Atomzahlen) 
gebunden. Andererseits miissen wir uns iiberlegen, wie man aus XM, UH und S den 
Gesamtopazitatskoeffizienten " berechnen kann. Wie wir sogleich sehen werden, 
sind jeweils hOchstens zwei dieser Anteile auf einmal von Bedeutung. Nennen 
wir sie "1 und "2' so ware streng genommen 

(34,30) 
Nun gilt 2 

(34,31) 

mit dem Gleichheitszeichen fiir "I = "2 und in brauchbarer Naherung, solange 
das Verhaltnis "2/"'t bzw. "1/"2 den Wert ---3 nicht iibersteigt (der Fehler ist 
dann ---30%). Man kann also fiir "1---"2 die Relation 

~ =+ (;1 + ;2) (34,32) 

mit dem Gleichheitszeichen beniitzen und im iibrigen den groBeren der beiden 
Werte nehmen. Diese vereinfachte Art der Berechnung von" erscheint der zur 
Zeit fUr "M erreichbaren Genauigkeit angemessen. Eine strengere Rechnung 
nach (34,14) wiirde viele miihsame numerische Integrationen erfordern. In der 
folgenden Tabelle 29 sind - nach [629J - in Abhangigkeit von e = 5040/T 
und P.(dyncm-2) die nach den Formeln dieses Abschnittes berechneten Opazi
tatskoeffizienten der Metalle und des Wasserstoffes, sowie der Streukoeffizient 
der freien Elektronen (aIle pro g Sternmaterie nach Tabelle 20) tabuliert. Fiir 
hohe Temperaturen und kleine Drucke ist darunter die Gesamtopazitat " ange
geben. W 0 diese Zeile fehlt, kann man mit geniigender Genauigkeit x = UM 
setzen, d. h. die Opazitat riihrt ganz von den Metallen her. 

Zu den schraggedruckten ,,-Werten der Tabelle 29 liefert die Streuung s den 
Hauptbeitrag, in diesem Fall ist die in Kap. V entwickelte allgemeine Theorie 
der kontinuierlichen Spektren nicht mehr ohne weiteres anwendbar 3. 

1 Deren Theorie unterscheidet sich auch sonst (Strahlungsdruck usw.) so stark von der 
der iibrigen Sterne, daB wir sie zunachst ausschlie6en miissen. Ein besonderes Studium der 
damit zusammenhangenden Fragen ware sicher lohnend. 

2 Aus 0 -< ('<:1 - '<:2)2 folgt 4 '<:1 '<:2 -< ('<:1 + '<:2)2 und daraus (34,31). 
3 Wir werden im Zusammenhang mit der Theorie der FRAUNHOFER-Linien das Strah

lungsgleichgewicht in streuenden Atmospharen untersuchen. Diese Ergebnisse konnten 
gr06enteils auf das obige Problem iibertragen werden. Da jedoch nicht einmal mit Sicher
heit bekannt ist, ob es iiberhaupt Sterne gibt, auf denen soIche Bedingungen realisiert 
sind, so wollen wir hier nicht weiter darauf eingehen. 
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Die zu den e- und Pe-Werten der Tabelle 29 gehOrigen Gasdrucke Pg und 
Molekulargewichte fl konnen - urn darauf nochmals hinzuweisen - aus 
Tabelle 22 direkt abgelesen werden. 

Die Absorptionskoeffizienten x; fUr einzelne Frequenzen konnen nun ohne 
groBe Muhe berechnet werden: Fur Wasserstott gibt die Tabelle 28 zusammen 
mit Gl. (34,27), in der sinngemaB x durch x; zu ersetzen ist, die notwendige Grund
lage. Fur die M etalle ist x;rx in Fig. 50 (man benutze die "korrigierte" Kurve!) 

als Funktion von ~; = ;~ aufgetragen; zusammen mit den xM-Werten der 

Tabelle 29 erhalt man leicht x; selbst. Der THOMSON-Streukoejjizient s ist von 
der Wellenlange unabhangig. 1m Hinblick auf die Theorie der kontinuierlichen 
Sternspektren haben wir in der folgenden Tabelle 30 nicht die x; selbst, sondern 
gleich das Verhaltnis x;/u fUr "Sternmaterie" bei einem Elektronendruck 
Pe = 100 Bar ~ 10-4 at berechnet, den wir nach Kap. IV etwa als Mittel
wert fur alle Sternatmospharen ansehen durfen. Da x~/u sowohl fur reinen 
Wasserstoff, wie auch - nach (34,23) - fur die Metalle allein von Pe unab
hangig ist, so wird der resultierende Wert nur bei solchen Temperaturen von Pe 
abhangen, bei den en XH und XM von gleicher Bedeutung sind und auBerdem ihr 
Verhaltnis UH/XM bei festgehaltenem emit Pe starker variiert. Wie man an Hand 
von Tabelle 29 sieht, lassen sich die Zahlenwerte von Tabelle 30 uber ein groBes 
Intervall von Pe verwenden, solange die Streuung der freien Elektronen nicht 
in Erscheinung tritt. Fur e > 0,8 ist x;/x einfach das der Metalle (Fig. 50). 

Tabelle 30. log u;ju fiir Sternma terie (EJ -< 0,8 und Pc = 100 Bar). 

@= 

I 
0,1 0,2 0,3 0,4 O,S 0,6 0,7 0,8 

A 3647 { 0,68 0,58 0,54 0,51 0,60 0,51 0,03 0,02 
0.47 0,25 0,10 -0,06 -0,18 -0,05 -0,04 +0,02 

4000 0,54 0,30 0,15 -0,02 -0,14 -0,05 -0,07 -0,02 
5000 0,70 0,46 0,27 0,09 -0,02 0,00 -0,10 -0,09 
6500 0,91 0,66 0.46 0,26 0,16 0,09 -0,07 -0,09 
8206 1,10 0,85 0,64 0.44 0,22 0,21 -0,04 -0,07 

Zum SchluB dieser Theorie des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten 
mage nochmals - dies ist in der Literatur oft ubersehen worden - darauf 
hingewiesen werden, daB sie zwei sehr dunkle Stellen aufweist: 

1. Die Berechnung des Absorptionskoeffizienten der Metalle ist mit Ruck
sicht auf ihre noch recht mangelhaften quantentheoretischen Grundlagen einer; 
seits und die geringe Genauigkeit unserer Kenntnis der quantitativen Zusammen
setzung der Sternatmospharen andererseits noch mit groBer Unsicherheit behaftet. 
Die erstere Schwierigkeit ist dabei zur Zeit die ausschlaggebende. 

2. 1st das Haufigkeitsverhaltnis Wasserstoff: ubrige Elemente noch ziemlich 
unsicher. Diese Schwierigkeit hangt zum Teil damit zusammen, daB wir die 
kontinuierliche Absorption der Metalle nicht genauer erfassen konnen. 

3. 1st uber die kosmische Haufigkeit von Elementen wie He, Ne, N, die 
moglicherweise ziemlich wichtig sind, noch fast nichts quantitatives bekannt. 

Trotzdem durften die Rechnungen dieses Abschnittes im groBen und ganzen 
schon eine recht brauchbare Angriffsbasis auf die zahlreichen Probleme der 
kontinuierlichen und Linienspektren der Sterne geben. Durch eine Art sukzes
sives Approximationsverfahren wird die Theorie im Zusammenhang mit neuen 
Anwendungen immer weiter vervollkommnet werden. 
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35. Genauere Berechnung des Absorptionskoeffizienten fUr 
einzelne Kanten. Experimentelle Priifungen der Theorie 1. 

Ehe wir uns der eigentlichen Theorie der kontinuierlichen Sternspektren 
zuwenden, wollen wir noch die bis jetzt vorliegenden Ansatze zu einer strengeren 
quantenmechanischen Behandlung der kontinuierlichen Absorption der wasser
stoffahnlichen Elemente kennenlernen. 

Die Wechselwirkung der Elektronen wird dabei durch ein passend gewahltes, 
auf theoretischem oder empirischem Weg gewonnenes, kugelsymmetrisehes 
Potentialfeld beschrieben in dem sich das eine Leuchtelektron bewegt, dessen 
~igenfunktionen und Dbergangswahrseheinlichkeiten mit Hilfe mehr oder 
weniger schwerfalliger numeriseher Methoden berechnet werden. Bis jetzt 
sind - mit Ausnahme der Arbeiten von A. THOMA - nur die yom Grundzustand 
ausgehenden Grenzkontinua der Hauptserien durehgerechnet, eine Ausdehnung 
auf angeregte Zustande bietet aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten. Gleich
zeitig werden wir unser Problem aueh yom Standpunkt der Laboratoriums
spektroskopie aus beleuehten. 

Urn die Ergebnisse der Reehnungen und Beobaehtungen bequemer darstellen 
zu k6nnen, fiihren wir noeh den spater viel zu benutzenden Begriff der 
"Oszillatorenstarke" ein. Wir sehreiben 2 

n e2 df 
"v. Atom = m c2-:][' dE' (35,1) 

wo R die RYDBERG-Frequenz (em-I) und E der Abstand der betraehteten Stelle 
von der Seriengrenze in em-I, geteilt dureh R ist. Mit anderen Worten: Wir 
betraehten den Quantensprung yom Grundzustand naeh einem Zustand der 
positiven Energie E· Rhc erg. 

Das iiber das ganze Kontinuum erstreekte Integra13 

I" dv = ne2/~dE = ne2 
• t (35,2) 

• me dE me 
gibt ein MaB fiir dessen gesamte Absorptionswirkung (hierzu Absehn. 45). t be
zeichnet man als seine Oszillatorenstiirke, weil fUr ein elastiseh gebundenes 
Elektron, wie es in der klassisehen Elektronentheorie beniitzt wird, t = 1 ist. 
Die folgende Tabelle 31 gibt - in der Hauptsaehe naeh J. A. WHEELER [652] -
fiir die bis jetzt untersuehten Atome 4 die Grenzwellenlange Ao der Hauptserie, 
dann die gesamte Oszillatorenstiirke t und d/ldE an der Seriengrenze (E = 0). 

Tabelle 31- Genauere Berechnung der Ha u ptserien- Grenzkon tin ua einiger 
Elemente. 

Atom A,inA (dd~) grenz 
Literatur 

H 912 0,437 0.78 SUGIURA: J. de Phys. 8. 113 (1927) 
He 507 1.58 0.93 WHEELER. J. A.: Phys. Rev. ,(3. 258 (1933) 

1.55 1.05 VINTI. J. P.: Phys. Rev. ,(4. 524 (1933) 
KORWIEN. H.: ZS. f. Phys. 91, 1 (1934) 

Li 2281 0.24 0.46 TRUMPY. B.: ZS.f. Phys. 54,372 (1929) 
Na 2412 0.0021 0.038 TRUMPY, B.: ZS. f. Phys. 71. 720 (1931) 
K 2857 0.0024 PHILLIPS. M.: Phys. Rev. 39. 905 (1932) 

1 Dieser Abschnitt erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstandigkeit. Vgl. den Bericht 
von W. FINKELNBURG [638] sowie F. L. MOHLER, Recombination and Photo-Ionization. 
Rev. Mod. Phys. I. 216 (1929). 

11: e2 
2 ~R = 8.02.10-18 cm2 • me . 
3 Es ist dv=Re.dE. 
4 Die umfangreichen Untersuchungen tiber kontinuierliche Absorption im Rontgen

gebiet (vgl. M. SIEGBAHN [646]) konnen wir leider nicht direkt heranziehen. 
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Bei Helium ist nach E. A. WHEELER [652J, J. P. VINTI [651J und H. KORWIEN 
[640J die Gesamtstarke des Hauptserien-Grenzkontinuums betrachtlich groBer, 
als beim Wasserstoff. Die Abnahme von Xv nach kurzen Wellen erfolgt langsamer 
als 1/y3. Die genannten Autoren haben ihre Berechnungen mit gutem Erfolg 
gepriift an den Messungen des mit dem Absorptionskoeffizienten eng verkniipften 
Brechungsindex. Auch eine vereinzelte direkte Absorptionsmessung bei der 
Kohlenstoff-KCf.-Linie A 44,6 A (vgl. VINTI [651J) wird gut wiedergegeben. 

Lithium zeigt nach den Rechnungen von B. TRUMPY [649J im groBen und 
ganzen ziemliche Wasserstoffahnlichkeit, wie es dem Charakter seines Spektrums 
entspricht. Nur der Abfall von Xv hinter der Seriengrenze ist wieder langsamer 
als 1/y3. 

Bei Natrium [648J ist das Hauptserienkontinuum sehr schwach. 1m Gegen
satz zu Li zeigt es nach der Seriengrenze zunachst einen sehr raschen Abfall. 
Direkte Absorptionsmessungen von B. TRUMPY [650J bestatigen innerhalb der 
MeB- bzw. Rechengenauigkeit die verschiedenartige Frequenzabhangigkeit bei 
Li und Na. Absolutwerte sind meines Wissens nicht gemessen. 

Bei Kalium fanden R. W. DITCHBURN [637J, E. O. LAWRENCE und N. E. 
EDLEFSEN [642J und andere Autoren nach einem steilen Abfall von x. hinter 
der Seriengrenze unerwarteterweise einen Wiederanstieg, der in diesem FaIle 
aber moglicherweise noch nicht als endgiiltig gesichert betrachtet werden kann, 
da bei diesen Experimenten die storende Absorption der Alkalimolekiile schwer 
zu eliminieren ist. Eine quantentheoretische Behandlung des K-Kontinuums 
von M. PHILLIPS [644J ergab eine Abnahme rascher als 1/y3, aber keinen Wieder
anstieg. Der Absorptionskoeffizient an der Kante ist - wie bei Na - sehr 
klein im Vergleich zu Wasserstoff. 

Absorptionsversuche in Cs-DamPf von H. J. J. BRADDICK und R. W. DITCH
BURN [635, 636J ergaben ein auBerst rasches Abfallen von Xv hinter der Ab
sorptionskante (1.03184). Von A R::; 2750 an jedoch steigt der Absorptionskoeffi
zient mit y an. Ausgedehnte Versuche iiber die Beeinflussung der Absorption 
durch Fremdgaszusatz lassen es als nahezu sicher erscheinen, daB dieser theore
tisch bis jetzt unerklarte Anstieg tatsachlich dem Cs-Atom und nicht irgend
welchen Molekiilen zuzuschreiben ist. An der Grenze ist Xv R::; 2,2' 10-19 bzw. 
dt/dE R::; 0,027 in guter Ubereinstimmung mit den Messungen von F. L. MOHLER 
und C. BOECKNER [643 J 1. Eine theoretische Untersuchung von A. THOMA [647J 
gibt zwar eine rasche Abnahme des Absorptionskoeffizienten hinter der Serien
grenze, aber keine Andeutung von einem Wiederanstieg. 

Uber die kontinuierliche Absorption von angeregten AtomzusUinden aus, 
also die Nebenserien-Grenzkontinua, ist in experimenteller wie theoretischer 
Hinsicht fast nichts Quantitatives bekannt. Die Berechnungen von A. THOMA 
[647J sind leider in einer solchen Form publiziert, daB sie nur nach einer griind
lichen Umarbeitung nutzbar gemacht werden konnten. 

Zusammenfassend konnen wir - gleich im Hinblick auf unsere friihere Be
handlung der Metallabsorption - wohl folgendes feststellen: Die Absorptions
koeffizienten der Hauptseriengrenzkontinua der Metalle zeigen sowohl hinsicht
lich ihrer Frequenzabhangigkeit wie auch ihrer Absolutwerte groBe Abweichungen 
gegeniiber Wasserstoff. Bei Na, K und Cs, die ja den astrophysikalisch wichtigen 
Elementen am ahnlichsten sind, ist das Xv des Hauptserienkontinuums urn mehr 
als eine Zehnerpotenz kleiner als bei Wasserstoff. Andererseits miissen die 
Seriengrenzkontinua der hochangeregten Atomzustande sich wasserstoffahnlich 
verhalten, da in groBer Entfernung vom Atomrumpf dessen Feld coulombisch 

1 Auf die indirekten elektrischen Methoden zur Messung von Up oder - was dasselbe 
leistet -- des Wirkungsquerschnittes fur Photoionisation oder Rekombination ki:innen wir 
hier nicht eingehen. Vgl. z. B. RUARK-UREY [645, S.467J. 

Unsold, Sternatmospharen. 9 
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wird. Wir sehen hierin eine qualitative theoretische Rechtfertigung fiir die in 
Fig. 50 vorgenommene relative Verkleinerung von Xv bei groBen Frequenzen. 
Die Unsicherheit des Absolutwertes von Xv bzw. x der Metalle (Tabelle 29) diirfte 
immerhin etwa eine Zehnerpotenz betragen1. 

Sodann wollen wir noch den Zusammenhang der kontinuierlichen Stern
spektren mit den in verschiedenen spektroskopischen Lichtquellen auftretenden 
Kontinua erortern. Wir konnen uns dabei, auch hinsichtlich der Literatur
angaben, ziemlich kurz fassen, da W. FINKELNBURG [638J erst vor kurzem eine 
zusammenfassende Bearbeitung der kontinuierlichen Gasspektren gegeben hat. 

Den astrophysikalischen Verhaltnissen am nachsten kommen die besonders 
von JA.ANDERSON und S. SMITH [634J am MT. WILSON-Observatorium unter
suchten Kondensatorentladungen groBer Stromdichte durch Vakuumrohren 
mit einigen Millimeter Druck oder durch eine Metalldampfwolke, die aus diinnen 
Drahten oder entsprechend praparierten Asbestfasern beim Stromdurchgang 
entsteht ("explodierende Drahte"). Urn ein ungefahres Bild von den quanti
tativen Verhaltnissen zu geben: ANDERSON und SMITH beniitzen eine Konden
satorbatterie von "-' 0,6 ttF bei Spannungen bis zu 55 k V. Die Stromdichte 
in der Entladungsbahn geht bis '" 100000 A/cm2, die Temperatur - aus 
Strahlungsmessungen geschatzt - bis "-'20000°; der bei der "Explosion" ent
stehende Druck diirfte in der GroBenordnung 10-100 at liegen. Besonders 
bei groBer Stromdichte und hohem Druck - EinschlieBen des explodierenden 
Drahtes in die Bohrung eines Holzblockes - tritt auBer den Linien ein vollig 
kontinuierliches Spektrum ohne erkennbare Kanten auf. 

Wendet man - es ist dies natiirlich nur in qualitativer Hinsicht zulassig -
die im vorhergehenden Abschnitt entwickelten Formeln fiir den Absorptions
koeffizienten an, so zeigt sich, daB in der Tat unter den angegebenen Verhalt
nissen eine Gasschicht von einigen Millimeter Dicke eine merkliche optische 
Dicke besitzen kann. 

In der alteren Literatur spielt bei der Deutung kontinuierlicher Spektren der 
ominose Begriff2 der "Temperaturstrahlung" eine gewichtige Rolle, meist ohne 
nahere Angaben, was darunter zu verstehen ist. Dieser Begriff, der - wie wir 
schon friiher bemerkten - in der Entwicklung der Spektroskopie so viel Unheil 
angerichtet hat, sollte endgiiltig verschwinden. Dagegen sollen zwei wichtige 
Bemerkungen nochmals ins Gedachtnis gerufen werden: 

1. Befindet sich eine optisch diinne Schicht (Tv = J Xv (! d x <: 1) im lokalen 
thermodynamischen Gleichgewicht, d. h. konnen aIle mittleren Partikelgeschwin
digkeiten usw. durch diesel be Temperatur beschrieben werden, so betragt die 
Emission im Frequenzbereich d l' pro g nach allen Seiten 4 n xv' Iv d v, wo Iv 
die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion ist. 

2. Wird die optische Dichte Tv'> 1, so nahert sich, falls die Temperatur T 
des strahlenden Gebildes raumlich und zeitlich konstant ist, dessen Ausstrahlung 
pro Oberflacheneinheit der eines schwarzen Korpers der betreffenden Temperatur. 
1st T dagegen variabel, so werden die Verhaltnisse komplizierter und miissen 
- wie die Strahlung der Sternatmospharen - von Fall zu Fall untersucht 
werden. 

Bei den ANDERsoNschen Versuchen kommen, nach seinen Absorptions
messungen zu schlieBen, kleine und groBe 3 optische Dicken der strahlenden 
Schicht vor. Trotzdem zeigt sich - wie gesagt - nie eine Andeutung von 
Absorptionskanten. W. FINKELNBURG [638J meint, diese seien ahnlich wie 

1 Es erscheint wohl moglich, daB insbesondere die Abschirmungszahl s = 1,5 zu groB ist. 
2 Hierzu auch W. FINKELNBURG, [638]. 
3 DaB aueh bei Tv'/ 1 die Strahlung nicht dem PLANcKsehen Gesetz folgt, laBt sich 

durch die raumliehe und zeitliche Variation der Temperatur zwanglos erklaren. 
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im Sonnenspektrum nur verschmiert, die fraglichen Quantenspriinge seien 
jedoch uberwiegend kontinuierlich -+ diskret. Diese Auffassung scheint mir 
nicht vollig gesichert zu sein. Nach der Theorie verhalt sich der diskret
kontinuierliche zum kontinuierlich-kontinuierlichen Anteil des Absorptions-, .. 
koeffizienten etwa wie ekT : 1; bei 20000° fur A. 4000 also ungefahr wie 5: 1. 
Es ist durchaus denkbar, daB diese Abschatzung fiir die kontinuierlich-konti
nuierlichen Obergange noch zu ungiinstig ist; eine Entscheidung der Frage ist 
zur Zeit noch kaum moglich. 

Genauere Messungen an den ANDERsoNschen Lichtquellen sind wegen der 
auBerst kurzen Entladungsdauer sehr schwierig, so daB eine eigentliche Priifung 
der Theorie noch nicht in Frage kommt. 

Eng verwandt mit der Methode der "explodierenden Drahte" ist der Unter
wasserfunke. Die Schwierigkeiten einer quantitativen Untersuchung sind hier 
eher noch groBer (Literatur vgl. FINKELNBURG). 

Weiterhin treten Kontinua, die sicher groBenteils atomaren Ursprunges und 
denen der Sterne also wesensgleich sind, auf im Funken, Lichtbogen und met all
dampfualtigen Flammen. In einer Reihe von Arbeiten hat wieder W. FINKELNBURG 
[638J die sehr uniibersichtliche altere Literatur dieses Gebietes gesammelt 
und zu klaren versucht, wo es sich urn atomare Kontinua handelt und wo Molekiile 
und Pseudomolekiile beteiligt sind; ob die optische Dicke der strahlenden 
Schichten < oder > 1 ist, ob es sich urn kontinuierlich-kontinuierliche oder 
kontinuierlich-diskrete Obergange handelt u. dgl. Eine quantitative Priifung 
der Theorie des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten ist jedoch ohne neue 
Messungen nicht moglich. Namentlich unter den mit heutigen experiment ellen 
Hilfsmitteln schon gut erfaBbaren Bedingungen in der positiven Saule!, Licht
bogen oder Flamme durften quantitative Untersuchungen gute Aussicht auf 
Erfolg bieten. Es ware sehr wiinschenswert, wenn die Experimentalphysik 
sich dieses lange vernachlassigten Gebietes einmal wieder annehmen wiirde. 

36. Energieverteilung in den kontinuierlichen Sternspektren. 
Intensitatssprung an der Grenze der BALMER-Serie ).. 3647. 

Abweichungen vom schwarzen Korper. Farbtemperatur 
und effektive Temperatur der Sterne. 

Nunmehr haben wir aIle zur Zeit verfiigbaren Hilfsmittel der Theorie an 
der Hand, urn das Grundproblem dieses Kapitels in Angriff nehmen zu k6nnen: 

"Welche Energieverteilung zeigt das Spektrum eines Sternes von vor
gegebener effektiver Temperatur Te und Schwerebeschleunigung g an der 
Sternoberflache ?" 

Die spektrale Energieverteilung kann man fUr beschrankte Wellenlangen
bereiche, wie wir sahen, auch durch Angabe der F arbtemperatur TF oder des 
Gradienten (/J beschreiben. Die e//ektive Temperatur T. dagegen ist dadurch 
de/iniert, daB sie in Verbindung mit dem STEFAN-BoLTZMANNschen Strahlungs
gesetz die beobachtbare Gesamtausstrahlung pro cm2 und sek geben muB. 

Da g und Te zusammen - wegen der EDDINGTONSchen Beziehung zwischen 
Masse, absoluter Helligkeit und 1'. - die absolute Helligkeit eines Sternes fest
legen, so k6nnen wir unsere urspriingliche Fragestellung auch durch die folgende 
ihr aquivalente ersetzen: 

"Welcher Zusammenhang besteht fiir Sterne von bestimmter absoluter 
Helligkeit zwischen Farbtemperatur TF und effektiver Temperatur T.?" 

1 z. B. H. KREFFT [641]. 

9* 
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Eine "experimentelle" Beantwortung dieser Frage ware gegeben, sobald es 
gelange, etwa mit Hilfe des MICHELSON-Interferometers die scheinbaren Durch
messer von Stemen aller Spektraltypen und absoluten Helligkeiten mit ge
nugender Genauigkeit zu messen. 

Hiervon sind wir aber noch so weit entfemt, daJ3 es aussichtsreicher erscheint, 
das Problem unter Zuhilfenahme der Theorie der Stemspektren anzugreifen. 
Zunachst ziehen wir nur die kontinuierlichen Spektren in den Kreis unserer 
Betrachtungen; in einem der folgenden Kapitel werden wir auch die Spektral
linien zu Hilfe nehmen. 

Bleiben wir also bei der zuerst gegebenen Formulierung und erledigen im 
voraus das untergeordnetere Problem der g-Abhangigkeit: 

8200 0500 
+0,5 

A. ill" 
5000 '1000 JU'I7 

o~--+-----~~~-+--~ 

-2,0 

~5L---L-----------~--~ 

Fig. 51. 

A. ill.4 
_~'rW~~~TW~--~S.~~~~----~~rW~JUW 

-5~---+-----+-~~-+~ 

-81----+-----+------+~ 

-7~--~----~----~~ 

Fig. 52. 
Fig. 51 u. 52. Berechnete Energieverteilung in kontinuierlichen Sternspektren. Nach A. UNSOLD [629J. 

x~/x und damit die spektrale Energieverteilung hangen von g insofem ab, 
als bei gegebenem Te die Schwerebeschleunigung den Druck in der Stem
atmosphare festlegt. x~/ic hangt aber davon ab, in welch em Verhaltnis der 
Wasserstoff bzw. die Metalle zur kontinuierlichen Absorption beitragen und dieses 
Verhaltnis wird wegen der thermischen Ionisation durch Pe beeinfluJ3t. Wie wir 
aber im vorletzten Abschnitt sahen, hangt das Verhaltnis icM : XH von Pe nicht 
sehr stark ab und wir werden demgemaJ3 vorerst mit dem fest en Mittelwert 
Pe = 100 bar rechnen, also die g-Abhangigkeit als untergeordneten Effekt ver
nachlassigen. Merkliche Fehler sind h6chstens bei e = 5 0401 T ~ 0,65 zu er
warten, wo die Vorherrschaft des Wasserstoffes im kontinuierlichen Absorptions
koeffizienten an die Metalle ubergeht. 

Da wir bei den Stemen nur die Strahlung der ganzen Stemscheibe beobachten 
k6nnen, so genugt es, den Strahlungsstrom nFv zu berechnen. Entsprechend 
der Genauigkeit, mit der wir heute den Absorptionskoeffizienten ermitteln 
k6nnen, durfte die in Abochn 31 entwickelte Naherungsmethode ausreichend 
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selll. Naeh (31,11 u. 14) ist 
F = I f 1 +_Uo/4 . . "J (36,1) 

l' 0 , 1 - e-U ' x~ f . 

Dabei bedeutet 10 [in Abschn.31 mit 1.(0, n/2) bezeichnetJ die Strahlungs
intensitat am Rande der Sternscheibe, also die Intensitat der Hohlraumstrahlung 
fUr die Grenztemperatur To = r1!4. Te des Sternes. Uo (in Abschn. 31 mit 1X 

bezeichnet) ist nach (31,11) gleieh -:;0- =!~;. Das Verhaltnis ~.£ ist als 

Mittelwert uber die zur Ausstrahlung beitragenden Schichten der Sternatmo
sphare zu verstehen. Wir reehnen es hier - vgl. Fig. 44 - durehweg fUr die 
Temperatur Te = 1,19 To und Pe = 100 bar. Die Streuung an freien Elektronen 
berucksiehtigen wir nicht. Wo diese wesentlich wird, muf3te, wie gesagt, die 
ganze Theorie abgeandert werden. Das ohne die Streuung bereehnete Verhaltnis 
x~ric ist bei hohen Temperaturen (8 < 0,25, vgl. Tabelle 29) von Pe unabhangig. 
Unsere spateren Zahlenangaben, so konnen wir also auch sagen, gelten im Gebiet 
hoehster Temperaturen fUr die Sterne, bei denen die Streuung freier Elektronen 
noeh nicht wesentlich ist, also Sterne unterhalb einer gewissen absoluten 
Helligkeit. 

x:/ic ist fiir 8 e = 5040/Te.~ 0,8 schon in Tabelle 30 angegeben. Fur 8 e > 0,8 
benutzen wir die "korr."-Kurve der Fig. 50. Fv/Io kann dann ein fUr allemal 

als Funktion von Uo = -~;o- oder u = ~t- berechnet werden. Bezuglich der 

Zahlenrechnungen sei auf die Originalarbeit des Verfassers [629J verwiesen 
- auf andere werden wir im nachsten Absehnitt noch zu sprechen kommen -; 
wir geben hier gleieh ihr Resultat in Form der graphischen Darstellungen Fig. 51 

3 

und 52 fur log Iv' ~hc 3 (statt F. haben wir hier wie in der Originalarbeit I. 
2 v 

geschrieben) als Funktion1 von 8 e = s~o und ~ . 

Das Auffallendste an diesen Kurven ist ohne Zweifel der Intensitiitssprung 
an der Crenze der BALMER-Serie A 3647: Er d.emonstriert ad oculos, daB die 
kontinuierlichen Sternspektren dem PLANCKschen Gesetz nicht folgen und gibt 
uns auBerdem eine erste Moglichkeit, unser in Tabelle 20 angenommenes 
Haufigkeitsverhaltnis des Wasserstoffes zu den Metallen nachzuprufen: 

Wie kommt er zustande? Nach Tabelle 28 ist fUr rein en Wasserstoff und 
nach Tabelle 30 auch noch fUr un sere "Sternmaterie" auf der kurzwelligen 
Seite der BALMER-Grenze (A < 3647) x~/ic > 1; d. h. wir bekommen fast nur 
Strahlung aus den oberst en Sternschichten der Grenztemperatur To und es ist F. 
nur ganz wenig groBer als 10 , Wenn es im Laufe der Zeit gelange - die Sache 
erscheint nicht aussichtslos -, die Intensitatsverteilung fUr A < 3647 durch An
schluJ3 an den schwarzen Korper absolut zu messen, so hatte man einen ziemlich 
direkten Weg zur Messung der Grenztemperatur 1~ der Spektraltypen B5 bis AS. 

Fur A> 3647, d. h. auf der langwelligen Seite der BALMER-Grenze, ist fUr 
0,3 < e < 0,7 das Verhaltnis x~/ii < 1, d. h. man bekommt Strahlung aus tiefen 
Schichten hoher Temperatur, das kontinuierliche Spektrum zeigt eine Uber
hohung uber die fUr Te erwartete Intensitat hinaus. 

Es ist also ganz falsch, sich vorzustellen, daB das BALMER-Kontinuum aus 
einem "ungestorten Spektrum" herausabsorbiert wird, wie etwa das Na
Kontinuum durch ein Absorptionsrohr aus dem Licht einer Bogenlampe. Man 
kann vielmehr nur das kontinuierliche Sternspektrum, da u ja durch Mittelung 
uber alle Spektralgebiete entsteht, als ein Canzes verstehen. 

, h ) 
1 Bei dieser Art der Darstellung gibt das WIENsche Strahlungsgesetz (u = k ;. > 1 

eine Gerade. 
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Tabelle 32. Intensitatssprung Lllog Fp an der Grenze der BALMER-Serie. 

EI, = 5040 
T, 

0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 

I 
Atomzahl- {13,7 0,02 

\ 

0,06 0,12 0,21 0,25 0,26 0,04 

\ 

0,00 
verhaltnis SO 

I 
0,02 0,07 0,16 0,29 0,40 0,43 0,10 0,00 

H:M 00 0,02 0,05 0,13 0,34 0,50 0,67 0,74 0,78 

In Tabelle 32 und Fig. 53 a haben wir die berechnete GroBe des Intensitats

sprunges ,1log1oF. = log P,p,3847+e als Funktion von e. = 5~0 angegeben. Urn 
3847 - e .Le 

klarzustellen, in welchem MaBe diese Zahlenwerte von der ziemlich unsicheren 
Ausgangsannahme iiber das Verhaltnis Wasserstoff H' M = 13 7' 1 (in Atom-Metalle . , . 

zahlen) abhangen, hat Verf. dieselbe Rechnung fUr das 3,65 mal groBere 
1il_50¥O_ 
"/I Te 

~ __ ~~ ____ ~5~ __ ~~~~4~0 0,0 80 85 Ao A5 fo f5 80 0,0 
0 

\ 
~~ 0,5 0,2 
.,\ 0_ 

vI'· 0 

\ ~ , /' 
r-: '-:,.,,,/ 

0 

0,8 '2. ,0 

Fig. 53a. Intensitiltssprung bei A 3647. Berechnet fiir ver· Fig. 53b. Messungen des Intensitatssprunges bei A 3647. 
schiedene Haufigkeitsverh<iltnisse Wasserstoff : Metalle. 0 B. G. KARPOV [609], x D. BARBIER, D. CHALONGE U. 

E. VASSY [601], - H. STRASSL [625]. 

Verhaltnis H: M = 50: 1 und fUr eine reine Wasserstoffatmosphare [628] durch
gefUhrtl. Mit wachsendem H-Gehalt wachst die maximale SprunggroBe Llmax 

erst rasch, dann langsamer. Gleichzeitig verschiebt sich das Maximum ein wenig 
nach niedrigeren Temperaturen. In einer reinen H-Atmosphare miiBte, wie 
W. H. MCCREA [605] zuerst bemerkt hat, ,1logF. nach tieferen Temperaturen 
zu unbegrenzt anwachsen. Es diirfte jedoch nicht moglich sein, den steilen Abfall 
des Sonnenspektrums bei kurzen Wellenlangen damit in Zusammenhang zu 
bringen: Wie wir spater sehen werden, ist die Intensitat der BALMER-Linien 
zwanglaufig mit der des Kontinuums gekoppelt und die hoheren Glieder der 
BALMER-Serie sind bekanntlich im Sonnenspektrum ziemlich schwach. 

Die Abhangigkeit des ,11015 F. von der absoluten Helligkeit der Sterne oder, 
was auf dasselbe herauskommt, dem Elektronendruck Pe laBt sich an Hand 
der Tabelle 29 leicht iibersehen, da u;/"U fUr H bzw. Mallein von Pe unabhangig 
ist: Der Steilabfall der Kurven in Fig. 53 bei T = 7500° wiirde fUr Riesensterne 
(kleines Pe, mehr H-Absorption) bei etwas kleineren Temperaturen liegen, als 
fUr Zwergsterne (groBeres Pe, mehr Metallabsorption). Nunmehr wollen wir uns 
den entsprechenden Beobachtungen zuwenden! 

1 1m letzteren FaIle wurde x;/x fur T = To gerechnet, der Unterschied gegen obiges 
Verfahren ist ziemlich belanglos. Vgl. [628, S. 39]. 



VI. 36. Intensitatssprung bei A 3647. 135 

Die grundlegenden Beobachtungsreihen von C. S. Yu [633J, der das BALMER
Kontinuum der fruhen Spektraltypen zuerst quantitativ untersucht hat, durften 
durch die neueren Messungen, welche ubereinstimmend gr6Bere Absorptions
betrage1 ergeben, uberholt sein. 

Wichtig sind fur uns vor allem die Beobachtungen von B. G. KARPOV [609J 
am LrcK-Observatorium und von D. BARBIER, D. CHALONGE und E. VASSY [601J 
auf dem Jungfraujoch. Be
kanntlich zeigen viele Sterne 
der fruhen Spektraltypen 
die W asserstofflinien in Emis
sion statt in Absorption, was 
vermutlich mit dem Vor
handensein einer ausgedehn
ten, nebelartigen Hillie zu 
sammenhangt. Bei solchen 
Stemen erscheint zum Teil 
auch das BALMER-Kontinu
urn in Emission (z. B. y Cas 
BOe). Es ist klar, daB auf 
solche Gebilde unsere Theo
rie nicht mehr anwendbar 
ist; wir geben daher in den 

Tabelle 33. Intensitatssprung Lllog F,. bei A 3647 
nach den Messungen von B. G. KARPOV [609. 

Tabelle XIX]. Nur Absorptionsspektren. 

Stern spektral-I LI I F typ OglO • Stern Ispektral. 
typ L11ogF. 

+61 0 2193 09 0,013 yPeg B2 0,201 
19 Cep 09 0,055 CCas B2 0,208 
10Lac 09 0,065 6 Lac B3 0,201 
a Ori Bo 0,065 n2Cyg B3 0,260 

Boss 5003 B1 0,061 16Peg B3 0.260 
Boss 5796 B1 0,092 • Her B7 0,268 

fJ Cep B1 0,108 ~Cas B3 0,310 
9 Cep B2 0,097 Boss 149 B5 0,338 

55 Cyg B2 0,149 CPeg B8 0,509 
aCas B2 0,143 !5Cyg AO 0,602 

nebenstehenden Tabellen nur die an einigermaBen normalen Spektren gemessenen 
Zahlenwerte des Sprunges L1log F. bei ;. 3647 wieder. In bester Dbereinstim
mung mit den angegebenen Daten befinden sich einige Relativmessungen, die 
H. KIENLE [610, Abb. 7J 
1931 am GroBglockner 
vorgenommen hat. Auch 
aus den spektralphotome
trischen Anschlussen eini
ger B1- bis Ao-Steme an 
den B5-Stem cPlej. von 
H. STRASSL [625, Abb. 9J 
erhalt man L1log F.-Werte, 
die mit denen der Ta
belle 33 und 34 gut uber
einstimmen, wenn man fUr 
den "Normalstem" cPlej. 
.c1log F. = 0,35 setzt. In 

Tabelle 34. Intensitatssprung LllogF. beiA 3647 
nach Messungen von D. BARBIER, D. CHALONGE 

und E. VASSY [601]. 

Stern Spektral-
L110g F. Stern spektral-i LI 1 F 

typ typ og • 

COph BO 0,04 pTau B8 0,33 
CPer B1 0,075 ex And AOp 0.35 
ePer B1 0,09 eUMa Aop 0.55 
yPeg B2 0,135 exCyg A2p 0.42 
,Tau B3p 0,21 {jCas AS 0.49 
1}UMa B3 0,23 ex Aql AS 0.45 
nTau B5p 0.36 pCas F5 0,285 
{J Per B8 0,32 ex UMi F8 0,305 

Fig. 53 b ist .c1log F. als Funktion des Spektraltyps unter Benutzung der 
Tabelle 33 und 34, sowie den in angegebener Weise reduzierten Messungen 
von H. STRASSL aufgetragen. Weitere Beobachtungen an F-Stemen waren 
sehr erwunscht. 

Der Vergleich der in den Fig. 53a und b zusammengefaBten Aussagen von 
Theorie und Beobachtung zeigt, daB die fUr H: M = 50: 1 berechnete Kurve 
sich hinsichtlich der maximalen Absorption den Beobachtungen am besten 
anpaBt. Man k6nnte zunachst geneigt sein, dieses Haufigkeitsverhaltnis 50: 1 
dadurch fUr ziemlich sicher bestimmt zu halten. Dem ist jedoch leider nicht so: 

1 Wahrscheinlich war Yus photometrische Methode nicht ganz korrekt. Auch Yus 
;Vlethode der Parallaxenbestimmung mit Hilfe des BALMER-Kontinuums ist nach neueren 
Untersuchungen von Y. OHMAN [618J bzw. Y. OHMAN und W. IWANOKOWSKA [619J nicht 
stichhaltig. Wir kommen hierauf noch ausfiihrlich zuriick im Zusammenhang mit der 
Theorie der stellaren Wasserstofflinien. 
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Was man direkt vergleicht, sind ja nicht die Haufigkeiten der Elemente, sondern 
ihre Beitrage zum kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten, dessen Theorie 
bei den Metallen - wie wir sahen - noch ziemlich unsicher ist. Wir konnen 
unsere mit H: M = 13,7: 1 durchgefUhrten Rechnungen in Dbereinstimmung 
mit den Beobachtungen bringen, indem wir entweder die Haufigkeit eH des 
Wasserstoffes urn einen Faktor ""'3,7 vergroBern oder den Faktor (Z + S)2 in 
der Formel ()4,19ff.) in demselben Verhaltnis verkleinern, also s statt = 1,5 
etwa = 0,4 setzen, eine Anderung die durchaus diskutabel ware. Eine Ent
scheidung zwischen beiden Moglichkeiten (inkl. der entsprechenden Kom
promiBlosungen) konnen wir jetzt noch nicht treffen. Wir werden daher im 
folgenden stets mit der ursprunglich angenommenen Mischung der Sternmaterie 
und den ursprunglichen Ansatzen fur den Absorptionskoeffizienten weiter
rechnen und versuchen, weitere Moglichkeiten einer Prufung und Korrektion 
zu entdecken. Mit ziemlicher Sicherheit konnen wir aber feststellen, daB das 
Verhaltnis H: M jedenfalls nicht groBer als 50: 1 sein kann, im Gegensatz Zll 

dem von H. N. RUSSELL! [624J zeitweise angenommenen und von mehreren 
Autoren akzeptierten Wert 1000 bis 2000: 1. 

Ein Vergleich der absteigenden Kurventeile in Fig. 53a und b zeigt ferner, 
daB unsere fruher angenommenen (Tabelle 11) Temperaturen fUr die Spektral
typen Bo bis Ao jedenfalls nicht weit von den wahren effektiven Temperaturen Te 
entfernt sein konnen 2. Dies ist sehr beruhigend, da gerade bei diesen Spektral
typen die spektralphotometrische Messung der Farbtemperatur sehr unsicher und 
auch die Gleichsetzung von effektiver und Farbtemperatur nicht unbedenklich ist. 

Wir kommen damit auf unser Ausgangsproblem zuruck: "W elche Beziehung 
besteht zwischen effektiver Temperatur einerseits und spektraler Energieverteilung, 
F arbtemperatur oder Gradient andererseits?" 

Aus den in Fig. 51 und 52 zusammengestellten Energieverteilungskurven 
haben wir durch Anpassen an die PtANcKsche Kurve des Hohlraumstrahlers 
fUr die beiden Wellenlangenbereiche A 4000-5000 A und A 5000-6500 A 
zunachst die Farbtemperaturen Tp bzw. die Bp = 5040lTp bestimmt 3. 

Ebenso berechnet man leicht den durch Gl. (17,4) definierten "absoluten 
Gradienten", den man auch in folgender Form schreiben kann: 

(36,2) 

Die Zahlenwerte sind in der folgenden Tabelle 35 und Fig. 54 zusammengestellt. 
Zum Vergleich sind fUr Be < 0,9 auch noch die fur eine reine Wasserstoffatmo
sphare 4 berechneten Farbtemperaturen bzw. €)P angegeben. 

Versuchen wir nun die Verbindung zwischen der Theorie und den in Kap. III, 
Abschn. 17 zusammengefaBten Beobachtungen herzustellen! Es bedarf kaum 
eines Hinweises, daB die fUr eine reine H-Atmosphare berechnete Beziehung 
zwischen Te und Tp in keiner Weise der Wirklichkeit entspricht. Ein A-Stern 
(Te ""' 10000°) muBte danach im photographischen Gebiet eine Farbtemperatur 
von""' 50000° haben, ja die Farbtemperatur wurde nicht einmal monoton mit I:c 
ansteigen! 

1 Auf die Untersuchungen von RUSSELL u. a. werden wir im folgenden Abschnitt noch 
zurtickkommen. 

2 Auf das grundlegende Problem der Fixierung einer "spektroskopischen Temperatur
skala" unter Zuhilfenahme aller verwendbaren Beobachtungen tiber Linienintensitaten. 
BALMER-Kontinuum, usw. werden wir spater eingehen. 

3 Innerhalb so kleiner }.-Bereiche lassen sich die beiden Kurven so gut wie vollstandig 
zur Deckung bringen. Wegen der ausfiihrlichen Zahlenrechnungen auch zum folgenden 
vgl. evtl. A. UNSOLD [629J. 

4 Interpoliert nach den in [628] als Funktion von 0 0 berechneten vVerten. 
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£IF __ 5040 Tabelle 35. Farbtemperaturen TF bzw. 1:'1 und absolute Gradienten. 
TF 

e _~04:.CJ 
,,- Te I 0,1 0,2 ! 0,3 I 0,4 I 0,5 0.61 0,71 0,8 I 0,9 1 1,0 1,2 11,4 

e {HOOO/5000 1 0,070 1°,14 10,26 1 0,3210,44IO,58io,751 0,91 \ 1,0611,19 1,4811,82 

e·~ F A. 5000/6500 0,080 0,171°,22 0,301 0,350,521°,70 1 0,85 1°,9711,14 1,4411,70 
<1l <1l 

1°,6910,9211,0611,3311,7°12,162,6213,04 3.41,1 4,23 
+' +' 

(fJ I A. 4000/5000 1 0,55 r.J)(1j 5,21 : S p. 5000/6500 0,70 0,851°,95 1,10,1,25 1,6°12,05 2,45 2,80 3,26 4,11 4,85 

k .:. I i I i 
<1l"' .... e { A. 4000/5000 0,063 0,14 0,25 ~"' .... 0,17 0,14:0,080,1°

1

°,120,17 , 

"cu ~ .B F A. 5000/6500 0,080 0,09 0,191°,231°,20 0,220,16 0,17 0,29 i ~~'" I 

'I I I 

Urn diese Fehler zu korrigieren, rnuB man offenbar die zu starke Wellen
Hingenabhangigkeit des Wasserstoff-Absorptionskoeffizienten ,... ... ,),,3 durch Bei

-efrklive Tempe/'Qlur Te 
50 25 15 10 7.5" 5 'I J.5 

. {;"-f/{J00/5000 
Stemm/scilllllg ;"-0000/6'500 " ,x 

,/' 
1,0f--------I------+--~~-~~ 

3,0 

mischung von Metallen , ,mil
dern". Rechnet man mit 
unserer " Sternmischung" 
(H: M = 13,7: 1), so ist bei 
Te > 7500° die Farbtempe
ratur immer noch hoher als 
die effektive Temperatur, 
so daB z. B. Te = 10000° 
im photographischen Gebiet 
eine Farbtemperatur von 
,......, 11 000 0, im visuellen t I ~-------I----~'---;'-------i-4 ~ . 1,0, 5 ?: 
,......, 14000° entspricht. DIes I '" 

~h." ~ wurde qualitativ zu der "II ~ 
Greenwicher Bestimmung ~ ~ 
des absoluten Gradienten 7,5 , 
der A - Sterne passen, aber t 
diese ist noch ziemlich un
sieher und wird durch an
dere neuere Messungen nicht 
bestatigt (vgl. [601], [63 1 J). 
Fur Te < 7500 liegt die 
Farbtemperatur stets ein 
wenig unterhalb der effek
tiven Temperatur. Unsere 
Rechnungen beruhen in die
sem Bereich ganz auf der in 

O'o~----~~----+-----~m 

15 

25 

00 

Fig. 5+. Beziehung zwischen effektiver Temperatur und Farbtemperatur. 

Fig. 50 "korrigierten" Frequenzabhangigkeit von ,,~/ii. Durch Anwachsen von ,,;jii 
im Violett en wird die Energieverteilungskurve dort herabgedruckt. Sie nahert 
sich also der PLANcKschen Kurve fUr die Grenztemperatur des Sternes und 
imitiert eine PLANcKsche Kurve mit niedrigerer Temperatur, wahrend bei 
hohen Temperaturen der Absorptionskoeffizient des Wasserstoffes und der 
Metalle nach der kurzwelligen Seite des Spektrums abnimmt und dadurch 
TF> T. macht. Weiterhin fUhren die Rechnungen der Tabelle 35 fUr Stern
materie auf eine Differenz der Gradienten fUr das visuelle (It 5000/6500) und photo
graphische 1t4000j5000) Gebiet @5750-@4500' die in dem Temperaturbereich 
ee = 0,2 bis 1,4 (B --* M-Sterne) urn ,......, 0,45 abnimmt. Dies paBt qualitativ 
zu den von H. JENSEN und BRILL (5. S. 50-51) gefundenen "Abweichungen 110m 
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schwarzen Korper" 1. Die beobachteten Unterschiede sind jedoch etwa viermal 
groBer. Immerhin kann man dies als eine qualitative Bestatigung unseres 

Ansatzes fiir das ",:/x der Metalle betrachten. Wenn dieses Verhaltnis mit :;

so rasch anwachsen wiirde, wie dies unsere urspriingliche Formel erwarten lieB, 
so wiirde von einer gewissen Temperatur T. an nur noch Strahlung aus der 
obersten Schicht der Sternatmospharen mit der Grenztemperatur To zu be
obachten sein. Es ware dann fUr aIle Spektralgebiete TF = To = T./1,19, was 
kaum zu den Beobachtungen von H. JENSEN u. a. passen wiirde. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: Die fUr "Sternmaterie" berechnete 
Frequenzabhangigkeit von ",;jie gibt eine qualitativ richtige Darstellung der 
kontinuierlichen Sternspektren und ihrer Abweichungen vom PLANCKschen 
Strahlungsgesetz. In quantitativer Hinsicht sind die Aussagen der Theorie 
ziemlich unsicher wegen der bekannten Unzuverlassigkeit der Berechnung des 
Metallabsorptionskoeffizienten und seiner Frequenzabhangigkeit. Von seiten 
der Beobachtung fehlt noch - wie schon in Kap. III betont wurde - eine 
endgiiltige Festlegung der absoluten Farbtemperaturskala der Sterne. Zur Zeit 
erscheint es daher als das Kliigste, die Skala der effektiven Sterntemperaturen, 
die ja in jeder Hinsicht viel wichtiger sind, als die formal definierten Farb
temperaturen, nicht aus diesen, sondern aus der Gesamtheit der Beobachtungen 
iiber das BALMER-Kontinuum, Linienintensitaten usw. unter Zuhilfenahme der 
Theorie abzuleiten. Jedoch ist schon beim jetzigen Stand unserer Untersuchung 
nach Fig. 53-54 vorauszusehen, daB wir uns dabei nicht sehr weit von der 
provisorischen Skala der Tabelle 11 entfernen werden. 

37. Historische und kritische Bemerkungen zur Theorie 
des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten und der 

kontinuierlichen Sternspektren. Literatur. 
In den vorhergehenden Abschnitten dieses Kapitels haben wir - entsprechend 

der im Vorwort auseinandergesetzten Grundtendenz dieses Buches - versucht, 
die Grundlagen einer Theorie der kontinuierlichen Sternspektren in moglichst 
einfacher Weise zu entwickeln. Urn nicht ein einseitiges Bild zu geben, miissen 
wir nachtraglich kurz auf die historische Entwicklung und die noch nicht explizit 
erwahnte Literatur dieses Forschungsgebietes zuriickkommen. Gleichzeitig wird 
dadurch das Verhaltnis unserer Darstellungsweise zu der anderer Autoren deut
licher werden. 

Nachdem H. A. KRAMERS [611J 1923 seine korrespondenzmaBige Theorie des 
kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten entwickelt hatte, wurde diese alsbald 
von A. S. EDDINGTON [606J und E. A. MILNE [614J auf astrophysikalische Pro
bleme angewandt. Die mit der Anwendung des BOHRschen Korrespondenz
prinzipes naturgemaB verkniipfte Unbestimmtheit wurde in den Jahren 1927 
bis 1932 durch die Anwendung der SCHRODINGERSchen Wellenmechanik (1926) 
behoben. Die Arbeiten von Y. SUGlURA [627J, J. A. GAUNT [607J, A. W. MAUE 
[612J, B. STROMGREN [626J u. a. zeigten, daB hinsichtlich der astrophysikalisch 
wichtigen Aussagen die KRAMERssche Formel durch die Quantenmechanik 
bestatigt wird. Trotzdem so die physikalischen Grundlagen gesichert vorlagen 
und A. S. EDDINGTON 1926 in seinem Buch eine Behandlung des kontinuierlichen 
Sonnenspektrums gegeben hatte, die von unserer im Prinzip nicht so sehr ver
schieden ist, ging die astrophysikalische Forschung zunachst komplizierte Um
wege. Teilweise wurde verkannt, in welch grundlegender Weise der Absorptions-

1 Moglicherweise riihrt auch ein Teil der JENsENschen Abweichungen vom schwarzen 
Korper von zusammenflieBenden FRAUNHOFER-Linien her. Vgl. A. I. WESSELINK [334]. 
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koeffizient einer Sternatmosphare von ihrer Zusammensetzung abhangt. Dann 
wurde vielfach mit dem arithmetischen Mittelwert von "v statt des ROSSELAND
schen gerechnet. Insbesondere hat eine von E. A. MILNE [616J viel gebrauchte 
Formel ,,'"-' T-912 • Pe zeitweilig eine erhebliche Rolle gespielt. Diese hat 
folgenden Ursprung: N ach (34,19 bis 23) ist der Opazitatskoeffizient pro neu
trales Atom, mit (Z + s) = 1 : 

._ 16 :n;2 e6 e-u• 
"neu!r. at. =1,15' 3l73'~' ~. (37,1) 

Verbindet man diesen Ausdruck mit der SAHAschen Formel! (21,14) 
121 (2:n; m)312. (k T)5/2 _ u no Fe = --~-~~- . e • (37,2) 

so erhalt man, sofern nur die 1. Ionisation im Gang ist, durch Division den 
Opazitatskoeffizienten pro Ion: 

- 16n2 e6 ·h2 P e _ 5 -7 Pe 
"Ion = 1,15 . 31/3-· -~. (2:n; m)312' (k-Y)912 - 3,3 . 10 . T4,5· (37,3) 

Der entsprechende Ausdruck fUr den direkten Mittelwert von "v unterscheidet 
sich hiervon nur in dem Zahlenfaktor. Physikalisch laBt sich die Proportion alit at 
mit Pe leicht verstehen, wenn man - wie dies z. B. KRAMERS urspriinglich 
tat - den Emissionsvorgang ins Auge faBt. Die Strahlungsemission pro Ion 
ist namlich proportional der Zahl der einfangbaren Elektronen und daher '"-' Pe. 

Die Gl. (37,3) scheint gegeniiber (37,1) zunachst den Vorteil zu haben, daB darin 
die Ionisierungsspannung nicht mehr vorkommt. Dies ist aber nur scheinbar so: 
Wenn man den Absorptionskoeffizienten pro Gramm Materie ermitteln will, so 
muB man bei Anwendung von (37,1) erst den Bruchteil der neutralen, bei (37,3) 
den der ionisierten Atome2 nach der SAHAschen Formel berechnen. Bei genauen 
Rechnungen fiir kompliziertere Elementgemische diirfte der erstere Weg etwas 
einfacher sein. Wenn es sich dagegen urn nahezu vollstandig ionisierte Materie 
handelt, ist (37,3) als Abschatzungsformel oft bequemer 3 . Der Umstand, daB 
auch in (37,3) der Ionisationsgrad der Materie beriicksichtigt werden muB, ist 
in der Literatur oft nicht geniigend beachtet worden. 

1m AnschluB an die quantenmechanischen Rechnungen von SUGIURA, 
GAUNT u. a. haben manche Autoren groBe Miihe darauf verwandt, teils die 
letzten Feinheiten der quantenmechanischen Formeln noch zu beriicksichtigen 
(vgl. z. B. S. CHANDRASEKHAR II ~603J) oder der Mannigfaltigkeit der Ab
sorption der Metallatome durch komplizierte Summierungen Rechnung zu tragen 
(vgl. z. B. W. JAHN [608J, A. PANNEKOEK [622J u. a.). Wir haben schon im Ab
schn. 35 auseinandergesetzt, weshalb wir diese Bemiihungen fUr verfriiht halten. 

Trotzdem A. S. EDDINGTON, wie gesagt, schon 1926 die in Gl. (34,23) ent
haltene Frequenzabhangigkeit des Metallabsorptionskoeffizienten hatte, be
handelte A. PANNEKOEK 1930 [620J das Problem nach der auch in Abschn. 34 
befolgten Methode, gelangte aber zu einem unrichtigen Resultat da er nicht be· 
riicksichtigte, daB die statistischen Gewichte der Wasserstoffzustande '"-'n2 sind. 
Auch in der groBen Arbeit von H. N. RUSSELL [624J wurde diese unrichtige 
Formel beniitzt, die Fehler sind gliicklicherweise zahlenmaBig meist nicht groB. 

Einen groBen Fortschritt gegeniiber bis dahin vorliegenden Untersuchungen 
brachte die 1931 erschienene Arbeit von W. H. McCREA: "Model Stellar Atmo
spheres" [605]. Hier ist die Bedeutung der Zusammensetzung der Sternatmo-

1 Der Zustandssummenfaktor Urt~ werde im Mittel flir alle Elemente = 1 gesetzt. Xo 
~ kT 

in (21,14) ist gleich dem til in (37,1). 
2 Die beim gleichzeitigen Vorkommen mehrerer Ionisationsstufen notigen Anderungen 

in Gl. (37,3) sind leicht zu libersehen. 
3 Man vgl. (37,3) mit den Zahlenwerten der Tabelle 29! 
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spharen klar erkannt. Weiterhin hat MCCREA zum erstenmal den Intensitats
sprung bei A 3647, die Beziehung zwischen effektiver und Farbtemperatur 
und die Theorie der Absorptionslinien unter einheitlichen Gesichtspunkten 
behandelt. Die Arbeiten des Verf. [628, 629J versuchen diese Ansatze in mathe
matischer Hinsicht soweit zu vereinfachen, daB die Bedeutung aller einzelnen 
Faktoren durch die ganze Rechnung hindurch leicht verfolgt werden kann, so 
daB man die Maglichkeit bekommt, Theorie und Beobachtung in engeren Kontakt 
zu bringen. Das Schwergewicht dieser beiden Arbeiten liegt - wie schon hier 
bemerkt sein mage - auf Seiten der Theorie der FRAUNHOFER-Linien, die 
nur im AnschluB an die des kontinuierlichen Spektrnms erfolgreich weiter
entwickelt werden kann. 

In groBen Zligen dieselbe Tendenz verfolgt die schon vorher erschienene 
Arbeit von H. N. RUSSELL: "Opacity Formulae and Stellar Line Intensities" 
[624]. Soweit sie sich mit der Theorie des kontinuierlichen Spektrums be
schiiftigt, liegen die Hauptunterschiede gegenliber unserer Auffassung in 
folgendem: 1. Anwendung der unrichtigen PANNEKOEKschen Formel fUr den 
Absorptionskoeffizienten, was aber nicht vie 1 ausmacht. 2. Annahme eines 
Haufigkeitsverhiiltnisses Wasserstoff : Metalle ~ 1000 bis 2000: 1. Dies macht 
einen Vergleich der RUSsELLschen Resultate mit unseren hachst lehrreich, 
wenn man auch heute schon mit ziemlicher Sicherheit sagen kann, daB dieses 
VerhiiItnis zu groB ist. Auf aIle mit der Theorie der Absorptionslinien usw. 
zusammenhangenden Fragen mlissen wir spater zurlickkommen. 

Eine gleichzeitig mit der zweiten Arbeit des Verf. entstandene Abhand
lung von R. v. D. R. WOOLLEY [632J liber den Zusammenhang von Farb
temperatur und effektiver Temperatur fUhrt zu ganz ahnlichen Ergebnissen; 
ebenso eine 1 Jahr spater unter Ignorierung1 alles vorher Vorhandenen ge
schriebene Note von A. PANNEKOEK [621]. Die ausfUhrliche Mitteilung A. PAN
NEKOEKS [622J verhiilt sich zu unserer Darstellung der Theorie der kontinuier
lichen Spektren folgendermaBen: 1m groBen und ganzen ist PANNEKOEKS 
Berechnung des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten der unserigen ziemlich 
ahnlich, die Wasserstoffhiiufigkeit wird graBer angenommen (H: M ~ 1000: 1), 
auBerdem wird versucht, den Abweichungen yom thermischen Gleichgewicht 
in der in Abschn. 25 auseinandergesetzten Weise Rechnung zu tragen, was 
- wie schon dort bemerkt wurde - hOchst bedenklich ist. DaB die Berechnung 
des Absorptionskoeffizienten der Metalle durch Anwendung der Wasserstoff
formeln auf die einzelnen Absorptionskanten keinen Fortschritt darstellt, haben 
wir schon bemerkt. Auf P ANNEKOEKS Behandlung der Linienintensitaten werden 
wir spater im Zusammenhang mit unseren diesbezliglichen Entwicklungen zurlick
kommen. 

Am SchluB dieses Kapitels mage noch einmal - urn mit R. EMDEN zu 
sprechen - auf einige "Iuhlbare Lucken der Erkenntnis" teils experimenteller 
(1-3), teils theoretischer Art (4-6) hingewiesen werden: 

1. Festlegung der absoluten Gradienten (vgl. Kap. III). 
2. Weitere Messungen des Intensitatssprunges an der Grenze der BALMER

Serie. Entsprechende Untersuchungen an der Grenze der PASCHEN-Serie. 
3. Quantitative Untersuchungen liber kontinuierliche Gasspektren terre

strischer Lichtquellen. 
4. Der kontinuierliche Absorptionskoeffizient der Metallatome. 
5. Ausdehnung unserer Theorie der spektralen Energieverteilung nach dem 

Ultravioletten und Ultraroten Spektralgebiet (PASCHEN -Kontinuum!). 
6. EinfluB der Linien auf die kontinuierlichen Spektren der Sterne (vgl. 

Abschn. 32 und Kap. III). 
1 Hierzu [630]. 
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In den vorhergehenden Kapiteln haben wir wiederholt von dem seinerzeit 
durch primitive Anwendung der SAHAschen Formel gefundenen Mittelwert des 
"Elektronendruckes der Sternatmospharen" von ,.....,100 bar Gebrauch gemacht. 
Wir wollen nun die Theorie der Sternatmospharen in diesem Punkt weiter 
entwickeln und den Elektronendruck Pe und den Gasdruck Pg in Abhangigkeit 
von der optischen Tiefe r berechnen. Gleichzeitig erhaIten wir damit den 
Zusammenhang zwischen r und der geometrischen Tiefe t = - h in km (ge
rechnet von einem willkiirlich festgesetzten Nullniveau aus). Mit anderen Worten: 
wir werden erfahren, wie dick die Schichten der Sternatmospharen sind, welche 
einen erheblichen Beitrag zu ihrer Ausstrahlung liefern. 

Das mechanische Gleichgewicht einer Sternatmosphare1 kommt zustande 
durch das Wechselspiel von Gravitation - Schwerebeschleunigung g - einer
seits und Gasdruck + Strahlungsdruck andererseits. 

Fassen wir ein Volumelement mit der Grundflache 1 cm2 und der Dicke 2 dh 
ins Auge, so ist dessen Schwere g. e . dh, wo e die Dichte der Materie bedeutet. 
Herrscht zwischen Grund- und Deckflache des betreffenden Volumelementes 
eine Gas- bzw. Strahlungsdruckdifferenz d Pg bzw. d Pr , so wird also 

dP.+dPr=-g·e-dh. (38,1) 

Der Strahlungsdruck Pr ist nach (4,9) gleich 1/3 der Strahlungsdichte, also nach 
(27,12) und (27,14) 

R = 1 . ~ p = 1 . ~~ T4 (1 +3_ r ) _ (38,2) 
r 3 c 3c c 2 

Die der Schwerebeschleunigung g analoge Strahlungsbeschleunigung gr wird also 

_ dPr _ - dPr _ ~. (f _ T4 gr ----- - 'X----- e· 
I! dk dT C 

(38,3) 

Diese Art der Betrachtung ist natiirlich nur korrekt, solange es moglich ist, die 
streng nur fUr isotrope Strahlung giiltige Formel Pr = u/3 anzuwenden. Man 
kann aber (38,3) auch folgendermaBen direkt ableiten: 

Dem durch die Sternatmosphare fegenden Strahlungsstrom nF entspricht 

nach (4,5) ein Impulsstrom nF pro cm2• Von diesem wird auf eine Schicht 
e 

der Dicke dh der Bruchteil x e dh iibertragen 3. Da andererseits Masse X Strah
lungsbeschleunigung gr R:::; iibertragener Impuls pro sek ist, erhalt man 

nF 
edh·gr=uedh·-c 

oder - wegen n F = a n - wieder 
U· (f 4 gr= -- T e . 

e 
(3 8,4) 

Wie man bei dieser Art der Betrachtung ohne weiteres erkennt, addieren sich die 
Beitrage der einzelnen Spektralgebiete zu gr direkt. Es ware daher richtiger, 

1 Wir beschranken uns vorerst auf den statiscken Fall. Andere :VWglichkeiten werden 
uns spater begegnen. 

2 Die Hi:ihe k werde nach auBen positiv gezahlt. 
3 !\Ian macht sich leicht klar, daB dies auch bei Beriicksichtigung der N eigung der 

verschiedenen Strahlenbiindel streng gilt. 
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statt des ROSSELANDschen OPazitiitskoeffizienten einen arithmetischen Mittelwert 
tiber x. zu gebrauchen. Da jedoch in Spektralbezirken (z. B. Linien), wo x. 
sehr groB ist, der Strahlungsstrom abgesehen von den allerauBersten Schichten 
stark zurtickgedammt wird, so konnen wir im allgemeinen auch in (38,3 bzw. 4) 
ruhig den ROSSELANDschen Mittelwert anwenden. 

Nicht erlaubt ist dies unter Umstanden in den auBersten Schichten, wo der 
selektive Strahlungsdruck - hervorgerufen durch das Anwachsen des Absorp
tionskoeffizienten innerhalb einzelner Linien oder Absorptionskanten - die 
Oberhand gewinnt, sowie in den Atmospharen sehr heiBer Dbergiganten. Das 
erstere Problem werden wir im Zusammenhang mit der Theorie der Sonnen
chromosphare behandeln. Beim zweiten Problem handelt es sich urn Atmos
pharen, bei den en - wie wir sahen - auBerdem die Streuung durch freie 
Elektronen wichtig wird im Vergleich zur eigentlichen Absorption durch 
Photoeffekt. Die ganze TheOl'ie muBte daher in grundlegender Weise abge
andert werden; wir werden diesen Fall vorerst beiseite lassen. 

Kehren wir zur Berechnung des hydrostatischen Gleichgewichtes der normalen 
Sternatmospharen zuruck, so ist also nach (38,1 u. 4): 

dIg . - (J T4 ---=g-gr mIt gr=X'-- e. e dh c (38,5) 

Fuhren wir wieder die optische Tiefe d T = -:- x . (! dh ein und bezeichnen 
geff = g- gr (38,6) 

als effektive Schwerebeschleunigung, so nimmt (38,5) die Form an: 

I~~;eff/X·I (38,7) 

Urn einen erst en Dberblick uber die Drucke usw. in den Sternatmospharen 
zu bekommen, integrieren wir diese Gleichung unter der Annahme, dafJ geff/X 
innerhalb einer Atmosphiire als konstant betrachtet werden kann. Dann gilt fUr 
den Druck Pg in der optischen Tiefe T = To: 

Pg/To = geff/X, (38,8) 
Wie berechnen wir nun am einfachsten fUr eine Sternatmosphare mit vor
gegebener effektiver Temperatur T. und Schwerebeschleunigung g den Gas
druck Pg usw. in einer bestimmten optischen Tiefe To (z. B. fUr die Photo
sphare ~ 0,6) ? 

In Fig. 55 haben wir zunachst - nach [629J - mit Hilfe der Tabelle 22 
(Pg als Funktion von Pe und 0 = 5040/T) und Tabelle 29 (x als Funktion 
von Pe und 0) den Absorptionskoeffizienten u fur 0 = 0,3 bis 1,6 als Funktion 
von Pg aufgetragen. Die Kurven sind der Deutlichkeit wegen abwechselnd 
gestrichelt und ausgezogen gezeichnet; ihr etwas unregelmaBig scheinender 
Verlauf ist durch die Ionisationsverhaltnisse der einzelnen Elementgruppen 
un serer Sternmischung bedingtl. 

Solange gr <: g und also, wie in der Mehrzahl der Sternatmospharen, geff ~ g 
ist, konnen wir nun folgendermaBen vorgehen: 

Wir berechnen zunachst die zu Te und To gehorige Temperatur 

T4 = ~ T! (1 + ; To) (38,9) 

und erhalten so e = 5040/T. Dann suchen wir in Fig. 55 den Schnittpunkt 
der unter 45 0 nach rechts unten verlaufenden Geraden 

Pg • x = To' g = konst. (38,10) 

1 Eine analoge Rechnung mit anderen Ausgangsannahmen - vgl. Abschn. 37 - hat 
spater A. PANNEKOEK [622. Fig. 5J ausgefiihrt. 
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mit der x-Kurve fUr 8 und erhalten so Pg und den mittleren Absorptionskoef
fizienten x. Aus Pg und 8 berechnet man nach Tabelle 22 leicht den Elek
tronendruck Pe. 

AlsBeispiel wollen wir die Sonnenatmosphiire (Te= 5740°; g= 2,74 '104 cm sek-2) 

in einer optischen Tiefe To = 0,65 untersuchen 1 : 

Die Temperatur in dieser Tiefe wird nach (38,9) T = 57200 (8 = 0,881), 
also nahezu gleich Te, wie zu erwarten war. (38,10) lautet nun: 

log Pg + log" = 4,25. (38,11) 
Tragt man diese Gerade in Fig. 55 ein, so liest man am Schnitt mit der (inter
polierten) Kurve fUr 8 = 0,88 ab: 

log" = 0,81 und log Pg = 3,44; d. h. Pg '" 2 mm Hg. (38,12) 

3 

------ ---------~'I 

-1 

--------1,6 

-:!, 0 g 3 'I ~ (j 7 8 
log P9 

Fig. 55. Opazitatskoeffizient " als Funktion von P" und €I = 5040jT. Nach [629]. 

Aus Tabelle 22 erhalt man aus 8 und Pg den Elektronendruck 
log Pe = 1,72; Pe R:; 52 bar (38,13) 

in naher Obereinstimmung mit dem FOWLER-MILNEschen Wert. Fur die 
Strahlungsbeschleunigung erhalt man nachtraglich aus (38,3 u. 12) gr ~ 14<g, 
so daB ihre Vernachlassigung vollkommen gerechtfertigt erscheint. 

Wenn gr berucksichtigt werden muB, so geht man am einfachsten folgender
maBen vor: 

Ftir eine Anzahl von Pe-Werten, die in der Nahe des zu erwartenden gewahlt 
werden, berechnet man mit Tabelle 22 und 29 den Absorptionskoeffizienten x 
und den Gasdruck Pg• Dann erhalt man aus (38,8) die effektive Schwere
beschleunigung geff. Mit" gibt andererseits (38,3) die Strahlungsbeschleunigung 
und damit g = geff + gr als Funktion von Pe. Durch Interpolieren findet man 
nun rtickwarts das zu dem vorgegebenen g geh6rende Pe und damit " und Pg• 

Diese Untersuchungen tiber die Mittelwerte von ", Pe, Pg usw. werden spater 
einen der Grundpjeiler unserer Theorie der stellaren Absorptionslinien bilden. 
Diese wird in erster Linie noch die Frage zu er6rtern haben, welche optische 
Tiefe TO (Te, g) fUr die Entstehung der Linien maBgebend ist. 

1 Der Leser mage selbst einige analoge Probleme durchrechnen! 
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Zuvor aber soIl noch ermittelt werden, wie u, Pe • •• im einzelnen von der 
Tiefe h in der Sternatmosphare abhangen. Gleichzeitig kannen wir uns darnit 
ein Urteil iiber die Genauigkeit und die Grenzen des im vorliegenden Abschnitt 
angewandten Naherungsverfahrens bilden. 

39. Genaue Berechnung der Druck- und Temperatur
schichtung einiger Sternatmospharen. 

Seit K. SCHWARZSCHILDS grundlegender Arbeit [705J = [521J vom Jahre 
1905 haben viele Astrophysiker sich berniiht, die Druckschichtung usw. der 
Sternatmospharen nach Gl. (38,7) auf analytischem Wege zu berechnen. 

Selbst wenn man den Strahlungsdruck - wie wir das in diesern Abschnitt 
ebenfalls zunachst tun werden - vernachlassigt, ist aber eine solche Behand
lungsweise nahezu aussichtslos, da ii von Pg sowie 8 = 5040jT und damit T 

in einer hOchst komplizierten Weise abhangt, die sich jeder Formulierung durch 
geschlossene Ausdriicke enzieht, sobald man der wahren Zusammensetzung 
der Sterne einigermaBen Rechnung tragen will. 

Es bleibt daher nichts anderes iibrig, als die Lasung der Gl. (38,7): 
dPg _ g 

<IT - "CPg-:-e) (39,1) 

auf rein numerischem Wege zu versuchen. 
Wahlen wir als unabhangige Variable nach H. N. RUSSELL 8 = 5040jT, so 

gibt zunachst (mit 8 0 = 5~0 = 2-;~:~ Te ): 

( ~~ r = 1 + ; T (39,2) 

die Verkniipfung von 8 und T. 
Urn den weiteren Gang des Verfahrens deutlich zu machen, wollen wir unser 

Beispiel vom vorhergehenden Abschnitt wieder aufgreifen und die Schichtung 
der Sonnenatmosphare genauer untersuchen. 

Tabelle 36. Schichtung der Sonnenatmosphare. Nach [629]. 

~_150401-2 3 
4 I 5 I 6 

7 8 

IO:P, I 
10 It 12 13 

---------- ----
log .. 

log... log Pq _ 
log p. log '" 

3,5·10' h 
log P, @~-'r- T (39,4) {(39,S) log "1 P ~ Ian 

I I ! (1,037) 0,01 -2,00 - - - 2,60 i 0,04 : 0,77 ""2,72 1,24'107 138 0,15 
1,0 0,116 -0,94 0,59 3,22 0,40 3,27 I 0,41 1,34 2,76 1,27 54 0,22 
0,9 0,53 -0,27 0,92 3,55 0,84 3,62 0,86 1,84 2,75 1,41 7 0,40 
0,8 1,25 +0,10 1,10 3,73 1,12 3,80 • 1,15 2,19 2,73 1,60 - 20 0,60 
0,7 2,62 0,42 1,26 3,89 1,24 3,95 1,23 2,45 2,71 1,84 - 46 0,84 
0,6 5,40 0,73 1,42 4,05 1,30 4,12 1,37 2,85 2,63 2,22 - 80 1,10 
0,5 11,9 1,08 1,59 4,22 1,70 4,28 1,76 3,47 2,29 3,06 -121 1,42 
0,4 30,1 1,48 1,79 4,42 2,15 4,41 2,14 4,02 1,65 5,30 -172 1,81 
0,3 96,1 1,98 2,05 4,68 2,00 I 4,59 . 1,90 . 4,28 1,40 8,33 -300 2,31 

In Tabelle 36 ist also nach (39,2) mit 8 0 = 1,041 zunachst T und log T als 
Funktion von 8 angegeben. Urn nun Pg als Funktion von 8 bzw. TZU berechnen, 
gehen wir aus von dem in Abschn. 38 ermittelten genaherten Wertetripel (nullte 
Naherung): 

To = 0,65 (bzw. 8 = 0,881) , log "0 = 0,81 , log Pg = 3,44. (39,3) 
In dessen Nahe stellen wir mit Hilfe unserer Fig. 55 den geschatzten Verlauf 
von u in der Atmosphare durch eine Interpolationsformel als Funktion von Pg 
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allein dar, wobei aber der Anderung von u mit T implizit schon entsprechend 
der nullten Naherung naherungsweise Rechnung getragen wird. Wir finden SOl 

log Xo = - 2,63 + log Pg. (39,4) 

Durch Eintragen III die Grundgleichung (39,1) und Integrieren erhalt man 
sodann: 

oder 1 
log Pg = 3,685 + zlog •. 

(39,5) 

Die nach (39,4 u. 5) berechneten Zahlenwerte von log "0 und log Pg sind in 
Spalte 4 und 5 unserer Tabelle angegeben. 

Urn ein Bild von der Richtigkeit unseres Ansatzes (39,4) zu bekommen, so daB 
wir ihn gegebenenfalls verbessern konnen, lesen wir zu e und Pg (Spalte 1 und 5) 
aus Fig. 55 verbesserte Werte des Absorptionskoeffizienten log Xl ab (Spalte 6)_ 
Die gute Ubereinstimmung von Spalte 6 und 4 zeigt, daB (39,4) richtig gewahlt 
war, so daB wir die "l-Werte als Grundlage fUr eine 2. Naherung beniitzen 
konnen: 

Schreibt man (39,1) in der Form 

dPg=~J-() dr, 
"1 T 

(39,6) 

so erhalt man durch graphische Integration 2 leicht verbesserte Werte von Pg (r) ; 
vgl. Spalte 7 unserer Tabelle. Aus e und diesen Pg berechnet man nach Fig. 55 
die verbesserten Absorptionskoeffizienten X2 und nach Tabelle 22 den log Pe. 
Wie man sieht, konvergiert dieses Iterationsverfahren bei geschickter Wahl der 
Anfangsfunktion sehr rasch 3. AuBerdem zeigt sich, daB die nach dem groben 
Naherungsverfahren des Abschn. 38 gewonnenen Mittelwerte von x, Pg usw. 
yom Richtigen gar nicht weit entfernt sind, so daB man in den meisten Fallen 
- im Rinblick auf den approximativen Charakter unserer physikalischen Grund
lagen - damit zufrieden sein kann. 

Urn vollends die eigentliche Schichtung der Sonnenatmosphare, d. h. die 
Abhangigkeit der Temperatur, des Druckes usw. von der Rohe h zu berechnen, 
verbinden wir die Gl. (38,5) mit der Gasgleichung (R = Gaskonstante): 

und erhalten so: 

(39,8) 

Dabei ist zu beachten, daB das Molekulargewicht fJ nach Tabelle 22 selbst von 
der Tiefe in der Atmosphare abhangt. Fassen wir es innerhalb der Sonnen
atmosphare als Funktion von Pg allein auf, so k6nnen wir die "barometrische 
R6henformel" (39,8) in der Form 

RT 1 
dh = -- (P)· - dIn Pg = - 3,50 -107 - ~dlogl0Pg (39,9) 

g-/l g /lotY 

1 Trotz der formalen Ahnlichkeit dieser Gleichung mit (38,11) ist deren physikalische 
Bedeutung vollig verschieden. (39.4) approximiert den Verlauf von x durch die ganze 
Atmosphare; Gl. (38,11) bezieht sich dagegen nur auf die eine Tiefe To: 

2 Fur kleine T benutzt man zweckmaJ3ig - auch im folgenden - passende Interpola
tionsformeln. Vgl. A. UNSOLD [629; S. 261f£.]. 

3 Ein mathematisch strenger Konvergenzbeweis ware trotzdem wunschenswert. 

Unsold, Sternatmospharen. 10 
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leicht graphisch integrieren. In Tabelle 36 ist zunachst als Spalte 10 das Mole

kulargewicht, dann der Faktor }~~ .~~ und endlich in Spalte 12 die Hohe h in km 

angegeben. Das - willkurliche - Nullniveau von h ist dabei so gewahlt, daB 
es auf r = 2/3 fallt. Wie man sieht, stammt der uberwiegende Teil der Sonnen
strahlung - in dem fruher erlauterten Sinne - aus einem Schichtpaket von 
kaum 100 km Dicke. Wir erhalten so nachtraglich eine Rechtfertigung dafUr, 
daB wir bis hart an den Sonnenrand hin die Sonnenatmosphare stets als "ebenes 
Problem" behandelt haben. Weiterhin wird so, wie K. SCHWARZSCHILD [705J 
bemerkt hat, verstandlich, weshalb uns der Sonnenrand so scharf begrenzt 
erscheint: 100 km auf der Sonne erscheinen uns ja unter einem Gesichtswinkel 
von nur 0"14! 

Nachtraglich wollen wir auch noch den Strahlungsdruck Pr nach (38,2) 
berechnen (Spalte 13) und mit dem Gasdruck Pg (Spalte 7) vergleichen: Durch 
die ganze Tabelle hindurch ist Pr <: Pg• Erst bei r <: 0,01 kehrt sich dieses 
Verhaltnis allmahlich urn, indem bei r = 0 der Gasdruck Pg -+ 0 geht, wahrend Pr 

entsprechend cLer Grenztemperatur To dem endlichen Wert 1,4 bar zustrebt. 
Trotzdem ist fUr das Gleichgewicht der Atmosphare der Strahlungsdruck auch 
hier belanglos, da sein Gefalle, auf das es ja allein ankommt, immer noch 
kleiner ist, als das des Gasdruckes; d. h. gr <: g. Namentlich in der halbpopularen 
Literatur werden die Begriffe Strahlungsdruck Pr und Strahlungsbeschleunigung 
(""" grad Prj oft vermengt und infolgedessen dem Strahlungsdruck eine uber
triebene Bedeutung beigemessen. 

Urn einen Einblick in die Variationsbreite der ZustandsgroBen der Stern
atmospharen zu geben, behandeln wir als zweites Beispiel einen roten Riesenstern 
mit der effektiven Temperatur Te = 3740° (To = 3140°, eo = 1,6) und der 
Schwerebeschleunigung g = 10 cm/ sek-2• 

Tabelle 37. Atmosphare eines roten Riesensternes. Nach [629J. 

1 2 3 4 1 5 I 6 7 8 9 10 11 12a I 12b 13 
--- --',-----I--- ---

---\~ 5040 hinl000km '<4000 ,- Tv 
f:i=- y logy log ii. log P \ log x, logPy log;;, log P, '" (ilber hv/kT ".1" ('<4000) T ' g T='/,) 

1,59 0,01 -2,00 11,18 -1,951-1,41 2,79 229 11,30 4,2 0,042 
1.55 0,10 -1,00 1,77 -1,54 -0,82 2,79 103 11,00 3,8 0,40 
1,5 0,20 1-0,70 -1,15 1,97 i-1,40 1,92 -1,40 -0,67 2,79 68,7 10,65 3,4 0,76 
1,4 0,47 1-0,33 -0,89 2,08 .-1,15 2,13 -1,13 -0,34 2,79 19,8 9,94 2,7 1,56 
1,3 0,86 -0,07 -0,70 2,15 -1,00 2,27 -0,92 -0,08 2,78 - 15,7 9,23 2,1 2,46 
1,2 1,44 0,16 -0,54 2,22 -0,72 2,37 -0,65 +0,19 2,78 - 43,1 8,52 1,7 3,55 
1,1 2,31 0,36 -0,39 2,27 -0,28 2,43 -0,22 +0,48 2,76 - 60,2 7,81 1,4 4,88 
1,0 3,70 0,57 -0,24 2,33 0,00 2,46 +0,05 0,74 2,74 - 70,5 7,10 1,2 6,65 
0,9 6,00 0,78 -0,09 2,39 +0,13 2,49 +0,20 0,94 2,72 - 81,4 6,39 1,0 9,21 
0,8 10,0 1,00 +0,06 2,46 +0,06 2,54 +0,14 1,04 2,71 -103 5,68 0,9 12,95 
0,7 17,5 1,24 +0,24 2,53 +0,15 2,61 +0,20 1,36 2,64 -137 4,97 0,85 19,43 
0,6 33,1 1,52 +0,43 2,6°1+ 0,45 2,7°1 + 0,50 1,90 2,33 -190 4,26 0,8 
0,5 69,3 1,84 +0,66 2,70 +0,90 2,77 +0,96 2,35 1,69 -252 3,55 0,8 

Die Berechnung der Druckschichtung usw. verlauft ganz analog wie bei der 
Sonne; bezuglich der einzelnen Interpolationsformeln sei auf die Originalarbeit 
(s. S. 144) verwiesen. Nur die letzten Spalten der Tabelle 37 enthalten etwas 
Neues: 

Da bei groBen :; nach Fig. 50 der Absorptionskoeffizient Uv ziemlich 

stark von der Wellenlange abhangt, so ist die optische Tiefe z. B. fUr sichtbare 



VII. 39. Riesen- und Zwergstern. 147 

Licht von der fur die Gesamtstrahlung gultigen verschieden. In den Spalten 12a 
und b ist nun - als Illustration hierzu und im Hinblick auf die Theorie der 

FRAUNHoFER-Linien - fur A. 4000 zunachst :; und dann "~/x angegeben. 

GemaB der Definition der optischen Tiefen erhalt man hieraus leicht 
T 

T~ = f "~/x dT (39,10) 
o 

durch graphische Integration (Spalte 13). 
Beim Vergleich der Sonnenatmosphare (Tabelle 36) mit der des rot en Riesen

stemes (Tabelle 37) faUt auf: Bei gleichen T verhalten sich die Drucke Pg bzw. Pe 
etwa wie 100: 1. Dies ruhrt naturlich daher, daB cet. par. der Druck an der 
Basis einer bestimmten Gasschicht proportional deren Gewicht und daher ,.."g 
ist. DaB nicht das Verhaltnis der g selbst herauskommt, hangt in leicht erkenn
barer Weise mit der Druck- und Temperaturabhangigkeit des Absorptions
koeffizienten zusammen. Die geometrische Dicke der Atmosphare des Riesen
stemes ist ,..,,2000mal gr6Ber als die der Sonnenatmosphare - in erster Linie 
wieder wegen der kleinen Schwerebeschleunigung g. DaB auch hier der Strah
lungsdruck keil1e erhebliche Rolle spielt, lehrt eine einfache Dberschlagsrechnung. 

Damit schlieBen wir die Theorie der kontinuierlichen Spektren und des 
Aufbaues der Stematmospharen vorlaufig ab und wenden uns den physikalischen 
Grundlagen einer Theorie der stellaren Absorptionslinien zu. 

10· 



Dritter Teil. 

Physikalische Grundlagen 
der Theorie der FRAUNHOFER-Linien. 

VIII. Rapitel. 

Physikalische Grundlagen der Theorie der 
FRAUNHOFER-Linien. 1. Tei1: Klassische Theorie. 

40. Elektronentheorie (H. A. LORENTZ). Absorption, Emission 
und Dispersion des harmonischen Oszillators. 

Gesamtabsorption. 
Ebenso wie die Theorie der kontinuierlichen Sternspektren werden wir nun

mehr die der FRAUNHOFER-Linien in zwei Schritten entwickeln: 
Zunachst versuchen wir, uns eine moglichst eingehende Renntnis der Wellen

langenabhangigkeit des Absorptionskoeffizienten innerhalb einer Linie zu ver
schaffen und die am Strahlungsaustausch beteiligten Elementarprozesse kennen
zulernen (Rap. 8-10). Soweit betreiben wir reine Laboratoriumsphysik. 

Sodann wenden wir uns dem fUr die Astrophysik charakteristischen Problem 
des Strahlungsaustausches in den Sternatmospharen zu (Rap. 12f£.): Wahrend 
in einem Absorptionsrohr die wegabsorbierte Strahlungsenergie restlos beseitigt 
wird, teils an den Wanden, teils im Gas selbst, muB man in einer Sternatmo
sphare die weitergestreute Strahlung und die eigene Emission des Gases in 
Rechnung stellen. Die mathematischen Hilfsmittel liefert wieder die geeignet 
erweiterte Theorie des Strahlungsgleichgewichtes. 

In dem vorliegenden Rapitel wollen wir zunachst die Wechselwirkung von 
Strahlung und Materie mit Hilfe der H. A. LORENTzschen Elektronentheorie 
untersuchen. Wir beschreiben also wie in Rap. 2, Abschn. 6, auf den wir zum 
Teil zuruckgreifen konnen, die Materie durch gedampfte harmonische Oszillatoren. 
In Rap. 9 wird sich zeigen, daB wir die so erhaltenen Formeln mit gering
fUgigen Anderungen in die Quantentheorie herubernehmen konnen. Es ist daher 
wohl der Muhe wert, das durch seine Einfachheit und Anschaulichkeit aus
gezeichnete klassische Modell genauer durchzurechnen. 

Die Lichtfortpflanzung in einem absorbierenden und dispergierenden Medium, 
also insbesondere auch die Absorption und Dispersion innerhalb einer Spektral
linie ki:innen wir am einfachsten beschreiben unter Zuhilfenahme eines komplexen 
Brechungsindex 

n = n (1 - i i-C) • (40,1) 

n bedeutet dabei den gewi:ihnlichen Brechungsindex, i-C bezeichnen wir als Ab
sorptionsindex, i ist die imaginare Einheit. Eine in der z-Richtung fortschrei
tende Lichtwelle der Rreisfrequenz ill = 2 n v = 2 n ciA wird nun beschrieben 
durch 

~w t--z ---.% ~w t--z . ( n) ron". ( n) 
A = Ao e C = Ao e C • e c, 

(40,2) 
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wo A bzw. Ao den elektrischen oder magnetischen Vektor charakterisieren. 
Der Ausdruck (40,2) unterscheidet sich von den gewohnten fur nichtabsorbierende 
Medien formal nur dadurch, daB n durch n ersetzt ist. Physikalisch auBert 
sich dies darin, daB die Intensitat (,...."" Amplitude 2) in der z-Richtung mit 

2wnx 

e--c - oz abnimmt. 
Es ist also der Absorptionskoeffizient pro cm: 

k- 2wnu _ 4nnu 
- --c- - --;.-. (40,3) 

Nach der elektromagnetischen Lichttheorie ist andererseits der komplexe 
Brechungsindex n in einfacher Weise verknupft mit der 

Pl" b k't Dipolmoment 
o anSler ar e1 I)( = -'Feldstarke 

(unter Beriicksichtigung der Phase; I)( ist also hier auch komplex!) der Partikel 
des betrachteten Mediums. Es ist 

n2-1 = 4n 9('1)(, (40,4) 

wo 9( die Zahl der Partikel - in unserem Falle also der harmonischen Oszil
latoren der betrachteten Eigenfrequenz - pro cm3 bedeutet. Wir rechnen im 
folgenden mit nur einer Oszillatorenart, deren Eigenfrequenz Wo = 2 n Vo sei, 
die Verallgemeinerung fur mehrere Eigenfrequenzen bietet keine Schwierigkeit. 
Dann ist 

e'x 1)(=--
E 

wo e = Ladung des Oszillators (Elektronenladung), 
x = Ausschlag des Oszillators, 

(40,5) 

E = Eo eiwt = elektrische Feldstarke der Lichtwelle am Ort des Oszillators. 
Urn das Mitschwingen des Oszillators im Feld der Lichtwelle beschreiben 

zu k6nnen, greifen wir auf unseren Ansatz von Abschn. 6 zuruck: Nennen wir 
wieder y die Dampfungskonstante1 des Oszillators, so gilt fUr dessen Schwingung 
die bekannte Differentialgleichung 

i+W5X+y·x=~E. (40,6) m 

Machen wir den ublichen Ansatz x = Xo eiwt, so wird 

(-w2 + w5 + iwy) x=~E m 
(40,7) 

und damit 
n2-1=4n9(.~= 4nilCe2

• 1. (40,8) 
E m W5 - w2 + ~ . y W 

Den gew6hnlichen Brechungsindex und den Absorptionskoeffizienten erhalten 
wir leicht vollends durch Trennung von reellem und imaginarem Teil. Nach 
(40,1) ist 

n2-1 = n2 (1-u2) -1-i· 2n2 u. (40,9) 
Die rechte Seite von (40,8) multiplizieren wir oben und unten mit w8 - w2 - i . Y w 
und finden so: 

(40,10) 

(40,11) 

1 Nach (6,12 u. 13) ist y zugleich die Abklingungskonstante oder reziproke Abklingzeit 
des Oszillators. 
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Beschranken wir uns auf die Umgebung der Eigenfrequenz (Spektrallinie) des 
Oszillators w ~ Wo und schreiben 

LI w = w-wo<w oder Wo (40,12) 

(in Wellenlangen ist Llw=-2nc·LlAjA2), so nehmen (40,10 u. 11) nach Di
vision durch 4 w 2 die einfachere Form an: 

(40,13) 

2 n2 x = :n; e2 ~ • y. (40 14) 
m Wo (L1 W2)2 + (y/2)2 , 

In einem hinreichend verdiinnten Gas (praktisch weitaus der wichtigste Fall!) 
ist x <: 1 und n~ 1. Man kann dann aus (40,13 u. 14) den Brechungsindex n 
und den Absorptionskoeffizienten 2 w n x/c direkt entnehmen 1 : 

(40,15) 

k _ 2 W n" ~ :n; e2 ~ • y 
- e me (L1 W)2 + (Y/2)2· (40,16) 

Die Frequenzabhangigkeit von Absorptionskoeffizient und Brechungsindex 
Zone anoma/er Dispersion 

I 
, I 
, I 
'I 

1: 
~ 
~~-B~-~§~-~¥--~J--~Z--~'-0~+~"-+~Z~+~9~+~~~;~6~+~B~ 

~ I I --~ I I -j' 
.~ I I 
~ I I 
"=! I I 

I I 
I I 

laBt sich innerhalb des Giiltigkeits
bereiches dieser Gleichungen sofort 
iibersehen (Fig. 56): 

k nimmt von seinem steilen Maxi
mum k = krnax in der Linienmitte 
(LI w = 0) symmetrisch nach beiden 
Seiten abo Bei Llw = ± y/2 ist k = 
~ kmax , d. h. die (ganze) Halbwerts-
2 
breite des Absorptionskoeffizienten 
I 2 LI w list gleich der Dampfungs
konstante y des Oszillators. 

In grofJem Abstand von der Linien
mitte (y<L1 w < wo) nimmt der Ab-

Ab1::;:r:::;;:zte,:en sorptionskoeftizient '" 1/ (,1 W)2 oder 
Fig. 56. FrequenzabhangigkeitvonAbsorptionskoeffizientk '" 1/(LI A)2 abo Die Starke der Ab-
und Brechungsindex " in der Nahe einer Spektrallinie. sorption ist bestimmt durch W· y = 

Zahl der Oszillatoren pro V olumein
heit X deren Dampfungskonstante. Beides wird von grundlegender Bedeu
tung fiir die Theorie der FRAuNHoFER-Linien sein. 

Der Brechungsindex hat, wie man leicht verifiziert, bei ,1 w = ± y/2 sein 
Maximum bzw. Minimum. Dazwischen liegt der Streifen anomaler Dispersion 
(n nimmt mit wachsender Frequenz ab). AuBerhalb dieser Zone der Breite y 
ist die Wellenlangenabhangigkeit von n normal (s. Fig. 56). 

Fiir y <LI w < Wo ist n-1 proportional1/LI w; als Faktor tritt hier W allein 
auf. Durch Kombination von Absorptions- und Dispersionsmessungen 2, kann 
man also W und y bestimmen. Auf diese Bemerkung werden wir im Kap.10 
zuriickgreifen. 

1 Bei groBeren Dichten hatte man die beiden Gleichungen streng nach n und " auf
zulosen. was etwas umstandlich ist. 

2 Man kann auch magnetooptische Effekte beniitzen. 
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Zum SchluB betrachten wir die Absorption der Strahlung in einer optisch 
diinnen Schicht der Dicke 1. Die im Bereich der Linie konstante Intensitat 
der einfallenden Strahlung sei I., 0' nach Durchlaufen der Schicht sei sie I •. 
Dann ist nach (2,6) 

I.= I.,o·e- kl )::::; I.,0(1-k1). (40,17) 
Die gesamte absorbierte Energie, bezogen auf die einfallende Intensitat pro 
Frequenzeinheit wird also 

A.=jI.,;-I·dv=l.jkdv. (40,18) 
>,0 

Diese GroBe bezeichnen wir als die! "Gesamtabsorption" (im engeren Sinne) 

A =1.j2wnx. dw (40,19) 
• c 2n ' 

wobei die Integration iiber die ganze Linie hinweg zu erstrecken ist. Mit Hilfe 
von (40,16) finden wir nun 

A - 82 '.R. 1 j I' d (,1 w) (4 ) 
• - 2 m c (,1 w)2 + (1'/2)2 • 0,20 

Da der Integrand (Fig. 56) bei LI w = ° ein steiles Maximum hat und dann 
rapide auf Null abfallt, so konnen wir die Integration ohne merklichen Fehler 

von - 00 bis + 00 erstrecken. Mit x = 2 ,1 w wird dann 2 
I' 

+00 

A = -~~- j ~ = ne2 
• m1. (40,21) 

• me x2+1 me 
-00 

Fiihrt man dieselbe Dberlegung unter Zugrundelegung der Wellenlangen 

statt der Frequenzskala aus, so wird wegen dA = A~ dv (Ao sei die Wellenlange 
e 

der Linie) 2 '2 

A =~·m1. ;. m e2 (40,22) 

Es ist sehr bemerkenswert, daB die Gesamtabsorption von der GroBe der 
Dampfungskonstante y unabhiingig ist. Ihre Messung (Kap. 10) ergibt also 
die Zahl m der Oszillatoren pro cm3• Statt der Absorption kann man, was 
praktisch sehr wichtig ist, auch die Emission heranziehen, sofern diese in hin
reichendem Maile den Voraussetzungen des KIRCHHOFFschen Satzes entspricht. 
Dann ist ja die Gesamtemission (wieder diinne Schicht!) gleich der Gesamt
absorption X der im Bereich der Linie konstanten KIRcHHoFF-PLANcK-Funktion 
fUr die Wellenlange der Linie und die Temperatur des leuchtenden Gases. 
Die Gesamtintensitaten benachbarter Emissionslinien verhalten sich unter 
diesen Umstanden also wie ihre Gesamtabsorptionen. 

41. Strahlungsdampfung und Sto.6dampfung. 
Urn die Wellenlangenabhangigkeit des Absorptionskoeffizienten berechnen 

zu konnen, wenden wir uns zunachst der Theorie der Dampfungskonstante y 
zu. Wahrend die Formeln des letzten Abschnittes fast unverandert in die 
Quantentheorie iibernommen werden konnen, miissen wir allerdings spater die 
klassische Theorie von y einer Revision unterziehen (Kap.9, Abschn.46). 
Trotzdem diirfte die klassische Theorie auch heute noch den natiirlichsten 
Ausgangspunkt fUr die exaktere Behandlung des Problems geben. 

1 Vielfach wird auch der Faktor 1 nieht mit in die Definition einbezogen. Diese Definition 
hat den Vorzug, eine reine atomare GroBe zu geben. 

2 Vgl. auch (6,22). 
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Haben wir es mit einem so stark verdiinnten Gas zu tun, daB die Storungen 
der absorbierenden bzw. emittierenden Atome durch ZusammenstoBe vernach
lassigt werden diirfen, so wird nach Abschn.6 I' bestimmt durch Strahlungs
diimpfung, d. h. durch die Ausstrahlung der schwingenden Oszillatoren. Nach 
(6,9) ist dann 

(41,1) 

die (ganze) Halbwertsbreite des Absorptionskoeffizienten, die sog. natiirliche 
Linienbreite in Kreisfrequenzeinheiten. Messen wir in Wellenlangeneinheiten, 
so wird 

L1A - 2n e. _ 4ne2 (41,2) 
N- w~ 1'- 3me2' 

Setzt man fiir e und m die Elektronenladung bzw. -masse ein, so erhalt man 

L1 AN = 1,18 '1O-4 ! (41,3) 

unabhiingig von der Wellenlange der Linie. 1m optischen Gebiet liegt diese 
Linienbreite an der Grenze des interferometrisch erreichbaren, auBerdem wird 
eine direkte Messung meist schon durch andere Verbreiterungseffekte vereitelt. 
Auf die schon am Ende des vorigen Abschnittes gestreifte Moglichkeit einer 
indirekten Messung werden wir, wie gesagt, zuriickkommen. 

Neben seiner Bedeutung als natiirliche Linienbreite hat I' noch die der rezi
proken Abklingzeit T eines Oszillators der Frequenz Wo bzw. einer Spektrallinie 

der Wellenlange Ao = 2n e. Nach (41,1) wird 
Wo 

1 8 n 2 e2 1 
1'=-=-'-'- (41,4) 

T 3 me ~ 

oder nach Einfiihrung der numerischen Konstanten 

1fT = 0,22ofA~. (41,5) 

Fiir die Wellenlange der NaD-Linien A = 5893! ergibt sich Z. B. T = 1,58' 
10-8 sek in grOBenordnungsmaBiger 'Obereinstimmung mit den bekannten 
Kanalstrahl-Abklingungsmessungen von W. WIEN. 

Fiihren wir endlich - im Hinblick auf die spatere Anwendung - den aus 
der LORENTzschen Theorie der Strahlungsdampfung berechneten y-Wert von 
Gl. (41,1) in unseren Ausdruck (40,16) ein und beschranken uns auf solche Ab-

staude von der Linienmitte, daB L1 en >1' ist, so erhalten wirl ( mit LJ WW = _ LJ: ) : 
2 n (e2 )2 }.2 ·W }.2·W 

k = -3-' m e2 • (,1 }.)2 = 16,5 . 10-26 • (~}.)2 • (41,6) 

Bei hOheren Gasdrucken macht sich neben der Strahlungsdampfung die 
ebenfalls zuerst von H. A. LORENTZ [812J genauer untersuchte Stof3diimpfung 
bemerkbar. Wenn das strahlende Atom ZusammenstoBe mit anderen Partikeln 
erfahrt, so werden diese - makroskopisch betrachtet - wie eine Reibungskraft 
wirken. Deren GroBe konnen wir folgendermaBen abschatzen: 

Wie wir sahen, ist die Abklingzeit der Amplitude eines gedampften Oszillators 
gleich 2/1" An Stelle dieser Zeit haben wir nunmehr offenbar diejenige ein
zusetzen, wahrend deren der Oszillator jeweils ungestort schwingen kann, d. h. 
die mittlere Zeit "C zwischen zwei StOBen. D. h. wir miissen im FaIle reiner 

2 ~ 

1 ~ ist -~ mal dem klassischen Elektronenradius! 
me 2 
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StofJdiimpfung in den Gleichungen des Abschn. 40 lediglich 

setzen1. 
y' = 2fT (41,7) 

Wir hahen also noch T oder die Anzahl Z = 1fT der StoBe pro sek nach der 
kinetischen Gastheorie zu berechnen. Dabei beschranken wir uns der Einfach
heit wegen auf den Fall, daB neben den "Oszillatorentragern" nur noch eine 
weitere Teilchenart (das sog. Fremdgas) vorhanden sein solI. Weiterhin sollen 
die Fremdgasmolekiile so stark in der Dberzahl sein, daB wir nur StoBe zwischen 
verschiedenen Teilchenarten zu beriicksichtigen hrauchen. Dann gilt: 

Z = 2 n . (12 1 / 27& R T (_1_ + _1_) . V 1'1 1'2 
(41,8) 

Dabei bedeuten: 
t-tl bzw. t-t2 die Molekulargewichte der beiden Teilchenarten. 
(1 den Wirkungsradius fUr den betrachteten StoB. 
In der kinetischen Gastheorie ist (1 gleich der Summe der Radien beider 

Molekille. Wie wir in Kap. 10 sehen werden, sind jedoch die "Wirkungsradien 
ffir StoBdampfung" oft ein Vielfaches der "gaskinetischen" Werte. 

(12 bezeichnet man als "effektiven Wirkungsquerschnitt". 

n = ~:~ die Zahl der Fremdgasmolekille pro cm3• 

R die Gaskonstante. 
T die absolute Temperatur. 
L die LOSCHMIDTsche Zahl. 
Fiihren wir in (41,8) den Fremdgasdruck p ein, so wird 2 

Z = L = 202 L 1/2 n (_1 + _1 ). L 
2 R 1'1 1'2 VT 

(41,9) 

1m Hinblick auf die Deutung der FRAuNHoFER-Linien wollen wir sodann ab
schatzen, bei welchem Wirkungsradius Z. B. in der Sonnenatmosphare Strah
lungs- und StoBdampfung denselben Beitrag zur Breite der Na D-Linien geben. 
Nach (41,5) ist deren Strahlungsdampfungskonstante y = 0,63' 10-8 sek-1. 

Ais Fremdgas, das die StoBdampfung erzeugt, kommt in erster Linie der 
Wasserstoff in Betracht (f-tI = 1 und t-t2 = 23). Dessen Druck konnen wir nach 
Tahelle 36 groBenordnungsmaBig gleich 4' 103 Bar", 3 mm Hg setzen. T ist 
etwa 5600° K. Man findet dann nach (41,9) y' = y fiir (1kr = 4,2 A. Da einer
seits die Laboratoriumsmessungen nicht direkt auf astrophysikalische Ver
haltnisse angewandt 3 werden konnen, andererseits aber dieser kritische 

1 Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die ungestorte Schwingungszeit des Oszillators 
zwischen t und t + dt liegt, ist - entsprechend dem bekannten Verteilungsgesetz der 

t 

freien Weglangen - proportional e T dt. Die formale Gleichheit dieses Gesetzes mit dem 
Abklingungsgesetz des gedampften Oszillators bedingt die gleiche Art der Frequenzabhangig
keit fiir StoB- und Strahlungsdampfung. 

Unsere Betrachtung enthalt allerdings noch keine strenge Rechtfertigung fiir den 
genaueren Wert des Zahlenfaktors 2 in (41,7). Auf solche Feinheiten einzugehen hat aber 
erst Sinn, wenn man den Begriff des "storenden StoBes" genauer analysiert, was natiirlich 
eingehende quantentheoretische Untersuchung verlangt. Dns kommt es zunachst mehr 
auf die Abschatzung der GroBenordnungen an. 

2 Qualitativ kommen die Formeln (41.8 bzw. 9) folgendermaBen zustande: Pro sek 
durchfegt ein "Oszillatormolekiil" durchschnittlich einen Raum yom Querschnitt n a2 und 
der Lange ii, wo v seine mittlere Geschwindigkeit bedeutet. In diesem Raum befinden 
sich Z = n . n a2 • v Molekiile. Z ist daher zugleich die mittlere StoBzahl pro sek. Diese 
rohe Betrachtung vernachlassigt noch die gegenseitige Bewegung der Molekiile. Deren 
Beriicksichtigung, die im einzelnen ziemlich kompliziert ist, fiihrt vollends zu obigen 
Gleichungen. 

3 Messungen mit atomarem Wasserstoff sind kaum moglich. AuBerdem hangt a auch 
von Tab. 
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Wirkungsradius noch in der GroBenordnung der bekannten Radien faUt, so 
gestatten un sere bisherigen Untersuchungen noch keine eindeutige Entscheidung 
iiber die relative Bedeutung von Strahlungs- und StoBdampfung 1. Wir werden 
in Abschn. 71 nochmals auf dieses Problem zuriickkommen. 

Falls Strahlungs- und StoBdampfung gleichzeitig wirken, hat man - der 
Beweis ist wohl selbstverstandlich - in Abschn. 40 iiberaIl 

Yef! = Y + y' 
einzusetzen. 

(41,10) 

Anstatt die Frequenzabhangigkeit des Absorptionskoeffizienten durch un
mittelbare Betrachtung des Absorptionsvorganges selbst zu ermitteln, kann man 
nach dem KIRCHHoFFschen Satz auch den entsprechenden EmissionsprozefJ 
ins Auge fassen. 

Die Emission eines Oszillators mit Strahlungsdampfung besteht, wie wir 
_L t 

sahen, aus einem Wellenzug, dessen Amplitude ,-...; e 2 abklingt. Analysiert man 
diese nach FOURIER 2, so erhalt man in der Tat wieder die durch Gl. (40,16) 
beschriebene Spektrallinie mit der natiirlichen Breite y nach (41,1). 

1m FaIle der StoBdampfung miissen wir einen Wellenzug harmonisch analy
sieren, der an willkurlich verteilten Stell en im Mittel Z mal pro sek gestort wird. 
Ob diese Storungen dabei nur in einer Veranderung der Schwingungsphase 
oder in einer Unterbrechung des Wellenzuges bestehen, ist ohne EinfluB auf das 
Ergebnis der Rechnung. Diese fiihrt wieder auf unsere Gl. (40,16) mit y' = 2Z. 

42. Lichtstreuung an freien und gebundenen Elektronen. 
THOMSON-Streuung bzw. RAYLEIGH- und Resonanzstreuung. 

Wenn Elektronen durch ein Strahlungsfeld (von StoBen wollen wir vorerst 
wieder absehen) zum Mitschwingen gebracht werden, so strahlen sie selbst 
wieder als HERTzsche Oszillatoren. Da ihre Schwingungen im Takt der ein
fallenden Lichtwelle erfolgen, so hat das Streulicht genau dieselbe Frequenz
verteilung wie die einfallende Strahlung. 

1st x die Beschleunigung eines streuenden Elektrons, {} der Winkel zwischen 
der Schwingungsrichtung des Elektrons, und der Verbindungslinie Elektron
Beobachter, sowie r deren Abstand, so ist nach H. HERTZ der Strahlungsstrom 

Xt (Energiestrom pro cm2) am Orte des 
:j;1 Beobachters 

(42,1) 

Der elektrische Vektor G: der Streu-
Fig. 57. lichtweIle schwingt dabei ...L r in der 

Streuung unpolarisierter Strahlung an einem Elektron. durch r und die Schwingungsrichtung 
des Elektrons gehenden Ebene. 

Wird das Elektron E (Fig. 57) mit unpolarisiertem Licht bestrahlt, so zer
legen wir gedanklich seine Bewegung am einfachsten in die beiden Komponenten 
Xl (-1. zur Ebene LE B) und X2 (in dieser Ebene .1. LE). Die entsprechenden 

1 Bis vor wenigen J ahren wuBte man nichts von der iiberwaltigenden Haufigkeit des 
Wasserstoffes in den Sternatmospharen und rechnete daher mit Gasdrucken, die von der 
GrbBenordnung des Elektronendruckes, also ~100 Bar R::! 0,08 mm Hg waren. Bei solchen 
Drucken kann man natiirlich die StoBdampfung ohne wei teres vernachlassigen. Heute bedarf 
unsere Frage dagt:gen, wie gesagt, einer eingehenden Untersuchung. 

2 Beziiglich der mathematischen Einzelheiten dieser und der folgenden Rechnung sei 
auf die Literatur verwiesen. 
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Anteile am Strahlungsstrom 5 in B sind dann: 
2 "2 2 "2 

5 e Xl d 5 e X2 2 
1= 32'1 un 2=4 c32eosrp 4:n;c r :n; r 

(42,2) 

wo rp (s. Fig. 57) den Streuwinkel bedeutet. 
Da wir wieder x = Xo ei O)t sehreiben k6nnen, wo w die Kreisfrequenz des 

erregenden Liehtes bedeutet, so ist zunaehst x = - w2 x und es wird 
1 

00' • '2 (e X1,0)2 

51,0 = ----c3OC-~2-4:n; C • r (42,3) 

wo der Index 0 jeweils die Amplituden bezeichnet. Die elektrischen Momente exo 
setzen wir = oc Eo, wo oc wieder die Polarisierbarkeit und Eo die Amplitude des 
elektrisehen Feldes der einfallenden Liehtwelle bedeutet. Eo ist andererseits 
mit dem entspreehenden Energiestrom 5~ pro em2 (POYNTINGSeher Vektor) 
am Ort des Elektrons verkniipft dureh die bekannte Beziehung: 

5' -- _C_._1 E2 (f" R' ht d) o 4 n 2 0 ur le ung 1 0 er 2 . (42,4) 

Es ist also sehlieBlich: 

(42,5) 

Das Verhaltnis von gestreuter 1 Intensitat (51,0 + 52.0) zu einfallender Inten
sitat 5~, 0 + 5~. 0 = 2 5~. 0 = 2 5~, 0 ist aber per definitionem nichts anderes als 
der Streukoeffizient pro Atom. Dieser wird daher 

2 n (wle)" oc2 (1 + eos2 rp). (42,6) 
Diese Formel gilt nieht nur fUr ein einzelnes Elektron, sondern aueh fUr Atome 
und Molekiile (oc ist dann die Polarisierbarkeit des Atoms bzw. Molekiils) mit 
mehreren Elektronen, so/ern deren gegenseitige Abstande <: die Wellenlange ;. 
der einfallenden Strahlung sind, so daB sie v6llig synehron sehwingen. 

Die Atome oder Molekiile eines Gases sind dagegen bei nieht zu hohen 
Drueken durehsehnittlieh so weit voneinander entfernt, daB sieh in einem festen 
Punkt die Streuwellen versehiedener Teilchen nur mit statistiseh verteilten 
Phasen iiberlagern. Wir diirfen dann also einfaeh die Intensitaten addieren 
und erhalten bei m Partikeln/em3 den Streukoeffizienten (J pro em 

(J (rp) = 2 nm (wle)' . oc2 (1 + eos2 rp). (42,7) 
Die Polarisation der 5treustrahlung ist nach dem Vorhergehenden leicht zu 

tibersehen: Bei Streung urn rp = 0° oder 180° sind 51 und 52 gleich groB, die 
Streustrahlung also unpolarisiert. Streuung urn rp = 90° dagegen gibt nur 
den Anteil 51> d. h. die Streustrahlung ist dann linear polarisiert; ihr elektrischer 
Vektor sehwingt senkreeht zum Primarstrahl, die Polarisationsebene geht also 
dureh diesen. 

Mittelt man (J (rp) iiber alle Streurichtungen, so erhalt man den Mittelwert 

(J = 83n . m . ( ~ r . oc2 • (42,8) 

Die weitere Entwieklung der Theorie des Streukoeffizienten besehaftigt sich 
mit der Bereehnung der Polarisierbarkeit oc =.2 Ladung x Aussehlag der Elek
tronen/Feldstarke. Am einfaehsten liegen die Dinge bei der 

5treuung an /reien Elektronen (THOMSON -5treuung): Hier ist Wo = 0, die 
Da.mpfung kann vernaehlassigt werden und es ist also naeh (40,5) 

ex e2 

OC = -T = - m 002 • (42,9) 
- 1 

1 Die Flache 1 bei B entspricht, von E aus gesehen. einem Raumwinkel --2 • 
4nr 
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Einsetzen in (42,8) ergibtl den Streukoeffizienten (cnel ) freier Elektronen: 

(1=-. - ·91=066 '10-24 .91. 8 n ( eS )2 
3 mes ' 0 

(42,10) 

Diese Fonnel haben wir in Kap.6 Gl. (34, 28 u. 29) und Tabelle 22 schon 
angewandt auf die Streuung von Licht an den durch thennische Ionisation 
entstandenen freien Elektronen in den Stematmospharen. Weiterhin hat man 
versucht, das kontinuierliche Spektrum der Sonnenkorona so zu erklaren. 
(Hierauf werden wir noch zUrUckkommen.) Eine grundlegende Rolle hat weiter
hin die THOMsoNsche Streufonne1 in der Entwicklung der Atomphysik gespielt: 
Sie gestattete namlich, aus Messungen von BARKLA und SADLER tiber die Streu
ung von Ri:intgenstrahlen 2 die Zahl Z der Elektronen pro Atom zu bestimmen, 
deren Gleichheit mit der Ordnungszahl im periodischen System ja einen der 
Grundsteine der neueren Atomphysik darstellt. 

Sodann wenden wir uns dem astrophysikalisch besonders wichtigen Fall zu, 
daB die Frequenz der einfallenden Strahlung nahezu mit der Eigenfrequenz des 
streuenden Oszillators zusammenfallt. Dieser gerat infolge der Resonanz in 
desto heftigere Schwingungen, je naher die Wellenlange der einfallenden Strahlung 
an die der betreffenden Spektrallinie heranrtickt. Man erhalt das bekannte, 
zuerst von R. W. WOOD am Natriumdampf untersuchte Phanomen der Re
sonanzstreuung oder ResonanzlZuoreszenz. Eine monochromatische Lichtwelle 
wird dabei nach der klassischen Theorie - mit der wir uns hier zunachst 
ausschlieBlich beschaftigen - ohne Anderung der Frequenz gestreut. Auch die 
Frage der Richtungsverteilung und Polarisation des Streulichtes haben wir schon 
generell behandelt. Urn den Streukoeffizienten vollends anschreiben zu ki:innen, 
ftihren wir in (42,8) den Wert von oc aus Gl. (40,7) ein. Wir erhalten zunachst: 

ex e2 1 oc = - = - . -----,,-----=---,---0---
E m rog - ro2 + i Y ro 

und (--- = konjugiert komplex): 
e4 

oc2 = oc oc = - . -'-;;------;=--'-----;;--7 
m2 (ro~ - ro2)2 + 1'2 ro2 • 

Beschranken wir uns auf die Umgebung der "Resonanzlinie" Wo und setzen 
wieder w - Wo = Ll w, wobei wo:> ILl w I, so wird schlieBlich 

(42,11) 

und damit 

(1-- --. 0 .91 2n ( e2 )2 ro. 
- 3 m e2 (,1 ro)2 + (,),/2)2 • (42,12) 

Wir haben so - wie zu erwarlen war - genau unseren alten Ausdruck (40,16), 
(41,1) fUr die Form einer Spektrallinie wiedergefunden, die durch reine Strah
lungsdampfung 3 entsteht. 

Betrachtet man die Lichtstreuung bei Frequenzen, die nicht in der Nahe 
der Resonanzstellen der streuenden Partikelliegen und will man auch Molekille, 
die nicht mehr durch einen Resonator beschrieben werden ki:innen, in den 
Kreis der Betrachtung ziehen, so ist es zweckmaBig, ()( mit dem - experimentell 

1 a(tp) brauchen wir hier und im folgenden nicht besonders anzuschreiben, da das 
VerMltnis a(tp)/a unabMngig von ex gleich 3/4 (1 + cos2 tp) ist. 

2 Da die WellenHi.nge der beniitzten Rontgenstrahlung -< der Atomdurchmesser ist, 
so wird die Streuintensitat proportional Z. 

3 Auf den EinfluB der Stof3dampfung auf die Streuung - Ausloschung der Resonanz
fluoreszenz usw. - konnen wir erst im folgenden Kapitel eingehen. 
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ja direkt bestimmbaren - Brechungsindex n zu verknupfen. Dessen imagi
naren Teil konnen wir hier vernachlassigen; es ist also nach (40,4) 

n2 -1 = 4n 91· oc, (42,13) 
wo 91 jetzt die Zahl der Molekiile pro cm3 bedeutet. Nach (42,8) erhalten wir 
damit fUr den Streukoeffizienten die RAYLEIGHSche Formel: 

I a==it(fr~~~=~~· (n
2 ;1)2. I (42,14) 

Diese Formel gibt bekanntlich eine Erklarung fUr die blaue Farbe des Himmels 
und die rote der untergehenden Sonne. Der Brechungsindex n der Luft andert 
sich namlich im Sichtbaren nur wenig, so daB praktisch a r-..J ).-4 geht. Die Be
obachtungen bestatigen die entsprechende Wellenlangenabhangigkeit der lnten
sit at des Himmelsstreulichtes und der atmospharischen Extinktion (vgl. Kap. II, 
Abschn.9) im ultravioletten Spektralgebiet. 

Da die streuende Luftmasse bekannt ist und in der RAYLEIGHSchen Streu
formel keine weiteren universellen Konstanten vorkommen, so kann man mit 
Hilfe derartiger Messungen - vgl. z. B. H. DEMBER [807J - direkt 91 oder 
die LOSCHMIDTsche Zahl L bestimmen. 1m Sichtbaren und lnfraroten dagegen 
macht sich die Streuung an groberen Staub- usw. Partikelchen bemerkbar, 
die meist schwacher von der Wellenlange abhangig ist. Die Theorie der Streuung 
an Partikeln, deren Umfang in die GroBenordnung der Wellenlange fallt 1, ist 
sehr kompliziert; wir begnugen uns mit einem Hinweis auf das Optik-Lehrbuch 
von M. BORN ([801J dort weitere Literatur: SCHWARZSCHILD, DEBYE, MIE, 
GANS u. a.). Das Problem der Streuung an feinen Staubteilchen tritt zwar 
in der Physik der Sternatmospharen selbst nicht auf, es ist aber von Bedeutung 
fUr das Verstandnis der Absorption der dunklen MilchstraBenwolken (M. WOLF, 
TRUMPLER, SCHALEN; vgl. W. BECKER [806J). 

43. DopplereiIekt. 
Bis jetzt haben wir die absorbierenden und emittierenden Atome2 als ruhend 

betrachtet. In Wirklichkeit besitzen sie vielfach betrachtliche Geschwindig
keiten: Zunachst auf jeden Fall die thermische Bewegung (MAXWELLsche 
Geschwindigkeitsverteilung). Daneben aber zeigen, wie wir sehen werden, z. B. 
die Gase der Sonnenchromosphare und die Atmospharen mancher Sterne eine 
Art Brodeln - gewohnlich als "Turbulenz" bezeichnet, trotzdem diese Er
scheinung nichts mit der Turbulenz der Hydrodynamik zu tun hat - das gleich
falls zu Geschwindigkeiten von der GroBenordnung einiger kmjsek fUhrt. 

Die Bewegungen der Atome fUhren wegen des Dopplereffektes fUr jedes 
einzelne Partikel zu einer Linienverschiebung; im Mittel geben sie also einen 
Beitrag zur Linienbreite. In diesem Abschnitt wollen wir noch voraussetzen, 
daB andere Verbreiterungsursachen gegeniiber dem Dopplereffekt vernachlassigt 
werden konnen; im nachsten werden wir dann das Zusammenwirken von Doppler
effekt und Strahlungs- plus StoBdampfung untersuchen. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeitskomponente eines Atoms in der Seh
linie mit ~, so schreiben wir den Bruchteil dNjN der Atome, deren "Radial
geschwindigkeit" zwischen ~ und ~ + d~ liegt, in der Form 

(43,1) 

1 Etwa 10mal griiBere Partikel streuen im wesentlichen schon wie das massive Material. 
2 Dasselbe gilt natiirlich fiir Ionen und Molekiile. 
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wobei ~ ~g den Mittelwert von ~2 bedeutet: 
2 

- 00 

Der Mittelwert des Quadrates der Gesamtgeschwindigkeit wird 

( 43,2) 

~ 3 
V2=~2+1)2+C2=2~~' (43,3) 

Hat man es nur mit thermischer Bewegung zu tun, so gilt die Form (43,1) der 
Geschwindigkeitsverteilung genau und da nach dem Gleichverteilungssatz die 

mittlere kinetische Energie der Translationsbewegung pro Mol ~ fl v2 = 2 R T 
2 2 

ist ('f1 = Atomgewicht; R = Gaskonstante), so wird 

~2 _ 2RT 
0- P, • (43,4) 

Tritt zu der thermischen Geschwindigkeit noch die einer "Turbulenz"bewegung 
hinzu, so ist (43,1) naturlich nur als ein empirischer Ansatz zu betrachten. 
Nehmen wir an, daB die Geschwindigkeitsverteilung der durcheinanderwirbeln
den Gasmassen, makroskopisch betrachtet, durch (43,1) mit ~o = ~t dargestellt 
werden kann, so erhalten wir - entsprechend dem bekannten Additionsgesetz 
der Fehlerrechnung - insgesamt 

~2_ 2RT +~2 
0- P, t· (43,5) 

Die Radialgeschwindigkeit ~ gi.bt eine Verschiebung 1 .1 w bzw. L1A, der Kreis-
2:n;c 

frequenz w = -Je- bzw. 

Insbesondere set zen wir 

der Wellenlange A urn 

Llw LlJe ~ 

w T c 

und erhalten damit die relative IntensitatsverteiIung in der Linie: 

(43,6) 

(43,7) 

~ = _1_e-U':D)'~~ bzw. ~ = ~e-(:A:)'~. (438) 
I -y;t Ll WD I y:n; LlAD ' 

d: ist auf die Halfte seines Maximalwertes gesunken bei 

2 

_(~)2 
e dron (43,9) 

die ganze Halbwertsbreite der Linie ist daher 

2L1'w=L1wD'2yIn2 bzw. 2L1'A,=L1AD'2yln2, (43,10) 

wo 2 V In 2 = 1,665. . 
Urn die Gr6Benordnung der DoppIerverbreiterung bequem iiberblicken zu 

k6nnen, wollen wir die letztere Formel numerisch auswerten. Es wird 

, Je Je V2RT 
2.1 A,=1,665'-~o= 1,665,- --

c C p, (43,11) oder 
2.1' A, = 7,16' 10-7 • A, YT/fl. 

1 Ohne Beriicksichtigung des Vorzeichens. 
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Wenn z. B. die Wasserstofflinie Hp (A 4861 A) auf der Sonne (T ,....., 5700°) nur 
durch thermischen Dopplereffekt verbreitert wiirde - was in Wirklichkeit 
nicht der Fall ist - so ware ihre ganze Halbwertsbreite nach dieser Formel 
2Ll'I.. = 0,263 A. Fiir eine Fe-Linie (fJ = 55,84) ware cet. par. nur noch 
2Ll' ,1.= 0,035 A. 

Die Verbreiterung des Absorptionskoeffizienten durch Dopplereffekt ist also 
im allgemeinen wesentlich starker, als die durch Dampfung. Solange wir uns auf 
die Absorption optisch diinner Schichten beschranken, wird daher (43,8) zur 
Berechnung des Absorptionskoeffizienten genau genug sein. Da nach (40,19-22) 

Jkdw= 2n2 e2 .j)( 
me 

bzw. (43,12) 

ist, so erhalten wir in Verbindung mit (43,8) fiir den Absorptionskoeffizienten 
die von der Dampfungskonstante unabhangigen Ausdriicke: 

( Lfw )' 2 n3 /2 • e2 IJl ---k = . ~-.- . e Lf WD 
me Ll WD 

(43,13) 

bzw. 
---.----------

k - _1"_n_' ~ . _A_31Jl_ • e - U :J' I 
- m e2 Ll AD • . 

I 

(43,14) 

Betrachtet man dagegen die Absorption optisch dicker Schichten (d. h. k X Schicht
dicke solI fiir die Linienmitte :.> 1 sein), so muB man, wie R. MINKOWSKI [1013J 
und W. SCHUTZ [1015 J zuerst bemerkt haben, die Dampfungsverbreiterung auf 
jeden Fall mit beriicksichtigen. Da namlich in groBem Abstand von der Linien
mitte die Dampfungsverbreiterung wie 1j(LlA)2 abnimmt, wahrend der Doppler
effekt nach obiger Formel exponentiell absinkt, so wird in den auBeren Teilen 
der Linie der Dampfungseffekt die Oberhand gewinnen. Bei sehr groBen Schicht
dicken werden also - abgesehen von dem ohnedies totale Absorption zeigenden 
innersten Teil der Linie - trotz des Dopplereffektes die alten Formeln von 
Abschn.40-42 giiltig bleiben. Die quantitativen Verhaltnisse beim allmah
lichen Ubergang von Doppler- zu Dampfungsverbreiterung und die exakten 
Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der verschiedenen Formelgruppen unter
suchen wir im folgenden Abschnitt. 

44. Dopplereffekt und Dampfung. 
Wenn Dopplereffekt und Dampfung1 an der Verbreiterung einer Spektral

linie gleichzeitig beteiligt sind, so konnen wir den Absorptionskoeffizienten k 
folgendermaBen berechnen: 

Ein Atom mit der "Radialgeschwindigkeit" ; gibt eine Linie, deren Kreis-
2nc ~ frequenz Wo = ~,- durch den Dopplereffekt um Llw = W· - verschoben ist. 

AO C 
Der Absorptionskoeffizient bei der Frequenz w wird daher2 fUr ein solches 
,,;-Atom" nach (40,16): 

(44,1) 

1 Ob es sich urn Strahlungs- oder StoBdampfung handelt, ist fiir das Folgende belang
los. Wir lassen den Zahlenwert der Dampfungskonstante y zunachst offen. 

2 Wo ist wieder die Frequenz der unverschobenen Linie. Man beachte, daB Ll W hier eine 
andere Bedeutung hat, als in Abschn. 40. 
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Andererseits ist der Bruchteil der Atome, deren Radialgeschwindigkeit zwischen ~ 
und ~ + d~ liegt, nach (43,1) 

d \J1 = _1_ e - (!J ~ 
\J1 V:ir; ~o ' 

(44,2) 

oder, wenn wir nach (43,6 u. 7) die entsprechenden Dopplerverschiebungen 

~ ~ L1 0> = 0> • - und L1 O>D = 0> • --"-
c c 

(44,3) 

einfUhren 
( LJw )' j_~=_l_. e- LJWD ~w_ 

\J1 -{n- LI WD . (44,4) 

Den Absorptionskoeffizienten k des Gases erhalten wir nun nach (44,1 u. 4) 
durch Uberlagerung der Beitrage der Atome mit allen moglichen Geschwin
digkeiten bzw. Dopplerverschiebungen. Es wird: 

+00 ( LJw )' J _1 e-'~ (~~) 
ne2 \J1y vn LlWD 

k (0)) = -----:;;:;c (w -':wo -=- ,1(;;)2-+ (y/2)2- • 
Lico= -00 

(44,5) 

Die mathematische Diskussion dieses Integrales l ist zwar etwas kompliziert, 
sie ist aber fUr die Astrophysik von soIcher Wichtigkeit, daB wir sie unbedingt 
durchfUhren miissen. 

Zunachst fiihren wir die dimensionslosen HilfsgroBen 

v = W-Wo 
LI WD 

und a=--Y
LI WD 

em. Rechnet man mit Wellenlangen, so gilt entsprechend 

(44,6) 

LI A Ao - A LI AN 
Y = LI AD' V = LI AD und (vgl. 41,2) a = LI AD • (44,7) 

Damit nimmt (44,5) die einfachere Form an: 

(44,8) 
-co 

Der vorne stehende Faktor, der schon in Gl. (43,13) vorkam, ist - wie wir sehen 
werden - der Absorptionskoeffizient in der Linienmitte v = o. Wir setzen 
daher 

2 n3 /2 • e2 • \J1 
ko= . 

mc·LlwD (44,9) 

Das Integral kann man auf GAusssche Fehlerfunktionen komplexen Argumentes 
zuriickfUhren, indem man zunachst schreibt: 

a 1 1\ 1 1 1 -.------ -------+------
2 (;)\(V_ y)2 - 2 ; -i(v-y) ; +i(v-y)1 

00 (44,10) 
J{ a. a. I 1 ---x+,(v-y)x --x-,(v-y)x 

= -- e 2 + e 2 J dx. 
2 

o 

1 Auf die diesbezugliche Literatur gehen wir am Ende des Abschnittes ein. 
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Damit nimmt (44,8) die Form an: 
00 +00 00 +00 

~(v) = ~ fe --i-x+ iv xfe- J"-iyxdx dy -!-~-fe -~ x- ivxfe-Y'+ iyxdx dv. (44 11) 
ko 2:n . 2:n ' , 

Y=-OO 
Die Integration nach y kann nun leicht ausgefiihrt werden. In dem vorderen 
Integral set zen wir z. B. 

2' (. X )2 x2 2 x2 • • x -y -lYX=- Y-!-l2' --4-=-z -4 mIt z=y-!-l2' (44,12) 

und finden so 

(44,13) 

Auf diese Weise er hal ten 1 wir: 
00 f ax' k V 1 --x--_(_) =~ __ e 2 4 {eivx-I- e-ivx}dx. 

ko 2V:n (44,14) 

o 

Unter astrophysikalischen Verhaltnissen ist nun - wie unsere fruheren Ab
schatzungen erkennen lassen - die Dopplerbreite L1 WD erheblich groBer, als die 
Dampfungsbreite y. Wir beschranken uns daher im folgenden auf den Fall 

L1 WD >y oder a <: 1 

und entwickeln (44,14) nach a: 
00 00 

-"-{1!)_ = ~Je -~-'- {eivx -!- e- ivx} dx _ ~ [x. e - :' {eivx -!- e-iVX}dx. 
ko 2V:n 4V:n. 

o 0 

(44,15) 

(44,16) 

Das 1. Integral kann nach der Methode von (44,13) so fort berechnet werden 
x2 Xl 

und gibt e- v'. Unter dem 2. Integral schreiben wir __ x·e 4 ·dx=de-T 
2 

und integrieren partiell. Dann wird: 

[ x,OOI fOO x' 1 k (v) a -- _.-
--=e-V'-~c, _{eivx-!-e-ivx}e 4 -!- e 4 .iv{eiVx_e-ivx}dx . (44,17) 

ko 2 V:n 0 0 

Die beiden ubrigbleibenden Integrale formen wir wieder entsprechend Gl. (44,13) 

urn (man setze z = i ~ -!- v bzw. z' = i"'- - v) und erhalten: 
2 2 

k (v) = e-v' _ ~ [1 -I- v. e- v' { foo eZ' dz - T eZ" dz,lJ] , (44,18) 
ko V:n z=+v z'=-v 

wofiir man schreiben kann: 

~(~t = e- v'-~ [1-2 v e-v'jez' dZ] . 
ko V:n 0 

(44,19) 

1 Die { } ist gleich 2 cos v x; es erscheint jedoch zweckma13iger, die obige Schreibweise 
beizubehalten. 

Unsold, Sternatmosphiiren. 11 
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Die Transzendente1 v 

F (v) = e- v'f eZ' dz 
o 

(44,20) 

- wie gesagt im wesentlichen die Fehlerfunktion imaginiiren Argumentes - kann 
mit Hilfe von Reihenentwicklungen berechnet werden: 

Fur kleine v entwickelt man die beiden Exponentialfunktionen und erMlt 
v 

F(v)={1-~-=-+ 1v.42 - 1.~'3 +··l J(1 + ~2 + t2 + 1'~'3 + .. ')dz 
o 

2 . v3 22 • v5 23 . V 7 
F(v)=V-~+~-1.3.5'7 +... (44,21) 

[ ... J = 1-2vF(v) = 1- 2V2 + (2V2)2 + (2v2)3 + (2v2)4 (44,22) 
1 1'3 1'3'5 1'3'5'7 

Im lim nahert sich also k ~v) fUr a <: 1 immer mehr der reinen Dopplerverteilung 
o 

e- v' an, d. h. wir kommen auf Gl. (43,13 bzw. 14) zuruck. 
Fur grofJe v gibt es eine semikonvergente, asymptotische Entwicklung: 

Durch wiederholte partielle Integration findet man zunachst fUr das unbestimmte 
Integral 

J ez'dz =J-1-detl = L +J-e~dz 
2z 2z 2Z2 

z' ( 1 + 1 ) = e 2Z 22'Z3 +J l' 3 z'd 
~-·e z 22 • Z4 

(44,23) 

Da der Integrand eZ' mit z sehr rasch anwachst, so kann man als untere Grenze 
des Integrals statt z = 0 auch eine nicht zu groBe Zahl > 0 wahlen und dann 
- im Hinblick auf den hinzukommenden Faktor e-v' - den von der unteren 
Grenze herruhrenden Teil von (44,23) vernachlassigen. Man erhalt so 

1 1 1'3 1'3'5 
F (v) = -z;- + 22 v3 + 23-:1jfi + -24.7 + . . . (44,24) 

und 

( 1 1'3 1'3'5 1'3'5'7 ) 
[···J=1-2vF(v)=- 2V2+(2V2)2+ (2V2)3 + (2V2)4 + .... (44,25) 

Da fUr grofJe v auBerdem das erste Glied e-v' der Gl. (44,19) vernachlassigt 
werden kann, so wird also in der 1. Naherung 

k (v) a 
(44,26) 

oder 
2n3/2 e2 1 Y (LlWD)2 ne2 y 

k(v) = me.LlwD· 2Vn' LlWD' ~Llw = me . (W-WO)2' (44,27) 

also genau die reine Diimpfungsverteilung (40,16) ohne das fUr groBe v unwesent~ 
liche (y/2)2 im Nenner. Berucksichtigt man den Dopplereffekt in 2. Naherung 
noch mit, so wird nach (44,25) 

k (v) = n e2
• y {1 ..L 2. ( Ll WD )2 + ... }. (44.28) me (W-WO)2 I 2 w-wo 

Wie man sieht, wird also - trotz des Dopplereffektes - die reine Dampfungs
verteilung (44,27) brauchbar sein bis herunter zu v!"::::! 7; das 2. Glied der {} 

1 Der Faktor e- v' ist in die Definitionsgleichung einbezogen, urn eine gut interpolier
bare Funktion zu erhalten. 
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macht dann 3% aus. Wie R. MINKOWSKI [1013J und W. SCHUTZ [1015J bemerkt 
haben, kann man dies in eleganter Weise beniitzen, urn die direkt kaum erfaB
bare Dampfungskonstante y der Messung zuganglich zu machen (vgl. Rap. 10). 
Dbrigens kann man Gl. (44,28) auch leicht direkt aus (44,5) ableiten, indem man 
in dem Resonanznenner y vernachlassigt, nach 1/v entwickelt und gliedweise 
integriert: 

+00 +00 

ki0_~_a J e-
y2

dy =_a_Je-Y2[1+2L+3(~)2+"']dY 
v 1--ko 2 n 2 ( Y )2 2 n v2 v v 

v ~~ 
-00 -00 

=2l!~ .-;2 [1 + ~ . v~ + .. 1 
Die folgende Tabelle 38 (entnommen aus A. C. MITCHELL und M. ZEMANSKY 

[802J) gibt die Zahlenwerte von F (v) und 1 - 2 v F (v). 
Urn die Handhabung dieses - zunachst etwas garstig erscheinenden -

Formelapparates weiter zu erlautern, berechnen wir den Absorptionskoeffizienten 
pro Oszillatorl (in = 1) fUr eine der N aD-Linien und zwar soIl y ganz durch Strah
lungsdampfung verursacht sein, wahrend der Dopplereffekt einer Temperatur 

v 
Tabelle 38. F(v) = e- v2 jez2 dz und 1-2vF(v). 

0 
Nach A. MITCHELL und M. ZEMANSKY [802J. 

F(v) 1-2vF(v) F(v) 1-2vF(v) 

,0 0,0000 1,0000 6,0 0,08454 -,01451 
,2 ,1948 ,9221 6,2 ,08174 -,01355 
,4 ,3599 ,7121 6,4 ,07912 -,01268 
,6 ,4748 ,4303 6,6 ,07666 -,01190 
,8 ,5321 ,1487 6,8 ,07435 -,01118 

1,0 .5381 -,07616 7,0 ,07218 -,01053 
1,2 ,5073 -,2175 7,2 ,07013 --,009938 
1,4 ,4565 -,2782 7,4 ,06820 -,009393 
1,6 ,3999 -,2797 7,6 ,06637 --,008892 
1,8 ,3468 -,2485 7,8 ,06464 -,008429 
2,0 ,3013 -,2052 8,0 ,06300 -,008000 
2,2 ,2645 -,1638 8,2 ,06144 --,007608 
2,4 ,2353 -,1295 8,4 ,05995 -,007242 
2,6 ,2122 -,1033 8,6 ,05854 -,006902 
2,8 ,1936 -,08389 8,8 ,05719 --,006586 
3,0 ,1783 -,06962 9,0 ,05591 -,006290 
3,2 ,1655 ---,05896 9,2 ,05467 -,006014 
3,4 ,1545 -,05076 9,4 ,05350 -,005757 
3,6 ,1450 -,04430 9,6 ,05237 -,005516 
3,8 ,1367 -,03908 9,8 ,05129 ---,005290 
4,0 ,1293 -,03480 10,0 ,05025 --,005076 
4,2 ,1228 -,03119 10,2 ,04926 -,004877 
4,4 ,1168 -,02815 10,4 ,04830 -,004688 
4,6 ,1115 -,02554 10,6 ,04738 -,004511 
4,8 ,1066 -,02336 10,8 ,04650 --,004344 
5,0 ,1021 -,02134 11,0 ,04564 -,004183 
5,2 ,09804 -,01963 11,2 ,04482 -,004035 
5,4 ,09427 -,01812 11,4 ,04403 -,003893 
5,6 ,09078 -,01678 11,6 ,04327 -,003757 
5,8 ,08755 -,01558 11,8 ,04253 --,003630 

12,0 ,04181 -,003510 

1 Wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, ist fur die NaD-Linien die Zahl der 
Oszillatoren = "!. bzw. 1/3 der Zahl der Atome zu setzen, wahrend y genau den klassischen 
Wert behalt. 

11* 
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T = 57000 K entspreche. Da man in der praktischen Spektroskopie ohnedies 
lieber mit WellenHi.ngen als mit Kreisfrequenzen rechnet, wollen wir dies von 
Anfang an tun. 

Der Dopplerbreite 1 L1 WD entspricht nach Abschn.43 ein 

L1A =~ ,/2RT = 5893 1/ 2 '8,315'107 '5700 A 
D c V fl, 3 . 1010 V 23,0 

(44,30) 

L1 AD = 0,0398 A. 
Der Dampfungsbreite y entspricht nach (41,3) ein in der klassischen Theorie 

von A unabhangiges 
L1 AN = 1,18 '10-4 A. (44,31) 

Es wird somit nach (44,7) 
Ll)w 

a = Ll AD = 2,96 '10-3 (dimensionslos!) (44,32) 

also, wie zu erwarten war, -< 1 und nach (44,7) 

0 0.1 0.2 0.3 0,11 0. 

0 
~oPP/erifekf 

2 

[\ \ 

'I 
'-, 

~ --- ..J!i!.mpfung 
\ 
\ -

6 \ 
\ 

8 
\ 

o 

1 1 

12<:;: 
~ 

13§. 
~ 

1/1"3 

15~ 

"" 

Ao-A LlAinA 
v=--=--~ 

Ll AD 0,03985 • 
(44,33) 

Die Konstante ko wird nach (44,9) - vgl. 
auch (43,14) - bezogen auf 1 Oszillator: 

2 n3/2 e2 vn e2 A2 k = =_._0 (4434) ° m c . Ll (J)D m c2 Ll AD ' 

15 ~ ,l-
f' vn'4,n2'1O-20 58932 '10-8 I 

: ~ ko = 9,0' 10-28 • 9' 1020 • 0,03985 • = (44,3 5) 
19 = 4,34 '10-12 C.G.S.-Emh. 

2 v: lto':"'" 8 10 In Fig. 58 haben wir fUr unser Beispiel 
Fig. 58. DoppJereffekt und StrahJungsdiimpfung log kjko nach Tabelle 38 als Funktion 

fur die NaD-Linien (J. 5893) bei T= 5700°. von L1 A. aufgetragen. Daneben sind (ge-
strichelt) noch die reine Dopplerver

teilung e- v' und die reine Strahlungsdampfungsverteilung (44,26) von k in 
denselben Einheiten aufgetragen. 

Wie M. MINNAERT und G. F. W. MULDERS [815] bemerkt haben (vgl. auch 
A. PANNEKOEK [816J, Fig. 1), erhalt man schon eine gute Darstellung von 
k(v)jko, wenn man die Dopplereffekt- und Dampfungskurve in der aus Fig. 58 
ersichtlichen Weise einfach aneinandersetzt. 

Sodann nachtraglich noch einige Bemerkungen zur Literatur unseres 
Problems: 

Die Verbreiterung von Spektrallinien durch die gemeinsame Wirkung von 
Dopplereffekt und Dampfung ist wohl zuerst (1912) untersucht worden von 
W. VOIGT [821J. 

Er findet - in unserer Bezeichnungsweise geschrieben --
00 

kk(V) = ~ J y e- y' arc tg ( / )2 ~y 2 2 d y . 
o n a 2 v-y 

(44,36) 
o 

Nach Hi.ngeren Umrechnungen (vgl. MITCHELL U. ZEMANSKY, [802] S.320) erweist 
sich diese Formel als identisch mit (44,8). Die in (44,14) enthaltene Darstellung 
von k (v)jko geht zuriick auf eine Untersuchung von F. REICHE [817]. Unsere 

1 Nickt Halbwertsbreite! 
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weiteren Entwicklungen schlieBen sich vorzugsweise an das mehrfach erwahnte 
Buch von MITCHELL u. ZEMANSKY [802] an (vgl. auch M. BORN [801 J). Auf die 
Anwendung der theoretischen Entwicklungen in den Untersuchungen von 
MINKOWSKI und SCHUTZ werden wir, wie gesagt, in Rap. 10 eingehen. Mit 
der Darstellung von MITCHELL und ZEMANSKY im wesentlichen identisch, aber 
nicht ganz so elegant, ist die fruhere Arbeit von V. D. HELD [808]. Dber die 
Berechnung1 der F(v)-Funktion (44,20) vgl. W. L. MILLER und A. R. GORDON 
[813J mit weiteren Formeln und ausfUhrlichen Tabellen von v = 0 bis 12. Endlich 
geben wir, urn dem Leser das Zurechtfinden in der babylonischen Zeichen
verwirrung der Literatur zu erleichtern, noch eine Zusammenstellung der Be
zeichnungsweisen der wichtigsten Arbeiten: 

Unsere Bezeichnungen 

Abstand von de~ Linienmitte I 
W -Wo - Llw 

Dopplereffekt: LI WD 

Llw 
v bzw. Y= --

LI WD 

Dampfung: y 

a=-Y
AWD 

flo 

b 

v bzw. y 

W' 

Y a=---
LlwD 

MITCHELL-ZEMAN SKY 

2 11: <5 = 2 11: (v - vol 
AVD 

211:' ----=-
2 vin 2 

(). 2 V1n. 2 
W bzw. y =. J -

VD 

211: L1 VN 

LlVN ,/---
2 a = --- . 2 V In 2 

L1 vD 

(NB! Das a von M u. Z ist 
gieich dem a/2 der 
anderen Autoren). 

Nunmehr wenden wir uns der schon in Abschn. 40 angeschnittenen Frage zu, 
welche Energie insgesamt durch eine Spektrallinie aus einem kontinuierlichen 
Spektrum heraus absorbiert - oder gestreut wird. Solange man sich auf den 
Grenzfall "unendlich dunner Schichten" beschrankt, d. h. auf Schichten, deren 
optische Dicke fur aUe Frequenzen <: 1 ist, bleiben die Gl. (40,21 u. 22) un
verandert gultig. Denn hierbei absorbiert sozusagen jeder Oszillator fur sich; 
die Verschiebung seiner Frequenz durch Dopplereffekt usw. ist ohne EinfluB. 

Wesentlich komplizierter werden die Verhaltnisse, wenn wir zu Schichten 
ubergehen, die nicht mehr fur alle Frequenzen als optisch dunn betrachtet 
werden durfen. Dieser Fall ist zuerst von R. LADENBURG und F. REICHE [809J 
fur reine Dampfungsverbreiterung, dann von R. LADENBURG [810J fUr reine 
Dopplerverbreiterung und endlich von W. SCHUTZ [820J und v. D. HELD [808J 
auch fUr das Dbergangsgebiet behandelt worden. Wir beschranken uns hier 
wieder auf den astrophysikalisch allein interessierenden Fall a = y/LJ WD« 1 
(Dampfungsbreite <: Dopplerbreite). 

Es sei wie in Abschn. 40 9C die Zahl der Oszillatoren pro cm3 , l die Lange 
der absorbierenden Schicht und k der Absorptionskoeffizient pro Oszillator, 
also k . 9C pro em. Ferner bezeichnen wir die - im Bereich der Linie konstante-
Intensitat des einfallenden Lichtes mit Iv,o; nach Verlassen des Absorptions
rohres sei sie Iv. Dann definieren wir die Gesamtabsorption Aw durch die Be
ziehung (das Integral ist uber die Linie zu erstrecken): 

Aw =flv,~ - Iv_ dw =j{1- e-k(wH'll} dw, (44,37) 
V,o 

1 Die unabhangig davon von v. D. HELD [808J berechneten Tabellen weisen gegen 
diese gelegentlich Abweichungen von 1-2 % auf, was aber praktisch belanglos ist. 
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d. h. die in der Linie absorbierte Energie ist gleich der in einem Frequenzbereich 
LI w = Aw des ursprunglichen (oder benachbarten) Spektrums enthaltenen 
Energie. Statt auf die Skala der Kreisfrequenzen kann man die Gesamtabsorp
tion ebensogut auf die der Frequenzen oder WellenHingen beziehen und erhalt so 

1 P 
A. = -Aw und A" = --Aw. (44,38) 

2n 2nc 

Urn die Verhaltnisse besser uberblicken zu k6nnen, knupfen wir an das Beispiel 
der Fig. 58 an und uberlegen zunachst qualitativ, wie die Gesamtabsorption Aw 
mit der Zahl W· I der Oszillatoren in einer durchstrahlten Saule von 1 cm2 

Querschnitt anwachst. 
Bis W I-<: 1010 ist die optische Dicke in der Linienmitte k (0) . W I-<: 0,05 <: 1, 

d. h. bis zu dieser Machtigkeit der absorbierenden Schicht gilt Gl. (40,21) oder 
Aw ,..... W I mit genugender Genauigkeit. Wachst WI so, daB k (0) . WI:> 1 wird, 
so wird die Linienmitte ganzlich dunkel; die Rander oder - wie man sagt -
die Flugel der Linie werden aber zunachst noch durch den Dopplereffektteil 
der k(v)-Kurve bestimmt. Da die e-v'-Funktion sehr rasch abfallt, wird auch 
die Linie ziemlich scharf begrenzt erscheinen. Die Gesamtabsorption wachst 
zunachst sehr langsam mit WI; aus dem kontinuierlichen Spektrum wird eben 
ein Streifen der Breite ,..... 4 L1 Wn herausabsorbiert. Erst wenn Wl gleich 1015 

bis 1016 wird, erreicht die optische Dicke auch in den durch Strahlungsdampfung 
bestimmten Teilen der k(v)-Kurve merkliche Werte. Da k(v) mit wachsendem 
Abstand von der Linienmitte nur noch wie 1/v2, d. h. sehr langsam abnimmt, 
so bekommt nun die Linie ausgedehnte Flugel und die Gesamtabsorption wachst 
wieder rascher mit WI. Da weiterhin die Linienmitte ohnedies v611ig dunkel ist, 
so k6nnen wir durchweg mit der reinen Dampfungsverteilung von k rechnen. 

Die optische Dicke geht dann ,..... 9C Y2' ~. Vergleichen wir also die Absorptions-
v 

linien fUr zwei verschiedene Wl, so erhalten wir jeweils die gleiche Intensitat 
in einem Abstand v bzw. LI A von der Linienmitte, der f'"o.J -VW y ·l ist. Fur W l> 1016 

wachst also die Breite der Linie bei jeder Intensitat 1./1.,0 proportional,/WY'l; 
ihre Form bleibt dieselbe. Die Gesamtabsorption wird daher schlieBlich eben-
falls vW y . l anwachsen. 

Da das Integral (44,37) im allgemeinen nur auf rein numerischem Weg 
ausgewertet werden kann, so fUhren wir die Berechnung der Gesamtabsorption 
zunachst fUr die analytisch zuganglichen Grenzfalle aus. 

1. Reine Dopplerverbreiterung. lim a = -l- --+ O. 
LlWn 

Diese Formeln gelten auch bei Vorhandensein von Dampfung fUr hinreichend 
kleine Wl (sicher fUr Aw < L1 Wn, fUr kleine a noch etwas weiter). 

N ach (44,19) ist zunachst 
k(v) =ko'e- v' 

und nach (44,37) unter Berucksichtigung der Symmetrie der Linie 
00 

~- = J 11- e-ko~tl.e-'2} dv. 
2 L1 wn l 

(44,39) 

o 
Nach R. LADENBURG [810J setzen wir zur Abkurzung 

ko' Wl = C (44,40) 

und entwickeln die Exponentialfunktion: 
00 

Aw = J {C C V2 - -'- C2 e- 2V' + -'- C3 e- 3v' - ... } dv. 2LfWl) 2 I 3 ! 
(44,41) 

o 
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Wir erhalten so die fUr C < 3 brauchbare Reihenentwicklung 

Am yn { C C2 C3 ••• 1 
2Ll WD = -2- C 1 - 21 vi + 31 V3 - 41 V4 + 1" (44,42) 

Fur kleine optische Dicken, d. h. C <. 1 kommen wir auf das alte Grenzgesetz 
(40,21) zuruck: _ 23/:2 e2 ~ 

A = ,In· C· L1 OJD = --' IJU. (44,43) 
w Y me 

Hat • man optisch dicke Schichten, also C> 1, so setzt man III (44,39) 
In C = ex2 und schreibt die Gleichung in der Form 

00 

-4- = J {1_e- e<x'-V'}dv. 
2LJ WD 

(44,44) 
o 

Der Integrand ist fUr ° < v < ex praktisch gleich 1 und sinkt dann sehr rasch auf 
CJ. 

Null. Das Integral ist also in 1. Naherung gleich J1' dv = IX. Entwickelt man 
o 

in der Umgebung von v = IX, so erhalt man eine von W. BARTKY (angegeben bei 
O. STRUVE und C.T. ELVEY [818J, G1.6) gefundene asymptotische Darstellung: 

~ = ,I In C {1 + ~886 __ o,~~_ + ... } . 
2 Ll WD V In C (In C)2 

(44,45) 

Fur mittlere C integriert man numerisch; vgl. R. LADENBURG [810]. 
2. Reine Dampfungsverbreiterung. Diese Formeln gelten fUr grope 911. Der 

Absorptionskoeffizient wird nach (44,29) 

k(v)=~a_'9c (44,46) 
2 V3/:' v2 

und somit nach (44,37) 
00 

Urn die Integration 

A", = J {1-e- :V~~:, JdV. 
i-j WD 

o 
auszufUhren, setzen wir 

(44,47) 

(44,48) 

und ersetzen das kontinuierliche Spektrum mit konstanter Intensitat aus Kon
vergenzgrunden durch eine Fehlerkurve e- q'z', wobei wir nachher mit q -+ 0 
gehen. Dann wird 00 

2-~-:D = -V~~~~( j' {e- q';' - e-q'z'- .1'}dZ. (44,49) 

o 

Nach quadratischer 

uber e - (qZ-+)' mit 
zunachst 

Erganzung des 2. Exponenten kann man das Integral 

genugender Genauigkeitl = vn setzen und erhalt so 
2q 

Am 1 /k~-a IJII V3/: [ -2 
2 LfwD- = V -2Vn . 2q 1-e q]. (44,50) 

Geht man nun mit q -+ 0, so wird 

2~:D- = -V~i~~o ~-9~ I =,- -V~2n~a-~ (44,51) 

1 Man erkennt dies sofort, wenn man den Integranden aufzeichnet. 
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oder 11 4'T&2e~ A = --·my·l. ru me (44,52) 

In dem durch Dopplereffekt und Dampfung bestimmten Bereich der Linien
breiten, wo man also fur k (v) die vollstandige Gl. (44,19) benutzen muB, kann Aw 
nur mit Hilfe numerischer Integration berechnet werden. 

Die folgende Fig. 59 gibt nach v. D. HELD [BOBJ eine graphische Darstellung 
von Aru als Funktion von WI. Der linke Teil der Kurven ist nach (44,43) berechnet, 
der reehte naeh (44,52); dieZwisehenwerte sind- wie gesagt -auf numerisehem 
Wege gewonnen. Fur a = 0 sind noeh Gl. (44,42 u. 45) anwendbar. 
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Fig. 59. Gesamtabsorption als Funktion der Anzahl In· I absorbierender Oszillatoren pro 1 cm'-Saule nach v. n. HELD 
Aw AJt .. . !Ill Dampfungskonstante y 

[808]. Ordinaten: 2 LI Wn = 2 LI AlJ (Ioganthtnlsch). Abszlssen: log LI w/)· a = Dopplerbreite LI w/) 

Ais Abszisse ist aufgetragen log A>Jll -, als Ordinate ~w = ~\ in loga-
LlWD 2LlWD 2LlAD 

rithmisehem MaBstab. Man erkennt wieder sehr schon, wie fUr kleine WI die Ge
samtabsorption dureh WI allein bestimmt ist (LlWD kommt in beiden Skalen in 
derselben Weise vor). Fur mittlere WI wird Aw bzw. AA in 1. Linie durch den 
Dopplereffekt bestimmt; es ist Aw etwa gleieh 3 bis 5 X LI WD; WI und die 
Dampfungskonstante sind von untergeordneter Bedeutung. Fur groBe WI ist 
Aw""" -Va· WI; hier ist der Dopplereffekt wieder belanglos, dagegen die Damp
fungskonstante y von aussehlaggebender Wiehtigkeit. 

Urn die Handhabung der Figur zu erlautern, wollen wir - im AnschluB 
an unser fruheres Beispiel von Fig. 5B - bereehnen, welche Gesamtabsorption 
(wieder bei T = 57000 ) eine Sehicht von WI = 1015 NaD-Oszillatoren gibt. 
Nach Abschn. 43 ist zunachst 

(44,53) 
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911 also log -A- = 4,664. In Gl. (44,32) fanden wir a = 2,96· 10-3 . Aus der 
LJ roD 

V. D. RELDSchen Figur lesen wir nun ab ~'" = 1! = 4.4 oder nach (44,53) 
2LJ roD 2LJI\D 

bzw. (44,30) 
A",=1,91 ·1011 sek-1 bzw. AA=0,351 A. (44,54) 

AuBerdem entnehmen wir der Figur, daB wir uns im Dbergangsgebiet zwischen 
"Dopplereffekt" und "Strahlungsdampfung" befinden. Das heiBt fUr das 
Resultat (44,54) sind sowohl die angenommene Dopplerbreite, wie die Dampfungs
konstante wesentlich. Erst bei einem etwa 10mal groBeren Int waren wir im 
Gebiet reiner Dampfungsverbreiterung. 

IX. Kapitel. 

Physikalische Grundlagen der Theorie der 
FRAUNHOFER-Linien. 2. Tei1: Quantentheorie. 

45. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten A nm , B mn , Rnm 
(EINSTEIN). Mittlere Lebensdauer angeregter Zustande. 

Oszillatorenstarken. 
1m Rahmen der extremen Quantentheorie der Strahlung laBt sieh deren 

Wechselwirkung mit der Materie nach A. EINSTEIN [908J durch folgende Uber
gangsprozesse (Quantenspriinge) und Ubergangswahrscheinlichkeiten beschreiben: 

J. Spontane Emission. Befin- Energie slolisl. 8ewiehf Anzohl 
det sich das Atom in dem ange- m -....----r-~- Em !1m #m 
regten Zustand m (wir schreiben t 
kurz ein Symbol fUr samtliche <:: .~ I 

.~ ~ l:: 
Quantenzahlen), so zeigt es die .~ ~ .~ ~ ~:i' ~ 
Tendenz, unter Emission eines <!5 ~ ~~ ~ ""'~ l,.J 

Lichtquantes der Energie 1 ~ ~ ~ ""~ ~ J ~ 
~ ~ ~ 

hVnm = jEm-Enj (45,1) ~ ~ ~ 

spontan in den "tieferen" (energie- n _...L.._--I_--1_ En 
armeren) Zustand n uberzugehen. 
Raben wir zu einem bestimmten lui.; Alom: qg 
Zeitpunkt N m Atome im Zustand m, 
so machen wir mit EINSTEIN fill die 
A nzahl dieser Ubergange pro sek in 

Fig.60. Obergange und Obergangswahrscheinlichkeiten. 

Analogie zum RUTHERFoRDschen Zerfallsgesetz der Radioaktivitat den Ansatz 2 : 

Anm· N m. (45,2) 
Die pro sek emittierte Energie erhalt man durch Multiplikation mit der Energie 
pro Quant, also hvnm. 

2. Absorption. Die Zahl der Absorptionsprozesse n ~ m pro sek ist sieher 
proportional der Zahl N n der Atome im Ausgangszustand n und der Diehte u. 
der absorbierten Strahlung der Frequenz vmn. Wir mussen dabei fordern, daB Uv 

1 Urn Vorzeichenschwierigkeiten zu vermeiden, rechnen wir absorbierte und emittierte 
Frequenzen als positive GraBen. 

2 Hier und im folgenden schreiben wir die Indizes stets in der Folge: Endzustand, 
Anjangszustand in tJbereinstimmung mit dem Handbuchartikel von H. BETHE [903J, 
auf den wir verschiedentlich zuruckgreifen werden. 
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in dem Frequenzbereich der Linie nicht merklich variiert, sonst verliert das 
Rechnen mit den EINSTEINschen Ubergangswahrscheinlichkeiten - wie wir 
sehen werden - iiberhaupt seinen Sinn. Wir setzen also die Zahl der Absorptions
iibergange n -+ m pro sek gleich 

Bmn· Nn · u.. (45,3) 
3. Induzierte oder erzwungene Emission. Nach der klassischen Theorie 

entzieht ein Atom bzw. Oszillator dem Strahlungsfeld nicht nur Energie, sondem 
wird selbst zum Mitschwingen angeregt und strahlt daher in der Absorptions
frequenz. Als quantentheoretisches Analogon zu diesem Vorgang betrachtet 
EINSTEIN die sog. erzwungene Emission. Durch ein Lichtquant der Frequenz 
'V = 'IInm wird ein Atom in dem angeregten Zustand m veranlaBt, ein dem an
kommenden hinsichtlich Frequenz und Richtungl genau gleiches Lichtquant 
zu emittieren. Die Zahl dieser Prozesse pro sek schreiben wir 

(45.4) 
Nach MILNE beziehen manche Autoren die trbergangswahrscheinlichkeiten Bmn und Bnm 

auf die Strahlungsintensitat Iv statt auf die Strahlungsdichte uv. 1m isotropen Strahlungs-
. 4n 4n 

feld 1St nach (3,7) Uv = - I v' also BMiine = - BEinstein. Wir gebrauchen durchweg 
c c 

die urspriinglichen Definitionen. 

Wir betrachten nun mit EINSTEIN [908] den Zustand thermodynamischen 
Gleichgewichtes: 

Dann ist die Zahl der Ubergange m~n pro sek offenbar gleich der der 
Quantenspriinge n ~ m, also 

(Anm+ Bnm·u.)Nm= Bmn·u •. N n. (45,5) 

Das Verhaltnis der Atomzahlen N m und N n ist im thermischen Gleichgewicht 
bei der Temperatur T nach der BOLTZMANNschen Formel (21,10) 

Em-E" hv 
N m = gm e--kT- = gm . e -liT. (45,6) 
N n gn gn 

Dabei sind gm und gn die statistischen Gewichte (Vielfachkeit) der betreffenden 
Zustande und Em - En = h'll ihre Energiedifferenz (in Abschn. 21 als Xr, s 
bezeichnet) . 

Durch Einsetzen in (45,5) erhalt man fiir die Dichte u. der Hohlraumstrahlung 
bei der Temperatur T 

Anm ( ) u. = -- -----"-h.-~-- 45,7 
g ---

--"-- Bmn· e k T - Bnm gm 
Dieser Ausdruck muB - urn den AnschluB an die klassische Theorie zu ermog-

lichen, fUr :; <: 1 in die RAYLEIGH-]EANssche Strahlungsformel (6,24) uber

gehen; d. h. es ist: 
u = Anm __ -+ ~-~. k T. (45,8) 

• ( gn ) gn h V [3 -Bmn-Bnm + --~ Bmn' -k T gm gm 
Durch Vergleich der beiden Ausdrucke erhalten wir die wichtigen Beziehungen 
zwischen den drei Ubergangswahrscheinlichkeiten 

(45,9) 

1 Letzteres begriindet EINSTEIN durch Betrachtung der Impulsiibertragung (pro Quant 
hv/c) zwischen Strahlung und Materie. 



IX.45. Lebensdauer angeregter Zustande. 171 

und 
I Anm = .snhv3 

• Enm= Sn~.l".". Em . I 
I c3 c3 gm n 
----_.,--

(45,10) 

Wiirde man - rationeller - die E auf die Zahl der Atome pro Quantenzelle Nnjgn 
bzw. Nm/gm beziehen, so ware stets Enm = Emn. Die Unsymmetrie der Formeln 
ist also nur formaler N atur. 

Setzt man (45,9u.10) in (45,7) ein, so erhalt man wieder - nun mit strengerer 
Begriindung - die PLANcKsche Strahlungsformel (7,28) 

Snhv3 

U. = -c-3--' --;h-.--

e"Fr -1 

Wir beniitzen die EINsTEINschen Ansatze zunachst, urn die zeitliche Anderung 
der Anzahl N m der Atome in einem angeregten Zustand m zu berechnen. Da 
nach (45,2) die Emission pro sek N m proportional ist, erhalten wir so das zeitliche 
Abklingen des Leuchtens angeregter Atome (idealisierter WIENscher Kanalstrahl
versuch!). Beim Fehlen eines auBeren Strahlungsfeldes gilt nach (45,2) das 
"ZerfaIlsgesetz" : 

~l\T",- - _ N . ~ A 
dt - m ~ nm, (45,11) 

" 
wobei die Summation iiber aIle "unter" m liegenden Zustande zu erstrecken ist. 
Die Integration ergibt fUr die zeitliche Abnahme der N m und damit der Intensitat 
aller von m aus emittierten Spektrallinien 

(45,12) 
wo 

(45,13) 

die reziproke Abklingzeit (t = T m gibt Abnahme der N m auf den e-ten Teil) 
bedeutet. Gleichzeitig ist T m gleich der mittleren Lebensdauer t des Zustandes m: 
Die Wahrscheinlichkeit einer Lebensdauer zwischen t und t + dt ist nach (45,12) 
gleich e-y",t . Ym dt, also 00 

t = it. e-y",t. ym' dt = T m q. e. d. (45,14) 
o 

1st ein hinreichend starkes Strahlungsfeld der Frequenz v vorhanden,. so miissen1 

selbstverstandlich auch die E-Prozesse bei der Berechnung der Abklingkonstante 
Ym beriicksichtigt werden. Bezeichnen wir die unterhalb m liegenden Atom
zustande (Terme) mit Indizes n, die oberhalb liegenden mit n', so geht nach 
(45,2-5) die Gl. (45,13) iiber in 

Ym = 2.,' An". + }; Enm' u (vn ... ) + }; En'm' u (Vn'm) . 
n n n' 
~ ----~-----

Spontane Erzwungene 
Emission Emission m -+ n 
m-+n 

Absorption 
m---+n' 

(45,15) 

Befindet sich das angeregte Atom in einem Hohlraumstrahlungsfeld der Tem
peratur T, so kann man u. nach der PLANcKschen Formel berechnen und erhalt 
mit Hilfe der Beziehungen (45,9 u. 10) zwischen den Dbergangswahrschein
lichkeiten (die 3 Glieder in der obigen Reihenfolge geschrieben) 

1 M. MINNAERT und G. F. W. MULDERS [S15]. 
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(45,16) 

oder 

(45,17) 

wobei in der vorderen Summe unter v das jeweilige I Vnm i, in der hinteren das 
I Vn' m I zu verstehen ist. Die durch das Strahlungs~~ld verursachten Zusatzglieder 
sind nur wesentlich, wenn fUr hinreichend starke Ubergange m -?>- n bzw. n' -?>- m 

das~?= 1~~ < 1 ist, d. h., wenn diese im RAYLEIGH-]EANsschen Bereich der 

Energieverteilungskurve liegen (vgl. Abschn. 7). 
Nunmehr wollen wir fur den AbsorptionsprozefJ die Verbindung herstellen 

zwischen der quantentheoretischen Beschreibung mit Hilfe der Dbergangs
wahrscheinlichkeitcn und der gewohnten Beschreibung mit Hilfe des Absorp
tionskoeffizienten kv (em-I): 

Nach Gl. (3,2) wird pro sek und cm3 aus einem Strahlenbuschel mit der 
lntensitat Iv und dem Offnungswinkel dO) die Energie kv' Iv dv dO) absorbiert. 
lntegriert man uber dO) - die Strahlung sei wieder isotrop - und beruck
sichtigt, daB 4n Iv = C • Uv ist, so erhalt man fUr die in der betreffenden Spektral
linie absorbierte Energie pro sek und cm3 

c,uvJkvdv. (45,18) 

Andererseits gibt die Quantentheorie, wenn wir die erzwungenen Dbergange 
vorerst vernachlassigen, nach (45,3) fUr dieselbe GroBe den Ausdruck 

Bmn' hv' N n · uv, (45,19) 

wo Nn wieder die Anzahl der Atome im Ausgangszustand des Absorptions
prozesses n -?>- m pro cm3 bedeutet. 

Durch Vergleich von (45,18 u. 19) findet man die von eHR. FDcHTBAUER [911J 
und R. LADENBURG [919J entdeckte Relation: 

! J h Y-------I 
I kvdv=-c-·Bmn·Nn·1 (45,20) 

1st die Anzahl (pro cm3) der Atome im Zustand m von derselben GroBenordnung 
wie die im Zustand n (starke Anregung; groBe Strahlungsdichte), so muS man 
die erzwungene Emission berucksichtigen1. ]eder solche ProzeS erzeugt ein 
Extraquant in der Richtung des einfallenden und ist daher als negative Absorption 
zu buchen. Das heiSt das Bmn' N n in (45,19 u. 20) ist zu verringern urn Bnm' N n 
und wir erhalten nach (45,9) 

Jk~dv= heY .Bmn.Nn(1-i:~~~-)' (45,21) 

1m FaIle thermischen Gleichgewichtes wird nach der BOLTzMANNschen Formel 
vollends ( J ' hy -:i-) kvdv=-c-Bmn·Nn· 1-e " (45,22) 

Die erzwungene Emission ist - wie zu erwarten - nur im RAYLEIGH-]EANS
Gebiet von Bedeutung. Die ganz gleichartigen Verhaltnisse in der Theorie des 

1 Den so definierten Absorptionskoeffizienten bezeichnen wir wie in Abschn. 33 mit k~. 
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kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten haben wir schon im Abschn. 33 
besprochen. 

Urn die Verbindung zwischen den klassischen Rechnungen des vorhergehenden 
Kapitels und der Quantentheorie anzubahnen, vergleichen wir nach R. LADEN
BURG [919] die "quantentheoretische" Gesamtabsorption (45,20) mit dem 
entsprechenden klassischen Ausdruck (40,21): 

I 
~ . Bm n • N n ( Quantentheorie) 1 

fk7 dv= C 2 

~. 91 (klassische Elektronentheorie). mc . 

(45,23) 

Die Anzahl klassischer Oszillatoren, die die Absorptionswirkung eines Atoms 
im Zustand n ersetzen, bezeichnen wir als die Oszillatorenstiirke Imn fUr den 
Obergang n _ m. Es ist also per definitionem 

und nach (45,23) 
m·hv 

Imn = --2' Bmn. 
1/:8 

Mit Hilfe von (45,10) wird entsprechend 

I 1m" = ~-'Anm' 8;;:V2 = -~,~, 

(45,24) 

(45,25) 

(45,26) 

81/:2 82 v2 
wo nach (41,1) Yld = 3 die klassische Dampfungskonstante (reziproke Ab-

3mc 
klingzeit) eines Oszillators der Frequenz v bedeutet. Entsprechend der Ab
sorptions-Oszillatorenstiirke Imn definieren wir zweckmaBig in Analogie zu der 

bekannten Relation Bnm = ~ . Bmn noch die Emissions-Oszillatorenstiirke 
Cm 

Inm = - k. 1m .. =C~ - Anm . (45,27) 
Cm 3 ykl 

Wie wir sehen werden, kann man die ganzen in Kap.8 entwickelten Formeln 
der klassischen Theorie in die Quantentheorie ubernehmen, indem man einfach 
nach (45,24) 91 durch die Zahl der "Ersatzoszillatoren" 91m .. = N .. · 1m .. ersetzt 
und fUr die Dampfungskonstante y den im nachsten Abschnitt zu berechnenden 
quantentheoretischen Wert einsetzt. 

Ehe wir uns jedoch der Quantentheorie der Strahlungsdampfung zuwenden, 
sol1en noch einige erganzende Bemerkungen tiber Ursprung und Begriindung 
der Ansatze dieses Abschnittes Platz finden: A. EINSTEIN hat 1916/17 [908] 
seine Formeln fur die Wechselwirkung von Strahlung und Materie begrtindet 
durch Analogie zum Zerlallsgesetz der radioaktiven Elemente fUr die Anm und 
zur klassischen Theorie fUr die B"m' Die Forderung, daB im Fane thermischen 
Gleichgewichtes das PLANcKsche Strahlungsgesetz gelten solI, fUhrte auf die 
Verkniipfungsgleichungen zwischen den drei Obergangswahrscheinlichkeiten 
(auch die M6glichkeiten fUr die Wahrscheinlichkeitsansatze selbst werden 
dadurch wesentlich eingeschrankt). Die Betrachtung des Energie- und Impuls
austausches von Strahlung und Materie (MAXwELLsche Geschwindigkeitsver
teilung) und weiterhin der Schwankungserscheinungen des Strahlungsfeldes 
zwingt dann zu der Annahme, daB jedes Quant den Impuls h vic besitzt und daB 
die erzwungenen Emissionsprozesse in der schon besprochenen Weise erfolgen. 

Eine in sich geschlossene Quantentheorie des Strahlungsleldes hat nach Ent
deckung der Quantenmechanik P. A. M. DIRAC 1927 entwickelt. Sie fUhrt in 
v611ig zwanglaufiger Weise auf die EINSTEINschen Ansatze und gibt iiberdies 
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die Grundlage fiir eine vollstandige1 Theorie der Wechselwirkung von Strahlung 
und Materie, insbesondere auch der Strahlungsdampfung (V. WEISSKOPF und 
E. WIGNER, vgl. Abschn.46). Wie W. HEISENBERG [913J 1931 gezeigt hat, 
nimmt die mathematisch ziemlich diffizile Strahlungstheorie DIRACS eine ein
fachere und den anschaulichen Vorstellungen der klassischen Theorie viel besser 
angepaBte Form an, wenn man nicht von der SCHRODINGER-Gleichung im Kon
figurationsraum ausgeht, sondem von der entsprechenden Wellengleichung 
(gequantelte Wellen). 

46. Quantentheorie der Strahlungsdampfung. 
Wie wir im vorhergehenden Abschnitt sahen, hat ein angeregtes Energie

niveau m mit der Energie Em eine mittlere Lebensdauer der GroBe 
1 1 Tm = - = -=-;--I'm 1: A,.m (46,1) 

,. 
nach (45,13). (Falls ein intensives Strahlungsfeld vorhanden ist, ware statt 
dieser Formel (45,17) zu beniitzen.) 

Will man die Energie des Quantenzustandes m bestimmen, so steht also nur 
eine Zeit der GroBenordnung LI t = T m zur Verfiigung. Nach der HEISEN
BERGSchen Ungenauigkeitsrelation kann also Em im giinstigsten FaIle mit einem 
mittleren Fehler LI E gemessen werden, der durch 

LI E . LI t '" :n (46,2) 

bestimmt ist 2• Messen wir die Ungenauigkeit des Termwertes im Kreisfrequenz-
maB, setzen also k 

LIE = _. Llw 
2n ' 

(46,3) 
so wird 

(46,4) 

Wahrend in der klassischen Elektronentheorie die Unscharfe, d. h. die natiirliche 
Breite einer Linie durch deren Abklingzeit bestimmt war, ist in der Quanten
theorie zunachst die Unscharfe eines Energieniveaus durch dessen Abklingzeit 
festgelegt. 

Wie V. WEISSKOPF und E. WIGNER [931J auf Grund der DIRAcschen Strah
lungstheorie gezeigt haben, ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Atom im Zu
stand m mit einer Energie zwischen E und E + dE angetroffen wird, in Dber
einstimmung mit unseren qualitativen Dberlegungen gegeben durch: 

W (E) dE = I'm . 2 dE 2 • (46,5) h ( 2t) (E _ Em)2 + ( Y; ) 
Dabei haben wir angenommen, daB die Anregung des Ausgangszustandes durch 
Licht erfolgt, dessen Intensitat im Frequenzbereich der anregenden Linien 

1 Auf die prinzipiellen Schwierigkeiten dieser Theorie einzugehen, ist hier noch weniger 
am Platze, als eine detaillierte Auseinandersetzung ihrer Grundlagen und Methoden. 

2 In einfacher Weise kann man sich das Zustandekommen der HEISENBERGSchen 
Ungenauigkeitsrelation fiir E und t z. B. klar machen fiir den Fall eines geradlinig-gleich
formig bewegten Partikels. Diesem entspricht nach DE BROGLIE eine ebene Welleder 
Frequenz Elk. Wird aus diesem Wellenzug nun - da fiir die Beobachtung ja nur die Zeit LI t 
zur Verfiigung stehen solI - ein Stiick der "zeitlichen" Liinge LI t herausgeschnitten, so 
ergibt die FOURIER-Analyse dieses abgeschnittenen Wellenzuges eine Frequenzbreite der 

GroBenordnung ~ (ganz analog zur klassischen Theorie der StoBdiimpfung :). Das heiBt 
2n· tJt 

es ist LI (E) '" _1_ . _1_ oder L1 E . LI t '" ~ . 
k 2n Lit 2n 
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konstant ist, oder durch StoBe von Elektronen usw. aller moglicher Geschwindig
keiten, so daB W (E) die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ausgangs
zustandes 1 gibt. Wir sprechen in diesem FaIle von "naturlicher Anregung". 
Die Normierung in (46,5) is~ so gewahlt, daB das jW(E)dE=1 wird. 

Betrachten wir nun den Ubergang des Elektrons von der Energie E in der 
Nahe des Niveaus E ... mit der Unscharfe y ... nach der Energie E' in der Nahe 
des Niveaus n mit der Unscharfe y" unter Emission eines Lichtquantes h'/l = 
E - E' "" Em - E" ! Da die U nscharfen von Anfangs- und Endzustand beide 
direkt beobachtet werden konnen, so sind die entsprechenden Wahrscheinlich
keitsverteilungen voneinander unabhangig. Man kann also gemaB den all
gemeinen Prinzipien der Quantenmechanik die Ubergangswahrscheinlichkeit 
durch Anwendung der Produktregel der klassischen Wahrscheinlichkeits
rechnung 2 erhalten. Die Wahrscheinlichkeit der Emission eines Lichtquantes 

h'/l = E -E' (46,6) 

beim Dbergang zwischen E bis E + dE und E' bis E' + dE' ist also 

W(E) dE· W(E') dE' = Y"'h~'" [c r (d)2t[(' ) ( )2]' (46,7) ~ (E-E",)2+ 1'... . 2n (E'-E,,)?+ 1'" 
. h 2 h 2 

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ] ('/I) d'/l fUr die Emission (oder die entsprechende 
Absorption) eines Quants im Frequenzbereich '/I bis '/I + d'/l erhalten wir vollends 
durch Integration tiber dE (dE' ist nach (46,6) vorher gleich h· d'/l zu setzen): 

(46,9) 

1 Falls diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, hat es, wie V. WEISSKOPF [934J gezeigt hat, 
iiberhaupt keinen Sinn mehr, von angeregten Zustanden in dem iiblichen Sinne zu sprechen. 
Dber die quantentheoretische Behandlung solcher Verhaltnisse vgl. die angegebene Arbeit. 

• Vgl. W. HEISENBERG [913J, S. 45-47. Diese Tatsache erspart uns, in jedem Einzel
falle auf den schwerfalligen Apparat der DIRACSchen Theorie zuriickgreifen zu miissen. 

3 Schreibt man zur Abkiirzung die beiden Verteilungsfunktionen in der Form 

al dx a2 dx n x2+a~ bzw. n (x-xo).+a~' • '/l,/ 

so gilt ihre Dberlagerung ( .. Faltung") entsprechend (46.8) 
+00 +00 r

£6e~e 

ia, 

Jala. d dx - ala. d J dx 
n2 Xo [x· + ail [(x-xo).+a~J - n. Xo (X+ial)(x-ial)(X-xo+ia.)(x-xo-ia.)· 

-00 -00 

Der Integrationsweg langs der reellen Achse (Fig.61) lal3t sich deformieren 
in je einen positiven Umlauf urn die Singularitaten x = i al bzw. x- Xo = i a •. 
Man erhalt so nach dem Residuensatz 

Fig. 61. Zur 
Auswertung 

der 
Gl. (46,8). 

ala. . { 1 I 1 I } n;- dxo' 2n~ (x+ i al)(x- xo+ ia.)(X-Xo-ia2)x=i: (x- Xo + i a.) (x +ial)(X- i al) x-xo=ia, ' 

oder 
al+a.. dxo 

n x~ + (al + a2)" , 
d. h. die Form der Verteilungsfunktion bleibt erhalten und die Halbwertsbreiten addieren 
sich. 
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Die DIRAcsche Strahlungstheorie fiihrt also - dies ist das grundlegende Ergebnis 
von WEISSKOPF und WIGNER (s. S. 174) - auf genau dieselbe Linienform wie die 
klassische Elektronentheorie 1, nur ist die klassische Diimpfungskonstante Ykl zu 
ersetzen durch die Summe Ym + Yn der quantentheoretischen Diimpfungskonstanten 
(45,13 bzw. 17) des oberen und unteren Termes. 

Weiterhin hatten wir schon im vorhergehenden Abschnitt gezeigt, daB 
bezuglich der Gesamtabsorption die klassische und die Quantentheorie in Dber
einstimmung kommen, wenn man die Zahl der Oszillatoren W in den klassischen 
Formeln ersetzt durch die Zahl der Atome im unteren Quantenzustand Nn mal 
der Oszillatorenstiirke fmn nach (45,25 u. 26). 

11 

Das heifit 'lRJir durfen siimtliche F ormeln des V II I. Kapitels 
(klassische Theorie) ohne weiteres beibehalten, wenn wir ein
fuhren: 

I
· W--+Nm'/mn I 

I Y --+Ym + Yn. I 
(46,10) 

n _~,---,--(Jrllnd-
Fall (1) zusland Bei der Entstehung der FRAuNHoFERschen Linien spielt ~ 

im Gegensatz zu Absorptionsversuchen im Laboratorium -Fig. 62. Quantentheorie 
der Resonanzstreuung. die Reemission 2 eine wesentliche Rolle. Ihre Theorie ist 

gleichfalls von V. WEISSKOPF [931, 934 u. bes. 805] mit 
Hilfe der im vorhergehenden dargestellten Ansatze entwickelt worden. Wir 
mi:ichten die entscheidenden Punkte an Hand einiger astrophysikalisch wichtiger 
Bcispiele darlegen, bezuglich der ziemlich komplizierten allgemeinen Ausdrucke 
dagegen auf WEISSKOPFS Originalarbeit verweisen. 

1. Dbergange zwischen den beiden tiefsten Termen (Fig. 62) eines Atoms; 
Resonanzlinie (z. B. die NaD-Linien 32 5- 32 P,/" 1'/,): 

m 

n 

11 ]J 

a '-v-

Fall (2a) 

, 
]J 

]J v-p' 

Fa//(Zhl 

Falls die Strahlungsdichte nicht zu hoch ist, ist 
der Grundterm vi:illig scharf, d. h. Yn = O. Mono
chromatische Strahlung 3 der Frequenz v ~ Vnm 

muB also - da das Leuchtelektron in das scharfe 
Niveau En zuruckfallt - mit genau derselben Fre
quenz reemittiert werden 4. Der Absorptions- und 

Brund- Emissionskoeffizient ist proportional (46,5). 
zlls/and 2. AuBer dem scharfen Grundterm a mit Ya = 0 

Fig. 63. Natiirliche Linienbreite. seien noch zwei hahere Terme n und m mit den 
Abklingkonstanten Yn und Ym vorhanden (Fig. 63)· Drei Quantenzustande. 

Liegt die eingestrahlte Frequenz 'V in der Nahe von 
'Van, so kommen wir genau auf Fall 1 zuruck. Strahlt man dagegen mit mono
chromatischem Licht einer Frequenz 'V "-''Vam ein, so wird ein Teil der Elektronen 
(Fall a) aus dem angeregten Niveau direkt in den Grundzustand zuruckfallen 
und dabei genau die eingestrahlte Frequenz 'V reemittieren. In den ubrigen 
Fallen (b) wird das Elektron zunachst einen Dbergang nach n ausfiihren. Wie 
man aus Fig. 63 mit Gl. (46,5) abliest, ist die Frequenzverteilung v' ~ 'Vnm dieser 
Emissionsprozesse (auf Eins normiert) gegeben durch 

1 Wegen der tieferen Begriindung dieser Korrespondenz miissen wir auf W. HEISEN

BERG [913J verweisen. 
2 In dem Spezialfal!, daB die reemittierte Frequenz in der Nahe der eingestrahlten 

liegt, spricht man meist von Streuung. 
3 Bekanntlich kann eine endliche Energie nur durch ein Strahlenbiindel endlicher Fre

quenzbreite LI v transportiert werden. Wenn wir hier und im folgenden von monochro
matischer Strahlung sprechen, so sol! stets Llv < die natiirliche Breite der in Frage kommen
den Terme sein. 

4 DaB z. B. bei Na der obere Term doppelt ist, macht offensichtlich nichts aus. Die 
Streuung in den beiden Linien erfolgt unabhangig voneinander. 
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"In d v' (46,11 ) 
4-n~2 7"(l'-a-m---Vn-,-"-,. -"---v--:-+-v'f+ (y~/2)2 , 

wobei z. B. h Vam = I Em - Ea I ist. Die Linienmitte liegt also nicht genau bei 
'V' = Vn m, sondern etwas verschoben bei v - Va n. Die Linienbreite ist durch das 
Niveau n allein bestimmt. An diesen Dbergang schlieBt sich zwangHiufig ein 
solcher mit der Frequenz v-v':::::; Van an, der zum Grundzustand fUhrt. Die 
Haufigkeiten der Prozesse a undb verhalten sich wie die Dbergangswahrschein
lichkeiten Aam zu Anm. 

Bis jetzt haben wir unter 2. nur die Anregung des Atoms durch monochro
matische Strahlung der Frequenz v betrachtet. Nunmehr wollen wir statt dessen 
ein kontinuierliches Spektrum benutzen, so daB die Strahlungsdichte U v bei 
'V :::::; Vma konstant ist. 

Dann ist die Gesamtzahl der Dbergange a -';> m pro sek llnd pro Atom im 
Grundzllstand 

(46,12) 

Die lahl der Reemissionsprozesse m -';> a bzw. m -';> n 

bzw. 
B ·u '--~-l ma v Aam+Anm 

B An". J m a . U v . -Ao-a-",-+-C-=Ac-n- m-

(46,13) 

wird also 

und man erhiilt als Intensitatsverteilung (d. h. lahl 
der Dbergange pro Atom und sek) der Emissions
linie m -';> a 

B Aam 
ma'Uv' A +A 

am nm 

Ym dv (46,14) 

Die Wahrscheinlichkeit fUr die Emission einer Fre
quenz v' '"""'-'Vnm im Anschlu13 an die Absorption eines 
Quan ts v '"""'-' 1'", a ist dagegen 

m 
~T 

n 

a 
(al/(3a) 

v' 

.. 

··F: 
~ 
v' 

. .. 

"naliir/iche" 
Anregllng 

flrllna
fa//(3bl zlIslanti 

Fig. 64. Streuung an angeregten 
Atomen. Nach V. \VEISSKOPF. 

B",a' U v ' AamA:~n-;;; . 4 n2T;':-;"~vjt+T;m/2)2 4i2(Va";- v~:,,--df+v'l+(Yn/2)2' (46,15) 

Dureh Integration iiber v erhalt man sofort die Intensitatsverteilung der Emis
sionslinie bei v' :::::; vnm. 

Wir kommen - selbstverstiindlich - zuruck auf die schon aus Gl. (46,9) 
bekannte Verteilung 

B . U . ~"'-- . ________ (I'n_±_ym)~~ (46,16) 
ma v Aam + Anm 2 ' 2 1 2 

4 n (vn ... - v) + 4" ("In + "1m) 

3. Als allgemeinsten Fall behandeln wir nun (Fig. 64) die Streuung von Licht 
der Frequenz V'"""'-'Vmk an einem angeregten lust and k unter Reemission eines 
Quants v~m' Den lust and k denken wir uns dabei hergestellt durch "naturliche" 
Anregung, d. h. also durch StaBe von Elektronen aller maglichen Geschwindig
keiten oder durch Einstrahlung eines in der Umgebung von Vka (a = Grund
zustand) kontinuierlichen Spektrums. Den gesamten Vorgang dieser "Kaskaden-" 
Absorption und -Emission kann man genau wie in den bisher besprochenen Fallen 
durch Dberlagerung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen des Typs (46,5) 
beschreiben. Wir machten diese schon etwas umstandlichen Rechnungen 
V. WEISSKOPFS [934, 805J hier nicht im Detail wiedergeben, sondern beschranken 
uns auf die Wiedergabe und anschauliche Deutung der Ergebnisse fUr den 

Vnsold, Sternatmospharen. 12 
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astrophysikalisch wichtigsten Fall, daB die eingestrahlte monochromatische 
Frequenz v sich von 1'mk urn mehr als die nattirliche Linienbreite unterscheidet. 

Betrachten wir zunachst die Gesamtwahrscheinlichkeit fUr den Vorgang: 
Absorption k -+ m plus Emission m -+ n, wobei es sich - im Unterschied 

zum vorhergehenden - urn breite Frequenzbereiche handelt, so ist diese nach 
Abschn.45 

B () Anm B () Anm (6 ) mk' U 1'mk • "'A = mk' U 1',.k '--. 4 ,17 
.:.. n'm 1'm 

Die .L An'n! ist dabei tiber alle von m aus moglichen Emissionsprozesse m -+ n' 
zu erstrecken. Die Wahrscheinlichkeit fUr den Teil1 dieser Prozesse, der durch 
Absorption in dem Frequenzbereich v bis 1'+ d1' (d1' <:: nattirliche Linienbreite) 
eingeleitet wird, ist entsprechend (46,9): 

Bmk . U (v) An_tl".. ______ (1'm±l'J<)~ _____ • 

1'm 4:11,2 (v - vkm)2 + : (1'm + 1'k)2 

(46,17') 

Diese Absorptionsprozesse erfolgen in der Hauptsache auf zweierlei Art und 
Weise (Fig. 64) : 

a) Der "Ausgangspunkt" des Absorptionsprozesses mit der Frequenz v liegt 
im Schwerpunkt des Niveaus k. Durch Streuung bei m in einem Abstand 
LI = 1'km-1' vom Termschwerpunkt entsteht eine Emissionslinie der mittleren 
Frequenz v' = v + 1'~m-1'km = vnm -L1, deren Unscharfe durch die Niveaus k 
und n bestimmt ist, da die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei m in dem relativ 
groBen Abstand LI von der Termmitte sich nur langsam andert. 

b) Der Ausgangspunkt der Absorption v liegt im Abstand LI vom Niveau k. 
Dann wird eine Linie der Frequenz v' = 1'nm emittiert, deren Unscharfe nunmehr 
durch die Niveaus m und n bestimmt ist. 

Man sieht weiterhin, daB die relative Haufigkeit der Prozesse 3 a desto 
groBer ist, je breiter das Niveau mist, wahrend die Prozesse 3 b durch groBe 
Breite von k begtinstigt werden. Die Rechnung ergibt nach V. WEISSKOPF [934] 
u. [805], daB ihre H~ufigkeiten sich wie Ym: Yk verhalten. 

Fassen wir diese Uberlegungen formelmaBig zusammen, so erhalten wir die 
Wahrscheinlichkeit der Emission eines Quants v' bis v' + d1", indem wir (46,17) 
multiplizieren mit 

1'm (1'k + 1'n) d v' 

4:11,2 (Vnm - 1")2 + -: (1'", + 1'n)2 

'}'k + '}'m 1 
4:11,2 (v + Vnm - Vkm - 1")2 + 4- (1'k + 1'1$)2 

jk_ . ___ J1'm±_1'nlj~ __ 

+ 1'k +1'", 

(46,18) 

Durch Absorption der Frequenz v werden also in der Niihe von 1'nm zwei Linien 
der Frequenzen v + 1'nm - Vkm bzw. 1'nm erregt, deren Stiirken sich wie Ym: Yk 

verhalten. 
Die in diesem Abschnitt behandelten Untersuchungen V. WEISSKOPFS tiber 

die Quantentheorie der nattirlichen Linienbreite und die Streuung des Lichtes an 
angeregten Atomen bilden - wie schon bemerkt - eine der wichtigsten Grund
lagen fUr die Theorie der FRAUNHOFER-Linien. Ehe wir uns jedoch diesem 
Hauptgegenstand unserer Untersuchung zuwenden konnen, mtissen wir noch 
kurz auf die Quantentheorie der StofJdiimpfung und Druckverbreiterunf{, eingehen 
und vor allem die Methoden der Quantenmechanik zur Berechnung der Ubergangs
wahrscheinlichkeiten und Oszillatorenstiirken kennenlernen. 

1 1m folgenden "zerlegen" wir sozusagen die Wahrscheinlichkeit (46,17) immer weit
gehender. 
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47. Quantentheorie der StoBdampfung und Druckverbreiterung. 
A. StoBdiimpfung. Wenn ein angeregtes Atom einem zweiten Partikel 

(Atom, Molekul, Elektron usw.) hinreichend nahe kommt, so gibt es nach der 
Quantentheorie - W. LENZ [920J - zwei Moglichkeiten der Wechselwirkung 
(im weiteren Sinne): 

1. Das angeregte Atom ubertragt seine Anregungsenergie ohne Strahlungs
emission auf das stoBende Teilchen in Form von Anregungsenergie, kinetischer 
Energie u. dgl. Die Moglichkeit solcher "StofJe 2. Art" haben zuerst O. KLEIN 
und S. ROSSELAND gefordert auf Grund der Uberlegung, daB im Zustande thermo
dynamischen Gleichgewichtes ein zu den gewohnlichen AnregungstoBen (1. Art) 
inverser ProzeB wirksam sein muB. Diese StoBe treten am auffallgsten in Er
scheinung bei den bekannten Versuchen von R. W. WOOD, H. STUART, R. MANN
KOPFF u. a. uber die Ausloschung der Resonanz/luoreszenz von Hg oder Na-Dampf 
durch Fremdgaszusatz: Jeder StoB 2. Art "kostet" ein angeregtes Atom; aus der 
Schwachung der Resonanzfluoreszenz kann man daher - wie das O. STERN 
und M. VOLMER zuerst taten - den Wirkungsquerschnitt fUr diese Prozesse 
abschatzen. Eine Komplikation tritt dabei jedoch dadurch ein, daB durch die 
StoBe auch die Frequenzverteilung des Absorptionskoeffizienten verandert wird. 
Wenn man nicht in optisch dunner Schicht beobachtet, so muB dies bei der 
Auswertung der Messungen berucksichtigt werden. Altere Arbeiten sind daher 
mit Vorsicht zu gebrauchen. Das Problem der Diffusion der Resonanzstrahlung 
zeigt - wie zu erwarten - groBe Ahnlichkeit mit dem der Theorie der FRAUN
HOFER-Linien. Wir konnen darauf aber nicht weiter eingehen, sondern ver
weisen auf die ausgezeichnete Darstellung von A. C. MITCHELL und M. W. 
ZEMANSKY [802]. 

2. Wenn das stoBende Partikel keine Moglichkeit hat, die zur VerfUgung 
stehende Anregungsenergie in seinem Niveauschema groBtenteils unterzu
bringen1, so werden wahrend der Begegnung nur die Frequenzen des strahlenden 
Atoms etwas "verstimmt". Bezeichnen wir die Anderung der ungestorten Kreis
frequenz Wo als Funktion der Zeit t mit LI w, so ist die gesamte Anderung der 
Schwingungsphase durch einen Vorubergang gleich 

J Llw·dt. (47,1) 
StoB 

Eine wesentliche Storung, d. h. einen verbreiternden StoB im Sinne der klassischen 
Theorie der StoBdampfung konnen wir also mit W. LENZ [921] und V. WEISS

KOPF [933, 804J groBenordnungsmaBig definieren durch die Bedingung 

J LI w . dt ?':: 1 . (47,2) 

Die LORENTzsche Theorie der StofJdamp/ung und insbesondere die von ihr ge
/orderte Intensitatsverteilung bleiben giiltig, so/ern man als StofJe 1. die "aus
loschenden StofJe und 2. die dur.ch (47,2) de/inierten PhasenstorungsstofJe beriick
sichtigt. 

In praxi spiel en - namentlich bei Verbreiterung durch Atome - die aus
loschenden StoDe eine untergeordnete Rolle 2. Wir konnen uns daher auf die 
nur verbreiternden StoBe beschranken. Die Aufgabe der Quantenmechanik 
liegt dann lediglich in der Berechnung der Frequenzverschiebung LI w als Funk
tion des Abstandes r zweier Partikel und in der Integration (47,2) uber die 
Flugbahn. 

1 Theorie und Experiment zeigen iibereinstimmend, daB Prozesse mit einem groBen 
UberschuB an Translationsenergie relativ selten sind. 

2 Die Molekiile k6nnen verm6ge ihres komplizierten Termspektrums einen vorgegebenen 
Betrag an Anregungsenergie leichter aufnehmen. 

12* 
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V. WEISSKOPF [934,804] hat diese Rechnung ausgefUhrt fUr den StoB zweier 
gleichartiger Atome und fUr den StoB des angeregten Atoms mit andersartigen 
Atomen und Molekiilen. 1m ersten Fall geht LI w ,...., 1jr 3 im zweiten ,...., 1jr6 
(v. D. WAALs-Krafte!). ZahlenmaBig ergibt sich z. B. fUr StoBe Na-Na ein 
Wirkungsradius von """35 A; fUr Na-He dagegen nur ,....,5 A in groBenordnungs
maBiger Dbereinstimmung mit den Beobachtungen (Kap.10). Der Unter
schied beider Zahlen spiegeIt deutIich die verschiedene "Reichweite" der Wechsel
wirkungskrafte wieder. Fiihrt man die im vorhergehenden skizzierte Theorie 
noch genauer durch, so kann man auch die bei Fremdgaszusatz auftretenden 
Linienverschiebungen verstehen. Wir mochten hierauf jedoch nicht weiter ein
gehen und begnugen uns mit einem Hinweis auf die Originalarbeiten von 
V. WEISSKOPF und W. LENZ (s.oben). 

1m Rahmen der StoBdampfungstheorie hangt die Intensitatsverteilung einer 
Spektrallinie in 1. Naherung gar nicht ab von der Art der Wechselwirkung 
zwischen dem strahlenden und dem storenden Partikel. Die Linienform ist nicht 
nur bedingt durch die verschiedenen Frequenzen w (t), die das Atom unter der 
Einwirkung der storenden Partikel ausstrahIt, sondern das Entscheidende sind 
die zeitlichen Anderungen von w (t), die bei der FouRIER-Analyse des gestorten 
Wellenzuges wesentlich zur GeItung kommen. 

B. Druckverbreiterung. Wenn sich jedoch w (t) hinreichend langsam andert, 
so muB schlieBIich die Intensitat in dem Frequenzintervall w bis w + dw 
proportional werden der Zeit, wahrend der w (t) sich in diesem Intervall befindet. 

W. LENZI [922J hat die Frage genauer untersucht, wann dieses Rechen
verfahren zulassig ist: Bezeichnet man die beim Vorbeifliegen des stOrenden 
Teilchens auftretende Frequenzstorung mit LI w und die Zeitdauer der Storung 
(~ kleinste Entfernung e der wechselwirkenden TeilchenjGeschwindigkeit co) 
mit T, so muB sein 

(47,3) 

Diese Bedingung wird am ehesten erfiillt sein (groBe LI w!) bei Verbreiterung 
durch die elektrischen Felder von Ionen oder Dipolmolekiilen. Die Linienbreite 
(und evtl. Verschiebung) geht dann proportional der AufspaItung im Starkeffekt. 
Man spricht daher von intermolekularem Starkeffekt oder wohl auch kurz von 
Starkeffekt-Verbreiterung: 

Schon]. STARK [929J hat durch experimentellen Vergleich von Druckeffekt 
und Starkeffekt wahrscheinlich gemacht, daB man so die Verbreiterung der 
BALMER-Linien sowie der hoheren Serienglieder von He, Li und ahnlicher gegen 
elektrische Felder empfindlicher Linien erklaren kann. Astrophysikalisch 
besonders wichtig ist naturlich die Verbreiterung der Wasserstoff- und Helium
linien durch die Felder der Elektronen und Ionen in teilweise ionisierten Gasen. 

Die Theorie des Effektes ist entwickeIt worden von P. DEBYE [906J und 
]. HOLTSMARK [914, 915J. Hat man n einfach geladene Ionen + Elektronen 2 

pro cm3, so ist der mittlere Abstand des gestorten Atomes vom nachsten Ion, 
das den groBten Beitrag zum Storfeld gibt, von der GroBenordnung n-I/3 ; die 
Feldstarke am Ort des gestorten Atomes also,...., e' n2/3• Aus mathematischen 
Grunden fUhrt HOLTSMARK die "Normalfeldstarke" 

Fo = 2,61 . e . n2 /3 (47.4) 
ein. 

1 Hierzu auch H. KUHN und F. LONDON [917J sowie H. KUHN [918J die - vorerst 
ohne exakte Begrundung - eine detailliertere Theorie entwerfen. 

2 Die Verbreiterung durch Dipole usw. ist astrophysikalisch ohne Bedeutung, auBerdem 
durfte hierauf die HOLTSMARKsche Theorie wegen (47.3) meist nicht mehr anwendbar sein. 
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1st T die Temperatur des Gases und Pe der Partialdruck der freien Elek
tronen und damit auch der lonen in Bar, so ist 2 Fe = n' kT und es wird 

( 
2 Pc )2/3 ( 2 Pc )2/3 . . Fo = 2,61 e kT = 46,8 ----y- elst. C.G.S.-Emhclten. (47,5) 

Durch Multiplikation mit 0,3 rechnet man evtl. auf kV/cm urn. 
1st weiterhin die momentane FeldsUirke am Ort des gestorten Atoms gleich F, 

so bezeichnen wir FIFo = f3 (47,6) 

als die "reduzierte Feldstarke". Die Wahrscheinlichkeit W (f3) df3, daB diese 
zwischen f3 und f3 + df3 liegt, hat nun J. HOLTSMARK (s. oben) nach den 
Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung ermittelt. Er findet 

00 J (V)'/2 
W (f3) = ~ v sin v e - 7f . dv 

11,f3 
o 

mit den Reihenentwicklungen 1 

bzw. 

W (f3) = --±- f32 (1 - 0,4628 f32 + 0,1227 f34- 0,02380 f36 ... ) 
311, 

W (f3) = ~'<1J~ (1 + J,106 + 14,43 + ... ) 
f35/2 f33/2 f33 

(47,7) 

(47,8) 

(47,9) 

fUr kleine bzw. groBe Werte der reduzierten Feldstarke. Eine graphische Dar
steHung gibt Fig. 65 nach S. VERWEY [1367]. 

H. N. RUSSELL und J. Q. STEWART [927J haben das Problem in nicht so genauer, aber 
viel einfacherer Weise folgendermaBen behandelt: Den Hauptbeitrag zum intermolekularen 
Feld F gibt stets das dem strahlenden Atom nachstbenachbarte Ion. Man wird daher 
keinen groBen Fehler machen, wenn man dieses allein beriicksichtigt, zumal die Felder der 
entfernteren lonen sit h weitgehend kompensieren. Die Wahrscheinlichkeit W, daB das 
nachste Ion einen Abstand zwischen x und x + dx von dem Atom hat, ist 

W(X)dx=e-(~)"d(:or 411, 
wo -3- . n xg = 1 . (47,10) 

Fiihren wir die Normalfeldstarke (nahezu gleich der HOLTSMARKschen) 

e ('411,)2/3 F; = - = - . e . n 2/3 = 2,60 e . n 2 /3 
x5 3 (47,11) 

und die reduzierte Feldstarke fJ = FjFcf, ein. so wird 

W (fJ) dfJ = - e- ilL d (f3-~) = ~~~ . e- Ilt df3. (47,12) 

Wie die numerische Rechnung zeigt, ist diese Funktion der HOLTSMARKschen ziemlich 
ahnlich; fUr groBe fJ insbesondere stimmt sie mit (47.9) exakt Uberein (nahe Begegnung 
von Atom und stiirendem Teilchen). 

Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilung W (f3) haben nun S. VERWEY 
und A. PANNEKOEK [925, 1367J den Absorptionskoeffizienten fUr die druck
verbreiterten Wasserstofflinien berechnet. Diese zeigen bekanntlich im Stark
effekt symmetrische Aufspaltung in mehrere Komponenten, deren Abstand von 
der Linienmitte nach der Quantentheorie (z. B. [924J) 

L1 A = ~- ·A2 • nK·F = 0,0193 .).2. nK·F 
811,2 me (47,13) 

ist. wobei A in cm, F in elst. C.G.S.-Einheiten gerechnet werden solI. nk ist 
bekanntlich eine ganze Zahl, die mit den Quantenzahlen von Anfangs- und 

1 Wie S. VERWEY [1367J gezeigt hat, enthalten HOLTMARKS Formeln eine Reihe von 
Rechenfehlern. Wir geben hier - nach nochmaliger Kontrolle - die verbesserten Zahlen
werte. 
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Endterm zusammenhangt. Fur (47,13) schreiben wir kurz 

LU.= ck·F. (47,14) 
Ck bedeutet also die Verschiebung der Komponente k bei der Feldstarke 1. 

Bezeichnen wir die Intensitat dieser Komponente, bezogen auf Gesamt
intensitat der Linie = 1, mit h so gibt sie in dem Wellenlangenbereich LI A bis 
L1 Ii. + dA den Beitrag Ik • W (13) df3, wo nach (47,6 u. 14) 

F L1 A 
f3=F~= Ck.Fo (47,15) 

ist. Fuhren Wlr noch die Variable 
LlA 

CI.=-- (47,16) 
Fo 

(Abstand von der Linienmitte, bezogen auf Normalfeldstarke 1) em, so ist die 

8 WI 

03 

t 42 
W(8) 

0,1 

I, 1\ 

I \ 
/ "-V I"-r--

8(0&) 
00 3 'I 5 

jJ--
2 6 7 8 

o 405 0,25 
a,---

Fig. 65. Oben: Wahrscheinlichkeitsverteilung der zwischenmolekularen Felder. Nach J. HOLTSMARK und S. VERWEY. 
Unten: Relative Intensitatsverteilung (dunne Schicht) S(a) der BALMER·Linien 

Nach S. VERWEY und P. SCHMALJOHANN. 

relative Intensitatsverteilung (fUr dunne Schicht) in der Linie gegeben durch 

(47,17) 

wobei also 
+00 

J 5 (IX) dlX = 1 (47,18) 
-00 

ist. Die Berechnung von 5 (IX) ist mit Hilfe der von E. SCHRODINGER nach der 
Quantenmechanik ermittelten Intensitaten1 zuerst von S. VERWEY (s. S. 181) 
ausgefiihrt worden. 

1m Hinblick auf das in der vorhergehenden Anmerkung erwahnte Versehen 
geben wir statt seiner Kurven hier die von Herrn cando SCHMAL]OHANN berichtigte 
Fig. 65. 

Urn vollends den Absorptionskoeffizienten k (LI A) pro absorbierendes Atom 
zu erhalten, bedenken wir, daB dieser einerseits proportional zu 5 (IX) ist, daB 

1 Da tiber alle moglichen Feldrichtungen gemittelt werden muB, so sind die a-Kompo
nenten mit doppeltem Gewicht zu berlicksichtigen. Dies hat VERWEY [1367, Anm. S. 16J ver
sehentlich nicht getan; die Resultate werden dadurch nur wenig beeinfluBt. Unsere 
folgenden Rechnungen - insbesondere (47,20) - sind jedoch in der richtigen Weise durch
geflihrt. 



IX. 47. Verbreiterung der Wasserstofflinien. 183 

aber andererseits nach (45,23 usw.) 

Jk dA = _ne2 • .12 • f 
mc2 (47,19) 

sein muS, wo f die Oszillatorenstarke der betreffenden Linie bedeutet. Es wird 
also 

(47,20) 

Besonders einfach und praktisch bedeutsam ist die Berechnung des Absorp
tionskoeffizienten in den Fliigeln der Linien (p> 1), wo wir nach (47,9) 

I {I 6 {I-52 6 ( ck' Fo ) 5/2 ( W \1-') ~ 1,49 '/-' / = 1,49 - LD. ~ 47,21) 

setzen k6nnen. Damit wird 
2 I 3/2 

k (LlA) = ~ .12 f'1 496· p/2 ""'k ~ (47,22). 
mc2 ' 0 ~ L1A./2· 

Benutzen wir fUr Ck wieder die quantentheoretische Gl. (47,13), so wird 

k (Ll A) = n e~ . .12 f . (00193.12)3 /2. F3/2 • 1 496 "'" Ik . n 3 /2 • _1, - (47,23) m c2 ' 0' ~ k .1 },512 

oder nach Einsetzen der Zahlenkonstanten: 
1.' I 312 

k (Ll A) = 3,54 ,10-15 • .15 • f· F~/2 - L1k;.~:_. (47,24) 

Berechnen wir die L Ikn2/2 nach SCHRODINGER (s. S. 182), entnehmen dief-Werte 
cler Quantenmechanik (vgl. Tabelle 40) und schreiben kurz 

(47,25) 

wobei LlA in Angstrom gerechnet werden solI, so erhalten wir fUr die vier erst en 
Linien der BALMER-Serie: 

H", HfJ Hy H~ 

1 

A = 6562,79 4861,33 4340,47 4101,74 
f 0,637 0,119 0,0443 0,0212 (47,26) 
1: Ik . nZ12 = 1,140 7,74 18,3 35,4 
C'1016 = 3,1) 0,885 0,442 0,309 

Es uberrascht zunachst, daB - abgesehen von H", - die Absorptionskoef
fizienten 1 bei gleichem Ll A so wenig von der Gliednummer in der Serie abhangen. 
Der Grund ist jedoch leicht zu verstehen: Fur groBe Quantenzahlen geht f ""1/n3. 
Der Mittelwert von nk dagegen wachst etwa proportional n (n-1) "" n2, ent
sprechend der Energieanderung eines Dipoles von den Dimensionen der BOHR
schen Bahn (groSe Halbachse "" n 2) im Feld 1. Der Faktor f· L I k • n~/2 in (47,24) 
wird also fUr groBe Quantenzahlen - wie Verf. [1359J zuerst gezeigt hat -
nahezu konstant. 

Ehe wir die HOLTSMARKsche Theorie anwenden, mussen wir uns schlieBlich 
noch vergewissem, inwieweit in den Stematmospharen die LENzsche Bedingung 
( 4 7,3) erfUllt ist: 

In A-Stemen (Intensitatsmaximum der BALMER-Linien) beobachtet man 
(Halb-) Breiten der Hy-Linie - bei "" 20% Absorption gemessen - von 
'"" 25 A = 2,5 '1013 sek-1 in Kreisfrequenzeinheiten. Urn die Hauptkomponenten 

1 Dies gilt entsprechend dem Gultigkeitsbereich von (47,25) selbstverstandlich nur fur 
die LinienJlugel. 
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von Hy soweit zu verschieben, braucht man ein Feld von "-'460 elst. Einh. 
= 140 kV/cm. Urn dieses zu erzeugen, muB ein Ion oder Elektron sich dem 
H-Atom bis zu einem Abstand e nahern, der gegeben ist durch e/e2 = 460 oder 
12:::::::! 1,0' 10-5 em1. 

Die mittlere Geschwindigkeit Co der H-Ionen (Haufigkeit des Wasserstoffes!) 
ist bei 10000° K naeh Abschn.43 gleieh 1,6· 106 cm/sek. Die Dauer T eines 
Vorbeiganges wird mit "-'e/co = 64 '10-13 sek und man erMlt T· Ll w!':::! 160> 1. 
Wenn wir zu groBeren bzw. kleineren Ll w ubergehen, so andert sich Ll w "-' 1/(/, 
und T "-' e; T· Llw geht also proportional1/e. Fur die auBeren Teile der Linien 
ist also T· Llw a fortiori> 1. Dasselbe gilt, wie man sieh leieht uberzeugt, 
fUr hohere Serienglieder. Die Anwendung der HOLTsMARKsehen Theorie auf die 
Verbreiterung dureh die Ionen erseheint - abgesehen von der innersten Zone 
der Linien - gereehtfertigt. Fur die Elektronen ist die thermisehe Gesehwindig
keit y 1840 = 43mal groBer, man erMlt entspreehend T· Llw:::::::! 3,7; hier wird 
also die HOLTsMARKsehe Theorie zwar nicht mehr sehr genau sein, aber doeh 
eine groBenordnungsmaBige AbscMtzung geben. 

In Summa finden wir also, daB die HOLTSMARKsche Theorie aut die BALMER
Linien in Sternspektren fedentaUs naherungsweise angewandt werden dart. 

Zeigen die Komponenten einer Linie quadratischen Starkelfekt, wie z. B. 
viele He-Linien, so sehreiben wir fUr die k-te Komponente 

Ll A = Ck • F2 = Ck • Fg . fJ2 (47,27) 

und erhalten so wegen dA = d(Ll)) = 2 CkFg· fJ dfJ analog (47,17) die Verteilung: 

5 (Ll A) dA = ~ h. w (-VCk~~;J. d A. (47,28) 
~ l/~ 2Ck·P(f 

k V Ck· Po' 

1m Heliumspektrum werden weiterhin dureh makroskopisehe elektrisehe 
Felder bekanntlieh die normalerweise "verbotenen" Dbergange mit Lll ± 1 
ermoglieht. Zum Beispiel treten neben den P-D-Kombinationen aueh P-F
und P-P-Linien auf, deren Intensitat relativ zu der der P-D-Linie mit der 
Feldstarke anwaehst. Die intermolekularen Felder haben qualitativ eine durchaus 
gleichartige Wirkung. Ob es in quantitativer Hinsicht erlaubt ist, die auf theore
tisehem Wege oder durch Starkeffektbeobaehtung gewonnenen Erfahrungen 
einfaeh auf die veranderliehen intermolekularen Felder zu ubertragen, erseheint 
nicht vollig sicher. 

Wir werden auf alle diese Fragen spater im Zusammenhang mit Beobach
tungen an Sternspektren nochmals zuruckkommen. 

48. Quantenmechanische Berechnung 
von Ubergangswahrscheinlichkeiten und Oszillatorenstarken 2. 

Wie zuerst H. HERTZ auf Grund der MAXwELLschen Theorie berechnet 
hat, ist die mittlere Ausstrahlung [erg/sekJ eines harmonischen Oszillators3 
mit der Ladung e und der Frequenz v 

J =l2 nV14_.1 er 12 = (2 n~_. e2 (x2 + y2 + Z2) (48,1) 
3 c3 0 3 c3 0 0 0' 

1 Man erkennt so iibrigens aueh, daB die Inhomogenitat des Ionenfeldes nieht viel aus
maehen kann. Der Durehmesser der 5-ten Wasserstoffbahn ist ja row 2,6· 10-7 em, also <: e. 

2 Die Darstellung dieses Abschnittes schlieBt sich weitgehend an den Handbuchartikel 
von H. BETHE [903] an. 

3 Vgl. auch Absehn. 6 u. 41. 
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wo der Vektor to mit den Komponenten xo, Yo, Zo die Schwingungsamplitude 
darstellt. 

Nach der Quantenmechanik kann die Energie, welche ein Atom im Quanten
zustand 1 m durchschnittlich pro sek mittels der Dbergange m -* n abstrahlt, 
in analoger Weise berechnet werden, wenn man Itol2 ersetzt durch 

12 tnm 12 , (48,2) 

wo e . tnm eine Art Dipolmoment bedeutet, das dem Dbergang m -* n zugeordnet 
ist. (Der Faktor 2 ruhrt daher, daB es ein tnm und tmn gibt, die einander gleich 
sind.) KorrespondenzmaBig haben die tnm folgende Bedeutung: Wenn man 
eine BOHRsche Bahn nach FOURIER in ihre harmonischen Komponenten zerlegt, 
so k6nnen deren Frequenzen den quantentheoretischen Frequenzen Vnm in ein
deutiger Weise zugeordnet werden, so daB im Limes groBer Quantenzahlen 
beide zusammenfallen. In entsprechender Weise kann man im Limes groBer 
Quantenzahlen die Ausstrahlung fUr eine bestimmte Frequenz (bzw. FOURIER
Komponente erhalten, indem man in (48,1) deren Amplitude einsetzt. Allgemein 
muB man ihre quantenmechanischen Analoga benutzen, die tnm + tmn . 

Die Gesamtheit der tnm bildet die Matrix t 

tn tl2 tIS 

t21 t22 t 23 

tSI t 32- t33 

welche in der Quantenmechanik die klassische Bahn - beschrieben durch die 
Gesamtheit ihrer FOURIER-Koeffizienten - vertritt. Die einzelnen tnm bezeichnet 
man als M atrixelemente von t. 

Wir untersuchen zunachst den Zusammenhang der tnm mit den EINSTEINschen 
Ubergangswahrscheinlichkeiten und den Oszillatorenstarken, urn uns dann ihrer 
expliziten Berechnung zuzuwenden: 

Nach unseren bisherigen Er6rterungen strahlt ein Atom im Zustand m in 
der Frequenz Vnm pro sek durchschnittlich die Energie aus 

(48.3) 

Diese ist andererseits nach (45,2) gleich Anm·hvnm. Wir erhalten also die Wahr
scheinlichkeit liir spontane Ubergiinge 

(48,4) 

Die Dbergangswahrscheinlichkeiten Bnm und Bmn k6nnen danach aus Gl. (45,10) 
leicht berechnet werden. Besonders anmerken wollen wir dagegen noch die 
Oszillatorenstiirke (45,26 u. 27) 

I - Sn2 m [[2 
nm-~--'Vnm' rnm , (48,5) 

wobei die Frequenz Vnm bei Absorption positiv, bei Emission negativ gerechnet 
werden solI. 

Nunmehr wollen wir den allgemeineren Fall zulassen, daB der Zustand m 
aus gm unendlich benachbarten einfachen Zustanden m' bestehe. Sein stati
stisches Gewicht ist dann gm; er ist - wie man sagt - gm-fach entartet. Ent
sprechendes gelte fur n. Wie hat man z.B. das Anm aus den An'm' zu berechnen? 

1 Wir charakterisieren durch einen Buchstaben, z. B. m, wieder aIle Quantenzahlen, 
soweit dies ohne Zweideutigkeit m6glich ist. Vorerst betrachten wir nur nicht entartete 
Zustande (statistisches Gewicht 1). 
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Wir kniipfen an den bekannten Abklingversuch an: Dort ist 

-~~~"'-=N . A = ~ N m • A ' , 
d t m nm £.J gm n m 

n',m' 

(48,6) 

da in jedem Untemiveau m' ja Nm/gm Atome sitzen. Wir erhalten daher (fiir 
l .. m gilt Entsprechendes): 

Anm = L ~ A .. 'm' ___ -~~~~I:;;m. g~2Irn'm,/2 ! 
n',tn' 

(48,7) 

und nach (45,26 u. 27) 

Inm = 8;:m . Pnm ' g~ 2Irn 'm'12 (48,8) 

bzw. 

8n2 m 1 ~I /2 I Imn = 3h . Pm .. ' g; £.J rn'm' , (48,9) 

wobei wieder die Absorptions-Oszillatorenstarken positiv, die Emissions-Oszil
latorenstarken negativ gerechnet werden sollen (Pnm < 0, Pmn > 0). 

Die Amplitudenquadrate Irnml2 = Ixnm l2 + IYnml 2 + /znm/ 2 selbst konnen mit 
Hilfe der SCHRODINGERSchen Wellenmechanik1 berechnet werden. Jedem 
Energieniveau En wird eine Eigenlunktion 1pn (x, y, z) zugeordnet, die sich ergibt 
als iiberall eindeutige und endliche Losung der SCHRODINGER-Gleichung 

k2 
-8~L11pn + (En- U (x, y, z)) 1pn = 0, (48,10) nm 

wo U (x, y, z) die potentielle Energie im Atom bedeutet. Die En sind ihrer
seits dadurch festgelegt, daB es nur fUr diese bestimmten Werte, die sog. Eigen
werte der Energie, eindeutige und endliche Losungen 1pn der partiellen Differential
gleichung (48,10) gibt. Bei den Atomen Z. B. bilden normalerweise die En fUr 
E < ° eine diskrete Folge (gequantelte Bahnen, Linienspektren) fUr E > ° 
dagegen eine kontinuierliche (freie Elektronen, kontinuierliche Spektren vgl. 
Kap. VI). 

Die physikalische Bedeutung der 1p-Funktionen ist die, daB 1pn (x, y, z) . 
~H(X, y, z) d V (,-., bedeutet konjugiert komplex) die Wahrscheinlichkeit dafUr 
angibt, im Quantenzustand n das Elektron bei der Stelle x, y, z in einem Volum-
element d V anzutreffen. Die bekannte N ormierungsbedingung J 1pn 1pH d V = 1 
erscheint so leicht verstandlich. Weiterhin wird man ~rwarten - und die 
Rechnung bestatigt es -, daB 1pH nur im Bereich der Elektronenbahn n der 
alteren BOHRschen Theorie erhebliche Werte annimmt. 

Zur Berechnung der Xnm uSW. gibt nun die Wellenmechanik folgende Regel: 

I Xnm = J:;Pn . X '1pm d V. I (48,11) 

e . Xnm ist also - wie schon angedeutet wurde - eine Art Dipolmoment fUr den 
Vbergang m -+ n. Fiir seine Berechnung ist die Kenntnis der betreffenden 
1jJ-Funktionen in den Bereichen wesentlich, wo beide merkliche Werte annehmen. 

1 Die folgende kurze tl'bersicht 5011 nicht eine Einfuhrung in die Wellenmechanik 
ersetzen, sondern nur das Allerwichtigste nochmals kurz vergegenwartigen. Wir beschranken 
uns hier darauf, die Formeln fur ein Ein-Elektronensystem anzuschreiben. Wer tiefer in 
diese Dinge eindringen will, muE ohnedies die quantenmechanische Literatur zu Hilfe 
nehmen. 
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Vollstandig durchgefUhrt ist die Berechnung der 1p-Funktionen, Amplituden
quadrate, ebergangswahrscheinlichkeiten usw. bis jetzt nur fur das Wasser
sto//atom. Da die Wasserstofflinien in den Sternspektren eine hervorragende 
Rolle spielen und die Ergebnisse auf die wasserstoffahnlichen Zustande anderer 
Elemente naherungsweise angewandt werden k6nnen, so wollen wir diese im 
folgenden oft gebrauchten Zahlen kurz zusammenstellen. 

Tabelle 39. Oszillatorstarken fur Wasserstoff. Nach H. BETHE [903]. 

n = ~ 0,~~6J = 11- 0,~9 I = 
3 0,0791 I 0,425 0,014: 0,694 
4 0,0290 0,102 I 0,0031 0,122 
5 0,0139 0,042 i 0,0012 0,044 
6 0,0078 0,022 I 0,0006 0,022 
7 0,0048 0,013 i 0,0003 0,012 
8 0,0032 0,008 I 0,0002 0,008 I 

n = 9 bis 00 zus. 0,0101 0,0261 0,0007 0,0531 
asympt.Formel 1,6n-3 3,7n-3 0,ln-3 3,3n-3 

Diskretes Spek-I I I I 
trum ... . ,0,5641 0,638

1
- 0,119 0,9231 

Kontinuierliches 
Spektrum. . 0,4359 I 0,362 0,008 0,188 

Insgesamt 11,000 

Energie des kon-, 
tin. Spektrums 0,54 

11,0001- 0,111 

I 0,61 I 0,6 

Anfangszustand ---~I 4P 

1 Endzustand n s 

n 1- 0,010 
I = 1. -. 

2 - 0,009 - 0,034 

1 1,111 1 

10,42 I 

nd 1 

- 1 
-

3 - 0,097 i-- 0,161 - 0,018 
4 - I - -

5 0,545 0,053 0,610 
() 0,138 

I 
0,012 0,149 

7 0,060 : 0,005 0,063 
8 0,033 , 0,003 0,033 

n = 9 bis 00 zus. 0,082 i 0,006 I 0,075 
asympt. Formel 9,3n-3 ! 0,7n-3 I 9,1 n-3 

- '1- 0,026 1 - I -
-0~41 -0~421 = l-o,~47 = 

0,4841 0,032 0,6191 0,011 1,016 
0,121 1 0,007 0, 139 1 0,0022 0,156 
0,052 0,003 0,056 0,0009 0,053 
0,027 0,002 0,028 0,0004 0,025 

0,0161 0,001 I 0, 017 1 0,0002 II 0,015 
0,048 0,002 0,045 0,0007 0,037 
6,2n-3 0,3n-3 6,ln-3 0,07n-3 4,4n-3 

0,7071-0,121 1
1
°,9041 - 0,402 111 '302 

0,293 I 0,010 0,207 I 0,002 0,098 

1,0001-0,111 11,111 1-0,400 11,400 

0,78 I 0,47 I 0,39 

4d .1. 4 t 
1 

-----------
np nt n din g 

1 
I 

- - - -
- 0,073 -- I i -
- 0,371 - 1- 0~727 -

-- -
1 

-. I -

0,028 0,890 I 0,009 1,345 
0,006 0,187 0,0016 0,183 

! 
0,002 0,072 0,0006 0,058 
0,001 0,037 0,0003 0,027 
0,002 I 0,071 0, 0006 1 0,045 
0,3n-3 8,6n-3 0,05n-3 3,sn-3 

Diskretes Spek-

1- 0, ,,' I 1-- 0,400 
I 1- 0,7' 5 trum 0,752 0,912 
1 

1,257 1,658 
Kontinuierliches 

Spektrum . 0,248 0,015 I 0,199 0,006 I 0,143 0,001 0,056 I 

Insgesamt I 1,000 1- 0,111 1,111 1- 0,400 1,400 0,714 1,714 

Energie im kon-I I 
I tinuierlichen I 

Spektrum .. 1,25 ! 0,72 0,45 0,32 

Tabelle 39 gibtl zunachst die Oszillatorenstarke / der einzelnen Teiliibergange, 
aus denen sich die Wasserstofflinien zusammensetzen. Darunter stehen die 
Summen der Oszillatorenstarken fUr die Linien und dann (vgl. Kap. VI) fUr die 
entsprechenden Seriengrenzkontinua. Dann folgt die gesamte Summe der 
Oszillatorenstarke aUer ebergange, die von einem bestimmten Niveau aus 

I Nach BETHE [903]. Die Berichtigungen von P. RUDNICK [926] wurden beriicksichtigt. 
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moglich sind. Addiert man noch die Zahlen fUr l -+ l- 1 und l-+ l + 1, so 
erhalt man stets }; 1 = 1 in Einklang mit dem I-Summensatz von KUHN und 
THOMAS (Abschn. 49) 

Die nachste Tabelle 40 gibt die mit Hilfe von Tabelle 39 berechneten Oszil
latorenstarken der Linien und Grenzkontinua der LYMAN-, BALMER- und 
PAScHEN-Serie des Wasserstolles 1. Da das statistische Gewicht eines Teilniveaus 
mit der Quantenzahll gleich 21 + 1 und das Gesamtgewicht des n-ten Niveaus 
gleich n2 ist (beide ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins, der je noch 

Tabelle 40. Oszilla torenstarken der Linien 
und Grenzkontinua des Wasserstoffes. 

Serie und Aus- LYMAN BALMER PASCHEN 
gangszustand n~1 n=2 n~3 

i 
Endzustand I 

n=l - I -0,104 -0,0087 
2 0,416 - -0,284 
3 0,0791 0,637 -
4 0,0290 0,119 0,841 
5 0,0139 0,0443 0,150 
6 0,0078 0,0212 0,0554 
7 0,0048 0,0122 0,0269 
8 0,0032 0,0080 0,0161 

n = 9 bis 00 zus. 0,0101 0,0237 0,0421 
Asymptotische 

Formel 1,6' n-3 3,5' n-3 5,3' n-3 

Diskretes 
Spektrum 0,564 0,762 0,839 

Kontinuierliches 
Spektrum 0.436 0,238 0,161 

Et 1,000 1,000 1,000 

einen Faktor 2 geben wiirde), so 
wird z. B. fUr die BALMER-Linien 
nach (48,9) 

In, 2 = : {fnP,2 s + I (48,12) 

+ 3 (/ns, 2P + fnd, 2P)}' 
SchlieBlich tabulieren wir nach 
BETHE [903] noch die Dbergangs
wahrscheinlichkeiten Anm in Ein
heiten von 108 sek-1. Zunachst sind 
(Tabelle 41) die Werte fUr die ein
zelnen Teiliibergange angegeben. 
Sodann rechts die Summe der Wahr
scheinlichkeiten aller von einem 
Teilniveau aus moglichen Dber
gange Ym=2; AlIm , die nach Ab-

n 
schn. 46 die natiirliche Breite die
ses Niveaus bestimmt. 1/Ym = T.,. 
(letzte Spalte) ist die Abklingzeit. 
In den mit "Mittel" bezeichneten 

Zeilen sind jeweils die mittleren Dbergangswahrscheinlichkeiten usw. des ganzen 
Wasserstoffniveaus angegeben. Bei ihrer Berechnung wurde angenommen, daB 
die Besetzung der einzelnen Teilniveaus ihren statistischen Gewichten entspricht. 

Wie andern sich weiterhin die Oszillatorenstarken usw., wenn man vom 
Wasserstoff mit der Kernladungszahl Z = 1 iibergeht zu beliebigem Z (z. B. 
Hell-Spektrum mit Z = 2 oder wasserstoffahnliche Terme anderer Ionen)? 
Da die Amplituden rnm ,....,Z-l gehen, die Vnm ,....,Z2, so andern sich die Oszilla
torenstarken 1 ,...., v" m I f..,n:2 gar nicht. Die Anm ,...., v~m 'Irnml2 dagegen gehen ,....,Z4. 

Urn die Dbergangswahrscheinlichkeiten komplizierterer Atome - wasser
stoffunahnliche Terrne - wenigstens naherungsweise berechnen zu konnen, muB 
man das entsprechende quantenmechanische Problem weitgehend vereinfachen: 
Man ersetzt die Einwirkung der anderen Elektronen auf das gerade interessierende 
Leuchtelektron durch ein geeignetes zentralsymmetrisches Potentialfeld U (r). 
Die SCHRODINGER-Gleichung (48,10) wird dann auf numerischem Wege integriert, 
worauf man durch nochmalige Integration iiber die Eigenfunktionen nach (48,11) 
die Dbergangswahrscheinlichkeiten usw. erhalt. Zur Errnittlung des Feldes U (r) 
gibt es mehrere Moglichkeiten: 

a) U (r) muB in Verbindung mit der SCHRODINGER-Gleichung - naherungs
weise - die richtigen Energieniveaus En liefern. Umgekehrt kann mit Hilfe 
der spektroskopisch bestimmten En das Zentralfeld U (r) weitgehend festgelegt 
werden. Dieses Verfahren ist im Rahmen der alteren Quantenmechanik von 

1 Die Zahlen von Y. SUGIURA [930J zeigen gegeniiber denen BETHES gelegentlich Unter
schiede von einigen Prozent, die fiir uns aber v611ig belanglos sind. 
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Tabelle 41. 1Jbergangswahrscheinlichkeiten flir Wasserstoff in 108 sek-l. 
Nach H. BETHE [903]. 

Ausgangs- End-
n~1 

I 
2 I 3 

I 
4 5 Summe Lebensdauer 

zustand zustand I in 1<r' sek 

2s 

I 
np - I - I -

I 
-

I 
- 0 00 

2P ns 6,25 I 
-

I 
- - - 6,25 0,16 

I 

2'" I Mittel 4,69 I - - ! 
I 

- I - I 4,69 0,21 

3s 

I 

np -- 0,063 
! 

-

I 

-

I 

- 0,063 16 
3P ns 1,64 0,22 - - - 1,86 0,54 
3d np - 0,64 

I 
- - - 0,64 1,56 , 

3 Mittel 0,55 I 0,43 
I 

-
I 

- I - 0,98 1,02 

4s np -- 0,025 0,018 - I - 0,043 23 

4P { ns 0,68 0,095 0,030 -- I -
} 0,81 nd -- - 0,003 - ! - 1,24 

4d np .- -- 0,204 0,070 -- - 0,274 3,65 
4f nd - ._- -- 0,137 - --. ----

I 
0,137 7,3 

4 I Mittel 0, 128 0,083 I 0,089 - I - 0,299 3,35 

5 s np - 0,0177 0,0085 0,0065 - 0,0277 36 

5P { ns 0,34 0,049 0,016 0,0075 - 1 
nd - - 0, 001 5 0,002 - J 0,415 2,40 

5d { np -- 0,094 0,034 0,014 -
} 0,142 nf - -- - 0,0006 - 7,0 

5/ nd - -- 0,045 0,026 - 0,071 14,0 
5g nf - - - 0, 0426 - 0,0425 23,S 

5 Mittel 0,040 I 0,025 0,022 I 0,027 I - 0,114 8,8 

6s np I - 0,0073 0,0051 0,0035 0,0027 I 0,0176 57 

6p { ns 0,195 0,029 0,0096 0,0045 0,0024 
} 0,243 4,1 nd - - 0,0007 0,0009 0,0010 

6d { np - 0,051 0,0187 0,0086 0,0045 } 0,080 12,6 nf - - - 0,0002 0,0004 

6/ { nd - -- 0,0210 0,0129 0,0072 } 0,0412 ng - - - - 0,0001 24,3 

6g nf -

I 

_. - 0,0137 0,0110 0,0247 40,S 
6h ng - - - -- 0,0164 0,0164 61 

6 0,0162 ! 0,0092 I 0,0077 I 0,0077 I 0,0101 0,0510 19,6 

E. FUES entwickelt worden. In der Quantenmechanik hat sich in diesem Zu
sammenhang das WENTZEL-KRAMERS-BRILLoUINsche Verfahren zur Lasung der 
Wellengleichung als sehr geeignet erwiesen. 

b) Nach L. H. THOMAS und E. FERMI [909J bnn man die Elektronenhiillen 
besonders der schwereren Atome als eine Art Elektronengaskugeln betrachten. 
1m Gegensatz zu den z. B. in Kap. IV betrachteten Verhaltnissen sind hier 
jedoch aIle Quantenzustande bis zu dem des Leuchtelektrons herauf besetzt 
(P AULI-Prinzip:); d. h. das Elektronengas ist vallig entartet. FERMI behandelt 
also das Atom als eine Art Mikro-Stern, dessen Gas der "entarteten" Zustands
gleichung folgt und durch Anziehung des Kernes zusammengehalten wird. Mit 
der Dichteverteilung des Elektronengases ist das Potentialfeld U (r) direkt 
gegeben. 

c) D. R. HARTREES Methode des set/consistent field [912J beruht - in 
Weiterbildung der unter a) genannten Verfahren - auf folgender Dberlegung: 
Jedes Elektron bewegt sich im Felde des Atomkernes und aller iibrigen Elek
tronen. Deren mittlere Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Abhangigkeit von den 
Koordinaten ist aber wiederum durch ihre SCHRODINGER-Funktionen als '/fn 1pn 
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bestimmt. Alle 1p miissen also "zusammenpassen" und k6nnen durch ein Ver
fahren sukzessiver Naherung berechnet werden. 

Diese Methode ware im Sinne der klassischen Mechanik vollig korrekt. Vom 
Standpunkt der Quantenmechanik aus ist sie es noch nicht ganz. Hier miissen 
vielmehr, wie das V. FOCK [910J zuerst getan hat, die sog. Austausch- (Reso
nanz-) Effekte1 beriicksichtigt werden, die Z. B. bei den Erdalkalien die Auf
spaltung Singulett-Triplett-Term verursachen. Einen groBen Fortschritt be
deutet es, daB es neuerdings HARTREE gelungen ist, die auBerordentlich umfang
reichen Rechnungen, die sein Verfahren mit sich bringt, zu mechanisieren. 

Leider muB man zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten usw. die 
betreffenden Eigenfunktionen sehr genau kennen, da der Integrand in (48,11) 
meist oszilliert, so daB schon kleine Fehler einer 1p-Funktion das Endresultat 
betrachtlich beeinflussen k6nnen. Man hat heute den Eindruck, daB im groBen 
und ganzen die HARTREEschen Methoden die genauesten Ergebnisse liefern; 
in den Obergangswahrscheinlichkeiten diirfte man auf schatzungsweise ± 20% 
kommen, was fiir astrophysikalische Zwecke auch ausreicht. Es ware auf3erordent
lich wunschenswert, daf3 im Laufe der Zeit die Ubergangswahrscheinlichkeiten usw. 
vieler astrophysikalisch wichtiger Linien berechnet wurden. 

Wir geben noch kurz eine Zusammenstellung 2 der bis jetzt (nach verschie
denen Methoden) berechneten Oszillatorenstarken fUr wasserstoffunahnliche 
Linien, soweit sie fiir die Astrophysik von Bedeutung sind. Fiir die wasserstoff
ahnlichen Obergange zwischen je zwei hochangeregten Termen kann man die 
friiheren Tabellen anwenden. Wo fiir ein Element mehrere Berechnungen vor
liegen, hat Verf. die nach seiner Auffassung genaueste ausgewahlt (Tab. 42). 

Aus den wenigen theoretischen Untersuchungen, welche bis jetzt vorliegen, 
erkennt man, daB sowohl die Absolutwerte der Oszillatorenstarken als auch ihre 
Variation innerhalb einer Serie von Element zu Element stark variieren. Ais 
allgemeine Regel kann man nur entnehmen, daB das f des erst en Seriengliedes 
meist von der Gr6Benordnung 1 ist, wie man nach dem j-Summensatz von 
KUHN-THOMAS-REICHE erwarten kann, den wir im folgenden Abschn.49 be
handeln werden. Auf die Messungen von Oszillatorenstarken, Obergangswahr
scheinlichkeiten usw. und ihren Vergleich mit der Theorie werden wir im 
folgenden Kap. X eingehen, soweit dies fiir unsere Zwecke erforderlich ist. 

49. Der J-Summensatz von KUHN und THOMAS-REICHE; seine 
Verallgemeinerungen und seine Giiltigkeitsgrenzen. 

Die Quantenmechanik gestattet eine Reihe von Aussagen zu machen iiber 
die Summe der Oszillatorenstarken fiir alle Obergange, die von einem bestimmten 
Niveau ausgehen (in Absorption und Emission). Da diese Summensatze vielfach 
zur Berechnung von Obergangswahrscheinlichkeiten usw. herangezogen werden 
k6nnen, so wollen wir sie hier zusammenstellen. Wegen der Beweise miissen 
wir wieder auf den Handbuchartikel von H. BETHE (s. S. 184) und die sonstige 
Quantenmechanikliteratur verweisen. 

Fiir ein beliebiges System mit z Elektronen im Zustand n gilt in v6lliger 
Allgemeinheit der KUHN-THOMAS-RElcHEsche Summensatz 

(49,1) 

1 Auch beim FERMIschen Atommodell [und den unter (a) genannten Verfahren) ist 
der Austausch zunachst vernachlassigt. Dber naherungsweise Beriicksichtigung vgl. 
P. A. M. DIRAC [907] und H. JENSEN [916]. 

2 Die Literaturangaben der Tabelle sind am Ende des Buches nicht wiederholt. VgL 
auch MITCHELL-ZEMAN SKY [S02, S. 146f£']. 
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Schreiben wir die Absorptions- und Emissionsiibergange getrennt und driicken 
die Emissions-Oszillatorenstarken nach (45,27) durch die Absorptions-Oszilla
torenstarken aus, so nimmt (49,1) die Form an 

~m fmn- ~m ~: tnm = Z. (49,2) 
Absorption Emission 

Unter Beniitzung der spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten wird nach 
(45,27) 

1 ~gm Anm 1 ~Amn_ - ~.---- ---z 
3 gn Ykl 3 Ykl ' 

(49,3 ) 
tn>n m<n 

b · . h d' {erste} S f 11 1 oberhalb } 1 N' wo el SIC Ie zweite umme au a e l unterhalb von n ge egenen lveaus m 
bezieht. Spezielle Beispiele gaben schon die Tabelle 39 u. 40 fUr das Einelek
tronensystem (z = 1) des Wasserstoffes; Tabelle 42 fUr das Zweielektronensystem 
(z = 2) des Heliums. Diese Tabellen zeigen, daB die negativen Emissions
oszillatorenstarken vielfach einen betrachtlichen Bruchteil der Gesamtsumme 
ausmachen. 

Die direkte Anwendung der allgemeinsten Form (49,1-3) des f-Summen
satzes auf Mehrelektronensysteme hat praktisch wenig Bedeutung, da bei der 
Summierung samtliche Ubergangsmoglichkeiten aUer Elektronen zu beriick
sichtigen sind, also z. B. bei Na auch die Rontgenabsorption in der K- und 
L-Schale. 

In praxi interessieren wir uns aber nur fUr die Ubergange des auBersten 
- sog. Leuchtelektrons. Urn nur diese mitzubekommen, miissen wir das Na
Atom offenbar als Einelektronenproblem auffassen. Dann ist - wie aus der 
quantenmechanischen Herleitung sofort hervorgeht - der t-Summensatz mit 
Z= 1 giiltig, wenn man auch die durch das PAuLI-Prinzip verbotenen Ubergiinge 
nach besetzten Elektronenschalen mitrechnetl. Der Grund dafUr, daB hier in der 
Theorie Frequenzen auftreten, die in Wirklichkeit gar nicht existieren, liegt 
- wie schon angedeutet wurde - darin, daB wir das Atom als Einelektronen
problem behandeln. Dort aber besteht keine Moglichkeit, das PAuLI-Prinzip 
in einer konsequenten Weise einzubauen. 

Tabelle 42. Nach der Quantenmechanik berechnete Oszillatorenstarken. 

He 11S-nlp 

n=2 

). 

584,4 
537,1 
522,2 
515,6 
512,1 

3 
4 
5 
6 
7 I 510,1 

limn -+X' 

f-Summen 

Zusammen 

0,349 
0,0928 
0,0357 
0,0177 
0,0105 
0,0063 
2,09/n3 

0,54 
0,04 
1,S5 

2,13 

I Literatur 2 

1
'1 VINTI, J. P.: Physic. Rev. 42, 632, (1932); 

44, 524 (1933) 
Ahnliche Rechnungen bei 

WHEELER, J. A.: Physic. Rev. 43, 258 (1933) 
KORWIEN, H.: Z. Physik 91, 1, (1934), 
die z. B. fur das 1. Serienglied 
t = 0,266 bzw. 0,365 finden 

Diskrete Dbergange 
Gleichzeitige Sprunge beider Elektronen 
Kontinuierliches Spektrum 

Statt 2,00 nach dem Summensatz von KUHN
THOMAS (Abschn. 49) 

1 Dies ist Z. B. ubersehen bei H. N. RUSSELL [1524]. 
2 Anm. b. d. Korr.: Oszillatorenstarken fur Dbergange zwischen angeregten Zustanden 

des Heliums hat neuerdings E. A. HYLLERAAS, Z. Physik 106, 395, 1937 berechnet. 
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Li 2'S-n'P A 

n=2 6708 
3 3233 
4 2741 
5 2563 

f-Summen { 
Zusammen 

Na 3'S-n'P .1. ' ) 

n=3 5893 
4 3303 
5 2853 
6 2680 

f-Summen 

Zusammen 

A 

Na 32 P- 32 D 8190 
32P- 42 D 5685 

Na 32P-42S 11393 

Na 42 S-42P 22070 

IX. 49. Berechnete Oszillatorenstarken. 

Tabelle 42 (Fortsetzung). 

f 

0,750 
0,0055 
0,0052 
0,0025 

0,77 
0,24 

1,01 

0,975 
0,0144 
0,00241 
0,00098 

0,996 
0,0021 

-0,043 

0,955 

f 

0,832 
0,108 

0,163 

1,35 

Literatur 

~ach TRUMPY, B.: Z. Physik 71, 720 (1931) 
Altere Rechnungen desselben Verf. [Z. Physik 54, 

372 (1929)] ergaben fiir das 2. und 3. Serienglied 
die f-Werle 0,064 und 0,015; ein Zeichen fiir die 
"Empfindlichkeit" solcher Rechnungen [vgl. 
auch Z. Physik 57, 787, (1929)]. 

Diskrete Dbergange 
Kontinuierliches Spektrum 

Statt 1,00 nach KUHN-THOMAS 

Literatur 

Nach TRUMPY, B.: Z. Physik 71, 720 (1931). Vgl. 
auch Z. Physik 61, 54 (1930) und die bei Li 
angegebene Literatur 

SUGIURA, Y.: Philos. Mag. 4, 495 (1927), berechnete 
die Oszillatorenstarken der Linien nach Me
thode a). Die Zahlenwerte stimmen mit denen 
TRUMPYS gut iiberein. Bei der Anwendung des 
f-Summensatzes (vgl. Abschn. 49) hat TRUMPY 
irrlumlicherweise den Dbergang 32S-22P weg
gelassen. - AuBerdem 
PROKOFJEW, W. K.: Z. Physik 58, 255 (1929) 

Diskrete Dbergange 
Kontinuierliches Spektrum 
Fur den nach dem PAuLI-Prinzip verbotenen 

Dbergang 32 S - 22 P (nach SUGIURA, s. oben) 

Statt 1,00 nach dem f-Summensatz 

Literatur 

W. K. PROKOFJEW, s.oben 

Literatur 

Ca+ 42 S - 42 P 3933, 3968 1,08 ZWAAN, A.: Naturwiss. 17, 121 (1928); 
Proc. Amsterdam Acad. (1929) 32 D - 42 P 8498, 8542, 8662 0,09 

Beim Na-Grundterm 3251/. z. B. handelt es sich urn die Dbergange nach 
~~ B/" 'I,. Glucklicherweise sind die berechneten Wahrscheinlichkeiten solcher 
Ubergange meist verh1i.ltnismaBig klein (vgl. Tabelle 42; Na). Vernachlassigt 
man weiter die Oszillatorenstarken der h6heren Glieder der Hauptserie gegenuber 
dem t der Resonanzlinie, so wird fUr diese t ~ 1. Das heiBt die beiden NaD
Linien verhalten sich zusammen nahezu wie ein klassischer Oszillator. DaB dies 
so ist, hatten die Dispersionsmessungen schon lange gezigt; solche Beobachtungen 
gaben dann den AnstoB zur Entdeckung des t-Summensatzes, der wiederum 
bei der Entstehung der Quantenmechanik eine grundlegende Rolle spielte. 

Beim Einelektronensystem kann man nach E. WIGNER und J. G. KIRK
WOOD2 die Oszillatorensummen fur die Dbergange mit Lll = + 1 bzw. -1 

1 Die Wellenlangen geben Mittelwerle des betreffenden Dubletts an. Die Oszillatoren
starken beziehen sich auf das ganze Dublett. 

2 Literatur vgl. H. BETHE [903]. 
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getrennt angeben: Es ist fUr 

n,l-+n',1-1: "'" 1= _ 1. 1(21-1] 
~ 3 21+ 1 ' 

n,l-+n',1+1 : '" I = 1 (l +1)J21± 3) . 
~ 3 2'+ 1 

(49,4) 

Einige Beispiele gibt die folgende Tabelle 43. 

Tabelle 43. Partieller !-Summensatz von WIGNER und KIRKWOOD. 

LJbergang /-+/-1 /-+1+1 

r~o 1 (5-nP) 

J:! i -1/9 (P-n5) + 10/9 (P-nD) 
- 2/5 (D-nP) + 7/5 (D-nF) 
- 5/7 (F-nD) + 12/7 (F-nG) 

Bei den Dbergangen nach kleinerem I uberwiegt also die Emission (f < 0) ; 
bei 1-+1 + 1 die Absorption (f > 0). Bildet man nach (49,4) die Gesamtsumme 
der I, so kommt man selbstverstandlich wieder zum THOMAS-KuHNschen 
Summensatz zuruck. 

SO. Ubergangswahrscheinlichkeiten 
von Multiplettkomponenten. 

BURGER-DORGELOSche Summenregel. 
Die im physikalischen Institut Utrecht von 1924 an entwickelten Methoden 

zur Messung der I ntensitat von Spektrallinien ergaben fUr die Komponenten 
von M ultipletts 1 besonders einfache Verhaltnisse. 

Zunachst zeigte sich, daB die relativen Intensitaten der S-P-Kombinationen 
direkt proportional den statistischen Gewichten g = 2 J + 1 (= Zahl der Ein
stellungsmoglichkeiten der Bahn in einem aufJeren Feld) der P-Terme sind. 

Einige Anwendungen gibt die folgende Zusammenstellung: 

Tabelle 44. Relative Intensitaten von 5-P-Kombinationen. 

J I Intensitiit I Beispiele der P-Terme ~g=2J+l 

Du blettsystem 1/2 3/2 
I 

2:4 INa 3 25 - 3 2 P'/,,'/,; A 5896. 5890 
Triplettsystem 0 2 

I 
1 : 3: 5 Mg 33PO.l.2-4351; A 5167. 5173. 5184 

Quartettsystem . 1/2 3/2 5/2 2:4:6 Mn z4p.j,,l'/,.2,/.-e 4SIl/,; A 5414. 5399. 5378 
Quintettsystem . 2 3 I 3: 5 : 7 Cr a 5S2-z5Pg,2,1; A 5208, 5206, 5204 

Wie die Tabelle zeigt, kommt es nicht darauf an, ob der P-Term hoher oder 
tiefer als der S-Term liegt. Dies legt die von BURGER und DORGELO [936] 
gefundene und experimentell auf das beste bestatigte Summenregel fUr die Kom
bination zweier Mehrfachterme nahe: 

LafJt man in Gedanken die Unterteilungen des Anlangs- oder Endtermes 
zusammenriicken, so verhalten sich die entstehenden Intensitatssummen wie die 
statist is chen Gewichte des nicht zusammengeriickten Termes. 

1 Hierzu auch Anh. A; dart weitere Literatur. 

Unsold, Sternatmospharen. 13 
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Betrachten wir beispielsweise das aus dem Sonnenspektrum wohlbekannte 
infrarote Triplett (eigentlich zusammengesetzte Dublett) des Ca+: Die folgende 
Tabelle gibt zunachst die Terme mit ihren statistischen Gewichten. 

Wie man sieht, sind in diesem FaIle aIle Inten
Tabelle 45. In tensi ta ten sitaten eindeutig bestimmt durch die Forderung, 
in einem zusammenge - daB sich die Intensitatssummen der Horizontal
setzte n Dublett (Ca+). reihen wie 2: 4, die der Vertikalreihen wie 4: 6 

I 3'D 'J, I 3'D 'J, verhalten sollen: Man erhalt fUr das ganze Multi-
- g -4 -- -6----- plett die Intensitatsverhaltnisse 1 : 5 : 9· 

Bei komplizierteren M ultipletts reicht die Summen
regel nicht mehr aus, um aIle Intensitaten zu be2 

. ).8662 
4, 1 

I ).84<)8 
9 

A 8542 

rechnen. Es ist aber fast gleichzeitig (1925) R. DE 
L. KRONIG [942J, A. SOMMERFELD und H. HONL [946J, 
sowie H. N. RUSSELL [944J gelungen, die korrespon
denzmaBigen Berechnungen von A. SOMMERFELD 

und W. HEISENBERG [945J so zu verscharfen, daB sie den Summenregeln genugen. 
Die Quantenmechanik hat nachtraglich die so gewonnenen Formeln vollauf 
bestatigt. 

Wir bezeichnen mit A. SOMMERFELD [947J die Intensitaten der Ubergange 

mit (50,1) 

um anzudeuten, daB die Anderungen von Lund J parallel, indifferent, anti
parallel gehen. Die oberen bzw. unteren Pfeile geh6ren zusammen; in dem 
Schema k6nnen - wie man sieht - aIle Ubergange mit L = ± 1 und LI J = 0, ± 1 
untergebracht werden. 

Fur Ubergange vom Typus PP' (Erdalkalien!) benutzen wir das Schema: 

In 

1(1.' 

Fuhren wir noch die Abkurzungen ein 

P (J) = (J + L) (J + L + 1) - 5 (5 + 1) I 
Q (J) = 5 (5 + 1) - (J -L) (J -L + 1) 

R (J) = J (J + 1) + L (L + 1) - 5 (5 + 1) 

so wird fUr LI L = ± 1 : 
I = C. P (J) P (J - 1) 
p 4J L 

I ~ C. (~+ ___ 1_) P (J) Q(fl 
I J J+1 4L 

L = C. _Qj]) Q (J ~ 
a 4JL 

und fUr LI L = ° 
I = C' . !!JJl~. (] - 1) +!! (J + 1) R (J) = C' . - 2_L±.1_ R2 (J) I 
" 2JL 2(J+1)L 2J(J+1)L 

1(1.= C'. P(J)Q (J -1) . 
2J L 

(50,2) 

(50,3) 

(50,4) 

(50,5) 
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Wenn man mit SOMMERFELD und HONL (s. S. 194) die Normierungsfaktoren C 
bzw. C' so einrichten will, daB die Summe der Intensitaten aller Linien eines 
Multipletts gleich dem Produkt der statistischen Gewichtssummen von Anfangs
term und Endterm wird, so ist 

zu setzen. 

I 2L + 1 und C =(25+1)----
2(L + 1) 

(50,6) 

Diese einfachen Regeln, deren Anwendung durch die ausfUhrlichen Tabellen 
von H.E. WHITE und A. Y. ELIASON [948]1, sowie die Multiplett-Tabellen von 
CR. E. MOORE [943 J noch erleichtert wird, bilden einen der Grundsteine der 
neueren Astrophysik. Mit den Multipletts sind uns in den Sternspektren Linien
gruppen gegeben, fUr welche die relativen Ubergangswahrscheinlichkeiten bekannt 
sind. Man hat so eine direkte Moglichkeit, die Abhangigkeit irgendwelcher 
Eigenschaften der Spektrallinien von der Ubergangswahrscheinlichkeit zu 
studieren (H. N. RUSSELL, W. S. ADAMS, O. STRUVE u. a.). 

Die relativen Intensitaten verschiedener Multipletts konnen in ahnlicher 
Weise berechnet werden, wie die Intensitaten innerhalb eines Multipletts, wenn 
die entsprechenden Terme aus ein und derselben Elektronenkonfiguration 
hervorgehen. 

Haben wir z. B. - abgesehen von abgeschlossenen Schalen - zwei p
Elektronen, so bilden diese die Terme (vgl. Anh. A) p. p: 3D, 3P, 35; ID, IP, 15. 
Entsprechend erhalt man aus einem p und einem s-Elektron die Terme p. s: 
3p; IP. Die Ubergange zwischen allen diesen Termen (insgesamt 6 Multipletts, 
die sich in diesem einfachsten Beispiel allerdings zum Teil auf eine Linie redu
zieren) bilden ein sog. Supermultiplett. Intensitatsformeln fUr solche Super
multipletts sind zum Teil schon von R. DE L. KRONIG (s. S. 194) angegeben 
worden. Am vollstandigsten ist das Problem behandelt bei L. GOLDBERG [939J, 
auf dessen ausfUhrliche Tabellen nachdrucklich hingewiesen sei. Fur das an
gegebene Supermultiplett z. B. findet L. GOLDBERG ([939], Tabelle XIV) 
folgende Intensitaten: 

(2 P) 3 P 15 9 3 1 DIp 1 S 

Ip 5 3 1 I 

Die im vorhergehenden zusammengestellten Formeln usw. setzen voraus - dies 
mu/3 bei ihrer Anwendung unbedingt beachtet werden -, dafJ der Fall der RUSSELL
SAUNDERs-Koppelung verwirklicht ist; d. h. die gegenseitigen Abstiinde der Terme 
eines M ultipletts mj~ssen klein sein im Verhiiltnis zu den A bstiinden benachbarter 
M ultipletts. 

Auf andere Koppelungsverhaltnisse der Impulsvektoren k6nnen wir hier 
nicht eingehen; ebensowenig auf die von E. FERMI gedeuteten Abweichungen 
der h6heren Glieder der Cs-Hauptserie von der BURGER-DORGELOSchen Summen
regel. Wir mussen uns vielmehr auf die fUr die Astrophysik wichtigsten Dinge 
beschranken und verweisen im iibrigen auf die am Ende des Buches zusammen
gestellte Literatur. 

1 Anm. b. d. Korr.: H. N. RUSSELL, Ap. J. 83, 129 (1936). 

13* 
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X. Kapitel. 

Physikalische Grundlagen der Theorie der 
FRAUNHOFER-Linien. 3. Teil. Experimentelle 

Priifung der Theorie und Messung von 
Ubergangswahrscheinlichkeiten usw. 

S1. Messung von Oszillatorenstarken 
mit Hilfe der Dispersion in der Nahe der Linien. 

In Kap. VIII, Gl. (40,10) haben wir den Verlauf des Brechungsindex n oder 
- genauer gesagt - des n2-1 in der Umgebung einer Spektrallinie nach der 
klassischen Elektronentheorie berechnet. Nach der Quantentheorie miissen 
- wie wir sahen - die in durch Atomzahl N X Oszillatorenstarke f ersetzt 
werden; die y durch die Summe der Abklingkonstanten Ym + Yn des oberen 
und unteren Energieniveaus. Durch Addition der Beitrage aller Eigenfrequenzen 
des Atoms erhalt man so die KRAMERS-HEISENBERGSche Dispersionsformel: 
Sie setzt sich zusammen aus positiven Gliedern, welche den Frequenzen von 
Absorptionsiibergangen entsprechen und negativen Gliedern, die den Emissions
iibergangen zugeordnet sind. 

Jede Linie gibt also in ihrer Umgebung (es muB aber L1 (0 > Dopplerbreite 
sein; bei kleineren L1 (0 kann man auch praktisch nicht arbeiten) zum n-1 
nach Gl. (40,15) - deren Bezeichnungen wir beibehalten - einen Beitrag 

n e2 N . f 1 e2 • N f AS L1 (n-1) =-~---.-- -----=~--.--
mwo W-Wo 4nmc2 A-Ao' (51,1) 

der nur von N f abhangt. Umgekehrt kann man aus Messungen des Brechungs
index bei bekannter Dampfdichte (d. h. bekanntem N) die Oszillatorenstiirke f 
ermitteln. 1st N nicht bekannt, so kann man wenigstens die relativen f-Werte 
verschiedener Linien bestimmen. 

Zur Messung1 von n -1 bildet man nach dem Vorgange von L. PUCCIANTl 
das Streifensystem eines JAMINschen Interferometers auf den Spalt eines Spek
tralapparates ab (Streifen 1. Spalt). Die Interferenzstreifen zeigen dann in 
der Umgebung der Absorptionslinien Abweichungen vom geradlinigen Verlauf. 
Deren Ausmessung laBt sich noch besser durchfiihren, wenn man in einem 
Strahlengang des Interferometers durch eine Glasplatte einen groBeren Gang
unterschied erzeugt. Die "Hakenmethode" von D. RoscHDEsTwENsKv - so 
genannt nach der Form der Interferenzstreifen - ist spater besonders von 
R. LADENBURG und seinen Mitarbeitern weitergebildet worden. 

AuBer der Dispersion kann man in ahnlicher Weise auch die Magnetorotation 
(FARADAv-Effekt) in der Nahe der Linien zur Bestimmung der f bzw. Nf heran
ziehen. Eine genauere Darlegung wiirde weit iiber den Rahmen dieses Buches 
hinausgehen. Beziiglich Literatur vgl. die vorhergehende Anmerkung. 

Wesentlich fUr uns ist noch die Feststellung, daB Dispersion und Magneto
rotation nur die Oszillatorenstarke f, nicht aber die Dampfungskonstante Y 
festzulegen gestatten. 

1 Beziiglich experimenteller Details und Literaturangaben vgl. z. B. MULLER-POUILLET 
[803] und MITCHELL-ZEMAN SKY [802]. 
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52. Bestimmung der Oszillatorenstarke f aus der Absorption 
optisch dunner Schichten. 

In Abschn.40, Gl. (40,17-22), haben wir uns klar gemacht, daB die sog. 
Gesamtabsorption, d. h. im we sent lichen das Integral liber den Absorptionskoeffi
zienten, unabha.ngig von der Dampfungskonstante und proportional dem t ist. 

Schicken wir also Licht der Intensitat Iv,o durch ein Absorptionsrohr der 
Lange 1 mit N absorbierenden Atomen pro cm3, so ist zunachst die heraus
kommende Intensitat Iv = Iv, 0 • e-- kv lund nach Abschn. 40: 

( k dv= 1 Jln Iv,o dy= n~2 .Nt. 
o v I Iv me (52,1) 

Das zweite Integral hat folgende anschauliche Bedeutung: Zeichnet man den 
In I.! 1.,0 als Funktion der Frequenz y auf, so ist das Integral gleich der Flache 
zwischen dieser "Linienkontur" und der Abszissenachse. Es kann also durch 
Planimetrieren einer entsprechend reduzierten Photometerkurve experimentell 
bestimmt werden, sofern - und dies ist das Entscheidende! - 1./ Iv, 0 in der 
Linienmitte keine zu klein en Werte (praktisch ......, 10%) annimmt. Mit anderen 
Worten: Man muB dafUr sorgen, daB fUr alle Frequenzen die optische Dicke 
des Absorptionsrohres1 nicht wesentlich groBer als Eins wird, da sonst der 
In 1./ Iv, 0 durch kleine MeBfehler zu stark beeinfluBt wird. Dies haben eHR. Fi.;CHT

BAUER und seine Mitarbeiter [1002-4J dadurch erreicht, daB sie durch Fremd
gaszusatz bis zu einigen at Druck (StoBdampfung, Druckverbreiterung) die 
Linien soweit verbreiterten, daB e~nerseits die obige Bedingung erfUllt war, 
andererseits aber die Linienabsorption noch eine gut meBbare GroBe hatte. 
Da die Oszillatorenstarke selbst durch hohe Drucke auch schon ein wenig beein
fluBt wird, so ist es zweckmaBig, bei verschiedenen Fremdgasdrucken p zu messen 
und dann auf p = ° zu extrapolieren. 

Wenn die optische Dicke des Absorptionsrohres liber die ganze Linie <: 1, 

ist -- "dlinne Schicht", schwache Absorption -, so kann man den In Iyo 
durch Iv,;-:~v. ersetzen. Die Gesamtabsorption (40,18), auf deren Messung m~n 

v,o 
dann zurlickkommt, hat den Vorteil, yom Trennungsvermogen des benlitzten 
Spektrographen unabhangig zu sein. Solche Messungen haben neuerdings 
R. B. und A. S. KING [1009J an Fe-Linien im elektrischen Of en ausgefUhrt, 
wobei sie Gesamtabsorptionen A;. bis zu 0,002 A (d. h. die absorbierte Energie 
entspricht der Energie des kontinuierlichen Spektrums in einem Streifen dieser 
Breite) herunter messen konnten 2. 

Auf Messungen an spektral nicht aufgelosten Linien bei groBeren Schicht
dicken werden wir am Ende des folgenden Abschnittes zurlickkommen. 

53. Messung von f· y mit Hilfe der Absorption "dicker" 
Schichten. Berechnung von fund y. Prufung der Quantentheorie 

der Strahlungsdampfung. Messung der Gesamtabsorption. 
Wie wir im Abschn.44 (besonders Gl. 28) gesehen haben, ist der Absorp

tionskoeffizient in den Randern oder "Flugeln" - wie man im Hinblick auf die 
Form der Photometerkurven sagt - einer Spektrallinie unabhangig yom 

1 In Abschn. 40 haben wir im Hinblick auf spiHere astrophysikalische Anwendungen 
vorausgesetzt, daB diese < 1 sein soH; in (52,1) ist diese Voraussetzung nicht mehr gemacht. 

2 Wenn die Halbwertsbreite des Absorptionskoeffizienten (bei den KINGschen Ver
such en = Dopplerbreite) von der GriiBenordnung L1}. ist, so muB naturlich Ai. < L1 A sein, 
wenn die Absorption "schwach" sein soH. 
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Vorhandensein des Dopplerellektes einzig und allein bestimmt durch das Produkt 
aus Oszillatorenstarke I X Dampfungskonstante y. Erst wenn der Abstand von 
der Linienmitte in die GroBenordnung der Dopplerbreite kommt, macht sich 
nach (44,28) deren EinfluB bemerkbar. 

Die Dampfungskonstante wird bei kleinem Druck im Absorptionsrohr nur 
durch die 5trahlungsdamplung (Abschn. 46) bestimmt sein, d. h. Y = Yn + Ym. 
Wenn dagegen bei groBeren Drucken die Zeit zwischen zwei StoBen in die GroBen
ordnung von yD- 1 f kommt, macht sich daneben die StoBdampfung bemerkbar, 

amp ung 

urn schlieBlich die Oberhand zu gewinnen. Von eigentlichen Druckeffekten 
(z. B. Verbreiterung der Wasserstofflinien durch Ionenfelder) wollen wir zunachst 
absehen. 

Auf diesen Oberlegungen beruht die Messung der Strahlungsdampfungs
konstante der NaD-Linien von R. MINKOWSKI [1013J Urn bei niederem Druck 
groBe Schichtdicke zu bekommen, benutzt er ein 1 m langes Absorptionsrohr. 
Die Messung des Absorptionskoeffizienten in den Linienflugeln (dessen Pro
portionalitat mit l/Ll A2 gepruft wurde) gibt dann die I· y. Die I andererseits 
bestimmte MINKOWSKI durch Magnetorotationsmessungen an demselben Ab
sorptionsrohr, so daB lund y selbst berechnet werden konnten. Die Unter
suchungen der Druckabhangigkeit von y zeigte, daB dieses unterhalb 0,0087 mm 
Na-Dampfdruck (T= 560,so K; n = 1,5 '1014 Na-Atome pro cm3) einen kon
stanten Grenzwert annimmt, der also die 5trahlungsdamplungskonstante sein muB. 
Die gemessenen I-Werte 1/3 und 2/3 zeigten beste Obereinstimmung mit der 
BURGER-DoRGELOSchen Regel und den Aussagen der Quantentheorie (Tabelle 42; 
KUHN-THOMAs-Summensatz:). Fur y ergab sich, wie das bei 11 + 12 = 1 in 
Anbetracht der volligen Scharfe des Grundtermes zu erwarten ist, genau der 
klassische Wert von 0,62 , 108 sek-1. 

Entsprechende Messungen von W. SCHUTZ [1015J und M. WEINGEROFF [1019J 
mit anderen magnetooptischen :Methoden ergaben praktisch ubereinstimmende 
Resultate. Die naturliche Breite der Kaliumresonanzlinien A 7665 und 7699, hat 
spater J. F. HEARD [1006J gemessen. Seine Ergebnisse decken sich mutatis 
mutandis ganz mit den en MINKOWSKIs. Die StoBdampfung wird im K-Dampf 
unmerklich bei n = 0,8' 1014 K-Atomen pro cm3. 

Da die Beobachtungen an den Resonanzlinien des N atriums und anderer 
Elemente durch die klassische Theorie ebensogut erklart werden konnen, wie 
durch die Quantentheorie (was durchaus in Ordnung ist) , so hat W. SCHUTZ 
eine Reihe von Untersuchungen ausgefUhrt, bei den en die charakteristischen 
Zuge der Quantentheorie der naturlichen Linienbreite (Abschn. 46) besser zur 
Geltung kommen: 

Magnetorotations- und Absorptionsmessungen am zweiten Glied der Cs
Hauptserie 62 5 -72 P,/",/,; A 4555 und 4593 ergaben [1016J eine Dampfungs
konstante von nur 0,24 X der klassischen Konstante (41,1 bzw. 5). Dieses 
Ergebnis.ist qualitativ leicht verstandlich: Die Dampfungskonstante y ist gleich 
der reziproken Abklingzeit der 72 P-Terme, von denen auBer nach 62 5 noch 
Obergange nach 52 D und 72 5 moglich sind. Erstere haben nach den Mageto
rotationsmessungen sehr kleine I; fUr die letzteren diirfte zwar nach dem 
THOMAS-KuHNschen Summensatz I ~ 1 sein, sie liegen aber bei so kleinen 
Frequenzen (Ultrarot), daB die entsprechenden Beitrage zur Abklingkonstante 
( ~V2 • I) trotzdem klein bleiben. 

Nach WEISSKOPF und WIGNER (Kap. 9, Gl. (46,9)) solI weiterhin die natiirliche 
Linienbreite durch die 5umme der Abklingkonstanten Yn + Ym des oberen und 
unteren Termes bedingt sein und nicht nur, wie man zunachst in falscher Analogie 
zur klassischen Theorie annahm, durch die des oberen Termes allein. 
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Das Neonspektrum enthalt nun im Sichtbaren elmge Dbergange, die von 
denselben oberen Termen teils zu metastabilen, teils aber auch zu instabilen 
Niveaus fuhren, von denen aus das Elektron mit sehr groBer Wahrscheinlichkeit 
nach dem Grundzustand springt. Die naturliche Breite der zweiten Gruppe 
muB groBer sein als die der ersten und zwar urn einen Betrag, der der naturlichen 
Breite oder reziproken Abklingzeit des unteren Termes entspricht. 

W. SCHUTZ und H. SCHILLBACH [1017-18J bestimmten zunachst mit Hilfe 
der Magnetorotation die Oszillatorenstarken I der verwendeten Neonlinien. 
Das Iy wurde - da es sich ja urn Dbergange zwischen angeregten Termen handelt 
- aus Messungen an den Emissionslinien1 der positiven Saule gewonnen: Die 
Emission pro Volumeinheit und Raumwinkel 1 ist - diese Teilaussage des 
KIRCHHOFFschen Satzes konnen wir ohne weiteres als giiltig betrachten - pro
portional dem Absorptionskoeffizienten k. [cm-I], sagen wir = 10 • k.. Eine 
Saule der Lange l emittiert daher unter Berucksichtigung der Selbstabsorption 
die Intensitat: I 

I,. = J 10 • k. e- kv 1 dl = 10 (1- e- k.l) • (53,1) 
o 

In der Linienmitte wird also bei einer hinreichend langen Saule (kv l.> 1) I,. = 10 ; 

in einigem Abstand von der Linienmitte dagegen ist k.l<:'1 und Iv= Io·k,.Z. 
Man kann also den Absorptionskoeffizienten k. ermitteln und im iibrigen genau 
so verfahren wie bei den Absorptionsmessungen. 

Die Untersuchungen von W. SCHUTZ und H. SCHILLBACH (s.oben) ergaben, 
'daB die Halbwertsbreite der Neonlinien, welche von Dbergangen nach dem 
instabilen s2-Term (PASCHENsche Bezeichnung) herruhren, urn 0,8 ± 0,4.109 sek-1 

groBer ist, als die der anderen Linien, welche nach den stabileren Termen S3' 

S4 und S5 fiihren. Man kann hieraus sogar die Oszillatorenstarke der Ne
Resonanzlinie Po - S2' )" 736 A zu I ,...., 0,2 abschatzen, was etwa der erwarteten 
GroBenordnung entspricht (vgl. Tabelle 42). 

Die im vorhergehenden kurz beschriebenen Methoden zur experiment ellen 
Bestimmung der Dampfungskonstante y verlangen aIle eine weitgehende spektrale 
Auflosung der betreffenden Linie. Dabei werden an das Trennungsvermogen 
des Spektralapparates Anforderungen gestellt, die hart an der Grenze des 
Erreichbaren liegen. 

Wie wir schon fruher sahen, kann jedoch die Gesamtabsorption (44,37), 
d. h. die gesamte in einer Linie absorbierte Intensitat, ausgedruckt in Ein
heiten der Intensitat des kontinuierlichen Spektrums pro cm-1 oder pro A, 
unabhiingig vom Trennungsvermogen des Spektrographen gemessen werden. 
Falls die Breite oder - was auf dasselbe herauskommt - die Gesamtabsorption 
der aufge16st gedachten Linie wesentlich groBer ist, als die Dopplerbreite, so 
wird nach (44,52) die Gesamtabsorption Am bzw. A" abgesehen von universellen 
Faktoren proportional YfY:-Nl. Das heiBt Am ist proportional der Wurzel aus 
der Anzahl absorbierender Atome in einer Saule von 1 cm2 Querschnitt N l mal 
:Vly. Diese Aussage derTheorie hat R. MINKOWSKI 2 (s. S. 198) bestatigt gefunden; 
Insbesondere verhalten sich die Gesamtabsorptionen der beiden NaD-Linien 
mit 1=1/3 bzw. 2/3 stets wie 1: V2=1 :1,41. Durch Ausmessen der Gesamt
absorptionen erhielt MINKOWSKI sogar die genauesten Werte der naturlichen 
Breite y der NaD-Linien. 

Da das "Wurzelgesetz" der Gesamtabsorption und der Linienbreite eine der 
Grundlagen fur die Deutung der Sternspektren bildet, so ist es auch noch in 
anderer Weise nachgepriift worden: Wir beobachten z. B. das Sonnenspektrum 

1 Da deren Breite sehr klein ist, wurde mit Interferometer gearbeitet. 
2 Vgl. auch [1006, 1011, 1015]. 
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stets durch eine Luftschicht, deren wirksame Dicke nach Kap. II mit dem 
Secans der Zenitdistanz variiert. 

H. v. KLUBER1 [1010] hat nun die Absorption in der Sauerstoffbande A 7600 
in Abhangigkeit vom Sonnenstand untersucht und findet fUr die hinreichend 
breiten Linien tatsachlich ein Anwachsen der Linienbreite (gemessen bei einem 
bestimmten Bruchteil der Intensitat des kontinuierlichen Spektrums) und der 
Gesamtabsorption """",vsec z. Die Dampfungskonstante y diirfte jedoch bei den 
atmospharischen Sauerstoffbanden im Gegensatz zu den MINKOWsKIschen 
Versuchen mit Na-Dampf und ahnlichen vorwiegend durch Sto,8dampfung 
bedingt sein. 

SchlieBIich wollen wir noch kurz auf die Interpretation von Gesamtabsorp
tionsmessungen, bei den en die Bedingung "Gesamtabsorption:> Dopplerbreite" 
nicht mehr erfiillt ist, eingehen: 

1st die Gesamtabsorption <: Dopplerbreite, so kommen wir auf in Abschn. 52 
besprochene Methodik zur Bestimmung von f zuriick. Neuerdings haben 
R.B. und A. S. KING [1009] so im elektrischen Of en (relative) Oszillatorenstarken 
in FeI-Multipletts gemessen. Diese Versuche diirften fUr die weitere Entwick
lung der Sternspektroskopie vor allem auch deshalb von grundlegender Be
deutung sein, weil hier zum erstenmal derartige Messungen an angeregten 
Atomzustanden unter definierten Anregungsbedingungen (BOLTZMANN-Vertei
lung, Kap. IV) ausgefUhrt sind (vgl. auch Abschn. 57). 

In dem Ubergangsgebiet zwischen reiner Dopplerverbreiterung (oder all
gemeiner: Absorption in diinner Schicht) und Dampfungsverbreiterung (dicke 
Schicht) muB der etwas schwerfallige Apparat des Abschn. 44 insbesondere 
Fig. 59 angewandt werden. 

Unter derartigen Verhaltnissen hat W. SCHUTZ [820] die Gesamtabsorption 
des Cs-Dubletts A 4555 und 4593 gemessen und die Theorie qualitativ bestatigt 
gefunden. Uber Messungen an der Sauerstoffbande A 7600 vgl. W. H. J. CHILDS 
und R. MECKE [1001 J. 

54. Intensitatsmessungen an Emissionslinien. Selbstabsorption. 
Beschranken wir uns zunachst auf den einfachsten Fall der Emission einer 

fUr aIle Frequenzen "optisch diinnen" Schicht: 
Befinden sich pro cm3 N" Atome im Quantenzustand n, so wird von diesen 

pro sek vermittels des Dberganges n ->- m mit der Frequenz 'limn die Energie 

(54,1) 

ausgestrahlt, wo Amn die entsprechende "spontane" Ubergangswahrscheinlich
keit bedeutet. Die Frequenzverteilung der Linie ist meistens wieder durch den 
Dopplereffekt bedingt. 

In den meisten Lichtquellen hat nun die Anregung noch soweit Ahnlichkeit 
mit der thermischen, daB die N n eng benachbarter Terme sich wie deren sta
tistische Gewichte verhalten. Man kann dann die Verhaltnisse der "theoretischen 
Intensitaten" bzw. die Oszillatorenstarken und Dbergangswahrscheinlichkeiten 
von Linien, die von benachbarten Termen ausgehen, direkt vergleichen. 

So sind die ausgedehnten MeBreihen iiber relative Intensitaten innerhalb 
von Multipletts, die zur Aufstellung und Priifung der BURGER-DoRGELOSchen 
Summenregel und ihrer Weiterbildungen gefUhrt haben, im Utrechter Institut 
gr6Btenteils nach dieser Methode durchgefUhrt worden. Uber experimentelle 

1 Beobachtungen von R. v. D. R. WOOLLEY [1020J, die abweichende Ergebnisse er
zielten, waren ohne Zweifel durch mangelhafte spektrale AufJosung gest6rt. 
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Details vgl. den Bericht von DORGELO [938J. Die Literatur tiber gemessene 
Multiplettintensitaten werden wir am SchluB dieses Kapitels zusammenstellen. 

Bei Na-Flammen kann man N .. sogar absolut bestimmen. Hierzu muB man 
zunachst die Menge des in der Flamme enthaltenen Na-Salzes kennen, sodann 
dessen Dissoziation berucksichtigen und endlich mit Hilfe der bekannten 
Flammentemperatur die Anregung der Na-Atome nach der BOLTZMANNschen 
Formel berechnen. Durch absolute Messung der Strahlungsintensitat kann man 
dann nach (54,1) die Ubergangswahrscheinlichkeit Am .. ermitteln. Uber Literatur 
und Ergebnisse dieses in praxi sehr diffizilen Vedahrens, das bis jetzt - wie 
gesagt - nur auf die N aD-Linien angewandt wurde, vgl. z. B. MITCHELL
ZEMANSKY (S.116). 

Die Emission optisch dicker Schichten kann - wie man im FaIle thermis~hen 
Gleichgewichtes schon aus dem KIRCHHoFFschen Satz entnimmt - in engster 
Analogie zu dem entsprechenden Absorptionsproblem behandelt werden. Die 
Emission einer homogen leuchtenden Schicht der Dicke l mit dem Absorptions
koeffizienten k. ist nach (53,1) 

1 

Iv = 10 J kv e- 1<,,1 dZ = 10 (1 - e- kv1) • 

o 

10 bedeutet dabei wieder den Grenzwert I. fUr groBe k. ·Z. 1m FaIle thermischen 
Gleichgewichtes ist 10 gleich der Intensitat eines Hohlraumstrahlers mit der 
Temperatur der Lichtquelle. 

Integriert man uber den ganzen Frequenzbereich der Linie, so kommt man 
- 10= 1 gesetzt - auf den bekannten Ausdruck (44,37) fUr die Gesamt
absorption zuruck. Wir konnen also - wie dies im vorhergehenden Abschnitt 
schon zum Teil geschah - alle Ergebnisse des Abschn. 44 aut die Emission homo
gener Schichten anwenden. 

Insbesondere wird im Gebiet, wo die Gesamtintensitat von der GroBen
ordnung 10 X Dopplerbreite ist, die Linienintensitat nur sehr langsam mit der 
emittierenden Atomzahl und der Dbergangswahrscheinlichkeit anwachsen. 
Das heiBt durch Selbstabsorption in der Lichtquelle werden z. B. die Inten
sitatsverhaltnisse in Multipletts systematisch verkleinert. 

Wird endlich die optische Dicke in der Linienmitte >- 1, so erreicht dort die 
Intensitat den festen Grenzwert 10, die Intensitat in den Linientliigeln aber 
bekommt die typische Dampfungsverteilung (40,16) 

ne2 N· f y L-Io·---·- ------
• - me (00 - (00)2 • (54,2) 

Das heiBt die Linienbreite bei einem bestimmten I. und damit auch die Gesamt
intensitat der Linie geht '" vNT:;', wie wir schon in Abschn. 53 sahen. 

Praktisch ist die Theorie der Emission optisch dicker Schichten hauptsachlich 
wichtig, urn entscheiden zu k6nnen, wann der zuerst betrachtete Grenzfall 
optisch dunner Schichten realisiert ist und wann nichtl: 

Wie wir sahen, muB einerseits die Dichte der leuchtenden Atome so klein 
genommen werden, daB die Intensitat in der Linienmitte <: 10 wird, d. h. kleiner 
als die Maximalintensitat, die man mit der betreffenden Lichtquelle erzielen 
kann. A ndererseits aber dad die Linienintensitat eine gewisse GroBe nicht 
unterschreiten, urn noch photographisch mit vernunftigen Belichtungszeiten 
nachweisbar zu sein. 

1 Solange die Selbstabsorption nicht zu groB ist (k.·l fiir die Linienmitte maximal_i), 
kann man gegebenenfalls die Formeln des Abschn. 44 beniitzen, urn auf unendlich diinne 
Schicht zu reduzieren. 
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Bei Flammen kann 10 nach dem PLANcKschen Gesetz abgeschatzt werden; 
es nimmt dementsprechend nach kurzen Wellen rapide ab. Unter Benutzung 
plausibler Daten fUr die Plattenempfindlichkeit, Lichtstarke des Spektrographen 
uSW. findet so R. MINKOWSKI [1014J, daB man in der Bunsenflamme mit 
T ~ 2000° K selbstumkehrfreie Linien nur fUr A> 5900 A, im Knallgasbrenner 
mit T ~ 2500° K fUr A > 5000 A, bekommen kann. In elektrischen Entladungen 
liegen die Verhaltnisse vielfach nicht viel gunstiger. Der Lichtbogen durfte 
fUr viele Linien (es kommt im einzelnen naturlich auf die Anregungsverhaltnisse 
an) nicht als homogen zu betrachten sein 1 ; die Absorption der kalten auBeren 
Schichten muB jedenfalls im Auge behalten werden. 

Zusammenfassend mussen wir also mit R. MINKOWSKI feststellen, daB selbst
umkehrfreie Emissionslinien nur unter besonderen VorsichtsmaBregeln zu erzielen 
sind. 

Urn die Selbstabsorption zu untersuchen, benutzt man vielfach folgenden 
Kunstgriff: Durch einen Hohlspiegel wird die Lichtquelle in sich selbst ab
gebildet, so daB man sozusagen zwei hintereinander gestellte Flammen beobachtet. 
AIle optischen Schichtdicken werden daher genau verdoppelt. In Verbindung 
mit Fig. 59 kann man dann auf dunne Schicht reduzieren, falls die Selbst
absorption nicht zu stark und die Lichtquelle einigermaBen homogen ist. 

Auf Einzelheiten der zahlreichen Untersuchungen an Natriumflammen von 
S. L. GOUY, R. LADENBURG und F. REICHE und deren Mitarbeitern einzugehen, 
wurde hier zu weit fUhren. 

55. Direkte Messung der Lebensdauer angeregter Zustande. 
Abklingleuchten. Resonanzfluoreszenz. 

Der Vollstandigkeit wegen sollen noch kurz einige Methoden zur direkten 
Messung von Ubergangswahrscheinlichkeiten erwahnt werden, die zwar fUr unsere 
Zwecke kaum in Betracht kommen, aber doch prinzipielles Interesse bieten: 

a) Die Messungen des Abklingleuchtens von Kanalstrahlen im Hochvakuum 
nach W. WIEN [1005J wurden die spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten Amn 
angeregter Zustande geben, wenn es moglich ware, jeweils nur ein solches Energie
niveaJ.! anzuregen. In praxi wird der Abklingvorgang wesentlich beeinfluBt 
durch die "N achlieferung" von Elektronen aus hoheren Energieniveaus und 
vielleicht auch Neuanregung, so daB man aus den Versuchen nur entnehmen 
kann, daB die Lebensdauern angeregter Niveaus von der Gro/Jenordnung 10-8 sek 
sind. Uber Versuche mit besser definierten Anregungsbedingungen - die wenig
stens eine qualitative Ubereinstimmung mit den berechneten Ubergangswahr
scheinlichkeiten ergeben - vgl. H. BET HE (S. 460), dort auch Literaturangaben. 

b) Messungen uber die Ausloschung der Resonanzfluoreszenz durch Gaszusatz 
ergeben die mittlere Lebensdauer T des betreffenden angeregten Zustandes 
(bei Na Z. B. 32 P), wenn man die Zahl der StoBe pro sek mit Hilfe der gas
kinetischen Wirkungsquerschnitte berechnet. Richtiger wird man T als bekannt 
betrachten und aus solchen Versuchen die "Wirkungsquerschnitte" fUr Aus-
16schung ableiten. Einige Zahlenwerte werden wir im nachsten Abschnitt 
zusammen mit den entsprechenden "Wirkungsquerschnitten fUr StoBdampfung" 
angeben. 

c) Untersuchungen uber den zeitlichen Verlauf der Resonanzfluoreszenz sowie 
polarimetrische Messungen uber Resonanzfluoreszenz im Magnetfeld (HANLE U. a.) 
geben ebenfalls Abklingzeiten. Wir mussen uns jedoch mit einem Hinweis auf 
die ausgezeichnete Zusammenfassung von MITCHELL-ZEMAN SKY [802] begnugen. 

1 Bier konnten evtl. die Untersuchungen von R. MANNKOPFF und seinen Schiilern 
weiterfiihren. V gl. [1007]. 
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56. Ergebnisse einiger experimenteller Untersuchungen 
tiber StoBdampfung und Druckverbreiterung. 

Fiir die Deutung der FRAuNHoFERschen Linien wird es eine Frage von grund
legender Bedeutung sein, ob die Dampfungskonstante y durch Strahlungs
dampfung allein bestimmt ist oder ob auch noch die StoBdampfung zu beriick
sichtigen ist. 1m erst en Fall wird namlich y eine Konstante des betreffenden 
Atoms, wahrend es im zweiten Fall von Druck und Temperatur abhangt. Da 
weiterhin die Berechnung der Wirkungsquerschnitte nach der Quantenmechanik 
zur Zeit noch einen sehr approximativen Charakter hat, so wird es gut sein, sie 
unter Bedingungen nachzupriifen, die den astrophysikalischen weitgehend ent
sprechen. Auf die zahlreichen Untersuchungen iiber Molekiilgase werden wir 
dagegen trotz ihrer Wichtigkeit fUr die Physik kaum eingehen. 

Zur Messung von StoBdampfungskonstanten y (= 2/mittlere Zeit zwischen 
2 StoBen) bzw. Wirkungsradien (J "fUr verbreiternde StoBe" nach Gl. (41,9) 
stehende folgende Methoden zur Verfiigung: 

1. Direkte photometrische Messung von Linienbreiten bei hohen Drucken 
(einige atm). Derartige Untersuchungen sind besonders von eHR. FucHTBAuER 
[1002-4J und seinen Mitarbeitern ausgefUhrt worden. 

2. Messung des Absorptionskoeffizienten in den auBeren Teilen der Linie 
(LlA> Dopplerbreite) bei groBer Schichtdicke. Solche Untersuchungen hat 
insbesondere R. MINKOWSKI im AnschluB an seine Messung der Strahlungs
dampfungskonstante der NaD-Linien ausgefiihrt. 

Daneben kann man - entsprechend unseren friiheren Erorterungen - auch 
die Gesamtabsorption und magnetooptische Erscheinungen zur Bestimmung 
von YStolJ heranziehen. Auf Details brauchen wir nicht nochmals einzugehen. 

Eine weitere Moglichkeit zur Erfassung der Wechselwirkung zwischen 
leuchtendem Atom und Fremdgas bietet die von R. W. WOOD entdeckte Aus
loschung der Resonanzjluoreszenz: Sobald die mittlere Zeit zwischen zwei aus
lOschenden StoBen wesentlich kleiner wird als die natiirliche Lebensdauer des 
betreffenden oberen Termes, nimmt die Intensitat der Resonanzfluoreszenz ab. 
Da aber zur Dampfungskonstante auch schon die nicht ausloschenden "Phasen
storungsstoBe" einen Beitrag geben, so muB jedenfalls (JAusloschung < (JVerbreiterung 

sein. Bei Verbreiterung durch Molekiilgase sind beide (J im allgemeinen von der
selben GroBenordnung, da die Molekiile vermoge ihres komplizierten Termschemas 
jede angebotene Anregungsenergie leicht "verdauen" konnen. Bei Edelgasen 
usw. trifft dies nicht zu; hier sind die Aus16schungsradien verschwindend klein. 
Eine Zusammenstellung gemessener Wirkungsradien fUr die NaD-Linien gibt 
die folgende Tabelle nach V. WEISSKOPF [804J zusammen mit den von ihm 

Tabelle46. Optische Wirkungsradien a(in A)der NaD-Linien gegen verschiedene 
Fremdgase. 

He I Ne I Ar H, N, 

5,6 16,15 9,0 5,8 8,3 SCHUTZ, W.: Z. Physik 45, 30 
I I (1927) r ttbreikmng! .- - 7,9 - --

j 7,7 MINKOWSKI, R. : Physik. Z. 23, 
Gemessener I 72 (1922); Z. Physik 55, 18 

Wirkungsradius i (1929) 
fur { - - - -- 4,5 I 8,2 I MANNKOPFF, R.: Z. Physik 36, Ausloschung : i 315 (1926) I 

Berechnet: Umax 1 6,31 7.9 11~:~ 1 ~_~ I -~ 1 V. WEISSKOPF [804J 
Gmin 4.8 6.0 
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berechneten (vgl. Abschn. 47) oberen und unteren Grenzwerten. Wie man 
sieht, ist die Obereinstimmung von Theorie und Beobachtung eine recht 
befriedigende. 

Neben der Linienverbreiterung durch StoBdampfung betrachten wir nun 
den eigentlichen Druckeffekt, d. h. die Linienverbreiterung und -verschiebung 
durch intermolekulare elektrische Felder (Abschn. 47): 

In den Sternatmospharen macht sich dieser Effekt - wie wir sehen werden -
wohl nur bei den besonders empfindlichen Wasserstoff- und Heliumlinien bemerk
bar. Wieweit evtl. auch Obergange zwischen den locker gebundenen, hoch
angeregten Termen schwerer Elemente davon erfaBt werden, ist zur Zeit noch 
nicht bekannt. Immerhin wird man auch hier auf die Moglichkeit intermole
kularer Starkeffekte zu achten haben. 

Qualitative experimentelle Untersuchungen iiber die Verbreiterung der 
BALMER-Linien in teilweise ionisierten Gasen liegen in groBer Anzahl vor. Als 
Lichtquelle sind namentlich LichtbOgen und Kondensatorentladungen im ver
diinnten Gas beniitzt worden. Es zeigt sieh, daB die Linienbreite etwa pro
portional der Breite des entsprechenden Starkeffektbildes anwachst. Quanti
tative Untersuchungen, bei denen die Selbstabsorption beriicksiehtigt und die 
Ionendichte erfaBbar ist, fehlen vollstandig. 

Relative Messungen der Breiten und Verschiebungen mehrerer Linien von 
Li, Ag, eu und Ni haben J. HOLTSMARK und B. TRUMPY [1008] im Licht
bogen ausgefiihrt. Sie finden, daB ihre Messungen1 recht gut durch die HOLTS
MARKsche Theorie (Abschn.47, 2. Halfte) wiedergegeben werden, wenn man 
z. B. fUr einen 10 A.-Bogen im Sinne von Gl. (47.4) eine Normalfeldstarke Fo 
der GroBenordnung 8-25 kVjcm annimmt. Eine unabhangige Priifung des 
angenommenen Fo-Wertes gestatten neuere Untersuchungen von H. HORMANN 
[1007]. Er findet fUr die Zahl der Elektronen + Ionen pro cm3 in einem solchen 
Bogen - ziemlich unabhangig von Salzfiillung usw. - etwa n = 4· 1015• 

Danach wiirde man nach Gl. (47.4) berechnen Fo = 2,60· e· n2/3 = 9.4 kVjcm. 
In Anbetracht der Unsicherheit der Messung der Linienbreiten, wie auch der 
n-Bestimmung darf man die Ubereinstimmung der beiden Fo-Werte als eine 
Bestatigung der HOLTsMARKschen Theorie betrachten. Wie man sich leicht 
klarmacht, gibt der Kohlebogen hinsichtlich Temperatur und Elektronendruck 
unter allen Lichtquellen zur Zeit die beste Annaherung an die Verhaltnisse in 
Sternatmospharen. Die Weiterfiihrung derartiger Versuche erscheint daher sehr 
aussichtsreich. 

57. Zusammenstellung astrophysikalisch wichtiger 
Bestimmungen von Oszillatorenstarken usw. Moglichkeiten 

zur Messung von Ubergangswahrscheinlichkeiten fUr 
Quantenspriinge zwischen angeregten Atomzustanden. 

Als AbschluB unserer atomtheoretischen Vorstudien zur Theorie der FRAUN
HOFER-Linien geben wir noch eine Zusammenstellung2 der nach den ver
schiedensten Methoden gemessenen Obergangswahrscheinlichkeiten, soweit sie 
direkt oder als Analoga astrophysikalisches Interesse bieten. Wo sie bekannt 
sind (Tabelle 42), haben wir die quantentheoretisch berechneten Werte daneben 
vermerkt. Wir haben dabei den Messungen nach der Methode der anomalen 
Dispersion das groBte Vertrauen geschenkt, dann folgen Absorptionsmessungen, 

1 Die gemessenen Halbbreiten liegen in der GroBenordnung von 1 A. 
2 Die Literaturangaben der Tabelle sind am SchluB des Buches meist nicht wiederholt. 

Vgl. auch insbesondere MITCHELL-ZEMANSKY [802], Tabelle 13-17 und MULLER-POUILLET 
[803]. 



Li 2'S-n'P 

n=2 
3 
4 
5 

Na 3'S-n'P 

n=3 

4 
5 
6 

... 

K 4'S-n'P 

n=4 

5 

6 

7 

... 

Cs 6'S - ,. IP'I., 'I. 

n=6 

7 
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Tabelle 47. Gemessene Oszillatorenstarken. 

A 

6708 
3233 
2741 
2563 

A 

5893 I 

3303 
2853 
2680 
., . 

.i! 

7699 } 7665 

4047 
4044 

3447.5 
3446,5 
3217,8 
3217,3 ... 

A 

8943.6 
8521,2 

4593,3 
4555,4 

A. Alkalien 1.2. 

h.r. * 

0,750 
0,0055 
0,0052 
0,0025 

f ber. • 

0.975 

0.0144 
0.00241 
0.00098 

.. , 

(f,lf')beoh . 

2 

2 

-

-

... 

f.lt. 

2,1 ±0,2 

I 

f beob. 

0,750 
0,0055 
0,0048 
0.0032 

Ibeoh. 

1.00 

0,0144 
0.00211 
0.00065 
... 

fbeoh. 

1.00 

COlO! 0,0090 

0.00897 

0,000879 

0,000210 

. .. 

t. +f. 

0,98 

4,27 ± 0,12[ 0,0142 

Literatur 

Relativwerte von t mit anomaler Disper
sion gemessen von A. FILIPPOV (Z. 
Physik 69, 526 (1931») in guter "Ober
einstimmung mit Absorptionsmes
sungen von B. TRUMPY (Z. Physik 57, 
787 (1929»). Die FILlPpovschen Werte 
haben wir so normiert, daB fUr n = 2 
das t = 0,750 wird. Absolutmessungen 
liegen meines Wissens nicht vor 

Literatur 

{AbSolutmessung der D-Linien von R. 
MINKOWSKI [1013] (Absorption) und 
viele weitere Untersuchungen 

Relativmessungen fiir n = 3 bis 16 von 
A. FILIPPOV und W. PROKOFJEW (Z. 
Physik 56. 458 (1929»). (Anomale 
Dispersion. ) 

Literatur I Magn_p"~h, Ahoolutm,~ung d~ I. 
und 2. Seriengliedes nach J. WEILER 
(Ann. Physik l. 361 (1929»). Auch 
J.F. HEARD [1006] - Absorption -

{ Relativmessung nach der Hakenmethode 
von W. PROKOFIEW und G. GAMOW 
(Z. Physik 44. 887 (1927») 

FILIPPOV, A.: Z. SOY. Physik 5,1 (1932) 
(Relativmessung, Hakenmethode) 

Literatur 

MINKOWSKI, R. U. W. MUHLENBRUCH: 
Z. Physik 63, 198 (1930). (Magneto-
rotation.) 

Vgl. auch SCHUTZ, W.: Z. Physik 64, 
682 (1930) 

t)ber die hiiheren Serienglieder vgl. auch CHR. FUCHTBAUER und W. HOFMANN (Ann. 
Physik 43,96 (1914») und CHR. FUCHTBAUER und H. W. WOLFF (Ann. Physik 3,359 (1929»)· 

1 Die zahlreichen Emissionsmessungen von C. E. BLEEKER (Diss. Utrecht. 1928) haben 
wir nicht aufgenommen, da ihre Selbstumkehrfreiheit nicht gesichert erscheint (R. MIN
KOWSKI [1014J). 

2 Die Deutung der Dispersions-, Absorptions- und Emissionsmessungen an atomarem 
Wasserstott wird sehr erschwert durch Besonderheiten der Anregung, die bewirken, daB die 
Besetzungszahlen der Quantenzustande vielfach nicht deren statistischen Gewichten ent
sprechen. Eine eingehende Diskussion giht H. BETHE [903, S.456ff.]. 

* Vgl. Tabelle 42. Die Zahlen geben die Summe beider Dublettkomponenten. (Inten
sitatsverhaltnis 1 : 2). 
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Ta belle 47 (Fortsetzung). 
B. II. Gruppe des periodischen Systems. 

Relativmessungen des Verhaltnisses: 1. Hauptserienlinie: 1. Interkombination. 

nl nlSo-nlPl nlSn-n8Pl !tit. Literatur 

J At A2 
Ca 4226.73 6572.78 33000 PROKOFJEW. W.: Z. Physik 50. 701, (1928) 
Sr 5 . 4607,52 6892,86 1660 (Hakenmethode) 
Ba 6' 5535,53 7911,00 146 I 

H6here Glieder der Ca-Hauptserie (A 2722 ... ) bei A. FILIPPOV und N. KREMENEWSKY 
(Z. SOy. Physik I. 299 (1932»). 

nl n1So-
nlP1 

At 
Zn 4 2139.33 
Cd 5 2288.79 

Hg 6 1849.50 

Thallium 

6 2P,i, - 725'1, 

6 2FtI• -- 72 5'1. 

6 2Ft,. - 6 2D,/. 

n1So-

I 
Literatur 

t,lt. 
" nSP) 

Relativmessungen Absolutmessungen 

A2 rmrov. A .• 
I KUHN, W.: K. Danske 

3075.99 7200 -- Z. SOy. Phy- Vid. Selskab. Medd. 7. 12 

3261.17 680 1.20 ± 0,05 sik I. 289 1 (1925) U. ZEMANSKY, 

(1932) M. W.: Z. Physik 72. 587 
(1931) 

2536,52 46.8 1,19 ± 0,02 83,234 (1933). s?wie mit 
rOmORN. G .• Z. Ph"'" 

LADENBURG. R.. Z. Phy-
sik 63, 616 (1930) 

Weitere Literatur iiber Hg vgl. MITCHELL-ZEMANSKY. 

C. III. Gruppe des periodischen Systems. 

5350 0,076} 

3776 0.08 

2768 [ 0.20 I} 

Literatur 

Relativmessung von W. K. PROKOFJEW und W. N. SOLO
WIEW (Z. Physik 48, 276 (1928») 

Absolutmessung nach W. KUHN (K. Danske Vid. Selskab. 
Medd. 7, 12 (1925) u. Naturwiss. 13, 724 (1925»). Dort 
noch einige Relativmessungen ultravioletter TI-Linien 

wahrend die Emissionsmessungen groBenteils als zu selbstumkehrverdachtig 
beiseitegelassen wurden. Wo ein Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung 
moglich ist, fallt er recht befriedigend aus. Ganz allgemein bemerkt man, daB 
die Resonanzlinie (Dbergang vom Grundterm zum nachst hOheren damit 
kombinierenden Term) den gro(Jten Teil der durck den THoMAs-KuHNscken 
Satz festgelegten f-Summe auf sick vereinigt. 

Leider beziehen sich die bis jetzt ausgefUhrten f-Messungen (bis auf die 
belanglose Ausnahme von TU. 5350) nur auf Dbergange vom Grundzustand 
aus. Flir die Astrophysik ware es aber von grundlegender Bedeutung, ein Ver
fahren zur Messung der Oszillatorenstarken f (und evtl. Dampfungskonstanten y) 
von Dbergangen zwischen angeregten Zustanden zu kennen. Erste Voraus
setzung hierflir ist die Schaffung genligend hoher Anregung unter definierten 
Bedingungen. 

Einen vielversprechenden Ansatz in dieser Richtung bilden die von R. B. und 
A. S. KING [1009] ausgefiihrten Gesamtabsorptionsmessungen an Fe-Linien im 
elektrischen Of en. 

Daneben erscheint es nach den Untersuchungen von R. MANNKOPFF und 
seinen Schiilern (z. B. [1007]) nicht aussichtslos, den Kohlebogen als Lichtquelle 
fUr entsprechende Emissionsmessungen auszubilden. 
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Neben den im Vorhergehenden besprochenen Untersuchungen sind fUr den 
Astrophysiker noch wichtig Messungen der relativen Intensitiiten von Multiplett
linien; ein besonders yom Utrechter physikalischen Institut intensiv gefordertes 
Arbeitsgebiet. Eine Zusammenstellung der vorliegenden Ergebnisse wiirde 
zu weit fiihren, wir geben vielmehr am SchluB dieses Abschnittes eine nach 
Elementen geordnete Literaturzusammenstellung1 (groBenteils nach C. W. ALLEN 
[A, 7J). Bei den meisten Multipletts ist die Ubereinstimmung zwischen der 
Theorie (Abschn. 50) und den Messungen ausgezeichnet. Aber gerade bei den 
astrophysikalisch wichtigen Komplexspektren wie Fe, Fe II usw. treten manch
mal betrachtliche Differenzen auf, die auch verstandlich sind, da hier die Voraus
setzungen der Theorie nicht mehr erfUllt sind (kompliziertere Koppelung der 
Impulsvektoren; Ubereinandergreifen der Multipletts usw.). In solchen Fallen 
entnimmt man die relativen Ubergangswahrscheinlichkeiten am best en direkt 
den Messungen. 

Messungen von Multiplettintensitaten. 

DORGELO: Physik. Z. 26, 756 (1925). (Bericht uber das bis 
dahin Bekannte.) ............•. 

FRERICHS, R.: Z. Physik 31, 305 (1925) und 
Ann. Physik 81, 807 (1926) ........... . 

MILAAN, I.B.v.: Z.Physik 34,921 (1925); 38, 427 (1926) 
HARRISON, G. R.: J. opt. Soc. Amer. 17, 389 (1928) ... 

18, 109 (1929) (mit ENGWICHT) und 19, 109 (1929) . 
CLARKSON, W.: Philos.Mag. 7, 98 (1929) ....... . 
ORNSTEIN, L. S. and T. BOUMA: Physic. Rev. 36, 679 (1930) 
DEKKERS, W. A. M. u. A. A. Kruithof, Z. Physik 66, 491 (1930) 
SEWARD, R. S.: Physic. Rev. 37, 344 (1931) ....... . 
KAST, W.: Z. Physik 79, 731 (1932) ........... . 
ALLEN, J. S. V. and C. E. HESTHAL: Physic. Rev. 47, 925 (1935) 
ALLEN, C. W.: M. N. 96, 145 (1935) ....•........ 

Alkalien, Erdalkalien 
Zn, Cd, Mn 
Ca, Cr 
Ca, Cr, Fe, Mn, Ti, V 
Fe 
Ti I und II 
Ti 
Fe II 
Ni I und II, Co 
Ni 
Mn I und II 
Sr 
Cr I und II 
Fe I 

1 Wegen der Moglichkeit von Selbstumkehr bzw. Selbstabsorption ist eine kritische 
Einstellung angebracht. 



Vierter Teil. 

Messung und Deutung der Intensitats
verteilung in den FRAUNHOFER-Linien. 

XI. Kapitel. 

Messung der Konturen und Gesamtabsorptionen 
von FRAUNHOFER-Linien. 

58. Der Spektrograph: Trennungsvermogen; 
Entzerrungsfragen; Gittergeister; Streulicht. 

Wenn man die Intensitatsverteilungen in Absorptions- oder Emissionslinien 
- wir sprechen meist kurz von Linienkonturen - miBt, so ist zu berucksichtigen, 
daB diese zunachst noch durch den Spektrographen verzerrt sind. Als Ursachen 
der Verzerrung kommen in Frage: 

1. Beugungserscheinungen an der kleinsten Blende - meist Rand des 
Kameraobjektivs -, die das "theoretische Auflosungsvermogen" festlegen. 

2. Endliche Spaltbreite. 
3. G eometrisch -optische Bildfehler. 
Diese Effekte beschreibt man summarisch durch Angabe des "Trennungs

vermogens": 1st L1 .1.0 der Abstand zweier Spektrallinien, die man eben noch 
trennen kann, so setzt man dieses gleich AfL1 .1.0, Die GroBe und Art der Verzerrung 
kann man am besten charakterisieren, indem man angibt, welche Intensitats
verteilung auf der Platte durch eine in Wirklichkeit vollig scharfe Spektrallinie 
erzeugt wird. Kennt man diese "Apparatefunktion", so wird es moglich sein, 
aus der gemessenen scheinbaren I ntensitatsverteilung die wahre I ntensitatsver
teilung (wie sie ein vollkommener Spektrograph liefern wurde) zu berechnen. 

Neben 1-3 spielen namentlich bei der Messung von Absorptionslinien eine 
Rolle: in Gitterspektrographen. 

4. Die Gittergeister 
und bei allen Instrumenten 

5. Streulicht. 
Beide Effekte iiberdecken eine Spektrallinie mit Licht anderer Wellenlangen. 

Wir werden sie daher gesondert betrachten. 
Nachdem wir einen ersten Dberblick gewonnen haben, wenden wir uns 

zunachst der Diskussion der unter 1-3 genannten Verzerrungsursachen zu: 

1. Theoretisches Auflosungsvermogen von Prismen- und Gitterspektro
graph. Beugung. 1st die A ustrittsblende des Spektrographen ein Rechteck der 
Breite1 a, d. h. ist a die Breite des auf der Kameraseite austretenden Strahlen
bundels, so erhalt man fUr monochromatisches Licht neben dem Beugungs
Hauptmaximum (der Spektrallinie) das erste MinimuIl). unter einem solchen 

1 Auf dessen Ausdehnung II zur Spektralrichtung kommt es nicht an. Hat die Blende 
Kreis- oder Ellipsenform, so kann man sie mit geniigender Genauigkeit durch ein sinn
gem~Hl gewahltes Rechteck approximieren. 
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Winkel L1 15, daD der Gangunterschied der Randstrahlen gerade gleich A wird1. 

Es ist also 
(58,1) 

Zwei Spektrallinien konnen nun eben noch getrennt werden, wenn das Haupt
maximum der einen Linie mit dem 1. Minimum der anderen zusammenfallt 
(Lord RAYLEIGH)' d. h., wenn ihre Wellenlangendifferenz L1}'0 dieser Winkel
differenz L1 15 entspricht. Das A ullOsungsvermogen erhalt man also durch Division 
der oben Gleichung mit L1}.0: 

Aj,1}.o = a' d15/d}.. (58,2) 

Die "Winkeldispersion" d15/dA fUhrt man zweckmaDig auf die lineare Dispersion 
des Spektrums zuriick. 

1st I die Kamerabrennweite und x die Koordinate in Richtung des Spek
trums auf der Platte, so wird 

dx 
d 15 = -1- . cos ()(, (58,3 ) 

wo ()( den Winkel zwischen Plattennormale und Kameraachse bedeutet. Man 
erhalt so mit (58,2) 

~i~~T' ~~ . cos ()(. I (58,4) 

In dieser fUr Prismen- und Gitterspektrographen in gleicher Weise giiltigen 
Formel kommen nur leicht meDbare GroDen vor: 

a/I ist das bffnungsverhaltnis der Kamera, dAjd x die line are Dispersion 
(A/mm· 10-7) und ()( die Plattenneigung. 

Die in den Optiklehrbuchern meist angegebenen Formeln fur AjLJ Ao erhalt man leicht 
durch direkte Berechnung der Winkeldispersion d(jjdA fur das Prism a bzw. Gitter: 

Beim Prismenspektrographen - der von vorn
herein auf Minimum der Ablenkung eingestellt 
sei - sind nach dem FERMATschen Prinzip die 
beiden in Fig. 66 ausgezogenen "optischen Weg
langen" (Brechungsindex n X Weg) zwischen zwei 
Wellenflachen einander gleich. Andert sich nun 
beim Dbergang von A zu A + dA der Brechungs
index von n auf n + d n und der Ablenkungs
winkel von (j auf (j + LJ (j, so mussen die Ande-
rungen der Lichtwege beider Randstrahlen ein- b 
ander gleich sein. Das heiSt es gilt d6 

Fig. 66. Berechnung der Winkeldispersion _. 

b.dn=2.a'd((j~f{!)=a.d(l (58,5) des Prismas. dn 

und wir erhalten mit (58,2) fur das Auflosungsvermogen die RAYLEIGHSche Formel: 

Je =a.~.~~=b.~ (58,6) 
LJJe~ dn dJe dJe . 

Das Auflosungsvermogen eines Prismenspektrographen ist gleich dem Produkt aus Prism en
basis 2 X Dispersion des Prismenmaterials. 

Beim Gitterspektrographen sind die Winkel des ein- bzw. ausfallenden Strahlenbundels 
mit der Gitternormale 1p bzw. f{! verknupft durch die bekannte Gleichung 

s(sinf{!-sin1p) =n}., (58,7) 
\\'0 s die Gitterkonstante (Abstand zweier benachbarter Gitterstriche) und n die Ordnung 
des Spektrums bedeutet. Halt man 1p fest, so ist also df{! = d(j und daher 

s· cosf{!' d(j = n dJe. (58,8) 

1 J c zwei im Abstand a/2 stehende Zonen des Bundels haben dann den Gangunter
schied Aj2; es entsteht also vollige Dunkelheit. 

2 1m Sinne von Fig. 66 kommt es naturlich nur auf den durchstrahlten Teil des 
Prismas an! 

Unsold, Sternatmospharen. 14 
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Beriicksichtigt man, daB s X der Anzahl der Gitterstriche N gleich der Breite des Gitters 
und daher s' N . cos cp = dem Durchmesser a des austretenden Strahlenbiindels ist, so 
erhalt man nach (58,2) 

(58,9) 

d. h. das Auflosungsvermogen eines Gitterspektrographen ist gleich dem Produkt aus Ordnung 
des Spektrums X Zahl der Gitterstriche. 

Die - bei Prisma und Gitter gleiche - Intensitatsverteilung fur eine mono
chromatische Spektrallinie kann man nun leicht vollends berechnen 1. Sie 
entsteht durch die FRAuNHoFERsche Beugung an der Blende der Breite a. 
Setzt man zur Abkurzung 

a Lly 
v=n·--·--

A f' (58,10) 

wo Ll y=Ll X· cos at den Abstand von der Mitte der Linie, projiziert auf eine 
Ebene 1.. zur Achse der Kamera und t die Brennweite bedeutet, so ist nach einer 
bekannten Formel der Beugungstheorie 

I (v) = ~ ( Si: v r. (58,11) 

+00 

Der n-Faktor ist so gewahlt, daB f I(v) dv = 1 wird. Das erste Beugungs-
-00 

minimum erhalt man fUr v = n oder nach (58,10) a' LIra = A in Ubereinstim

mung mit (58,1). Da dieses Ll'yo dem kleinsten noch auflosbaren Wellenlangen
unterschied LlAo=A/Auflosungsvermogen entspricht, so kann man (58,10) auch 
anschaulicher schreiben als 

Lly LlA 
k: v=n' Llyo =n LlAo' (58,12) 

2. Spaltbreite. Hat der Spektrographenspalt die Breite s, so konnen wir 
im Falle inkoharenter Spaltbeleuchtung2 die Intensitatsverteilung in einer 
monochromatischen Spektrallinie berechnen, indem wir die Beugungsverteilung 
(58,11) iiberlagern mit einer Rechteckverteilung' der Breite 

(58,13) 

entsprechend (58,10). Die Brennweiten von Kollimator und Kamera sind dabei 
als gleich angenommen, sonst kame noch der entsprechende VergroBerungs
faktor hinzu. Die gesuchte Intensitatsverteilung wird also 

(J 

v=w+"2 

I(w) = ~ f Si::v dv. 
(J 

v=w-"2 

Durch partielle Integration (mit dvjv2 = -(Wjv)) erhalt man 

1 [ sin2 w lw + { I(w) =-li --w- + Si (2 w) w- i' 
z 

(58,14) 

(58,15) 

wo Si (z) = - Si (- z) = f Si; t dt die bekannte Integralsinusfunktion bedeutet 
o 

1 Die Spaltbreite und die geometrisch-optischen Bildfehler solIen zunachst noch nicht 
beriicksichtigt werden. 

2 Dber andere FaIle vgl. P. H. V. CITTERT [1117]. Fiir unsere Zwecke k6nnen die obigen 
Formeln immer mit hinreichender Genauigkeit angewandt werden. 
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(vgl. JAHNKE-EMDE). Graphische Darstellungen fUr eine Reihe von a-Werten 
gibt die folgende Fig. 67 nach P. H. v. CITTERT [1117]. Die anschauliche Be-

deutung der angeschriebenen a ist nach (58,12 u. 13) klar: Es ist a = n. Spaltbreite 
Spaltbreite x Dispersion . . .. LI Yo 

= n . LI A . In praxl wlrd man melst emen KompromiB schlieBen 
o 

zwischen der Forderung groBer Lichtstarke einerseits und moglichst groBen 
Trennungsvermogens andererseits. Nach Fig. 67 durfte die gunstigste Wahl 
bei a R:j n liegen. d. h. nach (58,13): 

sf). R:j f/a. (58,16) 

Betrachtet man mit NEWALL das Beugungsbild des Spaltes in der Ebene der 
Kollimatorlinse, so ist nach dieser Gleichung der Abstand des 1. Minimums von 
der optischen Achse etwa gleich /(w) Ii /(w) 

dem Durchmesser der Linse. Man (w) 

kann diese Bemerkung benutzen, 
urn leicht die gunstigste Spalt
breite zu finden. 

3. Geometrisch - optische 
Bildfehler. Leider wird - was 
nicht immer genugend beachtet 
worden ist - die praktische 
Anwendbarkeit der Formeln 
(58,11 u. 15) betrachtlich ver
mindert durch das Hinzutreten 
von Linsenfehlern, die meist 
eine erhebliche Anderung der 
Apparatefunktion hervorrufen1. 

Die unter 1. und 2. angegebenen 
Formeln sind daher nur als 
groBenordnungsmaBig richtig zu 
betrachten. Sie geben aber auf 
jeden Fall eine untere Grenze 
fUr die Breite der Apparate

Fig. 67. EinfluB der Spaltbreite auf die Intensitatsverteilung in 
einer monocbromatischen Spektrallinie nach Gl. (58,13-15). 

Nach P. H. v. CITTERT [1117]. 

funktion. Besonders wichtig ist noch die Bemerkung, daB diese nach (58,11 
bzw. 15) fUr groBe I w I nur mit 1/w2, also ziemlich langsam, abfallt. 

In praxi bleibt - urn eine Grundlage fur die Entzerrung von Photometer
kurven zu bekommen - nichts anderes ubrig, als die Apparatefunktion empirisch 
zu bestimmen. 

Dies geschieht am besten durch Photometrierung von Aufnahmen sehr 
scharfer Emissionslinien, deren Breite evtl. aus Interferometer-Messungen be
kannt ist. Eine solche Untersuchung hat R. O. REDMAN [1146J fUr einen groBen 
Prismenapparat des Solar Physics Observatory in Cambridge mit Hilfe von 
Neon- und Argon-Entladungsrohren durchgefUhrt. Die erwartete Abnahme der 

Apparatefunktion in ihren auBeren Teilen ,-..; -;- wurde bestatigt (vgl. RED-w 
MANS Fig. 6); das Trennungsvermogen erreichte in diesem Fall nur ,....., ~ des 

theoretischen Auflosungsvermogens. Will man zur Bestimmung der Apparate
funktion Linien (z. B. ein Fe-Spektrum) verwenden, deren Breite interfero
metrisch nicht gemessen ist, so braucht man nur zu verifizieren, daB aIle ver
wendeten Linien dieselbe Intensitatsverteilung geben 2. In ahnlicher Weise kann 

1 Vgl. auch die experimentelle Untersuchung von A. D. SHENSTONE [1150]. 
2 Dabei ist selbstverstandlich angenommen, daB die Breite der Apparatefunktion 

:> Dopplerbreite der Linien ist! 

14* 
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man auch an Sonnen- oder Sternspektren die Apparatefunktion des Spektro
graphen - falls dessen Auflosungsvermogen unter ,...,100000 liegt - groBen
ordnungsmaBig bestimmen: AIle hinreichend feinen Linien zeigen "ahnliche" 
Konturen, die sich nur im MaBstab der Intensitatskala unterscheiden. Reduziert 
man auf eine bestimmte Tiefe der Linienmitte, so hat man schon (abgesehen 
von Streulicht usw. -Effekten) die genaherte Apparatefunktion. 

Nachdem wir uns klar gemacht haben, wie man die Apparatejunktion, d. h. 
die vom Spektrographen erzeugte Kontur einer monochromat is chen Linie, 
ermitteln kann, wenden wir uns dem praktisch auBerordentlich wichtigen 
Problem der Entzerrung gemessener Linienkonturen zu: 

Bezeichnen wir jetzt mit y bzw. x die Koordinate langs des Spektrums (in 
em oder A), jeweils gemessen vom Maximum der betreffenden Kurve aus, so sei 

Lf2-- Lf.l-
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 

0,00 1,00 
-3 -1 0 +1 +2 

,00 

~ ~ l 
0. 

~ II ~ -0, 

"1Jj , ~t' 
~ ~t' -

25 

0,2 o,7!i 

..., 
:s; 

0,50 

0,75 

1\ I ~t' 

\-~ ~ ~i!lF-1,13 
to,50 

~ 
:!!:O,50 1,00 

~ % 

0,.7. 0,35 

a -

W=O,715 ~~ 
\-- a-o,80 

~ 
I ~~ 

1,00 0,00 , 
-- wolJre fIllensiliifs~erleiJung £;, Appllro/efunkfion, 

WU,v-0,80e-d.< flesomfobsorpfion /!elotivwer/e eKperimenteJJ 
--- selJeinboreflltensi{iilsverteilg. alquivolenlbreif~ zubeslimmen. HaclJe 

S(J,v=0,715e-#i Li=a'a')0F-l,¥z?A allf 1 normierl. 8 

(llnabliiingig von A(d.l)= 1,13e-(W') 
VerzerrllngJ (lJuJber Orrlinllfenmll8slub) 

Fig. 68. Verzerrung und Entzerrung. Gesamtabsorption. 

die scheinbare, d. h. durch den Spektrographen verzerrie, Intensitatsverteilung 
der betrachteten Spektrallinie = 5 (y), deren wahre I ntensitatsverteilung - wie 
sie ein idealer Spektrograph zeigen wiirde - gleich W (y) und endlich die Appa
ratejunktion, d. h. die durch den Spektrographen verzerrte Intensitatskurve 
einer monochromatischen Linie, gleich A (y). Da sozusagen jeder senkrechte 
schmale Streifen der W (y)-Kurve durch den Spektrographen in eine Kurve der 
Form A (y) auseinandergezogen wird, so gilt die bekannte Beziehung (vgl. auch 
Abschn.44 u. 46): 

+00 

S(y) = J W(x) A (y-x) dx. (58,17) 
-00 

Cnsere Hauptaufgabe wird nun sein, bei bekanntem A (y) aus der scheinbaren 
Intensitiitsverteilung 5 (y) die wahre I ntensitatsverteilung W (rr durch A uflosung 
dieser Integralgleichung zu berechnen. 

Ehe wir dieses ziemlich schwierige Problem in voller Allgemeinheit behandeln, 
wollen wir uns an Hand einiger analytisch bequem zuganglicher Spezialfalle 
einen Uberblick verschaffen. Insbesondere wollen wir untersuchen, in welcher 
Weise die Tntensitat in cler Mitte von Absorptionslinien, die sog. Restintensitat, 
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durch den Spektralapparat gcheinbar vergroBert wird. Ais erstes Beispiel behan
deln wir [1152J folgendes: 

a) Die wahre Intensitatsverteilnng in der Absorptionslinie sei gegeben durch 
(Fig. 68) {( LI A)'} 

1=10 i-a' e- -a- , (58,18) 

bzw. der "Kontrast" oder die "Absorption" durch 
I I (LlA)' 

W (,1 A) = _0;:- = a' e- ,--;- , (58,19) 

a ist also die Linientiefe; ~ -y'Trl2 die (halbe) Halbwertsbreite. 
Die Apparatefunktion werde - aus Grunden der mathematischen Einfach

keit - ebenfalls durch eine Fehlerkurve beschrieben: 

A (,1 A) = _1_ e- (LI{JA r 
[3 -vn (58,20) 

Deren Flache ist auf 1 normiert. Ihre (halbe) Halbwertsbreite ist p -y1i12 = 0,83 p. 
100 
% 

0 

~"-::=-' ..;..'-:' , " 
,;::' ,',,', 

;,,~, 
':' .. ',(I.:',' 

v~·:·· " , 

I 
SO 100 ... 

A'Iuivo/enfbreile 

' . 

I 
1SO 300 mho, "0 

Fig. 69. Linientiefe als Funktion der Gesamtabsorption nach Messungen von R. v. D. R. WOOLLEY [1155] 

im Sonnenspektrum (A 4040-4274). GroBer Prismenspektrograph;}'- ~ 50000. LI Ao 

Man wird also mit dem betreffenden Spektrographen zwei Linien eben nocl~ 
trennen k6nnen, wenn ihr Abstand 

(58,21 ) 
ist. Das heiBt p ist mit dem Trennungsvermogen Aj,1Ao so verknupft, daB 

wird1, 
p ~ 0,6,,1 Aa (58,22) 

Die yom Spektralapparat gelieferte scheinbare Intensitatsverteilung ist nun 
nach (58,17): 

(58,23 ) 
-co 

Die Halbwertsbreiten superponieren sich also in diesem Fall entsprechend 
dem bekannten Fehler-Additionsgesetz; die Linientiefe wird im Verhaltnis 

[1 + ( ~rt~ verkleinert. Umgekehrt kann bei vorgegebenem 5 (,1 A) nun W (,1 A) 

leicht berechnet werden. 

1 Zu derselben Abschatzung kann man nach [1152J auch durch Vergleich der Apparate
funktionen (58,20) und (58,11) kommen. 
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Nehmen wir an, daB alle Absorptionslinien, z. B. einer bestimmten Gegend 
des Sonnenspektrums etwa dieselbe wahre Tiefe a haben, so konnen wir die 
scheinbare Tiefe 

(58,24) 

als Funktion der von der Verzerrung unabhangigen Gesamtabsorption 
+00 +00 

E;.=jWd1.=j Sd1.=a'oq/;t (58,25) 
darstellen. -00 -00 

In Fig. 69 sind die von R. v. D. R. WOOLLEY [1155J im Gebiet 1.4040-4274 
des Sonnenspektrums mit einem groBen Prismenspektrographen gemessenen 
Tiefen der FRAUNHOFER-Linien (in %) als Funktion ihrer Gesamtabsorption 
in Milliangstrom (1/1000 A) aufgetragen. Wie die eingezeichnete Kurve zeigt, 
lassen sich die Beobachtungen darstellen mit 

a = 0,75 und {J = 40 rnA. (58,26) 
Dieser Wert von {J entspricht einem Trennungsvermogen von ,.....,60000, wahrend 
WOOLLEY direkt ,.....,50000 schiitzt. Der Wert von a ist ziemlich unsicher und 
andert sich nach WOOLLEY betrachtlich, wenn man mit der Moglichkeit von Streu
licht (s. unten) rechnet. a ware dann ungefahr urn dessen Betragzu verkleinern. 
Auf jeden Fall aber erkennt man, daB die Restintensitaten von Linien mit 
weniger als 100 rnA (entsprechend ROWLAND-Intensitat """'3) in der Hauptsache 
instrumentellen Ursprunges sind, wahrend - wie man leicht nachrechnet -
die Intensitatsverteilung in den Linienfliigeln nicht so stark affiziert wird. 

In ahnlicher Weise wie die besprochenen Messungen.WooLLEYs lassen sich die 
von M. MINNAERT und B. v. ASSENBERGH [1136, Fig.1J darsteIlen; fUr das 
TrenI).ungsvermogen des von diesen Autoren beniitzten Apparates ergibt sich 
ein etwa 10mal kleinerer Wert. " 

b) Ebenso wie die Uberlagerung zweier Fehlerku\lven lafit sich auch die 
zweier Dispersionskurven nach Abschn. 46. analytisch behandeln. Setzt man 

W (,1 A) = c· '; . (,1 }.)! + a~ (58,27) 

(Linientiefe ~; Halbwertsbreite a1 ; Gesamtabsorption C) und 
nal 

A (,1;.) = ':: . (,1 }.)! + a~ , (58,28) 
so wird 

(58,29) 

In diesem FaIle addieren sich also die Breiten von W und A. Diese Formeln 
sind als Erganzung zu (58,18-25) niitzlich, aa - wie wir noch sehen werden
die starken FRAUNHOFER-Linien (mit Ausnahme der Wasserstofflinien) nahe
rungsweise die Form (58,27) haben und die Apparatefunktion vielfach in ihren 
aufJeren Teilen mit 1/L! 1.2 geht. Leider kann man meist nicht die ganze Apparate
funktion durch '(58,28) darstellen. 

In praxi kann man haufig eine ausreichende Entzerrung durchfUhren, indem 
man 5 und A durch eine Summe mehrerer Dispersionskurven1 bzw. Fehler
kurven approximiert; vgl. auch C. W. ALLEN [111 OJ. 

2ur allgemeinen Losung der Entzerrungsintegralgleichung (58,17) 
+00 

S(y) = j W(x) A (y- x) dx (58,30) 
-00 

1 Dber die Superposition von Fehler- und Dispersionskurve vgl. Abschn. 44. 
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bei beliebig vorgegebener scheinbarer Intensitatsverteihmg und Apparate
funktion A (y) sind eine Reihe von Verfahren angegeben worden. 

Vorweg sei bemerkt, daB das zur Spaltbreitenkorrektion in der Ultrarot
spektroskopie viel benutzte elegante Verfahren von Lord RAYLEIGH [1145J 
fUr unsere Zwecke nicht geeignet ist, da es voraussetzt, daB A (y) fUr groBe I y i 
starker als irgendeine Potenz von y gegen Null geht. 

C. D. SHANE [1149J lost Gl. (58,30) nach einem "trial and error"-Verfahren: 
1st WI (x) eine geschatzte erste Naherungs16sung, so berechne man durch Ein
setzen in (58,30) 

51 (y) =jWdx)A(y-x)dx. 
Dann gilt 

5 (y) - 51 (y) = j(W (x) - WI (x)) A (y- x) dx. 

Nun wird W - WI geschatzt und durch Ausintegrieren nachgepruft usw. Nach 
Angabe des Verf. erreicht man mit zwei "Schritten" im allgemeinen eine aus
reichende Approximation. 

H. C. BURGER und P. H. V. CITTERT [1114J verwandeln durch einen Kunst
griff (58,30) zunachst in eine inhomogene Integralgleichung 

5 (y) = W(y) + jw (x) {A (y- x) -,1 (y- x)}?X, (58,31) 

wo,1 (z) eine Zackenjunktion bedeutet, die nur fULZ = Ovon Null verschieden ist, 
so daB j,1 (z) = 1 wird. Die Integralgleichung 

W(y) = 5(y)-jW(x){A(y-x)-,1 (y-x)}dx (58,32) 

wird nun, ausgehend von der 1. Naherung WI = 5, durch sukzessive Approxi
mation (NEUMANNsche Reihe) ge16st, indem man fUr das W unter dem Integral
zeichen jeweils die vorhergehende Naherung einsetzt. Man erhalt so 

Wl (y) = 5(y) I 
W2 (y) = 5(y) - j 5(x) {A (y-x) -,1 (y-x)}dx = 25(y) -j 5(x) A (y-x) dx 

W3 (y) = 5(y)- j{2 5(x)-j5(z) A (x-z) dz}{A (y-x)-,1 (y-x)}dx 1(58,33) 

= 3 5 (y) - j 5 (x) {3 A (y- x) - Al (y --- x)} d x , 
~ 

.................................. 

wo 
A l (u) =! A (v) A (u-v) dv (58,34) 

die iterierte Verzerrungsfunktion bedeutet. Setzt man dieses Verfahren fort, 
so erhalt man 

Wn(y) = n' 5 (y) - j 5 (x) ~n(Y- x) dx, 

wobei der "lOsende Kern" ~n gegeben ist durch 

~ =_n (n-_1)_ A _1'l:_(1!-1) (n-2]A + ... ± A 2 
n 2! 3! 1, n-

wo An die n-fache iterierte Apparatefunktion 

An(u) =j A n - 1 (v) A (u-v) dv 

(58,35) 

(58,36) 

(58,37) 

bedeutet. Fur eine vorgegebeneApparatefunktionA (v) kann also der l6sende oder 
entzerrende Kern ~ ein fUr allemal ermittelt werden. Zur Entzerrung einer 
bestimmten Funktion 5 (y) braucht dann nur noch die eine Quadratur irt (58,3 5) 
ausgefUhrt zu werden. Unter Umstanden wird man aber auch die Naherungen 
W2 , Wa, ... einfach sukzessive im Sinne unserer Ausgangsuberlegung berechnen. 
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Zur mechanischen Berechnung von Integralen des Typus (58,30 oder 37 ... ) 
geben BURGER und v. CITTERT [1114] ein optisches Gerat an. 

Nunmehr betrachten wir eine weitere bei Photometrie von Absorptionslinien 
mit Hilfe eines Gitterspektrographen zu beriicksichtigende Fehlerquelle, namlich 

4. Die Gittergeister. Auf einem hinreichend exponierten Spektrum mit 
Emissionslinien erkennt man zu beiden Seiten jeder Linie in einigen A Abstand 
die sog. "Geister". In einem Absorptionsspektrum wird daher das Zentrum 
einer Linie aufgehellt durch die von benachbarten Stellen des kontinuierlichen 
Spektrums herriihrenden Geister. 1st die Breite der zu messenden Linie kleiner 
als die Ausdehnung der zu einer Linie gehorigen Gruppe von Geistern - so 
daB aIle in das Zentrum der Absorptionslinie fallen den Geister vom unge-

L1~ ___ storten Kontinuum herriihren -, so kann man nach 
-2 0 +2 +If- +fi M. MINN AERT [1134] ihren EinfluB folgendermaBen korri

gieren: 
Man miBt in einem Linienspektrum (z. B. Hg-Bogen) 

das Verhaltnis der Intensitatssumme aller Geister zur 

Intensitat der Hauptlinie -g-. Dann riihrt in einem 
1-- g 

kontinuierlichen Spektrum del' Bruchteil g von Geistern 
her und nur der Anteil 1 - g gehi:irt "wirklich" an 
die betrachtete Stelle. Die gemessenen Linientiefen und 
Gesamtabsorptionen sind also auf die wahre Null
marke (s. Fig. 70) umzurechnen, d. h. durch 1 - g zu 
dividieren. 

Falls bei sehr breiten Absorptionslinien, wie H und 
K im Sonnenspektrum, die Linienbreite von derselben 
GroBenordnung ist, wie die Ausdehnung der Geister
zone einer Emissionslinie, so muB auch die Geister

;:f;t~~: ~~~~tkt~~~~~~1~~~: korrektion im Sinne der Uberlegungen unter 3. ausge-
fiihrt werden. 

Bei allen Spektrographen spielt weiterhin eine in ihren Auswirkungen den 
Gittergeistern analoge Erscheinung eine wichtige Rolle: 

5. Das Streulicht. Das allgemeine Streulicht kommt zustande durch Zer
streuung und Reflexion von Licht aller Wellenlangen an den OberfHichen der 
Optik, an den Wanden des Spektrographen usw, 1st in dem betrachteten Spek
tralbezirk das Intensitatsverhaltnis von Streulicht: Streulicht + Spektrum 
gleich g', so sind wie unter 4. die direkt gemessenen Linientiefen R und Gesamt
absorption en durch 1 -g' zu dividieren. Man kann g' - wenigstens naherungs
weise - messen, indem man die auf der Platte dicht neben dem Spektrum 
herrschende Intensitat mit der des Spektrums selbst vergleicht. (Vorsicht wegen 
chemischen Schleiers, der daran zu erkennen ist, daB er sich auf vorher abge
deckten Teilen der Platte fortsetzt.) 

Neben der allgemeinen Streuung bekommt man bei Gitterspektrographen 
noch eine Lichtstreuung in der Dispersionsrichtung des Spektrums. Diese riihrt 
offenbar davon her, daB der eigentlichen, streng periodischen Teilung des Gitters 
noch ein paralleles unperiodisches Strichsystem iiberlagert istl. (Ungleiche 
Breite und Tiefe der Gitterstriche u. dgl.!) Eine direkte Messung dieses Bei
trages zum Streulicht ist meines Wissens nur moglich mit Hilfe kiinstlicher 
Absorptionslinien (N a-Rohr; seltene Erden). 

1 Man kann diesen Effekt leicht beobachten, wenn man eine entfernte StraJ3enlaterne 
durch eine Brille betrachtet, tiber die man mit fettigen Fingern gewischt hat. Auch das 
Streulicht von Ziilostaten hat groJ3enteils eine a,hnliche Ursache. 
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Es ist wichtig, sich klar zu machen, wie stark die Restintensitaten tiefer 
Absorptionslinien durch Streulicht (und evtl. Geister) beeinfluBt werden. 1st 
z. B. g + g' = 5 % und miBt man zunachst eine Restintensitat 1 - R = 20 %, 

so erhalt man Rkorr. = 1 ~~,05 = 84,2% also ein korrigierte Restintensitat 

1-Rkorr. = 15,8%. 
Wenn man einigermaBen zuverlassige Werte von Restintensitaten bekommen 

will, so muB man das Streulicht moglichst herabsetzen. Hierzu gibt es folgende 
Mittel: 

a) Man wahlt die Breite des Spektrums nur so groB, wie dies eben fUr eine 
sichere Photometrierung notig ist ('"" 3 mm). 

b) Besonders im Ultraviolett und Ultrarot mussen die anderen Wellenlangen
gebiete ausgeschaltet werden; entweder durch Vorschalten von Filtern (Vorsicht 
mit Interferenzstreifen!) oder noch besser nach A.D. THACKERAY [1151J und R. O. 
REDMAN [1146J mit Hilfe eines Monochromatoys. Dessen Spaltbreite muB man 
so einstellen, daB das im Hauptspektrographen aufgenommene Stuck des Spek
trums noch eine genaue Festlegung der Intensitat des ungestorten Kontinuums 
erlaubt. Es darf - dies ist ganz allgemein zu betonen - nicht ubersehen werden, 
daB eine Hauptschwierigkeit aller Messungen an Absorptionslinien in der Fest
legung des ungestorten kontinuierlichen Spektrums liegt; die Linien sind meist 
viel breiter, als der Anfanger schatzt! 

59. Die photographische Platte. 
Da spektralphotometrische Messungen an den FRAUNHOFER-Linien. von 

Sonnen- und Sternspektren in erster Linie auf photographischem Wege1 aus
gefUhrt werden, so befassen wir uns kurz mit den hierfUr wichtigen Eigenschaften 
und Fehlern der photographischen Platten. 

Zunachst ist zu berucksichtigen 2, daB infolge der Ausdehnung dey Platten
karner und der Diffusion des Lichtes in der Schicht - der Lichthof ist bei 
geeigneten Platten zu vernachlassigen - die Platte nur ein endliches Auflosungs
vermogcn hat. Dieser Effekt wird bei den in Abschn. 58 besprochenen Ent
zerrungsverfahren groBenteils. automatisch mitkorrigiert. Trotzdem wollen wir 
ihn genauer betrachten und eine fUr den Bau von Sonnenteleskopen interessante 
Konsequenz ziehen: _ 

Auf den ublichen Platten werden Linien von> 1/20mm Breite schon ziemlich 
richtig wiedergegeben (Genaueres vgl. F. Ross [1105J). Will man nun das 
Auflosungsvermogen eines Spektrographen voll ausnutzcn, so muB also der 
Abstand LI Yo des erst en Beugungsminimums von der Linienmitte ~ 1/20 mm sein. 
Nach Gl. (58,1) ist aber 

LI Yo = t- LI b = A' L ~ 5 '10-3 em. (59,1) a 

Fur A'"" 5000 A kommt man so auf ein Offnungsverhaltnis 

alf-< 1/100. (59,2) 
Bei dem 150'-Turmteleskop an MT. WILSON wird diese Grenze sogar uber
schritten. Eventuell kann man zur VergroBerung der Lineardispersion auch eine 
VergroBerungskamera oder Negativlinse beniitzen; vgl. z. B. L. S. ORNSTEIN 
und M. MINNAERT [1142J. 

In der spektralphotometrischen Literatur spielt sodann eine wichtige Rolle 
der sog.EBERHARD-Effekt [112213; 1148, 1153J: 

1 Uber direkte photoelektrische Messungen vgl. TH. DUNHAM [1121]. Uber bolometrische 
\iessungen infraroter Sonnenlinien A. DAHME [1119J. 

2 Wir beschranken uns auf normale Schwarzungen, wie sie in praxi beniitzt werden. 
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Grenzen auf der Platte eine stark und eille schwach belichtete Flache scharf 

aneinander, so bekommt die {stahrk h} geschwarzte Zone an der Grenze einen sc wac 

{~~~:~en} Saum, analog dem bekannten Kontrastphanomen des menschlichen 

Auges. Die Ursache des Effektes liegt wohl - vgl. besonders H. SEEMANN 
[1148J - hauptsachlich darin, daB bei der Entwicklung irgendwelche Reaktions
produkte vom stark zum schwach geschwarzten Teil der Platte diffundieren 
und umgekehrt. 

Man wird also erwarten, daB bei den geringen Schwarzungsgradienten, wie 
man sie in der Spektralphotometrie ohnedies beniitzen muB, und bei aus .. 
reichender Bewegung des Entwicklers (Schaukeln oder besser geeignete Plansch
apparate!) der EBERHARD-Effekt verschwindet. Dies bestatigt eine Arbeit von 
N. WALENKOW [1153]. Von der Verwendung angeblich EBERHARD-Effekt
freier Spezialentwickler mochte Verf. abraten. Am sichersten ist in jeder Hin
sicht die Anwendung erprobter Markenerzeugnisse; z. B. Agfa Rodinal 1: 20. 
Hat man grofJe Helligkeitsintervalle zu iiberbriicken (z. B. Messung von Rest
intensitaten tiefer Linien), so wird man "weich" entwickeln - starker ver
diinntes Rodinal -. Genaue Messung kleiner Helligkeitsunterschiede (z. B. 
Gesamtabsorption schwacher Linien) dagegen erfordert hartere Entwicklung, 
aber auch genau richtige Wahl der Belichtungsdauer. 

Besonders zu beachten ist nach G. EBERHARD [1123J u. a. weiterhin, daB 
auch nach gleichmaBiger Belichtung und Entwicklung einer Platte deren 
Schwarzung hauptsachlich infolge von Schwankungen der Schichtdicke usw. 
variiert. Fehler von "",10% in der Messung von Intensitaten scheinen bei 
groBeren Platten nicht selten zu sein. 

Man muB also das zu photometrierende Spektrum und die Intensitatsmarken 
nahe beisammen anordnen (Vorsicht wegen Streulicht der intensiven Marken 
s. u.!) und den Rand der Platte nach Moglichkeit nicht beniitzen. AIle weiteren 
storenden Einfliisse, wie Temperatur- und Feuchtigkeitsunterschiede vermeidet 
man am besten, indem man Spektrum und Intensitatsmarken unter denselben 
Bedingungen aufnimmt, wie iiberhaupt die Grundregel der photographischen 
Photometrie ist: "M oglichst differentiell arbeiten/" 

60. Standardisierung der Platten. Schwarzungkurve. 
Da die Schwarzung1 einer Platte in fast uniibersehbarer Weise von der 

Belichtungszeit, Wellenlange, Art der Entwicklung usw. abhangt, so muB man 
- wie besonders J. HARTMANN und P. P. KOCH klargestellt haben - dilferentiell 
arbeiten. Man nimmt also neben dem zu photometrierenden Spektrum auf der
selben Platte (oder mindesten einer Platte derselben Packung) eine Reihe von 
Intensitatsmarken auf, die bekannten Intensitatsverhaltnissen entsprechen. 
Diese miissen mit Licht derselben Wellenlange, mit derselben Belichtungszeit 
und auch sonst unter denselben Verhaltnissen hergestellt werden, wie das zu 
messende Spektrum. In praxi diirfte eine Schwarzungskurve meist fiir ein 
Welleniangenintervall von "",100 A geniigen. In Gegenden, wo die Platten-

1 Man definiert in quantitativer Hinsicht die Schwiirzung oder Dichte als 

1 Auffallendes Licht 
ogiO Durchgelassenes Licht 

Sie hangt aber noch ab von der spektralen Intensitatsverteilung und dem Offnungswinkel 
des im Photometer beniitzten Strahlenbiindels. Man darf daher zunachst nur die Messungen 
mit einem Photometer untereinander vergleichen. 
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empfindlichkeit stark variiert, tut dies im allgemeinen auch die Schwarzungs
kurve. Die Abhangigkeit der Steilheit der Schwarzungskurve von der Be
lichtungszeit ist ziemlich gering, auf einen Faktor 5 durfte es meist nicht 
ankommen. 

Mit Hilfe der Schwarzungsmarken gewinnt man sodann die Schwarzungs
kurve, indem man die "Schwarzung" oder einfacher den Photometerausschlag 
(Abschn.61) als Funktion des loglO der Intensitat auftragt. Man kann dann 
umgekehrt fur die betrachtete Wellen lange beliebige Photometerausschlage in 
Intensitaten umrechen. 

Das Hauptproblem der photographischen Spektralphotometrie liegt also 
offenbar darin, eine Methode zu finden, die es gestattet, eine Reihe von Spektren 
bekannter Intensitatsverhaltnisse herzustellen. In vielerlei Hinsicht am 
sichersten, aber dafiir ziemlich zeitraubend, sind Verfahren, bei denen die 
Intensitatsmarken - mit jeweils gleicher Belichtungszeit - nacheinander 
hergestellt werden. Wir nennen nur die wichtigsten: 

1. Spaltbreitenvariation. Da die Intensitat eines kontinuierlichen Spektrums 
der Spaltbreite proportional ist, solange die Beugung noch keine Rolle spielt 
so kann man durch Verandern der Spaltbreite Spektren von bekannten Inten
sitatsverhaltnissen erzeugen. Die Festlegung der Spaltbreiten auf ± 3 % ist 
allerdings bei kleinen Spaltbreiten nicht ganz einfach. Man muJ3 weiterhin 
darauf achten, daJ3 in dem beniitzten Spektralgebiet die Schwarzung des 
Spektrums nicht stark von der Wellenlange abhangt, da sonst die "Ver
schmierung" des Spektrums bei groJ3er Spaltbreite Fehler verursacht. 

Wohl die sicherste Methode der Intensitatsanderung ist 
2. Die KOCHsche Sektorblende. In dem parallelen Strah

lenbundel zwischen Kollimatorlinse und Prisma (bzw. Gitter) 
werden Blenden der in Fig. 71 a dargestellten Form ange
bracht, die - entsprechend dem Verhaltnis der offenen Sek
toren: 3600 - eine wellenlangenunabhangige Abschwachung 
erzeugen. 

Urn kleine Ungleichkeiten in der Absorption usw. der Optik 
auszuschalten, laJ3t man die Blende urn ihren Mittelpunkt rotieren. 

Fig. 71 a. KocHsche 
Sektorblende. 

Abschwachungsver
haltnis "': 180. 

3. Anwendung des 1/r2-Gesetzes. Man beleuchtet z. B. einen vor dem 
Spalt fest aufgestellten Magnesiaschirm aus verschiedenen Entfernungen. Bei 
Verwendung von Gliihlampen ist auf die Linseneigenschaft der Glaswande zu 
achten. 

Da es - besonders bei langen Belichtungszeiten - recht miihsam ist, etwa 
10 Intensitatsmarken hintereinander herzustellen, so wird man versuchen, alle 
Schwarzungsmarken gleichzeitig zu erzeugen, indem man vor dem Spalt eine 
Abschwachungsvorrichtung anbringt. Man mu/3 dann jedoch auf Konstanz 
von Spaltbreite und -beleuchtung1 achten (Kontrollaufnahme ohne Abschwachungs
vorrichtung!) und besonders das Streulicht im Spektrographen sehr niedrig 
halten. Sollte z. B. das Intensitatsverhaltnis der starksten zur schwachsten 
Stufe 20: 1 sein und gibt erst ere auch nur 1 % Streulicht, so wird das Intensitats
verhaltnis 20:1,2; man erhiilt also einen Fehler von 20%. Die gleichzeitige 
Herstellung mehrerer Intensitatsmarken erlauben folgende Anordnungen. 

4. Absorptionskeile und Stufenabschwacher. Da es hinreichend neutrale 
Rauchglaser nicht gibt, und auch die auf Glas oder Quarz aufgestaubten 
oder aufgedampften Plat ins chich ten nicht vi:illig neutral absorbieren, so muJ3 

1 Da Milchglasscheiben oft nicht gleichmaJ3ig sind, lasse man sie - nach KOCH -

rotieren. 
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die Durchlassigkeit von Keilen und Stufenabschwachern in spektral zerlegtem 
Licht gemessen werden; sei es mit Monochromator und Thermosaule oder photo
graphisch unter Zuhilfenahme eines der folgenden Abschwachungsverfahren. 
Den in Deckplatten usw. entstehenden Interferenzen ist besonderes Augenmerk 
zu schenk en ! 

5. TreppenspaIt. Ein treppenfOrmig gestufter Spalt gibt eine Serie von 
Spektren, deren Intensitat der Breite der Stufen proportional ist. 1m ubrigen 
vgl. unter Spaltbreitenvariation (1). 

6. Die Methode von R. v. HIRSCH und M. SCHON [1127]. 1m Strahlengang 
des Spektrographen (vor dem Spalt oder im Kollimator) befindet sich eine recht
eckige Blende und eine horizontale Schneide (Fig. 71 b), die senkrecht zur 
Richtung des Spaltes steht. So entsteht bei gleichmaBiger Ausleuchtung ein 

Fig. 71 b. Methode von R. v. HIRSCH 
und M. SCHON. 

linearer Helligkeitsabfall senkrecht zur Dis
persi onsrich tung. 

7. Bei dec HANSENschen Stufenblende 
[1126J wird ein Treppenspalt, von dem diffuses 
Licht ausgehen solI, durch eine Zylinderlinse 
abgebildet, so daB quer zum Spektrographen
spalt Streifen entstehen, deren Intensitat der 
Breite dieser Stufen proportional ist. Durch 
die Hilfsoptik wird zwar die unter 1. er
wahnte Verschmierung des Spektrums beseitigt, 
dafUr nimmt man aber viele andere N achteile 
in Kauf: Das Instrument ist lichtschwach und 

hinsichtlich der J ustierung ziemlich anspruchsvoll ; vgl. K. SCHACHTSCHABEL 
[1147J. AuBerdem konnen nach v. CITTERT [1118J die Beugung am Spalt und 
die Absorption im Prisma grobe Fehler verursachen. 

Eine besondere Erorterung erfordert noch 
8. Der cotierende Sektor. Eine rasch rotierende Scheibe, aus der ein Sektor 

vom Zentriwinkel IX ausgeschnitten ist, solI eine Abschwachung im Verhaltnis 
IX: 3600 geben. Diese Behauptung ist jedoch keineswegs selbstverstandlich, da 
fUr die photographische Wirkung bekanntlich nicht das Produkt aus Inten
sitat 1 X Belichtungszeit t maBgeblich ist, sondern - nach K. SCHWARZ
SCHILD - ein Ausdruck der Art 1· tP, wobei der "SCHWARZSCHILD-Exponent" p 
von der Wellenlange abhangt und meist < 1 ist. Diesem Effekt wirkt entgegen 
der sog. 1ntermittenzetfekt, wonach intermittierende Beleuchtung im allgemeinen 
schwacher wirkt 'ells kontinuierliche mit demselben /1 dt. 

1m Bereich normaler Schwarzungen und genugend hoher Umdrehungszahlen 
he ben sich offenbar beide Effekte praktisch auf. Es gibt jedoch auch Autoren, 
welche die Anwendbarkeit des rotierenden Sektors in Zweifel ziehen. Wir wollen 
hier nicht eine detaillierte Auseinandersetzung aIler diesbeziiglichen Unter
suchungen geben, sondern verweisen auf die Literatur [1154, 1128, 1101 ]' 

Trotzdem, wie gesagt, die Frage nach dem Genauigkeitsgrad und den Anwend
barkeitsgrenzen des rotierenden Sektors noch nicht endgUltig geklart ist, mochten 
wir seine Verwendung bei Untersuchungen, die nicht gerade auBerste Prazision 
anstreben, nicht verdammen. Erwahnt sei schlieBIich noch, daB man nach 
W. BAADE, F . Goos, P. P. KOCH und R. MINKOWSKI [1112J mit Hilfe des 
rotierenden Sektors ein Intensitatsmarkengerat konstruieren kann, das gleich
zeitig mehrere Spektren gibt und die erwahnte Streulichtschwierigkeit vermeidet. 
Man braucht namlich nur einen Stufensektor mit groBem Radius dicht vor der 
Platte laufen zu lassen, so daB er ein breites Spektrum in Streifen abgestufter 
Intensitat zerlegt. 
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61. Mikrophotometer. Reduktion der Photometerkurven. 
N achdem wir die wichtigsten Methoden der Herstellung von Intensitats

marken kennengelernt haben, sollen noch einige Bemerkungen tiber die Prin
zipien der wichtigsten Mikrophotometer Platz finden. 

Da das Auge in der Beurteilung breiter Linien - besonders wenn diese von 
schmalen Fremdlinien ("blends") gestort sind - starken Tauschungen unter
woden ist, so bentitzt man zur Messung der Intensitatsverteilung in FRAUN
HOFER-Linien am besten ein Registrierphotometer: Auf der Registrierkurve wird 
man die zur Messung geeigneten Stellen besser erkennen, als bei direkter Be
trachtung der Platte. In mechanischer Hinsicht erscheint es wtinschenswert, 
das Ubersetzungsverhaltnis Spektrum: Registrierkurve variieren zu konnen 
(1: 1 bis etwa 1: 50). Die Breite des Photometerspaltes wahlt man so, daB das 
Plattenkorn in der Registrierkurve eben noch schwach erkennbar ist. Arbeitet 
man mit sehr engem Spalt, so wird man also nach Moglichkeit seine Lange 
vergroBern; man muB dann jedoch peinlich darauf achten, daB Photometer
spalt und Spektrallinien parallel sind. 

Beziiglich der Wahl des lichtempfindlichen Organs und der elektrischen 
Einrichtung sind folgende Moglichkeiten praktisch erprobt: 

A. Photozelle + Elektrometer. 
a) Mit Kompensation der Lampenschwankungen durch eine zweite Photo

zelle nach P. P. KOCH [1132J, F. Goos und P. P. KOCH [1124J u. a. 
b) Ohne Kompensation. ZeiB-Photometer (G. HANSEN); H. KULENKAMPFF 

[1133J u. a. 
B. Photozelle mit Verstiirker und Galvanometer. Zum Beispiel C. S. BEALS 

[1113 J (dort ohne Registrierung). 
C. Sperrschichtphotozelle + Galvanometer. B. LANGE; vgl. [11061. 
D. Thermoelement + Galvanometer. W. J. H. MOLL (Kipp und Zonen-Delft) 

[1137J; H. H. PLASKETT [1144J. 
An sich fUhren aIle diese Konstruktionen zum Ziel; hinsichtlich Schnellig

keit der Einstellung - bei Messung eines groBen Plattenmaterials ein wichtiger 
Faktor! - diidte den unter A. genannten Instrumenten der Vorzug zu geben sein. 

Die Reduktion der Photometerkurven vollzieht sich folgendermaBen: Mit 
Hilfe der Intensitatsmarken konstruiert man fUr das betrachtete Spektralgebiet 
die Schwiirzungskurve: loglO Intensitat als Funktion des Photometerausschlages. 
Hiermit fUhrt man die Photometerausschlage in logloI tiber, zeichnet das 
ungestorte kontinuierliche Spektrum ein und reduziert dann auf I cGnt. = 1. 
Die Hauptschwierigkeit liegt nattirlich in der Festlegung des "ungestOrten 
kontinuierlichen Spektrums", die bis zu einem gewissen Grade Sache des 
GefUhls ist. 

Bei den breiten Metallinien - wie z. B. H und K im Sonnenspektrum, die 
sich tiber ein Gebiet von ,....,100 A ausdehnen - kann man nach M. MINNAERT 
[1136J die Lage des kontinuierlichen Untergrundes am besten ermitteln, indem 
man eine unter sehr allgemeinen Voraussetzungen gtiltige Aussage der Theorie 
zu Hilfe nimmt: 

Bezeichnet man den Abstand von der Linienmitte - im folgenden in A 
gerechnet - mit LI A, so geht die Tiefe der durch Strahlungs- oder StoBdampfung 

hervorgerufenen Linienfliigel ,....., ,/).2 und man kann die Intensitat in den 

auBeren Teilen der Linie, bezogen auf das kontinuierliche Spektrum als Einheit, 
naherungsweise durch 

c 
1 + LI ).2 

(61,1 ) 
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darstellen. Nun sei die direkt gemessene Intensitat - in irgendwelchen Einheiten 
- gleich i (LI;'). Die zunachst noch unbekannte Intensitat des kontinuierIichen 
Grundes werde durch io + m . LI;' dargestellt. Die KorrektionsgroBe m kann 
schon ohne Kenntnis von io mit genugender Genauigkeit durch Vergleich der 
beiden Linienflugel ermitteIt werden. Sodann schreiben wir 

i (LI A) 

I C 
1 T LI 1.2 

(61,2) 

oder 
. A l' i 
z - m . LJ 1\ = Zo - c· LI 1.2 • (61,3 ) 

Tragt man also i - m' LI;' als Funktion von i1Ll;'2 auf, so muB man fur hin
reichend kleine i1Ll;'2 eine Gerade erhaIten, deren Schnitt mit der Ordinatenachse 
die (gedachte) Intensitat io des Kontinuums am Ort der Linie gibt, wahrend ihre 

1, 

cos rJ=1 i _ 

liiJ 
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Fig. 72a. Fliigel der Mg·Linien 3' Pl •• -4' 51 an verschiedenen Stellen der Sonnenscheibe nach Messungen von H. H. 
PLASKETT [1143]. Anwendung der Methode von M. MINNAERT [1136] zur genauen Festlegung des kontinuierlichen 

Grundes. 

Neigung die Konstante c liefert, der - wie wir sehen werden - im Zusammen
hang mit der Theorie der FRAUNHOFER-Linien eine grundlegende Bedeutung 
zukommt. 

Zur Illustration behandeln wir nach dem MINNAERTschen Verfahren die von 
H. H. PLASKETT [1143J an mehreren Stellen der Sonnenscheibe (charakterisiert 
durch cosf); vgl. Fig. 4) gemessenen Mg-Linienl;' 5183,62 und 5172,70. Da die 
Breiten der beiden Linien sich nach der Theorie (Kap. XII) wie is : Y3 verhaIten, 
haben wir ;. 5172 gleich auf;' 5183 reduziert. indem wir ihreLlA-Werte mit Y5/3 
muItiplizierten. Eine genaue Bestimmung der Konstante mist nur bei A 5183 
moglich. Der Vergleich beider Linienflugel gibt fUr 

cos = 1 0.391 0.238 
m = 0.004 0.002 0.0013 

Die weitere Bearbeitung der Beobachtungen durfte aus der vorstehenden Fig. 72a 
hervorgehen. Man sieht, daB die ursprungliche Festlegung des kontinuierIichen 
Untergrundes bei PLASKETT nirgends urn mehr als ",2% geandert werden muB. 
Fur die Konstante c, die ja das eigentlich Interessierende ist, erhalt man als 
Mittel von;' 5183 und der mit LI';' = y5/3 LI-;" reduzierten ;. 5172 die Werte 

1 Die dritte Linie 1.5167.33 ist durch Fremdlinien so stark gestort. daB wir sie nicht 
gebrauchen k6nnen. 
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(LJ A. wieder in A gerechnet) 
cos {} = 1 0,391 0,238 

c = 0,455 0,300 0,26 

Zum Vergleich bearbeiten wir noch in derselben Weise die an den gleichen 
Linien ausgefUhrten Interferometermessungen von E. CHERRINGTON [1116J. 
Wie die Fig. 72 b zeigt, durfte bei ihm der kontinuierliche Grund durchweg 
urn ",,2% zu tief angenommen sein. Fur c ergeben sich die Werte 

cos {} = 1 0,32 
c = 0,345 0,33 

Wahrend also fUr 8-Mitte die beiden MeBreihen ausgezeichnet iibereinstimmen, 
ergeben sich bezuglich der Mitte-Rand-Variation (mit der wir uns vom theore
tischen Standpunkt aus noeh eingehend beschaftigen werden) unerwartete 
Differenzen, deren Ursache zur Zeit nicht zu erkennen ist .. Weitere Unter
suchungen! auf diesem Gebiet sind daher dringend erforderlieh. 

Leider ist es nicht moglich, cos .0=1 u cos tJ= 0,32 
fUr die - wie wir finden werden i _ i _ 

- durch Druckeffekt verbreiter- W 'jii! 00.0 0,2 o,¥ 0,0 0,8 0,0 0,2 0,11-
ten Wasserstofflinien ein ent
sprechendes Verfahren anzuge-

1, 
0,0 0,0 1,0 

ben. Man mache sich auf jeden t 0 

Fall zur Regel, ein moglichst i 0, 

groBes Stuck des Spektrums in 
Betracht zu ziehen und auf die 
ausgedehnten "Flugel" starker 
Linien zu achten. 

Urn die langweilige Arbeit 
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von Umrechnung von Photo
metera usschlagen in Intensi ta ten 
abzukurzen, hat man Apparate 
konstruiert, die diese Reduk
tion auf meehanischem Wege 

Fig_72b. Dasselbe nach Messungen von E. CHERRINGTON [1116]. 

ausfUhren. Vgl. K. HABERL [1125J, dessen Apparat sogar direktes Plani
metrieren von Gesamtabsorptionen erlaubt, und TH. DUNHAM jr. [1120J. 

62. Messung der Gesamtabsorption. Abgekiirzte Methoden 
zur Messung schwacher Linien. Schatzungsskalen. 

Da die Messung der wahren Intensitatsverteilung in FRAUNHOFER-Linien an 
das Trennungsvermogen des Spektrographen sehr hohe Anforderungen stellt, 
so muB man sich bei schwachen Linien auf die Beobachtung der Gesamtabsorption 
oder aquivalenten Linienbreite EJ. besehranken. Diese gibt - wie wir sahen -
die in der Linie absorbierte Energie an im Vergleich zu einem vollstandig dunklen 
Streifen des Spektrums von 1 A Breite 2 (vgl. Fig. 68). Sie ist daher unabhangig 
vom Trennungsvermogen des Spektrographen. Dagegen sind Gittergeister, 
Streulicht und photographische Effekte von Bedeutung. 

Die Messung der Gesamtabsorption von FRAUNHOFER-Linien erfolgt einfaeh 
durch Planimetrieren der Intensitatskurve. Es ist notwendig, si'eh klarzumachen, 
wie wichtig auch hier die Berueksichtigung der ausgedehnten Flugel starker 
Linien ist. Betrachten wir z. B. mit M. MINNAERT [1136J das etwas schemati
sierte, aber der Wirklichkeit ganz gut angepaBte Linienprofil (61,1), so ist 

1 Nach AbschluB dieses Kapitels erschien die wichtige Arbeit von M. MINNAERT und 
J. HOUTGAST [1206j. 

2 Gelegentlich rechnen wir auch mit der Frequenz- oder Kreisfrequenzeinheit. 
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zunachst dessen Gesamtabsorption 

E;.=J+OO(1-~-\; )d<P.=f+OO d(A:~2=nv'c. 
1 + A "2 1 +--

~A • c 
- C)O -00 

(62,1) 

Die Flache unter einem Flugel von Ll A bis 00 ist dagegen 

f, ~J~~.~ Y' (i -acctg ~;} (62.2) 

LI;' 

Mit Hilfe dieser Formel kann man leicht ausrechnen, welchen Fehler man in der 
Messung von E;. macht, wenn man nur bis zu dem Abstand LlA - entsprechend 

der wahren Intensitat ~ = _~1 __ - von der Linienmitte geht und die Intensitat 
to C 

1 + LI ;.2 
an dieser Stelle als kontinuierlichen Untergrund betrachtet. Das Ergebnis 
zeigt - nach MINNAERT (s. oben) - die folgenden kleine Tabelle: 

LI.l. 

halbe Halbwertsbreite Vc 5 10 50 100 

Wahre Intensitat ijio: 0,50 0,96 0,99 1,000 1,000 

_~~~~bare Aquivalentbreite : 

Wahre Aquivalentbreite 'Jt V C 
0,370 0,782 0,872 0,975 0,987 

Urn eine Genauigkeit von 2,5 % zu erzielen, muB man also bis zur 50fachen 
Halbbreite bzw. 16fachen Aquivalentbreite photometrieren. Fur die K-Linie 
im Sonnenspektrum ist c,....., 30 A2, man muBte also bis Ll A ,....., ± 270 A gehen, 
was praktisch kaum durchfuhrbar ist. In solchen Fallen durfte es daher das 
beste sein, die Form der Flugel nach dem MINNAERTschen Verfahren (Abschn. 61; 
z. B. Fig. 72a u. b) zu ermitteln und nach (62,2) zu integrieren. Bei den Wasser
stofflinien ist - wie wir schon bemerkten - diese Methodik leider nicht an
wend bar. Ihre Gesamtabsorptionen bleiben daher vorerst mit einer betrachtlichen 
Unsicherheit behaftet, was auch in der augenfalligen Diskrepanz zwischen den 
Fehlerangaben der einzelnen Beobachter einerseits und den Differenzen unab
hangiger MeBreihen andererseits zum Ausdruck kommt. 

Bei hinreichend schwachen Linien, deren gemessene Intensitatsverteilung 
ganz durch den Spektrographen bedingt ist, gibt schon die Tiefe der Linien
mitte Rc (schein bare Restintensitat) ein MaB der Gesamtabsorption E).. Den 
Zusammenhang von E). und Rc bestimmt man am besten empirisch durch 
Ausmessen und Planimetrieren einiger Linien. Vgl. M. MINNAERT und v. ASSEN
BERGH [1135aJ, sowie Fig. 69 nach Messungen von R. v. D. R. WOOLLEY [1155;. 

MuB man mit sehr kleiner Dispersion arbeiten, so macht die photometrische 
Messung des Intensitatsverlaufes oder der maximalen Tiefe der Linien erhebliche 
Schwierigkeiten. Y. OHMAN [1139J hat daher - besonders fUr Durchmuste
rungszwecke - folgendes Verfahren beniitzt: Der Photometerspalt wird so weit 
ge6ffnet, daB er die ganze Linie nebst einiger Umgebung erfaBt. Die so gemessene 
Pseudointensitat ist im Bereich mittlerer Dichte des kontinuierlichen Spektrnms 
(,.....,0,5 bis 1) von dieser praktisch unabhangig und gibt ein MaB der Gesamt
absorption, solange man Linien von etwa derselben scheinbaren Intensitats
verteilung vergleicht. Wie man leicht sieht, ist das Verfahren jedoch gegen 
Fokusanderungen, Luftunruhe (bei Aufnahmen mit Objektivprisma) usw. 
ziemlich empfindlich. 
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Wenn es nicht auf hohe Genauigkeit ankommt, so kann man auch "Linien
intensitaten", die nach irgendeiner Gediichtnisskala oder kiinstlichen Vergleichs-

..., '" "" ~ 
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skala geschiitzt sind, als MaB der Gesamtabsorption E). heranziehen. Die Ver
kniipfung der geschatzten Intensitat mit E). wird natiirlich von der Schwarzung 

Unsold. Sternatmospharen. 15 
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und Gradation der beniitzten Platte abhangen. Fur eine vorgegebene Aufnahme 
wird sie also eine Funktion der Wellenlangen sein. 

Die bekannteste Schatzungsskala ist die ROWLANDsche Skala fUr die FRAUN
HOFER-Linien des Sonnenspektrums. Ihre Kalibrierung auf Gesamtabsorptionen 
hat G. F. W. MULDERS [1138J durchgefUhrt; das Ergebnis zeigt di.e seiner Disser
tation entnommene Fig. 73. Die mittleren Fehler der aus den "ROWLAND
Intensitaten" mit Hilfe der MULDERsschen Eichkurven ermittelten Gesamt
absorptionen bewegen sich zwischen 17% fUr ROWLAND-Intensitat 7 und 55 % 
fUr ROWLAND-Intensitat -2 (-3 Linien sind schon mit einem Unsicherheits
faktor ",2 behaftet). Diese Fehler erscheinen erstaunlich niedrig, wenn man zum 
Vergleich die MefJfehler der Gesamtabsorptionen danebenhalt: G. F.W. MULDERS 
gibt als mittleren zufalligen Fehler seiner Messungen, die zur Zeit wohl zu den 
genauesten gehOren, ± 8 % an und meint, daB inklusive Unsicherheit des kon
tinuierlichen Untergrundes usw. Fehler v(;m mehr als 20% kaum vorkommen 
durften. Beim Vergleich seiner Messungen mit denen WOOLLEYS (s. S. 213) 
findet er systematische Unterschiede von "'30%, in dem Sinne, daB WOOLLEYS 
Gesamtabsorptionen kleiner sind. Heranziehung weiterer Beobachtungsreihen 
wurde nur den Eindruck bestatigen, daB noch viel systematische Arbeit not
wendig sein wird, urn ein einigermaBen zuverlassiges Beobachtungsmaterial 
zu bekommen 1. 

Andererseits laBt es der gunstige Ausfall der MULDERsschen Kalibrierung 
als aussichtsreich erscheinen, zur Bearbeitung eines groBeren Beobachtungs
materials (man denke an spektroskopische Parallaxen und das Problem einer 
quantitativen Spektralklassifikation!) I ntensitiitsschiitzungen mit Vergleichsskalen 
- evtl. unter dem Komparator - heranzuziehen. Einen vielversprechenden 
Ansatz in dieser Richtung .zeigt eine am Harvard Observatory entstandene 
Arbeit von E. OPIK und M. OLMSTED [1140J mit interessanten Angaben uber 
Herstellung von Vergleichsskalen, Berucksichtigung der Schwarzungsunter
schiede der Spektren usw. 1m Interesse einer erfolgreichen Zusammenarbeit 
von Beobachtung und Theorie ist es jedoch unbedingt notwendig, daB fUr aIle 
derartigen Skalen die zur Umrechnung in Gesamtabsorptionen notwendigen 
Daten angegeben werden. 

XII. Kapitel. 

Strahlungsgleichgewich t 
und FRAUNHOFER-Linien. 

63. Die SCHWARZSCHILDsche DifIerentialgleichung 
des Strahlungsgleichgewichtes. 

Strahlungsintensitat und Strahlungsstrom. 
Nachdem wir in Kap. VIII-X die physikalischen Grundlagen zur Theorie 

der FRAuNHoFER-Linien bereitgestellt und in Kap. XI die empirische Seite des 
Problems kurz erortert haben, wenden wir uns nunmehr der Theorie des Strah
lungsaustausches in den FRAuNHoFER-Linien zu. 

Wahrend fUr ein Absorptionsrohr im Labonitorium die Beziehung zwischen 
ein- und austretender Strahlung durch das bekannte Gesetz I. = 1,,0· e- k.l 

1 Dies gilt in noch hVherem MaBe beziiglich der Restintensitaten; vgl. R. O. REDMAN 
[1146]. Abgesehen von den starksten Linien im Sonnenspektrum und den BALMER-Linien 
der A-Sterne besitzen wir auf diesem Gebiet keinerlei auch nur einigermaBen zuverlassige 
Messungen. 
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gegeben ist, muB in den Sternatmospharen die Reemission der absorbierten 
Strahlungsenergie beriicksichtigt werden. Wir werden also die in Kap. V ent
wickelten Ansatze der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes l in solcher Weise 
weiterbilden, daB sie den Strahlungsaustausch in den Linien mit umfassen. 

Wie aus den Erorterungen des IX. Kapitels hervorgeht, ist die exakte Be
rechnung der Reemission in einer beliebigen Spektrallinie ein praktisch kaum 
mehr zu bewaltigendes Problem. Aber auch abgesehen von rechnerischen 
Schwierigkeiten wiirde eine Theorie, die fUr jede Spektrallinie wieder von vorne 
beginnen muBte, dem praktischen Astrophysiker wenig nutzen. 

Wir werden uns daher zunachst im AnschluB an K. SCHWARZSCHILDS grund
legende Arbeit [1211] auf die Behandlung zweier kontrarer Typen von Reemission 
beschranken, die wir als Streuung und Absorption oder nach E. A. MILNE als 
monochromatisches Strahlungsgleichgewicht und lokales thermodynamisches Gleich
gewicht bezeichnen. 

. 1. Von Streuung oder monochromatischem Strahlungsgleichgewicht 
sprechen wir, wenn fur jedes absorbierte Lichtquant der Frequenz 11 ein Quant 
von genau derselben Frequenz in irgendeiner Richtung emittiert wird. N ach 
Kap. VIII und IX ist diese Voraussetzung z. B. realisiert bei der Resonanz
jluoreszenz. Ein in der Nahe der NaD-Linien oder ahnlicher "Resonanzlinien" 
absorbiertes Quant wird ohne Frequenzanderung gestreut, sofern nicht StoBe 
2. Art oder weitere Absorptionsprozesse vom oberen Quantenzustand aus die 
Resonanzfluoreszenz auslOschen. Dasselbe gilt - fUr die Theorie der FRAUN
HOFER-Linien sind diese Prozesse allerdings bis jetzt ohne Bedeutung - von 
der RAYLEIGH-Streuung sowie der THOMSON-Streuung an freien Elektronen. 

Urn den mathematischen Apparat nicht zu schwerfallig werden zu lassen, 
wollen wir im folgenden annehmen, daB die Reemission isotrop erfolgt. In Wirk
lichkeit befolgt sie zwar im einfachsten Falle nach Abschn. 42 das 1 + cos2 {}

Gesetz. Da wir es aber innerhalb der Sternatmospharen mit nahezu isotroper 
Strahlung zu tun haben, so durfen wir ruhig mit einem richtungsunabhangigen 
Mittelwert des Streukoeffizienten av [em-I] reehnen. Dann konnen wir die GroBe 
der Reemission so fort angeben, indem wir den in Abschn. 26 abgeleiteten Aus
druck fUr die Ergiebigkeit an Gesamtstrahlung auf die Strahlung einer be
stimmten Frequenz 11 ubertragen. Nach (26,3 u. 10) ist also die "Ergiebigkeit" 
oder Emission pro em3, sek und Frequenzintervall 1 gleieh 

avJIp({})dw (63,1) 

und die Differentialgleichung des Strahlungsgleichgcwichtes nimmt die aus der 
Theorie der Gesamtstrahlung schon gelaufige Form an 

. dIv (t, {}) J d W cos 0 dt = a. Iv (t, 0) - av Iv (t, 0) 4Ji,-, (63,2) 

wo die Bedeutung der geometrischen GraBen aus Fig. 40 hervorgeht. 
Der Mechanismus der Streuung entspricht einer denkbar starken Verkettung 

von Absorptions- und EmissionsprozeB. Wir stellen ihm daher als anderes 
Extrem gegenuber den schon in Abschn. 31 betraehteten Fall einer sehr losen 
Koppelung von Absorption und Emission. 

2. "Absorption" oder lokales thermodynamisches Gleichgewicht. In 
diesem Falle berechnen wir die Reemission dureh naherungsweise Anwendung 
des KIRCHHOFFSchen Satzes als 

Absorptionskoeffizient X KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion Ev (t). 

1 Der Anfanger mage sich an dieser Stelle den Inhalt des Kap. V nochmals vergegen
wartigen. 

15* 
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Dieser Ansatz gilt nach Abschn.31 zunachst fUr die kontinuierliche Ab
sorption, die wir ja auch hier beriicksichtigen miissen. Wir bez'eichnen im 
folgenden den in Kap. VI berechneten kontinuierlichen A bsorptionskoeftizienten 
mit ". Fiir eine bestimmte Spektrallinie und ihre Umgebung konnen wir ihn 
als konstant betrachten. 

Weiterhin wird aber in den Linien durch Kaskadenspriinge, Rekombination, 
evtl. StoBanregung usw. Emission auftreten, die mit der Absorption in derselben 
Linie - in Gegensatz zur Streuung - nicht direkt verkniipft ist. Namentlich 
bei Linien, die Dbergangen zwischen hoch angeregten Termen entsprechen, von 
denen aus viele Dbergange moglich sind, diirfte man es im Gegensatz zu den 
Resonanzlinien vorwiegend mit "Absorption" und nicht mit "Streuung" zu 
tun haben. Den Linien-Absorptionskoeffizienten, der nach der Linienmitte zu 
enorm anwachst, bezeichnen wir als " •. 

Die Differentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes1 wird also im Falle 
reiner "Absorption": 

cos -& dI'di D) = (" + ".) . I. (t, -&) - (" + "') E. (t) . (63,3) 

Zur Berechnung der Temperatur T und damit der KIRCHHOFF-PLANcK-Funk
tion E. in Abhangigkeit von der Tiefe t in der Sternatmosphare brauchen wir 
endlich noch den ROSSELANDschen Opazitatskoeffizienten ~, der nach Abschn. 33 
als geometrischer Mittelwert von" + ". + a. zu berechnen ist. 1m iibrigen 
konnen wir auf die Formeln des Abschn. 31 zuriickgreifen. 

Fassen wir die Gl. (63,2) und (63,3) zusammen, so erhalten wir die SCHWARZ
SCHILDsche Difterentialgleichung liir eine Atmosphiire mit Streuung und Absorption 
(die v-Indizes bei lund E lassen wir im weiteren als selbstverstandlich weg): 

\ cos-&¥e = (" + ". + a.) I -a. f 1* - (" + ".) E (t) \ (63,4) 

mit folgenden Bezeichnungen, die wir der Ubersicht wegen nochmals zusammen
stellen: 

t = Tiefe in der Sternatmosphare; gemessen von einem beliebig festgelegten 
Nullpunkt aus. 

-& = Winkel zwischen Strahlrichtung und Normale der Sternatmosphare. 
-& = 0: Mitte, -& = :rc/2 Rand der "Sternscheibe". 
O-<{}-<n/2: Ausstrahlung, :rc/2-<{}-<:rc: Einstrahlung. 

dw = 2:rc sin -& d-& = Raumwinkelelement. 
1= I.(t, -&) = Intensitat der in der Tiefe t unter dem Winkel -& verlaufenden 

Strahlung der Frequenz V. 

E = E.(t) = KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion fUr die Frequenz v und die der 
Tiefe t entsprechende Temperatur T; d. h. 

E _ _ 2_ h p3_. ~_1 __ _ 
• - c2 h. . 

a. = Streukoeffizient. e k T - 1 

". = Linienabsorptionskoeffizient. 
" = kontinuierlicher Absorptionskoeffizient (Kap. VI). (Andert sich 1m 

allgemeinen langsam mit v.) 
" = ROSSELANDscher Mittelwert von ,,+ ". + a •. 

I Urn die Wirkung evtl. Abweichungen vom lokalen thermodynamischen Gleichgewicht 
in der Linienreemission zu ubersehen, kann man den u" entsprechenden Teil der Reemission 
noch mit einem Faktor 'f} RJ 1 multiplizieren. Wenn man dann (u + 'f) u.) E. (t) = (u + u.) E' (t) 
setzt. so kommt man wieder auf die alte Form der Differentialgleichung (63.3) zuruck. Solche 
Abweichungen von thermischem Gleichgewicht kiinnen also nachtriiglich leicht berucksichtigt 
werden. indem man in den spateren Formeln die entsprechende Xnderung vornimmt. 
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AIle 4 Koeffizienten rechnen wir vorerst pro cm. Entsprechend der Anderung 
von Druck, Temperatur, Ionisationsgrad usw. mit der Tiefe hangen sie aIle 
- und zwar in verschiedener Weise -- von tab. 

Urn MiBverstandnisse zu vermeiden, sei nochmals betont, daB die Unter
scheidung von "Streuung" und "Absorption" sich nur auf die Art der Reemission 
bezieht. Die in Kap. VIII-X berechneten Absorptionskoeffizienten sind also 
im Sinne der Gl. (63,4) mit Uv + Uv zu bezeichnen! 

Da in der SCHWARZSCHILDschen Differentialgleichung (63,4) fur die ebene 
Stematmosphiire die Tiefe t nur in Verbindung mit den Absorptions- usw. 
Koeffizienten auftritt, so werden wir wie in Kap. V zweckmaBig wieder optische 
Tie/en einfuhren. Wir definieren also (die Integrale sind samtlich von auBen 
herein, d. h. t = - 00 bis zur betrachteten Tiefe t zu erstrecken) die optische 
Tiefe fur 

Streuung: 

Linienabsorption: 

kontinuierliche Absorption 
bei der Frequenz v: 

sowie fur 

dsv = uvdt; Sv = Juvdt, 

dTv=uvdt; Tv=Juvdt, 

dT=udt; T=Judt, 

gesamte Absorption und Streuung: dx = (uv + Uv + u) dt; I 
x = J(uv + Uv + u) dt, 

di=xdt; i=Jxdt. Absorption der Gesamtstrahlung: 

(63,5) 

(63,6) 

Weiterhin schreiben wir die gesamte Ergiebigkeit X _1_, d. h. die Strahlungs-
4n 

emission pro cm3, sek, Raumwinkel- und Frequenzintervall 1 bei der Frequenz v 
in der Form: 

(63,7) 

Dann nimmt die Differentialgleichung (63,4) fur die v-Strahlung genau die schon 
aus Kap. V bekannte (vgl. z. B. 28,1) Form - aber mit verallgemeinerter 
Bedeutung der Zeichen - an: 

dI 
dx.secO 1=-J. (63,8) 

Die in Abschn. 28 gefundenen Beziehungen zwischen Ergiebigkeit, Strahlungs
intensitat und Strahlungsstrom bleiben also unveranderl bestehen. Insbesondere 
gelten fUr die Intensitat und den Strom der an der Ober/lache einer sehr tiefen 
Atmosphiire austretenden v-Strahlung die wichtigen Gl. (28,8 u. 18): 

und 

00 

1(0, {}) = J J (x) e-xsecf} dx sec{} 
o 

00 

~ F (0) = J J (x) . K2 (x) dx. 
o 

(63,9) 

(63,10) 

Unsere weiteren Entwicklungen werden nun auf folgendem Plan basieren: 
In Kap. V-VII haben wir gelemt, Druck, Temperatur usw. in einer Stem
atmosphare als Funktion von 7:, T oder t zu berechnen. Damit ist also zunachst 
einmal E als Funktion der Tiefe bekannt. Weiterhin aber k6nnen nach Kap. VIII 
bis X (im einzelnen solI dies noch ausgefuhrt werden) wenigstens im Prinzip 
auch die Linienstreuungs- und Absorptionskoeffizient als Funktion des Frequenz
abstandes von der Linienmitte und der Tiefe in der Atmosphare berechnet werden, 
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sofern wir die Zusammensetzung der Sterne als bekannt annehmen. (Die ent
sprechende Umkehrung dieser SchluBweise ist wohl .selbstverstandlich!) Urn 
also die Intensitatsverteilung in den FRAUNHOFER-Linien zu berechnen, sollte 
- dies ware der Idealzustand der Theorie - die SCHW ARZSCHILDsche Diffe
rentialgleichung fUr eine beliebig vorgegebene Tiefenabhangigkeit von C1~, 
x~ ... " und E ge16st werden. Da dieses mathematische Problem in solcher 
Allgemeinheit keine praktisch anwendbare Losung zulaBt, so werden wir es zu
nachst unter bestimmten vereinfachenden Annahmen iiber die Tiefenabhangig
keit der erwahnten GroBen oder - wie wir kurz sagen wollen - die "Schichtung" 
durchrechnen. An Hand des Studiums verschiedener solcher "M odelle" von 
Sternatmospharen wollen wir dann untersuchen, in welcher Hinsicht die Kon
turen der FRAUNHOFER-Linien von der Schichtung abhangen und in welcher 
Hinsicht die Art des Strahlungsaustausches ("Streuung" bzw. "Absorption") 
das Entscheidende ist. 

Fiir die praktische Astrophysik werden natiirlich die Ergebnisse der Theorie 
besonders wichtig sein, die fUr "Absorption" und "Streuung" in gleicher Weise 
gelten, d.·h. die von genaueren Annahmen iiber den Mechanismus der Re
emission unabhangig sind. Denn fiir die iiberwiegende Mehrzahl der FRAUN
HOFER-Linien ist das Problem der Reemission - wie schon bemerkt - viel 
zu kompliziert, urn im einzelnen mathematisch erfaBbar zu sein. 

64. Das SCHUSTER-SCHWARZ SCHILD-Modell ein~r 
Sternatmosphare fUr reine Streuung und reine Absorption. 

Das von A. SCHUSTER [1210J und K. SCHWARZSCHILD [1211J in ihren grund
legenden Arbeiten zur Theorie der FRAuNHoFER-Linien beniitzte S.S.-Modell (wie 
wir es kurz nennen wollen) schlieBt sich - historisch gesehen - an die urspriing

_~plische Tiefe _____________ _ 

l$PIT1) 

lichen Vorstellungen KIRCHHOFFS iiber 
den Bau der Sonnenatmosphare an: 

umlrehl'entfe Schir:1!f up,:Je" n 

Fig. 74. SCHUSTER·SCHWARZSCHILD·Modell. 

Den "Boden" der Atmosphare 
(Fig. 74) bildet die Photosphiire. In 
ihr solI es nur kontinuierliche Ab
sorption geben. Sie emittiert also ein 
kontinuierliches SPektrum, dessen Rich-

" tungsverteilung wir naherungsweise 
in der Form 

L (()) - L _1_ + flo co~1L (64,1) 
o - e 1 + flo 

darstellen konnen1. Der Koeffizient flo kann als Funktion der Grenztemperatur To 
des Sternes und der Wellenlange A. naherungsweise nach ,(31,11) berechnet 
oder - fur die Sonne - den Beobachtungen von ABBOT entnommen werden 
(vgl. Fig. 46 u. 48). Fur den Bereich einer Linie oder Liniengruppe darf er als 
konstant betrachtet werden. Ie ist die Intensitat in der Mitte der Sonnen- bzw. 
Sternscheibe (cos{) = 1). 

Dber dieser Photosphare liegt nun die "umkehrende Schicht" , welche die 
FRAUNHOFER-Linien erzeugt. Hier solI nun x und i( = 0 sein; dafiir aber in der 
Nahe der Linien selektive Streuung und Absorption stattfinden, entsprechend 
C1~ und x~, 

Das S.S.-Modell diirfte demnach fiir solche Linien eine befriedigende An
naherung an die Erfahrung geben, fUr die C1~/u bzw. u~/u nach der Oberflache 

1 Fiir unsere jetzigen Rechnungen kommt es nicht auf groBe Genauigkeit des Zahlen
wertes von Po an. Die in Abschn. 31 u. 32 erorterten Verfeinerungen konnen daher auBer 
Betracht bleiben. 
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des Sternes zu ('r -+ 0) rasch zunimmt. Dies wird insbesondere dann der Fall 
sein, wenn der Atomzustand, von dem aus die Absorption der Linie erfolgt, 
in groBeren Tiefen infolge Ionisation der betreffenden Atomart nicht mehr 
existieren kann. 

Beziiglich der Art des Strahlungsaustausches in der umkehrenden Schicht 
machen wir zunachst - wie dies SCHUSTER und SCHW ARZSCHILD ausschlieBlich 
taten - die Annahme reiner Streuung 0'. und denken dabei besonders an die 
Resonanzstreuung in Linien wie NaD, H und K des Ca+ usw. Die gesamte 
optische Dicke der umkehrenden Schicht sei Sv = SI' (AnschlieBend werden wir 
zum Vergleich den Fall reiner Absorption Xv durchrechnen.) 

Da die Differentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes bei reiner Streuung 
fUr Strahlung einer bestimmten Frequenz (63,2) dieselbe Form hat, wie die 
Differentialgleichung fiir die Gesamtstrahlung, so kannen wir deren Lasung 
(27,10) einfach iibernehmen. Es ist also l 

J (s.) = ~ F ( 1 + ~ s.) . (64,2) 

Die Integrationskonstante Fist = 1 In X dem Strahlungsstrom fUr die Frequenz '/I. 
Sie muB nun festgelegt werden durch Bezugnahme auf die vorgegebene Ein
strahlung 10 an der Grenze von umkehrender Schicht und Photosphare (57 = 51)' 

Wir berechnen also mit Hilfe der Gl. (28,4 u.S) zunachst die Intensitaten 
der Aus- und Einstrahlung in der optischen Tiefe s.: 

o-<O<~: - 2 

s, 

I (s., D) = 10 (D) . e- (s.- s.)see{) + J J (x) e- (x- s.)sec{)dx secO 

I (s., D) = 

Sv 
s. - J J (x) e- (x-s.)sec{)dxsecf) 

o 
oder ausgerechnet: 

O-<O-<~: I (S.,O) = ~F(1+--}S.+ ~ cosO) + 
+ e-(s.-s.)sec{)[ 10(0)- ~ F (1 + ~ SI + ~ cosO)], 

~ -<O-<n: l(s., D) = -}F (1 + ~ s. + ~ cosO)--

_es.secD. ~F(1 + ~ cosO). 

Damit wird weiterhin der Strahlungsstrom in der Tiefe SI 

n 

nF = J Is.=s. cosO. 2n sin OdD = 
o 

(64,3) 

(64,4) 

,./2 

= n J [2 10-F (1 + ~ SI- ~ cosO) + e-s.,sec{). F ( 1-~ cosO) ]cosO sin 0 dO, 
o 

oder ausintegriert nach einfacher Rechnung (10 aus (64,1) einsetzen; als Variable 
im 1. Glied cos 0 und im 2. Glied sec 0 beniitzen!): 

00 

1 + ~ Po 3 J ( 3 ) dx F= L---~-F'-SI+F 1-- e-S'X._. (64,6) 
c 1 + Po 4 1 2x x3 

1 Diese Naherung ist fiir unsere Zwecke genau genug. 

(64,5) 
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Bezeichnen wir noch den Strahlungsstrom des ungestorten kontinuierlichen 
Spektrums mit 

2 
1 +3 Po 

Fo = Ie 1+ P-;-' (64,7) 

so erhalten wir fUr den Strahlungsstrom durch eine streuende Schicht der 
optischen Dicke S1 aus (64,6) 

F 1 

J{ - 1 + 51' ffJ (51) . (64,8) 

wo nach den Formeln von Anhang (A) 

1 
Tabelle 48. Die Funktion rp(S1) = 4 {3 + (1 + S1) e- S'- (2 S1 + si) K (S1)} (64,9) 

ffJ(51) nach Gl. (64.9). 

s, I 'P (s,) s, 'P (s,) 

0.00 1.000 0.50 0.803 
0.03 0.955 0.75 0.781 
0.10 0.904 1.00 0.770 
0.20 0.862 1,50 0.758 
0.30 0.834 2.00 0.754 

wird. Fur S1 < 1 ist rp ~ 1; fUr groBe S1 strebt es 
gegen 3/4 (Tabelle 48). Es genugt also vielfach. 
mit einem konstanten Naherungswert if zu rech
nen. Wahrend (64,8) nach Gl. (1,9) die mittlere 
Ausstrahlung der ganzen "Scheibe" eines Sternes 
bestimmt, konnen wir die Strahlungsintensitat an 
der Sternoberflache (s. = 0) in Abhangigkeit vom 

Austrittswinkel {} leicht vollends aus (64,4) berechnen und erhalten fUr das 
Intensitatsverhaltnis von Linie: Rontinuum die Formel: 

Das 1. Glied entspricht der Photospharenstrahlung, welche von der umkehrenden 
Schicht direkt durchgelassen wird; das 2. Glied beschreibt die Reemission der 
streuenden Schicht der optischen Dicke S1' Die Wellenlangenabhangigkeit der 
Intensitat in der Linie steckt ganz in S1; flo kann - wie wir schon bemerkten, 
fUr Spektralbereiche von einigen 100 A als konstant betrachtet werden. 

Die Gl. (64,8 u. 10) sind - in einer mathematisch noch etwas primitiveren 
Form - im Jahre 1914 von K. SCHWARZSCHILD (s. S. 227) - entwickelt und auf 
die Theorie der FRAUNHOFER-Linien angewandt worden. Die mathematisch 
vervollkommnete Schreibweise, die wir ihnen hier von vornherein gegeben 
haben, geht auf E. A. MILNE [1203J zuruck. Ihre Verknupfung mit den in 
Rap. VIII-IX entwickelten Formeln der Dispersionstheorie hat dann - nach
dem schon K. SCHWARZSCHILD (s. S. 227) und besonders J. Q. STEWART [1212J 
auf diesen Punkt hingewiesen hatten1 - im Jahre 1927 der Verf. hergestellt 
und durch spektralphotometrische Messungen nachgepruft. 

Urn den mathematischen Formalismus nicht zu sehr uberwuchern zu lassen 
und die Verbindung mit der Beobachtung wieder aufzunehmen, wollen wir 
unsere allgemeinen Entwicklungen zur Theorie des Strahlungsgleichgewichtes 
fUr einen Augenblick unterbrechen und uns die Anwendungsweise und die Be
deutung der Gt. (66,8 u. 10) klarmachen: 

1 In der Literatur ist in diesem Zusammenhang mehrfach auch an die JULIussche 
Sonnentheorie erinnert worden. Meines Erachtens hat jedoch diese mit den heutigen 
Vorstellungen iiber das Zustandekommen der FRAUNHoFER-Linien usw. so gut wie nichts 
gemeinsam. Die anomale Refraktion - die bei JULIUS eine Hauptrolle spielt - ist ja in 
unseren Rechnungen noch ganz vernachlassigt! 
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Nach der Theorie der Resonanzstreuung ist der Streukoeffizient im Ab
stand Ll w (> Dopplerbreite) von einer Resonanzlinie der Kreisfrequenz Wo 

gegeben durch die Gl. (40,16) in Verbindung mit (46,10) als 

ne2 N .. · Im .. ·Y (I,. = me . .d wB • (64,11) 

Dabei bedeutet N .. die Anzahl der Atome im Ausgangszustand der Linie pro 
em3• Hat man es mit einem Mehrfachterm zu tun, so ist fUr eine Linie des 
Resonanz-Multipletts: 

N .. =N. : .. , 
~g .. ' 

(64,11 a) 

wo nunmehr N die Gesamtzahl der Atome im Grundzustand, g .. das statistische 
Gewicht des Teiltermes und J: g .. ' das gesamte statistische Gewicht des Grund
termes bedeuten. 

1m .. ist die (Absorptions-) Oszillatorenstarke der betrachteten Linie und 
y deren Dampfungskonstante. 

Rechnen wir mit Wellenlangendifferenzen LlA. und setzen y in Vergleich zu 
der klassischen Strahlungsdampfungskonstante (41,1) 

2 eB 

YId = 3 m c3 wg, 
so nimmt diese Gleichung die Form an 

211', ( e2 )2 ~ Y (Iv = 3' m c2 • LI ),2 • N .. · 1m .. ' ykl 

oder - analog der klassischen Gl. (41,6) -

I (Iv = 16,5 '1O-26.~.N .. ' 1m .. ' ":1 ' 
wofUr wir kurz schreiben wollen: 

I C·N I 0.= -LIT' 

(64,12) 

(64,13) 

(64,14) 

(64,15) 

Sind die Drucke in den Sternatmospharen - wie wir zunachst einmal annehmen 
wollen 1 - so niedrig, daB die StoBdampfung gegeniiber der Strahlungsdlimplung 
vernachlassigt werden darf, so wird fUr eine Resonanzlinie (da der Grundterm 
ja v61lig scharf ist) y = .J:An'm und nach (45,27) also 

Y ~ gn' Yki= ~ 3'g;; 1m .. ', (64,16) 
n 

wo gm bzw. g = .J: gn' das statistische Gewicht des oberen bzw. unteren Termes 
bedeuten. 

Die folgende Tabelle 49 (die mit 10glO N H iiberschriebene Spalte solI spater 
erklart werden) gibt die zur Deutung der wichtigsten Resonanzlinien des Sonnen
spektrums - bei Annahme reiner Strahlungsdampfung - notwendigen physi
kalisehen Daten. Ober den Ursprung der angegebenen I-Werte unterrichteri 
die Bemerkungen in der letzten Spalte. 

1 Die Berechtigung dieser Annahmen werden wir im folgenden Kapitel eingehend 
priifen. Hier solI zunachst einmal in erster Linie die praktische Handhabung der Theorie 
des Strahlungsgleichgewichtes erlautert werden. 
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Tabelle 49. Resonanzlinien im Sonnenspektrum. 

I Statist. Gewichte Oszillator· 
..!:!...·'mn·~ Linie .!oinA starke loglONH Bemerkungen zum 

gm gn 1m. Ign, Ykl Ursprung der ,·Werte 

Na {3 25,/. - 32P'" 5889,96 1 4 2 2/3 2/3 
} 16,42 

Tabelle 47 und 

__ 325". - 32P'/~ 5895.93 2 2 l/a 1/3 f -Summensatz 
--

ca+{4 25,/. - 4 2P./. 3933,66 4 2 2/8 2/a 
} 19,37 

425,/. - 4 2p". 3968,46 2 2 l/a 1/3 

5r {5 25,/. - 52P./. 4077.71 4 2 2/3 2/a 
} 16,32 f-Summensatz 

525,/.-5 2P,/·1 4215,52 2 2 1/3 1/3 

Ba+{ 6 25,/. - 6 2P',. 4554,04 4 2 2/a 2/a 
} 15,60 

6 25'/. - 62P,/. 4934,10 2 2 1/. 1/3 

Ca 4150 - 41P1 4226,73 3 1 ""'1,2 ,.,.,1,4, 16,67 Analogie 
Sr 5150 - 51P 1 4607,34 3 1 ,.,.,1,2 ""'1.4, 14,18* zu Tabelle 47 B. 

Al {3 2P./. - 4 25,/, 3961,54 2 

I 
4 ""'0,1 ,.,.,0,06 

} 17,89 
Analogie 

3 "P,!, - 4 25,/. 3944,03 2 2 ""'0,1 I ""'0,03 zu Tabelle 47 C. 

Mit Rilfe der Gl. (64,15) konnen wir nun die optische Dicke SI der umkehren
den Schicht in Abhangigkeit von Lll in der Form schreiben: 

1,0 

/ 
~ 

0,8 

1/ 
I 
I 

0,2 

V 
0,0 8 

0, o NH 
Sl = C· LiA2 , (64,17) 

0, 2 WO C aus (64,14 u. 15) mit (64,11 a) und 
(64,16) zu. berechnen ist. H bedeutet die 

D,"I? Rohe der "homogenen Atmosphare", N die 
I mittlere Anzahl der Atome (im Grundzu

tJ.6' t stand) pro cm3. Ganz allgemein ist N H die , 
Zahl der betreftenden Atome iiber 1 cm2 der 
Photosphiire. 

0,8 
Die Gl. (64,17) und (64,8 bzw. 10) er-

)1'0 moglichen nun die Berechnung der Linien
konturen fur das Spektrum des Strahlungs-
stromes nF bzw. der Strahlung 1(0, 1}) einer 

Fig. 75. Linienkontur fiir den Strahlungs· bestimmten Stelle der Sonnenscheibe in Ab
strom des sJi:~~~~:I:d(~,~~)~UUng nach hangigkeit von N H. Umgekehrt kann man 

dann durch Vergleich von berechneten und 
beobachteten Konturen die Anzahl N H der Atome l (welche die betreffende 
Resonanzlinie erzeugen) iiber 1 cm2 der Photosphiire ·ermitteln. 

Die vorstehende Fig. 75 zeigt zunachst fUr den Strahlungsstrom - d. h. das 
gemittelte Spektrum eines Stemes - die nach (64,8 u. 17) berechnete Linien-

kontur als Funktion von V Li A . Urn N H aus einer beobachteten Kontur 
C·NH 

zu ermitteln, braucht man also nur den AbzissenmaBstab so zu andem, daB 
beobachtete und berechnete Kontur moglichst gut ubereinstimmen. 

1m Sonnenspektrum kann man auBer dem Strahlungsstrom auch die Strah
lungsintensitat 1(0, 1}) in Abhangigkeit von 1} messen. J a, die Bedeutung der 
Sonnenforschung beruht - wie wir schon in ahnlichem Zusammenhang bemerkt 
haben - groBenteils auf diesem Umstand! 

* Wohl infolge von ApparateeinfluB zu groB. 
1 Genauer gesagt handelt es sich um die im Grundzustande befindlichen Atome. 
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Fiir die NaD-Linien ist der Vergleich zwischen Theorie (64,10) und Beobach
tung in den Fig. 76 u. 77 durchgefiihrt. Die Randverdunkelungskonstante (3 
wurde dabei - in AnschluB an ABBOTS Messungen - R:! 1,5 gesetztl. Die Anzahl 
der neutralen N a-Atome iiber 1 cm2 der Photosphare N H muBte gleich 2,6.1016 

gesetzt werden, urn moglichst gute Anpassung der berechneten Kurven an die 
MeBpunkte zu geben. Die beiden Figuren beziehen sich auf Beobachtung a) in 
der Mitte der Sonnenscheibe, also cos'!9 = 1 bzw. b) in einem Abstand von nur 
0,0744 Sonnenradien yom Sonnenrand, d. h. bei sin'!9 = 0,926 bzw. cos'!9 = 0,38 *. 

Wie man sieht, wird die Intensitatsverteilung in den LinienflUgeln gut wieder
gegeben. Die Breiten der Linien (bei gleicher Intensitat gemessen) verhalten sich 
wie 1: V2 (allgemein '" liG) in Dbereinstimmung mit Gl. (64,14) - ein 
Ergebnis, das, wie wir schon fmher bemerkten, unabhangig von der Art des 
Strahlungsaustausches gilt. 

Die Linienmitte miiBte nach dem hier beniitzten Stande der Theorie vollig 
dunkel sein. DaB dies nach den Messungen nicht zutrifft, diirfte zum Teil davon 

0"",; 

r1 ( -.... I V 
I- [\ , ~o 

ci' 

1\ ( 
~ ~ ~ 

1\ i 
0 \: 1 

0,0 

r--- r--
0 

WI 
!laO !laO 

Sonnenmifte Sonnenmiffe 

2 +1 o -1 -2,.1 -1-2 +1 0 -1 -2 
0,0 
+ 

.0,0 
A + 2 +1 0 -1 -2A +2 +1 0 -1 -2. 

Fig. 76. NaD·Linien; cosO = 1. Nach [1214]. Fig.77. NaD-Linien; cosO = 0.38. Nach [1214]. 

herriihren, daB die in unseren Figuren zugrunde gelegten Messungen (19271) 
noch in keiner Weise korrigiert sind, also sicher zu groBe "Restintensitaten" 
geben. Andererseits aber zeigen auch neuere Messungen, daB viele starke Linien, 
die durch MeBfehler weniger beeinfluBt sind, wie z. B. Ca +H und K in der Mitte 
nicht vollig dunkel sind, sondern eine endliche Restintensitiit besitzen, die also 
noch zu erklaren bleibt. 

Der Vergleich von Sonnenmitte und Sonnenrand (Fig. 76 u. 77) laBt erkennen, 
daB die Intensitatsverteilung in den Linien von cos 0. erstaunlich wenig abhangt. 
Dies ist offenbar eine Folge der Reemission. Ware diese namlich nicht vor
handen, so wiirde 1(0, D) = 10(0.) e-s,.secll sein, d. h. 'die Linienbreite miiBte 
nach dem Sonnenrande zu '" ysec'!9 anwachsen (in unserem Beispiel urn einen 
Faktor 1,6). Man kann sich dIe Wirkung der Reemission anschaulich in! Faile 
Sl <:: 1 (sonst sind die Verhaltnisse zu kompliziert) etwa folgendermaBen klar 
machen: 

Eine diinne horizontale Zone der umkehrenden Schicht zerstreut einen 
gewissen Prozentsatz der auf sie treffenden Strahlung nach allen Seiten. Hiervon 
wird die eine Halfte von der Photosphare endgiiltig verschluckt; die andere 
Halfte aber verstiirkt die ausfallende Strahlung, d. h. schwiicht die Absorptions
wirkung der umkehrenden Schicht. So kommt es, daB fUr Sl <:: 1 nach (64,8) 

1 Auf den genauen Wert kommt es - wie man aus Gl. (64,10) ersieht - wenig an. 
* Zu kleineren Werten von cos f} vorzudringen ist wegen Luftunruhe. Streulicht. Farb

fehler der Teleskoplinse usw. sehr schwierig! 
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die Linientiefe fUr die mittlere Strahlungsintensitiit 

(64,18) 

wird, trotzdem die Strahlen der Photosphare eme optische Schicht SI • sec {}, 
also durchschnittlich .,-...., 2 SI durchlaufen: 

Die geringe Abhangigkeit des Intensitatsverhaltnisses II10 von {} erklart 
sich anschaulich daraus, daJ3 man nach dem Sonnenrande zu immer mehr 
gestreute Strahlung mitbekommt, welche die ,-...., sec {} vermehrte Absorption 
kompensiert. 1m einzelnen erhalt man fur SI <: 1 durch Entwicklung von (64,10) 
die Tiefe der Linienfliigel in Abhiingigkeit von {} 

I--'--~- -- -~-------- --~- . 1 f3' ------11 

I f30 + (- - .....()) sec {} 
i r ({}) = 10 ({}) - 1(0, (}) = s . 2 3 + .... 
_~ ____ !o.. ({}) ______ ~~ _____ 1 + f30 co~~ ___ . ________ J 

(64,19) 

Ehe wir unsere prinzipiellen Erorterungen fortsetzen, wollen wir nochmals 
kurz zu unserer Tabelle 49 zuruckkehren. In entsprechender Weise wie fUr die 
NaD-Linien hat Verfasser 1927 auch fUr die anderen dort aufgefUhrten Resonanz
linien unter der Annahme reiner Strahlungsdampfung und unter Zugrunde
legung des SCHUSTER-SCHWARZSCHILD-Modells die N H durch spektralphoto
metrische Messungen 1 bestimmt. 

Aus dem Verhi:iltnis 
(N H)ca+: (N H)ca = 5,0 '102 (64,20) 

kann man nach der SAHAschen Gleichung (Kap. IV) den mittleren Elektronen
druck in der umkehrenden Schicht berechnen. Rechnet man mit einer mittleren 
Temperatur von 5600° K, so ergibt sich Pe = 22 Bar. (Fur 5040° erhieIte man 
Pc = 4,0 Bar.) 

AIle diese zahlenmaJ3igen Ergebnisse set zen jedoch - daran muJ3 nochmals 
erinnert werden - voraus, daJ3 fUr die Resonanzlinien die Strahlungsdamp
fung :> StoJ3dampfung ist. Wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, ist es 
wahrscheinlich, daJ3 dies vielfach nicht zutrifft. Wir wollen jedoch hier noch 
nicht auf dieses fUr die Theorie der FRAUNHOFER-Linien grundlegende Problem 
eingehen, sondern nach unserem Exkurs, der nur einen erst en Einblick in die 
Reichweite der Theorie geben sollte, zu dem Ausgangsproblem zuruckkehren: 
"In welcher Hinsicht hiingen die Linienkonturen von der Schichtung der Atmosphiire 
(dem "Modell") ab und in welcher Weise von der Art des Strahlungsaustausches 
(" 5 treuung" -"A bsorption") ? 

1m Hinblick darauf untersuchen wir als Gegenstuck zu unseren bisherigen 
Rechnungen das S.S.-Modell tur wahre Absorption: 

Eine selektiv absorbierende "umkehrende Schicht" der optischen Dicke 
" = '1 liegt uber der Photosphare, deren optische Tiefe - von der Trennungs
linie aus gerechnet - fUr die Frequenz 'V gleich, sei. Fuhren wir fUr die 'V-Strah
lung nach (63,6) eine von auJ3en nach inn en fortlaufend gezahIte optische Tiefe x 
ein, so ist fur 0 -< x < Tl die fUr die Temperaturverteilung entscheidende optische 
Tiefe r gleich Null und fiir x > '1 proportional zu , = x - 'v wenn wir - wie 
friiher - fiir die Photosphare x/x naherungsweise als konstant betrachten. 

1 Fiir einige Linien haben in zwischen andere Autoren genauere Messungen publiziert. 
Der Einheitlichkeit wegen haben wir jedoch durchweg die urspriinglichen Messungen be
niitzt. Die Berechnung der Oszillatorenstarken und die Beriicksichtigung der Abweichungen 
der Dampfungskonstanten von ihrem klassischen Wert sind jedoch gegeniiber der Original
arbeit verbessert. Die Anderung ist nur bei den Al-Linien einigermaBen betrachtlich. 
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Fur die Ergiebigkeit benutzen wir - dies genugt vorerst - die lineare 
Naherung von Gl. (31,10ff.) und erhalten so fUr 

I (x) = 10 I 
I (x) = 10{1 + flo (X-TIn, 

(64,21) und fUr 

wo 10 die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion an der Sonnenoberflache bedeutet. 
Nach Abschn. 31 ist 10 gleich der Intensitat am Sonnenrand 1(0,71:/2). Bezug
lich flo vergleiche (31,11). Mit Hilfe von Gl. (63,9) erhalt man nun leicht die 
Strahlungsintensitat in der Linie. 

I (0, f)) = 10{ile-xsecOdxseCf) + [[1 + flo (X-T1)] e-xsecOdxseCf)} 1 (64,22) 

= 10{1 + flo cosf)· e-T1SeCO}. 

Fur das ungestorte kontinuierliche Spektrum neben der Linie ;st Tl = ° und daher 
wie in (31,12) 

(64,23) 

Das Analogon zu Gl. (64,10) wird also fUr das S.S.-Modell mit Absorption: 

I I (0, -&) = 1 + flocos-&e-Tlseco 
I Io(-&) 1 + flo cos-& (64,24) 
, 

Fur den Strahlungsstrom F (z. B. die gemittelte Strahlung der Sonnenscheibe) 
erhalt man nach (63,10) durch eine entsprechende Rechnung mit Hilfe der 
der F ormeln von Anhang B: 

I~-;;-flo K4 (;:)l 
Fo -- - 2 • (64,25) 

1 + 3 flo 
-~- - ~-- -------' 

Zum Vergleich mit (64,19 u. 18) berechnen wir noch Naherungsformeln fUr die 
Tiele der LinienllUgel, indem wir nach Tl entwickeln. Es ergibt sich 

und 

I -
i r(D) = Io(-&)-I(O,.o) = T • _J~ + ... 

Io(&) 1 1 + {Jocos& 
I ____________ _ 

I Fu-F flo ! 

, R = -F-;- = T1 ' 1 + + flo +····1 

(64,26) 

(64,27) 

Auch in diesen Gl. (64,24-27) kann - urn daran nochmals zu erinnern -
Po fUr groBere Spektralbezirke als konstant betrachtet werden. Die Intensi
tatsverteilung in der Linie ist durch Tl (analog dem SI bei Streuung) bestimmt. 

Aus (64,24 u. 25) erkennt man zunachst, daB die Intensitiit in der Mitte einer 
dureh wahre Absorption entstehenden Linie - im Gegensatz zum Fall reiner 
Streuung - fUr Tl ---* 00 nicht Null wird, sondern einem endliehen Grenzwert 
zustrebt. Man erhalt namlich in der Linienmitte thermische Gleichgewichts
strahlung aus der obersten Schicht der Sternatmosphare mit der Grenztem
peratur To. Oder - was dasselbe besagt - wir erhalten in der Linienmitte 
uber die ganze Sonnenscheibe hinweg Strahlung von derselben Intensitat, wie sie 
das kontinuierliche Spektrum des Sonnenrandes zeigt. 
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Linien, die durch reine Absorption entstehen, verschwinden daher am Sonnen
rand. Diesen wichtigen Satz, der auf K. SCHWARZSCHILD (s. S. 227) zuruckgeht, 
liest man auch leicht direkt aus Gl. (64,24) ab1 : fUr cos {} --+ ° wird 1(0, {}) = 10 ({}) 
Man wird also allgemein vermuten, daB das Auftreten endlicher Restintensitaten 
bei starken FRAUNHOFER-Linien mit dem Vorhandensein wahrer Absorption Xv 

zusammenhangt, ein Gedanke, den wir spater weiter verfolgen werden. 
Wenden wir uns nunmehr den Linienfliigeln zu, so zeigt der Vergleich von 

(64,19) mit (64,26), daB wenig Unterschied zwischen Streuung und Absorption 
besteht. Fur flo = 3/2 (also gerade im wichtigsten Bereich des Sonnenspektrums!) 
stimmen beide Formeln vollstandig uberein und fUr flo-Werte, die sich nicht 
zu weit von 1,5 entfernen, geben Streuung und Absorption jedenfalls in dem 
gew6hnlich der Beobachtung zuganglichen Bereich 1 >- cosU > 0,25 praktisch 
dieselben Ergebnisse. 

Die Betrachtung des Strahlungsstromes bestatigt diese Aussagen: Der Faktor 
von T1 in (64,27) ist fur 

flo = 1 3 6 
gleich 0,60 1 1,20, 

er entfernt sich also nie allzu weit von dem Faktor 1 der Streudicke S1 in (64,18). 
Zusammenfassend k6nnen wir also unsere Untersuchung des S.S.-Modelles 

folgendermaBen darstellen: 
Die Struktur der Linienfliigel (S1 bzw. T1 <: 1) hiingt - abgesehen vom iiufJersten 

Sonnenrand - wenig von der Art des Strahlungsaustausches ab; die I ntensitiit 
der Linienmitte dagegen sehr stark. 

1m folgenden Abschnitt solI nun durch Untersuchung eines zweiten "Modelles" 
weiterhin geklart werden, welche Eigenschaften der Linienkonturen an ein 
bestimmtes Modell gebunden sind und welche an eine bestimmte Art des 
5 trahlungsaustausches. 

65. Das MILNE-EDDINGTON-Modell einer Sternatmosphare. 
(Kombination von Streuung und Absorption.) 

1m S.S.-Modell einer Sternatmosphare war die selektive Streuung av bzw. 
Absorption x. auf die oberste Schicht beschrankt, deren kontinuierliche Ab
sorption u dafUr vernachlassigt werden konnte. Auf dasselbe kommt es heraus, 
wenn das Verhaltnis a./u bzw. u./u sehr rasch anwachst, wenn man in der 
Atmosphare nach auBen geht. 

Nunmehr wollen wir mit A. S. EDDINGTON [5 u. 1202J und E. A. MILNE 
[1204J als anderes Extrem annehmen, daB die Verhaltnisse a./u und I(./u bei 
festgehaltenem 'jI von der Tiefe t in der Atmosphare unabhiingig sind2 • Die 
Intensitat in der Linie wird dann eben durch a,/u bzw. I(.!u bedingt sein. Die 
SCHWARZSCHILDsche Differentialgleichung lautet nunmehr: 

dI J dw cosUdi = (u + I(v + a.) 1 -a. I 4J{- (u +u.) E. (65,1) 

Die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion E werde wieder durch die lineare Naherung 
analog Gl. (31,10 u. 11) dargestellt (T+Tv=J(U+u.)dt): 

E=Eo{l +flOT} = Eo{l +fl(T+T.)}. 
2 h '1'3 1 E - -~-~. -- ~ 

'0- c2 h. 

e kT, _ 1 

(65,2) 

(65,3 ) 

1 Die Reihenentwicklung (64,26) konvergiert - eben so wie (64,19) - fiir secfJ--..oo 
nicht mehr! 

2 1m Gegensatz zum S.S.-Modell bringt hier die gleichzeitige Beriicksichtigung von fT. 

und x. keine mathematischen Umstandlichkeiten mit sich. 
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ist die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion fUr die OberfHichentemperatur To (",Hel
ligkeit des Sternrandes) und 

~ I 

fl = ~ + ~v • flo, I 

! 

(65,4) 

3 hv 

8 k To " flo = ----hv . -;; bzw. 
1_e- k1'; 

wobei auch das Verhaltnis ; von der Tiefe unabhangig sein solI. Wahrend 
~ ~v 

flo wie fruher fUr einen graBeren Spektralbereich als konstant betrachtet werden 
darf, ist fl auBerhalb einer Spektrallinie gleich flo und nimmt nach der Linien
mitte zu rapide ab. Bei der Berechnung der Linienkonturen ist also auf die 
Wellenlangenabhangigkeit von fl zu achten! 

Zur Lasung der Differentialgleichung (65,1) bedienen wir uns am besten 
des schon in Abschn. 29 benutzten Naherungsverfahrens von A. S. EDDINGTON: 

Fur die Mittelwerte (29,11) 1 

J= /1 ~~-; H= /Icos{}-!: und K= / Icos2 f} !: (65,5) 

erhalt man durch Multiplikation von (65,1) mit d4 W bzw. cosf}· d4 w die Differential-
1 . h n n g elC ungen 

dH 
(ft = (x + xv) (J -E) (65,6) 

und 

(65,7) 

In der letzten Gleichung setzen wir nun wie in Abschn. 29 - da cos2 {} = 1/3 
ist - naherungsweise 

und erhalten durch nochmaliges Differentiieren zunachst 

d2 ] dH 
Clt2 = 3 (x + Xv + O'v) 'M = 3 (x + Xv + O'v) (x + xv) (J - E) . 

Fiihren wir noch eine optische Tiefe U durch die Definitionsgleichung 

du = Vf(x + Xv + O'v) (x + xv) dt 

(65,8) 

(65,9) 

(65,10) 

ein, so ergibt sich wegen ~2~ = 0 die einfache 2 Differentialgleichung 2. Ordnung: 

d2(~:;'~=J_E. (65,11) 

Da fUr u -+ 00 die Lasung ] nicht starker anwachsen kann als E, so muB sie 
die Form haben 

(65,12) 

Ein Glied mit e+ u kann nicht vorkommen. 
Schreiben wir zunachst auch E als Funktion von u, so wird 

E=Eo{1+ fl ' 1
! ~+~v .U}=Eo{l+ fl ·OCU}, (65,13) 
v 3 (~ + ~v + av) (~ + uv) 

1 ] hat hier noch einmal die alte Bedeutung, wie in Abschn. 29. nicht die erweiterte 
der Gl. (63.7)! 

2 Das allgemeinere Problem mit einer belie big von t abhangigen KIRCHHOFF-PLANCK
Funktion ist leicht auf Quadraturen zuriickzufiihren. 
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wobei wir zur Abkurzung 

V u + u. 
IX-

- 3 (u + ". + 0.) 
(65,14) 

gesetzt haben. Darnit erhalten wir nach (65,7-10 u. 14) 

H = 1 • d~ = IX • ~ 
3(,,+u.+o.) dt du 

(65.15) 

oder mit (65,12 u. 13) 
(65,16) 

Urn nun die Integrationskonstante A vollends festzulegen, benutzen wir wie 
in (29,15) die Grenzbedingung, daB fUr 

u=O ... J=2H 

sein solI. Dies gibt mit (65,12, 13 u. 16) 
2{J (1.2 - 1 

2 (Eo' {J1X2-IXA) = Eo + A oder A = Eo 1+2~' 

(65,17) 

(65,18) 

Durch Einsetzen in (65,16) berechnen wir den Strahlungsstrom n F = 4 n H (0) 
der SternoberfHiche 

F 1+{J(1. 
H (0) = 4 = Eo . IX 1 + 2oc- • 

AuBerhalb einer Spektrallinie wird a. = x. = 0, also 

IX = 1/ff und {J = {Jo 
und 

H (0) = !o_ = E 1 + {Jo/V3 
o 4 0 2 +V3 . 

(65,19) 

(65,20) 

(65,21) 

Das Verhaltnis von Linie: Kontinuum wird also fur den Strahlungsstrom (ganze 
Sternoberflache) schlieBlich: 

I ~ = ~12 -tii)~~;;{J ~~l 
LFo 1 + 2 (1. 1 + {Jo/V3 ' I 

(65,22) 

wo - urn daran nochrnals zu erinnern - fur eine bestirnrnte Linie {Jo eine Kon
stante ist, wahrend die Frequenzabhangigkeit von {J und IX durch (65,4 u. 14) 
definiert wird. 

Urn den Vergleich von S.S.- und M.E.-Modell vorzubereiten. spezialisieren 
wir zunachst die - fast gar zu inhaltsreiche - Gl. (65,22) fUr die Grenzfalle 
reiner Streuung bzw. Absorption: 

1. Strahlungsstrom im M.E.-Modell mit reiner Streuung: Bier ist x. = 0 und 
daher {J = {3.o; man erhalt 

I_~ _ (1. (2 + {31. ~J~ I 
I Fo - 1 + 2 (1. 1 + i3o/{3 I 

(65,23) 

mit 

(65,24) 

In der Mitte der starken FRAuNHoFER-Linien ist nun sicher der selektive 
Streukoeffizient a. viel groJ3er als der kontinuierliche Absorptionskoeffizient x. 
Es geht also IX --+ 0 und darnit auch F --+ O. Das heiBt im Falle reiner Streuung 
fuhrt auch das M.E.-Modell auf Restintensitiit Null (was ja auch ohne weiteres 
einleuchtet) . 
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Fur die LinienflUgel ist a.I'X< 1 und wir werden zweckmaBig nach dieser 

GroBe entwickeln. Aus der Definition von ot folgt zunachst 

: ~ V3 (1+ ~: ~ ~j + ~ .~".+~::.\ 
v'3 2 v'3 " 

und (65,23) geht uber in 

sowie (65,25) 

R = Fo-F = U •• ~ /_1_+ 1 l 
Str F. ,,2 2 .,-; • 

o 1+- 1+E v'3 flo 
(65,26) 

2. Strahlungsstrom im M.E.-Modell mit reiner Absorption. In diesem Grenz
falle wird (1. = 0 und daher 

ot = ;3 und P = Po' "~"v' 
Nach unserer "Stammformel" (65,22) erhiilt man so 

F 

Fo 

(65,27) 

(65,28) 

Wir kommen damit auf unsere alte Gl. (31,18) ausder Theorie der kon
tinuierlichen Spektren zuruck, wo es sich ja auch ausschlieBlich urn wahre 
Absorption handelt. Infolge unserer Anwendung des EDDINGTONSchen Nahe
rungsverfahrens haben wir hier statt des dortigen Faktors 3/2 = 1,5 im Nenner 
von P den nicht ganz korrekten, aber hinreichend ubereinstimmenden Zahlen-
faktor V3 = 1,73 erhalten1• 

Fur die Mitte einer starken Linie mit 'Xv>'X erhalten wir - abgesehen von 
dem kleinen mathematischen SchOnheitsfehler - wieder den fUr das S.S.-Modell 

gefundenenWert ;0 =1/(1+ ~ Po). Dies ist nach dem s.Zt. gesagtenselbst
verstandlich. Die tieferen Schichten sind namlich an der Bildung der Rest
intensitat gar nicht beteiligt. 

Fur die Linienfliigel erhalten Wlr durch Entwickeln nach 'Xvl'X sofort (bis 
auf Glieder in (xvlx) 2 ••• ) : 

bzw. genauer: "v . 1 

" 1+_3_ 
2 flo 

(65,29) 

Der Vergleich mit der entsprechenden Formel (65,26) fur Streuung zeigt, 
daB fur die Linienfliigel auch im M.E.-Modell die Art des Strahlungsaustausches 
ziemlich belanglos ist. Fur Po= 3/2 stimmen (65,26 u. 29) vollig uberein; fUr andere 
po-Werte ist der Unterschied wieder nicht groB. 

1 Der in Abschn. 31 gegebene Ausdruck folgte aus dem hier wie dort beniitzten Ansatz 
fiir die Tiefenabhangigkeit der KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion ohne jede Vernachlassigung. 
Es ist iibrigens leicht zu sehen, daB Fehler der hier bemerkten GroBenordnung an vielen 
Stellen der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes zu erwarten sind. Man denke z. B. an 
die schon in der SCHWARZSCHILDschen Differentialgleichung vernachlassigte Winkel
abhangigkeit von uv ! 

Unsold, SternatmosphAren. 16 
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Wahrend zur Deutung der Sternspektren die Kenntnis der Formeln fUr den 
Strahlungsstrom ausreicht, bietet uns die Sonnenforschung die weitergehende 
Moglichkeit der Beobachtung der Strahlungsintensitat 1(0, f}). Wir gehen daher 
wie im vorhergehenden Abschnitt iiber zur 

Berechnung der Strahlungsintensitat 1(0, f}) an der Stern- (bzw. Sonnen-) 
Oberftache fiir das M.E.-M odell: 

Auf Grund der vielbeniitzten Gl. (63,9) wird zunachstl 
00 

1(0, f}) = J {av J + (u v+ u) E} e- (ad Xv + x) I see Ii . dt sec f}. (65,30) 
o 

Fiihren wir wieder die Variable u nach (65,10) und die Abkiirzung (l = 1 /?~~ V 3 "+"v+uv 
nach (65,14) ein, so wird zunachst 

(uv + u) dt = (ldu 
1 - 3 oc2 

a dt = ---- du 
v 3 oc (65,31) 

und 
1 

(av + u. + u) dt = ~du. 

Andererseits sind J und E schon durch (65,12 u. 18) bzw. (65,13) gegeben und 
wir erhalten 

00 u_1i 

I{ 1 1-3oc2 2floc2 -1 } ---
1(O,f})=Eo 3oc(1+P(l·u)+-3oc-· 1+2oc e- u e 31% ·dusecf}. (65,32) 

o 

Vergleichen wir die Intensitat in der Linie 1(0, f}) wieder mit dem ungestorten 
Kontinuum 

10 (f}) =Eo(1 + Pocosf}) , 

so erhalten wir nach Ausintegrieren von (65,32) 

(65,33) 

I ~=(1+Pocosf}tl{1+3(l2p.cosf)+ ~·12;:~::1)}' I (65,34) 

wo (l, 1'1 und Po durch (65,4 u. 14) definiert sind. 
1. 1m Grenzfall reiner Streuung ist 1'1 = Po; sonst laJ3t sich unsere Formel 

leider nicht weiter vereinfachen. 
2. Fiir reine Absorption dagegen ist nach (65,27) wieder (l = 1/-y3 und 

1'1=1'10--"-; man kommt auf die (31,13) entsprechende Formel zuriick: 
" + "v 

1 (0, I)) 
10 (I)) -

" 1 + flo -+- cos {} 
" "v (65,35) 

Berechnen wir nunmehr speziell die Mitte-Rand-Variation der Linienfliigel, 
indem wir nach a.lu bzw. uvlu entwickeln! (DaJ3 in 1. Naherung die Wirkungen 
der selektiven Streuung und Absorption sich einfach iiberlagern, bedarf wohl 
keines Hinweises.) 

1 Man beachte, daB das ] in Gl. (63.9) = 1 {uvJ + (" + ".) E} in den Be-
Uv + ". + " 

zeichnungen des vorliegenden Abschnittes ist! 
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Fur reine Streuung erhalt man aus (65.34) nach einigem Umformen: 
2 

1-3 Po 
Po cos If + . 

r = _I_({}_) -__ 1_(o_, If_) = _G • • ___ --'-( 1_+-:----i~__=.3_"_) ___ (;-1 _+_V_3_CO_S_If_) 
10 (If) " 1 + Po cos If +"', (65,36) 

wahrend fur reine Absorption sich aus (65,35) sofort ergibt: 
10 (If) - I (0, If) ". Po cos If r= =-. . 

10 (If) ,,1 + Po cos If 
(65,37) 

Fur {3o=3/2 stimmen diese beiden Formeln vollstandig uberein; fur andere 
{3o-Werte ist der Unterschied nicht sehr erheblich. Wie am SchluB des vorher
gehenden Abschnittes finden wir auch hier, daB die Starke und Mitte-Rand
Variation der Linienllugel nur wenig davon abhiingt. ob sie durch Streuung oder 
Absorption entstehen. 

Dagegen zeigt der Vergleich von (64.19 u. 26) einerseits mit (65.36 u. 37) 
andererseits, daB die Mitte-Rand-Variation der LinienllUgel in erheblicher Weise 
von der Wahl des Modelles, d. h. - allgemeiner gesprochen - von der Schichtung 
der Sternatmosphiire abhiingt. 

Sitzt das selektiv absorbierende bzw. streuende Material an der Sternoberlliiche 
(S.5.). so wiichst die 1ntensitiit der Linienflugel nach dem Sonnenrande zu ieden
falls bis cos fj,...,O,3. 1st dagegen das selektiv absorbierende bzw. streuende Material 
so verteilt. dafJ x. bzw. cr. (pro em!) dieselbe Tiefenabhiingigkeit zeigen, wie der 
kontinuierliche Absorptionskoetfizient x. so nimmt die 1ntensitiit der Linienflugel 
nach dem Sonnenrande zu abo 

1m folgenden Abschnitt werden wir diesen Vergleich zahlenmaBig noch 
genauer durchfiihren. urn in Abschn.67 dann das entsprechende Problem fur 
eine beliebig geschichtete Atmosphare in Abgriff zu nehmen. 

In seiner grundlegenden Arbeit hat K. SCHWARZSCHILD die Behauptung aufgestellt, 
daB bei Streuung die Linien am Sonnenrand bleiben, bei Absorption dagegen verschwinden. 
Unsere Untersuchung zeigt, daB die Verh1l.ltnisse nicht so einfach liegen: Solange man sich 
auf den gew6hnlich beobachteten Bereich 1 -< cos If -< 0,3 beschr1l.nkt, gilt unser obiger 
Satz. Am aufJersten Sonnenrande dagegen h1l.ngt die Intensit1l.t nicht nur von der Art des 
Strahlungsaustausches, sondem auch erheblich von Po. d. h. dem Mitte-Rand-Kontrast 
des kontinuierlichen Untergrundes abo DaB SCHWARZSCHILD zu einer etwas schiefen Auf
fassung kam, rUhrt daher, daB er seinerzeit fUr Streuung das S.S.-Modell, fUr Absorption 
dagegen das M.E.-Modell untersuchte, wahrend man korrekterweise die vier hier durch
gerechneten Ansatze vergleichen muB, urn zu erkennen, wie die Art des Strahlungsaustausches 
bzw. die Wahl des Modelles die Linienkonturen beeinfluJ3t. 

SchlieBlich wollen wir noch kurz - von einem rein phanomenologischen 
Standpunkt aus - uns mit der 1ntensitiit in der Mitte der FRAUNHOFER-Linien 
beschaftigen. Handelt es sich urn hinreichend starke Linien1, so wird x./x und 
cr,/x _ 00, wah rend x,/cr, einem endlichen Grenzwert zustrebt, der - nach 
Kap. VIII-X - im Bereich der Linie praktisch konstant bleibt. Nehmen wir 
noch an, daB er von der Tiefe in der Atmosphare unabhangig ist, so k6nnen wir 
die Formeln fur das M.E.-Modell anwenden und erhalten zunachst 

{3=O sowie -3\ = 1 +~ 
oc "v (65,38) 

und damit fur den Strahlungsstrom Fe der Linienmitte nach (65,22) 

F,,~2+V3 1 

Fo 2+~ 1+A' 
oc V3 

(65,39) 

1 Bei den schwachen Linien ist eine Messung der Restintensit1l.t ohnedies kaum m6glich. 

16* 
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Fiir kleine Restintensitaten, d. h. up/a, -< 1 erhalt man durch Reihenentwicklung 

2 1+-
Pc ~ 13 .' /l(, (65AO) 
Po 1 +A V IJ, • 

13 . 
Entsprechend findet man fUr die Strahlungsintensitiit Ie in Abhangigkeit von {} 
nach (65,34) 

Ie (0) _ (1 + P cos{}tl. {1- 1 - 3/X2 } 
10 (0) - 0 (1 + 2/X) (1 + 3/X cosO) (65,41) 

und als Naherung fUr u./ a, -< 1 

.~ (1 +~coSO) 
Ie (0) V 3 2 ,/----;; 
10 (0) ~ 1 + fJocosO va; + .... (65,42) 

Die Anwendung unserer Formeln - die noch keine eingehendere Vorstellung 
uber das Zustandekommen des u,/a, voraussetzen - vollzieht sich nun folgender
maBen: Die Linienflugel bestimmen in erster Linie das u, + a,; nicht nur fur die 
Flugel, sondem damit auch fUr die ganze Linie. Ebenso bestimmt eine Rest
intensitatsmessung das Verhaltnis u,/a" das schon aus thermodynamischen 
Griinden fUr die ganze Linie konstant sein wird. Fur das zugrunde gelegte 
Modell ist damit die ganze Linienkontur und ihre Mitte-Rand-Variation festgelegt. 

Als Beispiel zu den allgemeinen Erorterungen dieses Abschnittes wollen wir 
die K-Linie1 A 3933 des Call im Sonnenspektrum genauer diskutieren. Diese 
ist fUr 0-Mitte (cos{) = 1) von M. MINNAERT [1135] und A. D. THACKERAY 
[1151] sehr sorgfaItig photometriert worden. Bezuglich ihrer Mitte-Rand
Variation vgl. M. MINNAERT und ]. HOUTGAST [1206]. 

Zunachst fragen wir, ob fur die Ca II-Resonanzlinien das S.S.- oder das 
M.E.-Modell angemessener sein durfte. Wir mussen also untersuchen, in welcher 
Weise a,/u von der Tiefe in der Sonnenatmosphare abhangt. Nach Tabelle 36 
von Kap. VII wachst u (pro Gramm gerechnet) mit 't' nur langsam (zwischen 
't'=0,12 und 0,53 urn einen Faktor ~3). Wie man weiterhin mit den dort 
angegebenen Elektronendrucken Pe und Temperaturen T nach der SAHAschen 
Gleichung leicht nachrechnet, ist in der ganzen Sonnenatmosphare das Kalzium 
vorwiegend einfach ionisiert. (J,/u wird sich also mit 't nur wenig andem. Wir 
konnen dementsprechend naherungsweise das M.E.-Modell benutzen, mussen 
aber eine Abweichung in der vom S.S.-Modell angezeigten Richtung erwarten. 

Die Randverdunkelungskonstante Po wird fUr A 3933 nach (65,4) gleich 
2,83. Mit Hilfe der fur cos {} = 1 beobachteten Restintensitat von'"" 7% finden 
wir nach (65,42) das fUr die ganze Linie geltende Verhaltnis u./a, = 0,010. 

Fur die Wellenlangenabhangigkeit des Streukoeffizienten setzen wir wieder 
die Dispersionsverteilung an und schreiben also 

~ = L1~2 • (65,43) 

Die Konstante C - die in einfacher Weise mit der Haufigkeit des Ca+ und der 
Ubergangswahrscheinlichkeit der K-Linie zusammenhangt, bestimmen wir2 
nachtraglich, indem wir die LI AJC-Skala der b~rechneten Linienkontur den Be
obachtungen anpassen. Nach (65,14) wird zunachst 

1 Die H-Linie ist durch H. merklich gest6rt. 1m iibrigen unterscheidet sie sich von K 
nur dadurch, daB ihre Breite (-vI) im VerMltnis 1: 1"2 = 0,706 kleiner ist. 

2 Es sei nochmals an die analoge Methode in Abschn. 64 erinnert! 
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C2 
1 + 0,01 . LlJc2 

3 1X2 = -- C2 

1 + 1,01 . LI ).2 

(65,44) 

und nach (65,4 u. 14) mit Po = 2,83 

2 P 2,83 
31X = C2 • 

1 + 1,01 .d ).2 

(65,45) 

Die weitere Rechnung mit Gl. (65,25) bedarf wohl keiner naheren Erlauterung 
mehr. Das Ergebnis und den Vergleich mit den Beobachtungen von MINNAERT 
und THACKERAY zeigt die folgende Fig. 78. Wenn man C2 = 49 '10-16 wahlt, 
so wird fUr die ganze Linie die Ubereinstimmung von Theorie und Beobachtung 
recht gut .. Sie wiirde noch wesentlich verbessert, wenn man den kontinuierlichen 
Untergrund bei THACKERAY ,....,,6% hOher legen wiirde. Man ist immer wieder 
geneigt, die enorme Ausdehnung der Linienfliigel zu unterschatzen. 

Zum Vergleich haben wir 100 
die Linienkontur noch fUr % cos lJ~O~.£:~-----'::::':-

-';"--
_ ... - --

cos 'I? = 0,25, d.h. eine 3,2% 80 /7 des Sonnenradius vom 8-
Rand entfemte Stelle, be- t 50 

rechnet. Sowohl das Anwach- 1. I/{} 
sen der Restintensitat, wie 10 

, 
/ 

/f /: 

'j:'" 0 1: • x 

,-

0slJ=~o wei/ere bereclme/e Werle: . . -
M=J5Aj Lf;"~70A 

---- cos tJ-O,2S: t~.99,O%j i=.99,7%-0 auch das Schwacherwerden a 
r~/ -- cos 17'"1,0 " -.91,2%,,, =.99}'% 

der Linienfliigel beim Uber
gang von 8-Mittezu8-Rand 
stimmt in qualitativer Hin
sicht iiberein mit den erwahn
ten Messungen. 

SchlieBlich wollen wir 
noch - um die Hauptsache 
nicht zu vergessen - aus 
dem gemessenen Wert von 
C die Haufigkeit des Kal
ziums berechnen. 

o 5 
I . I 

10 
Li2-

20 JOA 

Fig. 78. Die Ca+·Linie X 3933 (K) im Sonnenspektrum. Beobachtungen 
von A. D. THACKERAY [1151]; (OJ·Mitte ... (Bis if X = 10 A Mittel aUs 
beiden Linienhiilften. Fur if X< lOA nurkurzwelligerFhigel, da lang
welliger durch die H·Linie gestort wird.) Beobacbtungen von M. MIN
NAERT [1135a]; (OJ-Mitte xxx. (Mittelwert beider Linienhiilften.) 

Berechnete Linienkonturen fUr das M. E .. Modell mit ~ = ~_O~'-
Xv x L1 .1.2 

und - = 0,01. (OJ-Mitte (cos19=I) -; (V·Rand (cos19=0,25) -_-. 
(1v 

Die Ubereinstimmung von Beobachtung und Theorie wurde nach 
wesentlich verbessert durch eine Hebung des kontinuierlichen Unter

grundes bei THACKERAY urn f"J 6%. 

Da fUr die K Linie die Oszillatorenstarke t = 2/3 und bei reiner Strahlungs
dampfungl Y = Ykl ist, so wird der Streukoeffizient pro Ca+-Ion nach (64,14) 

2 ).2 
a - 16 5 . 10-26 •..• -

p, at -, -3- .d).2· (65,46) 

Setzen wir die Haufigkeit des Ca (wie wir schon sahen, ist praktisch alles 
Kalzium einfach ionisiert) bezogen auf die Zahl aller Atome im Sinne der 
Tabelle 20, Abschn. 242 gleich 10/1470, so kommen auf 10 Ca+-Ionen insgesamt 
1470' flo' mH Gramm Sternmaterie und der Streukoeffizient fUr die K-Linie 
pro Gramm Sternmaterie wird also 

£ 2,49' 10-14 2 -1 
av,gr = a., at . 1470' flo' mH = ------=r12--. 10 [cm g J. (65,47) 

1 Die Miiglichkeit von StoBdampfung wollen wir auch hier noch beiseite lassen; wir 
werden sie im folgenden Kapitel eingehend diskutieren. 

2 Bei dem dort angenommenen Mischungsverhaltnis Wasserstoff: Metalle = 13,7: 1 
ist £ = Zahl der Ca-Atome pro 100 Metallatome. flo = 2,80 ist das mittlere Molekulargewicht 
der unionisierten Sternmaterie nach (24,4); mH die Masse der Atomgewichtseinheit. 
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Andererseits ist nach Tabelle 36 der mittlere Massenabsorptionskoeffizient fur 
die Sonnenatmosphare (bei denselben Annahmen uber deren mittlere Zusam
mensetzung) 

Ugr ~ 4 [cm2g-1]. (65.48) 
Es ist also schlieBlich nach (65.43) 

C2 = 6,2 . 10-15 • e. (65.49) 
Durch Vergleich mit dem empirisch gefundenen Wert C2 = 4,9 '10-15 findet 
man die Ca-Haufigkeit 

e = 0,8 (65,50) 
Die groBenordnungsmaBige Dbereinstimmung dieser Zahl mit unserer Ausgangs
annahme von Tabelle 20, namlich e = 2,1, durfen wir als eine vorlaufige Be
statigung unserer Formeln fUr den Streukoeffizienten und den kontinuierlichen 
Absorptionskoeffizienten der Metalle auffassen; die angenommene Haufigkeit 
des Wasserstoffes ist - wie man sich leicht klarmacht - fur unser jetziges 
Problem nahezu irrelevant. 

66. Vergleich von SCHUSTER-SCHWARZ sCHILD- und MILNE
EDDINGTON-Modell. Allgemeinere Ansatze von EDDINGTON, 

TEN BRUGGENCATE und PANNEKOEK. 

Deutet man die beobachtete Kontur einer FRAUNHoFER-Linie nach dem 
S.S.-Modell, so erhalt man zunachst die optische Dicke SI bzw. 7:1 der "um
kehrenden Schicht" als Funktion der Wellenlange und daraus die "Anzahl 
der Atome uber 1 cm2 der Photosphare" N H. 

Legt man dagegen seinen Rechnungen das M.E.-Modell zugrunde, so erhalt 
man zunachst das Verhaltnis Gv/u bzw. up/u als Funktion der WeUenlange und 
daraus - wenn die Koeffizienten Gp bzw. Up und u pro Atom nach der Quanten
theorie bekannt sind - die Haufigkeit e des betreffenden Elementes. 

Da sowohl die Annahme einer gegen die Photosphare sc~arf abgesetzten 
umkehrenden Schicht beim S.S.-Modell, wie auch die eines konstanten Ver
haltnisses von Gpju bzw. uvju beim M.E.-Modell nur aus mathematischen Ruck
sichten gemacht wurde, so wird man fragen, wie die Aussagen der beiden Modelle 
zusammenhangen und welcher aUgemeinere Sinn ihnen zukommt. 

Bei dieser Diskussion beschranken wir uns sinngemaB zunachst auf die 
Linienflugel, da nach dem vorhergehenden Abschnitt die Restintensitiit mit der 
Haufigkeit usw. der Atome gar nichts zu tun hat. Weiterhin wollen wir zunachst 
annehmen, daB Gv und Up pro Atom im betreffenden Zustand gerechnet, von der 
Tiefe in der Atmosphare unabhangig sind. SoUte jedoch, wie bei StoBdampfung 
und Druckeffekt, diese Voraussetzung nicht erfiillt sein, so ist die entsprechende 
Verallgemeinerung der folgenden Dbedegungen ziemlich selbstverstandlich. 

Urn die beobachteten Linienkonturen von atomaren Faktoren, wie Oszilla
torenstarke, Dampfungskonstante usw. zu befreien, fuhren wir den fur das 
Folgende zweckdienlichen Hilfsbegriff der "Anzahl wirksamer Atome uber 1 cm2 

der Sonnen- (Stern-) Oberflache" ein, indem wir definieren: 
F. -F R = _0_ =Gp·NFH + ... bzw. up·NFH +... (66,1) 

Fo 
und 

1 (D) -1 (0, D) r= 0 10 (D) =Gv·N{JH+,,· bzw. up·N(}H+···. (66,2) 

Anschaulich heiBt dies: Wenn man in einem Absorptionsrohr (ohne Reemission) 
dieselben Linienflugel erzeugen wollte, wie man sie im Strahlungsstrom F bzw. 
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der Strahlungsintensitat 1(0, f}) beobachtet, so miifJte man in einer Saule von 1 cm2 

Querschnitt NFH- bzw. N"H-Atome haben. 
Beim S.S.-Modell mit Streuung z. B. ist nach (64,8) einfach NFH = N H; 

bei Absorption dagegen nach (64,27) NFH = -P~ -N H. Wie liegen die 
1 +3 P 

Dinge nun beim M.E.-Modell? Nach (65,26) bzw. 29 k6nnen wir schreiben 
1 

NFH = -X-' Fkt· (Po), (66,3) 

wobei aber (NB 1) der kontinuierliche Absorptionskoeffizient " nun zu rechnen 
ist pro Atom, das die betrachtete Linie erzeugt. Statt dessen fUhren wir den 
Massen-Absorptionskoeffizienten "gr ein. Wir bezeichnen das Verhaltnis der An
zahl der Atome, die die betrachtete Linie erzeugen, zur Zah] aller Atome mit C, 
das mittlere Atomgewicht der unionisierten Sternmaterie mit #0 und die Masse 

der Atomgewichtseinheit mit mHo Dann ist "gr = ". _~l;_ und es wird 
fl'mH 

~I 1 2 + 1 V3\ fUr Streuung 
1+-:;r 1+-

NFH=_1_.-l;-. v3 Po 
"gr flo mH 1 

1+fl 
Po 

fiir Absorption. 
(66,4) 

Nach E. A. MILNE [1204 u. 1205J k6nnen wir dieser Anzahl wirksamer Atome 
im M.E.-Modell eine sehr anschauliche Deutung geben: Bringen wir in (66,3) 
das " nach links, so ist " . N F H die optische Tiefe fiir kontinuierliche Absorption, 
welche der Saule von NF • H selektiv wirksamen Atome entspricht. Anders 
formuliert: Wiirde man aus einer M.E.-Atmosphare die selektiv absorbierenden 
bzw. streuenden Atome bis zu dieser Tiefe .0 herausnehmen und diese Schicht 
mit einem Scheinwerfer senkrecht durchstrahlen, so erhielte man dieselben 
Linienfliigel, wie sie die betreffende FRAUNHOFER-Linie zeigt. .0 ist also eine 
Art wirksame Tiefe der AtmosPhare; es kennzeichnet zugleich die Schichten, 
die noch einen merklichen Betrag zu den Linienfliigeln liefern1• Nach (66,4) ist 2 

·0 = : 1-1-2- + \/3\ 1+ li3 1+ To 
und fiir Absorption .0 = 1 

1 +E 
flo 

fiir Streuung 

(66,5) 

Die folgende kleine Tabelle (zur Orientierung iiber die Wellenlangenabhangigkeit 
von flo im Sonnenspektrum ver-
gleiche auch Tabelle25) gibt einige Tabelle 50. "Wirksame Tiefe" To der M.E.-
Zahlenwerte. DaB sie samtlich nahe A tmosphare. 
bei .0 ~ 0,5 liegen, ist nicht ver
wunderlich, da eine Schicht dieser 
Dicke e- O,5 = 61 % eines senkrecht 
durchgehenden Lichtstrahles pas
sieren laSt. 

p, 

T {AbSorption. 
o Streuung .. 

1 2 

0,366 0,536 
0,415 0,500 

3 4 

0,634 0,698 
0,549 0,581 

1 DaB die Linienmitte mit "v bzw. Gv>" in den hochsten Schichten entsteht, haben 
wir schon bemerkt. 

2 Die entsprechenden Ausdriicke fiir die Linienfliigel in I (0, if) brauchen wohl nicht 
explizit angeschrieben werden. T" nimmt selbstverstandlich mit wachsenden if ab, so daB 
sein Mittelwert R! To ist. 



248 XII. 66. Wirksame Schichtdicke x •. Interpolationsformel R = R (x., Rc). 

Nachdem wir die Linienflugel bei verschiedenen Arten der Schichtung und 
des Strahlungsaustausches miteinander verglichen und durch die allgemein 
gultige Formel 

(66,6) 

dargestellt haben, wollen wir noch die vollstandigen Linienkonturen bei gleicher 
Starke der Flugel miteinander vergleichen. 

Wir setzen also Gleichheit der wirksamen Atomzahlen NFH, bzw. der ent
sprechenden optischen Dicken (ap + u.) NFH voraus. Die Randverdunkelungs
konstante Po wahlen wir 1 gleich 2,5 ; entsprechend einem A. ,....., 4430 A im Sonnen
spektrum. Das Ergebnis dieser Berechnungen fiir den Strahlungsstrom nach 
Gl. (64,S u. 25) bzw. (65,23 u. 2S) zeigt die folgende Fig. 79 (vgl. auch C. W. ALLEN 
[1201J und M. MINNAERT [1136J). Als Abszisse ist der loglO der "selektiven" 
optischen Tiefe der wirksamen Schicht 

x. = (ap + Up) NFH 
aufgetragen, als Ordinate die Intensitat bzw. Tiefe in der Linie relativ zum be
nachbarten kontinuierIichen Spektrum. Man entnimmt unserer Figur folgendes: 

1. Die Form der Linienflugel 
~oor--==----r----'------r----'o,oo von R = 0 bis ,.....,25 % ist nahe-

zu unabhangig von der Art 
0,25 der Schichtung der Atmosphare 

(Wahl des Modelles) und des 
Strahlungsaustausches. 

2. Bei gleicher Art des Strah-
--".~'-d-..=.:.!=.c=....-Io, 75 1 ungsa ustausches (Streu ung bzw. 

Fig. 79. Vergleich von M.E.- und S.S.·Modell fUr reine Streu
ung und Absorption. fi. = 2,5 entsprecbend z. B. ;. 4430 im 

1 1-' 
Sonnenspektrum. - Kurve A: R = {- + -} ; Kurve B: R = 

1 1 }-. Xv 1 
{- + -- - zugleich M.E.-Modell fiir reine Absorption. 

x. 0,59 

Absorption) ist der Kern der 
Linie im M.E. - Modell etwas 
enger als im S.S.-Modell. 

3. Der Vergleich der Kurven 
fur reine Absorption einerseits 
und reine Streuung anderer
seits zeigt, daB die Struktur 
des inneren Teiles der Linien 

(R> 60 %) viel mehr von der Art des Strahlungsaustausches - Streuung oder 
Absorption; allgemeiner up/a. - abhangt, als von der Schichtung - S.S.- oder 
M.E.-Modell. 

Dieser letzte Punkt ist fur unsere weiteren Untersuchungen von besonderer 
Bedeutung: Solange die Theorie des up/a., d. h. die Theorie der RestintensiUi.t 
nicht weiter entwickelt ist, hat es keinen Sinn, die Wirkungen der Schichtung 
in beliebige Feinheiten zu verfolgen. Andererseits ist - wie unsere Figur zeigt -
bei bekannter Restintensitat (fiir starke Linien) Rxp=oo die ganze Linienkontur 
als Funktion von Xp praktisch unabhangig von der Schichtung festgelegt. Wenn 
wir also eine allgemeine Theorie der Linienflugel (R < 0,25) und der Restintensi
tat Re starker Linien entwickelt haben, so kOnnen wir die vollstandigen Linien
konturen durch eine einfache I nterpolationsformel darstellen. Als solche empfiehlt 
sich in Verallgemeinerung eines Ansatzes von M. MINNAERT [1136J: 

R= f~+~}-l. 
l x. Re 

(66,7) 

Damit wird, wie beabsichtigt, fur x. <: 1 die Tiefe R ~ Xp, fiir xp> 1 dagegen 
R ~ Re. Die Kurve A in Fig. 79 ist fur Re = 1, also reine Streuung Xv = av ' N F H 

1 Man uberzeugt sich leicht, daB die Form der Linien von flo nur sehr wenig abhangt, 
so daB man praktisch fur ziemlich groBe Wellenlangenbereiche mit einem mittleren flo 
rechnen kann. 
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gezeichnet. Kurve B entspricht dem anderen Grenzfall: Reine Absorption, 

x. ='1<.' N F H· Rc = 1/1 + ~ ist die grofite Restintensitat, die eine Linie, in 

deren Mitte x.>1 ist, iiberhaupt erreichen kann1 . Mehr oder weniger zufallig 
stimmt diese Kurve exakt mit der fiir das M.E.-Modell mit reiner Absorption 
nach (65,28) gezeichneten iiberein. Ganz allgemein erkennt man, daB die Inter
polationsformel (66,7) allen einigermaBen billigen Anforderungen gerecht wird. 

Da wir im folgenden Abschnitt eine sehr einfache und von allen speziellen 
Annahmen iiber die Schichtung der Atmospharen unabhangige Theorie der 
Linienfliigel entwickeln werden, so brauchen wir auf die in der Literatur auf
getauchten Versuche einer vollstandigen Lasung der Differentialgleichung des 
Strahlungsgleichgewichtes fUr weitere Modell-Atmospharen hier nur kurz 
hinzuweisen. 

a) Verallgemeinerungen des S.S.-Modelles, in denen 0'./'1< bzw. '1<./'1< sich sprung
weise mit der Tiefe andert, hat A. S. EDDINGTON in seiner grundlegenden Arbeit 
[1202J behandelt. Ebenda auch ein Modell, dessen Differentialgleichung mit 
BEssEL-Funktionen gelast werden kann. 

b) Ein Modell mit sehr vielen Schichten, in denen jeweils die Verhaltnisse 0'./'1< 
und '1<./'1< konstant sind, hat P. TEN BRUGGENCATE [507J behandelt. 

c) Endlich hat A. PANNEKOEK [1207-8J eine Reihe von Normalmodellen 
mit numerischer Integration durchgerechnet. 

Da aIle diese Verfahren sehr schwerfallig und vor allen Dingen uniibersichtlich 
sind, so werden wir sie in diesem Buch nicht anwenden. 

Bis jetzt haben wir uns fast ausschlieBlich mit den Linienkonturen fUr den 
Strahlungsstrom F beschaftigt, der ja bei den Stemen auch das einzig Beobacht
bare ist. Fur die Mitte der Sonnenscheibe ({) = 0) liegen die Dinge so ahnlich, 
daB wir sie nicht besonders zu untersuchen brauchen. Die entsprechenden 
Formeln kann man aus dem Vorhergehenden leicht entnehmen. 

Von Interesse ist dagegen noch ein genauerer Vergleich der M itte-Rand
Variation der Linientliigel im S.S.- und M.E.-Modell fiir Streuung und Ab
sorption. Wir kniipfen an die Untersuchungen vom SchluB des Abschn. 65 an, 
beniitzen aber jetzt nicht mehr die Naherungsformeln fUr die Linienfliigel 
- z. B. (65,26 u. 28) fUr das M.E.-Modell -, da diese am Sonnenrand, d. h. 
fUr sec{} -+00 oder {} -+:rc/2 teilweise nicht mehr konvergieren. Vielmehr wahlen 
wir - unter Beniitzung der vorhergehenden Formeln - das Sl bzw. "(1 im S.S.
Modell oder das 0'./'1< bzw. '1<./'1< im M.E.-Modell, d. h. allgemein gesprochen das x. 
(mit Hilfe der Naherungsformeln fUr kleine R) so, daB im Strahlungsstrom eine 
Linientiefe R von ~10% entsteht und rechnen dann mit den vollstandigen 
Formeln fUr die Intensitiit I(o,{})/Io({}). 

Da nach unseren friiheren Ergebnissen der Wert von Po fUr die Mitte-Rand
Anderung der Linien wesentlich ist, so wollen wir diese Rechnungen fUr Po = 2,5 
und Po = 1 durchfiihren. Die Ergebnisse sind in der folgenden Fig. 80 iibersicht
lich zusammengestellt. 

Beschrankt man sich zunachst auf 1 > cos {} > 0,3 - letzteres entspricht 
einer nur noch um 4,6% des Sonnenradius vom 8-Rand entfernten Stelle -
so ist die Mitte-Rand-Variation der Linienflugel nahezu unabhangig von der Art 
des Strahlungsaustausches und dem Werte von Po. Hauft sich das selektiv 
streuende oder absorbierende Material nach der Sonnenoberflache (S.S.-Modell), 
so wachst die Starke der Linienfliigel nach dem 8-Rand hin. Hangen dagegen 
(M.E.-Modell) die selektive Absorption und Streuung einerseits und der kon
tinuierliche Absorptionskoeffizient in derselben Weise von der Tiefe ab oder 

1 Natiirlich im Rahmen des SCHWARZSCHILDschen Ansatzes fiir die Reemission! 
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nehmen die ersteren gar rascher mit der Tiefe zu, so werden die Linienflugel 
am 8-Rand schwacher. 

Erst am allerauBersten Sonnenrand, der nur mit groBen Turmteleskopen 
oder - nach der Methode von SCHW ARZSCHILD und JULIUS - bei totalen 

-cos'" _ cos'" Finstemissen zu beobach-
1,00 
% 

20 

JJ,75 _4'iO aes 0.00 475 0.50 0.25 4 00 ten sein durfte, machen 
~ sich die Unterschiede von 

Streuung und Absorption, ~ / 
~ 

117 sowie von (30 bemerkbar. 
~ 
lil ,/ 
~ -- -~ F 1\ &' t Bei Absorption gebt 

17r (",) mit cos fJ --+ ° auch R --+ 0, 
wie wir im AnschluB an 
SCHWARZSCHILD schon er
klart haben. 

-In \' .~ 
,!Il , ~ 

t --t:\ ~ -
~",' '\ 

"' 

-~ 
18 

217 
217 
%. 

117 t 
,.(7J) 

~1717 475 0,50 8,25 
-cosi) 
s's'-Hodell 

0,00 
~ 

0,0017 0,75 0,50 0,25 
_cosi} 
#'£-Hodel/ 

Fig.SO. Mitle·Rand-Kontrast derLinie~fliigeI. r(O) = 1,(0)1-:;:/%) • 

- fiir Po = 2,5; - - - - iiir Po = 1. Die Kurven sind so gerechnet, 
daB die Linientiefe im Strahlungsstrom bei VernachHissigung hoherer 
Potenzen von a. bzw. "" ungef~hr R = 10% wird. 1m einzelnen sind 
folgende Ausgangsdaten benutzt worden: 

S.S.-Modell mit Streuung iiir p, = 2,5 '1 = 0,10 
p,=I,O '1=0,10 

"Absorption "Po = 2J Tl = 0,1067 
p,=I,O T l =0,1667 

M.E.-Modell mit Streuung fllr p, = 2,5 a./" = 0,1896 
Po = 1,0 a./" = 0,2410 

"Absorption "Po = 2,5 ""/,, = 0,1693 
Po = 1,0 "'/" = 0,2732 

Fur 1 if: cos 0 > 0,25 (d. h. fiir den normaIerweise beobachteten reil der 
Sonnenscheibe) ist der Mitte-Rand-Kontrast der Linienfliigel in erster 
Linie eine Frage des Modelles, d. h. der Schichtung. Erst am auBersten 
Sonnenrand (cos 0 < 0,25) zeigt sich ein EinfluB der Art des Strahlungs-

austausches und der Randverdunkelungskonstante p,. 

Bei Streuung gehen fur 
(30 > 1,5 am Rand noch in
nerhalb der Sonnenscheibe 
die Flugel der FRAUNHOFER
Linien in Emission uber 
und zwar beim S.S.-Modell 
starker als beim M.E.
Modell. Fur (30 < 1,5 da
gegen bleibt der Absorp
tionscharakter der Linien
£lugel erhalten. 

Beobachtungen, an denen 
diese mannigfaltigen Aus
sagen der Theorie des Strah
lungsgleichgewichtes nach
gepriift werden k6nnten, 
gibt es nur wenig. Wir 
werden sie im folgenden 
Abschnitt diskutieren, nach
dem uns eine von speziellen 

Modellvorstellungen befreite allgemeine Theorie der Linien£lugel ein tieferes Ver
standnis der im vorhergehenden entwickelten GesetzmaBigkeiten er6ffnet hat. 

67. Die SCHWARZSCHILDsche Integralgleichung des Strahlungs
gleichgewichtes. Berechnung der Intensitat der Linienfliigel 

fUr eine beliebig geschichtete Atmosphare. 
Der zuerst von MILNE durchgefiihrte Vergleich von M.E.- und S.S.-Modell 

laBt vermuten, daB in einer beliebig geschichteten Atmosphiire1 die selektiv 
absorbierenden oder streuenden Atome in der optischen Tiefe 7: (fur konti
nuierliche Absorption) zu den LinienflUgeln einen Beitrag geben, der durch eine 
Art Gewichtsfunktion G (7:) dargestellt wird, die von G ~ 1 bei 7: = ° aus fur 7: > 1 
rasch gegen Null geht. Diese Gewichtsfunktion wird naturlich verschieden sein, 
je nachdem wir es mit Streuung oder Absorption zu tim haben und je nachdem 
wir den Strahlungsstrom F oder die Strahlungsintensitat 1(0, fJ) berechnen 
wollen. 

1 Das heiBt "v und (J. seien als Funktionen von" gegeben; ebenso "Ix. 



XII. 67. SCHWARZSCHILDsche Integralgleichung. 251 

DaB eine derartige Darstellung nur fiir die Linienfliigel moglich sein kann, 
ersieht man daraus, daB nur in diesem Falle die selektive Absorption und 
Streuung verschieden tiefer Schichten sich ungestOrt iiberlagem. Die in Ab
schn. 64-66 gefundenen Formeln fUr die Linienfliigel spezieller Modelle er
scheinen in unserer neuen Behandlungsweise der Theorie als Spezialfalle, die durch 
eine kontinuierliche Serie von Dbergangen verbunden werden. Trotzdem behalten 
unsere friiheren Rechnungen auch jetzt noch eine selbstandige Bedeutung, da 
die mathematischen Methoden des vorliegenden Abschnittes fiir die Mitte der 
Linien (0". + u./u> 1) und den auBersten Rand der Sonne (sec{) -+ 00) nicht 
mehr kompetent sind. 

Urn unserem Ziel naher zu kommen, erweist es sich - vgl. [1215J - als 
zweckmaBig, wie in Kap. V, Abschn.30 von der SCHWARZScHILDschen Dif
ferentialgleichung des Strahlungsgleichgewichtes zu der entsprechenden 1 ntegral
gleichung iiberzugehen 1 : 

. Mit Hilfe der Gl. (63,9) fiihren wir zuerst das 1 I d w = ~J1 sin {} d {} auf 
4n 2 

das in (63,7) definierte ](x) zuriick. Dabei k6nnen wir einfach die Gl. (30,1-4) 
iibemehmen, indem wir dem ] (x) die angegebene Bedeutung zulegen. Setzen 

wir das so berechnete· 11 dw in (63,7) ein, so haben wir schon die inhomogene 
2n 

1ntegralgleichung von K. SCHWARZSCHILD [1211J: 

00 

(x + u. + 0".) ](z) = (u + u.) E (z) + ~ 1 ](x)· K (1z-xl) dx. (67,1) 
o 

Dabei ist d x bzw. dz gleich (u + u. + 0".) dt. u, Uv und 0". sind vorgegebene 
Funktionen der Tiefe. ] wird durch (63,7) definiert, hat also eine gegeniiber 
Kap. V erweiterte Bedeutung. E ist die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion in der 
Tiefe z. Hat man diese SCHWARZSCHILDsche 1ntegralgleichung fur] (z) aufgelOst, 
so kOnnen F(o) und 1(0, {}) nach (63,10 u. 9) durch einfache Quadratur berechnet 
werden. 

Fiir die Linienfliigel ist nun 0". und u.<u, wir k6nnen also das letzte Glied 
in (67,1) als kleine Korrektion auffassen und als Ausgangspunkt unseres Losungs-
verfahrens die "nullte" Naherung , 

] (z) = ,,+ "v . E (z) .= E (z) + . . . (67,2) 
"+". + C1v 

beniitzen. 
Setzen wir. diese unter dem Integralzeichen ein, so erhalten wir [1215] bis 

auf Glieder in O"~ • •• die NEUMANNsche Reihenentwicklung: 
00 

(u + u. + 0".) ] (z) = (x + uv) E (z) + ~ 1 E (x) . K (Iz- xl) dx + ... . (67,3) 
o 

Der physikalische Sinn dieser Naherung ist, daB wir nur die Einfachstreuung 
beriicksichtigen, Mehrfachstreuung dagegen v~machlassigen und dement-

sprechend bei der Berechnung des 11 ~ : in (63,7) nur die thermische Emission E 
beriicksichtigen. Die Voraussetzung uv<u ist im Prinzip nicht notwendig, 

1 Anm. b. d. Korr.: Inzwischen ist es M. MINNAERT, ZS. f. Ap. IZ. 313 (1936) gelungen, 
eine entsprechende D<trstellung auch direkt von der SCHWARZSCHlLDschen Differential
gleichung aus zu entwickeln. Sogar der Fall einer nichtlinearen Abhiingigkeit der KIRCH
HOFF-PLANcK-Funktion E von or (Gl. 67.15) liiBt sich noch gut iibersehen. Weiterhin vgl. 
B. STROMGREN, Ap. J. 86. 1 (1937): 
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da ja nur dIe Verbindung " + "v auftritt; wir wollen aber trotzdem Streuung 
und Absorption in symmetrischer Weise behandeln, urn sie besser vergleichen 
zu konnen. 

Mit Hilfe des obigen J (z) berechnen wir zuerst den Strahlungsstrom F =F (0) 
an der Sternoberflache im Hinblick auf die FRAuNHoFER-Linien der Sterne und 
der integrierten Sonnenstrahlung. Nach (63,10) wird - alles bis auf Glieder 
in a;···-

~F=j ;+~ .E(z).K2(Z)dz+j~ jE(x)K(lz-xl)dx Kz(z)dz. (67,4) 00 00 100 I 
2 x Xv Gv 2x 

o 0 0 

1m vorderen Integral ist zunachst ; + ~ dz = dT + dTv (bezuglich der Be-
x Xv Gv 

zeichnungen vgl. (63,5 u. 6) I). Da E praktisch immer als Funktion der optischen 
Tiefe fur kontinuierliche Absorption T gegeben ist, so ftihren wir diese statt z 
als Variable ein, wobei wir sogleich unter den Integralzeichen nach (B, 14) 
entwickeln: 

K z (z) = K2 (T + Tv + sv) = K z (T) - (Tv + sv) K (T) + . . .. (67,5) 

Damit geht (67,4) uber in 
00 00 

~ F = j E (T) K z (T) d T - j (Tv + s.) . E (T) . K (T) d T 
o 0 

(67,6) 00 00 00 

+ jE(T).K2(T)dT.+ j ~K2(T)dsvjE(x)K(IT-xl)dx. 
o 0 0 

Dieser Ausdruck nimmt die nach unseren anschaulichen Dberlegungen zu 
erwartende Form an, wenn wir auch das 2. Integral rechts so umformen, daB s. 
und Tv als Variable auftreten. Setzt man zur Abkurzung noch 

00 

tP(T) = j E(T)·K(T)dT, (67,7) 

so ergibt sich durch partielle Integration z. B. : 
00 00 00 00 

Is •. E (T) . K (T) d T = - s.· (/> (T) I + I(/> (T) dsv = I(/> (T) ds. (67,8) 
o 0 0 0 

und man erhalt 
00 00 

~ F = J E(T)· Kz(T) dT- j {(/>(T)-E(T)· K2 (T)}dTv 

(67,9) o 0 
00 00 

_ j{tP(T)- K~(.) jE(x)K(lT-xl)dx}ds •. 
o 0 

Das 1. Glied rechts gibt den Strahlungsstrom des kontinuierlichen Spektrums, 

d. h. -~ Fo. Das 2. Glied bzw. 3. Glied gibt den durch wahre Absorption bzw. 
2 

Streuung entstehenden Anteil der Linienflugel. Zur praktischen Ausftihrung 
der Integrationen wird man stets schreiben 

(67,10) 
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Nunmehr konnen wir die "Tiefe" 

R= Fo-F 
Fo 

(67,11) 

-cler Linienfliigel in die gewiinschte Form bringen: 

00 00 00 00 

R = J GdT) dTp + J G2 (1') dsp= f ":. Gl (1') dT+ J~ G2 (1') dT, (67,12) 
o 0 0 0 

wobei nach (67,9) die Gewichtsfunktionen G(T), welche die Wirksamkeit der 
Atome in der Tiefe l' charakterisieren, zu schreiben sind als 

und 

Gl (1') = 4> ~or) - E (or) K2 (or) 

J E (or) • K2 (or) d or 
o 

00 

4>(or)- K~or) f E(x)K(lor-xi)dx 

G2 (1') = 00 0 

J E(or) K2 (or) dor 
o 

(67,13) 

(67,14) 

Diese Funktionen konnen - unabhangig von der Art der betrachteten FRAUN
HOFER-Linien - ein fiir allemal fiir jeden Stern in Abhangigkeit von der Wellen
lange berechnet werden l • In den meisten Fallen diirfte die bekannte lineare 
Naherung fUr E ausreichen, also 

3 hv 

8 k To " (67,15) 

wobei wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit noch Eo = 1 setzen konnen 2. 

Mit Hilfe der im Anhang B zusammengestellten Formeln erhalt man die teil
weise auch schon von friiher bekannten Ausdriicke: 

00 00 

~ Fo= f E (1') K2 (1') dT= f (1 +PoT)K2(T)dT= ~ + ~o, (67,16) 
o 0 

00 

tP (1') = J (1 + Pol') K (1') dT = K2 (1') + Po{T K2 (1') + Ka (Tn, (67,17) 
T 

-sowie das dritte Integral in (67,14) 
00 

1JI(T) = J E (x) K (11'- xl) dx 
o 

T 00 

= J (1+PoT-Pou)K(u)du+ j(1+PoT+Pou)K(u)du 
,,=0 ,,=0 

(67,18) 

= (1 +PoT) (2-K2(T)) +Po(TK2(T) +Ka(T)). 

1 In praxi kann man fur Hundert und evtl. mehr Angstrom mit einem Paar von Gewichts
lunktionen auskommen. 

2 Das heiBt wir betrachten die Strahlungsintensitat am Stemrand {} = n/2 als Einheit. 
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Damit berechnen wir schlieBlich nach (67,13 u. 14) die Gewichtsfunktionen fUr 

Absorption: Gl (1') =POK3(1')·g + ~orl (67,19) 

und Streuung: G2 (1') = {K~2(T) + Po K3 (1') ( 1- Kat) )}. {~ + ~o r 1 (67,20) 

Fig. 81 gibt fUr Po = 2,5 (entsprechend z. B. A. 4430 A bei Sonnentemperatur 
To = 4830 und xlie = 1) eine graphische Darstellung der beiden Gewichtsfunk
tionen zur Berechnung der Linienfliigel im Strahlungsstrom, sie bestatigt die schon 
aus dem Vergleich yom S.S.- und M.E.-Modell gewonnene Einsicht, daB es fiir 

die Berechnung von R praktisch belanglos ist, ob 
man es mit "Absorption" oder "Streuung" zu tun 
hat. DaB es jedoch unrichtig ware, hieraus auf die 
Unwichtigkeit der Reemission iiberhaupt zu schlieBen, 
zeigt die dritte Kurve der Fig. 81; sie ist - wie hier 
nicht weiter ausgefiihrt werden soIl - fiir den Fall 
verschwindender selektiver Reemission berechnet. 

Aber auch im einzelnen kon
nen wir - nun von hohererWarte 
aus - die fiir die Linienfliigel 

I ---J.--J.--=:::t;:::::::*=~~:::~ spezieller Modelle abgeleiteten 
Q'- $5 .go Formeln leicht wiederfinden: 

1'-- a) Beim S. S.-Modell ist se-
Fig. 81. Gewichtsfunktionen zur Berechnung von Linienintensitaten 

im Spektrum des Strahlungstromes. Fiir fl. = 2,5. lektiv absorbierendes und streu-
endes Material nur an der Ober

flache l' = 0 vorhandenl . Wir konnen also iiber diese Schicht integrieren, deren 
optische Dicke fiir selektive Absorption 1'1 und fUr Streuung SI seL Dann er
halten wir nach (67,12) 

Rss = Gl (0) . 1'1 + G2 (0) . SI 

oder mit (67,19 u. 20) 

Rss = {Po' 1'1 + ( 1 + ~ ) . SI} • {1 + ~ Po} -1, 

(67,21 ) 

(67,22) 

was mit den direkt aus der SCHWARZSCHILDschen Differentialgleichung gefun
denen Ausdriicken (64,27) bzw. (64,18) im ersteren FaIle exakt, im zweiten 
mit alIer wiinschenswerten Genauigkeit iibereinstimmt. 

b) Beim M.E.-Modell ist xp/x bzw. Cfp/X von l' unabhangig; man kann (67,12) 
also schreiben: 

00 00 

RME = ~ f GI (1') d1'+ ~ J G2 (1') d1'. (67,23)' 
o 0 

Das 1. Integral wird mit (67,19) und (B, 10 u. 9) gleich (1 + 2~o rl
, was mit 

(65,29) exakt iibereinstimmt. Das 2. Integral muB numerisch berechnet werden; 
auch hier ergibt sich gute Anpassung an die friihere Gl. (65,26). 

Die groBe Bedeutung der Gl. (67,12 mit 19 u. 20) liegt aber natiirlich nicht 
in der Bestatigung friiherer Ergebnisse, sondern darin, daB man die Berechnung 
der LinienflUgel, ohne vorher irgendwelche spezieUe M odellannahmen machen zu 
mUssen, auf eine einfache Quadratur zuruckfuhren kann. Braucht man die ganze 
Linienkcntur, so wird man gesondert die Restintensitiit berechnen und dann die 
Interpolationsformel (66,7) anwenden. 

1 Man konnte zunll.chst denken, daB diese Annahme den mathematischen Voraus
setzungen dieses Abschnittes zuwiderlaufe. Eine genauere Dberlegung zeigt jedoch, daB. 
dies nicht der Fall ist. 
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Vergleicht man unsere Fig. 81, die den Beitrag verschieden tiefer Zonen, 
einer Sternatmosphare zu def' Flugeln der FRAuNHoFER-Linien beurteilen laBt, 
mit der entsprechenden Fig. 44 (insbesondere der mittleren Kurve) fiir das 
kontinuierliche Spektrum, so zeigt sich, daB Linien und Kontinuum im groBen und 
ganzen in denselben Schichten entstehen, sofern nicht "pi" bzw. a"i" mit T stark 
variieren (was meist nicht der Fall ist). Die altgewohnte Einteilung der Stern
atmospharen in Photosphare und umkehrende Schicht ist also heute nicht mehr 
berechtigt, wir sprechen daher meist einfach von Sternatmosphiiren. 

N achdem wir die Theorie der Linienfliigel fiir den Strahlungsstrom in aller 
nur wiinschenswerten Allgemeinheit entwickelt haben, wenden wir uns der 
Berechnung der Strahlungsintensitiit 1{0, D) =1{.o) zu, d. h. der Mitte-Rand
Variation der Linienfliigel. 

Durch Einsetzen der Naherungslosung (67,3) fiir J{z) in (63,9) erhalt man 
zunachst 

00 00 00 

1 ({)) = 1 ,,+ "v E (z)· e-zsecDdzsec.o +1 Uv e-zsecDdzsec.o1E{x)K (iz-x\) dx. (67,24) 
,,+ "v + Uv 2" 
000 

Beriicksichtigt man wieder, daB ~ + ~ dz = dT + dTp ist und entwickelt 
" ". Up 

das e- zsecD, so wird - P{T} ist durch (67,18) definiert -: 
00 00 

1 (D) = f E (T) e- necD dT sec.o-f (Tv + s.) E (T) e-TSECD dT sec2 .o 
o 0 

00 00 (67,25) 

+ 1E{T)e-TseclidT"sec.o+ 1 ~ e- TSecli dspsec{)·lJI{T). 
o 0 

Setzen wir weiterhin analog (67,7) 
00 

tP* (T) = f E (T) e- TSecli . sec{) dT, (67,26) 
T 

so ergibt eine partielle Integration z. B. 
00 00 00 

f s" E (T) e- TsecD d T· sec{) = - s .. · tP* (T) I + f tP* (T) ds. (67,27) 
o 0 0 

und es wird insgesamt: 
00 00 

1 ({)) = f E ~T) e- TSecli d T sec {) - f {tP* (T) - E (T) e- .seeD} d T .. sec {) 
o 000 (67,28) 

- 1 {tP* (T) - ~ e- TSeeD .'1' (T)} ds,,· sec{). 
o 

Beniitzen wir fUr E (T) nunmehr wieder die lineare Naherung 1 + (JoT, so wird 
tP*(T) = (1 + (JoT + (Jocos{))· e- Tsec{). (67,29) 

Das erste Integral rechts ist die Intensitat des ungestorten kontinuierlichen 
Spektrums 10 (D) = tP* (0). Schreiben wir schlieBlich die Tiefe der Linienfluget 
analog (67,12) in der Form 

00 

Io(fJ)-I(fJ) 1 
r= Io(fJ) = gdT,{))dT" 

o (67,30) 
00 00 

= 1": ·gl{T,.o) d-r + 1 ~ g2{-r,.o)d-r, 
o 0 
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so erhalten wir die Gewichtsfunktionen fUr 

Absorption: g(r1}}= Po ·e- uecO (67,31) 
l' 1 + Po cos {} 

g2 (r, 1}) = {1 + Po cos1}}-l X I 
X{K~(T) +Po (cos1}- K~(T))}sec1}e-necfj (67,32) 

und Streuung: 

als deren Mittelwerte fiber 1} wir G1 und G2 auffassen k6nnen. 
Graphische Darstellungen - wieder mit Po = 2,5 - gibt die folgende Fig. 82 

fUr cos1} = 1 (0-Mitte) und1 cos1} = 0,2 (0-Rand). Wieder zeigt sich, daB der 
Unterschied von Streuung und Absorption ziemlich klein ist. Bei kleinen 1" 

liegen die Kurven fUr cos1} = 0,2 fiber denen ffir cos1} = 1, spater darunter. 
1st also das selektiv absorbierende und streuende Material an der Oberflache an
gehauft, so wiichst die 1ntensitat der Linienflfigel entsprechend gl,2 (0, 1}) nach dem 

Sonnenrand. 1st dagegen rJv/x und xv/x von 1" unabhangig, so kommt 
00 

es auf das J g (1", 1}) d 1", d. h. auf die Flachen unter den Kurven in 
o 

Fig. 82 an. Die Flfigel werden also, wie man der Figur entnimmt, 
nach dem Sonnenrande zu schwiicher. 

Beide Befunde passen ausgezeichnet zu den in Fig. 80 fiber
sichtlich zusammenge<;tellten Ergebnissen fUr das S.S.- und M.E.

Modell. Auch in quantitativer 
Hinsicht ist - wie man in 
derselben Weise wie beim 

L_~~~-Jr---..r=::t:==:::;i;:::=~ Strahlungsstrom leicht nach-
(J ~5 45.J(J rechnet - die Dbereinstim-

r-- mung mit den direkt aus der 
Fig. 82. Gewichtsfunktionen zur Berecbnung deT Intensitat der 

LinienflugeJ in Ahhangigkeit von cosO. Differentialgleichung erhalte-
nen Naherungsformeln ausge

zeichnet, solange cos1} > 0,2 bleibt. Wie aus Fig. 82 direkt hervorgeht, gibt 
die Messung des Mitte-Rand-Kontrastes in den Linienflfigeln - nahezu unab
hiingig von naherer Kenntnis der Art des Strahlungsaustausches - ein Mittel 

an die Hand, urn die Abhangigkeit des:>e· + a. von 1" zu erfassen, d. h. die 
:>e 

Schichtung der Atmospharen zu studieren. 
Urn die Anwendung dieser reichlich allgemeinen Entwicklungen zu erlautern, 

wenden wir sie auf die Mg-Linie2 A 5183,61; 33 P2-43 51 und ihre Mitte-Rand
Variation auf der Sonne an: 

Da die Linie eine ziemlich kleine Restintensitat hat, so dfirfen wir mit ge
nfigender Genauigkeit die Formeln fUr "reine Streuung" anwenden. Wir er
mitteln also zuerst rJp/" in Abhangigkeit von der optischen Tiefe 1" fUr kontinuier
liche Absorption (da in der Sonne" nur sehr wenig von 'lI abhangt, k6nnen wir 
die Unterscheidung von" und u in diesem speziellen FaIle ignorieren). 

Bezeichnen wir die Haufigkeit der Mg-Atome (im Sinne der Tabelle 20 
bezogen auf 100 Metallatome) mit t, so ist die Gesamtzahl aller Mg-Atome + 
10nen pro Gramm "Sternmaterie" nach Abschn.24 gleich 

e e 
1470' 1-'0 mH = 1470' 2,80' 1,66' 10 24 • 

(67.33) 

, no 
Den Bruchteil 1- x = _+,0_ neutraler Mg-Atome berechnen wir nach der 

no,o nl,O 
1 Fiir cosO = 0 konvergieren die Reihenentwicklungen nicht mehr. 
2 Die anderen Linien des Tripletts gehen aus dieser durch Veranderung des A-MaBstabes 

im Verhaltnis {5: v"3: 11 hervor, brauchen also nicht besonders behandelt zu werden. 
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SAHAschen Gleichung (Kap. IV). Die Ionisierungsspannung ist nach Tabelle 14 
gleich 7,61 V; die statistischen Gewichte der Grundtenne von Atom bzw. Ion 
sind 1 und 2. Den Bruchteil der neutralen Atome im 33 P-Tenn (die Teilniveaus 
mit j = 0, 1, 2 zunachst zusammengefaBt) ergibt die BOLTZMANNsche Fonnel 
mit den Daten: Anregungsspannung 2,70 V; statistisches Gewicht des angeregten 
Termes gleich 1 + 3 + 5 = 9; des SINGULETT-Grundtennes glei.ch 1. 

Die Temperaturen T, bzw. die HilfsgroBe e = ~o;~, und die Elektronen

drucke Pe [Bar] sind fUr einige Werte der optischen Tiefe i nach den Berech
nungen von Tabelle 36, Kap. VII in der folgenden Tabelle 51 nochmals zu
sammengestellt. Dann folgt der lOglO (1- x) und der 10glO des Anregungsfaktors 

_no,sp = 9' 10-2•70 . e. Die nachste Spalte enthalt den loglo des kontinuierlichen 
noo 

Ab~orptionskoeffizienten pro Gramm Sternmaterie, wieder nach Tabelle 36, 
Spalte 8. Dann kommt das fiir die Berechnung von (67,30) entscheidende 
ProdukF 

F = nO,3P. _ no,o 
no,o no,o + 111,0 

. 1 = nO,3 P • 1 - x 
" no,O " 

(67,34) 

Urn a.lie zu erhalten, muB dieser Faktor noch mit (67.33) und dem Streu
koeffizienten pro Atom im 33 P-Term, also einer im FaIle reiner Strahlungs
dampfung von i unabhangigen GroBe, multipliziert werden. 

Tabelle 51. Berechnung der Starke und ~Iitte-Rand-Variation cler ~lg-Linie 
J.5183.6 im Sonnenspektrum mit Hilfe der Naherungsliisung cler SCHWARZ-

SCHILDschen Integralgleichung r = J~' g2 (7:.&) dT. 

5040 I I no 3P I I cosD = 1 cos D = 0.391 cos D = 0.238 
... e=1' logP, (-;--i)i- iog n~,o I log" -logF 

-log g,IF.g,.10· -log g,l F.g,·10· -log g.1 F·g,·10· 

0.01 1,037 0.77 0.76 1,85 0.04 2.65 0.18 1,48 -0.03 2.40 -0.09 2.75 
0,116 1,0 1.34 0,56 1,75 0.41 2.72 0,24 1,10 +0.11 1.48 +0.13 1,41 
0.53 0,9 1.84 0,86 1,48 0,86 3,20 0,42 0,24 0,56 0.174 0.88 0,083 
1,25 0,8 2,19 1.36 1.21 1,15 3,72 0,72 0,036 1.34 0,009 2.17! 0,001 
2,62 0.7 2.45 1,98 0.94 1.23 4,15 1,31 0.004 i 

00 

I I 0,488 f g2(T,&) ·P(T} ·dT·103 = 0.462 : 0,508 
I 

0 ! 

Bezeichnen wir weiterhin die Oszillatorenstarke der Linie mit f, so ist der 
Streukoeffizient pro Atom im 33P-Term (von diesen sitzen 5/9 im Ausgangs
zustand der betrachteten Linie; die f-Werte fiir die 3 Linien des Tripletts sind 
nach den Regeln von Abschn. 50 einander gleich) nach (64,14), wenn LlA in A 
gemessen wird: 

16 5 . 10-26 . 2!~02 . 5 f. L . 
, Ll),2 9 Ykl (67,35) 

1st i' - wie wir zunachst wieder ohne vollstandige Begriindung annehmen 
wollen - durch Strahlungsdiimpfung bedingt, so miissen wir es, da der 33P-Tenn 
metastabil ist, allein dem 43SrTenn zuschreiben. Dann gilt nach den bekannten 
Beziehungen zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten, Oszillatorenstarken 
usw. (der Index n bezieht sich auf den 33P-Tenn, m auf den 43S-Tenn): 

Y Anm 3 gn f 9 f -=--=--O'Hn== .. 
ykl Ykl gm 

(67,36) 

1 Vernachlassigt haben wir im SchluBeffekt nur die hiiheren Glieder der Zustanclssumme 
des Mg-Ions, was keinen merklichen Fehler verursacht. 

UnsOld. Sternatmosphiiren. 17 
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Insgesamt wird also schlieBlich fUr die Linie A 5183,61 nach (67,33-36) 

au _ F . ....~ . 16 5 . 10-26 • 51802 
• 5/2 1 

Ie - 1470·2,80' 1,66, 10-24 ' Ll ;'2 

~ =F(i)·32,4-102.£./2·Li~2' I (67,37) 

Nunmehr wenden wir uns der Berechnung der Gewichts/unktion g2(i, -&) nach 
(67,30 u. 32) zu: 

Die Randverdunkelungskonstante ist fUr A 5184 und To = 4830° gleich 

flo = -}. /~o = 2,15. H. H. PLASKETT [1143] fand unmittelbar aus den ABBOT

schen Messungen 2,02. Die Fehler der linearen Naherung sind also nicht sehr 
groB; wir rechnen im folgenden mit 

flo = 2,1. (67,38) 
Die Werte von log g2 sind nach (67,32) in Tabelle 51 fUr die von H. H. PLASKETT 
untersuchten Stellen der Sonnenscheibe berechnet1 : cos -& = 1 (0-Mitte), 
0,391 und 0,238 (0-Rand). Dann folgen die F(i)' g2(i, -&) und darunter ihre mit 
dem Planimeter bestimmten Integrale. Multipliziert man diese nach (67,37) 
mit 3,24' 103 . £. /2, so erhalt man die in Abschn. 61 nach M. MINNAERT 
empirisch bestimmten Konstanten c, das rationelle MaB fUr die Starke der 
Linienflugel. 

Fur die Mitte der Sonnenscheibe (cos -& = 1) finden wir nach PLASKETT, 
CHERRINGTON und MINNAERT c = 0,34. Es ist also (N.B.: bei Strahlungs-

dampfung) 3,24 '103 • £. /2. 0,462 '10-3 = 0,34 

oder £ • 12 = 0,23. Da die Oszillatorenstarke f der grunen Mg-Linien nicht bekannt 
ist, wollen wir sie probeweise bestimmen, indem wir von der in Tabelle 20 
angenommenen Haufigkeit £=7,7 ausgehen. Dann erhalten wir 1=0,17, einen 
nach dem I-Summensatz noch plausiblen Wert. (Das Verhaltnis der Strahlungs
dampfungskonstante zu ihrem klassischen Wert wiirde damit Y/Ykl = 1,6.) 

Die von der Kenntnis des £, 1 usw. unabhangige Mitte-Rand-Variation der 
Linienflugel vergleichen wir mit den Beobachtungen, indem wir das c fur 0-
Mitte als Einheit wahlen: 

COS{} = 1 0,391 

-- Beobachtet nach H. H. PLASKETT . . 1 0,87 
c {Berechnet (Tabelle 51) ....... 1 1,1 

CMitte Beobachtet nach E. CHERRINGTON. . 1 

0,320 

0,97 

0,238 
1,16 
0,75 

Da die Dbereinstimmung der Messungen untereinander noch sehr zu wunschen 
ubrig laBt, so konnen wir aus diesem Vergleich noch keine weitergehenden 
Schlusse ziehen, sondem legen vorerst den Nachdruck auf die gemeinsame 
Aussage von Theorie und Beobachtung, daB das Verhalten unserer Mg-Linie 
auf eine Schichtung schlieBen laBt, die zwischen S.S.- und M.E.-Modell etwa 
die Mitte halt. Man uberzeugt sich femer leicht, daB schon eine sehr gering
fugige Abanderung der Tiefenabhangigkeit der Ionisation und Anregung oder des 
kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten die Zunahme des c nach dem 0-
Rand in eine Abnahme verwandeln wiirde 2 • 

Wenn auch unsere Diskussion des griinen Mg-Tripletts noch zu keinen sehr 
weitgehenden astrophysikalischen Folgerungen gefuhrt hat, so durfte sie doch 

1 Man berechnet zweckma13ig gz fiir T=O, 0,1, 0,2, 0,5, 1 .... Rekursionsformeln fiir 
die K-Funktionen in Anh. B. Tabellen der Integralexponentialfunktion bei JAHNKE' 

EMDE. Schlie13lich interpoliere man log gz (T, (}) nach T. 
2 Bei kleinen COS {} mu13 man auch an die Ungenauigkeit unserer Naherungslosung der 

Integralgleichung des Strahlungsgleichgewichtes denken. Vgl. A. UNSOLD [1215]. 
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einerseits dem Leser das Eindringen in die Theorie der Linienkonturen er
leichtern und andererseits zeigen, daB die Untersuchung der Mitte-Rand
Variation der FRAUNHOFER-Linien auf der Sonne dem Beobachter wie dem 
Theoretiker ein ebenso vielversprechendes wie schwieriges Arbeitsgebiet er
eroffnet. Vgl. insbesondere die nach AbschluB dieses Kapitels erschienene 
wichtige Arbeit von M. MINNAERT und J. HOUTGAST [1206]. 

68. Berechnung von Linienstarken. "Anzahl der Atome fiber 
1 cm2 der Photosphare". Wirksame Tiefe To der Atmosphare. 

Die beste Methode zur Berechnung der Intensitatsverteilung in den FRAUN
HOFER-Linien der Sternatmospharen diirfte zur Zeit eine Verbindung der im 
vorhergehenden Abschnitt entwickelten NaherungslOsung - erganzt durch die 
Interpolationsformel (66,7) und die noch zu entwickelnde Theorie der Rest
intensitaten - mit der in Abschn. 39 dargesteIIten Methode zur Berechnung der 
Druck- und Temperaturschichtung sein. 

Aber schon das im vorhergehenden Abschnitt durchgerechnete Beispiel der 
griinen Mg-Linien im Sonnenspektrum zeigt, daB es wiinschenswert ware, 
daneben ein einfacheres, wenn auch nicht ganz so genaues Rechenverfahren 
zu entwickeln. 

Wir haben schon friiher bemerkt, daB die Veranderungen des Absorptions
koeffizienten, der Ionisation usw., die der mit der Tiefe in der Atmosphare 
anwachsende Druck hervorrufen wiirde, groBenteils kompensiert werden durch 
das Ansteigen der Temperatur in den tieferen Schichten. Es diirfte also fUr die 
Zwecke einer moglichst iibersichtlichen Naherungstheorie am besten sein, mit 
konstanten Mittelwerten von Temperatur, Druck, Absorptionskoeffizient usw. fUr 
die ganze Atmosphare zu rechnen und damit direkt an Abschn. 38 anzukniipfen. 
Hinsichtlich der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes werden wir auf das 
M.E.-Modell zuriickgefiihrt; jedoch mit einer wichtigen Erganzung: Wir konnen 
[1216J nunmehr ermitteln, wie die Mittelwerte von a,/x, x,lx usw. zu bilden sind. 

Die Intensitatsverteilung der Linienfliigel im Spektrum des Strahlungs
stromes wird nach (67,12) - zunachst noch ganz allgemein - dargestellt durch 

00 00 

R = Fo~~_ = f~"- G1 (r) dr + f ~ G2 (r) dr ) (68,1) 
o 0 

x" a, und x sollen dabei auf 1 g Sternmaterie bezogen sein (es kommt ja nur 
auf ihre Verhaltnisse an!). Wollen wir - was zweckmaBiger ist - x. und a" 
pro Atom (Index A) rechnen, so wird 

1; und (1 =(1 A·-· -----. 
v P, f-lomH 

(68,2) 

Dabei bedeutet , das Verhaltnis der Anzahl der Atome, weIche an der Bildung 
der betreffenden Linie mitwirken, zur Gesamtzahl aller Atome. ,kann also 
als Funktion von Druck und Temperatur nach den Formeln von BOLTZMANN 
und SAHA berechnet werden, wenn die Zusammensetzung der Atmosphare als 
bekannt angenommen wird. flo = 2,80 ist wieder das mittlere Atomgewicht der 
unionisierten Sternmaterie; mH die Masse der Atomgewichtseinheit. 

Damit wird 

(68,3), 

17* 
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und wenn wir nunmehr fUr die vorn stehenden Faktoren konstante Mittelwerte 
annehmen 

(68,4) 

Da - wie wir sahen - die Gewichtsfunktionen G1 und G2 sich nur wenig von
einander unterscheiden, so durfen wir im folgenden mit einer sinngemaS mittleren 
Funktion G(i) rechnen1 . 

Dann hat (68,4) eine schon aus Abschn. 66 gelaufige anschauliche Bedeutung: 
Die Linienfliigel - und damit der Hauptteil der Linien - unserer Sternatmo
sphare entsprechen der Absorption und Streuung in einem Absorptionsrohr, 
dessen optische Dicke fUr kontinuierliche Absorption in def Nahe der Linie 
den Wert 

00 

io=JG(i)di (68,5) 
o 

besitzt. Den Wert von io k6nnen wir durch Ausfiihrung dieser Integration oder 
- was auf dasselbe herauskommt - durch Zuruckgreifen auf (66,5) ermitteln; 
es war fUr 

Streuung: 

Absorption: 
1 

io= 1"3 
1 +-Po 

bzw. etwas genauer 
1 +_3_ 

2po 

(68,6) 

Die Zahlenwerte entfernen sich nach Tabelle 50 nie weit von 0,5 bis 0,6. 
Die Anzahl der wirksamen absorbierenden und streuenden Atome in einer 

Saule von 1 cm2 Querschnitt ergibt sich wieder zu 

NH=_C_.~o. (68,7) 
flo niH " 

Die Anzahl aller Atome in einer solchen Saule, ein sehr anschauliches MaS fUr 
die wirksame Dicke einer Atmosphare, ist entsprechend 

(68,8) 

Nunmehr muS noch die wichtige Frage gekHirt werden, wie die im vorher-

gehenden benutzten Mittelwerte 2 von (u. + av) .~-- = W (i) (wie wir es vor
flo niH" 

ubergehend nennen wollen) zu bilden sind? 
Offenbar mussen wir das weiner so gewahlten optischen Tiefe i = i' nehmen, 

daB 
00 00 

w (i') J G (i) d i = J W (i) . G (i) d i. (68,9) 
o 0 

Stellen Wir nun die Tiefenabhangigkeit von W (i) naherungsweise dar durch 

W (i) = W (i') + (d 1£1_) . (i-i'), 
. d. r=r' 

(68,10) 

1 Diese Vereinfachung treffen wir in erster Linie, urn die folgenden Formulierungen 

nicht zu schwerfallig zu gestalten. Streng genom men ware G (.) =.!',,--- . G1 (.) + __ a. __ . G2 (.) 

zu setzen. "v + av Xv + av 

2 Anm. b. d. Korr.: Hierzu auch B. STROMGREN, Ap. J. 86, 1 (1937). 
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00 

f -,;G('t') d. 
T'=-"'o ____ _ 

00 

fG(.) d. 
o 
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(68,11) 

Beniitzt man die fUr reine Absorption giiltige Gewiehtsfunktion (67,19), d. h. 
G(T) ,...."Ks(T), so erhalt man mit Hilfe der Formeln von Anh. B unabhangig 
von Po den Mittelwert T' = 3/4. Die entspreehenden Integrale iiber die Streuungs
Gewiehtsfunktion miiBten graphiseh ausgewertet werden. Aus Fig. 81 sieht man, 
daBT' indiesem Fane beipo= 2,5 ein wenigkleinerwiirde. Wie man aus (68,9-11) 
erkennt, hat die gauze Mittelbildung nur Sinn, wenn die T-Abhangigkeit von w 
nieht zu stark ist, insbesondere wenn W (T) nieht stark mit T anwaehst. Da x 
mit T im allgemeinen anwaehst und , fiir die meisten Linien mit der Tiefe ab
nimmt oder jedenfalls nieht starker anwaehst als x, so nimmt W (T) mit waehsen
dem T meist abo Wir werden dem Reehnung tragen, indem wir fUr T' nieht den 
strikte naeh (68,11) bereehneten Wert, sondern das etwas klein ere To von (68,6) 
beniitzen1,2. 

Fiir die folgenden numerisehen Reehnungen beniitzen wir - wie gesagt 
kommt es auf die kleinen in Frage stehenden Untersehiede nicht an - die 
einfaehe Formel: 

1 
To=T' =----

1+_3_ 
2 flo 

(68,12) 

Urn die Temperatur in dieser Tiefe bereehnen zu k6nnen, ermitteln wir noeh die 
entspreehende optisehe Tiefe fUr die Gesamtstrahlung 

(68,13) 

1 Bei dieser Gelegenheit mlissen wir auf einige in der Literatur verbreitete MiBver
standnisse hinweisen. die im AnschluB an die in Abschn. 66 besprochenen Untersuchungen 
:MILNES entstanden sind: 

a) Die optische Tiefe.o hat nicht die Bedeutung, daB tiefere Schichten nicht mehr zur 

Bildung der Linien beitragen .• 0 - und nicht ein Wert ""~, wie vielfach angenommen 
2 

wird - bildet vielmehr den "Schwel'punkt" der Atmosphare. 
b) Es ist so gut wie wertlos - wie dies vielfach geschieht - bei der Berechnung des 

Ionisationsgrades oder des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten die .Anderung von Fe. 
nicht aber die von T zu beriicksichtigen. Ein einfaches Rechenbeispiel zeigt, daB beide 
Effekte fast immer von derselben GroBenordnung sind. 

c) Wenn man mit dem ::\f.E.-::\lodell rechnet, d. h. a./,", bzw. '""'/'"' als konstant betrachtet, 
so erscheint es sinngemaB, dieselbe Annahme beziiglich des Ionisationsgrades usw. zu machen. 
Beriicksichtigt man aber die Schichtungseffekte bei der Berechnung der Ionisation usw., 
so muB man auch den Formelapparat der Strahlungsgleichgewichtstheorie entsprechend 
verfeinern. 

2 Die in Abschn. 68 dargestellte Naherungstheorie kann aufgefaBt werden als eine 
VeraHgemeinerung der in Kap. IV wiedergegebenen Theorie von FOWLER und MILNE. 

Unsere Rechnungen sind genauer und vor aHem viel einfacher als die vielzitierte "gene
ralised ionization theory" von MILNE. DaB die MILNEschen Untersuchungen die Klarung 
dieses ganzen Problemkreises erst angeregt haben, ist selbstverstandlich ihr bleibendes 
Verdienst. 

Zu einer im Prinzip der unseren ahnlichen DarsteHung ist H. N. RUSSELL [1209J 
gelangt. Er rechnet jedoch mit einer viel groBeren Wasserstoffhaufigkeit, so daB seine 
Zahlenwerte sich von unseren zum Teil erheblich unterscheiden. Ein Vergleich der RUSSELL
schen Rechnungen mit unseren ist - wie schon bemerkt wurde - insofern interessant, 
als er erkennen laBt, welche Ziige der Sternspektren durch .Anderung derWasserstoff
haufigkeit beeinfluBt werden und welche nicht. Auf eine Unrichtigkeit in RUSSELLS Be
rechnung des Absorptionskoeffizienten haben wir in Abschn. 37 schon hingewiesen. 
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Dann ist die mittlere Temperatur T der Atmosphare mit ihrer etfektiven Tem
peratur 1'e verkniipft durch 

T4=~n(1+~.o). (68,14) 

Die Berechnung von xjx in (68,13), das fUr die in der Tiefe to geltenden 
Werte der Temperatur T und des Elektronendruckes Pe zu wahlen ist, ge
schieht am einfachsten durch eine sukzessive Approximation. Bei der Be
rechnung von Po nach (65,4) geht man in derselben Weise vor; auch hier 
kommt e~ nicht auf groBe Genauigkeit an. 

Die Berechnung des Gasdruckes Pg in der Tiefe .0' also des mittleren 
Druckes der Atmosphiire, haben wir schon in Abschn.38 ausgefiihrt; es ist 
nach (38,8) 

(68,15) 

Der entsprechende Elektronen
druck ergibt sich sofort aus 
Tabelle 22. 

Damit haben wir aIle For-
meln, urn das N H in Abhiingig
keit von der effektiven Tem- I~ 
peratur 1'e und der Schwerebe- ~ 
schleunigung g an der Stem
oberflache zu berechnen. (Die 
Starke bestimmter Linien erhiilt 
man aus N H dann einfach 

G 

- wie gesagt - durch Hin
zufiigen des Faktors C, der die 
Haufigkeit, Anregungs - und 
Ionisationsverhiiltnisse (Rap. IV) 
beriicksichtigt und der Absorp
tions- und Streuungskoeffizien
ten x. und (1" deren Theorie 
wir in Rap. VIII-X bereitge

Fig.83. Gesamtzahl NH aller absorbierenden Atome ilber 1 em' 
der Sternoberflaehe als Funktion der mittleren Temperatur der 
Atmosphare (e = 5040IT) und der Sehwerebeschleunigung g. 

Bereehnet fiir ). = 4000 A. Nach [1216]. 

stellt haben). Wir fUhren diese Berechnung im AnschluB an [1216J durch fUr 
die WellenHinge A 4000. Die Zahlen konnen fUr das ganze photographische 
Gebiet beniitzt werden; erst jenseits der BALMER-Rante (bei heiBen Stemen) 
und fUr A> 5000 werden Anderungen notig: 

Ais unabhiingige Variable wahlen wir zunachst (vgl. Tabelle 52) die mittlere 
Temperatur T bzw. B = 5040jT. Da x,.jx vom Elektronendruck Pe wenig ab
hiingt, konnen wir fUr e < 0,8 die in Tabelle 30 fUr Pe = 100 Bar tabulierten 
Werte beniitzen, fUr B > 0,8 greifen wir auf die -leider noch ziemlich unsichere 
- Fig. 50 ("korr."-Rurve) zuriick. Damit haben wir Po und nach (68,12 u. 13) 
die mittleren Tiefen .0 und .0' (68,14) endlich gibt die etfektive Temperatur Te 
bzw. Be = 5040jT.. Damit haben wir also die Verkniipfung von Te - die in 
bekannter Weise durch den Gesamtstrahlungsstrom bedingt ist - mit der fUr 
alle Ionisationsberechnungen maBgebenden mittleren Temperatur T. 

Nunmehr fUhren wir als zweite unabhiingige Variable wie in Rap. IV und VI 
den Elektronendruck Pe ein und berechnen nach Tabelle 29 den Opazitats-

koeffizienten ie(e, Pc). Dann gibt Gl. (68,8), da :0 = ~- ist, die "Gesamtzahl 
" " aller Atome" N H. Endlich entnehmen wir aus Tabelle 22 den zu B und P. 

geh6rigen Gasdruck Pg und berechnen damit nach (68,15) riickwarts die effektive 
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Schwerebeschleunigung gee an der SternoberfHi.che. Addiert man hierzu die 
Strahlungsbeschleunigung g, nach (38,5), so ergibt sich die eigentlich Schwere
beschleunigung g an der SternoberfHi.che (Tabelle 52 unten). 

In praxi wird man meist von der Temperatur der Atmosphare T = 5040je 
bzw. der effektiven Temperatur Te (Umrechnung nach Tabelle 52) oder der 
Farbtemperatur TF (Umrechnung nach Fig. 54; fur die praktische Anwendung 
noch recht unsicher!) einerseits und der Schwerebeschleunigung g anderer

seits ausgehen. Wir haben daher 
-f.--------,---------,---------r= 

s 
¥~-7~--~--------_+--------_+~ 

6 

in Fig. 83 und 84 log N H und 
log Pc als Funktionen von 8 
und g nach unseren Berechnun
gen [1216J graphisch dargestellt. 
Da die Unterschiede der drei er
wahnten Temperaturen nie sehr 
groB sind, so konnen wir fUr die 
meisten Zwecke die g-Werte von 
Kap. III, Fig. 34 (nach RUSSELL) 
ubernehmen. Der Riesen- und 
Zwergast (es handelt sich natur
lich nur um Mittelwerte!) sind 
dementsprechend in unseren Fi

so!--L-L......JL......J~-=--'--'--'-+-'---,',,.......--'---'---'--1,5~8 guren durch gestrichelte Linien 
angezeichnet. 

Die praktische Anwendung 
Fig. 84. Elektronendruck p, [Bar] als Funktion von If') uud g. 

Nach [1216]. 

der Fig. 83 und 84, welche die 
Grundlage fUr ein Verstandnis der Harvardklassifikation und der spektro
skopischen Parallaxenmethoden geben sollten, stellen wir noch bis Kap. XV 
zurUck und erganzen zunachst die Theorie der FRAUNHOFER-Linien nach ihrer 
physikalischen Seite. 

XIII. Kapitel. 

Die Deutung der FRAUNHOFER-Linien. 
Beobachtung und Theorie. 

69. Die" Wachstumskurve". Berechnung der Gesamtabsorption 
von FRAUNHOFER-Linien mit DopplerefIekt und Dampfung. 

Das Grundproblem der Theorie der FRAUNHOFER-Linien besteht - wie wir 
mehrfach bemerkten - darin, den Ubergang von der "Intensitat" der Linien 
zur "Anzahl der erzeugenden Atome" zu finden. 

Dieses Ziel versuchten 1928 H. N. RUSSELL, W. S. ADAMS und C. E. MOORE 
[1340J unter Umgehung weitHiufiger theoretischer Betrachtungen folgender
maBen direkt zu erreichen: In den Multipletts sind uns von der Natur Linien
gruppen gegeben, deren relative Ubergangswahrscheinlichkeiten bekannt sind 
(Abschn. 50). Nimmt man nun an (wir werden nachher sehen, daB dies nur fUr 
die schwacheren Linien mit ROWLAND-Intensitat <"""3 streng richtig ist), daB 
VergroBerung der Anzahl absorbierender Atome oder VergroBerung der Uber
gangswahrscheinlichkeit die Starke der Linien in gleicher Weise beeinfluBt, 
so gibt jedes Multiplett in seinem Bereich den Zusammenhang zwischen der 
in irgendeinem MaB gemessenen oder geschatzten Linienintensitat und der wirk
samen Atomzahl 91. Nimmt man weiterhin an, daB dieser Zusammenhang fUr 
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alle Multipletts derselbe ist (wie sich zeigen wird, trifft auch dies nur unter 
der angegebenen Voraussetzung zu), so kann man die von verschiedenen Multi
pletts (Fe, Ti, Cr, Ni usw.) bestimmten Kurvenstucke durch Verschieben langs 
der log ~-Skala zusammenstticken. Auf diese Weise erhielten RUSSELL, ADAMS 
und MOORE Eichkurven, die gestatteten, fUr jedes Wellenlangengebiet im 
Sonnenspektrum die ROWLAND-Intensitaten in "Atomzahlen" uberzufiihren. 

Die Bedeutung dieser Eichkurven und zugleich die Grenzen des Verfahrens 
wurden erkennbar, als M. MINNAERT und G. F. W. MULDERS [1325] den Dber
gang von der willktirlichen ROWLANDschen Intensitatsskala zu den "Gesamt
absorptionen" oder "iiquivalenten Linienbreiten" vollzogen: 

Die sog. "Wachstumskurven", welche die Gesamtabsorption A" oder AU) als 
Funktion der Anzahl absorbierender Atome N H X der Oszillatorenstarke f 
darstellen, sind nach MINNAERT und MULDERS das Gegensttick der von R. LADEN
BURG und F. REICHE, W. SCHUTZ, V. D. HELD U. a. gefundenen Zusammenhange, 
die wir im Abschn. 44 (insbesondere Fig. 59) ausfUhrlich dargestellt haben. 
Der Unterschied zwischen der in Abschn. 44 entwickelten Theorie der Gesamt
absorption von Linien, welche in einem Absorptionsrohr entstehen und ihrem 
astrophysikalischen Gegensttick besteht nur darin, daB wir an Stelle des einfachen 
Absorptionsgesetzes (44,37) Iv=I.,oe-k.!Jil die im vorhergehenden Kapitel ent
wickelten Vorstellungen der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes anwenden 
mussen. 

Da die Messung der wahren Intensitatsverteilung in FRAUNHOFER-Linien 
an den Spektrographen sehr hohe Anforderungen stellt, so muB man sich - be
sonders bei Sternspektren - meist mit der Messung von Gesamtabsorptionen 
begntigen. Diesen kommt daher eine besonders groBe Bedeutung zu (MINNAERT 
[814]) und wir wollen ihre theoretische Deutung - tiber die Originalarbeiten 
von M. MINNAERT, G. F. W. MULDERS und C. SLOB [1325/6] noch etwas hinaus
gehend - auf moglichst breiter Basis entwickeln: 

In Abschn.67 und 68 haben wir gezeigt, daB bei schwacher Absorption, 
d. h. R;::5 15 %, eine beliebig geschichtete Sternatmosphare wie ein Absorptions
rohr wirkt mit der optischen Dickel (68,3) 

00 

Xv = (X.,A +a.,A) J G(i)' f1-0:1~)' ~ di= (X.,A +a.,A) N H, (69,1) 
o wo 

G (i) = -- ~.,A --- G1 (i) + -- -'!!.~ - G2 (i) 
~v,A + a.,A ~v.A + av,A 

(69,2) 

die bekannte Gewichtsfunktion bedeutet. Da G1 und G2 sich nur wenig von
einander unterscheiden, so kann man Gauch als ihren Mittelwert auffassen. 
Die tibrigen Bezeichnungen sind wie in Abschn. 68: 
a.,A bzw. Xv,A = selektiver Streu- bzw. Absorptionskoeffizient pro Atom im 

Ausgangszustand der betreffenden Linie. 
N H = "Zahl der absorbierenden bzw. streuenden Atome tiber 1 cm2 

der Sternoberflache". 
C(i) = Bruchteil aller Atome, die sich in diesem Zustand befinden. 

x = kontinuierlicher Absorptionskoeffizient pro Gramm Stern
materie fUr die Spektralgegend der Linie. 

di = ". dt, wo t die geometrische Tiefe in der Atmosphare bedeutet. 
,Uo = mittleres Atomgewicht der unionisierten Sternmaterie. 

mH = Masse der Atomgewichtseinheit. 

1 Die Bezeichnung R verwenden wir jetzt fur beliebige Tiefen in der Linie. Fur Xv < 1 
ist natiirlich nach wie vor x. R> R. 
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So, wie sie dastehen, gelten die Gl. (69,1 u. 2) flir das Spektrum des Strahlungs
stromes F~(O), d. h. die "integrierte" Strahlung der Sonne oder der Sterne. FaBt 
man dagegen eine bestimmte Stelle der Sonnenoberflache ins Auge, d. h. be
obachtet man die 1ntensitiit 1.(0, fJ), so sind in unseren Gleichungen die G(r) 
durch die entsprechenden g (r, fJ) zu ersetzen. 

Fur grofJe x., d. h. in der Mitte starker Linien, nahert sich R nach (65,39 u. 41) 
einem Grenzwert Re, der durch den lim (-x./a.) bestimmt 1st. Dem Problem der 

"'v-?-OO 

Berechnung von ",./a. werden wir uns erst im Abschn.74 zuwenden, vorerst 
betrachten wir Re als gegeben. 

Eine Linienkontur, flir welche einerseits bei x.,--.: 1 die Linientiefe R = Fo ~ 3-~ x. 
wird, andererseits bei x.> 1 das R -+ Re geht, laBt sich nach (66,7) und Fig. 79 
stets mit genugender Genauigkeit darstellen durch die einfache Interpolations
formel 

(69,3) 

Wenn wir nun die Gesamtabsorption von Linien berechnen, so unterscheiden sich 
also unsere Formeln von den in Abschn. 44 entwickelten nur darin, daB wir statt 
der fur das Absorptionsrohr giiltigen Formel R = 1-e-x• die fUr die Stern
atmospharen gultige Gl. (69,3) anwenden 1, 

Fuhren wir wieder die Bezeichnungen 2 von (44,6 u. 7) usw. ein, so wird 

(69.4) 

oder 
00 

. ----- == "------1 Aw f dv 
Rc 2 L1 wD Re + 1 

o Xv 

(69,5) 

N ach (44,9; 19 u. 20) ist weiterhin - alles in den Bezeichnungen von Abschn. 44; 
nur ~ haben wir durch Nt ersetzt -: 

3 

_~=2~_'e2 ,1 . ~l!J .fe-V'-~[1-2vF(v)]l. (69,6) 
Re meRe LI WD l vi n J 

3 
2n-'" e2 •• _. 

Der Faktor----- 1st gle1ch 9354' 10 ". 
me ' 

Schreiben wir noch zur Abkurzung - analog (44.40) 

2n1 .e2 1 NH·f . ------. -- - C 
meRe -L1wD' - , (69,7) 

1 Anm. b. d. KorT.: Eine entsprechende Darstellung fur den Spezialfall R. = 1 hat in
zwischen D.H.MENZEL, Ap. J. 84, 462(1936) publiziert. 

2 Zur Bequemlichkeit des Lesers seien die wichtigsten nochmals zusammengestellt: 
Aw bzw. A;. = Gesamtabsorption (aquivalente Linienbreite) in Kreisfrequenz- bzw. 

Wellenlangeneinheiten. 
L1 roD bzw. L1 i'D = Dopplerbreite nach Gl. (43,5 und 7). 

W - Wo }.o- t. Abstand von der Linienmitte 
l' = LI roD =. LI J.n - = Dopplerhreite - -

Dampfungskonstante y 
a = Dopplerbreite L1 WD' (a v-: 1) 
1= Oszillatorenstarke der Linie (91 = Nil. 

F (v) vgl. Tabelle 38 nach MITCHELL-ZEMANSKY. 
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so haben wir alles vorbereitet, urn die analytisch zugiinglichen Grenztalle 
behandeln zu k6nnen: 

1. Reine Dopplerverbreiterung. lim a --0>- 0. 
Hat man es mit Absorption und Streuung in optisch dunner Schicht zu tun, 

d. h. ist C < 1, so bringt man zweckmaBig (69,5) in die Form 

(69,8) 

(69,9) 

Diese Reihe - das Analogon von (44,42) ist praktisch brauchbar fUr ° -< C < 0,5; 
ful;' C 1 kommt man selbstverstandlich genau auf die alte Formel (44,43) 
zuruck. 

1st die optische Dicke x. fUr die Linienmitte > 1, d. h. ist C: 1, so setzt man 

C = ea ; a = InC 
und (69,10) 

Dann geht (69,5) liber in 
CQ 

Aw 1j' u-}du 
Rc 2:1 CoD = 2 e" - a + 1 

(69,11) 

o 
Integrale dieses Typs spielen eine groBe Rolle in der Elektronentheorie der 
Metalle, Wir k6nnen ihre asymptotische Darstellung fUr a:> 1 direkt der 
grundlegenden Arbeit von A. SOMMERFELD [1342J entnehmen1 und erhalten 

-k' 2~~D = va [1--2C~2- 1 ']a' 5 .:: _.1'3·2~· 7' 9 . ~'I (69,12) 
_ l' 3' 5' 7' 9' 11 . 13 . Cs _" ., 

27 as J' 
wobei die en definiert sind durch 

en = 1 _ 1 + 1 _ 1 .L ... 
21b 3n 41t I • 

(69,13) 

Diese Summen k6nnen auf funktionentheoretischem Wege berechnet werden 2. 

Es wird fUr 
n = 2 4 6 

7 31 
-._., 

und damit 
12 720 30240 

8 
127 

1209600 

A", ,/ C { 0,4112 1,776 29,11 1052 1 
Rc 2LlwD = vIn 1-(lnC)2 -(lnq-(lnq-(lnq-"'J' (69,14) 

Diese Reihe - das Analogon zu (44,45) - ist anwendbar fUr a >- 4 d. h. C >- 55. 
Fur 0,5 < C < 55 muB man das Integral graphisch auswerten. 

2. Reine DamPfungsverbreiterung. Diese Formeln gelten fUr groBe NH f; als 

praktisches Gultigkeitskriterium wird sich nachtraglich ergeben R-~ ·1"'-- > 7. 
c 2 LJ roD 

1 Dessen Gl. (28); das Integral in (69.11) ist in SOMMERFELDS Bezeichnungsweise 

gleich r ( {-) . U - t . 
2 Vgl. z. B. L. BIEBERBACH [1306]; S.182. 
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In diesem Fane wird nach (44,25) oder (44,46) die { ... } In 

und damit das Integral (69,5) 
00 

o 

Gl. (69,6) gleich 

(69,15) 

(69,16) 

Diese Formel unterscheidet sich von der entsprechenden Gl. (44,51) fiir das 

Absorptionsrohr nur durch einen Faktor Vf = 0,885 in dem Sinne, daB AU) 

durch die Reemission verkleinert wird. 
Einige Gesamtabsorptionswerte, die den AnschluB des zwischen dem 

"Dampfungsgebiet" (69,16) und dem "Dopplergebiet" (69,14) herstellen, hat 
Verf. numerisch berechnet. Man integriert am besten von v = Obis 12 mit 
Tabelle 38 graphisch, von 12 bis ex) analytisch (arctg-Funktion!) unter An
wendung der Naherungsformel (69,15), die hier auf ,...,." 1 % genau ist. 

Ei~ne graphische Darstellung von -ie • 21:D = ~e' 2~~D als Funktion von 

Rl •• ~ H 1 gibt die nebenstehende Fig. 85. In den gr6beren Ziigen unterscheidet sie 
e LJ WD 

sich kaum von v. D. HELDs entsprechender Theorie fiir das Absorptionsrohr ohne 
Reemission (Fig. 59); wir verweisen daher im allgemeinen auf die Diskussion in 
Abschn. 44 . Zu er6rtern bleibt nur noch die Wirkung einer endlichen (wahren) 
Grenztiefe Re auf die Gesamtabsorption. Aus Fig. 85 und den zugehOrigen 
Formeln liest man folgendes ab: 

a) Solange Aw"""" NH fist, hat Rc keinerlei EinfluB auf die Berechnung 
der Gesamtabsorption. 

b) In dem folgenden Gebiet, wo Aw nur ganz wenig mit NHf anwaC'hst, 
ist Aw nahezu proportional Re. 

Die Linie ist hier ein ziemlich scharf begrenztes Band der Breite ,...,." 4,1 WD 

und der Tiefe Re. Sofern man in diesem Gebiet Re nicht aus theoretischen 
Berechnungen ziemlich gut kennt, sind daher Riickschliisse aus beobachteten 
Gesamtabsorptionen auf NH f recht ungenau. (Abgesehen davon machen sich 
hier natiirlich auch MeBfehler besonders stark bemerkbar). 

c) 1m Bereich der starken Linien, geht Aw"""" iN HT).· v'R~ Eine genaue 
Kenntnis der wahren Restintensitat ist hier also nicht mehr so wichtig. Immerhin 
k6nnen Korrekturen von ,...,." 20 % leicht auftreten. 

Damit haben wir nun alle Mittel an der Hand, um die Verbindung zwischen 
den im vorhergehenden Kapitel entwickelten strahlungstheoretischen Vor
stellungen einerseits und den in Kap. VIII-X dargestellten physikalischen 
Grundlagen der Theorie der FRAuNHoFER-Linien andererseits herzustellen. Wir 
versuchen im folgenden insbesondere klarzulegen, in welchem Umfange die 
dort in Betrachtung gezogenen Effekte an der Bildung der FRAuNHoFER
Linien beteiligt sind. 

70. DopplerefIekt und "Turbulenz" (0. STRUVE). 
Der direkte Nachweis der Linienverbreiterung durch "thermischen" Doppler

effekt in den Sternatmospharen wird sehr erschwert durch die Kleinheit des 
Effektes. 

Die Wasserstofflinien, bei denen die gr6Bte Verbreiterung zu erwarten ware, 
scheiden von vornherein aus, da hier die Druckverbreiterung bei weitem iiber
wiegt. 
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Am gtinstigsten dtirften nach O. STRUVE [1349J die Verhaltnisse bei den 
Heliumlinien der B-Steme liegen. Unter diesen sind ziemlich frei von Druck
effekt, F einstruktur und st6renden F remdlinien (" blends") did 4437,5 5 21 P - 51 5 
und A. 3964,73215-41 P. Aus der beobachteten Starke der Linien erkennt man, 
daB der Fall "dtinner Schicht" jedenfalls naherungsweise realisiert ist. 

Nach Gl. (43,11) berechnet man fur T~22000° K und A. 4200 A eine totale 
Halbwertsbreite von 0,22 A. 

Andererseits erscheint in dem groBen 3-Prismen-Spektrographen des Yerkes
Observatoriums bei einer Dispersion von ,....,10 A/mm und einer Spaltbreite von 
0,05 mm schon eine vollig monochromatische Linie als ein 0,5 A breiter Streifen 
(Beugung und geometrisch-optische Fehler sind dabei vemachlassigt). 

Tatsachlich glaubt O. STRUVE [1349] beim Vergleich der angegebenen 
He-Linien mit benachbarten OII-Linien Spuren einer Verbreiterung zu bemerken. 

+2 
II II / V 

1 

l- t'/ I ~/ l- t'/ I ~/ ~ f--- ~ --/ / / 

~ 1'-/ ~ V,,/ ~ ~/ ~ ~// / 
/ / / 

h V;/ /; ~/ h V/ i 7,/1 
/ 

/ / 

+ 

o 
-1 

Ir/ IF/ 1/ / 1/ 
/ / / 

/ / / 

/ II il / 

o 

1 

t 1'-/ I t;1'/ I ~/ t l1> ~ f--- f--- --// / / / 

~ V> V; ~/ ~ v:,/ ?--: 1'/ 
/ / / / 

1 

h V/ h // !J ~// /:) ~/ / / / 

// 1/ 1/ 
/ 

-2 

11/ 
/ / 

-~o ~ ~ ~ m ~ u ~ m ~ ~ % m ~ ~ ~ m 
/ogN/!f-

Fig.86. Beobachtete (ausgezogene Kurvenstiicke) und theoretische Wachstumskurven nach O. STRUVE 
und C. T. ELVEY [1350] fiir: 

17 Lep., • Aur, at Per und Sonne (obere Reihe); 
atGyg, atCaMa, atLyr und Theorie fiir 10000· K (untere Reihe). 
Ordinaten: log A;.; Abszissen: log NH I + konst. 

Urn sieher zu gehen, muBte man jedoch, wie STRUVE bemerkt, wesentlich groBere 
Dispersion zu Verftigung haben. 

Ein viel weiterreiehendes Verfahren gibt unsnach O. STRUVE und C. T. ELVEY 
[1350] das Studium der Gesamtabsorptionen in M ultipletts in Verbindung mit 
der "Wachstumskurve" (Abschn.69) an die Hand. Nach Fig. 85 liegt der flache 
Teil der Wachstumskurve bei Gesamtabsorptionen der GroBenordnung 

A;. = 3,7 Ll AD. (70,1) 

Konstruiert man also durch Zusammensetzen einzelner Multipletts - wie am 
Anfang des vorhergehenden Abschnittes beschrieben - auf empirischem Weg 
die Wachstumskurve, so kann man aus der Hohe des flachen Teiles oder genauer 
durch Vergleich mit den theoretischen Kurven die Dopplerbreite LlAD der 
Gl. (43,1-8) bestimmen. DaB die Dampfungskonstanten bzw. die a = y/LlWD 
verschiedener Multipletts evtl. verschieden sind, schadet dabei wenig, da der 
flache Teil der Wachstumskurve von a kaum abhangt, solange a < 0,1, was 
fast immer zutrifft. 
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O. STRUVE und seine Mitarbeiter wandten diese Methodik zunachst auf eine 
Reihe von Stemen an, deren Spektren nach fruheren Untersuchungen am Yerkes 
Observatorium einer Einreihung in das Schema der Harvardklassifikation, ja 
uberhaupt der Einordnung in ein zweidimensionales System - etwa nach Tem
peratur und absoluter Helligkeit - trotzten. In der nebenstehenden Fig. 86 sind 
(man vgl. mit Fig. 851) als Ordinaten die 10glOAl aufgetragen, als Abzissen im 
halben MaBstab die log NH f. Die steile Gerade links Al = 1,8' 10-13 NH f 
gilt fur "dunne Schicht"; die andere A;. = 6,5 .1O-9 YNH fist fUr "dicke Schicht" 
berechnet, wobei fUr die Dampfungskonstante y entsprechend der Untersuchung 
von MINNAERT und MULDERS [1325] am Sonnenspektrum das 10fache des klas
sischen Wertes angenommen wurde. Die parallele gestrichelte Kurve wurde 
fUr y = Ykl gelten. Die gekrummten Kurvenstucke stellen die Verbindung her 
zwischen dem linken unteren und rechten oberen geraden Teil der Wachstums
kurve1 fUr 3 Werte der Dopplerverbreiterung namlich LlAD = 0,01, 0,1 und 1 A. 

Die aus den Beobachtungen an zahlreichen Multipletts der Bogen- und 
Funkenspektren von Metallen empirisch ermittelten 2 Teile der Wachstumskurve 
sind - in horizontaler Richtung gleich in die richtige Lage gebracht - fur 
eine Reihe von Stemen eingezeichnet. 

Fur die drei Sterne 17 Lep (AO), sAur (F5p) und oc Pers (F5) ergeben sich 
(Tabelle 53) Werte der mittleren Geschwindigkeit 3 go [vgl. (43,5) J die weit uber dem 

thermischen Wert V 2!Y liegen, der fUr T = 10000° und Atomgewicht 50 (Mittel 

von Fe, Cr, Ti) ,.....,1,8 kmJsek ist. Direkte Messungen der Halbwertsbreite 
schwacher Linien bestatigten diesen SchluB. 

Die beobachteten Teile 
der Wachstumskurven von 
ocCyg(cA2), ocCaMa(A2) und 
ocLyr.(AO) dagegen liegen 
ganz auf dem "Dampfungs-
zweig" A;''''''''YNHf, so daB 
der Betrag der Dopplerver
breiterung nicht mehr direkt 
ablesbar ist; er kann aber 
nicht wesentlich uber dem 
thermischen liegen. Fur die 
Sonne ist letzteres durch 
MINNAERT und MULDERS 
(s. S. 265) direkt bestatigt. 

Tabelle 53. "Turbulenz" und thermischer Doppler
effekt nach O. STRUVE und C. T. ELVEY [1350J. 

~~ = 2R T + ~~= Mittelwert des Quadrates der Geschwin
Il. 

digkeitskomponente in einer bestimmten Richtung. 

Stern Ll AD I go ~: 

17 Lep 
BAur 
IX Pers 
ocCyg , 
IXCMa I 
IX Lyr I 

1,0 A 
0,3 
0,1 

(0,03) 
(0,03) 
(0,03) 

67 
20 

7 
(2) 
(2) 
(2) 

" -I ;0"> V2: T ; Turbulenz 

I} V2RT I "'" • I ;o~ -;;-' 
, thermische Geschwindigkeit 

Die von O. STRUVE und seinen Mitarbeitern gemachte Entdeckung, daB sich 
in den Atmospharen mancher Sterne den thermischen Geschwindigkeiten der 
Atome noch eine Art "Turbulenz'" mit Geschwindigkeiten bis zu 67 km/sek 
uberlagert, geh6rt ohne Zweifel zu den wichtigsten Ergebnissen der neueren 

1 O. STRUVE und C. T. ELVEY [1350] haben die in Abschn.44 dargestellten Formeln 
fiir Absorption nach dem e-k1-Gesetz beniitzt an Stelle der in Abschn.69 entwickelten 
Ausdriicke, die der Reemission der Sternatmosphare Rechnung tragen. Der Unterschied 
ist jedoch vorerst ziemlich belanglos; wir haben daher die Fig. 86 ungeandert aus der 
angegebenen Arbeit iibernommen. 

2 Beziiglich Details des Beobachtungsmaterials sei auf die zitierten und zahlreich vorher
gehenden Arbeiten von O. STRUVE und Mitarbeitern verwiesen. 

3 Genauer gesagt handelt es sich hier und im folgenden immer urn die Geschwindigkeits
komponenten in einet' Richtung. 

4 DaB dieses Phanomen mit der bekannten Turbulenz der Hydrodynamiker nichts zu 
tun hat, braucht kaum bemerkt zu werden. 
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Stemspektroskopie1. Schon die wenigen vorliegenden Beobaehtungen zeigen, 
daB die GroBe der turbulent en Gesehwindigkeit ~t nieht eindeutig dureh Spektral
typ bzw. Temperatur und absolute Helligkeit festgelegt ist. Man muB ~t daher 
als einen 3. Parameter der Stemspektren betraehten 2. Ehe man fur einen vor-

gegebenen Stern ihn nieht bestimmt oder gezeigt hat, daB ~t< -V 2 ~ ~, kann man die 

Gesamtabsorptionen der auf dem flaehen Teil der Waehstumskurve liegenden 
Linien nieht in Atomzahlen uberfuhren, wie dies fUr ihre weitere astrophysi
kalisehe Auswertung notwendig ist. (Bei einigen Stemen besteht naeh STRUVE 
sogar die Mogliehkeit, daB ~t zeitlieh veranderlieh ist!) 

Was kann man nun aus Beobaehtung und Theorie weiteres uber dieses 
ziemlieh unerwartete Turbulenzphanomen entnehmen? Zunaehst muss en die 
in Frage stehenden Gesehwindigkeitsuntersehiede offenbar auftreten innerhalb 
von Gebieten, die kleiner sind als die durehsehnittliehe freie Weglange I eines 
Liehtquantes. Denn sonst wiirde nieht der Absorptionskoejjizient geandert, 
sondem es wiirde nur das Spektrum als Ganzes etwas verwasehen, ahnlich 
wie durch zu groBe Spaltbreite, ohne daB die Gesamtabsorptionen verandert 
wurden. Fur die auBeren Teile der Linien ist I etwa gleich dem reziproken 
kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten in [cm-I] es entspricht also einem 
Ll i. ~ 1. In der maBgebenden Schicht bei T. "-' 0,5 findet man fUr die Sonne 
nach Tabelle 361,,-, 70 km, fUr einen roten Riesenstem naeh Tabelle 37 dagegen 
1,,-, 80000 km. Wenn sich ein STRuvEscher Turbulenzeffekt z. B. auf der Sonne 
zeigen soUte, so muBten also jedenfalls die einzelnen Turbulenzkorper einen 
Durchmesser < 70 km haben. 

J. EVERSHED [1313J hat mit Hilfe einer von ihm erdachten sehr empfind
lichen Methode zur Messung kleinster Linienverschiebungen 3 in den auBeren 
Teilen der Sonnenscheibe unregelmaBige Dopplereffekte von durchschnittlich 
0,21 km/sek (in der Sehlinie gemessen) beobachtet. SchlieBt man aus der Selten
heit solcher Verschiebungen in der 0-Mitte auf einen horizontalen Charakter 
der Stromungen, so kommt man auf mittlere Gesamtgeschwindigkeiten von 
"-'0,5 km/sek. DaB diese Dopplereffekte auf die Wachstumskurve keinen EinfluB 
haben, liegt wohl in erster Linie an der zu groBen Ausdehnung der Turbulenzkorper. 

O. STRUVE und C. T. E1 VEY diskutierten (s. S. 270) die Moglichkeit eines 
Zusammenhanges zwischen ~t und den von W. S. ADAMS, CH. E. ST. JOHN und 
E. MCCORMACK [1301 u. 1317J u. a. bei vielen Stemen gefundenen Radial
geschwindigkeitsdifferenzen zwischen Linien verschiedener Anregungs- oder 
Ionisationsstufen. Eine direkte Verkniipfung scheint nicht zu bestehen; vielleicht 
aus dem schon angegebenen Grunde. 

Ob ein Zusammenhang zwischen Turbulenz ~t und der Rotation der Sterne 
(s. Kap. XIV) besteht, ist zur Zeit noch nicht endgiiltig geklart. 

1 In diesem Zusammenhang sind noeh Gesamtabsorptionsmessungen zu erwahnen, die 
A. D. THACKERAY [1353J an dem Fe-Multiplett a5p_ z5DO(). 5269- 5506) in Spektren 
der Typen P bis M ausgefiihrt hat. Prinzipiell waren derartige MeBreihen ein ausgezeiehnetes 
Mittel, urn die Variation der Turbulenz sowie evtl. der Dampfungskonstante y (s. folgendes 
Kapitel) mit Spektraltyp und absoluter Helligkeit zu studieren. Leider seheinen jedoeh 
THACKERAYS Messungen mit einem systematischen Fehler behaftet zu sein: In der Sonne 
und anderen G-Sternen sind bei ihm die A;. der starken Linien - die der schwaehen nieht
fast doppelt so graB, wie naeh den sieher genaueren und auch gegenseitig gut iiberein
stimmenden Messungen, die C. \V. ALLEN [1110J, sowie M. MINNAERT und G. F.W. MULDERS 
[1135 u. 1138J an der Sonne mit groBer Dispersion ausgefiihrt haben. Wir k6nnen daher 
die Messungen THACKERA YS vorerst nieht verwenden. 

2 Es sei noehmals an die friihere Entwicklung yom eindimensionalen Schema der alteren 
Harvardklassifikation zum zweidimensionalen (spektroskopische Parallax en ; ADAMS
KOHLSCHUTTER, HERTZSPRUNG) erinnert. 

3 Das Spektrum wird dabei gegen sein eigenes Positiv verschoben. 



XIII. 71. Dampfung. 273 

Als einzige Andeutung eines Zusammenhanges mit anderen GroBen vermuten 
STRUVE und ELVEY (s. s. 270) eine lose Korrelation von "Turbulenz" und 
absoluter Helligkeit. DaB die freie Weglange l der Lichtquanten in c-Sternen 
viel graBer ist als in den normalen, wurde eine solche Beziehung jedenfalls 
begunstigen; mehr konnen wir zur Zeit nicht sagen. 

Auf die thermodynamischen und hydrodynamischen Probleme der Konvek
tion in Sternatmospharen werden wir spater noch zuruckkommen. Vorerst 
mussen wir die turbulente Geschwindigkeit ;1 als einen empirischen Parameter 
betrachten, der gegebenenfalls aus den Beobachtungen zu ermitteln ist. 

71. Strahlungs- und StoBdampfung. 
Wenn an der Verbreiterung einer Linie neben dem Dopplereffekt in erster 

Linie die Diimp/ung mitwirkt - ob es sich urn Strahlungs- oder StoBdampfung 
handelt, soIl dabei zunachst noch offen bleiben -, so ist der Absorptions- + Streu
koeffizient in einigem Abstand von der Linienmitte gegeben durch (44,28) 

U v + av = k. = :::' (W~~O)2 {1 + ~ (-wL1~~~r + .... } (71,1 a) 

Nach MINKOWSKI und SCHUTZ (s. S. 198) kann man also in einem Abstand von 
der Linienmitte, der etwa die 7-fache Dopplerbreite L1 roD ubertrifft, den Doppler
effekt vernachlassigen und findet 

Nfy 
k. ""'"'(I- Ao)2 • (71,1 b) 

Hieraus ergeben sich folgende Konsequenzen: 
1. Die Tiefe R bzw. r(fJ) in den Linien/lUgeln solI mit 1/(2-20)2 gehen; 

unabhangig von der Schichtung der Atmosphare. Dies wird auf das sch6nste 
bestatigt durch die von Schwierigkeiten in der Festlegung des kontinuierlichen 
Untergrundes freie Methode von M. MINNAERT (Abschn.61). 

2. Wenn man unsere - freilich noch nicht restlos befriedigende - Kenntnis 
der Schichtung der Sternatmospbaren hinzunimmt, und weiterhin (die Begrun
dung folgt spater) voraussetzt, daB das Verhaltnis u./a. in der ganzen Linie 
einen von 2-20 unabhangigen Wert hat, so kann man auch die ganzen Linien
konturen berechnen und mit der Beobachtung vergleichen. Schon im vorher
gehenden Kapitel haben wir di.es fUr einige Beispiele durchgefUhrt und bemerkt, 
daB die Ubereinstimmung so gut ist, wie man dies eben erwarten kann. 

3. Die bei einer bestimmten Tiefe R, d. h. bei einem bestimmten Wert 
von k., gemessenen Breiten L12 = 2-20 der Linien eines Multipletts sind nach 
(71,1) ""'"' yN/y. Da die Dampfungskonstante innerhalb eines Multipletts auf 
aIle FaIle denselben Wert behalt, so gehen die Linienbreiten proportional der V 
aus den in Abschn. 50 behandelten "theoretischen" Intensitaten, die man aus 
der BURGER-DoRGELOSchen Summenregel sowie den Formeln von SOMMERFELD
HONL, RUSSELL, DE KRONIG u. a. erhalt. Dieses y~Gesetz ist nachgepruft 
worden an mehreren Dubletts (Ca+H u. K, NaD usw.), sowie dem grunen Hg
Triplett im Sonnenspektrum. 

4. Von Schwierigkeiten der spektroskopischen Auflasung kommt man frei 
durch Messung von Gesamtabsorptionen A;.; man muB jedoch beachten, daB 
nach Fig. 85 ein merklicher EinfluB des Dopplereffektes zu erwarten ist, sobald 
A;. < 16L12D wird1. Die Gultigkeit des y--Gesetzes der Gesamtabsorption ist 
vielfach nachgepruft worden und zwar nicht nur an den erwahnten Linien des 
Sonnenspektrums (Literatur vgl. Kapl. XI), sondern auch an Sternspektren 

1 Fiir Fe-Linien im photographischen Teil des Sonnenspektrums z. B. gilt also das 
-yCGesetz erst fiir Ai. > 0.3 A. 

Unsold, Sternatmospharen. 18 
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(0. STRUVE, C. H. PAYNE u. a.). Eine Wiedergabe des Beobachtungsmaterials 
im einzelnen dfirfte kaum erforderlich sein. Die Unstimmigkeiten, die bei solchen 
Untersuchungen zutage traten, haben - wie wir im vorhergehenden Abschnitt 
sahen - durch STRUVE und ELVEYB Turbelenzeffekt eine bemerkenswerte 
Deutung gefunden. 

Zusammenfassend konnen wir also mit aller Bestimmtheit feststellen, daB 
die starken FRAUNHOFER-Linien 1 durch Diimpfung entsprechend Gl. (71,1 b) 
verbreitert werden. 

Viel schwieriger ist die Entscheidung der Frage, ob die Diimpfungskonstante y 
vorzugsweise durch Strahlungs- oder Stof:Jdiimpfung bedingt ist, bzw. unter welchen 
Umstanden der eine oder andere Effekt fiberwiegt. Das hiermit aufgeworfene 
Problem ist deshalb sehr wichtig, weil wir zunachst aus der Kontur einer starken 
Linie nur das N H . fy entnehmen konnen. Urn die Anzahl absorbierender 
Atome zu ermitteln, muB also y sonstwie bestimmt werden. 

Frfiher nahm man an, daB in den Sternatmospharen die StoBdampfung neben 
der Strahlungsdampfung zu vernachlassigen sei. Diese Annahme basierte auf 
folgenden Dberlegungen: Man glaubte, daB aIle StoBe, die zur Dampfungsbreite y 
einen Beitrag geben, bei Resonanzlinien auch "ausloschend" wirken. Diesen 
AuslOschungsstoBen mfiBten - als thermodynamisch inverser ProzeB - An-

regungsstoBe entsprechen. Es wfirde also das ~ in der Linie ~ I'I'StOll 
CJv Strahluog 

sein. Aus der kleinen Intensitat in der Mitte der starken Resonanzlinien, die nach 

Gl. (65,40) von der GroBenordnung Re '" 1 r;; ist, schloB man nun weiter, daB Va. 
die mittlere Zeit • zwischen zwei StoBen <: als die natfirliche Lebensdauer der 
betrachteten Quantenzustande sei. - Zu diesen Gedankengangen schienen 
gaskinetische Abschatzungen von • gut zu passen, die man mit den damals 
angenommenen Wirkungsradien bzw. Drucken in den Sternatmospharen aus
ffihrte. 

Leider waren diese Betrachtungen ganzlich unzureichend: Wir wissen heute 
(vgl. Abschn. 41, 2. Teil u. 47), daB durchaus nicht alle verbreiternden StoBe 
ausloschend wirken. Weiterhin haben wir gesehen, daB die GroBe der Wir
kungsradien auf das engste zusammenhangt mit der Wechselwirkung zwischen 
leuchtendem und stoBenden Teilchen; wir werden also unser Augenmerk ins
besondere auf die Elektronen und Ionen zu richten haben. Und endlich wissen 
wir heute, daB die Gasdrucke in den Sternatmospharen gar nicht unerheblich 
sind (Sonne "'3 mm Hg nach Tabelle 36), so daB auch die Stolle mit H-Atomen 
und - in Spezialfallen - die Stolle gleichartiger Teilchen beachtet werden 
mfissen. 

Ehe wir die LENZ-WEISSKoPFsche Quantentheorie der StoBdampfung 
(Abschn.47) auf die Sternatmospharen anwenden, wollen wir unser Problem 
noch von der empirischen ~eite betrachten. Da zuverlassige Beobachtungen 
fiber Linienkonturen und Aquivalentbreiten an Sternspektren noch nahezu 
fehlen, so mfissen wir uns dabei notgedrungen auf die Sonne beschranken. 

Da nach Abschn. 69 die Gesamtabsorption der starken Linien '" v' N H f . y, 
die der schwachen dagegen ",N H fist, so kann man durch Vergleich der Gesamt
absorptionen zweier solcher Linien, deren N H f relativ zueinander bekannt 
sind, die Dampfungskonstante y der starken Linie bestimmen. 

Dieses Verfahren liegt schon den Untersuchungen von M. MINNAERT und 
seinen Mitarbeitern [1325J fiber die Wachstumskurve zugrunde. . 

1 Eine Ausnahme machen nur die nach Abschn. 47 besonders starkeffektempfindlichen 
Linien des Wasserstoffes und vielleicht des Heliums. Wir werden sie in Abschn. 72 gesondert 
betrachten. 
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Spater hat dann auf seine Veranlassung G. RIGHINI1 [1336J fUr aIle erreich
baren N a-Linien des 50nnenspektrums die Oszillatorenstarken t berechnet und 
die Aquivalentbreiten AA gemessen. Die Mehrzahl der Linien liegt im flachen 
Teil der Wachstumskurve AA R::! 2 bis 5· LlA D und bestatigt im wesentlichen 
das Fehlen merklicher Turbulenz (im Sinne STRUVES) auf der Sonne. 1m Damp
fungsbereich liegen nur die D-Linien 325-32 P; im linearen nur das Dublett 
32 P-72D A 4494/7. Das Verhaltnis der Atomzahlen im 325- bzw. 32 P-Zustand 
kann mit genugender Genauigkeit nach der BOLTZMANN-Formel berechnet 
werden; wir benutzen dabei eine mittlere Temperatur von 5600° K, entsprechend 
einer optischen Tiefe r ~ 0,5. 

Die folgende Tabelle 54 gibt zunachst die Wellenlangen und Klassifikationen 
der betrachteten Linien. Dann folgen die Oszillatorenstarken (nach RIGHINI) 
sowie die log N H t, bezogen auf Zahl der Atome im Grundzustand = 1 und 
schlieBlich - als Abzissen fUr die "Normalform" der Wachstumskurve Fig 85 -
die 2 log LlNHf + konst. 

WD 

Tabelle 54. Bestimmung der Dampfungskonstante y der NaD-Linien aus 
Gesamtabsorptionsmessungen. 

1 2 3 4' 5' 6 I 7 I 8 9 10 11 
~---~~-

I I NHt 
Messungen von Ak10' 

log~-
Wahrer 

A Klassifikation / . log NH/ log- 2.1 AD' 10' 1 NH/ I .1 WD RIGHINI I ALLEN Mittel zLlAn og-
L1WD 

5895.944 325,/, - 32 Pf/, 0.325 -0,488 -0,488 557 544 550 0.843 4.374 
79.0 

5889.977 325,/, - 3 2 P:/, 0.650 -0.187 -0.187 700 753 725 0.963 4.675 
-----~ ~-i 

4497.682 32 PI,/, - 7 2D2,/" I", 0.0035 -4.040 -4.157 22 18 I 20 -0.479 0.705 

121 
60.3 

4494.194 32P:/, - 72Dl'/, 0.0035 -4.341 -4.457 10 11 -0.739 0,405 

Nun ermitteln wir die zugehOtigen Ordinaten. Spalte 6-10 geben die 
gemessenen Aquivalentbreiten nach RIGHINI (s.oben) bzw. ALLEN [1110] und 

deren Mittelwert und schlieBlich den log LlA~ = log LlAw , wobei die Doppler-
2 AD 2 wD 

breiten 11 AD nach (43,4 u. 7) mit T= 5600° berechnet sind. 

Fur die Linien A 4497/4 findet man aus 2~~D mit Hilfe von Fig. 85 die wahren 
NHf . NHf AA 

log-LI zu 0,705 bzw. 0,405 und ermlttelt sodann aus wahren -Ll- und 2L1 ' 
WD ' WD AD 

der D-Linien deren log a = -1,55. Da fUr die D-Linien LI WD = 2,16 '1010 ist, 
ergibt sich hiermit ihre Dampfungskonstante 

Ybeob. = 6,0 . 108 sek-1 • (71,2) 

Fur reine Strahlungsdampfung erhalt man (auch nach der Quantentheorie) 
den klassischen Wert 

YStr. = 0,63 . 108 sek-1 • (71,3) 

In ganz entsprechender Weise konnen wir auch die Dampfungskonstante der 
Ca-Resonanzlinie A 4227 auf der Sonne bestimmen durch Vergleich mit der 

1 Die hier gegebene Darstellung weicht in Einzelheiten von RIGHINI ab und versucht 
die entscheidenden Punkte klarer herauszustellen. 

2 LI WD ist einfach ,....., }.-1. 
* Diese Spalten enthalten noch eine verfiigbare additive Konstante. 

18* 
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Interkombinationslinie A 6572. Das N H ist fUr beide Linien gleich; das Ver
hiiltnis der Oszillatorenstarken ist durch Dispersionsmessungen von W. PROKOF
JEW (Tabelle 47B) zu 33000 bestimmt. Die Gesamtabsorptionen im Spektrum 
der 8-Mitte sind von C. W. ALLEN [1110], sowie G. F. W. MULDERS [1138J 
und R. O. REDMAN [1146J gemessen. 1m ubrigen durfte die folgende Tabelle 55 

Tabelle 55. Bestimmung der Dampfungskonstante y der Ca-Resonanzlinie 
A 4227 aus Gesamtabsorptionsmessungen. 

t I 2 3 • 4 I 5 J 6 

",:,,.1 
8 9 

---;·--1 K~,;m,,''"' --
Messungen von AJ. .103 

Wahrer 
I NHt I REDMANN I IOg~ I NHt og--

.1wD ALLEN bzw. Mittel 
I 

2.1"D og--
MULDERS 

.1wD 

4226,742 I 41S_4 1PO! 4,327 
1185 1 

1320 112~g I 42,9 
1 

1,465 5,257 
6572,804 4 1 S_4 3 po 0,000 33 30 66,7 0,681-1 0,930 

ohne weiteres verstandlich sein. In Verbindung mit Fig. 85 erhalt man fUr 
A 4227 zunachst log a = -1,14 und damit 

Ybeob. = 16,3' 108 sek-1. (71,4) 

Leider gibt es noch keine Messung oder Berechnung des Absolutwertes der 
Oszillatorenstarke von A 4227. Nach dem f-Summensatz und den in Tabelle 47B 
wiedergegebenen Messungen an Cd und Hg darf man erwarten, daB er nicht weit 
von f = 1,20 liegt. Damit erhielte man nach (45,26)1 

A 3g" f 
YStr. = nm = g;;:' Ykl' mn (71,5) 

oder 
YStr. = 1,48 . 108 sek-1. 

Trotzdem beim Natrium das Verhaltnis der Oszillatorenstarken und bei Ca 
deren Absolutbetrag mit erheblicher Unsicherheit behaftet ist (hierzu vgl. 
Kap. IX), so k6nnen wir doch kaum umhin, anzunehmen, daB die groBen 

Dampfungskonstanten YS;ahlung 10 fUr D-Linien und 11 fUr Ca 4227 mit durch 
beob. 

StofJdiimpfung verursacht sind. SoUte sich diese Annahme auch weiterhin 
bestatigen, so waren selbstverstandlich eine gro8e Anzahl von Schliissen, die 
unter der fruher als selbstverstandlich betrachteten Voraussetzung reiner 
Strahlungsdampfung gezogen waren (insbesondere in Kap. XU) dementsprechend 
zu revidieren. 

Eine weitere Moglichkeit zur empirischen Bestimmung von Dampfungs
konstanten bieten geeignete Multipletts. Schon M. MINNAERT und G. F. W. 
MULDERS [1325J bemerkten, daB der Mittelwert der Dampfungskonstante, wie 
man ihn aus der empirisch bestimmten Wachstumskurve (MINNAERT-RusSELL) 
erhalt, im wesentlichen bestimmt ist durch einige wenige Multipletts, deren N H f 
einen solchen Bereich uberdecken, daB einige Linien auf dem linken, andere 
auf dem rechten verhaltnismaBig steilen Teil der Wachstumskurve liegen 2• 

Inwieweit ein derartiger Mittelwert fUr die ubrigen Linien von Bedeutung ist, 
kann man zunachst wohl in Zweifel ziehen; wir wollen daher die Dampfungs
konstanten der betreffenden Multipletts einzeln zu ermitteln versuchen. 

* Enthalt noch eine verfugbare additive Konstante. 
1 m bezeichne den oberen, n den unteren Term; die statischen Gewichte sind gm = 3 

und g" = 1. 
2 Fur Fe im Sonnenspektrum handelt es sich also urn Multipletts, die mindestens den 

Bereich 0,03 < A" < 0,14 A uberdecken. 
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Man geht dabei so vor, daB man fUr jedes Multiplett zunachst die log 1~ 
2 LJ ~.D 

als Funktion der log r;Hf + konst oder -- was auf dasselbe herauskommt -- der 
LJWD 

loglo der nach den Multiplettformeln (Abschn. 50) berechneten "theoretischen 
Intensitaten" auf durchscheinendes Papier zeichnet. Dieses Kurvenstlick bringt 

man durch Verschiebung parallel zur log r;Hf -Achse in Fig. 85 moglichst gut 
LJWD 

zur Deckung mit einer der Wachstumskurven1 und erhalt so das a und damit 
die Dampfungskonstante y = a L1 WD des betreffenden Multipletts. Dieses 
Verfahren haben wir in Fig. 87 auf samtliche geeignete Multipletts der Tabellen 
von C. W. ALLEN angewandt 2; die Horizontalverschiebung ist in der Figur 

+1r---------~----------,----------,r.7------~_r~ 

t 
~~o~·---------+--~~~--+---------~----------~4 
'<" . fa q.!po-f/.1J 
~ x Ti aSr _y~O 

_/ ofezfJo-e'r 
o fe zSjo-ef} 
-Fe br -yJr 

-~~~~~~-7~~--~~~z~--~~~~~~~~~q.~ 

/OI1!!!ft.._ 
Jj{J)o 

Fig. 87. Empirische Bestimmung der Dampfungskonstante y = a' Ll Wn von Multipletts im Sonnenspektrum. 
Messungen von C. W. ALLEN [1110]. 

schon in der richtigen Weise ausgefUhrt. Die Unsicherheit der Bestimmung 
von a bzw. y dlirfte einen Faktor 3 wohl erreichen, teils wegen der photo
metrischen MeBfehler und "blends", teils wegen Abweichungen von den Multi
plettintensitatsregeln. Wir haben nicht versucht, die letztere Fehlerquelle, 
durch Heranziehen von Laboratoriumsmessungen zu verbessern, da die Inten
sitatsverhaltnisse der starksten zu den schwachsten Linien -- auf die es uns 
in erster Linie ankommt -- besonders leicht durch Selbstabsorption verfalscht 
werden 3. Mit diesen Vorbehalten geben wir in der folgenden Tabelle 56 die 
Ergebnisse unserer Untersuchung. 

Die so bestimmten Dampfungs
konstanten liegen ebenso wie der 
von MINNAERT und MULDERS sei
ner Zeit gefundene Mittelwert von 
7 bis 11 . 108 sek-1 wohl liber 
dem, was man fUr reine Strah
lungsdampfung erwarten muB. Ein 
zwingender SchluB ist allerdings 
auch hier noch nicht moglich, da 
wir keine sichere Kenntnis der 

Tabelle 56. Empirische Bestimmung der 
Dampfungskonstante in Multipletts. 

Multiplett 

Ca 4 3 po -4 3D 
Ti a 5F - y5GO 
Fe z5Do -e 5F 
Fe z5Fo -e 5D 
Fe b 3F _y3FO 

Wellenlangen
bereich 

4425--4456 
4981--5045 
4565--4736 
5569--5784 
6005--6322 

-loga 

1,5 
0,9 
1,7 
0,5 
1,0 

Ybf'oh 
[sek-1J 

6,8' 108 

22 
3,5 

45 
13 

Ubergangswahrscheinlichkeiten haben und nur auf die f-Summensatze und 
Analogiebetrachtungen angewiesen sind. 

1 Weitere kann man evtl. leicht interpolieren. 
2 ALLEN selbst hat [111 oJ auch schon ahnliche Betrachtungen angestellt. 
3 Vgl. v. MIL'\.AN am Ende des Kap. X. 
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Die Grundlage fUr den eindeutigen Nachweis von StoBdampfung in der 
Sonnenatmosphiire (A. UNSOLD [1366]) lieferte erst eine Untersuchung von 
M. MINNAERT und J. GENARD [1327] iiber die Aquivalentbreiten in der diffusen 
Nebenserie 31pO_nlD des Magnesiums. Die folgende Tabelle gibt zunachst 
die Beobachtlmgen der genannten Autoren zusammen mit einer unabhangig 
davon ausgefiihrten MeBreihe von C. W. ALLEN [1110]. Die Linien n=6 und 8 
sind durch Fremdlinien stark gestort, ebenso n=1Q-12, n=13 erscheint nach 
MINNAERT und GENARD im Sonnenspektrum nicht mehr. 

Tabelle 57. StoBdampfung in der 3 1PO - n ID
Serie des Mg im Sonnenspektrum nach 

MINNAERT und GENARD [1327]. 

A). in MilliangstrOm 
A). 

A ----~-- const. ty " MINNAERT log 2LlAD 
U.GENARD 

ALLEN 

3 8806,776 512 - 0.649 1.00 
4 5528.420 307* 291 0.617 2.20 
5 4703.005 360 336 0.754 5.68 
6 4351.923 - - - -
7 4167.279 311 347 0.782 8.25 
8 4057.520 - - - I -
9 3986.761 237 - 0.659 5.12 

Trotzdem ohne Zweifel 
die Dbergangswahrscheinlich
keiten nach hOheren Serien
gliedem zu erheblich abneh
men miissen (etwa ,. ... dln3) , 

bleiben - wie man sieht -
die Gesamtabsorptionen last kon
stant. Dieses Verhalten er
scheint zunachst noch merk
wiirdiger, wenn man die in der 
nachsten Spalte berechneten 1 

log 2:~D ansieht. Wie man 
an Hand der theoretischen 
Wachstumskurven (Fig. 85) 

erkennt, liegen namlich samtliche Linien noch im Bereich reiner Damplungs-
verbreiterung (y'=-Gesetz). Wir miissen also schlieBen, daB die Abnahme der Oszil
latorenstarken I entlang der Serie gerade etwa kompensiert wird durch eine 
entsprechende Zunahme der Damplungskonstanten y. Genauer gesagt ist nach 
Abschn.69 cet. par. 2 A).,....,;'2 Vi' y; die danach berechneten Relativwerte 
von t- y sind in der letzten Spalte der Tabelle 57 vermerkt. 

Hatten wir es vorwiegend mit Strahlungsdampfung zu tun, so ware y nach 
WEISSKOPF und WIGNER die Summe aus den Abklingkonstanten des oberen 
und unteren Termes. Da aber erstere mit wachsendem n nach der Quanten
theorie rasch abnimmt, so ware y jedenfalls fUr die hOheren Serienglieder prak
tisch gleich der reziproken Lebensdauer des 31 po Termes. Von diesem aus 
fUhrt nur der eine Ubergang Ao = 2825 A zum Grundterm. Setzt man die Oszil
latorenstarke dieser Resonanzlinie ~ 1, so erhalt man fiir alle Serienglieder 
dieselbe Dampfungskonstante. 

_ 0.22 _ . 8 k-1 
YStr. - A~ - 2,7 10 se . 

~ Wir miissen also falgem, daB die Damplungskonstanten y der n 1D-Terme 
des Mg dureh StojJdamplung bestimmt werden, mit n rasch anwachsen und 
> 3 . 108 sek-1 sind. 

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun die LENZ-WEISSKoPFsche 
Quantentheorie der StojJdamplung, deren Grundgedanken wir schon in Abschn. 47 
dargestellt haben, im einzelnen auf die Stematmosphiiren anwenden (A. UNSOLD 
[1366]). Ais verbreitemde Agentien diirften in Betracht kammen: 

* Mittel aus 4 MeBreihen. zum Teil von MULDERS. 
1 Die A). sind Mittelwerle beider MeBreihen; LI AD wurde wieder fiir 5600° K geiechnet. 
2 Man kiinnte noch daran denken. daB die N H durch die Wellenlangenabhangigkeit 

des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten " und damit der wirksamen Tiefe To der 
Atmosphare beeinfluBt wiirden. Wie sich jedoch im Kap. V und VI zeigte. ist " praktisch 
konstant. so daB dieser Effekt nur von ganz untergeordneter Bedeutung sein kann. 
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1. Elektronen und Ionen wegen der Starke der Wechselwirkung. 
2. H-Atome wegen ihres groBen Partialdruckes. 
3. Gleichartige Atome wegen der GroBe der Wechselwirkung. Nach MIN

KOWSKI, HEARD (Abschn.53) u. a. ist bei Absorptionsrohrversuchen mit Na 
oder K schon bei Eigengasdrucken von ---1/100 mm Hg die StoBdampfung 
von derselben Gr6Benordnung wie die Strahlungsdampfung. 

1. Berechnung der Wirkungsradien fur verbreitemde St6Be zwischen 
angeregten Atomen und Elektronen bzw. lonen. Die Verstimmung Llv[sek-I ] 

der Frequenz eines strahlenden Atomes durch ein vorbeifliegendes Elektron 
oder Ion k6nnen wir auffassen als einen quadratischen Starkeffekt. Bezeichnen 
wir mit r den zeitlich veranderlichen Abstand zwischen strahlendem und 

storendem Partikel, so ist die Feldstarke am Ort des ersteren ---~. wir 
1'2 ' 

konnen also c 
Llv=f4 (71,6) 

setzen und die Konstanten C aus Laboratoriumsmessungen oder evtl. quanten
theoretischen Berechnungen entnehmen. Hat man bei einer Feldstarke F 

kV/cm = ~ elst. C.G.S.-Einheiten eine Linienverschiebung (Schwerpunkt 
0,3 

aller n- und G-Komponenten) von LlA, so ist (A und LlA in A gemessen) 

c· L1 A C (e)2 C (F)2 
A2 '10-8 =-;s. 1'2 =cz' "0,3 

oder 
L1 A 1 

C = 0,0615 'T' pi . (71,7) 

Wahrend des Voriiberganges eines storenden Partikels an dem leuchtenden 
Atom k6nnen wir nun den Abstand r in Abhangigkeit von der Zeit t schreiben aisl 

r = -y'V2t2 + e2. (71,8) 

wo eden StoBparameter (kiirzesten Abstand) und v die Relativgeschwindigkeit 
bezeichnet. 
Die gesamte Phasenanderung bei einem Voriibergang J 2 n LI v . dt wird damit 

(71,9) 
-00 

Mit WEISSKOPF und LENZ, vgl. (47,2), haben wir nun jeden Vorubergang als 
VerbreiterungsstoB zu betrachten, bei dem die Anderung der Schwingungs
phase des leuchtenden Atomes >-1 ist. Nach (71,9) wird also der Wirkungs
radius e fUr Zusammenst6Be mit Elektronen und lonen 

e=(n2~)t. (71,10) 

Die Zahl z der StOBe pro sek bzw. die StoBdampfungskonstante y = 2 z ist 
nun vollends bestimmt durch 

y=2z=2ne2·v·N, (71,11) 

wo N die Zahl der st6renden Partikel pro cm3 bedeutet. Es ist also 

N = k 1T X Partikeldruck der st6renden Partikel. (71,12) 

1 Wir vernachlilssigen damit die "Bahnstorungen". Dies ist erlaubt, solange ein Partikel 
neutral ist. Die Beeinflussung von Funkenlinien durch Elektronen oder Ionen bedarf 
noch einer genaueren Untersuchung. 
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Weiterhin ist nach einer bekannten Formel der kinetischen Gastheorie die mittlere 
Relativgeschwindigkeit der Teilchen mit Atomgewicht fll bzw. fl2 bestimmt durch 

v2=~RT(~+~). (71,13) 
11: Pl 112 

Man erhalt also schlieBlich l mit (71,10-13) die Diimpfungskonstante bei Ver
breiterung durch Elektronen oder Ionen (analog 41,9). 

Y= 22 .]/;6. C3 (RT)6 -+- 6.N. 1l lJ! ll. l ( 1 1 )1. 
Pl 112 

(71,14) 

Zunachst vergleichen wir die Verbreiterung z. B. der Mg-Linien (flol = 24) 
durch Elektronen (fl2=1/1838) mit der durch Ionen (fl2,,-,24): Die Dampfungs-

konstante Y fur StoBe mit Elektronen ist nach (71,14) urn einen Faktor ( 224 .1838)t 
= 5,3 groBer. Die Wirkung der Ionen ist immer noch so betrachtlich, daB 
unsere Abschatzungen noch giiltig bleiben wurden, falls sich die Anwendung 
der Theorie in ihrer jetzigen Form auf die Elektronen als eine zu rohe Approxi
mation herausstellen sollte 2• 

Nunmehr wollen wir untersuchen, ob die StoBdampfung von Elektronen 
und Ionen ausreicht, urn das im vorhergehenden beschriebene merkwurdige 
Verhalten der diffusen Mg-Nebenwerte zu erklaren: 

Der quadratische Starkeffekt ist bis jetzt nur fUr die eine Linie n = 6; 
A. 4352 gemessen3 von TAKAMINE und KOKUBU [vgl.1327]. Bei 78 kV/cm finden 
sie eine Verschiebung von "-' 2,2 A; woraus man nach (71,7) berechnet C = 
1,17'10-12 [cm4 sek-1J. Nach der Theorie des quadratischen Starkeffektes muB 
man erwarten, daB C etwa ,-..;n7 geht. Es wird also 

C = 1,17' 10-12 • ( ~ r. (71,15) 

Rechnen wir weiterhin nach Tabelle 36 fUr die Sonnenatmosphare mit einer 
mittleren Temperatur T:=::" 5600° und einem mittleren Elektronendruck 
Pe = 69,2 Bar (entsprechend 7: = 0,53), so ergeben sich nach (71,14 u. 15) 
folgende Dampfungskonstanten (Elektronen + Ionen) 

n = 3 6 
YStoB = 4,9' 108 124 '108 

(71,16) 

Fiir alle Linien der 31 pO-n 1D-Serie des Magnesiums ist also die StofJdiimpfung 
erheblich grofJer als die Strahlungsdiimpfung mit YStr. = 2,7' 108sek-1• Auch das 
Anwachsen der f· Y mit n wird von unserer Theorie ziemlich richtig wieder
gegeben: Wie schon bemerkt, gehen die f,-..;1/n3, die y,-..;C2/3,-..;n14l3. Es sollte 
also f· Y etwa ,,-,n5 {3 sein und von n = 3 bis n = 9 um einen Faktor 35/3 = 6,2 
anwachsen, was gut zu den Beobachtungen von MINNAERT und GENARD (letzte 
Spalte der Tabelle 57) paBt. 

Auch das plotzliche Abbrechen der Serie zwischen n = 9 und 13 kann leicht 
erklart werden: Geht man zu hohen Seriengliedern uber, so wird Y immer groBer. 
Da y > L1 WD, so ist y nun zugleich die Halbwertsbreite des Absorptionskoeffi
zienten. Man nahert sich also dem Fall der Absorption in dunner Schicht; 
Al nimmt dann unabhangig von y mit f abo Als Kriterium fUr den Dbergang 

1 Die Mittelung uber die Geschwindigkeiten ist - wie man sieht - noch nicht ganz 
exakt. Solange wir die primitive Definition (47,2) fur den Wirkungsradius benutzen, reicht 
sie vollstandig aus. Ansatze zu einer genaueren Betrachtungsweise gibt W. LENZ [921J. 

2 Vgl. A. UNSOLD [1366]; S.60. 
3 Anm. b. d. Korr.: Neue Messungen fiir n = 4, 5, 6 und zahlreiche andere Mg-Linien 

hat inzwischen H. ECKARTH, Z. Physik 107, 182 (1937) ausgefiihrt. 
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von "dicker" zu "diinner" Schicht konnen wir (analog entsprechenden Be
trachtungen bei der Dopplerverbreiterung) beniitzen, daB an der Ubergangs-

stelle Am ~ yoder A;. ~ ~ . y wird. Nun ist fUr n = 9 die Gesamtabsorption 
2nc 

A;. = 0,237 A und~· y ~ 0,07 A; man versteht also, daB die Serie bald darauf 
2nc 

abbrechen muB. 
Wie steht es nun mit der StoBdampfung durch Elektronen und Ionen bei 

anderen Linien, insbesondere den starken Resonanzlinien? 
Zunachst ist klar, daB die diffuse Nebenserie des Mg - wie schon ihr Name 

sagt - sich durch besonders hohe Starkeffektempfindlichkeit auszeichnet. 
Wir konnen also z. B. bei den N aD-Linien nur wesentlich kleinere Effekte er
warten, so daB es wohl verstandlich erscheint, daB sie sich so lange der Auf
merksamkeit entzogen haben. 

Der Starkeffekt der D-Linien ist von R. LADENBURG [1320J untersucht 
worden. Er fand bei 160 kVjcm eine Rotverschiebung von L1;' = 0,025 A (auch 
die Proportionalitat mit F2 wurde bestatigt). Damit berechnet man nach unseren 
Formeln fUr die Sonne (T= 5600°; p.= 69,2 Bar) eine StoBdampfungskonstante 
YStoB = 1,5 .108 . Die gesamte Dampfungskonstante der D-Linien ware also 
YStoB + YStr oder 

Y = (1,5 + 0,6) '108 = 2,1·108 sek-1 • (71,17) 

Dieser Wert ist zwar noch kleiner als der "beobachtete" (71,2) von 6· 108 ; 

aber man kann nach Abwagung aller Unsicherheitsfaktoren doch kaum umhin 
anzunehmen, daB die D-Linien auf der Sonne eben noch durch StoBdampfung 
affiziert werden. In Riesenstemen diirfte dies schon nicht mehr zutreffen, 
doch konnen solche Feinheiten heute noch nicht mit Sicherheit entschieden 
werden. 

Der Starkeffekt der Ca-Resonanzlinie ;. 4227 ist noch nicht gemessen. Nach 
den quantenmechanischen Formeln1 von J. G. KIRKWOOD [1318J, deren Un
sicherheit - nach den von KIRKWOOD durchgefUhrten Vergleichen mit dem 
Experiment zu urteilen - einen Faktor 2 kaum iiberschreiten durfte, findet 
man fUr 160 kVjcm zwei Komponenten mit 0,31 und 0,41 A Violettverschiebung 2• 

Rechnet man mit einem Mittelwert L1 ;. = 0,35 A, so erhalt man fUr die Sonne 

YstoB=14,4·108 . (71,18) 

Zusammen mit der Strahlungsdampfung (71,5) kommt man genau auf den 
"beobachteten" Wert Y = 16· 108 aus Gl.'(71,4). DaB die Ubereinstimmung 
so gut herauskommt, ist naturlich Zufall. Man kann es aber als ziemlich sicher 
betrachten, daB die Dampfung von;' 4227 auf der Sonne im wesentlichen durch 
StoBe von Elektronen verursacht wird. 

N ach unseren bisherigen Befunden mussen wir ann ehmen, daB die meisten 
starken FRAUNHOFER-Linien zumindest in den Zwergstemen durch StoBdampfung 
beeinfluBt sind. Fur die astrophysikalisch wichtigen Linien liegen jedoch noch 
keine Starkeffektmessungen vor und eine theoretische Abschatzung ist jedenfalls 
fur so komplizierte Spektren wie Fe, Ti usw. kaum moglich. Wir mussen also 
die weitere Diskussion von Fig. 87 einstweilen ruhen lassen und wunschen, daB 
die entsprechenden Starkeffektmessungen - die keine prinzipielle Schwierigkeit 
bieten diirften - moglichst bald ausgefiihrt werden. 

1 Die wichtigsten Arbeiten zur Quantentheorie des Starkeffektes von Serienlinien sind 
- in zeitlicher Folge - [1304, -56, -14, -70, -18J, sowie der Handbuchartikel von 
H. BETHE [903J. 

2 Diese groBe Verschiebung hangt damit zusammen, daB der 31D-Term dieht lmter 
dem 41P-Term liegt. 
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2, Berechnung der Wirkungsradien fur verbreiternde Sto13e zwischen 
angeregten Atomen und H-Atomen, Nachst der Verbreiterung durch Elek
tronen und lonen dtirfte die durch Wasserstoffatome verursachte evtl. in den 
ktihleren Sternen eine Rolle spielen. Wir wollen daher auch diesen Effekt 
genauer untersuchen. 

Die Wechselwirkung zwischen einem angeregten Atom (z. B. Na im 32 p
Zustand) und einem H-Atom, das sich jm Grundzustande befindet, ist nach 

V. WEISSKOPF (s. S. 180) yom Typus der v. D. WAALs-Krafte, d. h. '" ~ . 
FUr die bei einem Vortibergang auftretende Frequenzverstimmung konnen wir 
also den Ansatz machen 

c 
1,1111 =7' (71,19) 

Damit wird die gesamte, durch einen Vortibergang mit der Relativgeschwindig
keit v und dem StoBparameter (! verursachte Phasenverschiebung 

+00 J 2 :n C . dt 3 :n2 C 
(v8 t2 +e2)8 =-4-' v'rl' (71,20) 

-00 

Rechnen wir wieder mit WEISSKOPF und LENZ als "verbreiternden StoB" jeden 
Voriibergang, bei dem eine Phasenverschiebung >- 1 bleibt, so erhalten wir sofort 
den Wirkungsradius 

(! = ( 3 :2 . ~ )t , 
Der Beitrag zur Dampfungskonstante y wird analog (71,14) 

y = 18,52' Ct , (R T)-& (_1 + _1 )1'0, N. 
/-tl /-t2 

(71,21) 

(71,22) 

N bedeutet hier zunachst die Zahl der Wasserstoffatome pro cm3• Urn auch 
die - ziemlich nebensachliche - Wirkung anderer Atome naherungsweise 
zu berticksichtigen, kann man sie in N einfach mitrechnen. 

Das Hauptproblem ist nun weiterhin die Berechnungl der Wechselwirkungs
konstante C, die ja bei Verbreiterung mit atomarem Wasserstoff nicht direkt 
gemessen werden kann: Die Wechselwirkungsenergie zweier neutraler Atome 
jst nach der Quantenmechanik 2 - alles zunachst in den HARTREEschen atomaren 
Einheiten (BETHE, S.273) geschrieben -

(71,23) 

Dabei bedeutet 
r den Abstand der beiden Atome. 
Z die Koordinate in der Verbindungslinie der Kerne. 
k die Quantenzahlen des Zustandes mit der Energie E k, In dem sich das 

angeregte Atom befindet. 
k' die Quantenzahlen irgendwelcher damit kombinierender Terme. 
e die Quantenzahlen des Grundzustandes im H-Atom. 

e' die Quantenzahlen angeregter Zustande im H-Atom. 
Zkk' bzw. Zee' sind die zugehorigen Marixelemente von z. 

1 Die folgende Rechnung diirfte nur fiir Kenner der Quantenmechanik verstandlich sein. 
Andere mogen sogleich sich dem SchluBresultat Gl. (71,28) zuwenden. 

2 Vgl. H. BETHE [903J, S. 547f.; Gl. (63,8). Dort weitere Literatur. Diese Formel ist 
identisch mit der bei V. WEISSKOPF [804J angegebenenFormel von LONDON (ebd. S.13 unten). 
Unsere weitere Umformung scheint dem Verf. jedoch iibersichtlicher und genauer zu sein, 
als die von WEISSKOPF vorgeschlagene. 



XIII. 71. Wechselwirkung zwischen angeregten Atomen und H-Atomen. 283 

Nun ist in unserem Problem stets Ee-Ee,">Ek-Ek" da ja die unterste 
Anregungsstufe des H-Atoms etwa 10 V betragt, wahrend z. B. der Na 32 P
Term von seinen Nachbartermen nur "'-' 1 V entfernt ist. Wir konnen also 
mit einem Fehler von hochstens ",-,20% den Nenner durch Ee-Ee' ersetzen. 
Nun ist aber 

~ z;e' _ rt. (71,24) 
~ E -Ee' --Z-

e' e 

die halbe Po1arisierbarke,it des H-Atoms. Wir erhalten also 

E - 3rt. ~ 2 
2--j:6 ~ Zkk'· 

k' 

Die letztere Summe laSt sich nach Mittelung uber aIle Richtungen gleichfalls 

auswerten und ergibt ~~, wo R~ der Mittelwert des (Bahnradius) 2 fUr den 

Quantenzustand k bedeutet. Damit wird1 

rt.·Rk 
E 2=--

r S 
(71,25) 

Gehen wir unter Beibehaltung der alten Symbole zu den gewohnlichen C.G.S.
Einheiten uber, so wird 2 

E __ 2. rt. Rk 
2- e -r-s - (71,26) 

wo e die Elektronenladung bedeutet. Die R~ kann man genau ausrechnen, wenn 
die Eigenfunktionen des gestorten Termes k etwa mit Hilfe des HARTREE-Feldes 
berechnet i'lt. Fur unsere Zwecke wird es meist schon genugen, die entsprechen
den Wasserstoffmatrizen zu verwenden. Fur einen Term der Hauptquantenzahl n 
und der Impulsquantenzahl 1 ist nach BETHE (S.286; (Gl. 3,21)) 

- n2 
R~l = a2 • z{5 n2 + 1-31 (1 + 1)}, (71,27) 

wo a den Wasserstoffradius bedeutet. Die Abweichungen vom Idealfall des 
Wasserstoffes kann man noch berucksichtigen, indem man fUr n einen zwischen 
der wahren und der effektiven Hauptquantenzahl liegenden Wert einsetzt. 
So ergibt sich schlieBlich fur unsere Konstante C in (71,19-22) 

e2 a2 n 2 
C = -h-'IX'Z-{5 n2 + i-3l (l + i)}. (71,28) 

Die Polarisierbarkeit IX des H-Atomes ist nach der Quantenmechanik (naheres 
s. BETHE) IX = 0,663 . 10-24 cm3 • (71,29) 

Es wird also 
C = 64,4 '10-35 • ~{5 n2 + 1-3 l (l + 1)}. 

2 
(71,30) 

Berechnen wir nun mit (71,22 u. 30) beispielsweise den durch H-Atome 
verursachten Anteil der Dampfungskonstante der NaD-Linien auf der Sonne! 
Fur den oberen Quantenzustand liegt n zwischen 3 und der effektiven Quanten
zahI2,12. Wir rechnen also in (71,30) mit n"'-'2,5 und 1=1 und erhalten 
C = 5,28 '10-32• Hiermit gehen wir in Gl. (71,22) ein: Den Wasserstoffdruck 
·durfen wir praktisch mit dem Gasdruck identifizieren. Fur eine mittlere optische 
Tiefe 1'=0,53 ist nach Tabelle 36 groBenordnungsmaBig P=4170Bar b~i 
T = 5600°; also N = 54,4' 1014 Atome/cm3• Man erhalt so schlieBlich 

(71,31 ) 
1 In BETHES analoger Berechnung der Wechselwirkung zweier H-Atome tritt noch ein 

Faktor 1/2 auf, was daher riihrt, daB dort Ee - Ee' ".; Ek - Ek' ist. 
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Die Dampfung durch StoBe mit H-Atomen kommt bei den D-Linien also etwa 
in die GroBenordnung der Strahlungsdampfung. Wie man aus (71,26 u. 30) 
ersieht, liegen die Wirkungsradien fUr StOBe mit H-Atomen in einem viel engeren 
Bereich, als die mit Elektronen. Wahrend erstere in ubersichtlicher Weise mit 
der GroBe der Bahn, genauer gesagt dem Mittelwert des (Bahnradius)2 variieren, 
imitieren die letzteren das nach der Quantentheorie auch verstandliche erratische 
Verhalten der quadratischen Starkeffekte. 

Flir die Atmospharen von Stemen in der Art der Sonne laBt sich zusammen
fassend die Herkunft der Dampfungskonstante folgendermaBen beschreiben: 
Hochangeregte, locker gebundene Terme (insbesondere D-, F-Terme usw.) werden 
in erster Linie durch Elektronen und Ionen verbreitert. Bei den lest gebundenen 
Termen sind daneben die StofJdampfung durch H-Atome und die Strahlungs
dampfung von Bedeutung. 

SchlieBlich wenden wir uns noch kurz einem Effekt zu, der nur in Spezial
fallen von Bedeutung sein dlirfte: 

3. Verbreiterung durch gleichartige Atome. Aus Laboratoriumsunter
suchungen liber Resonanzfluoreszenz, natlirliche Linienbreite usw. ist seit 
langem bekannt, daB z. B. die NaD-Linien besonders stark durch Na-Atome 
beeinfluBt werden. Urn zu sehen, wieweit diese Erfahrungen von Bedeutung 
fUr die Astrophysik sind, mussen wir wieder den Umweg liber die Theorie gehen. 

Nach V. WEISSKOPF [933J geht die Wechselwirkungsenergie in diesem FaIle 
1 

wir schreiben also die Frequenzverstimmung 
c LI v =-r3 , 

wo nach WeiBkopf groBenordnungsmaBig 

(71,32) 

1 e2 

C=8:n;· mwo· j · (71;33) 

Dabei bedeutet Wo die Kreisfrequenz der betreffenden Resonanzlinie, I ~ 1 ihre 
Oszillatorenstarke. Die gesamte Phasenstorung bei einem Vorlibergang wird nun 

+00 

J-(;~:~)~= :~e~ . (71,34) 

-00 

Der StoBradius wird also 

(71,35) 

und die Dampfungskonstante 
(71,36) 

wo N die Anzahl gleichartiger Atome pro cm3 bezeichnet . Wir sehen also mit 
WEISSKOPF [933], daB die Dampfungskonstante hier nur von der Dichte, 
nicht aber explizit von der Temperatur abhangt. Wir k6nnen daher, anstatt 
die nur groBenordnungsmaBige Abschatzung (71,33) fUr C zu benutzen, direkt 
auf die vorliegenden Experimente zurlickgreifen: N ach R. MINKOWSKI [1013 J 
wird bei Na die Eigendruckverbreiterung gleich der naturlichen Linienbreite 
(YSloB = YSlr. ~ 0,63 ,108 sek-1) fUr N ,....",6.1014 Na-Atome/cm3. A.hnlich ist nach 
J.F.HEARD [1006J bei KYStoB=YStr =0,37'108 sek-1 fUr N,....",1,5·1014 K
Atome/cm3 in groBenordnungsmaBiger Dbereinstimmung mit der Theorie. 

Auf der Sonne haben wir in der fUr die Erzeugung der Linien wichtigen 
Schicht - wie wir unter 2. berechneten - insgesamt ,....", 54, 1014 Atome/cm3 ; 

es erreicht also kein einzelnes Element, die das fUr Auftreten von Eigendruck
verbreiterung notige Dichte. 
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Anders liegen die Dinge in roten Zwergsternen: Nach Tabelle 84 haben wir 
in einem solchen Stern bei 8=1,5, d. h. T=3360o, einen Elektronendruck 
Pe",10 Bar zu erwarten. Nach Tabelle 22 entspricht dem ein Gasdruck 
Pg '" 5,4 ,104 Bar. Danach berechnet man insgesamt N = 1,2 ,1017 Atomejcm3• 

Macht nur ein Element wie Ca oder Na ungefahr 2% der Nieht-Wasserstoffatome, 

also '" 1:70 aller Atome aus (Tabelle 20), so kommt man auf eine Eigengas

diehte von", 1,6 '1014 Atomenjcm3• Der Effekt durfte also neben den schon 
betrachteten Effekten nur bei extremen roten Zwergen von Bedeutung werden. 

Dazu paBt folgende Beobachtung von B. LINDBLAD [1322J: Beim spektral
photometrischen Vergleieh eines M-Riesensternes (Boss3584; gM2; abs. Hellig
keit '" - om, 5) mit einem entsprechenden Zwerg (Boss 293 5; dM2; abs. Hellig
keit "'+ lOm,7) zeigte sieh, daB in dem Zwergstern die Ca-Resonanzlinie A 4227 
von einem ausgedehnten Absorptionskontinuum umgeben ist, das von A 4120 
einerseits bis A 4650 andererseits reieht. Dieses Kontinuum kann man entweder 
einer extremen Eigendruckverbreiterung zuschreiben oder - wie dies LINDBLAD 
im AnschluB an analoge terrestrische Beobachtungen von H. HAMADA tut -
einen Quasimolekul Ca2• Die letztere Auffassung entspricht der "quasistatischen" 
Theorie der Druckverbreiterung (Abschn. 47, 2. Halfte) und durfte bei so starken 
Verbreiterungen die richtigere sein, wahrend wir ursprunglich von der bei kleinen 
Verbreiterungen angemesseneren "niehtadiabatischen" Theorie (Abschn.47, 
1. Halfte) ausgingen. LINDBLADB Beobachtung laBt darauf schlieBen, daB in 
M-Zwergen noch erheblich groBere Gasdiehten vorkommen, als wir sie in unserem 
obigen Rechenbeispiel erhalten hatten. Die Eigendruckverbreiterung diirfte 
also - wie gesagt - fur Ca 4227 und evtl. die D-Linien solcher Sterne nieht zu 
vernachlassigen sein 1. 

Zum SchluB dieses Abschnittes sollen noch einige weitere astrophysikalisch 
wichtige Konsequenzen der StoBdampfungstheorie diskutiert werden: 

Vergleichen wir das Spektrum eines Riesen- und Zwergstemes, welche z. B. 
die gleiche Anzahl N H von Fe-Atomen eines bestimmten Anregungszustandes 
uber 1 cm2 der Photosphare haben. Dann werden die in den linearen Teil der 
Wachstumskurve fallenden Linien in beiden Stemen auf jeden Fall gleich stark 
erscheinen. Die Gesamtabsorption der auf dem V-Teil der Wachstumskurve 
liegenden starken Linien ist dagegen cet. par. proportional VY~ Wenn y durch 
Strahlungsdampfung verursacht ist, so werden auch diese Linien in beiden 
Stemen gleich stark sein. Hat dagegen die StoBdampfung das Dbergewicht, 
so werden die Linien im Zwergstem starker sein. Handelt es sieh z. B. - wohl 
der haufigste Fall - urn StoBdampfung durch Elektronen, so andert sich der 
Elektronendruck Fe beim Dbergang von Riesen zu Zwergen der spateren Spek
traltypen urn einen Faktor ",10, die Gesamtabsorption urn ein Faktor "'3! 
Leider gibt es noch keine Beobachtungen, urn diesen Effekt nachzuprufen; 
mit den ublichen Sternspektrographen bietet das Vordringen in den linearen 
Teil der Wachstumskurve schon groBe Schwierigkeiten. Es bedarf keines Hin
weises, daB dieses Phanomen fur die Deutung der spektroskopischen Parallaxen
effekte von groBer Bedeutung ist. 

Ebenso kommt es - was vielfach ubersehen wurde - bei der Diskussion 
der Intensitatsanderung von Linien entlang der Spektralsequenz nicht nur auf 
die Diskussion der N Han, sondern man muB die Lage der Linien auf der 
Wachstumskurve und evtl. die Druck- und Temperaturabhangigkeit der Damp
fungskonstante mit in Rechnung stellen. 

1 Anm. b. d. KOIT.: Neue terrestrische Beobachtungen von K. WURM U. H. J. MEISTER, 
ZS. f. Ap. 13, 25 (1936) scheinen gegen diese Annahme zu sprechen. 
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72. Druckverbreiterung der WasserstofIlinien. 
Zwischenmolekularer Starkeffekt. 

1m 2. Teil von Abschn. 47 haben wir nachgewiesen, daB die Verbreiterung 
der Wasserstofflinien durch die elektrischen Felder der Ionen und Elektronen 
in Sternatmospharen in der Hauptsache (d. h. solange man nicht zu nahe an 
die Linienmitte herangeht) als ein adiabatischer Vorgang betrachtet werden 
kann. 

Fiir unser jetziges Problem ist also nicht mehr die LORENTzsche Theorie 
zustandig. Wir miissen vielmehr mit STARK, DEBYE und HOLTSMARK (s. s. 180) 
die Verbreiterung auffassen als Starkeffekt der zwischenmolekularen Felder, 
deren Verteilungsgesetz zuerst HOLTSMARK berechnet hat. 

Die Anwendung dieser Vorstellungen zur Deutung der Sternspektren geht 
hauptsachlichl auf O. STRUVE und C. T. ELVEY [1311J, S. VERWEY und A. PAN
NEKOEK [1334 u. 67J und Verf. [1359J zuriick. In der Atmosphare eines typischen 
A-Sternes haben wir T ~ 10000° und nach Fig. 84 log Pe ~ 2,5. Die "Normal
feldstarke" im Sinne HOLTSMARKS wird also nach Gl. (47,5) 

Fo = 46,8' ( 2;: )t elst. Einh. (72,1) 

oder 
Fo = 7,4elst. Einh. = 2,2 kVjcm. (72,2) 

Vergleichen wir zunachst - ganz naiv - das Aussehen der BALMER-Serle im 
Spektrum z. B. des Sirius einerseits und einer Starkeffektaufnahme bei 2,2 kV/cm 
andererseits, so fallen zwei Unterschiede auf, die zunachst auch als schwer
wiegende Einwande gegen die Theorle angesehen wurden: 

1. Die Linien des Sternspektrums sind groBenordnungsmaBig breiter als die 
der Starkeffektaufnahme. 

2. Die GrOBe der Starkeffektaufspaltungen wachst mit der Gliednummer 
in der Serie stark an, wahrend in den Sternspektren Hp . .. H{j nahezu die gleiche 
Breite aufweisen. 

Beide Schwierigkeiten verschwinden mit einem Schlage, wenn wir uns 
klarmachen, daB die Absorption der ersten Glieder der BALMER-Serie in optisch 
dicker Schicht erfolgt. Wir beniitzen also zur Berechnung der Konturen und evtl. 
Gesamtabsorptionen von Ha, ... HIJ den in (47,25) fUr fJ:> 1 berechneten Absorp
tionskoeffizienten 2 (pro Atom· Fo in elst. C.G.S.-Einheiten, L1 A. in A zu rechnen). 

3 

k = C Po" , , 
LI /1.2 

wo nach (47,26) die Konstante folgende Werte hat: 

Ha, Hp Hy 
C '1016 = 3,13 0,885 0,442 

Ho I 
0,309.1 

(72,3 ) 

(72,4) 

Hatten wir es nun einfach mit einem Absorptionsrohr zu tun, so wiirden die 
Breiten der Linien, bei gleicher Tiefe gemessen ""ct sein, d. h. von Hp bis Hf) 
urn einen Faktor 1,5 abnehmen. Die Zunahme der Starkeffektaufspaltungen 
wiirde also - wie man in (47,26) schOn sieht - noch in wenig uberkompensiert 
durch die Abnahme der Oszillatorenstarken und der Wellenlangen. 

1 Vgl. Literaturverzeichnis. Qualitative und halbqualitative Ansatze gehen natiirlich 
weiter zuriick; vgl. insbesondere die rnehrfach erwahnte Arbeit von H. N. RUSSELL und 
J. Q. STEWART [1339J. 

2 Bei kleinen fJ versagt unter den in Sternatmospharen herrschenden Bedingungen 
nach Abschn. 47 die "adiabatische" Theorie ohnedies. Es hat also kaum viel Sinn, genauer 
zu rechnen. 
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Wenn wir die Konturen und Gesamtabsorptionen der BALMER-Linien iIi den 
Spektren fruher Typen berechnen wollen, so mussen wir auBer diesem Effekt 
- der die fruher bemerkten Schwierigkeiten in der Hauptsache aufkHirt -
noch einen zweiten berucksichtigen: 

In den fruhen Spektraltypen (0 < 0,6) nimmt nach Tabelle 30 der konti
nuierliche Absorptionskoeffizient n und das Verhaltnis njic nach kurzeren Wellen
langen hin ab, bei Hu. bekommen wir also nur Strahlung aus einer dUnneren und 
oberflachennaheren Schicht, als z. B. bei Hd• Sowohl die wirksame Zahl der 
absorbierenden Wasserstoffatome im 2. Quantenzustand N2H wie auch - wegen 
des abnehmenden Druckes - die mittlere Nonnalfeldstarke Fo werden also 
von Ha. nach Hd hin zunehmen, ebenso nach (72,3) die optische Dicke fUr selektive 
Absorption bei gleichen JA. Das heiBt die Breite der BALMER-Linien wird in 
den Sternspektren mit der Gliednummer nack weniger variieren, als wir dies 
eben fUr ein Absorptionsrohr mit dicker Schicht berechnet hatten. 

Versuchen wir nun, diesen Effekt quantitativ zu erfassen! Fur einen Stern 

mit T= 126000 (0= 5~0 =0,4) und der Schwerebeschleunigung g=104 

(cmsek-2), also etwa einen nonnalen B8-Stem, entnehmen wir zunachst aus 
Tabelle 30 das unter unseren Standardannahmen berechnete Verhaltnis njic 
als Funktion der Wellenlange1• Damit berechnen wir nach (68,13 + 12) die 
"wirksame optische Tiefe fUr Gesamtstrahlung" 

To=: (1 + 2~J-l, (72,5) 

wo Po in der ublichen Weise durch (67,15) definiert ist. Geht man von A 4000 
bis 6500, so nimmt To von 0,502 auf 0,135 abo Zu To berechnen wir weiterhin, 
wie in Abschn. 38, Gl. (8ft.) auseinandergesetzt, zunachst ic und Pg und damit 
nach (68,7) und mit Anwendung der Ionisationstabellen von Kap. IV die Anzahl 
absorbierender Atome N2H und den Elektronendruck Pe. Die folgende Tabelle 58 
gibt fUr Hu. bis H~ die so berechneten log N2H und die aus p. und T berechneten 
Nonnalfeldstarken Fo in elst. C.G.S.-Einheiten. Dann folgen nochmals die 
Konstanten C aus (72,4). Schreiben 
wir die wirksame optische Dicke der 
Atmosphare fUr selektive Absorption 
in den BALMER-Linien in der Form 

B 
X,,=--, , (72,7) 

oder kurz 

LI A2 

so erhalten wir fUr B in der letz
ten Spalte angegebenen Werte. 

Tabelle 58. Berechnung der wirksamen 
optischen Tiefe Xv = B . LI A-5 /2 fur die 
BALMER-Linien eine Sternes mi t T=12600o 

und g = 10' cm sek-2 . 

IogN,H IogF. loge log B 
nach (47.26) zu Gl. (72.7) 

Ha. 16.32 0.659 0.50-16 1.81 

Hp I 16.73 0.788 I 0.95-17 1.86 
Hl' 16.84 

I 
0.828 0.65-17 1.73 

Ho 16.89 0.848 0.49-17 1.65 

Wie man sieht, sollte nach unserer Rechnung die Linienstarke von Ha. nach Hp 
ein wenig zunehmen, urn dann nach Hd zu langsam abzunehmen. Die Be
obachtungen (Einzelabgaben s. unten) zeigen bei Stemen der betrachteten 
Temperatur gleichfalls ein Anwachsen der Linienbreite von Ha. nach Hp in der 
richtigen GroBenordnung; die Breiten der weiteren Linien dagegen wachsen mit 
der Gliednummer in der Serie in kaum merklicher Weise zunachst noch an. Man 
erkennt aber auch aus dem Gang unserer Rechnungen, daB die Theorie dieses 
Effektes sehr empfindlich ist gegen kleine Anderungen in den Ausgangsannahmen. 

1 Wir nehmen nicht einen Stern beim Maximum der BALMER-Linien (19,...., 0.5). weil 
dart die Druckabhangigkeit von ujii die Rechnung sehr erschwert. Bei 19 = 0.4 kann 
sie schon vernachlassigt werden. 
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SchlieBlich berechnen wir noch beispielsweise fur HI' die Kontur der Linie 
im einzelnen: 

Der Strahlungsaustausch in den Wasserstofflinien (abgesehen vielleicht von Ha.) 
durfte im wesentlichen dem Schema der "Absorption" folgen. Denn es ist auBer
ordentlich unwahrscheinlich, daB das Elektron des Atoms im AnschluB an einen 
Absorptions-Quantensprung n = 2 -+ 5 gerade die Emission 5 -+ 2 ausfUhrt. 
Die zahlreichen "Verkehrsmoglichkeiten" zwischen den hoheren Quantenbahnen 
werden vielmehr eine weitgehende Annaherung an den Zustand lokalen thermo
dynamischen Gleichgewichtes herbeifUhren. Nach Kap. XII konnen wir also 
die Tiefe R in der Linie berechnen nach der bekannten Formel 

(72,8) 

Da wir auf die Berechnung der Tiefe Rc in der Mitte der BALMER-Linien in 
Abschn. 74 noch ausfUhrlich zuruckkommen werden, wollen wir zunachst ein
fach den - wie sich zeigen wird mit der Theorie gut vertraglichen - Beobach
tungswert Rc = 60 % benutzen und berechnen mit (72,7) die in der folgenden 
Fig. 88 wiedergegebene Kontur. Ihre Gesamtabsorption ergibt sich durch 

Planimetrieren zu E;. = 9,3 A. Kontur wie 
,12-

o 10 15 gO --I-' 
/' 

/ 
/ 

/ 
./ ~O 
% 
80 

Fig. 88. Kontur von HI'. Bereehnet fur 
T ~ 12600° und g ~10' em sek-'. 

g5) Gesamtabsorption stimmen mit den Beob
achtungen gut uberein. Fur die Hy-Linie 
der normalen B8-Sterne (entsprechend 
e ,....,0,4) findet S. GUNTHER [1316J im 
Mittel E;. = 8,5 A. 

S. VERWEY [1367] hat in seiner mehr
fach erwahnten Dissertation Berechnun
gen von Konturen und Gesamtabsorp
tionen d~r BALMER-Linien in groBerem 
Umfange nach den von A. PANNEKOEK 
entwickelten Methoden durchgefUhrt. Die 

physikalischen Grundlagen, wie die Ergebnisse dieser Arbeit sind den unserigen 
sehr ahnlich, doch scheint mir die hier entwickelte Darstellungsweise den Vorzug 
groBerer Durchsichtigkeit zu besitzen (der allerdings durch etwas geringere 
Genauigkeit erkauft wird). Fur den kontinuierlichenAbsorptionskoeffizienten 
benutzt VERWEY die schon besprochenen Rechnungen PANNEKOEKS. Hinsicht
lich des Strahlungsaustausches ware es physikalisch richtiger und mathematisch 
einfacher, mit Absorption statt mit Streuung zu rechnen. Der Unterschied 
ist jedoch - entsprechend Kap. XII - nur fUr die Mitte der Linien wesentlich. 

Ehe wir - wieder groBenteils im AnschluB an VERWEY - die Intensitat 
der BALMER-Linien in Abhangigkeit von T und g bzw. Spektraltyp und absoluter 
Helligkeit diskutieren, wenden wir uns noch der Deutung der hoheren Serien
glieder zu: 

Geht man von Ha., Hp .. . aus zu Linien mit immer groBerer Hauptquanten
zahl n des oberen Termes und entsprechend kleinerer Dbergangswahrschein
lichkeit und groBerer Starkeffektverbreiterung, so erfolgt schlieBlich die Ab
sorption in optisch dunner Schicht i . Bezeichnen wir die wirksame optische Tiefe 
der Atmosphare fur selektive Absorption wieder mit x. «1 fUr aIle v), den 
Absorptionskoeffizienten pro Wasserstoffatom im 2. Quantenzustand mit x. 
und die Zahl dieser Atome uber 1 cm2 der Sternoberflache mit N2H, so ist 

(72,9) 

1 Vgl. hierzu auch Abschn. 52. 
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Integriert man uber die Linie, so wird zunachst 

j xvdA = N2H· jx~d;. 

289 

(72,10) 

und nach (45,23) v611ig unabhangig von der Art des Verbreiterungsmechanismus 

(72,11) 

wo t die Oszillatorenstarke der betreffenden Linie (Tabelle 40) bedeutet. 1st 
nun - wie wir voraussetzen - x. < 1, so konnen wir nach (72,8) Xv = R setzen. 
Das linke Integral ist dann einfach die Gesamtabsorption EA und wir erhalten 

2 12 

E =;r;~~ ·f· N H. ;. mc2 2 (72,12) 

Urn beginnende Abweichungen yom Fall dunner Schicht (das Analogon von 
Selbstabsorption bei Emissionslinien) zu berucksichtigen, wird man x. in (72,11) 
besser aus (72,8) entnehmen und also statt E). schreiben 

(72,13) 

oder, indem man wie beim Absorptionsrohr naherungsweise R = 1 - e- X• setzt, 

jln(1-R)d).. (72,14) 

Fur groBe n laufen die drei Ausdrucke selbstverstandlich auf dasselbe heraus. 
Auf Grund dieser Ubedegungen kann man nun N 2H folgendermaBen be

stimmen: Nach Messungen der E). - die den Vorteil haben, yom Trennungs
vermogen des Spektrographen unabhangig zu sein - oder evtl. der durch 
(72,13 oder 14) definierten GroBen berechnet man fUr alle erreichbaren Serien
glieder formal nach (72,12) die N2H. }Iit wachsendem n werden diese, in dem 
MaBe wie man sich dem FaIle dunner Schicht nahert, einem bestimmten Grenz
wert zustreben, dem wahren N2H. Erst wenn die Starkeffektverbreiterung so 
groB ist, daB die Linienflugel sich gegenseitig uberdecken und die Intensitat 
des Kontinuums zwischen den Linien herabdrucken, dann nehmen die N 2H 
scheinbar wieder abo Es ist naturlich auch denkbar, daB mit wachsendem n 
dieser Uberlappungseffekt die Oberhand gewinnt, ehe der Fall dunner Schicht 
realisiert ist; dann bekommt man nur einen unteren Grenzwert der N2H. 

Da an der Seriengrenze die Summe der sich iiberlagemden Linien-Absorp
tionskoeffizienten nach der Quantenmechanik stetig in den Absorptionskoef
fizienten des Seriengrenzkontinuums ubergeht, so wird der letztere Fall daran 
erkennbar sein, daB das Grenzkontinuum nahezu Sattigung zeigt, d. h. daB 
dort x/ie > 1 ist. Nach Tabelle 30 ist man bei den A-Stemen nicht weit 
davon entfemt. 

Das im vorhergehenden beschriebene Verfahren ist zuerst auf die BALMER
Linien des Sonnenspektrums von A. U~S6LD [1359J angewandt worden. Von 
n= 10 bis 16 sind die mit (72,14) berechneten N2H ziemlich konstant; ihr Maxi
malwert ist r-..; 5· 1015 . DaB man es bei groBen n wirklich mit optisch dunnen 
Schichten zu tun hat, zeigt sich darin, daB die Tiefe in der Mitte der Linie Z. B. 
fUr n = 15 und 16 nur R ~ 13 % ist, wahrend die Maximaltiefe Rc (fUr xv/x --+ (0) 
etwa 85 % sein muJ3te (s. Abschn. 65). Infolge ihrer Flachheit und zahlreicher 
st6renden Fremdlinien waren die hoheren Glieder der BALMER-Serie im Sonnen
spektrum fruheren Beobachtem vollig entgangen; erst Mikrophotometerkurven 
mit groBer Dispersion lieBen sie erkennen. 

Fur zahlreiche Sterne der Spektraltypen Od bis F5 hat S. GUNTHER [1316J 
die Gesamtabsorptionen E;. der BALMER-Linien gemessen und daraus nach 

Unsold, Sternatmospharen. 19 
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(72,12) die N2H berechnet. In Fig. 89 vergleichen wir den cA2-Stern Cl.:Cygnil 
mit dem normalen AO-Stern Sirius. Beide Sterne geben - wie im folgenden 
gezeigt werden solI, in Einklang mit der Theorie -- etwa denselben vVert 
log N2H= 16,2 bis 16,4. Die Yerschiedenheit der beiden Kurven in Fig. 89 
laBt sich zwanglos darauf zuruckfUhren, dal3 in Cl.:Cyg das zwischenmolekulare 
Feld viel kleiner ist als in Sirius. Die Gesamtabsorption der in optisch dicker 
Schicht gebildeten Linien n < 8 wachst mit dem Druckeffekt stark an. Anderer
seits uberlappen sich die Fhigel der hohen Serienglieder im Sirusspektrum bei 
kleineren n als in Cl.:Cyg, so dal3 die N 2H in ersterem schon von n = 10 an schein
bar abnahmen. Die gesamten N2H-Bestimmungen von GUNTHER sind in Fig. 90a 
zusammengestellt. Wir kommen spiiter nochmals darauf zuriick. 

Entsprechende Nlessungen sind auch fUr die PAScHEN-Serie von P. vY. 
}IERRILL und O. C. WILSOX [1324J an Stemen fruher Spektraltypen, von 

16,S 

~±.-~ 
x x .J f-: a Cyg (cAz) r-x-

/. ..... ·aCaNa{Aa 
10,0 

r6;5 
~16;0 

/ 
./ 

1.;:,//0 

i/ 
... j----r-- t-----c--- j--. r--

A. H. ROSENTHAL [1337J und 
A. DAHME [1307J ander Sonne 
ausgefUhrt worden. Aus dem 
Verhaltnis Na/N 2 kann man 
im Prinzip nach der BOLTZ
MANN-Formel die Temperatur 
der absorbierenden Schicht 
bestimmen. Dabei ist jedoch 
zu beriicksichtigen 2, dal3 we
gen der Wellenlangenabhan
gigkeit des kontinuierlichen 
A bsorptionskoeffizienten NaH 
und N 2H sich auf verschie
dene Schichtdicken beziehen. 
der xvlx bei A 3700 und 8400 

/ V 
"'" ~ 111;5 

I 
.. t-----r--. 111;0 

13,5 
5 8 12 1'1 18 20 10 III 22 

n--
Fig. 89. Bestimmung von log N,H Hir rxCyg (cA2) undrxCaMa (AD). 

J\1an mul3te also eine ziemlich genaue Kenntnis 
haben, was zur Zeit noch nicht der Fall ist. 

Bei Gelegenheit solcher Untersuchungen liegt es nahe, die Konturen solcher 
BALMER- und PASCHEN-Linien miteinander zu vergleichen 3 , die denselben oberen 
Term n haben. 1st n so grol3, dal3 man die Breite des unteren Terms (n = 2 
bzw. 3) gegenuber der des oberen vernachlassigen kann, so sollte die relatiye 
Verteilung des Absorptionskoeffizienten in der Frequenzskala fUr beide Linien 
dieselbe sein (man erinnere sich an analoge Betrachtungen in Abschn. 46!). Da 

Jx. dv = -~ N H fist, so verhalten sich die optischen Dicken Xv der PASCHEX-
me 

und BALMER-Linien mit demselben n, gem essen im gleichen Frequenzabstand Lh 
von der Linienmitte, wie 

(Xv) Paschen N 3H· iPa 

(Xv)B~lmer N 2H· iBa . 
(72,15) 

Sind weiterhin Re, Pa bzw. Re, Ba die Maximaltiefen 4 (fUr x.lx -+ (0) fUr die beiden 
Spektralgegenden - in praxi kann man dafUr die maxima Ie Linientiefe der 
betreffenden Serien nehmen - so soUte nach (72,8) sein 

( 1 1 ) ( 1 1 ) N2H . tBa 
R _. R; Paschen - R - Re Balmer· NaH· ipa ' 

(72,16) 

wobei - wie gesagt - die R sich auf gleichen Frequenzabstand von der Mitte 
der Linie beziehen. 

1 Die mit xx eingezeichneten Messungen an exCyg von P. W. MERRILL und O. C. \¥ILSON 
(s. S. 291) sind mit (72,14) reduziert; aile iibrigen nach S. GUNTHER (s.oben) mit (72,12). 

2 In den erwahnten Arbeiten wurde dies zum Teil iibersehen. 
a Die .\rt und Weise, wie ::\IERRILL und WILSON ([1324J, Fig. 6) diesen Vergleich aus

fiihren, scheint mir keinen tieferen physikalischen Sinn zu besitzen. 
4 Auf deren Theorie werden wir in Abschn. 74 zuriickkommen. 
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Fur OlCyg haben ~IERRILL und WILSO:'i" die Konturen der BALMER- und 
PAscHE:'i"-Linien bis 11 = 24 bzw. 25 gemessen und nach dem im vorhergehenden 
entwickelten Verfahren log N 2H = 16,42 und log N3H = 15,50 bestimmt. Rc ist 
- eben falls nach MERRILL und WILSON - in OlCyg fUr die BALMER-Serie '"'"' 78 %, 
fUr die PASCHE:'i"-Serie '""-'35%. Berechnte 
man danach aus der Kontur einer BALMER
Linie die der entsprechenden PASCHE",-Linie, 

18,5 a 

so erhalt man groBenordnungsmaBige Dber- t 
einstimmung mit der direkt gemessenen. 
Urn bessere Anpassung zu erzielen, muB man ~1o,O 
das Verhaltnis N3HjN2H urn einen Faktor "'-'2 ~ 
yerkleinern, was noch mit den Fehlergrenzen 

~ . 

der N3H und N2H vertraglich sein durfte. 
Vielleicht laBt sich an Hand yon (72,16) 
sagar eine genauere Methode zur Messung 
yon N3HjN 2H entwickeln. 

N achdem wir nunmehr die Verbindung 
zwischen den astronomischen Beobachtungen 
und der Theorie des zwischenmolekularen 

17,5 
b 

-

i . I 

-~ I I 

L i I 
T - , i I • T x : I 

Starkeffektes hergestellt haben, erscheint es 17,0 
an der Ordnung, uns deren Grenzen deut- t 
lich zu machen. Wie wir schon bemerkten, 

t 
: 1 

! 
x 

I 

"" ist es nicht zu erwarten, daB die Rechnun- ~ 
gen von HOLTSMARK und VERWEY (s. s. 184) ~ 

. 
I i 

x ! 

auch noch in geringem Abstand von del' 16,5 
I 

x I 
Mitte del' Wasserstofflinien gelten, da dart 
die Voraussetzung der Adiabasie (T ·L1w <~/ 1) 
nicht mehr erfUllt ist. Tatsachlich zeigen 
auch die hoheren Glieder der BALMER-Serie 
im Sonnenspektrum in der Mitte nicht die 
dem Absinken von 5 (Ol) (ygl. Fig. 65) ent
sprechende Aufhellung. Da weiterhin fur 
H(f. die Starkeffektvel'breiterung am gering
sten ist, so dul'ften bei dieser Linie andere 
Verbreiterungsursachen am starksten in Er
scheinung tl'eten. 

Einen unteren Grenzwert fUr ihre V er
breiterung und Gesamtabsorption erhalten 
wir auf jeden Fall, indem wir nur die Strah
lungsdampfung berucksichtigen. Der Absorp
tionskoeffizient pro zweiquantiges Atom ware 

I , 
I 
I 

i I 
I 

W. I®-I 
10,0 80 85 Ao A5 fo f5 flo 

Fig.90a. Unterer Grenzwert von log N2H fur 
}.3750 aus den hohen Gliedern der BALMER

Serie bestimmt von S. GUNTHER [1316j. 
• Sterne clef Hauptsequenz, 0 c-Sterne. 

Fig.90b. Oberer Grenzwert von log :-.i,H fur 
A 6563 bestimmt aus Gesamtabsorption von 
Hrx . • C. T. ELVEY und P. C. KEENAN [1312J. 
- A. U"SOLD [1364J. X S. GUNTHER [1316J. 
Heinl. Vergleich von Fig. 90a und b ist zu be
nicksichtigen, daB die wirksarne Schichtdicke 
bei fnihen Spektraltypen fur H(J. etwa 4mal 
kleiner ist als bei A 3750. Urn auf letztere zu 
reduzieren und vergleichbare Zahlen zu erhal
ten, mussen daher die aus Ha, bestimmten 
log ~2.H der B 0 - A 5 Sterne um ,...., 0,6 ver-

grdJ3ert werden. 

in diesem FaIle nach Kap. VIII und IX (z. B. (40,16) und (46,10)): 

(72,17) 

Die Summe ist dabei zu erstrecken uber aIle Teilniveaus des unteren Termes, 
entsprechend ihren Besetzungszahlen gn/g (wo g = J; gn). Yn und Ym sind die 
Abklingkonstanten (= reziproke Lebensdauer) der betreffenden Terme. Fur Ha 
gibt die folgende Tabelle 59 im AnschluB an Tabelle 39 und 40 die notigen 
Zahlenangaben. Man erhalt so 

5,40' 10-17 

k(f.= LlJc2 (72,18) 

19* 
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Tabelle 59. Strahlungsdampfung in Hit.. 

:E~n'f"'n(Yn+))1n)={: '0,435'19,16+ ~ (0,0136'63,8 + 0,696'69,67)}' 107 

= 39,1' 107 sek-1 . 

'ferro n 

25 
2p 

Termm 

~~ gilt 
g" 

2 
6 

3 s 

2 

0,632 

f = 0,013(' 

3P 

4 

19,16 

t = 0,435 

3d 

6 

6,47·\0' 

f = 0,696 

\\'0 L1 A in A zu rechnen ist. Fiir die Gesamtabsorption ergibt sich damit unter 
der Annahme kleiner Restintensitat - wenn wir die Konstante in (72,18) fiir 
den Moment mit k2 bezeichnen - nach Abschn.69: 

(72,19) 

-00 

Fiir HrJ. im Sonnenspektrum ist nach C. W. ALLEN [1110J n. a. E;. = 2,53 A. 
"Man berechnet daraus nach (72,19) 

N2H < 12 '1015 zweiqu. H-Atome. 

Da dieser obere Grenzwert mit dem aus den hohen Seriengliedem gewonnenen 
unteren Grenzwert 

N2H> 5 . 1015 zweiqu. H-Atomc 

nahe iibereinstimmt und die wirksame Tiefe i~ im Sonnenspektrurn fiir A 6563 
und A 3750 fast dieselbe ist, so diirfen wir schlieBen, daB HrJ. auf der Sonne jeden
falls zum Teil durch Strahlungsdampfung verbreitert wird. Wie Verf. [1362] 
gezeigt hat, paBt auch die Kontur von HrJ. gut zu dieser Annahme; inwieweit 
die dort angestellten Betrachtungen iiber Mitte-Rand-Variation im Lichte 
der in Kap. XII dargestellten neueren Erkenntnisse noch haltbar sind, erscheint 
zumindest fraglich. 

An Stemen der Typen B bis F haben C. T. ELVEY und P. C. KEENAN [1312J, 
A. UNSOLD [1364J und S. GUNTHER [1316J die Gesamtabsorption E). von HrJ. 
gemessen. Eine Zusammenstellung der hieraus nach (72,19) berechneten oberen 
Grenzwerte von log N2H gibt Fig. 90b - nach Spektraltypen geordnet-; eine 
Unterteilung nach absoluter Helligkeit ist kaum moglich. Beim Vergleich mit 
den von S. GUNTHER (s. S. 289) bestimmten unteren Grenzwerten von N2H ist 
zu beachten, daB in Stemen friiher Spektraltypen die wirksame Schichtdicke 
bei HrJ. (vgl. Tabelle 58) etwa 1 viermal kleiner ist, als bei den hohen Seriengliedem. 
Urn Fig. 90a u. b direkt vergleichbar zu machen, miiBten also z. B. die aus HrJ. 
bestimmten log N2H urn """'0,6 vergroBert werden. Wie man sieht, bleibt zwischen 
oberer und unterer Grenze der so auf A 3750 reduzierten log N2H ein Spielraum 
von ,....,,1,0 bis 1,8. Dieser riihrt zum Teil daher, daB HrJ. noch Starkeffekt
verbreiterung zeigt, zum Teil auch wohl daher, daB mit wachsendem n der Fall 
dunner Schicht nicht mehr erreicht wird, ehe benachbarte Linien sich merklich 
storen. 

1 Der Zahlenwert hangt mit dem kontinuierlichen Absorptionskoeifizienten zusammen 
und teilt dessen Unsicherheit! 
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Nunmehr haben wir die prinzipiellen Fragen der Deutung der Wasserstoff 
linien1 soweit gefordert, daB wir mit der Behandlung des Hauptproblems be
ginn en konnen: "W ie hiingen die Konturen und Gesamtabsorptionen der Wasser
stofflinien und der I ntensitatssprung bei }. 3647 zusammen mit der effektiven 
Temperatur Tc der Sterne und der Schwerebeschleunigung g an ihrer Oberflache? 
Miissen aufJer Tc und g noch andere Parameter2 zu Charakterisierung eines Sternes 
herangezogen werden (etwa H aufigkeit des W asserstoffes) ?" 

Dieses Problem ist auch in praktischer Hinsicht (Spektralklassifikation; 
spektroskopische Parallaxen!) von so enormer Wichtigkeit, daB es gerechtfertigt 
erscheint, es schon hier ausfUhrlich zu behandeln, trotzdem wir auf die ent
sprechenden Probleme anderer Linien erst in Kap. XV eingehen werden. 

Als Vorbereitung berechnen wir fur das in diesem Buch durchweg ange
nommene Modell die Anzahl der Wasserstoffatome im 2. Quantenzustand N2H 
tiber 1 cm2 der Sternoberflache fUr A 4000* in Abhangigkeit von Tc und g. 

Die Umrcchnung von Te und g in Spektraltyp und absolutc Hclligkeit haben wir unter 
der Annahme, daB die Sterne wie schwarze Kbrper strahlen, in Kap. III durchgefiihrt. 
In Kap. VI haben wir dann untersueht, wie diese Reehnung im Prinzip abgeandert werden 
miiBte (insbesondere Fig. 54). Unsere Kenntnis des kontinuierliehen Absorptionskoeffi
zienten ist jedoeh noeh zu unsicher. urn dieses Programm durehzufiihren und man wird 
eher versuchen, die Umreehnung von (Te, g) auf (Spektraltyp, absolute Helligkeit) dureh 
Vergleieh der berechneten und beobaehteten Eigensehaften der Spektrallinien zu bewerk
stelligen. Aueh dies ist freilieh noch mehr ein Programm, aber es erseheint aussichtsreieh, 
es in Angriff zu nehmen. 

In Fig. 83 haben wir die Gesamtzahl N H alIef Atome uber 1 cm2 als Funktion 

der mittleren Temperatur T (bzw. e=:,. 5~O) der Sternatmosphare und ihrer 

Schwerebeschleunigung g berechnet. (Uber den Zusammenhang von T und Te 
vgl. Tabelle 52; in 1. Naherung kann der Unterschied vielfach vernachlassigt 
werden.) Da wir ein Mischungsverhaltnis Wasserstoff: ubrige Elemente = 

13,7: 1 annahmen, so ist der Bruchteil der H-Atome 13,7/14,7. Von diesen 
wiederum ist der Bruchteil 1-x neutral. Dessen Berechnung erfolgt nach der 
SAHAschen Gleichung (Hilfstabelle 21) mit Hilfe der Elektronendrucke Pe aus 
Fig. 84. SchlieBlich ist von den neutralen Atomen nach der BOLTZMANN-Formel 
der Bruchteil 4· 10-10,15. E! angeregt 3. ~'lan erhalt also schlief31ich 4 

N2H= 13,7 (1-x)'4'1O-1O,15.(~. 
14,7 

(72,20} 

Das Ergebnis zeigt die folgende Fig. 91 nach [1216]. Fur e < 0,55 ist N2H von 
g - d. h. grob gesagt von der absoluten HelIigkeit - unabhangig, da die Druck-
abhangigkeit von 1-x genau kompensiert wird durch die des N Ii. Physikalisch 
betrachtet ruhrt dies daher, daB in unser em Modell die kontinuierliche Absorp
tion durch Elemente erzeugt wird, deren durchschnittliche Ionisierungsspannung 
etwa gleich der des Wasserstoffes ist. 

Fur e > 0,55 wird die kontinuierliche Absorption durch die leichter ionisier
baren Metalle hervorgerufen. Nimmt also Pe z. B. ab, so nimmt auch der kon
tinuierliche Absorptionskoeffizient ab, die wirksame Schichtdicke wachst und 
damit auch N2H, da fUr e> 0,4 praktisch aller Wasserstoff neutral ist. In 

1 Beziiglich des BALMER-KontinuuJ1ls sei an Absehn. 36 erinnert' 
2 Der STRUVEsche Turbulenzeffekt ist £iir die breiten Wasserstofflinien ohne Bedeutung. 
* Praktisch sind diese Zahlen von H), bis zur Seriengrenze brauchbar. 
3 :Wan iiberlegt sich leicht, daB man keinen merklichen Fehler begeht, wenn man durchweg' 

die Zustandssummen durch die statistischen Gewichte ersetzt. 
4 In praxi rechnet man am bequemsten wie in Tabelle 52 mit e und Pc als Argument. 

und interpoliert nachtraglich auf die gewiinsehten g-\Verte. 
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Fig. 91 ist zur besseren Orientierung noch die lVIitte des Riesen- und Zwergastes 
(nach RUSSELL) gestrichelt eingezeichnet. 

Wie verhalten sich nun diese Aussagen der Theorie zu den Ergebnissen der 
Beobachtungen? (Gerade fUr die Wasserstofflinien haben diese schon einen 
erfreulichen Grad von Vollstandigkeit erreicht). 

Betrachten wir zunachst wieder den Temperaturbereich fJ < 0,55 vor dem 
Maximum der BALMER-Serie, also Spektraltypen fi-uher als ",-,A2: 

Die von S. GUNTHER aus den hohen Seriengliedem bestimmten N2H der 
Fig. 90a kommen mit den Erwartungen der Theorie in Einklang, wenn man 
- wie ublich - den BO-Stemen etwa 22000° oder fJ = 0,23 und den AO-Stemen 

m,---------------,--------------, 

H 

17f----------------zS=-l:--'<.~""'o__------_____1 

1¥f---------------f----------'\-\~M1 

13 -

Fig. 91. Anzahl zweiquantiger Wasserstoffatome N,H 
uber 1 ern' der Sternoberflaehe. Bereehnet fOr }.4000. 

Nach A. UNSOLD [1216]. 

etwa 10000° oder fJ = 0,5 zuweist. 
(Dieselbe Wahl der Temperatur
skala pa13t, wie aus Fig. 53 au. b 
erinnerlich, auch fUr das BALMER
Kontinuum). Da13 bei den AO
Stemen der empirische N 2 H -Wert, 
der ja streng genommen ein un
terer Grenzwert ist, ein wenig 
hinter dem theoretischen zuruck
bleibt, ist wegen der Uberlap
pung der Linienflugel (s. u.) ver
standlich. Soweit dies an Hand 
von Fig. 90a zu entscheiden ist, 
zeigen die N2H keine die Fehler
grenze uberschreitende Abhangig
keit von der absoluten Hellig
keit, d. h. keinen g-Effekt. Ein 
gutes Beispiel gibt der Vergleich 
von aCyg(cA2) und aCaMa(AO) 
in Fig. 89. Trotzdem die ersten 
Serienglieder im Sirius viel star
ker sind, als in aCyg (s. u_), 
nahem sich die Gesamtabsorp
tionen entsprechender Linien in 
beiden Stemen mit wachsen-

dem n immer mehr an und gehen erst wieder auseinander, wo del' Sirius mit 
n ~ 12 der Uberlappungseffekt einsetzt. Einen an Schlagkraft kaum zu uber
bietenden Beweis dafUr, da13 die verschiedene Starke von H", . .. H~ der beiden 
Spektren nicht durch einen Unterschied in der wirksamen Zahl der H-Atome 
N2H verursacht wird, gibt die Unabhangigkeit des Intensitatssprunges Lllog Fv 
an del' BALMER-Grenze von g. Nach D. CHALONGE und Mitarbeitem [1303J 
ist dieser fUr aCyg 0,32 (nach der fruheren Me13reihe von Tabelle 34 gleich 0,42) 
und fur aCaMa 0,36 *. Ein entsprechendesErgebnis erhielt schon fruher Y.OHMAK 
[1331, Fig.2J durch Vergleich des cA2-Stemes v. MAANEN Nr. 358, mit dem 
AO-Stem v. MAANEN Nr. 315. Diese Ergebnisse stehen in Widerspruch zu den 
alteren Untersuchungen von C. S. Yu [633J, der glaubte, das BALMER-Kon
tinuum sogar als Kriterium zur Bestimmung absoluter Helligkeiten verwenden 
zu konnen. Die Unterschiede durften zum Teil auf Mangeln der photome
trischen Technik bei YU beruhen. Zum Teil spielte wohl auch die im RUSSELL
Diagramm zum Ausdruck kommende statistische Korrelation zwischen abso
luter Helligkeit und T und damit Lllog Fv herein. 

* Anm. b. d. Korr.: Vgl. jedoch A. ARNULF, D. BARBIER, D. CHALONGE u. R. CANA
VAGGIA, Journ. d. Obs. 19, 149 (1936). 



XIII. 72. g-Effekt der Wasserstofflinien H(3, H y . .. 295 

Ein ganz anderes Verhalten als die hohen Serieglieder und das stetig an
schlieBel!-.de Kontinuum zeigen die erst en Glieder der BALMER-Serie H(3 bis ,.....,He 
Wie Y. OHMAN [1328-9J, c. T. ELVEY und O. STRUVE [1311J, E. T. R. WIL
LIAMS [1368J, E. G. WILLIAMS [1369J, c. J. ANGER [1302J u. a. durch eingehende 
quantitative Untersuchungen nachgewiesen haben, wachst bei den fruhen 
Spektraltypen die Breite und Gesamtabsorption dieser Linien mit g erheblich an, 
so daB die Variation mit Tim Vergleich dazu von untergeordneter Bedeutung 
wird. 

Diese Beobachtungen kann man nach C. T. ELVEY und O. STRUVE (s. oben), 
deren Theorie dann von S. VERWEY und A. PANNEKOEK [1334 u. 1367J erheb-
1ich vervollkommnet wurde, zwanglos mit Hilfe des zwischenmolekularen Stark
effektes erk1aren, der in Zwergstemen viel starker ist, als in c-Stemen. 

Nach Gl. (72,6) geht x,, und damit die Tiefe R in einer BALMER-Linie bei 
3 

festgehaltener Temperatur ,....., p,)'25 • Oder - anders ausgedruckt - miBt man 
LI}J 

bei einer bestimmten Tiefe die Breite der Linie L1 A, so geht 
[) R L1 A2 ,.....,Fo". (72,21) 

Da die Konturen in verschiedenen Stemen (solange die Naherung (72,6) aus
reicht) sich nur im MaBstab der L1 A-Skala unterscheiden, so variiert auch E;. in 
derselben Weise. N ach (72,1) ist weiterhin 

und da nach Fig. 84 bei konstantem T mit ausreichender Genauigkeit 
1 Pe ,.....,g2 

(72,22) 

(72,23 ) 

geht, so sollte schlieBlich die Linienbreite bei festgehaltenem R und die Gesamt
absorption E;. 

(72,24) 

sein. Benutzen wir provisorisch die in Fig. 34 berechneten g-Werte, so sollte 
z. B. fUr einen AO-Stem mit ,.....,10000° und Mv = + 1m etwa logg = 4,0, fUr 
einen entsprechenden c-Stem mit Mv = - 4m dagegen log g = 2,9 sein. Die 
Gesamtabsorptionen z. B. der Hl'-Linien beider Sterne muBten sich nach (72,24) 
also urn einen Faktor ,....., 1,7 unterscheiden. Die Beobaehtungen - vgl. z. B. 
S. GUNTHER [1316J Fig. 8 - dagegen geben ein Anwaehsen der E;. urn 
einen Faktor 4 bis 5. Wie man sieht gibt die Theorie zwar die riehtige GroBen
ordnung, aber es bleibt eine zahlenmaBige l'nstimmigkeit. Ob diese ihre Ursaehe 
in der provisorisehen g-Bereehnung hat, oder ob eine der Gl. (72,22 oder 23) 
noeh einer Verbesserung bedarf, ist zur Zeit noeh kaum zu entseheiden. 

Da die Gesamtabsorption der Linien H(3-H~ in den fruhen Spektraltypen 
- wie Beobaehtung und Theorie ubereinstimmend zeigen - von der absoluten 
Helligkeit M viel starker abhangen, als vom Spektraltyp, so geben Intensitats
messungen der BALMER-Linien eine ausgezeichnete Methode zur Bestimmung 
spektroskopischer Parallaxen. Die schon genannten Untersuchungen beschaftigen 
sich aIle mehr oder weniger mit diesem Problem. Auf die alteren Versuche von 
ADAMS und JOY an MT. WILSON sowie B. LINDBLAD ll. a. am Stockholmer 
Observatorium, die mit gesehatzten "Linienscharfen" arbeiten, konnen wir 
trotz ihrer praktischen Wichtigkeit nicht naher eingehen. " 

Besonders bemerkenswert sind Untersuchungen von Y. OHMAN [1329 u. a.J 
und C. J. ANGER [1302J uber die Gesamtabsorption von Hy und H6 in Sternhaufen. 
Da hier die Verfalschung der absoluten Helligkeitswerte durch die Unsicherheit 
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der Parallaxen und galaktische Absorption wegfallt, so tritt der Zusammenhang 
zwischen EJ. und der Sternhelligkeit m besonders deutlich zutage. Durch "Auf
schieben" der (EJ., m)-Kurven langs der m-Achse kann man direkt die Ent
fernungen zweier Sternhaufen vergleichen. Praktisch wichtig ist, daB die Aus
wahl der Spektraltypen nicht sehr genau zu sein braucht. Nach C. J. ANGER 
(s. oben) kann man fUr B5-A3 mit einer Eichkurve auskommen. In Verbindung 
mit den in Kap. XI dargestellten "Kurzverfahren" zur Messung der EJ. diirften 
wir hier die spektroskopische Parallaxenmethode der Zukunft vor uns haben. 

Ein weiteres Ergebnis der Untersuchung von Miss ANGER verdient noch unser 
Interesse: Beim Vergleich der Eichkurven von Messier 7 und den Plejaden 
zeigen sich Unterschiede, die nicht auf eine Verschiebung langs der m-Achse 
zuriickgefiihrt werden konnen1 . Wenn dieses Ergebnis nicht doch schlieBlich 
durch irgendwelche systematische Fehler vorgetauscht wird, so miiBte man zur 
Erklarung wohl Unterschiede in der chemischen Zusammensetzung beider Stern
haufen annehmen. Ein solcher SchluB, dem im Hinblick auf kosmologische 
Fragen (vgl. KUIPER [1319J) hOchste Bedeutung zukame, diirfte jedoch erst 
gerechtfertigt sein, wenn seine empirischen Grundlagen besser gesichert sind. 

1m Hinblick auf den g-Effekt der BALMER-Linien sind noch besonders inter
essant die von Y. OHMAN [1330-1] untersuchten Spektren der weiBen Zwerge O2 

Eridani B und v. Maanen Nr. 1166. Die Mikrophotometerkurven beider Sterne 
zeigen nur die sehr starken und breiten BALMER-Linien Hp bis HI;. Von den 
folgenden Linien und auch dem BALMER-Kontinuum ist nichts zu sehen. Dies 
iiberrascht zunachst, denn nach den iiblichen Kriterien (Starke der BALMER
Linien, Fehlen der K-Linie A. 3933) wiirde man diese Sterne als ",Ao klassi
fizieren und demnach an der BALMER-Grenze einen Sprung von ",1 GroBen
klasse erwarten. 

Die Schwierigkeiten lassen sich auf Grund der Theorie des zwischenmole
kularen Starkeffektes klaren, wenn man annimmt, daB die Temperatur dieser 
Sterne etwa der eines Bo-B2-Sternes gleich ist. Dann zeigt das BALMER
Kontinuum entsprechend der hohen Temperatur kleine Intensitat, deren Er
kennen durch die Breite von He, HI; ... weiter erschwert wird. Die ersten. 
Serienglieder dagegen werden durch den hohen Elektronendruck so stark ver
breitert, daB sie aussehen, wie wenn sie zu einem regularen A-Stem gehorten. 
Es soUte moglich sein, diese Hypothese durch Vergleich der Farbtemperatur 
von O2 Eridani mit B- und A-Stemen zu priifen. (Farbenindizes diirften wegen 
der Mitwirkung der BALMER-Linien und des BALMER-Kontinuums keinen 
sicheren SchluB zulassen.) 

Nachdem wir fUr e < 0,55 Beobachtung und Theorie verglichen haben 
versuchen wir dasselbe fiir die spiiteren Spektraltypen, d. h. e > 0,55 und 
betrachten zunachst den g-Effekt. 

Da die hohen Serienglieder wegen der zahlreichen storenden Metallinien nur 
mit sehr groBer Dispersion gemessen werden konnen, so gibt es fUr Sterne noch 
keine N 2H -Bestimmung nach der Methode "diinner Schicht". Dagegen konnten 
Y. OHMAN und W. IWANOWSKA [1332J durch spektralphotometrischen Vergleich 
zeigen, daB das BALMER-Kontinuum in cF-Sternen wesentlich starker ist, als 
in normalen F-Sternen. Die in Fig. 91 zum Ausdruck kommende Zunahme 
von N2H mit abnehmendem g wird also in qualitativer Hinsicht bestatigt. 

In den BALMER-Linien Hp, Hi' ... arbeiten - wenn wir wieder c-Sterne 
und Zwerge vergleichen - das Anwachsen der N 2H und die Abnahme des 
Elektronendruckes einander entgegen. Tatsachlich beobachtet man bei den 
Spektraltypen spater als Go eine Zunahme der Intensitat der Wasserstofflinien 

1 Vgl. auch Y. OHMAN [13291. 
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beim Ubergang von Zwergen zu Riesen desselben Spektraltypsl. Zwischen A5 
und GO liegt eine Stelle, bei der die Starke der BALMER-Linien von der absoluten 
Helligkeit unabhangig ist; nach Y. OHMAN [1328-9J etwa bei GO, nach 
E. G. WILLIAMS [1369J schon bei F. 

Die Theorie scheint in quantitativer Hinsicht diesen Feststellungen noch 
nicht ganz gerecht zu werden: N ach Fig. 84 geht fur die spateren Spektral-
typen Pe ----{g und nach Fig. 91 das N2H --- g-j bis g-t. Da nach (72,6) die 
Starke der Linien durch Fot. N2H ""' Fe· N2H bedingt ist, so soUte diese also 
von g unabhangig sein bzw. hochstens mit g ein wenig zunehmen. Dasselbe 
findet auch S. VERWEY [1367J auf Grund von Rechnungen nach dem PANNE
KOEKschen Modell. Wahrscheinlich sind fur die nicht mehr sehr breiten Wasser
stofflinien z. B. der G-Sterne die physikalischen Voraussetzungen der HOLTS
MARKschen Theorie nicht mehr erfuUt. 

Vergleichen wir weiterhin Beobachtung und Theorie bezuglich der Absolut
werte von log N 2H: 

Fur die Sonne (GO) fanden wir aus den Gesamtabsorptionen der hohen 
Serienglieder mit groBer Sicherheit log N 2H = 15,7, wahrend die Theorie nach 
Fig. 91 mit e = 0,88 und log g = 4,44 den viel kleineren Wert 14,0 liefert. Diese 
Diskrepanz wird bei tieferen Temperaturen immer starker. Nach E. M. LINDSAY 
[1323J zeigen die mit Gl. (72,12 bzw. 14) aus H~ bestimmten unteren Grenz
werte von N2H vom Spektraltyp G nach M hin eher eine Zu- als Abnahme. 

Da wir durchweg mit unteren Grenzwerten von N 2H operieren, so kann die 
viel zu groBe Starke der BALMER-Linien in den spat en Typen nicht irgendwie 
durch einen Mangel der Theorie des Linienabsorptionskoeffizienten verursacht 
sein. DaB sie weiterhin nicht - wie gelegentlich angenommen wurde - mit 
einer Art Metastabilitat des 22 S-Niveaus zusammenhangt, wird dadurch bewiesen, 
daB z. B. auf der Sonne auch der aus den PASCHEN-Linien bestimmte Wert 

von log NaH= 14,1 viel zu groB ist. Das beobachtete Verhaltnis log ~:: =-1,6 

entspricht etwa dem, was man bei nahezu wellenlangenunabhangiger wirksamer 
Tiefe nach der BOLTZMANNschen Formel erwartet. Fur e = 0,88 ergibt diese 

namlich log ~: = -1,3. 

H. N. RUSSELL und W. S. ADAMS [1341J haben dann zuerst erkannt2, daB 
die besprochene Erscheinung nicht auf die Wasserstofflinien beschrankt ist, 
sondern daB in den kiihleren Sternen alle Linien mit hohen A nregungsspannungen 
starker erscheinen, als man erwartet, wenn man in der iiblichen Weise die BOLTZ
MANNsche Formel aut eine wirksame Schicht bestimmter Dicke anwendet (mit 
insgesamt NH Atomen/cm2 ; vgl. etwa Fig. 83). Man spricht daher vielfach von 
"Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht". Wir ziehen die neutralere 
Bezeichnung "ADAMS-RusSELL-Phanomen" vor. Verf. hat seinerzeit [1360J 
versucht, di.eses Phanomen zuruckzufUhren auf Abweichungen der Strahlungs
dichte vom PLANcKschen Gesetz: Nimmt man namlich an, daB der kontinuierliche 
Absorptionskoeffizient von A. unabhangig ist, so erhalt man im kurzwelligen 
Gebiet, da die Ergiebigkeit mit der Tiefe sehr rasch anwachst, noch Strahlung 
aus groBerer Tiefe als im langwelligen Gebiet. Infolgedessen wird dann z. B. 
die Strahlungsdichte an der Sternoberflache im Lymangebiet - das ja fUr die 
Anregung der Wasserstofflinien entscheidend ist - wesentlich starker, als man 

1 E. M. LINDSAY [1323] erhalt allerdings fiir die spateren Spektraltypen iiberhaupt 
keinen deutlichen g-Effekt. 

2 Diese Arbeit ist zwar in quantitativer Hinsicht als iiberholt zu betrachten, da es nicht 
statthaft ist, die "Eichkurve" der Sonne auf alle Sternen anzuwenden; das qualitative 
Ergebnis bleibt jedoch bestehen. 
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zunachst auf Grund "der Temperatur" des Sternes erwarten wiirde. Diese 
Theorie ist jedoch heute hinfallig, da nach Kap. VI im kurzwelligen Gebiet 
x)o> u wird, so daJ3 die Dichte der kurzwelligen Strahlung in der Sternatmo
sphare wenig vom thermischen Gleichgewichtswert abweichen sollte. 

Vielleicht kann man dagegen die scheinbaren Abweichungen vom thermischen 
Gleichgewicht erklaren durch eine sorgfaltigere Berucksichtigung der Schich
tungseflekte in der Theorie des Strahlungsaustausches. Nach Abschn. 67 laJ3t sich 
die Tiefe in den Linienflugeln, durch die die "Starke" einer Linie im we sent lichen 
bedingt ist, in der Form schreiben1 

00 

J" R=-~ G1 (7)d7, (72,25) 
o 

wo die Gewichtsfunktion G1 (7) nach Abb. 81 mit 7 rasch abnimmt. Solange x.lu 
mit 't' nicht stark variiert, kann man nun (72,25) wie gewohnt schreiben als 

Mittelwert von x./x uber die Schichten urn 7 = 0,5 mal dem f G1 (7) d 7. 

Dieses Verfahren ist aber nicht mehr statthaft bei Linien, deren Anregungs-
Xr, H 

energie> k T ist. Dann wachst der BOLTZMANN-Faktor e - 'k'f- mit 7 sehr rasch 
an und kann die Abnahme von G1 (7) zunachst iiberkompensieren. Das Integral 
(72,25) wird dann viel groJ3er, als man zunachst erwartet, da eben auch noch 
tiefere Schichten zur Verstarkung der Linien beitragen. Fur die Sonne erhielt 
Vert. [1216J durch eine derartige Rechnung - deren Grundlagen in Tabelle 36 
vollstandig bereitgestellt sind - log N2H = 14,6, also einen zwar verbesserten, 
aber immer noch zu klein en Wert. Flir den roten Riesenstern von Tabelle 37 
ergab sich 10gN2H,.......,10,8; wenn man mit x/x=1 rechnet, sogar 12,}. Es laJ3t 
sich noch nicht entscheiden, ob man mit genaueren Tabellen fUr den kon
tinuierlichen Absorptionskoeffizienten Ubereinstimmung von Theorie und 
Beobachtung erreichen wird. 

Ahnliche "Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht" wie in den 
Absorptionsspektren der Sterne machen sich in verstarktem MaJ3e im Emis
sionsspektrum des Sonnenrandes, dem Flashspektrum, bemerktbar. Wir erinnern 
nur an das Vorkommen der Linien von He und sogar He II 4686. Es erscheint 
zunachst verlockend, diese Beobachtungen mit den schon betrachteten in 
Zusammenhang zu bringen. Man macht sich aber leicht klar, daJ3 jedenfalls 
die oben skizzierte Erklarung auf das Flashspektrum nicht anwendbar ist. 
Hier mussen wir es vielmehr mit wirklichen Abweichungen von der BOLTZMANN
und SARA-Formel zu tun haben. Vielleicht hangen diese damit zusammen, daJ3 
die Sonnenoberflache infolge der Granulation kleine Stellen hoher Temperatur 
enthalt, deren starke kurzwellige Strahlung fUr die Uberanregung verantwortlich 
gemacht werden konnte. Wir werden die Frage spater im Zusammenhang mit 
der "Meteorologie der Sonnenatmosphare" nochmals aufgreifen. Ob dieser 
zweite Effekt neben dem "Schichtungseffekt" auch fUr die tieferen Schichten, 
in denen die Absorptionslinien entstehen, von Bedeutung ist, laJ3t sich heute 
noch nicht libersehen. 

73. Druckeffekte und verbotene Linien im Heliumspektrum. 
Den handgreiflichsten Beweis fUr die Wirksamkeit zwischenmolekularer 

Felder in den Sternatmospharen fanden O. STRUVE und C. T. ELVEY [1344-8; 
1308-9J in dem Auftreten der "verbotenen" Heliumlinien. Zum Beispiel 

1 Bei den BALMER-Linien haben wir vorwiegend " Absorption" . Die Art des Strahlungs
austausches hat im iibrigen kaum einen EinfluB auf das Ergebnis. 
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erscheint im kurzwelligen Flugel der "erlaubten" Linie 
2 3po_ 4~D . .. A 4471,6 

die "verbotene" Linie 

299 

Entsprechend bei 21pO-51D .It. 4388 und - in etwas geringerem MaJ3e -- bei 
allen Linien der diffusen Nebenserien von Ortho- und Parhelium. 

Fig. 92 zeigt nach J. PAUWEN [1335J die Konturen der erwahnten Linien 
in dem B2-Stem 88y Peg. Bei A 4472 ist die verbotene Komponente durch 
Spiegelung isoliert. em 
erkennen zu lassen, wie
weit die gemessenen Kon
turen dureh den Spektro
graphen beeinflu13t wer
den, sind noeh einige 
schwache Metall-Linien 
gemessen. 

Die Wellenlangendif
ferenzen: erlaubte-ver
botene Linien stimmen 
naeh zahlreiehen Mes
sungen am Yerkes-Ob
servatorium so genau mit 
den entsprechenden La
boratoriumsdaten uber
cin, als man dies bei dem 
diffusen Charakter der 
Linien erwarten kann. 

Das Intensitats- (d. h. 
Gesamtabsorptions-) Ver· 
haltnis von verbotener 

~e I 
I I 
I I 

I 

f 

9 
Fig. 92. Konturen der Heliumlinim }. 4388 (I) und 4472 (g) mit "verbotener" 
Komponente in 88 y Peg. (B2). Nach]. PAUWEN [1335]. Zur Beurteilung des 
Spektrographen oben die Linien Mg1l4481, SillI 4552, 4568 und 4574 (a-d). 

Abszissenskala: 0,5 A; Ordinaten: 10% Absorption. 

und erlaubter Linie hat C. T. ELVEY [1308J an den Stemen 17CCas, 85lHer(B3) 
und 88yPeg(B2) gemessen. Er findet im Mittel (mit einer Cnsicherheit von 
schatzungsweise 30%) 

und 

2 3po-4 3Fo; ).4469,9 
(V4472heob. = -23po_43D; ). 4471,6 ~ 0,29 (73,1 ) 

(73,2) 

Naeh (72,1) berechnet man fUr einen B-Stem mit T=20000° und log Pe=2,75 
(Fig. 84) eine Normalfeldstarke 

Fo = 6,9 elst. C.G.S.-Einheiten = 2,1 kV/cm (73,3) 

und damit eine mittlere Feldstarke1 

00 

F = Fo! fJ TV (fJ) dfJ = 3,4Fo (73.4) 

oder 
F = 7kV/cm. 

1 Da die Intensitat der verbotenen Linien nach der Quantenmechanik ,....., F" geht, so 
muBten wir richtiger den Mittelwert -VP" bilden. Dieser konvergiert aber mit der HOLTS
MARKschen W (~)-Funktion nicht; man miiBte viclmchr die Wechselwirkung von H-Atom 
und storendem Elektron bzw. Ion in Rechnung stellen. Die folgenden Rechnungen haben 
mehr den Charakter einer vorlaufigen Abschatzung. 
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Damit erhalt man nach J. S. FOSTER [1314J, dem wir die bei weitem grundlichste 
experimentelle und theoretische Bearbeitung des He-Starkeffektes verdanken 1, 

filr die obigen IntensitatenverhaJtnisse 

(73,5) 

Wie man sieht, gibt die Theorie der Gro13enordnung richtig wieder. Ein quan
titativer Vergleich von Beobachtung und Theorie ist aber nicht statthaft, da 
- wie man z. B. aus Fig. 92 sieht -- die verbotene Linie in optisch dunner, die 
erlaubte dagegen in dicker Schicht absorbiert wird. Die Vth. sind vielmehr nur 
als unterer Grenzwert zu betrachten 2, da bekanntlich bei Schichtdickenver
gro13erung irgendwelche Intensitatsverhaltnisse sich zunachst immer der Eins 
nahern. 

Als weitere Wirkung des zwischenmolekularen Feldes findet O. STRUVE 
[1345J, da13 samtliche Linien der diffusen Nebenserie (P-D) von Ortho- und 
Parhelium ein verwaschenes Aussehen zeigen, wahrend die Linien der scharfen 
Nebenserien (P-S) ganz schmal sind 3. Dies hangt ohne Zweifel damit zu
sammen, da13 die D-Terme viel starkeffektempfindlicher sind als die S-Terme. 
Aber nach unseren fruheren Erorterungen ist es hier nicht statthaft, die adia
batische Theorie von HOLTSMARK, d. h. Gl. (47,27 u. 28) anzuwenden, sondern 
man mu13 die erweiterte StofJdampfungstheorie von LORENTZ, WEISSKOPF und 
LENZ aus Abschn. 71 heranziehen. 

Dies wird nach O. STRUVE dadurch bestatigt, da13 in Fig. 92 die Konturen 
"on A 4472 und 4388 selbst im wesentlichen symmetrisch verbreitert werden, 
wahrend die HOLTSMARKsche Theorie ja eine voIlig einseitige Verbreiterung 
erwarten lie13e. 

Auch die geringe Abnahme der Linienintensitaten mit wachsender Glied
nummer in der 21po-n l D-Serie (qualitative Schatzungen bei O. STRUVE [1345J) 
erinnert an die in Abschn. 71 diskutierten Beobachtungen von MINNAERT und 
GENARD in der entsprechenden Mg-Serie des Sonnenspektrums. 

Die Berechnung der Sto13dampfung bietet keine Schwierigkeit, solange der 
Starkeffekt mit dem Quadrat der Feldstarke geht. Befindet man sich aber, wie 
gerade bei den He P-D-Linien, schon zum Teil im linearen Bereich, so treten 
theoretische Schwierigkeiten auf, die bis jetzt noch nicht uberwunden sind. 

Die Abhangigkeit der Intensitat der Heliumlinien von Spektraltyp und 
absoluter Helligkeit, bzw. T und g, scheint eines der kompliziertesten Probleme 
der Sternspektroskopie zu sein. Eine Zusammenfassung der vorliegenden, in 
der Hauptsache nur qualitativen Beobachtungen, gibt O. STRUVE [1347]. Dber 
:vressungen der Konturen von A 4472 und 4388 in Od-B9 Sternen vgl. C. T. 
ELVEY [1309]. In theoretischer Hinsicht sind an der Verbreiterung der He
Linien sicher beteiligt: 

1. Dopplereffekt (hohe Temperatur; kleines Atomgewicht; vgl. Abschn. 70) 
und evtl. Turbulenz. 

2. Strahlungsdampfung. Insbesondere der 21po-Term wird durch die Mog
lichkeit des Dberganges zum Grundterm stark verbreitert; im Triplettsystem 
faIlt dieser weg. 

3. StofJdampfung. Besonders bei den D-Termen; quantitativ noch nicht 
genau erfa13bar. 

1 Altere Literatur dort und bei STRUVE, s. S. 298. 
2 Dies zu der Diskussion von J. S. FOSTER und A. V. DOUGLAS [1315J mit O. STRUVE 

[1348]. 
3 Geringe Verbreiterungseffekte zeigen nach BAXANDALL und STRUVE (5. S. 298) auch 

einige vom Laboratorium als druckempfindlich bekannte N I I-Linien. 
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Ob neben diesen Effekten noch Abweichungen vom thermischen Gleich
gewicht, die mit der Metastabilitat des 2 3po-Niveaus zusammenhangen konnten, 
auftreten, ist zur Zeit noch nicht zu sagen. 

Auch die Bestimmung der wirksamen Anzahl absorbierender Heliumatome 
und damit der kosmischen Haufigkeit dieses Elementes wird sehr behindert 
durch diesen unbefriedigenden Zustand von Theorie und Beobachtung. Aus den 
erwahnten Beobachtungen von C. T. ELVEY hat Verf. [1363J Abschatzungen 
von den Grenzfallen dicker Schicht (mit Strahlungsdampfung) und dunner 
Schicht her versucht und erhielt ein Haufigkeitsverhaltnis 

Helium: Wasserstoff,....., 1 : 100. 

Die Unsicherheit dieser Zahl durfte etwa einen Faktor 4 betragen. 
Es bedarf schlieBlich kaum eines Hinweises, daB sowohl die Verwaschenheit 

der diffusen Serien, wie die relative Starke der verbotenen Linien im Prinzip 
zur Bestimmung absoluter Helligkeiten herangezogen werden konnen, doch 
durfte die Genauigkeit dieser Methoden sehr beschrankt sein. 

74. Die Intensitat in der Mitte der FRAUNHOFER-Linien. 
(Restintensi tat). 

Bei den "schwachen" FRAuNHoFER-Linien, in denen fUr alle Wellenlangen 
der Fall dunner Schicht realisiert ist, bietet die Erklarung einer endlichen 
lntensitat in der Linienmitte keine Schwierigkeit. Es ist allerdings zu be
merken, daB die "gemessenen" Restintensitaten der M etallinien in diesem 
Bereich (nach Abschn. 69 muB E" <.dAD sein) rein instrumenteller Natur sind. 
:\Iit einiger Sicherheit erfaBbar 1st die Restintensitat fur den Fall dunner Schicht 
vielmehr nur fur die stark druckverbreiterten hoheren Glieder der BALMER
Serie. 1m Sonnenspektrum z. B. ist nach Messungen des Verf. [1359J die Tiefe 
in der Mitte der Linien HI5 und HI6 A 3711 ,97 und 3703,85 etwa 15 %. 

Bei den "starken" FRAUNHOFER-Linien, in deren Mitte die wirksame Schicht
dicke fUr selektive Streuung + Absorption ;» 1 wird, ist die Erklarung endlicher 
Restintensitaten nicht ganz so einfach. Betrachten wir daher das Problem 
zunachst vom phanomenologischen Standpunkt aus! 

Die in Rap. XII entwickelten Formeln ergeben fUr S.S.- und M.E.-Modell 
im FaIle reiner Streuung durchweg die Restintensitat Null. 

1st dagegen der ElementarprozeJ3 der Reemission unabhangig von dem der 
Absorption, d. h. erfolgt der Strahlungsaustausch nach dem Schema "Absorp
tion", so erhalt man in der Linienmitte uber die ganze Sonnen- (bzw. Stern-) 
Scheibe hinweg thermische Gleichgewichtsstrahlung der Grenztemperatur To. 
Die lntensitat in der Linienmitte ist also uberall gleich der lntensitat des konti
nuierlichen Spektrums am Sonnenrande. 

Beschaftigen wir uns zunachst etwas eingehender mit diesem Grenz/all reiner 
"A bsorption" oder "lokalen thermodynamischen Gleichgewichtes"! 

Die Berechnung der Reemission in einer Linie durch Anwendung des RIRCH
HOFFschen Satzes ist nur erlaubt, wenn die Sternatmosphare vom Zustande 
thermischen Gleichgewichtes nicht aIlzu weit entfernt ist. Sie ist also insbesondere 
nicht statthaft fUr sehr attsgedehnte Atmospharen (spharisches im Gegensatz zu 
dem hier fast ausschliel3lich behandelten ebenen Problem) in denen die Dichtc 
und Frequenzverteilung der Strahlung nicht mehr in der durch das PLANcKsche 
Gesetz gegebenen Beziehung stehen i . 

1 Tatsachlich scheint das nach unseren Formeln noch unverstandliche Auftreten von 
Emissionslinien in den Spektren friiher Spektraltypen von ausgedehnten N ebelhiillen 
herzuriihren. 
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Die zweite schon erwahnte Voraussetzung, namlich die Unabhangigkeit 
der Elementarprozesse von Absorption und Reemission, wird in erster Linie 
bei Quantenspriingen zwischen hochangeregten Atomzustiinden verwirklicht sein. 
Denn es ist auBerordentlich unwahrscheinlich, daB z. B. das Leuchtelektron. 
eines \Vasserstoffatomes nach dem Absorptionsquantensprung 2 -+ 10 gerade 
die Emission 10 -+ 2 ausfUhrt. Von da fUhrt eine vollige stetige Verbindung 
zu Ubergangen zwischen diskreten und kontinuierlichen Zust~inden, also zur 
Theorie cler Seriengrenzkontinua. Wir erinnern an den in Abschn. 36 ein
gehend untersuchten Intensitatssprung an der Grenze der BALMER-Serie A 3645 ! 

Beide Voraussetzungen diirften in den "normalen" Sternspektren recht gut 
realisiert sein fUr die hOheren Clieder der BALMER- und PAScHEN-Serie des 
Wasserstojjes. 

Wie C. S. Yb [633J zuerst bemerkt und andere Beobachter bestatigt haben, 
geht bei den A-Sternen die Folge der Restintensitaten der hoheren Linien der 
BALMER-Serie stetig in die Intensitat der an die Seriengrenze bei A 3645 an
schlieBenden kontinuierlichen Absorption iiberl. Diese Beobachtung ist leicht 
zu erklaren: 

Nach Tabelle 30 ist fUr e < 0,6, d. h. T> 8400° K hinter der Seriengrenze 
},3645 das Verhaltnis x/x R:O 3 > 1, d. h. wir bekommen dort ebenso wie in der 
Mitte der Linien fast nur thermische Gleichgewichtsstrahlung der obersten 
Atmospharenschicht mit der Grenztemperatur To. 

Hi. beliebige Spektraltypen, bei denen fUr A < 3645 das Verhaltnis xli( nicht 
mehr graB genug ist, urn die Strahlung tieferer und heiBerer Schichten abzu
stoppen, kann man das IntensitatsverhaItnis der Linienmitte zum benachbarten 
kontinuierlichen Spektrum fUr die hoheren Glieder der BALMER-Serie leicht be
rechnen als Verhaltnis der Gleichgewichtsstrahlung der Temperatur To zur In
tensitat des kontinuierlichen Spektrums. Mit Hilfe unserer "linearen Naherung', 
fUr den Strahlungsstrom erhalten wir nach Gl. (65,28) oder (31,14) 

1 
(74,1) 

2 ' 
1 + , flo 

.J 

wo Po in der durch (65,4) beschriebenen Weise von u/x abhangt. 
Fiir die in Kap. VI meist zugrunde gelegte "Sternmischung" (Wasserstoff: 

Metalle = 13,7: 1; Zeft. = Z + 1,5) habcn wir u/x in Tabelle 30 berechnet. 
bei A 4000 bzw. 3645 erhalt man damit die in den erst en Zeilen der folgenden 
Tabelle in % angegebenen Linientiefen Rc = Fo - FIFo. Wiirde man mit 
H: M = 50 : 1 rechnen oder das Z~ff. in der Theorie des kontinuierlichen Ab
sorptionskoeffizienten im entsprechenden Verhaltnis verkleinern, so crhielte 
man statt dessen fUr A 3645 die in der letzten Zeile angegebenen Werte. 

Tabelle 60. Berechnete Tiefe Rc = Fo-F/Fo der BALlI!ER-Linien in Prozent als 
Funktion der Temperatur T (bzw. @ = 5040/T) der Sternatmosphare. 

0,1 I 0,2 I 
--- -Sow~ I 25 200 

Sternmischung {).4000 
H:M=13,7:1A3645+ 

H:1'vI=50:1 }.3645+ 

9,6 I 20,7 
11,4 23,6 

7.7 21,6 

0,3 I 0,4 I 0,5 I 0,6 I 0,7 I 0.8 

16800 12600 10080 8400 7200 6300 

32,8 
36,9 

38,6 

47,6 
52,1 

56,3 

56,3 
56,3 

65,3 

59,3 
61,1 

70,5 

63,7 63,/ 
63,7 63,7 

63,7 63,7 

1 Selbstverstandlich gilt dies nur, wenn das Trennungsvermogen der Apparatur aus
reicht, urn die wahren Restintensitaten wiederzugeben. Ebenso sind Sterne auszuschlieBen, 
deren Linien durch Rotation - Dopplereffekt - verbreitert werden. 
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Die Ergebnisse der Theorie vergleichen wir nunmehr mit den Beobachtungen 
von E. G. WILLIAMS [1369J, S. GUNTHER [1316J und P. W. MERRILL und 
O. C. WILSON jr. [1324J - urn nur die wichtigsten zu nennen. Diese zeigen 
ubereinstimmend, daB die Restintensitat bzw. die maximale Linientiefe von 
Hy = H{j an fast konstant bleibt (vgl. Fig. 93 nach S. GUNTHER, s. oben) bis 
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Fig. 93. Verlauf der Linientiefen der BALMER·Serie in den einzelnen Spektralklassen nach S. GUNTHER [1316]. 

man zu so hohen Serienglieder kommt, daB entweder die wirksame Schicht
dicke fUr selektive Absorption in der Linienmitte < 1 wird oder die Linienflugel 
sich so stark uberlappen, daB die Intensitat zwischen den Linien erheblich herab
gedruckt wird. Dadurch ist erwiesen, daB die Restintensitat nichts mit den 
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Fig.94a. Maximale Tiefe der hOheren Glieder der BALMER·Serie. Berechnet fur A. 36+5. 
Fig. 94 b. Beobachtungen der Linientiefe der hoheren Glieder der BALMER·Serie. H{j nach E. G. WILLIAMS [1369]: 00. 

Mittelwert der drei tiefsten Linien nach S. GUNTHER [1316]: + Sterne der Hauptsequenz. x c·Sterne. 

Oszillatorenstarken usw. zu tun hat (denn diese variieren z. B. von H4 bis H17 
im Verhaltnis 165 : 1 I). 

In Fig.94a haben wir die Ergebnisse von Tabelle 60 nochmals ubersichtlich 
dargestellt und vergleichen sie mit den in Fig. 94 b als Funktion des Spektral
types aufgezeichneten Messungen. 

Hinsichtlich der Absolutbetrage der Linientiefen stimmen Beobachtung 
und Theorie (BO entspricht e ~ 0,25) am besten uberein, wenn man mit H: M 
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50: 1 oder mit H: M = 13,7: 1 und entsprechend verkleinertem Z:ff. rechnet. 
Dies paBt gut zu den Ergebnissen unserer Untersuchung uber das BALMER
kontinuum in Fig. 53 a u. b. DaB die berechneten Tiefen bei T r-..J 7000° etwas 
zu klein ausfallen, ruhrt - wie wir sogleich sehen werden - im wesentlichen 
von der Ungenauigkeit unserer "linearen" Naherung fur die Ergiebigkeit her. 
Die Ursache der Differenzen bei den 0 und BO-Stemen dagegen ist nicht
recht klar. 

Der Vergleich von normalen und c-Stemen in Fig. 94b zeigt weiterhin, daB 
die Restintensitaten praktisch unabhangig vom Druck sind. Auch hierin finden 
wir beste Dbereinstimmung mit der Theorie: Nach Kap. VI ist namlich das 
Verhaltnis "Ii<. und damit Po nahezu druckunabhangig. Die Ausdehnung der 
Theorie auf die PAScHEN-Serie durfte keine Schwierigkeiten bieten, doch wollen 
wir hierauf nicht naher eingehen. 

Urn die Genauigkeit unserer berechneten Restintensitaten festzustellen, 
rechnen wir ein einfaches Problem einmal mit Hilfe der linearen Naherung 
und dann streng durch. Wir betrachten die Tiefe von Linien, die durch reine 
"Absorption" entstehen, im Spektrum der Mitte der Sonnenscheibe. Das Inten-

Tabelle61. Linientiefen im Spek
trum der 0-Mitte. Fiir eine Ab
sorption mit 'Xlu = 1 und T,,= 5740° K. 
a) Mit der linearen Naherung fiir die 
Ergiebigkeit. b) Exakt nach MAUE 

i, 

3230 
3737 
4265 
5062 
6702 

10080 

und UNSOLD [523]. 

Linientiefe in % 
Spektrum der (V-Mitte 

-- - - .~---~~~-~~ 
Lineare Naberungl Exakter Wert 

77,5 
74,9 
72,3 
68,8 
62,7 
53,8 

90,2 
85,9 
81,4 
75,0 
64,2 
50,3 

sitatsverhaltnis von Linienmitte: Konti
nuum ist dann gleich dem fUr das konti
nuierliche Spektrum geltenden Verhaltnis 
von 8-Rand zu 8-Mitte, also - wie auch 
z. B. aus (64,24) hervorgeht nach der 
linearen Naherung 

1(0,0) 1 

- 10 (0) = 1 + {Jo . (74,2) 

Andererseits haben wir in Tabelle 23 dieses 
Verhaltnis (fUr die Sonne ist praktisch 
"Iii = 1) auch exakt berechnet. Den Ver
gleich der Linientiefen 10 - 1110 in % gibt 
fUr einige Wellenlangen die nebenstehende 
Tabelle 61. Man erkennt zunachst, daB 
die Unstimmigkeiten der Fig. 94 a fur 
T < 8000° offenbar rein mathematischen 

Ursprunges sind. Es ist weiterhin interessant, die Berechnungen der Tabelle 61 
mit Messungen der Tiefe von Hy und HIj im 8-Spektrum zu vergleichen1 : 

A 
Linien- {Beob. 

tiefe in % Ber. 

Hy 
4340 

85 
81 

H(j I 4102 
78 Nach C. W. ALLEN [1110] 
83 Nach Tabelle 61; Spalte 3 

(74,3) 

Die Ubereinstimmung von Beobachtung und Theorie ist recht befriedigend. 
Trotz der groBen Schwierigkeit aller Restintensitatsmessungen durfte es 

heute schon sicher sein, daB z. B. viele der starken Metallinien im Sonnen
spektrum Restintensitaten haben, die zwischen Null und den fur reine Ab
sorption berechneten Werten liegen. Zum Beispiel finden M. MINNAERT [1135J 
und A. D. THACKERAY [1151J fUr die sehr breiten und daher relativ sicher 
meBbaren Resonanzlinien des Call A 3933/68 (K und H) im Spektrum der 
0-Mitte r-..J8%. Fur die CaI-Resonanzlinie A 4227 ergibt eine Prazisionsmessung 
von R. O. REDMAN [1146J eine Restintensitat von nur r-..J2%. Dagegen zeigt 
das Mg-Triplett A 5167, 5173, 5184 anscheinend erheblich groBere Restintensi
taten: H. H. PLASKETT [1143J fand fur 0-Mitte r-..J20%; nach einer neueren 

1 Auf H IX und {J darf unsere einfache Theorie wohl nicht angewandt werden; fiir die h6heren 
Serienglieder durfte in der Linienmitte 'X nicht mehr :> ii sein. 
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Untersuchung von E. CHERRINGTON [1116J solI dieser Wert bei Beriicksichtigung 
aller Korrektionen sich auf "-' 1 0 % reduzieren. 

Diese Restintensitaten haben wir in Abschn. 65 (S. 243 f.) schon von einem 
rein phanomenologischen Standpunkt aus behandelt: In der Linienmitte gehen 
zwar x. und a. praktisch gegen unendlich. Wenn aber das Verhiiltnis xv/a. dabei 
einen endlichen Wert behiilt, so ist die Restintensitiit der Linie und ihre M itte
Rand-Variation durch die Gl. (65,39-42) bestimmt. 

Es bleibt also noch die Aufgabe, herauszufinden, wie dieses x./a. zustande 
kommt und berechnet werden kann. Wir beschranken uns dabei zunachst auf 
Resonanzlinien vom Typus der NaD-Linien; in komplizierteren Fallen werden 
wir uns mit einer mehr qualitativen Behandlung begniigen. 

A. UNSOLD [1358J und R v. D. R WOOLLEY [1371J dachten zunachst an 
die Wirkung von StofJen. Wird - urn beim Beispiel der D-Linien zu bleiben -
das Leuchtelektron aus dem 32P-Term gelegentlich durch einen StoB 2. Art 
entfernt, so muB - als inverser ProzeB - derselbe Term auch durch St6Be 1. Art 
angeregt werden. Da die Geschwindigkeitsverteilung der stoBenden Teilchen 
- welcher Art sie sind, braucht uns nicht zu interessieren - von der MAXWELL
schen kaum wesentlich abweichen kann, so dad man 
die Absorption durch St6Be 2. Art und die entsprechende £>0 

Reemission nach dem KIRCHHOFFschen Satz verkniipfen £-0 ~~...:...:...~~ 
und hat damit einen Modus, urn auch in Resonanzlinien 
wahre Absorption x. zu bekommen. Aber diese Theorie 
ist nach A. PANNEKOEK [1207-8J einem verhangnis- £<0 
vollen Einwand ausgesetzt: Der Streukoeffizient z. B. -+----.2 
der D-Linien im Sonnenspektrum ist nach Fig. 58 in der 
Linienmitte etwa 105mal gr6Ber als bei der Halbwerts-
breite, wo er nach Kap. XII etwa gleich dem kontinuier-
lichen Absorptionskoeffizienten wird. Wahrend wir III 

den iiufJeren Teilen der Linie Strahlung aus einer Schicht 
def optischen Dicke i o,,-,0,5 (fUr kontinuierliche Absorp
tion) bekommen; k6nnen wir in der Linienmitte nur 
bis i~"-' 10-5 "hereinsehen". Man kann aber leicht iiber
schlagen, daB in dies en H6hen der Druck langst nicht 

Fig.95. Entstehung 
der Restintensitat 
einer Resonanzlinie. 

ausreicht, urn die mittlere Zeit zwischen zwei ausl6schenden St6Ben in die 
Gr6Benordnung 10-8 sek zu bringen. Auch die in Abschn.71 gefundenen 
StoBdampfungskonstanten (die sich ja auf die tiefere Schicht io ~ 0,5 beziehen) 
zwingen zu demselben SchluB. Die StoBtheorie der Restintensitaten ist also 
nicht zu halten. 

Man muB vielmehr, wie S. ROSSELAND [1338J zuerst bemerkt hat, die 
Wechselwirkung des absorbierenden Atoms mit dem Strahlungsfeld (dessen 
Intensitat mit i-O ja einem endlichen Wert zustrebt) beriicksichtigen. Die 
Restintensitat wird damit auf eine Art Fluoreszenz- oder Rekombinationsleuchten 
zuriickgefiihrt. 

Die Theorie dieser Vorgange ist von A. UNSOLD [1365J und B. STROMGREN 
[1343J entwickelt worden. Auf eine zeitlich dazwischenliegende Arbeit von 
R v. D. RWOLLEY [1374J, der mit ganz anderen Methoden zu nahezu demselben 
Ergebnis kommt, werden wir nachher eingehen. 

Betrachten wir wieder eine Resonanzlinie, die (Fig. 95) durch Dbergange 
zwischen dem Grundterm 1 und dem nachsth6heren Term 2 (statistische 
Gewichte g1 und g2) zustande komme. Die Wahrscheinlichkeitl des Dberganges 
2 _ 1 mit der Frequenz 1'12 ist - pro Atom im Zustand 2 - gleich Al2• 

1 Die erzwungene Emission kiinnen wir hier und im folgenden vernachlassigen. Dement
sprechend rechnen wir auch mit dem \VIENschen Strahlungsgesetz. 

Unsold, Sternatmospharen. 20 
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Nun kann aber das Leuchtelektron yom Zustand 2 aus, anstatt direkt nach 1 
zuriickzukehren, auch unter Absorption eines weiteren Lichtquants '1'%2 auf ein 
h6heres Niveau x gehoben werden oder - falls x im Bereich positiver Energie 
liegt - als Photoelektron ausgeworfen werden. Die Wahrscheinlichkeit solcher 
Vorgange ist (wieder pro Atom im Zustand 2) gleich J:BX2 'e%2, wo BX2 die be
kannte EINSTEINsche Dbergangswahrscheinlichkeit und e%2 die Strahlungs
dichte bei 'I'x2 bedeutet. Die Summe ist zu erstrecken iiber alle von 2 aus nach 
"oben" fiihrenden Ubergange nach E> und < o. 

Entspricht nun die diesen Absorptionsprozessen zugehOrige Reemission 
dem SCHWARZSCHILDschen Schema: "Absorption"? 

Fiir die Ubergange nach E > 0, die STROMGREN (s. S. 305) allein betrachtet, 
ist diese Frage ohne Zweifel zu bejahen, denn bis die ausgeworfenen Photo
elektronen von irgendwelchen Ionen wieder eingefangen werden (Rekombina
tionen) hat sich ihre Geschwindigkeitsverteilung langst der MAxwELL-Kurve 
fUr die Temperatur ihrer Umgebung angepaBt. Ebensogut wie wir die Ioni
sation in Sternatmospharen nach der SAHAschen Formel berechnen, diirfen 
wir also jedenfalls auf den kontinuierlichen Teil der Absorptionsvorgange 2-7-X 

den KIRCHHoFFschen Satz anwenden 1. 

Wie steht es aber mit den diskreten Niveaus x (E < 0), die Verf. seinerzeit 
allein in Betracht zog? Gegen ihre Beriicksichtigung hat A. PANNEKOEK [1333] 
einen Einwand erhoben, der - nach Abstreifung mathematischen Beiwerks -
auf folgendes herauslauft: 

Nehmen wir - der Einfachheit wegen - an, es sei nur ein Niveau x vor
handen und schematisieren die Wellenlangenabhangigkeit des Absorptions
koeffizienten in '1'12 und '1'%2 durch ein RechteckR der Frequenzbreite L1'1' (was 
fUr den Dopplerkern eine ganz passable Annaherung ist), so muB jedem Uber
gang 2-7-X ein solcher von X-7-2 folgen. Ein gelegentlicher "Ausflug" des Leucht
elektrons n nach x andert an der Reemission in der Frequenz '1'12 also nichts. 
Die Verhaltnisse andern sich aber - was PANNEKOEK (s.oben) nicht beriick
sichtigt hat - grundlegend, wenn man den "Verkehr" von x nach den anderen 
hochgelegenen Niveaus in Betracht zieht. Wenn x nicht zu weit (~2 V) von 
der Grenze E = 0 entfernt ist, so wird namlich 2 das Leuchtelektron von x aus 
nahezu ebenso haufig nach anderen hochgelegenen Niveaus oder in das Kon
tinuum· E > 0 springen, wie es direkt nach 2 zuriickkehrt. Durch diese Kreuz
und Querspriinge werden die Besetzungsverhaltnisse der hochgelegenen Niveaus 
rasch dem BOLTZMANNschen Gesetz angepaBt. Wir diirfen also auch auf diskrete 
Niveaus x den KIRCHHoFFschen Satz anwenden, sofern sie nicht zu weit von der 
Masse der iibrigen hochgelegenen Niveaus entfernt sind. Wie ein Blick auf die 
Niveauschemata zeigt, diirfte die Einschrankung z. B. bei den NaD-Linien 
ziemlich gegenstandslos sein, wahrend sie bei den H- und K-Linien wohl von 
Bedeutung werden kann. 

Damit konnen wir das gewiinschte Verhaltnis 'X./a. sofort anschreiben. Es 
ist nach dem obigen 

(74,4) 

1 B. STROMGREN [1343] beschreibt die Vorgange zunachst durch Dbergangswahr
scheinlichkeiten und wendet dann die SAHAsche Formel an. Es ist einfacher und hat genau 
denselben Grad von Zuverlassigkeit, wenn wir direkt den KIRCHHoFFschen Satz anwenden. 
Die Rechnungen STROMGRENB fur "verdunnte" Hohlraumstrahlung unterliegen den in 
Kap. IV Abschn, 25 bei der Behandlung der entsprechenden Ionisationsprobleme geauBerten 
Bedenken und sollen daher bier weggelassen werden. 

2 Wie unsere folgende Abschatzungsformel (74,8) zeigt. 
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wobei es naeh Absehn.46 keiner ErHiuterung bedarf, daB dieses Verhaltnis 
liber die ganze Linie hinweg konstant bleibt. Flihren wir statt der BX2 bzw. A12 
die entspreehenden Absorptionsoszillatorenstarken IX2 bzw./21 nach (45,25 u. 26) 
ein und berechnen die Strahlungsdiehten e2X nach dem WIENschen Gesetz 
(7,41), so geht (74,4) liber in 

(74,5) 

Diesen Ausdruck kann man - wie es STROMGREN (s. S. 305) fUr den kon
tinuierliehen TeiP der .J; ... getan hat - z. B. unter Benlitzung der Wasserstoff-

x 
Ubergangswahrscheinlichkeiten (Tabelle 39 u. 40) ausrechnen. Einfaeher und 
fUr die Metallatome sicherlieh nieht ungenauer ist es, die Summe auf einen 
Schwerpunkt ')I zusammenzuziehen und dann - wie dies Verf. [1365J get an hat
den KUHNschen I-Summensatz anzuwenden. Wir schreiben also zunaehst 

( 
2 h V 

Xv = 1: In. v_) e- 7lT . 
av gl • I ' V12 

g2 21 

(74,6) 

Weiterhin ist nach dem Summensatz (49,2), angewandt auf das Niveau 2 

(74,7) 
x 

DaB wir dabei die durch das PAuLI-Prinzip verbotenen Ubergange nach den 
abgesehlossenen Schalen nicht berlieksichtigen, dlirfte nach Absehn. 49 kaum 
viel ausmachen. Da weiterhin fUr eine Resonanzlinie 121 ~ 1 ist, so wird 

~ IX2: k 121 ~ 1 + k. Falls der Term 2 oder 1 aufgespalten ist, so daB man 
~ g2 g1 
statt einer Resonanzlinie ein Multiplett erhalt, maeht man sich an Hand der 
BURGER-DoRGELOSehen Summenregeln (Absehn. 50) leicht klar, daB dann fUr 
jede Komponente des Multipletts derselbe Ausdruek herauskommt. Es gilt also 
allgemein: 

I -::= (1 +!:) (-~~-re-!~ '_ (74,8) 

oder, wenn man v III cm-1 rechnet: 

::= (1 +i:-) (~2 r e- 1,~3v (74,9) 

Den Schwerpunkt v wird man zwischen dem kleinsten ')I2x und dem Ubergang 
nach E ~ 0, d. h. ')1200 zu suchen haben, jedoch im Hinblick auf PANNEKOEKS 
Einwand naher bei dem letzteren Wert, als dies Verf. (s. S. 305) annahm. Gliick
licherweise kommt es in (75,9) auf den Zahlenwert von 11 meist nicht sehr genau an. 

Zur weiteren Illustration sehatzen wir die xv/av und damit die Restintensitiiten 
von einigen der stark en M etallinien im Sonnenspektrum ab: 

a) Die NaD-Linien: 32S-32Pt,i' Der langwelligste starke Ubergang2 vom 
32P-Term aus nach "oben" fUhrt zum 32D-Term. Es ist also 11min~ 12208 em-I. 
Andererseits ist der Frequenzabstand bis E = 0 gleich der TermgroBe von 32P. 

1 (74,5) ist dann identisch mit STROMGRENS Gl. (18) fur verschwindende Anzah! der 
Stolle 2. Art (Ck1 = 0). 

2 Der Obergang nach 42 S ist vie! schwacher. 

20* 
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Diesen Wert durfen wir als oberen Grenzwert vmax = 24484 cm-1 ansehen. Weiter
hin ist bekanntlich 1'12 = 16965, g2/g1 = 3 und die Temperatur T der auBeren Zone 
der Sonnenatmosphare ~ 5000°. Damit wird 

0,0076 < u, < 0,063 
Gp (74,10) 

und man berechnet Ieicht vollends nach (65,42) mit Po= 1,9 die Restinten-
sitat fUr 

Sonnenmitte (cos {) = 1): 8,7 < {~ < 25 % I 
Sonnenrand (cosU = 0): 10 < ~e_ < 29%. 

o 

und (74,11) 

Da die Restintensitat mit vxplap geht, so fallt die Unsicherheit in der Berechnung 
dieser GroBe gar nicht so sehr ins Gewicht. 

Die Aussagen der Theorie passen groBenordnungsmaBig gut zu den - auch 
nicht sehr genauen - Beobachtungen: Es findet fur cos fJ= 1: A. UNSOLD [1357J 
Icllo~30%, L.D'AzAMBU]A [1111J fur A 5890 ... ,...",23%; c. W. ALLEN [1110J 
14 bzw. 17%. Die Mitte-Rand-Variation der Restintensitat ist nach den 
Messungen des Verf. gering. Die Gleichheit der Restintensitat fUr beide Dublett
komponenten wird - so genau man dies bei der Schwierigkeit der Restintensitats
messungen erwarten kann - bestatigt. 

b) Die Mg-Linien 32P2,1, O -43 5. Rier ist 

6652 < v < 24474 cm-1 , 

1'12 = 19300cm-1, ~=-~- und damit 
gl 3 

0,00195 < ~ < 0,0232 
Gv 

und man erhalt mit Po = 2,14 nach (65,42) fUr 

Sonnenmitte (cos fJ = 1) : Ie 4°1 1 4,1 < To < 1 /0 J 

Sonnenrand (cosfJ = 0): 5,1 < ~: < 18%. 
und 

Die Messungen ergeben fUr 0-Mitte folgende Werte in %: 

.! 5167 5172 

H. H. PLASKETT [1143J 23 22 
MINNAERT und MULDERS [1325J 16 
L. D'AzAMBUJA [1111J 
E. CHERRINGTON [1116J 11 10 

(74,12) 

(74,13) 

(74,14) 

5183 

10 
16 
20 

9 

Auch die Zunahme der Restintensitat nach dem Sonnenrande hin wird von 
der Beobachtung qualitativ bestatigt. Eine quantitative Diskussion erscheint 
in Anbetracht der geringen Genauigkeit der Absolutwerte verfruht. Ganz 
allgemein ist nach Gl. (65,42) im kurzwelligen Teil des Spektrums (Po> 3/2) 
eine Zunahme der Restintensitat nach dem 0-Rande, fUr Po< 3/2 eine Abnahme 
zu erwarten. Bei einem genaueren Vergleich von Theorie und Beobachtung ware 
noch zu beachten, daB die den Gl. (65,39-42) zugrunde Iiegende Behandlung 
des StrahIungsgIeichgewichtes nur eine ziemlich rohe Approximation darstellt. 

c) Fur die TV asserstottlt'nie H", * endlich ist 

5332<v<12186cm-1 , (74,15) 
* DaB es berechtigt ist, unsere Formeln auf H", anzuwenden, soll im folgenden Abschnitt 

genauer erlautert werden. 
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VI 2 = 15233 cm-I , .~~= ~ und damit 
gl 4 

0,0635 < ~ < 0,0865 . 
a. 

(74,16) 

Gl. (65,42) ist fUr so groJ3e x./a.-Werte nicht mehr genau genug; sie wurde mit 
(30 = 1,63 fUr cos {} = 1 die merklich zu groJ3e Restintensitat 28 < L! 10 < 32% 
geben. Nach der vollstandigen Gl. (65,41) erhalt man 

8 Ie 0' 
1 < -l-; < 20 /0 • (74,17) 

Die - wohl genauesten - :Messungen von M. MINNAERT [1135 aJ und A. THAK
KERAY [1151] geben 15% bzw. 15,4%. 

In ahnlicher Weise findet man, daJ3 die Theorie fUr Ca 4227 etwas zu groJ3e, 
fUr die H- und K-Linien eine etwas zu kleine Restintensitat ergibt. Beim 
jetzigen Stand von Theorie und Beobachtung durfte jedoch auf die gri:iJ3en
ordnungsmaJ3ige Ubereinstimmung beider mehr Gewicht zu legen sein, als auf 
irgendwelche feinen Unterschiede. 

Von einem rein atomtheoretischen Standpunkt aus - also ohne Zuhilfe
nahme des KIRCHHOFFschen Satzes - hat R. v. D. R. WOOLLEY [1374J das 
Problem der Restintensitiiten der TV asserstofflinien in Angriff 
genommen (nur in diesem Fallliegen samtliche Ubergangs- ~w~~~ 
wahrscheinlichkeiten berechnet vor). ~ 

Fur die von B. STROMGREN in den Vordergrund ge
stellten diskret-kontinuierlichen Ubergange yom oberen Term 
aus bietet die Frage der "Anpassung" der Reemission an 
den KIRcHHoFFschen Satz kaum ernstliche Schwierigkeiten, 
da ein Photoelektron vor der Rekombination sicher mehrere 
Zusammensti:iJ3e erleidet. In WOOLLEYS Rechnungen wird 
ubrigens - urn dies schon vorwegzunehmen - dieser Aus
gleich der Geschwindigkeiten der Photoelektronen nicht be
rucksichtigt; sie beziehen sich also auf Drucke, die so 
niedrig sind, daJ3 die meisten Photoelektronen direkt wieder 

Fig. 96. Zyklische 
Quantentibergange 

(ROSSELA"O). 

eingefangen werden. Der LTnterschied beider Auffassungen ist - fiir normale 
Sternatmospharen - in quantitativer Hinsicht nicht sehr groJ3. 

Nicht ganz so einfach liegen die Verhaltnisse - wie aus PANNEKOEKS Kritik 
hervorgeht - bei den yom Vert. vorzugsweise betrachteten diskret-diskreten 
Dbergangen. Wenn auch meines Erachtens der Anwendung des KIRCHHOFFSchen 
Satzes auf die hOheren Quantenzustande nichts im Wege steht, so ist es doch 
interessant, die sukzessive Einstellung des thermischen Gleichgewichtes auch 
quantitativ zu verfolgen. 

Den Ausgangspunkt von WOOLLEYS Dberlegungen bildet die ursprunglich 
zur Erklarung def hell en Linien bei den fruhen Spektraltypen von S. ROSSELAND 
[1338J entwickelte Theorie der zyklischen Quanteniibergange: 

Betrachten wir der Einfachheit wegen Ubergange zwischen nur drei Termen 
1, 2 und 3 die miteinander kombinieren sollen (Fig. 96), so werden im thermischen 
Gleichgewicht die Zyklen 1 = 1 --+ 2 --+ 3 --+ 1 und II = 1 --+ 3 --+ 2 --+ 1 gleich oft 
durchlaufen. Setzen wir dagegen das Atom nicht der vollen Intensitat def 
Hohlraumstrahlung aus, sondern erregen es durch Hohlraumstrahlung, die im 
Verhaltnis 15 "verdunnt" ist (25,2), so wird der Zyklus II mit nur einem Absorp
tionsvorgang gegenuber Zyklus 1 mit zwei Absorptionsvorgangen bevorzugt. 
Die langwelligeren Linien Vl2 und V23 werden also auf Kosten von VI3 zur 
Fluoreszenz erregt. 
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Fassen wir nun mit WOOLLEY die Fluoreszenz von Ha. und H{J in den Schichten 
(s.o.) ins Auge, die fUr die Restintensitat bestimmend sind! 

Da der Absorptionskoeffizient fUr die Mitte der LYMAN-Linien viel groBer 
ist, als fiir die BALMER-Linien, so braucht man bei ersteren die erst in optischen 
Tiefen < 1 erheblich werdende "Vertiefung" der Linien in 1. Naherung nicht 
zu beriicksichtigen und beMIt also nur die Tiefen der BALMER-Linien als Unbe
kannte. In deren Mitte wird nun die Intensitat soweit zuriickgehen, bis die 
Emission etwa das Doppelte der Absorption betragt; denn emittiert wird stets 
in einem Raumwinkel4 n, absorbiert nur aus 2 n. Formuliert man die Bedingung 
Emission : Absorption R:::! 2 mit Hilfe der Dbergangswahrscheinlichkeiten und 
der Restintensitaten von Ha. und H{J, so kann man damit umgekehrt fUr letztere 
einen unteren Grenzwert berechnen. WOOLLEY findet (betr. Details der Rechnung 
muB auf die Originalarbeit verwiesen werden) fiir Ha. 3% und H{J 17%. Bei 
genauerer Beriicksichtigung des Strahlungsaustausches in den LYMAN-Linien 
erhoht sich der erste Wert auf ,.....,23 %, wahrend der zweite nur wenig ver
groBert wird. Ha. wird offenbar viel leichter zur Fluoreszenz erregt, als H{J. 
Damit diirfte auch zusammenhangen, daB in B-Stemen Ha. viel Mufiger in 
Emission erscheint als H{J und die folgenden Serienglieder. Weiterhin zieht 
WOOLLEY seine Uberlegungen zur Deutung der Ha.-Spektroheliogramme heran; 
wir werden auf diese Fragen noch zuriickkommen. Es ware noch sehr interessant, 
nach dem Vorgange WOOLLEYS die Restintensitat auch fiir eine Linie zu be
rechnen, bei der die diskret-kontinuierlichen Ubergange im VerhaItnis zu den 
diskret-diskreten vermutlich wenig ausmachen, also z. B. die H- und K-Linien. 
Leider fehIt zur Zeit noch die hierzu notwendige Kenntnis der Dbergangs
wahrscheinlichkeiten. 

75. Verkettung mehrerer Linien (Interlocking). 
Bis jetzt sind wir uns dariiber klar geworden, daB der Strahlungsaustausch 

in den typischen Resonanzlinien hauptsachlich durch "Streuung" erfolgt (der 
kleine Beitrag von Absorption auBert sich praktisch nur in der Restintensitat), 

wahrend Dbergange zwischen hochangeregten Termen nach 
=""'T===2 dem Schema "Absorption" zu behandeln sind. 

Wie aber steht es mit den Ubergangen zwischen den 
tiefer liegenden angeregten Termen, den typischen "sub
ordinate lines"? 

11 

Die Grundlagen fiir eine Berechnung des Strahlungs
austausches sind im Prinzip durch die in Abschn.46 dar
gestellten Entwicklungen von WEISSKOPF und WIGNER 

___ .l-.._oJr{jnd- vollstandig gegeben, wenn man die Dampfungskonstante 
ferm jeden Termes aus ihrem Strahlungs- und StoBanteill zu-

~~~t~~~~tri~hI~::!~ sammensetzt. (Die in der astrophysikalischen Literatur 
"subordinate line" v. beliebten Diskussionen iiber das "Gedachtnis" der Terme 

usw. konnen also ad acta gelegt werden.) 
Da es aber praktisch nicht moglich ist, fiir jede Linie einen umfangreichen 

mathematischen Apparat in Bewegung zu setzen, so wollen wir unser Problem 
mehr von einem qualitativen Standpunkt aus betrachten und erortem, ob irgend
welche erhebliche Abweichungen von den beiden Grenzfallen der SCHW ARZ
SCHILDschen Theorie zu erwarten sind. 

a) Ais einfachstes Beispiel betrachten wir (Fig.97) eine Linie, deren Ver
breiterung - im Gegensatz zu den Resonanzlinien - durch das untere Niveau 1 

1 Unelastische St6Be spielen, wie schon bemerkt, in den Sternatmospharen keine erheb
liche Rolle. 
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bestimmt ist. Mit anderen Wort en : die mittlere Lebensdauer des unteren 
Niveaus (1) soIl erheblich kurzer sein als die des oberen (2). Andererseits soll 
aber 2 in der Hauptsache nur mit (1) kombinieren. Beispiele bilden - in 
gewisser Naherung und abgesehen von Druckeffekten - die Hauptkomponenten 
2 2P- 3 2D von Hex. und die 215 -n I 5-Linien von He. 

1m Kern der Linie - einem Bereich von der GroBenordnung der Doppler
breite - in dem der Hauptenergieumsatz erfolgt, entspricht jeder Absorption 
eine Reemission. Es gilt also der Formalismus fUr 5treuung1• 

In den Flugeln wird die Struktur der Linie durch das untere breite Niveau 
bestimmt; Reemission und Absorption sind also nur integral gekoppelt. Aber 
in den Zonen der Atmosphare, die zur Bildung der Flugel den Hauptbeitrag 
geben, ist man fUr die Linienmitte bereits in groBer optischer Tiefe. Die An
regungsverhaltnisse und damit auch die Reemission in den Flugeln nahern 
sich also schon dem thermischen Gleichgewicht an. Fur die Flugel gilt also 
nahezu das Schema "Absorption". Da andererseits fUr die Flugel der Unter
schied von Streuung und Absorption gering ist, so begeht man auch keinen 
erheblichen Fehler, wenn man die ganze Linie mit Streuung rechnet. 

b) Als nachstes Problem (Fig. 98) betrachten wir - zum Teil im AnschluB 
an Arbeiten von R. v. D. R. WOOLLEY [1372-3J - die Verkettung zweier 
Linien yom Typus der Al-Resonanzlinien 32P.td-425; A 3944 und 3961. 

2 2 
Ein entsprechender Fall mit drei Linien ware das Mg-Triplett 3 2P2, 1, 0- 4 35. 
Die Absorption im Abstand Ll v von der Mitte der einen Linie wird hier stets im 
Verhaltnis der Ubergangswahrscheinlichkeiten auf die Re-
emission in VI + Ll V und V2 + Ll V verteilt. ~f~~~~~' g 

In den FlUgeln konnen wir in 1. Naherung die Reemission 
mit Hilfe der unveranderten Intensitat des Kontinuums be
reehnen. Man sieht so ohne weiteres, daB die Reemission 
beider Linien im selben Verhaltnis steht wie die Absorption 
und daB ihre Verkettung (Interlocking) den Strahlungsaus
tausch jedenfalls in 1. Naherung nicht beeinfluBt. 

Die Verhaltnisse in den Linienmitten ubersieht man am 
einfachsten folgendermaBen: Berucksichtigt man die yom 
oberen Niveau weiter fiihrenden Ubergange, vernachlassigt 
aber vorerst das "Interlocking", so bekommen beide Linien 

l' 

1 
Fig. 98. Einfachster 
Fall der Verkettung 

zweier Linien 
(Interlocking). 

dieselbe Restintensitat. (Fur die Quantensprunge gilt hier ja nach WEISSKOPF
WIGNER das gewohnliehe Multiplikationsgesetz der Wahrseheinliehkeiten.) 

"Eroffnet" man naehtraglieh den Heruber-Hinuber-Verkehr, so bemerkt 
man, daB gleichviel Ubergange 1 ~ 2 ~ l' wie l' ~ 2 ~ 1 erfolgen. Die Ver
kettung beider Linien beeinfluBt also auch die Restintensitaten nicht. 

Ob in den mittleren Teilen der Linien eine Beeinflussung ihrer Konturen 
dureh die Verkettung stattfindet, kann ohne komplizierte Reehnungen wohl 
nieht entschieden werden. Von praktischer Bedeutung konnen sie wegen des 
stetigen Zusammenhanges von Flugeln und Linienmitte jedenfalls nieht sein. 
H. H. PLASKETTS und M. MINNAERTS mehrfach erwahnte Messungen der grunen 
Mg-Linien zeigen innerhalb der MeBgenauigkeit eine vollige Ahnlichkeit der drei 
Linien, d. h. dureh Anderung der Ll A-MaBstabe konnen die drei Konturen zur 
Deekung gebracht werden. 

Un sere Vermutung, daB die in Kap. XII entwickelten Vorstellungen und 
Formeln einen viel weiteren Gultigkeitsbereich haben, als man zunachst dachte, 
bestatigt sich also durchaus. Schwierigkeiten durften erst auftreten bei der 
Behandlung sehr ausgedehnter Atmospharen (spharisches Problem), wo die 

1 Die schon in Abschn. 74 diskutierten Dbergange 2 --* x der Fig. 95 wollen wir hier 
au13er Betracht lassen. 
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"Verdiinnungsfaktoren" der Strahlung erhebliche Werte annehmen. Hier durfte 
S. ROSSELA~DS Theorie der Zyklen den Ausgangspunkt fur eine rationelle 
Deutung der Linienkonturen geben. 

76. Gegenseitige Storung zweier Linien ("Blends"). 
Wenn eine FRAUNHOFER-Linie I zufallig im Bereich einer zweiten Linie L 

liegF, so wollen wir - urn erst einmal klare Begriffe zu schaffen - folgende 
Bezeichnungen einfUhren (Fig. 99): 

Intensitat des kontinuierlichen Spektrums =1 
Einheit 1= 1-R 

h=1-RL 
II = IIIL 

RI = h-I 
h 

Direkt gemessene Intensitat (L + l), bezogen auf diese 
Durch Interpolation bestimmte Intensitat in L 
Reduzierte I ntensitat in I 

Reduzierte Tie/e in I 

Gesamtabsorption (Aquivalentbreite) von I A;. = f RI dA. 
In praktischer Hinsicht interessiert nun vor allem die Frage: "W elche Gesamt

absorption bzw. Kontur hiitte I, wenn L nicht vorhanden ware"? 
Daneben aber - und dies erscheint fast 

---.----rr--r-.---::::;::-1 noch wichtiger - gibt uns die Storung zweier 
Linien eine Moglichkeit zur Erforschung der 
relativen Schichtung der betreffenden Atom
zustande. 

Entsteht z. B. I in einer SCHUSTER
SCHWARZSCHILD-Atmosphare, deren unterer 
Teil die Linie L durch "Absorption" erzeugt, 

___ ..l...... __ .l...L--1--L. ___ ,o so storen sich die beiden Linien uberhaupt 
Fig. 99. Uberlagerung zweier Linien lund L. nicht, d. h. A;. wird durch die Gegenwart der 

("Blend"). Linie L nicht beeinfluBt. Entsprechendes gilt 
selbstverstandlich fur interstellare Linien. 

Entstehen dagegen Lund I in derselben Schicht, so uberlagern sich nicht 
einfach die Intensitaten, sondern die Absorptions- bzw. Streuungskoellizienten. 
Mit anderen Worten: L verkleinert die wirksame Schichtdicke der Atmosphare 
fUr I. Die Linie 1 wird also durch die Anwesenheit von L geschwacht (A. UNSOLD, 
O. STRUVE und C. T. ELVEY [1361J). Hinsichtlich der Art des Strahlungsaus
tausches sind - selbst wenn wir der Einfachheit wegen von Schichtungs
effekten einmal absehen - noch die Moglichkeiten zu betrachten, daB L bzw. t 
durch "Streuung" oder "Absorption" oder endlich ein Gemisch beider gebildet 
werden konnen. Wir werden hier keine vollstiindige Behandlung dieser Probleme 
geben, die ubrigens nach Kap. XII keinerlei Schwierigkeiten bietet, sondern 
im AnschluB an eine Arbeit2 von P. SWINGS und O. STRUVE [1352J einige Bei
spiele herausgreifen. Es handelt sich durchweg urn Multiptetts, in denen ein Teil 
der Linien ungestort ist, wahrend ein anderer durch den Flugel einer starken 
Linie L geschwacht wird. Da die "theoretischen" Intensitatsverhaltnisse der 
Linien bekannt sind (Abschn. 50), so kann man die Wirkung von L quantitativ 
erfassen. 

1. In den Bo-B2-Sternen fallen einige Linien des OIl Multipletts y4P_e4PO 
in den' Bereich von H"I A 4340' 47. Die folgende Tabelle 62 gibt nach P. SWINGS 
und O. STRUVE zunachst die Wellenlangen und "theoretischen" Intensitaten 

1 \Vir nehmen an, daB L sehr viel breiter als I ist, so daB der "ungestiirte" Verlauf 
yon L an der Stelle von I sieher interpoliert werden kann. 

2 In Einzelheiten der theoretisehen Entwicklungen weicht die folgende Darstellung 
yon der Originalarbeit abo 



XIII. 76. "Blends". 313 

Tabelle 62. Beeinflussung des OII-Multipletts y'P-e 4Pl durch Hy nach 
P. SWINGS und 0. STRUVE [1352]. 

I C Persei (Bt) T Scorpii (BO) Ii Ophiuchi (B2) 

.i Ith,'or . 
-1-

---

1 

I 
A.i 

Hl'-Flugel 
A.i Hl'-Fliigel 

A.i 
Hy-Fliigel 

RL % Rr. % RL % 

A i A A 
4317,16 39,7 1),14 , ° 0,07 ° 0,05 ° 19,65 42,9 0,13 ° 0,08 ° 0,05 ° 25,77 7,9 0,05 ° 0,04 ° 0,02 ° Hy i 

45,57 39,7 0,09 
I 

7 0,05 12 0,01 17 
49,43 I 100,0 0,26 3 0,09 5 0,03 10 

1 
66,91 : 42,9 0,14 I f) 0,08 ° 0,05 ° 

(relative f-Werte) der Linien; dann fUr drei Sterne die Gesamtabsorptionen A.i 
und die Tiefe RL des Hy-Flugels an der betreffenden Stelle in %. 1ndem man 

-0,8 
I "I 

zunachst fur die ungestorten 
Linien log A,l in Abhangig
keit von log lth auftragt 
und die Kurvenstucke fUr 
die drei Sterne durch Ver
schiebung langs der Abzis
senachse moglichst gut an-

-1,0 
rt Per. B1 

fogA};. 0 't'Scarp.Bo 

~ 
-1,2 

~1,'1 einander setzt, erhalt man "" 

-1,6 

-1,8 

V 

-2,0 1,2 

-rJ.Oph. 82 

./' 0 

/' 
~ 120% 

/ ''l-% 
/' 

17% 
1,'1- 1,6 1,8 2,0 2,2 

logIt/!+konsf-

~+ 
,/ A%-

5% + 0,2 

-

--
die mittlere W achstums- ~ 
kurve 1,2 fUr das Oll-Multi
plett (Fig. 100). Der hori
zontale Abstand der (selbst
verstandlich mitverschobe
nen) PunktefUr diegestorten 
Linien (beigeschriebeneZah
len = Tiefe RdmHy-Fliigel) 
zeigt in logarithmischem 
MaB die Anderung der wirk
samen Tiefe To durch das 
Vorhandensein von Hy • 1m 

Fig. 100. Wachstumskurve des OII-Multipletts y' P- e' po in BO-B2-
Sternen. Die beigeschriebenen Zahlen geben die Tie!e des storenden 
H y~Flugels in ~~. Der horizontale Abstand der "gest6rten" Punkte von 

NH 
der Kurve gibt log NH 0 • 

Mittel gibt, wie man der Figur entnimmt, eine Flugeltiefe RL von --10% 
schon eine Verkleinerung von To urn einen Faktor --0,3-0,2. 

Nunmehr versuchen wir, diese Verhaltnisse theoretisch zu erfassen: Sowohl 
Hy wie die OII-Linien durften, da es sich urn Dbergange zwischen hochangeregten 
Termen handelt, dem "Absorptions"-Schema folgen. Wir bezeichnen die Summe 
von kontinuierlichem Absorptionskoeffizienten fUr die betrachtete Spektral
gegend plus Linienabsorptionskoeffizient in Hy mit" und den ROSSELANDschen 
Opazitiitskoellizienten mit x und nehmen weiterhin an, daB x, " und der selektive 
Absorptionskoeffizient der Linie l in derselben Weise mit der Tiefe variieren 
(M.E.-Modell). Dann ist die wirksame Tiefe (bezogen auf die Gesamtstrahlung) 

1 Der von SWINGS und STRUVE mitgemessene Stern xOri(BO), in dem die OII-Linien 
durch Hy noch gar nicht gest6rt werden, paBt in keiner Weise zu der mittleren Wachstums
kurve der Fig. 100, sondern gibt A.i""" lth. Die naheliegende ErkHl.rung ist krll.ftige Turbulenz. 
\Vir haben diesen Stern daher beiseitegelassen. 

2 Rechts sind in Fig. 100 noch entsprechend Fig. 85 die log ~c • 211D aufgetragen. 

Rc wurde dabei (s. u.) ,....,0,4 gesetzt. Die empirische Wachstumskurve entspricht - wie 
man durch Vergleich mit Fig. 85 und 87 findet - der theoretischen, wenn man a,...., 0,3 
wll.hlt. 
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fur die Erzeugung der OII-Linien nach (68,6) und (65,4) 

T = " 11 + 1 _e- u • . ~1-1 
0" 1 ,,' 

-4- UO 

(76,1) 

h'll c2 • 
wo Uo = kT ="IT 1St. Andererseits hangt auch der Strahlungsstrom F~ an 

o 0 

der Sternoberflache von 'X/ii ab und zwar ist nach (31,11 u. 14) oder (36,1) 

(76,2) 

wo 10 die Intensitat der thermischen Gleichgewichtsstrahlung fUr die Grenz
temperatur To des Sternes bedeutet. Andererseits ist 10 aber auch - wie wir 
in Abschn. 74 sahen - gleich der Restintensitiit Ic in der Mitte starker FRAUN
HOFER-Linien, die durch Absorption entstehen. In unseren Problem k6nnen wir 
also 10 = Ie = der Restintensitat von H y setzen und schreiben: 

1 

4 uo 
" (76,3) 

1 -e u. " 
Eliminieren wir aus (76,1 u. 3) 'X/ii, so wird zunachst 

-- (h- I e)2 1_e-u• 
To = IL' Ie -. -1----· 

4 uo 
(76,4) 

Vergleichen wir diese wirksame optische Tiefe mit derjenigen, die wir erhalten 
wiirden, wenn Hy nicht vorhanden und also h = 1 ware 

(_) _ (1 -Ie)2 1 _e- u• 
To 0 - 1 . Ie . 1 ' 

4 uo 

(76,5) 

SO gibt TO: (To)o direkt die durch den Flugel von Hy verursachte Anderung der 
Anzahl wirksamer Atome N H. Es ist also schlieBlich 

(76,6) 

Fur Hy in Bo-B2-Sternen ist (vgl. Fig. 94 b) im Mittel die Restintensitat 
Ie ~ 0,55. Wir berechnen damit fUr eine Tiefe des Hy-Flugels von 10% (1£ = 0,9) 

eine Reduktion der Atomzahlen urn den Faktor ~; = 0,67; fUr 20% urn 
o 

0,39. Die berechnete Schwachung der OII-Linien ist also noch urn einen Faktor 
2-3 zu gering. Wenn wir den - an systematischen Schwierigkeiten besonders 
reichen - Messungen so weit vertrauen duden, so mussen wir schlieBen, daB 
die OII-Linien in tieferen Schichten entstehen als H y • Eine genauere Durch
rechnung im AnschluB an die in Abschn. 67 entwickelten Methoden ware ohne 
Zweifel interessant. 

2. Als zweites Beispiel untersuchen P. SWINGS und O. STRUVE (s. S. 312) die 
Schwachung der Ca H-Linie A. 3968 durch den H.-Flugel in Ao-A2-Sternen. 
Da H und K schon im v-Bereich der Wachstumskurve liegen und ihre Oszil
latorenstarken sich wie 1: 2 verhalten, so ist einfach 

(76,7) 
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Die einzelnen Daten gibt die folgende Tabelle 63. Hier muBten wir - streng 
genommen - fUr die Wasserstofflinie wieder mit "Absorption", fUr die CaII
Linie dagegen mit "Streuung" rechnen. Da aber nach (66,5) die To fUr Ab-

Tabelle 63. Beinflussung von H durch H. nach P. SWINGS und O. STRUVE [1352]. 

3968,46 (H) 1 
3933,66 (K) 2 

'" Cygni (cAl) '1 Leonis (AO) 

A;. 

0,71 
1,02 

1 H.-Fhigel -~-;. --1-H.-Fliigel 
RJ. % R,. % 

25 
o 

0,25 I 43 
0,43 ° 

'" Lyrae (AO) 

A ~ JH.-F1iigel 
• R" % 

0,26 t 74 
0,56 I 0 

",CaMa 

A;. 

0,22 
0,58 

H.-Fliigel 
RJ,% 

62 

° (::0 )beob. 
0,97 0,68 I 0.43 I 0,29 

sorption bzw. Streuung sich kaum unterscheiden, so begehen wir keinen merk
lichen Fehler, wenn wir wieder Gl. (76,6) anwenden. Fur H. in Ao-Stemen ist 
Ic",,0,2 fUr RL =60%, d. h. h=o,4 wird also z. B. 

( NNHH ) = 0,16. (76,8) 
o ber, 

Die berechnete Schwachung ist hier also - im Gegensatz zu den OII-Linien 
- urn einen Faktor ""3 zu gro/3. Mit demselben Vorbehalt wie oben mussen 
wir also schlieBen, daB in den AO-Stemen das Ca + durchschnittlich in hOheren 
Schichten liegt, als der zweiquantige Wasserstoff. Eine genauere Durchrechnung 
steht noch aus l . 

3. Wahrend in den bis jetzt betrachteten Fallen die Hauptlinie L durch 
"Absorption" entsteht, ist der Fall der StOrung durch eine "Streu"-Linie 
realisiert bei den zahlreichen Metallinien, die in den Spektren der spateren Spek
traltypen die Flugel der breiten H- und K-Linien f6rmlich spicken. Quantitative 
Untersuchungen im Sonnenspektrum sind von A. D. THACKERAY [Ap. J. 84, 
433 (1936)J ausgefUhrt worden (Zus. b. d. KOIT.). 

4. Wie J. EVERSHED (und schon fruher in einem Falle JEWELL) bemerkte, 
erscheinen am Sonnenrand in unmittelbarer Nahe der H- und K-Linien einige 
schwache Emissionslinien, die ziemlich weit in die Sonnenscheibe herein noch 
als solche bestehen bleiben. 1m Spektrum der 0-Mitte dagegen sind die beiden 
starksten Linien gar nicht, die anderen unsicher als Absorption zu erkennen. 

Nach A. D. THACKERAY [1354, dort ubrige LiteraturJ, dessen Arbeit wir 
die folgende Tabelle 64 entnehmen, gehOren diese Linien den Spektren der 
seltenen Erden an. Die Identifikation der 2. und 3. Linie ist ziemlich sieher, 
die der 1. und 4. erheblich weniger. Nd+ A. 3934,80 ist nach THACKERAY noch l' 

Tabelle 64. Emissionslinien der seltenen Erden in H und K am 0-Rand 
Nach A. D. THACKERAY [1354]. 

Emission am 0-Rand Absorption Chromosphiire Identifikation 
(EVERSHED) (ROWLAND Rev.) (MENZEL) (THACKERAY) 

--------
). Int. ). I Int. ;. Element ;. I Element 

3931,54 ° ? 3931,59 
I 

1 I 3931,28 V? Ce? 
3931,S33 DyII 

I ,74 ? 
34,80 2 . " 3934,89 Nd+ 34,813 NdlI 
67,04 ° 3967,057 od? .. . ... 67,048 Cell 

3969,40 3969,27 
Fe, Eu+ I 3969,23 Eull 

3 ., . 
(eto red) I ,27 Fe 

1 Anm. b. d. Korr.: Hierzu vgl. P. SWINGS U. S. CHANDRASEKHAR, M. N. 97, 24 (1936). 
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innerhalb des Sonnenrandes, also bei cos 1? = 0,37 als Emission zu erkennen; 
auf der Sonnenscheibe verschwindet sie vollstandig. 

Schon D. H. MENZEL [407] hat beobachtet, daB bei Sonnenfinsternissen die 
Linien der seltenen Erden als erste den Umschlag von Absorption in Emission 
vollziehen. Dies diirfte irgendwie mit der ungewohnlichen Struktur ihrer 
Termschemata zusammenhangen, wenn auch eine genaue Deutung noch fehlt. 

Die Besonderheit der Linien von EVERSHED, in Absorption nicht zu erscheinen, 
ist wohl folgendermaBen zu verstchen: Infolge der erwahnten Kompliziertheit 
ihrer Termschemata diirften die Linien der seltenen Erden - soweit eine 
phlinomenologische Theorie iiberhaupt ausreicht - dem Schema "Absorption" 
folgen. Wenn nun die wirksame optische Tiefe flir selektive Absorption in der 
Linienmitte, wie wir wohl annehmen diirfen, > 1 ist, so erhalten wir dort bekannt
lich - unabhlingig von allem anderen - die Intensitat des Hohlraumstrahlers 
der Grenztemperatur To oder, mit anderen Worten, dieselbe Strahlungsinten
sitat, wie am 0-Rand auBerhalb der FRAUNHOFER-Linien. Diese Intensitat 
ist nach A. W. MAUE und A. UNSOLD (Tabelle 23) bei H und K gleich 16% 
der Intensitat in 0-Mitte. 

Auf der anderen Seite ist die Intensitat z. B. der K-Linie an der Stelle von 
Nd+ A. 3934,80 nach A. D. THACKERAY und M. MINNAERT (Fig. 78) in 0-Mitte 
20 bzw. 13 %, also im Mittel gerade ebenfalls ~ 16 % der Intensitat des kon
tinuierlichen Spektrums. Man versteht so, daB dort eine "Absorptions"-Linie 
nicht erscheinen kann. Nach dem 0-Rand zu nimmt die Intensitat in der 
K-Linie (gemessen in denselben Einheiten, nicht bezogen auf das Kontinuum 
derselben Stelle) ab; die N d+ -Linie kann also in Emission auftreten. Auch in 
quantitativer Hinsicht fast dasselbe gilt flir die 3. und 4. Linie der Tabelle. 
Die 1. ist etwas weiter von der Mitte der K-Linie entfernt, so daB es verstandlich 
erscheint, daB sie andeutungsweise auch in Absorption erscheint. 

5. In den bisher betrachteten Fallen von "blends" handelt es sich stets urn 
rein optische Wechselwirkung der beiden Linien. Ein Fall selektiver Dbertragung 
von Anregungsenergie von einem Atom auf ein anderes scheint dagegen nach 
A. D. THACKERAY [1355] vorzuliegen bei der in vielen langperiodischen Ver
iinderlichen (M) in Emission auftretenden A. 4511. Diese kann man nach JOY 
und MERILL identifizieren mit der einen Resonanzlinie 52Pll/.-62 S,/. A. 4511,31 
des In-Spektrums. Die andere Linie des Grunddubletts A. 4101,72 taIlt genau 
auf HIJ. Es liegt also nahe, eine Art Energieiibertragung vom Wasserstoff auf 
die In-Atome anzunehmen, wenn auch der Mechanismus noch nicht ganz 
geklart ist. 

XIV. Kapitel. 

Beeinflussung der Linienkonturen durch 
Rotation und Expansion der Sterne. 

77. Berechnung der Linienkonturen rotierender Sterne. 
Bis jetzt haben wir in der Theorie der Linienkonturen nur solche Ver

breiterungsursachen beriicksichtigt, die in den Sternatmosphliren selbst ihren 
Sitz haben und also direkt den Absorptions- bzw. Streukoeffizienten beeinflussen. 

Wenn nun ein Stern rotiert (oder - man denke an Cepheiden, Novae usw. -
Expansions- bzw. Kontraktionsbewegungen ausflihrt), so verbreitern die ent
stehenden Dopplereffekte alle Linien des Spektrums in ahnlicher Weise. 

Trotzdem diese Erkenntnis schon alt ist, war eine eigentliche Erforschung 
der "Rotation der Sterne erst moglich, nachdem die physikalischen Ursachen der 
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Linienverbreiterung wenigstens in groben Ziigen klargestellt waren. Wir ver
danken sie in erster Linie O. STRUVE und seinen Mitarbeitern C. T. ELVEY und 
G. SHAJN (s. Literaturverzeichnis). Beziiglich der Vorgeschichte des Problems 
geniige ein Hinweis auf deren erste Arbeit [1414J. 

Am deutlichsten wird sich der Rotationskoeffizient bei solchen Linien zeigen. 
deren "wahre" Breite (fiir einen ruhenden Stern) sehr viel kleiner ist. als die 
Rotationsverbreiterung. Wir berechnen daher zuerst die "Rotationskontur" 
derartiger Linien: 

Die Winkelgeschwindigkeit w des Sternes tragen wir als Vektor III in Richtung 
der Drehachse auf. Ferner legen wir durch den Mittelpunkt des Sternes ein 
Koordinatensystem. dessen C-Achse nach dem Beobachter zeigt. Die 1J-Achse 
liege in der Ebene durch C und Ill; die g-Achse stehe senkrecht auf der 1J. C-Ebene 
(Fig. 101). Dann sind die Komponenten des 
Drehvektors 

III = {O. w sin i. w cos i}, (77.1) 

wo i den Winkel zwischen Drehachse und Visier
linie bedeutet. Die Lage eines Punktes auf der 
Sternoberflache beschreiben wir durch den Vektor 

zi/m 
~ 8eob{/chfer 

r = g. 1J. C}. (77.2) Fig. 101. Rotierender Stern. 

Die Geschwindigkeit tI dieses Punktes ist nun bekanntlich gegeben durch das 
Vektorprodukt 

tI=[Ill.r]. 

Insbesondere ist ihre Komponente in der Sehrichtung 

tic = Ill; '1J -Ill~ . g = - g . w sin i. 

(77.3 ) 

(77.4) 

Die entsprechende Dopplerverschiebung fiir eine Linie der Wellenlange A wird 

,11 }, t .. ( ) 
LJI'.=-- ·,,'WSlllZ. 77.5 

c 

Insbesondere erhalten wir die maximale Verschiebung und damit die Halb
breite b un serer Linie. wenn wir g = dem Sternradius R setzen. (wR ist dann 
die volle Geschwindigkeit. W· R· sin i = v sin i die Radialgeschwindigkeit am 
Aquator). Wir schreiben also 

und weiterhin zur Abkurzung 

b J. R .. = -- . W Slnt 
c 

LlJ. ~ 
b R = x sowie 

(77.6) 

(77.7) 

Die Starke der Linie - einerlei ob es sich urn Absorption oder Emission handelt
in dem Bereich x bis x + d x wird nun proportional sein der Gesamthelligkeit 
des entsprechenden Streifens der Sternscheibe zwischen ~ und ~ + d~. Dabei nehmen 
wir an. daB die Linienkontur auf der ganzen Sternscheibe dieselbe ist. was in 
1. Naherung immerhin erlaubt sein diirfte. Die Helligkeitsverteilung auf der 
Sternscheibe stellen wir wieder dar durch die gewohnte Naherungsformel 

I = konst. (1 + fJ cos 0) , 
wo in unseren jetzigen Bezeichnungen 

. VC2-+1}2,/ - . 
Slll 0 =----R -- = V x2 + y2 

ist. Es wird also 
I = konst. (1 + fJ 1/1 - (x2 + y2)) 

(77,8) 

(77,9) 

(77.10) 
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und wir erhalten die Intensitatsverteilung A (x) unserer Linie - gleich auf 
+1 
J I dx = 1 normiert -

-1 
]II-x' 
f I(x,y)dy 

A (x) = --+-I~ol---:!I=_=X'---, ----

f f I(x, y) dy dx 
x=-1 y=O 

2 vi 1 _ x2 + I (1- x2 ) 
n 2 

-- -------~-----

2 1+ -fJ 
3 

(77,11) 

Fiir {3 = 0, d. h. keine Randverdunkelung, wird die Linienkontur eine Ellipse. 
Man erkennt dies auch ohne Rechnung daraus, daB A (x) dann einfach der 
Rohe 'YJ der kreisformigen Stemscheibe bei dem entsprechenden g proportional 

:.cJ- ist. Graphische Darstellungen der 
~o --aa -48 -4¥ -42 0,0 0,2 4'1 48 0,8 1.0 

0,0 

0,2 
A(xJ 
~ o,ll 

0,8 

0.8 

\ 
i~' ., 
~ ~, 
~ "- , ......... 

..... ~ 

11 
/~ r 

/l-O L....--P 

i~ rp-f - ....... .......... ----- --- =00 

2,-- {3 
--VI-X' +-(I-X') 

Fig. 102. "Rotationskontur" A (x) = '" 2 2 

I+ T {3 

fUr verschiedene Werle des Randverdunkelnngskoeffizienten {3. 

Rotationskontur fiir {3 = 0, 3/2 
und 00 gibt die nebenstehende 
Fig. 102. 

1st die Breite der "wahren" 
Linienkontur W (d. h. derjenigen, 
die wir bei einem analogen nicht
rotierenden Stem beobachten) 
nicht vemachlassigbar gegeniiber 
der "Rotationsbreite" b - nach 
Gl. (77,6) entspricht diese x = ± 1 
-, so erhalten wir die Linien
kontur S des rotierenden Stemes 
durch Uberlagerung von W mit 

der reinen Rotationskontur A. Das mathematische Problem ist vollig gleich
artig dem in Abschn. 58 behandelten Problem der Verzerrung durch den Spektro
graphen. Es gilt also, wenn wir der Einfachheit wegen al'le Wellenlangendiffe
renzen auf den maximalen Rotations-Dopplereffekt als Einheit beziehen, 
analog (58,17) 

+00 

S(y) = J W(y-x)A (x) dx. (77,12) 
-00 

1st A wesentlich breiter als W, so muB die Integration numerisch aus
gefiihrt werden 1. Einige Beispiele gibt nach J. A. CARROLL [1403J die Fig. 103. 

1st dagegen W breiter als A, die Verzerrung der urspriinglichen Linien
kontur durch die Rotation also nicht zu groB, so laBt sich diese auBerordentlich 
miihsame Rechenarbeit fast auf Null reduzieren durch folgendes graphische 
Ver/ahren, dessen Grundgedanke auf Lord RAYLEIGH zUriickgehen diirfte: 

Wir entwickeln in (77,12) ... W (y - x) in eine Potenzreihe nach x, wobei 
wir Glieder bis x5 inklusive mitnehmen: 

X x2 3 4 5 

W(y-x) = W(Y)-tT W'(y) +21 W" (y) - ;, w'" (y) + :, WIV(y)_ ;, WV(y). (77,13) 

+00 

Damit erhalten wir, da A (x) eine gerade Funktion und J A (x) dx = 1 ist, durch 
-00 

gliedweise Integration: 

S (y) = W (y) + ~"I(Y) JX2 A (x) dx + _WIV/y) JX4 A (x) dx. (77,14) 
2. 4. 

1 Eventuell kiinnte man den friiher erwahnten Apparat von H. C. BURGER und P. H. 
V. CITTERT [1114J anwenden. 
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Die beiden rechts stehenden Korrektionsglieder lassen sich nun leicht aus
rechnen mit Hilfe des 2. Dillerenzenquotienten. Gehen wir von y ein - hin
sichtlich seiner GroBe noch festzulegendes - Stiick Ll nach rechts und links, 
so gilt: 

W (y ± Ll) = W (y) ± 1~ W' (y) + ~: W/I (y) ± ~~ W'/I (y) + ~: WIV (y) ±. (77,15) 
und damit 

Ll/l (y) = W (y + Ll) -; W (y - Ll) _ W (y) = ~~ W/I (y) + ~: WIV (y). (77,16) 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (77,14), so sieht man, daB man den letzteren 
schreiben kann als 

5 (y) = W (y) + C . Ll/l (y), (77,17) 
wenn man 

Ll2 =fX4A (x)dx und C= [fx2A (X)dX]2 
fx2A (x) dx fx4A (x) dx 

(77,18) 

0,0 

0,2 

o,e 

d:t oder dgl.-
QII 0,8 ae 1.0 1,2 , , 1/1-, 

r-br=~~ --- ---V ."-,,,.-
",."" 

4=1 .- ---
__ St f,:- j..-............... 

--/; 

If' 
~ f-/J 

It 
Fig. 103. Verzerrung der Linienkontur W durch RotaJion. 
Nach J. A. CARROLL (1403]. Die mit b, bzw. b, bezeich
neten Strecken geben die Halbbreiten der reinen Ro
tationskonturen. Deren Oberlagerung mit W gibt S, 
bzw. S,. (Der Randverdunkelungskoeffizient (J ist gleich 

Null gesetzt.) 

Fig. 104. Graphische Konstruktion der Linienkontur S, 
(vgl. Fig. 103) nach (77,18). Es ist LI = 0,707 b, = 0,263 
und C = 0,5. Die Obereinstimmung mit der exakt be
rechneten Kurve von Fig. 103 ist ausgezeichnet. Fiir 
Kurven, die so stark verzerrt sind wie 5" dagegenreicht 

unser einfaches graphisches Verfahren nicht aus. 

setzt. Beide Integrale kann man mit (77,11) leicht ein fUr allemal berechnen 
und erhalt 

16 
1 + --p 

.1 2 =~. 30 
2 -1-+---'1'--:;6-p-

35 

und (77,19) 

Ihre Abhangigkeit von {3 ist nur geringfUgig, wie auch die folgende kleine Tabelle 
zeigt: 

p= ° 2 
(keine Randverd.) 

Ll = 0,707 0,689 0,680 
C = 0,500 0,484 0,478 

0,669 
0,472 

00 

0,655 
0,467 

Die graphische Konstruktion der Linienkontur 5 (y) fiir den rotierenden Stern 
geht nun also folgendermaBen vor sich: 

Man fiihrt als Abszisseneinheit die Rotationsbreite b ein. In diesen Ein
heiten geht man von dem Ausgangspunkt y urn Ll nach rechts und links. Die 
Differenz zwischen der Mitte der Verbindungslinie beider Punkte und W (y) 
gibt Ll/l (y). Dieses xC liefert schon die gewiinschte Differenz 5 (y)- W (y). 

In Fig. 104 haben wir die von CARROLL (s. S. 318) (s. Fig. 103) exakt durch
gerechneten Beispiele nach unserer Naherungsmethode behandelt. Wie der 
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Vergleich beider Figuren zeigt, reicht unser Verfahren vollstandig aus, solange 
die Reduktion der RestintensWit (dies ist als praktisches Kriterium am geeig
netsten) einen Faktor ,....." 1,5 nicht iiberschreitet. 

Man kiinnte daran denken, den zuerst besprochenen Fall Rotationsbreite > urspriingliche 
Linienbreite ebenfalls nach dem soeben entwickelten Verfahren zu behandeln, indem man 
einfach die RoUen von W und A vertauscht. Dies ist aber nicht miiglich, da fUr die meisten 
Linienkonturen die Integrale f x2 W (x) d x usw. nicht konvergieren. 

78. Spektroskopische Bestimmung 
der Rotationsgeschwindigkeit V sin i von Sternen. 

Nunmehr betrachten wir - zunachst ebenfalls vom theoretischen Standpunkt 
aus - die Umkehrung des in Abschn. 77 gelOsten Problems: 

"Wie kann man aus beobachteten Linienkonturen die Rotationsgeschwindigkeit 
v sin i eines Sternes ermitteln?" (DaB man nur die in die Sehlinie fallende Kom
ponente v' sin i der Aquatorialgeschwindigkeit bestimmen kann, nicht aber v 
und i getrennt, bedarf nach Gl. (77,4) keiner Erlauterung.) 

1. Einen oberen Grenzwert der Rotationsgeschwindigkeit el'halten wir zunachst, 
wenn wir den Beitrag von W zur Linienbreite vernachlassigen: 

Dann konnen wir aus der maximalen Bl'eite der Linie nach der Doppler
forme I (77,6) v sin i abschatzen. Besser wird man aber nicht die unsicheren 
Rander der Linie benutzen, sondern von Gesamtabsorption A,\ und Tiefe R in 
der Linienmitte ausgehen. N ach (77,11) ist die Tiefe in der Mitte einer Linie 
del' Gesamtabsorption 1 (in Einheiten der Dopplerbreite b) gleich Ax~o oder 

'!- +f3 
n 2 

1+-jf3 

Es gilt also in den gewohnlichen Einheiten 

1 +2 f3 
3 

A,\ = b· Rc 2 f3 
;;+2 

fUr die reine Rotationskontur und daher allgemein 

1 + ."l fJ 
A,\ 2 4 b< -.-.----
Rc n 2 f3 

1 +3-

(78,1) 

(78,2) 

(78,3 ) 

2. Da die Gesamtabsorption A,i durch die Rotation selbstverstandlich nicht 
verandert wird, so kann man zu einer vorgegebenen Rotationskontur S sich die 
entsprechende rotationsfreie Kontur beschaffen, indem man einen Stern mit 
scharfen Linien aufsucht, welche dieselben Gesamtabsorptionen haben wie die 
des rotierenden Sternes. Ausgehend von dieser wahren Kontur W kann man dam). 
in der Art von Fig. 103 u. 104 die Rotationskonturen fUr eine Reihe von v sin i
Wel'ten berechnen. Durch Vergleich einer gemessenen Kontur mit dieser be
rechneten Kurvenschar laJ3t sich dann nach C. T. ELVEY [1408J umgekehrt 
v sin i ermitteln. Dieses Verfahren hat den Vorteil, daB die durch den Spektro
graphen verursachte Verzerrung 1 der Linienkonturen das E ndergebnis kaum 
beeinflussen durfte. 

3. J. A. CARROLL [1403-5J hat endlich die iiberraschende Entdeckung ge
macht, daB man aus einer gemessenen Linienkontur S die Rotationsgeschwindigkeit 

1 Selbstverstandlich miissen S und W unter denselben Bedingungen gem essen werden. 



XIV. 78. Spektroskopische Bestimmung der Rotationsgeschwindigkeit. 321 

v sin i und die ursprungliche Kontur W bestimmen kann, ohne irgendwelche Zu
satzannahmen machen zu mussen. (D. h. in praxi muB man wegen der be
schrankten MeBgenauigkeit den Randverdunkelungskoeffizienten {J als bekannt 
annehmen, was aber auf v 0 sin i wenig EinfluB hat). 

Da wir die Rotationsbreite b = ~ . v sin i noch nicht kennen, so beziehen 
c 

wir S und W z. B. auf die gewohnliche Wellenlangenskala 1 y' = by bzw. x' = b x. 
Dann lautet (77,12) 

+00 

S(y')= !W(y'-x')A (~') d;' (78,4) 
-00 

oder, wenn wir wieder x = x'/b einfUhren und bei y' den .. ' der Kurze wegen 
einfach weglassen (eine Verwechslung mit dem fruheren y ist nicht zu befUrchten), 
so wird 

+00 

Sty) = j Wev-bx) A (x) dx. (78,5) 
- 00 

Urn nun b mit Hilfe von S (y) zu bestimmen, entwickelt CARROLL beide Seiten 
dieser Gleichung nach FOURIER. Da aIle vorkommenden Funktionen gerade 
sind, so treten nur cos-Glieder auf und wir erhalten fUr die "Intensitat des 
Spektrums von S (y) bei der Frequenz u" (alles naturlich im ubertragenen Sinne 
verstanden !). 

+00 +00 +1 

j sty) cosuydy=' j cosuyjW(y-bx)A(x)dx'dy (78,6) 
-00 --00-1 

oder nach Vertauschung der Integrationsfolge und an schlie Bender Umbe
nennung der einen Integrationsvariablen 

+00 +1 +00 

j Sty) cosu ydy = j A (x) j W(y-bx) cosu ydy· dx, 
-co -1 -00 

+1 +co 
(78,7) 

= j A (x) j W(z) cosu (z+ bx) dz·dx 0 

-1 -00 

Schreibt man den cos ... in der Form cosuzocosubx-sinuzosinubx, so 
gibt das Integral mit sin u z Null, da W (z) gerade ist und man erhalt schlieBlich: 

+co +1 +00 

j S (y) cos u y d y = j A (x) cos u b x d x X j W (z) cos It Z dz 0 (78,8) 
-co -1 -co 

Rechts erscheinen die Funktionen A und W voIlkommen getrennt. Betrachten 
wir insbesondere die NuIlsteIlen des rein empirisch bestimmbaren Spektrums 
von S (links), so setzen diese sich zusammen aus den Nullstellen des Spektrums 
von A und W. 1st nun die Verteilung A wesentlich breiter als W, so werden die 
kleinsten NuIlsteIlen mit ziemlicher Sicherheit zu A gehoren. Man kann also b 
bestimmen, indem man die Nullstellen des linken Integrals vergleicht mit denen 
des ersten rechten. Letzteres laBt sich leicht ausrechnen; man erhalt nach 
CARROLL (s. S. 320) 

+1 J 2 ,/-- P ( 2 - V 1 51'2 + .... 1 - x 
n - 2) 1 II (u b) cos u b sin u b 
_... 2--cosubxodx=-j--p{ Ub-f3( (ub)2 - (Ub)3 )}, (78,9) 

1+- P -+-
3 2 3 

-1 

1 Man kann selbstverstandlich ebensogut eine Frequenzskala oder noch besser eine 
LI AlA-Skala nehmen. 

Unsold, Sternatmosphliren. 21 
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wo II die 1. BESsEL-Funktion bedeutet. Die Nullstellen der Funktion (78,9) 
liegen z. B. fUr (J = 3/2 bei ' 

ub=4,147; 7,303; 10,437; 13,569.... (78,10) 

Hat man durch Vergleich mit den Nullstellen u = ~, u2 • •• des J 5 (y) cos uy· dy 
den Wert von b ermitteltl, so kann man W durch FOURIER-Synthese berechnen: 
Zunachst gibt (78,8) mit (78,9) das "u-Spektrum" von W und damit wird in 
bekannter Weise 

oor + 00 I 
W(y) = :! L£ W(z) cosuzdz cosu ydu. (78,11) 

Wie J. A. CARROLL [1405J bemerkt, ist seine Methode zur Bestimmung von 
v sin i im Prinzip unabhangig von der verzerrenden Wirkung des Spektro
graphen. Letztere ist namlich mit der Rotationsverbreiterung (man sieht dies 
am einfachsten, wenn man (77,12) in Operatorform schreibt) vertauschbar 
und auBert sich also nur in W (y), wahrend die mit A (x) zusammenhangenden 
Nullstellen in (78,8) unveranderl bleiben. In praxi sieht die Sache jedoch anders 
aus: Wenn A nicht mehr wesentlich breiter ist als W bzw. die Apparatefunktion 
des Spektrographen, dann liegen die Nullstellen der beiden rechtsstehenden 
Faktoren in Gl. (78,8) in demselben Bereich von u und sind nicht mehr aus
einanderzukennen. Eine Jl-fOrmige Apparatefunktion gabe z. B. eine aqui
distante Serie von Nullstellen, die von der Folge (78,10) kaum zu unterscheiden 
ist, wenn nur zwei derselben iiberhaupt zu bekommen sind. Wenn auch das 
CARRoLLsche Verfahren im Prinzip sehr interessant ist, so diirfte doch in praxi 
die viel einfachere Methode ELVEYS (s. u. 2.) mindestens dasselbe leisten. 

79. Beobachtung von RotationsefIekten bei spektroskopischen 
Doppelsternen und Bedeckungsveranderlichen. 

Es ist - in qualitativer Hinsicht - eine alte Erfahrung (Literatur bei 
SHAJN und STRUVE, s. S. 317), daB Systeme mit groBer Radialgeschwindigkeits
amplitude meist breite Linien haben und daB in Bedeckungsveranderlichen 
wahrend der Verfinsterung des Hauptstemes merkwiirdige Linienverschiebungen 
auftreten. 

Beide Beobachtungen lassen sich zwanglos durch die - yom hydrodynami
schen Standpunkt aus fast selbstverstandliche - Annahme deuten, daB enge 
Doppelstemsysteme nahezu wie ein starrer Ki:irper rotieren oder - genauer 
gesagt -, daB ahnlich wie beim Mond Revolutions- und Rotationsdauer gleich sind. 

Quantitative spektroskopische Untersuchungen der Linienkonturen solcher 
Systeme hat zuerst O. STRUVE [1415J durchgefUhrt. Ais Beispiel geben wir seine 
Beobachtungen an dem spektroskopischen Doppelstem 67 oc Virginis (Periode 
4 Tage) dessen Komponenten nahezu demselben Spektraltyp (B2) angehi:iren. 
Fig. 105 a zeigt einen Ausschnitt aus der Mikrophotometerkurve des Spektrums 
bei maximaler Trennung der Linien beider Komponenten. Die violetten Kom
ponenten I sowohl von He 4472 als auch Mg II 4481 sind wesentlich breiter als 
die rot en Komponenten II. Die auf Intensitaten reduzierlen Kurven (b) be
statigen dieses Bild. Fig. 105 c gibt zum Vergleich dieselben Linien in dem 
offensichtlich nicht rotierenden B2-Stem yPegasi. "Verzerrt" man diese ver
suchsweise mit verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten, so ergibt sich gute 
Dbereinstimmung mit den Konturen in ocVirg, wenn man fiir Komponente I 

1 Die Verhilltnisse u1 : us . .. geben eine gewisse Kontrolle und gestatten im Prinzip 
sogar eine Bestimmung des Randverdunkelungskoefiizienten p. 
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Vl sin i = 200 kmjsek, fUr Komponente II v2sin i R:i 50 kmjsek annimmt, wobei 
der letztere Wert ziemlich unsicher ist und mehr eine obere Grenze darstellt. 
Da beide Komponenten mit derselben Winkelgeschwindigkeit w rotieren, so sind 
die Randgeschwindigkeiten v proportional den Stemradien r. Es ist also 

(79,1) 

Dieses Verhaltnis laBt sich an Hand der Gesamtabsorptionen der Linien 
folgendermaBen nachprUfen: 

Da beide Komponenten vom selben Spektraltyp sind, so ist die wirkliche 
Gesamtabsorption A einer bestimmten Linie, z. B. He 4472, in beiden Stemen 

.-

Fig.105a. Mikrophotometerkurve von ",Virginis. (1930, April 24; 5h 35 min U. T.). Rechts IntensWitsmarken. 

0000000 °0 

°000 

o 
o , , , 
00000 , 

Fig. 105 b. Konturen von He J. 4472 (links) und Mg II 4481 (rechts) beider Komponenten von", Virgo auf IntensWlten 
umgerrchnet. Einheiten der Abszissenskala 1,28 A, der Ordinatenskala S% Absorption. 

Fig.l05c. Mikrophotometerknrve des nicht rotierenden B 2-Sternes y Pegasi. Links neben He 4472 die verbotene 
Heliumlinie ;. 4470. Die Linie 4480 rlihrt von Al III her. 

Fig. 105 a-c nach O. STRUVE [1415J. 

dieselbe. Die in Fig. 105 b gemessenen Gesamtabsorptionen Al und A2 fur die 
Komponenten I und II erscheinen nur deshalb verschieden, weil jede Linie 
vom kontinuierlichen Spektrum der andem Komponente uberlagert wird. 
Bezeichnen wir die Intensitaten der beiden Kontinua mit i l und i 2, so gilt offen
sichtlich A =-iL-AI 1 i 1 + i z !l- ~.~ (79,2) 

A = __ i2 __ A i z - A2 • 
2 i 1 + i2 

21* 
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Nach Fig. 105b ist das VerhiiJtnis A1/A 2 R:iS,S. Da beide Sterne dieselbe Tem
peratur haben und also pro Flacheneinheit gleichviel Strahlung emittieren, so gilt 

(79,3) 

und wir erhalten auf diesem Wege in hinreichender Dbereinstimmung mit (79,1) 

Der Helligkeitsunterschied 
entsprechend zu 

1i = 1/ Al_ R:i 3 . 
rz V A z 

beider Komponenten 

(79,4) 

III GroBenklassen ergibt sich 

(79,5) 

Ais Beispiel eines Bedeckungsveranderlichen haben O. STRUVE und C. T. ELVEY 
[1417J den Algol (BS) eingehend untersucht. AuBerhalb der Verfinsterung 
zeigt z. B. die Mg II-Linie A 44S1 die typische "tellerformige" Rotationskontur. 
Durch Vergleich mit derselben Linie in Vega (AO) erhalt man v sin i = 60 ± 
15 km/sek. Wahrend der Verfinsterung ergeben sich - wie Beobachtung und 
Theorie in quantitativer Dbereinstimmung zeigen - unsymmetrische Defor
mationen der Linien. Bei gewohnlichen Radialgeschwindigkeitsmessungen 
machen sich diese als Zacken in der Geschwindigkeitskurve bemerkbar. Eine 
sehr eingehende Untersuchung dieses Rotationseffektes bei Algol und anderen 
Systemen gibt U. B. McLAUGHLIN [1412, mit eingehenden LiteraturangabenJ. 

Aus dem vorhergehenden durfte mit genugender Deutlichkeit hervorgehen, 
daB die spektralphotometrische Untersuchung von Linienkonturen der Er
forschung spektroskopischer Doppelsterne und Bedeckungsveranderlicher ganz 
neue Moglichkeiten 1 eroffnet. 

80. Beobachtung der Rotation einzelner Sterne. 
Ausgehend von den Untersuchungen an Doppelsternen entdeckten O. STRUVE 

und C. T. ELVEY, daB es auch rasch rotierende Einzelsterne gibt. Fig. 106 zeigt 

Fig. 106. Mikrophotometerkurve von 'I Ursae Majoris. Rotierender Einzelstern. Man vergleiche mit Fig. 105. 
Nach O. STRUVE [1415]. 

z. B. eine Mikrophotometerkurve von 1)UMa, der hinsichtlich Spektraltyp und 
absoluter Helligkeit etwa der helleren Komponente von IXVirg. entspricht. Wie 
der Vergleich mit Fig. 105 a zeigt, hat er auch nahezu dieselbe Rotations
geschwindigkeit, also 

v sin i R:i 200 kmJsek. (SO,1) 

Es liegt nahe, an das Vorkommen so enormer Rotationsgeschwindigkeiten Betrachtungen 
tiber die Stabilitat solcher Sterne und die Entstehung von Doppelsternen anzukntipfen. 
Doch wollen wir hier dieser Versuchung nicht nachgeben, sondern uns lieber an die Beobach
tungen halten. 

1 Vgl. z. B. die noeh nicht erklarten Beobachtungen von O. STRUVE und E. EBBlG
HAUSEN (Ap. ]. 80, 365 (1934)) an rtVirginis! 
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Da13 die breiten und flachen Linien solcher Spektren tatsachlich durch 
Rotation und nicht durch irgendeinen in den Sternatmospharen selbst wirkenden 
Mechanismus hervorgerufen werden, laJ3t sich nach O. STRUVE und C. T. ELVEY 
durch folgende Beobachtungen stiitzen: 

1. AUe Linien (natiirlich mit Ausnahme der interstellaren!) sind in gleicher 
Weise verbreitert. 

2. Die Linienbreiten wachsen '"-'A an, entsprechend der bekannten Doppler-

formel L1 A = _V_ A. 
c 

3. Die Verhaltnisse der Gesamtabsorptionen der Linien sind unabhiingig 
von der Verbreiterung. Dies haben O. STRUVE und C. T. ELVEY [1416J an dem 
Si III-Triplett A 4553, 4568, 4575 nachgepriift, dessen Gesamtabsorptionen 
sich - entsprechend den nach der BURGER-DoRGELOSchen Regel berechneten 
Ubergangswahrscheinlichkeiten - wie 

y5: y3 : 1 = 2,24: 1,73 : 1 (80,2) 

verhalten sollen. Abgesehen von gelegentlichen kleinen Abweichungen, die 
sich zwanglos auf Turbulenz (Abschn. 70) zuriickfiihren lassen [1409J, bestatigen 
die Beobachtungen durchaus das erwartete Verhaltnis. 

In gri:i13erem Umfange sind Bestimmungen der Rotationsgeschwindigkeit 
v sin i von C. T. ELVEY [1408J mit Hilfe der Linie A 4481 ausgefiihrt worden. 
CHR. WESTGATE [1418-20J hat dann die Verteilung der Rotationsgeschwindig
keiten in Abhangigkeit vom Spektraltypl genauer untersucht. Bei den 0- und 
B-Sternen mi13t sie unter dem Komparator die Breite von Mg II 4481 und He 
4472, bei den A-Stemen ebenfalls A 4481 und bei den F-Sternen Sr II 4215. 

Die Ergebnisse dieser Messungen lassen sich nun statistisch in folgender 
Weise weiterverarbeiten: Bezeichnet man mit W (V) d V die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, da13 die schein bare Aquatorialgeschwindigkeit V = v sin i eines Sternes 
zwischen V und V + d V liegt, so zeigt die Verteilungsfunktion W (V) fiir die 
friihen Spektraltypen 0-F2 bei kleinen V einen steilen Anstieg, ein Maximum 
bei Vi:;:,; 60 kmjsek und dann wieder eine Abnahme, so daJ3 Rotationsgeschwindig
keiten > 250 kmjsek kaum vorkommen diirften. Bei den spiiteren Spektraltypen 
F5-M werden die durchschnittlichen Rotationsgeschwindigkeiten rasch kleiner; 
schon bei G-Sternen ist bis jetzt iiberhaupt kein Fall von Rotationsverbreiterung 
nachgewiesen. Die kleine Rotationsgeschwindigkeit der Sonne (v '"-' 2 kmjsek) 
diirfte also kein Ausnahmefall sein. 

Aus der Verteilungsfunktion W (V) der scheinbaren Rotationsgeschwindig
keiten v sin i kann man die der wahren Aquatorialgeschwindigkeiten v leicht 
berechnen, wenn man die selbstverstandliche Annahme hinzunimmt, da13 die 
Richtungen der Rotationsachsen gleichma13ig iiber die Kugel verteilt sind: 
Die Wahrscheinlichkeit, da13 i zwischen i und i + di liegt, ist dann proportional 
der Flache der entsprechenden Kugelzone, also sin i di. Nehmen wir zunachst 
an, alle Sterne hiitten dieselbe wahre Rotationsgeschwindigkeit v, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, da13 v sin i zwischen V und V + d V bzw. v sin i und 
v (sin i + cos i d i) liegt, proportional zu tg i d V. Es wird dann also 

W* (V) d V ==~-. ~ (fUr v = konst.). (80,J) V1 - V2 v 

Analysiert man mit Hilfe dieser Funktion W* (V) die beobachtete Ver
teilungsfunktion W (V), so kann man leicht die Verteilung der wahren Rotations-

1 Eine Unterteilung des Beobachtungsmaterials nach absoluten Helligkeiten - etwa 
an Hand der von der Rotation ja unabhangigen Gesamtabsorptionen der Wasserstofflinien
ware natiirlich sehr zu wiinschen. 
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geschwindigkeiten V ermitteln. CHR. WESTGATE (s. oben) findet z. B. fUr die 
B-Sterne 

v kmjsek 0 - 50 - 100 - 150 - 200 - 250 
Haufigkeit 27 53 15 4 1 % 

SchlieBlich set noch - der Kuriositat wegen - bemerkt, daB die beobachteten 
Verteilungskurven W (V) ganz leidlich zu dem passen, was man bei extrapola
torischer Anwendung der kinetischen Gastheorie auf die Rotation der Sterne 
erwarten miiBte, namlich 

W (V) ,...., e- konst. v' . V. (80,4) 

Es ware aber sieher abwegig, daraus weitere Konsequenzen ziehen zu wollen. 

81. Radiale Bewegung von Atmospharen, 
deren Hohe klein ist im Vergleich zum Radius des Sternes. 

1m Hinblick auf die Pulsationstheorie der Cepheiden und verwandter Ver
anderlicher untersuchen wir mit H. SHAPLEY und S. B. NICHOLSON [1413J 
die Beeinflussung der Linienkonturen sonst "normaler" Spektren durch Ex
pansion oder Kontraktion des ganzen Sternes. 

x- Bezeichnen wir die Geschwindigkeit eines 
0,0 0/1 0,0 0,8 1.0 Punktes der Sternatmosphare mit V, so ist 

A(x) p5 

J,5~--r---r---+---+-~ 

~O~--L---L---~--~--J 

Fig. 107. "ExpansionskonJur" A (x) = 
(I + fJ x) x ffir verschiedene Werte des 

I fJ 
2+3 

Randverdunkeiungskoeffizienten fJ. 

deren Komponente in der Sehlinie 

V = -v cos{}, (81,1) 

wo der Winkel {} die iibliche Bedeutung hat. 
Die entsprechende Dopplerverschiebung ist 

(81,2) 

Die Helligkeitsverteilung auf der Sternscheibe 
sei fUr die betrachtete Wellenlange wieder ge
geben durch 

Iv=konst.(1 +f3cos{}). (81,3) 

Dann ist die von einer Zone d {} in Richtung 
auf den Beobachter emittierte Strahlung pro
portional 

Iv . cos {} sin {} d {} . (81,4) 

Driicken wir hier d{} durch (81,2) aus, und 
setzen noch 

cos{}=-~.~==x (81,5) 
A v ' 

so wird die Intensitatsverteilung III einer urspriinglich sehr schmalen Linie 

A( ) _ (1+PX)X 
x - 1 P • 

-+-2 3 

(81,6) 

1 

Die Normierung ist dabei so gewahlt, daB das J A (x) dx = 1 wird. Graphische 
o 

Darstellungen fUr die Werte f3 = 0, 3/2 und 00 des Randverdunkelungskoeffi
zienten gibt unsere Fig. 107. Die Verschiebung des Schwerpunktes der Linie, 
gemessen in Einheiten der Verschiebung, die man in der Mitte der Stern-
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scheibe beobachten wurde, ist 

1 1+2fJ J 2 4 
X= x'A(x)dx=3-'~+ 2-fJ ' 

o 3 

(S1,7) 

also fUr f3 = 0, 3/2 und 00 bzw. x = 0,667, 0,70S und 0,750. 
Da fUr Cepheiden Radialgeschwindigkeiten von gunstigenfalls 20 km/sek 

beobachtet werden, so entspricht bei A 4500 die Ausdehnung der Dreiecks
konturen von Fig. 107 etwa 0,4 A. Die mit der Pulsation zusammenMngende 
Unsymmetrie der schwachen Linien durfte also mit den heutigen Hilfsmitteln 
eben erfaBbar sein. Beobachtungen liegen noch nicht vor. 

1st die urspriingliche Breite einer Linie gegenuber der von A (x), d. h. A' 3L , 
c 

nicht zu vernachHissigen, so muB man die beiden Kurven wieder iiberlagern. 
Die Asymmetrie der Linien ist dann spektralphotometrisch natiirlich noch 
schlechter zu erfassen. Die Verschiebung ihres Schwerpunktes wird mit ge
niigender Genauigkeit durch (S1,7) gegeben. 

82. Rotation und Expansion ausgedehnter durchsichtiger 
Nebelhiillen. 

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir die Wirkungen der Rotation 
und Expansion bzw. Kontraktion auf die Linienkonturen gewohnlicher Sterne 
untersucht, deren Atmospharen den Stern nur wie eine dunne Haut umkleiden. 

1m Hinblick auf die Deutung der Emissionsspektren der Be-Sterne, WOLF
RAYET-Sterne, Novae usw. betrachten wir nun im Gegenteil die Beeinflussung 
der Linien ausgedehnter 
und - wie wir anneh
men wollen - vollig 
durchsichtiger Hiillen 
durch Rotation und Ex
pansion. Auf die vie 1 
weitergehenden Proble
me der Dynamik und 
cler Leuchterregung 501-
cher Nebelhullen wollen 
wir hier nicht eingehen, 
sondern nur die ein
fachsten geometrischen 
Prinzipien klarstellen. 

a 
Fig.108a. Rand-"Erhellungsgesetz" I ......, 

~- einer leuchtenden durchsichtigen 
cos 11 Kugelschale. 

y 

o 

b 
Fig. 10Sb. Zustandekommen der 

Rotationskontur dieser 
K ugelschale. 

1. Rotation einer dunnen Kugelschale ohne Selbstabsorption. Die I nten
sitiit Ip der Strahlung, die von der dunnen Kugelschale unter dem Winkel {} 
zur Normale in Richtung auf den Beobachter emittiert wird, ist nach Fig. 10Sa 
proportional der in Richtung der Sehlinie gemessenen Dicke der Schale. Es gilt 
also das Rand-"Erhellungsgesetz" 

I ,...., __ 1_ 
• cos f} . 

(S2,1) 

Wie in Abschn. 77 fUhren wir nun auf der Projektion der Nebelhiille wieder 
(Fig. 10Sb) die Koordinaten x und y (1- bzw. II zur Rotationsachse) ein, so daB 
x mit der entsprechenden Dopplerverschiebung LI A nach (77,6 u. 7) verknupft 
ist durch 

Ll.1. 
-b-=x mit b .1. ., {maximale 

= c' v SIn t = Verschiebung. (82,2) 
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Nehmen wir zunachst an, daB der Radius der Nebelhulle erheblich gri:iBer ist 
als der des Sternes, so wird die auf den L1 A-Bereich b· x bis b (x + d x) fallen de 
Intensitat proportional der Emission des entsprechenden Streifens im Nebel, also 

VI-ii __ 

A (x) = konst. ~r~~~-=--===' = konst. arc Slll--= = konst. -. (82,3) r dy [. y]y=r1 - x2 n 
• v 1 - x 2 - y2 V 1 - x 2 0 2 

y=o 

Die Kontur einer ursprunglich scharfen Linie wird symmetrisch in ein Rechteck 
der Halbbreite b (Fig.109a) auseinandergezogen. 

1st der Radius des Sternes gegenuber dem der 
Bulle nicht zu vernachlassigen, so erhalt - wie 
man an Band von Fig. 108 a ohne weiteres ersieht -
die Rechteckskontur in der Mitte eine Einsattelung 
(Fig.109b). 

-1 o 
x-

c Nehmen wir endlich an, daB eine vi:illig durch
sichtige dunne Bulle den Stern wie eine Aureole 

+1 umgibt, so wird die Linienkontur (Fig. 109c) -
wie man sich leicht uberlegt -Fig. 109. Rotationskontur einer leuch

tenden durchsichtigen Kugelschale. 
a Ohne Verdunkelungseffekt. b Be
ginnender Verdunkelungseffekt (quali· 
tativ). c Extremer Verdunkelungs
effekt. GI.(82.4). Alle Kurven normiert 

A(x)=_t __ 
n V1 - x 2 

(82,4) 

auf fA (x)dx = 1. Kann man die Dicke der Nebelhulle gegenuber 
ihrem Radius nicht mehr vernachHissigen, so wird 

man sie sich in sinngemaBer Weise aus dunnen Schalen aufgebaut denken und 
uber diese integrieren. Wir behandeln ein derartiges Problem nachher im Zu
sammenhang mit den Linienkonturen expandierender Bullen. 

2. Expansion einer diinnen Kugelschale ohne Selbstabsorption. Die in 
einer ringfi:irmigen Zone d-e emittierte Strahlung ist proportional 

c I.' cos-e sin -e d-e,..." sin -e d-e = - d (cos -e). (82,5) 
t 1,0 I 

-1 

A(XJ b .---------- ------------~ 
I 0,5 --a 
I 

I 
i 

o -fl 
x--

Fig. 110. Expansionskontur einerleuch
tenden durchsichtigen Kugelschale. 

a Ohne Verdunkelungsef£ekt. b Mit Ver· 
.. l' 1 

dunkelungseffekt fur -k =2' c Ex-

tremer Verdunkelungseffekt; r '" R. 

Diese Strahlung zeigt eine Dopplerverschiebung 

L1 A = -A' .~.- cos-e. (82,6) 
c 

Schreiben wir wie in Abschn. 81 kurz 

_ A), . . _c = cos -e = x 
lv' (82,7) 

so wird die Intensitatsverteilung in einer ursprung
lich scharfen Linie, wie C. S. BEALS [1401J zu
erst bemerkte, 

A (x) = konst. (- 1 -<: x -<: + 1). (82,8) 
Eine expandierende N ebelhiille zeigt also genau wie eine rotierende rechteckige 
Linienkonturen (Fig. 110a). Man kann also bei einer Nebelhiille1 ohne Selbst
absorption, deren Ausdehnung graB gegeniiber der des Sternes ist, an Band der 
Linienkonturen nicht zwischen Rotation und Expansion unterscheiden. 

Dies wird anders, wenn wir mit S. CHANDRASEKHAR [1406J den "Ver
dunkelungseffekt" betrachten: 1st der Radius r des Sternes gegeniiber dem 
Radius R der Biille nicht zu vernachlassigen, so sehen wir deren riickwartigen 
Teil nur bis 

sin -e* = riR. (82,9) 

1 DaB dies nicht nur fiir diinne, sondern auch fur dicke Hiillen gilt, erkennt man sofort 
durch Uberlagerung der A (x). 
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Die Kontur ist also auf der langwelligen Seite bei 

(82,10) 

abzuschneiden (Fig. 110b u. c), wahrend ihre kurzwellige Halfte durch den 
Verdunkelungseffekt auf keinen Fall affiziert wird. In praxi durfte ein nicht 
sehr ausgepragter Verdunkelungseffekt schwer von einer gewohnlichen Doppler
verschiebung des ganzen Spektrums zu unterscheiden sein. 

Fuhren die Atome der leuchtenden Hulle neben der Auswartsbewegung mit 
der Geschwindigkeit v (entsprechend x = 1) noch unregelmaJ3ige, z. B. thermische 
oder Turbulenzbewegungen aus, so werden die Ecken der Rechteckskonturen 
abgerundet: Schwankt z. B. die dies en Bewegungen entsprechende Doppler
verschiebung x (bezogen auf x = 1 fur die Geschwindigkeit v) urn den Mittel
wert Xo nach der Verteilungsfunktion 

( ,< ) 2 

W(x)=e xo , (82,11) 

so erhalt man die Linienkontur durch Uberlagerung mit 

A (x) = I ~ 
fur 

Ixls 1\ 
,x!~1 

(82.12) 
fUr 

zu 

(82,13) 

wo 

<P(z) = -<P (-z) =;~ J e-x'dx (82,14 
o 

die GAusssche Fehlerfunktion bedeutet 
Bei den Novae, WOLF-RAYET-Sternen usw. ist jedoch, wie B. P. GERASI

MOVH'; [1410J bemerkte, die Abschragung der Linienkonturen so stark, daB 
den Xo Geschwindigkeiten von ,--;350 kmjsek entsprechen muJ3ten. So groBe 
thermische Geschwindigkeiten erscheinen im Hinblick auf die Temperaturen 
dieser Sterne nicht moglich und die Existenz derartiger turbulenter Bewegungen 
ist tratz der geringen Dichte hochst unplausibel. 

Man wird daher Konturen mit "abgerundeten Ecken" in den meisten Fallen 
besser erklaren durch die Annahme einer ausgedehnten Hiille, innerhalb deren 
die Expansionsgeschwindigkeit v mit dem Radius variiert. 

Ohne hier auf die Dynamik solcher Hullen einzugehen, fragen wir mit 
O. C. WILSON [1421J zunachst besser: "Was kann man aus den Linienkonturen 
entnehmen" ? 

Zunachst sieht man, daJ3 der violette Linienfliigel, der von der vorderen 
HaIfte der Nebelhiille emittiert wird, durch den Verdunkelungseffekt nicht 
beeinfluJ3t wird. Seine Deutung ist daher am iibersichtlichsten: 

Es sei (diese Begriffsbildung ist das Entscheidende!) fUr die betrachtete 
Spektrallinie I (v) d v die gesamte Emission aller Kugelschalen (auf deren GroJ3e 
kommt es vorerst nicht an!), deren Expansionsgeschwindigkeit in dem Bereich v 
bis v + d v liegt. Diese Strahlung gibt eine rechteckige Spektrallinie, dessen 

Halbbreite (in km/sek gemessen) v = - ,1/ . c und deren Hohe proportionaP 

1 Die Flache der Linie muB ja ,..., I (v) sein. 
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I (v)/v ist. Betrachten wir nun die Intensitat in einem Abstand V (wieder in 
km/sek) von der Linienmitte, so superponieren sich dort aIle die Rechtecke 
mit den H6hen I (v)/v, deren v:o- V ist. Es wird also schlieBlich die Kontur K (V) 
der Linie gegeben sein durch 

00 

K(V) =-f I~V) dv. (82,15) 
V~V 

Umgekehrt findet man durch Differentiation der Kontur des violetten Fliigels 
nach V 

9:_~(.!1 _ I (v) 
dV v 

(82,16) 

Man kann also die Funktion I (v) - und nichts weiter - empirisch bestimmen. 
Wenn es moglich ware, in der Kontur des roten Fliigels den Bedeckungseffekt 

zu isolieren, so wiirde man damit wesentlich mehr iiber die raumliche Struktur 
der NebelhiiIle erfahren. Da dies noch nicht gelungen ist, so verweisen wir 
beziiglich der eingehenden Durchrechnung verschiedener FaIle auf die erwahnte 
Arbeit von S. CHANDRASEKHAR [1406]. Der groBenordnungsmaBige Zusammen
hang zwischen Asymmetrie der Linie und GroBenverhaItnis Nebel: Stern ist 
schon aus Fig. 110 zu ersehen. 



Fiinfter Teil. 

Probleme und Anwendungen der 
quantitativen Theorie der Sternspektren \ 

xv. Kapite!. 

Anwendung der Theorie 
der FRAUNHOFER-Linien. 

83. Uberblick tiber die Probleme der Spektralklassifikation 
und der spektroskopischen Parallaxenbestimmung. 

Die Harvard-Klassifikation [1508J der Sternspektren ist, wie wir schon in 
Abschn. 16 bemerkt haben, urspriinglich rein empirischer Natur. Praktisch 
angewandt werden Klassifikationskriterien, die mit kleiner Dispersion moglichst 
gut zuganglich sind. Diese beruhen teils auf der Schatzung der Intensitiit einzelner 
Linien, teilweise auch auf der Schatzung von Intensitiitsverhiiltnissen. Da aber 
nicht weiter definiert wird, was unter "Intensitat" zu verstehen ist, so ist das 
System der Harvard-Klassifikation z. B. von einer Sternwarte auf eine andere 
nur durch A ufweisung zu iibertragen, indem man erklart: "Ein AO-Spektrum 
sieht aus wie das von Sirius usw.". Die im HENRY DRAPER Katalog publizierten 
Beschreibungen beziehen sich auf einige eingehender untersuchte helle Sterne; 
sie haben mehr akzessorischen Charakter und sind fiir die Klassifikationstatigkeit 
von untergeordneter Bedeutung. 

Die am Mt. Wilson Observatorium entwiekeIten Methoden zur Bestimmung 
spektroskopischer Parallaxen [1501,5J bzw. absoluter Helligkeiten sind urspriing
lich ahnlieher Natur: Unter Zuhilfenahme von Stemen mit bekannter absoluter 
Helligkeit werden spektraIe Kriterien gesucht, die bei konstantem Spektral
typ die absolute Helligkeit erkennen lassen. 1m Hinblick auf die Erreichung 
moglichst groBer Genauigkeit wird noch gefordert, daB diese Kriterien bei 
Xnderung des SpektraItyps sich nur langsam versehieben. Die Sehatzung des 
"IntensitatsverhaItnisses" benachbarter Bogen- und Funkenlinien von ahn
lieher Starke 2 erfiillt alle diese Bedingungen ausgezeichnet. 

BIeiben wir zunachst auf der an Harvard und Mt. Wilson gesehaffenen 
Basis, so konnen wir zusammenfassend feststellen: 

Zwei voneinander unabhangige spektrale Kriterien (Absolutintensitat oder 
IntensitatsverhaItnis in irgendeiner Skala) bestimmen Spektraltyp (Sp.) und 
absolute Helligkeit (M). Wie man die Kriterien wahIt, ist im Prinzip gleichgiiItig. 
Es ist z. B. durchaus nicht notwendig, daB das eine Kriterium annahernd die 
Sterntemperatur, das andere die absolute Helligkeit gibt. VieImehr kommt 
unserem zweidimensionaIen Schema (RUSSELL-Diagramm!) folgender Sinn zu: 

1 1m Hinblick auf das wahrend der Ausarbeitung des Manuskriptes erschienene Buch 
von S. ROSSELAND: Theoretical Astrophysics (Oxford 1936) habe ich die dort besonders 
eingehend behandelten Probleme der Bandenspektren und der Theorie des Nebelleuchtens 
ganz beiseite gelassen. 

2 Eine Zusammenstellung der 1935 noch angewandten Kriterien vgl. [1505; S.188]. 
Ausserdem [1503; S.25]. 
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Das Spektrum einer ruhenden Sternatmosphiire bestimmter Zusammensetzung 
ist, wie wir in den vorhergehenden Kapiteln sahen, bestimmt durch die effektive 
Temperatur Te (an ist dann per def. die gesamte Ausstrahlung pro cm2 und 
sek) und die Schwerebeschleunigung g an der SternoberfHiche. Da durch Te 
und g auch die fUr Ionisation und Anregung maBgebende mittlere Temperatur T 
der Atmosphare (soweit dieser Begriff uberhaupt einen Sinn hat) bestimmt ist, 
so konnen wir statt Te mit einiger Einschrankung auch T oder die Farbtem
peratur TF benutzen. 

Jedem spektralen Kriterium entspricht eine Kurvenschar in der Te, g-Ebene 
(provisorisches Beispiel vgl. Fig. 29). Der Schnitt zweier Kurven verschiedener 
Scharen 1 fixiert beide Parameter. 

Wenn wir noch einmal - in anderer Weise - die Voraussetzung machen, 
daB aIle Sterne dieselbe Zusammensetzung haben und daB die Energiebilanz 
eines Sternes nur von seinem momentanen Zustand bestimmt wird, so besteht 
nach EDDINGTON (Abschn. 20) eine Beziehung zwischen Masse fl, absoluter 
Helligkeit M und effektiver Temperatur Te bzw. Radius Reines Sternes. Mit 

Te und g ,...., ~ ist also auch M gegeben und man kann - was yom praktischen 

Standpunkt aus anschaulicher ist - statt der Te, g-Ebene eine Te, M-Ebene 
benlitzen. 

Inwieweit - dies wollen wir nachtraglich noch uberlegen - ist aber die 
im vorhergehenden gemachte Voraussetzung der Konstanz der chemischen 
Zusammensetzung aller Sterne fUr die Richtigkeit un serer Uberlegungen und 
damit die Anwendbarkeit der spektroskopischen Parallaxenmethode wirklich 
notwendig? Das heiBt, welches Minimum an Voraussetzungen ist erforderlich, 
urn die Moglichkeit einer Bestimmung absoluter Sternhelligkeiten mit Hilfe 
spektraler Kriterien zu gewahrleisten? Man sieht sofort, daB der qualitative 
Charakter der funktionalen Zusammenhange erhalten bleibt, wenn die Zusammen
setzung eines Sternes eindeutig durch T. und M, d. h. seine SteIlung im RUSSELL
Diagramm, festgelegt ist. Dann werden namlich auch g und weiterhin aIle 
spektralen Kriterien immer noch eindeutig durch Te und M bestimmt sein. Solche 
Variationen der Zusammensetzung wurden sich also bei der an MT. WILSON 
angewandten Methode der spektroskopischen ParaIlaxenbestimmung nicht 
bemerkbar machen; sie wurden vielmehr erst bei quantitativem Vergleich von 
Theorie und Beobachtung in Erscheinung treten. Nur wenn zwei Sterne mit 
gleichem Te und M verschiedene Zusammensetzung hatten, so wurde sich dies 
in einem Unterschied von "spektroskopischer" und "geometrischer" Parallaxe 
zeigen. 

84. Ansatze zur Verbesserung und Erweiterung 
des zweidimensionalen Klassifikationsschemas. 

In neuerer Zeit sind zahlreiche Versuche veroffentlicht worden, das im 
vorhergehenden betrachtete Schema zu verbessern und erweitern. Wir nennen 
vor aHem die Untersuchungen von O. STRUVE und seinen Mitarbeitern P. RUD
NICK, W. W. MORGAN und J. A. HYNEK an Yerkes, E. G. WILLIAMS an Mt. Wil
son, sowie C. H. PAYNE u. a. an Harvard (vgl. Literaturverzeichnis). Wenn 
es auch nicht moglich ist, diese Ansatze heute schon auf einen Generalnenner 
zu bringen, so mochten wir doch versuchen, hier auf eine Klarung der Grund
gedanken hinzuarbeiten. 

1 Wie man sieht, liegt es im Interesse der Geuauigkeit, daB die zwei Kurvenscharen 
sich unter einem miiglichst steilen Winkel schneiden. Sonst ist ihre Lage in der 4, g- oder 
Te, M-Ebene belanglos. Diese Einsicht erspart viele unniitige Diskussionen. 
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1. Bedeutung quantitativer Beobachtungen. Ein gemeinsamer Zug der 
neueren Entwicklung (SCHWARZSCHILD, SHAPLEY u. a.) liegt in der Ersetzung 
der geschiitzten Linienintensitiiten und -intensitatsverhaltnisse durch gemessene 
Gesamtabsorptionen bzw. - soweit erfaBbar - Linienkonturen. Der Vorteil 
des quantitativen Verfahrens liegt nicht so sehr - wie man zunachst denken 
mochte - in der Erhohung der Genauigkeit 1, sondern in seiner Reproduzierbar
keit. Man wird unabhangig von der Beschaffenheit der Spektren und des Spektro
graphen und erhalt die Moglichkeit, Messungen verschiedener Institute direkt 
miteinander zu vergleichen. Das Wichtigste aber ist: Nur quantitative Be
obachtungen kOnnen mit der Theorie in Verbindung gebracht werden. Der rapide 
Aufschwung der Sternspektroskopie in den letzten J ahren ist ein genugender 
Beweis fUr die Fruchtbarkeit und Notwendigkeit dieser Vereinigung. 

Andererseits mochten wir aber auch davor warnen, uber das Ziel hinaus
zuschieBen: Fur stellarstatistische Zwecke usw. durfte die Harvard-Klassi
fikation noch auf lange hin ausreichen und gerade ihr empirisch-praktischer 
Ursprung gibt ihr hier ein Obergewicht uber neuere Methoden. Man wird also 
in dem immer wieder auftretenden Klassifikationsstreit am besten folgenden 
Standpunkt einnehmen (dies gilt auch fUr das Folgende): Fur "normale" Zwecke 
Beibehaltung und evtl. vorsichtige Erweiterung des Alten. Daneben versuche 
man fUr eine A us wahl heller Sterne, fUr die alle we sent lichen Daten (insbesondere 
Parallaxe!), bestimmbar sind, von rein prinzipiellen physikalischen Gesichts
punkten geleitet ein rationelles Schema zu entwickeln. Die Untersuchung der 
Beziehungen beider Systeme moge man vorerst als cura posterior betrachten. 

2. Eindeutigkeit. Von praktischem Standpunkt aus betrachtet erhalt die 
Klassifikation2 erhohte Sicherheit durch gleichzeitige Verwendung mehrerer 
Kriterien. Andererseits entsteht dabei die Moglichkeit einer M ehrdeutigkeit, 
indem genauere Messungen zeigen konnten, daB die verschiedenen Kriterien 
doch nicht genau parallel gehen. (Insbesondere ist zu bedenken, daB im Be
obachtungsmaterial vielfach schon eine statistische Korrelation von Spektral
typ und absoluter Helligkeit besteht, so daB unter Umstanden gar nicht ohne 
weiteres zu erkennen ist, wie irgendein Kriterium sich bei Anderung von Te 
oder Mallein verhalten wurde.) In praxi wird man einen dem Instrumentarium 
angepaBten Kompromil3 schlieBen, wobei die Theorie wert volle Beratung geben 
kann. Der unter 1. angebrachte Vorschlag hat auch von diesem Gesichtspunkt 
aus betrachtet viel fUr sich. 

3. Erweiterungen des zweidimensionalen Klassifikationsschemas. Neuere 
Untersuchungen haben mit immer groBerer Deutlichkeit gezeigt, daB zwei Para
meter nicht ausreichen, um die Gesamtheit der Sternspektren in eindeutiger 
Weise zu ordnen. Ihrer physikalischen Natur nach wenigstens in groben Umrissen 
bekannt sind folgende Effekte: 

a) Interstellare Absorptionslinien (insbesondere Ca+K und NaD) und Ver
jiirbung durch interstellare Wolken (Colour excess). Beide Effekte haben mit 
dem Stern selbst zwar nichts zu tun, sind aber doch wegen ihres Zusammen
hanges mit der Parallaxe bzw. absoluten Helligkeit (und allerdings auch den 
galaktischen Koordinaten) von Bedeutung. So weist z. B. E. G. WILLIAMS [1536J 
in seiner Reklassifikation der B-Sterne der Intensitat der interstellaren K-Linie 
eine dominierende Stellung zu. Ehe man diesem Schritt zustimmt, wird man 

1 Vergleicht man z. B. die von W. S. ADAMS [1503J geschatzten Intensitatsverhaltnisse 
von Parallaxen-Linienpaaren mit den entsprechenden Gesamtabsorptionsmessungen von 
J. A. HYNEK [1511], so sieht man, daB die ersteren fUr die praktische Bestimmung absoluter 
Helligkeiten zur Zeit noch iiberlegen sind. 

2 Hier und im folgenden in erweitertem Sinne als Festlegung einer Kurvenschar in der 
Te, g-Ebene zu verstehen. 
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eingehendere Untersuchungen uber die Abhangigkeit der interstellaren Linien 
von Richtung und Entfernung abwarten. 

Die oft wiederholte Behauptung, daB es - abgesehen von der Verfarbung 
durch intersteIlare Wolken und der Emission von Nebelhiillen (Be) - Sterne 
gebe, die sich nur durch die Intensitatsverteilung im kontinuierlichen Spektrum 
unterscheiden, wahrend aIle sonstigen spektralen Kriterien dieselben seien, 
kann Verf. nicht als bewiesen betrachten. Sorgfiiltige Beobachtungen zu dem 
Problem der "gelben B-Sterne" sind unbedingt erforderlich. 

b) Rotation. Die in Kap. XIV dargestellten Untersuchungen von O. STRUVE 
und seinen Mitarbeitern lassen keinen Zweifel daruber, daB das haufige Vor
kommen verwaschener Linien (n und nn in der iiblichen Bezeichnung) bei den 
Spektraltypen O-F auf Rotation zuriickzufiihren ist. 

Die Bedeutung der Rotation fiir die Spektralklassifizierung hat dann 
J. A. HYNEK [1512] genauer untersucht. 

Er zeigt zunachst, daB der Zusammenhang zwischen der Intensitatsverteilung 
im kontinuierlichen Spektrum (Farbenindex) und der Gesamtabsorption der 
Linien fiir n- und s-Sterne, d. h. fUr rotierende und nicht rotierende Sterne 
derselbe ist und beweist damit, daB die Rotation im allgemeinen keinen nachweis
baren EinfluB auf den Aufbau der Sternatmospharen hat. Dies ist auch leicht 
verstandlich: Wenn im Mittel uber der ganzen Sternoberflache die Zentrifugal
kraft einen erheblichen Bruchteil der Schwerebeschleunigung kompensieren 
solI, so muB am Aquator die Fliehkraft schon so groB sein, daB Instabilitat 
einsetzt und Material abgeschleudert wird. O. STRUVE nimmt an, daB solche 
Nebelhiillen oder -ringe die Emission der Be-Sterne verursachen. Man sieht 
jedenfalls, daB der Ubergang von unmerklich kleinem EinfluB der Rotation 
zu v6l1iger Umstellung des Spektrums ein sehr p16tzlicher sein muB und braucht 
sich daher nicht zu wundern, daB die n-Sterne ohne Emission hinsichtlich der 
Gesamtabsorption ihrer Linien nicht von den normalen Spektren zu unterscheiden 
sind. 

Eine Spektralklassifikation, die auf Gesamtabsorptionen basiert, wird also 
die Rotation der Sterne einfach ignorieren und in erster Linie den inneren Auf
bau der Sternatmospharen beschreiben. HYNEK zeigt [1512], daB bei der 
DRAPER-Klassifikation (Harvard) tatsachlich fiir jeden Spektraltyp die Gesamt
absorption der Linien von der Rotationsverbreiterung unabhiingig ist. Fiir die 
an Mt. Wilson ausgefiihrten Klassifikationen dagegen trifft dies - trotzdem 
ihr Plan sich auf das engste an Harvard anschlieBt - nicht zu. Sterne mit 
bestimmten Gesamtabsorptionen, die an Harvard unabhangig von Rotation, 
z. B. als FO klassifiziert sind, geUen an Mt. Wilson zwar ebenfalls als FO, wenn 
sie nicht rotieren, dagegen als durchschnittlich A5,6, wenn sie rasch rotieren! 
Der Grund dieses Unterschiedes diirfte in folgendem zu suchen sein: Die DRAPER
Klassifikation ist mit so kleiner Dispersion ausgefiihrt, daB auch bei starken 
Linien nur die Gesamtabsorption zur Geltung kommt, wahrend die Linien
konturen rein instrumenteller Herkunft sind. MT. WILSON dagegen arbeitet mit 
Spaltspektrographen gr6Berer Dispersion: In einem rotierenden Stern erscheinen 
daher die Metallinien geringer Intensitat schwiicher, als dies ihrer Gesamt
absorption entspricht; der Stern wird daher in der Spektralsequenz vorver
schoben. 

Da es im Einzelfalle dem Zufall uberlassen bleibt, welcher Bruchteil v . sin i 
der Rotationsgeschwindigkeit eines Sternes spektroskopisch in Erscheinung 
tritt, so wird man selbstverstandlich einer Klassifikation den Vorzug geben, 
deren Hauptkriterien von der Rotation nicht beeinfluBt werden. 

c) Turbulenz. Eine Klasse von peculiar spectra, bei denen die schwachen 
und starken Linien zunachst nicht zusammenzupassen schienen, kann, wie 
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wir mit O. STRUVE und C. T. ELVEY in Abschn.70 sahen, auf "Turbulenz" 
zuruckgefUhrt werden. Mit Hilfe der Wachstumskurve kann die Zuordnung1 

von normalen und turbulent en Sternen folgendermaBen getroffen werden: 
Wir wissen, daB die Gesamtabsorption der ganz schwachen Linien und ebenso 
die der ganz starken durch VergroBerung des Dopplereffektes nicht beeinfluBt 
werden. Nur der flache Teil der Wachstumskurve wird gehoben. DaB in der 
Harvard-Klassifikation turbulente Sterne in gieicher Weise wie rotierende viel
fach mit dem Prafix n versehen werden, ist - yom heutigen Standpunkt aus 
gesehen - unrationell, doch ist es naturlich bis zu einem gewissen Grade Ge
schmackssache, ob eine Klassifikation nur das direkte Aussehen der Spektren, 
oder auch ihre Bedeutung (soweit sie bekannt ist) beschreiben solI. 

Fur das vorgeschiagene "Mustersystem" mochte Verf. den Ietzteren Stand
punkt befurworten, wahrend fUr die Klassifikationsarbeit im groBen der erstere 
manches fur sich hat. 

1m Zusammenhang mit dem Kiassifikationsproblem ware es wichtig zu wissen, 
ob die TurbuIenz mit anderen Parametern verknupft ist. Soviel bis jetzt zu 
erkennen ist, tritt TurbuIenz zwar vorzugsweise bei Riesensternen der fruhen 
Typen auf; ob sie aber mit Spektraltyp und absoluter Helligkeit eindeutig 
verknupft ist, laBt sich noch nicht sagen. 

d) Emissionslinien. Die uberwiegende Mehrzahl der p-Spektren der Harvard
Klassifikation verdankt ihr Prafix dem Auftreten heller Linien. Da wir uns mit 
deren Theorie nicht beschaftigt haben, so wollen wir diesen Gegenstand noch 
zuruckstellen. 

e) N otwendigkeit weiterer Parameter? Unterschiede in der Zusammensetzung 
der Sterne? Das Resultat von a) bis d) k6nnen wir folgendermaBen zusammen
fassen: Wenn wir Sterne mit Emissionslinien vorerst beiseitelassen, so wird der 
Zustand einer Sternatmosphare vollstandig beschrieben durch Angabe von 
Spektraltyp, absoluter Helligkeit und Starke der Turbulenz, wobei noch die 
Moglichkeit offen bleibt, daB der letztere Parameter sich schlieBlich doch noch 
ais eine Funktion der beiden anderen herausstellt. Das Aussehen der Spektren 
wird weiterhin noch mitbestimmt von Rotation und interstellarer Absorption. 

Wir fragen mit O. STRUVE [1530J: "Reichen diese Parameter vollstandig aus, 
urn die Sternspektren zu ordnen?" Nach genauer Dberprufung der Bo-Fo
Spektren finden O. STRUVE [1530J und W. W. MORGAN [1516J u. a., daB 
diese Frage wahrscheinlich zu verneinen ist 2• Trotzdem eine physikalische 
Analyse der nach Berucksichtigung der eingangs genannten Effekte ubrig
bleibenden "Reste" noch aussteht, so ubersehen wir doch schon folgendes: 
Wenn nicht irgendwelche uns noch v611ig unbekannte Effekte am Werk sind, 
so mussen wir schlieBen, daB die Zusammensetzung der Sterne nicht eindeutig 
durch T. und g bzw. Spektraltyp und absolute Hell£gkeit festgelegt ist. Eine gesetz
maBige Variation der Zusammensetzung der Sterne mit ihrer SteHung im 
RUSSELL-Diagramm wurde - wie wir sahen - im Zusammenhang mit dem 
Klassifikationsproblem gar nicht in Erscheinung treten, sondern nur beim Ver
gieich von Beobachtung und Theorie zu entdecken sein. Wenn die obige Ver
mutung richtig ist, so wurde dies also heiBen, daB der Aufbau eines Sternes nicht 
nur von seinen Zustandsgropen Masse und Leuchtkraft, sondern auch von seiner 
V orgeschichte abhangt. 

Vielleicht gehOrt in diesen Zusammenhang auch die Teilung der Spektral
sequenz bei den kiihlen Sternen in den M-Zweig (Sauerstoffsterne) und R-N-Zweig 

1 Die weitere Frage. wie der innere Aufbau der Sternatmosph1l.ren durch die Turbulenz 
beeinfluBt wird. muB dabei allerdings noch offen gelassen werden. 

2 Beziiglich Einzelheiten miissen wir uns mit einem Hinweis auf die Originalarbeiten 
begniigen. 
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(Kohlenstoffsterne) - vgl. H. N. RUSSELL [1526J - sowie bei den WOLF
RAYET-Sternen in "Kohlenstoff"- und "Stickstoffsterne". Unterschiede im 
Haufigkeitsverhaltnis Wasserstoff: Metalle, die im Hinblick auf die Energie
erzeugung im Inneren der Sterne besonderes Interesse verdienen, sollten am best en 
etwa bei AS erkennbar sein, wo die kontinuierliche Absorption des Wasser
stoffes ihre Vorherrschaft an die Metalle abtritt. 

Hinsichtlich der klassifikationsmaJ3igen Kennzeichnung von Effekten, die 
zur Zeit noch sehr unvollkommen verstanden werden, wird man - wie dies auch 
meist geschieht - sich zunachst an die direkten Beobachtungstatsachen halten, 
ohne damit eine Zuhilfenahme theoretischer Einsicht von vornherein abzulehnen1. 

85. Ubergang vom Sp, -L1£-System2 zum T e , g-System. 
Die Skala der Sterntemperaturen. 

Wahrend wir im vorhergehenden Abschnitt das - man mochte sagen -
topologische Problem der Ordnung der Sternspektren in den Vordergrund stellten, 
wollen wir jetzt wieder (der Einfachheit wegen) von Feinheiten, die uber das 
zweidimensionale Klassifikationsschema hinausgehen, absehen und dafUr dieses 
yom quantitativen Standpunkt aus betrachten. 

Das I deal ware, aus zwei spektralen Kriterien direkt Te und g zu berechnen 
und dann mit Hilfe der Masse-Leuchtkraft-Beziehung evtl. die absolute Hellig
keit M zu finden. Aber von diesem Ziel sind wir noch sehr weit entfernt und 
mussen uns hier in der Hauptsache damit begnugen, die Annaherungsmoglich
keiten auszukundschaften. 

1. In Kap. III haben wir provisorisch angenommen, daB die F arbtemperatur Tp 
und die effektive Temperatur Te der Sterne einander gleich sind. Unter Zugrunde
legung der (schon yom experimentellen Standpunkt aus recht unsicheren) 
ublichen Skala der Farbtemperaturen berechneten wir so die Diagramme, 
Fig. 29, 33 u. 34, welche die Beziehungen zwischen den ZustandsgroJ3en del' 
Sterne vorlaufig herstellen sollten. 

2. Eine Moglichkeit zur Verbesserung dieses Vorgehens scheint zunachst 
darin zu liegen, daB man mit Hilfe der Theorie des kontinuierlichen Absorp
tionskoeffizienten die Beziehung zwischen Tp und Te (evtl. geht auch die absolute 
Helligkeit noch ein wenig ein) berechnet (vgl. Fig. 54) und damit die Farb
temperaturen in effektive Temperaturen uberfUhrt. Aber selbst abgesehen 
davon, daB oberhalb 10000° die Skala der Farbtemperaturen sehr unsicher wird, 
setzt dieser Vorschlag voraus, daB man die zur Berechnung von xlii notige 
Kenntnis der Zusammensetzung der Sterne bereits besitzt. Was wir aber aus 
Fig. 54 entnehmen durfen, ist, daB Tp und T. sich nie sehr weit voneinander 
entfernen und daB fUr Tp =< 7500° hOchstwahrscheinlich Tp ~ Te ist. Infolge
dessen durfte es legitim sein, bei der Untersuchung nicht zu groBer Temperatur
differenzen L1 Te diese in der ublichen Weise durch L1 TF zu ersetzen. 

3. Offenbar bleibt also, urn den Ubergang yom Sp, M-System zum Te , 
g-System zu bewerkstelligen, nichts anderes ubrig, als Beobachtung und Theorie 
als Ganzes miteinander zu vergleichen und die A usgangsannahmen der letzteren 
sukzessive zu verbessern. Als theoretische Basis kommen dabei in erster Linie 
die Untersuchungen von E. A. MILNE [1514J, H. N. RUSSELL [1525J, A. UNSOLD 
[1533 J und A. P ANNEKOEK [1518J in Frage, die wir zum Teil schon kritisch 
gewurdigt haben. 

Man wird versuchen, die angenommene mittlere Zusammensetzung der Stern
atmospharen zu korrigieren mit Hilfe von Kriterien, die in der Hauptsache von 

1 Vgl. H. N. RUSSELL, C. H. PAYNE-GAPOSCHKIN und D. H. MENZEL [1527J. 
2 sp = Spektraltyp; M = absolute Helligkeit. 
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dieser abhangen, von der absoluten Helligkeit und der Temperaturskala dagegen 
nur wenig beeinfluBt werden. Umgekehrt wird man die Temperaturskala er
mitteln mit Hilfe von Kriterien, die in erster Linie temperaturabhangig sind 
(s. B. steile Maxima von Linien) usw. 

Die DurchfUhrung eines solchen Programms wird sehr erschwert dadurch, 
daB nach Kap. XIII der Zusammenhang zwischen der Gesamtabsorption einer 
Linie und der Konzentration des betreffenden Atomzustandes in der Stern
atmosphare oder der "Anzahl der absorbierenden Atome" N H ein sehr verwickelter 
ist. Qualitative Intensitatsschatzungen erlauben daher in den meisten Fallen 
gar keine Schliisse und auch die Deutung von Maxima ist - sofern sie nicht sehr 
scharf ausgepragt sind - viel vorsichtiger zu handhaben, als dies meist geschieht. 
Sogenannte "empirische" Methoden - dies gilt ziemlich allgemein - set zen 
meist implizite irgendeine unzulangliche "Theorie" (besser gesagt Spekulation) 
voraus. 

Einige Beispiele mogen die Mehrdeutigkeit in der Interpretation qualita
tiver Beobachtungen veranschaulichen: 

a) Beobachtet man, daB die Intensitat einer Linie in einem bestimmten 
Bereich der Spektralsequenz sich wenig andert, so kann dies daher riihren, daB 
N H nahezu konstant ist. Oder aber es liegt ihre Gesamtabsorption A,t gerade 
im flachen Teil der Wachstumskurve. Eine Messung von A,t gibt sofort die Ent
scheidung zwischen beiden Moglichkeiten. 

b) Wenn eine Linie beim Dbergang von Riesen- zu Zwergsternen derselben 
Temperatur1 keine Anderung zeigt (sog. "Nulleffekt"), so kann dies sogar 
dreierlei Ursachen haben: 

(X) Die Anderung in der Ionisation und Anregung des betreffenden Atom
zustandes wird gerade kompensiert durch die Anderung der wirksamen Dicke 
der Atmosphare N H in Fig. 83, so daB N H konstant bleibt. Der Mechanismus 
der Linienentstehung soH druckunabhangig sein. 

fJ) N H nimmt mit wachsendem Druck ab, aber die Linienverbreiterung 
erfolgt durch StoBdampfung. Die Gesamtabsorption starker Linien ist dann 
durch N H Y bedingt; die Abnahme von N H kann also durch die Zunahme 
von y kompensiert werden. Dasselbe gilt natiirlich fUr Druckeffekt (Beispiel: 
BALMER-Linien zwischen A und F). 

y) Die Gesamtabsorption liegt im flachen Teil der Wachstumskurve. 
Wahrend die Entscheidung zwischen y) und den beiden anderen Moglich

keiten an Hand von Messungen keine Schwierigkeit bietet, ist die Trennung 
von (X) und fJ) nicht leicht. Das Sicherste diirfte die Heranziehung ganz schwacher 
Linien sein, deren Gesamtabsorption durch die Dampfungskonstante y nicht 
mehr beeinfluBt wird. Solche Messungen konnen aber nur mit allergroBten 
Spektrographen ausgefiihrt werden. Anders diirfte nur unter Zuhilfenahme 
nicht explizit gepriifter theoretischer Ansatze weiterzukommen sein. 

Urn fUr die Durchrechnung spezieller Probleme im folgenden Abschnitt 
schon eine Unterlage zu haben, wollen wir die besprochenen Schwierigkeiten 
erst umgehen und auf die Kenntnis der kontinuierlichen Absorption an der 
Grenze der BALMER-Serie A 3647 zuriickgreifen (Fig. 53, Abschn. 362): 

Aus der GrofJe des maximalen Intensitatssprunges Lllog F~ = 0,5 2 (bei A2) 
schlieBen wir nach Fig. 53a u. b, daB die relativen Beitrage des Wasserstoffes 
und der MetaHe zum kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten (mit unseren 
Ansatzen fUr letztere) richtig werden, wenn wir H:M~50:1 setzen. Nach der 

1 Praktisch kann man vielfach dafiir setzen: desselben Spektraltyps. 
2 Vgl. auch die dort noch nicht beriicksichtigte Arbeit [1303]. 

Unsold, Sternatmosph<iren. 22 
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Lage des maximalen Intensitatssprunges und der Maximalintensitat der BALMER
Linien in der Spektralsequenz miissen wir dann einem A2-Stern eine effektive 
Temperatur von ~8800 ± 1000° K zusprechen. Fiir die friihen Typen laBt 
sich die effektive Temperatur groBenordnungsmaBig durch Vergleich von 
Fig. 53 au. b finden. Man erhalt fiir B5 14000° ± 2500 und fUr B1 23000° ± 4000. 
Auf der anderen Seite liegt wenigstens die effektive Temperatur der Sonne (dGO) 
mit 5740° ziemlich sicher fest. Vergleicht man unsere - freilich noch sehr 
rohe - Skala der effektiven Temperaturen mit der Farbtemperaturskala von 
Tabelle 11, so erhalt man den Eindruck, daB die in Fig. 54 dargestellte theore
tische Beziehung zwischen Te und TF wenigstens qualitativ einigermaBen das 
Richtige trifft. In quantitativer Hinsicht diirften die berechneten Differenzen 
I TF- Tel durchweg zu groB sein. Solange wir keine groBere G:enauigkeit er
reichen konnen, diirfte es nach wie vor fUr viele Zwecke ausreichen, Farbtempera
tur, effektive Temperatur und mittlere Temperatur der Sterne als ungefahr 
gleich zu betrachten. Es ist jedoch zu erwarten, daB in nicht allzuferner Zeit 
die direkte spektroskopische Festlegung der Skala der effektiven Temperaturen eine 
viel groBere Genauigkeit erreichen wird, als die Skala der Farbtemperaturen. 
Ein nicht zu unterschatzender Vorteil des ersteren Verfahrens ist - nebenbei 
bemerkt - seine Unabhangigkeit von der selektiven Absorption interstellarer 
Wolken. 

Die Bedeutung spektralphotometrischer Messungen in den kontinuier
lichen Sternspektren, d. h. die Bestimmung von Farbtemperaturen wird jedoch 
durch vorstehende Uberlegungen in keiner Weise verringert: Sie bilden einen 
der wichtigsten Priifsteine fiir die Theorie des kontinuierlichen Absorptions
koeffizienten. 

Nachdem wir so die Temperaturskala in groben Ziigen festgelegt haben, 
miissen wir noch kurz auf die Temperaturunterschiede von Riesen- und Zwerg
sternen eingehen: Ihre zahlenmaBige Bestimmung erfolgt auch heute noch wohl 
am besten, indem man Te ~ TF setzt und spektralphotometrische Messungen 
oder notigenfalls Farbenindizes heranzieht. Vgl. W. BECKER [302J und B. STICKER 
[330/1], sowie unsere Tabelle 11 und Fig. 29. 

Einer Berechnung der Beziehung zwischen Te und g bzw. M fiir konstanten 
Spektraltyp steht zunachst die prinzipielle Schwierigkeit im Wege, daB die fUr 
die Festlegung der Harvardtypen verwandten Kriterien quantitativ gar nicht 
faBbar sind. Selbst wenn dieser Mangel behoben ware - wozu die in Abschn. 84 
schon erwahnten Untersuchungen von E. G. WILLIAMS, J. A. HyNEK u. a. 
wertvolle Ansatze geben - so blieben doch noch die unter 2. genannten Schwierig
keiten. Wir miissen also - ohne auf die in der Literatur verbreiteten Schein
losungen des Problems einzugehen - uns mit einer qualitativen Ubersicht 
begniigen: 

Bei den spiiteren Spektraltypen (FO-M) nimmt die Temperatur mit wachsen
der absoluter Helligkeit (abnehmendem Druck in der Atmosphare) abo Die 
Klassifikationskriterien fUr diese Sterne involvieren also offenbar irgendwe1che 
Ionisationsvorgiinge. 1m einzelnen bedarf das Problem dringend genauerer 
Untersuchung. 

Bei den friihen Spektraltypen (Bo-AS) erscheinen im Gegenteil die Riesen
sterne heiBer als die Zwergsterne. Dies diirfte zum Teil damit zusammenhangen, 
daB bei Farbenindexmessungen das kurzwellige Spektralgebiet durch die breiten 
Wasserstofflinien del' Zwergsterne geschwacht wird, wahrend dieser Effekt bei 
den Riesen viel schwacher ist. (Leider fehlen spektralphotometrische Messungen 
von ausreichender Genauigkeit.) Was nach Abzug dieses Scheineffektes iibrig
bleibt, ist nicht bekannt und es erscheint miiBig, dariiber unsichere Spekula
tionen anzustellen. 
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86. Beobachtung und Theorie: Diskussion spezieller Linien. 
Trotzdem unser Verstandnis der Linienspektren der Sterne - wie gesagt -

noeh sehr unvollkommen ist, wollen wir einige Linien genauer durehreehnen 
in der Hoffnung, dabei Anregungen fUr weitere Verbesserungen zu finden. 

1. Die K-Linie CalI J..3933 und die g-Linie Cal J..4227. In Fig. 83 u. 84 
(und den entspreehenden Tabellen) haben wir die Gesamtzahl aUer Atome iiber 
1 cm2 der Sternoberfliiche N H und den Elektronendruck Pe (Bar) in Abhangigkeit 

von der mittleren Temperatur T der Sternatmospharen 

Sehwerebesehleunigung g (em sek-2) bereehnet. Die 
Atmospharen hatten wir 

5040 
bzw. e = T und der 

Zusammensetzung der 

dabei naeh Tabelle 20 
(Kap. IV) angenommen. 
Wiederum naeh dieser Ta
belle nehmen wir - vor
behaltlieh spaterer Kor
rektion - an, daB auf 
1470 Atome insgesamt je
weils 2,1 Ca-Atome kom
men. Naeh der SAHAsehen 
Gleichung kann man nun 
leieht bereehnen, welcher 
Bruehteil des Kalziums 
einfaeh ionisiert bzw. neu- '* 
tral ist (die 2. Ionisation 
muB dabei selbstverstand
lieh berueksiehtigt wer
den!) und erhalt so die A n
zahl der Ca+ bzw. Ca-Atome 
(im Grundzustand) iiber 

/a 
31~-l------~==-+---7""-:::=====:::=;.!~ 

1 em2 der Sternoberflaehe. 
Das Ergebnis dieser Reeh
nung zeigt Fig. 111. Die 
gestriehelten Linien deuten 
den Riesen- und Zwergast 
an (naeh H. N. RUSSELL; 

Fig. II t. AnzahI der Ca+ und Ca-Atome im Grundzustand; aIs Funktion 
5040 

von 0 = ---y- und g berechnet fur B = 2,1 %. 

vgl. aueh Fig. 34) . 
.A.hnliehe Bereehnungen mit anderen Ausgangsannahmen. insbesondere 

wesentlieh groBerer Wasserstoffhaufigkeit haben H. N. RUSSELL [1525J und 
A. PANNEKOEK [15 18J ausgefUhrt. In groben Ziigen geben diese dasselbe Bild. 
Nur naeh den hohen Temperaturen zu ist der Abfall der log N H wesentlieh 
raseher: Er wird ja zum groBen Teil dadureh verursaeht, daB bei e '-"0,5 die 
kontinuierliehe Absorption des Wasserstoffes die der Metalle iiberfliigelt. 

Die Abhangigkeit der N H von g bzw. dem damit engstens verkniipften p. 
laBt sieh ansehaulieh leieht verstehen: Wenn das die Linie erzeugende Atom 
oder Ion dureh die Ionisation in iihnlicher Weise erfaBt wird, wie das Gros der 
Atomzustande, welche die kontinuierliehe Absorption fUr die betreffende Wellen
lange geben, so erhalt man keinen g-Effektl ("Nulleffekt" naeh MILNE). Ein 
Beispiel gibt Ca + fUr e < 0,6: die Ionisierungsspannung von Ca + mit 11,8 V 
liegt nahe bei der des Wasserstoffes mit 13,5 V. DaB Ca bei hohen Temperaturen 

1 Wir sprechen hier (N.B.!) durchweg von den Anderungen der N H; deren Zusammen
hang mit den Gesamtabsorptionen s. u. 

22* 
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fast keinen g-Effekt zeigt, hat denselben Grund. Bei niedrigen Tempera
turen liegt der Mittelwert der Ionisierungsspannungen der Metalle - nach 
Tabelle 20 X=5,8 bzw. 7,9 V - nahe bei Xea= 6,1 V. Bei 6l~1 bleibt ein kleiner 
Resteffekt iibrig. Einen sehr ausgepragten g-Effekt sollte dagegen Call bei 
6l> 0,7 zeigen: Mit abnehmendem Druck wird hier Ca + begiinstigt, die kon
tinuierliche Absorption der neutralen Metalle dagegen geschwacht. Wie man 
sieht, stehen unsere Voraussagen qualitativer Art auf einer recht sicheren Basis; 
ihre quantitative Seite dagegen ist in mannigfacher Weise an die Ausgangs
annahmen der Theorie des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten gekniipft 
und bedarf sieher noch einer spateren Revision. 

Nunmehr betrachten wir das entsprechende Beobachtungsmaterial: 
Die Gesamtabsorptionen AA der Linien K A 3933 und g A 4227 sind von 

E. G. WILLIAMS [1534J fUr 26 Riesen- und Zwergsterne der Spektraltypen 
K 

.--.--------------,--------------,-----.M 
1,5 --K /1., 

A.=8983 

19 
1,OI---+------+----+---/c:-:06'1:-:-·fCl·":yg-.---+---l 
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Fig. 112. Gemessene Gesamtabsorption AA der Linien Ca+K A 3933 und Ca g A 4227. Nach E. G. WILLIAMS [1534] u. a • 
• Hauptsequenz (log g > 3,5). 0 Riesensterne (log g < 3,5). Die rechten Skalen geben die unter Annahme reine, 

StrahlungsddmPlung aus AA berechneten log N H. 

A6-M1 gemessen worden. Wir haben in Fig. 112 die log A" aufgetragen. Dabei 
wurden nach WILLIAMs'Tabelle 1 die Spektraltypen unter Berucksichtigung der 
absoluten Helligkeiten in der iiblichen Weise in Temperaturen umgerechnet. 
Die Temperaturskala diirfte also im groBen und ganzen richtig sein, im einzelnen 
dagegen konllen wohl Korrektionen der GroBenordnung LI 61 "" 0,1 erforderlich 
werden. Riesensterne und c-Sterne mit log g < 3,5 (vgl. WILLIAMS Tabelle 1) 
sind mit 0, Sterne der Hauptsequenz mit log g > 3,5 durch • bezeichnet. Fiir 
die schwachen K-Linien der Typen B8-A5 haben wir Mittelwerte aus den 
Messungen von Miss WILLIAMS [1368J sowie O. STRUVE und C. D. HIGGS [1529J 
eingetragen. Die Genauigkeit ist hier nicht groB. Die rechts in Fig. 112 an
gezeichneten Skalen geben die aus AA unter der Annahme reiner Strahlungs
dampfung berechneten Atomzahlen log N H (vgl. Tabelle 49 und Gl. (69,16)). 

Altere Beobachtungen an Harvard, die C. H. PAYNE [1520, s. 269J zusammen
gefaBt hat, lassen im groBen und ganzen dasselbe Bild erkennen. 

Die Intensitat der K-Linie ist nach den Beobachtungen von WILLIAMS 
von 61=0,9 bis 1,6 (F5-M) nahezu konstantl und im Gegensatz zu dem, was 
man nach Fig. 111 zunachst erwarten mochte, auch fast unabhangig von g. 

1 Die Harvardbeobachtungen geben nach GS-KO wieder eine geringe Abnahme. 
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Dieses Verhalten k6nnen wir nur erkHiren, wenn wir eine Verbreiterungsursaehe 
annehmen, die in den Zwergstemen wesentlieh starker wirkt, als in den Riesen
stemen, mit anderen Worten Sto/ldampfung. Da die Theorie der StoBdampfung 
fUr ionisierte Atome noeh nieht genugend entwiekelt ist, so sind wir bezuglieh 
der genaueren Kenntnis des Meehanismus auf empirisehe Sehlusse angewiesen. 
Betraehten wir daher inzwisehen die K-Linie der fruhen Spektraltypen. Die 
log Ai. nehmen naeh den Beobaehtungen mit steigender Temperatur offenbar 
etwas rascher ab, als naeh Fig. 111 bei Annahme konstanter Dampfung zu er
wart en ist. Eine ma/3ige ErhOhung des Beitrages des Wasserstoffes zum kon
tinuierliehen Absorptionskoeffizienten - etwa in dem schon aus anderem Anlasse 
vorgesehlagenen :vIaBe - wurde hier eine Verbesserung geben. 

Die RUssELLsehen Rechnungen (s. S. 140) seheinen jedoeh dem Verf. in dieser Be
ziehung weit iiber das Ziel hinauszusehiel3en. Naeh RUSSELLS Figuren beginnt die Abnahme 
der Intensitat der K-Linie erst beim Maximum der Wasserstofflinien und der Linie Mg II 
4481, was mit den Beobachtungen sieher nieht vertraglieh ist. 

Eine merkliehe Erhohung der A;. bei den friihen Spektraltypen dureh 
Druekeffekt kann man kaum annehmen, ohne gleiehzeitig eine mit anderen 
Beobaehtungen unvertragliche Haufigkeit des Wasserstoffes zu postulieren. 

Die plausibelste Deutung der Beobachtungen diirfte also in der Annahme 
liegen, daB StoBdampfung durch Gasatome der ausschlaggebende Faktor ist: 
Der Gasdruck Pg ist namlieh bei den rot en Zwergstemen am h6ehsten, wie man 
aus Tabelle 22 in Verbindung mit Fig. 84 leicht abliest. 

Die angenommene Haufigkeit des Kalziums (E = 2,1% der Metalle) seheint, 
wenn wir uns darauf verlassen diirfen, daB die K-Linie in den Riesenstemen 
der mittleren Spektraltypen tatsaehlieh dureh Strahlungsdampfung verbreitert 
wird, jedenfalls gro/3enordnungsma/3ig riehtig zu sein (L1log E ,......, ± 0,5). 

Nunmehr versuchen wir, die Messungen der g-Linie Cal }. 4227 mit der Theorie 
in Zusammenhang zu bringen: 

Aus Abschn. 71, Gl. (71,4 u. 18) wissen wir, daB auf der Sonne fUr diese 
Linie die StoBdampfung dureh Elektronen und lonen etwa das 10-fache der 
Strahlungsdampfung betragt. Die bereehnete Gesamtabsorption der g-Linie 
fUr die Sonne wird damit etwa 3mal zu groB. Wir werden spater mit H. N. 
RUSSELL [1524J noeh andere Argumente dafUr finden, daB offenbar unser 
bereehneter Elektronendruck Pe R::! 50 Bar zu hoeh ist, wahrseheinlieh urn einen 
Faktor ,......,5. Das lonisationsgleiehgewieht sonte also etwa in diesem Verhaltnis 
zuungunsten der neutralen Atome verschoben werden. Ob die tiefere Ursache 
der bemerkten Unstimmigkeit in der Bereehnung des kontinuierlichen Ab
sorptionskoeffizienten oder in der angenommenen Zusammensetzung der Stern
atmospharen zu suehen ist, laBt sieh noeh nieht sagen. (Beilaufig bemerkt, 
schein en RUSSELLS Reehnungen [1525J auf dieselbe Sehwierigkeit zu stoBen.) 

Bei den spateren Spektraltypen zeigt die g-Linie (vgl. 611Cyg; K6) einen 
zunaehst unerwarteten g-Effekt. Naeh den Beobaehtungen B. LINDBLADB [1322J 
an 2lf-Zwergen haben wir es wahrseheinlich mit Eigendruck-Verbreiterung zu 
tun, die sehlieBlieh in eine regelreehte Ca2-Bandenabsorption iibergeht (vgl. 
Absehn.71,3). Ob daneben aueh noeh andere Druekeffekte von Bedeutung sind, 
ist zur Zeit noeh nieht zu iibersehen. Bei den roten Riesensternen hat man den 
Eindruek, daB wieder der bereehnete lonisationsgrad zu klein bzw. der be
reehnete Elektronendruek zu groB ist. Da hier die Gesamtzahl der Ca + Ca +
Atome iiber 1 em2 ungefahr riehtig herauskommt, so diirften Pg und u ziemlieh 
riehtig sein. Eine Anderung von Pe, die Pg und u wenig beeinfluBt, ware viel
leieht dureh passende Abanderung der Zusammensetzung (leieht ionisierbare 
Elemente!) zu erreiehen. :Yloglieherweise muB aber aueh bei e> 1,3 naeh 
H. N. RUSSELL [1526J die Ylolekiilbildung beriieksiehtigt werden. 
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Wenden wir uns schlieBlich noch dem anderen Ende der Spektralsequenz 
zu, so bemerken wir, daB hier die relative Abnahme der Intensitat der g-Linie 
ziemlich richtig herauskommt. Der g-Effekt diirfte hier zum Teil auf StoB
dampfung durch Elektronen, zum Teil auf wirklicher Anderung der N H beruhen. 

2. Die NaD-Linien i 5890/6. Als zweites Beispiel betrachten wir die D
Linien, die A.D. THACKERAY [1532J in den Spektraltypen B8-M gemessen hat. 

Aus N H, 8 = 5~O und Pe berechnen wir zunachst die Anzahl der Na

Atome im Grundzustand iiber 1 cm2 der Sternoberflachen. Die Haufigkeit 
des Natriums entnehmen wir - natiirlich vorbehaltlich spaterer Korrektion
der Tabelle 20 zu e = 1,1 % der Metalle. Streng genommen miiBten wir noch 
beriicksichtigen, daB N H und Pe von Fig. 83 u. 84 sich auf die Spektral
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Fig. 113. Anzah! der Na-Atome im Grundzustand 
als Funktion der Temperatur herechnet fiir Riesen

und Zwergsterne (mit 8 = 1,1%). 

gegend A. 4000 beziehen, wahrend wir 
jetzt bei A. 5900 arbeiten. Die Rorrek
tion ist aber so gering, daB wir sie 
vernachlassigen diirfen. 
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Fig. 114. Gesamtabsorption AJ. der D,-Linie. Berechnet fiir 
Riesen- und Zwergsterne - bzw. ---. Beobachtungen von 
A. D. THACKERAY [1532] (fiir e> 1,0 nur Riesensterne). 

Das Ergebnis dieser Rechnung zeigt Fig. 113. Man vergleiche sie mit den 
entsprechenden Kurven fUr Ca: In den groben Ziigen bemerkt man weitgehende 
Ahnlichkeit; der g-Effekt bei niederen Temperaturen ist bei Na viel ausgepragter, 
da die 2. Ionisation wegfallt (Xl = 47 V!). 

Mit Hilfe der NH-Werte berechnen wir nun die Gesamtabsorption: Fiir hohe 
Temperaturen (8 < 0,5) liegen die D-Linien, wie schon THACKERAY (s.oben) 
bemerkt hat, im flachen Teil der Wachstumskurve. Damit wird ohne weiteres 
verstandlich, daB sich die Linien in der Spektralsequenz so lange verfolgen 
lassen. 

Bei 8 ""0,6 kommen wir in den Dampfungsbereich; es gilt also Gl. (69,16) 
oder A J. "" 11 N H f . y. Fiir die D-Linien k6nnen wir die StoBdampfung mit 
einiger Sicherheit berechnen. Vernachlassigen wir die minimale Temperatur
abhangigkeit der Dampfungskonstante, so geben nach Rap. XIII, Abschn. 71 
die St6Be der Elektronen einen Beitrag YE!. "" 2,2' 106 • Pe und die der Gas
atome (hauptsachlich H) einen Beitragl YAt.'-"'; 2.4' 104 Pg neben der Strahlungs
dampfung YStr. = 0,63 . 108 serl. Die folgende Tabelle zeigt, daB in den Zwerg
sternen bei hohen Temperaturen die Elek.tronen, bei niederen die H-Atome den 
Ausschlag geben. Bei den Riesensternen dagegen geht die StoBdampfung durch 
Elektronen mit abnehmender Temperatur in reine Strahlungsdampfung iiber. 

1 Die Gasdrucke Pg berechnet man aus Fe und e nach Tabelle 22. 
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Das Endergebnis (alle Zwischenstufen mitzuteilen, wurde zu we it fUhren) 
der Berechnung der Gesamtabsorption A" fUr die D2-Linie1 A 5890 vergleichen 
wir nun in Fig. 114 mit THACKERAYS Messungen. (Eine Unterteilung des Be
obachtungsmaterials in Riesen- und Zwergsterne erschien nicht zweckmaBig, 
da fUr e > 1,0 praktisch nur Riesen beobachtet sind.) 

DaB Beobachtung und Theorie bei hohen Temperaturen gut ubereinstimmen, 
besagt in unserem Falle so gut wie nichts: A" liegt in der GroBenordnung '" 5 LI }.D 
und ist daher von N H nahezu un
abhangig. 

Bei niedrigen Tempera turen sind 
die berechnetenA" erheblich zu groB. 
Wir stoBen hier wieder auf das 
schon bei Ca 4227 bemerkte Pha
nomen und erklaren es wieder wohl 

Tabelle 65. Berechnung der Dampfungs
konstantey (alles in 108 sek-1) der D-Linien 
fur Zwerg- und Riesensterne verschie-

dener Temperaturen. 
5040 

0=-- -
T 

0,6 

am besten durch die Annahme, daB I Strahlung 0,63 
die berechneten Elektronendrucke Elektronen 4,34 
fUr die rot en Riesensterne zu grofJ Zwergsterne Gas (H) 0,48 

sind. y I 5.45 

samtabsorption der D-Linien bei. Elektronen 2,77 
Dber den g-Effekt der Ge- I Strahlung I 0,63 

niederen Temperaturen liegen noch Rlesensterne Gas (H) 0,24 

1,0 

0,63 
0,87 
1,08 

2,58 

0,63 
0,15 
0,10 

0,88 

1,4 

I 0,63 
0,33 
6,76 

7,72 

0,63 

0,63 kaum Beobachtungen vor. Doch y I 3,64 
moge bemerkt sein, daB SHANE 
[1528J in N-Sternen Linienbreiten von ",100 A beobachtet hat. Die Theorie 
durfte also in dieser Beziehung qualitativ das Richtige treffen. Bei roten 
Zwergen ist ubrigens ahnlich wie bei Ca auch Eigendruckverbreiterung bzw. 
Bandenbildung moglich. 

Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB schon die Diskussion der 
Resonanzlinien von Cal und II eine Menge Anregungen fUr den weiteren Ausbau 
der Theorie gibt. Urn aber wirklich sicheren Grund zu bekommen, muB man 
Beobachtungen an moglichst verschiedenartigen Linien heranziehen. Wenn 
auch das Beobachtungsmaterial zur Zeit noch sehr sparlich ist, so durfte doch 
schon zu erkennen sein, daB wir so und nur so zu einem wirklichen Verstandnis 
der Sternspektren vordringen werden. 

87. Empirische Bestimmung von T, P e und NH als Funktion 
von Spektraltyp und absoluter Helligkeit. 

Man mochte zunachst hoffen, die im vorhergehenden Abschnitt aufgetretenen 
Schwierigkeiten zum Teil umgehen zu konnen, indem man sich vorerst damit 
begnugt, die mittlere Temperatur T und den mittleren Elektronendruck Pe 

(sowie evtl. die Anzahl aller Atome N Huber 1 cm2) in Abhangigkeit vom 
Spektraltyp und absoluter Helligkeit zu bestimmen. Die Umrechnung dieser 
Varia bien in Te und g bliebe dann eine Cura posterior. 

Ein solches Verfahren haben seinerzeit W. S. ADAMS und H. N. RUSSELL 
[1506J eingeschlagen. Wenn auch ihre Ergebnisse heute nicht mehr akzeptiert 
werden konnen, da es nicht statthaft ist2, fUr alle Linien und alle Sterntem
peraturen diesel be Eichkurve zur Umrechnung der Gesamtabsorptionen (oder 
geschatzten ROWLAND-lntensitaten) in N H t zu benutzen, so verdient dieser 
Versuch doch Beachtung. Die Hauptschwierigkeit macht naturlich auch hier 

1 D} wiirde natiirlich nahezu dasselbe \' erhalten zeigen. 
2 Vgl. hierzu insbesondere den folgenden Abschnitt. 
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die Bestimmung der Diimplungskonstanten, soweit sie vom Elektronendruck 
oder Gasdruck abhangen. Vom rein theoretischen Standpunkt aus das Sicherste 
ware, nur so schwache Linien zu beniitzen, daB die Kenntnis von y unwesentlich 
wird. Aber dieser V orschlag diirfte in experimenteller Hinsicht fast undurch
fUhrbar sein. So muB man also wohl oder iibel eine Art von sukzessivem Nahe
rungsverfahren einschlagen und wird damit in vieler Hinsicht wieder weit
gehend auf den Standpunkt des Abschn. 86 zuriickgefUhrt. 

88. Quantitative Analyse der Sonnenatmosphare. 
Wahrend wir bis jetzt jeweils die Intensitat einer bestimmten FRAUNHOFER

Linie durch die Spektralsequenz verfolgt haben, wollen wir nunmehr sehen, 
was sich durch Heranziehung aller verfiigbaren Linien iiber Aufbau und Zu
sammensetzung einer bestimmten Sternatmosphare ermitteln laBt. 

Zuvor aber sei noch erwahnt, daB schon im Jahre 1925 C.H.PAYNE [1519] 
einen erst en Versuch zur quantitativen Bestimmung der Zusammensetzung der 
Sternatmosphiiren unternommen hat. Er beruht - wie schon in Abschn. 23 
kurz ausgefiihrt wurde - auf der Annahme, daB das erste Aultreten oder das' 
Verschwinden der Hauptlinien eines Elementes in der Harvardsequenz - selbst
verstandlich immer mit demselben Instrument beobachtet - stets bei einer 
bestimmten Grenzkonzentration des betreffenden Atomzustandes erfolge. Unter
schiede in der wirksamen Schichtdicke der Atmospharen und in den Dbergangs
wahrscheinlichkeiten usw. der Linien werden also nicht beriicksichtigt. 

Aus der Konzentration eines bestimmten Atomzustandes (von dem aus die 
Absorption der betrachteten Linien erfolgt) kann man nach den Formeln von 
BOLTZMANN und SAHA (Kap. IV) leicht auf die Konzentration der betreffenden 
Atomart selbst zuriickschlieBen, wenn man den Elektronendruck Pe und die 
mittlere Temperatur T kennt. Fiir Pe beniitzt C. H. PAYNE den FOWLER
MILNEschen Mittelwert von ""132 Bar. Die Temperaturskala wird - aus
gehend von der spektralphotometrischen fUr die kiihleren Sterne - in der Haupt
sache mit· Hilfe der Linienmaxima aufgebaut, so daB schlieBlich Fehler in Pe 
und T sich weitgehend kompensieren diirften. Die Ergebnisse C. H. PAYNES 
sind in Tabelle 66 mit aufgenommen. 

Im Jahre 1929 hat dann H. N. RUSSELL [1524] im AnschluB an die kurz 
vorher beendete Revision 01 ROWLANDS Preliminary Table ot Solar Spektrum 
Wave-Lengths des MT. WILSON Observatory [1522] das Problem der quanti
tativen Analyse der Sonnenatmosphare in groBziigiger Weise in Angriff genommen. 

Zunachst eine qualitative Dbersicht (groBenteils im AnschluB an ST. JOHN 
[1522]: Von den 79 Elementen, deren Spektren im Laboratorium ausreichend 
untersucht sind, sind im Sonnenspektrum 

Nachgewiesen durch: 

1
22 nur Bogenspektrum 

Sicher vorhanden: 49 1~ ~~:e~~n~~s~~~!~:.pektrum 
2 Bandenspektren 

Zweifelhaft: 9 
Nicht vorhanden 21 

Die letzteren zerfallen ziemlich eindeutig in zwei Gruppen: 
1. Bei den leichteren Elementen (hauptsachlich die Nichtmetalle bis Z = 54, Xe) 

erfordern die im zuganglichen Spektralgebiet liegenden Linien eine zu hohe 
Anregungsspannung. Wie wichtig dieser Faktor istl, geht daraus hervor, daB 
- ohne die BALMER-Serie - im ganzen Sonnenspektrum unter etwa 6000 

Xr,8 

1 Bei 5040° K entspricht 1 V gerade einer Zehnerpotenz im Anregungsfaktor e - liT 
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Linien nur 41 mit einer Anregungsspannung X"s > 5 V vorkommen. Abgesehen 
von einer Ausnahme (Si 5948) ha.t keine dieser Linien eine ROWLAND-Inten
sitat >2! 

2. Bei den im Sonnenspektrum .nicht vertretenen schwereren Elementen fehlt 
groBenteils dieser "Entschuldigungsgrund". In Dbereinstimmung mit der 
terrestrischen Erfahrung muB man annehmen, daB diese Stoffe (wie Au, Hg, 
Ra u. a.) sehr sellen sind. 

An diese qualitativen Betrachtungen anknupfend versucht nun H. N. RUSSELL 
die quantitative Zusammensetzung der Sonne zu ermitteln. Wir beschreiben 
zunachst sein Verfahren und beleuchten erst nachher einige fragliche Punkte 
vom Standpunkte der Theorie aus. 

Mit Hilfe seiner Eichkurve [1340J, deren Entstehung wir schon am Anfang 
von Abschn.69 betrachtet haben, rechnet RUSSELL zunachst die gescbatzten 
ROWLAND-Intensitaten der FRAUNHOFER-Linien in "wirksame Atomzahlen" urn. 
Es handelt sich dabei - wie erinnerlich - nur urn Relativ-Zahlen und zwar 
wahlt RUSSELL als Einheit die Anzahl wirksamer Atome, die eine Linie der 
ROWLAND-Intensitat 0 erzeugen. 

Die Summe aller solcher Atomzahlen, die sich auf einen bestimmten unteren 
Term beziehen, wird - unter Berufung auf den KUHNschen t-Summensatz -
betrachtet als die Zahl der Atome in diesem Quantenzustand. 

Mit Hilfe der BOLTZMANN-Formel (21,12) kann weiterhin fur mehrere Elemente 
die Anzahl der Atome im neutralen bzw. ionisierten Zustand berechnet werden, 
wenn man die mittlere Temperatur T der Sonnenatmosphare als bekannt 
voraussetzt. Fur grofie Ionisierungsspannungen wird eine kleine empirische 
Korrektion angebracht, die dem schon erwahnten ADAMS-RussELL-Pbanomen 
Rechnung tragen solI 1. 

Aus dem Verhaltnis n1/nO' das fur die Elemente Ca, Sc, Ti, Sr und Yt be
stimmt werden kann, erbalt man nach der SAHAschen Gleichung (21,14) - wieder 
bei bekanntem T - leicht vollends den mittleren Elektronendruck p. der 
Sonnenatmosphare. In mancher Hinsicht ist es zweckmaBiger, an Stelle von T 
und p. das sog. "Ionisationsniveau" X anzugeben, d. h. diejenige Ionisations
spannung, fUr welche das Verbaltnis ionisiertefneutrale Atome2 gleich 1 wird. 
Es ist also nach (22,5) 

X. 5';0 =;~log T -0,48-log p. (88,1) 

und die 5AHAsche Gleichung nimmt die einfache FOlm an 

I n,·.l..l (- ) 5040 + I ur+l' 2 og--'-= X-X, '-- og----, 
. n, T ur 

wobei das letzte Glied meist vernacl}las~igt werden kann. 
50 findet H. N. RUSSELL fUr 

T = 5040° K... X = 8,3 V und Pe = 3,1 Bar 

oder mit dem heute wahrscheinlichsten Wert 

T = 5600° K... i = 8,48 V und Pe = 18 Bar 

(88,2) 

(88,3) 

(88,4) 

Wahrend Pe mit dem Ausgangswert von T ziemlich stark variiert, bleibt X 
sehr stabil. 

:Mit Hilfe von X und - darauf kommt es nun nicht mehr so genau an - T 
liiBt sich nach den Formeln von BOLTZMANN und SAHA - wie wir dies in Kap. IV 
zur Genuge exerziert haben - die Gesamthautigkeit aller Atome berechnen, die 

1 Rechnet man mit T = 5040°, so werden die Anregungsspannungen Xr,s urn 0,15' Xr" 
yerringert; fiir T = 5740° ist die Korrektion nur noch 0,05 ' Xr,s' 

2 Genauer gesagt, pro Quantenzelle. 
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im Sonnenspektrum vertreten sind. Das Ergebnis zeigt Tabelle 66 und die 
RUSSELLs Arbeit entnommene Fig. 115. 

12 

10 --'L 

? • • • a • 
a • , . 

• • 
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Fig. 115. Haufigkeit der Elemente auf der Sonne nach H. N. RUSSELL [1524]. Ordinaten: log,. der Masse fiber 1 em' 
der Sonnenoberfliiche in RUSSELLS Einheiten (So Text). Abszissen: Ordnungszahl im periodischen System. 

Tabelle 66. Kosmische Haufigkeit der Elemente. Spalte 2-4: log der Atornzahlen 
(in RUSSELLS Einheit). Die Zahlen von PAYNE und MENZEL sind durch Addition passender 
Konstanten mit denen von RUSSELL vergleichbar gemacht. Spalte 5: log der Haufigkeit 

nach MASSE (Spalte 3 X Atomgewicht). 

log" (Atornzahlen) log •• (Atomzahlen) 
log •• (Masse) log •• (Masse) 

Element 
PAYNE I ,I MENZEL RUSSELL Element 

PAYNE I RUSSELL I MENZEL RUSSELL I RUSSELL (Chromo- (Sonne) (Sonne) (Sterne) (Sonne) sphare) (Sterne) I (Sonne) I (Chromo-sphare) 

H 12,9 11,5: : 13,6 11,5 Yt 2,6 3,5 4,5 
He 10,2 Zr 2,5 3,1 4,5 
Li 1,9 2,0: 2,8 Cb 1,0: 3,0 
Be 1,8 2,8 Mo 1,4 3,4 
C 6,4 7,4: 8,5 Ru 1,7 3,7 
N 7,6 ? 8,7 Rh 0,5 2,5 
0 8,0 9,0: 10,2 Pd 1,1 3,1 
Na 7,1 7,2 7,2 8,6 Ag 1,0 3,0 
Mg 7,5 7,8 7,4 9,2 Cd 2,2: 4,2 
Al 6,9 6,4 6,2 7,8 In 0,0: 2,1 
Si 7,5 7,3 5,7 8,8 Sn 1,2 3,3 
S 5,7: 7,2 Sb 0,8: 2,9 
K 5,3 6,8: 8,4 Ba 3,0 3,3 3,1 5,4 
Ca 6,7 6,7 6,6 8,3 La 1,8 3,0 3,9 
Sc 6,0 3,6 3,8 5,3 Ce 2,4 3,5 4,6 
Ti 6,0 5,2 5,7 6,9 Pr 0,6: 2,5 2,8 
V 4,9 5,0 5,6 6,7 Nd 2,0 3,2 4,2 
Cr 5,8 5,7 6,1 7.4 Sa 1,5 2,6 3,7 
Mn 6,5 5,9 6,4 7,6 Eu 1,4 : 3,1 3,6 
Fe 6.7 7,2 7,0 9,0 Gd 1,1 : 2,6 3,3 
Co 5,6 5,0 7,4 Dy 1,6: 2,4 3,8 
Ni 6,0 6,0 7,8 Er 0,1 : 2,3 
eu 5,0 6,8 Hf 0,4 2,6 
Zn 6,1 4,9 4,3 6,7 W 0,2 2,5 
Ga 2,0: 3,8 Ir -0,2? 2,1 
Ge 3,0 4,9 Pt 1,6 3,9 
As 0,6 ? 2,5 TI 1,4 ? 3,7 
Rb 1,7: 3,6 Pb 1,2 3,5 
Sr 3,5 3,3 3,1 5,2 
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Ohne auf die Besonderheiten einzelner Elemente (besonders Wasserstoff!) 
eingehen zu wollen, unterbrechen wir einen Augenblick, urn die Berechtigung 
des RUSsELLschen Verfahrens kritisch zu beleuchten: 

Nach Abschn. 69 ist es nicht moglich, eine einheitliche Eich- oder Wachstums
kurve anzugeben. Vielmehr hangt deren Form bei den mittelstarken Linien 
(ROWLAND 0-5) von der Dopplerbreite LlAD bzw. dem Atomgewicht und bei 
den starkeren Linien (ROWLAND > 5) von der Dampfungskonstante y der 
Linien abo 

Was RUSSELL also - bis auf den offen gebliebenen Einheitenfaktor -
bestimmt, ist bei den schwa chen Linien in unseren Bezeichnungen N H f. 

Bei den mittelstarken Linien (AA ~ 3,7 LlAD) gehen, wie man an Hand der 
theoretischen Wachstumskurve (Fig. 85) sieht, LlAD und y in ziemlich ver
wickelter Weise in das Resultat ein. In diesem flachen Teil der Eichkurve 
verursacht ein Faktor 2 im Atomgewicht (z. B. Si-Fe) bzw. -y'2 in LI AD schon 
ein Lllog N H f ,,",0,5. 

Bei den starken Linien endlich bestimmt RUSSELL in Wirklichkeit N H f . Y , 
wo y eine mittlere Dampfungskonstante bedeutet. Y 

Uber die Annahme einer mittleren Dampfungskonstante y wird man heute 
- nach Entdeckung der StoBdampfung in den Sternatmospharen - giinstiger 
denken, als zur Zeit der Entstehung von RUSSELLS Untersuchung. Denn die hoch
liegenden Terme mit schwacher Strahlungsdampfung sind im Durchschnitt be
sonders starkeffektempfindlich und zeigen daher starke Stofjdampfung, wahrend 
bei den tiefliegenden Termen die Verhaltnisse gerade umgekehrt liegen. Es 
besteht also eine Art "Stabilisierungstendenz" der gesamten Dampfungskon
konstante. Trotzdem diirften die y mindestens urn einen Faktor 10 streuen. 

SchlieBlich hat RL'SSELL noch nicht beachtet, daB im f-Summensatz auch 
die Emissions-Oszillatorenstarken fUr die erlaubten und die yom PAuLI-Prinzip 
verbotenen Ubergange nach den tieferen Termen zu beriicksichtigen sind. Dieser 
letztere Fehler diirfte jedoch durch die unvermeidliche Unvollstandigkeit der 
empirisch gebildeten Liniensummen weitgehend kompensiert werden. 

Alles in allem darf man - wie wir einer verbreiteten, aIlzu optimistischen 
EinsteIlung gegeniiber betonen miissen - die Unsicherheit der RUSsELLschen 
Haufigkeitslogarithmen auf etwa ± 1 einschatzen. 

Nun zur Frage der absoluten Festlegung der N H-Werte, d. h. der Bestimmung 
des bis hierher noch offengeJassenen Einheitenfaktors No = N H f einer Linie 
der ROWLAND-Intensitat Null! 

H. N. Rt:SSELL (s. S. 344) greift zuriick auf die vom Verf. [1357J aus Linien
konturenmessungen unter der Annahme reiner Strahlungsdampfung bestimmten 
N H f-Werte (im wesentlichen Tabelle 49). Durch Vergleich mit seinen Zahlen 
(Tabelle 65) erhalt er 

log No = 12,67 ± 0,10. (88,5) 

Inzwischen haben wir aber gelernt, daB auch die starken FRAUNHOFER-Linien 
h6chstwahrscheinlich durch Stofjdampfung beeinfluEt werden. Wie MI~NAERT 
und MULDERS nachtraglich erkannten, weist der Abstand des linearen yom 
-y' ~Zweig der RussELLschen Eichkurv~ auf eine mittlere Da?1pfungsk?nstante 
von etwa dem 10-fachen des klassischen Wertes. Da dIe yom verfasser 
gemessenen Linien aIle auf dem -y'--Zweig liegen und die dortigen N H f also 

richtiger als N H f . L zu betrachten sind, so muE man - sofern es iiberhaupt 
Ykl 

zulassig ist, mit einer mittleren Dampfungskonstante zu operieren - den No-
Wert urn einen Faktor ~10 verringern. Wir rechnen also provisorisch mit 

log No ~ 11,8. (88,6) 
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Damit ergibt sich die Gesamtzahl der M etallatome liber 1 cm2 del' Sonnenober
Wiche zu1 

NMet • = 8'1019 (88,7) 

von den en 20% neutral und 80% ionisiert sind. Ihre Masse ist (mittleres Atom
gewicht 32) 

4,2 . 10-3 g/cm2 • (88,8) 

Waren nur die Metalle vorhanden, so wlirde diese Saule einen Gesamtdruck 
(:vIasse X Schwerebeschleunigung) von 116 Bar und einen Elektronendruck von 

P' = 116· __ Jlo __ = 51 Bar 
e 20+2.80 (88,9) 

hervorrufen 2. Dieser Wert - und erst recht der ursprunglich von RUSSELL 
erhaltene von 510 Bar! - ist nun wesentlich hoher als der nach der SAHAschen 
Gleichung bestimmte Elektronendruck, dessen wahrscheinlichster Wert nach 
(88,4) Pe = 18 Bar bis evtl. "-' 5 Bar (88,10) 

ist. Der Unterschied erklart sich zwanglos, wenn man berlicksichtigt, daB noch 
viel nichtionisierter Wasserstoff vorhanden ist. Rechnen wir - in Anlehnung 
teils an RUSSELL, teils an unsere Tabelle 20 mit folgender stark schematisierter 

Element 

H 
o 

Metalle 
Elektronen 

Summe 

Atornzahlen I 
hz,,,. V olumen 

2S 
1 
1 
0,8 

30,8 

Masse 

28 
16 
32 

76 

Zusammensetzung, so wird die Masse liber 
1 cm2 der SonnenoberfHiche mit (88,8) gleich 

j% . 4,2· 10-3 = 10-2 g/cm2 und dementspre

chend der gcsamte Gasdruck 

Pg = 274 Bar. (88,11) 

DerElektronendruck ist jetzt 3 das 0,8/30,8-
fache davon, also 

Pe = 7,1 Bar, (88,12) 

was mit dem aus der SAHA-Gleichung berechneten Wert von 18 bis "-'5 Bar 
gut vertraglich ist. RUSSELLS quantitative Analyse der Sonnenatmosphare ist 
also durchaus mit der auch aus EDDINGTONS Theorie des Sterninneren folgenden 
Vorstellung im Einklang, daB durchschnittlich etwa 1/3 der Masse der Sterne 
aus Wassersto// besteht. Historisch betrachtet, hat sogar RUSSELLS Unter
suchung den entscheidenden AnstoB zu der grundlegenden Erkenntnis der groBen 
kosmischen Haufigkeit des Wasserstoffes gegeben. 

SchlieBlich vergleichen wir noch kurz das Ergebnis der rein analytischen 
Untersuchung RUSSELLS mit unseren mehr vom synthetischen Standpunkt aus 
durchgeflihrten Rechnungen der vorhergehenden Kapitel. 

Flir eine Atmosphare mit T = 5600 oder e = 0,90 und log g = 4,44 fan den wir 
nach Fig. 84 einen mittleren Elektronendruck Pe R:> 50 Bar. Fig. 83 gibt die 
Gesamtzahl aZZer Atome liber 1 cm2 zu log N H = 22,35. Da nach Tabelle 20 
der 30. Teil hiervon Metalle sind, so erhalten wir 

N Met . = 74'1019 . 

Beide Zahlen sind zu groB. Ob die Differenz del' Berechnung des kontinuierlichen 
Absorptionskoeffizienten oder unseren Ausgangsannahmen uber die Zusammen-

1 Die folgenden lahlen sind aile einen lehnerfaktor niedriger als in der RUSSELLsehen 
Originalarbeit. Dadureh versehiebt sieh das Bild versehiedentlich. 

2 Diese Berechnung gibt nicht den Druck am Grunde der umkehrenden Sehieht, wie man 
fruher teilweise annahm, sondern - wie aus Kap. XII hervorgeht - einen ."A.1ittelwert uber 
die wirksame Schicht. 

3 Da bekanntlich: Druck = lahl der Partikel pro ems x k T. 
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setzung der Sternatmospharen oder der Festlegung von No zur Last zu legen 
ist, HiBt sich heute noch nicht iibersehen. 

Wir haben uns hier mit der Darstellung und Kritik der RUSsELLschen Arbeit 
deshalb so eingehend beschaftigt, weil wir derartige von einem vorzugsweise 
empirischen Standpunkt ausgehende Untersuchungen fiir besonders wichtig 
halten. Auf der anderen Seite diirfte aber deutlich zu erkennen sein, daB auch 
hier eine Vertiefung der theoretischen Grundlagen unumganglich notwendig ist. 

In verschiedener Hinsicht einen wesentlichen Fortschritt bedeutet die schon 
mehrfach erwahnte Arbeit von C. W. ALLEN [1507]. Er ersetzt die geschatzten 
ROWLAND-Intensitaten durch gemessene Gesamtabsorptionen AA' Deren Reduk
tion auf log N H t ist im linearen und flachen mittleren Teil der Wachstums-
kurve (unter Beriicksichtigung der Atomgewichte) korrekt moglich. 1m y-=Zweig 
dagegen muB ALLEN in Ermangelung eines Besseren mit einer empirisch be
stimmten mittleren Dampfungskonstante 1 

y = 8,4' 108 sek-1 bei A 5000 

rechnen (Yklass. ware 0,88' 108 sek-l). 

Daruber hinausgehend hat ALLEN sogar versucht, die WellenHingenabhangigkeit des 
kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten mit Hilfe ausgedehnter Super-Multipletts zu 
bestimmen. Dies scheint mir nicht berechtigt zu sein, da die Multiplett-Intensitatsformeln 
nur in dem Malle richtig sind, als die Liniengruppen als eng betrachtet werden durfen. 
Da jedoch ALLEN nur den Spektralbereich A 4036----6600 A benutzt, so ist dieser Punkt 
nebensachlich. 

Urn ALLENS Haufigkeitszahlen auf log N H t zu reduzieren, sind, wie man 
leicht nachrechnet, seine Logarithmen urn 10,60 zu vergroBern. 

1m weiteren beniitzt dann ALLEN ahnlich wie RUSSELL den f-Summensatz 
(unter Beriicksichtigung der negativen Glieder). 

In der GroBenordnung stimmen seine Ergebnisse gut mit RUSSELL iiberein. 
Da seine Messungen das ultraviolette Spektralgebiet noch nicht einbeziehen, 
so kann er natiirlich viele Elemente nicht erfassen. 

Die Hauptschwierigkeit derartiger Untersuchungen liegt - das ist heute 
schon klar und soIl hier nochmals hervorgehoben werden - in der Bestimmung 
der Oszillatorenstdrken und Ddmpfungskonstanten. 

Soweit es sich urn schwache Linien handelt, konnen letztere auBer Betracht 
bleiben und man kann hoffen, daB es im Laufe der Zeit teils auf experimentellem, 
teils auf theoretischem Wege moglich sein wird, den Bestand an bekannten 
f-Werten zu vergroBern. Bei Dbergangen zwischen hochangeregten Termen 
wird man provisorisch auch die umfangreichen Rechnungen mit Wasserstoff
eigenfunktionen heranziehen. 

Mit der Berechnung der Ddmpfungskonstanten stehen wir erst am Anfang der 
Entwicklung. Hier ist insbesondere eine Erweiterung und Verbesserung des 
experimentellen Materials an Starkettekten unbedingt erforderlich. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB D. H. MENZEL [1513J das Emissions
spektrum des Sonnenrandes (Flashspektrum) zu einer quantitativen Analyse 
der Sonne herangezogen hat. Hier diirfte - wegen der kleinen Drucke - die 
StoBdampfung meist kleiner sein als die Strahlungsdampfung. 1m iibrigen 
werden wir auf diese Untersuchung erst in Kapitel XVII eingehen und 
geben einstweilen in Tabelle 66 MENZELS Haufigkeitszahlen ohne weiteren 
Kommentar wieder. 

1 ALLEN bezeichnet unser y mit w = 4 n y! 
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XVI. Kapitel. 

Die Struktur der au13eren Schichten der Sonne. 

89. Ubersicht iiber die beobachteten Erscheinungen. 
Der Zyklus der Sonnenaktivitat. 

Wir wenden uns nunmehr dem Studium der vera.nderlichen Erscheinungen der 
Sonnenoberflache zu. Die "Meteorologie der Sonnenatmosphiire" ist einmal fiir 
die Astrophysik von groBer Bedeutung, da wir keinen anderen Stern im Detail 
beobachten konnen. Zum anderen diirften derartige Untersuchungen auch 
fiir die terrestrische Meteorologie mancherlei Anregung geben. Denn viele Er
scheinungen, die auf der Erde nur schwer erfaBbar sind, treten erst unter den 
ganz andersartigen Verha.ltnissen der Sonne deutlich in Erscheinung. 

Wa.hrend wir uns in den vorhergehenden Kapiteln fast ausschlieBlich mit 
Problemen des Strahlungsaustausches und Strahlungsgleichgewichtes besehiiftigt 
haben, wird im folgenden der Energietransport durch Konvektion eine wesent~ 
liche Rolle spielen. Damit erfa.hrt zugleieh das wechselseitige Verhiiltnis von 
Beobachtung und Theorie eine Anderung: Bisher bildeten Strahlungstheorie 
und Atomphysik die sichere Grundlage unserer Rechnungen. Jetzt miissen wir 
dagegen die noch lange nieht zu solcher Vollkommenheit entwickelte Hydro
dynamik turbulenter Stromungsvorgiinge zu Hilfe nehmen. 

In Analogie zur Meteorologie der Erdatmosphiire sind wir daher genotigt, 
uns an Hand der Beobachtungen vorsichtig vorwa.rts zu tasten. Immerhin 
ermoglichen schon die heute verfiigbaren Hilfsmittel der Theorie eine wesent
liche Kla.rung der Lage und damit eine rationelle Gestaltung zuktinftiger 
Beobachtungsprogramme. 

Wir dtirfen wohl annehmen, daB der Leser mit der historischen Entwicklung 
und den wichtigsten Beobachtungsmethoden und -ergebnissen der Sonnen
physik schon bekannt ist. Der Anfa.nger sei nochmals auf die ausgezeiehneten 
Darstellungen von G. ABETT! [1601-2J, G. BRUHAT [1603J und H. N. RUSSELL 
[1604J hingewiesen1 • Wir beschra.nken uns hier auf eine kurze Dbersieht der 
verftigbaren Beobachtungsmethoden. Dann betrachten wir - wieder ohne 
jeden Anspruch auf Vollstandigkeit, insbesondere in historischer Hinsicht -
die Granulation, die Sonnenflecken und -fackeln, die Protuberanzen sowie die 
Korona und ihre gegenseitige Verkniipfung im Rahmen des 11,5ja.hrigen Zyklus 
der Sonnenaktivita.t. SchlieBlich werfen wir noch einen Blick auf das Problem 
der Rotation der Sonne. 

In den folgenden Abschnitten werden wir dann die erwa.hnten Pha.nomene 
eingehertder unter physikalischen Gesichtspunkten betrachten, wobei - ent
sprechend dem heutigen Stande der Forschung - spektroskopische Probleme 
im Vordergrund stehen werden. 

A. Beobachtungsmethoden und Apparate. a) V isuelle Beobachtung der 
Sonne unter Anwendung des helioskopischen Okulars diirfte auch heute noch 
zur Erforschung der feineren Struktur und der Bewegungen in der Granulation 
und den Flecken nicht zu verachten sein. 

b) Direkte Photographie. Da die feinen Details der Sonnenoberflache in 
der GroBenordnung von 1" liegen, so ist hohes optisches und photographisches 
Auflosungsvermogen notwendig. J. JANSSENS [1645J Aufnahmen auf den fast 
kornlosen feuchten Platten gehOren heute noch zu den best en ! Bei Zolostaten 
stort die Verzerrung der Spiegel infolge der Sonnenwa.rme. Man muB sie bis 

1 Das PRINGSHEIMSche Buch - das einzige in deutscher Sprache - ist leider v61lig 
veraltet. 
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kurz vor der Aufnahme schutzen. In vieler Hinsicht empfiehlt sich die An
wendung groBer Refraktoren. Luftschlieren erzeugen das von JANSSEN noch 
fUr eine solare Erscheinung gehaltene "photospharische N etz". Fur photo
metrische Untersuchungen ist wichtig ein gleichmaBig und reproduzierbar 
arbeitender VerschluB. Rotierende Anordnungen [z. B. 1622J durften solchen 
mit Gleitbahnen vorzuziehen sein. Direkte Aufnahmen - namentlich im Ultra
violett - mit Farbfiltern genau bekannter Durchlassigkeit unter sorgfaltiger 
Berucksichtigung des Streulichtes [1690J bilden eines der wichtigsten desiderata 
der Sonnen physik. 

c) Spektroheliograph und Spektrohelioskop. Die direkte Beobachtung -
visuell oder photographisch - verwendet hauptsachlich das kontinuierliche 
Spektrum. Viel mannigfaltigere, aber auch dementsprechend schwerer deut
bare Erscheinungen werden durch Heranziehen der Linien erschlossen. Das 
Grundprinzip des aus dem Protuberanzenspektroskop hervorgegangenen SPek
troheliographen ist zu bekannt, als daB wir es hier nochmals auseinanderzusetzen 
brauchten. Dber Einzelheiten der Konstruktion und Handhabung orientieren 
am besten die beiden grundlegenden Arbeiten von G. E. HALE [1635J sowie 
die erst en Bande der Contr. Mt. Wilson Obs. und H. DESLANDRES [1628J. In 
neuerer Zeit hat G. E. HALE [1642J zwecks Beobachtung rasch veranderlicher 
Eruptionen (Protuberanzen usw.) ein analoges Instrument fUr visuelle Beobach
tung im Licht von Hex konstruiert, das Spektrohelioskop. Durch Anbringen eines 
kippbaren Glasplattchens, des sog. line-shifter's, vor dem 2. Spalt ist es mog
lich, fortlaufend die Radialgeschwindigkeit der betrachteten Objekte zu ver
folgen, eine Aufgabe, die in anderer Weise schon H. DESLANDRES (s. oben) 
mit dem "enregistreur des vitesses" in Angriff genommen hatte. Die physi
kalische Interpretation der spektroheliographischen Aufnahmen der Sonnen
,>cheibe ist viel schwieriger, als man geme;nhin annimmt. Das meiste, was man 
daruber in der Literatur vorfindet, kann heute nicht mehr befriedigen. Wir 
werden in Abschn. 100 versuchen, wenigstens einige Grundprinzipien klar
zustellen, ohne jedoch eine vOllige theoretische Durchdringung der Beobach
tungen zu erreichen. 

d) B. LYOTS Beobachtungen der Sonnenkorona au/3erhalb von Finsternissen. 
Protuberanzenbeobachtung ohne Spektralapparat. 

Die Strahlung der auBersten Zonen der Sonnenatmosphare, der Chromosphare 
mit den Protuberanzen und der Korona wird normalerweise uberdeckt von dem 
Streulicht der Erdatmosphare und der Apparatur. Ursprunglich konnte man 
diese Objekte daher nur bei totalen Sonnenfinsternissen1 beobachten und fUr 
die meisten feineren photometrischen Untersuchungen ist deren Zuhilfenahme 
auch heute noch unentbehrlich. Die unter c) zusammengefaBten Apparate 
gestatten eine Beobachtung der Formen von Protubefanzen usw., indem sie die 
Linienemission yom kontinuierlichen Untergrund des Streulichtes durch spektrale 
Zerlegung trennen. 

Eine zweite Moglichkeit zur Beobachtung del' auBeren Teile der Sonnen
atmosphare hat neuerdings B. LYOT [1657J in genialer Weise entwickelt: Er 
bemerkte zunachst, daB unter erstklassigen atmospharischen Verhaltnissen (er 
arbeitete auf dem Pic du Midi) das Himmelstreulicht wesentlich geringer ist, als 
das der bis dahin benutzten optischen Gerate. Durch systematisches Herab
drucken des Streulichtes in der Apparatur (besonders klares Glas; peinliche 
Staubfreiheit; doppelte Abbildung zur Elimination der Beugung am Rand des 
Objektives) gelang es LYOT, ein Abbildungssystem zu schaffen, das (evtl. unter 
Zuhilfenahme einfacher Farbfilter) an erstklassigen Tagen direkte Aufnahmen 
der Protuberanzen und der inneren Korona erlaubt. Die starkeren Koronalinien 

1 Vgl. Abschn. 95. 
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konnten mit groBer Dispersion aufgenommen werden. Polarisationsmessungen 
mit einem Apparat, der noch Polarisationsgrade von ",1 %0 zu messen ge
stattet, lassen an vielen Tagen die Helligkeitsverteilung des kontinuierlichen 
Koronalichtes rund urn die Sonne erkennen und ermoglichen zum erstenmal 
Beobachtungen der zeitlichen Veranderlichkeit der Korona. Sodann ist es 
B. LYOT [1658J gelungen, seinen Apparat durch ein Rotfilter (0,5 cm SCHOTTsches 
Rotglas RG2 + 5 cm leicht saure gesattigte Neodymnitratlosung) zu erganzen, 
das in der Umgebung von Ha. einen Bereich von nur ",80 A aussondertl und sc 
in Meudon sogar bei maBiger Sicht die Protuberanzen des ganzen Sonnenrandes 
mit einer Belichtungszeit von ---1 sek aufzunehmen. Fiir die Beobachtung 
eruptiver Gebilde, die im Verlauf einer Minute oft schon wesentliche Anderungen 
erleiden, diirfte diese Anordnung eine wert volle Erganzung des Spektrohelio
skopes darstellen. 

e) Die im vorhergehenden zusammengestellten Hilfsmittel des Beobachters 
erhalten erst ihre volle Leistungsfahigkeit in Verbindung mit photometrischen 
M ethoden. Ohne Dbertreibung konnte man in der Sonnenforschung von einer 
Ara des Mikrophotometers sprechen. Insbesonders kann die Verbindung zwischen 
Theorie und Beobachtung in den meisten Fallen nur hergestellt werden, wenn 
auf beiden Seiten quantitative Aussagen vorliegen. 

Neben der Photometrie spielt die Polarimetrie eine wichtige Rolle. G. E. 
HALES Beobachtung des ZEEMAN-Eftektes in Sonnenflecken [1636, 39-41] 
haben den inneren Zusammenhang der Flecke einer Gruppe klargestellt (bipolare 
Flecke!) und weiterhin gezeigt, daB die wahre Periode der Sonnenaktivitat 
nicht 11,5 Jahre, sondem 2 X 11,5 = 23 Jahre ist, indem nach je 11,5 Jahren 
die Polaritat entsprechend liegender -Flecken sich umkehrt. 

Sodann erwahnen wir die an Mt. WILSON ausgefiihrte Messung des allgemeinen 
Magnetfeldes der Sonne, das bis jetzt allen Bemiihungen der Theoretiker 
getrotzt hat. 

Endlich zeigt die Polarisation des kontinuierlichen Spektrums der Korona, 
daB dieses - zum mindesten groBenteils - durch Streuung der Sonnenstrahlung 
entsteht. 

B. Der Zyklus der Sonnenaktivitat. Nunmehr betrachten wir die "Wit
terungserscheinungen" der Sonnenoberflache - noch ohne auf ihre physikali
schen Ursachen einzugehen - und ihre statistischen Zusammenhange im Rahmen 
des 11,Sjahrigen Zyklus. 

a) Granulation. Mit groBeren Instrumenten erkennt man bei guten Sicht
verhaltnissen, daB die Sonnenoberflache nicht gleichmaBig leuchtet, sondem eine 
komig aussehende Struktur besitzt. Nach den Beobachtungen von S. CHEVALIER 
[1625J, auf die wir in Abschn. 92 noch zuriickkommen, zeigt die Beschaffenheit 
der Granulation keinerlei Abhangigkeit von der heliographischen Breite oder der 
Phase im 11,5jahrigen Zyklus. Dies deutet darauf hin, daB die Granulation 
mit dem Zyklus der Sonnenaktivitiit nichts zu tun hat. Wir werden spater sehen, 
daB theoretische Untersuchungen iiber die Konvektionserscheinungen der Sonnen
atmosphare in dieselbe Richtung weisen. 

b) Sonnenflecken. Urn die Fleckenaktivitiit der Sonne kurz zu kennzeichnen, 
hat R. WOLF die sog. Relativzahlen R eingefiihrt: 1st g die Anzahl der auf der 
Sonnenscheibe sichtbaren Fleckengruppen plus einzelstehenden Flecke und f 
die Anzahl aller Flecke (ohne Riicksicht darauf, ob einzeln oder in Gruppen 
stehend), so definiert er 

R=k(10g+f). (89,1) 

1 In einer neueren Arbeit [1659J schlagt LYOT ein noch wirksameres "Filter" vor, das 
Interferenzen polarisierten Lichtes beniitzt. 



XVI. 89. Analyse der Fleckenkurve. 353 

Die Konstante k hangt von der Wahl des Beobachtungsinstrumentes ab; fUr das 
in Zurich stets benutzte Fernrohr mit 10 cm Offnung und VergroBerung 64 
wird sie = 1 gesetzt. Die Relativzahlen werden laufend in den Astronomischen 
Mitteilungen der Eidg. Sternwarte Zurich veroffentlicht. 

An der Greenwicher Sternwarte werden seit CARRINGTON taglich auf photo
graphischen Aufnahmen die Flachen der Sonnenflecke, korrigiert auf perspek
tivische Verkurzung, in Einheiten von 1 Millionstel der Sonnenscheibe ge
messen. Die Gesamtflache der Flecke wird fortlaufend in den Greenwich Photo
heliographic Results publiziert: Sie zeigt in statistischer Rinsicht eine enge 
Korrelation zu den Relativzahlen. 

Die zeitliche Abhangigkeit der Fleckenbedeckung der Sonne zeigt, wie 
SCHWABE (--.. ..,1843) entdeckte, einen etwa 11,5jahrigen Rhythmus. Der Abstand 
zweier aufeinanderfolgender Fleckenmaxima bzw. -minima schwankt ~ ebenso 
wie deren Rohe l ~ innerhalb ziemlich weiter Grenzen (vgl. Fig. 119 oben). 
Obige Zahl gilt also nur im Mittel uber lange Zeitraume. Der Anstieg yom 
Minimum zum Maximum erfolgt meist rascher, als die darauf folgende Abnahme 
der Fleckenaktivitat. 

Es sind viele Versuche gemacht worden, die Fleckenkurve durch Dber
lagerung mehrerer (strenger) Perioden darzustellen. Andere Autoren lieBen sich 
durch die groBenordnungsmaBige Dbt'reinstimmung der Fleckenperiode mit der 
Umlaufszeit des Jupiter verleiten, nach planetarischen Einflussen und Perioden 
zu suchen. Diese Ansatze konnen von vornherein als verfehlt betrachtet werden: 
Sowohl der Wechsel der magnetischen Polaritat in alternierenden Zyklen wie 
auch insbesondere das sogleich zu be::,prechende SP()RERSche Gesetz der Wan
de rung der Fleckenzone zeigen, daB zwei aufeinanderfolgende Zyklen ~ ob 
langer oder kurzer ~ ein in sich geschlossenes Ganzes bilden, das von Neben
perioden keine Spur erkennen laBt. 

In diesem Sinne haben R. LUDENDORFF [1655J und M. WALDMEIER [1689J 
untersucht, inwieweit die Lange und der sonstige Verlauf eines Zyklus durch 
die Rohe seines Maximums und evtl. der vorhergehenden Maxima bestimmt 
sind. Dabei ergaben sich folgende GesetzmaJ3igkeiten (in der Formulierung 
schlieJ3en wir uns hauptsachlich an die letztere Arbeit an): 

1. Die Anstiegszeit T (Jahre) yom Minimum zum Maximum nimmt mit 
der Rohe des Maximums RM (Relativzahl) ab 2 und zwar fUr alternierende Zyklen 
in etwas verschiedener Weise. Bezeichnet man den Zyklus 1755~66 als Nr. 1 
uSW., so findet WALDMEIER 3 fUr 

Ungerade Zyklen: 

Gerade Zyklen: 

logRM=2,48-0,10T 1 
± 0,10 ± 0,02 

10gRM = 2,69-0,17 T 
± 0,09 ± 0,02 . 

(89,2) 

2. Die Abstiegszeit e, gemessen in Jahren yom Maximum bis zu einer 
Abnahme der Relativzahl auf Ro= 7,5 (das Minimum ist vielfach schlecht 
definiert), wachst mit RM. Fur ungerade und gerade Zyklen findet WALDMEIER 

e = 3,0 + 0,030 RM } (89,3) 
± 0,6 ± 0,006 . 

3. Zum Teil eine Konsequenz der vorhergehenden sind die folgenden Gesetz
maBigkeiten: !X) Die Flache der Fleckenkurve von Minimum bis zum folgenden 

1 Durchschnittlich ist im Maximum R""" 100, im Minimum""" 5. 
2 Schon von R. WOLF 1861 vermutet. 
3 LUDENDORFF gleicht T als line are Funktion von RMax-RMin aus, was nahezu auf 

dasselbe herauslauft, aber ein wenig gri:iJ3ere Reste gibt. 

Unsold, Sternatmospharen. 23 



354 XVI. 89. Untersuchungen von H. LUDENDORFF und M. WALDMEIER. 

Maximum (Anstieg) ist konstant. (3) Die entsprechende FHi.che vom Maximum 
bis zum Minimum (Abstieg) ist proportional RM. 

4. Eine Folge von 1 und 2 ist weiterhin, daB das Verhaltnis Q = Tie von 
Anstiegszeit T zu Abstiegszeit f) mit. abnehmendem RM anwachst und zwar 
fUr ungerade Zyklen rascher als fUr gerade. Q schwankt so zwischen den Grenzen 
0,37 und 1,72 urn einen Mittelwert ,....,0,7. Die Behauptung, daB der Anstieg 
der Fleckenkurve rascher erfolge, als der Abstieg ist daher nur im Mittel richtig. 

5. Aus dem Gesagten geht hervor, daB der ganze Veriauf der Fleckenkurve 
wahrend eines geradzahligen bzw. ungeradzahligen Zyklus im wesentlichen durch 
die Rohe Maximums RM bestimmt ist. Einige charakteristische Kurven zeigt 
die aus M. WALDMEIERS Arbeit (s. 5.353) entnommene Fig. 116. Aufgetragen 

I : 1798-1810 
][ : 1878-188.9 
m: 1889-1901 
lV: 1833-181f3 

150 

-7 -6 -5 -If. -3 -2 -1 0 1 2 
Jahre vom Maximum 

Fig. 116. Cha1akteristische Flec'kenkurom. Nach M. WALDMEIER [1689]. Ordinaten: Ausgeglichene monatliche 
Relativzahlen. Abszissen: Abstand vom Maximum in Jahren. 

sind ausgeglichene monatliche Relativzahlen als Funktion des zeitlichen Ab
standes vom Fleckenmaximum in J ahren. 

6. Richtet man mit R. LUDENDORFF (s.S . .,353) den Blick mehr auf die 
ganze Fleckenkurve, so kann man auch sagen: Uber dem Durchschnitt liegende 
Werle von RM bewirken eine Verfruhung des betreffenden Maximums selbst und 
umgekehrl. Dariiber hinausgehend findet LUDENDORFF noch eine entsprechende 
_ nur nicht so starke - Auswirkung auch auf das folgende Minimmn und 
Maximum. Nach Korrektion der Max.- und Min.-Zeiten wegen der Ver
schiedenheiten von RMI tritt der Unterschied "gerader" und "ungerader" 
Zyklen auch in dieser Darstellungsweise deutlich in Erscheinung. 

Untersucht man die Verteilung der Sonnenflecke in heliographischer Breite, 
so zeigt sich, daB diese auf beiden Remispharen je eine bestimmte Zone stark 
bevorzugen. Wie G. SPORER (,....,1880) fand, entstehen die ersten Flecken eines 
beginnenden Zyklus (Minimum) in einer heliographischen Breite ffJ ~ ± 30°. 

1 LUDENDORFF beriicksichtigt auBerdem noch eine Art sakularen Gang der Flecken
periode. 
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1m Laufe von 11,5 J ahren verschie bt sich die Zone maximaler Fleckenzahl 
dann erst rasch, spater langsamer aquatorwarts bis 'f! R:> ± 8°, worauf sich das 
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Spiel wiederholt (vgl. Fig. 119). Einen noch deutlicheren Eindruck gibt 
E. W. MAUNDERS sog. "Schmetterlingsdiagramm" (Fig. 117 nach [1661J). Jeder 
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Fleck ist hier entsprechend seiner heliographischen Breite durch einen kurzen 
Strich angezeichnet . In der Nahe der Fleckenminima kann man die zum 
"alten" Zyklus gehorenden Flecken in niederen Breiten von denen des "neuen" 
Zyklus in hoheren Breiten leicht unterscheiden. 

G. E. HALES Entdeckung des Magnetfeldes der Sonnenflecke hat neben anderen 
bemerkenswerten Folgerungen zu dem Beweis gefUhrt, daB diese Unterscheidung 
eine tiefere Bedeutung hat: Wir werden die Struktur usw. des einzelnen Fleckes 
und der einzelnen Fleckengruppe erst in Abschn. 90 genauer betrachten und 
beschranken uns hier auf die sog. bipolaren Flecke, d. h. Fleckenpaare, die ent
gegengesetzte magnetische Polaritat haben. ZEEMAN-Effektbeobachtungen an 
MT. WILSON [1641J, die seit 1915 taglich mit Hilfe der Fe-Linie A 6173,5 visuell 
ausgefUhrt werden, lieBen folgende Gesetze erkennen: 

Die bei Beginn eines 11,5jahrigen Zyklus in Breiten von etwa ± 30° ent
stehenden Flecke haben auf der nordlichen bzw. siidlichen Hemisphare ent
gegengesetzte Polaritat. Das heiBt, zeigen Z. B. auf der einen Hemisphare die 
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Fig. 118. G. E. HALES Gesetz der magnetisehen Polaritlit der Sonnen/leeke [1641]. Die Kurven zeigen die Verschiebungen 
der mittleren Breite (miherungsweise) und die entsprechenden magnetischen Polaritaten der Fleckengruppen. "Vor
derer" Fleck jeweils rechts. N bezeichnet einen Nordpol (d. h. entsprechend dem nach Norden weisenden Pol der 
Magnetnadel); S einen Sudpol. R(ot) und V(iolett) charakterisieren die entsprechenden Linienverschiebungen bei 

der an Mt. Wilson benutzten Anordnung des Polarisationsappara tes. 

(im Sinne der Rotation der Sonne) vorausgehenden Flecke N-Polaritat und die 
folgenden S-Polaritat, so gilt fUr die andere Hemisphare das Entgegengesetzte. 

1m Laufe des Zyklus nimmt die heliographische Breite der Fleckenzone ab, 
die Polaritat bleibt dieselbe. 

Die beim Fleckenminimum zuerst wieder in hohen Breiten auftretenden 
Flecken des neuen Zyklus dagegen zeigen dies en ganzen Zyklus hindurch ent
gegengesetzte Polaritat gegenuber dem vorhergehenden Zyklus (Fig. 118). Die 
wahre Periode der Sonnenaktivitat ist also 2 X 11,5 = 23 Jahre. 

c) Fackeln. Diese ausgedehnten hell en Gebiete, die nur nach dem Sonnen
rande zu deutlich erkennbar sind, stehen gleichfalls in engster Beziehung zum 
Zyklus der Sonnenaktivitat. Die groBeren Fackeln treten fast nur in der Um
gebung von Flecken auf und befolgen hinsichtlich Periodizitat, Verteilung in 
heliographischer Breite usw. genau dieselben Gesetze. Daneben beobachtet man 
aber auch in hoheren Breiten, wo keine Flecke mehr vorkommen, kleinere 
Fackelgruppen. Deren Breitenverteilung haben A. MASCARI [1660J, J. KORN 
[1650J u. a. untersucht. 

d) Protuberanzen. Die Protuberanzentatigkeit der Sonne wird seit "" 1869 
(RESPIGHI) fortlaufend uberwacht. Da weiterhin die Flache der am Sonnenrand 
beobachteten Protuberanzen - in Einheiten von 10 des Sonnenumfanges X 1 II 
Hohe - ein einfaches MaB derselben darstellt, so haben wir hier einen gunstigen 
Boden fiir statistische Untersuchungen. 
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Die Gesamthiiufigkeit der Protuberanzen folgt genau der Sonnenfleckenkurve. 
Dagegen enthullte die Untersuchung ihrer Verteilung in heliographischer Breite 
durch RESPIGHI, RICCO, EVERSHED u. a. einen neuen Zug des Sonnenzyklus 
(Fig. 119, nach W. J. S. LOCKYER [1654J): Das eine Maximum der Protuberanzen
haufigkeit in niederen Breiten verschiebt sich im Verlaufe des 11,5 jahrigen 
Zyklus (Min.-Min.) von """ ± 35 ° bis ,.....±20°, d. h. es bewegt sich stets in etwa 
10° Abstand neben der Fleckenzone her. 

Das zweite Protuberanzenmaximum wandert alternierend zum erst en (Fig.119) 
von ,.....± 40° polwarts bis ,..... ± 800 • Die Aktivitat dieser Zone der "polaren 
Protuberanzen" ist im allgemeinen geringer, als die der aquatorialen; z. B. 

167411 
I , , 

166fJ,Q 16!1O,O 1~0 1910,0 

Fig. 119. Der l l ,s jahrige Zyklus der Somzenaktivitiit . Nach W. ]. S. L OC KYE R [1654.c]. 

bevorzugen die eruptiven Protuberanzen die niedrigen Breiten. Hochstwahr
scheinlich stehen die polaren Protuberanzen zu den unter c) erwahnten polaren 
Fackeln in ahnlicher Verwandtschaft wie die aquatorialen Protuberanzen zu 
den aquatorialen Fackeln. Das vorliegende Beobachtungsmaterial reicht leider 
noch nicht aus, urn vollige Klarheit zu gewinnen. 

Das Gesetz der Breitenverteilung der Protuberanzen drangt geradezu die 
Anschauung auf, daJ3 eine mit dem Aktivitatszyklus zusammenhangende Zirku
lation im Inneren der Sonne in ahnlicher Weise nach Zonen aufgeteilt ist, wie 
die groJ3e Zirkulation unserer Erdatmosphare. Wir werden diesen Gedanken 
in Abschn. 94 aufgreifen. Zuvor aber betrachten wir noch die 

e) Korona: Deren Form zeigt nach Untersuchungen von W. J. S. LOCKYER 
[1654J u. a. eine enge Korrelation zur Phase des Sonnenzyklus. In der Nahe 
des Fleckenminimums ist die Korona stark abgeplattet; zu beiden Seiten des 
Aquators erkennt man die charakteristische "Windfahnen-Struktur" . Man 
spricht von einer aquatorialen oder Minimumskorona. Beim Fleckenmaximum 
dagegen strahlen auch von den Polen Koronabuschel aus. Die Korona gewinnt 
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dadurch ein mehr rundes Aussehen, man hat die sog. polare oder M aximums
korona. Zwischen beiden Extremen gibt es natiirlich einen stetigen Ubergang. 
Eine anschauliche Darstellung dieser GesetzmaBigkeiten im Zusammenhang 
mit den schon erwahnten Phanomenen des Sonnenzyklus zeigt Fig. 119. 
W. J. S. LOCKYER, des sen Arbeit [1654, IIIl wir diese Figur entnehmen, hat 
nun darauf aufmerksam gemacht, daB man die Formanderungen der Korona 
verstehen kann, wenn man annimmt, daB die "Koronaaktivitat" in derselben 
Weise mit der Breite variiert, wie die in Fig. 119 gleichfalls aufgezeichnete 
"Protuberanzenaktivitat". Die Polarbiischel der Korona bilden demnach ein 
Analogon der polaren Protuberanzen. Inwieweit ein Zusammenhang einzelner 
Protuberanzen mit bestimmten Koronastrahlen besteht, ist noch nicht geniigend 
geklart. Wahrscheinlich sind beide Erscheinungen auf eine tiefer liegende 
Ursache zuriickzufiihren. 

W. J. S. LOCKYERS Untersuchungen basieren im wesentlichen auf qualitativer 
Betrachtung der in der Literatur zerstreuten Koronaaufnahmen. H. LUDEN
DORFF [1656]1 und O. BERGSTRAND [1618]1 haben dariiber hinaus eine quan
titative Charakterisierung der Koronaformen angestrebt. LUDENDORFF miBt im 
wesentlichen direkt die Abplattung der Isophoten. BERGSTRAND versucht - was 
natiirlich nicht ohne gewisse Annahmen maglich ist - den polaren und aqua
torialen Anteil zahlenmaBig zu trennen. Die Ergebnisse beider Arbeiten lassen 
sich mit dem im vorhergehenden entworfenen Bild gut vereinbaren. 

C. Die Rotation der Sonne. Zum AbschluB unserer Darstellung der 
statistischen Zusammenhange solarer Erscheinungen werfen wir einen Blick 
auf die Rotation der Sonnenoberflache. Auch hier wollen wir keinerlei Voll
standigkeit anstreben, sondern uns nur die wichtigsten Dinge ins Gedachtnis 
zuriickrufen: 

Schon CHR. SCHEINER hat aus der Bewegung der Sonnenflecke die raumliche 
Lage der Rotationsaehse und die Rotationsdauer der Sonne abgeleitet. 

Weitere Beobaehtungen von CARRINGTON « ..... ,1860) und SPORER zeigen dann 
- was SCHEINER schon vermutet hatte -, daB die Sonne nicht wie ein starrer 
Korper rotiert, sondern daB die hahere.n Breiten gegeniiber demAquatorzuriiek
bleiben. Stellt man nach FAYE die tagliehe (siderische) Drehung; in Abhangig
keit von der heliographischen Breite T durch eine Interpolationsformel der 

Gestalt t b' 2 (89,4) ~=a- . SIll T 

dar, so ist z. B. naeh den Greenwicher Beobaehtungen langlebiger Flecke von 
1878-1923 ;=14°37-2°60sin2 T. (89,5) 

Beobachtungen der Fackeln (STRATONOFF, CHEVALIER, MAUNDER) und Kalzium
flocculi (P. Fox [1634] u. a.) ergeben durehweg etwas hahere Rotations
geschwindigkeiten. 

Eine zweite Methode zur Messung der Rotationsgesehwindigkeit der Sonne 
gibt der Dopplereftekt (DUNER); er ermogli'eht bis zu heliographisehen Breiten 
von 75° vorzudringen. Die eingehendste Untersuehung dieser Art hat W. S. 
ADAMS [1612] durchgefUhrt. Es zeigt sieh, daB sowohl die Rotationsgesehwindig
keit am Aquator, als auch die aquatoriale Beschleu~igun? fUr verschiedene Linien 
versehieden ausfallen. Eine zusammenfassende Uberslcht iiber das 1921 vor
handene Material an direkten und spektroskopischen Beobachtungen gibt die 
folgende Fig. 120 (nach PH. Fox [1634]). Man pflegt derer~. Aussagen dahin
gehend zusammenzufassen, daB hOhere Schichten eine grofJere Aquatorialgeschwin
digkeit und eine geringere Breitenabhangigkeit der Rotation geben als die tieferen 
und umgekehrt. 

'Dort Hinweise auf friihere Arbeiten derselben Autoren. 
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Zu einer physikalischen Deutung der gesamten Rotationsbeobachtungen 
fehlt uns zur Zeit noch jeder Anhaltspunkt. DaB es auch nicht moglich ist, 
aus den Beobachtungen eindeutige Riickschliisse auf die Bewegungen im Inneren 
der Sonne zu ziehen, hat neuerdings R. EMDEN [1629J betont. 

Erinnern wir uns weiterhin an die Erscheinungen des Sonnenzyklus (Fig. 119), 
so erscheint es iiberraschend, daB die Trennungslinie der beiden Aktivitats-
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4~~ zu erhbhen.) 

zonen der Sonne bei ......,± 40° heliographischer Breite sich im Rotationsgesetz 
iiberhaupt nicht bemerkbar macht. 

1m Hinblick auf evtl. zeitliche Anderungen der Rotation der Sonne sind 
an Mt. Wilson (seit 1914) und anderen Observatorien [1612J spektroskopisehe 
M essungen der Rotationsgeschwindigkeit viele Jahre hindurch fortgesetzt 
worden. Sowohl innerhalb der einzelnen MeBzeiten, als auch beim Vergleich 
verschiedener Serien zeigen sich unerwartet groBe Sehwankungen, wahrend 
die Greenwicher Beobachtungen langlebiger Fleeke vollige Konstanz der Rotations
dauer der Sonne ergeben. Neuere Untersuchungen an Mt. Wilson [1693J 
zeigen nun, daB die alteren spektroskopischen Messungen durch Streulicht in 
der Apparatur verfalscht sind. Die Rotationsgeschwindigkeiten der Mt. Wilson
MeBreihen ab 1914 sollen urn ......,4% erhoht werden. In Fig. 119 wiirde damit 
die "reversing layer"-Kurve von ADAMS iiber die "sun-spot"-Kurve zu liegen 
kommen, was auch a priori verniinftiger erscheint. 
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Da - wie gesagt - die Rotation der Sonne in theoretischer Hinsicht zur 
Zeit noch ein nahezu unerforschtes Gebiet ist, so wollen wir diese Ubersicht 
damit abschlieBen, und verweisen beziiglich Einzelheiten und weiterer Literatur 
usw. auf die angegebenen Abhandlungen von PH. Fox [1634J und W. S. ADAMS 
[1612J, sowie die Greenwicher Publikationen und den Handbuchartikel von 
G. ABETTI. 

90. Die Sonnenflecke. 
Den Beobachtern der Sonne hat sich schon friihzeitig der Gedanke auf

gedrangt, daB die Sonnenflecke riesige Wirbel darstellen, in den en die Gase der 
Sonnenatmosphare durch Expansion abgekiihlt werden. H. N. RUSSELL [1681J, 
der wohl zuerst eine genauere Durchrechnung dieser Vorstellung versucht hat, 
vergleicht daher treffend den Sonnenfleck mit einer Kaltemaschine. Aus den 
schon auseinandergesetzten Griinden werden wir unseren Recheneifer zunachst 
bezahmen und versuchen, aus den Beobachtungen die Starke der Abkiihlung 
zu ermitteln. Dabei stoBen wir auf die zuerst von M. MINNAERT und A. J. M. 
WANDERS [1664 J gestellte und geloste Frage, ob der Energietransport in den 
zuganglichen Teilen der Flecke vorzugsweise durch Konvektion oder durch 
Strahlung erfolge. Nachdem wir uns iiberzeugt haben, daB auch die Sonnen
flecke sich im Strahlungsgleichgewicht befinden, beschaftigen wir uns mit der 
Analyse des Fleckenspektrums, das uns die Moglichkeit gibt, sozusagen zwei 
Sternatmospharen von genau gleicher Zusammensetzung und Schwerebeschleu
nigung, aber verschiedener Temperatur miteinander zu vergleichen. Dann ver
suchen wir uns an Hand spektroskopischer und direkter Beobachtungen ein Bild 
der hydrodynamischen V organge im Einzelfleck und in der Fleckengruppe zu 
machen. Die weitere - zur Zeit noch nicht endgiiltig geklarte - Frage nach 
dem "Antriebsmechanismus" dieser Stromungen und damit der tieferen Ursache 
des 23fahrigen Z yklus werden wir erst in Abschn. 94 aufnehmen, nachdem 
wir die offensichtlich ebenfalls mit Konvektionserscheinungen Zllsammen
hangenden Phanomene der Fackeln und der Granulation genauer studiert haben. 

A. Helligkeit und spektrale Energieverteilung der Flecke relativ zu ihrer 
Umgebung. Betrachtet man einen Sonnenfleck im Teleskop oder auf einer 
direkten Aufnahme, so erkennt man zwei Zonen: Innen den dunkleren Kern, 
die Umbra; anschlieBend bildet den Ubergang zur Photosphare ein hellerer 
Hof, die Penumbral. 

Photometrische M essungen der Helligkeitsverteilung in Sonnenflecken werden 
sehr erschwert durch das Streulicht der Erdatmosphare und der Optik. E. PETTIT 
und S.B.NICHOLSON [1669J sowie insbesondere A. J. M. WANDERS [1690J haben 
daher diese Fehlerquelle eingehend untersucht. Neben dem in nicht zu groBer 
Sonnennahe und daher wohl auch iiber die Sonnenscheibe nahezu konstanten 
Himmelshintergrund (,-...,2% der Intensitat in 0-Mitte) erhalt man - durch 
Streuung an groberen Partikeln usw. - im Fleck noch eine Einstrahlung von 
Photospharenlicht aus der unmittelbaren Umgebung. A.]. M. WANDERS nimmt 
nun an, daB durch diese Zerstreuung ein leuchtender Punkt der Sonnenscheibe, 
dessen Intensitat X Flache = 1 sei, in ein Scheibchen auseinandergezogen 

1 A. WILSON bemerkte 1774, daB die Sonnenflecke bei ihrcr Bewegung nach dem Sonnen
rande hin haufig den Eindruck erwecken, daB es sich urn trichterartige Eintiefungen handle. 
N euere Beobachtungen mit besseren Hilfsmitteln haben fur die Tiefe der Flecke immer 
geringere Werte ergeben (Literatur vgl. ABETT! [1601-2J). Hochstwahrscheinlich ist das 
sog. "WILSoN-Phiinomen" groBtenteils physiologisch-psychologischen Ursprunges (man 
erinnere sich an die Historie von den Marskanalen! i). Man ist auf Grund der Erfahrung 
des taglichen Lebens leicht geneigt, eine dunkle Stelle auf einer gleichmaBig hellen Flache 
fUr ein Loch zu halten. Vielleicht IaBt sich die Frage durch :YIodellversuche weiter klaren. 
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wird, dessen Intensitatsverteilung durch die Zerstreuungsfunktion 

U(x, y) = : e-a(x'+Y') (90,1) 

beschrieben ist, wo x und y von der Mitte des Scheibchens aus in Bogensekunden 
gemessen werden. Die Konstante a kann ermittelt werden durch Messung der 
scheinbaren Helligkeitsabnahme am auBersten Sonnenrand, da die Beobachtungen 
totaler Finsternisse in Einklang mit der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes 
zeigen, daB der wahre Helligkeitsabfall am auBersten Sonnenrand - praktisch 
gesprochen - vollig abrupt erfolgt. Hat man so die GroBe a ermittelt (der 
Radius des Zerstreuungsscheibchens ging bei WANDERS an gunstigen Tagen 
auf 1fVa~3" herunter), so kann man aus der gemessenen scheinbaren Inten
sitatsverteilung in einem Fleck dessen wahre Intensitatsverteilung berechnen 
mit Hilfe der in Abschn. 58 schon besprochenen. Entzerrungsverfahren. 

Direkte Messungen der Gesamtstrahlung in der Umbra sind schon 1894 von 
W. E. WILSON [1692J mit dem Radiometer ausgefUhrt. In neuerer Zeit haben 
dann E. PETTIT und S. B. NICHOLSON [1669J, sowie T. W. WORMELL [1694J 
die Veranderung der Gesamtstrahlung beim Oberqueren eines Sonnenfleckes 
mit dem Thermoelement gemessen. N ach 20 Messungen an 6 verschiedenen 
Flecken finden erstere fUr das Verhaltnis Umbra: Photosphiire im Mittel 0,471 
(Einzelwerte zwischen 0,428 und 0,521). WORMELL erhalt - nach Korrektion 
fUr Streulicht - im Mittel 0,465 (Einzelwerte zwischen 0,27 und 0,77). 

Da - wie wir seheIi werden - die spektrale Energieverteilung in Fleck 
und Photosphare nicht genau gleich ist, so werden beide Messungen durch die 
Extinktion in der Erdatmosphare und im Instrument in etwas verschiedener 
Weise beeinfluBt. WORMELL berechnet (s.oben), daB das gemessene Gesamt
strahlungsverhaltnis Umbra: Photosphare bei 2 Silberreflexionen + 5 cm Glas 
in der Apparatur und Luftmasse 1 bzw. 2 urn 7% bzw. 12% zu verkleinern ist. 

Wir konnen also (im Mittel) das wahre Intensitatsverhaltnis der Gesamt
strahlung von 

Umbra = 0 42 
Photosphare ' 

(90,2) 

nehmen. Berechnen wir daraus nach dem STEFAN-BoLTZMANNschen Gesetz 
die effektive Temperatur der Sonnenflecke, so erhalten wir - ausgehend von dem 
bekannten Wert Te.o=57400 fur die normale Sonnenoberflache -

Te• F1eck = 5740' V0,42 = 46200 K. (90.3) 

Wir betrachten nun zunachst weitere Beobachtungsdaten, die uns nach 
dem Vorgange von M. MINNAERT und A. ]. M. WANDERS [1664J einen Ruck
schluB auf die Art des Energietransportes im Fleck - Strahlungsgleichgewicht 
oder Konvektion - ermoglichen werden. 

Die Energieverteilung im Spektrum der Sonnenflecke ist zuerst wohl von 
C. G. ABBOT [1610J mit dem Bolometer untersucht worden. 1930 haben dann 
E. PETTIT und S. B. NICHOLSON [1669J die Spektren1 mehrerer Flecke von 
A 4000-22000 mit Monochromator und Thermoelement, von A 3000-4000 
photographisch ausgemessen. Das Ergebnis ihrer Messungen (zusammen mit 
denen ABBOTS) zeigt Fig.121. 1m AnschluB an A. J. M. WANDERS [1690-1J 
haben wir die ursprunglichen Ordinaten urn eine Streulichtkorrektion von 
0,04 Einheiten verringert. DaB die atmospharischen Wasserdampfbanden lJ' 
und Q auch in der relativen Energieverteilung FleckfPhotosphare noch kleine 

1 Da aile Beobachtungen nahe der Mitte der Sonnenscheibe gemacht wurden. so handelt 
es sich - genauer gesagt - urn 1.(0.0). 
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Einsenkungen hinterlassen, hangt wohl damit zusammen, daB die geringen 
Intensitaten, die in diesen Wellenlangenbereichen von der Erdatmosphare noch 
durchgelassen werden, mit verhaltnismaBig groBen MeBfehlern behaftet sind. 
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Fig.121. Wellenlitngenabhilngigkeit des IntensitatsverhilUnisses Fleck/PlwtQsphilre nach E. PETTIT und S.B. NICHOLSON 
[1669]. (Urspriingliche Werte nach WANDERS um eine Streulichtkorrektion von 0,04 Einheiten verringert). __ be

recbnet unter der Annahme von StralU .... gsgleichgewicht mit T: = 4480° K gegenuber T. = 5740° K. 

Die Winkelabhiingigkeit des Intensitatsverhaltnisses Umbra: Photosphare, 
d. h. seineXnderung von 0-Mitte nach dem 0-Rand hin, ermoglicht nach den 
aus Kap. V schon hekannten Prinzipien die Berechnung der Ergiebigkeit und 
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damit der Temperatur als Funktion der optischen 
Tiefe. Sie bildet also recht eigentlich den Schliissel 
zu unserem Problem. 

Die alteren Messungen von W. E. WILSON 
(s. S. 361), K. SCHWARZSCHILD und W. VILLIGER 
[1682J, sowie N. BARABASCHEFF und B. SEMEJKIN 
[1616J schienen zunachst zu zeigen, daB das 
Intensitatsverhaltnis Fleck: Umgebung sich am 
Sonnenrande der Eins na.here. Aber neuere Beob
achtungen lassen keinen Zweifel dariiber, daB die 
Aufhellung des Flecks relativ zu seiner Umgebung 
am Sonnenrand nur eine Folge des mit seiner 
perspektivischen Verkiirzung anwachsenden Streu-

416' 1,2 0,8 0,11 o,u 0,1' 0,8 1,2 1,6 lichteinflusses ist. R. S. RICHARDSON [1677] hat 
an Mt. Wilson photographische Aufnahmen in 
drei Spektralgebieten urn A. 4330, 5780 und 6450 
ausgewertet (vgl. Fig. 122) und nach Beriicksichti
gung der Streulichteinfliisse gefunden, daB das 
Intensita.tsverha.ltnis Fleck: Photospha.re von 1 

sinit=O (O-Mitte) bis ,,-,0,96 ((V-Rand) inner-

Fig. 122. Intensitatsverteilung in einem 
Sonnenfleck (MT. W,LSON Nr.4362, sin (J 
= 0,36; Flache = 200 Millionstel der 
Sonnenscheibe) gemessen bei i. 6450 von 
R. S. RICHARDSON [1677]. Einheit der 
Ordinaten: Intensitat der anschliel3en· 
den Photosphare. Einheit der Abszissen: 

Radius des Fleckes. 

halb der MeBgenauigkeit konstant bleibt. Dasselbe 
findet A. J. M. WANDERS [1691J fiir A. 4027 und 4194 und auch die Gesamtstrah
lungsmessungen von T.W. WORMELL (s. S. 361) lassen sich gut damit vereinbaren. 

Als Nebenprodukt finden alle drei Autoren eine Abnahme des Intensita.ts
verha.ltnisses Fleck: Photospha.re mit zunehmender Ausdehnung des Fleckes. 
In quantitativer Hinsicht gehen ihre Angaben noch stark auseinander, was mit 
der Schwierigkeit der Streulichtkorrektion zusammenhangen diirfte. 

1 Der Winkel 1} hat die gewohnte Bedeutung. 
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Aus der Gleichartigkeit der Mitte-Rand-Variation der Strahlungsintensitat 
von Fleck und Photosphare miissen wir nach Abschn. 28 (insbesondere Gl. (28,12)) 
schlieBen, daB die Abhangigkeit der Ergiebigkeit und damit der Temperatur von 
der optischen Tiefe fur Fleck und Photosphare dieselbe ist. Damit wird - wie 
MINNAERT und WANDERS [1664] zuerst bemerkten - der Nachweis erbracht, 
daB die Sonnenflecke jedenfalls bis in solche Tiefen, die noch direkt Strahlung 
an die Oberflache senden, sich im Strahlungsgleichgewicht befinden. Dieser 
SchluB iiberrascht zunachst, denn man kann schwerlich ohne die Annahme aus
kommen, daB die Abkiihlung in den Flecken letzten Endes durch Konvektions
prozesse (adiabatische Expansion) zustande kommt. 

Priifen wir daher mit MINNAERT und WANDERS die Hypothese des Strahlungs
gleichgewichtes zunachst noch an den Messungen der spektralen Energiever
teilung: Das Intensitatsverhaltnis Fleck zu Photosphare (wir bezeichnen alle 
auf den Fleck beziiglichen Gr6Ben mit *) sollte nach Gl. (31,8 u. 9) fiir Q-Mitte 
(D = 0) sein 

wo 
oc* = Cs 

r-i· A. Ie* 

(90,4) 

ist undf(oc, P) die durch (31,9) definierte und von E. A. MILNE [517] und B. LIND
BLAD [512, 513] berechnete Funktion bedeutet. 

Nach M. MINNAERT und A. J. M. WANDERS [1664] kann man die Beobach
tungen von ABBOT, PETTIT und NICHOLSON gut darstellen, wenn man im Ver
gleich zur effektiven Temperatur Te = 57400 der Photosphare die der Umbra 
mittelgroBer Flecke zu T,* = 44800 K annimmt. (In guter Obereinstimmung 
mit dem aus der Gesamtstrahlung bestimmten Wert von 4620° K.) 

Die mit diesen effektiven Temperaturen nach (90,4) berechnete relative 
Energieverteilung ist in Fig. 121 miteingezeichnet. Ihre gute Anpassung an die 
Messungen spricht wiederum fiir die Annahme, daB die zuganglichen Schichten 
der Sonnenflecke sich im Strahlungsgleichgewicht befinden. 

Zur Erganzung der vorhergehenden Betrachtungen wollen wir noch iiber
legen, wie die Winkelabhangigkeit und die spektrale Energieverteilung der 
Strahlung eines Sonnenfleckes aussehen wiirde, wenn dessen obere Schichten 
in rein konvektivem Gleichgewicht waren. Zur Vereinfachung der Rechnungen 
nehmen wir an, daB der Absorptionskoeffizient von der Tiefe und der Wellen
lange nicht abhangen solI, was gerade fiir die Sonne - mehr oder weniger zu
fallig - eine recht gute Approximation ist. AuBerdem solI auch das Verhaltnis 
der spezifischen Warmen cp/c" = y konstant sein. MINNAERT und WANDERS 
(s. S. 360) haben noch eine Reihe allgemeinerer Modelle durchgerechnet; stets 
mit demselben Ergebnis - das wir schon vorwegnehmen wollen -, daB die 
Annahme rein konvektiven Gleichgewichtes den Beobachtungen nicht gerecht 
wird. Nun zu unserem einfachen Modell (vgl. auch H. N. RUSSELL [1681], 
R. M. PETRI [1668] und E. A. MILNE [1662]): 

Da der Absorptionskoeffizient konstant ist, so wachst nach dem friiheren 
zunachst der Gasdruck p proportional der der optischen Tiefe T 

P "'T. 

Andererseits gilt im Fleck die Adiabatengleichung 
1'-1 

T",P l' 

(90,S) 

(90,6) 
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1'-1 
T=C'T l' , 

(90,7) 

wobei die Konstante C noch festzulegen sein wird. Andererseits gilt fUr die 
Photosphare die aus der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes bekannte 
Beziehung1 

T4 = T: (1 + -} T) , (90,8) 

wo Tg = 4830° die Grenztemperatur der Sonne bedeutet. Wir nehmen nun 
an, daB die Materie im Fleck aus ciner Ticfe T = TO mit der Temperatur 

To = Tg (1 + ~ To)i emporsteigen und sich dabei adiabatisch abkuhlen soIl. 

Durch diese Grenzbedingung wird C mit der "Tiefe des Flecks" To verknupft; 
man erhalt aus (90.7 u. 8) 

C=To[~ (~4-1)r1'~1 (90.9) 

Da die Gesamtstrahlungsergiebigkeit proportional T4 geht, so ki:innen wir das 
Intensitatsverhaltnis Fleck: Photosphare fUr die Gesamtstrahlung als Funktion 
des A ustrittswinkels {} nach (28,8) leicht berechnen. Es wird 

00 

C4 . r-1'-. e-tseclJ dr sec i} 4(1'-1) J 4(1'-t) 

1;(~.~) = .-200------------ _____ = (f-r. r( 5 y - 4). cos 31' i}. (90,' 

J ( ") g y 1 .L --- cos i} 
Tg4 ,1+-~r e-neclJdrseci} '2 

o 
Da wir von y zunachst nur wissen, daB es -< 5/3 ist, so wollen wir fUr einige 
y-Werte die Temperatur To an der Basis des Flecks aus dem beobachteten 
Verhaltnis 1* (0, 0)/1 (0, 0) ~ 0,42 berechnen. Aus (90,9 u. 10) ergibt sich, wenn 
man noch bedenkt, daB sicher To» Tg wird 

r( 5Y;4) To _4(3y-4) 

1* (0,0) = __ ~)_. (7:--) l' ~ 0,42. (90,11) 
1(0,0) C)-1'-.; g 

Mit Tg = 4830° findet man hieraus fUr 

y = 5/3 7/5 4/3 
bzw. 

00, 

d. h. Y muB (solange man annimmt, daB es konstant ist) zwischen 5/3 und 4/3 
liegen. 

Die nach (90,10) berechnete Winkelabhangigkeit des Intensitatsverhaltnisses 
1*/1 - bezogen auf seinen Wert fUr 0-Mitte (cos{) = 1) als Einheit - gibt 
die folgende Tabelle 67. 

Wie man sieht, muBten nach der "adiabatischen" Theorie die Flecke nach dem 
Sonnenrande zu erheblich dunkler werden. Dies gilt naturlich nicht nur fUr die 
Gesamtstrahlung, sondern, wie MINNAERT und WANDERS (s. S. 360) durch
gerechnet 2 haben, auch fUr die spektral zerlegte Strahlung. Wir mussen also 

1 Wir nehmen an. daJ3 der Absorptionskoeffizient im Fleck und der Photosphare den
selben Wert hat. Sonst miiJ3ten wir die optischen Tiefen in (90.7 u. 8) voneinander unter
scheiden, was gegebenenfalls leicht durchzufiihren ware. 

2 Die trbertragung von Gl. (31,7) auf dieses Problem bedarf wohl keiner Erlauterung. 
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schlieJ3en, daJ3 die Annahme adiabatischen Gleichgewichtes den Beobachtungen 
nicht gerecht wird und MINNAERT und WANDERS haben iiberdies gezeigt, daJ3 
auch keine einigermaBen verniinftige Abanderung der Ausgangsannahmen zum 
Ziel fiihrt. Wir sehen uns vielmehr zu dem SchluJ3 gezwungen, daJ3 die zugang
lichen Schichten der Flecke sich im Strahlungsgleichgewicht befinden. 

Zu demselben SchluJ3 fUhrt auch die Berechnung der spektralen Energie
verteilung. Da bei adiabatischem Gleichgewicht die Temperaturabnahme mit 
der Rohe nach (90,7) fUr y > 4/3 rascher erfolgt, als bei Strahlungsgleichgewicht 
nach (90,8), so ist in einem "adiabatischen" Fleck die - nach unseren friiheren 
Ergebnissen - vorzugsweise aus hoheren Schichten stammende langwellige 
Strahlung gegeniiber der aus groJ3eren Tiefen empordringenden kurzwelligen 
benachteiligt. Das heiJ3t die 
nach der adiabatischen Theorie 
berechnete Kurve der relativen 
Energieverteilung (analog Fig. 
121) wiirde nach dem Ultrarot 
hin zu langsam ansteigen. Die 
numerischen Rechnungen von 
MINNAERT und WANDERS (s. 
S. 360) zeigen, daJ3 die Diffe
renzen "Beobachtung-adiaba
tische Theorie" weit auJ3erhalb 
der zulassigen Grenzen liegen. 

Tabelle 67. Mitte-Rand-Variation des Inten
si ta tsverhaltnisses der Gesam tstrahl ung 

Sonnenfleck: Photosphare; berechnet 
unter der Annahme adiabatischen 

Gleichgewichtes im Fleck. 

CP. I Y=-
c, 

I 
1* (0, (})II(O,{}) { ~j~ I 
1* (0, 0)11 (0, 0) 4/3 I 

cos {) = 1 
sin {) = 0 

0,7 
0.795 

0,69 
0,81 
0,85 

0.4 
0,916 

0,36 
0,55 
0,62 

B. Das Spektrum der Sonnenflecke. N achdem wir aus den Beobachtungen 
des kontinuierlichen Spektrums und der Gesamtstrahlung der Flecke mit Sicher
heit schlieJ3en konnten, daB der Energietransport im Fleck in genau derselben 
Weise erfolgt, wie in der normalen Sonnenatmosphare, wenden wir uns der 
Deutung der FRAUNROFER-Linien des Fleckenspektrums zu. 

Wir haben schon in Kap. IV uns iiberzeugt, daJ3 die Theorie der thermischen 
Ionisation und Anregung in qualitativer Rinsicht allen Erscheinungen gerecht 
wird und wollen uns daher sogleich mit den quantitativen Problemen befassen. 

Da Messungen von Linienkonturen in Fleckenspektren noch nicht vorliegen, 
so hat CR. E. MOORE [1665J an MT. WILSON zunachst die Starke aller Linien 
atomaren Ursprunges 1 in der ROWLANDschen Skala geschatzt und mit Rilfe 
der Kalibrierungskurven von RUSSELL, ADAMS und MOORE (vgl. Abschn. 69) 

in "wirksame Atomzahlen" NH/ bzw. bei den starken Linien genauer NH/ ~ 
y 

iibergefUhrt. Dabei ist jedoch zu beachten, daJ3 die Eichkurven fUr Photo
sphare und Fleck nicht vollstandig iibereinstimmen. 1m Fleck wird namlich 
der Dopplerkern der Linien durch den ZEEMAN-Effekt aufgespalten oder - bei 
schwachen Feldern - verbreitert. Andererseits wird aber durch die bei den 
Mt. Wilson-Aufnahmen stets gebrauchte Polarisationsapparatur ein Teil der 
Linie entfernt. Miss MOORE hat beiden Einfliissen durch eine entsprechende 
Korrektion Rechnung zu tragen versucht. Weiterhin diirfte aber auch bei den 
starken Linien, sofern sie durch StoJ3dampfung beeinfluJ3t werden, infolge der 
Verschiedenheit der Drucke (s. u.) die Dampfungskonstante im Fleck bzw. 
der Photosphare verschieden sein. Dieser letztere Effekt war bei der Ent
stehung der MOoREschen Arbeit noch nicht bekannt und laJ3t sich auch heute 
noch nicht vollstandig erfassen. Er diirfte jedoch gliicklicherweise fiir das 
folgende von untergeordneter Bedeutung sein, da es sich groJ3enteils um schwache 
Linien handelt. 

1 Von den Bandenlinien, auf die wir noch zuriickkommen, k6nnen diese dadurch getrennt 
werden, daB letztere keinen merklichen ZEEMAN-Effekt zeigen. 
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Aus diesen Atomzahlen - statt NH t bzw. NH t ~ schreiben wir im folgenden y 
kurzweg N - kann man nun nach dem Vorgang von RUSSELL die mittlere Tem
peratur im Fleck T* bezogen auf die der Photosphare T bestimmen, femer das 
Verhaltnis des Elektronendruckes im Fleck Pe* zu dem in der Photosphare Pe 
und das Verhaltnis der entsprechenden wirksamen Schichtdicken NH*/NH = C. 

Es seien1 N:'s bzw. N"s die wirksamen Anzahlen r-fach ionisierter Atome 
eines bestimmten Elementes im Anregungszustand s mit der Anregungsspannung 
X"s fUr Fleck bzw. Photosphare. Die entsprechenden Anzahlen der Atome im 
Grundzustand seien N:'o bzw. N"o. Dann gilt nach der BOLTZMANNschen 
F ormel im Fleck: 

N* g 5040 
log~=log~-X .--

N1.o g"o ',S T* 
und in der Photosphare: (90,12) 

N . g WW 
log---.!!.:..= log~-X,s'--

N"o g"o ' T 
und folglich 

1 Nt, s 1 Nt, 0 5 4 (1 1 ) 
og~= og~-X',s- ° ° T*-Y -

',s 1',0 
(90,13) 

Tragt man also das aus den Beobachtungen fiir verschiedene Linien derselben 

Ionisationsstufe r bestimmten log NN1. s als Funktion der Anregungsspannung X, s 
~$ , 

auf, so muB man eine Gerade 2 erhalten, deren Neigung den Wert von Lie = 
5040 (;* - ~) ergibt. CR. E. MOORE findet so 

LI e = 0,190 ± 0,010, (90,14) 

was unter der Annahme einer mittleren Photospharentemperatur 3 von 
T = 5740° K auf eine Fleckentemperatur von T* = 47200 K fiihrt in guter 
Dbereinstimmung mit den unter A. ermittelten Werten_ 

A.hnlich wie in (90,12) schreiben wir nun auch die SAHAsche Gleichung4 fur 
die Ionisation r + 1 :t: r mit der Ionisierungsspannung X, in Fleck und Photo
sphare an und zwar jeweils fur die Zahl der Atome im Grundzustand. 

Fleck: 
log N:+ 1,o = log 2-g'+l,O -x - 5040 +2log T*-O 48-log P* 

N:; 0 g"o' T* 2 ' e 
Photosphare: (90,15) 

log N'+l, 0 = log 2· g'+l,O _ X, - 5040 + 2 log T - 0,48 -log Pe , 
~o ~o T 2 

woraus sofort folgt 

1 Nf + 1,0 N"o 5 4 ( 1 1 ) + 5 1 T* 1 Fe* og-----=-X'- 00--- - og-- og--
N'+l,O N1.o ,T* T 2 T Fe (90,16) 

1 Wir gebrauchen durchweg die Bezeichnungsweise von Kap. IV, Abschn.21-
2 CH. E. MOORE findet, daB die von RUSSELL fur das normale Sonnenspektrum be

haupteten sog. Abweichungen von thermischem Gieichgewicht sich fur X"s< 5 V hier nicht 
bemerkbar machen. Die aufflillig geringe Intensitll.tslinderung der Wasserstofflinien im 
Fleck erscheint jedoch verdlichtig. 

3 Ein etwas niedrigerer Wert von"" 56000 wlire wohl besser, wir wollen aber hier die 
Zahlenwerte der Originalarbeit beibehalten, da die Unterschiede ziemlich unwichtig sind_ 

4 Miss MOORE rechnet mit einer von A. P ANNEKOEK abgelinderten Ionisationsglei
chung, welche den Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht Rechnung tragen solI. 
Aus den schon in Kap. IV auseinandergesetzten Grunden konnen wir darin keine Ver
besserung erblicken. Die Ergebnisse sind in beiden Flillen praktisch dieselben_ 
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Die links stehenden Verhiiltnisse ~: +1,0 bzw. ~:.o k6nnen nun entweder direkt 
,+1,0 ',0 

oder mit Hilfe von (90,13) durch Extrapolation auf X,bzw.,+f,S -?O bestimmt 
werden, indem man dieselben Linien im Fleck bzw. der Photosphiire vergleicht. 
Man kann daher das Verhiiltnis der Elektronendrucke von Fleck zu Photo
sphiire bestimmen und erhiilt nach CH. E. MOORE 

p.* 
;, =0,60±0,10. (90,17) 

~ 

Durch Zusammenfassen aller vorkommenden Ionisationsstufen kann man 
endlich leicht die Gesamtzahl der Atome irgendeines Elementes tiber 1 cm2 

der OberfHiche von Fleck bzw. Photosphare ermitteln und hat damit auch das 
Verhiiltnis C der Gesamtzahlen aller Atome N H tiber 1 cm2 des Sonnenfleckes 
bzw. der Photosphiire. CH. E. MOORE findet so 

NH* 
C = --===- = 1,70 ± 0,11. 

NH 
(90,18) 

Die in den drei Gr6Ben Lie, P,*/Pe und C der Gl. (90,14, 17 u. 18) zusammen
gefaBten Ergebnisse des Vergleiches von Flecken- und Photospharenspektrum 
lassen sich nun, wie auch CH. E. MOORE (s. S. }65) in ahnlicher Weise ausgefiihrt 
hat, mit Hilfe der Theorie in sch6nster Weise untereinander verkntipfen: Da 
sich auch der Fleck im Strahlungsgleichgewicht befindet, so k6nnen wir Fleck 
und Photosphiire wie zwei Sternatmosphiiren behandeln, die zwar dieselbe 
Schwerebeschleunigung log g=4.437, aber verschiedene Temperaturen haben, 
namlich 4720 KO bzw. 5740° K. Die zugehOrigen Elektronendrucke k6nnen wir 
dann ohne weiteres aus unserer Fig. 84 ablesen. Insbesondere laBt sich das 
Verhiiltnis der Pe von Fleck und Photosphiire recht sicher bestimmen zu 

( ~*) =0,55. (90,19) 
.r& ber. 

In derselben Weise liest man das Lle=O,19 entsprechende Verhaltnis der NH 
aus Fig. 83 ab zu 

Cber. = 1,69. (90,20) 

Die ausgezeichnete Ubereinstimmung beider Zahlenwerte mit den Beobach
tungen Gl. (90,17 u. 18) dtirfen wir als eine hervorragende Bestatigung der 
quantitativen Methoden und Ansatze der neueren Astrophysik betrachten. Eine 
photometrische Untersuchung der Linienkonturen und ihrer Mitte-Rand
Variation in den Sonnenflecken verspricht dartiber hinaus die interessantesten 
Aufschltisse tiber deren Aufbau. 

In ahnlicher Weise wie Miss MOORE die Atomspektren, hat R. S. RICHARD
SON [1675-76J die Bandenspektren herangezogen, urn die Druck- und Tempera
turunterschiede zwischen den Flecken und ihrer Umgebung zu bestimmen. Da 
wir - aus den schon auseinandergesetzten Grtinden - in diesem Buch auf 
Probleme der Molekiilspektren im allgemeinen nicht eingehen wollen, so geben 
wir an dieser Stelle wenigstens eine tabellarische Ubersicht (Tabelle 68) der 
auf der Sonne (mehr oder weniger sicher) identifizierten Banden. 

Die Temperatur kann nun aus Beobachtungen des Intensitatsverlaufes in 
einer Bande auf Grund folgender Uberlegung ermittelt werden: Die relativen 
Ubergangswahrscheinlichkeiten wachsen mit der Rotationsquantenzahl des Aus
gangszustandes in einer nach der Quantenmechanik berechenbaren Weise an. 
Andererseits nimmt die Besetzungszahl dieser Zustande nach der BOLTZMANN
Formel in bekannter Weise mit wachsender Anregungsenergie/k Tab. Sowohl 
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der Verlauf von N H f mit der Rotationsquantenzahl wie auch die Lage des I nten
sitatsmaximums einer Bande gestatten daher direkt eine Bestimmung der 
Temperatur. 

R BIRGE [1619J, der (1922) dieses Verfahren zuerst auf die CN-Banden 
anwandte, erhielt fUr die Sonne die viel zu niedrige Temperatur T R:::! 4000° K. 
Wie M. MINNAERT [1663J spater zeigte, erh6ht sich dieser Wert auf mindestens 

Tabelle 68. Banden in den Spektren der 
Sonnenfleeken un ddernormalen S onnen
o berflaehe naeh R. S. RICHARDSON [1675/6]. 
(Dort weitere Literatur.) .. sieher; . wahr
seheinlieh vorhanden; ? unsieher; -- nicht 
vorhanden; freier Platz: keine Beobaehtungen. 

Abschattung Wichtige Vorkommen in 
Molekiil R ~ rot; Bandenk6pfe 

V~viol. A I. A. Fleck Sonne 

AlH R 4546 -

4671 
4752 

CaH V 6902,62 · . -

CH V 3443 · . · . 
3900 
4314,1 (G) 

MgH V 5210,95 · . · . 
NH R 3360,04 · . 
OH R 3063,71 · . 
SiH R 4143,89 · . 
AIO R 4647,96 · . -

4842,26 
5079,34 

BO R 4363,4 · . -

4612,7 
5040,1 

TiO R 4954,55 · . -

5166,86 
ZrO R 6473,66 -
C. V 5165,22 · . · . 
CN V 3590,33 · . · . 

3883,40 
4215,96 

H. R 6018,29 ? -

6327,07 
5760,37 

SiF R 4368,22 · . 

5000°, wenn man den inzwischen ge
machten Fortschritten der Theorie 
der Bandenspektren und der FRAUN
HOFER-Linien Rechnung tragt. 

Neuerdings hat nun R S.RICHARD
SON [1675J mit Hilfe der C2 (Swan-) 
Bande A 5165 die Temperaturen 
der Sonnenflecke und der norma
len Sonnenatmosphare ("Sonne") 
bestimmt. Da nur geschatzte Inten
sitaten vorliegen, so wendet er, urn 
die Verbindung mit der Theorie 
herzustellen, folgende Kunstgriffe 
an: 

I. Methode: Die "theoretischen" 
Intensitaten wurden fUr verschie
dene Temperaturen zwischen 3800° 
und 6400° berechnet und als Funk
tion der geschatzten Beobachtungs
werte aufgetragen. Nur fUr die "rich
tige" Temperatur stimmen die beiden 
Kurvenzweige, die den Linien vor 
bzw. hinter dem Maximum entspre
chen, miteinander uberein. 

II. Methode: Bestimmung des 
Maximums. 

III. Methode: Umrechnung der 
geschatzten Intensitaten auf N H f 
mit Hilfe der Kalibrierungskurve 
von RUSSELL, ADAMS und MOORE 
und direkter Vergleich mit der 
Theorie. 

4400,50 Offensichtlich gibt Methode III, 
bei der aIle Beobachtungen mit 

gleichem Gewicht eingehen, die genauesten Ergebnisse, II aus analogen 
Grunden die ungenauesten. Wir steIlen sie kurz zusammen: 

T* (Sonnenfleek) 

{
I.. 4900 ± 6000 K 

Methode II... 4900 + 750 
III . . . 4500 ± 400 

T (Sonne) 

6000 ± 7000 K 
5700 ± 1600 
5300 ± 400 

Der Temperaturunterschied bzw. LI e = 5040 ( ;* - ~ ) ist naturlich viel sicherer 

als die Werte von T* bzw. T einzeln. 1m Mittel geben RICHARDSONS Zahlen 
den mit Miss MOORES Ergebnis (90,14) LleM = 0,19 ± 0,10 gut ubereinstimmen
den Wert 

LI eR = 0,17. (90,21) 
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R. S. RICHARDSON [1676J hat weiterhin bemerkt, daB die CH-Bande bei 
A 4350 im Fleck und seiner Umgebung praktisch dieselbe In,tensitat hat. Indem 
er daraus schlieBt, daB beidemal der Prozentsatz undissoziierter, angeregter 
CH-Molekiile derselbe sei (was wegen (90,18) nicht ganz korrekt ist) erhalt 
er aus der Betrachtung des Dissoziationsgleichgewichtes C + H ~ CH das Ver
haltnis der Drucke von H + C + CH (da ersterer bei weitem uberwiegt, konnte 
man ebensogut sagen, der Gasdrucke) im Fleck und seiner Umgebung. Mit 
T* = 4750° und T = 5080° K (wohl zu niedrig) findet er so 

(PH + c + CH)Fleck((PH +c + CH)Sonne = 0,5. (90,22) 

C. Die Stromungsvorgange im Sonnenfleck. EVERSHED-Effekt. N achdem 
wir uns an Hand eines umfangreichen Beobachtungsmaterials uberzeugt haben, 
daB die Sonnenflecke (1) kuhler sind, als ihre Umgebung und (2) sich in ihren 
zuganglichen Teilen im Strahlungsgleichgewicht befinden, wenden wir uns der 
hydrodynamischen Seite des Fleckenproblems zu: 

J. EVERSHED [1630J entdeckte 1909 bei der spektroskopischen Beobachtung 
von Flecken am Sonnenrand Linienverschiebungen, welche sich in einfachster 
Weise auf Stromungen zuruckfUhren lieBen, die tangential zur Sonnenoberflache 
und nahezu radial zur Achse des Sonnenflecks verliefen. 1913 hat dann C. E. ST. 
JOHN [1646J insbesondere die schon von EVERSHED bemerkte Abhangigkeit 
der Dopplerverschiebung bzw. Stromungsgeschwindigkeit und -richtung von der 
Intensitat der benutzten FRAUNHOFER-Linien genauer studiert. Wahrend die 
schwa chen Metallinien (ROWLAND-Intensitat -1, -2) eine Auswartsstromung 
mit ,...., 2 km(sek anzeigen, lassen viele der starken M etallinien (ROWLAND
Intensitat ,....,20) nahezu keinen Dopplereffekt erkennen. Die starksten Linien 
endlich (wie NaD, H und K, BALMER-Linien) ergeben eine Einwartsstromung 
mit bis zu 3 km(sek. Diese Unterschiede lassen sich nach ST. JOHN dahingehend 
deuten, daB die schwachen Linien tieferen Niveaus, die starken Linien hoheren 
Niveaus angehoren. Wir sahen schon, daB diese Annahme auch in die Messungen 
der Rotationsdauer der Sonne mittels Dopplereffektes (ADAMS u. a.) eine gewisse 
Ordnung bringt und wir werden spater sehen, daB sie sich auch bei der Deutung 
der Spektroheliogramme im groBen und ganzen bewahrtl. Man kann also zu
sammenfassend sagen: In tieferen Schichten stromt die M aterie aus dem Fleck, in 
hOheren Schichten in den Fleck. 

In Analogie zu den Zyklonen und Antizyklonen der Erdatmosphare sollte 
man erwarten, daB auch die Sonnenflecke eine Wirbelbewegung erkennen lieBen. 
Die Beobachtungen von EVERSHED und ST. JOHN zeigten zunachst nichts 
derartiges. 

Dagegen hat G. E. HALE [1636J schon fruh auf Spektroheliogrammen, welche 
mit der HOG-Linie aufgenommen waren, eine Wirbelstruktur erkannt, seine be
ruhmten "solar vortices". 

Langjahrige Beobachtungsreihen zeigten [1640J, daB der Umlaufsinn dieser 
Wirbel in 82 % alIer FaIle 2 dem Gesetz der terrestrischen Zyklone (Einstromung!) 
folgt. Das heiBt auf der N-Halbkugel geht die Drehung entgegen, auf der S
Halbkugel mit dem Sinn des Uhrzeigers. Eine Beziehung zwischen der magne
tischen Polaritat eines Fleckes und der Umlaufrichtung dieses Wirbels in den 
hOheren Schichten besteht nicht. Spektroheliographische und insbesondere 

1 Nicht statthaft dagegen ist -- wie wir he ute sicher wissen - die Heranziehung der 
Beobachtungen des Flashspektrums als Stiitze dieser Auffassung. Die "Hohe" einer Linie 
im Flashspektrum ist in erster Linie durch ihre Intensitat bestimmt. Wir verzichten daher 
auf eine Wiedergabe der bekannten Schichtungsbilder und -tabellen, denen hi:ichstens 
eine qualitative Bedeutung zukommen diirfte. 

2 Da in Fleckengruppen usw. das Erkennen des Drehsinnes oft schwierig ist, so kann 
man dieses Ergebnis als praktisch eindeutig betrachten. 

Unsold, Sternatmospharen. 24 
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die neueren spektrohelioskopischen Beobachtungen von G. E. HALE [1642J und 
seinen Mitarbeitern .regen den Gedanken nahe, daB das Einstromen der Materie 
in den hoheren Sehiehten der Fleeke derselben Natur ist, wie die Anziehung von 
Protuberanzen (Filament en) dureh die Fleeke. (Wir werden sehen, daB man in 
vieler Hinsieht die hoheren Sehiehten der Sonnenatmosphare bzw. Chromo
sphare als einen "Wald" kleiner Protuberanzen auffassen kann.) Wenn man 
nun annimmt, dal3 die Protuberanzen dureh Strahlungsdruck getragen bzw. be
sehleunigt werden (Absehn.97), so wird man aueh sehlieBen, daB die Materie 
der hoehsten Fleckenschichten durch den "Strahlungsuberdruck" der um
gebenden Photosphiire nach dem Fleck hin getrieben wird. Zusammenfassend 
konnen wir also feststellen, daB die mit Hilfe der BALMER-Linien, der Ca+
Linien H und K usw. beobachteten Stromungen in den hOchsten Sehiehten der 
Sonnenfleeke nur eine sekundare Erseheinung darstellen, die dureh das Strahlungs
defizit der Fleeke hervorgerufen wird. 

Wie wir schon bemerkten, konnten seinerzeit EVERSHED und ST. JOHN an 
Hand der Dopp1ereffekte der schwacheren Metallinien in den tieferen Sehiehten 
der Sonnenflecke keine Anzeichen einer Wirbelbewegung, sondern nur eine radiale 
Auswartsstromung entdecken. Auch die Spektroheliogramme lie Ben nichts 
erkennen. 1926-30 hat nun G. ABETTI [1611] den EVERSHED-Effekt der Metall
linien nochmals an 26 Fleckengruppen mit radial und tangential zum Sonnen
rand gestelltem Spalt untersueht und G. CALAMAI [1624J hat seine Messungen 
genauer analysiert. Es zeigte sich zunachst, daB die radiale Geschwindigkeits
komponente zwischen 0 und 6 kmjsek variiert, also viel starker, als man fruher 
annahm. Ihr Mittelwert von 1,5 kmjsek stimmt befriedigend mit den alteren 
Messungen uberein. Daneben aber findet ABETTI im Gegensatz zu St. JOHN 
und EVERSHED auch eine Tangentialkomponente der Gesehwindigkeit von 0 bis 
3 km/sek, mit Mittel ~1 km/sek. Der Umlaufsinn dieser tieferliegenden Wirbel 
war wahrend des angegebenen Zeitraumes dem der "Wasserstoff"- bzw. 
"Kalzium" -Wirbel stets entgegengesetzt, also antizykloniseh. Dies paBt aus
gezeichnet dazu, daB wir es hier mit A usstromung zu tun haben: das Vorzeichen 
der Corioliskraft wird infolgedessen gegenuber dem zuerst diskutierten Fall 
umgekehrt! Urn sicher entscheiden zu konnen, ob nun diese Wirbel irgendwie 
mit dem Magnetfeld der Flecke zusammenhangen, muBte man untersuchen, 
ob ihr Umlaufsinn eet. par. in zwei aufeinanderfolgenden 11,Sjahrigen Zyklen 
sich umkehrt. Die angefiihrten dynamischen Uberlegungen lassen erwarten, 
daB dies nicht zutrifft. Wir miissen also wohl annehmen, daB der Ursprung 
der M agnetfelder der Sonnenflecke wie aueh deren eigentlicher "A ntrieb" in 
Schichten zu suchen sind, die mit optischen Beobachtungsmethoden nieht mehr 
erfaBt werden konnen. 

D. Abschatzung des Energietransportes durch Konvektion bzw. Strahlung 
im Sonnenfleck1• Die beobachtete GroBe des EVERSHED-Effektes verhilft 
uns, wie H. SIEDENTOPF [1684J und T. G. COWLING [1627J bemerkt haben, 
zu einem Verstandnis der von M. MINNAERT und A. J. M. WANDERS (vgl. A.) 
entdeckten Tatsache, daB die beobaehtbaren Sehichten der Sonnenflecke sich 
im Strahlungsgleiehgewicht befinden. Sehiitzen wir ab, wieviel Energie in einem 
Fleck pro em2 und sek einerseits durch Konvektion, andererseits durch Strahlung 
transportiert wird! 

Der Energieinhalt pro Gramm der aufsteigenden Gase ist nach der kinetischen 
Theorie von der GroBenordnung 

1 R 
-"-. --.. T 
2 It ' 

(90,23 ) 

1 Auf die tiefer liegenden Probleme der Konvektion in Sternatmospharen werden wir 
erst in Abschn. 93 u. 94 zu sprechen kommen. 
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wo R die Gaskonstante und J.l das Molekulargewicht bcdcutet. Steigt nun die 
Materie bei der Dichte emit einer Geschwindigkeit von u cm/sek empor, so 
ist die pro cm2 und sek transportierte Masse e' u und die mitgcftihrte Energie 
hOckstens 

3 R ,...., -- . T· eu. 
2 " 

(90.24) 

Nach der Zustandsgleichung ist andererseits der Gasdruck p = .!!.- . T· e und der 
Energietransport dUTCh Konvektion wird daher ~ 

(90.25) 

Setzen wir U = tOS cmJsek und nach Tabelle 36 P = 3000 Bar, so ergibt sich 

nFK~ 5 ·t08 ergcm-2sek-l • 

Andererscits ist der Strahlu1fgsstrom im Fleck etwa 

(90.26) 

0,42 X dem der Photo-
sphiire. also nach Kap. II 

.1tFStr.,-..,,2,S X I ( Y) 
X 1010 erg cm-2 sek-I 90, I 

und folglich FK < FStr .• Mit an

"" "'" "'" 

0 

dereD Worten: Der Energietrans- /ftJl) 

PM! im Fleck erfolgt vorwiegend 2(J()() 

dUTch Strahltmg. wie dies die Be
obachtungen fordem. 

E. Das Magnetfeld der 50n- 10tJl) 

nenflecke. HALEs Klassifikation. 
Entstehung, Bau und Eigen
bewegungen der Flecke und 
Fleckengruppen. 1m Jahre 1908 
entdecktc G.E. HALE [1636], dal3 

'00 

o 
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SO 10D 15IJ h!tJ !ill J()Q J5Q II()(J f60 SOd 
fliicht Itr Penllm/;1'I1 in ,I/;!Iionsftf,intr Hmllsplriif't 

in den Sonnenflecken machtige 
i\Iugnetfcldcr herrschen, deren 
Starke oft einige Tausend Gau13 
erreicht. Wie schon HALE cr

Fig. 123. FeldsUrke in der ~!it te der Sorlllenfltoc ke al$ Funktion 
ihrer Jllk be ; naeb S. B. /Ii'crror.so s [1(67). Die au~rerr Kurven 
zeip die durcbscbnilllicben Abwcicbuogen von der milll.",n. 
Die Flacbe d~r Umbra (obe'" Skala) in im Mit tel (l.IH " de r 

Fllche der Penumbra (untere Skala). 

kannte. dcutcten zunachst die ZEEMAN-Aufspaltungen der schwachen FRAUN
HOHH-Linien auf grol3ere FcidsUirken hin. als die def starken Linien. HALE 
und ST. J OHN nahmen daher an, daB die Feldstarke in den Flecken mit der 
Rohe rasch abnehmc. 1934 hat dann R. B. KING [1649J den Zusammenhang 
von ZEE:\tAN-Aufspaltung und Linienintensitat genauer untersucht mit dem 
Ergebnis, daB nicht einmal sieher gesagt werden kann, ob der fragliche Effekt 
nicht ganz oder teilweise auf der Mitwirkung von Streulicht und Uberlagerung 
der verschiedenen ZEEMAN-Komponenten beruht. 

Die aus den charakteristischcn Polarisationsverhaltnissen der ZEEMAN-Auf
spaltungen erschlossene durchschnittliche Richtungsverteilung deT Kraftlinien 
zeigt fo lgende kleine Ubersicht : 

Abstand von der Flockenmitte 
(Flockenradius = 10 geseht) 

\VinkeJ zwischen Kraftlinien und Sonnenradius 

o 3 6 9 

,,' ,,' 
Entsprechende Messungen der FeldstdTke scheinen nicht vorzuliegen. Dagegen 

hat S. B. NICHOLSON (1667] die Abhangigkeit der Feldstarke in der Mitte eines 
F1eckes von dessen Flache untersucht. Das Ergebnis zeigt seine Fig. 123, wobei 
allerdings noch zu kla.ren ware, inwieweit die FeldsUirken kleiner Flecke durch 

24' 
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photospharisches Streulicht scheinbar verringert werden. Bei groBen Flecken 
scheint sich die Feldstarke - almlich wie die Temperatur - nur wenig mit 
dem Durchmesser zu andem. 

Trotzdem auf die Erklarung der Magnetfelder der Sonnenflecke wie auch des 
allgemeinen Magnetfeldes der Sonne viel Scharfsinn verwandt worden ist, haben 
diese Versuche bis jetzt noch zu keinerlei Ergebnis gefiihrt. Wir begniigen 
uns daher mit einem Hinweis auf zwei der wichtigsten Arbeiten von S. ROSSE
LAND [1678J bzw. T. G. COWLING [1626]. 

Einen unmittelbaren Einblick in die Natur der Flecke und insbesondere die 
Zusammenhange innerhalb einer Fleckengruppe gewahrt die gleichfalls von 
G. E. HALE und seinen Mitarbeitern [1636, 39, 41] begriindete Magnetische 
Klassifikation der Sonnenflecke. Sie betrachtet als "Urphanomen" die sog. 
bipolare Fleckengruppe, zwei benachbarte Flecke entgegengesetzter Polaritat 
(deren Gesetz wir schon besprachen), deren Verbindungslinie nahezu parallel 
dem Aquator verlauft. Andere Erscheinungsformen lassen sich an diesen Urtyp 
anschlieBen, wenn man die Flocculi von Kalziumspektroheliogrammen (H und 
K) zu Hilfe nimmt: Vielfach wird der eine Fleck nur durch das zugehOrige 
Feld der Flocculi vertreten. Oder man beobachtet nur ein lokales Magnetfeld 
ohne erkennbare Verdunkelung. In solchen Fallen reicht offenbar die Starung 
nicht bis zur Sonnenoberflache; HALE spricht daher von "unsichtbaren Flecken". 

Nach diesen Vorbemerkungen diirfte der Sinn der folgenden Klassifikations
vorschriften [1639 u. 41] 1 leicht verstandlich sein. Die Beobachtungsergebnisse 
von MT. WILSON werden in dieser abgekiirzten Form fortlaufend in den Publi
cations of the Astronomical Society of the Pacific veraffentlicht. 

U nipolare Flecke. Einzelflecke oder Gruppen derselben magnetischen 
Polaritat. 

(oc) Verteilung der Kalziumflocculi vor und hinter2 der Gruppe einigermaBen 
symmetrisch. 

(ocP) Die Fleckengruppe geht der Hauptmasse der umgebenden Flocculi 
voraus ("preceding"). 

(ocf) Die Fleckengruppe folgt der Hauptmasse der umgebenden Flocculi. 
Bipolare Flecke. Einfachste Form: Zwei Flecke entgegengesetzter Polaritat, 

deren Verbindungslinie nahezu parallel zum Aquator liegt. Gewahnlich jedoch 
ein Strom von Flecken, dessen vordere bzw. hintere Glieder entgegengesetzte 
Polaritat haben. Der Wechsel der Polaritat findet meist (aber nicht notwendig) 
nahe der Mitte des Stromes statt. 

({3) Vordere und hintere Gruppe (bzw. Flecke) etwa flachengleich. 
({3P) Vordere Gruppe bildet die Hauptkomponente}CHaufig begleitet von "un-
({3 f) Hintere Gruppe bildet die Hauptkomponente sichtbaren" Flecken) 
({3y) Bipolar; ohne deutliche Trennungslinie zwischen den Gruppen beider 

Polaritaten. Vordere oder hintere Gruppe evtl. begleitet von kleinen Flecken 
entgegengesetzter Polaritat. 

Multipolare Flecke (y). Gruppen, in denen die Verteilung beider Polaritaten 
keine GesetzmaBigkeit erkennen laBt. 

Den Prozentsatz der Fleckengruppen, welche auf die verschiedenen Klassen 
entfallen, gibt die folgende Tabelle nach G. E. HALE und S. B. NICHOLSON 
[1641J, die auf den Beobachtungen von 1915-24 inkl. basiert (2174 Gruppen). 
Nur 7% aller Gruppen konnten nicht klassifiziert werden. 

1 Bezuglich Abbildungen verweisen wir auf diese beiden Abhandlungen sowie den 
Handbuchartikel von G. ABETTI. 

2 Die Bezeichnungen "vor" und "hinter" sind hier bezogen auf den Sinn der Sonnen
rotation. Leider gibt es keinen pragnanten Ersatz fur das englische "preceding" und 
"following" . 
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1m Laufe des 11,5jahrigen Zyklus erfahrt dieses Verteilungsgesetz keine merkliche 
Anderung. 

Aus dieser Statistik geht wiederum hervor, daB die bipolaren Gruppen, denen 
ja yom physikalischen Standpunkt aus betrachtet auch die Mehrzahl der ap 
und at zuzurechnen ware, den eigentlichen Grundtyp bilden. Es uberrascht 
daher nicht, daB sie auch sonst eine Reihe augenfalliger GesetzmaBigkeiten 
aufweisen. 

Betrachten wir mit S. B. NICHOLSON [1666J u. a. zunachst die Entwicklung 
einer typischen bipolaren Gruppe! 

Bei ihrem Erscheinen besteht diese aus zwei kleinen Flecken oder Gruppen 
entgegengesetzter Polaritat, die bei nahezu gleicher heliographischer Breite 
etwa 3-4° in Lange voneinander entfernt sind. Der "vordere" (westliche) 
Fleck entsteht oft schon kurz vor dem "hinteren". Wahrend der folgenden 
Tage wachsen die Hauptflecke der Gruppe rasch und es bilden sich haufig kleinere 
Flecke in der Umgebung und zwischen den Hauptflecken. Wahrenddessen be
wegen sich die beiden Hauptkomponenten auseinander, bis ihr Abstand in Lange 
etwa 10° betragt. 

Nun beginnt der Zertall der Fleckengruppe. Zunachst verschwindet der 
schwachere "hintere" Fleck, oft indem er in eine Reihe kleinerer Flecke zerfallt, 
die sich dann auflosen. Erst viel spater erleidet der "vordere" Fleck ein ahnliches 
Schicksal. Die oben erwahnten Bewegungen der Flecke werden wahrend des 
2. Stadiums weitgehend ruckgangig gemacht. 

Die Kalziumjlocculi bilden - wie aus dem fruheren hervorgeht - ein sehr 
empfindliches Reagens auf die Aktivitat der Sonne. Sie erscheinen dement
sprechend haufig schon 1-2 Tage vor den zugehOrigen Flecken und bleiben 
auch nach dem Verschwinden des Fleckes noch einige Zeit bestehen, so daB 
z. B. eine ,8-Gruppe im Laufe ihrer Entwicklung vielfach in die ap-Klasse uber
tritt. 

Wir erganzen diese qualitative Schilderung zunachst durch einige zahlen
maBige Angaben: 

A. H. JOY [1639J und spater W. BRUNNER [1623J haben die Neigung der 
Achsen (Richtung groBter Ausdehnung) der Fleckengruppen gegen die Breiten
kreise in Abhangigkeit von der heliographischen Breite untersucht. Ersterer 
beniitzte hierzu die Beobachtungen von CARRINGTON (1856-61) und SPORER 
(1861-93), letzterer das Zuricher Material von 1894-1928. Es zeigte sich, daB 
in der Regel der "vordere" (westliche) Hauptfleck dem Aquator niiher steht als 
der "hintere" (ostliche) Fleck. Die folgende Dbersicht gibt die Mittelwerte 
beider Untersuchungen. Ein Unterschied zwischen dem an- und absteigenden 
Teil des Fleckzyklus war nicht zu erkennen. 

Heliographische Breite 0_40 5-90 10-140 15-19° 20-240 25-290 30-340 
Neigung {NaCh JOY •••• 3.7 2.4 5.6 5.8 8.7 9.3 10.8 
in Grad Nach BRUNNER .. 0.6 3.6 5.4 7.2 9.9 14.4 19.0 

W. BRUNNER (s. oben) hat weiterhin gezeigt, daB im Laufe der Entwicklung 
einer Fleckengruppe ihr Neigungswinkel von durchschnittlich 7,°6 auf 4,06 
abnimmt. Dies ist offensichtlich eine Folge der sogleich zu besprechenden 
Eigenbewegungen. 

Diese Eigenbewegungen der Flecke, sowie ihr Fliichenwachstum, sind besonders 
in Greenwich [1613-14J eingehend verfolgt worden: Die Eigenbewegungen in 
heliographischer Breite zeigen im wesentlichen einen zufalligen Charakter, sie 
betragen durchschnittlich ,...,,1 0 pro siderische Rotation. 
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Viel interessanter sind die Bewegungen in heliographischer Lange. Die folgende 
Fig. 124 gibt die mittlere Verschiebung in °Lange, gerechnet von der mittleren 
Lage aus l und die Flache der Flecke (auf perspektivische Verkiirzung korrigiert; 
in Millionstel der sichtbaren Sonnenscheibe) einmal fUr die "vorderen" (Haupt-) 
Flecke von '"'"'60 Tagen Lebensdauer 2, die also 3 Umdrehungen der der Sonne 
iiberdauern und sodann fUr die "hinteren" Flecke, die infolge ihrer kiirzeren 
Lebensdauer nur wahrend einer Umdrehung der Sonne beobachtet werden 
k6nnen. Diese graphischen Darstellungen geben eine schOne Illustration der 
obigen qualitativen Schilderung. 

Es sei noch beilaufig bemerkt, daB diese Eigenbewegungen der Flecke auf die Bestimmung 
der Rotationsgeschwindigkeit der Sonne einen erheblichen EinfluB ausiiben. In einer helio
graphischen Breite von 15° ist z. B. die siderische tagliche Bewegung eines "durchschnitt
lichen" Flecks 14°, 2, wahrend die eines "jungen" Fleckes 15, ° 2 betragt (selbst H IX gibt nach 
ADAMS nur 14,°9). 
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Fig. 124 au. b. Verschiebung der Sonnenflecke in heliographischer Lange und Veranderung ihrer Flache; nach 
[1614]. a) "Vordere" Flecke mit etwa 60 Tagen Lebensdauer. b) "Hintere" Flecke. Nullpunkt der Ordinaten 

ist die mittlere Lage des Fleckes. Abszissen: Tage von der Entstehung der Flecke aa. 

Die naheliegende Frage nach dem inneren Zusammenhang und der tieferen 
Ursache der beschriebenen Phanomene wollen wir noch auf Abschn. 94 zuriick
stellen und vorher zwei wichtige Gruppen von Erscheinungen betrachten, die 
offensichtlich ebenfalls mit Konvektion zusammenhangen, namlich die F ackeln 
und die Granulation. Insbesondere das Verhalten der Granulation in der Um
gebung und Penumbra der Flecke diirfte fUr das Verstandnis der solaren Kon
vektionserscheinungen von groBer Bedeutung sein. 

91. Die Sonnenfackeln. 
Die helleren und ausgedehnten Fackelgebiete in niederen heliographischen 

Breiten bilden die unzertrennlichen Begleiter der Flecke und befolgen auch 
deren statistische GesetzmaBigkeiten. Daneben gibt es -- wie wir ebenfalls 
schon bemerkten -- auch in h6heren Breiten kleine Fackeln, die anscheinend 
denselben Zug der Sonnenaktivitat anzeigen, wie die polaren Protuberanzen. 

Bekanntlich heben sich die Fackeln von der umgebenden Photosphare nur 
in der auBeren Halfte des Sonnenradius geniigend ab, urn einigermaBen deutlich 
erkennbar zu sein. Photometrische Messungen des Helligkeitsverhaltnisses der 

1 Das bei der Reduktion beniitzte Rotationsgesetz war 1; = 14, °37 - 2, °60 sin2q>. 
2 "Vordere" Flecke von kiirzerer Lebensdauer zeigen praktisch dasselbe Verhalten. 
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Fackeln zu ihrer Umgebung und dessen Mitte-Rand-Variation sind von R. S. 
RICHARDSON [1677] photographisch fiir zwei Wellenlangenbereiche mit den 
Schwerpunkten A 4300 und A 5780 sowie von T. W. WORMELL [1694] fiir die 
Gesamtstrahlung ausgefiihrt worden. Deren Ergebnisse - die Einzelwerte 
streuen erheblich - haben wir in Tabelle 69 zusammengestellt. 

Geht man nach den bekannten Formeln (28,12) von der Winkelabhangigkeit 
der Strahlungsintensitat 1(0, {}) iiber zur Abhangigkeit der Ergiebigkeit J (-r) 
von der optischen Tiefe! -r fiir die Strahlung der betrachteten Frequenz bzw. 
die Gesamtstrahlung, so bemerkt man schon ohne jede Rechnung folgendes: 

An der Sonnenoberflache -r = 0 ist J in den Fackeln grofJer als in ihrer Um
gebung. Fiir graBere -r dagegen muB die Ergiebigkeit unter den Fackeln kleiner 
sein als unter der Photosphare. 

Schreiben wir z. B. fiir die Gesamtstrahlung der Photosphiire (deren Intensitat 
in 8-Mitte als Einheit genommen) in bekannter Weise 

I(O,{}) = 0,4 (1 + 1,5 COS{})} (911) Tabelle 69. Intensitatsverhaltnis von 
und J (-r) = 0,4 (1 + 1,5 -r), 'Fackeln/Photosphare. Photographische 

so gilt in denselben Einheiten fiir die 
Gesamtstrahlung der F ackeln 

I(O,{}) = 0,4 (1,1 +1,4 cos{}) } (91,2) 
und J(-r) = 0,4 (1,1+1,4-r). 

Wie man namlich leicht verifiziert, 
paBt sich der Ausdruck 

[Fackel = 1,1 + 1,4cosD (91 3) 
[Photosphare 1,0 + 1,5 cosD ' 

den in Tabelle 69 wiedergegebenen 
Beobachtungen von WORMELL gut an. 

Beobachtungen von R. S. RICHARDSON 
[1677]. Gesamtstrahlungsmessungen von 
T. W. WORMELL [1694]. (sinD = Abstand 

von 0-Mitte in Einheiten des 
Sonnenradius) . 

sin () cos {} A 4330 A 5780 Gesamt· 
strahlung 

0,60 0,800 1,04 1,02 -
0,70 0,714 1,06 1,03 1,02 
0,80 0,600 1,10 1,04 1,025 
0,90 0,436 1,14 1,10 1,04 
0,95 0,312 1,17 1,16 1,06 

Aus (91,2) miissen wir schlieBen, daB die Temperatur TO an der Oberflache 
(-r= 0) der Fackeln urn einen Faktor VU haher ist, als die Grenztemperatur 
To = 4830° der Photosphare. Es wird also TO ~ 4950°, d. h. die Fackelober
flache ist etwa 120° warmer als ihre Umgebung. RICHARDSONB Beobachtungen 
im sichtbaren Spektralgebiet bestatigen im ganzen diese Folgerungen, sie deuten 
vielleicht auf etwas groBere Temperaturunterschiede von --..200° hin. Unterhalb 
einer optischen Tiefe von -r ~ 1 ist nach (91,2) die Temperatur in den Fackeln 
niedriger als in der Photosphare. 

Genauere Messungen der Energieverteilung im kontinuierlichen Spektrum der 
Fackeln relativ zu ihrer Umgebung wiirden - ahnlich wie bei den Flecken -
eine unabhangige Nachpriifung der Abhangigkeit der Temperatur von der opti
schen Tiefe ermaglichen. 

Leider ist auch iiber das Verhalten der FRAUNHOFER-Linien im Spektrum 
der Fackeln noch sehr wenig bekannt. C. E. ST. JOHN [1648] findet generell 
eine Verstarkung der Funkenlinien und eine Schwachung der Bogenlinien. 
Ein photometrischer Vergleich der Konturen der H- und K-Linien von Call 
in Fackeln und ihrer Umgebung durch P. KREMER [1652J ergab dagegen iiber
raschenderweise eine A bnahme der Anzahl wirksamer Atome urn --.. 15 %. Ehe 
nicht ein graBeres und einigermaBen eindeutiges Beobachtungsmaterial vorliegt, 
wird man sich mit weiteren Schliissen am besten zuriickhalten. Deren Methodik 
diirfte aus dem beziiglich der Sonnenflecke Gesagten hervorgehen. 

1 Ein und demselben Wert der optischen Tiefe in Fackel bzw. Photosphare braucht selbst
verstandlich nicht dieselbe geometrische Tiefe zu entsprechen. 



376 XVI. 92. Die Granulation. 

Wenn auch unsere Kenntnis der Fackeln im einzelnen noch gering ist, so 
laBt sie doch schon deutlich eine Schwierigkeit erkennen, deren Auflosung 
- urn dies vorwegzunehmen - noch nicht gelungen ist: 

Die Abweichungen der Temperaturschichtung in den Fackeln von der in der 
Photosphare beobachteten zeigen, daB der Energietransport in den Fackeln 
nicht ausschlieBlich durch Strahlung erfolgt. Man mochte daher zunachst geneigt 
sein, an Energietransport durch Konvektion zu denken. Aber dieser Annahme 
stehen zwei schwerwiegende Bedenken gegenuber: Erstens sind in den Fackeln 
keine erheblichen Stromungen beobachtet worden l und zweitens zeigen die 
Abschatzungen von Abschn. 90D, daB selbst Stromungen von mehreren km/sek 
bei den kleinen Drucken der direkt beobachtbaren Schichten keinen erheblichen 
Energietransport zu leisten vermogen, was durch die Beobachtungen an den 
Flecken auch bestatigt wird. Wie dieses Dilemma zu 16sen ist, wissen wir zur 
Zeit noch nicht. 

92. Die Granulation. 
A. Durchmesser der Granulationselemente. Urn zahlenmaBige Aussagen 

uber die GroBe der einzelnen Korper oder Elemente der Sonnengranulation 
machen zu konnen, mussen wir - da deren Form ja ganz unregelmaBig ist -
zunachst eine Ubereinkunft daruber treffen, was wir als "mittleren Durchmesser 
der Granulationselemente" bezeichnen wollen. 

1m AnschluB an H. H. PLASKETT [1671J gehen wir folgendermaBen vor: 
Photometriert man (mit sehr kleinem Photometerfleck) langs einer Strecke 
von 1 Bogensekunden auf der Sonnenoberflache, so wird die Helligkeit I urn 
einen Hings 1 evtl. langsam veranderlichen Mittelwert I schwanken. Hat nun 
I - I auf der Strecke l" insgesamt N Maxima, so sei d = l/2N. Urn die durch 
das Plattenkorn usw. verursachten klein en Maxima auszuschlieBen, wird man 
noch festsetzen, daB nur solche Maxima gezahlt werden sollen, die von dem 
Mittelwert des vorhergehenden und folgenden Minimums urn mehr als einen 
sinngemaB gewahlten unteren Grenzwert L1 10 differieren. 

In diesem Sinne ergeben die neueren Beobachtungen von H. STREBEL und 
B. THURING2 [1686J d i'::j 7". H. H. PLASKETT [1671J findet d i'::j 5", entsprechend 
3700 km, ebenso P. TEN BRUGGENCATE und W. GROTRIAN [1622]. Die alteren 
Beobachter der Granulation wie J. JANSSEN [1645J, dessen Aufnahmen auch 
heute noch nicht ubertroffen sind, A. HANSKY [1643-44J und S. CHEVALIER 
[1625J schreiben den Granulationselementen Durchmesser von der GroBen
ordnung 1-2" zu. Der Unterschied der iiJteren und neueren Angaben diirfte 
in der Hauptsache eine Frage der Definition von d sein. Wahrend jene den noch 
von der Gradation der Platte usw. abhangigen "Durchmesser" der feinsten 
wahrnehmbaren Details angeben, versuchen diese bestimmte statistische Aus
sagen zu machen. TEN BRUGGENCATE und GROTRIAN halt en es uberdies fUr 
moglich, daB z. B. CHEVALIERS Angaben durch eine "falsche Granulation" 
photographischen Ursprunges 3 beeinfluBt sind. 

B. Helligkeit und Mitte-Rand-Variation der Granulation. Die Messung 
der Helligkeitsunterschiede in der Granulation wird durch die Kleinheit der 
Granulationselemente und die GeringfUgigkeit der Kontraste sehr erschwert. 
H. STREBEL und B. THURING finden im Ultraviolett eine maximale Helligkeits
differenz Max.-Min. von ",,10% der Photospharenhelligkeit. Es ist wohl 
moglich - wie PLASKETT bemerkt -, daB bei diesen Aufnahmen neben dem 

1 Doppleref£ekte von,...., 2 kmjsek wiirden den Beobachtern wohl kaum entgangen sein. 
2 Siehe [1686] Fig. 3 mit L1 loRi 0,04. Die genannten Autoren schlagen selbst eine etwas 

andere Definition von d vor. 
S Es handelt sich urn Schwankungen der Zahl der Plattenkorner pro Flacheneinheit. 
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kontinuierlichen Spektrum auch die dicht gehauften FRAUNHOFER-Linien zur 
Geltung kommen, so da/3 eine Art Ubergang von den gewohnlichen Aufnahmen 
zu den Spektroheliogrammen entsteht. 

H. H. PLASKETT hat dann die Helligkeitsverteilung der Granulation an vier 
von Linien moglichst freien WellenHingen gemessen. 1m Mittel von fUnf Auf
nahmen mit gut ausgepragter Granulation findet er folgende mittlere Helligkeits
schwankungen (Max.-Min.) in Prozent der durchschnittlichen Helligkeit der 
betreffenden Stelle: 

A 4012 4365 4811 5837 A 
iJ 1/1 3,9 2,7 2,9 1,9 % 

Das maximale Helligkeitsverhiiltnis von Granulation zu Zwischengebiet (Max.
:YIin.) ergab sich (fUr die mittleren WellenHingen) zu 1,10. Die entsprechende 
Temperaturdifferenz liegt demnach bei ,...".,100°. 

Urn die Art des Energietransportes und die Temperaturschichtttng in den 
Granula beurteilen zu k6nnen, mti/3te man wissen, ob die relativen Helligkeits
schwankungen der Granulation nach dem Sonnenrand hin zu- oder abnehmen. 
Nach PLASKETT trifft letzteres sicher nicht zu und nach den Aufnahmen von 
JANSSEN zu urteilen nehmen die Helligkeitsunterschiede der Granula gegen 
ihre Umgebung nach dem Sonnenrande hin jedenfalls nicht so stark zu, wie die 
der Fackeln. Wenn unsere Frage also auch noch nicht definitiv zu entscheiden 
ist, so weisen die vorhandenen Beobachtungen doch darauf hin, da/3 bei idealem 
Luftzustand die Helligkeitsschwankungen in der Granulation an 0-Mitte und 
0-Rand (bei Berticksichtigung der perspektivischen Verkiirzung) etwa gleich 
sind, da/3 also der Energietransport in der Granulation im wesentlichen durch 
Strahlung erfolgt. Die Messungen der spektralen Energieverteilung sind mit 
dieser Auffassung vertraglich; ihre Genauigkeit ist aber naturgema/3 zu gering, 
urn ihnen gro/3es Gewicht beizulegen. 

Man kann noch fragen, ob die Granulation bei der Deutung der spektralen 
Energieverteilung und des Mitte-Rand-Kontrastes der kontinuierlichen Strahlung 
der Sonne (Kap. V) berticksichtigt werden mu/3. Wie man leicht abschatzt, 
ist dies nicht notwendig, sofern nicht in Bereichen, die unterhalb des teleskopi
schen Trennungsvermogens liegen, Helligkeitsschwankungen auftreten, die er
heblich tiber den bis jetzt beobachteten liegen. Die Moglichkeit solcher Schwan
kungen laJ3t sich zwar nicht a priori in Abrede stellen, aber die spater zu ent
wickelnden theoretischen Vorstellungen tiber den Ursprung der Granulation 
sprechen nicht zugunsten einer solchen Annahme. H. H. PLASKETT (s. S. 376) 
glaubt, aus den Messungen der Randverdunkelung der Sonne bei A 5500 von 
W. J. H. MOLL, H. C. BURGER und J. v. D. BILT [225J auf Abweichungen vom 
Strahlungsgleichgewicht bei T R::; 1 schlie/3en zu konnen und bringt diese in 
Zusammenhang mit der Granulation. Abgesehen von den aus Kap. V bekannten 
Schwierigkeiten (Variation von x/x mit T; Einflu/3 der Linien) halten wir die 
experimentellen Grundlagen nicht fUr ausreichend, urn diesen Schlu/3 einiger
ma/3en sicher erscheinen zu lassen. 

C. Lebensdauer der Granulation. Stromungen? Schon die alteren Be
obachter haben bemerkt, da/3 ein bestimmtes Granulationselement nur wahrend 
einiger Minuten verfolgt werden kann. Urn nun die Lebensdauer der Granulation 
genauer zu messen, gingen P. TEN BRUGGENCATE und W. GROTRIAN [1622J 
von folgender Uberlegung aus: 

Bringt man zwei identische Aufnahmen zunachst zur Deckung und vel'dreht 
sie sodann urn einige Grad gegeneinander, so wird jedes helle bzw. dunkle 
Gebilde auf der einen Platte durch seinen "Bruder" auf der anderen Platte 
fortgesetzt. Es entsteht infolgedessen in del' Durchsicht ein moireartiges Muster 
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mit dem Drehpunkt in der Mitte. Zwei v6llig versehiedene Platten dagegen zeigen 
- wie zu erwarten - keinen solchen MOIRE-Effekt. Schatzt man dessen Starke 
in einer Gedaehtnisskala, so hat man also ein MaB der "Verschiedenheit" zweier 
in bestimmtem Zeitabstand aufgenommener Granulationsplatten. TEN BRUGGEN
CATE und GROTRIAN gelang es, die erwahnte Gedachtnisskala mit Hilfe einer 
"kiinstlichen Granulation" zu kalibrieren1 . 

Bezeichnet man den Bruchteil der nach t min noch erkennbaren Elemente 
der Sonnengranulation mit NINo, so konnten die genannten Autoren ihre 
Beobachtungen gut darstellen in der Form 

t N --
-=e 3,2. (92,1) 
No 

Das heiBt nach 3,2 min ist nur noch der e-te Teil der Granulationselemente 
vorhanden. Die Halbwertszeit (N = N o/2) der Granulation betragt 2,2 min. 
Wenn man annimmt (was aber keineswegs notwendig ist), daB die Umgruppierung 
der Granulationselemente durch wirkliche Stromungen erfolge, so miiBten dabei 
Gesehwindigkeiten von ,....,10 km/sek (1900 km in 3,2 min) auftreten. Messungen 
von Dopplerverschiebungen innerhalb der Granulation (die wegen der Schwierig
keit der Nachfiihrung, der Luftunruhe usw. am einfachsten visuell zu machen 
waren) gibt es leider noch nicht. 

D. Verhalten der Granulation in den Fackeln und den Penumbren der 
Flecke. Unabhangigkeit von der heliographischen Breite. Fiir ein tieferes 
Verstandnis der Konvektionserscheinungen in der Sonne ist es von Wichtig
keit, iiber das gegenseitige Verhiiltnis von Flecken, Faekeln und Granulation ins 
Klare zu kommen. Wir fanden schon vielerlei Indizien dafiir, daB die Fleeke 
und F ackeln auf das engste miteinander zusammenhangen. Wie steht es in dieser 
Hinsicht nun mit der Granulation? 

Wie schon J. JANSSEN [1645, S.110J an Hand seiner Aufnahmen bemerkte, 
ist in der von Fackeln besetzten Umgebung der Flecke genau dieselbe Granula
tionsstruktur zu erkennen 2, wie in der iibrigen Photosphare. Das heiBt die 
Fackel- und Granulationsbildung iiberlagern sich einfach. 

In den Penumbren der Flecke zeigen nach den Aufnahmen von JANSSEN, 
CHEVALIER, STREBEL u. a. die Granula eine langgezogene, fadige Struktur. 
Nach der Umbra zu enden sie vielfach mit einer etwas helleren keulenartigen 
Verdickung 3. Wir werden spater sehen, daB diese Veranderungen der Granula
tion durch die Stromung im Fleck einer einfachen hydrodynamischen Deutung 
fahig sind. Damit sind wir aber der Hauptfrage noch nicht naher gekommen, 
ob Flecke und Granulation letzten Endes auf die gleiche oder auf verschiedene 
Ursachen zuriickgehen. 

Die Entstehung der Fleeke aus sehr kleinen dunklen Stellen der Photosphare, 
den sog. Poren, die sich nur wenig von dem Zwischenraum mehrerer Granula 
unterscheiden, legt zunachst den Gedanken einer engen Verwandtschaft beider 
Gebilde nahe. Vergleicht man aber auf den erwahnten Aufnahmen die Be
schaffenheit der Granulation in verschiedenen heliographisehen Breiten, so bemerkt 
man, daB diese im Gegensatz zu den Flecken und Fackeln keine bestimmten 
Zonen bevorzugt. Ebenso unterliegt nach S. CHEVALIER [1625] die Granu-

1 Diese wurde erzeugt durch photographische Aufnahmen von Kamplerpttlver bestimmter 
KorngroBe. Der durchschnittliche Schwund eines Kornes konnte durch Wagung festgestellt 
werden. 

2 H. H. PLASKETT [1671, S.423J dagegen behauptet im AnschluB an S. CHEVALIER, 
daB in den Fackeln die Granulation fehle. Dies mag am 0-Rand zutreffen, obwohl hier 
auch die Moglichkeit einfacher Oberstrahlung besteht. In O-Mitte zeigen jedenfalls die 
von Fackeln besetzten Stellen genau dieselbe Granulation wie die normale Photosphare. 

3 Db die Umbra selbst eine Feinstruktur besitzt, ist nicht bekannt. 
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lation keinerlei Anderungen im Laufe des 11 ,5jahrigen Zyklus. Angesichts dieser 
Tatsachen konnen wir die zuerst ausgesprochene Vermutung nicht aufrecht 
erhalten; wir miissen vielmehr schlie Ben, daB Granulation und Fleeke vollig 
versehiedene Ursaehen haben. 

93. Theorie der Konvektion in Sternatmospharen. 
1. Teil: Die Wasserstoffzone als Ursache der Granulation. 

A. Strahlungsgleichgewicht und Konvektion. Stabilitatskriterium von 
K. SCHWARZSCHILD. Man kann die Beobachtungen der Granulation, der Sonnen
flecke usw. kaum anders deuten, als durch die Annahme machtiger Stromungen, 
von Konvektion. Auf der anderen Seite haben wir friiher gesehen, daB z. B. 
das Randverdunkelungsgesetz der Sonne darauf hinweist, daB deren Atmosphare 
yom Zustande des Strahlungsgleiehgewiehtes nicht we it entfernt sein kann. 

Untersuchen wir daher - wie dies K. SCHWARZSCHILD [1683J schon 1905 
in seiner grundlegenden Arbeit getan hat - zunachst die Frage, unter welchen 
Bedingungen das Strahlungsgleiehgewieht in den uns von den tieferen Schichten 
der Erdatmosphare vertrauten Zustand des konvektiven oder adiabatisehen 
Gleiehgewichtes iiberzugehen beginnt: 

. { unten aufsteigende } 
Wenn eme von b h b' k d Gasmasse vermoge der adiabati-o en era sm en e 

{ Expansion } {warmer} . d 1 'h . schen K . k"hl Wlr , as 1 re 1m Strahlungsgleichgewicht ompresslOn u er 
gedachte Umgebung, so wird ihre Bewegung immer neuen Antrieb erhalten. 
Konvektionsstrome sind dann thermodynamisch stabil (und umgekehrt). Mit 
anderen Worten: In einer Atmosphare konnen sich nur dann Konvektionsstrome 
bilden, wenn der adiabatische Temperaturgradient seinem Betrage nach kleiner 
ist, als der dem Zustand des Strahlungsgleichgewiehtes entsprechende, d. h. 

I 
dTI i dTI 
dh ad. < I dll Str .. (93,1) 

N ach der Barometerformel ist 
dP g f1 
dh - RT (93,2) 

(P = Gasdruck, g = Schwerebeschleunigung,,u = Molekulargewicht; den Strah
lungsdruck vernachlassigen wir) und damit 

dT gp, dInT 
dh -7f· dinP , (93,3) 

womit die Konvektionsbedingung die handlichere Form annimmt: 

I (:~~~)ad._~ (~)str.·l (93,4) 

Berechnen wir zuerst den zweiten Ausdruck! 
Die Temperatur T wachst bei Strahlungsgleichgewicht 

Tiefe 7: fUr Gesamtstrahlung gemaB der Beziehung 
mit der optischen 

( 3)1 T= To 1 +-2-7: , (93,5) 

wo To die Grenztemperatur bedeutet. Andererseits ist nach (38,7) 

(93,6) 
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wo r. den Opazitatskoeffizienten bedeutet. Stellen wir des sen Tiefenabhangigkeit 
durch eine Interpolationsformel des Typs 

(93,7) 
dar, so wird l 

( dInT) (dInT) (dln'l') 1 'l' 
d In P Str. = d In 'l' . dIn P = 4 (1 - m) . -3-- . 

i+'l' 
(93,8) 

Der adiabatische Temperaturgradient ist in bekannter Weise durch das Ver
haltnis der spezifischen Warmen bei konstantem Druck bzw. Volum y = cplcv 

bestimmt: 

( dinT) _ y-t 
dIn'? ad.--y-· (93,9) 

F ·· . t . G' 5 d 1 ( dIn T) D' W ur ema omlge ase 1St y = 3 un a so dlD.P ad.= 0,40. leSen ert ver-

gleichen wir mit den fUr m = 0 (konstanten Opazitatskoeffizienten) und m = 1/2 
(was nach Tabelle 36 u. 37, Spalte 7 u. 8 noch durchaus im Bereich des Mog
lichen liegt) nach (93,8) fur Strahlungsgleichgewicht berechneten Wert en 
(Tabelle 70). Wie man sieht, ist in den Schichten, deren Strahlung wir direkt 

erhalten (T < 3), mit ziemlicher Sicherheit (~~:~ )ad. < 0,4, d. h. der Zustand 

des Strahlungsgleichgewichtes ist stabil, solern die Sternatmosphare aus normalen 

Tabelle 70. (~~~~ )str. als Funktion der optischen 

Tiefe 'l'. 

0,5 00 

einatomigenGasen besteht. 
In groDerer Tiefe dagegen 
kann die Druckabhangig
keit der Opazitat sehr wohl 
da und dort eine Kon
vektionszone hervorrufen. 

Neben diesem Effekt 
mussen wirnach R.H.Fow
LER und E. A. GUGGEN

HEIM [1633 J noch einen zweiten berucksichtigen: In einer z. B. in der Sonnen
atmosphare herabsinkenden Gasmasse andern sich nicht nur Druck und Tem
peratur, sondern auch der Ionisationsgrad. Bei Temperaturerhohung wachst 
nicht nur die Translationsenergie, sondem es muD noch Ionisationsarbeit ge
leistet werden und die abgespaltenen Elektronen muss en ihr 3/2 k T bekommen. 
Ein Gas, dessen Ionisationsgrad sich andert, nahert sich also in seinem Verhalten 
einem mehratomigen Gas. Sein effektives y, das wir nun durch (93,9) delinieren, 
wird daher < 5/3. Nachdem die verschiedensten Beobachtungen auf eine sehr 
groDe kosmische Haufigkeit der Wasserstoffes hingewiesen hatten, konnte 
A. UNSOLD [1688J zeigen, daD in der Zone der Stematmospharen, wo der Wasser
stoff teilweise ionisiert ist, y so klein wird, daD auf jeden Fall Konvektions
strome entstehen mussen. 

0,11 
0,21 

0,15 
0,30 

0,20 
0,40 

0,22 
0,44 

0,23 
0,47 

0,25 
0,50 

B. Die Adiabate ionisierbarer Gase. Die Wasserstoffzone der Sonnen-
. (dInT) atmosphare. Sterne anderer Spektraltypen. Wlr berechnen nun dIn Pad. 

fur ein Gas, in dem der Bruchteil Vl der Atome in der Ionisation begriffen sei; 
sein Ionisationsgrad sei Xl' Nachher werden wir die "Atomart 1" selbstverstand
lich mit Wasserstoff gleichsetzen. Daneben sei ein Bruchteil V2 solcher Elemente 
vorhanden, die in dem betrachteten Druck- und Temperaturbereich entweder 

1 FaSt man die Druck- und Temperaturabhangigkeit der Opazitat zusammen in u "" P", 

so steht in (93,8) statt _1_ der Faktor 1 + n, was wegen der Verkniipfung von P und 'l' 
1-m 

natiirlich auf genau dasselbe herauslauft. 
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gar nicht oder schon vollstandig (evtl. auch mehrfach) ionisiert sind. Die Anzahl 
x 2 der freien Elektronen pro Atom bzw. Ion der Sorte 2 ist demnach unabhangig 
von Druck und Temperatur. 

Der mittlere Ionisationsgrad des ganzen Gemisches x = Anzahl der freien 
ElektronenjAnzahl der Atome + Ionen wird dann 

x = VI Xl + V 2 X 2 • (93,10) 
Bezeichnen wir mit N die Anzahl der Atome + Ionen im Volumen V und mit 
n = NjV ihre Anzahl pro cm3, so lautet die Zustandsgleichung (P = Gesamtdruck): 

P = (1 + x) ·NkTjV. (93,11) 
Ftir kleine Anderungen der Zustandsgr6Ben erhalt man durch logarithmische 
Differentiation: 

dP_ dx +dT dV 
p- 1 + X ----r--V. (93,12) 

Die in dem Volum V enthaltene Translations + Ionisationsenergie E ist 

E = {(1 + x)· ~ k T + 2Vi xix.}N, (93,13) 

WO Xi die Ionisierungsarbeit fUr die Elemente 1 bzw. 2 bedeutet. (X2' das in 
unsere weiteren Rechnungen nicht eingeht, ist als Mittelwert tiber die Elemente 
der Gruppe 2 zu betrachten.) Die Bedingung der Adiabasie (Konstanz der 
Entropie) lautet nun 

dE+PdV=O. (93,14) 

B h t h ' .. h t dV dE 't ( ) d l' " dV erec ne man leraus zunac s - V = P V ml 93,11 u, 13 un e lmlmert -y-

mit (93,12), so erhalt man leicht 

dP 5 dT 2(; + ;~ )VidXi 
P=Zy+ 1+x (93,15) 

N ach Voraussetzung ist nur d Xl von Null verschieden; wir berechnen es aus 
der SAHAschen Gleichung 

x X -I! -~ 
__ 1_ ' __ ~ , P = konst, ' T2 . e kT, 
1 - Xl 1 + X 

(93,16) 

wobei zu berticksichtigen ist, daB nach (93,10) dx = VI dXl ist: 

dx {_1_ VI} dP _ dT (2 ~) 
1 Xd1 - Xl) + X (1 + x) + P - T 2 + kT ' (93,17) 

Setzt man dXl in die 1: der Gl. (93,15) ein, die sich auf dieses eine Glied 
beschrankt, so erhalt man nach gehOriger Ordnung die Adiabatengleichung: 

( 1 + X + "!) + "1 (2 + _Xl ) 
( d In T) = _X-",l ___ ( 1_-_x-,l,,)~ __ X--'-__ -+--2 __ k_T~o-

dIn Pad. 2 ( 1 + X + ~) + V (2 + ~)2 
2 Xl (1 - Xl) X 1 2 kT 

(93,18) 

Ftir ein Element (VI = 1; Xl = x) reduziert sich dieser Ausdruck auf 

2 + X (1 - x) (2 +---.-L) 

( dInT) 2 kT (93,19) 
dlnP ad.= S+X(1_X)(2+---.-L)2' 

2 kT 

Diese Gieichung ist - nachdem schon FOWLER und GUGGENHEIM [1633] ahnliche 
Rechnungen ausgefuhrt hatten - vom Vert, [1688J durch direkte Berechnung der Entropie 
abgeleitet worden. Die Verallgemeinerung fur ein Gemisch mehrerer Elemente, die einmal 



XVI. 93. Wasserstoffzone der Sonnenatmosphare. 

ionisiert werden konnen. hat dann H. SIEDENTOPF [1684] in zwei Arbeiten versucht. Seine 
Formeln sind aber nicht richtig. Die in der 1. Arbeit angewandte Form der SAHAschen 
Gleichung (ebd .• Gl. (6») gilt nur fiir ein Element. Gl. (8) (ebd.). ist daher auf ein Ge
misch mehrerer Elemente nicht anwendbar. In der 2. Arbeit ist zwar die Ionisations
gleichung (ebd .• Gl. (3») richtig. aber bei den zu Gl. (4) fiihrenden Zwischenrechnungen 
scheint ein Versehen unterlaufen zu sein. indem diese Gleichung - entgegen H. SIEDEN
TOP.FS A~gabe - fiir ein Element nicht in (93.19) iibergeht. Verkniipft man d x in richtiger 
WeIse mIt den dx;. so erhalt man nach ziemlich umstandlicher Rechnung vielmehr: 

1 + x + ~ (~ + f~) Vi Xi (1 _ Xi) x + x2 

( dInT) ~ 2X+X2-x2 
dlnP ad.= [~ (5 Xi)]2' (93,20) 

2 ~V;Xo(1-Xi) -+-
f(1+X)+ ~(f+:~)V;Xi(1-Xi)- 2 kT 

~ 2X+X2_X2 

wo Xi = £'11; x~ ist. Schon die Beriicksichtigung der 2. Ionisation wiirde eine Formel von 
unmoglicher Lange geben. In praxi diirfte auch (93.18) meist ausreichen. Sollte spater eine 

48r--~--~---r--~ 

d· b dInT. 
Fig. 125. Temperaturgra lent zw. din P In 

der SonnenatmospMre fiir StrahiungsgJeich
gewicht und adiabatisches GJeichgewicht. 

genauere Rechnung notig werden. so diirfte eine 
numerische Berechnung der Entropie am rasche
sten zum Ziel fiihren. 

N ach dem Vorgang von H. SIEDENTOPF 
[1684J berechnen I wir nunmehr fUr das in 
Tabelle 36 behandelte Modell der Sonnen-

atmosphare zunachst (~~: ~)ad. Entsprechend 

den seinerzeit gemachten Annahmen ist die 
Konzentration des Wasserstoffes VI = 0.932. 
Wir nehmen weiterhin an. daB die restliche 
Materie "2 = 0.068 durchschnittlich einfach 
ionisiert ist (X2 = 1). Die weitere Rechnung 
nach Gl. (93.18) bedarf keiner Erlauterung; 
ihr Ergebnis zeigt die eine Kurve der Fig.12S. 
Es ist bemerkenswert. daB ein Ionisations
grad Xl = 0.002 bei e = 0.7 bzw. Xl = 0.983 
bei e = 0.3 die Ordinate von dem .. N ormal-

wert" 0,40 schon auf ",0.3 herabdriickt! Die entsprechenden (:~:~)str. erhalt 

man am einfachsten mit Hilfe von Differenzenbildung in Spalte 7 unserer 
Tabelle 36. Das Ergebnis zeigt die andere Kurve der Fig. 125. 

Die Ionisation des Wasserstoffes bewirkt demnach durch Beeinflussung der 
Opazitat eine VergrofJerung des Strahlungsgleichgewichts-Temperaturgradienten 
und durch Ingangsetzen neuer Freiheitsgrade eine Verkleinerung des adiabatischen 
Temperaturgradienten. Zwischen e = 0.77 und e = 0.26 bzw. in der optischen 
Tiefe T= 1.6 bis "'170. d. h. in einer Schicht. deren Dicke nach Tabelle 36 
etwa 500 km betragt. sind also Konvektionsstrome thermodynamisch stabil. 
(Wahrend die Berechnung der oberen Grenze der .. Wasserstoffzone" bei T= 1.6 
recht sicher ist. kann man dies von der unteren nicht behaupten. Sowohl bei 
der Berechnung der Opazitat wie auch der des adiabatischen Temperatur
gradient en sollten hier vermutlieh die h6heren Ionisationsstufen der Metalle 
beriicksiehtigt werden.) Ehe wir die Bedeutung der Konvektionszone in der 
Sonnenatmosphare weiter verfolgen. fragen wir noch mit H. SIEDENTOPF [1684J. 
ob derartige Zonen auch auf anderen Stemen zu erwarten sind. Zunaehst wird 
sieher dort. wo die Ionisation des Wasserstoffes im Gang ist. Konvektion ent
stehen. Diese Schicht liegt natiirlich bei kiihlen Stemen tiefer. bei heiBen haher 

1 Die numerischen Rechnungen sind durchweg berichtigt; die wichtigeren Ergebnisse 
bleiben selbstverstandlich erhalten. 



XVI. 93. Energietransport durch Strahlung und Konvektion. 383 

als in der Sonne und verschwindet schlieBlich bei den B-Sternen. Daneben 
aber muBte die Ionisation der Metalle und insbesondere die Zunahme der Opazitat 
mit der Tiefe genauer berucksichtigt werden. Das Problem erfordert offensicht
lich umfangreich numerische Untersuchungen; die Rechnungen von SIEDEN
TOPF konnen heute nicht mehr befriedigen. 

C. Energietransport durch Strahlung und Konvektion. Theorie der 
Granulation (H. SIEDENTOPF). Die Art der Stromung - laminar oder tur
bulent - in der Konvektionszone der Sonnenatmosphare wird bestimmt durch 
die REYNOLDSSche Zahl, die fUr Gase naherungsweise 

R cv Str6mungsgeschwindigkeit x Lineardimension 
"" Molekulargeschwindigkeit x freie Weglange (93,21) 

ist. Diese uberschreitet den kritischen Wert R >:::> 103 erheblich, die Stromung 
wird also turbulent. 

1m AnschluB an Untersuchungen von L. PRANDTL [1672J hat nun H. SIEDEN
TOPF [1684J gezeigt, wie man den Energietransport durch turbulente Schein
leitung in der Konvektionszone abschatzen kann: Steigt ein Massenelement d m 
urn das Stuck dh auf, so fUhrt es an seine Umgebung einen Energiebetrag dE 
ab, der gegeben ist durch1 

dE = cp' dm !( ~~) - (~~) } dh. (93,22) 
l Str. ad. 

Dabei ist angenommen, daB das Aufsteigen streng adiabatisch erfolgt; Beruck
sichtigung des Strahlungsaustausches zwischen dem Volumelement und seiner 
Umgebung durfte eine geringe Verkleinerung von dE bewirken. 

Urn den Energietransport durch Konvektion pro cm2 und sek HK = nF K zu 
berechnen, dividieren wir durch die Flache dt des Volumelementes und die 
zum Zurucklegen von dh benotigte Zeit dt und erhalten 

HK-C dm J(~) _ (~) l~ 
- p dt 1 dh Str. dh ad.J dt . (93,23) 

Wir bezeichnen noch die Steiggeschwindigkeit dhjdt mit u und setzen die Masse 
pro Grundflacheneinheit dmjdf eines Turbulenzelementes im Mittel gleich 
Dichte e mal seiner Lange, dem sog. Mischungsweg l. Damit wird 

HK=Cp'eul{(~T) _(dT) }. 
dh Str. dh ad. 

(93,24) 
Die GroBe 

(93,25) 

bezeichnet man als die sog. AustauschgrofJe. Nehmen wir noch (93,3) zu Hilfe, 
so erhalten wir schlieBlich mit H. SIEDENTOPF die Beziehung 

II HK - '~'Af(dlnT) _(dinT) } I 
-g R 1 dlnP Str. dlnP ad .• (93,26) 

die evtl. noch mit (93,8 u. 9) verknupft werden kann. 
Diese Gleichung wenden wir nun auf die Granulation an: Nach den Messungen 

von H. H. PLASKETT u. a. betragt die Anderung des Strahlungsstromes in den 
Granula ,....",10 % des normalen Strahlungsstromes (12,4) nF = 6,13 . 1010 

erg cm-2sek-1 ; es ist also H K >:::> 6· 109 erg cm-2 sek-1 • Weiterhin ist g = 2,74' 

104 cmsek-2 und CP~/1 >:::>5. Setzen wir nach Fig. 125 die { ... } im Mittel >:::>0,2, 

so erhalten wir (93,27) 

1 Die d Tjdh meinen stets die Absolutbetrage. 
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Mit Hilfe von A konnen wir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit u in 
der Konvektionszone abschatzen: Deren mittlere Dichte ist nach Tabelle 36 
groBenordnungsmaBig e = 5 '1O-8gcm-a. Da ferner ein einmal in Bewegung 
geratenes Volumelement immer neuen Antrieb erfahrt, so diirfte der Mischungs
weg 1 von derselben GroBenordnung sein wie die Dicke der instabilen Schicht. 
also etwa 1 = 500km = 5 '107 cm. Damit erhalten wir fUr die mittlere Stromungs
geschwindigkeit nach (93,25) 

u = 0,8 '105 cmsek-1 • (93,28) 

Die Lebensdauer l' eines Turbulenzelementes (Granulums) diirfte - ebenfalls 
nur groBenordnungsmaBig -

I 
Mischungsweg l I 

l' = Geschwindigkeit u (93,29) 

sein. So ergibt sich theoretisch 
l' = 6 . 102 sek = 10 min (93,30) 

in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit dem von P. TEN BRUGGENCATE und 
W. GROTRIAN [1622J gemessenen Wert von 3,2 min. 

Bis jetzt haben wir die Geschwindigkeit u der Stromung (und des konvektiven 
Energietransportes) aus den beobachteten Helligkeitsunterschieden in der Granu
lation ermittelt. Nach H. SIEDENTOPF (s. S. 382) kann aber auch diese GroBe 
- wenigstens in grober Naherung - berechnet werden durch Anwendung des 
NEWToNschen Widerstandsgesetzes 1 auf die bewegten Gasmassen: Ein Turbulenz
korper vom Querschnitt F durchstreicht pro sek ein Volum F· u und teilt 
also einer Masse Feu eine Geschwindigkeit der GroBenordnung u mit. Der 
pro sek iibertragene Impuls, mit anderen Worten der Widerstand W des bewegten 
Korpers wird also 

w~Fe·U2. (93,31) 

Andererseits erfahrt ein Turbulenzkorper, dessen Volum ~ Querschnitt F X 
Mischungsweg 1 ist und dessen Dichte sich von der seiner Umgebung urn L1 e 
unterscheidet, einen A uftrieb K = - Fl· g . L1 e = - Fe' g I· LI I}. 1st die 

I} 
Temperaturdifferenz des Turbulenzelementes gegeniiber seiner Umgebung L1 T, 

. LlI} LIT so gIlt -=--
I} T' 

der Auftrieb wird also 
LIT K=Fe·gl·----y-. (93,32) 

Durch Gleichsetzen von W und K ergibt sich die Geschwindigkeit groBenordnungs-

maBig zu I 1 r:;------xr I 
u~ V gl· -y '1 (93,33) 

L1 TjT ist groBenordnungsmaBig gleich der Vaus den relativen Helligkeits
differenzen in der Granulation, also ,....,,2%. Wir finden danach mit g= 2,74,104 

und 1 = 5 . 107 cm 
u ~ 1,6 '105 cmsek-2 (93,34) 

in ausreichender Ubereinstimmung mit (93,28). 1m Prinzip gestatten die beiden 
Gl. (93,26 u. 34) sowohl die GroBe des Energietransportes wie auch die Stromungs
geschwindigkeit bei gegebener Dicke der Konvektionszone zu berechnen. 1m 

1 Hierzu L. PRANDTL und O. TIETJENs: Hydro- und Aeromechanik, Bd. II, S.100ff. 
L. PRANDTL [1672]. 
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Hinblick auf den groBenordnungsmaBigen Charakter der ganzen Betrachtungen 
erscheint jedoch die hier im AnschluB an H. SIEDENTOPF gegebene Darstellungs
weise angemessener. 

Wie H. H. PLASKETT [1671J bemerkt hat, kann man die Art der Bewegung 
in der Konvektionszone verstehen durch Zuriickgreifen auf Untersuchungen 
von H. BENARD [1617J iiber Konvektionszellen - "tourbillons cellulaires" -
in einer ebenen Fliissigkeits- oder Gasschicht, die Warme durch Konvektion 
transportiert. Wird eine so1che Schicht von unten erwarmt, aber sonst vor 
Storungen gut geschiitzt, so bildet sich ein regelmaBiges Netz sechseckiger 
Wirbel, so, daB die Materie in der Achse jeder Zelle hochsteigt und langs deren 
auBerem Begrenzung abwarts stromt. Der gegenseitige Abstand der Achsen 
benachbarter Konvektionszellen betragt stets etwa das 3,3fache der Dicke d 
der betreffenden Schicht. 

Diese Modellversuche von H. BENARD sind schon von G. T. WALKER und 
Mitarbeitem auf meteorologische Probleme angewandt worden 1. Sie geben 
offensichtlich auch eine Deutung des Aussehens der Granulation. Nimmt man 
den mittleren Abstand zweier Granula zu ,....,10000 km, so sollte man auf eine 
Dicke der Konvektionsschicht von """3000 km schlieBen. Dies ist zwar wesent
lich mehr als der oben angenommene Wert von ,....,500 km. Ob die Konvektions
zone wirklich tiefer reicht, als wir urspriinglich berechneten 2 oder ob die 
BENARDsche Beziehung fUr eine Atmosphare, deren Dichte nach oben abnimmt, 
abzuandem ist, konnen wir noch nicht entscheiden. 

Da in der instabilen Zone aufsteigende Gasmassen sich relativ zu ihrer Um
gebung erwiirmen, so kann man auf Grund der BENARDschen Versuche auch 
verstehen, daB die Granulation aus hellen Stellen (Mitte der Zellenwirbel) besteht, 
die durch dunkle Zwischenriiume getrennt werden. (Die iiber der Konvektions
zone liegende diinne stabile Zone 0 < T -< 1,5 kann den Energiestrom selbst
verstandlich nicht merklich beeinflussen.) Es erscheint nicht aussichtslos, den 
hier angenommenen Stromungscharakter der Granulation durch visuelle 3 

Beobachtung der Dopplerverschiebungen scharfer Linien zu priifen: An den 
hellen Stellen des Spektrums miiBten diese kleine Ausbuchtungen nach Violett 
zeigen. 

Weiterhin zeigen die terrestrischen Beobachtungen, daB die Konvektions
zellen unter dem EinfluB von Geschwindigkeitsgradienten eine langgestreckte 
Form annehmen. Das fadenfOrmige Aussehen der Granulation in den Penumbren 
der Sonnenflecke wird so verstandlich. 

Zusammenfassend konnen wir feststellen, daB die Theorie einer mit der 
Ionisation des Wasserstottes zusammenhiingenden Konvektionszone in Verbindung 
mit den auf dieses Problem zuerst von H. SIEDENTOPF angewandten hydrodyna
mischen Ansiitzen von L. PRANDTL u. a. eine befriedigende Erkliirung der Granula
tion liefert. Da die Dicke der Konvektionszone klein ist im Vergleich zum 
Sonnenradius, so erscheint es auch erklarlich, daB die Granulation von der 
heliographischen Breite und der Phase im 11,5jiihrigen Zyklus unabhiingig ist, 
wie dies die schon erwahnten Beobachtungen von S. CHEVALIER zeigen. Wir 
miissen aber auch weiter schlieBen, daB die Theorie der Wasserstoffkonvektions
zone keine Deutung fUr die mit dem 11,5jahrigen Zyklus zusammenhangenden 
Erscheinungen der Sonnenflecke, Fackeln usw. geben kann 4• In dieser Hinsicht 

1 Vgl. auch R. RAETHJEN, Striimungsvorgange und Wolkenformen. Erfahrungsber. d. 
Dtsch. Flugwetterdienst. 2. Sonderbd. (1932). 

2 Was durchaus miiglich ist (Absorptionskoeffizient; Zusammensetzung der Sonne usw.!). 
3 Photographische Aufnahmen sind von vornherein nahezu aussichtslos. 
4 In diesem Zusammenhange sei noch auf ein Phanomen hingewiesen das wir zur Zeit 

noch nicht erklaren kiinnen: Nach H. DESLANDRES [1628, S. 116ff und PI. 28/29J bilden 

Unsold, Sternatmospharen. 25 
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hat der Verfasser seinerzeit die Reichweite seiner Theorie iiberschiitzt (siehe 
[1688bJ). Wir miissen uns demnach, wie zuerst H. SIEDENTOPF und S. ROSSE
LAND erkannt haben, nach einer anderen Grundlage fUr die Theorie der Sonnen
fleeke usw. umsehen. 

94. Konvektion in Sternatmospharen. 
2. Teil: Die Sonnenfleeke und der 2 X 1l,5jahrige Zyklus. 

A. Kritisches. Die Vorstellung, daB die Abkiihlung in den Sonnenflecken 
durch adiabatische Ausdehnung der aufwarts1 stri:imenden Gase (EVERSHED
Effekt) hervorgerufen werde, ist zuerst (1921) von H. N. RUSSELL [1681] genauer 
formuliert worden. Spater haben dann R. M. PETRIE [1668J und E. A. MILNE 
[1662J die Druck- und Temperaturschichtung im Fleck unter der Annahme durch
gerechnet, daB der Energietransport rein adiabatisch-konvektiven Charakter 
trage. Wie wir in Abschn. 90 sahen, ist diese Annahme fUr die hi:iheren Schichten 
(i < 2) sicher unzulassig; Beobachtung (90A) und Theorie (90D) zeigen viel
mehr iibereinstimmend, daB der Energietransport in den hi:iheren Schichten der 
Flecke zum gri:iBten Teil durch Strahlung erfolgt. 

E. A. MILNE hat sich in der genannten Arbeit weiterhin mit der Zirkulation 
der Materie im Fleck beschaftigt: Diese erfolgt hi:ichstwahrscheinlich in der 
Weise, daB di.e Gase im Fleck aufsteigen und auBerhalb des Fleckes absinken, 
so daB dieser eine Art Wirbelring darstellt. MILNE nimmt nun an, daB eine solche 
Bewegung - nachdem sie durch irgendeine Sti:irung einmal im Gang gesetzt 
ist - von selbst weitergehe. Dies ist jedoch, wie insbesondere T. G. COWLING 
[1627J ausgefUhrt hat, nicht mehr richtig, sobald man die Temperaturanderungen 
berucksichtigt. Wie schon aus den allgemeinen Stabilitatsbetrachtungen von 
Abschn.93 hervorgeht, sind Konvektionsstrome, in denen Autwartsbewegung eine 
Abkuhlung relativ zur Umgebung herbeigetuhrt, nicht stabil. Eventuelle Sti:irungen 
werden in diesem Falle vielmehr normalerweise unter Entstehung stark ge
dampfter Schwingungen ausgeglichen. Man kann denselben Gedanken auch 
folgendermaBen formulieren: Bei dem MILNEschen Modell eines Sonnenfleckes 
werden Temperaturunterschiede erzeugt bzw. aufrechterhalten ohne Aufwendung 
mechanischer Arbeit; es stellt also nichts anderes dar, als ein Perpetuum mobile 
II. Art! Da die Existenz eines solchen Gebildes hi:ichst unwahrscheinlieh ist, so 
miissen wir auch MILNES Versuch (ebd.) einer Berechnung des EVERSHED
effektes mit Hilfe des BERNOuLLIschen Theorems, d. h. des Energiesatzes der 
Hydrodynamik, ablehnen. 

Da die Sonnenflecke kiihler sind, als ihre Umgebung, so miissen sie nach 
dem SCHW.<\RZScHILDschen Kriterium (93,1) selbst instabil sein. Dies ist in 
Einklang mit der Beobachtung, daB die Flecke nur eine begrenzte Lebensdauer 
haben. Auf der anderen Seite miissen wir uns aber nun die Frage vorlegen, 
woher die mechanische Energie stammt, die - im Sinne des II. Hauptsatzes -
die Abkiihlung in den Flecken ermi:iglicht; d. h. "welcher Motor die Kalte
masehine antreibt". 

Vert. [1688J hat seinerzeit folgende Theorie vorgeschlagen: In der Wasser
stollzone haben wir stabile Konvektionsstrome (deren aufsteigende Massen. also 
die Flocculi auf Spektroheliogrammen, die mit den Komponenten "K2" oder "Ka" der 
K-Linie A 3933 aufgenommen sind, ein Netz, das den Eindruck eines Systems BENARD scher 
Zellenwirbel erweckt. Der mittlere Abstand zweier Zellen ist hier jedoch viel groBer, als 
bei der Granulation, namlich "" 30000 km. AuBerdem sind - im Gegensatz zur Granula
tion - die Riinder der Zellen hell und die Mitten dunkel. 

1 Die z. B. mit Hilfe der H- und K-Linien festgestellte Abwiirtsbewegung in den obersten 
Schichten wird offenbar durch den Strahlungsdruck der Umgebung bewirkt. Wir werden 
analoge Erscheinungen in Abschn. 97 (Protuberanzen) kennenlernen. 1m Augenblick konnen 
sie auBer Betracht bleiben. 
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warmer sind als ihre Umgebung). Diese sollten nun durch Reibung in der 
oberst en Schicht 0 < T -< 1,5, in der Konvektionsstrome nicht mehr stabil sind, 
Wirbel erzeugen, in denen dann adiabatische Expansion die gewiinschte Ab
kuhlung hervorrufen konnte. Diese Theorie ist zwar thermodynamisch moglich, 
aber wie wir in Abschn. 90D sahen, iiberwiegt in den hohen Schichten auf jeden 
Fall der Energietransport durch Strahlung1 . Wir mussen uns daher - wie 
H. SIEDENTOPF [1684J gezeigt hat - damit begniigen, die Wasserstottzone als 
Ursache der Granulation anzusehen. Zur Deutung der Sonnenflecke und des 
Zyklus der Sonnenaktivitiit (mit dem die Granulation - wie schon bemerkt -
charakteristischerweise nicht zusammenhangt) brauchen wir eine - im wahrsten 
Sinn des Wortes - tiefer liegende Ursache. 

B. Zur Hydrodynamik der Sonnenflecke und des 2 X 11 ,5jahrigen Zyklus. 
G. E. HALE hat im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen uber das Magnet
feld der Sonnenflecke sich die Vor-
stellung gebildet, daB die beiden Kom- U 
ponenten eines bipolaren Fleckes -
den wir als den Grundtyp aller a 
Flecke aufzufassen haben - unter 
der Sonnenoberflache durch einen 
U-formigen Wirbel verbunden sind 
(Fig. 126a). Dessen freie Enden 
wirken, wenn die Zentrifugalkraft 
nach oben zunimmt, wie Kreisel
pumpen und erzeugen so durch adi
abatische Expansion die Abkuhlun£. b 
Den entgegengesetzten Umlaufsinn 
beider "Flecke" wird man mit ihrer 
magnetischen Polaritiit in Verbindung 
bringen durfen, wenn der Zusammen-
hang im einzelnen auch noch vollig ~ ~ 
ungeklart ist. C z; ;-:P ~ \ s:3 

Die Tiefe, bis zu welcher die 
FleckenwI'rbel l'n der Sonnenatmo- Fig. 126a-c. Sonnenflecke ais Wirbe!. a) Nach HALE. b) und c) Nach BJERKNES. Aus [1]. 
sphare hinunterreichen, diirfte von 
derselben GroBenordnung sein, wie ihr Durchmesser, also "-'20000 km. DaB 
die Flecke aus viel groBeren Tiefen kommen mussen, als die ersten Rechnungen 
von RUSSELL, MILNE u. a. (s. S. 386, vgl. auch Abschn.90) erwarten lieBen, 
folgt einfach daraus, daB in den hohen Schichten mit kleiner Dichte der 
Energietransport durch Strahlung unter allen plausiblen Annahmen den durch 
Konvektion erheblich uberwiegt. Durch Konvektion konnten dort nur kleine 
Temperaturdifferenzen entstehen, die zudem in der Wasserstoffzone (wie dies 
fur die Granulation gerade paBt) das falsche Vorzeichen batten! 

Wir mussen also insbesondere schlieBen. daB die Wasserstoffzone fur die Flecke nur von 
untergeordneter Bedeutung ist (s. u.). Vielleicht kann man sie zur Erklarung der sog. 
"unsichtbaren Flecke" (HALE), die sich nur durchMagnetfeld und Flocculi zu erkennen geben, 
heranziehen. indem man annimmt. daB bei schwachen Wirbeln die in den tiefen Schichten 
bewirkte Abkuhlung durch Erwarmung in der Wasserstoffzone kompensiert wird. 

Mit H. SIEDENTOPF (s. s. 383) versuchen wir nun - ahnlich wie bei der 
Granulation - den Energietransport im Fleck durch Gl. (93,26) zu beschreiben. 
Da die Gesamtstrahlung des Fleckes nach (90,2) etwa gleich 0,42 mal dem normalen 

1 Demselben Einwand unterliegt die Auffassung von T. G. COWLING [1627J. daB die 
Flecke durch Abwartsbewegung in der Wasserstoffzone entstehen konnten. Abgesehen 
davon widerspricht sie auch den Beobachtungen des EVERSHED-Effektes. 

25* 
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Strahlungsstrom ist, so wird HK =-0,58' 6,13 '1010 = - 3,5' 1010 ergcm-2 sek-1• 

Weiterhin ist g = 2,74' 104cmsek-2 und Cop ~p, "" 3 . (~~: ;)str. k6nnen wir nach 

( dIn T) . (93,8) etwa =0,3 setzen und dlnP ad. w1rd nach (93,9) auBerhalb derWasser-

stoffzone rasch = 0,40. So finden wir nach (93,26) die (natiirlich noch mit 
erhe blicher U nsicherheit behaftete) A ustauschgro/3e fUr den Sonnenfleck 

(94,1) 

Setzen wir den M ischungsweg etwa gleich den Dimensionen des Fleckes 
l R:I 20000 km und die mittlere Dichte der aufsteigenden Materie (! R:I 10-6, so 
wird deren mittlere Geschwindigkeit 

A 
u = -er R:l2,5 '103 cmsek-1 • (94,2) 

Damit konnen Wir nach Gl. (93,29) die mittlere Lebensdauer eznes Fleckes 
berechnen zu 

1 
't' R:I - R:I 0,8' 106 sek "" 9 Tage, u (94,3) 

was immerhin in die richtige GroBenordnung kommt (mehr ist bei dieser ein
fachen Abschatzung gar nicht zu erwarten). An die Stelle von Gl. (93,33) der 
Granulationstheorie hatte in der Theorie der Sonnenflecke eine hydrodynamische 
Berechnung des "Kreiselpumpeneffektes" zu treten, zu der aber zur Zeit noch 
alle Unterlagen fehlen. 

Nachdem wir die Hydrodynamik des einzelnen Sonnenfleckes geklart haben1, 

soweit dies zur Zeit moglich ist, wollen wir mit V. BJERKNES [1620J versuchen, 
uns an Hand der Beobachtungen ein Bild von den Stromungen im Innern der 
Sonne zu machen, die fUr die Entstehung der Sonnen/lecke und den 2 X 11,5-
jiihrigen Zyklus verantwortlich sind. 

Zunachst eine Erganzung zum vorhergehenden: BJERKNES nimmt an, daB 
nicht die beiden Flecke einer bipolaren Gruppe durch einen U-Wirbel zusammen
hangen, sondern daB der hintere Fleck einer Gruppe mit dem vorderen der 
folgenden durch einen Wirbelschlauch verbunden ist. Die Sonnenflecke ent
stehen nach diesem Bild (Fig. 126b u. c) also durch das gelegentliche Auftauchen 
von Wirbeln, die die ganze Sonne wie Seeschlangen umwinden. Da derartige 
Gebilde aber sehr wenig stabil sind und sich auch wohl sonstwie bemerkbar 
machen miiBten, so mochte Vert.lieber an der alteren Vorstellung von G. E. HALE 
(Fig. 126a) festhalten und diese durch die aus der Hydrodynamik gelaufige 
Vorstellung erganzen, daB die einzelnen U-Wirbel durch Ablosung an der Grenz
flache tiefer liegender Wirbe! entstehen, die den 2 X 11,5jahrigen Zyklus her
vorrufen und in vieler Hinsicht der "groBen Zirkulation" der Erdatmosphare 
entsprechen .. 

Um das CARRINGTON-SPORERsche Gesetz der Wanderung der Fleckenzone 
fUr die niederen heliographischen Breiten und die durch die Protuberanzen und 
- mit gewissen Einschrankungen - durch die polaren Fackeln angezeigte 
periodische Verschiebung der Aktivitat in hOheren Breiten darzustellen, liegt es 
nahe, sich des in Fig. 127a angedeuteten Bildes zu bedienen. Die "Herde der 
Aktivitat" ~ - deren Natur wir zunachst noch offen lassen wollen -- bewegen 
sich im Sinn der Pfeile so, daB die geschlossenen Kurven in 2 X 11,5 Jahren 
durchlaufen werden. 1m AnschluB an V. BJERKNES (s. oben) kann man dieses 

1 Auch bei dieser Gelegenheit mochte Verf. nochmals darauf hinweisen, daB der Mecha
nismus der Entstehung der Fackeln zur Zeit noch ganz unbekannt ist. 
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Bild, urn G. E. HALES' Entdeckung der Umkehr der Fleckenpolaritiit1 Rechnung 
zu tragen, dahingehend ausgestalten, daB man die "Aktivitatsherde" selbst als 
Wirbel auffaBt (Fig. 127b). Nach BJERKNES' "Seeschlangentheorie" hiitte man 
anzunehmen, daB das Emportauchen dieser Wirbel selbst die Flecke erzeugt. 
Wir mochten eher glauben, daB entweder dort, wo diese Wirbel der Oberflache am 
nachsten kommen oder vielleicht auch je zwischen zwei solchen Wirbeln die 
U-Wirbel der Sonnenflecke sich ab16sen. DaB in den hoheren Breiten keine 
Flecke, sondern nur Protuberanzen- und Fackel-Aktivitat auftritt, kann man wohl 
zwanglos durch die Annahme einer geringeren Machtigkeit der zirkulierenden 
Massen in hoheren Breiten deuten. Vielleicht ware es ubrigens nicht aussichtslos, 
in hoheren Breiten nach "unsichtbaren Flecken" zu suchen. 

Noch nicht befriedigend geklart ist im einzelnen, weshalb die Protuberanzen
zone mit der Flecken + Fackelzone in den niederen Breiten und der Zone der 
polaren Fackeln in den hoheren Breiten nicht genau zusammenfallt. Immerhin 
durfte unser Bild die Grundzuge der Erscheinungen wohl darstellen; in Einzel
heiten bedarf es jedoch ohne Zweifel noch einer grundlichen Uberarbeitung. 

C. Mogliche Ursachen des 2 X 11 ,5jahrigen Zyklus. Wir gehen nun emen 
Schritt weiter und fragen nach 
dem "A ntriebsmechanismus" Pol 
der Konvektionsstrome im ~ 
Inneren der Sonne, die den 
Fleckenzyklus hervorrufen. 
In der mehrfach erwahnten 
Abhandlung ging V. BJERK-
NES noch von der V orstellung ~ .. 

L-----.....L......::.......J.Aifllolor 

Pol 

aus, daB das Innere der Sonne 
sich im konvektiven Gleich- Fig. 127 a. Wanderung der Aktivi- Fig. 127 b. Allgemeine Zirkula-
gewicht befinde. Diese An- tatszonen - im Laufe des 2 X lion im Inneren der Sonne. Frei 
nahme konnen wir heute nicht II,Sjabrigen Zyklus (schematisch). nach V. BJERKNES [1620]. 

mehr als richtig betrachten, 
nachdem R. H. FOWLER und E. A. GUGGENHEIM 2 gezeigt haben, daB im Stern
inneren y durchweg so nahe bei 5/3 liegt, daB der Zustand des Strahlungs
gleichgewichtes stabil sein sollte. 

Auf eine Moglichkeit zur Erklarung von Konvektionsstromen in tieferen 
Schichten der Sonne hat nun kurzlich S. ROSSELAND [1680J hingewiesen. Er 
zeigt zunachst - in Fortfuhrung von Arbeiten von MILNE, v. ZEIPEL, JEANS 
u. a. -, daB in einem rotierenden Stern - wegen des Drehimpulstransportes -
die Winkelgeschwindigkeit mit der Tiete rasch anwiichst. 1m Zusammenhang 
damit entsteht in den auBeren Teilen des Sternes eine Instabilitiitszone 3 , deren 
Dicke vom Aquator nach den Polen hin abnimmt. 

1 Wir nehmen wieder an, daB die Polaritat irgendwie mit der Rotation in tieferen 
Schichten zusammenhangt. 

2 Vgl. EDDINGTONS Bueh l5]. Dureh die groBe Haufigkeit des Wasserstoffes riickt 
unterhalb seiner Ionisationszone y noch naher an 5/3 heran. 

a Eine derartige Rotationsinstabilitat hatte schon 1932 D. RIABOUCHlNSKY [1673J 
bei Modellversuchen gefunden: Eine wassergefiillte GIaskugeI wird urn eine vertikale Achse 
in gleiehformige Rotation versetzt. Ein im Kugelmittelpunkt angebrachter kleiner Propeller, 
der sieh in demselben Sinne wie die Kugel - aber etwas rascher -- dreht, erzeugt eine 
konvektive lirkulation, die bei bestimmten Verhaltnissen periodisch yom lustand einer 
stetigen Wirbelbewegung in vollstandige Turbulenz iibergeht und umgekehrt. D. RIABOU
CHlNSKY meint, die Periodizitiit der Sonnenflecke konnte durch einen ahnIichen Meehanismus 
erklart werden, doeh diirfte es kaum moglich sein, auf dieser Grundlage z. B. das CARRINGTON
SPORERsche Gesetz usw. zu deuten. Immerhin hat diese Arbeit das Verdienst, wohl zum 
ersten Male auf die Mogliehkeit der Rotationsinstabilitiit und ihre Bedeutung fiir die Astro
physik hingewiesen zu haben. 
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Es erscheint durchaus denkbar, daB in dieser instabilen Zone sich ein Wirbel
system bildet, wie wir es im vorhergehenden angenommen haben 1. Auf der 
anderen Seite bietet, wie schon FAYE und weiterhin RossELAND und VOGT 
ausgefiihrt haben, das bemerkte Anwachsen der Winkelgeschwindigkeit mit der 
Tiefe wahrscheinlich auch eine Moglichkeit zur Erklarung der Breitenabhangigkeit 
der Rotation der Sonnenoberflache. Diese Probleme konnen aber offensichtlich 
nur im Zusammenhang mit der Theorie des Sterninneren gefordert werden und 
wir miissen uns daher in diesem Buche damit begniigen, auf ihre Bedeutung 
hinzuweisen. 

XVII. Kapitel. 

Der Sonnenrand. Protuberanzen, Chromo
sphare und Korona. Spektroheliogramme. 

95. Finsternisbeobachtungen. 
Wir erganzen zunachst den einleitenden Abschn. 89 des vorhergehenden 

Kapitels durch einige allgemeine Bemerkungen iiber Art und Technik der 
Beobachtung lotaler Sonnenfinsternisse: 

Kurz vor Beginn der Totalitat strahlt die auBerste Zone der Photosphare 
stell en weise durch die Taler des Mondes. Dessen Rand erscheint daher wie von 
einer Kette leuchtender Perlen umgeben, den sog. Baily-Beads. 

Kachdem dieses Phanomen vergangen ist, tritt kurze Zeit - "flash" - das 
gesamte FRAUNHOFER-Spektrum in Emission auf. Gleich darauf verschwinden 
die schwacheren Metallinien und es bleiben in der Hauptsache die BALMER
Linien des Wasserstoffs, die Heliumlinien und H + K von Ca+. Wir bezeichnen 
die ganze Schicht, welche die Emissionslinien des Flashspektrums liefert, als 
Chromosphare. Friiher nahm man an, daB deren unterer Teil auch fiir die Ent
stehung der FRAUNHOFERschen Absorptionslinien verantwortlich sei und nannte 
sie daher umkehrende Schicht. Die in den vorhergehenden Kapiteln entwickelte 
Theorie der FRAUNHOFER-Linien hat aber gezeigt, daB diese zum iiberwiegenden 
Teil (namlich mit Ausnahme der Mitten der starken Linien) in etwa denselben 
Schichten entstehen wie das kontinuierliche Spektrum. Wir wollen daher den 
Terminus "umkehrende Schicht" ganzlich fallen lassen. 

Aus der Chromosphare erheben sich da und dort die Protuberanzen. Wahrend 
deren Form und Bewegung jederzeit mit dem Spektroheliographen studiert 
werden kann, ist zum genaueren Studium ihres Spektrums - das in vieler 
Hinsicht dem der Chromosphare ahnelt - die Finsternisbeobachtung nicht zu 
entbehren. Auf die auBerste Hiille der Sonne, die Korona werden wir in Ab
schn. 99 zuriickkommen. 

Das zur Beobachtung von Chromospharc und Protuberanzen bei Finstcrnissen 
meist gebrauchte Instrument ist die Objektivprismenkamera. Fig. 128 gibt ein 
von der Cambridger Expedition in Benkoelen aufgenommenes Flashspektrum 
nebst den zugehorigen instrument ellen Daten und Hinweisen auf einige besonders 
bemerkenswerte Einzelheiten. Mit dem Konkavgitter kann man ohne jede 
Hilfsoptik arbeiten, da Parallelstrahlenbiindel, die in Richtung der Achse ein
fallen, bekanntlich stigmatisch abgebildet werden. Diese Anordnung, die sich 
durch hohe Dispersion und Lichtstarke auszeichnet, ist namentlich von S. A. 

1 Die Antriebsenergie der Sonnenflecken-Kaltemaschine stammte dann also letzten 
Endes von der Rotation der Sonne. 
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392 XVII. 95. Jumping-Film- und Moving-Plate-Spektrograph. 

MITCHELL [1740-41J mit Erfolg angewandt worden. Urn die GroBe der "Monde" 
unabhangig von der Brennweite des Gitters wahlen zu konnen, erzeugt J. A. 
ANDERSON [1704J zunachst durch einen Konkavspiegel (/"-'1 m) ein reelles 
Sonnenbild, macht durch einen 2. Konkavspiegel, dessen Krlimmungsradius 
gleich dem des Gitters ist (R ~ 6,6 m) die Strahlenbiindel wieder parallel und 
laBt sie dann senkrecht auf das Konkavgitter auftreffen. Man sieht leicht, 
daB dieses Instrument durch Luftunruhe, thermische Verzerrung der Z610staten
spiegel usw. (unabhangig von der Dispersion) nur in dem MaB beeinfluBt wird 
wie eine direkt arbeitende Kamera mit der Brennweite des 1. Spiegels, der die 
GroBe der "Monde" bestimmt. Bei der FestIegung des VerhaItnisses der Skala 
der monochromatischen Bilder zur Dispersion ist zu beachten, daB mit dessen 
Abnahme die kontinuierlichen Spektra z. B. von Protuberanzen und Korona 
gegenliber deren Linienspektren zurlicktreten. 

Da der Mond bei einer Finsternis sich mit genau bekannter Geschwindigkeit 
liber die Sonne hinwegbewegtl, so geben Reihenaufnahmen mit bekannten zeit
lichen Abstiinden die wertvollsten Aufschllisse liber Schichtung und Aufbau der 
Chromosphiire. Trotzdem K. SCHWARZSCHILD [1774J schon 1905 - die Publi
kat ion ist leider viel zu wenig bekannt geworden - diesen einfachen Gedanken 
angewandt hat, ist er erst 1932 von D. H. MENZEL [1711J in seinem "jumping
Film" -Spektrograph weiter entwickelt worden (Expositionsdauer = Zwischen
raum zweier Aufnahmen = 1,2 sek). Eine zeitlich stetige Registrierung des 
Spektrums einer bestimmten Stelle der Chromosphare gestattet der (altere) 
"Moving-Plate"-Spektrograph von W. W. CAMPBELL und D. H. MENZEL [1735J. 
Aus dem Spektrum wird hier in der Dispersionsrichtung ein schmaler Streifen 
durch einen Spalt ausgeschnitten, liinter dem sich senkrecht dazu mit bekannter 
Geschwindigkeit die Platte bewegt. Da bei dieser Anordnung die Auswahl einer 
ungestorten (d. h. von Protuberanzen freien) Stelle der Chromosphare Schwierig
keiten bereitet, und eine gewisse zeitIiche "Verwaschung" doch nicht zu ver
meiden ist, so wird man aber im allgemeinen der "Jumping-film"-Methode 
den Vorzug geben, die auf einer Aufnahmeserie alles liberhaupt Beobachtbare 
gibt. Urn den erfaBbaren Intensitatsbereich zu vergroBern, dlirfte in Zukunft 
die Anwendung simultan arbeitender Kammern von verschiedenem Offnungs
verhaltnis, aber sonst identischem Bau, zu erwagen sein. 

Bei der Auswertung aller derartiger Aufnahmen ist zu bedenken, daB der 
Mondrand nicht glatt, sondern mit Gebirgen besetzt ist, deren Hohe in der 
Projektion nahezu von denselben Dimensionen ist, wie die der Chromosphare. 
K. SCHWARZSCHILD [1774J und G. G. CILLIE und D. H. MENZEL [1711J haben 
1905 bzw. 1932 gefunden, daB die Helligkeit der feinen Photospharensichel 
kurz vor Eintritt der Totalitat an jeder Stelle linear mit der Zeit abnimmt. 
Man muB hieraus zunachst schlieBen, daB die Helligkeit am iiuf3erstm Sonnenrand 
nahezu konstant ist, was nach der Theorie des St~f-hlungsgleichgewichtes auch 
leicht verstandlich ist. Weiterhin kann man nun aber durch photometrischen 
Vergleich verschiedener Stellen der "Sichel" ein sehr detailreiches Profil des 
Mondrandes ableiten. tIber die DurchfUhrung vgl. K. SCHWARZSCHILD (s. oben). 
Die Variation der bei einer bestimmten Aufnahme erfaBten Hohen iiber dem 
Sonnenrand mit der Phase (Abstand vom Eintritt der Tot alit at in sek) zeigt 
fUr die Finsternis von 1905 die von D. H. MENZEL [1735J berechnete Fig. 129. 
Flir eine im Ab,tand Yola (in Einheiten des Sonnenradius) von der Verbindungs
linie Sonne-Mondmitte liegenden Stelle, die slch h . 103 km liber dem Sonnen
rand erhebt, liest man daraus leicht den Zeitpunkt ihrer Berlihrung mit dem 
Mondrand abo Die glatten Kurven sind fUr einen "spharischen" Mond berechnet, 

1 Projiziert auf die Sonne entspricht sie - der genaue Wert variiert natiirlich von 
Finsternis zu Finsternis - etwa 300 kmjsek. 
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wahrend fUr Phase 0 sek auch das auf Photographien groBen MaBstabes aus
gemessene "Mondprofil" eingezeichnet ist. Da dessen "Hohen" durchaus in 
derselben GroBenordnung liegen, wie die der Chromosphare, so ist seine sorg
faltige Beriicksichtigung unerlaBlich. Hat man am Mondrand mehrere hin
reichend ausgedehnte "Ebenen" mit passenden H ohendilferenzen, so kann man 
diese evtl. heranziehen, urn die zeitliche Folge der Aufnahmen sozusagen zu 
verdichten. 

In der alteren Literatur spielt die Bestimmung der "Hohett" verschiedener 
Linien (woraus man voreilig vielfach sogar gleich auf Schichtung nach Elementen 
schloB) mit Hilfe der auf einer Objektivprismen- oder Konkavgitteraufnahme 
gemessenen Ausdehnung der "Monde" eine groBe Rolle. Derartige Messungen 
werden aber, wie MENZEL (s. S. 392) an Hand von Fig. 129 bemerkt, durch Un
ebenheiten des Mondrandes unter Umstanden sehr stark affiziert. Abgesehen 
davon sind sie natiir-
lich abhangig von der 48 -2 

-1 
Lichtstarke der Appa- 0 

ratur usw. DaB sie mit 4SI---I---I---===t~;::~~~~~fr~ 
"Hohen" direkt nichts s'!;; 

0,11 dl zu tun haben, ersieht ' 8~ 

man schon aus der er- t I ___ T~::f;~~~~~~;:::;:;;::;:;:::::::~:::::::::~~10 
heblichen Abnahme der !/043f--

h-

Zahlenwerte mit wach- a 
sender Gliednummer in 
der BALMER-Serie. 1m 
giinstigsten Falle (nam
lich wenn der schein bare 
Mondrand emlgerma
Ben glatt ist und keine 
Protuberanzen storen) 
bilden die "Hohen" ein 
qualitatives MaB def 

Fig. 129. Die Kurven zeigen die Stellungen der Mondoberflache in Intervallen 
von 1 sek. Fur Phase 0 ist das wahre Mondprofil eingezeichnet. Abszissen: 

i ntensitiit der Linien. 

Hohe uber dem Sonnenrand. Ordinalen: Abstand von der Verbindungslinie 
der Zentren von Sonne und Mond in Einheiten des Sonnenradius. Fur die 

Finsternis von 1905 berechnet von D. H. MENZEL [1735]. 

Bei den bisher betrachteten Apparattiren dient durchweg die Chromosphare 
selbst als Spektrographenspalt. Es bleibt noch kurz zu erortern, was bei Be
niitzung eines Spaltspektrographen zu beachten ist: Ein weiter Spalt, der das 
Bild der gesamten Chromosphare faBt, kann mit Nutzen angewandt werden, 
um das kontinuierliche Spektrum von Korona und Himmelstreulicht zu redu
zieren. AuBerdem beseitigt er storende Spektren, die evtl. von der "anderen" 
Seite des Sonnenrandes herriihren. Wahlt man dagegen einen engen Spalt, so 
wird vielfach das Bild der Chromosphare in der GroBenordnung der Spaltbreite 
liegen. Die Intensitaten der Linien werden dann durch kleinste Veranderungen 
am Instrument stark beeinfluBt. Eine solche Anordnung i'lt also fiir allgemeine 
photometrische Untersuchungen nicht zu empfehlen ; man wird sie nur anwenden, 
wenn bei groBer Dispersion Prazisionswellenlangen oder die Konturen einzelner 
Linien gemessen werden sollen. 

AufJerhalb von Finsternissen erhalt man mit den groBen Gitterspektrographen 
der Turmteleskope in Chromosphare und Protuberanzen meist nur die starken 
BALMER- und PASCHEN-Linien des Wasserstoffes, H und K sowie die infrarote 
Gruppe von Call, die Da-Linie von Helium und das infrarote Sauerstofftriplett. 
Wenn auch diese Spektren durch Himmelsstreulicht (das evtl. durch Anwendung 
der LYOTSchen Technik herabgedriickt werden konnte) noch erheblich ver
unreinigt sind, so sind sie doch von groBer Bedeutung, da sie eine genaue Messung 
von Linienkonturen gestatten. Unter besonders giinstigen Umstanden haben 
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seinerzeit W. S. ADAMS und C. BURWELL [1703J an MT. WILSON sogar ein 
vollstandiges Spektrum der Chromsphare ohne Finsternis aufgenommen, aber 
abgesehen von der Seltenheit derartiger Gelegenheiten durfte eine photometrische 
Auswertung durch das Streulicht nahezu unmoglich gemacht werden. 

96. Der Helligkeitsabfall am aufiersten Sonnenrand. 
Die altbekannte Tatsache, daB der Sonnenrand uns scharf begrenzt erscheint, 

hat fruher zu den merkwurdigsten Hypothesen AnlaB gegeben. Mochte die Vor
stellung einer flussigen Photosphare zu ihrer Zeit noch ganz vernunftig erscheinen, 
so kann man die SCHMIDTsche Theorie, welche mit Strahlenbrechungen von der 
Art einer Fata Morgana in der Sonne operierte, nur unter die zahlreichen Curiosa 
der Astrophysik einreihen, die ihre Entstehung einem gelegentlichen Uber
wuchern der Spekulation verdanken. 

Die fast selbstverstandlichen Grundlagen der richtigen Erklarung hat 
K. SCHWARZSCHILD (1905) in seiner schon oft erwahnten Arbeit gegeben. \Vir 
entwickeln sie hier sogleich in etwas vervollstandigter Fassung. 

Die Temperatur der auBersten Schichten der Sonnenatmosphare ist nach 
Abschn. 27 nahezu konstant und gleich T = To = 4830°. Das Molekulargewicht 
ist nach Tabelle 36, Spalte 10 und Tabelle 22 bei dieser Temperatur yom Druck 
(in dem fraglichen Bereich) nur wenig abhangig; wir konnen mit einem jlIittel
wert fl = 2,75 rechnen. Da nach Kap. VII weiterhin in der Sonnenatmosphare 
der Gradient des Strahlungsdruckes gegenuber dem des Gasdruckes stets ver
nachlassigbar ist, erwarten wir also, daB die Abnahme des Gasdruckes P mit 
der Hohe h (gemessen von einem Ausgangsniveau mit dem Druck Po aus) dar
gestellt wird durch die Barometerformel IR = Gaskonstante; g = Schwere
beschleunigung) : 

(96,1) 
Dabei ist 

CJ. = ~ = 18 7' 10-8 cm-1 
RT ' (96,2) 

und_1 = 53,3 km die sog. "Hohe der homogenen Atmosphare". Da nach (96,1) 
IX 

der Druck auf je 53,3 km, entsprechend 0",074 urn einen Faktor e = 2,72 abnimmt, 
so ist damit der scharfe Sonnenrand qualitativ schon erklart. 

Es bleiben uns noch die fUr die Deutung des Flashspektrums wichtigen Auf
gaben, zu berechnen 1. wie der Helligkeitsabfall am auBersten Sonnenrand in 
quantitativer Hinsicht erfolgt und 2. welcher optischen Tiefe (in Richtung des 
Sonnenradius gemessen) der scheinbare Sonnenrand entspricht. 

Die Druckabhangigkeit des kontinuierlichen Absorptionskoeffizienten (den wir 
fur die Sonne naherungsweise als wellenlangenunabhangig betrachten durfen) 
wird bei der Temperatur T ((9 = 1,043) in dem in Betracht kommenden Druck
bereich dargestellt durch 

x = Xo P" oder log x = log Xo + n log P, (96,3 ) 

wobei nach Fig. 55 die Konstanten logxo=-1,71 und n=0,563 sind. Der 
Absorptionskoeffizient pro cm ist demnach (e = Dichte) 

x e = -~-t; . pn + 1 (96,4) 

und der Hohe h entspricht die von auBen herein in Richtung des Sonnenradius 
gemessene optische Tiefe T 
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co co 

pn-l-I r= XII' II .e-(n-l-1)lXh 
g (n + 1) 

r= J Kedh=~!; 
h 

. pn-l-I J e-(n-l-1)lXh dh o , 
h 

oder 
(96,5) 

Betrachtet man andererseits den Sonnenrand, so erhalt man im scheinbaren 
Abstand x (zum folgenden vgl. Fig. 130) vom Sonnenrand Strahlung aus einer 
Schicht der optischen Dicke 

co 

r' = 2J xedy. (96,6) 
o 

Nun ist nach Fig. 130 flir x und h Sonnenradius 
a = 6,95 . 1010 cm 

y2 = (a + h)2_ (a + X~2 ~ 2a (h- X)"'1 (96,7) 

und dy = Y 2(h--= x) dh 
und damit 

00 _ _ _ 

i' = 2xofl . pon-l-lJ e- (n-l-l)lXh. 1 / -~ dh. (96,8) 
RT V 2(h-x) 

x 

zl/m 8eo6Ilc/;ief' 
Fig. 130. Beobachtung am 

Sonnenrand. 

Nach Ausflihrung der Integration (Variable Vh-x) ergibt sich mit (96,2) 

, x lI P')n-l-l yzn---- -(n-l-l)lXx 
r = -.----- --' arx' e , 

g n+l 
(96,9) 

i' und i sind also verknupft durch die einfache Beziehung (n = 0,563; 
a = 6,95 '1010 cm; rx = 18,7 '10-8 cm-1) -Iogr: 

-2 -) -I/-

(96,10) 

Die Strahlungsintensitc.it die wir von einer Schicht 
der optischen Dicke r' im lokalen thermodynami
schen Gleichgewicht bei der Temperatur T be
kommen, ist 

wo 10 die KIRcHHoFF-PLANcK-Funktion flir T oder 
die im Sinne des ebenen Problems (Kap. V) ver
standene Helligkeit des Sonnenrandes bedeutet. Die 
nebenstehende Fig. 131 gibt eine graphische Dar
stellung von 111o in Abhiingigkeit von der Hohe h 
(in km vom Niveau r' = 1 aus gercchnet) bzw. log r 
und log r'. 

Wie man sieht, vollzieht sich der ganze Hellig
keitsabfall am Sonnenrand (bei der Gesamtstrahlung 
also z. B. von 40% der Intensitat in O-lVIitte auf Null) 
auf einer Strecke von nur ~ 1 00 km entsprechend 
0'; 14. Da dies viel weniger ist als die projizierte Hohe 
selbst kleiner unebenheiten der :\Iondoberflache, so 

0,8 

0,2 

j i 
-Iogr! 
o 1 -

1\ 
\ 

I 

1\ 
\ 
I~ 

- 2 

C2.100 -so 
........... 

o +!i0 +/00 +/sokm 
h-

Fig. 131. Helligkeitsabjall am du(Jer
steu Sonnenrand. Abszissen: T = 
optische Tiefe senkrecht zur Son
nenoberflache; 7:' = optische Dicke 
in Richtungder Sehlinie; h ~ Hohe 
in km; gerechnet von r' = 1 aus. 
Ordinaten: Intensitat in Einhelten 
der fur das ebene Problem berech-

neten Randintensitat. 

durfte es kaum moglich sein, die wahre Helligkeitsabnahme am auBersten Sonnen
rand irgendwie zu messen, sofern nicht schon in den hier betrachteten Schichten 
sich die in der Chromosphare (vgl. Abschn. 98) beobachtete anomale VergroBerung 
von 1/rx auf etwa das 10fache des in (96,2) bereclmeten Betrages bemerkbar 
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machen sonte. (Diese Frage kann zur Zeit noch nicht entschieden werden. 
Einstweilen rechnen wir mit dem "theoretischen" rJ. von Gl. (96,2) weiter, be
haIten jedoch die andere Moglichkeit im Auge.) 

Die optische Tiefe , - senkrecht zur Sonnenoberflache gemessen -- welche 
der scheinbaren Begrenzung (= steilster Helligkeitsabfall) des Sonnenrandes 
entspricht (,' ""'1), ist ''''''0,0028. Nach Gl. (96,5) berechnet man leicht den 

1 

zu dieser optischen Tiefe gehOrigen Gasdruck P bzw. Pg = ((n + :~ g. ,)n + 1 

und dann nach Tabelle 22 den Elektronendruck Pe: 

, = 0,0028: log Pg = 2,42 und log Pe = 0,62. (96,12) 

Zum Vergleich geben wir nochmals die in Tabelle 36 enthaltenen Werte fiir 

,=0,53: 10gPg =3,62 und 10gPe =1,84. (96,13) 
Gasdruck wie Elektronendruck diirften also in der Chromosphare 16 bis (in 
hoheren Schichten) etwa 500mal kleiner sein, als in den Schichten, welche die 
FRAUNHOFER-Linien erzeugen. 

Unsere Rechnungen bestatigen die schon im vorhergehenden Abschnitt 
geauBerte Anschauung, daB die das Flashspektrum hervorrufenden Schichten 
nur einen verschwindend kleinen Beitrag zu den FRAUNHOFER-Linien geben. 
Es erscheint daher -- wie insbesondere D. H. MENZEL betont hat - heute nicht 
mehr gerechtfertigt, von einer besonderen "umkehrenden Schicht" zu sprechen. 

97. Protuberanzen. 
Entgegen der Gewohnheit alterer Darstellungen betrachten wir die Pro

tuberanzen vor der Chromosphare, nachdem neuere Untersuchungen gezeigt 
haben, daB letztere am besten als ein Haufwerk kleiner Protuberanzen auf
zufassen ist. Wenn auch auBerlich betrachtet die Chromosphare ein Bild groBerer 
GesetzmaBigkeit zu bieten scheint, als die phantastisch anmutenden Formen 
und Bewegungen der Protuberanzen, so kann doch kein Zweifel dariiber bestehen, 
daB ein physikalisches Verstandnis der Chromosphare das der Protuberanzen 
zur Voraussetzung hat. 

A. Form und Klassifikation der Protuberanzen (E. PETTIT). An Hand 
von Beobachtungen der Form ~md Bewegung der Protuberanzen, wie sie in Emis
sion am Sonnenrand erscheinen, hat E. PETTIT [1763] folgende Klassifikation 
entworfen (Fig. 132): 

Klasse 1. Aktive Protuberanzen. Werden anscheinend durch ein sog. 
"Anziehungszentrum" (s. u.) oder einen benachbarten Sonnenfleck von der 
Stelle gerissen. 

Klasse 2. Eruptive Prot~tberanzen. Steigen in mehr oder weniger vertikaler 
Richtung empor. 

Klasse 3. "Fleck" - oder " Spritz" -Protuberanzen ("spot" 01' "flash" -type). 
Erinnern an die Wasserstrahlen eines Springbrunnens. Wie der Name sagt, 
kommt dieser Typ nur in der Nahe von Sonnenflecken vor. 

Klasse 4. Tornado-Protuberanzen zeigen das Aussehen einer vertikalen 
Spirale, wie ein gedrehtes Seil. 

Klasse 5. Ruhende Protub.eranzen zeigen innerhalb einiger Minuten nur 
geringfiigige Veranderungen. Halten sich oft tagelang. 

Es ist klar, daB Klasse 1 und 2 so gut wie stetig ineinander iibergehen und 
auch zu 3 noch eine gewi~se Verwandtschaft zeigen. Die Haufigkeit der ver
schiedenen Typen wachst - ebenso wie ihre mittlere Lebensdauer - von 
Klasse 1 nach Klasse 5 an. 
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Neben die in neuerer Zeit besonders von E. PETTIT (s. oben) gef6rderten 
Beobachtungen der Protuberanzen in Emission am Sonnenrand stell en wir die 
Beobachtungen in Absorption auf der Sonnenscheibe. 

b c 

Fig. 132. Klassilikation der Protuberanzen nach E. PETTIT [1763J. Die Reihenaufnahmen a- c zeigen die Verimderungen 

Klasse 1 
2 
3 
4 

im Verlaufe einiger MinuteD. 

Aktivcr Typus . 
Eruptiver Typus 
Flecktypus . 
Tornadotypus . 
Ruhender Typus 

a-b 
19 

5 
4 
6 

15 

b--c Zeitintervall 
11 min 
6 min 
4 mIll 
7 min 
6 min 

Fig. 133. Wasserstoffflocculi an drei aufeinanderfolgenden Tagen. Nach G. E. HALE [1642 I]; Aufnahmen von 
A.H. JOY vom 27., 28. und 30. Juni 1916. Am Sonnenrand crscheint der dunkle Flocculus als Protuberanz. 

Spektroheliographische Aufnahmen mit Licht aus der Mitte der K- oder 
besser der Hot-Linie brachten G. E. HALE [1725J und H. DESLANDRES [1718J 
bald auf den Gedanken, daB die langgestreckten dunklen "Filamente" (auch 
dunkle Flocculi oder dark markings genannt) nichts anderes sind, als Pro
tuberanzen in Absorption (Fig. 133). Der Fortschritt auf diesem Forschungsgebiet 
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wurde jedoch erheblich gehemmt durch zwei nachteilige Eigenschaften des 
Spektroheliographen: 

1. Bei den iiblichen Konstruktionen kann man den zeitlichen Abstand zweier 
Aufnahmen (Exposition, Nachjustieren usw.) kaum unter etwa 4 min bringen. 

2. Wenn ein Gebilde (in Absorption oder Emission) eine erhebliche Radial
geschwindigkeit (bei E. PETTIT [1762J z. B. v> 30 kmjsek) hat, so wird die Linie 
durch den Dopplereffekt aus dem Bereich des 2. Spaltes entfernt. Der betreffende 
Teil der Protuberanz fehlt also auf der Aufnahme. 

Beide Nachteile vermeidet das von G. E. HALE [1642J konstruierte Spektro
helioskop. Die Beobachtung erfolgt hier (vgl. auch Abschn. 89) visuell mit der 
H,,-Linie, deren Lage relativ zum 2. Spalt durch den "line-shifter" meBbar 
verandert werden kann, so daB man einerseits Gebilde aller Geschwindigkeiten 
erfassen und andererseits die letztere in km/sek direkt ablesen kann. 

Mit diesem Instrument haben G. E. HALE [1642J selbst in Pasadena und 
H. W. NEWTON [1747-48J in Greenwich un sere Kenntnis der Protuberanzen 
in ungeahnter Weise erweitert. Letzterer trifft zunachst folgende Einteilung: 

Klasse I. Dunkle Flocculi ("markings"), weIche die Nahe von Flecken (nicht 
aber die Fleckenzone als ganzes) meiden. Meist langgestreckte wohldefinierte 
Filamente, die sich oft iiber einen erheblichen Teil der Sonnenscheibe erstrecken. 
Dann und wann auch diffuse Flecke. Lebensdauer in der GroBenordnung von 
Tagen. Diese Gebilde sind zweifellos als ruhende Protuberanzen - PETTITS 
Klasse 5 - anzusprechen, wie auch gelegentlich direkt verifiziert werden konnte. 

Klasse II umfaBt dunkle Flocculi, die mit Sonnenflecken oder den zuge
horigen hpllen Wasserstoffflocculi verkniipft sind. Sie sind meist kleiner als 
Klasse I, gerade oder gekriimmte Filamente, auch kleine dichte Flecke. Ihre 
Lebensdauer zahlt nach Stun den oder Minuten. 

Die spektrohelioskopische Beobachtung auf der Sonnen scheibe hat vor der 
Beobachtung am Sonnenrand den Vorteil, daB sie zugleich Auskunft gibt iiber 
die Vorgange in tieferen Schichten, durch weIche die Protuberanzen vermutlich 
hervorgerufen werden. In diesem Sinne trifft H. W. NEWTON [1748J folgende 
feinere Unterteilung der unter II zusammengefaBten Eruptionen: 

IIA. Zuerst erscheint eine helle Emission (Wasserstoffflocculus). Sofort 
oder innerhalb einiger Minuten entsteht dann ein "absorption marking" = 

Protuberanz mit groBer Radialgeschwindigkeit. 
lIB. Einem bereits vorhanden ruhenden Flocculus (Kl. I) wird durch eine 

plotzlich auftretende Emission (die selbst nahezu ruhend bleibt) eine hohe 
Radialgeschwindigkeit erteilt. 

Die Gruppen II A u. B entsprechen offen bar im groBen und ganzen PETTITS 
Kl. 1 und 2; evtl. auch 4. In der Nahe von Sonnenflecken ist sowohl von HALE 
wie auch von NEWTON (s. oben) u. a. beobachtet worden, daB Filamente in 
den Fleck mit groBen Geschwindigkeiten "eingesogen" werden. Weiterhin be
obachtet man dann und wann, wie aus einem hellen kleinen Fleck ein Flocculus 
(Protuberanz) emporsteigt, urn dicht daneben in einem dunklen Fleck wieder 
zu verschwinden. Wir haben es hier offen bar mit "Fleck" - oder "Spritz"
Protuberanzen (PETTITS Kl. 3) zu tun. 

Ehe wir die Bewegungen der Protuberanzen genauer studieren, wollen wir 
mit E. PETTIT [1763J versuchen, durch Zusammenfassung von Grund- und 
AufriB ein anschauliches Bild ihres raumlichen Baues zu entwerfen und beziig
lich ihrer Dimensionen einige Zahlenangaben mitzuteilen: 

Die gewohnlichen ruhenden Protuberanzen (Filament e) stellen sich dar als 
eine diinne Schicht leuchtender Materie, die auf einer Schmalseite steht, "ahnlich 
der Flamme eines Fischschwanzbrenners" - wie PETTIT treffend bemerkt. 
Meist beriihrt diese Schicht die Chromosphare nicht iiberall, sondern beginnt 
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erst einige tausend Kilometer hoher und 1st mit dem Untergrund durch Gebilde 
verbunden, die man am ehesten den Luftwurzeln der Mangroven vergleichen 
kann. Kleinere Protuberanzen scheinen direkt aus der Chromosphare heraus
zuwachsen, die - wie wir schon bemerkten und spater eingehend begrunden 
werden - selbst als ein Gewimmel kleinster Protuberanzen aufzufassen ist. 
Die eruptiven Protuberanzen (Kl. 2) gleichen weitgehend den Wolken terrestrischer 
Vulkane. PETTITS Klasse 3, die Fleck- oder Spritzprotuberanzen, sind durch ihre 
Bezeichnung schon weitgehend beschrieben. Sie erheben sich innerhalb des 
Bereiches einer Sonnenfleckengruppe und kehren wie die Wasserstrahlen eines 
Springbrunnens wieder zur Chromosphare zuruck. Aktive Protuberanzen zeigen 
oft ausgedehnte nahezu horizontale Stucke, ehe sie "mit Kopfsprung" in einen 
Sonnenfleck oder ein sog. Anziehungszentrum eintauchen. 

Die durchschnittlichen Dimensionen der Protuberanzen1 (in Klammern die 
selten uberschrittenen Grenzwerte) sind nach E. PETTIT [1763 J 

Dicke,....., 10000 km ( 6000- 12000 km) 
Lange,....., 200000 km (60000-600000 km) 
Hiihe,....., 50000 km ( bis 100000 km) 

Den Hohenrekord halt zur Zeit eine von T. ROYDS [1770J Nov. 19, 1928 be
obachtete eruptive Protuberanz, die 929000 km = 1,3 Sonnenradien uber die 
Chromosphare emporstieg. 

B. Geschwindigkeit und Bewegungsgesetze der Protuberanzen. Durch 
direkte Vermessung zahlreicher in kurzen Zeitabstanden aufgenommener Spek
troheliogramme des Sonnenrandes hat E. PETTIT 2, 3 [1761-64J die "Eigenbe
wegungen" der Protuberanzen eingehend untersucht. ErfaBt wird dabei natur
gemaB nur die senkrecht zum Visionsradius stehende Geschwindigkeitskom
ponente. Weiterhin sei nochmals daran erinnert, daB Teile einer Protuberanz, 
die groBe Geschwindigkeitskomponenten im Visionsradius (Radialgeschwindig
keit > 30 km/sek) haben, dabei uberhaupt nicht zur Abbildung gelangen. 

Mit Spektrohelioskop und line-shifter haben sodann G. E. HALE [1642J und 
H. W. NEWTON [1747-48J auf der Sonnenscheibe die im Visionsradius liegende 
- also zur Sonnenoberflache meist nahezu senkrechte - Geschwindigkeits
komponente beobachtet. Diese Technik ermoglicht gleichzeitig ein genaueres 
Studium des "Untergrundes" der Protuberanzen und erscheint so berufen, 
Hinweise auf deren tiefere Ursachen zu geben. 

Betrachten wir nun die verschiedenen Klassen von Protuberanzen! 
Die ruhenden Protuberanzen (Klasse 5) zeigen nach E. PETTIT [1763J innere 

"Eigen"bewegungen von groBenordnungsmaBig 5-10 km/sek (seUen uber 
15 km/sek), deren Richtung innerhalb einer und derselben Protuberanz von 
Stelle zu Stelle rasch wechselt. Entsprechend findet H. W. NEWTON [1747] fUr 
83 % seiner Klasse I Radialgeschwindigkeiten von 0-4 km/sek, fUr 14% solche 
von 5-9 km/sek. Da weiterhin solche Gebilde sich oft tagelang mit ziemlich ge
ringen Anderungen erhalten, so mussen wir schlieBen, daB in den ruhenden Protu
beranzen die Schwerkraft der Sonne durch irgendeine Gegenkraft - deren Natur 
zuniichst noch otten bleiben mage - mit groper Genauigkeit kompensiert ist. Nach 
den Fallgesetzen wurde namlich schon eine Beschleunigungsdifferenz von 1/10 
der Schwerebeschleunigung g = 2,74.104 cmsek-2 in 1/2 Stunde eine Geschwin
digkeit von,....., 50 km/sek erzeugen. Die Kompensation der Schwerkraft durch die 
hypothetische Gegenkraft muB also so genau sein, daB sie bei der Haufigkeit 

1 Die Mittelwerte beziehen sich in erster Linie auf die am haufigsten beobachteten 
ruhenden Protuberanzen. 

2 Altere Literatur ist dort angegeben. 
3 Anm. b. d. Korr.: Weiterhin R. R. McMATH u. E. PETTIT, Ap. J. 85,279 (1937). 
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der ruhenden Protuberanzen nicht als ein Werk des Zufalles angesehen werden 
kann. Wir miissen vielmehr einen Mechanismus annehmen, der die Gegenkraft 
auf den Zahlenwert von - g gerade stabilisiert. 

Die eruptiven Protuberanzen (Klasse 2) zeigen nach E. PETTIT (s. oben) u. a. 
am Sonnenrand im allgemeinen seitliche Geschwindigkeitskomponenten von 
",20---40 kmjsek. Insbesondere bei kleinen, rasch explQdierenden Gebilden hat 
PETTIT mit Sicherheit noch Geschwindigkeiten bis 525 kmjsek gemessen. Die 
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Fig. 134. Bewegung eruptiver Protuberanzen. Nach E. PETTIT [I 764J. Nr. 36. September 21,1932; Nr. 37. Oktober 21. 
1934; Kr. 38. November 14, 1934; Kr. 39. juli27, 1920; Nr. 40. September22, 1935. Abszissen: G. c. T. der Beobachtung, 

Ordinaten: Hbhen der Protuberanz; Einheit = 1000 km. 

Beobachtungen H. W. NEWTONS (s. oben) an den absorption markings der 
Sonnenscheibe liefem ein ahnliches Bild; mit dem line-shifter konnte er Doppler
effekte bis zu -450 kmjsek nachweisen. 

E. PETTITS eingehende Untersuchungen der Bewegung von insgesamt 
40 Protuberanzen ergaben nun das vollig unerwartete 1. Bewegungsgesetz, daB 
die Geschwindigkeit der eruptiven Protuberanzen nicht gleichmafJig anwachst, 
sondern im allgemeinen konstant ist und nur gelegentlich ruckartig zunimmt. 
Diese Erscheinung kann sich in Zeitabstanden von der GroBenordnung einiger 
Minuten bis Stunden wiederholen. Fig. 134 zeigt einige der neuesten Arbeit 
PETTITS [1764J entnommene charakteristische Geschwindigkeitskurven. Urn sich 
gegen subjektive MeBfehler zu sichem, lieB PETTIT eine Protuberanz von drei 
erfahrenen Beobachtem vollig unabhangig ausmessen, ohne daB sich an dem 
Charakter der Ergebnisse etwas geandert hiitte. Wir miissen also folgem, daB bei 
den eruptiven Protuberanzen wie bei den ruhenden normalerweise die Schwerkraft 

2311 
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dureh die erwiihnte Gegenkra/t ziemlieh genau kompensiert wird. Die Be
schleunigung erfolgt in Impulsen, deren Ubertragung kaum mehr als einige Minuten 
dauert. 

N euerdings glaubt E. PETTIT [1764] noch ein zweites Bewegungsgesetz der 
eruptiven Protuberanzen gefunden zu haben, das besagt, daB bei einer Geschwin
digkeitsiinderung die neue Geschwindigkeit ein kleines ganzzahliges Viel/aches der 
allen ist. Das wiirde also heiBen, daB die einer Protuberanz mitgeteilten Impulse 
(f K dt) immer ganzzahlige Vielfache eines bestimmten - fUr verschiedene 
Protuberanzen verschiedenen - Betrages sind. Vom Standpunkt der vorher
gehenden Erorterungen aus erscheint es naheliegend, dies dahin zu deuten, daB 
auf eine Protuberanz mehrmals hintereinander, sei es in Zeitabstanden von der 
GroBenordnung einer Stunde oder weniger Minuten Impulse derselben GroBe 
iibertragen werden konnen. 

Systematische Untersuchungen liber das Anwachsen der Geschwindigkeit 
eruptiver Protuberanzen mit Spektrohelioskop und line-shifter in Absorption 
auf der Sonnenscheibe schein en noch nicht vorzuliegen. Dagegen geben die 
erwahnten Beobachtungen von G. E. HALE und H. W. NEWTON (s. S. 398) 
schon bestimmte Hinweise auf die "tiefer" liegenden Ursa chen der Protuberanzen
eruptionen. Wie schon die unter A. gegebene Klassifikation H. W. NEWTONS 
(IIA und B) andeutet, sind die wichtigsten Moglichkeiten, daB ein heller 
Wasserstoffflocculus entweder selbst eine Protuberanz erzeugt oder eine schon 
vorhandene ruhende Protuberanz in Bewegung versetzt. Die hellen Wasser
stoffflocculi (-Eruption en) lib en also auf die Materie der Protuberanzen eine 
AbstoBung aus. Wie dagegen der Untergrund einer ungestorten ruhenden 
Protuberanz sich von der normalen Photosphare unterscheidet, scheint be
obachtungsmaBig noch nicht mit Sicherheit festzustehen. Auf vielen Hrx
Spektroheliogrammen der Sonnenscheibe erscheinen die langgestreckten Fila
mente = Protuberanzen von einem hellen Saum umgeben, so daB man ver
muten kann, daB sie auf einem hell en Flocculus aufsitzen. 

Weiteren AufschluB liber den Mechanismus der Protuberanzenbewegung 
geben die umfangreichen Beobachtungen von E. PETTIT (s. S. 399) am Sonnen
rand und von G. E. HALE und H. W. NEWTON (s. s. 399) auf der Sonnenscheibe 
liber die 

Protuberanzen vom Sonnenfleckentyp (Klasse 3). 
Ganz allgemein lib en Sonnenflecken auf benachbarte Protuberanzen eine Art 

von Anziehungskrajt aus, so daB man nicht selten beobachtet, wie eine Pro
tuberanz von einem Fleck "eingesogen" wird. Die entstehenden Geschwindig
keiten liegen durchschnittlich bei 30-50 km/sek, erreichen aber gelegentlich 
liber 100 km/sek. Die Annaherung an den Fleck erfolgt nach PETTIT meist 
in nahezu horizon taler Richtung; dann geht der Kopf der Protuberanz steil 
nach unten und taucht meist in die Penumbra des Fleckes ein. 1m Spektro
helioskop erscheint (bei Beobachtung auf der 8-Scheibe) dort daher ein dunkler 
Knoten. Die "Splash"-Protuberanzen sind nun - wie die Beobachtungen von 
HALE und NEWTON eindeutig zeigen - so aufzufassen, daB eine aus einem hellen 
Flocculus emporsteigende Protuberanz von einem benachbarten Fleck so fort 
wieder eingesogen wird, so daB ein Bogen entsteht, der an den Wasserstrahl 
eines Springbrunnens erinnert. Endlich bestehen die auf den Wasserstoff
spektroheliogrammen haufig sichtbaren "H ydrogen-Vortices" von HALE offen bar 
aus kleinen Protuberanzen, die - bei den hohen Geschwindigkeiten entstehen 
erhebliche Corioliskrafte - spiralig in die Flecke hereingezogen werden. 

Neben den Sonnenflecken scheinen nach Angaben der Beobachter die Pro
tuberanzen auch durch sog. Anziehungszentren beeinfluBt zu werden, deren Natur 

UnsOld, Sternatmosphilren. 26 
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noch nicht geklart ist. Vielleicht handelt es sich dabei einfach urn Stellen mit 
wenig ausgepragter Fleckbildung. 

N ach E. PETTIT [1764] befolgen auch die von Sonnenflecken hervorgerufenen 
Stromungen von Protuberanzen der Klasse 3 die schon formulierten beiden 
Bewegungsgesetze der eruptiven Protuberanzen. 

Die iibrigen Typen von Protuberanzen bieten in prinzipieller Hinsicht nicht 
viel Neues. Wir konnen also zusammenfassend - soweit sich dies zur Zeit 
iibersehen HiBt - die Bewegungserscheinungen der Protuberanzen aller Klassen 
zuriickfiihren auf folgende Prinzipien: 

a) Die auf die Protuberanzen wirkenden Krafte unterliegen einem regu
lierenden Mechanismus, der die Tendenz hat, sie gerade gegen die Schwerkraft 
auszubalancieren. Die Protuberanzen konnen daher lange Zeit im Zustand der 
Ruhe oder der gleichformigen Bewegung beharren. 

b) Die Beschleunigung der Protuberanzenmaterie erfolgt stoBartig; d. h. 
innerhalb sehr kurzer Zeit wird der Protuberanz ein erheblicher Impuls L1 (mv) 
erteiltl. Haufig werden auf eine Protuberanz mehrmals hintereinander Impulse 
desselben Betrages iibertragen. 

c) Helle Wasserstoffflocculi (-Eruptionen) wirken auf Protuberanzen ab
stoBend, Sonnenflecke anziehend. 

Wenn auch die Versuchung groB ist, so wollen wir doch an dieser Stelle noch 
keine Hypothesen iiber den physikalischen Charakter der "Protuberanzenkraft" 
entwickeln, sondern uns zunachst spektroskopischen Problemen zuwenden. 

C. Verteilung der Elemente in Protuberanzen. Da die Protuberanzen sich 
haufig mit Oberschallgeschwindigkeit bewegen, so muB man - noch ohne sich 
auf detailliertere Vorstellungen festzulegen - annehmen, daB die treibenden 
Krafte nicht hydrodynamischer Art sind, wie bei terrestrischen Vulkanaus
briichen, sondern daB sie direkt an einzelnen Atomen angreifen. Man ist daher 
zunachst geneigt, zu erwarten, daB zum mindesten in eruptiven Protuberanzen 
verschiedene Elemente "aussortiert" werden. Trotzdem dieses Problem der 
Trennung verschiedener Elemente schon alt ist, haben es erst neuerdings 
E. PETTIT [1763] vom empirischen und W. H. MCCREA [1715] vom theoretischen 
Standpunkt aus eingehender behandelt mit dem Ergebnis - das wir gleich 
vorwegnehmen -, daB ein solcher Effekt in den Protuberanzen keine merkliche 
Rolle spielt. 

Die altere Literatur unterscheidet meist die gewohnlichen Protuberanzen, die 
in der Hauptsache die Wasserstofflinien, die starken Ca+-Linien und ReDs 
zeigen, von den metallischen Protuberanzen 2, die auBerdem das griine Mg-Triplett, 
eine Reihe von Fe+-Linien, manchmal auch die NaD-Linien usw. zeigen. 
E. PETTIT [1763] vergleicht nun beide Typen von Spektren hinsichtlich der 
Linienintensitaten mit den Flashspektrumbeobachtungen von S. A. MITCHELL. 
Dabei zeigt sich, daB die Spektren der gewohnlichen Protuberanzen in der 
Hauptsache aus den Linien bestehen, die in MITCHELLS Schatzungsskala eine 
Intensitat > 30 aufweisen, wahrend in den metallischen Protuberanzen auch noch 
die schwacheren Flashlinien bis >-15 auftreten. Es kann also kein Zweifel 
dariiber bestehen, daB die "gewohnlichen" und die "metallischen" Protuberanzen 
sich in der Hauptsache nur durch ihre Intensitiit unterscheiden. Wieweit es sich 
im einzelnen urn Unterschiede in der wirksamen Schichtdicke oder in der Starke 
der Anregung handelt, konnte nur durch ausgedehnte spektralphotometrische 
Messungen geklart werden. 

1 Man beachte den engen Zusammenhang dieser Aussage mit dem Prinzip a. 
2 Vgl. besonders Kodaikanal Obs. Bulletin. 
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Vergleicht man weiterhin auf Flashaufnahmen von groBem MaBstab (Fig. 128 
- nach STRATTON) das Aussehen der Protuberanzenbilder in Linien verschiedener 
Elemente aber gleicher Intensitat, so kann man keinerlei Unterschied erkennen. 
Es findet also keine merkliche Trennung der Elemente statt. 

Die Unterschiede zwischen den Bildern mit Linien verschiedener Intensitat 
muB man in der Hauptsache auf Selbstabsorption in den Protuberanzen und 
photographische Effekte zuruckfUhren. E. PETTIT (s. S. 402) hat noch Pro
tuberanzenaufnahmen im Lichte der Ca+-Linien H und K eingehend verglichen 
mit Aufnahmen und spektrohelioskopischen Beobachtungen in Ha.. Er gibt 
- noch mit Vorbehalt - an, daB die sog. "streamers", also Anhange der Pro
tuberanzen, die meist einem Fleck oder Anziehungszentrum zustreben, im 
Ha.-Licht relativ schwacher erscheinen. Nach visuellen Beobachtungen von 
B. LyOT [1733J tritt dasselbe Phanomen im Da-Licht noch ausgesprochener in 
Erscheinung. Wie schon LYOT bemerkt und die unter D. zu besprechenden 
spektralphotometrischen Messungen mit Bestimmtheit zeigen, kann man diese 
Unterschiede zwanglos darauf zuruckfUhren, daB die Selbstabsorption in H und K 
starker ist als in Ha. und in dieser Linie wiederum starker als in der Da-Linie, 
welche praktisch selbstabsorptionsfrei ist. Ob daneben noch wirkliche Anregungs
oder Ionisationsunterschiede in Betracht zu ziehen sind, lieBe sich nur durch 
exakte spektralphotometrische Messungen entscheiden. 

Fur die Annahme einer Trennung verschiedener Elemente scheint zunachst 
auch die Beobachtung von E. J. PEREPELKIN [z. B. 1755J zu sprechen, daB 
die Ca+-Linien gewohnlich groBere Radialgeschwindigkeiten ergeben als die 
Wasserstofflinien. Aber auch diese Wahrnehmung laBt sich - wie wir sehen 
werden - zwanglos mit der Selbstabsorption der Ca+-Linien in Verbindung 
bringen. 

Nachdem wir uns uberzeugt haben, daB in den Protuberanzen keine merkliehe 
Trennung versehiedener Elemente eintritt, betraehten wir mit W. H. MCCREA 
[1715] unser aueh fUr die Deutung der WOLF-RAYET-Sterne und NOVAE wichtiges 
Problem yom Standpunkt der Theorie aus. 

Wir berechnen zunachst die Kraft F, welche zwei Case 1 und 2 pro Volum
einheit aufeinander ausiiben, wenn sie sich mit der Relativgeschwindigkeit U durch
dringen. Dieselbe Kraft - nur mit entgegengesetztem Vorzeiehen - ware 
erforderlich, um die Relativgeschwindigkeit U aufrecht zu erhalten. 

MCCREA bedient sich zur Losung dieses Problems der allgemeinen Ansatze 
der S. CHAPMANschen Diffusionstheorie. Wir mochten dane ben auf die enge 
Analogie zur klassischen I Theorie der Elektronenleitung in Metallen von DRUDE
LORENTZ hinweisen (Elektronengas bewegt sich unter der Wirkung des elektri
schen Feldes durch das Ionengitter). Da es uns auf groBe Genauigkeit nicht 
ankommt, so begniigen wir uns mit den einfachen und anschaulichen Rechen
methoden DRUDEs. Es bedeute im folgenden 

ml> m2 Masse } d P 'k 1 d G b 
V1> V2 Anzahl pro cm3 er arb e es ases 1 zW. 2. 

eli 'ttl G h' d' k' d G 1 in Riehtung der Kraft F 
Ul> U 2 e ml ere esc Wlll 19 elt er ase b d R 1 t' 
P P. .. B K ft T '1 h zw. er e a lV-

I = mIgl 2 = m2g2 au ere ra pro el c en h' d' k 't U ( ) gesc Wlll 19 el S. U. 

U = U1 - U 2 Relativgeschwindigkeit der Gase 1 und 2. 

1 Da in den Protuberanzen uSW. die Drucke niedrig sind, so spielen Entartungserschei
nungen selbstverstandlich keine Rolle und die fur die Metalle selbst ja zum Teil un
richtigen Ansatze der klassischen Theorie sind also fast ohne Anderung anwendbar. 

26* 
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Es sei weiterhin 
1/T: die Zahl der StoBe von Teilchen des Gases 1 mit solchen des Gases 2 pro 

cm3 und sek. (Nur diese beteiligen sich ja an der Impulsubertragung.) 
1/'1 die Zahl der StoBe eines bestimmten Teilchens 1 mit irgendwelchen Teilchen 

2 pro cm3 und sek. 
1/'2 die Zahl der StoBe eines bestimmten Teilchens 2 mit irgendwelchen Teilchen 1 

pro cm3 und sek. 

Dann gilt zunachst offensichtlich 

(97,1) 

Unter dem EinfluB der Kraft PI erlangt nun ein Teilchen 1 wahrend seiner 

Flugzeit '1 eine Zusatzgeschwindigkeit P 1_. '1' Seine mittlere Zusatzgeschwindig
m1 

keit wurde also~. PI... 'v wenn wir annehmen durften, daB bei jedem Zusammen-
2 m1 

stoB eine vollstandige Abgabe des Extraimpulses erfolgte. Dies trifft jedoch 
nur fUr zentrale StoBe zu, bei streifenden ZusammenstoBen zweier Teilchen 
wird gar kein Impuls ubertragen. Wir zahlen daher nur die Halfte aller Sti:iBe 
als "impulsubertragend" und erhalten fUr die mittlere Zusatzgeschwindigkeit 
der Teilchen 1 

m1 ttl = PI . '1 . (97,2) 

Fur die Teilchen 2 wird entsprechend 

m2 u2 =P2 "2' (97,3) 
Nun ist nach dem Prinzip von actio und reactio die Kraft F, welche die beiden 
Gase pro cm3 aufeinander ausuben 

F = VI PI = -V2 P2 (97,4) 

und (97,2 u. 3) gehen wegen (97,1) uber in 

VI ml U I =V1Pl'1 =vIF, } (97,5) 
v2 m2 u2 = V2 P2 '2 = -V2 Fi 

Definieren Wlr noch in bekannter Weise die effektive Molekiilmasse durch 

~_ = --.!_ + _1_ oder fl = _~l m2 (97,6) 
ft ml m2 ml + m2 ' 

so erhalten wir aus (97,5) die einfache Verknupfung zwischen der trennenden 
Kraft Fund der Relativgeschwindigkeit der beiden Gase 

[ 1 ft I 
I U = U I -U2 =,t'Fi bzw. F =1- U. ~ (97,7) 

Nunmehr bleibt noch die mittlere Zeit i zwischen zwei StoBen 1 ~ 2 pro cm3 

und sek zu berechnen. Bezeichnen wir den Wirkungsradius (= Sum me der 
Radien) beider Teilchen fUr diese StoBe mit 

a = a l + a2 , (97,8) 

so ist die freie Weglange ll' welche ein Teilchen 1 im Mittel zurucklegt, bis es 
auf ein Teilchen 2 stoBt, festgelegt durch 

n a2 ·ll v2 ~ 1 

und die mittlere Zeit '1 zwischen zwei StoBen wird 

i1 = llF/) , 

(97,9) 

(97,10) 
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wo 1) die mittlere Relativgeschwindigkeit (geordnete + ungeordnete Bewegung!) 
der Teilchen 1 und 2 bedeutet. Aus (97,9 u. 10) erhalt man mit (97,1) 

(97,11) 
und mit (97,7) 

F=1'I1'2·wna2·vU. (97,12) 

Bei der Berechnung von v fassen wir zunachst mit MCCREA zweckmaBig zwei 
Grenzfalle ins Auge: 

Fall I: U ist klein verglichen mit den thermischen Geschwindigkeiten. Dann 
wird nach einer bekannten Formel der kinetischen Gastheorie 

(97,13) 

und also nach (97,12) 

F = F' = 21'11'2 a2Y;n kY-:-n::\m1~~ . U. (97,14) 

Die von McClmA ([1715J, Gl. 7) mit Hilfe der CHAPMANschen Theorie abge
leitete exakte Formel unterscheidet sich hiervon nur durch einen Zahlenfaktor 4/3, 
der bei uns durch nicht ganz korrekte Mittelbildungen verloren ging. (Beim 
heutigen Stande unserer Kenntnis der Wirkungsradien a ist er ubrigens vollig 
belanglos. ) 

Fall II: U ist grofJ verglichen mit den thermischen Geschwindigkeiten. Dann 
ist einfach 

(97,15) 
und nach (97,12) 

(97,16) 

Ganz allgemein, also auch fUr das Ubergangsgebiet zwischen Fall I und II kann 
man ersichtlich mit ausreichender Genauigkeit schreiben 

und mit (97,12) 

V= y8~k:;U2 (97,17) 

(97,18) 

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen der Relativgeschwindigkeit U 
zweier Gase und ihrer Wechselwirkungskraft F fUr den Fall gleichfOrmiger 
Bewegung berechnet haben, verallgemeinern wir nunmehr auf beliebige Bewegungs
zustande. 

Die Kraft (Gravitation, Strahlungsdruck usw.), welche auf ein Teilchen des 
Gases 1 wirkt, sei wieder PI = m1 g1• Die Geschwindigkeit des Gases 1 sei u1 
und seine Beschleunigung !t1. Entsprechende Bezeichnungen gelten fUr Gas 2. 
Dann lautet nach den Grundprinzipien del' Mechanik die Gleichung fUr die 
Relativbewegung del' beiden Gase 

M{(gl-U1)-(g2- U2)}=F, (97,19) 

wo M die effektive Masse pro cm3 bedeutet. Das heiHt 

1 _ 1 + 1 
M - vIml v2 m2 

(97,20) 

Berucksichtigen wir noch, daB 
(97,21 ) 



406 XVII. 97. Relaxationszeit to' 

die Diehte des Gases 1 + 2 bedeutet und setzen zur Abkurzung 

F = VI mi' V 2 m2 ' (/> (V) , 
sowie entspreehend 

noeh 
gl-g2= G, 

so nimmt die Bewegungsgleichung (97,19) die ubersichtliche Form an 

I (; = G-e(/>(V). I 

Dabei ist nach (97,14) im Fall I (kleine Trennungsgesehwindigkeit): 

. 11 2nkT (/>(V) = IX V mlt IX = 2a2 (+ )--
m1mZ m1 m 2 

und nach (97,16) im Fall II (groBe Trennungsgesehwindigkeit): 

(/>(V) = fJ V2 mit fJ ~ n (12 • 

m1 + m2 

(97,22) 

(97,23) 

(97,24) 

(97,25) 

(97,26) 

(97,27) 

Aus (97,25) entnehmen wir zunachst die Grenzgeschwindigkeit V = Vo, die 
sieh unter der Wirkung einer konstanten Relativbesehleunigung G naeh einer 
hinreichend langen Zeit einstellt. Fur (; = 0 wird 1 

G 
(/>(Uo) =- (97,28) 

(! 

und also bezw. fur 

Fall I: V'-~ 
0- (! ex' (97,29) 

Fall II: V" _ G 
o - V(!{JG 

(97,30) 

Weiterhin konnen wir mit Gl. (97,25) aber aueh leicht die Relaxationszeit to 
abschatzen, die verstreichen muB, bis sich der stationare Zustand mit der 
Trennungsgesehwindigkeit V~ bzw. V~ nahezu eingestellt hat. Wir sehreiben 
Gl. (97,25) im 
Fall I: Ll V = (G-elX V)Ll t (97,31) 

und erhalten dureh einfaehe Dimensionsbetrachtung 

t' ~ _1 • (97,32) 
o (!OC 

Wie man erwarten muB und unschwer nachrechnet, ist t~ stets von derselben 
GroBenordnung, wie die kleinere der eingangs betraehteten StoBzeiten Tl bzw. T2. 

Entsprechend wird im 
Fall II: LlV=(G-efJ V2)Llt (97,33) 
und damit 

t,, __ 1__ 1 
0- (!{JUo - V(!{JG • (97,34) 

Der allgemeine FalllieBe sieh nach (97,18) ebenfalls ohne nennenswerte Schwierig
keiten behandeln. 

Urn die im vorhergehenden entwiekelte Theorie auf die Protuberanzen usw. 
anwenden zu konnen, muB noeh wenigstens die GrofJenordnung der StofJradien a 

1 Dieses Teilergebnis kann man natiirlich auch direkt unseren Ausgangsformeln ent
nehmen. 
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er6rtert werden. Fur Zusammenst6Be neutraler Atome kann man etwa die 
bekannten gaskinetischen Daten benutzen. Fur ZusammenstOBe von Wassersto//
kernen mit Atomen zieht MCCREA Messungen von RAMSAUER und Mitarbeitern 
heran, die fur den in Frage kommenden Geschwindigkeitsbereich auf dieselbe 
Gr6Benordnung fuhren. Wir werden also nicht weit fehl gehen, wenn wir mit 
MCCREA allgemein 

a,.....,2 'lO-s cm (97,3 5) 
setzen1. 

Nunmehr k6nnen wir uns endlich an die Zahlenrechnung begeben: 
Gas 1 sei das weitaus haufigste Element, der Wasserstoff mit m1 =mH. 

Gas 2 sei z. B. Ca+ mit m2 = 40 mH; ferner '/11>- '/12 und daher e R::I '/11 ~. Die 
Relativbeschleunigung sei 

G=k·g. (97,36) 

g = 2,74 . 1 04 cmsek-2 bedeutet dabei die Schwerebeschleunigung auf der Sonne. 
k durfte (s. u.) wahrend gr6Berer Zeitintervalle (> etwa 5 min) den Wert 1 nicht 
erheblich uberschreiten. Die Temperatur T setzen wir gleich 5000° K. Dann 
erhalten wir: 

I 3,1' 1010 I (9737) to = [sek].... ' 
VI 

Fall I (U -< 10 kmjsek) : 

U~ = 8,6· 1014. ~ [cmjsek-l] und 

Fall II (U:::O-10kmjsek): 1 
1/ k " 1,1' 106 (97,38) 

U~ = 3,0 ,1010 V VI [cmjsek-1] und to = -{v;:k [sek] .... J 

Damit die Geschwindigkeitsdifferenzen zwischen Kalzium und Wasserstoff den 
Betrag von U~ = 5 kmjsek = 5 . lOocmjsek nicht uberschreiten, muB nach 
(97,37) - wenn wir noch k R::I1 annehmen - die Konzentration 

'/11 > 1,7' 109 Teilchenjcm3 (97,39) 

sein. Fur U~ < 20 km/sek erhalt man entsprechend nach Gl. (97,38) 

'/11 > 2,2 . 108 Teilchenjcm3 • (97,40) 

Wir werden unten zeigen, daB die spektroskopischen Beobachtungen ganz 
unabhangig von den im vorhergehenden entwickelten Formeln auf Dichten 
fUhren, die mit den Bedingungen (97,39 u. 40) durchaus vertraglich sind. 

Die Relaxationszeiten berechnet man nach (97,37 bzw. 38) leicht fUr 

'VI = 1,7'109 Teilchenjcm3 zu t~ = 18sek (97,41 ) 
und fur 

'VI = 2,2' lOs Teilchenjcm3 zu t~ = 74 sek, (97,42) 

d. h. der stationare Zustand stellt sich praktisch momentan ein. 
D. Quantitative Untersuchungen libel' das Linienspektrum 2 del' Pro

tuberanzen. AnlaBlich seiner Beobachtung der Sonnenfinsternis vom 30. Aug. 
1905 hat K. SCHWARZSCHILD 3 [1774J eine rationelle Einheit fur die Intensitat 
von Protuberanzenlinien definiert: Die in del' Linie emittierte Energie wird ver
glichen mit der innerhalb von 1 A im Spektrum des Sonnenrandes (unter 
denselben sonstigen Verhaltnissen) ausgestrahlten Energie. SCHWARZSCHILDS 

1 Dieser Wert ist eher zu klein, als zu groB. - Bei einer strengen Rechnung miiBte 
insbesondere das im vorhergehenden stets beniitzte elastische Kugel-Modell aufgegeben 
werden. 

2 Kontinuierliches Spektrum s. unter G. 
3 Diese Arbeit soUte jeder angehende Astrophysiker auf das Griindlichste studierenl 
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MaBeinheit gibt also - mit anderen Wort en - die Aquivalentbreite AA der Linie, 
bezogen auf das Spektrum des Sonnenrandes. Da letzteres nach der Theorie 
des Strahlungsgleichgewichtes der Hohlraumstrahlung fur die Grenztemperatur To 
der Sonne entspricht, so bildet nach dem KIRCHHOFFschen Satz die SCHWARZ
SCHILDsche Emissionseinheit das genaue Analogon der in der Theorie der Ab
sorptionslinien schon viel benutzten "Gesamtabsorption", sofern wir annehmen 
durfen, daB in den Protuberanzen thermisches Gleichgewicht fUr die Tem
peratur To besteht. 

Aber nicht nur theoretische Gesichtspunkte, sondern auch praktische Er
wagungen lassen SCHWARZSCHILDB Einheit - mindestens fUr Finsternis
beobachtungen - als die rationellste erscheinen: Da das Spektrum des auBersten 
Sonnenrandes (Baily beads) bei Objektivprismenapparaten nahezu gleichzeitig 
mit dem der Protuberanzen aufgenommen wird, so sind meteorologische Ein
flusse usw. weitgehendst ausgeschaItet. 

Sollen Intensitatsmessungen an Protuberanzenlinien auBerhalb von Finster
nissen ausgefUhrt werden 1, so laBt sich schon wegen der Luftunruhe der auBerste 
Sonnenrand nicht als "VergleichslichtqueIIe" benutzen. Man wird dann, wie dies 
z. B. M. MINNAERT und C. SLOB [1738J bei ihren wichtigen Messungen an H(f. 
und He Da get an haben, die Aquivalentbreite zunachst auf das Spektrum der 
Sonnenmitte beziehen. Die Umrechung auf die SCHWARZSCHILDsche Einheit 
geschieht dann einfach durch MuItiplikation mit dem IntensitatsverhaItnis 
Sonnenmitte: Sonnenrand = Iii = o/Iii = n/2 fUr die betreffende Wellenlange. Leider 
ist dieses VerhaItnis wegen der Unsicherheit in der Extrapolation fUr {) -';- 1£/2 
noch nicht sehr genau bekannt, doch werden verbesserte Randverdunkelungs
messungen diesem Mangel hoffentlich bald abhelfen. 

Eine ganz andere Methodik zur Messung der Intensitat von Protuberanzen
linien haben bei der Finsternis vom 29. Juni 1927 A. PANNEKOEK und N. W. 
DOORN [1752J angewandt. Sie benutzen als Vergieichslichtquelle eine geeichte 
Nitralampe und geben schlieBlich die gesamte Emission ihrer Protuberanzen 
(in den Raumwinkel 41£) in erg/sek an (ebd., Tabelle 8, SpaIte 8). Die 
Beziehung dieser Einheit zur SCHWARZScHILDschen laBt sich mit Hilfe der 
bekannten FIache der Protuberanzen und der gieichfalls bekannten KIRCHHOFF
PLANcK-Funktion fUr die Grenztemperatur To der Sonne leicht herstellen. In 
meBtechnischer Hinsicht ist das Verfahren von PANNEKOEK und DOORN wegen 
der Schwierigkeit und Unsicherheit der Transmissions- und Extinktionskorrek
tionen usw. dem SCHWARZSCHILDschen erheblich unterlegen. 

Die bis jetzt beschriebenen Untersuchungen beschranken sich mit Rucksicht 
auf das Trennungsvermogen der benutzten Spektralapparate auf die Messung 
von Aquivalentbreiten. Einen ersten Versuch zur direkten Erfassung der 
Konturen von Protuberanz~nlinien (bezogen auf das Spektrum der c: -Mitte als 
Intensitatseinheit) hat 1929 A. UNSOLD [13591 mit dem 150'-Turmteleskop an 
Mt. Wilson gemacht Die Ergebnisse - auf die wir noch zuruckkommen 
werden - ermutigen durchaus zur Fortsetzung dieser aus auBeren Grunden 
vorzeitig abgebrochenen Beobachtungen. 

Ehe wir diese praktischen Probleme verlassen. sei noch generell auf einige Fehlerquellen 
hingewiesen: Einmal ist die Messung der Hohe einer bestimmten Protuberanzenstelle iiber 
dem Sonnenrand wegen der Luftunruhe und Nachfiihrungsschwierigkeit nicht so einfach. 
wie man zunachst annehmen mochte. Hierzu vgl. E. J. PEREPELKIN [1754 u. 1758]. Bei 
Beniitzung von Linsenfernrohren sind sod ann deren Farbfehler zu beachten. die beim Ver
gleich z. B. von H(f. mit H und K, leicht verhangsnisvoll werden konnen. Endlich sei noch 
an die bekannte Notwendigkeit und Schwierigkeit der Streulichtkorrektion erinnert. 

1 Neuerdings haben R. v. d. R. WOOLLEY und H. W. NEWTON [1781] eine vielverspre
chende Technik fiir Intensitatsmessungen mit dem Spektrohelioskop entwickelt. 
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E. Selbstabsorption in den Spektrallinien von Protuberanzen. Aus der 
Intensitiit von Spektrallinien wollen wir Ruckschlusse ziehen auf die Anzahl 
strahlender Atome und damit auf Zusammensetzung, Ionisations- und Anregungs
zustand der Protuberanzen. Dazu mussen wir zunachst prufen, ob die Aus
strahlung der Protuberanzen durchweg in optisch dunner Schicht - also pro
portional der Anzahl strahlender Atome - erfolgt oder ob wir mit Selbst
absorption zu rechnen haben. 

Betrachten wir daher noch einmal die Theorie der Wachstumskurve, wobei 
wir vorerst annehmen, daB die relative Verteilung der Atome auf die an der 
betreffenden SPektrallinie beteiligten Quantenzustiinde durch eine BOLTZMANN
Formel mit der Grenztemperatur To der Sonne beschrieben werde 1. Dann k6nnen 
wir auf die Emission und Absorption dieser Spektrallinie einfach den KIRCH
HOFFschen Satz anwenden 2. Es wird also die Gesamtemission geteiIt durch die 
KIRcHHoFF-PLANcK-Funktion gleich der Gesamtabsorption. Ersteres ist aber 
ja gerade die aquivalente Linienbreite A" bezogen auf das Spektrum des Sonnen
randes, d. h. gem essen in der SCHWARZSCHILDschen Einheit. Auf diese A" durfen 
wir also ohne jede Anderung die in Abschn. 44 entwickeIte Theorie der Wachs
tumskurve anwenden. Da ferner die optischen Dicken der Protuberanzen - wie 
wir sehen werden - nicht sehr groB sein durften, so k6nnen wir Dampfungs
verbreiterung auBer Acht lassen und uns auf reine Dopplerverbreiterung be
schranken, also auf die Kurve a = 0 der Fig. 59 (nach v. D. HELD) oder die 
Tabellen von R. LADENBURG [810l 

Diese theoretischen Uberlegungen wenden wir nun an auf vergleichende 
Intensitatsmessungen der Wasserstofflinie Hrx und der Heliumlinie Da, die 
M. MINNAERT und C. SLOB [1738J fUr drei Protuberanzen publiziert und fUr 
weitere vier dem Verf. brieflich mitgeteilt und zur VerfUgung gestellt haben 3. 

Von den bei MINNAERT und SLOB angegebenen Aquivalentbreiten 1Hrx bzw. I He , 

welche auf 1 A des Spektrums der Sonnenmitte bezogen sind, gehen wir zunachst 
durch Multiplikation mit dem IntensitatsverhaItnis 8-Mitte/8-Rand (fUr Hrx 

gleich 1/0,4) auf die SCHWARZScHILDschen A" uber und sodann auf :~- (fUr Hrx 
ist bei T = 4830° die Dopplerbreite L1 AD = 0,196 A). 2 'D 

Man erkennt sofort, daB fUr Da stets Z:;~D- <: 1 ist. Fur diese Linie ist also 

der Fall dunner Schicht realisiert und wir k6nnen fort an ihre Intensitat I He 

als proportional zur wirksamen Schichtdicke der Protuberanz ansehen. Anderer
seits durfte im allgemeinen die Annahme berechtigt sein, daB verschieden helle 
Teile derselben Protuberanz sich weniger durch verschiedene Anregung oder 
Dichte, sondern in erster Linie durch verschiedene wirksame Dicke in Richtung 
der Sehlinie unterscheiden. Wenn dies zutrifft, so muBte der Zusammenhang 

von (log 2~~D) Hrx mit log I He fUr verschiedene Stellen ein und derselben Pro
tuberanz bis auf eine Verschiebung 4 parallel der log IHe-Achse durch die univer
selle Wachstumskurve gegeben sein. 

1 Das Verhaltnis der Atome in hochangeregten Zustanden zu den im Grundzustand 
befindlichen dagegen darf vom Zustande thermischen Gleichgewichtes abweichen. 

2 DaB die fragliche Pseudotemperatur nicht wesentlich hOher als To sein kann, ersieht 
man schon aus der bekannten Beobachtungstatsache, daB die Protuberanzen auf der ganzen 
Sonnenscheibe in A bsorption ("absorption markings") erscheinen. DaB sie andererseits 
wesentlich tieter als To sein sollte, erscheint nach der Theorie des Strahlungsgleichgewichtes 
hochst unwahrscheinlich. 

3 Verf. mochte auch an dieser Stelle den Herrn Drs. M. MINNAERT und C. SLOB flir dieses 
freundliche Entgegenkommen seinen verbindlichsten Dank aussprechen. 

4 Diese Verschiebung stellt die richtige Verknlipfung von IHe mit der Wasserstoff
Schichtdicke her und hangt also in einfacher Weise mit dem Haufigkeitsverhaltnis des 
angeregten Wasserstoffes bzw. Heliums zusammen. 
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In del' folgenden Fig. 135 wurde zunaehst fUr eine Temperatur von To = 4830° K 
die theol'etisehe Waehstumskurve der Het-Linie mit log I Het bzw. (lOg 2-=11;) H", als 

Ordinate (links bzw. reehts) und (log ~Hf) als Abszisse (oben) aufgezeiehnet. 
LJ WD Hrr. 

Die gestrichelte Gerade steIIt ihre Asymptote fur den Grenzfall dunner Sehieht 
dar. Sodann wurde fur jede Protuberanz log 1Hrr. als Funktion von log I He auf
get rag en und diese Gruppe von Punkten soweit in horizontaler Riehtung ver
sehonen, bis sieh mi:igliehst gute Deekung mit der theoretisehen Waehstumskurve 
ergab. In Fig. 135 ist diese Versehiebung bereits ausgefuhrt und als Abzisse 
(unten) log IHe-k aufgetragen. Die dureh Probieren gefundenen Werte der 
Versehiebungskonstante k sind in der Figur vermerkt. 
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Fig. 135. Selbstabsorption in der H",.Linie von Protuberanzen. Messungen von M. MINNAERT und C. SLOB [1738)]. 

Man el'sieht aus unserer Figur, daB die MeBpunkte der Protuberanzen I, 
II, V und VII (VI hat nur 1 Punkt und muBte dahel' ausseheiden) sieh in ihrer 
Steigung ausgezeichnet del' berechneten Kurve anschlieBen. Die angeschrie
benen k-Werte zeigen weiterhin, daB fUr diese vier Protuberanzen das VerhaItnis 
von angeregtem Wasserstoff zu angeregtem Helium maximal urn einen Faktor 
1,5 nach oben und unten, also erstaunlich wenig variiert. 

Die durch die Protuberanzen III und IV (x und 0) festgelegten Kurvenstiicke 
verlaufen dagegen entsehieden flaeher, als die Theorie erwarten laBt. Welche 
Ursache kann diese Abweichung haben? Wir haben bis jetzt angenommen, daB 
die Dopplel'vel'breiterung der Het-Linien rein thermiseher Natur ist. Kommen 
nun innerhalb der langs einer Sehlinie liegenden Teile einer Protuberanz im 
Zusammenhang mit deren makroskopiseher Bewegung Radialgesehwlndigkeits
differenzen >6 km/sek VOl', so bewirken diese eine Vergri:iBerung 1 von LlAD. 
Dadureh wtirde jedoeh eine Verkleinerung der optisehen Sehiehtdieke und 
damit eine Annaherung del' Wachstumskurve an die gestrichelte 45°-Gerade 

1 Dieser Effekt ist schon zu sehen an den von Verf. [1359, Fig. 16J gemessenen Konturen 
von H", sowie H und K. Die Breite der Ca+-Linien ist dort ausschlieBlich durch makro
skopische Bewegungen bestimmt. Bei H et iiberlagert sich der in den untersuchten drei Fallen 
relativ kleine thermische Dopplerefiekt. 
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bewirkt; der bei III und IV beobachtete Effekt kann so daher nicht erkHirt 
werden. Man muB also wohl annehmen, daB diese beiden Protuberanzen entweder 
nicht so homogen sind wie die ubrigen oder - was weniger wahrscheinlich ist -
daB sie schwacher angeregt sind, als dies thermischem Gleichgewicht fur die 
Grenztemperatur To entspricht. Andererseits bestatigen die Messungen von 
MINNAERT und SLOB in Verbindung mit unserer vorstehenden Betrachtung das 
von E. PETTIT [1763 J durch direkte Messung am Blinkkomparator erhaltene 
Ergebnis, daB die Geschwindigkeiten in ruhenden Protuberanzen vielfach unter
halb der thermischen Geschwindigkeit der Wasserstoffatome bleiben. 

Das Hauptergebnis der Beobachtungen von MINNAERT und SLOB wollen 
wir nochmals kurz zusammenfassen: Die H eliumlinie Da ist praktisch selbst
absorptionsfrei. Fur Ha. trifft dies nur in den schwiicheren Protuberanzen zu. In 
den hellsten (loc. cit.) untersuchten Protuberanzen wird die I ntensitiit der H a.
Linie durch Selbstabsorption um einen Faktor 2,4 (senkrechter Abstand der Wachs
tumskurve von ihrer Asymptote) verringert. Da die optische Dicke (genauer 

gesagt ::~) fur Hp stets 7,2mal kleiner ist als fUr Ha., so konnen wir aus Fig. 135 

weiterhin entnehmen, daB H p und a fortiori die hOheren Glieder der BALMER
Serie so gut wie selbstabsorptionsfrei sind. Dies steht in Einklang mit der 
Beobachtung von K. SCHWARZSCHILD (s. S. 407), daB die Intensitatsverhaltnisse 
Hp: Hy: H6 • •• von der Helligkeit der Hp-Linie unabhangig sind (Tabelle 71). 

Tabelle 71. Linienintensitaten in vier Protuberanzen (1905). 
Nach K. SCHWARZSCHILD [1774]. 

a) Aquivalentbreiten bezogen auf 1 .A. im Spektrum b) Dieselben. bezogen auf Hp alB Einheit des Sonnenrandes 

Prot.' Hp I Hy I H6 He H" K Prot.' Hp Hy H6 H, H" I K 

b 0,70 0,24 0,073 0,040 0,11 0,22 b 1 0,34 0,10 0,06 0,16 10,31 
a 0,44 0;087 0,026 0,54 0,46 a 1 \ 0,20 0,06\ 1,2 

\1,0 c 0,059 0,031 0,008 0,044 0,081 c 1 0,53 0,14 \ 0,74 1.4 
b' 0,037 0,012 1' \ 0,070 0,11 b' 1 0,32 1,9 3,0 

Mittel I 1 10,3510,10 10,061 1 , 

Eine analoge ScliluBweise laBt sich auf die schwachen1 Metallinien anwenden. 
Die theoretische Erwartung, daB deren Intensitaten direkt proportional den 
Dbergangswahrscheinlichkeiten sein sollen, wird auf das schonste bestatigt 
durch die Multiplettmessungen von C. R. DAVIDSON, M. MINNAERT, L. S. ORN
STEIN und F. J. M. STRATTON [1717J .. 

Wie steht es nun aber mit den Ca+-Linien H und K (A 3968/33), die aIle 
anderen an Intensitat weit ubertreffen? Nach den Beobachtungen von 
K. SCHWARZSCHILD (Tabelle 71) aus dem Jahre 1905 nimmt das Intensitats
verhaltnis der K-Linie A 3933 zu der selbstabsorptionsfreien Hp-Linie mit 
wachsender Intensitat von Hp - d. h. wachsender Schichtdicke - urn einen 
Faktor ""10 abo Die Selbstabsorption in der K-Linie ist also viel starker als 
in Ha.; wir befinden uns schon im flachen Teil der Wachstumskurve, so daB A,l im 
wesentlichen durch die Dopplerbreite LI AD bestimmt wird. Ob letztere dabei 
thermischen Ursprunges ist oder durch die inneren Bewegungen der Protuberanz 
verursacht wird, spielt in qualitativer Hinsicht keine Rolle. 

* Vgl. Fig. 3 bei SCHWARZSCHILD. 
** Etwas gestort dureh He. 

I Da der thermisehe Dopplereffekt der Metalle kleiner ist, als der des Wasserstofies, 
so kann man sieher als "sehwaeh" (d. h. in diinner Sehicht emittiert) aIle Linien bezeichnen, 
die weniger intensiv sind als H y . 
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Die Entwicklung einer quantitativen Theorie der Selbstabsorption in den 
Ca+-Linien H und K sti:iBt zur Zeit noch auf zweierlei Schwierigkeiten: a) Nach 
E. PETTIT (s. s. 399) sind die Geschwindigkeiten in einer "ruhenden" Pro
tuberanz im allgemeinen grofJer als die thermischen Geschwindigkeiten der 
Ca+-lonen bei ,....,,5000°. LlAD kann also nur von Fall zu Fall durch direkte 
Ausmessung von Linienkonturen gefunden werden. 

b) Es ist sehr fraglich, ob wir fUr die Ca+-Resonanzlinien thermische An
regung (in dem oben gebrauchten Sinn) annehmen durfen. Wahrscheinlicher 
beruht vielmehr ihre Strahlung auf Resonanz/luoreszenz. Dann ware - wie man 
and Hand von Kap. XII sieht - im vorhergehenden an die Stelle der KIRCH
HOFF-PLANcK-Funktion, d. h. der Intensitat des Sonnenrandes, fUr diese Linien 
ein passender Mittelwert uber die Intensitat der anregenden Strahlung zu 
setzen, also der Strahlung in der Mitte der Absorptionslinien H und K. Wenn 
unsere zweite Annahme richtig ist, so sollte die Intensitat in der Mitte der H
und K-Linien auch beliebig heller Protuberanzen nie uber diesen durch den 
photospharischen Untergrund festgelegten Grenzwert steigen. Eine Ent
scheidung kann nur durch ziemlich schwierige Konturenmessungen erbracht 
werden; die wenigen Beobachtungen des Vert. (s. S. 408) reichen dazu noch 
nicht aus. 

Durch die Erkenntnis, daB die Ca+-Linien H und K erhebliche Selbst
absorption zeigen, wahrend die danebenliegende Wasserstofflinie H. selbst
absorptionsfrei ist, wird auch die Beobachtung von E. J. PEREPELKIN [1755, 
Tabelle 6J erklart, daB rasch bewegte Protuberanzen im Vergleich zu ruhenden 
ein kleineres Intensitatsverhaltnis H./H zeigen. Die rasch bewegten Pro
tuberanzen werden namlich auch relativ groBe inn ere Bewegungen - also groBes 
LlAD haben; dadurch wird die Intensitat von H. relativ zu H entsprechend 
vergroBert. 

E. J. PEREPELKIN [1757 aJ selbst nimmt einen anderen Standpunkt ein: Er zeigt 
zunachst, daB das Verhaltnis HelH im Mittel von der Intensitat der H-Linie unabhangig 
ist und folgert daraus, daB Selbstabsorption keine Rolle spiele. Dieser SchluB ist aber nicht 
zwingend. Man kann vielmehr PEREPELKINS zunachst uberraschende Beobachtung wohl 
besser so verstehen: Da H im flachen Teil der Wachstumskurve liegt, so wird ihre Aqui
valentbreite im wesentlichen durch ,IHD bestimmt. Hatten aile Protuberanzen diesel be 
Schichtdicke und Bur verschiedene Dopplereffekte, so muBte also H.IH mit wachsender 
H -Intensitat abnehmen. Hatten andererseits aile Protuberanzen denselben Dopplereffekt 
und nur verschiedene Schichtdicken, so muBte HelH mit wachsender H-Intensitat zu
nehmen, da HE rascher mit der Schichtdicke anwachst als H. Da diese beiden Effekte sich 
iiberlagern, so ist eine klare Korrelation des Verhaltnisses HelH mit H gar nicht zu erwarten. 
DaB es im Mittel etwa konstant ist, hat wohl keine tiefere Bedeutung. (Tragt man nach 
Tabelle 71 etwa das Verhaltnis H + J(IHfJ als Funktion von H + J( auf, so sieht man diese 
Anschauung bestatigt.) 

Weiterhin zeigt E. J. PEREPELKIN [1757a], daB das Intensitatsverhaltnis HelH mit der 
Aktivitat der Sonne anwachse und fuhrt dies auf entsprechende Variationen der anregenden 
U. V.-Strahlung zuruck. Obwohl diese Annahme nicht unplausibel ist, so wird man doch 
nach dem Gesagten auch andere M6glichkeiten in Betracht ziehen miissen wie Variation 
der inneren Geschwindigkeiten (d. h. L1 J'D) oder der wirksamen Schichtdicke (H.IH nimmt 
zu mit wachsender Schichtdicke und abnehmendem Dopplereffekt). 

Das grundlegende Ergebnis unserer bisherigen Diskussion, daB die Ca+
Linien H + K starke, die H",-Linie miifJige und HeD3- sowie aUe schwiicheren 
Linien praktisch keine Selbstabsorption zeigen, hat mehrere interessante ](onse
qu.enzen. 

Wie wir im AnschluB an B. LYOT [1733 J schon bemerkten, wird so zwanglos 
die Beobachtung erklart, daB die "streamer" relativ zum Hauptteil der Pro
tuberanzen im Ca+-Licht am ausgepragtesten, in H", weniger deutlich und in 
He D3 am schwachsten erscheinen: 1st namlich die wirksame Schichtdicke des 
"streamers" beispielsweise 10mal kleiner als die der Protuberanz, so wird nach 



XVII. 97. Unterschiede zwischen Ca+-, Hrx.- und Da-Bildern. 413 

unseren Ergebnissen ihr Helligkeitsverhaltnis in HeDa gleich 1 : 10, in Hrx. nach 
Fig. 135 fur hellere Objekte ,....,,1 : 5 und in Ca+ nach Tabelle 71 groBenordnungs
maBig 1 : 2 bis 1 : 1 sein! 

Da ferner die Intensitat der starken Protuberanzenlinien durch den Doppler
effekt makroskopischer Bewegungen (L1AD) beeinfluBt wird, so muB man er
warten, daB im Zusammenhang mit inneren Bewegungen Unterschiede zwischen 
den Ca+-, Hrx.- und Da-Bildern auftreten, die nicht das Geringste mit Unter
schieden der Zusammensetzung, Anregung oder gar Aussortierung der Elemente 
durch selektiven Strahlungsdruck zu tun haben. Die Fuhrung der Theorie ist 
hier bei der Interpretation der Beobachtungen gar nicht zu entbehren. 

Schon eingangs wiesen wir sodann auf die Beobachtung von E. J. PEREPEL
KIN [z. B. 1755J hin, der fUr Ca+ H und K durchschnittlich groBere Radial
geschwindigkeiten findet als fUr He. Dies kann - zumindest in quali
tativer Hinsicht - so verstanden werden: Da He in optisch dunner Schicht 
emittiert wird, so miBt man einen Mittelwert v der Radialgeschwindigkeit uber 
die emittierende Schicht, wobei die Konzentration der Wasserstoffatome als 
Gewichtsfaktor eingeht. H und K andererseits werden in optisch dicker Schicht 
emittiert. Die Intensitat innerhalb der Linie ist also konstant und gleich dem 
oben erorterten Maximalwert. Das heiBt die Linienkontur hat die Form eines 
Rechtecks mit abgerundeten Ecken, das den Wellenlangenbereich von der 
kleinsten bis zur groBten Dopplerverschiebung1 einnimmt. Sind also Vrnin. bzw. 
Vrnax die kleinste bzw. groBte Radialgeschwindigkeit, weIche in der Sehlinie 
vorkommen, so miBt man als "Radialgeschwindigkeit der Protuberanz in H 

und K" 1- (Vrnin + vrnax). Da nun erfahrungsgemaB die Haufigkeit einer be

stimmten Radialgeschwindigkeit v bei groBen v sehr rasch abnimmt, so wird man 
im allgemeinen 

-- 1 ( ) 
V < -2 Vrnin + Vrnax (97.43 ) 

erwarten, in Einklang mit den Beobachtungen. 
Zusammenfassend konnen wir also sagen, daB die bei Beobachtung mit 

verschiedenen Linien gefundenen kleinen Unterschiede ohne weiteres auf Selbst
absorption zuruckgefUhrt werden konnen. Ob daneben - in untergeordnetem 
MaBe - noch wirkliche Anregungsunterschiede od. dgl. vorkommen, durfte nur 
durch Beobachtung "schwacher" Linien (weIche in optisch dunner Schicht 
emittiert werden) bei Sonnenfinsternissen zu kHiren sein. 

F. Quantitative Deutung 2 des Protuberanzenspektrums. Dichte, An
regung und Ionisation. Schon die bekannte Beobachtung, daB im Spektrum 
der Protuberanzen die Heliumlinien mit etwa 20 V Anregungsspannung, ja 
sagar die Hell-Linie A 4686 mit 48 V Anregung + 24,5 V Ionisierungsspannung 
auftreten, weisen deutlich darauf hin, daB wir vom Zustande thermischen 
Gleichgewichtes weit entfernt sind. 

Trotzdem erscheint es - wie wir schon andeuteten - durchaus sinnvoll, 
auf Gruppen eng benachbarter Terme, zwischen denen sehr haufig Ubergange 
unter Absorption und Emission nicht zu kurzwelliger Strahlung stattfinden, 
naherungsweise die fUr thermisches Gleichgewicht abgeleiteten Formeln anzu
wenden. Betrachtet man z. B. die Anregung und Ionisation des Wasserstoffes 

1 Genauer gesagt: Den Verschiebungen, welchen noch eine optische Dicke der emit
tierenden Schicht "" 1 entspricht. 

2 Die folgenden Dberlegungen und Rechnungen kniipfen in vieler Hinsicht an W. H. 
MCCREA [1712J, D. H. MENZEL [1735, 1711] und andere Untersuchungen zur Theorie der 
Chromosphare an. Da es zu weit fiihren wiirde, die Herkunft aller Einzelheiten auseinander
zusetzen, so mochten wir hier generell auf diese wichtigen Arbeiten hinweisen. 
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und schatzt die relative Haufigkeit verschiedener Ubergange ab, so erkennt 
man, daB die hoch angeregten diskreten Zustiinde zusammen mit den freien 
Elektronen nicht zu groBer Geschwindigkeit unter sich eine Art thermisches 
Gleichgewicht imitieren werden mit einer Temperatur, die jedenfalls nicht weit 
von der Grenztemperatur To der Sonne entfernt sein durfte. Das Verhaltnis 
der hochangeregten Zustande zur Anzahl der Atome im Grundzustand dagegen 
kann z. B. infolge zu starker U.V.-Strahlung oder eines Uberschusses an schnellen 
Partikeln sehr wohl gleichzeitig beliebige Abweichungen von der BOLTZMANN
Verteilung aufweisen. 

Unter diesen Gesichtspunkten betrachten wir als erstes Teilproblem die 
Intensitat der BALMER-Linien des Wasserstojjes. Die Gesamtintensitat einer Linie 
ist nach Voraussetzung gleich KIRcHHoFF-PLANcK-Funktion mal Gesamtabsorp
tion. Ihre Aquivalentbreite, bezogen auf 1 A des Randspektrums (SCHWARZ
SCHILDsche Einheit) wird 1 also nach (40,22): 

(97,44) 

Dabei bedeutet N H die Anzahl der im 2. Quantenzustand befindlichen 
Wasserstoffatome pro cm2-Saule in Richtung des Visionsradius', j die Oszilla
torenstarke (Tabelle 40) und A die Wellenlange der Linie. Die folgende Tabelle 72 
gibt fUr H{J .. . Hc 2 zunachst die A und j, sodann die berechneten Aquivalentbreiten 
A;,,....., A2 j, bezogen auf H{J = 1. Diese vergleichen wir mit dem Mittelwert der 
Beobachtungen von K. SCHWARZSCHILD nach Tabelle 71 und neueren Messungen 
von E. J. PEREPELKIN und V. P. VIASANIZYN 3 [1757b]. Letztere sind zunachst 
auf 1 A im Kontinuum der O-Mitte bezogen (Spalte 6; Af) und wurden durch 
Division mit den relativen Randverdunkelungsfaktoren 1,,/2/10 der Spalte 7 
auf SCHWARZSCHILDS Einheit umgerechnet (A;,). Man hat nach Tabelle 72 
den Eindruck, daB die Intensitatsabnahme nach hi.iheren Seriengliedern zu in 
Wirklichkeit etwas langsamer erfolge, als nach Gl. (97,44). Dies ki.innte man 
evtl. mit den spater zu eri.irternden Abweichungen vom thermischen Gleich
gewicht in Verbindung bringen. Vielleicht kommt darin aber auch nur eine etwas 
zu kleine Streulichtkorrektion der Messungen zum Ausdruck. 

Tabelle 72. Aquivalentbreiten A;, der BALMER-Linien in Protuberanzen 
(SCHWARZSCHILDsche Einheit) bezogen auf H{J = 1. 

A;, (beob.) 

Linie ;, I A;, (beL) 
SCHWARZ-

I PEREPELKIN,VIASANIZYN 

SCHILD --AJ.-~z.--f- ~-

: 

H{J 4861 0,119 1,00 1,00 1,00 1,00 
I 

1,00 
Hy 4340 0,0443 0,30 0,35 0,38 0,83 0,46 
Hb 4101 0,0212 0,13 0,10 0,14 0,75 

I 

0,19 
H. 3970 0,0122 0,068 - 0,09 0,67 0,13 
He 3889 0,0080 0,043 0,06 - - -

Fur die Anzahl N H zweiquantiger Wasserstojjatome in einer Saule von 1 cm2 

Querschnitt langs der Sehlinie erhalt man nach Gl. (97,44) aus den H{J-Messungen 

1 Dabei set zen wir optisch diinne Schicht voraus. Hrx z. B. mliBte also gegebenenfalls 
nach Fig. 135 (nur fiir ruhende Protuberanzen giiltig!) auf dlinne Schicht reduziert werden. 

2 Bezliglich der hiiheren Serienglieder n = 6 bis 28 vgl. auch C. R. DAVIDSON, M. MIN
NAERT, L. S. ORNSTEIN und F. J. M. STRATTON [1717J. 

3 Bei der Umrechnung auf absolute Einheiten scheint den Autoren ein Versehen unter
laufen zu sein. 
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(1905) von K. SCHWARZSCHILD (Tabelle 71 a) die Zahlenwerte (Protuberanz b, 
a, c, b') 

NH = 280, 180, 24 und 15 X 1011 2qu. H-Atomefcm2• 

Einige Hot-Messungen (1929) von A. UNSOLD [1359J, die infolge innerer Doppler
effekte ziemlich selbstabsorptionsfrei sind, ergaben entsprechend 

NH = 9, 4,5 und 0,7 X 1011 2 quo H-Atomefcm2 • 

Die Hot-Messungen (1930) von M. MINNAERT U. C. SLOB [1738J endlich erfiillen 
nach Fig.135 (obere Abszissenskala; LlWD = 8,58· 1010 sek-1) mit Beriick
sichtigung der Selbstabsorption einen Bereich 

NH = 30 bis 0,8 X 1011 2 quo H-Atomefcm2• 

Rechnen wir unter sUirkerer Beriicksichtigung der neueren Messungen mit einem 
Mittelwert NH = 5 '1011 und setzen nach E. PETTIT (s. unter A.) die Dicke H 
der Protuberanzen etwa gleich 10000 km, so erhalten1 wir groBenordnungsmaBig 

N = nO,2 ~ 500 2 quo H-Atomefcm3 • (97,45) 

Diese Zahl, der wir gleich ihre rationelle Bezeichnung im Sinne von Kap. IV 
mitgegeben haben, verkniipfen wir nun mit der Anzahl n1 ionisierter H-Atome 
pro em3• Durch Kombination der SAHAschen mit der BOLTZMANNschen Formel 
(21,11 u. 10) erhalt man zunachst (die Quantenzahl2 ersetzen wir etwas all
gemeiner durch s) 

it .Q. Xo- lo,s 
nl gl'2 (2nm)2'(kT)" ----- . p - -- .----- ------- e kT 
no,s e - go,s h3 (97,46) 

Dabei ist Xo - Xo,s der Abstand des Niveaus s von der Seriengrenze im neutralen 
Atom; fUr s=2 bei Wasserstoff also Z. B. 3,38 V. Es leuchtet ein, daB fiir eine 
so kleine Energiedifferenz die Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht 
nicht viel ausmachen konnen. Die statistischen Gewichte sind in unserem Fall 
gl = 1 und gO,2 = 2.2 2• Da ferner bei der groBen Haufigkeit des Wasser
stoffes etwa auf jedes Proton ein freies Elektron kommt, also nl ~ n. ist, so 
konnen wir wegen 

(97,47) 
auch schreiben 

(97,48) 

Aus dieser Gleichung kannen wir nun den Elektronendruck Pe in den Protuberanzen 
bestimmen. Mit no, 2 = 500 und T = 5036° (0 = 1; der Unterschied gegen 4830° 
ist vollig belanglos) erhalten wir so 2 

Pe = 0,46 '10-2 Bar oder ne = 6,7 .109 Elektronenfcm3 • (97,49) 
Eine Tei1chenzahl von 1,3 . 1010 pro cm3 (auf jedes Elektron kommt graBen

ordnungsmaBig ein Ion) reicht nach der Theorie von MCCREA - vgl. (97,39 

1 Wiirde man die Annahme teilweisen thermischen Gleichgewichtes a limine ablehnen, 
so miiBte man z. B. aus der Emission von Hot zunachst die Anzahl der 3quantigen H-Atome 
bestimmen und erhielte - wie man leicht sieht - dafiir das obige no, 2 multipliziert mit dem 
BOLTZMANN-Faktor fiir die Anregungsdifferenz 3-2 und die oben angenommene Tempera
tur To. Wir werden die angedeutete Art der Betrachtung nachher noch genauer durch
fiihren, mochten aber schon hier darauf hinweisen, daB sie - im Gegensatz zu einer weit
verbreiteten Meinung - nichts wesentlich Neues ergibt. 

2 Der in (97,49) gefundene Elektronendruck Fe der Protuberanzen ist nicht so ungenau, 
wie man bei dem groBen Schwankungsbereich der Ausgangsdaten und der Unsicherheit 
in der Annahme thermischen Gleichgewichtes vielleicht erwarten mochte. no, 2 geht ja 
nur unter der v- ein und mit dem ganz unwahrscheinlich hohen Temperaturwert T = 100000 

in (97,48) wiirde ne erst urn einen Faktor --17 vergroBert. 
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u. 40) Hi.ngst aus, urn eine merkliche Trennung verschiedener Elemente in den 
Protuberanzen (z. B. durch selektiven Strahlungsdruck) zu verhindern, wie dies 
die Beobachtungen verlangen. 

In einer 20000 km hohen Gassaule im hydrostatischen Gleichgewicht, welche pro cm3 

6,7' 109 Ionen mit dem mittleren Atomgewicht 2,8 enthalt, wiirde ein mittlerer Gasdruck 
(halbes Gewicht der SauIe) von 0,85 Bar und ein Elektronendruck von ,...,,0,46 Bar herrschen. 
Der Vergleich mit (97,49) zeigt wieder, daB in den Protuberanzen die Gravitation nahezu 
vollstandig durch eine "Gegenkraft" kompensiert wird. 

In derselben Weise wie die BALMER-Linien des Wasserstoffes behandeln wir 
nun die analoge 23P-n 3D-Serie des Heliums mit dem Ziel, das Hiiufigkeits
verhiiltnis He : H in den Protuberanzen zu bestimmen. Wir stutzen uns dabei 
zunachst auf die im vorhergehenden schon viel benutzten Messungen von 
M. MINNAERT und C. SLOB [1738J an der D3-Linie 23P-J3D A. 5876. Deren 
Oszillatorenstarke k6nnen wir unter der Annahme, daB das entsprechende 
Amplitudenquadrat denselben Wert hat wie bei Wasserstoff, berechnen 1 zu 

f = 0,70' ~~~~ = 0,78 (Unsicherheit schatzungsweise 30%). 

Aus Fig. 135 (rechte und untere Skala) entnehmen wir zunachst, daB das 
lntensitatsverhaltnis D3: Ha, nach Korrektion fur Selbstabsorption (gestrichelte 
Gerade) unter Benutzung der MINNAERTschen Einheiten (.i\quivalentbreiten 
in A, bezogen auf 8-Mitte) im Mittel (fur k=0,13) ist 

ID.: IHa, = 1 : 39. (97,50) 
Unter Berucksichtigung des kleinen Unterschiedes der Randverdunkelung 
erhalt man das Verhaltnis in SCHWARZSCHILDschen Einheiten (.i\quivalentbreiten 
in A, bezogen auf 0-Rand) zu 

A;.(D3) : A;. (Ha,) = 1 : 34. (97,51) 
Das Verhaltnis der Anzahl der He-At orne im 23 P-Zustand Anzahl zur der H -At orne 
im 2.' Quantenzustand wird nun nach (97,44) 

n (He, 23 P) __ 1_. 0,64 (6563)2 _ ~ (97,52) 
n (H,2) - 34 0,73 5876 - 33 . 

Urn hieraus das Haufigkeitsverhaltnis He: H bzw. - genauer gesagt - das Ver
haltnis der entsprechenden lonen zu berechnen, schreiben wir die Gl. (97,46) 
einmal fUr Wasserstoff und dann fur Helium an, wobei wir alle auf He bezuglichen 
Gr6Ben femerhin mit einem * bezeichnen: 

l!. 1i. XO-Xo,1f I ~. p. - gl'2 .Q~m)2(~_~n"-.e-~-
no,s • - go,s h3 

mit gl = 1; go,s = 8 fur den 2. Zustand von H, 

it ~ X:-X:'R I n~o.Pe=g~,~·2. (2nm):(kT)2 .e---kT----
no,s go,s h 

mit gr,0=2; g~,s=9 fur den 23 P-Zustand von He. 

(97,53) 

Durch Division beider Gleichungen entfemen wir fast alle unsicheren Faktoren 
und es bleibt: LI 

nt,o = nt,z'p . ~~ e-"kT (97,54) 
nl no, 2 9 

wobei 11 = (X~ - X~'2'P) - (Xo- XO,2) die Differenz des He 23 P-Termes minus dem 
2-ten H-Term ist, also nach BACHER-GOUDSMIT 29224-27419 = 1805 cm-1 

= 0,22 V. Es wird also mit (97,52): 

He'" = nf,o = _1_ • ~ • 10-0,22 = _1_. 
H'" n1 33 9 31 

(97,55) 

1 Vgl. (48.5). 
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Da wir spater zeigen k6nnen, daB in den Protuberanzen He wie H uberwiegend 
einfach ionisiert sind, so gibt diese Zahl zugleich das wahre Hiiutigkeitsverhiittnis 
der beiden Elemente, in guter Obereinstimmung mit der aus den Spektren von 
B-Sternen bestimmten Gr6Benordnung. Wir bemerken noch, daB auch bei 
dieser Rechnung nur solche Anregungsverhaltnisse benutzt sind, die gegen 
Abweichungen yom thermischen Gleichgewicht. unempfindlich sind. 

Nunmehr wenden wir uns den im vorhergehenden noch nicht verwerteten 
Intensitatsmessungen zu, die A. PANNEKOEK und N. W. DOORN [1752] bei der 
Finsternis yom 29. Juni 1927 ausgefUhrt haben. Wie schon bemerkt, geben diese 
Autoren direkt die gesamte Emission E (nach allen Richtungen) einer Pro
tuberanz in ergjsek fUr verschiedene Linien. Wir k6nnten nun diese Einheiten 
leicht auf die SCHWARZSCHILDschen umrechnen. Statt dessen ziehen wir es vor, 
an diesem Beispiel den schon in der Anmerkung zu Gl. (97,45) angedeuteten 
Standpunkt durchfUhren, der die Annahme partiellen thermischen Gleich
gewichtes erst an spaterer Stelle einfUhrt. Es handelt sich also - soweit gleich
artige Messungen herangezogen werden - nicht urn etwas prinzipiell Neues, 
sondern nur urn eine andere Art der Betrachtung. 

1st N die Anzahl der in der Protuberanz enthaltenen Atome, welche sich 
im obel'en Quantenzustand der betreffenden Linie befinden, so ist bei Annahme 
optisch dunner Schicht deren Emission nach Kap. IX (45,2) 

E = N· A "hvergjsek, 

Tabelle 73. Linienintensitaten usw. in einer Protuberanz ("aU ) naeh A. PANNEKOEK 
und N. W. DOORN [1752J. Emittierende Flacke I"WO.53· 1020 em". Emittierendes Volum naeh 

E. PETTIT 1"W3 ·1028 em3 (naeh PANNEKOEK und DOORN 1"W58"10"8 em3). 

I 2 3 4 5 6 7 8 

J. Ubergang A· h. g Emission E log.!! Xr - Xr,8 
in erg/sek in erg/sek g Volt 

*Hrxt 6563 2-3 13.1"10-5 18 1890" 1022 27,904 1,50 
Hp 4861 2-4 3,36 32 512 27.678 0.846 
Hy 4341 2-5 1,15 50 126 27,341 0.542 
H6 4101 2-6 0,445 72 115 27.555 0.376 
He 3889 2-8 0,114 128 18,8 27.110 0,211 

--
* HeD3 5876 2 3P _ 33D 30.0 15 138 26,487 1,51 

He 4471 2 3P_ 4 3D 11.5 15 40,4 26,370 0.848 
He 4026 2 3P _ 53D 5.79 15 7.08 25,911 0.542 

Hell 4686 3-4 60,4 32 I"W 1 tt 23,714 3,38 

Srll 4216 5"5 - 5 "P,/. 
} 60.6 

2.88 } 
Srll 4078 5"5 - 5 "P./. 6 6.65 9.53 25.419 8.00 

Callt 
\3968 4"5-4"P,., 

} 70.1 
3310 } 

Callt 3934 425-42P'~: 6 2720 6030 28.157 8,69 

Spalte 1-3. Bezeiehnung und Wellenlange der Linie. 
4. A . k'l' = Emission pro Atom im oberen Quantenzustand in erg/sek. 
5" g = Statistisehes Gewieht dieses Zustandes. 
6. E, = Emission der ganzen Protuberanz in erg/sek. 
7. N/g = Anzahl der Atome im oberen Quantenzustand pro Quantenzelle 

vom statisehen Gewieht 1. 
8. I(,-I("s GroBe des oberen Termes in Volt. 

~~~--~ 

* Auf panehromatiseher Platte (Verhaltnis zu den ubrigen Zahlen weniger genau). 
t Moglicherweise Selbstabsorption; die Atomzahlen usw. sind unter der Annahme 

optisch dunner Schicht berechnet und daher nur als untere Grenzwerte aufzufassen. 
tt Durch Vergleich mit Srll 4216 eingestuft naeh Sehatzung von W. GROTRIAN [1721]. 

UnsOld. Sternatmospharen. 27 
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wo A die "spontane" Dbergangswahrseheinliehkeit und hv die Energie des 
emittierten Quants bedeutet 

In Tabelle 73 geben wir in den ersten 3 Spalten die Bezeichnung der von 
PANNEKOEK und DOORN gemessenen Linien1. Dann folgt die Emission pro 
Atom im hOheren Quantenzustand A . hv in erg/sek. Fur die Wasserstofflinien 
und Hell 4686 wurden diese Zahlen der Tabelle 18 des bekannten Handbueh
artikels von H. BETHE [903 J entnommen. Bezuglieh der He-Linien wurde im 
Hinbliek auf die Wasserstoffahnliehkeit der Terme angenommen, daB die Ampli
tudenquadrate denen der analogen Dbergange beim Wasserstoff gleich sind. 
Die A . hv konnen dann aus denen des Wasserstoffes dureh Multiplikation mit 
dem Korrektionsfaktor (VHe/VH)4 bereehnet werden. Fur die Sr II und Call -Reso
nanzlinien endlieh hat A wegen des I-Summensatzes nahezu den klassisehen 

,.......,-..... ---,r------,r------,28,0 
1~ 

Wert 0,220/).2. Spalte 5 gibt noeh - vgl. 
Tabelle 15 - das statistische Gewicht des 
hOheren Quantenzustandes (mit Beruek
siehtigung des Elektronenspins). 

Dann folgt die von P ANNEKOEK und 
DOORN gemessene Emission E fUr ihre 
Protuberanz "a" mit einer Flaehe (Pro
jektion) von 0,53' 1020 em2 und einem 
Volumen von ,....." 3 . 1 028 em3 (letzteres 
korrigiert naeh E. PETTIT [1763J ; PANNE-
KOEK und DOORN selbst reehnen mit 

""I .... einem 20mal groBeren Volumen). 
I-J-~--+----+----!.l'6,S~ Mit Hilfe von Spalte 4-6 konnen wir 

~~~--~~o~--~q~s---~q/4s 
-ZrZqS 

Fig. 136. BALMER-Serie des Wasserstotts nnd 2' p
H 3D-Serie des Heliums in einer Protuberanz ("a") 
nach Messungen von A. PANNEKOEK und N.W. DOORN 

[1752]. Abszissen: Termgr(jBe in Volt. Ordinaten: 
Anzahl der Atome im oberen Qnantenzustand geteilt 
durch dessen statistisches Gewicht. Die eingezeich-

neten Graden entsprechen einer BOLTZMANN
Verteilung fiir T = 7200°. 

nun naeh obiger Gleiehung die Anzahl N 
der Atome im hOheren Quantenzustand er
mitteln. Noeh besser reehnen wir gleich 
pro Quantenzelle (einfaeher Quantenzu
stand) und teilen N dureh das angegebene 
statistisehe Gewicht g (Spalte 7). 

Die Verteilung der Wasserstoff- und 
Heliumatome auf die fragliehen angereg
ten Quantenzustande versuehen wir nun 
(im Sinn unserer Annahme partiellen 
thermisehen Gleiehgewichtes) dureh eine 
BOLTZMANN-Formel darzustellen. Danaeh 
ware 

N 5040 
10glOg = konst.- ----r-(Xo-Xo,s), (97,56) 

wo Xo-Xo,s den Abstand des betreffenden Termes von der Ionisationsgrenze 
(Spalte 8) in Volt bedeutet. Die Punkte in Fig. 136 streuen infolge der geringen 
MeBgenauigkeit erheblieh. Man erhalt eine passable Darstellung mit T = 72000 ; 

der Untersehied gegenuber dem friiher angenommenen theoretisehen T ,.....,,50000 

kann jedoeh nieht als gesiehert betraehtet werden. 

1m Limes Xo-Xo.s~O erhalt man pro Quantenzelle log ~ ~ 27,06 H

Atome; pro em3 also log ~ ~-1,42. Daraus konnen wir naeh (97,48) sofort den g 

1 Die zur Untersuchung der Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht besonders 
wichtige Linie Hell A 4686 wurde nach den Intensitatsschatzungen von W. GROTRIAN 
[1721] durch Vergleich mit Srll 4216 eingestuft. 
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Elektronendruck Pe bestimmen, wenn wir wieder annehmen, daB pro H-Ion 
etwa 1 Elektron vorhanden ist. Es wird namlich 

P2 (2 n m)~· (kT)! 1. n = 2· . 1m e h3 _ _ g 
Xo Xu,s-O 

(97,57) 

Dies gibt mit T = 72000 den Elektronendruck Fe = 0,96 . 10-2 Bar in guter 
Obereinstimmung mit dem aus den ubrigen Beobachtungen erhaltenen Wert 
(97,49) von 0,46· 10-2 Bar. N 

Durch Vergleich der lim - fUr Helium und Wasserstoff konnen wir 
X.-X.,8=O g 

wiederl leicht das Verhaltnis ~: oder - da beide Elemente fast durchweg 

einfach ionisiert sind - das Haufigkeitsverhaltnis He/H bestimmen. Aus 
(97,53) erhalt man durch Grenzubergang und Division der beiden Gleichungen 

N* 
lim--

He+ = nf.o = 2. g 
H+ n1 lim~ 

g 

(97,58a) 

An der rechten Skala der Fig. 136 liest man fur den loglo des rechtsstehenden 
Verhaltnisses - 1,46 ab und findet so 

He+ 1 

H+ 14,5 (97,58b) 

Bei der groBen Streuung der MeBpunkte in Fig. 136 ist die Obereinstimmung 
mit dem wohl genaueren Wert 1/31 von (97,55) als ausreichend zu betrachten. 

Damit durfte der Bereich der Schlusse ziemlich erschOpft sein, die wir aus dem 
noch sehr kleinen Beobachtungsmaterial durch vorsichtige Anwendung der 
Annahme partiellen thermischen Gleichgewichtes auf kleine Anregungsunter
schiede ziehen konnen. 

Wir versuchen nun einen ersten Einblick zu gewinnen in die Abweichungen 
vom thermischen Gleichgewicht fUr groBe Anregungsdifferenzen, wie sie sich schon 
qualitativ in der Starke der He und He+-Linien zu erkennen geben: Es ware 
fUr die Untersuchung von groBter Wichtigkeit, neben den bis jetzt ausschlieB
lich betrachteten Linien hoher Anregung auch die Bogenlinien, wie NaD, Ca 4227 
usw. quantitativ zu erfassen. Da solche Messungen aber noch nicht vorliegen, 
so wollen wir an Hand der Tabelle 73 wenigstens den Extremfall des Heliums 
genauer studieren. 

Durch Anwendung der SAHA-Gleichung im Limes XO - Xo,. ~ 0 bestimmen 
wir aus der Konzentration hochangeregter He-Atome zunachst die Konzen
tration nl,o der He+-Ionen 

n1,o n_ 2 (2nm)i·(kT)% 
-~-. L. - 2· . -'---'--'-:-.:-'-----"--
lim no,. h3 

g 
Entsprechend gilt fUr die nachsthOhere Ionisationsstufe 

~o_. Fe-i. 2. (2nm)J. (kT)t 
n - h3 

lim~ 
g 

Durch Division erhalten wir das Verhaltnis 
lim nl,S 

He++ _ n2,o _ 1 g 
He+ - n~:; - 2· lim no,. 

g 

(97,59) 

(97,60) 

(97,61) 

1 Man mache sich den Zusammenhang mit den friihen Rechnungen genau klar! 

27* 
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wobei noch statt der n pro cm3 ebensogut die N - bezogen auf die ganze 
Protuberanz - gesetzt werden konnen. 

Aus der unteren Geraden von Fig. 136 folgt zunachst 

lim {lOg No,s} = 25,60. 
x.-X." g 

Fiir die Hell-Linie A4686 mit XI-Xl,s=3,38V ist nach Tabelle 73 der 

log ~ :=::::i 23,71. Extrapoliert man mit T= 7200° bzw. 5~0 = 0,70 wie in 

Fig. 136, so wird 

lim {log N1,s} = 23,71-0,70' 3,38 = 21,35 
x,-x,,, g 

und schlieBlich nach (97,61) 
log n2,O =-4,55. 

nl,O 
(97,62) 

Andererseits schreiben wir nun fiir diese Ionisation direkt die SAHASche Glei
chung an. Urn aber die Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht an-

schaulich zum Ausdruck bringen zu konnen, ersetzen wir das bekannte X. 5~0 
durch W(X); d. h. 

log n2,O = - W (X) + 2 log T - 0,48 -log Pe • (97,63) 
nl.O 2 

Unter dem log kommt es auf den T-Wert nicht genau an; wir nehmen hier 

.or 
He 

~Jl 
~ M~--~~~~~~+-~~ 

JoL---.L...---.L-----.:~--..I.-_...I...-J 

Fig. 13 7. Abweichungen vom thermischen 
Gleichgewicht in Protuberanzen. 

T = 5040°. Ferner ist nach (97,49) P. = 
0,46· 10-2 und somit 

Durch Vergleich mit (97,62) finden wir 

W(54,2volt) = 15,67, 

wahrend bei thermischem Gleichgewicht fiir 
5040° K 

Wtherm. (54,2Volt) = 54,2 (97,64) 

zu erwarten ware. Wir haben also einen Ionisationsgrad He+t JHe+ der um etwa 
38,5 Zehnerpotenzen (N B!) zu hoch ist. Leider fehlt zur Zeit noch - wie gesagt
das Beobachtungsmaterial, urn solche Untersuchungen auf) breiterer Basis 
weiterzufiihren, aber schon eine qualitative Betrachtung des Protuberanzen
spektrums (vgl. W. GROTRIAN [1721J) zeigt, daB die Abweichungen der "An-
regungsgroBe" W (x) vom Gleichgewichtswert X· 50;0 fiir kleine X ziemlich gering 

sein und fiir groBe X zu der angegebenen GroBe wachsen miissen. Der Verlauf 
von W (X) diirfte daher in den grobsten Ziigen (mit Zehnerpotenzen darf man dabei 
vorerst nicht kleinlich umgehen!!) etwa der vorstehenden Fig. 137 entsprechen. 

G. Die kontinuierlichen Spektren der Protuberanzen. a) BALMER-Kon
tinuum. An die Grenze der BALMER-Serie A 3647 schlieBt sich im Spektrum der 
Protuberanzen das schon von den A-Stemen her bekannte Kontinuum an. 
Da der Absorptionskoeffizient Uv in den Seriengrenzkontinua des Wasserstoffes 
nach der KRAMERsschen Formel ...--')1-3 geht und die Ausstrahlung in "diinner 
Schicht" erfolgt, so erwartet man eine Intensitatsverteilung 

hv 

I. "'--Uv X KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion ...-- e -W (97,65) 
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Messungen von C. R. DAVIDSON, M. MINNAERT, L. S. ORNSTEIN und F. J. M. 
STRATTON [1717, Abschn. 6] geben eine groBenordnungsmaBige Bestatigung dieser 
Voraussage. - Es sei noch darauf hingewiesen, daB eine genaue Vermessung der 
Intensitatsverteilung iiber einen groBeren Frequenzbereich des BALMER-Kon
tinuums eine direkte Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen 
ermoglichen wiirde, da die Emission eines Quants hv stets von der Einfangung 
eines Elektrons der Energie 

mv2 
--=hv-T2 

2 (97,66) 

herriihrt, wo Ts den Termwert des 2. Quantenzustandes in erg bedeutet. 
b) Streuung an freien Elektronen bei ), 5950-6400. Durch visuelle Be

obachtungen, bei denen durch Filter das von starken Linien freie Spektral
gebiet ), 5950-6400 abgegrenzt wurde, fand B. LYOT [1733] 1936 ein Kon
tinuum, dessen Licht 1. zum Sonnenrand stark polarisiert ist. Der Polarisations
grad wurde direkt zu 5,5-8,3 % gemessen; nach Korrektion fUr das unpolari
sierte terrestrische Streulicht erhoht sich der Wert nach LYOT auf ""15 %. 
Ohne Zweifel riihrt dieses Kontinuum zum iiberwiegenden Teil von Streuung an 
freien Elektronen (Abschn. 42, insbesonders Gl. (42,10)) her. S. BAUMBACH [1708J 
hat mit Hilfe der in Abschn. 99 (Korona) genauer zu erlauternden Methoden 
den auf Grund dieser Vorstellung zu erwartenden Polarisationsgrad1 berechnet. 

Da wir die Lage einer Protuberanz nur in der Projektion senkrecht zur Seh
linie erfassen konnen, so bleibt mit N otwendigkeit eine gliicklieherweise nicht 
erhebliche Unbestimmtheit in den Reehnungen. Bezeichnen wir mit LI den schein
baren Abstand der gemessenen Stelle vom Sonnenrand und mit X den Winkel 
Sonnenmittelpunkt - Protuberanz - Beobachter, so findet S. BAUMBACH 
(s.oben) fUr eine mittlere Wellenliinge ), 6200 folgende Polarisationsgrade 

X = 900 X = 700 oder 1100 I 
,1 = 0:56 19% 16% (97,67) 
,1=1:03 24% 21% 

Aus der guten Dbereinstimmung der berechneten Werte mit LYOTS Messungen 
muB man schlieBen, daB bei), 6200 A der iiberwiegende Teil des Protuberanzen
kontinuums tatsachlich durch Streuung an freien Elektronen entsteht. 

c) Absorption bzw. thermische Emission und Streuung. Da im Ultravioletten 
das BALMER-Kontinuum des Wasserstoffes naehgewiesen ist, so wird man im 
Sichtbaren neben dem Streukontinuum noch das Kontinuum der PASCHEN
Serie + hoherer Wasserstoffserien erwarten. Die unter a) und b) beschriebenen 
Beobachtungen zeigen nun, daB fUr )'''''3400 A das BALMER-Kontinuum :> 
Streukontinuum ist, wahrend fUr ),,,,,6200 A das PASCHEN-Kontinuum (die 
hoheren Serien konnen vorerst vernaehlassigt werden) <: Streukontinuum ist. 
Daraus konnen wir einen interessanten SehluB ziehen: 

Es sei n. die Anzahl jreier Elektronen pro em3 und naeh (4'2,10) der Streu
koeffizient - unabhangig von der Wellenlange pro Elektron: 

(f = 8 n (~)2 = 0 66. 10-24 . (97,68) 
3 mel ' 

Weiterhin sel no, s die Anzahl der Wasserstojjatome im s-ten Quantenzustand pro 
em3 und nach (34,3) der Absorptionskoeffizient im entspreehenden Seriengrenz
kontinuum bei der Wellenlange ), pro angeregtes Atom 

64 n4 m e10 '),.3 '),.3 

as = ---:r=-' ~h6 • 6" = 1,043 ' 10-2 '6"' 
3v 3 e s s 

(97,69) 

1 Definiert als I t - I, , wobei sich die Indizes t(angential) und r(adial) auf'den elektri
It+I, 

schen Vektor des Lichtes beziehen. 
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Fiir das BALMER-Kontinuum s = 2 wird speziell bei 

A 3400 ... a2 = 1,28 '10-17 

und fiir das PASCHEN-Kontinuum bei 

A 6200 ... aa = 1,072 ' 10-17 . 

(97,70) 

(97,71) 
Aus den eingangs beschriebenen Beobachtungen folgt nun (wenn wir den gering
fiigigen Unterschied in der Art des Strahlungsaustausches zwischen Streuung 
und Absorption bei unserer Abschatzung vernachlassigen) 

1,28 '10-17 • no, 2 > 0,66 '1O-24 ne > 1,07 '10-17 no,a (97,72) 

oder - wenn wir nO,3 R:! 49 • 10-1,88 = 0,030 wie in thermischem Gleichgewicht 
nO,2 

setzen -

1,9 '107 > ~ > 0,049 '107 • 
nO,2 

(97,73) 

Die GroBenordnung ~ R:! 0,3.107 (geometr. Mittel der zulassigen Grenz-
nO,2 

werte) paBt ausgezeichnet zu der nach (97.45 u. 49) aus v611ig andersartigen 
Beobaehtungen folgenden: 

~ = 6,7 '109 = 1 3 . 107 (97,74) 
nO,2 500 ' 4 . 

Es kann also kaum in Zweifel gezogen werden, daB die im vorhergehenden 
entwickelten Vorstellungen iiber Elektronendruck, Zusammensetzung und 
Anregungsverhaltnisse der Protuberanzen nicht weit vom Richtigen entfernt 
sind, so daB wir sie wohl als Ausgangspunkt einer Theorie der Protuberanzen 
beniitzen k6nnen. 

H. Theorie der Protuberanzen. Urn die Bewegungen und Formen der Pro
tuberanzen zu erklaren, liegt es nahe, den Strahlungsdruek1 heranzuziehen. Wir 
wollen daher dessen Theorie zunachst in einer ziemlich allgemeinen Form 
entwickeln: 

Der Strahlungsstrom fUr die Frequenz 'II, d. h. die pro sek und Frequenzinter
valli durch 1 cm2 stromende Strahlungsenergie sei wieder :n:Fp. Dann entspricht 
diesem nach Kap. I ein Impulsstrom :n:F.ie. Betrachten wir nun eine Atomart, 
deren Absorptionskoeltizient (unter Beriicksichtigung aller Anregungszustande) 
pro Atom gleich k. sei, so wird die vom Shahlungsfeld auf das Atom ausgeiibte 
Kratt Ks (= pro sek iibertragener Impuls) 

Ks = J kp ' :TC;- d'll, (97,75) 

wobei wir angenommen haben, daB die Reemission 2 isotrop erfolge. 
Wird die Strahlungskraft durch Absorption in den vom Grundzustand aus

gehenden Resonanzlinien eines Atoms hervorgerufen, so diirfen wir demgegen
iiber die angeregten Zustande ignorieren 3. Nehmen wir weiterhin an, daB der 

1 Genauer miissen wir unterscheiden zwischen dem eigentlichen Strahlungsdruck (Bar) 
und der Strahlungskrajt (Dyn), die proportional dem Gradienten des eigentlichen Strahlungs
druckes ist. Leider hat sich bis jetzt kein einheitlicher Sprachgebrauch herausgebildet. 
1m folgenden kommt es stets auf die zweite GroBe an. 

2 Von den erzwungenen Emissionsprozessen sehen wir hier ab und rechnen dement
sprechend auch mit der WIENschen Strahlungsformel. 

3 Die hoheren Glieder der Hauptserie haben bei den Metallen (z. B. Ca+) eine im Ver
gleich zu den Resonanzlinien sehr kleine Ubergangswahrscheinlichkeit; bei Wasserstojj, 
Helium und ahnlichen Spektren kann man die ganze Hauptserie (in Gedanken) auf eine 
Linie zusammenschieben. Die Absorption von angeregten Termen aus dad wegen deren 
(im Verhaltnis zum Grundzustand) schwacher Besetzung meist vernachlassigt werden. 
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Strahlungsstrom n F. im Bereich der Absorption frequenzunabhangig sei, so 
erhalten wir 

(97,76) 
Nach (40,21) ist weiterhin 

J ne2 
k dv= ./ 

:v me' (97,77) 

wo / (~1) die Oszillatorenstiirke der betreffenden Linie bzw. Liniengruppe be
deutet. Andererseits werde der treibende Strahlungsstrom (Fv = mittlere 
Intensitiit der Sonnenscheibe) naherungsweise dargestellt durch die Strahlung 
eines schwarzen Korpers der effektiven Sonnentemperatur T = T., welche durch 
die in tieferen Schichten entstandenen Absorptionslinien auf 1/r reduziert ist, d. h. 

1 2hv3 -"-"-
F=-.-~.e kT 

v r c2 (97,78) 

Vergleichen wir endlich der Anschaulichkeit wegen noch die Strahlungskraft Ks 
mit der Schwerkraft Kg = M· g, wobei die Masse des Atoms M = mH X Atom
gewicht ist, so erhalten wir schlieI3lich 

hv 
Strahlungskraft K, 1 2 n 2 e2 h v3 - ---

Schwerkraft Kg = r' mc4. Mg . /. e kT, (97,79) 
oder 1 

1 2 n2 e2 h 
I 

~ 
fl = -r' m c . },3 • Mg' / . eAT • (97,80) 

E. A. MILNE [1737J hat nun (1924) in zahlreichen Abhandlungen die Ansicht 
vertreten, daB in der Chromosphiire und den Protuberanzen der Strahlungsdruck 
aut die Ca+-Ionen (H- und K-Linien) eine bedeutsame Rolle spiele. 

Setzt man in (97,80) A=39soA, f~1, M=40mH und T=S740°, so erhalt 
man fl = 1, d. h. vollige Kompensation der Schwerkraft, fUr r = 17,5, d. h. eine 
Restintensitat 1/r der H- und K-Linien von 6,3 %. Da dieser Betrag von dem 
beobachteten nicht we it entfernt ist (man muB dabei die Ungenauigkeit von Te 
beriicksichtigen), so erscheint es zunachst wohl denkbar, daB in der Chromo
sphare gerade fl ~ 1 wird, wahrend die Protuberanzen als StOrungen des chromo
spharischen Gleichgewichtes aufgefaBt werden konnten. Dabei ist aber - dies 
war zur Zeit der Entstehung der MILNEschen Theorie noch nicht bekannt -
iibersehen, daB nur etwa 2 % der Masse der Protuberanzen aus Kalzium besteht 
und dieses wahrscheinlich iiberdies groBenteils in Form von Ca++. Das heiBt 
jedes Ca+-Ion hat - da bei der Dichte der Protuberanzen eine merkliche Tren
nung verschiedener Elemente noch nicht moglich ist - mindestens das SOfache 
an "fremder" Masse mitzuschleppen und wir kommen so zu dem SchluB, daB 
der Strahlungsdruck auf Ca+ fur die Chromosphiire und die Protuberanzen ins
gesamt so gut wie bedeutungslos ist 2• 

Es eriibrigt sich daher, auf die MILNEsche Theorie [1737J der Ca+-Absorption, welche 
auf den Fliigeln der H- und K-Linien entflieht, naher einzugehen. Sie wird auch den 
Beobachtungen iiber die Bewegungen eruptiver und die Bestandigkeit ruhender Protube
ranzen in keiner Weise gerecht. 

1 Der "selektive" Strahlungsdruck ist zuerst von E. A. MILNE (s. oben) auf quanten
theoretischer Basis und von W. BAADE und W. PAULl im AnschluB an die klassische 
Elektronentheorie behandelt worden. Der Zusammenhang beider Betrachtungsweisen 
wird hergestellt durch den t-Summensatz. 

2 Es soli nicht in Zweifel gezogen werden, daB die MILNEsche Theorie physikalisch 
richtig ist. Aber einen Stern, der nur aus Kalzium besteht, gibt es eben nicht. 
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Man uberzeugt sich leicht, daB auch die Strahlungskraft, welche auf andere 
Elemente mit hinreichend langwelligen Resonanzlinien, wie Sr+ und Ba+, wirkt, 
nichts hilft. 

Einen Ausweg aus diesen Schwierigkeiten scheint mir folgende Arbeits
hypothese zu bieten, die eine ganze Gruppe astrophysikalischer und geophysi
kalischer Beobachtungen in einheitlicher Weise zusammenfaBt: 

Wir nehmen an, daB die in Fig. 137 groBenordnungsmaBig dargestellten 
Abweichungen der A nregungs- und Ionisationsverhiiltnisse in Protuberanzen vom 
thermischen Gleichgewicht zuruckzufuhren sind auf einen entsprechenden Uberschu(J 
an kurzwelliger Strahlung (LvMAN-Gebiet). 

Damit wird die Moglichkeit gegeben, die Bewegung der Protuberanzen mit 
der Strahlungskraft auf Wasserstoff, das bei weitem haufigste Element, in 
Zusammenhang zu bringen. Da die Protuberanzen fUr die LVMAN-Linien des 
Wasserstoffes als optisch dick zu betrachten sind, so richten wir unser Augen
merk auf das an der Grenze der LVMAN-Serie bei A 912 A anschlieBende Kon
tinuum. Fur eine rohe Abschatzung konnen wir dieses auf seinen Schwerpunkt 
A ",800 A "zusammenschieben" mit f ~ 1/2 als gesamte Oszillatorenstarke. Mit 

c, 

r = 1 und M = 1,66 . 10-24 wird in (97,80) der vor dem e J.T stehende Faktor 
c, 

gleich 2,34 - 107. Rechnete man mit T = 5740° und A= 800 A, so wurde e - J.T = 

2,82 - 10-14, d. h. wir erhielten fur das Verhaltnis von Strahlungskraft : Gravi
tation auf nichtionisierten Wasserstoff den vollig unzureichenden Wert 
fl R::i 6,6 -1O-7 ! Nach Fig. 137 hatten wir aber statt 10-13,5 fUr A 800A '" 15,4 V 
zu setzen 1 O-<Il ~ 10-8 und damit ruckt fl schon in die GroBenordnung 1. Der 
aus dem Anregungs- und Ionisationszustand der Protuberanzen erschlossene 
UberschuB an kurzwelliger Strahlung reicht also - groBenordnungsmaBig -
aus, urn durch Strahlungsdruck mittels des LVMAN-Kontinuums die Pro
tuberanzen emporzutreiben, wenn man - was plausibel erscheint - annimmt, 
daB der Ionisationsgrad nicht allzu hoch liegt. 

Den unter B. aus den Beobachtungen erschlossenen "Balanciermechanismus", 
welcher dafiir sorgt, daB in den Protuberanzen die Schwerkraft im allgemeinen 
genau kompensiert wird, kann man nun wohl folgendermaBen deuten: 

Da die Strahlungskraft, welche auf die Wasserstoffatome wirkt, auch die 
Wasserstoffionen (die ja keine Strahlung mehr absorbieren konnen) mittragen 
muB, so wird das wirksame Verhaltnis von Strahlungskraft: Gravitation 

no 
fleff = flatom' no + nl - (97,81 ) 

Wird nun durch Anwachsen der photospharischen Strahlung bei A ",800 A, 
flatom > 1, so beginnt eine nichtionisierte Gasmasse hochzusteigen, sich auszu
dehnen und durch Zustrom aus tieferen Schichten anzuwachsen. Infolge der 
damit verbundenen Druckabnahme wird jedoch Ionisation 1 einsetzen. AuBerdem 
wird der Strahlungsstrom gedrosselt, sobald die optische Dicke der Protuberanz 
im Hauptteil des LVMAN-Kontinuums :> 1 ist. Dieses Wechselspiel wird erst 
dann zur Ruhe kommen, wenn fleff R::i 1 ist. 

DaB tatsachlich die optische Dicke der Protuberanzen fur das LVMAN
kontinuum in der GroBenordnung 1 liegt, laBt sich folgendermaBen wahr
scheinlich mach en: 

Nach (97,69) ist der Absorptionskoeffizient pro neutrales H-Atom bei 
A'" 800 A a1 = 5,3 - 10-18. Direkt bestimmen konnen wir leider nur die Anzahl 

1 1m Laufe der weiteren Untersuchungen wird sich herausstellen, daB die Materie in 
den Protuberanzen tatsachlich zum iiberwiegenden Teil ionisiert ist. 
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der H-Atome im 2. Quantenzustand nD,2' 1m Sinne unserer Fig. 137 rechnen wir 
auf Atome im Grundzustand urn, indem wir schreiben 

no, II = 4 . 10- (/; (10.2 Volt) • 
nO.1 

(97,82) 

Die optische Dicke einer H = 20000 km = 2' 109 cm hohen Protuberanz mit 
nO• 2 = 500 zweiquantigen H-Atomen pro cm3 wird also 

(97,83) 

Damit 7:--1 wird, muB (J)(10,2volt) --5.9 sein, in ausreichender Dberein
stimmung mit Fig. 137. 

Noch nicht ganz klar ist das Zustandekommen der von E. PETTIT gefundenen 
ruckweisen Beschleunigung der Protuberanzen. 1m groBen und ganzen aber 
durfte ihre Erklarung in folgender Richtung zu suchen sein: Wenn der vom 
Untergrund ausgehende Strahlungsstrom 7l Fv im LYMAN-Gebiet sich langsam 
andert, so hat eine Protuberanz Zeit, ihre innere Struktur so zu andern, daB 
fl R:d bleibt. Erfolgt jedoch eine Anderung von 7l F. plotzlich, so wird die Pro
tuberanz solange beschleunigt, bis sie sich den neuen Verhaltnissen angepaBt hat. 

Die Grundannahme unserer Theorie, daB die Strahlung des Untergrundes 
einer Protuberanz z. B. bei A. 800 A groBenordnungsmaBig das 107fache des fur 
einen schwarzen Korper von 5740° zu erwartenden Betrages sei, erscheint 
zunachst auBerordentlich kuhn. 

Urn so erfreulicher ist es, daB wir seit kurzer Zeit im Besitz geophysikalischer 
Beobachtungen sind, die eine qualitative Bestatigung unserer Anschauungen 
geben. 

Die erdmagnetischen Sturme und die Polarlichter treten, wie sich seit der 
Erfindung des Spektrohelioskops immer deutlicher gezeigt hat - vgl. z. B. 
G. E. HALE [1642, Nr. IIIJ - durchschnittlich etwa 26 Stunden nach heftigen 
solaren Eruptionen (plotzliche Bildung sehr heller Wasserstoffflocculi) auf. Die 
Geschwindigkeit des erregenden Agens ist also --1600 km/sek. Bedenkt man, 
daB Protuberanzen mit Geschwindigkeiten bis zu 500 km/sek beobachtet worden 
sind, trotzdem die Wahrscheinlichkeit der Erfassung gerade der schnellsten 
Objekte sehr klein ist, so kann man kaum bezweifeln, daB Polarlichter und 
magnetische Sturme durch Protuberanzen erregt werden, welche schlieBlich die 
Erde erreichen. Die altere Theorie der Polarlichter (BIRKELAND-STORMER) und 
die magnetischen Sturme operiert zwar mit elektrisch geladenen Partikelstromen, 
wahrend eine Protuberanz gleichviele lonen und Elektronen enthalt. Aber abge
gesehen davon, daB die fortwahrende Bildung und Existenz von Partikeln eines 
Vorzeichens den Grundgesetzen der Elektrostatik zuwiderlauft, haben neuere 
Arbeiten von S. CHAPMAN, K. O. KIEPENHEUER u. a. [1728,2; dort weitere 
Literaturangaben J einer physikalisch besser fundierten Theorie mit (makro
skopisch) neutralen Stromen die Wege geebnet. 

FUr unser Ausgangsproblem noch wichtiger als diese geophysikalisch hoch
interessanten Fragen ist die Beobachtung, von J. H. DELLINGER, M. J OUAUST, 
H. W. NEWTON [1749J, R. S. RICHARDSON [1766-67J u. a., daB gleichzeitig mit 
solaren Eruptionen vielfach kraftige Radiofadings, also Veranderungen in der 
Heavisideschicht, einhergehen. Diese Effekte werden, wie die verschwindend 
kleine Ausbreitungsdauer in Dbereinstimmung mit vielen andersartigen Be
obachtungen zeigt, durch kurzwellige Strahlung hervorgerufen. Da die Flache 
der "Wasserstofferuptionen" groBenordnungsmaBig 1/500 bis 1/100 der Sonnen
scheibe betragt und ein kraftiges Fading wohl eine Verstarkung der ionisieren
den U.V.-Strahlung der Sonne beiA.",,150G-2000 A auf das --1 Of ache verlangt, 
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so muE an der emittierenden Stelle selbst die Strahlungsemission auf das 
1000-5000fache gestiegen sein 1. Diese GroBenordnung paBt ausgezeichnet zu 
unserer Fig. 137 und wir m6chten also annehmen, daB die Extraionisation in den 
Protuberanzen und in der Heavisideschicht auf dieselbe Weise zustande kommt. 

Eine groBe Schwierigkeit scheint unserer Ausgangshypothese zunachst daraus 
zu erwachsen, daB dem postulierten Anwachsen der kurzwelligen Sonnen
strahlung urn viele Zehnerpotenzen keine merkliehe Intensitiitsiinderung im sieht
baren Spektralgebiet entspricht. Wir haben aber schon seinerzeit darauf hin
gewiesen, daB jedenfalls in den Faekeln dem Temperaturiibersehu,B der hochsten 
Schichten stets eine Temperaturerniedrigung der tieferen Schichten gegenliber
steht, so daB in der Mitte der Sonnenscheibe die Strahlungsintensitat im Sieht
baren etwa konstant bleibt. Flir die mit den Fackeln eng verwandten "Wasser
stofferuptionsgebiete", welche jedenfalls haufig als Ursache der Protuberanzen 
anzusprechen sind, dlirfte ahnliches gelten. 1m LVMAN-Gebiet dagegen ist der 
kontinuierliche Absorptionskoeffizient sehr groB, dort kommt daher die Tem
peratursteigerung der h6chsten Atmospharenschichten voll zur Geltung. (Wie 
wir in Abschn.100 sehen werden, ermoglichen uns Spektroheliograph und 
Spektrohelioskop, diese gesondert zu studieren.) Der thermodynamische Mecha
nismus der Entstehung der geforderten Abweichungen vom normalen Tempera
turgradienten ist uns jedoch - dies solI hier nochmals betont werden - zur 
Zeit noch vollig verborgen. 

98. Chromosphare. 
A. Der Dichtegradient der Chromosphare. "Hohen". Auf Flashspektren 

(Fig. 128), welche mit einer gewohnlichen Objektivprismen- oder Gitterkamera 
aufgenommen sind, erscheinen die intensiven Linien - wie Ca+ H und K, H rJ. 
oder HeDs - als lange Bogen, die schwachen Linien usw. dagegen nur als kurze 
Striche. Man pflegt kurz zu sagen: Die H- und K-Linien z. B. reichen bis zu 
einer "Hohe" von ~12000 km liber der Basis 2 der Chromosphare, die schwachen 
Metallinien dagegen nur bis zu einigen 100 km usw. 

Bei Aufnahmen mit stationiirer Platte (z. B. Fig. 128) wird - wie wir in 
Abschn. 95 schon bemerkten - die Messung der "Hohen" stark beeintrachtigt 
durch Unebenheiten des Mondrandes und durch Protuberanzen. Besser definierte 
Werte gibt die zeitliche Verfolgung einer bestimmten Stelle des Sonnen- bzw. 
Mondrandes mit dem "moving-Plate" - oder "jumping-film" - Spektrograph 
nach CAMPBELL und MENZEL. 

Die "Hohe" H, bis zu welcher eine Linie beobachtet wird, ist nun nach 
D. H. MENZEL [1735J dadurch bestimmt, daB die von allen oberhalb des Niveaus 
H liegenden Schichten emittierte Intensitiit einen bestimmten Grenzwert unter
sehreitet, der von der Empfindlichkeitsschwelle der Apparatur abhangt. 

1m Hinblick auf die folgenden quantitativen Untersuchungen definieren 
wir ein rationelles MaB fUr die Intensitat der Chromospharenlinien 3: Ein V olum
element der Chromosphare werde begrenzt durch eine Ebene, welehe vom Beobaehter 
tangential an den Mondrand in der Hohe x iiber der Basis der Chromosphiire gelegt 
ist, sowie durch zwei Ebenen parallel zur Sehlinie, welehe in 1 em Abstand von
einander senkreeht zur Sonnenoberfliiehe stehen. Die von einer solehen "Sehneise" 

1 Anm. b. d. Rorr.: Vgl. auch M. N. SAHA, Froc. Roy. Soc. Lond. (A) 160, 155 (1937), 
sowie D. F. MARTYN, G. H. MUNRO, H.]. HIGGS u. S. E. WILLIAMS, Nature Lond. 140,603 
1937· 

2 Der Punkt, wo das FRAUNHOFERsche Spektrum mit Absorptionslinien in das Emissions
spektrum (Flash) iibergeht, ist ziemlich scharf definiert. Vgl. Abschn. 96. 

3 Diese Wahl ist bedingt dadurch, daB die meisten Apparaturen keine geometrische 
Auflosung der nur einige Bogensekunden breiten Chromospharenbogen erlauben. 
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in einer Spektrallinie pro Raumwinkelelement dO) emittierte Energie in erg/sek 
bezeichnen wir als deren gemessene Intensitiit I dO). 

G. G. CILLIE und D. R. MENZEL [1711J beziehen ihre Intensitatsmessungen auf den 
Raumwinkel 4 n statt 1. (Die physikalisehe Deutung dieser Einheit als "Ausstrahlung naeh 
allen Riehtungen" wird hinfallig, sobald Selbstabsorption einsetzt.) 

A. PANNEKOEK und M. MINNAERT [1751J nehmen den Abstand der parallelen Ebenen 
gleieh l' (geozentriseh) oder 4,34' 109 em statt 1 em und mess en die Ausstrahlung in Ein
heiten von 1020 ergJsek. 

Hatten wir es durchweg mit Emission in optiseh dunner Schieht zu tun, so 
ware die gemessene Linienintensitiit einfach proportional der Dbergangswahr
seheinlichkeit U. W. der Linie X der Zahl N (x) der leuehtenden Atome! in dem 
besehriebenen Volumelement. 

In Wirklichkeit miissen wir jedenfalls bei den starken Linien mit Selbst
absorption reehnen. Die gemessenen Intensitaten sind also mit den dureh Reduk
tion auf dunne Schieht erhaltenen "theoretischen Intensitiiten" (d. h. Ausstrahlung 
ohne Selbstabsorption) durch eine Art Wachstumskurve verknupft. Wir wollen 
zunachst annehmen, daB diese fUr aIle Linien diesel be ist, d. h. die gemrossenen 
Intensitaten sollen eine eindeutige Funktion der 1/ 
theoretischen sein. 

Die Bedingung fUr das Aufhoren verschiedener 
Linien in der Hohe H konnen wir dann aueh dahin
gehend formulieren, daB die theoretisehe Intensitat, 
d. h. das Produkt 

N (H) X Dbergangswahrscheinliehkeit (U. W.) 

einen fUr alle Linien gleichen Grenzwert unter
schreitet. 

Innerhalb eines Multipletts 2 sind nun die Relativ
werte der U. W. nach den Intensitatsformeln von 
Absehn. 50 bekannt. Tragt man (Fig. 138) die von 
den Linien erreichten Hohen H als Funktion der 
lOglO(U,W,) auf, so kann man diese Kurve direkt 

_log N(II)+Kons/" 

log (ti.I'I.)+Konst 
Fig. 138. (Schematisch.) Bestimmung 
der Anzahl N (bzw. log N +const')der 
A tome in einer 1 em brei ten, J Schneise" 
durch die Chromosphare oberhalb des 
NiveausH mit Hilfe der "Hohen" von 
Multiplettlinien nach D. H. MENZEL 

[1735]. 

aueh als Schichtungskurve lesen, da log N (H) = -loglO (U. W.) + konst. ist. 
Indem man die von zahlreiehen Multipletts herruhrenden Kurvenstueke durch 
Aufschieben parallel zur loglO(U.W.)-Skala aneinandersetzt, erhalt man 

loglON als Funktion von x. (98,1) 
Aus N (x) laJ3t sieh nun die wahre Dichteverteilung der Chromosphare leicht 

berechnen: Es sei n (h) die Anzahl der Atome einer bestimmten Art pro em3 

in der Hohe huber der Basis der Chromosphare. Nehmen wir z. B. Schiehtung 
naeh Art einer Barometerformel, so konnen wir schreiben 

n(h) = no' e- ah . (98,2) 
Dann ware no/rx. die Anzahl der Atome in einer senkreehten Saule iiber 1 em 
der Basis der Chromosphare. Die Konstante rx. [em-I] lassen wir verfiigbar. 
Sollte sich herausstellen, daB eine exponentielle Verteilung den Beobaehtungen 
nicht gereeht wird, so kann man ebenso leieht mehrere derselben mit verschie
denen no und rx. superponieren. 

Greifen wir auf die Bezeichnungen von Fig. 130 zuriiek, so wird zunachst 
wieder 2 

h=,/(a+x)2+ y2_ a R:5x+ L +". (98,3) V 2a 

1 Wir beziehen zweekmaBig N (x) jeweils auf den gesamten Atomzustand und nehmen 
die statistisehen Gewiehtsfaktoren mit in die V. W. herein. 

2 Der Grundgedanke einer Kalibrierung mit Hilfe von Multipletts geht auf H. N. RUSSELL, 
\V. S.ADAMS und C.H.MoORE [13401 zuriick. 
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und wir erhalten fiir die Anzahl aller Atome in einer 1-cm2-Saule langs der 
Sehlinie in Rohe x iiber dem Sonnenrand 

/

+00 l/Ziia: 
n'(x)= n(h)dy= V-~ ·noe-O<%. (98,4) 

-00 

Aus n' geht N (x) hervor, indem man von x bis 00 integriert, also 
00 

N(x) = /n'(x)dx= V2 : a noe- rxx • (98,5) 
x ex,1l 

Der Vergleich von (98,5) mit (98,2) ergibt das meines Wissens zuerst von 
W. R. MCCREA [1712J bemerkte Ergebnis, daB bei exponentieller Dichteabnahme 
N (x) und n (h) dieselbe relative Verteilung aufweisen. (Bei Superposition 
mehrerer e-Funktionen ist selbstverstandlich auf den Faktor 0(- t zu achten!) 

Nach den im vorhergehenden entwickelten Prinzipien1 haben zuerst D. R. 
MENZEL [1735J und sodann S. A. MITCHELL und E.T.R. WILLIAMS [1742J die 
relative Dichteverteilung der Chromosphare untersucht. Die Unterschiede 
zwischen den Verteilungen fiir verschiedene Elemente und Anregungsstufen 
waren zunachst noch klein gegeniiber den sonstigen Fehlerquellen, so daB wir 
uns mit der Angabe eines Mittelwertes aus je zwei Beobachtungsreihen beider 
Abhandlungen begniigen konnen: 

N ormiert man auf no = 1 fiir x = 0, so ergibt sich unter Verwendung eines 
zweigliedrigen Ansatzes vom Typus (98,2) 

n (x) = 0,982 e- 5,9.10- 8 • x + 0,018 e- 2,6.10-8 • x , (98,6) 

fiir 0 < x < 2,6· lOscm = 2600 km. Diese Formel, weIche zunachst ja nur als 
bequeme Interpolationsformel fiir den Ubergang von N (x) auf n (x) zu betrachten 
ist, kann man auch dahingehend interpretieren, daB der untere Teil der Chromo
sphare nach einer Barometerformel mit 0( = 5,9 '1O-scm-1 geschichtet ist, 
wahrend oberhalb von r-.J 1200 km Rohe O(:=::::; 2,6· 1O-8 cm-1 wird. 

Urn eine anschauliche Vorstellung von der GroBenordnung der beobachteten 0( 

zu geben, fiigen wir hinzu, daB fiir eine isotherme Atmosphare von To = 4830° 
und Molekulargewicht 1 sich 0( = 6,82'1O-scm-1 ergeben wiirde. Solange der 
Wasserstoff nicht ionisiert ist, wiirden wir fiir die Sonnenatmosphare ein Mole
kulargewicht '"" 2,75 und also 0( = 18,8' 1O-scm-1 zu erwarten haben. 

Wir mussen also schlieBen, daB die Chromosphiire sich nicht - nach der 
Theorie des Strahlungsgleichgewichtes mochte man dies zunachst erwarien -
wie eine isotherme Atmosphiire mit der Grenztemperatur To verhiilt, sondern 
wesentlich ausgedehnter ist. Das hiermit angeschnittene Problem der Dynamik 
der Sonnenchromosphiire wollen wir aber noch zuriickstellen und zunachst 
versuchen, an Rand der Beobachtungen eine breitere Basis zu gewinnen. 

Neuerdings haben G. G. CILLIE und D. R. MENZEL [1711J im Bereich X= 650 
bis 1500 km fiir verschiedene Elemente und Anregungsstufen genauere O(-Werte 
(unter Beniitzung einer eingliedrigen Formel) bestimmt: Auf zwei Aufnahmen, 
die durch ein genau bestimmtes Zeitintervall (1,2 sek) getrennt sind, werden 
Linien gleicher (gemessener) Intensitat aufgesucht. 1st die eine Linie mit der 
Uberwahrscheinlichkeit (u. W')1 bei der Rohe Xl des Mondrandes iiber der 
Basis der Chromosphare gleich intensiv wie die andere Linie desselben Multi
pletts mit (U. W.) 2 bei der Rohe x2, so ist 

(U. W.)1 e- 0<%, = (U. W')2 e- ax, (98,7) 
woraus 0( leicht berechnet werden kann. 

1 Auf technische Details einzugeben, wurde bier zu weit fubren. 



So erga b sich fur 

H 
He 
Mg 
Al 
Ca 
Sc 
Ti 
Cr 
Mn 
Fe 
Sr 
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Neutral 

IX = 1,54' 1o-B cm-1 

0,78 
2,50 
2,77 

> 2,11 

>2,07 
2,95 
2,48 

Ionisiert 

IX = 0,77 . 10-8 cm-1 

0,30 

1,51 
4,20 
3,32 
1,72 
1,60 
1,69 
1,66 
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Die "Dichtegradienten" ex. der neutralen Elemente sind durchschnittlich 
groBer als die der ionisierten, was man wohl auf das Anwachsen des mittleren 
Ionisationsgrades mit der Hohe zuruckfiihren darf. 

Eine A ussortierung der Metalle nach dem Atomgewicht oder auch nach 
etwaigen Verschiedenheiten des selektiven Strahlungsdruckes findet jedenfalls 
in den unteren und mittleren Schichten nicht statt. Wenn wir die spateren 
Ergebnisse schon vorwegnehmen, daB an der Basis der Chromosphare Dichten 
von __ 1012 Teilchenjcm3 und eine Art "turbulenter" Stromungsgeschwindigkeiten 
von --15 kmjsek bestehen, so erscheint das Fehlen jeglicher Entmischung in 
der Chromosphare nach den Rechnungen von W.H.McCREA (Abschn. 97,3) fast 
selbstverstandlich. 

Die enorme Intensitat der Ca'" H- und K-Linien und die groBe Hohe von --12000 km, 
bis zu der sie in der Chromosphare verfolgt werden konnen, haben zu der bis vor wenigen 
J ahren allgemein akzeptierten Meinung gefiihrt, daB die Sonnenchromosphare zum iiber
wiegenden Teil aus Ca'" bestehe. Wie aus den betrachteten Untersuchungen von MENZEL U. a. 
hervorgeht, ist diese Ansicht in keiner Weise haltbar: Die Schichtung des Ca'" unterscheidet 
sich nicht wesentlich von der anderer Metallionen und die groBe Starke des H + K-Dubletts 
riihrt nur von der groBen Oszillatorenstarke dieser Linien und der giinstigen GroBe der 
Ionisierungsspannung des Ca'" her. AIle iibrigen Linien, die ahnllch bevorzugt waren, sind 
- wie man sich leicht klarmacht - infolge der Begrenzung des kurzwelligen Spektral
bereiches durch die atmospharische Extinktion der Beobachtung unzuganglich. 

Auffallig ist der geringe Dichtegradient ex. = 0,78 '1O-8 cm-1 des Heliums. 
A. PANNEKOEK und M. MINNAERT [1751J ziehen aus Messungen der Intensitat 
von He 4471 als Funktion der Zeit bei der Finsternis vom 29.Juni 1927 - unter 
der Annahme von Selbstabsorptionsfreiheit - den SchluB, daB die Konzentra
tion der angeregten Heliumatome in der Chromosphare mit der Hohe zunachst 
anwachse und erst in --1000 km Rohe abzunehmen beginne. Unabhangige 
Messungen, die E. ]. PEREPELKIN und O. A. MELNIKOV [1758J an der D3-Linie 
A. 5876 direkt ohne Finsternis unter sorgfaltiger Elimination des Einflusses der 
Luftunruhe uSW. ausfuhrten, bestatigen dieses Ergebnis. Das merkwurdige 
Verhalten der He-Linien steht offenbar in Zusammenhang mit der ebenso 
unerwarteten Starke ihrer Anregung. 

Wenn man sich auf den in Abschn. 97 vertretenen Standpunkt stellt, daB 
die Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht durch eine zu starke U.V.
Strahlung mancher Stellen des photospharischen Untergrundes hervorgerufen 
werden, so liegt es nahe, das Verhalten der He-Linien dahingehend zu inter
pretieren, daB die Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht desto groBer 
werden, je mehr die von der Strahlung verursachten Prozesse gegenuber den 
StoBprozessen die Oberhand gewinnen. Von einer eigentlichen Theorie dieser 
Erscheinungen sind wir freilich noch weit entfernt. 
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B. Konturen chromospharischer Emissionslinien (1. Teil.) Soweit die 
Emissionslinien am Sonnenrand in optisch dunner Schicht emittiert werden, 
d. h. solange ihre Intensitat hinreichend klein ist, mochte man zunachst erwarten, 
daB ihre Konturen durch den thermischen Dopplereffekt bestimmt seien. Die 
Halbwertsbreite z. B. der Ca+ H- und K-Linien sollte also nach (43,11) 2,1A'~ 
0,03 A sein. Beobachtungen, die A. UNSOLD [1776J im Jahre 1928 an Mt. Wilson 
ausfUhrte, bestatigten diese Vermutung in keiner Weise, sondern ergaben fUr 
die hoheren Schichten direkt und fUr die tieferen nach Berucksichtigung der 
Selbstabsorption (s. u.) eine Wellenlangenabhangigkeit des Absorptions- bzw. 
Emissionskoeffizienten, die sich zwar gut durch eine GAusssche Fehlerkurve 
darstellen lieB, deren Halbwertsbreite jedoch 0,33 A statt 0,03 A betrug. 

Da Druckeffekte in der Chromosphare ausgeschlossen sind, so bleibt als einzige 
Erklarungsmoglichkeit die Annahme, daB die ganze Chromosphiire sich in einer 
Art turbulenterl Bewegung befindet. Schreiben wir die Intensitatsverteilung einer 
in dunner Schicht emittierten Linie in der Form 

( .1.1)' 
I (,1 A) = konst. e .1 )'0 

(98,8) 

so ist das entsprechende Verteilungsgesetz der Geschwindigkeitskomponenten ~ 
in der Sehlinie analog zu (43,1) gegeben durch 

~_=_1_e- (!J~L 
N 11'; ~o ' 

(98,9) 

wo 
~o Ll ,10 
c=-).-· (98,10) 

Die mittlere Geschwindigkeit ~o durfte sich zusammensetzen aus der thermischen 

Geschwindigkeit V2 :-:r und der eigentlichen turbulent en Bewegung ~t nach 

(43,5), so daB 

(98,11) 

Der thermische Anteil ist jedoch nur bei den leichtesten Elementen Wasserstoff 
und Helium (p, = 1 bzw. 4) von Bedeutung, bei den schwereren kann man prak
tisch ~o ~ ~t setzen. Die erst en Messungen des Verf. ergaben fUr die turbulente 
Geschwindigkeit der Ca+-Atome den Wert 

~t = 15 km/sek. 

Spatere Messungen des Verf. an der HeDa-Linie bestatigten die Unabhangig
keit des ~t vom Molekulargewicht. Die - von ihren Autoren selbst noch nicht 
in diesem Sinn gedeuteten - Messungen von A. PANNEKOEK und M. MINNAERT 
[1751J lassen die nach (98,10) zu erwartende A-Proportionalitat des ,1Ao gut 
erkennen. Endlich schein en die Messungen von D. H. MENZEL [1735, Fig. 3-6J 
- wenn auch noch nicht mit unbedingter Sicherheit - zu zeigen, daB ~t mit der 
Hohe langsam zunimmt. Eine Nachprufung dieses Befundes ware im Hinblick 
auf das Problem des Uberganges der Chromosphare in die Korona (Abschn.99) 
sehr wichtig. 

Eine Zusammenstellung der zur Zeit vorliegenden MeBergebnisse der mittleren 
Turbulenzgeschwindigkeit ~t gibt unsere Tabelle 74. . 

1 Diese Bezeichnung soli nicht irgendwelche tiefere Verwandtschaft zu den aus der 
Hydrodynamik bekannten Erscheinungen zum Ausdruck bringen. 
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Tabelle 74. Mittlere Turbulenzgeschwindigkeit ~t= -V~g- 2~T in der Sonnen

chromosphare (Komponente in der Sehlinie). 

Linie 
Hohe ; km Autor 

km t sek 

Ca+H und K --6000 15 A. UNSOLD [1776J 

ReD. (A 5876) { 15,5 A. UNSOLD [1778J 
1-6000 19,2 E. J. PEREPELKIN und O. A. MELNIKOV [1758] 

Sr+ 4078 11,7 { V. P. VIASANIZYN [1779J 

H6 und H. 11,4 
(Moglicherweise SpektrographeneinfluB iiber-

korrigiert. ) 
Viele Metallinien niedrig 16,5 A. PANNEKOEK und M. MINNAERT [1751] 

I 
385-600 10,9 

11 D. H. MEmL l' 735, Fig. 3--6] Desgl. 1030 12,0 
1675 14,6 
2330 18,1 

C. Selbstabsorption in der Chromosphare. Urn aus gemessenen Intensitiiten 
von Chromosphiirenlinien Riieksehliisse auf die Konzentration usw. der strahlen
den Atome ziehen zu k6nnen, miissen wir - soweit es sieh urn stark ere Linien 
und tiefere Sehiehten handelt - die Selbstabsorption in Reehnung stellen. Deren 
Theorie ist fiir den wiehtigsten Spezialfall von A. PANNEKOEK [1753] entwiekelt 
worden. Wir werden uns zunaehst dieser Arbeit ansehlieBen und naehtraglieh 
auf einige andere M6g1iehkeiten kurz eingehen. 

Wir nehmen an, daB die Emission der Chromosphare den Charakter ther
mischer Emission trage. Dann betragt sie pro em3 fiir den Kreisfrequenzbereieh 
LI w = 1 in den Raumwinkel 1 

k· fro, (98,12) 

wo k den Absorptionskoeffizienten [em-I] und 
1 2 h v3 1 

fro = 2n' C2' -c-,~- (98,13) 
ely -1 

die KIRCHHOFF,PLANcK-Funktion fiir die Temperatur der Chromosphare bedeutet. 
Wenn wir annehmen, daB letztere sieh auf die Grenztemperatur To= 4830° 
einstellt, so bedeutet fro gleiehzeitig die Intensitat pro Kreisfrequenzeinheit 
im kontinuierliehen Spektrum des Sonnenrandes. 

Beziiglieh des Absorptionskoeffizienten k nehmen wir naeh B. zunaehst an, 
daB seine Wellenlangenabhangigkeit dureh den Dopplereffekt der turbulenten 
thermisehen Bewegung der Teilchen bestimmt sei. Bezeiehnen wir wieder mit 

(98,14) 

den Abstand von der Linienmitte, in dem k auf 1/e seines Maximalwertes abge
nommen hat, so wird der Absorptionskoeffizient pro em naeh Gl. (43,13) 

!l (LI ro )' 2n2 e2 n' f --
k=~~.-~~- e Llw" 

me Llwo ' 
(98,15) 

wo n die Anzahl der Atome (im unteren Quantenzustand der betreffenden 
Linie) pro em3 und f die Oszillatorenstarke bedeutet. Ahnlieh1 wie in (44,19) 
sehreiben wir dafiir kurz 

k = n f . ko e- v' (98,16) 

1 Dort war der Faktor nt noch in die Definition von ko einbezogen. Weiterhin a = O. 
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• 2 n'I e2 Liw LiJc 
ko= me.Liwo und V= Liwo = LiAo. (98,17) 

mit 

Urn die Abnahme der n mit der Hohe h tiber der Basis der Chromosphare zu 
beschreiben, benutzen wir wie in (98,2) wieder eine Art Barometerformel 

n=noe-Cf.h (98,18) 

Dann ist die Zahl der Atome in einer 1-cm2-Saule, welche im Abstand x von 
der Sonnenoberflache langs der Sehrichtung (y-Richtung in Fig. 130) veriauft, 
nach (98,4) gleich (a = Sonnenradius): 

n'(x) = y2:a ·noe-Cf.X (98,19) 

und die optische Dicke 7:' dieser Saule fUr den Frequenzabstand ,dw = v .,d Wo 

von der Linienmitte wird also 

Y-
f 2:na 2 

7: (x v) =n f· --·k ·e-Cf.X·e-V , 0 ~ 0 , (98,20) 

wofUr wir kurz schreiben 
(98,21) 

mit 

f l/2na k -Cf.X b d1) d 
'YJ = no V --r;--. 0 e zw. ~- = - IX x. (98,22) 

Die beschriebene Saule von 1 cm2 Querschnitt emittiert nun in der y-Richtung 
die I ntensitiit (N. B. Raumwinkel 1!) 

jk·fw·e-kYdy=fw{1-e-T'} (98,23) 

oder - tiber die ganze Linie integriert 
+00 

fwj {1_e- rJ (X).e- v'},d Wo· dv. (98,24) 
-00 

Beziehen wir wie in Abschn. 97 die Intensitat wieder auf 1 Kreisfrequenzeinheit 
bzw. 1 Wellenlangeneinheit des Spektrums fw bzw. ];. des Sonnenrandes, so 
gilt also fUr diese Aquivalentbreiten 

(98,25) 

Das rechts stehende Integral ist uns als Funktion von 'YJ (x) (d. h. der optischen 
Dicke der Chromosphare gemessen tangential zum Sonnenrand und fUr die Mitte 
der Spektrallinie) schon aus (44.39) bekanntl. PANNEKOEKhat sie seinerzeit 
numerisch berechnet. Wir weisen auBerdem nochmals auf die Reihenentwick
lungen von Abschn.44, sowie die Tabellen bei R. LADENBURG [810J und 
v. D. HELD [808J hin. Mit A. P ANNEKOEK fUhren wir noch die Abktirzung ein 

00 

1(1])= ;;!{1-e- rJ •e-"}dv. (98,26) 

o 

Urn nun vollends die Ausstrahlung der vom Mondrand in der Hohe x abgedeckten 
Chromosphare zu bekommen, mtissen wir tiber x von x bis 00 integrieren und 

1 1) (x) war dort - als Konstante - mit C bezeichnet. Wir hatten selbstverstandlich 
auch (98.25) direkt aus (44.39) durch Anwendung des KIRCHHOFFschen Satzes auf die ganze 
strahlende Schicht erhalten konnen. 
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erhalten mit (98,22) fUr die entsprechenden Aquivalentbreiten: 
00 '1 

~= vn !t( )dx= Vn !f( )~. 
2 .d Wo 2 'Y} 201: 'YJ 'f} 

(98,27) 
x 0 

Das letztere Integral 
'1 

F2 ('Y}) = Jt('YJ) ~'f} (98,28) 
o 

ist von A. PANNEKOEK (ebd.) gleichfalls fUr 0 < 'Y} < 200 numerisch berechnet 
worden. 1m Falle optisch dunner Schicht (lim 'YJ ~O) geht nach (98,26) I ('YJ) ~ 'Y} 
undnach (98,28) zugleichF2 ('YJ) ~'Y}. Die FunktionF2 ('Y})/'Y} gibt also an, in welchem 
Verhiiltnis die Emission einer Linie durch die Selbstabsorption geschwacht wird. 
Dabei bedeutet - wie gesagt - 'Y} die optische Dir;ke der Chromosphare fUr die 
Mitte der Spektrallinie, gemessen langs der vom Beobachter aus an den Mond
rand gelegten Tangente. 

Bei der nicht ganz vermeidbaren Kompliziertheit der angewandten Defini
tionen erscheint es angebracht, die numerische Anwendung dieser Formeln an 
zwei Beispielen zu elliiutern. Mit A. PANNEKOEK (s. S. 431) betrachten wir 
zuerst 

a) Die Messungen von A. PANNEKOEK und M. MINNAERT [1751J. Bezeichnen 
wir die Intensitat einer Chromospharenlinie in den Einheiten dieser Autoren 
mit /P.M., so muB zuerst auf einen 1 cm (statt 1~eozentrisch = 4,34 '109cm) breiten 
Streifen der Chromosphare und auf 1 erg/sek (statt 1020 erg/sek) umgerechnet 
werden. 

Ip.M. '1020 erg/sek 
4,34' 109 

ist also die Energie, welche von dem stets beniitzten Volumelement pro sek 

in den Raumwinkel1 emittiert wird. Urn ,~w = ~A, zu erhalten, miissen wir 
2LJWo 2LJAo 

dies beziehen auf die Emission eines schwarz en Korpers von To = 4830° K im 
Spektralbereich 2 LI Ao oder 

2 ~-
2L1A . 2hc 'e-AT 

o A. 

Wege~ LI Ao = A . ~ wird also schlieBlich 
c 

A 1020 A4 +~ ---"'-- = /p M • • • eAT. 
2.dwo .. 4,34'109 4hc·~o 

(98,29) 

Nach (98,27 u. 28) erhalt man daraus, wenn der "Dichtegradient" IX bekannt 
ist, sofortF2 ('Y}), dann'Y} selbst unddenReduktionsfaktor fiirdiinneSchichtF2 ('Y})/'Y}. 

Fiir die Mitte des von PANNEKOEK und MINNAERT beobachteten Spektral
gebietes setzen wir A = 4420 A; sodann ~o = 15 km/sek und To = 4830° K. Damit 
wird 

(98,30) 

Fiir eine starke Linie mit /p.M.=100 wiirde man bei einem Dichtegradienten 
201: A 

IX = 2·1O-8cm-1 nach (98,27) also erwarten F2 ('Y}) = .r·~ =0,14. Nach vn 2LJ roo 

der Theorie sollte demnach, wie man PANNEKOEKS Tabellen leicht entnimmt, 
F2 ('Y})/'Y} = 0,98, d. h. nur ,....,2% Abweichullg vom Grellzfall diinner Schicht zu 
erwartell seill. 

UnSOld, Sternatmosphiiren. 28 
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Demgegeniiber findet A. PANNEKOEK (s. S. 431) durch empirische Konstruk
tion der Wachstumskurve nach dem Vorgang von RUSSELL, ADAMS und MOORE 
[1340J fUr Chromospharenlinien der IntensiHit 100 einen Selbstabsorptions
faktor von ,....,8,3, entsprechend einer etwa 470mal gr6Beren optischen Dicke 
Hings des Sehstrahles an der Basis der beobachteten Schicht. 

Ehe wir uns Gedanken iiber die Erklarung dieser Unstimmigkeit zwischen 
Theorie und Beobachtung machen, diskutieren wir in entsprechender Weise 

b) Die Messungen von G. G. CILLIE und D. H. MENZELl [1711]. Hier miissen 
wir zunachst vom Raumwinkel 4n auf 1 umrechnen und schlieBen dann weiter 
genau wie unter a). Es wird also 

A 1 .1.4 +~-
-~-=--::IeM --·---e AT, 
2 L1 wD .. 4 n 4 h c. ~o . (98,31) 

Fiir das Mg-TripJett A 3830 z. B. erhalt man nach Einsetzen der Zahlenwerte 

~ = 3 34' 10-7 • !c M (98,32) 2L1wo ' .. 

Berechnet man die Selbstabsorption einmal aus (98,27 u. 28) mit Hilfe der 
gemessenen Linieni~~ensitaten !c.M. und dann aus der Abhiingigkeit der Linien
intensitiit von der Ubergangswahrscheinlichkeit in Multipletts (CILLIE-MENZEL, 
ebd., Fig. 7), so findet man - eine vollstandige Bearbeitung der Messungen 
liegt noeh nicht vor - nach der zweiten Methode eine ,...., 50mal gr6Bere optische 
Dicke n. 

Die Intensitatsmessungen von PANNEKOEK und MINNAERT einerseits, CILLIE 
und MENZEL andererseits fUhren also iibereinstimmend (wenn aueh die Zahlen
werte noch nicht sehr genau sind), zu dem Ergebnis, daB die Selbstabsorption 
in der Chromosphare viel starker ist, als man nach der Theorie zunachst erwarten 
sollte. 

Wie kann diese unerwartete Diskrepanz erklart werden? Abweichungen 
vom thermischen Gleichgewicht k6nnen offenbar nicht herangezogen werden. 
Denn sie wiirden h6chstens an die Stelle der KIRcHHoFF-PLANcK-Funktion 
eine grofJere Anregungsfunktion setzen. Die zu einem bestimmten I p . M• bzw. Ie. M. 

geh6renden ~w wiirden also nur kleiner werden. Abgesehen davon miiBten 
2LJ Wo 

sich gr6Bere Abweichungen der KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion fUr das .direkt 
beobachtbare Spektralgebiet von dem berechneten Wert durch Emissionslinien 
auf der Sonnenscheibe verraten. 

Wahrscheinlich laBt sich vielmehr die unerwartet starke Selbstabsorption 
der Chromospharenlinien auf folgender Basis erklaren (die damit zur Sprache 
kommenden Dinge werden auch in allgemeinerem Zusammenhang wichtig sein) : 

Direkte Aufnahmen der Chromosphare bei Finsternissen (z. B. D. H. MENZEL 
[1735 J ; Plate IX) zeigen, daB diese nicht eine gleichfOrmige Gasschicht darstellt; 
sie besteht vielmehr offensichtlich aus vielen kleinen Protuberanzen2, welche 
insgesamt den Eindruck einer "brennenden Prarie" hervorrufen. Es erscheint 
als das natiirlichste, anzunehmen, daB die Geschwindigkeitsverteilung der 
Partikel innerhalb einer solchen kleinen Protuberanz ungefahr die MAxWELLsche 
ist, so daB also z. B. die Fe-Atome sich relativ zu ihrer naheren Umgebung mit 
Geschwindigkeiten von ,....,1,2 km/sek bewegen. Die in B. gefundenen "tur
bulenten" Geschwindigkeiten von ,....,15 km/sek m6chten wir zuriickfUhren auf 
die verschiedenartigen Bewegungen der kleinen Protuberanzen, welche wahrend 

1 Deren theoretische Behandlung des Problems bedeutet gegeniiber der von den Autoren 
leider nicht beniitzten Arbeit P ANNEKOEKB nur einen Riickschritt. 

2 V gl. hierzu auch E. J. PEREPELKIN [17 56J. 
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der Aufnahme auf den Spektrographenspalt abgebildet werden. Dabei bestehen 
nun zwei - als Extremfalle aufzufassende - Moglichkeiten: 

Fall a): Langs einer Sehlinie kommen in jedem Augenblick aIle Radial
geschwindigkeiten von ,....., + 15 bis -15 kmjsek vor; d. h. man blickt an jeder 
Stelle und zu jedem Zeitpunkt durch sehr viele kleine Protuberanzen. Dann ist 
bei der Berechnung der optischen Dicke usw. der Dopplereffekt der turbulenten 
Bewegung einzusetzen1, wie wir dies bis jetzt bei unseren Rechnungen getan 
haben. 

Fall b). Langs einer Sehlinie kommt nur ,....., eine Protuberanz vor; die Radial
geschwindigkeit schwankt infolgedessen nur ± ,-...;1,2 kmjsek (fUr Metalle) urn 
deren makroskopische Geschwindigkeit. Die groBe Dopplerbreite entsprechend 
± 15 kmjsek kommt in diesem Fall durch raumliche und zeitliche Mittelung 
bei der Aufnahme zustande. Fur die Selbstabsorption ist trotzdem die thermische 
Dopplerbreite maBgebend. 

Die Annahme b) wurde demnach die berechneten optischen Dicken urn einen 
Faktor ,-...;12 vergroBern und damit einen entscheidenden Beitrag zur Auflosung 
unseres Dilemmas liefern. Versuchen wir also, uns noch anderweitig uber ihre 
Wahrscheinlichkeit zu informieren. 

Die Emission bngs eines bestimmten Sehstrahls entsteht - wie man sich 
an Hand von (98,2 u. 3) leicht uberlegt - im wesentlichen auf einer Strecke 

der Lange ,-...; V 2: ~ 26000 km. Nehmen wir an, daB die Flocculi der Spektro

heliogramme irgendwie mit unseren kleinen Protuberanzen zusammenhangen, 
so finden wir fUr deren gegenseitige Abstande (ahnlich wie fUr die Elemente 
der Granulation) die GroBenordnung 5000 km. Es erscheint also durchaus 
moglich, daB Auffassung b) der Wirklichkeit naher kommP als a). Eine direkte 
PrUfung wurden vis}lelle Beobachtungen z. B. der HeD3-Linie an einem Sonnen
teleskop mit groBer Auflosung geben: nach Annahme b) muBte die Spektral
linie stan dig in Helligkeit und vor all em Wellenlange schwanken, entsprechend 
dem durch Luftullfuhe, Uhrwerkfehler usw. bewirkten standigen Wechsel der 
zufallig auf den Spalt fallenden Protuberanzenelemente. 

Als Erganzung zu den bis jetzt ausschlieBlich benutzten Untersuchungen 
liber die Aquivalentbreiten der Chromospharenlinien betrachten wir nunmehr 
die wenigen mit groBer Dispersion ausgefUhrten Messungen der Konturen selbst
absorbierender Chromosphiirenlinien: P. C. KEENAN [1727J hat die Intensitiits
verteilung in H{J (und zum Teil auch H".) fUr Hohen von 0-3600 km gemessen. 
Die M aximalintensitiit innerhalb der Linie variiert in diesem Bereich sehr wenig 
(,-...; einen Faktor 2, der aber noch zu einem erheblichen Teil durch MeBfehler 
Streulicht usw. bedingt sein kann). Die (ganze) Halbwertsbreite der Linie 3 ist 
von 0-3600 km konstant = 1,0 A. Beide Erscheinungen weisen auf starke 
Selbstabsorption hin. Auch das Verhaltnis der Breiten von H(1.: H{J wird nach 
KEENAN von der Theorie 4 befriedigend wiedergegeben. 

1 Vgl. auch Abschn. 70. 
2 Wenn die Annahme b) sich weiterhin als richtig erweisen sollte, so miiBte natiirlich 

fiir jedes Element eine besondere Wachstumskurve beniitzt werden, entsprechend der Ver
schiedenheit der thermischen Dopplereffekte. 

Man braucht nicht zu befiirchten, daB dadurch die in Abschn. 98,1 dargestellten Unter
suchungen wesentlich modifiziert werden: Bei der Interpretation der "H6hen" handelte 
es sich nur urn Linien, deren Intensitat so klein ist, daB Selbstabsorption keine erhebliche 
Rolle spielt. - Bei den O(-Bestimmungen von CILLIE und MENZEL [1711] ist die Selbst-
absorptionskorrektion rein empirisch. 0 

3 Die Halbwertsbreite von H (1. nimmt von 1,9 A im N ullniveau auf,....., 1 ,2 A in 4500 km 
Hohe abo 

4 Auf die detaillierten Annahmen liber Art des Strahlungsaustausches, Dichtegradient 
llSW. kommt es dabei wenig an. 

28* 
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Die Konturen der H- und K-Linien sind von A. UNSOLD [1776] eingehend 
untersucht worden. 1m groBen und ganzen zeigt sich hier dasselbe Bild. In 
theoretischer Hinsicht wird man jedoch an Stelle von thermischer Emission 
("Absorption" im Sinne SCHWARZSCHILDS) besser mit Resonanzstreuung1 rechnen. 
Die KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion ist dann zu ersetzen durch die Ergiebigkeit. 
1m einzelnen hat Verf. [1776] ein Modell durchgerechnet, in dem die Chromo
sphare durch eine oder mehrere Kugelschalen konstanter Dichte dargestellt 
wird. Der ruckwarts bestimmte Dichtegradient der Ca+-Atome 2 paBt groBen
ordnungsmaBig gut zu den neueren Messungen von MENZEL. Bei den ganzen 
Rechnungen hat Verf. sich seinerzeit auf den Standpunkt a) gestellt. Sollte 
sich spater b) endgiiltig als richtig herausstellen, so ware selbstverstandlich 
ein Teil der Ergebnisse entsprechend zu korrigieren. 

D. Ergebnisse: Druck, Ionisation, Anregung und Zusammensetzung der 
Chromosphiire. Da das Problem der Selbstabsorption in der Chromosphare 
noeh nieht vollstandig geklart ist, so sind siehere Rueksehlusse auf den physi
kalischen Zustand der Chromosphiire zur Zeit nur aus den in "dunner Sehieht" 
emittierten sehwaeheren Linien moglich. Die folgenden Angaben verdanken 
wir wiederum der mehrfach herangezogenen Untersuehung von G G. CILLnl: 
und D. H. MENZEL. 

Aus den lntensitaten der hOheren Glieder der BALMER-Serie oder des an
sehlieBenden Grenzkontinuums erreehnet man leieht die Anzahl der Atome 
in den betreffenden Quantenzustanden und daraus naeh (97,46-48) - wieder 
unter der Annahme, daB der Wasserstoff eines der haufigsten Elemente und 
nahezu vollstandig ionisiert ist - die Zahl der Elektronen pro em3• Fur die 
Basis der Chromosphiire finden die genannten Autoren 

ne = 4 . 1011 Elektronen/ em 3 , (98,3 3 ) 

was unter der Annahme eine Temperatur von 4830° dem Elektronendruck 

Pe = 0,27 Bar (98,34) 

entspricht. Dieser Zahlenwert 3 stimmt ausgezeichnet mit dem in (96,12) fur 
den "Sonnenrand" bereehneten uberein, ein Zeichen, daB die in Absehn.96 
entwiekelten Vorstellungen im ganzen das Richtige treffen. 

Die Anzahl der 2-quantigen H-Atome in einer senkreehten Saule uber 1 em2 

der Chromospharenbasis ergibt sieh naeh CILLIE und MENZEL zu 2' 1012, die der 
Ca+-Atome zu ,,-,2' 1016• Vergleicht man diese Zahlen mit den seinerzeit 
vom Verf. abgeleiteten Anzahlen der Atome "uber 1 em2 der Photosphare" 
=5 '1015 fUr 2-quantigen Wasserstoff bzw. 2 '1019 fUr Ca+, so erkennt man 
wieder, daB die wirksame Sehichtdicke der Chromosphare etwa 1/1000 der Dicke 
der gesamten Sonnenatmosphare ausmaeht. 

Auf die Deutung der ubrigen Linien moehten wir hier nicht im einzelnen ein
gehen. Das Hauptergebnis dieses Teils der alteren Arbeit von D. H. MENZEL, 
seine quantitative Analyse der Chromosphiire haben wir schon in Tabelle 66 
aufgenommen. Bezuglieh des "Uberanregungsphiinomens" ergibt sieh qualitativ 
dasselbe Bild wie bei den Protuberanzen. Einer quantitativen Erfassung stehen 
aueh hier zur Zeit noeh groBe Sehwierigkeiten entgegen. 

1 Nach G. G. CILLIE und D. H. MENZEL [1711J machen sich in den tieferen Schichten 
auch die "Dampfungsflugel" zu beiden Seiten des "Dopplerkernes" der H- und K-Linien 
bemerkbar. 

2 Seine Interpretation nach der MILNEschen Theorie kann heute jedoch nicht mehr als 
richtig betrachtet werden. 

3 Man beacht, daB die untere Chromosphare - wie zu erwarten - eine Mittelstellung 
zwischen der Photosphare (bzw. umkehrenden Schicht) und den Protuberanzen einnimmt . 

• 
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E. Theorien der Sonnenchromosphare. Zunachst einige historische Be
merkungen: E. A. MILNE [173 7J hat 1924 eine Theorie der Kalziumchromosphare 
entwickelt unter der Annahme, daB die Chromosphare nur aus Ca + besteht, 
daB also andere Ionisationsstufen des Kalziums und andere Elemente als nicht 
vorhanden betrachtet werden konnen. Die Strahlungskraft solI in den hOchsten 
Chromospharenschichten gerade zur Kompensation der Schwere der Ca +-Atome 
ausreichen ("Fully supported chromosphere"). In tieferen Schichten der Chromo
sphare bewirkt die Ruckstrahlung der Ca+-Atome eine Abnahme der Strahlungs
kraft und damit ein Anwachsen des Druckes. Fur die Abnahme der Dichte der 
Ca+-Atome mit der Rohe h findet MILNE so ein Gesetz der Form 

(98,35) 
wo ho R:::; 1800 km ist. 

Die Voraussetzungen dieser Theorie entsprechen ~ wie wir schon mehrfach 
bemerkt haben ~ in keiner Weise der Wirklichkeit und es braucht also nicht 
zu uberraschen, daB die Beobachtungen das Verteilungsgesetz (98,35) nicht 
bestatigt haben. 

Seit der Entdeckung der turbulenten Bewegungen in der Sonnenchromosphare 
(1928) hat sich immer mehr der ~ schon in der Anordnung der Abschn. 97 und 98 
zum Ausdruck gebrachte ~ Gedanke durchgesetzt, daB die Chromosphare auf
zufassen ist als ein Feld kleiner Protuberanzen1• 

W. R. MCCREA [1713J hat zuerst versucht, einen Zusammenhang zu finden 
zwischen der ~ verglichen mit einer isothermen Atmosphare von ~4830° ~ zu 
grofJen mittleren Geschwindigkeit und dem zu kleinen Dichtegradienten der Chromo
sphare. 

Die Abnahme der Dichte 12 mit der Rohe x in einer isotherm en Atmosphare 
mit der Temperatur T und dem mittleren Molekulargewicht Jl erfolgt bekanntlich 
nach der Barometerformel 

gh 
RT 

t-' (98,36) 
Je groBer RT , d. h. das mittlere Geschwindigkeitsquadrat der Teilchen 

fl 
ist, desto mehr wird die Atmosphare entgegen der Schwere durch die gaskineti-
schen StoBe "auseinandergehalten". Kommt nun zu der thermischen Bewegung 

der Teilchen eine turbulente hinzu mit der Geschwindigkeitsverteilung ~e - ( it) 2 

(fUr eine Komponente), so ist nach (43,5) die Gl. (98,36) offenbar zu verall
gemeinern zu 

gh 
- RT+, ;: 

12 = eo e t-' 2 (98,37) 

Setzen wIr hierfUr wieder kurz 12 = eo e- ah, so wird also der "Dichtegradient" 

_ f RT ;;}-l 
lX-g lY+2 . 

Setzen wir Jl R:::; 1, T = 4830° und ~t = 15 km/sek, 
Glied gibt naturgemaB den Ausschlag!) 

IX = 1,8' 10-Scm-1 

(98,38) 

so erhalten WIr (das zweite 

(98,39) 

in ausreichender2 Ubereinstimmung mit den Beobachtungen. 

1 Rierzu auch E. ]. PEREPELKIN [1756]. 
2 Die empirisch gefundene Abnahme von a mit der Rohe - vgl. (98,6) - konnte man 

qualitativ mit der entsprechenden Zunahme von ;t (Tabelle 74) und der Abnahme von fl 
infolge steigender Ionisation in Zusammenhang bringen. 
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Aber hier beginnt nun erst das eigentliche Problem: W ie kommt die turbulente 
Bewegung mit ''-'is kmjsek zustande? Fur jeden, der die Chromosphare einmal 
wirklich gesehen hat, kann es keinem Zweifel unterliegen, daB die Bewegungen 
der Chromosphare und der Protuberanzen dieselbe gemeinsame Ursaehe haben. 
Wie wir in Abschn. 97 fanden, ist dies wahrscheinlich der Strahlungsdruck, den 
einzelne Stellen mit besonders starker U.V.-Emission auf die Wasserstoffatome 
ausuben. 

Wenn wir annehmen durfen, daB die Beschleunigung der Chromospharen
elemente (wie die der Protuberanz) ruckartig erfolgt, und daB sie ihren Impuls 
hauptsachlich an einzelnen Stell en der Basis der Chromosphare1 bekommen, 
so erseheint es nachtraglich gerechtfertigt, daB wir trotz des Strahlungsdruckes 
in (98,37) mit der vollen Schwerebeschleunigung g gerechnet haben. Wenn 
dagegen Impulsubertragung aueh in hoheren Sehiehten erfolgt, so muB mit 
einem geff < g gerechnet werden. 

Die hier entwickelten Vorstellungen haben mancherlei Beruhrungspunkte 
mit einer Chromospharentheorie, welche neuerdings S. CHANDRASEKHAR [1710J 
entwiekelt hat. Es durfte vielleicht zu Klarung der Lage beitragen, wenn wir 
diese Theorie mit unseren mathematiseh freilieh noch lange nicht so durch
gefUhrten Anschauungen vergleichen 2. S. CHANDRASEKHAR knupft an MILNES 
Theorie der Ca+-Chromosphare an und erweitert dessen Bild in folgender 
Richtung: Der photospharische Untergrund der Chromosphare solI HeIligkeits
differenzen aufweisen, so daB hellere und dunklere Stellen in Abstanden von 
l ~ 5000 km (entspreehend den Dimensionen der Granulation) mehr oder weniger 
regelmaJ3ig aufeinander folgen. Die Ca+-Chromosphare stellt sich nun nach 
CHANDRASEKHAR so ein, daB sie im Mittel gerade vom Strahlungsdruck getragen 
wird. In den unteren Teilen entstehen dann infolge des Strahlungsdruckes 
Bewegungen von den helleren nach den dunkleren Stellen. Da hierbei Besehleu
nigungen von der GroBenordnung g auftreten, so erhalt man Geschwindigkeiten 
der GroBenordnung VZ g l ~ 50 km/sek, was ganz gut zu den Beobachtungen 
passen wurde. Mittelt man uber aIle moglichen Bahnen der Ca+-Teilchen, so 
bekommt man eine Diehteverteilung, die mit einer e-oth-Verteilung groJ3e Ahn
liehkeit aufweist. 

CHANDRASEKHAR schlagt - wenn wir seine Theorie vom formalen Standpunkt 
betrachten - einen Mittelweg ein zwischen MILNES Theorie einer statischen 
Chromosphare, welche vom Strahlungsdruck getragen wird und MCCREAS Theorie 
einer turbulenten Chromosphare, auf welche die volle Sehwerebeschleunigung 
wirkt. 

Aber abgesehen von den allgemeinen Einwanden, welche aIle "Kalzium
theorien" betreffen, scheint dem Verf. die Theorie CHANDRASEKHARS noch einem 
gewichtigen Einwand ausgesetzt: Sie wird den beobaehteten Bewegungsgesetzen 
der Protuberanzen in keiner Weise gereeht. Und solange deren Theorie nieht 
besser geklart ist (vgl. Abschn. 97,8), wird man sieh bezuglieh der Dynamik 
der Chromosphare im wesentlichen 3 mit dem von McCREA entdeckten Zusammen
hang zwischen Druckgradient und Turbulenz begnugen mussen. 

1 P. C. KEENAN [1727'3J hat die Idee geauBert, daB die bei gegenseitiger Durchdringung 
zweier Turbulenzelemente erfolgenden StiiBe rascher Teilchen einen Beitrag zur Anregung 
der He-, He+- usw. Linien geben. Ob dieser gegeniiber der direkten Anregung durch kurz
wellige Strahlung ins Gewicht fallt, ist leider zur Zeit noch kaum zu entscheiden. 

2 Hierzu auch W. H. MCCREA [1714J. 
3 Vielleicht kann inzwischen wenigstens die noch nicht endgiiltig entschiedene Frage 

geklart werden, ob in (98,38) der volle Wert von g = 2,74' 104cmsek-2 einzusetzen ist, 
oder ein durch Strahlungsdruck verkleinerter Effektivwert. 
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99. Die Sonnenkorona. 
Zeigten schon die Protuberanzen und die Chromosphare in spektroskopischer 

und dynamischer Hinsicht genug des Ratselhaften, so gilt dies in erhOhtem MaBe 
von der Korona. Allgemeine theoretische Spekulationen diirften daher verfriiht 
sein und wir wenden uns lieber sogleich der schrittweisen Ordnung und Deutung 
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Sonnenrotlien -

Fig. 139. Helligkeitsverteiltmg I (e) der Sonnenkorona nach S. BAUMBACH [1708]. (Mitte der Sonnenscheibe = 10'.) 

der Beobachtungen zu - nicht zuletzt auch urn zu erkennen, wo diese einer 
Verbesserung und Erganzung bediirfen. 

A. Helligkeitsverteilung und Polarisation der Korona. Die Helligkeit der 
Korona I als Funktion des Abstandes vom Sonnenmittelpunkt (! (in Einheiten 
des Sonnenradius gernessen) ist seit der Erfindung der photographischen Photo
rnetrie bei zahlreichen Finsternissen gemessen worden. Da die meisten MeB
reihen nur ein verhaltnismaBig kleines Helligkeitsintervall iiberdecken, so muB 
man sie zusammensetzen, indem man fUr jede einzelne Reihe die log I + konst. 
in Abhangigkeit von (! auftragt und diese Kurvenstiicke dann parallel zur 
log I-Achse aufschiebt. In dieser Weise hat S. BAUMBACH! [1708J das gesamte 

1 Verf. mbchte auch an dieser Stelle Herm Dr. S. BAUMBACH fur seine freundliche 
Mitwirkung bei der Bearbeitung dieses Abschnittes, sowie fiir die Mbglichkeit, seine Arbeit 
schon vor ihrer Drucklegung benutzen zu kbnnen, auf das herzlichste danken. 
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Beobachtungsmaterial unter kritischer Berticksichtigung seiner Genauigkeit 1 

bearbeitet und zunachst die mittlere Koronahelligkeit I (gemittelt tiber aIle 

Tabelle 75. Helligkeitsverteilung I(e), Ergiebigkeit 
F (r), Strahl ungsfunktio n J (r) und Elektronendich te 
N(r) der Korona nach S. BAUMBACH [1708J (Helligkeit 

Positionswinkel) in will
ktirlichen Einheiten als 
Funktion von e be
stimmt. Der noch frei
gebliebene MaBeinhei
tenfaktor wurde sodann 
festgelegtdurchZurtick
greifen auf die von K. 
SCHW ARZSCHILD [1774] 
sowie E. PETTIT und S. 
B. NICHOLSON [1759J 
ausgefiihrtenA nschlusse 

der Mitte der Sonnenscheibe = 106). 

Q bezw. r 
(Sonnen' h' 
radien) 
----

1,00 0,00 I 
1,03 0,48 I 
1,06 0,96 
1,10 1,6 
1,2 3,2 
1,3 4,8 
1,4 6,4 
1,6 9,6 
1,8 12,8 
2,0 16,0 
2,2 19,2 
2,4 22,4 
2,6 25,6 
2,8 28,8 
3,0 32,0 
3,5 40,0 
4.0 48,0 
5,0 64,0 
6,0 80,0 
8,0 112,0 

10,0 144,0 

0,61 
0,44 
0,29 
0,11 
0,74-1 
0,45-1 
0,22-1 
0,85-2 
0,55-2 
0,31-2 
0,12-2 
0,96-3 
0,82-3 
0,71-3 
0,61-3 
0,41-3 
0,24-3 
0,99-4 
0,78-4 
0,47-4 
0,23-4 

0,75 
0,56 
0,38 
0,16 
0,71-1 
0,36-1 
0,07-1 
0,61-2 
0,24-2 
0,92-3 
0,66-3 
0,44-3 
0,25-3 
0,08-3 
0,94-4 
0,65-4 
0,42-4 
0,05-4 
0,76-5 
0,32-5 
0,98-6 

f dw 
log nr) = 1-

4" 

0,48-1 
0,40-1 
0,35-1 
0,30-1 
0,20-1 
0,11-1 
0,03-1 
0,90-2 
0,78-2 
0,69-2 
0,60-2 
0,52-2 
0,45-2 
0,38-2 
0,32-2 
0,18-2 
0,04-2 
0,81-3 
0,70-3 
0,45-3 
0,28-3 

log N(r) 

8,66 
8,49 
8,36 
8,19 
7,85 
7.58 
7,38 
7,05 
6,79 
6,57 
6,40 
6,25 
6,13 
6,04 
5,96 
5,80 
5,71 
5,58 
5,40 
5,21 
5,04 

Sonnenscheibe-Korona 
bzw. Messungen der Ge
samthelligkeit der Ko
rona 2 von E. S. KING 
und H. STETSON. 

In Fig. 139 und 
Tabelle 75 geben wir 
nach S. BAUMBACH die 
durch kritische Bear
beitung eines umfang
reich en Beobachtungs
materials abgeleitete 
mittlere photographische 
Helligkeit der Korona 

I (e), bezogen auf die Helligkeit der Mitte der 
Funkiion des Abstandes vom Sonnenmittelpunkt 
dem Sonnenrand in Bogenminuten. 

Sonnen scheibe = 106, als 
e bzw. der H6he h tiber 

.. 11m 8eobumter 

Fig.140. Zusammenhang 
der Korona· Helligkeit 
I(e) mit der Ergiebigkeit 
F(r) und der Anzahl der 
Elektronen pro em' N (r). 

Ais Vorarbeit zur Deutung der Korona berechnen wir aus 
der "scheinbaren" (projizierten) H elligkeitsverteilung I (e) die 
Strahlungsemission pro cm3, d. h. die Ergiebigkeit F(r) der 
Korona als Funktion des Abstandes r vom Sonnenmittel
punkt. Der Zusammenhang von I (e) mit F (r) tritt nach 
K. SCHWARZSCHILD [1774J am iibersichtlichsten in Erschei
nung, wenn wir uns F (r) in eine Potenzreihe (mit ganzen 
oder gebrochenen Exponenten) nach 1/r entwickelt denken . 

Der einem Glied Fn (r) = -!" (die Konstante setzen wir der 
r 

Einfachheit wegen = 1) in F (r) entsprechende Anteil In (e) 
der Koronahelligkeit ist dann nach Fig. 140 (dort Erklarung 
der Bezeichnungen) 

1 Zum Beispiel haben photometrische Messungen bei sehr groBen oder sehr kleinen 
Schwarzungen nur geringes Gewicht. Sodann miissen die meteorologischen Umstande der 
Beobachtung beriicksichtigt werden usw. 

2 Die Gesamthelligkeit der Korona hangt - wegen des steilen Helligkeitsabfalles der 
inncren Zonen - sehr ab von der relativen Lage des Mondrandes zum Sonnenrand [1759]. 
Da andererseits der Helligkeitsabfall bei groBen (! sehr langsam crfoIgt, so wird hier die 
Trennung von Korona und Streulicht schwierig. 

Wenn es sich darum handelt, Schwankungen des Absolutwertes der Koronahelligkeit 
zu erfassen, so wird man also besser sich auf ein bestimmtes e oder eine bestimmte Zone 
el bis e2 einigen, als immer wieder die notwendigerweise ziemlich unbestimmte "Gesamt
heIIigkeit" zu messen. 
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(99,1) 
-00 

(99,2) 

Das hei13t jedem Glied ko~st. der Reihe F (r) entspricht wieder ein Glied kons.!: 
r en - 1 

der Reihe fUr I (e), so da13 man umgekehrt aus einer Potenzreihendarstellung 
von I (e) sofort das F (r) ablesen kann. 

1st n ganzzahlig, so erhalt man mit Hilfe der bekannten Ausdrucke fUr die 
Gammafunktion leicht 

r ( ~ ) r (1!-i~~-) _I n' ~:!: ~-::: i: = ~t fUr n gerade 

-- r('n)'~---12' 2'4·6 ... (n-3) fUr n ungerade. 
2 1'3'5 ... (n-2) 

(99,3 ) 

Fur nichtganzzahlige n bedient man sich der Tabellen z. B. bei MILNE-THOMSON 
und COMRIE [6J. 

Durch Probieren fand nun S. BAUMBACH (s. S. 439), da13 sich das gesamte 
Beobachtungsmaterial innerhalb der Me13genauigkeit darstellen laJ3t durch die 
Interpolationsformel (1 < e < 10) 

I( )=~53~+ 1,425 +~6~ e e 2,5 e 7 e17 
(99,4) 

(bezogen auf Helligkeit der O-Mitte gleich 106). 

Die 2,5-te Potenz ist dabei erforderlich zur Darstellung des Helligkeitsabfalls 
der au13ersten Korona (0) 4). Die 17-te oder jedenfalls eine sehr hohe Potenz 
braucht· man fUr die in~erste Korona. Es ist nieht moglich, die ganze Korona 
mit einem Exponenten darzustellen. 

Mit Hilfe von (99,2) konnen wir so fort die zu I (e) gehOrige Ergiebigkeit F (r) 
anschreiben: 

(99,5) 

1m Hinblick auf die Polarisation des Koronalichtes und die gro13e Ahnlichkeit 
seiner spektralen Energieverteilung mit der des photospharischen Spektrums 
(s. u.) hat K. SCHWARZSCHILD [1774J die Hypothese aufgestellt, da13 die 
Helligkeit der Korona durch Streuung des Sonnenliehtes an freien Elektronen 
entstehe. Wir werden diese Vorstellung noch in verschiedenen Richtungen 
prufen. Zunachst wollen wir sie einmal als erwiesen betrachten und aus der 
Ergiebigkeit F (r) die Zahl N (r) der freien Elektronen pro em3 als Funktion des 
Abstandes r vom Sonnenmittelpunkt berechnen. 

Mit Rucksicht auf die geometrischen Verhaltnisse konnen wir die Streuung 
in 1. Naherung als isotrop betrachten. Dann ist nach (42,10) der Streukoeffizient 
pro Elektron 

(Je = - -- = 0 66 . 1O~24 8n ( e2 )2 
3 mc2 ' 

(99,6) 

und pro Langeneinheit, d. h. pro Sonnenradius a 
(J (r) = (Je· a . N (r) = 4,59.10-14 • N (r). (99,7) 
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Die Ergiebigkeit F (r) im Abstand r yom Sonnenmittelpunkt ist nun nach der 
Theorie des Strahlungsgleichgewichtes - z. B. Gl. (63,1) -

l IdO) 
F(r) = a(r) 4"1t= a(r)· J(r) , (99,8) 

wo (vgl. Fig. 140) I die 1ntensitiit der von der Sonnenoberflache bei P in Rich-
~ 

tung P E emittierten Strahlung bedeutet und die Integration iiber alle Raum-
winkelelemente dw bei E zu erstrecken ist, die von der Sonne Strahlung erhalten. 
Wie iiblich schreiben wir I als Funktion des Austrittswinkels {} (s. Fig. 140) 
in der Form 

(99,9) 

Dabei bedeutet 10 (in unseren Einheiten = 106) die Intensitat in der Mitte 
der Sonnenscheibe. Der Randverdunkelungskoeffizient {J ist fiir photographisches 
Licht (A"" 4330 A) nach ABBOTS Messungen gleich 4,00, 

Die Integration (99,8) laBt sich (vgl. S. BAUMBACH) elementar ausfiihren 
und ergibt 

J(r) = 1~~0f3 {1-F(; Y+ ~ [1-r(1-(+y)lnV;~:]}' (99,10) 

Ohne Randverdunkelung der Sonnenscheibe ({J = 0) erhielte man einfach 

J (r) = 10 , ~ (1 - Vi r-2), d. h. 1o/4:rr; mal dem Raumwinkel, den die Sonne 

von E aus gesehen erfiillt. Das komplizierter gebaute {J-Glied beriick~ichtigt 
die Bevorzugung der kleinen Ausstrahlungswinkel {}. Fiir groBe r (praktisch 
r > 1,2) entwickelt man J (r) zweckmaBig nach 1/r2 und erhalt so 

-Po { 1 1 {J ( 1 1 )} J(r)=1+f3 2r2 +Sr'+"'+ 3r2 +15r'+ .. ·· 

In Tabelle 75 geben wir nun die von S. BAUMBACH (s. s. 439) berechnete 
Ergiebigkeit F(r) nach (99,5), sodann die Funktion J(r) und schlieBlich'die Zahl 
der /reien Elektronen pro ems 

N r _ F{r) 
( ) - 4,59' 10 14. ] (r) (99,11) 

fiir r= 1 bis 10 Sonnenradien. Es ist bemerkenswert, daB die fiir die innerste 
Korona gefundene Elektronendichte nur urn einen Faktor ",,20 unterhalb der 
in Abschn. 97 fiir die Protuberanzen erhaltenen liegtl! 

Bis jetzt haben wir die Korona als ein zentrisch-symmetrisches Gebilde 
betrachtet. Photometrische Bestimmungen der 1sophoten direkter Koronaauf
nahmen - vgl. z. B. H. v. KLUBER [1729-30J - zeigen, daB diese Approxi
mation besser ist, als man nach dem Anblick von photographischen Aufnahmen 
oder gar Zeichnungen erwarten m6chte. Dariiber hinausgehend aber zeigt die 
Form der Korona - wie schon in Abschn. 89 ausgefiihrt wurde - eine charak
teristische Variation mit der Phase im 11,5jahrigen Sonnenzyklus: Beim Flecken
maximum beobachtet man die rundliche "Maximum-Korona"; beim Flecken
minimum zeigen sich am Sonnenaquator lange "Strahlen" und in der Nahe 
der Pole Gebilde, die man etwa mit einer kurzen Biirste vergleichen kann. 
W. J. S. LOCKYER [1654J hat darauf hingewiesen, daB die heliographischen 
Breiten, in denen die Korona besonders hoch reicht, in der jeweiligen Phase des 
Fleckenzyklus auch durch starke Protuberanzenbildung ausgezeichnet sind. 

1 Entgegen einer immer wieder auftauchenden Irrmeinung sind daher die freien Weg
langen in der Korona immer noch <: deren Dimensionen. 
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Diese Beobachtung deutet einmal darauf hin, daB Korona und Protuberanzen 
eng verwandte Gebilde sind. Zum anderen aber fo~~t aus LOCKYERS Entdeckung, 
daB die Formanderungen der Korona nur eine AuBerung von Veranderungen 
im photospharischen Untergrund der betreffenden heliographischen Breiten 
darstellen. 

Die ganze Korona besitzt stets eine strahlige Struktur. Da eine Korona
aufnahme als Projektion eines ausgedehnten durchsichtigen Gebildes aufzufassen 
ist, so erscheint es verstandlich, daB ein einzelner Strahl sich nur wenig von 
seiner Umgebung abhebt. Die Koronastrahlen treten daher auch - wegen der 
bekannten Kontrastempfindlichkeit des Auges - bei visueIler Betrachtung der 
Aufnahmen deutlicher hervor als bei photometrischer Bestimmung der Isophoten. 

Zum Teil erscheinen die Koronastrahlen geradegestreckt in Richtung des 
Sonnenradius oder schief dazu; haufig sind sie auch aquatorwarts gekriimmt, 
so daB insbesondere beim Fleckenminimum - die Korona eine gewisse Ahn
lichkeit mit dem Kraft
linienbild einer magneti
sierten Kugel gewinnt. 

Diese - meines Er
achtens rein auBerliche
Analogie bildet wohl den 
Ausgangspunkt mehrerer 
theoretischer Ansatze, 
deren Verfasser versu
chen, die Form der Ko
ronastrahlen mit dem 
Magnetfeld der Sonne 
in Verbindung zu brin
gen. Abgesehen davon, 
daB diese Arbeiten zum 
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Fig. 141. Polarisationsgrad p der Korona. Nach S. BALM BACH [1708]. 
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--- 1934 W. M. COHN, Nature 139, 29 (1937). 

Berechnet: S. BAUMBACH [1708J. 

Teil von physikalisch recht unsicheren und zur Zeit kaum priifbaren Voraus
setzungen ausgehen, erscheint es wiinschenswert, zunachst einmal das Zustande
kommen der Korona wenigstens in groben Ziigen zu verstehen, ehe man zur 
Erklarung feiner Details komplizierte Theorien entwickelt. Sowohl die Betrach
tung der Struktur der Korona wie auch andere Beobachtungen, auf die wir noch 
eingehen werden, weisen eindringlich auf die engen Beziehungen der Korona zu 
den ruhenden Protuberanzen hin und eine Theorie der Korona 1 darf also auf 
keinen Fall an den in Abschn.97 dargestellten Untersuchungen vorbeigehen. 

Aus den luftigen Bereichen der Spekulation kehren wir geme wieder auf den 
Boden der Beobachtung zuriick: 

Schon 1860 haben SECCHI und PRAZMOWSKI beobachtet, daB die Strahlung 
der Korona teilweise polarisiert ist. Genauer gesagt, zeigt sie partieUe lineare 

Polarisation in radialer Richtung, d. h. der {m~~e~is~he} Vektor des Korona-
. . J radiale} . e e !lSC e . .. 

hchtes bevorzugt dIe, t t' 1 Schwmgungsnchtung. Bezeichnen Wir dIe angen Ia e 
Intensitat der tangentialen (elektrischen) Schwingung mit I" die der radialen 
mit Ir, so wird der Polarisationsgrad p 

I t - Ir p = _._----. 
I t + Ir 

(99,12) 

In der obenstehenden Fig. 141 hat S. BAUMBACH [1708J aIle einigermaBen 
vertrauenerweckenden Messungen von pals Funktion der Hohe h iiber dem 

1 An neueren Arbeiten erwahnen wir: J. WOLTJER [1780J, E. V. D. PAHLEN und A. KOHL
SCHUTTER [1750], S. ROSSELAND [1769J und K. O. KIEPENHEUER [1728]. 
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Sonnenrand aufgetragen. Ihre gegenseitige Ubereinstimmung ist noch sehr 
schlecht, da sowohl der steile Helligkeitsabfall der Korona als auch das atmosphari
sche und instrumentelle Streulicht die Messungen auBerordentlich erschweren. 
1m ganzen dtirften die hoheren p-Werte der Wahrheit am nachsten kommen, 
da fast alle denkbaren Fehlerquellen eine Verkleinerung von p vortauschen. 

Der beobachtete Charakter der Polarisation der Korona paBt - zum min
desten in qualitativer Hinsicht - gut zu der Vorstellung, daB es sich urn photo
spharische Strahlung handelt, die an freien Elektronen gestreut wird. Nach 
Abschn. 42 ergibt sich bei 900 -Streuung an freien Elektronen (und bei RAYLEIGH
Streuung) vollstandige lineare Polarisation in der Streuebene; bei groBeren 
und kleineren Streuwinkeln erhalt man teilweise linear polarisiertes Licht. Die 
Durchrechnung der Theorie, deren physikalische Grundlagen wir in Abschn. 42 
schon bereitgestellt haben, ist sehr kompliziert, da man tiber alle vorkommenden 
Streuwinkel integrieren muB. Dabei ist einmal die Randverdunkelung der Sonnen
scheibe zu berticksichtigen; je starker diese ist, desto mehr Streuung unter 
Winkeln von ,-...,900 erhalt man und desto groBer wird der Polarisationsgrad. 
Eine noch wichtigere Rolle spielt der Dichtegradient der Korona: 1st dieser 
groB, so erhalt man verhaltnismaBig viel Streuung urn ,-...,90° und groBes p, 
wahrend bei kleinem Dichtegradienten das Umgekehrte gilt. 

Die im vorstehenden skizzierten Rechnungen sind zuerst im Jahre 1879 von 
A. SCHUSTER [1773J durchgefUhrt worden. Spater haben R. K. YOUNG [1783J 
und M. MINNAERT [1739 J sie in verschiedener Hinsicht verbessert. Da aber 
in allen diesen Arbeiten noch ziemlich unbefriedigende Ansatze fUr die Dichte
verteilung der freien Elektronen N (r) gemacht waren, so hat S. BAUMBACH (s. S. 439) 
die Rechnungen auf der in Tabelle 75 entwickelten Grundlage wiederholt. Der 
von ihm berechnete Polarisationsgrad p ist in Fig. 141 als Funktion von h bzw. 
Q eingetragen. In der Nahe des Sonnenrandes wachst p zunachst mit h infolge 
Verkleinerung des Winkelbereiches der beleuchtenden Sonnenstrahlung. In 
groBerem Abstand wird diese Tendenz von p nahezu kompensiert durch die 
Abnahme des Dichtegradienten der Korona (N (r) '" r- ~ fUr groBe r). 

Die Differenzen Beobachtung-Theorie liegen durchaus im Bereich der 
Beobachtungsfehler. Genauere Polarisationsmessungen wtirden uns eine sichere 
Moglichkeit geben zu entscheiden, ob neb en der Streuung an freien Elektronen 
in der Korona evtl. noch thermische Emission (unpolarisiert) oder Streuung 
an groberen Teilchen (schwach polarisiert) von Bedeutung sind (s. unter B). 

B. Das kontinuierliche und das FRAUNHOFER-Spektrum der Korona 
(Beobachtungen). Bis zu Hohen von 6'-10' tiber dem Sonnenrand zeigt die 
Korona ein vollig kontinuierliches Spektrum, dem sich die bekannten, zur Zeit 
noch nicht identifizierten Korona-Emissionslinien tiberlagem. In groBeren 
Hohen treten erst undeutlich, dann immer klarer, die FRAUNHOFERschen Ab
sorptionslinien des gewohnlichen Sonnenspektrums auf; wir haben es hier also 
ohne Zweifel mit gestreutem Sonnenlicht zu tun. 1m folgenden werden wir die 
beiden hiermit unterschiedenen Zonen als die innere bzw. aufJere Korona be
zeichnen. Ihre Grenze (die nattirlicb. nicht scharf ist und auch in der Hohe 
schwankt) liegt wie gesagt bei ",6'-10' Hohe. 

Die Intensitatsverteilung im Spektrum der Korona ist von H. LUDENDoRFF 
[1732J fUr das Spektralgebiet ,1.3820-4840 und Hohen von h=1;7 bis 22;6 
tiber dem Sonnenrand sowie von W. GROTRIAN [1722J fUr das Gebiet ,1.3400 bis 
6500 und h = 1:4 bis 5:6 mit der des integrierten Sonnenlichtes (Strahlungs
strom!) verglichen worden. In dem ganzen untersuchten Bereich von Wellen
langen bzw. Hohen ergaben sich nirgends Differenzen tiber ± 0':'1 ~ 10%. Die 
spektrale Energieverteilung der inneren und auBeren Korona ist also innerhalb 
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der MeBfehler?Tenzen gleich der des integrierten Sonnenspektrums1. Wir 
bemerken in dlesem Zusammenhang gleich noch, daB nach Beobachtungen von 
J. DUFAY und H. GROUILLER [1719J auch der Polarisationsgrad p an jeder 
Stelle der inneren oder auBeren Korona von der Wellenliinge unabhiingig ist. 

W. GROTRJANS Untersuchung (ebd.) der inneren Korona (genauer 
h = 3:8- 5') im Ultraviolett ergab dariiber hinaus noch folgendes bemerkens
werte Ergebnis: Bei A.,....., 3800 A wird die spektrale Energieverteilungskurve der 
Sonne (Fig.20b) durch eine zufallige Anbaufung starker FRAuNHoFER-Linien 
erheblich herabgedriickt. Diese Depression wird vom Spektrum der inneren 
Korona - trotzdem von den Linien nichts zu erkennen ist - genau dupliziert; 
nur erscheinen ihre Rander dort etwas verwaschener. Eine genauere Analyse 
der Photometerkurven ergibt nach W. GROTRIAN eine "Verwaschungsbreite" 
(Definition analog der Dopplerbreite Ll A.D) von groBenordnungsmaBig 60 A! 
Umgekehrt reicht eine derartige Verwaschung des Sonnenspektrums langst aus, 
urn aIle FRAUNHOFER-Linien "auszuglatten". 

Ehe wir uns der Deutung dieser Beobachtungen zuwenden, betrachten wir 
noch die iiufJere Korona. Nach qualitativen Beobachtungen von H. LUDEN
DORFF [1732J und photometrischen Messungen von W. GROTRIAN [1724J 
und ]. H. MOORE [1746J sind die Halbwertsbreiten der FRAUNHOFER-Linien 
(gemessen bei der halben Maximaltiefe) in der auBeren Korona (h,....., 6' - 27') 
praktisch gleich denen im Sonnenspektrum. (Genauer gesagt findet W. GROTRIAN 
ke£ne Verbreiterung >0,1 A; ]. H. MOORE eine kleine Verbreiterung von 
0,20 ± 0,05 A fUr h = is' - 27' und 0,13 ± 0,05 A fUr h = 6' - 9', deren Realitat 
kaum als gesichert betrachtet werden darf.) 

Das allmahliche Verschwinden der FRAuNHoFER-Linien bei Annaherung an 
den Sonnenrand beruht also nicht auf einem Breiterwerden, sondern auf einer 
Abnahme der Linientiefe und der Gesamtabsorption. 

Nach W. GROTRIAN [1724J kann man die ganzen Verbaltnisse am iiber
sichtlichsten darstellen, wenn man annimmt, daB das Gesamtlicht der Korona I 
durch Uberlagerung eines vollig kontinuierlichen Spektrums der Intensitat h 
mit einem unveranderten FRAUNHOFER-Spektrum der Intensitat IF entsteht 2. 

Die beiden Anteile konnen nun folgendermaBen getrennt werden: Es sei R* 
die Tiefe und At die Gesamtabsorption einer FRAUNHOFER-Linie im Korona
spektrum (letztere also bezogen auf 1 A des Koronaspektrums). Die mit dem
selben Instrument usw. fiir dieselbe Linie im Sonnenspektrum gemessenen Werte 
seien R und A... Dann gilt offensichtlich 

R· h = R* (IF + h) (99,13) 
oder 

h R-R* A;.-Ar 
IF+ IK R und entsprechend = A.. (99,14) 

Aus den von H. LUDENDORFF bei der Finsternis vom 10. Sept. 1923 ge
wonnenen Spektren hat W. GROTRIAN (s.oben) folgende Prozentwerte (aus
geglichen) des rein kontinuierlichen Anteils am Koronaspektrum ermittelt: 

Hohe h . . .. 3,2 5' 
100lK {Ostseite . . . 85 82 

IF + IK Westseite . . - 89 

10' 15' 20' 25' I 
73 60 46 29% 
74 56 38 -% 

(99,15) 

1 E. PETTIT und S. B. NICHOLSON [1759-60] konnten zeigen, daB auch das Verhaltnis 
der Spektralgebiete 0,3-1,3# zu 1,3-5,5" fiir Korona und Sonne praktisch dasselbe ist. 

2 Wir fassen diese Zerlegung zunachst lediglich als eine Beschreibung der Beobachtungen 
auf. Den Deutungsversuch von W. GROTRIAN, der den Anteil IK auf Streuung an freien 
Elektronen, den Anteil IF dagegen auf Streuung an kosmischem Staub zuriickfiihrt, 
werden wir unter C eingehender betrachten. 
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Das heiBt also erst ---17' uber dem Sonnenrand (e = 2,06) werden der "kon
tinuierliche" und der "FRAUNHOFER" -Anteil des Koronaspektrums einander gleich. 

C. Deutung des kontinuierlichen undFRAUNHOFER-Spektrums der Korona. 
Nachdem wir uns einen Dberblick uber das zur Zeit vorhandenen Beobachtungs
material verschafft haben, wenden wir uns nochmals dem Problem seiner 
Deutung zu. E~ sei jedoch schon vorweg bemerkt, daB wir - hauptsachlich 
infolge der Unsicherheit der Polarisationsmessungen - nicht zu einer definitiven 
Entscheidung gelangen konnen. Wir mussen uns vielmehr darauf beschranken, 
die Vor- und Nachteile der physikalisch einigermaBen diskutablen Hypothesen 
gegeneinander abzuwagen. 

Zunachst kehren wir zuruck zu der schon eingangs herangezogenen Hypothese 
der Streuung an freien Elektronen. Da nach Abschn.42 bzw. Gl. (99,6) der 
Streukoeffizient freier Elektronen von der Wellenlange unabhangig ist, so 
erklart diese Hypothese ohne weiteres die Dbereinstimmung der spektralen 
Energieverteilung von Korona und Sonnenspektrum sowie die Unabhangigkeit 
des Polarisationsgrades von der Wellenlange. Der berechnete Betrag des Polari
sationsgrades pals Funktion von (! kommt dagegen nach S. BAUMBACH (Fig. 141) 
etwas zu groB heraus. Die Differenzen Beobachtung-Theorie1 liegen aber 
- wie wir schon bemerkten - wohl noch im Bereich der Beobachtungc;fehler. 
Insbesondere durfte die bei mehreren MeBreihen erkennbare Abnahme des p 
bei groBen (! unschwer auf terrestrisches Streulicht zurii.ckzufiihren sein. 

Ernstliche Schwierigkeiten dagegen erwachsen der SCHWARZSCHILDschen 
Hypothese hinsichtlich der Erklarung des Verhaltens der FRAUNHOFER-Linien 
im Koronaspektrum: Machen wir zunachst die naheliegende Annahme, daB die 

Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen (Atomgewicht fl = 1;45) etwa der 

Grenztemperatur To = 4830° der Sonne entspreche, so berechnet man ihre 
Geschwindigkeit ~o nach Gl. (43,4) leicht zu ~o = 385 km/sek. Die FRAUNHOFER
Linien des Streulichtes muBten also z. B. bei A 4000 eine Dopplerverbreiterung 
mit Ll AD = 5,1 A erfahren. Wurde man weiterhin annehmen, daB (vgl. Kap. V) 
die Temperatur in der Korona proportional der VGesamtstrahlungsdichte geht, 
so wurde Ll AD proportional ] (r)1I8 gehen, d. h. yom Sonnenrand r = 1 bis 
r= 2 nach Gl. (99,10) - mit {3= 1,5 - nur urn einen Faktor 1,27 abnehmen. 
Diese Berechnungen stimmen nun in keiner Weise mit den Beobachtungen 
uberein: Urn das vollige Versehwinden der FRAuNHoFER-Linien in der inneren 
Korona und die Abrundung der Kanten des "Bandes" bei A 3800 zu erklaren, 
muB man naeh W. GROTRIAN (s. S. 445) ein LlAD von ---60 A statt 5,1 A an
nehmen. Andererseits findet naeh den Messungen von W. GROTRIAN und 
J. H. MOORE (s. S. 445) in der iiufJeren Korona sieher keine Verbreiterung der 
FRAUNHOFER-Linien entsprechend einem LlAD ~ 5,1 A statt, mit den Beobach
tungen ware h6ehsten cin etwa 10mal kleinerer Wert vertraglieh. 

Will man trotz dieser Schwierigkeiten die Annahme der Streuung an freien 
Elektronen beibehalten, so muB man sie also durch die Zusatzhypothese 2 er
weitern, daB in der inneren Korona die Elektronen unerwartet hohe 3, weiter 

1 .Altere Rechnungen, denen noch keine so genauen Untersuchungen uber den HeHig
keitsabfall der Korona zugrunde lagen, gaben ein erheblich rascheres Anwachsen der p bei 
groJ3en (!. Die Untersuchung BAUMBACHS hat also die Abweichungen pber. - pbeob wesentlich 
verringert. 

1m ubrigen ware es dringend zu wunschen, daJ3 bei einer kiinftigen Finsternis die Inten
sitatsverteilung und Polarisation der Korona bis zu moglichst groJ3en (! gleichzeitig gemessen 
wurden. 

2 Hierzu auch H. LUDENDORFF (s. S. 444). 
3 DaJ3 die Annahme groJ3er makroskopischer Geschwindigkeiten in der inneren Korona 

nicht moglich ist, wird sich unter E. ergeben. 
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yom Sonnenrande weg dagegen unerwartet kleine Geschwindigkeiten haben. Die 

Variation des Verhaltnisses I !:-IK- in (99,15) HU3t sich vielleicht so erklaren, 

daB man in einem bestimmten Abstand hi yom Sonnenrand ein Teil der Strahlung 
mit vollig verwaschenen Linien aus den inneren Teilen der Korona und ein 
Teil mit scharfen Linien aus den auBeren Zonen der Korona bekommt. Viel
leicht muB man aber auch annehmen, daB schon in der inneren Korona neben 
den sehr raschen Elektronen sehr langsame vorhanden sind, d. h. also, daB die 
Geschwindigkeitsverteilungskurve der Elektronen viel flacher als die MAX
WELLsche verlauft. 

Diese Annahmen mogen zunachst den Eindruck des kunstlichen erwecken. 
Erinnert man sich jedoch der enormen Abweichungen yom thermischen Gleich
gewicht in den Protuberanzen und der Chromosphare, so erscheint es wohl denk
bar, daB es zukunftigen Untersuchungen gelingen konnte, die anomale Ge
schwindigkeitsverteilung der Koronaelektronen dem angedeuteten Problem
kreis einzufUgen. 

Neben den freien Elektronen mussen in der Korona soviel positive Ionen vor
handen sein, daB das ganze Gebilde elektrisch neutral wird. Man kann sich 
aber leicht uberzeugen, daB deren Beitrag zur Lichtstreuung neben dem der 
Elektronen vernachlassigbar ist: 

Die Streuung von Protonen kann man berechnen, indem man in (99,6) m 
durch die 1845mal groBere Protonenmasse ersetzt; d. h. das Streuvermogen eines 
Protons ist 3,4· 106mal kleiner als das eines Elektrons. 

Das Streuvermogen von Elektronen, die in Ionen oder Atomen gebunden 
sind, kann man nach Gl. (42,8-12) mit dem freier Elektronen vergleichen. Das 
erstere ist namlich einfach urn einen Faktor (W/WO)4 kleiner, wo W die Kreis
frequenz der Strahlung und Wo eine mittlere Resonanzfrequenz des Ions bzw. 
Atoms bedeutet. Fuhren wir die entsprechenden Wellenlangen A bzw. Ao ein 
so wird z. B. bei Streuung an H-Atomen Ao der Schwerpunkt der LYMAN-Serie 
~ 900 A. Das heiBt der Streukoeffizient eines H-Atoms ist z. B. bei A 4000 
etwa 400 mal kleiner als der eines freien Elektrons und fUr andere Atome und 
Ionen gilt qualitativ dasselbe. 

Zusammenfassend konnen wir also feststellen, daB neb en den Streuprozessen 
an freien Elektronen die an Protonen, Ionen und Atomen schon durch groBen
ordnungsmaBige Abschatzungen ausgeschlossen sind l . 

Urn die - von ihm als reell betrachteten - Differenzen zwischen berechnetem 
und beobachtetem Polarisationsgrad (Fig. 141) zu erklaren, hat M. MINNAERT 
[1739J insbesondere fUr die inn ere Korona noch die Moglichkeit thermischer 
Emission in Betracht gezogen. Es ist jedoch kaum zu verstehen, wie diese 
Emission mit der von den Messungen geforderten Genauigkeit die spektrale 
Energieverteilung des Sonnenspektrums nachahmen kann. Insbesondere 
GROTRIANB Beobachtungen bei A 3800 konnen so kaum erklart werden. Aber 
auch yom Standpunkt der Theorie aus ist bei den in der Korona herrschenden 
Elektronendrucken zu erwarten, daB der kontinuierliche Absorptionskoeffizient 
,,< als der Streukoeffizient a wird: In 3;2 Abstand von Sonnenrand hat man 
z. B. '" 7 . 1 07 Elektronen/cm3 und Pe ", 5 . 10-5 Bar; fUr solche Drucke ist aber 
nach Tabelle 29 Hingst ,,<a. 

AllBerdem haben wir schon in Abschn.97 nachgewiesen, daB bereits bei 
",100mal groBeren Elektronendrucken in den Protuberanzen die Streuung im 
l3egriff steht, die Absorption zu uberflugeln. Aus diesen Grunden mochte Verf. 
die A nnahme thermischer Emission in der Korona ablehnen. 

1 Abgesehen davon ware auch die A-4-Proportionalitat des Streukoeffizienten (RAYLEIGH
BLAU!) von Atomen und lonen mit den Koronabeobachtungen unvertraglich. 
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Eine andere Moglichkeit der Deutung des Koronaspektrums hat W. GROTRIAN 
[1724J diskutiert. Den Ausgangspunkt seiner Uberlegungen bildet die von ihm 
angegebene Zerlegung (99,15) in einen "kontinuierlichen" Anteil h und einen 
fast ohne zusatzliche Verbreiterung gestreuten "FRAUNHOFER"-Anteil IF. 
W. GROTRIAN nimmt nun an, daB der erstere Teil - wie schon bespro
chen - durch Streuung an rasch bewegten Elektronen entstehe, wahrend 
der zweite durch Streuung an Staubpartikelchen zustande kommen solI. Das 
Fehlen einer Dopplerverbreiterung wird dadurch ohne weiteres verstandlich. 
Urn die A-Unabhiingigkeit der Streuung zu erklaren, muB man noch voraus
setzen, daB dieser kosmische Staub zum iiberwiegenden Teil aus Partikeln 
besteht, deren Durchmesser >A ist. (Teilchen, deren Durchmesser "'A ist, streuen 
bekanntlich viel starker und wellenlangenabhangig; so daB z. B. viele kosmische 
Dunkelwolken im Elau starker absorbieren als im Rot. Vgl. auch Abschn. 42.) 
Solche groben Teilchen polarisieren das Streulicht nur noch sehr schwach. 
Nach GROTRIANS Hypothese miiBte man also den in Fig. 141 aufgetragenen 

berechneten1 Polarisationsgradp mit IF ~ IK nach (99,15) multiplizieren nnd dem

entsprechend die von manchen Beobachtern gefundene Abnahme des Polari
sationsgrades in groBen Hohen als reell betrachten. Ais weiteres Argument fUr 
seine Hypothese fUhrt GROTRIAN an, daB - allerdings mit erheblicher Extra
polation von beiden Seiten - ein Zusammenhang hergestellt werden kann 
zwischen der Helligkeit der aufJeren Korona und des inneren Zodiakallichtes 
(nach Beobachtungen von C. HOFFMEISTER). 

Auf der anderen Seite ist die Annahme kosmischen Staubes in unmittelbarer 
Nahe der Sonne nach H. N. RUSSELL [1772J schwerwiegenden physikalischen 
Bedenken ausgesetzt: Kleine meteoritische Eisenteilchen z. B. wiirden sich nam
lich rasch auf eine Temperatur von ",4000° erhitzen und dann rapide ver
dampfen. GROTRIAN meint zwar, daB so eben die gewiinschte feine Zerteilung 
bewirkt werden konnte, doch erscheint dem Vert. dieses Argument nicht sehr 
iiberzeugend. 

Das Ergebnis der ganzen vorhergehenden Erorterungen iiber den Ursprung 
des kontinuierlichen und FRAUNHOFER-Spektrums der Korona konnen wir wohl 
dahingehend zusammenfassen, daB eine endgiiltige Entscheidung zwischen den 
vorgeschlagenen Theorien infolge der Unsicherheit der Polarisationsmessungen 
zur Zeit noch nicht moglich ist. Wagt man jedoch die Argumente pro und 
contra gegeneinander ab, so durfte die Annahme thermischer Emission sehr 
unwahrscheinlich und die der Streuung an Meteorstaub nicht gerade iiber
zeugend sein. Ais wahrscheinlichste Erklarung bleibt also die SCHWARZSCHILD
sche der Streuung an freien Elektronen mit den oben erorterten - physikalisch 
durchaus moglichen - Zusatzannahmen iiber deren Geschwindigkeitsverteilung. 

D. Das Linienspektrum der Korona. Seit der Entdeckung der griinen 
Koronalinie A 5303 im Jahre 1869 ist das auch heute noch nicht identifizierte 
Linienspektrum der Korona bei zahlreichen Finsternissen untersucht worden. 
Eine kritische Bearbeitung gaben 1918 W. W. CAMPBELL und J. H. MOORE 
[1709]2. An neueren Finsternisbeobachtungen nennen wir C. R. DAVIDSON und 
F. J. M. STRATTON 1926 [1716J und W. GROTRIAN 1929 [1721J. 

Daneben sind - auch als Kunstwerk astrophysikalischer Beobachtungs
technik - besonders bemerkenswert die auBerhalb von Finsternissen mit einem 
Spektrographen groBer Dispersion bis A 10300 ausgedehnten Messungen3 von 

1 Genauer miiBte man p fiir die IntensitatsverteiJung IK allein berechnen. Die Zahlen 
wiirden dann mit h etwas starker anwachsen, doch diirfte die Differenz nicht erheblich sein. 

2 Vgl. auch Rev. Rowland, Table, S.226. 
3 Auf die Messungen der Breite der Koronalinien werden wir unter E. eingehen. 
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B. LYOT [1734]. Eine Zusammenstellung dieser neueren Wellenlangenmessungen 
gibt die folgende Tabelle 76. Es sei noch erwahnt, daB H. D. und H. W. BAB
COCK [1707J die griine und rote Koronalinie am Tage in verhiiltnismaBig 
tiefen Schichten der Sonnenatmosphiire (hahere Chromosphiire bis tiefere 
Korona) erhielten. Sie mes
sen A 5503,15 (in guter 
Dbereinstimmung mit al te -
ren Messungen, aber 0,2 A 
groBer als das Mittel der 
neueren) und A 6374,40. 
Daneben finden sie in den 
angegebenen Schichten als 
novum die grtine N ordlicht
liniemit;' 5577,37, welche 
bekanntlich einem verbo
tenen Ubergang im or
Spektrum entspricht - ein 
Ergebnis, das fUr die Deu
tung der Koronalinie von 
Bedeutung werden kann. 

Brauchbare photometri
sche M essungen an den Ko
ronalinien sind zuerst von 
W. GROTRIAN [1723] bei 
der Finsternis vom 9. Mai 
1929 ausgefUhrt worden. 

Tabelle 76. Linienspektrum der Korona. 

Wellenlange in into A.U. Geschatzte Intensitat in ( ) AquivaIent· 
breite in A 

DAVIDSON-STRATTON GROTRIAN I LYOT 
nach 

GROTRIAN 
1926 1929 ohne Finsternis 1935 1929 

3328 (8) 1 0,7 
3387,96 (20) 3388 (20) 11,1 
3454,13 (5) 3454 (8) 1,4 
3600,97 (9) 3601 (12) 1,1 
3642,87 (3) - -
3800,77 (4) 3801 ( 1) -
3986,88 (10) 3987,8 (5) 0,2 
4086,29 (8) 4087,4 (6) 0,3 
4231,4 (10) 4231,8 (8) 0,8 
4311 (2) 4312 ( 1) -
4359 (4) 4358,6 ( 1) -
4567 (6) 4567,2 (3) 0,3 
4586 (4) - -
5118 (2) 5116,5 (5) - 1,2 
5302,80 (20) 5302,9 (20) 5302,83 ± 0,02 27,5 
5536 (2) - - -
6374,8 (5) 6375,1 (6) 6374,50 ± 0,03 2,8 
6703,36* 6704 ± 2 (4) 6701,73 ± 0,051 2,0 

- - 7891,6 ± 0,2 -

Urn eine rationelle Intensitatseinheit zu erhalten, die zugleich praktisch mit 
gentigender Genauigkeit realisierbar ist, geht GROTRIAN folgendermaBen vor 
(Fig. 142): Neben den Koronalinien beobachtet man ja stets das kontinuierliche 
Spektrum (FRAUNHoFER-Anteil jetzt inbegriffen). Man kann also die Gesamt
intensitat der Linie fIAd)' (d. h. die schrag schraffierte Flache in Fig. 142) 
vergleichen mit der Intensitat pro Ang- :-.. 
strom des Kontinuums und erhalt so ~ 
eine Aquivalentbreite AA (bei GROTRIAN ~ 
L1;' genannt), die man mit den in Ab
schn. 99A und Kap. II gegebenen Daten 
leicht in C.G.S.-Einheiten umrechnen 
kann. W. GROTRIAN (ebd.) konnte zu
nachst zeigen, daB im allgemeinen fUr 
den Bereich h ~ 0:8 bis 5' tiber dem 
Sonnenrand AA unabhiingig von der H ohe h 
ist. Das heiBt die Intensitat der Korona
linien andert sich proportional der des 

1 
r 

+ 
~ Linie 

}\ konfinuie,./iches /I.. 

t;.qunhofe/'Spekfrom 

Fig. 142. Definition der Aquivalentbreite der 
Koronalinien nach W. GROTRIAN [1723]. 

kontinuierlichen Spektrums. Nur dort, wo ein Koronastrahl den Spektrographen
spalt tiberquert, erscheinen die Linien urn groBenordnungsmaBig 20% verstiirkt, 
ohne daB das Kontinuum entsprechend zunimmt. 

An Hand von Unterschieden hinsichtlich der Intensitatsabnahme mit 
wachsendem Abstand vom Sonnenrand sowie hinsichtlich des Verhaltens in 
Koronastrahlen haben C. R. DAVIDSON und F. J. M. STRATTON [1716], W. GRO
TRIAN [1723, mit eingehender Berticksichtigung der Literatur] u. a. versucht, 
die Koronalinien in Gruppen einzuteilen. Abgesehen davon, daB diese Versuche 

* Observatory 53, 211 (1930). 

UnsOld, Sternatmospharen. 29 
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bis jetzt zu keinem eindeutigen Ergebnis gefiihrt haben, konnte man aus einer 
solchen Zuordnung - wie W. GROTRIAN bemerkt - keine sehr weitgehenden 
Schlusse ziehen. Denn die Intensitat einer Linie ist ja nicht nur durch die 
Haufigkeit der betreffenden Ionisationsstufe, sondern auch durch die - noch 
ziemlich unubersehbaren - Anregungsverhaltnisse usw. bedingt. 

Die von W. GROTRIAN (s. S. 449; Finsternis yom 9. Mai 1929) gemessenen 
Aquivalentbreiten AA der Koronalinien sind in Tabelle 76 mit aufgenommen. 
Nach Meinung der meisten Finsternisbeobachter variiert ubrigens die relative 
und absolute Intensitat der Koronalinien von Finsternis zu Finsternis und Stelle 
zu Stelle in der Korona. Irgendwelche quantitativen Angaben oder allgemeine 
GesetzmaBigkeiten scheinen jedoch nicht vorzuliegen. 

Welche Schlusse durfen wir nun aus den beschriebenen Beobachtungs
ergebnissen hinsichtlich des unbekannten Tragers und Mechanismus der 
Korona-Linienemission ziehen? 

Da die Koronamaterie sicher zum uberwiegenden Teil ionisiert und - selbst
verstandlich - im ganzen elektrisch neutral ist, so durfen wir aus der Pro
portionalitat von Kontinuum und Linienemission schlieBen, daB die Linien
emission einem Atomzustand zuzuordnen ist, dessen Konzentration unabhiingig 
yom Druck in einem festen Verhaltnis zu der der Elektronen stehtl. Es muB 
sich also urn einen Ionisationszustand handeln, der in dem fraglichen Druck
bereich nicht im Begriff steht, in die nachsthOhere oder - tiefere Ionisations
stufe uberzugehen. Solche Ionisationsstufen - denen also praktisch alle Teilchen 
des betreffenden Elementes angehOren - sind selbstverstandlich immer relativ 
die starksten und es ist also auch nicht verwunderlich, daB die starken Korona
linien einem solchen Ionisationszustand angehoren. 

Bekanntlich ist es bis jetzt trotz vielfacher Bemuhungen nicht gelungen, 
die Koronalinien im Laboratorium zu erzeugen oder sie auf Grund theoretischer 
Betrachtungen mit einiger Sicherheit einem bestimmten Element zuzuordnen. 
Urn so wichtiger ist daher, daB es im Oktober 1933 W. S. ADAMS und A. H. JOY 
[1701-02J gelang, diese Linien im Spektrum des Veranderlichen RS Ophiuchi 
zu entdecken. 

Dieser merkwurdige Stern war im Jahre 1898 als Nova Ophiuchi Nr.3 bis 
zu einer HeIligkeit von 7':'7 angewachsen und dann rasch auf seine Normal
helligkeit von 10':'8 bis 11 ~8 zuruckgekehrt. Am 15. August 1933 stieg seine 
Helligkeit abermals von 11 ~O auf 6~4, der Stern gehOrt also, wie z. B. T Pyxidis, 
zu der seltenen Klasse der mehrmals aufflammenden Novae. Das Spektrum 
zeigte zunachst in Emission sehr breite BALMER-Linien, daneben schwach Hell 
und Fell. Ende August waren die Wasserstofflinien erheblich schwacher 
geworden; dagegen traten scharfe Nebellinien (verbotene Dbergange) auf, die 
offenbar einer den Stern umgebenden Hulle entstammten. Ungefahr parallel
gehend zeigten sich breite (erlaubte) Linien von NIl .A. 4639 und Hell t. 4686; 
spater auch neutrales He und Fell. 

Am 2. Oktober 1933 erkannten nun ADAMS und JOY zum erstenmal die 
Koronalinien M 5303 und 6374. Bald darauf konnten aIle starkeren Korona
linien des untersuchten Spektralbereiches festgestellt werden, namlich M 3987, 
4086, 4231 und 6374 vergesellschaftet mit Wasserstoff, HeI und Hell 4686 (was 
sehr an Chromospharen- bzw. Koronaverhaltnisse erinnert!). Die - wohl durch 
Dopplereffekt verursachte - Struktur der Koronalinie .A. 5303 ist nach ADAMS 
und JOY sehr ahnlich der der Hell-Linie .A. 4686. 

1 Die Variation der Beleuchtungsfunktion J(r) darf nach (99,10) in dem von GROTRIAN 
untersuchten Bereich h ~ 0:8 bis 5' gegeniiber der von N (r) vernachlassigt werden. Dasselbe 
diirfte wohl auch fiir die - noch unbekannte - Anregungsfunktion der Linien einigermaBen 
zutreffen. 
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Ais der Stern im April 1934 wieder beobachtet werden konnte, stellten 
ADAMS und JOY fest, daB die Koronalinien verschwunden waren. Das konti
nuierliche Spektrum hatte erheblich an Intensitat gewonnen. Ihm iiberlagerten 
sich erlaubte und verbotene Emissionslinien von Fell; daneben sehr hell die 
BALMER-Linien, maBig stark die He-Linien und ziemlich ausgepragt Hell 4686. 
AuBerdem zeigten sich die griinen Nebellinien und einige WOLF-RAYET-B1inder. 

Blicken wir nochmals auf die gesamten Beobachtungen an RS Ophiuchi 
und der Sonnenkorona zuriick, so erscheint die Annahme plausibel, daB die 
Koronalinien von Atomzustanden aus emittiert werden, deren Anregungs + 
Ionisierungsspannung ungefiihr zwischen der der He- und He+-Linien liegt. 

Ob es sich urn erlaubte oder - wie bei den N ebellinien - urn verbotene trbergange handelt, 
ist noch nicht zu entscheiden. Die in der Korona herrschenden Drucke wiirden fiir die zweite 
Annahme kein Hindernis bedeuten. Urn die Entvolkerung eines metastabilen Zustandes 
durch Strahlungsiibergange zu "verhindern", miiBte der betreffende Term jedoch von dem 
nachsthiiheren damit kombinierenden mindestens ,..., 4 V entfernt sein. Aus den von W. GRO

TRIAN (s. S. 449) gemessenen Absolutintensittiten der Koronalinien kann man weiterhin 
schlieBen, daB diese, wenn es sich urn verbotene trbergange handelt, hochstens einige Volt 
A nregungsspannung haben konnen. (Handelt es sich dagegen urn erlaubte trbergange, so 
sind hohere Anregungsspannungen anzunehmen.) 

Diese Aussagen sind - notgedrungen - noch sehr allgemeiner Art. Auf die 
in der Literatur aufgetretenen konkreten Vorschlage einzugehen. diirfte jedoch 
- aus leicht ersichtlichen Griinden - ziemlich iiberfliissig sein. Vielleicht 
verlohnte es sich, das von A. H. ROSENTHAL [1768J zur Deutung der Korona
linien herangezogene Spektrum des doppelt angeregten Heliums im LYMAN
Gebiet aufzusuchen. Selbst wenn dabei die Terme des Koronaspektrums nicht 
gefunden. werden, so diirfte eine solche Untersuchung doch eine Bereicherung 
unserer ".zoologischen" Kenntnisse bringen. 

E. Bewegungszustand und Dynamik der Sonnenkorona. Bei der Finsternis 
yom 21. Sept. 1922 hat J. H. MOORE [1744J im Spektrum der auBeren Korona 
eine Rotverschiebung der FRAUNHOFER-Linien beobachtet, die - als Doppler
etfekt aufgefaBt - in 20' Hohe iiber dem Sonnenrand + 26 km/sek entsprach. 
Die Finsternis yom 31. Aug. 1932 brachte [1745J eine Bestatigung dieser Ent
deckung: In 10' Hohe ergaben sich + 21,5 km/sek, in 20' der nach MOORE wahr
scheinlich durch terrestrisches Streulicht verkleinerte Wert von "-' + 15 km/sek. 

Da das Spektrum der auBeren Korona aus photospharischem Licht besteht, 
das vorwiegend unter "-'90°, teilweise aber auch unter kleineren oder groBeren 
Winkeln gestreut wird, so diirfen wir mit J. H. MOORE seine Beobachtungen 
dahingehend interpretieren, daB die Materie der Korona in 10-20' Hohe mit 
"-'30 kmjsek auswiirts stromt. 

Weitere Information iiber die Bewegungsverhaltnisse in der Korona geben 
uns die von B. LYOT [1734] am hellen Tage mit groBer Dispersion ausgefUhrten 
Messungen der Intensitiitsverteilung in den Koronalinien M 5503, 6374 und 6702. 
Die von LYOT (ebd.) angegebenen "ifquivalentbreiten" A" kennzeichnen1 die 
Breite, welche ein Spektralstreifen haben miiBte, wenn seine Intensitat gleich 
der Maximalintensitat in der Linie und seine "Flache" gleich der Gesamtemission 
der Linie ware, d.h. AA·lmax=/IAdA. Nehmen wir an, die Intensitatsver-

( LI.:t )2 
teilung in der Linie werde durch eine Fehlerkurve I" "-' e- LlAD dargestellt, so 
ware also LlAn = AJt/n. Da irgendwelche sonstigen Verbreiterungsursachen fUr 
die Korona kaum in Frage kommen, so diirfen wir LI An auf Dopplereffekt zuriick
fUhren und erhalten fUr die mittlere Geschwindigkeitskomponente ~o in der 

1 Eine Verwechslung mit der oben angegebenen Definition von W. GROTRIAN ist kaum 
zu befiirchten. 

29* 
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Sehlinie (definiert 1m Sinne von Absehn.43) 

.dAD c Ale 
~o=c-A-= Vn-' T ' (99,16) 

B. LYOTs Messungen fUhren so auf folgende Geschwindigkeiten ~o fur die innere 
Korona: 

Linie: 
Aquivalentbreite A.l: 
Gesehwindigkeit ~o: 

A 5303 
0,80 

25,5 

6374 
0,97 
25,7 

6702 A I 
1,07 A (99,17) 
23,0 km/sek. 

Uber die makroskopischen Geschwindigkeiten der Koronastrahlen und iihn
lieher markanter Details im Bilde der Korona hat man AufsehluB zu gewinnen 
versueht dureh Vergleieh von Aufnahmen, die am Anfang und Ende der Totali
tiitszone gemaeht waren. Da die hierbei verfUgbaren Zeitintervalle notgedrungen 
klein sind, so lieBen sieh auf diese Weise keine sehr weitgehenden Ergebnisse 
erzielen. 

Die ohne Finsternis ausgefUhrten Koronabeobachtungen von B. LYOT [1657] 
zeigen mit Sieherheit, daB sowohl die groBen Zuge des Koronabildes wie aueh 
feinere Details eine Lebensdauer in der GroBenordnung von Tagen haben. Ihre 
makroskopisehen Gesehwindigkeiten sind also sieher nieht wesentlieh groBer 
als ,....., 1 Sonnenradius pro Tag, d. h. ;:::5 8 kmjsek. 

Indem wir uns dem Problem der physikalischen Deutung der Bewegungen 
und der Struktur der Korona zuwenden, moehten wir zunaehst noehmals auf die 
enge Verwandtsehaft der Korona mit den sog. ruhenden Protuberanzen und den 
hOheren Chromosphiirenschichten hinweisen. 

Schon friiher machten wir mit W. J. S. LOCKYER [1654] auf das gleichartige 
Verhalten von Korona- und Protuberanzenaktivitiit im Rahmen des Sonnen
fleckenzyklus aufmerksam. 

Sodann erinnert die faserige Struktur der inneren Korona sehr an die der 
Chromosphare; eine Ahnlichkeit, die noch deutlicher in Erscheinung tritt, wenn 
man die Hohe der Strukturen in Beziehung setzt zu dem entsprechenden Dichte
gradienten. 

Weiterhin sehlieBen sich die von B. LYOT gem essen en Geschwindigkeiten 
~o~25 kmjsek naeh (99,17) stetig an die in Tabelle 74 fur die hOherenChromo
spharenschichten angegebenen Werte an. 

Und endlich liegen die Gesehwindigkeiten der makroskopischen Bewegungen 
und die von MOORE gemessene Auswartsbewegung der Korona durchaus in der 
fur die "ruhenden" bis maBig bewegten Protuberanzen gefundenen Gr6I3en
ordnung. 

N ach alledem kann man sich kaum dem SchluB entziehen, daB die Korona 
nichts anderes darstellt als eine extreme Auspriigung der schon in der hohen Chromo
sphiire und bei den ruhenden Protuberanzen angedeuteten Phiinomene. 

Aber wie kommt nun die enorme raumliche Ausdehnung der Korona (vgl. 
Fig. 139) zustande? Jeder Versuch, eine detaillierte Theorie der Dichtever
teilung in der Korona zu entwerfen, ehe wir tiber die Dynamik der Protuberanzen 
genauer informiert sind, erscheint dem Verf. als verfriihte Spekulation. 

Dagegen wollen wir im AnschluB an eine Note von A. S. EDDINGTON [1720] 
wenigstens in groben Ziigen iiberlegen, zu welchen Konsequenzen die nahe
liegende Hypothese fUhrt, daB die Korona dureh Strahlungsdruck 1 getragen wird: 

1 S. ROSSELAND [1769J hat in einer interessanten Arbeit die Annahme verfolgt, daD 
die Korona durch einen Strom geladener Partikel getragen werde. 
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Dber 1 cm2 der Sonnenoberflache befinden sich - wie man nach Tabelle 75 
leicht ausrechnetl - in der Korona etwa 

00 

N*= J N(r)dr~4'1018 Elektronen. (99,18) 
r~l 

Nehmen wir an, daB zu jedem Elektron eine Masse von ",,1 Atomgewichtseinheit 
gehOre, so ist die Wirkung der Schwerkraft auf diese Saule 

N* . mH • g ~ 0,32 dynjcm2. (99,19) 
Diese Kraft/cm2 solI nun voraussetzungsgemaB kompensiert werden durch den 
Strahlungsdruck. Bezeichnen wir den in der Korona absorbierten Teil des 
Gesamtstrahlungsstromes mit nF*, so ist der pro cm2 und sek iibertragene 

Impuls und damit die Kraftjcm2 bekanntlich gleich nF*. Setzt man diesen 
c 

Ausdruck = 0,32 dynjcm2, so erhalt man 

(99,20) 
Dies ist aber 6,4-te T eil des gesamten Strahlungsstromes nF der Sonne, der nach 
(12,4) 6,13 '1010 ergjcm2sek betragt! 

Wie konnte nun aber eine so enorme Strahlungsabsorption in der Korona 
zustande kommen? Eine einfache Dberschlagsrechnung zeigt zunachst, daB die 
Elektronenstreuung in diesem Zusammenhang vollig bedeutungslos ist. Wir 
miissen vielmehr auf die schon im Zusammenhang mit der Erklarung der Pro
tuberanzen vorgeschlagene Hypothese zuriickkommen, daB insbesondere die 
"aktiven" Stellen der Sonnenoberflache im LYMAN-Gebiet eine gewaltige Extra
emission geben, die dann an irgendwelchen kurzwelligen Seriengrenzkontinua 
angreifen kann. Nehmen wir an, daB die Energiemenge (99,20) im Spektral
gebiet 0-1000 A emittiert werde, so kommen wir auf ein mittleres FA = 30 . 1013 

C.G.S.-Einheiten. Die Energieverteilungskurve (Fig. 23) miiBte also im LYMAN
Gebiet wieder erheblich ansteigen bis zu einer Hohe, die fast dem Maximum bei 
A. 4300 entspricht. 

Eine derartige Annahme ist nach Meinung des Verf. nicht so phantastisch, 
wie sie auf den ersten Blick erscheinen mag. Einmal fUhrte uns die Betrachtung 
der Anregungsfunktion (Fig.137) fUr das Protuberanzenspektrum auf Ab
weichungen von der thermischen Gleichgewichtsstrahlung, die schon in eine 
ahnliche GroBenordnung fallen. Sodann weist - wie wir schon bemerkten -
die Korrelation zwischen "Wasserstofferuptionen" auf der Sonne und Radio
fadings, d. h. Ionisationsschwankungen der Heavisideschicht, in dieselbe Rich
tung. Auf den naheliegenden Einwand, daB die angenommenen Stellen mit 
verstarkter Strahlung im LYMAN-Gebiet sich auch im zuganglichen Spektral
bereich bemerkbar machen miiBten, sind wir schon am Ende von Abschn.97 
eingegangen und konnten zeigen, daB er nicht unbedingt stichhaltig ist. 

Noch nicht endgiiltig ist - yom Standpunkt der Theorie aus - die Frage 
zu beantworten, worin nun eigentlich der Unterschied zwischen einem Korona
strahl und einer Protuberanz besteht. Verf. mochte annehmen, daB in der Korona 
- infolge starkerer Ionisation - wohl ein kurzwelligeres Seriengrenzkontinuum 
(evtl. auch mehrere) die Rolle iibernimmt, die in unserer Theorie der Pro
tuberanzen und der hoheren Chromospharenschichten versuchsweise dem 
LYMAN-Kontinuum des Wasserstoffes zugedacht war. Die Schichtung hohere 
Chromosphare-Korona ware dann also im Prinzip ahnlich zu verstehen, wie nach 
1. S. BOWEN die der planetarischen Nebel. Eine einigermaBen sichere Behand
lung unserer Frage diirfte aber wohl erst moglich sein, wenn einmal die Deutung 
des Linienspektrums der Korona gelungen ist. 

1 Fur diese trberschlagsrechnung genugt es, unser Problem als eben zu betrachten. 
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100. Interpretation von Spektroheliogrammen. 
Nahezu das gesamte spektroheliographische Beobachtungsmaterial ist in drei 

groBen Publikationen bequem zuganglich: 
Die seit der Erfindung des Spektroheliographen (1889) am Yerkes Obser

vatorium gewonnenen Ergebnisse haben G. E. HALE und F. ELLERMANN [1725J 
im J ahr 1903 ver6ffentlicht. 

1908 hat dann H. DESLANDRES in Meudon in instrumenteller Hinsicht wesent
liche Fortschritte erzielt durch Vergr6Berung der Dispersion und Anwendung 
doppelter spektraler Zerlegung. So konnten engbegrenzte Teile der FRAUN
HOFERschen Linien von nur "-'0,04 A Breite isoliert werden. Seine mit diesem 
und anderen Instrumenten angestellten Beobachtungen hat H. DESLANDRES 
[1718J im Jahre 1910 zusammenfassend dargestellt. 

Wenn auch G. E. HALE und H. DESLANDRES aus ihren Beobachtungen, die 
sich in der Hauptsache auf die Ca +- und Wasserstofflinien beschrankten, schon 
viele richtige Schltisse ziehen konnten, so wurde es in neuerer Zeit doch immer 
deutlicher, daB ein tieferes Verstandnis der Spektroheliogramme noch zweierlei 
Untersuchungen voraussetzte: Einmal eine Verkntipfung der an verschiedenen 
Zonen der Linien gewonnenen spektroheliographischen Ergebnisse mit dem Stu
dium ihrer Konturen und sodann eine Ausdehnung der Beobachtungen auf 
Metallinien verschiedener Starke. Beide Aufgaben hat 1930 L. D'AzAMBUJA 
[1705J mit Hilfe des groBen Spektroheliographen der Sternwarte Meudon in 
hervorragender Weise gelOst. 

Auf die \Viedergabe von Spektroheliogrammen machte Verf. mit Rucksicht auf die 
Kosten dieses Buches verzichten. Die wichtigsten Typen sind in allen Lehr- und Hand
buchern zu finden. Wer tiefer in den Gegenstand eindringen will, mage nicht versaumen, 
die schanen Reproduktionen bei HALE, DESLANDRES und insbesondere D'AzAMBUJA [1705J 
einer eingehenden Betrachtung zu unterziehen. 

A. Die Ca+ -Linien H und Kj ). 3968/33. In den H- und K-Linien des Son
nenspektrums lassen sich bei groBer Dispersion (vgl. die schematische Fig. 143) 

folgende fUr da!> Verstandnis der "Kal
zium-Spektroheliogramme" wichtige Details 
erkennen: Geht man von den Fltigeln der 
breiten sog. KI-Linie1 nach der Linienmitte 

L-------.L.-.------I);'~ zu, so st6Bt man zunachst auf zwei Emis-
---",1A---

sionen K 2v bzw. K 2r (v und r bezeichnen Fig. 143. Intensitatsverteilung im inneren Teil 
der Ca+K-Linie (schematisch). die violette bzw. rote Seite der Linie). Die 

Maxima dieser Emissionen erheben sich 
im integrierten Sonnenlicht nur urn einige Prozent tiber die sie gegen K 1v 

bzw. gegen K 1r abgrenzenden Minima. 1m Lichte der Fackeln Z. B. dagegen 
wachst die Intensitat von K 2v und K 2r erheblich an. Die beiden Komponenten 
der K 2-Emission werden getrennt durch die sog. K 3-Absorption mit "-'0,4 A 
(ganzer) Halbwertsbreite. 

Nimmt man Spektroheliogramme mit den aufJeren Teilen der K1-Flugel auf, 
so unterscheiden sich diese naturgemaB kaum von gew6hnlichen Sonnenauf
nahmen. Man erkennt in erster Linie die Flecken und auf den auBeren Teilen 
der Sonnenscheibe die Fackeln. 

Wird nun der zweite Spalt des Spektroheliographen nach K 2, d. h. der 
Linienmitte hin verschoben, so gehen in den Spektroheliogrammen folgende 
Veranderungen vor sich: Die hellen Fackelgebiete in der Umgebung der Flecken
gruppen erscheinen verstarkt und treten nicht nur am Sonnenrand, sondern 
auch in der Mitte der Sonnenscheibe auf. Ihre Ausdehnung nimmt allseitig 
zu, so daB auf den K 2-Bildern die Penumbra der Flecke meist tiberdeckt wird. 

1 Fur die H-Linie gilt stets entsprechendes. 
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Weiterhin erscheint auf der ganzen Sonnenscheibe ein Netz ziemlich unregel
maBig verteilter heller Stellen. G. E. HALE nennt aIle diese hellen Gebiide 
(Kalzium-) Flocculi, wahrend H. DESLANDRES unter "reseau de flocculi" nur 
die auf der ganzen Sonnenscheibe verstreuten Gebiide versteht und die gr6Beren 
hell en FHichen in der Umgebung der Flecke entsprechend ihrem Zusammenhang 
mit den Fackein ais "Fackelflachen" (plages faculaires) bezeichnet. Wir werden 
uns diesen exakteren Definitionen anschlieBen. 

Ruckt man endlich den monochromasierenden Spalt des Spektroheliographen 
in die Mitte der K-Linie, d. h.! in Ka, so erhalt man das Netz der Flocculi noch 
ausgepragter und die Fackelflachen uberdecken meist sogar die Umbren der 
Sonnenflecke. Weiterhin aber erscheinen neu - als ausschlieBlich dem Ka
Bild zugeh6rig -langgestreckte dunkle Gebilde, die sich wie gigantische Wurmer 
uber die Sonnenoberflache ausdehnen. HALE bezeichnete sie zunachst als 
"dunkle Flocculi", EVERSHED spricht von "dark markings", DESLANDRES von 
"filaments". Am Sonnenrand geben sie, wie schon in Abschn. 97 gezeigt wurde, 
ihre wahre N atur zu erkennen: Sie sind nichts anderes, als in Absorption 
beobachtete Protuberanzen. 

AuBer den beschriebenen Gebilden glaubt H. DESLANDRES [1718J auf K 2S- und noch 
besser auf reinen K 3-Aufnahmen ein Netz von sog. "alignements" zu erkennen. Es handelt 
sich dabei nur urn schwache dunkle Linien, die vielfach die Verlangerung eines Filamentes 
bilden, haufig aber auch selbstandig auftreten. Sie erstrecken sich oft uber die ganze jeweils 
sichtbare Sonnenhalfte und uberziehen diese wie ein Netz. Soweit es sich nicht einfach 
urn schwache Filamente handelt, mochte Verf. die alignements auf ein physiologisch-optisches 
Phiinomen zuruckfuhren, das A. KUHL [1731J seinerzeit zur Deutung der Marskanale 
herangezogen hat: Sind auf einer Flache helle und dunkle Stellen (Flocculi) regellos verteilt, 
so hat das Auge die Tendenz, diese in Linien zu "ordnen", die meist an irgendwelche her
vorstechenden Punkte "angeschlossen" werden. Als solche dienen bei DESLANDRES zum 
Teiloffenbar die Filamente, zum Teil auch - wie die 1. c. wiedergegebenen Zeichnungen 
vermuten lassen - helle plages faculaires. 

Wie sind nun die im vorhergehenden kurz zusammengefaBten Beobach
tungsergebnisse zu deuten? Schon zu Beginn ihrer Untersuchungen haben 
G. E. HALE und H. DESLANDRES richtig bemerkt, daB das K1-Bild einer ver
haltnismaBig tiefen, dasK2,Biid einer hOheren und endlich dasKa,Bild der hOchsten 
Schicht der Sonnenatmosphare zuzuordnen ist. Dieses Abnehmen der (geome
trischen) Dicke der wirksamen Schicht mit Annaherung an die Linienmitte 
erscheint sofort verstandlich, wenn man bedenkt, daB zur Ausstrahlung in einer 
Frequenz v nur die Schichten von Tv = 0 bis Tv'-'" 1 wesentlich beitragen 
(Tv = optische Tiefe fur die kontinuierliche und selektive Absorption + Streuung 
bei der Frequenz v). Da die Koeffizienten fur selektive Absorption und Streuung 
nach der Linienmitte zu rasch anwachsen, so nimmt die z. B. zu Tv = 0,5 ge
h6rende geometrische Tiefe entsprechend ab und die empirisch gefundene Ge
setzmaBigkeit erscheint leicht erklarbar. 

HALE und DESLANDRES berufen sich (ebd.) weiterhin auf das Verhalten der H- und 
K-Linien in der Chromosphare. Der Zusammenhang zwischen den FRAUNHOFERschen 
Absorptionslinien und den chromospharischen Emissionslinien ist jedoch. wie wir sahen. 
ein recht verwickelter. Das in der Literatur vielfach ubliche, meines Erachtens allzu sche
matische Operieren mit "Hohen" in der Sonnenatmosphare muf3 man also mit der notigen 
Kritik betrachten. 

DaB die Protuberanzen nur im Ka-Bild und dort in Absorption erscheinen, 
bedarf kaum eines weiteren Kommentars. Die letztere Tatsache erhartet den 
schon aus der Wachstumskurve fUr die Emissionslinien der Protuberanzen am 
8-Rand gezogenen SchIuB, daB die relative Verteilung der Ca+-Atome auf die 

1 Reicht das Auflosungsvermogen des Spektroheliographen nicht aus, urn K2 und Ka 
zu trennen, so spricht man nach DESLANDRES von K 2a-Bildern. Sie vereinigen die Haupt
zuge von K2 mit Andeutungen von Ks; z. B. zeigen sie nur die starkeren Filamente. 
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an der Bildung der H- und K-Linien beteiligten Atomzustande 1 durch eine 
Temperatur dargestellt wird, welche nicht gr6Ber ist, als die Grenztemperatur To 
der Sonne. 

Wie aber sind nun die Charakteristika der K2-Bilder zu verstehen? Erinnern 
wir uns zunachst an die in Abschn.91 gefundene Temperaturschichtung der 
Fackelgebiete! Durch die Annahme, daB in den Fackeln die obersten Schichten 
der Sonne warmer, die tieferen Schichten dagegen kiihler sind, als normaler
weise 2, konnten wir erklaren, daB die Fackeln bei Beobachtung im kontinuier
lichen Spektrum nur am Sonnenrand deutlich zu erkennen sind, wahrend ihr 
Kontrast gegen die Umgebung nach der Sonnenmitte zu kleiner wird. 1m 
ersteren Fall namlich bekommen wir nur die verstarkte Strahlung der hOheren 
Schichten, im letzteren wird diese kompensiert durch das Defizit der tieferen 
Schichten. Beobachtet man nun im K 2-Licht, so bekommt man auf der ganzen 
Sonnenscheibe nur Strahlung aus der oberen Schicht, so daB die Fackeln auch 
in der Sonnenmitte zur Geltung kommen. DaB die Fackelflachen wesentlich 
ausgedehnter sind als die im kontinuierlichen Licht beobachteten Fackeln, 
laBt sich zwanglos dahingehend interpretieren, daB in K2 die hohen und heiBen 
Schichten am exklusivsten zur Geltung kommen. 

Es diirfte lehrreich sein, dieselbe Oberlegung noch yom Standpunkt der 
Theorie der Restintensitiit aus zu beleuchten. Diese ist nach Kap. XII zunachst 
proportional der KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion fiir die Sonnenoberflache (d. h. 
T. < 0,5) und wir haben bis jetzt nur diesen Faktor beachtet. Daneben wachst 
die Restintensitat aber auch mit dem von 'X./a. in der Linienmitte angenommenen 
Grenzwert. Dieser wachst nun nach Abschn. 74 seinerseits mit der Zahl der 
Absorptionsprozesse, welche den h6heren Quantenzustand der betrachteten 
Linien entv6lkern, also - grob ausgedriickt - ebenfalls mit der Temperatur. 
Da dieser ,,'X./a.-Effekt" stets in derselben Richtung wirkt, wie der zuerst dis
kutierte, so k6nnten die beiden nur durch eingehende photometrische Messungen 
getrennt werden. 

Nach der Theorie der Restintensitat - Gl. (65,42)- sollte diese fUr Linien 

wie H und K, in deren Mitte 'X./a.<1 ist, dem bekannten 1 +1.-cosD-Rand-. 2 
verdunkelungsgesetz folgen. Das heiBt die K 2-Spektroheliogramme miiBten eine 
erheblich schwachere Randverdunkelung zeigen, als Aufnahmen, die mit dem 
kontinuierlichen Spektrum neben der K-Linie gemacht sind. Die Beobach
tungen scheinen diese Erwartung qualitativ zu bestatigen; Messungen liegen 
noch nicht vor. 

Die im K 2- Licht beobachteten Flocculi 16sen sich bei giinstigen Beobachtungs
verhaltnissen in ein Gewirr feinster Details (,...., 1") auf. Man darf wahl annehmen, 
daB diese im wesentlichen ein Bild der - mit der photospharischen Granulation 
verkniipften - Temperaturschwankungen in der oberst en Schicht der Sonne 
geben. Auf den meisten Aufnahmen scheint zwar das Netz der Flocculi viel 
gr6ber zu sein als man es z. B. nach den JANSsENschen Granulationsaufnahmen 
erwarten wiirde. Aber diese Schwierigkeit laBt sich durch den Hinweis auf eine 
ganz alltagliche Beobachtung beheben: Betrachtet man z. B. einen gras
bewachsenen Platz aus groBer Entfernung, so sieht man eine Struktur, die den 
Dimensionen der einzelnen Grasbiischel entspricht. Tritt man dagegen naher, 
so drangt sich die durch die einzelnen Halme gegebene Struktur in den Vorder
grund. 

1 Dasselbe gilt (s. u.) fUr die h6heren Quantenzustande des Wasserstoffes. 
2 Wie wir mehrfach bemerkten, ist das Zustandekommen dieser Temperaturschichtung 

in thermodynamischer Hinsicht noch nicht geklart. In diesem Kapitel k6nnen wir sie ein
fach a:ls gegeben betrachten. 
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Damit ist das Aussehen der K 2-Spektroheliogramme in den Grundziigen 
erklart. Wie vollzieht sich nun der Obergang durch K t zu dem im kontinuier
lichen Spektrum beobachteten Bild? 

Zunachst einmal macht sich der in K2 wirksame "Restintensitiitsetfekt" noch 
ein Stuck weit in die Linienflugel hinaus geltend. Sodann aber uberlagert sich 
eine zweite Wirkung, die wir als Haufigkeitseffekt bezeichnen wollen: In den 
Fackeln und in geringem MaB auch in den Fackelflachen und Flocculi wird 
namlich infolge der hoheren Temperatur der Ionisationszustand des Ca+ sich 
andern. Infolgedessen andert sich auch die "Anzahl NH der Ca+-Atome uber 
1 cm2 der Sonnenoberflache" und damit die Breite der H- und K-Linien. Wo 
diese schmaler werden, zeigt nun ein Kt-Spektroheliogramm Aufhellung, wo sie 
breiter werden, Dunkelheit. Gerade fUr die H1- und K1-Bilder ist zur Zeit mangels 
der notigen photometrischen Unterlagen eine Trennung des Restintensitats
vom Haufigkeitseffekt noch nicht moglich. Wir werden aber spater sehen, 
daB sie fUr die ubrigen Metallinien dank den Untersuchungen von n'AzAMBUJA 
ziemlich zwanglaufig vorgenommen werden kann. 

B. Die Wasserstofflinien Ha, H{J, Hy . . •. Betrachten wir zunachst die 
H a.-Spektroheliogramme und ihre Veranderungen, wenn wir von der Linienmitte 
nach auBen gehen. 

Trotzdem die Kontur der Ha.-Linie keine Emission erkennen laBt, ist es zweck
maBig, sie - entsprechend dem verschiedenen Aussehen der Spektroheliogramme 
- in drei Gebiete einzuteilen: Nach L.n'AzAMBUJA (s. S. 454) bezeichnen wir 
die Mitte als H a.3; .--0,25 A nach auBen kommen Ha.2vbzw., und in '--0,5 A Abstand 
von der Linienmitte H d. 

Die Ha.3-Spektroheliogramme zeigen wie die K3-Bilder auf das schonste 
die Filamente = Protuberanzen. Die hellen Fackelflachen dagegen sind lange 
nicht so ausgedehnt, wie auf den Kalziumbildern. Nur deren hellste Teile sind 
deutlich wiederzuerkennen. Den Untergrund der Ha.3-Aufnahmen bildet eine 
schwache und feine Art von "Granulation", die sich erst auf den 

Ha.2-Spektroheliogrammen (LJ A. = 0,25 A) voll entfaltet. In der Umgebung 
der Flecke zeigen die Elemente dieser Granulation ofters eine wirbelartige An
ordnung, die beruhmten Solar Vortices von G. E. HALE. Wie wir schon be
merkten, laBt sich die ursprungliche Vermutung einer Verknupfung dieser Gebilde 
mit den Magnetfeldern der Flecke sieher nicht aufrecht erhalten. Es handelt 
sich vielmehr wahrscheinlich urn kleine Protuberanzen, die von den Sonnen
flecken angezogen werden und - wegen der Corioliskraft - auf gekrummten 
Bahnen diesen zustromen. Die Filamente sind auch auf den Ha.2-Bildern noch 
gut erkennbar und verschwinden mit der Granulation erst auf den 

Ha.rSpektroheliogrammen (LJ A. = 0,5 A). Diese bieten dafUr ein zunachst sehr 
uberraschendes Bild: Die Flocculi und Fackelflachen, welche sich auf den 
Kalziumspektroheliogrammen hell vom dunkleren Untergrund abheben, er
scheinen namlich im Ha.rLicht dunkel auf hellem Grund. 

Geht man zu den hOheren Gliedern der BALMER-Serie Hp, Hy, HIJ ... uber, 
so andert sich vor allem der Charakter der mit den Mitten der Linien auf
genommenen Spektroheliogramme. Schon bei Hp treten die hellen Fackel
flachen und Flocculi zuruck und verschwinden bei HIJ vollstandig. Damit 
parallelgehend erscheinen immer starker auch im Licht der Linienmitte die 
dunklen Wasserstotfllocculi. Die mit den iiufJeren Teilen von H p •.. aufgenom
menen Spektroheliogramme unterscheiden sich wenig von den entsprechenden 
Ha.-Bildern. Zusammenfassend kann man also das Verhalten von H p, H y • •• 

auch dahingehend beschreiben, daB jede Stelle in einer dieser Linien sich analog 
einer weiter auBen gelegenen Stelle' in H a. verhalt. 



458 XVII. 100. Deutung der Wasserstoffspektroheliogramme. 

Die Randverdunkelung der Wasserstoffspektroheliogramme nimmt nach 
D'AzAMBUJA (s. s. 454) wie die der Kalziumbilder ab, :wenn man naher an die 
Mitte der betreffenden Linien herangeht. Weiterhin scheint die Randver
dunkelung fur Linienmitte in der Reihenfolge H a., H p • •• zuzunehmen. Eine 
photometrische Untersuchung dieser fUr die Deutung der Wasserstoffspektro
heliogramme wichtigen Effekte ware sehr zu wunschen. 

Nun zur Deutung der Wasserstoftspektroheliogramme! 
DaB die Filamente nicht nur auf den Ha.s-Bildern, sondern auch in fast der

selben Starke auf den Ha.2-Spektroheliogrammen (0,25 A von der Linienmitte) 
zu erkennen sind, erklart sich in trivialer Weise durch die groBe Dopplerbreite 
L1 AD~ 0,2 A der Ha.-Linie. 

Die hellen Kamme der Fackelfliichen aut den Ha.s-Aufnahmen durften in der
selben Weise zu verstehen sein, wie die der K2-Bilder: lnfolge der Dberhitzung 
der oberst en Atmosphiirenschichten steigt die Restintensitiit der Linie. Da in Ha. 
wie wir seinerzeit zeigten, der Limes von x./a. fur die Linienmitte nicht mehr 
- wie in den H- und K-Linien - <1 ist, so wird die Restintensitat, nahezu 
unabhiingig von x./a, und gleich der KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion der hi:ichsten 
Atmosphiirenschichten sein. Wir konnen also mit ziemlicher Sicherheit sagen, 
daB das Steigen der Restintensitat von Ha. in erster Linie durch das Anwachsen 
der KIRCHHOFF-PLANcK-Funktion bedingt ist. 

Die Tatsache, daB in der Mitte der Ha.-Linie x./a. nicht <1 wird, erklart 
in Verbindung mit der Theorie der Restintensitat auch zwanglos die Abnahme 
der Randverdunkelung in der Reihenfolge Ha.l, Ha.2, Ha.s. 

Lassen wir sodann die H a.2-Aufnahmen zunachst beiseite und versuchen die 
Deutung der Ha.rBilder (0,5 A von Linienmitte): Schon H. DESLANDRES hat 
(s. S. 454) beobachtet, daB uberall dort in den Fackelflachen und den Flocculi, 
wo die K 2-Emission verstiirkt erscheint, die Ha.-Linie breiter wird. Eine solche 
Verbreiterung wird nun auf dem Spektroheliogramm als Helligkeitsabnahme in 
Erscheinung treten und zwar cet. par. desto sHirker, je steiler die Linienkontur 
an der benutzten Stelle verlauft. Da nach den Messungen von MINNAERT, 
ALLEN u. a. die steilste Stelle der Ha.-Kontur etwa 0,4 A von der Linienmitte 
entfernt ist, so wird es leicht verstandlich, daB in dieser Zone der Linie die 
dunklen Fackelflachen und Flocculi am deutlichsten hervortreten. DaIJ die 
Ha.-Linie in den Fackelgebieten usw. breiter wird, durfte durch die verstarkte 
Anregung (BOLTZMANN-Faktor!) vollstandig erklart sein. 

Wahrend die vorstehende Deutung der Ha.s- und Ha.l- Spektroheliogramme als 
durchaus gesichert anzusehen ist, konnten wir fUr die Charakteristika der Ha.2-
Bilder noch keine ebenso zwingende Erklarung finden. Als Arbeitshypothese 
mochten wir die folgende vorschlagen: Bekanntlich ist die ganze Sonnenober
flache "gespickt" mit kleinen Protuberanzen. 

Befinden sich diese in Ruhe, so werden sie sich ebenso wie die groBen Fila
mente abzeichnen, solange der 2. Spalt des Spektroheliographen von der Linien
mitte nicht weiter entfernt ist, als ,....., die thermische Dopplerbreite von Ha.. lhre 
"Sichtbarkeit" wird beim Dbergang Ha.S-+Ha.2-+Ha.l erst langsam und. dann 
ziemlich plotzlich abnehmen. 

Wie wird dieses Bild nun durch evtl. Vertikalbewegungen1 beeinfluBt? Es 
mogen etwa zwei kleine Protuberanzen nebeneinanderstehen, die sich mit 
gleicher Geschwindigkeit aufwarts- bzw. abwarts bewegen. 1m Ha.s-Bild werden 
sich die beiden nicht unterscheiden. Ruckt aber der 2. Spalt in die Nahe des 
Randes der "Protuberanzenabsorption" mit der Halbbreite --L1AD, so genugt 

1 Bei Beabachtung am Rande der Sonnenscheibe miiBten wir genauer von Radial
geschwindigkeiten sprechen. 
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schon ein kleiner Dopplereffekt, urn erhebliche Intensitatsschwankungen zu 
verursachen. Wir mochten also die H"2-Granulation in der Hauptsache als ein 
Abbild des Vertikalgeschwindigkeitsfeldes der Chromosphiire deuten. Wenn es 
sich dabei vorzugsweise urn makroskopische Stromungen und entsprechende 
Linienverschiebungen handelt, so mliBten nach unserer Arbeitshypothese simul
tane H,,2r- und H,,2v-Aufnahmen sich wie Negativ und Positiv verhalten. Handelt 
es sich dagegen urn turbulente Stromungen und dementsprechend wechselnde 
Verbreiterungen des innersten Kernes der Linie, so sollten H,,2r bzw. v dasselbe 
Bild ergeben. Beobachtungen, welche eine Entscheidung zwischen diesen beiden 
Moglichkeiten zulassen \ scheinen noch nicht vorzuliegen. 

Als AbschluB zur Theorie der Wasserstoffspektroheliogramme fragen wir 
nach der Ursache der oben beschriebenen Unterschiede zwischen den H,,-, Hr , 
H y • • •• Bildern. Wir hatten seinerzeit darauf hingewiesen, daB mit wachsender 
Gliednummer in der BALMER-Serie die Druckverbreiterung zu- und die Oszilla
torenstarke abnimmt. Damit parallelgehend wird die wirksame optische Schicht
dicke in der Linienmitte immer kleiner, so daB diese etwa von Hb an nicht mehr 
als "gesattigt" betrachtet werden darf. Die Helligkeitsschwankungen in der 
Mitte der hOheren Glieder der BALMER-Serie folgen daher nicht mehr der ublichen 
Theorie der Restintensitat, sondern schlieBen sich in ihrem Verhalten den weiter 
auBen in der Linie gelegenen Teilen der H,,-Linie mit derselben wirksamen 
optischen Tiefe an. Es wird so leicht verstandlich, daB z. B. die Mitte von H {r 
Bilder liefert, welche die wichtigsten Zuge der H"3-Aufnahmen und die dunklen 
Flocculi zeigten, wahrend die Mitte von Hb schon nur noch die letzteren wieder
gibt. Auch das Anwachsen der Randverdunkelung fUr die Mitten der Linien in 
der Reihenfolge H", Hf3 . .. laBt sich nun in Verbindung mit der Theorie des 
Strahlungsgleichgewichtes einfach erklaren: Es geht naturlich parallel der 
Abnahme der wirksamen optischen Dicke der Atmosphare fur Linienabsorp
tion + -streuung. 

C. L. D'AzAMBUJA's Untersuchungen an Metallinien. In den Jahren 1926 
bis 1928 hat L. D'AzAMBU]A [1705J mit Hilfe des groBen Spektrohe1iographen 
zu Meudon Sonnenaufnahmen mit nur """'0,04 A breiten Spektralbereichen aus 
einer groBen Anzahl von Metallinien gemacht. bie Untersuchungen werden es 
erlauben, die Theorie der Spektroheliogramme auf eine viel breitere Basis zu stellen, 
als dies bei alleiniger Berucksichtigung der Kalzium- und Wasserstoffbilder 
moglich war. 

Die folgende Tabelle 77 enthalt zunachst in ihren drei vordersten Spalten 
- nach Wellenlangen geordnet - ein Verzeichnis der benutzten Linien, sowie 
ihrer Multiplettklassifikation und RowLAND-Intensitai. Spalte 4 gibt die jeweils 
bentitzte Breite des monochromasierenden Spaltes bzw. des isolierten Spektral
bereiches in A an. 

Urn die Orientierung in der zunachst verwirrend graBen Mannigfaltigkeit 
der spektroheliographischen Beobachtungen zu erleichtern, fand es D'AzAM
BUJA zweckmaBig, in den Metallinien zwei Zonen zu unterscheiden: 

Erstens einen "Linienkern" (partie mediane), der sich auf gewohnlichen 
Spektrogrammen graBer Dispersion als dunkler Streifen abhebt und zweitens 
die sich nach auBen anschlieBenden Linienfliigel. Die von D' AZAMBU J A unter 
dem Komparator gemessenen (ganzen) Breiten des "Linienkernes" gibt die 
Spalte 5 unserer Tabelle. 

Ehe wir uns an die Deutung der Spektroheliogramme wagen konnen, muB 
nun die wichtige Vor-Frage geklart sein, was die offenbar verhaltnismaBig 

1 Vgl. hierzu auch Abschn.98. 
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Tabelle 77. Spektroheliographische Untersuchungen 

1 2 3 4 5 I -- ---------

Gemessene Weite I Breite des 

A Element. Klassifikation ROWLAND- monochrom. 
Intensitiit Spaltes in A des "Linienkerns" I 

(MEUDON) in A 

3838,304 Mg 33R} - 33D 25 0,05 0,15 I 4045,827 Fe a3P4 - y3FJl 30 0,04 0,09 
4077,726 SrIl 525,/,- 52P?,/, 8 0,04 0,13 

4104,135 Fe - 5 0,03 0,08 
4132,069 Fe a 3P2 - y3PaO 10 0,04 0,08 
4143,880 Fe a 3P3 - Y 3F:.0 15 0,04 0,08 
4202,042 Fe a 3P4 - z3G~ 8 0,05 0,13 
4226,742 Ca 4 1 50 _ 41P!' 20 0,05 0,13 
4383,559 Fe a 3P4 _z5G~ 15 0,04 0,12 

! 

5183,621 (b l ) Mg 3 3P20 - 4 3 51 30 0,10 0,15 
5889,977 (D2) Na 3251/2 - 3 2 ~Ol/2 30 0,09 0,25 

scharfe Abgrenzung der beiden Teile in den Metallinien1 eigentlich bedeutet. 
Betrachten wir noch einmal den in Fig. 58 fUr Sonnentemperatur dargestellten 
Verlauf des A bsorptionskoeffizienten k in den N aD-Linien: In einem Abstand 

v = ~ ;~ ~ 3, d. h. Ll A = 3 Ll AD von der Linienmitte erfolgt p16tzlich der 

Dbergang von der flach verlaufenden Strahlungsdampfungskurve 2 k,....., 1/Ll ).2 zu 
( A A )2 

der steilen Dopplerkurve k,....., e - A AD • Wenn nun die Anzahl N H der absorbie
renden Atome in einer Saule von 1 cm2 Querschnitt noch nicht so groB ist, daB 
fUr v -< 3 die Intensitat in der Linie dem durch 'Xv/av bestimmten Grenzwert 
fUr 'Xv + a v -* 00, d. h. der "Restintensitat" im engeren Sinne, nahezu gleich wird, 
so muB also die Linienkontur bei v ~ 3 einen ziemlich scharfen Knick zeigen. 
Man uberzeugt sich an Hand von Abschn. 44 und Fig. 58 leicht, daB der v-Wert 
fUr diesen Knick von der GroBe der Dampfungs- und der Dopplerkonstante der 
Linie nur wenig abhangt. Die Theorie laBt also erwarten, daB in nicht zu starken 
Linien 3 ein Dopplerkern der (ganzen) Breite ,....., 6 Ll AD zu erkennen sei. In 
Spalte 7 haben wir die fUr 5000° K berechneten Zahlenwerte von 6 Ll AD vermerkt 
und ihre enge Dbereinstimmung mit den von D'AzAMBU]A in SpaIte 5 gemes
senen Breiten des "Kernes" der Linien laBt keinen Zweifel daruber, daB der empi
risch gefundene "Linienkern" (partie mediane), und der von der Theorie gefor
derte "Dopplerkern" ein und dasselbe sind. 

Die mit Licht aus der Mitte der Metallinien aufgenommenen Spektrohelio
gramme sehen im wesentlichen aus, wie die bekannten K1-Bilder: Sie zeigen 
helle Fackelflachen und Flocculi, vermischt mit einer Art von schwacher "Granu
lation", die - wie D'AzAMBUJA durch Simultanaufnahmen beweisen konnte -
fUr alle Linien dieselben Formen hat. 

Entfernt man sich von der Linienmittc, so nehmen die Fackelflachen an Deut
lichkeit ab, die Granulation dagegen ZU. Am Rande des Linienkernes erreicht 
die Sichtbarkeit der Fackelflachen ein Minimum, die der Granulation ihr Maxi
mum. Bei den starken Linien erscheint merkwurdigerweise die Granulation 

1 DaB dieses Phanomen bei Linienkonturenmessungen nicht friiher bemerkt worden ist, 
diirfte einfach darauf beruhen, daB seine Erfassung ein sehr hohes Trennungsvermogen des 
Spektrographen (nach obigen Angaben """100000-200000) verlangt. 

2 Kommt StoBdampfung hinzu, so ist dieser Kurvenzweig urn den Betrag von log YStoB 
nach oben zu verschieben. Ykl. 

3 Praktisch fallen nur die H- und K-Linien auBerhalb des Geltungsbereiches dieser 
Uberlegung. 
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an Metallinien von L. D'AzAMBUJA [1705]. 

6 7 8 9 10 11 

Abstand zwischen 6 LlAn Gesamt-
Abstand 2 LlA,. Restintensitat in % nach 

den Siehtbarkeits- zwischen den Sieht- AA 
maxima der berechn. fur absorption barkeitsmaxima der 2L1Am ALLEN 
Granulation T=5000o AA Faekelflaehen n'AzAMBUJA "korrigiert" 

0,20 0,14 - 0,692 - 13 -
0,12 0,10 1,160 0,350 3,3 19 03 
0,14 0,08 0,333 0,124 2,7 26 04 

0,08 0,10 - - - 41? -
0,12 0,10 0,418 - - 22 ? -
0\10 0,10 0,511 0,20 2,6 24 ? -
0,14 0,10 0,450 0,17 2,6 23 -
0,14 0,12 1,185 0,434 2,7 13 -
0,10 

I 

0,11 1,07 0,444 2,4 15 04 
0,16 0,19 1,600 0,656 2,4 20 11 
0,24 0,22 0,753 0,584 (?) 1,3 ( ?) 22 06 

im violett en Teil der Linie deutlicher, als im roten. Mit abnehmender Linien
intensitat verschwindet diese Unsymmetrie, urn anscheinend fUr ROWLAND
Intensitat ;::5 7 ihr Vorzeichen umzukehren. 

Geht man nun in die Linienfliigel heraus, so verschwindet die Granulation 
rasch, die Fackelflachen dagegen werden bei den meisten stiirkeren Bogenlinien 
wieder heller und erreichen Sichtbarkeitsmaxima, deren Abstand 2 L1 A. in Spalte 9 
der Tabelle 77 angegebenen ist. Ganz anders verhiilt sich Sr-Funkenlinie A. 4078: 
AuBerhalb des Dopplerkernes gibt 100.-------,.........,----------, 
diese Linie - ahnlich wie die 
Wasserstofflinien - dunkle Fackel- 75 

flachen und Flocculi_ 
Einen Ubergang zwischen dem Ver- 50 

halten der Mehrzahl der Bogenlinien 
einerseits und der Sr-Funkenlinie anderer- 25 
seits scheint FeA4202 zu bilden. Ihrkurz
welliger Flugel gibt helle Fackelflachen, 0~--:;'I:::---:;'I:::--....:w~--,JL,---,J---+O'-:-',75J 
wahrend der langwellige dunkle liefert (!). -0,75 +0,25 +430 

Als Illustratl'on und Zusammen- Fig. 144. Sichtbarkeit der Faekelfhiehen (ausgezogene Kurve) 
und der Granulation (punktiert) als Funktion des Abstandes 

f d h h d t von der Mitte der Linie Fe 4383,56 naeh L. n' AzAMBUJA [1705, 
assung es vor erge en en en - Fig. 22]. Mittlere Ordinatenskala: Siehtbarkeiten in einer 

nehmen wir noch D'AzAMBUJAS 5stufigen Schatzungsskala. Die gestrichelte Ku,ve in Verbin-
dung mit der Ordinatenskala gibt die mit dem Spektrohelio

Arbeit die fur die Fe-Linie A. 4384 graphen gemessene Intensitatsverteilung in der Linie. Die 
gezeichnete Fig. 144. weite Strichelung in der Mitte gibt die Weite des "mittleren 

Teils" der Linie nach direkter Messung auf den Spektro-
Z E kl" d b b chte grammen. Die dickle Strickelung, begrenzt durch senkrechte ur r arung er eo a - Linien, bezeichnet die Breite des monochromasierenden Spaltes, 

ten Phanomene stehen uns wieder umgerechnet auf Angstrom-Einheiten im Spektrum. 

drei Effekte zur Verfugung: 
1. Anderungen der "Restintensitiit", d. h. der KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion 

(Temperatur) der hohen Schichten evtl. in Verbindung mit parallelgehenden 
Variationen des lim ".Ia •. 

",,+U. =00 

2. Anderungen der "Anzahl absorbierender Atome" NH. 
3. Dopplereffekt makroskopischer oder turbulenter Stromungen. 
Vnsere Aufgabe wird also darin bestehen, die gegenseitige Zuordnung der 

Beobachtung und dieser theoretischen Moglichkeiten zu ermitteln. 
Wir knupfen an die in Abschn. 66 entwickelte Form der Theorie der Linien

konturen an. Es bedeute also wieder 
I die Intensitat in der Linie bei der Frequenz Y, bezogen auf die Intensitat 

des benachbarten kontinuierlichen Spektrums als Einheit. 
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R = i-I die "Tiefe" der Linie. 
Re die Tiefe der Linienmitte = 1 - Restintensitat Ie. 
x~ die "wirksame" optische Dicke der Atmosphare fiir selektive Streuung 

und Absorption bei der Frequenz v. 
Dann gilt nach Gl. (66,7) mit guter Annaherung: 

~ __ 1_+_1_ 
R - x. Rc' (100,1) 

Urn die Wirkung irgendwelcher Anderungen in Rc (Effekt 1) oder x. (Effekt 2) 
auf die Spektroheliogramme ubersehen zu konnen, berechnen wir die ent
sprechende Xnderung dI der Intensitat, bezogen auf die normalerweise bei der 
betreffenden Frequenz vorhandene Intensitat I selbst. 1m Hinblick auf d1e Form 
der GI. (100,1) schreiben wir zunachst 

d (R1 ) dI -dR 
- (100,2) 

I 1-R ~(~-1)" 

Dann wird der EinfluB einer A"nderung der 
Restintensitiit dI£ = - d Rc , d. h. Effekt 1, 
in Abhangigkeit von x. dargestellt durch 

dI x 2 

- I dRe = (x. + Rc) (x. -+ Re- x. Rc)' (100,3) 

Andert sich dagegen die A nzahl absorbierender 
A tome - Effekt 2 -, so andert sich zunachst 
dx./x. urn einen entsprechenden und von 
der Frequenz unabhangigen Betrag. Die 
Frequenzabhangigkeit des Effektes 2 wird 
also erfaBt durch 

_ dIll = R~ x. . (100,4) 
dx./x. (x. + Rc) (x. + Rc -x.Rc) 

Die Wellenliingenabhiingigkeit von x. ist fur 
5~bDl1 (},O 42 (J,t (J,Da die zu betrachtenden starken Linien (abge-

-x)' sehen vom Dopplerkem, auf den wir nachher 
Fig. 145. Oben: Linienkomur (mit Gesamtab- ZU sprechen kommen) durch Dampfung be-
sorption) nach (Gl. 100, 1 u. 6). Unten: Theo- . d h 'It 
retiscbeSichtbarkeitskurven fur "Restintensitats- shmmt, . . es gl 

ettekt" (Gl. 100, 3) und "Anzahlettekt" NH 
(GI.!OO,4). x. = konst. L1 ),,2 , (100,S) 

wo Ll A. den Abstand von der Linienmitte bedeutet. Indem wir Ll A. in passenden 
Einheiten rechnen, schreiben wir einfach 

1 
x. = ,1),,2 • (100,6) 

Die nach (100,6) und (100,1) mit der plausiblen Annahme einer Restintensitat 
von 10%, d. h. Rc= 0,90, berechnete Linienkontur zeigt der obere Teil unserer 
Fig. 145. Die obere Abszissenskala gibt LlA., die untere das zugehOrige x.. Die 
Gesamtabsorption A" dieser Linie wird in der hier gewahlten Wellenlangeneinheit 

+00 f f d (,1),,) ,fi) 
A,,= RdA= ='Jt VRc. 

,1),,2 +_1_ 
-00 Rc 

(100,7) 

~ A" ist in unserer Figur durch ein schraffiertes Rechteck dargestellt. Die zu 

unserer "Normallinie" - aus der die wirklichen Linien durch passende Ver-
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anderung des L1 A-MaBstabes hervorgehen sollen - gehOrenden Sichtbarkeitskurven 
fUr den Restintensitiitseffekt (Nr. 1) und den Anzahleffekt (Nr.2) sind nach 
Gl. (100,2) bzw. (100,3) in Fig. 145 mit eingetragenen. 

Vergleicht man sie mit den von n'AzAMBUJA beobachteten Sichtbarkeits
kurven (z. B. Fig. 144), so kann kaum ein Zweifel dariiber bestehen, daB das 
innere Sichtbarkeitsmaximum der Fackelfliichen wie bei den Kalzium- und Wasser
stoffspektroheliogrammen auf dem Restintensitiitsetfekt beruht, d. h. auf einer 
Erh6hung der Temperatur und evtl. des Verhaltnisses x./a. in den oberen 
Atmospharenschichten. 

Das iiufJere Maximum der Sichtbarkeitskurve der Fackelfliichen dagegen paBt 
ausgezeichnet zur theoretischen Kurve fUr den Anzahleffekt. 

In den Fackelflachen wird - infolge ihrer hohen Temperatur - die thermische 
Ionisation und Anregung erh6ht. So verstehen wir mit einem Schlage, daB dort 
die meisten Metallinien schmaler werden und helle Flocculi geben, wahrend die 
Sr+-Linie - ebenso wie die Wasserstofflinien - breiter wird und dunkle Flocculi 
zeigtl. 

Weiterhin lesen wir aus Fig. 145 (unterste Kurve und Rechteck oben) ab, 
daB nach unsererTheorie fUr alleLinien gleicher Restintensitat der Abstand 2L1Am 
der auBeren Sichtbarkeitsmaxima der Fackelflachen zur Gesamtabsorption A. 
in einem fest en Verhaltnis stehen sollte. Fiir den in Fig. 145 angenommenen 
Zahlenwert der Restintensitat von 10% ergibt sich 

A;. 
2L1A;;;=2,5. (100,8) 

Entsprechende Rechnungen mit anderen Annahmen iiber die Restintensitat 
fUhren auf nicht sehr verschiedene Verhaltnisse. In Spalte 8 und 9 der Tabelle 77 
haben wir nun neben den von n' AZAMBUJA (s. S. 454) gefundenen Abstiinden 2 L1 I'm 
die von C. W. ALLEN [1110J gemessenen Gesamtabsorptionen A;. aufgefiihrt. Die 
Verhaltnisse beider Zahlen (Spalte 10) stimmen gut mit dem berechneten Wert 
iiberein. 

Unsere Theorie der Sichtbarkeitskurven der Fackelflachen hat nur noch in 
quantitativer Hinsicht einen SchOnheitsfehler: Durch Uberlagerung von Kurven 
der Typen (100,3) und (100,4) kann man namlich das beobachtete Minimum 
der Sichtbarkeitskurve nicht darstellen. Diese Schwierigkeit diirfte sich aber 
leicht beseitigen lassen, wenn man die Variation der Temperaturunterschiede: 
Fackel - Umgebung mit der Tiefe in der Sonnenatmosphare genauer beriick
sichtigt: Beschrankt sich namlich - wie wir dies aus anderen Griinden an
nehmen muBten, die "Uberhitzung" in den Fackeln usw. auf die h6chste Zone 
der Atmosphare, so wird in erster Linie die Sichtbarkeitskurve des Rc-Effektes 
schmaler, als dies unsere etwas schematisierten Ansatzen erwarten lieBen. Sie 
schrumpft auf den Wellenlangenbereich zusammen, in dem der Absorptions
bzw. Streuungskoeffizient sehr groB wird, d. h. nach Fig. 58 auf den Dopplerkern 
der Linie - in Ubereinstimmung mit n'AzAMBUJAs Beobachtungen. 

Nachdem wir das Problem der Sichtbarkeitskurven der Fackelflachen in 
den Grundziigen ge16st haben, fragen wir nach dem Ursprung der von n'AzAM
BUJA beobachteten Granulation. Die Maxima ihrer Sichtbarkeit stimmen - wie 
schon bemerkt - iiberein mit den Stellen steilsten Intensitatsabfalles, welche 
den Dopplerkern (partie mediane) von den Linienfliigeln trennen. Die gute 
Ubereinstimmung der Spalten 5, 6 und 7 un serer Tabelle 77 m6ge diese Gesetz
maBigkeit nochmals erharten. So werden wir auf folgende Uberlegungen gebracht: 
An den betrachteten Stellen der Linie, d. h. L1 A R::! 3 L1 AD wird nach unseren 
bisherigen Untersuchungen sowohl der Restintensitatseffekt, wie auch der 

1 Das kuriose Verhalten der Fe-Linien 4202 allerdings bedarf noch der KIarung. 
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Haufigkeitseffekt sehr gering sein. Wird dagegen die Linie durch makroskopische 
Bewegungen verschoben oder durch Turbulenz verbreitert, so wird gerade an 
der steilsten Stelle der Linienkontur die groBte relative Intensitatsschwankung 
resultieren. Das heiBt: Die "Granulation" beruht auf Effekt Nr. 3; sie gibt ein 
qualitatives Bild des Geschwindigkeits/eldes der hOheren Atmospharenschichten. 

Diese Erklarung stimmt in den Hauptzugen uberein mit der fUr die H",2-
Bilder gegebenen. Nur in quantitativer Hinsicht besteht ein kleiner Unter
schied: Der gegenseitige Abstand der Sichtbarkeitsmaxima der "Granulation" 
in H", betragt nicht wie bei den Metallinien "'" 6 LI AD, sondern nur 0,5 A = 2,5 LlAD. 
Dies durfte darauf zuruckzufUhren sein 1, daB die wirksame optische Tiefe, 
welche den Kern von H", bestimmt, kleiner ist als die entsprechende Tiefe fUr die 
Metallinien: Einmal ist LI AD fUr H wesentlich groBer und der Absorptionskoef
fizient in der Linienmitte geht ja cet. par "",1/LiAD. Sodann aber ist auch der 
NH/-Wert fUr H", erheblich kleiner, als fUr die betrachteten Metallinien. (Fur 
H", ist NHj.1O-15 i":::33,2; dagegen z.B. fUr Ca4227 gleich 64; NaD2 =17 und 
selbst fUr SrH 4077 noch 14.) So verschiebt sich naturgemaB das LlAjLlAD' 
bei welch em der "Steilabfall" der Linienkontur liegt, in H", verglichen mit den 
Metallinien nach kleineren Wert en. 

Dberblicken wir zuruckschauend noch einmal die Ergebnisse dieses Ab
schnittes, so durfen wir feststellen, daB die Theorie der Spektroheliogramme 
nach ihrer spektroskopischen Seite hin als grundsatzlich geklart betrachtet werden 
kann. Spektralphotometrische Messungen werden es zweifellos im Laufe der 
Zeit ermoglichen, unsere qualitativen und halbquantitativen Dberlegungen noch 
in quantitativer Hinsicht auszubauen. Aber diese schonen Erfolge der Linien
konturentheorie durfen uns nicht daruber hinwegtauschen, daB hier wie in der 
Theorie der Protuberanzen und der Chromosphare im Hintergrunde ein und 
dasselbe noch ungelOste Problem der Sonnen physik steht: Namlich die Frage 
nach dem Ursprung der besonders in den Fackeln festgestellten Storung der 
"normalen" Temperaturschichtung der Sonnenatmosphare. 

1 Vielleicht spielen auch - wie unter B angedeutet - Schichtungsfragen herein. 



Anhang A. 

Klassifikation der Linienspektren 1• 

1. Atome und Ionen mit einem Leuchtelektron. 
Die Energieniveaus eines Atomes oder Ions mit einem Leucht- oder Valenz

elektron k6nnen wir durch folgende vier Quantenzahlen beschreiben: 
n die Hauptquantenzahl. Bei wasserstoffartigen Bahnen (CouLOMB-Feld) ist 

in der Sprache der BOHRschen Theorie, deren wir uns auch im folgenden be
dienen werden, n2 • ao die groBe Halbachse der Bahn; der entsprechende Term
wert R·Z2/n2 cm-l. (ao =0,532A; R=RYDBERG-Zahl.) 

1 ist der Drehimpu1s der Bahnbewegung des Elektrons gemessen in der Quanten-

einheit -~. 1 kann die ganzzah1igen Werte 0, 1, 2, ... n -1 annehmen. 
2n 

S ist der Spinimpuls des E1ektrons (Kreiselelektron!) in derselben Einheit. 

Fiir ein Elektron kann s nur die beiden Werte ± + annehmen. 

jist der Gesamt-Drehimpu1s, wieder in Einheiten von ~. i entsteht durch 
2n 

vektorielle Zusammensetzung von 1 und s und kann die beiden Werte 1 ± ~~
annehmen. 

Diese vier Quantenzahlen eines Elektrons faBt man symbolisch folgender
maBen zusammen: 

gibt ein 
1= ° 

s 
1 
P 

2 
d 

3 
I 

4 
g 

5 
h ... -Elektron 2 • 

Vor diesen Buchstaben schreibt man die Hauptquantenzahl n, rechts als Index 
das i, also z. B.: 

2. Mehrelektronensysteme. RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung. 
In Atomen bzw. Ionen mit mehreren Elektronen sind die Drehimpulse, 

wie H. N. RUSSELL und F. A. SAUNDERS 1925 bei den Erdalkalien fanden, 
meist (nahere Bedingungen s. u.) folgendermaBen gekoppelt (RUSSELL-SAUNDERS
Kopplung): 

Die Bahndrehimpu1se 1 addieren sich vektoriell zu einem resultierenden 

Bahnmoment L = E 7 ( alles in Einheiten von 2hn). Ebenso bilden die Spin

momente s ein resultierendes Spinmoment 5 = ES. 
1 Diese kurze Zusammenstellung enthalt nur die wichtigsten GesetzmaBigkeiten und die 

durch internationale Vereinbarung (A, 5) festgelegten Bezeichnungen ohne tiefere Be
griindung und ohne Anspruch auf Vollstandigkeit. 1m iibrigen verweisen wir auf das Buch 
von BACHER und GOUDSMIT [401], dem sich unsere Darstellung weitgehend anschlieBt, 
sowie die anderen Werke des Literaturverzeichnisses. 

2 Diese Benennung erfolgte urspriinglich nach den Serien, deren oberen Term, den sog. 
Laufterm, das Symbol kennzeichnet: 

S ••. Scharfe Nebenserie (II.N.S.). 
p . .. Prinzipalserie (Hauptserie). 
d ... Diffuse Nebenserie (I.N.S.). 
f . .. Fundamentalserie (BERGMANN-Serie). 

Unsold, Sternatmospharen. 30 
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List immer ganzzahlig (L = 0, 1, 2, ... ). 

5 ist {halbZahhlli.g } fUr Systeme mit einer {ungerdaden} Anzahl von Elek-
ganzza 19 gera en 

tronen. Dies ergibt sich daraus, daB die s sich nur parallel oder antiparallel 
(tt bzw. tt) aneinanderlagem konnen. 

Die Vektorsumme von Lund 5 gibt den Gesamtdrehimpuls J, wobei also 

IL~51-<J-<L+5, 

Wie 5 ist J {halbZahhlli.g } fiir Atome mit {ungerdader} Elektronenzahl. Ahnlich 
ganzza 19 gera er 

wie bei den Einelektronensystemen fiihren wir nun folgende 5ymbole ein: 

L=O 1 2 3 4 5 
geben 5 PDF G H .. . -Terme. 

Zu einem bestimmten Wert der Quantenzahl 5 (nicht zu verwechseln mit dem 
Termsymbol5/) gehoren bei hinreichend groBem L (L :;0- 5) insgesamt r = 2 5 + 1 
Terme, die sich nur hinsichtlich der Wechselwirkung zwischen (magnetischem) 
Bahn- und Spinmoment unterscheiden. Sie liegen daher meistl nahe beisammen 
und bilden ein M ultiplett. Die Zahl r = 2 5 + 1 bezeichnet man allgemein 
- auch wenn L < 5 und daher die volle Vielfachheit des Termes nicht erreicht 
ist - als die MultiPlizitiit und schreibt sie als Index links oben an das Term-

symbol. 5 = 0 t 1 1t 
r=1 2 3 4 

Singulett Dublett Triplett Quartett 

Rechts unten hangt man als Index das J an, urn die einzelnen Terme des Multi
pletts zu charakterisieren. 

AuBerdem teilen wir die Terme nach in zwei Gruppen ein, die sag. geraden 
bzw. ungeraden Terme, je nachdem die arithmetische Summe der 1 gerade oder 
ungerade ist. Ungerade Terme bezeichnet man durch ein rechts oben ange
bangtes 0 (odd) und lateinisch gedruckte Termwerte. Die geraden Terme bleiben 
ohne rechtes oberes Suffix. 

3Pf heiBt z.B.: Ungerader Triplett-Term (5=1) mit L=1 und J=1-
2D11. heiBt z.B.: Gerader Dublett-Term (5={) mitL=2 undJ=H. 

2 

Statt der Hauptquantenzahl schreibt man var das Termsymbol die Symbole 
der einzelnen Elektronenbahnen, die an der Bildung des Termes beteiligt sind. 
Die Anzahl der Elektronen jeder Art wird durch Exponenten an dem betreffenden 
Symbol angegeben. Abgeschlossene Schalen, die spektroskopisch unwesentlich 
sind, werden meist weggelassen. Ebenso konnen die Hauptquantenzahlen der 
einzelnen Bahnen, soweit sie selbstverstandlich sind, wegbleiben. 

Zum Beispiel ist der Grundterm des Mg - entsprechend seiner Stellung im 
periodischen System - in vollstandiger N otierung: 

1S22s22p63s2150 oder kurz 3S2150' 
Hoher angeregte Multipletts dieses Spektrums entstehen z. B. indem eines der 
3s-Elektronen (1=0) in eine 3P-Bahn (l=1) iibergefUhrt wird. 1=0 und 1=1 
geben als Vektorsumme L = 1, die arithmetische Summe der 1 und damit der 
Charakter der Terme ist ungerade (0). Das Gesamtspinmoment 5 enisteht aus 
zwei EinzeImomenten s = lund kann also die Werte 5 = 0 (Singulett) und 

1 Die wesentlichste Vorbedingung fiir die Anwendbarkeit des RUSSELL-SAUNDERsschen 
Kopplungsschemas ist eben die Kleinheit der Multiplettaufspaltung gegeniiber den Ab
sUnden der Multipletts voneinander (Spin-Bahn-Wechselwirkung < elektrische Wechsel
wirkung). Fiir hochangeregte Terme, die dicht beisammen liegen. wird also z. B. das 
RUSSELL-SAUNDERssche Schema meist nicht gelten. Beziiglich anderer Kopplungsverhalt
nisse sei auf die Literatur verwiesen. 
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5 = 1 (Triplett) annehmen. Wir erhalten also insgesamt die vier Terme: 
3s3p3pg,1,2 und 3s3plPf. 

467 

In komplizierten Spektren, wo die Angabe der einzelnen Bahnsymbole oft 
nicht maglich ist, bezeichnet man den Grundtenn und die tiefsten (metastabilen) 
Terme gleichen Charakters (gerade bzw. ungerade) mit a, b, c, d; entsprechende 
hahere mit e, t .... Die Terme entgegengesetzten Charakters nennt man der 
Reihe nach z, y, x . '" 

Die Ubergange zwischen zwei Tennen sind beschrankt durch folgende Aus
wahlregeln : 

1. Es gibt nur Ubergange zwischen geraden und ungeraden Termen. 
2. J andert sich nur urn L1 J = 0 oder ± 1. Ubergange J = 0 -J>- J = 0 sind 

verboten. 
Fur den Fall der RUSSELL-SAUNDERS-Kopplung gelten die weiteren Regeln: 
3. L1L=O, ±1. 
4. L1 5 = O. Das heiBt Ubergange zwischen Termen verschiedener Multi

plizitat, sog. Interkombinationen, treten nur auf bei Abweichungen von der 
RS.-Kopplung. Die Singulett-Triplett-Ubergange fehlen z. B. bei He, wahrend 
sie bei Hg (groBe Multiplettaufspaltung!) sehr stark sind. 

Auf die gleichzeitigen Sprunge mehrerer Elektronen in komplizierten Atomen 
soIl hier nicht eingegangen werden. Die obigen Auswahlregeln kannen unter 
besonderen Anregungsbedingungen durchbrochen werden. (Verbotene Uber
gange; Starkeffekt; planetarische Nebel!) Fur die ublichen Lichtquellen (Bogen, 
Funken usw.) und normale Stematmospharen geben sie jedenfalls einen deut
lichen Hinweis bezuglich der Intensitat der betreffenden Linien. 

Eine Zusammenstellung astrophysikalisch wichtiger Multipletts gibt CH. E. 
MOORE [A,10]. Uber Multipletts im Sonnenspektrum vgl. D. H. MENZEL [407J, 
C. W. ALLEN [A,7J, CH. E. MOORE [A,9J u. a. An Hand unserer Literatur
angaben, die nur die wichtigsten Arbeiten auffuhren, durfte das Eindringen in 
dieses ebenso grundlegende wie weitverzweigte Gebiet keine Schwierigkeit 
machen. 

Anhang B. 

fiber die Integralexponentialfunktionent. 
Wir definieren die Integralexponentialfunktionen durch 

00 

oder - mit x w = u -
Kn(x) = J e:: w dw, 

w~1 

(B,i) 

00 

Kn{x) = xn- 1 J e:nu duo (B,2) 
x 

Es ist demnach: 
00 00 

Ko{x) = e:x; K1(x) =- K(x) = J e-: w dw= J e:u duo (B,3) 
1 x 

Die Transzendente 2 Kl (x) = K (x), wie wir sie kurz bezeichnen wollen, ist viel
fach tabuliert worden, vgl. Z. B. E. JAHNKE und F. EMDE [B 2]. Wie man aus 

1 Hierzu N. NIELSEN [B,1], E.JAHNKE und F.EMDE [B,2J, K. SCHWARZSCHILD [522J und 
E. HOPF [504, § 8]. 

2 In der Frage der Bezeichnung besteht keine Einheitlichkeit. Bei J AHNKE-EMDE, 
sowie in der alteren Literatur wird K (x) als -Ei (- x) bezeichnet, in der neueren Literatur 
bfters als Ei(x). E. HOPF (s.oben) bezeichnet unsere Kn als En. 
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(B, 3) abliest, geht sie bei x = 0 logarithmisch gegen + 00. Mit wachsendem x 
fallt sie erst rasch, dann langsamer gegen Null. 

Aus (B, 2) gewinnt man durch partielle Integration folgende Rekursions
formel (n >- 2) : 

Kn(X)=-X"-lj~-u d ( 1 ) = _ xn-1! e- u 00
1 
+ _1 j"::-Udul (B,4) 

(n-1) un- 1 (n-1) un- 1 n-1 un-I' 
oder " " " 

(n-1) Kn(x) = e-"-xKn_t{x) (B,5) 
K 2 (x) = e-"-xK(x) (B,6) 

2K3(X) = e-"- xK2 (x) = e-"(1- x) + X 2 K (x) (B,7) 

( X X2)' x3 
3K 4(x)=e-"-xK3 (x)=e- x 1-2 +2 - -TK(x). (B,8) 

Insbesondere ist 
1 Kn(O)=-. n-t (B,9) 

Sodann einige I ntegralformeln, die uns verschiedentlich von N utzen seift werden: 

J Kn(x) dx = J J e::w dwdx = J :~~: dw = Kn+t{x) , 
" " w~l w~l 

00 00 00 00 

f XK (x) dx = f f xe- XW dwdx= f e-XW(t+xwt dw l 
n wn wn + 2 

x x w~l w~l 

= xKn+t{x) + Kn+2(X). 
Fur n = 1 wird insbesondere: 

00 

JK(x) dx = e-x-xK(x), 
" 

00 

f t+x ~ 
xK(x) dx = -2-e-"-2K(X). 

" 
Aus (B, 1) oder (B,1 0) liest man ferner die Ditferentiationsformel ab: 

d 
~Kn(x) =-Kn-1(x) ... (n===::1). 

(B,lO) 

(B,11) 

(B,12) 

(B,13) 

(B,14) 

Endlich einige Ungleichungen, die besonders in Abschn. 30 eine wichtige Rolle 
spielen: 

Aus der Definitionsgleichung (B, 1) folgt wegen 

sofort 

speziell 

_1_ < _1_ fUr w > 1 und n >- 0 
wn + 1 wn 

Kn+l (x) < Kn(x) 

K(x) < r" . 
x 

(B,15) 

(B,16) 

Subtrahiert man von der Rekursionsformel (B, 5) die entsprechende Gleichung 
mit n' = n + 1, so wird zunachst 

(n-1) Kn(x)-nKn+dx) = x (Kn (x) -Kn_dx}) 

oder wegen (B, 15) ( _ ) K ( ) ~ K () n 1 n x =n n+l X . (B,17) 
Dber Reihenentwicklungen fUr K (x) vgl. JAHNKE-EMDE oder N. NIELSEN 
(s. S. 467). 
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A, 1. GROTRIAN, W.: Graphische Darstellung der Spektren von Atomen und Ionen mit 

ein, zwei und drei Valenzelektronen. Berlin 1928. 
A,2. Handbuch der Astrophysik, Bd. III, 2. Berlin 1930. a) GROTRIAN, W.: Gesetz

maBigkeiten in den Serienspektren. b) LAPORTE, 0.: Theorie der Multiplettspektren. 
A, 3. HUND, F.: Bericht fiber die Bezeichnung von Linien und Termen in Atom- und 

Molekelspektren. ZS. f. Ap. 2, 217 (1931). 
A,4. PAULING, L. and S. GOUDSMIT: The Structure of Line Spektra. New York 1930. 
A,S. RUSSELL, H. N., A. G. SHENSTONE and L. A. TURNER: Report on Notation for Atomic 

Spectra. Physic. Rev. 33, 900 (1929). 

Multipletts in den Spektren von Sonne und Sternen. 
A,7. ALLEN, C. W.: FRAUNHOFER Intensity Tables. Mem. Commonwealth Solar Abs. 

Canberra. I. 5 (1934). 
A, 8. DUNHAM JR., TH.: The Spectrum of Alpha Persei. Princeton Univ. Obs. Contr. 

1929, Nr.9. 
A, 9. MOORE, CH. E.: Some Results from a Study of the Atomic Lines in the Sunspot 

Spectrum. Ap. J. 75, 222 (1932). - Coutr. Mt. Wilson 446. 
A, 10. - A Multiplet Table of Astrophysical Interest. Princeton Univ. Obs. C~ntro 1933. 

Anhang B. 

tiber die Integralexponentialfunktionen. 

B,1. NIELSEN, N.: Theorie des Integrallogarithmus. Leipzig 1906. 
B,2. JAHNKE, E. U. F. EMDE: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 2. Aufl. Leipzig 

1933. 
Dort weitere Literatur an Tafeln und Lehrbfichern. Die Publikation vollstandigerer 

Tafeln, auch der hoheren Kn-Funktionen ware ein sehr verdienstliches Werk. Um
namentlich bei groBen Argumenten - die Interpolation zu erleichtern, mfiBten neben den 
Funktionswerten selbst auch ihre Logarithmen tabuliert werden, wie schon Nielsen forderte. 
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