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Yorwort.

Das vorliegende Buch ist aus den Vorlesungen entstanden, die ich
wihrend einer lingeren Reihe von Jahren an der Technischen Hoch-
schule Darmstadt in hiufig wechselnder Gestalt, vornehmlich fiir die Stu-
dierenden des Maschinenbaues und der Elektrotechnik in ihrem zweiten
Semester, zugleich aber auch fiir Studierende der Mathematik regelméBig
gehalten habe. Sie bildeten die theoretische Grundlage fiir die eigent-
liche Getriebelehre, die von einem Vertreter des Maschinenbaues in einem
spateren Semester vorgetragen wurde.

Die Behandlung des Stoffes ist, schon aus didaktischen Griinden,
in der Hauptsache rein geometrisch, weil es sich um eine Vor-
lesung fiir Anfinger handelte, bei der die Verwendung anschaulicher
Methoden besonders geboten erscheint. Wo es aber angezeigt ist, be-
nutze ich auch analytisch-differentialgeometrische Betrachtungen.
Selbstverstindlich arbeite ich unbedenklich mit geometrisch anschau-
lichen Ausdriicken wie ,,unendlich klein* und ,,unendlich benachbart.
Derartige wohlbekannte Ausdrucksweisen ebenso wie das Operieren mit
unendlich kleinen Gré8en verschiedener Ordnung lassen in Verbindung
mit der Figur den begrifflichen Kern der angewendeten Schliisse viel-
fach klarer hervortreten als manche ,strenge Methoden und ermdog-
lichen es, die Fiille des vorliegenden Stoffes auf knappstem Raume und
leicht versténdlich zu bewéltigen.

Fir Studierende, die dem Gegenstand Geschmack abgewonnen
hatten und eine weitergehende theoretische Ausbildung anstrebten,
habe ich von Zeit zu Zeit erginzende Vorlesungen angeschlossen, bei
denen ich die Elemente der projektiven Geometrie und etwas griind-
lichere Kenntnisse der analytischen Geometrie voraussetzen durfte.
Einiges davon ist in die folgenden Darlegungen aufgenommen worden;
die betreffenden Artikel sind durch einen vorgesetzten Stern gekenn-
zeichnet und konnen allenfalls iiberschlagen werden, ohne daf das Ver-
stindnis des Folgenden dadurch beeintrichtigt wird. Manches andere,
wie z. B. das Problem der genauen und der angenidherten Geradfiihrung
oder die Rastgetriebe, muBte hier unberiicksichtigt bleiben, um den
Rahmen des Buches nicht zu iiberschreiten. Vielleicht bietet sich Ge-
legenheit, solche Dinge in einer spiteren Fortsetzung zu behandeln.



v Vorwort.

Das sechste Kapitel tiber die Beschleunigung, das seinen Platz aus
Griinden des von mir gew#hlten systematischen Aufbaus erst ziemlich
am Ende des Buches erhalten hat, kann von dem von der Mechanik
herkommenden Leser unmittelbar an das zweite Kapitel angeschlossen
werden. '

Auf meine Darstellung der theoretischen Kinematik hat natur-
gemafl das grol angelegte Werk meines hochverehrten Lehrers
L. Burmester einen starken Einflu geitbt; der sachkundige Leser
diirfte jedoch bemerken, daf ich vielfach meine eigenen Wege ge-
gangen bin.

Hinsichtlich der Literaturangaben und historischen Notizen habe
ich mich auf das Notwendigste beschrinkt; ich verweise in dieser
Beziehung auf den Abschnitt iiber Kinematik von Schoenflies und
Griibler im vierten Bande (Mechanik) der Enzyklopidie der Mathe-
matischen Wissenschaften, abgeschlossen im Juni 1902, sowie auf. die
zahlreichen Anmerkungen in Burmesters Kinematik. Die neuesten
Arbeiten, die dort nicht angefiihrt sein konnen, findet man hauptsich-
lich in der Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik und
in der VDI-Zeitschrift.

Es ist mir schlieBlich eine angenehme Pflicht, meinem verehrten
Kollegen Herrn Professor Dr. A. Walther fiir manchen wertvollen Rat
zu danken; ebenso danke ich ihm sowie den Herren cand. E. Gassner,
Dipl.-Ing. 0. Heck und Dipl.-Ing. W.Treusch fiir die Mithilfe bei der
Korrektur. Ganz besonderen Dank schulde ich aber der Verlagsbuch-
handlung, die in schwerer Zeit das Buch tibernommen und in ge-
wohnter vorziiglicher Weise ausgestattet hat.

Darmstadt, im Juni 1932,
R. Miiller.
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Einleitung.

Die Kinematik ist ein Teil der Mechanik oder, wie man auch
sagen konnte, sie steht gewissermafen in der Mitte zwischen Mechanik
und Geometrie. Definiert man némlich als Aufgabe der Mechanik die
Untersuchung der Bewegungen und der sie verursachenden Krifte,
so versteht man unter Kinematik die Lehre von der Bewegung ohne
Riicksicht auf die Krifte, also auch unabhingig von den bewegten
Massen. Die Kinematik bedarf daher nur der Begriffe Raum und
Zeit. Wird auch von der Zeit abgesehen, in der die Bewegung vor sich
geht, mithin auch von den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen
der bewegten Punkte, so befindet man sich im Gebiete der kinema-
tischen Geometrie, die sich hauptsichlich mit den Eigenschaften
der durch die Bewegung erzeugten geometrischen Gebilde beschéftigt.

Da es sich in der Kinematik vorzugsweise um solche Bewegungs-
vorgange handelt, wie sie bei den Maschinen vorkommen, wobei die
Untersuchung in der Regel auf geometrisch anschaulichem Wege er-
folgt, so erklirt man die Kinematik wohl auch als geometrische
Bewegungslehre und ihre Anwendung auf die Maschinen.

Die Gesamtheit aller bewegten Punkte, Linien usw. bezeichnet man
in der Kinematik als das bewegte System. Das System heiit starr,
wenn seine simtlichen Punkte ihre gegenseitigen Entfernungen im
Laufe der Bewegung nicht dndern. Liegen die Bahnen aller System-
punkte in derselben Ebene oder in parallelen Ebenen, so spricht man von
einer ebenen Bewegung, andernfalls nennt man die Bewegung
rdumlich. Um die ebene Bewegung eines starren Korpers zu unter-
suchen, geniigt die Betrachtung eines Schnittes des Koérpers mit einer
jener parallelen Ebenen. So ergibt sich als nichstliegende, aber auch
praktisch wichtigste Aufgabe der Kinematik die Untersuchung der
Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene.

Miiller, Kinematik. 1



Erstes Kapitel.

Grundlegende Sitze iiber die Bewegung eines
starren ebenen Systems in seiner Ebene.

Der momentane Pol der Bewegung.

1. Von dem in der festen Zeichenebene X bewegten starren ebenen
System S seien irgend zwei Lagen, von denen wir die erste der Einfach-
heit wegen gleichfalls mit §, die zweite mit 8 bezeichnen?!, durch die
entsprechenden Lagen 4, 4" und B, B’
zweier Systempunkte 4 und B gegeben;
dabei ist A B= A'B’ (Abb.1). Dann er-
halten wir zur Lage C eines dritten Sy-
stempunktes die entsprechende Lage C’,
indem wir die Dreiecke ABC und A’ B'C’
gleichsinnig kongruent machen.

Konstruieren wir den Schnittpunkt 8
der Mittelsenkrechten der Strecken 44’
und B B’, so sind die Dreiecke 4 BP
und 4'B’' P gleichsinnig kongruent. Betrachten wir also ¥ als einen
Punkt der Systemlage S, so entspricht ihm in §’ wieder derselbe Punkt,
d.h. Pist ein Doppelpunkt der beiden kongruenten

4 ,

K"T—j Systeme S und §’, und zwar der einzig mégliche, da die
i, Systeme sonst miteinander zusammenfielen.

E\\ 5 / Drehen wir die Systemlage S um ‘B, bis B.A nach

\\l// PBA' gelangt, so fallt B auf B', ebenso C auf C’, iiber-

¥ haupt S auf . Der Ubergang des Systems aus

¥ einer Lage in eine andere kann demnach stets

AbD. 2. bewirkt werden durch eine Drehung um einen

bestimmten Punkt §; wir nennen ihn den Pol der beiden Systemlagen.
Da BC = SR ist, so geht durch P auch die Mittelsenkrechte von CC".
Der Pol 9 ist durch die Lagen 4 B und A’B’ einer Systemstrecke ein -
deutig bestimmt, auch wenn wie in Abb. 2 die Mittelsenkrechten von

! Wir bezeichnen im folgenden die Punkte und Linien der bewegten Ebene
in der Regel mit lateinischen, die der festen mit griechischen Buchstaben.
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A A’ und BB zusammenfallen; dann ist 8 der Schnittpunkt von 4 B
und A’'B’. — Ist AB |l A’B’, so liegt B unendlich fern, und an die
Stelle der Drehung tritt eine Parallelverschiebung (Translation)
von 8 nach §' (Abb. 3).

2. Verstehen wir unter S und 8’ zwei ,,unendlich benachbartes
Lagen eines in der Ebene X auf irgendeine Weise bewegten starren
Systems, so sind die ,,unendlich kleinen‘ Verbindungsstrecken 4 A, BB’,
CC' ... die von den Systempunkten 4, B,C ... er-
zeugten Bahnelemente, ihre Mittelsenkrechten sind also ~ /—-—---
die Normalen der zugehorigen Bahnkurven, und dann / /

——

ergibt sich aus dem Vorigen der Satz: Bewegt sich 2 | [#
ein starres ebenes System irgendwie in seiner P
Ebene, so gehen in jeder seiner Lagen die P
Normalen aller augenblicklich durchlaufenen Yoy
Bahnstellen durch einen bestimmten Punkt, Ab?.";

den Pol dieser Systemlage, oder wie wir auch sagen
konnen, den momentanen Pol des Systems:. Wahrend eines Zeit-
elements kénnen wir also die Bewegung als eine unendlich kleine
Drehung um den Pol, den momentan festen Systempunkt, betrachten.
3. Die Bewegung des Systems ist rein geometrisch, d. h.
ohne Riicksicht auf die Zeit, in der sie vor sich geht, durch die An-
fangslagen 4 und B zweier Punkte
und ihre Bahnkurven &« und 8 ge-
geben (Abb. 4). Um die Bahnkurve y
eines dritten Systempunkts mit der An-
fangslage C' zu ermitteln, zeichnet man
die Strecke A B in einer Reihe weiterer
Lagen A'B’, A”B"” ... und iiber ihnen
die Dreiecke A'B'C’, A" B"'C" ..., die
zu A BC gleichsinnig kongruent sind. — Abb. 4.
Die Normale in irgendeinem Punkte
von # ergibt sich mit Hilfe des zugehérigen Pols, der wiederum durch
die Normalen in den entsprechenden Punkten von & und 3 bestimmt ist.
Diese Normalenkonstruktion versagt selbstverstdndlich fiir die Bahn-
kurve des Punktes, der mit dem Pol augenblicklich zusammenféllt?.
4. Die aufeinanderfolgenden Lagen einer dem bewegten System §
angehorenden Kurve ¥ umhiillen in der festen Ebene X eine gewisse

1 Joh. Bernoulli 1742; vgl. De centro spontaneo rotationis, Opera
Bd. 4, S. 265.

2 Auf die fundamentale Bedeutung des Pols fir die Konstruktion der
Normalen der Bahnkurven hat wohl zuerst Chasles hingewiesen in seinem 1878
veroffentlichten, aus dem Jahre 1829 stammenden Mémoire de géométrie sur
la construction des normales etc. Bull. Soc. Math. France Bd. 6, S. 208ff.

1*




4  Grundlegende Sitze iiber die Bewegung eines starren ebenen Systems.

Kurve %, die wir als die Hiillbahnkur ve der Systemkurve k bezeichnen.
Sind & und %’ zwei unendlich benachbarte Lagen von %, so entspricht
ihrem Schnittpunkte @', wenn wir ihn zu &’ rechnen, auf k ein unendlich
benachbarter Punkt &, der Berihrungspunkt von k und » (Abb. 5). Der
Punkt G beschreibt eine Bahnkurve y, die mit k
das Element GG, d. h. die Tangente in G, gemein

x

€€I hat. Die Normale von y in ¢ — und das ist zugleich
i die Normale von k& — geht aber nach Art. 2 durch
A5 den momentanen Pol $; wir erhalten daher den

Satz: Die Normale des Punktes,in dem eine
Systemkurve augenblicklich ihre Hiillbahnkurve berihrt,
geht durch den Pol der Systemlage. Wir nennen den Punkt G der
Kurve k, der sich soeben in der Richtung der Tangente der Kurve
bewegt, den momentanen Gleitpunkt von k. Jede Systemkurve hat
also in einer bestimmten Lage so viele Gleit-

‘;B\ punkte wie Normalen aus dem momentanen

VAN . Pol.
/ SN i Da der Gleitpunkt im allgemeinen auf der
AV N Systemkurve fortwihrend wechselt, so ergibt
x sich die Hiillbahnkurve auch als die
Abb. 6. Einhiillende der Bahnen aller Punkte

der Systemkurve.

Schrumpft die Hiillbahnkurve auf einen Punkt zusammen, so folgt
aus dem vorhergehenden Satz: Ist eine Systemkurve gezwungen,
bestindig durch einen festen Punkt zu gleiten, so geht fiir
jede Lage der Kurve ihre Normale in diesem
Punkte durch den momentanen Pol.

Sind von zwei Kurven k und ! des bewegten
Systems die Hiilllbahnkurven z und 4 in der festen
Ebene gegeben, so ist die Bewegung des Systems
in allgemeinster Weise bestimmt. Fiir die in Abb. 6
gezeichnete Systemlage ergibt sich der Pol B als
Schnittpunkt der Normalen in den Beriihrungs-
punkten der beiden Kurvenpaare.

6. Aus den bisher abgeleiteten Sitzen folgt die
Konstruktion der Normalen und Tangenten
bei vielen mechanisch erzeugten Kurven.

I. Sollen zwei Systempunkte 4 und B bzw. die Kreise « und £ um
A und B beschreiben, solit sich die Bewegung auch durch das Gelenk-
viereck 4 BB A hervorbringen, dessen Seiten in den vier Eckpunkten
durch Achsen, die auf der Zeichenebene senkrecht stehen, drehbar an-
einander geschlossen sind, und bei dem das Glied AB die feste Ebene
und das Glied A B das bewegte System S darstellt (Abb. 7). Der so er-

Abb. 7.
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haltene Gelenkmechanismus wird in der Praxis als Kurbelgetriebe
bezeichnet, das feste Glied A B heiBt der Steg, das gegeniiberliegende
Glied A4 B die Koppel, die beiden andern Glieder A A und BB, die
sich um A und B drehen, sind die Arme

des Kurbelgetriebes. Die technisch wichtige ! 2/%

und geometrisch interessante Kurve, die ein ! /

beliebiger Punkt ¢ der Koppelebene S be- v 4/ 2
schreibt, wird Koppelkurve genannt. Die | l/T
Verliangerungen der beiden Arme schneiden g : 4 | /
sich im Pole  der gezeichneten Koppellage; { \}}p
dann ist 'R die Normale der Bahnkurve des AbD 5.
Punktes C.

II. Bewegt sich der Punkt A4 der starren Geraden k, die durch den
Punkt K gleitet, auf der Geraden «, so beschreibt ein beliebiger Punkt B
von k eine Bahnkurve 2, die als Konchoide des
Nikomedes bezeichnet wird (Abb. 8). Ihre Normale
in B geht nach dem Schnittpunkt ¥ der Normalen
in A zu & und in K zu k.

III. In Abb. 9 gleitet ein starrer rechter Winkel
mit dem Schenkel £ durch den festen Punkt K und mit
dem Schenkel [ an der festen Kurve A; dann erzeugt
der Scheitel ¢ die FuBpunktkurve von . in bezug
auf K als Lotpunkt. Der momentane Pol 8 ist die
vierte Ecke des Rechtecks aus K, ¢ und dem Berithrungspunkt von 1
mit A, und die Gerade C' R ist die Normale der FuBpunktkurve.

&
Abb. 9.

Der momentane Geschwindigkeitszustand des Systems.

6. Begriff der Geschwindigkeit. Die Bewegung des Punktes 4
auf einer gegebenen Bahnkurve « a8t sich in ihrem zeitlichen Verlauf
in der Weise beschreiben, da man die von einem
Anfangspunkt 4, aus gemessene Bogenlinge s als
Funktion der Zeit ¢ darstellt, also in der Form

s=f().
Befindet sich der Punkt zur Zeit ¢ an der in Abb. 10
mit 4 bezeichneten Stelle und durchliuft er von
hier aus in der unendlich kleinen Zeit d¢ das Kur-
venelement 4 A4’= ds, so wiirde er, wenn er sich
in derselben Richtung gleichférmig weiterbewegte, in der Zeiteinheit
auf der Tangente von o« die Strecke

Abb. 10.

zuriicklegen. Dann nennt man die in dieser Weise nach Gréfle und
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Richtupg bestimmte Strecke 44, die Geschwindigkeit des be-
wegten Punktes an der Stelle 4. Man miBt sie gewohnlich in Metern
je Sekunde.

Trigt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem die Zeiten
als Abszissen, die Weglingen als Ordinaten auf und benutzt man dabei
zur Darstellung der Einheiten von Zeit und Weg dieselbe Strecke, so

ist %i; , also die Mafzahl der Geschwindigkeit des Punktes 4, gleich der

trigonometrischen Tangente des Winkels ¢, den die
Tangente im entsprechenden Punkte der so ent-
standenen Wegzeitkurve v mit der Zeitachse OT

v

? 7 Dbildet (Abb. 11).
¢ ¢ dt 7. Die Geschwindigkeit eines Punktes ist hier-
Abb. 11. nach eine gerichtete Strecke oder, wie man
sagt, ein Vektor. A4 heifit der Anfangspunkt, 4, der Endpunkt des
Vektors A A, . — Der Vektor 4, 4 ist = — A4 A4,.

Die Geschwindigkeiten zweier Punkte A4 und B sind nur dann ein-
ander gleich, wenn sie parallel und von gleicher Griofle und Richtung sind.

Unter der geometrischen Summe zweier Vektoren @ und b ver-
steht man den Vektor ¢, den man erhélt, indem man ¢ und b ungedndert
nach Gréfle und Richtung aneinandersetzt; c¢ geht
dann vom Anfangspunkt von ¢ nach dem End-
punkt von b.

Im Sinne der Vektorenrechnung kann man die in
Abb. 10 dargestellte Bewegung des Punktes 4 auch
dadurch definieren, dafi man seine jeweilige Lage
mit einem festen Punkt Q verbindet und den ver-
dnderlichen Vektor QA =7 als ein eFunktion der
Zeit angibt. Dann ist der Vektor Q.A4’ die geometrische Summe der
Vektoren Q4 und 4 A’, oder 4 A’ ist die geometrische Anderung des
Vektors r im Zeitelement di. Der Vektor 44, der Geschwindig-
keit des Punktes A ist hiernach die geometrische Anderung
des Vektors QA4 = r in der Zeiteinheit oder der Differential-
quotient des Vektors r nach der Zeit.

8. Zusammensetzung der Geschwindigkeiten (Abb. 12). Be-
wegt sich der Punkt 4 in der Ebene S, die gleichzeitig in der Ebene X
bewegt wird, und beschreibt er im Zeitelement dt in S das Bahnelement
A B, so gelangt dieses Element nach Ablauf der Zeit df in X in eine
Lage A’B’; der Punkt A ist also infolge der beiden gleichzeitigen Be-
wegungen nach B’ gekommen. Da die Bewegung der Ebene S im Zeit-
element d¢ eine unendlich kleine Drehung um den momentanen Pol ist,
so bilden die gleichen Strecken 4 B und A’B’ einen unendlich kleinen
Winkel, das Viereck 4 BB'A4’ kann demnach als ein Parallelogramm be-




Der momentane Geschwindigkeitszustand des Systems. 7

trachtet werden. Machen wir auf 4 B, A4’ und 4 B’ bzw. die Strecken

A4, =28 40— A% yng 44,= 47, 50 sind 44}, 447 und
A A, bzw. die Geschwindigkeiten des Punktes 4 in der Ebene S, des mit
A zusammenfallenden Punktes von § in der Ebene Z~ und die resul-
tierende Geschwindigkeit von A in X; dabei bezeichnen wir 4 4; als die
relative, A4 als die Fiihrungsgeschwindigkeit des Punktes 4.
Das Viereck 44}, 4, A} ist ebenfalls ein Parallelogramm, wir erhalten
daher den Satz: Werden dem Punkte 4 gleichzeitig zwei Ge-
schwindigkeiten von der Gréfe und Richtung der Strecken
AA, und AA, erteilt, so ist die Diagonale A4, des aus
ihnen gebildeten Parallelogramms die resultierende Ge-
schwindigkeit des Punktes 4. Oder kirzer: Die resultierende
Geschwindigkeit ist die geometri-
sche Summe der Geschwindigkeiten
AA, und 44).

Hieraus ergibt sich zugleich die Zer-
legung der Geschwindigkeit 4 4, in zwei
Komponenten.

9. Die Geschwindigkeiten der
Punkte einesstarrenebenen Systems.
Kennt man die augenblicklichen Lagen 4 b
und B zweier Systempunkte und ihre Bahn- k4
kurven « und 8 sowie die Geschwindigkeit
A A, von A, so ist auch die Geschwindigkeit B B, des Punktes B be-
stimmt (Abb. 13). Denn die Momentanbewegung des Systems § ist
eine unendlich kleine Drehung um den Pol §, der sich als Schnittpunkt
der Bahnnormalen in 4 und B ergibt; die Geschwindigkeiten 44,
und B B, verhalten sich also wie die unendlich kleinen Kreisbhogen,
welche die Punkte 4 und B im Zeitelement d¢ um den Mittelpunkt B
beschreiben, d. h. wie die Polabstinde 4 und # B. Man erhilt also
BB,, indem man das Dreieck P BB, dem rechtwinkligen Dreieck
B A A, gleichsinnig shnlich macht, und ebenso findet man die Geschwin-
digkeit C'C, irgendeines andern Systempunktes C.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke $4 4, und R BB, folgt weiter,
daB auch die Dreiecke 8. A B und B4, B, gleichsinnig &hnlich sind,
und dasselbe gilt iiberhaupt von denFiguren A BC...und $4,B,C,..
Wir erhalten daher den Satz: Das System S, der Endpunkte der
Geschwindigkeiten ist dem bewegten System § gleichsinnig
ahnlich, und der Pol ¢ ist der Doppelpunkt beider Systeme.
Der mit  zusammenfallende Systempunkt hat momentan die Ge-
schwindigkeit Null; der Punkt §§ heiBt deshalb auch der Geschwin-
digkeitspol der Systemlage.
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Bezeichnen wir mit ¢ den unendlich kleinen Drehungswinkel des
Systems im Zeitelement d¢ und setzen wir BA =rund 44, = v, so
ist das Bogenelement, das der Punkt A in der Zeit d¢ beschreibt, gleich

rd$, also a9

dt °
Hierbei ist CZ—Z gleich der Geschwindigkeit aller Systempunkte im Pol-

v=17r

abstande Eins; wir nennen sie die momentane Drehgeschwindigkeit
oder Winkelgeschwindigkeit des Systems und bezeichnen sie im
folgenden stets mit w. Setzen wir noch /. 4 B4, =/ BRB,=---=0,

so folgt ,

Drehen wir in Abb. 13 die Geschwindigkeiten 44,, BB, ... um
die Punkte 4, B ... in gleichem Sinne durch einen rechten Winkel, so

S nennen wir die auf den Polstrahlen
e liegenden Strecken 4.4, = AA,,
4% 5\!;1 ] % BB,= BB,... die gedrehten
g \ | 4 ! %\ oder die lotrechten Geschwin-
\J | S/ N digkeiten der Punkte 4, B...
N B~
-V.,Aé\\ o //3’n 4 Dann verhilt sich
) %
NS AA,: BB,— BA: BB,
)
My also ist 4,B, parallel zu A4B.
? Das System S, der Endpunkte
Abb. 14.

der gedrehten Geschwindig-
keiten ist folglich dem System S dhnlich in paralleler Lage,
und der Pol R ist der Ahnlichkeitspunkt beider Systeme.

Durch die Einfiihrung der gedrehten Geschwindigkeiten wird die
Konstruktion des ,,Geschwindigkeitsplans« fiir eine bestimmte
Systemlage, wie Abb. 13 zeigt, vielfach erleichtert.

10. Die Geschwindigkeiten der Punkte einer bewegten
Geraden. In Abb. 14 ist ¢ die augenblickliche Lage einer System-
geraden, B der zugehorige Pol, 4 4, 1 BA die Geschwindigkeit eines
Punktes 4 von g. Machen wir auf R.A die Strecke 44, = 4.4, so
liegen die Endpunkte der gedrehten Geschwindigkeiten aller Punkte
von g auf der Parallelen g, zu dieser Geraden durch den Punkt 4,.
Hierdurch ergibt sich z. B. zum Punkte B von g zuerst die gedrehte
Geschwindigkeit B B, und dann die Geschwindigkeit BB, | und = B B,.
Das Lot von P auf g liefert den Gleitpunkt G der Geraden; seine Ge-
schwindigkeit GG, fillt in ¢ hinein und ist gleich dem Abstande GG,
von g und g,. — Die Punkte 4,,G,, B, ... liegen nach dem ersten
Satze des vorigen Artikels in einer Geraden g, und bilden auf ihr eine
Punktreihe, die zu 4GB ... dhnlich ist.
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Fillen wir von 4,, 4,, B, auf g bzw. die Lote 4,4,, 4,4,, B, B,
so ist NAAA, =D A,AA,, mithin 44, = A4, 4,, also gleich dem
Abstande der Parallelen g, und g. Dann ist aber auch B B, gleich demsel-
ben Abstande, d.h.die senkrechten Projektionen der Geschwin-
digkeiten aller Punkte einer Ge-
raden auf diese Gerade sind von
gleicher Grofle und Richtung. —
Dieser Satz kann zur Bestimmung von
BB, aus A4, benutzt werden, ohne
zuvor die gedrehten Geschwindigkeiten
zu konstruieren.

11. Anwendungen. I. Bei demin
Abb. 15 dargestellten Schubkurbel-
getriebe rotiert die Kurbel AA um
den festen Punkt A, und die mit ihr drehbar verbundene Schub-
stange A B verschiebt sich mit ihrem Endpunkte B auf der Geraden 3;
bekannt ist die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens 4,44, 1 4A.
Dann findet man die Geschwindigkeit des Kreuzkopfes B am ein-
fachsten mittels des Satzes von der Gleichheit der Projektionen der
Geschwindigkeiten der Punkte 4 und B auf die Gerade AB. Soll
auBerdem fiir einen beliebigen Punkt ¢'
des durch 4 und B bestimmten star-
ren Systems S die Geschwindigkeit
konstruiert werden, so ermittelt man
besser zuerst den Pol ‘B der betrach-
teten Systemlage als Schnittpunkt
von AA mit dem Lot in B zu 3 und
bedient sich dann der gedrehten Ge-
schwindigkeiten.

II. In Abb. 16 repréisentieren die
starren Strecken AC und BC, die im
Punkte € durch eine auf der Zeichenebene senkrecht stehende Achse
drehbar verbunden sind und deren Endpunkte 4 und B auf den
Kurven « und j gefilhrt werden, ein bewegtes Gelenk. Sind 44,
und BB, die augenblicklichen Geschwindigkeiten dieser Punkte, so
erhalten wir die Geschwindigkeit CC, des Gelenkpunktes C mittels
der senkrechten Projektionen A4, und BB, bzw. von 44, auf AC
und von BB, auf BC. Dann sind die Projektionen von CC, auf die-
selben Geraden bzw. gleich A A4, und BB,. — Eine zweite Losung
ergibt sich wieder mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten 4 4, und
BB,, denn der Endpunkt von CC, liegt sowohl auf der Parallelen
durch A4, zu AC als auch auf der Parallelen durch B, zu BC. Die
Geraden 4 A, und C'C, schneiden sich im momentanen Pol 5, des durch

Abb. 15.
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die Gerade AC dargestellten starren Systems §,, und ebenso treffen
sich BB, und CC, im Pol R, des Systems 8,, das durch die Strecke BC

bestimmt wird.

Die Polkurven.

12. Wir bezeichnen mit §,85, 8, 8"’ ... eine Reihe diskreter
~ d. h. nicht unendlich benachbarter — Lagen eines starren ebenen
Systems, das sich irgendwie in der festen Ebene X bewegt, mit B, £, R...
bzw. die in £ liegenden Doppelpunkte oder Pole der Systemlagen &8
und 8, 8 und S”’, §" und 8" usw. (Abb. 17). Das System kann also

aus der Anfangslage 8 durch eine Drehung um 9 in die
Lage 8’ gebracht werden, aus dieser nach S’° durch
eine weitere Drehung um £ usw. Verstehen wir unter

2 P den Systempunkt, der sich in seiner Anfangslage,
3 ) die wir gleichfalls mit P bezeichnen, und folglich auch
e R in der Lage P’ an der Stelle P befindet, undsind @, B . ..

2\ die Anfangslagen der Punkte, die in den Lagen €’ und

Abb. 17, Q’, R und R ... bzw. mit O, R ... zusammenfallen,

so ist die Strecke PQ = P'Q', d.h. = P, ferner
QR=Q"R", d. h. = QR usw. Das starre Vieleck PQR . .. bewegt sich
also wihrend der aufeinanderfolgenden Drehungen des Systems in der
Weise, dall seine Seiten sich mit den entsprechenden Seiten des festen
Vielecks PR . . . der Reihe nach decken.

Lassen wir jetzt die betrachteten Systemlagen einander unendlich
nahe riicken, so verwandeln sich die beiden Vielecke PQR ... und
POR ... bzw. in zwei Kurven p und =, die sich momentan in B be-
rithren, weil der Drehungswinkel @ 8 £ unendlich klein wird ; sie représen-
tieren eine Systemkurve und die zugehorige Hiillbahnkurve von der
besonderen Beschaffenheit, daf der Beriihrungspunkt auf beiden Kurven
withrend der Bewegung des Systems stets um dieselbe Bogenlinge fort-
schreitet. Man sagt deshalb: die Kurve p rollt auf der Kurve 7. Wir
nennen die Kurve p, also den geometrischen Ort aller Punkte der be-
wegten Ebene, die nach und nach zu Polen werden, die bewegliche
Polkurve (Gangpolbahn) und die Kurve =, also den Ort der ent-
sprechenden Punkte der festen Ebene, die feste Polkurve (Rastpol-
bahn). Somit gelangen wir zu dem wichtigen Satz: Die Bewegung
eines starren ebenen Systems in seiner Ebene kann immer
erzeugt werden durch das Rollen der in diesem System
befindlichen Polkurve p auf der in der festen Ebene liegen-
den Polkurve 7, und der jeweilige Beriihrungspunkt beider
Kurven ist der momentane Poll.

! Caucl;y: Exercices de math. Bd. 2 (1827) S.75. Vgl auch das in der
Anmerkung zu Art. 3 genannte Mémoire wvon Chasles, S. 236.
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13. Die Polkurve p ist die einzige Systemkurve, die bei
der Bewegung des Systems bestdndig auf ihrer Hiillbahn-
kurve rollt. Ist nimlich % eine beliebige Systemkurve in der System-
lage S, G ihr Berithrungspunkt mit der Hilllbahnkurve %, also der Punkt
von k, dessen Normale durch den momentanen Pol 5 geht, so gelangen
k und @ im Zeitelement d¢ infolge einer Drehung um B durch den un-
endlich kleinen Winkel -9 in die Lagen ¥’ und &’ ; die Kurve %’ beriihrt
aber die Hiillbahnkurve nicht in &', sondern in dem unendlich benach-
barten Punkte H’', dessen Normale den Pol £ der Systemlage S’ enthilt
(Abb. 18). Dann besteht zwischen den Bogenelementen
G H' und G'H’ der Kurven x und & — oder G H der Kurve k ,‘M ,
— und dem Kreisbogen GG, den der Punkt G um ¢ be- g k

schrieben hat, von unendlich kleinen GréBen hdherer I/ /
Ordnung abgesehen, die Beziehung! é’/ é’
GH—GH = GG = PG d 9. 3 2

Die Bégen GH' und G H sind demnach einander gleich,
wenn PG =0 ist, d. h. wenn k durch P geht. Die Systemkurve
rollt also momentan auf ihrer Hiillbahnkurve, wenn der
Beriihrungspunkt beider Kurven
der Pol ist.

Soll nundie Kurve k fortwéahrend
auf » rollen, so mul} sie alle System-
punkte enthalten, die nach und nach
zu Polen werden, und dann ist sie mit
der Polkurve p identisch.

14. Um die Polkurven zu konstru-
ieren, wenn die Bewegung des Systems
wie in Abb. 19durch die Anfangslagen 4
und B zweier Punkte und deren Bahn-
kurven « und § gegeben ist, machen
wir die Strecken A'B’, 4" B'’. . ., deren
Endpunkte bzw. auf « und [ liegen,
gleich der Strecke 4 B. Die Schnittpunkte ®, 2, R . . . der Normalen
von & und # bzw. in 4 und B, A’ und B, A" und B” ... sind die mo-

mentanen Pole der so definierten Systemlagen S, .8’, 8" ... und bilden
die feste Polkurve n. — Zeichnen wir ferner iiber 4 B die Dreiecke
ABQ =A'B'S

.......

1 Dividiert man in dieser Gleichung Glied fir Glied durch d¢, so erhilt man
eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten, mit denen der Beriihrungs-
punkt G seine Lage auf den Kurven  und k wechselt, und der Geschwindigkeit,
die er als Systempunkt besitzt.
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so sind @, R . . . diejenigen Punkte von S, die bzw. mit &, R ... zu-
sammenfallen, wenn 4 B nach A'B’, A"’ B’ . . . gelangt. Die bewegliche
Polkurve p geht demnach durch PB,Q, R ... und berihrt = in ‘B.

16. Sind umgekehrt die Polkurven 7 und p, die einander in 8 be-
rilhren, in Abb. 20 gegeben und soll die Bahnkurve « konstruiert
werden, die ein Systempunkt 4 beschreibt, so ermitteln wir z. B. die
Lage 4’, in die der Punkt 4 gelangt, wenn der Punkt ¢ von p zum Pol
wird. Dann fallt @ mit dem Punkte £ von 7 zusammen, der durch die

Bedingung PO = @ bestimmt ist. In der neuen Lage decken sich
die Normalen » und v der beiden Polkurven bzw. in @ und £, wir er-
halten also A’, indem wir / vQA4’= /_ nQ A sowie 0 4'= @ 4 machen.
— Da 04’ die Normale von « in 4’ ist, so beriihrt der um £ mit QA4
beschriebene Kreisbogen die Kurve & in 4’. Statt also die Kurve punkt-

Abb. 20. Abb. 21. Abb. 22,

weise zu konstruieren, geniigt es in vielen Féllen, sie nur als Einhiillende
der Kreise um die Punkte B, ... von 7 mit den Radien A, Q4 ...
zu zeichnen.

Dieselbe Konstruktion gilt auch fiir die Bahnkurve p des System-
punktes, der momentan mit P zusammenfallt (Abb. 21). Ersetzen wir
hier die Polkurven = und p wieder durch zwei aufeinander rollende
Vielecke mit der gemeinsamen Ecke B und mit sehr kleinen, paarweise
gleichen Seiten, so erscheinen die beiden in P zusammenstoBenden
Zweige der Kurve p in unmittelbarer Néhe dieses Punktes als Kreis-
bogen, die einen sehr kleinen Winkel bilden, um die beiderseits benach-
barten Punkte von 7. Beim Grenziibergang entsteht hieraus ein Riick-
kehrpunkt der Kurve p an der Stelle B. Von gewissen Ausnahmefillen
abgesehen! ergibt sich somit der Satz: Der mit dem Pol zusammen-
fallende Systempunkt beschreibt augenblicklich einen Riick-
kehrpunkt seiner Bahn, dessen Tangente auf der Polkurven-
tangente senkrecht steht.

16. In Abb. 22 sind abermals die Polkurven 7 und p gegeben; zu
einer Systemkurve, deren Anfangslage % ist, soll die Hiillbahnkurve x
konstruiert werden. Der Punkt £ von k, dessen Normale durch den
Pol § geht, ist der momentane Gleitpunkt, also der Beriihrungspunkt
von k mit ». Wir verstehen jetzt unter %’ eine neue Lage von k, in der

1 Vgl. Art. *56 und *57.
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ein anderer Punkt der Kurve, z. B. F, zum Gleitpunkt wird. Schneidet
die Normale von k in ¥ die Polkurve p in @ und machen wir auf 7 den
Bogen B — angendhert — gleich dem Bogen B¢ von p, so kommen
k und F in die Lagen ¥’ und F’, wenn @ mit £ zusammenfillt. Dann
decken sich wieder die Normalen # und » von p und 7 in @ und £, wir
erhalten also den Punkt F’ aus F in derselben Weise, wie in Abb. 20
den Punkt 4’ aus 4. — Die Kurve « beriihrt in #’ den Kreis um £ mit
dem Radius @QF.

Die Umkehrung der Bewegung.

17. Wenn wir die Ebene X, in der sich das System S bewegt, bisher
als fest bezeichnet haben, so wollten wir damit nur ausdriicken, daf3
wir die Bewegung von = aus betrachten. Aber fiir einen Beobachter,
der sich in der Ebene S befindet, erscheint umgekehrt diese als fest
und X als beweglich. Beschreibt der Punkt 4 von § in X die Bahn-
kurve «, so gleitet, von S aus gesehen, die Kurve « bestindig durch
den festen Punkt A. Besitzt A augenblicklich die Geschwindigkeit v,
so bewegt sich der mit A zusammenfallende Punkt von X in entgegen-
gesetzter Richtung, und zwar mit der Geschwindigkeit — ». Fiirdenin §
befindlichen Beschauer vertauschen die Systemkurve % und deren Hiill-
bahnkurve » ihre Bedeutung, so daB die verschiedenen Lagen der als
beweglich erscheinenden Kurve » die Kurve & umhiillen. Insbesondere
rollt jetzt die Polkurve = auf der Polkurve p, wobei der Pol P unver-
andert geblieben ist.

Die hier auftretende Wechselbeziehung zwischen zwei verschiedenen
Bewegungsarten erweist sich als ein wichtiges Hilfsmittel der kine-
matischen Untersuchung, denn sie liefert, wenn die Gesetze einer be-
stimmten Bewegung bekannt sind, sofort auch die einer anderen!. Wir
bezeichnen diese neue Bewegung als die Umkehrung der ersten.

TIst die urspriingliche Bewegung von § in ¥, wie schon héufig an-
genommen wurde, durch die Bahnkurven & und § zweier Punkte 4 und B
gegeben, so konnen wir die umgekehrte Bewegung dadurch erzeugen,
daB wir die Ebene S festhalten und die Kurven « und @ durch 4 und B
gleiten lassen. Die Kurve f, die hierbei ein Punkt ® von X in der Ebene §
beschreibt, wird bei der urspriinglichen Bewegung erhalten, wenn wir
im festen Punkte ® einen Zeichenstift anbringen, iiber den die Ebene §
besténdig hinschleift.

In dem besonderen Fall, daB ein Punkt € von S in der festen Ebene
einen Kreis vom Mittelpunkt I" durchliuft, kénnen wir die Strecke (' r
durch ein starres Glied ersetzen, das in ¢ mit S und in " mit X drehbar

1 Chasles: Apercu historique sur lorigine et le développement des mé-
thodes en géométrie, S. 408, Paris 1875.
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verbunden ist; dann beschreibt also der Punkt I' bei der umgekehrten
Bewegung in S einen Kreis um C.

Wir geben im folgenden einige Beispiele fiir die Verwendung der
Umkehrung der Bewegung.

18. Konstruktion der beweglichen Polkurve bei einem
Kurbelgetriebe. Bei dem in Abb. 23 dargestellten Kurbelgetriebe
mit dem festen Glied AB konnen wir die Polkurven nach der in Art. 14

entwickelten Vorschrift konstruieren, indem wir zu-

o erst beliebig viele Punkte der festen Kurve 7 und

¢ 46 darauf die entsprechenden Punkte der beweglichen
A — Kurve p ermitteln. Wenn es jedoch allein auf die
Abb. 28, letzte Kurve ankommt, so bedienen wir uns besser

der Umkehrung der Bewegung. Wir betrachten also
das Glied 4 B als fest; dann beschreiben die Punkte A und B bzw. um A4
und B die Kreise @ und &. Nun zeichnen wir eine Reihe von Lagen der
jetzt als beweglich geltenden Strecke AB und bestimmen fiir diese die
zugehérigen Pole.
19. Dieelliptische Bewegung. Bewegen sich zwei Systempunkte
A und B bzw. auf den Geraden x und 3, die sich im Punkte M schneiden,
so ist der Pol der in Abb. 24 darge-
stellten Systemlage der Schnittpunkt 3
derin 4 und B auf & und B errichteten
Lote. Dann liegen die vier Punkte 4,
B, M und $ auf einem Kreise, der sei-
nen Mittelpunkt M auf der Strecke M3
hat. Der Kreis der bewegten Ebene S,
der augenblicklich mit ihm zusammen-
fallt, gleitet nach einem bekannten
planimetrischen Satze bestdndig durch
den Punkt M, wihrend die Sehne 4 B
sich zwischen den Schenkeln des Win-
kels &« @ verschiebt. Das gilt auch noch,
Abb. 24. wenn sich die Strecke A B innerhalb
eines der drei andern von den Geraden o« und § gebildeten Winkel be-
findet, und fiir jede Lage der Strecke treffen sich die in ihren Endpunkten
zu & und f errichteten Lote auf dem mit ihr bewegten Kreise. Dieser
Kreis ist also der geometrische Ort aller Punkte der Ebene S, die nachein-
ander zu Polen werden, d. h. die bewegliche Polkurve p. — In der festen
Ebene T hat der Pol vom Punkte M die konstante Entfernung M;
die feste Polkurve r ist folglich der Kreis um M, der den Durchmesser
von p zum Radius hat.
Jeder Punkt von p bewegt sich senkrecht zu seiner Verbindungs-
linie mit B, d. h. in einer durch M gehenden Geraden, er beschreibt
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also hin- und hergehend einen Durchmesser des Kreises 7. Bezeichnen
wir endlich mit C einen beliebigen Systempunkt, mit D und E die
Schnittpunkte der Geraden C M mit dem Kreise p, so kann die Bahn-
kurve y von C auch dadurch erzeugt werden, daf die starre Gerade DC
sich mit den Punkten D und E auf den Schenkeln des rechten Winkels
DME bewegt. Das ist aber die sogenannte Papierstreifenkonstruktion
der Ellipse, die auch dem bekannten Ellipsenzirkel zugrunde liegt.
Die Kurve y ist demnach eine Ellipse, deren Achsen in den Geraden
M D und ME liegen, und zwar sind die Lingen der Halbachsen bzw.
gleich den Strecken CE und CD. Fallt der Punkt C' mit M zusammen,
so verwandelt sich seine Bahnkurve in den Kreis um M. — Aus diesen
Darlegungen ergibt sich der Satz: Bewegen sich zwei Punkte
eines starren ebenen Systems auf zwei festen Geraden, so
kann die Bewegung auch durch das Rollen eines Kreises
innerhalb eines doppelt so groBien Krei-
ses erzeugt werden. Jeder Systempunkt
beschreibt eine Ellipse, die in einen
Durchmesserdesfesten Kreisesausartet,
wenn der Systempunkt auf dem rollen-
den Kreise liegt.

Ganz dieselbe Bewegung wie in Abb. 24 ent-
steht auch, wenn irgend zwei Systemkreise &
und I, die bzw. 4 und B zu Mittelpunkten Abb. 25.
haben, an den zu s und 2 parallelen Geraden »
und A gleiten; dann beschreiben nimlich die Punkte A und B wieder
die Geraden &« und § (Abb. 25).

Die Erzeugung einer geradlinigen Bewegung durch das Rollen eines
Kreises innerhalb eines doppelt so groBen Kreises findet sich schon
bei dem italienischen Mathematiker Cardano (1570). Sie wird als
eine hypozykloidische Geradfiithrung bezeichnet?!, denn bei dieser
Art der Entstehung erweist sich die Ellipse, die ein beliebiger Punkt
der bewegten Ebene beschreibt, als eine spezielle Hypozykloide?. Die
beiden aufeinander rollenden Kreise werden vielfach Cardanische
Kreise genannt.

Die soeben behandelte Bewegung konnen wir endlich auch dadurch
hervorbringen, da8 wir die Strecke M E der Abb. 24 mit dem Punkte M aunf
einem Kreise um M, dessen Radius gleich M £ ist, und mit dem Punkte &
auf einer durch M gehenden Geraden e fithren. Das geschieht praktisch
mittels einer Kurbel und eines in einem geradlinigen Schlitze verschieb-
baren Schlittens, mit denen die Stange M E in ihren Endpunkten dreh-

1 Angewendet bei der Buchdruckerschnellpresse von Konig und Bauer.
2 Vgl Art. 67.
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bar verbunden ist (Abb. 26). Verlingern wir M E iiber M hinaus um
sich selbst, so beschreibt der neue Endpunkt D eine auf ¢ senkrechte
Gerade §, die durch M geht, und wir erhalten die bekannte Gerad-
fiilhrung durch das gleichschenklige Schubkurbelgetriebel.

20. Die Umkehrung der elliptischen Bewe-
gung. Betrachten wir in Abb. 24 die Ebene S als
fest und die Ebene £ als beweglich, so gleitet der
Winkel xf mit seinen Schenkeln durch die festen
Punkte 4 und B, und sein Scheitel M beschreibt den
Kreis p; gleichzeitig gleiten die Geraden » und A der
Abb. 25 an den Kreisen % und !. Dann rollt der
Kreis 7 mit seiner inneren Seite auf dem Kreise p,
und jede durch M gehende Gerade der Ebene X
gleitet durch ihren Schnittpunkt mit p. Hiernach
erhalten wir die Kurve f, die ein beliebiger Punkt ¢
von X in der Ebene § beschreibt, wenn wir die Gerade M®, die p in
@ schneidet, mit dem Punkte M auf p fithren, so da8 sie bestindig durch
G geht — oder indem wir
auf allen durch G gezogenen
Strahlen von threm Schnitt-
punkte mit p aus die Lén-
ge MO beiderseits abtragen
(Abb. 27). Die so entstehende
Kurve wird als eine Pascal-
sche Kurve bezeichnet.
Sie ist symmetrisch in bezug
auf die Gerade M G'. Liegt
der Punkt ® wie in Abb. 27
innerhalb des Kreises r, so
schneidet der Kreis um G mit
dem Radius M® den Kreis
p in zwei Punkten M, und
M,. Kommt dann die Ge-
rade M®, wihrend sie durch
G gleitet, in die Lage M,G
oder M,@, so fallt ® mit ¢ zusammen, G ist also ein Doppelpunkt der
Kurve f, und M,G und M,@ sind die zugehérigen Tangenten, da jede
dieser Geraden in ( drei zusammenfallende Punkte mit der Kurve
gemein hat. — Befindet sich der Punkt ® auf dem Kreise 7, ist also
die Strecke M @ gleich dem Durchmesser von p, so zieht sich die Kurven-
schleife in eine Spitze mit der Tangente MG zusammen, und dann

Abb. 26.

Abb. 27,

1 Vgl. Art. 95.
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verwandelt sich die Kurve f in eine Kardioide. Liegt endlich der Punkt ®
auBerhalb des Kreises 7, so ist G ein isolierter Punkt von f; zu ihm
gehort keine reelle Lage der bewegten Geraden M ®

Zusammenfassend kénnen wir also sagen: Gleiten zwei Geraden
eines starren ebenen Systems durch zwei feste Punkte, so
kann die Bewegung auch dadurch erzeugt werden, daB ein
Kreis mit seiner inneren Seite auf einem halb so groien
Kreise rollt. Dann beschreibt jeder Systempunkt im all-
gemeinen eine Pascalsche Kurve, inshesondere beschreiben
die Punkte des rollenden Kreises Kardioiden.

Denken wir uns in einem Punkte der festen Ebene S einen Zeichen-
stift angebracht, so beschreibt dieser in der bewegten Ebene I nach
Art. 19 eine Ellipse. Darauf beruht das ,,Ovalwerk‘ von Leonardo
da Vinci. '

Zweites Kapitel.
Die Kriimmungsmittelpunkte der Bahnen.

Metrische Beziehungen.

21. Im Anfang des ersten Kapitels fiihrte die Betrachtung zweier
unendlich benachbarten Lagen eines starren ebenen Systems zur Kon-
struktion der Normalen und Tangenten der augenblicklich durch-
laufenen Bahn- und Hiillbahnstellen. Wir werden jetzt
die Untersuchung der Momentanbewegung des Systems
auf drei unendlich benachbarte Lagen und damit auf
die Kriimmung der erzeugten Kurven ausdehnen?.

Angenommen, das System gelange aus seiner An-
fangslage § in die unendlich benachbarte Lage S’ infolge
einer unendlich kleinen Drehung um den Pol ¥ durch
den Winkel d9; dabei beschreibt der Systempunkt A
als Element seiner Bahnkurve o einen unendlich kleinen
Kreisbogen A4’ um § (Abb. 28). Bezeichnen wir ferner mit £ den
Doppelpunkt der Systemlage S’ und der unendlich benachbarten
Lage 8", so kénnen wir #.A und .4 als die Normalen der Kurve « in
A und A’ betrachten, und dann ist ihr Schnittpunkt A der Krimmungs-
mittelpunkt von « in A. Wir setzen nun die Strecke BA = r, A=y,
den Winkel AR, den der Strahl PA mit der Geraden B, d. h. mit

Abb. 28.

1 Den methodischen Aufbau dieser Theorie gab Aronhold: Grundziige der
kinematischen Geometrie, Verhandlungen des Vereins zur Beférderung des Ge-
werbfleiBles in PreuBlen, Jahrg. 51, 1872 S. 129 ff.

Miiller, Kinematik, 2
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der gemeinsamen Tangente t der beiden Polkurven bildet, gleich ¢, das
Bogenelement. B der Polkurve 7 gleich d3 und den unendlich kleinen
Winkel QAR = dy. Driicken wir das Bogenelement 44’ von « einmal
als Bogen des Kriimmungskreises und dann als Kreisbogen um B aus,

so ergibt sich
o—ndy=rdJ.

Aus dem Dreieck BLA folgt aber nach dem Sinussatze

43 sindy __ 4z
o sin(fp+dy) sing’
Durch Einsetzen des hieraus sich ergebenden Wertes von d % nimmt
unsere erste Gleichung nach einfacher Rechnung die Form an
a9

('rl—%)singyzgg. ()

Hier steht auf der rechten Seite eine der Systemlage § eigentiimliche
Konstante; setzen wir ihren reziproken Wert

i3 :
a5 = 0> 2)

so bezeichnet D eine gewisse Strecke, deren geometrische Bedeutung
wir spiter erkennen werden!. In der betrachteten Systemlage
besteht demnach zwischen den Polarkoordinaten (r, @) und
(0, ¢) aller Systempunkte und der zugehérigen Krimmungs-
mittelpunkte die Beziehung

(l—;>sing>=»; . (3)

r

Schreiben wir Gleichung (2) in der Form

i3  d9

=yt a ,

wo dt die Zeit bedeutet, in der das System aus der Lage S in die Lage S’
gelangt, und setzen wir

ds

Tt'—u
und

iy

T @

so ist @ nach Art. 9 die momentane Winkelgeschwindigkeit des
Systems, und u stellt die Geschwindigkeit dar, mit der der Pol seine
Lage auf den beiden Polkurven &ndert — man bezeichnet sie als die

1 Art. 41.
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momentane Rollgeschwindigkeit oder Polwechselgeschwindig-
keit des Systems. Dann wird durch die Gleichung

b= (4)

w

die Konstante b kinematisch definiert.

Die Gleichung (3) liefert zu jedem Systempunkte des durch den
Winkel ¢ bestimmten Polstrahles den Kriimmungsmittelpunkt seiner
Bahnkurve in der Form

drsing

¢= bsing —r (5)

und zu jedem Krimmungsmittelpunkt den zugehérigen Systempunkt
durch die Gleichung
bosin
"= bsing+o ©
Dabei liegen die beiden einander entsprechenden Punkte auf derselben
Seite von P, wenn r und ¢ dasselbe Vorzeichen haben.

Bei der Ableitung dieser Formeln wurde stillschweigend voraus-
gesetzt, daB der Pol f im Endlichen liegt und daf3 keine der unendlich
kleinen GréBen ds und d 3 = 0 ist, daf also weder u noch w verschwindet.
AuBerdem wurde angenommen, da8 der Punkt 4 nicht mit ‘} zusammen-
fallt; Gleichung (3) gilt also nicht ohne weiteres fiir den Kriimmungs-
mittelpunkt der Bahnstelle, die der Pol als Systempunkt betrachtet
beschreibt. Ebenso wie zwei unendlich benachbarte Systemlagen in
diesem Falle nicht ausreichen, um die Tangente der Bahnkurve zu er-
mitteln, geniigen drei solcher Lagen nicht zur Bestimmung des ent-
sprechenden Kriimmungsmittelpunktes!.

#22. Dem Punkte B der bewegten Ebene, der mit dem Kriimmungs-
mittelpunkte A der Bahn des Punktes 4 momentan zusammenfillt,
entspricht auf der Geraden P A ein Krimmungsmittelpunkt B zufolge
der Gleichung
<~177 — 1—)Sing): !

BB ¥B b

oder
1 Iy, 1
(qm— ga)sine=,
Nach Gleichung (3) ist aber

1 1y . 1
(SE Z —_ ;I{A) Sin g) = b* B (7)
1 Niheres in Art. *56 und *57. Vgl. auch die auf den Systempunkt P
beziigliche Stelle des Art. 34.
9%
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und aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

2 1 1

BAT g4 T pE’
d. h. BAist das harmonische Mittel zu ‘BA und $B, oder: die Punkte 4
und B werden durch  und A harmonisch getrennt.

23. Bei der umgekehrten Bewegung dreht sich die Ebene X
um den Pol B in entgegengesetztem Sinne, also durch den Winkel —d-3,
in den fritheren Formeln tritt daher — b an die Stelle von b. Bedeutet
demnach 4, den Kriimmungsmittelpunkt der Bahnstelle, die der
Punkt A in der Ebene S beschreibt, so ist

1 1 . 1

(wr g )me ==
oder

1 1 . 1

(v — ) simo =
Diese Beziehung zwischen 4, und A stimmt mit der fir das Paar 4, A
geltenden Gleichung (7) tiberein, mithin fallt 4, mit dem Punkte A zu-
sammen, dem in der Ebene ¥ der Kriitmmungsmittelpunkt A entspricht.
Dasselbe ergibt sich tibrigens rein geometrisch aus der Schlubemerkung
des Art.17; denn befinden sich drei unendlich benachbarte Lagen
des Punktes 4 auf einem Kreise um A, so bleibt bei der
umgekehrten Bewegung auch der Punkt A in seinen drei
entsprechenden Lagen auf einem Kreise um 4. Wenn
also der Punkt 4 eine Bahnstelle vom Krim-
mungsmittelpunkt A beschreibt, so erzeugt bei
der umgekehrten Bewegung der Punkt A eine
Bahnstellevom Krimmungsmittelpunkt 4. Wegen
dieser Wechselbeziechung, die sogleich noch in anderer Weise
hervortreten wird, nennen wir 4 und A ein Paar ent-
sprechender Krimmungsmittelpunkte.

24. Wir bezeichnen jetzt mit k die augenblickliche Lage
einer Systemkurve, mit @ den Punkt von %, dessen Nor-
- male durch den Pol ¢ geht, also den Gleitpunkt der

Kurve, in dem sie ihre Hiillbahnkurve # berithrt (Abb. 29).

Auf PG liegt der Kriitmmmungsmittelpunkt ¢ von & im
Punkte G; wir suchen den zugehdrigen Kriimmungsmittelpunkt von x.
Durch die unendlich kleine Drehung d-9 um P kommen k, G und C bzw.
nach k', G’ und €’ ; dann beriihrt &’ die Kurve z in demjenigen Punkte H’,
dessen Normale den Pol £ der Systemlage S’ enthilt. Die Normale £.H'
geht aber durch den Kriimmungsmittelpunkt ¢’ von k', weil die Kurven-
punkte @' und H’ einander unendlich nahe liegen. Demnach sind die
Geraden BC und ¢ zwei unendlich nahe Normalen der Hiillbahn-

r

$ 0 ¢
Abb. 29.
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kurve x in den Punkten G und H’, sie schneiden sich also im Kriimmungs-
mittelpunkte I von ». Dieselben Geraden sind auch die Normalen der
Bahnkurve y, die der Punkt C als Systempunkt beschreibt, in den
Punkten €' und (', folglich ist der Kriimmungsmittelpunkt [ von %
in G zugleich der Kriimmungsmittelpunkt von y in €. Wir erhalten
daher den Satz: Der Kriimmungsmittelpunkt der von einer
Systemkurve erzeugten Hiillbahnstelle fallt mit dem Kriim-
mungsmittelpunkte der Bahnkurve zusammen, die der zu-
gehdrige Krimmungsmittelpunkt der Systemkurve be-
schreibt.

Wenn aber I der Kriimmungsmittelpunkt der Bahn des Punktes ¢
ist, so bilden C und I nach der am SchluB des letzten Artikels gegebenen
Erklirung ein Paar entsprechender Kriim-
mungsmittelpunkte, und wir kénnen des-
halb ein solches Punktpaar auch defi-
nieren als die Krimmungsmittelpunkte
einer Systemkurve und ihrer Hiillbahn-
kurve imBeriihrungspunktbeiderKurven.

Aus dem vorhergehenden Satze ergibt sich
weiter: Jede Systemkurve, die ihre Hiill-
bahnkurve in irgendeinem Punkte der
Geraden CT berithrt und die an dieser

Stelle den Krimmungsmittelpunkt C
hat, erzeugt eine Hiillbahnstelle mit
dem Krimmungsmittelpunkt . In Abb. 30
sind €' und [ nicht nur die Krimmungsmittel-
punkte von k und », sondern auch der Kurven
lund 4, m und y usw., von denen immer die zweite die Hiillbahnkurve
der ersten ist; ferner ist C' der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve ¢,
die der Punkt I in der Ebene S beschreibt. — Bei der umgekehrten
Bewegung umbhiillen die Systemkurven, die I zum Kriimmungsmittel-
punkt haben, Kurven mit dem Kriimmungsmittelpunkte C.

25. Fiir die Krimmungsmittelpunkte einer Systemkurve und ihrer
Hiillbahnkurve im Beriihrungspunkte beider Kurven gilt nach den
vorhergehenden Darlegungen jedesmal die in Art. 21 abgeleitete Glei-
chung (3). Sind 4, A und B, B zwei solcher Paare entsprechender
Kriimmungsmittelpunkte mit den Koordinaten r, ¢, @ und ', ¢, ¢,
und bilden wir jene Gleichung fiir jedes einzelne Paar, so folgt sofort die
Beziehung

Abb. 30.

(%— ;) sing):(—: —yl,)singp' . (8)

Aus ihr kénnen wir schlieBen, daB, wenn fiir eine Systemlage die Pol-
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kurventangente t und ein Paar entsprechender Kriimmungsmittelpunkte
— und damit auch der Pol  — bekannt sind, zu jedem andern System-
punkte der zugehoérige Krimmungsmittelpunkt bestimmt ist. Wir
konnen daher auch sagen: Die Polkurventangente und ein Paar
entsprechender Krimmungsmittelpunkte bilden ein Aqui-
valent fiir drei unendlich benachbarte Systemlagen.

Die Krimmungsmittelpunkte # und M der Polkurven p und = im
Punkte P reprasentieren ebenfalls ein Paar entsprechender Kriimmungs-
mittelpunkte. Ersetzen wir in Gleichung (8) das Punktpaar B, B
durch die Punkte M und M, so wird ¢’ = 909, und dann verwandelt
sich (8) in die Euler-Savarysche Gleichung?!

=g e

Die Bobillierschen Konstruktionen.

26. Hilfssatz aus der Trigonometrie: Zieht man durch
den Punkt § in der Kbene eines Winkels
vom Scheitel § eine Gerade P, die seine
Schenkel in 4 und A schneidet, so ist der Aus-

1 1 1
5 druck (%A _2337\7) . SR GTE
~® durch P gehenden Geraden. Beweis. Aus Abb. 31
folgt

konstant fiir alle

Abb. 31, AOPA — AHPA=LHAA

oder

HP- HASINPHA — 9P - HAsinPHA = H4 - HA sin ADA,
oder nach Division durch $E-HA - HA - sinPLHA-sin PH A

ooy smd9A
HA sinPH A DAsin BOA ~ O - sin POA -sin PHA
Hier ist aber der Nenner des ersten Bruchs gleich B4 sin & PH
und der des zweiten gleich PA sin G L, die linke Seite ist also

gleich (51317 —‘BLA) . m, und der rechts stehende Ausdruck ist
unabhdngig von der Richtung der durch P gezogenen Geraden.

27. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe: Aus zwei Paaren ent-
sprechender Krimmungsmittelpunkte 4,A und B, B, die
nicht in derselben Geraden liegen, die gemeinsame Tan-

1 Euler: Novi Comm. Acad. Petrop. Bd. 21 (1765) S. 207; viel spiter
wiedergefunden und benutzt von Savary.
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gente t der Polkurven zu konstruieren (Abb. 32). Die Geraden
AA und BB treffen sich im momentanen Pole B. Verbinden wir 8
mit dem Schnittpunkte $ von 4 B und AB, so erhalten wir t, indem
wir den Winkel 4 Bt dem Winkel BRH ent-
gegengesetzt gleich machen. Setzen wir nam-
lich PA=r, PA=9, BB =17, PB= ¢,
[ BRHO=¢und L APH = ¢, so ist nach

dem eben bewiesenen Hilfssatz

1 1 1 1 1) 1
(‘ r @)' sintp’:(r' - 5') sing’
Nach Konstruktionist aber auch / 4 Rt= g, Abb. 32.
mithin / BPt=¢’; die Gerade t geniigt also
der Gleichung (8) des Art. 25, sie ist folglich die gesuchte Polkurven-
tangente.

Die Abb. 32 enthilt auch die Lésung der Aufgabe: Aus der Pol-
kurventangente t und einem Paar entsprechender Kriim-
mungsmittelpunkte 4, A zu einem andern Punkte B den zu-
gehorigen Krimmungsmittelpunkt Bzukonstruieren. Machen
wir némlich umgekehrt den Winkel B} entgegengesetzt gleich dem
Winkel 4 Bt und bezeichnen mit § den Schnittpunkt der Geraden 4 B
und ), so trifft die Verbindungslinie von A mit § den Polstrahl f B in B.

28. In Abb.33 sind abermals zwei Paare entsprechender
Krimmungsmittelpunkte 4,A und B, B, die nicht in der-
selben Geraden liegen, gegeben; zu einem dritten Punkte C
soll der entsprechende Kriimmungsmittelpunkt I konstru-
iert werden. Wir ermitteln zunichst wieder den Pol 9P und verbinden
ihn mit dem Schnittpunkte $ der Geraden A B und AB. Wiirden wir
dann die Winkel 4 Bt und BB entgegen-
gesetzt gleich machen, so wére t die Pol-
kurventangente, und wir kénnten den zu ¢
gehorigen Krimmungsmittelpunkt I aus t
und dem Punktpaar 4, A in derselben Weise
konstruieren wie in der zuletzt behandelten
Aufgabe zum Punkte B den Kriimmungs-
mittelpunkt B. Wir miiBten also den Winkel
ARt in PR an die Gerade R C nach der ent-
gegengesetzten Seite antragen — das erreichen
wir aber kiirzer, nimlich ohne Konstruktion
der Polkurventangente t, wenn wir die Winkel B B und C i einander
gleichsinnig gleich machen. Ziehen wir dann AC bis § auf i, so
schneidet A§ den Polstrahl SRC im Punkte . — Die so entstandene
Figur kann auch gedeutet werden als die Konstruktion des Kriim-
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mungsmittelpunktes der Koppelkurve, die der Punkt C in
Verbindung mit dem Kurbelgetriebe 4 BBA beschreibt?!.

29. Sonderfalle der Bobillierschen Konstruktionen. I. Liegen
die Punktepaare 4, A und B, B der vorigen Aufgabe auf parallelen
Geraden, ist also der Pol unendlich
fern, und soll wieder zum Punkte C
der entsprechende Kriimmungsmittel-
punkt [ bestimmt werden, so treten
an Stelle der gleichsinnig gleichen Win-
kel BEH und CPS der Abb. 33 zwei
gleich breite Parallelstreifen. Ziehen
wir daher in Abb. 34 C¢| BB bis zur
Geraden A B, machen auf dieser die
Strecke &M nach Lénge und Richtung
gleich B und ziehen durch It die Gerade i parallel zu B B, so schneiden
gich AC und Al auf i.

Fiir irgendeinen andern Punkt ¢’ der Geraden CQ ergibt sich in
derselben Weise der Kriimmungsmittelpunkt ', und
dann erkennt man sofort, dafl C'T"= CT ist; in die-
sem Falle beschreiben also alle Systempunkte,
die auf demselben Polstrahl liegen, Bahn-
stellen mit gleichem Kriimmungsradius.

II. Konstruktion des Krimmungsmittel-
punktes [ zu einem Punkte ¢, wenn die
Krimmungsmittelpunkte M und M der beiden
Polkurven im Punkte B gegeben sind (Abb. 35).
Die Losung folgt aus der letzten in Art. 27 behan-
delten Aufgabe, wenn dort der Winkel 4 it ein rechter
ist. Wir ziehen also B 1 BC bis zum Schnittpunkte H mit CM;
dann trifft M$ den Polstrahl FC im Punkte I.

Abb. 35.

Beziehungen zwischen den Paaren entsprechender
Krimmungsmittelpunkte auf einer durch den Pol
gehenden Geraden.

30. Auf einer durch den Pol R gehenden Geraden g seien C, T
und ¢, I zwei Paare entsprechender Kriiommungsmittelpunkte (Abb. 36).
Setzen wir PO = r, Pl =9, PC" =", RI"' =y, so folgt aus der
Gleichung (8) des Art. 25

S (10)

1 Die in Art. 27 und 28 behandelten Konstruktionen wurden zuerst von
Bobillier in seinem Cours de géométrie (1870) S. 232 abgeleitet.
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Aus 7, ¢ und r' 148t sich demnach ¢’ berechnen, d. h.: Sind auf der
Geraden g der Pol ‘8 und ein Paar entsprechender Krim-
mungsmittelpunkte €, gegeben, so ist zu jedem anderen
Punkte ¢’ dieser Geraden der entsprechende Kriimmungs-
mittelpunkt I bestimmt — also unabhiéngig von dem zweiten
Punktpaar, das auf einem andern Polstrahl noch gegeben sein miifite,
um fir die ganze Ebene die Paare entsprechender Kriimmungs-
mittelpunkte festzulegen. Um daher aus B, €, und €’ den Punkt [
zu ermitteln, dirfen wir auf einer durch f gezogenen Geraden das
Punktpaar 4,A beliebig annehmen; im iibrigen verfahren wir nach
der in Art. 28 abgeleiteten Regel: Da
die Polstrahlen f B und B C der Abb. 33
und folglich auch die Geraden PH und
P miteinander zusammenfallen, so
ziehen wir von B nach dem Schnitt-
punkte § von AC und Al die Geradely
und ermitteln ihren Schnittpunkt §’
mit AC’; dann trifft AH’ die Geradeg
im Punkte [

Die Geraden, die irgendeinen Punkt
von Y mit 4 und A verbinden, bestim-
men auf g jedesmal ein neues Paar ent-
sprechender Krimmungsmittelpunkte,
und so entstehen auf g die Punkt-
reihen CC'C"” ... und I'T'T” ..., in \
denen der Punkt f — und nur dieser 1%

— sich selbst entspricht. Daraus darf Abb. '3 ..

aber nicht geschlossen werden, dal

der Systempunkt B momentan eine Bahnstelle beschreibt, deren
Krimmungsmittelpunkt auf alle Fille mit ¥ identisch istl.

*31. Die Punktreihen CC'C” ... und I'T'T"” ... sind perspektiv
zu der Punktreihe '’ . . ., sie sind also einander projektiv. Nun
‘besitzen bekanntlich zwei projektive Punktreihen, die ineinanderliegen,
im allgemeinen zwei reelle oder konjugiert imaginédre Doppelpunkte,
die hier erhaltenen Punktreihen haben jedoch die besondere Eigenschaft,
daB3 ihre Doppelpunkte in B zusammenfallen. Wir gelangen somit zu
dem Satz: In jeder durch den Pol gehenden Geraden bilden
die Paare entsprechender Krimmungsmittelpunkte zwei
projektive Punktreihen, deren Doppelpunkte im Pol ver-
einigt sind.

32. In der Punktreihe CC’'C”. .. gibt es einen Punkt — er heifle
einstweilen €, — dem als sein I, der unendlich ferne Punkt der Ge-

1 Vgl. die Bemerkung am Schlufl des Art. 21, sowie in Art. 34.
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raden ¢ entspricht. Wir finden ihn, indem wir A9, |l g bis § ziehen;
dann schneidet 49, die Gerade g in C,. Der Systempunkt C, be-
schreibt momentan eine Bahnstelle mit unendlich groem Kriimmungs-
radius, im allgemeinen also einen Wend e punkt seiner Bahn, und jede
Systemkurve, deren Gleitpunkt auf g liegt und die an dieser Stelle
den Krimmungsmittelpunkt C, hat, erzeugt eine Hiillbahnstelle von
unendlich groBem Kriimmungsradius.

Umgekehrt entspricht dem unendlich fernen Punkt der Punktreihe
€C'C”. .. ein Krimmungsmittelpunkt, den wir mit I, bezeichnen
wollen; er ergibt sich, indem wir A.Si)u,, llg bis § und A@w bis g ziehen.
Dann gehért zu jeder Hiillbahnkurve mit [, als Krimmungsmittel-
punkt eine Systemkurve, die im zugehdérigen Gleitpunkt einen un-
endlich grofen Kriummungsradius hat, und bei der umgekehrten Be-
wegung beschreibt der Punkt I, eine Bahnstelle mit unendlich fernem
Kriimmungsmittelpunkt.

Wir nennen C,, und [, die Gegenpunkte der Punktreihen
cee”. . ound TVT7 ...

Aus Gleichung (10) in Art. 30 folgt fiir ¢'=

1 1 1

r e $0u (th
und fir = o

r 11

r o B, "’
demnach ist B, = —PC,, d.h. die beiden Gegenpunkte liegen

in gleichen Abstinden auf beiden Seiten des Poles.
33. Schreiben wir Gleichung (11) des vorhergehenden Artikels in
der Form
1 1 1
$Cw PO RO’

so ergibt sich

C.PBr
po,=2520,
mithin
C c
CC=PC,—$C = 22 (Pr—cn =27
oder

epr=cCr-Co,. (12)

Daraus erhalten wir die folgende einfache Konstruktion des
Punktes €, aus B und dem Punktpaar C, [ mit Hilfe eines wech-
selnden Parallelenzuges (Abb.37). Wir legen durch I und ‘B in be-
liebiger Richtung zwei Parallelen, die eine durch C beliebig gezogene
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Gerade bzw. in $ und § schneiden, und darauf durch J die Gerade
SO, 11 RO. Dann verhilt sich

CCw_ CF_CR
CR ToepT 0T
also ist CC, - CT = CP2, iibereinstimmend mit Gleichung (12).

Soll statt des Punktes C,, der Punkt [, aus 8, C' und I direkt kon-
struiert, werden, so ergibt sich aus der eben entwickelten Regel durch
Vertauschung der Buchstaben €' und [ die
Vorschrift: Man ziehe durch € und P in
beliebiger Richtung zwei Parallelen, die eine
durch [ gehende Gerade bzw. in § und
treffen; dann ist T, | BO.

34. Unter allen durch den Pol } gehen-
den Geraden nimmt die Polkurventan-
gente t eine besondere Stellung ein. Setzen
wir nédmlich in der Gleichung (5) des Art. 21
@ = 0, so verschwindet ¢ fiir jeden Wert
von 7, d.h.: Jeder Punkt der Polkurventangente beschreibt
eine Bahnstelle, die den Pol zum Krimmungsmittelpunkt
hat. Dasselbe ergibt sich auch rein geometrisch, wenn in Abb. 28
der Punkt 4 auf der Geraden t liegt. Dann schneiden sich die Bahn-
normalen P4 und £4" im Punkte O,

Abb. 37.

der beim Grenziibergang mit § zusam- £
menfallt. {
Dem soeben erhaltenen Satze begeg- ¢ : 5
nen wir z. B. beim Kurbelgetriebe, 4 4 g9 4 A BY
wenn der Arm A4 auf das feste Glied Abb. 38. Abb. 39.

AB oder in dessen Verlingerung fallt

(Abb. 38 und 39). Dann ist B der Pol der Koppellage 4 B, und bei
der Bobillierschen Konstruktion! deckt sich jetzt die Gerade t mit
dem Arm BB. Dem Punkte B dieser Geraden entspricht also in der
Tat der Pol als Krimmungsmittelpunkt seiner Bahnkurve.

Aus der Gleichung (6) des Art. 21 folgt ferner, wenn ¢ = 0 ist, fiir
jedes beliebige ¢ der Wert » = 0. Hiernach wire dem Systempunkte P
jeder Punkt der Geraden t als Kriimmungsmittelpunkt zugeordnet,
und das stimmt iiberein mit der schon am Schlul des Art. 21 erwiihnten
Tatsache, daB drei unendlich benachbarte Systemlagen nicht ausreichen,
um fiir diesen Systempunkt den Krimmungsmittelpunkt seiner Bahn-
kurve zu bestimmen. Denn von seinen drei entsprechenden Lagen
sind zwei mit dem Punkte T} identisch, und die dritte befindet sich
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auf der Normalen in P zu t in einem Abstande von P, der von der
zweiten Ordnung unendlich klein ist. Wir konnen deshalb jeden Punkt
von { als den Mittelpunkt eines Kreises betrachten, der drei unendlich
benachbarte Lagen des Systempunktes ‘B enthaltt.

Dieselben Betrachtungen gelten auch fiir die umgekehrte Bewegung.

*35. Der in Art. *31 abgeleitete Satz fihrt zur Losung der sowohl
theoretisch wie auch praktisch wichtigen Aufgabe: Aus zwei Paaren
entsprechender Krimmungsmittelpunkte, die in derselben
Geraden liegen, die Lage des Pols zu ermitteln. Der gesuchte
Pol ist nimlich der Doppelpunkt zweier projektiven Punktreihen, die
durch die beiden Punktpaare und durch die Bedingung bestimmt

- - N e
— ; = / N ~
- ’ AN #ﬁ? L \ ~
7 S ;pk\ | 6"{- \ AN \\\
P / \ . N\ S~
— Pad 4 Y >
A 4 T ¢ f 1o B B 3

Abb. 40.

sind, dafl die Doppelpunkte der Punktreihen miteinander zusammen-
fallen sollen.

Gehen wir von dem allgemeinen Fall aus, daB in der Geraden g
zwei projektive Punktreihen durch drei beliebige Paare entsprechender
Punkte 4,A; B, B; C,T gegeben sind, so erhalten wir ihre Doppel-
punkte, wie in der projektiven Geometrie gelehrt wird, durch folgende
Konstruktion (Abb. 40): Wir zeichnen irgendeinen Kreis ¥, ziehen
aus einem beliebigen Punkte © auf ihm nach den gegebenen Punkten
Strahlen und ermitteln ihre Schnittpunkte 4’, A’, B,B’, ¢/, I’ mit f.
Dann liegen die drei Schnittpunkte der Geradenpaare 4'B’ und B'A’,
A'T"und C'A’, B’ und C'B’ in einer Geraden g; trifft diese den Kreis ¥
in B’ und L', so bestimmen die Strahlen £ R’ und DL’ auf g die Doppel-
punkte B und £ der Punktreihen.

Wenn es sich nun um projektive Punktreihen von der besonderen
Beschaffenheit der Reihen entsprechender Kriimmungsmittelpunkte
handelt, so fallen die Punkte P und £ miteinander zusammen, die
Gerade ¢ wird also zu einer Tangente des Kreises f. Dann diirfen aber
statt der drei wurspriinglich gegebenen Punktpaare nur noch deren
zwel, etwa 4, A und B, B, willkiirlich angenommen werden. Auf diesen

1 Vgl. auch den letzten Absatz des Art. 21,
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Sonderfall bezieht sich Abb. 41. Hier gehen aus dem Schnittpunkte 11
der Verbindungslinien 4”B’ und B’'A’ an den Kreis ¥ zwei Tangenten
T, und g,, die unter Umsténden auch imaginir sein kénnten, und ihren
Beriihrungspunkten §,’ und B, entsprechen auf g die Pollagen %, und §,;
der Pol ist also durch die beiden Paare entsprechender
Krimmungsmittelpunkte nur zweideutig bestimmt.

Die Punkte $," und B,” sind jetzt die Doppelpunkte einer auf t
liegenden Involution, die durch die Paare 4', B’ und B’, A’ definiert
ist; wir koénnen sie daher auch mit Hilfe der Polare 1 des Punktes 11
in bezug auf f ermitteln, und dabei ist u die Verbindungslinie der Schnitt-
punkte von 4'B’ mit A’B’ und von 4’A’ mit B'B’.

Abb. 41,

Fiir die Punkte ; und <B,, die unsere Aufgabe losen, gilt also
schlieBlich der Satz: Die beiden Pole, die zu zwei Paaren ent-
sprechender Krimmungsmittelpunkte 4, A und B,B ge-
horen, sind die Doppelpunkte der durch die Paare 4,B und
B, A bestimmten Involution. Sie sind demnach reell, wenn diese
Paare einander nicht trennen, und sie liegen zu jedem Paar harmonischl,

*36. Diese Zweideutigkeit der Pollage tritt besonders anschaulich
hervor, wenn wir die Strecken AB, A4, A Bund B B der Abb. 41 als die
Seiten eines Gelenkvierecks auffassen, das in eine einzige Gerade zu-
sammengeklappt werden kann, weil die Summen von je zwei auf-
einanderfolgenden Seiten, nimlich AB4+ BB und AB-}+ AA,
einander gleich sind. Betrachten wir das Glied AB als fest, so entsteht
ein sogenanntes durchschlagendes Kurbelgetriebe2 Dieses ist
in den Abb. 42 und 43 fiir zwei verschiedene Koppellagen 4’8’ und
A""B" gezeichnet, die sich in der Nihe der Durchschlagslage 4 B
befinden; bei der ersten schneiden sich die Verlingerungen der Arme
A A’ und BB’ im Pole ', bei der zweiten kreuzen sich die Lagen A4"”
und B B” und bestimmen so den Pol R”. Diese Polbestimmung versagt

1 Aronhold: vgl. die Anmerkung zu Anfang des Art. 21.
2 Niheres im 5. Kapitel, Art. 77, Fall 2 und Art. 81.
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aber fiir die Durchschlagslage 4 B, und hier liefert die in Abb. 41 aus-
gefiihrte Konstruktion die beiden Pole B; — in der Nihe von R’ —

und P, — in der Nihe von R’ — entsprechend den beiden Fillen,
1
_*
A’,,,y::,,:::’::’”
o
A B i 7,
Abb. 42

daB das Kurbelgetriebe als ein offenes oder iiberschlagenes Viereck
in seine Durchschlagslage gelangt. Die Polkurve =, die in bezug auf
AB symmetrisch ist, schneidet diese
Gerade in R, und $,.
P ” \\‘ Analoge Betrachtungen gelten fiir
o—5 4 ein durchschlagendes Kurbelgetriebe,
A Ab: . B4 % bei dem die Summen der gegen-
T iberliegenden Seiten, AB und 4 B,
A4 und BB, einander gleich sind (Abb. 44). Auch hier ergeben sich

fiir die Durchschlagslage der Koppel zwei stets reelle Pole, weil die
Paare 4,B und B, A sich

B

'S 2 A4 B A 4 5 B wiederum nicht trennen.
Abb. 44. Abb. 45. Auf den Fall sich
trennender Paare — mit

imagindren Doppelpunkten — bezieht sich Abb. 45. Hier ist

AB=AA + AB -+ BB, aber das aus diesen Gliedern gebildete
Kurbelgetriebe 148t sich iiberhaupt nicht bewegen.

Beziehungen zwischen den Paaren entsprechender
Kriimmungsmittelpunkte innerhalb der ganzen
bewegten Ebene. Der Wendekreis und der
Riickkehrkreis der Systemlage.

37. Um fiir die ganze Ebene die Paare entsprechender Kriimmungs-
mittelpunkte festzulegen, haben wir in Abb. 46 auBer dem Pol P noch
die gemeinschaftliche Normale n der beiden Polkurven und auf ihr
den Systempunkt W, dem der unendlich ferne Punkt von 1t als Xriim-
mungsmittelpunkt entsprechen soll, beliebig angenommen. Nach Art.21
Gleichung (3) gilt fiir jedes Paar entsprechender Kriimmungsmittel-
punkte 4, A auf der Geraden 1 die Gleichung

1 1 1
m*—‘ﬁzg, (13)
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und hieraus ergibt sich fiir den Punkt W
1 1
BW v’
also ist b = [ W.

Machen wir auf 1 die Strecke LY = —b, so sind W und ¥ die
Gegenpunkte der auf n liegenden Reihen entsprechender Kriimmungs-
mittelpunkte (Art. 32). Wir bezeichnen im folgenden als positive und
negative Polkurvennormale (4-1) die beiden Halbstrahlen, in die n
durch den Punkt P zerlegt wird, so da +1n den Punkt W, —n den
Punkt Y enthilt.

Lassen wir den Punkt 4 auf +n von P bis W wandern, so durch-
lauft der zugehérige Kriimmungsmittelpunkt A von ‘B ausgehend
den ganzen Halbstrahl 4-1; dabei entspricht

dem Werte SBA:—; nach Gleichung (13) der

Wert RA =10, d. h. dem Mittelpunkt von L W
der Punkt W als Krimmungsmittelpunkt, und

allgemein dem Werte A = 72— der Wert A
mithin ist PA immer groBer als PA.

n-—1"’
Bewegt sich der Punkt A von W aus auf 41
bis ins Unendliche weiter, so gelangt A auf dem
Halbstrahl —n aus dem Unendlichen kommend
bis ¥, insbesondere erhalten wir fiir f4 = 2d
den Wert A= —2b, also zwei Punkte, die
in bezug auf P symmetrisch liegen. Durchlduft Abb. 46.
schliefilich der Punkt 4 den Halbstrahl —n
aus dem Unendlichen bis B, so legt A in derselben Richtung die
Strecke ¥  zuriick, und es entsprechen einander die Werte 4 = —D

und PA=— ; : iiberhaupt liegt A jetzt immer zwischen 4 und . —

Hieraus ergibt sich weiter, daB jeder Punkt der Geraden 1, von P und
W abgesehen, sich augenblicklich in einer Stelle seiner Bahn befindet,
in der sie dem Punkte W ihre konkave Seite zuwendet.

38. Wir ziehen jetzt durch % eine beliebige Gerade g und bezeichnen
mit ¢ den Winkel, den sie mit der gemeinsamen Tangente t der beiden
Polkurven einschlieBt. Verstehen wir unter A und A wieder irgendein
Paar entsprechender Kriimmungsmittelpunkte auf der Geraden n.
unter C und I bzw. die FuBpunkte der von ihnen anf g gefillten Lote,

. c Br . .
so ist PA = Eﬂisiip und PA = sing’ die Gleichung (13) kann also in
der Form geschrieben werden

(o ains =

\
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und demnach sind C und I ebenfalls ein Paar entsprechender Kriim-
mungsmittelpunkte, denn ihre Koordinaten geniigen der Gleichung (3)
des Art.2l1. Kennt man daher auf der Polkurvennormale n
die beiden Reihen entsprechender Kriimmungsmittelpunkte,
so erhdlt man sie auf jeder andern durch den Pol gehenden
Geraden durch senkrechte Projektion jener Punktreihen
auf die betreffende Gerade.

Die Bahnkurve des Punktes C ist deshalb an der betrachteten
Stelle konkav gegen die Projektion des Punktes W.

Wiederholt man die vorige Konstruktion fiir verschiedene Pol-
strahlen, so liegen die FuBlpunkte aller von A und A gefillten Lote auf
zwei Kreisen iiber den Durchmessern 4 und RA. Den Punkten
eines Kreises, der die Polkurventangente im Pol beriihrt,
entsprechen also Krimmungsmittelpunkte auf einem eben-
solchen Kreise.

39. Fillen wir von W und ¥ auf die Gerade g die Lote W C,, und ¥T .,
so sind €, und [, die Gegenpunkte der auf g liegenden Reihen ent-
sprechender Kriimmungsmittelpunkte, und die Kreise w und v, die
bzw. die Strecken LW und PY¥ als Durchmesser haben, bilden den
geometrischen Ort dieser Gegenpunkte fiir alle durch ¥ gehenden
Geraden. Daraus ergibt sich der wichtige Satz: Bewegt sich das
System § irgendwie in der Ebene X, so liegen alle System-
punkte,die momentan eine Bahnstelle mit unendlich groBem
Krimmungsradius, im allgemeinen also einen Wendepunkt
ihrer Bahn durchschreiten, auf einem Kreise w, und alle
Punkte der Ebene X, die bei der umgekehrten Bewegung
solche Bahnstellen erzeugen,liegenauf einem Kreise . Diese
Kreise haben gleichen . Durchmesser und berithren die Pol-
kurventangente beiderseits im Pol. Wir bezeichnen w als den
Wendekreis der Systemlage und @ als den Wendekreis fiir die
umgekehrte Bewegung.

Die Bahntangenten aller Punkte des Kreises w gehen durch den
Punkt W, und bei der umgekehrten Bewegung treffen sich die Bahn-
tangenten aller Punkte des Kreises 1/ im Punkte ¥. Die Punkte W und ¥
heiflen die Wendepole der urspriinglichen und der umgekehrten
Bewegung.

40. Der vorige Satz 1aBt sich im Hinblick auf Art. 32 noch in fol-
gender Weise erweitern: Die Kriimmungsmittelpunkte aller
Systemkurven, " die momentan eine Hillbahnstelle mit
unendlich groflem Krimmungsradius erzeugen, liegen auf
dem Wendekreis w, und die Kriimmungsmittelpunkte aller
Hillbahnkurven, deren Systemkurven im augenblicklichen
Gleitpunkt einen unendlich groB8en Krimmungsradius
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haben, liegen auf dem Wendekreise ¥ fiir die umgekehrte
Bewegung.

Zu den Systemkurven, die in ihrem Gleitpunkt einen unendlich
groBen Kriimmungsradius besitzen, gehéren nun auch alle Geraden der
bewegten Ebene S. Bei der Geraden ! der Abb. 47 liegt ihr Gleitpunkt G
auf dem Lote, das aus dem momentanen Pol P auf I gefillt wird, und
nach dem letzten Satze trifft dieses Lot den Kreis ¥ im Kriimmungs-
mittelpunkt A der zugehorigen Hiillbahnkurve 2. Geht aber die System-
gerade, wie in unserer Abbildung die Gerade m, insbesondere durch den
Punkt V¥, so fallt ihr Gleitpunkt und auch der Kriitmmungsmittelpunlkt
ihrer Hiillbahnkurve ¢ mit dem zweiten Schnittpunkt H von m und
zusammen. Dann hat also die Kurve ¢ im Punkte H den Kriimmungs-
radius Null, d.h. im allgemeinen einen Riickkehr-
punkt mit m als Tangente. Wir erhalten somit den
Satz: Die Krimmungsmittelpunkte aller Hiill-
bahnkurven, die von den Geraden des beweg-
ten Systems erzeugt werden, liegen auf dem
Kreise . Insbesondere erzeugen alle System-
geraden, die durch den Punkt¥ gehen, im
allgemeinen einen Ritckkehrpunktihrer Hiill-
bahnkurve, und alle so entstehenden Riick- ADb. 47.
kehrpunkte befinden sich auf dem Kreise /. Wegen dieser
Eigenschaft bezeichnet man den Kreis ¥ auch als den Riickkehr-
kreis und den Punkt ¥ als den Riickkehrpol der Systemlage®.

41. Der Satz vom Wendekreis ergibt sich auch sofort aus der
Gleichung (3) des Art. 21, die den Ausgangspunkt unserer Unter-
suchungen iber die Kriimmung der Bahnen gebildet hat. Fordern
wir ndmlich, daf dem Punkte (r, ¢) ein unendlich ferner Kriimmungs-
mittelpunkt entsprechen soll, so erhalten wir aus jener Gleichung fiir
¢ = o die Bedingung

1.1

T Slng] = *%*
oder

r ="Dsing; (14)
das ist aber die Gleichung des Wendekreises w in Polarkoordinaten.
Ebenso folgt aus (3) fiir » = o0

RPN |
po— é, ngp____F
oder
o= —Dsing, (15)

also die Gleichung des Riickkehrkreises .

1 Nach ae la Hire, der 1706 den Satz vom Wendekreis w gefunden hat,
nannte Burmester die Kreise w und u gemeinsam die de la Hireschen
Kreise.

Miiller, Kinematik. 3
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Jetzt erkennen wir auch die geometrische Bedeutung der in Glei-
chung (3) des Art. 21 vorkommenden Konstanten b, die bereits kine-
matisch durch die Formel (4) erkldrt wurde. Sie bezeichnet n#émlich
den Durchmesser des Wendekreises der betrachteten Systemlage.

42. Der Wendekreis fiir spezielle Fille der ebenen Be-
wegung. L. Bei der in Art. 19 behandelten elliptischen Bewegung
fallt der Wendekreis in jeder Systemlage mit dem beweglichen Pol-
kreise p zusammen; denn jeder Punkt von p bewegt sich auf einem
Durchmesser des festen Polkreises 7, befindet sich also immer in einer
Bahnstelle mit unendlich grofem Kriimmungsradius. Dasselbe folgt
iibrigens auch aus der Gleichung (13) des Art. 37, wenn wir das auf n
liegende Paar entsprechender Krimmungsmittelpunkte 4, A durch die
Mittelpunkte M und M von p und 7 ersetzen, also aus

1 1 1
$U BV T D
Jetzt ist PM = 2 - PM, mithin b = LM, der Wendepol fillt also
bestindig mit dem Mittelpunkte M des festen Kreises zusammen.

II. Bei der in Abb. 8 dargestellten konchoidischen Bewegung
liegt der Punkt A4, der die Gerade & beschreibt, auf dem Wendekreis w
und der Punkt K, der von der Geraden % umbiillt wird, auf dem Riick-
kehrkreis 1. Verldngern wir also die Strecke K§ iiber {§ hinaus um
sich selbst bis C, so geht w auch durch C, und die Parallele durch C zu k&
schneidet « im Wendepol W.

43. Kennt man den Pol fund den Wendepol W der System-
lage,sokann man zu jedem Systempunkt C den Krimmungs-
mittelpunkt [ seiner Bahnkurve sehr ein-
fachkonstruieren (Abb.48). Nach derin Art. 27
entwickelten Vorschrift hat man nimlich den Win-
kel, den B W mit der Polkurventangente t bildet,
in B an PO anzutragen; d. h. man errichtet in P
zu PO ein Lot. Schneidet O W dieses Lot in 9,
so trifft die Verbindungslinie von  mit dem zu
W gehorigen, unendlich fernen Kriimmungsmittel-
punkt, also die Parallele durch § zun, den Pol-
strahl 8C in T. Der Pol P und der Wende-

Abb. 48. pol W bilden demmnach ein Aquivalent fir
drei unendlich benachbarte Systemlagen.

Umgekehrt findet man durch dieselben Hilfslinien aus
B,t und einem Paar C,l entsprechender Krimmungsmittel-
punkte den Wendepol W. Ist auBerdem die Geschwindigkeit CC,
des Punktes C' gegeben, so erhilt man die augenblickliche Roll-
geschwindigkeit u des Systems nach Art. 21 Gleichung (4) durch.
die Formel 1t = dw, in der & die momentane Winkelgeschwindigkeit
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bedeutet, u ist also gleich der Geschwindigkeit des System-
punktes W. Macht man daher APWW,~ A BCC,, so ergibt
sich u nach GroBe und Richtung gleich WW,.

Man kann aber die Rollgeschwindigkeit u auch ohne Be-
nutzung des Wendepols W aus Pundt, sowie aus dem Punkt-
paar C,T und der Geschwindigkeit CC, unmittelbar kon-
struieren (Abb.49). Schreibt man nimlich die Gleichung (3) des
Art. 21 in der Form

J*_}_)Sin )
wC —gr)MP=

. grPCw _ Pr-CC
UWSM@=gr—gc = or -

Zieht man nun $U' L PC bis zur Geraden 'C,,
so verhdlt sich

so folgt

pw__ Bl
ccy,  Cr’
mithin ist u sing = $U’; man findet demnach auf t Abb. 49.

die Strecke PUl=u mittels W N[ CIL.

44, Konstruktion des Wendekreises aus zwei Paaren ent-
sprechender Krimmungsmittelpunkte 4,A und B,B, die
nicht in derselben Geraden liegen (Wendekreis fiir die Koppel-
lage A B des durch die vier gegebenen Punkte bestimmten Kurbel-
getriebes, Abb.50). Wir ermitteln auf den Geraden AA und BB,
die sich im Pol P treffen, nach Art. 33
bzw. die Punkte 4, und B,,, denen ein un-
endlich ferner Krimmungsmittelpunkt ent-
spricht; dann geht der Wendekreis w durch
B, A, und B,. Verlegen wir den Punkt §,
der in Abb. 37 beliebig angenommen wurde,

der Einfachheit wegen in den Schnittpunkt N \\\\\

von A B und AB, so liefern die frither be- AN ANy
nutzten Hilfslinien — ndmlich PJ|AB bis \\\\\ AN
AB und die Parallele durch & zu B9 — \\L ////’;?/
gleichzeitig 4, und B,. Die in diesen Punk- 5,

ten zu 4 A und BB errichteten Lote schnei- Abb. 50.

den sich im Wendepol W.

45. Nicht jeder Punkt des Wendekreises beschreibt einen Wende-
punkt seiner Bahnkurve. So befindet sich der Punkt P, der mit dem
Pole B der Systemlage S momentan zusammenfillt, wie wir bereits
wissen, in einem Riickkehrpunkte seiner Bahn, also im allgemeinen

1 Vgl. W. Hartmann, ein neues Verfahren zur Aufsuchung des Kriim-
mungskreises, Z. VDI 1893, S. 95.
g%
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nicht in einer Bahnstelle mit unendlich grofiem Kriimmungsradius.
Definieren wir aber den Wendekreis w» — wie es der Entstehung eines
Wendepunktes entspricht — als den Ort aller Punkte 4, die in den drei
unendlich benachbarten Lagen 4, A’, A"’ auf je einer Geraden bleiben,
so gilt diese Erklarung auch fir den Punkt P, weil seine Lage P’ mit P
identisch ist, und sie gilt auch noch fiir den zu P unendlich benach-
barten Punkt @ der beweglichen Polkurve p und des Wendekreises w,
da die Lagen @’ und Q" sich mit dem Pole £ der Systemlage S’ decken.
Durch den Punkt ¢ geht aber auch der Kreis w, der Systemlage S,
der in der Systemlage &’ zum Wendekreise wird, denn w, ist der Ort
aller Punkte B, die in den Lagen B’, B’’, B"" sich auf je einer Geraden
befinden. Die Kreise w und w, schneiden sich nun aufier im Punkte ¢
— der beim Grenziibergang mit P zusammenfillt — noch in einem
zweiten reellen Punkte U. Von diesem miissen die Lagen U, U’, U"”
und ebenso U’, U, U’ je einer Geraden angehéren, und da U’ und U”’
nicht — wie die Punkte @' und @'’ — miteinander zusammenfallen, so
folgt, daB die vier Punkte U, U’, U’', U’ in einer und derselben Ge-
raden liegen. Wir erhalten somit den Satz: Auf dem Wendekreise w
gibt es — im allgemeinen — einen Punkt U, der momentan
eine Bahnstelle mit vierpunktig beriihrender Tangente
durchliuft. Dieser Punkt beschreibt also statt eines Wende-
punktes einen Undulations- oder Flachpunkt seiner Bahn.
Wir bezeichnen ihn als den Ballschen Punkt der Systemlage?.

46. In Abb. 51 ist eine Reihe diskreter Systemlagen 8, §’, 8/, S8"”". ..
durch die entsprechenden Lagen einer Strecke 4 B gegeben; der Ein-
fachheit wegen haben wir als Bahnen der Punkte 4 und B zwei Kreise
mit den Mittelpunkten A und B gewdhlt, so daBl die Bewegung der
Ebene S durch das Kurbelgetriecbe A BBA hervorgebracht werden
kann. Fir die Anfangslage S ist der Wendekreis w nach Art. 44 kon-
struiert worden, ebenso die Kreise w, , w,, wy . . ., die zu Wendekreisen
werden, wenn die Strecke 4B in die Lagen A’B’,A"B", A""B'"...
gelangt. Die Einhiillende der Kreise w, w,, w,, w, . .. besteht aus zwei
Teilen von wesentlich verschiedener Bedeutung: Der eine von ihnen
ist die bewegliche Polkurve p; ihre Beriihrungspunkte P, Py, P,, P, . ..
mit jenen Kreisen fallen in den Systemlagen S, 8,8, 8. .. bzw. mit
den Polen B, B, By, By ... zusammen und beschreiben dann jedes-
mal einen Riickkehrpunkt ihrer Bahn — der andere ist der Ort u der
Ballschen Punkte U,U,,U,, U, ..., deren Bahnkurven bzw. in
U,0,U0],U... einen Undulationspunkt habenZ

1 Auf diesen Punkt hat Ball 1871 aufmerksam gemacht, Notes on ap-
plied mechanics, Proceedings of the R. Irish Acad. Ser. 1I, Bd. I, S. 243.

¢ Eine genaue Konstruktion der B allschen Punkte kann hier noch nicht
angegeben werden, da sie die Untersuchung der Bewegung widhrend vier
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F7
Abb. 51a. w

unendlich naher Systemlagen erfordert; vorliufig mége es geniigen, da wir
die Punkte nur angenihert als die Berithrungspunkte der Kreise w, w;, w,...
mit der Kurve u ermitteln. Naheres siehe Art. *54.
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DerKreis w wird von jedemder ihm benachbartenKreise w, , w,, w,. ..,
z. B. von w,, in zwei Punkten £ und F geschnitten, von denen £ nahe
an p und ¥ in der Néhe von u liegt!. Die Bahnkurven dieser Punkte
haben zwei dicht aufeinanderfolgende Wendepunkte in £ und E’”,
bzw. in ¥ und ¥, und zwar liegt der kleine Bogen EE"’ innerhalb des
spitzen Winkels, der Bogen FF"’ innerhalb des stumpfen Winkels, den
die Wendetangenten jedesmal einschlieBen (Abb. 51a). Je niher
der Kreis w,; an w heranriickt, desto mehr nédhern sich diese Winkel
den Grenzen O und 180° und so entsteht schliefllich aus den Wende-
punkten £ und £’ der Riick-
kehrpunkt P und aus den
Wendepunkten F und £’ der
Undulationspunkt U .

Die Systempunkte, die in
der Nihe der Kurve » in dem
von Wendekreisen freien Teil
der Ebene Sliegen, beschreiben
statt eines Riickkehrpunktes
eine kleine Schleife.

*47. Verwandtschaft
zwischenden Punktender
bewegten EbeneSundden
entsprechenden Kriim-
mungsmittelpunkten in der festen Ebene X. Durch die Glei-
chung (3) des Art. 21 — oder durch die daraus abgeleitete Bobillier-
sche Konstruktion — wird jedem Punkte 4 von § ein Punkt A von X,
nimlich der Kritmmungsmittelpunkt der augenblicklich durchlaufenen
Bahnstelle, als entsprechend zugeordnet. Eine Ausnahme macht nur
der momentane Pol P, dem nach Art. 34 bei der urspriinglichen wie
bei der umgekehrten Bewegung jeder Punkt der Polkurventangente t
entspricht.

Um die so definierte Verwandtschaft zwischen den Ebenen S und T
noch eingehender zu untersuchen, als es in Art. 37 bis 39 bereits ge-
schehen ist, denken wir uns in Abb. 52 drei unendlich benachbarte
Systemlagen durch den Pol §, die Polkurventangente t und ein Paar
entsprechender Kriimmungsmittelpunkte 4, A gegeben und ziehen in
der Ebene S, etwa durch 4, eine beliebige Gerade g, die aber nicht durch
B geht. Zu den Punkten A’,A”... von g ermitteln wir nach der
Bobillierschen Konstruktion die entsprechenden Kriimmungsmittel-

Abb. 52.

! Der Deutlichkeit wegen haben wir statt des Kreises w,, der unmittelbar
auf w folgt, den Kreis w, gewahlt, weil sonst die Tangenten in den beiden Wende-
punkten der Bahnkurve des Punktes ¥ — wund dasselbe gilt vom PunkteF —
in unserer Abbildung kaum zu unterscheiden wiren.
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punkte A’,A”. .., indem wir den Winkel At in P an die Polstrahlen
PA’, BA". .. entgegengesetzt antragen. Schneiden die so erhaltenen
Strahlen die Gerade ¢ bzw. in &', 9"..., so bestimmen die Geraden
A9, AD"... auf BA’, PA" ... bzw. die Punkte A’, A”... Dann ist
das Strahlenbiischel (4’4" . . .) gleich dem Biischel B (9’9" ..), und
dieses ist perspektiv dem Biischel A(9'9". ..); die Biischel (4’4" .. )
und A(H'9H"...) sind also projektiv und erzeugen als Ort der Punkte
A’, A" ... einen Kegelschnitt ¢, der durch  und A geht. Da ferner
dem Strahlt des ersten Biischels der Strahl AR des zweiten entspricht,
so beriihrt y die Gerade t in P. — Weil zu jedem Punkt des Wende-
kreises w ein unendlich ferner Kriimmungsmittelpunkt gehért, so ist
y eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel, je nachdem die Gerade g den
Kreis w schneidet, nicht schneidet oder beriihrt.

Einer anderen nicht durch ‘B gehenden Geraden g* entspricht als
Ort der zugeordneten Kriimmungsmittelpunkte ein Kegelschnitt y*,
der ebenfalls t in § beriihrt. Schneidet g* die Gerade g in A4, so enthilt
»* den entsprechenden Punkt A. Die Kegelschnitte y und y* beriihren
sich auflerdem in P, sie kénnen sich aber in keinem weiteren Punkte
schneiden, weil sonst die Geraden g und ¢* auch den entsprechenden
Punkt von S miteinander gemein héitten. Daraus schliefen wir, dafl
y und y* in P drei zusammenfallende Punkte gemein haben.

Ersetzen wir g* durch die unendlich ferne Gerade der Ebene S, so
tritt an die Stelle des Kegelschnittes y* nach Art. 39 der Riickkehr-
kreis v/, und hieraus ergibt sich endlich der Satz: Allen Geraden
des Systems S, die nicht durch den Pol  gehen, entsprechen
Kegelschnitte, die vom Riickkehrkreis ¥ im Punkte R drei-
punktig beriihrt werden. — Umgekehrt entsprechen den
nicht durch $ gehenden Geraden des Systems I Kegel-
schnitte in S, die den Wendekreis w in § zum Kriimmungs-
kreis haben.

Geht die Gerade ¢ durch B, so zerfillt der Kegelschnitt y in die
Geraden ¢ und t.

Aus diesen Darlegungen folgt weiter: Die beiden Systeme §
und X der Paare entsprechender Krimmungsmittelpunkte
stehen in einer quadratischen Verwandtschaft.

Bezeichnen wir mit % eine Kurve ' Ordnung von S, die den Punkt B
nicht enthilt, mit » die entsprechende Kurve von X und bedeutet 4
eine nicht durch P gehende Gerade von X, ! den entsprechenden
Kegelschnitt von S, von dem wir wissen, daB er in § vom Wendekreis w
dreipunktig berithrt wird, so haben k und ! miteinander 2n — reelle
oder konjugiert imaginire — Punkte gemein, und diesen entsprechen
in ¥ ebenso viele Schnittpunkte von » mit 1; die Kurve » ist also von
der Ordnung 2n. Geht aber die Kurve k durch den Punkt % oder be-
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rithrt sie in ithm die Gerade t oder hat sie gar in P den Kriitmmungs-
kreis w, so vermindert sich die Ordnung von % bzw. um 1, 2 oder 3,
weil dem Punkte P fiir sich allein 1-, 2- oder 3 mal die Gerade t entspricht.

*Die Kreispunktkurve und der Ballsche Punkt
der Systemlage. Die Kriimmungsmittelpunkte
der Polkurven.

*48, In Art. 45 gelangten wir zu dem Satze, daB es in jeder System-
lage im allgemeinen einen Punkt U gibt, der augenblicklich eine Bahn-
stelle mit vierpunktig berithrender Tangente beschreibt; wir nannten
ihn den Ballschen Punkt der Systemlage. Aber wir haben bisher nur
die Existenz eines solchen Punktes bewiesen, ohne zu zeigen, wie wir
ihn ermitteln konnen, wenn die Momentanbewegung des Systems fiir
die erforderliche Anzahl unendlich benachbarter Lagen irgendwie
gegeben ist. Um diese Liicke auszufiillen, gehen wir von der allge-
meineren Aufgabe aus, die Systempunkte zu bestimmen, deren
Bahnkurven an der eben betrachteten Stelle einen vier-
punktig bertithrenden Krimmungskreis besitzen. Es ist klar,
dafl der Ballsche Punkt mit zu diesen Punkten gehort, nur ist bei
ihm der Krimmungsradius aulerdem noch unendlich gro8.

Wir bezeichnen, wie zu Beginn dieses Kapitels, mit S die Anfangs-
lage des Systems, aus der es durch eine unendlich kleine Drehung d9
um den Pol B in die Lage 8§’ gelangt, mit 4 und 4’ die entsprechenden
Lagen eines Systempunktes und mit £ den Pol von &’ und der folgenden
unendlich benachbarten Lage S”. Der Schnittpunkt A der Geraden
BA und D A" wird beim Grenziibergang zum Kriimmungsmittelpunkt
der Bahnkurve &« des Punktes 4, und die Gerade L liefert die Pol-
kurventangente t (Abb.53). Setzen wir wieder PO =d3, BA =r,
BA=yp, L ARt = ¢, so folgt aus der Gleichung (1)
des Art. 21

rdgsing
= d3zsing — rdd’
mithin ist der Kriimmungsradius der Kurve « in 4

- ; — rzd.‘)v -
= T d8sing —rd$’

Abb. 53 Der Einfachheit halber wollen wir im folgenden die
Bogenlinge 8 der Polkurve 7 als unabhingige Ver-

anderliche betrachten, was immer zulissig ist, da wir den singulédren
Fall d3= 0 von vornherein ausgeschlossen hatten; wir nehmen also
an, die Pole B, 1, R . . . je zweier unendlich benachbarten Systemlagen
folgen auf 7 in gleichen Abstinden aufeinander. Dann ist der Dre-
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hungswinkel 4 des Systems eine Funktion von 3; gebrauchen wir fiir
_‘;g noch die Abkiirzung -9, so verwandelt sich die letzte Gleichung in

r3y

U= g =0 (16)
Wihrend das System sich bewegt, sind auch die Koordinaten 7, ¢ des
Systempunktes 4, die sich immer auf den jeweiligen Pol und die zu-
gehorige Polkurventangente beziehen, Funktionen von 8. Befindet
sich nun der Punkt 4 momentan in einer Bahnstelle mit vierpunktig
berithrendem Krimmungskreis, so bleibt der Kriimmungsradius t un-
verandert, wenn 4 in die unendlich benachbarte ILage A’ kommt,
wenn also 3 um d3 zunimmt. Fir alle Systempunkte mit vierpunktig
beriihrendem Kriimmungskreis ist demnach

dr
=

Differenzieren wir nun die Gleichung (16) nach 3 und setzen wieder
dr _ o dy__ o 4v_d*9
ds = " as TV a8 T ds
punkte die Bedingung

= 9", so ergibt sich fiir solche System-

(sing —r9)2rr' ¢ 4 r29") —r29 (p'cosp — 1’ P —r3") =0

oder _
2r' Y'sing 4 r9''sing —rr' 92— r 3 ¢’ cosp = 0. (17)

Hier miissen noch " und ¢’ ermittelt werden: In Abb. 53 bedeutet
r -+ dr den Radiusvektor .4’ des Punktes 4’, also ist

dr=0A4A"— P4 =04"—BA’
oder, wenn wir auf der Geraden 0.4’ die Strecke A" = A’} machen,
dr= QA —UAA'= —UD.

Da aber im Dreieck BOUA der Winkel bei % beim Grenziibergang ein
rechter und der Winkel bei £ gleich ¢ ist, so folgt

dr = —dscosg,
also
r'=—cosg. (18)

Ferner ist ¢ + dp der Winkel, den der Radiusvektor £4" mit dem
Element QR der Polkurve: s bildet. - Bezeichnen wir-den Winkel $.4'%
mit d¢ und den Kontingenzwinkel der Kurve =, den das Element TR
mit der Verlingerung von B bildet, mit dz, so ist auch der Winkel
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® Ot von unendlich kleinen GréBen hoherer Ordnung abgesehen gleich
dz, und dann ergibt sich aus dem Dreieck P04’

(9 +dg)+dv=dt+ (g —d?)
oder
dp=dt—dI —dr.

In demselben Dreieck ist nach dem Sinussatze

do— d3sin ¢
r

mithin wird
dp= E?Lj”?f’i — (9 +dr)..

Der Winkel 7, den die Tangente im Endpunkte des Bogens 8 der Kurve 7
mit der Tangente des Anfangspunktes einschliefit, ist ebenfalls eine

Funktion von 3; bezeichnen wir also %mit 7', so kénnen wir die letzte

Gleichung auch in der Form schreiben
rg =sing—r (3 + 7). (19)

Mit Riicksicht auf (18) und (19) verwandelt sich (17) endlich in die
folgende Gleichung

r[9 (29 +7') cosgp+ ¥ sing] — 3§ sing cosp= 0. (20)

In jeder Systemlage erfiillen also die Punkte, die momen-
tan eine Bahnstelle mit vierpunktig berihrendem Kriim-
mungskreise durchschreiten, eine gewisse Kurve, die durch
die Gleichung (20) dargestellt wird; wir bezeichnen sie im folgenden
mit & und nennen sie mit Burmester die Kreispunktkurve der
Systemlage. '
*49, Eigenschaften der Kreispunktkurve. Setzen wir zur
Abkiirzung
3
oy v = ! (21)
und
39

so lautet die Gleichung der Kurve k in rechtwinkligen Koordinaten
fir P als Anfangspunkt und t als z-Achse

(2 + gD (mz 4 ly) —Imzy=0. (23)
Die Kreispunktkurve ist also von der dritten Ordnung; sie
hat den Pol B zum Doppelpunkt mit der Tangente t und der
Normale 1 der Polkurven als Tangenten.
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Die Kurve ist das Erzeugnis zweier projektiven Kreis-
biischel

2+ yt—ly=0 (24)
and

2+ yt—ux=0, (26)

deren Parameter A und u durch die Gleichung verbunden sind
A “
Tta.=1 (26)

Dies ergibt sich sofort, wenn wir 1 und g zwischen den drei letzten
Gleichungen eliminieren.

Hieraus folgt eine einfache Konstruktion der Kurve k aus
ihrem Doppelpunkte ¥, den Geradentund n und den Strecken
Jundm (Abb. 54). Machen
wir néamlich auf n die
Strecke P& = ! und auf
t die Strecke M = m
und féillen von irgendeinem
Punkte der Geraden &I
auf 1 und t zwei Lote bzw.
mit den FuBpunkten % und
A’, so sind PY und PA’
die Durchmesser 4 und g
eines Paares entsprechen-
der Kreise der durch die
Gleichungen (24) und (25)
dargestellten Biischel. Der
FuBlpunkt 4 des von ‘B
auf YY" gefillten Lotes

liegt demnach auf beiden \
Kreisen und folglich auf Abb. 54.
der Kurve k.

Die Punktreihen % . . . und %’. .., die durch senkrechte Projektion
der Punkte von 9% auf 1t und t erhalten werden, sind einander &hnlich.
Dabei fallen die Punkte €’ und 9, die den Punkten £ und 2)32' in der
andern Reihe entsprechen, mit dem Punkte P zusammen. Dem Kreise
des ersten Biischels, der P zum Durchmesser hat, entspricht also im
zweiten Biischel der Kreis um §§ vom Radius Null; er hat demnach
mit der Kurve & statt eines Punktpaares §§, 4 nur den Punkt P gemein
und ist deshalb der Kriimmungskreis der Kurve in ihrem Doppel-
punkte . Dasselbe gilt von dem Kreise des zweiten Biischels mit dem
Durchmesser §M'. — Wir wollen die beiden Kriimmungskreise der
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Kurve k£ in P nach ihren Durchmessern immer kurz mit (I) und (m)
bezeichnen.

In den Gleichungen (21) und (22) bedeutet 9’ den reziproken Wert
des Durchmessers d des Wendekreises der Systemlage. Durch $,t
und ? ist nach Art. 43 die Momentanbewegung des Systems fiir drei
unendlich benachbarte Lagen gegeben. Kennt man auBlerdem die
Strecken I und m, so bestimmen die eben genannten Gleichungen die
Groflen " und 9", durch die eine vierte Systemlage definiert wird.
Der Pol P, die Polkurventangente t, der Durchmesser D des
Wendekreises und die Durchmesser  und m der Krimmungs-
kreise der Kreispunktkurve in 8 bilden also ein Aquivalent
fir vier unendlich nahe Systemlagen.

Die Mittelpunkte $ und & von B L und P I entsprechen einander
in den ahnlichen Punktreihen % ... und A’... Darum geht die
Kurve kauch durch den Fullpunkt ¥ des Lotes von f auf H9’.

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der Punktreihen
A...und A’. .. umbhiillen eine Parabel, die nn in Q und t in IR’ beriihrt.
Die Kurve k ist also die Fulpunktkurve dieser Parabel fiir
8 als Lotpunkt.

*50. Da die einander entsprechenden Kreise der durch die Glei-
chungen (24) und (25) dargestellten Biischel sich nicht nur in B und
einem zweiten reellen Punkte schneiden, sondern auflerdem die ima-
giniren Kreispunkte miteinander gemein haben, so enthilt die Kurve %
auch diese Punkte, sie ist also eine zirkulare Kurve dritter Ordnung.

Dasselbe ergibt sich auch sofort aus Gleichung (23). Setzt man hier

y—n=1(x—8),

WO | = ]/— 1 ist, so erhélt man fiir die Schnittpunkte der Geraden,
die den Punkt (&, 7)) mit einem der imaginéren Kreispunkte verbindet,
eine Gleichung zweiten Grades in z; dabei lautet der Faktor von 2

2(m&—1In)+ 321 4+ 2my —Im).

Dicser verschwindet, wenn

und zugleich
1§+ my = %’i
ist, d. h. fiir
_ I'm . Im?
S TEEnT R A T

Das sind aber die Koordinaten des vorher mit F bezeichneten Punktes
der Kurve k, also des FuBpunktes des von P auf 9§’ gefillten
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Lotes. In dem rechtwinkligen Dreieck 9’ ist némlich die Hohe

PF = ——:lgi— : verstehen wir also unter ¢ und e’ die Absténde des
V 2+ m?

Punktes F von t und 1, so verhilt sich

e’ PF = PY': PH: HY’

mithin ist e=1 und ¢'=§&.

Die Verbindungslinien des Punktes F mit den imaginiren Kreis-
punkten berithren also die Kurve k in diesen Punkten, d.h. F ist
das Fokalzentrum der Kurve. Die Kurve k& ist demnach eine
zirkulare Kurve. dritter .Ordnung von der besonderen Beschaffenheit,
daB ihr Fokalzentrum auf der Kurve selbst liegt, also eine Fokal-
kurve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte in .

Aus Gleichung (23) ergibt sich, daBl die Gerade

mx+ ly=0,

die wir mit f bezeichnen wollen, zur reellen Asymptote der Kurve k
parallel ist. Ferner hat die Gerade RF die Gleichung

s _§_1

y 7 m
oder

mx—Ily=0.

Die Gerade f liegt also symmetrisch zu $BF in bezug auf t.
Sie heiBt die Fokalachse der Kurve k.

Die Kurve kist das Erzeugnis eines Biischels von Kreisen,
die sich in P berithren und deren Mittelpunkte auf der
Fokalachse f liegen, und eines ihm projektiven Strahlen-
biischels, dessen Strahlen aus dem Fokalzentrum F durch
die Mittelpunkte der entsprechenden Kreise gehen. Be-
deutet nimlich ¢ einen beliebigen Faktor, so sind x = dl, y=—om
die Koordinaten irgendeines Punktes O von f. Dann lautet die Glei-
chung des Kreises um O, der durch P geht,

z2 4+ y2—20(lz—my) = 0,
und die Gleichung der Geraden FO ist
Imme—1y) + 20 [(12+ m?) (mz+ ly) — 2m? =0,

denn ihr geniigen die Koordinaten sowohl von F' als auch von ©. Aus
den beiden letzten Gleichungen ergibt sich aber durch Elimination
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von 2¢ die Gleichung (23) der Kurve k. — Der soeben bewiesene Satz
liefert die Konstruktion der Kurve k aus §, F und f.

Um noch die reelle Asymptote der Kurve k zu ermitteln, betrachten
wir zunichst irgendeine durch den beliebigen Punkt (z,, ¥,) gehende
Gerade ¢, die zur Fokalachse f parallel ist; sie hat die Gleichung

m(x—=z)+ Uy — y,) = 0.

Fiir die im Endlichen liegenden Schnittpunkte von g mit % ergibt sich
aus Gleichung (23)

(22 + yA)(ma; + ly,) — Imzy = 0.

Ziehen wir nun die Gerade g insbesondere durch den Punkt G, der zu
F in bezug auf P symmetrisch liegt, und verstehen wir unter &, n, wieder

die Koordinaten von F, so ist =z, = —§& und gy, = —mn, also
. 2,12

maz;, + ly, = —lzl—_*_mﬁ, und dann verwandelt sich die vorige Glei-

chung in

Im(z?+ y3) + (24 mB)2xy=0
oder

(z+my)mz~+ ly) =0.

Von den drei Schnittpunkten der Geraden ¢ mit k liegt also jetzt der
eine auf der Geraden lx 4+ my= 0, d. h. auf der Parallelen durch
zu @I, und die beiden andern fallen mit dem reellen unendlich fernen
Punkte von k¥ zusammen. Die durch G gelegte Parallele zu f ist mithin
die reelle Asymptote von k. Die Fokalachse f halbiert demnach
den Abstand zwischen dem Fokalzentrum F und der reellen
Asymptote.

*bl. Wir fragen weiter nach dem Ort der Krimmungsmittel-
punkte der Bahnstellen, die von den Punkten der Kreis-
punktkurve % momentan durchlaufen werden, das ist also
die Kurve », die in der guadratischen Verwandtschaft der Systeme
S und £ der Kurve k entspricht (Art. *47). Wenn sich nun der Punkt 4
von § in vier unendlich benachbarten Lagen auf einem Kreise um den
Mittelpunkt A befindet, so beschreibt der Punkt A des Systems X in
der Ebene S gleichzeitig eine Bahnstelle mit vierpunktig beriihrendem
Kriimmungskreise um A; die Kurve % ist daher die Kreispunkt-
kurve der umgekehrten Bewegung. Da sich die Ebene £ gegen S
um denselben Winkel, aber in entgegengesetztem Sinne dreht, wie
S gegen I, so erhalten wir die Gleichung der Kurve x aus der Gleichung
(20) der Kurve k£, wenn wir ¢ durch — d-9 ersetzen; auBerdem tritt
an die Stelle des Winkels dv der Kontingenzwinkel der Polkurve p
in P. Das Element P von p fillt aber nach einer Drehung um ‘B
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durch den Winkel d9 mit dem Element L von 7 zusammen, und
dieses bildet mit der Verlingerung des vorhergehenden Elements,

das 7 und p augenblicklich miteinander gemein r
haben, den Winkel dv, mithin ist der Kontingenz- . &
winkel von p in P gleich d3 + dt (Abb. 55), « _Pn
Vertauschen wir demnach in (20) die GréBen 97, p ar
9’ und 7’ bzw. mit —9’, — 9’ und $'+ 7’ und ADb. 55.

schreiben noch ¢ fiir », so ergibt sich als Gleichung der Kurve x
o[¥(z'—§') cosgp + I"'sing] — 3% sing cosg = 0. (27)

Die Kurve « ist demnach ebenfalls eine Fokalkurve dritter
Ordnung mit einem Doppelpunkte in P und t und n als Tan-
genten.

Bedienen wir uns wieder der schon frither benutzten Bezeichnung

39
o = (22)

und setzen wir aulerdem
3

e =k (28)
so folgt aus dem iiber die Kurve k bereits Gesagten, daBl m und I/, die
Durchmesser der Kriimmungskreise der Kurve » in 3 sind; der erste
dieser Kreise ist auch der Kriimmungskreis (m) von k. Bedeutet ¥,
den Schnittpunkt von 1 mit dem Kriimmungskreise (I,) und verstehen
wir wie vorher unter & den Schnittpunkt von 1 mit dem Kreise (I), unter
W den Wendepol der Systemlage, so folgt aus den Gleichungen (21)
und (28) die Beziehung

1 ’
_.l:.zg

Nll—‘

oder

1 1

die Kriimmungskreise (/) und (I,) der Kurven ¥ und » entsprechen
also einander in der quadratischen Verwandtschaft der Systeme S und X
— wie in Abb. 46 die Kreise mit den Durchmessern .4 und BA.

*52. In Abb. 56 sind vier unendlich benachbarte Systemlagen
durch den Pol 8, den Wendepol W und die Durchmesserendpunkte
€ und M der Kriimmungskreise (I) und (m) der Kurve % gegeben. Aus
Q und M ist das Fokalzentrum F und die Fokalachse f von & und
hieraus die Kurve % selbst in bekannter Weise konstruiert worden.
Gleichzeitig ist auch die Kurve x bestimmt. Aus Gleichung (29) folgt

1
B



48 Die Kriimmungsmittelpunkte der Bahnen.

niamlich — ebenso wie in Art. 33 die Formel (12) —
LP2= g8, - LW,

Ziehen wir daher durch W und P in beliebiger Richtung, z. B. senk-
recht zu 1, zwei Parallelen, die eine durch & beliebig gelegte Gerade
bzw. in 3 und 8, schneiden, so liegt £, auf der Parallelen durch 3,
zu PJ. Dann ist das
Fokalzentrum E von
der Mittelpunkt des
von  auf &, M’ gefall-
ten Lotes, und die zu-
gehorige Fokalachse ¢
liegt symmetrisch zu
PE in bezug auf B IN'.

*53. Da drei unend-
lich benachbarte Sy-
stemlagen ganz allge-
mein durch zwei Paare
entsprechender Kriim-
mungsmittelpunkte 4 ,
A und B, B definiert
sind,so konnen wir vier
solcher Lagen auch da-
durch bestimmen, da
wir auBerdem noch
die Krimmungsmittel-
punkte A; und B, der
Evoluten der Bahnkur-
ven vorschreiben, die
vonden Punkten 4 und

Abb. 56. Bdurchlaufen werden;

dabei sind AA; und

BB, bzw. senkrecht auf AA und BB. Dann entsteht die Aufgabe, die

Bestimmungsstiicke der Kreispunktkurven % und # aus diesen Daten
zu ermitteln?t.

Wesentlich einfacher gestaltet sich aber die Losung, wenn wir uns
hier auf den Fall beschrinken, dal jeder der Punkte 4 und B momentan
eine Bahnstelle mit vierpunktig beriihrendem Krimmungskreise be-
schreibt, also selbst der Kurve ¥ angehort — eine Annahme, die z. B.

1 Vgl. R.Miiller: Uber die Krimmung der Bahnevoluten bei starren ebenen
Systemen, Zeitschr. f. Math. u. Phys., 36. Jahrg. (1891) 8.193, und Konstruktion
der Kriimmungsmittelpunkte der Hiillbahnevoluten bei starren ebenen Systemen,
daselbst S. 257.
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beim Kurbelgetriebe zutrifft (Abb.57)1. Nach Art. 44 ergibt sich zuerst
der Wendepol W mit den Geraden n und t. Ermitteln wir jetzt die
Schnittpunkte %, U und B, B’ der in 4 und B auf PA und P B er-
richteten Lote bzw. mit 1 und t und hierauf die Eckpunkte %", 8"’
der durch o, B, A
und B, R, B be-
stimmten Rechtecke,
so trifft die Ver-
bindungslinie %"’'8"
die Geraden 1 und t
bzw. in den Punk-
ten £ und W, die
zur Bestimmung von
k und x nach dem
Vorhergehenden aus-
reichen.

*54. Der Ballsche Punkt U, der momentan eine Bahnstelle mit
vierpunktig beriihrender Tangente beschreibt, gehért sowohl der
Kreispunktkurve t als auch dem Wendekreise w der Systemlage an;
seine Koordinaten 7, ¢, geniigen also der Gleichung (20) von £ und
der Gleichung des Wendekreises

79— sing = 0,
die sich aus der Gleichung (16) des Art. *48 fiir t — oo ergibt — oder
auch aus der Gleichung (14) des Art. 4]l wegen d = ‘;}l,- . Setzen wir

in (20) r= gig:,; , so folgt fiir den Punkt U

Pr— 9
By = — -
oder nach Gleichung (22) und (28) (Art. *51)
m
g, =—q - (30)
Nun ist
mx +ly=0

nach Art. *50 die Gleichung der Fokalachse der Kreispunktkurve k;
fir die Kreispunktkurve » der umgekehrten Bewegung lautet also
die entsprechende Gleichung

mx + l,y=0.

Der Ballsche Punkt U liegt demnach auf der Fokalachse ¢
der Kurve x; er ist der FuBpunkt des vom Wendepol W auf & ge-

1 Die Daten der Abb. 57 und 58 sind dieselben wie in Abb. 50.
Miiller, Kinematik. 4
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fallten Lotes (Abb. 56). Dieses Ergebnis ist geometrisch selbstver-
standlich, denn dem Systempunkt U entspricht als Krimmungsmittel-
punkt seiner Bahn der reelle unendlich ferne Punkt von x, seine Bahn-
normale ist also die Gerade ¢. — Von den fiinf ibrigen Schnittpunkten
von k und w fallen drei mit ® und zwei mit den imaginiren Kreis-
punkten zusammen.

Ist die Bewegung des Systems in Abb. 58 fir vier unendlich be-
nachbarte Lagen wieder durch zwei Punkte 4 und B der Kreispunkt-
kurve ¥ und die entsprechenden Krimmungsmittelpunkte A und B —

oder in ihrem ganzen Verlauf durch das Gelenkviereck A BBA —
gegeben und sind W,n und t bereits in bekannter Weise gefunden,
8o erhalten wir den Punkt U am einfachsten, indem wir die Fokalachse ¢
direkt, d. h. unabhingig von der Kurve £k, konstruieren. Zu dem
Zwecke ziehen wir durch die Schnittpunkte von n und t mit den in
A und B zu PA und BB errichteten Loten Parallelen zu t und n. Die
Verbindungslinie der dem Punkte B gegeniiberliegenden Kcken der
so entstchenden Rechtecke trifft die Geraden n und { in den friiher
mit &, und IN" bezeichneten Punkten der Kriimmungskreise (I,) und (m)
der Kurve x. Dann liegt ¢ in bezug auf t symmetrisch zu dem Lote
von P auf £, M, und WU ist senkrecht auf ¢

1 Eine andere Losung derselben Aufgabe befindet sich bei R. Miiller:
Beitrage zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, Z. Math. Phys. 42 (1897) S. 257.



Die Kreispunktkurve und der Ballsche Punkt der Systemlage. 51

*5b. Die Krimmungsmittelpunkte der Polkurven. Be-
zeichnen wir die Krimmungsmittelpunkte der Polkurven z und p im
Punkte P wie frither mit M und M, so ist, da die Kontingenzwinkel
beider Kurven in P bzw. gleich dz und d & 4 dr sind,

pM= 98 _ 1

dt T
43 1
M= ar =wyv
Aus den Gleichungen (21) und (28) folgt aber
1

und

1204w
I 3
und
1 7%
e I, 3
mithin ist . ; .
Tt =Y = gm
und * *

2 1 b1
Machen wir demnach in Abb. 59 auf der Polkurven-
normale 1 R =—PL und PR, = —PL,, so wird

2 1 1

B8, = PR T IM
2 1 1
3¢ = g, T Rr
Der Krimmungsmittelpunkt M ist also der vierte harmo-
nische Punktzu 3,8, und N, und Y istder vierte harmonische
Punkt zu P, & und N,. Die Punkte M und M sind folglich durch
den Pol P und die Durchmesserendpunkte £ und &, der Kriimmungs-
kreise (I) und (I,) der Kreispunktkurven ¥ und », oder, was auf das-
selbe hinauskommt, durch ‘B, den Wendepol W und den Punkt &
gegeben. — Da

und

Abb. 59.

I S S S
PR, PR T P P,
ist, so entsprechen die Punkte 9, und N einander in der durch P und W

bestimmten quadratischen Verwandtschaft, ebenso wie £ und £,
und wie M und M1

1 Die in Burmesters Kinematik auf S. 106 mitgeteilte Konstruktion
der Kriimmungsmittelpunkte der Polkurven aus zwei Paaren entsprechender
Kriimmungsmittelpunkte, die in andrer Weise zuerst von Griibler abgeleitet
wurde, gilt selbstverstindlich nur — was aber beide Autoren nicht erwihnen
— fiir den Fall, daB es sich um Systempunkte mit vierpunktig beriihrenden
Kriimmungskreisen handelt.

4*
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*Der Pol als Systempunkt.

*56. Die in Art. 21 abgeleiteten Formeln fir die Kriimmungs-
mittelpunkte der Bahnen galten nicht fiir die Bahnkurve des System-
punktes P, der mit dem Pole ¢ augenblicklich zusammenfdllt. Um
auch fir den Punkt P den zugehérigen Krimmungsmittelpunkt
zu bestimmen, wollen wir annehmen, das System gelange aus seiner
Anfangslage S in die aufeinanderfolgenden Lagen §', 8, S"'. ..
infolge unendlich kleiner Drehungen um die Pole B, 0, R ... bzw.
durch die Winkel 49, d-3 4 d2 %, d9 - 2d29 + d39 ... Dabei diirfen
wir die Elemente B, OR ... der Polkurve 7 wieder als gleich lang,
namlich gleich d8 voraussetzen. Bei der ersten Drehung bleibt der
Punkt P fest, und durch die folgenden kommt
er nach P, P""’. .. (Abb. 60). Dann fallt der
Schnittpunkt IR der Halbierungslinien der Winkel
ROP" und PR P’ beim Grenziibergang mit
dem Kriimmungsmittelpunkteder Bahnkurvedes
Punktes P an der Stelle B zusammen. Bezeich-
nen wir den Kontingenzwinkel der Kurve 7 in B
wie frither mit d 7, also den entsprechenden Winkel bei & mit dz + d2z,
so ist L POP' =dI+d2% und L. P"RP"=d9 + 2d29 + d3 9,
mithin :

Abb. 60.

L QRP'=1(dY+ d29F + dz + d%z)
und

L REM=dr + diz + & (dI + d%9),

folglich unter Vernachlissigung einer unendlich kleinen GréBe dritter
Ordnung 2 QMR =1} (dI+d29+dr+ d27z)+ 4 (dF+2d29)— 2L ROM
=1(d9%+ 2d29 — dv —d?7). Demnach ergibt sich aus dem Dreieck
QRM
. sinRQM . 48+ 2d7 4 d70 4 2d%
R = Q- qmm — 5 q9 — dot2di - P
d.h. #M = 0, wenn nicht d-¢ = dr ist. Die Strecke RIMN verwandelt
sich aber beim Grenziibergang in den Kriimmungsradius der Bahnkurve
des Punktes P in 9, wir erhalten daher den Satz: Der mit dem
Pole P zusammenfallende Systempunkt beschreibt im all-
gemeinen einen Riickkehrpunkt seiner Bahn vom Kriim-
mungsradius Null. — Die zugehorige Bahntangente steht senkrecht
auf der Tangente t der Polkurven in ‘B (Art. 15).
*57. Ausnahmefille. I. Fir 4.9 = dr wird der Krimmungsradius

3dsd% 3¢
2479 — d2t ~— 29" — 1"’
er ist demnach im allgemeinen endlich und nicht gleich Null. Dieser
Fall ereignet sich bekanntlich niemals bei einer gewthnlichen Spitze,

M =
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bei der die beiden Zweige der Bahnkurve auf verschiedenen Seiten
der Tangente liegen, wohl aber bei einer Schnabelspitze, wenn also die
beiden Kurvenzweige sich auf derselben Seite der Tangente befinden.
Dann sind nach Art. *55 die Kriimmungsradien der Polkurven 7 und p

PM = —(), und M = 29, , mithin ist PM = 2 - R M. Ist also der

Krimmungsradius der festen Polkurve in B doppelt so groB
wie der der beweglichen, so beschreibt der Systempunkt P
im allgemeinen eine Schnabelspitze von endlichem, nicht
verschwindendem Kriimmungsradius. Der zugehérige Kriim-
mungsmittelpunkt M liegt auf der Polkurventangente t. — Jetzt wird der
Wendekreis zum Kriimmungskreise der Kreispunktkurve £ in §, der
Ballsche Punkt fillt also mit dem Punkte P zusammen, und die Kreis-
punktkurve » der umgekehrten Bewegung zerfillt in die Gerade tund den

Kriimmungskreis (m). — Wie wir nur beiliufig erwihnen wollen, tritt
dieser Sonderfall beim Kurbelgetriebe 2
fiir solche Koppellagen ein, bei denen A ip\
die Verbindungslinie des Pols mit dem £9 ﬁ A
Schnittpunkte der Koppel und des festen

Gliedes auf diesem Glied senkrecht steht!. AA B A B

Wenn ferner bei einem Kurbelgetriebe  app. 67. Abb. 62.

der Arm A4 auf die Koppel 4 B oder in

deren Verlingerung fillt, so befindet sich der Koppelendpunkt B auf
seinem Bahnkreise 4 in einem Umkehrpunkte und die Koppel in
einer Totlage? (Abb. 61 und 62). Dann fillt der Pol § mit B zu-
sammen, er beschreibt also als Systempunkt gewissermafBlen auch
einen Schnabel mit endlichem Krimmungsradius BB.

II. Ist wieder d3 = dz, aber aulerdem 2d2.9 = d2¢, so wird
RIN = oo, und der Systempunkt P erzeugt einen Riickkehr-
punkt mit unendlich groBem Kriimmungsradius. Dieser Fall
ereignet sich z. B. bei der in Art. 19 behandelten elliptischen Be-
wegung, die durch das Rollen eines Kreises in einem doppelt so grofien
Kreise entsteht; dann sind namlich d23 und d27 = 0. Hier beschreibt
der Punkt P hin- und hergehend einen Durchmesser des festen Kreises
und befindet sich, wenn er zum Pol wird, gerade im Endpunkte dieser
Strecke.

Wie zu Anfang dieses Kapitels bereits hervorgehoben wurde, haben
wir bei der Untersuchung der Momentanbewegung des Systems in der
Hauptsache nur den gewohnlich vorliegenden Fall behandelt, dall der
Pol sich im Endlichen befindet, und haben weiter vorausgesetzt, dal

1 R. Miiller: Beitrige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks, Z. Math.
Phys. 42 (1897) S. 269.
z Vgl. Art. 78.
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weder d3 noch d.3 gleich Null ist. Damit ist z. B. der Fall ausgeschlossen
worden, daB die Polkurven einander im augenblicklichen Pol in h&herer
als in der ersten Ordnung berithren. Eine allgemeine Untersuchung aller
iiberhaupt moglichen Falle wiirde hier viel zu weit fithren; wir verweisen
in dieser Beziehung auf die grundlegende Arbeit von R.Mehmke: Uber
die Bewegung eines starren ebenen Systems inseiner Ebene,
Z. Math. Phys. 35 (1890) 8.1 und 65.

Drittes Kapitel.

Von den gegenseitigzen Bewegungen mehrerer
ebenen Systeme.

58. In der festen Ebene, die wir jetzt nicht mehr mit ¥, sondern
mit 8, bezeichnen wollen, bewege sich die Ebene S, und in dieser die
Ebene S;. Das System S, drehe sich momentan gegen S; um den Pol $§,,
im Zeitelement d¢ durch den unendlich kleinen Winkel d4,,, und gleich-
zeitig drehe sich S; gegen S, um den Pol R,; durch den Winkel d-9,.
Dann sind wy, = d—dg—:i und @y, = %3 die Winkelgeschwindigkeiten
der beiden Drehungen — dagegen wiirde w;, die Winkelgeschwindig-
keit der umgekehrten Bewegung von S; gegen S, bedeuten, ware also
gleich — w,;. Nunmehr entsteht die Aufgabe, fir die resultierende
Bewegung, die das System §; gegen S, ausfiihrt, aus PB,,, Ros,
wy und wg, den Pol P, und die Winkelgeschwindigkeit gy
zu bestimmen.

Ein beliebiger Punkt 4; von S; bewegt sich momentan gegen S,
in einer Richtung, die auf dem Polstrahl A4,%,, senkrecht steht, und
der Punkt von S,, der augenblicklich mit A, zusammenfallt, bewegt
sich gegen S, senkrecht zu 4,%,,. FErsetzen wir jedoch 4, durch den
Punkt $,; von 8;, der sich gegen S, momentan in Ruhe befindet, so
bewegt sich dieser Punkt gegen S,, gleichgiiltig, ob wir ihn zu S; oder
zu 8§, rechnen, jedesmal in derselben Richtung; die Lote, die in B,,
zu Py By und zu PyyB,, errichtet werden, missen also miteinander
zusammenfallen. Daraus folgt aber, daf3 die Strecken Py, B3 und By, Ry,
eine einzige Gerade bilden, und wir erhalten somit den Satz: Die
drei momentanen Pole dreier ebenen Systeme liegen stets
in einer Geraden.

59. In den Abb.63aund 63b lassen wir die feste Ebene S, wie immer
mit der Ebene der Zeichnung zusammenfallen. Auf ihr liegt die
Ebene S,, die mit S; wihrend des Zeitelements d¢ im Pole ‘B,, — ge-
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wissermaBen durch eine Achse, die auf §; senkrecht steht — drehbar
verbunden ist, und zu oberst die Ebene S,. In dieser denken wir uns
den Punkt markiert, dessen Anfangslage sich mit $B,, deckt; ebenso
markieren wir in §; die Anfangslage des

Punktes P,,, in dem S, und S; momentan ? .
zusammengeschlossen sind. Die der Ebene S,

angehdorende Strecke %;, By; wollen wir kurz

mit g, bezeichnen und die mit ihr sich

deckenden Strecken von S; und §; bzw. %,

mit g, und g,. Durch die Drehung d-$,

um 9PB,, kommen ¢, und g; vereinigt in die % )

Lage 9P,,%},; die weitere Drehung d33 41, 63a.
um P, bringt g, in die Lage P!, B),, und

diese bildet mit §;,%B,; den Winkel d3;;, um den sich
das System §; im Ganzen gedreht hat. Der Schnitt- L
punkt der genannten Geraden fillt beim Grenziibergang  apb.esb.
mit dem Pole ,; zusammen. Dann ergibt sich aus dem

Dreieck B, B., B,5, wenn die Drehungen d-3,, und d-9,, wie in Abb.63a,
in gleichem Sinne erfolgen,

d‘931 = d1921+ d332’

und wenn diese Drehungen wie in Abb. 63b entgegengesetzten Sinn
haben,
d9s = dFy —d Iy,

Dividieren wir auf beiden Seiten dieser Gleichungen durch dt, so folgt
gy = Wy =+ Wy,

in Worten: Bewegt sich das System S; in S, und dieses in 8},
so ist die momentane Winkelgeschwindigkeit von §, gegen §,
gleich der algebraischen Summe der Winkelgeschwindig-
keiten von §, gegen S; und von §, gegen S,.

60. Da der Punkt P3,; bei der Bewegung von S; gegen S; momentan
in Ruhe bleibt, so miissen die Geschwindigkeiten, die ihm durch die
Drehungen um $,, und PB,, erteilt werden und deren absoluter Wert
jedesmal das Produkt aus dem Polabstand und der Winkelgeschwindig-
keit ist, einander aufheben. Es ist also

%12 %1; Wy = — Py Py * Vg
oder
BioPis — _ Y

Bas SB; @2

Der Pol der resultierenden Bewegung teilt demnach die
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Verbindungsstrecke der beiden Pole %P, und P,3 im um-
gekehrten Verhiltnis der Winkelgeschwindigkeiten, die
diesen Polen entsprechen, und zwar innerhalb, wenn beide
Winkelgeschwindigkeiten dasselbe Vorzeichen haben.

61. In Abb. 64 sind wieder die Pole 3,, und %B,; gegeben, auBerdem
von einem beliebigen Punkte 4; des Systems S; die Geschwindigkeit
A, A!, mit der er sich augenblicklich in der Ebene
8, bewegt (die relative Geschwindigkeit von A;,
senkrecht zu P, A;), sowie die Geschwindig-
keit A;A4; des mit A, momentan zusammen-
fallenden Punktes der Ebene S, in bezug auf die
Ebene 8, (die Fiithrungsgeschwindigkeit von
A,, senkrecht zu 3,,4;). Dann ist die resultie-
rende Geschwindigkeit des Punktes 45, die er in
bezug auf die Ebene 8 besitzt, die Diagonale 4,4, des aus den Strecken
4,4 und 4; A gebildeten Parallelogramms (Art.8). Dasin A, zu 434,
errichtete Lot schneidet also die Gerade B, , By, im resultierenden Pol B,
und die resultierende Winkelgeschwindigkeit w,, ist die trigonometrische
Tangente des Winkels 4,%,,4, (Art. 9).

Statt der Geschwindigkeiten A, 4! und 4,4, kénnte man sich
zur Ermittelung des Pols %,; auch der entsprechenden gedrehten
Geschwindigkeiten bedienen, die auf den Polstrahlen ,, 4, und By, 4,
liegen (Art.9). Abb. 65 zeigt die Ausfithrung dieser Konstruktion.
Hier ist fiir die drei momentan zusammenfallenden Punkte 4,, 4,, 4,
der Ebenen 8, , S,, S, die gemeinsame Bezeichnung 4 benutzt worden,
und AAY bedeutet die gedrehte Geschwindigkeit des Punktes A, in

av bezug auf S§;, ist also gleich der Strecke A;A4;
» der Abb. 64. — Macht man noch auf dem Pol-
strahl B, A die Strecke A4;? = —A4AY, so ist

A A} die gedrehte Geschwindigkeit des Punktes 4,

in bezug auf die Ebene §,. Durch Wiederholung

dieser Konstruktion auf den iibrigen Polstrahlen er-

hélt man schliellich zu jedem der Punkte 4,, 4,, 45
%, T, . 3, Zwei gedrehte Geschwindigkeiten in bezug auf die
' beiden Ebenen, denen er nicht angehort, und davon
ist jede die resultierende aus den beiden benach-
barten Geschwindigkeiten. Aus einer von ihnen ergeben sich die finf
andern, wenn die drei Pole bekannt sind, durch blofles Parallelziehen
zu den drei Polstrahlen.

Schneidet, A" A3’ die Gerade PyoPBy5 in Py 4, 50 ist Poy Py ,, die
gedrehte Geschwindigkeit des den Ebenen S, und §; gemeinsamen
Punktes P,5 in bezug auf S;; denn die Endpunkte der gedrehten Ge-
schwindigkeiten der in S, liegenden Geraden 4,%P,; — wie auch der

Abb. 64.

Abb. 65.
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mit ihr sich deckenden Geraden A4,%,, der Ebene S; — liegen bekannt-
lich in einer Parallelen zu dieser Geraden.

62. Bei dem in Abb. 66 dargestellten Gelenkviereck reprisentieren
die Seiten §,,S,,8;, 8, vier ebene Systeme, und die Eckpunkte sind
die Pole Py5, Bis, Psys Baa. Der Pol P, ist der Schnittpunkt der
Seiten S, und §;, weil er nach dem Satze in Art. 58 sowohl mit ,,
und B,, als auch mit Py; und B,,
in je einer Geraden liegen muB.
Dasselbe ergibt sich selbstver-
stdndlich auch daraus, daB die
Normalen der Kreise, die von den
Punkten §,, und P,, der Seite S,
in der Ebene des Gliedes S; be-
schrieben werden, durch den Pol
B4 gehen. — Ebenso treffen sich ) X Ty
die Geraden P,P; und Pp, By ~ P 7
- Abb. 86.

im Pole PB,,.

In Abb. 67 sind die Systeme S,, §;, 8, durch die Dreiecke P, Py C,
By By D und Py Py, B ersetzt worden. Kennen wir dann die Ge-
schwindigkeit CC, des Punktes (' in bezug auf S;, die auf %, senk-
recht steht, so erhalten wir nach Art. 9 aus der gedrehten Ge-
schwindigkeit CC, die entsprechenden Geschwindigkeiten der Punkte
PBoy» Psy, D und E in
bezug auf das Glied S,
mittels

CoPos o[ C PBoys
S'1324 ,0 S'B(M,b H 5‘324%34’
PBsa, 0Dyl PaaDs
PBosg, o Bl Bru B
und
%34,:;En” Pau B
dann liegt E, auf P, E.
Wir konnen aber auch die Geschwindigkeit eines Punktes des Gliedes
8,, z. B. von C, in bezug auf S; bestimmen. Denn das System S
dreht sich in §; um den Punkt $,, und §, dreht sich in §; um $,;,
ferner ist P,, der Pol der resultierenden Bewegung von &, in bezug
auf S;. Demnach ist die gedrehte Geschwindigkeit von C in bezug
auf 8, die nach P,; gerichtete Diagonale CCy eines Parallelogramms
mit der Seite CC,, dessen zweite von C ausgehende Seite auf der
Geraden R,;C liegt. Wir ziehen also C,C, | B;3C bis zur Geraden PBp;C'.
63. Polbestimmung bei einem sechsgliedrigen Gelenk-
mechanismus (Abb. 68). Wir gehen aus von einem beliebigen Gelenk-




58 Von den gegenseitigen Bewegungen mehrerer ebenen Systeme.

viereck, dessen Glieder wir mit 1,2, 3, 4 bezeichnen. Die einander
benachbarten Glieder 1 und 4 sind als Dreiecke ausgebildet, deren
Spitzen durch ein Gelenk 56 drehbar verbunden sind. Da jedes der
sechs Glieder sich in bezug auf jedes andre in ganz bestimmter Weise
bewegt, so daB jeder Punkt dabei eine gewisse Kurve beschreibt, so
" , gibt es in der darge-
AR 4& stellten Lage des Me-
|
|

chanismus 2 é5 = 15

Pole; wir nennen sie
kurz

12138 14 15 16
2 2 25 26
34 35 36
5 48
o

Abb. 68,

Davon sind die sieben
einfach unterstrichenen Punkte als Gelenkpunkte unmittelbar gegeben.
Die vier doppelt unterstrichenen ergeben sich aus dem Satze, dafl die
drei momentanen Pole dreier Systeme stets in einer Geraden liegen.
Hiernach ist in nicht mifzuverstehender, kurzer Bezeichnungsweise

13=12,23 x 14, 34

15= 14,45 x 16, 56

24=12,14 x 23,34

46 = 14,16 x 45, 56.
Aus diesen elf Punkten finden wir die noch fehlenden vier nach folgender
Vorschrift

25 =12,15 X 24, 45

26 =12,16 x 24, 46

35=13,15 x 34,45

36 =13,16 x 34, 46.
Durch jeden der fiinfzehn Pole gehen schlieBlich vier Geraden, die
wir erhalten, indem wir zu jeder der beiden Ziffern, die den betreffenden
Punkt bezeichnen, der Reihe nach die vier andern Ziffern hinzusetzen ;
so gehen z. B. durch den Pol 12 die vier Geraden 13,23; 14, 24; 15, 25;

16,26. Auf diese Weise entstehen 153' 4
jede drei Pole enthalt.

= 20 Geraden, von denen
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Die Kenntnis dieser Polkonfiguration gestattet fur die betrachtete
Lage des Mechanismus die Ermittelung des momentanen Geschwindig-
keitszustandes, sobald fiir einen Punkt eines Gliedes die Geschwindig-
keit in bezug auf irgendein andres Glied bekannt ist.

Viertes Kapitel.

Die zyklischen Kurven und die Verzahnung
der Stirnrider.

Entstehung und Einteilung der zyklischen Kurven.

64. Wir kehren zuriick zu der Bewegung eines einzelnen ebenen
Systems § in einer festen Ebene X und behandeln den besonderen
Fall, daB die Polkurven Kreise sind. Die Bahnen, die bei dieser
speziellen Bewegung die Punkte der Ebene §
beschreiben, werden als zyklische Kurven
bezeichnet.

In den Abb.69a und 69 b rollt der Kreis p,
der den Mittelpunkt M hat, auf dem Kreise
vom Mittelpunkt M; in der ersten Abbildung
liegt p aullerhalb, in der zweiten innerhalb 7.
Der Beriihrungspunkt R beider Kreise ist
der Pol der dargestellten Systemlage. Be-
deutet £ irgendeinen anderen Punkt von 7,
so erhalten wir den Punkt ¢ von p, der beim
Rollen dieses Kreises mit £ zusammenfillt, Abb. 69 a.
indem wir den Bogen 8@ von p gleich
dem Bogen PL von = machen, und
dann verhalten sich die Zentriwinkel
RBMQ und BML umgekehrt wie die
Radien M B und M. Anstatt aber den
Kreis p durch Rollen in die Lage zu
bringen, in dererz in £ beriihrt, kénnen
wir ithn auch um M durch den Winkel
Q M B drehen, so daB @ nach B gelangt,
und ihm dann noch in Verbindung mit Abb. 69b.
der Zentrale MM eine Drehung um M
durch den Winkel ML, erteilen. In Abb. 69a sind diese Drehungen
gleichen Sinnes, in Abb. 69b sind sie entgegengesetzt. Ersetzen wir
jetzt die Strecke MM durch ein ebenes System S,, das wir zwischen
> und 8 einschalten, und schreiben wir wie im vorigen Kapitel an
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Stelle von £ und S bzw. §; und S;, so haben wir drei ibereinander-
liegende Systeme 8,, S,, S,, von denen .S, in M mit S, und in M mit S,
drehbar verbunden ist. Wahrend dann der Kreis p des Systems S,
auf dem Kreise = von S, rollt, drehen sich die Systeme S; und S, in

der Weise, daf3 das Verhiltnis der kaelgeschwmdlgkelten——1mmer
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M?é ist. Daraus folgt aber umgekehrt:
Dreht sich das System §; im System S, um den Punkt M und
das System S, im System S, um den Punkt M und ist das Ver-
hiltnis der Winkelgeschwindigkeiten w; und w, dieser
Drehungen konstant, so kann die Bewegung des Systems S,
gegen §; auch erzeugt werden durch das Rollen eines in §;
liegenden Kreises p vom Mittelpunkt M auf einem in §; be-
findlichen Kreise 7= vom Mittelpunkt M; ihr Beriithrungs-
punkt P teilt die Strecke MM im umgekehrten Verhéaltnis
jener Winkelgeschwindigkeiten, so dafl also

M% Wyp
M‘B Wy

gleich dem Verhéaltnis der Radien

ist, und zwar liegt der Punkt S innerhalb MM, wenn die
beiden Drehungen in demselben Sinne erfolgen. Hierbei
beschreibt jeder Punkt von §; in' 8, eine zyklische Kurve.
65. In Abb. 70 sind wieder zwei Kreise » und 7 gegeben und in der
Ebene S; von p irgendein Punkt A. Rollt p auf 7, so beschreibt A
_——-—._ in der Ebene S, von = eine zyklische Kurve .
non 2 ™ Dieselbe Kurve entsteht auch, wenn das aus den
Stiben MM oder S, und M A oder S; gebildete
Gelenk sich um den Punkt M in der Ebene S,
dreht, so daf die Winkelgeschwindigkeiten wg, und
wy, sich umgekehrt wie die Radien von pund 7 ver-
halten. Durch Einfiigen der Stibe MM’ = M A
und M'4d = M M, die wir auch kurz mit S2' und

\K Sa’ bezeichnen wollen, erhalten wir das Gelenk-
S - parallelogramm MM AM', das die Bewegung
N . der Stibe §, und 8; jedenfalls nicht hindert.
Dann ist die Winkelgeschwindigkeit von &;
gegen S, w = w31 , also nach Art. 59 = wsy + wyy,
und die kaelgeschwmdlgkelt von S, gegen S, 0, = W == — (g,
oy — waz Mﬁ,B — M

folghcl;ﬂ sl;st das Verhéltnis s = omtog — . “MELHE MM
=— A’ also ebenfalls eine Konstante. Die Bahnkurve o« des
Punktes A kann demnach auch durch das Gelenk MM'A erzeugt
werden, dessen Stabe sich um die Punkte M und M’ drehen, wobei

Abb. 70.
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das Verhiltnis ihrer Winkelgeschwindigkeiten wiederum konstant ist.
Dann entsteht aber die Kurve « nach dem vorhergehenden Satze
auch durch das Rollen eines dem System ., angehérenden
Kreises p’ vom Mittelpunkt M’ auf einem in S, liegenden
Kreise ' um den Punkt M. Der Berihrungspunkt Q' der beiden

Kreise teilt die Zentrale M M’ aullen im Verhiltnis ;2,5[; ; er ist also

der Schnittpunkt von MM’ mit der Geraden 4 B. — Das Letzte
folgt tibrigens auch daraus, daB der mo-
mentane Pol ' des Systems S, auf der
Normalen der Kurve o« im Punkte 4, d. h.
auf A4 P liegen muB.

Aus diesen Darlegungen ergibt sich der
wichtige Satz von der doppelten Er-
zeugungderzyklischen Kurven: Jede
zyklische Kurve kann durch das
Rollen zweier verschiedenen Kreis-
paare erzeugt werden; dabei sind
die festen Kreise konzentrisch'.

In Abb. 71 ist die Konstruktion des
zweiten Kreispaares p’, #’ fiir den Fall wiederholt, dafl der Kreis p
innerhalb 7 liegt: Man zeichnet wieder das Parallelogramm MM A M’
und ermittelt den Schnittpunkt P’ von MM’ mit 4 °P.

66. Der Satz von der doppelten Erzeugung der zyklischen Kurven
liefert uns die Grundlage fiir eine sinngemifie Einteilung dieser
Kurven. Wenn nimlich der Punkt $ wie in Abb. 70 innerhalb der
Strecke MM liegt, so befindet sich der Punkt P’ stets auBerhalb M M’
auf der Seite von M; wird aber P auf der Verlingerung von MM iiber
M hinaus angenommen, so ergibt sich als ' immer ein Punkt zwischen
M und M’'. Bewegt sich also der Kreis p auBerhalb m und schlieBt
er 7 aus, so liegt bei der zweiten Erzeugung der bewegte Kreis p’ zwar
auch auBerhalb des festen 7', aber stets so, dafl er diesen umschlieft —
und umgekehrt. Befindet sich aber der Punkt B, wie in Abb. 71,
auBerhalb MM auf der Seite von M, so liegt P’ auBerhalb MM’ auf
der Seite von M’, d. h. rollt der Kreis p innerhalb des festen Kreises 7,
so gilt dasselbe auch fiir das zugehérige Paar p’, #’. Es hat also keinen
Sinn, wenn der Kreis p auBerhalb 7 liegt, noch die beiden Fille zu
unterscheiden, daB er = entweder ausschlieBt oder einschlieBt?, denn

1 Wihlt man aber bei gegebenen p, @ an Stelle des Punktes 4 irgend-
einen andern Punkt in der Ebene von p, so erhilt man selbstverstindlich fiir
die zweite Erzeugung der von ihm beschriebenen zyklischen Kurve immer ein
anderes Kreispaar p', 7"

? Wie dies durch die entsprechenden Benennungen Epi- und Perizy-
kloide geschehen ist.

Abb. 71,
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bei der zweiten Erzeugung findet jedesmal das Umgekehrte statt.
Charakteristisch bleibt nur, ob p sich auBerhalb oder innerhalb =
befindet, und deshalb definieren wir: Eine zyklische Kurve heifit
eine Epizykloide (Epitrochoide!) oder Hypozykloide (Hypo-
trochoide), je nachdem der bewegliche Kreis auBerhalb
oder innerhalb des festen liegt.

Aus Abb. 70 und 71 folgt weiter wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke
ABM und P'A M’ die Proportion

AN _ @ "

SM T AM
Ist also AM > BM, so ist AM << R’ M’, d.h. liegt der Punkt A
auBlerhalb p, so liegt er innerhalb p’. Die vielfach iibliche Einteilung
der zyklischen Kurven in ,verlingerte* und ,,verkiirzte ist hiernach
unhaltbar; dagegen gelangen wir zu einer widerspruchslosen Begriffs-
bestimmung in folgender Weise. Vertauschen wir in der vorigen Pro-
portion die Glieder AM und AM’ und ersetzen sie gleichzeitig durch
die ihnen gleichen Strecken MM’ und M M, so ergibt sich

MM M

I = M @
Ist daher MM > BM, so ist MM’ << P’ M’, d.h. egt der Punkt M
aullerhalb p, so befindet er sich innerhalb p’. Vom Punkte M gilt also
genau dasselbe wie von A. Liegen demnach die Punkte 4 und M
auf derselben Seite von p, z. B. auBerhalb p, so liegen sie auch auf
derselben Seite von ', nimlich innerhalb p’. Befinden sie sich aber
auf entgegengesetzten Seiten von p, z. B. A innerhalb, M aulerhalb p,
so liegen sie auch auf entgegengesetzten Seiten von p’, ndmlich 4
auBerhalb und M innerhalb p'.

Aus der ersten Proportion schlieBen wir ferner: Ist A M = PBM,
so ist auch A M'= P®'M’, d.h. liegt der Punkt 4 auf p, so liegt er
auch auf p’. Dann wird MB = MP’, der Kreis =’ fillt also mit = zu-
sammen. Jetzt beschreibt der Punkt 4, wenn er zum Pol wird, einen
Riickkehrpunkt seiner Bahnkurve, die wir deshalb als ,,gespitzt«
bezeichnen. Wie wir spiter — bei der Konstruktion der zyklischen
Kurven — erkennen werden, tritt an die Stelle des Riickkehrpunktes
eine Schleife, wenn wir den Punkt A nicht auf dem rollenden Kreise
annehmen, sondern auf derjenigen Seite von p, auf der sich der Mittel-
punkt des festen Kreises befindet; verlegen wir dagegen den Punkt 4
auf die entgegengesetzte Seite, so entsteht zunichst durch das Auf-
treten von zwei Wendepunkten eine Einbuchtung, die aber mit zu-
nehmender Entfernung des Punktes 4 von p auch wieder verschwinden

1 Von ‘e vgoxds der Reif.
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kann!. Im ersten Fall nennen wir die Bahn des Punktes A4 , ver-
schlungen, im zweiten heiBt sie ,geschweift“ oder ,,gestreckt.

Aus alledem ergibt sich schlieBlich die weitere Einteilung: Eine
zyklische Kurve heillt gespitzt, geschweift (gestreckt) oder
verschlungen, je nachdem der beschreibende Punkt auf dem
rollenden Kreise oder mit dem Mittelpunkte des festen
Kreises auf entgegengesetzten Seiten oder auf derselben
Seite des rollenden Kreises liegt.

67. SpezielleFalleund Ausartungender zyklischen Kurven.
Ist in Abb. 71 der Punkt M die Mitte von M3, mithin auch M’ die
Mitte von M, rollt also der Kreis p — und ebenso p’ — in einem
doppelt so groBen Kreise, so liegt der Punkt M auf dem Kreise p — bzw.
auf p’ — und deshalb hért hier die Unterscheidung zwischen geschweiften
und verschlungenen Kurven auf. In der Tat beschreiben dann alle
Punkte der bewegten Ebene, die sich nicht auf dem rollenden Kreise
befinden, nach Art.19 Ellipsen als spezielle Hypozykloiden.

Sind in Abb. 70 die Kreise p und r gleich grof3, so ist ' doppelt
so groB3 wie 7/, der Punkt A4 beschreibt also nach Art. 20 eine Pascal-
sche Kurve als spezielle Epizykloide. Jetzt liefert das Kreispaar p, 7
fiir diese Kurve eine zweite Art der Erzeugung.

Artet der Kreis 7 in eine gerade Linie aus, wird also der Punkt M
unendlich fern, so bezeichnet man die zyklische Kurve, die ein mit
dem rollenden Kreise p verbundener Punkt 4 beschreibt, als eine
Zykloide. Dann versagt die Konstruktion, die im allgemeinen Falle
zu einer zweiten Erzeugung jeder zyklischen Kurve fiihrte, aber die
frithere Einteilung nach der Lage der Punkte 4 und M zum Kreise p
behdilt auch jetzt ihren Sinn, nur sagen wir kiirzer: Die Zykloide heiBlt
gespitzt, geschweift oder verschlungen, je nachdem der beschreibende
Punkt sich auf dem rollenden Kreise oder innerhalb oder auBierhalb
dieses Kreises befindet.

Ersetzen wir den rollenden Kreis p durch eine Gerade, so nennen
wir die Kurve, die ein mit der Geraden verbundener Punkt erzeugt,
eine Kreisevolvente, die wir als gespitzt, geschweift (gestreckt)
oder verschlungen bezeichnen, je nachdem der Punkt auf der Geraden p,
oder mit dem festen Kreise 7 auf entgegengesetzten Seiten oder auf
derselben Seite von p liegt. Auch hier filhrt die friiher abgeleitete
Regel nicht mehr zu einer zweiten Erzeugung der Kurve.

Wir werden im folgenden die zyklischen Kurven, die durch das
Aufeinanderrollen zweier eigentlichen Kreise entstehen, also Epi-
und Hypozykloiden gemeinsam, unter Ausschluf3 der zuletzt betrach-
teten Ausartungen, kurz als Trochoiden bezeichnen.

1 Vgl. Art. 69.
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Konstruktion der zyklischen Kurven.

68. In Abb. 72 liegt der rollende Kreis p auBerhalb des festen
Kreises 7 und schlieBt ihn aus; als Anfangslage p, ist eine solche Lage
von p gewihlt worden, in der der beschreibende Punkt 4 sich gerade
auf der Zentrale M M befindet. Da A, und M auf verschiedenen Seiten
vom Beriihrungspunkte %, liegen, so erzeugt der Punkt 4 eine ge-

Abb. 72.

schweifte Epizykloide; die folgenden Darlegungen gelten aber all-
gemein fir die Konstruktion aller Arten von Trochoiden.

Bezeichnen wir mit p,, p, , bzw. die Lagen, in die der Kreis p von p,
aus nach einer halben oder vollen Abrollung gelangt, mit 4, , 4, , die
entsprechenden Lagen von 4, und sind B, , B, , die Beriihrungspunkte
von p,, P, , mit dem Kreise 7,50 besteht die Bahnkurve x des Punktes 4
aus lauter kongruenten Ziigen, deren erster von A4, bis 4, , reicht und
in bezug auf die Gerade MP, symmetrisch ist. Wir ermitteln zunéchst
den Punkt B, , indem wir einen einfachen Bruchteil des Umfanges
von p,, z. B. ein Zwolftel, durch die bekannte Niherungskonstruktion
von P, aus wiederholt auf r iibertragen oder indem wir — etwa mittels
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eines Transporteurs — den Zentriwinkel P,M B, = %—"-‘B“ -180° machen.
(V]

Stehen die Radien beider Kreise in einem einfachen rationalen Ver-

. .. MBy _ n
haltnis, ist z. B. ME, =

Kreises m von %, aus in » gleiche Teile zu teilen; dann ist der Bogen
PBo P, gleich 7 solcher Teile. Wenn in diesem Falle der Kreis p auf 7
vmal vollstindig abrollt, so wird 7 gerade nmal bedeckt, und der
Punkt A kehrt in seine Anfangslage 4, zuriick!. Stehen aber die beiden
Radien nicht in einem rationalen Verhiltnis, so schlieBt sich die
Kurve « iiberhaupt nicht, sie besteht vielmehr aus unendlich vielen kon-
gruenten Ziigen. Im ersten Fall ist sie eine algebraische, im zweiten
eine transzendente Kurve.

Um « zu konstruieren, teilen wir den Bogen %R,%B, von r in eine
passend gewihlte Anzahl, z. B. in sechs gleiche Teile, und ermitteln
die Lagen A4,,4,..., in die der Punkt 4 gelangt, wenn der rollende
Kreis den festen bzw. in den Teilpunkten B,, B, . . . beriihrt. Dabei
fallen die Punkte 4,, 4,,, B, , B,, mit den Punkten, die wir anfinglich
mit A, Ay By, Py bezeichnet hatten, zusammen. Denken wir
uns die Hélfte des Kreises pq, die auf dem Bogen 3, 9B, abrollt, in den
Punkten P,, P, ... gleichfalls in sechs gleiche Teile geteilt, so erhalten
wir z. B. die Lage 4, von A durch eine Drehung von p, um M,, die
P, nach ‘B, und 4, nach ¥, bringt, und eine darauf folgende Drehung
desselben Kreises um M, durch die P, aus der Lage 93, nach P, kommt.
Beschreiben wir daher um M, mit dem Radius M4, den Halbkreis a,
und teilen ihn von 4, aus in den Punkten %;, %, . . . U, in sechs gleiche
Teile, so liegt 4, auf dem gleich groBien Halbkreis a, um den Punkt M,
und ergibt sich am genauesten durch Ubertragen der Sehne A4,%,
oder A, U, des Halbkreises a, nach a,. Durch 4, geht auch der Kreis-
bogen, den wir um M mit dem Radius MY, beschreiben.

Die Gerade ,4, ist die Normale der Kurve x in A4,; der Kreis um
B, mit dem Radius B, 4, = P, U, berithrt demnach « in 4,. Man
kann also die Kurve & auch als die Einhiillende der Kreise um §;, B, . . .
mit den Radien B,%;, PN, . . . konstruieren.

Die Ermittelung des Kriimmungsmittelpunktes A, der Tro-
choide « im Punkte 4, wurde bereits in Art. 29 unter II abgeleitet:
Man ziehe %,9, + P, 4, bis A, M,, dann schneidet M$, die Normale
B, A, in A,. — Diese Konstruktion versagt aber fiir die Scheitel
Ay, Ag . .. der Kurve, Hier verfahren wir wie in Art. 30: Um z. B. fiir
den Scheitel 4, mit Hilfe der Punkte %,, #, und M den Kriimmungs-
mittelpunkt A; zu finden, ziehen wir durch P, irgend eine Gerade, auf

der wir die Punkte B und B beliebig annehmen, und suchen den Schnitt-
1 In unserer Abbildung ist ’J,\‘%osi?qz';_’ also / PoM Py = 120°
0
Miiller, Kinematik. 5

, so geniigt es, den halben Umfang des
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punkt § von BM, und BM. Trifft B4, die Gerade P,J in Y, so be-
stimmt BY auf M M den Punkt A;. In Abb. 72 haben wir die Gerade
BB durch P, senkrecht zu MM, gezogen und auf ihr den Punkt B
unendlich fern gewihlt.

69. Konstruktion der Wendepunkte der in Abb. 72 dar-
gestellten geschweiften Epizykloide. Alle Systempunkte, die
in der durch den Kreis p, bestimmten Systemlage S, einen Wendepunkt
ihrer Bahn durchschreiten, liegen bekanntlich auf dem Wendekreis w,,
der p, in B, beriihrt. Bezeichnen wir den zugehdrigen Wendepol mit
W,, so besteht zwischen den Punkten B,
My, M und W, nach Art. 33 Gleichung (12)
die Beziehung

Mo Py = MM - MW,

Demnach ergibt sich in Abb. 73 der
Wendepol W, und damit der Wende-
kreis w,, wenn wir iber MM als Durch-
messer einen Halbkreis schlagen und von
seinem Schnittpunkte mit p, auf MM
ein Lot féllen; sein FuBpunkt ist W,. Alle
anderen Kreise der Ebene von p, die im
Verlauf der Bewegung zu Wendekreisen
werden, sind offenbar gleich dem Kreise w,
und beriihren wie dieser in ihrer Anfangslage den Kreis p, von innen.
Zwei von ihnen — wir nennen sie k, und [, — gehen durch den
Punkt 4,. Wir finden sie, indem wir um M, mit dem Radius M 4,
einen Kreisbogen schlagen, der w, in C, und D, schneidet; dann liegen
die Mittelpunkte von k, und I, bzw. auf M,C, und M,D,.

Sind ¢, und K, die Endpunkte des auf M,C, liegenden Durch-
messers von k,, von denen sich @, auf dem Kreise p, befindet, und
machen wir auf 7 den Bogen By gleich dem Bogen P,Q, von p,,
so wird £ zum Wendekreise, wenn der Kreis p so weit gerollt ist, daB
er 7 im Punkte £ beriihrt. Dann gelangt aber der Punkt 4 in einen
Wendepunkt seiner Bahn; um diesen Punkt zu erhalten, tibertragen
wir die Strecke @, M, nach QM in der Verlingerung von ML, und
das an ihr liegende gleichschenklige Dreieck M,C,4,in die Lage M CA.
Machen wir noch auf QM die Strecke QK = Q,K,= B,W,, so ist K
der Wendepol der neuen Systemlage, also geht die Tangente der Kurve &
im Wendepunkt A4 durch K. — Ein zweiter Wendepunkt A’ von «,
der von dem Koreise ! herriihrt, liegt symmetrisch zu 4 in bezug auf
die Gerade M M.

Je niher der Punkt 4, dem Punkte W, liegt, desto enger riicken
die Wendepunkte A4 und 4’ aneinander, und fiir den Punkt W, fallen

Abb. 78.
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sie mit diesem zusammen; der Wendepol beschreibt also gegen-
wértig einen Undulationspunkt seiner Bahn, d.h. er ist
zugleich der Ballsche Punkt der Systemlage!. Der Kreis %,
um M, mit dem Radius M W, ist demnach fiir die soeben behandelte
trochoidische Bewegung der Ort aller Ballschen Punkte. Nur die
Punlkte innerhalb des von den Kreisen p, und u, begrenzten ringférmigen
Teiles der bewegten Ebene beschreiben geschweifte Epizykloiden mit
Wendepunkten; die Bahnen der innerhalb %, liegenden Punkte haben
keine Wendepunkte. Jetzt ist auch ohne weiteres klar, daB die ver-
schlungenen Epizykloiden, die
von den auBerhalb p, befindlichen
Punkten erzeugt werden, keine
‘Wendepunkte besitzen konnen.

Analoge Betrachtungen gel-
ten, wenn der Kreis p, den Kreis =
einschlieft oder wenn p, inner-
halb 7 liegt, nur mu8 die Kon-
struktion des Wendepols W, in
diesen Fillen, immer auf Grund
der vorhin benutzten Gleichung,
entsprechend abgeindert werden.

70. Fiir die Konstruktion der Abb. 74.

Zykloide, die der Punkt A4 in

Abb. 74 beschreibt, wenn der Kreis p auf der Geraden = rollt, gelten
dieselben Uberlegungen wie in Art. 68 bei der Trochoide, nur liegt der
Punkt M jetzt unendlich fern in der Richtung 1 7. Wir tragen also den
halben Umfang des Kreises von 3, aus auf 7 ab und teilen die so erhaltene
Strecke in den Punkten B;, B, ... in eine beliebige Anzahl, z. B. sechs
gleiche Teile. Die entsprechende Einteilung %;, A, ... machen wir
auf dem Halbkreis oy, der um M, mit dem Radius M,4, beschrieben
ist. Dann ergibt sich z. B. die Lage 4, des Punktes 4 durch eine Drehung
um M,, durch die 4, nach %, gelangt, und durch eine Verschiebung
parallel zu 7, bis B, nach 3, und M, nach M, kommt; demnach wird
M,A, 7 MU, Alles, was frither iber die Konstruktion des Kriim-
mungsmittelpunktes im Punkte 4, und in den Scheiteln A4, 4, ... bei
der Trochoide gesagt wurde, gilt hier unverindert.

Die Ermittelung der Wendepunkte gestaltet sich nur insofern noch
etwas einfacher, als der Punkt M, der gegenwértig eine gerade Linie
beschreibt, zugleich den Wendepol W, der Systemlage p, darstellt.
Der Kreis u, der Abb. 78 schrumpft also in den Punkt M, zusammen;
die Bahnen aller Punkte innerhalb p, mit Ausnahme von M, d. h. alle
geschweiften Zykloiden haben demnach Wendepunkte.

1 Vgl. Art. 45 und 46.

5*
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*71. Die Evolute der gespitzten Trochoide und der ge-
spitzten Zykloide. Rollt der Kreis p anBerhalb oder innerhalb des
Kreises 7, so beschreibt der Punkt 4 von p, dessen Anfangslage 4,
mit dem Beriithrungspunkt §, von p, mit 7 zusammenfillt, eine ge-
spitzte Trochoide o (Abb.75). Fir eine andere Lage des bewegten
Kreises, die wir kurz mit p bezeichnen und die 7 in  beriihrt, erhalten
wir die zugehorige Lage von 4, indem wir den Bogen B4 von p gleich
dem Bogen B,B von 7 machen. Konstruieren wir, wie in Abb. 72,
zu A den Kritmmungsmittelpunkt A, so trifft das in P zu R A errichtete
Lot die Gerade 4 M auf pin B, und A ergibt sich wieder als Schnitt-
punkt von 4 B mit M B. Ziehen wir
noch AR’ || BR und AM’' || BM bis
zur Geraden MM, so liegen die
Punkte B, P, A auf einem Kreise p’
um M’; dann ist M der 4uBere Ahn-
lichkeitspunkt der Kreise p’ und p.
Beschreiben wir endlich um M den
Kreis 7’ mit dem Radius M %', so sind
die aus p’, 7’ und aus p, 7w gebildeten
Figuren einander dhnlich im Verhalt-
nis MP': ME, und A und B sind
ein Paar entsprechender Punkte.

Denken wir uns dieselbe Kon-
struktion firr alle moglichen Lagen
des rollenden Kreises ausgefiihrt, so
bilden die Punkte Bvon der Anfangs-
lage B aus eine gespitzte Trochoide 3,
die zur Bahnkurve & des Punktes 4 kongruent ist und deren Scheitel und
Spitzen bzw. mit den Spitzen und Scheiteln von x auf Strahlen durch den
Punkt M liegen. Dann ist aber der Ort der Kriimmungsmittelpunkte A,
d. h. die Evolute von &, zur Kurve # im Verhiltnis MP : M &dhn-
lich, also wieder eine gespitzte Trochoide, nimlich diejenige, die durch
das Rollen von ¢’ auf n’ entsteht. Dabei entspricht dem Punkte B,
von 8 als A, in der dhnlichen Kurve der Punkt 4,; wir erhalten somit
den Satz: Die Evolute einer gespitzten Trochoide ist eine
dhnliche gespitzte Trochoide, deren Scheitel in den Spitzen
der ersten liegen.

Der analoge Satz gilt jedenfalls nicht fiir die geschweifte oder die
verschlungene Trochoide, wie schon aus dem Umstand hervorgeht,
daB den Wendepunkten der geschweiften Trochoide unendlich ferne
Kriimmungsmittelpunkte entsprechen.

Liegt der Mittelpunkt M von s unendlich fern, so ist die Bahn-
kurve & des Punktes A eine gespitzte Zykloide (Abb. 76). Wiederholen

%

Abb. 75.
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wir hier fiir eine beliebige Lage des Punktes die in Abb. 75 ausgefiihrte
Konstruktion des Krimmungsmittelpunktes A und ziehen abermals
A’ || BB bis zur Geraden M B, so wird die Strecke P L’, ebenso wie
BA, gleich dem Durchmesser des Kreises p. Die Evolute der Bahn-
kurve « des Punktes A entsteht also aus der gespitzten Zykloide 3
die der Punkt B beim Rollen des
Kreises p erzeugt, durch eine Parallel-
verschiebung von der GroBe PP’
senkrecht zur Geraden 7. Da aber
[ zu & kongruent ist, so ergibt sich:
Die Evolute einer gespitzten
Zykloide ist eine kongruente
gespitzte Zykloide, deren
Scheitel in den Spitzen der
ersten liegen.

Der Bogen der Evolute von
ihrem Scheitel A, bis A ist nun be-
kanntlich gleich dem Kriimmungsradius AA der XKurve «, d.h.
gleich 2 - AB, mithin ist der Evolutenbogen vom Scheitel bis zur néichsten
Spitze gleich dem doppelten Durchmesser des Kreises p. Die Evolute
ist aber der Kurve & kongruent, also gelangen wir schliefllich noch zu
dem Satz: Die Bogenlédnge
einer gespitzten Zykloide
von der Spitze bis zum
Scheitel ist gleich dem
doppelten Durchmesser
des rollenden Kreises.

72. Rollt die Gerade op
aus der Anfangslage p, auf
dem festen Kreise 7, so be-
schreibt jeder Punkt von p,
z. B. der Punkt 4, der mo-
mentan mit dem Berithrungs-
punkte T, von p, mit 7= zu-
sammenfillt, eine gespitzte
Kreisevolventex (Abb. 77).
Um « zu konstruieren, rekti-
fizieren wir den Kreis 7 nach einem der bekannten Né#herungsverfahren
und teilen die so gefundene Strecke wie auch den Kreis — und
zwar diesen von P, aus in den Punkten P;, B, ... — in dieselbe
Anzahl, etwa zwolf gleiche Teile. Ziehen wir dann z. B, im Punkte P,
an m die Tangente p, und machen auf ihr die Strecke P,4, = des
Umfanges, so ist 4, ein Punkt von & und p, die zugehérige Normale.

>

5 2

|
|
|
a7 ) Jv,
R P

Abb. 76.
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Der Kreis 7 ist also die Einhiillende aller Normalen, d. h. die Evolute
von &, mithin ist B3, der Krimmungsmittelpunkt der Evolvente in A4,.
Dasselbe folgt iibrigens auch aus dem Satze des Art. 3¢, wonach die
Bahnen aller Punkte der Polkurventangente — und das ist jetzt die
Gerade p;, — den Pol zum Kriimmungsmittelpunkt haben. — Die
Kurve & umzieht den Mittelpunkt M von 7 in unendlich vielen Win-
dungen. Rollt die Tangente p von p, aus in entgegengesetztem Sinne,
so entsteht ein zweiter Kurventeil, der zum ersten in bezug auf MR,
symmetrisch ist. Die Evolvente hat also im Punkte 4,, der mit %,
zusammenfallt, einen Riickkehrpunkt mit der Tangente M ‘B, und
aullerdem auf dieser Geraden unendlich viele Doppelpunkte.

Der Systempunkt B, der auf dem in A zur Tangente p errichteten
Lote, und zwar auf derselben Seite wie der Punkt M liegt, beschreibt eine
verschlungene Kreis-
evolvente 2 (Abb. 78).
Wir erhalten seine Lage B,,
indem wir 4,B,1 p, und
gleich 4,B, machen. Ziehen
wir durch B, die Gerade
94|l Py, die MB, in £, schnei-
det, so ist L,B, = PByA4,,
und die Gerade ¢, beriihrt
den Kreis ¢ um M mit dem
Radius M B,. Wir kénnen also die Kurve /8 kiirzer auch so konstru-
ieren, dal wir den Kreis q von B, aus in den Punkten O, O, . . . eben-
falls in zwolf gleiche Teile teilen und auf seinen Tangenten in diesen
Punkten bzw. 5, 2... des Umfanges des Kreises 7 abtragen. —
Die Normale von @ in B, geht durch den Punkt §,. Der zugehorige
Kriimmungsmittelpunkt B, ergibt sich wie bei der in Abb. 72 dar-
gestellten Trochoide, nur liegt der Punkt M, jetzt unendlich fern in
der Richtung MR,. Wir zichen also B,9,L R, B, und B,H,|MB,,
dann schneidet M $, die Gerade B, B, in B,. Die Kurve 3 ist wieder
symmetrisch in bezug auf die Gerade M B,. Fir den Kriimmungs-
mittelpunkt des Scheitels B, gilt dasselbe wie in Art. 68.

Jeder Punkt der Parallelen durch B, zu p, beschreibt eine zur
Kurve 8 kongruente Kreisevolvente, wie man sofort erkennt, wenn
man die Gerade p, erst so weit rollen 14Bt, bis sie den Kreis 7 im Fuf-
punkte des Lotes beriihrt, das von dem betrachteten Punkte auf p,
gefillt wird.

Ersetzen wir den Punkt B durch den Punkt C der bewegten Ge-
raden 4 B, dessen Anfangslage C, mit M zusammenfillt, so schrumpft
fiir ihn der Kreis q in den Punkt M zusammen, und seine Bahnkurve y
entsteht, wenn der durch M gehende Strahl s, dessen Anfangslage s, | p,

Abb, 78.
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ist, sich um den Punkt M dreht, und wenn gleichzeitig der Punkt C
sich von C; aus auf s in solcher Weise verschiebt, daB gleichen Drehungs-
winkeln immer gleiche Verschiebungsstrecken entsprechen. Wir be-
zeichnen diese spezielle verschlungene Kreisevolvente y als Spirale
des Archimedes.

Alle Systempunkte, die auf der dem Kreise = entgegengesetzten
Seite der Geraden p, liegen, beschreiben geschweifte oder gestreckte
Kreisevolventen. Die Lage des Wendepols W, ergibt sich aus der
schon in Art. 421 benutzten Beziehung

111
M~ TM T b
und da jetzt LM unendlich groB ist, so wird b = — EM; der Punkt W

liegt also symmetrisch zu M in bezug auf p,. Dasselbe folgt iibrigens
auch daraus, daB bei der umgekehrten Bewegung, wenn der Kreis 7
auf der Geraden p, rollt, der Wendepol mit M zusammenfilltl. Alle
Kreise, die im Verlauf der gegenwirtig betrachteten Bewegung zu
Wendekreisen werden, bedecken den ebenen Streifen, der zwischen
der Geraden p, und der zu ihr parallelen durch W, gehenden Geraden u,
enthalten ist. Nur die Punkte dieses Streifens erzeugen also geschweifte
Kreisevolventen mit je zwei Wendepunkten.

Geometrische Grundlagen der Verzahnung der Stirnriider.

73. Betrachten wir den in Abb. 69a dargestellten Bewegungsvorgang
vom Gliede MM aus, indem wir M und M als feste Punkte der Zeichen-
ebene, die jetzt © heilen mége, ansehen, so erscheinen die aufeinander-
rollenden Kreise p und 7 als die Rinder zweier ebenen Scheiben Sund X,
die sich um zwei durch M und M gehende, auf & senkrechte Achsen m
und wu in der Weise drehen, daB der Berithrungspunkt P in beiden
Kreisen gleichzeitig gleiche Bogenlingen zuriicklegt. Dann wissen wir,
daB die Winkelgeschwindigkeiten @, und w, der beiden Drehungen
sich umgekehrt wie die Radien der beiden Kreise verhalten und daB
sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, wenn P zwischen M und M
liegt2.

Machen wir nun p und 7 zu Grundkreisen zweier materiellen Rota-
tionszylinder, die wir kurz als Riader bezeichnen wollen, so bietet
sich die Méglichkeit, eine Drehung, die um die eine der beiden zueinander
parallelen Achsen m und g stattfindet, auf die andere proportional

1 Vgl Art. 70.

2 Nach dem Satze am SchluB des Art. 64 haben die dort mit w,, und w,,
bezeichneten Winkelgeschwindigkeiten dasselbe Vorzeichen, wenn P zwischen
M und M liegt. Jetzt ist aber wm =, und o= w;, = — w,; die obige
Angabe stimmt also mit dem friitheren Satze iiberein.
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zu iibertragen. Die Ubertragung geschieht durch Reibung, d. h. durch
den Druck, den der eine der sich drehenden Zylinder — das Treibrad —
auf den andern — das Gegenrad — ausiibt. Die Reibung allein
wiirde freilich nicht geniigen, um gréBere Widerstinde zu iiberwinden.
Dieses erreichen wir aber auf folgende Weise:

Eine beliebige Kurve k£ von S, von der wir nur voraussetzen, daf
ihre Normalen den Kreis p in P und beiderseits dieses Punktes schneiden,
erzeugt in £, wenn p auf 7 rollt, eine gewisse Hiillbahnkurve x, die
’ wir nach dem in Art. 16 angegebenen Ver-
fahren konstruieren (Abb. 79). Zunéchst
erhalten wir im Punkte € von %k, dessen
Normale durch P geht, den augenblick-
lichen Beriihrungspunkt von % mit ». Sei
ferner F' irgendein anderer Punkt von £k,
@ der Schnittpunkt seiner Normale mit p
und £ der Punkt von 7, der gleichzeitig
mit @ nach P gelangt. Tragen wir dann den
Winkel MQF in £ an die Verlingerung
von ML an und machen den"freien Schen-
kel QF = QF, so ist ' der Punkt von %,
der mit # zusammentrifft, wenn @ und £
nach ¥ gekommen sind, und Q. F’ ist die
Normale von » in F'. — Der Punkt ¥ der
festen Ebene ©, in dem ¥ und ¥’ zusammen-
treffen, ergibt sich durch Ubertragen des
Dreiecks MQF in die Lage M P . Durch
Wiederholung dieser Konstruktion fiir ver-
schiedene Punkte der Kurve k entsteht in
der Ebene © als Ort der Beriibrungspunkte €, ... entsprechender
Lagen von k£ und x eine Kurve ¢, die man als Eingriffslinie bezeichnet.

Fassen wir nun % und » als Leitkurven zweier widerstandsfiéhigen
Zylinderflichen -auf, deren Erzeugende auf der Ebene & senkrecht
stehen, so gleitet wahrend der Drehung des Treibrades die eine Zylinder-
fliche, ohne zu rollen, auf der andern und bewirkt dadurch die pro-
portionale Drehung des Gegenrades. Dies dauert aber nur so lange,
bis die Beriihrung der Zylinderflichen % und x aufhért. Um eine kon-
tinuierliche Drehung zu erhalten, muB3 die Anordnung getroffen sein,
daB zuvor zwei andre, gleichgestaltete Zylinderflichen £, " miteinander
in Berihrung treten; dabei miissen & und %’ auf dem Kreise p ein Bogen-
stiick von derselben -Lénge einschlieBen, wie » und »" auf 7. Auf das
Zylinderpaar k', »” wird man weitere Paare k”, " usw. in gleichen
Intervallen folgen lassen, so daB also p und = in lauter gleiche Teile
— etwa in % und v solcher gleichen Bogenstiicke — eingeteilt werden.

Abb. 79.
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Das setzt natiirlich voraus, dafl die Radien beider Kreise sich verhalten
wie n:v; sie miissen also jedenfalls in rationalem Verhiltnis stehen.

Die Zylinderflichen & und » werden zu Zahnen der beiden Ridder
ausgebildet. Damit sich die Réder sowohl vorwarts wie riickwirts
drehen konnen, wird jeder Zahn nach beiden Seiten durch Zylinder-
flichen von der eben beschriebenen Art begrenzt, die in bezug auf eine
durch die Radachse gehende Ebene zueinander symmetrisch liegen.
Dabei muf} dafiir gesorgt sein, daB die Zihne des einen Rades zwischen
denen des andern durch passend ausgehohlte Liicken frei hindurch-
gehen koénnen.

Die so erhaltenen Zahnrider, die also zur proportionalen Uber-
tragung von Drehungen um parallele Achsen dienen, werden als Stirn-
rader bezeichnet, gegentiber den Kegel- und Hy -
perbelrddern — richtiger Hyperboloidrddern
— bei denen die Achsen einander schneiden oder
windschief zueinander sind!. Die Polkreise p und =,
die auf den Réidern selbst nicht erkennbar sind,
heiBlen in der Technik Teilkreise.

Aus dem Vorhergehenden folgt noch, daBl die
Winkelgeschwindigkeiten w,, und ©, der beiden
Réader sich umgekehrt verhalten wie die Zahne-
zahlen = und ».

Es ist schlieBlich unsere Aufgabe, die fiir die
Praxis besonders geeigneten Zahnformen, also leicht
konstruierbare Kurvenpaare k und », anzugeben2.

74. Abb. 80 stellt abermals zwei Kreise p und 7z dar, die sich in der
festen Ebene © um ihre Mittelpunkte M und M drehen und dabei
aufeinander rollen; ihre Radien verhalten sich wie 3 : 4. Um den Punkt £
der Geraden MM dreht sich ein dritter Kreis q in der Weise, daB er auf
2 und folglich auch auf 7 rollt; sein Radius sei 1 von M. Dann be-
schreibt ein mit q fest verbundener Punkt € in der Ebene S des Kreises p
eine aus drei Zigen bestehende Hypozykloide £ und in der Ebene ¥
von 7 eine aus vier Ziigen gebildete Epizykloide » , und fiir beide Kurven
geht die Normale in & durch den Pol . Die um M und M rotierenden
Kurven k und % berithren sich also stets in der jeweiligen Lage des um
£ rotierenden Punktes ; sie gleiten daher aufeinander und kénnen
deshalb als Zahnprofile benutzt werden. Ihr Beriihrungspunkt €
beschreibt in der Ebene & als Eingriffslinie e einen Kreisbogen um £.

Lassen wir den Punkt € in seiner Anfangslage mit dem Pole 3
zusammenfallen, so verwandeln sich die Kurven % und x in gespitzte

Abb. 80.

1 Vgl. Art. 110 und 115.
2 Naheres siehe Burmester: Kinematik S. 173ff., auch K. Mack: Geo-
metrie der Getriebe, S. 37ff. Berlin: Julius Springer 1931.
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Trochoiden von der bereits angegebenen Beschaffenheit (Abb. 81).
Nehmen wir auf der entgegengesetzten Seite von P noch einen Kreis q
an, der dem Kreise q gleich ist und der gleichzeitig auf p und 7 rollt,
wihrend er um seinen Mittelpunkt ' ro-
tiert, so erzeugt P als Punkt von q’ in §
eine gespitzte Epizykloide ' mit drei Ziigen,
in X eine aus vier Ziigen gebildete gespitzte
Hypozykloide »’. Dann kénnen wir jedes
der beiden Zahnprofile aus zwei Bogen-
stiicken zusammensetzen, die in *} ineinander
iibergehen: das eine aus Teilen von &k und &',
das andre ebenso aus x und x’. Diese Art
der Verzahnung wird in der Praxis als Zy-
kloidenverzahnungbezeichnet —richtiger
wire Trochoidenverzahnung. Auf die
weiteren technischen Einzelheiten, wie die
Abmessungen der Zihne und dergleichen,
Abb. SL. konnen wir hier nicht eingehen.

76. In Abb. 82 sind p und = wieder zwei
Kreise, die sich um ihre Mittelpunkte M und M in der Weise drehen,
daB ihr Beriihrungspunkt P auf beiden Kreisen gleichzeitig gleiche
Bogenstiicke zuriicklegt. Beschreiben wir
um M und M in den Ebenen § und X zwei
Kreise @ und «, deren Radien sich verhalten
wie MB: MB, so ist P ibr innerer Ahnlich-
keitspunkt; durch ihn geht also ihre ge-
meinschaftliche Tangente ¢, deren Beriih-
rungspunkte wir mit 4 und A bezeichnen.
Drehen sich dann ¢ und « mit den Ebenen S
und X, so bleibt die Lage der Tangente ¢ in
der Zeichenebene unverindert; dabei durch-
laufen auch A4 und A auf ihren Kreisen gleich-
zeitig gleiche Bogenlingen. Stellen wir uns
nun vor, die Gerade ¢ sei in sich selbst ver-
schiebbar und der Beriihrungspunkt 4 lege
auf e immer denselben Weg zuriick wie in
derselben Zeit auf a, so gilt dasselbe vom
Punkte A in bezug auf e und &, mit anderen
Worten: Rollt die Gerade ¢, wihrend sie sich in sich selbst verschiebt,
auf dem rotierenden Kreise a, so rollt sie auch auf dem Kreise &c. Dann
beschreibt aber ein beliebiger Punkt & von e in der Ebene S eine Evol-
vente k¥ von a und in der Ebene ¥ eine Evolvente x von «; die Spitzen
C und I beider Kurven werden gefunden, indem man auf a den Bogen

Abb. 82.
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AC = AG und auf & den Bogen Al = AE macht. Die Gerade e ist
die Normale beider Evolventen in €. Die mit den Ebenen § und ¥
sich drehenden Kurven % und x berithren also einander fortwiahrend
in einem Punkte von e und sind daher als Zahnprofile verwendbar
(Evolventenverzahnung). Die
Gerade ¢ stellt jetzt die Eingriffs-
linie dar.

76. In Abb.83 beschreibt ein be-
liebiger Punkt C des Kreises p in
der Ebene I des Kreises 7, wih-
rend beide aufeinander rollen, eine
gespitzte Epizykloide y. Macht man
diese zur Leitkurve einer wider-
standsfihigen Zylinderfliche, deren
Erzeugende auf der Zeichenebene
senkrecht stehen, und ersetzt man
C durch einen Stift von gleicher
Lage, so gleitet der Zylinder, wenn Abb. 83.

2 um M gedreht wird, besténdig

an dem Stifte und bewirkt dadurch eine Drehung der Ebene S um M.
Verfahrt man ebenso mit andern Punkten von p, die gleichmélflig iiber
den Kreis verteilt sind, so entsteht eine sogenannte Punktverzahnung.

Ein Kreis k der Ebene S, der C zum Mittelpunkt hat, erzeugt in der
Ebene I als Hillbahnkurve » eine aus zwei Teilen bestehende Parallel-
kurve der Epizykloide y. Betrachtet man k und x» wie vorher als Leit-
kurven von Zylinderflichen, so gelangt man zur Triebstockver-
zahnung.

Finftes Kapitel.

Das Kurbelgetriebe.

Die verschiedenen Arten des Kurbelgetriebes.

77. Wenn aus einem Gelenkviereck durch Feststellung eines Gliedes
ein Kurbelgetriebe entstanden ist!, so kann jeder der beiden Arme
entweder ganze Umdrehungen um seinen festen Drehpunkt ausfihren
oder nur zwischen gewissen Grenzen hin- und herschwingen. Im ersten
Fall bezeichnen wir ihn als Kurbel, im zweiten Fall als Schwinge.
Demnach urnterscheiden wir drei Hauptarten des Kurbelgetriebes:

1 Vgl Art. 51
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1. das Doppelkurbelgetriebe, bei dem beide Arme Kurbeln sind,

2. das Schwingkurbelgetriebe, bei dem der eine Arm Kurbel,
der andre Schwinge ist,

3. das Doppelschwinggetriebe, bei dem hbeide Arme Schwin-
gen sind.

Welcher der drei Fille jedesmal vorliegt, héngt von den Lingen der
vier Glieder ab, unter Umstinden aber auch davon, welches der Glieder
wir gerade festgestellt haben. Um diese Abhingigkeit zu ermitteln,
gehen wir von einem Gelenkviereck aus, dessen Glieder @, b, ¢, d von
endlicher Liange sind. Dabei sollen @ und b, folglich auch ¢ und d ein-
ander gegeniiberliegen, ferner moége jeder Buchstabe zugleich das
Glied und dessen Linge angeben. AuBerdem wollen wir voraussetzen,
dafl unter den vier Gliedern sich ein kleinstes und ein gr6Btes Glied
befinden; das kleinste nennen wir immer a. '

d ] d d
Abb. 84. Abb. 85. Abb. 86.

Dann sind drei Falle méglich, die wir mit 1, 2, 3 bezeichnen wollen;
es kann ndmlich 1. die Summe des kleinsten und groBten Gliedes kleiner
sein als die Summe der beiden andern oder 2. ihr gleich oder 3. groBer
als diese. Hier unterscheiden wir jedesmal wieder, ob «) das groBte
Glied dem kleinsten @ benachbart ist — und dann wollen wir unter d
das grofte Glied verstehen — oder 4) das grote Glied dem kleinsten a
gegeniiber liegt — und dann ist b das groBte Glied.

Wir beginnen mit dem Falllx, in Abb. 84 sei alsoa << b,¢ << d und

atd<b-+c. I
Jetzt ist um so mehr

at+b<c+ d (IT)
und

atec<b4 d. (I1I)

Zufolge der Ungleichung (I) kann das Glied ¢ in die Verldngerung
von d gedreht werden (Abb. 85). Wir kénnen es aber auch nach der
entgegengesetzten Seite umlegen, so dafB3 es ganz in d hineinfillt, denn
nach (IT) ist & << ¢ + (d — a), mithin 148t sich immer das in Abb. 86
gezeichnete Dreieck bilden. Das Glied a kann demnach gegen d volle
Umdrehungen ausfiihren und umgekehrt natiirlich auch d gegen a.
Dagegen konnen ‘wir b gegen ¢ nach der einen Seite nicht weiter drehen,
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als Abb. 85 darstellt, und nach der andern Seite nicht weiter, als Abb. 86
angibt; diese Abbildungen bestimmen also zwei Grenzlagen fiir die
Drehung von b gegen ¢. Mit andern Worten: Das Glied a ist Kurbel
gegen d und umgekehrt d gegen a, aber b ist Schwinge gegen ¢ und ebenso
c gegen b.

Nach Ungleichung (III) kann ferner das Glied a in die Verlingerung
von ¢ fallen (Abb. 87), und nach (I) kann es in ¢ umgeklappt werden,
weil d <b+ (c—a) ist (Abb. 88), d.h. a ist Kurbel gegen ¢ und ¢
gegen a, dagegen ist b Schwinge gegen d und umgekehrt.

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Im TFall 1x erhalten wir
durch Feststellung des kleinsten Gliedes o ein Doppelkurbelgetriebe,
durch Feststellung eines der ihm benachbarten Glieder d oder ¢ ein
Schwingkurbelgetriebe mit der Kurbel a, endlich durch Feststellung
des ihm gegeniiberliegenden Gliedes b ein Doppelschwinggetriebe.

Im Fall 15 ist
a <c,d <bund

at+b<c+d, c ;
also erst recht «
at+c<b+td 7
und
at+d<b+te. Abb. 87, Abb, 88.

Das sind aber dieselben Ungleichungen wie im vorhergehenden Falle,
nur in der Reihenfolge (II), (III), (I); mithin gelten auch wieder die-
selben Schliisse, und das Ergebnis bleibt unverdndert.

Fall 2«4. Ist ¢ < b,c << d, jedoch

at+d=b+e, I

so bestehen wieder die Ungleichungen (1I) und (III). Jetzt verwandeln
sich die Abb. 85 und 88 zugleich in die Abb. 89, in der das Gelenkviereck
in eine einzige Gerade zusammengeklappt erscheint, dagegen sind die
Abb. 86 und 87 immer noch méglich; wir gelangen demnach wieder zu
demselben Satze wie unter L.

Entsprechend verhdlt sich der Fall 23:

a<c,d <<b und a-t+b=c-H d. (I1’)

Hier gelten abermals die Ungleichungen (I) und (III); die Figuren 86 und
88 arten gleichzeitig in eine gerade Linie aus, wie Abb. 90 angibt, dagegen
koénnen die Dreiecke 85 und 87 noch immer gezeichnet werden.

In beiden Fillen unter 2 handelt es sich um ein sogenanntes durch-
schlagendes Kurbelgetriebe wie in Art. *36.
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Im Fall 3« ist a <b,c <d und

a+d>b-+c. I
Dann ist erst recht

b+d>a-+c (I1I)
und

c+d>a-t+b. (IT)

Unter der Bedingung (I”) sind Figuren wie 85 und 88 unmdglich,
wihrend solche wie 86 und 87 méglich bleiben. Demnach kann keines
der Glieder gegen ein anstofendes volle Umdrehungen machen, aus
dem Gelenkviereck entsteht also — welches Glied wir auch feststellen
mogen — stets ein Doppelschwinggetriebe.

Zu demselben Ergebnis fihrt der Fall 38, wo a <¢,d << b und

a+b>c+d (Ir”y

ist. Hier gelten noch die Ungleichungen (I) und (III). Wegen (II”)
ist d—a<b—c¢ und ¢c—a <b-—d, und deshalb sind Dreiecke,

]

b A ‘ .
: c - 4 %, = ! :

a— a : iy i

Abb. 89. Abb. 90.

wie sie in den Abb. 86 und 88 vorkommen, nicht mehr moglich, wohl
aber solche, wie in 85 und 87.

Aus diesen sdmtlichen Darlegungen folgt schlieflich der Satz
von Grashof: Ein Gelenkviereck kann nur dann ein Schwing-
kurbelgetriebe oder ein Doppelkurbelgetriebe liefern, wenn
die Summe des kleinsten und gréBten Gliedes nicht grofBler
ist als die Summe der beiden andern Glieder, und zwar
ergibt sich dann durch Feststellen des kleinsten Gliedes
ein Doppelkurbelgetriebe, durch Feststellen eines der bei-
den diesem benachbarten Glieder ein Schwingkurbelge-
triebe, bei dem das kleinste Glied die Kurbel ist; in allen
andern Fiallen gehen Doppelschwinggetriebe aus dem Ge-
lenkviereck hervorl

Analoge Uberlegungen gelten auch, wenn wir die Voraussetzung fallen
lassen, daB8 sich unter den vier Gliedern nur ein kleinstes und nur ein
groftes Glied befinden. Sind z. B. zwei kleinste Glieder vorhanden, ist
etwa a=0b < ¢ <<d, so ist selbstverstindlich a4+ d > b + ¢ und
b+d>a-4 c sowie ¢c+d>a-+ b. Das sind aber die friher mit
(I”), ) und (II) bezeichneten Ungleichungen des Falles 3, aus

! Grashof: Theoretische Maschinenlehre Bd. 2, 8.117. Berlin 1883.
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denen wir wie dort schlieen konnen, daf ein Doppelschwinggetriebe
vorliegt, gleichgiiltig, welches Glied wir festhalten.

78. Die Bewegungsvorgdnge bei den verschiedenen Arten
von Kurbelgetrieben. Wir gehen wieder aus von dem in Abb. 84
dargestellten Gelenkviereck, bei dem ¢ <b,c <d und a+d <b+ ¢
ist. Jetzt betrachten wir das Glied d als fest und bezeichnen es deshalb
wie frither mit AB (Abb. 91). Als freier Endpunkt des aus den Strecken a
und ¢ gebildeten Gelenks, das
um A drehbar wire, kénnte
der Punkt B alle moglichen
Lagen auf und zwischen den
Kreisen um A mit den Ra-
dien ¢ + a einnehmen; diese
Kreise schneiden unter den
gemachten Voraussetzungen
jedenfalls den Bahnkreis 4
von B in den Grenzlagen
B,;, %8, und B,,%B,. Dagegen
treffen die Kreise, die um B
mit den Radien ¢ + b be-
schrieben werden, den Bahn-
kreis « des Punktes 4 nicht,
wir erhalten also in Uberein-
stimmung mitdemGrashof-
schen Satze — wie schon
aus den Abb. 85 bis 88 her-
vorgeht — ein Schwing-
kurbelgetriebe, bei dem
der Arm a volle Umdre-
hungen macht. — Fiihren
wir den Punkt 4 von A4,
aus auf dem Bogen 4,4 4,,
so gelangt B von B, tuber
B nach B,. Geht A in demselben Sinne weiter, so kehrt B in B,
um und kommt auf demselben Wege wieder nach B;, wihrend 4
den Bogen 4, 4, zuriicklegt. Denken wir uns aber das Glied BB
in der Richtung von B; nach B, getrieben, so kann A4 in 4, entweder
gleichfalls umkehren oder sich in demselben Sinne weiter bewegen.
Deshalb nennt man B, und B, Umkehrpunkte, dagegen 4; und 4,
Wechselpunkte. Gemeinsam heifen sie auch Totpunkte, und
die zugehérigen Koppellagen werden als Totlagen bezeichnet. — Fiir
die Totlage 4, B, ist B, der momentane Pol und B; B die Polkurven-
tangente (vgl. Art. 27).

Abb. 91a.
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Eine zweite Reihe von Koppellagen befindet sich zwischen %,%;
und %,8B,. Um die vollstindige Koppelkurve zu erhalten, die ein mit
A und B fest verbundener Punkt K erzeugt, miissen wir das Dreieck
A BK, ohne es umzuwenden,
nachtriglich noch verschieben,
bis B auf den Bogen B, B, fillt,
oder — was auf dasselbe hin-
auskommt — wir miissen das
Gelenkviereck bei A oder bei
B offnen, die so entstehenden
Teile um A und B drehen und
sie auf der entgegengesetzten
Seite von AB wieder zusam-
menschlieBen (Abb. 91a).

79. Durch Feststellen des
kleinsten Gliedes @ erhalten
wir aus demselben Gelenk-
viereck ein Doppelkurbel-
getriebe (Abb. 92). Von
der Anfangslage BB der Koppel ausgehend durchlaufen die Punkte
B und B gleichzeitig volle Kreise um A und A, weil die Kreisbégen,
die wir bzw. um A und A mit den
Radien d 4+ b und ¢ + b beschreiben
konnen, jene Bahnkreise nicht schnei-
den. Die Koppel gelangt aber dabei
niemals in die Lage BB’; um ihre
sdmtlichen Lagen zu erhalten, miis-
sen wir sie deshalb noch einmal, jetzt
von BB’ ausgehend, zwischen den
Bahnkreisen gleiten lassen.

80. Halten wir dagegen in Abb. 84
das Glied b fest, so schneiden die
Kreisbogen, die um B und B bzw.
mit den Radien ¢ +a¢ und d +a
geschlagen werden, die Bahnkreise
der Punkte A und A jedesmal in
zwei Punkten, und dadurch ent-
stehen auf jedem dieser Kreise zwei
getrennte Bogen, die in bezug auf die Gerade BB symmetrisch liegen
und die von den Endpunkten der Koppel AA doppelt durchlaufen
werden, bis diese in die jeweilige Anfangslage zuriickkehrt. Wir er-
halten daher ein Doppelschwinggetriebe mit acht Totlagen der
Koppel AA (Abb. 93).

Abb. 92.

Abb. 93.
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Dieselben Betrachtungen, wie wir sie fiir den Fall 1« des Art. 77
im AnschiuB an die Abb. 91 bis 93 angestellt haben, gelten auch im
Fall 1. Somit werden bei allen Kurbelgetrieben, in denen die Summe
des kleinsten und gréBten Gliedes kleiner ist als die Summe der beiden
andern Glieder, alle iiberhaupt moglichen Koppellagen nicht in einem
kontinuierlichen Zuge, son-
dern in zwei getrennten Ziigen
durchlaufen.

81. Wenn wir in Abb. 91 die
Gliedldngena,b,cunverindert
lassen, aber das grofite Glied d
so weit vergréBern, bis @ -+ d
= b - ¢ wird, so beriihren die
Kreise, die um A und B bzw.
mit den Radienc—aundc -} b
beschrieben werden, die Kreise
£ und « in B, und 4,, und
es entsteht ein durchschla -
gendes Schwingkurbelge -
triebe (Abb. 94, vgl. auch
Abb. 89). Hier vereinigen sich
die beiden vorher getrennten
Bogen BB, und 8,8, des
Kreises § zu einem Bogen
B, B,$B, . Bewegt sich die Kop-
pel A B von der Totlage 4, B,
aus, indem das Glied ¢ ent-
gegengesetzt dem Sinne des
Uhrzeigers um A rotiert, so
konnen 4 und B die Gerade
AB bei 4, und B, in gleicher
Richtung iiberschreiten. St68t
aber die Koppel auf eine in der Nihe von B, angebrachte Stiitze, so kehrt
der Punkt B um, und wihrend A4 eine volle Umdrehung ausfiihrt,
durchliuft B den Bogen B, B, hin- und hergehend. Ist kein solches
Hindernis vorhanden, so kommt die Koppel nach dem Durchgang
durch 4, B, in die Totlage %,;%B,. Dann kehrt B um, und wenn der
Punkt A4 nach einer vollen Umdrehung wieder nach A, gelangt ist,
so befindet sich B noch zwischen B, und B,. Beginnt a eine zweite
Umdrehung, so iiberschreiten 4 und B gleichzeitig die Durchschlags-
lage, aber in entgegengesetzter Richtung, und erst, wenn 4 zum zweiten
Male nach 4, zuriickkehrt, kommt B wieder nach B;. Die Schwinge b
macht also einen Hin- und Hergang, wihrend die Kurbel a zwei volle

Miiller, Kinematik. 6

Abb. 94 a.
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Umdrehungen ausfiihrt. Daraus folgt weiter, dafl jetzt alle iiberhaupt
méglichen Koppellagen nacheinander in einem Zuge durchlaufen
werden. — Abb. 94a zeigt die Kurve, die ein beliebiger Punkt K der
Koppelebene beschreibt. Wegen der Doppelpunkte dieser Kurve
vgl. Art. 86 und 87.

Die analoge Untersuchung der iibrigen Fille des durchschlagenden
Kurbelgetriebes, die sich durch Feststellen eines andern Gliedes aus
Abb. 94 ergeben, sowie derjenigen, bei denen das gréBte Glied dem
kleinsten gegeniiberliegt, bereitet keine Schwierigkeiten.

82. Wir betrachten in Abb. 95 nur noch das Doppelschwing-
getriebe, das aus Abb.94 durch eine nochmalige Vergréerung des
festen Gliedes d hervorgeht; hier ist also ¢ <b, ¢ << d und
a+d> b+ c¢. Die Kreisbogen, die wir jetzt um A und B bzw. mit
den Radien ¢ + ¢ und ¢ + b be-
schreiben, begrenzen auf 4 und
o« die Bogen BB, und 4,%,,
die von den Punkten B und 4
hin- und hergehend durchlaufen
werden. Dieses Doppelschwing-
getriebe ist demnach von dem
in Abb. 93 dargestellten wesent-
lich verschieden, denn es hat nur
vier Totlagen, und die Koppel
A B durchléuft ihre sédmtlichen
Lagen in einem kontinuierlichen
Zuge (vgl. hierzu auch Abb. 7).

Hinsichtlich der Gestalt der Koppelkurven, die von einem Kurbel-
getriebe erzeugt werden, ergibt sich aus allen diesen Darlegungen
schlieflich der Satz: Zweiteilige Koppelkurven entstehen dann
und nur dann, wenn die Summe des kleinsten und gréBten
Gliedes kleiner ist als die Summe der beiden anderen; in
allen anderen Fallen bestehen die Koppelkurven immer aus
einem einzigen geschlossenen Zuge.

Abb. 95.

Die Koppelkurve.

83. Die dreifache Erzeugung der Koppelkurve. Wir gehen
aus von einem beliebigen Dreieck A BC, teilen seine Basis 4 B durch
die Punkte 4,, 4,... 4,1 in » beliebige Teile, ziehen durch die Teil-
punkte Parallelen zu den beiden anderen Seiten und zerlegen so das
gegebene Dreieck in n Dreiecke, die dem gegebenen dhnlich sind, und
in { n(rn — 1) Parallelogramme. Fassen wir die Dreiecke und die
Parallelogrammseiten als starr, aber untereinander gelenkig verbunden
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auf, so erhalten wir einen ebenen Gelenkmechanismus, und von
diesem behaupten wir: Wie wir ihn auch verbiegen mégen, immer
bleibt die Gestalt des Dreiecks A BC unverandert.

Beweis. In Abb. 96 verhilt sich AC,: C 0y : C,C; .. .= A4,
:A4,4,:4,4;...=CB;y: B, B,: B,B; ..., und dieselben Proportionen
gelten auch noch nach der in Abb. 97 dargestellten Verbiegung.
Bezeichnen wir die Winkel des gegebenen Dreiecks kurz mit 4, B
und ¢ und den Winkel bei A4, im Parallelogramm C,4,DC, der
neuen Figur mit ¥, so ist in dieser L AC,C, = C 4+ 180° — 1y und
L. AA4,4,=360—A — B —y =180+ C—, also = £ AC,C,.

Abb. 96.

Ebenso ist L 4,4,4; = £ A,DF = [ C,C,C; usw., mithin sind die
Vielecke AC,C,...C und AA,4,...B einander &hnlich, und es

verhilt sich
AC:AB=AC,:A4,,

d. h. wie die Seiten AC und A4 B des urspriinglich gegebenen Dreiecks.
In derselben Weise ergibt sich, daB die Strecken C'B und 4 B in beiden
Figuren in demselben Verhéltnis stehen, also bilden die Punkte 4, B, '
in Abb. 97 in der Tat ein Dreieck, das dem gegebenen &hnlich ist.
Teilen wir in Abb. 96 die Seite 4B insbesondere in n = 3 beliebige
Teile und verfahren im tiibrigen genau wie vorhin, so entsteht der in
Abb. 98 dargestellte Gelenkmechanismus, bei dem das von den Punkten
A, Bund C gebildete Dreieck wieder dhnlich verdnderlich ist. Zeichnen
wir hier iiber DC, das Dreieck DC,& kongruent dem Dreieck 4,C; 4
und iiber DB, das Dreieck D B;H kongruent dem Dreieck 4,B,B,
so ist AG3# A, D und BH +f A,D; ersetzen wir also die Strecken
AQG und BH durch Stabe, die in 4 und G bzw. in B und H mit den
anstoBenden Gliedern gelenkig verbunden sind, so wird dadurch die
Beweglichkeit des Mechanismus nicht gehindert. Jetzt konnen wir
endlich die Stibe C,C, und B, B, ganz entfernen und die Dreiecke
AA,C, und 4,BB, nur durch die Stibe 44, und A4, B ersetzen; in
dem so entstehenden Gelenkmechanismus bilden immer noch die
Punkte 4, B und C ein Dreieck, das dem Dreieck A, A, D fortwéihrend
ahnlich bleibt (Abb. 99). Halten wir also die Punkte A4 und B fest, so
bleibt auch der Punkt C bei jeder Verbiegung des Mechanismus in
6+



84 Das Kurbelgetriebe.

Ruhe. Dann stellt unsere Figur aber drei Kurbelgetriebe dar mit
den festen Gliedern 4 B, AC und C B und den Koppeldreiecken 4,4, D,
GCyD und B, HD, die im Punkte D drehbar zusammengeschlossen sind,
und wir erhalten ohne weiteres den bemerkenswerten Satz von

Abb. 99,

Roberts: Die Koppelkurve, die ein Punkt D vermittels
eines Kurbelgetriebes beschreibt, kann auch noch durch
zwei andre Kurbelgetriebe erzeugt werdenl. Betrachten wir
in Abb. 99 das Kurbelgetriehe 4.4, 4, B als urspriinglich gegeben, so
folgt aus den vorhergehenden Darlegungen sofort die Vorschrift fiir die
Konstruktion der beiden andern Kurbelgetriebe AGC,C und C B, HB.

In Abb. 100 haben wir das gegebene Kurbelgetriebe wie friiher mit
ABBA bezeichnet und den beschreibenden Punkt mit K. Um die
beiden andern Getriebe zu konstruieren,
vermittels deren der Punkt K dieselbe
Koppelkurve erzeugt, zeichnen wir die
ParallelogrammeAAKA,und B BK B,,
darauf die Dreiecke 4, KC, und K B,C,
dhnlich dem Dreieck A BK und das
Parallelogramm C,KC,I'; dann sind
AT C, A, und BI(,B, die gesuchten
Kurbelgetriebe. Dabei ist das Drei-
eck ABT, dasdiedrei festen Dreh-
AbD. 100 punkte bilden, gleichsinnig d4hn-

T lich dem Dreieck 4 BK.

Wenn es in der Praxis sich als notwendig erweist, einen Punkt auf
einer bestimmten Koppelkurve zu fithren und wenn das hierzu erforder-
liche Kurbelgetriebe unbequeme Abmessungen besitzt, dann besteht
der Wert des Robertsschen Satzes eben darin, daB er uns immer noch
zwei andre Kurbelgetriebe liefert, die dem Punkte dieselbe Bewegung
erteilen.

1 Roberts: Three-bar Motion in Plane Space, Proceedings of the London
Mathematical Society 1875, vol. VII, p. 14. Vgl auch J. Kleiber : Beitrag
zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanismen, Z. Math. Phys. 36 (1891)
S. 296.
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Ist in Abb.100 ABBA ein durchschlagendes Kurbelgetriebe,
so gilt dasselbe von den beiden andern Getrieben, die in
Verbindung mit K dieselbe Koppelkurve erzeugen. Dies
ergibt sich ohne weiteres, wenn man bei der soeben abgeleiteten Kon-
struktion von der Durchschlagslage der Koppel ausgeht (Abb.101).

84, Die Koppelkurve in analytischer Behandlung. Um die
Gleichung der Koppelkurve abzuleiten, die der Punkt K in Verbindung
mit dem Kurbelgetriebe AB BA beschreibt, wihlen wir den Punkt A
zum Anfangspunkt eines
rechtwinkligen Koordina-
tensystems, dessen positive
x-Achse von A nach B ge-
richtet ist (Abb. 102). Be-
zeichnen wir die Koordina-
ten der Punkte K, A und
B bzw. mit z, y; 2', ¥ und z”, " und setzen wie frither AA = a,
BB =10, AB=d und ferner AK=m, BK=1, /. AKB=y,sowie
den Winkel, den die Richtung AK mit der positiven z-Achse ein-
schliefit, gleich ¢, so ist

A B B
Abb. 101. Abb. 102.

¥ =x—mcosg \ ¥ = x—1cos(p+7y)
Y =y—msin ¢ ‘ y' =y—1Usin (p+7).

Dann sind die Gleichungen der Kreise, die von den Punkten 4 und B
beschrieben werden,
pyt=ar | @y =0
aus ihnen ergibt sich durch Einsetzen der Werte fiir 2, 4" und z”, y"’
2mzcosg + 2Lmysing = 224 y? 4+ m2—a? (1)
und
2l(x —d)cos(p+ y) + 2lysin(g+y) = (¢ — d)® + y* + 1* —b?
oder
21[(x —d)cosy + y sin y] cos ¢ — 2I[(x — d) siny — y cosy] sing
— (w—d)P 24 12— b2, )

Setzen wir noch zur Abkiirzung

(¢ —d)cosy+ ysingy = v
(x — d)siny —ycosy = w
22+ y2+ mi—a® =R
(x —d)24 g2+ 12—b%2= 8§,
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so gehen (1) und (2) iiber in
2myxcosp 4+ Zmy sing = R 1)
2lvcosp —2lw sing = 8. (2
Aus beiden Gleichungen folgt, wenn wir einmal sing, dann cos ¢ elimi-
nieren,
2Ilm(xzw + yv)cosgp = lw R 4+ myS
2lm(zw + yv)sing = lv R —maxS.

Hieraus ergibt sich durch Quadrieren und Addieren die Gleichung der
Bahnkurve des Punktes K in der Form .

(wR+ myS)*+ (lvR—mx8)2 = 412m2(zw + yv)? 3)
oder
12(v?2 4 w?) R?—2Im RS (xv — yw) + m?(22 + y?)S2
—4P2m2(2xw + yv)2=0
oder endlich

B(x—d)?+ y? (22 + y*+ m?—a?)?
—2Im[(2?+ y*—dx) cosy 4 dysiny] (x? 4 y% 4 m2 —a?) [(x — d)? + y2 4 12—} (4
+ m2(x? + y?) [(x —d)? + y2 + 12— b7)?
— 412m? (2% 4 y> —dx) siny — dy cosy]?=1

Die Koppelkurve ist hiernach von der sechsten Ordnung.

*85. Alle Kreise einer Ebene sind bekanntlich als Kegelschnitte
aufzufassen, die durch dieselben zwei unendlich fernen, imagindren
Punkte J und J’ — die imagindren Kreispunkte oder absoluten
Punkte der Ebene — gehen. Wir setzen weiter als bekannt voraus,
daf die durch die Gleichung

y=Mx-+n (5)

dargestellte Gerade einen der imaginidren Kreispunkte enthilt, wenn

ihre Richtungskonstante M = 4-7, = L+ }—1 ist. — Jede reelle
Kurve, die durch den Punkt J geht, enthilt auch den Punkt J’ und
wird als eine zirkulare Kurve bezeichnet. Ihre Tangenten — Asym-
ptoten —in J und J' schneiden sich in einem reellen Punkte, dem Fokal-
zentrum der Kurve. Das Fokalzentrum eines Kreises ist sein Mittel-
punkt.

Dieses vorausgeschickt, kehren wir zur Koppelkurve zuriick. Um
ihre Schnittpunkte mit der durch die Gleichung (5) gegebenen Geraden
zu ermitteln. — wobei die Konstanten M und » nicht reell zu sein
brauchen — ersetzen wir in Gleichung (4) des vorigen Artikels y durch
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M x + n und erhalten so eine Gleichung sechsten Grades in «, die uns
die Abszissen der sechs reellen oder imaginiren Schnittpunkte liefert.
Ist nun M = +i, also nach (5)

2+ y2= +2inx+ n?,

so verschwinden die Glieder vom sechsten bis vierten Grade, von den
sechs Wurzeln der Gleichung werden also drei unendlich gro8. Dann
enthilt aber die Gerade einen der imaginiren Kreispunkte, und dieser
zahlt fiir drei Schnittpunkte mit der Kurve in jeder durch ihn gehenden
Geraden. Die Koppelkurve hat demnach die imaginiren Kreis-
punkte zu dreifachen Punkten, mit andern Worten: Sie ist eine
,,brizirkulare«“ Kurve sechster Ordnung. Die unendlich ferne
Gerade der Ebene hat mit ihr also, abgesehen von J und J’, keine
weiteren Punkte gemein.

In jedem der imagindren Kreispunkte hat die Kurve drei Asym-
ptoten, und diese schneiden sich mit denen des andern Kreispunktes
paarweise in drei reellen Punkten; die Kurve hat folglich drei Fokal-
zentra. — Fir die Geraden, die den Koordinatenanfangspunkt A mit
J und J’ verbinden, ist n = 0, also y= +¢2 und z2 4 y2=0; fir
ihre Schnittpunkte mit der Kurve verschwindet daher auch noch das
Glied dritten Grades in z, d.h. die Geraden AJ und AJ’ beriihren
die Kurve inJ und J’, mithin ist A ein Fokalzentrum der Kurve.
Dasselbe gilt selbstverstandlich auch von dem anderen End-
punkte B des festen Gliedes AB des betrachteten Kurbel-
getriebes sowie von dem dritten Drehpunkte [, der bei der
Erzeugung der Kurve durch die beiden andern Kurbel-
getriebe in Abb. 100 gefunden wurde. Beschrianken wir uns aber
auf das gegebene Kurbelgetriebe, so wirddasdritte Fokalzentrum I’
definiert durch die Bedingung, daB das Dreieck ABl dem
Koppeldreieck ABK gleichsinnig ahnlich ist.

Dadurch, daB die drei Fokalzentra die festen Drehpunkte des
Gelenkmechanismus bilden, der die dreifache Erzeugung der Kurve
bewirkt, erscheint die Koppelkurve unter den Kurven sechster Ordnung
gewissermaflen als das Gegenstiick zum Kreise als demjenigen Kegel-
schnitt, der mechanisch in &hnlicher Weise, ndmlich durch Drehung
einer starren Strecke um seinen Mittelpunkt, erzeugt wird.

86. Die Doppelpunkte der Koppelkurve. Wenn der be-
schreibende Punkt, wie in Abb. 103, durch die mit K bezeichnete
Stelle zweimal hindurchgeht, so gehéren zu dieser zwei verschiedene
Koppellagen 4B und A’ B’. Damn ist L AKB=/ A'KB, also
auch /. AKA'= L BKB’, mithin als Hilften dieser Winkel
L AKA =/ BKB, folglich -~ AKB=/AKB, d.h. =/, ATB,
wenn [ wieder den dritten Drehpunkt bei der dreifachen Erzeugung
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der Bahnkurve » des Punktes K bedeutet. Daraus folgtl: Jeder
Doppelpunkt der Koppelkurve » liegt auf dem durch die
drei festen Punkte A,B,l gehenden Kreisef.

Umgekehrt ist jeder Schnittpunkt der Koppelkurve mit
dem Kreise f ein Doppelpunkt der Kurve. Denn ist 4 BK eine
solche Lage des Koppeldreiecks, bei der sich der Punkt K auf
dem Kreise ¥ befindet, so ist - AKB =/ AKB, also auch
L AKA=/ BKB. Liegen nun die Punkte 4’ und B’ der Bahn-
kreise « und & bzw. symmetrisch zu A und B in bezug auf A K und BK,
so ist L AKA'=/ BKB, mithin £ A’KB'=/ AKB=/ AKB,
und demnach ist A 4’'K B’ eine zweite Lage des Koppeldreiecks, d.h.
K ist ein Doppelpunkt des Kurve » .

* Da die Kurve x von der sechsten Ordnung ist und die imaginéiren
Kreispunkte J und J' zu dreifachen Punkten hat, so kann sie mit jedem
Kreise ihrer Ebene
aufler J und J’ nur
noch sechs Schnitt-
punkte gemein haben.
Aber jeder Schnitt-
punkt von x mit f
ist ein Doppelpunkt
von #, zdhlt also fir
zwei Schnittpunkte;
mithin ergibt sich
der Satz: Die Koppelkurve hat drei Doppelpunkte auf dem
durch die drei Fokalzentra gehenden Kreise. — Von den drei
Doppelpunkten konnen zwei konjugiert imaginir sein; sie kénnen sich
auch zu einem Selbstberiihrungspunkte vereinigen. Jeder reelle Doppel-
punkt ist entweder ein eigentlicher Knotenpunkt wie der in Abb. 103a
mit K bezeichnete Punkt oder ein Riickkehrpunkt — wenn er mit dem
Pol zusammenféllt — oder ein isolierter Punkt, und zu diesem gehéren
keine reellen Koppellagenz. — Die in Abb. 91a dargestellte Kurve
hat einen isolierten Punkt und zwei konjugiert imaginire Doppelpunkte;
in Abb. 103a tritt zu den vorhandenen Knotenpunkten noch ein iso-
lierter Punkt hinzu.

Liegt der beschreibende Punkt K auf der Koppelgeraden A4 B, so
ist seine Bahnkurve symmetrisch in bezug auf das feste Glied AB, und
dann befinden sich das dritte Fokalzentrum I und die drei Doppel-
punkte in der Geraden AB.

Abb. 108. Abb. 103a.

1 Vgl. jedoch den in Art. 87 behandelten Ausnahmefall.
? Vgl. R. Miiller: Uber die Doppelpunkte der Koppelkurve, Z. Math.
Phys. 34 (1889), S. 303 u. 372 und 36 (1891), S. 65.
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87. Bei einem durchschlagenden Kurbelgetriebe, wie es z. B. in
Abb. 94a dargestellt ist, befindét sich in der Durchschlagslage der
Koppel wegen der dann bestehenden Zweideutigkeit des Pols und des
ganzen Bewegungsvorgangs tiberhaupt jeder Punkt der Koppelebene
in einem Doppelpunkte seiner Bahn!. Zu einem solchen Doppelpunkte
— wie dem Punkte K, der Abb. 94a — gehéren aber nicht zwei ver-
schiedene Koppellagen, auf ihn bezieht sich also nicht mehr die vorher-
gehende Betrachtung, er liegt folglich im allgemeinen auch nicht auf
dem Kreise f, sondern kommt als ein Sonderdoppelpunkt — Ver-
zweigungspunkt — zu den drei bereits gefundenen Doppelpunkten
hinzu. — Die in Abb. 94a gezeichnete Kurve hat aufBer ihren drei
Knotenpunkten noch einen isolierten Punkt, und zwar auf dem Kreise f.

* Da jeder der imagindren Kreispunkte fir drei Doppelpunkte zéhlt,
so hat die Kurve in diesem Falle im ganzen 4 - 2 X 3 = 10 Doppel-
punkte, also dieMaximalzahlder Doppelpunkte—némlich | (6—1) (6—2)
— die bei einer eigentlichen d. h. nicht zerfallenden Kurve sechster
Ordnung iiberhaupt méglich ist.

Spezielle Fille und Ausartungen des Kurbelgetriebes.

88. Das Parallelkurbelgetriebe und das Zwillingskurbel-
getriebe. Ist das Gelenkviereck 4 BBA, von dem wir bisher aus-
gingen, ein Paralle-
logramm, so erhal-
ten wir durch Fest-
stellen eines Glie-
des, z. B. vonAB, ein
Parallelkurbelge-
triebe (Abb. 104).
Bei diesem bleiben
die Kurbeln A4 und
BB einander par-
allel, und die Koppel
A B bewegt sich par-
allel zu AB. Verste-
hen wir unter K einen
beliebigen Punkt der Koppelebene und zeichnen wir iiber A B das Dreieck
ABT gleichsinnig kongruent zum Dreieck A BK, so ist die Strecke [ K
parallel und gleich mit A4 und BB, der Punkt K beschreibt also
einen Kreis um I, der den von 4 und B durchlaufenen Krei-
sen « und f gleich ist.

Abb. 104.

1 Vgl. Art. *36.
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Der Koppellage A B entspricht ein unendlich ferner Pol in der Rich-
tung AA4; dieser gehort aber auch zur Koppellage A’ B’, deren End-
punkte sich auf den Verlingerungen von A4 und BB befinden. Als
Polkurven 7 und p des Parallelkurbelgetriebes miissen wir daher
die unendlich fernen Geraden der
Ebenen der Glieder AB und A B,
und zwar doppelt zédhlend, be-
trachten.

Das Parallelkurbelgetriebe ge-
hort zu den durchschlagenden
Kurbelgetrieben, und es gibt hier
immer zwei Durchschlagslagen
Ay By und 4°B° der Koppel 4 B.
— Wir wollen zunichst voraus-
setzen, dafB nicht alle vier Glieder
einander gleich sind. Yst, wie in
Abb. 104, das feste Glied AB gréBer als A4, so kann von der Lage
AyB, aus der eine Endpunkt B der Koppel die Gerade AB iiber-
schreiten, wiahrend der andere 4 auf seinem Bahnkreise umkehrt;
dann schneidet die neue Koppellage das feste Glied zwischen A und B
(Abb. 105). Die stetige Fortset-
zung der Parallelbewegung der
Koppelebene 1iBt sich aber z.B.
dadurch erzwingen, da3 man in
Abb. 104 die Strecke K durch
eine dritte Kurbel ersetzt. — Ist
AB <AA, so kénnen 4 und B
die GeradeAB gleichzeitig so durch-
schreiten, daB die beiden Kurbeln
einander nach dem Durchgang
kreuzen (Abb. 106).

Verwandelt sich das Parallelo-
gramm beim Durchgange der
Koppel durch die Lage 4,8, in ein
iiberschlagenes Viereck mit paar-
weise gleichen, gegeniiberliegenden
Seiten, so entsteht aus dem Parallel-
kurbelgetriebe ein Zwillingskurbelgetriebe. Ist dabei das feste
Glied AB, wie in den Abb. 104 und 105, groBer als A4, so rotieren die
beiden Kurbeln in entgegengesetztem Sinne; ein solches Zwillings-
kurbelgetriebe wird als gegenldufig bezeichnet. Ist aber AB < A4,
wie in Abb. 106, so drehen sich beide Kurbeln in demselben Sinne, und
dann heiBt das Getriebe gleichldufig.

Abb. 105.

Abb. 106.
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89. Die Polkurvendes Zwillingskurbelgetriebest. In Abb.107,
in der das feste Glied AB groBer ist als A4, schneiden sich die Ver-
langerungen der Kurbeln A 4 und BB im Pole SR der Koppellage 4 B.
Die Abbildung ist symmetrisch in bezug auf die Verbindungslinie von
mit dem Schnittpunkte $ von AB und 4 B, und R ist die gemein-
schaftliche Tangente t der Polkurven 7 und p im Punkte P (Art. 27).
Dann ist B4 = LB und BA = P B; bezeichnen wir also die Lingen der
Glieder A 4 und B B mit @ und die Lingen der Glieder 4 B und AB mit ¢,
so wird PA — BB = PBA — P4 = a. Die Differenz der Abstinde des
Poles B von den festen Punkten A und B ist demnach konstant, und die
feste Polkurve =
ist folglich eine
Hyperbel mit
den Brennpunkten
A und B und der
Hauptachsea. Ihre
Scheitel sind die
Pole 3, und PO der
Durchschlagslagen
A,B, und A4°B°.
Da B von 4 und B
gleich weitentfernt
ist, so liegt auch
Py in der Mittezwi-
schen 4, und B, die auch die Mitte zwischen B, und A ist?; ebenso
ist PO der Mittelpunkt von A4°B und von BCA.

In unserer Abb. 107 ist ferner B — P4 = BB — BB =a, mit-
hin ist auch die bewegliche Polkurve p eine Hyperbel mit der Haupt-
achse a, aber den Brennpunkten 4 und B. Daraus folgt: Beim gegen -
laufigen Zwillingskurbelgetriebe sind die Polkurven kon-
gruente Hyperbeln, die die Endpunkte des festen Gliedes
und der Koppel zu Brennpunkten haben und deren Haupt-
achse gleich der Lange der Kurbeln ist. Bezeichnen wir die
Scheitel der Polkurve p mit P, und P° wobei 4 P, = BP®=B%, ist,

Abb. 107.

1 Bei dem allgemeinen Kurbelgetriebe haben wir auf eine Untersuchung
der Polkurven verzichtet, weil diese Kurven zu verwickelt sind, um von den
Bewegungsvorgiingen des Getriebes ein anschauliches Bild zu geben. Vgl. jedoch
R. Miiller: Uber einige Kurven, die mit der Theorie des ebenen Gelenk-
vierecks in Zusammenhang stehen, Z. Math. Phys. 48 (1902) 8. 224.

2 Nach Art. *35 ist Bp ein Doppelpunkt der durch die Paare 4,, B und
By, A bestimmten Involution. Diese Involution ist jetzt symmetrisch. Thr
zweiter Doppelpunkt, nimlich der -unendlich ferne Punkt der Geraden AB, ge-
hort als Pol zur Durchschlagslage 4,B, bei der zuvor betrachteten Parallel-
bewegung der Koppel.
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so beriihren sich p und 7 in ihren Scheiteln P, und %,, wenn A4 B in die
Durchschlagslage A4,B, kommt.

Denken wir uns das Glied AA festgehalten, so stellt Abb. 107 ein
gleichliufiges Zwillingskurbelgetriebe dar, und dann ist $ der Pol der
Koppellage BB. Nun ist

HA+94=9A+ HB=c¢
und

OB+ 9HPB=9B+ HA = c;
beim gleichlaufigen Zwil-
lingskurbelgetriebe sind also
die Polkurven kongruente
Ellipsen, deren Brennpunkte
mit den Endpunkten des fe-
sten Gliedes und der Koppel

Abb. 108. zusammenfallen und deren
Hauptachse gleich der Linge der Kurbeln ist (Abb. 108).
Betrachten wir aber das Glied AB als fest, so rollen die in den Ebenen
der Glieder A 4 und B B liegenden Ellipsen aufeinander, wiahrend sich
die Ebenen um A und B drehen. Hierauf beruhen die in der Praxis
benutzten elliptischen Réder.

90. Wir fragen jetzt nach der Bahnkurve, die irgendein Punkt K
der Koppelebene des in Abb. 107 dargestellten Zwillingskurbelgetriebes
beschreibt. Konstruieren wir zur augenblicklichen Lage des Punktes K
das Spiegelbild & in bezug auf die Polkurventangente t, so ist das Dreieck
AB& symmetrisch kongruent zum Dreieck BAK, das Spiegelbild &
bleibt also fest fiir alle Lagen des Systempunktes K und fiir die zuge-
hérigen Polkurventangenten. Wir kénnen demnach die- Bahnkurve des
Punktes K auch dadurch erhalten, dafl wir von & aus auf alle Tan-
genten t, t’. . . der festen Polkurve 7 die Lote 8%, &5’ . . . fallen und sie
von den FuBpunkten §, % ... aus um sich selbst bis K, K'. .. ver-
lingern. Die Punkte §,g’... bilden nun die FuBpunktkurve von «
fiir @ als Lotpunkt, und die Punkte K, K'. .. erfiillen eine zweite Kurve,
die zur ersten im Verhiltnis 2: 1 4hnlich und dhnlich liegend oder, wie
man sagt, homothetisch dhnlich ist; dabei ist & der Ahnlichkeits-
punkt beider Kurven. Der Ort der Punkte K ist hiernach selbst die
FuBpunktkurve einer Kurve, die zu 7 im Verhiltnis 2: 1 homothetisch
dhnlich ist. Beim Zwillingskurbelgetriebe ist aber die Kurve m, wie
wir soeben gesehen haben, eine Hyperbel oder Ellipse, je nachdem es
sich um ein gegenliufiges oder ein gleichliufiges Getriebe handelt,
mithin ergibt sich schliefllich der Satz: Beim gegenliufigen Zwil-
lingskurbelgetriebe beschreibt jeder Punkt der Koppelebene
die FuBpunktkurve einer zur festen Polkurve 7 homothe-
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tisch édhnlichen Hyperbel, und beim gleichldufigen Zwil-
lingskurbelgetriebe beschreibt er die FuBpunktkurve einer
zu 7 homothetisch &4hnlichen Ellipse.

Die vollstindige Koppelkurve %, die der Punkt K vermittels des
gegenwirtig betrachteten speziellen Kurbelgetriebes erzeugt, besteht
daher aus zwei Teilen: aus einem Kreise ,, der entsteht, wenn das
Getriebe sich als Parallelkurbelgetriebe bewegt, und aus der FuB-
punktkurve x, einer Hyperbel oder Ellipse, die wir erhalten, wenn
wir das Gelenkviereck beim Durchschlagen in ein Zwillingskurbel-
getriebe iibergehen lassen.

* Alles, was in Art. 84 bis 87 iiber die Ordnung, die Fokalzentra
und die Doppelpunkte der Koppelkurve im allgemeinen gesagt wurde,
gilt unveréndert auch hier, denn der Kreis », reprasentiert eine zirku-
lare Kurve zweiter Ordnung mit seinem Mittelpunkt I" als Fokalzentrum,
und die Fullpunktkurve x, ist von der vierten Ordnung; sie hat Doppel-
punkte in den imaginiren Kreispunkten und die Fokalzentra A und B.
— Durch den Punkt & der Abb. 107 gehen zwei Tangenten des Kegel-
schnittes 7, die getrennt und reell sind, wenn & auBerhalb 7, also K
auBerhalb p liegt; & ist demnach ein Doppelpunkt von »,. In der Tat liegt
K auf dem durch A, B, I' gehenden Kreise f, weil das Dreieck AB& dem
Dreieck BAT symmetrisch kongruentist. Die iibrigen Doppelpunkte der
zerfallenden Kurve » sind die acht Schnittpunkte von x; und x,, von
denen - aber vier durch die imaginiren Kreispunkte absorbiert werden.
Von den vier andern liegen zwei auf dem Kreise f, und zwei gehéren
als Sonderdoppelpunkte zu den beiden Durchschlagslagen der Koppel.

91. Sind simtliche Glieder des in Art. 88 betrachteten Parallel-
kurbelgetriebes von gleicher Linge, so kénnen die Glieder A B und B B
von der Durchschlagslage A4,B, aus
vereinigt um den Punkt B rotieren,
und dann beschreibt der Punkt K der
Koppelebene um B einen Kreis %,
(Abb. 109). Derselbe Punkt erzeugt
einen Kreisx®um A, wenn nach dem
Durchgang durch 4° B die zusammen-
fallenden Glieder 4 B und AA um A
rotieren. Die Bahnkurve » des Punktes
K zerfillt also in die Kreise %, und »° Abb. 100,
und in den Kreis », um I, und inso-
fern erscheint sie wieder als eine trizirkulare Kurve sechster Ordnung
mit den Fokalzentren A, B und I'. Umgekehrt hétte man aus diesem
speziellen Fall — nach dem Prinzip der Erhaltung der Anzahl —
schlieBen kénnen, daB auch fiir die Koppelkurve eines beliebigen Kurbel-
getriebes genau dasselbe gelten miifite.
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Die drei Kreise x,, x° und %, schneiden sich paarweise in je zwei
Doppelpunkten der ausgearteten Kurve x; von diesen liegt jedesmal
einer auf dem Kreise  durch A, B und I, und zu den drei anderen ge-
horen die Durchschlagslagen K, und K° des Punktes K.

92. Das gleichschenklige Kurbelgetriebe. Ein Kurbelgetriebe
heift gleichschenklig, wenn zweimal zwei aufeinanderfolgende
Glieder gleich lang sind. Dann ist die Summe zweier Glieder gleich der
Summe der beiden andern, es handelt sich also wieder um ein durch-
schlagendes Kurbelgetriebe. Ist das feste Glied AB = A A und
AB=BB, so fillt in der Durchschlagslage A4 mit AB zusammen,
und die Glieder 4B und BB koénnen vereinigt um den Punkt B

Abb. 110. Abb. 111.

rotieren. Sind AB und A4 die beiden grofieren Glieder, so erkennt
man sofort, daB A A Schwinge und B B Kurbel ist; es entsteht also ein
gleichschenkliges Schwingkurbelgetriebe (Abb. 110). Ist aber
AB das eine der beiden kleineren Glieder, so sind A4 und B B Kurbeln,
und wir erhalten ein gleichschenkliges Doppelkurbelgetriebe
(Abb. 111). Wenn hier der Punkt 4 von der Lage 4, aus, die mit B
zusammenfallt, in der eingezeichneten Pfeilrichtung den Halbkreis
4,4, durchlduft, so beschreibt B von B, aus in gleichem Sinne den
Bogen By B, ; dabei liegt B, auf dem Lote, das in A zu AB errichtet wird.
Kehrt der Punkt A4 auf dem unteren Halbkreis in seine Anfangslage B
zuriick, die wir zugleich mit 4° bezeichnet haben, so bewegt sich der
Punkt B von B, bis zum Punkte B9 der Geraden AB, und der Punkt A
muf noch einmal seinen ganzen Bahnkreis durchwandern, wenn B auch
den unteren Halbkreis B°B, zuriicklegen soll. Die kurze Kurbel
vollendet also immer zwei Umdrehungen, wahrend die lange
Kurbel eine Umdrehung macht. Auf diese bemerkenswerte Higen-
schaft des gleichschenkligen Doppelkurbelgetriebes hat zuerst Galloway
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hingewiesen. — Man vergleiche damit das in Abb. 112 dargestellte
durchschlagende, aber nicht gleichschenklige Doppelkurbelgetriebe, bei
dem wir die Glieder AB und A B der vorhergehenden Abbildung um
denselben Betrag verkiirzt haben, wihrend die Arme unverindert ge-
blieben sind, so daB also immer noch AA + A B = AB -+ BB ist:
Durchléuft hier der Punkt B von Bj aus den oberen Halbkreis B, B°,
so beschreibt 4 in demselben
Sinne nicht mehr seinen vollen
Bahnkreis, sondern nur den Bogen
Ay A% und wenn B weiter den
unteren Halbkreis B¢ B, zuriick-
legt, gelangt A auf dem kleineren
Bogen 4°4, wieder in seine An-
fangslage 4,. Jetzt machen also
beide Kurbeln gleichzeitig eine
volle Umdrehung.

93. Um die Koppelkurven
zu untersuchen, die durch das
gleichschenklige Kurbelgetriebe
erzeugt werden, kehren wir noch Abb, 112
einmal zu dem in Abb. 104 dar-
gestellten Parallelkurbelgetriebe zuriick, bei dem nicht simtliche
Glieder einander gleich sind. Auf die Bahnkurve x, die hier ein
Punkt K der Koppelebene beschreibt, wenden wir den Satz von.der
dreifachen Erzeugung der Koppelkurve an; dabei gehen wir zweckmiBig
von einer Durchschlagslage aus, [,
in der wir das Koppeldreieck
—- ohne die friiher benutzten ABL
Indizes — kurz mit 4 BK be- G
zeichnen wollen (Abb.113). Jetzt
gestaltet sich die Konstruktion
der beiden andern Kurbelgetriebe,
die dem Punkte K dieselbe Bewegung erteilen, nach der in Art. 83
entwickelten Vorschrift sehr einfach folgendermafBlen: Ziehen wir die
Geraden AC,lAK bis BK und BC,| BK bis AK und bezeichnen
wir den Schnittpunkt beider Parallelen gleichzeitig mit 4,, B, und
I, so sind AAKA, und BBKB, die in Abb. 100 vorkommenden
Parallelogramme; die Dreiecke 4, K(, und K B,C, sind dhnlich dem
Dreieck A BK, und C, K C,I" ist das in jener Abbildung zuletzt kon-
struierte Parallelogramm. Dann stellen AFC;4; und BIC,B, die
gesuchten Kurbelgetriebe dar. Sie sind gleichschenklig, haben
AT und BT zu festen Gliedern und befinden sich beide in einer Durch-
schlagslage. Rotieren beim ersten die Glieder 4;C; und [ C; vereinigt

A A B Vi
Abb. 113,
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um den Punkt I', so beschreibt der Punkt K, wenn er an der Koppel
4,0, befestigt wird, denselben Kreis »,, wie vorher mit dem gegebenen
Parallelkurbelgetriebe; beginnt aber auch der Arm A4, sich zu drehen,
so erzeugt der Punkt K die Fulpunktkurve x,, die er auch in Verbindung
mit der Koppel 4 B durchlauft, wenn das Gelenkviereck AB B A sich als
Zwillingskurbelgetriebe bewegt. In Abb.113ist AB>B B, das Zwillings-
kurbelgetriebe, das aus dem Parallelkurbelgetriebe hervorgeht, ist also
gegenliufig, mithin ¥, die FuBpunktkurve einer Hyperbel. Dann ist
aber auch AT =T C, und Bl >TC,, folglich haben wir durch unsere
Konstruktion zwei gleichschenklige Schwingkurbelgetriebe erhalten.
Hieraus ergibt sich der Satz: Das gleichschenklige Schwing-
kurbelgetriebe und das gegenldufige Zwillingskurbelgetriebe
erzeugen gleichartige Koppelkurven, nimlich FuBpunkt-
kurven von Hyperbeln, dagegen erzeugt das gleichschenk-
lige Doppelkurbelgetriebe, ebenso wie das gleichlaufige
Zwillingskurbelgetriebe, FuBpunktkurven von Ellipsen.

*34. Die Polkurvendesgleichschenkligen Kurbelgetriebes.
In Abb. 114 bezeichnet AB wieder das feste Glied; P ist der Pol fiir die
Koppellage 4 B. Setzen wir AA = AB=0a,BB=AB=5b,BL =1,
LABR=¢q@, L BAB=/AAB= v, AB=m, so folgt aus dem
Dreieck AB R

. "Jian o
r=a sin (2y — @) ° (1)

Aus dem Dreieck ABB ergibt sich aber

msiny = bsing

und
meosy = a -+ beosg,
mithin ist
m?sin2y = 2bsing (a + b cosg) (2)
und
m2cos2 = (a + b cosg)? — b2sin2p,
also

misin (29 —¢)
=[2bsing (a 4 beosg)]ecosgp —[ (a -+ beosg)? —b%sin2¢]sing  (3)
= (b®>— a?) sing.
Zufolge (2) und (3) geht Gleichung (1) iiber in
20 b% 2a2b
r= zz—vi—aé cos . + 7)2“7 . (4)

— gt

Machen wir daher auf der Geraden BA in der Richtung von B nach A

die Strecke B 8 = b22 a_b; und fillen von % auf B das Lot BY, so
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wird B%’:-b—f—a;%?cosg), nach Gleichung (4) ist also B'P= 5?“;’;; .
Wir koénnen demnach die feste Polkurve 7 auch dadurch konstruieren,
daB wir iiber B8 als Durchmesser den Kreis b beschreiben und auf
allen durch B gezogenen Strahlen von ihrem zweiten Schnittpunkte
mit p aus die konstante
Lénge 2% beider-
b2 — g2

seits-abtragen; das ist
aber bekanntlich die
Konstruktion  einer
Pascalschen Kurve
(Art. 20).

Da die bewegliche
Polkurve p die feste
Polkurve fiir die um-
gekehrte  Bewegung
darstellt, die das Glied
AB gegen AB aus-
fiihrt, so erhalten wir Abb. 114.
ihre Gleichung aus (4)
durch Vertauschung der Buchstaben ¢ und b, wenn wir jetzt unter 7
die Strecke 4P verstehen. Beim gleichschenkligen Kurbel-
getriebe sind also die beiden Polkurven Pascalsche Kurven.

Fiir die Durchschlagslage BB der Koppel ergibt sich aus Glei-
chung (4), wenn wir ¢ = O setzen,

2ab? 2a2b 2ab
0o _ <% 4 277 - =77
B('B”—bz——al«z_l—bz—a2 b—a

oder
1 1 1

2 1.
BP—a b BA T BB
der Pol R° ist also der vierte harmonische Punkt zu A, B° und B.
Ferner ist fir die Durchschlagslage BB, der Koppel
2ab? 2a2b 2ab
oder

2 1 1 1 1
=% T3 B T BB

d. h. B, ist der vierte harmonische Punkt! zu A, B, und B. Konstruiert

1 Zu demselben Ergebnis gelangen wir noch kiirzer durch folgende Uber-
legung: Nach Art. *35 existieren fiir die Durchschlagslage A° B® der Koppel AB
eines durchschlagenden Kurbelgetriebes mit dem festen Glied AB zwei Pole;

Miiller, Kinematik, 7
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man hiernach die Punkte ¢ und 3, in bekannter Weise — etwa mittels
der Halbkreise iiber AB® und A By, — so ist ¥ die Mitte von OB,
wodurch der Kreis b bestimmt ist.

Bezeichnen wir ferner mit P® und P, die den Polen R° und ‘B, ent-
sprechenden Punkte der beweglichen Polkurve p auf der Geraden 4 B,
so ist die Punktgruppe P°A B= PR°BB°
und 4 Py B =B} B,; wir finden also P°
und P,, indem wir auf der Verlingerung
von A B die Strecke 4 P°= B und nach
der entgegengesetzten Seite A Py,= B,
machen. Bedeutet jetzt W die Mitte von
PPyund v den Kreis iiber dem Durchmesser
AW, so erhalten wir die Polkurve p, indem
wir auf den durch A gehenden Strahlen die
Strecke I8 P% von tv aus beiderseits abtragen.

95. Ausartungen des Kurbelgetrie-
bes. Rickt bei dem Kurbelgetriebe AB B A
der feste Gelenkpunkt B ins Unendliche, so
verwandelt sich der Bahnkreis des Punktes
B in eine Gerade /3, die auf der Geraden A B
senkrecht steht. Die friher mit d und b
: bezeichneten Glieder AB und BB werden
jetzt unendlich groB}; ihre endliche Diffe-
renz e ist gleich dem Abstand A E des Punk-
tes A von der Geraden 7. Hierdurch er-
halten wir das bereits in Art. 11 unter I er-
wihnte Schubkurbelgetriebe; bei diesem
kann das Glied BB, durch einen Schlitten
ersetzt werden, der sich in einem gerad-
linigen Schlitz der festen Ebene verschiebt,
oder durch eine Stange, die in einer mit
AE fest verbundenen Hiilse gleitet (Abb. 115
und 116). Das Getriebe wird durch die
Gliedlangen AA = a und 4 B= ¢ und durch
die Strecke e bestimmt. Aus naheliegenden
Grinden spricht man von einem rotierenden, durchschlagenden
oder schwingenden Schubkurbelgetriebe, je nachdem ¢ = a -+ e ist.
Liegt der Punkt A auf der Geraden 2, so heifit das Getriebe zentrisch;

o

Abb. 116.

sie sind die Doppelpunkte der durch die Paare 4°% B und B° A bestimmten
Involution. Gegenwirtig fallt aber A4° mit B zusammen, folglich ist B selbst
der eine der beiden Pole, und da die Pole jedes Paar der Involution harmonisch
trennen, so ist der andere Pol R0 der vierte harmonische Punkt zu B°, A und B.
— Das Analoge gilt fiir den Pol B, .



Spezielle Fille und Ausartungen des Kurbelgetriebes. 99

ist aullerdem die Koppel A B gleich der Kurbel A4, so wird es als
gleichschenklig bezeichnet (vgl. Art.19).

Um die Ordnung der Koppelkurve x zu bestimmen, die bei dem
in Abb. 115 dargestellten Schubkurbelgetriebe ein Punkt K der Koppel-
ebene erzeugt, fragen wir nach der Anzahl der Schnittpunkte, die diese
Kurve mit einer durch K beliebig gezogenen Geraden g gemein hat.
Denken wir uns das Dreieck 4 BK von der Kurbel A4 abgetrennt,
und bewegen wir es so, daf} seine Eckpunkte B und K bzw. auf den
Geraden 3 und g wandern, so beschreibt der Punkt A4 nach Art. 19
eine Ellipse, und diese schneidet den Kreis &, der A zum Mittelpunkt
und a zum Radius hat, in vier — reellen oder imaginiren — Punkten,
unter denen sich auch der in der Abbildung mit A4 bezeichnete Punkt
befindet. Wird also der Punkt K vermittels des Kurbelgetriebes bewegt,
so kann er hichstens viermal in die Gerade g gelangen; die Kurve x
ist demnach von der vierten Ordnung.

* Zu demselben Ergebnis kommen wir, wenn wir in Art. 84 in der
Gleichung der Koppelkurve, die durch ein beliebiges Kurbelgetriebe
erzeugt wird, d=e+4 b und b= setzen. Dann verschwinden die
Glieder sechsten und fiinften Grades, und wir erhalten die Gleichung

12 (2?4 >+ m:—a?)?—4lm (x—e) (xcosy—ysiny) (x2+ y2+ m2:—a?)
+ dm(x?+ y?) (x — €)2 — 412m?(zsiny + ¥y cosy)2 = 0;

die urspriingliche trizirkulare Kurve sechster Ordnung zerfillt also
in eine zirkulare Kurve vierter Ordnung mit dem Fokalzentrum A und
in die doppelt zihlende unendlich ferne Gerade.
Der Kreis f, der im allgemeinen Falle nach
Art. 86 die drei Fokalzentra und die drei Doppel-
punkte der Kurve sechster Ordnung enthilt,
degeneriert jetzt in die durch A gehende Ge-
rade ¥, die mit ABx den Winkel 4 K B bildet;
auf ihr liegen zwei Doppelpunkte der Kurve
vierter Ordnung x, die in Abb. 115 aus zwei
Ovalen besteht!.

Bei dem gleichschenkligen Schubkurbelge-
triebe, das in Abb. 117 dargestellt ist, beschreibt
der Punkt K der Koppelebene nach Art. 19
eine Ellipse um A als Mittelpunkt, aulerdem Abb. 117,
aber, wenn die Glieder A A und A B vereinigt
um A rotieren, einen Kreis um A mit dem Radius B K. Die vier Schnitt-
punkte des Kreises mit der Ellipse sind Doppelpunkte der vollstindigen

1 Vgl. R. Miiller: Uber die Gestaltung der Koppelkurven fiir besondere
Fille des Kurbelgetriebes, Z. Math, Phys. 36 (1891) S. 11.
7*
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Bahnkurve des Punktes K; davon liegen wieder zwei auf dem Durch-
messer f, der mit AB, den Winkel A K B einschlieft, und die beiden
anderen gehéren als Sonderdoppelpunkte zu den beiden Durchschlags-
lagen der Koppel 4 B.

96. Denken wir uns in Abb. 115 das Glied 4 B festgehalten, so bewegt
sich das Glied ABs, das jetzt durch den rechten Winkel A E 2 ersetzt
wird, in der Weise, da8 der Punkt A mittels der Kurbel AA um den
Punkt 4 rotiert, wihrend die Gerade 3 iiber den Punkt B hinweg-
schleift. Dabei rotiert der Punkt B, gewissermaSen um B; denn ebenso
wie wir die Drehung eines im Endlichen liegenden Punktes B um B
hervorbringen koénnten durch das Gleiten eines Kreises, der B zum
Mittelpunkt und BB zum Radius hat, iiber den Punkt B, so kénnen
wir dieselbe Drehung des Punktes B, auch bewirken durch ein eben-
solches Gleiten eines unendlich groBen Kreises
mit dem Mittelpunkt B, , d. h. der Geraden g,
die auf der Richtung nach B, senkrecht steht.
Diese Bewegung liBt sich erzeugen mittels
eines in der Ebene Af angebrachten gerad-
linigen Schlitzes mit der Mittellinie & und eines
um B drehbaren Schiebers, der von dem Schlitz
umfafit wird. Das so entstandene Getriebe

Abb. 118. bezeichnen wir mit Burmester als Schleif-
kurbelgetriebe. .

* Ein Schleifkurbelgetriebe heiBt gleichschenklig, wenn der
Punkt A auf der Geraden § liegt und wenn 4B = AA ist (Abb. 118).
Verstehen wir hier unter K einen beliebigen Punkt der bewegten Ebene
fAB. , unter y seine Verbindungslinie mit A, so geht diese, wihrend
A den Kreis a um 4 durchliuft und 3 iiber den Punkt B gleitet, bestandig
durch ihren zweiten Schnittpunkt C' mit a. Der Punkt K beschreibt
also nach Art. 20 eine Pascalsche Kurve mit dem Doppelpunkte C.
Wenn aber die Kurbel AA in die Lage 4B gelangt ist, so kann die
Ebene SABs um den festeri Punkt B rotieren; die vollstdndige Bahn
des Punktes K besteht daher aus jener Pascalschen Kurve und einem
Kreise um B mit dem Radius AK, sie ist folglich von der Ordnung
4+ 2= 6, also von derselben Ordnung, wie die Koppelkurve bei einem
Kurbelgetriebe mit vier Gliedern von endlicher Linge (Art. 84). Daraus
konnen wir schlieBen, daB auch bei dem allgemeinen Schleifkurbel-
getriebe, wie es die Abb. 115 darstellt, ein Punkt K der bewegten Ebene
eine Kurve sechster Ordnung beschreibt. Dasselbe ergibt sich auch
— ahnlich wie frither beim Schubkurbelgetriebe — aus der allgemeinen
Gleichung der Koppelkurve durch eine einfache Rechnung. Die Kurve
ist wieder trizirkular; sie hat die Fokalzentra 4 und B, und das dritte
Fokalzentrum fallt als dritter Eckpunkt eines, Dreiecks iiber der Grund-
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linie 4B, das dem Dreieck ABK ahnlich sein miiite, wieder mit 4
zusammen.

*97. Verlegen wir bei dem in Abb. 115 dargestellten Schubkurbel-
getriebe die Ecke 4 des urspriinglich vorhandenen Gelenkvierecks
ABBA ebenfalls in unendlich groBe Entfernung, so miissen wir auch
das bewegte Glied A B durch einen rechten Winkel BFa ersetzen,
dessen Schenkel o iiber den festen Punkt A schleift, wihrend der
Punkt B des andern Schenkels die Gerade 3 durchliduft. Das so erhaltene

Abb. 119, Abb. 120.

Getriebe wurde von Burmester als Schleifschiebergetriebe be-
zeichnet (Abb. 119).

Ein Punkt K der Ebene BFa beschreibt, wie beim Schubkurbel-
getriebe, eine zirkulare Kurve vierter Ordnung mit dem Fokalzentrum A .
Die Kurve hat wieder zwei Doppelpunkte auf der durch A gehenden
Geraden f, die mit AE den Winkel F BK bildet; einer von ihnen ist in
unserer Abbildung ein isolierter Punkt der Kurve.

Ist der Abstand BF des Punktes B von der Geraden a gleich dem
Abstand AE des Punktes A von §, so entsteht ein symmetrisches
Schleifschiebergetriebe (Abb. 120). Dann gibt es eine Lage ByFya,
des bewegten rechten Winkels, in der sich die Strecke BF mit EA
deckt, so da a, zu 2 paralfel wird; man kénnte sie als Durchschlags-
lage oder Verzweigungslage bezeichnen. Von hier aus kann sich der
Winkel auf zweierlei Weise weiterbewegen: entweder, indem sich die
Gerade a nur noch in sich selbst verschiebt oder indem sie wie vorher
tber den Punkt A gleitet und dabei ihre Richtung wieder fortwihrend
dndert. Die Bahnkurve x» des Systempunktes K zerfillt deshalb in
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die Gerade »,, die zu J parallel ist, und in eine zirkulare Kurve dritter
Ordnung #, mit dem Fokalzentrum A. Diese hat einen Doppelpunkt
auf der wie friither ermittelten Geraden ¥, und auf f liegt auBerdem ein
Schnittpunkt von x, und x, als weiterer Doppelpunkt der vollstéandigen
Bahnkurve x.

Diein B zu 4 und in A zu a errichteten Lote schneiden sich im Pol §
der Systemlage BFa. Aus Symmetriegriinden ist aber P B = BA;
im festen Gliede AE § ist also der Pol gleich weit entfernt von 2 und A,
und im bewegten Gliede BFa hat er gleiche Abstinde von B und a.
Beim symmetrischen Schleifschiebergetriebe sind also die
Polkurven 7= und p kongruente Parabeln bzw. mit den Brenn-
punkten A und B und den Leitlinien § und a.

Vergleicht man dieses Ergebnis mit den in Art. 89 gefundenen Sitzen
iiber die Polkurven des Zwillingskurbelgetriebes, so erweist sich das
symmetrische Schleifschiebergetriebe als ein spezielles
Zwillingskurbelgetriebe mit unendlich langen Gliedern, und
man erkennt, ebenso wie in Art. 90, da B die Bahnkurve %, die FuB-
punktkurve einer Parabel ist.

Sechstes Kapitel
Die Beschleunigung der ebenen Bewegung.

Die Beschleunigung bei der ebenen Bewegung eines Punktes.

98. Begriff der Beschleunigung. Angenommen, der Punkt 4
durchlaufe auf seiner Bahnkurve « in zwei aufeinanderfolgenden gleichen
Zeitelementen dt¢ die Bahn-
elemente 44’ und A'4”
(Abb. 121). Auf den Verlin-
gerungen von A A’ und 4’4"
machen wir bzw. die Strecken
A'A, und 4’4, nach GréBe
und Richtung gleich den Ge-
schwindigkeiten, mit denen
sich der Punkt 4 auf diesen
Bahnelementen bewegt, also

/ 44’
Adv="5
und .
Abb. 121. \4r AA, = %

Wird A4’ auf A'A, von 4’ bis B abgetragen, so ist 4,4} || BA"”. Die
unendlich kleine Strecke 4,4! reprisentiert die geometrische Anderung
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der Geschwindigkeit v = A’A, in der Zeit d¢; wir nennen sie oder —
was auf dasselbe hinauskommt — die zu ihr parallele und gleichlange
Strecke A'E die Elementarbeschleunigung wvon 4. Dann ver-
stehen wir unter der Beschleunigung j des Punktes die geome-
trische Anderung seiner Geschwindigkeit in der Zeiteinheit,
also die auf der Verlingerung von A'E liegende endliche Strecke
Ag;=2T (1)
Die Beschleunigung ist demnach ein Vektor, ebenso wie die Geschwin-
digkeit v des Punktes.
In unserer Abbildung wverhilt sich

Ad;: A’E=A'4,:A'B=1:dt,

mithin ist 4, 4,1 BE.

Ziehen wir noch A" D || BA' bis A’E,so wird DA"'— A'B=AA’.
Das Viereck 4 A’A" D ist daher ein Parallelogramm mit einem unendlich
kleinen Winkel bei A, seine Diagonale A’ D ist also, verglichen mit den
Seiten, eine unendlich kleine GréBe zweiter Ordnung. Sie ist gleich
der geometrischen Differenz der Bahnelemente 4’4" und 44’;
wir bezeichnen sie als die Deviation des Punktes 4. Jetzt verhilt sich

AE:A'"D=A'4,:A4"=1:dzt,
also ist
v A'D
AE= -~
Wir erhalten demnach aus (1) fiir die Beschleunigung des Punk-
tes 4 nach GréBe und Richtung eine zweite Darstellung in
der Form
Ad;=42 @)

Da A’A; dieselbe Richtung hat wie die Diagonale A’D, so folgt,
wenn die Bahnelemente 4.4’ und A’A” nicht in derselben Geraden
liegen: Die Beschleunigung befindet sich immer auf der kon-
kaven Seite der Bahnkurve.

99. Graphische Ermittelung der Beschleunigung. In den
Punkten 4, 4,, 4, ... der Bahnkurve x seien die Geschwindigkeiten
v, v, 0, ... des bewegten Punktes bekannt; wir haben sie auf den
zugehérigen Tangenten der Kurve nach Gréfe und Richtung auige-
tragen (Abb.122). Ziehen wir durch einen beliebigen Punkt O die
Strecken D9 ftwv, 09, + vy, Oy v, ..., so bilden die Punkte
D, D15 Dy ... eine gewisse Kurve §j. Verstehen wir jetzt unter 4, die
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Lage, in die der Punkt 4 nach Ablauf der Zeit dt gelangt, so ist H9,
unendlich klein und gleich der Elementarbeschleunigung von A4, und
dann ist die Beschleunigung dieses Punktes

j=5% . h. gleich der Geschwindigkeit, mit
der sich der Punkt § momentan auf der Kurve }
bewegt. Die Geschwindigkeiten, die der

Streckenendpunkt § in verschiedenen
2 Punkten der Kurve ) besitzt, bestimmen
| daher nach GréBe und Richtung die

Beschleunigungen des Punktes A in den
entsprechenden Punkten seiner Bahn-
kurve . Die Kurve § heilt der Hodograph der Beschleunigung des
Punktes 4.

100. Als Vektor 1t sich die Beschleunigung eines Punktes in
zwei Komponenten zerlegen, d. h. als die Summe zweier andern
Vektoren darstellen. Am héufigsten bedient man sich der Zerlegung
in der Richtung der Tangente und der Normale der Bahnlkurve; die
so entstehenden Komponenten der Beschleunigung j bezeichnet man
als die Tangentialbeschleunigung j, und die Normalbe-
schleunigung j,.

In Abb. 123 sind 44" und A’ A’ wieder zwei aufeinanderfolgende
Elemente der Bahnkurve « des Punktes A4, von denen jedes in der Zeit d¢
durchlaufen wird; 4A'B ist die Verlingerung von 4 4’ um sich selbst,

und C bedeutet den FuBpunkt des von A’ auf 4B

2 A ,5(‘«: — 7 gefillten Lotes. Die Deviation A’ D des Punktes A4 ist

0(—?\?'64 " auchgleich BA’" und deshalb die geometrische Summe

Abb. 125, der Strecken BC und C'4”. Setzen wir die Lénge des

Bahnelements 4 A’ = ds, also A’A" = ds - d2s, und

den Kontingenzwinkel 4”4’ B der Kurve & = dt, so ergibt sich un-
mittelbar aus der Abbildung.

BC=A4'0—A"B= (ds - d%s)cosdt —ds
oder unter Vernachlissigung unendlich kleiner GréBen héherer Ordnung
BC = d2s
CA"= (ds -+ d2s) sindv = dsdr.

Nun ist g—: gleich dem Kriimmungsradius t der Kurve & in 4 , mithin wird

Abb. 122.

und

2

04" =22
T
Demnach ist die Tangentialbeschleunigung des Punktes A4
. BC _ s
W= gE T
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und die Normalbeschleunigung
. cA" ds v?

=g S e = 4)

wo v wie immer die Geschwindigkeit des Punktes A4 bezeichnet.
Durch die Geschwindigkeit A4, und die Beschleunigung
AA; des Punktes A ist der Krimmungsmittelpunkt A der
von ihm beschriebenen Bahnstelle bestimmt. Bezeichnen wir
in Abb. 124 mit 4, den FuBpunkt des von A; auf die Bahnnormale
gefillten Lotes, so ist .4 4,, die Normalbeschleunigung 4, , mithin nach (4)

AA, - AN=AA?. (5)

Die Punkte 4, und A liegen stets auf derselben Seite von 4; machen
wir also auf der verlingerten Bahnnormale die Strecke
AA,= 4,4, so geht das in 4, zu 4,4, errichtete
Lot durch A.

Umgekehrt bestimmen die Beschleunigung 4 4; und
der Krimmungsmittelpunkt A die Geschwindigkeit
A A, bis auf ihren Richtungssinn, denn 4, liegt auf
dem Kreise, der A4, zum Durchmesser hat. Befindet
sich A, zwischen 4 und A, so liefert der iilber A A be-
schriebene Halbkreis, der das Lot AjAw in V schneidet,
als Lange der Geschwindigkeit 4 4, die Strecke A V.

Dieselbe Abbildung dient zur Ermittelung der Normalbeschleunigung
A A, aus der Geschwindigkeit 4 4, und dem Kriimmungsmittelpunkt A ,
denn ziehen wir 4,4, 1 A4,, so erhalten wir den Punkt 4,, indem
wir die Strecke A A, von A aus auf AA abtragen. — Ist statt der
Strecke 4 4, die gedrehte Geschwindigkeit 4.4, gegeben, so empfiehlt
sich die Verwendung eines wechselnden Parallelenzugs: Man zieht in
Abb. 125 durch A und A4, in beliebiger Richtung
zwei Parallelen, die eine durch A gehende Gerade
bzw. in £ und §) schneiden; dann ist P4, || X4,,
denn es verhélt sich

Ady _ AD _ Ady
Ady — AX AA -
Bewegt sich der Punkt 4 mit konstanter Ge-
schwindigkeit » auf einem Kreise vom Radius t Abb. 125.
um A, so ist immer d2s = 0, also auch j,= 0. Bei
dieser einfachsten krummlinigen Bewegung, die wir als gleichférmige
Kreisbewegung bezeichnen, verwandelt sich die Beschleunigung j
in die nach dem Mittelpunkt A gerichtete konstante Normalbeschleu-

&

Abb. 124.

nigung jnz—if- , die sogenannte Zentripetalbeschleunigung.
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101. Die Beschleunigung der zusammengesetzten Be-
wegung. In Abb. 126 bewegt sich der Punkt 4 in der Ebene S -auf
einer Kurve & und durchliuft in zwei aufeinanderfolgenden gleichen
Zeitelementen dt¢ die Bahnelemente 4 B und BC. Die Ebene S wird
aber gleichzeitig in der festen Ebene T bewegt; gelangt hierdurch die
gebrochene Linie 4 BC in denselben Zeitelementen nach 4’ B’C’ und
A" B"0", so reprisentieren 44'A”, BB B”, 0C'C"” bzw. die Bahn-
kurven o, ,@ v, die von den auf k festliegenden Punkten 4, B, C'in X

beschrieben werden, wihrend A B” und B’ C"’
4" zwei Elemente der resultierenden Bahnkurve a
7% sind, die der auf k bewegte Punkt 4 in der
7 Ebene X erzeugt. Dann ist die Beschleuni-

gung dieses Punktes auf der Kurve a
B'C"— 4B
—

oder

. (B'C"+0'C")— (4B + BB
7 = e kdizﬁﬁﬂ;wiiv >

4 A e«
Abb. 126. wobei die Zeichen + und — sich immer auf
geometrische Addition und Subtraktion

beziehen. Schreiben wir den Ziahler des letzten Bruches noch in der Form
(BC—A4B)+ (B'B"—BB)+4 (B'C'"— B(C)+ (C'C"— B’ B"”), (3)

so bedeutet BCdt 48

Bewegung auf der Kurve % in der als fest betrachteten Ebene .S, und
B'B"— BB’
S
iibergang identisch wird mit der Beschleunigung j,, mit der sich der
auf k feste Punkt A auf der Kurve &« der Ebene X bewegt. Wir nennen
j, die relative, j, die Fihrungsbeschleunigung und § die resul-
tierende Beschleunigung des auf £ beweglichen Punktes A4 .

Betrachten wir nun zunichst den speziellen Fall, daBl die -Be-
wegung der Ebene S in ¥ eine bloBe Parallelverschiebung ist, so werden
die vier Teilvierecke, aus denen unsre Abbildung besteht, zu Parallelo-
grammen, mithin verschwinden in der mit 3 bezeichneten Summe der
dritte und vierte Klammerausdruck, und wir erhalten

i= 0+ 923
die resultierende Beschleunigung des Punktes A erscheint also als
die geometrische Summe der relativen und der Fiihrungsbeschleunigung.

Mit andern Worten: Bewegt sich der Punkt 4 mit der Be-
schleunigung 4, auf einer parallel bewegten Kurve k, deren

- die Beschleunigung 4, des Punktes 4 bei seiner

ist die Beschleunigung von B auf 3, die beim Grenz-
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Punkte die Beschleunigung j, besitzen, so ist die Diagonale
des aus j; und j, gebildeten Parallelogramms die resul-
tierende Beschleunigung des Punktes 4 auf seiner durch
die beiden gleichzeitigen Bewegungen erzeugten Bahn-
kurve a (Satz vom Parallelogramm der Beschleunigungen; vgl.
hiermit den Satz vom Parallelogramm der Geschwindigkeiten in Art. 12).
Im allgemeinen Fall, wo die Bewegung der Ebene § keine

Parallelverschiebung darstellt, zichenwir B M =+ BCund B'N + B"C"".
Dann ist

MC'= B'C'—BM=PBC— BC
und

CN=CC"—NC"=('0"— B'B",

in dem mit 3 bezeichneten Ausdruck wird also
(BC'—BO)+ (C'C"—B'B"Y=MC'+ C'N=MN.

Bedeutet nun d ¢ den unendlich kleinen Winkel, um den sich die Ebene S
beim Ubergang aus ihrer Anfangslage in die Lage S’ gedreht hat, so
kann sich der Winkel, den S’ mit der Lage 8’ bildet, von d3 nur um
eine unendlich kleine GroBe zweiter Ordnung unterscheiden. Wir
diirfen daher den Winkel M B'N = 249 setzen und M N als senkrecht
zu B'C’ betrachten. Demmnach ist

MN=2-BC-+d9%
und

MN _, BC d9

Tde T YTt T dt e

Hier bedeutet %1; die momentane Winkelgeschwindigkeit der bewegten
B . .
Ebene 8, die wir immer mit « bezeichnet haben, und dto wird beim

Grenziibergang gleich % , d.h. gleich der Geschwindigkeit v, des

Punktes 4 auf der Kurve k. In der Gleichung fiir die resultierende
Beschleunigung § tritt also zu der geometrischen Summe von §; und 7,
als weiteres Glied noch der Vektor 2v,w in der Richtung von M nach N,
die der Geschwindigkeitsvektor », annimmt, wenn er um den Punkt 4
im Sinne von w um einen rechten Winkel gedreht wird. Wir gelangen
so zu der wichtigen Formel

=0+ h+2ve (6)

und damit zu dem Satz von Coriolisl: Bewegt sich der Punkt 4
mit der Geschwindigkeit v, und der Beschleunigung j; in der

1 Coriolis: Sur les équations du mouvement etc., J.de I'Ecole polytechn.
1825, Cah, 24 p. 142.
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Ebene &, die selbst wieder in der Ebene X bewegt wird, auf
einer Kurve %, deren mit A zusammenfallender Punkt auf
seiner Bahnkurve & die Beschleunigung j, besitzt, und ist
w die momentane Winkelgeschwindigkeit des bewegten
Systems S, so ist die resultierende Beschleunigung j des
Punktes A auf der durch die beiden gleichzeitigen Be-
wegungen erzeugten Bahnkurve a gleich der geometrischen
Summe aus den Beschleunigungen j; und j, und aus dem
durch das Produkt 20,0 dargestellten Vektor, der auf der
Geschwindigkeit v; senkrecht steht und nach der Richtung
zeigt, nach der o, bei einer im Sinne von w ausgefiihrten
Drehung um 90° zeigen wiirde.

Der Vektor 2v; w heilt die Zusatzbeschleunigung oder Coriolis-
beschleunigung des Punktes 4.

Die Beschleunigungen der Punkte eines ebenen Systems.

102, Um den momentanen Beschleunigungszustand bei der Be-
wegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene zu untersuchen,
beginnen wir mit dem speziellen Falle, daB das System sich in zwei
aufeinanderfolgenden gleichen Zeitelementen dt — oder auch dauernd —
um einen festen Punkt Q dreht (Abb. 127).
Dann liegen die Bahnelemente 4 A7, 4’4"
und B B’, B’ B”,die hierbei von den Punk-
ten A und B durchlaufen werden, auf zwei
Kreisen um den Mittelpunkt Q2. Zu den
Elementen 4 4" und BB’ gehéren gleiche
Zentriwinkel, sie verhalten sich also wie
die Radien der Kreise, und dasselbe gilt
von den Elementen 4’4" und B’'B”;
die Vierecke Q4 4’4" und QBB B”
sind demnach einander dhnlich. Konstruieren wir daher die Be-
schleunigungen A A; und BB, mittels der Parallelogramme A4.4'4"%
und B B’ B" B, indem wir auf den Diagonalen 4’'% und B’® die Strecken

A= und B'8;= 5 machen, so ist auch A Q4’4 ~ /A QB';
oder beim Grenziibergang A QA A4, ~ AQBB;, und daraus folgt
weiter, daB3 auch AQ Aij~ AQAB ist. Die Endpunkte der Be-
schleunigungen der Punkte eines um einen festen Punkt
rotierenden Systems bilden demnach ein ihm gleichsinnig
dhnliches System, und der feste Drehpunkt ist der Doppel-
punkt beider Systeme.

Der Winkel A,-AQ ist hierbei immer ein spitzer, weil die Be-
schleunigung A4 A, auf der konkaven Seite der Bahn des Punktes A liegt.

Abb. 127.
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Die Beschleunigung der Systempunkte, die vom Drehpunkt Q um
die Lingeneinheit entfernt sind, heit die Drehbeschleunigung
oder Winkelbeschleunigung des Systems.

103. Wir betrachten jetzt ein starres ebenes System S, das irgend -
wie in der festen Ebene X bewegt wird, und bezeichnen mit 4, B, C
die augenblicklichen Lagen von drei seiner Punkte, mit 44,, BB;, Cce;
die zugehorigen Beschleunigungen (Abb.128). FErteilen wir dem
System S auflerdem eine Parallelbewegung, durch die seine Punkte
noch eine zusitzliche Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten,
die der Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes 4 entgegen-
gesetzt gleich ist, so kommt dadurch der Punkt 4 wahrend zweier
aufeinanderfolgenden gleichen Zeitelemente
in Ruhe, und das System dreht sich, wie
im vorher betrachteten Falle, wihrend dieser
Zeitelemente um 4. Infolge der Parallelver-
schiebung treten zu den urspriinglichen Be-
schleunigungen BB; und CC; noch die Be-
schleunigungen *B By und CC, die zu 4 4;
entgegengesetzt gleich sind und die mit
jenen nach der Parallelogrammregel zu den
Resultierenden BB, und CC, zusammenge-
setzt werden konnen; noch einfacher ziehen
wir nur B;B, und C;C, i+ A;4. Dadurch
ist das Dreieck 4, B,C; parallel zu sich selbst
in die Lage 4 B,C, verschoben worden. Nach
Art. 102 sind aber die Dreiecke 4 B,(, und Abb. 123.

A BC einander gleichsinnig éhnlich; dasselbe

gilt also auch von den Dreiecken 4,B;C; und 4 BC, und daraus ergibt
sich der Satz: Die End punkte der Beschleunigungen der Punkte
eines irgendwie bewegten Systems bilden ein ihm gleich-
sinnig dhnliches System.

Sind demnach die Beschleunigungen AA und B B, zweier System-
punkte 4 und B bekannt, so ist dadurch der Beschleumgungszustand
des Systems bestimmt, denn man erhilt die Beschleunigung eines
dritten Systempunktes C, indem man das Dreieck A4;B;C; dem Dreieck
A BC gleichsinnig ahnlich macht.

104. In Abb. 129 sind die Beschleunigungen 4 A; und B B; der Punkte
A und B gegeben. Treffen sich die Geraden 4 4; und BB;in @ und
bezeichnet § den zweiten Schnittpunkt der durch 4, B, ® und durch

B;,® gelegten Kreise, so ist ( ABJ= £ A;B;J, weil beide
gleich / A®S sind, und /. AJ B ist gleich /. A;J B;, denn beide sind
gleich /. A® B, mithin ist A A B3 ~A A;B;§. Betrachten wir daher
als Systempunkt, so fillt der Endpunkt J; seiner Beschleunigung mit
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ihm selbst zusammen, § ist also der Doppelpunkt der durch die Strecken
AB und A;B; bestimmten gleichsinnig &hnlichen Systeme S und §;.
In jeder Systemlage gibt es demnach einen Punkt §, dessen
Beschleunigung gleich Null ist; wir
nennen ihn den Beschleunigungspol
der Systemlage!. Der Punkt J§ durchliuft
in zwei aufeinanderfolgenden gleichen Zeit-
elementen in derselben Richtung zwei
gleiche Bahnelemente, d. h. er bewegt
sich in beiden Zeitelementen mit derselben
Geschwindigkeit.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 BS
und 4, B;J folgt, daB auch die Dreiecke
AA4;3 und BB einander dhnlich sind,
daher ist & auch der Doppelpunkt der
\ durch die Strecken 44; und BB; be-

\ stimmten, gleichsinnig dhnlichen Systeme.
Bedeutet also § den Schnittpunkt der
Geraden A B und 4;B;, so gehen durch
auch die Kreise, die durch die Punkte 4, 4;, 9 und B, B;, § gelegt werden.

Ausden dhnlichen Dreiecken 4 4, und B B, ergibt sich die Gleich-
heit der Winkel 344, und 3B B; und demnach der Satz: Die Rich-
tungen der Beschleunigungen aller Systempunkte bilden
mit den von diesen Punkten nach dem Beschleunigungspol
gehenden Geraden denselben Winkel, den Richtungswinkel
der Beschleunigung.

Aus den letzten Séitzen schlieBen wir weiter: Die Richtungen der
Beschleunigungen aller Systempunkte, die auf einem durch den Be-
schleunigungspol gehenden Kreise liegen, schneiden sich in einem
Punkte dieses Kreises. Die Beschleunigungen aller Punkte einer durch
den Beschleunigungspol gehenden Geraden sind parallel, und ihre
Endpunkte befinden sich auf einer Geraden durch den Beschleunigungs-
pol. Die Beschleunigungen aller Punkte eines Kreises um den Be-
schleunigungspol sind von gleicher GrofSe.

105. Um noch eineandre KonstruktiondesBeschleunigungs-
pols abzuleiten, wenn die Beschleunigungen 4 4, und B B; der System-
punkte A4 und B bekannt sind, ziehen wir in Abb. 129 durch einen
beliebigen Punkt O der Ebene die Strecken 04, 3+ A4;und O B, 3+ BB;;
dann ist

Abb. 129.

04, _ AA,
0B, ~ BBj

! Bresse: Mémoire sur un théoréme nouveau concernant les mouvements’
plans ete., J. de I’Ecole polytechn. 1853, Cah. 35 p. 89.
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Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke AA4;3 und B B;J verhilt sich aber

Ad4; 34

BB; ~ §B’
mithin verhilt sich

04, _34

OB, §B-

Ferner ist /. 4,0B, = / AA;, BB;=/( A® B, also gleich, A3 B,
demnach ist A 4, B0 ~ A ABU er erhalten daher den Punkt R
auch dadurch, dal Wir iiber A B ein dem Dreieck A, B,0 gleichsinnig
ahnliches Dreieck zeichnen.

Hat nun ein dritter Systempunkt C' die Beschleunigung C'C; und
ziehen wir noch OC; # C Cj, so folgt ebenso wie vorhin, daB
N A,0,0~nACS ist, also witd A A4, B,C; ~ A ABC. Hieraus
ergibt sich der Satz von Mehmke: Die Endpunkte der aus einem
beliebigen Punkte gezogenen Strecken, die den Beschleu-
nigungen der Systempunkte gleich und
gleichgerichtetsind, bildenein System,
das dem bewegten System gleichsinnig
dhnlich istl.

Die Figur 04,B,C, ... heilt der Be-
schleunigungsplan des bewegten Systems %
ABC ...

106. In Abb. 130 ist der Pol § der System-
lage und der Beschleunigungspol § sowie die
Beschleunigung A4; des Systempunktes A
gegeben; wie sich bald herausstellen wird, ist
dadurch auch die Geschwindigkeit 44,, die
auf P A senkrecht steht, bis auf den Richtungs-
sinn bestimmt. Bedeutet JJ, die Geschwin-
digkeit des Punktes &, der also die Beschleu- 7
nigung Null hat, so ist das Dreieck IS, AT
gleichsinnig #hnlich dem Dreieck $A4,.
Fiir den mit § zusammenfallenden System-
punkt, der wihrend eines Zeitelements ruht und im folgenden seine
Bewegung wieder beginnt, erhalten wir die Beschleunigung BB,
indem wir A §BP; ~ & JAA; machen. Der Punkt bewegt sich dann
in der Richtung PP;; das in £B zu PP, errichtete Lot liefert demnach
die Polkurventangente t.

Bezeichnen wir den Winkel 4,44, mit 1, den Winkel £AF mit y
und den Winkel 34 4;, also den Richtungswinkel der Beschleunigung,

4
At

Abb. 130,

1 R. Mehmke: Civilingenieur Bd. 29 (1883) S. 487.
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der eine der Systemlage eigentiimliche Konstante darstellt, mit ¢, so ist
A=900— ., —1%.

Firr alle Systempunkte, bei denen X denselben Wert hat, ist hiernach 2
konstant, d.h. der geometrische Ort aller Systempunkte,
deren Geschwindigkeit und Beschleunigung denselben Win-
kel A bilden, ist ein durch den Pol  und den Beschleuni-
gungspol § gehender Kreis.

Im Kreisbiischel mit den Grundpunkten P und § entspricht dem
Wert A = O "ein Kreis, fir dessen Punkte Geschwindigkeit und Be-
schleunigung in eine Gerade fallen, so dafl die Normalbeschleunigung
verschwindet und der Krimmungsradius der Bahn unendlich gro8
wird!. Dieser Kreis ist also der Wendekreis w der Systemlage. Wir
kénnen daher den Wendekreis auch definieren als den geo-
metrischen Ort aller Systempunkte, die momentan keine
Normalbeschleunigung besitzen. Da der Wendekreis die Pol-
kurventangente t in P beriihrt, so geht er durch den Schnittpunkt W
von PP; und FJ, und hat BW zum Durchmesser; der Punkt W ist
also der Wendepol.

Der Wert A = 90° bezieht sich auf den Kreis g des Biischels, der den
Schnittpunkt G der Geraden t und W enthilt und demnach PG zum
Durchmesser hat, denn fir jeden Punkt C dieses Kreises ist der Winkel
JCP — oder sein Supplementwinkel — gleich ¢, die Beschleunigung CC;
geht also durch den Punkt 8 und steht deshalb senkrecht auf der
Geschwindigkeit CC,, die in der Geraden GC liegt. Der Kreis g,
der den Wendekreis w in 8 und § rechtwinklig schneidet,
ist hiernach der Ort der Systempunkte, diemomentan keine
Tangentialbeschleunigung besitzen? Zufolge der Gleichung (3)
des Art. 100 ist fiir jeden Punkt von g die Anderung des Bahnelements,
die wir mit d2s bezeichnet hatten, gleich Null. Der Punkt durchliuft
also momentan in zwei aufeinanderfolgenden gleichen Zeitelementen
zwei gleiche Bahnelemente, und deshalb nennt man ¢ den Gleichen-
kreis — oder auch den Wechselkreis — der Systemlage.

In Abb. 130 ist der Wendepol W durch die Punkte ¥ und § und
den Winkel ¢ bereits bestimmt. Aus P und W konnen wir aber den
Kriimmungsmittelpunkt A der Bahnkurvedes Punktes 4 nach Art. 43
ermitteln, und aus A und der Beschleunigung 44; finden wir nach
Art. 100 die GroéBe der Geschwindigkeit AA,, deren Richtungssinn
wir auf der Senkrechten zu 4 noch willkiirlich festsetzen diirfen.

Wir entwickeln schlieflich noch einen einfachen Ausdruck fiir die
Beschleunigung % %; des mit dem Pole P zusammenfallenden System-

1 Vgl. Art. 100 Gleichung (4).
2 Bresse: vgl. die Anm. zu Art. 104..
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punktes, den wir frither mit P bezeichnet hatten. Gelangt das System
aus seiner Anfangslage S in zwei aufeinanderfolgenden gleichen Zeit-
elementen dt durch die Drehungen d¢ und d9 + d29 bzw. um die Pole
B und 9 in die Lagen 8’ und 8", so bleibt der Systempunkt P bei der
ersten Drehung in Ruhe, bei der zweiten beschreibt er um £ einen
unendlich kleinen Kreisbogen B P"'= B0 - (49 + d2F) = d3d$, wobei
d3 wie immer die Linge des Elements L der Polkurve 7 bedeutet
(vgl. Abb. 60 in Art. *56). Daraus erhalten wir fiir die Strecke B %,,
die auf PO senkrecht steht, den Wert
[P ds do
BR=-" =w ar -

Nun ist aber %g_ die momentane Rollgeschwindigkeit u des Systems

und %ist seine Winkelgeschwindigkeit w, also ergibt sich
PP; = o, 7)

in Worten: Die Beschleunigung des mit dem Pole zusammen-
fallenden Systempunktes ist gleich dem Produkt aus der
Rollgeschwindigkeit und der Winkelgeschwindigkeit des

Systems.
Nach Art. 21 Gleichung (4) ist ferner
u .
S‘BW =’
hieraus folgt
PP, = FW - 02 (8)

In Abb. 130 haben also die Strecken B, und B W stets dieselbe — und
niemals entgegengesetzte — Richtung, folglich ist ~ JBE;, d. h. der
Richtungswinkel « der Beschleunigung, = / 3B W, also kleiner als 90°.
DerRichtungswinkel der Beschleunigung ist demnach immer
ein spitzer Winkell.

107. Konstruktion der Beschleunigungen bei der Be-
wegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. Die
Bewegung des Systems ist in Abb. 131 fiir zwei aufeinanderfolgende

1 Vgl. Art. 102. — Deshalb diirfen die Beschleunigungen AA4; und BB;, die
nach Art. 103 den momentanen Beschleunigungszustand des Systems defi-
nieren, nicht ganz willkiirlich angenommen werden. Vertauschen wir z. B. in
Abb. 129 die Buchstaben 4 und A; sowie B und B; miteinander, so bleibt
der Punkt § zwar immer noch der Doppelpunkt der durch die Strecken 4 B
und A4;B; bestimmten ihnlichen Systeme, aber 4 4; und BB; représentieren
nicht mehr die Beschleunigungen der Punkte 4 und B, weil dann die einander
gleichen Winkel 3AA; und B Bj zu stumpfen Winkeln werden.

Miller, Kinematik. 8
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gleiche Zeitelemente gegeben durch die augenblicklichen Lagen zweier
Systempunkte A4 und B, die zugehorigen Kriimmungsmittelpunkte
A und B ihrer Bahnkurven und die Beschleunigung A 4; des Punktes 4,
die bekanntlich auf derselben Seite der Bahntangente von 4 liegt wie der
Punkt A; gesucht ist die Beschleunigung B B, des Punktes B und aufler-
dem noch die Beschleunigung C'C; eines beliebigen Systempunktes C.

Aus der Beschleunigung 44, und dem Krimmungsmittelpunkt A
ermitteln wir wie in Art. 100 zunéichst die Geschwindigkeit 4.4, des
Punktes 4, von der wir anneh-
men wollen, daB sie nach rechts
gerichtet sei; wir fallen also von
A; auf AA das Lot 4,4, und
machen auf der Verldngerung
vonA AdieStrecke 4. 4, =4, 4,
dann schneidet der iiber A 4, be-
schriebene Halbkreis die Bahn-
tangente des Punktes 4 in 4,.
Ziehen wir durch den Endpunkt
A, der gedrehten Geschwindig-
keit 4 4, die Gerade A,B,| A B bis BB, so ist BB, die gedrehte Ge-
schwindigkeit des Punktes B.

Aus B B, und dem Kriimmungsmittelpunkt B ergibt sich die Normal-
beschleunigung BB, von B nach Abb. 125 mittels eines wechselnden
Parallelenzuges BX¥B,%)B,. Dabei haben wir der Einfachheit halber
die Hilfslinie BX mit der Verlingerung von 4 B zusammenfallen lassen
und die Gerade BX { BB gezogen; die Gerade 9B, ist also ein geo-
metrischer Ort fiir den Endpunkt B; der Beschleunigung B B;.

Um einen zweiten geometrischen Ort fiir den Punkt Bj zu erhalten,
betrachten wir die momentane Bewegung des Systems in zwei auf-
einanderfolgenden Zeitelementen als die Resultierende aus einer Parallel-
verschiebung mit der Geschwindigkeit 4 4, und der Beschleunigung 4 4;
(Fihrungsbewegung) und einer gewissen Drehung um den Punkt 4
(relative Bewegung). Ziehen wir durch B, die Gerade B, B’y !l AA bis
zur Verlingerung von A B, so ist die gedrehte Geschwindigkeit BB,
die geometrische Summe der Strecken BB’y und B, B;,. Von ihnen
reprisentiert By B,, das parallel und gleich 44, ist, die gedrehte Fiih-
rungsgeschwindigkeit von B, mithin ist die Strecke BB}, da sie die
Richtung A B hat, die gedrehte relative Geschwindigkeit dieses Punktes.

Fiir die relative Bewegung von B ist 4 der Kriimmungsmittelpunkt
der Bahn, die Normalbeschleunigung B B,, die auf der Geraden 4 B
BBg?
4B
des wechselnden Parallelenzugs 4 B, B; 3 B,.

Abb, 131.

. Wir konstruieren sie am einfachsten mittels

liegt, ist also gleich
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Die Beschleunigung B B; des Punktes B ist die Resultierende aus
seiner Fiihrungsbeschleunigung, die gleich 4 A; ist, und seiner — noch
unbekannten — relativen Beschleunigung. Ihre senkrechte Projektion
auf die Gerade A4 B ist demnach die geometrische Summe der Projektion
AA, von A4; und der relativen Normalbeschleunigung BB;, d. h.
gleich BB,, wenn auf der Geraden A B die Strecke B,B,= 44, ge-
macht wird. Dann ist B; der Schnittpunkt des in B, zu A B errichteten
Lotes mit der Geraden ¥)B,.

Nach Art.103 erhalten wir nunmehr den Endpunkt C; der Be-
schleunigung irgendeines andern Systempunktes C, indem wir iiber
der Grundlinie 4,B; ein dem Dreieck 4 BC gleichsinnig dhnliches
Dreieck zeichnen.

Die soeben geloste Aufgabe ist gleichbedeutend mit der Ermittelung
der Beschleunigungen bei dem Kurbelgetriebe 4 BBA mit dem
festen Glied AB, wenn fiir den Koppelendpunkt A die Beschleunigung
A A; gegeben ist. Die Konstruktion vereinfacht sich in dem wichtigen
Sonderfalle, daB der Arm AA mit konstanter Geschwindigkeit um den
Punkt A rotiert. Setzen wir hier die Geschwindigkeit 4 4, des Punktes
A gleich AA, so fillt auch die Beschleunigung 4 4; mit 4A zusammen.

Siebentes Kapitel.

Grundziige der Theorie der Bewegung eines
starren riumlichen Systems.

Die Bewegung eines starren riumlichen Systems um einen
festen Punkt.

108. Ein starres raumliches System S — oder ein starrer Korper,
der aber nach allen Richtungen hin als unbegrenzt ausgedehnt gedacht
werden kann — bewege sich im festen Raume Y in der Weise, da3 ein
Systempunkt O bestindig fest bleibt. Dann liegen die Bahnkurven
aller andern Systempunkte auf Kugelflichen um 0; der ganze Be-
wegungsvorgang konnte also auch behandelt werden als die Bewegung
eines sphirischen Systems in seiner Kugelflache.

Definiert man zwei beliebige Systemlagen S und 8’ in Abb. 132 durch
die kongruenten Dreiecke O A B und 04’ B’, so ergibt sich zur Anfangs-
lage C eines andern Systempunktes die entsprechende Lage (', indem
man das Tetraeder O A’ B' ¢’ dem Tetraeder O A BC kongruent macht.
Die mittelsenkrechten Ebenen der Strecken 4.A’ und BB’ schneiden
sich in einer Geraden &, die durch den Punkt O geht, weil dieser in

8*
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beiden Ebenen liegt. Dannist / 40y = /. A’Ogund /. BOy = /_ B'Oz,
folglich sind die Dreikante O(4 Br) und O (A4’ B'y) einander kongruent;
von der Systemgeraden, deren Anfangslage « mit der Geraden z von X
zusammenfallt, deckt sich also die Lage ' ebenfalls mit . Der Uber-
gang eines starren Systems, von dem ein Punkt O fest
bleibt, aus einer Lage in eine andere kann demnach stets
bewirkt werden durch eine Drehung des Systems um eine
durch O gehende Achse. Oder: Wenn beim Ubergang eines
Korpers aus einer Lage in eine andere ein Punkt fest bleibt,
so bleibt auch immer eine durch diesen
Punkt gehende Gerade fest!.

Die Gerade ¢, welche die Systemlagen S und
§" Punkt fiir Punkt entsprechend gemein
haben, heilt ihre Drehungsachse. Aufler-
dem haben S und & jede Ebene, die auf r
senkrecht steht, entsprechend gemein, jede
dieser Ebenen hat sich aber beim Ubergang
aus der ersten in die zweite Lage in sich
selbst um ¢ gedreht. — Durch r geht auch
die mittelsenkrechte Ebene der Strecke C(’.

109. Sind S und § unendlich benachbart, so nennt man g die
momentane Drehungsachse der Systemlage §. — Beim Grenz-
iibergang verwandelt sich die mittelsenkrechte Ebene von C'C’ in die
Normalebene der Kegelfliche, die der Strahl OC bei der Bewegung
des Systems erzeugt.

Wihrend der kontinuierlichen Bewegung des Systems S im Raume X
wird die momentane Drehungsachse fortwéhrend wechseln. So erhalten
wir in Z fiir die unendlich benachbarten Lagen S und S’, §” und S§”,
S8 und 8"’... die aufeinanderfolgenden Drehungsachsen r,9,3...,
und diesen entsprechen in der Anfangslage S die Strahlen z, ¥,z ...,
von denen die Lagen 2 und z’, ¥’ und ¥, 2” und 2'”... bzw. mit
£,9,%... zusammenfallen. Die Strahlen g,9,3... und =, y,z...
bilden zwei Kegelflichen & und K mit dem gemeinsamen Mittelpunkt O
von der Beschaffenheit, daf die Flichenelemente 2y, yz ... von K in
den Lagen z'y’, ¥''2"... bzw. mit den Flichenelementen rh, n3...
von & zur Deckung kommen. Hieraus ergibt sich der Satz: Die Be-
wegung eines starren rdumlichen Systems um einen festen
Punkt geht in der Weise vor sich, daB ein dem beweglichen
System angehdrender Kegel K auf einem dem festen Raume

'/
Abb. 132,

! Euler: Novi Comm. Acad. Petrop. Bd. 20 (1776), S. 202. Der ent-
sprechende Satz fiir unendlich kleine Bewegungen wurde bereits 1749 von
d’Alembert, 1750 von Euler selbst gefunden.
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angehérenden Kegel ® abrollt. Die beiden Kegel & und K werden
als Polkegel oder Achsenkegel bezeichnet!.

Ist der Punkt O unendlich fern, so verwandeln sich die Polkegel in
Zylinder. Dann liefert uns jeder Normalschnitt durch beide Zylinder-
flichen die in den vorhergehenden Kapiteln behandelte ebene Bewegung.

110, Die Polkegel ® und K, die die Bewegung des Systems § im
Raume I definieren, konnen beliebig gewdhlt werden. Ersetzen wir sie
durch zwei gerade Kreiskegel mit den Achsen a, und a,, so drehen
sich fiir einen Beobachter, der sich in der Ebene a, a, befindet, die beiden
aufeinander rollenden Kegel wie zwei
konische Zahnrider um ihre festen
Achsen ¢, und a,.

In Abb.133istO U die in der Ebenea, a,
liegende Mantellinie, in der sich die Kegel
momentan beriihren ;O ¥, und OV, stellen
die Mantellinien dar, die nach Ablauf
der Zeit df miteinander zusammenfallen,
und @, und @, sind die FuBpunkte der
von U auf a; und a, gefiliten Lote, also
die Mittelpunkte der Grundkreise beider
Kegel. Setzen wir die Winkel, die die Mantellinie OU mit a, und a,
bildet, gleich &, und «,, ferner /. UOV,=de,, / UOV,=de, und

L UQV,=dg,, /. UQ,V,=dg,, so ist der Bogen UV, =0U - dg,
und auch = @, U - dg,, also

Abb. 133.

de, = —g%]— dg, = dg, sinx,
und ebenso im zweiten Kegel
de, = dgysinx,.
Nun ist aber de; = d &, , mithin verhilt sich
A, dg, = sina, : sino; .

Bezeichnen wir endlich mit o, und w, die Umdrehungsgeschwindig-

) d
keiten beider Kegel um ihre Achsen a¢; und a,, so ist v, = ,Zl und

Wy = %’— . fiir die proportionale Ubertragung der Drehung

von der einen Achse auf die andre ergibt sich daher die Formel

W) Wy, = 8ing, : sinx; .

1 Poinsot: Théorie nouvelle de la rotation des corps. Paris 1834, § 8.
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Die allgemeinste Bewegung eines starren
riilumlichen Systems.

111, Zwei beliebige Systemlagen S und S§’ seien durch die kon-
gruenten Dreiecke A BC und 4’ B’C’ gegeben (Abb.134). Dann er-
halten wir zur Anfangslage D irgendeines andern Systempunktes die
entsprechende Lage D', indem wir das Tetraeder A’ B'C' D’ dem Tetra-
eder A BCD kongruent machen.

Unm das System aus der Lage S in die Lage 8’ zu bringen, kénnen
wir es zundchst parallel zu sich in die Lage 8" verschieben, in der A
mit A’ zusammenfillt; dadurch kommt das Dreieck A BC nach A’ B’ ¢
Von hier aus gelangt das System nach Art. 108 in die Endlage S’ mittels
einer Drehung um eine durch 4’ gehende Achse, die Schnittlinie der
mittelsenkrechten Ebenen von B’ B’ und €'C", die wir zugleich mit

Abb. 134.

o' und o” bezeichnen wollen. Thr entspricht in § die zu o parallele
Gerade o durch den Punkt 4. Alle Systemgeraden, die zu o parallel
sind, bleiben beim Ubergang von 8 in §’ zu sich selbst parallel, und
dasselbe gilt von allen Ebenen, die auf o senkrecht stehen, z. B. von
der durch 4 ‘senkrecht zu o gelegten Ebene E; in unserer Abbildung
geht also E’ durch A4’ parallel zu E.

Verstehen wir nun unter 4" den Schnittpunkt von o’ mit E und
verschieben wir das System §' parallel zu o', bis der Punkt 4’ nach 4"
kommt, in die Lage 8= A" B"'C’"’, so fillt E” auf E, ohne daB}
entsprechende Punkte beider Ebenen einander decken; dieses erreichen
wir vielmehr erst durch eine Drehung um einen bestimmten Punkt B,
den Pol von E und E'”, den wir nach Art. 1 leicht konstruieren kénnen:
Sind némlich B,, €, und B;,C; die senkrechten Projektionen von B, ¢
und von B’, C’ — oder von B, C""" — auf die Ebene E, so ist
AABCy== N A" B 0], und dann ist P der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten von 44"’, B, B, und C,C,.
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Jetzt kénnen wir das System aus seiner Anfangslage S in die End-
lage S’ auch dadurch iiberfithren, daB wir es zuerst um eine durch B
gehende Achse ¢, die zu o’ parallel ist, bis in die Lage 8’ drehen und
es dann parallel zu ¥ um die Strecke 4’’4" verschieben. Durch die
Drehung wird jede Systemgerade zu ihrer Endlage parallel, und durch
die Verschiebung kommt sie mit ihr zur Deckung. Die beiden Be-
wegungen lassen sich auch in ihrer Reihenfolge vertauschen, sie lassen
sich aber auch gleichzeitig ausfiihren, etwa so, dafl gleichen Drehungs-
winkeln immer gleiche Parallelverschiebungen entsprechen, und dann
verschmelzen sie zu einer Schraubung um die Achse . Wir erhalten
demnach den Satz: Jede Ortsverinderung eines starren rdum-
lichen Systems 1aBt sich hervorbringen durch eine Schrau-
bung um eine Achse, die durch Anfangs- und Endlage be-
stimmt istl.

Bezeichnen wir mit § die Ganghthe dieser Schraubung, mit © den
im BogenmaB gemessenen Drehungswinkel A PA' und mit » die
Parallelverschiebung von der Gréfie 4’’A’, so verhilt sich

h:u=2r:0,
also ist

2nu
h==%—.

Die Achse ¢ ist die selbstentsprechende Gerade der Systemlagen
S und &', als Systemgerade konnen wir sie also gleichzeitig mit  und «’
bezeichnen. Aber die Systeme S und S’ haben die Gerade x nicht
Punkt fiir Punkt miteinander gemein, denn diese verschiebt sich in
sich selbst um die Strecke w, wihrend das System aus seiner Anfangs-
lage in die Endlage iibergeht.

Wenn 8 und 8’ einander unendlich nahe riicken, wird ¢ zur Achse
der momentanen Schraubenbewegung oder zur Momentanachse der
Systemlage S.

112, Um uns von der kontinuierlichen Bewegung eines starren
riumlichen Systems ein Bild zu machen, gehen wir aus von einer Reihe
unendlich benachbarter Systemlagen S,S’, 8/, 8"... und verstehen
unter g,9,3 ... die dem festen Raume X angeh&renden Schrauben-
achsen fiir den Ubergang von Sin &', 8" in 8", 8" in §"'... Als selbst-
entsprechende Gerade der Systemlagen S und S’ bezeichnen wir ¢ wieder
mit  und #’ und nennen ¥,z . .. die Anfangslagen der Systemgeraden,
deren Lagen ¢’ und 3’ 2z’ und 2. .. bzw. mit 9, 3 . . . zusammenfallen.

1 Ohne geniigenden Beweis zuerst ausgesprochen 1763 durch Giulio Mozzi,
unabhingig davon wiedergefunden 1830 durch Chasles: Bull. des sciences math.
de Férussac Bd. 14 S. 324, fiir unendlich kleine Bewegungen 1827 durch Cauchy:
Exercices de math. Bd. 2, S. 87.
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Infolge der unendlich kleinen Schraubung um g verschiebt sich die
Gerade z, die momentan auf ¢ liegt, nur unendlich wenig in sich selbst
und kommt so nach z'; gleichzeitig gelangt y in die Lage g’, die sich
mit ) deckt. Bei der folgenden unendlich kleinen Schraubung um die
Achse §) entfernt sich die Systemgerade x wieder von der festen Ge-
raden g, ¥ verschiebt sich in 4’ unendlich wenig bis ', und die Gerade z
fallt in der Lage 2" mit der Achse 3 zusammen usw.

Die unendlich dicht aufeinanderfolgenden Achsen ¢, 9,3 ..., von
denen im allgemeinen keine die benachbarte schneiden wird, sind die
Erzeugenden einer windschiefen, geradlinigen Fliche R des festen
Raumes ¥, und ebenso bilden die Geraden z,%,z ... eine dem be-
wegten System S angehérende windschiefe, geradlinige Fliche R.
Verstehen wir unter einem windschiefen Flichenelement den
unendlich schmalen Streifen zwischen zwei benachbarten Erzeugenden
einer windschiefen, geradlinigen Flache, so folgt aus den vorhergehenden
Darlegungen, dal3 die Fliche & und die Lage R' der Fliche R die Ele-
mente ) und x’y’ miteinander gemein haben. Infolge der unendlich
kleinen Schraubung um Y, durch die R in die Lage R” gelangt, werden
die beiden Fléchenelemente wieder voneinander getrennt, dagegen fillg
jetzt das Element '’ 2"’ von R" mit dem Element )3 von R zusammenusw.

Diese Bewegung der Fliche R, die aus einer Folge unendlich kleiner
Drehungen und Parallelverschiebungen besteht, wird als ein Rollen
und Gleiten oder auch als ein Schroten bezeichnet. Somit ge-
langen wir zu dem Satze: Die allgemeinste Bewegung eines
starren rdumlichen Systems kann immer erzeugt werden
durch das Rollen und Gleiten einer dem System angehdren-
den geradlinigen Fliche R auf einer dem festen Raume an-
gehorenden geradlinigen Fliche 1. Die Flichen R und R heiflen
Achsenfléichen oder Achsoide.

113. Wir bezeichnen jetzt mit X Y den kiirzesten Abstand der
Erzeugenden x und y der Fliche R, also die unendlich kleine Strecke,
die auf z und y bzw. in X und Y senkrecht steht, ebenso mit X9) den
kiirzesten Abstand der Erzeugenden r und Yy von . Wenn das wind-
schiefe Fliachenelement zy in der Lage 'y’ mit t) zusammenfillt,
so deckt sich die zugehorige Lage von X Y mit X9, also ist

XY =12X9;
ferner ist
Laxy=/1Y.
Zwischen den beiden Flichenelementen besteht demnach die Beziehung
XY %Y
/L xy Ly’

P Cauchy: 1827 a.a. 0.
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Bei jeder windschiefen Flidche nennt man nun das Verhiltnis zwischen
dem kiirzesten Abstand zweier unendlich benachbarten Erzeugenden
und ihrem Winkel den Parameter der betrachteten Erzeugenden;
dieses Verhdltnis hat némlich fir die in Rede stehende Erzeugende
einen bestimmten Wert, der sich aber beim Ubergang zu einer andern
Erzeugenden im allgemeinen é#ndert. Dann folgt aus der letzten
Gleichung: Die beiden Achsenflichen haben fir je zwei Er-
zeugende, die im Laufe der Bewegung miteinander zu-
sammenfallen, gleichen Parameter.

In der Theorie der windschiefen Flichen wird gezeigt, daB jede
Ebene, die eine Erzeugende einer solchen Fliche enthilt, eine Be-
rithrungsebene darstellt. Unter den durch die Erzeugende z gehenden
Beriihrungsebenen der Fliche R befinden sich zwei ausgezeichnete:
Die eine, die zur unendlich benachbarten Erzeugenden y parallel ist,
beriihrt die Fliche im unendlich fernen Punkte von z und heiit die
asymptotische Berithrungsebene dieser Erzeugenden, die andre
steht auf der ersten senkrecht, enthilt also den kiirzesten Abstand X ¥
von z und y und beriihrt die Fliche in X; man nennt sie die Zentral-
ebene und X den Zentralpunkt der Erzeugenden z. — Durch den
Zentralpunkt und die Zentralebene sowie den Parameter einer Er-
zeugenden ist die Beriihrungsebene der Fliche fiir jeden Punkt dieser
Geraden bestimmt. Hieraus folgt, da3 die Achsenflichen R und R
einander in allen Punkten ihrer gemeinsamen Erzeugenden
beriithren.

Die Achsenflichen haben fiir die allgemeinste Bewegung eines starren
rdumlichen Systems dieselbe Bedeutung wie die Polkurven fiir die
ebene Bewegung und wie die Polkegel fiir die Drehung eines starren
Korpers um einen festen Punkt, nur mit einem bemerkenswerten
Unterschied: Wahrend man die beiden Polkurven und auch die beiden
Polkegel unabhingig voneinander annehmen kann, sind die beiden
Achsenflichen durch die Bedingung verkniipft, daB sie in je zwei ent-
sprechenden Erzeugenden gleichen Parameter haben miissen. Ist also
die eine von beiden Flichen beispielsweise abwickelbar, so ist es auch
die andre; beide kénnen ferner nur gleichzeitig in Zylinderflichen aus-
arten.

114. Wir wollen nun annehmen, die eine Achsenfliche sei ein ein-
schaliges Umdrehungshyperboloid, das durch die Umdrehungs-
achse ¢ und die Erzeugende x definiert ist. In Abb. 135 sind ¢ und z
in Grund- und AufriB gezeichnet; a steht auf der GrundriBebene senk-
recht, wihrend z zur AufriBebene parallel liegt. Die Strecke 4 B
mift den kiirzesten Abstand r beider Geraden, A ist also der Mittel-
punkt des Hyperboloids. Um den Parameter der Erzeugenden x
zu bestimmen, drehen wir x um a durch einen unendlich kleinen Winkel
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dg in die Lage y. Dabei beschreibt der Punkt B auf dem Kehlkreis &
der Fliche den Bogen BC, und der Zentriwinkel BAC = d ¢ erscheint
im GrundriB in wahrer GréBe; ¥’ beriihrt &' in ¢', ¢ liegt auf der
Parallelen durch A” zu 2/, und die Gerade y"” ergibt sich, indem wir
zu einem zweiten Punkte von y, der im GrundriB beliebig gewdhlt wird,
den Aufri konstruieren. Nun ermitteln wir erstens den kiirzesten
Abstand der Geraden z und y: Die asymptotische Beriithrungsebene
von z berithrt den Asymptotenkegel des Hyperboloids in seiner zu x
parallelen Mantellinie, deren Aufrifl sich mit
2" deckt, steht also auf der AufriBebene senk-
recht; mithin ist die Zentralebene von x par-
allel zur AufriBBebene, sie beriihrt demmnach das
Hyperboloid in B, d. h. Bist der Zentralpunkt
der Erzeugenden z. Der kiirzeste Abstand
von z und y ist also das von B auf y gefillte
Lot BD. Da dijeses zugleich auf der Gera-
den z senkrecht steht und mit ihr in einer
' zur AufriBebene parallelen Ebene liegt, so ist

|
Aya’ \IM"' . B'D" L «” und gleich der wahren Lénge von
}'\(ﬂ” / 4 BD.— Jetzt konnen wir BD berechnen. Be-
7 EJZ N , zeichnen wir némlich den von den KErzeugen-
£ den des Hyperboloids mit der Achse a gebil-
Abb. 135, deten Winkel — den sogenannten Schrén-

kungswinkel — mit o, so ist auch ~ D" B" ("
=/ a" B"”a’” = «. Dadie Geraden z’’ und 4" einen unendlich kleinen
Winkel bilden, so diirfen wir das Dreieck B”D"(" als rechtwinklig
betrachten, folglich ist

BD = B"D"= B(Ccosx = rsindgcosx = rdgpcosc.

Wir ermitteln zweitens den unendlich kleinen Winkel d ¢ zwischen
den Erzeugenden z und y. Zu dem Zwecke denken wir uns iiber dem
Kehlkreis & einen geraden Kreiskegel konstruiert, dessen Mantellinien
zu den Erzeugenden des Hyperboloids parallel laufen; dann entsprechen
den zu  und y parallelen Mantellinien zwei Grundkreisradien, die den
Zentriwinkel d¢ einschlieBen, wir finden also wie in Art. 110

de = dg@ sinx.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt fir den Parameter der Er-
zeugenden = der Wert

ﬁg— r cotb
de g

Der Parameter ist demnach konstant fiir alle Erzeugenden
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desselben Hyperboloids, némlich gleich der halben Neben-
achse der Meridianhyperbel.

Auf Grund unsrer friiheren Darlegungen erhalten wir hieraus den
Satz: Zwei einschalige Umdrehungshyperboloide mit den
Achsen g, und a,, den Kehlkreisradien 7, und r, und den
Schrinkungswinkeln &, und &, liefern dann und nur dann
ein Paar von Achsenflichen fiir die Erzeugung der Bewegung
eines starren rdumlichen Systems, wenn r cotgx,=r,cotgx, ist.

115. Es seien nun H; und H, zwei einschalige Umdrehungshyper-
boloide, die der eben gefundenen Bedingung geniigen, es verhalte sich
also

7Ty = tgo b X, (1)

Wir bezeichnen mit z; und z, irgend zwei Erzeugende beider Flachen,
mit 4, X, und 4, X, ihre kiirzesten Abstinde von den Achsen a; und a,,
also mit 4, und 4, die Mittelpunkte der Hyperboloide und mit X, und X,
die Zentralpunkte von x, und z,. Dann kénnen wir H, so auf H, legen,
daB z, und X, bzw. auf x, und X, fallen und daB X, 4, in der Verlingerung
von 4, X, liegt; dabei sollen sich ¢; und a, auf verschiedenen Seiten
der Ebene durch w,;, x, und 4,4, befinden. Die Flichen beriihren
sich jetzt in allen Punkten ihrer gemeinsamen Erzeugenden z;, x,,
das Hyperboloid H, 148t sich also aus dieser Lage in der Weise fort-
bewegen, da8 es an dem festen Hyperboloid H, fortwéhrend rollt und
gleitet. Wir kénnen aber auch beide Achsen @, und a, festhalten und
die beiden Hyperboloide als widerstandsfahige Kérper — hyperbo-
loidische Rider — die um ihre Achsen drehbar sind, betrachten.
Drehen wir dann H, um a,, so rotiert auch H, um a,, und dabei beriihren
sich beide Flichen immer in den Erzeugenden, die gleichzeitig in die
Lage 2, %, gelangen. Sind y; und y, die beiden Erzeugenden, die
nach Ablauf der Zeit d¢ infolge der Drehungen d ¢, und dg, miteinander
zusammenfallen, so ist nach Art. 113 / x,y; = £ #%,¥,. Nach Art. 114
ist aber / 2,4y, = dg, sinx, und /_ ,y, = d@, sink,. Setzen wir also
die Umdrehungsgeschwindigkeiten %ﬂ’;i: w; und -d-};l: g, SO €r-
halten wir fiir die Ubertragung der Drehung um die Achse a,
auf die zu ihr windschiefe Achse @, — ganz wie in Art. 110 fiir den
Fall sich schneidender Achsen — die Proportion

@y | Wy = sinx, : sin; . (2)

116. Wir behandeln zum SchluB noch die Aufgabe: Gegeben
sind die zueinander windschiefen Achsen a; und a,; die
Hyperboloide H; und H, zu konstruieren, welche die Drehung
um ¢, in der Weise auf a, iibertragen, daBl die Umdrehungs-
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geschwindigkeiten w, und w, ein vorgeschriebenes Verhilt-
nis haben. In Abb.136 steht @, auf der GrundriBebene senkrecht,

Abb,. 136.

ag liegt zur Aufrifebene parallel, und
das Verhiltnis v, : w, moge gleiéh 1:2
sein. - Die Mittelpunkte beider Flachen,
also die Endpunkte der kiirzesten Ent-
fernung von g, und a,, sind wieder mit
A, und A4, bezeichnet. Die gemein-
same Erzeugende z,, x, der beiden
Hyperboloide — wir schreiben jetzt
kurz x — ist senkrecht zu 4,4, und
daher gleichfalls zur AufriBebene par-
allel. Wir erhalten ihren Aufriff z”
zufolge der Bedingung (2), indem wir
einen Punkt ermitteln, dessen Abstiinde
von a} und a} sich verhalten wie 2: 1.
Legen wir dann die Strecke 4,4,,
die im Grundrif in wahrer GréBe er-

scheint, senkrecht zu z”’ zwischen @) und aj, so sind die auf ihr durch
2" erzeugten Abschnitte zufolge der Bedingung (1) gleich den Kehl-

Abb. 137.

kreisradien r, und r,.

Um auf den so bestimmten Hyperboloiden
eine Anzahl von Erzeugenden darzustellen,
die bei der Ubertragung der Drehung paar-
weise miteinander zusammenfallen, wihlen wir
auf der Geraden z in gleichen Absténden von
ihrem Zentralpunkt X, der auf A;A4, liegt,
zwei Punkte und begrenzen die beiden Flichen
durch die zu ihnen gehdrigen Parallelkreise
(Abb. 137). Da die Umdrehungsgeschwindig-

keiten von H, und H, sich wie 1:2 verhalten sollen, teilen wir die
beiden auf H, liegenden Parallelkreise von z aus in doppelt soviel gleiche
Teile, wie die Parallelkreise auf H,.
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