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Vorwort. 
Die vorliegende Arbeit ist eine Erganzung bereits friiher erschienener Abhand­

lungen des gleichen Verfassers. Es wird in ihr gezeigt, wie auf Grund der ziemlich 
verwiekelten F ormeln, welche fUr die Berechnung der Spannungen in einem Deckel 
gefunden wurden, nach Durchfiihrung von Vereinfachungen Beziehungen entstehen, 
welche infolge ihrer besseren Ubersichtlichkeit dem konstruierenden Ingenieur ge­
statten, sich rasch ein BiId iiber die Gro/3e der auftretenden Spannungen zu machen. 
Es sind eine Reihe von in der Praxis am meisten vorkommenden Fallen durchgerechnet 
und die Ergebnisse in Spannungsdiagrammen graphisch dargestellt worden. 

Die dieser Arbeit am Schlusse beigefiigten Spannungsdiagramme, in welchen die 
einzelnen die Spannungen beeinflussenden Gro/3en zueinander in Beziehung gebracht 
sind, ermoglichen eine sehr einfache Ermittlung der in einem Deckel bei verschiedenen 
Befestigungsarten auftretenden Spannungen. 

Der Verfasser hoffte durch die vorliegende Arbeit dem konstruierenden Ingenieur 
nnd andern Fachkollegen, welche sich mit Deckelberechnungen beschaftigen miissen, 
einen Dienst zu erweisen; da es ihm aber leider nieht vergonnt war, seine U nter­
suchungen selbst Zll veroffentlichen, betrachtet es der Unterzeiebnete als engerer Kol­
lege als eine Pflicht der Pie tat, dies an Stelle des Verstorbenen zu tun. 

Ziirich, den 29.August 1921. 
Robert Dubs, 

Oberingenieur der A.- G. der Maschinen. 
fabriken von Escher Wyss & Co. 

I" 



I. Bisherige Arbeiten auf diesem Gebiet. 
In meiner frliheren Arbeit "Bereehnung gewolbter Platten" 1) hatte ich einen Weg 

fiir die annaherungsweise Bereehnung gewolbter, als Drehkorper ausgebildeter Platten 
gezeigt. Sie ist anwendbar fUr Platten mit veranderlieher Dicke und veranderlichem 
Krlimmungsradius, in radialer Richtung gesehen. Auf diese Art wurden in erster Linie 
zehn Beispiele von Platten mit jeweils gleiehbleibendem Krlimmungsradius und davon 
aeht Beispiele mit jeweils gleichbleibender Dicke durchgereehnet. In einer spateren 
Arbeit!) fUhrte ieh die Festigkeitsberechnung eines Lokomotiv-Zylinderdeckels durch, 
welcher sowohl veranderliche Dicke als auch stark veranderliehe Krlimmung besitzt. 
Flir einen derartigen Fall bietet jenes "Rechnen mit kleinen Differenzen" wertvolle 
Dienste, indem es zu einem fUr die Praxis hinreichend genauen Ergebnis fiihrt. Jener 
Weg ist aber ein reeht miihsamer und zeitraubender. Es ist deshalb von anderer 
Seite versucht worden, fiir Einzelfiille gewolbter Platten eine mathematisch genaue 
Losung zu tin den, und zwar insbesondere fiir Kugelscha/en, d. h. fiir Platten mit kon­
stanter Wolbung, konstanter Dicke und kreiskegelfOrmigem Rand. Losungen dieser 
Aufgaben sind bekannt geworden von Schiile 3), Dr. Fankhausen') und Dr. Bolle.5) 

Die Bollesche Arbeit geht wohl den einfaehsten Weg, indem Bolle sich auf vorberei­
tende Arbeiten von Reimer und insbesondere von Prof. Dr. ~lfeijJner stiitzen konnte. 
MeiBner fiihrte namlich die Losung der Elastizitatsaufgabe eines Torus auf die Inte­
gration einer einzigen Differentialgleichung zweiter Ordnung zuriick. Bolle stellte sich 
die Aufgabe, "ein auch fUr die Praxis bequemes Verfahren" fiir die Berechnung von 
Kugelschalen aufzustellen. Wer sich aber dessen bedienen will, tindet, daB es fUr die 
Anwendung am Konstruktionstisch noeh einer gewissen Systematisierung bedarf. Ich 
mochte in dieser Hinsicht die Bollesche Arbeit erganzen und damit gleichzeitig deren 
vorziiglichen Wert fiir den Masehinenbauer dartun, dem sie vielleicht ohne diese Urn­
formung fremd erscheinen \1Ud bleiben konnte. 

II. Empirische F ormeln. 
Die ganze vorliegende Arbeit soIl sich, wie die Bollesche, auf den Sonderfall be­

ziehen, daB die Schale konstanten Kriimmungsradius und konstante Dicke hat, daB es 
sich also urn eine Kugelscha/e handelt, und zwar um eine solche, die in der Mitte keine 
Bohrung besitzt. 

I) Siehe Sehweiz. Bauztg. 1913 S. II If. - Z. D. I. 1912 vorn 7. und 14. Dez. u. Forseh. 
Heft 124. 

2) Siehe Sehweiz. Bauztg. yom 7. Juli 1917. - Z. D. I. yom 23. Juni 1917 u. Forseh. 
Heft 195. 

3) Siehe Dinglers Polyt. J. yom 1O.0kt. 1900. 
4) Siehe Z. f. d. g. T. 1911 s. 449f. 
5) Promotionsarbeit: Festigkeitsberechnung von Kugelschaien, Zurich 1916, Orell FuSli. 



2 Empirische Formeln 

Ais ich die Bollesche Arbeit zum ersten Male durchsah, fielen mir vorerst die 
verhaltnismli6ig einfachen, empirischen Formeln auf fUr die beiden Belastungsflille 
einer in der Mitte geschlossenen, durch einen gleichma13ig verteilten Druck p (in kg/eml) 
belasteten Kugelsehale, llnd zwar fUr den Fall 3', wo der Rand frei drehbar und radial 
naehgiebig, und fiir Fall 4", wo der Rand nieht drehbar und radial nieht naehgiebig 
ist. Zu dem Fall 3' gehoren die meisten der in meiner friiheren "Bereehnung ge­
wolbter Platten" untersuchten Kugelsehalen, und es lag daher nahe, die von Bolle fiir 
flu13eiserne Sehalen gegebene Formel an Hand meiner Rechnung fUr gu13eiserne Boden 
umzuformen. Da ich damals mit (h) die ganze, Bolle dagegen mit dem gleichen Bueh­
staben die halbe Plattendieke bezeichnete, so moge diese Abmessung in nachstehen­
der Entwicklung mit (s) bezeichnet werden, urn folgensehwere Verweehslungen zu 
vermeiden. 

Wir fiihren unter Hinweis auf die in sehematiseher Weise einen Meridiansehnitt 
durch eine Kugel­
sehale darstellende 
Fig. I und die einen 
zwischen zwei Meri-

,. diansehnitten llnd 
einem zur Schale 

~. 0(. ./ gleichaehsigen Kegel­
schnitt gelegenen A us-

I sehnitt aus dieser 
/' Sehale darstellende 

L· Fig. 2 folgende Be-
Fig. I. r Fig. •• zeiehnungen ein: 

p in kg/cm9 : der auf die konvexe Seite der Schale gleichmaJ3ig verteilte Oberdruck. 

R in cm: der konstante mittlere Kriimmungsradius der Schale. 

r " ". der Radius des mittleren Parallelkreises eines zur Schale gleichachsigen 
Kegelschnittes, dessen Erzeugenden mit der Symmetrieaehse dell Winkel « 
einschlie13en. 

r a" ,,: der entsprechende Radius des liu13ersten Kegelsehnittes, dessen Erzeugen-
den mit der Symmetrieachse den Winkel eta einschlie13en. 

X die konveze Begrenzungsflache der Schale. 
v die konkave Begrenzungsflache der Schale. 

0',.0' a,."" a,.. in kg/cml: die "Radial"-Spannungen in mittlerer Faser, in der Flache x 
und in der Flliche v. 

litO' O't",' ate in kg/cml: die entsprechenden "Tangential"-Spannungen. 
ama:< in kg/cmll: die groJ3te in der Schale iiberhaupt auftretende Spannung, sei sie 

radial oder tangential gerichtet. 

v = .2.. der reziproke Wert der Poissonschen Zahl. v = 0,2 fUr GuJ3eisen, v = 0,3 
m 

fiir Flu13eisen und Stahl. 

Bolle konnte aus den von ihm fUr Flu13stahlboden mit v = 0,3 durchgefiihrten 
Rechnungen fUr den sog. Belastungsfall 3', d. i. Rand frei aufliegend und drehbar, 
die empirische Formel ableiten: 
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<tmax = P :: [ - I + cos" ( 1,6 + 2,44 sin "a ~) J­
Er fand, daB diese Formel giiltig sei fUr 

(~)sin2"a> 1,2, wo sin "a=(j)· 

3 

Diese maximale Spannung ist nach unserer Bezeichnung die Tangentialspannung rit~ 

im Punkte I der Fig. I. 

Fiir die in Nachstehendem besonders beriicksichtigten Wolbungsverh3.1tnisse: 

R 

ist 
ra 

sin2 eta = (~r = 0,444 

1,5 2 3 6 IO fach 

0,250 0, 167 0,028 0,010, 

demnach ist fiir die Verhaltnisse jene Bollesche empirischen Fonnel giiltig fUr: 

43 120. 

Diese Bedingungen sind aber bei den weitaus meisten der in der Praxis in Frage 
kommenden Kugelboden erfiillt. Es braucht demnach der andere Fall, wo 

(~) sin~aa < 1,2, 

nieht weiter verfolgt zu werden, obschon er nach Bolle die sehr einfaehe empirische 
Formel zulaBt: 

Omax = - 1,24 (:a) p cos aa' 
Meine friiher veroffentlichten und die seither durchgefiihrten Bereehnungen gujJ­

~iserner Kugelsehalen habe ich vorerst auf die "Einheitsbelastung" p = I kg/cmS zu­
riickgefiihrt, um hieraus allgemein giiltige Beziehungen ableiten zu konnen. Unter 
diesen Beispielen aus der Praxis linden sich ganz groBe Unterschiede in den Ver­
haltnissen von Randradius (ra)' Kriimmungsradius (R) und Plattendicke (s). Naeh 
Bolles Vorbild konnte ieh fiir die frei auJliegende, d. h. am Rande drehbare und radial 
nachgiebige, gujJeiserne, in der Mitte volle Kllgelschale an Hand meiner friiheren Be­
reehnungen die empirische Formel aufstellen: 

(Emp. GI.I) rimax = P (~) [- 0,58 + COS"" (0,66 + 2,67 sin "a -V ~) ] . 
In Fig. 3 ist in schematiseher Weise der aus meiner frliheren Veroffentlichung 

bekannte Verlauf der Radial- und Tangentialspannungen in den beiden au6eren Fa­
sern einer "am Rande frei allfliegenden", auf der konvexen Seitc belasteten Kugel­
schale dargestellt. Der Maximalwert zeigt sich im Diagrammpunkt lund ist die Tan­
gentialspannung im Punkte I der Fig. 1, also im inneren Parallelkreis des Randquer­
schnittes, wo r = ra , a = eta' Dieser Maximalwert ist identiseh mit dem nach der 
obigcn empirischen Gleichung (I) errechcnbaren Spannungswert der GuBschale. Die 
Mittelfaser des Meridianschnittes geht namlich gemaB der schematischen Fig. 4 beim 
Obergang vom unbelasteten in den belasteten Zustand aus der ausgezogenen Kreis­
bogenform 11 in die abgeflaehte Form b iiber und bewirkt die groBe Dehnung des durch 
den Punkt I der Fig. I gehenden Parallelkreises. Diese Dehnung setzt sich zusammen 



4 Empirische Formeln 

aus der VergroJ3erung des Randradius ra, um den Betrag Llra, und der Verdrehung 
des Randquerschnittes um den Winkel Llaa,. Die Tangentialspannung CJmax im Punkt I 
der Fig. 1 bzw. 3 ist in diesem Fall eine Zugspannung (+). 

Wiirde der Oberdruck p auf die innere, die konkave Seite der Schale wirken, so 
wiirde die Maximalspannung zwar gleiehwohl im Punkt I Fig. 1 auftreten, h1itte den 
gleichen absoluten Wert nacb Gleichung (I), aber entgegengesetzes V orzeicben; sie 
ware eine Drnckspannung (-). Die Meridianmittelfaser wiirde gema/3 Fig. 4a aus der 

! u f L)' 
I ~.l.tt~;i6ra~-r ,..~ .... 

~f~_. --11- Q .. ~ ~~A~ ~ ~ u/ . ~.-:... -~-.-t~-~-. 

/ / .-. 
~ / . 

6fx ,...... /.!l ra ,. oc r a 1':'1 

+t---'7"'~~~ i~' / I / 1/ / . .I 
V· 1/ 
r-O\.d-=-~ ~ / V· 

Fig. 4. ----t Fig. 4 a. I Fig. 3. 

ausgezogenen Kreisbogenform u beim unbelasteten Zustand in die Form 1/ des be­
lasteten Zustandes iibergeben. Der Mittelpunkt wiirde sieh nach auBen verscbieben, 
der Randqnerscbnitt um das Stiick Llra, gegen die Symmetrieachse verschieben und 
um den Winkel Llaa, verdreben, so dati er mit der Achse den \Vinkel (aa, + Llaa,) ein­
schlietlen wiirde. Dies ist eine sehr wichtige Feststellung, von der wir bei spateren 
Folgerungen fUr die Praxis Nutzen ziehen miissen. 

In Erwagung des Grnndsatzes, dati keine Mascbine starker sei als ihr schwachster 
Teil, glaubte ich vorerst, dem Konstrnktionsbureau einen hinreiehenden Dienst zu er­
weisen dadurch, dati ich mit Hilfe der empirischen Formel (I) Diagramme aufstellte, 
aus welchen fUr die in der Praxis meist vorkommenden Grotlenverhaltnisse von "am 
Rand frei aufliegenden" gutleisernen Kugelscbalen der Hochstwert der jeweiligen Be­
anspruchungen abgelesen oder durch leiebte Interpolation abgeschatzt werden kann. 
Dieser Aufgabe dient die mittels der Formel (I) aufgestellte Spannungstafel A, giiltig 

fUr die RadienverbiUtnisse (~) -= 1,5; 2; 3; 6 nnd 10. In deren Feldern ist jeweils 

als Abszisse der Autlenradius (r,,) und alB Ordinate die fiir den Einbeitsdruck p = 
I kg/cm! giiltige max. Beanspruchung fUr verscbiedene Plattendicken (s) aufgetragen. 
Obschon in die Formel (I) die Langen R, r,. und s in cm einzusetzen sind, so wurden 
in der Tafel A diese Abmessungen in mm eingescbrieben, weil der Konstrukteur meist 
mit dieser Langeneinheit arbeitet. Die drei oberen Felder der Tafel A umfassen 
Spannungen bis 1000 kg/cms und AuBenradien ra, von 0 bis 1500 mm. Es gilt Feld AI 

fiir (~) = 1,5 und 2, Feld AlI fUr (~) = 3 und 6 und Feld Am fiir (~) .... 10. 

Die Werte des letzteren Feldes haben niebt den Genauigkeitsgrad der beiden vor­
deren Felder. Sie kommen aber wohl kaum in Anwendung llnd sollen mehr nur zeigen, 

wie sehr die max. Beansprncbung steigt, wenn man das RadienverhaItnis (~) so hoch, 

also die Schale so sehr Bacb wahlt. Die beiden lInteren Felder At lInd Ah der Tafel A 
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umfassen das untere Drittel der Werte aus den oberen Feldern Al und Au. Ihre 
Ordinaten sind in 3,33 fach so groBem MaBstab aufgetragen wie in den oberen Fel­
dern, urn genauere Ablesungen zu ermaglichen fUr den Fall, daB der auf der Schale 
lastende Uberdruck p groB, und daB man daher die aus den Diagrammen ablesbaren 
Spannungswerte mit einem groBen Wert von p z. B. P ~ 10 multiplizieren muB, urn 
auf die wahre Spannung zu kommen. 

Diese Diagramme der Tafel A haben mit den einzelnen meiner friiheren, nach 
der Methode des "Rechnens mit kleinen Differenzen" fUr sehr verschiedene Schalen­
graBen ermittelten Werten eine recht befriedigende Ubereinstimmung gezeigt. 

Sicherheitshalber nahm ich mir nunmehr vor, die Tafel A und deren Unterlage, 
die Formel (I), mittels der Bolleschen, zugestandenermaBen einfacheren und zuver­
laBlicheren Rechnungsmethode zu iiberpriifen. Da hierfiir eine Reihe von Vorarbeiten 
erforderlich waren, welche auch fiir andere Randbedingungen fiir Kugelschalen als 
derjenigen: "Rand frei drehbar und radial frei nachgiebig" verwendbar sind, so dehnte 
ich meine Rechnungen auch auf jene Randbedingungen aus, und so wuchs sich wie 
von selbst vorliegende Arbeit aus. In Nachstehendem soli dem Konstrukteur der Weg 
fUr solche Arbeiten und eine Reihe daran gekniipfter SchluBfolgerungen gezeigt werden. 

III. F ormeln fUr die ausfUhrliche Berechnung von in der Mitte vollen 
Kugelschalen. 

Hierfiir beniitzen wir die Bollesche Arbeit, indem wir sie in eine fUr den Kon­
strukteur iibersichtlichere nnd systematischere Form bringen. Fiir die hier fehlenden 
Erklarungen und Zwischenableitungen wird auf Bolles ausfUhrliche mathematische Ent­
wicklung verwiesen. 

(I) 

Weil 

I. Hiljswerte bzw. Hiljsgleiclzungen. 
Fiir ein einfaches Rechnen hat Bolle eingefiihrt den Wert 

I-' = 2: -V 3 (I - v 2) - v 2 '" ~s~ -V 3 (I ~= v~. 
fiir GuBeisen 

v = 0,2; 

fiir Flu6eisen und Stahl 

0,3 ist 

In den SchluBformeln fiir die unter den verschiedenen Randbedingungen vor­
kommenden Radial- und Tangentialspannungen kommen Funktionen X, Y, cP und ¥ 
vor. Urn sie zu bestimmen, bediirfen wir der Entwicklung unendlicher Reihen. Es hat 
sich bei deren Anwendung gezeigt, daB es geniigt, sie bis zum 15. Glied (n = 15) 
auszudehnen. Bei einzelnen Ausrechnungen braucht man aus dieser Reihenentwick­
lung nur bis zum 12. oder 8., oder gar 3. Glied zu gehen. Man kann urn so friiher 

abbrechen, je graBer das Verhiiltnis (~) bzw. (:) ist. Um fUr alle praktisch vor­

kommenden Faile gedeckt zu sein, wollen wir die Zahlentabelle 1 bis zum 15. Glied 
aufstellen. 

K e 11 e r, Fo.tigkeitsberechnung 2 
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Zahlmtabelle I 

(I) (2) (3) (4) I (5) (6) (7) 1 (8) (9) I (10) (II) (112) I (13) 
I 

11 11' 411' 211 !4111- 211 a"_l ! 411 1I+I!,~1I(1I+I) 
a,,-I 

=411' -211-1 411(11+1) 
-----1(211+1) 

2·(d (3)-(4) 
1 4 11 (11+1)1 

(1)' 4·(2) (5)- I 14 .(1) (1)+11 (8)'(9) (6):(10) I: (10) (4)+ I 
-

0 1 ~ I o· 0 0 0 0 - I 0 +00 +00 I 
I I 4 2 2 + 1 

I! I 
8 0,125 0,125 3 

2 4 16 4 12 II 3 1 24 0,458 0,042 5 
3 9 36 6 30 29 41 48 0,604 0,023 7 
4 16 64 8 56 55 16 ~I 80 0,687 0,0125 9 
5 25 100 10 90 89 20 120 0,742 0,008 3 II 
6 36 144 12 132 131 24 7 I 168 0,780 0,00595 13 
7 49 196 14 182 181 28 ~I 224 0,808 0,00447 IS 
8 64 256 16 240 239 32 288 0,830 0,00347 17 
9 81 324 18 306 305 36 10 I 360 0,847 0,00278 19 

10 100 400, 20 380 379 40 II 440 0,862 0,00227 21 
II 121 4841 22 462 I 461 44 12 528 0,873 0,00189 23 
12 144 576 24 552 

I 
55 1 48 13 624 0,883 0,00160 25 

13 169 676 26 650 649 52 14 I 728 0,891 0,00137 27 
141196 784 28 756 

I 
755 

I 
i 56 IS I 840 0,899 10,001 19 29 

IS 225 900 30 870 869 

1
60 

16 960 0,905 0,00104 31 

I ! I I 
Diese Zahlentabelle list fiir aIle vorkommenden Plattenverhliltnisse giiltig. Sie 

ist unabhangig vom Material und von den Abmessungen R, r und s. Nun muS eine 
2. Tabelle aufgestellt werden, we1che diese PlattenverhiHtnisse beriicksichtigt. Wir 
setzen vorerst 

(5) 
. r I 

Slna= -= --. 

R (~) 
oX = sin'a. 

A = A ~..=..1_ - E --~-- .. 
,. - ,.-1411(11 + I) "-1411(11 + I) 

(8) E = A __ "' ___ + E a,,_\ 
,,- ,,-1411(11 + I) ,.-1 411 (11 + I) 

Die GroSen A .. und E" sind fiir die Werte von n = 0 bis n = 15 durchzurechnen. 
Wenn einmal ein Gro6enpaar A .. _l und E"_l bekannt ist, kann das nachstfolgende 
GroBenpaar A" und En nach den Gleichungen (7) und (8) ausgerechnet werden. Hier-

fUr ist der jeweilige Hilfsfaktor Q("=-+l_) aus der Kolonne II und der jeweilige Hilfs-
411 11 I 

faktor --( ~+--) aus der Kolonne (12) der Zahlentabelle I zu entnehroen. Fiir p. ist 
411 11 I 

fiir ein vorgeschriebenes Verhaltnis (~) der aua der Gleichung (3) oder (4) errech. 

nete Wert einzusetzen, je nachdem ea sich um eine Schale aus Gu/3eisen oder FluS­
eisen bzw. FluSstahl handelt. Um die Reihe der Wertepaare A .. und E" anfangen 
zu konnen, ist zu beriicksichtigen, daB: fiir n ""' 0 

Ao == I; Eo =- 0 
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Zaltlentabelle 2 

~L I 
I 

I I 1,5 2 I 3 6 10 
I 

-nll I \Verte von.r" I I 
0 1,0 1,0 I 1,0 1,0 1,0 
I 4,444' 10- 1 2,500' 10-1 1,111.10- 1 2,778. 10-' 1,0' 10- 1 

2 1.975. 10- 1 6,25°' 10- 1 1,235' 10- 1 7,716.10- 4 1,0'10-' 
3 8,779' 10- 1 1,563' IO-! 1,372 ' IO- s 2,143' 10- 5 1,0' 10-8 

4 3,902 ' 10- 1 3.906 . IO - s 1,524' 10- 4 5,954' 10- 7 1,0' 10- 8 

5 1,734· IO- t 9.766.10- 4 1,694' 10- 6 1,654. 10- 8 1,0' 10- 10 

6 7,707' 10- 8 2.441 . 10-' 1.882.10- 8 4,594' 10- 10 1,0.10- 11 

7 3.425. 10- 8 6,104' 10- 6 2,091' 10- 7 1,276. 10- 11 1,0' 10- 14 

8 1,522. 10-s 1,526 . 10- 6 2,323' 10- 8 3,545 . lO-lS 1,0' 10- 18 

9 6,766.10- 4 3,81 5' 10- 6 2,581 . 10- 9 9,846 . 10- 1& 1,0' 10- 18 

10 3,007' 10-' 9,537' 10- 7 2,868 . 10- 10 2,735' 10- 16 1,0' 1o- tO 

II 1,336 . 10- 4 2,384' 10- 7 3,187' 10- 11 7,598 . 10- 18 1,0' 10-1! 
12 5,940 ' 10- 6 5,961 , 10- 8 3,54 1 . 10- 12 2,1 II . 10- 19 1,0' 10-11 
13 26,397' 10- 6 1,490 ' 10- 8 0,393 . 10- 11 

14 11,731 ' 10- 6 

I 
0,373' 10- 8 0,044' 10- 11 

I 15 5,21 3' 10- 6 0,093' 10- 8 0,0048. 10- 11 

I 
und zwar fiir aile Schalen, ganz unabhiingig von deren Material und GroBenverhiiltnis 

(-~). Diese Sonderbedingungen kommen erst fUr die Werte n = 1 und folgende zur 

Geltung wegen des Einflusses des sowohl vom Material als auch vom Wert (~) ab­

hlingigen Werles p.. (Siehe spateres Zahlenbeispiel.) 

Mittels der Gleichungen (7) und (8) stellt man sodann fiir aIle Werte von n == 0 

bis n = i, wo i je nach Bediirfnis 3 bis 15 sein kann, die Kolonnen (16) und (17) 
auf. Nunmehr werden fUr jede Reihe fiir n = 0 bis n = i folgende Ausdnicke gebildet: 

(9) 

(10) 

(II) 

(12) 

x" = A,,' x"; wo ~. = sin!a. 

.r,. = E" . x". 

tIl" = (2n + I)A"x". 

¥" - (2n + I)E"x". 

Um bei spiiteren Rechnungen unniitze Wiederholungen zu ersparen und Rechnungs­

fehler zu vermeiden, sind in Zahlentabelle 2 fiir die Verhaltnisse (:) == 1,5; 2; 3; 

6 und IO die Werle x" fiir n = 0 bis 15 zusammengestellt. 

Wir berechnen weiter: 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

X"'" Xn=iX . 
11=0 " 

Y = Xoi.r,.. 

tIl = XOi(JJ". 

¥= Xo'¥,,· 



8 Formeln fUr die ausfUhrliche Berechnung von in der Mitte vollen Kugelschalen 

Die bisher aufgestellten Hilfswerte sind verwendbar fiir alle vier uns hauptsachlich 
interessierenden Randbedingungen, namlich: 

A Rand frei drehbar, radial frei nachgiebig (= 3' nach Bolle) 

B 
" " " " 

nicht 
" (= 3" " " ) 

C " 
nicht 

" " 
frei 

" (= 4' " " ) 

D 
" " " " 

nicht 
" (= 4" " " ) . 

Urn nun diese vier Falle der Randbedingungen einzeln zu beriicksichtigen, sind wei­
tere Hilfswerte aufzusteIlen: 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(2 I) 

(22) 

(29) 

(3 2) 

r l = cIJ + vX, (23) w;. = VAl + ",rl , 

r 2 = vcIJ + X, (24) Tr; = vA2 + ",r2, 

Al = lP' + vY, (25) O=vX-cIJ, 

As = vlP' + Y, (26) p= vY - 'lJf, 

v;, = v r 1 - ",Al' (27) T=vY+/-tX, 

~ = v Ii - p. A2 ' (28) u= vX- p.Y, 

a= -Wi .1 
Wi X - Vi Y i ,,= "a 

b + Vi I' 

~ Wi X - Vi Y " = eta 

c= -T I 
XT- YU "~eta 

+U 
d = ---;X""T='---o-y'-U' 

I-ji I I 
.f = COS! eta • a 0 + b P 

_1-11 J i 
g - coSteta ' cO+ dP I et = eta 

Es sei ganz besonders hervorgehoben, daB die aus den Gleichungen (29) bis (34) zu 
errechnenden Werte a bis g nur fUr den Rand, wo r = ra und et = eta' festzustellen 
sind, und daB in jene Gleichungen nur die Werte X, Y, w;., v;, usw. einzusetzen 
sind, we1che fUr r = r a Giiltigkeit haben. Andererseits haben dann die so errechneten 
Werte a bis gals Konstante Giiltigkeit fUr alle r = 0 bis r = ra ein und derselben 
Schale von vorgeschriebener Randbedingung, wenn man damit die Einzelspannungen 
in den verschiedenen Plattenpunkten berechnet. 

2. Dz'e 1'adz'rllen und tangen#alen Elementa1'spannungen. 
Die aus den uns interessierenden Randbedingungen A bis D sich ergebenden 

Beanspruchungen konnen aus folgenden Elementarbelastungsfallen abgeleitet werden: 

I, Elementaifall (Schema siehe Fig, 5). 

Die Kugelschale ist ein Teil einer vollstandigen, zusammenhangenden Hohlkugel 
vom Radius R und der Wandstarke s, je in cm gemessen. Da gilt fiir aIle Punkte, 
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gleichgiiltig ob in einer Mittel-, Zwischen-, AuBen- oder Innenfaser, radial oder tan­
gential gerichtet, die Gleichung: 

(35) (jrl = ull = (jl; = - ~ (~). 
Diese Hohlkugelspannung hat ein negatives V orzeichen, ist also eine Druckspannung, 
wenn 1 von auBen nach innen preBt, wie in Fig. 5, andernfalls eine Zugspannung. 

Z 

Fig. 5. Fig. 6. 

2. Elementaifall (Schema nach Fig. 6). 

Die Schale sei einzig am Rand belastet, und zwar durch eine auf die ganze um­
laufende RandfHiche gleichmaaig zur Symmetrieachse z - z senkrecht gerichtete spez. 
Drnckspannung:. 

(jn = P cos a (R). 
2 a S 

[Ein radial auf die Aullenwand wirkender Oberdruck 1 ist also nicht vorhanden.] 
Auf einem unter irgendeinem Winkel a zur Symmetrieachse stehenden Strahl (st in 
Fig. 7) kommen bei diesem 2. Elementarfall folgende Spannun­
gen v~r: 

In der Mittelfaser des Meridianschnittes und in deren Richtung 
die Radialspannung: 

(jrB = - 1 (~) ear") [aX + bY]. 

Dazu addiert bzw. davon subtrahiert sich in der Innen- bzw. der 
AuBenfaser die von der Biegung herriihrende Spannung: 

COS I " . 
(jz2 = - 1-(--,) [a Vl + b W;]. 4 I-v 

In der Mittelfaser des Kegelschnittes und in deren Richtung 
die TangentialspanD'llng: Fig. 7. 

(39) (jti = - 1 (~) (co:! ") [a (l) + b IP"] • 

Dazu addiert bzw. davon subtrahiert sich in der Innen- bzw. in der Auaenfaser die 
von der Biegung herriihrende Spannung: 

cos! " 
(40) (iyS = - 1 4(1 _ vI) [a Vs + b U-;]. 

In diesen Gleichungen (37) bis (40) sind fiir eine gegebene Platte fiir die Faktoren 
a und b stets dieselben, und zwar die aus den Gleichungen (29) und (30) fiir a = Cia 

sich ergebenden Konstanten einzusetzen, gleichgiiltig, fiir welchen zwischen ° und aa 
gelegenen Winkel a die Spannungen nach den Gleichungen (37) bis (40) ermittelt 
werden sollen. Dahingegen sind in den Gleichungen (37) bis (40) fiir die Ausdriicke 
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cos Ct, X, Y, tP, 'P, v;., Vs. ~ und Ws nur gerade die fUr den betrefi"enden Winkel Ct 

nach den Gleichungen (13) bis (16) und (2 I) bis (24) sich ergebenden Werte einzu­
setzen. 

Ober den Verlauf der versehiedenen Radial- und Tangential-Spannungskurven 
der Mittel-, AuBen- und Innenfasern erhalt man in der Regel ein hinreichend genaues 
Bild, wenn man fiir r der Reihe nach 0, 40,60,80,90 und 100% des AuBenradius 
r(J einsetzt. Will man nur die Spannungen des Randquerschnittes kennen lernen, so 
braucht man eben auch nur r == r(J bzw. Ct = Ct(J zu setzen und die zugehorigen Hilfs­
nnd Spannungswerte zu ermitteln. 

3. Elementaifall (Schema in Fig. 8). 

Die Schale ist wiederum nur am Rand belastet, und zwar durch eine senkrecht 

zur Symmetrieachse z - z nach auBen gerichtete spez. Spannnng (iu == ; (~) cos Ct(J' 

wie beim 2. Elementarfall, und auBerdem dureh ein so groBes Drehmoment M pro 
__ -;--__ 11'/.5 1 em Umfang, daB der Randquersehnitt 

beim Obergang vom unbelasteten in den 
zugleieh noeh mit dem AuBendruek p be­
lasteten Zustand seinen Neigungswinkel «(J 

Fig. 8. nicht andert, daB also J = L1 Ct(J = o. 

In ganz analoger Weise wie beim vorigen Fall lassen sich folgende Gleichungen 
fiir die den dortigen gleiehartigen Spannungen aufstellen (siehe Fig. 9): 

(R) COS'" 
(irS = - p S -'--2 [c.X + d· Y], 

cos' " 
(id =- - P 4TI-=-,,1) [c. v;. + d· ~], 

(R) COS'" 
fItS = - P S -2-" [c. tP + d· 'P] , 

COS' a 
(ivs = - P 4(I~vt) [c. VI + d· Ws]· 

Die Werte c und d sind Konstante fUr aile Werte von a = 0 

bis a(J einer gegebenen Platte und naeh den Gleichungen (31) 
Fig. 9. nnd (32) fiir a = Ct(J zu reehnen. Sie geltcn fiir aIle Glei-

ehungen (41) bis (44). Die Werte X, Y, CP. 'P, v;.. Vs, ~ nnd Ws sind naeh den 
Gleichungen (13) bis (16) und (21) bis (24) fiir denjeweiligen Winkel a zu berechnen. 

3. Die kombz'nierten Spannungen fur dze Randbedz'ngu1lgen A bzs D. 
Dureh Kombination je zweier der I., 2. nnd 3. ElementarfaIle und unter Her­

beiziehung der aus den Gleiehungen (33) und (34) fiir Ct = Ct(J zu bereehnenden Kon­
stanten fund g lassen sich nunmehr die Radial- und Tangentialspannungen crr und 
crt fijr alle Punkte der Mittel-, Innen- und AuBenfasern einer mit einem gleichmaBig 
verteilten AuBendruck p belasteten Sehale bereehnen, und zwar fiir aIle Winkel a == 0 

bis a(J' und fiir die vier Randbedingungen A bis n. Hinter diesen Gleichungen fiigen 
wir in ( ) die Nummern der Gleichungen hinzu, naeh welchen die Einzelwerte zu 
reehnen sind. 



(4S) 

(46) 

(46 a) 

(47) 

(48) 

(48 a) 

(49) 

(so) 

(50 a) 

(S I) 

(S 2) 

(S2 a) 

(S3) 

(S4) 

(S4 a) 

(SS) 

(56) 

(s6a) 

(S7) 

(S8) 

(s8a) 

(S9) 

(60) 

(60a) 

Formehl fUr die ausfUhrliche Berechnung yon in der Mitte yoUen Kugelschalen I I 

A Rand frei drehbar, radial frei nachgiebig. 

OrO = 0rl + Or' (3S) und (37), 

0r~ = OrO + 0..,2 (45) und (3 8), 

0tO = 0Il + 0t2 

0t~ = 010 + 0y2 

o/x ~ 010 - 0v 2 

" " " 
(3S) und (39), 

(47) und (40), 

" " " 
BRand frei drehbar, radIal nicht nachgiebig. 

C 

D 

OrO = 0rl + f· 0r2 

0rD = OrO + f· 0X2 

0tO = 0t1 + f· 0t2 

OlD = % + f· au! 

0t", =-= 010 -f· 0!li 

(3S), (33) und (37), 

(49), (33) und (3 8), 

" " " " 
(3S), (33) und (39), 

(S I), (33) und (40), 

" ,,- " " 

Rand mi:ht drehbar, radial frei nachgiebig. 

OrO = 0rl +.or8 (3S) und (4 1), 

0r~ = OrO + 0xs (S3) und (4 2), 

0rx = orO - O",S " " " 
0tO = 0Il + 018 (3S) und (43), 

OlD = 0tO + OyS (S5) und (44), 

01", = 0tO - 0v s " 
,. " 

Rand nichl drehbar, radial nicht nachgiebig. 

OrO = 0rl + g. 0rS 

0,.. = orO + g. o"'s 

0tO = 0Il + g. 0t3 

0t. = 0tO + g. 0v8 

0t", = 0tO - g. 0vs 

(3S), (34) und (4 I), 

(S 7), (34) und (4 2 ). 

" " " " 
(3S), (34) und (43), 

(S9), (34) und (44), 

" " " " 
Ein Vergleich yorstehender Gruppen yon Gleichungen zeigt, da6 diejenigen fur die 
Randbedingungen A und C gleichartig aufgebaut sind. Sie unterscheiden sich nur 
im zweiten Index, wo bei A der Index (2), bei C der Index (3) Giiltigkeit hat, so daB 
infolgedessen die entsprechenden, an der Seite angedeuteten Gleichungen zu Hilfe 
gezogen werden miissen. 
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Die Gruppe der Gleichungen fiir Randbedingung B unterseheidet sich von der­
jenigen fiir Randbedingung A dureh das Hinzukommen der Konstanten (f), naeh 
Gleiehung (33) zu bereehnen. In gleicher Weise wird der Ubergang von der Rand­
bedingung C in die Randbedingung D beriieksiehtigt dureh Einfiihrung der naeh 
Gleiehung (34) auszureehnenden Konstanten g. 

!eh hatte nun vorerst fiir eine groJ3e Anzahl von Wertepaaren (f) und (~) fiir 

den Sonderfall p = I kg/em! und v = 0,2 (GuJ3eisen) die Gleichungen (47) und (48) 
angewendet. um fiir gUJ3eiserne Kugelsehalen mit frei drehbarem und frei naehgiebigem 
Rand die jeweilige max. Spannung, namlich die Tangentialspannung 0t. zu bereehnen, 

Fi&". II. 

~,,,,j,~~ 
Fig. 12. Fig. 13. 

welche naeh friiher Gesagtem, in Fig. I gesehen, im Punkt I auftritt. Es zeigte sieh 
hierbei die erfreuliehe Erseheinung, daB diese Maximalwerte reeht gut iibereinstimmten 
mit den friiher von mir mittels "Reehnen mit kleinen Differenzen" erhaltenen Ergeb­
nissen und somit aueh mit den naeh meiner empirisehen Formel (I) erreehneten Werten. 
Die Abweiehungen iibersteigen 5 bis 6 % nieht, vorausgesetzt, daB eben nieht Reeh­
nungsfehler vorliegen, welche bei diesem Vergleich sieh gut feststellen lieBen, insbe­
sondere beim graphisehen Auftragen der Reehnungsresultate. 

Es war nunmehr zu untersuehen, ob die Randbedingl1ng A, d. h. "Sehalenrand 
frei aufliegend und radial frei naehgiebig", wirklich die hoehste Beanspruehung Iiefere, 
und welche der Randbedingungen B bis D den niedersten, also giinstigsten Hoehst­
wert errnogliche. Meine friihere Untersuehung hatte bereits gezeigt, daB die Rand­
bedingung D, d. h. "Rand nieht drehbar und radial nieht naehgiebig", erheblich ge­
ringere Hoehstwerte ergebe als die Randbedingl1ng A, und ieh verml1tete, daB dies 
die giinstigste Art der Abstiitzung einer Kugelsehale sei. Die erste vollige Dureh­
reehnung einer Sehale fUr aile vier Randbedingungen A bis D lehrte aber, daB als 
giinstigste Randbedingung die mit B bezeiehnete zu gelten habe. 

In den Figuren 10 bis 13 sind die Abstiitzungen je einer auf der konvexen Seite 
mit der spez. Pres sung p belasteten Kugelsehale naeh den Randbedingungen A bis D, 
im Meridiansehnitt gesehen, sehematiseh dargestellt, und zwar so geordnet, daB 
oben die am hoehsten, unten die niederst beanspruehte Platte sieh befindet. GemaB 
den Fig. 10 und I I ruht der Rand mittels eines Bloekes gleichsam auf RoIlen, um 
anzudeuten, daB er "radial frei naehgiebig" sei; in den Fig. 12 und 13 sind die Funda-
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mente unter sich starr verbunden, so daB sie und damit die Rander in radialer Rich­
tung nicht nachgeben konnen. GemaB den Fig. 10 und 13 ruhen die Endquerschnitte 
gleichsam in Pfannen, sind also drehbar; nach Fig. 1 I und 12 sind sie mit den Stiitz­
blacken starr verbunden und somit in der Meridianebene nicht drehbar. Neben den 
Fig. 10 bis 13 sind die zugehOrigen Spannungsbilder 14 bis 17 in schematischer 

Weise aufgetragen, wie sie sich fiir die meist vorkommenden Radienverhaltnisse (~) 

~ax 

'fl 
c 

A 

~i 
C 

Fig. 14. Fig. IS. 
15'max 

~! 0 \n B 
~c$6" 

+1 
L~~iV 

fl t· ,- Gtx 
I ! ?1 B tx 

\9 G'r 6 D \9 1 rx t:>ma:r: 
x max 

Fig. I6. . Fig. I7. 

= 1,5 bis 3 ergeben. Der erste Index (r) bzw. (I) verweist auf eine Radictl- bzw. Tan­
gentialspannung; der zweite Index (x) bzw. (v) besagt, daB die Spannung in der kon­
veXen oder der konkaven Begrenzungsfiache vorkomme. 

Ein Vergleich der schematischen Diagramme 14 bis 17 unter sich zefgt, daB 
Fig. 14 fiir Einspannfall A die groBte Maximalspannung aufweist, namlich die mehr­
fach genannte tangentiale Zugspannung (JtD am Rand. Ihr am nachsten kommt dem 
abs. Werte nach die radiale Druckspannung (JrD am Rand bei Fall C. Der Einspann­
fall B (siehe Fig. 13 und 17) liefert den niedersten Maximalwert, und zwar ist dies 
die radiale Druckspannung (Jrz in der konvexen Begrenzungsfiache etwa im auBem 
Drittel des AuBenradius ra beim Punkt II der Fig. 13. DaB in den Fallen C und D 
die Radialspannungen am Rand verhaItnismii.8ig groB sind, erklart sich aus dem groBen 
Moment, das am Rand anzubringen ist, um zu verhiiten, daB der RandwinkellXa seinen 
Wert andert, daB sich also der "Rand nicht dreht". 

Der Einspannfall B liegt also dem Zustand der ganzen Hohlkugel (vom Radius R 
und der Dicke s), weIchen wir als "Elementarfall 1)" bezeichnet haben, am nachsten; 
bei diesem "Elementarfall I)" kommen eben gar keine, beim Einspannfall B nur ver­
haItnismii.8ig geringe Biegungsspannungen vor. Die Biegung verstarkt sich jeweils bei 
den Ubergangen zu den Randbedingungen D zu C und zu A. 

4 De/ormation der Merl'rlt'an-Mitteifaser bel' den Einspamifiillen A bts D. 
Fiir einen im Abstand r von der Symmetrieachse befindlichen Punkt P (siehe 

Fig. 18) hatte Bolle folgende Formeln aufgestellt: 
K e 11 e r. Festigkeitsberechnung 3 
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(61) /* = It sin a + w cos a 

(62) Ar = 11 cos a - w sin a. 

Hierin bedeuten nach Fig. 18 u und w die Verschiebungen des Punktes Pin Rich­
tung der Tangente an die Meridian-Mittelfaser, bzw. in Richtung gegen den Kriimmungs­
mittelpunkt. Fiir diese Werte u und w sind fiir die bereits weiter oben behandelten 
Elementar-Belastungsfalle I, 2 und 3 gesonderte Formeln aufzustellen und die daraus 
berechneten Werte sinngemlill zu ad dieren , um so die den Randbedingungen A bis IJ 
entsprechenden Deformationen zu erhalten. Der Rechnungsweg ist also ein ahnlicher 
wie derjenige, der uns zu den Spannungen fiir die Randbedingungen A bis IJ ge­
fiihrt hat. 

Deformation bei dem I. Eiemmtaifall 
(Kugelschale als Teil einer vollstlindigen, von auflen mit dem spez. Druck p belasteten Hohl. 

kugel vom Radius R und der Dicke s.) (Vgl. Fig. 5.) 

Alle Punkte der Meridian-Mittelfaser bewegen sich nur gegen den Kriimmungs­
mittelpunkt hin, nicht ab~r in Richtung der Tangente an die Mittelfaser. Wir diirfen 
daher setzen: 

ttl = 0 

W = _ R Ilk (I - v) '"'" _ R (I - v) Ilr1 • 
lEE 

Dabei ist nach GI. (35) Ci =_!...(!!.). 
rl 2 s 

Deformationen be; dent 2. und 3. Elementarfatl (nach den schematischen Fig. 6 und 8). 

(65) 

(66) 

Nach Bolles Gl. (40) gilt allgemein 

tt = k sin a - R (11 v) . ar • tg a 

R 
w =-= k cos ct - E (ar + CiJ. 

. 
Hierbei ist "t"m =- - Cir tg a, k eine Konstante fUr aIle Werte ct = obis a """ a,.. Die-
selbe wird auf folgende Weise ermittelt: 

Fiir den Scheitelpunkt der Kugelschale ist ct """ 0, cos ct = I; Cir =-= at; (ar + at) 
= 2 ar w = 0, weil wir die Deformation vom Scheitelpunkt aus berechnen wollen. 
Die Randbedingungen A bis IJ hatten wir bei den Spannungsberechnungen zuriick­
fUhren konnen auf je eine Kombination des Elementarfalles I} mit einem der andern 
Elementarfiille 2) oder 3} unter Zuhilfenahme der Faktoren I oder f oder g. Die 
so berechneten Radial- und Tangentialspannungen fUr die Mittelfasern sind in die 
Gleichungen (65) und (66) einzusetzen. Hierbei ist in erster Linie die Konstante k 
zu berecbnen, wie an Hand des Einspannfalles A gezeigt werden soU. Fiir die andern 
Einspannfalle hat man sodann ahnlich vorzugehen. 

Deformation einer Schale mit Randbedingung A (Rand drehbar, radial nachgiebig). 

Die Randbedingung A ist die Kombination von Elementarbelastungsfall I} und 
Elementarfa1l2}. Fiir Elementarfall I} fanden wir bereits, daB die Deformation in Rich­
tung der Meridianmittelfaser ul =- 0; in Richtung des Kriimmungsradius 
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R (l-~)O'rl 
w1 =- E 

sei, fur Randbedingung A ist aIlgemein 
(I - ~) O'rl R ( ) w.A = WI + Ws ~ - R E - + k.A cos a - E O'rll + all • 

Fur a = 0 wird cos a = I, w.A "'" 0, wei! wir vom Scheitelpunkt ausgehen. Fur ar, 

und (i" sind die Werte einzusetzen, die wir an Hand der Gleichungen (37) und (39) 
fUr a = 0 berechnen konnen. Dadurch sind aIle Unterlagen geschaffen, um die Kon­
stante k.A berechnen zu konnen. Wei! fiir a=- 0, w .. = 0 und O'rl == 0'1" so ist: 

(67) k.A = :{ 2 arl + (I - v) (ir1) fUr a =- o. I 
Diese Konstante in die Gleichungen (65) und (66) ~ 

eingefUhrt erhalten wir fur Fall A: , Il~r 
(68) u.A == k.A sin a - ; tg a (I + v) arl I w / 

(69) w.A=-k.ACOsa-;{(ar2+a,,)+(I-v)arl)' i .{,,{. 
. / 

In diese Gleichungen sind der Reihe nach die verschie­
denen Winkel von a = 0 bis a .. und die nach den Glei­
chungen (37) und (39) fUr den jeweiligen Winkel a zu be­

!I 
V Fig. 18. 

rechnenden Werte fUr (irS und 0'11 einzusetzen, und so erhiilt man die zu diesen 
Winkeln bzw. den zugebOrigen Punkten P der Meridianmittelfaser (vgl. Fig. 18) ge­
horigen Werte von u.A und w.A' 

Fur die andern Randbedingungen wollen wir nur noch die nackten Formeln auf­
steIlen, da wir uber deren Gebrauch nunmehr aufgekHirt sind: 

Diformation /iir Randbedingung B (Rand drehbar, radial nicht nachgiebig). 

R 
kB == E {2/ 0',.2 + (I - v) arl } 

wo aI'S aus (Gl. 37) fUr a == 0, / aus GI. (33) fUr a = a .. einzusetzen sind. 

(71) uB== kB sin a -: tga (I + V)/O'rl 

R 
(7 2) wB = kB cos ex - E V(ar2 + (i12) + (I - v)a,.l} 

wo art und 0'11 aus GI. (37) und (39) fUr a == a; / aus (33) a - aa einzusetzen sind. 

Diformation fiir Randbedingung C (Rand nicht drehbar, radial frei nachgiebig). 

R 
kc = 1."""<" { 2 aI'S + (I - 11)0'1'1 } 

WO O'rS aus Gl. (41) fUr a = 0; ar1 stets aus Gl. (35) zu berechnen sind 

(74) Uc =- kesin" -: tga (I + lI)ars 

R 
(75) we = ke cos a - E {(aI's + ats) + (I - v)O'rl ) 

wo ars \Ind atS aus GI. (42) und (43) fUr Ct - a berechnet werden. 
3* 
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Diformatwn fur Randbedingung D (Rand nicht drehbar, radial nicht nachgiebig). 
R 

kD = E {2gor3 + (I - v)orl} 

wo O'r3 aus Gl. (41) fiir a = 0; g aus Gl. (34) fiir et = eta berechnet werden 

UD = kD sin et -; tget (I + v)gO'rS 

R 
w D = kD COSet - E (g(orS + 0IS) + (I - v)0rt} 

wo 0rS und 0/S aus Gl. (41) und (43) fiir IX '"" et; g aus Gl. (34) fUr et = eta bestimmt 
werden. 

Nach diesen vorbereitenden Rechnungen finden wir endlich die Deformationenf* 
in Richtung der Symmetrieaehse und LI r in Riehtung senkreeht zur Symmetrieaehse, 
indem wir in die Gleichungen (6 I) und (62) der Reihe nach die Wertepaare U A und 

W A' sodann uB und w B usw. einsetzen. Tun wir dies jeweils aueh fiir aIle Winkel 

IX = 0 bis IX .. , so erhalten wir iiber den ganzen Meridiansehnitt die Deformation alIer 
Punkte der Mittelfaser fUr aIle vier Randbedingungen. Wir werden diese Arbeit an Hand 
eines vollig durehgereehneten Zahlenbeispiels zeigen. 

IV. Rechnerische Untersuchung der Randbedingungen A bis D. 
In den Fig. 19 bis 22 sind die aus der ersten volligen Durchreehnung +894 

abgeleiteten Spannungsdiagramme ersichtlieh. Der Reehnung liegen folgende / 
I +805 Hauptdaten zugrunde (siehe Fig. 23): 
I : +716 

ra= 135 em; s = 2 em; R = 270 em; P =- I kgjem2 : I: 

Material: Gu6eisen (v= 0,2); (~) = 2; (~) =- 135; I'" = 3,4 (~) = 459· I /1 I, 
Die Diagramme Fig. 19 bis 22 zeigen fUr die versehiedenen Abstande r + 4581 :, 

der Punkte des Meridiansehnittes den ahnliehen V erlauf wie die allgemein giil- '/ 
tigen Fig. 14 bis 17. 
Naeh den absolu-

ten Werten der 
Maximalspannun­

gen geordnet neh­
men die den vier 
Randbedingungen 
zugehorigen Span-
nungsdiagramme 

folgende Reihen-
ordnung ein: 

to 
+1 t jE 1 -r 
~. I 

-x .-67 

'I 
i 

1 : 15 

I 

fa~ 135 em 

Fig '9. 
Einspanofall "Au 

- 606 
Fig. 20. EinspannfaU ,,8" 



Formeln flir die ausflihrliche Berechnung von in der Mitte vollen Kugelschalen 17 

Diagr. Fig. 19 
Randbedingung A 

+ 894 
Diese verhalten sieh 

21 

C 
22 
n 

20 
B 

- 797 - 164 - 101 kg/em' 

demabs.Wertenachwie 100: 89,2 : 18,-1- : II,3 

oder wie 8,84: 7,87 : 1,62: 1 
Es war nun zu untersuehen, ob diese Verhaltnisse nur zufallige oder, we­

nigstens ihrer Ordnung nach, allgemein giiltige seien. Zu dies em Behuf wurden 
weitere Beispiele je fUr p = 1 kg/emS durehgerechnet. Das Beispiel I, welches oben 
soeben behandelt wurde, femer die Beispiele II und III, V und VI betreffen je 
eine Gu3eisen- (v = 0,2), das Beispiel IV eine Flu13eisenschale (v = 0,3). Die 
Beispiele I bis V sind auf die ganze radiale Ausdehnung, die Beispiele VI und VII 
nur fiir den Randquersehnitt durchgerechnet. Die Meridiansehnitte aller dieser 
Sehalen find en sich 
ma13stablieh in den 
Fig. 23 bis 28. 
Die Reehnungsbe­
dingungen und die 
Hauptergebnisse 

sind in der Zahlen­
tabelle 3 zusam­
mengestellt. 

1 : 15 

I 

1-< 
Fig. 22. Einspannfall "D" 

I // 
./ _.¥--.-
I Fig. 23. 

Fig . .21. Einspannfall "C" 

~~ -~ tv 
-91 rx 

-164 

ra = 135 

+763 

+506 

_ +.350 

-17 

-7i7 



ra=50 

Fig. 25. 

ra = 137, 4· 

I I g- 52.5 

a 
0: 

~ ®: 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

I '1' ~ 
--¥-k~-' -.------~--.---.--. 

I 
I 

Fig. 27. 

p ... l kg/cmj..c ra .., 75 ~l 
. /16 = 6,3 5 = 2 I@ 

I 

Fig. 28. 
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20 Vergleich der bei den Randbedingungen A und B auftretenden Maximalspannungen 

Alle v6llig durchgefuhrten Beispiele, deren Spannungsdiagramme ersichtlich sind 
von Beispiel I Einspannflille A bis D in den Diagrammen 19-22 

" "II " """"" " 29-32 
" "III " """"" " 33-36 

" " 
IV 

" " " " " " " 
zeigen eindeutig, daB die hochste Maximalspannung bei der Randbedingung A, die 
niederste bei der Randbedingung B auftritt. [V om Beispiel V sind die Diagramme 
wegen Platzersparnis nicht wiedergegeben.] 

V. Vergleich der bei den Randbedingungen A und B auftretenden 
Maximalspannungen· mit der Spannung in einer Hohlkugel und Her­

leitung einer empirischen Formel fUr Fall B. 
Laut Zahlentabelle 3, Reihe 13 betrligt das Verhliltnis der in einer am Rand frei auf­

liegenden Kugelschale (Fall A) auftretenden max. Spannung (j~ax zur Spannung Cfk in 
den Rechnnngsbeispielen 

I 

(Cf!ax : Cfk) = - 13,25 

II 

- 6,3 2 

III 

+ 3,7 

V 

-6,9 

VI 

- 13 

VII 

-6,9 
Das entsprechende Verhliltnis der am Rand frei drehbaren, 
nicht nachgiebigen Schale (Fall B) zor Rohlkugel betrligt 

aber radial 

(Cf!ax: CfJ = + 1,5; + 1,54; + 1,8; + 1,6; 

/ 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I Das Mittel aus den letzten Werten betrligt angenlihert 1,6. 

Beispiele betreffen Schalen mit weit auseinander liegenden 
AbmessungsverhliItnissen. Ihre Werte gelten nicht nor fUr die 
drei Beispiele allein, sondern auch fUr alle dem jeweilig glei-

Diese vier I 

chen Verhliltnis (~) = 1,5 bzw. 2 bzw. 6 zugeh6rigen Werte-

paareTa nnds, 
deren Span-

nung~werte + i t 
r: = 50 em. 

I 
99.&1 

+199 

+166 

+133 

Kurventafel A 5 1--___ -...:.1..:.,: .=5 ____ --r __ --:~-+-~:..---~+.,....;..1-+---I-Cfmax In der .*' _ r 
auf gleicher :f ~. :;.;"-;-___ _ 

Rohe liegen. -13,1 

So haben z. B. I -26,3~=='=-:::'-::-:-

aile fur das -39,5 

BetspielUaus- Fi!r.29. 

gerechneten Einspannfall "AU 

Spannnngen Giiltigkeit nicht nur fUr Ya= 500 mm nnd 
s - 20 mm, sondern gemliB Feld AI der Kurventafel 
A auch 

fUr Ta = 200 250 300 400 600 800 mm 
wenn 
gleichzeitig s = 10 12,5 15 20 30 40 mm, 
denn ihre fUr die Randbedingung A errechneten max. -153,5 



Vergleich der bei cfen Randbedingungen A und B auftretenden Maximalspannungen 2 I 

Spannungen liegen im Feld AI der Tafel A auf dem fiir (~J = 2 gestriehelt darge­

stellten Kurvenbiischel auf gleicher Bahe, namlieh etwa 150 kg/ems. 
Wir diirfen demnaeh die interessante und fiir die Praxis hinreiehend genaue 

Faustformel aufstellen: 

Fiir die Radienverhaltnisse (~) = 1,5 bis 6 betragt beim Einspann­

fall B, d. h. Rand drehbar, aber radial nieht naehgiebig: 

o!ax'" 1,6 ok = - 1,6 ~ (~) 

(Emp. GI. II) 6!ax = - 0,8 P (.f). 
Wei! dem Konstrukteur jedoeh in derRegel die Werte Ya , S und (~) zm Band 

sind, so kann die Gleichung II aueh in die Form gebraeht werden 

(Emp. GI. IIa) 

10 

)! i-_r "5 
I' 

-23 
-26 ------__ _ 

- 29 i 

Fig. 30. Einspannfall "BH 

ra= 50 em 

'-28,7 

Fig. 31. Einspannfall "C" 

Fig, 32. Einspannfall "D" 
61,2 

+169,5 



22 Die Spannungstafeln A und B 

So einfach die Gleichungen II und IIa fur die Berechnung der Hochstspannung 
in einer nach Randbedingung B abgestiitzten Schale auch sind, so habe ich, schon 
des bildlichen Vergleiches wegen und urn Rechnungsfehlern vorzubeugen, in Kurven­

-"" 
I_--~~--~-~-:---~--:----+ +57b 

]', i __ -------~ 
-40r~-..::.----

I 
I 
I 

-138~"':':;:;"---

---

Fig. JJ. Einspanllfall "AU 

1 : 15 

~~.--~10------~:=~t-------~~~ 

'I rW---==== 
---

---

Fig. 34. Eillspallllfall "B" 

+133,15 tafel B Ausrechnungswerte nach 

+72.8 

"'12,.3 

-5,3 

-23 
-'2.7 

Gleichung II graphisch aufge­
tragen. Wie bei Kurventafel A 
sind als Ordinaten die Au6en-
radien Ya in mm, als Abszissen 
die Werte C1!u in kg/cm2 aufge­
tragen und die fUr die Bedin­
gung "S = konstant" giiltigen 
Punkte durch Kurven verbunden. 

Das Feld Br gilt fur (~) = 1.5 

(ausgezogene Kurven) und fur 

(~) = 2 (gestrichelte Kurven). 

1m Feld Bn gelten die ausgezo­

genen Kurven fUr (~j = 3. die 

gestrichelten fUr (~) = 6. In 

Wirklichkeit sind die "Kurven" 

durchwegs "Gerade". weil a!ax 

fur ein gegebenes (~) und eine 

gegebene Dicke s in einem line-
aren Verhaltnis steht zu Ya ' Beide 
Felder gelten fiir p = konst. 
"'" I kg/cm ll• Fiir einen andern spez. 
Druck mussen die Diagramm­
werte mit dem entsprechenden p 
multipliziert werden. 

Leider mu6te in der Kurven­
tafel B ein viel gro6erer Ma6stab 

fiir a!ax gewahlt werden als in 
der Tafel A, weil sie sonst zu 
undeutlich geworden ware. 

VI. Die Spannungstafeln A und B. 
Nachdem festgestellt ist, daB unter sonst gleichen Bedingungen die Randbedin­

gung A die gro3te, die Randbedingung B die geringste Maximalspannung {am ax) lie­
fert, welche fUr die Wahl des Materials, die Plattendicke s, und das Wolbungsver-

haitnis (~) riickbestimmend ist, haben die Tafeln A und B einen hohen praktischen 

Wert. Wohl werden die wirklichen Faile sich mehr den Randbedingungen C und D 



I 
I'lliii 

ra=100em 

+ 37 '"""-_=--

Fig. 35. 
Einsp&Dofall "C" 

ra = 1.35 em 

1: 15 

---
Fig. 37. Einspannfall .. A" 

+S5,2 

-58 

Fig.,)6. Einspannfall "D" 
-82,1 

+103 

+36 

+15 

-10 '-s.s 

+869.8 

I 
I +785.0 , , 

I ' + 700.2 

I : 
1/, 
I " 

-105 + 477 I :, , 
" " I , 

-16.77 

-614,0 



Die Spannungstafeln A und H. EinfluB der Plattenwolbung 

nahern. Man weill aber nieht, welehem von beiden und wie sehr. Deshalb ist dem 
Konstrukteur schon gedient, wenigstens die Grenzwerte «r.!a.x und a!ax kennen zu lemen, 
und diese kann er aus den Spannungstafeln A und B ablesen fur p = I, also leieht 
umreehnen fUr p - p kg/em!. 

1: 15 

Fig. 38. Einspannfall "B'" 

ra =135 em. 

Fig. 39. Einspannfall "C" 

10 
+1 t "!d. -r 

111-67 
1: 15 ~. -40 6'tx 

=:do:::;::~ 6 tll 
-92 II 

EinspannfaJI "iJ" -155.J Fig. 40. 

VII. Einflufl der Plattenw61bung. 
1m Diagramm Fig. 41 ist als Auszug aus der Spannungstafel A fUr die Rand­

bedingung A und fUr p = 1 kg/em' die Abhangigkeit der Maximalspannung ~a.x vom 

Verhaltnis (~) fUr die Plattendicken s == 20, 30, 40 und 50 mm dargestellt. Hat 

eine Gruppe von Platten z. B. die konstante Dicke s = 20 mm und gibt man den 
Platten verschiedene Wolbungen, so daB das Radienverhliltnis 

(~) == 1,5 2 3 6 10 

so wird ~a.x == 320 405 550 830 1075 kg/emS. 

Diese Spannungen stehen im Verhaltnis 

100 : 128 : 172 259 336 • 

+771 

+&81 

+345 

+108 

-80& 



EinfluB der PlattenwOlbung 25 

1m Diagramm 42) sind die 
gleichen Spannungswerte in Ab­
hangigkeit von der Plattendicke s 
(in mm gemessen) fiir verschie-

dene Radienverhaltnisse (~) auf­

getragen. Danach kann fiir p 
.... I kg/em! z. B. die Spannung 
ct!ax = 300 kg/ems eingehalten 
werden, wenn 

(~)= 1,5 2 3 6 10 

und gleichzeitg 

s = 20 25 30 39 47 mm . 

Wahrend also eine Platte 
untersonstgleichen Verhaltnissen 

beim Wolbungsgrad (~) = 2 eine 

Dicke von z. B. 25 mm erhalt, 
kann die Dicke auf 20 mm, also 
um 1/5 vermindert werden, wenn 

(~) == 1,5 statt 2 gewahlt wird. 

Die Diagramme 43) und 44) 
zeigen Ausziige aus der Span­
nungstafel B, welche den in den 
Fig. 4 lund 42 dargestellten 
Ausziigen aus der Tafel A ent­
sprechen. 

Greift man auch hier eine 
Gruppe von Platten heraus, deren 
Dicke durchwegs s= 20 mm, und 
deren Radienverhaltnis 

(~~=1,5 2 3 6 

so ist 

Wieviel ungiinstiger der Ein­
spannfall A ist als der Einspann­
fall B, zeigt die Verbaltnisreihe 

ct!az 
-8-=6,67 6,35 5,75 5,60fach. 
(Sma" 

ra =konst .... BOO m/m 
p = " = 1 kg/em'.! 

1000r----r--.--,------r----~-___. 

900~-_+-+-~----_+~. ~~ ______ ~ 

600~-_+-+-1_---~~------_; 

700~-_+-+-1_-_7~-_+------_; 

600~-_+-+-4,~---_+----~--~ 

500 

N 
400 

E 

~300 
...lC 

~200~~-+.~~~~-~ __ ~~-----_; 
E 
~ 100~~~~_; ________ -4 ____________ ~ 

t 0 ~~~~--~--------~8-----------~10 .B.. ~2 3 
ra 

0max in Funktion von..!!. fur versch. s 
ra 

Fig. 41. 

ra= konst. - 800 m/m 
p = " =- 1 kg/cm2 

XW°r---'nr~r-~-~-r--.~~~-~--~-' 

900r--1++--.t+~--~-r-----+----~-----1_-----~-----~-+-~ 
600 

-[1-- R-D-l~-- --- ------

700 

600 

t tt ~:-6-- -- --- ---- --- --­
t\ "y\ ~-~J--- --- --- ---- ---- ---

SOD \-\' (\ ~--~- - --- --- ---- --- ---

~E 400 --- -\\~~~~t-- ---- --- ---
~ 300t------t------'-\1t-:l\\~·1t_~~-r-~~~-_1--i_--_I----_1----.....-1-'---I 

l"~ 200t--t----+-\\--30~\~~~-~~-'-I"oo.:~~-""",--~----~------+--1 

t lOC.EI~~~-l--~-~3~~~~J-t~::::[8:~t~:~i~~r--~--~-~-~~-
o 10 20. 30 I. 40 50 60 70 80 90 100 
-5 In m,m 

G max in Funktion von 5 fur versch.B.. 
ra 

Fig. 42. 



26 Eintlull der Plattenwolbung 

>< 

ra= konst. = 800 m/m 
p ~ " - 1 kg/cm2 

10°r--------r--r-----nr-------.r------. 

90 /-------t--t-- ~:><_+------_;_-----~__l 

80 I------+---t-

70 t-----I--hf---', 

60/-------;-.H __ ~~~ 

sO/-______ ~-;~~~~--~--------~ 

4°r-----~t_tr~'-~~------------~ 

30r----r~~~~--;---------------~ 

<0 20 
~E ~~~~+---~_-_-__ -_-__ -_-__ -_-__ -_-__ -__ ~ 

10 ~~~---+--+_----+_-------------~ 

Um dem Konstrukteur ein Bild zu ge­
ben von den verschiedenen Radien­
verhaltnissen und den hierdurch be­
dingten "Baul1ingen" bzw. "Pfeilhohen", 
wurde die Fig. 45 ausgearbeitet. Sie 
zeigt den Verlauf der Meridianmittel-

linie fUr verschiedene ( ~) wenn r ~ 
= 100 "Langeneinheiten" miSt. Hierfiir 
laBt sich die PfeilhOhe ~.., R (I - cos a), 

wobei sin a == ;, rechnerisch oder an 

Hand der Fig. 45 graphisch ermitteln. 

Fur (~).., 1,5 

ist ~ == 38,3 

2 3 6 10 

26,8 17,1 8,39 5,01 

"Einheiten" . 

In Fig. 46 sind die Pfeilhohen ~ j 
o R 1.5 2 

- --+-ra 
3 6 in Funktion von (::) aufgetragen fUr 

100 

90 

80 

70 

60 

50 

<'Ie 40 

~ 
~ 30 

>< 
20 <0 

\DE 

t 
10 

6 max in funktion von ~a fUr versch. 5 

Fig. 43. 

ra~ konst.= 800 m/m 
p =" = 1 kg/cm2 

-\~\- -\ -- --~K --- ----
.-- --- 1\-\ .,--~ --- --- ---~~­

-\ ~ -- ~ --- --

o W W H ~ ~ ~ ~ ~ ~ m 
_ 5 inm/m 

b max in F unktion von 5 fur versch. {L 
a 

Fig. 44. 

ein konstantes r fA 

.., 100 "Langenein­
heiten". 

R'6r '600 

R ... J r -.sao 
R-2r._200 
R., S r.-I,sO 

Ii'ig, 45. 

"r---nr-r---,-----, 

:r---~-~-~---~'~~~il~~~~~:~ 
_ _ _ in Funiction won (~) _ 

[\ rur r. _100 Einheltn 
.ol--+l--\t--"--t----i 

!,. -- -c:s;,-- ------
L5~ 

- ----~ ~ --

t!.- l!. I,!!' ) .. 
r. 

Fig. 46. 



Mittel, urn den Einspannungsfall B herbeizufiihren 

Die Spannungstafeln A und B, sowie die DiagTamme 41 bis 46 ennoglichen 
dem Konstrukteur, abzuwagen, ob er eine groBere oder kleinere Pfeilhohe seiner Kugel­
sehale zulassen miisse oder wolle, um dadurch einen kleineren oder groSeren Wert 
der Maximalspannung in Kauf zu nehmen. 

VIII. Mittel, urn den Einspannungsfall B herbeizufiihren 
(Rand drehbar, aber radial nieht naehgiebig). 

Wir erinnem uns, daS von allen vier Randbedingungen A bis D die Bedingung B 
die kleinste max. Spannung liefert. Nun muS aber noch festgestellt werden, welche 
AuBenkrafte erforderlieh sind, um dies en Spannungszustand herbeizufUhren. 

Die Randbedingung B erheischt kein Drehmoment am AuSenrand, wohl aber eine 
radial wirkende Stiitzkraft. Dieselbe betragt pro I em Randumfang auf die Platten­
dicke s in cm 

(79) H =- I cm x s em x aro ' cos a. 

In diese Gleichung ist fUr aro der aus Gl. (49) sich ergebende Wert (fro = ar1 + /ar2 
fiir a = a" einzusetzen. Gemafl Zahlentabelle 3 ist in 

Zahlenbeispiel I II III V VI 

fiir a .... a" das Verhaltnis ((f~o: aJ cos a" = 0,82 0,78 0,71 0,80 0,86 

Daraus folgt als Mittelwert 

a~o COSa = 0,8 ak - - 0,4 P (-1) (~) = - 0,4 P (~) 
Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (79) erhalten wir 

(80) H == - 0,4pR 

(81) 

Die senkrecht zur Symmetrieaehse ge­
rich tete spez. Umfangskraft H kann beispiels­
weise ausgeiibt werden durch einen iiber den 
Sehalenrand gelegten Schrump/ring, wie dies 
in Fig. 47 sehematisch dargestellt ist. Sein 
Meridianquersehnitt sei Fin cms und seine 
mittIere Nonnalspannung a. in kg/ems. Nach 
der sog. Kesselformel besteht die Beziehung 

(82) F· a, = r,,' H =-0 0,4prG R 
[a, ist eine Zugspannung (+). wenn der 
Schrumpfring auf die Platte eine Druck-

spannung (-) ausiibt.] 

(82) Fa. =- 0,4P' S. r G • c;)(~)· 

Fig. 47. 

Je nach der Wahl des Materials fUr den Schrumpfring ist die zulassige Beanspruehung 
a. vorgeschrieben und danach berechnet sich der Querschnitt des Ringes 

(82) F =- 0,4 P r R oder 
11, a 



Mittel, urn den Einspannungsfall B herbeizufiihren 

(83) F=04~s.r (ra)(R). 
, lis a S ra 

1m belasteten Zustand der Sehale dureh den Oberdruek p und den am Rand 
aufgesehmmpften Ring muS fUr die Randbedingung B der AuBenradius ra genau 
gleich sein wie im unbelasteten Zustand. 1m unbelasteten Zustand muS der Innen­
radius des Sehmmpfringes also kleiner sein urn das SchmmpfmaB 

A 11. pra! R 
.a r = r . -- = 0,4 --. , 

a a E, E.F 

wo E, der Elastizitatsmodul des Schrumpfringmaterials ist. 
Diese Ergebnisse sollen auf die Zahlenbeispiele I, II und III beispielsweise 

iibertragen werden. Die Sehrumpfringe bestehen aus FluSeisen: E, = 2200000; 
(1, = 600 kg/em I. 

Sehale I II III 

naeh Fig. 23 24 25 

sei belastet mit p = 5 5 5 kg/emll 

Es ist ra = 135 50 100 cm 

(~) = 2 2 6 

R= 270 100 600 em 

nach Gl. (82) F = 122 17 200 cm l 

naeh GI. (84) Llr = 0,0368 0,01 36 0,02 72 em 

= 0,368 0,136 0,27 2 mm. 

IX. Kugelschalen aus Fluaeisen und Stahl. 
Nachdem eine groBe Zahl von Rechnungen fUr gujJeiserne Schalen durchgefUhrt 

und danaeh die Spannungstafel A ausgearbeitet war, wurden an Hand der ausfUhr­
lichen, aus Bolle's Arbeit abgeleiteten Formeln fiir die Randbedingung A Kontroll­
rechnungen fUr FlujJezsen-Schalen durchgefUhrt, wofUr der Wert v = 0,3 (statt bei 

GuBeisen 0,2) und der Wert /L = 3,3 (~), statt = 3,4 (~), betragt. Sicherheits­

halber wurde sodann als Zahlenbeispiel IV (vgl. Tabelle 3) eine FluBeisensehale.vollig 
durehgereehnet, welche genau die gleichen Abmessungen hat wie die GuBschale des 
Beispiels I nach Fig. 23. Die Spannungsbilder Fig. 37 bis 40 der FluBeisenschale 
stimmen fast genau iiberein mit denjenigen (Fig. 19 bis 22) der gleichgroBen 
GuBsehale. 

Alle von mir durchgefiihrten Reehnungsergebnisse zeigen das iiberraschende und 
fUr den Konstrukteur wegen der hierdurch erzielten Vereinfaehung erfreuliehe Resultat, 
daB unter gleichen Verhaltnissen beziigl. Abmessungen, Einspannungsart und Be­
lastung eine jlujJezserne Schale praktisch die gleichen Spannungen erfahrt wie eine gujJ­
ezserne Schale. Etwaige, 6 % nicht iiberschreitende Abweichungen sind vielleicht auf 
Rechnungsfehler zuriickzufUhren. Es ist deshalb wohl mit Recht anzunehmen, daB 
die aufgestellten Spannungsdiagramme und damit aueh die Spannungstafeln A und B 
wie fUr GuB- so auch FluBeisen nnd sogar auch fUr Stahl und StahlgujJ gelten. 
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X. Winke fUr die Praxis. 
I. Ez1zleitung. 

Wie bereits angedeutet wird in den meisten der in der Praxis vorkommenden 
Fallen die Randbedingung der Kugelschale zwischen den Fallen A und B liegen. Der 
Rand wird weder ganz frei noch gar nicht drehbar, weder radial frei noch gar nicht 
nachgiebig sein. Die Diagramme Fig. 19 bis 40 lehren, daB man gut tut, die Rand­
abstiitzung so auszubilden, daB sie in erster Linie radial moglichst wenig nachgiebig 
ist und dabei womoglich dem Schalenrand eine wenig gehinderte Drehung gestattet, 
daB also eine moglichste Annaherung an Fall B erwirkt wird. Diese Uberlegung gibt 
Fingerzeige fUr die Versteifung eines Bodens in sich und - wenn er AbschluB eines 
zylindrischen GefaBes ist -, fiir die richtige Verbindung yom Boden mit dem Zy­
lindermantel. 

2. Verstei/ung ez'nes Kugelbodens zn sick. 
Ein gemaB Fig. 48 auBen an einer Kugelschale angebrachter, hauptsachlich 

radial gerichteter Flansch wirkt giinstiger als ein nach Fig. 49 hauptsachlich achsial 

Fig. 49. Fig. 50. Fig. 51. 

gerichteter Flansch. Ersterer ist gegen radial en Zug steifer und laBt sich, in der Bild­
ebene gesehen, leichter verdrehen als letzterer. Eine Versteifung nach Fig. 48 bringt 
den Boden dem Fall B naher als diejenige nach Fig. 49. 

Die beiden aus den Fig. 48 und 49 ersichtlichen Flansche erzeugen aber den 
erwiinschten radialen Widerstand erst allmahlich, erst mit zunehmender Belastung der 
Schale, und eben erst dann, wenn sich in der Schale bereits entsprechende Defor­
mationen und damit Spannungen gebildet haben. Wirksamer als ein solcher ange­
gossener, oder ein entsprechender, angenieteter Flansch ist eine mit V orspannung 
einzusetzende Versteifung. 

Fiir eine auf der konvexen Seite belastete Schale empfiehlt sich das Aufsetzen 
eines Schrumpfringes auf den Rand gemaB der schon oben behandelten Fig. 47. Eine 
ahnliche, wenn auch nicht so gute Wirkung erzielt das Anbringen eines Schrumpf­
ringes S nach Fig. 50 oder einer Bandage B nach Fig. 5 I. 

Einem auf der konkaven Seite belasteten Boden kann dadurch Vorspannung 
gegeben werden, daB man einen Hiilfsboden H gegen ihn spannt, der einen gegen 
den Rand hin gerichteten Radialschub ausiibt, wie dies bei der Ausfiihrung nach 
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Fig. 52 der Fall ist. Bei den Versteifungen nach Fig. 53 und 54 erwirkt nicht nur der 
vorgenannte Radialschub, sondern der von Schrauben Sch ausgeiibte, achsiale Zug 
auf die Bodenmitte gegen den Kriimmungsmittelpunkt hin eine Annaherung an den 
Einspannfall B. 

In den Fig. 55 und 56 sind zwei hochdruckseitige Boden mit angegossenen 
Frischdampf-Verteilkanalen fUr Dampfturbinen gegeniibergestellt, wovon der eine 

I 
u 5=c=h =--tt::==::,:-f 

Fig. 52. Fig. 53. Fig. 54. 

Fig. 55. Fig. 56. 

Boden nach innen, der andere nach auBen gewolbt ist. Es soil nun untersucht wer­
den, welche Bauweise beziiglich Biegungsbeanspruchung die giinstigere ist: In dem 
Ringraum R herrsche der Frischdampfiiberdruck PI und die Temperatur 'I' Auf der 
rechten Seite der gewolbten Boden herrsche der Uberdruck h. und die Temperatur 
'2 '" } '1' Auf der linken Seite der Boden herrsche atmospharische Spannung. Von 
der nach Fig. 55 auf der konvexen Seite mit dem Uberdruck h belasteten Kugel­
schale hat der Rand yom Radius r a das Bestreben, sich zu vergro6ern; der Rand der 
auf der konkaven Seite belasteten Schale nach Fig. 56 dagegen wiirde sich verkleinern, 
wenn die Schale frei dehnbar ware (nach Einspannfall A). Die beiden Dampfver­
teilungsringe Roo und R56 , fiir sich betrachtet, haben das Bestreben, sich unter dem 
Einflu.6 der in ihnen herrschenden Temperatur 'I zu vergro6ern. Der Ring R55 weicht 
also in radialer Richtung nach der gleichen Seite, namlich gegen au.6en hin aus, wie 
der Bodenrand (Fig. 55) fUr sich betrachtet, bildet also keine Gegenstiitze fiir den 
Boden. Ja, es ist sogar moglich, da.6 der Ring R56 den Rand des Bodens B55 sogar 
noch nach au6en zieht. In dem Boden entsteht nicht nur eine dem Einspannfall A 
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entsprechende Spannungsverteilung gemaB Fig. 14, sondern die maximale Spannung 
im Bodenrand kann noch groBer werden, als wir sie fUr den Einspannfall A berechnen 
oder aus der Spannungstafel A ablesen wiirden. Ganz anders verhalt sich ein in 
Fig. 56 dargestellter Boden. Weil der Dampfring R56 fiir sich seinen mittleren Radius 
vergroI3ern, der Boden B66 seinen Au6enrand verkleinern mochte, sie aber aus einem 
Stuck hergestellt sind, so wird die Verbindungsstelle eine Zwischenlage einnehmen. 
Ja, es ist sehr wohl moglich, daB diese Verbindungsstelle ihren Abstand von der 
Bodenaxe gar nieht andert, und dadnrch wird der Boden B56 dem Einspannfall B 
oder zum mindesten dem Fall D nahegebracht, erf1ihrt also eine max. Beansprnchnng, 
die vielleicht nur 1/4. oder gar l/S derjenigen des Bodens nach Fig. 55 betragt! 

3. Vcrbindung von Bijdcn m# Zylindcrmiinteln. 
In den Figuren 57 und 58 sind zwei Verbindnngen schmiedeeisemer Boden mit 

schmiedeeisernen Manteln mittels Nieten schematisch dargestellt. In beiden Fallen 
herrsche im Gef1iBinnem ein Uberdrnck p. In Fig. 57 gesehen wiirde der Boden, 

Z' c ___ -_-d.::l \, 

b 

II 

Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59. 

wenn frei aufliegend, in die gestrichelte Lage z' iibergehen. Sein angebordeIter 
Flansch wiirde nach innen rucken und sich im Sinne des Uhrzeigers verdrehen. Der 
Zylindermantel z wiirde unter dem alleinigen EinflnB des Uberdruckes p sich parallel 
nach au6en verschieben in die gestricheIte Lage b'. Die Rander werden aber durch 
die Nieten zusammengehalten, und diese miissen den ganzen fiir dieses Zusammen­
halten erforderlichen Zug aushalten. Uberdies haben die Rander vom Boden und vom 
Mantel das Bestreben, sich von der gegeniiberliegenden FHi.che des Mantels bzw. des 
Bodens abzuheben. Bei der in Fig. 58 dargestellten Ausfiihrnng, wo der Bodenrand 
iiber den Mantelrand hinubergreift, haben diese Rander das Bestreben, eng aneinander 
zu liegen, sich ineinander hineinzupressen. Fiir eine Verspannung in radialer Rich­
tung gel ten hier die Nieten mehr als Sicherheitsglieder. Diese Nieten werden haupt­
sachlich in Richtung der Gef1iBaxe anf Abscheren beansprncht. Eine Verbindung 
von Boden mit Mantel nach Fig. 58 ist beziigJich Festigkeit und Dichthaltens fiir 
Innendrnck viel gunstiger als diejenige nach Fig. 57. Umgekehrt ist die Verbindung 
nach Fig. 57 fiir AuBendrnck giinstiger als die Verbindung nach Fig. 58. 

Wird gema6 Fig. 59 ein gu6eiserner Mantel m eines zylindrischen Gef1iBes mit­
tels eines gu.6eisernen Deckels d abgeschlossen und in das Gef1iB ein Uberdruck p 
gegeben, so werden Mantelende und Deckel, je fiir sich betrachtet, das Bestreben 
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haben, in die in Fig. 60 schematisch dargestellten Formen iiberzugehen. Von dem 
Boden verkleinert sich der Flanschdurchmesser, und der Flansch will sich im Sjnne 
des Uhrzeigers verdrehen. Der Mantel will seinen Durchmesser vergroBern. Abgesehen 
von der Reibung an der Auflagestelle der beiden Flanschen wird der Mantel m den 
Boden A nicht hindern, seinen Randradius zu verkleinem. Hochstens die Verdrehung 
kann teilweise oder ganz vermieden werden, weil sich die'beiden Flanschen entgegen­
wirken. Die Zentrierung des Deckels d im Mantel m hOrt auf, weil sich dort Spiel 
einstellt. Der Boden erflihrt eine Beanspruchung entsprechend etwa dem Fall C 
(Rand nicht drehbar, radial nachgiebig), welche im Diagramm Fig. 15 schematisch dar-

Fig. 60. Fig. 61. Fig. 6 •• 

gestellt ist. Ware aber die Flanschverbindung nach Fig. 61 ausgefiihrt, wo der Deckel­
flansch iiber einen Ringansatz am Mantelflansch iibergreift, so wiirde der letztere 
nicht nur einer V erdrehung, sondem auch noch einer radialen Verkleinerung des 
Deckelflansches entgegenwirkeu, und der Deckel wiirde eine Beanspruchung erfahren, 
welche sich der des Falles D (Rand nicht drehbar, radial nicht nachgiebig) nahert 
und schematisch im Diagramm Fig. 16 dargestellt ist. Die hierbei sich einstellende 
maximale Spannung ama ist erheblich kleiner als die bei der Verbindung nach Fig. 59 
sich einstellende max. Spannung. 

Die gleiche Wirkung wie der nach Fig. 6 I ausgebildete DeckelanschluB hat je 
fiir Innendruck der nach Fig. 62 konstruierte AnschluB, wo der Deckelflansch mit 
einem kleinen Randansatz iiber den Mantelflansch hiniibergreift. 

Gem1i.B meiner friiheren Untersuchung von Lokomotivzylinderdeckeln 1) ist darauf 
zu halten, daB die Flanschen auf ihrer ganzen radial en Ausdehnung satt aufeinander 
liegen und nicht etwa gegen auBen hin voneinander abstehen. In diesem Fall kann 
es vorkommen, daB wegen eines durch die Verbindllngsschrallben erzeugten Dreh­
momentes die Beanspruchung noch groBer ausf1i.lIt, als wir sie im Diagramm Fig. 14 
fiir Einspannfall A kennen lernten. 

Maximale Spannung in einem Zylinderdeckel mit Flansch. 
Ein sehr h1i.ufig vorkommender Fall fiir Anwendung von Kugelschalen ist der 

AbschluB eines ZylindergefaBes, wobei Deckel und Zylinder mittels Flanschen ver­
bun den sind. Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, daB es bei innerem Uberdruck 
fUr Erreichung einer niederen Maximalspannung giinstiger ist, die Flanschenverbindung 
nach Fig. 61 statt nach Fig. 59 auszufiihren. In N achstehendem wird gezeigt, wie filr 

1) Siehe Schweiz. Bauzeitung vom 7. Juli 1917. Z. d. V. D. I. yom 23. Juni 1917. 
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die Berechnung eines nach Fig. 6 I mit dem Zylindermantel verbundenen Deckels 
eine einfache empirische Formel aufgestellt werden kann. 

Die Verbindung eines Deckels mit einem Zylinder nach Fig. 6 I laBt fiir den 
Rand des Deckels kaum eine nennenswerte Drehung zu. Dies wird erwirkt: einmal 
durch den am Deckel selbst angebrachten Flansch, sodann durch des sen Zusammen­
wirken mit dem Mantel und dessen Flansch. Dagegen vermag der Innendruck eine 
geringe Verkleinerung des Randradius yom Deckel zu erwirken. Die Griinde fiir diese 
Annahme wurden im vorigen Kapitel erlautert. Die Flanschverbindung nach Fig. 6 I 
bedingt im Deckel Beanspruchungen, die denen einer nach Fall D eingespannten 
Kugelschale naheliegen. Sie sind denselben nicht gleich, wei! der Rand doch noch 
eine kleine Winkelanderung und insbesondere eine Anderung des Radius erfahrt. Der 
Einspallnfall nach Fig. 61 liegt also yom Einspannfall D (Fig. 16) aus gesehen gegen 
den Fall C bzw. den Fall A hin (vgl. Fig. 15 und 14); wir wollen annehmen, daB der 
maximale Wert der Spannungell urn % der Differenz zwischen den Maximalwerten 
von Fall A und Fall D liber Fall D gegen A hinausrage. (Hierbei wollen wir also nur 
die "absoluten" Spannungszahlen ins Auge fassen.) Bezeichnen wir nun mit uM den 
bei Einsp. nach Fig. 6 I sich mutmaBlich einstellenden Maximalwert, 

mit U D den Maximalwert beim Einspannfall D 

" 0.,A " " " " 
A 

so konnen wir die vorhin ausgesprochene Vermutung in die Gleichung kleiden: 

:6 1 -16 I I I = I : + AI D. 
IUM uD! 3 

uM= %uD + %uA· 

Nun zeigt nieht nur die Zahlentafel 3, sondern ich fand durch eine groBe Zahl 
von hier nicht wiedergegebenen Durchrechnungen, we1che sich iiber das ganze in den 

Spannungstafeln A und B beriicksichtigte Gebiet der Werte ra , s und (~) verteilen, 

die einfache Beziehung 

(86) 

Ferner lehrt die Zahlentafel 3 an Hand der vollig und fiir weitauseinanderliegende 
Verhaltnisse durchgefiihrten Rechnungen, daB 

Es ist nach Vergleich der Gleichungen (86) und (87) 

UD "-' 1,5 uB 

2/suD,,-, I,OuB 
und damit laBt sich fiir die in Fig 6 I schematisch dargestellte Flanschenverbindung 
von Deckel und Mantel fiir die mutmaBliche max. Beanspruchung die empirische 
Formel aufstellen: 

(Emp. Gl. III) 

Fiir p = I kg/em! und eine gegebene Wertegruppe ra , s und (~) konnen die Span-
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nungswerte aB und a.A aus den Spannungstafeln B und A abgelesen werden. Es sind 
ihre absoluten Werte in die empirische Gleichung (III) einzusetzen, und so kann der 
Wert aJf auf einfache Weise berechnet werden. Letztere Spannung ist eine Radial­
spannung im Punkt I der Fig. 61, und zwar positiv, d. h. Zug, wenn der lTberdruck 
auf der konkaven Seite (wie in Fig. 61 und 62), und negativ, d. h. Druck, wenn der 
lTberdruck auf der konvexen Seite des Deckels herrscht (wie in Fig. 15 und 16 fijr 
die FaIle C und D bzw. wie in Fig. 63 und 64). Es sei aber ganz besonders betont, 
daB diese gegeniiber a,A verhaltnismallig geringe Spannung ax nur bei richtiger Aus­
fiihrung der Flanschverbindung nicht iiberschritten wird. Dazu gehort, daB die Kugel­
schale sich unmittelbar gegen den Flansch abstiitzt, und daS nicht zwischen Schale 
und 'Flansch ein zylindrisches Stiick eingeschaltet ist, wie man dies z. B. an Wasser­
kammern von Oberflachenkondensatoren haufig sieht (vgl. Fig. 65). 

Fig. 63. Fig. 65. 

Der Flansch solI dick, in radialer Richtung gr06 unddie Schrauben sollen mog­
lichst weit von derjenigen Kante abstehen, um welche der Flanschquerschnitt kippen 
mochte. Die Zentrierung solI im richtigen Sinne wirken. Diesen Bedingungen dienen 
Meridianschnittformen der Flanschverbindung nach den Figuren 61 und 6.2 fiir 
innerm, und Formen nach Fig. 63 und 64 fiir iiujleren lTberdruck. Dagegen ware es 
ganz verkehrt und konnte zu folgenschweren Briichen fiihren, wenn :man die Flansch­
verbindung nach den Figuren 61 und 62 fiir au6eren, diejenige nach den Figuren 63 
und 64 fijr inneren lTberdruck von erheblichem Wert anwenden wiirde. 

In Fig. 66 sind von den Zahlenbeispielen I bis VII die Rechnungsergebnisse 
und die aus den Spannungstafeln abzugreifenden Werte in Vergleich gestellt. Links 
von den vertikalen Strichen sind die nach den an Hand von Bolle's Unterlagen in 
vorliegender Arbeit aufgestellten Gleichungen errechneten genauen Maximalspannungen 
fiir die EinspannfalJe A, B, C und .D ma6stablich, aufgetragen und mit a!u' a!ax.' 
a~u: und a~ax. bezeichnet. Rechts von den dicken Strichen sind in jeweils gleichem 
Ma6stab die aus den Tafeln A und B ablesbaren Spannungen a.A. und a B und die 
nach Gleichung (III) berechenbaren "mutma6lichen" max. Spannungen ax in einer 
mit Flanschenverbindung nach Fig. 61 bzw. 62 ausgeriisteten Schale aufgetragen. 
Die Werte aA und aB stimmen in fiir die Praxis vollauf hinreichender Weise mit max max 
den nach den empirischen Formeln (I) von S. 3 und (II) von S. 2 I berechneten max. 
Spannungswerten a,A und aB fiir die Einspannfalle A und B iiberein. Fig. 66 lehrt, 
daB auch die nach der empirischen Formel (lII) S. 33 errechnete Spannung ax fiir 
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den Sonderfall der "Flanschenverbindung von Kugelschale mit Zylindermantel" dem 
wahren max. Spannungswert hinreichend nahe Iiegen diirfte. 

Bei einer nach den Fig. 63 und 64 fiir Au6endruck ausgefiihrten Flanschen~ 
verbindung wiirde der nach der emp. Formel (III) berechnete max. Spannungswert a Jl 

G"m.: ~ 
G"ma~ G"M 

~ma~ 
6""",1 <5;, 

l~ zahlen~i5piele ill 
N v 

Fig. 66. 

G"ma~ 

6,\ 

G: 
IS:: A A max 

G"ma~ ~f 

VII 

ebenfalls beim Punkt I auftreten; er hlitte ein negatives Vorzeichen (Druck) wie die 
am Au6enrand auftretenden Maximalwerte der Radialspannungen in der konkaven 
Faser bei den Einspannfci,llen D und C nach den Diagrammfiguren 16 und IS also 
wie aD und (fa • 

maz max 
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XI. Muster fUr eine ausfUhrliche Berechnung einer Kugelschale. 
Es solI nun zum SehluB ein Zahlenbeispiel durehgefiihrt und so dem Konstrukteur 

die Anwendung vorliegender Reehnungsweise erleiehtert werden. Hierfiir moge das 
bereits vorn behandelte "ZahlenbeispielII" herausgegriffen werden, welchem folgende 
Hauptdaten zugrunde liegen: 

Malenal: GuBeisen; v = 0,2; E= 0,9' 10- 6 kg/em2 

Abmessungen: ra = 50; S = 2; R = 100 em. 

(~) ~ 2; (~) = 50; /A. = 3'4(~) = 170. [Siehe Meridiansehnitt Fig. 24.] 

Ich hattedieBereehnungen durehgefiihrt fiirr=o; 20; 30; 40; 45 und So em. Wegen 
Platzerspamis und um nieht die Ubersicht zu beeintraehtigen, sollen in Naehstehendem 
nur die Einzelwerte fiir r = 0, 40 und 50 em wiedergegeben werden. 

I. Hiifswerte. 

fiir r=i ° I 40 I 50 em 

r 
sina=- = ° 0,40 0,50 R 

eOSa = I 0,967 0,866 

tga = ° 0,436 0,577 

a= 0° 23 ° 35' 3°° 

I x =sin2a = ° I 0,16 I 0,25 

Tabelle fiir xn. 

n=o 1,0 1000000 . 10-6 1000000.10- 6 n=7 0 2,68. 10-61 61 . 10-6 

1 0 160000.10- 6 250000 . 10-6 8 0 0,43' IO - s 15,3' 10-6 

2 0 25 600 ' 10- 6 62500.10-6 9 0 3,8. 10- 6 

3 0 4096 . 10- 6 15 625. 10- 6 10 0 0,9' 10-G 

4 0 655' IO- G , 3906 . 10- 8 II 0 238 • 10- 9 

5 0 

I 
105'10- 6 ! 976 . 10- 6 12 0 59,6,10- 9 

I 
6 i 0 16,8. 10-G I 244' IO- G 

Als fUr aIle Werte von r = obis r = ra = 50 em giiltig bereehnen wir folgende 
Hilfsfaktoren: 

Kolonne: (I) (II) (15) (16) (17) 
a I" An En n 

4n(n + I) 4n(n + I) 
° 0,000 + ° 

0, 12 500 21,250 + 0, 125 + 21,250 

2 0,458 33 7,089 15°,584 + 10,62 5 

3 0,604 16 3,54 1 128,602 5 26,79 
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Kolonne: (I) (II) (15) (16) (17) 

4 0,68 750 2, 125 + 103 1,03 635,45 

5 0,74 167 1.4 16 + 1664,77 + 988,64 

6 0,779 62 1,0 118 + 297,58 + 2455,18 

7 0,80804 0,75 8 9 - 1622,73 + 2209,7 1 

8 0,82 9 86 0,5902 4 - 265°,9° + 875,95 

9 0,847 22 0.47 226 - 2659,57 509,79 

10 0,861 36 0,3862 4 - 2093,90 - 1466,3 

1 I 0,873 1 I 0,3 2181 - 135 6,3 - 1954,1 

12 0,883 01 0,27 2 5 1 - 2300,8 - 2059,1 

Hierbei ist die Kolonne (1 I) der "Zahlentabelle I" zu entnehmen. Laut der am Ein­
gang dieser Detailrechnung gegebenen Aufstellung ist I" = 170. Der jeweilige Wert 

( 1+ ). fUr die verschiedenen n findet sich in Kolonne (12) der "Zahlentabelle I". 
4ft '1 1 

Danach finden sich die Werte ____ (_t-:+ __ ) fur obige Kolonne (15). Die Werte fur A 4n n 1 ,. 

und B,. sind nach den Gleichungen (7) und (8) zu berechnen. 
Wie bereits angedeutet, gelten die bisher aufgestellten Hilfswerte fUr aile Punkte 

zwischen r ~ ° und r = ra = 50 cm. Nunmehr kommen die einzelnen Werte von r 
unterschiedlich zur Geltung. 

Berechnung der Funktionen X, 1~ tP und lp nach den Gleichungen (9) bis (16). 

I. fur r= r" =50 em. 

11 X" A X" ,. , B .'t'" 
" 

(2ft + I)A,.x" (211+ I)B"x" 

° 1,000 + 1,000 + 0,0000 + 1,0000 + 0,000 

0,250 + 0,03 130 + 5,3 125 + 0,094 + 15,937 

2 0,062 50 - 9,41 I 50 + 0,664 I - 47,057 + 3,320 

3 0,01 5 63 - 2,0094 -8,23 1 5 - 14,066 - 57,620 

4 0,0039 1 + 4,027 I - 2,481 9 + 36,244 - 22,337 

5 97 6,5 . 10- 6 + 1,62 5 8 + 0,9657 + 17,884 + 10,62 3 

6 244,13'10- 6 + 0,07 2 7 + 0,5968 + 0,945 + 7,758 

7 61,03' 10- 6 - 0,099 0 + 0,134 8 1,485 + 2,5 22 

8 15,26,10- 6 - 0,0406 + 0,01 34 0,690 + 0,228 

9 3,81,10- 6 - 0,010 I - 0,00 19 0,192 0,03 6 

10 954,1,10- 9 - 0,0020 - 0,001 4 0,04 2 0,02 9 

1 I 238,4'10- 9 - 0,0003 - 0,0005 0,007 0,012 

12 59,6. 10- 9 - 0,0000 

X=- 4,816; y=- 3,03 0 ; cD=- 7037 2 ; qr~- 40,145 
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2. /iir r = 40 em. 

n x" An x" B".;t·n (2n + I)A"x" (21l + I)B1lxn 
0 1,000 + 1,000 ° + 1,000 + 0,000 

0.160 + 0,020 + 3.400 + 0,060 + 10,200 

2 0,0256 - 3,855 +0,27 2 - 19,275 + 1,360 

3 0,004 096 - 0,5 27 - 2,159 3,68 7 - 15,110 

4 0,000655 + 0,675 - 0,4 16 + 6,08 7 3,743 

5 104,8 .10- 6 + 0,174 + 0, 104 + 1,9 18 + 1,140 

6 16,8 . 10- 6 + 0,005 + 0,04 1 + 0,065 + 0,536 

7 2,68. 10- 6 - 0,004 + 0,006 0,065 + 0,089 

8 0,43'10- 6 - 0,001 0,01 9 

X= - 2,512; y= + 1,248 ; l[J=- 13.924; 7p'= - 5,5 28 

3. filr r = 0 (Schalenrnitte). 

X= I; Y=o; l[J= I; ¥= 0. 

Berechmmg der Punktionen r l , rjl usw. bis V;, WjI' 

Fur die Radim r= ° 40 50 ern 

naeh Gl. (17) I~ = l[J + vX + 1,2 14,43 8,33 

(18) r, = vrI> + X + 1,2 5,3° 6,29 

(19) L/l = 7p' + vy ° 5,28 40,75 

(20) Lis = v 1p' + y ° + 0,14 11,06 

(2 I) v;, = vrl - /A-L/l + 0,24 + 894,4 + 6926,0 

(22) V; = vr, - /A- Li2 + 0,24 + 25.3 + 1879,0 

(23) Wi = vL/l + /A-r1 + 204,0 - 2453,5 - 1425 

(24) ~ = vL/s + /A-I~ + 204,0 899,4 - 1°72 

- (~) ~~~~~ 25,0 21,0 18,75 

1 cos'a 0,26 0,22 
2 (I - "I) 2 

0,19 

[dabei ist v = 0,2; /A- = 170J. 

Bereehnung der Konstanten a, b, e, d, fund g aus den Funktionswerten fiir 
r = ra - 50 ern und giiltig fiir aIle r von obis ra' 

Nach Gl. (25) 0 = vX - l[J = 0,2 (- 4,816) + 7,372 + 6,4 1 

(26) P= vy - lJ.f = 0,2 (- 3,°3°) + 40,145 + 39,54 

(27) T ~ vY + /A-X = 0,2 (- 3,°3°) - 17°-4,816= - 81 9,33 

(28) U = vX - !-'Y = 0,2 (- 4,816) + 170'3,030= + 514,14 

+ 1425,1 
= + 1425 . 4,816 + 6,926 . 3,03 = + 0,05 I 17 
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c~ XT-YU 

+U 
d= XT- y[j 

142 5' 4,816 + 6,926· 3:03 

+ 819,3 
+ 4,816. 819,3 + 3,03' 514.4 

+ 514,4 
= + 4,816. 819,3 + 3,03' 514,4 

I - 'II I 1,066 
g = eos t ;;-;' (cO +- dP) = 0,149.6,41 + 0,093' 39,54 

J9 

+ 0,0934 

+ 0, 105 

+ 0,23 1. 

Aus vorstehenden Funktionen von r und aus den Konstanten a und b lassen 
sich folgende Funktionen fiir r = ° 40 50 em 
berechnen: 

(aX + bY) + 0,0512 + 1,182 1,0 

(a ~ + b~) + 50,81 - 565,13 + 0,0 

(a ([> + b lJ!) + 0,0512 2,09 10,36 

(a V2 + b W,) + 50,81 - 222,66 - 170"n 
Nunmehr sind die Vorbereitungen getroffen, urn fiir die versehiedenen Einspannfiille 
A bis D die Spannungen in den versehiedenen Punkten des Meridiansehnittes zu 
bereehnen. 

Berec!m1tllg der Spannzmgen fur Etnspallnfalt A. 
I. Radialspannungen 

fiir r= o 40 50 em 

Aus GI. (35) Grt = - (~) (:) - 25,0 25,0 - 25,ok~eml 

3,8 + 18,75 " ---~. 

- 28,8 - 6,25 " 
+ 123,8 + 0,0 

" 
+ 95,0 6,2 

" 
- 15 2,6 - 6,2 " 

II. Tangentialspamlungen 

(35) Gt! = - (~~) (+) 25,0 - 25,0 " 

( R) costa 
(39) G,S = -S -2- (acI> + blJ!) - 1,3 + 44,1 + 194,3 

crlO = crt1 + cr'i - 26,3 
-I costa 

cr.,lI= ( .) ~ (a~+bJt;)= - 13,2 
• 2 I-V l! --

crt. = (Uto + (jys) - 39,5 

Gt:lJ = ((}/O - GlIi) - 13,1 
*) max IS von Fall A 

+ 19,1 

+ 49,0 

+ 68,1 

29,9 

+ 166,3 " 
+ 33,3 .. 

+ 199,6*) .. 

+ 133,0 .. 
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Berechnullg del' Spannttngen /iir Einspamifall B. 

Radial: art [wie A] - 25,0 - 25,0 - 25,0 kg/em 

ja,.2 = 0,1056,.2 (von A) = - 0,1 - 0,4 + 2,0 
" ---

(49) (lrO = art + jar! - 25,1 - 2:;"4 - 23,0 " 
j(1d = 0, 105' ad (von A) = - 1,4 + 13,0 + 0,0 

" 
(50) are = (1,.0 + jad - 26,4 - 12,4 - 23,0 " 
(50a) (1r:r = 6rO - j6d - 23,6 - 38,4*) - 2.3,0 " 

*) max a von Fall B 

Tangential: 6,1 [wie AJ - 25,0 - 25,0 - 25,0 " 
ja,t = 0,10511'3 (von A) - 0,1 + 4,6 + 20,2 " ---

(51) a/0 "",at1 +jO'r2 -25,1 -21,4 4,8 " 
ja", = 0,1056,,9 (von A) - 1,4 + 5,1 + 3,5 " 

(52) 6'0 = atO + jO',,! - 26,5 - 16,3 1,3 " 
(52 a) at:r = 0'/0 - jau! - 23,7 - 26,5 8,3" 

In ganz analoger Weise, wie naeh den Gleichungen (35) bis (40) fUr dell Ein­
spannfall A lassen sich naeh den Gleichungen (53) bis (56a) fiir dell EinspannfaU C 
und aus diesem unter Zuhilfenahme des aus GI. (34) bereehneten Faktors g fUr den 
Einspannfall D die radialen und die tangentialen Spannungen in den einzelnen Fasem 
des Meridiansehnittes bereehnen. Die so erreehneten Werte sind in den Diagrammen 
Fig. 29 bis 32 aufgetragen. 

Zur Vervollstandigung des ausfiihrlieher behandeltcn Zahlenbeispieles II soil bei­
spielsweise die lJeformation jur Einspannfall A bereehnet werden, und zwar aueh nur 
fur 1' .... 0, 40 nnd 50 em. 

De/orma#on fur Binspann/all A und p = I kg/em2• 

Vorerst bestimmen wir die Konstanten: 

Kriimmungsradius 

Fur Gu£\eisen 

(v = 0,2) 

R= 21',.= 2· 50 = 100 em 

E= 900000 ~ 0,9' 10+ 6 kg/em- ll 

R 
E = 100: 0,9' 10- 6 == III • 10- 6 cmSkg- t 

R 
E (I + 11) = 133,3' 10- 6 emSkg- 1 

Aus der Bcreehnung der Spannungen fiir Eillspannfall A und fUr r = 0 em wissen 
wir fiir p = 1 kg/em2 

art'" - 25 kg/em'; a ... s = -.1,485 kg/em2 • 

Daraus ergibt sich naeh Gl. (67) die Konstante: 

itA"': {2ar ! la:o + (1 -1I)ar1 } = - 2550 '10- 6 cm. 
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Reihe Fur r= ° 40 50 cm 

[I] 
r 

sina ~ R 0 0040 0,50 

[2] COSa 0,9 165 0,8665 

[3] tga ° 0,4345 0,577 0 
R 

[4J E(I+v)tga 

= 133,3' 10- 6 tga ° 57,o·1O-~ 77,0' 10- 6 kg- 1cm+ 3 

[I I] It. Spannungsrechnung 
fii.r Fall A IJr2 = - JA8S 

R 
[12J :E(I+V)tgctt1r2 ° 

[J3] k.,rsina= ° 
[q.] 11.<1= [13J-[12] = ° 

[lsJuAsina 

=[I]'[14J= ° 
[ 16] U A COS (( 

= [2J.[14J = ° 

[2 J J It. Spannungs-
berechnung u t2 = - J,485 

[22J U,.2 + Uti 

= [II] + [2 r] = - 2,970 

= - 20,0 

[24] Ur2+Ut2+(I-v)url 

= [22] + [23J = - 22,97 
R 

[25J E [24] 

+ 

+ 

+ 

= 1 I 1.10- 6 [24] = - 2555.10-6 + 

[26 J k A cos a = - 2555' 10 - 6 -

[27] wA = [26]-[25] = ° 

[28] wA sina=[27][I]= ° 

[29Jw..!cosa=[27J[2]= ° 

[3 I J /~o = 1t A sin Ci + W A cos (I 

= [I5J + [29] = ° 
* bezogen auf Plattenmitte 

[32J/~a =/:0 

3,05 + 18,77 kgcm- i 

4°6. 10- 6 + 25°0 . 10 - 6 cm 

1020. 10- 6 - 1275' 10- 6 
'I 

614' 10- 6 - 3775. 10 - 6 
I' 

245. 10 - 6 - 1888. 10- 6 

" 

562.10-6 - 3270 . 10 - 6 

" 

44,77 + 15 2 ,7 kgcm- 2 

4 1,7 2 + 17 1,5 " 
20,0 20,0 

" 

22 + 151 " 

2335.10-6 - 2205' 10- 6 " 

4779.10-6 - 18965.10-6 " 

1912' 10- 6 - 9482.10-6 " 

4390' 10- 6 - 16390' 10- 6 " 

+ 18278. 10- 6 + 18278.10-6+14613.10-6 0.10- 6 " 
bezogen auf Plattenrand 

[33J Ar=uAcosCI-wAsina 

= [16] - [28J ° + 1350 . 10- 6 + 6212. 10- 6 " 
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Auf ahnliehe Weise bereehnet sieh 

fur Fall B: f~ + 2624.10-6 + 254 1 . 10 - 6 + o· 10- 6 em 

ArB 0.10- 6 61 7. 10 - 6 0.10- 6 .. 
fur Fall C: f~ + 11224.10-6 + 37 13. 10 - 6 0 

" 
Arc 0.10- 6 + 1484. 10 - 6 + 30 55. 10- 6 .. 

fur Fall D: f; + 3222.10-6 + 1143. 10- 6 0.10- 6 .. 
ArD 0.10- 6 248 . 10 - 6 0.10- 6 

" 
Diese Deformationen sind aufgetragen in dem Diagramm Fig. 67, und zwar in 

500faeh so groBem MaBstab wie die Meridianmittelfaser. 
Die in diesem Diagramm eingetragenen seehs Kurven haben folgende Bedeutung: 
Kurve 0 ist ein Kreisbogen und stellt etwas mehr als die Halfte der Meridian­

mittelfaser des unbelaslelm Kugelbodens vom AuBenradius ra = 50 em und vom Krtim­
mungsradius R = 100 em dar. 

Kurve Kist ebenfalls ein Kreisbogen. sein Krtimmungsradius um 2220· IO- G em 
kleiner als beim Kreisbogen O. In diese Form K wtirde die Mittelfaser der Kugel­
sehale iibergehen, wenn sie als Teil einer Hohlkugel vom Radius R = 100 em, der 
Wandstarke s = 2 em aufgefaBt wiirde, die von auBen mit einem gleiehma8ig ver­
teilten Druck p = 1 kg/emS belastet ware. Diese Hohlkugel wiirde naeh Gl. (35) eine 
gleiehmaBig verteilte Spannung erfahren: 

(jk = 0rl = (jtl = - 1- (~) = - ;. I~ = 25 kg/em2• 

Unter der Einwirkung der senkreeht zueinander gerichteten Spannungen (jrl und CIll 

wiirde sich der Kugelradius Rk verkleinern um den Betrag: 

ARk =;- (I - v) (jrl = Ill· IO- G • (0,8).25 em 

ARk = 2220· 10- 6 = 0,002220 em. 

Die Kurven A bis D in Fig. 67 sind die elastisehen Linien, in welche die Mittelfaser 
der bereehneten Kugelsehale iibergeht, wenn sie auf der konvexen Seite mit p = 1 kg/emil 
belastet und am Rand gema6 den Einspannfallen A bis n abgestiitzt wird. Die Ein­
senkungen f* in oer Symmetrieaehse, naeh der GroBe geordnet, betragen: 

bei Fall K B DCA 
Einsenkung (Hohlkugel) 

der Sehalenmittef* = 0,002220; 0,002624; 0.003222; 0,011 224; 0,018278 em. 

Dieseverhaltensichwie 12,1 14.3 17,6 61,5 100. 

1m Fall K (Hohlkugel) erfahrt der AuBenradius r a eine Verkiirzung 

AR 0,002220 
r = -. - = = 0,004440 em. 

a SIn "a 0,5 

Diesen Wert den Deformationen 
gegeniibergestelit ergibt: 

des AuBenradius ra bei den Einspannfallen A bis D 

bei Fall K B D C A 

Anderung des Au6enradius Ara=- 0,004440; 0; 0; +0,003055; +0,006212. 
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Die Fig. 68 zeigt in der genau gleichen Weise wie die Fig. 67 die Deformation 

der Mittelfaser der Kugelsehale fur den Fall, daB die spez. Belastung p = I kg/em' 
von ;nnm (d. h. auf der konkaven Seite) statt von auJ3en wirke. Es sind von dem 
Kreisbogen 0 aus in Fig. 68 einfaeh die Deformationen auf die andere Seite auf­
getragen worden als in Fig. 67. 

P-l k~/cm' 

~~.==-__ ~7- . __ .~-=-. i . __ . , ~~lS::~ 
I ----l _______ J---. ... o4 ..... 

I 
I 
i 

r: - soon. 

_.-t-._._. 
i t-rclOQn 

Fig. 67. Fur Druck auf kollveser Seite. 

, 
I , , , 
: p -1 kg/em' 
I 
I 

: I I 
I I I 

.--.--L.-..--.-.-L-.--.--. ...l-.-~-¥f'~k.:r 

Fig. 68. FUr Druck auf kOllkaver Seite. 

Wei! nach den Einspannbedingungen der FaIle C und D der Rand "nieht dreh­
bar" ist, so sollten in den Fig. 67 und 68 die Kurven C und n mit der Horizontalen 
den Winkel a .. einsehlieBen. Diese Probe stimmt in der Tat; es ist r =- J = "II' 
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