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Vorwort. 
Das vorliegende Buch ist das Ergebnis langjahriger und zum groBeren 

Teil selbstandiger Forschungsarbeit des Verfassers. Der Verfasser hat sich 
durchwegs bemiiht, die Quellen seiner Ausfiihrungen, soweit sie ihm selbst 
zum BewuBtsein gekommen sind, und iiberhaupt die Werke seiner Vor
ganger voll anzugeben. Dennoch fiirchtet er, diesen oder jenen Autor un
verdient ohne Erwahnung gelassen zu haben: einerseits ist die mathema
tisch-statistische Literatur jetzt bereits so umfangreich und uniibersicht
lich, daB es - ganz abgesehen von der Sprachenfrage - fiir den einzelnen 
Forscher iiberaus schwierig und jedenfalls iiberaus zeitraubend geworden 
ist, geniigende Einsicht in die entsprechenden Ve:roffentlichungen aller 
Kulturlander zu bekommen; und dann liegen gewisse Ideen so auf der 
Hand, lassen sich gewisse Verfahren so zwanglos durch relativ einfache 
mathematische Transformationen aus bekannten Theoremen ableiten, 
daB es vollkommen in der N atur der Dinge liegt, wenn sie von verschiedenen 
Forschern gleichzeitig und ohne gegenseitige Kenntnisnahme ausgearbeitet 
und, leider, auch veroffentlicht werden. Die selbstandige wissenschaftliche 
Tatigkeit des Ve:rfassers begann ja vor 23 Jahren gerade damit, daB er, 
noch als Student einer Hochschule, die sogenannte "Variate-Difference"
Methode ganz unabhangig vom "Biometrika-Student" ausbaute. 

Die Herausgabe des vorliegenden Buches wurde von verschiedenen 
Seiten her gefordert. Die Rockefeller-Stiftung ermoglichte es dem Verfasser, 
langere Zeit in den reichhaltigen Spezialbibliotheken' Londons zu ar
beiten; Herr Professor R. A. Fisher erteilte liebenswiirdig die Erlaubnis, 
einige Tabellen aus seinem Werke "Statistical Methods for Research 
Workers" abzudrucken; Herr Dr. Franz Alt, Wien, iibernahm bereit
willigst die kritische Durchsicht des Manuskriptes und erteilte manche 
wertvolle Ratschlage; Herr Raschco Zaycoff, Sofia, war unermiidlich 
im Lesen der Korrekturen und Revidieren der Formeln; und der Verlag 
Julius Springer zeigte groBe Geduld und Entgegenkommen gegeniiber 
den verschiedensten Wiinschen des Verfassers. Allen ihnen sei an dieser 
Stelle nochmals der verbindlichste Dank ausgesprochen. 

Sofia, im Juni 1935. 
O. Anderson. 
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"Die mathematische Statistik ist kein Automat, in den 
man nur das statistische Material hineinzustecken hat, 'Um 

nach einigen mechanischen Manipulationen das Resultat 
wie an einer Rechenmaschine abzulesen. Es ist nicht immer 
sicher, dap man in dieser W me die richtige Antwort auf 
die gestellte Frage erhalt." O. V. L. Oharlier, Vorlesungen 
uber die GrunuJ,zuge der mathematischen Statistik. (VerI. 
Scientia, Lund.) HamlYurg 1920, S. 3. 

"Little experience is sufficient to show that the tradi
tional machinery of statistical process is wholly unsuited to 
the needs of practical researches. Not only does it take a 
cannon to shoot a sparrow, lYut it misses the sparrow!" 
R. A. F ish e r, Statistical Methods for Research Workers. 
4th edition revised and enlarged, EdinlYurgh - London 
1932, S. VII. 

"Statistik spielende Mathematiker kihllnen nur durch 
mathematisch ausgerustete Statistiker uberwunden werden." 
Al. A. Tschuprow, LehrbUcher der Statistik: Nordisk 
Statistisk Tidskrift Bd. I, H. 1, S. 143, 1922. 

Einleitung. 
1. 'Ober den Begriff der mathematiscben Statistik. 

Das Ziel der statistischen Aufarbeitung ist, das gesammelte Beob
achtungsmaterial in Zahlen und Zahlenreihen zu verwandeln, und eine 
der wichtigsten Aufgaben der statistischen Methodenlehre besteht ferner 
darin, aufzuzeigen, wie man diese Zahlen weiterhin durch Summieren, 
Abstrahieren, Dividieren usw. zu bearbeiten hat, um zu gewissen Schliissen 
iiber die beobachteten Massenerscheinungen zu gelangen. Da nun die 
vier Spezies der Arithmetik unzweifelhaft ebenfalls in den Bereich der 
Mathematik gehoren, so ist es eigentlich, vom rein logischen Standpunkt 
aus gesehen, kaum moglich, einen klaren und unanfechtbaren Trennungs
strich zwischen der allgemeinen und der sogenannten· mathemati
schen Statistik zu ziehen. Man versteht gewohnlich unter der letzteren 
jene Abschnitte der statistischen Methodenlehre, zu deren Darstellung 
man die Infinitesimalrechnung, hOhere Algebra und analytische Gao
metrie hinzuzuziehen pflegt und die daher dem durchschnittlichen 
Volkswirtschaftler oder Statistiker, dessen mathematische Ausbildung 
mit der Reifepriifung der Mittelschule abschlieBt, unverstandlich bleiben. 
Von diesem Standpunkt aus gesehen -und die iiblichen Darstellungsformen 
der Theone vorausgesetzt -, miiBte man zur mathematischen Statistik 
eine Reihe recht heterogener Abschnitte rechnen, und zwar in erster 
Linie etwa die folgenden: die meisten Anwendungsformen der Wahrschein
lichkeitsrechnung, Dispersionstheorie, Theorie der Reihendurchschnitte und 
Streuungsanalyse, Pearsonsche und andere Haufigkeitskurven, Stich-

Anderson, Statlstlk. 1 



2 Einleitung. 

probenerhebung, Korrelationstheorie, Reihenzerlegnng, harmonische 
(oder Periodogramm-) Analyse, Interpolations- und Ausgleichungstheorie, 
Theorie der Indexzahlen, formale Bevolkerungstheorie, Versicherungs
mathematik u. dgl. m. Doch besitzt diese Auffassung den nicht unbetracht
lichen Nachteil, daB der wesentliche Inhalt einer wissenschaftlichen 
Disziplin davon abhangen soll, wie gerade die Mittelschulprogramme in 
der Mathematik beschaffen sind, die ja doch von Land zu Land und von 
Jahr zu Jahr wechseln konnen. Abgesehen davon, gehort es gerade zu 
den Aufgaben des vorliegenden Buches, aufzuzeigen, daB eine Reihe von 
anerkannt mathematisch-statistischen Theoremen unschwer allein mit 
den Mitteln der elementaren Schulmathematik abgeleitet oder wenigstens 
verstandlich gemacht zu werden vermag. 

Viel eher konnte man sich darauf einigen, mit der Benennung "mathe
matische Statistik" jene Teile der statistischen Theorie zu bezeichnen, 
die im engen Zusammenhange mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
stehen und beinabe als angewandte Wabrscheinlichkeitsrechnung an
gesehen werden konnen. Das ist auch ungefahr der Standpunkt, den das 
vorliegende Buch einnimmt. Wir glauben aber, daB es keinen Sinn hatte, 
die sogenannte formale Bevolkerungstbeorie und die mit ihr eng zu
sammenhangende Versicherungsmathematik in diese Darstellung mit 
einzubeziehen, auch dann nicht, wenn sie (was nicht immer der Fall 
ist) mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung nahe assoziiert sind: der 
Beruf der Aktuare hat sich in bezug auf Forschungsgegenstand und 
Ausbildungsgang seines Nachwuchses bereits derart von dem der 
ubrigen mathematischen Statistiker abgesondert, daB es praktisch 
nutzlos ware, auf erstere in einem Buche, welches hauptsachlich fUr 
Volkswirtschaftler und Statistiker bestimmt ist, besonders Riicksicht 
zu nehmen. 

Der so umrissene Komplex der mathematisch statistischen Methoden
lehre nimmt in der statistischen Wissenschaft der einzelnen Lander eine 
sehr verschiedene Stellung ein. Wahrend er in der englisch sprechenden 
Welt unter dem EinfluB der Pearsonschen Schule jetzt geradezu als 
die statistische Theorie angesehen wird, scheint man z. B. in Sowjet
ruBland trotz der anfanglichen Erfolge der Tschuprowschen Schule 
sich immer mehr von dieser Disziplin abzuwenden;l und was die deutsch
sprachigen Lander anbetrifft, so hat hier die mathematische Statistik 
heutzutage einen im allgemeinen recht schweren Stand. 

Charakteristisch fUr die neueste Entwicklung der mathematisch
statistischen Theorie ist ferner jene Reaktion, die seitens der wirklichen 
Statistiker gegen "Statistik spielende Mathematiker" ausgeubt wird 
und die in den von uns zum Motto gewahlten Ausspruchen dreier hervor· 
ragendster mathematischer Statistiker zum Ausdruck kommt. 

1 V gI. z. B. das Vorwort ZUID neuesten russischen kollektiven Lehr
buch von A. Bojarskij, W. Stawrowskij, W. Chotimskij und 
B. J a s t rem ski j: Theorie der mathematischen Statistik, 2. Auf I. Moskau 
- Leningrad 1931. 
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2. Aufgabe, Zweck und Beschaffenheit des Buches. 
Gewisse Eigentumlichkeiten in der Organisation des deutschen 

Hochschulwesens sowie der EinfluB uberragender Personlichkeiten wie 
G. v. Mayr haben es bewirkt, daB die statistische Theorie in Deutschland 
noch bis jetzt von sehr vielen als eine Staatswissenschaft angesehen 
wird, die sich vorwiegend mit Massenerscheinungen in der menschlichen 
Geselischaft zu befassen hat. Infolgedessen ist sie auch - von wenigen 
Ausnahmen abgesehen - in den Wirkungskreis von Gelehrten ge
kommen, die nicht nur keine genugende mathematische Vorbildung 
besitzen, sondern nicht selten von vornherein der Mathematik gegen
uber feindlich eingestellt sind. An vielen Universitaten entwickelte 
sich ferner der Brauch, die Statistik als eine Art "Fegefeuer" zu 
betrachten (wir benutzen einen Ausdruck Othmar Spannsl), welches 
alle jungen Dozenten passieren mussen, ehe sie ihr ersehntes Ziel -
eine nationalOkonomische Professur - erlangen konnen. Dieser Ent
wicklungsgang hat es wohl auch bewirkt, daB die deutsche theoreti
sche Statistik sowohl in bezug auf fur Forschungsobjekt als auch auf 
die hierbei befolgten Methoden sich alimahlich ganz davon 10slOste, 
was man heutzutage in England, Amerika, Italien und einer Reihe 
anderer Kulturstaaten unter theoretischer Statistik versteht. Es ist so 
weit gekommen, daB der deutsche Spezialist z. B. den englischen Theo
retiker und seine Fachzeitschriften uberhaupt nicht mehr verstehen 
kann, wahrend letzterer wiederum den "elementaren" und "mathematisch 
naiven" Behelfen des ersteren kein Interesse abzugewinnen vermag. 
Wir wollen an dieser Stelle kein Urteil daruber fallen, welche Richtung 
im Laufe der Zeit sich als die richtigere erweist, doch glauben wir, daB es 
fur den deutschen Fachmann jedenfalls von Nutzen ware, in die Arbeit 
seiner auswartigen Kollegen eine gewisse Einsicht zu bekommen. Freilich, 
infolge seiner ungenugenden mathematischen Vorbildung stoBt er sofort 
auf ein schwer uberwindliches Hindernis: die meisten auslandischen und 
insbesondere englischen Monographien sind ffir fun mathematisch viel 
zu hoch, und die allgemeinen Lehrbucher der Statistik, deren es in Eng
land und Ametika so viele gibt, sind fum mathematisch wohl zuganglich, 
aber in bezug auf die theoretische Begrundung der angewandten Methoden 
doch etwas zu elementar und daher seinen Anforderungen nicht voll 
entsprechend. AuBerdem hat sich jetzt besonders in Amerika die Unsitte 
ausgebildet (der leider auch einer der FUhrer der neueren englischen 
Schule, Prof. R. A. Fisher, gefolgt ist), die Lehrbucher der Statistik 
als eine Art Pharmakopoen anzusehen, welche bloB Sammlungen von 
Rezepten ffir verschiedene mathematisch-statistische Verfahren zu ent
halten brauchen, deren theoretische Begrundung jedoch ganz im Dunkeln 
lassen konnen. Ein solches Buch besitzt selbstverstandlich fur denjenigen 
keine Uberzeugungskraft, der zuallererst sich ein selbstandiges Urteil 
uber die Grundlagen der Methode bilden mochte. 

1 Othmar Spann: Haupttheorien der Volkswirtschaftslehre, 20. Jubi
laumsausgabe, S. VI. 1930. 

1* 



4 Einleitung. 

Die erste Aufgabe des vorliegenden Werkes ist, als Einleitung 
zum Studium der modernen mathematisch-statistischen Forschungs
methoden zu dienen und hierbei sich moglichst einfacher mathematischer 
Verfahren zu bedienen. Es wird durchwegs versucht, allein mit den 
Mitteln der elementaren Algebra auszukommen, und wo dies ganz un
moglich ist, wird wenigstens der Stand des rein mathematischen Problems 
genau prazisiert: so, wie es in die Werkstatt der hoheren Analyse eintritt, 
und so, wie es wieder aus dieser entlassen wird. Es darf namlich nicht 
verges sen werden, daB die Infinitesimalrechnung im Bereiche der mathe
matischen Statistik haufig nur dazu gebraucht wird, durch Annahme 
eines sogenannten "stetigen Verlattfes der Variablen" handlichere An
naherungsformeln an Stelle der genauen, aber zu unbeholfenen elementar
algebraischen zu setzen, oder auch dazu, den Beweisgang kiirzer und daher 
"mathematisch-eleganter" zu machen.1 Aber abgesehen von einer solchen 
etwas spezifischen Eleganz, gibt es auch eine andere, ebenfalls mathema
tische Eleganz, die darin besteht, mit moglichst einfachen Mitteln 
auszuko Il1 men. Ihr Vorbild findet sie im Kreise jener geometrischen 
Aufgaben, . die allein mit Hille von Zirkel und Lineal gelost werden sollen 
(ohne diese Einschrankungen wiirde es z. B. uberhaupt kein "Problem 
der Dreiteilung des Winkels" geben I). Es ist selbstverstandlich, daB jener 
Forscher, der das Instrument der hoheren Mathematik uberhaupt nicht 
beherrscht, sehr wenig Aussicht hat, am weiteren Ausbau der mathema
tisch-statistischen Theorie nutzbringend teilzunehmen, da ihm vor allen 
Dingen fast die ganze Fachliteratur verschlossen bleiben wird. Wir stecken 
uns daher ein viel bescheideneres Ziel: wir mochten ihm bloB die Einsicht 
vermitteln, um was es sich eigentlich handelt und was der Sinn der 
betreffenden mathematischen "Geheimschriften" eigentlich ist. Hierzu 
kommt noch eine zweite Aufgabe, die wir unserem Buche stellen: 
die korrekte und sachgemaBe Anwendung einiger wichtigerer - und 
einfacherer - mathematisch-statistischer Verfahren aufzuzeigen. Ein 
Kompendium aller zur Zeit eingefubrten und angewandten Methoden zu 
geben, was sicherlich eine groBe Lucke im modernen statistischen Schrift
tum ausfiillen wiirde und daher an und fur sich sehr wiinschenswert ware, 
durfte bereits den Umfang von mehreren dicken Banden erfordern: 
allein die statistischen Tabellenwerke dazu, die K. Pearson veroffentlicht 
hat, umfassen zwei starke Bande.2 

1 So lauten die gew6hnlichen Argumente, insbesondere der Anhanger 
der Pearsonschen biometrischen Schule. Doch die im bezeichneten 
Sinne noch viel eleganteren Gedankengange eines R. A. Fisher scheinen 
sogar ihnen bereits etwas "zu hoch" vorzukommen. Sie werden daher 
jetzt gew6hnlich sehr bald in mathematisch einfachere "Tonlagen" trans
poniert. 

2 Vgl. Tables for statisticians and biometricians edited by Karl Pearson. 
Part I. Third edition. Part II. First edition. London 1931. Hierzu kommen 
dann noch mindestens sieben verschiedene "Tracts for Computers", ferner 
sehr umfangreiche "Tables of the Incomplete r-Function", "Tables of the 
Incomplete B·Function" u. dgl. ID. 
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Ferner wird auch der Versuch gemacht, dem Leser klarzumachen, daB 
die mathematische Statistik - bei richtiger Handhabung - es nicht nur 
ermoglicht, aus dem gegebenen Zahlenmaterial reichbaltigere und zu
verlii.ssigere Informationen herauszuholen, als es mit den Mitteln der sog. 
elementaren Methoden allein moglich ware, sondern daB sie beinahe 
ebenso haufig auch die entgegengesetzte Funktion zu erfiilIen hat: ein 
Warnungssignal zu geben und aufzuzeigen, daB das vorhandene Tat
sachenmaterial nach seinem Umfange oder seiner Beschaffenheit noch 
nicht geniigt, um irgendwelche weittragende Schliisse daraus zu 
ziehen. Diese zweite, sozusagen "Hemmschuh"·Funktion der mathe
matischen Statistik wird gewohnlich von ihren Gegnern ganz auBer 
acht gelassen. 

Es diirfte ohne weiteres klar sein, daB jener, der sich in den Problem
kreis der mathematischen Statistik vertiefen will, bereits eine gewisse 
Schulung in der alIgemeinen Statistik besitzen muB. Es wird daher 
angenommen, daB der Leser zumindest ein groBeres Lehrbuch derselben 
durchstudiert hat, etwa Zizeks GrundriB oder, noch besser, das treffliche 
neue Werk von Winkler.l Was rein mathematische Kenntnisse anbetrifft, 
so ist es, wie bereits angedeutet, im allgemeinen geniigend, wenn der 
Leser seinen Mittelschulkurs'us noch mehr oder weniger im Kopfe hat. 
Wir denken hierbei etwa an den Umfang des in (jsterreich angenommenen 
"Mocniks Lehrbuch der Arithmetik und Algebra" fiir die V. bis 
VIII. Klasse der Gymnasien und Realgymnasien. Wer jedoch iiberhaupt 
an einem uniiberwindlichen Widerwillen gegen mathematisches Denken 
und mathematische Symbolik leidet oder seine mathematische Ignoranz 
zu einem hoheren wissenschaftlichen Prinzip erhoben hat, der lege 
lieber dieses Buch sofort aus den Randen, denn auf die Interessen der 
mathematisch Minderwertigen, deren Stimme leider noch immer haufig 
genug in der deutschen statistischen Literatur zu horen ist, kann hier 
nicht eingegangen werden. 

Die statistische Methode ist langst kein ausschlieBliches Attribut der 
Sozialwissenschaften mehr: abgesehen von der Logik und der Mathematik, 
die eigentlich auch nur Logik ist, diirfte es zur Zeit schwer sein, eine 
Wissenschaft anzugeben, die ganz ohne Massenbeobachtungen iiber ihr 
Objekt und ganz ohne "statistische" Ideengange auskame; die moderne 
Physik ist Z. B. bereits griindlich statistisch infiziert, und die VorstelIung 
vom Massencharakter der zu untersuchenden Erscheinungen gewinnt in 
ihr immer mehr die Oberhand. Deshalb ware es eigentlich angebracht, 
die statistische Methode in zwei Teile zu zerlegen: einen allgemeinen, der 
aIle Wissenschaften gleichzeitig bedient, und einen besonderen, der die 
Anwendung der alIgemeinen Prinzipien auf die einzelnen Forschungs
gebiete darstelIt: medizinische, biologische, physikalische, sozialwissen-

1 Franz Zizek: Grund.ri13 der Statistik, 2. Aufl. Miinchen u. Leipzig 1923. 
- Wilhelm Winkler: Grund.ri13 der Statistik: I. Theoretische Statistik, 
n. Gesellschaftsstatistik. Berlin 1931-1933. [Enzyklopadie d. Reohts· u. 
Staatswiss: Hgg. von A. Spiethof. XLVI u. XLVIa.] 



6 Einleitung. 

schaftliche oder, noch enger, okonomische statistische Methodik usw. 
Das vorliegende Buch hat es vorwiegend mit der letzteren, d. h. mit der 
sozialwissenschaftlichen Methodik zu tun. 

Zum Schlusse sei eS noch erlaubt, eine Bemerkung sozusagen "pro 
domo sua" zu machen. Dar Verfasser, der ein SchUler des verstorhenen 
A. A. Tschuprow ist und dessen wissenschaftliche Genealogie infolge
dessen auch auf Bortkiewicz und Lexis zuriickzufiihren ist, hat sich 
bemiiht, das Buch im Geiste seiner Schule, d. h. mit tieferem Eindringen 
in die logische Seite der betreffenden Probleme zu schreiben. Es ist 
durchaus keine mechanische Aneinanderreihung heterogener Resultate 
fremder Gedankenarbeit, sondern ein einheitliches ilnd in seinen Einzel
heiten durchdachtes System, welches auch viele Ergebnisse eigener 
Forschungsarbeit des Verfassers enthalt. Manches, wozu er sich jetzt 
bekennt, wiirde in den Augen Tschuprows und besonders Bortkiewiczs 
bereits als "Ketzerei" gelten. Und obgleich der Verfasser nicht glaubt, 
irgendwo ernstlich gegen den kritischen und philosophisch niichternen 
Geist seiner Lehrer gesiindigt zu haben, besteht er doch darauf, allein 
die Verantwortung fUr den Inhalt seines Systems zu iibernehmen. 

S. Grundsatzliches zur statistischen Methode.l 
Die Gesamtheit unSerer wissenschaftlichen Kenntnisse kann in zwei 

Hauptgruppen zerIegt werden, die Prof. A. A. Tschuprow als die 
nomographische und die idiographische bezeichnet.2 Die einzelnen 
"Wissenschaften", so wie sie sich im Laufe der Zeit allmahlich ausgebildet 
haben, gehoren gewohnlich ihrem Inhalte nach mehr zu der einen oder zu 
der anderen Gruppe, doch kommt es relativ selten vor, daB sie restlos 
in einer aufgehen. Beim nomographischen Typus der wissenschaftlichen 
Forschung sucht man durch sukzessives Zerlegen jener verwickelten 
Komplexe gegenseitig bedingter Erscheinungen, die wir unmittelbar 
erleben, his zur Festlegung von "Naturgesetzen" vorzudringen, d. h. bis 

1 Der vorliegende Paragraph gibt - in erweiterter Fassung - den wesent
lichen Inhalt eines Artikels fiber "Statistische Methode" wieder, den der Ver
fasser fiir die groBe amerikanische "Encyclopaedia of the Social Sciences" 
von E. R. A. Seligman (Vol. 14. S. 366-371. New York 1934) ge-
schrieben hat. . 

2 Vgl. A. A. Tschuprow: Abhandlungen zur Theorie der Statistik, 
2. Aufl., S.45ff. St. Petersburg 1910 (russisch). Die Bezeichnung "nomo
graphische Wissenschaften" geht auf L. Couturat zurfick, der sie in seinem 
Bericht fiber den Vortrag Windelbands auf dem II. Internationalen Kon
greB fiir Philosophie in Genf angewandt hat. Windelband selbst sprach 
von "nomotetischen" oder "Gesetzeswissenschaften". Bei Kries findet sich 
der Ausdruck "nomologische" oder "ontologische" Wissenschaften. Die Be
zeichnung "idiographische Wissenschaften" geht auf Win del band zuriick, 
der fibrigens auch den Ausdruck "Ereigniswissenschaften" anwandte. 
Rickert und A. Cournot gebrauchen hierfiir den Ausdruck "historische 
Wissenschaften". Stan. Kohn kehrt zu den Bezeichnungen Windelbands 
"nomotetische" und "idiographische" Wissenschaften zuriick. 
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zur Formulierung jener Kausalbindungen, die, wie wir annehmen, zwischen 
den moglichst einfachen Erscheinungen der Umwelt herrschen, oder 
weniger prazise ausgedriickt: bis zu den Wirkungen der "Elementar
ursachen" auf die "Elementarfo1gen"; Beim. idiographischen Typus 
hingegen besteht die Aufgabe des wissenschaftlichen Forschers darin, 
die tatsachliche Verteilung jener Elemente in Raum und Zeit zu be
schreiben. Es unterliegt kaum mehr einem Zweifel, daB sowohl die nomo
graphische ala auch die idiographische Gruppe im Gesamtbau der 
Wissenschaft im. gleichen MaBe unentbehrlich und daher auch offen
bar "gleichberechtigt" sind. Sogar die allervollkommenste Kenntnis 
der Gesetze der Himmelsmechanik wiirde z. B. dem Astronomen bei 
seinen Sonnenfinsternis-Berechnungen nichts helfen, wenn er nicht zu 
gleicher Zeit iiber gewisse "idiographische" Daten, betreffend die 
gegenseitige Lage, die Massen, die Geschwindigkeiten der entsprechen
den Himmelskorper, wenigstens fur einen bestimmten Zeitmoment 
verfiigen wiirde. 

Die Ideale eines vollkommen nomographischen und eines vollkommen 
idiographischen Wissens sind in gleichem MaBEl unerreichbar. Deshalb 
sieht sich die wissenschaftliche Praxis auch gezwungen, nur jene Er
scheinungen zu untersuchen oder zu beschreiben, die fUr die Menschheit 
oder wenigstens fUr die gelehrte Welt von Interesse sind. (Nebenbei 
bemerkt, kommt hierdurch in den wissenschaftlichen Betrieb auch ein 
gewisses wirtschaftsrechnerisches Moment hinein: die "Oberlegung namlich, 
ob es sich zur Zeit auch verlohnt, Arbeit und Mittel auf die Verfolgung 
eines bestimmten wissenschaftlichen Zieles zu verwenden.) 

Es kommen, nach Ts ch u prow, hauptsachlich drei verschiedene Typen 
idiographischen Wissens in Betracht. Zunachst kann sich unser Interesse auf 
das konkrete Bild des zu beschreibenden Objekts konzentrieren: auf die 
ganze Mannigfaltigkeit seiner personlichen Eigenschaften und seiner "per
sonlichen Geschichte" - historisches oder biographisches Interesse. Dann 
gibt es FaIle, wo wir nur gewisse, begrenzte Eigenschaften der Objekte ins 
Auge fassen, die ihnen mit einer Menge anderer gemeinsam sind, uns aber 
gleichzeitig fUr die Bestimmung von deren genauer Lage im. Raume 
(manchmal auch in der Zeit) einsetzen - geographisches oder topo
graphisches Interesse. Und schlieBlich existiert eine sehr groBe Klasse 
von idiographischen Kenntnissen, wo nicht nur bloB gewisse, begrenzte 
Eigenschaften der Objekte registriert, sondern fUr diese auch nur relativ 
breite Grenzen in Raum und Zeit festgesetzt werden - das eigentliche 
statistische Interesse. 

Diese Gedankengange, welche hier nur kurz angedeutet werden 
konnen, sind jedem Statistiker wohlbekannt, der die Moglichk{lit hatte, 
in das russische Grundwerk Tschuprows Einsicht zu bekommen.1 

1 Einiges zu diesem Thema. kann der Leser immerhin in einem deutschen 
Artikel Tschuprows "Statistik alB Wissenschaft" im .Archiv fiir Sozial
wissenschaft und Sozialpolitik (23. Bd., S.647-711. 1906) nachlesen; ge
wisse Hinweise finden sich ferner in seinen "Aufgaben der Theorie der 
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Unsere weiteren Ausfiihrungen hangen jedoch nicht unbedingt mit ihnen 
zusammen und konnen auch mit anderen Ansichten verbunden werden. 
Das, worauf es uns hier einzig ankommt, ist, festzustellen, daB fiir 
jeDe Gruppe der idiographischen Darstellungsmethoden, die wir die 
statistische nennen, in allen Fallen das folgende Verfahren charak
teristisch ist: 

a) Es werden die Merkmale der betreffenden Beobachtungseinheiten 
genau definiert; 

b) es werden - mehr oder weniger willkiirlich - gewisse breite Gren
zen in Raum (Stadt, Bezirk, Gemeinde) und Zeit (Jahr, Monat, Tag) 
festgelegt, und 

c) es werden hierauf aile Einheiten, die jene Merkmale besitzen und 
die in die gegebenen Raum-Zeit-Grenzen fallen, ausgezahlt. 

Die "Massen" oder, wie wir uns fernerhin ausdriicken werden, die 
Gesamtheiten,ldie auf diese Weisegebildetwerden, konnen bekanntlich 
entweder Bestandesmassen (Streckenmassen nach Winkler) oder Er
eignismassen (Bewegungsmassen nach Mayr, Punktmassen nach 
Winkler2) sein. In beiden Fallen unterlassen wir es vollkommen, die 
Bewegungen jeder einzelnen Beoba,chtungseinheit innerhalb der fest
gesetzten Grenzen zu verfolgen - z. B. etwa bei einer Volkszahlung die 
genaue "geographische" Position jedes einzelnen Menschen im Bereiche 
der Gemeinde im kritischen Augenblick der Zahlung anzugeben. Die 
Auszahlung selbst geschieht entweder fiir die Gesamtheit als Gauzes 
genommen oder auch gesondert: fiir jede einzelne Gruppe, in die wir 
diese zerlegen. In letzterem FaIle miissen zuvor die auBeren Merk
male der Gruppenbildung und die diese charakterisierenden Aussagen 
fixiert werden.s 

Statistik" in Schmollers Jahrbuch fUr Gesetzgebung, Verwaltung und Volks
wirtschaft im Deutschen Reich (29. Jg., S. 421-480. 1905). - Vgl. auch das 
bekannte Lehrbuch von AI. Ka ufmann: Theorie und Methoden der Statistik, 
Ein Lehr- und Lesebuch fUr Studierende und Praktiker, Tiibingen 1913, das 
in gewisser Hinsicht ziemlich streng den Tschuprowschen Ausfiihrungen 
folgt. Jenem Leser, der des Tschechischen machtig ist, ware das monumentale 
Werk von Stan. Kohn: Zaklady teorie statisticke metody, Praha 1929, sehr 
zu empfehlen. Kohn gehorte zu den Schiilern Tschuprows. 

1 Diese Bezeichnung geht noch auf G. F. Knapp zuriick: vgl. "Uber die 
Ermittelung der Sterblichkeit aus den Aufzeichnungen der Bevolkerungs
statistik", S. 6. Leipzig 1868. Bortkiewicz (vgl. "Die Iterationen, Ein 
Beitrag zur Wahrscheinlichkeitstheorie", S. 1. Berlin 1917) gebraucht den Aus
druck "empirische Viellieiten". Man konnte ferner auch das Wort "Mengen" 
vorschlagen, wenn es nicht bereits - in einem anderen Sinne - von der 
mathematischen "Mengenlehre" beschlagnahmt ware. Die Englander sprechen 
in der Regel von "universe" oder "populations". Letztere Bezeichnung 
kommt zuweilen auch im deutschen Schrifttum vor. 

2 W. Winkler, 1. c., I, S. 17. 
3 Vgl. hierzu die ausgezeichnete Darstellung von Fr. Zizek: Fiinf Haupt

probleme der statistischen Methodenlehre. Miinchen u. Leipzig 1922. 
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Die Auszahlung der Gesamtheit (bzw. der einzelnen Teilgruppen) 
besteht entweder darin, daB einfach die Zahl der Einheiten, die ein ge
wisses Merkmal oder eine gewisse Kombination von Merkmalen besitzen, 
bestimmt wird; oder aber darin, daB gewisse zahlenmiiBige Aussagen 
iiber die Einheiten addiert werden. So kann man z. B. bei einer land
wirtschaftlichen Erhebung entweder einfach die Zahl jener Betriebe an
geben, die von 0 bis 10 Dekaren bebauter Flache besitzen, oder aber die 
Gesamtzahl der Debre, die sie alle besitzen, anfiihren. Die Urtabellen, 
in die das unmittelbare Resultat der Aufarbeitung primarstatistischer 
Erhebungen eingetragen wird, enthalten jedenfalls nur Zahlen der ersten 
oder der zweiten Art. Ane Verhii.ltniszahlen, Mittelwerte u. dgI., die wir 
in den endgiiltigen Tabellenwerken antreffen, sind aus den Daten der Ur
tabellen rechnerisch abgeleitet. 

Die Zusammenfassung der Beobachtungseinheiten zu einer Gesamt
heit ist ein Vorgang, der nicht nur durch die Eigenschaften des Materials, 
sondem auch - teilweise wenigstens - durch die Forschungsziele des 
Statistikers bestimmt wird, sowie durch den wissenschaftlichen Stand
punkt, von dem aus man das Material unters-achen will. Er ist also bis 
zu einem gewissen Grade willkiirlich. Dasselbe gilt auch von der 
Zerlegung der Gesamtheit in einzelne "homogenere" Teile.1 Infolge 
dieses Umstandes konnen statistische Gesamtheiten sowohl kiinstlich 
als auch real sein.1 Zu den ersteren gehort z. B. die Gesamtheit aller 
Einwohner Europas, die sich, sagen wir: zwischen dem 25. Februar und 
17. Juli 1934 scheiden lieBen, zu den letzteren etwa die'Mitglieder einer 
Familie, einer Gemeinde u. dgl. m. 

Aber immer und in allen Fallen wird die statistische Arbeitsweise 
dadurch charakterisiert, daB der Statistiker von vornherein sich von 
einem betrachtlichen Teile jener Kenntnisse lossagt, iiber die er fUr jede 
einzelne Beobachtungseinheit verfiigt oder wenigstens verfiigen konnte, 
und daB er sich nur mit jenen Angaben iiber die Einheit begniigt, die iiber 
diese bei der Erhebung registriert werden. Nach Beendigung derselben 
tritt an Stelle der urspriinglichen Erhebungseinheit nur we Zahlkarte. 
Was in die Zahlkarte aufgenommen ist, wird verarbeitet und dient zur 
weiteren Beschreibung der beobachteten Masse, was hingegen nicht in 
die Zahlkarte hineinkam, ist fUr den Statistiker als solchen tot. Die bul
garische Volkszahlung vom 1. Januar 1927 umfaBte z. B. im ganzen 
5478741 Personen beiderlei Geschlechts, wobei in der individuellen 
Zahlkarte iiber eine jede Person nur 16 Fragen iiber 16 verschiedene 

1 Vgl. hieriiber den instruktiven Artikel von Fr. Zizek "Gleichartigkeit, 
Homogenitat und Gleichwertigkeit in der Statistik" (Allgem. Statist. Arch., 
18. Bd., S. 393-420, insb. aber S. 396, 398. 1928). Etwas anders bei Flas
kamper "Beitrag zu einer Theorie der statistischen Massen" (ibidem, 17. Bd., 
S.538ff.1928). VgI. auch L. v. Bortkiewicz: Homogenitat und Stabilitat 
in der Statistik. (Skandinavisk Aktuarietidskrift, H. 1/2. Uppsala 1918.) 

2 Th. Kistiakowsky, Gesellschaft und Einzelwesen, Berlin 1899, schlii.gt 
fiir diese die Bezeichnungen ,.Kollektivbegriff" und ,.Kollektivding" vor. 
Vgl. Tschuprow: I. c., S. 111. 
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Merkmalsgruppen gestellt wurden: Name, Geschlecht, Familienstand, 
Alter, Geburtsort, Sta.a.tsbiirgerscha.ft, Mutterspra.che usw. AIle iibrigen 
Merkmale und Eigenscha.ften: ob klug oder dumm, ob fleiBig oder faul, 
ob blond oder brUnett, ob groB oder klein, ob schwer oder leicht usw., 
wurden nicht aufgenommen, nicht registriert und existieren fiir die weitere 
Aufarbeitung einfa.ch nicht. Jeder einzelne Mensch mit der einzigartigen, 
ungeheuer komplizierten, nie mehr gena u wiederkehrenden Kombination 
aller seiner korperlichen und geistigen Eigenscha.ften ist fUr die Statistik 
durch seine Zahlka.rte mit bloB 16 verschiedenen Elementen dargestellt 
und ersetzt. DaB er, ganz abgesehen von diesen, durch viele Milliarden 
anderer charakterisiert werden konnte, dessen ist sich der Statistiker 
natiirlich wohl bewuBt, der Gelehrte, der die Ergebnisse des Statistikers 
wissenschaftlich ausbeutet, wird das auch im Auge behalten mUssen, 
aber im Anwendungsbereiche der statistischen Forschungsmethode, 
die ausschlieBlich mit statistischen ZaMen zu tun h&t, gilt, wie gesagt, 
eben nur der Umfang der Zahlkarte. 

Diese auBerordentlich simplifizierende Eigenschaft der 
statistischen Methode kann nicht genug unterstrichen 
werden, denn auf ihr beruht, wie wir bald sehen werden, 
die gesamte "mathematische Statistik". 

Die einzelnen Objekte, z. B. die einzelnen Menschen, sind einander 
durchaus nicht gleich, ihre einzelnen Merkmale, die in die Zahlkarte auf
genommen werden, sind es aber, vorausgesetzt, daB sie dort dieselbe 
Spezifikation erhalten, und die Zahlkarten selbst sind es gleichfalls: 
daher konnen sie eben auch gezahlt werden, wie etwa die verschieden 
gefarbten Elfenbeinkugeln in den bekannten Urnenachemen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung gezahlt werden. Auch diese Kugeln sind ja ein
ander nicht in allem gleich: sie stammen z. B. hochstwahrscheinlich nicht 
einmal von einem und demselben Elefantenzahn ab, und sind darunter 
etliche, die aus sibirischen Mammutzahnen gedrechselt wurden, so unter
scheiden sie sich voneinander nach ihrem "Alter" vielleicht um einige 
10.000 Jahre, also um unvergleichlich mehr, als auch der alteste Greis 
sich von einem neugeborenen Saugling unterscheidet, mit dem zusammen 
er als zwei ganz "gleichberechtigte" Einheiten in die Bevolkerungszahl 
seines Landes einbezogen wird. 

Unser statistisches Wissen ist niemals ein Wissen iiber einzelne 
Beoba.chtungseinheiten, sondern immer nur iiber gewisse Gesamtheiten 
derselben, welche einige gemeinsame Merkmale besitzen (das Argumen t 
fiir die Bildung der Gesamtheit), und wieder andere Merkmale, die sich 
in ihrem Bereiche beliebig voneinander unterscheiden konnen. Wenn wir 
z. B. feststellen, daB die durchschnittliche Gcburtenhaufigkeit in einem 
Lande etwa 20 pro Tausend ausmacht, so bedeutet das noch gar nicht, 
daB eine Person mannlichen Geschlechts auch die geringste Chance hat, 
ein Kind zu gebaren. 

Ware die statistische Methode ein rein idiographisches Verfahren, so 
Wiirde ihre Darstellung vor allem in der Lehre von der Gruppen- (oder 
Gesamtheiten-) Bildung, von der Auszahlung der in ihnen enthaltenen 
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Einheiten und von der Teohnik der statistischen Tabellenwerke bestehen. 
Ferner wiirde"als zweite Aufgabe, zu ihr auch die Lehre von der Ver
diohtung (Bruns) der Beobachtungsreihen und Tabellen gehoren, d. h. 
die Lehre von der endgiiltigen (oder auch "wissenschaftlichen") Auf
arbeitung des Zahlenmaterials, die darin besteht, daB ein System von 
summarischen, durchschnittlichen Charakteristiken der gebildeten Gruppen 
aufgestellt wird, wie etwa die folgenden: Verhii.ltniszahlen, verschiedene 
Durchschnitte (arithmetischer, geometrischer, harmonischer usw.), quadra
tische Abweichungen, Momente verschiedener Ordnungen, Korrelations
koeffizienten u. dgl. m. Solche Charakteristiken, fiir die der russisch
polnische Gelehrte R. Orschentskij (Orz~cki) die Bezeichnung "zu
sammengefaBte Merkmale" (CSO,lJ,HbIe npH3HaKH) vorgeschlagen hat,! 
sind fii.r die Okonomie des wissenschaftlichen Denkens ganz unentbehrlich. 
Man konnte sie auch "statistische Parameter" nennen. Wenn die statisti
sche Erhebung zunachst an Stelle der urspriiuglich beobachteten Einheiten, 
die zu einer Gesamtheit zusammengefaBt werden, einen Haufen Zahl
karten setzt, so wird auf der zweiten Stufe, bei der Auszahlung, dieser 
Haufen in einige Bande statistischer Tabellen verwandelt, und auf der 
dritten Stufe, bei der endgiiltigen Aufarbeitung, werden diese Tabellen
werke wiederum zu einer geringen Anzahl von Ziffern oder graphischen 
Darstellungen verdichtet. Ein konkretes Beispiel: die Gesamtheit der 
damals etwa fil/2 Millionen Einwohner Bulgariens wog am 1. Januar 1927 
sicher nicht weniger als 200 bis 250 Millionen Kilogramm; die Gesamtheit 
der Zahlkarten, die fiir diese bei der Erhebung ausgefiillt wurden, besaB 
ein Gewicht von zirka 60.000 kg; die mehr als 20 Bande der tabellarischen 
Ergebnisse der Zahlung machen etwa 15 kg aus, und die wichtigsten 
absoluten und Verhaltniszahlen, die die bulgarische Bevolkerung charak
terisieren, konnen auf 1-2 gewohnlichen Druckseiten placiert werden; 
somit besitzen sie ein Gewicht von kaum mehr als 10 Gramm. 

Aber abgesehen von ihren rein idiographischen Funktionen, ist die sta
tistische Methode dazu berufen, auch einige nomographische Zielsetzungen 
zu iibernehmen. Man kann sogar feststellen, daB im Laufe der Zeit gerade 
die letzteren immer mehr in den Vordergrund treten. Vom Standpunkte 
der reinen Idiographie mutet diese Erscheinung geradezu wie eine histori. 
sche Zufalligkeit an! 

1 Vgl. sein Buch: Zusammengefa13te Merkmale, Jaroslawl1910 (russisoh). 
- R. A. Fisher bezeiohnet diese Aufgabe der statistisohen Methodik aIs 
R,eduktion der Daten: "In Order to arrive at a distinot formulation of 
statistioal problems, it is neoessary to define the task whioh the statistioian 
sets himself: briefly, and in its most oonorete form, the objeot of statistioal 
methods is the reduotion of data. A quantity of data, whioh usually by its 
mere bulk is inoapable of entering the mind, is to be replaced by relatively 
few quantities whioh shall adequately represent the whole, or which, in 
other words, shall contain as muoh as possible, ideally the whole, of the 
relevant information contained in the original data." (R. A. Fisher: "On 
the Mathematioal Foundations of Theoretical Statistics", Philosophical Trans
actions of the Royal Sooiety of London, Ser. A, Vol. 222, S. 311. 1922.) 
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Gewisse nomographische Elemente dringen zunachst dadurch in die 
statistische Methode ein, da.B unsere statistischen Beobachtungen relativ 
selten wirklich erschopfender Natur sind. Die sogenannten "politischen 
Arithmetiker" des XVII. und X"~I. Jahrhunderts waren gezwungen, 
mangels fast jeglicher Daten, auch "elementare" statistische Aufgaben, 
wie die Feststellung der Bevolkerungszahl ihres Landes, durch kompli
zierte Berechnungen hauptsachlich auf dem Umwege iiber die Ausbeutung 
verschiedener Register der Einwohnerschaft einiger Stadte zu lOsen. Das 
Fehlen pas sender statistischer Unterlagen diirfte bis zu einem gewissen 
Grade auch die Schuld am abstrakt-deduktiven Charakter der klassischen 
Richtung in der politischen Okonomie tragen. Die au.Berordentliche Ver
mehrung und VervolIkommnung des statistischen Beobachtungsmaterials, 
welche im Laufe des XIX. Jahrhunderts stattgefunden haben, machten 
diese Umwege zum gro.Bten Teil iiber£liissig. Eine Zeitlang hatte es sogar 
den Anschein, als ob iiberhaupt aIle statistischen Beobachtungen als 
"erschopfende" organisiert werden konnten. Ein Georg von Mayr hatte 
noch den Mut, das Postulat des erschopfenden Charakters der Beob
achtung in die Definition der Statistik einzufiigen und dadurch jede Teil
oder Stichprobenerhebung zu einem eigentlich kaum zulassigen Surrogat 
derselben zu degradieren.1 Ohne Zweifel wurde dadurch die empirische 
antimatbematische Richtung, die seit Mayr in Deutschland endgiiltig 
die Oberhand gewann, sehr gekraftigt, doch leider schlug die weitere 
EntwicklUng der Statistik einen anderen Weg ein als den, den fur Mayr 
vorschreiben wolIte. Seit dem Aufschwung der statistischen Theorie im 
Laufe der letzten Dezennien und insbesondere seit dem Ubergreifen der 
statistischen Methoden auch auf die Naturwissenschaften und die Technik 
diirfte sich wohl schwerlich au.Berhalb der Grenzen Deutschlands ein 
Statistiker von Rang finden, der die Mayrsche Forderung noch aufrecht 
erhielte. Zunachst gibt es sehr weite Gebiete, wo eine erschopfende Be
obachtung iiberhaupt nicht moglich ist: es ist sinnlos, die mittlere Brenn
dauer einer Serie elektrischer Gliihlampen vor dem Verkauf dadurch zu 
erproben, da.B man sie aIle bis zum Ende brennen la.Bt;2 es ist undenkbar, 
fiir die Zwecke der Planktonforschung den Meeresboden auszuschopfen; 
es ist nicht moglich, aIle Heringe der Welt an einem Tage zu fangen, um 
das wahre Zahlenverhaltnis der einzelnen Heringsrassen3 festzustelIen; 
es ist undenkbar, zur genaueren Bestimmung des Prozentsatzes der 
pathologischen Leukozytenformen das ganze Blut des Patienten abzu-

1 G. v. Mayr: Statistik und Gesellschaftslehre. I. Bd.: Theoretische 
Statistik, 1. Auf I., S.22, Freiburg i. B. u. Leipzig 1895; 2. Auf I., S.32, 
Tubingen 1914. 

2 Vgl. R. Becker, R. Plaut u . .J. Runge: Anwendungen der mathe. 
matischen Statistik auf Probleme der Massenfabrikation, S. 6-7. Berlin 1930. 

3 Vgl. F. Reincke: Die Naturgeschichte des Rerings. Teil I: Die Lokal
formen und die Wanderungen des Rerings in den europaischen Meeren. 
Berlin 1898. - W . .Johannsen: Elemente der exakten Erblichkeitslehre 
mit Grundzugen der biologischen Variationsstatistik. 3. deutsche Auflage 
S. 315-316 . .Jena 1926. 
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zapfen usw. Ebenso technisch unmoglich ist es z. B., die Haushalts
rechnungen aIler Angehorigen eines Staates zu erfassen, zur FeststeIlung 
des genauen Ernteertrages das 'von jeder Scholle Erde tatsachlich erbrachte 
Kom abzuwiegen, oder bei der Berechnung eines Preisindexes aIle Preise 
fUr aIle Waren, die iiberhaupt verkauft worden sind, in Betracht zu ziehen. 
In anderen Fallen ist eine erschopfende Beobachtung wohl moglich, aber 
entweder ist sie zu teuer oder man empfindet kein Bediirfnis nach ganz 
genauen Resultaten und begniigt sich vollkommen mit den freilich an
genaherten, aber dafiir betrachtlich billigeren Ergebnissen der "Surrogate" 
der erschopfenden Erhebung, wie etwa Enquete, Stichprobenerhebung 
usw. es sind. Die Vorbedingung hierfiir ist selbstverstandlich die, daB das 
Fehlerrisiko sich in raisonnablen Grenzen befindet. Eine chemische 
Prazisionswaage, die auch auf einen Unterschied von 1/10000 Gramm 
reagiert, ist sicher ein viel genaueres Instrument als eine grobe Dezimale. 
Aber welcher vemiinftige Mensch wiirde ein Fuder Heu mit der ersteren 
abwiegen lassen ~ Mit einem W orte, es gibt sehr weite Gebiete in der 
modernen statistischen Forschung, wo erschopfende Beobachtung iiber
haupt nicht geiibt wird und nur ihr Surrogat - die reprasentative oder 
Stichprobenerhebung - Alleinherrscherin ist. Hierzu gehort in erster 
Linie fast das gesamte Gebiet der Statistik der nicht sozialenErschei
nungen (insbesondere das weite Feld der biologischen Statistik), und auch 
unter den Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft greift die 
reprasentative Methode immer mehr um sich. Wir wollen iiberhaupt 
nicht von anthropologischer, medizinischer oder psychologischer Statistik 
reden, aber auch die weitesten Gebiete der Wirtschaftsstatistik sind 
"reprasentativ" geworden. Nehmen wir z. B. die beiden bekannten 
Konjunkturbiicher Wagemanns1 zu Hand: wir ersehen aus ihnen leicht, 
daB zur Zeit in Deutschland nicht nur Ernte- und Preisstatistik, sondern 
fast aIle Beobachtungen der Konjunktursymptome einen nich t erschop
fenden Charakter tragen: Beschaftigungsgrad und Arbeitslosigkeit, land
wirtschaftliche und industrielle Produktion, Volkseinkommen, AuBen
handel, Lagerhaltung usw. Man konnte beinahe behaupten, daB im 
Verzeichnis der verschiedenen Statistiken, die heutzutage von statisti
schen offentlichen oder privaten Stellen gefiihrt werden, die iiberwiegende 
Mehrzahl "reprasentativ" oder zumindest nicht erschopfend ist. Beim 
Umfang des gesammelten Materials ware das Verhalt.nis freilich anders, 
denn die erschopfenden Bevolkerungs- und Moralstatistiken sind noch 
bis jetzt die umfangreichsten Publikationen. (Ob immer mit Recht, moge 
dahingestellt bleiben.) AuBerdem dMen wir nicht vergessen, daB sogar 
im Falle einer erschopfenden statistischen Aufnahme gewisse Elemente 
sich dieser entziehen, wie z. B. bei den Volkszahlungen die vom Gesetze 
Verfolgten, die Vertreter entehrender Berufe usw., und daB ferner die 
hierbei gewonnenen Ziffern im besten FaIle nur fiir den Augenblick der 

1 E. Wagemann: Konjunkturlehre, Eine Grundlegung zur Lehre vom 
Rhythmus der Wirtschaft. Berlin 1928. - Derselbe: Einfiihrung in die 
Konjunkturlehre. Leipzig 1929 [Wissenschaft und Bildung, Einzeldar
stellungen aus allen Gebieten des Wissens, H. 259]. 
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Aufnahme wirklich genau aein konnen. Beim weiteren Gebrauch werden sie 
schon blollzu einer Extrapolations-Unterlageund umfassenhaufig
im Falle einer stetig zunehmendenZahl der'Beobachtungseinheiten-nur 
einen Teil des wirklichen Umfanges der betreffenden Gesamtheit.1 

Aus dem Gesagten geht hervor, daB eine wichtige Aufgabe der statisti
schen Theorie darin besteht, Mittel anzugeben, wie man von den Charak
teristiken ("zusammengefallten Merkmalen") der tatsachlich gegebenen 
begrenzten Gesamtheiten, die in Wirklichkeit nur aus Teilen gewisser 
Gesamtheiten hoherer Ordnung bestehen, bis zu den Charakteristiken 
der letzteren vordringen kann. Diese Gesamtheiten hoherer Ordnungen 
konnen entweder eine unendliche (besser ausgedriickt: eine unbegrenzte) 
Zahl von Einheiten umfassen - offene Gesamtheiten - oder eine endliche, 
aber sehr grolle Amahl, oder schlielllich eine ganz begrenzte Amahl 
derselben. Wenn die Zahl der Einheiten, die in die " Stichprobe" , d. h. 
in die Gesamtheit niederer Ordnung, gelangen, im Verhaltnis zur Zahl der 
Einheiten, aus denen die Gesamtheit hoherer Ordnung besteht, hinlang
lich groll ist, so vermogen wir fUr eine beliebige Technik der Auswahl der 
"Stichprobe" gewisse maximale Grenzen anzugeben, die die Abweichung 
einer Charakteristik der Gesamtheit niederer Ordnung von derjenigen 
hoherer Ordnung nicht iibersteigen kann.2 Andernfalls kann nur die 
Befolgung bestimmter Auswahlregeln ein befriedigendes Resultat ver
biirgen. Wie die Praxis lehrt, liegt der Fall am giinstigsten, wenn zuvor 
eine griindliche Misch ung der Einheiten hOherer Ordnung stattgefunden 
hat - etwa von derselben Art, wie sie in der Technik auf Schritt und Tritt 
vorkommt. Man denke z. B. an die fabrikmaBigen Chemikalien- oder 
Farbenmischungen, an die Mischung von Zement, Sand und Kies bei der 
Bereitung von Beton u. dgl. m.3 Dann ergibt es sich von selbst oder kann 

1 Ein lemreiches Beispiel dafiir, wie unter Umstanden die Prazision der 
erschopfenden Erhebung geradezu irrefiihrend sein kann, finden wir in der 
bulgarischen Schweinestatistik, "uber die ganz genaue Daten vorliegen. Nach 
der Zahlung vom 1. J anuar 1910 besal3 Bulgarien insgesamt 527 311 Schweine; 
10 J ame spater, nach der Zahlung vom 1. J anuar 1920, betrug deren Zahl bereits 
1089699, also mem als das Doppelte. Wer aber hieraus auf die rapide Ent
wicklung der Schweinezucht in Bulgarien schlie13en wollte (wie dies auch tat
sachlich geschehen ist), wiirde sich griindlich irren. Die Sache ist niimlich 
ganz einfach die, dal3 in Bulgarien beinahe die Halfte des gesamten Schweine
bestandes kurz vor Weihnachten geschlachtet wird und dal3 dieses Land nach 
dem Kriege vom "alten" Julianischen zum "neuen" Gregorianischen Kalender 
ubergegangen ist, wobei jedoch die Kirchenfeiertage noch immer "nach altem 
Stil", also mit 13 Tagen Verspatung gefeiert werden. Deshalb fiel der 
1. Januar 1910 auf die Zeit nach Weihnachten, wo die Schweine schon ge
schlachtet waren, und der 1. Januar 1920 auf die Zeit vor Weihnachten, wo 
die bereits zum Tode verurteilten Tiere sich noch am Leben befanden und 
mitgezahlt wurden. Ein Unterschied von 13 Tagen genugt, um die gewonnenen 
erschopfenden Ziffern ganz umzusto13en. 

2 VgI. hierzu das Beispiel unten im § 3, Kap. I, S.34-35. 
8 Noch besser ist es natiirlich, wenn die Gesamtheit hoherer Ordnung 

zuvor in homogenere Teilgesamtheiten zerlegt wird und die Mischung und 
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wenigstens leicht bewerkstelligt werden, daB die Aussonderung der Ein
heiten fUr die Gesamtheit niederer Ordnung ganz auf dieselbe Weise 
geschieht wie die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannte Ziehung 
von Kugeln oder Zetteln aus einer geschlossenen Urne. Wenn eine der
artige griindliche Mischung der Einheiten der Gesamtheit hoherer Ordnung 
nicht bei ihrem Entstehungsprozesse von selbst geschieht und auch nicht 
kiinstlich hervorgerufen werden kann, so wird es haufig moglich sein, 
wenigstens die Auswahl der Einheiten in die "Stichprobe" so zu organi
sieren, daB ihr Ergebnis - die Gesamtheit niederer Ordnung - ganz 
einer solchen Gesamtheit ahnelt, die sich im ersteren Fall ergeben hatte. 

Es ist sehr wichtig festzustellen, daB unter dieses Schema auch jene 
FaIle gebracht werden konnen, zu deren Betrachtung man gewohnlich 
die sogenannte Fehlertheorie heranzieht. Die gesamte Weizenernte 
Deutschlands betrage im Jahre 1934 z. B. N Zentner. Wir werfen nun die 
Frage auf, wie diese Ernte ausgefallen ware, wenn auf sie die "zufalligen" 
Abweichungen der kHmatischen Erscheinungen des Jahres 1934 von ihrer 
"Norm" nicht gewirkt hatten. Zur Losung dieser Frage konnen wir von 
folgender rein gedanklichen Konstruktion ausgehen. Wir stellen uns vor, 
daB die mit Weizen bebaute Flache, die landwirtschaftliche Technik 
und iiberhaupt aHe anderen Elemente, die den Ernteertrag beeinflussen 
konnen, ausgenommen diejenigen des Klimas, im Verlaufe der 
ganzen Zeit voilkommen unverandert bleiben. In diesem FaIle wiirden 
die Ernteertrage von Jahr zu Jahr offenbar nur infoige der Klima
schwankungen Veranderungen erleiden; und wenn wir ferner annehmen 
wiirden, daB das Klima keiner sakula,ren Evolution unterworfen ist und 
daB unsere Beobachtungen unter strenger Einhaltung obiger Bedingungen 
un begrenzt lange fortgesetzt werden konnen, so waren wir berechtigt, 
den arithmetischen Durchschnitt dieser Zahlenreihe ais die einzige 
korrekte Antwort auf die eingangs gesteHte Frage zu betrachten. Die 
ganze Konstruktion ist, wie gesagt, rein gedanklich, doch ist es leicht 
einzusehen, daB von einem gewissen Standpunkte aus betrachtet der 
arithmetische Durchschnitt aus den Weizenernteertragen urn das Jahr 1934 
herum eine empirische Annaherung an den gesuchten Durchschnitt dar
steHen konnte und daB obige Ernteertrage sozusagen als Stichproben 
aus der unbegrenzt langen Zahlenreihe unseres Gedankenexperiments 
gedacht werden konnen. Es muB iibrigens besonders darauf hingewiesen 
werden, daB im Zusammenhange damit, was eben in jedem Einzelfalle 
als konstante Elemente ("Matrix") der gedachten Beobachtungsreihe 
angenommen wird und was es tatsachlich in der Reihe der "Stich
proben" ist, die Ergebnisse der Rechnung auch ganz verschieden ge
deutet werden konnen. 

Derartige Problemstellungen und iiberhaupt das SchlieBen an Hand 
gegebener Gesamtheiten iiber gewisse Eigenschaften irgendwelcher 
Gesamtheiten hoherer Ordnung ist fUr die mathematische Statistik 
Stichprobenentnabme erst an diesen erfolgt, doch muJ3 hierbei der wahre 
Umfang jeder Teilgesamtheit genau bekannt sein, was lange nicht immer zu 
erreichen ist. 
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besonders typisch, und zwar liegt gera.d.e hier die Brocke, die sie mit der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung verbindet. Dieselben Gedankengange bilden 
auch den Kern des sogenannten "stochastischen Standpunktes" von 
A. A. Tschuprow.1 

Ein anderer Fragenkomplex, der nomographische Elemente enthaIt 
und ebenfalls zur Wahrscheinlichkeitsrechnung hiniiberleitet, ist der 
folgende. Die Gesamtheiten hoherer Ordnungen, deren Charakteristiken 
una interessieren, konnen ihrerseits 

a) immer oder wenigstens langere Zeit ganz bestandig bleiben, wie 
etwa. die Gesamtheit der Fixsterne am Himmel oder die Gesamtheit 
der Gasmolekel in einem geschlossenen GefaB; . 

b) unbestandig, aber doch sich in Raum und Zeit andauernd mit 
denselben Durchschnittscharakteristiken wiederholend, wie etwa die 
Gesamtheit der roten und weiBen Blutkorperchen eines gesunden 
Menschen; 

c) unbestandig, aber gewohnlich sich bloB allmahlich erneuernd und 
die Durchschnittscharakteristiken nur relativ langsam verandernd, wie 
etwa die Mehrzahl der Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft 
in ruhigen Zeiten, von der Gesamtheit der Bevolkerung eines Landes an
gefangen; 

d) stark bis ganz unbestandig und sich in Raum und Zeit selten oder 
niemals genau wiederholend. 

Der erste und letzte Fall geMren zum Problemkreis der ldiographie; 
in der Behandlung der iibrigen zwei sind jedoch nomographische Elemente 
unverkennbar.2 1m Falle b kann zunachst, fur jedes Wissensgebiet 
gesondert, die Frage amgeworfen werden, ob nicht die hierher gehorenden 
Gesamtheiten hoherer Ordnungen in gewisse Gruppen (man mochte 
beinahe sagen: Rassen) eingeteilt werden konnten, die gemeinsame Eigen
schaften und Charakteristiken besitzen, z. B. dieselben "Verteilungs
gesetze" aufweisen. Ferner kann nach einem Kriterium gefragt werden, 
welches es erlaubt, die Zeit-Raum-Bestandigkeit einer Gesamtheit nach
zuweisen, und dann zu priifen, ob sie nicht bereits zur Gruppe c zu 
rechnen ist. In letzterem Falle konnte man noch versuchen, eine viel
leicht vorhandene GesetzmaBigkeit in der Veranderung der Gesamtheit 
festzustellen und sie ferner in homogenere Teile mit eigenen, einfachen 
Entwicklungs-GesetzmaBigkeiten zu zerlegen. 

Der Statistiker stellt jedoch nur fest, zu welcher Gruppe eine gegebene 
Gesamtheit gehort und wie ihre Durchschnittscharakteristiken ausfallen. 
Eine ganz andere Frage ist es, wie man sich eigentlich den Mechanismus 

1 Vgl. z. B. A. A. Tschuprow: Das Gesetz der grol3en Zahlen und der 
stochastisch·statistische Standpunkt in der modernen Wissenschaft. Nordisk 
Statistisk Tidskrift, Bd. I, H.1, S.39-67. 1922. 

2 Der Fall a kann iibrigens, wie gerade das Beispiel der Gasmolekel zeigt, 
ebenfalls "nomographisch" behandelt werden, wenn wir die Beschreibung 
des Verhaltens eines gewissen Volumens Gas bei gegebener Temperatur und 
Druck auf aIle ebensolchen Gasvolumina ausdehnen. was schliel3lich zur 
"nomographischen" kinetischen Theorie des Gases hiniiberleiten wiirde. 
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des bestandigen "Sich-selbst-Erneuerns" oder der allmahlichen Evolution 
der betreffenden Gesamtheit zu denken hat. Diese Frage sollte prinzi
piell nur den Fachleuten des betreffenden Wissensgebietes iiberlassen 
werden. Was bei der radioaktiven Stra.hlung eigentlich vorgeht, hat der 
Physiker zu untersuchen; wodurch die Konstanz des Verhaltnisses der 
Knaben- undMadchengeburten hervorgerufen wird, hat der Mediziner bzw. 
der Erblichkeitsforscher zu entscheiden, und bei der Beurteilung z. B. der 
Genen- und Chromosomentheorie bleibt der Statistiker als solcher bloB 
ein Laie. Dasselbe gilt auch fUr die Darstellung des Mechanismus der 
Gleichgewichts- und Evolutionserscheinungen im Wirtschaftsleben. Der 
Statistiker und insbesondere der mathematische Statistiker hat genug 
in jenem Arbeitsfelde zu tun, fUr welches er allein zustandig ist, und sollte 
sich von unberufener Einmischung in fremde Arbeitsgebiete tunlichst 
zuriickhalten. Hierdurch wird selbstverstandlich keinesw'egs in Abrede 
gestellt, daB ein standiger Kontakt zwischen dem Theoretiker der statisti
schen Methode und dem auf diese Methode sich stiitzenden Erforscher 
konkreter Massenerscheinungen bestehen muB, damit beide nicht an
einander vorbeiarbeiten, wie das jetzt leidl'lr haufig genug vorkommt. 

Ein sehr wichtiger Problemkreis, mit dem der Statistiker fortwahrend 
in Beriihrung kommt, ist die Anwendung der Methoden der statistischen 
Massenbeobachtung auf die Feststellung kausaler Zusammenhange. 
Lange Zeit erblickte man darin iiberhaupt kein besonderes Problem und 
war geneigt, die bier angewandten statistischen Methoden mit den 
klassischen Induktionsmethoden der Logik zu identifizieren. Allmahlich 
rang sich aber die Erkenntnis durch, daB "die statistische Methode nun 
fiir die empirischen Wissenscha,ften eben da eintritt, wo die Induktion, 
der SchluB von dem typischen Einzelfall auf andere FaIle, die Dienste 
versagt" .1 

Eine erschopfende und klare Darstellung dieses nomographischen 
Problems findet sich in den bereits zitierten Arbeiten von A. A. 
Tschuprow. 

Das Charakteristikum aller statistischen Verfahren, die zur Auffindung 
und Feststellung kau8a.ler Zusammenhange dienen, besteht darin, daB 
hier nur Gesamtheiten, welche die "Ursachen" umfassen, anderen 
Gesamtheiten - denjenigen der "Wirkungen" - gegenubergestellt 
werden, wobei sowohl in die einen als auch in die anderen mitunter solche 
Elemente hineingenommen werden, die zum Keme des Kausalnexus in 
keinerlei Beziehung stehen (statistische "Pluralitat der Ursachen und 
Wirkungen"). Entsprechend dem Grundprinzip der statistischen Methode 
entsagen wir hierbei der Verfolgung der Bewegungen und der Wechsel
wirkungen der einzelnen Elemente beider Gesamtheiten und begniigen 
uns allein mit der Feststellung der durchschnittlichen Beziehungen 
zwischen ihnen. Um klarer zu erfassen, um was es sich eigentlich handelt, 
denken wir an eiDen Parallelfall aus dem weiten Gebiete der Technik, 

1 G. Riimelin: Zur Theorie der Statistik, Reden und Aufsatze, S.267. 
Tiibingen 1875. 

Anderson, Statlstik. 2 
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die ja gewohnlich in ihren Arbeitsmethoden, ohne sich dessen bewuBt zu 
werden, ganz "statistisch" vorgeht. Ein bei der Goldgewinnung haufig 
angewandtes Verfahren besteht darin, daB man eine gewisse Menge 
entsprechend vorbereiteten goldhaltigen Quarzes in einer besonderen 
Apparatur der Wirkung eines starken Wasserstrahles unterwirft. Das alles, 
Quarz, Apparatur, Wasser usw., zusammen ware in unaerem Sinne die 
Gesamtheit der "Ursachen". Den Techniker interessiert es gar nicht. 
welche Bahnen die einzelnen Quarz- und Goldpartikel beschreiben; er 
weill, daB er nach Ablauf einer bestimmten Zeit als "Folgen" zwei Gesamt
heiten erhalten wird: diejenige, die vorwiegend Quarzparlikel, und die
jenige, die vorwiegend Goldpartikel enthii.lt. Aber einzelne Goldkorner 
konnen sich sehr wohl "zufallig" in die Quarzgesamtheit verirren und 
umgekehrt. 

Die Tatsache, daB bei der Anwendung statistischer Methoden auf die 
Untersuchung von Kausalzusammenhangen der Forscher die ganze Zeit 
mit Gesamtheiten zu tun hat, und zwar fast immer mit Gesamtheiten 
verschiedener Ordnungen, erklart es vollkommen, weshalb auch hier die 
Forschungsergebnisse gewohnIich einen Charakter erhalten, der den 
klassischen Formeln der logischen Induktionsmethoden ganz fremd ist 
und wiederum zum Problemkreise der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
hiniiberleitet.ln den Naturwissenschaften und insbesondere in der Physik 
werden statistische Kausalforschungsmethoden immer mehr vor
herrschend. Zur Zeit wird sogar am "Kausalgesetz" selbst geriittelt, und 
viele physikalische Naturgesetze baut man jetzt nach dem Vorbilde der 
"statistischen" (kinetischen) Gastheorie um. 

Jenes stolze Ideal des menschlichen Wissens, welches einst vor etwa 
120 Jahren Laplace formuliert hat! und welches Du Bois-Reymond 
das astronomische Ideal nannte,2 scheint immer mehr zu verblassen und 
durch ein "statistisches" ersetzt zu werden. Um ein Beispiel anzufiihren, 
welches man oft in statistischen Lehrbiichern antrifft: Statt bei einer 
heranziehenden Regenwolke die Lage und die voraussichtliche Bahn 
eines jeden Wassermolekels zu bestimmen, begniigen wir una mit der 
Feststellung, daB die Gesamtheit der Ursachen (Regenwolke usw.) derart 
ist, daB man als FoIge hochstwahrscheinlich einen starken RegenguB 
zu erwarten hat. Auch haben wir gelernt einzusehen, daB viele von jenen 
physikalischen Gesetzen, denen unsere Vater noch absolute Giiltigkeit 
beimaBen, nur relativer Natur sind, und daB z. B. das Weltbild einer 
Fliege und noch mehr eines Bazillus, wenn man bei ihnen das Vorhanden
sein menschlicher Vernunft voraussetzt, ganz anders aussehen wiirde als 

1 "Essai philosophique sur lesProbabilites" (1814): "Une intelligence qui 
pour un instant donne connaitrait toutes les forces dont la nature est animee 
et 1a situation respective des etres qui la composent, si d'ailleurs elle etait 
assez vaste pour soumettre cas donnees A l'analyse, embrasserait dans la 
meme formule les mouvements des plus grands corps de l'univers et ceux 
du plus leger atome: rien ne serait incertain pour elle, et l'avenir comme Ie 
passe serait present a ses yeux" etc. 

2 Vgl. A.A. Tschuprow: AbhandlungenzurTheorieusw., 2. Aufl., S.65. 



4. Grundsatzliches zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 19 

das unsere. Man denke etwa an die Gesetze der Kapillaritat, denen zufolge 
die Fliege von groBen zahen Wasserkugeln zu sprechen hatte, und daran, 
daB fiir einen Bazillus die meisten Wirkungen der Schwerkraft nur 
Massenerscheinungen sind, die im Bereiche seiner Erfahrung sich relativ 
selten bemerkbar machen. Der Sozialwissenschaftler, der sich fUr die neue 
physikalische Problematik interessiert, kann sich relativ am leichtesten 
eine Vorstellung dariiber bilden, wenn er die .Axbeiten von Frank und 
anderen Forschern derselben Richtung zu Rate zieht.1 

4. Grundsiitzliches zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Wir haben im vorhergehenden Paragraphen eine Reihe von typischen 

Fragestellungen betrachtet, die in der wissenschaftlichen Methodik zur sog. 
mathematischen Stl;ttistik hiniiberleiten, d. h., wie wir eingangs erwahnten, 
die Anwendung der Theoremeder Wahrscheinlichkeitsrechnungermoglichen 
oder sogar erfordern. Wir miissen uns jetzt der letzteren zuwenden. 

Der Geburtsort der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist bekanntlich der 
Spieltisch. Aber seit dem Jahre 1654, in welchem Chevalier de Mere 
dem hochgelehrten B. Pascal seine beriihmten Fragen aus dem Gebiete 
der Hasardspiele vorlegte, bis auf unsere Zeit hat die Wahrscheinlichkeits
rechnung einen weiten Weg zuriickgelegt. Aus einer Lehre, die sich haupt
sachlich mit Wiirfeln, Miinzenwerfen, Kartenziehen, Lotterielosen u. dgl. 
beschii.ftigte und sich nur zuweilen (und zwar ohne sichtbaren Erfolg) 
in das Gebiet der Wertung von Zeugenaussagen verirrte, ist sie allmahlich 
zum Grundpfeiler der Statistik, des Versicherungswesens, der Physik 
und einer groBen Anzahl anderer Wissenschaften geworden. Die Tradi
tionen ihrer Kinderjahre lasten aber bis jetzt noch ziemlich schwer auf der 
modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung, und obgleich in ihr den Inter
essen des Spieltisches eigentlich herzlich wenig Bedeutung zukommt -
kaum mehr als Z. B. dem Kiichentische in der Chemie - kann man im 
Streite der Theoretiker, der noch immer um den W ahrscheinlichkeits
begriff gefiihrt wird, den EinfluB der einstigen hasardspielerischen Ein
stellung leicht erkennen. 

1 Vgl. Z. B. Ph. Frank: Das Kausalgesetz und seine Grenzen. Wien 1932 
(Schriften zur wissenschaftlichen Weltauffassung, Bd. 6); ferner: Krise und 
Neuaufbau in den exakten Wissenschaften. Fiinf Wiener Vortrage [Mark: 
Die Erschiitterung der klassischen Physik durch das Experiment; Thirring: 
Die Wandlung des Begriffssystems der Physik; Hahn: Die Krise der An
schauung; No beling: Die vierte Dimension und der krumme Raum; Menger: 
Die neue Logik]. Leipzig u. Wien 1933. - Interessantes Material enthalt der 
"Bericht iiber die 1. Tagung fiir Erkenntnislehre der exakten Wissenschaften, 
Prag 1929" [Erkenntnis, 1. Bd., H.2-4 (Ann. d. Philosophie, Bd. IX, 
H. 2-4), herausg. von Rudolf Carnap u. Hans Reichenbach]. Leipzig 1930. -
Hohere Anforderungen an die mathematische Vorbildung seiner Leser stellt 
R. V. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen in der 
Statistik und theoretischen Physik [Vorlesungen aus dem Gebiete der an
gewandten Mathematik, I. Bd.]. Leipzig u. Wien 1931: IV. Abschnitt, Grund
ziige der Physikalischen Statistik, S.409£f. 

2" 
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Die klassische Definition, die von Laplace herriihrt, lautet: "Unter 
der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses wird der Quotient aus der An
zahl der ihm giinstigen FaIle durch die Anzahl aJler gleichmoglichen 
FaIle verstanden."l Gegeben sei z. B. ein gut gemischtes voIles Spiel 
K.arten, und es sei gefragt, wie groB die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, 
eine Karle von der Farbe Pique zu ziehen. Es ist leicht ersichtlich: wenn, 
wie vorausgesetzt wird, wir nur die Riickseiten der Karten sehen konnen, 
dann hat jede Karte ganz die gleiche Chance, gezogen zu werden. Wir 
haben folglich 52 gleichmogliche FaIle vor uns. Von diesen sind bloB 
13 der Erscheinung einer Pique-Karte "giinstig", denn das Spiel besitzt 
nur 13 Karren von dieser Farbe. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

somit gleich !: = !. Wenn wir uns aber von den einfachen und durch

sichtigen Verhaltnissen der Gliicksspiele entfernen, so fangt der Begriff 
"Gleichmoglichkeit" an, die groBten logischen Schwierigkeiten zu be
reiten. Sogar bei einem Wiirfel brauchen die 6 moglichen Resultate nicht 
gleichmoglich zu sein, denn es gibt ja eben auch falsche Wiirfel. 

Um diese logischen Schwierigkeiten zu meistern, sind verschiedene 
Losungen vorgeschlagen worden. Die einen - die Subjektivisten - be
kennen sich mit Laplace zum "Prinzip des mangelnden Grundes" 
und erklaren zwei FaIle als gleichmoglich, wenn man "keinen Grund 
habe zu glauben, einer der FaIle werde eher eintreten als der andere". Die 
anderen - die Objektivisten, an deren Spitze A. Courn'ot und v. Kries 
stehen -, fordern, "die Aufstellung der gleichmoglichen FaIle miisse eine 
in zwingender Weise und ohne jede Willkiir sich ergebende sein" ("Prinzip 
des zwingenden Grundes"). Zu diesem letzteren Standpunkte bekannte 
sich die sog. kontinentale mathematisch - statistische Richtung von 
Lexis-Bortkiewicz-Tschuprow, obgleich letzterer, wie ich Ur
sache habe zu glauben, sich doch nicht ganz von ihr befriedigt flihIte. 
Einen anderen Weg schlagt Keynes ein, der von einer alten Idee Jakob 
Bernoullis ausgeht. Letzterer bezeichnete seinerzeit die Wahrscheinlich
keit als MaB der Starke unserer Erwartung eines zukiinftigen Ereignisses. 
Keynes behauptet nun, daB die Wahrscheinlichkeit iiberhaupt nicht 
Ereignisse (events), sondern Urteile und Satze (propositions) betrifft oder 
wenigstens betreffen sollte.2 Almliche Gedanken, wenn auch in einem 
anderen Gewande, finden wir bei Hans Peter.s Noch viel tiefer gehen die 
von Lukasiewicz und Post stammenden sog. mehrwertigen Logiken, 
die das "Prinzip des ausgeschlossenen Dritten" durch das Prinzip des 

1 Vgl. Emanuel Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre An
wendung auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 1. Band: 
Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgleichung, Koliektivmalliehre, 3. Aufl., 
S. 16. Leipzig u. Berlin 1914. Die weiteren Anfiihrungszeichen beziehen sich 
ebenfalls auf dieses Buch. 

2 Vgl. John Maynard Keynes: A Treatise on Probability, S.5. London 
1921. 

3 Vgl. Hans Peter: Uber die Grundlagen statistischer Forschungs
methoden. Jahrbiicher f. Nationalokonomie u. Statistik, 136. Bd., 1932. 
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"ausgeschlossenen Vierten", "ausgeschlossenen Fiinften" usw. ersetzen 
und direkt in einen Zusammenhang mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gebracht werden konnen. Ansatze hierzu finden sich vor allem bei 
Reichenbach.1 Auf einen vierten Standpunkt stellt sich Ellis und sein 
Naehfolger Venn, dessen Logic of Chance (1866-1888)2 noch bis heute 
fiir die englische mathematisch-statistische Schule ma.Bgebend ist. Diese 
bekennt sich zur "Haufigkeitstheorie der Wahrscheinlichkeit" ("Fre
quency Theory of Probability"; vgl. Keynes, 1. c., S. 92), d. h. man 
identifiziert ganz einfach die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit 
der Haufigkeit seines Vorkommens in der Gesamtmasse der Ereignisse. 
Diese Theorie erschien anfanglich in einer Gestalt, die dem Empirismus 
der Vennschen Logik voll entsprach, wurde aber spater in den Arbeiten 
der englischen Schule weiterentwickelt und vertieft. Wohl nicht ganz 
ohne EinfluB der Kritik der kontinentalen Theoretiker fing man an, 
neben statistisch feststellbaren Haufigkeiten auch andere Haufigkeiten 
einzufiihren, die sich ergeben hatten, falls die Zahl der Versuche unter 
gleichbleibenden Verhaltnissen ins unendliche wachsen wiirde. So be
hauptet z. B. R. A. Fisher in seiner bereits zitierten Monographie "On 
the mathematical Foundations of Theoretical Statistics" (S. 311), daB 
das Ziel des Statistikers die "Reduktion der Daten" ist: "Dieses Ziel 
wird erreicht durch Konstruktion einer hypothetischen unendlichen 
Population, von welcher angenommen wird, daB die tatsachlichen Daten 
nur zufallige Stichproben aus ihr darstellen." Dnd weiter (S. 312): "Dnter 
den statistischen Konzeptionen ist jene der Wahrscheinlichkeit die ele
mentarste. Letztere ist nur ein Parameter, der eine einfache Dichotomie 
in einer unendlichen hypothetischen Population spezifiziert, und sie 
bedeutet nicht mehr und nicht weniger als das Haufigkeitsverhaltnis, 
welches, wie wir uns vorstellen, eine solche Population aufweist." Eine 
Fortbildung und zum Teil mathematische Zuspitzung derselben Ideen 
stellt die neueste Misessche Konzeption dar, zu welcher wir weiter unten 
noch zuriickkehren werden. 

Die oben angedeuteten Definitionen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes 
erschop£en bei weitem nicht die Zahl der vorgeschlagenen Varianten und 

1 Sitzungsber. d. Preul3. Akad. d. Wiss., 39, S.476, 1932. Zitiert 
nach Menger: Die neue Logik, in "Krise und Neuaufbau in den exakten 
Wissenschaften", S. 108 u. 109. Das neueste Werk von H.Reichenbach: 
Wahrscheinlichkeitslehre, Eine Untersuchung tiber die logischen und mathe
matischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leiden 1934, konnte 
leider im Text nicht mehr beriicksichtigt werden. Dasselbe gilt auch von 
der bemerkenswerten Arbeit: Karl Popper, Logik der Forschung, Zur Er
kenntnistheorie der modernen Naturwissenschaft, Wien 1935 (Schriften zur 
wissenschaftlichen Weltauffassung, Band 9.). Das gleiche Thema wird auch 
in e~er Monographie von Dr. Wald beriihrt, die de:mn.achst in Wien.in 
"Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums" erscheinen solI. 

S John Venn: The Logic of Chance, An essay on the foundations and 
province of the theory of probability, with special reference to its logical bearings 
and its application to moral and social science, and to statistics. Third edition. 
London 1888. 
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noch weniger jene der moglichen LOsungen des Problems. Von groBter 
Wichtigkeit ist jedoch folgende Feststellung: welche Definition des 
Wahrscheinlichkeitsbegriffes man auch wahlt, der bei weitem groBere 
Teil des rein mathematischen Inhaltes der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
- von einigen ziemlich unwesentlichen Ausnahmen abgesehen - bleibt 
hiervon beinahe ganz unberiihrt. Es andert sich wohl der Sinn, das An. 
wendungsgebiet und manchmal sogar der Zweckder einzelnen Formeln, aber 
fur mathematischer Aufbau und iiberhaupt fast der ganze Formelschatz des 
mathematischen Teiles werden nicht beriihrt. Hieraus folgt unseres Erach· 
tens, daB wenigstensin der Laplaceschen undinderv. Kriesschen Theorie 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein gewisses Millverhaltnis besteht 
zwischen dem mathematisch z u engen Fundament der Grundbegriffe und 
dem stolzen mathematischen Bau,der auf ihm ausgefiihrt ist. 

Um dieses Millverhaltnis zu iiberwinden, kann man zwei verschiedene 
Wege einschlagen. Entweder man stellt sich, wie es bisher von berufener 
Seite auch meist getan wurde, auf einen philosophisch-metaphysischen 
Standpunkt, welchem gegeniiber der statistische Fachmann nur als 
bescheidener Laie dastehen kann; oder aber man trachtet, das Problem 
auf dem Wege der mathematischen Axiomatik zu meistern, d. h. man 
sucht ein System von Definitionen und Axiomen aufzustellen, aus welchem 
aIle Lehrsatze der betreffenden Wissenschaft moglichst leicht und be· 
quem durch sog. tautologische Umformungen abgeleitet werden 
konnen. Hierbei wird darauf geachtet, daB das gewahlte System von 
Definitionen und Axiomen nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig 
ist, d. h. daB es keine Elemente enthaIt, die man entbehren konnte. Vom 
Standpunkte einer so verstandenen Axiomatik der Wahrscheinlichkeits
rechnung diirfte der Vorschlag des russischen Gelehrten E. Slutsky 
eine ganz besondere Beachtung verdienen. Slutsky regt namlich an, 
man solIe die mathematische Theorie der Wahrscheinlichkeit einfach 
durch eine "disjunktive Rechnung" ersetzen, wobei an Stelle des Begriffes 
der "Wahrscheinlichkeit" ein viel allgemeinerer Begriff der "Valenz" 
zu treten habe, die jeder GroBe zuzuordnen sei und einige sehr einfache 
mathematisch genau definierbare Eigenschaften besitzen miisse, wie 
etwa die, daB die Valenz der Summe gleich der Summe der Valenzen der 
Summanden sei u. dgl. m. (Man denke etwa an den Begriff der "Masse", 
die jedem materiellen Punkt in der Mechanik zugeordnet wird.) Die 
"disjunktive Rechnung" ware dann eine rein mathematische Wissen
schaft, aus der. durch zusatzliche genauere Spezifikationen der "Valenz" 
die verschiedenen "Wahrscheinlichkeitsrechnungen" sofort abgeleitet 
werden konnten.1 Es wiirde sich in diesem FaIle also wieder einmal die 

1 Vgl. Eugen Slutsky: Zur Frage der logischen Grundlagen der Wahr
scheinlichkeitsrechnung. "Statistischer Bote", Heft xn, S. 13-21, 1922 
(russisch). Derselbe Artikel wurde spater in einer revidierten Fassung wieder
holt. - Ferner derselbe: "Zur Frage des Gesetzes der groJ3en Zahlen", ibidem 
Heft xxn, 1925 (russisch). Slutsky beruft sich auf noch allgemeinere 
Ideen S. N. Bernsteins, des bekannten Mathematikprofessors an der 
Universitat Charkow (Siidru1.lland). 
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pessimistisohe Definition eines "ausgezeichneten Philosophen der neuesten 
Zeit" bewahren, den Coolidge1 erwahnt: die Mathematik sei eine Wissen
schaft, "in der man nie weill, wovon gesproahen wird oder was das er
haltene Resultat bedeutet". 

Wie verlockend und stilvoll uns der Vorschlag Slutskys auch er
scheint - fUr den mathematischen Statistiker bedeutet er an und fUr 
sich keinen Gewinn, da er ihn viel zu sehr von seiner typischen Einstellung 
gegenuber statistischen Gesamtheiten verscbiedener Ordnungen entfernt. 
Die breitesten Anwendungsmoglichkeiten und die beste Anlehnung an 
diese typische Einstellung ergibt die Konstruktion von Venn, die, wie 
oben bemerkt, in der englischen Pearsonschen Schule angenommen 
ist und die neullcb durch Mises eine andere mathematische Gestalt 
erhalten hat. Nicht ganz im. Einklange mit den Definitionen der soeben 
genannten Forscher, doch yom Geiste derselben nicht weit entfernt, 
wiirden wir uns folgendermaBen ausdriicken: Wahrscheinlichkeit 
eines Merkmales im Bereiche einer statistischen Gesamtheit 
ist seine Haufigkeit in einer anderen Gesamtheit hoherer 
Ordnung, aus der die gegebene entstanden ist. Ihr Ent
stehungsweg ist fur die praktischen Anwendungen der 
Wahrscheinlichkeitstheorie genauer zu prazisieren.2 

Ehe wir jedoch versuchen, den Nachweis zu erbringen, daB auf der 
Grundlage eines solchen "statistischen" W ahrscheinlicbkeitsbegriffes 
aIle fiir die mathematische Statistik relevanten Theoreme der Wahr
scheinlichkeitsrechnung widerspruchglos aufgebaut werden konnen (vgl. 
unten insbesondere Kap. I), miissen wir noah zwei wichtige Feststellungen 
machen: 

1. Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann 
sogar in Anwendung auf die Statistik durchaus nicht als abgeschlossen 
gelten; so ist z. B. bisher in der einschlagigen Literatur der Fall der sehr 
begrenzten, also keineswegs als unendlich anzusehenden Gesamtheiten 
hOherer Ordnung lange nicht genugend berncksichtigt worden; und 

2. es muB darauf besonders hingewiesen werden, daB das von uns 
angewandte System der Axiomatik keineswegs die philosophische Seite 
des Problems beriihrt und daB hierbei insbesondere keine Stellungnahme 
zur allgemeinen Frage versucht wird, ob nicht eine andere, tiefere Auf
fassung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes denkbar ware, die etwa im Zu
sammenhange mit gewissen Problemen der Erkenntnistbeorie stiinde. 

1 Vgl. J. L. Coolidge: Einfiihrung in die Wahrsoheinliohkeitsreohnung, 
S. 5. Deutsohe Ausgabe von Dr. Friedrioh M. Urban. Leipzig-Berlin 1927 
[Sammlung mathematisoh-physikaIisoher Lehrbiioher, herausg. von E. 
Trefftz, 24]. 

2 Diese Auffassung harmoniert am besten mit jener, die in Frankreioh 
durch L. March vertreten wird. Vgl. insbesondere seinen Aufsatz "L'analyse 
de la variabiliM", Metron, Vol. VI, Nr.2, S.3-64, 1926, und aul3erdem 
selbstverstandlich "Les 0 Principes de la Methode statistique avec quelques 
applications aux sciences naturelles et a la science des affaires',~. Paris 1930, 
passim. 
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Hinweise auf eine solche findet man z. B. bei Tschuprow und jetzt bei 
Reichen bach. 

Desgleichen lassen wir auch die Frage ganz unberuhrt, welche 
Wahrscheinlichkeitsdefinition im Bereiche anderer Wissenschaften 
bequemer ist, insbesondere aber im Bereiche jener, deren Arbeitsgebiet 
mehr auBerhalb des Problemkreises der mathematischen Statistik liegt. 
Um jeglichem MiBverstandnisse vorzubeugen, ware es daher vielleicht 
angemessener, in bezug auf die Theoreme der mathematischen Statistik, 
wie sie hier im weiteren dargelegt werden, uberhaupt nicht von Wahr
scheinlichkeitsrechnung zu sprechen, sondern fur diese eine andere Be
zeichnung zu wahlen: es kamen da in erster Linie etwa folgende Benen
nungen in Betracht: Statistische Gesamtheitenrechnung, statistische 
Mengenrechnung oder statistische Kollektivrechnung. Beriicksichtigt 
man, daB der bereits von J. Bernoulli gepragte, aber erst durch Bort
kiewicz1 und Tschuprow ins Leben gerufene Ausdruck "stochastisch" 
einen noch nicht ganz feststehenden, aber jedenfalls ahnlichen Sinn hat, 
so konnte man hierfur auch das Wort "Stochastik" vorschlagen. Um uns 
jedoch nicht zu sehr von der sonst iiblichen Sprechweise zu entfemen, 
wollen wir im weiteren die auf die Bediirfnisse der mathematischen 
Statistik zugestutzte Wahrscheinlichkeitsrechnung einfach als die 
sta tistische W ahrscheinlichkei tsrechn ung bezeichnen. 

5. Hauptsachlicber Inhalt des Buches. 
Das Objekt der statistischen Forschung bilden, wie wir bereits 

wiederholt bemerkt haben, statistische Gesamtheiten verschiedener 
Ordnungen. Eine jede Gesamtheit besteht aus Einheiten oder Elementen, 
die ein oder mehrere allen gemeinsame Merkmale besitzen. Diese gemein
samen Merkmale, auf gewisse Zeit-Raum-Grenzen bezogen, ergeben eben 
die Definition der Beobachtungseinheit und ermoglichen sowohl die 
Gesamtheitsbildung im allgemeinen als auch ihre Auszahlung im be
sonderen. Aber abgesehen von den gemeinsamen Merkmalen - und dieses 
ist gerade das Charakteristische fur die statistische Methode -, besitzen 
die Einheiten auch eine groBere Anzahl von nicht gemeinsamen Merk
malen. Letztere konnen entweder in qualitativen Unterschieden bestehen, 
wie etwa die Merkmale "mannlich" und "weiblich", oder in nur quanti
tativen Unterschieden, wie z. B. das Alter des betreffenden Objekts. 
Wir haben femer bereits festgestellt (vgl. oben S. 9), daB die statistische 
Auszahlung ihrerseits zwei verschiedene Grundformen zulaBt: entweder 
man zahlt die Einheiten, die ein gewisses gemeinsames Merkmal oder eine 
besondere Kombination derselben besitzen, oder aber man summiert 
die Merkmale einer Gesamtheit (bzw. eines Teiles derselben) - voraus
gesetzt natiirlich, daB diese quantitativen Charakter haben und uberhaupt 
addiert werden konnen. Jede Grundform laBt ihrerseits verschiedene 
Varianten zu. Statt nur die Zahl der Einheiten, die in eine besondere 

1 Vgl. L.,v. Bortkiewicz: Die Iterationen, Ein Beitrag zur Wahr
scheinlichkeitstheorie, S. 3. Berlin 1917. 
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Gruppe fallen, anzugeben, berechnet man gewohnlich ihre relative 
Haufigkeit in der Gesamtheit, d. h. man dividiert jene Zahl durch die 
Zahl der Einheiten in der Gesamtheit. Dieser Quotient bnn auch in 
Prozenten oder Promillen dargestellt werden, indem man ihn mit 100 bzw. 
mit 1000 multipliziert. Zuweilen bezieht man die Zahl der Einheiten der 
Sondergruppe nicht auf die Zahl aller Einheiten in der Gesamtheit, sondern 
auf diejenige einer anderen Sondergruppe, wie etwa die Zahl der Knaben
geburten auf 1000 Madchengeburten. Es leuchtet ohne weiteres ein, daB 
letzterer Quotient als das mit 1000 multiplizierte Ergebnis einer Division 
der relativen Haufigkeit der Knabengeburten durch diejenige der Madchen
geburten dargestellt werden kann. Ist nam1ich m die Zahl der Knaben. 
geburten und w diejenige der Madchengeburten, so ist augenscheinlich 

1000·-=1000·--·--=1000 --:--. m m m+w (m w) 
w m+w w m+w m+w 

Auch die Summierung der zahlenma6igen Merkmale der Einheiten 
laBt ihrerseits die verschiedensten Varianten zu: statt der absoluten 
Zahlen kann man nam1ich ihre Teilsummen, Differenzen, Produkte, 
Quotienten, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, trigonometrischen Funk
tionen usw. addieren, die Summen durch die Zahl der Einheiten oder 
durch andere Summen dividieren usw. 

Entsprechend den beiden Grundformen der statistischen Auszahlung 
zerfallt auch der Inhalt der statistischen Methodenlehre zwanglos in zwei 
Hauptabschnitte: in die Theorie der Behandlung von Gesamtheiten, bei 
welchen man nur qualitative Unterschiede registriert, und in die Theorie 
der Behandlung von solchen, wo auch quantitative Merkmale beobachtet 
und addiert werden. Nach dem Vorschlage von Charlier wollen wir 
erstere als "Theor'ie der homograden Gesamtheiten" oder schlechtweg 
als homograde Theorie bezeichnen, fiir letztere aber die Benennung 
"Theorie der heterograden Gesamtheiten" oder einfach heterograde 
Theorie einfiihren.l Fiir erstere ist der Begriff der statistischen Wahr
scheinlichkeit jener Grundpfeiler, auf welchem die gesamte Theorie 
aufgebaut werden kann, fiir letztere spielt dieselbe Rolle der Begriff 
der sog. "mathematischen Erwartung" oder "mathematischen Hoff
nung" , der, wie wir spater sehen werden, trotz seines etwas "romanti
schen" Namens einen sehr einfachen und leicht verstandlichen Sinn hat. 

1 Vgl. C. V. L. Charlier: Vorlesungen uber die Grundzuge der mathe
matischen Statistik, S.9. Verlag Scientia, Lund. Hamburg 1920. Hinweise 
auf einige andere Bezeichnungen fUr dieselben Begriffe findet man Z. B. bei 
Arne Fisher "The mathematical theory of probabilities and its application 
to frequency curves and statistical methods", Vol. 1, second edition, S. 128. 
New York 1930. - Selbstverstandlich hitngt es zu gutem Teil yom Ermessen 
des Statistikers ab, ob eine Gesamtheit als homograd oder heterograd auftritt. 
Die Bevolkerung nach Altersjahren geordnet, ist heterograd, dieselbe Be
volkerung, in die Teilgesamtheiten "Kinder", "Erwachsene", "Greise" ein
geteilt, ist homograd; die qualitativen Farbenunterschiede lassen sich als 
Wirkungen quantitativer Unterschiede in den betreffenden Lichtwellen
langen darstellen usw. 
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Es sei gleich im voraus darauf hingewiesen, daB die Summierung der 
zahlenma.Bigen Merkmale einen viel allgemeineren Fall darstellt als deren 
einfache Zahlung: letztere kann sofort auf erstere zurUckgefiihrt werden, 
sobald man nur beriicksichtigt, daB sie mathematisch einer Addierung 
gleichzusetzen ist, bei welcher das Vorhandensein eines qualitativen 
Merkmals durch eine 1, sein Fehlen durch eine 0 bezeichnet wird. So 
erhalt man z. B. die Zahl der "mannlichen" Einheiten in einer Gesamtheit 
durch Summierung iiber die ganze Gesamtheit, wenn man das Merkmal 
"Mannlich" auf der Zahlkarte durch eine 1, das Merkmal "Weiblich" 
aber durch eine 0 darstellt. Somit ist es durchaus nicht verwunderlich, 
daB fast aIle Formeln der homograden Theorie als Sonderfalle der ent
sprechenden (komplizierteren) Formeln der heterograden Theorie an
gesehen und aus diesen sofort abgeleitet werden kennen. Wenn wir trotz
dem unsere Darstellung mit der homograden Theorie beginnen, so ge
schieht das hauptsachlich aus dem Grunde, weil letztere infolge ihrer 
groBeren Einfachheit zur Einfii.hrung in die Gedankengange der mathe
matischen Statistik besonders geeignet erscheint und weil ferner gewisse 
Formeln, die fiir die homograde Theorie von praktischer Bedeutung 
sind, fiir die heterograde infolge von rein rechnerischen Schwierigkeiten 
bisher nicht abgeleitet wurden. 

Von einem anderen Standpunkte aus gesehen, kann der Inhalt der 
mathematisch-statistischen Methodenlehre (in unserem Sinne) in folgende 
sechs Hauptabteilungen eingeteilt werden: 

1. Die Lehre von j en en Durchschnittscharakteristiken 
oder "statistischen Parametern", die zur Beschreibung des 
Hauptinhaltes einer statistischen Gesamtheit gebraucht 
werden (vgl. oben S. II). Wie bei allen wissenschaItlichen MaBzahlen 
iiberhaupt, so ist auch hier die Wahl der mathematischen Formel fiir diese 
Charakteristiken bis zu einem gewissen Grade willkiirlich, doch sind gerade 
in den letzten Jahren durch R. A. Fisher und seine Schiiler gewisse 
Verfahren eingefiihrtworden, die es haufig erlauben, auf Grund objektiver 
Kriterien den relativen Wert der einzelnen konkurrierenden MaBzahlen 
einzuschii.tzen (vgl. unten Kap. III § 8). Die statistischen Parameter 
zerfallen ihrerseits in eiIllge Gruppen, von denen die wichtigsten die 
folgenden drei sind: a) Parameter zur Charakteristik eines einzelnen 
variablen Merkmals (Durchschnitte, StreuungsmaBe, Momente u. dgl.); 
b) Parameter zur Charakteristik des gleichzeitigen kombinierten Auftretens 
zweier oder iiberhaupt mehrerer Merkmale (Kontingenz und Korrelations
verhaltnis; einfache, partielle und multiple, lineare und nicht lineare Kor. 
relationskoeffizienten usw.) ; und c) Parameter vom Typus der Indexzahlen. 
AlIe diese Parameter konnen fiir statistische Gesamtheiten beliebiger Ord
nungen errechnet werden, und daher wird ihre Theorie teilweise auch in den 
Inhalt der "elementaren" statistischen Methodenlehre einbezogen. 

2. Die Lehre vom direkten SchluB auf die durchschnitt
lichen Eigenschaften einer Gesamtheit niederer Ordnung 
aus einer genauen Kenntnis der "statistischen Parameter" 
in der betreffenden Gesamtheit hoherer Ordnung. 
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3. Die Lehre vom RiickschluB auf die unbekannten Werte 
der Parameter einer Gesamtheit hoherer Ordnung aus dem 
Studium des Inhaltes einer gegebenen Gesamtheit niederer 
Ordnung. 1m engsten Zusammenhange mit diesem hochst bedeutsamen 
Fragenkomplex steht das sogenannte Bayessche Problem, das Pearson
sche Kriterium X2 ("Goodness of Fit"), die praktisch so wichtige Theorie 
der Stichprobenerhebung usw. 

4. Die Lehre von der Untersuchung der zeitlichen und 
raumlichen Stabilitat der Gesamtheiten hoherer Ordnungen 
und ihrer statistischen Parameter. Infolge des Umstandes, daB 
der Biologe es gewohnlich mit viel zahlreicheren und viel stabileren 
Gesamtheiten hoherer Ordnung zu tun bekommt, als sie in der Sozial
und insbesondere in der Wirtschaftsstatistik vorkommen, ergeben sich 
hier auch groBe Unterschiede in der angewandten Methodik, und vieles, 
was fiir den Biologen von groBer Wichtigkeit ist, wie etwa die 
verschiedenen Darstellungssysteme fiir die "Verteilungsgesetze der Va
riablen" (Pearsons Typen, Thieles Semi-Invarianten, Brunssche 
Reihe u. dgl.), bleibt fiir den Sozialstatistiker ziemlich irrelevant. Ander
seits aber gewinnt fiir ihn der folgende fiinfte Abschnitt eine viel 
groBere Bedeutung. 

5. Die Lehre von der Behandlung raumlich und insbe
sondere zeitlich unbestandiger Gesamtheiten hoherer Ord
nungen. Dem Forscher kommt hierbei der Umstand zu Hilfe, daB diese, 
wenigstens im Bereiche der sozialen Massenerscheinungen, ihren Inhalt 
gewohnlich nicht plotzlich, sondern bloB relativ langsam, durch sukzes
sives Ausscheiden gewisser Elemente und ein ebensolches Eintreten 
anderer wechseln. Man denke z. B. an die bestandige Erneuerung der 
Bevolkerung durch Geburten und Todesfalle. Infolgedessen kann man 
in der Mehrzahl der FaIle auch erwarten, daB die Veranderungen in den 
statistischen Parametern dieser Gesamtheiten einen mehr oder weniger 
stetigen Verlauf aufweisen werden, und daB plotzliche, sprunghafte 
Veranderungen in ihnen, z. B. infolge von Kriegsereignissen, Wirtschafts
krisen u. dgl., wohl vorkommen konnen, aber doch eher die Ausnahmen 
als die Regel bilden. Diese Feststellung bezieht sich sowohl auf Zahlungen, 
die in gewissen Zwischenraumen den Bestand der Gcsamtheit mehr oder 
weniger erschopfend aufnehmen, als auch auf die fortlaufenden Auf
zeichnungen, die in der Regel nur die Zugange und die Abgange bei den 
betreffenden Gesamtheiten ununterbrochen in Evidenz halten. In bezug 
auf zeitlich unbestandige Gesamtheiten entsteht ferner die Frage, ob nicht 
in ihnen einzelne stabilere Komponenten entdeckt werden konnen und ob 
man nicht wenigstens fUr die Beziehungen zwischen den letzteren gewisse 
zeitlich bestandigere statistische Parameter aufzuzeigen vermag. AIle 
diese Fragen bilden den Gegenstand der Theorie der Zeitreihen (time
series). Teilweise zum selben Problemkreis gehoren die Lehren von der 
Ausgleichung, der Extrapolation und der Interpolation statistischer 
Reihen, die iibrigens auch fiir den folgenden, sechsten Abschnitt der 
mathematischen Statistik Bedeutung haben. 
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6. Die Lehre von den statistisch~n Verfahren, die zur 
Feststellung von Kausalbindungen zwischen den Elementen 
verschiedener Gesamtheiten dienen konnen. Das Forschungs
instrument, welches zur Zeit am haufigsten hier angewandt wird, 
diirften dieselben Formeln fUr den Korrelationskoeffizienten sein, die 
wir bereits oben unter 1 erwahnt haben. Ihre Anwendung auBerhalb jenes 
Problemkreises, fUr welchen sie urspriinglich ersonnen und eingefiihrt 
wurden, birgt offenbar Gefahren in sich, von denen man sich genaue 
Rechenschaft ablegen muB. Leider ist in dieser Hinsicht viel gesiindigt 
worden, und die Theorie des Verfahrens ist in ihren Einzelheiten noch 
lange nicht bis zu Ende durchgearbeitet. 

Da das vorliegende Buch, wie bereits oben mehrmals bemerkt 
wurde, in der Hauptsache bloB eine elementare Einfiihrung in die 
mathematische Statistik sein will, so greifen wir aus dem reichen Inhalt 
obiger soohs Hauptabteilungen nur jene Abschnitte heraus, die nach 
unserer Ansicht besonders dazu geeignet sind, dem Leser eine engere 
Bekanntschaft mit dem Geiste und dem Ideenkreise unserer Disziplin 
zu vermitteln. Bei der Wahl der zu behandelnden Probleme gelten 
ffir uns in ersten Linie "wissenschaftlich-padagogische" tlberlegungen, 
und wir lassen daher im allgemeinen solche Theoreme, die lediglich 
mathematisch komplizierte Weiterfiihrungen bereits untersuchter Ge
dankengange darstellen, ganz beiseite. So werden im I. Kapitel die 
Grundelemente der homograden Theorie ziemlich vollstandig dargestellt, 
und die Kapitel IT und ITI enthalten eine ebenfalls recht ausfiihrliche 
Darstellung des Inhalts der oben aufgezahlten Hauptabteilungen 1 bis 3, 
aber nur in bezug auf ein einzelnes variables Merkmal. Die Theorie 
des gleichzeitigen kombinierten Auftretens mehrerer MerkmaJe, sowie 
die Hauptabteilungen 4 bis 6, deren ausfiihrlichere Darstellung allein den 
Inhalt unserer Arbeit mindestens verdoppeln, wenn nicht verdreifachen 
konnte, werden hingegen im Kapitel IV nur so weit behandelt, ala es 
notwendig erscheint, um den Leser zum Studium der betreffenden 
Spezialuntersuchungen hiniiberzuleiten, von denen es zurzeit auch in 
deutscher Sprache mehrere gibt. 

Erstes Kapitel. 

Elemente der statistischen Wahrscheinlichkeits
rechnung und homograde Theorie. 

1. Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit. 
Wir haben bereits in der Einleitung festgestellt, daB die Grundform, 

in welcher man gewohnlich die Resultate der Auszahlung homograder 
Gesamtheiten darstellt, die relative Haufigkeit (bzw. das IOOfache 
oder lOOOfache von ihr) der verschiedenen Merkmale und Merkmals
gruppen in ihr ist. So beroohnen wir z. B. die relative Haufigkeit der 
Personen, die im arbeitsfahigen Alter stehen (ein Merkmal), der arbeits
fahigen Manner (Kombination zweier Merkmale), der arbeitsfahigen 
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deutschen Manner (Kombination dreier Merkmale) usw. Unser letztes 
Ziel besteht hierbei entweder darin, nur die Gliederung eben der gegebenen 
konkreten Gesamtheit zu erfassen, oder aber (und dieses diirfte der 
haufigere Fall sein) darin, auf GrUnd der relativen Haufigkeiten, die eine 
gewisse Gesamtheit aufweist, zu den uns unmittelbar nicht gegebenen 
und daher gewohnlich ganz unbekannten relativen Haufigkeiten in einer 
verwandten Gesamtheit hoherer Ordnung vorzudringen. Gegeben 
sei z. B. die relative Haufigkeit der Knabengeburten unter allen Geburten, 
die eine Gruppe "nordischer" Ehepaare im Laufe eines J ahres aufzuweisen 
hat. Gefragt wird Mch der relativen Haufigkeit aller "nordischen" 
Knabengeburten desselben Jahres (Gesamtheit hOherer Ordnung) oder 
solcher Geburten in einer langeren Reihe von Jahren (Gesamtheit nachst
hoherer Ordnung). Ein anderes Beispiel: gegeben sei die relative Haufig
keit der lebenden Knabengeburten aller weiBen Rassen fiir eine Reihe 
von Jahren. Diese Geburten sind das Resultat einer etwa 9monatigen 
Entwicklung nur eines Telles der "Zigoten" (mit diesem Namen bezeichnet 
man bekanntlich das Vereinigungsprodukt der bei der Befruchtung 
beteiligten mannlichen und weiblichen "Gameten".l) Die iibrigen "Zi
goten" sind noch vor der Geburt durch Abortus u. dgl. zugrunde gegangen. 
Nimmt man an, daB das Geschlecht bereits bei der Entstehung der "Zi
gote" bestimmt wird, so kann die Frage aufgeworfen werden nach der 
relativen Haufigkeit der mannlichen "Zigoten" unter allen "Zigoten" 
der weiBen Rassen (verwandte Gesamtheit hoherer Ordnung). Die Be· 
antwortung dieser Frage konnte eventuell auch praktisches Interesse fiir 
den BevoIkerungspolitiker und Hygieniker beanspruchen, denn es 
ist ziemlich wahrscheinlich, daB zur Zeit die Sterblichkeit der mann
lichen Zigoten groBer aIs diejenige der weiblichen ist. Sollten schon die 
"Gameten" des Mannes das Geschlecht des Kindes bestimmen, so 
konnte man ferner nach der relativen Haufigkeit der mannlichen "Ga
meten" fragen, von denen nur ein verschwindend kleiner Tell wirklich zur 
Be£ruchtung kommt (verwandte Gesamtheit nachsthoherer Ordnung). Do. 
ferner jede menschliche "Gamete" ihrerseits 48 (oder47) "Chromosomen" 
enthaIt, die bei den Erblichkeitsvorgangen eine groBe Rolle spielen, so 
ware es im Prinzip denkbar,auch nach der relativen Haufigkeit derselben 
im Zusammenhange mit der Geschlechtsbestimmung zu £ragen usw. 

An Stelle des ungeschickten Ausdruckes "relative Haufig
keit eines Merkmals in einer Gesamtheit hoherer Ordnung 
als die gegebene" setzen wir nun den Ausdruck: "statistische 
Wahrscheinlichkeit des Merkmals". Wir werden uns im Laufe der 
weiteren Ausfiihrungen iiberzeugen konnen, daB diese Definition bereits 
ausreichend ist, um aIle formal mathematischen Theoreme der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf ihr aufzubauen. Wir schreiben "formal 
mathematische", um anzudeuten, daB es von diesen Theoremen einen 
unmittelbaren tTbergang zur konkreten Tatsachenwelt noch nicht gibt, 

1 VgI. W. Johannsen: Elemente der exakten Erblichkeitslehre etc., 
S.163, 414. 
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denn nach unserem Dafiirhalten kann das sogenannte "Gesetz der groBen 
Zahlen" allein mit Hille mathematiacher "tautologischer Umformungen" 
nich t bewiesen werden. Urn diesen Ubergang zur Tatsachenwelt zu 
schaffen, miissen gewisse zusatzliche Annahmen eingefiihrt werden, die 
nicht mathematischer, sondern empirischer Natur sind und darin bestehen 
konnen, daB man sich die betreffende Gesamtheit hoherer Ordnung als 
ein "statistisches Kollektiv" denkt. Unter einem "statistischen 
Kollektiv" verstehe ich - in gewisser Anlehnung an Mises - eine solche 
"gut durchmischte" Gesamtheit, aus welcher die gegebene Gesamtheit 
auf dem Wege einer "blinden Auswahl" etwa nach dem Muster von Kugel
ziehungen aus einer geschlossenen Urne entstanden sein konnte. Unsere 
"statistischen Kollektive" bilden also nur einen Sonderfall unter den 
statistischen Gesamtheiten, und sie konnen, wie diese, ein objektives 
Dasein fiihren, durch bloBe Willkiir des Forschers gebildet werden, oder 
sogar rein gedankliche Konstruktionen darstellen; ferner konnen sie, 
ebenfalls wie die Gesamtheiten iiberhaupt, entweder Bestandmassen 
sein, die zu einem gewissen Zeitpunkte wirklich in ihrem ganzen Umfange 
existieren, oder aber Ereignismassen, deren Elemente nur allmahlich 
im Laufe der Beobachtung entstehen und nicht aIle gleichzeitig in Er
scheinung treten. Der Begriff des statistischen Kollektivs wird weiter 
unten im § 8 dieses Kapitels ausfiihrlich behandelt. 

Der Umfang einer Gesamtheit, bzw. eines statistischen Kollektivs, 
wird durch die Zahl der in ihm enthaltenen Elemente (Einheiten) ge
messen. 1st dieser Umfang N und M die Zahl der ein bestimmtes Merkmal 

besitzenden Elemente in der Gesamtheit, so bedeutet derselbe Quotient -:

entweder die relative Haufigkeit oder die statistische Wahrscheinlichkeit 
des Merkmals - je nachdem, ob wir den Quotienten auf die unmittelbar 
gegebene Gesamtheit beziehen oder auf eine Gesamtheit niederer Ordnung. 

In letzterem FaIle bezeichnet man -: gewohnlich durch den Buchstaben p. 

Es leuchtet ohne weiteres ein, daB * nicht kleiner als 0 und nicht groBer 

als 1 sein kann, denn Mist immer kleiner als oder hochstens gleich N. 
Mathematisch wird das folgendermaBen ausgedriickt: 

M 
O<N<1. 

Die mathematische Handhabung des Quotienten ~- wird durch den 

"Additionssatz" und den "Multiplikationssatz" bedeutend erleichtert. 

2. Zwei Hilfssiitze iiber die Addition und die Multiplikation 
der Hiiufigkeiten (bzw. statistischen Wahrscheinlichkeiten). 

Satz I. (Additionssatz.) Die relative Haufigkeit einer Gruppe von 
Elementen in einer Gesamtheit, die eines von zwei oder mehreren 
einander ausschlieBenden Merkmalen besitzen, ist gleich der Summe der 
relativen Haufigkeiten dieser Merkmale. 
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So formuliert, bedarf der Satz kaum eines Beweises. Die statistische 
Gesamtheit bestehe z. B. aus N Elementen, von denen M 1 das Merkmal 
A, M2 das Merkmal B, Ms das Merkmal G, M, das Merkmal D usw. 
aufweisen. Die Merkmale schlieBen einander aus, so daB ein Element 
zu gleicher Zeit nicht zwei oder drei solcher Merkmale besitzen kann. 
Die relative Hau£igkeit jener Gruppe der Elemente, die entweder das 
Merkmal A, oder das Merkmal B, oder das Merkmal 0 besitzen, ist 
dann offenbar gleich 

M1+M.+Ma _ Ml + M. + Ma 
N -N N N' 

wobei die einzelnen Briiche der rechten Seite eben die relativen Haufig
keiten der Merkmale A, B und G darstellen. Der Satz laBt sich offenbar 
auf eine beliebige Anzahl von Merkmalen verallgemeinem. 

Satz II. (Multiplikationssatz.) Die relative Haufigkeit des gleich
zeitigen Auftretens zweier oder mehrerer Mer:kroale an einem Element 
in einer statistischen Gesamtheit ist gleich dem Produkte der relativen 
Hau£igkeit eines von diesen Merkmalen mit den bedingten relativen 
Haufigkeiten, die dann den iibrigen Merkmalen zukommen. 

Die statistische Gesamtheit bestehe wiederum aus N Elementen, 
von denen nur M 1 Elemente das Merkmal A aufweisen. Unter diesen M 1 

Elementen besitzen nur m 2 das Merkmal B, und unter den letzteren 
wiederum nur ms das Merkmal G. Gefragt wird nach der relativen Hau£ig
keit jener Elemente, die gleichzeitig die Merkmale A, B und G aufweisen. 

Diese Haufigkeit ist offenbar gleich ;a. Letzterer Quotient kann jedoch 

wie folgt transformiert werden: 

ma Ml m. ma 
}{ =N' M~' ma' 

Die linke Seite der Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der rechten 

durch Wegkiirzen der Faktoren M 1 und mg. Nun bedeutet der Quotient ~l 
die relative Haufigkeit des Merkmals A in der Gesamtheit, und der Quo

tient ;: ebenfalls eine relative Haufigkeit - diejenige des Merkmals B, 

aber nur in jenem Teile der Gesamtheit, welcher solche Elemente enthii.lt, 
die gleichzeitig auch das Merkmal A besitzen. Dieser Teil wiirde sich 
offenbar dadurch ergeben, daB man aus der Gesamtheit aIle Elemente 
ohne A, d. h. alle "Nicht-A", entfemt. Es ist femer klar, daB der Quo-

tient ma die relative Haufigkeit des Merkmals G in jenem noch kleineren 
ma 

Umkreise der Elemente darstellt, die gleichzeitig die Merkmale A und B 
aufweisen und die den Umfang der Gesamtheit nach der Entfemung aller 
Elemente ohne A und ohne B bilden. Die relativen Haufigkeiten 

Mm~ und ~ nennt man deshalb bedingte relative Haufigkeiten, 
1 ma 

und in bezug auf eine Gesamtheit niederer Ordnung heiBen sie bedingte 
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statistische Wahrscheinlichkeiten. Bezeichnet man jetzt ~1 

durch P'A' so kann ;., d. h. die bedingte relative Haufigkeit von Bunter 
1 

der Voraussetzung, daB alle "Nicht-A" entfernt worden sind, durch 
P' B(A) dargestellt werden. Desgleichen bedeutet dann p' a (AB) den Quo-

tienten ma , d. h. die bedingte relative Haufigkeit von 0 unter der Voraus-
m. 

setzung, daB alle "Nicht-A" und "Nicht-B" beseitigt worden sind; 

schlieBlich schreiben wir noch p' ABO fiir ';; , und der Inhalt des Satzes II 

erhalt dann folgenden mathematischen Ausdruck: 
I " , 

P ABO- P A • P B(A)' P O(AB)" 

Da man die Merkmale A, B und 0 beliebig anordnen kann, so ist es ohne 
weiteres klar, daB auch die folgenden Beziehungen zu Recht bestehen: 

I I I , 

PABO=PA,PO(A)'P B(AO); 

, " I, " , 
PABa = P B' P A (B) • P O(AB) = P B' P a (B) • P A (BO); 

I "f I I , 

PABa = PO' P A (0) • P B(AO) = PO' P B(O)' P A (BO), 

Selbstverstandlich werden in jeder von diesen Formeln andere Werte 
fiir M l' m 2 und ma auftreten. 

Es ist ferner auch leicht ersichtlich, daB Satz II auf eine beliebige 
Anzahl von Merkmalen erweitert werden kann. 

Der hochst elementare Sinn dieser mathematischen Symbole wird 
vielleicht verstandlicher werden, wenn man folgendes kleine Beispiel 
betmchtet. Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange 100, die die 
Bevolkerung einer Gemeinde darstellt. Die Gliederung derselben sei aus 
folgender Tabelle ersichtlich. 

Miinnlich ... . 
Weiblich .... . 

Zusammen ... 

Deutsche 

Voll- I Nicht! Zu-
jiibrig voll- sammen 

jiibrig 

15 
10 

25 

13 
17 

30 

28 
27 

55 

Nichtdeutsche 

VOll-! Nlcht I Zu-
jiibrig voll- sammen 

jiibrig 

14 
9 

23 

2 
20 

22 

16 
29 

45 

Insgesamt 

Voll- I NiCht! Zu-
jiibrig j:~ sammen 

29 
19 

48 

15 
37 

52 

44 
56 

100 

Es bedeute nun A das Merkmal "deutsch", B das Merkmal "voll
jahrig" und 0 das Merkmal "mannlich". Dann erhalten unsere Symbole 
folgende Zahlenwerte: 

P'ABO = 11:0 ; (15 ist die Zahl der deutschen volljahrigen Manner); 

, 44 
Po = 100; 
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I 25 I 28 I 25 I 29 
P A(B) = 48; p A (0) = -44; p B(A) ="55; p B(O) = 44 ; 

I 28 I 29 
P O(A) ="55; p O(B) ="48; 

I W, W I U 
P A(BO) = 29 ; p B(AO) = 28; p C(AB) = 25". 

Und fiir P'.ABO ergeben sioh folgende 6 Gleiohungen, die alIe zum 

selben Resultat: p' ABO = 11:0 fiihren. 

I I I I 55 25 15 15 
P ABO = PAP B(A) P O(AB) = 100 ·55·25" = 100; 

I I I 55 28 15 15 
= PAP O(.A) P B(AO) = 100 ·"55·28 = 100; 

I I I 48 25 15 15 
= P BP A(B)P O(AB) = 100·"48·25" = 100; 

I I I 48 29 15 15 
=PBPO(B)PA(BO) = 100 ·"48·29= 100; 

I I I 44 28 15 15 
= PoP A (0) P B (AO) = 100· 44 . 28 = 100; 

I I I 44 29 15 15 
= PoP B(O) P A (BO) = 100 ·44·29 = 100· 

Ein interessanter Sonderfallentsteht, wennder Quotient ;: gleioh ~I 
wird, d. h. der relativen Haufigkeit des Merkmals Binder ganzen Gesamt· 

heit vom Umfange N, und ebenso der Quotient 'Ina gleioh MNa , d. h. der 
'Ina 

relativen Haufigkeit des Merkmals C in derselben Gesamtheit. Das be· 
deutet, daB in diesem FaIle die relative Haufigkeit von B ganz dieselbe 
bleibt, ob nun das Merkmal A im Elemente vorhanden ist oder nioht, 
und desgleichen auoh die relative Haufigkeit von C in bezug auf das 
Vorhandensein von A und B; wir erhalten dann einfach: 

'In. Ml Mg Ms I I I 

N = ---y-. ---y-. ---y- = P A· P B· P O· 

Denkt man sioh die Gesamtheit als eine Gesamtheit hoherer Ordnung 
und stellt sich vor, daB iiberhaupt aIle bedingten Wahrscheinlichkeiten 
gleich den einfa.chen statistischen Wahrscheinlichkeiten der Merkmale 
sind, und durch das Vorhanden· oder Nichtvorhandensein der iibrigen 
Merkmale nicht beeinfluBt werden, so kann man bei den Quotienten P' 
die Akzente weglassen und erhii.lt die folgenden Beziehungen: 

Anderson, Statlstik. 

PA(B) = PA(O) = PA(BO) =PA' 

PB(A) = PB(O) = PB(AO) = PB' 

PO(A) = PO(B) = PO(AB) = Po, 

PABO = PAPBPO; 

3 
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und.ferner, wenn man die statistischen Wahrscheinlichkeiten des gemein* 
samen Auftretens der Merkmale..4. und B, ..4. und 0, B und 0 bzw. mit 
PAB' PAO' PBO bezeichnet: 

PAB=PAPB' PAO=PAPO' PBO=PBPO' 
In diesem FaJIe nennt man die Merkmale ..4., B und 0 "voneinander 

stochastisch unabhangig". Dieser Begriff spielt eine groBe Rolle 
in der Korrelationstheorie. Er kann ebenfalls, wie leicht ersichtlich, auf 
eine beliebige Anzah! von Merkmalen iibertragen werden. 

s. Der Binomialsatz. 
Gegeben sei wiederum eine Gesamtheit von N Elementen, von denen 

nur M ein bestimmtes Merkmal ..4. besitzen. Betrachten wir die relative 
Haufigkeit dieses Merkmals in einer "Stichprobe" von n, Elementen, 
die gleichzeitig oder eines naoh dem anderen aus der Gesamtheit auf 
beliebige Art entnommen werden. Diese Stichprobe bildet eine neue 
Gesamtheit, gegeniiber welcher die friihere. offenbar zu einer Gesamtheit 

hoherer Ordnung vorriickt, so daB der Quotient -; bereits den Charakter 

einer statistischen Wahrscheinlichkeit erhiilt und mit P bezeichnet werden 
kann. Nehmen wir an, daB in unserer Stichprobe m Elemente das Merkmal 

..4. aufweisen, so daB der Quotient m die relative Hiiufigkeit des Merk* n, 
mals ..4. ergibt. Gefragt wird zuniichst nach dem maximalen Betrage des 

Fehlers, den wir begehenkonnten, wenn wir: einfach gleich -; annehmen 

wollten, d. h. nach der maximalen absoluten GroBe iJ, der Differenz 
m M 
-n-Y' 

Wir setzen: N -n, = b und M - m = a. Da b die Anzahl der in der 
Gesamtheit noch verbliebenen Elemente bedeutet, so ist offensichtlich, 
daB a, die Anzahl derjenigen Elemente unter den letzteren, die das Merk
mal ..4. besitzen, nicht groBer als b sein kann: 

a~b. 

Es ist nun 
m M M-a M bM-aN b (M a) 
---;;;;-y= N-b -y= (N-b)N = N-b Y-b" (1) 

Da sowohl ~ als auch : positiv und echte Briiche sind, so ist ihre 

Differenz, absolut genommen, jedenfa.lls kleiner a.ls 1 (es ist, da n < N, 
unmoglich, daB gleichzeitig M = N und a = 0, oder M = 0 und a = b); 
folglich ist: 

b 
d< N-b' 

Solange b im Verhiiltnis zu N klein ist, also n, nahe an N herankommt, 
d. h. solange die Stichprobe die groBe Mehrzahl aller Elemente der Gesamt-
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heit enthiilt, ergeben sich aus dieser Ungleichung sehr enge Grenzen fiir 
den maximalen absoluten Betrag des Fehlers, den wir bei Gleichsetzung von 

: mit -; begehen konnen. Aber bei groBembund,folglich, beikleinemn 

im Verhaltnis zu N verliert die Formel jeglichen Wert. Tst z. B. 11. kleiner 
als M und als N - M, so kann man, je nach der Anordnung der Stich-

probenentnahme, fur m aile Werte von 1 bis 0 erhalten, und zwar ganz 
11. 

unabhangig davon, welchen Wert -; tatsachlich aufweist. Nur wenn man 

die Stichprobenentnahme so organisieren kann, daB : nahe bei -; liegt, 

wird Formel (1) enge Fehlergrenzen ergeben, denn aus -; = : folgt auch 

: = -;. Dies wird z. B. dann der Fall sein, wenn die Gesamtheit 

hoherer Ordnung gut durchmischt ist, so daB in allen ihren Teilen die 
Haufigkeit des V orkommens des Merkmals A ungefahr die gleiche ist, 
d. h. mit anderen Worten: wenn die Gesamtheit als statistisches Kollektiv 
angesehen werden darf. Das V orhandensein eines derartigen Kollektivs 
oder die Moglichkeit, sich ein solches zu konstruieren, ist eine quaestio 
facti, die durch keine Transformation von noch so komplizierten mathe
matischen Formeln herbeigefiihrt werden kann. Die Hille der Mathematik 
ist aber bereits beim nachsten Schritte des Forschers wieder moglich. 
Es wird vorausgesetzt, die Gesamtheit vom Umfange N sei ein Kollektiv, 
aus welchem s8.chgemaB 11. Elemente entnommen worden seien, und es 

wird gefragt: Wie weit kann sich nun : von -; entfernen, und was noch 

wichtiger ist, bei einer wie groBen Differenz zwischen :: und -; ist man 

gezwungen, die Hypothese, die Gesamtheit sei ein statistisches Kollektiv, 
als nicht plausibel zu verwerfen ? Diese Fragen fiihren uns zum Binomial
satz und uber diesen hinweg zum beruhmten Exponentialsatz, der mit 
den Namen Bernoulli, De Moivre und Laplace verbunden ist. 

Es ist immer vorteilhaft, bei langerem mathematischen Berechnungen, 
denen der Laie nur mit ziemlicher Anstrengung folgen kann, gleich von 
vornherein anzugeben, was das Ziel ist, zu welchem man den Leser durch 
den mathematischen Formelwald fiihren will. Unser nachster Weg fiihrt 
nun uber die folgenden Etappen. Zunachst wollen wir feststellen, wie in 
jener neuen Gesamtheit, die aIle uberhaupt moglichen Resultate der 
Ziehung von 11. Elementen aus einer gegebenen Gesamtheit vom Um
fange N enthalt, die relativen Haufigkeiten der Resultate: 11. mal A, 
(11.-1) malA, (11.-2) malA usw. sich ergeben. Gegenuber den Resultaten 
der tatsachlich vorgenommenen Ziehungen erhalten die letzteren ja den 
Charakter von statistischen Wahrscheinlichkeiten. Ferner werden wir 
untersuchen, ob man hier nicht solche Grenzen fiir die Abweichung 

: - -; angeben kann, innerhalb welcher sich die groBte Mehrzahl aller 

moglichen Ergebnisse befinden wird, so daB die totale relative Haufigkeit 
3* 
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einer noch groBeren Abweichung sehr gering wird. Bis zu dieser Stelle 
ist es moglich, allein mit den Begriffen "statistische Gesamtheit" und 
"relative Haufigkeit" auszukommen, d. h. auf dem Boden rein mathemati
scher "tautologischer Umformungen" zu bleiben. Der nachste Schritt 
wird uns jedoch wieder in den Bereich der Empirie zuriickbringen. Wir 
werden namlich das sogenannte Cournotsche Lemma einfiihren und 
uns auf die Erfahrungstatsache berufen, daB bei Gesamtheiten, die 
den Charakter von statistischen Kollektiven besitzen, Elemente, die 
geringe relative Haufigkeiten aufweisen, nur sehr selten beobachtet 
werden. Und hieraus werden wir den SchluB ziehen, daB, folglich, groBe 

Abweichungen : - -:- bei statistischen Kollektiven ebenfalls bloB selten 

anzutreffen sein werden. Das ware der wesentliche Inhalt der Cournot
schen Formulierung des sogenannten "Gesetzes der groBen Zahlen". 

Die jetzt folgenden mathematischen Ausfiihrungen sind recht kompli
ziert und ermiidend; da sie aber fiir das Verstandnis der weiteren Kapitel 
dieses Buches notwendig sind, bitten wir den Leser, sie nicht ganz zu 
iiberschiagen, sondern wenigstens aufmerksam durchzusehen. Um ihnen 
genau folgen zu konnen, ist iibrigens die Kenntnis der hoheren Mathematik 
nicht erforderlich. 

Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange N, bei welcher M Elemente 
das Merkmal A und die iibrigen N - M Elemente das MerIanal B be
sitzen. A und B schlieBen sich gegenseitig aus, etwa wie "mannlich" und 
"weiblich" oder "schwarz" und "weill". Wir entnehmen jetzt - auf 
beliebige Art - zwei Elemente aus dieser Gesamtheit. Das Resultat kann 
offenbar nur die folgenden 4 Kombinationen1 ergeben: 1. zuerst Merk
mal A und darauf nochmals Merkmal A, 2. zuerst Merkmal A und darauf 
Merkmal B, 3. zuerst Merkmal B und darauf Merkmal A, und schlieBlich 
4. zuerst Merkmal B und dann nochmals Merkmal B. Symbolisch konnen 
wir diese 4 Kombinationen wie folgt hinschreiben: 

AA, AB, BA, BB. 

Falls aber fUr uns die Reihenfolge der entnommenen Elemente irre
levant ist, so brauchen wir nur 3 Falle zu unterscheiden: 

2mal A, Imal A und Imal B, 2mal B. 

Wenn wir uns nun vorstellen, daB die Ziehung zu je 2 Elementen so 
.lange fortgesetzt wird, ala es iiberhaupt moglich ist, d. h. bis zur volligen 
AusschOpfung der Gesamtheit, so kann auch die folgende Frage aufge
worfen werden: Wie stellt sich die relative Haufigkeit der Ergebnisse 
AA, AB und BB in der Gesamtheit aller gezogenen Paare 1 (Die letzteren 

1 Mathematisch korrekt ware hier "Komplexionen" zu sagen, doch gehort 
die Kombinationslehre zu den am wenigsten beliebten Abschnitten de~ 
Schulalgebra. und wir gebrauchen daher durchwegs den weniger "schreck
lichen" Ausdruck "Kombination". der aber nicht mit dem gleichnamigen 
technischen Ausdruck. welcher in jener Lehre gebrauchlich ist, verwechselt 
werden dan. 
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bilden nii.mlich eine neue Gesamtheit vom Umfange ~, wenn N gerade 

iat, und vom Umfange N 2 1 bei ungeradem N.) Wir kOnnen aber auch 

noch einen Schritt weitergehen und darnach fragen, welche Werte diese 
relativen Haufigkeiten fiir die Gesamtheit aller ii ber hau pt moglichen 
Paarungen der Elemente annehmen Wiirden, einen Teil von welchen 
die tatsachlich vorgekommenen Paare ausmachen. In diasem Falle ist 
der Umfang der neuen Gesamtheit ein viel groBerer, denn jedes der 
N Elemente kann zum ersten Male gezogen werden und jedes der iibrigen 
N - 1 Elemente kann ihm als zweites folgen. Die Gesamtheit der mog
lichen Paarungen ergibt sich also gleich N (N -1). Nur diese zweite 
Fragestellung wird uns hier im weiteren interessieren, da sie offenbar 

von den Zufalligkeiten der tatsa.chlich erfolgten ~ bzw. N 2 1 Ziehungen 

nicht abh8.ngt und daher eine objektivere Antwort auf die gestellte Frage 
zulaBt. AuBerdem nimmt letztere Gesamtheit gegeniiber der vor
genannten die Stellung einer Gesamtheit noch hoherer Ordnung ein, 
deren Haufigkeiten fiir diese bereits zu statistischen Wahrscheinlich
keiten vorriicken. 

Unsere erste Frage ist: Wie viele unter den moglichen N (N - 1) 
Paarungen werden nun die Kombination AA ergeben ~ Da M die Anzahl 
der Elemente mit dem Merkmal A ist und jedes von diesen M sich mit den 
iibrigen M -1 kombinieren kann, so ist die Anzahl der Paare vom 
Typus AA offenbar gleich M (M - 1); ihre relative Haufigkeit ist also 
durch den Quotienten 

M(M-l) 
N(N-l) 

gegeben. Es ist zu beachten, daB der Quotient ~ die relative Haufigkeit 

des Merkmals A darstellt, wahrend ~ : seine relative Haufigkeit in 

der Voraussetzung bedeutet, daB dieses Merkmal bereits zum ersten Male 
erschienen und ausgesondert ist, d. h. seine bedingte relative Haufigkeit. 
Wir ersehen hieraus, daB der Multiplikationssatz des vorhergehenden 
Paragraphen auf den vorliegenden Fall ebenfalls angewandt werden kann. 
Da man aber hier auch ohne ihn auskommen kann und da anderseits seine 
Einfiihrung gewisse zusatzliche Komplikationen bedingt, so lassen wir 
ihn vorlaufig beiseite. 

Die Kombination A mit B kann, wie wir bereits bemerkt haben, auf 
zweierlei Weise entstehen: entweder man entnimmt der Gesamtheit 
zuerst A und darauf B, was M (N - M) verschiedene Paare ergeben 
kann, oder man zieht zuerst B und darauf A, was wiederum (N - M) M 
verschiedene Paarungen bewirkt. Somit ist, nach dem Additionssatz 
des vorhergehenden Paragraphen, die relative Haufigkeit des Falles 
,,1 mal A und 1 mal B" gleich dem Quotienten 

M(N-M) + (N-M)M 2M(N-M) 
N (N-l) = N(N-l) . 
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Die relative Haufigkeit des Resultates "keinmal A und 2 mal B" ist 
offenbar gleich 

(N - M) (N - 1J[ - 1) 
N(N-1) 

Die Summe der 3 relativen Haufigkeiten: 

M(M-1) + 2M(N-M) + (N-M) (N-M-1) 
N(N-1) N(N-1) N(N-1) 

ergibt, wie es auch sein muG, 

N(N-1) 
N(N-1) = 1. 

Somit ist keine mogliche Kombination iibersehen und auch keine doppelt 
gezahlt worden. 

Betrachten wir jetzt den Fall von 3 gleichzeitigen Ziehungen aus 
der Gesamtheit. Jedes der N Elemente, die als erste entnommen werden 
konnen, kann sich mit jedem der iibrigen N - 1, als zweitem, kombinieren, 
und jedem der so erhaltenen N (N -1) Paare kann wiederum jedes der 
noch iibrigen (N - 2) Elemente folgen. Somit ist die Anzahl der mog
lichen Gruppen zu 3 Elementen gleich 

N (N - 1) (N - 2). 

Die Anzahl der moglichen Gruppen vom Typus AAA ist, wie leicht 
ersichtlich, gleich M (M -1) (M - 2); ihre relative Haufigkeit betragt 
also 

M (M-1) (M-2) 
N(N-1) (N-2) . 

Die Gruppierung ,,2 mal A und 1 mal B" kann bereits auf drei ver
schiedene Arten entstehen, die man symbolisch so darstellen kann: 

AAB, ABA, BAA. 
Die Anzahl der moglichen Gruppen der ersten Art ist M (M - 1) (N - M), 
die der zweiten: M (N - M) (M -1), und die der dritten: (N - M) M 
(M -1). Die totale relative Haufigkeit der betrachteten Gruppierung 
ergibt sich also, nach dem Additionssatz, aus dem folgenden Ausdruck: 

M(M-1) (N-M) +M(N-M) (M-1) +(N-M)M(M-1) _ 
N(N-1)(N-2) -

-3 M(M-1) (N-M) 
- N(N-1) (N-2) 

Desgleichen erhalten wir fUr die relative Haufigkeit der Gruppierung 
,,1 mal A und 2 mal B" den Wert 

M(N-M) (N-M-1) 
3 N (N _ 1) (N - 2) , 

und fUr "keinmal A und 3 mal B" den Wert: 
(N - M) (N - M -1) (N - M - 2) 

N(N -l)(N -2) 
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Auch hier ergibt die Summe der relativen Haufigkeiten der 4 moglichen 
Gruppierungen genau den Wert 1. 

Desgleichen erhalten wir fiir den Fall von 4 Ziehungen die folgenden 
Resultate: 

Fiir die Gruppierung ,,4 mal A und kefumal B" die relative Haufigkeit 
M(M-I)(M-2) (M-3) . 
N(N-I)(N-2) (N-3) , 

FUr die Gruppierung ,,3 mal A und 1 mal B", die sich aus den 4 Kom-
binationen .. 

AAAB,AABA, ABAA,BAAA 
ergeben kann, die relative Haufigkeit: 

4 M(M-I)(M-2)(N-M) . 
N(N-I)(N-2)(N-3) , 

FUr die Gruppierung ,,2 mal A und 2 mal B", die sich aus 6 verschiedenen 
Kombinationen ergibt, 

AABB, ABAB, ABBA, BBAA, BABA, BAAB, 

die relative Haufigkeit: 
M(M-I)(N-M)(N-M-I) . 

6 N(N-I)(N-2)(N-3) , 

FUr die Gruppierung ,,1 mal A und 3 mal B", wiederum mit den 4 Kom
binationen 

BBBA, BBAB, BABB, ABBB, 
die relative Haufigkeit: 

M (N - M) (N - M - I) (N - M - 2) 
4 N(N-I)(N-2)(N-3) ; 

und schlieBlich fur "keinmal A und 4mal B" die relative Haufigkeit: 
(N -M) (N -M -I) (N -M -2)(N -M-3) 

N(N -I)(N -2) (N -3) 

Die Summe aller 5 relativen Haufigkeiten ergibt wiederum genau 1. 
1m allgemeinen FaIle, bei n Elementen, die der Gesamtheit ent

nommen werden, wiirden sich folgende relative Haufigkeiten ergeben: 

f ·· IA d k' IB'" M(M-I)(M-2) .... (M-n+l) 
ur "nma un emma . -jr(N -I) (N _ 2) .... (N -n + I) 

fiir ,,(n -1) mal A und 1 mal B": 
n M(M-I)(M-2) .... (M-n+2) (N-M) 
T' N(N-I)(N-2) .... (N-n+l) 

fUr ,,(n-2)maIA und 2maIB": 

n(n-I) M(M-I)(M-2) .... (M -n + 3)(N - M) (N -M -I) . 
1.2 N(N-l)(N-2) .... (N-n+l) 

usw. 
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Es litBt sich unschwer nachrechnen, daB die Gruppierung "mmalA 
und (n - m) mal B" folgende relative Haufigkeit besitzen muB: 

n (n - 1) (n - 2) .... (m + 2) (m + 1) X 
1.2.3 .... (n-m-1)(n-m) 

M(M-1)(M-2) .... (M-m + 1) (N-M) (N-M-l) x 
X(N-M-2) .... (N-M-n+m+ 1) 

X---------------~~~~~~-=----~~--~~------~~~ 
N (N -1) (N -2) .... (N -n + 1) 

Diese schwerfiilligen Formeln konnen durch eine angemessene Symbolik 
bedeutend vereinfacht werden. Zunachst ersehen wir, daB die Koeffi
zienten 

1 !!: ~n-..!L n(n-l)(n-2) .... (m+2)(m+1) 
'1' 1.2 , .... , 1.2.3 .... (n-m-l)(n-m) 

(ebenso wie frillier die Koeffizienten 1,2, 1; 1, 3, 3, 1; 1,4, 6, 4, 1; usw.), 
welche die Anzahl von Arlen angeben, auf die n "Ziehungen" in mmaliges 
Eintreffen von A und (n - m)maliges Ausbleiben von A (und Eintreffen 
von B) eingeteilt werden konnen, eigentlich die Koeffizienten des Newt on
schen Binomialsatzes darstellen und folglich auf die iibliche Art durch die 
Symbole 

ersetzt werden konnen. Die Produkte M (M -1) (M - 2) .... (M - m + 1), 
(N - M) (N - M - 1) (N - M - 2) ... , (N - M - n + m + 1) und 
N (N -1) (N - 2) .... (N - n + 1) sind, wie sich aus dem Vergleich 
mit den Formeln der Kombinatorik sofort ergibt, eigentlich Zahlen der 
"Variationen ohne Wiederholung" und werden gewohnlich durch die 
Symbole 

~, V;=~ und ~ 

wiedergegeben. Somit ergeben sich im allgemeinen Fall von n Einheiten 
in der Stichprobe folgende relative Haufigkeiten fiir die Resultate "nmalA 
und keinmal B", ,,(n -1)maIA und 1 mal B", ,,(n - 2) mal A und 
2mal B", .... "mmal A und (n - m)mal B", .... "keinmal A und 
nmal B"; 

('II,) V1r ('II,) ~-1 • V~ -M ('II,) ~-2 • Vi._M 
0yt!'1 yt! '2 yt! , 

N N N 

V m V n- m V n 
.... , (~) M 'VnN- M, .... , (:) N-M (2) 

N ~ 
Diese Reilie gehort zur Klasse der sog. "hypergeometrischen Reilien" 

- ein Ausdruck, der jetzt besonders haufig in der englischen statisti
schen Fachliteratur vorkommt und den man sich deshalb merken soUte. 

Denkt man wiederum an den binomischen Lehrsatz, so kann man die 
Reilie (2) sym bolisch, wie es auch sonst in der Mathematik ublich ist, 
als eine Reilie darstellen, die aus der Entwicklung des Binoms 
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~-(VM+VN-Mt ......... (3) 
N 

entsteht. Diese ergibt ja in der Tat sofort die Reihe (2), wenn man nur 
verabredet, statt (V M)i einfach ~M und statt (V N _ M)i einfach V~ _ M zu 
schreiben. Man darf aber hierbei niemals auBer acht lassen, daB Formel (3) 
nur einen symbolischen Charakter besitzt und dazu dient, einen kiirzeren 
und iibersichtlicheren Ausdruck fiir (2) zu erhalten. Aus ihr kann z. B. 
keinesfalls gefolgert werden, daB etwa 

(Vir>1 gleich Vic oder (vitl gleich vir 
sein werde. 

Bedeutend leichtere und durchsichtigere Formeln erhalten wir, wenn wir 
den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen modifizieren und annehmen, 
daB bei der Aussonderung der Stichprobe jedes Element nach Kenntnis
nahme seines Merkmals, ob A oder B, wieder in die urspriingliche Gesamt
heit zuriickkehrt. Man denkt hierbei an Ziehungen von verschieden
farbenen Kugeln aus einer Urne und nimmt etwa an, daB jede Kugel 
nach der Ziehung sofort zuriickgelegt und die Urne hierauf griindlich 
durchgeschiittelt wird. In der Praxis des Statistikers kommt selbst
verstandlich derartiges nie vor, doch treffen wir auch hier nicht selten 
auf solche Vorgange, die an obiges Urnenexperiment erinnern. Denken 
wir zunachst an den Fall, wo die "gezogenen" Elemente durch einen ge
wissen Mechanismus ungefahr in derselben Proportion wieder ersetzt 
werden, wie etwa die roten und weiBen Blutkorperchen in jedem lebens
fahigen Organismus; denken wir ferner an die allmahliche Erneuerung 
der menschlichen Gesellschaft, bei welcher an Stelle der Gestorbenen 
beiderlei Geschlechts Neugeborene etwa in derselben Geschlechtspropor
tion treten; denken wir schlieBlich an jene Gesamtheiten, wo die Anzahl 
der Elemente im Vergleich zu der Zahl der bei der Stichprobe erschienenen 

so groB ist, daB sogar der Unterschied zwischen 4:~ und -; : gar nicht 

ins Gewicht fallt und ruhig vernachlassigt werden kann. Es ist namlich 

M M-n Nn-Mn N-M n 
d=-N-- N-n =N(N-n)=-N-· N-n· 

D N-M. h B h· . d h· a ~- em ec ter ruc 1st, so WIT man auc lffimer 

d< __ n_ 
N-n 

haben. 1st z. B. n = 100 und N = 10 000 000, so betragt der Fehler d 
bereits weniger als 0,00001. Wie dem auch sei, das Schema "mit Zuriick
legen der Kugel" gestattet eine betrachtliche Vereinfachung obiger 
Binomialformel (3) und hat daher, trotz seiner begrenzteren Anwendungs
moglichkeiten in der praktischen Statistik, das hauptsachliche Interesse 
der Theoretiker auf sich gezogen. 

Wenn der Gesamtheit vom Umfange N 2 Elemente "mit Zuriick
legen" entnommen werden, so sind im ganzen N . N = N2 verschiedene 
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Paarungen denkbar, unter denen die Kombination AA offenbar M2mal, 
die Kombination AB oder BA offenbar 2 M (N - M) mal und schlieB
lich die Kombination BB (N - M)2mal vorkommen wird. Die 
relativen Haufigkeiten dieser 3 FaIle sind also beziehungsweise 

~:, 2 M (~2 M) und (N ;:r)2. Ihre Summe ergibt, wie es auch 
. N2 

sem muB, N2 = 1. 

B . h t d· I t· HO°uf· k ·t MN ..... it p' und dl·e relatl·ve ezelC ne man Ie re a Ive a Ig el ...... 

H~ufigkeit N -; M mit q', wobei, wie leicht ersichtlich ist, die Beziehungen 

bestehen: 
p' +q'=l und q'=l-p', ....... (4) 

so lassen sich obige relative Haufigkeiten auch in folgender einfacher 
Gestalt schreiben: 

p'2, 2 p' q', q'2. 

FUr den Fall einer gleichzeitigen Entnahme von 3 Elementen erhalten 
wir auf dieselbe Weise die relativen Haufigkeiten 

p'3, 3p'2 q', 3p'q'2, q'3; 

und fUr den Fall der Ziehung von n Elementen "mit Zuriicklegen" 
desgleichen die folgenden relativen Haufigkeiten: 

fUr "nmal A und keinmal B": pm, 

A d I n m-I , fiir ,,(n-l)mal un Ima B": TP q, 

fiir,,(n-2)maIAund2maIB": n(n-1) pm-2 q,2 
1.2 

usw. 

fiir "mmal A und (n-m) mal B: 
n(n-1)(n-2) .... (m+2)(m+1) 1m m-m - p q 
1.2.3 .... (n-m-1) (n-m) 

Wie leicht ersichtlich, ergeben sich aIle diese Haufigkeiten in derselben 
Reihenfolge aus der Entwicklung des Binoms 

(p' + q'),i, (5) 

und zwar nicht nur symbolisch, wie bei Formel (3). Es ist hierbei zu be
achten, daB vermoge (4) auch (5) immer gleich 1 ist und daB in der Tat 
die Summe jener relativen Haufigkeiten aIle Moglichkeiten erschOpft. 

Wenn wir die Quotienten ; und N -; M als statistische Wahrschein

lichkeiten ansehen, so konnen wir sie mit p und q (ohne Akzente) be
zeichnen, und (5) verwandelt sich einfach in (p + q)n. 

Fragt man also nach der relativen Haufigkeit des Ergebnisses "mmal A 
nnd {n- m)mal B" unter allen moglichen Kombinationen von n Ele-
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menten, die aus einer Gesamtheit vom Umfange N entnommen sind, so 
erhalt man fiir den Fall "ohne Zuriicklegen" die relative Hii.ufigkeit P' tIl: 
p' _ n(n-I) (n-2) .... (m +1) X 

'" - 1.2.3 .... (n-m) 

X M(M-I)(M-2) ... . (M-m+I)(N-M)(N-M-I) . ... (N-.M.-n+m+l) (6) 
N(N-I) (N-2) .... (N-n+l) 

und fiir den Fall "mit Zuriicklegen" die relative Hii.ufigkeit P' ",: 
, n(n-l)(n-2) .... (m+l) '''' m-m (7) 

p", = 1. 2.3 .... (n-m) p q •.. 

Um die innere Verwandtschaft der Formeln (6) und (7) mehr hervor
treten zu lassen, konnen wir in (6) die GroBen N, (N - N) und N iiberall 
vor die Klammern nehmen; wir erhalten dann nach einigen einfachen 
Umformungen: 
P' n(n-1)(n-2) .•• (m + 1) 'm m-m X 

'Ill = 1.2.3 •.. (n-m) p q 

[1'(1--Ir)(1-~) ... (1-~).1 (1-~)(1-~) ... (1 
X ( 1)( 2) ( n-1), 1. 1-"N- 1- N ... 1-~ 

";.";;' 1]. (8) 

Nur der Ausdruck in den eckigen Klammern [] unterscheidet also P' '" 
von p'",. 

Sowohl P' 'Ill als auch p' 'Ill spielen gegeniiber den relativen Hii.ufigkeiten 
der Kombinationen "mmalA und (n-m)malB", die tatsii.chlich bei 
einigen wiederholten Stichproben aus der Gesamtheit vom Umfange N 
vorkommen konnen, die Rolle von statistischen Wahrscheinlichkeiten, 
weshalb wir eigentlich bei ihnen die Akzente auch weglassen konnten. 

Wenn man jetzt das Zeichen [I], d. h. das bekannte "Symbol der 
Fakultii.t", einfiihrt und also fiir ein beliebiges ganzes positives k setzt: 

k! = 1. 2.3.4 .... (k-l) . k, . . . . . . . . (9) 

so konnen Formeln (6) und (7) auch in folgender Gestalt geschrieben 
werden: 
P' _ n! 

",- ml(n-m)! 
M! (N -M)I (N -n)1 

(M-m)! . [(N-M)-(n-m)]1 N! (10) 

und 
, nl 'm m-m 

P"'=m!(n-m)I P q. (Il) 

Es existieren verschiedene Tabellenwerke, die die Logarithmen der 
"Fakultii.ten" (9) fiir nicht allzu groBe k enthalten. So finden wir z. B. 
bei Duarte1 die Werte bis k = 3000 auf 33 Dezimalstellen genau und in 
den bereits zitierten "Tables for Statisticians and Biometricians" von 
Karl Pearson sind im 1. Teil die Logarithmen der Fakultii.ten bis 
k = 1000 auf 7 DezimalBtellen genau angegeben. Doch wenn n oder N 
in (10) und (ll) die Zahl 3000 iibersteigt, wird die Aufgabe der Er-

1 F.-J. Duarte, Nouvelles Tables de Log nl Geneve at Paris 192-7. 
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rechnung der Werte VOn p'" und insbesondere VOn pI" fiir die Krii.fte 
des einzelnen bereits unlosbar. Aber auch bei viel kleineren n und N emp
findet man schon das dringendeBediirfnis na.ch Annii.herungsformeln, 
dieihre Errechnung erleichternkonnten. Diesem Bediirfnis ist der beriihmte 
Exponentialsatz entsprungen, den man gewohnlich (aber nicht ganz mit 
Recht) dem franzosischen Mathematiker Laplace zuschreibt.1 Gewohn
lich leitet man ibn aus Formel (11) fiir p'm ab, doch halten wir es fiir 
richtiger, hier gleich von der wohl komplizierteren, aber theoretisch all
gemeineren Formel (10) fiir p l m auszugehen, um so mehr als die An
naherungsformel fiir (11) sich aus dieser, als ein Spezial£all, sofort ergibt. 

4. Der Exponentialsatz. 
Entwickelt man Ausdruck (3) des § 3 na.ch der Formel des binomischen 

Lehrsatzes, so erhaIt man, unter Berucksichtigung VOn Formel (10) 
desselben Paragraphen, folgende Reihe: 

plm P'n-l' P '''-2'·· •• ,Plm+l,Plm' P 'm- 1,· ••• ,PI 2, P\, P I O •• •• (1) 

Der Index bei P' bedeutet die Za.hl der Elemente, die in der Stichprobe 
vom Umfange n das Merkma.l A besitzen. FUr das Verhii.ltnis von p l m+! 

ZU p l m ergibt sich dann 

P'm+l _ [ n! . M! . (N-M)! X 
p l m - (m+l)!(n-m-l)! (M-m-l)! [(N-M)-(n-m-l)]! 

(N-n)!]. [n! M! (N-M)! (N-n)!] 
X N! . m!(n-m)!· (M-m)! . [(N-M)-(n-m)]!· NI . 

Zieht man noch in Betra.cht, daB ganz a.llgemein, wie aus (9) des § 3 er
sichtlich, 

k! 
(k-l)1 = Ie, 

fiir ein beliebiges Ie, so erhii.lt man hieraus, na.ch den entsprechenden 
Kiirzungen, folgenden Wert: 

P'm+l _ n-m M-m 
P'-;;:--I+m· (N-M-n+l)+m 

(2) 

und ferner desgleichen: 

P'm _ (n + 1) - m . ....,-.,..o'-( M----.+~I'--) ---;-m-,---_ 
P'm-l - m (N-M-n) +m . 

(3) 

1 Wie die Untersuchungen von Karl Pearson ergeben haben, findet sich 
die Formel des Exponentialsatzes bereits im zweiten "Supplementum" zu 
De Moivres "Miscellannea Analytica" (1733); sie wird spater in seiner "The 
Doctrine of Chance" wiederholt (1756). Laplace veroffentlichte seine Formel 
erst in den Jahren 1774 und 1778. Vgl. Karl Pearson: Historical Note on 
the Origin of the Normal Curve of Errors: Biometrika, Bd. XVI, S. 402-404 
(1924). Ubrigens findet sich ein Hinweis auf diese Tatsache bereits bei 
A. Markoff. Vgl. z. B. S.53 der 4. (russischen) Auflage seiner Wahrschein
lichkeitsrechnung, Moskau 1924. 
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Betrachtet man die rechten Seiten von (2) und (3), so iiberzeugt man sich 
leicht, daB 'In in ihren Zii.hlern nur mit negativem Vorzeichen und in 
ihren Nennern nur mit positivem Vorzeichen auftritt. Hieraus folgt, daB 
beide Quotienten um so kleinere Werte erhalten, je groBer 'In genommen 
wird, und umgekehrt. Da aber die Reihe (1) nach abnehmendem m 
(der Zahl der Elemente mit dem Merkmal A) geordnet ist, so ist es klar, 
daB die Reihe der Quotienten: 

pI .. 
Pl .. -l' 

Pl"-l 
pl .. -a' 

pl .. -a Plm+l 
pl .. -a'·· ". P'm' 

plm pIa 
plm-t' ... , pIt' (4) 

eine zunehmende Zahlenfolge bildet. SchlieBt diese Zahlenfolge mit 
1 oder mit einer Zahl < 1 ab, so liegen alle ihre Glieder unter I, mithin 
ist dann 

pI .. < Pl .. -l < PI .. -2 < .... < P\ ~ PIO' . . . • (5) 

Aus der Beziehung 
Pll _~. M 
plo - 1 N-M-n+1' 

die aus (2), bei Substitution von 'In = 0, unmittelbar abgeleitet werden 
kann, folgt dann mit Riicksicht auf 5: 

n M 
T' N-M-n+ 1 <I, 

oder 
nM ~N-M-n+ 1, 

woraus man nach einigen leichten Umformungen das Resultat 

M N-n+1 M 1 n-1 
N < N (n + 1) , oder N < n + 1 - N (n + 1)' oder auch 

MIl 2 
N < n+1 -N + (n+1)N . . . . .. (6) 

erhii.lt. Es ist also klar, daB der Bruch ~ in diesem Falle einen sehr 

kleinen Wert besitzt. 
Beginnt hingegen die Zahlenfolge (4) mit 1 oder mit einer iiber 1 lie

genden Zahl, so liegen aIle ihre Glieder iiber 1, und es ist 

pI .. > Pl .. -l > PI .. -2 > .... > Pll > P'O' ..... (7) 

Die hierbei geltende Beziehung 

pI .. > pl .. -l 

fiihrt mit Riicksicht auf (3), nach der Substitution m = n, zu 

M-n+1 
n(N-M) > I, 

ferner zu 
M > nN+n-1 
N = N(n+1) 
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und hieraus endgiiltig zu 

M > n n-I od M 1 [I 1 2] (8) 
N = n + 1 + N (n + I)' er N > - n + 1 - N + (n + I) N . 

Betrachtet man diese Ungleichung und verglelcht sie mit (6), so sieht 

man sofort ein, daB im gegebenen FaIle : sehr nahe an 1 sein muB. 

Unser Ergebnis ist somit das folgende: Besteht die Ungleichung (6), 
so ist p' 0 das groBte Glied in der Reihe (1); hingegen gibt es deren zwei, 
p' 0 und P11' wenn in (6) das Gleichheitszeichen gilt. Und besteht die Un
gleichung (8), so ist P'" das groBte Glied in der Reihe (1); hingegen gibt 
es deren zwei, pI" und p' ,,-1' wenn (8) zu einer Gleichung wird. Nur wenn 
gleichzeitig 

[ I 1 2] M M [I 1 2] 
1- n+I-N+(n+I)N >NundN> n+I-N+(n+I)N' 

fangt die zunehmende Quotientenreihe (4) mit einer unter 1 liegenden 
Zahl an und hort mit einer iiber Iliegenden auf. Folglich muB es dann ein 
gewisses m geben derart, daB noch 

Plm+l I "h d b 't plm > 1 ~< ,waren erels~=. 
m m-l 

Mit Riicksicht auf (2) und (3) erhaIt man hieraus die folgenden zwei 
Ungleichungen: 
n-m M-m 
m+l· N-M-n+m+1 <I, und 

n-m+1 
m 

M-m+1 
N M + >1; ... - -n m-

aus der ersten resultiert bei weiterer Umformung die Ungleichung 

(n - m) (M - m) < (m + I) (N - M - n + m + I), 
oder 

n M < m N + N - M - n + 2 m + I, 
ferner 

(n + I) (M + I) - (N + 2) < m (N + 2) 
und endgiiltig 

M+I 
m > (n + I). N + 2 -1. 

Anderseits erhalt man aus der zweiten der Ungleichungen (9): 

nM+M+n-2m+l>mN 

und hieraus nach einigen Umformungen: 

M+I 
m < (n + I) ----

= N+2' 
wodurch m folgendermaBen eingegrenzt wird: 

(9) 

M+I M+I 
(n + I) N + 2 -I < m < (n + I) N + 2. . . . . (10) 
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Die Differenz zwischen den beiden Grenzen fUr m betrii.gt offensicht

lich genau 1. DasheiBt mit anderen Worten: ist (11, + 1) -;!! eineganze 

Zahl, so ist auch (11, + 1) -;!! -1 eine ganze Zahl, und zwischen 

ihnen gibt es keine andere ganze Zahl; ist hingegen die obere Grenze 
fUr m keine ganze Zahl, so kann auch die untere Grenze keine solche sein; 
aber da der Unterschied zwischen ihnen genau 1 betragt, so muB dann 
zwischen ihnen eine und nur eine ganze Zahlliegen, die offenbar den Wert 
m besitzen wird, da ja m die Anzahl jener Elemente bedeutet, die in der 
Stichprobe das Merkmal A besitzen, und daher eine ganze Zahl ist. Aus 

dieserUberlegung ist ersichtlich, daB, wenn der Ausdruck (11,+ 1) -;!! 
eine ganze Zahl ist, die Reihe (1) zwei gleiche maximale Haufigkeiten, 
P'm und P'm-l' aufweisen wird; in allen iibrigen Fallen besitzt sie aber 
nur ein einziges Maximum P'm, dessen Position in (1) mit Hille der Un
gleichungen (10) leicht bestimmt werden kann. Wir konnen namlich statt 

M+l M+2-1 
(11, + 1) N + 2 auch (11, + 1) N + 2 

schreiben. Fiihrt man nun die bereits aus § 3, Form (4), bekannten Be
zeichnungen ein: 

M , N-M , 1 ' N =p, ~=q = -p, 

so ergibt sich aus ihnen: 

M = Np', 1 = p' + q', 2 = 2 p' + 2 q', 
und wii erhalten: 

(n+l) Mi!;1 =(11,+1). NP'+2 P::t-P'-q' = 

(11) 

( , q'-P') 
= (11, + I) P + N + 2 . 

Wenn wir diesen Ausdruck in (10) einsetzen, so kommen wir zu folgendem 
System von Ungleichungen: 

np'-q' + (q'-p')(n+1) < m < np' + p' + (q'-p')(n + 1) (12) 
N+2 = N+2' 

Aus ihm geht hervor, daB unter- den (11, + 1) verschiedenen 
Werten, die die Anzahl der mit dem Merkmal A versehenen 
Elemente in einer Stichprobe yom Umfange n annehmen 
kann, jener Wert die groBte relative Haufigkeit besitzt, 

der dem Produkte np' = 11, -; am nachsten kommt. Der Umstand, 

daB np' sich jedenfalls um weniger als 1 yom m des maximalen P'm unter
scheidet, erhellt auch aus folgender einfacher Uberlegung: vergleicht 
man (np' -1) mit der unteren (linken) Grenze in (12), so ersieht man 
sofort, daB (np' -1) immer kleiner als diese ist; undebenso ist (np' + 1) 
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immer groBer als die obere Grenze. Dividiert man wiederum die Un
gleichungen (12) dllrch n, so erhalt man aus ihnen sofort: 

p,_!L + (q'-p') (n+l) < m<p'+ p' + (q'-p')(n+l) 
n (N + 2) n n = n (N +.2) n 

LaBt man jetzt n unbegrenzt zunehmen (was zur Folge haben muB, daB 
auch N unbegrenzt zunimmt), so gehen, bei Festhaltung eines endlichen p', 
beide Grenzen gegen p', woraus hervorgeht, daB in diesem FaIle p' den 

Limes von ~ darstellt. 
n 

Unsere nachste Aufgabe besteht nun darin, die Naherungsformel 
fUr jenes P'm zu finden, welches in der Reihe der P' in (I) den relativ 
groBten Wert aufweist. Eine solche Naherungsformel wird nur dann 
sinngemaB angewandt, wenn die Berechnung der genauen Ausdrucke 
vom Typus (10) in § 3 zu beschwerlich wird. Bei einem nicht zu kleinen n 
konnen wir die Zahl m ohne groBe Bedenken durch ihren Naherungswert 
np' ersetzen. Diese Substitution erleichtert nur die Berech
nungen und verursacht einen sehr gering en Endfehler. 
Unumganglich notwendig ist sie jedoch nicht. 

Setzt man 

so folgt daraus: 

m , d -n=P un 

m=np', 

) . . (13) 

n-m= n-np' = n (I-p') = nq'. 

Beachtet man, daB aus (II) noch die Beziehungen abgeleitet werden 
konnen: 

M = Np', N-M = Nq', i • (14) 

so ergibt sich aus der Kombinierung von (13) mit (14) sofort: 

M -m = (N -n) p'; [(N -M)- (n-m)] = (N -n) q' . .. (15) 

Setzt man die Werte von (13), (14), (15) in die Formel (10) des § 3 ein, 
so erhalt sie folgende Gestalt: 

T' = n! 
m (np')! (nq')! 

(Np')! (Nq')! (N-n)! 
[(N-n) p']! . [(N 'Ii) q']!. N! (16) 

Es darf jedoch nicht vergessen werden, daB infolge des Umstandes, 
daB (13) und (15) nur Naherungsformeln sind, auch (16) nur als eine 
Naherungsformel fur den genauen Ausdruck von (10) in § 3 angesehen 
werden kann. biases ist der Grund, weshalb wir hier das alte Symbol 
P;" durch ein neues, T'",., ersetzt haben. 

Die Mathematiker De Moivre und J. Stirlingl haben bereits vor 
mehr als 200 Jahren einen bequemen Ausdruck gefunden, der die an
genaherte Berechnung der Fakultaten sehr erleichtcrt. Ihre Formel, die 
gewohnlich einfach Stirlingsche Formel genannt wird und deren Ab-

1 Vgl. den schon zitierten Aufsatz von Karl Pearson "Historical Note on 
the Origin of the Normal Curve of Errors" und A. Markoff, 1. c., S. 55, Anm. 
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leitung in jedem groBeren Werke iiber .Wahrscheinlichkeitsrechnung zu 
finden ist, lautet fUr ein beliebiges ganzzahliges n: 

1.2.3.4 ... n=nl=nne-nV2 nn (1+ l;n + 28~nll+'''') (17) 

oder, bis zur Ordnung .!.. abgerundet: n 
nl,....,nn e-nV2nn . •••••.•.. (18) 

Der mathematisch ungeiibte Leser moge sich das Zeichen ,...., wohl merken, 
da wir es im weiteren haufig gebrauchen werden. Es bedeutet einfach: 
"ungefahr gleich". So ist z. B. auch in Formel (16) P;"""" P;". Die beiden 
Konstanten, die in der Stirlingschen Formel auftreten, haben folgende 
Bedeutungen: e ist die Basis der Napierschen oder, wie sie auch genannt 
werden, "natiirlichen" Logarithmen und besitzt den Wert: 

e = 2,718281 828 459 •... , . • . . . . . (18a) 

und n ist die aus der Geometrie bekannte Ludolphsche Zahl: 

n = 3, 141 592653589 .. .. . . . . . . . (18b) 

Wie gut die tThereinstimmung bereits bei kleineren n ist, ersieht man 
aus folgenden Beispielen, die wir dem Lehrbuch von Cz u ber entnehmen:1 

101 =3628800 
1()1° e-10 V2ful = 3598699 

Differenz - 30 101 = 0,008 des richtigen Wertes. Bei 20 I betragt 
die Differenz nur 0,004 des richtigen Wertes und bei 301 bereits bloB 

0,0028 desselben. Hierbei wird nur die bis zur Ordnung .!.. abgekiirzte n 
Formel (18) angewandt. Bei der Annahme 

nl,....,nn e--V2nn (l+ l:n) ....... (19) 

ware der Betrag des Fehlers selbstverstandlich noch viel kleiner. 
Wendet man jetzt die Formel (18) auf (16) an, so erhalt man fUr P;'" 

den folgenden angenaherten Ausdruck: 

nne-nV2nn (Np')NP'e- Np'V2nNp' (Nq')Nq'e- Nq' X 
T' X J!23tNq'(N-n)N-ne-N+nV2n(N-n) 

m""" (np')np' e-np' V 2nnp' (nq,)n!l' e n!l' J! 2nnq' [(N _n)p'](N n)p' e (N-n)p' X • 

X V2n(N -n)p' [(N--n) q'](N-n)!l' e-(N-n)!l' V2n(N -n)q' .NN e-N V2nN 

Und dieser verwandelt sich nach allen Wegkiirzungen ganz einfach in 

T:n - V. (N N ) , " od ... T~ - Vi. (20) 
nn -n p q ( n) 

2nnp'q' 1-N 

Man ersieht hieraus, eine wie groBe Erleichterung der Rechenarbeit die 
Einfiihrung der Stirlingschen Naherungsformel (18) bewirktl Waren 

1 Vgl. Em. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung. Bd. I, S.27. 
Anderson, Statlstlk. 4 
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wir von der genaueren Formel (19) ausgegangen, so hatte der Ausdruck (20) 
fiir T~ rechter Hand noch einen zusatzlichen Multiplikator erhalten, 
dessen Wert unschwer abgeleitet werden kann, sich aber (bei nicht zu 
kleinen p' oder q' und bei einem n, das nicht sehr nahe an N ist) sehr wenig 
von 1 unterscheidet. Wir begniigen uns daher mit der Formel (20). 

Wir sind jetzt geniigend ausgeriistet, um zur Betrachtung des alI
gemeinen FalIes iiberzugehen, d. h. zur Bestimmung des Naherungswertes 
fUr Pi' wobei i beliebig und nur an die Grenzen 

n>i>O 
gebunden ist. Wenn man in Formel (10) des § 3 m durch i ersetzt, so 
verwandelt sie sich in 

P' n! M! (N-M)! (N-n)! (21) 
i = i!(n-i)! . (M-i)! [(N-M)-(n-i)]!· N! • 

Da nun np', wie wireben gesehen haben, jenem i am nachsten kommt, 
fiir welches Pi seinen maximalen Wert erhalt, so liegt der Gedanke nahe, 
i als Funktion seiner Abweichung von np' darzustelIen und also zu setzen: 

i = np' + x, oder x = i - np',. . . . . . . . (22) 

wobei x sowohl positiv als auch negativ sein kann. 
Um jedoch auch hier den annaherungsmaBigen Charakter der Gleich

setzung von m und np' anzudeuten, ersetzen wir wiederum das Symbol P' 
durch T'; statt aber P~ "" T' np'+ '" zu schreiben, wahlen wir fiir letzteres 
das weniger komplizierte Symbol T:. 

Es ist nun, mit Riicksicht auf (22): 

n-i =n-np'-x=nq'-x; .... (23) 

Kombiniert man (22) mit (14), so erhalt man ferner sofort: 

M - i = (N - n) p' - x, } 

(N -M) - (n-i) = (N -n) q' + x, 
. . . (24) 

und nach Einsetzung der betreffenden Werte aus (14), (22), (23) und (24) 
in (21) ergibt sich fiir T~ der folgende Ausdruck: 

T' _ n! (Np')! (Nq')! (N -n)! 
'" - ('11, p'+ x)! (n q' -x)![(N -n)p'-x]![(N -n)q'+ x]!N!· (25) 

Setzt man hier zur Kontrolle x = 0, so erhalt man sofort, wie es auch 
sein muB, Formel (16) wieder. Wir mochten den Leser besonders darauf 
aufmerksam machen, daB bei uns x keine im Sinne der hoheren Mathe
matik stetige Variable ist, da es an die Gleichung (22) gebunden ist, in 
welcher die verschiedenen i nur ganze Zahlen sein konnen. Hieraus 
folgt, daB auch aIle Differenzen zwischen den verschiedenen x ganzzahlig 
sind, ganz gleich, ob jedes einzelne x einen positiven oder negativen, 
ganzzahligen oder nicht ganzzahligen Wert annimmt. 

Zur weiteren - naherungsweisen - Bearbeitung von Formel (25) 
konnen verschiedene Wege eingeschlagen werden, die auch zu ver-
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scbiedenen Endformeln fiihren konnen. Die verhii.ltnismii.JUg genauesten 
Ergebnisse erhii.lt man, wenn man direkt von der Theorie der sog. "hyper
geometrischen Reihen" ausgeht, zu deren Kla.sse, wie wir bereits erwahnt 
haben, auch die Reihe (1) gebOrt.1 Doch erstens ist dieser Weg allein mit 
dem Riistzeug elementa.r-mathematischer Mittel kaum gangbar, und 
zweitens fiihrt er in eine Richtung, die uns zu sehr vom "klassischen" 
Resultat von De Moivre und Laplace entfernt. Daher entscheiden 
wir uns dafiir, auf unseren Fall wieder die Stirlingsche Formel (18) 
anzuwenden. Hierdurch wird £reilich eine zusatzliche (und eigentlich 
durchaus nicht unumganglich notwendige) Unsicherheit in die sich er
gebenden Naherungsformeln hineingebracht, doch bleibt der Beweisgang 
durchwegs "elementar" (wenn auch kompliziert I), und als Endergebnis 
erhii.lt man eine Formel, die sowohl dem Theoretiker als auch dem Prak
tiker wenigstens dem Namen nach wohlbekannt ist. 

Wir nehmen zunachst eine Umordnung der einzelnen Glieder in 
(25) vor: 

n! (Np')! (Nq')! 
T~ = (np'+ w)! (nq'-w)! • N! X 

X (N-n)! 
[(N-n)p'-w]! [(N-n)q'+w]!' ... (250.) 

und berechnen jetzt den angenaherten Stirlingschen Wert fiir jeden der 
3 Quotienten gesondert. 

n! 
~-'~~~'-~7~ 
(np' + w)! (nq'- w)! 

nn e-nV2:n:n 
1'"'*0.1 I I I I 

(np'+w)np +~e np ~V2:n:(np'+z).(nq'_w)nq ~e nq +~V2:n:(nq'-z)' 

nach einigen Kiirzungen ergibt sich hieraus: 
1 

n+-
n 2 . 
11' 

- np'+~+- nq'-~+-
V2:n: . (np' + z) 2 (nq'- z) 2 

setzt man noch im Nenner np' und nq' vor die Klammern und iibertragt 
die in den Klammern verbleibenden Ausdr'iicke in den Zahler, so erhii.lt 
man endgiiltig: 

1 VgI. hieriiber z. B.: Karl Pearson: "The Fundamental Problem of 
Practical Statistics", Biometrika, Vol. XIll, S.I-16 (1920/21). - Der
selbe: "On the Moments of the Hypergeometrical Series", ibidem Vol. XVI, 
S. 157-162 (1924). - Burton H. Camp: "Probability Integrals for the Point 
Binomial", ibidem Vol. XVI, S. 163-171 (1924). - Derselbe: "Probability 
Integrals for a Hypergeometric Series", ibidem Vol. XVII, S. 61-67 (1925). 
- V. Romanovsky: "On the Moments of the Hypergeometrical Series", 
ibidem Vol. XVII, S. 57-60 (1925). - Die vorerwahnten Monographien sind 
nur eine kleine Auswahl aus dem vorhandenen Schrifttum, bei welcher wir 
una durch die Namen der Autoren und durch die Bedeutung der Pearson
schen Zeitschrift "Biometrika" fiir die Entwicklung der englischen stati
stischen Schule leiten lieJ3en. ,. 
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n! (1+~tnp,-z-~ (I-n?-rnq,+z~ 
(n '+ x) I (n '-x) I '" 1 1 • (26a) p . q. np'+z+- nq'-o;+- --

p' 2 q' 2 V2nn 
N aeh demselben Rechensehema ergibt sieh ferner: 

1 1 
(Np')~~Nq')! f"OJp,NP'+"2 q,Nq'+"2 V2:rtN. . .. (26 b) 

und 
(N-n)! 

[(N-n)p'-x]! [(N-n)q'+x]! '" 
1 1 

1- 2 1+ 2 (
X )-(N-n)p'+ z--( X )-(N-n)q'-z-

'" (N-n)p' 1 (N;n) q' (26c) 

p,(N-n)p'-z+"2 q,(N-n)q'+z+"2. V2n(N-n) 

Setzt man nun (26a), (26b) und (26e) in (25a) ein, so erhiilt man nach 
einigen weiteren Kiirzungen: 

1 1 

T", ·1+- 21-- 2X , 1 (X )-np'-z--( x )-nq'+z--'" V np' nq' 
2 n n p' q' ( 1 -1; ) 

1 1 

(
X )-(N-n)p'+ z- - ( X )-(N-n)q'-z-- (27) 

X 1- CN-n)p'- 2 1+ (N-n)q' 2. 

Fiihren wir jetzt zur Vereinfachung die Bezeichnung ein: 
1 1 

II = (1+~)-np'-z--2- (l_~)-nq'+z-"2 X 
np' nq' 

1 1 

X (1+ (N Xnwf(N-n>q'-z-"2(l- (N Xnwf(N-n)p'+z-"2, (28) 

die sich von T~ nur durch die Umstellung der beiden letzten Faktoren 
in (27) und durch den konstanten Koefiizienten 

1 

V 2 n n p' q' ( 1--; ) 

unterseheidet. 1m letzteren erkennen wir ubrigens, wie aus (20) ersichtlich 
ist, den uns bereits bekannten angenaherten Ausdruck fur das maximale 
Glied der Reihe (1). 

Berechnen wir den "natiirlichen (N a pierschen) Logarithmus" von 
II, d. h. jenen Logarithmus, dessen Basis nicht 10, sondern die Zahl e 
aus (18a) ist: 

LogII=(-np'-x- !)Log(l + n;') + (-nq'+x- !) X 

X Log(1- n~') + [-(N-n)q'-x- !]LOg[1 + (N~n)q'] + 

+ [-(N-n)p' + x- !]Log [1- (N_xn)p']' . . . (29) 
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Aus der Differentialrechnung ist bekannt (der Beweis findet sich 
iibrigens auch in einigen Mittelschul-Lehrbiichern der Algebra, wie etwa 
bei Mocnik, nach dem in <:>sterreich unterrichtet wird), daB fiir den 
natiirlichen Logarithmus folgende 2 Beziehungen bestehen: 

Log (1 + y) ~ i - ~~ + -f - ~ + . . . } 
y y2 y3 y4 . • (30) 

Log (l-y) = -T-T--3--T- ) 

Die erste, bzw. die zweite Reihe 1st nur dann konvergent, d. h. die 
Summe ihrer ersten n Glieder nahert sich nur dann mit unbegrenzt zu
nehmendem n einer bestimmten endlichen Grenze, wenn der absolute 
Wert von y die GroBe 1 nicht iibersteigt, also die Beziehungen bestehen 

I y I <1, Y =l= -1, bzw. y =l= 1. 

[Der mathematisch weniger geiibte Leser moge sich die Einsetzung der 
beiden senkrechten Striche zur Bezeichnung einer "absolut", d. h. immer 
positiv genommenen GroBe wohl merken. Auch wir werden im Laufe 
unserer weiteren Ausfiihrungen zuweilen dieses einfache Symbol anwenden.) 
Es ist ferner bekannt, daB beide Reihen um so rascher konvergieren, je 
kleiner I y list; und eine desto kleinere Anzahl von Anfangsgliedern wird 
dann zur Bestimmung von Log (1 + y), bzw. Log (1- y) gebraucht, um 
relativ genaue Resultate zu erzielen. 

Wenn wir also annehmen, es sei 

1 n;' 1<1, 
so konnen wir mit Riicksicht auf (30) auch schreiben: 

(-np'-x--~-)Log(1 + n;') = 

= (-n p' -x- ;)( n;' - 2n~~'2 + 3n~~'3 - .... ) = 

X x2 x 2 x3 xa x' 
=-x-2np' -2np' + 4n2p'2 + 6n2p'2 - 6n3 p'3 - 3n3p'3 ± 

weitere Glieder von der GroBenordnung nicht iiber ax4 '3' Nehmen wir 
n p 

jedoch an, daB der Bruch ~ bereits einen so kleinen absoluten Wert np 
besitzt, daB die GroBenordnung x. 2

X2 
'2 vielleicht bei groBeren x noch 

n p 
beriicksichtigt werden konnte, aber die Quotienten von der Ordnung 

X2 x3 W 
2'2' x. -3-13' -313 usw. . . . . . .. (31) np np np 

jedenfalls nicht mehr, so konnen wir mit guter Annaherung auch einfach 
schreiben : . 

-np-x-- Log 1+- ~-x------+--. (32) ( , 1) ( x ) X X2 W 
2 np' 2np' 2np' 6n2p'2 
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Unter dar Annahme, daB alle Quotienten von der GroBenordnung 
f»'Jo f»'Jo f»'Jo 

n2q'2' x. naq'a' n8q" 'Usw. •.•• .. (33) 

ebenfalls vernachlassigt werden konnen, ergibt sich desgleichen 

(-nq' +x4) Log(l- n~' ) ~ + x + 2:q' - 2~q' - 6::(2. (34) 

Und wenn wir voraussetzen, daB auch die GroBenordnungen 
f»'Jo u;8 f»'Jo 

(N_n)2p'2'X. (N-n)8p'8' (N-n)8p'. usw., 
a;2 u;8 u;8 

(N_n)2 q,a,X. (N_n)3q'8' (N_n)3q'3 usw. (35) 

unterdriickt werden konnen, so erhalten wir ebenso 

[-(N-n)q'-x--.!..]Log[1 + __ a; __ ] ~-x-
2 (N-n)q' 

a; f»'Jo + u;8 d 
2(N-n)q' 2(N-n)q' 6 (N_n)2q'a un 

[-(N -'11,) p' + x--'!"] Log [1 - a; ] ~ + x + 2 (N -n)p' 

(36) 

a; 

+ 2(N-n)p' 2(N -n)p' 

Es ist zu beachten, daB aus der Annahme, die Koeffizienten (35) seien 
bereits sehr klein, eine wichtige Eingrenzung fiir die Giiltigkeit von (36) 
hervorgeht: letztere Anniiherungen konnen namlich nur dann angewandt 
werden, wenn die Differenz N - '11, urn vieles groBer als I x I ist; bei einem 
'11" das nahe an N herankommt, werden sie zu ungenau, und man muB 
zu Formel (10) des § 3 zuriickgreifen. "Ubrigens kann dann auf (N - n) 
auch nicht die Stirlingsche Formel angewandt werden. 

Setzt man die Ausdriicke (32), (34) und (36) in (29) ein, so erhalt man 
nac~ einigen leichten Umformungen: 

Lo II ~ + a;(p'-q') (-.!.. __ l_)_ 
g 2p'q' '11, N-n 

a;2(p' +q') (1 1) u;8(p'B_q'2) ( 1 1) 
- 2p' q' n + N -n --6p'2q'a- '11,2 - (N _'11,)2 • 

Berncksichtigt man noch, daB 
p' + q' = 1, p'2_ q'2 = (p' + q') (p' -q') = p' -q', 

und ferner, daB 

(1 1) N-2n (1--SV-) 

n- N-n = n(N-n) = '11,(1- ,;)' 

( 1 1) 1 
n+ N-n = '11,(1-;)' 
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(I I) (I 1 )(1 I) (1-~) 
""z- (N_",,)Z = -,;+ N-"" -,;- N-"" = ( ",,)2' 

",,21_ N 
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SO ergibt sich hieraus nach Umstellung der beiden ersten Glieder in Log II: 

reI (p'-q') (1-~) re (p'-q') (1-~) a;8 
Log II '" - -----:-- + I • 2""P'q'(I-;) 2""P'q'(I-;) 6""zp,aq,a(I_;) 

Bedenkt man noch, daB Log II ein natiirlicher Logarithmus zur 
Basis e ist, so erhii.lt man sofort 

~ + (p'-!l')(I-~) 011 (2"-!l') (1-~)~ 

~fI1I'!l' ( I-i-) 2np'!l' (1-;) hlp'.q'l (1-; r , 
und auf (27) zuriickgreifend: 

T~ '" 1 X V 2 n"" p' q' ( 1-; ) 

0110 + (p'-!l')(I-~) 011 _ (2"-q') (1-~)~ 

X e 2nY !l'(I-i-) 2np'!l'(I-;) hO;P'O.!l'O(I-;r (37) 

Das ist die erste Form des sog. "Exponentialgesetzes", auf 
welches wir pQ; gebracht haben.1 Der Leser wird nochmals daran erinnert, 
daB die Naherungsformel (37) unter der Annahme abgeleitet worden 
ist, daB aIle Ausdriicke, die in (25) eingehen, d. h. N, "", N - "", np' + 
+ x=i,nq'-x=n-i,Np' =M,Nq' =N-M, (N-n)p'-x = 
= M -i, und (N -n) q' + x = (N -M) - (n-i), schon so groBe 
Werte angenommen haben, daB auf sie die erste Anniiherung (18) der 
Stirlingschen Formel mit gutem Erfolge angewandt werden kann. 
Praktisch wiirde das etwa bedeuten, daB keine der oben genannten 
GroBen, sagen wir, kleiner ware als 20. Anderseits wurde angenommen, 
daB bereits die Quotienten 

a;I reB reB reB 
",,'p'" ""Sq'Z' (N -"")'p'" (N _",,)2q'2 

usw. (vgl. oben Formeln 31,33 und 35) so kleine Werte besitzen, daB sie 
vernachlassigt werden konnen. Bedenkt man, daB bei uns np' fUr m (die 
Ordnungsnummer des maximalen P~), n q' fUr n - m, (N - n) p' fUr 
M - m und (N - n) q' fUr [(N - M) - (n - m)] stehen (vgl. oben 

1 Die Gesamtheit aUer Werte, die re iiberhaupt annehmen kann, zusammen 
mit den zugehorigen Werten von P'IIJ oder T'IIJ' wiirde das "Verteilungs
gesetz" von re darsteUen. Vgl. unten Kap. II. 
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Formeln 13 bis 15), so folgt hieraus, daB wir Ausdriicke von der GroBen
ordnung 

~-q ~-q ~-q ~-q 
m2 '(n-m)Z' (M-m)2' [(N-n)-(n-m)]Z 

zu unterdriicken bereit sind. Dieses wird moglich sein, solange einerseits 
die Differenzen (m - i) nicht allzu groB werden, so daB die Quotienten 

(m m i) und (:; ~) etwa von der GroBenordnung 2~ und darunter sind, 

und anderseits M - m und N - n groB bleiben. Zusammenfassend 
konnen wir sagen, daB die Naherungsformel (37) an die Bedingungen 
gebunden ist, daB n, die Zahl der Elemente in der Stichprobe, genftgend 
groB ist (sagen wir: jedenfalls ftber 20), daB die Zahl der Elemente in 
der Gesamtheit hoherer Ordnung betrachtlich hoher ist, so daB auch 
N - M und M - m noch genftgend groB bleiben (sagen wir etwa: M nicht 
unter 40, N nicht unter 60, N - M nicht unter 20) und daB endlich i sich 
nicht allzu weit von m, der Ordnungsnummer des maximalen Pi' entfernt 

(sagen wir etwa: der absolute Betrag von (m - i) sei kleiner als ;). 

Diese letzte Bedingung ist die am meisten einengende, da sie den Wir
kungsbereich der Formel (37) auf den zentralen Teil der Reihe (1) be-

schrankt. Je naher p' = ~ an ! herankommt und je weniger sich i von 

m unterscheidet, desto genauer wird die Naherungsformel (37) und 
desto kleiner konnen dann n und N genommen werden, und umgekehrt. 
Es ware im Prinzip moglich, eine mathematische Formel zur genaueren 
Abschatzung der Fehlergrenzen von (37) abzuleiten, doch da diese recht 
kompliziert wftrde, ware ihre praktische Bedeutung jedenfalls sehr gering. 

Formel (37) laBt sich auf eine etwas einfachere Gestalt bringen, wenn man 

a = V n p' q' ( 1-.;) . . . . . (38) 

setzt.l Man erhiilt dann namlich:2 

Z' p'-q' ( 2n)(Z Z3) 
T' r--J __ 1_ e-2a" + 2"<J 1-11 ,,--a;;s (39) 

'" 0' V2n 
1 Aus Griinden, die weiter unten in Kap. III auseinandergesetzt werden, 

wird in vielen Fallen an Stelle von (38) der Ausdruck: 

0'= V N N 1 Vn p'Q'(I-';) 
angewandt. Der Unterschied zwischen beiden ist geringer als jene Kleinheits
ordnungen, die oben bei der Ableitung von (37) unterdriickt wurden. 

2 Diese Formel ist bereits in der Fachliteratur anzutreffen, so z. B. bei 
Bowley. Vgl. A. L. Bowley: Measurement of the precision attained by 
sampling, Bulletin de l'Institut International de Statistique, Vol. XXII, 
l ere Livraison. Rome 1926. In A. L. Bowleys Grundwerk: "Elements of 
statistics" (5th edition: London 1926) findet sich diese Formel noch nicht, 
wohl aber einige ihr verwandte Ausdriicke; vgl. daselbst S.265-267 und 
insbesondere S. 282-284. 
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und bei Einfiihrung der neuen Bezeichnung 

x x z = - = , . . . . .. (40) (} V n p' q' (1- ;. ) 
1 -~ + p'-q' (1-~) (z-~) 

T ' I"-J--- e 2 2" N 3 (41) It aj/2n' . 

Ehe wir zUr Auswertung der erhaltenen Formeln schreiten, miissen 
wir die Geduld des Lesers noch auf eine weitere Probe stellen und jenen 
einfacheren "Fall mit Zuriicklegen" kurz behandeln, welchen wir bereits 
auf Seite 41--43 und 44 erwahnt haben. 

Auf dieselbe Weise wie oben laBt sich namlich nachweisen, daB in 
der Reihe der relativen Haufigkeiten 

p'n> P',,-l' P',,-2, ... , p'm+l' p'm, p'm-v •.. , P'2' P'l' p'o, (42) 

die aus der Entwicklung des binomischen Ausdruckes (5) in § 3 mit 
Riicksicht auf Formel (11) desselben Paragraphen entstehen, jenes p'm 
den groBten Wert erhalten wird, bei welchem m sich am wenigsten von 
n p' unterscheidet. Der Naherungswert fUr dieses p'm ergibt sich aUs 
Formel (11) des Paragraphen 3 nach Einsetzung von np' an Stelle von 
m und unter Anwendung der Stirlingschen Formel als 

1 
V2:n;np' q" ...... . (43) 

Desgleichen erhalten wir fUr p' al' wobei 

x = i-np', 
den Ausdruck: 

1 1 
, 1 ( x )-np'-It--2 ( x )-nq'+It--2 

p x I"-J -V2:n;n p' q'- 1+ np' 1- nq' . 

Dnter Anwendung der Formeln (30) und unter denselben Voraus
setzungen, daB aIle GroBen von der Ordnung 

X2 x3 x3 X2 x3 x3 
-- x-- -- usw -- x-- -- usw np'2' n3 p'3' n3 p'3 ., nq'2' n3 q'8' n3 q'8 • 

unterdriickt werden konnen, ergibt sich hieraus der Ausdr'uck: 

x' (p' -q'}:1: (P' _(I') :1;' 

, _, 1 --2np'q' + 2nplfj' 6n'p"q" (44) p al'- V -- .e 
2:n;nplq' 

Setzt man jetzt noch 

so erhalt man 

O'I=VnP'i und Zl = ~ = X 
a l Vnp'q" . 

(45) 

(46) 
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und 
-~ + p'_q' (z,-~) 

p'zf"oJ 1 .e 2 2", 3. • • • •• (47) 
0'1 V2n 

Vergleicht man (43), (44), (45), (46) und (47) mit (20), (37), (38), (40), 
(39) und (41), so iiberzeugt man sich leicht, daB erstere Formeln aus 
letzteren entstehen, 'Wenn N so groB genommen wird, daB die Quotienten 

;.. und ~ vernachlassigt werden konnen. Somit stellt p' z bloB einen 

Spezialfall von T~ dar, der unter der Voraussetzung N ~ co erhalten 
wird,l und es ist uns in der Tat gelungen, eine Naherungsformel zu finden, 
die sowohl auf (10) als auch auf (U) des § 3 in gleichem MaBe angewandt 
werden kann. Nach unseren Ausfiihrungen auf S. 41 war dieses 
Resultat auch wohl vorauszusehen. 

Es sei noch bemerkt, daB, wenn man in (37) jenen Tell vorausnimmt, 
der gleich p' z in Formel (44) ist, man unschwer zu folgendem Ausdruck 
gelangt: 

z" (pl_q')Z + (p'-q') W 
I I e 2 (N-n)p'q' 2 (N-n)p'q' 6 (N-n),p"q" 

Tg: f"oJ P z. -------,:===-------

Vl-i-
(48) 

Der Faktor, der neben p' z auf der rechten Seite steht, ist bei x = 0 
und iiberhaupt bei kleinem x groBer als 1, somit ist dann T~ > p' z' 

Wird hingegen x groBer, so erhalt man augenscheinlich das umge
kehrte Verhaltnis: T ~ < p' z' Der Fall eines so groBen positiven x, daB 
es, bei p' > q', das dritte Glied des Exponenten groBer als die beiden 
ersten machen konnte, wobei man wieder T~ > p' z erhielte, ist mit den 
Grundannahmen, unter welchen T~ abgeleitet wurde, unvereinbar. 

5. Zahlenbeispiele zu § 4. 
Wenn wir die Formel (39) des letzten Paragraphen betrachten, die 

ihrerseits nur einen Naherungsausdruck fur (25) daselbst darstellt, so 
uberzeugen wir uns leicht, daB das zweite Glied im Exponenten, welches 
den Faktor (p' - q') enthalt, die Asymmetrie in der Verteilung der Reihe 
der P'i [vgl. § 4, Formel (1)] zum Ausdruck bringt. Dieses Glied verschwindet 

ganz, sobald p' = q' = ! wird. Betrachten wir etwa folgendes Beispiel. 

Eine Gesamtheit yom Umfange N = 100 enthalte eine gewisse Anzahl 
M von Elementen, die das Merkmal A aufweisen. Der Gesamtheit werden 
Stichproben yom Umfange n = 20 entnommen. Gefragt wird, wie sich 
unter den angegebenen Umstanden die Reihe der p l i aus § 4, Form. (1) 

geben wiirde, wenn die relative Haufigkeit p' = l~O des Merkmals A 

1 Der Pfeil, der zwischen zwei Gro.f3en in der Mathematik gesetzt wird, 
bedeutet, da.f3 die eine sich der anderen in der Richtung des Pfeiles unbegrenzt 
nahert. 
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die Werte 0,1,0,2,0,3,0,4,0,5 usw. erhielte. 8etzt man N = 100, n = 20, 
M = 10,20,30,40,50 .•.. , i = 0, 1,2,3,4,5,6, .... in Formel (21) des §4 
ein, so kommt man zu folgenden ResuItaten (vgl. Tab. 1). Die Kolumnen 
"ohne Zuriicklegen" sind na.ch Formel (21) berechnet; diejenigen 
"mit Zuriicklegen" entsprechen der BinomialformellO 000 (pi + q')20 und 
sind dem beka.nnten Lehrbuche von Yule entnommen.1 

, 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

Tabelle 1. Die relativen Haufigkeiten pit X 10000 
bei N=100 und n=20. 

'P' = 0,1 'P' = 0,2 'P' = O,S 'P' = 0,4 'P' = 0,5 

Ohne I Mit Ohne I Mit Ohne I Mit Ohne I Mit Ohne I Mit 
Zurfick· ZurD.ck· Zurfick· Zurfiek· Zurfick· Zurfick· Zurfick· Zurfick· Zurfiek· Zurfiok. 
legen legen legen legen legen legen legen legen legen lagan 

I I I 
951,2 1216 66,0 115 3,0 8 0,1 0,0 

2679,3 2702 432,5 576 35,5 68 1,5 5 0,0 
3181,7 2852 1259,2 1369 188,3 278 13,5 31 0,4 2 
2092,1 1901 2158,6 2054 596,7 716 71,4 123 3,6 11 

841,1 898 2436,9 2182 1268,1 1304 255,1 350 21,2 46 
215,3 319 1919,5 1746 1918,3 1789 653,0 746 89,0 148 

35,4 89 1090,6 1091 2140,9 1916 1242,2 1244 278,1 370 
3,7 20 455,8 545 1802,9 1643 1797,2 1659 661,3 739 
0,2 4 141,6 222 1161,8 1144 2007,8 1797 1216,0 1201 
0,0 1 32,8 74 577,6 654 1748,3 1597 1746,1 1602 
0,0 5,7 20 222,4 308 1192,4 1171 1968,7 1762 
- 0,7 5 66,3 120 637,6 710 1746,1 1602 
- 0,1 1 15,2 39 266,7 355 1216,0 1201 
- 0,0 2,7 10 86,7 146 661,3 739 
- 0,0 0,3 2 21,7 49 278,1 370 
- 0,0 0,0 4,1 13 89,0 148 
- 0,0 0,0 0,6 3 21,2 46 
- 0,0 0,0 0,1 3,6 11 
- 0,0 0,0 0,0 0,4 2 
- 0,0 0,0 0,0 0,0 
- 0,0 0,0 0,0 I 0,0 

Die Hii.ufigkeiten fiir pi = 0,6, pi = 0,7, pi = 0,8, p' = 0,9 werden 
bloB 8piegelbilder derjenigen fUr pi = 0,4, p' = 0,3, p' = 0,2, pi = 0,1 
ergeben und brauchen daher hier nicht aufgefiihrt zu werden. Die Zahlen 
der Tab.l sind in Abbildung 1 auf S.60 dargestellt, wobei die 
Rechtecke dem FaIle "ohne Zuriicklegen" und die durch Linien ver· 
bundenen Punkte jenem "mit Zuriicklegen" entsprechen. Man ersieht 
aus den Schaubildem sofort, daB in der Tat die relativen Hii.ufigkeiten 
sich um so symmetrischer um ihr maximales Glied verteilen, je naher pi 
an 0,5 herankommt. Aber in allen 5 Fii.llen weisen sie bereits die fiir 
das Exponentialgesetz so typiscbe "Glockenform" der Verteilung auf. 

1 Vgl. G. UdnyYule: An Introduction to the Theory of Statistics. 
lOth edition, S. 294. London 1932. 
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Wir iiberzeugen uns ferner, daB die Differenz zwischen den Fallen "ohne 
Zuriicklegen" und "mit Zuriicklegen" nicht unbetrachtIich ist und daB 
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tatsachIich, wie oben auf S. 58 
auseinandergesetzt wurde, im er
steren FaIle die Verteilung sich 
enger urn das maximale Glied 
gruppiert als im zweiten. 

Die Analyse der Formel (37) 
des § 4 ergibt ferner folgendes 
auBerordentIich wichtige Resultat: 
je groBer n genommen wird, desto 
kleinerwerden, beigleichbleibenden 
p' und q', das zweite und dritte 
Glied des Exponenten im Ver
gleiche zum ersten, desto weniger 
wird also auch die Asymmetrie der 

Reihe der p~ in Erscheinung treten. Nehmen wir z. B. an, die Gesamt-

heit besitze den Umfang N = 400, wobei p' = -; gleich 0,1 sei, also den 
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extremsten Wert des vorhergehenden Beispiels aufweise, und fragen wir 
nach der Verteilung der Reihe der p~ bei zunehmendem Umfang n der 
Stichprobe. Es sei etwa nacheinander n = 5, 10, 20, 50 und 100. Wir 
erhalten dann folgende Tabelle 2. Die Zahlen "mit Zuriicklegen" 
sind hierbei, mit alleiniger Ausnahme von n = 5, dem Lehrbuche 
von Winkler entnommen.1 

Tabella 2. Die Annaherung der Reihe p~ X 10000 an die sym
metrische Verteilung bei wachsender SeriengroJ3e n 

(N = 400, p' = 0,1). 

n=5 n=10 n=20 n=50 n=l00 

i Ohne I Mit Obne I Mit Obne I Mit Obne I Mit Obne I Mit 
Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck- Zurilck-
legen !egen legen legen legen !egen legen legen legen legen 

0 5888,4 5905 3442,7 3487 1151,1 1216 35,5 51 0,1 
1 3308,1 3281 3923,4 3874 2700,5 2702 228,2 286 0,8 3 
2 722,9 729 1956,1 1937 2925,6 2852 698,9 779 5,6 16 
3 76,7 81 561,5 574 1944,7 1901 1357,6 1386 26,5 59 
4 3,9 4 102,7 112 888,9 898 1879,7 1809 90,0 159 
5 0,0 12,5 14 296,8 319 1976,3 1849 234,9 338 
6 - 1,0 2 75,1 89 1641,7 1541 489,3 596 
7 - 0,1 14,7 20 1106,8 1076 836,6 889 
8 - 0,0 2,3 3 617,4 643 1197,6 1148 
9 - 0,0 0,3 289,0 333 1456,3 1304 

10 - 0,0 0,0 114,8 155 1521,6 1319 
11 - - 0,0 39,0 61 1378,2 1199 
12 - - 0,0 11,5 22 1089,8 988 
13 - - 0,0 2,9 7 756,6 743 
14 - - 0,0 0,6 2 463,3 513 
15 - - 0,0 0,1 251,1 327 
16 - - 0,0 0,0 120,9 193 
17 - - 0,0 0,0 51,7 106 
18 - - 0,0 0,0 19,7 54 
19 - - 0,0 0,0 6,7 26 
20 - - 0,0 0,0 2,0 12 
21 - - - 0,0 0,6 5 
22 - - - 0,0 0,1 2 
23 - - - 0,0 0,0 1 

Dieselben Zahlen sind in Abbildung 2 (S.62) dargestellt, wobei 
die Rechtecke wiederum dem Falle "ohne Zuriicklegen" und die !iurch 
Linien verbundenen Punkte jenem "mit Zuriicklegen" entsprechen. 
Die HohenmaBstabe sind in allen 5 Schaubildern dieselben, die Dichte 
der einzelnen Rechtecke ist jedoch - aus Griinden, die aus den Ausfiih
rungen des nachsten Paragraphen erhellen werden, - proportional den 

1 1 1 1 1 
Zahlenwerten: V- , V- , V- , 'Ir<n und V- angesetzt. Das 

5 10 20 v50 100 

1 VgI. Winkler: GrundriJ3 dar Statistik, I, S.32. 
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ma.xima.1e Glied jeder Reihe wird, wie wir wissen, durch den Wert von 
np' bestimmt, verschiebt mch also in unserem Beispiel bei zunehmen

60()()" 
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dem n vom ersten Gliede zum zweiten, dritten, sechsten und 
schlieBlich zum elften Gliede, wobei linker Hand vom 
Maximum immer mehr Raum fUr die ihm vorhergehenden 
Werte von p~ gewonnen wird. Die Verteilung wird gleich
zeitig immer symmetrischer und ist bei n = 100 von der 
idea.len symmetrischen "Glockenform" bei £luchtiger Be
tra.chtung bum zu unterscheiden. Auch in diesem Beispiel 
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p = 0,1 gruppieren sich die relativen 

Haufigkeiten "ohne Zuriick
legen" etwas dichter um ihr 
Maximum als diejenigen "mit 

O~, ":2"'!J~4~5~6'-!7~8~9~10~11~12~13~t.~i4 ~'6'~'6~17~18~'9~20::::21::- Zurucklegen", doch ist der 

Abb.2. Unterschied zwischen beiden 
Fallen (infolge eines groBeren 

Wertes von N gegenuber n) geringer als im vorhergehenden Beispiele. 
Zur allgemeinen Orientierung des Lesers sei noch bemerkt, daB die 

Berechnung der Zahlenwerte der Tab. 1 und 2 von einem durchschnitt
lichen Rachner, der nur mit Logarithmentafeln und mit Tafeln der 
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Log. der "Fakultaten" ("Faktoriellen") versehen ist, 2 bis 3 volle 
Arbeitstage erfordem wiirde - ein Beleg dafiir, wie notig zeitsparende 
Annaherungsverfahren sogar bei relativ so kleinen Seriengro.Ben 
werden. 

Um ein Beispiel fiir die Genauigkeit der Naherungsformel (37) zu 
geben, vergleichen wir die sich aus ihr bei N = 400, n = 100 und p = 0,1 
ergebenden Werte mit den genauen Werten der vorletzten Kolumne von 
Tab. 2. Infolge des angenaherten Charakters der ersteren ist es jedoch 
geboten, die relativen Haufigkeiten blo.B auf 100 und nicht auf 1000() 
zu beziehen. Wir erhalten folgende 2 Zahlenreihen. 

~ = 0, I, 
Genau: 0,0; 0,0; 
Angenahert: 0,0; 0,0; 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
0,1; 0,3; 0,9; 2,3; 4,9; 8,4; 12,0; 14,6; 15,2; 
0,1; 0,3; 0,9; 2,3; 4,8; 8,3; 12,0; 14,7; 15,4; 

i = II, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 
Genau: 13,8; 10,9; 7,6; 4,6; 2,5; 1,2; 0,5; 0,2; 0,1; 0,0; 
Angenahert: 13,9; 10,9; 7,5; 4,5; 2,5; 1,2; 0,5; 0,2; 0,1; 0,0; 

Wenn man in Betracht zieht, da.B die Formel (37) von der Annahme 
ausgeht, die Zahlen seien bereits so gro.B, daB man auf sie die Stir lingsche 
Formel anwenden kann, wahrend bei uns in die genaue Formel (21) 
des § 4 die "Fakultaten" von i = I, 2, 3, 4 usw. eingehen, so ist die 
Ubereinstimmung als eine unerwartet gute zu bezeichnen. Dieses kleine 
Beispiel ist eine Bekrii.ftigung jener Tatsache, die wir bereits oben auf 
S. 51 erwahnten, da.B die Einfiihrung der Stirlingschen Formel in den 
Beweisgang wohl bequem, aber durch die Umstande nicht unbedingt 
geboten ist und eine iiberfliissige Unsicherheit hineinbringt. Wir machen 
den Leser femer darauf aufmerksam, da.B Formel (37) im Vergleich 
zur genauen Formel (21) noch an und fiir sich keine besondere Zeit
erspamis bedingt: ihre hauptsachliche praktische Bedeutung liegt im 
Summierungsverfahren, welches wir im nachsten Paragraphen behandeln 
werden. 

Wie Winklerl sehr treffend ausfiihrt, ist die mit zunehmender Serien
gr6Be n wachsende Symmetrie der Binomialreihe durchaus nichts Ge
heimnisvolles, sondern im Aufbau der Binomialreihe begriindet. Das
selbe kann man auch vom allgemeineren Fall der "Ziehung ohne Zuriick
legen" behaupten. Betrachten wir namlich die Reihe der relativen 
Haufigkeiten P', so bemerken wir, mit Riicksicht auf Formel (21) des 
§ 4, daB ein beliebiges p l i aus dem Produkte von zwei Gr6Ben besteht: 
aus der Binomialzahl 

und dem Restprodukte 
M! 

(M-i)! 

( n) n! 
i -i!(n-i)! 

(N-M)! (N-n)! 
[(N -M) -(n-i)]! N! 

1 Vgl. Winkler: GrundriJ3 der Statistik, I, S.32, Anmerkung. 
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Die Binomialzahlen bilden, wie jederma.nn bekannt ist, eine ga.nz 
symmetrisohe Funktion mit einem starken Maximum gera.de in der Mitte 
der Reihe. Was die Restprodukte anbetrifft, so ersehen wir aus Formel (3) 
des § 4, daB das Verhaltnis des Restproduktes von P; zu demjenigen 
von ~ _ 1 sioh als 

(M + l)-i 
Qi=TN-M-n)+i 

stellt. Je kleiner i, desto groBer ist dieser Quotient, und desto mehr 

nahert er sioh seiner oberen Grenze N -M~n+ l' die er bei i = 1 
erreioht. 1st diese Grenze kleiner ds 1, so wird die Reihe der Restprodukte 
bei zunehmendem i monoton abnehmen. 1st der Quotient Q .. = 

_ M:':' :;n groBer als 1, so wird es Q1 desto mehr sein, und daher 

wird die Reihe der Restprodukte bei zunehmendem i ebenfalls zunehmen. 
1st schlieBlich Q .. kleiner als 1, Ql aber groBer, so wird die Reihe 
der Restprodukte zuerst ansteigen und darauf wieder abnehmen. In 

allen drei Fallen wird jedoch, bei nicht zu kleinem p' =; und bei 

groBerem n, die starke Bewegung der Binomialkoeffizienten diejenige 
der Restprodukte iiberwiegen und bei zunehm6ndem n den zunehmenden 
symmetrischen Oharakter der Reihe bedingen. Setzen wir z. B. N = 12 
und n = 4. Die Binomialzahlen werden dann folgende Reihe ergeben: 

1, 4, 6, 4, 1· , 

und die Restprodukte: 

bei M =8: 
1 8 28 56 70 

495 ' 495 ' 495 ' 495 ' 495 ' 

bei M =4: 
70 56 28 8 1 
495 ' 495 ' 495 ' 495 ' 495 ' 

bei M = 6: 
2 4 5 4 2 

66' 66' 66' 66' 66· 

Multiplizieren wir die Binomialzahlen mit den entsprechenden Rest-
produkten, so erhalten wir in der Tat folgende relative Haufigkeiten: 

P'o' P'I' P's, P'a, P'" 

M=8, 
1 32 168 224 70 495 

495' 495' 495' 495' 495' 
zusammen: 495 = 1; 

M=6, 
2 16 30 16 2 66 

66' 66' 66' 66' 66' zusammen: -66- = 1; 

M=4, 
70 224 168 32 1 495 
495' 495' 495' 495' 495' zusammen: 495 = 1. 

Wir ersehen hieraus, daB die starke Asymmetrie der Reihe der Rest
produkte im ersten und dritten Falle es nur vermocht hat, das Maxi-
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mum der Reilie der P' um ein Glied nach rechts (bzw. nach links) 
zu verschieben. 

Die Asymmetrie der Reilie der pI, die immer -. mehr oder weniger 
ausgesprochen - zum Vorschein kommt, wenn p' § q' ist (und folglich 

entweder p' oder q' groBer als ! ist), hat noch die interessante Eigenschaft 

zur Folge, daB die totale relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrschein
lichkeit) des Ereignisses i < np' nicht derjenigen des Ereignisses i> np' 
gleichkommt. Dieser Satz bildet den Hauptinhalt des sogenannten 

"Problems von Simmons". 1st p' < !, so wird die Anzahl 

der Glieder, de-ren Indizes kleiner sind als das Produkt np', jedenfalls 
die Zahl jener, deren 1ndizes groBer sind, nicht iibersteigen, gleichgiiltig, 
ob n gerade oder ungerade genommen wird und ob np' eine ganze Zahl 
ist oder nicht. Die Gesamtheit der Zahlen P' der ersten Gruppe wird 
deshalb die kurze Seite und jene der zweiten Gruppe die lange 
Seite der Reilie genannt. Ragnar Frisch und Alf Guldberg haben 
nun den exakten Beweis dafiir erbracht, daB im Falle "mit Zuriicklegen" 
nicht nur die Summe der kurzen Seite immer groBer als die der langen 
ist, sondern daB auch der ExzeB bei konstantem n desto groBer wird, 
einen je kleineren Wert man p' erteilt.1 Dasselbe gilt auch fiir den all
gemeineren Fall "ohne Zuriicklegen". Der Beweis fiir diesen Satz ist 
aIlein mit den Mitteln der elementaren Algebra nicht zu erbringen, und 
wir begniigen uns daher mit einem Hinweis auf jene Beispiele, die wir 
in diesem Paragraphen bereits angefiihrt haben. So ergibt uns Tab. 1 
auf S. 59 folgende Resultate: 

Bei p' = 0,1: Summe der 2 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 
Maximales Glied .......................... . 
Summe der 8 Haufigkeiten der langen Seite .. 
Differenz: kurze Seite -lange Seite ........ . 

Bei p' = 0,2: Summe der 4 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 
Maximales Glied .......................... . 
Summe der 16 Haufigkeiten der langen Seite . 
Differenz: kurze Seite - lange Seite ........ . 

Bei p' = 0,3: Summe der 6 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 
Maximales Glied .......................... . 
Summe der 14 Haufigkeiten der langen Seite . 
Differenz: kurze Seite - lange Seite ........ . 

Bei p' = 0,4: Summe der 8 Haufigkeiten der kurzen Seite .. 
Maximales Glied .......................... . 
Summe der 12 Haufigkeiten der langen Seite . 
Differenz: kurze Seite -lange Seite ........ . 

3630,5, 
3181,7, 
3187,8, 

+ 442,7. 

3916,3, 
2436,9, 
3646,8, 

+ 269,6. 

4009,9, 
2140,9, 
3849,2, 

+ 160,7. 

4034,0, 
2007,8, 
3958,2, 
+ 76,8. 

1 Vgl. Ragnar Frisch: Solution d'un probleme du calcul des probabilites 
(Premier probleme de Simmons). Skandinavisk Aktuarietidskrift, S.153 
bis 174. 1924. 

Anderson, Statlstlk. I) 
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Doch je groBer n genommen wird, desto kleiner wird - bei gleich
bleibendem p' - die DiHerenz zwischen der kurzen und der la.ngen Seite. 
Das ersieht man aus der Darcharbeitung der Tab. 2 auf S.61. 

Bei n = 5 hat man hier iibrigens iiberhaupt keine kurze Seite. 

n=5 I 10 20 50 100 

Summe der Haufigkeiten 
der kurzen Seite ...... 3442,7 3851,6 4199,9 4337,7 

MaxiroaJes Glied •.....•• 5888,4 3923,4 2925,6 1976,3 1521,6 
Summe der Haufigkeiten 

der langen Seite ...... 4111,6 2633,9 3222,8 3823,8 4140,7 
Differenz: kurze Seite -

lange Seite ..........• + 808,8 + 628,8 + 376,1 + 197,0 

6. Summenformeln zum Exponentialsatz. 
Da das asymmetrische zweite und dritte Glied im Exponenten der 

Formel (37) (§ 4) bei den Rechnungen die relativ groBten Schwierigkeiten 
bereiten, und da, wie wir bereits gesehen haben, deren Bedeutung bei 
zunehmendem n immer geringer wird, so liegt der Gedanke nahe, ob 
man nicht bei groBeren n diese Glieder einfach unterdriicken konnte. 
Gewohnlich verfahrt man auch in der Tat so, und zwar an Hand der 
folgenden tJberlegung. Bei den praktischen Anwendungen obiger Formel 
wird recht haufig nach der totalen statistischen Wahrscheinlichkeit 
(bzw. relativen Haufigkeit) dafiir gefragt, daB die Wiederholungszahl 
des Merkmals A entweder np' + x oder np' - x ergebe. Erstere 
GroBe wird durch Formel (37) des § 4 gegeben: 

T!~,..." 1 X 

V 2nn p'q'( 1-;') 
s. (P'-q')(1-~)~ (P'-1l')(1-~)z8 

--7---7" + ----'-:,---+__ 

xe 2np'Il'(1-;) 2np'll' (1-;) 6n'p"Il'I(I-;r; (1) 

letztere GroBe ergibt sich ohne weiteres aus der vorigen, indem dort 
an Stelle von x einfach der Wert - x . eingesetzt wird: 

(p'-Il') (1-~) rea 

+ 6n"p"!',," (1- ; r ,. (la.) 

und die totale Wahrscheinlichkeit (bzw. relative Haufigkeit) von "ent
weder np' + x oder np' - x" erhalten wir offenbar in der Summe 
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2np'l' (1--) + (n ) (n )1 
- ~I n [ (p'-I')(i-~)~ (p'-1')(1-~)~8 

TVJ'+T'-VJ'" e N e 2nfl'I' 1- N 6n'fl'JI'J 1- N + V 2nnp' q'(l- ;) 
(p'-I') (1-*) ~ (fI'-1') (1_~)~] 

+e - ...... (,-.;) + ......... (,-; r . . .. (2) 

In jedem Lehrbuch der DifferentiaJrechnung findet sich der Beweis 
fUr. folgende zwei Reihenentwicklungen: 

e - +TI+2T+3f+T!+ .... un II _ 1 Y y2 11 . 11' d} 
_II _ Y y2 11 11' • •• (3) 

e -1-TI + 2T - 3f +T!-.... 
Hieraus folgt durch einfache vertikale Summierung beider Gleichungen, 
da8 

ell + e-!l = 2 + 11 + ~ + .... • (3 a) 

Setzen wir 

(p' - q') (I - ~ ) [ :1) a;8] 
y = ( n ) np' q' - (n) , 2 l--jf{ 3n2p'2q'2 I-N 

(4) 

so ergibt sich sofort: _ ~8 

2np'q' (1-!!...) 
T'VJ+T'_VJ ..... e N [e+ II + e- II] V 2nnp'q'(I- ;.) 

(5) 

Betrachtet man aber Formel (4), so ersieht man leicht, da8 

[n;q, - 3nBP'2q'~I-i)r 
bereits von einer GroJ3enordnung ist, die wir oben im § 4 bei der Ableitung 
der Formel (37) unterdriickt haben [vgl. daselbst die Bedingungsglei
chungen (31) und (33)]. Infolgedessen sind wir berechtigt, den. Wert 
von 11 und um so mehr von 'It, y6 usw. in (3a) zu vernachliLssigen und 
in (5) einfach zu setzen: e+!l + e-II ,..., 2. Wir erhalten also: 

o· 
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oder bei Einfiihrung der Bezeichnung von (38) in § 4 

a =Vnp'q' (1- ;),. (7) 

aueh einfach: 

(8) 

und folglieh: 
$" 

T'z + T'-z e- 2iJl 
~-';;----"'- '" .• • . • • • • • • (9) 

2 aV2n 
Die Formeln (6), (8) und (9) bergen nur insofem eine kleine zusatz

liehe Ungenauigkeit, als, wie wir bereits oben auf S.47 gesehen haben, 
das groBte Glied in der Reihe der P' nieht genau in der Mitte jenes Inter
valls zu liegen braueht, das dureh das System (12) des § 4 bedingt ist, 
und daB daher eigentlieh - x in P'-:I: naeh seinem absoluten Wert nieht 
immer ganz genau mit + x in P~ iibereinstimmt. Bei einigermaBen 
groBem n ist jedoeh der hieraus resultierende Fehler so klein, daB aueh 
er ruhig vemachlassigt werden kann. Bedeutend groBer - und nur 
bei betrachtliehem n und nieht zu kleinem p' tragbar - ist der Fehler, 
der dadureh entsteht, daB man an Stelle von P' OJ oder von P' _OJ einfach 

den Durehsehnittswert p' OJ +2P' -z setzt. Die Zulassigkeit dieser Sub

stitution sollte jedesmal besonders untersueht werden. 
Die fUr den Fragenkomplex der mathematisehen Statistik besonders 

typiseheFrageistdiefolgende: WiegroBistdietotale relative Haufig
keit (bzwo statistisehe Wahrseheinliehkeit) aller jener Abweiehungen 

i-np' 
[vgl. oben § 4, Formel (22)], deren Wert sieh innerhalb bestimmter vor
gegebener Grenzen + Xo und - Xo befindet 1 Nach dem Additionssatz 
der statistisehen Wahrseheinliehkeitsrechnung (vgl. oben § 2) ist diese 
relative Haufigkeit offenbar dureh die folgende Summe gegeben: 

P'"",+P'"",-1+P'"",-2+ .... +P'l+P'O+P'-l+ .... + 
1=+:1:0 

+ P'-("",-2)+P'-("",-11+P'-"",= 2)P'io1 (10) 
1=-OJo 

1 Das Summenzeichen E findet in der mathematischen Statistik die 
weiteste Verbreitung, und der Leser moge es sich daher gut merken. Seine 
Bedeutung ist aus Formel (10) unmittelbar ersichtlich: as solI die algebraische 
Summe aller jener P'j genommen werden, deren Index i sich in den Grenzen 
von -XII bis + XII befindet. Dasselbe Symbol kann auch einfacher geschrieben 

+:1:0 +:1:0 
werden: .2) P' i oder sogar .2) P' i' wenn aus den vorhergehenden Ausfiih-

/=-:1:0 -:1:0 
rungen klar hervorgeht, auf welche Variable das Summenzeichen bezogen wird. 
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Wir konnen diese Summe auch folgendermaBen darstellen: 
+z. 

Z p l;= (PI"", + pl- ""') + (PI ""'-I + P '-("",-l» + (PI a:,- 2 + P' -(""'- 2»+ .... 
.... + (P' 1 + P'-I) + plo, ... (11) 

oder mit Riicksicht auf Formel (8) oben und auf Formel (20) des § 4, 
wenn man bedenkt, daB bei uns ganz allgemein 

pI; '" T'; 
angenommen wird: 

(12) 

Da aber offensichtlich bei jedem x: 
(-z)' z, 

e-2a' -202 =e , 
und daher 

-1 ;' +zo ;' 
,2;e-202 = Ze-202 , (13) 

;=-Zo ;= 1 

so konnen wir auch schreiben: 

(14) 

Formel (14) ist fiir den praktischen Gebrauch sehr unbequem, da bei 
groBeren n und Xo ihre Aussummierung auBerordentlich zeitraubend 
ware. Um diese Rechenschwierigkeit zu meistern, wird ein Kunstgriff 
angewandt, der auch sonst in der hoheren Mathematik auf Schritt und 
Tritt vorkommt: man ersetzt die Summe durch ein bestimmtes Integral: 

Um dem mit der Integralrechnung nicht vertrauten Leser diesen Begriff 
einigermaBen klarzumachen, wollen wir zunachst den Summenausdruck 
auf der linken Seite von (15) graphisch veranschaulichen (vgl. Abb. 3, 
S.70). In dieser Figur sind die Strecken GA, DB, .... , LF, .... , Zy 

1st ferner aus ihnen auch ersichtlich, in welchen Grenzen die Summierung vor· 
genommen wird, so schreibt man ganz einfach: E Pi. Aus typographischen 
Riicksichten wird zuweilen der griechische Buchstabe E auch durch den ibm 
entsprechenden lateinischen S ersetzt. Die geschieht besonders haufig in 
der angelsachsischen Fachliteratur. 
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gleich den Summanden der Summe in (15). Wenn die Abstande GH, 
HI usw. gleich 1 gewahlt sind, so sind die Summanden von (15) ferner 
gleich den Flii.chen der Rechtecke abrq, cd8fo usw. Die linke Seite von (15) 

ist also, vom Faktor ,~ abgesehen, gleich der Summe der Flii.chen 
t1y2n 

dieser Rechtecke; diese ist aber, wie man Bofort sieht, auch gleich der 
Flache des Polygons qaABODEF ••.. Yyz (denn es sind die Dreiecke 
Abl = Bd, Bd;m, = Oem uew.). Das bestimmte Integral auf der rechten 
Seite in (15) ist aber seiner Definition nach gleich der Flache zwischen 

Zl 

der x-Achse, der Kurve, die durch die Gleichung y = e- 2,," dar~ 

Abb.3. 

gestellt wird, und den Geraden {x _ XO' Diese Kurve geht ebenso 
X--XO' 

wie das oben erwahnte Polygon durch die Punkte ABODEF .... hin
durch und entfernt sich auch sonst nirgends weit von ihm. Dadurch er
scheint die Formel (15) gerechtfertigt. 

Wir wiederholen nochmals, daB wir hier beirn Leser iiberhaupt keine 
Kenntnis der Infinitesimalrechnung voraussetzen und das Integralzeichen 
in (15), (17), (17 a) und (18) nur zu dem Zwecke hereingenommen haben, 
damit er sich, an das AuBere der entsprechenden Formeln gewohnen 
und sie eventuell in der Fachlite:r:atur wiedererkennen kann. Letzten 
Endes ist ja das Integralzeichen seinem Ursprung nach nichts anderes 
als ein verlangertes Summenzeichen S, und das bestimmte Integral 
vermag imme:r: als ein Grenzwert der Summe von sehr kleinen Recht. 
ecken angesehen werden, wenn die Basen derselben (bei gleichzeitiger 
Vermehrung der Anzahl der Rechtecke) gegen Null gehen. So ist auch 

Zl 

beim Integral (15) die Hohe eines jeden Rechtecks durch e -~ ge
messen und dessen Basis durch €lx, das sogenannte Differential von x. 
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Das IntegraJ. (15) wird hii.ufig in einer anderen Form da.rgesteUt, 
welche, wie gesagt, dem mathematisch ungeiibten Leser wenigstens ihrem 
AuBeren na.ch bekannt sein muB, damit er sich in den betreffenden 
Tabellenwerken richtig orientieren kann. In einer gewissen Analogie zu 
den Formeln (40) und (41) des § 4 wollen wir nii.mlich die Substitution 

t __ :1;__ :1; 

- aV2 - V 2np'q'(1-;' ) 

einfiihren, aus welcher unmittelbar die Beziehung 

O'V'2.t=:1; 

... " ... (16) 

folgt. Do. 0' Vi eine Konstante ist, so ist man berechtigt, 

O'V'2dt=d:1;; • . • • • • (1680) 

zu schreiben, wobei dt und dx wiederum aJ.s "Differentiale" auftreten. 
Jenes xo, welches in (15) die obere Grenze der Summierung unter dem 
IntegraJzeichen angibt, ist nur ein bestimmter Wert unter den vielen 
Werten, die :1; annehmen kann. Man bezeichnet den ihm entsprechenden 
Wert von t gewohnlioh mit Hilfe eines anderen Buchstaben, etwo. y 
oder u. Wir setzen also nooh 

u-~- :1;0 
- aV2 - V2np'q' (1-;') . 

. (16b) 

Mit Riioksioht auf (16), (160.) und (16b) verwandelt sioh nun (15) naoh 
Wegkiirzung von 0' V'2 in 

u u 

e (u) = vk ~ e- t' dt =.:n ~ e-t" dt. • • . . . (17) 

-u 0 

Fiihrt man jetzt die Bezeiohnung 

e (u) = 2 q; (u) - 1 

ein, so ergibt sioh hieraus ferner: 
u 

q, (u) = _1_ \ e-t• dt + ! ....... (170.) 
lin) 

o 
In der englisohen Faohliteratur trifft man nooh sehr hii.ufig auf ein drittes 
System von Bezeiohnungen, welohes u. a. von den maBgebenden Pear
sonsohen "Tables for statistioians and biometricians" angenommen 

ist: man bezeiohnet dort unser ~ einfaoh duroh x, das Integral in (15) a 
duroh a (oder ex): 

2 (-~ 
a= V231)e 2 dx, (18) 

o 
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und benutzt auBerdem die Bezeichnung: 

Z= V~n; e 2,. . ..... (ISa) 

wobei unter x ebenfalls unser ~ zu verstehen ist. 
a 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB mit Riicksicht auf die beiden 
Grenzrechtecke der Abbildung 3 Laplace seinem Integral noch ein 
Erganzungsglied beigefiigt hat, welches die Form 

-u' +_e __ 
aV2n 

besitzt, aber so klein ist, daB es in der statistischen Praxis meistens 
vernachlassigt wird.1 

Das "Laplacesche Integral" bedeutet eine enorme Zeit- und Arbeits
ersparnis, obgleich man niemals vergessen darf, daB es bei endlichem 11-

nur eine Naherungsformel darstellt, deren Fehlergrenzen gewohnlich 
nicht einmal genauer abgeschatzt werden. Der Hauptvorzug der Formel 
ist der, daB aIle Werte von P' (xo) oder einer ihm nahe verwandten Funk
tion in speziellen TabelIen, gleich Logarithmentafeln, fertig zu finden 
sind und nicht fiir jeden einzelnen Fall besonders berechnet zu werden 
brauchen. Ein fernerer Vorzug besteht darin, daB dieselben Tabellen in 
gleichem MaBe auf sehr verschiedene Falle angewandt werden konnen, 
und vor allen Dingen beziehen sie sich in gleichem MaBe sowohl auf den 
Fall "ohne Zuriicklegen" als auch auf denjenigen "mit Zuriicklegen". 
Das Integral P' (xo) in (15) ist ein Naherungsausdruck fiir die totale 
relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrscheinlichkeit) aller jener 
Gruppierungen zu n Elementen, bei welchen die Differenz 

i-np' 

[vgl. oben § 4, Formel (22)] kleiner als + Xo und groBer als - Xo ist; 
ebenso ist das Integral e (u) in (17) ein Ausdruck fiir die totale relative 
Haufigkeit aller Gruppierungen zu n Elementen, bei welchen die 
Differenz 

sich in den Grenzen 
:1:0 

+ u = aVjf 

i-np' 
aV2 

und -u= -Xo 
aV2 

[befindet vgl. Formel (16b)], was man in der mathematischen Zeichen
sprache auch so ausdriicken kann: 

e (u) ist die totale relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrschein
lichkeit) aller jener Gruppierungen zu n Elementen, fiir welche das folgende 
System von Ungleichungen besteht: 

1 Vgl. hierzu L. v. Bortkiewicz: Das Laplacesche Erganzungsglied und 
Eggenbergers Grenzberichtigung zum Wahrscheinlichkeitsintegral, Sitzungs
ber. d. Berliner Mathem. Ges., XVIII, S. 37-42 (1920). 
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(19) 

Und das Integral a in (IS) ist schlieBlich der Na.h.erungsausdruck fiir 
die totale relative Haufigkeit (bzw. statistische Wahrscheinlichkeit) 
aller jener Gruppierungen zu n Elementen, bei welchen die Beziehung 

• I + _~<s-np <~ 
(1 = (1 '(1 

(20) 

festgestellt werden kann. Tafeln, die die eine oder die andere Form 
des Laplaceschen Integrals darstellen, werden jedem groBeren Lehr
buch der Wahrscheinlichkeitsrechnung und vielen Lehrbiichem der 
thooretischen Statistik beigelegt. Wir kOnnen bei ihnen 2 Haupt. 
typen unterscheiden: die einen, wie etwa diejenigen von Czuber,l 

gehen von der Formel (17) aus, benutzen als Argument ~ und konnen (1v 2 
auf die Urtafeln von Kramp zurUckgefiihrt werden2 ; die anderen gehen 
wiederum auf Sheppard3 zurUck, der sie zuerst im II. Band der "Bio
metrika" von K. Pearson veroffentlichte. Sie gehen von der Formel (IS) 

aus, benutzen als Argument die GroBe ~ und sind, wie bereits oben 
(J 

bemerkt, in die maBgebenden Pearsonschen "Tables for statisticians 
and biometricians" aufgenommen worden.' In beiden Fallen werden 
jedoch das urspriingliche x = i - n pi und das urspriingliche Xo durch 
Division durch 0'J/2 bzw. durch 0' [vgl. oben Formel (19) und (20)] trans· 
formiert. Dies hat nun zur Folge, daB, wenn man gleichzeitig sowohl x 
als auch 0' mit einer und derselben Zahl multipliziert bzw. dividiert, 
der numerische Wert des zugehorigen Integrals keine 'Veranderung er
leidet. FUr die Praxis hat der folgende Fall besondere Bedeutung. Divi· 
diert man beide Teile der Gleichung x = i - n pi durch n, so erhii.lt man 
unmittelbar : 

(21) 

dividiert man aber 0' durch n, so ergibt sich hieraus: 

(22) 

1 Em. Czuber: Wahrscheinlichkeitsrechnung, I, S.437ff. 
B Kramp: Analyse des Refractions Astronomiques et Terrestres. Stral3· 

burg u. Leipzig 1799. 
8 W. F. Sheppard: New Tables of the Probability Integral. Biometrika, 

Vol. II, S.174-190 (1902/03). 
" Frillier wurden des Ofteren auch Tafeln mit dem sogenannten "wahr. 

scheinlichen Febler", d. h. mit 0,67449~, alsArgument benutzt. DieseForm 
(J 

wurde seinerzeit z. B. von GauS und Quetelet bevorzugt, doch ist man 
jetzt ganz von ibr abgekommen. 
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Somit spielt (22), in bezug auf das Laplacesche Integral, fUr (21) 
genau dieselbe Rolle wie (J fUr i -'RIp'. Di.esen einfachen mergang muB 
man sich gut merken, da wir im weiteren noah mehrmals auf ibn zuriick
kommen werden. Bei N -+ Qg verwa.ndelt sich (22) selbstverstandlich in 

~=Vp'q' . 
n n (22 a) 

7. Zahlenbeispieie zu § 6. 
Wie bereits oben erwihnt wurde, existieren fUr das Laplacesche 

Integral verschiedene Tabellenwerke, die zum Teil mit verschiedenen 
Argumenten operieren. Daher ist bei deren Anwendung eine gewisse 
Vorsicht geboten, und wenn der Statistiker eine ibm nicht genau be
kannte Tabelle zur Hand nimmt, so muB er vor allen Dingen Klarheit 
dariiber erlangen, ob er es mit dem Krampschen, Sheppardschen, 
GauBschen oder noch einem anderen Typus zu tun hat. Dies wird durch 
Ansicht der IntegraHorm, durch Studium des einleitenden Textes und 
durch Vergleich mit anderen Tabellen erreicht. VergiBt der Statistiker 
diese elementare VorsichtsmaBregel, so kann er sich auf grobe Fehler 
in seinen Berechnungen gefaBt machen. 

In der angelsachsischen Fachliteratur ist zurzeit der Sheppardsche 
Typus der bei weitem verbreitetste. Es erscheint daher zweckmaBig, 
auch unseren Zahlenbeispielen eine Tabelle dieser Art zugrunde zu legen. 

Das Argument der Tabelle ist, wie wir wissen, der Quotient ~, den a 
Sheppard einfach mit x bezeichnet. FUr verschiedene Werte 
dieses Arguments werden nun die ihnen entsprechenden GroBen von 
1 1 a 2" (1 + a) = 2" + 2" [vgl. oben Formel (18)]1 und z [vgl. daselbst 

Formel (18a)] angefiihrt. 
Um den Gebrauch der Tabelle besser erlautern zu konnen, geben 

wir sie hier in einer sehr gekiirzten Form wieder; statt des Sheppard-

schen x schreiben wir jedoch unser ~, statt seiner 7 Dezimalstellen a 
nehmen wir nur 4, und um RltUm zu sparen, unterdriicken wir auch 
die sog. ersten und zweiten Differenzen, die zu Interpolationszwecken 
gebraucht werden. (Siehe Tab. 3, S. 75.) 

Unser erstes Beispiel diene der Anwendung der Werte z. In der vorletzten 
Kolumne der Tab. 1 auf S. 59 besitzen wir eine Reihe von Zahlenwerten, 

1 Wenn. n bereits so gro13 ist, da13 man die Verteilung der P' als symmetrisch 
1 

ansehen darf, entspricht 2" (1 + a) der relativen Haufigkeit alIer jener Falle, 

bei denendie Abweichurigalgebraisch kleiner als.!!.- ist; d. h. die Haufigkeit a 
bezieht sich auf aIle negativen Abweichungen, me gro13 sie auch seien, und 

nur fUr die positiven Abweichungen gilt die Grenze ~. Bei manchen Ana 
wendungen ist dies die bequemere Form des, Laplaceschen Integrals. 
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die die Formel fUr die relativen Haufigkeiteri P; unter der Voraussetzung 
N = 100, 1/, = 20, p' = q' = 0,5 ergibt. Wll' wiesen jedoch, daB 

P~ '" T~ 
[vgl. Formel (39) des § 4]. Wegen p'= q'=! verschwindet hier das 

asymmetrische zweite und dritte Glied im Exponenten von ~, und wir 
erhalten einfach: 

e" 
p~",_l_. e -200 (1) 
• o-JIb 

, . . 

Tabelle 3 • 

:Jl .!..+~ :Jl .!..+~ II II a 2 2 a 2 2 

0,0 0,5000 0,3989 2,3 0,9893 0,0283 
0,1 0,5398 0,3970 2,4 0,9918 0,0224 
0,2 0,5793 0,3910 2,5 0,9938 0,0175 
0,3 0,6179 0,3814 2,6 0,9954 0,0136 
0,4 0,6554 0,3683 2,7 0,9965 0,0104 
0,5 0,6915 0,3521 2,8 0,9974 0,0079 
0,6 0,7257 0,3332 2,9 0,9981 0,0060 
0,7 0,7580 0,3123 3,0 0,9987 0,0044 
0,8 0,7881 0,2897 3,1 0,9990 0,0033 
0,9 0,8159 0,2661 3,2 0,9993 0,0024 
1,0 0,8413 0,2420 3,3 0,9995 0,0017 
1,1 0,8643 0,2179 3,4 0,9997 0,0012 
1,2 0,8849 0,1942 3,5 0,9998 0,0009 
1,3 0,9032 0,1714 3,6 0,9998 0,0006 
1,4 0,9192 0,1497 3,7 0,9999 0,0004 
1,5 0,9332 0,1295 3,8 0,9999 0,0003 
1,6 0,9452 0,1109 
1,7 0,9554 0,0940 4,0 0,9999683 0,0001 
1,8 0,9641 0,0790 4,5 0,9999966 0,00002 
1,9 0,9713 0,0656 5,0 0,99999971 
2,0 0,9772 0,0540 5,5 0,99999998 
2,1 0,9821 0,0440 6,0 0,9999999990 
2,2 0,9861 0,0355 

wobei 
, X = i-np' . (2) 

und 

(J= V 1/,P'q'(I- ;.). . (3) 

Wie aus (18a) des vorhergehenden Paragraphen 6 ersichtlich, sind in 
unserer Tab. 3 die Werte von 

II e' • • • • • • • (4) 
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angefiihrt. Vergleicht man diese Formel mit (1), so iiberzeugt man sich 
sofort, daB aus ihr die einfache Beziehung folgt: 

P' '" T~=~. a: a 

Setzt man nun die eingangs angegebenen Zahlenwerte in (2) und (3), 
so erhalt man aus ihnen: 

. 1 2 d f I l' h x x i -10 x = ~ - 0, (J = , un 0 g 1C : -;; = "2 = --2-' 

Das kleinste i ist 0, das groBte 20, somit rangiert der absolute Wert Ixl 
zwischen 10 und O. Dem Werte : = ~ = 0 entspricht in der Tabelle 

z = 0,3989; somit ist T'o= 0,3;89 = 0,19945; dem Werte : = ! 
entspricht in der Tabelle z = 0,3521; somit ist T'l = 0,3;21 = 0,17605 

und so weiter. Auf diese Weise erhalt man in einigen Minuten aIle iibrigen 
Werte von T~. Vergleicht man jene mit den genauen Zahlen von Tab. 1 
auf S. 59, so ergibt sich folgendes: 

~ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
10000 P'i genau: 0,0; 0,0; 0,4; 3,6; 21,2; 89,0; 
10000 P'i angenahert: 0,0; 0,0; 0,5; 4,5; 22,0; 87,5; 

i = 7, 8, 9, 10, 11, 

6, 
278,1; 
270,0; 

10000 P'i genau: 661,3; 1216,0; 1746,1; 1968,7; 1746,1; usw. 
10000 P'i angenahert: 647,5; 1210,0; 1760,5; 1994,5; 1760,5; usw. 

FUr so kleine Grundzahlen ist die Ubereinstimmung bereits als voIl
kommen befriedigend zu bezeichnen. 

Als zweites Beispiel wahlen wir die Anwendung des Sheppardschen 
Integrals a [Formel (18) des vorhergehenden Paragraphen] auf die vor
letzte Kolumne von Tab. 2, S.61. Wir erhalten fiir diese 

(J = V-np'q' (1- ;) = VIOO. 1~ . 190 (1- !~~) = 2,598 

und wiederum 
x =i-IO. 

Unsere Aufgabe bestehe etwa darin, mit Hilfe der Tab. 3 die relative 
Haufigkeit aller jener P~ zu bestimmen, die dem FaIle 

- 3,5 ::s x s + 3,5 

entsprechen. Es ist folglich 
x 3,5 135 
-;; = 2,598 = , . 

In der Kolumne (! + ;) steht 0,9032 gegeniiber 1,3 und 0,9192 

gegeniiber 1,4. Die Differenz ist 0,0160, somit entfallt auf 0,05 etwa 

0,0~60 = 0,0080, so daB dem Wert von : = 1,35 ungefahr die Zahl 
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0,9032 + 0,0080 = 0,9112 entspricht. Durch Multiplikation mit 2 und 
Subtraktion von 1 ergibt sich hierans a = 0,8224 (a.n Hand der voll
stindigen Sheppardschen Tabellen wiirden wir direkt das genauere 
Resultat a = 0,8230 erhalten). Da nun einem x = - 3,5 ein i = 6,5 
und einem x = + 3,5 ein i = 13,5 entspricht, so miiBte eigentlich die 
von uns erhaltene relative Haufigkeit a der Summe aller Haufigkeiten 
von P' 7 bis P /13 inklusive in der v6rletzten Kolumne der Tab. 2, S. 61 
gleich sein. Und in der Tat ergibt sich fUr letztere die Zahl 0,8237 - ein 
Resultat, welches sich nur um zirka 0,1% vom angenaherten unter
scheidet, das etwa in 2 Minuten erhalten werden kann! 

Ein anderes mehr durchgearbeitetes Beispiel fiir die Anwendung 
der Tab. 3 auf kompliziertere Probleme findet sich weiter unten in § 9. 

Wenn wir die Zahlenreihen der Tab. 3 betrachten, so bemerken wir 

nooh, daB die Funktion (~ + :) mit zunehmendem : ebenfalls stark 

zunimmt: bei ~ = 2 betragt sie z. B. 0,9772, bei ~ = 3 schon 0,9987, a a 

bei : = 4 bereits 0,9999683 usw. Wir erhalten hieraus fiir das Integral a 

folgende Werte: 

bei ~ = 2, oder, was dasselbe ist, bei x = 2 (1, a = 0,9544; a 
z 

x = 3 (1, a = 0,9974; 
" 

-=3, 
" " " " " a 

" 
~=4 
a ' " " " " " 

x = 4 (1, a = 0,9999366; 

" 
~=5 
a ' " " " " " 

x = 5 (1, a = 0,99999942; 

:c x = () (1, a = 0,999999998; 
" -=6, 

" " " " " a 
usw. 

Diese Feststellung ist von groBer Wichtigkeit, denn sie bildet den Uber-
gang zum sog. "Gesetz der groBen Zahlen". 

8. Das Prinzip der gro:Ben Zahlen. 
Um das Folgende besser verstehen zu konnen, wollen wir zunachst 

den Hauptinhalt unserer bisherigen Ausfiihrungen rekapitulieren. Aus 
dieser Rekapitulation wird auch ersichtlich werden, wie 'Weit wir auf 
dem auf S. 35f. vorgezeichneten Weg bereits vorgeschritten sind. Unseren 
Ausgangspunkt bildete eine statistische Gesamtheit vom Umfange N, 
unter deren Elementen eine gewisse Anzahl M das Merkmal A aufweist. 
Wir nahmen an, daB dieser Gesamtheit auf beliebige Art n Elemente 
entnommen wurden, von denen i das Merkmal A besaBen. Es handelte 

sich dann um folgende Frage: wie verhalt sich die relative Haufigkeit i. n 

zur relativen Ha.ufigkeit ~ (die wir iibrige~ in bezug auf ! als "stati-
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stische Wa.hrscheinlichkeit" P bezeichneten) 1 Um diese Frage zu beant
worten, untersuchten wir zunichst, auf 'Wie viele Arlen die N Elemente 
dar Gesam.theit sich zu 11. Elementen kombinieren konnen, und stellten 
fest, daB die Za.hl dieser Kombinationen gleich 

NI 
(N-n)1 

ist. Wir nahmen ferner an, daB jede Kombination ein Element in 
der neuen Gesamtheit alIer Kombinationen darstelIt, die 
offenbar den Umfang ~ besitzt, und versuchten festzustelIen, wie haufig 
hierbei die konkreten Kombinationen (Elemente): 

Omal ,,A" und nmal "Nicht A"; Imal ,,A" und (11. - l)mal j,Nicht A"; 
2mal "A" und (n - 2) mal ,,Nicht A", usW. 

vorkommen. Das Ergebnis war, daB die relativen Haufigkeiten der 
letzteren sich durch die Reihe 

darstelIen lassen. Wir fanden fiir diese GroBen sowohl genaue (vgl. 
FormeIn 6 und 10 des § 3) als auch angenaherte Ausdriicke (vgl. For
meIn 21,37 und 39 des § 4). Unser nichstel' und letzter Schritt bestand 
da.nn in der Bestimmung del' totalen relativen Haufigkeit alIer jener 
Elemente, bei denen das Merkmal A von (np' -x)mal bis (np' + x)mal 
amtritt, odeI', was dasselbe ist, bei denen die relative Haufigkeit des 

Merkmals A sich zwischen den Grenzen pi -!?. und pi +!?. befindet. n n 
Diese relative Haufigkeit bezieht sich selbstverstandlich ebenfalls auf 

die von uns nur geda.nklich gebildete Gesamtheit von (N ~~)! Elementen, 
unter welchen jedes eine gewisse Kombination von 11. Elementen aus del' 
Ausgangsgesamtheit ·vom Umfange N darstelIt. Als Antwort ergab sich 
das sog. Laplacesche Integral mit seiner einzigen charakteristischen 
Konstanten (1, die je na.ch del' Fragestellung verschiedene Werte an-
nehmen kann: . 

Vnplq'(l-i-), Vnp'q', Vp'q'(!-~)' VP:' uSW. 

Unsere bisherigen Ausfiihrungen bewegten sich also im Bereiche rein 
mathematischer Spekulationen, speziell im Bereiche del' sogenannten 
Kombinatorik, und wir V'ermochten bis jetzt noch gar nichts dariiber 
auszusagen, wie in Wirklichkeit bei einer Entnahme von n Elementen 
aus N sich die Haufigkeit des Merkmals A stelIen Wiirde. Wird Z. B. 
die "Stichprobe" aus einem Teile del' Gesamtheit entnommen, del' nur 
Elemente mit dem Merkmal A enthalt, so wird die relative Haufigkeit 

~ = 1 resultieren. Befinden sich jedoch aIle Elemente mit dem Merkn 
mal A gerade in einem a;nderen Teile del' Ausgangsgesamtheit, so wird 



8. Das Prinzip der gro.Ben Zahlen. 79 

sich bei derselben statistischen Wahrscheinlichkeit ~, trotz aller Formeln 

der §§ 3, 4 und 6, das Resultat ~ = ° ergeben. 1st z. B. die Gesamt-
1/, 

heit der Zahlka.rten einer Volkszahlung nach Geschlecht geordnet, so 
wird man aus der einen Gruppe nur "mannliche" Karlen ziehen konnen 
und aus der anderen nur "weibliche". Diese einfache Tatsache laBt sich, 
wie wir bereits einmal bemerkt haben, durch keine noch so komplizierten 
"tautologischen Umformungen" der Formeln der Kombinatorik aus der 
Welt schaffen. 

Um hier vorwartszukommen, muB irgendeine zusatzliche Annahme 
gemacht werden. Sol1te z. B. festgestellt worden sein (dies ist offenbar 
eine quaestio facti), daB die Elemente, die das Merkmal A besitzen, 
in der Ausgangsgesamtheit yom Umfange N mehr oder weniger gleich
maBigverteilt sind, d. h. daB letztere gut durchmischt ist, so konnten 

hieraus bereits gewisse Riickschliisse auf das Verhii.ltnis von ! zu ~ 
gezogen werden. Dasselbe ware iibrigens auch der Fall, Wenn wir die 
Elemente fUr die Stichprobe ungefahr gleichmaBig aus den verschiedenen 
Teilen einer geordneten Gesamtheit entnehmen wiirden. 

Die Mischung, die wir im Sinne haben, ist durchaus keine mathema
tische, sondern eine rein technische, sozusagen alltagliche Angelegenheit. 
Wenn man z. B. durch sorgfaltige Mischung keine mehr oder weniger 
gleichmaBige Verteilung von Zement, Kies, Sand und Wasser erreichen 
konnte, so wiirden die einzelnen Teile einer Betonkonstruktion nicht 
dieselben Festigkeits-, Dehnbarkeits- usw. Konstanten aufweisen, und 
die ganze Betontechnik ware ein Ding der Unmoglichkeit. Man kann 
folglich behaupten, daB das Ergebnis einer guten Mischung so sein muB, 
daB die Gesamtheit hOherer Ordnung und die aus ihr entstandenen Ge
samtheiten niederer Ordnung ungefii.hr dieselbe Zusammensetzung 
und Gliederung besitzen, d. h. mehr oder weniger homogen sind. Das 
ist eine wichtige Einschrankung, denn wir haben bereits im § 1 gesehen, 
daB eine gegebene Gesamtheit zu verschiedenen und - was die Haupt
sache ist - zu verschieden zusammengesetzten Gesamtheiten hoherer 
Ordnung gehOren kann: die relative Haufigkeit der lebendgeborenen 
Knaben unter allen Lebendgeborenen ergibt sich z. B. im Durchschnitt 
etwa zu 0,51 bis 0,52; da aber die Sterblichkeit der Knaben bei der Ge
burt und vor der Geburt groBer als die der Madchen ist, so unterliegt 
es bum einem Zweifel, daB die relative Haufigkeit der mannlichen 
"Zigoten" iiber 0,52 liegt. 

Eine ganz andere Frage ist es, ob man nicht auch eine rein mathemati
sche Definition fiir den Begriff der Mischung geben konnte. R. v. Mises 
(vgl. oben S. 21) hat z. B. auf einer solchen die ganze Wa.hrscheinlich
keitsrechnung aufzubauen versucht. Sein "einfaches Kollektiv (Alter
native)"! ist nii.mlich eine Gesamtheit unendlichen Umfanges (N _ 00 ), 

1 Der Begriff "Kollektiv-Gegensta.nd" findet sich iibrigens, wie auch 
Mises bemerkt, bereits bei G. Th. Fechner. VgI. seine "KollektivmaJ3lehre" 
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die die folgenden. Eigenschaften besitzt: 1. ihre Elemente bilden eine 
regellose Folge, 2. die relative Haufigkeit des Merkmals A strebt bei 
unbegrenzter Zahl der Elemente einem festen Grenzwerte p zu, und 3. bei 
jeder durch "Stellenauswahl" gebildeten Teillolge ergibt sich derselbe 
Grenzwert ffir die relative Haufigkeit des Merkmals A ("Prinzip des 
ausgeschlossenen Spielsystems").l Gegen Mises ist von verschiedenen 
Seiten der Vorwurf erhoben worden, daB seine Definition gewissermaBen 
ein petitio principii oder, richtiger gesagt, eine volle Umkehrung der 
wichtigsten Lehrsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung enthalte. Er 
ubernehme z. B. in die Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffes den 
wesentlichsten Teil des Inhaltes des Bernoulli-Laplaceschen Theo
rems. Demgegenuber ware zu bemerken, daB, 'Wenn sich Mises das Ziel 
stellt, eine mathematische Definition des Begriffes der "idealen 
Mischung" zu geben, man eigentlich gegen diese kaum groBere Einwande 
erheben konnte als etwa in der Geometrie gegen die Definition der paralle
len Linien, der Asymptoten u. dgl., insbesondere wenn die Kollektive, 
die in der Praxis vorkommen, tatsachlich aus einer unbestimmt groBen 
Anzahl von Einheiten bestehen sollten. LieBe sich jedoch eine andere, 
bessere Definition angeben, die die Forderung der Gultigkeit des Theorems 
von Bernoulli-Laplace nicht einschlOsse, so wiirde das System von 
Mises dadurch nur gewinnen. Soviel wir zur Zeit urteilen konnen, 
enthalt dieses keine nennenswerten inneren Widerspruche, und wir 
nehmen daher an, daB das Misessche Begriffssystem in der Tat hin
reich end ist, um auf ihm die ganze Wahrscheinlichkeitsrechnung auf-\ 
zubauen. Es fragt sich nur, ob auch aIle seine Elemente gleich notwen
dig sind, und in dieser Hinsicht glauben wir, einige Bemerkungen machen 
zu diirfen: uns scheint namlich, daB Mises den Anwendungsbereich der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung ubermaBig einengt. Zunachst ware darauf 
hinzuweisen, daB man in der statistischen Praxis sehr haufig mit Gesamt
heiten zu tun bekommt, die eine recht begrenzte Zahl von Einheiten 
umfassen und daher nicht einmal annaherungsweise als "unendlich" 
angesehen werden konnen, insbesondere wenn die "Ziehung" aus ihnen 
"ohne Zurucklegen" geschieht. Ferner trifft man hier nur relativ selten 
auf Gesamtheiten, die tatsachlich so gut vermischt sind, daB man sie, 
wenn auch nur annaherungsweise, als ein Misessches Kollektivansehen 
konnte. Letzterer Umstand ist ja leicht verstandlich, denn die statistische 
Aufarbeitung der Ergebnisse einer Massenbeobachtung ist in der Regel 
technisch mit der Ordnung derselben nach gewissen territorialen oder 
zeitlichen Merkmalen verbunden. Freilich konnte man dagegen ein
wenden, daB man die Mischung ja nur gedanklich vorzunehmen braucht, 
indem man sich fmgt, wie jene Gesamtheit hoherer Ordnung beschaffen 

S. 3 (herausg. von G. Fr. Lipps), Leipzig 1897: "Unter einem Kollektivgegen
stande (kurz K.-G.) verstehe ich einen Gegenstand, der aus unbestimmt vielen, 
nach Zufall variierenden, ExempIaren besteht, die durch einen Art- oder 
Gattungsbegriff zusammengehalten werden." Somit nahert sich der Fechner
ache "K.-G." mehr unserem Begriffe einer statistischen Gesamtheit. 

1 Vgl. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.8-15. 
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sein miiBte, damitaus fur die gegebene Gesamtheit durch blinde Wahl 
entstehen konnte. Dieses gedankliche Experiment wiirde noch durch 
den bereits mehrmals erwahnten Umstand unterstiitzt, daB fiir die stati
stisohe Methode die tatsaohliche Verteilung der Einheiten innerhalb 
der gegebenen engsten Zeit-Raum-Grenzen absolut irrelevant bleibt. 
Andererseits konne man nioht selten erreiohen (z. B. bei einigen Verfahren 
der Stiohprobenerhebung), daB wenigstens die Gesamtheit niederer 
Ordnung sich als gut gemischt ergebe. 

Unsere Frage bleibt aber doch bestehen: ist die strenge Misessohe 
Definition des Kollektivbegriffes auoh notwendig? Wir haben uns oben 
iiberzeugt, daB man auf rein mathematischem Wege bis zur Feststellung 
vordringen kann, daB die relative Haufigkeit der einzelnen Kombinationen 
zu n Elementen urn so kleiner wird, je groBer der absolute Wert von 

x =i-np' 
ist, d. h. je mehr sioh i von np' entfernt. Und zum Schlusse des § 7 
(S.77) wurden sogar Zahlen angefiihrt, die wir hier anwenden konnen. 
1st namlich die totale relative Haufigkeit aller solcher Kombinationen, 
bei denen x sioh in den Grenzen ± 2 G befindet, gleich a = 0,9544, so 
folgt hieraus nach dem Additionssatz, daB die totale relative Haufigkeit 
jener Falle, bei denen x kleiner als - 2 G und groBer als + 2 Gist, 
gleioh der Differenz 

1 - a = 1 - 0,9544 = 0,0456 

ist. Desgleichen ergeben sich fiir die Falle: I x I > 3 G, > 4 G, > 5 G, 

> 6 G usw. in derselben Reihenfolge die folgenden relativen Haufigkeiten: 

0,0026; 0,0000634; 0,00000058; 0,000000002 usw. 

Wir bediirfen nur einer Briicke, die uns von diesem Ergebnis rein 
mathematischer "tautologischer Umformungen" zur realen Tatsachen
welt hiniiberleiten konnte. Diese Briicke erhalten wir aber bereits in 
folgender Feststellung, die das Resultat unserer praktischen Erfahrungen 
ist und beinahe als ein Axiom des taglichen Lebens angesehen werden kann: 

Wenn man einer mehr oder weniger durchmischten sta
tistisohen Gesamtheit aufs Geratewohl, d. h. ohne speziell 
auszuwahlen und zu suchen, ein Element entnimmt, so 
wird es sehr selten vorkommen, daB dieses Element gerade 
ein solches Merkmal aufweist, dessen relative Haufigkeit 
in der Gesamtheit sehr klein ist. 

Nehmen wir z. B. einen Sack mit Bohnen und ziehen wir eine Bohne 
daraus, so wird es sehr selten vorkommen, daB es gerade jene Bohne ist, 
die wir vordem mit einem speziellen Zeichen versehen haben. 

Wir wollen diesen Satz als das Cournotsohe Lemma bezeichnen, 
denn er ist einem alten 1deengange von A. Cournot entnommen, dem 
auch Tschuprow bei seinem Beweise des "Gesetzes der groBen Zahlen" 
gefolgt ist.1 

1 VgI. AI. A. Tsohuprow: Abhandlungen zur Theorie der Statistik. 
2. Aufl., Kap. III, § IV. 

Anderson, Statistik. 6 
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An das Cournotsche Lemma reiht sich nun ein zweites Lemma 
rein mathema.tischen Inhaltes, dessen Ableitung oben in den §§ 3 bis 7 
gegeben wurde. Es la.utet: 

GroBere ~bweichungen der Zahl i (bzw. der relativen 

Haufigkeit ~) von ihrem haufigsten Wert np' (bzw. p') be

sitzen, bei geniigend groBen n, eine sehr geringe relative 
Haufigkeit. 

1st nun die Ausga.ngsgesamtheit vom Umfange N mehr oder 
weniger gemischt, so werden die "einzelnen Teilgesamtheiten vom 
Umfange n, die man ihr entnimmt oder wenigstens entnehmen konnte, 
verschiedene Zahlen von "Elementen mit .A" aufweisen, die ebenfalls 
durchmischt erscheinen, d. h. eine mehr oder weniger regellose Folge 
bilden werden. Somit ist man berechtigt anzunehmen, daB auch die 
nur in Gedanken gebildete Gesamtheit hOherer Ordnung vom Umfange 

(N ~~)! als durchmischte Gesamtheit angesehen werden diide. Wenn 
man jetzt auf eine Bezeichnung zuriickgreift, die bereits im § 1 auf S. 30 
eingefiihrt wurde, und gut durchmischte Gesamtheiten, im Gegensatz 
zu den mathematischen Kollektiven von Mises, einfa.ch statistische 
Kollektive nennt, so gelangt man durch Verbindung beider Lemmen 
zu folgendem SchluB: 

Bei statistischen Kollektiven geniigend groBen Umfanges 

kommen groBere Abweichungen der Zahl i von np' (bzw. ! 
von pI) nur sehr selten vor. 

Besinnt man sich darauf, daB sowohl das Ausgangskollektiv vom 
Umfange N in bezug auf die "Stichprobe" vom Umfange n, als auch 

das Kollektiv der (N ~~)! Kombinationen zu n Elementen in bezug auf 
eine Gruppe von einigen solchen Kombinationen Gesamtheiten hoherer 
Ordnung sind, denen gegeniiber wir bereits von statistischen Wahr
scheinlichkeiten sprechen konnen, so wird es ersichtlich, daB letzterer 
Satz auah folgendermaBen formuliert werden kann: 

Bei statistischen lrollektiven geniigend groBen Umfanges 
kommen groBere Abweichungen der relativen Haufigkeiten 
von den ihnen entsprechenden statistischen Wahrschein
lichkeiten :p.ur sehr selten vor. 

Dieser Satz gibt den wesentlichen 1nhalt jenes Theorems wieder, 
welches Tschuprow, dem Beispiele Cournots folgend, als das Gesetz 
der groBen Zahlen bezeichnet.1 Richtiger ware es freilich zu sagen, 
daB dieser Satz den Inhalt nur eines der Gesetze" der groBen 
Zahlen ausma.cht. 

Um einen moglichen Einwand gleich von vornherein zu entkraften, 
mochten wir die Aufmerksamkeit des Lesers darauf lenken, daB unser 

1 A. A. Tschuprow: Abhandlungen usw., S. 227 u. 229. 
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zweites Lemma so kleine relative Haufigkeiten bzw. statistische Wahr
scheinlichkeiten ergeben kann, daB ihnen gegenuber die VerlaBlichkeit 
des Cournotschen Lemmas uber jeden Zweifel er:!J.aben ist. Wie aus 
den Zahlen von S. 77 hervorgeht, ist z. B. die statistische Wahrschein
lichkeit dafiir, daB die relative Haufigkeit von der betreffenden statisti
schen Wahrscheinlichkeit um mehr als ± 4 a abweicht, bereits gleich 

0,0000634 = 15 ~73' Es diirfte wohl selten vorkommen, daB man aus 

einem MaB Bohnen, welches 15773 Stuck enthalt, bereits auf den ersten 
Zug die einzige richtige herausgreift. Finden wir, daB dieses doch zu
weilen vorkommen konnte, so hindert uns nichts daran, die Grenzen 
von x noch weiter zu ziehen und sie, sagen wir, gleich ± 9 a zu setzen. 
Der funen entsprechende Wert des Laplaceschen Integrals kann aus 
der Tab. IV von Pearsons "Tables for statisticians and biometricians" 
unschwer berechnet werden; die statistische Wahrscheinlichkeit einer 

solchen Abweichung betragt 1 4,43.1018 . 
Um die Kleinheit dieser Zahl zu ermessen, wollen wir annehmen, 

daB ein einzelnes Sandkorn im Durchschnitt etwa 1 Kubikmillimeter 
Raum einnimmt; 1 Kubikmeter Sand wiirde dann etwa 10003 = 
= 109 Korner enthalten, und 1 Kubikkilometer etwa 10003 • 109 = 
= 1018 Sandkorner. Die obige statistische Wahrscheinlichkeit entspricht 
also dem Verhaltnis: 1 Sandkorn zu 4,43 Kubikkilometern Sand. 

Es diirfte wohl ziemlich schwer sein, auch einen groBeren Gegen
stand als ein bestimmtes Sandkorn, der sich irgend wo in 4,43 Kubik
kilometern Sand befindet, gleich auf den ersten Griff herauszufinden! 
Die statistische Wahrscheinlichkeit einer Abweichung im Betrage von 
± 30 a ergibt bereits eine Zahl von der astronomischen GroBenord-

nung 1;197' und diejenige von ± 500 a sogar die ganz ungeheuerliche 

"hyperastronomische" GroBenordnung 10!289: eine 1 geteilt durch eine 

Zahl mit 54289 N ullen!l 

1 Vgl. hierzu den sehr instruktiven Artikel V. Romanowskys, "Die 
statistische Weltanschauung", im "Statistischen Boten", H. X, Nr. 1-4, 
S.8 u. 9, Moskau 1922 (russisch). "Die kinetische Gastheorie lehrt, da13 es 
im Laufe von 1 Sekunde in 1 Kubikzentimeter Wasserstoff bei 0° Celsius 
und 760 rom Druck rund 24.1028 Molekelzusaromenst613e gibt. Nehmen wir 
an, urn uns der Zahlenordnung der Molekularerscheinungen zu nahern, da13 
eine Mlinze 24. 102Bmal geworfen worden ist, und stellen wir die folgende 
Frage: wie gro13 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da13 bei einer solchen An
zahl der Versuche die relative Haufigkeit des Ergebnisses "Kopf" von der 

Zahl 0,5 urn weniger als 1~13 in der einen oder anderen Richtung abweicht? 

Wir bemerken nebenbei, da13 diese Genauigkeit von der selben Gr613en
ordnung ist wie etwa die Feststellung der Entfernung der Sonne vom N eptun 
auf 1 rom genau; diese Entfernung betragt bekanntlich etwa das 30fache 
der Entfernling der Erde von der Sonne; letztere ist ungefahr gleich 150 Mill. 

6* 
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Zu dem Misesschen mathematischen Kollektivbegriff zurUckkehrend, 
gla.uhen wir also feststellen zu konnen, daB er in seiner Strenge zu weit 
geht und das Arbeitsfeld der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu sehr ein
engt: fUr die rein mathematischen "tautologischen Umformungen" der 
Theorie ist dieser Begriff, soviel wir sehen konnen, iiherfliissig, denn wir 
haben hereits ohen in den §§ 3 bis 7 gezeigt, daB die rein mathematischen 
Sitze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die fiir die statistische Theorie 
von Bedeutung sind, und vor a.llen Dingen das Laplacesche Integral, 
welches hier noch immer eine ganz zentrale Lage einnimmt, allein aus 
dem Begriffe einer statistischen Gesamtheit abgeleitet werden 
konnen; und beirn ttbergange zum "Gesetze der groBen Zahlen" kommen 
wir auch mit einer viel einfacher konstruierten "Brocke" aus: mit dem 
Begriff des statistischen Kollektivs. Es geniigt fUr diesas schon, 
wenn die Elemente der Gesamtheit nicht gerade nach jenem Merkmal 
geordnet sind, mit dessen rela.tiver Haufigkeit wir unS beschii.ftigen; 
ob sie nicht vielleicht nach einem andem Merkmal geordnet sind, bleibt 
ganz irrelevant, solange zwischen heiden Merkmalen kein sichtba.rer 
Zusammenhang ("Korrelation") besteht.1 Vorbedingung fiir die Be-

Kilometem. An Hand des Laplaceschen Theorems und; mit Hille ein
facher Rechnungen werden wir feststellen konnen, daJ3 die gesuchte Wahr

I 
scheinlichkeit niiher zu I, also zur GewiJ3heit,liegt als die Zahl I 1223 . 102068 • 

Letztere ist aber so nahe an 1, daJ3 es fast unmoglich ist, sich ihren 
Naherungsgrad vorzustellen. Wir wollen dies auf folgende Weise versuchen. 
Nehmen wir eine Kugel, deren Radius gleich der Entfemung der Sonne vom 
Sirius ist, welche von den Lichtstrahlen in 9 J ahren durchlaufen wird, wobei 
das Licht die Geschwindigkeit von etwa 300000 Kilometern in der Sekunde 
basitzt, und filllen wir sie mit Wassarstoffmolekeln, deren Dimensionen rund 
1000mai kleiner sind als die Dimensionen der kleinsten Bakterien. Es sei 
femer angenommen, daB nur eine einzige von allen diasen Molekeln schwarz 
gefarbt ist, aIle andem aber weiJ3. Wenn wir jetzt aufs Geratewohl eine 
Molekel unserer Kugel entnehmen, so wird die Wahrscheinlichkeit, gerade 

eine weiJ3e Molekel zu erhalten, ungefii.hr der Zahl 1- I~68 gleich sain, und 

diese Zahl wird noch unermeBlich weiter von 1 entfemt sein als jene Zahl. 
die wir oben angegeben haben." . 

1 Eine Bemerkung, zu der wir spater noch zuriickkehren werden: Im 
Bestreben, einen hoheren Genauigkeitsgrad fiir die gewonnenen Resultate 
zu erzielen, welcher iibrigens auf diese Weise kaum jemals erreicht werd,en 
bnn, treibt man - bei praktischen Anwendungen, z. B. im Bereiche der 
Stichprobenmethode - nicht selten die "Mischungsregel" auf die Spitze 
und stellt an den Modus der Auswahl der Einheiten in die Gesamtheit 
niederer Ordnung hohere Anforderungen als eigentlich notwendig ist. Wenn 
wir as wirklich mit einem gut durchmischten statistischen Kollektiv zu tun 
haben, so ist es vollkommen zulassig - sowohl vom theoretischen als auch 
vom praktischen Standpunkte -, daJ3 die Elemente aIle von derselben Stelle 
~ntnommen werden, wie es etwa bei der Ziehung der Lose in der neuen 
franzosischen Staatslotterie auch geschieht. Nur wenn die Gesamtheit hoherer 
Ordnung kein Kollektiv ist und man erreichen will, daB wenigstens die Stich-
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schreitung der "Briicke" ist natiirlich, daB man bei der Entnahme der 
Elemente aus dem statistischen Kollektiv nicht speziell na.ch solchen 
Elementen fahndet, die das seltene Merkmal besitzen, wie etwa der 
Goldwascher na.ch den seltenen Goldkomem im goldhaltigen Sande 
sucht und 'seine Apparatur da.raufhin einrichtet. 

In den weiteren Para.graphen des vorliegenden Kapitels, wo kompli
ziertere Theoreme, die im Zusammenhange mit dem Exponentialsatz 
stehen, behandelt werden, werden wir noch Gelegenheit zur Na.chpriifung 
haben, ob man nicht wenigstens in diesen "hoheren Stockwerken" der 
Theorie gezwungen ist, den strengeren Misesschen Kollektivbegriff 
dooh einzufiihren. In den Rap. II und III stellen wir dieselbe Frage 
auch in bezug auf die heterograden Gesamtheiten. 

Na.ch allem, was bereits gesagt worden ist, diirfte es vielleicht iiber
fliissig erscheinen, den Unterschied zwischen der in unserer "Einfiihrung" 
entwickelten Konzeption von einander umfassenden Gesamtheiten (bzw. 
statistischen Kollektiven) verschiedener Ordnungen und der in der eng
lischen Fachliteratur gewohnlich angenommenen Konzeption ("Popula
tion" oder "Universe" einerseits und "Sample" andererseits) besonders 
hervorzuheben. Um jedoch moglichen Millverstandnissen vorzubeugen, 
wollen wir diese Frage dennooh kurz beriihren. Da die angelsachsischen 
Theoretiker ebenfalls nicht in allen Einzelheiten miteinander iiberein
stimmen, wahlen wir hierbei den Standpunkt Prof. R. A. Fishers als 
eines Gelehrten, der sich zurzeit in fiihrender Stellung befindet und 
dessen tief durchda.chte Konstruktionen Gegenstand der groBten Bea.ch
tung sind. In seiner grundlegenden Monographie "On the Mathematical 
Foundations of Theoretical Statistics", die wir in der Einleitung auf S. 11 
bereits zitiert haben, vertritt Fisher den Standpunkt, daB die "Reduk
tion der Daten", die das Hauptziel des Statistikers bilde, darin bestehe, 
daB eine hypothetische unendliche "Population" konstruiert wird, von 
welcher man annimmt, daB die tatsachlichen Daten nur zufallige Stich
proben ("random samples") aus ihr darstellen. "Es muB bemerkt werden", 
setzt Fisher auf S. 313 fort, daB in dieser Interpretation "keine Falsch
heit (falsehood) enthalten ist, denn jede Menge von Zahlen ist eine zu
fallige Stichprobe aus der Gesamtheit der Zahlen, die dieselbe Matrix 
von Ursachen (causal conditions) hervorbringt: die hypothetische 
Population, die wir untersuchen, ist ein Aspekt der Gesamtheit der Folgen 
von diesen Ursachen, welcher Natur sie auch seien. Das Postulat der 
Zufii.lligkeit lost sich also in die Frage auf, ,,Aus welcher Population 
ist diese Stichprobe entnommen 1", die haufig genug von jedem prak
tischen Statistiker gestellt wird. Aus obigen Beispielen geht hervor, 
daB der ProzeB der Reduktion der Daten sogar in den einfa.chsten 
Fallen durch die Annahme, die verfiigbaren Beoba.chtungsdaten seien 

probe ein solches sei. wird man die Auswahl so organisieren miissen. daB die 
:E;lemente mehr oder weniger gleichmiWig aus verschiedenen Teilen der Ge
samtheit entnommen werden. Die verschiedenen Modalitaten dieser Technik 
geh<>ren in die Theorie der Stichprobenerhebung . • 
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eine Stichprobe aus einer hypothetischen unendlichen Population, voll
zogen wird." 

Somit fiihrt Fisher jede tatsachlich gegebene Gesa.mtheit sofort 
auf eine hohere Gesamtheit von unendlichem Umfange zuriick und 
hat hierbei nur den "Fall mit Zuriicklegen" im Auge. Sein Standpunkt 
wird in vielen Fallen zu denselben praktischen Konsequenzen fiihren 
wie der unsere, doch gibt es auch solche, wo beide stark differieren konnen. 
Stellen wir uns z. B. ein Spiel Karten vor, aus dem eine gewisse Anzahl 
Karten ohne Zuriicklegen entnommen wird. Unsere Gesamtheit hoherer 
Ordnung ist eben das gauze Spiel Karten, wahrend man sich na.ch Fish er 
hier ebenfalls· eine unendliche Population von Karten vorstellen muBte. 
Oder ein anderes Beispiel, welches fUr den Statistiker groBeres praktisches 
Interesse besitzt: gegeben sei die Bevolkerung eines gewissen Landes; 
taglich sterben aus ihr gewisse Personen weg und andere werden hinzu
geboren. Es ist sehr wohl moglich, daB hierdurch auch einige durchschnitt
liche Charakteristiken der Bevolkerung, wie z. B. das Geschlechts
verhaltnis, die Geburten- und Sterblichkeitsziffer usw. Veranderungen 
erleiden. Bei einer jeden solchen Veranderung mussen wir uns, nach 
Fisher, eine andere unendliche Population vorstellen, aus der die 
gegebene auf dem Wege einer zufalligen Auswahl entstanden sein konnte; 
und wahrend die letztere stetigen kleinen Veranderungen unterworfen 
ist, werden wir bei den ersteren groBe Sprunge "aus einer Unendlichkeit 
in die andere" vollfUhren mUssen. Das Bild ist ungefahr dasselbe, wie 
wenn ma.n. mit einem starken Scheinwerfer die nachtliche Landschaft 
beleuchtet: einer minimalen Bewegung am Apparat entspricht be~eits 
eine groBe Veranderung im beleuchteten Objekt. 1m Interesse der groBeren 
Allgemeingilltigkeit der theoretischen Konstruktionen und insbesondere 
im Interesse der Theorie der Stichprobenerhebungen mussen wir darauf 
bestehen, daB auch der Fall von endlichen Gesamtheiten hOherer 
Ordnungen in der statistischen Methodenlehre genugend berUcksichtigt 
wird. 

Wir kehren jetzt zum "Gesetz der groBen Zahlen" zuriick. Der 
Satz, der oben a.uf S. 82 formuliert wurde, kann auch in folgender 
Gestalt wiedergegeben werden, die auf den mathematischen Inhalt des 
zweiten Lemmas mehr Rucksicht n.il:D.mt: je groBer n, d. h. die Zahl 
der Elemente, die dem statistischen Kollektiv VOIll Um
fange N entnommen werden, desto naher wird in der Regel 
die relative Haufigkeit- des Merkmals A an die betreffende 
statistische Wahrscheinlichkeit herankommen, um bei 
n = N mit dieser genau zusammenzufallen. 1st der Umfang 
des ~ollektivs unendlich groB, so wird bei unbegrenzt zunehmender 
Zahl n der erste Teil dieser Beziehung bestehen bleiben. Die Annaherung 
der relativen Haufigkeit an ihre statistische Wahrscheinlichkeit darf 
jedoch nicht in dem Sinne verstanden werden, in dem man in der Mathe
matik von der Annaherung einer Variablen an ihren Limes spricht: in 
unserem Falle bestehen viel kompliziertere VerhaItnisse, die aber mathe
matisch nicht minder streng formuliert werden konnen. 
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Der Ausdrnck "Gesetz der groBen Zahlen", der einst von Poisson1 

geprii.gt wurde, darf keineswegs als besonders gliicklich gewahlt gelten, 
denn einerseits ist hier das Wort "Gesetz" in einem Sinne gebraucht j 

der jedenfalls mit dem iiblichen Begriffe eines Gesetzes sowohl im natur
wissenschaftlichen als auch im rechtswissenschaftlichen Sinne kaum 
recht in Einkla.ng zu bringen ist, und anderseits kann auch die Kombi
nation dieses Wortes "Gesetz" gerade mit den Worten "der groBen 
Zahlen" zu bedeutenden MiBverstandnissen AnlaB geben. Meinong2 
bemerkt sehr richtig, daB das Gesetz der groBen Zahlen in seinen Grund
lagen uns ebenso dunkel ist wie das Bernoullische (Laplacesche) 
Theorem kla.r erscheint. Die Frage, was eigentlich unter dem Ausdrncke 
"Gesetz der groBen Zahlen" verstanden werden solI, bildet noch immer 
den Gegenstand bedeutender Meinungsverschiedenheiten unter den Ga
lehrten. Ein paar Beispiele werden geniigen, um den Grad der Divergenz 
zwischen ihnen anschau1ich zu ma.chen. Na.ch Ansicht von Bortkie
wicz3 erscheint es "als einzig zweckmaBig, den Ausdrnck ,Gesetz der 
groBen Zahlen' fortan ausschlieBlich in dem Sinne, den er sich in der 
Statistik erworben hat, zu verwenden: nam1ich zur Bezeichnung der 
ganz generellen (aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung heraus zu erklaren
den, aber an kein bestimmtes wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema 
gebundenen) Tatsache, daB statistische Haufigkeiten (und Mittelwerte) 
bei unveranderlichen oder sich nur schwach andernden aJIgemeinen Be
dingungen des Geschehens mehr oder weniger stabil bleiben, sofern ihnen 
hinreichend groBe Ereigniszahlen zugrunde liegen". 

Tschuprow schlieBt sich, wie oben bemerkt wurde, der Cournot
schen Auffassung an, findet. jedoch in terminologischer Hinsicht auch 
den Vorschla.g Edgeworths4 "eigenartig und wohl auch mehr zutref .. 
fend". Edgeworth meint, das Gesetz der groBen Zahlen "bedeute, 
daB, wenn zahlreiche Beoba.chtungen, von welchen jede einem eigenen 
Haufigkeitsgesetze folgt, aufs Garatewohl (at random) genommen werden, 
ihre Summe (oder allgemeiner ausgedriickt: jede lineare Funktion von 
ihnen oder eine Annaherung an eine solche) dem normalen Fehlergesetz 
gehorcht" ("on the Probable Error", S.389) [unter dem "normalen 
Fehlergesetze" versteht man eine Formel vom Typus (1) in § 7]. Mises5 

unterscheidet zwei Gesetze der groBen Zahlen, die in ihrer "kiirzeren 
oder weniger prazisen" Fassung wie folgt la.uten: Erstes Gesetz: 
"Es ist bei groBem n ,fast sicher', daB da.s arithmetische Mittel aus n 
Zahlen, die irgendwelchen n Verteilungen unterworfen sind, nahezu 

1 S. D. Poisson: Recherches sur Ia. probabilite des jugements en matiere 
civile et en matiere crim.inelle. Paris 1837. 

2 A. Meinong: "Ober Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit, S. 599. Leipzig 
1915. 

3 L. v. Bortkiewicz: Die lterationen, S.56 u. 57. 
" F. Y. Edgeworth: The Generalised Law of Error, or the Law of Great 

Numbers, Journal of the Royal Statistical Society, Vol. 69, S. 497-530; ferner 
derselbe: On the Probable Error of Frequency Constants, ebenda, Vol. 71. 

Ii R. v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.170-230. 
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gleich seinem Erwartungswert wird"; und zweites Gesetz: "Es ist 
fast sicher, daB die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Merkmale beliebig 
nahe den beoba.chteten reJ.a.tiven Haufigkeiten liegen, wenn nur die 
Wiederholungszahl 1b geniigend groB ist." Hierzu kommen bei Mises 
noch "zwei Erganzungssatze zu den Gesetzen der groBen ZaMen" und 
obendrein noch zwei "FundamentaJsatze". Eugen Slutsky endlich, 
ein sehr scha.rfsinniger russischer Theoretiker, vertritt die Ansicht,1 das 
Gesetz der groBen Za.hlen sei ein Sa.mmelname fiir aJIe Theoreme, deren 
Inha.lt darauf hinauslauft, daB die stochastische Grenze der Differenz 
zwischen einer gewissen zufalligen Variablen und einer gewissen 
anderen GroBe bei unbegrenzter Zuna.hme der Anzahl der Versuche 
gleich Null wird. (Die Erklarung der Ausdriicke "stochastische Grenze" 
und "zufallige Variable" findet der Leser unten in Kap. n.) Wenn man 
auch beriicksichtigen muB, daB die einen Definitionen zur homo
graden, die anderen aber bereits zur heterograden Theorie (vgl. 
oben S. 25-26) gehOren, so diirfte es dennoch unmoglich sein, eine Defi
nition zu finden, die allen Meinungen Rechnung tragt. Wir glauben 
daher, daB es am besten ware, auch hier einem Vorschlage Tschuprows 
zu folgen und nicht von einem Gesetze, sondern - weniger an
maBend - von einem Prinzip der groBen Zahlen zu sprechen. 
Auf letzteres konnten da.nn alle Feststellungen zuriickgefiihrt werden, die 
eine gewisse Beziehung zwischen den Wahrscheinlichkeiten (in der homo
graden Statistik) und iiberhaupt aJIen wahrscheinlichkeitstheoretisch 
bedingten GroBen (in der heterograden Statistik) einerseits und den Tat
sa.chen der statistischen Wirklichkeit anderseits festlegen. 

Unser Wissen, welches auf dem Prinzip der groBen Zahlen be
ruht, ist ein Wissen sui generis, das von einem gewissen Elemente sub
jektiver Willkiir nicht zu trennen ist. In der Tat, wie klein muB die 
Haufigkeit eines Merkmals sein, damit ich von ihr im Cournotschen 
Lemma (s. oben S.81) als von einer "sehr kleinen" sprechen ka.nn ~ 
Und um wie viel kleiner muB sie noch werden, damit ich auf S.82 
in der SchluBfolgerung aus beiden Lemmen die Worte "sehr selten vor
kommen" durch die Worte "in der Praxis nie vorkommen" ersetzen 
da.rf 1 Auch der groBte Skeptiker wird wohl zugeben, daB es "pra.ktisch 
nie vorkommen" wird, daB man auf den ersten Griff ein mit einem be
stimmten Zeichen versehenes einzelnes Sandkorn herausziehen konnte, 
welches irgendwo in 4 Kubikkilometern Sand untergebra.cht ist. Somit 
wiirde auch fUr ihn eine Abweichung im Betrage von iiber ± 9 (f als ein 
Ding der praktischen Unmoglichkeit erscheinen. Bei enger gezogenen 
Abweichungsgrenzen gestaltet sich aber die Sa.chJ.a.ge bei weitem nicht 
so eindeutig. Die LOsung der Frage, bis zu welchem AusmaBe man kleine 
statistische Wahrscheinlichkeiten a.ls "sehr klein" und folglich das Nicht
eintreffen der entsprechenden Ereignisse als "fast sicher" anzusehen 
bereit ist, hangt nicht nur von der absoluten GroBe der Wahrscheinlich
keiten und von der mehr oder weniger spekulativen Veran1agung eines 

1 E. Slutsky: Zur Fra.ge des Gesetzes der groJ3en Zahlen, S.55. 
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jeden ab, sondem auch von dem Grade der Wichtigkeit, die ein 
unwahrscheinliches Ereignis, welches doch eintritt, fiir ihn haben konnte. 
Wenn ein groBer Meteorstein gerade auf das Dach jenes Hauses stiirzen 
wiirde, in welchem wir unsere Wohnung gemietet haben, so wiirde das 
fiir uns zumindest eine bedeutende Lebensgefahr bedeuten. Aber die 
relative Haufigkeit jener Hauser, die durch Meteorsteine zerstOrt worden 
sind, ist so gering, daB wir sie iiberhaupt nicht in Betracht ziehen und 
jedenfalls kein Bediirfnis nach besonderen Schutzvorrichtungen gegen 
Meteorite auf unserem Dache empfinden. Aber auch die relative Haufig
keit der abgestiirzten Flugzeugpassagiere ist recht klein, und dennoch 
ist sie in den Augen vieler Menschen groB genug, um sie zu veran1assen, 
die Eisenbahn dem Aeroplane vorzuziehen. Projektiert man jedoch eine 
lii.ngere FuBtour und stellen Himmel und Barometer gutes Wetter in Aus
sicht, so wird der Marsch ruhig angetreten, obgleich man sehr gut aus 
eigener Erfahrung 'Weill, daB im Durchschnitt von fiinf derartigen Wetter
prognosen mindestens eine ganz miBgliickt; denn im schlimmsten FaIle, 
bei einem plotzlichen Wettersturz, riskiert man nur, griindlich naB zu 
werden. Doch umgekehrt, eine Krankheit, bei der im Durchschnitt jeder 
fiinfte Kranke stirbt, wird allgemein als sehr gefahrlich angesehen. 

In der Praxis der mathematisch-statistischen Untersuchungen ist 
es zur Zeit iiblich, als Grenze der Wahrscheinlichkeiten, die noch beriick
sichtigt werden, die totale Wahrscheinlichkeit jener Abweichungen an
zunehmen, die groBer als ± 3 (1 sind. Auf S. 77 haben wir bereits fest
gestellt, daB diese gleich 

1 
0,0026 = 385 

ist. In Fallen, wo unser eigenes Leben vom Eintreffen eines so wenig 
haufigen Ereignisses abhangt, wiirde uns eine Wahrscheinlichkeit im 
Betrage von immerhin noch beinahe 0,3% sicher nicht als absolut bela.ng
los erscheinen, doch im Bereiche objektiv-wissenschaftlicher Untersu
chungen, von denen das Leben keines Menschen direkt abhangt, ist jetzt 
die sogenannte "Regel der 3 Sigmas" recht popular, und zwar, wie wir 
spater noch sehen werden, weit iiber ihre logisch und mathematisch zu
lassigen Anwendungsgrenzen hinaus. Friiher war auch als Grenze der , 
Wahrscheinlichkeit jene fiir die Abweichungen von iiber ± 2 V2 a2 = 

= ± 2,8284 (1 recht verbreitet. Sie betragt 0,0047 = 2~3. ~ manchen 

Fallen, besonders im Bereiche der Stichprobenmethode, begniigt man 
sich sogar mit ± 2 (1 und mit ± 1,5 V 2 a2, was Wahrscheinlichkeiten 
vom Betrage 0,0456 bzw. 0,0339 entspricht. 1m Zusammenhange mit 
der R. A. Fisherschen Konzeption der "fiduziaren Wahrscheinlich
keit" ("fiducial probability"), zu dar wir weiter unten noch zuriick
kehren werden, scheint jetzt auch ein rationelleres dezimales System 
der Grenzwahrscheinlichkeiten mehr in Aufnahme zu kommen. Die 
iiblichen Grenzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten sind dann 5%, 2% 
und 1%. . 
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9. Zahlenbeispiele zu § 8. 
Die Tafeln des Laplaceschen Integrals konnen nicht nur dazu dienen, 

urn die Grenzen der moglichen Abweichungen abzuschatzen oder die 
statistische Wahrscheinlichkeit daffu, daB die Abweichung in gewissen 
gegebenen Grenzen liegt; zu bestimmen, sondern auch, um eine tatsachlich 
vorgekommene Haufigkeitsverteilung mit der "theoretischen", d. h. mit 
der sich aus der angenaherten Exponentialformel ergebenden Verteilung 
zu vergleichen. Dieser Fall gehort offenbar schon zum Fragenkomplex 
des Prinzips der groBen Zahlen. 

Prof. Westergaard hat den folgenden Versuch unternommen, bei 
welchem aIle Elemente besonders leicht iibersehbar sind und der deshalb 
zu einem Beispiel fUr die Anwendung der Laplaceschen Formel besonders 
geeignet erscheint.1 In einem Beutel "befanden sich gleichviele weiBe 
und rote, aber im iibrigen vollig gleiche Kugeln. Nach der Ziehung einer 
Kugel ward die Farbe (w oder r) notiert, und bevor eine neue Kugel 
gezogen wurde, ward die herausgenommene Kugel in den Beutel zuriick
gelegt, worauf eine sorgfaltige Mischung samtlicher Kugeln erfolgte. 
Das Experiment wurde 10 000 mal wiederholt, und die wechselnden 
Resultate hinsichtlich der bei jeder einzelnen Ziehung erzielten Farbe 
kann man sich leicht in einer Reihe wie in der folgenden niedergeschrie
ben denken: 

wwrwrrwwrrrwrrwrrrwwrrwr .... , 

welche man sich also als 10000 Buchstaben enthaltend vorstellen muB. 
Insgesamt ward weiB 5011mal und rot 4989mal gezogen: insofern ist 
die Zahl jeder Farbe ungefahr die gleiche." Die Reihe der 10000 Buch
staben wurde nun in 100 Gruppen zu je 100 Buchstaben zerlegt und die 
Zahl der w (der weillen Kugeln) in jeder Gruppe gezahlt. Es ergab sich 
das folgende Resultat. 

Von samtlichen 100 Gruppen ergaben: 

1 34 weiBe Kugeln 9 50 weiBe Kugeln 
1 39 

" " 
5 51 

" " 2 40 
" " 

10 52 
" 2 41 

" " 
4 53 

" " 2 42 
" " 

8 54 
" 3 43 

" " 
3 55 

" 3 44 
" " 

5 56 
" " 4 45 

" " 
4 57 

" " 5 46 
" " 

4 58 
" " 6 47 

" " 
1 61 

" " 5 48 
" " 

1 62 
" " 11 49 

" ,,' 1 63 
" " 

Diese Zahlen konnen in folgendem Schaubild dargestellt werden. 

1 H. Westergaard u. H. C. Nyblllle: Grundziige der Theorie der 
Statistik, 2. Auf I., S. 107-109. Jena 1928. 
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Obgleich die Verteilung 
der Gruppen ziemlich un
regelmaBig ist, vermogen 
wir in ihr bereits gewisse 
Elemente jener typischen 
Glockenform zu erkennen, 
die wir in den Abbildun
gen 1 und 2 (S. 60 und 

11 -

10 -

9 -

8 -

7 -

62) beobachtet haben. Die 
Ahnlichkeit wird groBer, ~ 4- _ 

wenn wir die Gruppen zu ~ 
je zwei vereinigen (vgl. ~ J -

Abbildung 5). 
Betrachtet man die 

10 000 Kugelziehungen als 
Ganzes, so ist die relative 
Haufigkeit einer weiBen 
Kugel gleich 0,5011, wah-
rend man arinehmen diirfte, 

2 -

1 -

0-
J4 4(J Ir5 50 55 60 53 
Anzahl der we/Ben Kuge/n in der Gruppe 

Abb.4. 

daB bei einer Fortsetzung der Versuchsreihe bis ins U nendliche diese 
Haufigkeit sich gleich 0,5000 ergeben miiBte. Wie groB ist nun die 
statistische Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB bei 10000 Kugel
ziehungen die erhaltene rela
tive Haufigkeit sich von 0,5000 
um keinen groBeren Betrag als 

20 -

18 -

16 

± (0,5011- 0,5000) = ± 0,001l ['4-
entferne ~ Da, wie wir annehmen, ~f2 
bei uns N ~ 0Ci, so muB hier ~ 
die Formel c.. 10 

~ a=lfP! ~8 V n ~6 
angewandt werden. Es ist 
III 

nun p= 2' q = 1 - 2 = 2' 
n = 10000. Folglich ist 

a = V 2.2 . ~OOOO = 0,005, 
und 

2 

-

-

-
-
-

-

-
-
J r J J 
~ 1:; ~ :;: 4 ~ ~ ~ I;; ~ l2 f;} ~ ~ ~. 
ttl I , • I I I r I I I I I 

~~~~~:l~~~C;~~~~~ 
Anzahl der welBen Kuge/n in der {lruppe 

~ = O,OOll = 0 22 Abb. 5. 
r1 0,0050 ,. 

In unserer Tab. 3 auf S. 75 entspricht eiriem ~ im Betrage von 0,2 fiir 
r1 

! -+- ~ der Wert 0,5793, der nacb.stgroBere, fUr 0,3, ist 0,6179; die Diffe-

renz betragt 0,0386. Somit wiirde der GroBe ~ = 0,22 etwa 
r1 
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1 a 2 "2 + "2 = 0,5793 + 10 . 0,0386 = 0,5870 

entsprechen (genauere Rechnung an Hand der vollstandigen Sheppard
schen TafeJnergibt hier den W~rt 0,5870644), und fiir a erha.lten wir hieraus: 

a = 2 . 0,5870 -1 = 0,1740. 
Die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung, die groBer a.ls die gegebene, 
d. h. groBer a.ls 0,001l ist, betragt 

1-0,1740 = 0,8260. 
Na.ch der "Regel der 3 Sigmas" diirfte die Abweichung der relativen 
Haufigkeit 0,5011 von ihrer statistischen Wahrscheinlichkeit 0,5000 sich 
noch in den Grenzen 0,5000 ± 3 . 0,0050, 

d.h.inden Grenzen von 0,485 bis 0,515 befinden. Dasdurch Westergaard 
erzielte Resultat ist folglich in dieser Hinsicht auBerordentlich genau. 

Die Tab. 3 vermag aber auch anders angewandt zu werden: man 
kann namlich die Da.ten Westergaards daraufhin untersuchen, ob die 
Verteilung der Zahlen der weiBen KugeJn in den Gruppen zu 100 KugeJn 
auch wirklich jenerVerteilung entspricht, die sich aus der Laplace schen 
Formel ergibt. Jede Gruppe bildet eine Gesamtheit vom Umfange 
n = 100, wahrend die Gesamtheit hoherer Ordnung, die aus allen KugeJn 
des Experiments besteht, offenbar den Umfang N = 10 000 besitzt; 
p' ist gleich 0,5011 und q' = 0,4989. Hieraus ergibt sich: 

(1 = V np' q' (1- ;) = V 100 . 0,5011 . 0,4989 (1- 1~~~0) = 4,9749, 

und np' ist offenbar gleich 50,II. 

Wahlen wir jetzt die einzeJnen x derart, daB die Briiche !!.- immer solche 
q 

Zahlen ergeben, die in der Tab. 3 von S. 75 direkt zu finden sind. Da nun 
1,49247 = 0,3 . 4,9749, so setzen wir die Zahll,49247 als Einheit fiir die 
x-Werte ein und bilden mit Riicksicht auf Tab. 3 zunachst folgende Hills
tabelle. 

1,49247 
2,98494 
4,47741 
5,96988 
7,46235 
8,95482 

10,44729 
11,93976 
13,43223 
14,92470 
16,41717 

III 

o 

0,3 
0,6 
0,9 
1,2 
1,5 
1,8 
2,1 
2,4 
2,7 
3,0 
3,3 

0,6179 I 
0,7257 ! 

0,81'59 
0,8849 
0,9332 
0,9641 
0,9821 
0,9918 
0,9965 
0,9987 I 

I 0,9995 
I I 

8 1008 I DUrerenzen 

0,2358 23,58 23,58 

0,4514 45,14 21,56 

0,6318 63,18 18,04 

0,7698 76,98 13,80 

0,8786 87,86 10,88 

0,9282 92,82 4,96 

0,9642 96,42 3,60 

0,9836 98,36 1,94 

0,9930 99,30 0,94 

0,9974 99,74 0,44 

0,9990 I 99,90 0,16 
0,10 

Summe . " 100,00 
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Die letzte Kolumne "Differenzen" wird dadurch erhalten, daB man 
in der vorletzten Kolumne 0 von 23,58, 23,58 von 45,14, 45,14 von 63,18 
usw. abzieht; die unterste Zahl wird durch Subtraktion der Zahl 99,90 
von lOO gewonnen. 

Verbindet man jetzt die Daten der Hillstabelle mit den Ergebnissen 
des Experiments von Westergaard, so kommt man zu folgender Tabelle, 
die bereits alles Notige zu einem Vergleich enthaIt. 

Tabelle 4. Analyse des Experiments von Westergaard. 

I Auf 100 Versuche kommen weiJ3e Kugeln 

z I Differenzen np'±z +- Nach 
Bei 

- a Wester-
Laplace Nach I Bei gaard Laplace weste:gaard 

1 2 3 4 5 

48,62-51,60 0,3 23,58 25 I 23,58 25 
47,13-53,09 0,6 45,14 44 21,56 19 
45,63-54,59 0,9 63,18 63 18,04 19 
44,14--56,08 1,2 76,98 75 13,80 12 
42,65--57,57 1,5 87,87 85 10,88 10 
41,16-59,06 1,8 92,82 91 4,96 6 
39,66-60,56 2,1 96,42 95 3,60 4 
38,17-62,05 2,4 98,36 98 1,94 3 
36,68-63,54 2,7 99,30 99 0,94 1 
35,19-65,03 3,0 99,74 99 0,44 0 
33,69-66,53 3,3 99,90 

I 
100 0,16 1 

iiber 3,3 100,00 100 0,10 0 

Zusammen:1 100,0 100 

Man vergleiche unser Verfahren, welches auch in den Handen eines 
wenig geiibten Statistikers kaum mehr als eine Viertelstunde erfordern 
wird, mit jenen langwierigen Berechnungen, die bei der Anwendung der 
genauen Formel (lO) des § 3 notwendig waren. 

Wir ersehen aus den Kol. 3 und 4 der Tab. 4, daB die Ergebnisse des 
Westergaardschen Versuches in den einzelnen GroBengruppen recht 
nahe an jene Werte herankommen, die die relativen Haufigkeiten solcher 
Gruppen in der Gesamtheit aller moglichen Kombinationen zu lOO Kugeln 

aus 10000 (d. h. in einer Gesamtheit vom Umfange v~g~o = ~o~~~/) 
erhalten wiirden, falls die angenaherte Laplacesche Formel, die fiir groBe 
n gilt, bereits auf alle Gruppierungen in einer Gesamtheit mit nur n = lOO 
sich anwenden lieBe. Wir konnen die Nachpriifung noch strenger gestalten 
und darnach fragen, wie sich die Laplaceschen statistischen Wahr
scheinlichkeiten und die ihnen entsprechenden Westergaardschen 
relativen Haufigkeiten fiir die Doppelgruppen: 
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48,62 bis 51,60, 
47,13 bis 48,62 und 51,60 bis 53,09, 
45,63 bis 47,13 und 53,09 bis 54,59, 
44,14 bis 45,63 und 54,59 bis 56,08, usw. 

stellen wiirden. Die, Antwort auf diesa kompIiziertere Frage erhalten wir 
aus den beiden letzten Kolumnen der Tabelle ("Differenzen"). Auch hier 
erscheint die tThereinstimmung ganz befriedigend. Sie wird bessar, wenn 
man, um groBere Za.hlen zu bekommen, je zwei Na.chba.rgruppen zu einer 
vereinigt und die Dezimrustellen bei Laplace abrundet. Wir erhalten 
da.nn folgende kleine Tabelle: 

Anzabl der weUlen Kugeln 

47,13 bis 53,09 
44,14-47,13 und 53,09-56,08 
41,16-44,14 und 56,08-59,06 
38,17-41,16 und 59,06-62,05 
35,19-38,17 und 62,05-65,03 
unter 35,19 und tiber 65,03 

I Laplace I Westergaard 

45 
32 
16 

6 
1 
o 

44 
31 
16 

7 
1 
1 

Sollte uns diese tThereinstimmung in einzelnen Fallen doch verdachtig 
oder durch zu kiinstliche Mittel erreicht erscheinen, so konnen wir noch 
. 'te S hr'tt t d d di W rt 23,58 21,56 18,04 emen weI ren c I un un, a e e e 100' 100' 100 usw. 

ihrerseits rus statistische Wahrscheinlichkeiten aufgefaBt werden kCinnen, 
die Frage aufwerfen, wie groB die Grenzen der Abweichung von diesen 
etWa na.ch der "Regel der 3 Sigmas" noch sein diirften. In einem solchen 
Falle ist offenba.r n = 100 (die Anzahl der vorhandenen Gruppen zu 100) 
und N eine enorm groBe Zahl: die Zahl der verschiedenen Gruppen zu 
100, die man aus v~g~oo Gruppen vom Umfange 100 bilden konnte. Wir 
werden daher ruhig fiir (J die kiirzere Formel 

(J=~ 
wahlen. Wir erhalten hieraus: 

fur p = 0,2358: ± 3 (J = ± V 0,2358 (~;O,2358) = ± 0,0425, 

fiir P = 0,2156 : ± 3 (J = ± V 0,2156 (~; 0,2156) = ± 0,0412 usw. 

Und fiir die ganze Tabelle ergibt sich das folgende Bild (s. S.95). 
FUr die letzten vier Wahrscheinlichkeiten, wenn sie einzeln genommen 

werden, dad man die Fehlergrenzen nicht mehr na.ch der Laplaceschen 
Formel berechnen, denn so kleine Werte von p unterliegen bereits der 
Formel von Poisson (vgl. unten § 12). Dies ist der Grund, weshalb 
wir aus ihnen auch nur eine einzige Sammelgruppe, na.ch dem Additions
satz, gebildet haben. Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB die Zahlen, welche 
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Nach Laplace: 

Statist. Wabrschein· 
lichkeiten p 

0,2358 
0,215,6 
0,1804 
0,1380 
0,1088 
0,0496 
0,0360 
0,0194 

0,0094} 
0,0044 00164 
0,0016 ' 
0,0010 

Ihre mliglichen Grenzen nach 
der Formel 

100 (p ± 30") 

19,33-27,83 
17,44--25,68 
14,20-21,88 
10,35-17,25 
7,76-14,00 
2,78- 7,14 
1,74-- 5,46 
0,57- 3,31 

0,39- 2,89 

Tatsachlich lur das Experiment 
von Westergaard erhaltene 

Dlfferenzen: 
(lOOp') 

25 
19 
19 
12 
10 

6 
4 
3 

'U 
hier die Ergebnisse des Experiments von Westergaard darstellen, in 
allen Fallen noch im Bereiche der fiir das Laplacesche Integral ange
nommenen Grenzen ± 3 (] liegen. 

10. Das Pearsonsche Kriterium X2. 
Dieselbe Frage, die uns im vorhergehenden Paragraphen beschaftigt hat, 

kann in ein noch hoheres Stockwerk der Theorie verlegt werden. Ver
gleicht man namlich die tatsachlich durch das Experiment erhaltenen 
Werle der letzten Kolumne der obigen Tabelle mit ihren Grenzen, die 
noch als "theoretisch zulassig" angesehen werden (wir setzen hier An
fiihrungszeichen, um den Leser nochmals damn zu erinnern, daB die 
Festlegung gerade dieser Grenzen, und keiner anderen, nur auf einer 
Konvention beruht und eigentlich willkiirlich ist), so wird man im all
gemeinen desto geringere Befriedigung empfinden, je mehr sich die ein
zelnen Werte ihren Grenzen nahern, insbesondere wenn es immer nur die 
obere oder immer nur die untere ist. Es fragt sich daher, ob man nicht 
obige Reihe als Ganzes nehmen und mit der Reihe der von der Theorie 
erwarteten GraBen, ebenfalls als Ganzes betrachtet, vergleichen kannte. 
Dies ist ein Gedankengang, der zum bekannten Pearsonschen Kri
terium X2 fiihrt, dessen Formel, wie wir spater sehen werden, unerwarlet 
weite Anwendungsmaglichkeiten eroffnet. Man kann seine Konstruktion 
etwa wie folgt begreiflich machen. 

Eine statistische Gesamtheit hoherer Ordnung bestehe aus N 
Elementen, an welchen wir nicht zwei, sondern m verschiedene und ein
ander ausschlieBende Merkmale unterscheiden. Diese Unterscheidung 
kann ihrerseits von der objektiven Wirklichkeit diktiert sein, wie etwa 
bei dem Geschlechtsunterschied in der Bevalkerung, oder eine nur 
kiinstlich konstruierte sein. So teilten wir z. B. im Westergaard schen 
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Experiment die Gesamtheit aller moglichen Kombinationen zu 100 Kugeln 
aus 10 000 ganz willkiirlich in folgende 12 Gruppen ein, die nach der Zahl 
der weiBen Kugeln spezifiziert werden: 1.. "von 48,62 bis 51,60", 2. "von 
47,13 bis 48,62 und von 51,60 bis 53,09",3. "von 45,63 bis 47,13 und von 
53,09 bis 54,59" usw. (vgl. oben, S. 93-94). Die relative Haufigkeit der 
Elemente der ersten Gruppe (d. h. jener, die das erste Merkmal aufweisen) 
sei PI' diejenige der zweiten sei P2' der dritten Pa usw., diejenige der 
letzten Gruppe sei Pm' Diese relativen Haufigkeiten sind, wie leicht er
sichtlich, miteinander durch die Gleichung 

m 

Ipi=1 (1) 
i=1 

verbunden. Der Gesamtheit seien nun n Elemente auf beliebige Weise 
entnommen worden, wobei sich fiir die m verschiedenen Merkmale in 
derselben Anordnung die folgenden relativen Haufigkeiten ergaben: 
p' l' p' 2' p' 8' ., •• , p'm· Offenbar gilt auch fur diese die Beziehung: 

m 

I P'i = 1. . . . . . . . . . .. (2) 
,=1 

(Falls irgendein Merkmal uberhaupt nicht in die Stichprobe eingegangen 
sein sollte, so wird das betreffende p', welches die relative Haufigkeit 
der Elemente dieser Gattung in der Stichprobe angibt, einfach den Wert 0 
erhalten.) 

Wenn aber P'i die relative Haufigkeit des i-ten Merkmals in der Stich
probe ist, so wird offenbar n P'i die absolute Zahl solcher Elemente in 
ihr darsteHen und npi den relativ haufigsten Wert, den diese Zahl 
in jener Gesamtheit hoherer Ordnung aufweist, welche aus allen moglichen 
Gruppen zu n Elementen gebildet werden kann. Dieser Satz folgt direkt 
aus den Ausfiihrungen des § 4 mit Rucksicht auf § 3, wenn dort das ge
gebene i-te Merkmal als "Merkmal A" und aHe ubrigen "Nicht-A" als 
"Merkmal B" angesehen werden. Die mit obiger Annahme verbundene 
kleine Ungenauigkeit, die wir auf S. 47-48 bei Ableitung der Formel (12) 
auseinandersetzten, faHt auch hier nicht ins Gewicht. 

Wir kombinieren jetzt aHe np' und alle np zu einer einzigen GroBe, 
indem wir von jedem np'i das fum entsprechende npi abziehen, die Diffe
renz ins Quadrat erheben, wieder durch npi teilen und die Summe aller 
solcher Quotienten von i = 1 bis i = m bilden. Diese Summe bezeichnet 
man mit X2: 

m (' )2 x2 = I nPi -nPi 

i= 1 npi 

Setzt man n P'i - n Pi = Xi' so kann man auch 
m 
~ X·2 

X2 =,.:::;.;-'-. 
i= 1 npi 

(3) 

(3a) 
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schreiben. Es ist ohne weiteres ersichtlich, daB r ebensogut auch noch 
in folgenden 2 Formen dargestellt werden kann, die sich aus (3) durch 
sahr einfa.che aJgebra.ische Transformationen ergeben: 

und 
m 

X2=Z( np',2 -2np'i+ n Pi)' 
i=1 Pi 

Bea.chtet man ferner, daB letzterer Ausdruck auf die Form 
m m til 

np'2 x2=L;-_i - Z2np'i+ Znp" 
. 1 Pi . 1 . 1 ,,= ,&z=:a 1= 

gebra.cht werden kann, und daB mit Riicksicht auf (1) und (2) 
til til 

Z 2np'i = 2n Z p'" = 2n und 
i=1 

80 erhalt man noch folgende Formel: 

til 

Znpi=n, 
i-1 

X2 = n i P'i,s -n= n(i P'i~ -1) 
i-1 ~ i=1 ~ 

(4) 

(5) 

Wie wir sehen, ist X'" eine verdichtete summarische Charakteristik 
(ein statistischer Parameter, vgl. oben, S. 11), die sich auf eine ganz be
stimmte Stichprobe vom Umfange n bezieht; entnehmen wir der Gesamt
heit hoherer Ordnung eine andere Stichprobe vom selben Umfange n, 
so werden wir hochstwahrscheinlich auch einen anderen Wert fUr r 
bekommen, in einer dritten Stichprobe ergibt sich vielleicht wieder ein 
drittes X2 usw. Die Anzahl der unterscheidbaren Werte von Xi ist folglich 
gleich der Anzahl der verschiedenen Kombinationen zu n, die man aus 
den N Elementen der Gesamtheit hOherer Ordnung bilden konnte. Und 
genau ebenso, wie das in den §§ 3 bis 6 fiir P' und p~ geschehen ist, 
kann man auch in bezug auf X2 die Frage aufwerfen, wie die Formel 
lautet, die in der Gesamtheit obiger Kombinationen zu n die statistische 
Wahrscheinlichkeit eines Wertes von r mit seiner GroBe verbindet. 
Auf unsere Annlerkung zu S. 55 zurUckgreifend, konnten wir auch die 
Gesamtheit der moglichen Werte von r mit den ihnen zukommenden 
statistischen Wahrscheinlichkeiten als das Verteilungsgesetz von r 
bezeichnen, welches in diesem Falle durch eine einzige Formel dargestellt 
werden konnte. 

Das Problem ist rechnerisch so kompliziert, daB bisher, soviel wir 
wissen, noch niemand versucht hat, es allein mit den Mitteln der elemen
taren Algebra zu losen, obgleich einzelne Anfangsschritte hierzu unschwer 
zu ma.chen sind. So werden wir z. B. weiter unten noch zeigen, wie leicht 

Anderson, Statlstlk. '1 
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es ist, mit Hilfe der sogenannten Methode der mathematischen Erwar
tungenden durchschnittlichen Wert von r! zu bestimmen. Bortkiewicz 
hat auf demselben Wege auch den genauen Ausdruck fiir den sogenannten 
"mittleren Fehler" (vgl. unten, Kap. II, § 4) von X2 abgeleitet, fUr den 
bis dahin nur ein Nii.herungswert bekannt war.l Die ganze Losung des 
Problems verdanken wir aber Prof. Karl Pearson, der sie im Jahre 1900 
verofientlichte.2 

Die Formel von Pearson ist eine Nii.herungsformel vom Typus der 
Laplaceschen, die nur im Falle von n -+ 00 genau wird. Sie ist unter 
der Voraussetzung abgeleitet, daB keine von den statistischen Wahr-

scheinlichkeiten sehr klein im Verhii.ltnis zu J.... wird. Praktisch wiirde sich m 
diese Einschrii.nkung zunii.chst darin auswirken, daB kein npi kleiner als 
etwa 5-6 genommen werden soll. Kleine statistische Wahrscheinlich
keiten mussen infolgedessen noch vor der Berechnung von r! zu groBeren 
Gruppen vereinigt werden. 

Bezeichnet man mit P die statistische Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daB X2 einen ebensolchen oder noch groBeren Wert annimmt als jener, 
der tatsii.chlich fiir die gegebene Stichprobe erhalten wurde, so ist P nicht 
mit e (u) in Formel (17) des §6 oder mit a in Formel (IS) daselbst zu ver-

gleichen, sondern mit I-t/J (u) in Formel (17 a) oder mit 1 - ! (1 + a) = 

= ! -; (vgl. oben S. 74 Anmerkung); und I - P entspricht dem 

Integral (! + ;) der Sheppardschen Tafeln auf S. 75. 

Die Pearsonsche Formel ist recht kompliziert. Der relativ einfachste 
Ausdruck, aus welchem sie abgeleitet werden kann und welcher einem 

1 L. v. Bortkiewicz: Die lterationen, S.62-66. Bezeichnet man mit 
nlJ das arithmetische und mit n1l das harmonische Mittel der m Werte Pi' so daJ.l 

1 m 
nlJ=-Zpi und 

m i =l 

1 
n1l=-----

1 m ( 1 ) -Z-
m i=l Pi 

so ergibt sich fiir das Quadrat des mittleren Feblers von X2 der Ausdruck: 

( 2) _ 2(n-l) (m-l) + m2(na -n1l) 
p, X I - n n n1l ' 

und bei hinreichend groI3em n, in der Voraussetzung, daI3 keine von den 

GroI3en Pi sehr klein im Verhiiltnis zu J.... ist, erhiilt man hieraus das anm 
genii.berte Pearsonsche Resultat: 

p,(XS)s = 2(m-l). 

2 Karl Pearson: On the Criterion that a Given System of Deviations 
from the Probable in the Case of a Correlated System of Variables is such 
that it can be reasonably supposed to have arisen from Random Sampling. 
Philos. Magazine, Series V. 1, Vol. L, S. 157-175 (1900). 
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mathematischen Laien bum sehr versta.ndlich erscheinen wird, ist der 
folgende: 

z 

F. (z) ~ r (~) ~. -;' ,-' d8.. . • . •. (6) 

Dabei ist F m (z) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB. bei m Merkmals

gruppen, die Zahl ~ den Wert z nicht iiberschreitet, und r( ~) stallt 

das sogenannte Eulersche Integral zweitar Gattung (Gammafunktion) dar.1 

1 Vgl. L. v. Bortkiewicz: Das Helmertsche Verteilungsgesetz fUr die 
Quadratsumme zufiilliger Beobachtungsfehler. Ztschr. f. angew. Math. u. 
Mech., Bd. 2, H. 5, S. 361 (Oktober 1922). 

Offenbar an diese Formel (6) ankniipfend (die sich aber bei Helmert in 
obiger Gestalt nicht vorfindet und erst von Bortkiewicz - freilich ziemlich 
unmittelbar - aus einer anderen Helmertschen Formel abgeleitet worden 
ist), weist Bortkiewicz in seinen "Iterationen" (S. 65, Anm.) darauf bin, 
daJ3 bei Ableitung des Verteilungsgesetzes von Xl es sich im wesentlichen um 
ein Problem handelt, "das bereits ein Vierteljahrhundert vor Pearson von 
R. Helmert (,tJber die Wahrscheinlichkeit von Potenzensummen der Be
obachtungsfehler usw.' in der Ztschr. f. Math. u. Physik, XXI. Jg., S.192 
bis 218, 1876, und ,Die Genauigkeit der Formel von Peters usw.' in den 
Astron. Nachr., Bd. 88, S. 113-127, 1876) gelost worden ist". Es liege bier 
folglich keine originelle Leistung Pearsons vor. Dieses Urteil, dessen Herbe 
am ehesten durch die Kriegsstimmungen des J ahres 1917 und zum Teil wohl 
auch durch den Angriff von L. Whitaker auf Bortkiewicz' "Gesetz der 
kleinen Zahlen" (vgl. unten § 12) erklart werden kann, erscheint uns ungerecht 
und nicht geniigend begriindet. 

Zunachst ware zu bemerken, daJ3 jene zwei Formeln, welche Pearson, 
auf einem ganz anderen Wege, fiir das Verteilungsgesetz von Xl abgeleitet hat, 
auch einen vollig anderen Aufbau besitzen, und es ist durchaus nicht einfach, 
sie auf die Helmertsche Ausdrucksweise zuriickzufiihren. Zweitens hat, 
wie auch Bortkiewicz selbst zugibt ("Das Helmertsche Verteilungsgesetz 
usw.", S.361), Helmert den Fall einer Wahrscheinlichkeit, die einen be
stimmten Wert z nicht iiberschreitet, iiberhaupt nicht in Betrachtung gezogen: 
dies ist fiir seine Formel erst durch Bortkiewicz geschehen, und zwar 
46 Jahre nach dem Erscheinen der Helmertschen Arbeit und 22 Jahre nach 
dem Erscheine~ der Pearsonschen. Die Helmertschen Formeln wurden 
von der statistischen Theorie iiberhaupt nicht beachtet und man besann sich 
auf sie in Deutschland erst, als man auch bier die Wichtigkeit der Ergebnisse 
der Pearsonschen X2-Methode zu verstehen anfing. Es ist sehr bezeichnend, 
daJ3 erst in der letztzitierten Monograpbie (S.373 u. 374) Bortkiewicz 
einige sehr wichtige Folgerungen fiir die Lexissche Dispersionstheorie aus 
der Helmertschen Formel zieht und bierdurch die Frage iiber das Ver
teilungsgesetz des Divergenzkoeffizienten Q zu einem wirklichen AbschluLl 
bringt. 

Die Sachlage ist beim Kriterium X2 ungefabr dieselbe wie bei der Poisson
schen Formel, die wir weiter unten in § 12 betrachten werden und auf die 
man auch erst durch Bortkiewicz' "Gesetz der kleinen Zah1en" aufmerk-

7* 
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Der praktische Wert der Pearsonschen Formel besteht darin, daB 
fiir sie, ganz ebenso wie auch fUr das Laplaoesche Integral, Tabellen 
berechnet worden sind, aus denen man fUr jedes 'C, das sich in gewissen 
Grenzen befindet, sofort den Naherungsausdruok fiir das ihm ent
sprechende P finden kann.1 Die Benutzung der Tabellen wird daduroh 
sehr erleichtert, daB ihr Aufbau ein sehr einfacher ist, da in der Pearson
sohen Formel, au.Ber den Werien von X2, nur nooh m, die Zahl der von uns 
unterschiedenen Merkmalsgruppen, als einzige charakteristisohe Kon
stante auftritt. Und ist m groBer als 30, so ist die Verteilung der P prak
tisch von einer Laplaceschen nioht zu unterscheiden. Man bereohnet 
dann, unter Anwendung der Fishersohen Bezeiohnungen,2 den Wert 

V2x2-V2n-l .......... (7) 

und niitzt den Umstand aus, daB die statistischen Wahrscheinliohkeiten 
fUr seine Abweiohung von 0 mit guter Annaherung duroh die Formel des 
Laplaceschen Integrals bei q = 1 wiedergegeben werden. Doch in der 
Praxis des SoziaIstatistikers kommt ein so groBes m nur selten vor. 

Ferner ist noch folgender Umstand in Betracht zu ziehen. Je besser 
die lThereinstimmung zwischen den einander entsprechenden Werten 
der Reihen der p und der pi ist, desto kleiner werden alle Differenzen 
pi I - Pi' desto kleiner wird der betreffende Wert von X2 und desto 
groBer wird, bei gleichem m, das ihnen entsprechende P, welches die 
Haufigkeit jener Falle darstellt, wo 'C einen groBeren Wert aIs der ge
gebene aufweist. Und umgekehrt: ist P sehr klein, so bedeutet das, daB 
die relative Haufigkeit jener 'C, die in der Gesamtheit hOherer Ordnung 
einen noch groBeren Wert erhalten konnen, schon sehr gering ist. Somit 

sam. geworden ist. Das Verdienst Pearsons ist ein sehr groSes, denn es steht 
selbstverstandlich au.6er jedem Zweifel, daJ3 Pearson iiberhaupt keine 
Ahnung von den betreffenden Formeln Helmerts hatte. Leider kommt es 
in der Wissenschaft und insbesondere in der mathematischen Statistik, bei 
welcher der Kontakt zwischen der angelsiichsischen und der deutschen 
Richtung au.6erordentlich schwach geworden ist, noch immer sehr h.ii.ufig 
vor, daJ3 man ganz aneinander vorbeiarbeitet und mehrmals dieselben Ent
deckungen wiederholt. 

1 W. Palin Elderton: Tables for Testing the Goodness of Fit of Theory 
to Observation. Biometrika, I, S.155-163 (1901-1902). Diese Tafeln 
sind selbstverstandlich auch in die "Tables for statisticians and biometri
cians" iibernommen worden. Elderton bezeichnet unser m durch ",,' und 
gibt fiir aile Werte von ",,' = 3 bis 30 und fiir aile ganzzahligen X2 von 1 bis 
30 und dann fiir X2 = 40, 50, 60 und 70 die ihnen entsprechenden Werte 
von P an. 

2 R. A. Fisher: Statistical Methods for Research Workers, 4th edition, 
S. 62. Edinburgh.London 1932. In diesem Werke werden auf S. 104 und 105 
und dann nochmals als Tab. III in der Beilage ebenfalls Tabeilen fiir r 
gegeben, die aber im Gegensatz zu Elderton nicht von m, sondern von "", 
d. h. von der "Zahl der Freiheitsgrade" (s. unten), ausgehen, und fiir"" = 1, 
2, 3, ••• usw. bis 30, bei P = 0,99, 0,98, 0,95, 0,90, 0,80, 0,70, 0,50, 0,30, 
0,20, 0,10, 0,05, 0,02 und 0,01, die ihnen entsprechenden Werte von xt an
fiihren. 
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ist P ein MaB fUr die GiUe der allgemeinen Ubereinstimmung der Reihen 
der p' und der p, und diese Ubereinstimmung muB als desto schlechter 
angesehen werden, je kleiner P ist. Wie in jeder MaBzahl, welche wir 
gebrauchen, steckt auch im Kriterium X2 ein gutes Stuck Willkiir, und 
seine Rechtfertigung kann nur in der Handlichkeit des MaBes, in der 
Mannigfaltigkeit seiner Anwendungen und, bei X2, noch in der Tatsache 
gefunden werden, daB das "Verteilungsgesetz" von X2 auch sonst in der 
heterograden Theorie vorkommt. Einen Nachteil von X2 bildet der Um
stand, daB es auf die Folge der Zeichen der Abweichungen P'i - PI 
nicht reagiert, wahrend wir doch eine solche Verteilung der p' fiir besser 
halten mussen, fiir die in jener Folge der +- und --Zeichen keine sicht
bare GesetzmaBigkeit festzustellen ist. 

Da, wie wir eben gesehen haben, gerade kleine Werte von P fur die 
Abschatzung der Gute der Ubereinstimmung von p' und p entscheidend 
sind, so folgt hieraus, daB es fiir unsere praktischen Zwecke genugt, wenn 
wir bloB jene maximalen X2 kennen, die, bei verschiedenen m, einem 
solchen kleinen Werte von P entsprechen, den wir als "Grenze des Un
wahrscheinlichen" ansehen. Die Wahl des Grenzwertes selbst ist natur
lich in hohem MaBe subjektiv und hangt, wie wir wissen, sowohl von den 
spekulativen Eigenschaften des einzelnen als auch von der Wichtigkeit 
des Gegenstandes ab, um welchen es sich handelt. Sind wir bei einem 
bestimmten kleinen Werte von P stehengeblieben und sind wir bereit 
zuzugeben, daB bei statistischen Kollektiven Elemente, die eine 
noch kleinere relative .Haufigkeit besitzen, in der Tat "sehr selten" 
"entnommen" werden k6nnen, so befinden wir uns ganz auf derselben 
"Briicke", die uns oben auf S. 81-82 vom Laplaceschen Theorem 
zum Prinzip der groBen Zahlen hinuberleitete. Die Fragestellung ist genau 
dieselbe, und man kann, wie wir sehen, auch in diesem h6heren Stockwerke 
der Theorie ohne den Misesschen mathematischen Kollektivbegriff 
auskommen. 

Um die Anwendung des Pearsonschen Kriteriums X2 auf das 
Westergaardsche Beispiel zu demonstrieren, entnehmen wir der 
Fisherschen Tabelle jene Werte von X2, die den Fallen P = 0,05 (fiir 
"Optimisten"), P = 0,02 (fur "mehr pessimistisch Veranlagte") und 
P = 0,0l (fUr "Pessimisten") entsprechen. Statt 3 Dezimalstellen fuhren 
wir nur 2 an. AuBerdem setzen wir zur Kontrolle noch die Werte fur 
P = 0,99, P = 0,90 und P = 0,50 ein. 

Tabelle 5. Das Pearsonsche Kriteriuro X2 nach Fisher. 

Freiheits-\ 
grade n P = 0,99 P = 0,90 I P = 0,50 I P = 0,05 I P = 0,02 I P = 0,01 

I I 
1 i 0,0002 0,02 0,46 I 3,84 5,41 6,64 , 
2 I 0,02 0,21 1,39 

i 
5,99 7,82 9,21 

3 I 0,12 0,58 2,37 7,82 9,84 11,34 i 
4 

I 
0,30 I 1,06 3,36 

I 
9,49 11,67 13,28 I 

5 I 0,55 ! 1,61 4,35 11,07 13,39 15,09 
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li'MtBetzung von Tabel~ 6. 

Freiheits-j 
grade n p= 0,99 p= 0,90 p= 0,50 p= 0,05 p= 0,02 p= 0,01 

6 0,87 2,20 5,35 12,59 15,03 16,81 
7 1,24 2,83 6,35 14,07 16,62 18,48 
8 1,65 3,49 7,34 15,51 18,17 20,09 
9 2,09 4,17 8,34 16,92 19,68 21,67 

10 2,56 4,87 9,34 18,31 21,16 23,21 
11 3,05 5,58 10,34 19,68 22,62 24,73 
12 3,57 6,30 11,34 21,03 24,05 26,22 
13 4,11 7,04 12,34 22,36 25,47 27,69 
14 4,66 7,79 13,34 23,69 26,87 29,14 
15 5,23 8,55 14,34 25,00 28,26 30,58 
16 5,81 9,31 15,34 26,30 29,63 32,00 
17 6,41 10,09 16,34 27,59 31,00 33,41 
18 7,02 10,87 17,34 28,87 32,35 34,81 
19 7,63 11,65 18,34 30,14 33,69 36,19 
20 8,26 12,44 19,34 31,41 35,02 37,57 
21 8,90 13,24 20,34 32,67 36,34 38,93 
22 9,54 14,04 21,34 33,92 37,66 40,29 
23 10,20 14,85 22,34 35,17 38,97 41,64 
24 10,86 15,66 23,34 36,42 40,27 42,98 
25 11,52 16,47 24,34 37,65 41,57 44,31 
26 12,20 17,29 25,34 38,89 42,86 45,64 
27 12,88 18,11 26,34 40,11 44,14 46,96 
28 13,57 18,94 27,34 41,34 45,42 48,28 
29 14,26 19,77 28,34 42,56 46,69 49,59 
30 14,95 20,60 29,34 43,77 47,96 50,89 

Der Rechnungsweg ist aus folgender Tabelle ersichtlich, die von der Ta-
belle auf S. 95 ausgeht, wobei nur die letzten zwei Gruppen, aus Griinden, 
die wir bereits angedeutet haben, zu einer einzigen verschmolzen werden. 

1m Experiment von Von der 
Westergaard be- Theorie 

np'-np (np' _np)2 
(np'-np)2 

obaohtete Hauflg- erwartet, np 
ketten, np' np 

I 
25 23,6 + 1,4 1,96 0,083 
19 21,6 -2,6 6,76 0,313 
19 18,0 + 1,0 1,00 0,056 
12 13,8 -1,8 3,24 0,235 
10 10,9 -0,9 0,81 0,074 
6 5,0 + 1,0 1,00 0,200 
4 3,6 + 0,4 0,16 0,044 
5 3,5 I + 1,5 I 2,25 0,643 

"1,2 = 1,648 

Es ergibt sich hieraus fiir X2 der Wert 1,648, oder abgerundet: 1,65. 1st 
das viel oder wenig 1 1m FaIle solcher Tabellen wie die unserige ist die 
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Fishersche Zahl der "Freiheitsgrade" n gleich 'In - 1 zu nehmen (vgl. 
mten), und da unsere Tabelle 8 Gruppen enthMt, so ist offenbar n = 7 
Zit setzen. Aus der Tab. 5 ersehen wir nun, daB einem solchen Werte von n 
folgende drei Werte von r entsprechen: 

r = 14,07 bei P = 0,05, r = 16,62 bei P = 0,02 und r = 18,48 bei 
P =0,0l. 

Somit muB die Wahrscheinlichkeit P, die einem r = 1,65 ent
s:pricht, bedeutend groBer sein, und es steht auBer jedem Zweifel, daB die 
tTbereinstimmung zwischen den Daten des Westergaardschen Experi
ments und den von der Theorie erwarteten Werten eine iiberaus gute 
ist - wenigstens insofern das Kriterium 1: in Betra.cht kommt. Eine 
Einsicht in die Tabelle von Elderton wiirde in der Tat ergeben, daB, 
bei n' = 8, einem Xl. = 1 ein P = 0,9948 und einem r = 2 ein P = 0,9598 
entsprechen. Somit konnte man annehmen, daB mit einem X2 = 1,65 
etwa die statistische Wahrscheinlichkeit 0,97 verbunden sein miiBte: 
in ungefahr 97 Fallen von 100 wiirde man fiir r groBere Werte als 1,65 
erhalten. Verkiirzt man die Zahl der Gruppen in der Tabelle bis auf 5, 
indem man die 4 letzten zu einer Gruppe vereinigt, so kommt man zu 
einem beinahe ebenso guten Resultat: X2 = 0,86, dem bei Elderton 
etwa der Wert P = 0,92 entsprechen wiirde. Und berechnet man umge
kehrt die Zahl X2 fiir alle Gruppen in der letzten Kolumne der Tab. 4 auf 
S. 93, was, wie wir wissen, nicht korrekt ist, so erhMt man X2 = 5,35, 
was bei Elderton etwa P = 0,91 ergabe. In der Regel wird aber im 
Gegenteil die Beriicksichtigung schwa.ch besetzter Gruppen, wie die 
letzten 5 in Tab. 4, den Wert von r so modifizieren, daB P groBer heraus
kommt und also eine bessere Vbereinstimmung vortauscht, als wirklich 
vorhanden ist. Die kleinen Unterschiede in den Werten von P, die wir 
bei unserem Zahlenbeispiele erhalten haben, erklaren sich vollkommen 
aus dem angenaherten Charakter der ganzen Rechnung und sind in der 
Praxis ganz belanglos. 

Wir haben oben angenommen, daB uns die "theoretische" Verteilung 
der p, wie sie sich aus einer bestimmten mathematischen Formel fiir die 
Einheiten der betreffenden Gesamtheit hOherer Ordnung ergibt, im 
voraus genau bekannt ist. In der Praxis kommt es jedoch viel haufiger 
vor, daB man sehr wohl weill, daB eine bestimmte mathematische Formel 
[z. B. von der Art der Formel (37), § 4] den Zusammenhang zwischen 
einer gewissen Merkmalskombination und ihrer statistischen Wahrschein
lichkeit ausdriickt, abel' iiber die numerischen Werte ihrer Konstanten 
[also z. B. iiber die wahren GroBen von N oder p' in derselben Formel (37) 
des § 4] keine vorhergehende Kenntnis besitzt. Letztere GroBen (Para
meter) werden dann aus den Daten der Stichprobe selbst berechnet. In 
diesem Falle sind zwei verschiedene Problemstellungen moglich, die man 
sorgfaltig zu unterscheiden hat: 

entweder man fragt na.ch der statistischen Wahrscheinlichkeit P 
dafiir, daB eben bei den gege benen Werten der Pi in (I), ganz gleich, 
auf welchem Wege sie erhalten sind, sich fiir Xl. ein noch groBerer 
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Wert ergibt, und dann hat man in der oben dargestellten Weise 
zu verfahren; 

oder aber man stellt die Frage so: wie groB ist die statistische Wahr
scheinlichkeit dafiir, daB eine Stichprobe, die einer Gesamtheit imtnommen 
wird, welche ein bekanntes "Verteilungsgesetz" mit uns unbekannten 
Parametern besitzt, ein noch groBeres X2 ergeben wiirde - unter der 
Voraussetzung, daB wir die uns unbekannten Parameter nach gewissen 
Formeln aus den Daten der Stichprobe selbst errechnen 1 

Es dauerte lange Zeit, bis man darauf kam, daB beide Fragestellungen 
nicht zu verwechseln sind. Ais erste stieBen J. Brownlee (1911), M. 
Greenwood und G. Yule (1915) auf gewisse Widerspruche in den An
wendungsergebnissen des Kriteriums X2, die sie zu untersuchen begannen. 
Die volle Losung des Problems gelang aber erst R. A. Fisher im Jahre 
1922.1 Es stellte sich heraus, daB man - unter bestimmten einschranken· 
den Voraussetzungen, die wir spater noch behandeln werden - auf 
den zweiten Fall dieselbe x2-Methode anwenden darf wie auf den ersten, 
mit dem einzigen, aber schwerwiegenden Unterschied, daB man in 
der Tabelle der P nunmehr n nicht gleich m - 1, sondern ganz all
gemein gleich der Zahl der "Freiheitsgrade" (degree of freedom) zu 
nehmen hat. Der Begriff dieser Freiheitsgrade ist eigentlich sehr einfach 
(was man aber natiirlich von der auBerordentlich geistreichen Ableitung 
dieses allgemeinen Prinzips durch R. A. Fisher keineswegs behaupten 
kann!). Betrachten wir z. B. die Summe 

q1 + q2 + q3 + .... + qm = N. 
Wenn wir annehmen, daB die Zahl N gegeben ist, so konnen die einzelnen 
q, ausgenommen ein einziges (etwa q,), beliebig gewahlt werden; dieses 
einzige q; ist dann durch die ubrigen bestimmt: 

ql = N - (ql + q2 + .... + qi-1 + q1+1 + .... + qm-l + qm)· 

Die Zahl der Freiheitsgrade bei der Manipulierung der Reihe der q ist 
somit gleich m - 1. 1st aber z. B. folgendes Bedingungssystem gegeben: 

1 Vgl. hierzu die folgenden Veroffentlichungen: 1. John Brownlee: 
Some Experinlents to test the Theory of Goodness of Fit. J ourn. of the Royal 
Statistical Society, Vol. LXXXVII, S.76-82. 1924. 2. G. Udny Yule: 
On the Application of the X2 Method to Association and Contingency Tables 
with Experinlent Illustrations (ibidem Vol. LXXXV, S.95-104. 1922). 
3. R. A. Fisher: On the Interpretation of X2 from Contingency Tables, and 
the Calculation of P (ibidem Vol. LXXXV, S. 87-94. 1922). 4. R. A. Fisher: 
Statistical Test of Agreement between Observation and Hypothesis. Eco
nomica, III, S.139-147. 1923. 5. R. A. Fisher: The Conditions under 
which X2 measures the Discrepancy between Observation and Hypothesis. 
Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. LXXXVII, S.442-450. 1924. 
6. J. Neyman and E. S. Pearson: On the Use and Interpretation of Certain 
Test Criteria for Purposes of Statistical Inference. Biometrika, Vol. XX A, 
Part I, S. 175-240,1928, und insbesondere Part II, S. 263-294. 7. J. Ney
man and E. S. Pearson: Further Notes on the X2 Distribution. Bio
metrika, Vol. XXII, S. 298-305. 



ll. Das Bayessche Problem. 105 

qll + q12 + q1s + .... + q1m = N l' 
q21 + qZ2 + q2S + .... + q2m = N 2' 
qS1 + qS2 + qss + .... + qsm = N s, 

qk1 + qk2 + qkS + .... + qkm = N k' 

so besitzt es offenbar nur lc (m -1) Freiheitsgrade fiir alle lcm verschie
denen qil' denn lc Werte unter denselben sind bereits durch die lc Summen
gleichungen gebunden und konnen nicht unabhii.ngig von den iibrigen 
gewahlt werden. Wird noch das folgende Bedingungssystem hinmgefiigt: 

qll + qZ1 + qS1 + .... + qk1 = L 1, 
q12 + qZ2 + qS2 + .... + qk2 = L 2, 
Q1S + Qzs + QS3 + .... + QkS = L s, 

Q1m+QZm+Q3m+···· + Qkm=Lm, 

so verringert sich die Zahl der Freiheitsgrade um weitere (m -1) Grade 
bis auf (lc - 1) (m -1) Freiheitsgrade usw. Allgemein bezeichnet man 
als "Zahl der Freiheitsgrade" eines Systems von Variabeln die Hochst
zahl der unter ihnen £rei wa.hlbaren. 

11. Das Bayessche Problem (RflckschluB auf eine Gesamtheit 
h6herer Ordnung). 

Wir haben bisher immer angenommen, daB uns die statistische Wahr

scheinlichkeit p = -;, d. h. die relative Ha.ufigkeit des Merkmals A in 

der Gesamtheit hoherer Ordnung, gegeben sei, und haben die Frage unter
sucht, was man, auf Grund dieser Kenntnis, iiber die relative Ha.ufigkeit 
desselben Merkmals in jenen Gesamtheiten niederer Ordnung aussagen 
kann, die aus der ersteren entstanden sind. Der Inhalt der hierbei ge
wonnenen Lehrsa.tze, deren praktische Bedeutung meistenteils darauf 
hinausla.uft, die Variationsbreite eines gewissen Merkmals fUr eine 
Gesamtheit niederer Ordnung festzustellen, gehort offenbar zu jener 
Lehre vom direkten SchluB, die wir im § 5 der Einleitung auf S. 26, 
sub 2) anfiihrten. In der statistischen Praxis haben wir es aber viel ha.ufiger 
mit dem umgekehrten Problem zu tun (welches daselbst sub 3 erwa.hnt 
wurde), d. h. mit dem RiickschluB auf die unbekannten Werte der 
Parameter einer Gesamtheit hoherer Ordnung auf Grund des Studiums 
des Inhaltes einer oder mehrerer gegebenen Gesamtheiten niederer Ord
nung. Wie es in der Mathematik auch sonst gewohnlich bei den Um
kehrungen der Lehrsatze beobachtet wird, ist dieses Problem schwieriger 
als das direkte, und es ergeben sich bei ihm gewisse zusa.tzliche Komplika
tionen, die bei dem direkten SchluB nicht auftreten oder wenigstens nicht 
so erheblich sind. Vor allen Dingen ist zu bemerken, daB man sich hierbei 
verschiedene Fragen stellen kann, die man scharf unterscheiden sollte, 
wie z. B. die folgenden: die Frage nach der statistischen Wahrscheinlich
keit eines gewissen Wertes des unbekannten Parameters, die Frage nach 
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der Variationsbreite des unbekannten Paramaters, die sich hieraus ergibt, 
die Frage nach jenem bestimmten Werte des unbekannten Parameters, 
den wir an Hand der vorhandenen Stichprobe als den "besten", "plau
sibelsten" oder auch "Prasumtiv"-Wert desselben annehmen, die Frage 
da.rnach, ob zwei oder mehrere Gesamtheiten als solche angesehen werden 
diirfen, die einem und demselben Kollektiv hoherer Ordnung entnommen 
sind oder wenigstens entnommen sein konnen u. dgl. m. 

Das erste Theorem, welches zu diesem Problemkreise gehort, wurde 
vom Englander Thomas Bayes noch in der ersten Halfte des 18. Jahr
hunderts aufgestellt, aber erst nach seinem Tode im Jahre 1763 von 
Dr. Richard Price veroffentlicht.1 Es ist sehr wahrscheinlich, daB Bayes 
selbst von seiner LOsung nicht voIlig befriedigt war und gewisse Bedenken 
hatte, die aber Price nicht teilte. Jedenfalls gehort das Bayessche 
Theorem bis heute zu den in der Mathematik hochst seltenen Beispielen 
eines Lehrsatzes, welcher trotz seines ehrwiirdigen Alters von bald 
200 Jahren noch immer heiB umstritten wird. Die Erklarung diirfte wohl 
einerseits darin liegen, daB der Lehrsatz, ahnlich wie das "Gesetz der 
groBen Zahlen", nicht rein mathematisch ist, und anderseits darin, daB 
sich mit der Zeit sein Inhalt ziemlich betra.chtlich verschoben hat. Der 
Streit um Bayes entbrannte von neuem, als im Jahre 1920 Professor 
K. Pearson seinen aufsehenerregenden Artikel "The Fundamental 
Problem of Practical Statistics" veroffentlichte.2 An diesem Streitenahmen 
dann Keynes, Edgeworth, Burnside, Egon Pearson (Sohn von 
Karl Pearson), R. A. Fisher, Wishart u. a. teil.3 Verallgemeinerungen 
der Laplaceschen Losung des Bayesschen Theorems gaben, abgesehen 
von K. Pearson, noch R. v. Mises,' J. Neyman5 u. a. 

Es ware hier nicht am Platz, die Geschichte des Bayesschen Theorems 
genau zu verfolgen oder die Positionen der einzelnen Parteien im Streite 

1 Philos. Transactions, Vol. LIlI, S.370ff. (1763); Vol. LIV, S.298ff. 
(1764). 

2 Biometrika, Vol. XIII, S.I-16 (1920/21). 
8 J. M. Keynes: A Treatise on Probability, London 1921. - F. Y. 

Edgeworth: Molecular Statistics. Journ. of the Royal Statistical Society, 
Vol. LXXXIV, S.82 u. 83. 1921. - W. Burnside: On Bayes' Formula. 
Biometrika, Vol. XVI, S. 189 (1924). - K. Pearson: Note on Bayes' 
Theorem. Biometrika, Vol. XVI, S. 190-193 (1924).-EgonPearson: Bayes' 
Theorem examined in the light of experiment sampling. Biometrika, Vol. 
XVII, S. 388-442 (1925). - John Wishart: On the approximate quadra
ture of certain skew curves with an account of the researches of Thomas 
Bayes. Biometrika, Vol. XIX, S. 1-39 (1927).-Die Fisherschen Arbeiten 
werden weiter unten besonders zitiert. 

4 In der Mathematischen Zeitschrift, 1919, und dann in seiner Wahr
scheinlichkeitsrechnung, S. 151-160. 

6 J. Neyman: Contribution to the Theory of Certain Test Criteria. 
Bulletin de l'Institut International de Statistique, T. XXIV, 2e Livraison, 
S.44-87 (1930). Derselbe: On Methods of Testing Hypotheses. Atti del 
Congresso Internazionale dei Matematici, S.35-41. Bologna 1928. Die 
Prioritat von Mises wird bier anerkannt. 
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um. dasselbe zu beschreiben, um so mehr als nach unserer Ansicht das 
Bayessche Theorem fUr die mathematische Statistik iiberhaupt iiber
fliissig ist. Was aber das allgemeine "Problem des Riickschlusses" anbe
trifft, welches, nach Bayes, nicht selten ebenfalls das Bayessche 
Problem genannt wird, so hat es eigentlich bloB diesen historischen 
Namen mit ihm gemein. N ur soviel sei hier gesagt, daB man bei der Dar
stellung des Bayesschen Theorems jetzt gewohnlich von der Vorstellung 
ausgeht, man habe sozusagen 2 Etagen von Wahrscheinlichkeiten zu 
unterscheiden. Wenn wir ein Schema ausniitzen, welches in der englischen 
Fachliteratur haufig angewandt wird, so konnen wir die Sachlage etwa 
folgendermaBen darstellen: gegeben ist eine gewisse Anzahl von auBerlich 
ganz gleichen Sacken, von denen jeder eine gewisse Anzah! von weillen 
und schwarzen Kugeln enthalt, deren Verhaltnis aber von Sack zu Sack 
ganz verschieden sein kann. Ein Sack wird aufs Geratewohl genommen 
und aus ihm eine gewisse Anzahl von Kugeln ebenfalls aufs Geratewohl 
"mit Zuriicklegen" gezogen. Gefragt wird nach der Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB der Sack eine bestimmte Proportion x der weiBen Kugeln 
enthalte. Es werden hier also unterschieden: einerseits verschiedene 
Gesamtheiten von Kugeln (jede Gesamtheit in ihrem eigenen Sack) 
und anderseits die Gesamtheit dieser Gesamtheiten, d. h. die Gesamtheit 
der Sacke. Gegeniiber den relativen Haufigkeiten der wirklich gezogenen 
Kugeln ergibt dieses Schema in der Tat zwei iibergeordnete Stufen von 
statistischen Wahrscheinlichkeiten. Es dad hierbei nicht vergessen 
werden, daB die Wahrscheinlichkeiten der unteren Stufe keineswegs mit 
der Reihe der p,,,, Pn - 1, Pn - 2 •••• (S.44,Formell)zuverwechselnsind. 
Sie werden durchaus nicht als solche angesehen, die entstehen wiirden, 
wenn man ein statistisches Kollektiv, d. h. eine gut durchmischte Gesamt
heit, mechanisch in einige Teile zerlegen und diese in besondere Sacke 
stecken wiirde, sondern als ganz willkiirlich betrachtet: von 9 Sacken 
konnen z. B. 5 Sacke je 99 weiBe und 1 schwarze Kugel enthalten, die 
iibrigen 4 Sacke hingegen je 1 weiBe und 999 schwarze oder sogar nur 
schwarze. Die groBten logischen und mathematischen Schwierigkeiten 
bei der Ableitung des Theorems von Bayes bilden die Wahrscheinlich
keiten der oberen Stufe, die gewohnlich "apriorische Wahrscheinlich
keiten" oder, nach Mises, "Ausgangswahrscheinlichkeiten" genannt 
werden, d. h. die Wahrscheinlichkeiten, einen Sack bestimmten Inhaltes x 
zu ergreifen, denn das Ziel des Mathematikers besteht hier darin, diese 
unbekannten GroBen aus seiner Endformel ganz auszuschalten. In seiner 
allgemeinen Form, ohne· zusatzliche Annahmen iiber die Stetigkeit der 
Funktion, welche die Wahrscheinlichkeit von x ausdriickt, diirfte die 
Aufgabe iiberhaupt unlosbar sein.l 

1 Eine Anmerkung, welche nuT fUr jene veTstandUch ist, die das Lehrbuch 
von M ises st'Udiert haben. Der von Mises vorgeschlagene Beweis des Bayes
schen Theorems setzt die Stetigkeit der Anfangswahrscheinlichkeitsfunktion 
v(ro) wenigstens in der Stelle a voraus (vgl. Mises, S. 157 u. 158), was an 
und fiir sich eine sehr bedeutende Einschrankung seiner Giiltigkeit darstellt. 
Der bekannte englische Statistiker L. Isserlis weist mit Recht darauf hiD, 
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Das ganze Schema entspricht aber durchaus nicht jenem Sachverhalt, 
mit dem wir es in der praktischen Statistik zu tun bekommen - wenig
stens insofern es sich um das weite Gebiet der Sozialstatistik und wahr
scheinlich auch der biologischen Statistik handelt. Soviel uns bekannt ist, 
hat noch niemand in diesem Zusammenhange auf den Umstand hinge
wiesen, daB die Vorstellung, es existiere immer eine Gesamtheit der 
Gesamtheiten hoherer Ordnungen, aus denen die Elemente "gezogen" 
werden, ffir uns durchaus nicht den denkbar allgemeinsten Fall darstellt. 
Ferner ware zu bemerken, daB die Gesamtheit der Gesamtheiten (wenn 
sie iiberhaupt existiert) im allgemeinen gar kein statistisches Kollektiv 
zu sein braucht, und ist dies nicht der Fall, so gibt es - wenigstens fiir 
uns - keine solche Brucke, die die mathematischen Formeln des Bayes
schen Theorems mit der Wirklichkeit verbinden konnte. Und endlich 
kann es haufig genug vorkommen, daB die Vorstellung von einem Kollektiv 
zweithoherer Ordnung uberhaupt iiberfliissig ist oder zumindest eine 
vermeidbare Verwicklung des Problems darstellt. 

J ene Gesamtheiten, mit denen es der praktische Statistiker zu tun 
bekommt, werden entweder statistischen Tabellen direkt entnommen oder 
konnen wenigstens auf solche zuruckgefiihrt werden. Und ganz wie es bei 
diesen Tabellen der Fall ist, vermogen auch die statistischen Gesamtheiten 
entweder nach raumlichen oder nach zeitlichen oder auch nach sachlichen 
Unterschieden geordnet zu werden. Hieraus folgt wiederum, daB auch die 
statistischen Gesamtheiten hoherer Ordnung, in welchen die gegebenen 
Gesamtheiten enthalten sind, entweder groBeren raumlichen oder groBeren 
zeitlichen Umfang besitzen werden oder auch aus solchen Einheiten 
(Elementen) bestehen, deren Definition weniger Merkmale aufweist als 
jene der Teilgesamtheiten (vgl. oben: Einleitung, S. 8-9). 

Als Beispiel des ersten Falles moge die Einordnung der Gemeinden 
in Kreise, der Kreise in Bezirke, der Bezirke in Lander u. dgl. dienen. Die 
statistischen Zahlen, die sich auf einen Kreis beziehen, bilden offenbar 
eine Gesamtheit hoherer Ordnung in bezug auf dieselben Daten ffir jede 
einzelne Gemeinde, und ebenso die Zahlen ffir die Bezirke in bezug auf 
jene fur die Kreise. Aber der Statistiker weiB immer ganz genau, auf welche 
Gemeinde, auf welchen Kreis, auf welchen Bezirk sich jede seiner Ziffern 
bezieht, und die Vorstellung, daB diese irgendwie aus einem unbekannten 
Kollektivaufs Geratewohl "gezogen" werden sollten und daB etwa an Stelle 
der Zahl der mannlichen Geburten in Wien I im Jahre 1934 die Zahl der 
Autoomnibusse, die im Jahre 1925 auf der Euston Road (London N.W.l) 
verkehrten oder die Zahl der Doppelzentner Kakao, die jetzt von der 
Goldkuste. exportiert werden, zum V orschein kommen konnten, hat fur 
ihn gar keinen praktischen Wert. Es darf nicht einmal geschehen, daB er 
Wien I mit Wien II verwechselt. Oder, um ein Beispiel aus der biologischen 

daB beim Ubergange zu seiner Formel (16), d. h. bei n -+ 00, Mises nicht nur 
die Funktion v(x) zu v(a), sondern ganz ebenso auch die Funktion wn(x) zu 
W (a) machen konnte. Ferner ware noch zu bemerken, daB man im allgemeinen 
Fall eigentlich nicht v(x), sondern v(x, t, 8) schreiben miiBte, wobei t die Zeit 
und 8 den Ort bedeuten (vgl. nachste Seite). 
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Statistik anzufiihren: dem Meeresboden werden an verschiedenen Stellen 
Planktonproben entnommen. Der Forscher notiert sich hierbei genau den 
Entstehungsort jeder einzelnen Probe; er wird sehr wohl einige Nachbar
proben als zur selhen Gesamtheit hoherer Ordnung gehOrend ansehen 
konnen, schwerlich aber die Zahlen, die sich auf ganz verschiedene geo
graphische Gebiete beziehen, ala solche betrachten, die zufii.llig aua einem 
und demselben "Kollektiv von Planktonsii.cken" gezogen werden. 

Im zweiten Falle, d. h. bei Gesamtheiten, die nach der Zeit geordnet 
sind, hat man es entweder mit solchen zu tun, die in der Zeit sich all
mahlich verandern, indem von ihnen gewisse Elemente abgehen und 
andere, neue hinzukommen, wie etwa die Bevolkerung eines Landes 
(Bestandesmassen), oder aber mit solchen, die nur derartige hinzuge
kommene oder abgegangene Elemente fiir bestimmte Zeitabschnitte 
enthalten, wie z. B. die Geburten- und Sterbestatistik (Ereignismassen). 
Die Bayesschen Gesamtheiten hoherer Ordnung (die aber Bayes selbst 
ganz fremd waren) existieren in der Regel im ersteren Falle iiberhaupt 
nicht und im zweiten wiirde die Vorstellung, die gegebenen Gesamt
heiten seien zufallig aua einer Gesamtheit hoherer Ordnung "gezogen" 
(die offenbar aua den Daten fiir verschiedene Zeitabschnitte bestehen 
miiBte), nicht die beste Konstruktion darstellen, denn sie wiirde einen fiir 
uns sowohl theoretisch als auch praktisch hochst wichtigen Umstand aua der 
Betrachtungweglassen: die ganz eindeutige zeitlicheReihenfolgenamlich, in 
der die einzelnen Gesamtheiten auftreten und die eine bestimmte Entwick
lungslinie darstellen kann, wie etwa die der allmahlichen Verminderung der 
Sterblichkeits- und Geburtsziffern. Was endlich die nach einem sachlichen 
Prinzip geordneten Gesamtheiten betrifft, so laBt sich auf sie das Schema 
der zufallig gezogenen Sacke ebenfalls nicht immer anwenden. 

In allen drei Hauptgruppen der statistischen Gesamtheiten konnen wir 
also sehr wohl eine Gesamtheit niederer Ordnung und eine Gesamtheit 
hoherer Ordnung (bzw. statistisches Kollektiv) unterscheiden, aber die 
Einfiihrung eines zweithOheren Kollektivs mit unbekannter und voll
kommen unhegrenzter Zusammensetzung ist meistens durchaus nicht 
geboten und nicht einmal wiinschenswert. Selbstverstiindlich wird hier
durch keineswegs eine andere theoretische Konstruktion in Abrede ge
stellt, die auf den ersten Blick mit der obigen verwechselt werden konnte, 
namlich die Annahme, daB fiir beinahe jede statistische Gesamtheit eine 
Matrix von Ursachen gedacht werden kann, die unter Umstanden eine 
endliche oder haufiger eine unendliche Folge von ahnlichen Gesamt
heiten hervorbringen konnte (vgl. oben: Einleitung, S. 15, und ferner 
unsere Ausfiihrungen auf S. 85-86 im Zusammenhange mit der 
B. A. Fisherschen Konzeption), denn in letzterem FaIle hatte man doch 
nur zwei Gesamtheiten zu vergleichen: die gegebene einerseits und die 
hypothetische anderseits (die aus allen moglichen Folgen der Matrix 
bestehen miiBte). Dasselbe ist auch dann der Fall, wenn wir in der Tat 
die gegebene Gesamtheit einem statistischen Kollektiv entnehmen, 
welches seinerseits einem ebenso zusammengesetzten Kollektiv noch 
hoherer Ordnung entnommen ist, denn auch hier kann man das mittlere 
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Kollektiv ganz ohne Schaden fiir die AUgemeingiiltigkeit der erzielten 
Resultate einfach ausschalten, was man in der mit dem Namen von Bayes 
verbundenen Konstruktion offenbar nicht tun darf. Die in der Bevol
kerungsstatistik haufig gestellte Frage, ob man nicht eine gewisse Anzahl 
von tatsachlich beobachteten Gesamtheiten (z. B. die Geburtenzahlen 
in verschiedenen Kreisen) als solche ansehen darf, die aus einem und dem
selben Kollektiv hoherer Ordnung entstanden sein konnten, fiihrt 
ebenfalls nicht zur Bayesschen, sondern zur bekannten Lexis-Poisson
schen Fragestellung. 

Und wiederum eine andere Fragestellung, die mit dem Bayesschen 
Theorem nichts Gemeinsames haben muB, ist die folgende: Gegeben ist 
eine Anzahl von Gesamtheiten, von denen jede ihrerseits aus einem eigenen 
Kollektiv hOherer Ordnung entstanden sein kann; gefragt wird, inwiefern 
man annehmen darf, daB alle oder wenigstens ein Teil der statisti
schen Parameter dieser Kollektive identische Werte besitzen. Diese Frage
stellung fiihrt zum Neyman-Pearsonschen Kriterium. (Vgl. die 
Literaturhinweise hierzu in Kap. III, § 8). 

Kurz gesagt: unsere Ansicht kann dahin prazisiert werden, daB das 
umgekehrte ("Bayessche") Problem fiir den Statistiker gewohnlich 
auf die foigende einfache Gestalt gebracht werden kann: gegeben ist 
eine Gesamtheit vom Umfange n, die aus einer anderen 
Gesamtheit (bzw. Kollektiv) hoherer Ordnung entstanden 
ist (bzw. ihr entnommen wurde). Der Umfang der letzteren, 
N, kann sowohl endlich als auch unendlich angenommen 
werden. Gefragt wird: 

a) in welchen Grenzen befinden sich die uns unbekannten 
statistischen Parameter der Gesamtheit (bzw. des Kollek
tivs) hoherer Ordnung, d. h. wie ist die Variationsbreite der
selben? Und b) was kann als der "beste" Wert fiir diese Para
meter angenommen werden? 

Beide Fragen werden uns in diesem Kapitel nur insofern beschitftigen. 
als sie zur homograden Theorie gehoren. Was die allgemeinere "hetero
grade" Losung des Problems anbetrifft, so wird der Leser auf Kap. III, 
§ 5 und 8, verwiesen. 

Den bequemsten Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen bildet das 
Laplacesche Integral, dessen verschiedene Formen wir oben in den 
Ausdriicken (15), (17) und (18) des § 6 angegeben haben, doch konnte man 
ohne besondere Schwierigkeiten auch von der Summenformel (12) des
selben Paragraphen ausgehen. Das Integral ergibt, wenn wir uns an die 
Sheppardsche Formel (18) halten, die statistische Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB das Ungleichungssystem (20) (s. oben S. 73) besteht: 

_~< i-np < +~. 
(/= (/ = (/ 

Wenn wir fiir den Quotienten ~ die Bezeichnung 
(/ 

(I) 
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einfiihren und aIle 3 Teile der Ungleichung mit a multiplizieren, so ergibt 
sich hieraus das System 

-lea ~ i - np < + lea. ....... (2) 

Die statistische Wahrscheinlichkeit, welche diesem System ent
spricht, ist offenbar ganz genau dieselbe. Bezeichnen 'Wir sie mit 
P{-lea ~ i - np ~ le a}, so konnen 'Wir, mit Riicksicht auf (18) des 
§ 6, auch schreiben: 

II 

a=P{-lea<i-np~+lea}= V:n I e-:" ax . .. (3) 

o 
Diese Formel bedeutet nur soviel, daB fiir jene Gesamtheit hoherer 

Ordnung yom Umfange (N~!n)!' die aJle Kombinationen zu n Elementen 

aus N enthalt und die wir oben in § 3 gebildet haben, eine ganz bestimmte 
(und aus den Sheppardschen Tabellen direkt abzulesende) relative 
Haufigkeit solcher Kombinationen besteht, die dem System der Un
gleichungen (2) geniigen, d. h. bei welchen die Zahl der Elemente, die mit 
dem Merkmal A versehen sind, von der Zahl np um nicht mehr als leo
na.ch der positiven oder negativen Seite abweicht. 1st das System der 
Ungleichungen (2) fiir eine bestimmte Gesamtheit gegeben, 
so ist auch seine statistische Wahrscheinlichkeit (3) ge
geben. Und umgekehrt: setzt man die statistische Wahrscheinlichkeit (3) 
fiir eine genau definierte Gesamtheit fest, so folgt aus ihr fiir diese auch 
unmittelbar das System (2). Letzteres driickt bloB die Beziehungen aus, 
die bei gegebenen le, N und n zwischen i und p bestehen (a ist, wie 'Wir 
wissen, nur eine Funktion von p, n und N), damit (3) zustande kommt, 
und es ist einleuchtend, daB wir das System (2) auf beliebige Weise nach 
den RegeIn der Algebra "tautologisch umformen" konnen, ohne hierdurch 
irgend etwas an (3) zu verandern. So folgt z. B. aus (2), daB 

np-lea<i<np + lea, 
i-np 

-a< k _~+a, 

ka i ka 
P--<-<P+-n =n= n' 

} (4) 

usw. Setzt man fiir a seinen Wert aus Formel (38) des § 4 ein (da es sich 
bei uns um statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, so konnen die 
Akzente weggelassen werden), und beriicksichtigt man hierbei, daB q = 
= 1 - P ist, so ergibt sich fiir (2) auch die folgende Gestalt: 

-lcVnp(l-p)(I--N-)~i-np, j ... (4 a) 

i-np < + leVnP(I-P)(I- .;). 
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Die GroBe (f ist jetzt aus dem System ganz verschwunden und dafiir ist 
die GroBe N eingetreten, aber die Wahrscheinlichkeit (3) bezieht sich 
selbstverstiindlich in gleicher Weise auch auf das System (4a). Es ist 
ferner einleuchtend, daB die tautologischen Umformungen beliebig lang
wierig und kompliziert gemacht werden konnen, solange sie eben n ur 
tautologische Umformungen bleiben und kein neues Element, d. h. keine 
neue Bedingung, ins System (2) oder (4) oder (4a) hineingebracht wird. 
So kann man z. B. aus (4a) auf elementar-algebraischem Wege auch die 
zuliissigen Grenzwerte fiir p ableiten, zwischen denen es sich bei gegebenem 
i befinden muB. Wir werden uns bald tiberzeugen, daB dies zu theo
retisch recht interessanten Konsequenzen ftihrt. 

Die untere Grenze fiir p ergibt sich in (4a) aus der Bedingung: 

-kVnp(1-P) (1-;') = i-np 
und die obere aus 

+kVnp (1-p)(1-'; )=i-np. 

Erhebt man diese zwei Gleichungen ins Quadrat, um sie vom. Wurzel
zeichen zu befreien, so erhiilt man fiir beide dieselbe Gleichung, die in 
bezug auf peine quadratische ist: 

k2n p (1-p)(1- ';)=(i-n p)2 . ..... (5) 

Hieraus folgt, daB die Wurzeln dieser Gleichung eben beide Grenzen ftir 
p ergeben mtissen. Nach einigen elementaren Umformungen erhalten wir 
aus (5) folgende Gleichung: 

p2(n2 + k2n _ k~2 )-p(2in + k2n- k:;2) + i2 = 0, 

oder nach Division durch n2 : 

p2 [1 + k2 (! _ ~ )] _ P [2! + k2 (! _~ )] + (! )2= o. 
Und nach der bekannten Formel 

-b ± Vb2 -4ac 
X= 2a 

(6) 

fiir die Auflosung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades ax?< + bx + 
+ c = 01 ergibt sich hieraus sofort: 

p= +~+~(~-M±V~{4(H+4k··~(~-~-)+k·(~-~r-4(~)'[1+k'(~-~)]} 
1 + k" (~ - ~) 

1 Wir bitten den Leser urn Entschuldigung wegen der Anfiihrung dieser 
Formel, die bereits jedem Sekundaner bekannt ist. Neben dem Integral
zeichen, welches wir in Formel (3) eingesetzt haben, sieht sie in der Tat recht 
merkwiirdig aus. Uns lag aber daran, den besonders. elementaren Charakter 
der ganzen Entwicklung aufzuzeigen. 
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Setzt man jetzt im. Zahler ± ! k2 (! - i) hinzu, so erhalt man nach 

einigen weiteren Umformungen: 

Und fiihrt man noch die Bezeichnungen ein: 

i , 
n:=P' 

so folgt hieraus endgiiltig: 

I i, 
--=q, n (8) 

k V ' '( 1 1 ) k2 
( 1 1 )2 ±---(;-:;l:-- 1) pq n:- N +4 n:- N (9) 

1 +k2 n- N 

Wenn wir jetzt beriicksichtigen, daB (9) nur den Wert der zwei Wurzeln 
von (5) wiedergibt und daB diese Wurzeln ihrerseits nur beide Grenzen 
fiir p darstellen, welche sich aus (4a) durch rein tautologische Umfor
mungen ergeben, so folgt hieraus, daB der Ausdruck (3) auch als die 
statistische Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen des folgenden Systems 
von Ungleichungen angesehen werden kann: 

(10) 

Oder, wenn man beide Ungleichungen mit n multipliziert, auch fiir: 
Anderson, StatiBtik. 8 
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, kS(i--P')( I-i) 
np + (I I) 

l+k2 n- N 

k V' ,( n ) k2 ( n )2 - (I I) npq 1-N +4 1- N <np, 
I +k2 n- N 

, k2(i--P')(I-i) 
np<np+ (I I) + 

l+k2 n - N 

(lOa) 

+ (kl 1 ) V'-np-' q'-:-( 1---;--'--) +---':....--0-2 (1---;----:-::y . 
1 +k2 -n- N 

Auf (I) zuriickgreifend, bemerken wir, daB der Ausdruck, welcher in (10) 
und (lOa) im Nenner auftritt, folgendermaBen dargestellt werden kann: 

l+k2(~-~) =1+ :ll2o'~(I-i) =1 +~. 
n N (I n) n2pq npq -N 

Wenn wir uns jetzt daran erinnern, daB wir oben im § 4 bei der Ab· 
leitung der Exponentialformel die Bedingungen (31) und (33) einfiihrten. 
laut welchen die GroBenordnungen 

~und~ n2p2 n2q2 

bereits vernachlassigt werden konnen (da es sich in unserem Falle um 
statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, so brauchen wir die Akzente 

nicht beizubehalten), so kOnnen wir mit Riicksicht darauf, daB 2~ das n pq 
geometrische Mittel von :22 und ~2 2 ist und sich infolgedessen nach 

np nq 
seiner GroBe zwischen beiden befindet, auch den SchluB ziehen, daB man 
vollkommen im Bereiche jener Annahmen bleibt, die uns seinerzeit zum 
Laplaceschen Integral fiihrten, wenn man einfach 

l+k2(!-i)"-'1 ...... (11) 

setzt. Wird jetzt noch N -+ 00 angenommen, so erhiUt man sofort, daB fiir 
den Fall "mit Zuriicklegen" die statistische Wahrscheinlichkeit 

P{-ka< i-np< + kG} 
dafiir besteht, daB die folgenden zwei Ungleichungen gelten: 

n p'+k2(! -p')-k V np' q' + ~<np, ). 

np < np' + k2 ( ! - p' ) + k V np' q' + ~ 
(12) 
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und 

k2(~ _p') '+ 2 Vp'q' k 2 
P k -+-<p n n 4n2 = ' 

p<p' + k2(j -p') + kVrr+~. 
- n n 4n2 

(12a) 

1st aber n bereits so betrachtlich, daB man GroBen von der Ordnung 

.r~ noch beriicksichtigt, diejenigen von der Ordnung ~ jedoch unter-
vn n 

driickt, so erhalt man hieraus auch angenahert: 

P' -k V P' q' <p<p' + lc VP' q'. ..... (13) 
n - - n 

Dnter der gleichen Annahme ergibt sich aus (10): 

p' - k V p' q' ( ! - ~ ) <p< p' + k V p' q' ( ! - ~). . (13a) 

Wenn wir jetzt in der letzten Zelle des Systems (4) die Bezeichnungen (8) 
einfiihren und n unter die Wurzel der Formel von (j bringen, so erhalten 
wir aus ihr fur den Fall "mit Zurucklegen": 

P-kVPnq<P'<P+kVPnq, ..... (14) 

und fur den Fall "ohne Zurucklegen": 

P-kVpq(!-~)<P'<P+kVpq(!-~) . . (14a) 

Vergleicht man (13) mit (14) und (13a) mit (14a), so bemerkt man sofort, 
daB eine volle Umkehrung stattgefunden hat: p und p' haben sich gegen
seitig ausgewechselt. Und wenn (14) und (14a) die Grenzen angeben, in 
welchen, bei einer gege benen statistischen Wahrscheinlichkeit (3), 
einem gegebenen lc und einem gegebenen p, die relative Haufigkeit p' 
sich befinden muB, so erhalten wir aus (13) und (13a) umgekehrt die 
Grenzen, in denen bei derselben statistischen Gesamtheit, derselben 
statistischen Wahrscheinlichkeit (3) und demselben lc, im Faile einer 
gegebenen relativen Haufigkeit p' sich die statistische Wahrscheinlich
keit p befinden diirfte - vorausgesetzt, daB n bereits so groB 

ist, daB die GroBenordnung ~ vernachlassigt werden kann.1 
n 

Symbolisch druckt sich unser Resultat folgendermaBen aus: 

1 Der Fall "mit Zuriicklegen" ist in einer ahnlichen Weise bereits durch 
Stanislas Millot, "Sur la probabiliM a posteriori" (Comptes rendus hebdo
madaires des Seances de l'Academie des Sciences, Vol. 176, S. 30. Paris 1923), 
behandelt worden, desgleichen durch V. Romanovsky. Leider ist uns seine 
Arbeit "Sulle probabilita ,a posteriori'" (Giornale dell'Istituto Italiano 
degli Attuari, Anno II, n. 4, Ottobre 1931, IX, S. 3-21. Roma 1931) 
bisher unerreichbar geblieben. 

8* 
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2 ( -~ 
a=V2n)e 2 dx= 

o 
= P{-kO'<i-np;;::;+kO'} = 

=P{P-kVpq(*-j-);;::;P'<P+kVpq(*-j-) }= 
(15) 

=P{P'-kVP'q' (! -~ )<P<P' +kV p'q' (! - ~)}. 
Der praktische Wert der letzten Formel besteht darin, daB sich aus 

ihr ein sehr einfaches Verfahren dafiir ergibt, eine gute Annaherung an 
den Wert (3) direkt aus den Tabellen fiir das Laplacesche Integral auch 
bei unbekanntem P zu erhalten: bei geniigend groBem n ersetzt man in 
der Formel fiir 0' ganz einfach den Wert P durch den aus der Stichprobe 
direkt erhaltenen Wert p'. 1st jedoch n nicht so groB, so ist man ge
zwungen, fiir 0' den etwas komplizierteren Ausdruck zu gebrauchen, der 
in (10) und (12) unter dem Wurzelzeichen steht und der die unangenehme 
Eigenschaft besitzt, daB er fiir jedes lc besonders berechnet werden muB 
[(vgl. auch unten Form. (16) und (16a)]. 

Wenn wir jetzt die Annahme einfiihren, die Gesamtheit hOherer Ord
nung, aus der die Stichprobe yom Umfange n entnommen worden ist, 
sei ein statistisches Kollektiv, so erhalten wir im Cournotschen 
Lemma (vgl. oben S. 81) wiederum eine Briicke, die uns aus dem Bereiche 
der abstrakt-mathematischen Transformationen in das Gebiet der Tat
sachenwelt hiniiberleitet. Unser erster Schritt besteht dann darin, daB 
wir eine gewisse minimale Grenze fiir jene Wahrscheinlichkeiten fest
setzen, die wir noch zu beriicksichtigen bereit sind, - solcher Art, daB 
Ereignisse, deren totale statistische Wahrscheinlichkeit in einem Kollektiv 
noch kleiner ist, von uns das Pradikat "sehr selten" oder "in der Praxis 
fast nie vorkommend" erhalten. Diese Grenzwahrscheinlichkeiten ent
sprechen ganz genau jenen, die Prof. R. A. Fisher als "fiducial limits" 
bezeichnet, und Dr. J. Neyman nennt das Intervall zwischen beiden 
"the confidence interval".l Es sei z. B. angenommen, daB eine solche 
Grenze fiir uns die statistische Wahrscheinlichkeit 

1 Vgl. R. A. Fisher: Inverse probability. Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society, Vol. XXVI, S.528-535, 1930; derselbe: Inverse 
Probability and the Use of Likelihood. Proceedings of the Cambridge Philo
sophical Society, Vol. XXVIII, S.257-261, 1932; derselbe: The Concepts 
of Inverse Probability Referring to Unknown Parameters. Proceedings of the 
Royal Society, A, Vol. 139, S. 343-348, 1933; derselbe: The Logic of Induc
tive Inference. J ourn. of the Royal Statistical Society, Vol. xcvm, S. 39--82, 
1935. - J. Neyman: On the Two Different Aspects of the Representative 
Method: the Method of Stratified Sampling and the Method of Purposive 
Selection. Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. XCVII, S.558-625, 
1934. - Zu den Ausfiihrungen von Fisher und Neyman werden wir spater 
noch einmal zuriickkehren. 
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1 - 0,9974 = 0,0026 

darstelle, welehe einem Werte von k = 3 genau entsprieht (vgl. oben 
S. 77). Mit anderen Worten: es sei angenommen, daB Abweiehungen 
vom wahrseheinliehsten Wert, welehe den Betrag von ± 3 (J iibersteigen, 
"sehr selten" oder sogar "praktiseh fast niemals" bei einer Stiehprobe 
aus einem statistisehen Kollektiv beobaehtet werden (wir wiederholen 
noehmals, daB die Festsetzung bestimmter Grenzen immer nur eine 
Frage der Konvention oder sogar der personliehen Willkiir des For
sehers ist). 

Unser naehster Sehritt besteht dann in der Feststellung, daB bei 
P = 0,9974, k = 3 und gegebenem p', sieh aus (lO) mit Riieksieht auf 
(ll) ffir die unbekannte statistisehe Wahrseheinliehkeit folgende Grenzen 
ergeben: 

p'+ 9( ~-p')(! - ~ )-3V p'q'(! -}) + : (~--} r<p, 11 

p~p' +9(~-P')(~-~) + 3VP'q'(! -~) + : (~- ~ y. 
(16) 

Und bei der Annahme, daB n bereits so betraehtlieh ist, daB die GroBen

ordnung In beibehalten, * aber vernaehlassigt werden kann, einfaeh: 

P'-3VP'q'(! -~) <P<P'+3VP'q'(! - ~). (16a) 

(FUr den Fall "mit Zuriieklegen" haben wir in den Formeln (16) und (16a) 

bloB die Quotienten ~ zu streiehen.) 

Der dritte und letzte Sehritt besteht dann in der einfachen SehluB
folgerung: es wird "sehr selten" oder "praktiseh fast niemals" vor
kommen, daB, wenn eine Stiehprobe vom Umfange n einem statistisehen 
Kollektiv vom Umfange N entnommen wird und n geniigend groB ist, urn 
die Anwendung der Laplaeesehen Formel zuzulassen, die statistisehe 
Wahrseheinliehkeit P des Merkmals A sieh auBerhalb der Grenzen (16) 
befindet, bzw. bei noeh groBerem n auBerhalb der Grenzen (16a). Dieser 
Satz stellt die Umkehrung der Cournotsehen Formulierung 
des "Gesetzes der groBen Zahlen" dar (vgl. oben S. 82) und die 
Antwort auf die auf S. 105-lO6 gestellte Frage: in welehen Grenzen be
findet sieh der uns unbekannte statistisehe Parameter P 11 

1 Auf S. 56 haben wir in einer Anmerkung erwahnt, daJ3 man aus gewissen 
theoretischen Uberlegungen haufig an Stelle von 

den Ausdruck 



US I. Kap. Elemente der statistischen WahrscheinIichkeitsrechnung. 

Die zweite der oben er'Wa.hnten Fragen lautet in Anwendung auf 
unser Problem: was kann a1s der "beste" Wert fiir den unbekannten 
Pa.ra.meter p angenommen werden ~ Diese Fraga, die zum Komplex 
des allgemeinen "Problems der Scha.tzung" (problem of estimation) 
gebOrt, ist im Falle der homograden Statistik viel weniger kompliziert 
als in jenem der heterograden, denn die verschiedenen konkurrierenden 
LOsungen ergeben hier praktisch meistens dasselbe Resultat. Wir ver
schieben daher seine allgemeine Betrachtung auf § 8 des Kap. m. Nur 
soviel sei hier gesagt, daB man ge'Wohnlich als den "besten" oder den 
"plausibelsten" Wert von p jenes pi ansehen wird, welches entweder 
am hii.ufigsten beobachtet wird, d. h. die groBte relative Ha.ufigkeit im 
Kollektiv bOherer Ordnung besitzt, oder den arithmetischen Durchschnitt 
aus allen vorkommenden Werten von pi darstellt. Die erste Losung, welche 
der Ableitung des Lapla.ceschen Integrals besser entspricht (vgl. die Ab
leitung der Formel 12 in § 4 auf S. 47) und letzten Endes auf R. A. 
Fishers "method of likelihood" zuriickgefiihrt werden kann, ergibt in 
unserem Falle, daB a1s der "beste" Anna.herungswert von p einfach pi zu 
setzen ist; und die zweite Losung, die auf die "Methode der mathematischen 
Er'Wartungen" zuriickgeht, fiihrt ebenfalls zum selben Resultat. Ein etwas 
anderes Ergebnis erha.lt man aber, wenn man von der Betrachtung des 
Systems (10) ausgeht. Dort steht na.mlich im Symmetriezentrum, von 
'Welchem die Abweichungen nach beiden Seiten gerechnet werden, nicht pi, 
sondern der Ausdruck 

k2(~_pl) (~_~) 
'+ 2 n N (17) P (I I) , ...... . 

l+k2 -,;- N 
oder angena.hert: 

pi + k2 (! - pi) ( ! _ ~ ),. . . . . . . (17 a) 

und man kOnnte sich versucht fiihlen, nicht pi, sondern eben (17) oder (17 a) 
als die beste Annaherung an p zu betrachten, 'Was bei kleinen n (aber 
immerhin so groBen, daB auf den Fall noch die Laplacesche Formel 
angewandt werden kann) zuweilen zu einer nicht ganz unbetrachtlichen 
"Korrektion" des Wertes von pi fiihren konnte. Wir bemerken namlich 

setzt. Es £ragt sich nun, inwie£ern diese Substitution unsere Formeln (5) bis 
(16a) beeinflussen konnte. Eine direkte Rechnung, die von der Gleichung 

k2bv N I)n pq ( 1- ;)=(i-np)2 

ausgeht und die wir bier nicht anzufiihren brauchen, ergibt, d.aJ3 der ganze 
EinfluJ3 dieser Substitution bloJ3 darin besteht, daJ3 iiberall an Stelle des 

Ausdruckes (! - ~ ) der Ausdruck n fN-':: 1) zu treten hat, der sich vom 

ersteren nur um den minimalen Betrag Nil (! - i ) unterscheidet. Letz

terer ist geringer aIs die Kleinheitsordnung, welche bei der Ableitung des 
Laplaceschen Integrals bereits unterdriickt wurde. 
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sofort, daB das zweite Glied in (17) im FaIle p' = ! ganz verschwindet 

und im iibrigen einen desto groBeren Wert erhalt, je mehr p' von ! ab

weicht, je groBer k genommen wird und, selbstverstandlich, je kleiner n 
ist. Die "Korrektion" von p' ist immer derart, daB sie den "plausibelsten" 

Wert fiir das unbekannte p etwas naher an ! heranschiebt. Im FaIle "mit 

Zuriicklegen" (~ = 0) ergeben sich z. B. bei n = 100, k = VTo",1 aus 

(17) folgende Werte fiir den "plausibelsten" Wert von p: 
Gegebener Wert von p': 

0,100; 0,200; 0,300; 0,400; 0,500; 0,600; 0,700; 0,800; 0,900. 

"Plausibelster" Wert von p: 
0,136; 0,227; 0,318; 0,409; 0,500; 0,591; 0,682; 0,773; 0,864. 

12. Die Formel von Poisson ("Gesetz der kleinen Zahlen"). 
Im § 4 (S. 45-46) haben wir bereits festgestellt, daB im FaIle 

1 1 2 
P < n + 1 - N + (n + 1) N 

oder 

[ 1 1 2] 
P > 1- n + 1 - N + (n + 1) N 

(vgl. Formeln 6 und 8 daselbst), die Reihe 

p .. , p .. - I, p .. - 2, •••• , P 2, PI' Po 
einen monotonen Verlauf aufweist, d. h. ihr Maximum entweder in ihrem 
letzten oder in ihrem ersten Gliede besitzt. Bei so kleinen oder so groBen 
Wert en von p verliert folglich die Laplacesche Exponentialformel ihren 
Sinn. Desgleichen wurde im selben Paragraphen auf S. 54--55 darauf 
hingewiesen, daB fiir das Zustandekommen der Exponentialformel auch 
die Annahme, die Ausdriicke (31), (33) und (35) seien bereits verschwindend 
klein, gelten muB. Ist jedoch p sehr klein und, sagen wir, von der Ordnung 

~, so ist z. B. ~2 2 ~ X2; dasselbe Resultat erhalten wir fiir ~2 2' wenn 
n n p n q 

p sehr groB und etwa von der Ordnung 1 - .!.. = n-I ist. In beiden 
n n 

Fallen kann folglich keine Rede davon sein, jene Ausdriicke (31) oder (33) 
zu unterdriicken. Somit entsteht die Frage, was fiir ein anderes ange
nahertes Verfahren man bei sehr kleinen p oder q (im Vergleich zu n) 
anwenden solI. Diese Frage wurde von Poisson bereits im Jahre 1837 
gelOst,2 doch blieb seine Formel61 Jahre lang von den Statistikern ganz 

1 Wir wahlen mit Absicht fUr k den Wert V10 statt 3, um hierdurch 
nocbmals die Willkiirlichkeit der "fiduziaren Grenzen" (s. oben S.116) zu 
demonstrieren. 

2 S. D. Poisson: Recherches sur la probabiliM etc., S.205££. 
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unbeachtet, und erst im Jahre 1898 erschien eine kleine Schrift von 
Bortkiewicz (der sich damals noch nach russischer Transkription 
"Bortkewitsch" schrieb), die die Poissonsche Formel sozusagen fiir die 
gelehrte Welt von neuem entdeckte.1 Ohne Zweifel trug der originell 
gewahlte Titel "Gesetz der kleinen Zahlen" dazu bei, daB gerade diese 
Arbeit Bortkiewicz so viel Beachtung fand, obgleich es jetzt kaum mehr 
einem Zweifel unterliegt, daB sie keineswegs die erste Stelle in seinem 
groBen wissenschaftlichen Werk einnimmt. Das "Gesetz der kleinen 
Zahlen" ist eigentlich nur ein Glied in der Reihe der vielen "Gesetze der 
groBen Zahlen", und zwar durchaus nicht das wichtigste, - wenigstens 
insofern es sich um das weite Gebiet der sozialen Massenerscheinungen 
handelt. In der Physik und in der biologischen Statistik freilich findet es 
viel weitere Anwendungsmoglichkeiten und kann z. B. bei Beobachtungen 
uber Schwankungen von Teilchenzahlen, bei Untersuchungen des Blut
bildes oder bei gewissen Experimenten mit Bakterienkulturen groBe 
Dienste erweisen.2 

Wir werden im weiteren nur den Fall eines sehr groBen p behandeln, 
da vermoge der Beziehung 1 - p = q ein sehr kleines p einfach als ein q 
fiir ein sehr groBes p angesehen werden kann. Desgleichen beschranken 
wir uns nur auf das Schema "mit Zurucklegen", welches bei der Annahme 
N ->- 00 entsteht. Es ware durchaus nicht schwer, auch fiir den Fall "ohne 
Zurucklegen" seine Formel abzuleiten; letztere ist jedoch betrachtlich 
komplizierter, besitzt nicht die uberaus bequemen Eigenschaften der 
Poissonschen Formel, und - die Hauptsache - sie ist praktisch so gut 
wie wertlos, denn das Hauptanwendungsgebiet des "Gesetzes der kleinen 
Zahlen" bilden gerade jene Falle, bei welchen n und Nuns nicht genau 
bekannt, aber jedenfalls sehr groB sind, und wo N vom praktischen Stand
punkte aus gesehen einfach als unbegrenzt angenommen werden kann. 

Die Ableitung der Poissonschen Formel wird dadurch sehr erleichtert, 
daB bei groBem p die Reihe P no P n -1> P n _ 2' •••• ganz asymmetrisch wird, 
so daB nur die ersten wenigen Glieder derselben sich praktisch von 0 
unterscheiden. Hieraus folgt, daB man sich hier allein mit einer Exponen
tialformel begnugen kann und irgendwelche angenaherte Ausdrucke fiir 
die Summen der P gar nicht abgeleitet zu werden brauchen. Arne Fisher 

1 L. v. Bortkewitsch: Das Gesetz der kleinen Zahlen. Leipzig 1898. 
2 Vgl. hierzu etwa: R. v. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.452ff.; 

ferner "Student", On the Error of Counting with a Haemacytometer. Bio
metrika, Vol. V, S. 351-355. 1907. - R. A. Fisher: Statistical Methods for 
Research Work-ers, 4th edition, S.55--64. - Karolina Iwaszkiewicz and 
J. Neyman: Counting virulent bacteria and particles of virus (Acta Biologie 
Experimentalis, Vol. VI), S.101-142. Varsovie 1931. - J. Neyman: 
"Prawo malych liczb" i jego zastosowania, Poswi~ca si~ palni~ci Wladyslawa 
Bortkiewicza, Wiadomosci aktuarjalne 1 (Z Zakladu Biometrycznego Insti
tutu im. M. Nenckiego T. N. W.), 1931 (polnisch). - Es ist ubrigens au13er
ordentlich bezeichnend, daB "Student" im Jahre 1907 noch keine Ahnung 
weder von der Poissonschen Formel noch von der Bortkiewiczschen 
Schrift hatte und daB er die Formel einfach zum dritten Male "entdeckte". 
Auch der Redaktion der "Biometrika" muB sie damals neu erschienen sein. 
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lieB fiir sein Buch die Werle der binomischen Entwicklung von 
(0,999 + 0,001)100, (0,95 + 0,05)100 und (0,9 + 0,1)100 berechnen.1 Die 
Ergebnisse dieser Rechnungen sind unten in Tab. 6 (S. 126) und in 
Abbildung 6 (siehe unten) dargestellt. 

Wir ersehen aus den Zahlen Fishers, daB bei p = 0,999 bereits die 
drei ersten Glieder der Reihe der P zusammen eine totale Wahrschein
lichkeit im Betrage von 0,999 darsteIlen; auf aIle iibrigen 98 Glieder der 

Reihe kommt also weniger als 0,001. Im zweiten FaIle, 
bei p = 0,95, geniigt es vollkommen, die ersten 12-13 

80- Glieder zu beriicksichtigen, und nur bei p = 0,90, d. h. 
in einem FaIle, der auch schon die Anwendung der ge
wohnlichen Laplaceschen Formel zulaBt (vgl. oben 
S. 63), ergibt sich die Zahl der noch relevanten 

60 - n = 100 Wahrscheinlichkeiten als etwa 22. Auf den Ausdruck 
p-O,9.9.9 

40 -

"kurze Seite" zurUckgreifend, den wir bei der Betrachtung 
des "Problems von Simmons" einfiihrten (vgl. oben 
S.65-66), konnen wir die fUr die Praxis bequeme Regel 

n-100 
p-0,.95 

n~ 100 
p- 0,.90 

20 -

o -J Me ~~] ]]] ]],~.9 ~,;i8 "'; ft ~E]]] ]~] ~ E JlJl~;,,; ,;"" 
Abb.6. 

aufsteIlen, daB die Zahl der relevant en Wahrscheinlichkeiten etwas 
mehr als das Doppelte der Zahl der Glieder der "kurzen Seite" betragt. 

Die Poissonsche Formel fiir den Fall "mit Zurficklegen" laBt sich 
unmittelbar aus dem urspriinglichen Binomialsatz ableiten, welchen wir 
oben auf S. 42 dargestellt haben:2 

1 Arne Fisher: The Mathematical Theory of Probabilities and its Appli
cation to Frequency Curves and Statistical Methods, Vol. I, 2nd edition, 
S.267 u. 268. New York 1930. 

a Wir folgen im weiteren hauptsachlich der Darstellung von Mises, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 146-150, bezeichnen jedoch sein a mit m 
(vgl. Formel 4) und sein ro mit k (Formell). Trotz der "Regel" von Savor
gnan (vgl. Bull. de I'Inst; Intern. de Stat., Tome XXV-3eme Livraison, 
S.307-309, 1931), man solIe immer dieselben Symbole gebrauchen, die der 
Schopfer des betreffenden Theorems einfiihrte, schwankt die Symbolik gerade 
im FaIle der Poissonschen Formel ungemein. Um sich nur auf Beispiele 
aus der angeIsachsischen statistischen Literatur zu beschriinken: "Student" 
gebraucht m und r, Yule A und m', Bowley u und r, R. A. Fisher (wie 
auch Bortkiewicz selbst) m und ro, Arne Fisher A und r usw. Aus dem 
neuesten Schrifttum fiber die Poissonsche Formel sei noch auf einen deut
schen Artikel Rolf Luders, Die Statistik der seltenen Ereignisse, in der Bio
metrika, Vol. XXVI, S. 12-52 (1934), verwiesen, wo der Verfasser iibrigens 
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( + )n_ n+~ n-1 + n(n-I) n-2 2+ n(n-l)(n-2) n-3 8+ + 
p q -p 1 P q 1.2 P q 1.2.3 P q ..• 

nl n-I: I: n (1) 
+ kl(n-k)1 p q + .... + q , 

wobei 
P n n n-1 p n! n-I: I: 

n = p ,Pn-1 = T P q, .••. , n-I:= kl(n-k)! p q, (2) 

und natiirIich 
q = I-p, P = I-q ......... (20.) 

Klammert man in (1) die GroBe n aus, so erhii.lt man hieraus, bei etwas 
anderer Anordnung der Variablen: 

n _ n pn-1 pn-2 2 ( 1 ) 
(p+q) -p +-I-.nq+---rTn rI.1. 1--;; + 

+ /~~: n3 q3.1. (1- !)(I- !) + .... 
+ p~ 1 I: nl: ql: . 1. ( 1 - !)( 1- !) .... ( 1 - 11; n 1) + .... (3) 

Setzt man 

nq = m, folgIich auch n = ~, . 
q 

und beachtet man, daB 

(4) 

(5) 

(6) 

das Kunststiick begeht. wohl "Student", aber nicht auch Bortkiewicz 
zu zitieren. 
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Diese Formel ist noch genau. Unter den Annahmen, daB n sehr groB 
und q sehr klein ist, so daB m = nq ungefahr die GroBenordnung 1 besitzt 
und sich etwa in den Grenzen zwischen 0,1 und 15 befindet, und daB 

ferner k im Verhaltnis zu n so klein ist, daB GroBen von der Ordnung !!.... 
n 

ebenfalls vernachlassigt werden kormen, ist es moglich, den Ausdruck (6) 
noch betrachtlich zu vereinfachen. Zunachst bemerken wir, daB 

(l-q): = [(I-q)~r 
Es ist jedoch aus der Differentialrechnung bekarmt, daB bei 0 < q < 1 
die folgende Beziehung besteht: 

1 1 
(l-q)q < e-1< (l_q)q-l , 

wobei e wiederum die Basis der Napierschen Logarithmen bedeutet 
(vgl. oben S. 49);1 und mit Riicksicht auf die Transformation 

1 ~ 
(l_q)q-l = (~-q) q 

-q 
erhalten wir hieraus folgende Ungleichungen: 

(7) 

1st q sehr klein, so wird (1- q)m bei kleinem m sich wenig von 1 unter
scheiden, und wir sind berechtigt, einfach 

m 
-m 

(l-q) q ~ e (8) 

zu schreiben. Unter derselben Annahme und in der bereits erwahnten 
Voraussetzung, daB kim Vergleiche zu n sehr klein ist, konnen wir ferner 
setzen: 

(9) 

Und nach Einsetzung von (8) und (9) in (6) ergibt sich hieraus bei 
k = 1, 2, 3, 4, .... folgende Naherungsformel: 

n -m m -m m2 -m m3 _m 
(p + q) ~ e + T e + 1-:-2 e + 1. 2 . 3 e + .... 

mlc -m .... +V e + .... , (10) 
1 

1 Diese Ungleichungen ergeben sich daraus, daB sowohl (1-q)!l aIs auch 
1 

(l-q) q-l bei q _ 0 den limes e- 1 besitzen, doch ist hierbei ersterer Ausdruck 
eine monoton zunehmende und letzterer eine monoton abnehmende Funktion, 
wie aus den Ableitungen nach q hervorgeht. 
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wobei die einzelnen Glieder der rechten Seite in derselben Folge ange
naherte Ausdriicke fiir die Reihe P n , Pn-l> P n- 2, •••• P n- le , darstellen. 
Formel (10) ist die Poissonsche Formel. Der Fehler, welcher durch die 
Annaherungen (8) und (9) bedingt wird, ist nicht schwer abzuschatzen. 
Betrachten wir das (k + I)-te Glied der Reihe (6): 

_ J!.=9); mk [1 (1- !)( 1- !) .... (1- k n 1 ) 1 
Pn - k - k' k' . (1- q) 

so bemerken wir, daB der Ausdruck, welcher in den eckigen Klammern der 
rechten Seite im Zahler steht, jedenfalls kleiner als lund groBer als 

(1- k n 1 t- 1 ist. Das gibt uns das Recht, folgende Ungleichungen 

hinzuschreiben : 
m 

m - k ( k - 1 )k-l - k (l-q) q m 1---
(1 -q) q m > P > n (II) 
k!(l-q)k n-le k!(l-q)!: 

k 
Anderseits ergibt sich aber aus (7) durch Multiplikation mit ;! : 

m m 
- k k -m -- k 

(l-q) q m m e 
--kf--< k! 

(I-q) q m < ..... 
(l-q)mk! 

(12) 

Wenn wir (II) gliedweise durch (12) dividieren, so erhalten wir nach 
allen Wegkiirzungen einfach: 

> (1- k n 1 )k-l 
I > P n - le 

(l_q)k mke-m (l_q)k-m 

k! 

(13) 

Nun ist aber P n-le der genaue Ausdruck fur die betreffende statistische 
k -m 

Wahrscheinlichkeit und ~!h-- die Poissonsche Annaherung an sie. 

Der absolute Fehler, der hierbei begangen wird, ist folglich 

und der relative Fehler en-le wird dadurch gewonnen, daB man obigen 
k -m 

Ausdruck durch den Naherungswert m ~-! - dividiert: 

P n - le I en-le=-k---- . 
m e-m 
-~ 

(14) 

Zum System (13) zuruckkehrend, ergibt sich hieraus, daB en-le' der 
relative Fehler der Poissonschen Formel fiir das (k + I)-te Glied der 
Reihe der P, sich jedenfalls in folgenden Grenzen befinden muB: 
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1 (1_k'lt 1f-l 
-----1 > 8 k > ---'----::-'---
(1_q)k n- (1_q)k-m 

1. . .. (15) 

Setzen wir z. B., wie im ersten Beispiel von A. Fisher (vgl. Tab. 6 auf 
S. 126), n = 100, p. = 0,999, k = 2 und, folglich, m = 100 . 0,001 = 0,1, 
so erhalten wir aus (15): 

_1 __ 1>8 > (1-foo) 
0,9992 98 0,9991,9' 

d. h. ungefahr die Grenzen: 

+ 0,002 > 8 98 > - 0,008. 

Wir diirfen hierbei nicht vergessen, daB (15) nur zur Abschatzung des 
relativen Fehlers 8 dient und daB in Wirklichkeit gewohnlich die Fehler 
viel geringer ausfallen werden. Die obere Grenze des relativen Fehlers 
wird desto groBer, je groBer q und k genommen werden, die untere hangt 
yom Verhaltnis von q zu 'It und k ab und kann je nach den Umstanden 
sowohl positiv als auch negativ sein. 

In der Poissonschen Formel fiir das (k + 1)-te Glied in der Reihe 
Pn, Pn-l> Pn- 2 , •••• : 

mke-m 
P n - k ~ -k-!- . . . . . . . .. (16) 

sind m und e-m konstant und k die einzige Veranderliche der Funktion. 

AusdemUmstande,daB Pn=e-m, Pn- 1 = 7 e-m, Pn- 2 = 7· ~ e-m 

P m m m -m P m m m m -m hr· b n-3=T·2·Te ,n-4=T·2·T·Te usw. gesc Ie en 
werden kann, folgt, daB die Reihe der P solange zunimmt, als m > k. 
Diese Beobachtung ermoglicht es uns, auf den ersten Blick die Zahl der 
Glieder der "kurzen Seite" zu finden und folglich auch die Anzahl der 
noch relevanten Glieder in (10) abzuschatzen. 

Es ist interessant, daB in die Poissonsche Formel der Umfang der 
Stich probe 'It nicht offen eingeht: er ist in der Konstanten m = 'It q ver
steckt. 

Der genaue Wert von m wird in der statistischen Praxis nur bei Stich
probenerhebungen zuweilen zu ermitteln sein. Gewohnlich begeht man 
hier eine Umkehrung des Poissonschen Theorems und berechnet m 
aus den tatsachlich beobachteten Haufigkeiten des seltenen Ereignisses. 
1m Zusammenhange mit der Frage, was die "beste" Methode fiir die 
Bestimmung von m, bzw. von 'It und p, in der Poissonschen Formel 
sei, wurde seinerzeit eine recht scharfe Polemik hauptsachlich zwischen 
L. Whitaker und L. v. Bortkiewicz gefiihrt, welche zieInlich weite 
Kreise zog und jedenfalls mit zu den Kriegserscheinungen zu zahlen ist.1 

1 Vgl. z. B. Lucy Whitaker: On the Poisson Law of Small Numbers. 
Biometrika, X, S. 36-71 (1·914/15); "Student": An Explanation of De-
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Die Untersuchungen von R. A. Fisher haben endgiiltig na.chgewiesen, 
daB in diesem Streite der Standpunkt von Bortkiewicz objektiv richtig 
war und daB in der Tat der "beste Weg" darin besteht, fUr m den 
arithmetischen Durchschnitt aus den wirklich beobachteten absoluten 
Haufigkeiten des seltenen Ereignisses zu setzen. 

Tabelle 6. Die statistischen Wahrscheinlichkeiten 
Pi X 100 bei n= 100 und N ~ 00. 

'P = 0,999 'P = 0,96 'P = 0,9 

Genaue Gena.ue Genaue 
blnomlsohe Polssons blnomische Poissons blnomische Poissons Laplaces 

Ent· AnniIherung Ent· AnniIherung Ent- AnniIherung AnniIherung 
wioklung wickhmg wioklung 

I 
> 

100 90,48 90,48 0,6 0,7 0,0 0,0 0,1 
99 9,06 9,05 3,1 3,4 0,0 0,0 0,2 
98 0,45 0,45 8,1 8,4 0,2 0,2 0,3 
97 0,01 0,02 14,0 14,0 0,6 0,8 0,9 
96 0,00 0,00 17,8 17,6 1,6 1,9 1,8 
95 18,0 17,6 3,4 3,8 3,1 
94 15,0 14,6 6,0 6,3 5,7 
93 10,6 10,4 8,9 9,0 8,1 
92 6,5 6,5 11,5 11,3 10,4 
91 3,5 3,6 13,0 12,5 12,7 
90 1,7 1,8 13,2 12,5 13,3 
89 0,7 0,8 12,0 11,4 12,7 
88 0,3 0,3 9,9 9,5 10,4 
87 0,0 0,1 7,4 7,3 8,1 
86 0,0 0,1 5,1 5,2 5,7 
85 0,0 0,0 3,3 3,5 3,1 
84 1,9 2,2 1,8 
83 1,1 1,3 0,9 
82 0,5 0,7 0,3 
81 0,3 0,4 0,2 
80 0,1 0,2 0,1 
79 0,1 0,1 0,0 
78 0,0 0,0 0,0 

Um die Anwendung der Poissonschen Formel zu ermoglichen, legte 
Bortkiewicz seinem "Gesetze der kleinen Zahlen" eine vierstellige 
Tabelle der Werte von 

viations from Poisson's Law inPractice.Biometrlka, XII, S.211-215 (1918/19) ; 
L. v. Bortkiewicz: ReaIismus und FormaIismus in der mathematischen 
Statistik. Allg. Statist. Arch., 1918; AI. A. Tschuprow: Zur Theorie der 
Stabilitat statistischer Reihen. 3. Abhandlung, Skandinavisk Aktuarietid· 
skrift, S. 133, 1919. 
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fUr 17& = 0,1 bis 17& = 10, bei. H. E. Soperl bereohnete spii.ter eine sechs
stellige Tabelle fiir 17& = 0,1 bis 17& = 15. Diese Tabelle ist auch in die
"Tables for Statisticians and Biometricians" von Pearson iibernommen 
worden. Daselbst findet sich ferner eine andere Tabelle, die auf die oben 
zitierte Monographie von L. Whitaker zurUckgeht und fiir die Poisson
ache Formel die Tabellen des Laplaceschen Integrals ersetzen soll. 
Sie diirfte in der Praxis reoht 
selten angewandt werden. 

Den Grad der Annii.herung 
der Poissonschen an die ge
naue binomische Formel kann 
man gut aus jenen 3 Beispielen 
von Arne Fisher ersehen, die 
wir bereits oben auf S. 121 
erwii.hnt haben. 

Die Zahlen der genauen bi
nomischen Entwicklung sind 
aus der Formel (p + q)100 be
rechnet worden, diejenigen der 
Poissonschen Annaherung 
aus (10) mit Hille der Bort
kiewicz-Soperschen Ta
bellen, und was die letzte Ko
lumne der Tab. 6 anbetrifft, so 
ist sie auf Grund der nur in 

P IO 
PSI + Pat 
P ss + PIS 
P S7 + P I8 
Psa + Plf. 
P ss + P 9S 

Ps, + PIa 
P ss + P n 
PSI + Pus 
P 81 + P II 
P so + P lOO 
P 71 + ° 
P78 + ° 

Poissons 
Annii.herung 

12,5 
23,9 
20,7 
16,3 
11,5 
7,3 
4,1 
2,0 
0,9 
0,4 
0,2 
0,1 
0,0 

Genaue 
blnomlsche Laplaces 

Ent- Annii.herung: 
wicklung 

13,2 13,3 
25,0 25,4 
21,4 20,8 
16,3 16,1 
11,1 11,4 
6,7 6,3 
3,5 3,6 
1,7 1,9 
0,7 0,7 
0,3 0,3 
0,1 0,1 
0,1 0,0 
0,0 0,0 

erster Annaherung korrekten Formel (9) des § 6 mit Hille der z-Zahlen 
der Tab. 3 (S. 75) kalkuliert worden, wobei natiirlich die Annahme-

(1 = V n p q = V 100. :0' 110 = 3 Geltung hatte. 
Wie auch zu erwarten stand, ist die "Obereinstimmung im Falle 

p = 0,999 eine iiberaus gute, im Falle p = 0,95 ist sie nur mitteImaBig 
und bei p = 0,91aBt sie bereits viel zu wiinschen iibrig. Die Poissonsche 
Formel findet hier sogar in der ersten Annaherung an die Laplacesche
Exponentialformel einen zumindest ebenbiirtigen Konkurrenten, und 
hatten wir die Zahlen der letzten Kolumne nach der genaueren Formel (39)
des § 4 berechnet, so ware letztere entachieden vorzuziehen. Dies wird 
'leicht ersichtlich, wenn man den Kunstgriff der Summenformel (6) des, 
§ 6 anwendet und, wie im § 9 auf S. 94, die gleichwertigen positiven 
und negativen Abweichungen yom maximalen Gliede vereinigt. Es
ergibt sich dann obenstehende kleine Tabelle. 

(Um die Verdopplung der Abrundungsfehler zu vermeiden, haben 
wir bei der Summierung der Zahlenwerte der Peine zusatzliche Dezimal
stelle beriicksichtigt, weshalb auch die Ziffern der letzten Tabelle nicht 

1 L. v. Bortkiewicz: Ges. der kl. Zahlen, Anlage 3, S.49-52; H. E. 
Soper: Tables on Poissons Exponential Binomial Limit. Biometrika, X,. 
S.25-35 (1914/15). 
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ganz mit jenen der Tab. 6 iibereinstimmen.) Der Parallelismus der Zahlen 
der dritten und zweiten Kolumne ist augenscheinlich gr6Ber als jener 
der ersten und zweiten Kolumne. W ollte man z. B. annehmen, daB sowohl 
Kol. 1 als auch Kol. 3 empirische Annaherungen an die wahren 
Werte der Kol. 2 darstellen, und ffir beide die Pearsonsche Zahl X2 
errechnen (vgl. oben § 10; die letzten 7 Zeilen der Tabelle miissen hierbei 
natfirlich in eine Gruppe vereinigt werden), so wiirde sich ffir die erste 
Kol. X2 = 0,53 und ffir die dritte Kol. X2 = 0,08 ergeben, also beinahe 

TodesfaUe 
jabrllch 

o 
1 
2 
3 
4 
5 

Zusammen 

Beobachtete 
Falle 

109 
65 
22 

3 
1 

200 

I 
Theoretische 

Haufigkeit naeh 
Poisson 

108,7 
66,32 

20,2 
4,1 
0,6 
0,1 

200,0 

7 mal weniger. An und ffir sich 
waren aber beide Kolumnen noch 
als sehr gute Annaherungen an
zusehen, denn sogar der Grenz
wahrscheinlichkeit p= 0,05 ent
spricht in Tab. 5 (S. 101-102) 
bei n = 6 ein X2 = 12,59, einem 
P = 0,01 aber X2 = 16,81. 

Abgesehen vom Bereiche der 
Stichprobenmethode, findet man 
in den sozialen Massenerscheinun-
gen ziemlich selten FaIle von 

wirklich guter Ubereinstimmung der PoissonschenFormel mit tatsachlich 
beobachteten statistischen Verteilungen. Eine der besten Ubereinstim
mungen bietet folgendes von Bortkiewicz1 angefiihrtes Beispiel. In 
10 preuBischen Armeekorps wurden im Laufe von 20 Jahren durch 
Schlag eines Pferdes get6tet (siehe die obenstehende Tabelle). 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB, wie die Laplacesche Formel 
nur ein Sonderfall ffir eine sehr wichtige Klasse von "Verteilungsgesetzen" 
ist (vgl. unten Kap. III, § 7), so auch die Poissonsche einen Sonder
fall einer anderen Klasse bildet, die ebenfalls in der "heterograden Sta
tistik" angetroffen wird.3 

Zweites Kapitel. 

Grundbegriffe der heterograden Theorie. 
1. Einleitendes. 

1m § 5 der Einleitung (S.25) wurde darauf hingewiesen, daB ent
sprechend beiden Grundformen der statistischen Auszahlung (Zahlung 
im eigentlichen Sinne und Summierung der zahlenmaBigen Charakteri
stiken der Beobachtungseinheiten) auch der Inhalt der statistischen 
Methodenlehre zwanglos in zwei Hauptabschnitte eingeteilt werden 
kann: in die Theorie der homograden Gesamtheiten und in diejenige der 
heterograden. Mit der ersteren beschaftigten wir uns im vorhergehenden 

1 L. v. Bortkiewicz: Das Gesetz der kleinen Zahlen, S.25. 
2 Genauer ware 66,2. 
3 Vgl. z. R. A. Fisher: The Mathematical Theory usw., S.269-276. 
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Kapitel I, die letztere ist Gegenstand des vorliegenden und des folgenden 
Kapitels. 

Unseren Ausgangspunkt bildete bisher die Annahme, daB die Elemente 
der betreffenden statistischen Gesamtheit, je nach dem Vorhandensein 
eines gewissen qualitativen oder auch quantitativen Merkmals, das wir 
der Kiirze wegen mit A. bezeichneten, in zwei Gruppen eingeteilt werden 
konnen: in diejenige der Elemente mit A. und in diejenige der Elemente 
ohne A.. Wohl fiihrten wir spater in den §§ 9 und 10 auch die kompli
ziertere Annahme ein, daB nicht zwei, sondern mehrere Gruppen zu unter
scheiden seien: diejenige der "A.", diejenige der "B", der ,,0", der "D" 
und so weiter. Es blieb aber immer prinzipiell moglich, aIle "B", ,,0", 
"D" usw. zu einer einzigen Gruppe der "Nicht-A." zu vereinigen, und 
jedenfalls wurden die Elemente jeder Gruppe nur gezahlt. Eben diese 
einfache Grundannahme, bei welcher alles relevante statistische Wissen 
tiber eine statistische Gesamtheit durch eine einzige oder, im schlimmsten 
Falle, durch mehrere relative Haufigkeiten (bzw. statistische Wahr
scheinlichkeiten) ausgedriickt werden kann, hat es auch ermoglicht, 
die beiden Binomialsatze des § 3 fiir den Fall "ohne Zuriicklegen" und 
fiir den Fall "mit Zuriicklegen" abzuleiten, und diese fiihrten uns dann 
spater zu der verallgemeinerten Laplaceschen Formel und zu jener 
von Poisson. So bequem eine solche vereinfachende Annahme auch 
ist, es gibt eine weite Klasse von Fallen, bei welchen sie lange nicht hin
reicht, um die statistische Gesamtheit vollstandig zu beschreiben. Diese 
Klasse besteht aus solchen Gesamtheiten, deren Elemente gewisse 
zahlenmaBige Charakteristiken aufweisen; wobei letztere uns 
sowohl selbstandig als auch in ihrer Summe interessieren. Als Bei
spiele fUr solche Charakteristiken seien angefiihrt: die Bodenflache 
der einzelnen landwirtschaftlichen Betriebe, ihre Pferde- und Rinder
zahl, die Zahl der Arbeiter bei industriellen Unternehmungen, das Ein
kommen der Zensiten, das Alter der bei einer Assekuranzgesellschaft 
versicherten Personen u. dgl. m. In solchen Fallen ist es unmoglich, 
den ganzen statistisch relevanten Inhalt der Gesamtheit in einige 
relative Haufigkeiten hineinzupressen, und das Problem einer sachgemaJ3en 
Darstellung derselben wird viel komplizierter. Es seien z. B. 50 Familien 
einer Ortschaft in bezug auf die Kinderanzahl statistisch beobachtet 
worden und es mogen die 50 Familienzahlblatter, die hierbei ausgefiillt 
wurden, in der Reihe ihrer Aufnahme etwa folgende Kinderzahlen ent
halten (wir entnehmen diese Reihe einem Experiment, welches wir vor 
J ahren bei ganz anderer Gelegenheit ausgefiihrt haben: es hat selbst
verstandlich mit dem Kinderreichtum der Familien nichts zu tun):l 

2, 3, 1, 4, 2, 1, 3, 2, 3, 3, 1, 2, 1, 4, 3, 3, 2, 3, 4, 4, 2, 1, 5, 3, 2, 
4, 2, 4, 2, 2, 4, 6, 3, 3, 5, 2, 4, 4, 4, 3, 2, 4, 6, 0, 3, 1, 4, 6, 2, 3. 

1 O. Anderson: Die Korrelationsrechnung in der Konjunkturforschung. 
Ein Beitrag zur Analyse von Zeitreihen. Veroffentlichungen der Frankfurter 
Gesellschaft fUr Konjunkturforschung, herausg. von Dr. E. Altschul, H. 4, 
S. 57. Bonn 1929. 

Anderson, Statlstlk. 9 
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AIle diese Zahlen, die sich auf den Umfang einer und derselben statisti
schen Gesamtheit beziehen, bilden eine statistische Reihe, doch sind 
sie in dieser Form auBerst uniibersichtlich, und wir "verdichten" sie 
daher zu folgender Gestalt: 

Kinderzahlen in der Familie ..... 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, zusammen 
Anzahl der vorgekommenen FaIle . I, 6, 13, 13, 12, 2, 3, 50 
Zahl der Kinder in jeder Gruppe .. 0, 6, 26, 39, 48, 10, 18, 147 

Natiirlich kann man in der Tabelle an Stelle der absoluten Zahlen der 

vorgekommenen FaIle auch deren relative Haufigkeiten setzen: -5~ := 2%, 

:0 = 12%, ~~ = 26% usw. 1m Franzosischen wird ein derartiger 

VerdichtungsprozeB "Seriation" genannt,l im Deutschen scheint 
sich kein besonderer technischer Ausdruck hierfiir gebildet zu 
haben. Die verdichtete Reihe selbst wird als "Verteilungsreihe" 
bezeichnet.2 

Wenn die Reilienfolge, in der die Einheiten auftreten oder beobachtet 
werden, fiir uns gleichgiiltig bleibt, so ist die "Verdichtung" der Reihe 
mit keinem Verlust an relevanten statistischen Kenntnissen verbunden. 
Dies ist fast immer bei sachlichen Reilien der Fall und nicht selten auch 
bei raumlichen - namlich dann, wenn die Gesamtheit, die durch die 
Reihe dargestellt werden soIl, sich auf die unterste territoriale Einheit 
der statistischen Erhebung bezieht: in unserem Fall auf die einzelne 
Ortschaft. Bei Zeitreilien jedoch liegt der Sachverhalt gewohnlich be
trachtlich anders. Wenn wir hier die einzelnen in der Zeit aufeinander
folgenden Beobachtungen zu einer Verteilungsreilie verdichten, so ver
lieren wir zunachst die Moglichkeit, festzustellen, ob die urspriingliche 
Folge sich mit der Hypothese vertragt, daB sie ein statistisches Kollektiv 
sei. Und dann wird auch die Frage iiber die zeitliche Evolution der Ein-

1 Vgl. A. Julin: Principes de statistique tMorique et appliquee. Tome 1. 
Statistique theorique. Paris·Bruxelles 1921. S. 317: "On appelle seriation 
l'operation par laquelle une masse de donnees resultant du calcul se trouve 
divisee en sections de maniere a faire apparaitre Ie nombre de cas rentrant 
dans chacune d'elles." 

Die franzosische "seriation" darf nicht mit der von Gini eingefiihrten 
Bezeichnung "seriation" (im Gegensatze zu "series") verwechselt werden. 
Vgl. z. B. G. Pietra: The theory of statistical relations with special reference 
to cyclical series. Metron, Vol. IV, Nr. 3/4. Padova 1925. S.384: "We call 
seriation a succession of quantities which measure the intensity of a 
character classified according to the intensities of another character. E. g., 
the number of recruits according to their size, the amount of assets according 
to classes of incomes, and so on. On the contrary, we call series a succession 
of quantities, which measure the intensity of a character, classified according 
to qualities of another character. E. g. the number of recruits according 
to the colour of hair, the amount of assets according to the employment, 
and so on." 

2 Winkler, 1. c., S. 64. 
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heiten der Gesamtheit ganz verwischt: Denken wir uns z. B. eine Reihe 
gleichzeitiger photographischer Aufnahmen einzelner Personen. Es 
bedeutet hier nur einen moglichen Gewinn und jedenfalls keinen Verlust 
an irgendwelchen Kenntnissen, wenn wir die einzelnen Photographien 
nach einem gewissen Merkmal sortieren, z. B. nach den Eigenschaften 
der betreffenden Personlichkeiten oder sogar nach ihren N asenlangen. 
Sollten wir jedoch eine kinematographische Aufnahme der Tanzbewegun
gen einer Person vor uns haben, so wiirde das Zerschneiden des Films 
in einzelne Bilder und das Sortieren der letzteren, etwa nach dem Merkmal 
der Entfernung des rechten FuBes vom Tanzboden, bereits einen betracht
lichen Verlust an moglicher Information bedeuten. Dieses ist auch der 
Grund, weshalb die "Verdichtung" uberall dort so gefahrlich ist, wo 
die mehr oder weniger schnelle Entwicklung der statistischen Gesamt
heiten in der Zeit eine Regel bildet, d. h. vor allen Dingen im Bereiche 
der Sozial- und insbesondere der Wirtschaftsstatistik. Ffir diese 
Erscheinungen muB eine spezielle Theorie der Zeitreihen aufgebaut 
werden. 

Die Verdichtung selbst kann entweder genau die urspriinglichen 
zahlenmaBigen Oharakteristiken der Einheiten wiedergeben, wie es im 
obigen Beispiel der Fall war, oder aber die relativen Haufigkeiten nur 
ffir breitere "KlassenintervaIle" der Einheiten bringen. Es kommt nam
lich recht oft vor, daB die zahlenmaBigen C'harakteristiken der einzelnen 
Einheiten so verschieden sind, daB im Urmaterial (d. h. in der "Urliste") 
gleiche Zahlenwerte uberhaupt nicht oder nur relativ selten vorzufinden 
sind. Dann bringt natiirlich die erste, genauere Art der Verdichtung 
keinen praktischen Gewinn. Gewohnlich sind wir jedoch in diesem FaIle 
in der Lage, die Hypothese aufzusteIlen, daB unsere Gesamtheit einen 
zu kleinen Bruchteil der ihr entsprechenden Gesamtheit hoherer Ordnung 
darstellt und daB infolgedessen in bezug auf die relativen Haufigkeiten 
der einzelnen Werte sich das "Gesetz der groBen Zahlen" nicht genugend 
durchsetzen konnte. Wenn der Umfang der gegebenen Gesamtheit, 
d. h. die Zahl der in ihr enthaltenen Einheiten (Elemente), nicht erhoht 
werden kann, so bleibt uns nichts anderes ubrig, als die nebeneinander 
stehenden GroBenwerte zu gemeinsamen Gruppen zu vereinigen und 
dadurch die Anzahl der Einheiten in jeder neuen Gruppe zu vergroBern. 
So konnen wir in obigem Beispiel etwa die Familien mit 0 und 1, mit 2 
und 3, mit 4 und 5, mit 6 und mehr Kindern je zu einer Gruppe zusammen
ziehen und dann die folgende Tabelle erhalten: 

Killderzahlell in der Familie: 0-1 2-3 
Anzahl der vorgekommenen 

FaIle .................... . 
Relative Haufigkeiten ....... . 

7 
0,14 

26 
0,52 

4-5 

14 
0,28 

6 undmehr 

3 
0,06. 

Aus demselben Grullde wird die Verteilung der landwirtschaftlichen 
Betriebe nach ihrer GroBe in Klassenintervallen etwa von 0 bis 1 Hektar, 
von 1 bjs 2 Hektar, von 2 bis 3 Hektar usw. dargestellt. Ein solches 
Verfahren ist jedoch mit dem Verlust von gewissen Kenntnissen ver-

9· 
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bunden, die in den urspriinglichen Zahlka.rten enthalten sind.1 Eine 
andere 8chattenseite bildet der Umstand, daB die Festsetzung der Klassen
grenzen bis zu einem gewissen Grade willkiirlich ist und daB daher die 
erhaltenen Resultate zuweilen als tendenzios beanstandet werden konnen. 

Wenn wir die Zeitreihen beiseite J.a.ssen, mit denen wir uns noch 
spater beschiLftigen werden, so kann jede statistische Verteilungs
reihe als zu einer Gesamtheit gehorig angesehen werden, und zu 
dieser vermogen wir uns wiederum eine entsprechende Gesamtheit 
hOherer Ordnung mit denselben Werten bzw. mit denselben Klassen
intervallen zu denken. Die relativen Haufigkeiten der zugehOrigen Ein
heiten in der letzteren spielen gegeniiber den relativen Haufigkeiten 
jener in der Gesamtheit niederer Ordnung bereits die Rolle von statisti
Behan Wahrscheinlichkeiten. 801che Wahrscheinlichkeiten, zu
sammen mit den zugehorigen Werten der Reihenglieder, bilden eben das, 
Was man jetzt gewohnlich ala das Verteilungsgesetz der Reihe 
bezeichnet.2 Es kann aber sehr wohl Falle geben, wo nur die Verteilung 
der gegebenen statistischen Reihe unser letztes Forschungsziel bildet 
und wo wir uns fiir keine hinter. ihr stehende Gesamtheit hOherer Ordnung 
interessieren. Man denke etwa an eine Behorde, die eine yom Erdbeben 
heimgesuchte Bevolkerung zu unterstiitzen hat: man wird hier nicht 
nach der Bevolkerungszusammenstellung in Erdbebengebieten iiberhaupt 
fragen, sondern die genaue Geschlechts-, Alters- und Vermogensverteilung 
der tatsachlich N otleidenden festzustellen suchen. Es unterliegt aber 
keinem Zweifel, daB solche Falle wenigstens in den Augen des statistischen 
Theoretikers eher zu den Ausnahmen als zur Regel gehoren. 

LaSt man diese Falle beiseite und sieht man auch von den bereits 
friiher angedeuteten Ausnahmen ab, die sich hauptsachlich auf zeitliche 
und raumliche Reihen beziehen, so ist es moglich zu behaupten, daB man 
im allgemeinen im Verteilungsgesetz der Reihe das vollste statistische 
Wissen besitzt, welches man in bezug auf ein Merkmal iiberhaupt an
streben kann. Interessiert uns die Verteilung der Kombinationen von 
zwei oder mehreren Merkmalen, so ist es im Prinzip ebenfalls moglich, 
ein entsprechendes Verteilungsgesetz zu konstruieren, doch wird dieses 
bereits die auBere Form nicht einer Reihe, sondern einer "Korrelations-

1 Dieser Verlust wird geringer, wenn man fiir jedes Klassenintervall die 
genaue Summe der in ihm enthaltenen zahlerunii.J3igen Charakteristiken an
gibt, was bei der jetzigen technischen Ausstattung der statistischen Amter 
gar nicht schwierig ist. 

• Vgl. A. A. Tschuprow: Grundbegriffe und Grundprobleme der Korre
lationstheorie. Leipzig.Berlin 1925. S. 20: "Eine GroJ3e, welche mit bestimmten 
Wahrscheinlichkeiten k verschiedene Werte annehmen kann, wollen wir eine 
zufii.l1ige Variable der k-ten Ordnung nennen. Die Gesamtheit ihrer 
moglichen Werte und der ihnen zukommenden Wahrscheinlichkeiten wollen 
wir als das Verteilungsgesetz der zufii.l1igen Variablen bezeichnen. 
Beirn Wiirfelwerfen ist z. B. die geworfene Zahl eine zufii.llige Variable der 
sechsten Ordnung, da sie die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 mit gleichen Wahrschein
lichkeiten von je 1/6 annehmen kann." 
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tabelle" erhalten. Nehmen wir z. B. an, in obigem Beispiel werde fiir 
jede Familie nicht nur die Kinderzahl, sondern auch die Dauer der Ehe 
registriert. Dann konnte hieraus etwa folgende Tabelle entstehen. 

Kinderzahl in der Familie. 

Dauer der I 0 I 1 1 21 31 41 51 61 Zu-Ehe In Jabren I sammen 

0-2 1 2 1 I 4 
2-4 3 3 1 7 
4-6 1 6 4 1 12 
6--8 2 3 2 7 
8-10 1 2 5 8 

10-12 2 2 1 1 6 
12-14 

I 11 
1 1 3 

14-16 1 1 1 3 

Die Zahlen der Tabelle 
stellen, wie leicht ersicht
lich, die Anzahl der "Falle" 
(d. h. der Familien) mit 0 
bis 2 Jahre dauernder Ehe 
und den Kinderzahlen 0, 1, 
2, mit 2--4 Jahre dauern
der Ehe und den Kinder
zahlen 1, 2, 3 usw. dar. Die 
Zahlen der letzten Zeile er
geben die frliher eingefiihrte 
Verteilungsreihe der Fami
lien nach dem Merkmal 
"Kinderzahl", umgekehrt Zusammen 11 I 6 113113112/ 21 3 I 50 
stellt die letzte Kolumne 
offenbar die Verteilungsreihe der Familien nach der Ehedauer dar. 

Statt der absoluten Zahlen kann man selbstverstandlich auch die 
relativen Haufigkeiten der Falle (z. B. etwa in Prozenten der Gesamtzahl 
der Falle) einsetzen (vg1. untenstehende Tabelle). 

Die Gesamtheit der relativen Haufigkeiten, die diese Tabelle enthalt, 
zusammen mit den zugehorigen Zahlen fiir Kinderreichtum und Ehe
dauer, mliBte in bezug auf 
eine Gesamtheit niederer 
Ordnung ebenfaHs als ein 
Verteilungsgesetz ange
sehen werden. Es enthalt 
aber bereits 7 X 8 = 56 ver
schiedene statistische Wahr
scheinlichkeiten. Wiirden wir 
noch ein drittes Merkmal ein
flihren, z. B. das Alter der 
Mutter beiEintrittindieEhe, 
und hier, sagen wir, 10 Alters
stufen unterscheiden, so 
mliBte fiir jede derselben eine 
besondere Tabelle yom Typus 

Kinderzahl in der Familie. 

Da?-er der I 0 11 I 21 31 41 51 61 Zu-Ehe ill Jabren sammen 

0-2 2 4 2 0 01 0 0 8 
2-4 0 6 6 2 0 0 0 14 
4-6 0 2 12 8 2 0 0 24 
6--8 0 0 4 6 4 0 0 14 
8-10 0 0 2 4 10 0 0 16 

10-12 0 0 0 4 4 2 2 12 
12-14 0 gl 0 2 2 0 2 6 
14-16 0 0 0 2 2 2 6 

der letzten aufgestellt werden, und wir hatten schon 7 X 8 X 10 = 560 ver
schiedene statistische Wahrscheinlichkeiten vor uns. Die Einfiihrung des 
Alters des Vaters wUrde bei derselben Abstufung diese Zahl verzehnfachen 
und in 7 X 8 X 10 X 10 = 5600 verwandeln usw. Hieraus wird er
sichtlich, daB, abgesehen von den einfachsten Fallen, das Bestreben 
nach Verdichtung der zahlenmaBigen Ergebnisse einer statistischen 
Aufnahme bei obiger Form des Verteilungsgesetzes nicht stehen bleiben 
kann und noch weitere Vereinfachungen notwendig werden. Diese 
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konnen etwa darauf ausgehen, fiir das gesamte Verteilungsgesetz eine 
kiirzere Ausdrucksweise zu finden, die letzten Endes zu einer geometri
schen Darstellung oder zu einer algebraischen Formel fiihren miiBte. 
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Abb.7. 

Man tragt z. B. die Reihe der relati
ven Haufigkeiten (bzw. statistischen 
Wahrscheinlichkeiten) auf ein Dia
gramm als Ordinaten auf, etwa wie 
wir es oben im § 6 des ersten Kapitels 
(S.70) bei Ableitung der Laplace
schen Formel getan haben, und be
nutzt hierbei als Abszissen die betref
fenden Werte der Reihenglieder. Die 
letzte Zeile obiger Tabelle wiirde 
dann das folgende Bild ergeben 
(s. Abb. 7). 

Fiir die letzte Kolumne der Ta
belle konnte folgendes Diagramm ge
zeichnet werden (s. Abb. 8). 

Wenn man, wie iiblich, die Abszissen mit x und die Ordinaten mit y 
bezeichnet, so kann man sich ferner zur Aufgabe stellen, ganz allgemein y 
als Funktion von x darzustellen. Diese Aufgabe ist vom Standpunkte 
der Mathematik noch ganz unbestimmt, denn man kann eine unbegrenzt 
groBe Schar von Kurven angeben (und auch zeichnen), die auf dem Dia-
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gramm genau durch die Ordi
natenpunkte ABCDEFG bzw . 
A'B'C'D'E'F'G'H' gehen wer
den, wenn man eben ihren 
Verlauf zwischen diesen 
Punkten nicht weiter begrenzt . 
Unser Wunsch wiirde aber 
dahin gehen, eine moglichst 
glatt verlaufende Kurve zu 
finden, die auch gleichzeitig 
durch eine relativ einfache Glei
chungsform darstellbar ist. Wir 
denken hierbei z. B. an die 
Laplacesche Exponential
formel, die, wie wir wissen, 

auf dem Diagramm eine typische Glockenform aufweist. 1m FaIle von 
"Korrelationstabellen", d. h. wenn wir die statistischen Wahrscheinlich
keiten des gleichzeitigen Auftretens von 2 Merkmalen an jedem Elemente 
der Gesamtheit feststellen, kann man sich die Sache geometrisch etwa so 
vorstellen, daB in jeder Zelle der Tabelle auf S. 133 ein Stab senkrecht 
aufgerichtet wird, dessen Lange der Zahl der FaIle, die dieser Zelle ent
sprechen, proportional ist, und daB man ferner die oberen Enden der 
Stabe mit einer moglichst glatt verlaufenden Flache, wie mit einem 
Tischtuch, zudeckt. Die analytische Geometrie versieht uns mit Mitteln, 
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diese Flache durch eine angemessene algebraische Formel auszudriicken. 
Wenn man das gleichzeitige Auftreten von 3 und mehr Merkmalen 
darstellen 'Will und sich in die jetzt modernen Schemen yom vier-, fiinf
und iiberhaupt mehrdimensionalen Raum nicht einlassen will oder kann, 
so wiirde man fiir jeden Wert des dritten Merkmals eine besondere "Korre
lationsflache" konstruieren miissen, die das Verteilungsgesetz der beiden 
anderen Merkmale in diesem speziellen Falle darstellt. 

Ob sich in jedem konkreten Falle eine einfache Formel fiir das Ver
teilungsgesetz finden wird, ist bereits eine quaestio facti. Das Suchen 
nach demselben wird aber nur dann keiner mathematischen Spielerei 
gleichkommen, wenn es sich feststellen laBt, daB die gefundene Formel 
in der Regel auf alle Gesamtheiten einer gewissen Gruppe anwendbar 
ist und daB sie fiir jede Gesamtheit im Verlaufe der Zeit stabil bleibt 
(was eine Stabilitat der auBeren Einwirkungen auf dieselbe andeutet, 
d. h. die Stabilitat der Ursachenmatrix: vgl. oben S. 27). Wir werden 
am Schlusse des Buches auf diese Frage noch kurz zuriickkommen. 

Das Streben nach der Verdichtung unserer Kenntnisse iiber eine 
bestimmte statistische Gesamtheit muB sich aber durchaus nicht immer 
in der Suche nach dem Verteilimgsgesetz derselben ausdriicken: auch 
die jetzt jedem Statistiker und Volkswirten wohlbekannten statistischen 
Mittelwerte und StreuungsmaBe, wie z. B. das arithmetische, geometrische 
und harmonische Mittel, der Zentralwert, der dichteste Wert, die durch
schnittliche und mittlere quadratische Abweichung, das SchiefheitsmaB, 
der Variationskoeffizient u. dgl. vermitteln in gedrangter Form bereits 
ein betrachtliches Wissen iiber die wichtigsten Eigenschaften der gegebe
nen Gesamtheit. Die Darstellung der Theorie aller solchen MaBzahlen 
fallt eigentlich in das Bereich der elementaren Statistik, und wir glauben 
deshalb voraussetzen zu konnen, daB dem Leser der Zweck und das 
Anwendungsgebiet jeder dieser MaBzahlen wenigstens in allgemeinen 
Ziigen bekannt ist. Wir werden im weiteren nur einiges iiber ihre mathe
matischen Eigenschaften nachholen, da dies fiir die Darstellung der 
Theorie der Momente und einiger anderer Abschnitte der mathematisch
statistischen Methodik notwendig ist, sowie einige Formeln zu ihrer 
leichteren Berechnung einfiihren. Die meisten der obgenannten statisti
schen MaBzahlen konnen in gleichem MaBe auf statistische Gesamtheiten 
beliebiger Ordnungen bezogen werden. 

2. Das arithmetische Mittel. 
Gegeben sei eine statistische Gesamtheit yom Umfange N. Jedes 

Element derselben besitze ein Merkmal, welches durch eine gewisse reelle 
Zahl ausgedriickt wird. Die Reihe der Zahlen sei 

Xl' X 2, xs, X 4, •••• , XN • • • • • • • •• (1) 

DIe einzelnen Glieder dieser Reihe konnen einander gleich sein, sie konnen 
auch den Wert 0 und iiberhaupt jeden beliebigen positiven oder negativen 
endlichen Wert annehmen. Die Reihenfolge der GroBen wird zunachst 
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als beliebig angenommen. Das arithmetische Mittel ist dann durch die 
Formel 

(1 a) 

definiert.l Es gibt verschiedene Symbole, mit denen das arithmetische 
Mittel bezeichnet wird, und es ist gut, wenn sich der Leser wenigstens die 
folgenden merkt: Ma (im Gegensatz zu Mg = geometrisches Mittel und 
M /I = harmonisches Mittel); ml fiir eine Gesamtheit hoherer Ordnung 
und m'l fiir eine Gesamtheit niederer Ordnung - die von Tschuprow 
in der Theorie der "Momente" angewandten Symbole, und ferner m (X)l' 
m (Y)l bzw. m (x)' 1> m (y)' I - wenn man angeben will, daB das Symbol 
siGh gerade auf die Reihe der x oder der Y bezieht. Die Englander bezeich
nen jetzt fast durchwegs das arithmetische Mittel durch einen Strich 
tiber dem betreffenden Buchstaben; so bedeutet x das arithmetische 
Mittel der Reihe der x, y jenes der Reihe der Y usw. 

Wie wir bereits auf S.26 erwahnten, ist es moglich, jede relative 
Haufigkeit bzw. statistische Wahrscheinlichkeit, auch als eine Art arith
metisches Mittel darzustellen. Wenn wir namlich die Verabredung treffen, 
allen Elementen, die das uns interessierende Merkmal besitzen, den Wert 1 
beizulegen - ganz gleich, welchen Wert das Merkmal tatsachlich an
nimmt und ob es tiberhaupt meBbar ist, - und allen Elementen, die 
dieses Merkmal nicht besitzen, den Wert Null, so ist leicht ersichtlich, 

N 

daB Z Xi der Anzahl der Einheiten (Elemente) mit obigem Merkmal 
i=l 

N 

gleichkommt und ~ ZXi offenbar deren relative Haufigkeit bzw. 
i=l 

statistische Wahrscheinlichkeit in der Gesamtheit darstellen wird. Dieser 
mathematische Kunstgriff gibt uns die Moglichkeit, jedes Theorem tiber 
die relativen Haufigkeiten als einen Sonderfall aus dem betreffenden 
Theorem tiber das arithmetische Mittel abzuleiten. 

Fiir die arithmetischen Mittel gelten folgende allgemeine Satze. 
I. Die algebraische Summe der Abweichungen aller Glie

der der Reihe (1) von ihrem arithmetischen Mittel ist gleich 0, 
d. h. mit anderen Worten: die Summe der negativen Abweichungen 
ist gleich jener der positiven. 

Es ist namlich 
N 

Z (Xi - x) = (Xl - x) + (X2 - x) + (X3 - x) + .... + (XN - x) = 
i=l 

= Xl + X 2 + X3 + .... + X N - Nx = 
=Nx-Nx=O . ........ . (2) 

1 Uber das Summenzeichen I vgI. oben S. 68, Anmerkung. 
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II. Die Summe der Quadrate dieser Abweichungen ist 
kleiner als die Summe der Quadrate ebensolcher Abwei
chungen von jeder anderen (beliebigen) positiven oder 
negativen Zahl A: 

N N 

I (Xi - X)2 <2) (Xi - A)2. 
i=1 i=1 

Bezeichnen wir namlich mit d die Differenz zwischen x und A, so konnen 
wir schreiben: 

A = x + d . . . . . . . . . .. (3) 
und ferner 

(Xi - A)2 = (Xi - X - d)2 = (Xi - X)2 - 2 d (Xi - x) + d2. 

Folglich ist 
N N 

2)(xi -A)2= I[(Xi -X)2_2d (Xi-X) + d2]. 

i=1 i=1 

Diese Formel ist nur ein gedrangter Ausdruck fiir die folgende Summe: 
N 

2) (Xi - A)2 = (Xl _X)2 - 2 d (Xl -it) + d2 + 
i=1 + (X2 _X)2 - 2 d (X2 -it) + d2 + 

+ (X3 -x)2-2d (X3 -x) + d2 + 
+ ........................... . 
+ (xN _X)2 - 2 d (xN -x) + d2. 

Addieren wir hier die einzelnen Kolumnen der rechten Seite und beriick
sichtigen wir, daB der gemeinsame Faktor 2 d in der zweiten Kolumne 
ausgeklammert werden kann, so erhalten wir sofort: 

N N N 

2) (Xi - A)2 = I (Xi - X)2 - 2 d,2) (Xi - x) + N d2. 
i=1 i=1 i=1 

N 

Wir haben jedoch soeben in (2) festgestellt, daB 2) (Xi - iii) = 0; daher ist 
i=l 

N N 

2)(Xi-A)2 = 2) (Xi - X)2 + Nd2• . . . . . • (4) 
i=1 (=1 

(Auf diese praktisch hOchst wichtige Formel werden wir uns im weiteren 
noch haufig berufen miissen.) Ob nun d positiv oder negativ ist, d2 ist 

N N 

immer positiv, desgleichen auch 2) (Xi - A)2 und I (Xi - X)2. Foiglich 
i=1 i=1 

ergibt sich endgiiltig: 
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N N 

I(Xi-A)2> I(Xi- X)2 • ••• (5) 
i=1 

Wir haben den Satz hier deshalb so ausfiihrlich abgeleitet, um 
die Vorteile des Rechnens mit dem Summenzeichen E deutlich zu 
machen. Fernerhin werden wir einfach von dem Satz ausgehen, daB 
ganz a.llgemein 

E (at + b. - c. + d. ± .... ) = E ai + E bi - E Ci + Edt ±. . .. (6) 

und daB ein a.llen Summanden gemeinsamer konstanter Fa.k.tor vor das 
Summenzeichen gesetzt werden kann: 

N N 

(lexl + lex! + lexs + .... + lexN ) = I lex. = Ie Ix.. . . (7) 
,=1 i=1 

Aus dem letzten Satz folgt iibrigens auch, daB das arithmetische Mittel 
einer Reihe, in welcher jedes Glied aus einigen Summanden besteht, 
gleich der Summe der arithmetischen Mittel dieser Summanden ist: 

N 

a + b + C + d + .... = j.. I (ai + b. + Ci + do + .... ) = 
i=1 

= ~(i·'+ iH i~+ i dd ... -)= 
N N N N 

= ~ Iai+ ~Ibi+ ~L:Ci + ~Idi+ .... = 
i=1 i=1 i=1 i=1 

(8) 

Zur Erleichterung der Berechnung des arithmetischen Mittels dienen 
folgende Sittze: 

III. Addiert man zu allen Gliedern der Reihe (1) eine 
und dieselbe Zahl, so wird auch das arithmetische Mittel 
um dieselbe Zahl vergroBert: 

%+.11 = ~ i<Xd A) = i(i'" + NA)= 
N 

= ~IXi+A=x+A . ........ (9) 
i=1 

Die Zahl A kann auch negativ sein, was offenbar zu folgendem Satz 
fiihrt: 

IlIa. Zieh t man von allen Gliedern der Reihe (1) eine 
und dieselbe Zahl A ab, so wird auch das arithmetische 
Mittel um dieselbe Zahl vermindert. 
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IV. Multipliziert man jede Zahl der Reihe (1) mit einer 
und derselben Zahl A, so wird auch das arithmetische 
Mittel mit derselben Zahl multipliziert: 

N N 
- 1~ A~ _ 
Ax= N~Axi= N~x(.=Ax . .•... (10) 

i=l i=l 

Da A auch offenbar die Form ~ annehmen kann, so erhii.lt man hieraus 

femer den folgenden Satz: 
IVa. Dividiert man jede Zahl der Reihe (1) durch eine 

und dieselbe Zahl B, so wird auch das arithmetische 
Mittel durch diese dividiert. 

Bei manchen mathematisch-statistischen Berechnungen, die leider 
nicht selten ziemlich viel Zeit und Millie in Anspruch nehmen, sieht sich 
der Forscher veranlaBt, zur Erleichterung seiner Arbeit gewisse An
naherungsverfahren anzuwenden und vor allen Dingen groBe Zahlen, 
deren Funktionen sich bereits in keinen Hilfstafeln vorfinden, abzurunden. 
Hierbei ist es notwendig, die maximalen moglichen Grenzen der Ein
wirkung der Abrundungen auf das Endresultat abzuschatzen. Ein be
quemes Verfahren wird hierfiir im bekannten Lehrbuch von Bowley 
angegeben.l 

1st die genaue Zahl W und wird sie durch W' ersetzt, so ist der a b
solute Fehler w, der hierbei begangen wird, gleich w = W - W', und 
folglich ist W = W' + w. Klammert man W' aus, so erhii.lt man 

W = W' (1 + ;,,); 
;', wird gewohnlich durch das Symbol e oder e bezeichnet und heiSt der 

relative Fehler von W': 
W = W' (1 + e). . . • . . . . . . . (11) 

(Die Bezeichnungen "absoluter" und "relativer Fehler" sind von uns 
bereits oben im § 12, Kap. I, S. 124 eingefiihrt worden.) Sind nun A' und B' 
zwei GroBen, deren relative Fehler e und e sind, so ergibt sich fiir den 
relativen Fehler ihrer Summe bzw. ihrer Differenz der folgende Aus
druck: 

A ± B = A' (1 + e) ± B' (1 + e) = A' ± B' + A'e ± B'e = 

= (A'±B') (1 + A~~; ::e). .. (12) 

[Formel (12) kann natiirlich unschwer auf eine beliebige Anzahl 
von Summanden und Subtrahenden verallgemeinert werden.] Sind 
aber die relativen Fehler e und e einander gleich, so erhii.lt man hieraus 
einfach: 

A ± B = (A' ± B')(1 + e). . . . . . . . (12a) 

1 A. L. Bowley: Elements, 5. Aufl., S.178-195. 
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Der relative Fehler der Summe oder der Differenz ist in diesem FaIle 
gleich dem relativen Fehler ihrer Bestandteile. 

Sind die relativen Fehler e und e klein, so gelten fUr sie mit guter 
Annaherung folgende Satze, die man leicht durch direkte Durchfiihrung 
der angedeuteten algebraischen Operationen erhalten kann: 

A. B =A'. B' (1 + e.) (1 + e) --A' B' (1 + e + e),} 
A1n = [A' (1 + e)]m ,....,A,m (1 + me), 

VA = VA' (1 + e) ,...., i/A'( 1 + ~), 
(13) 

wobei natiirlich m nicht groB sein darf, und endlich 

A A' (1 + e) A' 
B = IF (1 + 8) ,...., IF (1 + e- E) • ••••• (13a) 

Wenden wir uns jetzt speziell dem Abrunden groBer Zahlen zu, 
welches manchmal auch beirn Berechnen des arithmetischen Mittels 
angewendet wird, so haben wir hierbei folgendes zu bemerken. Wenn 
man etwa nur die ersten n Ziffern einer Zahl stehen laBt und die ubrigen 
durch Nullen ersetzt, so ist der relative Fehler dann am groBten, wenn die 
abgerundete Zahl selbst relativ am kleinsten ist, d. h. wenn sie aus einer 
1 mit (n -1) Nullen besteht. So ist z. B., falls wir nur die drei ersten 
Ziffern stehen lassen, der relative Fehler der Abrundung von 1004999 
auf 1000000 gleich 

1004999-1000000 = + 0004999 
1000000 " 

oder nach seiner absoluten GroBe nur etwas kleiner als + 0,005, wahrend 
der Fehler einer ebensolchen Abrundung von 9995000 auf 10000000 nur 

9995000-10000000 = -0 0005 
10000000 " 

oder, absolut genommen, 10 mal weniger ausmachen wiirde. Runden wir 
also die 4-ten und weiteren Ziffern alIer Glieder der Reihe (1) auf 0 
ab, so ist der maximale hierbei mogliche relative Fehler in den Grenzen 
± 0,005 enthalten, beirn Abrunden erst von der 5-ten Ziffer angefangen 
wird er ± 0,0005 ausmachen usw. 

Denkt man sich nun irn Ausdruck (1) fiir das arithmetische Mittel die 
Xi durch ihre abgerundeten Werte X'i ersetzt, wobei e der groBte mogliche 
relative Abrundtingsfehler fur aIle Reihenglieder ist, also X'i (1- e) ~ 
~ Xi < X'i (1 + e) gilt, so ergibt sich hieraus: 

N N N 

~ Z x'd 1- e) < ~ Z Xi < ~ Z x'd1 + e), 
i=l i=l i=l 

also 
X' (1 - e) < x < x' (1 + e),. . . . . (14) 

wobei x' das arithmetische Mittel der abgerundeten Zahlen bedeutet. 
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Die maximalen Fehlergrenzen des arithmetischen Mittels einer ab
gerundeten Reihe iiberschreiten also jedenfalls nicht den maximalen 
Fehler, der bei der Abrundung der einzelnen Reihenglieder begangen 
worden ist. In Wirklichkeit werden sie in den meisten Fallen bedeutend 
geringer ausfallen, da'die Abrundungsfehler einander zum guten Teil 
kompensieren werden. Die Formel (14) bezieht sich auf den Fall, daB 
die Abrundung von links nach rechts vorgenommen wird, d. h. daB 
man in allen Summanden die gleiche Zahl von Anfangsziffern stehen 
laBt, wie das z. B. bei der gekiirzten Berechnung des Korrelations
koeffizienten sachgemaB geschehen muB (vgl. unten Kap. IV). Rundet 
man hingegen von rechts nach links ab, d. h. ersetzt man immer 
die gleiche Zahl der letzten Ziffern durch Nullen, so ist es vorteil
hafter, von der einfachen Uberlegung auszugehen, daB der Fehler des 
arithmetischen Mittels nicht groBer sein kann, als der groBte a b s 0 -

lute Abrundungsfehler in der Reihe der X'i' d. h. als die halbe Einheit 
der letzten nicht abgerundeten Stelle. 

Selbstverstandlich hat es nur dann Sinn, Hilfssatze zur Er
leichterung der Berechnung des arithmetischen Mittels anzuwenden, 
wenn man iiber keine Tabulatormaschine verfiigt, wenn die urspriing
liche Zahlenreihe sehr lang ist oder 'Wenn man die abgerundeten 
Zahlen zu weiteren Berechnungen gebrauchen will, z. B. zur Be
stimmung der mittleren quadratischen Abweichung, des Korrelations
koeffizienten u. dgl. m. Das folgende kleine Beispiel solI daher nur den 
Rechenweg illustrieren. 

U rspriingliche Dieselben ohne Letzte Ziffer Durch 1110 
Werle 1130000 abgerundet divldiert 

1139986 9986 9990 9 
1133325 3325 3330 3 
1136664 6664 6660 6 
1131112 1112 1110 1 
1139991 9991 9990 9 

Das arithmetische Mittel der letzten Kolumne ist 2: = 5,6. Um von 

dieser Zahl zum arithmetischen Mittel fiir die urspriingliche Reihe zuriick
zukehren, miissen wir sie zuerst mit 1110 multiplizieren und hierauf 
1130000 addieren: 

5,6 . 1110 + 1130000 = 6216 + 1130000 = 1136216. 

Die direkte Rechnung an den urspriinglichen Zahlen'Werten der 
Reihe ergibt aber 1136215,6 oder fast genau das angenaherte Resultat! 

Aus Griinden, die wir bereits kennen, werden lange Reihen ge
wohnlich zu Verteilungsreihen verdichtet, und wir miissen daher 
untersuchen, wie sich in diesem FaIle die Berechnung des arith
metischen Mittels gestaltet. Um Raum zu sparen, betrachten wir gleich 
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den allgemeineren Fall, wo die Verteilung nur in breiteren Klassen
intervallen gegeben ist. 

Die Aufarbeitung der Resultate der bulgarischen landwirtschaft
lichen Erhebung vom 1. Januar 1927 ergab, bei Anwendung der Stich
probenmethode, folgende Resultate:1 

GroBe der Anzabl Deren Fliiche Dnrchschnitt pro 
landwirtschaftUchen der Betriebe in Dekaren Kiassenintervali 
Betriebe In Dekaren 

Bis 9 inkl. 88838 440732,6 5,0 
10- 19 92860 1356878,1 14,6 
20- 29 90110 2217949,2 24,6 
30- 39 83115 2877431,5 34,6 
40- 49 72983 3246510,2 44,5 
50- 59 61218 3339350,0 54,5 
60- 69 50536 3259324,0 64,5 
70- 79 40829 3046823,8 74,6 
80- 89 33334 2819943,7 84,6 
90- 99 26607 2516000,8 94,6 

100-299 108713 15846236,4 145,8 
300-999 4645 1855025,9 399,4 

1000 und mehr 419 4100388,2 9786,1 

Zusammen ... 754207 46922594,4 62,2 

So, wie die Tabelle gegeben ist, berechnet sich die durchschnittliche 

G ··B d B t . b . D k f t d d· k 1 - 46922594,4 ro e es e ne es In e aren so or un Ire t a s x = 754207 = 
= 62,2 Dek. = 6,22 Hekt. 

Nehmen wir jedoch an, die beiden letzten Kolumnen seien uns nicht 
gegeben. Die Frage ist, wie man dann den ungefahren Wert des arith
metischen Mittels berechnen konnte. 

Gleich von vornherein sei nochmals wiederholt (vgl. S. 132, An
merkung), daB die Veroffentlichung derart unvollstandiger Daten ein 
statistischer MiBbrauch ist, der nicht einmal durch Geldersparnis gerecht
fertigt werden kann, denn bei dem heutigen Stande der statistischen 
Technik ist es jedenfalls ein Leichtes, gleichzeitig mit den beiden ersten 
Kolmnnen sowohl den genauen Wert des arithmetischen Mittels als auch 
die durchschnittliche GroBe des Betriebes in jedem Klassenintervall 
anzugeben, von den absoluten Summen der Betriebsflachen schon gar 
nicht zu reden. Setzen wir jedoch voraus, dieses sei nicht geschehen und 
also die letzten 2 Kolumnen der Tabelle unbekannt. Dann bleibt uns 
nichts anderes ubrig, als anzunehmen, die durchschnittliche GroBe der 
Betriebe entsprache in jedem Klassenintervall genau der Mitte desselben. 
Unsere Tabelle nimmt hierauf folgende Gestalt an: 

1 VgI. die "Vierteljahrshefte der Generaldirektion der Statistik", 1. Jg., 
H. II u. III, S.241, 1929 (bulgarisch mit franzosischer Ubersetzung). 
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Durchsehn. I I 
GrllBe des Dlese1be Die Zablen dar Anzahl 

laudwlrtsch. minus vorhergehenden dar Produkte Summen 
Betrlebes 65 Dek. Kolumne getellt Betrlebe 

In Dekaren dureh 10 

1 2 S 4 5 6 

5 -60 -6 88838 - 533028 
15 -50 -5 92860 - 464300 
25 -40 -4 90110 - 360440 
35 -30 -3 83115 - 249345 
45 -20 -2 72983 - 145966 
55 -10 -1 61218 - 61218 -1814297 

65 0 0 50536 0 
75 + 10 +1 40829 + 40829 
85 + 20 +2 33334 + 66668 
95 + 30 +3 26607 + 79821 

200 + 135 + 13,5 108713 + 1467625,5 
650 + 585 + 58,5 4645 + 271732,5 

10000 + 9935 + 993,5 419 + 416276,5 + 2342952,5 

Zusammen . .. I 754207 I I + 528655,5 

Das letzte Klassenintervall der Tabelle ist eigentlich eine "offene 
Gruppe", die die Berechnung des arithmetischen Mittels unmoglich 
macht, wenn man die durchschnittliche GroBe der in ihr enthaltenen 
Betriebe nicht kennt. Wie wir jedoch aus der Tabelle auf S. 142 ersehen, 
ist in Wirklichkeit ihr arithmetisches Mittel gleich 9786,1. Nehmen wir 
also an, wir hatten durch irgendwelche Umwege feststellen konnen, dieses 
Mittel sei von der GroBenordnung 10000, und setzen wir diese Zahl in 
die letzte Zeile der ersten Kolumne. Die Hypothese iiber die durchschnitt
liche GroBe der Betriebe in jedem Klassenintervall, die wir oben ein
fiihrten, ist selbstverstandlich ein wenig phantastisch, und sie entspricht 
in unserem FaIle auch gar nicht der Wirklichkeit, wie man sich leicht 
aus dem Vergleich der entsprechenden Kolumnen aus den Tabellen auf 
S. 142 und 143 iiberzeugt. 

Infolgedessen kann im Allgemeinfall das mit ihrer Hilfe berechnete 
arithmetische Mittel auch nur eine grobe Annaherung an die wahre GroBe 
ergeben. W ohl hat man fiir diesen und ahnliche FaIle gewisse Korrekturen 
vorgeschlagen, die unter Umstanden den erhaltenen Wert von x betracht
lich verbessern konnen.1 !hre Benutzung ist jedoch mathematisch weniger 
geiibten Statistikern, die nicht genau die Ableitung und die Anwendungs
grenzen der betreffenden Formeln verstehen konnen, nicht besonders zu 
empfehlen: die Form der Korrekturen hangt namlich von jenem Ver
teilungsgesetze ab, welches nach Ansicht des Rechnenden der gegebenen 

1 VgI. z. B. W. Palin Elderton: Frequency Curves and Correlation. 
2nd edition, Appendix I, S. 212ff. London 1927. 
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Reihe zugrunde liegt, und eine falsche Annahme hieriiber kann das Resul
tat zuweilen nur verschlechtern.1 

GemiiB Satz IlIa (vg!. oben S. 138) 'Wird, wenn man von jedem 
Gliede der Reihe eine gewisse konstante Zahl A abzieht, auch das arith
metische Mittel um dieselbe Zahl A verkleinert. Ziehen 'Wir von allen 
hypothetischen Gruppendurchschnitten der Tabelle (S. 143) den Wert 
65 Dek. ab, so erhalten 'Wir die zweite Kolumne in derselben. Wir konnen 
selbstverstandlich auch jede andere Zahl abziehen, doch wie wir uns leicht 
uberzeugen konnen, gestalten sich die Berechnungen bei der von uns 
gewahlten Zahl relativ am einfachsten. Da alle Differenzen, abgesehen 
von den drei letzten, mit einer Null endigen, so i'lt es vorteilhaft, sie nach 
Satz IV a durch 10 zu dividieren, wodurch auch das Endergebnis lOmal 
verkleinert 'Wird (Ko!. 3 der Tabelle auf S. 143). Die Multiplikation der 

100.000-
90.000 -

~ oaooo -
.~ 70.000 -
~ 6'aooo -
~ 50.000 -
~ wooo -

'l5 3aooo -
::c:: 20.000 -
~ 10.000 - rID o - 0 10203040 5080708090100 

Oekare 
200 300 

Abb.9. 

Zahlen dieser Kolumne mit den ihnen entsprechenden Haufigkeitsziffern 
der Ko!. 4 ergibt die Zahlen von Ko!. 5. Die Summe der positiven Produkte 
ist gleich 2342952,5, die der negativen -1814297, ihre algebraische 
Summe ist also gleich + 528655,5. Dividiert man diese Zahl durch 
754207, die Anzahl der Betriebe, so erhalt man 0,701, das gesuchte arith
metische Mittel fur die reduzierten Zahlen: Um von diesem zum gesuchten 
Mittel fUr die ursprungliche Reihe zuruckzukehren, muB man es mit 
10 multiplizieren und zum Produkt 65 addieren. Man erhalt: 0,701 . 10 + 
+ 65 = 72,01. Die korrekte Zahl ist, wie wir bereits wissen (vg!. S. 142), 
gleich 62,2 Dek. Der Unterschied ist fUr ein arithmetisches Mittel sehr 
groB und erklart sich daraus, daB das Verteilungsgesetz unserer Reihe ganz 
asymmetrisch ist, wie man aus obenstehender Abbildung 9 ersehen kann; 
insbesondere aber daraus, daB die letzten Klassenintervalle sehr groB sind, 
was ubrigens in der Wirtschaftsstatistik sehr haufig vorkommt. Ver
gleicht man die von uns angenommenen Klassendurchschnitte mit den 
tatsachlichen aus der Tabelle auf S. 142, so ersieht man sofort, daB sie 
in allen Klassen, ausgenommen die erste, uberschatzt worden sind, am 
groBten ist aber der Unterschied bei den Intervallen 100-299 und 300 bis 

1 Vgl. ubrigens noch E. S. Martin: On Corrections for the moment 
coefficients of frequency distributions when the start of the frequency is 
one of the characteristics to be determined. Biometrika, Vol. XXVI, S. 12 
bis 58 (1934). 
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999, und eben diese beiden Klassen haben das Resultat am meisten be
eintr1tchtigt. Hatten wir in Kol. I auf S. 143 an Stelle von 200 die Zahl146 
gesetzt und an Stelle von 650 die Zahl 400, so wiirde sich, wie leicht nach
zurechnen ist, das Endresultat bereits als 63,3 ergeben, also die Differenz 
auf II % des urspriinglichen Betrages derselben zuriickgedrangt werden. 
Dieses Beispiel ist ein guter Beleg dafiir, wie gefahrlich es sein kann, in 
der Wirtschaftsstatistik ohne zwingenden Grund, nur zur Vereinfachung 
der Rechnungen, jene angenaherten Verfahren anzuwenden, die in der 
biologischen Statistik mit gutem Erfolg auf symmetrische Verteilungen 
mit gleichmaBigen Klassenintervallen angewandt werden. 

Das arithmetische Mittel kann auch auf dem Wege iiber das sog. 
Summationsverfahren berechnet werden, welches, wie es scheint, zuerst 
von G. F. Hardy vorgeschlagen worden ist.l Unter Umstanden, wenn 
ein Material vorliegt, welches in mehr oder 'Weniger gleiche Klasseninter
valle eingeteilt ist, und besonders bei Vorhandensein einer entsprechenden 
Rechenmaschine, kann das Verfahren zu einer bedeutenden Zeitersparnis 
fiihren. Dies wird aber im FaIle von Wirtschaftsstatistiken viel seltener 
vorkommen als etwa in der Bevo1kerungsstatistik, fiir welche die Methode 
auch zuerst ersonnen wurde. Dasselbe Hardysche Verfahren, nur in einer 
mehr entwickelten Form, wird auch auf die Berechnung der mittleren quad
ratischen Abweichung und der "Momente" (s. unten §§ 4 und 5) angewandt. 
Der Leser, der sich speziell fiir die statistische Rechentechnik interessiert, 
wirdauf die oben zitierten Werkevon Elderton und Bowleyverwiesen. 

3. Andere Mittelwerte, welche an Stelle des arithmetischen 
Mittels gebraucht werden. 

Als "Konkurrenten" des arithmetischen Mittels, welche dieses unter 
Umstanden zu ersetzen haben, treten zunachst das geometrische und das 
harmonische Mittel auf; ein gewisses theoretisches Interesse besitzt auch 
das sogenannte antiharmonische Mittel, welches jedoch in der statisti
schen Praxis so gut wie niemals vorkommt. 

Wenn wir uns, wie im vorhergehenden Paragraphen, eine statistische 
Gesamtheit yom Umfange N denken, welche die Reihe der Zahlenwerte 
eines Merkmals: 

Xl' X 2, xs, .... , X N • • • • • • • • • • (1) 

ergibt, so ist das harmonische Mittel durch die Formel2 

N 
Mh = 1 1 1 1 ' . . . . .. (2) 

-+-+-+ .... +-Xl X 2 X3 XN 

1 VgI. Elderton: Frequency curves, S. 19££.; £erner Bowley: Elements, 
S.256££. 

a Falls aber der Wert Xl in der Gesamtheit nlmal vorkommt, der Wert x 2 

namal usw., wobei n1+n2+ ... +nm - N, so kann man auch schreiben: 

M h= n1+na+n3+··· .+nm . . . .. (2a) 

nl + n2 + n3 + .... + n'l!!... 
Xl X 2 X3 Xm 

Anderson, Statistik. 10 
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das geometrische Mittel durch die Formel 
N,--____ _ 

Mg = VX1 X 2 Xa··· .xN ' (3) 

welche offenbar nur dann statistischen Sinn hat, wenn aIle Glieder der 
Reihe (I) positiv sind, und mit Hille der Logarithmen berechnet werden 
muB,l und endlich das antiharmonische Mittel durch 

X12+X22+xi+ •... + xN2 
M ant = 

X1+X2+X3+···· +xN 
(4) 

dargestellt. Falls aIle Reihenglieder positiv sind, besteht zwischen dem 
arithmetischen (Ma) , geometrischen, harmonischen und antiharmoni
schen Mittel die folgende GroBenbeziehung: 

. . • . (5) 

Die Theorie dieser Mittel wird besonders liebevoll von der italienischen 
statistischen Schule gepflegt, welcher man auch die meisten diesbezug
lichen Lehrsiitze verdankt.2 1m Zusammenhange mit den Darstellungen 
unserer "Einfuhrung" spielen sie nur eine untergeordnete Rolle und 
konnen daher hier iibergangen werden. 

Als der mittlere, Median- oder Zentralwert Me wird ganz allgemein jener 
Wert der statistischen Reihe (I) verstanden, der sich nach seiner GroBe 
genau in der Mitte der Reihe befindet. Es wird also vorausgesetzt, daB 
diese zuvor in zunehmender oder abnehmender Ordnung umgestellt 
worden ist. 1st die Zahl N der Reihenglieder ungerade, N = 2 k + I, so 
wird als Medianwert das (k + I)-te Glied auftreten, denn es sind k Reihen
glieder groBer als dasselbe und andere k Glieder kleiner. 1st N gerade, 
N = 2 k, so wird gewohnlich als Medianwert das arithmetische Mittel 
aus dem k-ten und (k + I)-ten Gliede angesehen. 

Fur den Medianwert gilt der folgende einfache Satz: Die Summe der 
absoluten Betriige der Abweichungen aller Glieder der Reihe 
von ihrem Medianwerte ist nicht groBer als die Summe 
ebensolcher Abweichungen von jeder anderen beliebigen 
positiven oder negativen Zahl A. Der Beweis muB getrennt fiir 
ungerades und gerades N gefiihrt werden. 

Es sei angenommen, daB die Reihe (I) derart angeordnet ist, daB 

Xl ::::; X 2 < X3 ::::; X 4 ::;; •••• ~ XN ' • • • • • • • (6) 

wobei N = 2 k + I (ungerade). Der Medianwert ist dann Xk+l. Die ersten 
k Glieder der Reihe sind jedenfalls nicht groBer als Xk+l und daher ist 

logx1+logx2 +logxs+ .. · .+logxN __ 
1 Da log Mg =:= N = log x, so wird das 

geometrische Mittel auch als der logarithmische Durchschnitt bezeichnet. 
2 Vgl. z. B. F. Vinci: Manuale di Statistica, Introduzione allo studio 

quantitativo dei fatti sociali, Vol. I, S. 72--123, Bologna 1934, wo sich auch 
weitere Literaturnachweise finden; ferner A. Julin: Principes, S.401£f. 
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die Summe ihrer absolut, d. h. positiv genommenen Abweichungen von 
Xk+l gleich 

k k k 

I /x,-Xk+ll = I (Xk+l- Xt) = kXk+l- I Xi' (7) 
i= 1 i= 1 1= 1 

Ferner ist 
Xk+l- XTc+l = 0, . . . . (70.) 

und was die iibrigen k Glieder der Reihe (6) anbetrlfft, so sind sie alle 
jedenfaJIs nicht kleiner aJs XTc+l; folglich ist die Summe ihrer absoluten 
Abweichungen vom Media.nwert einfach durch den Ausdruck 

2k+l 2k+1 

I(Xi- Xk+l) = I Xi- kXk+1 . . .. (7b) 
i=k+2 i=k+2 

gegeben. Verbindet man jetzt (7), (70.) und (7b), so erhaIt man offenbar 
2k+1 k 2k+1 

Ilxi - Xk+ll = kXk+l- IXi + (Xk+1- Xk+l) + I Xi-kxk+l 
1=1 i=1 i=k+2 

und hieraus einfach 
2k+1 2k+ 1 .t 

IIXi-Xk+ll = IXi- Ix,. (8) 
i=1 i=k+2 i=1 

Nimmt man nun an Stelle des Medianwertes eine andere GroBe A, abet 
so, daB noch 

xk<A < Xk+2' 

so wird in (8), wie leicht ersichtlich, noch der absolute Wert von Xk+l - A 
auftreten, es wird dann 

2k+1 2k+1 k 

Ilxi-AI = IXi- IXi+ IXk+l-AI, (9) 
i=1 i=k+2 i=1 

d. h. die Summe der Abweichungen ist groaer als in (8). Liegt hingegen 
der Wert von A zwischen irgendwelchen zwei anderen Gliedern der 
Reihe (6), z. B. 

Xm ~ A < Xm+1" . . . . . . . . . (90.) 

wobei m > k + 2, so kann auf dieselbe Art wie oben der folgende Aus
druck abgeleitet werden: 

2k+l m 2k+l 

Ilxi-AI=mA- IX. + I Xi-(2k+l-m)A= 
i=1 i=1 i=m+ 1 

2k+1 In 

= Ix i - IXi + (2m-2k-I)A. (10) 
i=m+l i=1 
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Und subtrahiert man (8) gliedweise von (10), so ergibt sich hieraus: 
2k + 1 2k+ 1 m m 

.2)lxi -A 1-.2)l xi-Xk+ll = - .2)Xi-Ixi +[2m-(2k+l)]A. 
i=1 i= 1 i=k+2 i=k+1 

Die erste Summe der rechten Seite besteht aus [m - (k + 1)] Gliedern, 
die zweite aus (m - k) Gliedern. Wir besitzen also hier im ganzen 2 m
- 2 k - 1 negative Summanden, denen ebensoviele positive A im 
letzten Gliede gegeniiberstehen. Da aber A, wie wir oben in (9a) ange
nommen haben, gr6Ber als Xm und a fortiori gr6Ber als aIle iibrigen Xi 

der rechten Seite ist, so folgt hieraus, daB in der Tat 
2k+1 2k+1 

.2)lxi -AI>.2) IXi-xk+1l· (ll) 
i=1 i=l 

Ware in (9a), umgekehrt, m < k, so wiirde sich aus (8) und (10) die Be
ziehung 
2k+1 2k+1 k+1 k 

.2) 1 Xi - A I-II Xi - XH 1 1 = + .2) Xi + I Xi - [(2 k + 1) - 2 m] A 
i=1 i=1 i=m+1 i=m+1 

ergeben, wobei wiederum [2 k + 1-2 m] gr6Beren positiven Summanden 
ebensoviel kleinere negative gegeniiberstehen wiirden, d. h. die Giiltigkeit 
von (ll) ware auch hier erwiesen. 

1st endlich N gerade und gleich 2 k, so ergibt sich fiir die Summe der 
absoluten Abweichungen vom Medianwert der Ausdruck 

2k 2k k 

I!xi- Xk+tk+l ! = .2)Xi-Ixi, (12) 
i=1 i=k+l i=1 

wobei dieser Wert, zum Unterschied vom vorigen Fall, auch fUr aIle A 
in den Grenzen 

Xk ~ A <Xk+l 
gilt. Befindet sich A auBerhalb dieser Grenzen, so ergibt sich die Un
gleichung 

2k 2k 

Ilxi -AI>I!Xi _Xk+2
xHl! .... (12a) 

i=1 i=1 

genau aus denselben Uberlegungen wie im FaIle eines ungeraden N = 
= 2 k + 1. Somit ist der Satz, welcher iibrigens bereits von Laplace 
aufgestellt wurde,l sowohl fiir ungerade als auch fiir gerade N erwiesen. 
Er bildet ein Gegenstiick zu einem ahnlichen Satz, den wir oben im § 2, II 
(S. 137) fUr das arithmetische Mittel abgeleitet haben. Zu den Formeln (8) 
und (12) werden wir im nachsten Paragraphen noch zuriickkehren. 

1 VgI. Corrado Gini: Variabilita e Mutabilita, contributo aHo studio delle 
distribuzioni e delle relazioni statistiche, S. 33. Bologna 1912. 
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FUr den letzten der Durchschnitte, die mit dem arithmetischen Mittel 
.,konkurrieren", fiir den sog. hau£igsten oder dichtesten Wert, den die 
Englander "Mode" und die Franzosen, nach L. March, Dominante 
nennen, kann keine so einfache Beziehung abgeleitet werden, wie fiir den 
Medianwert oder das arithmetische Mittel. Trotzdem besitzt der dichteste 
Wert eine groBe theoretische Bedeutung bei allen jenen Verteilungs
gesetzen, bei welchen eine ausgesprochene maximale statistische W &hr
scheinlichkeit fiir einen gewissen Wert der Reihenglieder besteht. Wir 
haben bereits gesehen, daB man bei der Ableitung der Exponential
formel, und folglich des Laplaceschen Integrals, die Abweichung x 
eben vom dichtesten Wert n p rechnet, und dasselbe ist auch bei dem 
Pearsonschen Kriterium X2 der Fall. Er spielt auch eine groBe Rolle 
in den neuen Untersuchungen von R. A. Fisher, die wir weiter unten 
in Kap. III, § 8, besprechen werden. 

4. Streuungsmaile. 
Unter den sog. StreuungsmaBen sind die durchschnittliche Abweichung 

und die mittlere quadratische Abweichung die bekanntesten. 
Die durchschnittliche Abweichung ist das arithmetische 

Mittel aus den positiv genommenen Abweichungen aller Reihenglieder 
von einem gewissen Mittelwerte M: 

N 

<5= i ZIXi-MI .. (1) 

1m vorhergehenden Paragraphen haben wir bereits den Nachweis 
erbracht, daB <5 dann am kleinsten ist, wenn man als Mittelwert M den 
Medianwert M 8 nimmt. Mit dem letzteren konkurriert nur noch das 
arithmetische Mittel, doch ist das Rechnen mit dem ersteren vorzu
ziehen, um so mehr als es auch technisch viel leichter ist. Wir konnen 
namlich in letzterem Falle mit Riicksicht auf Formem (8) und (12) des 
vorhergehenden Paragraphen ganz einfach schreiben: 

<5 = i (2.E~i_ Ix;), bei ungeradem N=2k+ 1, 
i=k+2 i= 1 

und (2) 

<5= i( iXi-Ixi), bei geradem N=2k. i=k + 1 i= 1 

Man hat also einfach die statistische Reihe in zunehmender oder abnehmen
der Ordnung hinzuschreiben und bei unger adem N den Zentralwert zu 
streichen, darauf beide Half ten einzeln zu addieren und von der groBeren 
Summe die kleinere abzuziehen. Die durchschnittliche Abweichung 
ergibt sich dann als die durch die Zahl der Reihenglieder dividierte 
Differenz dieser Summen. Bezeichnet man jedoch das arithmetische 
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Mittel der ersten Halfte, die aus kleineren Reihengliedern besteht, mit 
m (I h, jenes der zweiten Halfte mit m (2h, so erhalt man aus (2) sofort: 

~_m(2h-m(lh b'N-2k (3) u- 2 ,el - ,'" 
und 

~ = (! - 2~ )[m (2h-m (Ih] ~ m(2h -;m(lh (3a) 

bei N =2k+ V 
Trotz dieser rechnerischen Vorziige, die iibrigens nicht immer geniigend 

gewiirdigt werden,2 ist man jetzt ganz davon abgekommen, die durch
schnittliche Abweichung bei genaueren und verantwortlicheren mathe
matisch-statistischen Rechnungen anzuwenden. Es ist namlich durch 
R. A. Fisher endgiiltig nachgewiesen worden, daB sie als StreuungsmaB 
weniger zuverlassig ist als die mittlere quadratische Abweichung. 
Letztere, welche haufig auch mittlerer (quadratischer) Fehler 
genannt wird, nimmt zurzeit in der statistischen Theorie eine domi
nierende Stellung ein. Ihre Formel ist 

O'=V ~i(Xi-X)2, ....... (4) 
i=1 

wobei x wiederum das arithmetische Mittel der Reihe bedeutet. Die 
MaBzahl 0' wird von den Englandern als standard deviation und von den 
Franzosen meistens als deviation-type oder ecart-type bezeichnet. Ihr 
Quadrat heiBt imEnglischen "variance" (R. A. Fisher),im Franzosischen 
"fluctuation" (March) und im Deutschen "Streuung" (Tsch uprow). 

FUr die Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung kommen 
folgende Satze in Betracht: 

I. Wenn man zu allen Gliedern der Reihe 
Xv X 2, xa' x 4' •••• , x N • • • • • . ., (5) 

eine und dieselbe Zahl A addiert, so bleibt die mittlere quadratische Ab
weichung unverandert. Dieses folgt direkt aus Satz III des § 2 (S. 138). 
Das arithmetische Mittel x verwandelt sich namlich in diesem Fane in 
x + A, und daher muB auch die Abweichung der durchwegs urn A ver
groBerten Glieder der Reihe (5) von ihrem ebenfails um A vergroBerten 
arithmetischen Mittel dieselbe bleiben: 

1 Die Formeln (3) und (3a) zeigen auch, wie nahe die durchschnittliche 
Abweichung mit dem sog. Quartilabstande verwandt ist (vgl. z. B. Winkler, 

.. _ m(2h+m(I)1 0 m(2h-m(lh 
l.c.,S.83).AnderseltslStx~ 2 ,unddaher iii ~ m(2h+m(lh' 
Diese MaJ3zahl konnte der relativen Quartilenabweichung Bowleys gegen
iibergestellt werden (vgl. Bowley: Elements, S. 116: "Skewness"). Wir 

o '. mean deviation 0 . 
wiirden -=- auch semer MaJ3zaW di = -M vorzlehen. x ~ an 8 

2 Die Beziehungen (2) sind Hingst bekannt (vgl. z. B. Gini: Variabilita 
etc., S.34), und trotzdem werden sie sogar in neuen Lehrbiichem der Sta
tistik nicht fiir die Berechnung der durchschnittlichen Abweichung empfohlen. 
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Xt + A - (x + A) = Xt - x. 
la. Da A auch negativ sein kann, so folgt hieraus ferner, daB die mitt

lere quadratische Abweichung keine Veranderung erleidet, wenn von 
allen Reihengliedern eine und dieselbe Zahl A abgezogen wird. 

IT. Wenn man aIle Glieder der Reihe (5) mit einer und derselben Zahl A 
multipIiziert, so wird auch die mittlere quadratische Abweichung hierdurch 
Amal groBer gema.cht. Dies folgt unmittelbar aus Satz IV des § 2 (S. 139), 
denn das arithmetische Mittel der neuen Reihe erhalt den Wert Ax und fiir 
das Quadrat der Abweichung eines beliebigen i-ten Gliedes der Reihe von 
ihrem arithmetischen Mittel ergibt sich dann der folgende Ausdruck: 

(AXi - AX)2 = A2 (Xi - X)2, 
und hieraus endgiiltig 

V-~-Z-N=-A-2-(X-i-X-)-2 A V ~ i (Xi - X)2 = A G. 

i=1 i=1 

ITa. Da A auch in der Form i dargestellt werden kann, so gilt 

offenbar auch der folgende Satz: Wenn man aIle Reihenglieder durch 
eine und dieselbe Zahl B dividiert, so wird hierdurch auch die mittlere 
quadratische Abweichung Bmal kleiner gema.cht. 

III. Eine dritte und praktisch sehr wichtige Regel erhalt man aus 
Formel (4) des § 2 (S. 137). Bezeichnet man wiederum eine beliebige 
positive oder negative Zahl durch A und die Differenz A - x durch d, 
so ergibt sich aus ihr die folgende Formel: 

q~ V j!,(X'-')'~ V j l!,(X,-A)'-Nd'] ~ 
= V ~ i: (xi-A)2-d2 (6) 

i=1 
Und setzt man A = 0, so hat man hieraus noch einen anderen be

quemen Ausdruck: 

G = V ~ i: Xl_X2. .•..•.. (7) 
i=1 

Die praktisch angenehmste Eigenschaft der Formeln (6) und (7) ist 
die, daB man bei ihrer Anwendung nicht von jedem Reihengliede den 
Wert des arithmetischen Mittels abzuziehen braucht, welcher gewohnlich 
keine ganze Zahl ist, sondern einfach die Summe der ganzzahligen Xi2 

oder (Xi - A)2 zu bilden hat. Die Quadrate selbst, falls sie nicht zu groBe 
Zahlen sind, konnen direkt aus Rechentafeln entnommen werden, deren 
es viele gibt.1 Besteht die Reihe (5) aus vierstelligen oder noch groBeren 

1 Die Quadrate der ersten 100 natiirlichen Zahlen werden in sehr vielen 
Logarithmentafeln angefiihrt und natiirlich auch in den "Tables forSta. 
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Zahlen, so ist es moglich, ein angenahertes Verfahren anzugeben, welches 
VOn denselben ttberlegungen ausgeht wie die Formel (14) des § 2 (S. 140). 

IV. Rundet man die vierte und die folgenden Ziffern jedes Reihen
gliedes vom Typus (Xi - A) auf 0 ab, so ist, wie \Vir wissen (vgl. oben 
S. 140), der relative Fehler, welcher hierdurch entsteht, seinem absoluten 
Betrage na.ch kleiner als 0,005. Nimmt man an, daB der Wert VOn d genau 
bekannt oder wenigstens mit einem bedeutend kleineren Fehler als 0,005 
berechnet worden ist, so kann man mit Hilie der Formeln (13) des § 2 
(S. 140) folgende Transformationen vornehmen: 

(1 = V ~i(Xi-A)2-d2~ V ~[(I±e)2i(X'i-A)2-Nd2]---
t=l ,-1 

-V ~[<1±2.)t,<z'.-A)'-Nd']-
-V ~ [t,<z'.-A)'-Nd'±2.t,<Z,.-A)']-

(8) 

Hierbei bezeichnet X';; ein derart abgerundetes Xi' daB der relative Fehler 
von X'i - A immer noch kleiner als 0,005 bleibt. 1st nun A so gewahlt, daB 

Nd2 = N (A -ir~ 
N 

im Vergleich zu I (Xi - A)2 klein bleibt, was immer zu erreichen 
i=l 

ist, so wird 

N 

N 
I (ro';;_A)2 
i=l 

I (ro'i-A)2_Ni£' 
i=l 

tisticians" von Pearson. Die Quadrate der ersten 1000 natiirlichen Zahlen 
finden sich z. B. in den beka.nnten Rechentafeln von Crelle. 
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nahe bei 1 liegen, und wir erhalten dann einiach: 

(J - (1 ± e) V ~ i(x" _A)2_d2 .. 
i=l 

(8a) 

Mit Riicksicht darauf, daB fertige Tabellen der Quadratzahlen nur 
bis 1000 vorliegen, wird man gewohnlich auch schon die vierte Ziller auf 0 
abrunden wollen, und aus Formel (8a) ist ersichtlich, daB man in diesem 
Falle - unter Voraussetzung, daB A nahe bei x liegt - ein Fehlerrisiko 
iibernimmt, welches kaum den Betrag von ± 0,005 (J oder 0,5% des 
Wertes iibersteigen kann. Geniigt eine solche Genauigkeit noch nicht 
und verfiigt man etwa iiber Tabellen, die bis zu 100002 gehen, oder iiber 
gute Multiplikationsmaschinen, so kann natiirlich auch erst die fiinfte 
bzw. sechste usw. Ziffer abgerundet werden, was zu noch genaueren 
Resutaten fiihrt. 

Um die Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung mit Hilfe 
obiger Formeln zu erlautern, wahlen wir als Beispiel die Reihe der ersten 10 

Werte von ! + ;, die wir in Tab. 3 auf S. 75 angefiihrt haben. 

Dieselben Zahlen Die Zahlen der Die Zahlen der Quadrate der 1 .L a Kolurnne 3 am 
2"' 2 mit 10000 Kolumne 2 ver- die 4. Stelle Zahlen der 

rnultipliziert mindert urn 6900 abgerundet Kolumne 4 

1 2 3 4 5 

0,5000 5000 -1900 -1900 
I 

3610000 
0,5398 5398 -1502 -1500 2250000 
0,5793 5793 -1107 -1110 1232100 
0,6179 6179 - 721 - 721 519841 
0,6554 6554 - 346 - 346 119716 
0,6915 6915 

I 

+ 15 + 15 225 
0,7257 7257 + 357 + 357 127449 
0,7580 7580 + 680 + 680 462400 
0,7881 7881 

I 
+ 981 + 981 962361 

0,8159 8159 + 1259 + 1260 1587600 

0,66716 + 3292 + 3293 
10871692 -5576 -5577 

-2284 -2284 
I 

Die ganze Prozedur diirfte aus der Tabelle klar genug zu ersehen sein. 
Zunachst multiplizieren wir alle Reihenglieder mit 10000 (Kol. 2), was 
laut Satz II auch die mittlere quadratische Abweichung 10000mal ver
groBert; hierauf ziehen wir allen Zahlen der Kol. 2 eine runde Zahl ab, 
die moglichst nahe zu ihrem voraussichtlichen oder, noch besser, zu 
ihrem genau bekannten arithmetischen Mittel liegt. Dieses geschieht in 
doppelter Absicht: erstens, um kleinere Zahlen zu bekommen, und 
zweitens, um die Fehlergrenzen bei der Abrundung laut Satz IV moglichst 
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zu reduzieren. In unserem Falle ist das arithmetische Mittel gleich 0,66716, 
und es Ware daher angemessen, 6700 oder noch besser 6670 abzuziehen. 
Um aber zu zeigen, daB nicht zu groBe Abweichungen vom arithmetischen 
Mittel das Resultat wenig beeinflussen, wahlen wir die Zahl 6900. Aus der 
Subtraktion dieser Zahl von allen Zahlen der Kol. 2 ergibt sich Kol. 3. 
Das arithmetische Mittel, welches zur Berechnung der mittleren quadrati
schen Abweichung dienen soll, wird nun aus dieser Kolumne (und nicht 
&usdenDatender Kol. 1) berechnet, denn dieses Mittel ist, wie leicht er
sichtlich, gleich - (A - x). Wenn man die algebraische Summe der 
positiven und negativen Abweichungen von 6900 zieht, so erhii.lt 
man -2284. Somit ist das arithmetische Mittel der Kolumne gleich 

- ~~84 = _ 228,4. Die na.chste Handlung besteht in der Abrundung der 

Zahlen der Kol. 3, was uns Kol. 4 ergibt. Zur Kontrolle berechnen wir 
das arithmetische Mittel der abgerundeten Zahlen, welches diesmal 
zufallig mit dem genauen Resultat iibereinstimmt, o.ber jedenfalls sich 
nicht weit von ihm entfernen darf. SchlieBlich werden alle Zahlen der 
Kol. 4 ins Quadrat erhoben, was mit Hilfe spezieller Tabellen sehr schnell 
zu bewerkstelligen ist und wobei natiirlich alle negativen Zeichen sich 
in positive verwandeln (Kol. 5). Die Summe dieser Quadrate ergibt sich 
zu 10871692. Hiernach befinden wir uns bereits im Besitze aller Zahlen, 
die fiir die Berechnung von (] nach Formel (6) bzw. (7) erforderlich sind, 
und erhalten hieraus: 

(] = VI08~~692 _( -~~84 r = 1017,35. 

Da wir alle Zahlen der urspriinglichen Reihe mit 10000 multipliziert 
haben, so ergibt sich, umgekehrt, hieraus das urspriingliche (] als 
1017,35 = 0 101735 
10000 ' . 

Hatten wir die Zahlen der Kol. 3 nicht abgerundet, so wiirde die genaue 
Rechnung das Resultat 0,101720 ergeben haben. Die Abrundung bewirkte 
.. . 0 101720-0 101735 

also emen relatlven Fehler bloB lID Betrage von '0,101735 = 

= - 0,00015 oder von nur - 0,015%! In der Regel wird der Betrag des 
Fehlers selbstverstandlich doch betrachtlich groBer ausfallen. 

Falls die Daten bereits in Form einer Verteilungsreihe vorliegen, so 
wird die Rechnung nach dem Muster von S. 142-143 durchgefiihrt, 
indem z. B. in der Tab. auf S. 143 die Zahlen der Kol. 3 ins Quadrat 
erhoben und erst dann mit den Haufigkeitsziffern aus Kol. 4 multipliziert 
werden; alle Produkte ergeben sich natiirlich als positiv. Wir machen 
jedoch den Leser nochmals darauf aufmerksam, da3 dieses Verfahren bei 
stark unsymmetrischen Verteilungen, wie sie in der Wirtschaftsstatistik 
so haufig vorkommen, und insbesondere bei breiten Klassenintervallen 
zu sehr betra.chtlichen Endfehlern in der Berechnung der mittleren 
quadratischen Abweichung fiihren konnen. Rechenbeispiele finden sich 
beinahe in jedem groBeren Lehrbuch der statistischen Methodik (W inkier, 
Yule usw.) und konnen daher hier iibergangen werden. 
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Im. Gegensatz zum arithmetischen Mittel (vgl. oben S. 138) ist die 
mittlere quadratische Abweichung der Summe nicht gleich der Summe 
der mittleren quadratischen Abweichungen der Summanden, doch laBt 
sich die Beziehung zwischen diesen auf eine andere relativ einfa.che Form 
bringen. Es sei angenommen, daB jedes Glied der Reihe Xl' Xa, Xa, •••• , XN 

eine Summe der Elemente y, z, t, U, •••• da.rstelle, so daB fUr ein beliebiges i 

Xi = Y. + Zi + t. + Ui + .... . . . . . .. (9) 

Bezeichnen wir das arithmetische Mittel wieder durch einen Strich iiber 
dem betreffenden Buchstaben, so haben wir aus (8) des § 2 (S. 138): 

x=y+z+t+u+ .... , ....... (10) 

und wenn man (10) von (9) gliedweise abzieht: 

Xi-X = (y.-y) + (Zi-Z) + (t.-I) + (Ui- U) + .... 
Erhebt man beide Seiten dieser Gleichung ins Quadrat, so erhalt man na.ch 
der bekannten Regel fUr das Quadrat eines Polynoms: 

(Xi-X)2= (Y.-iN + (Zi-Z)2 + (ti-I)l! + (Ui -U)2 + .... 
+ 2 (Yi-Y) (Zi-"i) + 2 (y.-y)(ti-"t) + 2 (Yi-Y)(Ui-U) + .... 
+ 2 (Zi-Z)(ti-I) + 2 (zi-Z)(Ui-u) + ... . 
+ 2 (t.-t)(ui-U) +.... . ............ (11) 

Man hat nun die Summe von N solchen Ausdriicken, angefangen mit 
(Xl - X)2 und abschlieBend mit (xN - X)2, zu bilden. Stellt man sich vor, 
jeder Ausdruck sei so hingeschrieben, daB er nur eine Zeile einnimmt, 
und die einzelnen Zeilen seien so untereinandergesetzt, daB die Glieder 
yom Typus (Xi - X)2, (Yi - ii )2, (z. - z)a usw. je eine Kolumne bilden, 
so wird ersichtlich, daB man folgende Formel direkt aus (11) ableiten kann: 

N N N 

~I~-~=~I~-w+~I~-~+ 
'=1 '=1 '=1 

N N 

+ ~ ICti -t)2+ ~ I(ui-U)a + .... 
i=1 i=1 

N N 

+ .; IC'lJi-Y) (Zi-Z) + .; I(y.-Y) (ti-t) + 
i=1 i=1 

N 

+ .; I (Yi-Y) (ui-U) + .... 
i=1 

N N 

+ .; I(Zi-Z)(ti-t) + ; I (Zi-"i) (u.-U) + .... 
i=1 i=1 

N 

+ .; I (ti-t) (Ui- U) + ............ (lla) 
i=1 
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Fiihrt man jetzt noch die Bezeichnung ein: 

und 

N 

# (r)'A = ~ .L; (ri _r)2, . 
i=1 

N 

(12) 

# (r, 8)1,1 = ~ .L;(ri-r) (8i-B), ...... (12a) 
(=1 

wobei an Stelle von r und 8 jeder beliebige andere Buchstabe gesetzt werden 
kann, so erhalt man aus (Ua) unmittelbar das folgende Resultat: 

a2 = # (x)'A = # (Y)2 + # (Z)2 + # (t)2 + # (U)2+ ••.• 

+ 2 # (y, Z)l,l + 2 # (y, t)I.1 + 2# (y, U)I.1 + .... 
+ 2 # (z, t)I.1 + 2 # (z, U)I.1 + ... . 
+ 2 # (t, U)I.1 + . . . . ........... (13) 

Es sei noch bemerkt, daB wir fernerhin das Symbol # (r)2 oder # (r, 8h. 1 

nur in bezug auf eine Gesamtheit hoherer Ordnung anwenden werden; 
fiir eine Gesamtheit niederer Ordnung schreiben wir durchwegs # (r)' 2 

und # (r, 8)' 1. l' Mit den Symbolen vom Typus # (r, 8)1. l' die an dieser 
Stelle zum ersten Male auftreten, werden wir uns noch in den Kap. III 
und IV zu befassen haben. Nur soviel sei hier gesagt, daB es FaIle gibt, 
in denen sie aIle gleich 0 zu setzen sind, und dann ergibt sich aus (13) die 
einfache Beziehung: 

a2 = # (x}z = # (yb + # (Z)2 + # (t)2 + # (u}z + .... . . (13a) 

Wenn wir nun zur Formel (2) zuriickkehren (vgl. S. 149), so ist es 
moglich, eine einfache Beziehung zwischen der durchschnittlichen Ab
weichung und der mittleren quadratischen Abweichung abzuleiten. Wir 
betrachten zunachst den Fall eines geraden N = 2 k. Es ist mit Ruck
sicht auf (7): 

2_ 1 '\"( -)2 _ 1 '\" 2 -2 _ 1 '\" 2 1 '\" _ 
. 2k 2k 2k ( 2k)2 

a -lit;. Xi- X -lit;. Xi -X -lit;.Xi - lit;. Xi -
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Addiert man zur rechten Seite 

±! [(!j;Xi)2 + (~JXi)2], 
%=1 %=k+1 

so erhiilt man nach einigen leichten Umformungen: 

(j2= ! [!iXi2_(!ixi)2 + !ZXi2_(!JXi)2]+ 
i=1 i=l i=k+1 i=k+1 

+ ! [!JXi- !iXi]2 
i=k+1 i=1 

(14) 

Grent man jetzt wiederum auf (7) zuriick, so ist klar, daB 

i ix" -(! ixJ~ ,,(I), (15) 

die Streuung, d. h. das Quadrat der mittleren quadratischen Abweichung, 
der ersten k Glieder der urspriinglichen Reihe darstellt, und ebenso 

!iXi2_(! i Xi)2 =P(2)2 •.•..• (15a) 
i=N-k+1 i=N-k+l 

die Streuung der letzten, d. h. der iibrigen k Glieder derselben Reihe. 
Und fiihrt man wiederum die Bezeichnungen ein: 

(16) 

so erhiilt man aus (14) unmittelbar: 

1 1 
(j2 = 2 [p(I)2 + P (2)2] + "4 [m (2)1- m (1)1 ]2, (17) 

oder mit Riicksicht auf (3) auch einfach: 

(j2=62 + ,u(1)2~,u(2)2, (N. 2k) . ..... (18) 

1st hingegen N ungerade, N = 2 k + 1, so ergibt sich nach ganz ana
loger, aber etwas komplizierterer Rechnung: 

1 
(j2=62 + 2 X 

2+ N-l 

X {p(I)2+ P(2)2 + [m(lh -Xk+l]2 t [m (2h - Xk+l]2}, (N = 2k+l), (19) 
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und bei geniigend groBem N kann man auch hier wenigstens angeniihert 
setzen: 

0'2 ~ (}2 + 1'(1)'~1'(2)1, (N= 2k + 1). . .. (190.) 

Aus den FormeIn (18) und (19) wird ersichtlich, daB immer 

a2>(}2 
und folglich auch 

(20) 

ist. Insofern aber das Verteilungsgesetz der Reihe unbekannt bleibt, lii.Bt 
sich nichts Genaues iiber das Verhaltnis von p, (1)2 und P, (2)2 zu a2 sagen. 

und daher sind derartige RegeIn, wie () sei im Durchschnitt etwa gleich : 0'. 

welche auf gewisse Verteilungen gut passen, im aJIgemeinen Fall ganz 
unangebra.cht.1 

Eine in vielen Fallen ausgezeichnete MaBzahl, die bisher in England 
und Deutschland nicht nach Gebiihr gewiirdigt wurde, bildet Ginis 
"Mittlere Differenz" (mittlere Entfernung) LI.2 Es ist in der Tat ein
leuchtend, daB die Diversitat der Glieder einer Reihe bereits an ihren 
absoluten Differenzen gemessen werden bnn und daB durch die Ein
fiihrung einer vermitteInden GroBe, von der die Abweichungen gerechnet 
werden (wie etwa des arithmetischen Mittels oder des Medianwertes), 
eigentlioh ein iiberfliissiges oder doch nicht absolut notwendiges Element 
in die Rechnung eingefiihrt wird. 

Wir wollen annehmen, daB die Elemente der statistischen Gesamtheit 
bereits in zunehmender Reihe geordnet sind, so daB 

Xl ::;;; X 2 ::;;; X3 ::;;; •••• ::;;; XN • 

Dann hat man, na.ch Gini, folgende Differenzen zu bilden: 

1 Es unterliegt kaum einem Zweifel, daJ3 diesimplen Formeln (IS) und (19), 
die ioh nooh ala Student vor etwa 25 Jabren abgeleitet habe, nicht neu sein 
konnen, und obgleich ich sie bisher nirgends angetroffen habe, werden sie 
sich sicher in einem vielleicht weniger verbreiteten Werke vorfinden. loh 
hatte weder Zeit noch Lust, diesem "Problem" nachzugehen, und erklii.re im 
voraus, daJ3 ich gegeniiber (IS) und (19) keine "V aterschaftsansprftche" erhebe. 

2 Vgl. das bereits zitierte Buch von C. Gini: Variabilita. e Mutabilita., und 
ferner z. B. E. Czuber: Beitrag zur Theorie statistischer Reihen, Versiche
rungswissenschaitliche Mitteilungen, Bd. 9, H.2, 1914; A. Julin: Principes, 
S. 467; L. March: Les Principes de la Methode Statistique avec quelques 
applications aux sciences naturelles et a. 10. science des affaires, S.297ff., 
Paris 1930;A. Bowley: Elements, S. 114u. 115; Vinci: Manuale, I, S.l11£f.; 
L. v. Bortkiewicz: Die Disparitatsmasse der Einkommenstatistik, Bulletin 
de l'Institut International de Statistique, Tome XXV, 3me Livraison, S. IS9 
bis 29S, La Haye 1931, und hierzu noch S. 299-320 + (A-M) "Obser
vations", "Erwiderung" und "Notes" von C. Gini, F. S. Savorgnan, 
G. Pietro., L. Bortkiewicz, nochmals Gini, nochmals Pietra. Hin. 
weise auf die fernere itaIienische Literatur kann man auch in verschiedenen 
Monographien vorfinden, die in Ginis "Metron" veroffentlicht werden. 
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XN-Xl , XN -X2, xN-xa,·· •• ,xN-XN _ S' XN -XN _ 2, XN-xN _ l • 

XN_l-xl , XN _ l -X2, xN_l-xa,··· .,XN_l-XN _ S' XN _ l -XN _ 2• 

XN _ 2-Xl , XN _ 2-x2, XN _ 2 -Xa,··· .,XN _ 2-xN _ S' 

X,-Xl , x,-x2, x,-xa, 

xa - Xl' Xa - X 2, 

XS-Xl· 

Alle diese Differenzen sind positiv, un~ ihre Zahl betragt, wie leicht 
ersichtlich, 

(N -1) + (N - 2) + (N - 3) + .... + 3 + 2 + 1 = N (~-1) . 
Bildet man ihre Summe, so wird . ein Teil der Summanden weggekiirzt 
und man erhiilt einfach: 

Z= (N -1) (xN - Xl) + (N - 3) (xN _ l - x 2) + 
+ (N - 5) (xN _ 2 - x 3) + .... (21) 

Das letzte Glied dieser Reihe wird verschieden ausfallen, je nachdem, 
ob N gerade oder ungerade ist. Bei N = 2lc ist es gleich 1 (Xk+l - x k ) 

und bei N = 2lc + 1 ergibt sich dafiir 2 (XkH - Xk). Der Quotient 
k 

Lf = NCff-l) = NCi-l) Z (N + 1-2i) (xN _ H l-Xi) (22) 
2 i=1 

ist eben die mittlere Differenz von Gini. Ihre Berechnung ist durchaus 
nicht so schwierig, wie sie Bowley hinstellt, und diirfte in dieser Hinsicht 
meistens etwa der Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung 
gleichkommen. :Man hat die Elemente in zunehmender Reihe zu ordnen 
und darauf folgende Tabelle auszufiillen: 

N-l, XN -Xl' 

N-3, XN _ 1 -XS' 

N -5, xN _ 2 -xa, 

usw. Die Reihe der Differenzen ist bei der lc-ten Zeile abzubrechen, wobei 
lc aus N = 2lc, bzw. N = 2lc + 1 bestimmt wird und N + 1-2 i 
entweder den Wert 1 oder den Wert 2 erhalten muD. Weiterhin sind die 
Zahlenwerte beider Kolumnen fUr jede Zeile zu multiplizieren und die 

Summe der Produkte durch N (~-1) zu dividieren. Diese und andere 

Rechnungsschemen finden sich bei Gini und neuerdings bei Finetti.l. 

1 Vgl. B. de Finetti: Sui metodi proposti per il crucolo della differenza. 
media. "Metron". Vol. IX, N. 1, S.47-52. Roma 1. II. 1931. 
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Abgesehen von Gini, hat sich auch eine Reihe anderer, beinahe ausschlieB
lich italienischer Gelehrter mit dem Ausbau der Theorie der mittleren 
Differenz und des Konzentrationsverhii.ltnisses befaBt, und die im all
gemeinen recht durchsichtigen neziehungen, die zwischen ii, (/, <5'usw. 
bestehen, diirften jetzt wohl als in jeder Hinsicht klargestellt betrachtet 
werden. l 

1 Das oben bereits zitierte Referat von Bortkiewicz "Die Disparitats
masse der Einkommenstatistik" hat einen scharfen Protest seitens der Italiener 
Gini, Savorgnan und Pietra hervorgerufen, dessen dramatische Auf
machung unseres Erachtens keineswegs der wirklichen Wichtigkeit der Sache 
entsprach. Wir enthalten uns sonst nach Moglichkeit jeglicher Einmischung 
in wissenschaftliche Polemiken, doch da es sich in diesem FaIle urn Angriffe 
gegen einen verstorbenen gro13en Gelehrten handelt und da, soviel wir wissen, 
bisher kein einziger deutscher Wissenschaftler seine Stimme zurn Schutze 
Bortkiewicz' erhoben hat, so glauben wir doch, zurn Falle Stellung nehmen 
zu miissen. Es handelt sich im Grunde genommen darurn, da13 1. unter den 
260 nurnerierten Formeln des Aufsatzes von Bortkiewicz sich etliche 20 
befinden, die entweder bereits von Gini und Pietra abgeleitet worden sind 
oder sich aus ihren Formeln leicht ableiten lassen; da13 2. eine recht einfache 
graphische Darstellung Bortkiewicz' jener von Pietra sehr ahnelt (es 
ware iibrigens recht schwer, sie anders zu zeichnen); da13 3. Bortkiewicz 
Pietra iiberhaupt nicht zitiert, und endlich, daJ3 4. er Gini wohl mehrmals 
zitiert, sich aber auf seine "Variabilita e Mutabilita" nicht beruft. Angesichts 
des Umstandes, da13 Bortkiewicz des Italienischen fast gar nicht machtig 
war und daJ3 aul3erdem Pietras "Noten" im ersten Kriegsjahre 1914 in 
einer aul3erhalb Italiens sehr wenig verbreiteten Zeitschrift veroffentlicht 
wurden (Akta des "R. Istituto Veneto di Scienze, Lettre ed Arti", T. LXXIV, 
P. II), konnte die Sache durch die Erklarung Bortkiewicz', er habe die 
betreffenden Werke von Gini und Pietra iiberhaupt nicht zu Gesicht be
kommen, als erledigt betrachtet werden. Beim geistigen Kaliber eines Bort
kiewicz ist es durchaus nicht verwunderlich, da13 er, ein Thema behandelnd, 
welches Gini bereits bearbeitet hat, auch zu ahnlichen Resultaten und zu 
einigen identischen Formeln gelangt ist. Es ware im Gegenteil sehr merk
wiirdig, wenn dies nicht der Fall ware, urn so mehr, als es sich nicht selten 
urn recht einfache Zusammenhange handelt. Wir haben bereits mehrmals 
auf solche nachtragliche "Entdeckungen" hingewiesen (vgl. z. B. die Formel 
von Poisson, diejenige von Helmert usw.). Es ist sicher sehr zu bedauern, 
da13 Bortkiewicz seine letzte Zeit daran verloren hat, bereits vorhandene 
Formeln nochmals abzuleiten, aber nicht weniger zu beklagen ist es, da13 
Gelehrte vom Range Ginis und Pietras sich so weit hinreiJ3en lie13en, 
35 Tage nach dem Tode von Bortkiewicz in sehr scharfen Dupliken auf 
eine kurze "Erwiderung", die dem sterbenden Mann geradezu abgepre13t 
wurde (vgl. hierzu den Briefwechsel, welcher im 3. Band des "Nordic Sta
tistical Journal", S. 27-32, 1931, veroffentlicht worden ist), recht durch
sichtige Anspielungen darauf zu machen ("dans l'interet superieur de la 
verite et de la science", wie sich Gini ausdriickt), da13 Bortkiewicz einfach 
bei ilmen abgeschrieben habe, und die Sache so darzustellen, als ob seine 
Arbeit nur als "un travail de compilation, ou tout au plus coordination", 
anzusehen sei. Niemand, der Bortkiewicz und seine Art, wenn auch nur 
oberflachlich, kennt, wird ilmen darin Glauben schenken konnen! Es iiber
rascht ferner, da13 trotz der offiziellen Mitteilung des Generalsekretars des 
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5. Momente und deren Funktionen. 
Eine weitere Fortentwicklung jener: Idee, die dem arithmetischen 

Mittel und der Streuung (d. h. dem Quadrate der mittleren quadratischen 
Abweichung) zugrunde liegt, bilden die sog. "Momente".1 Wenn bei dem 
arithmetischen Mittel die Summe der betreffenden zahlenmaBigen 
Charakteristiken aller Elemente einer Gesamtheit durch ihre Anzahl 
dividiert wird, so kann man auch ebenso die Summe ihrer Quadrate, 
ihrer dritten, vierten usw. Potenzen durch N dividieren. Hierdurch ent
steht das System der sog. Momente um Null: 

und iiberhaupt 

1st anderseits die Streuung durch die Formel 

N N 

1-'2 = ~ .L: (Xi - X)2 = ~ .L: (Xi -mJ2 
i=1 ,=1 

definiert, so kann man auch ebensogut die Mittelwerte 

N 

1-'3 = ~ .L: (Xi- ml)3, 
i=1 

N 

1-',= ~ .L:<Xi-ml)' 
i=1 

(1) 

(2) 

Internat. Statistischen Instituts vom 12. Mai 1931 (vgl. Nordic Stat. Journal, 
III, S. 30), es werde die Polemik im betreffenden Bande des "Bulletin" 
mit der ReplikBortkiewicz' abgeschlossen,-man seiner Replik, die knapp 
5 Seiten einnimmt, noch die obenerwahnten temperamentvollen Dupliken 
der Herren Gini und Pietra auf 15 Seiten unmittelbar nachfolgen lieB. 
Und dies gegeniiber einem toten langjahrigen Mitgliede des Instituts, der 
sich iiberhaupt nicht mehr wehren konnte! . 

SchlieBlich sei noch zu bemerken, daB trotz der auBerordentlich hohen 
Anforderungen an die "Pflicht zum Zitieren", die an andere gestellt werden, 
man sogar in Ginis eigener Zeitschrift leicht gegenteilige Beispiele antreffen 
kann. So findet sich im 8. Band des "Metron" (H. 4, S. 3-50, 1930) ein 
sonst ganz ausgezeichn.eter Aufsatz von M. Frechet (eines Mitgliedes des 
Internationalen Statistischen Instituts) "Sur la convergence en probabiliM", 
der den Russen E. Slutsky in einer Weise "zitiert" und die Untersuchungen 
von Tschebyscheff, Markoff, K. Pearson, Guldberg, Meidell, 
Mitropolsky, Liapunoff, Bernstein, Khintchine, Kolmogoroff 
usw. in einer Weise "verschweigt", gegen die Gini sich wohl sehr verwahren 
wiirde. 

1 Prof. K. Pearson, der an dem Londoner University College lange Jahre 
hindurch auch angewandte Mathematik vortrug, entnahm diese Bezeichnung 
der theoretischen Mechanik, wo sie lii,ngst heimisch ist. 

Anderson, Statlstik. 11 
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und iiberhaupt 
N 

Pi = i 2: (xi-mJf ........ (3) 
,=1 

bilden, welche aJ.s Momente um das arithmetische Mittel be
zeichnet werden. Wir haben femer auf S. 136 bereits festgestellt, daB 

N 

PI = i 2: (Xi-ml) = O. 
'-1 

Wir Machen den Leser dara.uf aufmerksam, daB 'Wir im aJlgemeinen 
die Bezeichnungen ml und PI nur auf Gesamtheiten hoherer Ordnungen 
anwenden, fiir die Gesamtheiten niederer Ordnung aber entweder m'i 
und P'I schreiben oder iiberhaupt andere Buchstaben einfiihren. Um nicht 
unnotigerweise unsere Symbolik an dieser Stelle zu komplizieren, wollen 
wir vorlaufig annehmen, daB Gesamtheiten, von denen man iiberhaupt 
nicht aussagt, zu welcher Ordnung sie gehoren, aIs solche hoherer Ordnung 
anzusehen sind. 

Die Bedeutung der Momente liegt vorerst darin, daB mit ihrer Hilfe 
zwei verschiedene Eigenschaften der Verteilungsreihe (vgl. oben S. 130) 
gemessen werden konnen: ihre Symmetrie (bzw. Schiefe) und ihre 
Steilheit (bzw. ExzeB). 1st namlich die Verteilungsreihe symmetrisch, 
so werden, wie leicht ersichtlich, aIle ihre ungeraden Momente um das 
arithmetische Mittel verschwinden: P3 =P5 =P7 = ...• =PU+1 = O. 
Und je groBer die Asymmetrie ist, desto groBere Werte nehmen die un
geraden Momente an. Dies ersieht man leicht aus folgendem kleinen 
Beispiel. Es seien drei verschiedene statistische Gesamtheiten yom 
gleichen Umfange N = 20 gegeben, deren Merkmale x im ersten Fall 
eine ganz symmetrische, im zweiten Fall eine gemaBigt asymmetrische 
und im dritten Fall eine ganz asymmetrische Verteilung ergeben: 

I. Symmetrische Reihe. 
Werte des MerkmaIs x: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Zahl der FaIle: 1, 2, 4, 6, 4, 2, 1. 

Arithmetisches Mittel: 4. 

II. GemaBigt asymmetrische Reihe. 
Werte des Merkmals x: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Zahl der FaIle: 1, 1, 6, 5, 4, 2, 1. 

Arithmetisches Mittel: 4. 

III. Ganz asymmetrische Reihe. 
Werte des Merkmals x: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Zahl der FaIle: 6, 4, 3, 2, 2, 2, 1. 

Arithmetisches Mittel: 3. 

Wir erhalten hieraus folgende Reihe fiir die ungeraden Momente um 
das arithmetische Mittel: 
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Momente : ftI> fta, ft5' ft7· 

I. Reihe: 0, 0, 0, 0. 
II. Reihe: 0, + 0,3, + 1,5, + 6,3. 

III. Reihe: 0, + 4,2, + 69,0, + 1012,2. 

Es ist zu beachten, daB, je hoher die Potenzen der Momente genommen 
werden, desto mehr die GraBen der letzteren von den Werten gerade der 
auBersten Reihenglieder bestimmt werden. Infolge dieser algebraischen 
Eigenschaft, die die Momente mit allen Potenzsummen gemeinsam haben, 
ist es auch erklarlich, daB einerseits die Quotienten 

~ ft? 
fta ft. 

fUr die zweite Reihe die Werte 5 und 4,2, fiir die dritte Reihe jedoch die 
Werte 16,43 und 14,67 ergeben, und daB anderseits die Verhaltnisse der 
Momente der dritten Reihe zu den gleichnamigen Momenten der zweiten 

ihrerseits eine schnell zunehmende Reihe: 14, 46, 160 ~ usw. ergeben. 

Hieraus folgt ferner, daB jedes neue ungerade Moment in der Tat unser 
Wissen fiber den Grad der Symmetrie der Verteilungsreihe bereichert. 
Je nach dem Oharakter derselben konnen die ungeraden Momente urn das 
arithmetische Mittel sowohl positive als auch negative Werte annehmen. 

Was die geraden Momente urn das arithmetische Mittel anbetrifft, 
so ist es moglich, mit ihrer Hilfe eine gewisse Vorstellung von der "Steil
heit" der Verteilungsreihe zu bekommen. In der Reihe I des obigen Bei
spiels besitzen wir eine vollkommen symmetrische Verteilung der Elemente 
einer Gesamtheit vom Umfange 20. Eine ebenfalls symmetrische Ver
teilung vom selben Umfange 20 wiirde aber auch folgende Reihe IVer
geben, die auf dem Diagramm durch eine viel flacher verlaufende Ver
teilungskurvc dargestellt ware. 

IV. Flache symmetrische Reihe. 
Werte des Merkmals x: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Zahl der FaIle: 2, 3, 3, 4, 3, 3, 2. 

Arithmetisches Mittel: 4. 

Die geraden Momente urn das arithmetische Mittel haben in beiden 
Fallen einen ganz verschiedenen Verlauf: 

Momente: ft2, 

1. Reihe: 2,1, 
IV. Reihe: 3,3, 

"'4" 
1l,7, 
21,3, 

fts· 
86,l. 

165,3. 

Die Quotienten E4~, ~ ergeben fUr die erste Reihe die Werte 5,57 und 
ft2 ft4 

7,36, ffir die vierte Reihe: 6,45 und 7,76. Anderseits erhalten wir fiir das 
Verhaltnis der gleichnamigen Momente beider Reihen folgende Zahlen: 

1,57; 1,82; 1,92. 

Die Momente der flacheren Reihe wachsen schneller an. 
11* 
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Die Wahl einer Ma13einheit ist immer bis zu einem gewissen Grade 
willkiirlich, und ohne die allgemeine Konvention der Elektriker waren 
ja auch z. B. die jetzt allen so gelaufigen Ohm, Kilowatt, Ampere usw. 
niemals eingefiihrt worden. So ist es auch nicht verwunderlich, daB es 
im FaIle der Messung der "Schiefe" und des "Exzesses" eine ziemliche 
Anzahl von konkurrierenden Formeln gibt. Abgesehen von der einfachen 
Reihe der geraden und ungeraden Momente um Null und vor allem um 
das arithmetische Mittel, hat K. Pearson noch die Reihe der ,,~"-MaB
zahlen: 

f3 - fla2 f3 - fl4 R - fla fl5 f3 - fls f3 - fls fl7 f3 _ fiB 1 
1 - -a' 2- --2,1-'3- --4-' 4- --a' 5- --5-' 6- --, USW. 

fl2 fl2 fl2 fl2 fl2 fl2 

eingefiihrt. Bowley schlagt hingegen seine k-MaBzahlen vor: 

---.l!~ V- fl4 kl = V-a = ~1 und k2 = -2 = f32' 
fl2 fl2 

was so ziemlich auf dasselbe hinauslauft. 
Ein MaB der Schiefe waren ferner die Ausdriicke: 

Arithmetisches Mittel-Dichtester Wert 
Mittlere quadratische Abweichung 

3 (Arithmetisches Mittel- Medianwert) (Y I ) 
Mittlere quadratische Abweichung U e, 

(4) 

(5) 

Oberes Quartil- Unteres Quartil 
Ob Q til + U t Q til (Bowley, s. oben S. 150 Anm.) usw. eres uar n eres uar 

Ein anderes System stammt von Thiele.2 Seine "Semiinvarianten" 
(Halbinvarianten) bilden die Reilie: 

Al = m1, A2 = /l2' A3 = /l3' A4 = /l4 - 3/l22, A5 = /l5 - 10 /l3 fl2' 

A6 = /l6 - 15 /l4fl2 - 10 /l32 + 30 /l23, usw. 

In bezug auf eine Gesamtheit unendlichen Umfanges, N ~ 00, 

stimmen diese mit den "Kumulanten" x R. A. Fishers iiberein. 3 Aus den 
letzteren k6nnen ferner auch die MaBzahlen 

Y = fla und y = fI, - 3 fl22 
1 V 3 2 ,,2 

fl2 r2 

1 Es bedarf kaum einer besonderen Erklarung, daB bei uns fl22 fUr (/-t2)2, 
fl23 fUr (fl2)S und iiberhaupt flki fUr <Pk)i steht. 

2 Vgl. T. N. Thiele: Forelaesninger over Almindelig Jagttagelseslaere, 
S. 16ff., Copenhagen 1889; derselbe: Elementaer Jagttagelseslaere, S. 19ff., 
Copenhagen 1897; dersel be: Theory of Observations, S. 22££., London 1903; 
ferner Arne Fisher: The mathematical Theory etc., S.191£f., und ins
besondere Cecil Calvert Craig: AnApplication of Thiele's Semiinvariants to 
the Sampling Problem, "Metron", Vol. VII, N.4, S.3-74, 1928; Egon S. 
Pearson: A Further Development of Tests for Normality, Biometrika, 
Vol. XXII, S.239-249 (1930/31). 

3 Vgl. R. A. Fisher: Moments and product moments of sampling distri
butions, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Vol. 30, 
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gebildet werden. Es gibt FaIle, wo auch das System von Morduch, 
eines Schfilers A. A. Tschuprows, mit Vorteil angewandt werden 
kann.1 

Was den relativen Wert aller dieser MaBzahlen anbetrifft, so ist es 
schwer, ein endgilltiges Urteil fiber sie zu fallen, solange man auf dem 
Boden der "Sylleptik"2 bleibt, d. h. nur die gegebene statistische Gesamt
heit als solche betrachtet. Fragt man jedoch darnach, welche statistischen 
Parameter der Gesamtheiten hoherer Ordnungen aus den Daten der 
gegebenen Stichproben besser, d. h. leichter und mit einem geringeren 
Fehler behaftet, errechnet werden konnen, so kann auf diese Frage bereits 
eine bestimmtere Antwort gegeben werden. Wir werden uns mit ihr im 
nachsten Kapitel beschaftigen. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB die Momente und die Halb
invarianten bzw. die Kumulanten auch dazu verwendet werden konnen, das 
ganze Verteilungsgesetz der Reihe darzustellen (vgl. oben S.132). Wenn das 
zahlenmaBige Merkmal, welches wir bei den Elementen einer statistischen 
Gesamtheit beobachten, fiberhaupt nur wenige verschiedene Werte an
nehmen kann, so wird sein Verteilungsgesetz durch eine kurze Verteilungs
reihe dargestellt, und die Anwendung "hoherer" Methoden erscheint 
sogar dann fiberflfissig, Wenn man, von einer Stichprobe genfigenden 
Umfanges ausgehend, die Annaherungen an die betreffenden statistischen 
Wahrscheinlichkeiten bestimmen will. Wenn jedoch, was viel haufiger 
vorkommt, eine solche Ursachenmatrix (vgl. oben S. 135) vorliegt, 
bei welcher das Merkmal eine sehr groBe Anzahl verschiedener Werte 
annehmen kann, so werden einzelne von diesen auch bei sehr hohen Be-

Part 3, S. 199-238, 1928,; ferner R. A. Fisher: Statistical methods etc., 
S.74-77. 

Thiele baute sein System hauptsachlich fiir das Studium des Verteilungs
gesetzes eines Merkmals aus, doch kann dasselbe auch auf das gleichzeitige 
Auftreten mehrerer Merkmale an den Elementen der statistischen Gesamtheit, 
nach entsprechender Adjustierung, angewandt werden. Als erster scheint 
dies Hausdorff getan zu haben (vgl. Hausdorff: Beitrage zur Wahrschein
lichkeitslehre, S.l77. Ber. Sachs. Ges. Wiss., 1901). Eine vollstandige 
Analyse des· Falles findet sich auch in der eben zitierten Monographie R. A. 
Fishers: Moments and product moments usw., S.215ff. 

1 Vgl. J. Morduch: Uber verbundene Versuche, die der Bedingung der 
stochastischen Kommutativitat entsprechen (Arbeiten russischer Gelehrter 
im Auslande, Bd. II, Berlin 1923) (russisch). 

2 Vgl. Bortkiewicz: Die Iterationen, S. IX u. X: "Ich verstehe unter 
Sylleptik solch eine Betrachtung der (statistischen) Vielheiten, die sich ledig
lich auf das beziiglich der betreffenden Vielheiten begrifflich Gegebene stiitzt. 
Von ,sylleptischer Methode' spricht gelegentlich Gustav Riimelin (im 
Artikel ,Statistik' in Schonebergs Handbuch der politischen Okonomie, 
Bd. 2, S. 474, 1882) und meint damit die statistische Methode, das Wort 
,statistisch' im weitesten Sinne genommen. Bei mir bedeutet Sylleptik nicht 
schon Statistik, sondern erst die Vorbereitung auf eine wissenschaftliche Be
handlung statistischer Daten. Die Lehrsatze der Sylleptik sind ,praecognita' 
der Statistik." 
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oba.chtungszahlen iiberhaupt nicht in unser Gesichtsfeld gelangen und 
andere wiederum so selten auftreten, daB ihre relative Haufigkeit in der 
gegebenen Stichprobe stark von der betreffenden I'!tatistischen Wahr
scheinlichkeit in der Gesamtheit hoherer Ordnung abweichen kann. 
Der gerade Weg, welcher in der Bestimmung der besten Annaherungen 
an jene statistischen Wahrscheinlichkeiten besteht, wiirde also in diesem 
FaIle praktisch zu keinen brauchbaren Ergebnissen fiihren. Um hier 
iiberhaupt vorwartszukommen, miissen gewisse Umwege beschritten 
werden, und als solche Umwege treten eben die Methode der Momente 
und jene der Kumulanten (bzw. Halbinvarianten) auf. Die Grundidee 
ist sehr einfa.ch. Wenn das fragliche Merkmal im ganzen m verschiedene 
Werte mit m verschiedenen statistischen Wahrscheinlichkeiten annehmen 
kann, so hat man bei der Bestimmung ihres Verteilungsgesetzes im 
ganzen 2 m Unbekannte. Diese konnen nur aus einem System von 
mindestens 2 m verschiedenen Gleichungen ermittelt werden. In Wirklich-

m 

keit aber ist uns nur eine einzige Gleichung a priori gegeben: .L;p, = 1, 
i=l 

und die iibrigen 2 m - 1 Gleichungen miissen aus der Stichprobe selbst 
herausgeholt werden. Dies geschieht, indem man nach bestimmten For
meIn, die wir im nachsten Kapitel darstellen werden, Naherungswerte 
ffir die 2 m - 1 ersten Momente bzw. Kumulanten berechnet.1 Der 
Vorteil des Umweges wird darin erblickt, daB die auf solche Weise er
mittelten empirischen Annaherungen relativ engere Fehlergrenzen er
geben. Wenn das in bezug auf die hoheren Momente im allgemeinen 
Fall, bei beliebiger Verteilung, sich bereits als ganz unzutreffend 
erwiesen hat, so scheinen die Kumulanten in dieser Hinsicht zuverlassigere 
Resultate zu versprechen. AlIe derartigen Methoden wiirden aber einen 
sehr geringen praktischen Wert besitzen, wenn man tatsachlich gezwungen 
ware, aIle Momente bis zum (2 m -I)-ten inklusive zu bestimmen. In 
Wirklichkeit begnugt man sich meistens mit der Errechnung einiger 
niedrigster Momente oder Kumulanten - in der Hoffnung, daB man an 
Hand derselben bereits eine gute Naherungsformel ffir den Zusammen
hang zwischen dem numerischen Werte des Merkmals und seiner statisti
schen Wahrscheinlichkeit erhalten kann - etwa nach dem Typus des 
Exponentialsatzes im FaIle homograder Gesamtneiten. Ob diese Hoffnung 
sich im gegebenen Fall auch erfiillt, ist eine andere Frage, die wir im 
nachsten Kapitel zu behandeIn haben werden. Jedenfalls aber steht fest, 
daB bereits die ersten wenigen Momente oder Kumulanten die Moglichkeit 

1 Der Fall wird komplizierter, wenn m unendlich groB ist und man eigent
lich eine unendliche Zahl von Momenten berechnen miiJ3te. Aber auch diese 
Frage ist jetzt vornehmlich durch S. Polya gekliirt worden (vgl. seinen Auf
satz ,;Uber den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und das Momenteproblem", Mathern. Ztschr., Bd. VIII, 1920). Siehe auch 
Tschuprow: Aufgaben und Voraussetzungen der Korrelationsmessung, in 
Nordisk Statistisk Tidskrift, Bd.2, Nr. 1, S.35, 1923; ferner Mises: Wahr
scheinlichkeitsrechnung, S. 244-250. 
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ergeben, sich fiber die wichtigsten Eigenschaften des Verteilungsgesetzes 
zu orientieren, d. h. seinen Durchschnitt, seine Variationsbreite, Charakter 
der Streuung, Schiefe, ExzeB usw. angenii.hert einzuschatzen; jedes 
Moment oder jeder Kumulant, der neu berechnet wird, engt bloB noch 
etwas mehr den Spielraum ein, in dem sich das Verteilungsgesetz des 
Merkmals befinden muB. 

6. ZufiUlige Variable. 
In den vorhergehenden Paragraphen wurde eine kurze und bei weitem 

nicht vollstandige "Obersicht jener statistischen MaBzahlen oder Parameter 
gegeben, die zur allgemeinen Charak.teristik bestimmter durchschnitt
licher Eigenschaften einer heterograden statistischen Gesamtheit dienen 
konnen. Unser ferneres Ziel besteht nun darin, die Beziehungen zwischen 
heterograden statistischen Gesamtheiten verschiedener Ordnungen 
zu untersuchen, zunachst bei dem direkten SchluB von den statistischen 
Parametern einer Gesamtheit hoherer Ordnung auf diejenigen der Stich
probe und dann, umgekehrt, bei dem RiickschluB von der gegebenen 
Stichprobe auf die betreffenden Eigenschaften der Gesamtheit hoherer 
Ordnung. Beide Probleme werden zuerst fiir den Fall eines einzigen Merk
mals behandelt. Was das gleichzeitige Auftreten zweier oder mehrerer 
Merkmale an einem Elemente anbetrifft, so wird der Leser auf das 
Kapitel IV verwiesen. Zur Erleichterung der nun folgenden, algebraisch 
durchaus nicht immer einfachen Rechnungen wird es jedoch von Nutzen 
sein, zuvor einige wichtige Hilfsbegriffe einzufiihren. 

Eine statistische Gesamtheit besteht aus Einheiten oder Elementen. 
Jedes Element besitzt gewisse Merkmale, und diese letzteren werden 
ihrerseits im FaIle der heterograden Statistik durch gewisse Zahlen 
gemessen oder wenigstens vertreten. Mit anderen Worten, in der hetero
graden Gesamtheit entspricht jedem Merkmal eine Menge von Zahlen, 
aus der jedem besonderen Element der Gesamtheit eine Zahl zugeordnet 
ist. Vom Standpunkte der Mathematik ist es somit zulassig, das Merkmal 
selbst als eine variable GroBe oder schlechtweg als eine Variable 
zu betrachten.1 Stellt man die Gesamtheit als eine Verteilungsreihe dar 
(vgl. oben S. 130), so entspricht jedem Werte des Merkmals eine gewisse 
relative Haufigkeit, die im Grenzfalle ent'Weder gleich 0 ist, wenn das 

Merkmal iiberhaupt mit diesem Werte nicht auf tritt, oder gleich -}, wenn 

letzterer nur an einem einzigen Elemente beobachtet wird, wobei N, wie 
gewohnlich, den Umfang der statistischen Gesamtheit bedeutet. Ent
nimmt man jetzt der gegebenen Gesamtheit eine Stichprobe, d. h. eine 
Gesamtheit niederer Ordnung, so verwandeln sich obige relative Haufig-

1 Vgl. z. B. L. Kiepert: GrundriJ3 der Differential- und Integralrechnung, 
I. Teil, S.5, Hannover 1912: "Eine GroJ3e hemt variabel oder vera.nderlich, 
wenn sie im Verlaufe derselben Untersuchung verschiedene Werte annehmen 
darf; eine GroJ3e hemt dagegen konstant oder unvera.nderlich, wenn sie im 
Verlaufe derselben Untersuchung denselben Wert beibehalt." 
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keiten gegeniiber den Daten der letzteren in statistische Wahrscheinlich· 
keiten und das Merkmal selbst wird dann zu einer zufalligen Varia bIen. 
Anders ausgedriickt: eine GroBe, welche mit bestimmten Wahrscheinlich· 
keiten verschiedene Werte annimmt, wird eine zufallige Variable genannt, 
und kann sie hierbei nur m verschiedene Werte annehmen, so heiBt sie 
eine zufallige Variable m·ter Ordnung.l Die Gesamtheit der 
moglichen Werte der zufalligen Variablen und der ihnen zukommenden 
statistischen Wahrscheinlichkeiten wird, me wir bereits 'Wissen, als ihr 
Verteilungsgesetz bezeichnet. 

Die zufallige Variable ist nur der mathematische Vertreter eines 
bestimmten Merkmals, welches an den einzelnen Elementen einer hetero· 
graden statistischen Gesamtheit beobachtet wird. Besitzen letztere 
gleichzeitig mehrere Merkmale, was bekanntlich die Regel ist, so bedeutet 
das, daB durch diese mehrere zufallige Variablen miteinander in Ver· 
bindung gesetzt oder, wie der technische Ausdruck lautet, korreliert 
werden. Die Theorie dieses Falles wird uns, wie bereits bemerkt, im Kap. IV 
beschaftigen. 

Als zufallige Variable konnen sowohl die urspriinglich gegebenen Werte 
des Merkmals angesehen werden als auch beliebige Funktionen derselben. 
Nimmt fiir eine gegebene sta.tistische Gesamtheit das Merkmal x die 
Werte Xl' X2, Xa, •••• , Xm mit den statistischen Wahrscheinlichkeiten 
(bzw. relativen Haufigkeiten) Pl' P2' Pa, .•... , Pm an, so werden offenbar 
die Werte X12, x2!!, xa2, ••• " Xm2; Xl" x2', xa', .... xm'; (Xl-X)", (Xli-X)", 
(Xa - xt, .... (Xm - X)r, USW. ebenfalls zufallige Variable sein und, das 
Wichtigste, ihre statistischen Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufig. 
keiten werden fiir die gegebene Gesamtheit genau dieselben Werte 
Pl' P2' Pa, .•.. ,Pm beibehalten. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB, ganz wie die statistischen Gesamt· 
heiten selbst, auch die zufalligen Variablen in solche eingeteilt werden 
konnen, die Resultate von mit Fehlern behafteten Messungen einer 
konstanten GroBe sind, und in solche, bei denen die statistische Gesamt· 
heit aus Messungen besteht, die an verschiedenen Einheiten unternommen 
werden. AuBerdem gibt es Variable, denen in Wirklichkeit etwas Reales 
entspricht, wie etwa die bebauten Flachen der einzelnen landwirtschaft· 
lichen Betriebe eines Staates, und solche, die nur als statistische Abstrak
tionen angesehen werden konnen (Durchschnitte, Verhaltniszahlen usw.). 

7. Mathematisehe Erwartung (Erwartungswert). 
Wenn:.t, eine zufallige Variable m·ter Ordnung, m verschiedene Werte: 

Xl' Xli' Xa, ••• " Xm 
1 Vgl. A. A. Tschuprow: Grundbegriffe und Grundprobleme der Kor· 

relationstheorie, S. 20ff., 1925. Dieser technische Ausdruck ist unseres Wissens 
zuerst von P. A. Nekrassow benutzt worden (vgl. E. Slutsky: Uber 
stochastische Asymptoten und Grenzwerte. Metron, Vol. V, Nr.3, S.6. 
1925); a.ls Grundpfeiler der statistischen Begriffskonstruktionen tritt er aber 
erst in den Arbeiten von Tschuprow und Bortkiewicz auf. 
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mit den Wahrscheinlichkeiten 

PI' Pa, Ps, ... " Pm 
annehmen kann, wobei 

so wird die mathematische Erwartung von x als 
m 

PI Xl + P2 Xa + Ps Xs + .... + Pm Xm =.L; Pi Xi 
i=l 
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definiert. Die mathematische Erwartung wird jetzt gewohnlich durch 
das Symbol E bezeichnet, wobei entweder ein gothisches oder ein lateini
schaB Schriftze~chen gebraucht wird. Es ist also z. B. 

und desgleichen 

m m 

m 

Ex = .L; PiX; 
i=l 

m 

E X2 = .L;P;Xi2, Exs = .L;PiXi3, Ea/= .L;p;x/, 
i=l i=l i=l 

m m 

E(x--Xl = .L;P;(x~-x)', 
i=l i=l 

usw. 

(I) 

(Ia) 

Vom Standpunkte dar statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie be
trachtet, ist jede Wahrscheinlichkeit blo.B als eine relative Haufigkeit in 
einer Gesamtheit hoherer Ordnung anzusehen. Besitzt diese z. ~. den 
Urnfang N, wobei das betreffende Merkmal X bei n 1 Eelementen die 
Gro.Be Xl' bei n 2 Elementen die Gro.Be x 2, •••• / bei n; Elementen die 
Gro.Be Xi usw. annimmt, und n l + n 2 + ns + .... + ni + .... + nm = N, 
so ist bekanntlich 

nl na ni _nm 
PI = N-' Pa = If(' .... , Pi = 1fr-' .... , Pm - N' 

und folglich 
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usw.1 SOInit ergibt es sich, daB die mathematische Erwartung yom 
Standpunkte der statistischen WahrscheinIichkeitstheorie einfach als der 
gewogene arithmetische Durchschnitt aus den Werten des Merkmals 
oder seiner Funktion fiir eine Gesamtheit hoherer Ordnung angesehen 
werden kann. Es ware aber unzulassig, die mathematische Erwartung 
einfach als einen solchen Durchschnitt zu definieren, denn obige Be
ziehung gilt nur fiir den Fall, wenn man wirklich die statistische Wahr
scheinlichkeit als eine relative Haufigkeit in einer Gesamtheit hOherer 
Ordnung ansieht. Geht man von einer anderen Definition aus, etwa von 
der Keynesschen oder von der Kriesschen, welcher sich, wie wir wissen, 
auch Bortkiewicz und Tschuprow angeschlossen haben (vgl. oben 
S. 20), so ist die mathematische Erwartung keineswegs mit einem 
arithmetischen Mittel zu identifizieren: sie befinden sich sogar in ganz 
verschiedenen "logischen Ebenen", und im Sinne Tschuprows ist z. B. 
die erstere als "apriorisch" und die letztere als "aposteriorisch" anzu
sehen. 

Die einzelnen statistischen Gesamtheiten konnen voneinander abhangig 
oder auch unabhangig sein. Eine Gesamtheit ist dann von einer anderen 
abhangig, wenn sich ihr Umfang oder ihre Zusammensetzung je nach dem 
Umfange und der Zusammensetzung der letzteren andern. Dement
sprechend ist auch eine zufallige Variable nur in dem FaIle 
von einer anderen zufalligen Variablen una bhangig ("stocha
stisch unabhangig", wie sich Tschuprow ausdrtickt), wenn ihr Ver
teilungsgesetz dasselbe bleibt, was ftir einen Wert die letz
tere auch annehme. Diese Definition bezieht sich sowohl auf zufallige 
Variable, die gewisse Merkmale ein und derselben Gesamtheit darstellen, als 
auch auf solche, die zu verschiedenen Gesamtheiten gehoren. 1m entgegen
gesetzten FaIle bezeichnet man die betreffenden zufalligen Variablen 
als voneinander stochastisch abhangig. Aus dem bereits Gesagten 
geht hervor, daB der Begriff der mathematischen Erwartung in bezug auf 
die arithmetischen Durchschnitte genau dieselbe Rolle spielt wie der 
Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit in bezug auf die relativen 
Haufigkeiten. Wir werden weiter unten noch sehen, daB die statistische 
WahrscheinIichkeit einfach als die mathematische Erwartung der be
treffenden relativen Haufigkeit definiert werden kann. Das System der 
Theoreme tiber die mathematischen Erwartungen umschlieBt also gleich
sam in nuce auch das ganze System der entsprechenden Theoreme tiber 
die statistischen Wahrscheinlichkeiten. Die Einfiihrung des Begriffes 
der mathematischen Erwartung wird noch von dem Umstande begtinstigt, 

1 Wenn man die Gesamtheit nicht nach der GroDe des Merkmals gruppiert. 
so sind aHe ni gleich 1 und m gleich N zu nehmen, und WIT erhalten einfach: 

(1 c) 
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daB auch die Technik seiner Anwendung in den einfacheren Fallen leicht 
zu handhaben ist. Es gelten namlich fur die mathematischen Erwar
tungen einige sehr allgemeine und gleichzeitig einfache Satze, die es 
haufig erlauben, diese nicht als Summe einer groBen Anzahl von Pro
dukten von im allgemeinen ganz unbekannten Gr6Ben, sondern als einen 
sym.bolischen Operator, wie etwa das Integralzeichen, das Vektorzeichen 
u. dgl., zu behandeln. 

Die ersten Hinweise auf den Begriff der mathematischen Erwartung 
bzw. mathematischen Hoffnung gehen noch auf das 18. J ahrhundert 
zuruck, als er in die Theorie der Glucksspiele eingefiihrt wurde. Daher 
stammt auch die sonderbare Bezeichnung, die dem heutigen Inhalte des 
Begriffes durchaus nicht entspricht und ihm jedenfalls wenig Gluck 
gebracht hat.1 Die Ausarbeitung einer verzweigten Methode der mathe
matischen Erwartungen ist das Werk der neuesten Zeit, und zwar haben 
sich darum vorwiegend russische Mathematiker verdient gemacht. Ab
gesehen von Tschebyscheff,2 der sich in der zweiten Halfte des 
19. Jahrhunderts h6chst erfolgreich, aber doch nur vorubergehend damit 

1 Wenn die Bezeichnung "mathematisohe Erwartung" nioht bereits so 
fest in der Literatur der "Kontinentalen Statistisohen Sohule" duroh Mar k 0 ff, 
Bortkiewioz, Tsohuprow, usw. verankert ware, so wiirden wir es ent
sohieden vorziehen, an ihrer Stelle etwa die Misessohe Bezeiohnung "Er
wartungswert" oder sogar "statistisoher Erwartungswert" einzusetzen. Ob 
der Ausdruok "mathematisohe Hoffnung" wirklioh, wie Mises meint (vgl. 
Wahrsoheinliohkeitsreohnung, S.37), etwas phantastisoh klingt, wissen wir 
nicht, aber jedenfalls fl5I3t er dem Laien mehr Respekt ein, als es fiir ihn 
notwendig und niitzlich ist. 

2 Die Transkription dieses bekannten N amens, wie auoh iibrigens des
jeriigen von Tschuprow, bereitet den Englandern besondere Sohwierig
keiten und hat z. B. in der "Biometrika" eine Art Polemik hervorgerufen. 
Die Saohe ist namlioh die, daI3 er russisoh Y.e6blllleB'b lautet, und der 
Anlaut q fehlt sowohl im Deutsohen, wo er ungefahr durch die Kom
bination Tsoh wiedergegeben wird, als auoh im Franz5sisohen, wo man fiir 
ihn Toh sohreibt. Hieraus folgt, daI3, je naohdem, in welcher westeuro
paisohen Spraohe der betreffende Autor seine Arbeiten zu verOffentliohen 
pflegte, er seinen Namen auoh entspreohend transkribierte; Tsohuprow 
z. B. gebrauchte beide Sohreibweisen. Die englische Buohstabenkombination 
Ch (wie etwa im W orte Churoh) klingt genau ebenso wie das russisohe q; 
daher k5nnte man auoh Chuprow und Chebyshew schreiben. Die wissen
schaftliohe Transkription, wie sie von Philologen gebraucht wird, ist aber C: 
Cuprow. Es besteht ferner eine Unsioherheit, ob man das Ende als -ow, -ew 
oder -off, -eff zu sohreiben hat. Wir glauben, daI3 es in diesem Falle eigentlioh 
keinen besonderen Sinn hatte, die russisohe Sohreibweise -ow und -ew zu 
andern. DaI3 man im Deutsohen diese Endungen manohmal als 6il, @ aus
zuspreohen geneigt ist, £alIt nicht sehr ins Gewioht; was aber die englische 
Ausspraohe anbetrifft, so ist bekanntlioh der Englander fahig, sowohl -ow 
als auch so ziemlich jede andere Buchstabenkombination ganz zu verdrehen. 
1m weiteren behalten wir die Schreibweise Markoff bei, da sie sioh im Westen 
zu sehr eingebiirgert hat, schreiben aber Tsohuprow und nicht Tsohuproff 
oder Tohouproff, weil diese Transkription immerhin die haufigere ist. 
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besohaftigte, sind hier in erster Linie A. Tsohupro'W, A. Markoff und 
in Deutsohland L. Bortkiewioz zu nennen. Markoff hat auf dem 
Begriffe der mathema.tisohen Erwartung sein ganzes Lehrbuoh der Wahr
soheinliohkeitsreohnung aufgebaut und hierbei eine auBerordentliohe 
Einheitliohkeit des logisohen Aufbaues der Materie und die groBte Eleganz 
der Beweise erzielt. In dieser Hinsioht steht sein Werk ganz einzigartig da. 
Die zweite Auflage desselben ist von H. Liebmann deutsoh heraus
gegeben worden (Leipzig 1912). Dooh bleibt die th>ersetzung weit hinter 
dem Original zurUok, insbesondere hinter der posthumen 4. Auf I. (Mos
kau 1924). Es sei ferner auf die bereits mehrmals zitierten "Iterationen" 
Bortkiewioz' hingewiesen, in welohen der Methode der mathematisohen 
Erwartungen das z'Weite Kapitel gewidmet ist, und auf die "Wahrsohein
liohkeitsrechnung" von Mises (S. 37-127 passim). Eine elementar 
gehaltene Darstellung einiger Hauptsatze der Methode der mathematischen 
Erwartungen findet man auch in den "Grundziigen der Theorie der 
Statistik" von Westergaard und Nyblllle (S. 188ff.). VgI. ferner 
noch E. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung, I. Bd., S. 72-80. 

Des besseren Zusammenhanges wegen lassen wir hier die wichtigsten 
Satze iiber die mathematische Erwartung folgen.1 

I. Die mathematische Erwartung einer Konstanten ist dieser gleich: 

E c = c. . . . . . . . . . . .. (2) 

Das leuohtet ohne weiteres ein, denn ein arithmetischer Durchschnitt 
aus einer Anzahl identischer GroBen muB mit diesen zusammenfallen: 

~zc = ~ = c. Aus demselben Grunde ist auch 

E{Ex}=Ex . .......... (2a) 

II. Die mathematische Erwartung einer mit einer konstanten GroBe 
multiplizierten zufalligen Variablen ist gleich der mit dieser Konstanten 
multiplizierten mathematischen Erwartung der Variablen: 

E{cx}=cEx . .......... (3) 

Dieser Satz ergibt sich direkt aus folgender Entwicklung: 

E{cx} = .L;PiCXi, =cZPi,Xi, =cEx. 
'=1 i=l 

III. Additionssatz. Die mathematische Erwartung einer algebrai
Behan Summe ist gleich der algebraischen Summe der mathematischen 
Erwartungen der einzelnen Summanden: 

E{x±V±z± .... }=Ex±EV±Ez± ....... (4) 

Betra.chten wir zunii.chst den Fall von nur zwei Variablen, x und y, wobei 
die Ordnung der ersteren m und diejenige der zweiten m' sei. Damit die 

1 Geht man von einem anderen Begriff der mathematischen Erwartung 
aus als dem unseren, so kann ein Teil dieser Satze (insbesondere I und II) 
einfach in die Definition hereingenommen werden. 
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Frage nach der mathematischen Erwartung ihrer Summe iiberhaupt 
statistischen Sinn hat, miissen offenbar diese Variablen entweder zur 
selben statistischen Gesamtheit oder wenigstens zu einer gemeinsamen 
statistischen Gesamtheit noch hOherer Ordnung gehoren. Hieraus folgt, 
daB fiir jedes der m m' Paare der Werte, die die Summe Xi + Vi iiberhaupt 
annehmen kann, eine eigene statistische Wahrscheinlichkeit Pi; existiert, 
welche iibrigens den Wert 0 erhaIt, sobald eine bestimmte Kombination der 
Wertepaare in der Gesamtheit iiberhaupt nicht vorkommt. Das Verteilungs
gesetz dieser Kombinationen kann durch eine ebensolche "Korrelations
tabelle" dargestellt werden, wie wir sie oben in § 1 (S. 133) einfiihrten. 

Erste Variable. 

Xl Xs xa X, .... Xm IZusammen 

Yl Pll P21 P31 P41 ...• Pml I 
PlI, 

«>,$ Ys Pu PSI Pas Pu .... Pm2 PlI. 
:t::i Ys PlS PIS Pas P4a .... Pms PlIa 

«> ..... y, P14 PI' Pa4 PM .... Pm4 PlI. ~ts lSI> .................................... 
................................... . 

Plm' Pam' P4m' •• " Pmm' 'I 
Zusammen·1 Pm, Pm • •••• Pmm 1 1 

Die einzelnen Pi! stellen die Wahrscheinlichkeiten bestimmter Kombi
nationen, d. h. bestimmter Summen dar. So ist z. B. P2a die Wahrschein
lichkeit der Summe (Kombination) x 2 + Va, P'3 die Wahrscheinlichkeit 
der Summe x, + V3' Pmm' jene der Summe Xm + Vm' usw. Die Summe 
der ersten Kolumne, PI11t' ist gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
aller solcher FaIle, wo iiberhaupt Xl amtritt, d. h. gleich der totalen 
statistischen Wahrscheinlichkeit von Xl: 

m' 

PI11t .L)PU' 
;=1 

Und iiberhaupt ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten einer beliebigen 
i-ten Kolumne: 

;=1 
gleich der totalen Wahrscheinlichkeit von Xi' Deshalb ist auch 

m 

.L)Pmi=l. 
i=l 

(5) 

(6) 

Aus ganz analogen Uberlegungen folgt anderseits, daB die Summe 
der Wahrscheinlichkeiten der ersten Zeile: 
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die totale Wahrscheinlichkeit von Yl darstellt und daB iiberhaupt 

(7) 
i=l 

die totale Wahrscheinlichkeit von Yi ist. Auch hier ist offenbar 
m' 

(8) 
;=1 

Die mathematische Erwartung der Summe (x + y) ist jetzt durch 
folgenden Ausdruck gegeben: 

E(x+y} = 
=Pn (Xl+Yl) +P21 (X 2+Yl) +P31 (X3+Yl) + ... ·+Pml (Xm+Yl) + 
+P12 (Xl+Y2) +P22 (X 2+Y2) +P32 (X3+Y2) + ... ·+Pm2 (Xm+Y2) + 
+P:t3 (X l+Y3) +P23 (X 2+Y3) +P33 (X3+Y3) + ... ·+Pm3 (Xm+Y3) + 
+P14 (X l+Y4) +P24 (X 2+Y4) +P34 (X3+Y4) + ... ·+Pm4 (Xm+Y4) + 

••••••••••••••••••••••••••••••• <> •••••••••••••••••••••• , •••••••• 

+ Plm'(Xl + Ym'}+P2m'(x2+ Ym')+P3m'(x3+ Ym'}+' •.. +Pmm'(xm+ Ym'} (9) 

In der iiblichen mathematischen Symbolik wird dieser komplizierte 
Ausdruck durch die Doppelsumme 

m m' 

(9 a) 
i=l;=l 

dargestellt. Betrachten wir ihn genauer, so ersehen wir, daB jedes Pro
dukt vom Typus Pii (Xi + Yi) als die Summe zweier Produkte 

PH (Xi + Yi) = PH Xi + PH Yi 
dargestellt werden kann, und somit ergibt sich, daB man E (x + y) 
auch als die Summe folgender 2 Summandengruppen schreiben darf: 

Pn Xl + P21 X2 + P31 X3 + .... + Pml Xm + 
+ P12 Xl + P22 X2 + P32 X3 + .... + Pm2 Xm + 
+ Pl3 Xl + P23 X2 + P33 X3 + .... + Pm3 Xm + 

E(x+y}= +PU X1+P24 X2+P34 Xa+···,+Pm4 Xm + + 

+ Plm' Xl + P2m' X2 + Pam' X3 + .... + Pmm' Xm 

Pn YI + P21 YI + P3l YI + .... + Pml YI + + Pl2 Y2 + P22 Y2 + P32 Y2 + .... + Pm2 Y2 + + Pl3 Ya + P23 Ya + P33 Y3 + .... + Pma Ya + 
+ + Pu Y4 + P24 Y4 + P34 Y4 + .... + Pm4 Y4 + . (1O) 
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Symbolisch driickt man diese Beziehung wie folgt aus: 
m m' m m' m m' 

E (x + y) = L: L: PH (Xl + Y;) = L: L: Pii Xl + I I PH Yi' (lOa) 
' ... 1 ;=1 '=1 ;=1 i=l ;=1 

Summiert man nun in (10) die erste Gruppe kolumnenweise, so 
erhalt man fiir die erste Kolumne mit Riicksicht auf (5): 

(pu Xl + Pl2 Xl + PlS Xl + .... + Plm' Xl) = Xl (Pll + P12 + PIa + .... 
.... + Plm') = Pa:,.· Xl' 

Desgleichen fiir die zweite Kolumne: 

P21 X2 + P~2X2 + P2S X2 + .... + P2".,X2 = Pillo' xa, 
und iiberhaupt fiir di~ i-te Kolumne: 

PilXi + PiZXi + PiSXi + .... + PimtXi = Pal.Xi· 
I 

Hieraus folgt, daB die Summe aller Kolumnen der ersten Gruppe 
in (10) sich als 

m 

Pall Xl + Pillo Xg + Pal. Xa + .... + Palm Xm = L: Pali Xi = Ex 
i=l 

ergibt. Wenn man jetzt die zweite Gruppe im Ausdrucke (10) zeilen
weise addiert, so ergibt sich aus ganz analogen tJberlegungen, mit 
Riicksicht auf (7), fiir die Summe aller Zeilen: 

m' 

P'II1YI + P'II.Yz + P'II.Y3 + .... + P'IIm,Ym' = Ip'II;Y; = Ey. 
;=1 

Symbolisch driicken sich diese Transformationen folgendermaBen aus: 
m m' m m' m m' 

E (X + y) = L: I PH Xi + I I PH Y; = .L: Xi L: PH + 
'=1;=1 i=11=1 \=1 ;=1 

m m m' 

+ Iy;L:Pii = IXiPali + L:y;p'II; =Ex + Ey, (lOb) 
;=1 i=1 i=l 1=1 

quod erat demonstrandum. 
Wir haben den Rechnungsweg hier deshalb so ausfiihrlich dargestellt, 

um dem Leser klarzumachen, daB die von den Laien so gefiirchtete 
Doppelsumme eigentlich leicht verstandHche und iibersichtliche Opera
tionen andeutet. 

Wird nach der mathematischen Erwartung einer Summe von drei 
GroBen, X + Y + z, gefragt, so kann X + Y zunii.chst als eine GroBe 
behandelt und demgemaB nach dem soeben bewiesenen Satz 

E (x + Y + z) = E (x + y) + Ez 
geschrieben werden, woraus man unter abermaliger Anwendung des Satzes 

E(x+ y) + Ez=Ex+ Ey+ Ez 
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erhalt. Dieses Verfahren kann offenbar beliebig fortgesetzt und ferner 
auf algebraische Summen erweitert werden, bei welchen die Summanden 
auch mit dem negativen Vorzeichen auftreten konnen. 

Der Additionssatz der mathematischen Erwartungen gilt, wie aus 
der Beweisfiihrung klar hervorgeht, sowohl fUr gegenseitig unabhangige 
als auch fur voneinander abhangige zufallige Variablen. Obwohl sein 
Beweis sich bereits bei Markoff und bei Bortkiewicz in den oben 
zitierten Werken vorfindet,. wird er von manchen Lehrbuchern noch 
bis auf den heutigen Tag nur auf gegenseitig unabhangige GroBen bezogen. 
Es ist selbstverstandlich, daB mit Rucksicht auf Satz I die einzelnen 
Summanden auch nicht zufallige Variablen sein konnen. 

IV. Multiplikationssatz. i 
Auch die Frage nach der mathematischen Erwfftung eines Produktes 

zweier oder mehrerer zufalliger Variablen besitzt'nur dann statistischen 
Sinn, wenn diese Produkte als zu einer Gesarotheit (derselben oder 
hoheren Ordnung) gehorend angesehen werden konnen. Entweder treten 
also hierbei die zahlenmaBigen Merkmale, welche den betreffenden 
zufalligen Variablen entsprechen, zusammen an jedem Elemente auf, 
oder aber die Gesamtheit hoherer Ordnung besteht fUr uns immer aus 
Gruppen von Elementen, die jene Merkmale einzeln besitzen. Somit 
kann wiederum eine bestimmte statistische Wahrscheinlichkeit fur 
jedes konkrete Produkt Xi Y; Zh •• •• der einzelnen Werle der Variablen 
angegeben werden. Unter Umstanden wird diese Wahrscheinlichkeit 
natUrlich auch den Wert 0 annehmen, was nur bedeutet, daB in der 
betreffenden Gesamtheit hoherer Ordnung eine derartige Kombination 
uberhaupt nioht vorkommt. Wenn wir zuerst den Fall des Produktes 
von nur zwei Variablen, X und y, betrachten, so kann die statistisohe 
Wahrsoheinlichkeit eines Produktes Xi Y;, naoh dem Multiplikationssatz 
des § 2 des Kap. I (S. 31), als gleioh dem Produkte der statistisohen 
Wahrsoheinliohkeit des Merkmals Xi mit der bedingten statistisohen 
Wahrsoheinliohkeit des Merkmals Yj angenommen werden, und 
unter letzterer verstehen wir wiederum die statistisohe Wahrsoheinlioh
keit des Elements Yi in jener Gesamtheit, welohe naoh der Entfernung 
aller Elemente ohne Xi (bzw. aller Paare ohne Xi) entsteht. 

Urn den Zusammenhang mit dem § 2 des Kap. I klarer hervorlreten 
zu lassen, wollen wir jene bedingte statistisohe Wahrsoheinliohkeit 
mit P'JIi (rei) bezeiohnen. Weiter unten, im Kap. IV, wo wir auf diesen 
Satz zuruokgreifen, werden wir jedooh eine andere, fUr jenen Fall besser 
passende Symbolik anwenden, die A. Tsohuprow vorgesohlagen hat. 
Es ist also 

(11) 

oder auoh umgekehrt: 
Prei'JIj=P'JIjPrei('JIj)" • ••••••••• (lla) 

Wie im FaIle des Additionssatzes, konnen wir auch hier das Verteilungs
gesetz der Produkte duroh eine Korrelationstabelle darstellen: 
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Erste Variable. 

Xl XI X3 xm 

,$ Yl P""PlI,(",,). p"'.PlI,("'a)' P",.PII, ("",). · •.•• P"'mPlld"'m) 
~ YI P""PlI. (",,). P",.PIII ("",). P"",PII.(""')' • •..• p"'mPII. (film) 

~ Y3 P""PIIs("")' P",.Plla(""')' P"",Plla(""')' · .•.• Pfllm Plla ("'m) 
cD ................................................. 

:';:; 
cD ................................................. 
~ 

Ym' P""PlIm'C"',)· P"'.Pllm'("'.)· P"'.PlIm' ("'a)' •••• P"'mPllm' ("'m) N 

Die mathematische Erwartung des Produktes ergibt sich aus fol· 
gender Formel: 

E(xy)= 

=P""PII,(",,) XIYI + p""PlI, ("'a) X2YI +PfII. P 11, ("'.) XaYI + .• '+P"'mPII'("'m) XmYI+ 

+P""PlI.(""l XI Y2 +P",.Plla("'s) X2Y2 +P"'aPlI.("'.) XaY2 + ••• + p"'mPlIs (fllm) XmY2+ 

+P""PlIa("") XIYa +P"'sPlI.C"'.) X2Ya +Pflla PlIs ("") XaYa + ••• +P"'m PlI·Cfllm) XmYa+ 

+P""PlIm'("'l)XI Ym'+ P"'.PlIm,(fII.lx2Ym,+P",.Pllm,c",.)XaYml + ... +P"'m PlIm'("'m) Xm Ym" 

Summiert man auch hier kolumnenweise, so erhalt man sofort: 
m' m' 

E (x y) = P"" Xl Z PlI; (11),) Y; + P"'s X2 Z PlI; ("") Y; + 
;=1 ;=1 

m' m' 

+ Pflla Xa Z PlI; ("'a) Y; + .... + P"'m Xm Z PlI; (film) Yj· (12) 
;= 1 ;=1 

Und fiihrt man die Bezeichnung ein: 
m' 

Z PlIi ("'i) Yi = E(i) y, 
;=1 

so hat man aus (12) endgiiltig: 

(13) 

E(xy)=p""xI E(1) y+p",.x2 E(2) y+p",.xaE(3) y+ .. '+P"'m xmE(m)y . (14) 

Da nun offenbar E(i) y als die bedingte mathematische Erwartung 
von y angesehen werden kann - in der Voraussetzung, daB X den Wert Xi 

erhalten hat, - so ist der Sinn der Formel (14) wie folgt zu deuten: 
Die mathematische Erwartung eines Produktes von zwei zufalligen Varia· 
bIen ist gleich der Summe der folgenden Produkte: jeder Wert, den die 
erste Variable annehmen kann, mal seine statistische Wahrscheinlichkeit, 
mal die betreffende bedingte mathematische Erwartung der zweiten 
Variablen. Mit Riicksicht auf (lla) ist es ferner klar, daB man auch 
die Variable y als erste und X als zweite Variable ansehen kann. Es ist 
moglich, diesen Satz auf das Produkt einer beliebigen Anzahl von zu· 

Anderson, Statistik. 12 
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fiiJligen Variablen zu verallgemeinern, doch haben die resultierenden 
komplizierten Formeln fiir uns, wenigstens in diesem Zusammenhange, 
kein praktisches Interesse. 

Einen sehr wichtigen Sonderfall erhalten wir, wenn die Variablen x 
und y voneinander stochastisch unabhangig sind (vgl. oben S. 170), 
d. h. wenn das Verteilungsgesetz von y ganz dasselbe bleibt, was fiir 
einen Wert x auch annehme und umgekehrt. In diesem FaIle ist, wie 
leicht ersichtlich, 

E(l)y = E(2)y = E(S)y = .... = E(m)y= Ey, 

und Formel (14) verwandelt sich in 

E (xy) = Ey (Pill' Xl + Pill. xa + Pill. x3 +····+ PlIlm xm) =Ex. Ey. (15) 

Die mathematische Erwartung des Produktes zweier gegen
seitig stochastisch unabhangiger Varia bien ist gleich dem 
Produkt ihrer mathematischen Erwartungen. 

Wird das Produkt nicht von zwei, sondern von mehreren stochastisch 
unabhangigen Variablen genommen, z. B. von x, y, z, t, so kann der 
soeben bewiesene Satz mehrmals angewandt werden: 

E (xyzt) =E{ x. (yzt)}=E x.E (yzt) =E x.E y.E (zt)=E x.E yEzEt. (15a) 

Formel (15), bzw. (15 a) ist dann besonders bequem anzuwenden, wenn die 
mathematische Erwartung irgendeines der Multiplikanden gleich Null 
wird, wie z. B. etwa die mathematische Erwartung von (Xi - Ex): es 
verschwindet namlich in diesem FaIle auch das ganze Produkt. Nur hat 
man zuvor sorgfaltig nachzupriifen, ob die einzelnen Variablen wirklich 
voneinander stochastisch unabhangig sind. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB es in Anlehnung an Formel (13) 
nicht schwer ist, die folgende Beziehung abzuleiten, die nicht selten zur 
Vereinfachung der Rechnungen dienen kann: 

m 
'" (i) ~ PlIliE y=Ey .. ..•..... (16) 

i=l 

Es ist ferner moglich, gewisse Grenzen anzugeben, die die Differenz 

E(xy)-Ex.Ey 

sicher nicht iibersteigen wird, doch wir iibergehen hier diese Frage, da 
sie bereits in die Korrelationstheorie gehort.l 

V. Die mathematische Erwartung aller Ausdriicke, bei welchen eine 
zufallige Variable im Nenner steht, gestaltet sich viel komplizierter. 
Worin die Schwierigkeit liegt, kann man aus folgendem kleinen ExempeJ 

ersehen. Man nehme an, die Variable X konne nur die Werte 0, !, 1 

1 VgI. z. B. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung. S.68. Zur Ableitung 
seiner Formel (69) ist es gar nicht notwendig. irgendwelche Integrationen 
vorzunehmen. da sie direkt aus der Beziehung rill 11 < 1 folgt. 
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mit gleichen Wahrscheinlichkeiten annehmen und die Variable y nur 

die Werte 0, 1~0' 1~0' ebenfalls mit gleichen Wahrscheinlichkeiten. 

Dann ist die mathematische Erwartung von x gleich 0 . ~ + ! . ! + 
+ 1 . ! = !, und die mathematische Erwartung von y gleich O. ! + 

I 1 2 I I + 100'"3 + 100 '"3 = 100' Beide Variablen sind als voneinander 
stochastisch unabhangig angenommen; folglich ist das Verteilungsgesetz 
der Kombinationen von x und y durch folgende kleine Tabelle gegeben: 

Erste Variable, x 

0 
1 

1 
2 

0 
1 I 1 1 

." 9 "9 9 "3 (I) • 
+>(1) 
0$ :0 1 1 1 I 1 
~.~ 100 i· "9 "9 9 "3 ~;; 

I 
>- 2 1 1 1 1 

100 9 "9 "9 3 

Zusammen .... 1 
1 1 1 I 

"3 "3 -3-

Dnd die mathematische Erwartung des Quotienten ~ wird offenbar 
y 

durch folgenden Ausdruck dargestellt: 

1 [0 -!- 1 0 + 1 0 + 1 1 "9 O+O+('-+-I-+-C+-l-+-2-+-2-+-2' 
100 100 100 100 100 100 

Sogar wenn man ~ als 1 definiert, was aus einigen Uberlegungen zu· 
1 

lassig erscheint,1 so ist doch mit -%- und ~ nichts anzufangen, da 

sie unendlich groB sind. Dnd man hatte glauben konnen, daB die mathe
matische Erwartung des Quotienten wenigstens im Fane stochastischer 
Dnabhangigkeit beider Variablen dem Quotienten ihrer mathematischen 
Erwartungen, d. h. in unserem Beispiel der Zahl 50, gleich sein miiBte! 
Hieraus folgt, daB die Frage nach der mathematischen Erwartung des 
Quotienten zweier zufalliger Variablen nur dann statistischen Sinn 
besitzt, wenn jene Variable, die im Nenner steht, nicht mit von Null 
verschiedener statistischer Wahrscheinlichkeit den Wert 0 
annehmep k;:tnn. 

1 Vgl.A. Tschuprow: Uberdie mathematische Erwartungdes Quotienten 
von zwei gegenseitig abhangigen zufalligen Variablen. Arbeiten russischer 
Gelebrter im Auslande, Bd. I, S. 242 u. 243. Berlin 1922 (russisch). 

12* 
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Betrachten wir zunachst den einfachsten Fall: 
m 

E~= ~Pi. 
X ~ Xi 

i=l 

(17) 

Dieser Gleichung entspricht eine solche statistische Gesamtheit hOherer 
Ordnung, in welcher die Werte des Merkmals x 

Xl' X 2, XS, •••• , Xm 

je n l , n 2, n S' •••• , nm mal 
m 

vorkommen, wobei 2)ni = N. Hieraus folgt, daB Pi = -i- und daB (17) 
i=l 

durch folgenden Ausdruck wiedergegeben werden kann: 

El n l na n3 nm 
X = N Xl + N xa + N X3 + .... + NXm = 

~+~+~+ .... + nm 
= ~ (~+ ~ + ~ + .... + nm) = Xl xa X3 xm. 

N Xl Xa X3 xm n l + na + n3 + .... + nm 
Und mit Riicksicht auf Formel (2a) des § 3 (S. 145 Anmerkung) 

ergibt sich hieraus einfach: 

E ~ - _1_ •......•. (18) 
X - Mh' 

wobei Mh das harmonische Mittel der zufalligen Variablen X in 
der Gesamtheit hoherer Ordnung bedeutet. Und da ferner, wenn X nur 
positive Werte annehmen kann, die Beziehung besteht: Ma > Mho wobei 
Ma das arithmetische Mittel, d. h. bei uns die mathematische Erwartung 
von x, bedeutet [vgl. oben§ 3, Formel (5)], so folgt hieraus, daB in 
diesem FaIle auch 

sein muB.I 

1 1 E->-
X Ex 

Wenn wir jetzt die Bezeichnung einfiihren: 

(19) 

Xi ~ E X = ~i> oder Xi = Ex + ~i' •• • • • • • • • (20) 

so konnen wir auch schreiben: 
m 

E~- Zp·· __ 1 _ 
X - • Ex +~; . 

i=l . 

Wenn Ex =l= 0 und I~il < Ex gilt und man 1 durch Ex + ~i nach den 
RegeIn der elementaren Algebra teilt, gelangt man zu folgender unend
licher Reihe: 

1 Andere Eingrenzungen von E ~ siehe bei Mises: Wahrscheinlichkeits
X 

rechnung, S. 69. Auf S.68 daselbst wird auch der allgemeine Fall von E ~ 
Y 

betrachtet, den wir weiter unten behandeln werden. 
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1 1 ~~ U U U· 
Ew + ~i = Ew - (Ew)Z + (EW)8 - (Ew)' + (EwY' - + .... (21) 

Wenn alIe I Ef I < Ex, so ergibt sich hieraus die Gleichung: 
m 

IPf 
E~= i=l 

W Ew 

Es ist aber 

i=l i=l '=1 
m m 

= .L)PiXi-Ex.L)Pi = Ex-Ex = O. 

Setzt man noch: 

und iiberhaupt 

(=1 '=1 

m 

.L) Pi ~i2= E~2 = E[Xi-Ex]2 
i=l 

m 

.L)Pi~/ = E~s =E[xi-Ex)S,l 
i=l 

so verwandelt sich (22) in 
1 1 E~2 E~ E~' 

E w = Ew + (EW)8 -(Ew)' + (EW)6 - •.•• = 
1 [ E~2 E~8 E~' ] 

= Ew 1 + (EW)2 -TEw)8 + (Ew)' - ...•. 

(23) 

(24) 

Die Reihe konvergiert, wenn kein einziges der m verschiedenen ~i den 
Wert Ex erreicht [vgl. oben Formel (21)], und bei geniigend kleinen ~ im 
VerhaItnis zu Exist man berechtigt, ein angenahertes Resultat dadurch 
zu erhalten, daB man in der Entwicklung von (24) nur einige erste Glieder 
stehen laBt, die iibrigen aber unterdriickt. Falls es jedoch einzelne ~i 
gibt, die gr6Ber als E x sind, so kann man nicht mit Sicherheit auf die 
Konvergenz der Reihe (24) rechnen, und letztere bleibt dann nur mehr 
oder weniger wahrscheinlich. Es ist interessant festzustellen, daB 
gerade fiir die theoretisch und praktisch so wichtige "normale Verteilung" 
(vgl. unten Kap. III, § 7) die Reihe (24) nich t konvergiert. Aber in bezug 
auf die Form, in welcher die zufallige Variable auf tritt, sind wir nicht 
weiter gebunden, d. h. wir k6nnen z. B. x = Vy-, x = y2, x = 'II, x = 
= (z - y)i usw. setzen. Die sich hieraus ergebenden Formeln sind nicht 
schwer abzuleiten, haben aber fiir uns an dieser Stelle kein Interesse. 

1 Auf die Identitiit dieser Ausdriicke mit den Momenten einer Gesamtheit 
hoherer Ordnung urn das arithmetische Mittel werden wir im nii.chsten 
Kapitel noch zuriickkommen. 
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1m aJIgemeinen Falle, wo die mathematische Erwartung von ~ zu 
Y 

bestimmen ist, kann man offenbar ebenfalls von jener Verteilungstabelle, 
die wir auf S. 177 anfiihrten, ausgehen, denn auch hier hat die Frage nach 
der mathematischen Erwartung eines Quotienten nur dann statistischen 
Sinn, wenn diese Quotienten an den einzelnen Elementen einer Gesamtheit 
hijherer Ordnung zu beobachten sind, wobei als einzelnes Element auch 
ein Elementenpaar aus einer anderen Gesamtheit angesehen werden kann. 

Somit ist die allgemeine Formel fiir E ~ durch den Ausdruck 
Y 

m m' 
_ ~ ~ P'III("'i) 
- £.; Pz. Xi £.; 

i=l • ;=1 YI 
(25) 

gegeben. Und fiihrt man, in voller Analogie zu Formel (13) und mit 
Riicksicht auf (17), die Bezeichnung ein: 

m' Z P'II; ("'i) = E(i) ( .!..), . 
;=1 YI Y 

(26) 

wobei letztere offenbar als die bedingte mathematische Erwartung 

von..!.. aufzufassen ist, so kommt man auf folgenden Ausdruck: 
Y 

E~=pz X1 E(1)(.!..) +pz XSE(2)(..!..) + .... +pz XmE(m)(.!..)= 
Y 1 Y 2 Y m Y 

m 

= Z PflJi Xi E (i) (..!..). 
i=1 Y 

(27) 

Wenn die Variable y nur positive Werte annehmen kann, so wird nach (19) 
die Beziehung bestehen: 

und folglich 
m 

E ~ > ~ PflJi Xi (28) 
Y ~ E(i)y ••.•.•••. 

• =1 

sein. Sind nun X und y voneinander stochastisch unabhangig, so ist 

offenbar E(i) ( ~ ) = E ~, und (27) verwandelt sich einfach in 

x 1 E-= Ex.E-. . . . . . . .. (29) 
y y 

Es sei aber ausdrUcklich davor gewarnt, auch in diesem einfachsten 
Falle die mathematische Erwartung des Quotienten einfach dem Quo-
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tienten der mathematischen Erwartungen von x und y gleichzusetzen: 
man bedenke, daB, wenn z. B. die Va.ria.ble y nur positive Werte annehmen 
kann, aus (28) direkt die Ungleichung folgt: 

E~> Ew. (29 ' y Ey •.•••••••• &) 

Die Formeln (25) und (27) deuten nur sy:mbolisch jene Operationen 
an, durch welche man die mathematische Erwartung des Quotienten 
zweier zufalliger Variablen erhalten konnte, besagen aber durchaus nicht, 
daB eine derartige Rechung an Hand des vorliegenden Materials auch 
tatsachlich durchgefiihrt werden kann. In seiner bereits zitierten Ab
handlung "tiber die mathematische Erwartung des Quotienten von zwei 
gegenseitig abhangigen zufalligen Variablen" fiihrt A. A. Tschuprow 
in einer Reihe von wichtigen Fallen diese Berechnung durch. Man ist 
aber gewohnlich doch gezwungen, zu verschiedenen Naherungsformeln 
zu greifen, die je nach den konkreten Umstanden auch ein ganz verschie
denes '!uBeres erhalten konnen. Setzt man z. B. wieder, wie in (20), 

(30) 
und ebenso 

y. - Ey = "Pi' oder y. = Ey + "Pi' • (30a) 
so ist, wenn Ex =1= 0, E y =1= 0, 

E!?..=E EW+~i =El-E~. l+-JJro}=Ef!9~(I+~)( 1 )1. 
y Ey +fJli Ey 1 + fJli lEy Ew 1 +_fJlL 

Ey Ey 

Und mit Riicksicht auf (21) und (2a), falls alle l"Pil < Ey, 

E!?..= 
y 

= ~= E{(1 + ~~) (1- ;~ + (;~)2 - (;~)8 + (;~)' -+ ... )} = 

_ EWE { 1 fJli fJli2 [fJll fJli' ] 
- Ey - Ey + TEy)2 - (Ey)8 - (Ey)' + - .... + 
+ ~i ~i fJli + ~i [ fJll fJI.3 + fJli' + ] } 

Ew - EwEy Ew (Ey)2 -(iJJy)3 (Ey)' - •.•. . 

Es ist aber E~i = E (!x - Ex) = Ex -Ex = 0 und ebenso E"P. = 
= E (y - E y) = E Y - E y = 0, und daher nach dem Additionssatz 
iiber mathematische Erwartungen 

E!?..= Ex {I + EfJl2 _ E(gifJIi) E[-.J!L_-.Y!L + ] + 
Y Ey (Ey)2 EwEy (Ey)8 (Ey)' •••. 

+ E[~~ C;~)2 - (;~)8 + (l~~)4 - .... )]).. . . (31) 

Sollten nun (was durchaus nicht immer der Fall zu sein braucht) ~~ 

und ;~ so klein sein, daB ~ ~';t~ und ~ ~2)2 noch beriicksichtigt werden 
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.. . . . h ",,8 ~i "'il 
mussen, hmgegen die mathematisc en Erwartungen von (E y)8 , E W (E y)1 

und iiberhaupt von allen Ausdriicken, die in (31) in den eckigenKlammem 
stehen, schon nicht mehr, so ergibt sich hieraus die Naherungsformel: 

E~~ Ew [1- E(~i"'i) + E"''I.]. 1 ) 
y Ey EwEy (Ey)'I.'···· (3 a 

zieht man noch in Betracht, daB 

E'/fP=E(y-Ey)2=E[y2_2yEy+ (Ey)2] = 
=Ey2_2EyEy + (Ey)2=Ey2_(Ey)2 (32) 

und femer 

E (~i1pi)=E[(Xi-Ex) (Yi-Ey)]=E[Xi Yi-YiEx-XiEy+ ExEy]= 
=E(XiYi)-Ey.Ex-Ex.Ey+Ex.Ey=E(XiYi)-ExEy, • (32a) 

so kann man (31a) angenahert auch in folgenden zwei Formen schreiben: 

E~ ~ Ew { Eyl _ E[(Wi-Ew)(Yi-Ey)] } (33) 
y Ey (Ey)1 Ew. Ey 

oder 
E~ ~ Ew { Ey2 _ E(WiYi) + 1\ (33 ) 

y Ey (Ey)2 EwEy r····· a 

In der Sprache der mathematischen Erwartungen stellt (33) dieselbe 
Formel dar, die K. Pearson bereits im Jahre 1897 abgeleitet hat.1 Ihr 

Niwhteil besteht darin, daB der Grad ihrer Annaherung an E ~ ganz 
y 

unklar bleibt und daB ferner die Bedingung, die Quotienten :~ und ;~ 
seien sehr klein, eine bedeutende Einschrankung ihrer Anwendungs
moglichkeiten bedeutet. Geht man aber von der genauen Formel (31) 
aus und laBt in fur auch einige hohere Potenzen und Produkte stehen, so 
muB man immer darauf achten, daB unter den unterdriickten Gliedem 
nicht solche von derselben GroBenordnung wie die beibehaltenen sich 
befinden. 1m allgemeinen enthalt die mathematische Erwartung einer 
geraden Potenz Glieder von derselben GroBenordnung wie die mathe
matische Erwartung der vorhergehenden ungeraden Potenz. Die Nicht
beachtung dieser Regel hat die englische biometrische Schule zu gewissen 
Rechenfehlem verleitet, die von Tschuprow aufgezeigt wurden und 
die Redaktipnserklarung "Peccavimus" in der "Biometrika" hervor
riefen.2 

Und schlieBlich sei noch besonders vermerkt, daB (31) nur dann 
konvergiert, wenn ausnahmslos und fiir ein beliebiges i die Ungleichungen 

1 Vgl. K. Pearson: On a form of spurious correlation which may arise 
when indices are used in the measurement of organs. Proceed. Roy. Soc., 
Vol. LX, London 1897; derselbe: On the constants of index-distributions 
as deduced from the like constants for the components of ratio, with special 
reference to the opsonic index. Biometrika, Vol. VII. 

'I. Biometrika, Vol. XII, S.259-281, 1918/19. 
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I~A < Ex und l'If'il < Ey erfiillt sind. 1st dies nicht der Fall, so kann es 
vorkommen, wie z. B. im. Falle einer "norma.len Ko:rrelation" zwischen x 
und y, daB (31) auch nicht konvergiert. 

Infolge dieser Na.chteile der Nii.herungsformeln (31) und (33) ist es 
notwendig, andere Naherungsformeln zu suchen und vor allen Dingen 

die moglichen Grenzen der Abweichung E.33.- EEaJ festzusetzen.Zu diesem 
'II 'II 

Zwecke ka.nn eine Formel ausgeniitzt werden, die A. A. Tschuprow 
vorgeschlagen hat.1 Es besteht nii.mlich, falls E y =1= 0, die 1dentitii.t 

1 1 y-Ey y= Ey- 'liE'll .••••••• (34) 

(der Leser kann sich von ihrer Richtigkeit sofort iiberzeugen, wenn er 

in der rechten Seite '11-:'11 als El -~ darstellt). Multipliziert man 
'II 'II 'II 'II 

beide Seiten dieser 1dentitat mit x, so erhaIt man hieraus 
aJ aJ aJ (y-Ey) aJ aJ (y-Ey) 1 
y= Ey- 'liE'll = Ey- Ey 'y' 

Setzt man hier in der rechten Seite an Stelle von ~ wieder seinen Wert 
'II 

aus (34) ein, so verwandelt sie sich in2 

aJ _ aJ aJ(y-Ey) (1 y--EY)_ y- Ey- Ey Ey -1/Ey -
__ ~_!!J:ff-Ey) + aJ (y_Ey)2 .~ (35) 
- Ey (Ey)2 (Ey)2 y' 

Setzt man im. letzten Gliede roohts abermals an Stelle von ~ seinen Wert 
'II 

aus (34), so erhii.lt man: 
.::.. _ ~_ aJ (y-Ey) + aJ (y_Ey)2 _ aJ (y-Ey)3 .~ 
'II - Ey (Ey)2 (Ey)3 (Ey)3 y' 

Wiederholt man diesen ProzeB (2 t - l)mal, so ergibt sich hieraus 
schlieBlich die 1dentitii.t 

.::..=~ 2t~1(_I)iaJ(y_Ey)i aJ(y-Eylt, (35 a) 
'II Ey + 6 (Ey)i+l + 'II (Ey)2t 

wobei zu bemerken ist, daB im. letzten Gliede rechts der Quotient 

(y_Ey)2t 

(Ey)2t 
(35 b) 

bel beliebigen Werten von (y - Ey) und Ey positiv bleibt. Wenn wir 

1 VgI. A. A. Tschuprow: Zur Theorie der Stabilitat statistischer Reihen, 
S. 239, ferner derselbe: "Ober die mathematische Erwartung des Quotienten 
usw., S. 251£f. 

2 Diese Identitat gebraucht Mises in seiner Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
S. 68, zu einem ahnlichen Zwecke. 



186 TI. Kap. Gl'lmdbegriffe der heterograden Theorie. 

jetzt annehmen, daB der Quotient ~ eine feste obere Schranke A und eine 
y 

ebensolche untere Schranke B besitzt, so daB immer und in allen Fallen 
x A >-> B, . . . . . . . . . . (36) =y= 

so werden wir nach Multiplikation mit dem immer positiven Quotienten 
(35b) die Ungleichung 

A(y_Ey)2t> x(y_Ey)2t > B(y_Ey)2t 

(Ey)2t Y (Ey)2t (Ey)2t 

erhalten, und ferner, wenn wir sie mit (35a) kombinieren, zu folgenden 
Ungleichungen kommen: 

2t-1. . 
~+ '" (-l)'x(y-Eyp + A (y_Ey)2t >~>~+ 
Ey ~ (Ey)i+ 1 (Ey)2t = Y = Ey 

0=1 

+ 21~1 (_l)i X (y _Ey)i + B (y_Ey)2t 

::; (Ey)i+ 1 (Ey)2t· 

Zur mathematischen Erwartung iibergehend, erhalten wir mit Riick
sicht auf (2a) und (4) hieraus folgendes Resultat, welches natiirlich an 
die Bedingung gebunden ist, daB die statistische Wahrscheinlichkeit 
des Wertes y = 0 gleich Null ist (vgl. oben S. 179): 

2t-1. . 
Ex + ",(-l)'E[x(y-Ey)'] + AE(y_JjJy)2t >E~> Ex + 
Ey ~ (Ey)i+ 1 (Ey)2t = Y = Ey ,= 1 

+ 2t~1 (_l)i E [x ~y _Ey)i] + B E (y _Ey)2t.. . . (37) 
~ (Ey)'+ 1 (Ey)2t ,=1 

Die praktische Anwendbarkeit dieser Formel hangt davon ab, wie groB 

die Differenz zwischen A und B ist und wie klein anderseits E (y - E y)2 t 
(Ey)2t 

werden kann. 
Es ist namlich durchaus nicht gesagt, daB letzterer Ausdruck bei 

2 t -- 00 gegen 0 geht. Wir werden z. B. unten im Kap. III, § 3 und 7, die 
sog. "normale Verteilung" behandeln. Fiir diese besteht die Beziehung: 

E (y_Ey)2t = 1. 3.5.7 .... (2t-l) [E(y_Ey)2]t, (38) 

und wie klein auch der Quotient 
E(y-Ey)2 1 

(Ey)2 7C 
sei, der Ausdruck 

E(y_Ey)2t 1 3 5 7 2t-l 
(Ey)2t =k·k·7C·7C .... --k-
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wird nur so lange abneh~en, als 2 t k 1 < I; ist diese Grenze tiber

schritten, so wird er wieder anfangen, unbegrenzt zuzunehmen, so 
daB er bei 2 t -+ 00 ebenfalls gegen 00 geht. Es kommt haufig vor, daB 

~ sieh in den Sehranken von 0 bis + 1 oder von - 1 bis + 1 befindet; 
y 

in diesem Falle laBt sieh die Tsehuprowsche Formel gut an'Wenden 
und ergibt praktiseh gentigend enge Grenzen. Um zu zeigen, welcher 
Art die Ungleichungen sind, die aus ihr entstehen, wollen wir noch den 
einfachsten (Misesschen) Fall untersuehen, der aus (35) abgeleitet wird. 
Geht man hier namlieh zur mathematischen Erwartung tiber, so erhaIt 
man mit Rtieksicht auf (36) das folgende Result&.t: 

Ex + A. E(y-Ey)2 _ E (xy) -ExEy > E3!... > Ex + 
Ey (Ey)2 (Ey)2 - Y = Ey 

+ B E(y-Ey)2 E (xy)-ExEy (39) 
(Ey)2 (Ey)2 

Greift man jetzt auf (32) zuriiek, so kommt man nach einigen einfachen 
Umformungen zu einer etwas anderen Darstellungsweise desselben 
Ungleichungssystems: 

2EXEY-E(XY)+A.( Ey2 _1»E~>2EXEY-E(XY) + 
(Ey)2 (Ey)2 = Y = (Ey)2 

( Ey2 ) + B (Ey)2 -I .... (39a) 

Der praktisehe Wert der Ungleiehungen (39) und (39a) hii.ngt, abgesehen 

von der Differenz A. - B, noch davon ab, wie groB (~~~2 ist. 
AbsehlieBend konnen wir nur feststellen, daB trotz allen Naherungs

formeln, die bisher abgeleitet worden sind, die Frage nach der mathemati
sehen Erwartung eines Quotienten zweier zufalliger Variablen immer 
recht schwierig bleibt. Wenn man nicht direkt das Verteilungsgesetz 

des Quotienten ~ ableiten kann, sollte man sich daher der Einfiihrung 
y TTL derartig konstruierter MaBzahlen tunliehst enthalten. U origens sei gleich 

bemerkt, daB die Verteilungsgesetze einer Anzahl solcher Quotienten, 
wie z. B. der Lexisschen Zahl Q2, des Korrelationskoeffizienten u. dgl., 
bereits bekannt sind. Die Ableitung der meisten von diesen verdanken 
wir Prof. R. A. Fisher und der von ihm gehandhabten geometrischen 
Methode, welche von der Vorstellung eines n-dimensionalen Raumes 
ausgeht. 

8. Markoffsche Ungleichungen. 
Wir schlieBen unsere Ausfiihrungen tiber die Methode der mathemati

sehen Erwartungen mit der Darstellung eines Satzes, der trotz seiner 
auBerordentlichen Einfachheit von groBter theoretischer Bedeutung ffir 
die gesamte mathematische Statistik ist und tiberall dort angewandt 
werden kann, wo uns das Verteilungsgesetz der VlHiablen unbekannt 
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bleibt. Dieser Satz wurde zuerst vom mssischen Mathematiker A. A. 
Markoff bewiesen, und zwar bezeichnete er ihn als Lemma, weil er 
anfanglich nur dazu dienen solIte, die bekannte "Ungleichung von 
Bienaim6-Tschebyscheff"1 abzuleiten. In Wirklichkeit besitzt jedoch 
"Markoffs Lemma" oder "Markoffs Ungleichung" eine viel groBere 
Tragweite, und es diirfte daher eher das Tschebyscheffsche Theorem 
mit pJIen seinen VeralIgemeinerungen als ein SonderfalI des Mar koffschen 
angesehen werden. Diesen Sachverhalt hat unseres Wissens zuerst 
Bortkiewicz in seinen ;,Iterationen" klargelegt. 

Wir werden hier die Markoffsche Ungleichung in einer solchen Form 
ableiten, daB aus ihr aIle ihre Verallgemeinerungen und SonderfiiJIe 
sofort folgen. Diese Form entspricht nicht der Markoffschen, der Beweis 
bewegt sich jedoch ganz in den von ihm gewiesenen Bahnen.2 

Gegeben sei eine Gesamtheit vom Umfange N und es sei angenommen, 
daB ein gewisses Merkmal der Elemente derselben die positiven oder 
negativen Werte 

Xl' X2' X 3, •••• , Xm 

mit den absoluten Haufigkeiten 

annehmen konne, wobei 
m 

Ini=N. . . . . . . . . .. (1) 
'=1 

Laut Definition (§ 6) ist dieses Merkmal dann eine zufallige Variable, 
die wir fernerhin einfach mit X (ohne Index) bezeichnen werden. Wenn 
wir von jedem der einzelnen Werte, die X iiberhaupt erhalten kann, eine 
und dieselbe konstante positive oder negative GroBe Xo abziehen, so wird 
die Differenz Xl - Xo die absolute Haufigkeit n1, die Differenz x 2 - Xo 

die absolute Haufigkeit n 2, und iiberhaupt die Differenz Xi - Xo die 
absolute Haufigkeit ni besitzen. Es sei ferner vorausgesetzt, daB die 
urspriingliche Reihe der X derart gruppiert ist, daB 

O:::;;!x1-XO! :::;;!x2 -XO! ::::;:!x3 -XO! < .... <!xm-xo!, .. (2) 

wobei die senkrechten Striche wiedemm bedeuten, daB jede Differenz 
nach ihrem absoluten Werte, d. h. positiv genommen wird. Erhebt man 

1 A. A. Markoff: Wahrscheinlichkeitsrechnung, 4. posthume Aufl., 
S.92. Moskau 1924: "Wir verbinden mit dieser bemerkenswerten und ein
fachen Ungleichung zwei Namen, Bienaime und Tschebyscheff, aus dem 
Grunde, weil sie von Tschebyscheff kIar ausgesprochen und bewiesen 
wurde, Bienaime jedoch viel frillier auf den Grundgedanken des Beweises 
hingewiesen hat, in dessen Memoire ,Considerations a l'appui de la decouverte 
de Laplace sur la loi de probabiliM dans la methode des moindres carres' 
(Compt. rend. XXXVII, 1853, Journ. de Liouv., 2e serie, XII, 1867) man 
auch die Ungleichung selbst finden kann, aber nur durch gewisse zusatzliche 
Annahmen begrenzt." 

2 Ziemlich ahnlich bei A. Guldberg: Uber Markoffs Ungleichung. Metron, 
Vol. III, Nr. I, S. 3-5, 1923. 
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jetzt jede von diesen Differenzen in eine beliebige positive Potenz 8, 

wobei 8 > 1, so erhalt man das neue Ungleichungssystem: 

o ~ I x I - Xol'::;; I X 2-XoIB ::;; I XS-XOI8 < .... < I xm - xol'.· (3) 

Die absoluten Haufigkeiten dieser neuen Ausdrucke bleiben offenbar 
die alten: n l, n 2, n s, ... " nm•l 

Wir wahlen jetzt eine beliebige positive Zahl a, die groBer als I Xl - xol 
und kleiner als I Xm - Xo list. Es sei z. B. angenommen, daB 

Ixk-xol <a<IXk+l-Xol . . . . . . .. (3) 

Hieraus folgt, daB auch 

I xk-xolB < a'< I Xk+1- Xol'· ....... (3a) 

sein muB. Mit Rucksicht auf diese Ungleichung konnen wir die gewogene 
Summe der Ausdrucke (3) wie folgt darstellen: 

m k m 

I nil Xi - Xo I' = Z ni I Xi - Xo I' + I ni I Xi - Xo I' , 
i=1 i=1 i=k+l 

wobei in der ersten Summe der rechten Seite alle Potenzenwerte I Xi - Xol' 
nicht groBer als a8 und in der zweiten groBer als a' sein werden. 
Ersetzen wir sie in der letzteren durch a', so wird hierdurch die zweite 
Summe der rechten Seite kleiner, da ja ihre Summanden positiv sind, 
und wir erhalten die Ungleichung 

m k m 

Inilxi-xol' > Ini [xi -xo I
8 + a'Ini' 

i=1 i=1 i=k+l 

Dividiert man beide Seiten der Ungleichung durch a8 N, so ergibt sich 
hieraus 

1 

Nun ist aber 

m 

Enilxi-xol' 
i=1 

N 

m 

En; 

m 

Eni 
+ i=k+l 

N 

i=k+l = nk+~ + n,,-~ + nk+3 + + !I'm 
N N N N ... N 

(4) 

gleich der Summe der relativen Haufigkeiten aller jener I Xi - Xo I, die groBer 
als a sind, d. h. gleich der totalen relativen Haufigkeit aller I Xi - Xo I > a. 
Wir wollen diese relative Haufigkeit durch das Symbol 

p'{l Xi - Xol > a} 
1 Ist 8 eine ganze und dabei gerade Zahl, so wird natiirlich I Xi-Xo I' = 

= (X;- Xo)' sein, denn auch eine negative Differenz ergibt bei geradem 8 

eine positive Potenz. 
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bezeichnen. Anderseits wiirde 

P'{IXi-Xol ::;;;a} 
die totale relative Haufigkeit aller jener IXi - xol bedeuten, die nicht groBer 
als a sind. Und da nach dem Additionssatz von § 2, Kap. I offenbar 

p'{1 xi-xol >a} + p'{1 xi-xol <a} = 1, 
so folgt daraus, daB 

m 

~ Zni=I-P'{lxi-xol<a} .. (5) 
i=k+l 

ist. Die Ungleichung I Xi - Xo I ::;;; a kann iibrigens auch in der mehr 
entwickelten Form 

- a ::;;; Xi - Xo ::;;; + a 
dargestellt werden. Somit konnen wir an Stelle von (5) auch die Gleichung 

m 

~ Z ni = I-P'{-a<xi-xo<a} 
i=k+l 

(5 a) 

setzen, und Formel (4) verwandelt sich dann in 
m k 

I 'ni I Xi - Xo I' I 'ni I Xi - Xo I' 
i=l 1 i=l P'{ } N >-;;;. N +1- -a<xi-xO<a, 

1 

a' 
woraus 

+ 
k 

I 'ni I Xi - Xo I' 
+ _1 • i=l (6) 

a' N 
und a fortiori 

m 

I ni I Xi - Xo I' 
P'{-a< Xi-XO < a} > 1- ~, . i=l N (7) 

folgt. Formeln (6) und (7) bilden die Matrix, aus welcher sich nicht nur 
die urspriinglichen Theoreme von Tschebyscheff und Markoff, 
sondern auch ihre Verallgemeinerungen unmittelbar ergeben. Wir lassen 
hier einige von diesen Formeln folgen (ihre theoretische Ausbeute bildet 
den Gegenstand des nachsten Kapitels). Setzt man in (7): 
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so erhalt man unmittelbar: 

, ~ n i I Xi I ~ n. I Xi II 1 1
m m 1 

P - t N < Xi < + t --N--) > I - t' 

Nimmt man nun an, daB die gegebene Gesamtheit eine Gesamtheit 
hoherer Ordnung ist, die nur positive Werle von X enthalt, so ist offenbar 

m 

~ Z ni I Xi I = Ex und 
i=l 

P {- t E x < Xi < + t Ex} > 1 - + (8) 

(der Akzent bei P verschwindet, da wir es jetzt mit einer statistischen 
Wahrscheinlichkeit zu tun haben). Dies ist die urspriingliche Form Von 
"Markoffs Lemma". Setzt man aber 

m 

~nil Xi-XO I 
xo=Me (=Medianwert), 8= 1, _i=_l -~N;---- = c5 (= durchschnitt-

liche Abweichung), a = t c5, so erhalt man ganz ebenso 

P'{-tc5 < xi-Me < + tc5} > 1- ! ..... (9) 

Nimmt man wiederum an, daB die Gesamtheit eine Gesamtheit hoherer 
Ordnung sei, bei welcher es sich nicht um relative Haufigkeiten, sondern 
um statistische Wahrscheinlichkeiten handelt, und setzt 

m 

xo=Ex, 8 = 2, ~ Z ni(xi-Ex)2= 112 = E(x-Ex)2, a=t ~ 
i=l 

so ergibt sich 

P {- t V 112 < Xi - Ex < + t V 112 } > 1 - ~ . (10) 

(Bortkiewicz' Fassung des Markoffschen Theorems, welches jetzt 
gewohnlich als Tschebyscheffs Ungleichung bezeichnet wird, was 
eigentlich nicht ganz korrekt ist.1) 

1 Vgl.Bortkiewicz: Iterationen, S.37. TschebyscheffsUngleichung 
(P. L. de Tchebycheff: Des valeurs moyennes. Journ. de mathematiques 
pures et appliquees publie par J. Liouville, TomeXII, S. 177-184, Paris 1867) 

1 
besagte eigentlich, daJ3 I-t2" kIeiner als die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daJ3 

x+y+z+ .... -Ex-Ey-Ez- .... ~ 
;£t VEX2 + Ey2 + EZ2 + .... - (EX)2- (Ey)2_(Ez)2- .... 

Dieser Satz ist eine Kombination des Markoffschen Theorems mit einem 
Theorem tiber die mittlere quadratische Abweichung einer Summe gegen
seitig unabhangiger Variablen, das wir bereits oben in Formel (13a) des § 4 
abgeleitet haben. 
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Setzt man fiberhaupt 
m 

Xu = Ex, i2: n" xi-Ex " = 1'18 1 = E' Xi -Ex" 
s_ 

und a=tVplSI' 
i=l 

so ergibt sich 
S s_ 1 

P (- t V 1'181 < Xi - E x < + tV 1'181 } > 1 - t6' (ll) 

A. Guldbergs erste Verallgemeinerung.l Und wenn man 
r_ 

a = tVpl1'1 

setzt, so erhaIt man Prof. Guldbergs zweite Verallgemeinerung: 

{ t~ V"'-} 1 (V~)S P - tv 1'11'1 < Xi - E x < + t 1'11'1 > 1- t8 '" 181 •• (12) 
V 1'11'1 

Nimmt man an, es sei in (12) 8 = 2 k, r = 2, so ergibt sich hieraus die 
Formel von K. Pearson2 : 

p{-ty,.t; < xi-E x < + tV p2l > 1- t~ (:2;); (13) 

bei anderen Substitutionen erhalten wir die Formeln von Lurquin, 
Cantelli usw.3 

Weitere Verallgemeinerungen, die aber gleichzeitig gewisse Ein
engungen des Problems bedeuten, ergeben sich, wenn man gewisse zu
satzliche Annahmen fiber den Charakter der Reihen der x und der n 
einfiihrt, z. B. daB die eine konvex und die andere konkav ist. Dann ist 
es moglich, unter Hinzusetzung des Erganzungsgliedes von (6) oder auch 
ohne dieses, die untere Grenze von P noch etwas zu erhohen. Bemerkens
werte Resultate haben in dieser Beziehung Meidell,' B. H. Camp,5 

1 Alf Guldberg: 1Ther ein Theorem von Tchebycheff. Skand. Aktuarie
tidskrift 1922; derselbe: Sur quelques inegaliMs dans Ie calcul des pro
babiliMs (Compt. rend. usw., T.175, S.1382, Paris 1922); derselbe: Sur 
un tMoreme de M. Markoff (ibidem, S. 679); derselbe: Sur Ie tMoreme de 
M. Tchebycheff (ibidem, S. 418). Vgl. ferner auch Mazurkiewicz: 0 pewnej 
nowej formie nog6lnienia twerdzenia Bernoulliego (Wiadomosci Aktuarjalne, 
1922), polnisch. 

2 Karl Pearson: On generalised Tchebycheff Theorems in the Mathe
matical Theory of Statistics. Biometrika, Vol. XII, S.284-296, 1918/19. 

8 Constant Lurquin: Sur Ie criMrium de Tchebycheff. Compt. rend. etc., 
T. 175, S. 681, 1922. Cantelli: Rendiconti delle Reale Academia dei Lincei, 
1916. 

, Birger Meidell: Sur une probleme de calcul des probabiliMs et les 
statistiques matMmatiques. Compt. rend. etc., T.175, S.263, 1922, und"Sur 
la probabiliM des erreurs", ibidem, T.176, S.280, 1923. 

6 B. H. Camp: A new Generalization of TchebYQheff's statistical Ine
quality. Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. XXVIII, 
S.427-432. 
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Seimatsu NarumP u. a. erreicht.2 Ihre Ausfiihrungen konnen jedoch 
allein mit den Mitteln der elementaren Algebra nicht dargestellt werden, 
und wir wollen daher hier nur Kenntnis von ihrer Existenz nehmen. 

Drittes Kapitel. 

Der direkte und der umgekehrte (inverse) Schlu13 
in der heterograden Theorie. 

1. Einleitendes. 
Ehe wir unsere Darstellung beginnen, glauben wir nochmals die Auf

merksamkeit des Lesers darauf lenken zu miissen, daB die statistischen 
Gesamtheiten, mit denen es die heterograde Theorie zu tun bekommt, 
unvergleichlich bunter und komplizierter sind als diejenigen, die in der 
homograden Theone auftreten. Yom Standpunkte des Mathematikers 
bestehen ja die letzteren nur aus Nullen und Einsen, die in der Proportion 

;- = p und N;. M q miteinander vermengt sind (vgl. oben § 2, 

Kap. II), wahrend die ersteren aus beliebigen, positiven oder negativen 
ganzen oder nicht ganzen Zahlen bestehen konnen, irrationale Zahlen 
durchaus nicht ausgeschlossen. Es wird hieraus ersichtlich, daB auch die 
Satze, welche verschiedene allgemeine Beziehungen zwischen solchen 
Gesamtheiten ausdriicken, einerseits viel komplizierter und anderseits 
viel unbestimmter sein miissen. Wenn man im FaIle der homograden 
Gesamtheiten eigentlich mit den Quotienten p und p' auskommen und 
aIle iibrigen sonst auftretenden statistischen Parameter einfach als Funk
tionen von p, p', N und n darstellen kann, so hat man es bei den hetero
graden statistischen Gesamtheiten mit einer unendlichen Folge von 
statistischen Parametem zu tun: die Reihe der mi' der !li' der Produkt
momente, der Semiinvarianten, der Kumulanten usw. (vgl. oben 
Kap. II, § 5). Und solange man iiber den Charakter des Verteilungs
gesetzes der zufalligen Variablen keine zusatzlichen Annahmen macht, 
kann die Stelle des genauen Binomialsatzes (Kap. I § 3) und der ange
naherten Exponentialsatze von De Moivre-Laplace (Kap. I, § 4-6) 
und Poisson (Kap. I, § 12) nur die Markoffsche verallgemeinerte Un
gleichung einnehmen (Kap. II, § 8), welche jedoch, wie wir spater sehen 
werden, eine viel groBere Variationsbreite fiir die betreffenden Wahr
scheinlichkeiten zulaBt und in dieser Hinsicht bedeutend weniger vor-

l' Seimatsu N arumi: On further inequalities with possible application to 
problems in the Theory of Probability. Biometrika, Vol. XV, S.245-253, 
1923. 

2 Vgl. hierzu noch Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.61-73; 
R. Frisch: Sur les semi-invariants et moments employes dans l'etude des 
distributions statistiques, Oslo 1926 (Det Norske Videnskabs-Akademis 
Skrifter, II, Nr. 3), und J. F. Steffensen: On the Sum or Integral of the 
Product of two Functions. Skandinavisk Aktuarietidskrift. Uppsala 1927. 

Anderson, Statistik. 13 
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teilhaft ist. Will man das Verteilungsgesetz der statistischen Gesamtheit 
genauer prazisieren, so bewirkt gerade fure Variabilitat, daB je na.ch den 
konkreten Umstanden eine sehr groBe Zahl von NaherungsformeIn an
gewandt werden ka.nn und daB es, wie sich herausstellt, unter diesen keine 
einzige gibt, die in der Praxis auf aJIe FaIle passen wiirde, denn FormeIn, 
die das Verteilungsgesetz durch eine unendliche Folge von statistischen 
Parametern darstellen, sind nur vom abstrakt mathematischen und nicht 
vom praktisch-statistischen Standpunkt a..1.8 "Losungen" aufzufassen. 

Aus unseren weiteren Ausfiihrungen wird sich ergeben, daB jener 
Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit, auf welchem wir die homo
grade Theorie aufbauten, auch auf die heterograde Theorie verallgemeinert 
werden hnn, und daB man hier ebenfalls ohne die tieferen Auffassungen 
von Kries, Mises oder Keynes auskommen kann. Wie wir bereits 
einmal erwahnt haben, harmoniert unsere Auffassung am besten mit jener, 
die in Fra.nk:reich durch L. March1 vertreten wird, obgleich wir uns seiner 
Theorie durchaus nicht in allen Stucken anschlieBen konnen. 

2. Arithmetisches Mittel und Streuung. 
Gegeben sei eine statistische Gesamtheit vom Umfange N, deren 

Elemente na.ch dem Merkmale x gemessen werden: 

(1) 

Die Zahlen sind beliebig, es konnen auch niehrere x denselben Wert 
besitzen. Aus dieser Gesamtheit wird - auf beliebige Weise - eine Stich
probe, d. h. eine Gesamtheit niederer Ordnung, vom Dmfange n entnommen, 
und es wird gefragt, wie sich das arithmetische Mittel und die Streuung der 
letzteren durch jene der ersteren ausdr'iicken lassen. 

Fiir die Gesamtheit hoherer Ordnung gelten, wie wir bereits wissen 
(vgl. Kap. II, § 7, S. 170), die folgenden Bezeichnungen: 

N N N 1 ~Ix.=Ex, i-IXi2=Ex2, i-ICXi-Ex)2 = 
i=1 i=1 i=l 

~ ;,!, .,·-(E .). ~ E (.-E .). ~ E x'-(E .). ~ "'"J . 
(2) 

Das Quadrat der Summe aller x, die in (1) enthalten sind: 

(j X.)2=(NE X)2=(X1+X2+X3+X4+ ... +xN)(X1+X2+ X3+X, + ... +XN), 
\=1 

1 Vgl. L. Maroh: L'analyse de 180 variabilite, Metron VI; ferner z. B. 
T. J erneman: On the Substitution of oonstants in Sampling formulae with 
speoial referenoe to the theory of the too small values. Nordio Statistioa.l 
Journal, Vol. 3, S.85--112. Stookholm 1931. Beide Autoren, insbesondere 
Jerneman, ignorieren fast ganz ihre Vorganger. 
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laBt sich nach den RegeIn der elementaren Algebra wie folgt entwickeIn: 

r x;!. + X 1 X 2 + x1xa + X 1 X 4 + .... + x1XN + 
+ X 1 X 2 + X22 + X 2 Xa + X 2 X 4 + .... + x 2 XN + 
+ X1Xa + X 2 X a + xa2 + xa x 4 + .... + xaxN + 
+ X l X 4 + X 2 X 4 + xax4 + X42 + .... + x 4 XN + (3) 

+ xlXN + x 2 XN + xaxN + x 4 XN + .... + xN2 

Die Anzahl der Glieder in der rechten Seite ist N2, und da in jeder Zeile 
je ein Glied vom Typus Xi2 auf tritt, so ist deren Zahl gleich N, und die 
Zahl der iibrigen Produkte, vom Typus Xi Xi' ist offenbar gleich N2 - N = 

= N (N -1). Hierbei ist noch zu beachten, daB die Quadrate Xl 2, X 22, xa2, 

•••• x.N2 auf einer Diagonale liegen, die das ganze quadratische Schema 
der Produkte in zwei symmetrische Halften mit ganz gleicher Zusammen
setzung teilt. Somit kommt in der Entwicklung von (3) jedes einzelne 
Produkt Xi Xi genau zweimal vor. In der uns bereits bekannten Sym
bolik des § 7 Kap. II k6nnen wir (3) auch wie folgt ausdriicken: 

N'(EX),~(gxJ ~ ~x.'+ t, ,f. x. x., (4) 

wobei die Doppelsumme der rechten Seite aus N (N -1) Summanden 
besteht und natiirlich i nicht gleich i sein darf, was eben das Symbol 
i =f i unter dem zweiten Summenzeichen auszudriicken hat. Dividiert 
man nun beide Seiten der Gleichung (4) durch N (N -1) und fiihrt 
hierbei die Bezeichnung ein 

N 

N (Nl_l) Z .L Xi Xi = EXi Xi' (i =f i), 
i=1 i=l=i 

so erhalt man ferner: 

(5) 

N N 1 (E X)2 = NIl E X2 + E Xi Xi' (i =f i) . . . . (6) 

und hieraus, mit Riicksicht auf (2) 

E Xi Xi = N N 1 (E X)2 - NIl Lu2 + (E X)2] = (E X)2 - N /-12 1 ' (7) 

oder auchl : 

EXiXi-(Ex)2=- N/-I2 l' (i=fi) . ..... (7 a) 

Wenn man einer Gesamtheit vom Umfang N eine Stichprobe von n Ele
menten Xi "ohne Zuriicklegen" entnimmt, so k6nnen sich letztere, wie 

1 A. A. Tschuprow leitet diese Formel aus seiner Definition der "uni
formen Reihen" ab (vgl. seine Abhandlung "Zur Theorie der Stabilitat 
statistischer Reihen", Skandinavisk Aktuarietidskrift, S. 216-219, 1918), wo-

13* 
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wir bereits wiesen (vgl. Kap. I, § 3), in N (N -1) (N - 2) (N - 3) .... 

N -n + 1) = (N~n)1 verschiedenen Weisen kombinieren, und diese 
Kombinationen konnen ihrerseits als Elemente einer Gesamtheit noch 

hOherer Ordnung vom Umfange (N ~!n)! aufgefaBt werden. Betrachtet 

man aber nur eine gewisse Stichprobe vom Umfange '11" so laBt sich fiir 
sie auf ganz dieselbe Weise, wie oben fiir (4), die Beziehung 

(iXi)2 = iXi2+ i Z XiXi 
i-I i=l iJ=li=l=i 

(8) 

ableiten, wobei die Doppelsumme der rechten Seite aus n (n -1) 
Gliedern besteht und jede gegebene Kombination Xi Xi ebenfalIs 
genau zweima.l auftreten wird. Es ist selbstverstandlich, daB die ein
zelnen Werte von i in dieser Formel wohl aIle aus derselben Gesamtheit 
hoherer Ordnung vom Umfange N "ohne Zuriicklegen" entnommen 
worden sind, keineswegs aber mit den '11, ersten Werten der Reihe (1) 
identifiziert werden konnen. Um dies anzudeuten, haben wir nach dem 
Vorschlage von L. Isserlis1 iiber jedem Xi der Stichprobe einen Punkt 
gesetzt, um es von Xi in der Reihe (1) gleich unterscheiden zu konnen. 
Die Anzahl solcher Gleichungen, die nach dem Muster von (8) aufgestelIt 
werden, ist offenbar gleich der Zahl der Stichproben vom Umfange '11" 

d. h. gleich (N ~!n) !. Summiert man sie aIle gliedweise, so kommt man 

zum Ausdruck: 

z(i Xi)2 = z(i ii2) + z(i Z Xi Xi)' .. (9) 
i=l \=1 i=li~i 

Und als Ergebnis der volIstandigen Symmetrie alIer Elemente in (4), (8) 
und (9) stelIt es sich hieI'bei heraus, daB in jedem der einzelnen Summen
ausdriicke von (9) jedes bestimmte Xi aus der Reihe (1), oder xl oder auch 

beier zuerst die BeziehungenE WI Wa = E WsWa = .... = E Wi WHI = E Wi Wi' (i t i) 
nachweist. Betrachtet man jedoch seine Formeln genauer, so bemerkt man, 
daJ3 sie im Nenner das Produkt N (N -1) aufweisen, d. h. sich auf aIle tiber· 
haupt moglichen Kombinationen von Wi und Wi beziehen. Und aus ihnen 

N-l 
foIgt jedenfaIIs nicht, daJ3 z. B. der Ausdruck Nil I Wi Wi + l' welchen 

i=l 
1 N-2 

man auch aIs E Wi WH 1 auffassen konnte, dem Ausdruck N _ 2 I Wi 'JJi+ 2, 
(=1 

der aIs EWiWiH angesehen werden konnte, gleich sein miisse. Man vermag 
sogar unschwer den Beweis zu erbringen, daJ3 dies nicht der Fall ist. 

1 L. Isserlis: On the Moment Distributions of Moments in the Case of 
Samples Drawn from a Limited Universe (Proceed. of the Roy. Soc., A, 
Vol. 131, 1931), S.587. 
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Xi Xi' genau gleich haufig auftreten wird. Und dies hat wiederum zur 

Folge, daB man, wenn man die Gleichung (9) gliedweise durch (N ~!n)! divi

diert, durchwegs mathematische Erwartungen erhaIt: 

E(t Xi)2 = E(t X;2) + E(t ~ Xi Xi)' 
,=1 ,=1 ,=1 '=I=~ 

und mit Riicksicht auf den Additionssatz des § 7 Kap. II (S. 172) ergibt sich 
hieraus fernerl : 

E(j;:X'J ~nEx'+.(n-l)Ex,Xi' (iii) ... (10) 

Der allgemeine Beweis dieses Satzes diirfte fUr den mathematischen 
Laien etwas zu schwer sein, da die Beziehungen, mit welchen man es hier 
zu tun bekommt, oblgeich sie vollkommen elementar sind, doch recht 
verwickelt werden; es wird ihnen nur jener leicht folgen konnen, der 
bereits eine ausgearbeitete mathematische Abstraktionsgabe besitzt. 
Um aber wenigstens eine gewisse Vorstellung zu geben, worum es sich 
eigentlich handelt, wollen wir hier den Fall von N = 5 und n = 3 aus
fUhrlich durchrechnen. Es sei uns also die Reihe 

gegeben. Es ist dann 

[ 

Xl2 + Xl X 2 + Xl Xa + Xl X 4 + Xl X5 + 1 
( 

5)2 + Xl X 2 + X 22 + X 2 Xa + X 2 X 4 + X 2 X5 + 
~ Xi = + Xl Xa + X 2 Xa + Xa2 + X a2 X 4 + Xa X5 +) = 
,=1 + Xl X 4 + X 2 X4 + Xa X 4 + X 4 + X 4 X5 + 

+ Xl X5 + X 2 X5 + Xa X5 + X 4 X5 + X52 

5 5 

= .L: Xi2 + .L: .L: XiXj = 5E X2 + 20E Xi Xj' (i + 1)· 
i=l i=l i=l=i 

Die Anzahl der Stichproben yom Umfange 3, die man einer Gesamtheit 

yom Umfange5 ohne Zuriicklegenentnehmenkann, ist ~: =5.4.3 = 

= 60, und zwar konnen diese Stichproben aus obigem Schema dadurch 
abgeleitet werden, daB man die Diagonale (die Quadrate) streicht (das
selbe Element kann ja nicht der Gesamtheit hoherer Ordnung zweimal 
entnommen werden) und dann die iibrigen Produkte zuerst mit Xl und 
dann sukzessive mit X 2, xs, x 4 und X5 multipliziert (richtiger: verbindet), 
wobei man fUr jede der so erhaltenen Gruppen je eine Zeile und je eine 
Kolumne streichen muB, welche Quadrate derselben Zahlen enthalten. 
Man kommt dann zu folgenden Ergebnissen: 

1 Vgl. oben Formel (5). Hier, wie auch weiter unten, bedeutet E Xi Xj die 
mathematische Erwartung des Produkts Xi Xj; es ist also E Xi Xj = E (xi Xj)' 
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* 
* 

* 
* 

Gruppe I 

* * * 
X I X 2 X a X I X 2 X 4 X I X 2 X s 

Gruppe II 
* * X I X 2 X a X I X 2 X 4 X I X 2 X S 

* * * * * 
* X I X 2 X a * X I X 2 X 3 * * X 2 X a X 4 X2 X a X s 

X I X 2 X 4 * X2 X3 X4 * X 2 X4 XS 

* X I X 2 Xs XIXaXs X I X 4 X s X I X 2 X S * x2 x a x s X 2 X 4 X s * 
Gruppe III Gruppe IV 

* X I X 2 X a * X I X a X 4 * X I X 2 X 4 X I X a X 4 * X I X 4 X s 
X I X 2 X a * * X 2 X a X 4 XI XZX4 * 

* * * * X I X 3 X 4 X 2 X aX 4 

X I X a X 4 X 2 X 3 X 4 * * xa X 4 X s * * * 
X I X3 X S x2 x a x s * xa x 4 x s 

* 
X I X 2 X s 

xlxaxs 
X I X 4 X s 

* 

* X I X 4 X s X 2 X 4 X S xa x 4 x s * 
Gruppe V 

X I X 2 X s xlxaxs X I X 4 X s * 
* X 2 X 3 X s X 2 X 4 X S * 

x2 x a x s * xa x 4 x s * 
X 2 X 4 X s xa x 4 x s * * 

* * * * 

* 

Jede Gruppe enthiilt 3 X 4 = 12 "Komplexionen", wie der technische 
Ausdruck aus der Theorie der Kombinatorik lautbt, und da die Anzahl 
der Gruppen 5 ist, so verfugen wIT in der Tat im Ganzen uber 12 X 5 = 60 
solcher "Komplexionen". 1m Faile mit Zurucklegen wiirden auch an Stelle 
der Sternchen ebenfalls Komplexionen (mit Wiederholungen) stehen, 
und ihre Anzahl ware dann 5 X 5 X 5 = 5a = 125. Zahlen wir jetzt, 
wie oft dieselben Kombinationen von Buchstaben (Indizes) auftreten, 
so stellt es sich heraus, daB dies in jeder Gruppe zweimal geschieht und daB 
sich immer je 3 Gruppen vorfinden, die dieselben Komplexionspaare 
aufweisen: einem jeden Xi entspricht ja seine eigene Gruppe, in welcher 

es in allen Komplexionen vorkommt. Somit treten die 2 ~ ~! =10 mog

lichen Kombinationen ohne Wiederholungen: 
Xl X 2 X a , X I 'X 2 X 4 , Xl X 2 XS, Xl Xa X 4, Xl Xa Xs 

Xl X 4 Xs, X 2 Xa X 4, X 2 Xa Xs, X 2 X 4 Xs, Xa X 4 Xs 

je sechsmal auf. Betrachtet man jede von diesen zehn Kombinationen 
als Summe und erhebt man sie ins Quadrat, so kommt man zu folgenden 
Ausdrucken: 

(Xl + x 2 + xa)2 = Xl + X 22 + xa2 + 2 Xl X 2 + 2 Xl Xa + 2 x 2 Xa 

(Xl + X 2 + X4)2 = Xl2 + X 22 + X42 + 2 Xl X 2 + 2 Xl X 4 + 2 x 2 X 4 

(Xl + X 2 + XS)2 = Xl2 + X 22 + XS2 + 2 Xl X 2 + 2 Xl Xs + 2 x 2 Xs 

(Xl + X3 + X4)2 = Xl 2 + Xa2 + X42 + 2 Xl Xa + 2 Xl X 4 + 2 X3 X 4 

(Xl + Xa + XS)2 = Xl2 + Xa2 + XS2 + 2 Xl Xa + 2 Xl Xs + 2 xa Xs 

(Xl + X 4 + XS)2 = Xl2 + Xl + XS2 + 2 Xl X 4 + 2 Xl Xs + 2 x 4 Xs 

(X2 + xa + X4)2 = X 22 + xa2 + xl + 2 x 2 Xa + 2 x 2 x 4 + 2 xa x 4 

(X2 + xa + XS)2 = X 22 + xa2 + XS2 + 2 x 2 xa + 2 X 2 Xs + 2 xa Xs 

(X2 + x 4 + XS)2 = X 22 + X42 + XS2 + 2 x 2 x 4 + 2 Xz Xs + 2 x 4 Xs 

(xs + x 4 + XS)2 = xa2 + xl + XS2 + 2 xa x 4 + 2 Xa Xs + 2 x 4 xs· 
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Und summiert man jetzt diese 10 Gleichungen kolumnenweise, so ergibt 
sich ans ihnen, wenn man die Resultate noch mit 6 multipliziert, um 
wieder auf die Za.hl 60 zu kommen: 

I (;t. .. )' =36( .. '+ .. '+ .. ' + ·0' + •• ~ + 18(2 .... +2 .... + 

+2X1X,+2x1X5+2x2X3+2x2X,+2x2X5+2x3X,+2x3X5+2x,X5)'. (11) 

( 

3 2 ' 

Z Z ii) ist die Summe alIer iiberhaupt moglichen 60 Quadrate der 
i=l 

Summen zu 3 Elementen aus 5 im Falle ohne Zuriicklegen. Man kann also 

z(kroiY (3.)2 (3.)2 (3.)2 
60 E §,Xi ,oder Z §,Xi =60E §,Xi 

setzen. Es ist ferner aus der Definition der mathematischen Erwartung 
in Kap. II, § 7, Formel (1 c) ersichtlich, daB 

X12 + X22 + X32 + xl' + X,,2 = 5 E x2 
und daB die Summe in der letzten Klammer der rechten Seite von (11), 
die aus 10 X 2 = 20 Summanden besteht, mit 20 E Xi xs, (i + i), be
zeichnet werden kann. Somit ergibt sich: 

60E(i Xi)2 = 180Ex2 + 360Exi xj, (i + 1), 
t=l 

oder 

E(iXi)2 =3Ex2 + 6Exi xj, (i + i). 
,=1 

Es ist jedoch bei uns n = 3 und daher 6 = n (n -1); somit haben wir 
in der Tat fiir den Fall N = 5 und n = 3 die Richtigkeit der Formel (10) 
nachgewiesen. 

Dividiert man (10) durch n2, so erhiilt man ferner: 

( 
n )2 Zoo.' 

i=l Ex2 n-l .. 
E -- =-+--Exixj, (~+J), n n n 

und mit Riicksicht auf (7) und (2): 

( 
n )2 ZWt 

E i=l = Ex2 + n-l [(EX)2_~] = 
n n n N-l 

N-n (n-I ) f.ls = (EX)2+ n(N -I) ft2= (EX)2+ 1- N -I n·· (12) 
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Es ist auBerdem bekannt (vgl. oben Kap. II, § 4, Formel 7), daB 

!i(xi - X)2 = ! i XiZ-(! 1: Xi)2. . . . . (13) 
i=1 i=1 i=1 

Wenn man nun, um eine groBere Symmetrie der Formeln zu erhalten, 
das Symbol 

11 

V'2,(n) = !.2) (Xi-X)2 
i=1 

(14) 

einfiihrtl und auch hier zur mathematischen Erwartung fiir eine Gesamt

heit hoherer Ordnung vom Umfange (N ~!n)! ubergeht, so erhiilt man, 

mit Rucksicht auf (12) und (13): 

n 

EV'2,(n)= ! E..J: Xi2- (EX)2- n~N-::I) P,2 = 
i=1 

N-n N-n 
= EX2- (EX)2- n (N -I) P,2 = P,2- n (N -I) P,2 = 

N n-I 
= N - 1 • -n - . P,2' (15) 

Hieraus folgt, daB umgekehrt 

N-I n E' 
P,2 = ----yr-' n-I' v 2,(n) = 

j j;(il-.-X)21 If j;(Xi -X)2) 
=E N-I. t=1 =E (1-~) t=1 . (16) 

N n-I N n-I 

Und ist N __ 00, was, wie wir wissen, dem Falle "mit Zurucklegen" gleich
kommt, so ergibt sich hieraus einfach: 

(16 a) 

1 Dies ist das Symbol, welches Tschuprow in seiner Untersuchung "On 
the mathematical expectation of the moments of frequency distributions" 
(Biometrika, Vol. XII u. XIII, 1918-1921) anwendet (vgl. Biometrika, 
Vol. XII, Nr. 3 u. 4, S. 187, Formel (9), 1919), wobei zu beriicksichtigen ist, 
daB Tschuprows N unserem n entspricht. In der Fortsetzung derselben 
Untersuchung, die unter dem Namen "On the mathematical expectation of 
the moments of frequency distributions in the case of correlated observations" 
in Metron, Vol. II, Nr.3 u. 4, 1929, erschien, wird auf S. 48 hierfiiI' die Be
zeichnung lI'[2,n] gebraucht, die auf eine Formel von S.292 (Biometrika, 
Vol. XIII) zuriickgeht und eigentlich einer etwas anderen Anfangskonstruk
tion entspricht, bei welcher jede der GroBen Xi ihrem eigenen Verteilungs
gesetze folgt (vgl. daselbst S.283). 
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(Dieses Resultat kann auch unschwer durch direkte Rechnung ermittelt 
werden.) 

Wir haben somit festgestellt, daB sowohl im FaIle "ohne Zuriicklegen" 
als auch im FaIle "mit Zuriicklegen" /l-s, die Streuung der Gesamtheit 
hoherer Ordnung, nicht der mathematischen Erwartung von V'2.(n), der 
Streuung der Stichprobe, sondem dar mathematischen Erwartung einer 
etwas anderen MaBzahl gleichkommt. 

Betra.chten wir jetzt ein anderes, etwas komplizierteres Problem. Aus 
derselben Gesamtheit vom Umfange N werden mehrmals na.cheinander 
je n Elemente "ohne Zuriicklegen" entnommen und jedesma.l da.s arith
metische Mittel des Merkmales x (d. h. der zufalligen Variablen) in der 
Stichprobe berechnet. Gefragt wird na.ch der Streuung dieser GroBen, 
d.h. na.ch dem Werte von 

(17) 

Wenn wir von einer mathematischen Erwartung sprechen, so miissen wir 
sofort auch jene Gesamtheit hoherer Ordnung angeben, auf die sich die 
mathematische Erwartung bezieht: sonst haben unsere Ausfiihrungen 
iiberhaupt keinen statistischen Sinn. Es sei also angenommen, daB in 
unserem FaIle die mathematische Erwartung wiederum den betreffenden 
arithmetischen Durchschnitt in jener Gesamtheit hoherer Ordnung vom 

Umfange (N ~!n)! bedeutet, die entsteht, wenn wir aIle iiberhaupt 

moglichen Gruppierungen zu n aus N ohne Zuriicklegen bilden. Wenn 
wir auf diesen Fall Satz I des § 7, Kap. II, anwenden, so konnen wir 
wiederum schreiben: 

l( 1;Wo)2 1; Wi 1; Wi ( 1;Wi)2j 
E 1=1 2'=1 E'=1 + E i =1 _ 

/-l2, (n) = -n- - -n- -n- -n--

( 1;Wi)2 ( 1;wi)2 
=E '=! - E i=! ....... (18) 

Es ist nun na.ch dem Additionssatz von Kap. II, § 7: 
n 

.2) Wi n n 
E i=1 1 E Z . 1 IE . nEE --= - Xi = - Xi = - X = x. n n n n (19) 

i=1 i=1 
Und greift man noch auf Formel (12) zuriick, so verwandelt sich (18) in: 

{ n [n llll () 1 . 1 . N -n n-l Pa 
/-l2 (tI) = E - ~xi-E - ~Xi = --- /-lll = 1---- -. (20) , n~ n ~ n(N-l) N-l n 

i=1 i=1 
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Diese wichtige Formel, die eine der Grundformem der Stichproben
methode ist, scheint zuerst von K. Pearson angegeben worden zu sein.1 

Nimmt man jetzt an, daB, bei endlichem n, N -+00, so erhaIt man aus 
(20) fUr den Fall "ohne Zuriicklegen" die einfache Beziehung: 

",2,(n) = ,::. ......... (20 a) 

Die Formem (15), (16) (16a) und (20) haben auch fUr die homograde Theorie 
gewisse Bedeutung. Wir wissen bereits, daB man jede Formel der hetero
graden Theorie in eine solche der homograden Theorie verwandem ka.nn, 
wenn man nur annimmt, die zufallige Variable x k6nne iiberhaupt nur 
2Werte, 1 undO, mit den relativenHaufigkeiten p' und q', bzw. mit den 
statistischen Wahrscheinlichkeiten p und q, annehmen. Es sei also ange
nommen, daB die Gesamtheit h6herer Ordnung aus N Elementen besteht, 
von denen M das Merkma.l 1 und N - M das Merkmal 0 hesitzen. Es ist 

M dann offenbar p = N und 

und iiberhaupt: 

Man hat ferner: 

Ex = P . 1 + q . 0 = p, 

E x2 = P . 12 + q . 02 = p, 

(21) 

#2 = Ex2- (EX)2 = p-p2= P (1-p) = pq. (22) 

Anderseits ist aber 
n 

2) Xi 
i=l = ~ = p' [vgl. oben Kap. I, § 11, Formel (8), S. 113] (23) n n 

und 

1 VgI. L. Isserlis: On the Conditions under which the "Probable Errors" 
of Frequency Distributions have a real significance, Proceed. of the Roy. Soc., 
A, Vol. 92, S. 23-41,1915; derselbe: On the Value of a Mean as Calculated 
from a Sample, Journ. of the Royal Statistical Society, Vol. LXXXI, Part I, 
S.75-81, January 1918; G.Mortara: Elementi di Statistica, S. 356, Roma 
1917; A. A. Tschuprow: Zur Theorie der Stabilitat statistischer Reihen, 
S. 219; S. S. Kohn: Zur Frage der Anwendung der Stichprobenmethode auf 
die Aufarbeitung landwirtschaftlicher Erhebungen, Petrograd 1917 (offizielle 
Denkschrift des Landw. Ministeriums; russisch); M. Greenwood and 
L. Isserlis: A Historical Note on the Problem of Small Samples, Journ. of 
the Roy. statist. Soc., Vol. XC, S.347-352, 1927; K. Pearson: Another 
"historical note on the problem of small samples", Biometrika, Vol. XIX, 
S.207-210, 1927. Zur letzteren ware iibrigens zu bemerken. daJ3 jenes 
Manuskript Tschuprows. welches im "Metron" erschien, zuerst der "Bio
metrika" angeboten, aber aus Raummangel abgelehnt wurde. - Diese 
Literaturhinweise beziehen sich auch auf die Formeln des nachsten Para
graphen. 
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n 

Ire; 
E ' E i=1 nEfl} p = --=--=Ex=p. '11, '11, (24) 

Beriicksichtigt man wieder, daB x nur die Werte 1 und 0 annehmen 
kann und daB 111 = 1, OS = 0, so hat man ferner: 

n n 

I Wi 2 IWi 
i=1 i=1 , 
-n-=-n-=P' ....... (25) 

und hieraus 

n (n)2 Iwl IWi 
i =1 £=1 "11' (1 ') , , -'11,-- -'11,- =p-p =p -p =pq .. (26) 

Grent man jetzt auf (15) zuriick, so erhalt man nach Einsetzung der 
betreffenden Werte aus (22), (25) und (21): 

E ' E " N '11,-1 ')I2,(n) = pq = N-1 ·-n- pq , (27) 

oder auch umgekehrt: 

p q = (1- ~ ) '11, '11, 1 E p' q' • . (27 a) 

und folglich 

1!!L = (1-~) E 1!L. '11, N '11,-1 (27 b) 

Wendet man sich zu Formel (20), so ergibt sich aus ihr mit Riicksicht 
auf (22), (23) und (24): 

E ( ' )2 (1 '11,-1 ) pq /-t2,(n)= p-p = - N-1 n' (28) 

oder 

E(np'-n p)2=(I-; ~)npq .. ... (28a) 

Und bei N -+ 00 fiir den Fall "mit Zuriicklegen" aus (27b), (28) und (28a): 

'11, '11,-1 (29) 1!.!L =ELL } 

E(P'_p)2= P:, oder E(np'-np)2=npq. 

Die erste der Formeln (29) sowie auch (27b) sind wenig bekannt, ob
gleich sie bei Tschuprow vorkommen. Aus ihnen laBt sich z. B. ebenso 
wie aus Formel (28) fiir E (p')11 der folgende Ausdruck ableiten, der bereits 
im Jahre 1899 durch Pearson in die statistische Praxis eingefiihrt wurde: 1 

E (P')2 = p2 + ~ ; Pnq, . . . . . . . (30) 

1 Vgl. K. Pearson: On certain Properties of the Hypergeometrical Series. 
Phil. Magaz., S. 236-246, 1899. 
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was im Falle "mit Zuriicldegen" zu 

E (P/)2 = p2 + .tl .......... (30a) 
n 

fiihrt.l 
Oben in Kap. I § 4, Formel (38) und (45) haben wir beim Exponential

satz den statistischen Parameter 

fiir den Fall "ohne Zuriicklegen" und 

(J=Vnpq 
fiir den Fall "mit Zuriicklegen" eingefiihrt. Vergleichen wir diese Formeln 
mit (28a) und (29), so iiberzeugen wir una, daB im ersten Falle a2 sich von 
E (np' - np)2 nur um den ganz minimalen Betrag 

(1-';) ;pql . . . . . . . . .. (31) 

unterscheidet, im zweiten Falle jedoch eine vollkommene ttbereinstim
mung herrscht. Eine Abweichung von der GroBenordnung (31) ist, wie 
wir bereits oben im Kap. I, § 4 (S. 56) und § 11 (S. 118) erwahnt haben, 
kleiner als jene GroBenordnungen, die wir bei der Ableitung des Expo
nentia.lsatzes vernachlassigten, und deshalb ist es vollkommen zulassig, 
fiir (J den Wert 

(J=V~ ~npq=V(I-; !)npq 

einzusetzen. Die Annahme, (J sei einfach gleich der mathematischen 
Erwartung der quadratischen Abweichung der GroBe i = np' von ihrer 
mathematischen Erwartung np, bietet gewisse theoretische Vorteile und 
erlaubt es auch, wie wir spater sehen werden, die Formel der 
sogenannten "normalen Verteilung" in der heterograden Theorie mit der 
Exponentialformel in der homograden Theorie, unter Einfiihrung gewisser 
zusatzlicher Bedingungen, zu vergleichen und zu identifizieren. 

3. Die Momente und Kumulanten fOr eine zufiUlige Variable. 
Die ausfiihrlichen Darstellungen des vorhergehenden Paragraphen 

hatten zur Aufgabe, nicht nur mehrere praktisch wichtige statistische 
Formeln abzuleiten, sondern auch an einigen leichteren Beispielen die 
Anwendung der Methode der mathematischen Erwartungen aufzuzeigen; 
im weiteren werden wir unsere mathematischen Rechnungen etwas 
kiirzer fassen konnen. 1m allgemeinen Falle, zu welchem wir jetzt 
iibergehen, miissen in bezug auf statistische Gesamtheiten verschiedener 
Ordnungen mehrere Typen von Momenten schad unterschieden werden. 

1 AIle diese Satze lassen sich auch direkt aus der Entwicklung des Binoms 
(p + q)'" ableiten, doch ist dies sogar bei N = 00 bedeutend komplizierter; 
vgl. z. B. die Rechnungen auf S. 263ff. von Bowleys Elements of Statistics. 
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Wir fiihren sie hier in der Schreibweise A. Tschuprows ein, da diese ein 
einheitliches System bildet und aus derjenigen Pearsons entstanden ist, 
obgleich zugegeben werden muS, daB seine Symbolik manchmal recht 
kompliziert aussieht. 

Ein anderes System bildet die Symbolik R. A. Fishers, ein drittes 
etwa die von L. Isserlis vorgeschlagene Notation.1 

Gegeben sei wiederum eine Gesamtheit hOherer Ordnung vom Um
fange N, in welcher das Merkmal x, welches an jedem Elemente auftritt 
(aber gelegentlich auch gleich 0 werden kann) , folgende Werte ergibt: 

Xl' Xli' Xa, ••• " XN • • • • • • • • • • (1) 

Einzelne Xi konnen hierbei einander gleich sein, bei einem endlichen N 
ist jedoch fiir sie der Wert 00 ausgeschlossen.lI Dieser Gesamtheit wird 
auf beliebige Weise eine Stichprobe vom Umfange n: 

Xl' X 2' X3,· ••• , Xn • • • • • • •• (2) 
entnommen. Es werden jetzt folgende Bezeichnungen eingeruhrt. 

A. FUr die Gesamtheit hOherer Ordnung. 
N 

1. m,,=Ex"= ;.. Ix/, 
i-1 

und folglich 
N 

ml=Ex= ;.. IXt; 
'=1 

N 

2. #r=E(x-Ex)"=~ I (Xi-ml)", 
i=1 

und folglich 
N 

#2 = E (x-Ex)lI = i I(xi -m1)2; 
i=1 

3 m,. = Ex·"! "s'. 'Il . b' .. "a, •••. , rh • Xi Xk •••• x, = 
N 

.2: .2: .2: .... .2: Wll W/- w{a ...• W{h 
i=1 i k l 

- ----cN~(N=-----=I.,-)(=N=--~2),-.-. -• • -:-(N=---;h;-+-:-::-l ):-, • 

(3) 

(3 a) 

(4) 

(4 a) 

(5) 

wobei keine zwei der Indizes i, j, k, . ... ,l im selben Produkt denselben 

1 VgI. z. B. seine bereits zitierte Monographie "On the Moment Distri
butions etc.". 

2 Diese letzte Voraussetzung ist selbstverstandlich nur ein Tribut an die 
mathematische Rigorositat, bildet aber durchaus keine irgendwie fiihlbare 
Einschriinkung fUr die Anwendbarkeit der nun folgenden Formeln im Be
reiche der statistischen Praxis. 
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Wert annehmen konnen. Wir wollen diese Bedlngung von nun an 
symbolisch wie foIgt ausdriicken: 

i =f 1 =f k =f .... + l.. . . . . . . . . (5 a) 

(Das Zeichen =f ist also bei uns transitiv.) Es ist daher 
N 

2) 2) Wi wi 
E i=11=1=i (5 b) 

ml,l = Wi Xi = N (N -1)' ..... 
N 

2: 2) 2)WlW;Wk 

m 2,l,1 =EXi 2Xi Xk i;.\k_~)(N_2)' (i=f1=fk) . (5 c) 

usw. 

4. #'1' r., rs, •• "" = 
E {(Xi-Ex)r1 (xi-Ex)"(xk-Ext' •.. (x,-Ext"} = 

N 

2) 2) 2) .... 2: (Xi- m1t 1 (Xi - mIt· (Xk-mlts ••• • (x,-m l )'" 

1=1 1 k l 
- N(N-I)(N-2) .... (N-k+l) 

wobei wiederum i =f 1 =f k =f .... =f l, 
und folglich 

N 

2) 2) (Xi- Ew) (x;-Ex) 

(6) 

E ) i=ll=1=i #1,1 =E(Xi- x)(x;-Ex N(N-l) , (6a) 

#2,1,1 =E {{Xi- Ex)2(Xj-Ex)(Xk-Ex)}= 
N 

2) 2) 2) (xi-Ex)2 (x;-Ex) (xk-Ex) 
__ t~'=~l~l~k~~~~~~~ ________ _ 

N(N-l)(N-2) (i=f1=fk) .. (6 b) 

usw. Die statistischen Parameter m, und #, beziehen sich auf die gegebene 
Gesamtheit yom Umfange N; die Parameter m,1I r .. rs, ••. ,r" und f-lrb r .. ra,' •. ,r" 

sind Produktmom"ente und beziehen sich bereits auf die Gesamtheit 

yom Umfange (N ~k)!' die aus allen moglichen Produkten von 11, Ele

menten aus N "ohne Zuriicklegen" gebildet werden kann. 
In den vorhergehenden Paragraphen haben wir bereits abgeleitet l , 2: 

#1=0, #2=Ex2_(Ex)2=mz-mlZ' 
__ z #a __ #2 

m l , 1 -- m l - N l' #1, 1 -- - N l' ) (7) 

1 m1a bedeutet selbstverstandlich (ml)a, das Quadrat von mI' 
2 Es ist namlich 

#1,1= E(x,-Ex) (xi-Ex) = E[XiX;-XjE X-xiEx+ (Ex)a] =EWiXj-

-ExEx-ExEx+(Ex)2=Ex;x;-(Ex)2= [mI2 - /'2 1]-mI2=- /SI . 
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Eine rekurrente Formel zur Bestimmung der hoheren Momente ergibt 
sich aus der Formelffir flr' Entwickelt man namlich das Binom (Xi - Ex)" = 

= (xi-m1)" nach der Newtonschen Formel, so erhaIt man sofort: 

E (Xi-ml)" = E {xt - ~ x{-lm1 + 
+ r(r-I) 1'-2 2 r(t'-I) (t'-2) 1'-3 3 + } 

I . 2 Xi m1 - I . 2 . 3 Xi m1 ••• 

und mit Riicksicht auf den Additionssatz der mathematischen Erwar
tungen und darauf, daB sowohl r als auch m1 hier Konstante sind, ferner: 

r r(r-I) 2 
flr=m1'-Tmr-lml+ 1.2 mr- 2 m1 -

r (r-I) (r-2) 3 + 
- 1.2.3 mr-am1 (8) 

Es ist hierbei zu beachten, daB das vorletzte und letzte Glied dieser 
Reihe immer miteinander verschmelzen: 

(8 a) 

Setzt man in (8) sukzessive r = 2, 3, 4, 5 usw., so erhalt man die Formeln: 

fla = ma - 3 m 2 m 1 + 2 ml, (9) 
fl2=m 2 -m12

, ] 

fl4=m4-4mam1 + 6m2m12-3m14, .. 

fl5 = m5-5 m4 m1 + 10m3 ml- lOm2m13 + 4m15 usw. 

Diese Formeln gelten in gleicher Weise sowohl ffir den Fall "ohne Zuriick
legen" als auch ffir jenen "mit Zuriicklegen". Es sei noch bemerkt, daB 
sie ffir die homograden Gesamtheiten, ffir welche die Beziehung 

m 1 = m 2 = ms = .. " = mh = P 
besteht (vgl. oben § 2, Formel 21), folgende Werte annehmen: 

fl2 = P - p2 = pq, 1 
fls=p-3 p2+ 2p3=pq(1-2p) =pq(q-p), [. 
fl4 = P - 4 p2 + 6 p3 - 3 p4 = pq (I - 3 pq) usw. J 

1m allgemeinen Fall ergibt sich ffir fl1' der folgende Ausdruck: 

flr = P (1- p)" + (-I)" pr (1- p) = p qr + (-I)" pr q = 

(10) 

=pq[q1'-l+ (_l)"p,.-l] .... (lOa) 

Es ware ein leichtes, aus der Entwicklung des Binoms 

m,. = [(Xi - m1) + m1J" 

umgekehrt Rekursionsformeln zur Berechnung der mi aus den fti und m1 

zu erhalten, doch haben diese beinahe gar keine praktische Bedeutung ffir 
den Statistiker. Der Leser wiirde aber gut daran tun, diese Formeln 
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zur ttbung in der Anwendung der Methode der mathematischen Er
wartungen selbst abzuleiten. 

Die Produktmomente m,. .. ,.So "8,. . . . und P-r .. "So "8,. . . . haben keine 
selbstandige Bedeutung, doch sind sie, 'Wie wir bereits bei m1, 1 und P,l,l 

gesehen haben, fiir die Berechnung der mathematischen Erwartungen der 
Momente der Stichproben notwendig. Solange man auf dem Boden der 
elementaren Algebra bleibt, wird ihre Darstellung durch die einfachen 
Momente vom Typus ml/, desto verwickelter, je hoher die Ordnung des 
Produktmoments genommen wird, doch hort sie nicht auf, im Prinzip 
ganz elementar zu bleiben. Um noch ein weiteres Beispiel fiir die Berech
nung zu geben, wollen wir das Produktmoment dritter Ordnung m1, I, 1 = 
= EXi Xi Xk' (i =f j =f k), bestimmen. Wir gehen von der Identititt aus: 

(N Ex)' = NO (E x)' = (t. x.)' = 

= (Xl + xa + X3 + .... + xN)a (Xl + Xa + X3 + .... + XN ) = 

X12 + Xl X 2 + Xl X8 + Xl X, + .... + Xl XN + 

+ Xl X 2 + X22 + X 2 X3 + X 2 X, + .... + X 2 XN + 

+ Xl X3 + X 2 X3 + X32 + X3 X" + .... + X3 XN + 

+ Xl X 4 + X 2 X 4 + X3 X" + X,,2 + .... + X 4 XN + x 

+ Xl XN+ X 2 XN+ X3 XN+ X4XN+ •••• + X~ 
X (Xl + Xa + X3 + X 4 + .... +XN). 

Wenn man die N2 Produkte, welche in der ersten Klammer der rechten 
Seite stehen, mit der Summe der N Glieder in der zweiten Klammer 
multipliziert, so wird zuerst jedes der N2 Produkte mit xl> darauf wiederum 
jedes der N2 Produkte mit Xa multipliziert, dann mit X3 usw.; schlie.l3lich 
werden die sich ergebenden N Gruppen zu N2 Elementen zusammen
addiert;. Betrachten wir z. B. die dritte Gruppe, die aus der Multiplikation 
mit X3 entsteht: 

x;1. X3 + Xl X 2 X3 + Xl X32 + Xl X3 X 4 + .... + Xl X3 XN + 

+ Xl X 2 X3 + X 22 X3 + X 2 xl- + Xli X3 X 4 + .... + X 2 X3 XN + 

+ Xl X32 + X 2 X82 + X33 + X32 X 4 + .... + X32 XN + 

+ Xl X3 X 4 + X 2 X3 X 4 + X32 X 4 + X3 X42 + .... + X3 X 4 XN + 

+ X I X s XN+X2 X 3 XN+ X 32 XN+ XsX,XN+ •••• + X3X~, 
Die Gruppe enthalt im Ganzen N2 Produkte, wobei hOhere Potenzen als 
die erste nur in der dritten Kolumne, in der dritten Zelle und in der 
einen Diagonale vorkommen. Man hat hierbei: eine einzige dritte Potenz, 
x3S, in der Kreuzung der drei genannten Linien, au.l3erdem zweimal das 
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Produkt von xs'o mit jedem der iibrigen (N -1) Elemente der Reihe (1) 
- in der 3. Reihe und in der 3. Kolumne - und einmal das Produkt 
von xa mit dem Quadrate jedes der iibrigen (N -1) Elemente - in der 
Diagonale. Die nooh iibrig bleibenden 

NA-I-3 (N -1) =NA-3N + 2 = (N -1) (N-2) 

Produkte bestehen aus je drei verschiedenen Multiplika.nden. Sym
bolisch laSt sich die Summe der Produkte der dritten Gruppe wie 
folgt ausdriicken: 

xs(1xt)l!= xaa + 2Xl·(1xi-xa) + xa(ixl'-Xl'\ + 
i=1 (=1 l=1 J 

+ x32: 2: Xi Xi' (i+i)· 
i=FSf=F S 

Und infolge der Symmetrie aller Gruppen ergibt sich schlieSlich fUr ihre 
Summe: 

(1 Xi)3 = 1 Xi3 + 21 2: Xi2 Xi + 1 2: Xi X/2 + 
i~1 i=1 i=1 1=Fi i=1 1-:1=' 

N N N 

+ 2: I 2: Xi Xj X,. = Ixl + 32: 2:Xt X/2 + 
i=1 l=Fi h=Fi=F1 i=1 i=1 1=Fi 

N 

+ 2: 2: 2: Xt XIX,., (i + i+ h). 
i=1 i h 

Es ist klar, daS in jeden der Summenausdriicke hier alle iiberhaupt 
moglichen Verbindungen verschiedener X yom gegebenen Typus eingehen, 
und daher sind wir auch berechtigt zu schreiben: 

Nlm13 =Nms+ 3N (N -1) m 1, 2+ N (N -1) (N -2) m1,J,l' (11) 

Die Summe der Koeffizienten der rechten Seite: 

N + 3 N (N - 1) + N (N - 1) (N - 2) 

ergibt, wie es auch sein muS, genau NI. 
Es bleibt nur noch· das Produktmoment m1,2 zu bestimmen, was 

vielleichter zu bewerkstelligen ist. Aus der Identitil.t 
N N N N 

N2Ex2.Ex= 2: Xt2 .2:Xi= 2:Xi3 + 2: I Xt X/2 

i=1 i=1 i=1 i=1 i=J=i 

ergibt sich namlich sofort: 

NA m2 m1 = N m3 + N (N -'-1) ml,2, oder 

N (N -1) ml,2 = NAm2 m1 -Nma. . .(12) 
Anderson, Statlstlk. 
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Setzt man diesen Ausdruck in (11) ein und dividiert beide Seiten durch 
N (N -1) (N - 2), so erhalt man endgiiltig 

(13) 

Durch ahnliche "Oberlegungen konnten auch die Ausdriicke fiir aIle 
anderen Momente gefunden werden, 'Wenn nur nicht die sich hierbei 
ergebenden Formeln sehr bald auBerst schwerfallig wiirden. Mit Hille 
der sogenannten symmetrischen Funktionen, die zum Rustzeug der 
hoheren Algebra gehoren,l kann man die Berechnungen noch um einige 
Stufen weiter bringen, doch schlieBlich wird man bei vielgliederigen und 
komplizierten Formeln anlangen, welche den praktischen Gebrauch 
fast unmoglich machen und daher durch angenaherte Ausdriicke ersetzt 
werden mussen, - ganz aus demselben Grunde, aus welchem in der 
homograden Theorie die genaue binomische Formel der bloB angenahert 
richtigen exponentialen weichen muB. Ohne uns mit der Ableitung der 
weiteren Produktmomente zu befassen, wollen wir hier die wenigen 
ersten Momente sowohl fiir den Fall ohne Zurucklegen als auch fiir jenen 
mit Zurucklegen hinschreiben. Soweit sie oben nicht bereits abgeleitet 
wurden, entnehmen wir sie der noch immer maBgebenden Untersuchung 
Tschuprows.2 

a) Ohne Zurucklegen. 

Nm 2-m 
ml,1 = -i- 1 2 [vgl. oben Formel (7)], 

ml,2 = m2,1 = Nmjv'"'~-;m3 [vgl. oben Formel (12)], 

N2 m13-3Nm1ma + 2ma [ I b F 1 (13'] ml, 1,1 = (N _ 1) (N _ 2) vg . 0 en orme ) , 

N3m14- 6N2ml ma+8Nm1m S + 3Nma2-6m4 
ml, 1, 1, 1 = (N _ 1) (N - 2) (N - 3) . , 

N2m12ma-2NmlmS-Nma2 + 2m, 
m2,1,1 = ml,2, 1 = ml,I,2 = (N-l) (N-2) (14) 

Nm1mS-m, 
ma,1 = m1,3 = --N -1--' 

Nm22-m, 
m2,2 = --N-=!-' 

und uberhaupt, fur beliebiges r: 

Nmf'2- mar mr r = - .. ----. , N-1 

1 Vgl. insbesondere die bereits zitierte Monographie von L.lsserlis: 
.,On the Moment Distributions of Moments" usw., welche unseres Erachtens 
die Frage endgiiltig abschlie13t. 

a A. A. Tschuprow: On the mathematical expectation etc., Metron, 
Vol. II, S.656££. 
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Ferner ffir die Produktmomente um die mathematische Erwartung: 

#1,1= - N Pa 1 [vgl. oben Formel (7)], 

2 Ps 
#1,1.1 = (N-1) (N-2) , 

I/. _I/. _ P3 
1""2, 1 - /""1, 2 - - N _ 1 ' 

_ - 6 P4 + 3 N P22 

#1.1,1,1- (N _ 1) (N - 2) (N - 3) , 

2 PI/. -N P22 
#2,1,1=#1,2,1=#1,1,2= (N-1) (N-2) , 

I/. _ I/. _ PI/. 
ra, 1 - 1""1, a - - N _ 1 ' 

#2.2= -';;~~P22, und uberhaupt ffir beliebiges r: 

usw. 

b) Mit Zurucklegen, d. h. bei N ---+ <x). 

m 1, 1, 1, 1 = m 14, m 2, 1, 1 = ml, 2. 1 = mI. I. 2= m 12 m 2, 

m a,l = m 1, a = m 1 m a, m 2• 2 = m 22 usw.;· I 
'und anderseits: J 
#1,1 = #2. 1 = #1, 2 = #1.1,1= #1,1.1,1 = #2.1,1 = #1,2,1 = #1.1,2 = 

= #a. 1 = #1, a = 0 ; 
#2. 2 = #22 Usw. 

(15) 

(16) 

Aus dem Vergleich der Formeln (16) mit (14) und (15) wird leicht 
ersichtlich, um wieviel leichter und mathematisch einfacher es ist, mit 
dem Fall "mit Zurucklegen" und uberhaupt mit unbegrenzt groBen 
Gesamtheiten h6herer Ordnung zu tun zu haben, und es ist ohne Zweifel 
sehr bedauerlich, daB wenigstens in der Wirtschaftsstatistik derartige 
FaIle nicht die Regel bilden. 

B. Fur die Gesamtheit niederer Ordnung. 

Es k6nnen fUr diese dieselben 4 Gruppen von Parametern aufgestellt 
werden wie ffir die Gesamtheit h6herer Ordnung (vgl. oben S. 205 bis 
206). Um sie jedoch von der ersteren zu unterscheiden, sollen etwas 
andere Symbole eingefiihrt werden. 

n 

1. m'r = ~Z xl, (17) 
i=l 

14* 
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und folglich 

• . • (17 a) 

(man bezeichnet auch, wie wir wissen, m'l mit x oder X(1I»' 
11 11 

, 1 "(' ')1' 1 "(' -) 2. V 1',(11)=-;;:"':;;" xi --m 1 =-;;:...:;;., xi--x1', ....... . (18) 
i=1 i=1 

und folglich 
11 11 

V'2,(n)= !L;(xi --m'l)2= !L;(xi --x)2 (vgl. §2, Forme1l4) (18a) 
i=1 i=1 

3. m',.",.,1's, .... ",.= 
11 

.2 .2 .2 .... .2 xl' xl' x{' .... x{,. 
i=l j . k l 

'11, ('11, - 1) ('11, - 2) ...• ('11, - h + 1) 

und folglich 
n 

, (i+i+k+ .... +1) (19) 

.2 .2 Xi Xi 
, i= 1;=I=i (1 m 1.1 = '11, ('11,-1) usw.. . . . . . . . . . . . . . .. 9a) 

4. V'1"""1'., .... , ',.,(n) = 
n 

.2 .2 .2 .... .2 (xi -m\)1" (Xi- m't)1'. (xk-m\)T • .... (,l)z-m\)'" 
_i=_1~; __ k ______ l __ ~ __ ~~~~ __ ~ __ ~~~ ___________ (20) 

'11,('11,-1) ('11,-2) •••• ('11,-h + 1) 

Auch fiir diesen Parameter gilt ebenso wie fiir (19), (5) und (6) die Be
dingung: i + i + k + .... + 1, wobei das Symbol + hier ebenfalls als 
transitiv angesehen wird. 

Es ist z. B. 

. . . . (20a) 

usw. 
Die Beziehungen diesel' vier Parametergruppen untereinander sind 

genau dieselben wie diejenigen zwischen (3), (4), (5) und (6), und sob aId 
der Gesamtheit vom U mfange '11, eine andere von noch kleinerem U mfange 
entnommen wird, spielen sie ja gegeniiber der letzteren auch dieselbe 
Rolle: es geniigt, die Symbole m' durch m, v' durch # und '11, durch N zu 
ersetzen. Hieraus folgt, daB auch die Formeln (7), (8), (8a), (9), (1O), 
(14) und (15) unter denselben Substitutionen fiir die Gesamtheit niederer 
Ordnung giiltig sind. So ist z. B. 
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usw. 

usw. 

p'1,(n) = 0, p'2,(n) = m'2- m'ls, 
p'3,(n) = m'a-3m'2m'l + 2m'la, 
'1"4,(11) = m'",-4m'am'l + 6m'2 m'12-3m'l'" 

, 
, v 2,(n) 

'I' 1, 1, (n) = - 11, _ 1 ' 

, 2 v'S,(n) 

'I' 1, 1, 1, (n) = (11,-1)(11,-2)' 

, , v's,(n) 
'I' 2,1, (n) = 'I' 1,2, (n) = - 11, _ 1 

C. Fiir kombinierte Momente. 

(21) 

Unter diesen verstehen wir solche, die eine Verbindung zwischen den 
Parametern der Gesamtheit niederer Ordnung und jenen der Gesamtheit 
hoherer Ordnung herstellen. Zu dieser Gruppe gehort zunachst 

n n 

1. P,'r= ! 2: (xi-Ex)" = ! 2: (Xi-ml)' . . . . . .. (22) 
i=1 i=1 

Ferner gehoren hierher alle mathematischen Erwartungen der Momente 
der Gesamtheit niederer Ordnung, d. h. 

2. Em'r, 

3. Em'r"r.,'., ... ','h' 
4. Ep'r,(n), 

5. Ep'r"r."., .... ,rh,(n). 

AuBerdem kommen zwei statistische Parameter hinzu, die sich auf 
das arithmetische Mittel beziehen: 

6. mr, (n)= E(! t Xi)r = E (m'lf = E (xf = E (x(n»)r . 
t=1 

(23) 

und 

7. p,r,(n)=E[! t Xi- E (! t Xi)]' = E (m'l- ml,(n»'. (24) 
t=1 t=l 

SchlieBlich sind noch die Parameter vom Typus 

8. E(m'r-Em',)8, 
9. E(p,',-Ep,'r)', 

10. E ('1"'"(n)-Ep',.,(n»)' 
von Interesse. Nehmen wir diese Parametertypen der Reihe nach durch. 
so bemerken wir sofort, daB mit Riicksicht auf die Satze des § 7, Kap. II 
und auf (4): 
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E 1", ~ E { ! .t. (i,-E X)'} ~ ! j; E (x,-E x)' ~ ! (nJ',), d. h. 

1. E p: 'I' = #'1" • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • (25) 

Ferner ist offenbar mit Riicksicht auf (3): 
n n 

Em'r=E~ "'it=~ "'Ext=~(nExr), oder n ..::.. n ..::.. n 

2. Em'r =mr. 

Desgleichen ist 

i=l i=l 

n 
III ... IE (X/,l. xt-. x{' . ... x{h) 
i=l i k l 

n(n-l)(n-2) .... (n-h + 1) 

(26) 

(i 9= i 9= k 9= .... 9= l, im transitiven Sinne) 
und folglich: 

(27) 

Bei allen weiteren kombinierten Momenten wird jedoch die Sachlage 
weit komplizierter. So haben wir z. B. bereits oben auf S. 200 eine 
Formel der Gruppe 4 abgeleitet [vgl. § 2, Formel (15)], 

E ' N n-l 
v 2,(n) = N-=-1' -n-#2 = V2,(n), (28) 

wenn wir hier die allgemeine Bezeichnung 
E v'r, (n) = vr, (n) (29) 

einfiihren. Mit Hille der Produktmomente (14) und (15) laBt sich ganz 
auf dieselbe Weise, aber freilich durch viel umfangreichere algebraische 
Transformationen, nachweisen, daB ferner! 

, (n-l)(n-2) N2 
Ev 3,(n) = 1'3,(n) = --;;2---' (N _ 1) (N _ 2) #3' (30) 

, (n-l)(n-2) (n-3) N 
Ev 4,(n) = V4,(n) = n3-·--· (N _ iTIN ""':-2) (N _ 3) X 

X [(N2_2N + 3) #4 -3 (2N -3) #22] + 
+ (n-l)j2n-3) '~[II. +311.2] (31) n3 N _ 1 1""4 1""2' 

Die genauen Ausdriicke fUr die mathematischen Erwartungen der 
h6heren Momente der vierten Gruppe, also E v' 5, (n), E v' 6, (n) uSW.; 
sind noch unvergleichlich komplizierter. Infolgedessen begniigt man sich 
hier durchwegs mit Naherungsformeln (wenn man iiberhaupt am Para
metertypus V''I', (n) festhii.lt). Wird z. B. angenommen, daB n und N bereits 

1 Vgl. Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Metron, 
Vol. II, S.660. 
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so groB seien, daB man fiir die Quotientan '11. ± i "" '11., N ± i "" N setzen 
ka.nn, wobei i eine kleine Zahl (etwa 1, 2, 3, .••• ) bedeutet, so ergeben 
sich aus (28), (30) und (31) die viel einfa.cheren Formeln: 

vs, (n) "" P3' • • . • • (32) 
'1'2, (n) "" Ps, } 

V4,(n) ("'oJ p, + 2 (! - ~ ) (P4 + 3p22) 

oder sogar einfach: v'.(n) "" p" usw. Und bei sehr groBen '11. und N 
ka.nn man auch angenii.hert setzen: Vf', (n) "" Pro 

Es ist ferner sehr wichtig, festzustallen, daB man wohl eine Funktion 
von v's, (n) oder von v's. (n) angeben ka.nn, deren mathematische Er
wartungen genau gleich dem betreffenden Momenta in der Gesamtheit 
hoherer Ordnung, d. h. P2 bzw. P3 ist, denn es ist in der Tat 

f ~ (. -)2) 1 ..:.. Wi- W 

'11. N - 1 , (1 ) i=l 
E '11.-1 '----w-Vs,(n) =E l-y n-l = Ps 

und 
n2 (N - 1) (N - 2) , 

E (n-l) (n-2) • N2 v S,(n) = 

I 
.i; (Xi-X)s) 

=E (N-l)(N-2) ._n_.'=l = 
N2 n-l n-2 Pa, 

aber fiir V".(n) und die weitaren Momenta, in deren mathematischen 
Erwartungen verschiedene Ordnungen der GroBen P2' Ps, p" P5 usw. 
auftretan, kann man das nicht mehr, sogar dann nicht, wenn man 
zum FaIle "ohne Zuriicklegen", d. h. zu N -00 iibergeht. Es entstaht 
nun die Frage, ob man hier nicht an Stelle der hoheren Momente p" P5" ••. 
der Gesamtheit hoherer Ordnung solche Funktionen derselben einfiihren 
konnte, welche genau die mathematischen Erwartungen ahnlicher Funk
tionen der '1"-Werte ergeben wiirden. Fiir den Fall "mit Zuriicklegen" 
ist diese Frage durch R. A. Fisher bereits gelost.1 Es stellt sich heraus, 
daB die Rolle eines solchen Systems von Funktionen der Momente in 
der Gesamtheit hoherer Ordnung vom Umfa.nge N - 00 den Thieleschen 
Halbinvarianten (Semiinvarianten) 

"1 = ml> "2 = Pa, "s = P3' '" = P4 - 3 P22, "5 = P5 -10 pSPs,} (33) 
"6 = P6 -15 P,P2 -10 P32 + 30 P23, 

USW. zukommt (vgl. oben Kap. IT, § 5, S. 164; die Bezeichnung der 
HaJbinva.rianten durch den Buchstaben " stammt iibrigens von R. A. 
Fisher, Thiele gebrauchte durchwegs das Symbol it). Wenn wir nun 
mit Fisher die folgenden Symbole einfiihren: 

1 Vgl. R. A. Fisher: Moments and Product Moments etc., S.203ff.; 
derselbe: Statistical Methods etc., S.74---78. 
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fl fl 

81 = Z Xi. 8r = Z xl (34) 
'-1 i-1 

(es ist also 8r = n, m' r) und 
fl fl 

S. = Z (Xi - X)2, Sr = Z (Xi - it .... (340.) 
i=1 . i-1 

(es ist also Sr = n, V'r, (fl», so driicken sich seine "k-Parameter" fUr die 
Gesamtheit niederer Ordnung durch die fo1genden Formeln aus: 

1 k1 =-81, 11. 
1 

k2=--1 S2' 11.-
11. 

ka= (11.-1) (11.-2) Sa. 

k4= (11.-1)(11.':2)(11.-3) {(n+1)S4- 3 11. 11. 1 Saa}, 

k5= (11.-1) (n-2~;n-3)(n-4) {(n + 5) S5-1O 11. 11. 1 S2Sa}' 

k= 11. X 
6 (11.-1) (11.-2) (11.-3) (11.-4) (11.-5) 

x{(n+ 1) (11.2 + 15n,-4)B6-15(n,-1)2 n!4 B2 S4-

11.-1 ( n-l} -1O(n2-n+4)--B32 + 30 n,-2)--B.l 11. 11. 

(35) 

usw. Selbstverstandlich kann man an Stelle der Sf' iiberall die ihnen ent
sprechenden 11. v'r, (fl) einsetzen, desgleichen auch das Ganze durch die 
Momente m'r ausdriicken, was aber zu komplizierteren Beziehungen 
fiihrt.1 Es kann auch eine allgemeine Formel fiir die Bildung sowohl der 
Kumulanten " als auch der Parameter Ie angegeben werden, doch ist sie 
mit den Mitteln der elementaren .Algebra allein nicht verstandlich zu 
machen. Das, worauf es ·uns hier ankommt, ist festzustellen, daB bei 
N -+ 00 zwischen den Systemen (33) und (35) eine ganz allgemeine Be
ziehung besteht. Es ist namlich fiir ein beliebiges r: 

E Ie,/, = ",.. . . . . . . . . .. (36) 
So ist z. B. 

Ek4= (n_l)(n':'2)(n_3){(n,+1)ES4-3 11. 11. 1 EBa2} (37) 

1 Ganz nebenbei sei noch bemerkt, da.13 man ala Gegenstiick zu den auf 

S .. M-I) ahl Typ P8 ~8 p,_3p,,2 
. 164 erw8hn.ten ..,.,z en vom us 1'1 = If::!;: = v-=-. 1'2 = 2 

r P28 "'a8 /La 
~, hdi G "I) k8 g - k, infiihr" kann 

=-2 usw.auc e rOJdeng1 = V-' a- -k» usw. e en . 
~2 k 28 a 
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Wenn man fiir die Formel (31) annjmmt, es sei N -00, so verwandelt 
sich diese in 

E' - 1 E8 _ (n-l)(n-2)(n-3) + (n-l) (2n-3)( +3 2) 
'II 4, (71) - n 4 - n8 p, n 8 p, P2' 

woraus 

E8,= (n;l) [(nS-3n+3)p,+3(2n-3)ps2] .• (38) 

folgt. Anderseits geben wir weiter unten auf S.224 die Formel (59) fiir 
E ['11'2,(71)]2, aus welcher bei N -00 unmittelbar 

E82s= n n 1 {(n-l)p" + (nS-2n+3)ps2} (39) 

abgeleitetwerdenkann.1 Setzt man nun (38) und (39) in (37) ein, so erhalt 
man nach allen Wegkiirzungen in der Tat ganz einfach 

E k" = p" - 3 Pss = "". 
Die ersten fiinf k-Parameter sind, wie aus (35) ersichtlich, nicht viel 
schwerer zu berechnen a1s die ersten fiinf 'II'r,(n) -Parameter, besitzen aber 
vor diesen den Yorzug, daB bei N - 00 ihre mathematischen Erwartungen 
sahr einfache Ausdriicke erhalten, die auBerdem, wie wir weiter unten 
sehen werden, noch von betrachtlicher Bedeutung fiir die Darstellung des 
Yerteilungsgesetzes der Yariablen x sein kOnnen. Ferner besitzen die 
k-Parameter auch die interessante Eigenschaft, daB im Falle "ohne 
Zuriicklegen", bei endlichem N, ihre mathematische Erwartung ganz 
einfach dadurch erhalten werden kann, daB man in (35) den Buchstaben n 
durch den Buchstaben N ersetzt. So ist z. B. 

1 
E kl = N81 = Ex = m1, 

1 N 
E ks = N _ 1 8s = N _ 1 Ps, 

N N2 
Ek3= (N-l)(N-2) 8 3 = (N-I)(N-2) Ps, 

Ek,= (N-I)(N~2)(N-3) {(N+l)8,-3 N N 18s2}= 
N2 

= (N-I) (N-2) (N-3) {(N+I)p,,-3(N-l),us2}, (40) 
NB 

E ks = (N _ I) (N _ 2) (N _ 3) (N _ 4) X 

X {(N + 5) ,us - 10 (N -1) Ps P3}, 
N2 

Eko = (N -I) (N -2) (N -3) (N -4) eN -5) X 

X{(N + 1) (NS + I5N -4) P6-15 (N _I}S (N + 4),us,u,

-10 (N -1) (NS-N + 4) Pss + 30N (N -1) (N -2) P1l3} 

1 Vgl. auch Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Bio
metrika, Vol. XII, S. 192, Formel (3), 1919. 
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usw.1 Auch diese Ausdriicke sind betrichtlich einfa.cher a.ls jene fiir 
E ",'" (n), E ",'6, (n), E ""6,(n) usw. Es ist farner moglich, an Hand der
selben auch die Momente PI' Pa, p, usw. durch E leI' E lea, E le, usw. 
auszudriicken. Zu den FormeIn (35) und (40) werden wir spater noch 
einmal zuriickkehren. 

Die AusdrUcke yom Typus 5 (vgl. oben S. 213) besitzen fiir uns kein 
selbstindiges Interesse, und da die hoheren unter ihnen ebenfalls au13er
ordentlich komplizierte Ausdriicke ergebcn, so konnen sie hier ganz iiber
gangen werden. Was die FormeIn yom Typus 6 anbetrifft, so erhalten wir 
fiir sie die folgenden Werte: 

n 

m1,(n)= ! E .l)xi=Ex=ml, 
i=1 

1 (~. )2 2 N - n /Ls 
7n2,(n) = n2 E ~ Xi = m1 + N _ 1 . n = 

\=1 

=m 2+(1- n-l)!!.!. 
1 N-l n 

[vgl. oben § 2, Formel (12)] 

1 (~.)a 3 N-n mS,{n) = n3 E ::; Xl = m1 + 3 (N-l)n m1 P2 + 
1[ n-l (n-l)(n-2)] + n2 1-3 N-l + 2 (N-l) (N-2) Pa = m13 + 

1 

+ ! (1- ~ ~ ) m1 P2 + :2 [1-3;' ~ + 2 ~~ -= ~» ~~ -= ;~] P3' 

m',{n) = m1' + ! (1--; ~-)m12 P2 + 
4 [ n-l (n-l)(n-2)] N 

+ri,21-3 N-l +2 (N-l)(N-2) mlPa +3 N-l X 

X n - 1 [1-2 n-2 + (n-2) (n-3) ] 2+_1_[1_7 n-l + 
n3 N-2 (N-2)(N-3) Ps n8 N-l 

(n-l)(n-2)· (n-l) (n-2) (n-3) ] 
+ 12 (N-l)(N-2) -6 (N-l)(N-2) (N-3) p,. 

(41) 

Die weiteren Momente von diesem Typus sind noch unvergleichlich 
komplizierter als das vierte, und daher begniigt sich sogar Tschuprow 
mit NaherungsformeIn fiir sie, die nur bei sehr gro.Ben N und n giiltig 
sind (vgl. Metron, Vol. II, S. 659, Anmerkung). 

1 Prof. R. A. Fisher hatte die Liebenswiirdigkeit, auf meine Anfrage hin 
mir einen ganz allgemeinen Beweis fUr diesen eleganten Satz mitzuteilen. 
Der Beweis geht von der Theorie der symmetrischen Funktionen aus und 
kann deshalb hier nicht wiedergegeben werden. Dem Leser wird jedoch 
empfohlen, die Richtigkeit des Satzes wenigstens fUr die ersten 4 bis 6 Glieder 
der Reihe der E kr selbstandig an Hand der Formeln dieses Paragraphen 
nachzupriifen. 
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Und fiir die Formeln vom 7. Typus (vgl. oben S. 213) ergeben sich 
folgende Ausdriicke: 

pl,(n) = E (m'l-ml) = 0, 

p2,(n) = (1-;' ~) ':: [vgl. oben § 2, Formel (20), S. 201], 

(N-n)(N-2n) . "8= [1-3 n-l + 2 (n-l)(n-2)] f.ta 
pa,(n) (N-l)(N-2) nil N-l (N-l)(N-2) na' 

N-n 
p4,(n) = ---;n,a- X (42) 

x{(N-2n)(N-3n)-N(n-l) +3 N(n-l)(N-n-l) 2}_ 
(N-l)(N-2)(N-3) 1', (N-l)(N-2)(N-3)1'2 -

_ [1-7 n-l + 12Jn-1)(n-2) -6 (n-l)(n-2)(n-3) ] ",_ + 
- N-l (N-l)(N-2) (N-l)(N -2)(N-3) n3 

+3 N(n-l) [1-2 n-2 + (n-2)(n-3)] ".a usw 
N - 1 N - 2 (N - 2) (N - 3) n3 • 

1st n sehr groB und N noch groBer, aber von derselben GroBenordnung, so 
konnen wir wiederum, wie oben auf S. 215, fiir die Quotienten angenahert 
setzen: n ± i "" n, N ± i "" N, wobei i eine kleine Zahl (1, 2, 3 usw.) 
bedeutet, und es ergibt sich dann einfach: 

1'2, (n) "" ( 1-;. ) ~2 = (~ - ~ ) 1'2' 

pa,(n)""( ~ - ~ )( ~ - ~ ) 1'3' 

1'4, (n) ""( ~- ~ ){[( ~- ; ) (~ - ; )- ;n]p4+3 ( ~ - ~ )p22} 
und iiberhaupt:l 

p2r,(n)=1.3.5 .... (2r-l) ~r (1--;-y p2r + 
+ hohere Kleihheitsordnungen, 

( r 1 (1 n )"(1 2n) r-1 ,LI2r+1,(n) = 1.3.5 .... 2r+I)S' n1+1 - N -y #2 #3+ 

+ hOhere Kleinheitsordnungen. 

1st jedoch N -+ 00, so erhaIt man noch einfacher: 

#2, (n) = ~z, 

#3, (n) = ::' 

3 2 
11'4 ()= ""-+~ usw. r, n n3 n2 

(43) 

(44) 

(45) 

1 Vgl. A. Tschuprow: On the Mathematical Expectation etc., Metron, 
Vol. II, S.662. 
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Oben auf S. 164, § 5, Kap. 2, Formel (4), haben wir die Pearsonschen 
"p-MaBzahlen" : 

P _ Jlss P _ p, R _ PsPs P _ Pe 
1- Pas' S - PIa' 1'3 - PI" ,- PIS 

usw. eingefiihrt. Hierbei bedeuteten die Symbole ft Momente einer ge
wissen Gesamtheit - ga.nz unabhangig davon, zu welcher Ordnung sie 
gebOrt. Wir konnen diese Ma.Bzahlen da.her auch auf die Reihe der GroBen 

n 

m'l= !EXi anwenden, die offenbar vom Umfange (N~~)! ist, und ,-1 
erhalten da.nn aus (43) nach einigen leichten Umformungen: 

2 (1 2'1&)2 
Pl= PS,(n) =~. -N • Pal 

S '1& ( '1&) p S ' P2,(n) 1- N a 

Pa=P4,(n) =3+~. (1-~)(1-~)-i- .~. 
p~,(n) '1& (1- ;. ) Pas 

Bleibt nun, wie wir a.nnehmen, der Quotient .; ein echter Bruch, der sich 

von 1 um eine endliche GroBe unterscheidet, so geht, wie leicht ersicht
lich, bei n -+ 00 die MaBzahl PI' gegen 0 und Pa gegen 3, - vorausgesetzt 
natiirlich, daB die Quotienten 

2 
J!:.L und ~ 
PBS pi 

nicht auBerOJ;dentlich groB sind. Die letzte Voraussetzung ist wieder ein 
typisches Beispiel fiir jene Einschriinkungen; die die Mathematiker im Inter
esse der vollkonimenen Strenge und Allgemeingiiltigkeit ihrer Beweise 
einfiihren und die den Laien haufig so stutzig machen. Insofern es sich um 
das Bereich jener endlichen Zahlen handelt, mit denen es der Statistiker 
in seiner Praxis nur zu tun bekommt, werden ffir aIle seine statistischen 
Gesamtheiten fta und iiberhaupt aIle gera.den Momente endliche Zahlen 
bleiben und groBer rus 0, denn den Wert 0 erhalt man nur dann, wenn die 
Variable x absolut konstant ist und wenn also kein Statistiker, der noch 
zurechnungsfahig ist, iiberhaupt auf den Gedanken kommen wird, die 
Momente zu berechnen oder die MaBzahlen P anzuwenden. Was die un
gera.den Momente anbetrifft, die aber nur in den Zahlern der P auf
treten, so konnen sie sehr wohl fiir symmetrische Verteilungen nahe an 0 
herankommen. 

Es laBt sich ferner an Hand der Formeln (44) nachweisen, daB unter 

derselben Bedingung, daB die Differenz ( 1 - ;. ) eine endliche und nicht 

zu kleine GroBe ist, ganz alIgemein bei n -+ 00 sich die Beziehung ergibt: 

R ~~oo ) 1'2,.-2 = -,.--+ 1. 3. 5 .... (2r-l. . . .. (46) 
P2,(n) 
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und 
J.l2 r + 1, (ta) 

V,,2r+l -..0 .......... (47) 
.... 2, (ta> 

Die Einschrank.ung, daB dieser Sa.tz nur giiltig sei, so1a.nge ~ bei 
(nps)' 

n_ 00 gegen 0 gehe, gehOrt ebenfa.lls zu den fiir den praktischen Statistiker 
nur scheinba.ren Einschrank.ungen. Zu den wichtigen Formeln (46) und (47) 
werden wir weiter unten bei der Behandlung des sog. "norma.len Ver
teilungsgesetzes" noch zuriickkehren.1 

I Die Formeln (46) und (47) kOnnen gewissermaJ3en als Beispiel dafiir 
dienen, wie sich bei unserer Definition der statistischen Wahrscheinlichkeit 
die "stochastischen Asymptoten" von Slutsky stellen. Vgl. 
E. S I u t sky, ,;(Ther stochastische Asymptooon und Grenzwerte", Metron, 
Vol. V, S. 9-10: "Es sei I» eine zufiillige Variable, die mit einerunabhiingigen 
Variablen cP stochastisch verbunden ist, und es sei v = f (cp) eine eindeutige 
Funktion derselben. Wirwollen bei verschiedenen Werten voncp die Wahrschein
lichkeit betrachten, da13 I» die Werte annehme, deren Abweichungen von v, ihren 
absoluten Gro13en nach, eine beliebige positive Gro13e e nicht iibertreffen. Es 
sei: CPI' CPa, •••• CPi' •••• eine unbegrenzte Foige von cp-Werten und 

(~ (~ (~ 
PII»-VII, PII»-val,.... PII»-Vil, .... 
(0) to) (0) 

die ihr entsprechende unbegrenzte Foige von Wahrscheinlichkeiten [da.l3 die 
absolute Differenz I»-V£ die Grenze e nicht iiberschreite]. Wenn bei beliebig 
kleinen Werten e und '1} es ein CPi gibt, so da.l3 bei allen weiteren CPk' (k > i), 
die Ungleichung 

(e) 

1-P II»-vi < 1/ 
(0) 

gilt, so la13t sich sagen, dal3, bei jedem gegebenen beliebig kleinen positiven e, 
(e) 

lim PII»-vl=1 
'Pl. 'Pa • ••• (0) 

ist. Die Gro13e 11 = f (cp), die diesen Bedingungen geniigt, nenne ich die 
stochastische oder die Bernoullische Asymptote der 70Ufalligen 
Variablen I» fiir die gegebene Folge: CPI' CPa' •••• und schreibe 

aBB (x) = 11, (CPI,CP., •••• ), 

wo das Symbol as Beine Verkiirzung von ,asymptota Bernoulliana' ist, 
die Bezeichnung aber der unbegrenzten Folge: CPI' CPa' •••• in entsprechenden 
Fallen auch durch Symbole cP- 00 bzw. (jJ-(jJo ersetzt oder, wenn kein 
MiJ3verstiindnis zu befiirchten ist, auch giinzlich weggelassen werden kann. 1st 
11 = f «(jJ) = c (const.), so nenne ich die entsprechende stochastische Asymptote 
den stochastischen oder Bernoullischen Grenzwert und schreibe 

limB (x) = C, 

'P1o 'Pt, ••• 

wo das Symbol limB die Abkiirzung von ,limes Bernoullianus' ist." 
Derartige Konstruktionen sind zuerst von F. P. Can tell i untersucht 

worden. Einen bemerkenswerten Beitrag zum selben Problem hat neulich 
M. Frechet gegeben (vgl. seine bereits zitierte Arbeit "Sur la convergence 
,en probabiliM' ", Metron, Vol. VIII). 
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Wir gehen jetzt zu dem achten Formeltypus von S. 213 uber. 
Es besteht ganz allgemein die Beziehung: 

E (m'" - E m' ,,)2 = E (m'" - m,,)2 = E (m' ,,)2 _m,,2. (48) 
Nun ist aber, wie leicht nachzuweisen, 

E (m',.)2 = m2r + (nn- 1)m",r, ....•. (49) 

und nach Einsetzung dieses Wertes in (48) erhalt man hieraus mit Ruck
sicht auf die letzte der Formeln (14): 

Efm' -m)2= (1- n-l) m2"-m,,s 
\,." N-l n 

Dieser Ausdruck gilt fUr r = 1,2, 3, 4, .... usw. 
So ist z. B. 

E(m'1- mJ2 = (1-; ~) ml:m1s = (1-'; ~) ~s = }' 

= P2(n) [vgl. Formel (42)] 

( n-l) m _m S 
E(m's-m~2 = 1-N-l 'n B usw. 

Ferner ist ganz allgemein: 

E(m',,-m,,)'= E{! i it -Ex"}'. 
'=1 

Setzen wir hier 
it = iii, x" = y, 

so verwandelt sich dieser Ausdruck in 

(50) 

(50 a) 

E(m,,,-m,,)'=E{!tiJi-EY!' . ..... (51) 
,-1 

Vergl~icht man ihn mit den Formeln (24) und (42), so ersieht man leicht, 
daB mah mit ihrer Hille direkt schreiben kann: 

E(m' _m}2 - (1- n-l_) p,(y). 
" ,,- N-l n' 

E( ,_ )S_ (N-n)(N-2n). p,(Y)s 
m" mr - (N-l)(N-2) n2' 

, ,_ N-n {(N-2n)(N-Sn)-N(n-l) 
E(m,,-m,,) ---;n,s- (N-l)(N-2)(N-S) p(y),+ 

• (52) 

N(n-l)(N-n-l) () 2} 
+3 (N-l)(N-2)(N-S) P Y 2 

usw. 
Hierbei ist mit Rucksicht auf (9): 

P(Y)2=E(Y-EY)S=E1I-(Ey)2=E(x")2_(Ex")2=m2,,-mA } 
P (Y)s=mS"-3m2,,m,,+ 2m"s (53) 
P (y),=m,r-4ms"m,,+ 6ms"m,,2-3m,,' usw. 
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Und nach Einsetzung der GroBen (53) in (52) ergibt sich endgiiltig: 

E(m',,-mr)2= (1-;' ~)mllf';m,.2, I 
(54) 

E( ' )3 (N-n}(N-2n) m3 ,.-3m.,.mr +2m"s • 
mr-m,. = (N-l)(N-2) • '11.2 usw. 

Was die kombinierten Momente vom Typus (9) anbetrifft (vgl. oben 
S. 213), die, wie wir spater sehen werden, fiir die Umkehrung der Mar koff
schen Ungleichungen benutzt werden konnen, so sind sie mit jenen vom 
Typus (8) sehr nahe verwandt. Auch hier haben wir ganz allgemein: 

E (p,'" - u .. },1. = E (p' ,,)2 - Pr2 
und folglich 

Es ist aber 

E(p'2)2=EJ !j;(Xt _EX)2}2 (1- ~ ~) ':: + 'II. 'II. 1. N N 1 P22 (54) l ,=1 
und daher 

E( , )2 (1 '11.-1) p,,_P,22 P 2- P2 = - N 1 'II. ••••• (55) 

[man vergleiche diese Formel mit (50a)]; ferner mit Riicksicht auf die 
letzte der Formeln (15) (S. 211), iiberhaupt 

E(p,,.-P,.)2=(I-~ ~)P,2"-:-p,,.2 .... (56) 

[vgl. hierzu Formel (50)]. Die allgemeine Formel fiir E (p'r-P.,.)' kann 
ganz auf dieselbe Weise abgeleitet werden wie jene fiir E (m',.-m,.)'. 
Es ist nam1ich laut Definition 

E (p',.-p,.)' = E{!j(Xi-Ext-E[!j;(Xi-EX)"]}'. 
,=1 ,=1 

Fiihrt man die Bezeichnung ein 

iii = (xi-Ex)", y= (x-Ex)" 
so erhalt man hieraus mit Riicksicht auf (25): 

E(P',.-P,.)'=EJ !jili-EY}', l ,=1 
d. h. wieder dieselbe Formel (51). 

Hieraus folgt, daB auch die Formeln (52) auf den Fall anwendbar sind, 
nur hat man jetzt folgende Werte fiir die Momente von Y zu setzen: 

P(Y)2=E1I'-(Ey)2=E(X-EXr -[E(X-EX)"P=P2,.-p,,2,} 
P (Y>S=Psr-3P2,.Pr+ 2pr8, (57) 
P (y),=p,,.- 4ps1'P"'+ 6P2rp;-3p1" . 
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usw. Und nach Einsetzung der Ausdriicke (57) in die rechte Seite von 
(52) erhalten wir endgiiltig 

E(P',-Pr)2=(1-; ~)/AJr-ll,s[vgl.Oben (56)], 1 
'II. S (58) 

E ( , )3 _ (N -n)(N - 2'11.) Ils,- 3 /AJr Ilr + 21lr 
P ,-P, - (N-I)(N-2) nS usw. 

Wir gehen jetzt zur letzten, 10. Gruppe der kombinierten Momente 
iiber, namlich zu den Ausdriicken vom Typus 

E [v'" (n) - E V'r, (n)]'. 

Wie iiberhaupt alles, was auf V',,(n) Bezug hat, sind auch diesa auller
ordentlich kompliziert. 

So ist z. B. 
I (n-I)N(N-n)[nN-N-n-l] 

E (v 2,(n»2 = . '11.8 (N _ I) (N _ 2) (N - 3) p, + 

+ ('II. - I) N ['II. ('II. + I) N2 - 3 (N - I) (nS + 'II. N - N + '11.)] 2. (59) 
'11.8 (N - I) (N - 2) (N - 3) P2 

und 
E[ I E ']2 (n-I)N(N-n) 

v 2,(n) - V 2,(n) = '11.8 (N -I) (N _ 2) (N _ 3) X 

X {[nN-N-n-1]p,- NIl [nN2-3NlI+6N-3n-3JPg2} = 

(n-I)N(N-n) 
- '11.8 (N - I) (N - 2) (N _ 3) X 

x{[n~ -N -n~ 1] [p,-3 P1l2]+ N 2 1 [nNlI-3(n+1) (N -1)]P22}. (60) 

Auf S. 200, § 2, Formel (16), haben wir bereits £estgestellt, daB 

- n(n-I)N(N -2) (N -3) X 

X {[nN-N-n-1]p,- NIl [nN2- 3 N2 + 6N -3 n-3] PIl2}= 
(N-n) (N-I) { 

= n(n-I)N(N-2)(N-3) [nN-N-n-1][,u,-3,u1l2J + 

+ N 2 l[nN2-3(n+1)(N-1)],u22}. .•. (61) 
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Bei N - 00 verwandelt sioh (61) einfaoh in 

[
i (i:t-iii)8 ]11 

E £=1 _ ~_ (n-3)"'18 _ 

n-l 1',. - n n(n-l)-

= "', - 3 "'IB + 2 P88 = "', - "'a8 + 2 "'al 

n n-l n n(n-l) ' 
(62) 

wahrend wir im selben Falle fiir (60) den etwas komplizierteren Ausdruok 

E[' E']2 (n-l)[(n-1)'""-(n-3),,,.I] 
VI1,(n)- VI1,(n) = n8 = 

_ (n-l)I(",,-3"'82) + 2(n-l)",.2 = 
n8 n2 

= (n_l)2(""_,,,.2) + 2(n-l)"'88 
n8 n8 ' • • (62 a) 

erhalten. Es ist ferner zu beaohten, daB man ganz allgemein 

[ 
i(i:t-x)2 ]2 

N-l i-I (1 1 ) E -W-. n-l -1'2 = n- N (1',-1'22) +8. (63) 

sohreiben kann, wobei 8 nur aus solohenp, undp2 besteht, die im Nenner 
die GroBen nil, nN, N2 oder N3 aufweisen, d. h. bei betraohtliohen n und N 
sehr klein im Vergleioh zum ersten Gliede werden. Auf Formel (63) 
werden wir bei der Umkehrung der Markoffsohen Ungleiohungen nooh 
zuriiokgreifen. 

1m Falle "mit Zuriioklegen", d. h. bei N -00, werden die Formeln 
etwas einfaoher, die hoheren Momente bleiben aber trotzdem sohwerfallig 
genug.1 

Die Tschuprowsohe Formel fiir E[V'I1,(n)-Ev'2,(n)]', bei N -00, 
enthaIt einen Fehler, den Church beriohtigte;2 bei seinem Versuch, eine 
genaue Formel fiir denselben Fall bei endlichem N zu geben, hat aber 
Church selbst einen Fehler begangen, der seinerseits durch Isserlis 
berichtigt wurde,3 - ein neuer Beleg da.fiir, wie wUnschenswert es ware, 
das System der 'II' durch das handlichere System dar le- und g-Parameter 
zu ersetzen. Es miiBten £reilich zuvor fiir diese ihr Verteilungsgesetz oder 
zumindest ihre mittleren quadratischen Abweichungen eingehend 
untersucht und auf handliche Formeln gebraoht werden. 

1 VgI. A. Tsohuprow: On the Mathematical Expectation usw., Bio-
metrika, Vol. XII, S.194. . 

2 VgI. A. E. R. Church: On the Moments of the Distribution of squared 
standard Deviations for samples of N drawn from an indefinitely large Popu
lation, Biometrika, Vol. XVII, S.79-83, 1925; derselbe: On the Means 
and squared standard deviations of small samples from any population, 
Biometrika, Vol. XVIII, S. 321-394, 1926; derse I be: Note on a Memoir by 
A. E. R. Church, Biometrika, Vol. XXIV, S.292, 1932. 

8 L. Isserlis: On the Moment Distributions usw., S.604. 
Anderson, Statlstik. 15 
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Zum Schlusse seien noch die Formeln des vorliegenden Paragraphen 
auf den Fall homograder Gesamtheiten angewandt. Auf S.202f. [(§ 2, 
Formel (21) bis (30)] und dann nochma.ls auf S. 207 [§ 3, Formel (10)] 
haben wir bereits eine Beihe von solchen Formeln gegeben und darauf 
hingewiesen, daB fiir die homograden Gesamtheiten ganz allgemein die 
Beziehungen gelten: m'i = p', mi = p, wobei i = 1,2,3,4, .... und p' 
die relative Haufigkeit, p die ihr entsprechende statistische Wahrschein
lichkeit bedeuten. Die Konstanz der Momente um 0 ist ja eben jene 
wichtigste Eigenschaft aller homograden Gesamtheiten, die die Verein
fa.chung der auf sie beziiglichen Formeln bewirkt. Unter Anwendung der 
Formeln (10) und (10 a) ist es moglich, alle Formeln dieses Paragraphen 
sofort fiir den Fall homograder Statistik zu adjustieren. 

So erhalten wird z. B. aus (14): 

_ Np2_p. _ _ Np2_p 
m1,l- N-I ' m1,2- m2,1- N-I usw.; 

aus (15): 
II. - pq IL - II. - pq(q-p) 
r1,l- N-I' r2,1-r1,2-- N-I usw.; 

aus (24): 
Jkr, (n) = E (p' - p l 

und aus (42): 

E ( ' )2 (1 n - I) pq p-p = -N-I n' 
E( ,_ )3= (N-n)(N-2n) . pq(q-p) 

p P (N-I)(N-2) n2' 

E( ,_ )4= (N-n) {(N-2n)(N-3n)-N(n-I). (1-3 )+ 
p p n8 (N-I)(N-2)(N-3) pq pq 

N(n-l)(N-n-l) 2 2} + 3 (N _ I) (N - 2) (N - 3) P q , 

welch letzterer Ausdruck noch verschiedene Umformungen zulaBt, usw. 
Ist aber N -+ 00, so ergibt sich hieraus einfa.ch: 

usw.1 

E(p'_p)2= ~q, 

E(p'_p)3= pq(!~P), 

E(p'_p)4= 3(n-2)p2q2+pq 
n 8 

1 Zur Frage der Bestimmung der hoheren Momente fiir eine homograde 
Gesamtheit vgl. noch: V. Romanovsky: Note on the Moments of a Binomial 
(p + q)n about its mean, Biometrika, Vol. XV, S. 410-412, 1923; K. Pearson: 
On the Moments of the hypergeometrical series, Biometrika, Vol. XVI, 
S.157-162, 1924; V. Romanovsky: On the Moments of the hypergeo. 
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Zum besseren Verstandnis des Kumulantensystems sei hier noch eine 
kurze Tabelle angefiihrt, die wir Fishers Lehrbuch "Statistical Methods" 
(S. 77) entnehmen und die die Werte der Kumulanten ffir einige spezielle 
Verteilungsgesetze bringt. 

Symbol I 
Blnomische Poissonsche "Normale" 
Verteilung Verteilung Verteilung 

Arithmetisches Mittel . "1 rvp m1 m1 

Streuung ............ "2 npq m1 11-2 
Dritter Kumulant .... "3 rvpq(q-p) m1 0 
Vierter Kumulant .... "4 rvpq(I-6pq) m1 0 

Es laBt sich in der Tat ganz streng nachweisen, daB ffir das Poisson
sche Verteilungsgesetz (vgl. oben Kap. I, § 12) aIle Kumulanten denselben 
konstanten Wert ml erhalten; was das sog. "normale Verteilungsgesetz" 
anbetrifft, ffir welches aIle Kumulanten, angefangen yom dritten, den 
Wert 0 erhalten, so verweisen wir den Leser auf § 7 dieses Kapitels.1 

metrical series, Biometrika, Vol. xvn, S.57-60, 1925; Ragnar Frish: 
Recurrence formulae for the moments of the point binomial, Biome
trika, Vol.xvn, S.165-171, 1925 (mit einem Hinweis darauf, daB die 
Formel Romanovskys zuerst von Bohlmann abgeleitet worden sei); 
A. A. Krishnaswami Ayyangar: Note on the Recurrence Formulae 
for the Moments of the Point Binomial, Biometrika, Vol. XXVI, S.262 
bis 264, 1934. 

1 Abgesehen von jenen Monographien, die in FuJ3noten an verschiedenen 
Stellen dieses Paragraphen angegeben werden, sowie von jenen Unter
suchungen, welche, einst bahnbrechend, jetzt bereits durch andere iiberholt 
worden sind, seien hier noch folgende Arbeiten iiber die Momente angefiihrt 
(die Liste ist bei weitem nicht vollstandig): E. S. Littlejohn: On an 
elementary method of finding the moments of the terms of a multiple hyper
geometrical series, Metron, Vol. I, Nr.4, S.49-56, 1921; J. Splawa
Neyman: Contribution to the theory of small samples drawn from a finite 
population, Biometrika, Vol. XVII, S.472-479, 1925; V. Romanovsky: 
On the moments of standard deviations and of correlation coefficients in 
samples from normal population, Metron, Vol. V, Nr.4, S.3-46, 1925; 
derselbe: TIber die Verteilung des arithmetischen Mittels in Serien von 
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4. Das Prinzip der gro:l3en Zahlen bei beliebigem 
Verteilungsgesetz der Variablen. 

Der ermiidende Formelwa.Id des vorhergehenden Paragraphen war 
notwendig, um die mathematische Grundlage fiir die Anwendung des 
Prinzips der groBen Zahlen auf den Fall heterograder statistischer Gesamt
heiten zu schaffen. 

Gegeben sei eine heterograde statistische Gesamtheit hOherer Ordnung 
vom Umfange N, deren Elemente in bezug auf das Merkma.I x folgende 
Reihe ergeben: 

Xl' x2, x3, x4' •••• , xN •• • • • • • • • • (1) 

Diese GraBen konnen hierbei beliebige endliche positive oder negative, 
gleiche oder nicht gleiche Zahlenwerte annehmen, den Wert 0 miteinge
schlossen; iiber das Verteilungsgesetz der Reihe der X wird 
iiberhaupt keine Aussage gemacht. Dieser Gesamtheit wird nun 
auf beliebige Weise eine Gesamtheit niederer Ordnung vom Umfange n 
entnommen: 

Xl' XII' X3' X4, •••• , x". . . . . . . . . (2) 

(iiber die Bedeutung der Punkte iiber x siehe oben S. 196), und es wird 
gefragt, was man iiber das Merkmal x in dieser Stichprobe auf Grund 
einer vollkommenen Kenntnis der Reihe (I) aussagen kann. Fa.lls aIle 
Werte der Reihe (I) positiv sind, so erhalten wir eine erste Antwort auf 
diese Frage bereits aus der ersten der Ungleichungen Markoffs [vgl. § 8 
des II. Kap., Formel (8), S. 191]: 

P{xi<tEx}> 1-+, ........ (3) 

wobei t > I ist. In Worten ausgedriickt besagt diese Ungleichung, daB 
im vorliegenden FaIle die statistische Wahrscheinlichkeit dafiir, ein 
solches einzelnes Xi in der Stichprobe anzutreffen, welches kleiner ala das 

tfache seiner mathematischen Erwartung ist, jedenfalls groBer ala 1- ! ist. 

1st z. B. Ex = 5 und t = 100, so kann die Gesamtheit hOherer Ordnung 
bei beliebigem Verteilungsgesetz (aber bei nur positiven Elementen) 
nicht weniger als 99% solcher Elemente enthalten, die kleiner als 500 
sind. Infolge der sehr weiten Grenzen, die sich hieraus fiir die Variations
breite des Merkmales x in der Stichprobe ergeben, besitzt der Satz nur 
sehr selten irgendeine praktische Bedeutung fiir den Statistiker. Prinzipiell 
ist er insofern interessant, als aus ihm auch direkt seine Umkehrung 
(vgl. § 5, S.~235-236) folgt: 

P{~i<EX}>I-! . ........ (4) 

Wir wissen bereits, daB die statistische Betrachtungsweise darin 
besteht, daB man entweder die Zahl der Elemente mit einem gewissen 
Merkmal in einer Gesamtheit feststellt (dann gehOrt der Fall iiberhaupt 
nur in das Bereich der homograden Theorie) oder aber die zahlenmaBigen 
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Merkmale dieser Gesamtheit addiert, und dies ist gerade der uns hier 
interessierende Fall. Statt einfach die Summen der Merkmale in die 
statistischen Tabellen einzusetzen, kann man sie zuvor auch durch die 
Zahl der betreffenden Elemente der Gesamtheit dividieren, d. h. man kann 
fUr die Stichprobe vom Umfange n, in bezug auf x oder auf eine gewisse 
Funktion von x (z. B. auf: xZ, xn , 19 x, VX, (x-Ex)', (x-x)" usw.), 
ein arithmetisches Mittel bilden. Und im Hinblick auf dieses arithmetische 
Mittel kann man ferner die Frage aufwerfen, wie es sich zu dem einen 
oder anderen der statistischen Parameter der Gesamtheit hoherer Ordnung 
verhiilt und wie weit es sich in der Stichprobe von diesem entfernen kann. 
Bezeichnen wir das einfache arithmetische Mittel wiederum durch x 
oder m'l: 

n 
_ I 1 ". x = m 1 = n"";;;'" Xi' . . 

i=l 

so konnen wir die Summe der x in der Stichprobe offenbar durch 
n 

IXi = nrn/l 
i=l 

(5) 

darstellen. Wenn wir uns jetzt eine neue Gesamtheit hoherer Ordnung 

denken, die aus allen (N ~!n)! moglichen Gruppen zu n Elementen aus N 

besteht, und, wie ublich, durch E m' 1 das arithmetische Mittel aus den 
arithmetischen Mitteln aller dieser Gruppen bezeichnen, so ist letzteres 
durch 

N 

E m'l = m l = Ex = ~ I Xi 
i= 1 

gegeben [vgl. oben § 3, Formel (26)]. Ferner habeu wir hierfiir bereits 
abgeleitet [vgl. § 3, Formel (42)]: 

E(m/l -m1)Z=f-l2,(n) = (1-; ~ )':' . . .. (6) 

wobei 
N 

f-lz = ~ Z (Xi -m1)2 = E (X_Ex)2 
i= 1 

n 

ist. Und sollten wir uns einfach fur die Summe I Xi interessieren, so 
i= 1 

folgt aus (6) unmittelbar, daB 
I (n-l ) E(nm 1 -nm1)2= I-N_f nf-lz· (6 a) 

Wir konnen jetzt auf die Markoffsche UIlgleichung 

P { - t V f-lz:<; Xi - Ex < + t Vf-lz } > 1 - :2' . .. (7) 
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zurUckgreifen [vgl. Kap. II, § 8, Formel (10), S. 191]. Jene x, welche in 
ihr vorkommen, sind nur Reprasentanten der Werte einer ganz beliebigen 
statistischen Variablen. Wir sind daher berechtigt, unter der Reihe der N 
unterscheidba.ren Xi auch die Reihe der (N ~!'1/,)! unterscheidba.ren m'l 

zu verstehen; dann verwandelt sich das Markoffsche vP; in unser 

VE(m't- Em'1)2=V,u2,(n>=V(I-;' ~) ':: 
[vgl. oben § 3, Formel (24), S. 213, und Formel (42), S. 219], und wir 
erhalten: 

P{-tV(I- '1/,-I)~~~ ~x.-Ex< N-I .", - '1/,~. -
i-1 v ( '1/, - 1) 1-'2 ) 1 ~+t 1- N-I n >1- ta·· .. (8) 

Aus dieser Ungleichung ergeben sich bereits betrachtlich engere Grenzen 
fiir die mogliche Abweichung des arithmetischen Mittels der Stichprobe 
von der ihm entsprechenden mathematischen Erwartung in der Gesamt
heit hOherer Ordnung. 

Nehmen wir z. B. an, die Reihe der X sei durch die natiirliche 
Zahlenreihe: 

1, 2, 3, 4, 5, .... , 99, 100, 101 

gegeben, wobei also N = 101 ist. Mit Riicksicht auf die beka.nnte Formel 
fiir die Summe einer arithmetischen Reihe wird dann die mathematische 
Erwartung von x durch den Ausdruck 

Ex = m 1 = 101 + 1 . WI = 51 
2 101 

dargestellt. Und da bekanntlich die Summe der Quadrate der Reihe der 
n ersten natiirlichen Zahlen durch 

8 2 = '1/, ('1/,+ 1) (2 '1/,+ 1) 
6 

gegeben ist, sowird das zweite Moment um 0 bei uns den Wert 

_ 12+ 22+ 32+ ••.. + 1012 _ 3451 
m 2 - 101 -

erhalten. Somit ergibt sich hieraus 

,u2 = m 2 - m12 = 3451 - 5}2 = 850; V ,u2 = 29,15. 

Setzt man jetzt die Werte: 

N = 101, ,u2 = 850 
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in die Ungleichung (8) ein, so kann man fiir beliebige t> 1 und n < 101 
die untere Grenze jener statistischen Wahrscheinlichkeit angeben, die 
den Ungleichungen 

n 

-tV(l- n-l) 850 <~ ~·.-51< V(l- n-l) 850 100 n = n ..;;;;.; x. = + t 100 n 
(=1 

(9) 

entspricht, und zwar wird diese Wahrscheinlichkeit jedenfalls groBer als 

1 - t~ sein. Aber ganz ebenso wie im Falle der homograden Gesamt

heiten besagt diese statistische Wahrscheinlichkeit noch gar nichts daruber, 
n 

wie weit sich in Wirklichkeit ! Z Xi von 51 entfernen wird, wenigstens 
&=1 

solange man keine zusatzliche Annahme uber den Charakter der Stich
probenentnahme aus der Gesamtheit hoherer Ordnung macht. Wir haben 
diese Frage bereits eingehend in den §§ 8 und 11 des ersten Kapitels 
behandelt (S. 77-89 und 105-119) und konnen uns daher hier kurz 
fassen: als solche zusatzliche Annahme fiihren wir die Hypothese ein, 
daB die Gesamtheit hoherer Ordnung ein statistisches Kollektiv 
sei, oder daB wenigstens die Stichproben in einer Weise entnommen 
werden, welche ein ahnliches Resultat ergibt. Wir beschreiten also wieder 
die "Cournotsche Brucke" und nehmen an, daB unsere "fiduziare 
Grenze" (vgl. oben S. 116) etwa durch die statistische Wahrscheinlichkeit 

0,04 = ;5 = :2 bestimmt wird, so daB Ereignisse, deren statistische 

Wahrscheinlichkeiten nicht groBer als 0,04 sind, von uns als "sehr selten" 
betrachtet werden. Dieser Grenze entspricht, wie wir sehen, ein t = 5, 

denn :2 = 0,04, und 1-~2 = 0,96. Setzen wir jetzt n= 5, t= 5 in (9) 

ein, so erhalten wir hieraus: 

p{' -63,88 < !..j;Xi -51 ~. + 63,881 > 0,96. 
>=1 

Wenn die Differenz 
5 

~ ~x,-51 
5";;;;'; • 
i=l 

in den Grenzen - 63,88 und + 63,88 liegt, so bedeutet das, daB das 
5 

arithmetische Mittel ! Z Xi selbst sich zwischen - 63,88 + 51 und 
i=l + 63,88 + 51, oder zwischen -12,88 und + 114,88 befinden muB. 

Wenn wir diese Rechnung fur n = 10, 20, 50, 100, 101 wiederholen, so 
erhalten wir fUr die moglichen Variationsbreiten des arithmetischen 
Mittels die folgende Tabelle: 
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n Nach der Uuglelchung von In WlrkUcbkelt AuBerste 
Markoff bel P > 0,96 milg1lche Werte 

5 von -12,88 bis +114,88 von + 3,0 bis +99,0 
10 

" + 7,02 " + 94,98 " + 5,5 " +96,5 
20 

" +21,66 " + 80,34 " +10,5 " +91,5 
50 

" +36,28 " + 65,72 " +25,5 " +76,5 
100 

" +49,54 " + 52,46 
" +50,5 " +51,5 

101 
" +51,00 " + 51,00 " +51,0 " +51,0 

Die letzten zwei' Kolumnen der Tabelle sind aus der tJberlegung 
n 

entstanden, daB den kleinsten moglichen Wert von ! Ii. das arith-
.=1 

metische Mittel der n ersten Zahlen der natiirlichen Reihe darstellt und 
den groBten moglichen Wert das arithmetische Mittel aus den letzten 
n Zahlen der Reihe, also z. B. bei n = 5: 1 + 2 + ! + 4 + 5 = 3 und 

101 + 100 +:9 + 98 + 97 = 99. Es stellt sich hierbei heraus, daB bei der 

Annahme t = 5 die Markoffsche Ungleichung sowohl im Falle n = 5 
als auch im FaIle n = 100 weitere Grenzen ergibt, als es iiberhaupt 
moglich ist, und daher fiir uns wertlos wird. 

Bei groBeren n, sofern sie nicht zu nahe an N liegen, bedeutet jedoch 
die Ungleichung (9), wie aus obiger Tabelle ersichtlich, eine gewisse zu
satzliche Erkenntnis iiber die Variationsbreite des arithmetischen Mittels, 
die nicht ganz auf der Hand liegt und jedenfalls sogar in unserem einfachen 
Beispiel nicht so leicht auf dem direkten Wege iiber die Formeln der 
Kombinatorik abzuleiten ware. Man darf hierbei auch nicht auBer Acht 
lassen, daB die Markoffschen Ungleichungen iiberhaupt keinen Bezug 
auf das Verteilungsgesetz der Variablen nehmen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Resultate unser Zahlenbeispiel 
unter Anwendung der ersten Guldbergscben Verallgemeinerung ergibt 
[vgl. oben § 8 des II. Kap., Formel (U), S. 192]: 

{ s -s} 1 
P -tVP; < xi-Ex < + tVP; > l-ta· 

n 

In unserem Falle haben wir offenbar Xi durch !Iii = m'l und 
.-1 

s s~~~~~ V Plsl durch VEl m'l - E m'lls zu ersetzen. 

Nehmen wir z. B. fiir 8 den Wert 4 an, so ist die vierte Potenz einer 

Differenz immer positiv, und wir erhalten fiir Guldbergs V #Isl einfach 

den Wert V E (m'l-E m'l)4 = V #4, (n) [vgl. § 3, Formel (24), S. 213 und 
Formel (42), S. 219], wobei 
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_ N-n f<N-2n)(N-3n)-N(n-l) 
#4,(n)-~l (N-I) (N-2) (N-3) #4+ 

N (n-I) (N -n-I) 2} + 3 (N _ I) (N - 2) (N _ 3) #2 (10) 

Die Ungleichung selbst bekommt dann die folgende Gestalt: 

P {- tl V #4,(n) < !.i; Xi - E x < tl V #4,(n) ) > 1- t \ • 
i=l 1 

(ll) 

Will man nun dieselbe fiduziare Grenze 0,04 fUr die statistische Wahr
scheinlichkeit beibehalten, so muB man offenbar t14 = 52 setzen, woraus 
tl = V5 = 2,236 folgt. Was #4 anbetrifft, so ergibt sich sein Wert zu 

100 50 

#4 = 1~11: (i-51)4 = 1~I1:i4 = 1300330,1 
'=1 i=l 

Setzt man die Werte fUr #4' #22 = 8502 = 722500, N = 101 und n = 5 in 

(10) ein, so erhalt man hieraus: #4,(n) = 73490,92 und if #4,(n) = 16,46. 
Setzt man diese Zahl und die Werte fUr tv Ex = 51, wiederum in die 
Ungleichung (ll) ein, so verwandelt sich letztere in 

P {-2,236 • 16,46 < !.t, x, - 51 < + 2,236 . 16,46) > 0,96, 

woraus sich fUr das arithmetische Mittel folgende Eingrenzung ergibt: 

pI + 14,2 < ! l' Xi < + 87,8J1 >0,96. 
l i=l 

Vergleicht man dieses Resultat mit der ersten Zeile unserer Tabelle auf 
S. 232, so ersieht man, daB im vorliegenden FaIle die Guldbergsche 
Verallgemeinerung zu einer betrachtlichen Verbesserung gefiihrt hat. 
Und bei n = 50 erhalten wir 

#4,(n) = 228,23; if #4,Cn) = 3,89, 
und hieraus 

r w ) Pl +42,3 < 5~ l.Xi < + 59,7 >0,96. 

Auch dies ist eine sehr betrachtliche Verbesserung des urspriinglichen 
Resultats von S. 232. 

1 B k li h' S ;"4 n(n+I)(2n+I)(3n2 +3n-l) D' 
e annt c 1St 4 = ~ ~ = 30 • Ie 

\=1 
Summen der Potenzen der natiirlichen Zahlenreihe finden sich auch fertig 
in verschiedenen mathematischen Tabellenwerken, so z. B. in Pearsons 
Tables for Statisticians etc. 
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Die Pearsonsche Verallgemeinerung [vgl. oben Kap. II, § 8, Formel 
(13), S. 192] stellt sich fUr unser Beispiel wie foIgt dar: 

pJ-ts ]lf.t2,(n> < !i'Xt-EX< +ts ]If.t2,(n)) > 1- t~' p;,(n) .(12) 1 &=1 • PS,(n) 

Es ist nunf.t2,(n) gieich 163,2, wenn n = 5, und gleich 8,67, wenn n = 50. 

Bleiben 'Wir bei der wten fiduzia.ren Grenze 0,04 = 2~' so mussen wir 

bei n = 5 setzen: 
1 1 P4,(n) 1 73490,92 

25 = t.' . ~ = ta" (163,2)2 , 
r'S,(n) 

und hieraus: 

tl4 = 68,98, ts = 2,88; 
bei n = 50 aber: 

215 = t~ . 2:,~;:-; tl4 = 75,906, ts = 2,95. 

Diese Zahlen ergeben folgende 2 Ungleichungen: 

pl-2,88 ]1163,2 < !.f xi- 51 < + 2,88 ]1163,2 ) >0,96 
j-1 

und 

P 1-2,95 JiS,67 < .~!, .. - 51 < + 2,95 JiS,67) > 0,96, 

oder endgiiltig: 

pl+14,'l< !.fXi~+87'8»0'96 
j=l 

und 

pl+42,3 < 5~.l:Xi < + 59,7»0,96, 
,=1 

d. h. ganz dasselbe Resultat wie oben bei Guldberg. 
Seheut man nieht die Kompliziertheit der Rechnungen oder hat man 

es mit dem ein:facheren FaIle N -+ 00 ZU tun, so kann man auf dieselbe 

Weise auch V p6,(n) , V pS,(n) usw. bestimmen und die weiteren Guid berg
sehen Formeln anwenden, die noch engere Variationsbreiten ergeben. 
Jedenfalls ist aber ersichtlieh, daB die Variationsbreite desto enger wird, 
(1) je groBer n und (2) je kleiner Ps, p, usw. sind, d. h. je kleiner die 
Variationsbreite der Variablen x in der Gesamtheit hoherer Ordnung ist. 
Dieses zweite Moment kommt im FaIle der homograden Gesamtheiten 
gar nicht in Betracht, denn dann ist ja bekanntlieh immer m1 = ms = 
=ma = .... = mi' 
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Die nachste Frage, welche man sich gegeniiber einer Gesamtheit 
hOherer Ordnung stellen kann, lautet: wie groB ist die Variationsbreite 
ihres zweiten Moments, d. h. die Variationsbreite von m'lI oder lI'2,(n) 
[vgl. oben § 3, Forme! (17) und (18), S. 211f]. Man denkt sich hierbei 

wiederum eine Gesamtheit vom Umfange (N ~l",,)!, die aus allen iiber

haupt moglichen Gruppierungen zu n Elementen (aus N) besteht, und 
fragt nach der statistischen Wahrscheinlichkeit jener m' 2' deren Werte 
innerhalb gewisser im voraus angesetzter Grenzen liegen. Auch in diesem 
Falle konnen offenbar Markoffs Ungleichungen angewandt werden, 

nur besteht jetzt seine Reihe x aus (N ~l",,)! verschiedenen Werten 

von m' a (bzw. 11' 2,(n» und seinple entspricht daher unserem E (m' a-Em' 2)k, 
bzw. E (1I'2,(n)-ElI'2,(n»". Die We:M;e fiir die ersteren sind oben im 
§ 3 durch die Formeln (51) bis (54) gegeben, und fiir die letzteren, im 
Sonderfalle Ie = 2, durch Formel (60). 

Die genaue Formel fiir E (1I'2,(n) - ElI'2,(n»', die Church berechnet 
und Isser lis berichtigt hat, ist bereits so kompliziert, daB ein praktischer 
Statistiker sie nur ganz ausnahmsweise gebrauchen wird; dasselbe gilt 
fiir die hoheren Momente iiberhaupt. Aber im Prinzip erlaubt das 
System der Markoffschen Ungleichungen in allen Fallen 
und fiir beliebige Verteilungsgesetze die Variationsbreite 
aller statistischen Parameter vom Momentetypus fiir ein 
gegebenes Stichprobensystem mit vorgegebenen "fiduziaren 
Wahrscheinlichkeitsgrenzen" zu bestimmen - vorausgesetzt, 
daB man die betreffenden Momente fiir die Gesamtheit 
hoherer Ordnung kennt. Somit spielt das Mar koffsche Ungleichungs
system in der heterograden Theorie dieselbe Rolle wie der Binomialsatz 
in der homograden. 

5. Umkehrung der Markoffschen Ungleichungen. 
Ganz ebenso, wie es mit dem Laplaceschen Integral der Fall war, 

konnen wir auch fiir das System der Markoffschen Ungleichungen das 
umgekehrte Problem aufstellen, welches ja dasjenige ist, das den prak
tischen Statistiker am meisten interessiert. Gegeben sei eine heterograde 
Gesamtheit vom Umfange n, die aus einer anderen statistischen Gesamt
heit (bzw. Kollektiv) hoherer Ordnung entstanden ist oder ihr entnommen 
wurde. Der Umfang der letzteren, N, kann sowohl endlich als auch un
endlich angenommen werden. Es werden die folgenden zweiFragen gestellt: 
a) In welchen Grenzen befinden sich die uns unbekannten statistischen 
Parameter der Gesamtheit (bzw. des Kollektivs) hoherer Ordnung, d. h. 
wie groB ist die Variationsbreite derselben 1 und b) was kann als der 
"beste" Wert fiir diese Parameter angesehen werden 1 Die Variations
breite wird hierbei mit Hille unserer "fiduziaren Wahrscheinlichkeits-

grenze" festgestellt, die ihrerseits durch den Ausdruck 1- ;2 bestimmt ist. 
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Die erste LOsung der ersten Frage ergibt jenes Markoffsche Lemma, 
welches oben im. § 4 als Formel (4) angefiihrt wurde. 

Die zweite, bereits etwas bessere Losung erhiilt man aus folgender 
ttberlegung. Formel (8) des vorhergehenden § 4 laSt sich nach Gleich
setzung t = kl in der etwas veranderten Gestalt: 

P{EX-klV(I-~-l)~ ~ ~ ~x ~ N-1 '11, - n~ i-
i=1 

<EX+k,V(I-;' :) ';.' }>I- .:. (1) 

schreiben. Die Wahrscheinlichkeit bezieht sich hierbei auf eine Gesamtheit 

hoherer Ordnung yom Umfange (N ~~)!' die aus allen moglichen 
Gruppierungen zu n verschiedenen Elementen aus N besteht. Es ist 
andererseits einleuchtend, daB, falls eine bestimmte Stichprobe yom Um
fange n bereits vorliegt, fiir diese die Markoffsche Ungleichung 

p{X;-!iXi~k2VV'2,(n>}>I-k\ .... (2) 
i=1 s 

bestehen muB [vgl. oben Kap. IT, § 8, Formel (U)], wobei letztere Wahr
scheinlichkeit gegeniiber der ersteren als bedingte Wahrscheinlichkeit 
angesehen werden kann. Kombiniert man (2) mit (I), d. h. bestimmt man 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Ungleichungen der linken Seiten 
von (2) und (I) gleichzeitig bestehen, so erMlt man nach dem Multiplika
tionssatz: 

P{X;-k2VV'2,(n>-klV(I-~)~ <Ex< 
:S;:X; + k2VV'2,(n>+k1V(I- ; ~) ~2 }>(I- k:2 )(1- k~2). (3) 

Es ist zu bemerken, daB, falls n (und folglich auch N) unbegrenzt zu
nehmen und sowohl kl als auch 1-'2 endlich bleiben, der Ausdruck 

V( '11,-1) P2 V N-n 
kl 1- N 1 n = kl n(N-1) 1-'2 

gegen 0 geht. Nimmt man jetzt an, daB die Genauigkeitsgrenze unserer 

Berechnungen bei ! liegt, wobei b eine groBere Zahl ist, so daB alle 

Summanden, die nach ihrem absoluten Werte kleiner als ! sind, einfach 

vernachlassigt werden konnen, so folgt hieraus, wenn 

1 k V( '11,-1) P2 -> 1 1----b N-1 '11,' (4) 

daB man an Stelle von (3) auch einfach 
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P{x;-k2 VV'2,(n) ~ Ex:5 xi + k2 VY'2,(n)} > (1- k~2) (1- k~2) (5) 

schreiben kann. Formel (5), die offenbar nur fiir ein geniigend groBes n 
gilt, kann als eine Umkehrung der betreffenden Markoffschen Un
gleichung geIten, denn sie enthalt nur eine einzige unbekannte GroBe Ex 
und gibt eine untere Grenze der Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB diese 
Unbekannte sich in gewissen, aus der Stichprobe direkt errechenbaren 
Grenzen befindet. Letztere Grenzen sind jedoch noch so breit, daB sie 
fiir den Statistiker nur in den seltensten Fallen von praktischem Interesse 
sein werden. Und trotzdem ergeben sich aus der Ungleichung (4) recht 
hohe Werte fUr ein solches n, welches wir wirklich als "geniigend groB" 
ansehen konnen. Nehmen wir z. B. an (um den unbekannten Wert vonp,2 
aus der Bedingungsungleichung zu eliminieren), daB fiir uns nur solche 
Summanden in Betracht kommen, deren absoluter Wert groBer als ein 
gewisser kleiner Bruchteil von J!'.l,t; ist, setzen wir also etwa: 

! = ~, kl = 3, N -+ co, 

so folgt hieraus fiir n aus (4) der Wert: 

n> 90000, 

und sogar bei ! = ~~2_ ergibt sich fUr n noch 900 als untere Grenze. 

Dieses kleine Rechenexempel zeigt bereits zur Geniige, um wieviel groBer 
die Unsicherheit des umgekehrten Schlusses sein kann als jene des direkten 
und wie vorsichtig man hierbei vorzugehen hat. 

Eine viel vorteilhaftere Umkehrung des Markoffschen Theorems, 
welche dem praktisch wichtigsten Fall entspricht und jener des Laplace
schen Theorems mehr oder weniger adaquat ist, erhalt man aus folgenden 
Uberlegungen. 

Die Matrix der Markoffschen Ungleichungen [vgl. oben Kap. II, 
§ 8, Formel (7), S. 190] kann in folgender Form dargestellt werden: 

m 

P{-a < Yi-YO< a} > I-J,. 2: Pi \Yi-YO\8, .. (6) 
. a i-I 

wobei Pi die relative Haufigkeit (bzw. die statistische Wahrscheinlichkeit) 
m 

des Ausdruckes I Yi - Yo I bedeutet und 2: Pi = 1 ist. Setzt man: 
i-I 

n 

8=2'Yi = ~ 2: Xi, 
i-I 

(7) 

und nimmt hierbei an, daB die relativen Haufigkeiten Pi sich auf die 

Gesamtheit aller (N ~!n)! moglichen Stichproben vom Umfange n be-
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ziehen, so ergibt sich mit Riicksicht auf Formel (20) des Kap. III, § 2 
(S. 201): 

N-n (n-l )"'2 = n(N-l) #2= 1-N-f n'· (7a) 

und die Ungleichung (6) verwandelt sich in folgenden Ausdruck: 

Pj-a:::;;! .j;Xi-EX < a»I- :2· n~N~l) #2· . 
t= 1 

(8) 

Es ist hierbei besonders zu beachten, daB wir hinsichtlich der Wahl 
des Wertes fiir a nur durch die eine Bedingung gebunden sind, daB a 
nicht kleiner als der kleinste Wert in der Reihe der absoluten Differenzen 

n ! Z Xi - E x undnicht groBer als der groBte Wert in derselben Reihe sei. 
,=1 

Mit dieser Einschrankung sind wir auch zur Substitution 

berechtigt, wobei 

(9) 
und folglich 

E{(n) = #2 

[vgl. oben Kap. III, § 2, Formel (16), S. 200]. Wir lenken die Aufmerksam
keit des Lesers darauf, daB hier durchaus nicht vorausgesetzt wird, die 

n 

GroBe 'V;, (n) beziehe sich auf dieselbe Stichprobe, zu der ! Z Xi gehOrt: 
i=l 

im Gegenteil, es wird angenommen, daB 'V;, (n) sukzessive alle jene 

(N ~!n)! -Werte erhalt, die es iiberhaupt erhalten kann. Mit Riicksicht 

auf (9) ergibt sich dann fiir (8) der folgende Ausdruck: 

N-n" 1 . j n 

P -klV n(N-I) 'V2,(n) ;;;;n§.Xi- EX :::;; 

l/N-n ") 1 "'2 :::; kl V n(N -I) 'V2, (n) > l-k;2. -" - .. 
1'2, (n) 

(10) 
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Der Quotient -----!P- kann seinerseits wie folgt dargestellt werden: 
"2, (n) 

~= Ps 
,,;, (n) Ps + (,;~, (n) - ps) 

= 1- "2,(n)-PS 

( " )' 1 "2,(n)-PS 
PI + Ps 

was nach Einfiihrung der Bezeichnung 

" 
Z= "2,(n)-PS 

PI 
zur Identitiit 

(11) 

fiihrt. Nimmt man ferner an, daB die Genauigkeitsgrenze unserer Berech· 

nungen wiederum bei ! liegt, so folgt hieraus, daB man, wenn 

1 I z I 
b> kIll 1 + z I' . . . . . . .. (12) 

auch einfach 

und 

oder, was dasselbe ist, 

1. N-n" 1. I
nn 

P n~Xi-kl V n(N-I) v2,(n) ~Ex<. n-tiXi+ 

V N-n "1 1 + kl n (N -1) v2,(n) > 1-""'k;,2 (13) 

schreiben kann. Die Bedingungsungleichung (12) ist, wie leicht ersichtlich, 
eine Folge der scharferen Ungleichung 

k 2 

I zl< b +\12' 

oder, mit Riicksicht auf (11), der Ungleichung 

I ";,(n) - Psi k12 
P2 < Ii + k 12 ' 

(14) 
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Wii wiesen anderseits [vgl. Rap. II, § 8, Formel (10), S. 191], daB auch 
die folgende Ungleichung besteht: 

P {- ks V E (";,(11) - Ps)S < ";,(11) - Ps ~ 
< ks V E (':~'(11) - Ps)S } >1- k~2 (15) 

und daB ferner [vgl. Kap.m, § 3, Formel (63), S. 225] fiir E (";,(11) -Ps)S 
der Ausdruck 

E (";,(11) - pg)2 = (! - ~) (PI. - PsB) + 8 

gesetzt werden kann, wobei das Restglied 8 nur aus solchen PI. und Pss 
besteht, die im Nenner die GroBen nS, nN, N2 oder N2 aufweisen, d. h. 
bei betrachtlichen n und N sehr klein im Vergleich zum ersten Gliede der 
rechten Seite sind. Mit Riicksicht hierauf verwandelt sich (15) in die 
Ungleichung : 

~--~~-----------P{-kll V (! - ~ ) (p,-Ps2) + 8 ~ ";,(1I)-PS~ 
< kB V (! - ~) (PI. - PsB) + 8 } > 1 - k~a. 

oder, wenn man aIle Glieder, die sich in den groBen Klammern der linken 
Seite befinden, durch die Konstante Ps dividiert, wodurch offenbar die 
untere Grenze der Wahrscheinlichkeit nicht verandert wird, in die Un
gleichung: 

P r_ k V(~-~) P,_P.2 + ~ < ";,(1I)-PI < . 
\ II n N Paa PBI = Pa = 

<k V(~-~) P,-PII +_8 }>1 __ 1 • (16) = II n N Pal PII kll 

Auf (14) zurUckgreifend, ersehen wir hieraus, daB unter der Voraus
setzung: 

k V(~-~) pl.-PSi + _8_ < ~ . (17) 
s n N PSi Paa b+k11 

man in der Tat in 100 (1- k~1 ) Fallen von 100 die GroBe 

" " 
"2, (11) - PI = "2, (n) _ 1 

PI PI 
vernachlassigen kann und dann die Ungleichung (13) zu Recht besteht. 
Es ist aber offensichtlich, daB man, wenn PI. und '.uss endliche GroBen sind 
(was in der statistischen Praxis immer der Fall ist), bei beliebig groBem 
endlichem kg den Wert fiir n so zu 'Wahlen vermag, daB mit Sicherheit 
die Bedingung (17) erfiillt wird. (1st N relativ so klein, daB hierdurch eine 
zu tiefe obere Schranke fiir n entsteht, so verschwindet die linke Seite der 
Ungleichung (17) jedenfalls bei n = N.) Wenn jedoch n so groB ist, daB 
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nicht nur der Bedingung (17) geniigt wird, sondern auch die untere 

Wahrscheinlichkeitsgrenze 1- k:S in (16) die von uns angenommene 

fiduziare Grenze iibersteigt und folglich fiir una ala sehr nahe bei 1 er
scheint, so kann Formel (13), aus welcher die Variationsbreite von Ex 
sich unmittelbar ergibt, ebenfalls als eine Umkehrung der entsprechenden 
Mar koffschen Ungleichung angesehen werden. 

Eine andere Form fiir .dieselbe Umkehrung, welche sich mehr der 
Formel (5) nahert, erhalt man aus folgenden tiberlegungen. Wie wir 
oben bei Ableitung der Ungleichung (10) festgestellt haben, ist unter 

allen (N~~)! Stichproben die relative Haufigkeit solcher, fiir welche 
die Ungleichung 

n 
1 "". E < 7. V N-n 'II" n~x,- x ="'1 n(N-l) 2,(n) 
i=l 

(18) 

besteht, jedenfalls groBer als 1- k1 •. ---/?-, wobei v~(n)seinerseits,fiir 
1 jIll, (n) 

jede Ungleichungvom Typus (10), (N ~~)! verschiedene Werteannehmen 
kann. Setzt man nun voraus, n sei bereits so groB, daB die Bedingung (17) 
erfiillt ist, so wird die relative Haufigkeit solcher v~ (n)' fiir welche 

der Ausdruck 1- k\ . ----!?- sich einfach in 1- k\ verwandelt [was, 
1 "2, (n) 1 

wie wir wissen, direkt zu Formel (13) fiihrt), ihrerseits groBer als 1- : •• 

sein. Hieraus folgt, daB die relative Haufigkeit solcher Stichproben, bei 
n 

denen sowohl ! I Wi als auch v~: (n) obigen Bedingungen geniigen, 
i=l 

groBer als das Produkt (1- k~2 ) (1- k:2) sein muB. Und dies fiihrt 
uns zu folgender Umkehrung der Markoffschen Ungleichung: 

pI! i Wi- lel V n~-=-nl) v~:(n) < Ex < ! i Wi + 

+ k,V.fN "I) .~ .. )} > (1- ~,) (1- :,.). (19) 

Zum Unterschiede von der Formel (5) bezieht sich die hier auftretende 
relative Haufigkeit (bzw. statistische WahrscheiDlichkeit) P bereits auf 

eine Gesamtheitvom Umfange [(N ~n)!] 2, die dadurch entsteht, daB jede 

der (N ~In) I unterscheidbaren Stichproben vom Umfange n mit jedem 

Anderson, Statlstik. 16 
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dar (N~!n)! unterscheidba;ren Werte des Parameters v~(n) kombiniert 
n 

wird. Es wird also angenommen, daB das arithmetische Mittel !.L: i, 
i-1 

sowohl zusammen mit jenem v~(n)' welches aus derselben Stichprobe 
errechnet wird, ale auch zusammen mit jedem anderen v;: (n) auftreten 
kann, wenn nur diesas letztere zur selben Gesamtheit hoherer Ordnung 
gebOrt und sich auf eine Stichprobe vom Umfange n bezieht. 

Wollte man die Ungleichung (19) bloB fiir die Gesamtheit der (N ~!n)! 
Stichproben ableiten, so miiBte man wie folgt verfahren. Man miiBte 
zunachst eine Teilgesamtheit von solchen Stichproben bilden, fiir die 
die Ungleichung (18) gilt und deren Umfangnatiirlich kleiner als 

NI . t 
(N-n) I 18. 

Wenn es gelange, auch fiir diese eingeschrankte Gesamtheit zu zeigen, 

daB die relative Haufigkeit jener v~{n)' fiir die 1 - k12 • ~ durch 
1 "2,(n) 

1- k~S ersetzt werden kann, groBer ist als 1- k:2 ' so wiirde sich hieraus 

nach dem Multiplikationssatz ebenfalls die Ungleichung (19) ergeben; 

diese ware aber auf eine Gesamtheit bloB vom Umfange (N ~~)! be-
n 

zogen. Die Schwierigkeit der Rechnung besteht darin, daB !Z Xi 
i=1 

und v~(n) dann immer zur selben Stichprobe gebOren und miteinander 
stochastisch verbunden sein wiirden.l 

Die Ungleichung (17) bildet die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der 
Umkehrungsformel (19), und man darf nicht vergessen, daB sich aus ihr -

je nach der Wahl der Genauigkeitsgrenze !, der Zahlen lel und le2, die 

wiederum von unserer fiduziaren Grenze abhangen, und je nach dem 
gegenseitigen VerhaItnis der im allgemeinen ganz unbekannten Momente 
P4 und pl- - auch verschiedene, aber immer recht hohe untere Grenzen 

1 Es laIlt sich z. B. nachweisen, daJ3 der Zahler des sog. Korrelations-

1 n. " 
koeffizienten von n ~ Wi und "2,(n) (vgl. unten Kap. IV, § 1) durch 

i=1 
den Ausdruck 

E{(!j;Xi-EZ)(";,(n)-Ps)} = nfN-=-n2) 1'3 
,=1 

gegeben ist, wobei Pa = E (w- E W)8. Wie wir bereits wiesen, verschwindet Pa 
nur bei symmetrischen Verteilungsgesetzen und kann im allgemeinen FaIle 
sowohl positive als auch negative Werte annehmen. 
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ffir den Umfang der Stichprobe n ergeben werden. So stellt es sich z. B. 

heraus, daB bei kl = k2 = 3, b = 100, N _ 00 und PI. -:2
2 = 2 die 

Pa 
Zahl n jedenfalls groBer als 2640 sein mnS. Und die untere Grenze der 
betreffenden Wahrscheinlichkeit, wie sie durch die rechte Seite von (19) 

bestimmt wird, ergibt sich hierbei bloB als :i = 0,79. 

Wie dem auch sei, es steht ffir uns fest, daB Formel (19) es ermoglicht, 
an Hand des arithmetischen Mittels und der empirischen Streuung einer 
geniigend groBen Stichprobe die Grenzen festzustellen, in denen 
sich der unbekannte Parameter Ex befinden muB. Die Voraussetzungen 
ffir die Existenz der "Cournotschen Briicke", die wir oben bereits 
mehrmals ausfiihrlich behandelt haben, bleiben hierbei selbstverstandlich 
nach wie vor bestehen. Da man ferner in Formel (6) an Stelle von Yi die 

n n n 

Werte !.2: Xi 2, !.2: (Xi - X)2, !.2: (Xi _X)3 usw. und an Stelle von Yo 
i=l i=l i=l 

deren mathematische Erwartungen einsetzen kann, so folgt hieraus, daB 
dieselbe Matrix (6) auch bei der Berechnung der Momente m 2, #2' #3 
usw. angewandt werden kann. Desgleichen stiinden auch der Umkehrung 
der Guldbergschen Verallgemeinerungen (vgl. oben Kap. II, § 8, 
S. 192) keine namhaften theoretischen Hindernisse im Wege. Eine pl'ak
tische Gl'enze findet jedoch dieses Verfahren in der auBerordentlichen 
Kompliziertheit der betreffenden Formeln. Da es uns in diesel' Einfiihrung 
mehr aufs Prinzipielle ankommt, so konnen wir von der weiteren Ver
folgung des eingeschlagenen Weges hier absehen und uns anderen Gegen
standen zuwenden, indem wir es dem Leser iiberlassen, zu seiner Ubung 
etwa die Umkehrung der Markoffschen Ungleichung ffir das zweite 
Moment #2 zu versuchen. Wir haben uns jedenfalls iiberzeugen konnen, 
daB man bei allen solchen Umkehrungen auch ohne Hinzuziehung des 
Bayesschen Theorems auskommen kann, daB man aber gleichzeitig bei 
heterograden Gesamtheiten viel vorsichtiger vorgehen muB, als es tat
sachlich seitens solcher Gelehrter geschieht, welche an Hand von Stich
proben, die kaum aus 20-30 Einheiten bestehen, und ohne vom Ver
teilungsgesetz der betreffenden Gesamtheit h6herer Ordnung eine Ahnung 
zu haben, sehr kiihne Schliisse iiber die statistischen Parameter der 
letzteren zu ziehen bereit sind. Unsere Bemerkung bezieht sich in erster 
Linie auf die sog. Konjunkturprognose. 

6. Abschlie13endes fiber die Bedeutung der Markoffschen 
Ungleichungen. 

Oben auf S. 220 haben wir bereits festgestellt, daB bei n _ 00 ffir aIle 
geraden Momente 

#2,(n), #4,(n), #6,(n) •..• #28,(n) 
die Beziehung 

#2B,(n)'" 1.3.5 .... (2s-3) (2s-I)#82,(n) (1) 
16* 
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gilt. Setzt man voraus, daB dieselben Beziehungen auch fUr die statisti
schen Parameter PS' PI" Pa, •.•. PSs gelten - eine Annahme, zu der wir 
im nachsten Paragraphen noch zuriickkehren werden, - so kann man 
eine Berechnung da.riiber aufstellen, bis zu welcher Potenz der Guldberg
schen Vera.llgemeinerung (vgl. oben S. 192) es iiberhaupt Sinn hat, vor
zudringen. Aus der Matrix der Markoffschen Ungleichungen (S. 190) 
folgt: 

P{-a ~ x;-ml < a} > 1-,- "'::' 
a 

2. 
undfiirdieerste GuldbergscheFormelhatmanhiernurnocha=~. JI P2. 
einzusetzen (wir versehen t mit dem Index 28, um anzudeuten, daB dieses t 
fUr jedes Moment einen anderen Wert erhii.lt): 

{ 2,~ 2,_} 1 
P -~BVP2B ::;;xi-ml~~BVp2B >1-7.' ... (2) 

t2B 

Will man dieselbe fiduziare Grenze (etwa e) beibehalten, so muB fUr je 
zwei beliebige sukzessive Guldbergsche Formeln mit den Potenzen 
2 lc - 2 und 2 lc die Beziehung bestehen: 

1 1 t?:.k-2 t?:.k 1 
2k-2 = .2k = e, oder: 2k-2 = 2k = s· 

t2k - 2 "2k 

(3) 

Ferner ist ersichtlich, daB die Guldbergschen Veral1gemeinerungen 
nur solange mit zunehmender Potenz 2 8 eine wirkliche Verbesserung 
da.rstellen, ala hierbei die V aria.tionsbreite von Xi - m1 enger wird, 
d. h. solange 

2. 2,-2 __ _ 

~, JI P2, < ~'-2 V P2,-2 . . . . . . .. (4) 

bleibt. Erhebt man belde Seiten dieser Ungleichung in die Potenz 
28 (28 - 2), so kommt man, mit Riicksicht auf (3), sofort zur Ungleichung 

228-2< 2, e P2, 1'2' - 2' • • • • • • • • 

Bestehen aber die Beziehungen (1), so ergibt sich hieraus einfach: 

e2 (28_1)2'-2< 12.32.52 .... (28-3)2 .... 

(5) 

(6) 

1st z. B. e = 0,04 = 2~ und folglich t? = 6!5' so entwickelt sich aus (6) 

das folgende System von Ungleichungen: 

bei 28 = 4, 32 < 12 .625, oder 9 < 625; 

" 28 = 6, 54 < 12.32 .625, oder 625 < 5625; 

" 28 = 8, 76 < 12.32 .52 . 6t25, oder 117649 < 140625. 

Aber bei 28 = 10 erhalten wir bereits umgekehrt: 

98 > 12 . 32 • 52 . 72 . 625, oder 43046721 > 6890625. 
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Es ist also bei der gegebenen fiduziaren Grenze 0,04 unvorteilhaft, 
~0r.:- • u£iihr' W" 1..2 1 wiird' h 18~. V V ""10 emz en. are 8 = 10'· is"" = 100' so e sc on V ""8 eme er-
schlechterung ergeben usw. 

Geht man umgekehrt von einem konstanten taus, welches fiir alle 
Potenzen denselben Wert beibehalt, so wird bei den verschiedenen 
Guldbergschen Annaherungen die GroBe P { } variabel, und wir 
erhalten dann, mit K. Pearson,l die folgende Tabelle: 

t 1,6 2 3 4 6 

p. 0,5556 0,7500 0,8889 0,9375 0,9600 
PI. 0,4074 0,8125 0,9630 0,9883 0,9952 
Pe 0,7656 0,9794 0,9963 0,9990 
Ps 0,5898 0,9840 0,9984 0,9997 
PIO 0,0771 0,9840 0,9991 0,9999 

"Normal" 0,8664 0,9545 0,9970 0,9:l994 0,9999994 

Die letzte Zelle bezieht sich auf einen speziellen Typus des Vertellungs
gesetzes, welches mit der Formel (I) korrespondiert und im nachsten 
Paragraphen genauer behandelt werden solI. Aus dem Vergleich der 
Zahlen jeder Kolumne mit jenen der letzten Zelle wird sofort ersichtlich, 
daB bei kleineren Werten von t die "normale" Vertellung viel vortell
haftere Wahrscheinlichkeitsgrenzen ergibt als die Guldbergschen 
Formeln, insbesondere fallt dies bei t = 1,5 bis t = 3 auf. Wenn aber 
K. Pearson, auf diesen Umstand hinweisend, in der soeben zitierten 
Monographie zu dem Schlusse gelangt, daB die Ungleichungen von 
Tsche byscheff (wie er sie nennt) von keinem besonderen Nutzen fiir 
die praktische Statistik seien und daB ihre Bedeutung stark iibertrieben 
worden sei, so konnen wir seinem Urtell nicht beipflichten, wenigstens 
so lange es sich um das Bereich der okonomischen Statistik handelt. 

Zunachst ware do. zu bemerken, daB wir in der Wirtschaftsstatistik 
nur recht selten auf solche Reihen stoBen, die ein ausgesprochenes und 
in der Zeit stabiles Vertellungsgesetz aufweisen. AuBerdem sind auch 
die betreffenden Gesamtheiten hoherer Ordnungen haufig durchaus nicht 
als unendlich anzusehen. Der groBe Vorzug sowohl der Mar koff schen, oder, 
wenn man will, der Markoff-Tschebyscheffschen Theoreme, als 
auch ihrer Umkehrungen liegt ja gerade darin, daB wir hinsichtlich des 
Vertellungsgesetzes und teilweise auch hinsichtlich des Um£anges der 
Gesamtheit an gar keine Voraussetzungen gebunden sind. Es sei geme 
zugegeben, daB man beiKenntnis des wahren Vertellungsgesetzes zu engeren 
Grenzen der Unsicherheit in der Bestimmung der betreffenden mathema
tischen Erwartungen kommen wiirde, doch ist diese etwas groBere Sicherheit 
nicht a11zuhoch einzuschatzen, denn ein Moment der Willkiir bleibt immer 

I Vgl. K. Pearson: On generalized Tchebycheff Theorem in the Mathe
matical Theory of Statistics, Biometrika, Vol. XII, S. 284-296. 
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noch iibrig, und zwar besteht es in der Wahl der fiduziaren Grenze, d. h. 
jener Wahrscheinlichkeit, die man bereits als praktische GewiBheit anzu
sehen bereit ist. So hat man z. B. bei der fiduziaren Grenze 1-0,95 in der 
"normalen Verteilung" t =2 zu nehmen und bei Guldberg,u, und t =3 
oder,us und t = 5; bei der Grenze 1-0,996 ergibt die "normale Verteilung" 
t = 3 und Guld b er g,uo mit t = 4 oder beinahe ,ut mit t = 5. Andererseits 
konnte man bei falscher Annahme iiber das Verteilungsgesetz der be
treffenden Gesamtheit hoherer Ordnung zu ganz fehlerhaften Schliissen 
kommen. Die Bedeutung der feineren mathematischen Methoden liegt 
ja oftmals nicht darin, daB man aus zweifelhaftem Material Schliisse 
abzuleiten vermag, sondern gerade in der Moglichkeit, festzustellen, 
daB das Material zu unsicher, zu ungeniigend ist, um aus ihm iiber
haupt etwas Bestimmtes deduzieren zu konnen. Wenn Markoffs 
Ungleichungen durch ihre breiteren Variationsgrenzen hier zu groBerer 
Vorsicht zwingen, so ist dies oftmals eher als ein Vorzug zu 
werten. Auf die Gedankengange von E. Pearson und J. Neyman! 
Bezug nehmend, wiirden wir sagen, daB es im Bereiche sehr vieler wirt
schaftsstatistischer Anwendungen vorteilhafter ist, zu riskieren, eine 
richtige Hypothese als falsch zu verwerfen, als eine falsche als richtig 
anzunehmen. Nur in einer Hinsicht besteht unzweifelhaft ein gewisses 
Bediirfnis nach einer genaueren Kenntnis der wahren Verteilungsgesetze: 
namlich in der Einschatzung der Variationsbreite der verschiedenen 
mathematisch-statistischen MaBzahlen, oder Parameter, wie z. B. der 
arithmetischen Durchschnitte, der mittleren Fehler, Momente, Korrela
tionskoeffizienten usw. Zum Gliicke fiir die statistische Theorie ist gerade 
diese Frage im Laufe der letzten zwei Jahrzehnte hauptsachlich durch 
R. A. Fisher griindlich untersucht und in vielen Fallen bereits zu einer 
endgiiltigen Losung gebracht worden (vgl. unten § 7). 

Es ware schlieBlich zu bemerken, daB die Markoffschen Un
gleichungen noch eine gewisse Einengung erhalten konnen, wenn man 
von bestimmten plausiblen Vorstellungen iiber den allgemeinen 
Charakter des Verteilungsgesetzes der betreffenden Variablen ausgeht. 
Diese Vorstellungen diirfen aber nicht zu konkret gefaBt sein und miiBten 
etwa in der Annahme bestehen, daB das Verteilungsgesetz nur einen 

1 Vgl. E. S. Pearson und J. Neyman: On the Use and Interpretation 
of Certain Test Criteria for Purposes of statistical Inference, Biometrika, 
Vol. XX, A, S. 175-240,264--294; J. Neyman: Contribution to the Theory 
of Certain Test Criteria, Bull. de l'Inst. Internat. de Stat., 1929; derselbe: 
On methods of testing hypotheses: Atti del Congresso Internazionale dei 
Matematici, Bologna 3-10. IX. 1928, S. 35-41; E. S. Pearson und J. Ney
man: On the Problem of Two Samples, Bull. de l'Academie Polonaise des 
Sciences et des Lettres, Classe des Sc. Math. et Nat., Serie A, Cracovie 1930; 
J. Neyman and E. S. Pearson: On the Problem of k Samples, Ibidem 
1931; dieselben: On the Problem of the most efficient tests of statistical 
hypotheses, Phil. Trans. of the Royal Society of London, Series A, Vol. 231, 
S.289-327, 1932; dieselben: The Testing of statistical hypotheses in 
relation to probabilities a priori, Proc. of the Cambridge Philos. Society, 
Vol. XXIX, Part 4, Cambridge 1933. 
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emztgen, k1.a.r hervortretenden dichtesten Wert aufweise. In manchen 
FaIlen (aber durchaus nicht in aJlen: man denke z. B. an die Angebots
und Na.chfragekurvenl) lieBe sich femer noch annehmen, daB der dichteste 
Wert nicht am au.Bersten Ende der "Verteilungskurve" liege. 

Ein guter Ansatz zur LOsung derartiger Probleme findet sich, wie wir 
wissen, in den Arbeiten von Meiden (vgl. oben S. 192). Wenn das Ver
teilungsgesetz der Va.ri.a.blen nur einen dichtesten Wert aufweist und m2G 

das 2nte Moment der Va.ri.a.blen x um ihren dichtesten Wert Xo bedeutet, 
so besteht nach Meiden eine Wahrscheinlichkeit 

1 P>1 
( 1 + 21n til l2n 

dafiir, daB Xi - Xo sich in den Grenzen 
2n__ 2n 

- J.. V m2n ~ Xi - Xo < J.. V m2n 

befinde. Um eine Vorstellung von den Vorziigen der Meidellschen Formel 
zu bekommen, wollen wir n = 1 setzen und annehmen, das Verteilungs
gesetz sei symmetrisch, so daB m2 = #2 und Xu = Ex. Die Wahrscheinlich
keit fiir die Beziehungen 

- J.. V #2 < Xi - Ex < J.. V;U; 
ist dann durch die folgende Ungleichung begrenzt: 

4 
P> 1- 9l2 ' 

wahrend wir bei Markoff -Tsche byscheff einfa.ch 

1 P>I-12 
zu schreiben hatten. Bei J.. = 3 erhalten wir sodann: 

na.ch Markoff: P> 0,889, 
" Meiden: P> 0,951, 

bei normaler Verteilung: P = 0,997. 

Die Meidellsche Formel ist bis jetzt viel zu wenig von der statistischen 
Theorie bea.chtet worden, und es uriterliegt kaum einem Zweifel, daB ihre 
Einfiihrung in manchen Fallen eine betrachtliche Verscharfung der 
Formeln erlauben wiirde. Sie ist leider auf elementar-algebraischem Wege 
nicht abzuleiten. 

7. Einige wichtige Verteilungsgesetze. 
Wir haben bereits mehrmals darauf hingewiesen, daB keine 

Formel angegeben werden kann, welche na.ch dem Muster des Binomial
satzes alle iiberhaupt moglichen Verteilungsgesetze heterograder Gesamt
heiten in sich schlosse und hierbei wenige statistische Parameter enthielte. 
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Geh6rt die zufallige Variable zur Ordnung m, d. h. treten in der betref
fenden Gesamtheit h6herer Ordnung nur m verschiedene Werte des 
Merkmales x auf, so besteht das Verteilungsgesetz, wie wir wissen, aus 
diesen m Werten und den zugeh6rigen m statistischen Wahrscheinlich-

m 

keiten derselben, die nur durch die einzige Bedingungsgleichung I Pi = 1 
i=l 

miteinander verbunden sind. Die Methode der Momente, bzw. der Kumu
lanten, erlaubt es wohl, mit wenigen statistischen Parametern die Haupt
eigenschaften des Verteilungsgesetzes zu umschreiben, aber fur die genaue 
Feststellung seiner 2 m unbekannten Werte muB man offenbar zu obiger 
Bedingungsgleichung noch 2 m - 1 andere Gleichungen hinzufugen, die 
verschiedene Beziehungen zwischen den Momenten verschiedener Ord
nungen zahlenmaBig darstellen. Und ist vollends m -+ 00, so muBte 
die Anzahl jener Gleichungen unendlich werden.1 

Immerhin existiert aber auch im Bereiche der heterograden Gesamt
heiten ein Verteilungsgesetz, welches eine ganz besondere Stellung 
einnimmt, da es die "stochastische Asymptote" (vgl. oben S. 221) sehr 
vieler Verteilungsgesetze im FaIle n -+ 00 ergibt, d. h. im FaIle, daB der 
Umfang der Gesamtheit niederer Ordnung unbegrenzt zunimmt, wobei 
selbstverstandlich zuvor auch N gegen 00 gehen muB. Wir sind dieser 
stochastischen Asymptote bereits mehrmals begegnet, so z. B. auf S. 220, 
als wir feststellten, daB ganz allgemein bei n -+ 00 die Beziehungen 
bestehen: 2 

P,2k, (n) 
k _1.3.5 .... (2k-l) ...... (1) 

P,2,(n) 

und 

P,(2k + 1), (nL _ o. .............. (la) 
I~k+l V "2, (n) 

1m Grenzfall, als Limes, ergibt sich hieraus einfach: 

fl4,(n) = 3 fl;,(n)' fl6,(n) = 15 fl~,(n)' fls,(n) = 105 fl:,(n) usw., 1 
fll,(n) = fla,(n) = fl5,(n) = fl7,(n) = .... = o. 

(2) 

1 Die Literatur iiber das schwierige "Momenteproblem" ist recht umfang
reich. Wir verweisen den Leser zunachst auf Tschuprows "Aufgaben lmd 
Voraussetzungen der Korrelationsmessung" (Nordisk Statistisk Tidskrift, 
Bd.2, Nr.l, S.35, 1923), dann auf §§ 8 und 9 von Mises' Wahrscheinlich
keitsrechnung (insbesondere S. 249) und auf S. Polyas hervorragende Unter
suchung ,;Doer den zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und das Momenteproblem" (Mathem. Ztschr., Bd. VIII, 1920). 

2 Vgl. hierzu die wichtigen Literaturhinweise bei Tschuprow: On the 
mathematical expectation of the Moments usw., Biometrika, Vol. XII, S. 157, 
1918. Die Druckfehler in diesen Hinweisen sind auf S. 210 desselben Bandes 
(1919) berichtigt. 
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Betrachtet man die Reihe der Werte, die das arithmetische Mittel 
- b· d N' x el en (N -·n)! unterscheidbaren Gruppen (aus 11. Elementen) an-

nimmt, zu denen sich die Werte der urspriingIichen Gesamtheit kombi
nieren konnen, als die Elemente X'I' x' 2' x' 3, •••• einer neuen Gesamtheit 

vom Umfange N' = (N ~!n) ! ' so wiirden fiir die Momente dieser Gesamt

heit-unter der Voraussetzung eines geniigend groBen 11. - die 
einfachen Beziehungen bestehen: . 

#u = 1.3.5 .... (2 k-l) #l' und #1 = #3 = #5 = .... = #(2k + 1) = o. 
Ein Verteilungsgesetz, welches vom Anfange an solche Beziehungen ergibt, 
wird in der angelsachsischen Literatur nach dem Vorschlage K. Pear sons1 

als normales Verteilungsgesetz bezeichnet (vgl. oben S. 181, 204 
und 227). Auf dem Kontinente nennt man es gewohnIich GauBsches 
oder GauB-Laplacesches Fehlergesetz. In der WahrscheinIichkeits
rechnung wird bewiesen, daB jedes solche Verteilungsgesetz die Form 

(Zi-ml)' 

Pill = 1 e 2ft, •••••• (3) 
~V2n 

besitzt. Vergleicht man diesen Ausdruck mit Formel 9 des § 6, Kap. I 
(S.68) und beriicksichtigt man, daB dort x2 an Stelle von (i-np)2 steht, 
wobei i die tatsachIich in der Stichprobe beobachtete Zahl der Elemente 
mit dem Merkmal A bedeutet, so bemerkt man sofort, daB die beiden 
Formeln identisch sind, insofern man Xi an Stelle von i, m1 an Stelle von np 
und ~ an Stelle von (J setzt. Und wir haben oben auf S. 227 bereits 
festgestellt, daB fiir die homograden Gesamtheiten in der Tat m1 = 11. P 
und V #2,(11.) = (J =Vnpq ist. Greift man noch auf Formel (39) auf S.56 
(Kap. I, § 4) zuriick, so kann man ferner behaupten, daB die normale 
Verteilung in der heterograden Statistik dem FaIle p = q fiir die Formel 
des Exponentialsatzes in der homograden entspricht. 

Somit ist ein auBerordentIich bemerkenswerter Zusammenhang 
zwischen homograden und heterograden Verteilungsgesetzen hergestellt. 
Und ganz ebenso wie auf S. 69 das sog. Laplacesche Integral aus 
Formel (14) des § 6 (Kap. I) abgeleitet worden ist, kann es auch fiir die 
normale Verteilung abgeleitet werden. Es ist augenscheinIich, daB 
hierbei dieselbe Formel herauskommen muB und daB folgIich die Tab. 3 

der Werte von ! + ; (s. oben S. 75) auch auf die normale Verteilung 

angewandt ~erden kann. Diese Feststellung ist fiir die Praxis insofern 
von groBer Wichtigkeit, als sie uns in einer Reihe von Fallen das Recht 
gibt, die weiten fiduziaren Grenzen der Markoff-Tschebyscheffschen 
Ungleichungen durch die engeren Grenzen der Laplaceschen Verteilung 
zu ersetzen. Auch die Umkehrung der Formel fiir das Bayessche Problem 

1 K. Pearson: Historical Note on the Origin of the Normal Curve of 
Errors, Biometrika, Vol. XVI. 
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kann hier mit einem geringeren Verlust an Genauigkeit durchgefiihrt 
werden. Wir diirfen aber anderseits nicht vergessen, daB das Verteilungs
gesetz fiir die Summen und Potenzensummen der Stichproben nur bei 
"geniigend groBem" Umfange derselben aIs mit dem "normalen" Ver
teilungsgesetze identisch angesehen werden kann, und wie groB dieser 
Umfang n in der Praxis anzusetzen ist, hangt erstens von der Streuung 
der urspriinglichen Gesamtheit hoherer Ordnung und zweitens vom 
angenommenen Genauigkeitsgrad abo Die Sachlage ist hier ungefahr 
dieselbe, wie beirn Einstellen des Objektivs eines photographischen 
Apparates auf die Entfernung vom aufzunehmenden Bilde: bei dem 
"ZeiB-Ikon" des Anfangers beginnt die "Unendlichkeit" bereits mit 
5 Metern, flit einen Apparat 9 X 12 cm mit einem mittelma.l3igen Objektiv 
von der Lichtstarke 1: 6,3 fangt die "Unendlichkeit" etwa bei 20 Metern 
an usw. 

Es sei noch bemerkt, daB unsere Ableitung des normalen Ver
teilungsgesetzes keineswegs seinem historischen Werdegang entspricht. 
Das Gesetz wurde zuerst von Laplace und besonders von GauB in 
Anwendung auf gewisse Probleme der Fehlertheorie festgestellt, und 
der Umstand, daB in der Praxis iiberhaupt alle Verteilungs
gesetze fiir Durchschnitte aus groBen Stichproben angenahert "normal" 
werden, d. h. gegen die normale Verteilung als ihre stochastische 
Asymptote (vgl. oben S. 221) tendieren, wurde erst viel spater bemerkt 
und gewiirdigt. In erster Reihe waren hier die Untersuchungen Edge
worths zu nennen.1 

AuBer dem normalen Verteilungsgesetz sind noch eine Reihe anderer 
Verteilungsgesetze vorgeschlagen worden. Abgesehen von jener Gruppe, 
die aus Verallgemeinerungen des ersteren besteht und auf die nicht weiter 
eingegangen werden solI, sei hier nur kurz erwahnt, daB die Einfiihrung 
der Thieleschen Halbinvarianten fiir die Gesamtheit hoherer Ordnung 
(bzw. der Fisherschen Kumulanten; vgl. oben S. 164) eine sehr be
merkenswerte Formel ergibt. Von H. Bruns riihrt eine dritte Forme) 
her,2 von Charlier eine vierte3 usw. Das zur Zeit bekannteste diirfte 
das System der Pearsonschen Verteilungskurven sein, iiber die sich der 
Leser in jedem groBeren englischen Lehrbuch informieren kann (die besten 
deutschen Darstellungen sind diejenigen von Czuber und Mises).4 

So wichtig diese Verteilungsgesetze in einzelnen Fallen auch sein 
konnen und so interessant sie vom theoretischen Standpunkte auch er-

1 Vgl. F. Y. Edgeworth: The Law of Error, Cambridge Philosophical 
Transactions, XX (1904--1908); derselbe: The Generalized Law of Error 
etc., Journ. Roy. Statist. Soc., Vol. 69, S. 497-530; ferner R. Mises: Wahr
scheinlichkeitsrechnung, insbes. S. 197-224 ( .. Erster Fundamentalsatz"). 

2 Vgl. H. Bruns: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmal3lehre, 
S. 39f£., Leipzig u. Berlin 1906; ferner Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
S.250££. 

3 Am besten bei Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.265f£., nach
zuschlagen. 

4 Vgl. z. B. Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung, S.269ff. 
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scheinen, - fiir den Sozial- und insbesondere fiir den Wirtschaftsstatistiker 
besitzen sie kein nennenswertes praktisches Interesse, da seine Gesamt
heiten gewohnlich in der Zeit viel zu wenig stabil sind und daher auch 
keine in der Zeit geniigend stabilen statistischen Parameter besitzen. 
Infolgedessen iibergehen wir hier auch ihre Darstellung. Praktisch wich
tiger sind fiir den Sozialstatistiker jene Verteilungsgesetze, welchen die 
statistischen Parameter der Stichproben bei beliebigen Verteilungs
gesetzen der urspriinglichen Gesamtheiten hoherer Ordnung unterliegen 
konnen. 1st der Umfang der Stichprobe geniigend groB, so gehen, wie 
wir wissen, sehr viele dieser Verteilungsgesetze gegen das normale, 
doch gerade im Bereiche der wirtschaftlichen Massenerscheinungen hat 
man es nicht selten mit nich t geniigend groBen Stichproben zu tun. 

Zuniichst miissen wir untersuchen, was eigentlich die Pearsonsche 
MaBzahl X2 im Falle der heterograden Statistik bedeutet. Fiir homograde 
Gesamtheiten geht man bei der Ableitung bekanntlich (vgl. oben S. 95) 
davon aus, daB bei den Elementen einer gegebenen Gesamtheit hoherer 
Ordnung yom Umfange N im ganzen m verschiedene einander aus
schlieBende Merkmale unterschieden werden. Die relative Hiiufigkeit 
(bzw. statistische Wahrscheinlichkeit) des ersten Merkmales sei PI' des 

m 

zweiten P2 usw., wobei Z Pi = 1. Es wird vorausgesetzt, daB dieser 
i=l 

Gesamtheit eine Stichprobe yom Umfange n entnommen worden sei, 
wobei die relative Hiiufigkeit des ersten Merkmals sich als p'1> des zweiten 
als p' 2 usw. herausgestellt habe. Dann erhiilt die MaBzahl X2 die folgende 
Gestalt: 

m 
X2 = .z (np'; - n Pi)2 . 

i=l npi 

Die mathematische Erwartung dieses Ausdruckes ergibt sich offenbar als 

Und mit Riicksicht auf die Formel 27, § 2, Kap. III, (S. 202) erhalten 
wir hieraus sofort: 

E 2_Zm n(l-i=+)~ -(1 n-I)Im _ 
X - - - N-I- qi -

Pi 
i = 1 i=l 

(4) 

1st jedoch N ~ 00, so verwandelt sich dieser Ausdruck ganz einfach in 
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Ex,2=m-l; • • • (5) 

m - 1 ist zugleich die Zahl der "Freiheitsgrade". 1m FaJIe der hetero
graden Statistik konnen 'Wir offenbar die m verschiedenen numerischen 
Werte einer zufalligen Variablen von der Ordnung m als m verschiedene 
Merkmale a.nsehen. Und somit ist es auch zulii.ssig, auf diesen FaJl direkt 
die Ma.Bza.hl x,2 anzuwenden. 

Werden jedoch derselben Gesamtheit vom Umfange N mehrmals 
Stichproben vom Umfange n entnommen, so ist es moglich, sich auch 
hier - na.ch altem Muster - eine Gesamtheit noch hOherer Ordnung 

vorzustellen, deren Elemente aus den (N ~!n)! iiberhaupt unterscheid

baren Gruppierungen zu n Einheiten bestehen, und hierauf die Verteilung 
n 

der Ausdriicke vom Typus nx = I Xi zu betra.chten. Fiir eine homo-
i=1 

grade Gesamtheit, die nur aus Nullen und Einsen besteht, 
ergibt sich bekanntlich der Wert nx = np'i' Es sei angenommen, daB die 

(N ~~)! verschiedenen Ausdriicke nx na.ch ihrer GroBe im ganzen in m' 

Gruppen eingeteilt sind, und es nehme hierbei x fiir die i-te Gruppe den 
Wert xi an. Da nun E (np'i) = np. ist, so wird die mathematische Er
wartung des Ausdruckes 

(6) 

in der Tat gleich 
m' 
~ (n p'.-n Pi)2 

..::;.. np , 
i=1 i 

also gleich der MaBzahl X2 fiir m' - 1 Freiheitsgrade. Doch diese Be
ziehung gilt nicht fiir eine heterograde Gesamtheit, denn aus 

8i = (nlci - E_n Xi)2 = n (Xi - E iii)2 (7) 
En ali E ali 

folgt, na.ch Einfiihrung der Bezeichnungen von Seite 201, der Aus
druck: 

E8i = nP2,(n) =(1- n-l)~, 
m1 N-I m1 

und der Quotient ~, welcher fiir eine homograde Gesamtheit den Wert 
ml 

q. = 1 - Pi ergibt, ist fiir eine heterograde im allgemeinen nicht mehr 
reduzierbar. 

Wenn 'Wir aber in 8; den Zahler 
n 

n (X;- E Xj)2 durch L: (Xi - X;)2 = n v' 2, (n) 

i=1 
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und ebenso E xi durch NN 11-'2 ersetzen, SO ergibt sich hieraus der Aus
druck: 

(8) 

dessen mathematische Erwartung laut Formel (15) des § 2 (S. 200) 

gleich NN 1 (n -1) ist, was bei N -+ 00 einfach zu (n -1) fiihrt, d. h. 

zum Werte, den die mathematische Erwartung von 1,,2 bei n - 1 Freiheits
graden annimmt. Diese tThereinstimmung konnte zufallig und belanglos 
sein, ist es aber in Wirklichkeit nicht. Es bedeutete einen betrachtlichen 
Fortschritt in der statistischen Theorie, als der Anonymus "Student" 
im Jahre 1908 den ersten, wenn auch mathematisch nicht ganz strengen 
Nachweis erbrachte, daB in der Tat im FaIle eines normalen Ver
teilungsgesetzes der Gesamtheit hoherer Ordnung das Ver-

nv' 
teilungsgesetz von 2, (1'1) bei N -+ 00 mit dem Verteilungsgesetz von 

PI r bei n - 1 Freiheitsgraden identisch ist.1 Dieser Beweis wurde nach 
7 Jahren durch R. A. Fisher vervollstandigt und auf eine mathematisch 
korrekte Form gebracht. Aus ihm ergab sich auch, daB das Verteilungs-

n~ I 
gesetzvon ( 2ir) , wieleichtzuerraten,demjenigenvcn~1 gleichist. 

n- P. n-
Es wurde spater nachgewiesen, daB jene Verteilungsgesetze auch unmittel
bar aus gewissen Formeln von Helmert (1876) abgeleitet werden 
konnten. In Wirklichkeit wurde aber diese Ableitung erst von Bort
kiewicz im Jahre 1917 fliichtig angedeutet und im Jahre 1922 endgiiltig 
gegeben. Seine Monographie blieb leider infolge ihrer fiir deutsche Ver
haltnisse viel zu "hohen" mathematischen Form wenig beachtet. 
Letzterer Umstand ist um so bemerkenswerter, als die Helmertsche 
Formel auch das Verteilungsgesetz des Lexisschen Divergenzkoeffi
zienten Qn wiedergibt, freilich mit einigen Komplikationen, auf die 
Bortkiewicz selbst hingewiesen hat.2 R. A. Fisher hat ferner auch 
das Verteilungsgesetz vonQfiir den PoissonschenFall (vgl. oben S. 119f.) 
abgeleitet, fiir welchen, wie wir wissen, die Beziehung 1-'2 = ml besteht.3 

1 VgI. "Student": The probable Error of a Mean, Biometrika, Vol. VI, 
S. 1-25, 1908. 

I Vgl. L. Bortkiewicz: Das Helinertsche Verteilungsgesetz usw., S.374. 
(Diese Arbeit wurde oben auf S.99 besprochen.) Aus ihr folgt, da.f3 die Be· 
hauptung R. A. Fishers, es habe vor ihm noch niemand die Beziehung 
zwischen Xl und Q bemerkt (vgl. seinen Vortrag "On a distribution yielding 
the error functions of several well·known statistics", Proceedings of the Inter
national Mathematical Congress, S.807, Toronto 1924; ferner "Statistical 
Methods usw.", 4. Aufl., S. 82), dennoch nicht ganz den Tatsachen entspricht, 
obgleich nicht geleugnet werden kann, da.f3 die Helmert-Bortkiewicz
schenAusfiihrungen von den Fachleuten seinerzeit ganz iibersehen worden sind. 

8 Vgl. wiederum seine "Statistical Methods", S.17, und "On a distri
bution usw.", S.807. 
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nv' 
Das Verteilungsgesetz des Quotienten 2,(n) tendiert auch dann, 

fls 
bei zunehmendem n, gegen das normale, wenn das Verteilungsgesetz der ur-
spriinglichen Gesamtheitvom Umfange N-oo nicht normalist: bereits 
bei n> 30 sind beide schwer voneinander zu unterscheiden. 

Es ist ferner interessant festzustellen, daB man mit Hille desselben 
Verteilungsgesetzes (wie auch desjenigen, zu welchem wir gleich unten 
iibergehen werden) unschwer eine "Umkehrung" im Sinne des Bayesschen 
Problems vornehmen kann, denn das Verteilungsgesetz des Quotienten 
nv' 

2, (n) wird durch eine Formel dargestellt, in die keine uns unbekannten 
fls 

Parameter der Gesamtheit hoherer Ordnung eingehen. Die Anwendbarkeit 
des kiirzlich von R. A. Fisher ausgearbeiteten Verfahrens wird bis zu 
einem gewissen Grade durch den Umstand eingeengt, daB die betreffende 
Gesamtheit hoherer Ordnung nicht nur vom Umfange N - 00 sein muB, 
sondern auch ein normales Verteilungsgesetz aufweisen muB. Es ist 
jedoch Prof. Egon S. Pearson gelungen, an Hand einer Experimenten
reihe aufzuzeigen, daB dasselbe Verteilungsgesetz in einer Reihe von 
Fallen unter der Voraussetzung eines nicht zu kleinen n (sagen wir n = 15 
und dariiber) auch fiir eine nicht normal verteilte Gesamtheit gilt.! Eine 
etwas andere Losung desselben Problems ist neulich von Neyman vor
geschlagen worden, der auch das baldige Erscheinen einer diesbeziiglichen 
speziellen Monographie angekiindigt hat.2 Wir iibergehen hier diese 
theoretisch hochst interessanten Ausfiihrungen, da nach unserer Meinung 
die Umkehrung der Markoffschen Ungleichungen, die wir bereits oben 
in § 5 behandelt haben, groBere Allgemeingiiltigkeit beanspruchen kann. 
Es sei aber jedenfalls nochmals festgestellt, daB die Fishersche Schule 
das Bayessche Theorem aus dem Gebaude der theoretischen Statistik 
ganz entfernen will. 

Ein anderer lehrreicher Fall, der auch fiir den nationalokonomisch 
orientierten Statistiker von Interesse ist, entsteht, wenn man das Ver-

il (xj-mI) J/ n-l d . d te ungsgesetz von 0 er, was lIn Grun e genommen 
J/V'2,(n) 

1 Vgl. R. A. Fisher: Inverse probability, Proceed. Camb. Phil. Soc., 
Vol. XXVI, Part 4, 1930; derselbe: Inverse Probability and the use of 
likelihood, ibidem, Vol. XXVIII, Part 3, 1932; derselbe: The Concepts of 
Inverse Probability and Fiducial Probability referring to unknown Para· 
meters, Proceed. Roy. Soc., A, Vol. 139, 1933; ferner E. S. Pearson in 
Joum. Roy. Statist. Soc., Vol. XCVI, Part l. 

2 Vgl. Jerzy Neyman: On the Two Different Aspects of the Representa. 
tive Method: the Method of Stratified Sampling and the Method of Purposive 
Selection; J oum. of the Royal Statistical Society, Vol. XCVII, 1934. V gl. hierzu 
auch die sehr interessanten Debatten, an denen u. a. Prof. Bowley, R. A. 
Fisher, Dr. L. Isserlis lUld Prof. E. S. Pearson teilgenommen haben. Der 
Standpunkt R. A F ish e r s ist seitdem nochmals in seinem bereits zitierten 
Referat "The Logic of Inductive Inference" (Ibiden Vol. XCVIII, 1935) fest· 
gelegt worden. 
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zum selben Resultat fiihrt, von ,~ bestimmt. Wir wissen bereits, 
v tl2, (n) 

daB da.s Verteilungsgesetz von ,~ normal ist - immer, d. h. bei be-
v PI 

liebigem n, wenn die Gesamtheit hoherer Ordnung normal ist, und we-
nigstens als stochastische Asymptote, wenn n, der Umfang der Stichprobe, 
geniigend groB genommen wird. Wir kOnnen also fiir die Wahrscheinlich-

keit P {~} dafiir, daB in einer Stichprobe der Quotient ;;1 einen 

bestimmten Wert angenommen hat, eine Formel angeben. Es ist aber 
anderseits 

.,,' 
und das Verteilungsgesetz von 2,(n) gehort, wie wir eben festgestellt 

Ps 
haben, zum tB-Typus. Diese Beziehung ermoglicht es uns, auch das 
Verteilungsgesetz von 

t = (xj-m1 ) Vn=T 
V.,,'2,(n) 

(9) 

abzuleiten. Die Ableitung ist selbstverstandlich allein mit den Mitteln 
der elementaren Algebra nicht zu bewerkstelligen, doch ist es durchaus 
nicht unbedingt notwendig, hierbei von der Vorstellung eines n-dimensio
nalen euklidischen Raumes auszugehen, die R. A. Fisher an dieser Stelle 
eingefiihrt hat und die auf den mathematischen Laien einen iiberaus un
heimlichen Eindruck macht. 

Das Verteilungsgesetz von (9) ergibt die in der angelsachsischen Schule 
unter dem Namen "Studentsche Verteilung" bekannte Verteilung, die 
"Student" selbst mit dem Buchstaben z bezeichnete, die aber jetzt ge
wohnlich, nach dem Vorschlage von R. A. Fisher, t-Verteilung genannt 
wird. Auf die t-Verteilung laBt sich unter anderem auch das Verteilungs
gesetz jener Regressionskoeffizienten zuriickfiihren, die eine so groBe 
Rolle in der Korrelationstheorie spielen. Auch die t-Verteilung tendiert 
mit zunehmendem n gegen die normale. Die "Student"schen Tafeln, 
die sich in umgearbeiteter Form in den Fisherschen "Statistical Methods" 
vorfinden, gehen daher nur bis n = 30. Mit freundlicher Erlaubnis 
Fishers lassen wir bier emen kurzen Auszug aus seiner Tabelle folgen. 

Die letzte Zeile, fiir n = 00, entspricht dem Falle normaler Ver
teilung. (Siehe nachste Seite.) 

Ein drittes, noch allgemeineres Verteilungsgesetz, aus welchem man 
als Sonderfalle die normale, die Studentsche und die tB-Verteilung 
erhalten kann, ist die sog. "z"-Verteilung R. A. Fishers.1 
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Tabelle 7. t.Verteilung. 

p= 0,90 p = 0,60 P = 0,05 P= 0,02 P = 0,01 

1 0,16 1,000 12,71 31,82 63,66 
2 0,14 0.82 4,30 6,97 9,93 
3 0,14 0,77 3,18 4,54 5,84 
4 0,13 0,74 2,78 3,75 4,60 
5 0,13 0,73 2,57 3,37 4,03 
6 0,13 0,72 2,45 3,14 3,71 
7 0,13 0,71 2,37 3,00 3,50 
8 0,13 0,71 2,31 2,90 3,36 
9 0,13 0,70 2,26 2,82 3,25 

10 0,13 0,70 2,23 2,76 3,17 
11 0,13 0,70 2,20 2,72 3,11 
12 0,13 0,70 2,18 2,68 3,06 
13 0,13 0,69 2,16 2,65 3,01 
14 0,13 0,69 2,15 2,62 2,98 
15 0,13 0,69 2,13 2,60 2,95 
16 0,13 0,69 2.12 2,58 2,92 
17 0,13 0,69 2,11 2,57 2,90 
18 0,13 0,69 2,10 2,55 2,88 
19 0,13 0,69 2,09 2,54 2,86 
20 0,13 0,69 2,09 2,53 2,85 
21 0,13 0,69 2,08 2,52 2,83 
22 0,13 0,69 2,07 2,51 2,82 
23 0,13 0,69 2,07 2,50 2,81 
24 0,13 0,69 2,06 2,49 2,80 
25 0,13 0,68 2,06 2,49 2,79 
26 0,13 0,68 2,06 2,48 2,78 
27 0,13 0,68 2,05 2,47 2,77 
28 0,13 0,68 2,05 2,47 2,76 
29 0,13 0,68 2,05 2,46 2,76 
30 0,13 0,68 2,04 2,46 2,75 
00 0,12566 0,67449 1,95996 2,32634 2,57582 

Die z·Verteilung gilt fiir die sog. "Intraclass"· und vielfachen ("mul. 
tiple") Korrelationskoeffizienten, fiir das KorrelationsverhaItnis und fiir 

'/1,1 btw. '11,2' und die ihnen entsprechenden mathematischen Erwartungen seien 
1112 und 1122. Dann ergibt sich das Fishersche z aus der Gleichung: 

nl 
'11,.2) (:IIi- iil}2 

2z _ 1112 i=l e - -:;-i. --n----. 
V2 • 

'11,12) (:111- iii}2 
;=1 

(VgI. R. A. Fisher: On a distribution yielding the error functions etc., 
S.808 u. 809.) Bei '11,.-+ 00 erhalten wir hieraus die x··Verteilung, bei 
'11,1 -+ 00 ihre Umkehrung, beinl = 1 die Studentsche Verteilung t, und wenn 
gleichzeitig '11,1 = 1, n. -+ 00, so ergibt sich die normale Verteilung. 
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eine Reihe anderer MaBzahlen der Korrelationstheorie, ferner fiir Ver
gleiche von Streuungen (diese Vergleiche spielen eine groBe Rolle in 
der Analyse der Stabilitat statistischer Gesamtheiten). 

1m. aJIgemeinen muB man sagen, daB die 'C-, t- und z-Verteilungs
gesetze nur auf jene FaIle anzuwenden sind, wo die Gesamtheit hoherer 
Ordnung einen unendlichen oder praktisch so gut wie unendlichen Umfang 
besitzt (obgleich, wie oben bemerkt, nicht zu vergessen ist, daB die 
"statistische Unendlichkeit", gleich der "Unendlichkeit" des Photo
graphen, nicht selten bereits bei recht kleinen Zahlen anfangt). Eine 
weitere wichtige Einschrankung besteht darin, daB obige Gesa.mtheit 
selbst normal oder nahezu normal verteilt sein muB, wahrend umgekehrt 
der Umfang der Stichprobe n ala sehr klein angenommen wird (etwa 
von 5 bis 30-40). 1st n groB, so tendieren, wie oben bereits mitgeteilt 
wurde, die Verteilungsgesetze von 'C und t gegen das normale. Somit 
ergibt sich fiir diese Verteilungsgesetze ein weites Anwendungsgebiet 
im Bereiche der biologischen, technischen und insbesondere agronomischen 
statistischen Forschung. Was aber die sozialen Massenerscheinungen 
anbetrifft, so ha.t man es hier, abgesehen von einigen Gebieten der Wirt
schaftsstatistik, mit solchen n zu tun, die jedenfalls die Zahl 30-40 bei 
weitem iibersteigen. Und sogar dort, wo, wie etwa in manchen Stich
probenerhebungen der Konjunkturbeoba.chtung, der Umfang der Stich
probe sehr klein ist, wird das Verteilungsgesetz der betreffenden Gesamt
heit hOherer Ordnung haufig einen so unsymmetrischen Charakter auf
weisen, daB es keineswegs, auch in erster A.nnii.herung nicht, ala "normal" 
angesehen werden kann. Man denke etwa an die Angebots- und Nach
frage-Verteilungen (-"Kurven"). 

Aus dem Gesagten geht hervor, daB man bei der statistischen Er
forschung der sozialen Massenerscheinungen in der Regel sein Auskommen 
entweder in der Annahme finden kann, n sei bereits so groB, daB die Ver
teilungen von i, V'2,(fI) usw. nahezu normal geworden seien, oder aber, was 
in zweifelhaften Fallen bei weitem vorzuziehen ist, man geht zur 
Anwendung der Markoffschen Ungleichungen und deren Derivate 
iiber. Die Variationsbreiten der letzteren sind freilich um einiges 
weiter, doch kommt diaser Umstand, wie gesagt, angesichts der Willkiir, 
die bei der Festsetzung der "fiduziaren Grenze" unabwendbar ist, relativ 
wenig in Betracht. Es gibt in der Wirtschaftspolitik und in der Konjunk
turprognose FaIle, wo die wiesenschaftliche Voraussage eines Ereignisses 
sehr schwerwiegende praktische Konsequenzen bewirken kann, und da 
sollte der Forscher - im Interesse des Rufes seiner Wissenschaft - mit 
besonderer Vorsicht vorgehen, d. h. die fiduziaren Grenzen weiter ziehen 
ala es etwa in der Agronomie geschieht; und bei breiten fiduziaren 
Grenzen ist, wie wir wiesen, der Unterschied zwischen den Ergebnissen 
der Markoffschen Ungleichungen und der genaueren Rechnungen 
nicht groB. Die MiBerfolge der Wirtschaftspropheten der letzten 
sieben Jahre sollten uns doch endlich gelehrt haben, daB es beiPrognosen 
vorteilhafter ist, das Risiko zu iibernehmen, eine richtige Hypothese als 
unbewiesen zu verwerfen, statt eine falsche ala bewiesen anzuerkennen. 

Anderson, Statistik. 17 
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"Im FaJle des Zweifels enthalte dich der Aussage" - sollte die Devise 
des Theoretikers sein. Dar praktische Wirtscha.ftspolitiker moge da.riiber 
anders denken, dafiir aber auch die Verantwortung fUr die moglichen 
MiJ3erfolge selbst iibernehmen. 

Einerseits infolge obiger "Oberlegungen, anderseits aber mit Riicksicht 
darauf, daB eine genaue Darstellung der Theorie und der praktischen 
Anwendungen der T-, t- und z-Verteilungstabellen viel Raum erfordern 
wiirde, begniigen wir uns hier mit den bisherigen, recht summarischen 
Ausfiihrungen. Der Leser, der sich fiir diesen theoretisch hochst interessan
ten Abschnitt der statistischen Methodik interessieren sollte, in welchem 
jetzt sehr intensiv und sehr erfolgreich von R. A. Fisher und seiner 
Schule gearbeitet wird, wird auf das bekannte Lehrbuch'R. A. Fishers 
"Statistical Methods for Research Workers" verwiesen. Er darf sich aber 
durch die scheinbare Einfachheit der Darstellung nicht tauschen lassen: 
das Buch ist durchaus keine leichte Lektiire, wenn man es mit ihm so 
ernst meint, wie es verdient: jedes Wort ist hier sorgfaltig abgewogen 
und muB yom Leser richtig verstanden und verarbeitet werden, denn 
ihm entsprechen sehr komplizierte, sehr scharfsinnige und sehr weit
tragende mathematische Untersuchungen des Verfassers. Es ist lebhaft 
zu bedauern, daB abgesehen von den arsten Annaherungsformeln fiir 
die Verteilungsgesetze der meisten statistischen Parameter, welche 
von K. Pearson und seinen nii.chsten Schiilern dargestellt wurden,l bis 
jetzt keine rechte "Mittelstufe" existiert zwischen den mathematisch 
auBerordentlich "hohen" Untersuchungen Fishers und den "elemen
ta.ren" Darstellungen seines Lehrbuches, aus welchen beinahe jeder Beweis 
fortgelassen worden ist. 

8. Der Ruckschlu:B im FaIle heterograder Statistik uberhaupt. 
Oben im § 5 haben wir die Frage des Riickschlusses im FaJle der 

Markoffschen Ungleichungen behandelt und festgestellt, daB es 
moglich ist, an Hand dieser gewisse Grenzen aufzuzeigen, in denen 
sich der gesuchte statistische Parameter der Gesamtheit hoherer 
Ordnung befinden muB, faJls man iiber die Ergebnisse einer Stichprobe 
verfiigt und bestimmte Zuverlassigkeitsgrenzen ("fiduziare Grenzen") ein
gesetzt hat. Fiir die Bediirfnisse der statistischen Praxis geniigt dies jedoch 
noch nicht, denn es ist in der Regel notwendig, auch einen bestimmten 
Wert auszusuchen, der sich in den angegebenen Grenzen befindet und 
als der "beste",der "plausibelste", der "Prasumtiv"-Wert des unbekann
ten statistischen Parameters angesehen werden darf. Als ein solcher 
wird jetzt meist eine Zahl betrachtet, die sich bei zunehmendem n (Um
fang der Stichprobe) immer mehr dem gesuchten Parameter als "sto
chastischer Grenze" nahert, um diese bei n = N (Umfang der Gesamtheit 
hOherer Ordnung) zu erreichen. Es gibt ferner Falle, wie Z. B. beim 
Korrelationskoeffizienten, wo man sich damit begnugen muB, daB die 

1 V gl. etwa die redaktionellen Aufsatze "On the Probable Errors and 
Frequency constants" in der Biometrika (Vol. II, Vol. IX, Vol. XIII usw.) 
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genannte Zahl sich nur der "stochastischen Asymptote" des Parameters 
nahert. Beide Verfahren sind selbstverstandlich ebenfalls willkiirlich. 
Begriindet werden sie damit, daB bei wiederholten unabhangigen Schatzun
gen der arithmetische Durchschnitt solcher Prasumtivwerte an den ge
suchten Parameter immer mehr herankommt.1 Auf die Terminologie des 
Kap. II, § 7, zurUckgreifend, konnen wir uns auch so ausdriicken: Der 
plausibelste Wert ist eine aus den Daten der Stichprobe berechnete Zahl, 
deren mathematische Erwartung genau das gesuchte Ergebnis liefert. 
R. A. Fisher, der gerne neue Definitionen in die Theorie einfiihrt, be
zeichnet solche Zahlen als "consistent" (d· h. etwa iibereinstimmend, 
folgerichtig, konsequent). Da es aber im allgemeinen verschiedene 
statistische Parameter geben kann, die dieselbe mathematische 
Erwartung aufweisen (man bedenke z. B., daB sowohl E Xi als auch 

n 

E ! Z Xi denselben Wertml besitzen: vgl. oben S. 201), so muBnochein 
i=1 

weiteres Kriterium eingefiihrt werden, welches es erlaubt, zwischen einigen 
konkurrierenden "folgerichtigen" Koeffizienten den relativ besten heraus
zufinden. Als dieses zweite Kriterium tritt nun bei R. A. Fisher der 
Begriff der "efficiency". Als "efficient", d. h. "wirksam" oder "leistungs
fahig", bezeichnet er jenen Koeffizienten, der nicht nur in der mathemati
schen Erwartung bei zunehmendem n die gesuchte MaBzahl ergibt, 
sondern auch noch zwei zusatzliche Eigenschaften besitzt: a) ein Ver
teilungsgesetz aufweist, welches bei zunehmendem n gegen das normale 
tendiert, und b) um seine mathematische Erwartung mit der relativ 
kleinsten Streuung schwankt.2 So wird z. B. bei einer Stichprobe vom 
Umfange n: 

. . . .. n-1 n 

hI · I h Xl + Xa Xl + Xa + xa 1". und 1 ". 
SOWO xl' a s auc 2' 3' . . .. n _ 1 ~ Xi n ~ Xi 

i=1 i=1 
dieselbe mathemutische Erwartung, Ex, aufweisen und "consistent" 
sein, doch ist: 

E( Xl + xa + xa _EX),2 = (1 __ 2_)£2 
3 N-l 3' 

n - 2 1'2 1. n-l I'a =(1-~)~, und E - "x.-Ex =(1---)-. ( 
n )2 

N-l n-l n~ • N-l n 
i=1 

I VgI. AI. A. Tschuprow: Ziele und Wege der stochastischen Grund
legung der statistischen Theorie. Nordisk Statistisk Tidskrift, Bd.3, H.4, 
S.468, 1924. 

2 VgI. R. A. Fisher: Statist. Methods for Research Workers, Intro
ductory, § 3. 

17* 
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71, 

Somit besitzt in dieser Reihe das arithmetische Mittel ~ I Xi' als empiri • 
• =1 

sche Annaherung an Ex betrachtet, die relativ kleinste Streuung. Und 
da sein Verteilungsgesetz bei zunehmendem n gegen das normale tendiert, 
so ist es im Sinne Fishers "efficient", d. h. "leistungsfahig". Die 
"Leistungsfahigkeit" der fibrigen Konkurrenten wird nach dem umge· 
kehrten Verhaltnis ihrer Streuung zur Streuung des leistungsfahigsten 
Koeffizienten gemessen. So wird z. B. die "efficiency" von Xl im Ver· 

n 

gleich zu ~ Ix. nur den Bruch 
i=1 

( n-1 ) Ps. _ N-n 
1- N-1 ---;;;:·#2- (N-1)n 

n 

ausmachen. In diesem Sinne kann man auch sagen, daB ~IXi im Ver· 
i=1 

gleich zu allen anderen MaBzahlen, die aus den Daten der gegebenen 
Stichprobe vom Umfange n berechnet werden konnen (insbesondere 
wenn die Gesamtheit hoherer Ordnung selbst normal verteilt ist) , die 
vollste denkbare Information fiber die mathematische Erwartung Ex 

71,-1 71,-2 

enthalt, und daB die Berechnung von ~1 "x., ~2 "x. usw. zu 
n- ..:;.., • n- ..:;.., • 

i=1 .=1 
dieser Information nichts Neues beitragen kann. MaBzahlen von einem 
solchen Charakter nennt Fisher "sufficient", d. h. "hinreichend". 

Als ein anderes Beispiel ffir denselben Gedankengang konnen wir auf das 
Verhaltnis der durchschnittlichen Abweichung {; (vgl. oben S.149) zur Qua. 

dratwurzelausdemempiriSChenzweitenMomentV N~n-=-\).i; (Xi - x)2 
i=1 

hinweisen. Beide Parameter besitzen dasselbe Ziel, die Streuung der 
Gesamtheit hoherer Ordnung zu schatzen; R. A. Fisher hat jedoch 
nachgewiesen,l daB die "Leistungsfahigkeit" des zweiten im FaIle nor· 
maIer Verteilung um 12% hoher ist als die des ersten, und somit kommt 
dieser, trotz seiner rechnerischen Vorzfige, bei genaueren mathematisch· 
statistischen Berechnungen nicht mehr in Betracht. Es ist namlich 

vorteilhafter, etwas mehr Arbeit auf die Berechnung von NN 1 . ~1 'V' 2 (n) 
n- ' 

zu verwenden, als die Beobachtungszahl um rund 14% zu vergroBern, was 
notwendig ware, wenn man mit der durchschnittlichen Abweichung 
denselben Genauigkeitsgrad zu erreichen wUnschte. 

Eine weitere Komplikation ergibt sich daraus, daB die mathematischen 
Erwartungen der einzelnen Merkmale der Elemente in der Gesamtheit 

1 R. A. Fisher: A mathematical examination of determining the accuracy 
of an observation by the mean error and by the mean square error. Monthly 
Notices of the Royal Astronomical Society, LXXX, S.758-770 (1920). 
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hoherer Ordnung einen Widersprueh ergeben konnen, worauf meines 
Erachtens die Bedenken von Bertelsen und Steffensen gegen den 
Begriff der mathematischen Erwartung zurUekgefiihrt werden konnen.1 

Betrachten wir etwa folgenden einfachen FaJI: Jedes Element der Gesa.mt
heit besitze die beiden Merkma.le x und y, welehe miteinander durch 
die feste Beziehung x. y = 120 verbunden sind. Man ka.nn hier etwa an 
verschieden dimensionierte Rechtecke denken, die alle diesalbe Fla.che 
120 emS besitzen und bei welchen x die Basis und y die Hohe bedeuten. 
Eine Stichprobe yom Umfange 5 habe nun das folgende Ergebnis hervor
gebracht: 

x = 1, 
Y = 120, 
Produkt: 120, 

2, 
60, 

120, 

3, 
40, 

120, 

4, 
30, 

120, 

5 
24 

120. 

Die beste Annaherung an die mathematische Erwartung von x ergibt 
sich nun aus dem arithmetischen Mittel 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 3, 
5 

und die beste Annaherung an E y aus dem Mittel: 

120 + 60 + 40 + 30 + 24 = 54,8. 
5 

Doch da.s Produkt beider Prasumtivwerte, d. h. von 3 und 54,8, ergibt 
164,4 und nicht mehr 120! Hierbei bleibt noch eine ga.nz offene Frage, 
welches Resultat das genaue Produkt ExEy ergeben 'Wiirde. Diese "Anti
nomie" ist natiirlich ziemlieh leicht mit Hille mehr adaquater Mittel der 
mathematischen Statistik zu losen, und wir haben sie nur deshalb ange
fiihrt, um zu zeigen, daB die Kriterien der mathematischen Erwartung 
und der "Leistungsfahigkeit" noch an und fiir sich nicht geniigen, eine 
immer widerspruehslose Wahl der besten Annaherungswerte fiir die 
unbekannten statistischen Parameter zu treffen. 

1m allgemeinen Falle kann unser Problem wie folgt dargestellt werden. 
Es sei bekannt, daB die vorliegende Gesamtheit yom Umfange n eine 
Stichprobe aus einem statistischen Kollektiv hoherer Ordnung darstellt, 
dessen Umfang gegeben oder auch unbestimmt sein kann. Bei diesem 
Kollektiv interessieren una gewisse statistisehe Parameter 01, O2,03, •••• 

(etwa Momente oder Kumulanten), die miteinander durch gewisse Be
ziehungen verbunden sind oder wenigstens verbunden sain konnen -
schon aJIein deshalb, weil sie aJIe auf dieselbe Gesamtheit bezogen werden. 
Die Zahl dieser Parameter sei nieht groB und jedenfalls kleiner als n, 
der Umfang der Stichprobe. Die Aufgabe besteht nun darin, aus der 
letzteren die besten Annaherungen an die ersteren zu finden. Do. die Zahl 

1 Vgl. N. P. Bertelsen: On the Compatibility of frequency Constants, 
and the presumtive laws of error, Skandinavisk Aktuarietidskrift, Uppsala 
1927; J. F. Steffensen: Some recent researches in the theory of statistics 
and actuarial science, Cambridge 1930 (Published for the Institute of Ac
tuaries). 
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der Unbekannten, wie wir annehmen, kleiner ist als die Zahl n der Ele
mente der Stichprobe, aus denen man Gleichungen zur Berechnung der 
Unbekannten bilden kann, so ist die Aufgabe im Prinzip immer losbar, 
doch laBt sie eben verschiedene Losungen zu, die gegenseitig unvereinbar 
sein konnen. Selbstverstandlich nehmen wir hierbei an, daB die mathe
matische Formel fiir die existierenden Beziehungen zwischen den Para
metern 01> O2, 0a, ..•• uns bereits bekannt ist. 1st dies nicht del' Fall, 
so konnen wir gewohnlich von dem Umstande Gebrauch machen, daB die 
Wahl des Systems der Parameter bis zu einem gewissen Grade von unserer 
Willkiir abhangt und einfach das gegebene System durch ein apderes, 
handlicheres, ersetzen. In der Regel werden wir hierbei solche Parameter 
bevorzugen, deren Annaherungen ein Verteilungsgesetz besitzen, das 
entweder normal ist oder wenigstens bei zunehmendem n gegen das 
normale strebt. Es ist gewohnlich vorteilhaft, die Formel des Verteilungs
gesetzes des Kollektivs als jene Formel einzufiihren, die die einzeInen 0 
miteinander verbindet, denn ist einmal das volle Verteilungsgesetz der 
Variablen gegeben, so konnen aus ihm alle statistischen Parameter un
mittelbar abgeleitet werden. Fiir ein normales Verteilungsgesetz bestehen 
z. B., wie wir bereits oben im § 7 ausgefiihrt haben, die folgenden ein
fachen Beziehungen: 

fL2k = 1 . 3 . 5 .... (2 le - 1) fL/' und fL2k+ 1 = 0, 

bei beliebigem ganzen positiven le. 
Die Wahl der besten Werte fiir die Parameter 01> O~, 03 , •••• gehort 

bei einer derartigen Problemstellung eigentlich in den Kreis der sog. 
Fehlertheorie. Es konnen hierbei angewandt werden: die klassische 
Methode der kleinsten Quadrate, welche in jedem Lehrbuche der Wahr
scheinlichkeitstheorie eingehend behandelt wird (am besten und mathema
tisch strengsten wohl bei Markoff),! dann die Pearsonsche Methode 
der Momente, welche jetzt schweren Angriffen seitens R. A. Fishers 
ausgesetzt ist,2 die Methode des minimalen X2 usw. 3 Die Darstellung 
dieser Methoden geht bereits iiber den Kreis jener Themen hemus, die 
wir in unserem Buch behandeIn konnen, und jener Leser, der mathematisch 
geniigend vorgebildet ist, wireI auf die einschlagige Fachliteratur ver
wiesen. 

Wir halten es jedoch fiir notwendig, an dieser Stelle wenigstens kurz 
zu erwahnen, daB R. A. Fisher hierfiir eine besondere Methode vorge
schlagen hat, die er selbst als "Method of maximum likelihood" be
zeichnet.4 Die Parameter, die an Hand dieser Methode berechnet werden, 

1 A. A. Markoff: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kap. VII. Moskau 1924 
(russisch). 

2 Vgl. z. B. R. A. Fisher: On the mathematical Foundation of Theoretical 
Statistics. Phil. Trans. Roy. Soc., A, Vol. 222, S.355. 

3 Ibidem S. 357ff. 
4 In buchstablicher Ubersetzung ist "likelihood" gleichbedeutend mit 

"Wahrscheinlichkeit". Doch da eine solche Ubertragung aus dem Englischen 
zu gro13en Mi13verstandnissen fiihren k6nnte, so muLl hierfiir ein anderes Wort 
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besitzen den Vorzug, daB sie immer "sufficient" sind (falls dies iiberhaupt 
moglich ist) , also, von einem gewissen Standpunkte aus gesehen, die 
denkbar vorteilhafteste Losung darstellen, vorausgesetzt, daB diese 
LOsung mathematisch durchfiihrbar ist. In den einfscheren Anwendungs
fallen ergibt die Methode Fishers ganz dieselben Werte, wie auch ihre 
.,Konkurrenten"; diese Feststellung bezieht sich insbesondere auf die 
r-Methode, die mit ihr manches Gemeinsame besitzt. 

Gegeben sei wiederum eine Stichprobe vom Umfange n mit dem 
Merkmale x: 

die einem Kollektiv vom Umfange N -+ 00 entnommen ist. Die statistische 
Wahrscheinlichkeit von Xl sei P1' die von x2 sei P2 usw. Falls die einzelnen 
Werte der zufalligen Variablen gegenseitig stochastisch unabhangig sind, 
was bei einem statistischen Kollektiv vom Umfange N -+00 immer 
der Fall sein muB, so wird die statistische Wahrscheinlichkeit des gleich
zeitigen Auftretens gerade von Xl> X2, Xa, ••• " X .. in der gegebenen Reihen
folge und in der gegebenen Stichprobe nsch dem Multiplikationssatz 
(vgl. oben Kap. I, § 2) durch das Produkt 

P1 P2 Pa .... P .. 

gegeben. Wenn uns die Reihenfolge, in welcher die einzelnen x auftreten, 
gleichgiiltig ist, so brauchen wir die verschiedenen Permutationen der
selben nicht zu unterscheiden, und die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens 
gerade der Stichprobe (1) verwandelt sich in 

P = 0P1P2Pa •••• P ... ••.....• (2) 

wobei 0 eine ganze und aus der Kombinatorik genau bestimmbare Zahl 
ist. Nehmen wir jetzt an, daB wir jedes Pi durch das ihm entsprechende Xi 

und die betreffenden statistischen Parameter des Kollektivs ausdriicken 
konnen. 1st z. B. das Verteilungsgesetz der x ein normales, so treten in 
der Formel 

(Q)i- m,)" 
1 2", 

P - e 
i - V2:n;,u2 

zwei solche Konstanten, m1 und f..t2' auf; bei einer binomialen Verteilung 
.erscheinen P und q, die miteinander durch die Beziehung P + q = 1 
verbundensind; wennzweikorrelierte Variablevorliegen (vgl. oben S.168), 
.so miissen bereits5Konstanten: m(x)l' m(Yh,f..t(X)2,f..t(Y)2 undf..t(x, yh.1 
,eingefiihrt werden usw. Es sei angenommen, daB in unserem Falle das 
System derartiger Konstanten durch die Parameter 01, O2, 0a, .... dar
gestellt werde. Bezeichnet man, wie es in der Mathematik ublich ist, die 
uns bekannte Formel, die Pi mit Xi' Ol> O2, 03 , • '" verbindet, sym
bolisch durch 

Pi = t (X" Ol> O2, 03, •••• ), • • • • • • • •• (3) 

.gepragt werden. In Betracht kame etwa "Probabilitat", was jedoch bei der 
.Riickiibersetzung ins Englische irreleitend ware, oder "Possibilitat". 
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so kann (2) folgenderma13en ausgedruckt werden: 

P = 0 f (Xl' Ol' O2, Oa, •... ) . f (X2' 01> O2, Oa, •.•. ) X 
X f (Xa, Ol' O2, Oa .... ) .... f (X .. , ()l> O2, Oa,· ..• ) = 

n 
= 0 II f (Xi' 01, O2, 03, •••• ), 

i=1 

n 

(4) 

wobei das Symbol II folgenderma13en zu lesen ist: "Produkt aller n 
i=1 

verschiedenen Wahrscheinlichkeiten vom Typus f (Xi' 01> O2, Oa, .... ), an
gefangen mit f (Xl' Ol' O2, 03, •••• ) und abschlieBend mit f (X,., 01, 

O2, 03, •••• )." 

Die Methode der maximalen "likelihood" besteht nun darin, solche 
Werte fUr Ol' O2, 0a, .... zu wahlen, welche den Ausdruck (4) zu einem 
Maximum machen. Das ist gleichbedeutend mit der Annahme, daB unter 
allen moglichen Gruppierungen zu n Elementen aus N, deren Anzahl. 

wie wir wissen, bei endlichem N durch den Ausdruck (N ~~) ! gegeben 

ist, gerade jene Gruppierung, die wir tatsachlich erhalten haben, die 
relativ wahrscheinlichste ist. Diese Annahme ist sehr plausibel, 
denn besitzen wir z. B. eine Urne mit 5 roten und 5 schwarzen, aber mit 
10 weiBen Kugeln, so wird es relativ am haufigsten vorkommen, daB wir 
gerade eine weiBe Kugel aus der Urne ziehen, und dieser Fall wird ge
wohnlich fUr uns ein besonderes Interesse besitzen. An Stelle des Maxi
mums fUr den Ausdruck (4) konnen wir auch das Maximum seines Log
arithmus bestimmen, denn je groBer die Zahl, desto groBer ist auch ihr 
Log. Es ist nun 

n 

log P = log C + Z {log f (Xi' 01, O2, Oa, •••• )}, 
i=1 

und da C eine Konstante ist, so folgt, daB man nur das Maximum der 
Funktion 

n 

L = Z{logf (Xi' Ol' fJ2, 03'·.··)} 

i=1 

(5) 

zu bestimmen hat. Dieses List nun eben jene Funktion, die der Fisher
schen Methode zugrunde liegt. Das Weitere ist Sache mathematischer 
Technik, auf die wir hier nicht einzugehen brauchen, die aber einem jeden 
leicht verstandlich sein muB, der mit denAnfangsgriinden der Infinitesimal
rechnung vertraut ist. Die Vorzuge der Fisherschen Methode bestehen, 
wie gesagt, darin, daB sie solche Losungen ergibt, welche die Eigenschaft 
der "sufficiency" besitzen. Ferner ergibt sie auch eine bequeme Handhabe 
zur Berechnung der Formel vieler Verteilungsgesetze. Die Idee, den 
dichtesten Wert und nicht das arithmetische Mittel zum Ausgangspunkt. 
zu nehmen, ist uns bereits nicht ganz fremd, denn wir haben mit derselben 
Idee bei der Ableitung der Laplaceschen Formel und der Formel von. 
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r zu tun gehabt. Die Anwendungsmoglichkeiten der Fisherschen 
Methode, so wie sie jetzt steht, sind durch die Annahme N - 00 begrenzt, 
welche Annahme iibrigens wahrscheinlich unschwer zu entfernen ist, 
und ferner noch durch folgende Umstande: nicht fiir aIle Verteilungen 
sind die ihnen entsprechenden Ausdriicke f (Xi' 81, 82, 8s, •••• ) bekannt, 
und sind sie auch bekannt, so lassen sie nicht immer eine Losung 
nach der Likelihood-Methode zu. Ferner besitzen nicht aIle Ver
teilungsgesetze ein ausgesproahenes Maximum: es kann gelegentlich 
auch vorkommen, daB das Verteilungsgesetz mehrere dichteste Werte 
aufweist, in welchem FaIle das Ergebnis der Methode wenig durch
sichtig wird. 

Hiermit schlieBen wir unsere gedrii.ngte Darstellung der Fisherschen 
Methode. Der Leser, welcher in sie tiefer eindringen will, muB sich zuvor 
eine gute Schulung in der hoheren Mathematik erwerben, doch werden 
seine Bemiihungen spaterhin auch reichlich belohnt werden, denn die 
Moglichkeiten, welche uns die Fisherschen mathematischen Verfahren 
bieten, scheinen noch lange nicht erschopft zu sein.1 

Die Fishersche likelihood steht noch in einer gewissen Beziehung zu 
einem komplizierten Problem, namlich zu dem des Vergleiches mehrerer 
Stichproben und der Feststellung, ob sie noch ala zum selben statistischen 
Kollektiv (hoherer Ordnung) gehorig angesehen werden Mnnen oder 
nicht. Diese Frage besitzt eine gro.Be praktische Bedeutung insbesondere 
bei Zeitreihen, denn die Kardinal£rage bei diesen ist: verandert sich die 
Gesamtheit (bzw. das Kollektiv) hOherer Ordnung, der die Stichproben 
in gewissen Zwischenrii.umen entnommen werden, in der Zeit oder kann 
sie als stabil, ala konstant angesehen werden. Hierbei sind zwei Ein
stellungen moglich, auf die Egon Pearson und J. Neyman in einer 
Reihe von bemerkenswerten Aufsatzen hingewiesen haben2 : entweder man 
untersucht, ob die Hypothese, die Gesamtheiten seien identisch, noch 
aufrecht erhalten werden kann, oder umgekehrt, man stellt fest, ob es 
noah notwendig ist, diese Gesamtheiten als identisch anzusehen. In einem 
FaIle millt man die Gefahr, eine falsche Hypothese aufrechtzuerhalten, 
im anderen die Gefahr, eine richtige zu verwerfen. ' 

Abgesehen von den in diesem Kapitel bereits zitierten Arbeiten, 
kann deJ.' Leser noch folgende Monographien zu Rate ziehen: 

Zu § 3. - H. E. Soper: Frequency arrays, illustrating the use of logical 
symbols in the study of statistical and other distributions. Cambridge 1922. 
- J. Shohat: Inequalities for moments and frequency functions and for 
various statistical constants: Biometrika, Vol. XXI, S. 361-370. - AI. A. 

1 Abgesehen vom Lehrbuch "Statistical Methods" sind in erster Linie 
folgende Monographien von Fisher zu studieren: "On the Mathematical 
Foundation of Theoretical Statistics" (1922) und "Two New Properties of 
Mathematical Likelihood", Proceedings of the Royal Society, Series A, Vol. 144, 
No. A. 852 (1934). 

a V gl. die in der Anmerkung auf S. 246 aufgezahlten Monographien. 
'Oberhaupt gebiihrt diesen beiden Gelehrten das Verdienst, die Frage richtig 
gestellt und sehr vieles zu ihrer endgiiltigen Losung beigetragen zu haben. 
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Tschuprow: On the asymptotic frequency distribution of the arithmetic 
means of n correlated observations for very great values of n: Journal of 
the Royal Statistical Society, Vol. LXXXVITI, S. 91-104, 1925. - E. C. 
Rhodes: The Precision of Means and Standard Deviations when the Individual 
Errors are Correlated: Ibidem, Vol. XC, S. 135-143, 1927. 

Zu § 4. - Fr. A. Willers: AbscMtzung von Verteilungen mit nach oben 
konkaven Summenkurven: Zeitschrift fUr angewandte Mathematik und 
Mechanik, herausgegeben von R. Mises, Band 13, Heft 5, 1933. 

Zu § 5. - J.Neyman: On the correlation of the mean and the variance 
in samples drawn from an "infinite" population: Biometrika, Vol. XVITI, 
S.401-413. 

Zu § 7. - Ragnar Frisch: On the use of difference equations in the 
study of frequency distributions: Metron, Vol. X, Nr. 3, S.35-59, 1932.
L. v. Bortkiewicz: tJber eine verschiedenen Fehlergesetzen gemeinsame 
Eigenschaft: Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft, 
1923. - Karl Pearson: On the Mean-Error of Frequency Distributions: 
Biometrika, Vol. XVI, S.198-200. - Editorial (K. Pearson), Historical 
Note on the Distribution of the Standard Deviations of Samples of any Size 
drawn from an indefinitely large Normal Parent Population: Biometrika, 
Vol. xxm, S.416-418. (Es wird hier vorgeschlagen, eine der Formeln 
fUr die xB-Verteilung "Helmertsche Gleichung" zu nennen.) - T. Kondo: 
A theory of the sampling distribution of standard deviations: Biometrika, 
Vol. XXII, S. 36-64. - J. Neyman and Egon S. Pearson: Further Notes 
on the XB Distribution: Ibidem, Vol. XXII, S.298-305. - Karl Pearson: 
Experimental Discussion of the (XB, P) Test for Goodness of Fit: Ibidem, 
Vol. XXIV, S. 351-381. - Kazutaro Yasukawa: On the means, standard 
deviations, correlations, and frequency distributions of functions of variates: 
Ibidem, Vol. XVII, S. 211-237. - V. Romanovskij: Sur la loi de pro
babilite de frequences assujetties aux conditions lineaires et Ie criterium Xl 
de Pearson: Comptes rendus de l'Academie des Sciences de l'U. R. S. S., 
S.83-86, 1929.- R. C. Geary: The frequency distribution of the quotient 
of two normal variates: Journal of the Royal Statistical Society , Vol. XCIII, 
S.442-446, 1930. - "Studen t": On the "z"Test: Biometrika, Vol. XXIII, 
S. 407. - Karl Pearson: Further Remarks on the "z" Test: Ibidem, S.408 
bis 415. - "Studen t": New tables for testing the significance of observations: 
Metron, Vol. V, Nr.3, 1925. - R. A. Fisher: Applications of "Student"'s 
distribution: Ibidem. - Derselbe: Expansion of "Student'''s integral in 
powers of n-1 : Ibidem.- Karl Pearson: Some Properties of "Student's" z: 
Correlation, Regression and Scedasticity of z with the Mean and Standard 
Deviation of the Sample: Biometrika, Vol. xxm, S.I-9. - Egon S. 
Pearson assisted by N. K. Adyanthava and others: The Distribution of 
Frequency Constants in small Samples from non-normal symmetrical and 
skew Populations: Biometrika, Vol. XXI, S.259-286. - Paul H. Rider: 
On the distribution of the ratio of mean to standard deviation in small 
samples from non-normal universes: Biometrika, Vol. XXI, S. 124--143. -
Karl Pearson: Further Contributions to the Theory of small Samples. 
(Printed from Lecture Notes): Ibidem, Vol. XVII, S.176-199. 

Zu § 8. - R. S. Koshal: Application of the Method of Maximum Likeli
hood to the Improvement of Curves fitted by the Method of Moments: 
Journal of the Royal Statistical Society, Vol. XCVI, S.303-313, 1933. 
- C. J. Clopper and E. S. Pearson: The Use of Confidence or fiducial 
limits illustrated in the Case of the Binomial: Biometrika, Vol. XXVI, 1934. 
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Viertes Kapitel. 

Korrelationstheorie und verwandte Forschungsgebiete. 
1. Korrelationstheorie. 

Wie wir bereits in der Einleitung erwahnt haben, besteht die 
Hauptaufgabe des vorliegenden Werkes darin, eine Einfiihrung in 
das Studium der modernen mathematisch-statistischen Forschungs
methoden zu geben und hierbei sich moglichst einfacher mathe
matischer Verfahren zu bedienen. Wir haben daher die grundlegenden 
Begriffe der Theorie - statistische Gesamtheit, statistische Wahrschein
lichkeit, mathematische Erwartung usw. - sehr ausfuhrlich behandelt, 
die auf ihnen aufgebauten Verfahren aber nur insofern dargestellt, als 
sie sich allein mit Hilfe der elementaren Algebra ableiten lassen. Die 
Einfiihrung der Methoden der hoheren Analyse - dieses sei nochmals 
festgestellt - bedeutet ja in den meisten Fallen keineswegs den Ubergang 
zu einem neuen wissenschaftlichen Prinzip, sondern bloB einen Behelf, 
der es erlaubt, die Rechnung schneller und besser durchzufiihren oder 
die komplizierten genauen Formeln durch einfachere Naherungsausdriicke 
zu ersetzen. Ein groBer Teil der Formeln der Korrelationstheorie laBt sich 
ebenfalls elementar algebraisch ableiten und darstellen, doch werden die 
verschiedenen Ausdriicke bald so unubersichtlich, daB sie den Anfanger 
nur verwirren konnen. Die Theorie der mehrfachen ("multiplen") und 
partiellen Korrelation wird z. B. ohne Anwendung der Determinanten 
sehr bald zu einem wahren Martyrium fur den Leser, dem gegenuber 
der Formelwald unseres Kap. III, § 3, einfach ein Kinderspiel bedeutet. 
AuBerdem sind die Standpunkte, von denen aus das Korrelationsproblem 
angefaBt werden kann, und insbesondere die Formeln, die hierbei in 
Betracht kommen, so zahlreich, daB ihre mehr oder weniger ausfiihrliche 
Darstellung den Umfang des vorliegenden Werkes mindestens ver
doppeln muBte. Wir begnugen uns daher damit, im weiteren nur das 
Grundproblem der Korrelationsanalyse anzudeuten und bloB kurze 
Hinweise darauf zu geben, in welchen Richtungen die weitere theoretische 
Untersuchung sich entwickelt. Ganz ebenso - und aus denselben Grunden 
- verhalten wir uns auch zur Darstellung jener Gedankengange, die wir 
oben in der Einleitung (§ 5, S.27-28) unter den "g;iI,uptabteilungen" 4, 
5 und 6 aufgefuhrt haben. Wir wollen auch hier den Leser nur insofern 
vorbereiten, als es notwendig ist, um zum selbstandigen Studium der 
betreffenden Spezialliteratur (die ubrigens noch nicht ubermaBig umfang
reich ist) uberzugehen. 

1m § 1 des II. Kap. haben wir bereits festgestellt, daB, falls uns die 
Verteilung zweier oder mehrerer Merkmale interessiert, die die Elemente 
einer statistischen Gesamtheit gleichzeitig besitzen, wir das Ver
teilungsgesetz derselben in Form einer sog. Korrelationstabelle oder 
sogar eines ganzen Systems von Korrelationstabellen darstellen 
mussen. Auch hier sind selbstverstandlich einerseits die Gesamtheit 
hoherer Ordnung und anderseits die aus ihr entstandenen Gesamt-
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heiten niederer Ordnungen scharf zu unterscheiden. Vorlaufig inter
essiert uns nur die erstere. 

Um klarer zu sehen, worum es sich eigentlich handelt, betrachten wir 
vorerst das folgende kleine Beispiel. Eine Gesamtheit hoherer Ordnung 
bestehe aus insgesamt 50 Elementen, von denen jedes die zahlenmaBig 
ausgedriickten Merkmale x und y besitzt. Man denke etwa an 50 Rekruten, 
bei welchen x die Rohe in Zentimetern und y das Gewicht in Kilo
grammen bedeutet, odeI' an 50 Ehepaare, bei denen x das Alter des 
Mannes und y das Alter del' Frau darstellt. Die 50 Elemente seien nach 
zunehmendel' GroBe des Merkmals x geordnet und ergeben das folgende 
Bild: 

... '" ... '" t ~ ~ -W ~ -W " "l:l Merkmale " "l:l Merkmale Merkmale Merkmale Merkmale agj" ~ gj S a", ., 
~~ ~ ~~ s ~o:; ~ ~ " a 

I y 

::so:; " 
I y 

0:;" 

Z I y z I y 
::s " 

z [ y :z; r;;i z :z; r;;i z :z; r;;i :z; r;;i :z; r;;i 

1 2 1 11 3 2 21 4 1 31 5 1 41 6 2 
2 2 1 12 3 2 22 4 1 32 5 3 42 6 3 
3 2 1 13 3 2 23 4 1 33 5 4 43 6 6 
4 2 1 14 3 2 24 4 2 34 5 6 44 6 7 
5 2 1 15 3 2 25 4 2 35 5 6 45 6 7 
6 2 1 16 3 2 26 4 6 36 5 6 46 6 7 
7 2 1 17 3 2 27 4 6 37 5 6 47 6 7 
8 2 2 18 

I 

3 4 28 4 7 38 5 6 48 6 7 
9 2 5 19 3 5 29 4 7 39 5 

t 

6 49 6 7' 
10 2 6 20 3 7 30 4 7 40 5 6 50 6 7 

Dieselben Zahlenpaare konnen zu folgender Korrelationstabelle ver
dichtet werden, in del' in den einzelnen Zellen die Anzahlen del' Elemente 
mit den entsprechenden Merkmalspaaren angegeben werden. 

Merkmal x 

I 21 3[ 4[ 5[ 61 Zusammen 

1 I 11 
- - -

2 1 7 2 1 11 
- - -

3 1 1 2 
- - -

4 1 1 2 
- - -

5 1 1 71 2 
-

6 1 2 1 11 

7 I -lla -I 7 11 

Zusammen 110 110 110 [10 1101 50 

Obwohl, wie wir sehen, die Korrelationstabelle ill Vel'gleich zu del' 
Urtabelle bereits eine betrachtliche "Verdichtung" darstellt, kann letztere, 
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wie schon oben auf S. 133 angedeutet wurde, den Statistiker nur in den 
seltensten Fallen ganz befriedigen, und meistenteils sieht er sich veran1a.Bt, 
noch weitere "Verdichtungen" vorzunehmen. Letztere ko;nnen wiederum 
auf die verschiedensten Arten durchgefiibrt werden. Einen relativ ein
fachen und gangbaren Weg bietet z. B. die Darstellung des .,Gesetzes", 
welches die Werte des einen Merkmals mit den ihnen entsprechenden 
arithmetischen Mitteln des anderen Merkmals verbindet. Wie aus Ko
lumne 1 der obigen Korrelationstabelle ersichtlich, gibt es z. B. in der 
Gesamtheit im ganzen 10 Elemente, die das Merkmal x=2 besitzen, 
und ihnen entsprechen bei dem Merkmal1/ die folgenden Werte: 7 mal 1, 
lmal 2, Imal 5 und Imal 6, oder im arithmetischen Durchschnitt: 

7 . 1 + ~o+ 5 + 6 = 2. Und aus den Kolumnen 2, 3, 4 und 5 erhalten wir 

die folgenden Resultate: 

dero Werte x = 3 entspricht fiir 1/ das 
arithmetische Mittel 2.7 +~: 5 + 7 = 3, 

dem Werte x=4 entspr~cht f~ 1/ da~ 3.1+2.2+2.6+3.7 
anthmetlsche Mittel 10 = 4, 

dem Werte x = 5 entspricht fiir 1/ das 
arithmetische Mittel 1 + 3 + 4 + 7 . 6 - 5 10 -, 

dem Werte x = 6 entspricht fiir 1/ das 
arithmetische Mittel 2 + 3 +I~ + 7 . 7 = 6. 

Somit ergibt sich in unserem FaIle ein iiberaus einfaches Verhiiltnis: 
den einzelnen Werten von x entsprechen im arithmetischen Durchschnitt 
die ihnen gleichen Werte von y. Und da wir annehmen, daB unsere Ge
samtheit eine Gesamtheit hoherer Ordnung ist, so konnen die arithmeti
schenMittel der Werte von 1/fiir die einzelnen Kolumnen als die bedingten 
mathematischen Erwartungen der betreffenden y angesehen werden 
(vgl. oben Kap. II, § 7, S.177), und wir gewinnen fiir obige Beziehung 
den folgenden mathematischen Ausdruck: 

Xi =E(i)y. 

Es sei aber nochmals darauf hingewiesen, daB die Verbindung von 
Xi mit E(i)y nur einen unter mehreren gangbaren Wegen darstellt und 
daB aus der einfachen Beziehung, die sich in einem einzelnen Fall fiir Xi 

und E(i) 1/ ergibt, noch keineswegs folgt, daB auch umgekehrt 1/ i mit E(;) x 
ebenfalls einfach verbunden sein miisse. So erhalten wir z. B. aus der 
ersten Zeile unserer Korrelationstabelle folgenden Wert fiir E(l) x: 

=1 E(l) = 7.2+3.4+5 =~=2~ 
Y1 ,x 11 11 11 ' 

und desgleichen aus den weiteren Zeilen: 

37 4 Y2=2, E(2)X=TI=3TI ; 

11 1 
Y3= 3, E\3)X=T= 52; 
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Y4=4, 

Y5=5, 

Y6=6, 

Y7=7, 

E(4)X=~=4; 
2 

5 1 E(5)X="2 = 2-2 ; 

E(6)X=~=4~' 
11 11' 

E(7)X=~=5~' 
. 11 11 ' 

Auf dem Diagramm wiirde also das Abhangigkeitsgesetz von Yi und 
E(i) x eine 4mal gebrochene Linie darstellen. Und das bei nur 7 ver
schiedenen Werten von y. 

Ehe wir zur Ableitung der allgemeinen algebraischen Formeln schreiten, 
mochten wir noch einmal unterstreichen, daB diese von der Vorstellung 
ausgehen, es sei uns eine, und zwar nur eine statistische Gesamtheit 
hoherer Ordnung gegeben, deren Elemente, jedes fUr sich, die Merkmale 
x, y, z usw. aufweisen. Vom Standpunkte der Theorie (vgL oben Kap. II, 
§ 6, S. 167-168) kann jedes von diesen Merkmalen wiederum als eine zu
fallige Variable angesehen werden, und ihre gegenseitigen Beziehungen 
werden dann als Korrelation bezeichnet. Sollten hingegen die Merkmale 
x, y, z, . . .. zu verschiedenen Gesamtheiten gehoren oder nicht an 
denselben Einheiten beobachtet werden, so darf der technische Ausdruck 
"Korrelation" nicht mehr gebraucht werden, und der Fall gehort bereits 
in das Bereich der Kovariationstheorie,l die wir weiter unten im § 4 
noch kurz beriihren wollen. 

Die Nichtbeachtung des kardinalen Unterschiedes zwischen den 
Problemstellungen der Korrelation und der Kovariation hat in der sta
tistischen Theorie betrachtliches Unheil angestiftet. Man darf aber ander
seits· nicht auBer acht lassen, daB als einzelnes Element in einer Gesamt
heit hoherer Ordnung auch Gruppen von Elementen aus anderen 
Gesamtheiten auftreten konnen, wie z. B. etwa Ehepaare oder Familien, 
und sogar ganze Gesamtheiten niederer Ordnungen, wie etwa die von uns 
so ausgiebig benutzten "Komplexionen" zu n Elementen in einer Gesamt-

heit vom Umfange (N ~!n)!' 
Wie auch sonst in diesem Buch, werden wir uns zuerst mit der Analyse 

der Beziehungen in einer Gesamtheit hoherer Ordnung beschaftigen und 
hierauf zur Frage iibergehen, was man an Hand einer Stichprobe aus 
dieser Gesamtheit iiber ihre statistischen Parameter aussagen kann. 

1 Der Ausdruck "Covariation" wird besonders ausgiebig von.franzosischen 
Autoren benutzt. Er scheint von J. P. Norton erdacht und von L. March 
eingefiihrt worden zu sein; vgl. sein "Essai sur un mode d'exposer les princi
paux elements de la theorie statistique" (Journ. de la Soc. de Stat., 1911); 
vgl. ferner G. Darmois: Statistique mathematique, S. 258, Paris, 1928, 
und insbesondere R. Risser und C. E. Traynard: Les principes de la 
statistique matMmatique, S. 116, Paris, 1933. (Traite du Calcul des Proba· 
bilites et de ses Applications par Emile Borel, Tome I, fascicule IV.) 
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Der Umfang einer gegebenen Gesamtheit hOherer Ordnung sei N, 
jedes Element derselben besitze die Merkmale x und y, wobei x im ganzen 
nur m verschiedene Werte: Xl> X z, Xa, •••• Xm annehmen kann und y 
nur m' Werte: YI' Yz, Ys ••••• Ym" 

Wenn man nun durch nij .die .Anzahl jener Elemente bezeichnet, die 
gleichzeitig die Merkmale Xi und Y i besitzen, und beriicksichtigt, daB 
nij einfach gleich Null zu setzen ist, wenn die angegebene Kombination 
in der Gesamtheit iiberhaupt nicht vorkommt, so kann fiir diese die 
folgende Korrelationstabelle aufgestellt werden: 

Tabelle 8. 

Xl xa xa x, • ••• xm Zusammen 

YI n ll nal n al n41···· n ml n OI 
Y2 n 12 n 22 n S2 n'2···· n m2 n 02 
Ya n1S n ZB nss n 43 ···· n m3 n03 
y, n 14 n Z4 n34 n" .... n m4 no, 

Zusammen[ n lO N 

Hierbei ist, wie leicht ersichtlich: 

m' .. m' ) .L nlj = n10, und uberhaupt .L nij = niO' I 
j=l j=l}. 

m m I 
.2) nil = nOl> und iiberhaupt .L nii = nOi' 
i=1 i=1 J 

(1) 

ferner 
m m' 

.2)nio = N = .LnOi' (2) 
i=1 i=1 

Die bedingte mathematische Erwartung des Wertes von y, welche 
dem Werte Xl entspricht, kann offenbar aus der ersten Kolumne der 
Tab. 8 nach der Formel 

m' 
E 1) n ll YI + n l2 Y2 + n l3 Ys + .... + nlm' Yrn' - 1 .L \ Y = - -- n1:1 Yj 

n lO n lO 
j=1 

berechnet werden, und wir konnen iiberhaupt fiir eine beliebige i-te 
Kolumne setzen: 

(3) 
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Kehrt man jetzt zu den Bezeichnungen des § 7, Kap. II, Form. (13), 
S.176, zuriick und bemerkt, daB oHenbar 

so kann man auch schreiben: 
m' 

E(i) Y = I 'P'IIi (IIi) Yi' 
1=1 

Anderseits ist fUr die erste Zelle: 
m 

E(1) x = -1-Ini1xi 
'1/,01,=1 

und iiberhaupt fUr die i-te Zelle: 

oder auch 
m 

E(j) x = I 'Pllli('IIiJ Xi' 

i=1 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Wird jetzt die Hypothese aufgestellt, E(i) Y sei mit Xi linear, d. h. 
durch eine Gleichung ersten Grades: 

E(i)y = a1 + b1Xi, l(i = I, 2, 3, .... m) • . •• (8) 

verbunden, wobei a l und bl die beiden Konstanten (Parameter) der 
Gleichung sind, so konnen diese letzteren unachwer durch gewisse Funk
tionen von X und y ausgedriickt werden. Man zieht jedoch in der Regel 
vor, sich von der Konstante a l ganz zu befreien, indem man die absoluten 
GroBen von x und y durch ihre Abweichungen von ihren mathematischen 
Erwartungen ersetzt (es ist ja einleuchtend, daB durch diese Substitution 
keine der GroBen nil in der Tab. 8 verandert wird, wohl aber a infolge 
der Beziehung al-Ea1 =0 ganz verschwindet). Es ist aber bei una 

und desgleichen 

Setzt man noch: 

m' 

Ey= ~InOiYi' • 
;=1 

x,-Ex=Ei' } 

Ys -Ey = 1jJ1' 
so kann (8) durch folgende Gleichung ersetzt werden: 

E(i)1jJ=bI Ei , (i=I,2,3, ..•• m). 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 
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Es ist besonders zu beachten, aaB (8) nur eine Hypothese darsteIlt, 
die in einzelnen FiiJIen, wie etwa in unserem Beispiel auf S. 268, zutrifft, 
die man aber keineswegs ala eine allgemeine und zwingende Regel be
trachten dad: die Gleichung (8) ist wohl eine der denkbar einfachsten 
Hypothesen iiber die Beziehungen, die zwischen Xi und E(i) y herrschen, 
aber eben bloB nur eine in einer schier unendlichen Reihe von solchen 
Hypothesen. 

Wie dem auch sei, geht man von (8) aus und betrachtet man jene Werte 
von "P, die einem bestimmten Werte gt entsprechen und deren absolute 
Haufigkeitszahlen nil' niB' nu usw. in der i·ten Kolumne von Tab. 8 zu 
finden sind, so kann man die Abweichungen der "P von ihrer bedingten 
mathematischen Erwartung E(i) "P durch die Formeln 

"P; - E(i)"P = ep) 
oder 

(13) 

ausdr'iicken. Man vergesse hierbei nicht, daB E{i) "P das gewogene arith
metische Mittel der betreffenden"P darstellt. Infolge von (12) kann man 
(13) auch noch die Form 

"P; = b1gi + e/£> • • • • • • • •• (14) 

geben. Die (gewogene) Summe aller Produkte g"P, die der i·ten Kolumne 
entsprechen, wird offenbar durch den Ausdruck 

m' m' m' 

.L) nii gi "Pi = ,.L;nu gi (b1 gi + ei{i» = b1 gi2,.L;nii + gi.L)nii e;<t} (15) 
;=1 ;=1 ;=1 ;=1 

dargestellt. Und mit Riicksicht auf (1) und auf den ersten Satz iiber die 
arithmetischen Mittel (vgl. § 2, Kap. II, S.136), laut welchem bei uns 

m' 

,.L;ni' e;<i) = O •..• 
:i=1 

zu setzen ist, verwandelt sich (15) auch einfach in: 
m' 

,.L;nii gi "P; = b1 niO gl 
;=1 

oder, mit Riicksicht auf (12), in 
m' 

(16) 

(17) 

.L) nu gi "Pi = ni 0 gi E{i) "P' • . . • • •• (18) 
;=1 

Summiert man jetzt die Ausdr'iicke (17) fiir aile Kolumnen der Korrela. 
tionstabelle 8 und beachtet hierbei, daB diese Summe offenbar die Summe 
aller N iiberhaupt moglichen Produkte solcher Merkmale g und"P darsteIlt, 
,die in der Gesamtheit an einem und demselben Element vorkommen, 
,so erhalt man hieraus: 

Anderson, Statlstlk. 18 
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m ~ N m 

I Inti ~i"Pi = I~" "P" = blIniO~i2. . . . . (19) 
i=11=1 "=1 1:=1 

[Hier und im folgenden bedeuten Xi und ~i in Ausdriicken, in denen 
die Summation von 1 bis m erstreckt wird, den i-ten Wert des Me1;"kmals x 
bzw. dessen Abweichung von E X; in solchen Ausdriicken hingegen, in 
denen die Summation von 1 bis N erstreckt ist, bedeutet x" (bzw. g,,) 
den Wert des Merkmals X (bzw. seine Abweichung von Ex) fiir das 
h-te Element der Gesamtheit, wobei diese Elemente von 1 bis N durch
numeriert zu denken sind. Analoges gilt fiir y, "P.] 

Da aber, wie leicht aus der Kor1;"elationstabelle ersichtlich, 
m N 

.L:nio~i2 = I~,,2, . (20) 
i=1 h=1 

so ergibt sich aus (19), nach Division durch N: 
N N 

~ I~" "P" = b1 ~ I~,,2. (21) 
h=1 h=1 

Greift man jetzt auf die Formeln (3a), (4a), (5b) und (6a) des Kap. III, 
§ 3, S. 205-206, zuriick und fiihrt die Ausdriicke ein: 

mIlO = Ex, mO/l = Ey, m2/0 = EX2, mO/2 = Ey2, m1/l = Ex"y", (22) 
N 

1'2/0= ~Ig,,2=E(x,,-Ex)2=m2/0-ml/02,. (23) 
h=1 

N 

1'0/2 = ~ I "Ph 2 = E(y" _Ey)2 = mO/2 -mo/12,. (24) 
h=1 

N N 

1'1/1 = ~ .L:~h "P" = ~I(Xh -Ex) (y" -Ey) = 
h=1 h=1 

= E{(x,,-Ex) (y,,-Ey)} =E{x"y"-y"Ex-x,,Ey+ExEy} = 
= Ex" y" - EyE x - E xE y + Ex E y = Ex" y" - E xE y = 
= m1/1-m1/0mo/1' . . . . . . . . . . . . . . . . . . (25) 

(vgl. § 7, Kap. II, Satze I bis III), so erhalt man aus (21) endgiiltig: 

1'1/1 = b11'2!0 oder b1 = /Ll/l. • . . . . . (26) 
/L2/0 

[Man beachte, daB in den Formeln (23) bis (25) die Indices durch 
ihre Lage links oder rechts vom vertikalen Strich darauf hindeuten, auf 
welche von den beiden Variablen, x oder y, sich das betreffende Moment. 
# bezieht. Dies ist die in der Korrelationstheorie iibliche Schreibweise. 
Ferner ist wichtig, daB im § 3 des Kap. III das Moment #1.1 sich auf eine, 
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und dieselbe Variable x bezog, wahrend bei uns in PIll sowohl X als 
auch y eingehen.] 

Die Formel (26) kann iibrigens auf noch ~zerem und direkterem 
Wege abgeleitet werden, wenn man einfach 

1J'i = b1 Ei +8i • • • • • • • • • • • (27) 

setzt, und 8i den folgenden zwei Bedingungen unterwirft: 1. es seiE8i =O, 
und 2. 8i und Ei seien voneinander stochastisch unabhangig. Wir iiber
lassen diese Ableitung dem Leser. 

Wenn wir jetzt zu unserem Beispiel auf S. 268 zuriickkehren, so ist 
es moglich, auch Formel (26) an Hand jener Zahlen zu verifizieren. Be
rechnet man namlich P1/1 nach der Formel (25), so erhiilt man 

900 
PI/I = ml/l-m1!OmO!1 = 50-4 . 4 =2; 

und aus Formel (23) ergibt sich 
2 900 16 2 P2{o = m2{o - m1/o = 50 - =. 

Es ist also in der Tat in diesem Falle 
2 

b1 ="2=I, 

was vollkommen der Beziehung Xi =E(i) y entspricht. 
Wir haben oben auf S. 269 bereits bemerkt, daB aus der Gleichung (26) 

noch keineswegs folgt, daB auch 

Em E = bl 1J'i' (i = 1, 2, 3, .... m'). . . • . .. (28) 

1st dies jedoch ausnahmsweise der Fall, so wiirde sich aus (28) offenbar 
auch die Beziehung 

b2 = PIll • • • • • • • • • •• (29) 
PO/I 

ergeben. Die Parameter b1 und b2 heiBen Regressionskoeffizienten.1 

Man konnte ferner die Regressionskoeffizienten b1 und bl zu einem ein
zigen Parameter verbinden, etwa indem man ihr geometrisches Mittel 

r - lfj)b - V Plf!... P11l - P111 - P1/1 (30) 
1/1-v v l v II - P2/0 PO/I - VPl/o,PO/2 -PI/Ol/2pO/21/2 

bildet. Der Parameter r1/1 tragt den Namen "apriorischer Korrela
tionskoeffizient" und besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, daB 
sein absoluter Wert nicht groBer als 1 sein kann: 

- 1 < r1ft < + 1. . (31) 

I Dieser Ausdruck stammt noch von Francis Galton, dem Begriinder 
der Korrelationstheorie, und hat mit dem allgemeinen Begriff des Regresses 
nichts zu schaffen. In U. S. S. R. scheint man jetzt iihrigens bl und hi in 
Progressionskoefiizienten umtaufen zu wollen. (VgI. z. B. Bojarskij 
im bereits in der Einleitung zitierten kollektiven Lehrbuch der mathematischen 
Statistik). Die Grlinde hiefiir sind fiir einenAu13enstehenden wenig einleuchtend. 

18* 
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Diese Eigenschaft hat er mit allen Ausdriicken der Form 
N 

(32) 

V I N IN VN N 
N 2) xl N 2) Yi2 2) xi2 2) Yi2 

i=l i=l i=l i=l 

gemeinsam. Am leichtesten lii.J3t sie sich an Hand der folgenden Uber
legungen nachweisen. Der absolute Wert von (32) wird die Zahll nicht 
iibersteigen, wenn das Quadrat des Zahlers nicht groBer als jenes des 
N eruiers ist: 

(i Xi Yi)2 < i Xi2 • i Yi 2• • • • • • • 

i=l i=l i=l 

(33) 

U m die Rechnungen kiirzer zu gestalten, wollen wir annehmen, es 
sei N =3. Die Verallgemeinerung des Beweises auf N =4,5, .... usw. 
kann dann leicht mit Hille der sog. "vollstandigen Induktion" bewerk
stelligt werden. 

Betrachten wir die Differenz 

D=(X12+X22+xa2) (Y12+Y22+Ya2) - (Xl Y1+X2 Y2+Xa Ya)2, 

die ja gemaB (33) positiv oder mindestens gleich 0 sein muB, so laBt sie 
sich sofort mit Hille einfacher algebraischer Transformationen auf fol
gende Gestalt bringen: 

D = X22 Y12 + X12 Y22-2 X2 Y1 Xl Y2 + Xa2 Y12 + X12Ya2- 2 Xa Y1 X1Ya + 

+ Xa2 Y22 + X22 Ya2- 2 Xa Y2 X2 Ya = 
= (X2 Y1-X1 Y2)2 + (Xa Y1-X1 Ya)2 + (Xa Y2-X2 Ya)2. 

Jeder der drei Summanden der rechten Seite ist ein Quadrat und 
folglich > 0; somit ist auch in der Tat D > O. Soll nun D = 0 sein, 
und also-der Ausdruck (32) gleich ± 1, so ist hierfiir notwendig, daB 
gleichzeitig die Beziehungen bestehen: 

X2 Y1 = X1 Y2 ) 

J d Xl X 2 Xa 
X3Y1=X1Y3 0 er -=-=-. 

Y1 Y2 Ya 
X3Y2 = X2Y3 

Mit anderen Worten: nur dann, wenn die Wertepaare Xl und Yl> X2 und 
Y2' Xa und Ya uSW. einander direkt proportional sind, wird der absolute 
Wert von 32 [und folglich. auch von (30)] gleich 1 werden; in allen 
anderen Fallen ist er kleiner als 1. Den Wert 0 erhalt der Korrelations-

N 

koeffizient offenbar bei f-I,1/1 = O. Da aber f-I,1/1 = ~ Z~" 'IjJ", wobei 
k=l 

E~=E'IjJ=O, so folgt hieraus, daB f-I,1/1 z.B. verschwindet, wenn ~" von 
'IjJ" stochastisch unabhangig ist, denn dann ist bekanntlich 

E~"'IjJ,,=E~,,. E'IjJ,,=E~. E'IjJ=O. 
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Es sei noch bemerkt, daB ganz abgesehen davon, ob die Bedingung 
(28) in Wirklichkeit zutrifft oder nicht, der Korrelationskoeffizient (30) 
mit Riicksicht auf (26) auch in folgender Gestalt geschrieben werden kann 

rIll = bl V PSfO. • • • • • • • •• (34) 
Pols 

Wenn wir jetzt zu Formel (14) zuriickkehren und mit ihrer Hilfe 
fiir y und die i-te Kolumne das zweite Moment um die mathematische 
Erwartung (d. h. die Streuung) bestimmen, so ergibt sich Folgendes: 

m' m' 

_1_ "'" n .. 1/t.2 = _1_ "'" n .. [bl~. -L s.(il]2 = n. ,.;;;;.., "-n n. o ";;;;"''' ," 
,0 ;=1 ' ;=1 

= n~o b12 ~i2 I nij + Z nij [s;<il]2 + 2 b1 ~i I nij s;(i) • 1 m' m' m') 
, ;=1 ;=1 ;=1 

Und mit Riicksicht auf (1) und (16) erhalten wir hieraus einfach: 
m' m' 

_1_ "'" nij 'ljJl = b12 ~i2 + _1_ "'" nij [s;<il]2.. . . (35) 
~o,.;;;;.., ~o,.;;;;.., 

j.= 1 j = 1 

Multipliziert man (35) mit ni 0' bildet die Summe dieser Ausdriicke fiir 
aIle m Kolumnen der Tab. 8 und dividiert das Resultat durch N, so 
kommt man offenbar zu folgendem Ergebnis: 

m m m' 

#0/2 = b12 • ~ • I niO~i2 + ~ .L: I 11,i :/ [s;<i)]2. (36) 
i=1 i=li=1 

oder, mit Riicksicht auf (20) und (23), unter Einfiihrung der Bezeichnung 
m m' N 

G 62 = ~ I I nij [S;(i)]2 = ~ I Sh2 = E S2, (37) 
i=1j=1 h=1 

einfach zu: 
#0/2 = b12 #2/0 + G62• •••• (38) 

Setzt man den Ausdruck (38) in (30) ein, so erhiilt man: 

r - Plll 
1/1 - V (b S 2) , P2/0 1 P2/0 + (J"e 

oder mit Riicksicht auf (26): 

r1/1 = ± V~ ........ (39) Vbl 2 P2/0 -r (J" B 2 

Diese Formel wirft ein neues Streiflicht auf den Sinn des apriorischen 
Korrelationskoeffizienten; aus dem Vergleich des Zahlers und Nenners 
von (39) mit dem Ausdrucke fiir die Streuung #0/2 der Variablen y in 
(38) folgt namlich, daB bl 2 #2/0 jenen Teil dieser Streuung darstellt, der 
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direkt von E (oder x) abhangt: je kleiner dieser Teil im. Vergleich zu us", 
desto kleinere absolute Werte nimmt auch rill an; ist b1 = 0, so ist auch 
r1/1 = 0, und verschwindet anderseits uss ganz, so verwandelt sich 
1 r 1/11 einfach in 1. 

Do. man ferner aus (30) sofort die Beziehung 

Pt/1 = r 1/1 V I-'S/o 1-'0/2 

ableiten kann, so IaBt sich (26) auch aIs 

(40) 

b = r1/ V PO/2 (41) 1 1 P2/0 ••••••••• 

darstellen [diese Formel folgt iibrigens direkt aus (34)], und setzt 
man den Wert von b1 aus (41) in (39) ein, so erhiilt man nach einigen 
leichten Umformungen: 

USS = 1-'0/2 (1 - r1/12) 

Fiihrt man schlieBlich die Bezeichnung ein: 

CleB = k2 
Po,. 

(42) 

(43) 

(kS heillt bei den Amerikanern1 Alienationskoeffizient oder Zwei
deutigkeitsmaB~, so ergibt sich endgiiltig: 

(44) 

oder 

rill = VI . k2 = V 1- Cle
2

• • • • •• (45) 
PO/2 

[Aus Formel (45) erhellt auch ohne weiteres, daB 1 r 1/11 < 1.] 
Diese Formel ist ein Gegenstiick zu (39): uss ist namlich die Streuung 

jenes Telles von y, der von x ganz unabhangig ist, und k2 ergibt das Ver
haltnis von us2 zur Gesamtstreuung der Variablen y. Besitzt letztere iiber
haupt keine solche unabhangige Komponente, so ergibt sich fiir Irl/ll 
genau der Wert 1. 

Unsere bisherigen Ausfiihrungen gingen von der Annahme aus, Xi und 
E(i) y, bzw. Ei und E(ihp, seien miteinander streng linear verbunden. Es 
fragt sich nun, was man tun soll, wenn dies tatsachlich nicht der Fall ist, 
und was fiir eine Bedeutung dann den verschiedenen Ausdriicken fiir den 

1 Vgl. z. B. Handbuch der mathematischen Statistik von H. L. Rietz, 
deutsche Ausgabe, herausg. von Dr. F. Baur, Leipzig und Berlin, S. 169, 
1930, oder Hans Richter-Altschaffer, Theorie und Technik der Korrela
tionsanalyse, S. 143, Berlin 1932. Die Formeln, die wir bisher abgeleitet baben, 
sind mit jenen eng verwandt, die, wie es scheint, zuerst von Sewall W righ t, 
Correlation and Causation (Journal of Agricultural Research, 20: 557-587, 
1921) dargestellt wurden. Vgl. auch Ralph J. Watkins: The Use of coeffi
cients of Net Determination in Testing the Economic Validity of Correlation 
Results (Journal of the American Statistical Association, Nr. 170, S. 191 bis 
197, June 1930). 
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apriorischen KorrelationskoeHizienten rl/l· zukommt. Wir setzen hierbei 
selbstverstiindlich voraus, daB die Formeln (26), (29) und (30) fUr b1, 

bs und rl/l dieselbe Gestalt beibehalten1 und daB z. B. na~h wie vor 
m m' 

I InU~iV'1 
b _ 1'111 _ i=l;=l 
1- Plio - m 

IniO~i2 
i=l 

1st jedoch b1 Ei =f E(ihp, so kann man 

. E(i>"I' = b1 Ei + di , (i=l, 2, 3, .... m) 

(46) 

(47) 

setzen, wobei di eine beliebige positive oder negative GroBe ist, und 
Formel (13) verwandelt sich in 

(48) 

Die (gewogene) Summe alIer Produkte E "1', die der i·ten Kolumne ent· 
sprechen, ergibt sich dann aus (48) aIs 

1 Sie lassen sioh nfunlioh sofort aus der einfaohen Annahme ableiten, 
bl sei so gewahlt, daB die Summe der Quadrate aller Differenzen vom Typus 
(V'i - bl ~i) ein Minimum. werde: 

N N N N 
I(V'i-bl~i)s= IV'i·-2bII~iV'i + blaI~i2 = Minimum.. 
i=l i=l (=1 i=l 

Setzt man die sog. "erste Ableitung" dieser Funktion naoh bl gleioh 0, so 
erhalt man sofort: 

N 

I~iV'i 
bl = i=l __ = 1'111. 

~ 1'1/0 
"';';~i2 
i=l 

Und da die "zweite Ableitung" nach bl positiv ist, so folgt hieraus, daB 
N 

in der Tat bei diesem Werte von bl der Ausdruok I (V'i - bl ~i)2 zu einem 
i=l 

Minimum. wird. Ganz ebenso wird aus der .Anna.hme 

fiir bl der Ausdruok 

.N 
I(~;-b2V';)2 = Minimum. 
;=1 

b. = PIll 
Pol. 

gewonnen. Die Begriffe "erste Ableitung", "zweite Ableitung" sind den 
Anfangsgriinden der Differentialreohnung entnommen. Ihre Anwendung 
auf Minima. und Maximabestimmungen diirfte jetzt jedem Primaner ge· 
laufig sein. 
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m' m' 

.L) nii ~i 1J'j = ..I nij ~i (b1 ~i + d; + fii» = 
;=1 ;=1 

m' 

= blniO~i2 + nioddi + ~i.2 .. ·""niiei(i>, 
;=1 

oder, mit Riicksicht auf (16), welche Beziehung offenbar auch fiir unseren 
Fall gilt, einfach als: 

m' 

..Ini' ~i 1J'j = b1 niO~i2 + nioddi' 
;=1 

(49) 

Summiert man jetzt die Ausdriicke (49) fiir aIle Kolumnen der Korrela
tionstabelle 8, so erhlilt man 

m m' m m 

.L) ..Inii~i1J'i = bl..IniO~i2 + .L)n;od; ~i 
i=I;=1 i=1 i=1 

und hieraus: 

(50) 

Aus dem Vergleich von (50) mit (46) folgt aber unmittelbar die Gleichung: 
m 

.L) niO d; ~i = O. • . . . . . • • . (51) 
i=1 

Wenn wir jetzt wiederum fiir y und die i-te Kolumne das zweite Moment 
um die mathematische Erwartung, d. h. die Streuung, bestimmen, so 
ergibt sich hierfiir aus (48) der folgende Ausdruck: 

m' m' 

n~ .L) nii 1J'j2 = b12 ~;2 + d;2 + n~o .L) nij [ep>]2 + 2 b1 d; ~i' (52) 
00 ;=1 0 ;=1 
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Multipliziert man (52) mit niO' bildet die Summe dieser Ausdriicke 
fUr aIle 'IT/, Kolumnen der Tab. 8 und dividiert das Resultat durch N, so 
kommt man zu folgender Gleichung: 

m m m ~ 

PO/I = b11 • ~ .2)nio E.2 + ~ .2)niod/'+ ~.2) .2)nii[e/i)]2+ 
'=1 i=l i=II=1 

m 

+ 2 b1 • ~.2) niodl Ei • • (53) 

Fiihrt man noch die Bezeichnung ein 
m 

~ .2) niO ai 2 = ai, 
i=1 

i=1 

(54) 

so erhiilt man aus (53) mit Riicksicht auf (20), (23), (54), (37) und (51) 
ganz einfach: 

PO/2 = b12 P2/0 + ai + a82• • • • • • •• (55) 
Auf (41) zuriickgreifend, kOnnen wir (55) auch in folgender Form schreiben: 

PO/2 = rl/12 Po/2 + ai + a82 • • • • • •• (55 a) 
und ferner: 

oder V U2 U2 
rIll = 1 __ 8 ___ 11,_, 

Pols Pol2 
(56) 

oder endlich, mit Riicksicht auf (43): 

rl/l = Vl-k2- Ui. . . . . . .. (56 a) 
Pol 2 

Vergleicht man (56a) mit (45), so bemerkt man sofort, daB die Annahme, 
daB 

E(i)'qJ =1= b1 Ei' 
den absoluten Wert von r 1/1 - bei gleichbleibenden iibrigen Bedingungen 
- immer verringert. Und je naher in den einzelnen Kolumnen der Korre
lationstabelIe b1 go an E(i)'qJ herankommt, desto kleiner werden die ein
zemen di in (48) und desto kleiner wird auch der relative EinfluB von 

ui in (56a). Wenn aber alIe di in (48) und (54) gleich Null werden, so 
Po/2 

falIt der Ausdruck (58a) einfach mit (45) zusammen. 
Fiihrt man schlieBlich noch die Bezeichnung ein: 

'YJ'IIIr» =V l - U82 
= Vl - k2, 

Pols 
so verwandelt sich (56a) in 

rIll =V'YJ'II/r»2_..!!.d~ ••• 
flo/2 

(57) 

(58) 
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Der Parameter 'YJ'II/rn ist gleichbedeutend mit der apriorischen Form des 
Pearsonschen "Korrelationsverhaltnisses" (correlation ratio)l. 
An und fiir sich ist 'YJ'II/rn eine bessere MaBzahl fiir die Enge der Korrelation 
zwischen x und Y, da sie VOn der Form des Zusammenhanges zwischen 
E(i)1jJ und ~i iiberhaupt nicht abhangig ist, doch bietet die Technik der 
Bestimmung der empirischen Annaherung an diese GroBe - an Hand 
der gegebenen Stichprobe - in gewissen Fallen betrachtliche Schwierig
keiten; so ergibt z. B. die empirische Annaherung an 'YJ'II/rn immer den Wert 1, 
wenn jedem gegebenen Wert VOn Xi nur ein einziger Wert von Yi entspricht. 

Ehe wir in Unserer Darstellung einen weiteren Schritt tun, mochten 
wir nur noch die Werte VOn rl/l, (1s2 und k2 fiir unser Zahlenbeispiel auf 
S. 268 bestimmen. Auf S. 275 wurden hierfiir bereits abgeleitet: 

/-lill =2, /-l210=2 und bl =1. 
Wie leicht aus der Korrelationstabelle auf S. 268 ersichtlich, ergiht sich fiir 
/-l0'2, z. B. nach Formel (24), der Wert: 

12 . 11 + 22 . 11 + 32 . 2 + 42 . 2 + 52 . 2 + 62 . 11 + 72 . 11 
/-l0/2 = 50 

_ (1.11+2.11 +3.2+4.2+ 5.2+6.11+7.11)2 = 1090 _42 = 5 8 
50 50' . 

Setzt man die gewonnenen Werte fiir /-ll/I> P2/0 und PO/2 in (30) ein, so 
erhiilt man sofort: 

2 
rl/1 = + -V= = + 0,587. 

2.5,8 

Und geht man auf Formel (45) zuriick, so ergibt sich aus ihr: 

oder 

22 a 2 

r1/12 = -2 58 = 1- k2 = 1 _ _ B_, 
• , /lola 

a 2 

k2 = _B_ = 0,6552; k = 0,809. 
/lo/2 

Und da /-l0/2=5,8, so ist ferner 
(]e2 = 3,8. 

Wenn man hingegen (]B2 direkt nach der Formel (37) herechnet und be
rucksichtigt, daB in diesem FaIle (vgl. oben S.273) 

eli) = 1jJ;-E(i)1jJ= 1jJi-~i =Yj-E Y- (xi-E x) = 

= Yf-4- (xi-4) = Yi-Xi, 

so ersieht man leicht, daB fUr die erste Kolunme: 
7 

Z nli [ep)]2 = 7 (1-2)2 + 2 (2-2)2 + 1 (5-2)2 + 1 (6- 2)2 = 32, 
i= 1 

I Vgl. K. Pearson: On the general theory of skew correlation and non· 
linear regression, S. 10 (Drapers' Company Research Memoirs, Biometric 
Series, II, 1905); ferner: A. A. Tschuprow: Grundbegriffe und Grund
probleme der Korrelationstheorie, S. 52ff. Leipzig und Berlin, 1925. 
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und fur die weiteren Kolumnen ebenso: 
7 
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..l: n2j [1'/2)]2 = 7 (2-3)2 + 1 (4 -3)2 + 1 (5 - 3)2 + 1 (7 -3)2 = 28, 
i= 1 

7 

..l: n3j [1';<3)]2 = 3 (1-4)2 + 2 (2 _4)2 + 2 (6 - 4)2 + 3 (7 _4)2 = 70, 
i=l 

7 

..l: n4i [1'/4)]2 = 1 (1-5)2 + 1 (3-5)2 + 1 (4-5)2 + 7 (6-5)2 = 28, 
i= 1 

7 

..l: ns; [1'/5>]2 = 1 (2-6)2 + 1 (3-6)2 + 1 (6-6)2 + 7 (7 -6)2 = 32. 
i= 1 

erhalterr werden. Somit ist in der Tat: 
m m' 

(182 = ~ ..l: ..l:nij [e;<i)]2 = 5~ (32 + 28 + 70 + 28 + 32) = 3,8, 
i=li=l 

und Formel (45) ist durch unser Beispiel verifiziert. 
Wir kehren jetzt zu unserer Darstellung zuriick. Die Komponente 

ai in (56a) kann auch dadurch verkleinert werden, daB man an Stelle 
11-0/2 

der Annahme (14): 
"Pi=b1';i+ epl 

eine andere einfiihrt, die im allgemeinen FaIle symbolisch durch 

1pj = f (';i) + ep> . . . . . . (59) 

ausgedriickt werden konnte, dergestalt, daB die Differenz 

t5 i =E(i)1p-f (';i) 

kleiner als di in (47) und (48) werde. Die Form der Funktion f (';i) miiBte 
folglich so gewahlt werden, daB sie fiir aIle i = 1, 2, 3, .... m moglichst 
nahe an E(i) 1p herankomme. Verwendet man z. B. fiir f (.; i), sukzessive 
ganze rationale algebraische Funktionen 2ten, 3ten, 4ten usw. Grades: 

b1';i + b2 ';l, 
b1';i+ b2 U+ ba U, 
b1';i+ b2 U+ ba ';l+ b4 ';i4 

USW., so werden die ihnen entsprechenden Ausdriicke fiir den Korrelations
koeffizienten nach ihrer absoluten GroBe eine zunehmende Folge dar
steIlen und schlieBlich den Wert 'YJ'II/m erreichen. Dies wird spatestens 
geschehen, wenn die Funktion f (';i) den Grad (m-l) erreicht hat.1 

1 Der Beweis dafiir kann entweder durch Bezugnahme auf ein bekanntes 
Theorem von WeierstraLl oder durch Anwendung der sog. Differenzen
methode (vgl. unten § 3) gefiihrt werden. 
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Die zugehorigen Berechnungen sind jedoch sehr kompliziert und miissen 
hier iibergangen werden. 

Da man die Korreiationstabelle 8 um 900 drehen kann und hier
durch aIle Kolumnen zu Zeilen und aIle Zeilen zu Kolumnen werden, 
so ist es ohne weiteres klar, daB durch entsprechenden Austausch der 
Buchstaben aIle unsymmetrisch aufgebauten Formeln, die bisher abgeleitet 
worden sind, sofort auf den Fall 

~i = f ('lfJj) +ep) 

adjustiert werden konnen. Bei b2 in Formel (29) ist dies bereits geschehen. 
Zu einer anderen und symmetrischeren Darstellungsform fiir den 

Korrelationskoeffizienten gelangt man, wenn man annimmt, daB auch 
in ~i nur ein Teil, sagen wir ~' i, mit einem gewissen Teil von 'lfJi funktional 
verbunden ist. Man setze also etwa: 

~i=~'i + e'i und 'lfJi= f Wi)+ Si' • • • •• (59a) 

Die hieraus entstehenden Formeln erhalten gewohnlich eine noch 
kompliziertere Gestalt als im vorhergehenden FaIle. So ergeben sich 
z. B. aus der Annahme: 

~i=g'i+e'i und'lfJi=blti+Si, 

unter der V oraussetzung, daB 

ES'i=O=Eei , (i=l, 2, 3, .... N) 

und daB Si' S'i und g'i voneinander stochastisch unabhangig sind, folgende 
Ausdriicke fiir /-tl/l, /-t2/0 und /-to/2: 

/-tl/l =E [Wi+ e'i) (bl g'i+ ei)] = blE ~'2, 

/-t2/o=E Wi+ e'i)2=E t 2+E e'2, 

/-to/2=E (b l ~'i + Si)2 = bl2E t 2+E S2. 

Setzt man diese Werte in (30) ein, so erhalt man hieraus: 

bl E ~'2 E ;'2 bl2 E ~'2 
rIll = V(E;'2+Ee'2) (bl2E;'2+Ee2) = ± E;'2+Ee'2 bl2E;'2+Ee2 

=± ~ E;,~~'~e'2)(I- b12E:2e:Ee2) = 
= ± V(I- Ee'2) (1_~e2). . . . . . . . . . . . .. (60) 

fl210 flO/2 

[1ch habe diese Formel in meiner Untersuchung ,,1st die Quantitats
theorie statistisch nachweisbar 1" (Zeitschrift fiir NationalOkonomie, 
Bd. II, H. 4, S. 548-551, Wien 1931) bereits abgeleitet und auf einen 
konkreten Fall angewandt.] 

Die bis jetzt eingefiihrten 60 Formeln beziehen sich lediglich auf die 
"verdichtete" Darstellung des postulierten Zusammenhanges (d. h. der 
"Korrelation") zwischen den einzelnen Werten von gi (bzw. Xi) und den 
ihnen entsprechenden bedingten mathematischen Erwartungen E(i)'lfJ 
(bzw. E(i)y) oder umgekehrt: zwischen den einzelnen Werten 'lfJi (bzw. 
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Yl) und den ihnen entsprechenden bedingten mathematischen Erwar
tungen E(J)E (bzw. E(J)x). An und fUr sich lii.Bt sich dasvoIleVerteilungs
gesetz del' kombinierten Merkmale x und y wedel' aus del' einen noch aus 
del' anderen Formelgruppe ableiten, da hierzu eine viel groBere Anzahl 
von Daten notwendig ist. Wenn z. B. die erBteVariable, x, imganzen m 
verschiedene Werte annehmen kann und die zweite, y, m' verschiedene 
Werte, so wird die Anzahl aller Unbekannten in del' betreffenden Korrela
tionstabelle gleich m+m' Werten del' beiden Variablen und m. m' 
Werten del' Haufigkeiten (bzw. Wahrscheinlichkeiten) aller ih.J:er Kom
binationen. 1m ganzen haben wir also hier m+m' + mm' Unbekannte 
zu bestimmen, denen nur eine einzige Gleichung a priori gegeniibersteht: 
die Summe aller mm' Haufigkeiten ist gleich N, bzw. die Summe aller 
mm' Wahrscheinlichkeiten ist gleich 1. Und ganz ebenso, wie es in bezug 
auf das Verteilungsgesetz einer Variablen geschieht, kann man auch 
hier die (m+m' + mm' -1) verschiedenen Unbekannten aus einer ent
sprechenden Zahl von Produktmomenten odeI' von Korrelationskoeffi
zienten hoherer Ordnungen herauszuholen suchen. .Als erstm;e konnen 
etwa die Ausdriicke yom Typus 

N 

ftt/g= ~IEn.f'IjJll' (/=1,2,3, .... ; g=I,2,3, .... ) (61) 
11-1 

dienen, fUr die zweiten wiirde del' Typus 

"f/U = 1/ f 11 
1-'2/0 • ·1-'0/2 .g 

I-'flu (62) 

in Betracht kommen. 
Dieselbe Rolle, welche beim Verteilungsgesetz einer Variablen der 

"normalen" Verteilung zukommt, fallt beim Abhangigkeitsgesetz zwoier 
Variablen del' sog. normalen Korrelationsflache zu. In diesem 
FaIle gelten z. B. die folgenden Beziehungen:1 

1"2/1 = "1/2 = 0; "3/1 = "1/3 = 3 "1/1; "2/2 = 1 + 2 "1/12; "4/0 = "0/4 = 3; 
"S/l = "1/5= 15 "1/1; "4/2 = "2/4 = 3 (1 + 4 "1/12); "3/3 = 3 "1/1 (3 + 

+ 2 "1/12); "0/0 = "0/0 = 15 usw. . . . . . . . (63) 

ttberhaupt sind dann aIle Korrelationskoeffizienten hoherer Ordnungen 
entweder feste Zahlen odeI' sie konnen allein mit Hille des Wertes von "1/1 
berechnet werden. Mit anderen Worten: "1/1 zusammen mit noch vier 
anderen Parametern, z. B. mit m1/0, mO/1' malo und m0/2' bestimmt dalll 
das gesamte Verteilungsgesetz del' Variablen. Bei einem anderen Ver
teilungsgesetz ist dies selbstverstandlich nicht del' Fall. 

Unsere bisherigen Untersuchungen fiihren zu dem Ergebnis, daB del' 
einfache apriorische Korrelationskoeffizient "1/1 bloB ein einzelnes Glied 
in einer langen Reihe von ahnlichen Parametern darsteIlt, die nul' in ihrer 
Gesamtheit das kombinierte Verteilungsgesetz beider Variablen, x und y, 

1 VgI. A. Tschuprow: Grundbegriffe und Grundprobleme der Korr., 
S.58. 
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mehr oder weniger umschreiben konnen. Das meiste, was man vom 
Korrelationskoeffizienten Tlil sagen kann, ware, daB er die Rolle eines 
"primus inter pares" zu spielen berufen ist.1 Dnd je mehr bl ~i von E(i)1p, 
bzw. b2 1pj von E(i) ~ abweicht, desto gefahrlicher ist es, sich auf Till als 
ein alleiniges MaB der Korrelation zu verlassen. Es darf ferner nicht ver
gessen werden, daB der Korrelationskoeffizient, wie auch aus Formel (56) 
oder (60) erhellt, nicht so sehr die Form des Zusammenhanges zwischen ~i 
und E(i)1p, als vielmehr die Intensitat jener Einfliisse charakterisiert, 
die den Zusammenhang zwischen beiden iiberdecken, schwachen und 
verdunkeln. 

Wir haben bereits bei Beginn dieses Paragraphen darauf hingewiesen, 
daB der Korrelationskoeffizient unmittelbar nur auf jene Falle bezogen 
werden kann, bei denen wir uns tatsachlich eine statistische Gesamtheit 
hoherer Ordnung denken konnen, deren Elemente, ein jedes fiir sich, 
die zahlenmaBigen Merkmale x und y aufweisen. Es sei hierzu noch be
merkt, daB in solchen Fallen, wo x und y durch eine eindeutige mathe
matische Funktion miteinander verbunden sind, die Berechnung des 
Korrelationskoeffizienten keinen logischen Zweck hat, denn der Zusammen
hang z. B. zwischen x und y = sin x, x und y = x" usw. ist nicht weniger 
stramm als, sagen wir, jener zwischen x und y = bx. Dnd trotzdem ergibt 
der Korrelationskoeffizient fiir die natiirliche Zahlenreihe 1,2,3, .... N 
und die Quadrate derselben Zahlen: 12,22,32, •••• N2, bei N ---'> 00 den 
Wert + 0,968, und fiir dieselbe Zahlenreihe und ihre dritten Potenzen 
13,23,33, •••• N3, ebenfalls bei N ---'> 00, noch weniger: + 0,9512.2 Was 
vollends den Korrelationskoeffizienten fiir x und sin x anbetrifft, so kann 
er unter Dmstanden einfach gleich Null werden, und der Korrelations-

I Vgl. hierzu noch G. Darmois: Analyse et Comparaison. des series 
statistiques qui se developpent dans Ie temps: Metron, vol. III, 1929, Nr. 1-2; 
ferner: O. N. Anderson: Correlation et causalit6: Revue trimestrielle de la 
Direction Generale de la Statistique, II Annee, Fasc. III et IV, S. 254-294, 
Sofia 1930-1931. (Bulgarisch mit einer franzosischen Ubersetzung.) 

2 Wir empfehlen es dem Leser, zu seiner Ubung den Korrelationskoeffi
zienten fUr 1, 2, 3, .... N und F", 2k, 3k, .••. Nk, bei k = 1, 2, 3, .... , zu 
berechnen. 

Er moge hierbei beriicksichtigen, daB ganz allgemein die Beziehung 
besteht: 

8 = lk . ,_ 2k + 3k + + Nk = (N + 1)k+ 1 - (N + 1) k 8 
k' ... k + 1 21 k-l 

k (k - 1) k (k - 1) (k - 2) 
--3-1--8k-2- 41 8 k - S-··· -81, 

und folglich: 

8 N 81 = N (N + 1) 8 2 = NJ2 N t I ) (N + 1) 
0= , 2' 6' 

8 = [N (N + 1)] 2 8 = N (N + 1) (2 N + 1) (3 N2 + 3 N -1) 
3 2 '4 30 usw. 

Vgl. z. B. Boj arskij, Stawrowskij, Chotimskij u. J astremskij: 
1. c., S.6. 
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koeffizient zwischen sin x und sin 11, wenn sowohl x als auch 11 arith
metische Reihen durchlaufen, ergibt, bei gleichen Perioden, genau den 
Kosinus des Phasenunterschiedes.1 Sehr gefahrlich ist ferner die An· 
wendung des Korrelationskoeffizienten auf Zeitreihen (vgl. unten § 3 
und 4). 

Trotz a.lledem konnen wir una aber doch nicht dem Urteile 
M. Frechet's anschlie.Ben, der in seinem Bericht an die Londoner Tagung 
des Internationalen Statistischen Instituts X1934) "Sur l'usage du soidisant 
coefficient de correlation" die Ergebnisse einer etwas ungewohnlichen 
Enquete iiber die "communis opinio doctorum" (die aber manches inter
essante Material enthalt) wiedergibt und vorschlagt, man solIe beschlie.Ben, 
da.B "Ie champ de validiM de l'emploi du coefficient de correlation est 
singum~rement plus etroit que beaucoup ne l'avaient d'abord suppose". 
Wir sind der Ansicht, da.B der Korrelationskoeffizient ffir seine fehler
haften und dilettantischen. Anwendungen keine Verantwortung tragt 
und da.B ihm bei korrekter und sachgema.Ber Handhabung trotz allem 
eine sehr bedeutende Rolle zukommt. Die vorhergehenden Ausfiihrungen 
hatten nur den Zweck, den Leser zu gro.Berer Vorsicht zu ermahnen und 
ihm klarzumachen, da.B gerade in der Korrelationsrechnung ffir den 
Anfanger gro.Be Gefahrenmomente enthalten sind. 

Wir hoffen, da.B sich der Leser aus unaeren Ausfiihrungen bereits 
eine Vorstellung dariiber gebildet hat, ein wie weites und kompliziertes 
Gebiet allein die Theorie des einfachen apriorischen Korrelations
koeffizienten ist. Das umgekehrte Problem, d. h. die Bestimmung seines 
plausibelsten Wertes auf Grund einer Stichprobe, bietet weitere enorme 
Schwierigkeiten. Zunachst ware do. festzustellen, daB es iiberhaupt keine 
solche Funktion der Beobachtungsdaten gibt, deren mathematische 
Erwartung genau dem Werte von r 1/1 gleich ist; man ist gezwungen, sich 
damit zu begniigen, nur gewisse Annaherungen an seine stochastische 
Asymptote zu bestimmen. Viel handlicher sind in dieser Hinsicht die 
Koeffizienten yom Typus #f/g, in die ja keine mathematischen Erwar
tungen von Quotienten zufalliger Variablen eingehen. Durch "Student"2 
angeregt, hat R. A. Fisher das Verteilungsgesetz der Werte des em
pirischen Korrelationskoeffizienten ffir den Fall der normalen Korrelation 
abgeleitet.3 Er bringt hierffir auch besondere Tabellen, die z. B. in seinen 

1 Vgl. O. Anderson: Die Korrelationsrechnung in der Konjunktur
forschung, S. 39 und 105. 

S "Student", Probable error of a correlation coefficient, Biometrika, 
Vol. VI. Das Geheimnis, daB sich hinter diesem Decknamen der Chemiker 
W. S. Gosset verbirgt, ist der Offentlichkeit erst durch H. Hotelling 
preisgegeben worden (vgl. seine Monographie "British statistics and sta
tisticians to-day"; Journal of the American Statistical Association, New 
Series, Vol. 25, S. 189, New York 1930). 

8 V gl. R. A. F ish e r: Frequency distribution of the values of the correlation 
coefficient in samples from indefinitely large population, Biometrika X, 1914; 
ferner derselbe: On the probable error of a coefficient of correlation deduced 
from a small sample: Metron, vol. I, 1921. 
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"Statistical methods" zu finden sind. Es ist ferner moglich, auch die 
Markoff-Tschebyscheffschen Ungleichungen auf korrelierle GroBen 
auszudehnen.1 

Zum Schlusse ware noch zu bemerken, daB ausfiihrliche Anweisungen 
fUr die Technik der Berechnung des empirischen Korrelationskoeffizienten 
sich bei Yule (Introduction usw.) und ferner in den meisten amerikanischen 
Lehrbiichern del; Statistik vorfinden, wie etwa bei Mills, G. R. Davies 
und W. F. Crowder oder M. Ezekiel,2 

Die Ausgangsform fUr den empirischen Korrelationskoeffizienten ist: 

n 
2) (Xi-x) (Yi-Y) 
i=1 

r'l/1 = --;=:===-...::::=========-. . . . . 

Vi~ (Xi-X)2 i~ (ili-y)2 

(64) 

Es ware vielleicht noch erwahnenswert, daB man mit Hille jener ange
naherten Verfahren zur Bestimmung von Fehlergrenzen, die wir oben 
im II. Kap., §2, S.139-140, angegeben haben, unschwer beweisen kann, 
daB, wenn die Reihen der Abweichungen der Werte von x und y vom 
arithmetischen Mittel (bzw. von der mathematischen Erwartung) bis 
auf die vierte Ziffer (von links nach rechts gerechnet) abgerundet 
worden sind, der maximale absolute Fehler bei der Bestimmung von 
TIll die Grenzen von ± 0,02 nicht iibersteigen kann; und wenn man 
erst die fiinfte Ziffer von links abrundet, so betragt der absolute 
Fehler weniger als ± 0,002. Diese Regel ist insbesondere bei der Be
rechnung der sog. Differenzen-Korrelationskoeffizienten anzuwenden 
{vgl. unten § 3), weil dort die Zahlenreihen unmittelbar Abweichungen 
von mathematischen Erwartungen oder Funktionen solcher Ab
weichungen darstellen. 

Wenn man jetzt zum Falle mehrel;er zufalliger Variabler iibergeht, 
bei welchem der gewohnliche apriorische Korrelationskoeffizient durch 
den "mehrfachen", bzw. den "partiellen" Korrelationskoeffizienten 
ersetzt werden muB, so kann man die Feststellung machen, daB hier 
eigentlich wenig prinzipiell Neues in die Theorie hineinkommt, daB aber 
die mathematischen Berechnungen unvergleichlich komplizierter und 
weitschweifiger werden. Wir lassen diese Ausfiihrungen hier aus Raum
mangel ganz beiseite und mochten nur nebenbei erwahnen, daB unser 
personlicher Standpunkt zur Frage in den bereits zitierten Mono-

1 Vgl. V. Romanovsky: Die Verallgemeinerung der Markoffschen 
Ungleichung und ihre Anwendung in der Korrelationstheorie: Bulletin der 
Zentralasiatischen Universitat, Nr,8, S. 107-111, Taschkent 1925 (russisch 
=it einer englischen Zusammenfassung). 

2 F. C. Mills: Statistical Methods Applied to Economics and Business, 
New York 1924. G. R. Davies and W. F. Crowder: Methods of Statistical 
Analysis in the Social Sciences, New York 1933. M. Ezekiel: Methods of 
Correlation Analysis, New York 1930. 
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graphien "Die Korrelationsrechnung USW."l und im Aufsatz "Correlation 
et Causalite" dargelegt worden ist. 

Aus denselben Grunden iibergehen wir auch die Darstellung der 
vollen Theorie des KorrelationsverhaItnisses und seiner Verallgemeinerung 
auf mehrere Variable,s sowie die sehr interessante Theorie der "Mean 
square contingency" mit ihren verschiedenen Varianten. 

Der Leser, der tiefer in die Korrelationstheorie eindringen will, moge 
zuallererst die beiden diesbeziiglichen Werke von Tschuprow durch
arbeiten: die bereits mehrmals zitierten "Grundbegriffe und Grund
probleme der Korrelationstheorie" und ferner die posthume Veroffent
lichung "The Mathematical Theory of the Statistical Methods Employed 
in the Study of Correlation in the Case of three Variables" (Transactions 
of the Cambridge Philosophical Society, Vol. XXIII, Nr. ,XII, August 
1928). 

An Stelle der letzteren kann iibrigens die mathematisch vielleichtere, 
modernere, aber wissenschaftlich etwas weniger strenge Arbeit von 
Hans Richter-Altschaffer treten: "Theorie und Technik der Korre
lationsanalyse", Berlin 1932 (Schriftenreihe des Instituts fiir landwirt
schaftliche Marktforschung, H. 5; gute Literaturangaben). Ferner kamen 
noch folgende deutsche Veroffentlichungen in Betracht: die schon mem
mals zitierten (vgl. S.90) "Grundziige der Theorie der Statistik" von 
H. Westergaard und H. C. Nibillle; die deutsche "Obersetzung des 
Handbuches von H. L. Rietz3 (mit sehr reichhaltigen Literaturangaben); 
die "Korrelationsrechnung" von F. Baur (Leipzig und Berlin 1928) und 
schlie.Blich die ebenfalls bereits zitierten "Elemente der exakten Erblich
keitslehre" von W. Johannsen. Unter den vielen englischen Werken 
mochten wir dem Leser zuallererst die "Methods of Correlation Ana
lysis" von M. Ezekiel empfehlen, obgleich auch er der amerikanischen 
Unsitte huldigt, Formeln ohne ihre Ableitung zu geben, dann abermals 
die "Statistical Methods" von Mills; und ferner T. L. Kelley, Statistical 
Method, New York 1923, mit umfangreicher Literatur. Reiche Literatur
hinweise auf vornehmlich englische Autoren finden sich bei Helen M. 
Walker, Studies in the History of Statistical Method, with special 
reference to certain educational problems, Baltimore 1929, und natiirlich 
bei G. U. Yule, An Introduction to the Theory of Statistics. 

Unter den franzosischen Werken sind die bereits zitierten bemerkens
werten Lehrbiicher von G. Darmois, Statistique mathematique, und 
von R. Risser und C. E. Traynard, Les principes de la statistique 

1 Ein Febler, der sich hier in die Formel (134) und (135) auf S. 135 ein
gescblichen hat und der darin besteht, daJ3 an Stelle von E (eiit ) = 0 die 
GroJ3e E (eiw/O» gleich 0 gesetzt wurde, ist in "Correlation et Causalite" auf 
S. 270, Anm., bereits berichtigt worden. Der Febler ist iibrigens recht 
beIanglos und bewirkt keine Veranderungen in den iibrigen Formeln. 

2 Vgl. hierzu z. B. die Arbeiten von L. Isserlis: "On the partial corre
lation ratio": Biometrika, Vol. X (1914) und XI (1915). 

8 H. L. Rietz: Handbuc4 der mathematischen Statistik, herausgegeben 
von Dr. Franz Baur, Leipzig und Berlin 1930. 
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mathematique,l an erster Stelle zu nennen. Interessante Anregungen 
ergeben sich auch aus dem originellen Werk des Ungarn Ch. Jordan, 
Statistique matMmatique, Paris 1927. Eine ausgezeichnete Literatur
iibersicht enthalt ferner das bereits zitierte tschechische Buch von St. 
Kohn: ZaIdady teorie statisticke metody. Endlich mu6 noch erwahnt 
werden, daB J. O. Irwin bereits das vierte Jahr im "Journal of the Royal 
Statistical Society" eine ausfiihrliche Darstellung unter dem Titel "Re
cent Advances in Mathematical Statistics" bringt, der eine auBerordent
lich gut gefiihrte Liste von Neuerscheinungen in den betreffenden Ge
bieten beigelegt ist. So enthalt z. B. die letzte "Obersicht nur fiir das 
Jahr 1933 (Journ. of the Roy. Stat. Soc., Vol. XCVIIT, S. 83-127, 1935) 
117 Nummern und 25 weitere Literaturhinweise.2 

1 Die Verfasser erweisen mir die Ehre, im Kap. VII einige von mir ent
wickelte Methoden und hierbei abgeleitete Formeln in extenso anzufUhren. 
Hierin dem Beispiele von Darmois folgend, bleiben sie jedoch bei der Dar
stellung der von mir bis ZUlU Jahre 1923 vertretenen Ansichten stehen und 
beriicksichtigen die spateren und meines Erachtens technisch und methodo
logisch bedeutend fortgeschrittenen Untersuchungen der Jahre 1926, 1927 
und 1929 nicht mehr [vgl. z. B. Biometrika, Vol. XVIII (1926) und Vol. XIX 
(1927), femer die bereits zitierte "Korrelationsrechnung in der Konjunktur
forschung"]. Hierdurch kommt es auch, da/3 sie eine nicht bis zum Ende 
summierte Formel und, was noch schlimmer ist, eine fehlerhafte Interpretation 
einer anderen Formel noch sieben Jahre nach deren Berichtigung in ihrem 
Lehrbuch mitschleppen . 

. 2 Unter den Monographien, die wichtige Einzelfragen aus dem weiten 
Gebiete der Korrelationstheorie behandeln, mochten wir in erster Linie 
noch die folgenden nennen: Karl Pearson: Notes on the History of Cor
relation, Being a paper read to the Society of Biometricians and Mathe
matical Statisticians, June 14, 1920: Biometrika, Vol. XIII, S.25-45; 
A. A. Tschuprow: The mathematical foundations of the methods to be 
used in statistical investigation of the dependence between two chance 
variables: Nordisk Statistisk Tidskrift, Bd. 10, 1931, H.I-3, S.61-74 
(posthum); V. Romanovsky: Die Verallgemeinerung des Laplaceschen 
Theorems tiber die Wahrscheinlichkeitsgrenze auf den Fall von zwei ab
hangigen Ereignissen: Acta Universitatis Asiae Mediae, Series Va, Mathe
matica, Fasc.l, Taschkent 1929 (russisch); H. E. Soper, A. W. Young, 
B. M. Cave, A. Lee and K. Pearson: On the Distribution of the Correlation 
Coefficient in Small Samples, Appendix II to the Papers of "Student" and 
R. A. Fisher: A cooperative study: Biometrika XI, S.328-413; Paul 
R. Rider: On the Distribution of the Correlation Coefficient in Small Samples: 
Biometrika, Vol. XXIV, S.382-403; Seimatsu Narumi: On the general 
forms of bivariate frequency distributions which are mathematically possible 
when regression and variation are subjected to limiting conditions: Bio
metrika, Vol. XV, S.77-88, 208-221; Karl Pearson: Notes on skew 
frequency surfaces: Biometrika, Vol. XV, S. 222-230; derselbe: On non
skew frequency surfaces: ibidem, S.231-244; St. Kolodziejczyk: Sur 
l'extremum de la parabole de regression: Revue trimestrielle de Statistique 
publ. par l'office central de Statistique de 10. republ. Polonaise, Annee 1933, 
T. X, Fasc. 2-3 (polnisch mit franzosischer Zusammeufassung); Karl Pear
son: On the Correction necessary for the correlation ratio 1]: Biometrika, 
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2. Die reprasentative Methode. 
Wir haben im § 3 der Einleitung (S.12£.) bereits £estgestellt, daB 

ein sehr groBer Teil der modernen statistischen Daten keinen erschop£en
den Charakter besitzt und mehr oder weniger "reprasentativ" ist, d. h. 
auf Stichproben oder iiberhaupt auf Teilerhebungen beruht.1 Ferner 

Vol. XIV, S. 412-417; T. L. Woo: Tables for ascertaining the significance 
of association measured by the correlation ratio: Biometrika, Vol. XXI, 
S. 1-66; Harold Hotelling: The Distribution of Correlation Ratios cal
culated from random data: Proc. of the Nat. Academy of Sciences, Vol. 11, 
Nr.lO, S.657-662, 1925; John Wishart: A Note on the Distribution of 
the Correlation Ratio: Biometrika, Vol. XXIV, S. 441-456; R. C. Geary: 
Some properties of correlation and regression in a limited universe: Metron, 
Vol. VII, Nr. 1, S.83-119, 1927; R. Frisch: Correlation and scatter in 
statistical variables: Nordic Statistical Journal, Vol. I, S.36-102; R. A. 
Fisher: The goodness of fit of regression formulae and the distribution of 
regression coefficients: Journ. of the Roy. Stat. Soc., Vol. LXXXV, S.597 
bis 612, 1922; V. Romanovsky: On the distribution of the regression 
coefficient in Samples from normal population: Bull. de I'Acad. des Sciences 
de I'U. R. S. S., S.643-648, 1926; derselbe: Sulle regressioni multiple: 
Giornale dell'Inst. Ital. degli Attuari, Anno II, n.2, 1931; Karl Pearson: 
On some Novel Properties of Partial and Multiple Correlation Coefficients 
in a Universe of Manifold Characteristics: Biometrika, Vol. XI, S.231-238; 
John Wishart: The Mean and Second Moment Coefficient of the Multiple 
Correlation Coefficient, in Samples from a Normal Population: Biometrika, 
Vol. XXII, S.353; Appendix hierzu: ibidem, S.362-367; R. A. Fisher: 
The General Sampling Distribution of the Multiple Correlation Coefficient: 
Proc. of the Roy. Soc., A., Vol. 121, 1928; derselbe: The distribution of 
the partial correlation coefficients: Metron, Vol. III, N r. 3-4, 1924; Tsutomu 
Kondo: On the Standard Error of the Mean Square Contingency: Bio
metrika, Vol. XXI, S.376-430; Karl Pearson: On the General Theory 
of Multiple Contingency with Special Reference to Partial Contingency, 
Biometrika, Vol. XI, S. 145-158; J. F. Steffensen: On Certain Measures 
of Dependence between Statistical Variables: Biometrika, Vol. XXVI, 
S.251-255, 1934; Karl Pearson: Remarks on Prof. Steffensen's Measure 
of Contingency: Biometrika, Vol. XXVI, S.255-260; Simon Kuznets: 
Random Events and cyclical Oscillations: Journ. Amer. Stat. Assoc., 
Vol. XXIV, S.258-275, 1929 (mit Berufung auf E. Slutsky); V. Roma
novsky: Sur la loi sinusoidale limite: Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, Tomo LVI, 1932; derselbe: Sur une generalisation de la loi 
sinusoi'dale limite: ibidem, Tomo LVII, 1933. 

1 In meinem Aufsatz "De la methode representative et son application 
a l'elaboration des maMriaux obtenus par Ie recensement des exploitations 
agricoles effectue Ie 31. XII. 1926" (bulg. mit franzos. Resume), der in den 
"Vierteljahrsheften der Generaldirektion der Stat." (1. Jg., H. II-III, S. 109 
bis 152, Sofia 1929) erschienen ist, wies ich auf diese Tatsache hin und 
kniipfte daran einige AusfUhrungen, die nachweisen sollten, da13 nicht selten 
die reprasentative Methode, obgleich sie nur ein Surrogat der er
schopfenden Beobachtung ist und bleibt, dennoch neben dieser 
bestehen kann. Zu meinem gro13en Erstaunen ersehe ich jetzt aus den 
neuesten Arbeiten von Prof. Dr. R. Meerwarth (vgl. z. B. seine sehr 

19* 
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haben wir auch darauf hingewiesen, daB eine .... der wichtigsten Aufgaben 
der statistischen Theorie darin besteht, Mittel anzugeben, wie man von 
den Charakteristiken der tatsachlich gegebenen Gesamtheiten zu den 
Charakteristiken der betreffenden Gesamtheiten hoherer Ordnung vor
qringen kann. Diesem Problem des Riickschlusses wurde in unserer 
Darstellung bereits so viel Aufmerksamkeit geschenkt, daB es fast iiber
fliissig erscheint, hier nochmals zu ihm zuriickzukehren. Dies geschieht auch 
nur deshalb, weil wir bisher eine sehr wichtige praktische Frage unberiick
sichtigt gelassen haben, die Frage namlich, wie die Technik der Entnahme 
der Elemente fiir dieStichprobe gestaltet werden muB, damitdasEndresultat 
mit einem moglichst geringen Schatzungsfehler behaftet werde. 

Es gibt in dieser Hinsicht bekanntlich zwei Moglichkeiten: 1. entweder 
man verfahrt nach dem Prinzip der zufalligen Auswahl, oder 2. man trifft 
eine bewuBte, iiberlegte oder systematische Auswahl. 

1m ersten Falle ordnet man die Stichprobenentnahme so an, daB 
diese einer Kugelziehung aus geschlossenen und gut durchschiittelten 
Urnen gleichkommt und also die Anwendung der entsprechenden wahr
scheinlichkeitstheoretisch fundierlen FormeIn direkt zulaBt. Diese For
meIn finden sich in reichlicher Auswahl (aber nur fiir die einfacheren 
FaIle) im § II des I. Kap. und in den §§ 2 bis 8 des III. Kap. Die kom
plizierteren Probleme und insbesondere die Probleme, zu deren Losung 
man den Korrelationskoeffizienten heranziehen muB, konnen an Hand 
jener FormeIn gemeistert werden, die sich in dem bis heute noch maB
gebenden Bericht von Prof. A. L. Bowley an die romische Session des 

beachtlichen Aufsatze: ,;tiber die reprasentative Methode" im 72. Jg. der 
Zeitschr. d. Preu13. Stat. Landesamts, S. 352-412, "Von dem Nutzen und 
den Grenzen der Statistik", daselbst S. 27-78, und schlieJ3lich "Beitrage 
zur reprasent. Methode" in der "Revue de l'Inst. Internat. de Stat.", 
2. Annee, Livr. 4, S. 374, La Haye 1934), daJ3 er mir geradezu eine "Gering
schatzung der Vollerhebungen" vorwirft. Wie es scheint, ist Prof. Me e r -
war t h durch eine schlechte tibersetzung meines bulgarischen Aufsatzes irre
gefiihrt worden. Dieselbe tibersetzung hat iibrigens auch manchen Febler in der 
Doktordissertation von F. Huh 1 e "Erkenntniskritische Untersuchungen 
iiber die repras. Methode", Leipzig 1933, hervorgerufen. lch mochte 
Prof. Meerwarth gegeniiber nur ganz kurz feststellen, 1. daJ3 ich die 
Vollerhebungen in den meisten Fallen fiir viel sicherer und genauer als die 
besten Teilerhebungen halte und 2. daJ3 ich mich immer mit voller Kraft 
dafiir eingesetzt habe, daJ3 die Stichprobenerhebungen gut organisiert und 
sehr vorsichtig durchgefiibrt werden. Freilich gelten hierbei fiir mich 
auch die folgenden zwei Axiome: 1. Es hat keinen praktischen Zweck, ein 
Fuder Heu mit Hille einer chemischen Prazisionswaage abwiegen zu wollen, 
und 2. es hilit nichts, wenn man eine Entfernung zwischen zwei Stadten 
ungefahr in Tausenden von Schritten abschatzt und darauf zum Resultate 
die Dicke der Stadttore in Millimetern addiert. Zu S. 364 des 1. Aufsatzes von 
Meerwarth sei noch bemerkt, daJ3 die kurze Darstellung der Rede 
T s c h u pro w s in der Rom. Tagung des Int. Stat. Inst. erst nach seinem 
Tode vom Sekretariat derselben verfaJ3t sein mu13. 

2 A. L. Bowley: Measurement of the Precision Attained in Sampling, 
Bulletin de l'Institut Internat. de Statistique, Vol. XXII, 1 ere Livraison. 
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Internationalen Statistischen Instituts (1925) vorfinden,2 und ferner an 
Hand der klassischen Arbeit von Prof. A. A. Tschuprow: "On the Ma
thematical Expectation of the Moments of Frequency Distribution in 
the Case of Correlated Observations" ("Metron", Vol. II, Nr. 3 und 4, 
1923). Es stellt sich hemus, daB es vorteilhaft ist, die Gesamtheit hOherer 
Ordnung in homogenere Teilgesamtheiten zu zerlegen und hierauf die Ent
nahme der Stichproben aus jeder Teilgesamtheit gesondert vorzunehmen. 
Sehr beachtenswerteldeen zu diesem Verfahren enthiilt das neue Referat von 
J. N eyman,1 welches wir ebenfalls schon an anderer Stelle erwahnt haben. 

1m zweiten FaIle, d. h. bei der bewuBten Auswahl, sucht man 
eine solche Kombination von typischen Elementen aus der Gesamtheit 
herauszuholen, daB die fiir sie gebildeten Durchschnitte, Momente, 
Korrelationskoeffizienten und anderen statistischen Parameter mit den 
ihnen entsprechenden MaBzahlen der Gesamtheit hoherer Ordnung 
nach Moglichkeit iibereinstimmen. Die Aussonderung der typischen 
Vertreter aus jener Gesamtheit ist kaum von einer gewissen Willkiir des 
Forschers zu trennen, und daher befindet man sich hier stets 
auf einem etwas unsicheren Boden. Es gibt aber immerhin 
FaIle, wo das Bediirfnis nach moglichst schnellen und billigen Ergebnissen 
diese Methode als das kleinere Dbel erscheinen laBt, insbesondere 
wenn man hierbei von jenen "Kontrollen" Gebrauch macht, die im soeben 
zitierten Bericht von Bowley oder bei Jensen beschrieben werden2 

und die ebenfalls eine Anwendung gewisser wahrscheinlichkeitstheo
retischer Formeln zulassen. Die Grundidee ist recht einfach und kann 
an folgendem kleinen Beispiel erlautert werden. Unsere Aufgabe bestehe 
darin, die durchschnittliche Lange des rechten Armes bei einer gegebenen 
groBeren Gruppe Menschen, z. B. bei einem Regiment oder bei einem 
Universitatskollegium, zu bestimmen. Bei einer zufallig auszuwahlenden 
Stichprobe wiirden die Elemente etwa durch Lose oder durch eine andere 
ebenso mechanische Methode ausgesondert werden. Sollte es jedoch im 
voraus bekannt sein, daB das arithmetische Mittel der linken Arm
langen fiir die gegebene Gruppe etwa 70 em ausmacht, so konnte man 
auf den Gedanken verfallen, nur solche Personen auszusondern, deren 
linker Arm ungefahr das angegebene MaB besitzt. Da die Langen beide:r; 
Arme bei einem normalen Menschen beinahe gleich sind, so erscheint 
es ganz plausibel, daB die so entstandene Auswahl ein genaueres arith
metisches Mittel fiir die rechte Armlange ergeben wiirde als im FaIle 

(Dieser Band enthalt auch zwei weitere bemerkenswerte Beitrage von 
Jensen.) Kleinere Ungenauigkeiten in einzelnen Bowleyschen Formeln, 
die davon herriihren, daB die Korrelationskoeffizienten fiir die Gesamtheiten 
verschiedener Ordnung nicht immer scharf genug auseinandergehalten 
werden, fallen bei praktischen Anwendungen kaum ins Gewicht. 

1 J. Neyman: On the two Different Aspects of the Representative 
Method: The Method of stratified Sampling and the Method of Purposive 
Selection: J ourn. of the Royal Stat. Society, Vol. XCVII, S. 558-625, 1934. 

2 V gl. Adolph J ens en: Purposive Selection: Journal of the Royal Sta
tistical Society, Vol. XCI, S. 541-547, 1928. 
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einer rein zufalligen Stichprobe. Es ist ferner einleuchtend, daB das 
Resultat im Durchschnitt desto besser ausfallen wird, je enger die un
bekannte Variable (rechte .A.rmJ.ange) mit der gegebenen Kontroll
variablen (linke Armliinge) verbunden ist, d. h. einen je hOheren Wert 
der Korrelationskoeffizient fiir beide annjmmt. In der Praxis benutzt 
man nicht eine, sondern mehrere Kontrollen und verbindet die bewuBte 
Auswahl auch mit einer vorhergehenden Einteilung der Gesamtheit 
hOherer Ordnung in homogenere Teilgesamtheiten. Ein lehrreiches Beispiel 
fUr die Anwendung dieser Methode bietet die etwa vor einem Jahr in 
Bulgarien durchgefiihrte "Landwirtschaftliche Enquete".l Die erste 
Aufgabe hierbei war, eine gewisse Anzahl aus den vorhandenen 5000 bul
garischen Dorfern derart zu wahlen, daB die fiir die ersteren gewonnenen 
arithmetischen Durchschnitte jenen der letzteren moglichst nahekamen. 
Den Ausgangspunkt fiir die Auswahl bildeten die Ergebnisse der land
wirtschaftlichen Betriebszahlung vom 1. Januar 1927. Die Erhebung 
sollte im Laufe von nur einem einzigen Friihlingsmonat durchgefiihrt 
werden, wobei fiir jeden Bauern ein auBerordentlich ausfiihrlicher Frage
bogen ausgefiillt werden muBte, der auch eine Reihe von Fragen iiber 
die Haushaltausgaben des verflossenen landwirtschaftlichen Jahres 
enthielt. Unter Beriicksichtigung der verfiigbaren entsprechend ge
schulten Krafte, der kurzen Frist, der ungiinstigen Jahresz,eit und der 
bescheidenen Geldmittel, die auf die Enquete verwandt werden konnten, 
ergab es sich, daB die Anzahl der zu bearbeitenden Dorfer die Zahl 100 und 
die Menge der Betriebe die Zahl 20000 keineswegs iibersteigen durfte. 
Dies war, wie die Rechnung zeigte, fUr eine zufallige Auswahl viel zu 
wenig, und man entschloB sich daher, den anderen Weg zu beschreiten, 
hierbei aber die Auswahl der Dorfer besonders sorgfaltig und mit An
wendung verschiedener Kontrollen zu treffen. Es wurde damit begonnen, 
aus der Gesamtliste solche Dorfer auszuwahlen, in welchen eine spezielle 
Form der Landwirtschaft vorherrschend ist: Tabakbau, Rosenbau, 
Reisbau, Weinbau, Seidenzucht, Viehzucht usw. Auf diese Weise wurden 
13 Gruppen mit insgesamt zirko. 1000 Dorfern gebildet. Die iibrigen 
4000 Dorfer wurden in fiim klimatische Gebiete eingeteilt, wobei in jedem 

1 Die Ergebnisse dieser Enquete sollten eigentlich bereits im Herbste 1934 
voll vorliegen. Gewisse Umstande, die ganz au13erhalb des Be
reiches der Enquete und ihrer Organisation lagen, haben es 
jedoch bewirkt, da13 die endgilltige Aufarbeitung sehr verzogert wurde. 
Bis Mitte 1935konnte nur die erste Hiilfte der Tabellen durch die General
direktion d,er Statistik veroffentlicht werden, die zweite (und interessantere) 
Halfte wird kaum vor Ende des Jahres 1935 erscheinen. Ein Teil der unver
offentlichten Ergebnisse wird aber bereits als (einzige) Unterlage fUr ver
schiedene wirtschaftspolitische Mal3nahmen der Regierung ausgenutzt. 
Trotz allen ganz unvoraussehbaren Hemmungen ist dennoch bisher die 
Aufarbeitung der reprasentativen Ergebnisse immer unvergleichlich schneller 
vonstatten gegangen, als es bei Vollzahlungen in Bulgarien sonst zu geschehen 
pflegt. So ist z. B. die Publikation der Vollergebnisse der landwirtschaftlichen 
Betriebszahlung von 1927 noch bis heute nicht abgeschlossen, wahrend ihre 
reprasentative Aufarbeitung bereits seit sechs J ahren fertig gedruckt vorliegt. 
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Gebiet noch drei Gruppen je nach der Hohenlage (in den Bergen, am FuBe 
der Berge und in der Ebene gelegen) unterschieden WiIrden. Aus jeder der so 
entstandenen 13 + 15 = 28 Gruppen wurde dann eine gewisse Anzahl von 
DBrfern derart ausgewahlt, daB sie etwa ein fiinfzigstel aner landwirt
schaftlichen Betriebe der Gruppe enthielt, wobei letztere in der Auswahl 
ihrerseits (fiir das Jahr 1927) ungefahr dieselbe GrBBenverteilung in 
15 Stufen aufwiesen wie jene Teilgesamtheit, aus welcher sie entnommen 
wurden. Die getroffene Auswahl wurde dann an Hand von Vergleichen 
gepriift, die die arithmetischen Durchschnitte fiir ane iiberhaupt bei der 
Betriebszahlung von 1927 aufgenommenen Merkmalsgruppen betrafen, 
deren Zahl im ganzen 19 betrug. Nach einer Reihe von Korrektionen, 
welche auBerdem den Zweck verfolgten, die ausgewahlten Dorfer moglichst 
gleichmaBig iiber das ganze Land zu verteilen, wurde schlieBlich erreicht, 
daB zum mindesten in 18 Richtungen von 19 die Ubereinstimmung als 
ganz befriedigend angesehen werden konnte (die einzige Ausnahme betraf 
die Flii.che der kiinstlichen Wiesen, welche iibrigens in der bulgarischen 
Landwirtschaft eine ganz untergeordnete Rolle spielen). Die Ergebnisse 
dieser Kontrolluntersuchungen wurden in Nr.8 des "Bulletin de Sta
tistique" der bulgarischen statistischen Generaldirektion (1934) ziemlich 
ausfiihrlich dargestellt. Es stellte sich hierbei heraus, daB die mittlere 
GroBe eines landwirtschaftlichen Betriebes fiir die ausgewahlten 
100 Dorfer am 1. Januar 1927 6,28 ha ergab, wahrend sie fiir alle 5000 
Dorfer am selben Tage 6,09 ha betrug - ein Unterschied von nur rund 
3%.1 

Die prozentuale Verteilung der Betriebe nach ihrer GroBe stellte 
sich hierbei wie folgt dar (siehe Tabelle S. 296). 

Die Ubereinstimmung wurde als vollkommen befriedigend angesehen. 
Jedes der auf diese Weise ausgewahlten 100 Dorfer wurde darauf von 
einer speziellen Enquetekommission besucht, alle Einwohner desselben 
g!3nau ausgefragt und die betreffenden FragebBgen genau ausgefiillt. 
Dber jede zehnte Bauernwirtschaft wurde auBerdem noch eine zusatzliche 
ausfiihrliche Aufnahme gemacht, die nach Moglichkeit alle Wirtschafts
und Haushaltausgaben im Laufe des verflossenen landwirtschaftlichen 
Jahres erfassen sollte. Die Daten wurden in einer Art Bffentlichen Kreuz
verhors festgestellt - etwa nach dem Vorbilde der alten russischen 
Zemstwo -Erhebungen. 

Hinsichtlich der allgemeinen Organisationslinien der bulgarischen 
landwirtschaftlichen Enquete entstand zwischen Dr. J. Neyman und 
mir ein Meinungsaustausch, der vielleicht ein allgemeineres Interesse 
beanspruchen diirfte. Dr. Neyman formulierte seine Ansicht wie folgt 
(vgl. 1. c., S. 588): "There is only one detail in this enquiry which I am 
not certain is justifiable. When selecting the villages from single strata 
special attention was paid to selecting villages which according to the 

1 Ware man nur von einer einzigen Kontrolle ausgegangen und hatte man 
die gleichmiiJ3ige Verteilung der Dorfer nicht angestrebt, so ware es ein leichtes 
gewesen, diese Ubereinstimmung noch viel genauer zu machen. 
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GroBe der 
Prozentnale verteUUDg der 

Betr1ebe am 1. I. 1927 
Betriebe In Dlfferenz 
Hektaren Nachder I Nach der 

VollzliblUDg Stlchprobe 

I 
0-1 7,3 7,5 -0,2 
1-2 11,8 11,6 +0,2 
2-3 12,3 12,6 -0,3 
3-4 11,6 11,8 -0,2 
4-5 10,4 10,8 -0,4 
5-6 8,7 8,4 - +0,3 
6-7 7,2 7,3 -0,1 
7-8 5,8 5,7 +0,1 
8-9 4,8 4,6 +0,2 
9-10 3,8 3,6 +0,2 

10-15 10,3 9,8 +0,5 
15-20 3,5 3,5 0,0 
20-30 1,9 2,1 -0,2 
30-40 0,4 0,4 0,0 
40-50 0,1 0,2 -0,1 
50-100 0,1 0,1 0,0 

100-200 0,0 0,0 0,0 
200-300 0,0 0,0 0,0 
300-400 0,0 

I 
0,0 0,0 

400-500 0,0 0,0 0,0 
500undmehr 0,0 0,0 0,0 

Zusammen .•. 1 100,0 100,0 0,0 

last General Census in 1926/27 showed a distribution of different charac
ters of farms, similar to that in the whole stratum. I think that the varia
bility of farms and villages is also a character of their population which 
may be of interest. This character, however, if the efforts of Bulgarian 
investigators were successfull, would be biassed in the sample." In der 
hierauf folgenden Diskussion (1. c., S.621-622) prazisierte Dr. Ney
man seinen Standpunkt darin, er konne nicht zugeben, daB "the accuracy 
of an unbiassed estimate will be increased if we purposely select indi
viduals with the length of the left arm approximately equal to its average" 
(S. 622). Die Losung der Frage folge direkt aus zwei Formeln, die bereits 
in verschiedenen Lehrbiichern (wie etwa bei M. Ezekiel oder R. A. 
Fisher) dargelegt worden sind und die man auf folgende Gestalt bringen 
kann: 

y' = y + a(X-x), ) 
a 2 1-r2 X_iij2 

#'2 =..---!L~_~(I+ ( a,i) ) (ibidem, Anmerkung). 
(1) 

Hierbei bedeuten x und y die arithmetischen Mittel der beiden Variablen 
in der Stichprobe, {111J2 und {1,,l die zweiten Momente um das arithmetische 
Mittel ebenfalls fiir die Stichprobe, X das als gegeben betrachtete arith-
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metische Mittel fiir die Kontrollvariable x in der Gesamtheit hoherer 
Ordnung (mit anderen Worten: Ex); Y' unsere Schatzung des 
arithmetischen Mittels fiir die andere Variable in der Gesamtheit hoherer 
Ordnung, ",' a unsere Schatzung des zweiten Moments der Variablen y 
um die mathematische Erwartung in der Gesamtheit hoherer Ordnung; 
a den Regressionskoeffizienten von y nach x in der Stichprobe und r 
den empirischen Korrelationskoeffizienten von x und y, ebenfalls in der 
Stichprobe. Da nun, nach Neyman, die Differenz X-x "practically 
never zero" ist, so wird die Genauigkeit unserer Abschatzung Y' dann 
am groBten, und folglich der Ausdruck "'2' dann am kleinsten, wenn (1",2 

moglichst groB genommen wird. "In order to do so, it is necessary to 
include in the sample individuals both with very large values of x and 
with very small ones", also konkret gesprochen: die Stichprobe sollte 
aus Personen mit sehr langen und sehr kurzen linken Armen bestehen 
und nicht aus solchen, deren linke Armlangen moglichst nahe bei 
ihrem gemeinsamen arithmetischen Mittel liegen. Demgegenuber mochte 
ich zuallererst bemerken, daB die Neymansche Formel auf den Fall 
abgestellt ist, wo an Hand einer Stichprobe der Korrelations- oder der Re
gressionskoeffizient abgeschatzt werden soli. Es ist ohne weiteres 
zuzugeben, daB fur die Bestimmung dieser MaBzahlen die 
Anwendung gerade des geschilderten Systems der bewuBten 
Auswahl der Stichprobe ganz unangebracht ist. Es genugt, 
darauf hinzuweisen, daB vom geometrischen Standpunkte aus der Re
gressionskoeffizient, den wir gewohnlich mit b1 bezeichnen, in der linearen 
Gleichung E(i) y = b1 Xi die Tangente des N eigungswinkels darstellt, den 
die Gerade zur Abszissenachse x bildet: jedermann kann sich leicht 
vorstellen, daB eine Gerade leichter und genauer durch zwei Punkte 
gezogen werden kann, die auf dem Papier weit voneinander liegen, und 
daB daher in die Stichprobe solche y einbezogen werden mussen, deren 
Werte nicht eng um einen einzigen Punkt Ey gelagert sind, sondern stark 
voneinander abweichen. Aber die eingangs gestellte Frage war einzig 
und allein: die beste Annaherung an das arithmetische Mittel 
Y =E Y zu finden, und fur diesen Fall bildet die N eymansche Formel 
nur eine ganz uberflussige Komplikation, um so mehr, als erstens bei 
einem groBen (1", gewohnlich auch x starker von X =Ex abweichen wird 
und es zweitens praktisch sehr wohl moglich ist, durch bewuBte Auswahl 
x sehr nahe an X heranzubringen. So finden wir, um ein kleines Beispiel 
zu geben, auf S.588 des Neymanschen Vortrages eine Tabelle, die in 
zwei Kolumnen die folgenden 26 Zahlen enthalt: 

148, 199, 178, 122, 82, 67, 58, 49, 39, 28, 18, 9, 4, 

141, 213, 176, 130, 85, 69, 54, 44, 34, 23, 19, 7, 4. 

Die Summe dieser 26 Zahlen ist genau gleich 2000, so daB fur arith

metisches Mittel auf 2~~O = 76,92 zu stehen kommt. Unsere Aufgabe 

bestehe nun darin, aus obiger Zahlenreihe eine Stichprobe von zehn 
Elementen derart zu entnehmen, daB diese 1. moglichst nahe bei 76,92 
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liegen und 2. ein arithmetisches Mittel ergeben, welches moglichst nahe 
an 76,92 herankommt. Wir verfahren wie folgt: als erstes greifen wir aus 
unserer Gesamtheit jene achtZahlen heraus, welche zu 76,92 am nachsten 
sind. Dies sind offenbar die Zahlen: 122, 82, 67, 58 in der oberen Reihe, 
130, 85, 69 und 54 in der unteren. Ihre Summe betragt 667, wahrend die 
Summe aller zehn Elemente der Stichprobe 76,92 X 10--769 ergeben 
muBte. Es verbleibt also fUr die Summe der restlichen zwei Zahlen der 
Stichprobe: 769-667=102, wahrend die Summe der nachstliegenden 
zwei kleineren Zahlen nur 49 + 44 = 93, oder um 9 weniger betragt. 
Somit muB in den bereits gewahlten acht Zahlen ein Element durch ein 
anderes, um zirka 9 groBeres, ersetzt werden. Bei DUl:chsicht der 
Reihe ergibt sich sofort, daB der beste Weg darin besteht, in der Stich
probe 130 durch 141 zu ersetzen. Und hierdurch kommen wir zu folgender 
endgiiltigen Auswahl: 122, 82, 67, 58, 49, 141, 85, 69, 54, 44. Das arith
metische Mittel dieser Stichprobe ist gleich 77,1, wahrend sie 76,92 er
geben muBte. Die Differenz betragt nur 0,23% der letzteren Zahl, und die 
ganze Prozedur hat ungefahr zehn Minuten gedauert! J e groBer der Umfang 
der Stichprobe, desto leichter ist es im allgemeinen, durch bewuBteAuswahl 
fUr die "Kontrolle" das ideale Resultat x =Ex nahezu zu erreichen. 

Insofern es sich nur darum handelt, aus der Stichprobe eine moglichst 
gute Annaherung an das betreffende arithmetische Mittel der Gesamtheit 
hoherer Ordnung zu bestimmen, konnen die Neymanschen Formeln 
durch ein viel einfacheres System ersetzt werden. 

Es sei eine Gesamtheit vom Umfange N gegeben, bei welcher jedes 
Element die Merkmale x und Y besitzt. Es sei ferner, fUr ein beliebiges i, 
Xi mit Yi durch eine lineare Korrelation verbunden, so daB 

Yi=b1Xi + ei" . . . . . . . . .. (2) 

wobei b1 eine Konstante und Xi und ei gegenseitig stochastisch unabhangig 
sind; hieraus folgt, daB 

EXiei=Ex. Ee. . . . . . . . . .. (3) 

Der Gesamtheit werden einmal "zufallig" und ein anderes Mal "bewuBt" 
Stichproben vom Umfange n entnommen. Die Frage, welche von beiden 
Methoden eine bessere Annaherung des arithmetischen Mittels von Y an 
die mathematische Erwartung Ey ergebe, wird dadurch entschieden, in 
welchem FaIle die Streuung des Mittels um Ey kleiner ist. Wenn wir das 
arithmetische Mittel im FaIle einer zufalligen Auswahl, wie gew6hnlich, 
durch y bezeichnen, fUr die bewuBte Auswahl aber das Symbol y wahlen, 
so wird die betreffende Streuung fur den ersten Fall durch 

E(Y-Ey)2. . . . . . . . . . . (4) 

gegeben. Der Ausdruck (4) kann mit Rucksicht auf (2) und (3) folgender
maBen umgeformt werden: 

E (y -E y)2 =E (b1 x + e-b1E x-E e)2 =E {b1 (x-E x) + (e-E e)}2 = 
=b12E (x-E x)2+E (e-Ee)2+2 b1E (x-E x) E (e-Ee) = 
=b12E(x-Ex)2+E(e-Ee)2. . . . . . . . . . . . . . (5) 
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Was die bewuBte Auswahl anbetriHt, so sei angenommen, daB nur solche 
Elemente in die Stichprobe genommen werden, fUr welche das System 
besteht: 

Ex-'YJ < Xi < Ex+'YJ,' . . . . . . .. (6) 

wobei der Punkt iiber dem x andeuten solI, daB Xi nicht gleich Xt zu sein 
braucht, und 'YJ eine kleine positive Zahl ist. Bezeichnet man das arith
metische Mittel der x in diesem Falle durch x und das der e durch e, so 
folgt aus (6), daB ffir x die Ungleichungen bestehen: 

-'YJ < (x-Ex) < +'YJ' . . . . . . .. (7) 

Und aus (7) folgt seinerseits, daB 

0:::;; (X-EX)2 < 'YJ2 .. (7a) 

Die Streuung von 11 ist offenbar durch die Formel 

~(y_Ey)2=~{bdx-Ex)+(e-Ee)}2 .... (8) 

gegeben, wobei das Symbol ~ an Stelle von E tritt und andeutet, daB 
in diesem Falle die Gesamtheit der y, ffir welche man den Mittelwert 
bestimmt, nur aus allen jenen 11 besteht, die man iiberhaupt unter Ein
haltung der Bedingungen (6) bilden kann. Da aber nach wie vor e von x
stochastisch unabhangig bleibt und man auBeJ,'dem 

~ ('8 - E e)h =E (e-E e)h. . . . . . . .. (9) 

setzen kann, so folgt aus (8) unmittelbar: 

~(y_Ey)2=b12~ (X-EX)2+E (e-Ee)2, 

und mit Riicksicht auf die Ungleichungen (7a) ergibt sich ferner: 

~ (y_Ey)2 < b12'YJ2+E (e-Ee)2.. . . . . .. (10) 

Vergleicht man (10) mit (5), so kommt man sofort zum SchluB, daB, 
solange die Ungleichung besteht: 

'Y}2 < E (x -E X)2, . . . . . . . .. (11) 
auch unbedingt 

~ (y_Ey)2 < E Fii-Ey)2 

sein muB und folglich die bewuBte Auswahl im Durchschnitt eine bessere 
Annaherung von y an E y ergeben wird als eine zufii.llige Stichprobe 
es ffir die Differenz 'if - E y bewirken konnte. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB, falls man aus der Stich probe auch 
Regressions- oder Korrelationskoeffizienten u. dgl. ffir die Gesamtheit 
hOherer Ordnung errechnen will, nichts daran hindert, unter Beibehal
tung der Beziehung 

x~Ex 

solche Elemente in die Stichprobe zu wahlen, die ein geniigend groBes 
(JaJ2 in (1) ergeben. Und wenn die Gesamtheit hOher.er Ordnung in homo
genere Teilgesamtheiten zerlegt ist, wie es im bulgarischen Beispiel 
der Fall war, so ergibt sich dieses Resultat zum Teile von selbst. 
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Um sich kurz zu fassen: die bewuBte Auswahl bleibt bei Stichproben
erhebungen immerhin ein etwas gewagtes Unternehmen, da sie die Willkiir 
des Forschers nicht ganz ausschlieBt und zu ihrer Durchfiihrung einer 
auBerordentlich sorgfaItigen Vorbereitung, gepaart mit griindlicher 
O:rts- und Sachkenntnis, bedarf, doch gibt es ohne Zweifel FaIle, wo sie 
dennoch geboten ist und sogar zu besseren Resultaten alB die zufallige 
Auswahl fiihren kann.1 

3. Untersuchung der zeitlichen und raumlichen Stabilitat der 
Gesamtheiten hoherer Ordnung. 

Bei der Darstellung verschiedener mathematisch-statistischer Me
thoden - in bezug sowohl auf den direkten als auch auf den umgekehrten 
SchluB - haben wir bisher durchwegs angenommen, daB den Daten immer 
nur eine konstant zusammengesetzte Gesamtheit hoherer 
Ordnung zugrunde liegt, der eben verschiedene Stichproben entnommen 
werden. Nur im § 5 der Einleitung (S.27) haben wir darauf hingewiesen, 
daB eine der Aufgaben der statistischen Methodik auch darin be
stehen kann, die raumliche und zeitliche Stabilitat der Gesamtheiten 
hoherer Ordnungen und ihrer statistischen Parameter zu untersuchen; 
und zum Schlusse des 3. Kap. wurde auBerdem erwahnt, daB in diesem 
FaIle zwei verschiedene Einstellungen moglich sind: entweder man unter
sucht, ob die Hypothese, die Gesamtheit sei stabil, noch aufrechterhalten 
werden konne, oder umgekehrt, man stellt fest, ob es noch notwendig ist, 
die Gesamtheit als stabil anzusehen. In einem FaIle miBt man die Gefahr, 
eine falsche Hypothese aufrechtzuerhalten, im anderen die Gefahr, eine 
richtige Hypothese zu verwerfen. Diese Fragen besitzen eine groBe 
theoretische und praktische Bedeutung. 

An der Methodik derartiger Untersuchungen wird gerade in den letzten 
Jahren viel gearbeitet, wobei die Namen von E. Pearson, J. Neyman 
und V. Romanovsky2 an erster Stelle genannt werden miissen. Das 

1 Abgesehen von den in diesem Paragraphen bereits zitierten Mono
graphien solIte der Leser noch folgende zwei Werke zu Rate ziehen: J. N e y -
man: An Outline of the Theory and Practice of the Representative Method, 
Warszawa 1933 (Institut spraw spolecznych, Nr. 1) (polnisch mit 
einer englischen Zusammenfassung); und Joseph Pepper: 
Studies in the Theory of Sampling: Biometrika, Vol. XXI, S.231-258. 

2 Abgesehen von den oben auf S. 246 aufgezahlten Schriften, mii13te hier 
vor alIem noch die Monographie von V. Romanovsky: On the criteria that 
two given samples belong to the same normal population, Metron, Vol. VII, 
Nr. 3, S. 3-46, 30. VI. 1928, beriicksichtigt werden; ferner etwa: Karl 
Pea r son: On the Difference and the doublet Tests for ascertaining whether 
two samples have been drawn from the same population: Biometrika, 
Vol. XVI, S. 249-252; Stanislaw K o! 0 d z i e j c z y k, La verification de 
l'hypothese sur la constance des probabilites: Annales de la Societe Polonaise 
de Mathematique, T. IX, Cracovie 1930; derselbe, Sur l'erreur de la 
seconde categorie dans Ie probleme de M. Student: Comptes rendus des 
seances de l'Academie des Sciences, T. 197, S.814--816, 1933; P. C. Maha-
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theoretische Riistzeug, welches hier zur Anwendung gelangt, ist mathe
matisch recht "hoch" und daher fUr den Anfanger wenig geeignet, doch 
sollte gerade der deutsche Leser nicht vergessen, daB letzten Endes die 
gauze Problematik hier auf jene Gedankengange zurUckgeht, die in den 
Siebzigerjahren des 19. Jahrhunderts der Gottinger Professor W. Lexis 
im Kampfe gegen A. Quetelet und seine Schule entwickelte. Die 
Lexissche "Theorie der Stabilitat statistischel,' Reihen" sowie sein Diver
genzkoeffizient Q (oder Q2), welche spater von seinen Schiilem, Bortkie
wicz und Tschuprow, ausgebaut wurden, diirften zurzeit ala ziemlich 
iiberholt erscheinen, doch das beeintrachtigt keineswegs ihre auBerordent
lich hohe Bedeutung fUr die Geschichte der theoretischen Statistik. Auf 
den Arbeiten von Lexis und Bortkiewicz fuBt eine gauze Generation 
von Statistikern, und ohne die bahnbl,'echenden methodologiSchen 
Untersuchungen dieser beiden Gelehrten ware die heutige Entwicklung 
der statistischen Theorie kaum moglich.1 

Wenn wir uns speziell jenen Gesamtheiten zuwenden, die "in der 
Zeit" beobachtet werden und sog. Zeitreihen ergeben, so bemerken 
wir, daB ihre charakteristische Eigenschaft darin besteht, daB die Daten 
der Beobachtung eine sozusagen eindimensionale Entwicklungslinie er
geben; diese Zahlen folgen in der Zeit eindeutig eine der anderen, und die 
Reihenanordnung ihrer "Urliste" ist daher durchaus nicht zufallig. An 
einer anderen Stelle haben wir ihnen gegeniiber bereits den Vergleich 
mit einem kinematographischen Filmband gebraucht, das ohne groBeren 
Verlust an Erkenntnismoglichkeiten nicht in einzelne Bildchen zer
schnitten werden kann. Jedes Reihenglied bezieht sich selbstverstandllch 
auf dieselbe bestimmt umgreuzte Gesamtheit (souat hii.tte die Reihe ja 
iiberhaupt keinen statistischen Sinn!), doch die Gesamtheit selbst er
leidet in der Zeit gewisseAuderungen, die auf die Werte ihrer Parameter 

1 an 0 b i s, Tables for L Tests: Sankhya, The Indian J oumal of Statistics, 
Vol. 1, Part 1, S. 109-122, Calcutta 1933. 

1 Wo die "Theorie der Stabilitiit statistischer Reihen" am Anfang des 
20. Jahrhunderts stand, ist am besten aus den ,,Abhandlungen" von 
A. Tschuprow zu ersehen. Wer aber des Russischen nicht mii.chtig ist, 
mage zu den "Kritischen Betrachtungen zur theoretischen Statistik" von 
Bortkiewicz greifen (Jahrbiicher fiir Nationalak. u. Statistik, Bd. LXIll, 
LXV, LXVI, 1894-96) oder dariiber in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
von C zu b er nachlesen. 

A. Tschuprow war der erste, der na.ch dem Kriege dem Divergenz
koeffizienten Q2 den TodesstoJ3 versetzte; vgl. seine Abhandlungen: "Zur 
Theorie der Stabilitiit statistischer Reihen" (Skandinavisk Aktuarietidskrift 
1918-1919), ,,1st die normale Stabilitiit empirisch nachweisbar? Zur Kritik 
der Lexisschen Dispersionstheorie" (Nordisk statistisk Tidskrift, Bd. 1, 
H. 3-4, 1922) und ,;Ober normal stabile Korrelation" (Skandinavisk Ak
tuarietidskrift, S. 1-17, 1923). VgI. femer: O. Anderson: ,;Ober die An
wendung der Differenzenmethode (,Variate Difference Method') bei Reihen
ausgleichungen, Stabilitiitsuntersuchungen und Korrelationsmessungen II" 
(Biometrika, Vol. XIX, S. 53f£., 1927); und derselbe: "Die Korrelations
rechnung in der Konjunkturforschung" usw., S. 66. 
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entweder einwirken oder nicht. Theoretisch ware es sehr wohl denkbar, 
daB die Gesamtheiten und ihre Parameter sich sprunghaft oder in Zick
zacklinie verandern, doch die Erfahrung lehrt, daB in gewohnlichen 
Zeit en der bei weitem groBte Teil der fiir den Nationalokonomen inter
essanten Gesamtheiten einen "glatten" Verlauf aufweist, d. h. sich nur 
langsam in einer gewissen Richtung entwickelt. Diese Tatsache erklli.rt 
sich einfach daraus, daB die Wirtschaftserscheinungen eben bloB Funk
tionen menschlicher Tatigkeit und des Lebensraumes sind, und die 
Bevolkerung durch Gebutten und TodesfaUe sich nur langsam erneuert. 

Jede einzelne Zahl in einer statistischen Zeitreihe, von seltenen Aus
nahmen abgesehen, kann entweder als eine Stichprobe aus einer Gesamt
heit hoherer Ordnung oder als eil). empirischer Naherungswert eines ihrer 
statistischen Parameter angesehen werden. meraus folgt, daB, wenn 
man ein gewisses Reihenglied mit Xi bezeichnet, dieses fast immer durch 
den Ausdruck: 

Xi = E Xi + ei • • • • • • • • • • (1) 

dargesteUt werden kann. Die Komponente ei ist sozusagen der Beob
achtungsfehler, und E Xi bedeutet, wie immer, die mathematische Er
wartung von Xi' Es wird angenommen, daB die Reihe der E Xi in der 
Regel einen glatteren Verlauf aufweist als jene der Xi' (Der Index bei 
E Xi muB hier beibehalten werden, do. ja einem jeden Reihengliede seine 
eigene mathematische Erwartung entsprechen kann.) 

SoUte jene Gesamtheit hoherer Ordnung, deren Evolution der 
gegebenen Zeitreihe zugrunde liegt, in gewisse Teilgesamtheiten mit 
verschiedenen Eigenschaften zerlegt werden konnen, so kann es wiin
schenswert erscheinen, auch die mathematische Erwartung E Xi in ent
sprechende Teile zu zerlegen. Aus diesem Grundschema ergeben sich 
eben (oder konnen wenigstens hieraus abgeleitet werden) aUe jene ver
schiedenen Reihenzerlegungsmethoden, mit denen zurzeit besonders die 
amerikanischen statistischen Lehrbiicher iiberfiillt sind: Trend- und 
Saisonausschaltung, Aussonderung des Konjunkturzyklus, ferner Reihen
ausgleichung u. dgl. m. Die systematische DarsteUung dieser Methoden 
erfordert viel Raum und muB daher hier iibergangen werden. Die person
liche Ansicht des Verfassers ist iibrigens in zwei Monographien festgelegt, 
die in der Schriftenreihe der Veroffentlichungen der Frankfurter Gesell
schaft fiir Konjunkturforschung erschienen sind.1 Es sei hier nur ganz 

1 Heft 1: Zur Problem.a.tik der empirisch-statistischen Konjunktur
forschung, kritische Betrachtung der Harvard-Methoden. Kurt Schroeder 
VerI. Bonn 1929. - Heft 4: Die Korrelationsrechnung in der Konjunktur
forschung. Ein Beitrag zur Analyse von Zeitreihen. Kurt Schroeder VerI. 
Bonn 1929. Zur Frage der Trendberechnung sind ferner noch zu konsultieren: 
L. Isserlis: Note on Chebysheff's Interpolation Formula: Biometrika XIX, 
S. 87-93; V. Romanovsky: Note on orthogonalising Series of Functions 
and Interpolation: ibidem, S. 93-99: B. Lagunoff: Zur Praxis der Aus
gleichung der statistischen Reihen: Metron, Vol. VI, Nr. 3-4, S. 3-23, 1926; 
Karl J 0 r dan: Berechnung der Trendlinie auf Grund der Theorie der 
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kurz erwahnt, daB auch die gesamte "Differenzenmethode" ("Variate
Difference-Co~elation Method", wie sie K. Pearson getauft hat) aus 
obiger Gleichung (1) abgeleitet werden kann. Eine ausfiihrliche Dar
stellung dieser Methode findet sich in der zweiten aus der Reihe der 
letztgenannten Monographien. Nach dem Dafiirhalten des Verfassers 
konnte seine Methode in weitem AusmaBe an Stelle der iiblichen Reihen
zerlegungsmethoden und femer als Ersatz fUr den Lexisschen Divergens
koeffizienten angewandt werden. Ihr Hauptvorteil besteht darin, daB 
ihre Axiomatik einfach ist und die Einfiihrung von willkiirlichen und 
unbeweisbaren Grundannahmen nicht erfordert.l 

4. Statistische Verfahren zur Feststellung von Kausalbindungen 
zwischen den Elementen verschiedener Gesamtheiten. 

Das Problem der Anwendung statistischer Methoden· auf die Fest
stellung von Kausalbindungen ist als solches - in seiner ganzen Weite 
und Schwierigkeit - eigentlich erst in jiingster Zeit, jedenfalls aber erst 
im 20. Jahrhundert erkannt worden. Den auBeren AnstoB dazu diirfte 
wohl vor allen Dingen die immer weiter fortschreitende "Statistifizierung" 
der theoretischen Physik gegeben haben.2 Die Sozialstatistiker des 
19. Jahrhunderts begniigten sich lange Zeit damit, anzunehmen, die stati
stische Kausalforschung wende einfach die Millschen Induktionsmethoden 
an, und die weit tiefer schiirfenden Ansichten einzelner Theoretiker (wie 
etwa Tschuprows, der seinerzeit wiederum durch Riimelin, Windel
band und RickeJ;t angeregt wurde) konnten sich in der Wissenschaft 
kleinsten Quadrate: Mitteilungen der ungar. Landeskommission fiir Wirt
schaftsstatistik und Konjunkturforschung, Studien Nr. 1, Budapest 1930; 
Paul Lorenz: Der Trend: Sonderheft 21 der Vierteljahrshefte zur Kon
junkturforschung, hgg. von Prof. Wagemann, Berlin 1931; derselbe: Das 
Trendproblem in der Konjunkturforschung: Blatter fiir Versicherungsmathe
matik, hgg. vom Deutschen Verein fiir Versicherungswissenschaft, 2. Bd., 
7. Heft, Berlin 1932; derselbe: Uber Naherungsparabeln hohen Grades 
und ihre Aufgabe in der Konjunkturforschung: Metron, Vol. X, Nr. 4, 
S.61-78, 1933 (in dieser Monographie anerkennt Lorenz die nahe Ver
wandtschaft seiner Methode mit den orthogonalen Funktionen von Tscheby
scheff); de r s e 1 be: Uber das Verfahren von Persons zur Berechnung eines 
Saisonindex: Allgem. Stat. Archiv, 22. Bd., 1932; A. Wald, La nature et 
Ie calcul des variations saisonnieres (Memor. distr. a l'occasion de la confer. 
de Dr. O. Morgenstern pron. Ie 6. V. 935 a l'Inst. Scient. des Rech. 
Econ. et Soc. - Paris). 

1 Zur Differenzenmethode und verwandten Problemen vergl. ferner: Karl 
Pearson and Ethel M. Elderton: On the Variate Difference Method: 
Biometrika, Vol. XIV, 1923; R. A. Fisher: The Influence of rainfall on the 
yield of wheat at Rothamsted: Philosoph. Transactions of the Royal Society 
of London, Series B, Vol. 213, S. 89-142, 1924. 

2 Da aber die Physik es gewohnlich mit unvergleichlich umfangreicheren 
Gesamtheiten zu tun hat als die Sozialwissenschaft, so kann von einer ein
fachen Ubertragung der neuen physikaJischen Methoden auf unser Gebiet 
iiberhaupt keine Rede sein. 
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nur langsam durchsetzen. Die verschiedenen Verfahren des "Reihen
vergleichs", auf die man lange Zeit das Problem zuriickfiihren zu konnen 
glaubte, blieben auBerst primitiv und unsicher . .Als hierauf - durch 
F. Galton und K. Pearson - der Korrelationskoeffizient in die Wissen
schaft eingefiihrt wurde und insbesondere als man den sog. "mehrfachen" 
und den "partiellen" Korrelationskoeffizienten ersann, hatte es langere 
Zeit den Anschein, als ob hierin endlich jenes statistische Instrument 
gefunden sei, welches dem Problem wirklich adaquat ist. Die Praxis 
lehrte aber, und zwar an Hand sehr trauriger Erfahrungen, daB in bezug 
auf Zeitreihen auch der Korrelationskoeffizient haufig versagt und direkt 
zu "Nonsense-Correlations" fiihrt.l 

Es ist nicht recht moglich, die schwierige Theorie, in der es noch manche 
dunkle Punkte gibt, an dieser Stelle ausfiihrlich zu behandeln. Wir be
gniigen uns daher nur mit einigen kurzen Andeutungen. 

1m Bereiche der sozialwissenschaftlichen Forschungen befinden wir 
uns bekanntlich nur sehr selten in der Lage, ein Experiment im natur
wissenschaftlichen Sinne zu organisieren, d. h. die Beobachtung so anzu
ordnen, daB die stDrenden Einfliisse, die den Kausalzusammenhang 
verdunkeln, ganz eliminiert oder wenigstens genau kontrolliert werden. 
Wir sind daher meistens gezwungen, zu verschiedenen Surrogaten 
des Experiments zu greifen und miissen uns in der Regel damit begniigen, 
solche statistische Gesamtheiten zu beobachten, in deren Umfang sich 
- unter anderen - auch Elemente befinden, die wir uns als durch einen 
Kausalnexus miteinander verbunden denken (vgl. oben, Einleitung, 
S.17-18). Die Ergebnisse solcher statistischen Beobachtungen stellen sich 
gewohnlich in der Form von mehreren Zeitreihen dar, die nun "verglichen" 
werden sollen, etwa: 

Xl, X 2, Xa, X 4, •••• XN; 

Yl' Y2' Ya, Y4' •••• YN; 
Zl, Z2' Za, Z4' •••• ZN USW. 

J ede von diesen Zeitreihen bezieht sich auf eine andere statistische Ge
samtheit hoherer Ordnung, und im allgemeinen wird auBerdem in jeder 
Reihe jedes Reihenglied seine eigene mathematische Erwartung besitzen. 
Wenn z. B. zwischen den beiden Gesamtheiten hoherer Ordnung, denen 
die Reihen der X und der Y entsprechen, ein gewisser Kausalnexus besteht, 
so konnen beide Reihen symbolisch in folgende Komponenten zerlegt 
werden: 

1 Vgl. z. B. G. U. Yule: Why do we sometimes get Nonsense-Correlations 
between Time-Series? (Journal of the Royal Stat. Society, Vol. LXXXIX, 
S. 1, 1926). 1m Zusammenhange mit Yules Aufsatz steht die interessante 
Untersuchung von E. Slutsky: Das Summieren der zufiilligen Ursachen als 
QueUe zyklischer Prozesse: Fragen der Konjunktur, Bd. III, H. 1, Moskau 
1927, russisch. - Derselbe: Sur un theoreme limite relatif aux series des 
quantiteseventueUes.ComptesRendusetc., Ed.IS5, S.169, 1927. -Die dies
beziiglichen Arbeiten von Romanovsky und Kuznets sind bereits oben 
auf S. 291 angefiihrt worden. 
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Xl = ~1 + e1, X. = ~a + ea, X3 = ~3 + e3 usw. eineJ:Seits und Yl = 
= f (~1) + 81, Y. = f (~a) + 8., Ya = f (E3) + 88 usw. anderseits, wobei 
E ~1 =t= E Ea =t= E ~a =t= ..•. , E e1 =t= E ea =t= E e8 =t= .. .. und E 8 1 =t= E 82 =t= 
=t= E 8 3 =t= •... 

Wenn alle drei Gesamtheiten stochastisch miteinander verbunden sind, 
so wiirde sich fiir ein beliebiges Zi die Beziehung ergeben: 

Zi = f (Xi' Yi) + f}i' 

die man noch weiter bedeutend komplizieren miiBte, wenn man auBerdem 
zur Annahme gezwungen ware, daB der Wert von Zt eine Funktion auch 
der ihm vorhergehenden Werte Zi-l' Zt-a, Zj-S, •••• sei usw. 

Diese symbolischen Formeln besitzen eine augenscheinliche auBere 
Ahnlichkeit mit den AusdrUcken (59a) des § 1, insbesondere wenn diese 
auf den Fall mehrerer Variablen verallgemeinert werden, doch dad man 
niemals vergessen, daB dort alle Variablen nur Merkmale der Elemente 
einer und derselben statistischen Gesamtheit sind, wiihrend hier ver
schiedene Gesamtheiten auftreten, welche sich auBerdem auch in der 
Zeit veriindern. Hieraus folgt, daB iiuBerlich ganz ahnlich aufgebaute 
Formeln einen ganz verschiedenen logischen Sinn haben konnen. 

Die Theorie der statistischen Kausalforschung wird gewohnlich zu
sammen mit der Korrelationstheorie dargestellt, obgleich zwischen 
beiden, wie wir sehen, eine breite logische Kluft besteht. Nur die Fran
zosen unterscheiden konsequent die Kovariation von der Korrelation, 
wobei iibrigens der Sinn der ersteren nicht in allem unserer Auslegung 
entspricht. Durch unvorsichtige Anwendung der Korrelationsformeln 
im Bereiche der Kausalforschung liiuft man Gefahr, im Stillen und un
bewuBt gewisse Annahmen iiber die Natur der Kausalfunktion einzu
schmuggeln, die gar nicht den Tatsachen entsprechen. Und insbesondere 
soll man sich hier vor dem sog. "partiellen" Korrelationskoeffizienten 
hiiten, der hiiufig genug direkt widersinnige Resultate ergibt.l 

1 Vgl. hierzu z. B. O. Anderson: Correlation et CausaliM (Revue Tri
mestrielle de la Direction Ganarale de la Statistique, II Annae, Fasc. III et IV, 
S. 288-289, Sofia 1930/31). Es seien z. B. zwei zufallige und voneinander 
stochastisch vollkommen unabhangige Reihen gegeben: 

001,002,003, •••• OON und Yl' Ya. Ys, •••• YN' 

deren erste und zweite Momente einander gleich seien: 

E 00 = E Y, E 002 = E y2. 
Die dritte Reihe, z, sei aus den Summen der gleichnamigen Glieder der beiden 
ersten Reihen gebildet: 

Zl = Xl + Yl' za = OOa + Ya' Z8 = xa + Ys usw. 
Dann ergibt sich fUr den partieUen Korrelationskoeffizienten von X 

und y, die, wie gesagt, voneinander vollkommen unabhangig sind, der "un-

sinnige" Wert r12,a = - !. Wir haben namlich hierbei durch Einfiihrung 

Anderson, Statistlk. 20 
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5. Literaturhinweise zum weiteren Studium. 
1m Verlaufe unserer Darstellung haben wir dem Leser wiederholt 

Hinweise dafiir gegeben, wo er weitere 1nformationen iiber die ihn inter
essierenden Fragen einholen kann. So reichlich unsere Literaturhinweise 
auch erscheinen, erschopfend sind sie bei weitem nicht, und der Spezialist 
wird auf Schritt und Tritt Autoren und Werke vermissen, die wir aus 
dem einen oder anderen Grunde iibersehen oder auch bewuBt iibergangen 
haben. Der Leser moge sich also keineswegs aUein auf unsere Hinweise 
verlassen und etwa annehmen, daB hierin bereits aUes Nenneswerte 
enthalten sei. l 

Was das weitere Studium der mathematischen Statistik anbetrifft, 
so glauben wir, daB man von der vorliegenden Einfiihrung am besten 
direkt zu den "Statistical Methods for Research Workers" von R. A. 
Fisher iibergehen solle, worin ja auch manche wichtige Methoden 
angegeben werden (wie etwa die "Analysis of Variance"2), welche wir 
iiberhaupt nicht beriihren konnten. Ferner kame noch ein groBeres neues 
englisches oder amerikanisches statistisches Lehrbuch in Betracht, von 
denen es zurzeit bekanntlich mehrere gibt.3 Wenn man darauf noch das 
Bediirfnis nach einer weiteren Vertiefung der Kenntnisse im Bereiche 

von z eine kiinstliche Korrelation hineingeschmuggelt: es ist ja Yi = Z. -Xi' 

Diesem Beispiel entspricht der Fall, wo der Preis eines Produktes von den 
Preisen mehrerer anderer abhii.n.gt (etwa weil er aus diesen fabriziert wird). 
Die partielle Korrelation der Rohmaterialien wird also unter der Beriick
sichtigung des Preises des Fertigproduktes negativ. 

1 Die wichtigsten Zeitschriften fiir mathematische Statistik und verwandte 
Gebiete sind die folgenden: Journal of the Royal Statistical Society (London), 
Biometrika (eben£alls), Journal of the American Statistical Association 
(New York), Metron (Rom), Nordic Statistisk Journal (Stockholm), heraus
geg. von Dr. Thor Andersson. Vom Januar d. J. an erscheint in Deutsch
land ein "Archiv fiir mathematische Wirtschafts- und Sozialforschung" (VerI. 
H. Buske, Leipzig). AIle diese Zeitschriften enthalten Anzeigen fiber Neu
erscheinungen auf dem Gebiete der theoretischen Statistik. Es sei noch 
bemerkt, daJ3, abgesehen von den bereits zitierten Literaturiibersichten von 
J. O. Irwin (Journal oftheRoyal Statistical Society), jetzt auch im Journal 
of the American Statistical Association interessante Ubersichten aus der Feder 
von P. R. Rider unter demNamen "Recent progress in statistical method" 
erscheinen: vgl. z. B. Journ. Am. Stat. Ass., Vol. XXX, S.58-88, 1935. 

2 V gl. hierzu ferner noch: L. H. C. Tip pet: The Methods of Statistics, 
London 1931; J. O. I rw in: Mathematical Theorems Involved in the Analysis 
of Variance: Journ. Roy. Stat. Soc., Vol. XCIV, S.284--300, 1931; Egon 
S. Pearson: The Analysis of Variance in Cases of Non-normal Variation: 
Biometrika, Vol. XXIII, S.114--133; S. S. Wilks: Certain Generalizations 
in the Analysis of Variance: Biometrika, Vol. XXIV, S.471-494; A. L. 
B a i ley: The Analysis of Covariance: J ourn. Amer. Stat. Assoc., Vol. XXVI, 
S.424--435, 1931; George W. Snedecor: Calculation and Interpretation 
of Analysis of Variance and Covariance, Ames, Jowa, 1934. 

3 Abgesehen von den bereits friiher zitierten, ware hier vielleicht noch 
das Buch von Raymond Pearl: Introduction to Medical Biometry, 2nd ed., 
Philadelphia and London, 1930, besonders zu erwahnen. 
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der einen oder anderen Einzelfrage empfindet, so sollte man die Millie 
nicht scheuen und zunachst ein gutes Handbuch der hOheren Analysis 
vornehmen. Es ist durchaus nicht notwendig, den ganzen Lehrgang der 
mathematischen Fakultat durchzumachen: vollkommen geniigend ist 
es, wenn man sich die Anfangsgriinde der analytischen Geometrie und 
der Infinitesimalrechnung etwa im Umfange der ersten zwei Jahre der 
technischen Hochschulen zu eigen macht: die meisten mathematisch
statistischen Monographien stellen keine hoheren Anforderungen an 
ihren Leser und werden fiir ihn vollkommen zuganglich sein. Notigenfalls 
kann man ja auch die eine oder andere mathematische Spezialfrage 
spater leicht nachholen. 

Der Leser moge ferner nicht vergessen, daB der mathematische 
Statistiker durchaus kein Mathematiker im streng en Sinne 
des Wortes ist, und es auch nicht sein soIl: die sachliche 
Einstellung beider ist, wie wir gesehen haben, eine yom 
Grunde aus verschiedene. 

20' 
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