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V orwort zur erst en Auflage. 
Den Versuch, die fUr die Technik wichtigsten Schwingungs

erscheinungen aus der Mechanik starrer, elastischer, flussiger, 
gasformiger Korper wie aus der Elektrizitatslehre im Zusammen
hang darzustellen, habe ich unternommen, weil es mir zweck
maBig schien, zu zeigen, daB sich aIle jene Schwingungsvorgange 
fast ausnahmslos auf line are Differentialgleichungen zuruckfuhren 
lassen, und daB so die Lehre von diesen Differentialgleichungen 
als ein wichtiges theoretisches Hilfsmittel des Ingenieurs er
scheint. 

Trotzdem habe ich darauf verzichtet, eine abgeschlossene Theorie 
dieses Hilfsmittels an den Anfang des Buches zu stellen. 

Die einleitenden Paragraphen enthalten vielmehr sofort der 
Wirklichkeit entnommene Beispiele, an denen die grundlegenden 
mathematischen Begriffsbestimmungen und Methoden gewisser
maBen beilaufig erortert werden. Erst nachdem der Leser weiB, 
welche Ziele das mathematische Verfahren zeigt, wird eine knappe, 
zusammenhangende Theorie gegeben. 

Aus ahnlichen Grunden wurde ein AbriB der rationellen Mecha
nik in gedrangtester Form an den SchlliB der einleitenden Bei
spiele gestellt. 

Die spateren Abschnitte enthalten dann sehwierigere Gegen
stande, die in neuerer Zeit die wissenschaftliche Technik be
schaftigt haben. 

1m einzelnen wurde Wert darauf gelegt, daB moglichst jeder 
Paragraph fUr sich gelesen werden kann. Dies wurde dadurch 
erreicht, daB der formelmaBigen Behandlung eine allgemein ge
haltene Erorterung vorausgeschickt wurde, die die wesentlichen 
techriisch-physikalischen Gesichtspunkte, ofter auch Bemerkungen 
zur Entwicklungsgeschichte der betreffenden Frage enthalt. 

N onnendamm bei Berlin, Januar 1910. 

Siemens-Schuckert-Werke. Dr. W. Hort. 



V orwort zur zweiten Auflage. 
Seit Erseheinen der ersten Auflage hat die Anwendung perio

diseher Vorgange in der Teehnik sich auBerordentlich erweitert; 
die technische Schwingungslehre ist Vorlesungsgegenstand an den 
Hochsehulen geworden. 

Diese Umstande und die durchweg zustimmenden Besprechungen 
haben mich veranlaBt, die nunmehr vorliegende zweiteAuflage in be
deutend erweiterter Form erscheinen zu lassen, einerseits, um die in
zwischen wichtig gewordenen neuen Anwendungsgebiete aufzu
nehmen, andererseits, um die fruhernur kurzdargestellten Stoffe, be
sonders aus der Elektrizitatsan wendung, ausfUhrlicher zu betrachten. 

In der Industrie teilen sich heute wissenschaftlich gebildete 
Ingenieure und technische Physiker in die Behandlung der Auf
gaben; fur beide ist das Werk als Handbuch gedacht, zur Umschau 
auf dem eigenen und auf benachbarten Gebieten. 

Die Schwingungslehre hat aber auch fUr den Mathematiker 
Interesse, sowohl mit Rucksicht auf die zahlreichen Anwendungs
beispiele, die sie der reinen Theorie bietet, als auch deshalb, 
weil sie in ihrer neuesten Entwicklung der mathematischen For
sehung Anregung gibt .. 

Studenten der genannten Wissenschaften, die die grundlegen
den Vorlesungen gehort haben, durfte das Werk als Lehrbuch 
nutzlich sein. 

In die eigentliche technisehe Darstellung habe ieh an einigen 
wenigen Stellen Erorterungen astronomischer oder allgemein 
physikalischer Natur eingeflochten, gewissermaBen als wissen
schaftliche Fernblickspunkte. 

Einige Herren, deren Namen in den Anmerkungen am SchluB 
genannt sind, haben mieh in dankenswerter Weise durch Uber
lassung von Originalfiguren unterstutzt; Herr Dipl.-lng. L. Zip
perer, Karlsruhe, hat mir bei der Korrektur geholfen1). 

Charlottenburg, August 1922. 
Dr. W. Hort. 

1) Einige nachtraglich bemerkte Versehen haben in den Anmerkungen 
bei den einzelnen Paragraphen Verbesserung gefunden. 
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I. Einfachste ungedampfte Schwingungsvorgange. 

§ 1. Mathematisches PendeP). 

Das bekannteste Beispiel einer ungedampften Schwin
gungsbewegung bietet das mathematische Pendel. Das
selbe kann genugend genau dargestellt werden durch eine 
kleine schwere Kugel der Masse m 
(siehe Fig. 1), die an einem dunnen 
unausdehnbaren Faden der Lange 1 
aufgehangt ist. OM sei eine durch 
den Aufhangepunkt gezogene Ver
tikale. Wir betrachten nun das 
Pendel in dem Moment, in welchem 
es um den Winkel iX aus seiner 
Ruhelage OM ausgelenkt ist. In 
diesem Augenblick wirken auf die 
Pendelkugel folgende Kratte: senk
recht nach unten das Gewicht m g , 
in Richtung des Aufhangefadens die mg 

Spannung desselben m g cos iX nebst AI 

der Zentrifugalkraft m 1 (~: r ' tan- Fig.!. Mathematisches Pendel. 

d2 iX 
gential zur Bahn die Massentragheit der Kugel: ml-~ 

dt 2 

Um nun zu einer Bewegungsgleich ung zu gelangen, be
trachten wir den Gleichgewichtszustand dieser Krafte. 

Das Gewicht m g wird zu diesem Zweck in zwei Komponenten 
zerlegt: normal zur Bahn wirkt m g cos iX, tangential m g sin iX • 

Die Komponente m g cos iX ist der Fadenspannung gleich und 
entgegengerichtet, braucht also nicht weiter berucksichtigt zu 
werden. Dagegen muB die Tangentialkomponente m g sin iX der 
Massentragheit das Gleichgewicht halten: 

(1) 
d 2 iX 

-mgsiniX = ml--~ dP , 

R 0 r t, Schwingnngslehre. 2. A nil. 1 



2 I. Einfachste ungedamp£te Schwingungsvorgange. 

wobei das Minuszeichen deshalb gesetzt werden muB, well 
m g sin IX den Winkel IX zu verkleinern strebt. 

Die Masse m falit in der Gleichung (1) durch Division heraus, 
und wir erhalten die Differentialgleichung fiir die Bewegung 
des mathematischen Pendels: 

(2) 
d21X g. 
dt 2 + rSIllIX =0. 

Die genaue Integra tio n dieser Differentialgleichung ffihrt 
auf elliptische ]'unktionen; einfacher gestaltet sich jedoch die 
L6sung, wenn wir vorerst nur kleine Schwingungen des 
Pendels betrachten, bei denen man angenahert 

(3) sinlX = IX 

setzen kann. 
Die Differentialgleichung (2) geht dann fiber III folgende 

Form: 

(4) 

wo gesetzt ist: 

(5) 

(4) ist die einfachste Form emer linearen Differential
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi
zienten. Sie stelit uns die Aufgabe, IX als Funktion von t zu 
finden. 

Zu diesem Zwecke setzen wir versuchsweise 

(6) 

wo # eine noch zu ermittelnde Konstante ist. Nach zweimaligem 
Differenzieren findet man aus (6): 

(7) 

Fiihren wir die Ausdrficke (6) und (7) in die Gleichung (4) ein, 
so erhalten wir nach Division mit e1tt : 

(8) #2 + c2 = 0 . 

Hieraus findet sich die gesuchte Konstante 

(9) It=+ic. 



§ 1. Mathematisches Pendet 3 

Es genfigt demnach sowohl 

(10) tX = e+ ict 

als auch 
(ll) tX = e- ict 

der Differentialgleichung (4). 
Wir haben also ffir diE!se Differentialgleichung zweiter Ord

nung zwei voneinander unabhangige partik'ulare Integrale 
gefunden. Aus diesen setzt sich das allgemeine Integral unter 
Zuhilfenahme von zwei willkfirlichen Konstanten A und B wie 
folgt zusammen: 
(12) tX = A e+ ict + B e- ict . 

Gleichung (12) ist die allgemeinste Losung von (4). Jedes 
Wertpaar A, B liefert ein partikulares Integral dieser Diffe
rentialgleichung. 

Wird in der Gleichung (12) 

(13) 

gesetzt, 

(14) 

{ 
e+~ct = coset + isinet, 

e- lct = coset - isinet 
so findet sich: 

tX = (A + B) cos e t + (A - B) i sin e t . 

Jetzt bleibt nur noch eine Aufgabe: die Bestimmung der 
willkiirlichen Konstanten A und B. tlber diese kann nur 
entschieden werden, wenn man sich hinsichtlich der Anfangs
bedingungen der Pendelbewegung klar ist. Wir wollen z. B. 
annehmen, daB die Bewegung zur Zeit t = 0 dadurch eingeleitet 
wird, daB wir demPendel eine Anfangsauslenkung tXo erteilen 
und dann dasselbe loslassen, ohne ihm einen StoB, d. h. eine An
fangsgeschwindigkeit zu erteilen. So soIl also sein ffir: 

(15) t = 0: tX = tXo ; d tX = 0 . 
dt 

Wenden wir diese Anfangsbedingungen auf das allge
meine Integral (14) an, so folgt ffir: 

(16) t = 0: tX = (A + B) = lXo ; ~; = i e(A - B) = 0 . 

Hieraus aber ergibt sich nach Einsetzung in (14) 

(17) tX = tXo cos e t . 
1* 



4 I. Einfachste ungedampfte Schwingungsvorgange. 

Die GroBe iXo (hier ein Winkel) nennt man die Amplitude 
der Schwingung; sie gibt die groBte Abweichung des schwingen
den Korpers von der Gleichgewichtslage an. 

Hiernach wird iX = iX 0 zur Zeit 

t = 0; 
2n 

t=-
c 

4n 
t = -; usw. 

c 

d. h. nach VerI auf der Zeit 

(18) 2n V'Z T=-c-=2n g 

hat das Pendel eine volle Schwingung vollfiihrt. Man nennt 

T die Schwingungsdauer; n = ~ heiBt die Schwingungs-
z ahl pro Sekunde; es ist: T 

(19) 

A 

12 

7 

lIeldor-fliogromm 

nT= 1. 

Zeil - fliagramm 

Fig. 2. 

10 11 '2 
t=T=M c 

Zu einer graphischen Veranschaulichung des durch (17) dar
gestellten Schwingungsvorganges gElangt man mit Hilfe eines 
"Ve ktorzeitdiagra m mes". Man erhalt"ein solches (siehe Fig.2), 
indem man mit der Amplitude iXo als Radius einen Kreis be
schreibt. Unter den Kreisradien markiert man eine feste An
fangsrichtung OA und stellt sich vor, daB der Endpunkt V eines 

"Radi usvektors" OV den Kreis in der Zeit T= 2n, der Schwin-
c 

gungsdauer einmal gleichformig durchlaufe. .Dann stellt das von 
V ,auf den zu OA senkrechten Durchmesser gefallte Lot die Aus-



§ 2. Biegungsschwingungen eines belasteten Stabes. 5 

lenkung des Pendels zur Zeit t = Cf dar. Tragt man nun auf der 
c 

Verlangerung des zu OA senkrechten Durchmessers die Zeiten t 
als Abszissen auf und projiziert den Endpunkt V des Vektors 
auf die zu den Zeiten gehorigen Ordinaten, so erhalt man ein 
"Zeitdiagramm" der Bewegung: die Darstellung des Weges als 
Funktion der Zeit; im vorliegenden ]'alle entsteht eine Kosinus
kurve. 

§ 2. Biegungsschwingungen eines belasteten Stabes2). 

Ein elastischer Stab der Lange l (siehe Fig. 3) sei an seinen 
beiden Enden unterstutzt und trage in der Mitte eine Last mg. 
Es werde angenommen, daB die 
Masse des Stabes der Masse m 
gegenuber vernachlassigbar sei; 
man soIl die kleinen Schwin
gungen des Systems finden. 

1st J das Tragheitsmoment 
des Stabquerschnittes, E der 

Fig. 3. Stabschwingung. 

Elastizitatsmodul des Stabmateriales, so zeigt die Elastizitats
lehre, daB der Stab durch die Last m g eine Durchbiegung 

(1) 
mg za 

a=EJ48 

erleidet; wir wollen a die "statische" Durchbiegung nennen. 
Setzen wir kurz hier: 

(2) 

so ist 

(3) 

48EJ 
c2 = -~--~ 

za ' 

1 
a=mg". c-

Versuchen wir jetzt die Balkenmitte urn die kleine GroBe Yl 
weiter zu senken, so ist hierzu eine nach unten wirkende Kraft 

(4) P = Yl c2 

erforderlich; die gesamte Durchbiegung ist: 

1 
Y = a + Yl = (P + m g)" . 

c" 
(5) 
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Lassen wir jetzt den Balken frei, so daB P = 0 wird, so be
ginnt eine Schwingungsbewegung um die Ruhelage a, deren 
Differentialgleichung lautet: 

(6) d2 y " 
m-d----. = -yC" + my. 

t-

Hier bedeutet y die "d yna 111 ische" Durehbiegung des 
Stabes, die eine Funktion der Zeit ist. 1st?! von der Zeit un

d2 y 
abhangig, also dt2 = 0 , so geht mit 

(7) 
my 

y = a.=-
c2 

die "dynamische" Durchbiegung in die statische iiber. 
Die Differentialgleichung (6), die auch geschrieben werden 

kann: 

(8) 

ist in der Form ganz analog der Gleichung (4) des § 1; nur steht 
auf der rechten Seite statt 0 das konstante Glied my. Wir haben 
somit eine lineare Differentialgleieh ung mit Starungs
glied vor uns, und zwar den einfachen Fall, daB das Starungs
glied eine Konstante ist. Die Mathematiker bezeiehnen ubrigens 
lineare Differentialgleichungen ohne Sti:irungsglied als hom 0 g en e ; 
unsere Differentialgleichung wiirde als nicht homogen sein. 

Zum Zwecke der Lasung betrachten wir zunachst die homo-

gene Differentialgleichung, indem wir das Glied m[l fortIassen; 
c-

die beiden partikuHiren Integrale kannen jetzt sofort hinge
schrieben werden; sowohl 

(9) 

als auch 

(10) 

ic t +--
y=Ae Vm 

ict 

y=Be Vm 

geniigen der homogenen Differentialgleichung. Das allgemeine 
Integral wird alsdann: 

(Il) ?! = (A + B) C03~_~ + i (A - B) sin~~ 
ym ym 
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Aus llieser Gleiehullg geht sofort die Losung der nieht homo

genen Differentialgleiehung (8) hervor dureh Hinzufiigen von m2
y , 

c 
wic lllall sieh leieht ii bcn:eugt : 

my ct. ct 
Y = ., + (A + B) cos + ~ (A -'- B) flill--- . 

c· yrn 1m (12) 

Zur HeHtillllllllng Jer willkiirlichen KOllstallten A und B flind 
wieder dic Anfangsbedillgungen erforderIich; es sei Hir 

(I:~) t = 0: Y = Yo ; 
dy , 
dt = Y,) • 

Diese Anfangsbedingullgell kOllllell z. B. dadurch realisiert 
werden, daB man zur Zeit t = 0 den Stab um den Betrag Yo dureh
biegt und clem Gewicht eine momentalle Geschwindigkeit y~ quer 
zur Stabachse erteilt. Aus den Anfangsbedingungen folgt fiir: 

(14) 

f t = 0 : 

1 

my 
Yo = A + B + .,' c· 

y~ = i (A -- B) i~ , 
woraus sieh filldet: 

(IS) 
j 

mg 
A + B = Yo - - .,. , 

c· 

_ _ __ . im , 
A B - ~-c· Yo 

und dafl Integral: 

(16) mg ( my) ct im ,. ct 
y =c2 + Yo - C2 cos 1m + c Yo sm t.;~ . 

An diese Formel kniipfen wir wieJer eine graphisehe Behand

lung. Von dem konstanten Glied m2
g sehen wir ab und bezeich

c 
nen die Konstanten del' beiden verbleibenden Glieder mit a und b, 
so daB wir erhaIten: 

(17) 
ct. c t 

Y = a cos-= + b 8lIl--;=- . ym ym 
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Fur a und b fuhren wir nun zwei neue GraBen r und (3 ein durch 
die Beziehungen 

(18) a = r sin(3; b = r cos (3 , 
wodurch (17) ubergeht in 

(
• R ct + R' ct) 

y = r SIll" cos -vm cos" SIll 11 m 

odeI' 

(19) y = r sin ( ~ + (3) . 

Zu einer graphischen Darstellung dieser ji"ormel benutzen 
wir wieder das schon oben erorterte Vektor-Zeit-Diagramm (siehe 
Fig. 4). Der Radius des Vektorkreises ist r; und der Beginn der 

8 
Veldor - Oitrgrermm Zeit - Oiugrer",,,, 

Fig. 4. 

Bewegung liegt beim Punkt A. Wir sehen, daB die Anfangsaus
lenkung des Gewichtes (zur Zeit t = 0) den Betrag r sin (3 be
sitzt. Den Winkel (3 nennt man Phasenverschiebung, indem 
man die Bewegung 

(20) y = r sin ( ;~ + (3) 

sich verglichen denktmit einer anderen Bewegung 

(21) 
. c t 

y=rsIll ym ' 

bei welcher die Auslenkung zur Zeit t = 0 ebenfalls Null ist. Man 
sagt kurz: die Bewegung (20) ist gegen die Bewegung (21) um die 
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Phase fJ verschoben, und zwar eilt (20) vor (21) voraus urn 
den Betrag fJ. 

Von diesem Standpunkt aus kann man sagen, daB die Be
wegung (17) des vorigen Paragraphen eine Phasenverschiebung 

i hat, indem man statt (17) offen bar auch schreiben kann 

(22) 

Man nennt derartig verlaufende Schwingungen (in denen nur 
Kreisfunktionen vorkommen) harmonische. 

§ 3. Theorie des physikalischen Pendels und der WageS). 

Das physikalische Pendel (siehe Fig. 5) ist ein starrer Karper, 
der unter Einwirkung der Schwere urn eine feste Achse schwingt. 
o sei der Drehpunkt, S der 
Schwerpunkt des Pendels. 
OY _ sei die durch den Auf
hangepunkt gezogene Verti
kale; x y ein im Raume 
f~st liegendes Koordinaten
system. FUr das Pendel ist 
nun die Bewegungsgleichung : 

)t.H 
\ 
\ 

(1)\ :tLdm(x~~ -y~;) ~/ 
= L(Yx - Xy), 

wo X, Y die am Massen
element d m angreifenden 
Kraftkomponenten und die 
Summationen fiber den gan
zen Karper zu erstrecken 
sind. 

Zur Ausffihrung der Sum-

y 

mationen nehmen wir ein Fig. 5. Physikalisches Pendel. 

mit dem Karper fest ver-

x 

bundenes Koordinatensystem E H an, in welchem der Massen
punkt d m die Koordinaten ~, 'YJ hat. Es gilt: 
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x = ~ costp - 7/ sintp , 

y = ~ sintp + fJ COStp . 

Setzen wir nach Differentiation 

dx dy 
x, y, dt ' dt 

ill (1) eill und beriick:sichtigen, daB die Kraft X = 0 ulld Y die 
auf den Massenpunkt wirkende Schwerkraft -g d m hlt, so geht 
(1) itber in: 

(2) 

wo 6 das auf 0 bezogene 'l'ragheitsmOlllent 2:r2 d m, M die 
gesamte Masse I d m und 8 der Schwerpunktsabstand von 0 ist. 

Diese Bewegungsgleichung wird identisch mit der des lllathe
matischen Pendels, wenn wir 

(3) !!- = l 
M8 

setzen. Demnach hat ein physikalisches Pendel, fur welches diese 
Gleichung gilt, dieselbe Schwingungsdauer wie ein lllathematisches 
der Lange l; beide Pendel schwingen isochron. Es wird die 
Schwingungsdauer 

(4) 

Man nennt den Ausdruck 
f) 

M8 

die red uzierte Lange des physikalischen Pendels. Tragt man 
e 

M 8 vom Aufhiingepunkt 0 auf der Schwerachse aus in Richtung 

nach S ab, so bezeichnet man den Endpunkt dieser Strecke als 
Schwingungsmittelpunkt des Pendels. 

Fuhren wir jetzt den Tragheitsradius l des Pendels ein, 
so ist 6 8 = l2 M, WO 6 8 das auf den Schwerpunkt S bezogene 
Tragheitsmoment ist. Dann gilt: 

(5) 6 = M (82 + A:!) 
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und die rednzierte Pcndellange winl: 

(6) 
8 2 + A2 1 = .. 

8 

Dureh diese Gleichung werden fur jcdes physikalische Pendel 
mit dem Tragheitsradius .4 zwei Aufhangepunkte hestimmt, fiir 

wclehe die Schwillguugsdaucr des Pemlels = 2 IT liZ winl. Dio 
g 

Abstande 81 und 8 2 (Biehe Fig. 6) der Aufhangepunkte hestimmcll 
sieh dureh die Gleiehung: 

(7) 

Beide Aufhiingepunkte sind demnaeh reeIl 
und versehieden, so lange 12 - 4 A2 positiv ist. 
Versehwindet diesel' Ausdruek (12 = 4 A2), so fallen 
heide Aufhangepunkte zusammen. In diesem Fall 
hat 1 den fur das gegehene physikalisehe Pendel 
kleinstmoglichen Wert angenommen; das Pendel 
hat die kleinste Sehwingungsdauer, die uberhaupt 
moglieh ist. Sind dagegen 81 und 8 2 versehieden, 
so kann man das Pendel um jeden der zugehorigen 
Aufhangepunkte 0 1 und O2 sehwingen lassen. Der
artige Pendel nennt man Reversionspendel, 
die ISll von Bohnenberger angegeben und Fig. 6. 

Reversionspendel. 
von BesseF) 7.U genauen Messungen del' Besehleu-
nigung del' Sehwerkraft benutzt wurden, worauf indes hier nieht 
weiter eingegangen werden soIl. 

Ein ganz allgemein verwendetes physikalisehes Pen del ist die 
Prazisionswage5). nber ihre Theorie wollen wir uns jetzt 
einen nberblick verschaffen. 

ADB (siehe :Fig.7) sei del' Wagebalken, D sein Drehpunkt, 
S del' Schwerpunkt; S D = s. Die Masse des Wagehalkens sei 
= M. Lund 1 seien die Armlangen; M' und m' die Massen del' 
Wagschalen, M und m die Massen del' auf die Schalen gelegten 
Korper resp. Gewichte; 15 sei del' Ausschlag der Richtung D S 
aus del' Vertikalen; 0 wird an der an jeder guten Wage ange
brachten Skala abgelesen. 

Die Gleichgewichtsbedingllng ist: 

(8) Mssinb + (M -I- M') Lsin(ex -I- b) - (m + m') lsin(jJ - 0) = O. 
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Wir wollen nun untersuchen, welche Anderung von d hervor
gebracht wird durch eine kleine Anderung von m. Zu diesem 
Zwecke differenzieren wir (8): 

{ 
[MscosJ + (M + M') Lcos (iX + <5) + (m + m') 1cos(fJ - d)]dd 

(9) 
- 1 sin(fJ - b) dm = 0 . 

Multipliziert man Gleichung (8) mit - cos (iX + b) db und 
Gleichung (9) mit sin (iX + <5), so folgt nach Addition: 

(10) [MssiniX + (m + m') lsin(iX+fJ)]db=lsin(fJ-b) sin(iX+<5)dm 

und hieraus: 

(11) 
db lsin(fJ - b)sin(iX + b) 

e=--= ., . 
dm M ssiniX + (m + m ) lsin(iX + fJ) 

A' 

Fig. 7. Wage. 

Wir nennen e die Empfindlichkeit der Wage, d. h. den
jenigen Ausschlag des Zeigers D S, der durch ein kleines Dber
gewicht d m = 1 Milligramm hervorgebracht wird. 

Aus Gleichung (11) sehen wir, daB e abhangig ist von der 
Belastung; nur wenn die Aufhangepunkte AS B der Schalen und 
der Drehpunkt D in einer Geraden liegen (iX + fJ = 2 n), wird e 
von (m + m') unabhangig: 

(12) 
lsin2 (iX + b) 

e = M ssiniX . 

Empfindliche Wagen sollen also kurze Arme und leichte 
Balken haben. Tm iibrigen finden wir, wenn wir den Wage-
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balken als physikalisches Pendel betrachten, dessen 
moment = e ist, die Schwingungsdauer der Wage 

e 
T2 = ;n2--

M8g 
(13) 

und in Verbindung mit (12) 

(14) 
Z sin2 (x + b) 

e = ----:-;~- T2 g , 
;n2 e 

Tragheits-

d. h. die Empfindlichkeit der Wage ist dem Quadrat der 
Schwingungsdltuer proportional. 

§ 4. Theorie der Magnetometer und Galvanometer 6). 

Die Magnetometer und Galvanometer sind Instrumente, 
welche dazu dienen, Krafte zu messen, welche gegeniiber der 
Schwerkraft klein zu nennen sind. Zu diesem Zwecke entzieht 
man die Korper, auf welche die kleinen Krafte ausgeubt werden, 
der storenden Schwerkraft ganz oder zum Teil durch Aufhangung. 

1m wesentlichen kommen zwei 
Aufhangungsarten in Betracht: die 
unifilare, die von Coulomb7) in 
die physikalische Me.Btechnik einge
fuhrt wurde und die bifilare, weI-
che zuerst Gau.B 8) anwendete. 7-

Fig.8 zeigt ein unifilares Ge
hange einfachster Form. Z· ist ein 
dunner Draht, 8 8 ein unmagnetischer 
Stab. Geben wir dem Stab eine 
schwache horizontale Auslenkung g; 
aus seiner Gleichgewichtslage und 

Fig. 8. Magnetometer. 

uberlassen dann das Ganze sich selbst, so wird unter dem Ein
flu.B der Torsionskr:Ute des Drahtes eine Schwingungs
bewegung zustande kommen, deren Gleichung sofort angegeben 
werden kann; es mussen namlich stets die Tragheitskrafte des 
Systems den Torsionskraften gleich sein. 1st e das Tragheits
moment des schwingenden Systems, i die aus den Drahtabmes
sungen und seinem Gleitmodul zu berechnende Torsionskon
stante, so haben wir: 

d2 g; e dt2 = - rg; , 
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w.o das Torsionsmoment l cp negativ angesetzt ist, weil es die 
Auslenkung cp zu verkleinern sucht. Dies ist aber wieder un sere 
bekannte einfachste Schwingungsgleichung: 

d2 cp e dt2 + 'l cp = 0 . 

Setzen wir jetzt den Stab als magnetisch voraus, so ist auBer 
der Wirkung der Torsion die des Erdmagnetismus zu beruck

sichtigen. Es sei H (siehe Fig. 9) die 
Horizontalkomponente des Erdmag
netismus am Beobachtungsort, d. h. die
jenige Kraft, die auf einen isolierten Pol 
der _Starke + 1 ausgeubt wird. H wird 
positiv gerechnet nach der Bewegungs
richtung des Poles + 1; man nennt diese 
Richtung den magnetischen Meridian 
des Ortes. Hat unser Stab ein magne
tisches Moment It. 1, wo 1 die ideelle 
Lange des Magneten, fl die an den 

Fig. 9. Zum maguetischen Enden von 1 konzentriert gedachte magne
Moment. 

tische Menge ist, so ubt das Erdfeld bei 
einer Auslenkung cp des Stabes aus der Richtung des magnetischen 
Meridians auf jenen ein Moment H l fl sin cp aus. Dies wird mit 
dem Torsionsmoment zusammengesetzt, und fur den Fall, daB 
die Gleichgewichtslage des Stabes der magnetische Meridian ist, 
haben wir als Schwingungsgleichung 

d 2 cp e dt 2 = - lep - H fl1sincp. 

Schreiben wir jetzt 9:R statt It 1 und cp statt sin q;, was fur 
kleine Winkel zulassig ist, so haben wir 

d2 q; 
f) dt2 - + (r + H9:R)ep = O. 

Ein derartiges Instrument wird zur Bestimmung des Pro
dukts H 9:R der Horizontalkomponente des Erdmagnetismus in 
das magnetische Moment des benutzten Magnetstabes benutzt. 
Die Methode ist folgende. Unbekannt ist auBer der GroBe H 9:R 
das Tragheitsmoment e des Magnetstabes und die Torsionskon
stante r des' Gehanges. Zunachst wird r gemessen, indem ein 
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unmagnetischer Stab des unbekannten Tragheitsmomentes eo in 
das Gehange gelegt wird. 1m gemessenen Abstande II links und 
rechts vom Aufhangefaden werden an dem Stab kleine Korper der 
bekannten Massen m angebracht, deren Tragheitsmomente um 
die Achse des Gehanges m ().2 + m sind. ). ist der Tragheitsradius 
der Korperchen und bleibt unbekannt. 

Das System hat jetzt das Tragheitsmoment eo + 2 m{A2 + m . 
Wir bringen es in Schwingung und messen die Schwingungsdauer 
T 1 • Dann gilt die Gleichung: 

(3) TiT = n2[eo + 2 m(J.2 + If)] . 

Wird das Schwingungsexperiment wiederholt, wahrend die 
Korperchen m den Abstand l2 vom Aufhangefaden haben, so hat 
man analog 
(4) T~T = n2[eo + 2m().2 + li)] . 

Zieht man Gleichung (4) von (3) ab, so findet man 

(5) _ 2 li-l~ 
T-2mn T2 TZ 

1 - 2 

Jetzt ersetzt man den unmagnetischen Stab 0 durch den 
Magneten we und macht wieder zwei Schwingungsexperimente 
mit den Korperchen m in den Abstanden l3 und l4' Findet man 
die Schwingungsdauern T3 und T 4 , so hat man sogleich 

9 l~ - l~ 
(6) T + H we = 2 m n- T5 __ T~ . 

Aus Gleichung (5) und 
-(6) ergibt sich nun H illL 
Will man jetzt H und we 
einzeln kennen, so muB 

we 
noch Ii auf folgende 

Weise bestimmt werden: 
Eine kleine Magnetnadel 
m (siehe Fig. 10) wird in 
Richtung des magneti-

tH 
I 
i 

11 +-=r---+-----------~m' 
I , 

k---------- T' ---------->/ 
i , 
I 

schen Meridians gebracht. Fig. 10. Zur Bestimmung der Horizontalkomponente. 
Dann wird der Magnet-
stab we so aufgestellt, daB er in der Ebene der Nadel auf dem 
Meridian senkrecht steht und seine Achse nach dem Mittel-
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punkt der Nadel weist. Der Mittelpunkt des Stabes sei von dem 
der Nadel urn den Abstand l' entfernt. Unter gemeinsamem Ein
fluB des Erdmagnetismus und des Magnetstabes jlli werde die 
Nadel aus der Gleichgewichtslage (dem magnetischen Meridian) 
um den Winkel cp abgelenkt. 1st nun jlli' das unbekannte magne
tische Moment der Nadel, so beweist die Lehre vom Magnetismus, 
daB das vom Stab auf sie ausgeubte Drehmoment 

Jl 

+Y 

+Y 

/ 
---f---~+X 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

L 

2 Wl Wl' 
r3 coscp (7) 

ist. Der Erdmagnetismus dagegen 
ubt auf die Nadel das Dreh-
moment 

(8) H jlli' sincp 

aus. Beide Momente mussen ein
ander aufheben: 

(9) 2 jlli Wl' H ffi}' • 

r3 coscp = ;:.IJ~ smcp . 

Hieraus findet sich 

(10) 
Wl r3 
H = 2- tgCP 

und mit (6) und (5) zusammen 
H und jlli einzeln. 

Wichtig ist neben der uni
filaren Aufhangungsart die von 
Ga u B zuerst fur magnetometri
sche Zwecke angewendete bifi

A~w'--..I---+ +X lare. Die Fig. 11 zeigt die An, , 
I' \~ .:>,zs 
r 

Fig. 11. Bifllares Gehlinge. 

ordnung9). 1m Abstand 2 8 sind 
parallel zwei Faden der Lange L 
aufgebangt, die unten im Ge
bange mit einem Stabe die Masse 
M tragen. Wird das Gehange urn 

den Winkel cp aus seiner Gleichgewichtslage herausgedreht, so 
stellen sich die Faden schrag, und die entstehenden Komponenten 
X und Y der Fadenspannungen S u ben ein Drehmoment urn die 
Z-Achse auf das Gehange und den Magneten. 
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Die am Gehange angreifenden Fadenspannungen haben fol
gende Komponenten: 

r X = _8scosg;-s. YI = _8s sing; . 
L ' 

I
lL ' 

(11) und 

X _ 8 s cos g; - s . 
l II- + L ' Y I1 = +8 s sLing; " Z 8 Z 

II= + L 

z bedeutet hier die Entfernung des Gehanges vom Aufhangepunkt. 
FUr die Bewegung des Gehanges gilt: 

(12) 2'X=O; 2'Y=O; 
Z 

2'Z=28--Mg=O' L ' 

d. h. die angreifenden Krafte (12) sind im Gleichgewicht gegen 
Verschieben. 

AuBerdem aber die Drehungsgleichung: 

(13) d L (dY dX) .... -. - dm x - - Y - = ~ (Y x - X Y) . 
dt dt dt ~ 

Die linke Seite ist nichts anderes als.die Massentragheit des 
Stabes und kann kurz geschrieben werden 

die . rechte wird mit 

(14) {
XI = scosg; , 

XII = -8 cosg; , 

und (11) gleich: 

YI = ssing;; 

YII = -s sing; 

ssing; s'sing; scosg;-s . 
- 8 ----y;- . s cos g; - 8 --L- . s cos g; + 8 L s sm g; 

+ 8scosr -~. ssing; 

28s2 28s2 28s2 

= - ---:r;- sin g; cos g; + ---:r;- sin g; cos g; - ---:r;- sin g; 

28s2 
= - ---:r;- sin g; . 

H 0 r t, Sohwingungslehre. 2. Aun. 2 
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Da abel' nach (12) 
L 

8=Jl11j . 2z 

iRt >iO hat mnll <lois Sehwingnng:-;gleidlllllg 

(11")) 

Hier kann man ,deuer fliT kkinc Schwingungen sinl)? = rp 
unu Z = L setzen, so daBJwm von llCUCIll die eillfachste Sehwill
gungilgleichllng erhah: 

d2 1)? 8 2 _ 
(16) A--dtX + Jl1 g L I)? = 0 . 

Streng gcnommen werden die Aufhangedrahte beim Bifilar
galvanometer ebenso tordiert wie beim Unifilarinstrument. Daher 
kommt irn Faktor von I)? Hoch <las Glied 2 T, hinzu, so cbB clin 
Oleichnng genan heiDt: 

(I Ga) (-.) ~;;~ + (ZI1 g ~ + 2 T,) rp = 0 . 

Das Bifilarinstrument -unterscheidet 
sich demnach nicht wesentlich vom uni
filaren. 

Eine wichtige Anwendung del' hc
schriebenen Instrumente findet das hal
listische Galvanometer zur Messung von 
Elektrizitatsmengen bei Incluktionsstro
men. Die experimentelle Anordnung zeigt 
die Fig. 12: Ein Magnetstab ist z. 13. bi-

Fig. 12. Galvanometer. filar im Innern einer Stromspule so auf-
gehangt, daB er im magnetischen Meri

dian liegt; die Windungsebenen del' Spule sind del' Meridianebene 
parallel. ]'lieBt ein Strom i durch die Spule, so wird del' Magnetstab 
urn den Winkel I)? aus del' Gleiehgewichtslage ausgelenkt. Die angrei-

2 

fenden Krafte sind das Drehmoment del' Aufhangefaden - M g ~ I)? , 
L 

das Moment des Erdmagnetismus - HI]]( sin I)? und das Moment 
des Stromes i = + G Jl1 i cos I)? • Gist hier die sogenannte Gal· 
vanometerkonstante, welehe als bekannt vorauRgesetzt wird. 
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Die Schwingungsgleichung lautet dann 

(17) 
d2 2 

e dt~ + Mg ~ g; + H~sing; - G~i cosg; = 0 . 

Zur Zeit t =0 gehen wir einen kurzen Induktionsstrolll der 
kleinen Zeitdauer l' in das Instrument. '[' sei so klein, daB 
wii-hrend des Induktionsstromes der Magnetstab in Ruhe bleibt 
(g; = 0), was durch hinreichend groBes Tragheitsmoment e 
erreicht wird. Die Schwingungsgleichnng reduziert sich dann zu: 

(18) 

Tntegrieren wir von 0 bis T, so ist 

7.' 

(19) [ d ]'1' '" e d~ 0 = G~Ji dt . 
o 

T 

Das Integral Ii dt ist die GroBe, die wir suchen, namlich die 
() 

von dem InduktionsstoB durch die Spule geschickte Elektrizi-

tatsmenge. Da fiir t = 0 [dg;] = 0 ist, so ist 
dt 0 

7.' 

(20) ji dt = G~ [ ~~]T '. 
o 

Nach Aufhoren des Induktionsstromes schwingt der Stab aus 

der Ruhelage g; = 0 mit der Drehgeschwindigkeit [dg;] aus, und 
zwar bewegt er sich jetzt nach der Gleichung dt T 

(21) 

welche wieder fi.'tr kleine AusschIage gilt. Wir setzen abkii.rzend 

(22) ~ (M g 82 + H~) = c2 e L 

und schreiben das allgemeine Integral der entstandenen Schwin
gungsgleichung 
(23) g; = A cos c t + B sin ct. 

2* 
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Da aber fiir t = 0 dq; = [~~'£] sein solI, so wird 
dt dt T 

und 

(24) 

A = 0, B = +[~~]T 

q; = ~ [d ~] sm ct. 
c dt T 

lIieraus berechnet sich der groBte Ausschlag des Magnetstabes 

q; = -~[~~] 
1 e dt T 

und 

oder 
T 

(25) j" ee 
idt = GlJi q;. 

o 

Da nun e, e, G, we bekannt sind, so geniigt zur Bestimmung 
T 

der Elektrizitatsmenge fl dt die Messung des ersten groBten Aus
o 

schlages des ballistischen Galvanometers. 

II. Schwingungen mit Dampfung. 

§ 5. Schwingungen unter dem EinfluB einer konstanten Reibung. 

Alle Formeln, welche zur Ermittlung der Reibung bei Ma
schinen dienen, bauen sich auf dem Coulombschen Gesetz 
auf, welches besagt, daB die zwischen zwei Korpern auftretende 
Reibungskra£t proportional ist dem Normaldruck zwischen den 
Korpern: 
(1) R = fiN. 

In diesem Ansatz nennt man den Koeffizienten ft den Rei
bungskoeffizienten. Der Bestimmung dieses Koeffizienten 
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sind seit Leonardo da Vinci eine grol3e Zahl von Experimental· 
untersuchungen gewidmet, deren ResuItate ffir die Erledigung 
von Einzelfragen wertvoll sind, ohne jedoch fiber das eigentliche 
Wesen der Reibung Licht zu verbreiten. 

Immerhin soll im folgenden gezeigt werden, wie sich die Be
hand lung von Schwingungsaufgaben, bei denen die Bewegung 
nach dem Coulombschen Gesetz erfolgt, gestaltet. 

Es handle sich um die Verfolgung der Schwingungsbewegung 
(s. Fig. 13) der Zen trifugalgewich te eines H art u n g schen Regu
lators lO ). Die Gewichte gleiten auf einer Stange und werden 
durch eine Feder zusammengehalten. Bei einer bestimmten Um
laufzahl Wo der Regulatorspindel sind sie relativ zur Stange in 
Ruhe; wird die Umlaufzahl auf w plOtzlich abgeandert, so beginnt 

Fig. 13. Hartungs Regulator. 

eine schwingende Gleitbewegung 
der Gewichte relativ zur Ffih
rungsstange; es soll sich darum 
handeln, diese Schwingungsbe-

8~·~··. 
*++4>-4-<>-9·H 
! I -- ----x--- -

Fig. 14. Konstante Reibung. 

wegung zu untersuchen und speziell den Zeitpunkt zu bestim
men, zu welchem der der neuen Umlaufzahl entsprechende Gleich
gewichtszustand des Systems Gewichte + :Feder eintritt. 

Es sei Xo die Lage des Gewichtes bei ruhender Spindel und 
ganzlich entlasteter Feder (siehe Fig. 14). 

Dann gilt als Bewegungsgleichung: 

d 2x 
m ~- = m x w2 - (x - x ) c2 -- m g /J. dt2 · 0 " • 

(2) 

Hier ist c2 die elastische Konstante der Feder ffir axiale 
Formanderung und m g fi die von dem Gleiten des Gewichts auf 
der E'fihrungsstange und von der Drehung der Gelenke herrithrende 
Reibungskraft. Sie ist hier negativ angesetzt, da die Gleichung 
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fur Bewegung des Gewichtes nach au Ben, also fUr wachsendc x 
gelten soIl. 

Wir fuhren die Abkiirzungen 

, c2 
X = .ro ------

c2 - mw2 

my III 
c2-~rn(l)2' 

em und konnen so schreiben: 

(3) 
d2 ;r 2 . , m dt2 = -ex (;I; -.r) . 

Die hierdurch gegebene Bewegung itOt eine Schwingung lUll 

die Mittellage x'. Ware keine Reibung vorhanden und w = 0, 
so ware x' = xo' d. h. die spannungslose Lage der Feder ware 
der Sch":ingungsmittelpunkt. Durch die Rotation w wird dieser 

c2 
weiter nach auBen geruckt: x = Xo -2--- 2; die Reibung m g fl· 

c -mw 
bewirkt, daB er diese Lage' nicht ganz erreicht. 

Die Integration von (3) liefert: 

'( ') ex t x - x = Xl - X cos i~ , 
WO Xl die der Winkelgeschwindigkeit (00 ent.sprechende Anfangr-;
lage des Gewichtes bedeutet. 

Die Gultigkeit dieser Gleichung hart auf bei der Umkehr 
der Bewegung, da die-Reibung ihr Vorzeichen wechselt. Dies 
t.ritt ein fur 

d. h. fur 

oder 

dx 
Tt=O, 

sin~ t = 0; 
ym 

ny rn 
t=-

ex 

X:j - x' = - (Xl - x') , 

X2 = 2x' - Xl • 

Die hier beginnende Ruckschwingung regelt sich aber nach 
folgender Different.ialg1eichung 

(4) 
d2 x 

rn dt2 = mxw 2 ~- (x - xo) c2 + mg /t 
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oder mit del' Abkiirzuug 

(J) 

Va:,; Int.egral lautet: 

:/; - :c" = (;r~ - ;I;") eo,; .. C:~~, , ym 
welche Bewegung ihl' Ellde filldet bei 

2 " 2" 2' 4rnYll 
x = Xs = x - X:l = X - X + Xl = Xl + -2 -.~~ 

zur Zcit 

2 nyrn t =.--~--- ~~ . 
IX 

Setzt Ulall jetzt abgekill'zt 

A =!'!'Y I~~ 
IX2 

und macht man den Punkt 
c2 

X = Xo -2----2 ' 
C -mw 

IX 

d. h. den Schwingungsmittelpunkt bei l'eibungsfl'eiel' Bewegung 
zum Anfangszahlpunkt del' x, so wil'd: 

Xl = +~l , 

X~ = -~1 + 21., 

x3=+~1-41., 

x4 = -~1 + 61. usw., 

d. h. die Schwingungsweiten 
nehmen in arithmetischer 
Prog~ession ab, wahrend die 
Schwingungsdauern kon-

x 

stant sind. Die Bewegung O. t 
kommt zur Ruhe, sobald irgend- Fig. 15. Schwingung mit Coulomb'scher 

ein X absolut genommen kleiner Reibung. 

als A wird. Stellt man die Bewegung graphisch dar, so erbalt 
man eine aus einzelnen Sinuskurven zusammengesetzte Schlangen-
linie (siehe Fig. 15). '. 
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Eine verwickeltere Bewegung unter EinfluB der Reibung 
kommt beim Betrieb von Expansions-Kolbenschiebersteuerungen 
vor. Bier hat der Schieber in Richtung der Schieberstange eine 
durch die Maschinenbewegung gegebene gezwungene Schwin
gungsbewegung auszufiihren, wahrend die Regulierbewegung 
senkrecht dazu unter EinfluB des Regulators erfolgt. Um im 
folgenden nur das Charakteristische dieser Bewegung hervor
treten zu lassen, denken wir uns die Massen der Regulierteile 
mit dem Tragheitsmoment e des Expansionsschiebers um 
seine Drehungsachse vereinigt und die Federkraftwirkungen zu
sammen mit den Zentrifugalkraftwirkungen auf einen Ausdruck 
- /X 2 q; gebracht. Hier soll q; den als klein vorausgesetzten Ver
drehungswinkel des Schiebers von irgendeiner Mittellage q; = 0 
aus gerechnet bedeuten; - /X 2 q; soll also nichts anderes sein als 
die auf den Schieber vom Regulator her ausgeiibte Stell kraft. 

Wir denken uns jetzt ferner ein Relativkoordinatensystem 
in bezug auf den Grundschieber, dessen Anfangspunkt in der 
den beiden Schiebern gemeinsamen Zylinderflache liegt und des
sen x-Achse eine Erzeugende dieser Flache sei, wahrend die 
y-Achse die Spur der Ebene x = 0 mit jener Flache ist; bezeich
net man den Radius des Expansionsschie bers mit r, so gilt 

d Y = rdq;. 
Die zwischen den Schiebern wirkende Reibungskraft M gil, 

wo M die Masse des Expansionsschiebers ist, wirkt jedenfalls 
tangential zu einer in der Schieberflache liegenden Kurve, deren 
Bogenelement d s sei. Diese Kurve ist diejenige, die ein beliebiger 
Punkt des Expansionsschiebers bei der aus Drehungen und Ver
schiebungen zusammengesetzten Bewegung des letzteren relativ 
zum Grundschieber beschreibt. Die Komponenten der Reibungs
kraft in den Koordinatenrichtungen sind jetzt 

dx dy dq; 
Rz =+MYP,-d; Ry =+MYP,-d- =+Myp,r-d . - s - 8 - 8 

Die Bewegungsgleichungen des Expansionsschiebers schreiben 
sich hiermit wie folgt: 

{ 
M ~:~ = X ±M g II ~: ' 

(6) d2 d 
e-~ + /X2q; =+Mgp,r~ . 

. dt2 - ds 
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Hier gilt nun weiter 

~; = l/(~;r +r~( ~~y, 
in welcher }'ormel die kleine Drehgeschwindigkeit r (~T) des Ex

pansionsschiebers gegenuber seiner groBen Axialgeschwindigkeit 

(~~ r vernachlassigt werden kann. Damit wird aber ds = dt. c, 

indem wir die in Wirklichkeit periodische Axialgeschwindigkeit 
durch ihren Mittelwert c ersetzen. 

Jetzt geht die zweite der Formeln (6) uber in 

d 2 cp 9 Mg,ur dcp 
(7) (9 dt2 - + (X"(P = --c--7(t' 

Hier ist das Minuszeichen gesetzt, weil ebenso wie die Rei

bung auch die Geschwindigkeit dcp ihr Zeichen umkehrt, so daB 
dt 

wir im Gegensatz zum vorigen Beispiel fur die ganze Bewegung 
nur eine' einzige Differentialgleichung erhalten. 

Bemerkenswert ist an dieser Formel, daB der yom Regulator 
. M g!1r dcp zu uberwindende Bewegungswlderstand ---- - mit zu-

c dt 
nehmender Verschiebegeschwindigkeit c abnimmt, em Ergebnis, 
welches die praktische Erfahrung bestatigt. 

§ 6. Freie Schwingungen 
eines Galvanometers mit linearer Dampfung. 

Die Formel (7) des § 5 fuhrt uns bereits in das Gebiet der 
freien gedampften Schwingungen im engeren Sinne. Unter Damp
fungen versteht man ganz allgemein Widerstandskrafte, die sich 
der Bewegung eines schwingenden Korpers entgegensetzen und 
dabei in jedem Augenblick der ersten Potenz der Geschwindigkeit 
des Korpers proportional sind. NaturgemaB ist diese Definition 
lediglich eine Annaherung an die Wirklichkeit; es ist keineswegs 
von vornherein einzusehen, weshalb die Widerstandskrafte nicht 
auch von hoheren Potenzen der Geschwindigkeit abhangen sollen. 
In der Tat gibt es auch Bewegungsvorgange, bei denen jene ein
fache Definition nicht mehr zutrifft. Indessen hat die Erfahrung 
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gezeigt, daB die Behandlungeiner sehr groBen Zahl von Sch,vill
gungsproblemen des Ingenieurs und des PhysikerH sich nach obiger 
l<'estsetzung mit geniigender Uenauigkeit behandeln lassen. 

Ein wichtiges Beispiel einer ge
diimpften Schwing ling bietet pinc inller
ha.lb eines gel-whloHHencn LeiterH Hchwill
gende Magnetuadell'I). 

Der Leiter (siehe Fig. W) sei kreis
Hirmig vom Radius T, die Magnetnadel 
habe das magnetischc Moment 9JC lind 
ihre Lange sei klein gegen T. Wir he
trachten die Nadel zu einer Zeit, Zll 

der sie um den Winkel r aus der Ebene 
des Leiters ausgelimkt ist. Da sie sich 

dhr>~ in Bewegung befindet, so induziert sic 
I 7'1\ f ! im Leiter elektromotorische Krafte, die 
k--------Zr------->' einen Strom i hervoITufen. Der Strom i 

}'ig. 16. Galvanometer. 
leistet im Leiter eine Arbeit zur Erwar

mung des Leiters; diese Arbeit hat im Zeitelement dt den Be
trag w i2 d t, wenn w der Widerstand des Leiters ist. Der Energie
betrag wi2 dt kann nur daher riihren, daB die Bewegungsenergie k 
der Magnetnadel um den gleichen Betrag dk vermindert wird; es ist 

(1) 

Die Dhertragung der Energiemenge dk von der Nadel auf 
den Warmeinhalt des Leiters geschieht durch Vermittlung des 
elektromagnetischen Potentials des Leiters in bezug auf die Nadel. 
Die Potentialtheorie zeigt, daB dieses Potential lautet: 

(2) 
2nimi . 

Il=----smr· 
T 

Stets gilt die Beziehung 

(3) dk + dIl = 0; 

d. h. die Summe der Anderungen der kinetischell und der poten
tiellen Enerige der Nadel muG stets gleich Null sein. 

Aus (1) und (3) falgt 

(3a) wi2 dt = dT1 = oIl ~qJ-dt or dt 
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oder mit (2) 

(4) 
2.71~m dcp 

. cosC(' - . 
rw dt 

Hiermit wird also der Stroll1 ·i berechnet. Wir berechuell nun 
das Drehmoment D1 , welches dieser Strolll auf die Nadel am;
li bt. Es ist einfach 

oIl 2.719Jli D1 = -_ .. _- = ~.--. (,osCP . a cp r 
(5) 

Ferner ubt del' Erdmagnetismus ein MOlllent D2 aus, welches 
wir in § 4 fandell 
(6) D2 = - H5JJl sincp , 

wobei vorausgesetzt ist, daG die Leiterebelle mit dem magne
tischen Meridian zusammenfalle. Bezeichnen wir noch das Trag
heitsmoment del' Nadel mit e, dann gilt als Bewegungsgleichung: 

d2 9)( . 
(7) e d··~ = -- H!lR sincp + 2.7l -~ coscp . 

t" r 

Fiihren wir im letzten Glied der rechten Seite fur i semen 
Wert aus Gleichnng (4) ein, so ergibt sich: 

d2cp 4n25JJl2 dcp . 
(8) fJ dt 2 + --;2W cos2 cp 7it- + H5JJl sincp = 0 . 

Werden hier wieder nur kleine Schwingungen betrachtet, so daB 
man set zen kann 

sincp = cp, coscp = 1 , 
so wird 

(9) 
. d2 cp 4 n 2 5JJl2 dcp . 
e dt2 + 14w- dt + H5JJlcp = O. 

Dies ist die den gedampften Schwingnngsvorgang beschreibende 
Differentialgleichnng. Sie ist Ii near von der z wei te nOrd n n ng 
mit konstanten Koeffizienten nnd homogen. 

Wir kurzen jetzt ab: 

(9a) 
4 n 2 5JJl2 

. -B' r2 w- - , H5JJl = C 

nnd erhalten 

(10) 
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Wir versuehen, unter welchen Umstanden 

(U) cp = A elXt 

eine Losung von (10) ist. 
Nach ein- und zweimaIiger Differentiation findet man: 

d dO 
(12) ~ = A iX elXt • - ~CfJ. = A iX 2 elXt • 

dt 'dP· 

Setzen wir (11) und (12) in (10) ein, so folgt nach Division mit 
A elXt : 

(13) 
2 B 0 

iX +-iX+--=O. . e e 
Geniigt iX dieser Gleichung, so ist offenbar (11) eine Losung 
von (10). 

Die quadratische Gleichung (13) hat zwei Losungen: 

und 
(14) 

Jeder dieser beiden Werle liefert ein partikuliires Integral 
der Differentialgleichung (10); das allgemeine Integral setzt 
sich aus diesen zusammen unter Zuhilfenahme zweier willkiir
lieher Konstanten Al und A2 

(15) 

Der Bewegungsvorgang gestaltet sich sehr verschieden, je nach 
den Anfangsbedingungen und nach dem Wert der Wurzel in (14). 
1st die Wurzel reell (B2 > 4 eO), dann sind iXl und iX2 beide nega
tiv, woraus sich ergibt, daB cp niemals unendlich groB werden 
kann, sondern daB die Nadel, ohne durch ihre Mittellage zu gehen, 
zur Ruhe kommt. 

Besonders wichtig ist der Fall, daB 

(16) B2 = 4 eo; 
auch in diesem FaIle kommt keine eigentliehe Schwingung zu
stande, sondern die Nadel nahert sich "Ii periodisch" ihrer 
~uhelage (siehe Fig. 17). 
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. /Jj2-ci 
WlI'd dagegen 1 4 f)2 - f) imaginar, dann geht qJ in die 

Form fiber 

(17) 
---t a B2 a B2 11( 11 ---) 

qJ = e 20 Al cos 7~i - 4 f)Z t + A2 sin 11 f) - 4: 82 t , 

wo Al und A2 wieder die Integrationskonstanten sind. 

!P 

t 
I 

I 
I 

", 

·t.L. ___________ ~ 
taO t 

Fig. 17. Aperiodische Dllmpfung. Fig. 18. Gedllmpfte Sehwingung. 

Einen solchen Schwingungsvorgang veranschaulicht Fig. 18: 
es entstehen Sinusschwingungen mit fortdauernd abnehmender 
Amplitude. 

Diese Schwingungsdauer .wird jetzt 

(18) 
2:n 

T=~~~ -va B2 
f)'- 4f) 

also groBer als im Fane der freien ungedampften Schwingung 
(B = 0). 

Zwei Amplituden, zwischen denen eine Schwingungsdauer 
-~T BT 

liegt, verhalten sich wie 1 : e 219 ; man nennt die GroBe 2'e ' 
welche ffir die Abnahme der Amplituden bestimmend ist, das 
logarithmische Dekrement A, bezogen auf eine ganze 
Schwingungsdauer. 

Man benutzt eine gedampft schwingende !fagnetnadel zur 
Bestimmung von Widerstanden. Dabei wird der zu messende 
Widerstand mit dem Widerstand der Galvanometerwicklung in 
Reihe geschaltet und durch Schwingungsbeobachtung das loga-
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rithmisehe Dekrement cler Schwingung = .11 ermittelt. AliS A 
berechnet man vermoge 

B'l' 
A= -

20 

rlie Crolk B nnc1 am; dieKer naeh (~h) die Snmme elf'R vViekltlngR' 
widerstand:-; uua des zu 1II1terHllehpl](h'n vVidel'stalHlpK, VOIl dP1Wll 

die (~rstel'ehekannt iRt. 

§ 7. Einzelheiten zur Behandlung gedalllpfiel' Schwingun~f'n 
heim Galvanometer. 

Die Gleichllng (17) des § 6 sehreiben wir fiil' <las J~olgende in 
derForlll 

(1) 

Dnreh Einfiihrung del' halben gediimpften SehwingnngfldmH'r 

(2) 

sehreiht Rich (1) einfacher: 
Bt 

qJ = A e - 211 sin (~t + ex) . 

J3enutzt man ein solches gedampftes Galvanometer zu ballistischen 
Messungen, so ist der beobaehtete erste Aussehlag (siehe § 4) 

auf ungedampfte Sehwingungen zuruckr,ufuhren und dann erst 
znr Berechnung der Elektrizitatsmenge nach Gleichung (25) des 
§ 4 zu benutzen. 

Zur Zuruckfuhrung des Ausschlags auf ungedampfte Schwin
gungen stellen wir folgende Dberlegungen an. 

Die Galvanometernadel beginne zur Zeit t = 0 ihre Bewegung 
mit einer noch unbekannten Geschwindigkeit CPo. Dann ist 
ex = 0 zu setzen, und es wird: 

(4) 
Bt 

. A -;i(-1(n n B. n ) 
II' = e -T cos T t - 27":i sm T t 
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oder' zur Zeit t = 0 

(5) 
. n 

%=A T · 

Vollzieht nlm die Nadel eine halbe Schwingung, 1'0 kehrt sie 
nach del' Zeit t ~~ T wit'deJ' durch die Rulwlage zlll'ii(~k mit df'r 
Gf'sehwindigkeit 

(Ii) 

Dureh Division der Absolntwcrtc von CPo lind q.-'I ergi1>tRieh tIns 
Dampfungsverhaltnis 

(7) 

lIml hierans das logarithmisehe Dekrement fur halbe SchwingnngR
daner: 

(8) 
BT B n 

A ;= log natk = --- = - - --===---== . 
26 28 l/£- B2 

8 4A2 

Mit (8) lmnn Jl1fi.n die Gleichung (3) aueh schreihcn: 

(9) 

Ferner fiihrt man noeh zweckmaBig die halbe Sehwi n· 
gnngsdauer To del' ungedampften Bewegung 

(10) 

ein und findet mit dieser: 

(II) 

oder allch durch 

(12) 

I T=T .. _ 
0 1 / B2 

VI = 40B 

Einfiihrung von 0 nach Gleichung (8): 

/ I B2 T2 
T = To II + 4" n282 . 
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Aus dieser letzten Forme! und (8) findet sich dann schlieBlich 

(13) T = To ynt + A2 . 
n 

Die erste Umkehr der Nadel erfolgt zu einer Zeit t = tl , welche· 
sich bestimmt aus der Gleichung 

(14) cp = ~ e-~t(ncos; tl - A sin ; tl) = 0, 

welcher Ansatz aus (4) unter Beriicksichtigung von (8) folgt. 
Danach wird: 

(15) 

odeI' 

(16) 

und 
. n n 

Sln-tl = 
T yn2 +- A2 . 

(17) 

Hiermit findet sich der Ausschlag zur Zeit t1 , d. h. der erste 
Ausschlag nach Beginn der Bewegung: 

(18) 
- :!. arctg'::' n 

CPl = A e '" A --====,--yn2 + A2 

Ermittelt man hier die unbestimmte Integrationskonstante 
nach (5), so wird: 

(19) 

Ohne Dampfung ware aber gewesen (B = 0, A = 0) 

(20) 
. To . T 

cP = CPo:;- = CPo y n 2 + A 2 

und demnach 

(21) 
- ~arctg~ 

CPl = cP e '" A 

ode.r 

(22) 
A '" +-arctg-· 

cP = CPl e '" A 
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Die Znriickfiihrung auf ungedampfte Bewegung wird also 
geleistet, durch Beobachtung des ersten nnd zweiten Umkehr
ausschlags 'PI und 'P2' welche nach 

(23) A = log nat :£1_ 
V'2 

das logarithmische Dekrement zu berechnen gestatten und dann 
mit (22) den gesuchten ungedampften Ausschlag liefern. 

Bestimmt man gleichzeitig die gedampfte halbe Schwingungs
dauer T als Zeitverlanf zwischen den genannten Umkehrpnnkten, 
so hat man aIle die Bewegungsdifferentialgleichung bestimmen
den GraBen gewonnen. Denn nach (8) findet mail: 

(24) 

und nach (10) und (13) 

(25) c 
e 

B A 
- =2 
f) T 

;rc2+ A2 
T2 = 1'2 . 

o 

So findet deml die Differelltialgleichung (10) des § 6 ihre Form 
in den unmittelbaren Ergebnissen der Schwingungsbeobachtung: 

(26) 
d2'P I A d'P ;rc2 + A2 
d t2 j 2 -Pdt + T2 cp = 0 . 

Fiihrt man hier noch die Abkiirzungen ein 

",1 
T = c5; 

;rc 
¥=1', 

so erhlilt man: 

_. __ . 7T 

Hier ist 1/1'2 -+- b2 "". ip- die Kreisfrequenz der ungedampften 
o 

Bewegung, l' die der gedampften Bewegung. 

(1) 

§ 8. Untersuchung aperiodischer Schwingungen des 
Galvanometers. 

1. Die gedampfte Schwingungsdauer 

H ort, Schwingungslehre. 2. AnI!. 
.) 
v 
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gestattet 110eh eine Umformung clnreh Einfuhrung vou 

(2) und 
,_ 2 tf)C 
/;' = - , 

B 

wo To die Sehwingungsdauer cler nieht gedampften Bewegung ist. 
Wir erhalten dann: 

(3) 

Es ist also die GroBe ~2 - 1, welehe uber den Charakter der 
Bewegung entscheidet, und es entspricht: 

~ > 1 clem perioclisch geclampften, im vorigen Paragraph naher 
behandelten Zustand, 

~ = 1 dem aperiodischen Grenzzustancl, 
~ < Idem uberaperiodischen Zustalld. 

In dies en beiden letzten Fallen ist eine bestimmte Abanderung 
der Bewegungsgleichung erforclerlich. 

2. Fur den Fall ~ < 1 mussen wir auf die allgemeine Lo
sung des § 6 

zuruckgehen, mit 
setzen ist (vgl. § 7) 

B 
() = -- . 

2f) , 

<Xl = - b + v und <X2 = - b - 1', wo ZU 

B l / 4 e C B ---~-
l' = 2 e / I -- ']j2 = 2f5 VI - ~~ . 

SolI nun clie Nadelgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 in cler Mittel
lage flir cp = 0 gleieh ~o sein, so haben wir zn setzen 

f Al + A2 = 0, 

l AJ <Xl + A2 <X2 = To 
(3a) 

und darans die unbestimmten Integrationskonstanten 

A A q'o 
1=- Z=2b' 

Damit wird die gesuchte Bewegung: 

(4) 

nnter Anwendung des hyperbolischen Sinus. 
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Wollen wir jetzt den Zeitpunkt del' el'sten Umkehr uestill1111en, 
so ist zu setzen: 

Ui) 

woraus sich die Umkehrzeit Tl ermittelt nach 

(6) 
y 

was nach Tl aufgelOst ergibt: 

(7) 
1 (~+y 

T J = 2~;; log nat 15- y 

Dieses kann man wieder in (4) einsetzen und fiudet die GriH3e 
des zur Zeit Tl gehorigen Ausschlages mit 

(8) 

Nach Erreichung dieses Ausschlages geht das Galvanometer wieder 
zuruck. Die Bewegung folgt den Anfangsbedingungen fill' t = 0 : 
rp = q\, cp = 0, welche die Konstantengleichungen liefern 

(8 a) 

Mithin wird: 

(8 b) 
y+t5 

A = rpl --~ 
1 2 l' 

Nach del' ersten Umkehr, zur Zeit #, wird also del' Ausschlag 

(9) rp = rpl (!' 2~ 15 e"'? + l' 2 ~ 15 e -1'11) e - ~ ,9 • 

1st die Dampfung nun sehr grail, wobei B sehr graB ist gegen
i', bel' 2 f)C, dann wird annahernd 

und 

I' = ~1/1 ~-4e(f = JL (1 _ 2f!C)' 
2 f) / B2 2 0) B~ 

C 
0--1'= 

]1' 

J* 



3li lI. Sehwingungen mit Diiulpfung. 

() 
wo cille sehr kleinc Zahl ii'lL Man kaHn dellmach 

B 
c5 - l' = 0 und c5 + 'I' = 2 'I' 

I'letzen und findet 

(10) 

Weil 0 eine sehr kleine 
B 

~,,~ 

Fig. 19. 'tlberaperiodi.che 
Diimpfllng. 

GroBe ist, so nimmt rp nun sehr 
langsam ab, das Galvanometer 
"kriecht" in seine Mittellage. Das 
Bild (siehe Fig. 19) zeigt den Verlauf 
des soeben berechneten Vorgangs. 

3. Del' aperiodische Grenzzu
stand ; = 1 forderl die Aufsuchung 
des Integrals 

(11) T = Ai e",t + A2 ex• t 

im }'alle del' Gleichheit von (Xl und (X2 ctwa = (x. DaB diesel' 
Fall eine gesonderte Untersnchung verlangt, sieht man, wenn 
man zunachst noch (\2 von (Xl verschieden annilllmt, etwa 
(X2 = (Xl + J.. Dann wird aus (11) 

(12) It = e~lt (Ai + A 2 e)·t) . 

Versuchen wir jetzt, diesen Ansatz etwa den bei (3a) zu
grunde liegenden Anfangsbedingungen anzupal'lsen, so wtirde sein 

(13) 

Setzt man dies in (13) ein, so findet sich: 

(14) 1/= P~e'\,t(e;·t--l). 
J. 

Die Gleichheit del' Wurzeln (Xl und (X2 verlangt nun das Ver
schwinden von A, was in (14) den unbestimmten Faktor 

ei. t -1 0 
g(A) = lim--; = -

J.=O /. 0 

hervorbringt. Um diesen zu beseitigen, haben wir (nach bekannten 
Regeln; vgl. Hutte 1915, I, S.68) Zahler und Nenner nach ). zu 
differenzieren und finden: 

te!.t 
(15) g(2) = lim -- = t . 

i.=O 1 
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Somit findet sich die Bewegung der Galvanometernadel im aperio
dischen Grenzzustand mit (Xl = - b . 

(16) rp=cpoe-rlt·t. 

Da nun die Beding\lug ~ = 1 identisch ist mit l' = 0, so wird wegell 

(17) :n 2 
=,,2 + 152 1'2 

\I 

(vgl. § 7) einfach: 

(18) 15 -- _'!:-
- To ' 

also aus (H)) : 
.• t 

(19) rp = f(Jo e To • t . 

Hiernach bestimmt sich die Zeit t = 1\ der ersten Umkehr aus 

{ .. t .. t} 
cP = CPo e-'f.'o-i te - T7, =0 

ZU (20) 

nnd der bis dahin erreichte groBte Ausschlagwinkel 

. To . To 
(21) g'l = f{'o e ~~ = f{'u 8,540 . 

Rechnet man vom groBtell Ausschlag (t = 0) den Ruckgang mit del' 
Zeit {}, so hat man wieder die Gleichnng (12) zu verwenden nml 
mit den Anfallgsbedingnngen cp = '1\ une! cP = 0 flir t = 0 zu 
verbinden. Es wird denmach 

(22) f CP1 = Al + A2 , 

l 0 C~ (Xl Al + ((Xl + I,) A2 . 

Durch Auflosung nach A1 und A2 erhalten wir 

(23) Al = (~,1 + l)r1; 
uml nach Einsetzullg in (12) 

(24) " { (Xl rp = '1'1 eX,,, 1 + " 
/, 

Hier tritt in def geschweiften Klammer beim Grenziihergang 
l, = 0 wieder ein unbefltimmtes GJied auf, wp]cheR dnrch Differen-
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tiation von, Zahler und Nenner nach l zu beseitigen ist. Man 
erhalt dadurch 
(25) rp = rpl e"'1,7 (1 - (XI ~9) 

ocil'f III it 

(26) 

Setzt man hier 1'} = 3 To, so wird 

10,4 10,4 
rp = rpt -i9,4 = ({Jl 11200 ' 

d. h. beim aperiodischen Grenzzustahd geht der groBte Ausschlag 
in der dreifachen ungedampften halben Schwingungsdauer auf 
weniger als Tlloo seines Betrages zuruck. 

Man kann beweisen, daB der aperiodische Grenzzustand 
(v = 0) derjenige ist, der den groBten Ausschlag ({Jl in der kur
zesten Zeit zum Verschwinden bringt. 

Der Beweis gelingt so: Nach Ansatz (9) ist 

{v+~ 'J v-~ "} I" (27) rp = rpt - 2~-- e'" + ~ e-"" e-'" . 

die Gleichung fur das Ruckschwingen des Galvanometers vom 
groBten Ausschlag rpl bei aperiodischer Bewegung. Es soil jetzt 
der Ausschlag rp, der nach einer beliebigen Zeit {} von rpl noch 
ubrigbleibt, so klein wie moglich sein, was durch geeignete Wahl 
von v und ~ erreicht werden soIl. 

Es soIl also rp bei jedem {} ein Minimum werden. Hierzu bilden 
wir durch partielle Differentiation nach v und ~ (Bedingung fur das 
Maximum oder Minimum einer Funktion mit zwei Variabeln; siehe 
"Hutte" 1915, S. 68), nachdem wir rp in Hyperbelfunktionen 

rp = rpt {[Oi v {} +~- @lin v 19} e- ,\ II 

(vgl. "Hutte" 1915, S. 64) ausgedriickt haben, die Gleichungen 

1 ~~ = rpt {{}@linv{}+ ~v{} [oiv {} - :2 ~inv 19} e- ,l~ = 0 , 
(28) 

a rp {1~. {} .0 ~ Q (H)~. _~} _ ~ ? 
. ~--- = rp1 --- ~11tv - 'U'(£OI v 1/' - -- ~11tv 'U' e 1 = 0 , 
a~ v 'y 
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d . . h· b v - J \') d' Z Nach A dItIOn, Weg e en von -----. CPl e--' I. un geeIgneter .. u-
v 

sammenfassung findet sich aus diesen Gleichungen: 

(29) (6ill VI') .~ ~oi VI'}) t- \, 6iltl' /)c~ 0 . 
l'v' 

Diese Gleichung soIl ftir jedes {} nach I' aufgelost werdell. V = 0 
ist eine solche Losung, bei von Null verschiedenem (), wie sich 
durch Einsetzen in (29) ergibt, und es ist die einzige Losung, 
da, wie ein Blick in die hyperbolischen Funktionentafeln der 
"Hutte" odeI' auch eine kurze Reihenentwicklung del' linken 
Seite von (29) lehrt, positives V diese Seite stets positiv, nega
tives v stets negativ, also von Null verschieden macht. 

Der aperiodische Grenzzustand bringt also das Galvanometer 
schneller als aIle anderen moglichen Bewegungszustande zur 
Ruhe. 

§ 9. Entladung eines Kondensators. 

linter einem Kondensator versteht man eine Vorrichtung zur 
Ansammlung einer Elektrizitatsmenge. _ In seiner einfachsten 
Form besteht ein Kondensator aus einer Platte aus isolierendem 
Material (Glas, Hartgummi, Glimmer usw.), die auf beiden Seiten 
mit di.i.nnen Metallfolien belegt ist. Der Kondensator sei geladen 
auf das Potential Po; seine Kapa
zitat sei C; dann ist die auf del' 
einen Belegung 1 enthaltene Elek
trizitatsmenge 

(1) 

die andere Belegung 2 sei zur 
Erde abgeleitet (siehe Fig. 20). 
Verbinden wir jetzt die Belegung 1 
durch einen Leiter vom Wider
stande w und der Selbstinduktion L 

2 1 

P{! 

Fig. £0. Kondensator. 

"0h%/); 

Erde 

mit del' Erde, so beginnt ein Strom ~ un Leiter zu flieBen; die 
auf del' Belegung enthaltene Elektrizitatsmenge beginnt sieh zu 
andern, und es gilt im Zeitelement dt: 

(2) dQ=-idt. 
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Ferner gilt aber auch das Ohmsche Gesetz: Das Potential P muB 
in jedem Augenblick der Summe vom 0 h m schen und Selbst
induktionsspannungsabfall gleich sein: 

(,") P . L di 
C) . = 1O.~ + ---. 

rtt 

Setzt man in (:~) P =~- ein undo differenziert nach t, so erhiilt man: 

(4) 
1 dQ eli d2i 
---- = w--- --1- L-a dt dt I dt 2 

und hieraus mit ~Q = -i 
dt 

(S) 
el 2 i w eli i 
dt2 + Telt + -[d = 0 . 

Wir finden also, daB bei der Entladung eines Kondensators sich 
der Entladungsstrom genau so andert, wie die Schwingungsweite 
einer gedampft schwingenden Magnetnadel. Es gibt auch hier 
zwei Moglichkeiten: Entweder ist 

(6) 
w~ I 

4L?: dcc LC ' 

dann kOlllint keine eigentliche Sch w ingung zustande; der Strom 
wiichst schnell von Null bis zu einem Maximum, um daim all
mahlich bis zu Null abznnehmen (siehe Fig. 21). 

Oder es ist 

w 2 1 
4P<io' 

t 
':> 

Fig.21. Aperiodisch gedampfte Entladung. 

t 

y 

Fig. 22. Oscillierellde Entladung. 

dann kommen ein oder mehrere Strol1lwechsel vor; der Funke 
ist llicht einheitlich, sOlldern laBt sich mit Hilfe schnellrotierender 
Spiegel als periodiHche Erscheinung erkennen (siehe Fig. 22)12). 
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Ist del' Ohmsche Widerstand des Entladungsleiters sehr klein, 
so entsteht eine groBe Zahl schwach gedampfter Stromschwinglln
gen, deren Dauer sich berechnet zu: 

T = 2:rVLG . 

KOlldensatorentladungen dieser Art mit lllogliehst sehwaeher 
Dampfung werden in del' drahtlosen Telegraphie benutzt. 

§ 10. SchlieBungs- und Offnungsextrastrom. 

SchlieBt man eine Gleichstromspannung Emit einem Leiter 
von Widerstand w und del' Selbstinduktion L, dann gilt vom 
Momente des SchlieBens ab fur den Stromverlauf im Leiter die 
Differentialgleichung: 

( I) E=Wi+L-~ . 

Zur Losung diesel' Gleichung setzen wir all 

(2) 

woraus wir durch Differenzieren und Einsetzen in (I) erhalten: 

(3) 

Da nUll E eine Gleichstromspannung ist, lllUI3 es von del' Zeit 
unabhangig seill, d. h. in (3) muB 

(WA2 +- LA2LX) e't 

verschwinden, was nur moglich ist, wenn 

(4) W+LLX=O 
ist. Hieraus folgt 

(5) 

Hiermit berechnet sich abel" 
(G) E = w AI' 

womit die lntegrationskonstante Al gefullden ist: 

E 
(7) Ai = .~ 

w 

Del' Stromverlall£ i findet sich nun wie folgt aus (2): 

E __ w t 
(H) z = .- + A" e L w . 
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Hier ist noch die Integrationskonstante A2 zu bestimmen, was ver
mittels der Bemerkung erfolgt, daB zur Zeit t = 0, also im Moment 
fier SchlieBung, der Strom i ebenfalls gleich Null ist: 

(H) t = 0, 

odt'l' 

(10) 

Hiermit ergibt sich endgultig del' Stromverlauf: 

(11) 
E ( _1JJt') 

i=--A-e L . 
1J) . 

Diese Gleichung liiBt sich mit Hilfe del' :Fig. 2:3 wie folgt deuten: 
Zur Zeit t = ° (kurz VOl' dem SchlieBen) ist del' Leiter strol1l

los. Nach del' SchlieBung beginnt ein Strom zu £lieBen, del' mit 

r 
I 
I 
I 

i~~ 

'i 

-----<r--------------
E j!~'.t 
We t 

del' Zeit auf seinen Maximal
E 

betrag i = ansteigt. Dies 
1J) 

verzogerte Ansteigen ist eine 
Folge del' Selbstinduktion L, 
welche beim SchlieBen einen 

: Gegen( extra )strom hervorruft, 
I 

i __ !-__ -';-______ --o:> del' erst mit del' Zeit ver-
Ott schwindet. 

Fig. 23. SchIieLlungsstrom. 
.Ahnlich gestaltet sich die 

Behandlung des Offnungsextrastromes. Diesel' tritt auf, wenn 
ein vom Gleichstrom durchflossener Kreis des Widerstands 1J) 

und del' Selbstinduktion L plOtzlich_ unterbrochen wird. Die 
Unterbrechung bedeutet nichts anderes, als daB die im Kreise 
wirkende elektrol1lotorische Kraft E momentan aufgehoben wird. 
Die Differentialgleichung fur den Stromverlauf schreibt sich dann: 

(12) . L di ° = 1J)~ + -Zft' 

Hier haben wir wieder sofort eine Losung 

(1~) 
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wo sich die Konstante A2 aus der Bedingung bestimmt, daB fUl' 
t = 0 der Strom 

(14) 
f ~ = E und also allch 

to 

l A2= }I} 
to 

HeIll mu13. 
Es ist also: 

(15) 
E -.!'!.t 

~= -.--e L 
to 

Aus Gleichung (15) sieht man, daB nach Offnen des Kreises 
E 

der St.rom von seinem Werte - bis Null allmahlich abnimmt 

(siehe Fig. 24). Man nennt diesen abklingenden Strom den 
6ffn ungsextl'astro m, 

del' dieselbe Richtung hat r r------------
wie del' ursprungliche i 

I 

Strom; sein Auftreten ist I 

mit erheblicher Funken- , 
bildung verbunden, wah- I 
rend der Schlie Bungs extra:- L--!:-____ --<>-_______ ---* 

Ott strom ohne Funkenbildung -
auftritt. Der 6ffnungs- Fig. 24. Offnungsstrom. 

extrastrom wird gelegentlich im Betriebe elektrischer Anlagen 
wicht.ig, wofiir ein der Wirklichkeit. ent.nommenes Beispiel nach
stehend angefiihrt werden solI. 

Eine groBe Turbodynamo geriet p16t.zlich anBer Betrieb, in
clem ohne zunachst erkenn bare Ursache die Sicherungen zwischen 
del' Dynamo und der Batterie (es handelte sich urn Gleitstrom) 
durchschmolzen. . Beim Wiederanlassen der Maschine zeigte es 
sich, daB sie umpolarisiert war. Hierfiir war zunachst keine Er
klarung zu finden, da die Magnetwicklung de~' Maschine von einer 
besonderen kleinen Dynamomaschine gespeist wurde, die eben
falls auf der Welle der Turbodynamo saB; es war also ausge
schlossen, daB die Magnetwicklung der Maschine etwa Riickstrom 
aus del' Batterie erhalten hatte. Durch genaue Untersuchung 
wnrcle fest.geRtellt, daB del' Unfall paRfliert war, wa.hrend del' 
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Warter sich an den Biirsten der kleinen Erregerdynamo beschaf
tigt hatte. Er gab dann zu, daB er eine Biirsteversehentlich ab
gehoben hatte, womit sich der ganze Unfall sofort aufklarte. 
Einerseits muBte durch das Abheben der Biirste die Turbodynamo 
sofort stromloA werden un<1 die Battel'iesicherungen durch den 
+ E eintretenden Riickstrom 

durchschnidzen. Ande
rerseits muBten beilll 
Abheben einer Biirste 

MJI der Erregermaschine E 
(siehe Fig. 25) zwei Off
nungsextrastrome ent
stehen, und zwar so
wohl in del' Magnet
wicklung M] del' Turbo-

Fig. 25. Umpoiarisierung einer Dynamo. dynamo T wie auch in' 

del' Ms,gnetwicklung MIl der Erregermaschine E. Beide Strome 
muBten in derselben Richtung verlaufen \\lie die Strome VOl' 
del' Offnung, also in Richtung del' in Fig. 25 gezeichnetell Pfeile. 
Da abel' del' Strom1YIr naturgemaB starker war als MIl, so wurde 
MII unterdriickt, un<1 die Magnete del' Erregermaschine \vurden 
durch den Offnungsextrastrom del' Magnetwicklung del' Tul'bo
maschine umpolarisiert. 

§ 11. Schwingungeo. mit quadl'atischel' Dampfung. 

An Stelle del' in § 6 behandelten Iineal'en Dampfung nach del' 
Differentialgleichung 

(1) 
d2 x dx 

m- + b -- + ex = 0 
dt 2 dt 

""ollen wir jetzt voraussetzen, daB die Widerstande del' Bewegung 
dem Quadrat del' Geschwindigkeit proportional sind. Diesel' Fall 
wird bei den spaterzu behandelnden Fliissigkeitsschwingungen 
eine Rolle spielen. 

Wir untersuchen also jetzt die Differentialgleichung 

(2) d2x (ax)2 m---:, + b - + ex = 0, at" at 
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wo wi!' noe" d if' A hkiirzungl'JI einHihren: 

b 
rn 

() 

2 ' 
mit. demErgebnis: 

(3) d2 x + 
dt 2 

. I . 1 (dX)2 DIe ntegratlOn ge ingt, wenn man dt = Y 

1 dy 
2 dt 

(4) 
dx 
dt 

1 dy 
2dx· 

Dann kann man statt (3) schreiben 

(5) 
1 dy b . 
2 dx + 2 y + 1,2 X = 0 , 

setzt. Dann wird 

welche Differentialgleichung erster Ordnung vermittelst del' Sll b
stitution y = 7~ V weiter zubehandeln ist. 

Es schreibt sich (5) wie folgt: 

(6) 1 (dV du) b 
.. u,· + v·· + - u v + y2 X = 0 
2 dx dx 2 

oder 

(7) ( d·u ) dv v ,--- + (5u + u- + 2,,2X = 0 . 
dx dx 

Da fur eine del' beiden :Funktionen u und v, ohne eine Beschran
kung furchten zu miissen, noch eine Bedingnng festgesetzt werden 
kann, so bestimmen wir 

(8) 

oder 

d. h. nach Integration: 

du 
dx + bu = 0 

du 
- = -bdx, 

u 

log natu = 0' - bx 

(9) 
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Nach Einfiihruug dieses Ansatzes in (7) bleibt noch fibrig: 

(10) 
dv 2 
---- = _ -'JI 2 xe,\;r 
dx O2 

oeIer nach einmaliger Integration: 

v = 01 - ~;,,2 x-r~ (1 -:- J~) 
Demnach wird 

(11) 
2,,2 ( 1 ) 

Y = uv =0 O.e-~x - -----x 1---
1 ~ () ()X ' 

(dX)2 = 0 0' e -- ,Ix _ 2~~~ (1 _ 1) 
dt 1 2 () () 

Unter Auflosllng nach (~:) schreiben wir 

(12) 

Es ist nun unerlaBlich, fiber das Vorzeichen des quadratischen 

Dampfungsgliedes : (~:r nahere Festsetzung zu treffen. 

Das Dampfungsglied wirkt seiner Natur nach der Bewegung 
entgegen, wie es in der Differentialgleichung (3) der ]'all ist, 

wenn wir sie auf eine Bewegung im 
Sinne wachsender x beziehen, nach 
Fig. 26 auf eine Bewegung im Sinne 
des Pfeiles a,. 

Betrachten wi!' nun die umgekehrte 
Bewegungsrichtung nach Pfeil b, so 

Fig. 26. Vorzeichenbestimmung. kann hierffir die Differentialgleichung 
(3) nicht gelten, weil dann das Damp

fungsglied im Sinne der Bewegung wirken wfirde, was ja nicht 
moglich ist. Dies bringen wir in der Differentialgleichung durch 

LX'i--az=J 
"'" b ~ 

I 

einen Vorzeichenwechsel des Gliedes ~ (~:r zum Ausdruck. Wir 

schreiben also ffir die Schwingungsbewegung im Sinne des Pfeiles b 
die Differentialgleichung 

(3a) d_2 x _ ~- (dX)2 + 1,2 X = 0 
dt-J 2 dt 
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und ihre Losllng 

(12a) ~; = V'2~~;~ !5x +-~-:-~-.;~~ . 
Es liegt hier del' gleiche Umstand VOl', wie im §;') bei del' 

Schwingung mit konstanter Dampfung, die ebenfalls in den Be
wegungsumkehrpunkten einen Vorzeichenwechsel beim Damp
fungsglied erforderlich machte. 

Die Behandlung einer Schwingung mit Hilfe del' gegebenen 
Ansatze gestaltet sich wie folgt. 

Die Bewegung beginne in del' Umkehrlage A zur Zeit t = 0 

mit x = -Xl und ~; := O. Es gilt die Gleichung (12), aus 

del' sich die Konstante nach 

mit 
(13) 

bestimmt. Setzt man dies in (12) ein, so findet sich die Bewe
gungsgeschwindigkeit von A bis B zu 

(14) ~: = i -V2 (1 -- ~-;; -(-1 + !5x l ) e - ~(XU,)) 

und fur die EndJage in B die Ausschlagwei~e X = x2 aus: 

dx v . . 
(15) dt = -t5 Y2 (1 - !5x~ - (1 + !5x1 ) e - ,)(x, U,)) = 0 . 

Den unter del' Wurzel in Klammern stehenden Ausdruck, del' 
zu Null zu machen ist, kann man durch Logarithmieren um
formen, wie folgt: 

(16) !5x2 + lognat (1 - !5x2 ) = -<5Xl + lognat (1 + <5x1) . 

Hiernach laBt sich die Ausschlagweite x2 berechnen, wenn Xl 

gegeben ist. 
Hat man + x2 gefunden, so benutzt man fur den Ruckwarts

gang in Richtung BA die Gleichung (12a) zur Konstanten
dx 

bestimmung mit --- = 0 und erhalt 
dt 

(17) C = -(1 + !5x2 )e-'\x, 
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und hierauf:! durch Wiedereinsetzen in (I2a) und nltch Eint'letzen 
des dritten Ausschlages - ;C3 lmd Logarithmieren: 

(18) bXa + lognat (1 - bx~) = - bX2 + lognat (1 + ~ xl!) . 

Diese Gleichullg lautet genau wie (16). Der letztere Ansatz ist 
also fur den ganzen Bewegungsverlauf geeignet, aus dem gege
benen Anfangsausschlag i xII die nachfolgenden Ausschlage : x2 i, 
I X3 1 usw. zu berechnen. Die AuflOsung der Gleichung (16) erfolgt 
am besten graphisch durch Auftragen der Kurven 

y = ~ + lognat (1 -~) und y 7= -~ + lognat (1 +~) . 
Diese brauchen nur fur den Bereich ~ = 0 bis ~ = 1 gezeich
net zu sein.13) 

§ 12. Energetische Behandlung der Schwingungsbewegung. 

1. Fiihrte die Anknitpfung an den Kraftbegriff zur Kenntnis 
des zeitlichen Verlaufes der Schwingung, so gelangt man durch 
Einfuhrung des Arbeitsbegriffes zur Kenntnis der mit der Schwin
gungsbewegung yerbundenen Energieumwandlungen. 

Wir betrachtell nach Fig. 27 einen 
Massenpunkt m, der um das MaB x 

o m~,,,, von einem festen Punkte seiner gerad-
-x~ linigen Balm entfernt und mit dem-

selben durch eine Feder yerbunden 
sei, deren SpamHmg mit c x gleich

l!'ig.27. Elastische Schwingung. gesetzt wird. 

1st der Pnllkt in der Entfernnng x in Ruhe, so enthalt das 
ganze System von Massenpunkt und Feder einen Arbeitsbetrag, 
der aufgewendet werden llluBte, mll den Pnnkt m aus 0 gegen 
die Federkraft in die Entfernung x zu bringen. 

Diese Arbeit wird gefunden nach dem Satz: 
, 

(1) A =(Pds, 
() 

wo P die arbeitende Kraft, ds ihr Wegelement bedeutet. In 
unserem Fane ist zu setzen: P = ex, ds = dx, mithin 

~ x 2 

A = /cxdx = c-
o 2 
I) 
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In Fig. 28 stellt sich A dar als Flacheninhalt des Dreiecks OmA. 
Hat andererseits der Punkt in der Entfernung x noch eine von 

d;r; 
i\ nil verschiedene Geschwindigkeit dt- , RO wohnt ihm ein Arbeits-

hetrag inne der GroBe ~ m (~;r, dell wir die ki netische 

Energie oder die lebendige Kraft 
des Punktes nennen, wahrend der der 
Feder allein innewohnende Arbeitsbetrag 
~ cx2 die pot.entielle oder Span
nnngsenergie heiBt. 

1st Hnn das System Massenpul1kt unrl 
Feder ein geschlosseIies, ohne ander

o 
- x 

Fig. 28. KriUtespiel der 
Sr.hwingung. 

x 

weitige Einwirkllng von Kriiften, so winl eine Beziehung 
zwischen den beiden Energieformen hergestellt durch den Satz 
von der Erhaltllng del' Energie, welcher die Sllmme der 
beiden Energieformen als unveranderlich setzt: 

I (dX)2 1 ') , 
(2) ym di-, + -"cx- = c . 

Diese Allssage steht ubrigens auch in ellgem Zllsammenhang ~nit 
del' Differentiaigieichllllg del' Systembewegung, welche nach (lem 
FrfLheren lautet: 

(3) 
d2x 

m ---- - f-- cx = 0 . 
dt! ' 

dx 
M1l1tipliziert man hier mit(ji' so verwandelt sich die linke 

Seite in ein vollstandiges Differential, namlich 

(4) d [1 (dX)' 2Jl d 1.2 _ 0 di -') m -dt + dt [2 CX ] - , 

durch dessen einmalige Integration wieder del' Ansatz (2) entsprillgt. 
Der Satz von del' Erhaltung der Energie liefert also ein Z w i -

schenintegral der Bewegungsgleichung. 
Nach dem Fl'iihel'en ist nun etwa 

:r = Xo sin (I) t 

-rc 
(I) = J/ ~ 

Hort, Schwingllngsiehre. 2. Allfl. 4 
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ein Integral von (3). Hiernach findet sich die kinetische Energie 
des Systems: 

Lk = tm(~:r = -}mw2x~cos2wt 
und die potentielle 

Lp = 1cx2 = 1 cx~sin2wt. 
Die Summe der beiden Energien liefert aber 

(6) Lk + Lp = 1 cx~ (cos2 w t + sin2 w t) = 1 cx~ = 0 , 
und damit wird 

(7) 1 (dX)2 1 2 _ 1 ~ 
2 m at + -2 CX - 2 CXO' 

Die Gesamtenergie des Systems ist also gleich derjenigen Menge 
von potentieller Energie, welche das System im Augenblick stark
Rter Auslenkung Xo enthalt. Die kinetische Energie ist aber in 
diesem Augenblicke: 

(dX)2 
Lko = 1 m -d = 1mw2 [cos2 wt]sinwt=1 = O. 

t X=Xo 

Andererseits ist im Augenblick kleinster Auslenkung x = 0 die 
potentielle Energie 

und die kinetische: 
Lk = ~mw2xo = -~-cx~. 

Die Energie oszilliert also dauernd zwischen den beiden Formen 
der potentiellen und kinetischen Energie hin und her, wie in Fig. 29 
gezeichnet ist. 

c 

i 

1<o---(Ut=g.1t--~ 
L W 

Fig. 29. Ungedampfte Oscillation der Energie. Fig. 30. Condensator. 

2. Betrachten wir jetzt die Vorgange bei einer gedampften 
elektrischen Schwingung, etwa der Entladung eines Kondensators 
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nach Fig. 30 durch einen Widerstand und eine SelbstinduktiOlt 
[vgl. Ansatz (3) in § 9 nach Umkehrung des Vorzeichens des 
Stromes i]: 

(1) P + W· 1 di Q W . L di 0 ~+'([t=·d+ ~+ ([t= , 

so haben wir uns zunachst fiber die Energieformen klar zu werden. 
Der Strom i, der wahrend der Zeit dt aus dem Kondensator 

flieBt, bringt bei diesem eine Spannungs- oder Potentialerniedri
gung dP hervor, die der Elektrizitatsmenge d Q = i dt propor
tional ist; es gilt: 
(2) i dt = 0 dP 

·_OdP_dQ 
~ - ---;It - ---;It . 

Dieser unter der Spannung P aus dem Konde.nsator flieBende 
Strom leistet in der Zeit dt eine Arbeit 

(3) 
dP 

d U = i P dt = 0 P ---;It dt , 

urn welchen Betrag sich der Energieinhalt des Kondensators in 
der Zeit d t vermindert. Durch Integration zwischen den Span
nungen 0 und P erhalt man den ganzen der Spannung P ent
sprechenden Energieinhalt des Kondensators: 

{ dP 
U =JOP.... dt = lOP2 dt 2 , 

(4) 
o 

oder wenn man die Ladung Q des Kondensators mit P = Q 
~~: 0 

(5) 

oder in der Zeit d t 

(6) 

U - _1_Q2 
- 20 ' 

Die dem Kondensator entnommene Energiemenge wird nun 
verbraucht zur Arbeitsleistung im SchlieBungskreis des Konden
sators. 1m SchlieBungskreis wird. Arbeit verbraucht in Gestalt 

4* 
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von Joulescher Warme Wi 2 dt, sowie zur Dberwindung des 

induktiven Spannnngsabfalles L :: . Der diesel' entsprechende 

Energiebetrag wird dem magnetischen Energieinhalt del' induktivell 

Spule in del' GroBe L i :: zugefuhrt. 

Die 8umme del' drei Arbeiten muB also verschwinden, wes
halb zu setzen ist: 

(7) 

Hieraus folgt durch Integration: 

1 Q2 t 

2 G + W/i 2 dt + ~- L i2 = K01l3t. 
o 

Dies ist wieder das Gesetz del' Erhaltung del' Ellel'gie, welches 

besagt, daB die Sunl1ne von elektrischer Ellergie -~ ~ und magne

tischer Energie -~ L i2, zuzuglich del' seit Beginn del' Bewegung 
t 

verbrauchten J 0 uleschen Warme Wfi 2 dt eine Konstante ist. 
n 

A bgesehen von del' J 0 U 1 e schen Warme, welche als Verlust 
zu buchen ist, findet auch hier ein Oszillieren del' beiden Energie
formen statt. Elektrisrhe und magm·tische Energie, die, an Hand 

A der Diffel'entialgleichung 
_________________________________ betrachtet, den Charak-

\' Lm. 
I ,~, 

J I ' 
I _ i i.e 

I 

I 

\: " \ I 

j<'ig. 31. Gediimllfte Oscillat.ion del' Energie. 

ter del' potontiellon bzw. 
kinetischen Energie tra
gen, gehen fortwahrend 
ineinander tiber. 1hre 
Sllmmo abel' nimmt fort
wahrend ab, weil boi dem 
Ubel'gang au~ einer Ener
giefol'lll in die andere 
Enel'gie als J 0 u I e sche 

Warme verlorengeht. 
oszillation dargestellt. 
an Gesamtenergie all. 

In Fig. 31 ist del' Verlauf del' Energie
Die punktierte Kurve gibt den Verlust 
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1st zur Abkt'lrzttng 

W 
~ = 0 und 

2L 
/ 1 W 2 _, 1 LO- 4L2 -) , 

so ist 

del' Stromverlauf im allgemeinen. Die 1ntegmtionskonstallten A 
und IX bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0, 
i=O, Q=/idt=Qo zu: 

Also wird 

und. 

IX = 0; 
,,2 + 02 

A = -Qo -~--- -
/' 

."~ + 02 • 
t = -Qn SIn I' t e ,It 

/, 

Q = Qo (Osinl't + I'cosl't) e ot 
)' 

Hieralls ermittelt sich abel' die magnetii'lche Ellergie 

und die elektrische 

1 Q~ 
-- __ 9_ cos2 (/' t _ {j) e 2 .1t 
2 L02 1,2 

(j 
wenn tg {} = gesetzt ist. 

v 
Bildet man jetzt die Summe von Le und Lm, so erhiilt man 

den Verlanf del' gesamten elektromagnetischen Ellergie mit 

1 Q2 
L = Le + Lm = 2-- - --~ [1 - sin'{j sin (2 v t + O)J e L02 1,2 

Bei schwacher Dampfung, also kleinein <> odeI' {}, kann del' 
Faktor in del' eckigen Klammer gleich 1 gesetzt werden, und die 
Energieabnahme erfolgt nach del' Exponential£unktion e ~ 2.\/. 
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III. Einfache erzwungene Schwingungen. 

§ 13. Beispiel aus del' Mechanik. 

Die bisher behandelten Schwingungsvorgange waren samt
lich von Differentialgleichungen folgender Form beherrscht: 

d 2x dx 
(1) m7itf.+bdi+cx=O. 

In dieser Gleichung konnte die Veranderliche x bald die Ampli
tude eincs Pendels oder einer Magnetnadel bedeuten, bald die 
Ausweichung eines federnden Gewichtes aus seiner Ruhelage, oder 
den Verdrehungswinkel des Schiebers einer Dampfmaschine, oder 
einen veranderlichen Strom usw. Die physikalische Bedeutung 
von m war bald die Masse eines materiellen Punktes, oder das 
Tragheitsmoment einer Magnetnadel, oder die Selbstinduktion 
eines Stromkreises. Die Dampfungskonstante b konnte herruhren 
von Reibungen zwischen rasch aufeinandergleitenden Flachen, 
oder von Induktionsstramen in einem Leiter, oder von del' Rei
bung eines Karpel's in del' umgebenden Luft, wahrend die Direk
tionskraft C geliefert wurde bald von der Schwerkraft, odeI' von 
einer Feder, oder von elektrischen und magnetise hen Kraften. 

y Die von der Gleichung (1) 
beherrschten Vorgange sind 

~~~--r-H-\=1;..t--JI-++f-lI~~t also auBerst vielseitig; sie 

t 

J;'ig. 32. Erzwullgelle t-lchwillgUllg. 

haben das gemeinsam, daB sie 
sogenannte freie Schwin
g u nge n sind, Schwingungen, 
welche das sich selbst uber
lassene System ausfuhrt, wenn 
es aus seiner Ruhelage ge
bracht wird. 

Del' Gruppe del' freien 
Schwingungen schlieBen sich 
nicht mindel' wichtig die er
zwungenen Schwing un

gen an, fur die wir uns zunachst ein mechanisches Beispiel 
herrichten wollen. 

Ein schwerer Karpel' m (siehe Fig. 32) sei mittels einer Feder 
f aufgeMngt; sein Schwerpunkt habe in del' Ruhelage vom Auf-
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hangepunkt die Entfernung L. Bringt man den Korper m durch 
Anheben und Loslassen aus seiner Ruhelage heraus, so vollftihrt 
er urn seine Ruhelage Schwingungen nach Gleichung (1), wo die 
Dampfung b daher riihren moge, daB der Korper etwa in 01 unter
getaucht sei, und wo die Konstante c, die "Direktionskraft", sich 
leicht aus den Federabmessungen berechnet. 

Jetzt setzen wir voraus, daB der Aufhangepunkt A seiner
seits (etwa durch Kurbelantrieb) dauernd eine periodische Be
wegung ausftihre nach der Gleichung 

(2) 
a . 

y = - slUwt. 
e 

Durch die Bewegung werden periodische Anderungen der Feder
spannung bedingt, die ihrerseits sich auf die Bewegung des Kor
pers m fortpflanzen: zur Zeit t wirkt nicht mehr die Federkraft e x 

auf den Korper, sondern e (x - y), wo x und y beide nach oben 
positiv gezahlt werden. 

Die Gleichung (1) geht also tiber in 

(3) 
d2x dx 

m- + b- -+ c(x - y) = 0 
dt2 dt 

oder 

(4) 
d2x dx . 

m-d9 -+b-d +cx=asmwt. 
t" . t 

Diese Gleichung beschreibt die einfachste Form einer erzwunge
nen Schwingung mit Dampfung oder einer periodisch 
gestorten Schwingung. Das Glied auf der rechten Seite heiBt 
das Storungsglied; es ist im vorliegenden Falle eine harmo
nische Funktion der Zeit. 

Wir wollen zunachst die ungedampfte Schwingung unter
suchen, lassen also vorlaufig b = 0 sein. Wir versuchen, ob eine 
Funktion 
(5) x = Al sinw t + A2 cosw t 
die Gleichung 

(6) 
d2x 

m-d 2 + ex = asinwt 
t 

befriedigt; A] und A2 seien die Integrationskonstanten. 
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Nach zweimaliger Differentiation findet sich 

d2x 
(7) ....... = -- 4. 0/ sinw t - A (,)2 COSO) t dt2 ~ I . . 2 . .• 

Kaeh Eintragen von (,')) nnd (7) ill (6) fiudet sieh: 

(8) { -)n (02 (AI sinm t + A2 eosm t) + CAl Sin.(/) t . 

+ cA 2 eosw t =c asmw t 

oder naeh sin und cos geOl'duet: 

(9) (CAl - AI1nW~ -- a)sinwt + (CA.2 - A21n(2)coswt = O. 

Aus (9) folgt <lurch Nullsetzen der Koeffizientpll von sin lind co,.: 

(wenn c ~2:: (1}2) 

womit unsere I"OSllug lantet 

(10) 
a 

x C~ •.. --- sin(/) t . 
c -- m(l)~ 

Diese Gleichuug sagt, daB die erzwungene Sehwillgung x des Kor
pers 1n synchron mit der Bewegung y des Aufhangepunktes er

c 
folgt und daB die Amplitude der zweiten Bewegung .. . 2 mal 

o· 1 d' A l't ddt C - 1n (I) so grolJ 1st a s 10 mp 1 11 e er ers eren. 
Hier sind einige besondere FaIle zu unterscheidell. 
1st w sehr klein, erfolgt also die Bewegung des Aufhange

punktes sehr langsam, so kopiert der Korper 1n die Bewegung 
von A ganz genan, wachst (I), so nehmen die Ausschlage von 1n 
fortgesetzt Zll, bis sie mit 

(11) 

unelldlich groB werden. 
Es liegt anf del' Hand, daB diese Moglichkeit vermieden wer

den muf3, weil infolge del' Heftigkeit del' Bewegnngen von rn del' 
Bestand des ganzen Systems in Frage gestellt wird. 

Wachst w weiter, so nimmt der EillflnB der erzwungenen 
Bewegullg wieder ab, bis sich bei ganz groBem w die Bewegung 
von m nur durch schnelle Err.itterungen mit ganz kleiner Ampli
tudA hAmerkbar macht. 
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Neben den erzwungellenSchwillgungell vollfuhrt jedoch der 
Karper auch noch seine Eigellsch.willgnngen 

(12) .. -, / c x ~~ ;(;o Sill! t . 
, 1rL 

Diese kombinieren sich mit den erzwungenen Schwingungell, sie 
interferieren mit ihnen. In der Fig. 33 ist eine Eigenschwin
gung II und eine erzwungene Schwingung I, deren Frequenzen 
sich wie 2 : 3 verhalten, 
zu einer Schwingung III 
kombiniert. Sind die 
Frequellzen gleich, danll 
geraten. Eigensehwin
gung und erzwullgene 
Schwillgung in Reso
nallZ, d. h. wir hahen 
den durch Gleichung (11) 
charakterisiertell Fall. 

'Vir nehmen mm an, 
daB die erzwungel\e 

Fig. 33. Intcl'ferenz yon Sehwingnngell. 

Schwingung mit Dampfung hehaftet sei, d. h. wir ulltersuchen 
die Differentialgleichung (4). Im § (i hatten wir die allgemeine 
Porm einer freien gedampften Schwillgung gefunden: 

( 1:3) 

"Vir wollen nun versuchen, ob diese :Form cler Lasullg von (1) 
sich auch fiIr Gleichung (4) eignet, indem wir annehmen, daB 
Al und A2 nicht Konstallte, sondern vorlaufig noch unbe
kannte Funktionen yon t seien; wir untersuchen also, unter 
welchell Umstallden 

(14) 

eine Lasung von (4) ist. Wir differenzieren Gleichung (14) 
mal und erhalten nach Eintragung in (4): 

(15) 

f Al e1 (m!XI + b IX1 -i- c) + A2 e2~rn!X~ + bIX2 + c) 

t + m(Al' e1 + A~ eJ ) + 2 m(Ai 1\1 e! + A; (\;:! e2 ) 

+ b (At e1 + A~ e2 ) = Ct sin OJ t , 

IIWP]-

wo e1 Hir e",t und e2 fur e",t gesetzt ist. In dieser Gleiehullg Yer

:,;ehwinclen clie heiden ersten GHeder auf der linken r-leitc von I'lelln'it. 



58 III. Einfache erzwungene Schwingungen. 

Es bleibt ubrig eine Differentialgleichung fur zwei unbekannte 
Funktionen Al und A 2 • Wir durfen daher eine weitere Bedin
gung fur diese Funktionen beliebig festtletzen und tun dies, indem 
wir schreiben: 
(16) A~el + A2e2 = O. 

Differenzieren wir diese Gleichung, so entsteht 

(17) Aiel +A~e2 = -(Aicx1 e1 +A2cx2e2)' 

Tragen wir (16) und (17) in (15) ein, so folgt: 

(18) m(Ai cxl e1 + A2 CX2~) = a sinw t . 

Aus (16) und (18) leiten sich dann zunachst die Differential
quotienten Ai und A2 ab: 

f
Ai = dAl. = a sinwt 

dt m (CXl - cx2 ) e"lt ' 

lA2 = dA2 = a sinwt 
dt m (CX 2 - cxt ) e",t 

(19) 

und hieraus die gesuchten Funktionen selbst: 

{
A = ° + r a sinw t dt 

1 1 Fm (cx! - CX2 ) eiXlt ' 
(20) 

A = C + r a sinw~dt. 
2 2 )m(cx2 -cxl ) e",t 

-8etzen wir die Ausdrucke (20) in (14) ein, so ergibt sich, wenn 
J 1 und J 2 die beiden Integrale in Gleichung (20) sind: 

(21) x = 01 e",t + 02 e",t + e",t J 1 + e",t J 2 , 

d. h. die Gesamtschwingung besteht wieder aus der Eigenschwingung 
01 e",t + O2 e""t und dererzwungenen Schwingung e",t J 1 + e,,·t J 2 • 

Bei genauer Betrachtung der erzwungenen Schwingung zeigt 
sich, daB diese die Gestalt annimmt 

p sin (w t - e) • 

Die GroBen p und e sollen nun direkt bestimmt werden, da die 
Ausrechnung der Integrale (20) etwas umstandlich ist. 

Wir setzen. also die erzwungene Schwingung 

(22) x=psin(wt-e), 
differenzieren zweimal und setzen in Gleichung (4) ein. 
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Wir wollen die einfache Zwischenrechnung unterdriicken und 
finden: 

(23) {

rob 
e == arctg 2' 

c-ro m 

p == i(C~ m;)2 + b2ro2 . 

Dieses Resultat besagt: 
1. Die erzwungene Schwingung eilt der erregenden Ursache 

um die Phasenverschiebung 

nacho 
2. 1st die Schwin

gang ungedampft, 
dann findet keine 
Phasenverschiebung 
statt. 

3. Es kann nie
mals Resonanz auf
treten fur c = ro 2 m; 
in diesem FaIle wird 
lediglich die Pha~en-

verschiebung = ; , 

wahrend x endlich 
bleibt, solangeDamp
fung vorhanden ist. 

4. Der Maximal
wert der Amplitude p 
tritt ein fur 

rob 
e == arctg 2 

c-ro m 

I 
r- I I 

I I I 
: I I 
t- I I 

III 1.~ II I " __ /C,,,c 
t.I=JlEymc~"1". - Y'm 

t_~ ______ ~~~ ______ ~ 
Fig. 34. Damp!ungs- und Phasenschaubild. 

Fig. 34 giht den Zusammenhang zwischen der Amplitude p 
und der Kreisfrequenz ro fur verschiedene Dampfungen. Mit 
wachsendem b nehmen die :Maximalamplituden immer mehr ab, 
und ihre Werte werden bei immer kleinerem ro erreicht. 
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§ 14. Zeichnerische Behandlung del' erzwungenen Schwingungen. 

(1) 

Wir sehreiben den Ansatz (lO) in § 13 in der Form: 

X= 
1 a 

~. sinO) t 
c c 

1 - 0)2:-
1n 

und setzen 

(2) (02: c 2 rn = Z , 

wo z das Verhaltnis der Storungskreisfrequenz ZUf Eigenkreis
frequenz bedentet. Man nennt ? die Versti m 111 ung, nnd es 
ergibt sieh 

(3) 

z '0 

a 1 . 
1- 2 SIUO) t. 

c -z 
X= 

i::? 

2 C/)2 

I Z =c:m 

7 
-------------- -------Z_I/ z=2 

E'i!!. 34&. Verstarkungszahl und Verstimmung. 

40 

1,0 

o 

-5,0 

Die groUtell Aus
sehlage sind also in 
erster Linie von dem 
'Vert des Ausdruekes 

1 
V. = ~~~-- abhan-

- 1 -- Z2 

gig, der in Fig. 34a 
ill Abhangigkeit von 
z anfgezeiehnet ist. 
Man nennt Vz die 
VeI'groBerungs -
z a hIder Sehwingung. 
Die Abhangigkeit von 
T'z von z liefert delll
naeh die VergroBe
rung 1, also genaues 
Kopieren der er
zwungenen Bewe-
gung, fur sehr kleine 
z, d. h. fur sehr 
kleine Storungsfre

quenzell. Mit waehsendem OJ niullnt z zn, und Vz wird fur 
z .:.... I (Gleichstimmigkeit von Eigen- uud StOrungssehwingung) 
theoretisch unclldlieh groll. 
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Nach dem Bild findet beim Durchgang durch z = 1 ein Vor
zeichenwechsel von Vz statt. Filr z < 1 ist das Vorzeichen posi
tiv, fiir z> 1 negativ. Dies bedeutet, daB fiir Storungsfrequen-
1:en nnter der Eigensehwingungszahl (z < 1) sich die erzwungene 
Schwingung in Phase mit der Starung befindet, wahrend fiir 
Storungsfrequenzen iiber del' Eigenschwingungszahl (z> 1) die 
erzwungene Schwingung der starenden Ursache gerade ellt
gegengesetzt erfolgt. 

Bei wirklichen Bewegullgen findet der Ubergallg zwischen 
den Phasen natiirlich nicht so nnvermittelt statt, wie im Bilde 
gezeichnet, weil die stets vorhandene Dampfung den Vorgang 
beeinflu Bt; aueh kaHn selbstverstandlich der A l1sRehlag praktiseh 
lliemals wirklich unendlich werden. 

Nimmt z von 1 weiter zu bis 00 wa.s mit unendlich groBer 
Storungsfrequenz gleichbedeutend ist, so nimmt Vz immer mehr 
ab, der EinfluB der Storung verliert sieh. 

Es kann aber a.uch z znnehmell, bei endlichem w, durch 
Verschwinden von c, d. h. durch Aufhorell der Krafte, welche 
die Masse m an den Sehwingungsmittelpunkt heften. In diesem 
Faile ist eine gesonderte Untersuchung der Differentialgleichung 
notig. \Vir haben daIm als solche 

(4) 
d"x 

rn -z 9 = a sin w t . 
d-

Dureh einmalige Integration fillllet sich hier 

dx n 
1n = C1 - COR (I) t 

dt (I) 

(3) 

und durch nochmalige Integration 

(6) 
a 

m x = C2 + C1 t - 2 sinw t . 
(I) 

Die AnfangRbedingung: flir t = 0 soIl flein x == 0 nnd ~: = 0 
Jiefert fur die KOl1Rtanten: 

a 

Mithin ,\ ird 

('/) x = !t t - _a_·_ sinw t . 
mm (J)2m 
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Wir haben also gar keine eigentliche Schwingung mehr vor uns, 
sondern eine fortschreitende mit daru ber gelagerter periodischer 
Bewegung. Die aus Fig.34a zu entnehll1enden Werte gelten 
also nicht fur c = O. 

Betrachten wir nun die VergroBerung der Bewegungsaus
schlage und die Phasenverschiebungen bei gedampften, erzwungen 
schwingenden Systemen nach den Ansatzen (23) im § 13. 

(R) 

(a) 

a 
p = -==-==-=~=-= . 

r(c - mw2)2 + b2w 2 ' 

wb 
Ii = arctg ----- . 

c- w 2 m 

Diese Ansatze forll1en wir urn wie folgt 

a 1 
p=-

c l/(1- mw2)2 + !~. w 2m 
c mc c 

Ii = arc tg y~-c· w -Vi; 1 _1 ~w~ . 
c 

1 !--; 1 
Hier setzt man nach Ansatz (2) dieses Paragraphen - V - = -

w m z 
llnd nach Ansatz (24) und (25) des § 8 mit B = b, e = m, C = c 

b 2A 
-- = --- wodurch wir erhalten: ymc r~2+A2' 

a 1 
p=--; / 4A2 II (1 - Z2)2 +------- . Z2 

. 112+A2 

2A Z 
f = arctg --=----= ----

V112 + A21 -- Z2 

1 
SOll1it wird die VergroBerungszahl Vz = ---=-::==-'c~=.=.:::-_____ _ 

-J/(l - Z2)2 + __ ~A2 __ . Z2 
, 112 + A2 

sowie die Phasenverschiebung Ii nur auf zwei GroBen zuruck
gefuhrt, namlich auf die schon oben eingefuhrte Verstill1mung Z 

und das logarithmische Dekrement A. Die wichtigen GraBen Vz 
(s. F'ig. 35) und Ii (s. Fig. 36) ergeben sich jetzt in einfacher Weise 
in Abhangigkeit von z filr die verschiedenen Dall1pfungen 
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XII A N' 1 . d . A h X" --- = e. lema s WIr ,mIt usna me von --- = 1 : 1 
Xn+l xn +1 

oder A = 0, die Verstarkungszahl unendlich; stets bleibt bei vor-

~or-----------OTr------------r------------'--. 

3,0 
2,0 

l,~t:::::~~~~~~L-_-_-_--=~~~~~~~_=_=_=_A_=_:d 
z=o Z= 1 z=2 z=3 

Fig. 35. Damp!ungsBchaubild. 

handener Dampfung auch bei Gleichklang von Storungston und 
Eigenton (z = 1) die Verstarkung endlich. Dabei liegt das Maxi
mum der Verstarkung nicht bei z = 1, sondern bei kleineren 

1:1 

A=/ognafxn-
~Or-------X~n-~'~1-;~7-__ ~~~ __ ~~~~ ____ -4 __ ~ 

Fig. 36. Phnsenschaubild. 

BV, 
Werten von z, die sich ermitteln aus Tz = 0 mit 

/ ----2A2 
z = + II - n;2 + A 2 • 

Die Phasenkurven zeigen fur schwache Dampfung eine starke 
Veranderlichkeit der phase 13 mit der Verstimmung z. 
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§ 15. Die allgemeine Wechselstromgleichung. 

1. Bereits in § 9 und 10 hatten wir uns mit den elektrischell 
Schwingungen in einem mit Kapazitat und Selbstinduktion be
hafteten Stromkreis beschaftigt. Damals lag eine konstante Span

c 

I 
I 
I 
I 

L 

: I 

W 

nung an den Enden des Strom
kreises; jetzt wollen wir den 
Stromkreis einer sich sinusartig 
andernden Wechselspannung anf! 
setzen: 

'b (1) E = asinwt. 

tl~--Lat--~---Wt-- In Fig. 37 sei W der Ohmsche Wider
stand, L die Selbst.induktion, 0 die 
Kapazitat des Stromkreises; i sei 
cler im I"eiter flieBende Strom. In 

'---------E--------J 
Fig. 37. Wechselstromkreis. 

jedem Augenblick muB nach clem Ohmschen Gesetz die Summe 
der von W, L, 0 herriihrenden Spannungsabfalle gleich E 
sein, d. h. es muB gelten: 

(2) W . + L di 1 /'. d·E . ~ dt + C. ~ t = = a SlllW t . 

Dm in dieser Gleichung das Integral zu beseitigen, muB dieselbe 
differenziert werden: 

(3) 
di d2i 1. dE 

Writ + L dt2 + c~ = ~dt =awcos{J)t 

oder besser geordnet 

dt · d' 1 
L-~ + W-~ + -- i = a w cos w t 

dt2 dt 0 . 
(4) 

Die linke Seite dieser Gleichung stimmt fiberein mit Gleichullg 
(5) in § 7. Auf der rechten S~ite steht als erregende Kraft nicht 
die gegebene Wechselspannung seIber, sondern ihr erster Diffe
rentialquotient. 

Nach den Erorterungen von § 8 fiber die Integration dieser 
Gleichung konnen wir die erzwungene Schwingung wieder sofort 
hinschreiben : 
(5) i = psin(wt + e) 
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und wollen hier nur die Bestimmung der Amplitude p und der 
Phasenverschiebung E ausdriicklich durchfuhren. Es findet sich 
aus (5) 

(6) 1 
di 
dt w P cos (w t + E) , 

d2 ' 

dt: = -w2psin(wt +- E). 

Fuhren wir (5) und (6) in (4) ein, so ergibt sich, wenn man die 
Glieder mit sin w t und cos w t zusammenfaBt: 

(7) 1 
sin w t ( - W 2 L p cos E - W W p sin E + ~ P cos E) 

+ cos w t ( - w2 L p sin E + w W p cos & + ~ p sin E - a w) = 0 . 

Die beiden Glieder auf der linken Seite mussen jedes fur sich ver
schwinden, weil sie mit Zeitfunktionen multipliziert sind, und 
man erhiilt: 

awO p = ..... . 

Y(l - w2 LO)2 + w2 W2G2 

(8) 1 - w 2 LO 
E = arctg - ..... _..... .. . 

wWO 

n wWO 
=·2 -arctg 1 - w2LC' 

Hiermit findet sich der Wechselstromverlau£: 

. awO . (n wWO ) (9) Z = .. sm wt+··-arct .. 
Y(1-w2LO)2+w2W202 2 gl-w2LO 

Mittels dieser Gleichung kann jedes Wechselstromproblem gelOst 
werden. Allgemein ergibt sich, daB der Strom i der Spannung E 
urn den Winkel E vorauseilt, solange L < 1 : w 2 O. Nur im Falle 
1 - w 2 LO = 0 wird die Phasenverschiebung zwischen Strom und 
Spannung Null. Wird L> 1 : w 2 0, so wird die Phasenverschie
bung negativ, der Strom beginnt der Spannung nachzueilen. Ent
halt der Stromkreis keinen Widerstand W, so ist die Phasen-

H 0 r t, Schwingungslehre. 2. Auf!. 5 
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n n 
verschiebung 13 entweder =2- oder = - "2' je nachdem der 

EinfluB die Selbstinduktion oder die Kapazitat uberwiegt. 1m 
ersteren Fall eilt der Strom der Spannung urn einen rechten Winkel 
voraus, im letzteren Falle urn ebensoviel nach; elektrische Arbeit . 
wird dabei uberhaupt niclit geleistet. Der Strom wird zu einem 
Maximum, wenn I = co 2 LC wird. 

Wir wollen im folgenden ein Zahlenbeispiel dafur bringen, 
wie sich in einem konkreten Fall Stromstarke und Phasenver
schiebung mit wechselnder Selbstinduktion li.ndern. 

Es sei die Wechselspannung = a = 3000 Volt, die Kreis
frequenz sei = co = 300, der Widerstand W = 200 Ohm, die 
Kapazitat C = 2· Mikrofarad. Mit diesen GroBen ergibt sich die 
Stromstarke 

limp. 
ZQ 

15 

5 

1,8 
p = - Ampere. y(l - 0,18 L)2 + 0,0144 

50· 

o 

DasMaximum der Stromstarke 
liegt bei L= 5,6 Henry mid 
betragt 15 Ampere. FUr 
L = 0 ist p = 1,79 Ampere. 
Andererseits findet sich die 
Phasenverschiebung 

1 - 0,18L 
13 = arctg 0,12 

Fur L = 0 wird 

13 = arctg 8,3 

50° oder 
13 = 830, 

15 Henru 

Fig. 3S. Strommaximum und Phasenverschiebung bei 
einem Wechselstrom. 

wahrend ffir L = 5,6 
Henry 13 = 0 wird. 
Den genauen Verlauf 
der Kurven zeigt 
Fig. 38. 

Die GroBen, die in den abgeleiteten 
tragen folgende Benennungen: 

Gleichungen auftreten, 
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awO 
p = = der groJ3te Momentanwert des 

1(1 - w2 LO)2 + W 2 W202 Stromes, 

a = der groJ3te Momentanwert der 
Spannung, 

l/e: ;--.0) ~r-;;~ = die Impedanz oder der schein
bare Widerstand des Strom
kreises, 

(w L - ---~-) = die Reaktanz, 
wO 

1 
wL---
_-==--w_O_ = die Zeitkonstante, 

W 
w = 2 n 1l = die Kreisfrequenz, 

n = die ]'requenz oder Wechselzahl. 

2. Der Ansatz (5) liefert, wie bemerkt, nur die erzwungene 
Schwingung des Kreises in Fig. 37. Neben der erzwungenen 
Schwingung vollzieht der Kreis jedoch auch noch seine Eigen
schwingung, d. h. wir konnen zu (5) noch die allgemeine Losung 
der Differentialgleichung 

(10) L d2i + W di + 1 i = 0 
dt 2 dt 0 

hinzufiigen, ohne daJ3 der so erweiterte Ansatz seine Bedeutung 
als Integral der Differentialgleichung (4) verliert. 

Aus § 6 und 7 wissen wi!', daJ3 sich die allgemeine Losung 
von (10) schreiben laJ3t wie folgt: 

(U) i = A e-Jtsin(vt + <X) , 
wo bedeutet: 

Demnach haben wir als allgemeine Losung von (4) 

(12) i = A e- Ji sin (v t + <X) + P sin(w t + e) • 

Bestimmen wir jetzt als Anfangsbedingung, daJ3 zur Zeit t = 0 
die Spannung E = a sin w t plOtzlich an den Kreis angelegt werde, 

5* 
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der stromlos ist tmd dessen Kapazitat ladungslos sei, so haben wir 

A und IX nach den Gleichungen i = 0 und q = ~f dt = 0 an
zusetzen: 

A sinlX + psine = 0 , 

-~--~ {t5 sin IX + 'I' cos IX} + E_ cose = 0 . 
,,2 + 152 w 

(13) 

Da nach den Ansatzen (8) _ 

(14) 
1- w 2 LO 

tge = 
wWO 

ist, so findet sich aus (13) 

(15) 

"('1'2 + 15 2 - w 2) tg IX = --------
15 (,,2 + 152 + w 2) 

A = _ sine 
p sin IX ' 

womit sich ganze Schwingung (12) in die Form stellt: 

(16) 

wo das zweite Glied in der Klammer die Eigenschwingung darstellt. 
Die Gestalt dieser Stromkurve kann sehr verschiedenartig sein. 

Wenn geringe Dampfung 15 besteht und die Eigenfrequenz " der 
Erregerfrequenz w sehr nahe liegt, ist es moglich, daB Strom-

-------

-------.---
Fig. 39. Eigenschwingung und erzwungene Schwingung. 

verlaufe nach Fig. 39 vorkommen. Die Bewegung zeigt sich dann 
als Schwebung, d. h. als Interferenz zweier nahezu gleichperio
discher Schwingungen, die abgedampft wird, bis schlieBlich nur 
die mit der Erregerperiode verlaufende erzwungene Schwingung 
Ubrigbleibt. 
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§ 16. Entstehung eines Wechselstromes bei abwesender KapazitiU. 

1st im Stromkreis keine Kapazitat vorhanden, so kann man 
1 

den Ansatz (2) im § 15 ohne weiteres benutzen, da C = 0 zu 
setzen ist. 

Wir haben also 

(1) L di W· . -;Ii + ~ = a smw t . 

Das allgemeine Integral dieser linearen Differentialgleichung 
1. Ordnung findet sich mit einer willkurlichen Konstanten A: 

(2) 
W 

--t a 
i = A e L + sin(w t - r) , 

y'W 2 + w 2 L2 

wo fur den Winkel r gilt: 

(3) 
wL 

tgr=W' 

Die Konstante A bestimmt sich aus del' Anfangsbedingung; zur 
Zeit des Einschaltens (t = 0) sei z. B. i = O. Dann wird 

odeI' 

0= A _ asinr _ 
yW2 + w 2L2 

awL 
A=------

W2 + w 2 L2' 

Del' Stromverlauf setzt sich also aus einem abklingende.n und 
einem erzwungenen Teil zusammen. 

Del' erstere verschwindet bei den in del' Wirklichkeit eintre-
tenden Verhaltnissen sehr schnell. Z. B. : 

Es sei die Spannung a = 500 Volt. 
Es sei die Selbstinduktion L = 0,0858 Henry. 
Es sei del' Widerstand W = 3,43 Ohm. 

. W 
Dann wird - L = -40. 

Es sei die Frequenz n = 50/Sek. 
Dann wird die Kreisfrequenz w = 2;rc n = 314. 
Es ergibt sich die Reaktanz w L = 26,9. 

Mithin die Impedanz = tW2 + w2 L2 = 27,11 . 
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· . a wL 26,9 
Also wird ~ = --- = 18 44Amp und tg = --~- = -- = 7 82 

27,11 ' . W 3,43 ' 
oder der Phasenverschiebungswinkel 

y ~ 82°43' . 

W 
Infolge des hohen Wertes von - 7.-- = -40 klingt das Glied 

J 

_!" t 
awLe L 

-W2tL2 w2- , 

welches zur Zeit t = ° den 
Wert 18,44· siny Ampere hat, 
sehr schnell ab; bereits nach 
0,1 Sek. ist es auf 0,018, nach 

H~H-++-H:::roH-+++"f-+-+-++nr+t 0,15 Sek. auf 0,0025 seines 

, , 
Anfangswertes gesunken, wo
mit die volle Ausbildung des 
Wechselstromes beendet ist. 

,1 Selr·--..... , '<---41 Sek--J Es vergehen also nur wenige 
Fig. 39a. Kapazititsloser Stromverlauf. 

Stromwechsel bis die volle 
Ausbildung des Wechselstromes beendet ist. Fig. 39a stellt den 
Anfangsverlauf der Strombildung dar. 

§ 17. VerhaUen eines Schwingungskreises bei gedampfter Erregung. 

A' 8' 

1m § 15 hatten wir einen Schwingungskreis, 
bestehend aus Selbstinduktion, Ohmschem Wider
stand und Kapazitat, durch Anlegen einer Wechsel
stromspannung von konstanter Amplitude erregt 
und die dadurch im Kreise entstehende erzwungene 
Schwingung, d. h. den ihn durchflieBenden Wechsel
strom, untersucht. 

In der drahtlosen Telegraphie gibt es nun An
ordnungen, bei denen die Erregerspannung keine 
konstante Amplitude besitzt, sondeI'll selbst ge
dampft ist. Eine solche Anordnung zeigt Fig. 40. 
Rier wird in einem Schwingungskreis I eine ge
dampfte Eigenschwingung erzeugt (etwa durch 
ein Funkeninduktorium), und diese Eigenschwin-

Fig. 40. Kreismitge- b .. d f' d 
dimpfter Erregung. gung enutzt man, um vermoge eJ: au mnan er 
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induzierenden Spulen A B und A' B' in einem zweiten Kreise II 
einen neuen Schwingungsvorgaug zu erregen. Gelten dann fur 
den Kreis 1./ wieder die Konstanten L, 0, W, und ist die ge
dampfte Schwingung im Kreise I 

(1) E=ae-fitsinrot, 

so wird die Differentialgleichung der Schwingung im Kreise II: 

1 
L d2i W di + 1. dE fit ( R') - + - -l = - = ae- oocosoot -I,slnoot 

(2) dt2 dt a dt 

=a P+P2e-fitcos(oo t + r) 
mit!! = tgy. 

00 

Die L6sung diese!' Differentialgleichung findet sich in Ge
staltder tJbereinanderlagerung zweier gedampfter Schwillgungen, 
namlich 
(3) i = P e- fit sin(oo t + e) + A e- dt sin (v t + IX) • 

Die Differentialgleichung (2) und ihre Losung (3) gelten aber nur 
unter der Voraussetzung, daB der Schwingungskreis II keine 
Ruckwirkung auf den Kreis I ausubt. Wiirde er eine solche aus
uben, so wurde eine merkliche Koppelung zwischen den Kreisen 
vorhanden sein, die wir erst spater behandeln werden. 

In der Losung (3) finden sich die GraBen p nnd e nach Ein
setzen von i und seiner beiden niedrigsten Ableitungen in (2) 
durch Vergleichung der Zeitfunktionen auf beiden Seiten, wahrend 
die unbestimmten Integrationskonstanten A und IX des zweiten 
Gliedes sich vermoge der Anfangsbedingungen bestimmen. 

Die Stromkurven zeigen auch hier wechselnde Gestalten, je 
llachdem die verschiedenen Konstanten des Ansatzes (3), ins
besondere c5 und f3, 00 und vgewahlt werden. 

Fig. 41. Schwingung mit gedlimpfter Erregung. 

Fig. 41 gibt einen Vorgang mit voneinallder etwas verschie
denen Werten fur OJ und v, wahrend eine der beiden Dampfungen 
wesentlich kleiner ist als die andere. 
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In Fig. 42 ist vorausgesetzt: Y = ill und nicht sehr verschiedenc 
fJ und ~. 

}'ig. 42. Schwingung bei gleicher Dampfung der Erregung und des Eigentones. 

Ausfiihrlicher werden diese Verhaltnisse untersucht von 
Bjerknes, auf dessen Arbeit wir hiermit verweisen.14) 

IV. Instrumente zur Aufzeichnung von Schwingungen. 

§ 18. Der Indikator. 

Der Dampfmaschinenindikator dient zur Aufzeichnung 
der periodischen Anderungen des Druckes im Zylinder einer Dampf
maschine in Gestalt des Indikatordiagrammes, welches als MaBstab 
fur die Arbeitsleistung der Maschine dienen soll. 

Die Genauigkeit des Diagrammes hangt nun ab von der Fahig
keit des schwingenden Systemes des Indikators - Kolben, Feder, 
Schreibgestange -, den erzwungenen, yom Dampfdruck her
ruhrenden Schwingungen zu folgen. 

Hierzu ist erforderlich, die Eigenschwingungsdauer des Systems 
mit der erzwungenen Schwingungsdauer und deren Oberschwin
gungen zu vergleichen. 

Bezeichnet m die Masse des Indikatorkolbens und aller damit 
verbundenen beweglichen Teile des Schreibgestanges, F den Kol
benquerschnitt in qcm, 8 den FedermaBstab, bezogen auf den 
Schreibstiftweg und ausgedriickt in mm fur I kgjqcm, q das 
Dbersetzungsverhaltnis zwischen Schreibstiftweg und Kolben
weg, kann die Eigenschwingungsgleichung des Kolbens an
geschrieben werden: 
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wenn man die Reibung auBer Ansatz laBt. EntsehlieBen wir uns, 
x als den in m gemessenen Kolbenweg aufzufassen und die Masse m 
in [kg m -1 see2] zu bereehnen, so findet sieh die Riehtkraft c aus 
delll FedermaBstab 8 wie folgt: 

8 
C = F: 1000q [kg m- 1]. 

Fur einen Indikator von Schaffer & Buden berg gel ten 
folgende Werte: 

m = 0,00626 [kg m -1 see 21 
8 = 2,37 [mm kg- 1 qem] 

q=4 
F = 1,602 r qem]. 

D· . f' d, . h _ 1,602 - -1 
auut III et SIC ~ - 0,000592 - 2710 [kg III J. 

Kreisfrequenz l' = V ~ erhalt hiernaeh den Wert 

l' = 658, 

lind die Eigensehwingungszahl wird 

no = 21';" = 105/see = 6300/miu . 

Die fl'eie 

Benlltzt man den Indikator an rasehlaufenden Viertakt-Verbren
nungskraftmasehinen mit Umlaufszahlen von 2000 in del' Minute, 
so wiirde die'seehste Teilsehwingungszahl in die Nahe del' Eigen
sehwingungszahl fallen und zu Resonanz lind damit zu falseher 
Allzeige des Indikators AnlaB geben. 

Dber die Mogliehkeit unriehtiger Anzeige des Indikators kann 
man sieh aueh noeh in folgender Weise Reehensehaft ablegen. 

Bezeiehnet p den aufzuzeiehnenden veranderliehen Dampf
drllek,R die Gesamtheit aller del' Indikatorbewegung sieh entgegen
stellenden Widerstallde, so lantet die Bewegungsgleiehung 

d2x 
m dt 2 + ex + R = pF . 

Del' Widerstand R setze sieh zusammen aus einem mit del' ersten 
dx 

Potenz del' Kolbengesehwindigkeit veranderliehen Teil b dt nnd 
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einem festen Teil ± r; der von der Coulombschen Reibung 
herrfihrt, und dessen Vorzeichen sich nach der jeweiligen 
Bewegungsrichtung des Indikatorkolbens bestimmt. Es ist also 
zu setzen: 

dx 
R=b--+r. dt-

Der Indikator z~ichnet den Kolbenweg x auf, der vermoge des 
FedermaBstabes sofort den Druck p liefern wfirde, wenn die 

Massenkraft m ~:~ und der Reibungswiderstand R nicht zu Kor

rekturen notigten. 
Die GroBe r kann man zu etwa 2 v. H. von ex veranschlagen; 

fiber b ~~ liegen keine Erfahrungen vor und solI daher auBer An-

satz bleiben. d2 x 
Der Massendruck m dt? wird nun berucksichtigt, indem man 

das Kolbenwegindikatordiagramm in ein Zeit- oder Kurbelweg
diagramm umwandelt; die Kurbeldrehung wird fur diesen Zweck 
als gleichformig angenommen. 

Dann kann man an dem Zeitdiagramm graphisch oder rech
nerisch den ersten und zweiten Differentialquotienten ermitteln 
und damit die Massenkrafte auswerten, die den indizierten Werten 
ex positiv oder negativ hinzuzufugen sind. 

Das Verfahren der zweimaligen rechnerisch-zeichnerischen 
Differentiation ist zeitraubend und entbehrt der . Genauigkeit. 
Richtiger ware es, die Zeitkurve des indizierten Druckes zunachst 
in Teilwellen zu zerlegen, was mit Sicherheit moglich ist, da die 
Analyse periodischer Kurven auf eine Integration hinauskommt 
und daher mit groBerer Genauigkeit ausfuhrbar ist als die Diffe
rentiation. An dem so zerlegten Diagramm kann man die Diffe
rentiation bequem ausfuhren. 

DaB es sich bei der Be.rucksichtigung des Massendruckes 
d2x 

m dt 2 oft urn betrachtliche Korrekturen handelt, solI wie folgt 

deutlich gemacht werden. 
In Fig. 43 ist ABOD das auf den Kurbelwinkelbezogene 

Indikatorkolbenwegdiagramm. 15) Die Verbrennungsperiode BO 
kann angenahert als Teil einer Sinuslinie aufgefaBt werden, wel-
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che in der Figur punktiert vervollstandigt ist. Die Vergleichung 
mit den MaBstaben ergibt, daB die Sinuslinie eine Amplitude von 
3,8 mm und eine ganze Periode von 45 0 hat. Es gehen also 8 
solche Perioden auf mm 
eine Maschinenumdreh- 11 

ung. Macht die Ma- 10 

schine 200 Umdrehun- 9 

gen in der Minute, so hat 
sie eine Kreisfrequenz 

OJ = 2Q() . = 21 
2n 60' OJ , 

und die Gleichung der 
Sinuslinie wird; 

x = 3,8 sin8 OJ t . 

Hieraus ergibt sich die 
Beschleunigung; 

8 

'1 

6 

.5 

Ii 

3 

Z 

c 
IT \ K 

1\ I i \ 
I r 

" 
I 1 I\. 

-u-U 1--3 -- --lL --~ 
7 1 : 
I 

i 1\ ; I 
\ I I I \ 

i--'" 7L 1 
V I---- r ,... 

I)' 
I 

Fig. 43. Indika tordiagramm. 

d 2x 3,8·64· OJ2 • • 0 

-dt2- = 1000 sm8 OJ t = 108 sm8 OJ t m/sec". 

Mit der oben bezeichneten Indikatormasse m = 0,00626 
sich nun die groBte Massenkraft 

d 2 x 
m at2- = 108·0,00626 = 0,676 kg 

"-
r-.. 

f} 
--

findet 

oder, auf den Kolbenquerschnitt F = 1,602 bezogell, eme Ver
besserung der Illdikatorallgabe von 

0,676 
1 602 = 0,42 kg/qcm , , 

eine FehlergroBe, welche augenscheinlich Beriicksichtigung verdient. 
Noch groBere Illdikatorkolbenbeschleunigungen bis 1340 m/sec 2 

konnen wahrend der Kompressionsperiode raschlaufender Dampf
maschinen vorkommen. 16) 

§ 19. Die Seismograph en. 

Instrumente zur Aufzeichnung der Erdbodenbewegungen nennt 
man Seismometer oder Seismographen. 

Die Bewegungen des Erdbodens zeigen sich als vertikale und 
horizontale. Letztere unterscheidet man nach ihrer Ost-West-
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und Nord-Sud-Komponente. Daneben kommen Neigungen des 
Bodens und gelegentlich auch Drehungen urn eine Vertikale vor. 

Die am haufigsten vorkommenden Seismographen sind solche 
fiir die Horizontalbewegungen, deren Einrichtung und Wirkungs
weise wir im folgenden erortern. 

In der Fig. 44 sei der Raum R R in einem Felsen au sgespart , 
so daB er gegeniiber den Bewegungen der Erdoberflache als starr 
vorausgesetzt werden kann. Ebenso seien aIle mit den Wanden 
des Raumes fest verbundenen Teile starr. 

Fig. 44. Seismograph. 

Ein schwerer Korper AS B des Schwerpunktes S ist in A 
unterstiitzt; wir setzen voraus, daB seine Symmetrielinie A B sich 
nur in der Parierebene bewegen kann. An dem Punkte B sind 
zwei Zugstangen angebracht, die sich weiterhin in die Kolben Kl 
und K2 und die Federn F lund F 2 fortsetzen. 

Die Kolben gleiten eingeschliffen in Zylindern, deren 
Enden miteinander durch stellbare Hahne HI und H2 ver
bunden sind. 

Die Relativbewegungdes Punktes B gegeniiber dem Raum R R 
wird in einem bestimmten MaBstab auf die Zeittrommel T iiber
tragen. 
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Die zu messende seismische Verschiebung sei Xl; die ent
sprechende Lage des Korpers sei A' 8' B'. Es seien 88' = y und 
B B' = x die absoluten Bewegungen der Punkte 8 und B, die 
wir als klein voraussetzen. 

Seien nun Q und P die infolge der Verschiebung in B bzw. A 
am Korper angreifenden Krafte, so gilt fiir die Verschiebung des 
Korpers folgende Differentialgleichung: 

(1) 
d2 y 

Ma,£2 = -P- Q 

und fiir die Drehung: 

(2) e (d2X d2X) --~- - - -~ = -Q b + P a + M g (y - x ) . 
a + b dt 2 dt2 I 

In diesen Formeln sind M und e Masse bzw. Tragheitsmoment 
des Korpers; das dritte Glied auf der rechten Seite von (2) ist 
das vom Gewicht M g des Pendelkorpers herriihrende Drehmoment, 
welches hier infolge der labilen Unterstiitzung im Sinne der Dre
hung wirkt. 

1m iibrigen besteht zwischen den Verschiebungen y, x, Xl 

die Beziehung: 

(3) 
b a 

y = ---x +--- x 
a+b 1 a+b' 

wahrend fiir Q einzufiihren ist: 
d(x - Xl) 

(4) Q = c(x - Xl) + -~-dt--- k. 

Hier ist das erste Glied auf der rechten Seite die von den Federn F] 

und F2 herriihrende "Riickstellkraft", wahrend :Iix d-"-.!i)- k die 

von den Kolben KI und K2 hervorgebrachte Dampfung propor
tional der Geschwindigkeit vorstellt. 

Setzt man nun 

unter ; die vom Schreibstift aufgezeichnete Relativbewegung von 
B verstanden, so findet sich zunachst: 

(5) 
d2x a d 2 f; df; P = - M __ I - M------ - cf; - k 
dt 2 . a + b dt 2 dt 
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und durch Einsetzen von (4) und (5) in (2) 

(6) 

f( e Ma2),d2~ d~ 
~---+-'- -- + k (a + b) ---
a + b a + b dt 2 dt 

+ c (a -+- b) - ---- ~ = -a--- M . '1 { aMg} d2
xl 

a + b dt 2 

Diese Gleichung schreibt sich mit den Abkurzungen: 

wie folgt: 

(7) 

k (a tJ12 = 2 v 
f<) + M a2 • 

-g-((~+ ~_~:L_ = L 
c (a + b)2 - aM g . 

~+b)a~y_ =J. 
c (a + b)2 - aM g 

Rier ist L die dynamische Pendellange des Seismographen, 
welche die ungedampfte Eigenschwingungsdauer T vermogc 

(8) 

bestimmt. 
Die GroBe Jist die fur die Empfindlichkeit des Instrumentes 

maBgebende Indikatorlange, die bei einem gewohnlichen 
Pendel (c = 0) mit der Entfernung a + b des Schreibstiftes vom 
Drehpunkt identisch ist. 

Den Quotienten 

(9) V=i" 
L 

nennen wir die IndikatorvergroBerung und stellen fest, daB, 
abgesehen von der Dampfung 2 v die dynamischen Eigenschaften 
des Seismometers durch die vier GroBep. L, T, J, V vollstandig 
bestimmt sind, die aber miteinander durch die Gleichungen (8) 
und (H) zusammenhangen. 

In unserem FaIle kann die dynamische Pendellange Lund 
damit die ungedampfte Eigenschwingungsdauer beliebig groB ge-
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macht werden, wenn man die GroBe c (a + b)2 - aMg durch 
geeignete Konstruktion beliebig klein macht. Das Instrument 
heiBt deshalb ein astatisches Pendel. 

Die Berechnung der Erdbewegung aus dem Indikatordiagramm 
vollzieht sich durch Integration der Differentialgleichung (7). Ins
besondere ergibt sich die wirkliche VergroBerung 58 der Ampli
tuden der seismischen Bewegungen im Diagramm dnrch 

(10) 

wenn ~ die Periode der seismischen Storungen bedeutet und die 
Dampfung des Pendelsb auBer acht gelassen wird. 

Beriicksichtigt man b, so wird 

(11) 

Hiemach ist bei sehr kleinen Storungsperioden ~ und schwacher 
Dampfung die VergroBerung 58 unabhangig von der Eigenschwin
gungsdauer = V. 

Dagegen schreibt man fur groBe ~ den Ansatz (11) wie folgt: 

4J :n 2 

(11 a) 

der sich mit wachsendem ~ dem Ausdruck nahert: 

Die VergroBerung wird also dem Quadrate der Storungsperiode 
umgekehrt proportional. 

Die ausgefiihrten Seismographen zeigen verschiedene Kon
struktionen. Ein von Wiechert16a) angegebenes groBes astatisches 
Horizontalpendel der seismographischen Station in Gottingen, 
dessen Pendelkorper 17 000 kg wiegt, zeichnet die Bodenbewe
gungen mit 2200facher Ver~oBerung.16b) 
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§ 20. Der Pallograph. 
Zur Aufzeichnung der Schwingungen und Erzitterungen der 

Schiffskorper hat Otto Schlick17 ) den Pallographen gebaut, der 
auf den gleichen Grundsatzen wie die Seismographen beruht. 

In Fig. 45 ist das Instrument in allgemeinen Ziigen dargestellt. 
Es verzeichnet die wagrechten und senkrechten Schwingungen 
des Schiffskorpers auf einem Papierstreifen, der durch ein Uhrwerk 
B iiber eine Trommel A bewegt wird. Trager der horizontalen 
und vertikalen Schwingungskomponente sind die Gewichte G1 

und G2 , die vermoge ihrer Tragheit im Raume zu verharren stre-

Fig. 45. Pa\lograph. 

ben, wenn das Instrumentgehause, welches mit dem auf Schwin
gungen zu untersuchenden Schiffsteil festverbunden ist, in Be
wegung gerat. Die Relativbewegung der Gewichte gegen das 
Gehause wird durch Hebeliibersetzung auf die Schreibfedern 0 
und D iibertragen und auf dem Papierstreifen verzeichnet; eine 
dritte Feder H verzeichnet die Zeit. Oft sind auch noch Schreib
federn zur Verzeichnung der Kurbelstellungen der Schiffsmaschi
nen vorhanden. 

Bei der Aufhangung der Gewichte sind gut ausgedachte An
ordnungen verwendet, urn lange Eigenschwingungsdauern bei nicht 
zu groBen Abmessungen des Instrumentes zu erhalten; auBerdem 
sollten die Eigenschwingungsdauern einstellbar sein. 
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Zunachst zeigt das Gewicht G2 des Vertikalpendels eine An
ordnung nach Fig. 46. Es ist an einem Hebel h del' Lange R und 
des Drehpunktes S horizontal 
aufgehangt mittels einer Feder F, 
die am Punkt 8 angreift. 8 liegt 
urn eine bestimmte Strecke unter
halb von h; seine Lage ist nach 
del' Figur durch den Hebelarm l' 
und den Winkel fJ bestimmt. 

1st L die Federlange in del' 
Mittellage des Hebels h, Lo die 
entspannte Federlange, so gilt 
fur das Gleichgewicht in del' 
gezeichneten Mittelstellung: 

, . 
\ --' "/ / --- -..... 

'i' -• o 
• .. 
o 

• 
• of • • 

o 

(1) G2 R = (L - Lo) f l' cos(3 . 
Fig. 46. VertikalpendeJ. 

Weiterhin ergibt sich die Schwingungsdifferentialgleichung: 

d2cp 
(2) m2R2ai2 = f[L - Lo - l' cp cos (3] [1'cosfi + rcpsin(3] 

oder, nach Unterdruckung des kleinen Gliedes mit cp2 und llilter 
Beriicksichtigung von (1) 

d~ 
(3) mJ R2 dt; + [1' cos2 (3 - (L - Lo) sin (3] f l' cp = 0 . 

Wiirde (3 = 0 sein, also 8 auf dem Hebel h liegen, so wiirde die 
Schwingllngsgleichllng lauten: 

d2 q) 
(4) m2 RLait- + 1'2 f cp '= 0 . 

Demgegeniiber kann das Glied in del' eckigen Klammer in del' 
Gleichung (3) durch geeignete Bestimmung von (3 zu Null gemacht. 
werden, wenn man noch Gleichung (1) heranzieht. Man hat: 

G2 R = (L - Lo)f1'cos(3, 
r cos 2 (3 = (L - Lo) sin/1 . 

Dies gibt nach Division: 

Lost man diesen Ansatz nach (3 = (30 auf, so verschwindet die 
eckige Klammer, und die Gleichnng (4) erhalt die Eigenschwin-

Hort, Schwingnngs\ehre. 2. An". 6 
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gungsdauer unendlich. Wahlt man nun {3 zwischen {30 und 0, so 
erhalt man eine Anordnung mit kleinerer Direktionskraft, also 
groBerer Schwingungsdauer, bei gleicher Federkonstante t, als 
man bei {3 = 0 erhalten wurde; auBerdem ist die Moglichkeit der 
Regulierung der Eigenschwingungsdauer durch Verstellung von 8 

auf dem Kreise mit dem Radius r gegeben. 
Die gewohnliche Schwingungszahl des Vertikalpendels G2 kann 

vermoge der beschriebenen Einrichtung bis auf etwa 20 in der 
Minute herabgebracht werden. Eine Steigerung der Schwingungs
zahl wird durch Verkurzung des tatigen Teils der Feder F bis 
etwa 200 in der Minute erreicht. 

Das Horizontalpendel G1 ist nach Fig. 47 mit seiner wage
rechten Achse z z zwischen den Hangestangen h h aufgehangt, 
die sich in zwei HiHsen b b verschieben konnen. Diese Hange

h 

c , 

z 

A 

Fig. 47 . Horizonta lpende\. 

b 

c 

z 

stangen werden 
durch zwei Zapfen 
c c gestutzt, wel
che sich an zwei 
hebelartigen Ar
men a a der Achse 
S befinden. Die 
Hulsen b b sind 
mit einer Achse 
verbunden, die bei 
II drehbar gelagert 
ist. Die Lager II 
k&men durch zwei 

senkrechte, mittels Kegelradern angetriebene Schrauben senk
recht verschoben werden, so daB sich die Entfernung h veran 
dern laBt. 

Die Schwingungsbewegung dieser Pendelanordnung sei im fot 
genden untersucht. 

Der Schwerpunkt von G1 · habe in bezug auf den Pnnkt S die 
Koordinaten x und y. Es gilt nach der Figur: 

{
X = R cos rp - 1 cos lp , 

(1) 
y = R sinrp + 1 sin11' , 

(2) 
y 

. . = tglp . 
h - x 
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Die Bewegungsgleichungen des Schwerpunktes werden, wenn 8 
die in der Stange 1 wirkende Kraft ist: 

j m ~:: = -my + 8 cos 11' , 
(3) 

d2y . 
mdtJ = - 8sm!/' , 

Durch Entfernung von 8 erhalt man: 

(4) (x" sill'll' + y" cos'lf') = - g sin 'If' ' 

Setzt man in diese Gleichung die aus (1) zu gewinnenden zweiten 
Differentialquotienten x" und y" ein, so findet sich: 

(5) R [cos (rp + 'If') rp" - sin (rp + '1/') rp' 2] + l'lf''' = ~- y sin II' , 

Leitet man nun aus Fig, 47 noch ab: 

R sinrp 
to" ljJ =-----

b h - Rcosrp 
(6) 

und geht zu kleinen Schwingungen rp tiber, ohne rp'2 zu vernach
lassigen, so ergibt sich, mit 

(7) h+l-R=H: 

(8) 

Die Weiterbehandlung dieser Differentialgleichung gelingt durch 

.1' S b t't t" "dp ulC u s 1 u ,IOn rp = p, rp = P d rp , 

Man wird hierdurch auf den Ansatz gefiihrt. 

(9) 
hp2 - g 

pdp = -H-rpdrp, 

dessen Integration liefert: 

(10) rp2 + 0' = ~ log nat (h p2 - g) 

oder in Exponentialform und unter Auflosung nach p = '~i-

(11) 

6* 
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Die Konstante G bestimmt sich durch die Anfangsbedingung 

fur t = 0 mit ~~ = 0, cP = CPI' d. h. fur den Bewegungsbeginn 

aus dem groBten Ausschlag ({JI: 

g 
(12) G = --h-' 

i['1I 
e 

Nach Einfuhrung von G in (ll) erhalt man: 

(13) 
dcp 1/ g ( ~ ('1" - 'Pn-)--
dt- = V h 1 - eH . 

Fragt man jetzt nach der GroBe des Maximalausschlages CP2 nach 
der anderen Seite, so ist anzusetzen: 

(13a) dcp 1/ g {I ~ ('f~ - 'IT) \ 0 at = V -h - e J = . 

Entwickelt man nun die Exponentialfunktion unter der Wurzel 
in (13) in ihre Reihe, so hat man: 

(14) .~~ =1/ --1-," {~ (cpr - -q~2)~- t~~'l :---~- q,l) + ... } . 
heH /, 

Unterdruckt man hier die vierten und hi)heren Potenzen voncp 
und CPl' so findet sich mit: 

(15) 

(16) 
dcp 

w dt = -===-- . 
YcP~ _ cp2 

Mittels der Sllbstitution cP = CPI z geht (16) uber in: 

(17) 
dz 

wdt =-==-_ 
Yl-z 2 

oder nach Integration zwischen 0 und t bzw. 0 und z: 

(18) 
d. h. 
(19) 

OJ t = arc sinz , 

cp = CPI sinw t . 
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Es erweist sich also die Pendelbewegung als eine angenahert 
periodische mit der Eigenschwingungszeit: 

(20) 

Diese Schwingungsdauer ist denmach von der Amplitude der Be
wegung abhangig, also_ nicht genau isochron. Indessen zeigt sich 
diese Abweichung vom Isochronismus praktisch belanglos, da bis 
zu Ausschlagen von CfJ1 = 50 der Zeitfehler erst 0,35 v. H., bei 
CfJ1 = 10 0 erst 1,4 v. H. betragt. Ferner kann T verschieden ge
macht werden, je nach der Wahl von H und h '= H + R - 1. 
Denn es ist: 

(21) 
, VH (1 + ~-l)'l'i T=2.7l --e H) 

(J 

oder: 

(22) 
y;:--I! 

T = 2 .7l a He H = 2 .7l a I (H) 

mit lie'!'\' und o=yg e=R-1. 

Hier hat die Funktion I (H) zunachst ein Minimum, welches sich 
ermittelt aus: 

zu: 

oder: 

denn es ist: 

H=e=R-1 

R-l 
h=--

2 ' 

[! ::2 = - :2 e; (1 - ;) + e; . -12 = e~3H 

positiv ffir H = R - l. 
Von hier nimmt T mit abnehmendem und zunehmendem H 

unbegrenzt zu. Insbesondere wird die Schwingringsdauer T un-
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endlich fur H = 0; d. h. wenn man nach Fig. 47 fur h den Wert 
R + m setzt, so gilt: 

h + l- R = R + m + l- R = m + l = 0; 

demnach ist die Hohenlage der Achse b b so zu wahlen, daB der 
Abstand h = R + l wird, wenn die Schwingungsdauer unendlich 
werden soll. 

Bei dem ausgefuhrten Pendel kann die Schwingungsdauer auf 
etwa 1,25 sek herunter reguliert werden, durch Sacken der Achse 
b b, deren tiefste Lage der Pendelbahn einen Krummungsradius 
von etwa 1,6 m gibt.17B) 

§ 21. Der Oszillograph. 

Die Oszillographen sind Galvanometer, die die Augen
blickswerte eines veranderlichen elektrischen Stromes aufzeichnen. 
Grundsatzlich ist jedes Galvanometer hierfur geeignet. 

Die gewohnlichen Galvanometer, wel
che Eigenschwingungsdauern von der 

1f1 Ifa GroBenordnung einiger Sekunden haben, 
konnen Stromverlaufe richtig anzeigen, 
wenn deren Periode einige Minuten wahrt. 

i Dementsprechend sind auch die all-
gemeinen Konstruktionsgrundsatze der 
Oszillo~aphen dieselben wie bei den 

Sp Galvanometern. 
Erfinder der Oszillographen llnd Er

bauer der ersten brauchbaren Instru
mente istBlondel. 

In Deutschland wird die Blondelsche 
Bauart, nach vielfachen Verbesserungen, 
von Siemens & Halske ausgefuhrt. 

R Der Oszillograph nach Siemens-
Blondel wird nach dem Drehspulprinzip 

t -:iLl gebaut. Die Drehspule wird mit MeB-
/'.j. schleife bezeichnet. Ihre allgemeine 

Anordnung ist in Fig. 48 dargestellt. Ein 
Fig. 48. Oszillographenschleife. 

sehr dunner Draht wird uber eine Rolle R 
durch ein gleichformiges Magnetfeld N S so hin und zurUck 
gefiihrt, daB die Ebene der parallelen Drahtstucke mit der Kraft-
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linienrichtung parallel verlauft. FlieBt nun ein Strom i durch 
die Schleife, so werden die beiden Drahte senkrecht zu ihrer 
Achse und zur Kraftlinienrichtung verschoben und liefern somit 
eine Drehung des von ihnen 
getragenen kleinen Spiegels Sp 
um den Winkel gJ . 

Diese Drehung des Spiegels 
wird photographisch als Zeit
funktion festgehalten. Ein 
Kollimator 0 (Fig. 49) macht 
die von der Lichtquelle L 
ausgehenden Strahlen parallel. 
Ein senkrecht stehender 
Schlitz B grenzt aus dem 
Parallelstrahlenbiindel' einen 
Streifen 1 heraus, d,er iiber 
den festen Spiegel BpI nach 
dem Drehspiegel SP2 lauft 
und von da durch die Zylinder- -
linse Z auf dem gleichformig 
fortbewegten Papier der Trom-
mel Pals Punkt zusammen
gezogen wird. Jede Drehung 
des Spiegels bezeichnet sich 
auf der stillstehenden Trom-
mel als geradlinige Wanderung 
des Lichtpunktes quer zur 
Fortschreitungsrichtung des 
Papiers. Infolge der Papier
bewegung wird die gerade 
Lichtlinie in eine periodische 
Kurve auseinandergezogen. 

Diese Kurve, deren' Ordi
naten x bei kleinen Dreh
winkeln gJ mit gJ proportional 

z 

x 
» 

Fig. 49. OszilIograph. 

sind, x = P gJ, sollen den Verlauf des Stromes i, der die Oszillo
graphenschleife durchflieBt, bis auf den MaBstab, zeitlich richtig 
wiedergeben; jedoch wird Phasengleichheit nicht gefordert. 

Die Oszillographenkurve.x = x(t) istdas Ergebnis der erzwun-
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genen Drehsehwingung der MeBsehleife bzw. des von ihr getra
genen Spiegels. Diese Schwingung regelt sich nach der Differential
gleichung: 

(1) 
d2 cp dcp k . e - + B -- + 0 cp = - HOS cp dt 2 dt p , 

wo <lie Zeichen e, B, 0 die schon frtiher erklarten Gr6Ben des 
Tragheitsmoments, der WiderstaIids- und Direktionskraft bedeu

k 
ten, wahrend die Konstante ~- auf der rechten Seite mit der 

p 
Feldstarke H des Magneten N S und der Schleifenflache F pro
portional ist: 

(2) 
k 
-=c·HF. 
p 

Fur kleine Winkel cp und mit x = p cp wird: 

(3) 
d2 x dx . e -- + B -- + 0 x = k l 
dt 2 dt 

o<ler nach Division mit e: 

(3a) d2 x 251. dx 2 • ----+u +VX=Yl 
dt2 dt ' 

wo c5 = '2~ wie frtiher die Dampfungskonstallte, v = V -g <lie 

ungedampfte Kreisfrequenz bedeuten. 
Es solI also die Oszillographenkurve x = x(t) bis auf den MaB

stab A und die Phase 7: mit.<ler Stromkurve i = i(t) tibereinstim
men. Also muB sein: 

(4) Ax(t + 7:) = i(t) . 

Setzt man nun nach (4) i in (3a) unter 'Entwicklung nach dem 
Sa tz von T a y lor ein, so findet sich: 

1 
d2X dx 2 

dt 2 + 2 c5 dt + v x 

= A Y{X(t) + 7:X'(t) + ~:x"(t) + ;: x"'(t) + .. -} . 
(4a) 



§ 21. Del' O~zillogl'aph. 89 

Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich hieraus, wenn 
man die Glieder von hoherem Grade als "[2 vernachlassigt: 

(5) 

(6) 

(7) 

1'2 = Ay, 

2(~=A,y, 

,2 

1 =Ay 2 . 

Aus (5) und (6) findet i"lich der MaBstah: 

(5a) 
1'2 

A=
y 

und die auftrctemle Phasenverschiebullg: 

2b 
(6a) "[ = -;2 . 

Dllter Heranziehullg von (7) findet sich Boch fur die Dampfungr 

die der MeBschleife aufzuerlegen ist: 

(7a) 

Rechnet man die Dampfung in das logarithmische Dekremellt A, 
auf die hal be Schwingungsdauer bezogen, zufolge: 

llIU, so fiudet sich: 
(8) 

In 
A=----

V1'2 - (~2 

.i1 = JT , 

d. h. die Dampfung muB so eingestellt werden, daB der zweite 

Ausschlag des freischwingenden Instrumentes -~ ---~ des 
en 23,14 

ersten wird. Dies erreicht man durch Einbringung des SpiegeIs 
in ein geeignetes 01. 

Weiter wird verlangt, daB der in der Entwicklung (4a) nicht 
berucksichtigte Fehler: 

(9) 

erheblich kleiner sein soIl als die vorkommendell Ausschlage x. 
Diese Bedingung schreiben wir: 

(10) L1x~x(t). 
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Besehranken wir uns nun auf das erste Glied von (9) und 
legen wir eine reine Sinussehwingung der Untersuehung zugrunde 

(ll) 
so findet sieh: 
(12) 
und mit: 

(12a) 

x = xosinwt, 

x", = -xo w 3 eosw t 

{2 
T =-- [aus 6a und 7a] 

v 

das erste Glied der reehten Seite von (9): 

(13) A 'f3 "'( 2l'2 '" 
LJX = 3'x t) =6;1I-x (t). 

Die Ungleiehung (10) nimmt nun die Gestalt an: 

(14) 
2{i . 

- 6'1'3 XoW3(:lOswt~xosrnwt, 

d. h. unter Betraehtung der absoluten Werte der Amplituden 
beider Seiten 

(15) 
w 
- ~ 1,28 . 
l' 

Bezeiehnet man nun mit To die ungedampfte Eigensehwingungs
dauer des Oszillographen, mit T die erzwungene Sehwingungs
dauer, so gilt: 

(16) 
To -- ~ 128 T"'" , , 

in Worten: die Eigensehwingungsdauer des Oszillographen muJ3 
betrliehtlieh kurzer sein als die Periode der zu untersuehenden 
Stromvorgange. 

Der hiernaeh ubrigbleibende Fehler ist dann: 

L1x = 2 i2~3 = 047 (To)3 
6 '1'3 ' T ' 

nimmt also proportional der dritten Potenz der Eigensehwingungs
dauer abo 
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Folgende Tabelle gibt die GroBe des Fehlers (in v. H.) in Ab-

hangigkeit von A d OJ 
un -

v 

Man erkennt, wie der l!'ehler bei A = Jl ein Minimum wird, solange 
die Eigenschwingungsdauer uberhaupt kleiner als die erzwungene 
Schwingungsdauer ist, und daB im ubrigen der Fehler mit abneh
lllendem To ebenfalls schnell abnimmt.18) 

Die Oszillographen nach Siemens - Blondel werden gebaut 
bis zu Eigenfrequenzen von 12 000 in der Sekunde, womit man 
recht schnelle Schwingungen genugend genau erhalten kann. 
Fig. 50 liefert eine Ansicht des Apparates. 

]'ig. 50. OsziJIograph von Siemens & Halskc. 

Urn nun zu untersuchen, in welchem MaBe der Oszillograph 
verzerrungsfreie Kurvenbilder, d. h. richtige Phasen aller Ober
schwingungen gegen die Grundschwingung liefert, setzen wir 
in (3a) fur i einen Wechselstrom ,beliebiger Kurvenform als 
Fouriersche Reihe ein: 

d2x dx 9 ~. 
(16) dt2 + 2 J a:t + V" x = y ..:.. ak sm (k OJ t - (3k) , 

k = l 
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Die kte Oberschwingung des Kurvcnbildes nimmt damit die 
Gestalt an: 

Hier iHt del' Phasenverschiebungsfehler del' k ten Oberschwingung: 

2 (Jw k 
Fk = arctg -q ---0 . 

1'" - (I)" k 2 

Setzt man znr Abkurzung: 

(5 -- =, unll 
(I) 

I' 

:m wird: 

.--- = Z, 
'I' 

oller mit dem £ruher gefundenen Wert, = -y~~: 

kz i2 
Ek = arctg k 2 •• 

1 - Z" 

Sei jetzt die Eigenfrequenz des Oszillographen 30 mal so grof3 als 
die erzwungene Frequenz, so wird: 

50 i2 k 
f:k = arctg 2500 =-k2 

oder, wenn man llen arctg durch seine mit llem zweiten Gliede 
abbrechende Reihenentwicklung ersetzt: 

Hat nun die gezeichnete Gesamtwelle x eine Schaubildlange von 
L 

L mm, so hat die k te Oberwelle die Lange --- mm nnd del' 
k 

Phasenfehler wird in mm ausgedruckt: 

L Ek _I 50-y2- . 1. (5o i2)3k2 }L 
k 2 n - \2 n (2500 - k 2) - 6-; -(2500 - k 2)3 ~. 
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In folgender Tabelle sind die Phasenfehler ftir die niedrigsten k 
berechnet, bei L = 250 mm : 

_~~ 2'; __ 
· 1 -------

1 11 1,12 mm 
3 I 1,12 " 
51),12 " 

13 1 1,13 " 
21 1 1,13 " 

Der Fehler der Phasenverschiebung ist also fur aIle Teilwellen 
merklich derselbe; die Abbildung ist also praktisch verzerrungsfrei. 

Fig. 51 liefert die Aufnahme der Spannung (a) und des Stro
mes (b) bei einem Kondensator. Die Spannung erscheint durch 
eine ziemlich verwickelte periodische Kurve dargesteIlt; demzu-

Fig. 51. O:-;zillogrt1l1llll. 

folge zeigt der Strom, als Differentialquotient der Spannung, wic 
es beim Kondensator sein muB, eine noch verwickeltere Kurven
form. Zur gleichzeitigen Aufnahme der Strom- und Spannungs
knrve besitzt der Oszillograph zwei MeBschleifen.19 ) 

Zu den OsziIlographen sind auch die Elektrokardiogra
phen zu rechnen, die den Zweck haben, die Aktionsstrome del' 
Muskeltatigkeit, insbesondere des Herzens, aufzunehmen. 

Taucht eine Person die beiden Unterarme in zwei voneinancier 
isolierte, mit KochsalzlOsung gefullte GefaBe, so kann man mit 
Hilfe des Elektrokardiographen nachweisen, daB die Person einen 
Wechselstrom hervorbringt, der an den beiden KochsalzgefaBen 
als Polen abgenommen werden kann. 
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Entsprechend del' viel Hingeren Periode diesel' Herzstrome 
konnen die Eigenperioden del' Kardiographen wesentlich Hinger 
sein als die del' Oszillographen. 

Einer del' ersten elektrischen Kardiogra phen war das E i n -
thovensche Saitengalvanometer. Ein feiner Platindraht odeI' 
ein versilberter Quarzfaden ist zwischen den Polen eines Magneten 

Fig. 52. Saitengalvanometer. 

(Fig. 52) ausgespannt. Bei 
Stronidurchgang wird seine 
Mitte dem Strome proportio
nal in dem Magnetfeld zur 
Seite gedrangt, welche Lagen
anderung durch den einen 
durchbohrten Pol N mikro
skopisch beobachtet odeI' mi
krophotographisch registriert 
werden kann; durch den an
deren ebenfalls durchbohrten 
Magnetpol S wird das hierzu 
erforderliche Licht zugefuhrt.. 

Ein Elektrokardiogramm gibt Fig. 53, welche mit dem Apparat 
von Siemens & Halske aufgenommen worden ist. Diesel' Apparat 
besitzt eine kleine, aus einigen Windungen feinen Drahtes be
stehende Drehspule. 1m ubrigen sind bei ihm dieselben Bau
prinzipien wie beim Oszillographen angewendet. 

Die Bedeutung del' 
einzelnen Herzaktions
stromstoBe, die Fig. :13 
erkennen lai3t, ist bis 
heute nul' zum Teil 
erforscht; naheres ist 
hieruber im Artikel 
Elektrizitatsproduk -

tion des Handworter
buches del' Naturwis-

senschaften zu finden . 1m ubrigen ist die medizinische Lite
ratur uber die Benutzung des Elektrokardiographen zur Er
kennung von Herzkrankheiten heute sehr ausgedehnt und die 
von ihr geforderte Elektrodiagnostik hat schon bemerkenswel'te 
El'folge aufzuweisen.19a) 
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§ 22. Das Vibrationsgalvanometer. 
Zur Ausfuhrung von Nullmethoden bei Wechselstrommes

sungen (Ermittlung von Induktivitaten und Kapazitaten) bedient 
man sich ~ls Nullinstrument entweder des Telephons oder eines 
Vi br a tio ns g al van 0 met er s. 

Man bezeichnet die letzteren auch als Resonanzgalvanometer 
und hebt damit den Gegensatz hervor, in welchem sie zu den 
Oscillographen stehen. 

Wahrend die Wirksamkeit der Oscillographen auf der Ver
schiedenheit der Eigenschwingungsdauer und der Sttirungsperiode 
beruht, wird die Eigenschwingungsdauer der Resonanzgalvano
meter der Periode des der Messung dienenden Wechselstromes 
gleichgemacht, um eine moglichste VergroBerung der kleinen bei 
der N ullmethode in das Instrument gelangenden Stromamplituden 
zu erreichen und damit die Empfindlichkeit der Messung zu stei-
gem. 

Die Konstruktion derartiger Instrumente ahnelt im allgemeinen 
derjenigen der Oscillographen bzw. Saitengalvanometer: ein be.
wegliches stromfuhrendes System 
schwingt in einem starken Magnet-
feld (s. Fig. 54). 

Setzen wir fur unsere Darlegung 
ein Resonanzgalvanometer nach der EB 
Drehspultype voraus, so wiirde die -8-----
Schwingungsgleichung des beweg-
lichen um den Winkel cp schwingen-
den Systems lauten: 

CCl .. -lLJ 

wo e, B, 0 die fruher definierten Fig. 54. Vibrationsgalvanometer' 
Konstanten der Tragheit, Damp- system. 

fung, Richtkraft bedeuten, wahrend unter N die Kraftlinienzahl des 
Magnetfeldes, F die Windungsflache der Drehspule, J der letztere 
durchflieBende Wechselstrom zu verstehen ist. 

Nun ist jedoch die Gleichung (1) nicht vollstandig, wei! sie 
nur die mechanische Dampfung B enthalt. 

Bei dem Resonanzgalvanometer ist aber noch die elektro
magnetische Dampfung zu berucksichtigen,. die daher ruhrt, daB 
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in der schwingenden Drehspule durch das Magnetfeld eine ruck
wirkende EMK. erzeugt wird, die ihrerseits zu einer Dampfung 
AniaB gibt, weil sie einen Strom im Galvanometerkreise zur Folge 
hat, der bewegungshindernd wirkt. 

Die GroBe dieser EMK. ist 
dcp 

-NF coscp-
dt 

oder fur kleine Winkel cp 

-NF~~ . 
Diese EMK. hat in dem Galvanometerstromkreis einen Strom 

zur Folge, der sich mit der Gesamtimpedanz des Stromkreises Z 
nach § 43 gleich 

NF dcp 
----- -

Z dt 
findet. 

Dieser Strom liefert aber das dampfende Moment 

N2F2 dfp 
Z dt' 

womit sich (1) vollstalldiger schreibt 

d2 (p (N2F2)d([! NF 
(2) Adt2+ B+-Z - dt +Ocp= Z-E, 

wenn hier E die im Galvanometerkreise wirkende auBere EMK. 
bedeutet. In dieser Differentialgleichung ist E etwa eine sinus
formige EMK. der Kreisfrequenz w, wahrend Z die symbolisch 
zu schreibenoe Impedanz des Galvanometerkreises 

(3) Z = W + j(WL _1 ) 
mO 

bedeutet. 
Um nun in einfacher Weise dieerzwungene Losung cp von (2) 

zu finden, gehen wir nach Vorschrift in § 43 nach der symboli
schen Methode vor, indem wir eine elektrisch-mechanische Im
pedanz des Galvanometerkreises einfuhren 

(4) N2F2 ( . 0) 
Z' = B + -Z- + j (-1w -.~ • 
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Diese Impedanz geht aus (3) hervor, wenn man hier 

N2F2 
W= B+ Z--

L = f) 
1 

0=-o 
setzt. 

97 

Auf der rechten Seite von (2) steht die schwingungserregellde 
NF 

Kraft --z- E, deren symbolisch geschriebenes (§ 43) Zeitilltegral 

(6) 

der in § 15 dem Stromkreis aufgedrucktell Wechselstromspanllung 
a sin (J) t entspricht. 

Nach diesen Vorbereitungell schreibt sich der Schwingungs
winkel cp ohne W'eiteres: 

NFE 
iwZ 

f{' = -- N2 Jf2 ····---;--------0 

B +-Z- + i ( e w -oJ 
oder 

( 7) 
NFE cp = ~------- ._--- . 

1 w (3Z + N2F2) 

Hier ist llunmehr neben der elektrischen Impedanz des Strom
kreises 

Hoch die mechanische Impedanz des Galvanometers 

2 = B + i ( w e - ~) = B + i m 

eingefuhrt, wahrend x und m die entsprechenden Reaktanzen 
bedeuten. 

Die Amplitude von cp ergibt sich nun aus (7) zu 

(8) 
NFE 

cp = w Y(BW - mx + N2F2)2 +(W-~·+::B;)~ 
Hort, Schwingungslehre. 2. Auf!. 7 
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und die Phasennacheilung von C[! gegen E 

n xB+mW 
IX = - - arctg ----~-~-------- . 

2 W B - x m + N2 F2 
(9) 

Die abgeleiteten Gleichungen, insbesondere (7), kann man be
nutzen, um die Bedingungen fur den Eintritt der starksten Re
sonanz, d. h. fur eine maximale Amplitude zu ermitteln. 

SolI der absolute Betrag von 

(10) 
E 

cp =. (2Z ) 
JwNF+NF 

ein Maximum werden, so hat man N F so zu wahlen, daB 

(11) 

wird. Dies gibt 

(12) 

DC[! 
-~---=O o (NF) 

oder nach Vergleichung der Absolutwerte und Amplituden 

(13) iW2+ x 2 • yB2 + m 2 = N2F2 

I (J) (>j - g I W L _ 1_ 
w, wO 

~- = I-~--w-~ 
(14) 

Gleichung (14) setzt den auf der rechten Seite stehenden Aus
druck, den wir fruher als elektrische Zeitkonstante (siehe § 15) 
bezeichnet haben, dem entsprechenden l11echanischen gleich. 

Ferner ergibt sich aus (13) und (14) 

(Ii)) 
WN2F2 

B= W2+X2 ' 

Rier steht nach Multiplikation mit ~~ auf der rechten Seite 

das von der rUckwirkenden EMK. herruhrende arbeitsleistende 
Moment, welches nach unserer obigen Darlegung die elektrische 
Dal11pfung zur Folge hat. Die Gleichung (15) sagt also aus, daB 
fur die beste Gleichstiml11igkeit von Galvanometer und aufgedriick
ter EMK. die mechanisehe und elektrische Dampfung gleich sein 
mtissell. 
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Schreiben wir jetzt den fruher gewonnenen Ausdruck fur die 
riickwirkende EMK. 

_NF dqJ 
dt 

in symbolischer Form 

E y = - j (t) N F q; 
und vergleichen wir dies mit dem 
aus (7) zu gewinnenden Ansatz 
fiir E 

. (8Z + N2F2) cr 
E = J w --}fff -

so findet sich 
E,. N2F2 

E ,HZ + N2F2 
oder mit (12) 

(J6) 

Also muB die ruckwirkendc 
EMK. dem ahsoluten Betrage 
nach gleich der hal ben aufgedruck
ten EMK. und ihr in der Phase 

jo'ig. ;,j. Yjbrntioll ~ga lvAnOn1Pter. 

entgegengesetzt sein, d . h. die entwickelte mechanische Arheit 
(die Dampfungsarheit) muG ein Maximum sein. 

Wegen weiterer Einzelheiten verweisen wirauf die Literatur.20) 

Die iiuBere Form eines Vihrationsgalvanometers von Siemens 
&. Halske giht Fig. 55, wahrend Fig. 56 ein oscillographisch auf-

Fig. ~6. Yibrogramm. 

genommenes objektives Schwingungsbild gibt. Fiir gewohnlich 
werden die Vihrationsgalvanometer suhjektiv henutzt. 

7* 
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§ 23. Dcr Schwingungsmesser von Frahm. 

Der Resonanzaffekt kann auch zur Messung von Frequenzen 
benutzt werden. 

Ein Instrument dieser Art, welches der Ermittlung mechani
scher Frequenzen dient, ist der Frequenzmesser von Frahm. 

Er dient dazu, die Umdrehungszahl von Maschinen zu bestim
men und zu uberwachen, indem man die von diesen ausgehenden 
periodischen Erschutterungen auf ein System von schwingungs
fahigen Korpern regelmaBig abgestufter Eigenfrequenz wirken 
laBt. Dann gerat auf Grund des Resonanzaffektes derjenige 
Korper in besonders starke Schwingungen, dessen Eigenfrequenz 
mit der Erregungsfrequenz der periodischen Erschutterungen am 
besten ubereinstimmt. 

Das System von schwingungsfahigen Korpern wird nach Frahm 
durch eine Reihe von Stahllamellen gebildet, die nach Fig. 57 

Fig. 57. Frahms Frequenzmesser. 

nebeneinander an einer metallenen Leiste einseitig fest einge
spannt sind. 

Das freie Ende dieser Lamellen ist rechtwinklig umgebogen 
und so fur die Aufnahme eines kleinen Metalltropfens vorbereitet. 

Wie in Fig. 57 dargestellt, 
_-q-l sind die Lamellen in Gruppen 

- -- x von je 5 in abgestuften Langen 
a usgefuhrt. 

Bezeichnet man die Lange 
der Lamellen (Fig. 58) mit L, 

ihre Masse mit M 1> ihren Elastizitatsmodul mit E, das Tragheits
moment ihres Querschnittes mit J und die Masse des an ihrem 

~---------L--------~~~I 
Fig. 58. Schwingende Lamelle. 
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freien Ende angehefteten Metalltropfens (einschlieBlich del' Um
biegung) mit M 2' so kann man die Schwingungsgleichung del' 
Lamelle aufstellen. Die Gleichung hat die allgemeine Form: 

(1) 
d2x 

m-dt2- + c:r = o . 

Hier setzt sich m zusammell aus 1112 und in erster Annaherung 
einem Anteil von M l' del', am Hebelarm L wirkend, dem Trag
heitsmoment del' ganzen Lamelle in bezug auf den Einspannungs
querschnitt A aquivalent ist. Dieses Tragheitsmoment ist abel' 
L2M 
_ _ I also wird 

3 ' 
(2) 

Die Einheitsrichtkraft c be
stimmt sich aus del' Durch
biegungsformel del' Lamelle. 
Es ist nach Fig. 59 

~---t---~ 

~--~;;;':;::::';=---l-} 

PL3 
1= 3EJ 

und hiernach 

(3) 

I'·ig. 59. Biegung einer J,amelle. 

P 3EJ 
c=-r=JF' 

1 
p 

Also wird die Schwingungsgleichung 

, d2 x 9EJ 
50 52 

(4) (MI + 3 M 2 ) (fi2 + -V-x = 0 . 

Die Eigenschwingungsdauer wird 
somit 

(5) 

Die nach diesem (odeI' nach einem 40. 51 
spateI' fur die Berucksichtigung von ;J 

M 1 zu gebenden genaueren) Ansatz Fig. 60. Schwingungsbild 

ermittelten Schwingungsdauern bzw. nach Frahm. 

Frequenzen allerLamellen werden nach Abstimmung durch die 
Massen M 2 auf einer Skala verzeichnet, die nach Fig. 60 mit 
den Kopfen del' Lamellen in Verbindung gebracht wird. 
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Beim Gebrauch wird das Instrument an del' zu uberwachenden 
Maschine befe~tigt. Deren Frequenz zeigt sich dann auf del' Skala 
dutch Verbreiterung des Kopfes del' in Resonanz heftig schwin
genden LameUe gleicher Eigenfrequenz. 

1st die Abstufung del' Lamellen fein genug (in del' :Figur 
von 0,5 zu 0,5 Frequenzen in del' Sekunde), so lassen sich auch 
geringe Schwankungen del' erregenden Frequenz durch abwech
selnde Verbreiterung zweier benachbarter Lamellenkopfe beob
achten.21 ) 

§ 24. Der Kinematograllh. 

Del' Kinematograph eignet sich sehr gut zur Aufnahme von 
mechanischen Schwingungsvorgangen, die auf andere Weise nur 
sehr schwer quantitativ verfolgt werden konnen. 

Hierher gehoren in erster Linie die Schwingungen von Zeiger
instrumenten. 

Bei Zeigerinstrumenten interessieren oft die Bewegungen der 
Zeiger, die sich abspielen, wenn das Instrument p16tzlich em
geschaltet wird. 

Diese Bewegungsvorgange gehen meist sehr rasch VOl' sich 
und sie konnen daher, da ein Zeigerinstrument nul' fur Ablesungen 
stationarer Zustande eingerichtet ist, ohne besondere Vorkeh
rungen nicht verfolgt werden. 

Hier leistet del' Kinematograph gute Dienste. Es ist nul' notig, 
die Zeitfolge del' einzelnen Bilder unveranderlich zu halten und 
zu messen, urn ohne weiteres durch Ablesung del' Zeigerstellungen 
auf den einzelnen Kinogrammen die Moglichkeit zur Ermittlung 
del' Zeigerbewegung in Abhangigkeit von der Zeit zu gewinnen. 

In Fig. 61 ist die kinematographische Aufnahme des Ein
schaltevorganges eines Fliehkrafttachometers wiedergegeben. Die 
Einschaltung erfolgte von Hand (auf nominell1480 Umdrehungell 
in der Minute) zwischen dem dritten und vierten Bild. Der Vor
gang umfaBte 17 Kinogramme und ist beim 20. Bild praktisch 
beendet. 

Die Messung der Kinematographenbewagung ergab, daB 
15,4 Bilder in der Sekundeerfolgten; der Zeitraum zwischen zwei 
Kinogrammen betrug also 0,065 Sekunden. DieZeigerablesungen 
des Instrumentes sind hiernach mit del' zugehorigen Zeit in fol
gender Tabelle zusammengestellt. 
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6 2 

12 11 10 9 8 

i ' ~. ~. ~. g. ~" 
~ t r f I , .. ... ..., ~ -

18 17 16 15 14 13 

Fig. 61. Kinogramm einer Tachollleterschwingung. 

B~ltll" Zeit I zeiger-I Bild 'I Zeit ' .' zeig~r-I Biid '.! Zeit I .. zeiger-I -:Iliid ',' Zeit Zeiger
Nr. stellung Nr. stellun!!J. Nr. i stellung Nr. ' i steHung 

~-O ! 0 - 7 ~ 0,325 i ~7~~ -1; ~,7;5T~~35 -19 -~~~~lI48~ 
2 0,000 1 0 8 . 0,390 I 1820 14 0,780 1380 20 1,170 I 1480 
3 0,065 0 9 0,455 . 1760 15 0;845 1400 21 1,235 1480 
4 0,130

1
• 1320 110 0,520 1700 16 0,910 1425 22 1,300 1480 

5 0,195 1480 11 0,585 1615 17 0,975 1450 23 1,365 1480 
6 10,260 ' 1650 12 0,650 ' 1515 18 1,040 I 1470 24 1,430 1480 
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Die graphi~che Auftragung dieser Tabellellwerte ergibt das 
Schwingungsbild Fig: 62.22) 

2mm,---------,----------,---------.---. 

500fi--------- ------- ------ ----

0,5 1,0 1,5 
ZeIt 8ei! p/ijlz/ichem Ein8dlo/1en Sek 

Fig. 62. Kinematographlsch gewonnenes Schwingungsbild. 

v. Rationelle Mechanik. 

~ 25. Die mathematischen Hilfsmittel der Technik. 

Vber die Bedeutung der Mathematik ffir den Ingenieur ist 
man zu verschiedenen Zeiten verschiedener Meinung gewesen, 
sowohl hinsichtIich des MaBes der wiinschenswerten Kenntnisse, 
als auch hinsichtlich der Unterrichtsmethode. Bezeichnend hier
fur istdie Tatsache, daB vor ca. 30 Jahren auf einer Ingenieur
versammlung der Vorschlag gemacht wurde, an der Hochschule 
lediglich Elementarmathematik zu lehren, wahrend andererseits 
Bestrebungen dahin gehen, die Differential- und Integralrechnung 
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!leI' Mittelschule zu iiberweisen, so daB die Hochschule Zeit fUr 
die Erorternng schwierigerer Aufgaben gewinnt. 

Am treffendsten ist wohl ein Ausspruch von H, a n kin e, del' 
besagt: There's no useful mathematical weapon, with an 
engineer may not learn to use. 

'Nach diesem UrteH muB man zusehen, welche mathemati
schen Hilfsmittel hervorragende Ingenieure zur Losung prak
tischer Aufgaben herangezogen haben. 

Es soll gleich hier hervorgehoben werden, daB in diesel' Hin
sicht stets ausgiebig Gebrauch gemacht worden ist von den scharf
stell "Waffen", welche die Mathematik fiir die Bewaltigung kon
kreter Aufgaben darbietet. Oft zwar sind diese Waffen in del' 
Hand kundiger Ingenieure umgeschmiedet und fiir die praktischen 
Zwecke geschmeidiger gemacht worden, so daB man von spe
zifisch technischen mathematischen Methoden 23) reden kann, auf 
jeden Fall abel' ist das MaB mathematischer Kenntnisse, die ein 
angehender Ingenieur besitzen sollte, um die Arbeiten del' Klas
siker del' wissenschaftlichen Technik zu verstehen, kein geringes. 

Die mathematische Wissenschaft hat gegeniiber den Anwell
clungsgebieten del' Naturwissenschaft und Technik eine eigen
artige Stellung: man braucht sie notwendig und verlangt von 
ihr, daB sie den Anwendungen keine Schwierigkeiten bereite. Es 
hat sich nun gezeigt, daB clieses Verhaltnis je nach del' Entwick
lung del' Mathematik und ihrer Anwendungsgebiete sich gean
dert hat. Bis etwa zum Jahr 1800 kniipfte man an die Tragweite 
del' Mathematik die kiihnsten Erwartungen. Es war in del' Astro
nomie gelungen, durch Rechnung auf Grund des N ewto n schen 24) 

Gravitationsgesetzes die Bahnen del' Planeten mit einer Genauig
keit festzulegen, die groBer war als die Sicherheit del' Beobach
tungen; in del' Physik hatte die Schwingungstheorie gespannter 
Saiten, die mathematische Untersuchung del' Schallvorgange, die 
l!-' 0 u ri e r sche 25) Warmeleitungstheorie, die Behandlung elektrischer 
Vorgange mit Hilfe del' Lehre yom Potential sowie die Anfange 
einer exakten Lichttheorie so schone Ergebnisse geliefert, so daB 
man del' Meinung sein konnte, daB die damaligen mathematischen 
Hilfsmittel bald zu einer universellen Beschreibung del' Natur
erscheinungen fiihren wiirden. Schon Laplace 26 ) hatte diesel' 
Idee Ausdruck verliehen durch die Forderung del' Darstellung des 
Weltprozesses durch eine einzige ungeheure Differentialgleichung. 
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Wir wissen heute, daB sich diese Hoffnung bei weitem nicht 
erfullt hat. Einerseits liegt die Ursache diesel' enttiiuschenden 
Erfahrung darin, daB man sich uber den allgemeinen Charakter 
del' Naturerscheinungen im unklaren war, andererseits daran, daB 
man die. Machtigkeit del' damaligen Hilfsmittel del' Mathematik 
uberschatzte. 

Es mag heute wohl nur noch wenige Naturforscher geben, 
die del' Meinung sind, daB alle Naturvorgange einfach seien; 
VOl' etwa 100 Jahren war dies die herrschendeAnsicht. GewiB 
gibt es eine Anzahl von einfach zu formulierenden Tatsachen, 
die, fruhzeitig erkannt, jetzt mehr odeI' weniger zum Gemeingut 
del' Gebildeten gehOren. Je scharfer abel' die Beobachtungsmittel 
ausgebildet werden, urn so mehr machen sich neb en den "all
gemein" gultigen "Gesetzen" Nebenerscheinungen bemerkbar, 
die immer von neuem Korrekturen an dem Aufbau del' Natur
erkenntnis n6tig machen. 

In ahnlicher Weise ist es mit del' Entwicklung del' Technik 
gewesen: Die Bauwerke des Altertums, die .Bergwerksmaschinen 
des Mittelalters, die Mechanismen von Leonardo da Vinci 27) 

waren vergleichsweise einfach gegenuber den Leistungen del' 
neueren Zeit. Die Konstruktionen sind seitdem kuhner, die 
wirkenden Krafte und die Geschwindigkeiten sind groBer, die 
Energienwirtschaft ist schwieriger geworden. Diese Umwand
lung hat zur Folge gehabt, daB die Berechnungs- und Konstruk
tionsmethoden immer subtiler ausgebaut und daB immer neue 
ursprunglich naturwissenschaftliche Disziplinen zum Rustzeug des 
Ingenieurs geschlagen wurden. 

Bei diesem Entwicklungsgange hat die Ingenieurwissenschaft 
del' Mitwirkung del' Mathematik mehr entraten mussen als die 
Physik. Als sich am Ende des ersten Viertels des 19. Jahrhunderts 
zeigte, daB die mathematischen Hilfsmittel bei dem Versuche 
del' Anwendung mehr und mehr versagten, gingen die Mathema
tiker an den weiteren Ausbau ihrer Wissenschaft. Es beginnt 
eine bis etwa zum Beginn des 20. Jahrhunderts dauernde Periode 
del' abstrakten, den Anwendungen abholden Mathematik. Be
nutzt wurde diese Zeit einer 80jahrigen Entwicklung in erster 
Linie zu einem auBerordentlich verzweigten Ausbau del' Funk
tionentheorie und del' Lehre von den Differentialgleichungen, die 
im letzten Grunde voneinander untrennbar sind. VOl' allem wur-
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den dabei die Grundlagen aufs sorgsamste festgelegt, eine Tatig
keit, die uns Ingenieuren im allgemeinen fernliegt. Ohne Zweifel 
haben die Existenz- und Konvergenzbeweisc fur die praktische 
Technik keine unmittelbare Bedeutung; es darf aber nicht ver
gessen werden, daB ohne diese scharfsinnigen Grundlegungen, die 
auf Dirichlet, Riemann, Fuchs, WeierstraB28) zuruckgehen, 
das ganze Gebaude der modernen Prazisionsmathematik auf hachst 
unsicher.em Grunde stehen wurde, und wir wunschen doch, daB ein 
Teil dieses Gebaudes auch fur die Anwendungen bewohnbar sei. 

DaB die Mathematik nunmehr den technischen Anwendungen 
neue Hilfsmittel bietet, scheint mir ubrigens angesichts der Be
muhnngen von Ho rn, Meh me ke und R u nge 29 ) zur angenaherten 
Lasung von schwierigen Differentialgleichungen hOherer Ordnung 
anBer allem Zweifel. Keineswegs werden diese Hilfsmittel ein
fach sein, es wird aber fur den weiterstrebenden Ingenieur uner
laBIich sein, trotzdem von ihnen Kenntnis zn nehmen. 

Insbesondere haben in neuerer Zeit die rechnerischen und zeich
nerischen Verfahren, die sich technischen Anfgabestellnngen be
sonders schmiegsam anzupassen pflegen, ausgiebige Behandlung 
in der Literatur erfahren. 

Es handelt sich hier zunachst urn dIe Auflasung von linearen 
und haheren Gleichungen und Gleichungssystemen. Derartige 
Gebilde stellen sich bei den praktischen Anwendungen haufig ein; 
so z. B. kommt die Bestimmnng der einzelnen Glieder eines elek
trischen Leitungsnetzes oder die Ermittlung der Stiitzenmomente 
beim durehlaufenden Balken auf die Lasung von Gleichungs
systemen mit mehreren Unbekannten hinaus. 

Die graphische Integration und Differentiation greift Platz bei 
zahlreichen Aufgaben der Statik und Dynamik, wo entweder 
Tragheitsmomente zu bestimmen oder aus gegebenen Bewegungs
vorgangen die Kraftwirkungen zu ermitteln sind. 

Eine besondere Art graphischer Integrationsaufgaben Iiegt vor 
auf dem Gebiete der harmonischen Analyse periodischer Funk
tionen, eine Aufgabe, deren Lasung fast unzahlige Verfahren ge
widmet sind. 

DaB weiterhin die praktischen Rechenmittel, die Rechen
schieber nnd Rechenmaschinen einer sorgfaltigen theoretischen 
Analyse bedurfen, urn zu vollster Wirksamkeit zu gelangen, sei 
ebenfalls in diesem Zusammenhang erwahnt. 
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Angesichts des so zutage tretenden erheblichen BedarfH an 
nmthematischen "Oberlegungen in bestimmten Zweigen des 1n
genieurberufes scheint es nicht verwunderlich, daB neuerdings die 
Iqstematische Darstellung del' fur die Technik wichtigen Zweige 
der Mathematik mehr und mehr von 1ngenieuren in die Hand 
genom men wird. Es ist so eine ausgesprochene Literatnr der 
Tngenieurmathematik cntstanden, die den mehr abstrakt 
gerichteten Werken rein mathematischer Verfasser zur Seite tritt 
nnd hier eine Liicke au sfullt , deren Vorhandensein die Lebens
flihigkeit dieses Literaturzweiges im Buchhandel beweist30). 

§ 26. Die allgemeinen Grundlagen der Mechanik. 

Del' Versuch, die Grundlagen del' Mechanik in einer allseitig 
befriedigenden, logisch einwandfreien Weise darzustellen, staBt 
auf Schwierigkeiten. Man geht gewohnlich davon aus, daB es 
Aufgabe del' reinen Mechanik sei, den Verlauf der Bewegungen 
der von uns wahrgenommenen Karpel' zu beschreiben. Die dieser 
Aufgabestellung entsprechend einzufuhrenden Grundbegriffe sind 
zunachst Rauill und Zeit. Mit den Definitionen diesel' Grund
begriffe sowie des Bewegungsbegriffes haben sich die fahigsten 
Kapfe aller Zeiten beschaftigt, ohne daB es bis heute gelungen 
ware, aIle der genauen Erfassung dieser Begriffe entgegenstehenden 
erkenntnistheoretischen Schwierigkeiten zu beseitigen. Eine Dar
stellung dieser Schwierigkeiten solI. hier nun um so weniger ver
sllcht werden, als wir solche Darstellungen in den "Grundlagen 
del' Mechanik" von A. VOll3!), in Poincare, Wissenschaft und 
Hypothese 32 ), sowie in Machs Prinzipien der Mechanik 33 ) bereits 
besitzen. Wir wollen vieImehr mit dem bekannten "on ne definit 
ni l'espace ni Ie temps" uns begnugen und uns, wie es fur In
genieure ziemt, dem sicheren Fahrwasser del' Erfahrung iiber
lassen, indem wir den Raum und die Zeit lieber messen als defi
nieren. Wir sagen: die Einheit del' Zeit ist del' 68400steTeil del' 
Rotationsdauer del' Erde, die Sekunde; die Einheit des Raumes 
ist del' IOOste Teil del' Lange des in Paris im Bureau international 
des poids et des mesures aufbewahrten Platin-Iridiumstabes, das 
Zentimeter; daneben legen wir dem Raum noch das Merkmal 
del' Stetigkeit, der Zeit das Merkmal des gleichmaBigen 
DahinflieBens zu. Diese Sorglosigkeit bezuglich FeststeHung 
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der Grundlagen unserer Wissenschaft ist aber nur dadurch be
rechtigt, daB sie uns spater keine Verlegenheiten bereiten wird. 

Man kann. die Entwicklung der Mechanik in zwei groBe 
Abschnitte einteilen: die Zeit vor und die Zeit nach N e wto n. 
Die erste Periode ist dadurch gekennzeichnet, daB sie nur mit 
den Begriffen des Raumes und der Zeit operiert. Die Mechanik 
dieses Zeitraumes war wesentlich Bewegungslehre. Als Gipfel
punkte der wissenschaftlichen Untersuc,hungen dieser Zeit sind 
zu nennen die Arbeiten von Kepler (1571-1630)34), der aus 
den astronomischen Beobachtungen Tycho Brahes 35 ) die drei 
beriihmten Gesetze derPlanetenbewegung ableitete, ferner 
Galileo Galileis 36) (1564-1642) Fall- und Pendelgesetze, 
sowie schlieBlich Ohristian Huyghens37) (1629-1695) Horo
logium oscillatorium, welches neben einer Theorie der Uhren 
Untersuchungen fiber die Tautochrone, das materielle und 
das Zentrifugalpendel enthalt. 

Mit N e wto n3S ) beginnt die Zeit der Mechanik im engeren 
Sinne: die Dynamik. Die geometrische Bewegungslehre 
oder Kinematik wird in Newtons Handen durch Einffihrung 
der Masse zur Kinetik. Der Grundbegriff der Masse stellt 
sich den Begriffen des Raumes und der Zeit gleichberechtigt 
zur Seite. 

Bei der Definition der Masse stellen sich ahnliche Schwierig
keiten ein, wie bei der Einfiihrung von Raum und Zeit. N ewto n 
sagt: Die Masse ist gleich dem Produkt aus Volumen und Dichte. 
Schon. Das Volumen ist als RaumgroBe nach unserer obigen 
Festsetzung meBbar; wie aber messen wir die Dichte? Sollte 
man daher nicht besser sagen: Die Dichte ist der Quotient aus 
Masse und Volumen, und versuchen, die Masse anders zu defi
nieren. Hierzu scheint sich ein ebenfalls von N ewto n her
ffihrendes Gesetz darzubieten: Masse' mal Beschleunigung ist 
gleich Kraft. Hier kann angenommen werden, daB die Beschleu
nigung durch die Definition von Raum und Zeit festgelegt ist; 
es handelt sich also um Definition der Kraft. Hier stehen wir 
vor einer neuen Schwierigkeit. Ohne Zweifel liegt der Kraft
begriff unserem Vorstellungsvermogen naher als die Masse, da 
wir mit dem Ausdruck Kraft an die Muskelkraftempfindung an
knfipfen konnen. Es zeigt sich aber bald, daB diese anthropo
morphe Auffassung zu einer quantitativen Festlegung des Kraft-
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begriffs ebensowenig ausreicht, wie z. B. die Warmeempfindung 
del' Raut zur Festlegung des Temperaturbegriffs. Es bleibt also 
nichts ubrig, als die Masseneinheit konventionell analog dem 
Raum- und Zeitbegriff festzusetzen, als Masse eines Liters Wasser 
von 4° C, das Kilogramm, und im ubrigen del' Masse das 
Merkmal del' Unveranderlichkeit beizulegen. 

§ 27. Die Newtonsche Bewegungsgleichung und (las Prinzip 
von d' Alembert. 

1. Das oben schon als von Newton herruhrend mitgeteilte 
Gesctz: Kraft = Masse mal Beschleunigung kann zum Aus
gangspunkt del' Entwicklung del' klassischen Mechanik gemacht 
werden. In del' mathematischen Formelsprache lantet es: 

d2x 
(l) m dt 2- = X . 

Mit Ansetzung diesel' Formel betrachtet man die oben an
gedeuteten Schwierigkeiten als geklart, und alle nun folgenden 
Dberlegungen sind rein mathematischer Art. 

(2) 

Die Schreibung del' Formel (1) in folgender Gestalt 

d 2 x 
m ~- ~X=O 

dt 2 

fiihrt von Newton auf d'Alembert 39 ). Schon VOl' d'Alembert 
hatte Joh. Bernoulli40 ) die allgemeine Gultigkeit eines wich
tigen Grundsatzes del' Mechanik: des Prinzips del' virtuellen 
Verriickungen oder bessel' del' virtuellen Arbeit erkannt. 

Dieses Prinzip lautet folgendermaBen: Greifen an einem Sy
Rtem von n Karpern ml , m2 ••• Krafte an, deren Komponenten 
nach del' Achse des Kool'dinatensystems Xl Y1ZI ; X 2 Y2 Z 2 

sind, so hefindet sich das System im Gleichgewicht, wenn 
i==:n 

(3) A = 2(Xibxi + YibYi + Zibzi) = 0 
i= 1 

ist. Riel' sind die GraBen bXi ... die Komponenten del' virtuel-
len Verruc kungen (58, ... , die man den Karpern erteilt, 
wahl'elld A als vi rt nelle Ar bei t bezeichnet werden kann . 
.Tene Verriickllngen sind ganz willkiil'Jich, sie dii.rfen nnr nicht 
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gegen die Bedingungen verstoBen, denen die Koordinaten der 
Systemkorper unterworfen sind. Sind z. B. samtliche Korper 
untereinander durch starre Stabe zu einem Ganzen verbunden, 
so werden, wenn man die virtuellen Verschiebungen so festlegt, 
daB sie einer Paralleiverschiebung des Korpersystems mit sich 
selbst entsprechen, aIle 

(l8I = (l8i = ... = tJ8 , 

(lxJ = (lx. = ... = tJx usw., 

und wir konnen statt (3) schreiben: 

i=n i=n i~1& 

(4) A = tJx .LXi + (5Y2 Yi + (lz 2'Z. = 0, 
i~l i~l i~l 

Diese Gleichung kann aber nur erfullt werden, wenn ist: 

Dies sind die bekannten Gleichungen fur das Gleichgewicht 
eines Korpers gegen Verschieben. 

2. Zur Ermittlung der Bedingungen des Gleichgewichts 
eines starren Korpersystems gegen Verdrehen setzen wir eine 
virtuelle Verdrehung des Korpersystems tJ w durch Allgabe ihrer 
Komponenten nach den Koordillatenachsen b WI' (5 W 2 , (5 W il 

fest. 
Dann bestimmt sich die virtuelle Verschiebung eines be

liebigen PUllktes Pi durch ihre Komponenten 

(hi = bW2 Zi - (5WsYi' 

I~Yi = (}m3 Xi - tJW1 Zi , 

15zi = b(J)J Yi - bW2 Xi, 

die in den Ansatz des Prinzips del' virtuellen Verschiebungen 
einzufiihren sind. 

Wir erhalten demnach nach gehOriger Ordnung: 

i=n 

A = ~ {tJW1 (Zi Yi - YiZi) + (5w2 (Xizt - Zt Xi) 

+ 15m3 (YiXi - XiYi)} = 0 
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bder, da wegen der Willkiirlichkeit der drei Drehungskompo
nenten die einzelnen Glieder der Summe fur sich verschwinden 
mussen: 

i=n i=n i=n 

J;(Z'Yi - Y i Zj) = 0; 2:XiZi - ZiXi) = 0; J;(Yi Xi - Xi Y·i) = O. 
i=1 i=1 i=1 

Die Ausdriicke unter den Summenzeichen sind nun nichts 
anderes als die Komponenten der Drehmomente der 
Krahe Ki um die Koordinatenachsen, die wir mit ilRzi, mui, mei 

bezeichnen wollen. Wir finden also endgultig als Bedin
gungen des Gleichgewichts gegen eine Drehung des starren 
Korpersystems: 

i=n i=n i=n 

J;m:r;i =0; 2mui= 0; 2ID?zi = O. 
i=1 i=1 i=1 

In jedem FaIle kann man fiir ein gegebenes Korpersystem, 
dessen einzelne Teile untereinander entweder starr oder nicht 
starr verbunden sind, unter Berucksichtigung derBedingungs
gleichungen mit Hilfe des Prinzips (3) die Gleichgewichtsgleichun
gen finden. 

Beweise des Prinzips gibt es mehrere, z. B. auch von La
grange und Poinsot, doch hat das Prinzip in seiner ganzen 
Allgemeinheit einen mehr axiomatischen Charakter. 

3. Die Vereinigung der d'Alembertschen Form der 
Newtonschen Grundgleichung mit dem Prinzip der vir
tuellen Verruckungen liefert sofort das d' Ale m b e r t sche 
Prinzip41) : 

(5) ~[(m.d2X' -x.) ()x.+ (m. d2Yi - y.) ay·-t- (m.c!2 Z1 _Z .) ()z.] . 
~ & dt2 ' t , dt S ' t , dt2 ' &. 
&=1 . 

in welcher Form es zunachst fur Systeme freier Korper 
gultig ist. Der Formulierung dieses Prinzips liegt die Auffassllng 

d2x· 
zugrunde, daB man die Ausdrucke mi dt2' - Xi usw. als an dem 

Korpersystem angreifende sogenannte verlorene Krafte be
trachten kann. Denkt man sich die wirklichen Krafte Xi usw. 
momentan durch die verlorenen Krafte ersetzt, so wurde sich 
das System im Gleichgewicht befinden. 
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§ 28. Die unfreie Bewegung und die Gleichungen von Lagrange. 

Fur die unfreie Bewegung eines Massensystems seien k Be
dingungsgleichungen zwischen den 3 n Koordinaten der Massen
punkte gegeben: 

(1) I 11 (x , y , Z, •.. ) : 0 , 
12 (x , y , Z, ..• ) - 0 , 
......... 
h (x , y , Z, ••• ) = 0 . 

Mit dieser Festsetzung sind die virtuellen Verruckungen b nicht 
mehr unbeschrankt willkurlich, sondern folgenden k Gleichungen 
unterworfen : 

(2) ~((Jlk ah eh ) ..::;.; ~ bXi + a -.~ bYi + r bzi = O. (k = 1, 2 ... k) 
i=1 x, y, Z, 

Wir fuhren jetzt k zunachst unbekannte Multiplikatoren Ale 
(k = 1, 2, ... k) ein, mit denen wir die Gleichungen (2) der Reihe 
nach multiplizieren. Ziehen wir diese mit k multiplizierten Glei
chungen von Gleichung (5) in § 27 ab, so kommt nach gehOriger 
Ordnung: 

r ~ [(m. '!..~i - X· - vAk fJ ik) bx. + (m. d:Vi - Y·.- , .... Ak~lk .. ) (5y . 
.::..' dt2 '.::.. iJ x·' , dt2 '.::.. l5. . • 

(3) J k , /.; Y. 

1 ( d2Zi v' a Ik) -~ ] + m, dt 2 - Zi - -T "Ie at~ uZi = 0 

Nach Einfiihrung der k Unbekannten A durfen wir uber die vir
tuellen Verruckungen wieder unbeschrankt verfugen. Damit nnter 
solchen Umstanden aber Gleichung (3) erfullt wird, mnB gelten: 

d2xi (J 11 (J 12 (J Ik 
mi -d-- 2 =Xi + A1 ~ +~ ~ + ... + Ak~-' 

t UXi UXi eXi 

Dies ist die erste Lagrangesche 42) Form der Bewegungs
gleichungen. Sie sind dadurch bemerkenswert, daB in ihnen der 

Hort, Schwingungsieilre. 2. Aul!. 8 
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EinfluB der Bedingungsgleichungen in der Gestalt von "Zwangs
kraften" oder "Fiihrungsreaktionen" auftritt. Sie bieten 
demnach ein bequemes Mittel, diese Reaktionen, deren Kenntnis 
fiir den Entwurf von Maschinen wichtig ist, zu berechnen. Der 
formale Weg zur Problemlosung ist jetzt weiter der, daB die 
Gleichungen (1) zweimal nach der Zeit differenziert und in sie 
die Gleichungen (4) eingefiihrt werden. So entstehen k Gleichun
gen zur Berechnung der unbestimmten Multiplikatoren ;. als 
Funktionen der Krafte und der Koordinaten. Fiihrt man die 
gefundenen Ausdriicke in das Gleichungssystem (4) ein, so ist 
die Aufstellung der Differentialgleichungen fiir die System
bewegung geleistet. Die Integration und damit die Ermittlung 
der Bewegung selbst ist eine andere Frage, die allgemein nicht 
gelost werden kann; dies muB der Behandlung spezieller Pro
bleme vorbehalten bleiben; doch lassen sich aus jenen Gleichungen 
in einigen wichtigen Spezialfallen allgemein giiltige Bewegungs
gesetze folgern. 

Wir betrachten zunachst ein System, welches nur solchen Be
dingungen unterworfen ist, daB in den Gleichungen (1) nur die 
Differenzen gleichnamiger Koordinaten vorkommen. In 
diesem Falle ist 

(5) { 
~atk = 0; 
~ax· 
i=1 ~ 

(k = 1, 2 ... k) 

Definiert man jetzt den Schwerpunkt ~ fJ , des Korpersystems durch 

(6) 1:= ~mixi. 
~ ~ - , 

",;.,mi 
2miYi 

1} =----. 
~m, ' 

L:m, = M , 

so folgt aus den Gleichungen (4) durch geeignete Zusammenfassung: 

d2~ 
M --- =~X· dt 2 I, 

(7) 
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d. h. der Schwerpunkt eines Systems, dessen Bedin
gungsgleichungen nur von den Entfernungen der ein
zelnen Massenpunkte abhangen, bewegt sich so, als ob 
aIle Massen in ihm vereinigt waren und aIle Krafte 
an ihm angriffen. Dies ist der erste Schwerpunktssatz. 

Sind die Krafte innere, d. h. wirken nur Krafte zwischen 
den Systemkorpern, so wird 

(8) 

so daB fiir die Bewegung des Schwerpunktes gilt: 

(9) 

Nach zweimaliger Integration folgt dann 

(10) ~ = al t + bi ; 'YJ = a2 t + b2 ; C = aa t + ba ; 

d. h. der Schwerpunkt eines von auBeren Kraften freien 
Systems bewegt sich mit gleichformiger Geschwindig
keit auf einer Geraden. (Der zweite Schwerpunktssatz.) Die 
Formulierung dieser Satze von der Bewegung des Schwerpunktes 
geht auf Huyghens, Newton und d'Alembert zuruck. 

§ 29. Das d' Alembertsche Prinzip und der Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. 

Das d'Alembertsche Prinzip kann man weiter folgender
maBen schreiben: 

(1) 

Beobachtet man jetzt, daB die wir kIiche Systembewegung auch 
immer eine mogliche ist, so konnen wir die b mit den d ver
tauschen und nach Division mit d t schreiben: 

8* 
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Setzen wir jetzt die Existenz einer Kraftefunktion oder eines 
Potentials U voraus, derart, daB die Kraftkomponenten die 
ersten Derivierten dieser Funktion U nach den Koordinaten sind: 

(3) 
au 

Y=-~' ay , 
au z=-az ' 

so kann (2) nach einmaliger Integration geschrieben werden: 

oder 
(4) 

Setzen wir jetzt 
!.1'mv2 = U + c . 

U=o, 
so folgt aus (4) das Prinzip von der Erhaltung der lebendigen 
Kraft: 
(5) iImv2 = Konst., 

d. h. ein von auBeren Kraften freies System bewegt 
sich stets so, daB seine lebendige Kraft konstant 
bleibt; dies ist der Satz von der Erhaltung derlebendigen 
Kraft. Setzen wir aber U = ~ V, woo wir V die poten tielle 
Energie des Systems nennen, so folgt aus (4) 

(6) !.1'mv2 + V = Konst. 

das Prinzip von der Erhaltung der Energie. 
Der Satz von der Ie bendigen Kraft geht in seinen ersten 

Anfangen auf Huyghens (1629-1695) zuruck; in seinem vollen 
Umfange ist er dann von Johann (1667-1748) und Daniell 
Berno ulli (1700-1782) aufgenommen worden. 

Der Begriff des Potentials verknupft sich mit den Namen 
Claira'ut (1713-1765), Lagrange (1736-1813) und Laplace. 
FUr die Bezeiehnung lebendige Kraft hat Rankine den Aus
druck kinetische Energie eingefuhrt; ebenso stammt von ihm 
die Bezeichnung potentielle Energie. 

§ 30. Die Flachensabe. 

Knupfen wir jetzt wieder an die Gleichungen (4) von § 28 
an, so laBt sich z. B. aus der zweiten und dritten durch Multi-
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plikation mit z bzw. y und Subtraktion folgende Gleichung 
ableiten: 

( d2Z d2y ) 
~m YTt -z dt2 = ~(yZ - zY) 

+ ~(y ~Ak fJlk _ Z ~ Ak d ik ). 
k fJz k dy . 

Analog sind dann zu bilden: 

(1) 

In diesen Gleichungen stehen rechts die Drehmomente MsMyMz 
der Krafte um die Koordinatenachsen, wahrend die Doppel
summen verschwinden, falls die Bedingungsgleichungen nur 
Funktionen der Entfernungen der Systemelemente sind; die 
linken Seiten lassen sich wie folgt transformieren: 

d2 z d2y d (dZ dy) 
y dt2 - Z dt2 = dt Y dt - Z dt . 

1!'iihrt man jetzt den Fahrstrahl r des Massenpunktes m ein und 
bezeichnet die von ihm im Raume beschriebene Flache mit F, 
den von ihm beschriebenen raumlichen Winkel mit rp, wahrend 
die Projektionen dieser GrOBen auf die Koordinatenebenen mit 
r:r;' ry, rz ; Fs ' Fy, Fz ; rp:r;' f{'y. rpz bezeichnet werden, so kann 
man schreiben: 

dz dy \l drps dFs 
y dt - z dt = rz (it = 7X ' 

(2) 
dx dz q drpy dFy 

Z dt - x dt = r;; (it = (it , 

dy dx 2 drpz dFz 
x dt - Y dt = r. (it = (it . 
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Hiermit lassen sich die Gleichungen (1) wie folgt umformen: 

"" d2 F., "" .:.. m dt 2 =.:.. M., , . 

(3) 

Dies sind die drei Flachensiitze del' Bewegullg: die Dreh
momente sind gleich dem Prod ukt aus Masse und 
Flachenbeschleunigung. Verschwinden die Momente, so 
lassen sich die Gleichullgen (3) sofort zweimal integrieren und 
liefern : 

(4) I Zm F., = a1 t + bi , 

~ m Fy :: ([2 t + b~ , 
... mFz - a3 t -+- ua . 

d. h. bei kraftefreier Bewegung wachsell die VOll dell 
Fahrstrahlen beschriebenen Flachenraume proportio
nal mit del' Zeit. 

Die Flachensatze sind von Euler (1707-1783) entdeckt; 
spateI' haben sich noch Daniell Bernoulli (1700-1782) und 
Patrick d'Arcy (1725-1779) mit ihnen beschaftigt. Laplace 
und Poisson haben dalm mit den Flachensatzen die Begriffe 
del' invariabeln Geraden und del' invariabeln Ebene 
verbunden, welche in del' Astronomie eine Rolle spielen; die 
Auseinandersetzung diesel' Dinge wurde hier zu weit fuhren. 

Mit den bisher allgemein betrachteten Grundsatzen laEt sich 
schon eine groEe Fi'tlle von Problemen lOsen, von denen die 
wichtigsten wenigstens kurz beruhrt werden sollen. 

Del' einfachste Ansatz von Newton mit konstantem X liefert 
den freien Fall in del' Nahe del' Erdo berflache; nimmt man 
noch die y-Richtung hinzu, so wird man zur Wurfbewegung 
gefuhrt. Betrachtet man zwei Korper, so liefert die Integration 
del' Differentialgleichungen unter Voraussetzung von Kraften, 
die nach dem N ewto nschen Gravitationsgesetz wirken, die 
Gleichungen del' Zentralbewegung fur den Fall des Zwei
korperpro blems. 1m einzelnen finden sich dann wieder die 
Schwerpunktssatze und die drei Keplerschcn Regeln, von 
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denen die erste nichts anderes ist als der Ausdruck unserer 
Flachensatze; auch der Begriff der Bahnelem·ente eines Pla
neten kommt hier zur Sprache. 

Kniipfen wir femer an an unsere Gleichungen der bedingten 
oder gezwungenen Bewegung, so liefert der einfache Fall eines 
Massenpunktes, der sich auf einer gegebenen Flache bewegen 
muB, die Begriffe der Zwangsbeschleunigung, der Zentri
fugalkraft und des Bahndruckes, die schon Huyghens 
bekannt waren. 

Ais weitere Anwendung bietet sich die Pendelbewegung dar, 
die uns im ersten Kapitel beschaftigt hat. 

LaBt man bei den Problemen der "irdischen" Mechanik 
(Fall, Wurf, Pendel) die Voraussetzung der Unbeweglichkeit der 
Erde fallen, so wird man auf die Betrachtung der Relativ
bewegung gefiihrt. Die hierhergehorigen Probleme des Fou
caultschen Pendels, der Ballistik- und der Fahrzeug
bewegung bilden bekannte Teile der Mechanik. 

So besitzen wir in den Lagrangeschen Gleichungen erster 
Art das Mittel, um aIle Aufgaben der Mechanik, speziell der 
Schwingungslehre, losen zu konnen. 

§ 31. Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art. 

In der Tat beruhen aIle Methoden der iiblichen Lehrbiicher 
der Mechanik auf diesen Gleichungen, und nur in ganz vereinzelten 
l!'allen werden hier die Hilfsmittel verwendet, die in einer gro13en 
Anzahl von Fallen eleganter und schneller zum Ziel fiihren. 

Wir erachten .es ffir den Ingenieur fiir unerla13lich, Eich diese 
hoheren Hilfsmittel ebenfalls zu eigen zu machen undgehen nun dazu 
iiber, die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art43).abzuleiten. 

Wir kniipfen an die Gleichungen erster Art (4) in § 28 und 
an die Bedingungsgleichungen (1) daselbst an. 

Zunachst bemerken wir, daB mittels dieser k Gleichungen k 
der Variabeln Xi, Yi, Zi als Funktion der 3 n - k iibrigen Variabeln 
gefunden werden konnen. Wir bezeichnen z. B. die ersten k Ko
ordinaten Xi (i = 1 ... k) wie folgt: 

(1) g. = qi (Xk+l .•• Xn , Yl'" Yn, Zl'" zn). (i = 1 ... k) 

Wir haben also die k Koordinaten Xi (i = 1 ... k) ausgedriickt 
durch 3 n - k Parameter, die vollstandig willkiirlich wiihlbar sind. 
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Es ist nun erlaubt, diese Parameter, welche ja die 3 n - k 
Variabeln Xk+l' .. Zn sind, zu ersetzen durch 3 n - k andere 
Parameter q, welche mit den Variabeln Xk+1' .. Zn verkniipft 
sein sollen durch die ganz willkiirlichen Gleichungen: 

(2) Yi = 'pdql , q2 ... qsn-k) , (i = 1 ... n) 1 
Xi = f[J. (ql , q2 ... qsn-k) , (i = k + 1 ... n) 

Zi = Xi (ql , q2 ... qa n-k)' (i = 1 ... n) 

Fiihren wir diese Gleichungen (2) in die Gleichungen (1) ein 
und bezeichnen wir die Funktionen (Ii in Abhangigkeit von den q 
mit f[Ji (i = 1 ... k), so erhalten wir: 

1 
Xi = f[Ji(ql, qa ... qan-k) , 1 

(3) Yi = "Pdql , q2 ... qs n-k) , 

Zi = Xi (ql , q2 ... qan-k) . 

(i = 1 ... n) 

Hiermit sind die Bedingungen zwischen den Xi, Yi, Zi diugestellt 
durch die Abhangigkeit dieser Grol3en von 3 n - k Parametern, die 
voneinander unabhangig sind. Wir wollen diese Parameter nun als 
Koordinaten des Systems betrachten, denn offenbar wird durch 
eine beliebige Auswahl. von 3 n - k Grol3en q durch (3) eine solche 
Systemlage bestimmt, die den Bedingungen (1) in § 28 geniigt. 

Wir multiplizieren jetzt die Gleichungen (4) in § 28 mit resp. 

OXi 0Yi OZi d hId Addi . ~, ~, ~ un er a ten urch tlOn 
uq. uq. uq. 

1
M. (d2 Xi a Xi + d2 Yi 8 Yi + d2 Zi a Zi) = X. 8 Xi + y. 8 Yi + Z. ~_z~ 

t dt2 8q. dt2 oq. dt2 8q. • oq. '8q. • 8q. 

(4) ""', (8 fk ax, ofk 0Yi aft OZi) 
+":::""Ak --+--+-- . 

k OXi oq, 0Yi oq, oz. 8qB 

Hier verschwindet auf der rechten Seite die ~ , weil der Klammer-
. k 

ausdruck stets identisch gleich Null ist, und wir konnen jetzt 
schreiben, indem wir iiber aile Systemelemente summieren: 

(5) 
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Eine solche Gleichung laSt sich fiir jedes q anschreiben, so daB 
wir unsere urspriinglichen 3 n Gleichungen (4) auf 3 n - k Glei
chungen reduziert haben. Die Summe auf der rechten Seite ist 
nun eine Funktion, in der nur die generalisierten Koordi
naten q vorkommen, wir bezeichnen sie mit Qa. 

Nun wollen wir uns denken, die Gleichungen (4) in § 28 seien 
integriert, d. h. x" Yi, z, seien gefunden. Dann muS in diesen 
Gleichungen zunachst die Zeit t vorkommen. Ferner mussen 
aber auch noch die generalisierten Koordinaten, die wir ganz 
willkiirlich annehmen konnten, vorkommen, unddiese konnen 
wir uns ebenfalls von der Zeit t abhangig denken. Mithin wiirden 
wir fur die Geschwindigkeiten haben 

(6) 

dXi = Loxi dqB + (jXi 
dt • 8qB dt Bt' 

~~ = L~'!!! dq8 + ?"yi , 
dt 8 aq. dt ot 

dz; = ~8Zi dq8 + ~Zi 
dt • 8qB dt 8t· 

Jetzt machen wir einen Ansatz fur die Summe der kinetischen 
Energien samtlicher Systempunkte in der Form: 

einen Ausdruck, den wir mit Hilfe der Gleichungen (6) als Funk

tion der Koordinaten qa und der "Geschwindigkeiten" ~~ er

mittelt denken. Das Wort "Geschwindigkeit" bedeutet hier: 
erster Differentialquotient einer Koordinate nach der Zeit; jeden- . 

. .. dXi dYi dZi . 
falls 1st T ebenso Wle III den de' dt ' de auch III den "Ge-

schwindigkeiten" ~~8 homogen vom zweiten Grade. 

Aus (7) leiten wir durch partielle Differentiation nach ~~8 
mit Hilfe von (6) ab: 

(8) 
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llnd hieraus durch totale Differentiation nach der Zeit: 

(9) 

In dieser Gleichung ist aber die erste Summe nichts anderes 
als Qs nach Gleichung (5) und die zweite Summe nichts anderes 

aT 
als der partielle Differentialquotient -0- , wie sich aus (6) und (7) 

( qs 
durch eine einfache Rechnung ergibt. 

Hiermit schreibt sich aber die Gleichung (9) 

(10) 

Diese Lagrangeschen Gleich ungen zweiter Art inter
pretieren wir folgendermaBen: Die raumliche Lage eines l1lecha
nischen Systems von 3 n - k Freiheitsgraden laBt sich stets durch 
3 n - k Parameter q, die wir generalisierte Koordinaten 
nennen wollen, festlegen. Ebenso laBt sich die kinetische Energie 
des Systems als hOl1logene quadratische Funktion der "Geschwin
digkeiten" finden, und die KOl1lponenten der Krafte lassen sich 
auf Funktionen der q reduzieren. Dann kann man die La-

0'1' 
grangeschen Gleichungen, wenn man beachtet, daB-d-- formal 

o3:!. 
dt 

gleich Masse X Geschwindigkeit ist und demzufolge als Be
wcgungsgroBe bezcichnct werden kann, folgendermaBen ans
sprechen: 

Die zeitliche Anderung der BewegungsgroBe ver
mindert um die raumliche Anderung der kinetischen 
Energie ist gleich der auBeren Kraft. 

Die praktische Ausfiihrung der angedeuteten Operationen 
wird spateI' an Beispielen gezeigt werden. 



§ 32. Kleine Schwingungen urn cine Gleichgewichtslagc. 123 

§ 32. Kleine Schwingungen urn eine Gleichgewichtslage. 
Die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art lassen sich zu 

einer ubersichtlichen Untersuchung der Bewegung eines Systems 
urn seine G leichgewich tslage 44) benutzen. 

Der Begriff des Gleichgewichts schlieBt in sich, daB die Lage 
cine solche ist, die gegenuber einer kleinen Storung sich selbst 
wiederherzustellen sucht. Dies geschieht dadurch, daB das ge
storte System sich durch Pendelungen oder Schwingungen seiner 
Gleichgewiehtslage wieder zu nahern versucht. Die Differential
gleichungen fur diese Schwingungen wollen wir aufstellen. 

In der Gleichgewichtslage haben die Koordinaten q. des 
Systems die konstanten Werte q •. Zu irgendeiner Zeit werde das 
System aus seiner Gleichgewichtslage durch auBere Einwirkung 
('in wenig herausgebracht und dann zur Zeit t = 0 p16tzlich sich 
selbst uberlassen. Es vollfUhrt dann Schwingungen urn die 
Gleichgewichtslage, die zu untersuchen sind. 

Zur Zeit t seien die Koordinaten q. + LI q. . Die kinetische 
Energie lautet: k 

1 ~ dq,It dqv 
(1) T = 2 ~ All, ,,(ql" . qk)' -aX' at- . 

• "', V 

Die Koeffizienten A lt ", entwickeln wir nun in eine 'l'aylorsche 
Reihe wie folgt: k 

2) A ) A .) ~oA,II.v(gl·· ·gk) ,/ 
( It,V(ql'' ·qk = It,v(ql" ·qk + ~--a=-q-.-----LJqi' . , 
Hiermit geht Tuber in: ' 

k 

l' =.!. ~{A. (u q . . ,,) ~LI_q,,, dJq.: 
2 ~ I', v ~1' . • dt dt 
~,v . 

Da wir nun sowohl die LI qi wie die d:t als klein voraussetzen, 

ist das zweite Glied auf der rechten Seite klein gegen das erste, 
und T reduziert sich auf: 

Ie 
T 1 ~{ - - dLlqlt dL1qv} 

= 2~ Af', .. (ql·· ·qlc) (it'de ' 
,l, v 

(4) 

wo die Koeffizienten A, .. , v (ql ... qle) Konstante sind. 
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Ferner setzen wir voraus, daB die Krafte Q ein Potential 
besitzen, daB also sei: 

BV (q1 ... qk) 
(5) Qi = ---~-~----~- . 

C qi 

Das Potential V entwiekeln wir ebenfalls naeh Taylor: 

f 
) V -) ~ 0 V (1]1 ... qk) f 

V(q1 ... qk = (q1'" qk + .:::.. - ~- /' qi 
i 0 qi 

(6) 1 + ~J 02~(1]1,---,----.qk)/lq"Jq" 
..,;;;;;.. 2 Bqf1oq" ' 
,H, v 

+ Glieder hoherer Ordnung. 

Das zweite Glied auf der rechten Seite muO verschwinden, dlt 

das System unter EinfluO der Krafte -~~ im Gleichgewicht ist, 

indem das Versehwinden jenes Gliedes das Prinzip der virtuellell 
Verschiebungen erfUllt. V reduziert sieh also, abgesehen von 
Gliedern hoherer Ordnung, auf: 

- - ~, 1 82V(Q1" ·qk) A 
(7) V = V (q1 ... qk) + ..,;;;;;.. c, --7J-~~ 0--LI q,,, LI q", 

1'.,,':;' g,,, qv 

wo V (ill' .. qk) und seine Derivierten Konstante sind. 
Die Lagrangesehen Gleichungen werden nun: 

k d2 L1qll k 02V 
(8) ~ A,II'V~d 2 + ~ ?l-~-Llqfl = 0 . ()' = I ... k) 

..,;;;;;.. t ~ uqll uqv 
,II, ,n 

Dies ist ein System von Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten, welches stets integriert werden kann. 

§ 33. Kleine Schwingnngen urn einen Bewegungszustand 45). 

Oft entsteht die Frage, ob eine Bewegung gegenuber einer 
geringfugigen Storung stabil sei, d. h. ob sie das Vermogen be
sitzt, die Storungen zu uberwinden. 

Zu einer allgemeinen Erorterung fiber das hier einzusehlagende 
Verfahren lassen sieh wieder die Lagrangesehen Gleiehungen 
zweiter Art benutzen. Wir knupfen an an den vorigen Para-
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graphen, mit dem Unterschiede, daB wir die "iii als Funktionen 
der Zeit ansehen. Die kleinen Pulsationen seien wieder LI qi . 

d-
Jetzt verschwinden die d~i nicht, und wir mussen schreiben: 

T = ~ ~{A .(- '" -) (dfi." + ~!J_~) (dQy + ~~) 2~ ii' q[ qk dt dt dt dt 
It, V 

oder, indem wir alle Zeitfunktionen durch Symbole B, C, D, E, ];' 
ausdrucken: 

_. k k dLl qi 1 k 

T = T + ~ BiLlqi + ~Ci-d- + 2~ D,t.l/qlt//q,. 
. . t 

(2) 
, , ~,r 

,II, l' ,1/, J' 

Analog entwickeln wir das Potential: 
k k 

(3) V =17 + 2 Gi LI qi + L Hu. Llqlt Llq •. 
i ,f/., ')' 

1m allgemeinen sind nun diese Symbole B, C, D, E, F, G, H 
Funktionen der Zeit. Lassen sie sich durch Avswahl geeigneter 
Variabeln von der Zeit unabhangig machen,so ist die Bewegung 
",; tat ion a r" . Fur diesen Fall schreiben sich nach kurr.er 
Zwischenrechnung die Gleichungen nach Lagrange: 

I ~" d2 LI q,,, d LI qll ) LI -
(4) ~ E/I,' ----;[t2 + (F,II" - F,.,II) -----at- + (Hny - D1,,· q./I - O. 

It 
(v = 1 ... k) 

Dies ist wieder ein System von totalen Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten, welches sich auf eine einzige 
totale Differentialgleichung hOherer Ordnung, welche integrabel ist, 
reduzieren laBt. Das Stabilitatskriterium fur die durch das Integral 
dargestellte Bewegung ist im folgenden Abschnitt mitgeteilt. 
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VI. Analytische und graphische Methoden. 

§ 34. Die Zusammensetzung von Schwingungen. 

1m § 13 hatten wir den Fall, daB sich zwei Schwingungen 
kombinierten odeI' ilbereinanderlagerten zu einer resultierenden 
Schwingung. 

Kombinierte Schwingungen spielen bei den spater zu behan
delnden verwickelten Schwingungsvorgangen eine wichtige Rolle. 
Deshalb solI die mathematische Theorie del' Zusammensetzung von 
Schwingungen zunachst im Zusammenhang entwickelt werden. 

Wir wissen, daB eine einzelne Schwingung einer gegebenen 
Periode T sich darstellen laBt in Form 

(1) x = Acoswt + Bsinwt, 
wo 

2n 
W=--

T 

ist. Wir wissen auch, daB man mit Rilfe des Ansatzes 

(2) {
A = psinr5 , 

B = pcos(5 

fitr Gleichung (1) schreiben kann 

(3) x = psin(wt +~) . 

Riel' ist p = yA2 + B2 die Amplitude del' Schwingung x und 

~ = artcg ~ ihre Phasenverschiebung, T die Schwin

gungsdaueroder Periode, n= ~ = 2wn dieFrequenz, w die 

Kreisfrequenz. Wir wollen jetzt mit x eine zweite Schwin
gung Xl kombinieren. Es sei: 

(4) 

Fill' das weitere setzen wir 

(5) { Wl = m: dw, 
(~l ~ - d~ .. 

dami wird 
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+ Pl sin (co t + iI co 0 t) cos «(j + A (j) 
+ Pl cos (co t + A co 0 t) sin «(j + A (j) 

(6) 

) 

x + Xl = P sin co t cos (j + P cos co t sin (j 

= sin co t[p cos (j + Pl cos «(j + A (5) cos A co 0 t 
I - Pl s'n(t5 + A (5) sin A co 0 t] 

l + cos co t[p sin(j - Pl cos«(j + A (j) sin A co 0 t 

+ Pl sin«(j + A(j) cos A co 0 t] . 
Setzen wir hier die Ausdrucke in den eckigen Klammern 

= P cosA bzw. = P sin A , 
so stellt sich der kombinierte Vorgang in die Form: 

(7) x + Xl = Psin(cot + ,1) , 

d. h. wir haben eine Schwingung der Periode T = 2n , bei der 
co 

sowohl die Amplitude P, als auch die Phasenverschie
bung ,1 von der Zeit t abhangig wird; man nennt einen 
solchen Schwingungsvorgang eine Schwebung. 

Fur die Amplitude P findet man: 

(8) P2=p2+PI +2pPlcos(A(j-ilcoot). 
Hieraus ergibt sich, daB P zwischen den Werten ± (p + PI) und 

T. . 2 . + (p - PI) hin und her schwankt wahrend einer Zeit 

(9) T8 n 
2 Aco' 

l\1an nennt T. die Schwebungsdauer der Kombination, deren 
Abhii,ngigkeit von der Schwingungsdauer der Einzelschwingungen 
T und T I sich findet zu: 

ToT) 
(10) T. = T - TI 

1-------------- - - ------ Ts --------- -------=_:.. ~ 
I 

Fig. 63 gibt einen Schwebungsvorgang wieder. Die Schwebungs
dauer Ts wird um so groBer, je groBer T und TI und je kleiner 
T- TI wird. 
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§ 35. Fouriersche Reihen. 

1. Wiehtig fUr die Teehnik ist der Fall, wenn die zu kombi
nierenden Sehwingungen Frequenzen haben, die samtlieh ganz
zahlige Vielfache einer kleinsten Frequenz sind. Eine solche Kom
bination drucken wir aus durch den Ansatz: 

(1) x = ao + ,2' ak sin (k w t + bk) . (k = 1, 2, 3 ... ) 
k 

Entwickeln wir hier die Sinusfunktion, so konnen wir auch mit 

(2) 
schreiben: 

(3) x = ao + ,2'Akcoskwt + L;Bsinkwt. 
k k 

Eine solche Reihe von Winkelfunktionen heiBt eine F 0 uri e r
sche Reihe. Die Entwicklung tragt den Namen Fouriers, 
weil dieser Mathematiker durch sie zuerst Schwingungsvorgange 
dargestellt hat. 

Fur uns liegt ihre Bedeutung darin, daB wir Methoden be
sitzen, um irgendwelche Funktionen f(x) der Periode 2 n, die 
entweder analytisch oder graphisch innerhalb des Intervalles 2 n 

gegeben sind, dureh eine solehe Reihe auszudrueken. Man hat 
dann die Funktion in eine Fo uriersehe Reihe entwickelt. 

2. Wir wollen jetzt die Funktion f(x) in eine Fouriersehe 
Reihe entwickeln, etwa der Form 

(3 a) f(x) = ao + ,2'Akcoskx + ,2'Bk sinkx . 
k k 

Dber die Funktion t(x) setzen wir nur voraus, daB sie innerhalb 
des Intervalles 2 n nicht unendlich viele Maxima und Minima hat 
und daB sie nur so unendlich wird, daB 

+n 

jf(x) dx 

endlich bleibt. Es sei ubrigens bemerkt, daB alle in der Technik 
vorkommenden periodischen Funktionen diesen Bedingungen ohne 
weiteres genugen. 

Wir multiplizieren jetzt die Gleichung (3) mit cos mx dx und 
integrieren von -n bis + n. Dann erhalten wir: 
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1 
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+n +n 

ft(X) cosmxdx = aOfcosmxdx 
-n -n 

+n 

+ L;AkfCOskxcosmxdx 
k -n 

+n 

+ L;Bkfsinkxcosmxdx. 
k -n 

129 

Da m eine ganze Zahl sein solI, so verschwinden auf der rechten 
Seite zunachst das erste Glied und ferner samtliche Glieder mit 
Koefiizienten Bk • Namlich 

+;r 

'/cosmxdx 
-n 

+n 

und Isink x cosmx dx 
-n 

sind unter allen Umstanden Null. Von den Gliedern mit Koeffi
zienten Ak verschwinden abel' samtliche, bei denen m ~ kist, 

+n 

so daB nur f coskx· coskxdx ubrigbleibt. Dieses Integral hat 
-n 

abel' den Wert n, solange k> O. Die Gleichung (4) reduziert 
sieh also auf: 

+;r 

(5) (t(X) eoskx dx = n Ak , 
-n 

womit wird: 
+71: 

(7) Ak =~. (t(X)eOSkxdx. 

~o Setzen wir noeh ao = 2 ,so gilt (6) aueh noeh fur k = O. 

In analoger Weise findet man dureh Multiplikation mit 
sin mxdt: 

+n 

( 7) Bk = -~ jt(X) sinkxdx , 

-/7: 

womit die Entwicklung von t (x) III eine F 0 uri e rsehe Reihe 
geleistet ist. 

Hort, SchwingllngsJehre. 2. Auff. 9 
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3. 1st, wie haufig, die Funktion I(x) als periodische Zeitfunk

tion der Periode T durch I(x) = f(w t) mit w = 2; gegeben, 
so wird ihre Fouriersche Entwicklung: 

I
TT 

I(ml) ~ icFmt)dt+ ~ ~oo'mmpmt)"o'mmtdt 
(~ T 

2 
2 /' 

+ ~Tsinmwt / I(wt)sinmwtdt. 
'1' 

Sowohl in (3a) wie in (8) kennzeichnet sich das erste Glied als 
der halbe Inhalt der voneinem ganz periodischen Kurvenstuck 
von f(x), der Abszissenachse und den Endordinaten umschlos
senen Flache. 

4. Sind die beiden Periodenhalften der Funktion f (w t) spiegel
symmetrisch zur t-Achse im Punkte t = 0, gilt also 

(9) I(wt) = -t[w(t - {)], 

so hat man diese Bedingung in den F 0 uri e r schen Ansatz ein
zufiihren: 

(10) f[w (t - }T)] = ~Ak coskw (t - -~) +2: Bk sin k w (t - I) . 
Rier ist 

( T\ 2n T 
kw t- 2)=kwt- T k 2 =kwt-kJT, 

und es wird 

(11) sink w (t - -~) = sin (- k n + k w t) = (-J)k sin k (J) t 

und entsprechend 

(12) cosk w (t - ~) = (_I)k cosk w t . 

Demnach wird: 

(13) 1[(I)(t - 1 T)] = (-1) k {2,'Ak cosk w t + 2:Bk sink w t} . 
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Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist aber·nichts an· 
deres als 1(00 t). Damit er mit dem negativen Vorzeichen behaftet 
erscheint, wie es nach der Bedingung (9) der Fall sein muB, so 
ist k nur ungerade zu wahlen. 

Ferner kann man die Integrale ffir Ak und Bk aus (8) wie 
folgt zerlegen 

A'~:{~ ++- !l]eo •• w(.- !}'+ }:~')C08kW'd'} 

~: {t -/(w') eo,kw'dt+ j~w.) CO,<W'd.} 

~ : {/(Wt)C08kW'd' + i~w,)eo"W'd'}' 
T 
2 

Ak = ;11(00 t) cosk 00 t dt 

o 

und entsprechend 
T 
2" 

Bk = ~ 11(00 t) sink 00 t dt . 

o 

Es genfigt also, zur Be· 
stimmung der Fo urierschen 
Koeffizienten die Integration 
fiber eine Period"enhalfte zu 
erstrecken ; die geraden Koeffi
zienten verschwinden dabei. 

Fig. 64 zeigt eine derartige 
ungerade Kurve. 

ffir k = I, 3, 5 ... 

t 

I I 
I I 
I 1 
ITT I 
foE---- T ---;;..J.E--- Z --

Fig. 64. Ungerade uDSymmetrische periodische 
Funktion. 

9* 
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5. 1st die Funktion f (w t) zur t-Achse und f (w t) Achse 1m 
Punkte t = 0 symmetrisch, so daB gilt 

t(wt) = -t(-wt) , 

so ergibt die Zerlegung von Ak 
l' 

o 2 

Ak = -} f -f(-wt) cosk wtdt+~It(wt) coskwtdt 

T 0 
-2 

oder nach der Umformung des Integrals rechter Hand durch 
T 

- t = {} zwischen den Grenzen -!r und 0 

T 
o +2 

2J' 2/ Ak=-p- f(w{})coskw{}d{}+T t(wt)coskwtdt=O 

T 0 
+-2 

nnd 
'I' 
~ 

Bk = ~ ft(wt) sink wt dt . __ +-___ -+ ____ +--3I--t 

o 

Eine derartige Funktion ist 
in Fig. 65 gezeichnet. 

Es geniigt also ebenfalls 
die Integration iiber die halbe 
Periode und alle Kosinusbei
werte kommen in Fortfall. Fig. 65. Ungerade symmetrische periodische 

Funktion. 

§ 36. Rechnerische Analyse von graphisch gegebenen 
Kurvenziigen. 

In den meisten praktischen Fallen ist die Funktion f (w t) 
graphisch gegeben, z. B. durch das Tangentialdruckdiagramm einer 
Dampfmaschine. Es handelt sich dann darum, die Koeffizienten A 
und B graphisch zu finden. Fiir Ao ist dies leicht, denn Ao ist 
nichts anderes als der doppelte Mittelwert des Kurvenzuges, siehe 
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Fig. 66. Zur Ermittlung der iibrigen Koeffizienten A und B gibt 
es planimeterahnliche Instrumente, die man Integraphen oder 
Analysatoren nennt. Indessen 
besitzen wir auch bequeme 
graphische analytische Ver
fahren, von denen im folgen
den eines mitgeteilt sei. 46) 

Wir teilen das Perioden
intervall 2 n = 360 0 in 
2 m = 24 gleiche Teile, wo

----------31(----------.,.; 
Fig. 66. Funktion der Periode' 2 n. 

durch wir 24 Werte von I(wt) erhalten, die wir als Ordinaten 
des gegebenen Kurvenzuges ausmessen k6nnen. Wir bezeichnen 
diese Ordinatenwerte mit 

(v=O, 1, 2 ... 2m) 
und es ist natiirlich 

Iv (w t) = 12m (W t) = 124 «(1) t) • 

Ferner denken wir uns die Kurven cos k w t und sin k w t einge
zeichnet, deren Ordinaten wiranalog mit cos~k(w t) und sin~k(w t) 
bezeichnen wollen. Diese Ordinaten entnehmen wir einer trigono-

metrischen Tafel, indem wir bemerken, daB mit 
t v 

T 2m 

und 

2nv 
cosvkwt = cosk 2m 

. k . k 2nv 
SIll,. wt = sm 2m-

2n 
w = T und 

ist. Wir brauchen also nur die Kosinus und Sinus det ganzzahligen 
2n 360 . ' 

Vielfachen von 2 m = 24 = 15 0 aufzusuchen und m der nach-

folgenden Tabelle zusammenzustellen. 
Mit diesen Kosinus- resp. Sinuswerten sind die I,,(w t)-Werle 

zu multiplizieren, und man erhalt: 

1 
AJ.; = -1:, I,,(w t) • cos(k v· 15)0 , 

m " 
1 

B", = -1:, I,,(w t)· sin(kv. 15)0 • 
m 'V 
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cos (k v 15)0 sin(kv 16)0 

~~ll_~ ____ ~ __ J _~_J~4~L~5_~liL __ ~ __ L~ ___ ~___4 - f_ 5 
-, - ~I ~---- ~ Ii -~I -~~-... ~ I-

I! +0,966 +0,866 +0,707

1 

+0,5 +0,259 111.+0,259 +0,500 +0,707 +0,866 +0,966 
21 +0,866 +0,500 0,000 -0,5 -0,866 21~+0,500 +0,866 + 1,000 +0,866 +0,500 
31+°,707 0,000 -0,707 -1,0 -0,707 3 i+O,707 +1,000 +0,707 0,000 -0,707 
411

1+ 0,500 -0,500 -1,000'1-0,5 +0,500 41:+0,866 +0,8661 0,000 -0,866 -0,8~6 
51,+0,259 -0,866 -0,707 +0,5 +0,966 5,+0,96.6 +0,500 -0,707 -0,866 +0,2;)9 
6 il 0,000 -1,OOG 0,000 +1,0 0,000 6 !,+1,000 0,000 -1,000 0,000 +1,000 
7 ill-o.,259 -0,866 +0,707 +0,5 1-0,966 71,,+0,966 -0,500 -0,707 +0,866 +0,259 
8! -0,500 -0,500 + 1,000 -0,5, -0,500 8 1:+0,866 -0,866. 0,000 +0,866 -0,866 
9 (-0.707 0,000 +0,7071 -1,0 +0,707 911+0,707 -1,000 +0,707 0,000 -0,707 

10' -0,866 +0,500 0,000' -0,5 +0,866 10 '[+0,500 -0,866 +1,000 -0,866 +0,500 
11 -0,966 +0,866 -0,707 +0,5 -0,259 11 !1+o,259 -0,500 +0,707 -0,866 +0,966 
12 -1,000 +1,000 -1,000 +1,0 -1,000 12111 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
13 !-0,966 +0,866 -0,707 +0,5 -0,259 13 ,-0,259 +0,500 -0,707 +0,866 -0,966 

, , I' 141-0,866 +0,500 0,000 -0,5 1+0,866 14
1
-0,500 +0,866 -1,000 +0,866 -0,500 

15111-0,707 0,000+0,707 -1'°1+0,707 15'-0,707+1,000-0,707 0,000+0,707 
16 1-0,500 -0,500 +1,000 -0,5 -0,500 16 -0,866 +0,866 0,000 -0,866 +0,866 
17 1'1- 0,259 -0,866 +0,707 +0,5,-0,966 17 -0,966 +0,500 +0,707 -0,866 -0,259 
18 0,000 -1,000 0,0001 +1,0 I 0,000 18 -1,000 0,000 +1,000 0,000 -1,000 
1911+0,259 -0,866 -0,7071 +0,51+0,966 19 -0,966 -0,500 +0,707 +0,866 -0,259 
20 1

1

1+0,500 -0,500 -1,0001' -0,5 +0,500 201-0,866 -0,866 0,000 +0,866;+0,866 
21 +0,707 0,000 -0,707 -1,0'-0,707 21

1
-0,707 -1,000 -0,707 0,0001+0,707 

22[' +0,866 +0,500 0,00°[-0,51-0,866 22 -0,500 -0,866 -1,000 -0,8661-0,500 
231+0,9661+0,866 +0,707 +0,5 +0,259 231-0,259 -0,500 -0,707 -0,866 -0,966 
241+1,000 +1,0001+1,000 +1,01+1,000 24 0,0001 0,000 0,0001 0,0001 0,000 

Diese Operation sei an dem in Fig. 67 dargestellten Tan
gentialdruckdiagramm einer Dampfmaschine durchgefuhrt fur 
k = 1 bis 7. Die tv(w t)- Werte seien gegeben durch folgende 
Tabelle: 

v L Iv(w t) kg 

1 [ -4150 
2 - 300 
3 +3250 
4 +7000 
5 +7450 
6 +4300 

Ilv J 
II 7[ 
il 8 
II 9 

11
10 

II ~~ 

Iv(wt) kg JI_~J Iv(~tL~~J vJlv(<)~_~~ 
+27501(13-1--4850-:1.-91 -+6800-

± ° II 14 1 -2250 i 20 +4500 
-2650 15 I + 650 i 21 +2300 
-5200 16, +3850 I 22 + 250 
-7700 17 I +6400 II 23 -5150 
-7400 18 1 +7600' 1124 -7200 
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Fig. 67. Zerlegung einer Kurve. 

Die Durchrechnung ergibt: 

Al = +1685 
A2 = -6425 
As = -1175 
A4 = - 783 
A5 = - 163 
A6 = - 304 
A7 = - 235 

BI = - 940 
B2 = +1325 
Bs = - 87 
B4 = -2410 
Bs = - 400 
B6 = + 325 
B7 = + 247 

FaBt man die Sinus- und KosinusgIieder jeder Welle zusammen, 
so erhalt man mit: 

Pk = l'A~ + B~ 
folgende Wellenamplituden: 

PI = 1930 
P2 = 6560 
Ps = 1180 
P4 = 2530 

Po = 432 
P6 = 445 
P7 = 341 



136 VI. Analytische und graphiHche Methoden. 

und mit: 

die Phasenverschiebungen: 

01 = 119°; O2 = 282°; 03 = 266°; 04 = 198°; 05 = 208°; 
06 = 317°; 07 = 316 0 • 

Die Analyse del' Welle liefert also die ersten 7 Glieder: 

f(co t) = f(cp) = 1930 sin(cp + 1190) 
+ 6560sin(2cp + 2820) + 1180(sin3cp + 2660) 
+ 2530 sin (4 cp + 1980) + 432 (sin 5 cp + 208°) 
+ 445sin(6cp + 3170) + 341 (sin7cp + 316°). 

In del' Fig. 67 sind die Wellen PI und P2 mit I und II bezeichnet, 
ihre Resultierende mit R; die gegebene Tangentialdruckkurve ist 
f(w t); man erkennt, daB del' EinfluB del' Welle II iiberwiegt. 
Die zwischen f (w t) und R noch bestehenden Unterschiede werden 
durch Hinzunahme der hoheren Harmonischen bis P7 nahezu aus· 
geglichen. 

§ 37. Verfahren von Zipperer. 

Die Ausfuhrung der im § 36 fiir die Berechnung der Koeffl 
zienten An und Bn gegebenen Rechenvorschrift: 

1 2m :Jl 

Ak = - ~fp(x)cosk~~Y, 
m .::;." m 

I 

1 2m 

Bk = - ~ Ip(x) sink~ Y 
m"::': m 

1 

mit Hille der Tafel verlangt die Multiplikation der fv(x)-Wel'te 
mit einer beschrankten Anzahl von Kosinus- bzw. Sinuswerten. 

Bei del' gewahlten Tafelanordnung mit m = 12, erhalt man, 
abgesehen yom Vorzeichen und wenn man die Werte 0 und 1 
fortlaBt, nur fiinf verschiedene Kosinus- bzw. Sinuszahlen, mit 
denen die Multiplikation auszufiihren ist, namlich: 

sin 75 ° = 0,966 
sin 60° = 0,866 
sin 45° = 0,707 
sin 30° = 0,500 
sin 15 ° = 0,259 
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Demzufolge sind nur 10 m = 120 Produkte 

cos n 
I"~ (x) . k - 'V 

Sln m 

zu berechnen und das Verfahren besteht in erster Linie daI'il!, 
ans diesen 120 Produkten fur jede Welle als Index k die zugc
horigen Produkte auszurechnen, mit I'echtem Vorzeichen zu ad
dieren und durch m = 12 zu teilen. 

Zu diesem Zwecke tragt man die Produktc 

cos n 
f" (x) . k -- 'V 

sm m 

in einer Tabelle (Fig. 68) zusammen, deren Netz moglichst 
genau auf starkes Zeichenpapier entworfen ist. Die Tabelle 
enthalt also aIle, mit Be
rucksichtigung des Vorzei
chens, moglichen Produkte. 
Variiert man nun k, so 
heiBt das nichts anderes, 
als aus diesen Produkten 
erne bestirnmte Anzahl her
auszugreifen, die in der Ta
belle nach einer periodischen 
Anordnung verteilt sind. Die 
Periode dieser Anordnung 

Fig. 68, Tabellenformular ffir das Zerlegungs· 
verfahren von Zipperer. 

wird nun fur jedes k durch eine Schablone festgelegt, die 
genau auf die Tabelle paBt, und in deren Ausschnitten gerade 
die Produkte 

cos n 
fAx) . k - -- 'V 

sm m 

erscheinen, deren Addition das m-fache der gesuchten Vorzahlen 
Ak und Bk liefert. 

Der Bau dieser Schablonen ist bis k = 12 in den Fig. 69 bis 
71 dargestellt, nach denen die Anfertigung fur den praktischen 
Gebrauch stattfinden kann. 

Die erste Kolumne del' Tabelle enthalt die f,,(x)-Werte 
selbst. 
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rl" B" 
W-uJlO_ - ., 

'1/MII'4B ° --= = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = 

A.J B. ' __ '4"'_"" 0 ____ • 
__ 'l/1li'1_<'" 0 '4 "'" = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = 

A, H, 
!OlO. ____ ~.~ ____ < .. __ .Q::f 0 ·._otI,",""",.qM-1AI 

= B -= = = = E3 = = = B 
= = B = = = = B = = = " El = = = B 
= Ii = EI = ~ 

Fig. 69. Tafeln zur harmonlschen Analyse periodlscher Kurven. 
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A. 
"J1II1_ -/UII-</lW<UlJOo(...,lI r 

, ~ = j = cP 
! = I = . = t cP = . = = ! = j ct::J = " = I = = = ~ 

h = 
_.a-'Q __ II ~"'~-_'_..uoI_ 

r = 

.(IIt __ 

= = = = = = = = = = = 

A, 
_. <1 ............. ___ 

- .... 
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= 

B, 
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B. 
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Fig. 70. Tafeln zur harmonl5cben Analyse periodischer Kurven. 
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All 
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Fig. 71. Tateln zur harmoniSchen Analyse periodischer Kurven. 
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§ 3S. Verfahren von Pichelmayer und v. Schrutka. 
Die bisher mitgeteilten Verfahren zur Analyse beruhen auf 

der Zerlegung der Wellen in Streifen durch vertikale Parallelen. 

~ ~ !::;1C<:i 

~ 

~ 
t::.., 

\:) 

Man kann aber auch die Zer
legung durch horizontale Par
allelen (zur Zeitachse) der Ana
lyse zugrunde legen. 

Ein solches Verfahren habell 
. Pichelmayer und v. Schrut
ka47) angegeben. 

,,; 
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Die Horizontalstreifenzerlegung liefert nach Fig. 72 im all
gemeinen Trapeze als Teilfiguren, die nach Fig. 73 gekennzeichnet 
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sind durch ihre Hohe J und durch die Abszissen ihrer Eckpunkte 
un, 2n, p,n, 'JIn, 

(1) 

Wir Jegen die Fo urierschen Koeffizientengestalten 
;7 

Ak = !/I(X)COSkXdX 

() 

;T 

2 f' Bk =;;, I(x)sinkxdx 

o 
zugrunde, die auf das einzelne Trapez angewendet zu speziali
sieren sind, wie folgt: 

I(x) = i = x_=_~~ J im Intervall von k n bis 2 n , 
1 (2 - u) n 

(2) I(x) = i2 = J " ,. 2 n bis p, n , 

vn-x 
I (x) = i3 = ( ) J " v - fl n 

" ftn bis vn, 

Hiermit ergibt sich fur Ak 
J.n ,H:T 1'.'7: 

(3) Ak= !j'itcoSkXdX+ ~IJCOskXdX+ !.!i3 COSkXdX, 

xn ,l:r It;r: 

welcher Ausdruck nach gehoriger Auswertung ubergeht in 

{

Ak = -k\ [. I) (cosk2n - coskxn) 
. (A - x n 

(4) _____ l~ (coskv n = cosk fl. n)12.! 
(v=/I}n n 

und entsprechelld fur By. liefert: 

{
Rk = -.~- [~~~ (sin k 2n - sink x n) 

k2 (2 = u) n 

(5) ___ 1 __ (sinkvn _ sinklln)]2~ , 
(v = fl}n . n 

Fur jeden Streifen sind hiernach die Werte Ak und Bk auszu
rechnen; die Addition fur aIle Streifen liefert dann die kten 
Harmonischen. 



§ 39. Verfahren von Meurer. 

Zur Priifung des Verfahrens werde die Welle 

(6) i = sinx + 0,212 sin3 x - 0,212 cos3 x - 0,05 cos 5 x 

graphisch aufgetragen und dann zerlegt. 

143 

Die Zerlegung gibt eme Trapezeinteilung nach folgendcr 
TabelIe (Fig. 72) : 

~_~_~L~ .. ~_~~_~TI~_~~~_n~_~~~T=~A~n~~~~~n~~I~~v~n~ 
I 

II 
III 
IV 
V 

0,265 
0,338 
0,070 
0,092 
0,230 

7'/2 0 

15 0 

25 0 

27 0 

30 0 

15 0 

25 0 

27 0 

30 0 

i 42 0 

11800 11871/20 
I 168 0 I 180 0 

11521/2°! 164 0 

1 

91 0 
1

1230 
67 0 , 91 0 

1 2J 1 2J 
Dann werden die Faktoren -1 -- - und --- - berechnet 

" -" 11- 'V - J[ 11-

und in einer Tabelle zusammengestelIt: 

_~~~ 2; 1 2J 
----
')' - It n 

I 1,289 1,289 
II 1,238 0,774 

III 1,278 0,222 
IV 1,119 0,105 
V 0,699 0,350 

Die weitere Auswertung von Ak und Bk erfolgt nach Aufschlagen 
der Sinus- und Kosinuswerte mit Hilfe eines Rechenschiebers. 
Das Erge bnis wird: 

5 I 

--0,045 -I' =-=0=,0=1=8 =c 
+0,016 +0,007 

7 

+0,006 
-0,009 

Del' Vergleich mit den Festwerten der Entwicklung (6) zeigt 
eIlle befriedigcnde trbereinstimmung. 

§ 39. Verfahren von Meurer. 

Ein weiteres Verfahren zur harmonischen Analyse, welches 
auf der Kurvenzerlegung durch ParaIlele zur Zeitachse beruht, 
ist von Dipl.-Ing. F. Meurer48 ) angegeben worden. 
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Die im § 35 gewonnene Gestalt der Fo urierschen Koeffi
zienten 

( +n 

Ak= ~-ff(X)COSkXdX I 
(1) ~ 

-:il 

+:il 

I Bk = -~ff(X) sinkxdx 

-1( 

verandern wir durch Zerlegung der bestimmten Integrale in je 
zwei Teile, die zwischen den Grenzen -:n und 0 bzw. 0 und +:n 
genommen sind. In den erstgenannten Integralen wird dann die 
Variable x durch (-x) ersetzt, wodurch Integrale zwischen den 
Grenzen :n und 0 entstehen. Diese Grenzen werden unter Vor
zeichenwechsel des Integrals miteinander vertauscht und wir er
halten: 

(2) 

o 

~lr A. ~ ~ !:f(XH / ( -x)] 0"" h dx , 

Bk = ~ ([f(X) - t(-x)]sillkxdx. 

o 
Das Meurersche Ver

Fig. 74. Parallels treifenzerlrgung nach Meurer. 

fahren wird besonders ein
fach, wenn es auf Kurvell 
mit symmetrischell Halb
wellen llach Fig. 74 an
gewendet wird, deren 
Zerlegung durch horizon
tale Parallelen periodische 
Kurven ergibt, die, wie 
in Fig. 75 gezeichnet, an
genahert als Rechtecke be
trachtet werden konnen. 

Diese Rechteckskurven werden harmonisch analysiert. Die 
Summe der so gewonnenen Harmonischen der Ordnung k muB 
die kte Harmonische der ursprunglichen Kurve ergeben. 
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Bei symmetrischen Wellen nach Fig. 74 fallen die Kosinus
glieder fort; die Sinuskoeffizienten der Rechteckszerlegung Fig. 75 
aber werden, da fix) hier gleich Bmax ist: 

(3) 

I 1 j(~-m);r 

. Bk = ~ [Bmax-(-Bmax)Jsinkxdx, 

I nm 

2 Bmax 
Bk = --- -- [cosk n m - cosk n (1 - m)] . 

kn 

Fig. 75. Rechtecke als periodische TeiIkurvell. 

Schreibt man dies in der Form 

(4) Bk = 2 !:ax {cosk n m (1 - cosk n) - sink n msink n} , 

so sieht man, daB Bk nur fur ungerade Werte von k von Null 
verschieden sein kann und den Betrag annimmt 

(5) 
4 Bmax 

Bk =h-- cosknm . 

Die Harmonische Bk ist also eine Kosinusfunktioll von n m, 
d. h. der Lage des Teilrechteckes gegenuber dem Koordinaten-

n 
anfang. Da der Bereich von n m nur von 0 bis "2 lauft, so 

genugt es, wenn die Kosinuskurve cos k n m von 0 bis -i aufge

tragen werden, Wle es in Fig. 76 geschehell ist. Hierbei sind 

die Amplitudell der Kurven bereits mit k4n multipliziert, wie 

es llach Ansatz (5) erforderlich ist; aus Raumgrullden ist die 
I. Harmonische mit 1/4. des MaBstabes der h6heren Harmonischen 
gezeichnet. 

Hort, Schwingungslehre. 2. AuO. 10 
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ate 

Fig. 77 gibt die Be
nutzung dieses Sche
mas der Harmonischen 
zusammen mit einem 
zu analysierenden 
Viertelwellenzug. Die 
Anfangsordinaten n m,; 
der Teilrechtecke be
stimmen auf den ge
zeichneten . Kurven, 
z. B. der kten, un
mittelbar die Anteile 
cosknmi d· . 
---k--' Ie sle zur 

Fig.76. Die Harmonischen Beiwerte eines Rechteckes 

kten Harmonischen 
der· Gesamtrolle bei
tragen. Hat, wie in 
der Fig. 77, eine Zer
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legung in 12 Rechtecke statt
gefunden, so liefert eine Sum
mation der 12 auf der kten 
Kurve abgeschnittenen Ordi
naten die kte Harmonische 

Die Verallgemeinerung des 
Verfahrens auf unsymmetri
sche Halbwellen ist in der 
Originalveroffentlichung von 
Meurer nachzusehen. 

§ 40. Verfahren von Bunge
Emde. 

Man kann fragen, wie groB / 
"Vumm. -o,w der Fehler ist, wenn man 

Fig. 77. A1I8ff1hrungd. Meurerschen VerfahreDs. eine gegebene periodische 
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Funktion I(x) durch einen Ausdruck von n harmonischen Funk
tionen von x 

(1) {
cp (x) = Ao + Al COSX + A2 cos2x + A3 cos3x + ... An cosnx 

+ Bl sinx + B2 sin2x + ........... Bn sinx 

annahernd darzustellen sucht. 
Der Fehler AI,. in jedem Abszissenpunkte x,. = Xl, X2 ... x2n 

ist 
(2) A I = Iv(x) - cpy(x) , 

und es wird eine moglichst genaue Darstellung von Iy(x) erreicht, 
wenn die Summe der Fehlerquadrate ein Maximum wird: 

2n 2n 

(3) F = 2J AI; = 2J [fAx) - cp,.(X)]2 = Minimum. 
1 1 

Nun enthalt F die 2 n + 1 Unbekannten Ao _ .. B 2 , zu deren 
Bestimmung die Minimalbedingung (3) die 2 n + 1-Gleichungen 

of 2n 
o.it- = 2.2J sink Y : U,·(x) - ip,'(x)] = 0, 

k 1 
k = 0, 1, 2, 3 ... n of 2n Jl 

o B = 2.2J cos k Y n-rt,·(x) - (fJy(x)] = ° 
k 1 

liefert_ 
Aus diesen Gleichungen bestimmen sich die Koeffizienten in 

der friiheren Form: 
1 2n 

Ao =: ? .. ~ I,. (x) ; .. n~y 

1 2n 
~ YJl 

Ak = - ,. f,·(x) cosk --.-. , 
n n 

1 1 

2n 

Bk =~ ~/,.(x)sink Yn. 
n ,.::./ n 

1 

Unsere Koeffizienten, deren Form oben auf anderem Wege 
gewonnen wurde,. geben also auch zugleich eine moglichst gute 
Annaherung an die zu analysierende Funktion. 

Wahlt man 2 n = 12, so ergibt sich nach Runge-Emde 49) 

ein sehr einfaches Rechenschema, welches darauf beruht, daB 
die Winkel£unktionen 

cosk n 
. Y 

sm n 
10* 
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fur n = 6, abgesehen von 0 und 1 und ohne Rucksicht auf das 
Vorzeichen, nur die Werte cos 60° und cos 30° annehmen kannen. 

Man schreibt die 12 Werte Yv = t(xv) (v = 1, 2 '" 2 n) in 
folgender Weise hin: 

I Y12 Yll YIO Y I 

YI Y2 Ya Y4 Yo Ys 

9 Ys Y7 
----------------

I 

Summe 
I Vo VI t'2 V 

Differenz 1\ 

und bildet die Summen Vo ••• V6 und Differenzen Uo ••• u 5 uber
einander stehender Werte. 

Dann schreibt man die GraBen Vo ••• V6 ihrerseits in iihnlicher 
Weise hin: 

Summe 

Differenz 

Diese GroBen 8 und d sind nun die Bausteine, aus denen die 

Koeffizienten Ak nach geeigneter Multiplikation mit cos k v _JT~ 
n und Summierung gewonnen werden. 

Zunachst ist 
2n 

Ao =i\!:L: Yv = T2 (vo + VI' •• Vr.) = -h-(80 + 81 + 82 + 83) • 
1 

Ferner wird 
2n 

An = l\r~Yv(-l)V = -h[(8o + 82) - (81 + 83)]' 
1 

Fur die ubrigen Koeffizienten Al ... A5 gilt folgende, leicht 
zu verifizierende Rechenvorschrift: 

COB 0° X 
I 

80 
t 

81 do 
I 

I 
do I - "2 82 83 I 8 0 - 'Y3 

I 
I ! 

COS 300 )< I 
I 

d l i 
t 

COB 60 0 X i dg - 82 \ 
81 

I 
I 

I Summe I II I i II I II I II 
I + II 12 Ao 6A l .6 A~ 6 Aa 
1- n 12 Au 6A" 6 A" 
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Fur die B-Koeffizienten geht man von den oben erhaltenen 
Differenzen u1 ••• Us aus, die man wie folgt hinschreibt: 

II :: :: U
a 

-S-u-m-m-e--I! 0"1 02 0"3 

Differen-;-II . r'il r'i2 

woran sich das endgultige Schema schlie13t: 
--

II I ! 

I 
sin 30 0 X I °1 
sin 60 0 >< I 

(j~ ,51 r'i2 I 
I I sin 90 0 X °3 I 

°1 0 • .. I 
Summe 

II 

I I II I I II I I II 
I + II 6B1 6 B z 6 B. 
I - II 6B, 6 B. 

§ 41. Analysator nach Henrici. 
Wir wollen jetzt etwas verallgemeinernd uns eine Funktion 

f (x) der Periode 2 c (Fig. 78) in eine sowohl nach Kosinus- wie 
nach Sinusfunktionen fortschreitende Reihe entwickelt denken: 

00 

(1) f(x) = ao + 1J.(Ancosnx + Bnsinnx) . 
1 

Wiederum schla
gen wir das Ver
fahren der Multi
plikation mit 
cosm x dx bzw. 
sinm xdx ein und 
erhalten nach In-

I tegrationzwischen L 
o und 2 c: --]-'i-g.-7-S-. -K-t-,r-ve-~~iebiger PeriodengroSe. 

-----~ 

2e If n An = - f(x) cosn- xdx, 
c. c 

(2) 
o 

2c If n Bn = - f(x) sinn- xdx. 
c, c 

o 
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welche Formeln auch noch fiir n = 0 gel ten, falls man: 
20 

Ao 1 f ao =-2- = 2 c f(x) dx 
o 

setzt. Damit ist die Reihenentwicklung (1) festgelegt. 
Es handelt sich jetzt urn die Bestimmung der Koeffizienten 

An und Bn. Man nennt diese Aufgabe harmonische Analyse der 
Funktion t (x). Man kann nun diese in Gleichung (2) genannten 
Integrale mit Hille gewisser mechanischer Verfahren, zu denen 
d~sjenige des Henrici - Coradischen Analysators gehOrt, be
stimmen 50). 

Zunachst werden beide Integrale durch partielle Integration 
umgeformt: 

20 20 

(2a) 1 l c. n n -, 1 j' C • n n An=- f(x)--sm-x - -- -sm--xdf(x) 
c nn c c nn c 

o 0 

oder, da der Wert der eckigen Klammer verschwindet: 
20 

(2b) An = -~!Sin nn xdt(x) 
nn. C 

o 
und analog: 

20 

B = +-~-I'cos~~xdt(X) . 
n nn c 

o 
(2c) 

FUr die Ausfiihrung dieser Integrationen ist der genannte Analy
sator eingerichtet. 

Ein Rahmen RR (Fig. 79) wird von drei Rollen EE und D 
getragen und so auf die Ebene x y gesetzt, daB die Achse EE 
parallel zur x-Achse steht. Der Rahmen kann dann nur parallel 
der y-Achse verschoben werden. 

Auf dem Rahmen sitzt parallel zur x-Achse verschieblich der 
Wagen W, der den Fahrtstift F tragt. Wird der Fahrtstift an einer 
zu analysierenden Kurve entlang gefiihrt, so verschiebt sich der 
Wagen W proportional dx, der Rahmen R proportional dy, Die 
Bewegung des Wagens, die durch Anschlage auf einen Bereich 2 c 
beschrankt ist, wird mittels eines Silberdrahtes durch Rolleniiber-
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tragung zur Scheibe H geleitet. Die tJbertragung ist so eingerichtet, 
daB sich H n mal mit seiner senkrechten Spindel S dreht, wenn 
der Wagen einmal die Basis 2 c durchlauft. 

Fest mit der Spindel verbunden ist der Integrierapparat 
K L M N, der durch einen etwa quadratischen Rahmen gebildet 
wird, in welchem zwei MeBradchen Rl R2 zueinander achsen
senkrecht gelagert sind. Der Integrierapparat dreht sich also 

urn den Winkel {} = n :7:. x urn die Achse S, wenn der Wagen 
c 

die Strecke x durchlauft. 
Die Bewegung des Rahmens iibertragt sich proportional 

dy = d/(x) auf eine zylindrische Scheibe C, die auf der Achse 
EE befestigt ist, und wird von hier durch eine Glaskugel G weiter 
geleitet, die sich auf E stiitzt und innerhalb des Integrierapparates 
so gelagert ist, daB sie von den beiden MeBradchen Rl und R2 
in zwei Punkten ihres groBten Horizontalkreises beriihrt wird. 

Die Kugel G dreht sich vermoge der Reibung mit C stets urn 
ihren zur x-Achse parallelen Durchmesser, und zwar propor-

/' .-.--_._.-

o 

L-________________________ ~x 

Fig. 79. Bauart des Analysators von Henrici·Coradi. 

tional dy. Diese Bewegung iihertragt sich auf die heiden MeB
radchen Rl und R2 , und zwar nach MaBgabe der Drehung {} des 
Integrierapparates. Wie aus der Fig. 79 unmittelhar ersichtlich, 

. nn 
dreht sich Rl proportional sm -- x· dy und R2 proportional 

c 
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O~, 
:g 
c 

~ 

o 
00 

nn 
cos - X· dy. Durchlauft 

c 
der Fahrtstift die ganze 
Kurve, so sind die MeB
radchen-Ablesungen a l und 
a2 proportional mit: 

2c 

(3) ( . nnx d sm . y 
oJ c 
\) 

bzw. mit: 

2c 

(4) j nlTX 
. cos -c-. dy , 
\) 

d . h. es ist: 

'"' WO PI und P2 von den Ab
~ messungen des Instrumen-

tes abhangige Konstante 
sind. Wir haben also: 

(6) 

Da ])lIn am Instrument PI 
und P2 so gewahlt sind, 
daB gilt: 

(7) 
f Pl n = - 1 , 

l Pt IT = + 1 , 
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so hat man umnittelbar: 

r 

at 
An=---- , 

n 
(8) 

l B = a2 n . 
n 

Tragt das Instrument n = 1, 2, 3 und so fort mehrere Inte
grierapparate, so kann man mit einer einzigen Umfahrung der 

- Ao 
Figur samtliche Koeffizienten A und B bestimmen, bis auf 2- , 
welches als Rohe des mit der Kurvenflache inhaltgleichen Recht
eckes durch ein Planimeter bestimmt wird. Einen Apparat dieser 
Art zeigt Fig. 80 51). 

§ 42. Analysator nach Mader. 
Einen sehr einfachen Analysator hat Mader52) angegeben, der 

gestattet, unter Zuhilfenahme eines Planimeters recht genaue 
Analysen zu gewinilen. 

In Fig. 81 ist das Instrument dargestellt. Es besteht aus 
einem Wagen W, der einerseits den Winkelhebel SKF, anderer-

~------~------~ 
x·o x-a 

:Fig. 81. Bauart des Analysators nach Mader. 

seits eine Zahnstange Z, die mit den Zahnen eines Rades Dim 
Eingriff steht, triigt. 
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Der Wagen wird so auf das Zeichenpapier gesetzt, daB sein 
Schenkel K parallel zur Basis a der zu analysierenden Kurve 
steht. 

Der Fahrstift F des Winkelhebels wird in dell Anfangspunkt 
der Basis gesetzt; der Hebel steht durch die Rolle S dauernd in 
Beriihrung mit einem Ansatz der Zahnstange Z, so daB die Ver
schiebung der Zahnstange und der Rolle S relativ zum Wagen 
und senkrecht zur Basis a gleich werden. 

Die Scheibe D tragt zwei punktformige Verliefungen Pc und 

P, im Abstand r vom Scheibenmittelpunkt D und um ""l auf 
der Kreisperipherie 2"" r voneinander entfernt. 

Wir wahlen den Anfangspunkt der Basis a als Anfangspunkt 
eines Koordinatensystems x y, in welchem der Scheibenmittel
punkt die Koordinaten 

(1) 

habe. 

XD = -b, YD= +g 

Dabei sei die Anfangsstellung der Scheibe D so, daB die 
Koordinaten der Punkte Pc und P8 folgende Werle erhalten: 

(2) { 
Xoc = - b ; Yoc = g + r 

xo8 =-(b+r); Y08=+g. 

Der Fahrstift steht im Anfangspunkt der Basis. 
Lassen wir nun den Fahrstift F auf der zu analysierenden 

Kurve bis zum Punkte x, Y = t(x) wandern, so wird die Hori
zontalverschiebung von F gleich x, die Vertikalverschiebung von 

S und damit die Verschiebung der Zahnstange gleich x ~L, wenn l 
m 

und m die Schenkellangen des Winkels FKS bedeuten. 
Hat das mit D verbundene, mit Z im Eingriff stehende 

Zahnrad den Teilkreisradius R, so dreht sich die Scheibe D um 
den Winkel 

(3) 
xl fJ = ---

mR 

und die Koordinaten der Punkte Pc und p. werden: 

(4) {
Xc = -l + rsinfJ ; 

X8 = -(l + rcosfJ) ; 

Yc = g + l1'(X) + Y + rcosfJ; 

Y, = g + If' (x) + Y + r sinfJ . 
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Hier ist 'IjJ (x) die Projektion des yom Fahrstift relativ zum 
Wagen beschriebenen Weges auf die y-Achse. 

LaBt man jetzt F die ganze Kurve und die Basis zu deren An
fangspunkt zuruck durchlaufen, so beschreiben Pc und p. geschlos
sene Kurven, deren Flacheninhalt gegeben ist durch 

(5) Fe = ~ycdXc, F. = ~y.dX. 
wo die ~ geschlossene Integrationen bedeuten. 

Setzt man hier zunachst bei Fe die Werte fur Xc und yc aus (4) 
ein, so ergibt sich: 

(6) Fe = ~ (g + 'IjJ (x) + y + rcosfJ) d(- b + rsinfJ) . 

Fuhren wir hier den Ansatz (3) ein und zerlegen wir die geschlos
sene Integration in die Integration von x = 0 uber die Kurve 
bis x = a und von da uber die Basis zuriick bis x = 0, so wird 

( a 

F rlf( ) . Xl). xld 
c = R m g + 'IjJ (x + y + r sm m R sm m R x 

o 
o 

rl f( ( ) + . Xl). x 1 d + R m g + '1jJ x r sm m R sm m Ii X 

a 

a 

rl f . xl + m R f (x) sm m R dx . 

o 
Hier verschwindet aber das erste geschlossene Integral, well 

sein Integrand nur von x abhangig ist und zu seinen Anfangswerten 
zuruckkehrt, und es wird 

(8) 

Setzt man' hier 

(9) 

a 

rl j' . xl FC=mR t(x)smmR dx . 

o 

K=nkr, 
1 a R=---- . 

m 2nk' 
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so wird 
a 

(10) Fc = . I (X) sm k - X dx . 2KJ' . 2n 
a a 

o 

Hier ist aber auf der rechten Seite das bestimlllte Integral 
nichts anderes, als der Koeffizient Ak der Fourierschen Ent
wicklung der Funktion I (x) mit der Periole a und es wird also: · 

(11) 

In cntsprechender Weise ergibt sich fur dell FHicheninhalt F.: 

" 
(12) J; s = -- - I (x) cos k - x dx " 2 Kj·· 2n 

a a 
u 

und danach der Koeffizient Bk 

(13) B ~ a~" 
k - 2K . 

Fig. 82. Gesamtanordnung des Analysators nach Mader. 

Wiihlt man also in (9) fur jedes ganzzahlige k = 1, 2, 3, '" den 
l a, 

entsprechenden Zahnradradius Rk = m 2 n k ' so erhiilt man die 

gesuchten Fo urier- Werte nach Ermittlung der Fliichen Fc und 
Fs mit Hilfe eines gewohnlichen Planimeters, dessenFahrstift in 
den Punkten Pc und Ps eingesetzt wird. Fig. 82 zeigt die Ge
samtanordnung des Maderschen Instrumentes. 
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§ 43. Vektorielle Behandlung von Schwingungsvorgiingen. 

I. Der bisher allein geubten Behandlung und Darstellung von 
Schwingungsvorgangen in rechtwinkligen Koordinaten (Abszissen 
= Zeit, Ordinaten = Funktionswert = Schwingungsweite) stellen 
wir jetzt die Behandlung in Polarkoordinaten gegenuber, wobei 
die Zeit als Winkel oder Amplitude, der Funktions- oder 
Momentanwert als Radi usvektor erscheint. Eine volle Periode 
entspricht einem ganzen einmaligen Umlauf des Radiusvektors. 

So stellt in Fig. 83 der gezeichnete 
Kreisdurchmesser die Stromwelle 

(1) i = Jsinwt 
vor, wahrend in Fig. 84 der Durchmesser 
die Welle 
(2) i = J cos 0) t 
liefert. 

In entsprechender Weise ergibt der 
Durchmesser in Fig. 85 die Welle Fig. 83. Sinus-Welle. 

(3) i=Jsin(wt+f3). 
AIle diese Wellen sind offenbar bestimmt durch Angabe der 

Lage des Durchmessers des jeweiligen Kreises, dessen Radius mit 
clem Maximalwert der Welle identisch ist. 

Fig. 84. Kosinus-Welle. Fig. 85. Welle mit Phasrnverschiebung. 

In den drei Figuren 83 bis 85 haben die Kreise aIle gleichell 
Durchmesser; sie unterscheiden sich nur durch den Winkel, den 
diese mit der horizontalen Anfangsrichtung einschlieBen, d. h. 
durch die Phase der zugehorigen Welle. 

Auf diese Weise kommt man dazu, zu sagen, daB wir eine ve k
torielle Darstell u ng fur die einfachen Wellen gewonnen haben. 
Dabei sind die Radien der Kreise die Absolutwerte der Vektoren. 
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Die Welle 
i = Jsin(cot + fJ) 

zerfallt durch Entwicklung des Kosinus in zwei Teilwellen 

(4) i = J sin co t cosfJ + J cos co tsinfJ . 

Hier ist die erste Teilwelle offenbar eine solche, wie sie in Fig. 83 
dargestellt ist, mit dem Absolutwerte J cosfJ. Entsprechend 
stellt sich die zweite Teilwelle unter Fig. 84 mit dem Absolut
wert J sin fJ. 

Demnach setzt sich der Vektor 

i = Jsin(cot + fJ) 

aus den beiden Vektoren J cosfJ sin co t und J sinfJ cos OJ t, die 

gegeneinander die Phase ; haben, nach der Parallelogrammregel 

zusammen (Fig. 86). 
Die Parallelogrammregel gilt nun ganz allgemein ffir die Zu· 

sammensetzung von Wellenvektoren. So sind z. B. in Fig. 87 
die Vektoren 

i l = J1 sin (OJ t + fJI) 
zusammengesetzt. 

7sin 

und 

117 
Fig. 86. Zusammensetzung einer Kosinus- Fig. 87. Paralle!ogramm-Zusammen-

und einer Sinus-Welle. setzung zweier Wellenvektoren. 

II. Da es nun umstandlich ist, jeden Vektor stets durch seine 
beiden einzelnen Komponenten zu bezeichnen, so greift man zu 
einer symbolischen Darstellungsmethode, indem man den Vektor 
als Summe seiner Komponenten schreibt mit der MaBgabe, daB 
die vertikale Komponente durch ein Zeichen i gegeniiber der 
Horizontalkomponente herausgehoben wird, wodurch zugleich 
angedeutet werden solI, daB die Zusammensetzung nach der 
Parallelogrammregel zu erfolgen hat. 
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Die Welle J sin (w t + (3) mit den Komponenten J cos (3 sinw t 
undJ sin (3 cos w t wfude man also vektoriell schreiben: 

(5) J = J cos (3 + j J sin (3 . 

Wir bevorzugen jetzt fur die Komponenten die kurzere Schreib-
weise 

(6) { 
J cos (3 = a 

Jsin(3 = b 

und heben die Vektoreigenschaft von J durch Verwendung eines 
FTakturbuchstabens hervor: 

(7) 

tJber das Zeichen j wissen wir bisher nach der obigen Defini
tion nur, daB es eine Drehung der mit ihm behafteten Strecke b 

um den Winkel ; gegenuber der nicht mit ihm behafteten 

Strecke a im Gegenzeigersinne bedeutet. 
Multiplizieren wir jetzt den Vektor 3 mit j, so wurde ein 

Vektor erscheinen, der gegenuber 3 urn i im Gegenzeigersinne 
gedreht ist. Wir erhalten: 

(8) j 3 = 1 a + 12 b • 

Nach der Fig. 88 hat aber 13 die 
Komponenten - b und 1 a. Es ist also 

(9) 13=-b+1a, 
was nur dann aus (8) folgen kann, wenn 

(10) 12= -1 

angenommen wird. 
Mit dieser Bedingung (10) wird i 

Fig. 88. Drehung des Vektors 3 
um den Winkel i . 

allen den Rechenregeln unterworfen, die fiir die Benutzung der 
imaginaren Einheit 

(U) i =]1 -1 

gelten und wir entschlieBen uns geradezu 

(12) 1=]1-1 
zu setzen. 
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Drehen wir den Vektor j 0 durch nochmalige Multiplikation 

mit j weiter urn .~. im Gegenzeigersinne, so findet sich: 

(13) j20=-0=-a-ib, 

d. h. ein Vektor der gegenuber 0 urn den Winkel n im Gegen
sinne gedreht ist. 

III. Die Zusammensetzung zweier Vektoren 

{ 01 = ai + i bi und 
(14) 

02 = a2 + i b2 

ergibt 
(15) 

entsprechend der Parallelogrammkonstruktion. 
Die Multiplikation der beiden Vektoren 01 und 02 liefert 

(16) 0 = SI . 02 = (a1 a2 - bj b2 ) + i(a1 b2 + a2 bt ) . 

IV. Da der Absolutwert J des Vektors 0 die GroBe hat 

(17) J = ya 2 + b2 , 

so kann man schreiben 

(18) 0 = J J + i J ~ , 

mit 
a 
7/ = COStf! und 

b 
= sinlJl 

J 

findet sich hieraus 

(19) S = J (cos cp + i sin IJ)) = J ei't , 

womit wir die Exponentialdarstell ung des Vektors 0 ge
wonnen habeIL 

Die Multiplikation zweier Vektoren gibt unter Bellutzullg 
dieser Darstellung 

(20) 0 = 0102 = J 1 J 2 ei ('r.+'1'2) • 

V. Die Differentiation einer Welle 

0= J sin (wt + Il) 
nach der Zeit liefert 

dS 
dt = J w cos ((1) t + fi) 

= J (/) sin (~ + (J) t + fi) . 



§ 43. Vektorielle Behandlung von Sch wingungsvorgangen. 161 

Der Differentialquotient ~~. ist also wieder ein Vektor, der 

gegenuber S einen mit w multiplizierten Absolutwert und eine 

um ~. (im Gegenzeigersinne) vergraBerte Amplitude aufweist. 

Demnach gilt fur die Differentiation eines Vektors S die 
Regel 

(21) 

Diese Regel Hint sich auch geometrisch ableiten. Nach Fig. 89 
entspricht dem Zeitdifferential d t das Vektor
differential 

dS = wSdt, 

dS steht auf S senkrecht, muB also gegenuber 
S mit j multipliziert erscheinen: 

(22) dS = j w S dt , 
woraus die obige Regel folgt. 

.Fig. 89. Zur Differen
tiation des Vektors S. 

Durch Umkehrung ergibt sich die Integration nach der Zeit: 

(23) f S jS 
Sdt = j;; = ---;;;. 

VI. Die bisherigen Festsetzungen zeigen sich besonders nutz
lich bei der Behandlung von Wechselstramen, d.h. der statio
naren Lasung der im § 15 untersuchten Di£ferentialgleichung 

2 ) L di W· If' d ( 4 -fIt + " + (; " t = a sin w t . 

Die auf der rechten Seite stehende Wechselspannung kennzeichnet 
sich nach unseren Festsetzungen als Vektor 

(25) ~ = asinw t 

und wir wissen, daB die statiollare Lasung ein Wechselstrolll 
i = sin(w t + e) derselben Frequeriz wird, der also seinerseits 
die Vektoreigenschaft besitzt. 

Bezeichnell wir ihn demgemaB mit i = 0, so wird 

{ 

di dS . a-
dt -dt - = 1 w v' 

(26) 

fidt = f Sdt = -i-~ 
Hort, SchwingungsJehre. 2. Auf!. 11 
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Damit schreibt sich aber die Differentialgleichung: 
~ 

(27) i w ~L + ~W - i w'56 = Q; , 

woraus sich nunmehr ~ ohne weiteres berechnet: 

~ ~ wOQ; '5 = ---.--.---------- = ----.-----. -- -

W+i(WL- wIO) wWO+j(w2 LO-I)· 
(28) 

Nach den oben gegebenen Regeln ist dies ein Vektor, der hinter 
clem Vektor Q:um den Winkel der Phasenverschiebung q; 

w 2 LO - I 
(29) tgtp = --'w-w-b -
nacheilt, wahrend sich sein Absolutwert aus 'demjenigen von ~ 
durch Multiplikation mit 

(30) 
wO 

ergibt. 
Durch diese Festsetzungen, insbesondere durch Ansatz (28) 

wircl die Darstellung des Verlaufes stationarer Wechselstrome in 
eine dem Ohmschen Gesetz analoge Form gebracht, indein man 
die Wechselspannung nur durch den allgemeinen Wider
s ta ndso peTa tor 

zu dividieren braucht, der die Wirkung von Ohl11schc11 Widrl'
stand W, Selbstinduktion Lund Kapazitat 0 zusammenfaBt. 
Die weitere Auswertung liefern dann die Rechenregeln der sym
bolischen oder komplexen Darstellung. 

Es sei noch angemerkt, daB sich der Gesamtwiderstands
operator 0 mehrerer paralle-l geschalteter Stromkreise sich 
aus deren Widerstandsoperatoren Oi naeh der Regel ergibt: 

I I 
-0 = ~ Oi ' 

wahrend sieh bei in Reihe geschalteten Operatoren der 
Gesamtoperator als ihre Summe findet: 

. 0 = I3i 53). 
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§ 44. Totale Differentialgleichungen mit konstanten KoeUizienten. 

Die bisher verwendeten Differentialgleich ungen waren 
immer vom zweiten Grade, entweder mit odeI' ohne Sto
rungsfunktionen. Die letzteren waren ebenfalls einfach, in
dem es sieh immer um einfache Sinus- odeI' Kosinusfunktionen 
handelte. 

Die komplizierteren Schwingungsprobleme del' Teehnik machen 
nun aueh die Anwendung von Differentialgleichungen hoheren 
Grades erforderlich, deren Theorie im folgenden allgemein ent
wickelt werden soIl, um spateI' darauf Bezug nehmen zu konnen. 

Vorerst behandeln wir die totale Differentialgleichung n ten 
Grades mit konstanten Koeffizienten ohne Storungsfunktion. 
Die Differentialgleichung laute: 

(1) 
dnx dn- 1 x dx 
iin + a1 dtn-1 + ... + an-17ft + anx = 0 . 

Analog unseren fruheren Erfahrungen mit del' entsprechenden 
Gleichung zweiten Grades versuchen wir del' Gleichung (1) zu 
genugen durch die Exponentialfunktion 

(2) x = e)·t. 

Nach Ausfuhrung del' erforderlichen Differentiationen und nach 
Einfiihrung in (1) erhalten wir eine Gleichung nten Grades filr A 

(3) 

Diese ganze algebraische Funktion von A hat n Wurzeln, 
die wir mit 

Ai (i = 1 , 2 , 3 ... n) 

bezeichnen. Jedes Ai liefert ein partikulares Integral del' 
Gleichung (1); das allgemeine Integral setzt sich mit Hilfe 
von n willkurlichen Konstanten 

Ai (i = 1 , 2 , 3 ... n) 

zusammen, wie folgt: 
(4) x = .EAi eAit , 

unter del' Voraussetzung, daB aIle Ai von einander verschieden sind. 
Mit diesem Ansatz ist die Integration del' Gleichung (1) formal 
erledigt. Die Ermittlung del' Werte Ai laBt sich auch immer 
durchfuhren; fur Gleichungen von hoherem als dem vierten 
Grade durch Approximationsmethoden 53a). 

11* 
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Da die Gleichung (4) einen wirklichen Vorgang darstellen solI, 
so muB gefordert werden, daB kein Glied der Gleichung un
endlich groB werden kann.. Dies ist nur moglich, wenn von 
den reellen Wurzeln A. keine positiv wird, und wenn 
die komplexen Wurzeln nur negative reelle Anteile 
haben. 

Damit diese Bedingungen erfullt sind, mussen die Koeffi
zienten an gewisse Eigenschaften haben. Es war eine Aufgabe 
der Mathematik, diese Eigenschaften festzustellen, eine Aufgabe, 
die von Hurwitz64) gelost ist. Wir wollen auf eine Wiedergabe 
der Hurwitzschen Entwicklungen verzichten und hier nur das 
Resultat angeben. 

1. AIle an mussen > 0 sein. 
2. Man bilde samtliche Determinanten folgender Form 

a l a3 a~ ..... a2A-l 

1 a 2 a 4 ••.•• a2A-2 

Lll = 0 a l a 3 ..... a21.-3 

I 0 a2 a4 .•• a2).-4 

I 
I a_).+2 ... al. 

indem man 1 = 1, 2, 3 ... nimmt und alle a,., bei denen J' < 0 
wird, gleich Null setzt. 

Dann mussen 

positiv sein. 
Fiir n = 2 hat man folgende Ungleichungen: 

Fiirn=3: 

a l a3 0 

1 a2 0 = a3 (at a2 - aa) > 0 

Oat a3 

usw. 
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§ 45. Differentialgleiehungen mit konstanten Koeffizienten nnd 
Storungsfnnktion. 

Wir betrachten jetzt unsere Differentialgleichung (1) § 44 
erneut unter der Voraussetzung, daB eine Storungsfunktion vor
handen sei, die nur die Zeit t enthalte. Wir setzen demnach an: 

(1) 
d"x dn- 1x dx 
it" + at dtn-1 + ... + an_t de + anx = I(t) . 

Dieser Gleichung suchen wir dadurch zu geniigen, daB wir III 

clem allgemeinen Integral 

(2) 

wo aIle A.i verschieden seien, die Koeffizienten Ai aIs unbekannte 
Funktionen der Zeit ansehen. Wir wollen diese n unbekannten 
Funktionen so bestimmen, daB sie der einzigen Gleichung (1) 
geniigen. Daher diirfen wir ffir die Ai (n - 1) weitere Gleichungen 
belie big verschieben. 

Zunachst fiihren wir die sukzessiyen Differentiationen aus: 

(3) 

Hier setzen .wir die zweite Summe gleich Null, womit wir die 
erste der zur Bestimmung der Ai fehlenden (n - 1) Gleichungen 
gewonnen haben. x' reduziert sich also auf 

(4) 

Wir differenzieren weiter und erhalten 

(5) 

Wieder setzen wir die· zweite Summe gleich Null und finden 
schlieBlich, indem wir analog fortfahren 

(6) 
wo wieder 

zu setzen ist. 
Wir haben aIso bis jetzt die Differentialquotienten 

(7) 
i==n 

x(k) = 2Ail:el.it 
i=l 

(k = 1 ... n - 1) 
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und n - 1 Bedingungsgleichungen fUr die Ai 
i=n 

(8) ~AiA~-1 eAit = 0 (Ie = 1 ... n - 1) 
i=1 

gefunden. Eine nochmalige Differentiation liefert: 

(9) 

Fiihren wir nun die Gleichungen (2), (7), (9) in Gleichung (1) ein, 
so wird: 

(10) %AieAitt~~n_kA~-k + Ai' + an} + ~AiA~I-1 e)·i t = t(t) . 

Hier verschwindet aber das erste Glied auf der linken Seite iden
tisch, da ja jedes Ai die Gleichung befriedigt: 

(11) An + alAn - 1 + ... + an_IA + an = 0, 

wodurch sich (10) reduziert auf: 

(12) 

Diese Gleichung bildet aber mit den n - 1 Gleichungen (8) ein 
System, welches zur Berechnung der Ai hinreicht. Die Ai er
geben sich dabei als Funktionen von t (t), Ai und eAit etwa in 
der Form 
(13) Ai = iPi (Ai, eAit , t (t» , 

oder in Determinantenform, die sich aus den Gleichungen (8) 
und (12) leicht ergibt 66) : 

1

1 1. . . . . t (t) . . . . . . . . 1 I 

Al A2 .... A;'_1 o Ai +1 •.. An 

'11-1 ~n~1: : '~-~o:'n~l: : ~l1-J 
(13a) , t 11.1 11.2 '" lI.i-l 11..+1'" An I e-iA[= . 

1 ~1 1 ..... 1 ......... 1 II 

II. A2 .... Ai.: ...... An 
•••••••••••• I 
•••••••••••• I 

A~ -1 A~ -1 . . . At' -I ....,.. A: - I I 
Multipliziert man hier oben und unten mit Al A2 ... An, so 

erhalt man den Quotienten der Determinanten: 
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I 12 12 12 12 12 I 
11.111.2 ••• lI.i-111.; + 1 ••• 11." , 

t(t) : : : : : : : : : : : I = f(t) 1i (A") 
"'11. " n n 2. 
A1 A2 . . . Ai -1 Ai+ 1 • • • An 

und 
A1 A2··· Ai.· .. · ..• A" 
AiA~ •. . A; ........ A; =LlW) 

A1A~ . . . A;' . . . . . . . . A~ 

altlo (bis auf das Vorzeichen, welches positiv wird, wenn i un
gerade und negativ, wenn i gerade ist): 

(l3b) A' - 1i0~) lit) 
i - + LI(A") e)·i t .' 

woraus sich die Ai seIber als Zeitfunktionen finden durch Inte
gration: 

(14) Ai = Oi + J rfJi dt , 

wo die Oi willkiirliche Konstante sind. 
Demnach schreibt sich das allgemeine Integral von (1): 

(15) x = IOieJ.it + 4eJ.itJ rfJidt . 
t t 

Durch Vergleichung mit unseren friiheren Erfahrungen ergibt 
sich wieder, daB das erste Glied die freien Schwingungen, daR 
zweite die erzwungenen Schwingungen darstellt. 

1st nun t(t) eine Summe von periodischen Funktionen, "cleren 
einzelne sich stets in die Gestalt a eftt (p, komplex oder imaginar) 
bringen la13t, so wird der dieser entsprechende Anteil von Ai: 

1i (d:) ae(n-i.i)t 

Ai = ± L1(A") p, - Ai 

und somit der ganze zu a ef'! gehorende Betrag von x 

(16) 
a eft! ~ 1i (A") 

x = LI(A,,)~j (p, - Ai) , 

woraus sich ergibt, da13 der erzwungene Teil der Losung nur 
Perioden der storenden Funktionen aufweisen kann .. 
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§ 46. .Aligemeines Verfahren 
zur Behandlung der kleinen Schwingungen. 

Bereits in den Paragraphen 33 und 34 waren Bewegungs
vorgange, die sich als kleine Schwingungen kennzeichneten, auf 
gewisse Differentialgleichungssysteme mit unveranderlichen Vor
zahlen zuriickgefiihrt worden. 

Das dort zugrunde liegende Verfahren kann nun ganz all
gemein auf physikalische Vorgange ausgedehnt werden, die durch 
Differentialgleichungen beschrieben werden .. Die physikalische 
Natur der in die Gleichungen eingehenden abhangigen Verander
lichen unterliegt dabei keinen irgendwelchen Beschrankungen. 

1m allgemeinen werden auBer den Veranderlichen, die wir 
mit Xl' X2 ... Xn bezeichnen, auch deren erste und zweite Diffe
rentialquotienten nach der Zeit in die Gleichungen eingehen; 
hohere Differentialquotienten in den Ausgangsansatzen zu be~ 

rftcksichtigen, liegt im allgemeinen in der Physik kein AniaB vor: 
Es sei also zur Ermittlung des zeitlichen Verlaufes der n ab

hangigen Veranderlichen Xl' X2 ••• Xn ein System von Differential
gleichungen, auf Grund von physikalischen (mechanischen, elek
trischen, thermodynamischen usw.) tJberlegungen aufgestellt. Zur 
vollstandigen Ermittlung aller n veranderlichen GroBen mftssen 
es n Gleichungen sein: 

cp ( dX1 d2 xI dX2 d2 x2 dXn d2 Xn) 
I Xl' de' dt2 ,X2 ' di' dt2 -, ... ;Cn , de' dt S = 11 (t) , 

(I) 

Die Vorzahlen der einzelnen Glieder in diesen Gleichungen 
setzen wir samtlich als unveranderlich voraus. Nehmen wir 
weiter die Storungsfunktionen 11 (t) ... In (t) vorlaufig als ver
schwindend an, so haben wir in dem Gleichungssystem 

(2) 

die freien oder Eigenschwingungen des Systems vor uns. 
Zunachst ermitteln wir die Gleichgewichts- oder Ruhe

I age des Systems, in welcher 
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dXI dX2 dx,. 
-dt =dt = ... Tt- = 0 

(3) und 

d2xI d2 x2 d2x,. 
dt2 = dt2 =... dt 2 = 0 

zn setzen sind. 
Dann kann das System 

1 
CPI (Xl' 0, 0 ... X,., 0 , 0) = 0 , 

(4) 

~,.·{X~ " '0', ~.'.:;,." 0,' ·O)·~ ~ 
nach Xl ••• X,. aufgelost werden, gegebenenfalls mit einer zeich
nerischen oder rechnerischen Annaherungsmethode. Jedenfalls 
sei das Wertsystem 

das Auflosungsergebnis. 
Nun untersuchen wir die kleinen Schwingungen des Systems 

um diesen Gleichgewichtszustand. Die als klein zu be
trachtenden Abweichungen cler einzeInen Systemkoordinaten 
Xl ••• X,. von der Gleichgewichtslage bezeichnen wir mit 
~l ••• ~,. und setzen demnach: 

Xl = Xl + ~1 ••• X,. = X,. + ~,. 
in das Gleichungssystem (I) ein: 

W (- I: d~l d2~1 - I: d~,. 
I Xl + ~1 , dt' dt2'" X,. + \>,., de' d2~,.) = 0 

dt2 ' 

(5) . . . . . . 

W,.(ii:1 + ~1 , 
d~,. ~2~,.) = 0 
de J dt2 . 

Hier entwickeIn wir die Funktionen Wi nach dem T a y lorschen 
Lehrsatz und finden 

_ - oW, OWi d~l oWi d2~1 
Wi(Xl,O,O ... x,.,O,O)+~·~l+ ::,-, -d + ::'-"--d--2 

v XI v Xl t v Xi t 

(6) 

(i = 1, 2 ... n) 
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Hier verschwinden die ersten GIieder wegen (4) und die par
tiellen Differentialquotienten bei den anderen Gliedern sind un
veranderliche GroBen. Das GIeichungssystem (6) zieht sich also 
zusammen auf 

1 ~ (0 qJi 0 qJi d ~le 0 qJi d2 ~le) 
~} OXle ~le ~ ~x% de + oxI( dil = 0 

(~ - I, 2 ... n) 

(7) 

oder mit den Abkfirzungen: 

OqJi ()if>-. 
(8) ~a~le~ = ~ik , oxl = Pile , 

auf 

(9) ~( d~le d2~le) ..::;.k ~ik ~le + Pile de + rile -it,'i,~ = 0 . 
1 

(i = I, 2 ... n) 

Dies ist ein System von n simultanen Differentialgleichungen 
zweiten Grades mit festen Vorzahlen ffir die n abhangigen Ver
anderlichen ~k (k = I, 2 ... n). 

Zur Integration kann man entweder so verfahren, daB man 
aus den n GIeichungen n - 1 Veranderliche aussondert, so daB 
nur eine einzige Differentialgleichung, etwa ffir ~le, iibrigbleibt. 
Diese ist von hoherem Grade als 2, etwa m. 1m allgemeinen, 
wenn in dem System (9) keine von den Vorzahlen ~ile, Pik, rile 
verschwindet, ist m hochstens = 2 n. 

Es handelt sich also um die Behandlung der Differential
gleichung mten Grades mit unveranderlichen Vorzeichen 

dm~le dtn-l~k dm-2~le d~k 
(10) dtm + a1 dtm- 1 + ~ dtm-~ + ... + am-l de + am = 0, 

deren Losung wir bereits im.§ 43 entwickelt haben. 
Andererseits kann man auch auf die Aussonderung der n - 1 

Veranderlichen verzichten und den partikularen Integralansatz 

(ll) ~k = Ak eJ.t (k = 1 , 2 ... n) 

in das System (9) einfiihren. Dann erhalt man: 
n 

(12) l]Ak(~ik + ). Pile + ).2 rile) = 0, i = 1,2, ... n 
1 . 
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welches System zur Bestimmung der unbekannten Vorzahlen A k 

(k = 1, 2 ... n) nur dann brauchbar ist, wenn die Vorzahlen
determinante verschwindet, d. h. wenn gilt: 

IXu + ). At + ).2 I'll' IX12 + ). fJu + ).21'12 •.•. 

(13) IX21 + ;. fJu + ).21'21' • . . . . . . • • • • • • . . • • • •• = ,1(A) = o . 
. • • • • • • • • • • • • . . • . . • • IXn + ). fJnn + ).2l'nn 

1m allgemeinen liefert das Verschwinden dieser Determinante 
fUr ;. eine charakteristische oder Fundamentalgleichung vom 
Grade m = 2 n, die mit der zur Differentialgleichung (10) ge
hOrigen und im § 44 besprochenen Gleichung (3) natUrlich iden
tisch ist. Jedenfalls ergeben sich m Wurzeln Aj (i = 1, 2 ... m) 
und somit, nach Einsetzen der Aj in die Gleichung (12) m Systeme 
von Werten der Unbekannten 

(k = 2, 3 ... n) 

(i = 1, 2 ... m) 

nach deren Ermittlung die m Vorzahlen Ail als ;willkurliche 
Integrationskonstanten ubrigbleiben. Mit ihnen setzt sich dann 
das ganze Losungssystem von (9) wie folgt zusammen: 

(14) { ~k = Au ~fl k ellt + A21 9f2k el.2t + ... Ami mmk el.mt 

(k - 1, 2 ... n) 

mit der MaBgabe, daB mll = m21 = ... ~(ml = 1 zu setzen ist. 
Kehren wir nun zu dem Ausgangssystem (I) mit Storungs
funktionen zuriick, so wollen wir diese vorerst als periodisch 
annehmen. Dann konnen wir die einzelne Storungsfunktion als 
in eine F 0 uri e r sche Reihe entwickelt voraussetzen und also 
etwa schreiben: 

<Xl 

(15) Ii (t) = ~ Pij sin (/Lij t + fJij) (i = 1, 2 ... n) 
1 

Hier werden die /Lij (j = 1, 2 ... 00) die ganzen· Zahlen 
1, 2, 3 ... 00 bedeuten. Sie konnen aber auch beliebige andere 
Werte aufwei~en, in welchem Falle der Ansatz (15) keine Fou
riersche Reihe darstellen wird und die Anzahl seiner Glieder 
endlich sein muG, damit die Moglichkeit der Divergenz aus
geschlossen bleibt. Er stellt dann (also etwa fUr j = 1,2 ... 1) 
eine Dbereinanderlagerung einer endlichen Anzahl von Funk
tionen beliebiger Perioden dar. 
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Ferner kann der groBeren Allgemeinheit halber noch auf die 
Konstanz der Beiwerte Pj verzichtet werden, die in vielen tech
nisch vorkommenden Fallen mit einer ExponentialgroBe mit 
negativem Exponenten multipliziert sein konnen, so daB (15) in 
die Form tritt: 

l 

(I5a) I;(t) = 2]Pij e-!.ijt sin (f-lij t + (Jij) (i = 1,2 ... n) 
1 

Dann stellt (15) eine permanente storende Kraft, (I5a) 
pille gedampfte storende Kraft dar. 

Das Verfahren, welches den zur storenden Kraft 

P ,Oot· ( . H) 
ij e - "J sm f-lij t + I'ij 

gehorendell erzwungenen Anteil von ~i liefert, ist ein symbolisches 
und sei im folgenden ohne Beweis mitgeteilt 56). 

Der zu benutzende Symbolismus beruht zunachst auf der 
Schreibweise 

dnx dn-1x dx 
atn"+ a1 dtn- f + ... + an-l dt + an 

(16) ( dn dn- 1 d) 
= dt,,+aldtn-l + ... +an-1(j£+an X 

= (on + at on - 1 + . . . + an _ 1 b + an) X = l!' ( b) X • 

Der Differentialausdruck nter Ordnung mit unveranderlichen 
Beiwerten von X (der Operator) wird also als ganze rationale 
Funktion nten Grades l!' (0) von 0 mit X multipliziert geschrieben 
und es wird auch entsprechend mit ihm gerechnet; nur am Ende 
der Rechnung geht man unter Beachtung der ErkJarung 

. dix 
(17) W)x=·. 

dt' 

wieder zum eigentlichen Differentialausdruck fiber. Mit diesem 
Symbolismus erhalt man ffir den gesuchten Anteil der erzwun
genen Schwingung von ~k: 

) 
= Jik(O) P -!,··t.· fJ ) (18 ~k = L/ (0) ij e 'J sm (f-lij t + ij . 

Hier ist L/(o) die durch (13) erklar~e Determinante nach Ein
frthrung des Operators (~ an Stelle von A und Jik (0) die Unter-
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determinante des kten Elementes iter Zeile genannter Deter
minante, also des Elementes lXik + (Jik <5 + I'ik <5 2• 

N~nmehr setzt man in (18) den Operator 

<5 = - A.ii + flij -V - 1 , 

h di . Iik (<5) 
wodurc e OperatIOn -,1(<5) unter Anwendung der Rechen-

regeln fiir komplexe GroBen in die Gestalt Lk + Mk -V - 1 gebracht 
werden kann. 

Durch Ausubung dieser Operation an Pii e -i.1Jt sin (!Iii t + (Jij) 

kommt dann ~k in die Form: 

(19) ~k = Pij e-;.iJt(Lk + Mk~)Sin(flii t + (Jij) , 
ftij 

womit die Aufgabe auf eine einfache Differentiation zuruck
gefuhrtist und die erzwungene Schwingung sich wieder von der 
gleichen Periode wie die stOrende Ursache erweist. 

§ 47. Integraldarstellung der Losung einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit Storungsfunktion. 

Die Losung der im § 13· behandelten Differentialgleichung mit 
Storungsfunktion gestattet noch eine Darstellung in der Form 
eines bestimmten Integrals 57). 

Wir schreiben die Differentialgleichung in der Form: 

d2 x dx 
(1) mdt2+bdt+cx=mf(t) 

mit den Abkiirzungen ~ = 2{J ,c = 1X2 wie folgt: 
m m 

(2) 

Dann ist zunachst die allgemeine LOsung der homogenen Glei
chung anzusetzen: 
(3) x = A e;ult + Be·lI • t , 

wo die Werte fll und fl2 Wurzeln der charakteristischen Gleichul1g 

(4) 
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sind. Setzt man fJ < .x voraus, so sind die Wurzeln in der Form 
zu schreiben: 

(5) ft1=-fJ+il, ft2=-fJ-iJ.., l=lv.x2 . fJsl. 

Das in § 9 angegebene Verfahren zur Ermittlung des allgemeinen 
Integrals fiihrt zunachst zur Ansetzung der GroBen A und B als 
Zeitfunktionen in der Form: 

(6) 
dA f(t) 
-it = (ft1 - ft2 )&,--;1 ; 

dB f(t) 
-dt = - (ft1 - ft2) e,,,,t . 

N ach Einfiihrung von /11 - ft2 = 2 i lund 

e- I ,,1 = e+fJ1 (cosl t - i sinl t) 

e -1,.1 = e+fJ1 (cosl t - i sinl t) 

leitet sich aus (6) ab: 

(7) dA + dB = _ flt1 ePt sinl t. (dA _ ~~) i = +lJ!l ePt cosl 
dt dt 2l 'dt dt 2l . 

Ersetzt man jetzt A + B durch 01' (A - B) i durch O2 und 
fiihrt man auch in dem allgemeinen Integral (3) statt der Expo
nential- die Winkel£unktionen ein, so hat man: 

(8) x = (A + B) e- fJ1 cosl t + (A - B) i e- fJt sinlt 

oder 
x = e- 11t {01 cosl t + O2 sinl t} . 

Durch Ausfuhrung der Integration im Ansatz (7) erhiUt man: 
t 

(9) 

0 1 = - 2~.rf (~) efJ~ sinl ~ ,u , 
to . 

t 

O2 = + 2\ (f (~) eP~ cosl ~ d~ 
to 

und damit fUr (8), nach Hinzufugung des allgemeinen Integrals 
der homogenen Gleichung: 

1 

(10) x= 0 1 e-fitcoslt + 02 e-fi1sinlt+ 2\[' (~)e-P(I-·)sinl (t - ~)d~. 
to 



47. Integraldarstellung der Losung einer Differentialgleichung. 175 

Diese Losung enthalt schein bar drei willkfirliche Integrationskon
stante 0 1 , O2 , to' Man uberzeugt sich jedoch leicht, daB sie sich auf 
zwei zuruckfuhren lassen, wenn man Anfangsbedingungen einfuhrt: 

X= Xo, ~.~ = Xo fUr t = to . 
dt 

Dann wird: 

1
0 1 = e:to[XO(ACosAto - P sin A to) - xosinAtoJ, 

(11) 
ePo 

O2 = T [xo (P COSA to + A sinA to) + Xo cos A to] . 

Diese Konstanten und damit der EinfluB der Anfangsbedingungen 
verschwinden, sobald to = - 00 genommen wird, sofem also der 
Anfang der Bewegung sehr weit zurUckliegt. 

Liegt der Anfang der Bewegung in endlicher Zeit, so verschwindet 
der EinfluB der Anfangsbedingungen ffir t = 00, also wieder nach 
Verlauf sehr langer Zeit yom Beginn der Bewegung ab gerechnet. 

1m Faile dieses Verschwindens bleibt also nur foIgende Be
wegung ubrig: 

t 

(12) X = 2\/1 W e-f1(t-.~) sin A (t - ~) d~ . 
-00 

Nach Duffing 58) kann man eine Untersuchung der Perio
dizitatseigenschaften ansteilen. 

Hat 1 (~) die Periode 'l, so findet sich fur x : 

(13) X=~ --~-.J~-.------{[1-e-fiTcosA:r]8+e-firsinh8 \ 
2l1-2e-prcosh-e-2/1r IJ 

mit den Abkurzungen: 
T 

{ 

8 = 11(t - u) e-pusinAudu, 

(14) 0 

8 1 = /I(t - u) e-pucosAudu. 
o 

Da 8 und 8 1 Funktionen der Periode 'l sind, so stellt sich (13) eben
falls als Funktion der Periode 'l dar. Die erzwungene Schwingung (12) 
geht demnach mit der Periode der StorungsfUI~ktion 1 (t) vor sich. 
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§ 48. Zeichnerische und rechnerische Naherungsbehandlung der 
SchwingungsdiUerentialgleichung 59). 

Die Schwingungsdifferentialgleich ung, wie wir sie 
bisher behandelt haben, ist ein Sonderfall der allgemeinen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

d 2x dx 
(1) Po (x, t) -dt2- + P1 (x, t) de + P 2 (x, t) x + Pa (x, t) = O. 

Sind Po, PI' P 2 feste Vorzahlen und ist P a = 0, so haben wir 
die gewohnliche Gleichung der freien Schwingungen, ist Pa da
gegen von x frei und nur von t, speziell periodisch, abhangig, 
so entsteht die Gleichung erzwungener Schwingungen, welche sich 
ebenso wie die vorgenaimte vollstandig in geschlossenerForm 
integrieren und untersuchen laSt, wie wir dies in den vorher
gehenden Abschnitten ausgiebig getan haben. 

Die allgemeineren FaIle, in denen Po, PI; P 2 von x oder auch 
von t abhangig oder beides sind, lassen sich ebenfalls bis zu einem 
gewissen Grade in allgemeinerer Weise diskutieren, woriiber in 
einem spateren Abschnitt zu sprechen sein wird, wobei es sich 
allerdings um Funktionen und Verfahren handelt, die gegeniiber 
den bisher benutzten nicht mehr ganz einfach sind. 

Gliicklicherweise besitzen wir aber einige zeichnerische mid 
rechnerische Niiherungsverfahren, welche gestatten, fiir 
jede beliebige Schwingungsdifferentialgleichung spezielle Losungen 
fiir vorgelegte Anfangsbedingungen mit beliebiger Genauig
keit herzustellen. Ja, wir sind sogar nicht einmal an die Form 
des Ansatzes (1) gebunden, sondern wir konnen jede beliebige 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(2) ( d2X dx ). 
F -dj2' '(it ' x, t = 0 

d2x 
nach diesem Verfahrell behandeln, falls sie nur nach-- etwa 
in der Gestalt dt 2 

(3) 

auflosbar oder Wenn der zweite Differentialquotient x" irgelldwie 
graphisch oder ta,bellarisch in Abhiingigkeit von x', x, t ge~ 

geben ist. 
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Die Verfahren teilen sich kurz wie folgt ein: 

I. Verfahren mit Hilfe del' Krumm ungskreise. 
II. Verfahren mit Hilfe del' Seilkurve. 

III. Verfahren mit Hilfe simultaner Differentialglei
ch ungen. 

Die Verfahren I und II liefern verhiUtnismiWig rasch auf 
graphischem Wege einzelne Losungen, die man, wenn notig, 
nachtraglich noch genauer machen kann, wahrend das Ver
fahren III rechnerisch durchgefuhrt etwas miihsam eine aller
dings ziemlich genaue Einzellosung gibt. Man kann III. mit 
gewissen geometrischen Vorstellungen aus del' Kurvenlehre auch 
graphisch gestalten, was abel' nur dann zweckmaBig erscheint, 
wenn man gleichzeitig eine ganze Schar von Integralkurven 
del' vorgelegten Differentialgleichung ermitteln will. 

I. Das Verfahren mit dem Krummungskreis kniipft an an 
die G2stalt (3) del' vorgelegten Differentialgleichung: 

(:h) ~2X. = m(dX x t) 
dt2 I dt' , 

und an die eben falls vorgelegten Anf:lOgsbedingnngen; 

( 4) 

J t = tl ; Xl = Xl 

l~~ = X( . 

1m Zeitwegdiagramm (Fig. 90) 
hestimmen die Anfangsbedin
gungen einen Punkt Pi und 
pine Richtung durch ihn 60 ). 

Nach dem Ansatz: 

wo 
X{' = <p (x~, XI' t) 

den zweiten Differentialquo

x 

tienten del' Kurve im Punkte Fig. 90. Niihernngsliisung mit Hilfe des 
Krlimmnngskrcises. 

Pi bedeutet, ist del' Krum-

t 

mungsradius lIi daselbst festgelegt. Man zeichnet den Krum
mungskreis auf und wahlt auf seinem Umfang in kleiner Ent-

IT 0 d, Schwingnngslehre. 2. Auff. 12 
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fernung von PI in der Fortschreitungsrichtung x{ den Punkt P 2' 

Dieser liefert drei neue Werte x~, x2 , t2 , die aus der Zeich
nung zu entnehmen sind, und damit einen neuen Kriim
mungsradius (22 

mit 

In dieser Weise wird fortgefahren, bis geniigend viele Punkte 
der gesuchten Integralkurve bestimmt sind. Die Entfernungen 
der Punkte PI P 2 P3 " ., auf den einzelnen Kreisumfangen ge
messen, wahlt man praktisch einander gleich; ihre absolute GroBe, 
durch die die Genauigkeit des Ergebnisses und der Zeitaufwand 
des Verfahrens naturgemaB in gegenIaufigem Sinne beeinfluBt 
werden, bestimmt man am besten erfahrungsmaBig, indem man 
sich an einigen hingezeichneten Kurven von der Lange derjenigen 
Strecken iiberzeugt, die die Kriimmungskreise mit der Kurvc 
praktisch gemein haben. 

Variiert man fiir festes Xl' t1 die Richtung xi, so erhalt man 
eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Integral
kurven. Variiert man dann auch noch etwa Xl bei festgehal
tenem t1 , so wird die Mannigfaltigkeit zweifach unendlich, ent
Rprechend dem Satze, daB das allgemeine Integral einer Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung zwei wiIIkiirliche Konstanten 
enthalt. Es laBt sich beweisen, daB die Variierung von t1 , die 
augenscheinlich moglich ist, keine weiteren Integralkurven liefern 
kann. 

Das Verfahren mit dem Kriimmungskreis hat Prof. E. Meiss
ner 61) in Ziirich durch eine zw€ckmaBige Deutung der Variabeln 
der vorgelegten Differentialgleichung abgeandert. Er deutet die 
Punktkoordinaten x, t als Linienkoordinaten p, u einer 
Geradell : 

( 6) g(u) = xcosu + ysinu - p = 0, 

wo die laufelide Koordinate X mit del' Variabeln x der vorgelegten 
Differentialgleichung 

(7) F(x", x', x, t) = 0, 

natiirlich nichts zu tUll hat. 
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1st pals Funktion von u erklart 

(8) p=p(u), 

so liefert (6) durch Variierung von u ein Geradenbiischel, 
dessen einhiillende Kurve E. Meissner die Stiitzkurve der 
Funktion p(u) nennt., 

Nach den Regeln der Differentialgeometrie bestimmt 
sich die Gleichung der Stiitzkurve durch Elimination von u 
ails (6) und 

dg(u). '( 
(9) --;r:;;- = -xsmu + ycosu - p u) = O. 

Ansatz (9) ist die Gleichung einer Geraden, die auf g(x) senk
recht steht und auf ihr den Beriihrungspunkt P mit der Stiitz
kurve bestimmt; sie ist also Normale zu 0'. Samtliche Normalen 
zu 0 sind aber die Tangenten an die Evolute 0' von 0, deren 
Normalen die Gleichung 

(10) g"(u) = -xcosu - ysinu-p"(u) = 0 

haben. Aus der Fig. 91 ergibt sich nun unmittelbar del" Kriim
mungsradius von 0: 

(11) 

Auf dieser geome
trischen Vberlegung 
beruht die Meissner
sche graphische Me
thode. Er schreibt die 
vorgelegte Differen
tialgleichung: 

12" = p(u) + p"(u) . 

(12) 
f F (p" ('1/,)' p' ( u), c,-' T---'t--------:;;~=.L..-X-----;;----
l p(u), u) = 0 

und deutet die Inte
gration als Aufsuchen 
der Stiitzkurve 0 der 

:Fig. 91, Zur Definition der Stiitzkurve 
nach E. Meissner, 

gesuchten Funktion p = p(u) . 
Hierzu schreibt man zunachst wieder 

(13) p"(1.t) = rp(p', p, u) 
12* 
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und geht von den Anfangsbedingungen 

U = U 1 ,P = PI , P' = p{ 

aus. Diese bestimmen die Gcrade gl und ihre Normale g{. Auf 
der letzteren bestimmt sich der Kriimmungsmittelpunkt Kl2 

auf der Evol ute von 0 durch 

(14) (11 = PI + vj', 
wo nach (13) erkIart ist: 

(15) V{' = q; (V{, VI' UI ) • 

Unter Annahme eines kleinen Zuwachses Ju (Fig. 92) filr u 1 

erhiilt man auf dem Umfang des Kriimmungskreises den Punkt P2' 
damit u2 = u 1 + Ju, und durch 
das Lot von 0 auf K 12 P 2 die Ab
leitung V~ = OQ2 und V2 = Q2 P 2· 

Demnach liiBt "ich fiir P 2 ht'
stimmen: 

(16) V~' = (I' (V~, 1)2' u2 ) 

-'-----''--~::--='"'''----- und 
Fig. 92. Integrationsverfahren nueh 

E. Meissner. (17) (12 = Pt + p~' . 

Urn den Kriimmungsmittelpunkt K 23 beRchreibt man wiedel' 
ein kleines Kurvenstiick 

P2PS = (12 ilu 

und kann auf diese Weise die Konstruktion fortsetzen, bis man 
ein geniigend langes Stiick der Integralkurve gewonnen hat. 

Die Stiitzkurvendiagramme mit ihren Evoluten haben ein 
von den iiblichen Kurvendarstellungen erheblich abweichendeR 
Aussehen und machen oft die Umwandlung in rechtwinklige 
Koordinatendarstellung P = x, u = t notwendig. 

In der Fig. 93 ist das Stiitzkurvenbild einer gewohnlichen 
gediimpften Schwingung gezeichnet; die Eigenschaft kon
stanteI' Schwingungsdauer kommt dadurch zum Ausdruck, 
daB die Bogen der Evolute eine vom Anfangspunkt ausgehende 
gemeinsame Tangente haben. 1m iihrigen stellt Fig. 94 das 
gewohnliche Zeitwegdiagramm der Schwingung dar, dessen 
Maximalamplituden als die vom Anfangspunkt ausgehenden Nor
malen der Stiitzkurve gewonnen werden. 
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II. Das Verfahl'en mit del' Seilkul've 62) beruht darauf, daB 
die Diffel'entialgleich ung zweitel' Ol'dn ung: 

d2x 
(18) -d~i2- = ([! (t) 

C 

Pz 
"~~~~;---------~q 

Fig. 93. SttitzkurvenschaubiJd nach E. MeiSner. 

graphisch integriert werden kann, wenn man cp (t) als Belastungs
flache au££aBt, zu del' das Seilpolygon nach Fig. 95 zu kon
struiel'en ist. Dieses Seilpolygon ist unmittelbal' eine Integralkul've 

(19) x = 0 1 + O2 t + !dt!cp(t) dt. 

Zur Anwendung auf 
die vorgegebene Diffe
l'entialgleichung (3) 7L 

d2x (dX ) 
(20) dt2 = cp dt' x, t 

betrachten wir die 
l'echte Seite als Bs
lastungsflache ii ber del' 
Abszisset. 

Fig. 94. Zeitwegschaubild zu }'ig. 93. 

Diese Belastungsflache ist zwal' nicht, wie beim Ansatz (18) 
von vornherein gegeben, sondern sie entsteht erst schrittweise 
bei del' Dul'chfiihrung del' graphisch-l'echnerischen Losung. 
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Hierbei moge von einer speziellen Gestalt fiir 

q?(~; , x, t) 
ausgegangen werden, namlich von 

(21) 
d2x 
dt2 = lx' + t(x) + '!fJ(t) • 

11 

]<'ig. 95. Seilkurve als Integralkurvc. 

Durch die Anfangsbedingung 

(22) t = 0; 
dx , - -- = Xl 
dt 

wird zunachst wahrend des Zeitintervalles LI t die gesuchte Inte
gralkurve angenahert ala Gerade Xl ~ X2 nach Fig. 96 festgelegt. 
, Ferner bestimmt sich aus denselben Anfangsbedingungen mit 

(23) x{' = A. x{ + t (Xl) + '1/' (0) , 
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der e benfalls wahrend Lf t x 
als geradlinig anzunehmende 
Verlauf des ersten Differen
tialquotienten ~ 

A x~ ~ A x~ .. 
t 

t 

Die Funktion t (x) ist, da 
ja Xl ~ X2 bekannt sind, in 
ihrem Verlauf wahrend Lf t 
mit t(xl ) ~ t(x2) anzuneh
men, und da 1p (t) unmittel-
bar graphisch oder rech- ] 
nerisch in (21) erklart sein ~ I;!> 

muB, so ist die Funktion A ' .4 
!P = AX' + f(x) + 1p(t) im x, t ~ 
Intervall Lf t mit !Pl ~ 1p2 t--i-+--;':::>"'k+--+--+--+-=> <= 

<= 
genahert gewonnen und mit ~ 
ihrer Hille wird der Ver- J':l I>.,~ 
lauf von x im Intervall Lf t 
verbessert, indem man ein ./(x1)1--+--+--+--+--+--+_-+-_-1-___ ,<::,:~" 
Kraftedreieck 0 1 2 zeich - z 
net, dessen Strahl 0 1 pa
rallel zu Xl X2 und dessen 
Kraftpfeil 1 2 gleich dem If' 

Trapezinhalt Lft !Pi ~ Ips ge

wahlt wird. Zum Strahle 
o 2 zieht man dann seine 
Parallele durch den Schnitt 
der Schwerpunktsordinate 
des Trapezes mit Xl X2 , die 
auf der Endordinate des 
ersten Zeitintervalles den 
verbesserten Wert X 2 ab
schneidet. Ebenso liefert 

t 

1 

a 

die Richtung von 0 2 die verbesserte Tangente der gesuchten 
Integralkurve fiir den Anfang des zweiten· Intervalles Lf t. 

Mit diesen verbesserten Werten fur X 2 und x~ verbessert man 
noch die Funktionen A x' t (x) und !P fur das nachste Intervall 
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und fahrt so fort, bis ein genugend ausgedehntes Stuck der 
Integralkurve vorliegt. 

Nach diesem Verfahren hat L. Gu m be1 63 ) eine Reihe wichtiger 
Schwingungsaufgaben behandeIt, von denen die Losung der 
Differentialgleichung 

d2 rx dx . 
(24) ml-;ii:i + k dt + mg Slllrx = 0 

mit der Anfangsbedingung 

in Fig. 97 dargestellt sei. 

:n; 
rx=---, 

3 
~~ = 0 
dt 

Beide Verfahren, sowohl das von Meissner Wle das von 
Gumbel, sind praktisch recht gut verwendbar; das von Gumbel 
ist wohl auch etwas leichter verstandlich. 

t 
"'! 

--"-----~ ------~~ ~ 
~~ 
~ 
.~ 
<$' 

Fig. 97. Ausgefiihrtes Beispiel nach L. GUmbel. 

Die erzielbare Genauigkeit diirfte bei heiden dieselbe sein 
und sie hangt ab von der GroBe des gewahlten Intervalls. 

1m einzelnen erortern beide Verfasser noch gewisse Korrek
tionen, die die Ergebnisse verbessern sollen und bezugIich deren 
auf die Originalarbeiten zu verweisen ist. 

III. Die ubrigen Verfahren beruhen zunachst auf der Er
setzung der Differentialgleichung zweiter Ordnung durch ein 
S yste m von zwei simultanen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. 

Die Substitution: 

(25) 

o 
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in dem Ansatz 

(26) 

(20) liefert: 

d~ 
dt = ('f!(~, X, t) . 

(25) und (26) sind abel' ein simultanes System von Differential
gleichullgen erster Ordnullg fUr die Bestimmung del' Verander
lichen x und y in Abhangigkeit von t. 

Die rechnerische angenaherte Integration derartiger Systeme 
kniipft an an die einzelne Differentialgleichung erster Ordnung: 

(27) 
dy dx = f(x, y) . 

Nach Runge 64) findet sich folgende Vorschrift zur allge
naherten Ermittlung des Zuwachses k, den ein angenommener 
Wert YI erfahrt, wenn man dem zugehorigen Wert Xl den 
Zuwachs h erteilt. 

Zunachst berechne man: 

(28) 

daraus: 

(29) 

Dann wird der gesuchte Zuwachs von Yl: 

(30) 

Um zu prlifen, was dies bedeutet, so nehmen wir all, die Funk
tion f sei von y frei; dann schreibt sich; 

(31) k = f(xl ) + ~(XI + h) h . 

Dies ist abel' der Inhalt des in Fig. 98 schraf
fierten Sehnentrapezes. 

Del' Ansatz (30) ist also nichts anderes 
als die in das zweivariablige Gebiet liber
tragene Annaherung eines Flacheninhaltes 
durch den einbeschriebenen Sehnenzug. 

Hat man nach (30) den zu Xz = Xl + h 

Fig. 98. Zur Sehnen
niiherung. 

gehorigen Naherungswert Yz = YI + k gefunden, so berechnet 
man nach derselben Vorschrift so lange neue Wertepaare 
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X3 , Y3 ••• , bis man ein genugend langes Stuck der gesuchten 
Integralkurve besitzt. 

Graphisch kann man zur Integration der Differentialgleichung 

dy 
(32) dx = t (x, y) 

wie folgt vorgehen. Diese Differentialgleichung bestimmt geo
metrisch in der x1YI-Ebene ein Richtungs£eld, d. h. sie erkIart 
fur jeden Punkt der Ebene eine Richtung, die ein durch ihn ge
zogenes kleines Linienelement mit der x-Achse einschlieBen 
soIl (Fig. 99). Eine Kurve 

(33) I(x, y) = 0 

verbindet also aIle diejenigen Punkte miteinander, in denen die 
eingezeichneten Linienelemente gleiche Richtung haben. Man 
nennt eine solehe Kurve daher eine Isokline (Fig. 99). 

x 

o 
Fig. !l9. Isoklinen und Integralkurven. 

Die gegebene Differentialgleiehung (32) schreibt nun vor, in 
jedem Punkte der x y-Ebene in der in ihm dureh die Funktion 
f(x, y) gemiiB (33) )rkliirten Riehtung vorwiirts zu sehreiten. 
Dureh diese Bewegung erhiilt man, von einem Punkte Xl' Yl 
ausgehend, eine Integralkurve. 
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Zeichnet man nun ein Strahlenbiischel, dessen einzelne 
Strahlen 1,2,3 ... zu den auf jeder Kurve 0 1 ,02 ,03 ", er
kHirtim Linienelementen parallel sind, so erhiilt man die Integral
kurven als eine Art Seilpolygon, dessen Seilstrahlen zwischen 
den Isoklinen parallel der Biischelstrahlen unter Beachtung 
der Zuordnungszi£fern 1 2 3 . . . gezogen sind. 

Zeichnet man demnach eine ganze Schar von Isoklinen, so 
kann man auch eine ganze Schar von Integralkurven leicht finden. 

Die Vbertragung der entwickeIten Vedahren auf das simultane 
System (25) und (26) gestaltet sich in dem rechnerisch durch-
gefiihrten FaIle wie folgt. . 

Auf Grund der Anfangsbedingungen 
dx 

t = tl , X = Xl , ~l = di = ~l 

bestimmt man fiir den Zeitzuwachs .d t 

(34) 

sowie 

(35) k2 o: = (~l + kl~) At; k2 E = 'P (~l + kl ~, Xl + klo:, tl + At) At 

und schlieBlich 

(36) 

Mit den erhaltenen Zuwiichsen bestimmen sich die Anfangs
bedingungen fiir einen weiteren Integrationsschritt: 

(37) t = t2 = t1 + .dt, X = x2 = Xl + ko:, ~ = ~2 = ~1 + k;. 

Die graphische Methode der Isoklinen und ihrer Trajek
torien laBt sich zwar ebenfalls auf das zweivariabele Gebiet 
iibertragen, fiihrt aber viel£ach zu umstandlichen Konstruktionen. 
Es ist deshalb eine zeichnerische Ausiibung der durch die An
satze (28) bis (31) gegebenen Naherung vorzuziehen. Diese ge
staltet sich fiir die einzelne Differentialgleichung erster Ordnung 
nach folgender Vorschrift: 

Man bestimme auf der y-Parallelen X = Xl in dem Anfangs
punkte PI (Fig. 100) der Konstruktion mit den Koordinaten 
X = Xl> Y = Y1 die Tangentenrichtung 1'1 gemaB 

dy . 
d~---~ = tgl'l = I (Xl' Yl) . 

X . 
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. Die Richtung '11 fiihrt man bis zum Schnitt F2 mit del' y-Par
allelen x = Xl + h; del' Schnitt von '11 mit dery-Parallelell 

x = Xl + ,~, sei M12' 
2 

Pz 
,.7/ 

'(I M'1""'-
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

//'[2 
~ 

X 

Darauf bestimme man in P~ die 
Tangentenrichtung: 

dy 
T2 = dx = f(xl + h, Vl + fh) 

und ziehe zu ihr durch M12 eine 
Parallele, die auf del' y-Parallelen 
X = Xl + h den Punkt P 2 bestimmt. 
Dann sind die Koordinaten von P 2: 

X = X2 = Xl + h, 

Y = Y2 = YI + k, 

Fig. 100. Graphische Ausiibung der WO k eich aus (28) bis (30) 
Sehnennltherung. erklart. 

Der Punkt P 2 ist der Ausgang fUr einen weiteren Schritt 
nach dem gleichen Verfahren. 

Analog gestaltet sich die Ausiibung der folgenden Vorschrift: 
Die Tangentenrichtung in PI bestimmt sich wieder (Fig. 101) nach 

x 

dy 
tg'1I = dx = f(xl , YI) 

und wird bis zum Schnitt M 12 mit 
h 

dery-Parallelen X = Xl + 2- gefiihl't. 

In M 12 berechnet man die Tan
gentenrichtung 

( h kl) 
tg'112 = f Xl + if' YI + '2 

X1 zu der eine Pal'allele durch PI bis 
Fig. 101. Graphische Ausiibung der zum SchnittP2 mit del' y-Pal'allelen 

Tangentenniilierung. X = Xl + h zu ziehen ist. P 2 wird 
dann Ausgangspunkt fUr die Fortsetzung des Verfahrens; es 
hat die Kool'dinaten: 

(38) X=X2=xl +h, Y=Y2=YI+f(Xl +: 'YI+i)h, 
wo kl dul'ch (28) erklart ist. 
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Kommt y in der Funktion t nicht vor, dann wird aus (38): 

(39) x = x2 = Xl + h , Y = Y2 = Yl + t (Xl + -~-)h . 
Nach Fig. 102 ist aber f(xl+~~)h der Flacheninhalt deR Tan

gententrapezes, d. h. nach Ansatz 
(38) oder (39) wird die Integralkurve 
uurch den umschriebenen Tangentenzug 
angenahert. 

Bezeichnen wir jetzt die Naherung 
(30), die wir als die Sehnentrapez-
II aherung erkannten, mit 

ks = kl + kt 

2 

und dieTangentelltrapeznaherung X1 h )(1+h 
(38) mit Fig. 102. Tangentennahernng. 

so liefert 

(40) k=ks +!(k1,-ks) 

eine neue Naherung, durch die ua'S Inte
gralkurvenstiick im Intervall von X = Xl 

bis X = Xl + h durch einen Parabelbogen 
(Fig. 103) angenahert wird, denn der 
Ansatz (40) spricht die bekannte In
haltsbeziehung zwischen dem Parabel-
segment und dem umschrie benen Sehnen
Tangenten-Parallelogramm aus (Simp-
sonsche Regel). 

Auf unser System von simultanen 
ff I''ig. 103. Parabelniihernng. 

Di erelltialgleichungen lassen sich nun 
die Verfahren nach Fig. 101 und Fig. 102 iibertragen. 

Man hat jetzt zwei Koordinatensysteme x, t unu ~,t anzu
nehmell (Fig. 104). In ihnen bestimmt man mit Hilfe der AnfangR
bedingungen die Punkte 

hzw. 
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nebst den zugehorigen Richtungen 

x 

= (d~) tg'll = de 1= g; (~l' Xl' t1) . 

Diese Richtungen fiihrt man bis 
- = 

zu den Schnitten Ml2 bzw. MI2 mit 

den t-Achsennormalen t = tl + Ll2t ,in 

welchen wiederum die Richtungen 
1:12 bzw. Tl2 bestimmt werden. Zu 

t 
l--;-t1-+-~-+-L1+'~-+---;i~ diesen sind Parallelen durch PI bzw. 

~ : PI zu ,:iehen, die nun die Punkte P 2 
I 

i bzw. P 2 auf der t-Achsennormalen 
: t = tl + LI t festlegen. Entsprechende 
: Schnitte fiihren zu weiteren Punk-
I 

I t ten P3 bzw. P3 der genaherten In-
1-~~~~~4--+--~ t, - tegralkurve, die als Tangentenzug 

P.J zurwirkIichen Kurve anzusprechen ist. 
Fig. 104. Behandlung eines simultanen Der der Fig. 100 entsprechende 
Systems nach der Tangentennilherung. Vorgang Iiefert auch fUr simultane 

Differentialgleichungen ein Sehnenverfahren, dessen Entwick
lung nach dem Erorterten ganz einfach ist. 

AlIe besprochenen Nii.herungsmethoden liefern bei sorgfii.ltiger, 
namentlich prii.ziser zeichnerischer Durchfiihrung oft sehr gute 
Resultate, wofiir die Arbeit von L. Giimbel ein Beweis ist. 
Efl darf aber nicht vergessen werden, daB mit der Angabe der 
verschiedenen Vorschriften iiber die Konvergenz der Nii.herungs
prozesse nichts ausgesagt ist. Wenn also begriindete Zweifel ent
stehen, ob die Nii.herung im Laufe ihrer Durchfiihrung nicht sich 
immer mehr von der wirkIichen Kurve entfernt, so muB man zu 
gewissen Verfahren fortschreitender Kurvenverbesserung gr:eifen, 
welche gestatten, aus einem angenii.hert vorliegenden Kurven
stiick, welches nicht einmal besonders gut angenahert zu sein 
braucht, mit HiIfe der vorgelegten Differentialgleichungen das 
gesuchte Kurvenstiick mit beliebiger Schiirfe zu ermitteln. Be
ziigIich dieser Mittel sei auf die Literatur verwiesen 65). 
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VII. Schwingungen mit einem Freiheitsgrad 
in der Maschinentechnik. 

§ 49. Ubertragung von Masehinensehwingungen 
auf das Fundament. 

DaB die Bewegung von Maschinen sich auf die :Fundamente 
und sagar auf die umgebenden Gebaude iibertragen kann, ist 
bekannt. Die Ursache diesel' Erscheinung ist darin zu suchen, 
daB das Fundament, obwohl selbst als starr zu betrachten, im 
Erdboden nicht unverriickbar gelagert ist, sondem infolge del' 
Elastizitat des Erdbodens kleine Bewegungen, d. h. erzwungene 
Schwingungen, ausfiihren kann. 

Wir brauchen gar keine Gleichung aufzustellen, um die 
Folgen diesel' Tatsache zu iibersehen. Wir wissen schon aus dem 
Friiheren, wie man diesem tl'belstande begegnet: Man macht die 
Fundamentmasse so graB als moglich, wodurch sich die Amplitude 
del' erzwungenen Schwingungen verringert. Gleichzeitig ist zu 
bemerken, daB die Maximalamplitude del' Schwingungen eintritt, 
wenn die Eigenschwingungszahl des Fundamentes mit del' er
regen den Schwingungszahl zusammenfallt. 

Diese Erfahrung trifft zu in allen den Fallen, wenn die 
elastische Formanderung del' Maschinenteile, die die erregenden 
Krafte (freie Massen
krafte bei Kolben
maschinen oder tl'ber
wuchtwirkungen hei 
Kreiselmaschinen) auf 
das Fundament iiber
tragen, so klein ist, 
daB sie vemachlassigt 
werden kann. 

Diese Vorausset
zung . trifft nun bei 
Turbinen unter Um-
standen nicht zu, weil ;/,~~~~~~~~~~~~~ 
die Wellen, durch wel- Fig. 105. Maschine und Fundament. 

che die von den Radem ausgehenden Schwingungskrafte auf die 
Lager und damit auf das Fundament iibertragen werden, oft 
mi.t erheblicher elastischer Dnrchbiegung ausgestattet sind. 
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Dieliler Fall muS besonders untersucht werden. In Fig. 105 
sei m die Masse eines auf der Welle einer Turbine sitzenden 
Rades, x sei die Auslenkung des Radschwerpunktes aus seiner 
Mittellage relativ zum Fundament, in der die Welle ohne Bie
gungsspannungen ist. M sei die Masse des federnd gedachten 
Fundamentes und X die Ausweichung desselben aus seiner Ruhe
lage. Dann ist die Bewegungsgleichung der Radmasse: 

(1) 
d2 (X+x) . 

m---dt/~~- + ex = psmw t, 

wo p sin w t irgendeine am Rad angreifende periodische Kraft ist. 
Die Bewegungsgleichung des Fundamentes aber wird analog: 

(2) 
d2 X 

M dt 2 + 0 . X - e . x = 0 . 

Setzt man 

III (1) ein und addiert (1) nnd (2), dann findet sich: 

d1X d2 X 
Mm-d 1-+ (Me+me+eO)-d 9 +eOX=psinwl. 

t, t" 
(3) 

Offen bar geniigt dieser Gleichung der Ansatz 

(4) X =Asinwt, 

wenn 

(4a) 
pc A = ---~------

{M 0)2 - (0 + en {m 0)2 - e} - e2 

geRetzt wird. 
In entsprechender Weise findet sieh die Amplitude a' (h~r 

R,adsehwerpunktbewegung relativ zum Fundament 

, p(MW2-0) 
a = - -- -----------------

{M 0)2 -- (0 + c)} {mm2 - e} - e2 

nnd die absolute Amplitude 

, p(O + e - M 0)2) 
rt = a + A = ---- --------- - -- ---------- ---- -

{M 0)2 - (0 + en {mw2 - e} - e2 (4b) 
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Durch Auflosung der hieraus folgenden quadratischen Gleichung 
fiir 0)2; 

(5) 

ergibt sich die kritische Schwingungszahl 

(6) 2 C ( I m) 
W k = m I + 2 M ' 

wenn wir die Annahme machen, daB die Fundamentmasse M 
groB gegeniiber der Maschinenmasse, ihre elastische RiickwirkungC 
aber klein gegeniiber c sei. Der Ansatz (6) zeigt also, daB die 
kritische Schwingungszahl O)k iiber der Eigenschwingungszahl 

y ~. der Maschine liegt, 'wenn das Fundament schwer ist. __ 

Weiter kann man zeigen, daB Wk niedriger wird als l/~' 
wenn das Fundament leicht ist. m 

Ein Beispiel hierfiir aus Experimenten Stodolas gibt § 51 66). 

Hieraus ergibt sich aber, daB weder die Eigenschwingungs-

zahl der Maschine 0) = y~ noch die Eigenschwingungszahl des 

Fundamentes W = Y ~ zu maximalen Erschiitterungen AniaS 
geben. 

Eine besondere Betrachtung verdient bei Fundament
schwingungen der Energieumsatz. Offenbar wird dadurch, daB 
die Teile des Fundamentes in Erschiitterung kommen, Energie 
verbraucht. Diese Energie kann nur von der auf dem Fundament 
befestigten Maschine herriihren. 

Diese Einwanderung von Energie aus <iter Maschine in das 
Fundament hat Sommerfeld 67) sehr schon nachgewiesen. Er 
befestigte einen kleinen Elektromotor auf einem Tisch und 
brachte an der Motorachse ein kleines exzentrisches Schwung
gewicht an, wodurch beim Ingangsetzen vertikale und horizontale 
periodische Krafte auf den Tisch, dessen Beine am Boden fixiert 
waren, ausgeiibt werden muBten. Zunachst steigerte man die 
Umlaufzahl und fand, daB bei n = 310 die ganze Tischplatte 
horizontale Bewegungen von 5 mm Amplitude machte. Offenbar 
war 310 die Eigenschwingungszahl des Systems von TischfiiBen 

Hort, Schwingungslebre. 2. Auf!. 13 
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und Platte. Versuchte man nun durch Steigern der Klemmen
spannung die Umlaufzahl weiter zu steigern, so ergab sich, daB 
dies nicht moglich war; trotz starkerer Stromaufnahme blieb die 
Umlaufzahl 310 (siehe Fig. 106). Die yom Motor aufgenommene 
Energie wurde zur Aufrechterhaltung der Tischschwingungen ver
zehrt. Erst bei starkerer Stromaufnahme stieg die Umlaufzahl 
unter Beruhigung der Tischschwingungen, urn bei 750 wieder kon
stant zu werden unter erneutem heftigen Schwingen des Tisches. 
Diesmal zitterte die Platte allein, aber nur in vertikaler Richtung: 
750 war die Eigenschwingung der Platte fiir sich betrachtet. 

0,1' 0,5 0,6 0,7 Amp. 

Fig. 106. Versuch Sommerfeld. 

~ 

i 
~ 

700 

600 

500 

700 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, daB ein Mitschwingen des 
Fundamentes auch einen schlechten mechanischen Wirkungsgrad 
der Maschine im Gefolge haben muB. 

Vber die Art d~r Fundamentschwingungen sind zahlreiche 
Experimentaluntersuchungen angestellt worden, deren Ergebnisse 
sich allgemein wie folgt zusammenfassen lassen: 

a) Die Fundamentbewegungen kennzeichnen sich als gleich
zeitig auftretende Kippungen, Drehungen im Horizont, vertikale 
und horizontale Verschiebungen, von denen sich bei Kolben
maschinen die beiden letzten Arten, hervorgerufen durch die 
Massendriicke der hin und her gehenden Getriebeteile besonders 
stark bemerkbar machen. 
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Die Frequenz der vertikalen Schwingungen ist gleich der Um
laufzahl der Maschine, wahrend bei den horizontalen Verschie
bungen infolge der endIichen Lange der Schubstange noch eine 
Oberschwingung von doppelter Frequenz auftritt. 

b) Die wesentIiche Aufgabe, die Eigenfrequenz eines Funda
mentes in einem gegebenen Boden vorauszuberechnen, ist noch 
nicht gelost. Aus vorIiegenden Versuchen kann geschlossen werden, 
daB es moglich sein wird, durch weitere eingehende Experimental
untersuchungen zur Kenntnis der die Eigenschwingung eines 
Fundamentes beherrschenden Verhaltnisse zu gelangen 68). 

§ 50. Fortpnanzung von Erschiitterungen, insbesondere von 
Maschinenschwingungen im Erdboden. 

Die Fortpflanzung von Erschiitterungen im Erdboden wird 
mit Hilfe der Theorie der Wellenausbreitung in elastischen Kor
pern behandelt. 

Nach dieser Theorie werden die Eigenschaften eines elastischen 
Korpers bestimmt durch folgende GroBen: 

e = Dichte = Masse der Volumeinheit (in absoluten Ein-
heiten = spezifisches Gewicht). 

E = Elastizitatsmodul. 

G = Gleitmodul. 

Statt des Gleitmoduls G kann man auch die Poissonsche 
Konstante a einfiihren, die mit E und G durch die Beziehung 

oder 

zusammenhangt. 

E 
G = 2 (1 + a) 

0= 
E-2G 

2G 

In manchen Schriften wird als Poissonsche Konstante der 
reziproke Wert von a 

benutzt. 

1 
m=

o 
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SchlieBlich kann man statt E und Gauch die beiden Lam e
schen Elastizitatskoeffizienten A und II heranziehen, die sich in E 
und G wie folgt ausdrucken: 

o 
}, = (1 + 0) (1 - 20) E , 

1 
u = -------. E 

J 2 (1 + a) . 

Die Untersuchung der partiellen Differentialgleichungen, die 
die Wellenbewegungen in einem so definierten Korper beherrschen, 
ergibt, daB grundsatzlich zwei Arlen von Schwingungen moglich 
sind, namlich longitudinale oder Verdichtungswellen und 
transversale oder Scherungswellen. Bei den ersteren liegt 
die Schwingungsrichtung des einzelnen Teilchens' in der Fort
pflanzungsrichtung der Welle, bei den letzteren senkrecht dazu. 

Wesentliches Ergebnis der Wellentheorie der elastischen 
Korper ist, daB die Fortp£lanzungsgeschwindigkeiten der heiden 
Wellenbewegungen sich aus den elastischen Konstanten wie folgt 
berechnen: 

FUr die longitudinale Bewegung: 

V1 = V: (i-;~~o)' 
fur die transversale Bewegung: 

Aus diesen Ansatzen findet man durch Division, daB das 
Verhaltnis der heiden Geschwindigkeiten schon durch die Pois
son sche Konstante geliefert wird: 

oder 
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Die seismographischen Untersuchungen der Erdbeben ge
statten nun die beiden Geschwindigkeiten Vl und V2 in den 
obersten Erdschichten aus den Seismogrammen zu ermitteln wie 
folgt: 

Vl = 7,17 km/sek, 

V2 = 4,01 kmjsek. 

Das VerhiUtnis der Geschwindigkeiten ist also 

V l 7,17 
V2 = 4.01 = 1,788, 

woraus sich die Poisso nsche Konstante fur die obersten Schichten 
der Erdrinde findet: 

a --:- 0,27 69). 

Das Auftreten der beiden Wellenbewegungen wird auch be
obachtet bei der seismometrischen Aufnahme von Bodenerschutte
rungen, die von Sprengungen herruhren. 

Ein solches Seismogramm, welches bei der Detonation von 
1 kg Dynamit in 600 m Entfernung aufgenommen wurde, zeigt 
Fig. 107. In ihm bezeichnen Bl bzw. B2 die Ankunft der longi
tudinalen bzw. transversalen Bodenwellen, wahrend L die An
kunft der von der Explosion herruhrenden Lufterschutterung an
zeigt. Aus den Zeitunterschieden tL - tBl und tL - tB2 des Dia
grammes, zusammen mit der Entfernung 8 und der Schall
geschwindigkeit in der Luft VL = 342 [misek-l] konnen Vl und 
V2 berechnet werden. 

Aus einer Reihe so angestellter Versuche, bei denen 8 bis zu 
1000 m variiert wurde, ergab sich im Mittel 

Vl = 3,13 [km/sek] , 

V2 = 1,76 [km/sek] , 

woraus sich wiederum die Poissonsche Konstante 

a = 0,27 70) 

ermittelt. 
Neben den longitudinalen und transversalen Bodenwellen 

treten nun noch die von Lord Rayleigh zuerst erkannten 
Oberflachenwellen auf, die sich sowohl bei der seismographi
schen Au£nahme von Erdfernbeben, wie auch bei Erderschutte
rungen auf nahe Ent£ernungen bemerkbar machen. die z. B. vom 
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Abfeuern von Geschiitzen herriihren. Die Fig. 108 zeigt ein der
artiges Geschiitzseismogramm, welches beim Abfeuern einer 
13 cm-Kanone aus 900 m Entfernung aufgenommen wurde.71) 

Bl und B2 sind wieder die beiden Bodenwellenarten, wahrend 
bei 0 die Oberflachenwellen ankommen. Deren Aufzeichnung 

wird jedoch bald durch die mit etwas geringerer Geschwindigkeit 
lIachfolgenden Luftschallwellen (die vom Knall des Geschiitzes 
herriihren) bei L gestort. Nach dem Abklingen der Luftschall
wellen treten die Oberflachenwellen hervor und ergeben mehrere 
Maxima. 
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Fig. 109 steUt das Schaubild 72) einer makroseismischen Storung 
(Mexikanisches Erdbeben vom 15. IV. 1907) dar, und zwar deren 
Ost-West-Komponente, wie sie vom 1200 kg-Pendel der Gottinger 
Erdbebenwarte verzeichnet wurde. Die Buchstaben B 1B 20 haben 
dieselbe Bedeutung wie oben, nur treten jetzt noch die Wellen
gruppen B1R1, B1R2 , BIRa und B 2 R1, B2R2, B2Ra hinzu. Diese 
entstehen durch ein bis zweimalige Reflexion der Wellen Bl 
und B2 an der Erdoberflache. Sie machen das Seismogramm 
natiirlich schwer lesbar, weshalb besondere Dbung dazu gehort, 
den Beobachtungssto££ einer Erdbebenstation richtig zu werten. 

Jederualls ergibt sich aus unserem Seismogramm schon die 
infolge der viel groBeren Entfernung des StOrurigsherdes wesent
lich langere Dauer der Zeitunterschiede zwischen den einzelnen 
Storungsarten. 

Dber die Fortpfianzung von Maschinenschwingungen im Erd
boden gibt eine Arbeit von L. Min t r 0 p 68) ausfiihrlich Auskunft. 

Mintrop steUte seine Messungen mit einem von ihm ge
bauten transportabeln astatischen Horizontalseismographen an 
(vgl. § 19), dessen Konstanten (fUr die unempfindlichste Ein
stellung) waren: 

Ungedampfte Eigenschwingungsdauer T = 0,69 sek, 
.i\.quivalente Pendellange L = 0,119 m, 

Indikatorlange . . . . . J = 212 m, 
IndikatorvergroBerung . - . V = 1780m, 
Dampfungsverhaltnis. . E = eA = 3,4 . 

Aus dem Damp£ungsverhaltnis berechnet sich die GroBe 2 J 
der Gleichung (7) im § 19 wie folgt: 

2 0 _ 2A _ 210gnatE _ k- 1 
-T- T -1,77se . 

Die IndikatorvergroBerung konnte bis auf 11 300 gesteigert 
werden. 

Mit diesem Instrument gelang es, die Erdbodenerschiitterungen, 
die von den 100- bis 4OO-pferdigen Gasmotoren des Gottinger 
Elektrizitatswerkes ausgingen, nicht nur bis in Ent£ernungen von 
1240 m vom StOrungsherd in ihrer Amplitude zu messen, sondern 
auch so vergroBert zu registrieren, daB sie einer harmonischen 
Analyse unterworfen werden konnten, 
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Die Analyse ergab eine horizontal gerichtete Grundschwingung 
in der Umdrehungsperiode der erregenden Maschine und eine 
doppelt so sclmelle Oberschwingung. 

Die Amplitudenbestimmung ergab Bodenbewegungen bis etwa 
0,003 mm in der Nahe der Maschine, die infolge der Bodendamp
fung in 1240 m Entfernung auf etwa den 100. Teil abnahmen. 

§ 01. Biegungsschwingungen rasch rotierender Wellen. 

Die Entwicklung des Maschinenbaues kennzeichnet sich in 
bemerkenswerter Weise durch den Vergleich von Tourenzahlen 
in alter und neuer Zeit. N ewco mens Pumpen machten vielleicht 
20 Rube in der Minute, und Watt kam etwa bis zu lJmlauf
zahlen von 60. Normale Betriebsdanipfmaschinen machen heute 
120 bis 180 Touren; schnellaufende Dampfmaschinen gehen bis 
800 und kleinere Elektromotore sowie Verbrennungskraftmaschinen 
weit uber 1000 hinaus. Gegenuber dieser Entwicklung der Ge
schwindigkeiten war aber der Schritt, den Laval in den 80er 
Jahren tat, ein ganz besonders kuhner. Er lieB seine Dampftur
binen sofort mit 10 000-20 000 Umdrehungen laufen. Die damit 
sich ergebenden Schwierigkeiten der Ausbalancierung der Rader 
Buchte er natiirlich zunachst auf dem gewohnlichen Wege genauer 
Arbeitund Montage zu uberwinden, bald aber zeigte sich, daB 
die kleinen Unvollkommenheiten in der Zentrierung der umlau
fenden Massen gar nicht zu beseitigen waren. Glucklicherweise 
machte er nun die Beobachtung, daB der unruhige Lauf seiner 
Maschinen sich nur bei bestimmten Umlaufzahlen ein:stellte, und 
daB die Bewegung bei einem gewissen Abstand von diesen Um
laufzahlen um so ruhiger war, je biegsamer die Welle kon
struiert wurde. Damit war der Begriff der kritischen Um
la ufzahl erfahrungsma.Big festgelegt. Bald folgte auch die theo
retische Behandlung der Sache nacho In den einschlagigen Arbeiten 
von Rankine, Reynolds und Fopp173) besitzen wir eine 
klassische Darstellung der Theorie der Laval-Turbinenwelle. 

1m Grunde ist die Sachlage einfach: Ein von einem Krafte
paar aP beeinfluBtes Rad (Fig. 110) sucht stets um eine durch 
seinen Schwerpunkt S gehende Achse zu rotieren, wenn auch 
die Achse des Kraftepaares nicht durch den Schwerpunkt geht; 
der Spurpunkt M der A"hse des Kraftepaares beschreibt dann 
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einen Kreis um den Schwerpunkt. Beim exzentrisch aufgekeilten 
Turbinenrad ist diese Sachlage gegeben. 

Das Kraftepaar wird durch den Wellenspurpunkt eingeleitet, 
und dieser wurde eine Drehbewegung um den Schwerpunkt machen 
wenn die Welle etwa ein vollkommen unelastisch biegsamer Faden 
ware. Da aber die Welle elastisch ist, suchen die transversalen 
Biegungskrafte den Schwerpunkt des Rades zu verschieben. 
Somit treten die Biegungskrafte in Wechselwirkung mit den 
BeschleunigungskrMten des Rades, und es kommt ein 
Schwingungsvorgang zustande. 

y s 

" I 
I 

:c I 
I 

1/,1 
I 
I 
I X 

o~ x. x 

Fig. 110. Krafteangriff am Turbinenrad. Fig. Ill. KoordinatenderTurbinenradbewegung. 

x, Y (Fig. 111) seien die Koordinaten des Schwerpunktes S, 
Xl' YI die des Wellenspurpunktes M; in 0 projiziere sich die 
Verbindungslinie der Wellenlager, e ist das Ma.B der "Exzentrizi
tat" des Rades. Die beiden Durchbiegungskomponenten xl' YI 
uben auf das Rad verschiebende Krafte -c Xl und -c YI aus; 
hier ist die Biegungskonstante oder Federungszahl c aus 
den Wellendimensionen nach den Regeln der Elastizitatslehre zu 
berechnen. 

Die Differentialgleichungen fur die Bewegung des Schwer
punktes S schreiben sich dann unter VernachIassigung der Schwere 
mit der Radmasse M: 

(1) 1 
d2X 

M dt 2- = -c(x - ecos<p) , 

d2 

~M dt~ = -c(y - e sin<p) , 
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Hier ist nun fur den Winkelweg q; des Rades einzufuhren q; = w t, 
wo w die annahernd konstant gedachte Umlaufgeschwindigkeit 
der Welle bedeutet. 

Der Ansatz (1) fohrt so auf zwei. Differentialgleichungen mit 
von der Zeit abhangigen periodischen St6rungsfunktionen, 
durch deren Integration man zu dem Ergebnis kommt, daB die 

Eigen-Biegungsschwingungszahl Y; der Welle verschieden sein 

muB von der Umlaufzahl w. Die Zahl Wt = -V ; ist somit fiir 

die betrachtete Maschinenanordnung eine kritische in dem 

Sinne, daB fiir w = V ~ die Schwerpunktsversqhiebungen x und y 

unzulassig (unendlich) graB werden, me sich aus dem allgemeinen 

Integrall ~ = A sin 1 /e. t + B cos 1 Ie t + _ _ce -- cos w t , 
V M· V M c-Mw 2 

(2) . Vlc- Vie ce. y = C sm -- t + D cos . - t + ----- sm w t 
M M c-Mw 2 

sofort ergibt. 
Die Schwingung hat somit scheinbar Ahnlichkeil; mit einer 

Resonanzerschein ung. 
Die gegebene DarsteHung schlieBt sich an die Auffassung von 

A. Foppl an, die vor aHem dadurch bemerkenswert ist, daB sie 
den fruher vielfach zur Erklarung herangezogenen Begriff des 
"Einstellens des Rades auf eine freie Achse bei hohen Umlauf
zahlen" zuruckweist. Die Sache hat mit einer Kreiselwirkung gar 
nichts zu tun, schon aus dem Grunde, weil die Drehungsgleichung 
des Rades ganz beiseite bleibt. 

SoIl jetzt die Drehungsgleichung herangezogen werden, so 
wollen wir zugleich die Wirkung der Schwere des Rades in Rich
tung der y-Koordinate in Rucksicht ziehen, wenn die Richtung 
der Wellenachse mit der x y-Ebene den Winkel fJ einschlieBt. 

Dann schreiben sich die Verschiebungsgleichungen (1): I d2X 
M dt2 + c(x - ecosq;) = 0 , 

(3) d2 

Mdt~ + c(y - esinrp) = -·MgsinfJ . 
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(4) 

(5) 

Hierzu gesellt sich die Drehungsgleichung: 

d2 q; e dt2 = ce(ycosq; - xsinq;) . 

Zunachst bemerken wir, daB: 

ce 
x = M -2- cos(wo t + q;o) ; 

c- Wo 

y = ~Me 2 sin(wo t + q;o) ; 
c- Wu 

cP = ('Po + Wo t) 

eine strenge Losung des Systems (3), (4) ist, wenn die Wirkung 
des Gewichtes Mg vernachlassigt wird, oder die Welle mit fJ = 0 
vertikal steht. CPo und Wo sind zwei Integrationskonstanten, d. h. 
wir setzen voraus, daB die Bewegung zur Zeit t = 0 und mit 
einem Winkelweg des Rades q; = q;o und einer Drehgeschwindig
keit W = roo beginne. Ansatz (5) stellt also eine in streng em 
Sinne mogliche LOsung dar. Diese Losung ist mit jeder auf die 
Lage x, y des Schwerpunktes bezuglichen Anfangsbedingung 
vertraglich. 

Berucksichtigen wir nun Mg sinfJ, so ist (5) nur noch als an
genaherte Losung verwendbar, die wir jetzt prufen wollen. 

Zunachst schreiben wir mit: 
, MgsinfJ 

(6) Y = y + Yo = Y + ---=--'-
c 

die Gleichungen (3), (4) wie folgt: 

d2 x 
M dt2 + c(x - ecosq;) = 0 , 

d2 , 

(7) M dt~ + c(y' - esinq;) = 0 , 

e ~2t~ + ce(xsinq; - y' cosq;) = -eMgsinfJcosq;. 

Gehen wir nun mit dem Ansatz (5) in dieses Gleichungs
system ein, so werden die beiden ersten Gleichungen erfiillt; da
gegen bleibt von der dritten noch der Rest ubrig: 

d2q; 
(8) e ;{t2 = -eM g sinfJ cosq; , 
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den wir zur Berechnung einer Korrektur der Winkelgeschwindig
keit Wo benutzen. 

1m ubrigen ist es wichtig, festzustellen, daB eine Kombination 
der Ansatze (5) und (2), etwa: 

e,x2 
x = A sin,xt + Bcos,xt + 2 2 cos(wot + lPo}, 

,x - Wo 
e ,x2 

y = Osin,x t + Dcos,x t + 2 2 sin (wot + 'Po), 
,x - Wo 

(5a) 

'P = 'Po + lPo t , 

wo ,x2 = ~ gebracht ist, keine Losung des Ansatzes (3), (4) fur 

die senkrechte Welle (fJ = 0) darstellt. 
Nach Multiplikation mit dlP = W dt und Integration ergibt 

sich aus (8): 

(9) 
2 2 2 e .. ZI1 g sin{J . 

W = Wo - ---- sm lP e 
oder, da wir die Korrektur als klein voraussetzen durfen: 

eM gsin{J . 
W = Wo - ~ e smlP· 

o 

Setzen wir nun die Integrationskonstante Po = 0 und zur Ab
kurzung: 

so wird: 

eMgsin{J 
------=B 

woe ' 

(10) W = Wo + B sin Wo t 

und hieraus durch Integration: 
t 

(ll) lP j~ dt = Wo t - ..!....... (coswo t - 1) . 
Wo 

o 

Diese Ansatze sind in die aus (7) folgenden Gleichungen: 

(lla) 
{ 

d2x 
M dt2 + ex = cecoslP, 

d2y' 
M dt2 + cy' = cesinlP 
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mit 

cosrp = coswot + ~ (coswot - 1) sinwot, 
Wo 

.einzutragen, wodurch wir erhalten: 

{
M dd2: + ex = e e(coswo t - ~8inwo t + --~- sin2 Wo t) , 

t Wo 2 Wo 

d2y' (, e e ) ( . e e ) M -d 2 + e y + -2- = e e sm Wo t + - cos Wo t - --- cos 2 Wo t . 
t Wo Wo 2 Wo 

Aus der Gestalt der Storungsfunktionen auf der rechten Seite 
sieht man sofort, daB die -erzwungenen Schwingungen mit den 
Frequenzen Wo und 2 Wo erfolgen miissen. Mit den unbestimmten 
Integrationskonstanten AI' B I , A 2, B2, ~I' ~2' fJI' fJ2 konnen wir 
also schreiben: 

x =A1cos(wot + ~l) + B1coS(2 wot + (h), 

y' + 2ee =A2 sin(wo t + ~2} + B2 sin (2 Wo t + fJ2) , 
Wo 

wo sich die Integrationskonstanten durch Eintragen in (12) be
stimmen zu: 

A =A = ee-vwr+~ 
1 2 Wo (e - M w5) , 

Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, daB im Falle der 
wagerechten Welle sowohl die Drehzahl: 

(J)o = V; 
wie auch 
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AnlaB zu unzulassigen Schwingungserscheinungen geben kann, 
daB also neben der eigentlichen Biegungsschwingungszahl auch 
deren halber Betrag eine kritische Drehzahl ist74). 

Ferner stellt sich die Bewegung des Wellenmittelpunktes im 
allgemeinen dar als eine epizykloidische nach Fig. 112 mit dem 
Grundkreis des Radius AI' auf dessen 
Umfang mit der Kreisfrequenz Wo 

der Mittelpunkt des zweiten Kreises 
vom Radius Bl gleitet. Der Fahr
strahl dieses zweiten Kreises, dessen 
Endpunkt die Bewegung des Wellen
mittelpunktes beschreibt, dreht sich 
mit der Kreisfrequenz 2 Wo • 

Bei der Ausfiihrung von Turbinen
wird die Annahme nur einer rotieren-

Fig. 112. Epizykloidische Bewegung 
den Scheibe keineswegs ausreichen; des WelIenmitteJpunktes. 

immer werden vielmehr mehrere Ra-
der vorhanden sein. Handelt es sich schlieBlich um die Bewegung 
raschlaufender Transmissionswellen, so muB auch noch die Eigen
masse der Welle beriicksichtigt werden. Diesen verwickelteren 
Anforderungen werden die Darlegungen von Stodola 76) in seinem 
bekannten Handbuche der Turbinentheorie gerecht, die zum Teil 
auf Arbeiten von Dunkerley beruhen, zum Teil von Stodola 
selbst herriihren. 

In erster Linie ist das Resultat bemerkenswert, daB bei Be
riicksichtigung des Eigengewichts oder bei Annahme einer groBen 
Zahl von gleichmaBig iiber die Wellenlange verteilten Radern die 
Theorie auf eine Reihe von kritischen Umlaufzahlen fiihrt. 

Dabei ist die Wirkung einer gleichmaBig verteilten Zahl von 
Radern und die Wirkung des Eigengewichts insofern verschieden, 
als im letzteren FaIle die kritischen Umlaufzahlen unabhangig 
vom Wellendurchmesser sind. Stodola 76) schlagt ffir sie die Be
nennung: Kritische Umlaufzahlen zweiter Art vor, die 
allerdings im allgemeinen so hoch liegen, daB sie als ungefahrlich 
betrachtet werden konnen. 

Die Existenz jener Umlaufzahlen (bei gleichmaBig verteilter 
groBer Raderzahl) hat Stodola iibrigens auch experimentell 
festgestellt ; a us seinen Versuchen sei der folgende hera us
gegriffen: 
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Glatte Welle 3,5 mIn Durchmesser, Entfernung der Lagermitten 
536 mm; 

Kritische Umlaufzahl pro Minute: 
theoretisch 3690 9400 18 400 

beobachtet 3200 8200 17 000 

Die Abweichung cler Beobachtung von der Rechnung ist auf 
den Umstand zUriickzufiihren, daB die Wellenlager auf einem zu 
leichten Fundament befestigt waren, so daB dieses ins Mit~ 

schwingen kam. Die Ursache der Erscheinung ist im § 49 erortert. 
Fiir den Fall einer kleinen Scheibenanzahl, bis etwa 4, hat 

Dunkerley??) eine empirische Formel gegeben, welche mit hin
reichender tJbereinstimmung mit den Beobachtungen fiir prak
tische Zwecke bequem ist. 1st Wo die kritische Umlaufzahl einer 
glatten Welle, WI die kritische Umlaufzahl derselben Welle mit 
einem Roo 1 ohne Beriicksichtigung des Eigengewichtes, WI die 
kritische Umlaufzahl mit einem Rad 2, so ist die kritische Um
laufzahl der mit den Radern 1 und 2 gleichzeitig besetzten Welle 

WOW1 w2 w= . 
,/ 2 2 2 2 2 2 
fWj W2 + Wo Wt + WOW2 

Stodola 78) hat dann auch noch den EinfluB der Schiefstellung 
der Rader diskutiert und gefunden, daB die Schiefstellung eine 
Anderung der kritischen Umlaufzahlen im Gefolge hat 79). 

§ 62. Verhalten rasch umlaufender Wellen im Gebiete der kritischen 
Drehzahlen, bei Beriicksichtigung der Bewegungswiderstande. 

Der Ansatz von A. Foppl im vorigen Paragraphen liefert die 
Bahn des Schwerpunktes x, y des umlaufenden Korpers als Zu
sammensetzung 

(1) { 
X=X1 +x2.' 

Y = Yl +Y2 

zweier Bahnen, na.mlich des Kreises: 

(2) { 

cew2 
Xl =--M~coswt, c- W 

c2 w 2 
Y = ------ sin W t 

1 C -Mw2 
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und der Ellipse: 

(3) { x, ~ A'iny ~' +B'OSY~" 
. Y2 = Csin Vi t + Dcos -V it. 

Die Bestimmung der Integrationskonstanten A, B, C, D in (2) 
findet sich aus den Anfangsbedingungen, und die Ellipse wird in 
den meisten praktischen Fallen, bei denen es sich ja um Rota
tionskorper, die keine radialen Asymmetrien aufweisen, handelt, 
mit groBer Annaherung ein Kreis sein. 

Die aus (2) und(3) zusammengesetzte Bahn wird also im 
allgemeinen mit einer gewohnlichen Epizykloide groBe !.hn
lichkeit haben, fiir die die Koordinaten xl> Yl den Grund
kreis kl' X2 , Y2 den Rollkreis ka liefern, und die Ansatze (2) 
und (3) sind der Ausdruck dafiir, daB der Grundkreis vom 
Mittelpunkt des Rollkreises mit der Kreisfrequenz der Drehungs
bewegung, der Rollkreis oder Schwingungskreis vom Schwer
punkt mit der Kreisfrequenz der Biegungsschwingung durch
laufen wird. 

Es ist nun bemerkenswert, daB die Radien der beiden Kreise 
sich durch vollig voneinander verschiedene Umstande bestimmen. 

Der Radius '2 des Rollkreises ist gegeben durch dieBiegungs
verhaltnisse der Welle des rotierenden Korpers, sowohl durch ihre 
Biegungseigenschaften als auch durch ihren anianglichen Biegungs
zustand, wahrend der Radius des Grundkreises 

ce 
r1 = c -MlO 2 

oder mit der (kritischen) Biegungsschwingungszahl: 

-V ~ = lOb 

lo~ 
r 1 = e 2 2 

Wk- W 
(4) 

in erster Linie von der stets kleinen Exzentrizitat e und ferner 
von dem Abstand der kritischen Drehzahl lo von der Biegungs
schwingungszahl Wk abh1i.ngt. Ist dieser Abstand nicht sehr 
klein, so kann r1 gegen r2 als klein angesehen werden. 

Hort, Schwingungsll'hre. 2. Aufl. 14 
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Unter diesen Umstanden kann sich die Gestalt der Epizykloide 

x = Xl + x2 , 

Y = Yl + Y2 

nicht sehr weit von der Kreisgestalt entfernen, wie sich aus der 
Fig.1l3 ergibt. In dieser sind mit unverandert festgehaltenem r1 

die Epizykloiden ge
zeichnet, bei denen der 
Grundkreis mit Kreis
frequenzen von W = 0 
bis Wo = 2 Wk durch
laufen wird. 

Fur W = 0 und 
W = Wk wird die Epi
zykloide genau ein Kreis 
(im letzteren Fall ist 
davon abgesehen, daB 
fur W = Wk der Radius 
des Grundkreises "un
endlich" groB wird); fUr 
alle anderen Werte von 
W entfernt sich die Epi-

Fig. 113. Rreisnahe Bewegungsformen des Wellen· kl 
mittelpunktes. zy oide nicht weit von 

der Kreisgestalt, auch 
nicht im Fane kleiner Abweichungen der Drehgeschwindigkeit Wo 

von Wk; die Epizykloide hat dann spiraligen Charakter. 
In erster Annaherung also, so konnen wir sagen, ist die Bahn 

des Schwerpunktes ein Kreis, um einen Punkt als Mittelpunkt, 
der vom geometrischen Wellenspurpunkt um eine gegen den 
Radius kleine GroBe entfernt ist. 

Wesentlich ist nun die Bemerkung, daB die Fopplsche 
Losung, ebenso wie unsere Annaherungslosung, an die l)}xistenz 
gewisser Anfangsbedingungen der Bewegung geknupft ist. 

Diese Anfangsbedingungen hatten Festsetzung zu treffen uber 
die Schwerpunktslage und -bewegung zur Zeit t = 0,' die am 
kiirzesten durch Angabe der Koordinaten xo' Yo und der Ge· 

schwindigkeiten (dX) und (d y) bezeichnet wird. Zu diesen 
dt 0 dt 0 

Angaben tritt dann noch die Festsetzung uber die Anfangs-
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bewegung der im Rade festliegenden Strecke e = SM durch den 
Winkel f{Jo' 

Bildlich handelt es sich also um die Anfangsgestalt des Drei
ecks OMS und die Anfangsgeschwindigkeit seines Eckpunktes S 
(Fig. 114), nach deren Feststellung die Bewegung anf Grund der 

Fopplschen Losung mit unverander

!J 
x 

Fig. 114. Anfangsbedingungen der 
Tnrbinenradbewegnng. 

lichem 0)0 vor sich gehen kann. 
y 

o 
M 

e 
,s 

Fig. 115. Natiirliche Lsge des 
Tnrbinenrades. 

Nun ist es aber praktisch unmoglich, Anfangsbedingungen 

der beliebigen Zusammenstellung xo, Yo, (dX) , (d y) , f{Jo' 0)0 
dt 0 dt 0 

technisch herzustellen, weil jeder Bewegungszustand, den wir an 
einer Maschine erzeugen konnen, von einem ganz bestimmten 
Anfangszustand, namlich dem der Ruhe, ausgehen muB. Insoweit 
sind wir also in der Wahl der Anfangsbedingungen beschrankt, 
und im vorliegenden Fall kann niemals praktisch bewiesen werden, 
daB die Fopplsche Bewegung jede beliebige Anfangsgestalt des 
Dreiecks OMS zulaBt, weil alle Bewegungen ausgehen mussen 
von einer sehr spezieIlen Anfangsgestalt, namlich der in Fig. 115 
gezeichneten. 

Von dieser Gestalt gehen aIle Bewegungen, die wir dem System 
erteilen konnen, mit der Drehgeschwindigkeit 0)0 = 0 aus, und 
um zu anderen Drehgeschwindigkeiten zu gelangen, mussen wir 
von Anfang an die Voraussetzung des Fopplschen Ansatzes, 
namlich die Unveranderlichkeit der Drehgeschwindigkeit, ver
lassen. Wir konnen eine beliebig geforderte Drehgeschwindigkeit 
endIicher GroBe 0)0 nur hersteIlen, indem wir, von 0)0 = 0 aus
gehend, das drehbare System allmahlich beschleunigen. 

14* 
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Dies ist aber ein ganz anderer Vorgang, als der von Foppl be
handelte, zu dessen Untersuchung wir uns zunachst an das Ex
periment wenden. 

Die in Fig. 115 gezeichnete Anfangslage des Dreiecks OMS 
sei als die natiirliche Lage bezeichnet. Sie ist zunachst ge
geben durch die G3wichtswirkung des exzentrisch aufgekeilten 
Rades, durch die eine anfangliche Wellenfederung OM hervor
gerufen wird. Sehen wir von der GJwichtswirkung ab, so kann 
fiir 000 = 0 keine Durchfederung der Welle vorhanden sein. Eine 
solche tritt aber sofort auf, sobald das System in Drehung ver
setzt wird, indem die sich entwickelnde Zentrifugalkraft 
durchbi~gend auf die Welle zu wirken beginnt 80). 

0
1 

M S ". b±t---
Fig. 116. Exzentrisch befestigtes Tur
binenrad bei ganz langsamer Drehung. 

Fig. 118. Exzentrisch befestigtes Turbi· 
nenrad oberhalb der kritischen Drehzahl. 

Fig. 117. Exzentrisch befestigtes Turbi· 
nenrad unterhalb der kritischen Drehzahl. 

Mit dem Auftreten der Durch
federung I (Fig.1l6) beginnt aber 
die Welle, deren Kreisquerschnitt 
urn M als Mittelpunkt sich in 
Fig. 116 projiziert, zu schlagen. 
Es ist ublich, diese Wirkung durch 
Anhalten eines Schreibmittels 
an die schlagende Welle deutlich 
zu machen, wo bei man als 
Mitte der angezeichneten Strecke 
ar-b den Punkt U erhiilt. Er-

fahrungsgemaB liegt U bei kleinen Drebgeschwindigkeiten auf 
der Linie OMS auf derSeite von S. 

Die Erfahrung lehrt nun weiter, daB bei langsamer Steigerung 
der Drebgeschwindigkeit der Schwerpunkt S der Linie OM in der 
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Drehrichtung vorauseilt,etwa nach Fig. 117. Die Gerade OMS ist 
also in das Dreieck OMS iibergegangen, dessen Gestalt, abgesehen 
von e und /, durch den Winkel a = n - a1 gekennzeichnet sei. 
Zu jedem Winkel a gebOrt eine bestimmte Drehgeschwindigkeit; 
ersterer durchlauft den ganzen Bereich von n bis 0, wahrend 
die Drehgeschwindigkcit die kritische Zone W = Wk durch-

schreitet; oberhalb Wk ist im allgemdnen a < n ,d.h. das Drd-
2 

eck OMS hat die in Fig. 118 gezeichnete Gestalt. 
Die Auslenkungen r des Systemschwerpunktes Soder e des 

Wellenspurpunktfs M, die nach dem vorigen Paragraphen bei 
W = Wk unendlich wer
den miissen, bleiben in 
endlichen Grenzen. 

o 

30 

· 
• 1. 

· 

· 

Nach Versuchen von ! 60 

Stodola gestaltet sich C6 90' 

der VerIauf von a und e 
beispielsweise nach Fi- 120 

gur 119, welche beide 150 

GroBen auch nach rech-
1"oJ50 

nerischerErmittlung zur 
Darstellung bringt 81). 

min hb ~"~!m 

r? 

I 
m. 

. 
b t 

, I»,~ :SL~~ 
P"J I \ 
II . -1 -

- - - -
~oo "n-IfJ8 l/~O ~ ::'tml./Min550 

Fig. 119. Versuche Stodolas. 

Zur Erklarung dieses vom friiheren abweichenden Verhaltens 
der Welle haben wir die bisher vernachlassigten Bewegungs
widerstande heranzuziehen, die den Schwingungsvorgang beein
flussen, ahnlich wie wir friiher bei einfacheren Sachlagen eben
falls Reibungswiderstande verschiedener Art in Rechnung setzen 
muBten. 

Bei rotierenden Wellen mit aufgesetzten Riidern ist es in 
erster Linie die hydrodynamische Reibung des umgebenden 
Mediums, also der Luft, des Dampfes oder des Wassers, welche 
die Bewegung des Systems beeinfluBt. 

Wir setzendiese Reibungskraft der Geschwindigkeit pro
portional und wir denken sie uns am Wellenspurpunkt angreifend. 

Das der Ansetzung der Bewegungsgleichungen zugrunde zu 
legende Kraftesystem zeigt Fig. 120. Hier ist der Widerstand W, 
proportional der Geschwindigkeit v von M, hinzugekommen. Wir 
setzen also: 
(5) W= bv 
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und vervollstandigen demnach unsere Bewegungsgleichungen (1) 
aus § 51, die fiir den Schwerpunkt x, Y gelten, durch Hinzufiigen 

der beiden Komponenten von W, 

namlich b aX1 und b aY1 auf 
S at at 

'" 

x 

deren linken Seiten, indem wir 
schreiben: 

Um nun iiberall in diesen An-
Fig. 120. Angriff der Dilmpfung am "t P k "b 

Turbinenra<l. sa zen zum un te Xl YI u er-
zugehen, haben wir auch in 

den ersten Gliedern x durch Xl + ecoswt, bzw. y durch YI + esinwt 
zu ersetzen und erhalten: 

(7) { 
M(x;' - ew2 coswt) + bx{ + eX1 = 0, 

M(y;' - ew2 sinwt) + by; + eYl = o. 

Mit ~ = b' und ~ = iX 2 erhalten wir hieraus: 

(8) { 
x{' + b'xl + iX 2 Xl = e w 2 cos w t , 

y{' + b' Yl + iX 2 Yl = e w2 sinw t . 

Dies sind zwei Schwingungsgleichungen schon oft von uns be
handelter Form mit Storungsfunktion, deren erzwungene 
Losung wir unmittelbar nach § 13 bestimmen konnen mit 

(9) 

wo 

(10) 

zu setzen ist. 
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Hier ergibt sich zunachst, daB die Auslenkung e des Spur
punktes 

(11) e= ---
y(cx 2 -=- ( 2)2+l/2 w 2 

wird und einen urn 01 kleineren Winkel als e = MS mit der 
x-Achse einschlieBt. Die Strecke e und damit der Schwerpunkt 
eilt dem Radius e urn den Winkel 01 voraus, schlieBt also mit 
ihm einen Winkel 

(12) 

ein, fiir welchen gilt: 
b' w 

(13) tg () = a~2~ cx 2 • 

Fiir kleine (t) (w < IX) itlt () > n ; fUr (lJ = IX winl 
2 

(14) 
n ° = ~ 2 

urn slch fur weiter wachsende w dem Wert Null zu nahern; S £alIt 
dann zwischen 0 und M, wie es auch der Versuch ergibt. 

Die Auslenkungen e blei-
ben bei dieser Zunahme von 
w endlich ; sie ha ben ein 
Maximum, dessen Lage durch 
Auflosung von 

oe 
-=0 ow (15) 

ermittelt werden kann. 

y 

Das gleiche Ergebnis, X 
welches im vorhergehenden C ~:"--+ _________ -3Joo_ 

mit Hilfe der Bewegungs- Fig. 121. Zusammensetzung der Kriifte am 
Turbinenrad. 

differentialgleichungen ge-
wonnen wurde, kann man auch durch unmitte1bare Untersuchung 
der wirkenden Krafte erhalten. 

In Fig. 121 sind am Schwerpunkt S angebracht: 
1. Die Zentrifugalkrafte Mw2e und Mw 2 e, als Kompo

nenten der wirklich vorhandenen Zentrifugalkraft M w 2 r 
(gestrichelt) . 
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2. Die elastische Kraft ce, von M nach S verschoben. 
3. Die Dampfungskraft bwe, von Mnach S verschoben. 
Man stellt die Gleichgewichtsbedingungen fUr diese Kra£te in 

Richtung und senkrecht zur Auslenkung e auf, wornit man findet : 

{ 
Mw2e - ce - Mw 2ecosa - bw t2 = 0, 

(16) 
bwe - Mw 2esina '= O. 

Hieraus £olgt: 
ew 2 M 

(17) 

e = ---~-===-==-=--_'C , 
-y(M w 2 - C)2 + b2 w 2 

bw 
tga =-----

Mw 2 - t: 

oder mit b' = ! wieder die Ansatze (11) und (13). 

§ 53. Torsionsschwingungen rasch rotierender Wellen. 

Die bisher betrachteten Untersuchungen betrafen nur die 
Biegungsschwingungen. Es muB aber bemerkt werden, daB eine 
Dampfturbinenwelle auch Torsionsschwingungen ausfiihren kann. 

Zu dieser Erkenntnis 

09" 'ITIO 

i 
-~!--

i 
k----------~-------

Fig. 122. Schematisches Bild einer Turbodynamo. 

kommt man sofort, wenn 
man bedenkt, daB zur 
tTbertragung des Momen
tes des stromenden Damp
fes von der TUrbine auf 
die Dynamo die Torsions
elastizitat des dazwischen
liegenden Wellenstiickes 
in Anspruch genommen 

wird. Die hier erforderlichen Vberlegungen gestalten sich sehr 
einfach, wenn man zur Aufstellung samtlicher Bewegungsglei
chungen die Methode von Lagrange benutzt. 

Wir wissen, daB sich mit Hilfe der kinetischen Energie L 
des zu untersuchenden Systems die Bewegungsgleichungen 
schreiben lassen in der Form: 

(1) 
d (OL) oL _ k 
dt a~; - ox - x, 
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wo die Zeichen auf der linken Seite einfach auszufiihrendeRechen
operationen bedeuten, wahrend leo; die betreffende Kraftkoordi
nate ist. 

Es handelt sich nun zunachst um die Aufsuchung von L fiir 
unser Turbinenrad, dessen Schwerpunkt sich bewegt und welches 
gleichzeitig Drehungen um seinen 
Wellenspurpunkt ausfiihrt. Y 

In Fig. 122 ist die zugrunde 
gelegte Anordnung allgemein 
skizziert. 

In Fig. 123 sei die xy-Ebene 
die Mittelebene des Turbinen
rades. M sei der Spurpunkt 
der Wellenachse, S der Schwer
punkt des Rades. M S = e ist die 
kleine Exzentrizitat des' Rades. 
~ 'YJ sei ein mit d,em Turbinenrad 
fest verbundenes Koordinaten-
system, dm ein Massenteilchen 

y 

Fig. 123. Die Koordinaten des 
Turbinenrades. 

des Turbinenrades. Die Koordinaten von M seien Xl' YI' die 
Richtung von M S sei cp. Die Bewegung ist derart, daB M sich 
in der X y-Ebene bewegt und das Rad sich um M dreht. Jedes 
Massenteilchen des Rades hat infolgedessen im festen Koordi
natensystem eine bestimmte Geschwindigkeit 

aus der sich L wie folgt berechnet: 

wo sich die Integration iiber das Rad zu erstrecken hat. 

(3) 

Nun ist nach Fig. 123 

{
X = Xl + e cos cp + ~ cos cp - 1} sin cp , 

y = Yl + e sincp + ~sincp + 'Y} coscp • 

Differenziert man diese Gleichungen nach t und beachtet, daB 
Xl' YI' f{J von t abhangig, aber ~ und 'Y}von t unabhangig sind, 
so folgt nach Addition: 
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(dX) 2 + (dY) 2 = (dXl)2 + (~_Yl)2 + e2 (~({J)2 + ~2 (d({J) 2 + 1]2 (d({J)2 
dt dt, dt dt dt dt dt 

- 2 xi e w sin({J + 2 Yl e W cos({J - 2 xi ~ w sin({J + 2 y{ ~ W cos({J 

- 2 xi 1] w cosq; - 2 Yl1] w sin({J + 2 e ~ w 2 • 

Bildet man jetzt: 

so wird 
fdm=M; 

I~dm = 0; 

f(~2 + 1]2)dm = 8; 

f1Jdm = 0 

und die kinetische Energie: 

(4) 

Jetzt flihren wir die unter (1) angedeuteten partiellen Differentia
tionen aus: 

(5) 

( oL. = M (dXl _ e d({J sin({J) ; 
odxJ dt dt 

dt 

oL (dYl d({J ) adYl = M de + edt cos({J ; 

dt 

aL 
----0 OYI - , 

oL . d({J (dX1 • dYl ) 
-~- = (e 2 M + 8)- - eM -sm({J - -cos({J , 
od({J. dt dt dt . 

dt 

Mit diesen GroBen lassen sich die Bewegungsgleichungen an
setzen. 
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Man findet: 

(6a) ~(~) _ oL = M {d2 Xl _ e [sincp d2 cp + coscp (dcp)2]} 
dt a ~'!fl aXI dt 2 

° dt2 dt 
dt 

(6b) ~(~_ \) _ aL = M {d2y! + e lcoscp d2 cp _ sincp (dcp) 2°1} 
dt ady! oy! dt2 dt2 dt ° 

dt 

= kg, 

(6c) ~( OL) _ aL = (e2M + 8) d2 cp _ eM l~2X! sincp _ d2y! coscp] = k . 
dt dx am dt 2 dt2 dt2 'P 0_1 • 

dt 

Zur Bestimmung der Krafte k fiihrt folgende Dberlegullg (Fig. 124). 
In der x-Richtullg wirkt nur die Biegekraft e Xl' und zwar sucht 
sie die Koordinate Xl zu verkleinern; sie mull deshalb negativ 
angesetzt werden: 

k", = -ex1 • 

In der y-Richtung wirken gleichfalls verkleinernd auf YI die 
Biegekraft e YI und die Schwerkraft g M; also 

ky=-ey!-gM. 

Die Biegungskonstante c ist aus den Wellendimensionen und aus 
den Auflagerbedingungen nach den Regeln der Elastizitatslehre 
zu berechnen. 

Die dritte Gleichung (6) ist 
die Drehungsgleichung des Tur
binenrades. Es kommen hier in 
Betracht die von den Kraften 
e Xl und e Yl und der Schwer
kraft ausgeiibten Momente, so
wie das auBere Antriebsmoment 
des auf die Schaufeln stromen
den Dampfes nebst dem Torsions
moment der Welle. 

In Fig. 124 eind die ersteren 

y 

C!1t 

cy, 
~----------------~~x 

Momente eingezeichnet. Die Fig. 124. Angriff der Schwerkraft am 
Turbinenrado 

Pfeilrichtungen fUr die lediglich 
verschiebende Wirkung der Krafte c Xl' C YI und g M sind der 
Deutlichkeit halber weggelassen. 
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O£fenbar ist anzusetzen: 

Moment von e Xl = - e Xl e sin<p , 

" 
" 

" e Yl = + e Yl e cos <p , 

" gM = --gM ecos<p • 

Das Angriffsmoment des Dampfes 
werde mit 9R bezeichnet und sei kon
stant gedacht. 

Fig. 125. Die Koordinate des 
Dynamomotors. 

Zur Festlegung des Torsionsmomen
tes der Welle ist noch dieBewegung 
des Dynamoankers zu betrachten. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns (siehe 
Fig. 125) im Anker eine Richtung R 
markiert, die bei der Drehung der 
Maschine mit der X -Achse den Win
kel {} bildet. Da die Welle torsions-

elastisch ist, wird {} im allgemeinen nicht gleich <p sein; der 
Winkel <p - {} gibt die Verdrehung der Welle auf die Lange l 
an. Dieser Verdrehung entspricht ein Torsionsmoment 

wo 

J = ~d4 
p 32 

ist. Dieses Torsionsmoment ist negativ in den Ausdruck fUr k", 
einzufiihren; es wird also 

k", = -gM ecos<p - eXI esin<p + eY1 ecos<p + 9R _ (<p _ fJ) G{p . 
Somit waren die drei Gleichungen (6) vollstandig. Es fehlt ganz 
nur noch die Bewegungsgleichung fUr den Dynamoanker. Diese 
kann sofort angeschrieben werden und lautet 

(7) 81 d2{} = -9R + (<p _ fJ) GJp 
dt2 l • 

Die vier Gleichungen (6) und (7) sollen dazu dienen, die vier 
Variabeln Xl' Yl' <p, {} als Funktionen der Zeit zu berechnen. 
Leider stellen sich der strengen wsung dieser Aufgabe Schwierig-
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keiten entgegen, so daB man sich mit Naherungs16sungen be
gniigen muB. 

Vor allen Dingen setzt man voraus, daB die Winkelgeschwin-

digkeit ~!£ der Welle annahernd konstant = Wo und demnach 
d O) dt 

"rp . 
dt2 = 0 Sel. Hiermit vereinfachen sich die beiden ersten Glei-

chungen (6) bedeutend zu 

und 

d2Xl 2 
M ~d 0 - eM Wo COSWo t = -c Xl 

t" 

d2Yl 2 • 
M (jj2 - eM WuSlllWo t = -gM - CYl 

Es sind dies die F6pplschen Gleichungen, die wir schon oben 
kennen lernten. Die L6sungen sind: 

1 
ew~M. lie. lie 

Xl = C _ w5 M cos Wo t + A cos V M t + B sm V M t , 
(8) ___ _ 

g M e w5 M . 1/ c . V c Y = - -- + ---- sm Wo t + C cos -t + D sm - t , 
I c c-w~M M M 

wo A, B, C, D die vier willkiirlichen Integrationskonstanten sind. 
Man sieht sofort, daB hier 

wo~ y; 
sein muB, d. h. die Biegungsschwingungszahl darf nicht 
mit der Umdrehungszahl zusammenfallen, denn sonst 
wiirde 

C-w5M = 0 

und damit die Auslenkungen Xl und Yl unzulassig groB werden, 
wodurch die Erschiitterungsfreiheit der Maschine in Frage ge
steUt wiirde; es sei bemerkt, daB Stodola diediesem Gedanken
gang entsprechenden gefahrlichen Schwingungszahlen als kritische 
Schwingungszahlen erster Ordnung bezeichnet. 

Wir . wollen nun aber auch die Drehungsgleichungen (6c) 
und (7), die bisher von der Betrachtung ausgeschlossen waren, 
untersuchen. Wir wollen zusehen, was geschieht, wenn wir die 
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Naherungsgleichungen (8) in (6c) einfuhren. Die hierzu notigen 
Di£ferentiationen wollen wir unterdrucken und sofort das Ergebnis 
anschreiben: (6c) geht uber in: 

! (e2M + 6) ~~ + (qJ -- (f) G~p = WC - 2 egM eoswo t 

(9a) + 2ec[cosyt(Oeoswot -Asinwot 

+ siny t(D eoswo t - B sinwo t)] . 

wo y = V; ist, wahrend (7) unverandert bleibt: 

d2 {} GJ 
(9b) 6 1 dt2 -- (qJ - {f) -TP. = -WC . 

Fassen wir die trigonometrischen Ausdrucke auf der rechten Seite 
von (9a) unter F (t) zusammen und bezeiehnen wir das Trag
heitsmoment e2M + 6 mit 60' so folgt, wenn wir Gleichung (9a) 
mit 6 1 , Gleiehung (9b) mit 60 multiplizieren und die entstan
denen Gleichungen voneinander abziehen: 

I d2(qJ -1J) GJ 
6 1 6o ---(j,i2-- + --t (61 + 6 0 ) (qJ -(}) 

= WC(61 +60) + 6 1 F(t) . 

(10) 

Dies ist die Differentialgleichung fur die Wellenverdrehungen; 
ware F(t) = 0, so wiirde die Maschine mit gleichma.f3iger Ge-

h . d· k·t 1 f d2(qJ -(}).. 0 d .. d se wm 19 €I urn au en, ---71t-2-- ware = un es wur e 

WCl 
(lOa) (qJ - {f) = --- , 

GJp 

wie es sein muLL F (t) verschwindet nun im allgemeinen nicht, 
sondern spielt fur die Drehungsbewegung die Rolle einer 
Storungsfunktion. Ihr EinfluB ist durch Integration von (10) 
festzustellen. Diese Integration liefert folgendes Ergebnis. Die 
Welle vollfuhrt zunaehst Drehungs-Eigenschwingungen, die sieh 
finden, wenn man die reehte Seite von (10) gleieh Null setzt. 

Es wird: (qJ _ 1J) = A eoscx t + B sincx t , 

wo A und B Integrationskonstante sind und cx Hir 
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gesetzt ist; ()(, ist die von H. Lor e n z in die Technik eingefiihrte 
Drehungsschwingungszah1 83) einer Welle mit zwei rotieren
den Massen. 

Diese Eigenschwingungen diirfen nicht in Resonanz mit den 
erzwungenen Schwingungen kommen, die durch die 
Sttirungsfunktion F(t) gegeben sind. F(t) enthalt zunachst 
ein Glied mit cos Wo t; also muB sein 

()('~Wo , 

d. h. die Drehungsschwingungszahl darf nicht gleich 
der Umlaufzahl sein. 

Ferner enthalt F(t) Ausdriicke von der Form 

cosy t coswo t 

usw. Berechnet man die diesen Gliedern entsprechenden Aus
driicke des Integrals der Gleichung (10), so findet sich, daB in 
ihnen GroBen folgender Gestalt: 

R 
und 

R 
(Wo + y)2 _ ()(,2 

vorkommen. Da diese Terme unzulassige groBe Beitrage zu den 
Verdrehungen (cp - {}) liefern konnen, wenn namlich 

oder 
()(,=O!o+r 

()(, = Wo - r 
wird, so miissen noch die Ungleichungen erfiillt werden: 

()(, ~wo + r, 
()(,~wo-r, 

d. h. die Drehungsschwingungszahl dad weder gleich 
der Summe noch gleich der Differenz von Biegungs
schwingungszahl und Uml~ufzahl werden. 

Als vollstandige Bedingungen fiir den betriebssicheren Gang 
der Maschine ergeben sich also in unserem Falle folgende vier 
Ungleichungen : 

1. 

2. 
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3. 

4. -lie· :;;-;;.l/GJp(el + eo) 
Wo M - r le1eO 

Sitzen mehrere Rader oder mehrere Anker auf der Turbinen
welle, was in der Praxis immer der Fall ist, so lassen sich analoge 
Betrachtungen anstellen 84). 

§ M. Torsionsschwingungen langsam rotierender Wellen. 

Die von uns angenommene Unterscheidung zwischen rasch 
und langsam rotierenden Wellen ist dahin zu erklaren, daB Ma
schinen mit hoher Umlaufzahl im wesentlichen Turbinen sind, 
also Maschinen mit gleichformigem Antriebsmoment. Dem
gegenuber wollen wir unter langsam rotierenden Maschinen im 
allgemeinen Motore mit periodischem Antriebsmoment verstehen, 
vor allem groBe Dampfmaschinen und Gasmotore, wobei wir 
natiirlich nicht auBer acht lassen, daB es auch Kolbenmaschinen 
gibt, die sich durch sehr hohe Umlaufzahlen auszeichnen. 

Besonderen AnlaB zur Untersuchung auf Schwingungs
erscheinungen bieten in erster Linie die· Schiffsdampfmaschinen 
und ihre Propellerwellen. Die Abmessungen der Maschinen und 
Propeller nahmen eine Entwicklung, die der weiter unten in § 57 
gekennzeichneten Entwicklung der Schiffe selbst analog ist. Zu 
derselben Zeit, als auf neugebauten Schiffen sich auBerst storende 
Erschiitterungen bemerkbar zu machen begannen, hauften sich 
bei Schraubendampfern die Briiche der langen Tunnelwellen, die 
man bis dahin meistens als Folge von schlechtem Material oder 
von AnstoBen an feste Gegenstande im Wasser erklaren konnte. 
Derartige Erklarungen blieben bei den neuen Unfallen aus. Die 
aus der statischen Dimensionierung der Wellen sich ergebenden 
Torsionsbeanspruchungen muBten innerhalb zulassiger Grenzen 
bleiben, wenn die ihnen zugrunde gelegte Annahme einer kon
stanten mittleren Wellenverdrehung richtig. war. 

Der Begirin des 20. Jahrhunderts brachte schlieBlich Licht in 
die Frage: Man fand, daB eine Schiffsmaschine mit Welle und 
Propeller ein torsionsschwingungsfahiges System ist, dessen Eigen-



§ 54. Torsioilssohwingnngen la.ngsltrr1 rotieronder Wellen. 22 5 

schw4Igung mit den erzwungenen Schwingungen des Antriebs
momentes in Resonanz treten kann. 

Wir wollen uns im folgenden dieSache zunachst durch einen 
mathematischen Ansatz zurechtlegen. 

Fig. 126 stelle eine Schiffsmaschine mit Welle und Pro
peller vor. Die von der meist mehrkurbeligen Maschine auf die 

c 

82 

~ 

Welle ausgetibten An
triebsmomente fassen 
wir in eines zusammen, 
indem wir uns vorstel
len, daB das Drehmo
ment F({)I), wo F({)l) 
eine periodische Funk
tion des KurbelWin
kels {) 1 ist, an einer 
einzigen in der Mittel
ebene der Maschine ge
legenen Kurbel angreife. 
Ebendort denken wir 

Fig. 126. Schematisches Bild einer Schiffsmaschine. 

uns das Tragheitsmoment der Kurbelwelle nebst demjenigen der 
halben glatten Welle sowie einen von den hin und her gehenden 
Teilen herriihrenden Zuschlag vereinigt; wir bezeichnen es mit 8 1 • 

Das Tragheitsmoment des Propellers und der zugehorigen Halite 
der glatten Welle sei 8 11 ; die Propellerdrehung werde durch einen 
Winkel {) \I gekennzeichnet; im Ruhezustande sei {) 1 = {) 2; der 
Widerstand, den der Propeller im Wasser findet, sei W. 

Das Antriebsmoment F({}I) wird nun von 8 1 auf e2 tiber
geleitet mittels der Torsionsspannungen der glatten Welle, welche 
auf e1 und e\l entgegengesetzt gleiche Drehmomente der GroBe 

l' ({)1 - {)2) 

austiben, wo l' eine aus den Wellenabmessungen zu berechnende 
Konstante ist~ Jetzt lassen sich die Bewegungsgleichungen fiir e1 

und e2 anschreiben: 

(1) 

(2) 

J d2/}1 

l ei dt 2 + ,U}l - {)2) = F({)l) 

=Am + ~(Aksinkwt + B"coskwt) , 
k 

d2{) e2 dt22 - T{'I?l - {)2) + W = 0 . 

Hor t. Schwingungslehre. 2. Auf). ·15 
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In Gleichung (2) ist noch uber W Entscheidung zu treffen. Ver
suche haben gezeigt, daB der Propellerwiderstand proportional 
ist der rten Potenz der Winkelgeschwindigkeit, daB also der 
Ansatz gilt 

(3) W = O. (d{}2)r 
dt ' 

wo r zwischen 3,6 und 4,0 Iiegt. 
FUr das Weitere machen wir die Voraussetzung, daB die Be

wegung eine gleichformige sei mit einer kleinen sich uberlagern
den Pulsation, die fUr 8 1 mit e1' fur 8 2 mit e2 bezeichnet werde. 

Es gelte also 

(4) {}1 = w t + e1 , {}2 = ~ + w t + e2 , 

wo ~ die im Beharrungszustand auftretende konstante mittlere 
Wellenverdrehung sei. Hiermit schreiben sich die Gleichungen (1) 
und (2): 

) 1'_'" d~e1 ) )' (5 ~1 dt2 + '1(81 - 82 + ~'1 = F(wt + elF (wt), 

(6) 
d2 8 de 

82 dt 22 - '1(81 - (2) - ~'1 + Ow' + O1'w,-1 d: = O. 

In Gleichung (5) steht auf der rechten Seite die auf die beiden 
ersten Glieder beschrankte Taylorentwicklung von 

F({)l) = F(w t + ed, 
wahrend in Gleichung (6) bei der Binomialentwicklung 

W=O(w + ~~2r 
die hoheren Potenzen als ~~ als klein gegen die ubrigen ver-
nachlassigt sind. t 

In Gleichung (6) kann ~ '1 gegen 0 w' fortgehoben und 
o r wr -1 = b gesetzt werden; in Gleichung (5) wollen wir ~ '1 

gegen das konstante Glied Am von F (w t) fortlassen und e1F'(w t) 
vernachlassigen. Wir erhalten: 

d2e1 ". 
(7) B l -d 2 + '1(e1 - 82) =2 (Ak smk w t + Bk cosk w t) , 

t k 

a d2 82 de2 
(8) ~2 dt 2- + bdi, - '1(81 - 82) = O. 
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Diese Gleichungen lie£ern die Winkel £1 und £2 als periodische 
Funktionen 

£1 =,2' (ak sin k w t + bk cos k w t) , 
k 

e2 = ,2'(a; sink w t + b; cosk w t) , 

wo die Koeffizienten ak, bb ai, b~ sich aus den Koe£fizienten 
von Fund den Konstanten der Gleichungen (7) und (8) be
rechnen lassen. 

Uns interessiert in erster Linie die Relativbewegung der 
beiden WelIenenden, also die Dif£erenz 

L1e = e1 - £2 =L[(ak - a~)sinkwt + (~- b;)coskwt] 
k 

= ~Pksinkro t + qkcoskw t . 
k 

Die Ausrechnung zeigt, daB die Koeffizienten Pk und qk in der 
Form erscheinen: 

qk = b2[1' - k2 w2 e 1]2 + w2 k2[(e1 + e 2 ) l' - k 2 w2 e 1 e 2 ]2 , 

wo Pk und Qk von Ak, Bk und den Konstanten der Differential
gleichung abhangen. 

Aus den Nennern der Ausdrftcke (9) erkennt man sofort, daB 
eigentliche Resonanz nicht eintreten kann, wie man ja infolge 
des Vorhandenseins von Dampfung vermuten konnte. Dagegen 
erreicht sowohl Pk wie qk maximale Werte fur 

(10) und 

11/
w = kV ~1 

w = ~l/(el + e2 )1' 
k V e1 e2 

Der zweite dieser beiden Ausdrucke ist die ffir die kte Harmonische 
des Antriebsmomentes kritische Frequenz; ffir die Grundschwin
gung (k = 1) wiirde sein 

_.VI (81 + ( 2 ) 'l 
w- Q e ' 

Cll 2 

15* 
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und man nennt diesen Ausdruck die Torsionseigenschwin
gungszahl des Systems. 

Diese theoretischen Resultate sind durch die zahlreichen Ver
suche von F r a h m 85) an a usgefuhrten Schiffsmaschinen bestatigt 
gefunden worden. Aus dem Berichte Frahms uber diese Ver
suche sei ein eharakteristisehes Beispiel fUr diese Resonanz
sehwingungen angefuhrt. 

In Fig. 127 gibt die gestriehelte Kurve den Torsionsspannungs
verlauf wahrend einer Umdrehung wieder, der eintreten wiirde, 
wenn er genau nach dem indizierten Dampfdruek-Drehmoment
diagramm erfolgte. 1 mm Ordinatenhohe entsprieht 26 kg/gem 
Torsionsspannung. Analysiert man das Drehkraftdiagramm, so 
findet man, daB die dritte Grundsehwingung desselben noeh 

~50 

300 

.,50 

erhebliehe Ordina-
ten aufweist. Danun 
die. Eigensehwin
gungszahl der Welle 
257,4 betragt, so ist 
i· 257,4 = 85,8 eine 
kritische Umlauf

~-j'-------\--f--------1'---+------}z:n: zahl der Welle. In 
der Tat zeigt das 
wirkliche Drehkraft-Fig. 127. Torsionsmomente und Verdrehungsspannungen in 

der Nahe der Resonanz. 
diagramm (die aus

gezogene Kurve in Fig. 127), welches bei einer Umlaufzahl = 83 
aufgenommen ist, bedenkliche Spannungsschwankungen, deren 
Maximalbetrag bis zu 600 kg/gem ansteigt. Wfude die Umlauf
zahl auf den genauen kritischen Wert 85,8 gesteigert, so wiirde 
man eine maximale Torsionsspannung = 810 kg/gem zu erwarten 
haben. 

Derartige Spannungen sind aber angesichts der raschen 
Wechsel durchaus unzulassig. 

Ein bemerkenswertes Nebenergebnis haben diese Unter
suchungen, wenn man bedenkt, daB die mittleren Ordinaten 
der beiden Kurven dem mittleren indizierten Drehmoment bzw. 
dem mittleren effektiven (am Propeller ausgeubten) Drehmoment 
proportional sind. Ihr VerhaItnis liefert. also den mechanischen 
Wirkungsgrad der Schiffsmaschine: 

1} = 0,82. 
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Mit anderen Worten, die Schwingungsuntersuchungen enthalten 
gleichzeitig eine Messung der effektiven Leistung, indem die Pro
pellerwelle selbst als Torsionsdynamometer86) benutzt wird. 

Die Ausfiihrung der Messungen geschah so, daB an zwei 
moglichst weit voneinander entfernten Punkten der Welle be
sonders praparierte Zinkblatter um diese herumgelegt wurden. 
Auf jedem dieser Zinkblatter wurden durch einen in genau be
kannten kleinen Zeitintervallen unterbrochenen Strom gleich
zeitige Marken hervorgebracht, deren Vergleichung die Relativ
drehung der betreffenden Wellenquerschnitte, d. h. den Winkel 
IX + (et' - e2 ) zu messen gestattete. Der Schubelastizitatsmodul, 
der auBer den Wellenabmessungen noch in der Konstante 7: vor
kommt, wurde an Probestaben aus dem Wellenmaterial gesondert 
bestimmt. Im einzeInen sei auf die Arbeit von Frahm ver
wiesen. 

Schwingungserscheinungen der besprochenen Art sind auch 
moglich bei stationaren Maschinen, z. B. bei groBen Gasmotoren 
mit mehreren Schwungmassen. Hierauf hat zuerst P. Roth hin
gewiesen, Z. d. V. d. lng. 1904, S. 564. In dieser Arbeit wird das 
Verhalten eines Zweitakt-Gasmotors mit Dynamo und beson
derem Schwungrad untersucht. Der Gang der Untersuchung ist 
prinzipiell derselbe wie bei Systemen mit nur zwei Schwung
massen. Im iibrigen enthalt die Arbeit wertvolle Angaben iiber 
die vom Konstrukteur zu treffenden MaBnahmen, wenn er kritische 
Schwingungszahlen vermeiden will. 

§ 55. Auswuehten rotierender Masehinenteile. 

Dber die allgemeinste Art von Fehlern in der Massenver
teil ung eines rotierenden Korpers, die zu Schwingungen im 
Sinne unserer bisherigen Untersuchungen AnlaB geben Mnnen, 
macht man sich eine richtige Vorstellung, wenn man den Rota
tionskorper sich in eine groBe Anzahl achsennormaler Scheiben 
zerlegt denkt, von denen jede eine nach Fig. 128 kleine Schwer
punktsabweichung von der Wellenmitte aufweist. Diese Ab
weichungen mogen in den einzeInen achsensenkrechten Ebenen 
ganz beliebig gerichtet sein. Die ihnen entsprechenden Zentri
fugalkriifte liefern nach bekannten RegeIn der Statik eine 
Ei nzel kraft K und ein Moment M, welches wir uns als Krafte-
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paar Pa vorstellen. Sonach konnen die Fehler der Massen
verteil ung eines Rotationskorpers stets nach Fig. 129 dargestellt 
werden. Die Ebene des Kraftepaares P"a kann dabei beliebig 

gegen die Einzelkraft K ge
neigt sein. Als Eigenschaft 
des Gesamtkorpers betrachtet 
riihrt nun diese letztere von 
einer kleinen Exzentrizitat 
des Gesamtschwerpunktes her, 
wahrend das Kr1ifte paar Pa 
dadurch verursacht wird, daB 
die Rotationsachse einen klei
nen Winkel mit der Haupt-

P tragheitsachse einschlieBt. 
Fig. 128. MassenfehlerverteiIung in einem 1st P a gleich Null, so ist die 

Rotationskorper. 
Haupttragheitsachse in klei-

nem Abstand der Drehachse parallel; ist K gleich Null, so faUt 
der Schwerpunkt zwar in die Rotationsachse, aber die Richtung 
der Haupttragheitsachse weicht von jener ein wenig abo 

p' 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 
I I 
IE . -+---=--~--+--,e/~ 

~l1-~*--L---?>+EC--,l2-

Fig. 129. Einzelkraft und Moment als Folge der Fehler der Massenverteilnng. 

Fiir diese Fehler werden verschiedene Benennungen verwendet. 
Mancherorts spricht man von Uberwucht, ein Ausdruck, der 
nicht schlecht gewahlt ist, aber dennoch der Scharfe vermissen 
laBt. Mehr gebrauchlich ist die Benennung Unbalance, die als 
Fremdausdruck gewiB nicht zu loben ist. Das Wort Uberwucht 
kniipft an an gewisse undeutliche Vorstellungen von der Wirkung 
der Fehler1 der Ausdruck Unbalance an ein fruher ubliches un· 
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vollkommenes, einer Wagung ahnliches Verfahren zu ihrer Be
seitigung. 

Demgegeniiber ziehe ich es vor, kurz vom Massenfehler 
zu sprechen, der sich im FaIle Pa = 0 als Schwerpunkts
fehler, im FaIle K = 0 als Achsenfehler spezialisiert. 

Ein Verfahren fUr einen Ausgleich der Fehler gewinnt man 
durch folgende Vberlegung. 

Zunachst seien die Axialebenen 1-1 der Einzelkraft K und 
2-2 des Kriiftepaares Pa (Fig. 129) bekannt. 

Das Kriiftepaar P a denken wir uns jetzt ersetzt durch ein 
gleich groBes Kriiftepaar P' e', dessen linke Paarkraft P' in den 
festliegenden Endpunkt 0 1 der Welle faIle (der andere End
punkt O2 sei zwischen Federn horizontal verschieblich), wiihrend 
die rechte Paar kraft P' mit Kin dieselbe achsennormale Ebene 
faIle. Diese letztere Paar kraft wird mit K zu einer Resultieren
den R vereinigt gedacht. Jetzt ist also das urspriinglich gegebene 
Kraftsystem K und P a ersetzt durch zwei Einzelkriifte R und P', 
von denen die letztere in den festen Endpunkt 0 1 falit. Eine 
Schwingung K des rotierenden Korpers um 01 kann also nur von 
der Einzelkraft R herriihren, deren Wirkung ausgeglichen wird 
durch eine Kraft R' (in Gestalt eines entsprechenden Zusatz
gewichtes an der Stirnseite B des RotationskOrpers, welches die 
vorhandenen Schwingungsausschliige der Welle zum Verschwinden 
bringt) , so daB gilt: 

Re' = -R'(lt + L). 

Das Moment des Gewichtes R' ersetzen wir nun durch ein Kriifte
paar 

Z L = R' (II + L) ; 

indem wir statt des Gewichtes R' in der einen Stirnseite B die 
Gewichte Z und -Z in den beiden Stirnseiten A und B anbringen. 
!hre GroBe wird aus 

Z = R'(lt + L) 
L ' 

wo R' durch Schwingungsversuch, llund L durch Abmessung 
am Liiufer bekannt sind., 

Die Wirkungder Einzelkraft R ist demnach durch das Kriifte
paar ZL aufgehoben. 



232 VII. Schwingungen mit einem Freiheitsgrad in der Maschinentechnik. 

Um hier naher zu untersuchen den ken wir nur ZL ersetzt durch 
Z'l': 

ZL=Z'l', 

d. h. durch ein Kraftepaar, dessen Paarkrafte in 0 1 und 0 in den 
gleichen Ebene wie ZL angreifen. 

Da aber ZL = -R l' ist, so ist 

Z' = -R, 

d. h. in 0 hebt Z' die Einzelkraft R auf, wie es sein muB, und in 
0 1 setzt sie sich mit P' zur resultierenden K zusammen. Das 

A B Erge bnis unserer bisherigen Dber-
legung ist aber, daB das Krafte

O,+--A_+----1r-+_-+f(_1_----,OZ paar Pa verschwunden ist (durch 
If1 ZL) und gleichzeitig die Einzel-

!( 

!( 
kraft K ~n den Drehpunkt 0 1 

Fig. 130. Ausgleichung der Einzelkrnft. verschoben wurde. Um auchihre 
Wirkung auszugleichen, treffen 

wir auf Grund eines neuen Schwingungsversuches mit O2 als 
Drehpunkt die Zusatzgewichtsanordnung in den Stirnseiten A 
und B nach Fig. 130 mit der Bedingung' 

KtL= -KlI • 

Wir haben jetzt in der Stirnseite A die Gewichte Z und K + K1, 

in der Stirnseite B die Gewichte Z und K 1• 

Bei der wirklichen Ausfiihrung des Verfahrens handelt es sich 
um zweierlei: 1. Es ist die Ebene der Kraft R zu ermitteln. 
2. Das Zusatzgewicht zum Ausgleich der Wirkung von R ist so 
zu bestimmen, daB die beobachteten Schwingungsausschlage 
des Rotationskorpers oder seiner Welle verschwinden oder mog
lichst klein werden. 

Zur Losung der ersten Aufgabe erinnern wir uns der im § 52 
entwickelten Tatsache, daB der groBte Schwingungsausschlag 
eines rotierenden Korpers der Schwingungsursache, also der 
Axialebene des Schwerpunkts- oder des Achsenfehlers, um einen 
bestimmten Winkel 0'1 nacheilt. 

Werden also zwei Schwingungsversuche mit gleichen Dreh
zahlen, aber entgegengesetzter Drehrichtung angestellt und dabei 
jedesmal die Axialebenen des groUten Ausschlags an der Welle 
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bezeichnet, so liefert die Halbierungsebene (Fig. 131) des Winkels 
zwischen den Ausschlagebenen die gesuchte Fehlerebene. 

Die zweite Aufgabe wird dann so gelost, daB man in der 
Fehlere bene, in einer geeigneten achsennormalen Ebene des 
Laufers, gewohnlich einer Stirn8eite, 80-
viel Gewichte in dafiir vorbereitete Ring-
nuten zugibt, daB die Ausschlage beim 
Drehvorgang verschwinden. 

Diesen verschiedenen Aufga ben wird 
die Auswuchtmaschine von Lawaczeck- ,,\~('/ fJ~// 
Heymann in zweckmaBiger Weise ge- /-
recht. 

Die Maschine (die in verschiedenen 
GroBen gebaut wird) besteht aus einem Fig. 131. Destimmung der 

Fehlerebene. 
kraftigen BettBB, auf dem dieLagerstander 
verschiebbar sind. Fig. 132. Diese enthalten je eine senkrecht ange
ordnete, am unteren Ende fest in den Standern gespannte Blatt
feder F, die oben das eigentliche Lager tragt. Letztere sind so 
eingerichtet, daB die Gleitlagerlwhalen der Kugellagergehause, 
welche die Welle des Versuchslaufers aufzunehmen haben, um 

& S R S 

Fig. 132. Auswuchtma.chine nach Lawaczeck-Heymann. 

eine Vertikalachse drehbar in einem Rahmen sitzen der von der 
Blattfeder getragen wird. Der Rahmen kann durch Schrauben
spindeln in seinem Lagerstander festgestellt werden. So kann 
jedes Lager bald als Drehlager 01 , bald als Schwinglager O2 dienen, 
was fiir das eben erkliirte Verfahren notwendig ist, wenn man 
nicht den Versuchsliiufer beim zweiten Auswuchtversuch (der 
Einzelkraft K) in seinen Lagern umlegen will. 

Die Aufzeichnung der · Schwingungsausschliige der Welle wird 
bei Lawaczeck - Heymann nicht auf dem Wellen- oder Liiufer
mantel vorgenommen, sondern anf deri Strnseite des Schwing-
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endes der Welle. Das Ausschwingen des Lagers der letzteren 
iibertragt sich (Fig. 133) iiber den Hebel h auf den Schreibstift S, 

~ I 
o 

Fig. 133. Drehlager, 
Schwinglager nnd 

Stlrnseitenindikator. 

Fig. 135 
Scbreihtafelindikator. 

Fig. 134. Stirnseitendiagramm. 

Fig. 136. Ausfiihrung der Maschine von 
Lawaczeck-Heymanll. 

der auf einem von dem freien Stirnende getragenen Diagrammblatt 
aufzeichnet. Die groBten Ausschlage treten dabei besonders 
deutlich zutage, weil sie sich infolge der Hebeliibersetzung sowie 
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der Gegenlaufigkeit des Diagrammblattes und des Schreibstiftes 
(in der Schwingebene) vergroJ3ert aufzeichnen. LaJ3t man diesen 
Stirnseitenindikator die Schwingungsbewegung bei zwei 
Auslaufen in verschiedenen Drehrichtungen aufzeichnen, so 
entsteht ein Zug sich fiberlagernder Ausschlagkurven nach Fig. 134, 
deren Symmetrielinie die Fehlerebene angibt, wenn man sie in 
bekannter Weise auf den Versuchslaufer projiziert. 

Zur Beobachtung der Ausschlage beim Auswagen des Fehlers 
ist am Schwinglager ein Zeiger Z angebracht (Fig. 135), der auf 
einer in der Rohe verstellbaren Schreibtafel T ihre Ausschlage 
festlegt. Das Auswagen (in der ermittelten Fehlerebene) ist be
endet, wenn die Schreibtafelausschlage verschwinden oder einen 
Kleinstrest annehmen. 

Eine tlbersicht fiber die Ausfiihrung der Maschine (mit ab
genommenen Stirnseitenindikator und Darstellung der 
AnreiJ3vorrichtung fUr die tlbertragung der Fehlerebene auf 
den Laufer) bietet Fig. 136 87). 

§ 56. Dynamik des Kurbelgetriebes 88). 

Der altere Dampfmaschinenbau, wie er aus den Randen 
Watts und seiner Nachfolger hervorging, kannte nur kleine 
Kolbengeschwindigkeiten von etwa 1-2 m/sek. 1m Zusammen
hang hiermit war ffir die Maschinenkonstrukteure wenig AnlaJ3 
vorhanden, sich mit der Massenwirkung eingehender zu befassen. 
Allerdings besitzen wir in Poncelets Mecanique appliquee aux 
machines 1829 eine vollstandige dynamische Theorie des Kurbel
getriebes, nachdem schon N a vier und Coriolis in derselben 
Richtung gearbeitet hatten. Doch muJ3ten erst die Anforderungen 
der Praxis sich bemerkbar machen, ehe die Ideen d~r Theoretiker 
Eingang in die Konstruktionsbureaus fanden. 

Zuerst gab der Lokomotivbau AnlaJ3 zur Beriicksichtigung 
der Tragheitswirkungen. Dann war es die Berechimng der 
Kurbel- und Gatterzapfen bei Sagegattern, die mit Riicksicht 
auf die schwingenden Massen durchgefiihrt und in der Z. d. V. 
d. Ing. 1862 erstmalig ver6ffentlicht wurde. 

Die allgemeinere Beriicksichtigung der Massenwirkungen im 
ausfiihrenden Maschinenbau datiert aber erst vom Jahre 1867, 
in welchem Radinger im Anschlul3 an die Besprechung einer 
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in Paris 1867 ausgestellten· Allenschen Dampfmaschine mit 
5 m/sek Kolbengeschwindigkeit seine beriihmte Theorie der 
llampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit veroffent
lichte. Diese Radingersche Theorie gehOrt seitdem zum stehen
den Handwerkszeug aller Ingenieure, obwohl ihr zweifellos ge
wisse Mangel anhaften. 

Nach dem Vorgange von Heun, "Kinetische Probleme der 
wissenschaftlichen Technik", besprechen wir im folgenden den 
Radingerschen Gedankengang unter Heranziehung der La
grangeschen Gleichungen zweiter Art. 

Fig. 137. Kurbeigetriebe. 

In Fig. 137 sei AB die Pleuelstange. 1m Kreuzkopf A denken 
wir uns die Gesamtmasse Maller nur hin und her gehenden Teile, 
Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf, vereinigt, wahrend aIle nur 
rotierenden Teile (Schwungrad, Welle, Kurbelarm).im Tragheits
mom-nte e zusammengefaBt werden. Hierzu kommt bei Auf
stellutg der kinetischen Energie des Getriebes noch die Wirkung 
der Pleuelstange. Die Geschwindigkeiten v der Stangenpunkte 
sind offenbar abhangig von ihrer Entfernung l vom Kreuzkopf A. 
FUr den Punkt a ist 

xl=x+lcosp, 

und hiermit wird 
Yl = lsinP, 

(1) v2 = (dXl) 2 + (dyl)2 = (dX) 2 + l2(dP)2 _ 2lsinpdx dP . 
dt dt dt dt dt 2t 

Hiernach wird die kinetische Energie der Lenkstange: 

(2) !.fv2 dm = !(dx)2(dm _sinpdx dPjldm+ !(dP)j.l2dm-
2 2 dt J I dt dt 2 dt . 
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Es ist f dm = M 1 die Masse der Pleuelstange, fA dm = ID?1 

ihr auf A bezogenes statisches Moment, f A,2 dm = 8 1 ihr auf 
A bezogenes Tragheitsmoment. 

Die ganze kinetische Energie des Getriebes schreibt sich also: 

(3) I L = 1 (M + M ) (dX)2 - Sin. f3ID? dx df3 + J.8 (d f3)2 
"2 1 ,dt 1 dt dt 2 1 dt 

+ -~8(~~r 
Fiihrt man noch die Beziehungen 

(4) x = r(I - cos~) + l(I - cos(3) 

und 
r sin ~ = 1 sin f3 

ein, so verwandelt sich L in einen Ausdruck folgender Form: 

(5) 

wo E (~) nur den Winkel {} als einzige unabhangige Variable und 
im iibrigen als Konstante die Massen und Tragheitsmomente 
enthalt. Ausfimrlich geschrieben lautet E (~) 

I E({}) = (M + M 1) r2 sin21~( 1 + T :::;r 
(6) _ 2ID?r3 sin2{}(1 + '!.. cos~) cos{} + 8 r2 cos2 {} +8. 

12 1 cos f3 cos f3 1 12 cos2 f3 

Dieser Ausdruck scheint zunachst etwas verwickelt, vereinfacht 
sich aber erheblich durch Einfiihrung einiger in der Natur der 
Sache liegenden Vernachlassigungen. 

Die Bewegungsgleichung der Dampfmaschine schreibt sich 
nach Lagrange einfach 

(7) E({}) d2{} + .!. oE({}) (d~)2 = D _ W 
dt 2 2 o~ dt ' 

wo D das am Kurbelzapfen angreifende Dampfdruckmoment und 
W das von der Maschine zu iiberwindende Widerstandsmoment ist. 

Radinger verf1ihrt folgendermaBen. Zunachst denkt er sich 
die Massenwirkung der Schubstange ersetzt durch Hinzufiigung 
einer Masse Mo zu den im Kreuzkopf vereinigten Massen M und 
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Anbringung einer Masse M2 am Kurbelzapfen. Hierdurch ver
einfacht sich die kinetische Energie bedeutend zu: 

(8) L = -§[(M + Mo) r2 sin2{}( 1 + Y :::;r + (8 + r2M2)](~~r 
Die Bewegungsgleichung aber wird: 

1
[8 + r 2 M 2 + (M + Mo) r2 sin2{}( 1 + Y ~::;rJ~~ 

(9) a { (r cOS{})2}(d{})2 
+t(M+Mo)a{) r 2 sin2{} l+y cosfJ (it =D-W. 

Hier ffihrt Radinger weitere vereinfachende Annahmen ein. 

Zuerst vernachlassigt er in dem mit ~2t~ behafteten Gliede die 

veranderIiche GroBe gegenfiber der konstanten (8 + r2 M 2) mit 
Riicksicht darauf, daB 8 das gewaltige Schwungradtragheits
moment enthalt. Diese Vernachlassigung ist ohne Zweifel etwas 
gewaltsam, da sie z. B. bei Einzylindermaschinen bi!,! 5% des 
Schwungradtragheitsmomentes betragen kann. :Ferner ersetzt 
Radinger die in Wirklichkeit veranderliche Winkelgeschwindig-

keit ~~ durch die mittlere 0>0 und schreibt das mit ihr behaftete 

Glied auf die andere Seite der Gleichung. So geht die strenge 
Gleichung in folgende Gestalt fiber: 

(10) 8 ~t~ = -t (M + Mo) oaf} {r~ sin2t'f( 1 + -i :::;r} 0>5 + D - w. 
Das erste Glied der rechten Seite ist nichts anderes als der Radin
gersche Beschleunigungsdruck der hin und her gehenden 
Massen, der mit dem Tangential- Dampfdruckdiagramm 
kombiniert wird. Dieses kombinierte Tangentialdruckdiagramm 
benutzt nun Radinger zur Ermittlung des Schwungradgewichtes, 
indem er die GroBe 

c. d2 {} M a { . 2{}( r COS{})2} 2 W IC'/ -- = - HM + ) - r2 sm 1 + - ---- 0> + D -dt2 "2 0 of} l cosfJ U 

als Funktion von {} graphisch auftragt und das Integral 
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bildet, d. h. er planimetriert den groBten FlachenuberschuB 
des kombinierten Tangentialdruckdiagramms und dimensioniert 
das Schwungrad so, daB bei Eintritt der diesen DberschuB ent
sprechenden Zunahme an kinetischer Energie des Schwungrades 
die Winkelgeschwindigkeitszunahme ein vorgegebenes MaB nicht 
uberschreitet. Zweifellos wohnt diesem Gedankengange ein hohes 
MaB von Anschauliclikeit inne, dem es in erster Linie zu danken 
ist, daB heut~ jeder Ingenieur diese Methode beherrscht; doch 
kann man das Radingersche Verlahren nur als eine erste An
naherung betrachten. 

Zunachst ist die zur Schwungradberechnung erlorderHche 
Annahme, daB die den Kurbelwinkeln {}I und {}2 (Fig.13S) zu Be-

Fig. 138. Tangentialdruck- und GeschwindigkeitBdiagramm. 

ginn und Ende jener groBten DbersehuBflaehe entsprechenden 
Winkelgesehwindigkeiten WI und W 2 die beiden eminenten Werle 
der Winkelgesehwindigkeiten fur die Umdrehung seien, in keiner 
Weise begriindet, und noeh bedenklicher ist die weiters erlorder
Hehe Annahme, daB die mittlere Winkelgeschwindigkeit gleieh 
dem arithmetisehen Mittel von WI und W 2 sei. Um die hiermit 
zusammenhangende Definition des Ungleiehformigkeits
grades 

(ll) ~ = 2 W t - W2 , 

WI + W 2 

auf eine genauere Grundlage zu stellen, wird daher von Heun 
eine neue Definition von Wm vorgesehlagen, die an die strengere 
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Lagrangesche :Formel anknupft, und zwar aus dem Grunde, 
well die Radingerschen Vernachlassigungen samtlich eine un
notige VergroBerung des Schwungrades zur Folge haben; es ist 
daher fUr den Maschinenbau okonomischer, mit der genaueren 
Formel zu rechnen, die in der praktischen Anwendung keines
wegs mehr Schwierigkeiten bietet als die Radingersche Nahe
rungsformel. 

Diese Definition lautet 
2;>; 

(12) _ 2 j. df} vE(;9f 
Wm - n .. V2[(Lo + /(D _ W) df}]" 

o 

Hier ist E (f}) uns bereits bekannt, wahrend Lo der Wert der 
kinetischen Energie fUr f} = 0 ist. Auf die Einzelheiten der 
Heunschen Darstellung, die sich vor aHem auf die rationelle 
graphische Auswertung des Integrals in (12) beziehen, sowie auf 
die fUr den Dampfmaschinenbau auBerst wertvollen praktischen 
weiteren Darlegungen von Radinger, wollen wir hier nieht 
eingehen; es sei bezuglich dieser Dinge auf die Originalwerke 
verwiesen. 

§ 57. Der Schlicksche Massenausgleich 89). 

1m innigsten Zusammenhang mit der Entwicklung des 
modernen Schnellbetriebes steht auch der namentlieh fur den 
Schiffsmaschinenbau wichtige Massenausgleich der Kolben
maschinen. 

Schon um die Mitte des 19. Jahrhunderts hatte Lechatelier 
die Bewegungsstorungen der Lokomotive studiert und die Be
dingungen fur ihre Beseitigung angegeben. Seine Theorie wurde 
von Villarceau weitergebildet, wahrend Redtenbacher und 
Resal die mit den Bewegungsstorungen zusammenhangenden 
Schwingungen, besonders die des Gleisgestanges und Lokomotiv
rahmens untersuchten. 

Schwingungserscheinungen waren es auch, die im Schiffsbau 
die Aufmerksamkeit auf die storenden Massendrucke der Maschine 
lenkten. Bei den kleineren langsam fahrenden Dampfsehiffen der 
alteren Zeit waren Schwingungen unbekannt geblieben, wei! die 
Frequenz der von der Masehine auf das Sehiff ausgeubten Impulse 
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wesentlich kleiner war als die Eigenschwingungszahl des kurzen, 
steifen Schif£skorpers. Die Schnellbetriebsentwicklung £uhrte 
aber zu immer rascher laufenden Maschinen und gleichzeitig zu 
immer groBeren Schiffskorpern. So wurde die Frequenz der 
Impulse der Maschinen immer mehr erhoht und die Eigen
schwingungszahlen der Schiffskorper immer mehr herabgesetzt, 
so daB bei den gegen Ende des Jahrhunderts ausgefuhrten ersten 
Schnelldampferbauten die elastischen Schwingungen des Schiffes 
in Resonanz mit den Antriebsschwingungen der Maschine 
kamen. Die hiermit verbundenen Erzitterungen des gesamten 
Schiffskorpers stellten aber den dauernden Zusammenhang seiner 
Konstruktion ernstlich in Frage. Zum erstenmal traten derartige 
Schwierigkeiten bei der Inbetriebsetzung der Schnelldampfer 
Campania und Lucania der Cunard-Linie hervor. Schon 
vorher hatten hervorragende Schiffbauingenieure, wie Schlic k 
und Kleen, auf die oben geschilderte Ge£ahr hingewiesen. Jetzt 
war es wieder Schlick, der zunachst in ausgedehnten Experi
mentaluntersuchungen den EinfluB der Maschinenbewegung auf 
die Schiffsschwingungen mit Hilfe des von ihm zu diesem Zwecke 
konstruierten Pal10graphen studierte. Er stellte fest, daB die 
Einwirkung der Maschine auf den Schiffskorper in hohem MaBe 
von dem Orte ihrer Aufstellung abhangig ist und daB nicht nur 
die Massendrucke selbst, sondern auch ihre Momente zu Schwin
gungen AnlaB geben. Obwohl es nun immer moglich ist, die 
Maschine so aufzustellen, daB die Schiffsschwingungen ein Mini
mum werden, schien es doch besser, die Maschine so zu bauen, 
daB die Massendrucke und Massendruckmomente ihrer 
Getrie beteile sich gegenseitig zerstoren und Einwirkungen 
auf den Schiffskorper somit uberhaupt nicht auftreten. Dieses 
Ziel erreicht zu haben, ist unstreitig das Verdienst Schlicks, 
wenn auch schon vor ihm die Englander Taylor und Yarrow 
dem Ziele nahe gekommen waren. 

Es entsprach durchaus der Wichtigkeit der Schlickschen 
Vorschlage, daB an ihre Veroffentlichung sich ein heftiger Patent
streit anschloB. 

W ohl selten wird zur Entscheidung eines Rechtsstreites ein 
derartiges Rustzeug an Hilfsmitteln der wissenschaftlichen Tech
nik zur Anwendung kommen, wie es in den letzten Jahrendes 
19. Jahrhunderts im Kampf um den Massenausgleich von beiden 

H ort, Schwingungs\ehre. 2. Aufl. 16 
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Parteien aufgeboten wurde. Jedenfalls aber hatte der mit der 
Veroffentlichung der Gutachten verbundene Gedankenaustausch 
zur Folge, daB die Entwickhmg · der technischen Dynamik um 
einen guten Schritt vorwarts kam. Die eingehendste Darstellung 
der mit dem Schlickschen Massenausgleich zu verbindenden 
Dberlegungen stammt von H. Lorenz. Seine "Dynamik der 
Kurbelgetriebe" erortert in erschopfender Weise das ganze Problem 
auf rein dynamischer Grundlage. 

Fig. 139. Schema einer Dreizylinder-Schiffsmaschine. 

1m letzten Grunde reduziert sich die 
Forderung des vollstandigen Massenaus
gleichs auf die Erfullung folgender Be
dingungen: Die BewegungsgroBe der 
Getriebeteile der Schiffsmaschine 
und ihr Moment m uB dauern d 
gleich Null sein. Diesen Satz wollen 

\ 
I 
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A-

I , 
I , , , , 

\ 

wir zum Ausgangspunkt unserer Darstel- Fig. 140. Kurbeigetriebe in 
seni{rechter Lage. 

lung machen. 
Die Maschine bestehe aus mehreren senkrecht angeordneten 

Getrieben I, II, III (Fig. 139), von denen I in Fig. 140 im SeitenriB 
gezeichnet ist. Die Masse M von Kolben, Kolbenstange und Kreuz
kopf denken wir uns im Mittelpunkt A des letzteren vereinigt. 
Ml sei die Masse der Pleuelstange AB, M2 die Masse der Kurbel 
OB und ihres Gegengewichtes OB'; S sei der Schwerpunkt des 
Getriebes. 

Fur die Koordinate x. des Schwerpunktes laBt sieh jetzt an
schreiben: 
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I 

Xs (111 + 1111 + 21112 ) = X 111 + ((X + 1 cosfJ) dm1 
U 

I 

r 

+ ((x + 1 cosfJ + (r - e) COS1~) dm2 
Ij 

r 

+ r (x + 1 cosfJ + (r + e) cosa) dm2 
U 

= x 111 + X 1111 + COS fJ f1 dm1 + 2 x 1112 + 21 cosfJ 1112 + 2 r COS1~ 1112 
o 

r r 

- cos{Jlp. dm2 + cosl~f e dm2 • 

o 0 
I 

Beachtet man jetzt, daB f1 dm1 = imi das statische Moment der 
o 

Pleuelstange in bezug auf den Kreuzkopf und daB x + 1 cosfJ 
+ r cos{} = 1 + r ist, so hat man 

(2) xs (1I1 + Ml + 2 M2 ) = x(M + M1) + cosfJiml + 2(1 + r) 1112 . 

Analog findet man fiir die y-Koordinate von S; 

(3) Ys(M + M1 + 2M2 ) = sinf1im1 · 

Hochst einfach findet sich jetzt die BewegungsgroBe des Getiiebes 
nach den Koordinaten Xs und Ys; 

r d~ 
Ax = (M + M1 + 2 M 2 ) dt 

I dx. dfJ 
~ = (M + M1) dt - iml smfJ dt ' 
I d~ dfJ lAy = (111 + Ml + 2M2 ) aX = iml cosfJdi . 

(4) 

Fiihrt man hier die Beziehungen ein; 

dx ( r ) dB, 
dt = r sill'l? +2l sin 21~ dt' 

dfJ r cos{} d{} 

dt l cosfJ at ' 
• R r. {} sm/" = '{8m 

16* 



244 VIL Schwingungen mit einem Freiheitsgrad in der Maschinentechnik. 

und die Vernachlassigungen: 

sinfJ "'" tgfJ 

1/~~=~~sin21? "",(1 _ .. ~. r2) + 1_ ~ cos 219· r l2 4 l2 4 l2 ' 

Die BewegungsgroBen der weiteren Getriebe sehen ganz ahnlich 
aus, nur daB die Kurbelwinkel urn die SchrankungswinkellX2 • lXa ... 
gegen 1? vergroBert sind. 

Bildet man jetzt die Summen der BewegungsgroBen samt
licher Getriebe, so findet man: 

(.l'Ax=r rSin1't.l'(M + M I ) COSlX + rcos1?.l'(M + MI)sinlX-

,- l+;;Sin21?.l'(M+MI)COS2lX+;;COS21?2'(M+MI)Sin2lX ~~, 
(6){ r2 r2_ I -2l~sin21?~(9Jllcos2lX + 2l2cos2&2;9JClSin2lX 

~AII= [cos1?2'9JC1 COSlX - sin 1? ~ml sinlX] ~~ . 

Sollen nun die gesamten BewegungsgroBen verschwinden, 
also 

~A",=O 
und 

sein, so muS gelten: 

{ 

I(M + M l ) COSlX = 0 , 
I(M + MI ) COS2lX = 0 , 

(7) 
~ml COSlX = 0 , 
Im1 COS2lX = 0 , 

~(M + M1) sinlX = 0 , 
I(M + M I ) sin2lX = 0 , 
Iml SinlX = 0 , 
~ml sin2lX = 0 . 

In ahnlicher Weise kann man auch die Momente der Bewegungs
groBen aufstellen, z. B. ffir eine durch die Mittellinie des Ge
triebes I senkrecht zur gemeinsamen Zylinderebene gelegte 
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Achse 0 1 (Fig. 141). Hier treten dann die mit den Abstanden der 
Getriebeebenen multiplizierten Massen auf und wir haben das 
Formelsystem (7 a) 

1 
La(M + Mj)coseX = 0 , 
La(M + Mj)cos2eX = 0 , 

(7a) ..Eaml coseX = 0 , 

Lam j cos2eX = 0 , 

La(M + Mj)sineX = 0, 
La(M + Mj)sin2eX = 0, 
Lam l sineX = 0 , 
Laml sin2eX = 0 . 

Fig. 141. Momente der BewegungsgriiBen der einzelnen Getriebe. 

Die Formelsysteme (7) und (7a) sind die Bedingungen fUr den 
vollstandigen Massenausgleich erster und zweiter Ordnung. 

Sie lassen sich auch kurz in Worte fassen: Die Massen der 
hin und her gehenden Getriebeteile nebst den statischen 
Momenten der Pleuelstangen mussen sowohl fur sich 
als auch mit den zugehorigen AbstlLnden der Getriebe
e benen multi pliziert geschlossene Polygone erge ben, 
wenn die Winkel der Polygone die Schrankungswinkel 
der Kurbeln oder ihr Doppeltes sind. 

Die Erfullung aller dieser Bedingungen wUrde eine Maschine 
von mindestens fiinf Getrieben erfordern. In der Praxis laBt man 
nun die auf die statischen Momente bezuglichen acht Gleichungen 
weg und begnugt · sich mit dem so vereinfachten Ausgleich erster 
und zweiter Ordnung. Dies ist erlaubt, da Wirkungen der stati
schen Momente erst in zweiter Linie in Betracht kommen. Die 
so ubrigbleibenden acht Gleichungen lassen sich dunn mit einer 
Vierkurbelmaschine erfiHlen. Maschinen mit weniger als vier 
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Getrieben gestatten dagegen den Massenausgleich erster und 
zweiter Ordnung nur teilweise. 

Die Ausgleichsbedingungen (7) und (7 a) haben im iibrigen 
auch elegante geometrische Interpretation unter anderem durch 
Schubert gefunden. Hieriiber ist bei Lorenz a. a. O. und in 
dessen technischen Mechanik zusammenfassend berichtet. 

§ 58. Theorie der Ventilbewegung. 

Die Bewegung der selbsttatigen Ventile bei Kolbenpum
pen wird durch Fig. 142 gekennzfichnet, welches die Ventil-

Fig. 143. Indikatordiagramm der Pumpe. 

erhebung h in Abhangigkeit von dem Kurbelwinkel rp = w t 
darstellt. 

Neben dem Ventilerhebungsdiagramm ist noch das 
Indikatordiagramm des Kolbenkammes wichtig, welches 
haufig eine Gestalt nach Fig. 143 zeigt. 

Die auffalligste Erscheinung an der Ventilerhebungskurve 
sind neben ihrer Unsymmetrie die Eroffnungsverspatung (Je 

und die SchluBverspatung (Je, wahrend die Schwankungen der 
Druck- und Sauglinie des Indikatordiagrammes von ebenso 
haufigen wie unangenehmen Ventilwirkungen Kunde geben. 

Der Behebung namentlich der Druckschwankungen und der 
mit ihnen oft verbundenen Gerauschwirkung beim Schlie Ben der 
Pumpenventile sind zahlreiche theoretische und experimentelle 
Arbeiten gewidmet, durch die wir heute eine ziemlich weitgehende 
Einsicht in das Wesen der Ventilbewegung besitzen. Es ist aber 
noch nicht gelungen fUr so auffallende Eigenschaften der Ventil
bewegung, wie die beiden Verspatungen, einfache Ansatze zu 
finden, durch die man die Winkel be und (J. etwa ahnlich wie die 
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Phasen verschie bungswinkel eines gewahnlichen erzwungenen 
Schwingungsvorganges berechnen kannte. 

Zweifellos sind die fiirgewahnlieh federbelasteten Ventile 
sehwingungsfahige Karpel', und die von del' Kolbenbewegung 
beruhende Einwirkung auf sie ist eine periodisehe; trotzdem vel'" 
sagen hier die ublichen Integrationsmethoden del' Schwingungs" 
theorie so gut wie vallig ihren Dienst, und es bleibt nul' ubrig, 
an Hand del' Differentialansatze del' Lasung del' Aufgabe schritt" 
weise und mit Annaherung, unter ausgiebiger Benutzung von 
Versuehen, nahezukommen . 

Del' erste Sehritt zur Untersuehung 
del' Ventilbewegung beruht auf del' An" 
nahme, daB das Ventil masselos und un" 
belastet sei. 

Mit den Bezeiehnungen del' Fig. 144 
uud 

findet sich del' Ansatz : 
dh 

(1) lacs = /ua Uh + la dt ' Fig. 144. Schema einer 
PUfllpe. 

d. h. die dul'eh den Ventilsitzquerschnitt la stramende sekund" 
liehe Wassermenge la c. muB gleieh del' dureh den Ventilspalt 
U h stramenden Menge f.t Ca U h vermehrt um den von dem auf" 

dh 
wartsgehenden Ventil freigegebenen Raum la dt sein, wobei die 

Spaltgesehwindigkeit Ca und die AusfluBzahl ft als unverandlieh 
angenommen sind. 

Da weiter auf Grund del' Kontinuitatsgleiehung 

(2) lacs = Fu = Frmsinoit 

sein muB, so findet sieh sofort aus (1) und (2) eilie Differential" 
gleiehung fUr den Veritilhub 

(3) ,u Ca U h + I a ~~ = F r w sin w t . 
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Merkwiirdigerweise ist diese Gleichung in der Literatur mehrfach 
dazu benutzt worden, die Winkel be und ba abzuleiten. In Wirk
lichkeit ist dies nicht angangig, da unsere gemachten Annahmen 
die Moglichkeit von Eroffnungs- und SchluBverspatungen ja 
iiberhaupt ausschlieBen. 

(4) 

mit 

Die Losung der Differentialgleichung (3) ist: 

h = __ 1- __ (e- mwt + m sinw t - cos (I) t) 
m2 + 1 

Fr 
p = .. - - und 

la 
flCaU m - -- --- wla • 

Tragt man ihre Aussage fiir eine gegebene Pumpe graphisch 
auf, so ergeben sich fiir die Ventilhiibe, VentiIgeschwindig
keiten und Ventilbeschleunigungen Schaulinien, deren Verlauf 

~ I 

Fig. 145. Kraftwirkungen am Pumpenventil. 

mit der Wirklichkeit 
nur sehr wenig tiber
einstimmt. 

Um zu aussichts
volleren Ansatzen zu 
gelangen, ist es not
wendig, auf die wirk
lichen Eigenschaften 
des Ventils und die 
seine Bewegung be
herrschendenFliissig
keitsstromungen ein
zugehen, wobei wir 
vor allem die bis
herige Voraussetzung 

unveranderlicher Spaltgeschwindigkeit Ca und AusfluB
zi££er fl fallen lassen. 

Nach Fig. 145 setzen sich die am Ventilkorper angreifenden 
Kraftwirkungen wie folgt zusammen: 

(5) 
d2h 

M dt 2 + W + iX,2 (ho + h) + M g = Ps + D . 

Hier bedeutet p. die in der StroIllungsablenkullg beruhende 
Wirkung im Betrage von 



(6) 

und 

(6a) 
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p = LFU(C _ dh) 
• g 8 dt 

dh 
W=B--+R 

dt -
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die Summe der Fliissigkeitsreibung und des Fiihrungswiderstandes 
der Ventilbewegung, wahrend D die Gesamtwirkung des Wasser
druckes umfaBt; es setzt sich D aus mehreren Teilen 

(7) D = Da - Di - D. 

zusammen, die wie folgt erklart sind: 

(8) Da = Pala = Wasserdruck auf die obere freie Ventilflache, 

(9) Di = Pdi = Wasserdruck auf die untere £reie Ventilflache 
b 

(10) D. =Ip Udx = Wasserdruckauf dieSpaltflache. Vgl.Fig.146. 
o 

Hiernach haben die Druck-und Stro- x 
mungsverhii.ltnisse im Ventilspalt 
einen EirifluB auf die Ventilbewe
gung, der zunachst festgestellt wer
den solI. 

Nach Fig. 146 herrschen in der 
FIache Uh des Langsschnittes X-X SiIz 

die Spaltgeschwindigkeit C und der )( " 
Druck p. Fig. 146. Zur Stri:imung durch de 

Betrachten wir die Stromungen Ventilspalt. 

im Langsschnitt X-X und im AuBenschnitt, so gilt fiir sie die 
Kontinuitatsgleichung: Menge durch den AuBenschnitt = Menge 
durch X-X vermindert um die Ventilverdrangung, d. h. 

(11) 
'IJ 

Ca 11, U = C 11, U - (b - x) h . 

Fiir das Druckgefalle im Spalt von innen nach auBen gilt die 
allgemeine Strom ungsgleich ung: 

g Bp dc vc Bc 
(12) -yif;= dt = at +c ax · 
Durch Auflosung von (11) nach c und partielle Differentiation 
findet sich: 
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(13) ! OC=dCa+~2hb-X_(dh)2b-X ot dt dt 2 h dt h2 

oc dh 1 
ox = - di'k' 

Fiihrt man diese Ansatze in (12) ein und integriert, so erhalt man: 

(14) JL (p. _ p) = x(~~n: + d 2h !!.- _ ~'!. Ca) _ (dh)2 ~ . 
Y , dt dt 2 h dt h dt 2 h2 

Fur x = b, P = Pa liefert diese Gleichung einen Zusammenhang 
zwischen Pi und Pa, durch den z. B. Pi als eine Funktion der 
Ventilbewegung und der SpaItgeschwindigkeit Ca festgelegt wird, 
wenn Pa als gegeben angenommen werden kann. 1m FaIle das be
trachtete Ventil ein Druckventil ist, wird man Pa als Pressung 
im Druckraum ansehen konnen, deren Schwankungen bei richtig 
bemessenem Windkesselraum nur klein sein konnen, so daB 
Pa als unveranderlich zu betrachten ist. 

Handelt e's sich andererseits urn das Saugventil, so wird man 
Pa durch Pi ausdriicken und so die ebenfalls annahernd unver
anderliche Pressung Pi im Saugraum als gegeben ansehen. 

In gleicher Weise kann man auch P durch Pa oder Pi ausdriicken. 
Jedenfalls gewinnt man nach Eintragung der gewonnenen 

Drucke in (8), (9), (10) bzw. (7) und von da in (5) eine Differential
gleichung, die nur noch die mit der Zeit veranderlichen GroBen 
h und Ca enthalt. 

Wir bezeichnen sie abgekiirzt mit 

(15) (d2 h dh dCa ) 
cp dt 2 ' at' h, dt' Ca = 0 , 

worin als Festwerte noch folgende GroBen vorkommen: 

Ventilmasse M (KonstruktionsgroBe) 
Fliissigkeitsreibungszahl 

(Dampfung) B (VersuchsgroBe) 
Coulombsche Reibung ±R (VersuchsgroBe) 
Federungszahl IX 2 (VersuchsgroBe) 
Vorspannung 1X2 ho (VersuchsgroBe) 
VentilspaItbreite b (KonstruktionsgroBe) 
Saug- oder Druckraum-

pressung Pi resp. Pu (VersuchsgroBe) 
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Kolbenquerschnitt F (KonstruktionsgroBe) 
Kurbelarm r (KonstruktionsgroBe) 
Drehzahl OJ (VersuchsgroBe) 
Spezifisches Gewicht der 

Fliissigkeit y (VersuchsgroBe) 
Beschleunigung der Erd-

schwere g (VersuchsgroBe) 
Mittlerer Spaltumfang U (KonstruktionsgroBe). 

Zu dieser eigentlichen Ventilbewegungsgleichung tritt noch die 
Westphalsche Gleichung (1), die die Kontinuitat der Fliissig
keitsbewegung im Spalt sicherl. Sie enthalt an Veranderlichen 
auBer h und Ca noch die AusfluBziffer ft, so daB fiir drei Variable 
h, Ca , ft nur zwei Differentialgleichungen zur Verfiigung stehen. 
Zur Losung der Aufgabe ist also sichtlich die Vervollstandigung 
des Versuchsmaterials notwendig, wozu sich an Hand unserer 
Ansatze gute Gelegenheit bietet, wenn man die der Beobachtung 
leicht zugangliche Ventilbewegung h in den Diffetentialgleichungen 
als gegeben ansieht, so daB man zwei Ansatze zur Ermittlung von 
ca und ft erhalt. Damit ist man aber auf eine leicht losbare Auf
gabe gefiihrt, wegen deren Behandlung wir auf die Literatur ver
weisen 90). 

YIn. Schwingungen mit mehreren Freiheitsgraden. 

§ 59. Technische Anwendungen des Doppelpendels. 

Unter einem Doppelpendel wollen wir die Vereinigung von 
zwei physikalischen Pendeln verstehen, die so vorgenommen 
ist, daB der Aufhangepunkt des zweiten Pendels ·auf der Ver
bindungslinie von Aufhangepunkt und Schwerpunkt des ersten 
Pendels liegt. 1m ubrigen sollen die Pendel sich nur in einer und 
derselben gemeinsamen Ebene bewegen konnen. 

In der Fig. 147 seien A und Al die Drehpunkte der einzelnen 
Pendel, 8 und 8 1 ihre Schwerpunkte. 

Die Massen der Pendel seien M und M l' ihre auf die Schwer
punkte bezogenen Tragheitsmomente 0 und 0 1 , Dann ergeben 
sich die .Tragheitsradien A und Al aus den GIeichungen 

(1) e = A2M ; 0 1 = ArM! . 
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Bezeichnet man jetzt die auf A resp. Al bezogenen Tragheits
momente mit 8 A resp. 8 A t> so hat man: 

(2).a. .' { 8.=8+l2M· 

X 8 A1 = 8 1 + li M 1 • 

--f-..."."'--\--.--------r---,~ Die Abstande von a bzw. 

y, 

y 

Fig' 147. Doppelpendel. 

a l in den in der Fig. 147 
gezeichneten Punkten T 
bzw. TI von A bzw. Al 
definieren wir jetzt durch 
den Ansatz: 

Zur Aufstellung der 
Bewegungsgleichungen 
ist die Kenntnis der 
kinetischen Energie L 
des Systems erforderlich. 
Wir setzen diese zusam

men aus den kinetischen Energien der beiden einzelnen Pendel. 
Fiir das erste Pendel ist: 

L 1 = t«~ +M82)(~~r· 
Die kinetische Energie L2 des zweiten Pendels setzt sich zusammen 
aus der Energie L'l infolge von Schwerpunktsbewegung und aus 
der Energie Ld infolge von Drehung um den Schwerpunkt. Letz
terer hat die Koordinaten: 

(4) { Xl = a sinIP + 81 sinIPl , 
YI = acosp + 81 COSP1 • 

Hiermit ergibt sich die Energie 

I L81 = tMl {(d:e1 f + (diel f} 
(5) {(d IP)2 2 (dPI) 2 drp dlf'1' 

= tMl a2 aj + 81 de + 2a81 cos(p - ('Pt) de Ttf ' 
wahrend 

(6) 

wird. 
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Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen werden nun mit 
Unterdruckung der vorgeschriebenen Differentiationen: 

d2m d2T 
(M (J2 + M t a2) -d:: + M J a8! cos((P - (PJ) -d / 

t" t" 

+ Ml a 81 sin (cp -- 9"1) (~:1) 2 = k'i ' 

2 d2cp1 d2cp 
M1 0 1 dt3 · + Ml a 81dt2 cos (cp - f!\) 

(7) 

. (dcp)2 - Ml a81 sm(T - 9"1) dt = k'fl • 

Hier sind noch die Kraftmomente k'l' und kepi zu berechnen. 
Auf die beiden Pendel wirken deren Schwerkrafte (M + M t ) g 
und Ml g. (M + M l) g leistet in einem Zeitelement bei kon
stantem CPl die Arbeit: 

Mgdy + Ml gdYl. 
Diese muB gleich sein der Arbeit des Momentes k'l': 

so daB wir erhalten: 
kep· dT , 

kep • dcp = M g dy + Ml g dYl . 

Mit Hilfe der Beziehungen 

wird 
Y = 8 coscp , Yl = a coscp + 8 1 COSCPl 

(8) 

Entsprechend hat man: 

(9) kepi = -g M 1 8l sinTl . 

Durch Einsetzen von (8) und (9) in (7) entstehen die voll
standigen Differentialgleichungen des Systems, die sofort die 
Frage zu beantworten erlauben, unter welchen Umstanden 
zwischen den beiden Pendeln keine Relativbewegung stattfindet, 
d. h. cP dauernd gleich CPl ist. 

Die Einfuhrung der Beziehung cP = CPl in die Differential
gleichungen liefert zwei einfache Pendelgleichungen: 

d2 cp g(M8 + MIa) . 
(7a) dt2 + M02 +M1a2 +M1a8~ smr = 0, 

(8ayd2cp + --J!~-- sincp = 0 . 
dt 2 0i + a81 
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Damit die Pendelbewegullgen identisch werden, miissen die 
Langen der cntsprechenden mathematischcn Pendel gleich, d. h. 

(10) 
Ms-+-M1a, s] 

sein. 
Bezeichnct man jetzt die 

Pendel mit lund 11 : 

0 2 
l=-' 

s ' 

-q----
OJ' -+- as] 

reduzierten Langen der beiden 

so berechnet sich nach Gleichung (10) der Abstand a der Auf
hangepunkte 

(11) 

Geniigt der Abstand a dieser Bedingung, dann findet 
keine Relativbewegung zwischen den Pendeln statt. 

Die vorstehende Theorie des Doppelpendels stammt von Vel t -
man n 91 ), der auch Gelegenheit fand, sie technisch anzuwenden. 

Die Kaiserglocke des Kolner Domes, die im Jahre 1876 ihrer 
Bestimmung iibergeben wurde, zeigte das merkwiirdige Ver
halten, daB der Kloppel beim Lauten nur so geringe Pendelungen 
relativ zur Glocke ausfuhrtc, daB ein Anschlagen der Glocke uber
haupt nicht eintrat. Als Veltmann die Glocke nachrechnete, 

wobei cr in Gleichung (11) den Quotienten ! l] 8 ~1. gegen 1 

vernachlassigte, fand sich, daB 11 -l = 65,3 cm war, a = 66,7 cm. 
Hiermit muHte die Glocke beim Lauten in der Tat versagen. 
Andererseits konnte man durch zweckentsprechende Abanderung 
einer der GroBen 11/ l, a die Glocke lautbar machen, woruber 
Veltmann berichtet. 

Weitere Anwendung findet das Doppelpendel bei der Auf
hangung der groBen Signallaternen auf Feuerschiffen. 

Die Feuerschiffe machen im Seegang groBe Schwankungen, 
vor denen die Laterne moglichst bewahrt werden solI, damit ihre 
Strahlen fur ein das Zeichen ansegelndes Schiff nicht zeitweilig 
unsichtbar werden, wodurch die "Kennung" des Seezeichens ver
andert wurde. Man hiingt deshalb die Leuchtapparate auf den 
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Feuerschiffen cardanisch pendelnd auf; das Doppelpendel be
steht dann aus dem Schiff als Hauptpendel und aus dem kleineren 
Pendel, welches yom Leuchtapparat reprasentiert wird. 

Wir knupfen wieder an die Gleichungen (7) an und fragen, 
ob es mogIich ist, daB das zweite Pendel seine Richtung im Raume 
beibehalt, d. h. unter welchen Umstanden q\ = 0 ein partikuIares 
Integral des Gleichungssystems (7) ist. 

Durch Einsetzen der Beziehungen 

(12) CP1 = 0 , d~l = 0 , 

in die Gleichung (7) entsteht: 

1 
d2 

(M 0 2 + Ml a2) -dt; = -g (M 8 + M1 a) sincp , 

(13) [d2 (d)2] 
M1 a 81 dt~ coscp - d~ sincp = 0 . 

Dies sind zwei Differentialgleichungen fUr cp, die miteinander 
nicht vereinbar sind, weil cp offenbar nicht gleichzeitig zwei ver
schiedenen Differentialgleichungen gehorchen kann. Demnach ist 
die Annahme einer unveranderlichen Lage des Leuchtapparates im 
Raume bei pendelndem Schiff unzuIassig; es ist unmoglich, 
mittels eines Pendels auf einem Schiff eine unverander
liche Richtung zu schaffen. Auch die Einfuhrung einer 
Dampfung kann nichts helfen, da durch diese erst recht Krafte 
yom Schiff auf den Leuchtapparat ubertragen werden, die den 
letzteren zur Bewegung im Raume veranlassen. In der Tat hat 
man die kleinsten Schwankungen der Laterne erzielt, wenn man, 
aIle Reibungen z. B. in der cardanischen Anhangung nach Mog
lichkeit vermeidend, im ubrigen der Laterne eine moglichst groBe 
Schwingungsdauer gegenuber der des Schiffes gab. 

§ 60. Statik der Zentrifugalregulatoren92). 

Unseren Betrachtungen legen wir eiJ:.len kombinierten Feder
gewichts-Regulator zugrunde nach nebenstehender Fig. 148. 

Die kinetische Energie des Systems setzt sich zusammen aus 
den Energien der Schwungkugeln und der Muffenbelastung; die 
Stangenwirkung wird vernachlassigt oder durch geeignete Zu-
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schlage zu den Schwungkugeln und zum Muffengewicht beriick
sichtigt. 

Der eine Schwungkugelmittelpunkt hat folgende Koordinaten 
von seiner Ruhelage aus gerechnet: 

gM, 

Fig. 148. 
Schwungkugelregulator. 

I
x = l(l - COST) , 

(1) y = (a + l sim) cosg; , 

z = (a + l sim) sing; . 

Durch Differentiation nach der Zeit, 
Quadrieren und Addieren findet man 
fur die absolute Geschwindigkeit der 
Schwungkugeln: 

v2 = (~:r + (~~r + (~~r 
(dT)2 (dg;)2 

= l2 tii = (a + lsinT) (it . 

Fiir den Weg des Muffengewichtes gilt 
jedoch 

x = 2l(1- COST) 

und demnach 

(dX)2 = 4l2 Sin2T(dT)2 
dt dt . 

Jetzt kann die kinetische Energie des Systems geschrieben werden: 

1 
L= H{l2(~:r + (a+ lSinT)2(~~r} M2 + 4l2sin2T(~:rMl] 

(2) (d g;) 2 

+ eo (it , 

wo eo dasTragheitsmoment der Muffe in bezug auf die Spindel ist. 
Die Kraftmomente, die auf das System wirken, riihren her 

von den Gewichten, von der Feder, von der Eigenreibung und 
vom Stellzeug. 

Das Moment der Gewichte ist: 

-(M2 + 2M1)glsiuT, 

das der Federkraft betragt: 

-Fl(l - COST) sim, 
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wenn die Feder ffir 7: = 0 gerade spannungslos ist und F ihre 
Spannung ffir 7: = 90 0 bedeutet. Die Momente von Eigenreibung 
und der Stellzeugwiderstand sollen zusammengefaBt werden unter 

(R + W) lsin1: 

und den Oharakter einer Reibung besitzen. R und W werden zwar 
vomMuffenhub abhangig sein, da aber dieseAbhangigkeit meist un
bekannt ist, wollen wir unter R und W ihre Mittelwerte verstehen. 

Jetzt lassen sich die Lagrange - Gleichungen ffir die Regu
latorbewegung hinschreiben. Wir wollen vorlaufig nur auf die 
Anderung des Winkels 7: beziigliche betrachten. Sie lautet: 

1 d21: (d7:) 2 (d cp) 2 
(3) l2(M2 + 4M1 sin21:) dt2 +4l2M 1 sin1:cOS7: dt -lM2 (a+ lsin1:) cos 1: de 

= -(Ms + 2Ml ) glsim - Fl(l- COS1:) sim+(R + W) lsim. 

Es gilt im letzten Gliede der rechten Seite das - Zeichen ffir den 
Aufwartsgang, das + Zeichen ffir den Abwartsgang. 

Zunachst betrachten wir den Regulator bei ruhender Spindel 

(~~ = 0, ~~ = 0, ~t1: = 0) und abgekuppeltem Stellzeug (W = 0) 

und denken ihn uns reibungslos (R = 0). Wir miissen jetzt, um 
den Regulator in seinem Ausschlag 1: zu erhalten, an der Muffe 
eine nach oben wirkende Kraft 

(4) 

anbringen. 
Diese Kraft S, welche man durch Auswiegen am Regulator 

leicht feststellen kann, nennt man die Energie des Regulators. 
Es darf nicht iibersehen werden, daB Energie hier im Sinne von 
Kraft gebraucht und in Kilogramm gemessen wird. Wir wollen 
zur Vermeidung von Unklarheiten die GroBe S stets als Muffen
druc k bezeichnen. 

Nun denken wir uns die Regulatorspindel mit im Beharrungs
zustande laufen, zunachst noch ohne Stellzeug und Eigenreibung. 

Dann ist ~; = 0, ::: = 0 und unsere Gleichung lautet: 

{ 
-lM2(a+lsin't)COS7:(~~r 

(5) = _ (M2 + 2 M 1) g 1 sim 

-F l(2 - COS1:) sim . 
Hart, Schwingungslehre. 2. Auf!. 17 
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Diese Gleichung sagt aus: 1m Beharrungszu
stand halt die Zentrifugalkraft der Schwung
kugeln dem Muffendruck das Gleichgewicht. 
Bezeichnen wir die Zentrifugalkraft mit 0, so 
gilt offenbar 

r 0 = M2 (a + l sim) (~~r 
(6) 1 = [(M2 + 2 M 1 ) g + F(l - COST)] sinT , 

COST 
und es laBt sich zu jeder Schwungkugelstel
lung 1: die Zentrifugalkraft 0 berechnen. 
Tragt man diese Werte nach Fig. 149 .unter 
den zugehorigen Kugelstellungen auf, so 
entsteht die sogenannte Ohara kteristi k 
oder 0 - K urve des Regulators. Zu jedem 0 
HiBt sich dann auch die zugehOrige Winkel-

geschwindigkeit w = ~~ der Regulatorspin

del berechnen und auftragen. 
Nunmehr denken wir uns den Regulator 

Fig. 149. Charakteristik mit der Eigenreibung R behaftet, dann gilt 
des Regulators. fur die Aufwartsbewegung: 

1
M. (a + l sinr) (~dC£)2 

(7) - t 

= [(M2 + 2 MJ ) sinr + F(1 - COST} sinr + R sinr]: COST. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, daB zur Einleitung einer Be
wegung der Muffe nach oben eine groBere Winkelgeschwindigkeit 
w = w' oder ein groBeres 0 = 0' erforderlich, als beim reibungs
losen Regulator. 

Es gilt offenbar 
0' = 0 + LI 0' = 0 + R tg T 

oder LlO' = RtgT . 
Das Verhaltnis LlO' R 

o S 
bezeichnet man mit fr und nennt 

R 
fr = ·s· 
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den Unempfindlichkeitsgrad fur die Eigenreibung. l!'ur 
die Abwartsbewegung hat man analog 

0" = 0 - LlO" = 0 - RtgT 
oder 

JO" = RtgT . 

Willkurlich nimmt man jetzt an, daB fur aIle Regulator-
stellungen 

JO' = JO" 

sei. Analoge Betrachtungen fuhren auf den Unempfindlich
keitsgrad fUr den Stellzeugwiderstand 

W 
Fw=-S-; 

aus f, und fw setzt sich schlieBIich der gesamte Unempfind
lichkeitsgrad des Regulators 

(8) f = fr + fw 

zusamnien. 
Die GroBe R + W = f S bezeichnet man kurz als Ver

stellungskraft des Regulators. Da bei den meisten Regula
toren der Muffendruck S veranderlich ist, ist auch die Unempfind
lichkeit veranderlich; nur die Tolleschen Federregulatoren haben 
konstanten Muffendruck. 

Wir kehren zurUck zur O'-Kurve Fig. 149. Die Winkel
geschwindigkeiten Wo und Wu an den Grenzen des Wirkungs
bereiches des Regulators benutzt man zur Definition des Un
gleichformigkeitsgrades der Regulierung: 

(9) l5 = 2 wo - Wu • 

wo+w" 

1st die O-Kurve gezeichnet, so kann l5 nach Fig. 149 leicht ge
funden werden: 

Mit der eingehenderen Diskussion der O-Kurve, bei der sich 
Gelegenheit bieten wiirde, zwischen statischen, astatischen und 
pseudoastatischen Regulatoren zu unterscheiden, wollen wir uns 
nicht befassen. Jedenfalls abel' sind die bisherigen Festsetzungen 

17* 
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der Inbegriff der statischell Regulatortheorie. Mit Hilfe 
derselben pflegt man in der Praxis die Regulatoren zu ermitteln, 
wenn man nicht auf die Berechnung iiberhaupt verzichtet und die 
von den Regulatorfirmen herausgegebenen Tahellen zu Rate zieht. 
Beriicksichtigt wird dabei immer die Forderung, daB der Un
empfindlichkeitsgrad des Regulators groBer sein muB 
als der Ungleichformigkeitsgrad des Schwungrades 
und kleiner als der Ungleichformigkeitsgrad der Regu 
lierung. 

§ 61. Tbeorie der Drehpendeltachometer. 

Fig. 150. Drehpendeltachometer 
von Th. Horn. 

Imallgemeinen sinddieDreh
pendeltachometer nach den 
gleichen Grundsatzen wie die 
Regier der Kraftmaschinen ge
baut. 

Als neues Element kommt 
bei ihnen der Zeiger und sein An
triebswerk hinzu, durch welche 
die Ausschlage des Fliehpen
delsystems auf einer Skala 
(Angahe der zugehorigen Dreh
zahl) sichtbar gemacht werden. 

Fig. 150 93) stellt einen sol
chen Tachometer mit gekreuz
ten Pendeln dar. Die Pen del
ausschlage werden durch einen 
Schwinghebel mit gewichtsaus
geglichenem Zahnsegment auf 
das Getriehe Z ubertragen. Des
sen erste, durch den Mittel
punktdesSkalengehausesgehende 
Achse tragt den Zeiger, die letzte, 
ins Schnelle ubersetzte Achse 
tragt einen Luftdampfer
£lugel. Die der Zentrifugal
kraft entgegenwirkende Feder 
ist als ehene Spira Ie ausgebil
det . 
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Es sei 1-1 nach Fig. 151 die Lage der einen Hiilfte des 
Pendelkreuzes bei spannungsloser Feder. 

gist das Gewieht sammtlicher vier Pendelmassen .zusammen, 
c die Federungszahl von t in em kg (21l)-l, also das Federkraft
moment in em kg, bezogen auf die Ein
heit des Umfanges des Einheitskreises. 

Ist das Kreuzpendel vollig ge
wiehtsausgegliehen, so ist im statio
naren Drehzustand stets dasgesamte 
Zentrifugalkraftmoment gIeieh dem 
Federkraftmoment 

(1) 

Hier ist: 
Me = 01· cos IX , 

0' = m1sinIX w 2 • 

Also wird: 

II 

II 

Fig. 151. Koordinaten des 
Drehpendeltachometers. 

(2) 2012 (1ln) 2 
4 Me = 2"g sin IX cos IX 30 

und mit 
(3) 

und unter Auflosung nach der sekundlichen Drehzahl n 

(4) 

Dieser Ansatz fiihrt nach graphischer 
Auftragung zur Charakteristik des 
Pendels und zur Frage nach der Sta
bilitat der Instrumentanzeiger. Man 
versteht unter Stabilitat in diesem Fall 

c 

eine solche Lage des Instrument- Fig. 152. StabiIitllt und Instablli-
werkes, daB zu wachsenden Zeigerstel- tat der Charakteristik. 

lungen wachsende Drehzahlen gehoren. 
In diesem Sinne ist in Fig. 152 die Charakteristik 1-1 vollig 
stabil, 2-2 auf clem absteigenden Ast instabil. 

Stabile Bereiche erhalt man also in denjenigen Kurven
zweigen, die ansteigend sind, also bei Erfiilhmg der Bedingung 

dn 
(5) aIX > 0 . 
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Priift man hier noch den Ansatz (5), so findet man als Bedingung 
der Stabilitat, 

(6) sin2 lX > 2(lX - lXo) cos2 lX . 

:Jl 
1m Bereiche 0 < lX < "4 schr~iben wir (6): 

(6a) 

welche Bedingung fiir positive lXo stets erfiillt ist. 
:Jl:Jl •• :Jl 

1m Bereiche "4 < lX < 2 behalten wir (6) b2i. Fur lX = -4-
ist sicher: 

• :Jl 
slll2 > 0 . 

Fiir groBere lX ist zunachst zu beachten, daB lX niemals kleiner 
als lXo gewahlt werden kann, da sonst nach (4) die Drehzahl n 
imaginar werden wiirde. lX - lXo ist also entweder Null oder posi
tiv, folglich ist (lX - lX 0) cos 2 lX im Bereiche 

entweder Null oder negativ, folglich im genannten Bereiche 

sin 2 lX > (lX - ~o) cos2 lX , 

wei! sin 2 lX hier stets positiv oder Null ist. 
Fiir negative lXo bestimmt sich aus der Gleichung 

(7) tg2lX1 =2(lX1 -lXo) 

die Grenze lX = lXI zwischen den labilen und stabilen Be
reichen; fiir lX < lXI ist der Bereich labil, fiir lX > lXI stabil. 

Die genannten Grenzpunkte, in denen dn = 0 ist, heiBen asta-
tische Punkte. dlX 

Die graphische Auftragung des Ansatzes (4) liefert nach 
Fig. 153 94) ein System von Kurven, deren stabile Bereiche in 
dem nichtschraffierten Gebiet liegen. Von diesen an sich brauch
baren Kurven zweigen hat man beim Bau des Instrumentes 
dann denjenigen auszusuchen, der den Forderungen groBen MeB
bereiches und proportionalen Zusammenhanges zwischen Dreh
geschwindigkeit und Pendelansschlag bzw. Zeigerstellung am 
nachsten kommt. 
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Von diesen Stabilitatsfragen abgesehen sind die Drehpendel
tachometer aber auch schwingungsfahige Instrumente. 1m alJ
gemeinen wird man bei Aufstellung der Schwingungsgleichung 
das Vedahren zu befolgen haben, welches fiir Drehpendelregu
latoren im folgenden Paragraph auseinandergesetzt wird. 

~nrr--~----~----~----~----~----~----~--~rmrnmmn 

I 
3SPp'Hj-li--1-----1-----1-----t---t---,----I---!JlHHtHtfttt 

:JPIJ.~-1 
I 

upp I, 

~~~~~:J--~i ~~~~H+f~ 

Fig. 153. Verschiedene Formen der Charakteristik des Tachometers. 

In unserem Fane gestaltet sich die Entwicklung des Schwin
gungsansatzes besonders einfach. Wir erhalten, ohne Beriick
sichtigung der Widerstande: 

l2G d2IX Gl2 
~~-- -~ ... + C(IX - IX ) = ~ w 2 sin2 IX • 
g dt2 0 2 g 

(8) 

An Widerstanden kommt bier noch die Wirkung des Damp
dlX 

ferflii.gels hinzu, die wir mit Edt proportional del' Zeiger-
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geschwindigkeit ansetzen, sowie die Coulombsche Reibung 
+R. 

1m ganzen entsteht also der Ansatz: 

l2 G d2 IX d IX G l2 ------- + B-- + CIX ----w2 sin2IX + R = CIX • 
g dt 2 dt 2g - 0 

Nach tJbergang zu kleinen Ausschlagen ex und mit den Abkiir
zungen: 

(9) C - 8w2 = G' 

entsteht 

(10) 

Nach (9) ist mit C - 8w 2 < 0 die Moglichkeit dynamisch 
unstabiler Zustande nicht ausgeschlossen, andererseits ist die 
durch die Gleichungskonstanten in (10) gegebene Dampfung maB
gebend £lir die Unpiinktlichkeit des Instruments, d. h. fiir den
jenigen Zeitbetrag, den es gebraucht, um nach Eintritt einer 
plotzlichen Anderung von w in Wo (in der Konstante G = C - 8w2 , 

die dadurch in Go = c - 8w5 iibergeht) zur Ruhe zu kommen. 
Um diese Verhaltnisse beurteilen zu konnen, haben wir die 

Dif£erentialgleichung=: (10) zu integrieren, was in geschlossener 

-I,,----l 
r--t----i!-----j--+-+I -'" __ --.j 3· 

_J. __ -":::l 3 

-I--f---*<--+-- c: .. I 
Z" I 

I 
()(oz I 

I 

Form unmoglich ist. Die 
Losung ist vielmehr aus 
einer Reihe von Schwin
gungsbogen zusammenzu
setzen, ahnlich, wie es be
reits in § 5 geschehen ist. 

Zunachst schreiben wir 
aufderrechtenSeitevon(lO) 

(Il) c IXo = Go IXoo • 

W ir zahlen nach Fig.154 
die Winkel IX als Strecken 
von einer Nullachse aus 

Fig. 154. Dampfungskurve eines Tachometers. 
und erkennen IXOO als die 

~---~-~-+----~ 

Anzeige des Instrumentes, die bei der neuen Drehgeschwindig
keit wo im stationaren Zustand eintritt, wobei wir in (10) von 
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der Reibung abgesehen haben. Die Ausgangsstellung des Zeigers 
(fUr die Drehgeschwindigkeit 0)) war 

(12) 
C IXo 

IXl =7)- . 

Beriicksichtigen wir nun in unserer Differentialgleichung 
die Reibung, so haben wir ihren Betrag, falls, wie wir annehmen, 

IXl < IXoo 

war, also mit 0) < 0)0 plotzlich von einer kleineren auf eine groBere 
Drehgeschwindigkeit iibergegangen wurde, auf der rechten Seite 
von (10) negativ anzusetzen, da die Reibung dem Anwachsen 
der Zeigerstellung von IXI auf IXoo entgegenwirkt. Wir erhalten 
also als Differentialgleichung: 

(13) 
d2 IX dlX 

8 dt2 + B dt + Co IX = Co cx oo - B . 

Schreiben wir hier rechts 

und 
B 

IXoo - 0- = IXO! , 
o 

so haben wir in IX = IXOI diejenige Zeigerstellung < IXoo, urn welche 
die Instrumentanzeige unter EinfluB der Reibung ohne Vor
handensein von Dampfung pendem miiBte. In Fig. 154 gibt der 
Sinuskurvenzug 1-2 die Zeigerbewegung wieder, die in ihrem 

oberen Teil gestrichelt ist. Infolge der Dampfung B dlX wird die 
dt 

Zeigerstellung 2 gar nicht erreicht, sondern nur 2', von wo nunmehr 
ein zweiter Kurvenzug nach der Differentialgleichung 

d2 IX dlX I 

(14) e dt,2 + B-(It + Co IX = Co IXoo + B 

beginnt, da die Reibung B jetzt das Abnehmen des Zeigeraus
schlages verhindert, also im Sinne einer VergroBerung von IX 

wirkt. 1m iibrigen geht die weitere Bewegung als Schwingung 
urn die Mittellage IX02 vor sich und erreicht infolge der Dampfung 
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nach der halben Schwingungsdauer '!-. die Lage 3' statt 3. Da 
2 

3' bereits innerhalb der Unempfindlichkeitszone infolge der 
Coulombschen Reibung liegt, so ist in 3' die Zeigerbewegung 
zu Ende. 

Es ergibt sich also, daB sich die Wirkungen der Fliissigkeits-

reibung BdlX und der Coulombschen Reibung R iibereinander 
dt 

lagern, ohne daB die gedampfte Schwingungsdauer 1" beriihrt wird. 
Indessen findet sich auf Grund der Entstehung der Fig. 154, 

daB die Unpiinktlichkeit {} der Instrumentanzeige um so 
kleiner wird, je kiirzer die Schwingungsdauer 1" und je starker 
die Dampfung ist. Diese beiden Bedingungen widersprechen sich, 
da die Schwingungsdauer 1" nach § 6 mit wachsender Dampfung 
zunimmt. Der Ausgleich der widesprechenden Bedingungen ist 
durch Untersuchung jedes einzelnen Falles zu schaffen, ebenso 
wie die Frage der Reibung R so zu erledigen ist. Denn R wirkt 
zwar giinstig auf die PiiIiktlichkeit, indem es mit der Dampfung 
auf raschen Stillstand der Zeigerschwankungen hinwirkt; auf der 
anderen Seite aber wirkt es schadlich durch VergroBerung der 
Unempfindlichkeitszone lX02 -lXol • In den meisten Fallen 
wird man lieber auf Piinktlichkeit zugunsten der Empfind
lichkeit verzichten 96). 

§62. Regulator und Kraftmaschine. 

tJber das Zusammenwirken eines Reglers mit der von ihm 
beherrschten Maschine sagt uns die Statik der Regulatoren 
nichts. Hier beginnt das Gebiet des Regulierproblems, d. h. die 
Frage: Wie bewegt sich die von einem Regulator be
einfluBte Maschine bei einer Storung des Beharrungs
z us ta nde s ? Diese Frage beginnt zuerst um die Mitte des 
19. Jahrhunderts die Dampfmaschineningenieure zu beschaftigen. 
Die endgiiltige Losung stammt dagegen aus dem Jahre 1877 und 
ist dem russischen Finanzminister Wischnegradsk y 96) zu ver
danken. 

Wir kniipfen an den Ausdruck (2) der kinetischen Energie 
des Regulators im vorhergehenden Paragraphen an, indem wir 

noch das Glied -1 (~(~~r hinzn£Ugen. 
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Hier ist e das Tragheitsmoment des rotierenden Teils der 

ganzen Maschine, ~~ die ihre Winkelgeschwindigkeit. Da wir 

das Ubersetzungsverhaltnis von der Maschinenwelle zur Regu

latorspindel = 1 annehmen wollen, ist ~q~ auch die Winkelge-
schwindigkeit del' letzteren. t 

Unter (3) des vorigen Abschnitts war auch schon die Be
wegungsgleichung des Regulators fur den Schwungkugelaus
schlag 7: aufgestellt. Es muB nun bemerkt werden, daB fur die 
folgende Behandlung das Reibungsglied ± (RW) 1 sim Schwierig
keiten machen wurde. Wir wollen daher uns die konstante Rei
bung durch eine veranderliche ersetzt denken und annehmen, 
daB hierzu eine Olbremse am Regulator angebracht sei. Der 
Kolben der Bremse sei mit del' Muffe verbunden, so daB fur die 
Bremskraft geschrieben werden kann: 

dr 
kb = -B Jt · 

Die Bremskraft soIl also proportional der Muffengeschwindig
keit sein. Nach Einfuhrung von kb in Gleichung (3) des § 60 
findet sich: 

{ 

d27: (d7:)2 (d(p)2 l2(M2 + 4Msin2 r) Cit +4Fllf1simcos7: dt -lM2 (a+lsim)cosT atl 

= -(M2 +2M1)glsim-Fl(1- cosr)sim- 2lBSin27:~i. 

Fur die Anderung der rp-Koordinate ergibt sich aus der gesamten 
kinetischen Energie des Systems: 

d2 ) 
(2) (0 + eo + (alsim)2M2) -d: = D - W. 

Hier bedeutet D das (bei Kolbenmaschinen mit den Beschleulli
gungsdrucken der hin und her gehenden Massen kombinierte) 
Tangentialantriebsmoment, W das von del' Maschine zu uber
windende Gegenmoment. 

1m allgemeinen wird nun D bei Kolbenmaschinen abhangig 
Rein yom Winkel f[), 1'10 daB wir schreiben konnen 

D=D/I,+F(rr)· 
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Dieser Formelliegt die Vorstellung zugrunde, daB das Tangential
moment aus seinem Mittelwert Dm und aus einem periodischen 

Teil F{qJ) bestehe. Bei ledig
lich rotierenden Maschinen ist 
F{qJ) = O. Bei allen Maschinen 
werde nun der Mittelwert .Dm 
vom Regulator beeinfluBt, so 
daB zu h6heren Regulatorlagen 
kleinere Dm und umgekehrt ge
hOren; siehp Fig. 155. Wir 

6-____ L-_-'--_--'-__ +'C schreiben 
-Co (4) Dm = Do - k . , . 

Fig. 155. Schaubild des FiillungseinflusEes 
auf das Tangentialdruckmoment. Die so vervollstandigten Glei-

chungen (I) und (2) bedurfen, 
nun weiterer Vereinfachungen, die im wesentlichen darin bestehen
daB die Ausschlage " von einer Mittellage TO aus gerechnet, als 
klein betrachtet werden. Ebenso nimmt man an, daB die Winkel-

geschwindigkeit dd~ urn ihren Mittelwert Wo nur wenig schwanke; 

mit anderen Worten, man betrachtet nur kleine Sch wingungen 
des Systems. Wir schreiben in dies em Sinne: 

,= '0 + 'YJ, 
d(p 
de = Wo + w. 

Eine letzte Vereinfachung besteht darin, daB in dem AusdruckF{qJ) 
W = Wo t gesetzt und F somit in eine periodische Funktion der 
Zeit ubergefuhrt wird. 

Die Tragweite dieser Vernachlassigungen laBt sich ohne genauere 
Abschatzung schwer beurteilen; wir mussen uns vorbehalten, ihre 
Zulassigkeit durch Vergleiche mit dem Experiment zu priifen. 

Die Gleichungen (I) und (2) nehmen nunmehr eine uber
sichtliche Gestalt an: 

(la) 

l2{1112 + 4111 sin2,0) ~:~ - l1l12 (a + l simo + l11 COSTo) (I)~ 
- 2l1l12 (a + l simo) W Wo 

= - (1112 + 21111 ) g l (sin '0 + 1) cos'o) - F l (I - cos '0) sin '0 

-Fl[{1- COSTO) COSTo + sin2'0]1)- 2Blsin2,o ~1 
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(2a) 

Nach Einfiihrung der abkfirzenden Bezeichnungen: 

m = 12(M2 + 4Msin2To); b = 2Blsin2To ; 

C = F 1[(1 - COSTO) cos TO + sin2ToJ 

+ (M2 + 2Ml ) g 1 cos TO - 12 M2 COSTO w~ ; 

a = 2 1M2 (a + lsimo) Wo 

und unter Beriicksichtigung von Gleichung (5) in § 60, nach 
welcher sich die konstanten Glieder in Gleichung (la) aufheben, 
kommt: 

(1 b) 

(2b) 

Wie auch der Regulator im einzelnen beschaffen sein moge, stets 
lassen sich zwei Gleichungen der Form (1 b) und (2b) aufstelien. 
(lb) ist die Schwingungsgleichung des Regulators, in 

welcher m ~2t~ die Massentragheit der Regulatorteile, b ~i 
die Dampfung der Schwingung durch die Olbremse, c'fj die 
Gewichts- und Federwirkungen darstelit; a wist die von 
den Schwankungen der Maschinengeschwindigkeit herriihrende 
Storung der Regulatorschwingungen. Die Gleichung (2b) ffir die 

Maschine selbst enthalt in e~T die Massentragheit der 

rotierenden Teile; -k'fj stelit den vom Regulator be
einfluBten Teil des Antriebsmomentes dar; die GroBe 
Do - k TO - W wird wahrend der Storung konstant gedacht. 
Der veranderliche Teil des Antriebsmomentes F(wo t) falit bei 
l'urbinen fort. 

Den letzteren Fall wollen wir auch hier betrachten. 
Wir eliminieren aus (1 b) und (2b) die Variable w, indem 

wir statt (1 b) schreiben 

dm darJ d2rJ d17 
aTt = m dt3 + b([t + c-dt 
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und dies in (2 b) einfuhren: 

d3 Y) dZ}1 dll k a (Do - k To - W) a 
(3) m dtS + b dt 2 + edt + f) II =---7-)------

Diese Differentialgleichung dritter Ordnung mit kOll
stanten Koeffizienten liiBt sich leicht integrieren. 

Man findet als Lasung: 
D-b-W 

(4) 11 = A eIX1t + B eIX2 t + C e"3 t + 0 k 0_ 

Hier sind die iX I , iX 2 ' iXa als Wurzeln del' Gleichung dritten Grades 

ka 
m iX 3 + b iX 2 + C IX + i§ = 0 

zu berechnen, wahrend die willkurlichen Konstanten A, B, G 
sich aus dem bekannten Bewegungszustand del' Maschine im 

t:" Anfang derStarung ergeben. 

neuer BelrorrunqsZIIsfanrf 

t 

:Fig. 156. Aperiodischer Ausgieich einer Stiirung. 

Hiermit liiBt sich die Sta-
rungs bewegung graphisch 
auftragen. Je nach dem Ver
halten del' Wurzeln iXI , iX 2 ' iXa 

sind verschiedene FaIle denk
bar. 

1. AIle Wurzeln sind ree11 
und negativ. Dann strebt 

del' Regulatorausschlag schnell del' Lage des neuen Beharrungs
zustandes zu, wie in Fig. 156 dargestellt ist. 

t 

Fig. 157. Gedampft<.r Ausgieich. }I'ig:. 158. Ungediimpfter Ausgleich. 

2. Eine Wurzel ist reell und negativ, die beiden andel'll sind 
konjugiert komplex, haben aber negative reelle Anteile: Der 
Regulator macht einige Pendelungen .um den neuen Zustand, 
kommt aber bald ZUl' Rnhe (Fig. 157). 

t 
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3. Eine Wurzel ist Null, die beiden andern sind rein imaginar: 
Der Regulator macht um den neuen Zustand andauernde Pen
delungen (Fig. 158). 

4. Von den Wurzeln sind zwei komplex, die dritte ist positiv 
reell, oder die komplexen haben reelle positive Anteile: Der 
Regulator vollfuhrt um den neuen Beharrungszustand immer 
groBer werdende Schwingungen (Fig. 159}. 

5. Alle Wurzeln sind reell und positiv: Die Regulatoraus
schlage wachsen ohne Pendelungen unbegrenzt (Fig. 160). 

Fig. 159. Instabiler AusgJeich 
mit Schwingungen. 

t 
) 

r: 

t 

I'ig. 160. Instabiler Ausgleich 
ohne Schwingungen. 

Praktisch brauchbar von diesen fum Moglichkeiten sind 
naturgemaB nur die beiden ersten; damit sie eintreten, mussen 
die Regulator- und Maschinenkonstanten folgende Bedingungen 
erfiHlen: 

(5) mka ----e- < be, 

b> 0; c> 0; 
ka 
f) > 0; 

wie sich aus der Ansetzung der Hurwitzschen Determinanten 
nach § 44 mit 

b 

ergibt. 

c 
a.)=~, • m 

ka 
a --~-

3 - em 

Aus der zweiten Zeile lassen sich ohne weiteres die Wisch
negradskyschen Bedingungen der Stabilitat der Regu
lierung ablesen: 

1. Ein Regulator ohne Dampfung (b = O) kann nic befrie
digend regnlieren. 
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2. Ebensowenig ein astatischer (c = 0) odeI' gar labiler (c < 0) 
Regulator. 

Es muB zugegeben werden, daB die Regulatorpraxis auf 
diese Gleichungen keine Riicksicht nimmt; dies geschieht abel' 
nicht deshalb, weiL sie nicht in Ubereinstimmung mit del' Er
fahrung sind, sondern weil die Forderung eines m6glichst gleich
formigen Ganges del' Maschinen an sich schon zu so groBen 
Schwungradern e fiihrt, daB die zweite Gleichung (5) immer 
erfiillt wird, wenn iiberhaupt eine Dampfung vorhanden und 
del' Regulator statisch ist. Nun sind in del' Tat alle neueren 
Regulatoren mit verstellbaren Olbremsen versehen; ebenso 
hat man das Streben nach astatischen Regulateren aufgegeben, 
so daB die Wischnegradskyschen Bedingungen sozusagen un
bewuBt beriicksichtigt werden. 

Zieht man im Falle del' Kolbenmaschinen auch das Glied 
F(wo t) in Betracht, so ist zunachst die Frage del' Resonanz 
del' Eigenschwingungen des Regulators mit diesen Antriebs
impulsen aufzuwerfen. In Wirklichkeit macht sich diese Gefahr 
nicht geltend, weil die betreffenden Schwingungszahlen zu weit aus
einanderliegen. Die einzige Wirkung, welche die Ungleichf6rmig
keit wahrend einer Umdrehung auf den RegIer ausiiben kann, 
besteht in kleinen Schwingungen del' Muffe des letzteren, die nur 
niitzlich sind, indem sie die Empfindlichkeit des Reglers ver
bessern; diese Schwingungen sind bekannt unter dem Namen das 
Tanzen des Reglers. 

Die Untersuchung del' Stabilitat del' Regulierung unter Wir
kung del' Coulombschen Eigenreibung und des Stellzeug
widerstandes ±(R + W)esin'l an Stelle del' Olbremsen-

dampfung B d'l [vgl. Ausatz (3), § 60] fiihrt an Stelle von 
dt 

Ib und 2b auf folgendes Gleichungssystem: 

dw 
(6) edt + krJ = 0, 

d2 rJ 
m-d 9- + CrJ = aw + (R + W) lsill'lo . t- --(7) 

1m Ausatz (7) bleibt das Vorzeichen des zweiten Gliedes derrechten 

Seite so lange ungeandert, als dJ! nicht durch Null geht. 
dt 
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FUr einen solchen Teilvorgallg gewinnen wir aus (6) und (7) 
die Differentialgleichung 

ahl dt) ak 
(8) m dt 3 + C (it + Fi 17 = 0 , 

deren allgemeines Integral fUr die aus einer gegebenen Storung 
des Beharrungszustandes folgenden Allfangsbedingungen 
zu spezifizieren ist: 

~l'£=o·· t= 0: r; = 1)0 ; 
dt ' 

Dasso gewonnene partikulare Integral gilt bis zur Zeit 

t = t1 , zu welcher die aus ihm folgende Geschwindigkeit ~Y zum 
erstenmal verschwindet. t 

Von diesem Zeitpunkt ab gilt wieder das allgemeine Integral 
von (8), aber mit den neuen Anfangsbedingungen: 

t = tJ : I) = 171 ,. dl) = O. d2 r; = _ [(d2YJ) 2(R + W) lSim] . 
dt 'dt2 dt 2 1+ m 

In dieser Weise ist mit der Ermittlung der einzelnen Schwin
gungsoogen, die von den Nullpunkten der Geschwindigkeit be
grenzt werden, in ahnlicher Weise fortzufahren, wie es in § 5 bei 
einer durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung charak
terisierten Bewegung geschehen war. 

Es ist auch moglich, fUr einen derartigen Vorgang die Kri
terien der Konvergenz der Reihe aufeinanderfolgender Schwin
gungsbogen aufzufinden, wie es R. v. Mises 97) getan hat, der dabei 
auch die Beharrungswirkung des als Flachregler vorausgesetzten 
Regulators beriicksichtigte. 

§ 63. Die Inertieregulatoren. 

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhunderts begann die in 
Aufschwung gekommene elektrische Industrie an die Regulierung 
der Antriebsmotoren der elektrischen Maschinen bei vergleichs
weise hoher Umlaufszahl groBere Anforderungen zu stellen. 
Dieser Umstand hatte das Auftreten einer neuen Klasse von 
Reglern zur Folge, die mit den Fliehkraftregulatoren in erfolg
reichen Wettbewerb zu treten begannen. Es handelt sich hier 
um die sogenannten "Beharrungsregler", die auf dem schon 

H 0 r t. Schwingungslehre. 2. Auf!. 18 
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von Werner und Wilhelm Siememl iIll Jahre 184598 ) ange
gebenen Grundsatz beruhen, die bei Belastungsanderungen der 
Maschine auftretende, auf eine frei mitrotierende Masse ausge

Fig. 161. Schema eines Inertieregiers. 

ubte Beschleunigungskraft bzw. 
ihre Reaktion, d. h. den Trag
heitswiderstand der Hilfsmasse, 
als Stellkraft zur Verschiebung 
des Steuerorgans des Motors zu 
benutzen. Der erste auf diesem 
Prinzip beruhende brauchbare 
RegIer wurde 1891 von K u m
mer,Fischinger99 ) undLeck 
erfunden; es sind ihm seitdem 
eine ganze Reihe namentlich 
amerikanischer Konstruktionen 
gefoIgt 100). 

Das Grundsatzliche der Einrichtung eines Beharrungsreglers 
hesteht in foIgendem: Auf der Maschinenwelle (siehe Fig. 161) 
festgekeilt ist derdreiarmigeHebel 0 1002 , Um 0 1 und O2 drehbar 
angeordnet sind zwei Massen M1 und M2 , die bezuglich 01 und O2 

y 
die Tragheitsmomente 8 1 

und 8 2 haben. Der Schwer
punkt S1 von Ml £aUt mit 01 
zusammen, wahrend S2 = B 
von O2 den Abstand e hat; 
die Hebelarme 001 und 002 

haben die Langen r1 und r2 • 

M 1 und JJ!I2 sind durch die 
Stange AB mit Gelenken in 
A und B verbunden; dabei 
soIl 0] A = O2 B sein. 1m 

OC1'--r'---'---o::-------,x;;.- ubrigen ist cler Punkt 0 von 
x 

M 2 mit 03 durch eine Feder Fig. 162. Die Koordinatendes Inertieregiers. 
verbunden. Auf der Welle 0 

sitzt auBerdem das Maschinenschwungrad vom Tragheitsmo
mente 8. Die ganze Anordnung bildet ein System von zwei 
Freiheitsgraden; die beiden zugehOrigen Koordinaten seien 
{} und 0, derenBedeutung aus der Figur Ieicht zu ersehen ist. 
AuBerdem definieren wir noch einen Winkel cp = {}-{}; Fig. 162. 
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Zuniichst ist es erforderlich, die kinetische Energie des Systems 
aufzustellen. Wir betrachten hierbei die Massen fUr sich; die
selben seien als plattenformige Korper ausgebildet, deren parallele 
Begrenzungsebenen auf den Drehachsen 0 1 und O2 senkrecht 
stehen; ein Massenelement heiBe dm. Bezeichnet v die Geschwin
digkeit desselben, so ist offenbar diekinetischeEnergie eines solchen 
Korpers 

wobei sich die Integration uber die Plattenfliiche zu erstrecken hat. 
Hat nun (siehe Fig. 162) dm die Koordinaten x y in dem festen 
Koordinatensystem XY und ~ 'YJ in dem sich drehenden ER, so 
ist: 

v 2 = (~~)2 -l- (dy)2 
dt ' dt . 

Fur x und y gilt aber (siehe Fig. 162) 

(1) { x ='rcos# + ~cos({} + fIJ) - 'YJ sin(# + fIJ), 

y = r sin{} + ~ sin (ll + gy) + 'YJ cos ({) + If) . 

Durch Differentiation folgt hieraus: 

~~ = -rsin#'{}'- ~sin(.,'} + cp) (#'+ cp') 

(la) 
- 11 cos ({) + cp) ({I' + cp') , dy 

dt 
rcoslH},+ ~cos(# + cp) (.,'}'+ cp') 

- I} sin (I~ + cp) (19'+ cp') 

und danach durch Quadrieren und Addieren: 

(2) v2= r2#'2 + (~2+ 112}(#' + tp')2+2r#'(# + cp')(~ costp -17 sin!p) . 

Die kinetische Energie findet sich sodann zu: 

{ 
L = -~r219/2fdm + H{)'+ tp')2f(~2+ 'l'}2)dm 

(3) + r #/(lJ.' + q!') {cOS(pf ~ dm - sinqJ f 'I'} dm} . 

Angewandt auf die Masse M 1 , ergibt dies wegen f ~ dm = f 11 dm = 0 

(lb) Ll = -~rIMl1~'2+ }e1(o.'+ qJ')2. 

Fur M2 findet man dagegen 

{ 
L2 = lr~M2#'2 + -}e2(H' + qJ/)2 

(1 c) + r({)'+ cp')H' {acoscp- bsintp}M2 , 

18* 
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wo a und b die Koordinaten des Schwel'punktes 8 2 = B bedeuten. 
Der in Klammern {} stehende Ausdruck stellt die Projektion des 
Schwerpunktabstandes e auf die Richtung von r2 dar und kann 
daher bei der Willkiirlichkeit des Koordinatensystems der ~, 'fj 

gleich e cos q; gesetzt werden. Somit wird die ganze kinetische 
Energie des aus Schwungrad und Regulator bestehenden Systems: 

(4) { L = t«E> + riM} + riM2)~'2+ H8} + 82) (~'+ q;')2 

+ r2 eM2 {}'(q;' + {}') cosq; . 

Die Koordinaten des Kraftfeldes der Maschine haben nun 
folgende Zusammensetzung: 1. ~ Koordinate: Fl(~' q;) das 
treibende Kraftfeld, abhiingig vom Kurbelwinkel ~ und der 
Relativstellung q; zwischen Regulator und Maschinenwelle. Ferner 
das Widerstandsfeld - W, welches als konstant vorausgesetzt 
wird, nebst dem Feld der Lagerreibung -aD - a ~'. 2. Fur die 
q;-Koordinate hat man dagegen -F2(q;) das Feld der Federkraft 
und -b q;' die Regulatorreibung nebst Bremse. 

Den oben gefundenen Ausdruck fUr L vereinfachen wir durch 
Einfuhrung der Abkurzungen: 

{ 8 + 8 1 + 82 + ri M1 + ri M2 = J1 , 
(5) 

8 1 + 8 2 = J 2 , r 2 e M2 = T 
In 

(4a) L = t (J1 + 2 T cosq;) {}'2 + t J 2 q;' 2 + (J2 + T cosq;) {}' q;' . 

Die Lagrangeschen Differentialgleichungen der Bewegung 
nehmen dann folgende Gestalt an: 

d(OL) oL { } II II dt Clf; - Olf = J 1 + 2 T cosq; {} + (J2 + T coscp) q) 

(6) 
- 2q;'{}'Tsinq; - Tq;'2 sinq; = FI - W - ao - a 'I?.' , 

d (OL) oL {J } 011 II T' 0'2 dt oq/ - orp = 2 + T cosq; 'IJ' + J 2 q; + SIDqJ1J' 

= -F2 - bq;'. 

Wenden wir· jetzt die Transformation fUr kleine Schwingungen 

(7) q; = q;o + I', ; {F = w = Wo + Aw 

an, so erhalten wir 

{ sinq; = sinq;o + I', c.osq;o , 
(7a) 

cosq; = cosq;o - I', SIDIPo • 
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Hierbei wird E positiv im Sinne der Drehrichtung gezahlt, und 
zwar so, daB fur E = 0 'P = 'Po wird. Der Anfangspunkt der 
Zahlung der E ist damit gegen 
den Arm r2 urn den Winkel 'Po 
im Sinne der Drehrichtung 
(also nach vorn) verschoben. 
Dber die Winkelgeschwindig
keit W entscheiden wir dann 
so, daB im Beharrungszu
stande bei der mittleren Win
kelgeschwindigkeit Wo die 
Pendelauslenkung E = 0 ist. 
Fur einen Beharrungszustand 
mit de! groBeren Winkelge
schwindigkeit Wo + A wist 
dann der Pendelausschlag E 

negativ, :wie sich sofort aus Fig. 163. Inertieregler von Me. Even. 

der Anordnung der Fig. 163 
ergibt. Bezeichnet nun ± EO den Maximalausschlag des Pendels 
nach vorn oder nach ruckwarts und setzen wir Proportionalitat 
zwischen Pendelausschlagen und zugehOrigen WinkeIgeschwindig
keiten voraus, so muB geschrieben werden: 

(8) w =Wo + Aw + Wo (1 - r5~) 
EO 

d. h. fUr E = -EO: 

fur E <= +EO: 

mithin 

(9) 

wmax = wo(1 + ()) , 
Wmin = wo(1 + Cl) ; 

(j = (J)max - Wmin 

2wo ' 

wodurch (j als Ungleichformigkeitsgrad des Regulators erkannt wird. 
Aus (8) findet man noch: 

(8 a.) 
.. f .\; f: 

LHO = -(}(I)u -. 

EO 

FUr den Beharrungszustand ergibt sich hier noch aus Glei
chung (6)]: 
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oder Fl = W + ao + a(wo + Llw) , 

d. h. das treibende Kraftfeld Fl fiberwindet den Nutzwider
stand W nebst den Reibungswiderstanden ao + a(wo + Llw). 

Aus der zweiten Gleichung (6) findet man dagegen 

T sinq;{}12 = -F2 , 

d. h. die am Pendel angreifende Zentrifugalkraft halt der Feder
spannung - F 2 das Gleichgewicht. 

Wir kehren nach diesen Festsetzungen zurUck zur Trans
formationen (7). Nach Anwendung derselben auf die Glei
chungen (6) und nach Vernachlassigung der kleinen GroBen 
hOherer Ordnung 

dLlw d2e J dF. de (~d~t)2 edt-; e dt2 ; (jW)2; w-dt ' cAw; edt; 

ergibt sich: 

dLlw d~e. de 
(J1 + 2Tcosq!o)dt- + (J2 + Tcos(jJo) dii - 2Two slll(jJ0dt 

= Fl - W - ao - awo--aLlw, 

dLlw d2 e . 2 • A 

(J2 + Tcos(jJo) de + J 2 dt 2 + TSlU(jJOWo + 2Tslll(jJOWOLJW 
(6a) 

+ T cos(jJo w~e = -F2 - b~-; . 
In diesen Gleichungen ist nur noch fiber die Krafte Fl und -F2 
Verffigung zu treffen. Urn zunachst -F2 zu betrachten, setzen 
wir die zweite der Gleichungen (6a) {fir den Beharrungszustand an: 

Tsin(jJow5 + 2Twosin(jJoLlw + Tw~cosqJoe = -F2 • 

Hier kann vermoge (Sa) Llw = -~wo -e gesetzt werden. Setzt 
eo 

man den so gefundenen Ausdruck fUr -F2 in das Gleichungs
system (6a) ein, so erhalt man: 

l(Jl + 2 T cos '1'0) Llw' + (J2 + T cos(jJo) e" - Two sin(jJo e' 

(6 b) + aLlw = W + ao + awo = F, 

J T ) " I J /I 2T· 2(Llw _~ E) ( 2 + COS??!! (.10) +- 2E + Slll<{,!OWvwo -+ U f~ = 0 . 
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Was jetzt F1 anlangt, so sei diese Kraft zunachst von {) frei und 
von f[J bzw. von E linear abhangig. Wir schreiben daher 

(10) Fl = M~-+ f: 
Eo 

Diesen Ansatz interpretieren wir folgendermaBen: 

1st E = -EO' so ist Fl = 0, 

" 
f:= 0, 

" " Fl =M, 

" f = +EO, " " Fl =2M. 

M wurde also das halbc maximale Drehmoment bedeuten. DaB 
mit wachsendem E das Drehmoment zunimmt (umgekehrt wie 
bei Zentrifugalkraftregulatoren), ist in den konstruktiven Ver
haltnissen der Beharrungsregler begrundet. Dieselben andern die 
Fii.llung durch Verstellung des Steuerungsexzenters. Dies wird 
erreicht durch Veranderung des Voreilwinkels (und der Exzentri
zitat). Wir wollen hier nur die Anderung des Voreilwinkels an 
Hand der Fig. 163, die einen Beharrungsregler nach dem Patent 
J. Me. Even10l) darstellt, betrachten. Derselbe besitzt nur eine 
einzige Beharrungsmasse M2 , wahrend M1 = e1 = 0 ist, be
stehend aus dem Korper E SF. O2 ist der Drehpunkt desselbell, 
o der Wellenmittelpunkt, 8 der Schwerpunkt: 0 2 8 = e; 002 

= r 2 ; A ist der Angriffspullkt der Schieberexzel'lterstange. Man 
erkenl1t sofort, daB bei einer Verlegung von Q2S nach ruckwarts, 
d. h. bei Verkleinerung von E, das Exzenter OA nach vorn gedreht 
wird. Es wird mithin bei steigender Tourenzahl der Voreilwinkel 
vergroBert, also die Fullung und damit das Kraftfeld verkleinert. 
1st letzteres tatsachlich proportional dem Pendelausschlag E, 

so ist der Allsatz (10) gerechtfertigt. 
Unter solchen Umstanden erhalten wir ein System von zwei 

linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, 
welches integrabel ist. Dasselbe lautet: 

r (J1 + 2 T cos (Po) L1w' + a Aw +(J2 + T cos (Po) E" 

I - 21' (/)0 8inq'o f' -- 111 -~ + W + au + a Wo -111 = 0, 
(6c) j EO 

1 (J2 + T cOSf[Jo) Aw' + 2 Tsil1f[Jo Wo Aw + J 2 E" + b f' 

l . oj () + 2 T smq'o (I)i) f: = 0 
EO 
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oder abgekiirzt: 

(6d) { 
al Aw' + b1 Aw + C1 e" + d1 e' + e1 e + 11 = 0 , 

a2 Aw' + b2 Aw + C2 e" + d2 e' + e2 e = 0 . 

Durch Elimination von Aw entsteht schlie13lich folgende Diffe
rentialgleichung dritter Ordnung fur e: 

(ll) 

~e ~e 
{JI J 2 - J~ - T 2 coS2tpO} dt S + {aJ2 + b(Jl + 2Tcostpo)} dt2 

1 + - {M(J2 + T costpo) + 2 T ~w~ sintpo (J1 + 2 T costpo) 
eo 

+ abeo + 4eoT2w~sin2tpo} dde +! TWosintpo{a~wo +M} e 
t eo 

+ 2Two sintpo{M - W - ao - awo} = 0 . 

Fiir den Beharrungszustand (e'" = e" = e' = 0) ergibt sich hieraus: 

e + eo e 
(lla) M-- = W + ao + awo - -a~wo = W + ao + a(wo +Aw), 

eo eo 

d, h. das treibende Kraftfeld ist dem Widerstandsfeld gleich. 
Die Frage nach der Konvergenz des durch (ll) beschriebenen 

Schwingungsvorganges erledigt sich wieder in einfacher Weise 
durch Diskussion der zugehOrigen charakteristischen Gleichung 
dritter Ordnung, wobei interessante Beziehungen zwischen der 
gro13en Anzahl von Maschinenkonstanten zutage treten. Die be
zuglichenRechnungen wollen wir hier, da es sich nur urn prinzipielle 
Gesichtspunkte handeln soIl, nicht durchfuhren; es sei aber be
merkt, da13 die von Stodola a. a. 0. 101) aufgestellte Differential
gleichung dritter Ordnung auch hier herauskommt, wenn man 
in den Formeln (6c) die von Stodola vorgenommenen Vernach
lassigungen eintreten laSt. Diese Vernachlassigungen sind: 

1. Nichtberiicksichtigung der Lagerreibung der Maschine: 
ao ~ 0; a = O. 2. Unterdriickung der mit e" und e' behaftet'en 
Glieder der ersten Gleichung (6b) gegenuber dem mit Aw, da der 
Koeffizient (J1 + 2 T costpo) das gewaltige Schwungradtragheits
moment enthalt, dem gegenuber J 2 und T nur von untergeordneter 
Bedeutung sind. Stodola kommt auf Grund dieser Vernach
lassigungen zu dem Resultat, daB durch Hinzufugung einer Be
harrungsmasse ein astatischer (" = 0), ja sogar ein labiler (~ < 0) 
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Zentrifugalregultaor zur Regulierung brauchbar wird. Dasselbe 
ergibt sich ubrigens auch aus der Diskussion der strengeren 
Gleichung (11). Ferner sieht man noch sofort, daB nie a und b 
(Lagerreibung und Bremse) gleichzeitig verschwinden durfen. 
Die Reibung der Maschine kann daher die Dampfung des Regu
lators ersetzen. Auf Grund der oben erwiesenen Moglichkeit der 
Verwendung eines astatischen Beharrungsreglers ist man in der 
Lage, Maschinen zu bauen, die bei allen Belastungen mit derselben 
Drehzahllaufen, wodurch die haufige Verwendung dieser RegIer 
1m elektrischen Betriebe erklart ist. 

§ 64. Regulatoren mit Krafteinschaltung. 
Der Ruckdruck, den manche Steuerungen auf den RegIer aus

uben, fuhrt zu Einrichtungen, bei denen der eigentlicheRegler 
bei Beharrungszustandsstorungen das SteIIzeug der Steuerung mit 
der Drehbergung der Dampf- ,_ 
maschine selbst kuppelt, so 
daB die praktisch unendlich 
groBe Drehkraft der letzteren 
die Steuerung verstellt. Der 
RegIer selbst dient also nur a. 

als Krafteinschalter. 
Da eine mathematische 

Diskussion der Wirksamkeit 
eines solchen Apparates in der 
Literatur nirgends anzutreffen 
ist und die betreffenden Ent
wicklungen immerhin einiges 
Interessante bieten, so soIl im 
folgenden der Hartmann
Regulator102) etwas eingehen
der behandelt werden. Andere 
Apparatedieser Gattungunter
scheiden sich nicht wesentlich 

cae 

von jenem, so z. B. der Regu- Fig. 164. Regulator nach Hartmallll. 

lator von KnutteP03). 
Der Hartmannsche Mechanismus ist folgendermaBen (siehe 

Fig. 164) eingerichtet: Die senkrechte Spindel r r eines gewohnlichen 
Zentrifugalreglers wird von der Maschinenwelle aus zwanglaufig 



282 VIII. Schwingungen mit mehreren Freiheitsgraden. 

in Rotation versetzt. Die Muffe M desselben fuhrt das eine Ende 
einer Stange a a senkrecht auf und ab; das andere Ende N ist an 
der senkrechten Schraubenspindel SI angelenkt. Mit dem Punkte G 
der Stange a a ist der starre Winkel ABO verbunden, der bei B 
und 0 senkrecht gefuhrt wird. An BO sind zwei Arme Ll und L2 
fest angebracht, die die Narben zweier a:uf der Achse des Regu
lators verschiebbarer konischer Friktionsrader Fl und F2 um
fassen, so daB die letzteren eine etwaige Vertikalbewegung des 
Armes BO mitmachen mussen; dabei nehmen FI und F2 dauernd 
an der Rotation der Regulatorspindel teil. Innerhalb von FI 
und F2 sitzen auf der Spindel r r, gegen dieselbe drehbar aber 
axial unverschieblich, zwei Kegelrader Rl und R 2 , die mit 
konischen in FI bzw. F2 hineinpassenden Reibungsflaehen aus
gestattet sind. Mit Rl und R2 in stetem Eingriff steht das 
Kegelrad Ra , welches seine Drehung vermittels der Kegelrader R4 
und R5 der bei D und E gelagerten senkrechten Schrauben
spindel Sa mitteilt. Sa setzt sich oberhalb R5 in die koaxiale 
Schraubenmutter S2 fort, die ihrerseits in das Gewinde der 
schon erwahnten Spindel SI eingreift. SI triigt Linksgewinde, Sa 
Rechtsgewinde. 

Der Apparat arbeitet nun folgendermaBen. Beginnt die 
Maschine infolge einer Starung ihres Beharrungszustandes z. B. 
rascher zu laufen, so hebt sich die Reglermuffe, wobei die Stange 
a a um ihren festen Endpunkt N gedreht wird. Hierdurch wird 
auch das Gestange GABO nach oben bewegt, bis das Reibungs
rad F 2 in Beruhrung mit dem zugehorigen Kegelrad R2 kommt; 
R2 nimmt an der Drehung von F2 teil und ubertragt diese Drehung 
im Sinne der Pfeile 2 bzw. 3 auf die Rader Ra und R4 bzw. die 
Schraubenspindel S3 und ihren oberen Fortsatz S2' Hierdurch 
wird einerseits die Schraubenmutter S4 nach oben geschraubt, 
wodurch die Fullung verkleinert wird, andererseits die Schrauben
spindel 8 1 und damit das Gestange N GAB 0 Ll L2 nach unten 
bewegt, wobei M der Drehpunkt der Stange a a ist. Durch die 
Senkung von BO kommt das Reibungsrad F2 auBer Beruhrung 
mit R2, wonach die Rotation von RaR4SaS2 beendet ist. Hat die 
inzwischen stattgefundene Fullungsanderung noch nicht genugt, 
so steigt der Regulator von heuem, und das beschriebene Spiel 
wiederholt sich (eventuell im entgegengesetzten Sinne), bis der 
neue Beharrungszustand hcrbeigefuhrt ist. 
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Urn den geschilderten Apparat einer mathematischen Be
handlung unterwerfen zu konnen, ersetzen wir das Reibungs
getriebe FIF2RIR2 durch ein mit r r konzentrisches Reibungs
rad F (siehe Fig. 165), welches sich 
sowohl urn r r drehen a)s auch zu r r r 

axial verschieben kann. In seiner _,,---+-----0,4 
Lage gehalten wird das Rad F durch 8 

den Arm L 2 ; LI falIt fort. Die Nabe 
von Fist als Hulse ausgebildet, in 
welchel' das Kegelrad R so eingesteckt 
ist, daB es sich mit F drehen muB; 
die Hulse von F kann sich dabei auf 
der Nabe von RI verschieben. RI 
seinerseits ist fest gelagert. In dauern
del' Beruhrung mit dem Umfang von 

c ti 

r 

F steht die Reibungsscheibe R, die 
von del' MaschinenwelIe aus zwang
laufig in Drehung gesetzt wird. AIle 
iibrigen Teile des Apparates bleiben 
unverandert. Die wesentlichen Eigen
schaften desselben werden durch die 

Fig. 165. Ersatz desReibungsgetriebes 
des Hartmann-Regulators. 

obigen Anderungen nicht alteriert; wir haben lediglich durch 
dieselben die Bewegung stetig gemacht. 

Diejenige Lage von G, bei welcher F das Rad R im Mittel

Linie 

punkte beruhrt, werde mit 
x = 0 bezeichnet; die 
Verschiebungen x von G 
(bzw. F) nach oben seien 
positiv. AufdieselbeHohen
lage von G beziehen wir die 
Vertikalverschiebungen u Fig. 166. Stellzeughebel des Hartmann-Regulators. 

del' Muffe M und des Punktes N. Da M, G, N Punkte der 
starren Stange a a sind, so gilt stets (siehe Fig. 166) 

(1) 

Fur die 

(2) 

m n-m 
x = -- Z + ----- -- u . 

n n 
Bewegung von N gilt ferneI': 

t 

Z = Zo + Ic~ x (I) • dt . 
() 
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Fur die Bewegung des Regulators schreiben wir an: 

d2u du kg - + M- + N u - -- (J) + lc g = 0 
dP dt Wo • 

(3) 

Fur die Maschine: 

(4) 
. d2 /9 

(-)dt2 = r (P - W) . 

FUr das treibende Kraftfeld: 

(5) 
t 

P = Po + J c1 X w dt . 
o 

In (2) und (5) konnen wir in erster Annaherung w durch Wo er

setzen; in (4) schreiben wir w fur ~~ . Durch Differentiation von 

(2) und (5) nach t erhalten wir dann funf simultane DiHerential
gleich ungen fur die a bhangigen Varia bIen (J), x, z, u, P der un
abhangigen Variabeln t. Eine einfache Elimination oder das Ver
fahren nach § 46 liefert fur w die DiHerentialgleichung 5. Ordnung: 

In 6wv + 6(Mn - mc2 ) wrv + 6(Nn - Mmc2 ) W'" 

(6) _ 6Nmc2w"_gk(n-m)rcl w'=O. 
Wo 

Rier erkennt man sofort, daB c1 und c2 negativ sein mussen, damit 
eine stabile Regulierung moglich wird. 1m ubrigen Iiefem die 
R urwirtzschen Ungleichungen die Bedingungen, denen die 
Maschinenkonstanten zu genugen haben. 

1m ubrigen ist es bemerkenswert, daB w-Canst. eine Losung 
der Diffentialgleichung (6) ist. Die behandelte Anordnung reguliert 
also bei allen Belastungen auf dieselbe Maschinengeschwindigkeit. 

Sie gehort demnach zur Klasse der Isodromregler, uber die 
in § 65 ausfuhrlicher zu sprechen sein wird. 

§ 65. Regulierung der Turbillen. 

Die Regulierung groBer Wasserturbinen erfordert andere 
Regulierungseinrichtungen, deren Verstellkraft wesentIich groBer 
ist als die der einfachen unmittelbar am Regulierorgan angreifenden 
RegIer. Es sind dies die Regulatoren mit "Servomotor". 
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Diese Eimichtungen sind dadurch gekellnzeichnet, daB ein 
von del' Maschine angetriebener Zentrifugalregulator ein mecha
nisches (meistens hydrauIisches) Relais einschaltet, welches die 
Verstellung del' Zulaufoffnung del' Turbine besorgt; dabei gehort 
zu jeder Regulatorstellung eine bestimmte Relaisstellung. Die 
Theorie diesel' ReguIierapparate wurde erstmalig von Stodola 
aufgestellt in zwei Arbeiten libel' "Turbinemegulierllng" 1893 
und 1894104). 

Die Stodolasche 
Untersuchung zer
fallt in einen mecha
nischen undeinenhy
drodynamischen Teil, 
von denen wir zu
nachst den ersten, 
sich auf RegIer, Hilfs
motor und Turbine 
beziehenden behan
deln, wahrend del' 
zweite, del' die Vor
gange im ZufluBrohr 
der Turbine betrifft, 
in § 104 erortert wer
den solI. 

In Fig. 167 ist 

ZlIm Leil6chouftlopporof 
oder zlIr Ou.sentfjnllng 

Fig. 167. Turbinen·Isodromregler. 

eine Turbinenregelungseinrichtung mit Hilfsmotor dargestellt. 
An del' Muffe A des Pendelreglers P, den wir kurz als 

Pendel bezeichnen, ist die Stange ABC angelenkt. 
1m Punkte C ist del' Antrieb des Steuerventils V des Hilfs

motors H an del' Stange angebracht, im Punkte B die Isodro m
vorrichtung. Die Abweichungen del' Punkte ABC aus del' durch 
die Mittellage der Muffe und des Ventils bestimmten Stangen
stellung seien ~ l' ~ 2' ~ 3 • 

Der Hilfs motor ist als Zylinder ausgefiihrt, in welchem sich, 
vom Ventil V getrennt, ein Kolben unter Einwirkung von Druck
fliissigkeit bewegt. Die Steuerung wirke so, daB die Kolben
geschwindigkeit z proportional der Ventileroffnung ~3 sei. Die 
Kolbenbewegung wird auf den Leitapparat del' Turbine odeI' die 
Diisen des Peltonrades iibertragen. Durch die Bewegung wird 



28H VIII. Schwingungen mit mehreren Freiheit8graden. 

das Drehmoment der Turbine bestimmt, proportional der Kolben
verschiebung z. 

Ferner wird der Kolbenbewegung proportional durch den 
Winkelhebel W die Stange SB gehoben oder gesenkt. 

Der untere Teil der Stange ist als Schraube ausgebildet, 
die in einer von dem Winkelhebel W getragenen Mutter drehbar 
ist. Die Dr.ehung und damit die Verschiebebewegung, relativ 
zur Mutter, riihrt von dem Reibradgetriebe F R her. Die Reib
scheibe F wird durch das Kegelriidergetriebe K mit einer zur 
mittleren Drehzahl Wm der Maschine proportionalen Drehge
schwindigkeit an getrieben , so daB die Drehgeschwindigkeit des 
Reibrades R und damit die Verschiebegeschwindigkeit der Stange 
S B relativ zur Mutter proportional Wm ~2 wird. 

Es handelt sich nun damm, die Bewegungsgleichungen der 
einzelnen Teile der ganzen Regelungseinrichtung aufzustellen. 

Fiir das Pendel greifen wir auf § 60, Ansatz (2) zuriick, in 
welchem wir die Koordinate 7: durch den Muffenhub x ersetzen. 
Dann erscheint die kinetische Energie in der Gestalt: 

(1) 1 {(dX)2 (dqJ)2} L = 2 Ml(X) dt + Mo(x) de . 

Hiermit wird die linke Seite der Pendelgleichung nach dem Ansatz 
von Lagrange: 

d oL oL M .. 1 oMj ·2 1 oMo . 2 

dtox-a-X-= dX)X+2" ox x -2iiXqJ 

auf deren rechter Seite die eingepragte Kraft, d. h. die Feder
wirkungen - F(x) = -1X2 x und die Dampfung - B x erscheinen. 

Fiir den Beharrungsz ustand :i: = 0, x = 0 liefert zunachst 
die Bewegungsgleichung: 

(2) 
1 iJMo . 2 2 -iJx (p2 = 1X X 

oder mit 

(3) 

wo M2(X) die Dimension einer Masse hat, den Ansatz: 

(4) 
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Durch Differentiation nach x wird hieram; 

1 { . oM. ·2 M . oep} 
(5) 2 M2(X) q,2 + x fJx~ cp + 2x 2 (x) cP ax = 0;2 • 

(6) 

Gchen wir nun in der Bewegungsgleichung 

M ( ) .. 1 oMt ." 1 M )." 2 . lXX+ 2 ~--X"- -x ·2(X ()7"=-0; x-Bx 
ox 2 

vermoge 

{
X = x", + ~1 
Cp = W", + W 

(7) 

zu kleinen Ausschlagen iiber, so erhalten wir: 
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(9)Mt (xm ) ~1 -~{Xm M2 (xm) +[ M2(xm) +Xm 0:;'2 ] ~1 }(W~' + 2wm w) 

1 = -0;2(Xm + ~t) - Bit 

und aus (4) und (5) fiir die mittlere PendelsteHung Xm bei der 
mittleren Drehgeschwindigkeit Wm: 

(4a) 

(5a) 

Hier bedeutet M1 die gesamte bei den Ausschlagen ~1 des Pendels 
beteiligte und auf diese reduzierte, M2 nur die der Zentrifugal
kraft unterworfene Masse in ihren Werten fiir die mittlere Pendel-

steHung. [a ] 
Ferner kann man .... (~ durch den Ungleichformigkeits-

ax Xm 

grad c5 des Pendels ausdriicken. Dieser ist definiertdurch 

(ll) 

wenn w 1 und w 2 die gr6Bte und die kleinste Drehgeschwindigkeit 
des Pendels bedeuten. 
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Nun kann man angenahert 

[ow] _ W 1 - W 2 

aX Xm - 2xm 

setzen, woraus sich ergibt 

[ow] t5wm 
ax Xm = 2xm . 

2 Xm ist also der gesamte M uffe nh u b des Pendels. 
Somit wird (10) einfacher 

(12) 

Dividiert man hier mit M 1 und setzt zur Abkiirzung 

(13) 

so entsteht 

(14) 

B 
2=-· M' 1 

Zur Deutung von e2 gelangen wir auf folgendem Wege. Nach (4a) 
ist -tXmW~,M2 die Zentrifugalkraft K des Pendels in seiner 
Mittellage, die der Feder kraft ~2 Xm das Gleichgewicht halt. 
Stellen wir uns diese jetzt unveranderlich auf die Masse Ml wir
kend vor, so braucht sie die Zeit: 

(15) 

um diese Masse Ml durch den ganzen Muffenhub 2 Xm zu treiben. 
Es ist also 

(16) ~ _ Ts -11 ~M1_ 
e - 2 - r W;'M2 

die halbe Fallzeit des Pendels, d. h. die Halfte der Zeit, die es 
brauchen wiirde, urn den ganzen Muffenhub 2 Xm unter Wirkung 
der Federkraft K bei nichtdrehender Pendelachse zu durchfallen. 

Damit kann man die Pendelbewegungsgleichung auch schreiben 

.. . 4 t5 8 Xm 
(17) ;1 + 2;1 + T2; = ~T2W. 

s W m " 
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Die BewegungsgleichlIDg der Turbine wird einfach 

eip =zk- W, 

d. h. das derVerschiebung z des Hilfsmotorkolbens proportionale 
treibende Moment z k, vermindert um das konstante wider
stehende Moment W, beschlelIDigt die Turbine vom Tragheits
moment e. Hier kann noch folgendes bemerkt werden. LaBt 
man die Turbine mit W = 0 unter voller OffnlIDg des Leitappa
rates Zo anlaufen, so wird die mittlere Drehgeschwindigkeit COm 

in der Zeit T a erreicht nach dem Ansatz: 

(18) 

Man nennt 

(19) 

Zo k 
COm = e Ta· 

T _ come 
a - zok 

die Anlaufzeit der Turbine, deren Bewegungsgleichung sich 
n lID schreibt: 

(20) 
•• Z COm W 
qJ=----. 

Zo Ta e 
Gehen wir nun zum Hilb motor iiber, so konnen wir seine Be
wegung durch den einfachen Ansatz 

(21) 

beschreiben, entsprechend der oben geschaffenen FestsetzlIDg 
iiber die Wirkung der Ventileroffnung ~3' 

Es eriibrigt nun noch, fiir die Wirkung des Isodromappa
rates, der im Punkte B der Stange ABO angreift, die notigen 
Gleichungen zu entwickeln. 

Zunachst gilt fUr die Verschiebungen ~1' ~2' ~3 der Punkte 
ABO die Bedingung: 

~1 - ~2 ~2 - ~3 
b 

(22) 
a 

FUr die Verschiebung ~2 des Punktes B fUr sich gilt aber folgendes = 

(23) 

t 

~2 - kl Z - Ik2 ~2 dt = 0 , 
o 

H 0 r t, SchwingungRlehre, 2. Ann. ]9 
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d. h. die Summe der Verschiebungen von B, die von der Muffen
verschiebung, der Ruckstellwirkung kl z und der Isodromwirkung 

t 

f k2 ~2 dt herriihren, muB verschwinden. 
o 

Durch Differentiation von (23) findet sich 

(23a) 

Setzt man nun in (20) unter Einfiihrung der neuen Koordi
nate l; 

(24) 
Z Wm W l; Wm 

z~ -T-a - -e = - Zo Ta' 

so wird 

(25) Z= -t, 
und es ergeben sich endgultig folgende Gleichungen: 

Fur das Pendel (Koordinate ~l): 

(25a) 
.. . (j 2 Xm 

~1 + ).~1 + --T2~ - -T"OJ = o. 
• W m ; 

Fur die Turbine (KQordinate qJ bzw. w); 

(26) ill -+- l;Qjm = 0 
, Zo Ta . 

Fur den Hilfsmotor (Koordinate l;): 

(27) 

Fiir das Steuerventil (Koordinate ~3): 

(2R) 

mit 

b 
p=--- • 

a 

Fiir die Isodromeinrichtung (Koordinate ~2): 

(29) 
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Aus diesen Ansatzen kann man wieder die charakteristische 
Gleichung ermitteln, deren Wurzeln fiir den Verlauf des ganzen 
Reguliervorganges bestimmend sind. Sie wird vom fiinften 
Grade. Man findet, daB der Ungleichformigkeits
grad der Regulierung = 0 wird, zum Unterschied 
von dem Ungleichformigkeitsgrad ~ des Pendels, 
die unmittelbar nichts miteinander zu tun haben. 

1st die Isodromvorrichtung anders gestaltet, 
so erfahrt die Gleichung (29) eine Abanderung, 
wahrend die iibrige:t;l unverandert bleiben. 

Nach Fig. 168 greift in B ein Zylinder an, 
dessen Kolben mit der Hilfsmotorbewegung ver
kniipft ist. Der Zylinder ist mit einer Fliissig
keit (01) gefiillt; die Kolbenbewegung im Zylinder 

Fig. 168. Hydrau
wird durch den einstellbaren Umlauf U ermog- Hsche Isodromein-

richtung. 
licht. Die Federn fIll suchen den Zylinder in 
seiner Mittellage ~2 = 0 zu halten. Bezeichnen wir die Masse 
des Zylinders mit m, so wird seine Bewegungsgleichung: 

m ~2 + fJ(~2 - z) + Y2 ~2 = 0 

oder mit z == -c 
(29a) m~~ + fJ(~2 + t) + y2~2 = o. 
Hier riihrt das Glied mit fJ von dem Fliissigkeitswiderstand 
der Relativbewegung des Zylinders im Kolben her, das GIied 
mit y2 von der Federwirkung. 

Bis auf das Beschleunigungsglied m ~2' das oft vernachlassigt 
werden kann, liefert also (29a) eine ahnliche Isodromwirkung 
wie (29). 

Bei den in Wirklichkeit ausgefiihrten Turbinenregel ungen 
sind, abgesehen von den spater zu behandelnden WasEer
schwingungen im Zulaufsrohr, noch manche Verwicklungen zu 
beachten, wie z. B. bei Peltonradern die Notwendigkeit, den 
Regelvorgang mit einer Strahlablenkung einzuleiten, wodurch 
man zu den Turbinendoppelregelungen gefiihrt wird. 
Hinsichtlich dieser und anderer Sonderfragen verweisen wir 
auf die Literatur, in der sich auch vielseitiger Stoff zur gra
phischen Darstellung und Untersuchung von Regelvorgangen 
findeP05) . 

19* 
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§ 66. Theorie unstetiger Reguliervorgange. 
Die bisher mitgeteilten Ansatze zur Regulatortheorie haben eine 

Voraussetzung, die auf die Dampfmaschine nicht genau von der 
Stellung des Regulators beherrscht sei. Streng genommen gilt dies 
nur fUr Turbinen, wahrend bei Kolbendampfmaschinen immer nur 
die Regulatorstellung im Augenblick des Steuerungsabschlusses 
fur das mittlere Drehmoment wahrend des betreffenden Rubes 
maBgebend ist. Man kann daher die Kolbenmaschinenregulierung 
gegenuber der Turbinenregulierung als unstetig bezeichnen. 

Von diesem zutreffenden Standpunkt aus soli im folgenden 
die Regulierungstheorie der Dampfmaschine nunmehr behandelt 

werden 106). 

Wir fUhren folgende Be
zeichnungen ein (Fig. 169): 

e = Tragheitsmoment des 
Schwungrades; 

r = Kurbelradius; 
{) = KurbelwinkeI positiv 

Fig. 169. Getriebe der Dampfmaschine. gezahlt von der vorderen Tot
Iage nach oben; auch die Dre-

hung der Maschine erfolge in dieser Richtung, also rechtslaufig. 
z = Regulatorhub. 
z = +zO in der Mchsten Stellullg. 
z = -zo in der tiefsten Stellung. 
z = 0 in der mittleren Stellung. 

Win = mittlere Winkelgeschwindigkeit der Maschine, ent
sprechend dem Beharrungszustand mit z = 0 . 

Wm + n° = Mchste Winkelgeschwindigkeit im Beharrungs
zustande (Leei'lauf) mit z = + zO . 

Wm - nO = kleinste Winkelgeschwindigkeit im Beharrungs
zustande mit z = -zO. 

Mo = mittleres Tangentialdruckmoment beim Leerlauf. 
Mo + Mm = mittleres Tangentialdruckmoment bei mittlerer 

Belastung. 
Mo + 2Mm = mittleres Tangentialdruckmoment bei Mchster 

Belastung. 
Wr = Widerstandsmoment der Maschinenreibung, unabhangig 

von der Geschwindigkeit und der Belastung. 
W = Widerstandsmoment der Belastung. 
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-Uber den Regulator setzen wir weiter folgendes fest. Es sei 
ein Zentrifugalregulator mit Feder- oder Gewichtsbelastung; seine 
Schwingungsgleichung sei: 

d 2z dz ( Zll) 
(1) m dt i + b di + C Z - ~Wn-,rl . 

z ist hiel' del' Muffenhub, t ist die Zeit. mist eine Konstante, ab
hangig von den Abmessungen und Massen der Regulatorteile; die 
Konstante b trage dem EinfluB der 6lbremse und der Eigen- und 
SteIlzeugreibung Rechnung, die Konstante c ist aus den Ge
wichten, Federkraften und Abmessungen des Regulators zu
sammengesetzt. m, b, classen sich fur jeden gegebenen Regulator 
berechnen. 1m ubrigen hat die Gleichung (1) folgenden Sinn: 
Dreht sich der Regulator mit konstanter mittlerer Winkel
geschwindigkeit Wm (1J = 0) um seine Achse, so wird seine Muffe 
in ihrer mittleren Ruhelage z = 0 verharren. Bringt man nun 
die Muffe (bei ubrigens ungeanderter Winkelgeschwindigkeit) aus 
ihrer Ruhelage heraus, so wird sie, freigelassen, eine Schwin
gung um die Lage Z= 0 nach obiger Differentialgleichung aus
fuhren. 1st die Winkelge
schwindigkeit des Behar- if 

rungszustandes von Wm ver
schieden und etwa Wm + 1] , 

so wird die Ruhelage der 
o 

Muffe bei z = ./- - 1] sich 
~wm 

einsteIlen, und dieser Punkt 
wird wieder der Schwin
gungsmittelpunkt der Muf
fenbewegung sein. 1st 
schlieBIich 1] mit der Zeit o 1JC JJC 

veranderlich, so gilt Glei _ Fig. 170. Einflnll des Regulators auf das Tagential-
druckmoment. 

chung (1) ebenfalls fur die 
Regulatorbewegung; wir haben in diesem FaIle eine lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Storungsfunktion. 

Zur Erlauterung des Einflusses des Regulators- auf die Dreh
momente M diene Fig. 170. In dem oberen Diagramm bedeuten 
die Ordinaten q die KanalerOffnungen bzw. die Ventilerhebungen 
in Funktion des Kurbelwinkels. In der unteren Figur ist in be-
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kannter Weise das Drehmomentdiagramm gezeichnet. Der 
Flacheninhalt desselben und damit die Maschinenleistung ist 
wesentlich von dem friiheren odei' spateren AbschluB der Steuer
organe, der Fullung, abhangig. Wir setzen nun voraus, daB die 
Fiilltmgen sowie die mittleren Drehmomente der Beharrungszu
stande den Regulatorstellungen proportional sind: 

(2) M=Mo+a(zO-z). 
Fur die mittlere Belastung der Maschine gilt: 

(3) z = 0 und 111m = Mo + a ZO • 

Fur die hOchste Belastung gilt: 

(4) z = -zo und Mmax =Mo + 2azo , 
wahrend Mo das Drehmoment des Leerlaufs = W, ist. 

Was die Winkelgeschwindigkeit der Maschine anlangt, so 
seien ihre den verschiedenen Beharrungszustanden entsprechenden 

. Anderungen ebenfalls propor

:Fig. 171. Einflnll des Reeulators auf Drch· 
moment und Drehgeschwindigkeit. 

ein, so geht (5) uber in 

tional den Anderungen der Re
gula torstellung (Fig. 171): 

(5) z : 1] = ZO : 1]0 • 

Fuhren wir jetzt den Ungleich. 
formigkeitsgrad 

(6) 

oder 

(7) 

(l = Wmax - Wmin 

2wm 

ZO 
(8) z = -.i - 1/ • 

(}W,,' 

Es eriibrigt nlJn noch, eine den AbschluB des EinlaBorganes be
herrschende Gleichung aufzustellen. Wir betrachten eine Hub
periode, der wir die von einer bestimmten Anfangsperiode an ge
zahlte Nummer k zuteilen, und schreiben folgende Gleichung an: 

ZO - Zk 
(9) #k = -fJo = k n + eX 2 zo- . 

Die GroBen #k seien diejenigen Kurbelwinkel, bei denen die 
Steuerung vermoge ihrer besonderenEinrichtung unter EinfluB 
der Regulatorstellung Zk die Dampfzufuhr fUr den Hub k absperrt. 
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Diese Gleichung besagt folgendes: Uuft die Maschine bei 
hochster Regulatorstellung zk = + zO, also leer, so ist 

(10) 

iJ 0 ist demnach die kleinste Fiillung. 
Bei maximaler Belastung dagegen ist 

(11) {fk + {fo + kn + tX • 

iJo + tX ist demnach die groBte Fiillung der Maschine. 
Wir betrachten nach dieser Festsetzungen die DiHerential

gleichungen der Bewegung wahrend einer Storung des stationaren 
Zustandes. Dieser Beharrungszustand sei gekennzeichnet durch 
den anfanglich gegebenen Tangentialwiderstand Wo' 

(12) M = Wo + W. = Mo + Wo = Mo + a (ZO - zo) , 

(13) Wo = a(zO - zo) ; 

hieraus findet man die zugehorige Regulatorstellung 

__ Wo __ azo - W 
Zo = ZO 

a a 

die zugehOrige Winkelgeschwindigkeit: 

(14) ( azo - Wo) 
OJ = w 1 + ~ ------o m azo 

und die zugehOrige Fiillung zu 

{) tX Wo 
0+-2--0 • az 

Wir fassen jetzt .einen SteuerungsschluBpunkt ins Auge, der un
mittelbar auf einen Durchgang der Kurbel durch die vordere 
Totlage folgt, wobei wir die Kurbelwinkel von diesem Durchgang 
zu zahlen anfangen. 1m SchluBpunkt ist dann (k = 0) 

(15) 
tX Wo 

'I'fo = tXo + -2 • ~o • 
az 

In diesem Augenblick nehmen wir eine SWrung des Beharrungs
zllstandes vor, indem wir das Tangential-Widerstandsmoment Wo 
in W plotzlich abandern. 

Dies sind die fUr aie LOsung der Aufgabe notigen Voraus
setzuIi.gen. Die Methode der Losung besteht nun darin, daB aus 
den Bewegungsgleichungen von Maschinen und Regulator fUr jeden 
SteuerungsschluBpunkt die GroBen 1Jk, Zk, z;, berecbnet werden. 
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Mit der weiteren Annahme, daB die zwischen zwei Steuerungs
schluBpunkten verflieBende Zeit nicht wesentlich schwanke und 
annahemd gleich der mittleren Hubzeit T der Maschine ge!!etzt 
werden konne, werden diese Gleichungen, die im genauen Falle 
transzendent sind, linear und ermoglichen so die explizite LOsung. 

Auf die Angabe der mathematischen Methode, die a. a. O. 
nachgelesen werden kann, solI hier verzichtet werden. Es resultiert 
aus ihr ein Gleichungssystem folgender Art: 

(16) 1
· Zk+1 = 1X1 Zk + (31 fJk + 1'1 Z~ + d1 , 

.fJk+1 = 1X2 Zk + (32 fJk + 1'2 Zk + dll , 

Zk+1 = IXs Zk + (3s'lk + Ys Zk + ds , 

wo die IX, (3, 1', d Konstante sind. Dieses Gleichungssystem laBt 
sich so umformen, daB drei Gleichungen folgender Art entstehen: 

(17) ZkH = a 1 zk+3 + a 2 zk+2 + aSzk+l + a"zk' 

Ffir fJkH und Zk+4 kommen gam analoge Gleichungen heraus, 
so daB man sich auf die Untersuchung der Gleichung ffir ZkH 

beschranken kann. 
Ein Theorem von Bernoulli erlaubt nun, aus dieser Glei

chung die folgende abzuleiten: 

(18) Zk = 0 1 + 02).,~-1 + 03).,~-1 + 04).,~-1 • 

Hier sind die 0 1 aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Konstante, die)., dagegen die Wurzeln der Gleichung dritten Grades 

(19) ).,S - P ).,2 - Q)., - R = 0 • 

Die P, Q, R sind GroBen, die nur von den eingangs au£ge
fiihrten Maschinen und Regulatorkonstanten abhangen und sich 
folgendermaBen· schreiben: 

P=Y{ Ilt - ~ +!( IXlI e1 -1X1 ils + 1) -T} + eJ + ~ + 1 , 
1X1 - 1X2 C 1X1 - 1X2 

{ el-~ b( 1X1el-1X1l~ IXSIlt-lXle2) } Q=y -2------+- ele2- --1 +T(e1 +~) 
(20) 1X1 - 1X2 C 1X1 - 1X2 1X1 - 1X2 . 

- (e1 e2 + e1 + ell) , 

R=y{ Ilt - eg + !(- e1ils + 1X1 el - IX.~ - e1 ils T} + eJ ils , 
1X1 - IXI C 1X1 - 1X2 

]I bedeutet hier eine Abkiirzung ffir ;:~ und ist der reziproke Wert 
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del' "Durchgangszeit" Td del' Maschine, d. h. del'jenigenZeit, die die 
Maschine braucht, um bei plotzlicher Entlastung von Vollast auf 
Leergang und nicht abgestelltel' Dampfzufuhr von del' Geschwindig
keit Wm - 'Yj0 auf Wm + 'Yj0 zu kommen. Wie bekannt, muB 'Pd stets 
groBer sein als die Hubzeit, damit fur den Fall, daB eine solche Ent
lastung durch einen unglucklichen Zufall (Riemenbruch, StromloH
werden del' angetriebenen Dynamo usw.) gerade unmittelbar nach 
einem SteuerungsschluB stattfindet, die Maschinengeschwindigkeit 
nicht VOl' dem nachsten SteuerungsschluB, bei dem ja del' Regulator 
erst in die Storung einzugreifen beginnt, unzulassig hoch wird. 

Ferner sind lXl und lX2 die Wurzeln del' fur den Regulator 
chal'akteristischen Gleichn.ng: 

(21) m lX 2 + b lX + c = 0 , 

wahI'end e1 und e2 abgekiirzt sind fur e"'lt und e"'2t. 
N ach diesen Feststellungen setzt uns Gleich ung (18) in den Stand, 

den Verlauf jeder Behal'l'ungsstorung im voraus zu berechnen. Wir 
sind abel' noch weiter in del' Lage, sofol't angeben zu konnen, ob 
die StoI'ung zu einem neuen Beharrungszustand fuhrt. In diesem 
:b~alle muB del' Regulator allmahlich zur Ruhe kommen, und hier
fur ist notwendig, daB die GroBen A. in Gleichung (18) kleiner 
als + 1, abel' groBer als -1 sind. Denn in diesem FaIle nehmen 
die Terme mit °2 , °3 , 04 fortgesetzt ab und es kommt heraus: 

lim Zk = Konst. 

A. a. O. sind die Moglichkeiten negativer und komplexer A. 
erortert, ebenso wie die Bestimmung del' Konstanten 0 1 , und 
es wurde gefunden, daB die Regulatorstellungen Zk stets reell 
sind, wenn auch einige A. komplex sind. Nicht untersucht wurde 
dagegen del' Fall, daB del' Regulator keine Olbremse hat, daB 

llc -VIC 
also b = 0 und lXl = +i V m' 1\2 = -i m' . 

Rechnet man fur diesen Fall die P, Q, R um, so findet sich 

{sinlX T } 
P = Y ~lX~ - T + 2 cos lX T + 1 , 

(22) Q=y{2TcoSlXT- 2S~lXT}_1_2COSlX:f1, 

R = y { sinlXlX T _ T} + 1 . 
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Aus diesen Gleiehungen folgt nun keineswegs, daB die Regulierung 
ohne Olbremse sofort unbrauehbar wird. Die Durehreehnung eines 
Beispiels wird dies zeigen. Eine Dampfmasehine von 500 PS 
habe eine mittlere Umlaufzahl 80 pro Minute. Das Tragheits
moment des Sehwungrades sei 

e = 735.106 [em2/kg] , 

das groBte Drehmoment 

Mm = 455· 106 [em2/kg/see -2] , 

der Kurbelradius r = 50 [em] , 

der halbe Muffenhub des Regulators 

ZO = 5 [em] , 

die mittlere Winkelgesehwindigkeit 

Wm = 8,40 [see- 1] , 

die groBte Abweiehung der Winkelgesehwindigkeit von der mitt
leren naeh oben und unten 

'f}0 = 0,28 [see- 1] , 

der Ungleiehformigkeitsgrad der Regulierung 

170 1 (5 = ----- =- -
w"" 30' 

die mittlere Hubzeit 
T ~ 0,375 [sec) , 

die Durchgangszeit 
Td = 1,905 [sec] , 

die GroBe )' 
l' = 1,105 [sec- 1] , 

die GroBe 
a = ~ = 455.105 [cm/kg/see- 2] . 

Die Wurzeln der Regulatorgleiehung seien 

eX l = - 8 [sec -1] , 

<X! = -1O[8ec- 1]. 

Der Regulator ist also beinahe aperiodiseh gedampft, da <Xl und <X2 

ungefahr gleieh sind. 
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Diese Angaben genugen, um P, Q, R zu berechnen. Es ist: 

P = 0,88358, 

Q = -0,26268, 

R = -0,00535 . 

Die Wurzeln der Gleichung (19) werden 

Al = -0,01910, 

A2 = 0,45134 + i yO~67621 , 

Aa = 0,45134 - i YO,076if. 
Die Absolutwerte samtlicher A sind also kleiner als die Eillheit; 
die Storung wird in einen neuen Beharrungszustand ubergeben. 
Del' genaue Verlauf em 

6 
einer Storung, wenn 
die Maschine bei voller 5 

Belastung plotzlich q 

total entlastet wird, 3 

ist.in Fig. 172 schau- Z 

bildlich dargestellt. 
Die einzelnen Punkte 0 

sind nach unseren For
meln berechnet. Nach 2 

_. 
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10 Ruben, d. h. schon oS 

nach 3,75 Sek, ist der 
neue Beharrungszu-
stand erreicht. 50 1 Z 3 q 5 6 7 8 9 10 11 Hiibe 

Reqvlaforsfe/luRg M(1scltf!!..."'!~cjtJ!!1dig/reif 

Wir wollen jetzt Fig. 172. Stabile ullstetige Regulierung. 
das Verhalten der Ma-
schinenanlage untersuchen fur den Fall, daB die Olbremse des 
Regulators abgeschaltet wird nnd daB das Stellzeug anch keine 
nennenswerte Reibung verursache, die als Dampfung gelten kann. 
Dauu ist b = ° zn setzen und die GroBe x in Gleichung (22) wird 

Hiermit findet sich 
x = 9 [sec-I] . 

P = -1,38619, 

Q = +0,19145, 

R = + 0,55967 . 
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Die Wurzeln del' Gleichung (19) nehmen dann foJgende Werte an: 

11 = + 0,58381, 

12 = -0,87744, 

13 = -1,09256 . 

Da 13 absolut groBel' als die Einheit ist? kann die Regulierung 
nieht stabil sein (siehe Fig. 173). Die Amplituden del' Regulator
bewegung del' Winkelgeseh windigkeit del' Masehine nehmen fort

CItI gesetzt zu. Diesem Lrbelstand 
I.-.-.--r-r-,--r-.-,-, n kann abel' jetzt dadurch abge-
B I-+--+-+---+--+-f-f++---l holfen werden, daB man das 
71-+--+-+--+~.~\~-r++---l 

f-f,I--t--+--+-+--I-t-+--f-O,7 
I z I-iV4f--t-I-+--+-+---+--+-l-o,z 

Schwungrad vergroBert, etwa 
so, daB r = 0,8 [sec-I] wird. 

Berechnet man mit diesem 
r bei iibrigens ungebremstem 
Regulator von neuem die Sta
biIitatsbedingungen, so ergibt 
sieh: . 

P = -1,26465, 

Q = +0,39968, 

R = +0,68121 
IT----l+--+--+--+--t-t--+---t---f-O,3{sek.-'} und die Wurzeln 
• I 

Jcm 
50 1 a 3 'I 5 6 'I 8 9 Hii6e 

RegJllalorslell1lllQ Mi1SdIi"!!!8!!f!.wf!!!iglmit 

Fig. 173. Iustabile uustetige Regullerung. 

11 = +0,69940, 

12 = -0,98203 + i yo,oog6I, 
13 = -0,98203 + i 1'0,00961 _ 

Da die absoluten Betrage von 12 und 13" kleiner als die Ein
heit sind, so ist die Regulierung durch die SchwungradvergroBerung 
wieder brauchbar geworden. Die graphische Darstellung des 
Storungsvorganges ist in Fig. 174 enthalten. Zuerst nehmen die 
Regulatorausschlage zu, dann wieder ab, um von nemim zu einem 
Maximum zu wachsen, welches abel' kleiner ist als das vorher
gehende. So geht es fort, bis del' Regulator und damit die Ma
schine zur Ruhe kommt. Riel' hat del' Storungsverlauf den Cha
rakter einer Schwingung mit abklingenden Schwebungen. Die 
Zeitdauer des ganzen Vorganges iat allerdings wesentlieh langeI' 
ala bei dem zuerst betrachteten und betragt etwa 45 Sekunden. 
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Diese Zeitdauer kann noch erheblich 
abgekiirzt werden durch zweckmaBige 
Wahl des Regulators. Letzterer ist 
wesentlich durch die Zahl IX charakte
risiert. Nun ist aber die GroBe 

R=rein;T -T}+l 
das Produkt der drei Wurzeln A, und 
es steht zu erwarten, daB die Wurzeln 
kleiner werden, wenn ihr Produkt klei
ner wird. Diese SchluBfolgerung ist zwar 
nicht mathematisch scharf, da auch noch 
P und Q in Betracht kommen; da aber 
eine genaue Untersuchung hier zu viel 
Raum beanspruchen wiirde, so wollen 
wir uns mit jener genaherten Annahme 
begnugen. 

Bestimmen wir also auf Grund dieser 
Annahme IX so, daB R ein Minimum wird. 
Die nach IX aufzulosende Gleichung ist: 

dR IXTcoslXT - sinlXT 
dlX = 'Y ---G\:--------- = 0 

oder 
IXT = tgIXT. 

Lost man diese Gleichung auf, so folgt: 

IX T = 257,50 = 4,489 . 

Berechnet man mit diesem IX T die Gro
Ben P, Q, R, so findet sich: 

;:., ~"' 

1 t "'" ~~:SQ11~ 
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P = 0,19195, 

Q = -0,55965, 

R = 0,63483, 

Ii! 
... IIBI ... 

und die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung 

AS - PA2 - Q A - R = 0 
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sind Al = 0,69665, 

.12 = -0,25235 + i yO~4757 , 

.13 = -0,25235 - i yO,84757 . 

Der so bestimmte Schwingungsvorgang verlauft nun viel 
rascher konvergent als der vorhergehende; man findet, daB schon 
nach ca. 30 Ruben, d. h. nach etwa 12 Sekunden, die Maschine 
zur Ruhe gekommen ist. 

Durch Vorfuhrung dieser Beispiele durfte der qualitative 
Beweis erbracht sein, daB der Regelungsvorgang einer Dampf
maschine infolge der unstetigen Einwirkung des Reglers auf das 
Kraftfeld auch dann stabil verlaufen kann, wenn die Dampf
maschine voIlkommen reibungslos und der RegIer ungedampft 
ist. Die schon von Wischnegradsky erkannte Tatsache, daB 
eine Olbremse stets abkfirzend auf den Storungsvorgang wirkt, 
wird hierdurch nicht beeintrachtigt; die mitgeteilten Resultate 
dfirften aber eine Erklarung dafur bieten, daB ofter Dampf
maschinen beobachtet werden, die auch ohne Olbremse am 
Regulator befriedigend regulieren. 

Urn nun auch noch den Fall des astatischen, mit Bremse aus
gerusteten Regulators zu erledigen, konnen wir uns kfirzer fassen. 
Rier sei etwa IXI = 0; IX2 = IX. Die GroBen P, Q, R reduzieren 
sich jetzt auf c + 2, - 2 e - 1, e, wo e = e" T gesetzt ist. Die 
drei Wurzeln der charakteristischen Gleichung werden dann einfach 
(wie man sich leicht uberzeugt): 

Dieser Fall muB aber ausgeschlossen werden, da sonst die 
Konstanten 0 der Gleichung (18) zum Teil unendlich werden 
wurden. 

Ebenso ist der Fall des ungebremsten astatischen Regulators 
(IXI = IX2 = 0) auszuschlieBen, da hier mit Al = .12 = .13 = 1 die 
Konstanten 0 jener Gleichung ebenfalls unendlich werden. 

Sonach bleibt der Satz 2 der Wischnegradsky - Stodola
schen Theorie auch bei unstetiger Regulierung unberuhrt. 

Auf die genauen Bedingungen, die fur 
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erfullt sein mussen, hat R. v. Mises 107) aufmerksam gemacht, 
Sie lauten: 

P+Q+R~l, 

-P+ Q - R< 1, 

R(R - P) - Q < 1 , 

P-Q-3Q<3 

und Iiefern, wenn man sie nach der Hubzeit T entwickelt und 
nur die niedrigsten Potenzen von T beibehalt, das Ergebnis, daB 
die unstetige Regulierung bei kurzen Hubzeiten unter denselben 
Bedingungen stabil wirkt, wie die stetige. 

§ 67. Theorie der Schiffssteuerung 108). 

Es handle sich um ein Schiff, welches zur Drehung des Ruders 
eine besondere Rudermaschine, und zwar eine Dampfmaschine 
besitzt. In der Fig. 175 ist das Ruder R in Verbindung mit der 
Maschine M gezeichnet. 
Die Verbindung wird 
vermittelt durch das 
Querhaupt Q, dessen 
Endpunkte durch die 
beiden Stangen 8 ver
schoben werden, wenn 
sich die Maschinenwelle 
dreht. Die Verschiebung 
wird bewirkt durch die 
Rechts- und Links
schrauben r und l, die 
auf der Maschinenwelle 
sitzen. 

A 

R 

----r 
8 

Fig. 175. Schema des Schiffsruders 

Zur Einleitung der Bewegung der Maschine wird yom Hand
steuerrad H das Dampfverteilungsorgan der Rudermaschine ver
schoben. Das Organ ist hier ein Schieber 8, der von einer gewohn
lichen Kulissensteuerung angetrieben wird. Zur Einleitung der 
Bewegung der Maschine wird die Kulisse K aus ihrer Nullage 
verschoben. 

Es ist nun eine grundsatzliche Anordnung, daB diese Verschie
bung y nicht nur mit der der Handradbewegung proportionalen 
GroBe x, sondern auch mit der der Ruderbewegung {} proportion a-
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len Bewegung z verknupft wird, und zwar so, daB die Gleichung 
besteht: 

(1) y=mx-nz. 

Wenn nun gilt: 

(2) 
n z = ---,{} , 
n 

so findet sich: 

(3) y=m~-nI}. 

Die Kulissenverschiebung-y soIl nun in erster Annaherung dem 
von der Ruderwelle abgegebenen Drehmoment M proportional sein. 

(4) M=ay. 

Nunmehr gewinnt man die Bewegungsgleichung des Ruders : 

d2l} 
(5) e-=ay- W 

dt2 ' 

wo e das auf die Ruderpinne reduzierte Tragheitsmoment aller 
bewegten Teile und W das in der gleichen Weise reduzierte Moment 
aller der Maschinen- bzw. der Ruderbewegung sich entgegen
stellenden Widerstande ist. In erster Linie enthalt W einen von 
dem Ruderdruck herriihrenden Anteil, den wir proportional dem 
Sinus quadrat des Ruderwinkels anzunehmen haben, einen kleineren 
Teil, der der Winkelgeschwindigkeit des Ruders proportional ist, 
und einen konstanten Zuschlag, der den Reibungswiderstanden 
der Maschine und des Rudergeschirres Rechnung tragen solI. 
Wir schreiben also: 

(6) W = psin21~ + q~~ + r. 

Daserste Glied ist ubrigens bei stilliegenden Schiffen nicht vor
handen, da p dem Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit proportional 
ist. Nunmehr gewinnen wir die Bewegungsgleichung des Ruders 
in folgender Gestalt: 

d2l} . d{} 
(7) e dt2 = amx - anI} - psm2l} - q-dt - r, 

oder wenn wir uns die der Handradbewegung proportionale GroBe 
x als eine durch die Absicht des Schiffsleiters gegebene Zeitfunk-
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tion I(t) denken, unter Umsetzung der einzelnen Summanden: 

(8) 
d2{} d{} e dt 2 + q(jj + an{} + psin2{} = aml(t) - r. 

Hier bemerken wir, daB das Glied p sin2 19 die Wirkung des Ruder
druckes insofern nicht richtig zum Ausdruck bringt, als es den 
Vorzeichenwechsel beim Durchgang des Ruders durch die Nullage 
nicht mitmacht. Wir behalten uns deshalb vor, die Wirkung des 
Ruderdruckes gesondert zu untersuchen und beschranken uns auf 
kleine Ruderbewegungen oder auch auf die Ruderbewegung bei still
liegendem Schiff. In beiden Fallen kann p sin 2{} fortgelassen werden. 

Auch die GroBe r notigt uns zu gesonderter Behandlung, weil 
sie den Vorzeichenwechsel im Nullpunkt nicht zum Ausdruck 
bringt, weshalb wir sie ebenfalls unterdrucken. 

Nach diesen Vereinfachungen gewinnen wir die Gestalt der 
gewohnlichen Differentialgleichung erzwungener Schwingung: 

d2{} d{f 
(9) e dt 2 + q(jj + an{} = aml(t) . 

Zur Priifung dieser Differentialgleichung denken wir uns I(t) 
in eine Fo uriersche Reihe entwickelt: 

(10) { f(t) = Ao + A1 COS lXo t + A2 COS2lXo t + ... 
+ Bl sin lXo t + B2 sin 2 lXo t + . . . , 

womit sich das allgemeine Integral der Differentialgleichung in 
der Form findet: 

mAo 
(ll) {} = a l e,u1 t + ~ ell'! + -- + q,(t) • 

n 

Hier sind #1 und #2 die Wurzeln der Gleichung: 

(12) 
q an 

#2 + - # + - = 0 e e 
und q,(t) eine weiter unten zu erorternde Zeitfunktion. Die beiden 
ersten Glieder des Ansatzes fur {}, welche die Eigenschwingungen 
des Systems darstellen, verschwinden nach genugend langer Zeit 
bei positivem q unter allen Umstanden, so daBnur die vom Hand
rad herrfihrende erzwungene Bewegung des Ruders: 

(13) 

ubrigbleibt. 

m {} = ... Ao + q,(t) 
n 

Hort, Schwingllngslehre. 2. Allfi. 20 
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Aus diesem Ansatz lesen wir ab, daB die Ruderlage sich tat
sachlich proportional (wenn auch erst nach Verschwinden der 
Eigenschwingung) der Handradbewegung einstellt, wenn die letz
tere aus einer zur Zeit t = 0 eingeleiteten rasch erfolgenden Dre
hung des Handrades proportional der GroBe x = Ao besteht; 
die Koeffizienten von I (t): AI' A 2 , As, ... , B I , B 2 , B 3 , ••• ver
schwinden in diesem FaIle, die Ruderlage wird einfach: 

(14) 
m 

.,'}=. Au· 
n 

Aus dieser Gleichung erkennen wir sofort die Wirkung der Auf
hebung der Verbindung von y mit der Ruderbewegung, also des 
Verschwindens der sog. Stellhemmung, die in dem Ansatz: 
(15) y = mx - n{} 

sich durch n = 0 bemerklich macht. Diese Voraussetzung liefert: 

(}=oo, 

also die Unmoglichkeit einer stabilen Ruderbewegung. 
Wir erkennen also, daB die Stellhemmung das System 

Handrad- Rudermaschine - Ruder, welches an sich zwei un
ge"koppelte Freiheitsgrade hat und unstabil ist, zu einem gekop
pelten System macht, welches stabiler Bewegungen fahig ist. 

Was nun die Zeitfunktion CP(t) anlangt, so ist dieselbe, wie 
die genauere Ausrechnung zeigt, eine Fouriersche Reihe, deren 
Ie tes Glied lautet: " 

(16) am fAr + Bf . ( + \: ) k 
- " SIn IXo t Ok' , 

f(an - kt ( 2)2 + k2IX5Q2 " 
mit: 

cosk /Jk = (a n - k2 e IX5) Bk + k IXo Q Ak _, 

f(A~ + EZ) [(a n ~ k2 e IX~)2 + k2 IX~ q2J2 

. k.ll (IX2 - k2 e IX5) Ak - k IXo q Bk 
SIn (}k = -;==.;===::::.::c;~====:~~:;;:::::===:=:=;~= 

f(AZ + EZ)[(an - PBIX5)2 + k2IX~q2]2 
(17) 

Damit diese Gleichung ein moglichst raumgetreues Abbild von 
I(t) wird, mussen bezuglich der Tragheit e und der Dampfmig q 
die gleichen Bedingmtgen erfullt werden, die fruher beim Oszillo
graphen ermittelt worden sind. Wenn auch auf diese Weise die 
Raumtreue erreicht wird, so ist doch die Zeittreue, wie wir erkennen, 
bei der Ruderbewegungsubertragmtg nur mit Annaherung nioglich. 
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IX. Schwingungserscheinungen bei Fahrzeugen. 

§ 68. Schiffsschwingungen im ruhigen Wasser109). 

Fur das Folgende werde stets angenomIhen, daB die Schwer -
langsebene und die Schwerquerebene des Schiffes Sym
metrieebenen seien. 

Bei del' Bewegung eines Schiffes kommen zwei ausgezeichnete 
Punkte in Betracht. Dies sind zuniichst del' Schwerpunkt S 
(Fig. 176) des Schiffes und der Schwer-
punkt A des A uftrie bes (der ver-
driingten Wassermasse), und es gilt S 

der Satz, daB ein Schiff schwimmt, A 

wenn die Verbindungslinie SA, die 
Schwimmachse, senkrecht steht. 

Bringt man ein sch wimmendes 
Schiff aus seiner Schwimmlage, so 
stellt sich die Schwimmachse schief. 
Die Senkrechte durch den Schwer
punkt A des Auftrie bs, die in der Ruhe
lage mit SA identisch war., trifft 
jetzt SA in einem Punkte M, den 
man das Metazentl'um nennt. Die 

Fig. 176. Koordinaten <ler Rchiff,· 
bewegnng. 

betrachtete Ruhelage ist stabil, wenn M libel'S liegt. }'lir jede 
Schragstellung der Schwimmachse gibt es ein Metazentrum. 
Unter den Metazentren gibt es zwei ausgezeichnete, Ml und M 2 , 

die man erhalt, wenn man SA entwedel' in der Schwerliings
ebene oder ill del' Schwerquerebene neigt; man nennt MI das 
Quermetazentrum, M2 das Langsmetazentrum. Stets 
liegt das Liingsmetazentrum M2 .tiefer ·als das Quermetazen
trum MI' Wir betrachten im folgenden nur kleine Schwingungen 
des Schiffes. 

Es sind grundsatzlich. drei SchwiJ;lgungen m6glich entsprechend 
den Drehungen eines festen Karpers. Beim Schiff sind dies: 

1. Das Rollen ist eine Drehung des Schiffs um die Haupt
Jiingsachse und wird gemessen durch den Winkel {). 

2. Das Stampfen ist eine Drehung um die Hauptquerachse, 
gemessen durch den Winkel 1jJ • 

3. Das Gieren (Schlingel'n) ist eine Drehung um die 
Schwimmachse, gemessen durch den Winkel cpo 

20* 
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Fiir diese kleinen Winkel kann man die Lage der Metazentren 
als unabhangig von {} und 'IjJ annehmen und ihre Entfernung 
von S mit m1 resp. m2 bezeichnen. Dann sind die aufrichtenden 
Stabilitatsmomente £fir Rollen und Stampfen 

{ 
9)11 = Q m1 si.n {) , 

(1) 
~=Q~sm'IjJ, 

wo Q das Schiffsgewicht ist; das Moment 9)12 nennt man auch das 
Trimmoment. 

Wir definieren noch die Schwimmebene ala diejenige 
Schiffsquerschnitt£lache, die durch den Wasserspiegel aus dem 
Schiffe herausgeschnitten wird. Diese Querschnitt£lache habe 
die beiden Haupttragheitsmomente J 1 und J 2 fiir Drehungen um 
diej:mige ihrer Haupttragheitsachsen, welche der Hauptlangs
achse ·resp. der Hauptquerachse des Schiffes parallel sind. Be
zeichnet man nun mit Rl und Ra die Entfernungen der Meta
zentren von A und das Auftriebsvolumen mit Yo, dann gilt dic 
Baziehung: 

(2) { 

Jl 
Rl = Vo ' 

J 2 R2 =-· 
Vo 

In der Praxis bestimmt man die GrOBtlll m1 und m2 durch den 
KrangungsversuchllO). Verschiebt man eine Last q quer zum 
Schiff um die Strecke z und ergibt sich hierbei eine Anderung 
der Schiffsneigung um {}, so ist 

und·analog 

ql 
m1 = Qtgt'} 

ql 
~ = Qtg'IjJ' 

AuBer den kleinen Drehungen des Schiffes {}, 'I.jJ, cp wollen 
wir im folgenden noch kleine Verschiebungen (Tauchbewegungen) 
des Schwerpunkts ~, 'fj, C betrachten. Es sei E, H, Zein im Raum 
festes Koordinatensystem, welches parallel zu den Hauptachsen 
des Schiffes so orientiert ist, daB +E nach dem Heck, +H nach 
Steuerbord und +Z senkrecht nach unten zeigt. 
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Unter diesen Voraussetzungen verhiHt sich ein in ruhigem 
Wasser schwingendes Schiff ohne Eigengeschwindigkeit wie ein 
Pendel hinsichtlich seiner Drehungen. Es seien 6>1' 6>2' 6>3 die 
Tragheitsmomente fiir Rollen, Stampfen und Gieren; dann 
sind die Differentialgleichungen fiir die entsprechenden Schwin
gungen: 

(3) 

d21} 
6>1 dt 2 + Qm1{} = 0, 

d2 1jJ 
(-)2 dt 2 + Qm2 1jJ = 0, 

d2 qJ e3 dt 2 - =0 

und die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungsbewegungen: 

(4) 

In den letzten Gleichungen ist F die Flache der Schwimm
ebene und g Fe die von einer Eintauchung um den Betrag C 
herriihrende Auftrie banderung. 

Die DiHerentialgleichungssysteme (3) und (4) sind ohne 
weiteres klar, k6nnten aber auch auf Grund einer strengeren 
mathematischen Untersuchung abgeleitet werden, worauf wir 
hier nicht eingehen. Das Haupterge bnis ist, daB im ruhigen 
Wasser in erster Annaherung das Rollen, Stampfen und 
Tauchen voneinander unabhangige Schwingungsvor
gange sind und daB das Gieren iiberhaupt nicht zu
stande kommt. 

Bei Ableitung der Formeln (3) und (4) ist stillschweigend 
von der Beriicksichtigung des Reibungswiderstandes des 
Wassers a bgesehen worden. 

Praktisch laBt sich die GroBe des Reibungswiderstandes leicht 
ermitteln durch Schwingungsbeobachtung an einem in ruhigem 
Wasser rollenden Schiff. 

1m allgemeinen ergibt die Annahme eines der Winkelgeschwin
digkeit des Rollens proportionalen Reibungswiderstandes geniigend 
genaue Resultate. Besitzt jedoch das Schiff Schlingerkiele ,so 
wird der Wasserwiderstand dem Quadrat der Geschwindigkeit pro-
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protional. In diesem Falle kann man die Dampfung mittels eines 
Modell vers ucheslll) bestimmen. Das Verhaltnis der Linear
dimension en von Modell und Schiff sei 1 :}.. Dann verhalten 
sich die Gewichte und Tragheitsmomente wie 1 : }.3 und 1 :}.6. 

Nehmen wir nun den Wasserwiderstand des Schiffes zunachst 
proportional der nten Potenz der Lineargeschwindigkeit' eines 
Flachenelementes der ins Wasser eingetauchten Schiffsoberflache, 
dann wird die Bewegungsgleichung des Schiffes fill' Rollen: 

(5) d2 f} (d{})" 
8 1 dt 2 + R -liT + Q mtf} = ° . 

Die Bewegung des Modelles regelt sich dann nach der Gleichung: 

(6)81 ~_2jJ jt2 +_~ (~.~)n. jt" + g. rrtl. f) = ° 
}.5 dt2 }.:l+n dt },3 }. . 

Hier ist fl eine Konstante, die den ZeitmaBstab so zu andern hat, 
daB Schiff und Modell vollkommen geometrisch ahnlich schwingen. 
Damit dies nun der Fall wird, miissen}. und/u aus (6) verschwinden, 
d. h. es muB werden: 

(7) 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

(8) 
falls 
(9) 

/i=YX, 

n=2 

wird. Also nur im FaIle des quadratischell Widerstamlsgesetzes 
kann die Bewegung des Modells derjenigen des Schiffes ahnlich 
werden. 

§ 69. Scl1iffsscl1willgungell im Seegallg1l2). 

Die Bewegullg eines Scl1iffes im Seegange ist als eine er· 
zwungene Schwingung zu betrachten im Gegensatz zu den Glei
chungen (3) und (4) § 30, welche die freien odeI' Eigenschwingungen 
des Schiffes charakterisieren. Die schwingungserregende Ursachc 
sind die Meereswellen, und ihr EinfluU auf das Schiff ist im ein· 
fachsten Fall gegeben durch den Ansatz: 

(1) 
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wo Tw die Wellenperiode ist und {)o die maximale Neigung der 
Schwimmebene fUr den Fall, daB das Schiff im Wasser in senk· 
rechter Lage festgehalten wird. Die Formel (1) sagt aus, daB das 
von den Wellen auf das Schiff ausgeiibte Moment angenommen 
wird als una bhangig von der Lage des Schiffes im Wasser, was 
fiir kleine {) zulassig wird. 

Mit (1) wird die Bewegungsgleichung des Schiffes 

d2 {} 2n t 
(-11 -d 2- + Q ml 19 = Q m1 {)o sin T 

t w 
(2) 

Setzt man die Periode der Eigenrollung des Schiffes == '[' r, so 
erhalt man durch Integration von (2) 

2nt 9nt T2 9nt 
(3) t9 = C sin-· + C cos-:'- + ········'° __ 19 sin-~-

1 Tr 2 Tr T; - T; 0 Tr · 

Hier stellen die beiden en;ten Glieder die Eigenschwingung vor 
das dritte die erzwungene Schwingung. 

Wichtig ist der Fall des Zusammenfallens der Periode Tr 
und Tw. Dann geht (3) tiber in 

2nt 2nt n 2nt 
C sin--- + C cos-- -.. tf) cos---

1 Tr 2 Tr Tr 0 Tr 
(4) 

H · . d GI· d n 2 n-t d B d· A hI Ier zelgt as Ie --- t {)o cos --, a leussc age 
Tr Tr 

des Schiffes im FaIle des Synchronismus unbegrenzt zunehmen 
miissen. In der Tat hat der Schopfer der mitgeteilten Theorie des 
Rollens, Froude, Schiffsmodelle auf synehronen Wellen zum 
Kentern gebracht. 

Erweiterte und verallgemeinerte Untersuchungen iiber die 
Bewegung eines Schiffes, welches schrag zu den Wellen steuert, 
verdanken wir Kriloff. Eine Mitteilung seiner Ansatze wiirde an 
dieser Stelle zu viel Raum beanspruchen. Es sei daher auf seine 
Hauptarbeit "A general theory of the oscillations of a ship on 
waves" verwiesen. 

§ 70. Schwingungen und Stabiiitat von Luftfahrzeugen. 
1. DaB ein Luftfahrzeug ein schwingungsfahiges System ist, 

scheint auf den ersten Blick nicht sofort erkennbar. 
Indes kann wenigstens beim Luftschiff das Pendel ebenso 

zum Vergleich herangeholt werden wie beim Wassersohiff, sofern 
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man zunachst Sehwingungen um eine durch ein Schiffssch werpunkt 
gehende Horizontale betrachtet und von einer Eigengesehwindig
keit des Schiffes absieht. 

Beim fahrenden Schiff kommen noeh die von der Geschwin
digkeit herriihrenden Riehtkrafte hinzu, die auch die Schwingungs
fahigkeit um die Vertikalachse bedingen. 

Diese Richtkrafte infolge der Eigengeschwindigkeit bestilll
men aueh beim Flugzeug ganz wesentlich die StabiIitat; iiberdies 
sind sie hier das eigentliehe Lebenselement des Sehwimmens, da 
ja die Flugzeuge einen natiirliehen Auftrieb, der sie im Schweben 
halten konnte wie die Luftschiffe, nieht besitzen. 

Die Schwingungsuntersuehung kniipft zweekmaBiger Weise an 
an die allgemeinen Gleiehungen der Bewegung eines starren Kor
pers, unter Trennung der Sehwerpunktsbewegung von der 
Korperdreh ungU3). 

Beide Bewegungen werden unabhangig voneinander angesetzt 
und stehen miteinander nur dadureh in Beziehung, daB die am 
Sehwerpunkt angreifenden Krafte a dureh ihre Momente auch 
auf die Korperdrehung EinfluB nehmen. 

Wir beziehen den Luftfahrzeugkorper der Masse M und des 
Gewiehtes G auf ein fest mit ihm verbundenes Koordinaten
system x, y, z nach Fig. 177 und 178. Die den Achsenrichtungen 
entsprechenden Verschiebungen tragen bestimmte Benennungen: 

Fig. 177. Koordinaten des Luftschilfs. 

x-Richtung (Fahrtschwankung) = StoBen, 
y-Richtung (Seitenverschiebung) = Abtreiben, 
z-Richtung (Hohenverschiebung) = Wogen oder Sacken. 
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Die den Achsen entsprechenden Drehungen werden durch die 
Winkel {}, tp, rp gekennzeichnet und wie folgt benannt: 

{}-Drehung um die Langsachse (Seitenneigung) = Rollen, 
tp-Drehung um die Querachse (Langsneigung) = Kippen, 
rp-Drehung um die Vertikalachse = Drehen. 

Fig. 178. Koordinaren des Flugzeugs . 

. Weiter set zen wir voraus, daB die gewahlten Achsen die der 
Haupttragheitsmomente 8 1 , 8 2 , 8 a seien; die nach ihnen 
genommenen Linear-Geschwindigkeitskomponenten seien VI' Vz, Va' 
die Komponenten der Drehgeschwindigkeit seien WI' W 2 , Wa; 
solange die Drehwinkel {}, tp, rp klein bleiben, was wir voraus
setzen wollen, gilt: 

(1 ) 
d{} 

WI = de' 

Nach diesen Vorbereitungen schreiben wir die Bewegungs
gleichungen des Schwerpunktes: 

I M(VI + w2 va - (Oa v2) = -Gsintpcos/} + 81 + P 

(2) M(v2 +(Oa VI - (01 Va) = +Gsin{} + 82 + Q 

M (Va + (01 V2 - (02 VI) = -G costp cos{} + 8a + R , 

wenn wir annehmen, daB das Luftfahrzeug um die Winkel {}, tp, rp 
aus der urspriinglichen Lage, in welcher die Schwererichtung 
parallel zur Z-Achse war, abgewichen sei. 

In den Gleichungen (2) bedeuten 8 1 , 8 2 , 8a die Komponenten 
des Propellerschubes, P, Q, R die Summe aller Komponenten der 
Gesamt-Luftwiderstande. 
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Ais Drehungsgleichungen benutzen wir die E ulerschen Glei
chungen fur die Drehung eines starren Korpers unter Einwirkung 
auBerer Momente und schreiben sie: 

I ~1~1 + W 2 W3(~3 - ~2) : (01 + ml 

l e2W2 + Wa Wl(el - e a) - (02 + m2 

eaWa + WI W 2(e2 - el ) = (0a + ma , 

(3) 

WO 6 1 , 6 2 , 6 3 die Komponenten des Momentes der Propeller
wirkung, m1 , m2 , m3 die Komponenten des Gesamtdrehmomentes 
aller Luftwiderstandskrafte bedeuten. 

2. Wir wenden die Gleichungen (2) und (3) auf den einfachen 
Fall eines Luftschiffes an, welches von der x y-Ebene nicht 
abgewichen ist (V2 = V, w1 = co2 = 0), und bei welchem der 
Schwerpunkt in der Schiffslarigsachse liege. AuBerdem soIl der 
Propellerschub 8 1 in Richtung der Langsachse verlaufen und stets 
der Widerstandskomponente P ghiich sein.1l4) 

Dann nehmen die Gleichungen (2) die einfache Gestalt an: 

{
M(VI-COaVt)=O 

(2a) 
M(V2 + Wa VI) = Q , 

wahrend wir fur (3) erhalten: 

(3a) 

Nun seizen wir voraus, daB sowohl die Verschiebegeschwinilig-

k . S . dy. d' D h h' d' k . drp eli zur eIte V 2 = dt SOWle Ie re gesc WIll 19 elt W3 = ([i 

klein seien; dann ergeben sich die Ansatze: 

(4) 

. d 2 x 
Mv 1 =1I1-=0 

dt2 

Die erste Gleichung (4) lieferl- VI = konst., mit welchem Ergebnis 
die beiden anderen Gleichungen weiter behandelt werden. 

Die Kraftkomponente Q ruhrt vom Luftwiderstand W her, 
dessen Richtung in der Tangente der Schwerpunktsbahn liege. 
Letztere bilde mit der Schiffslangsachse den kleinen Winkel !1(:. 
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Dann enthalt Q zunachst einen diesem proportionalen Anteil 

= a2 (X: • Ferner liefert auch die Drehung ~~ einen Beitrag zu Q (vor 

aHem von seiten der Stabilisierungsflachen), den wir proportio

nal der Drehgeschwindigkeit ~~- mit bld~T. ansetzen. 

Also haben wir: 

(5) 

Das Moment hat entsprechende Anteile und schreibt sich: 

(6) 

Hier ist c2 (X: die Richtkraft durch den Luftwiderstand illfolge 

der Seitendrehung, b2 ~~ die von letzterer herruhrende Dampfung. 

Die Bewegungsgleichungen (4) schreiben sich nun: 

1 
(d2 Y d(p) dqJ 

lJ;] (jj2- + VI dt = a 2 (X: + bl -(ft-

(-j3 d2fP.. = c2 (X: + b dq~ 
. dt S ~ dt . 

(5) 

Zwischen (X:, rp und "7 
y besteht aber nach 
Fig. 179 die Be
ziehung: 

_~ (d y + v q)) 
vJ dt I 

=<p-(X: 

oeler mit: 

Fig. mi. Zur Stabilitiitsbetrachtung der 
Luftschilfbewegung. 

wo'f} die Seitenverschiebung auf ein im Raum festes Koordinaten
system bezogen bedeutet: 

I dll 
qJ - (X: = 

VI dt . 
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Damit wird aber: 

(6) 

oder geordnet: 

(7) 1
M 1/, + a2 r/ - bi '1/ - as rp = 0 

V t 

f)s rp" - b2 '1/ - c2 (P + c~ r/ = 0 . 
Vt 

Zur Ermittlung der Stabilitatsbedingung ffir dieses gekoppelte 
Schwingungssystem fiihrt folgende Determinante: 

(8) 
1
M 12 + a: 1, - btl- a2 

, Vt 
=0, 

d. h. die Gleichung vierten Grades: 

(M 12 + a 2 1) (8s 12 - b21 - c2) + c2 (btl + as) 1 = 0 . 
Vt Vt 

Nach Division mit 1 entsteht hier: 

oder: 

VI M 8s 13 + (a28 3 - b2 vi M) 12 + (bi c2 - b2 a2 - VI c2 M) 1 = 0 , 

und nach nochmaliger Division mit 1 die quadratische Gleichung: 

(9) vIM8s12 + (a 28 s - b2 vIM)1 + (bi c2 - b2 a2 - VI c2 M) =0. 

Setzen wir nun abkfirzend: 

und 

so findet sich fur (2): 

(9a) 12+2pl+q2=O 
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und hieraus die WurzeIn: 

(10) {
AI - P + i Y q2 -- p2 

A2 - P - i yq2 - p2 . 

1m ubrigen sind noch die Werte der durch die zweimalige Divi
sion mit A fortgefallenen Doppelwurzel mit 

(lOa) 

zu berucksichtigen. 
Damit werden aber die allgemeinen Bewegungsintegrale: 

(ll) { 
'I'J = Al ellt + A2 el •t + As + Bs VI t 
q; = Bl e Alt + B2 el,t + Bs . 

Hieraus ergibt sich wegen des Gliedes Ba VI t, daB wenigstens die 
Seitenabweichung 'YJ niemals klein bleiben kann; unter den ge
nannten Bedingungen wird also ein· Luftschiff nicht automatisch 
in gerader Linie fahren konnen. Dagegen bleiben die Drehungen q; 
stabil, wenn 

q>p 
gilt. 

Die Bedingungen hierfur sind: 

(12) { 
a2 Bs - ba VI M > 0 

(b1 - VI M) c2 - a2 b2 > 0 . 

Damit die erste Ungleichung ffir aIle Fahrtgeschwindigkeiten VI 

erfiillt ist, muB ba negativ sein, d. h. der Dampfungsanteil des 
Momentes roll im Ansatz (6) muB das Bestreben haben, einer Ver
groBerung der Drehung q; entgegenzuwirken, was ja in Wirklich
keit auch immer der Fall ist. 

Die zweite Gleichung liefert, wenn wir das Vorzeichen von 
c2 umkehren: 

a2 b -c2 > ___ -_2_ 

VIM - b1 • 
(13) 

Dieser Ansatz gibt zunachst AnlaB, statt - ell + r~ zu schrei
ben, womit das Moment roll endgultig in die Form tritt: 

(14) 



318 IX. Schwingungserscheinungen bei Fahrzeugen. 

Dabei bedeutet der Vorzeichenwechsel, daB rein statisch das 
Richtmoment y2 <X negativ sein, d. h. einer VergroBerung und 

ebenso wie die Dampfung b2 ~tp entgegenwirken muB. Da nun 

. . (13) a 2 b2 • h t···rd .. d Welter ill M b SIC er POSltIV WI ,wenn, wle melst er 
V1 - 1 

Fall, die Verschiebungsdampfung bI klein ist, so erfiillt die sta-
tische Stabilitatsbedingung 

(14a) 

auch die dynamische. Die statische Stabilitatsbedingung haben 
wir damit als hinreichend erkannt; sie ist aber keineswegs not
wendig, denn nach (13) konnte auch ein s ta tis ch unstabiles Luft
schiff (mit negativen'y2) dynamisch stabil (in bezug auf die 
Drehungen) fahren. 

3. Benutzen wir nun die Gleichungssysteme (2), (3) zur An
setzung der Schwingungen eines Flugzeuges, so wollen wir diese 
Schwingungen wieder als klein voraussetzen. Es sind dann vor 
allem V 2 , Va' WI' W 2 , Wa GroBen, deren hohere Potenzen und Pro
dukte zu vernachliissigen sind, wahrend VI in einer unveriinder
lichen Hauptbestandteil vO' die Flugzeuggeschwindigkeit, nn<1 
cine ebenfalls kleine Schwankung v; zerfiillt. 1l5) 

Von den Winkeln 'If und {} sei die Seitenneigung {} klein, wiih
rend der Winkel der Langsneigung 'If (das Kippen) um einen festen 
Betrag ''1'0 die kleine Schwankung f erfahre. Dann schreiben 
sich die Gleichungen (2) 

(15) M(V2 + Vo (1)3) = +Ol} + St + Q I, Mv[ = -Gsinll'o + fCOS11'0 + S1 + p 

, M (vs - Vo (02) = -G(COS1/'0 - f sin '1'0) + S3 + R 

lind das System (:~) 

(16) 

f B1 (;)1 = 6 1 + ~Jll 
'l (2 0)2 = 6 t + IDl2 

B3 cO 3 = 6 3 + IDls . 

Der Propellerzug S = -V Sf + S~ + m liege parallel der 
x-Achse des Flugzeuges im Abstand 8 3 ,womit seine Komponen
ten werden: SI = S, S~= S3 = O. Das yom Propellerzug aus
geiibte Moment urn die y-Achse berechnet sich demnach zu 
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6 2 = 883 , wahrend das durch die Drehungsgeschwindigkeit Q 

hervorgerufene Gegenmoment 8 ~ nur eine Komponente 6 1 urn 

die x-Achse in gleicher GroBe liefert. Fur die von der Propeller
wirkung herruhrenden Kraft- und Momentkomponenten entstehen 
also die Ansatze 

(17) 
f 81 = 8, 

161 = 8~, 
Zur Gewinnung der Komponenten der Luftwiderstandswirkung 

P, Q, R, 2, m, 9l fuhrt folgende Betrachtung. 1m allgemeinen 
kann man die Widerstandskrafte und Momente eines Flugzeug
t~iles als Funktion des Quadrates der Geschwindigkeit derall
gemeinen Gestalt j(u2 ) eines dem Teil zugehOrigen Punktes der 
Koordinaten a, b, c ansetzen. Die GraBen a, b, c sind Konstruk
tionsdaten, die mit den Geschwindigkeitskomponenten der Flug
zeugbewegung VI' V2 ' V3 ' WI' W 2 , W3 das Geschwindigkeitsquadrat 
u2 wie folgt erklaren: 

(IS) 
J u2 = (V1 - C w2 - b Wa)2 + (V2 + a 0)3 - C (1)2 

l + (Va + b w1 - a (/)2)2 . 

Fur jeden Flugzeugteil lassen sich nun experimentell zwei 
Funktionen jk(U2 ) und Im(u2 ) ermitteln, von denen die eine die 
Kraftwirkungen, die andere die Momentwirkungen des Luft
widerstandes darstellt. 

Summiert man nun aIle derartigen fur die einzelnen Flugzeng
teile ermittelten Funktionen, so erhalt man die Gesamtkra.ft 
und das Gesamtmoment des Luftwiderstandes, dessen Kompo
nenten P, Q, R, 2, m, 9l, unter der Voraussetzung kleiner Schwin
gungen, die wir oben gemacht haben, in die allgemeine Gestalt 
gehen: 

JP=~+~~+~~+~~~~~+~~+~% 
(19) t Q = Qo + ql v~ + q2 v2 + q3 va + Xl W 1 + X 2 W 2 + Xa W3 

R = Ro + r l VI + r2 Va + ra V3 + !?1 WI +!?2 0)2 +!?a W3 • 

f 2 = 20 + II v~ + III v2 + Is v~ + 11 W1 + 12 w2 + 1.3 Wa 

(20) 1 m = mn + m1 VI + m2 V2 + rns Va + III W 1 + #2 W2 + /13 (Os 

9l = 910 + 1t1 vi + It~ V2 + Ita Va + 'l't (i)1 + '1'2 W 2 + 'l's 0)3 
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Wie ersichtlich, sind Po, Qu, Ru, Bo, mo' mo die Widerstands
komponenten bei stationarer Bewegung: 

Gsin"l'u = So + Po 

0= Qo 

GCOS'lj'u = Ro 
(21) Sovo 

Bo [i -

So 83 = mo 
0= mo 

Weiter vermindert sich die ZaW der Beiwerte in (19) und (20) 
auf die HaHte, wei! infolge der Symmetrie des Flugzeuges zur 
xz-Ebene die Komponenten P, R, m unabhangig von V 2 ' WI' 003 

und Q, B, m unabhangig von vI, Va' 002 sein miissen. 
Somit wird einfacher: 

(22) 

P = Po + Pl vi + Ps Va +:7l2 002 

Q = Qo + q2 V2 + "1 WI + "3 Ws 

B = Bo + Is V2 + 11 WI + 13 Ws 

an = mo + rnl vi + rna Va + ft2 002 

m = mO + 112 Vt + 'VI WI + 'Vs Ws • 

Mit (21) und (22) werden nun die Bewegungsgleichungen des 
Flugzeuges: 

{Mv; = -eGcos'IjJo + PI V{ + Pava + :7l2t: 

M (V2 + Vo wa) = {) G + qs V2+ "1 -Ii + "a 003 

1 
M (~.3 - Vo i) = e G sin 'ljJo ~ 'VI vi + 'Va Va + (>2 i 

8119. =.12 V2 + All) + A3 Ws 

81 t:" = rnl v{ + rns va + It2 i 
8s Ws = 112 V2 + 'V1 1? + 'Vs Ws . 

(23) 

Dieses Gleichungssystem zerfiillt ersichtlich in zwei getrennte 
Gruppen, namlich: 



(24) 

und 

(25) 

§ 71. Schwingungen von Lokomotiven. 

J M V.{ . = - E G c~s!Po + Pl V~ + Pa Va + 7[2 ~ 

l M(~s - VOE) = +EGSlll!pO + r l v~ + rnVs + esE. 

6 2 E = m i VI + ms Vs + f-l2 E 

J M (~? + Vo ( 3 ) = {} G + q2 vt + ~l ~ + "'s W3 

l 61 ~ = 12 v2 + Al ~~ + 23 W3 

6 3 0) 3 n2 V 2 + 1'1 {} + 1'3 W3 • 
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Von diesen Systemen enthalt (24) nur die Koordinaten v{, va, E, 

also das StoBen, Sacken und Kippen, welche Bewegungen 
man als symmetrische oder Langsschwingungen be
zeichnet, wahrend (25) nur v2 ' {}, 0)3 enthalt, das Abtreiben, 
Rollen und Drehen, d. h. die Komponenten der Quer
schwingung. 

Damit ergibt sich der Satz von der gegenseitigen Unabhangig
keit der Langs- und Querschwingungen, deren Stabilitat je von 
der Erfullung einer Gleichung vierten Grades abhangt. Die Bei
werte dieser sind Funktionen der Flugzeugfestwerte in den An
sat zen (24) und (25), zu deren Ermittlung die Aeromechanik 
heranzuziehen ist, und zwar sowohl die experimentelle in Gestalt 
von Modell versuchen, wie die theoretische in Gestalt der K u t t a
Joukowskyschen Stri:imungstheorie, aus welchen Gebieten eine 
Reihe von Zitaten im Literaturverzeichnis aufgenommen ist. 116) 

§ 71. Schwingungen von Lokomotiven. 
Die Bewegung einer Lokomotive ist ein im Sinne der Dynamik 

sehr verwickelter Vorgang. Auch wenn man von dem Tender 
und dem nachfolgenden 
Eisenbahnzug absieht, 
so bleibt noch ein Sy
stem von einer betracht
lichen Zahl von Frei
heitsgraden ubrig. 

Zunachst ist der Lo
komotivkessel, der mit 
seinem Rahmen als 
starrer Korper betrach-

x 

Fig. 180. Die Koordinaten des Lokomotivkorpers. 

tet werden solI, ein System von sechs Freiheitsgraden, deren 
Koordinaten nach der Fig. 180 erklart sind. 

Hort, SchwingungRlehre. 2. AUf!. 21 
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Der Rahmen wird unter Vermittlung von Federn von einer 
Anzahl Radsatze getragen, die im Rahmen durch Fiihrung gegen 
Bewegung in der x-Richtung gesichert sind; dagegen sind Ver" 
schiebungen der Radsatzschwerpunkte in der Richtung sowie 
Drehungen der Achsen in der y z-Ebene relativ zum Lokomotiv
korper moglich. SchlieBlich kommt als Freiheitsgrad des Rad
satzes die reine Rotation hinzu. Demnach hatte jeder Radsatz 
vier Grade der Freiheit relativ zum Lokomotivkorper. 

Nun zerfailen die Radsatze der Lokomotive in zwei verschie
dene Klassen: die der Treib- und der Laufachsen. Die Rotations
freiheitsgrade der ersteren ziehen sich durch die Kupplung mit 
dem Triebwerk auf einen einzigen zusammen, so daB bei m Treib
achsen und n Laufachsen die Zahl der Freiheitsgrade der Loko
motive betragt: 

6+3m+4n+l. 

Hiervon sind aber fUr jeden Radsatz die Bedingungen der dauern
den Beriihrung mit der Gleisbahn als 2 Freiheitsgrade, also 
(m + n) mal, abzuziehen, so daB endgultig sich als Freiheitsgrad 
ergibt: 

f=7+m+2n. 

Fur unsere Schwingungsuntersuchung 117) sehen wir nun von 
samtlichen von den Radsatzen herruhrenden Freiheitsgraden ab 
und yom Lokomotivkorper betrachten wir nur folgende: 

Schwerpunktsbewegung in der z-Richtung: das Wogen 
Drehungsbewegung um die x-Achse: das Wanken 
Drehungsbewegung um die y-Achse: das Nicken 

des Lokomotivkorpers. 

Die ubrigen Bewegungen des Lokomotivkorpers sind wesentlich 
von der Gleisgestaltung und dem Fahrvorgang bestimmt, die hier 
nicht zur Erorterung stehen sollen. 

Zur Gewinnung der Bewegungsgleichungen des Lokomotiv
korpers fiihrt am ubersichtlichsten das Verfahren nach La
grange. 

Die kinetische Energie L des Lokomotivkorpers der Masse ]U 
und der Haupttragheitsmomente 8 1 , 8 2 , 8 3 ist im allgemeinen 
Faile nur kleiner Schwerpunktsverschiebungen x y z und Achsen
drehungen {} 'IjJ cp : 

L = 1 {M (X2 + iJ2 + Z2) + 8 1 &2 + 8 2 "1)2 + 8 3 cp2} . 
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Da wir aber nur das Wogen (z), Wanken (/}) und Nicken (1f) 
betrachten wollen, bleibt fUr uns ubrig: 

(1) L = i (M Z2 + 61 J2 + 6 2 1f2) • 

Sehen wir von Reibungskraften ab, so sind nur die Feder
und Gewichtswirkungen zu berucksichtigen, fUr die wir eine 
Potentialfunktion V voraussetzen. 

Dann werden die Bewegungsgleichungen: 

d oL oV 
dt oz oz 

(2) 
d oL oV 

dt oJ -a-;§ 

d oL av 
---=-_ .. 
dt o~, alp' 

Die Potentialfunktion V ist erklart als diejenige Arbeit, die 
die Federn und das Gewicht zu leisten oder aufzunehmen haben 
bei einer kleinen Lagenanderung des Lokomotivkorpers z, {), 11'. 

Wir setzen r = 2 (n + m) Federn voraus, die symmetrisch 
zur x-Achse angeordnet seien. Ihre Federspannung in der Mittel
lage sei fk (k = 1, 2, 3 ... r) und ihre Federungszahl Ck; ihre 
Lage sei gegeben durch die Positionskoordinaten Xk, Yk (k = 1, 
2, 3 ... r). Infolge der Symmetrie ist 

f ;:::: : -;:~;::; ) 
(3) 1 i = 0, 1, 2 ... (n + rn - 1) . 

fji+1 = f2(i+ I) 

C~i+1 = C~(i+l) 

Durch eine Verlagerung des Lokomotivkorpers im Betrage z, {), q} 
andern sich aber die Koordinaten Xk, Yk, Zk jedes seiner Punkte in : 

Xb Yb Zk + Z + Yk {} - Xk V' 

die kte Feder erleidet also eine Langenanderung Z + Yk 1~ - Xl; V' 
und leistet demnach eine Arbeit 

(4) fdz + Ykl~ -- X/,;lp) + lcZ{z + Yk{} - Xklp)2. 

Hiermit berechnet sich aber das Federpotential: 
r 

(5) V= -Mgr+ 2{!k(Z+Yk{)-Xklp)+-~-cZ(Z+Yk{)-Xk1f))2}. 
1 

21* 
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Die Ausfiihrung der nach (2) rechts notigen partiellen Differen
tiationen liefert zunachst von dem linearen Glied unter dem 
Summenzeichen in (5) die Ausdrucke 

z~b" {)~lkYk' 1jJ~fkXk' 
Hier hedeuten aher die Summmzeichen der Reihe nach das 
Lokomotivgewicht (Kessel mit Rahmen), welches ja in der Ruhe
lage der Summe der Federkrafte gleich sein muB, und die heiden 
statischen Momente der Federkrafte hezuglich der heiden Ko
ordinatenachsen, die in der Gleichgewichtsmittellage verschwinden. 

Von den weiter infolge der partiellen Differentiationen aus (5) 
entstehenden Summen gilt aher 

(6) 

wegen der durch (3) ausgedruckten Symmetrie. 
Die Bewegungsgleichungen (2) werden also: 

f M ~ + Z ~ c~ - "" ~ cl Xk = 0 
8 1 {) + {) !. cz YZ = 0 l Cl" ~22 ~2 1~2 1jJ + 1jJ ~ Ck x k - Z ~ CA; Xk = 0 , 

(7) 

Mit den Ahkiirzungen: 

~C~ ~ 2 2 ~C~Y~ Ck Zk=(3 M =0(:, 8 1 ' 
-8-;-- = r, 

~C~Xk = ()e ~CZXk () 
(8) M_ ' e--;-- f 

(() = ::;;;, e=V~) 
entsteht jetzt das simultane Gleichungssystem: 

(9) {f + r {) = 0 I-~ +0(: ~ - () e 1jJ = 0 

"+R' () 0 1jJ t'1jJ--z = . 
e 

Danach geht die Eigenschwingung des Wankms unahhangig von 
den heiden anderen Komponenten vor sich und hesitzt eine 
Frequenz: 

(10) 
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Das W ogen ist dagegen mit dem Nicken verkuppelt. BElide 
wei sen fur die Frequenzen die biquadratische Gleichung auf: 

(2nv)2+1X -<5e 

(II) <5 = [(2nv)2 + IX] [(2nv)2 + ,8] 
- <5 2 = 0, 

woraus sich findet: 

(12) Vt > = _~VIX + ~ + l/(IX - ,8)2 + ~2 . 
V2 2n 2 - r 2 

Damit das Wogen und Nicken stabil verliiuft, mussen v1 

und v2 reeIl sein, d. h. €S muB gelten: 

oder IX f3 > ~2 . 

Unter Berucksichtigung von (8) heiBt dies aber: 

(13) 

Diese Ungleichung, welche fur k = 1 eine Identitat ist, laBt sich 
fur k = 2 unmittelbar durch Auswerten leicht beweisen und gilt 
deshalb auch ffir beliebiges k, unter der Voraussetzung, daB aIle 
Federungszahlen c~ positiv sind. 

Wird die Frage nach den erzwungenen Schwingungen gestellt, 
so mussen an periodisch wirkenden &uBeren Kraften neben den 
Reaktionen des Kurbeltriebwerkes die elastischen Durchbiegungen 
und die StoBe an den Schienen und Schienenverbindungen 118), 
die unregelmaBigen, mit Schlingern bezeichneten Bewegungen des 
Radersystems in die Reibung eingefuhrt werden, die von der 
Gleislage und der seitlichen, Verschiebbarkeit der Radsatze her
ruhren. 

Am wichtigsten unter den Kurbeltriebreaktionen und auch 
am leichtesten rechnerisch erfaBbar ist der stets (wenn der Kurbel
zapfen aus der zylinderseitigen Totlage nach unten geht) senk
recht nach oben wirkende Kreuzkopfdruck; die Untersuchung 
der ubrigen Ein£lusse fuhrt, abgesehen von den dynamischen An-
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satzen, auf verwickelte Betrachtungen aus der Elastizitatslehre, 
bezuglich deren wirauf die Literatur verweisen. 

In erster Annaherung laBt sich der KreuzkopHruck bei einer 
Zylinderseite nach Fig. 181 als periodische Funktion 119) 

! ~ /(vrbelvmdrel7vl7g ~ 
Zeit~-¥f 

Pi sinw t I 

darstellen. Die zweite Kur
bel ist gegen die erste ge-

Fig. 181. Schaubild des KreuzkopfdlUcke~. wohnlich um ~ versetzt 

und liefert demnach den Kreuzkopfdruck PI cosw t I. Dem
entsprechend wiirde die erste Gleichung (7) mit Storungsglied 
zu lauten haben: 

(14) Mi' + z2,'cZ - 'If ~CZXk = P{lcosw tl + isinw t I} . 
Mit dieser ist die Gleichung des Nickens zu verbinden, auf 

deren rechter Seite als Storung das Moment der Kreuzkopfdrucke 
erscheint. Dieses setzt sich aus zwei Teilen zusammen, von denen 
der erste analog P {I cos w t i + 1 sin w t I} von der einfachen Um
drehungsgeschwindigkeit abhangig ist etwa entsprechend 

M1{/coswtl + Isinwtl}· 

Dagegen ist del' andere Teil des Moments von del' doppeltell 
Drehgeschwindigkeit 2 w abhangig, entsprechend 

Mz{lsinwtlcoswt+ Icoswtjsinwt}. 

Dieses zweite Moment stellt sich graphisch nach Fig. 182 dar. 
So schreibt sich die dritte Gleichung (7) fur das Nicken wie folgt: 

(15) . ' {ez ip + 'If ~cZxZ - z ~ CZXk =. Ml {I cosw t 1+ i sinw tl} 

+ M2{lsinwtlcoswt + coswtlsinwt}. 

,.,?"i-' ~, ___ ..1 Unter del' Voraus-
M2''Tl __ ''~==,",-_'_''''>''~i!i'm''''';'''';'''; ,;-_'_'_''''-' M'T1 ___ ~ setzung 2' cZ Xk = 0, die 

1 0 Ib .l£ !if 21 sich durch geeignete 
w w W W Abstimmung der Fede-

Fig. 182. Die Momente des Kreuzkopfdruckes. 0 • h 
rungszahlen cz erre10 en 

laBt, werden Wogen und Nicken voneinander unabhangig. Die 
Differentialgleichung fiiI' das erzwungene Wogen schreibt sich dann: 

(14a) Z + ,{~z = ;{Icoswti + sinlwti} 
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mit 

Die l!'unktioll rechts hat die Periodc 

n 
2p = -

20J 

(Fig. 183) und heif3e kurz 

/(t) = ~ .. V2sin (OJ t +1C) . 
M 4: 

Mit ihr stellt sich die er
zwullgelle Li::isung von (14a) 
in Gestalt eines bestimmtcn 
Integrals dar: 120) 

,--.... --- --- ---

~.1£~ 
Zw 

Fig. 183. Stiirungsfunktion des Wagens. 
t 

z =).~I'(ix) sinA1(t - ex) dex 
o 

(16) 

+ 1 --j;(ex) COSAl(t +n - ex) dex 
2,l. sin~t.~ 4:w 

1 4: OJ . 
o 

oder nach Ausrechnung der Integrale: 

z = M(~_V'2 ~!~2) sin (OJ t + ~) 
(17) 
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,l. n 
Hier entstehen flir ~ OJ = n n oder fUr Al = 4 OJ n, wo n 

eine ganze Zahl ist, unzulassige Betrage fur das Wogen. Es darf 
also die Eigenschwingungsfrequenz des Wogens niemals gleich 
dem Vierfachen der Rotationsfrequenz des Kurbelgetriebes 
werden. 

Andererseits wird fUr Al = OJ die Koordinate z zunachst den 
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Wert -8- annehmen, der aber nach ordnungsmaBiger Behandlung 
der unbestimmten Form in 

(IS) Z= w2;i2{(1 + :)sin (wt+ :) +wtcos(wt+ :)} 

iibergeht. Demnach kann z auch fiir Al = w zu unzulassigen 
Betragen anwachsen. 

Zu ahnlichen Ergebnissen wiirde man auch bei Untersuchung 
der iibrigen Schwingungskomponenten und bei Heranziehung der 
Wirkung der SchienenstoBverbindungen gelangen. Stets miissen 
die Perioden der Kurbeldrehung und des Durchfahrens einer 
Schienenlange (oder ihre ganzzahligen Vielfachen) verschieden sein 
von der Eigenperiode des Wogens, Nickens und Wan kens. 

x. Die Kreiseltheorie in der Technik. 

§ 72. Der Impuls beim symmetrischen Kreisel. 

1. Die in der praktischen Technik verwendeten Drehbewegun
gen boten lange Zeit hindurch keinen AnlaB zu theoretischen 

Untersuchungen, die iiber die einfachsten kinematischen 
und kinetischen Ansatze hinausgingen. 

Zu diesen Ansatzen gehort im wesentlichen der 
Begriff des Tragheitsmoments (Fig, IS4) 

e = Imr2 , 

welches auch ofters in der Form des Schwung
}'ig. 184. Zur moments 

Definition 
d. Trl1gheits- G D2 = 4 (J e 
lIIomentes. eingefiihrt wird. 

Ferner gehort hierher der Satz von der Beschleunigung der 
Drehbewegung durch ein auBeres Moment: 

dw eTt=m 
und schlieBlich die Arbeitsgleichung der drehenden Bewegung: 

e (~~ - ~~) = m {} . 
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In der Fig. 185 sind diese Ansatze zusammengefaBt. Sie stellen so 
ziemlich die ganze Rotationsdynamik des alteren Maschinen
baues dar. 

Weitergehende Untersuchungen erschienen ilberflilssig, so
lange die langsam laufenden Maschinen der iilteren Zeit keinen 
AniaB gaben, mit der Kreiselwirkung vielleicht zusammen-
hangende storende Erscheinungen in q; 
Riicksicht zu ziehen, oder solange keine 
Aufgaben vorlagen, die die Kreisel
wirkung fur technische oder wirtschaft
liche Zwecke nutzbar machen soUten. ~;$=:t 

Seit etwa filnfzehn Jahren ist nun 
die Kreiseltheorie 121) in den Gesichts
kreis der wissenschaftlichen Technik Fig. 185. Altere Ma~chillcn. 
getreten. Wir haben gelernt, aus den dynamilr. 

Kreiseleigenschaften in kunstvoll aufgebauten Apparaten Nutzen 
zu ziehen, und es ist notwendig geworden, in Fallen besonders 
kuhner Rotationsvorgange vorsichtshalber nach schadlichen N eben
erscheinungen zu forschen, die von den Kreiselwirkungen herruhren. 

2. Bekanntschaft mit den Kreiselerscheinungen macht schon 
cler kleine Junge, der mit seiner Peitsche einen Spielkreisel auf 
dem Erdboden hin und her treibt. Eine Erscheinung, der er 
allerdings kaum Beachtung schenken wird, tritt bei diesem Spiel 
am Kreisel zutage, namlich die Erscheinung, daB die Kreisel
achse sich unter dem EinfluB der Erdbodenreibung automatisch 
aufrichtet, wenn sie einmal eine schrage Lage gegen die Vertikale 
angenommen hatte. 

Eine andere Kreiselwirkung liegt dem Diabolospiel zugrunclp, 
namlich die Eigenschaft, daB die Achse eines kraftefreien Krpispl::; 
im Raume ihre Richtung beizubehalten sucht. 

Diese verschiedenen Spielkreisel sind in Fig. 186 dargestellt. 
3. Die Unveranderlichkeit der Kreiselachse wird nun allet'

dings in der technischen Praxis und in der Natur au Berst selten 
beobachtet. In Wirklichkeit ist es nur unter den groBten Vor
sichtsmaBregeln moglich, einen rotierenden Kreisel von cler Ein
wirkung auBerer Krafte oder Momente freizuhalten. Sind aber 
cinmal Krafte oder Momente vorhanden, so kann die Kreisel
achse ihre Richtung nicht beibehalten, sie wird auf diese Ein
wirkungen in besonderer Weise reagieren. 
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In :Fig. 187 und 188 sind zwei Kreisel gezeichnet, die unter dem 
Einflll13 der Schwerkraft stehen. Der Pfeil a gibt die Richtung des 

:Fig. 186. Verschiedcne Spiclkrcisel. 

mantel. Man nennt diese 
sion der Kreiselachse, 

Schwerkraftmomentes in beiden 
Fallen an. Der urn die Achse N 
gezeichnete Pfeil zeigt den Sinn 
der Kreiselrotation, wahrend der 
dritte gekrummte Pfeil die Rich
tung der Bahn der oberen Kreisel
spitze ancleutet. Diese Bewegungs
erscheinungen kann man mit 
Hilfe der kleinen im Handel 
kauflichen Gyroskopkreisel leicht 
zeigen, wobei wir clahingestellt sein 
lassen, ob nicht bei scharferer 
Beobachtung sich weitere Bewe
gungserscheinungen zeigen k6nnen, 
die sich clem oberflachlichen Hill
sehen entziehen. Das Beharrungs
bestreben der Achse verhindert 
das Herabfallen des Kreisels; die 
Schwerkraft aber au13ert sich in 
der langsamen Drehbewegung 
der Kreiselachse auf einem Kegel-

Bewegungserscheinung die Prazes
die bei den meisten technischen All-

}'ig. 187. Stabil unterstlitzter Kreisel. Fig. 188. Unstlbil unterstlitzter Kreisel. 

wendungen die Hauptrolle spielt und sich auch in der kos
mischen Prazession der Erdachse in groBem MaBstahe zeigt. 
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4. Um zu einer rechnerischen Verfolgung des Zusammenhanges 
zwischen der Wirkung auBerer Krafte und der Prazession der 
Kreiselachse zu gelangen, bezeichnen wir das Produkt aus dem 
Tragheitsmoment e des Kreisels und seiner Winkelgeschwindig
keit ro mit dem Buchstaben N und nennen 

N= ero 

den Drall oder Impuls des Kreisels 'oder auch das Moment 
der BewegungsgroBe. Bei dieser Formulierung des Impulses 
setzen wir stillschweigend voraus, daB wir es im allgemeinen hei 
Kreiseln mit Korpern zu tun haben, die cine Symmetrieachse 
besitzen, um welche die Rotation mit groBer Starke stattfindet, 
der gegenuber etwaige Rotationen urn andere Achsen nur geringe 
Starken besitzen. Wir setzen also voraus, daB die Rotation im 
wesentlichen um eine Tragheitshauptachse (die Symmetrieachse 
ist ja eine solche) stattfindet, woraus die Folge flieBt, daB wir 
den Drall oder Impuls in der angegebenen einfachen Weise 
schreiben konnen. Findet die Rotation nicht um eine Tragheits
hauptachse statt, so ist die Definition des ·Dralles wesentlich 
komplizierter, worauf wir spater eingehen werden. 

Es ist nun fur das Verstandnis der Kreiselwirkung eine ent
scheidende Vorstellung, daB wir den Drall oder Impuls als einen 
Vektor betrachten, der im Verein mit anderen Vektoren gleicher 
Natur dem Parallelogrammgesetz der Vektorzusammensetzung 
und Zerlegung ebenso unterworfen ist, wie z. B. die Kraftvektoren. 

In Fig. 189 ist die Definition des Impulsvektors enthalten. 
Der Impulsvektor N fallt unter unserer obigen Voraussetzung 
uber die besondere Kreiselnatur annahernd@'N,=(}",' 
zusammen mit der Achse der Kreiseldrehung, 
d. h. mit dem Drehvektor ro des Kreisels; 
die GroBe des Vektors ist numerisch 

N = ero, 

der Sinn wird so festgelegt, daB, 
Spitze des Vektorpfeiles aus gesehen, 
sinne erfolgt. 

Flg.l89. Zur Definition 
von der des Drallvektors. 

die Drehung im Uhrzeiger-

5. Der Impulsvektor unterliegt zunachst dem Gesetz der Un
veranderlichkeit nach GroBe und RichtUllg bei Abwesen
heit von auBeren Kraften. Dieser Satz kann bei der Verfolgung 
von mallcherlei Erscheinungen herangezogen werden. 
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Eine Person, die auf einen Drehtisch gesetzt ist und schwere 
Gewichte in der Hand hat, beschleunigt ihre Drehung urn die 
Achse des Tisches, wenn sie die Gewichte durch Armbeugen 
ihrem Korper nahert. 1st e das Tragheitsmoment der Person, 
m die Masse der Gewichte, ro deren anfanglicher Schwerpunkts
abstand von der Drehachse, Wo die anfangliche Drehgeschwindig
keit, dann ist der Impuls des Ganzen 

N = (e + m r6) Wo • 

Andert die Person nun den Abstand ro in r ab durch Armbeugen, 
so geht die Drehgeschwindigkeit (1)0 in W uber nach dem Gesetz 
der Erhaltung des Impulses bei Abwesenheit von auBeren Kraften 

N = (e + m r5) Wo = (e + m r2) QJ • 

6. Die Zerlegung des Impulsvektors in Komponenten kann 
Illan zeigen, wenn man der Person auf dem Drehtisch einen 
schweren Kreisel in die Hand gibt. Solange die Kreiselachse 
senkrecht auf der Drehachse steht, ist keine Einwirkung der 
Kreiseldrehung auf die Drehung der Person zu bemerken. Wird 
aher die Achse des Kreisels nach oben oder unten gesenkt, so 
falIt damit eine Komponente des Kreiselimpulses in die Dreh
achse des Tisches, womit dann eine Drehung des letzteren, ent
gegengesetzt der Drehrichtung der genannten Impulskomponente, 
verbunden ist. Diese Erscheinung regelt sich im ubrigen wieder 
nach dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses. 1st unter den 
Bezeichnungen von Nr. 5 der Person ein Kreisel des Impulses 
N 1 = @1 WI in die Hand gegehen, so ist der Gesamtimpuls des 
Systems Person + Kreisel = N 1 , wenn die Person in Ruhe ist 
und Nl auf ihrer Drehachse senkrecht steht. SchlieBt Nl einen 
Winkel <X mit der Drehachse der Person ein, so beginnt diese 

I 
V sich zu drehen, und es gilt: 

m: ew+N1 cos<x=0. 
,.-------.f---h 

In ahnlicher Form ergibt sich der ent-
sprechende Ansatz fur geradlinige Be
wegungen nach Fig. 190. Wird eine Masse m 

Fig.190.ZumSatzvonderEr- mit der Geschwindigkeit V von einem auf 
halttmg der BewegungsgroJ3e. Schienen fahrenden Wagen unter dem Win-

kel <X gegen die Bahnachse geschleudert, so teilt sich dem Wagen 
eine Komponente des Impulses mit, woraus eine Geschwindig
keit v der Wagenmasse M flieBt: M v + m V cos <X = 0 . 
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§ 73. FHichensatz und Kreiselwirkungsgesetz. 

1. In Fig. 191 ist ein kraftiger, aus einem Fahrrad durch Um
legen eines Bleibandes an Stelle des Pneumatiks hergestellter 
Kreisel gezeigt. Die Achse des Rades besitzt an einer Seite einen 
Handgriff, am anderen Ende eine Spitze. Man erteilt dem Rade 
eine Umdrehung im Uhrzeigersinne, entsprechend un serer oben
genannten pefinition, und wir suchen jetzt die Achse des Kreisels 
zu drehen im Sinne der beiden am Kreis
umfang gezeichneten Pfeile a a. Wir uben 
damit ein Moment auf die Kreiselachse 
aus, und wir entschlieBen uns nun, dieses 
Moment ebenfalls durch einen Vektor dar
zustellen, der auf der Ebene desMo
mentes senkrecht steht, und, von dessen Fig. 191. Die Prllzessions

Pfeilspitze aus gesehen, die Momentdrehung wirkung der Kreiselachse. 

im Uhrzeigersinne erscheint. In der Figur ist dieses Moment 
durch den Pfeil mdt bezeichnet. Setzen wir nun diesen Moment
vektor mit dem Impulsvektor des Kreisels nach der Parallelo
grammregel zusammen, so ergibt sich damit eine Verlagerung 
der Kreiselachse nach oben, wie es in der Figur durch die ge
strichelten Linien angedeutet ist. 

Dies ist die Grunderscheinung der Kl:eiselwirkung: die Kreisel
achse verlagert sich stets im Sinne des ihr aufgezwungenen auBeren 
Momentes, falls man dieses nach der obigen Definition als Vektor
pfeil darstellt. 

Die Berechtigung, das Moment als einen Vektor zu betrachten, 
folgern wir aus dem Satz· von der Beschleunigung der Dreh
bewegung durch ein auBeres Moment: 

e dw = 9R 
dt ' 

WitS man, da e W = N ist, auch schreiben kann: 

dN =m 
dt 

oder in Worten: Die Anderungsgeschwindigkeit des Im
pulses ist gleich dem auBeren Moment. Dies ist die Aus
sage des Flachensatzes, welche die auf die Zeiteinheit be
zogene Anderung des Impulsvektors dem Momentenvektor 
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gleichsetzt. Hiernach setzt sich der Vektor N mit dem Vektor dN 
seiner .Anderung zu einem neuen Vektor N + dN zusammen, 
was nach der Parallelogrammregel zu geschehen hat. 

2. Ganz wesentIich ist nun der Zusammenhang zwischen dem 
Drall N, dem Moment m und der durch m hervorgerufenen 

Winkelbewegung der Kreiselachse. 
In Fig. 192 ist ein Kreisel mit dem 

Impulse N gezeichnet, auf dessen Achse 
ein Moment m ausgeiibt wird. Unter 
Beriicksichtigung der Parallelogramm
regel ergibt sich eine Verlagerung des 

Fig. 192. Der Fliichensatz Impulses N und damit der Kreiselachse 
beim Kreisel. 

um den Betrag dN in Richtung des 
Pfeiles a. Wenn wir die Achse von m als senkrecht zu N voraus· 
setzen, so muB auch dN senkrecht zu N stehen, d. h. die Be
wegung der Impulsspitze muB sein: 

dN = Ndtp, 

wo d tp die GroBe der Verlagerung der Kreiselachse sei. 
Aus dem Fliichensatz findet sich aber: 

oder, da N = ew , 
m = d~ = N dtp 

dt dt 

dtp m= ew ~ dt . 

Diesen Ansatz kann man in Worten wie folgt aussprechen: 
Wirkt auf einen Kreisel des Impulses e w ein auBeres 
Moment m ein, infolgedessen sich die Kreiselachse in 
einer die Achse des Momentes enthaltenden Ebene 

mit der Winkelgeschwindigkeit ~~ dreht, so besteht 
der Zusammenhang: 

dt/' !Dl=@w-. 
dt 

Hierzu ist noch anzumerken, daB dieser Ansatz nicht gilt, wenn 
etwa plotzIich auf einen bis dahin kriiftefreien Kreisel ein Mo-

ment m ausgeiibt wird. Da in diesem Falle ~~ zu Anfang der 
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Bewegung gleich Null ist, so kann die obige Gleichung nicht be
stehen; wir werden spater erortern, was in diesem Falle geschieht. 

Das auBere Moment m unterhalt also eine Prazessions-

bewegung ~~ der Kreiselachse; nach demGesetze von Aktion 

und Reaktion muB es im Gleichgewicht stehen mit einem vom 
Kreisel ausgehenden, riickwirkenden Moment. Dieses Moment 
ist in der Figur durch den Pfeil K 

d'IjJ 
K=-(9oo

dt 

bezeichnet. Es entsteht aus der Tragheitswirkung, welche 
der Kreisel dem auBeren Moment m entgegensetzt. Diese Kreisel-

bewegung mit konstanter Prazession ~~ entspricht der gleich

formig beschleunigten Bewegung eines Massenpunktes; man nennt 
sie die regularePrazession. Vbrigens ist es nicht notwendig, 
daB die Achse von m auf der Kreiselachse senkrecht steht; sie 
kann auch den Winkel D mit ihr einschlieBen. Dann beschreibt 
die Kreiselachse einen Kegelmaniel des Offnungswinkels 2 D mit 

einer Geschwindigkeit ~~ sinD, und es gilt die Gleichung 

m = eoo d'IjJ sinD 
dt ' 

d. h. das zur Drehung der Kreiselachse notige Moment ist gleich 
dem Produkt aus dem Drall und der zum Drall senkrecht stehen
den Komponente der Prazessionsgeschwindigkeit. 

Bei der regularen Prazession besteht also Gleichheit zwischen 
dem Moment der auBeren Krafte und der Tragheit der bewegten 
Teile. 

Das oben aufgeftihrte Riickwirkungsmoment K tritt auf bei 
jeder Neigungsbewegung der Kreiselachse, auch wenn kein ihm 
das Gleichgewicht haltendes Moment m vorhanden ist. In diesem 
Falle ist es der Ausdruck fiir das Bestreben des Kreisels, seinen 
Impulspfeil mit dem Pfeil der Neigungsbewegung in gleiche Rich
tung zu bringen. 

3. Zur Einiibung des Kreiselwirkungsgesetzes soll eine Reihe 
von einfachen technischen Anwendungen erortert werden. 
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a) Die Eisenbahnacbse 122) ist vermoge ihrer Winkel
geschwindigkeit 0) als Kreisel zu betrachten; ihr Tr~gheits-

p moment sei gleich e. In Fig. 193 
1 \--~ findet sich aus der Zuggeschwin-

"2" ,{J} ~v digkeit v unddem Radius r 
,r =o~, \ lV~e(jJ des Radsatzes 

v 
0)=-. 

r 

Fig. 193. Zur Kreiselwirkung an der 
Eisenbahnachse. 

Die Bewegung des Radsatzes 
durch die Kurve des Radius R 

betrachten wir als eine Prazessionsbewegung mit der Winkel
geschwindigkeit 

v 
R' 

Folge dieser Prazessionsbewegung ist em Tragheitswidel'stands
moment des Radsatzes 

dip 
K =-9ro-

I:: dt' 

welches mit den auBel'en Kraften im Gleichgewicht sein muB, 
wenn der Radsatz sich nicht von del' Schiene abheben soIl. Fur 
dies Gleichgewicht kommt seitens der auBeren Krafte nur das 
Schweremoment Q l des Radsatzes (ohne Wagengewicht) in Frage, 
nnd es muB sein 

dip 
Ql > eO) de' 

wenn das imlere Rad sich nicht abheben soIl. Nimmt man die 
Rader als Ringe des Gewichtes Q vom Radius r an, so wird das 
Tl'agheitsmoment des Radsatzes: 

e ~ _2_~ r2. 
g 

Die Ungleichung schl'eibt sich dann 

2Q v2 
Ql> "- r 

g R 
odel' 

lR 
v 2 < fl2r . 
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FUr gewohnliche Eisenbahnen ist die Spurweite l = 1,435 m, 
der kleinste vorkommende Kurvenradius R = 200 m, der groBte 
vorkommende Radhalbmesser r = 1 m. Mit diesen Werten wiirde 
eine Eisenbahnachse, ohne durch das Wagengewicht belastet zu 
sein, erst bei einer Zuggeschwindigkeit v = 37,5 m/sec und dar
iiber sich von der Schiene abheben. 

b)Turbinendampfer1231 .IndenAnfangendesTurbinenschiff
baues hatte man vielfach die Befiirchtung, daB sich ein Turbinen
dampfer schwerer steuern lassen wiirde als ein KolbenIllilschinen
dampfer infolge der Kreisel
wirkung der Turbine. 

Fig. 194 zeigt ein Schiff 
mit eingebauter Turbine. 

Eine Rollbewegung um 
die Schiffsliingsachse kann 
keine Wirkung haben. 

Eine Steuerbewegung 
S mit der Drehgeschwindig-

keit ~~ liefert ein Kreisel- Fig. 194. Kreiselwirkung einer Schiffsturl)ine 
auf die Steuerfiihigkeit. 

riickwirkungsmoment a, eine 
Stampfbewegung um die Schiffsquerachse ruft also a her
vor. Dieses Moment hat die GroBe 

d 1J' d'l) 
a=N-=8w---

dt dt 

und bewirkt eine Winkelgeschwindigkeit ~~ des Schiffes 

dO, 8 d'ljJ 
dt = 81 w dt-' 

wo 8 1 das Triigheitsmoment des Schiffskorpers um seine .Quer

achse bedeutet. Diese Bewegung ~; kann nur klein bleiben, 

weil 8 gegen 8 1 klein ist. Infolgedessen bleibt auch das aus der 

Drehgeschwindigkeit ~~ flieBende Riickwirkungsmoment N ~1 
klein und es kann daher die Steuerwirkung S nicht hindern, ob
wohl es dieser gerade entgegengesetzt gerlchtet ist. In der Tat 

Hort, Schwingungslehrc. 2. Auf!. 22 
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zeigt die Erfahrung, daB sich Turbinendampfer nicht schwerer 
steuern lassen als andere Schiffe. 

Es bleibt nun die weitere Aufgabe, die Beanspruchung der 
Turbinenlager zu untersuchen. In der Fig. 195 ist der rotierende 
Teil einer Turbine ge:l.eichnet. Es handelt sich um eine Laval-

e P=Luger- turbine mit dem Laufradgewicht 
reo/diofl G = 120 kg und dem Tragheits

radius des Rades r = 0,22 m; 
~~:::=H::=(~$===l~~#~"B(i) dann wird das Tragheitsmoment 

k_------'{, ~ 

G·r2 e = -~ = 0,590 m kg sec 2• 
g 

Fig. 195. Lagerdruckerhiihung durch 
Kreiselwirkung. Eine Drehzahl der Turbine von 

19 OOOUmlaufen in der Minute Hefert eine Drehgeschwindigkeit 
w = 2000 sec -1 und damit eine ImpulsgroBe 

N = ew = U80 mkgsec. 

Setzt man nun eine Steuerbewegung des Schiffes mit der Dreh

geschwindigkeit ~ ~) = 0,2 sec - 1 voraus, so ergibt sich als Mo

ment der Lagerreaktion 
dV' 

Pl = ew de = 236 mkg. 

Dieser Wert bleibt trotz der hohen Drehzahl infolge der Klein
heit des Tragheitsmomentes e selbst klein. 

Etwas anders liegt die Sache bei der Turbine eines groBen 
Personendampfers, bei der die Drehzahl 250 in der Minute eine 
Drehgeschwindigkeit 

2n·250 1 w = ~--~~-- sec-
60 

lie£ert. Das Turbinenrad habe einen mittleren Durchmesser 
D = 2,9 m. Sein Gewicht G, auf den Halbmesser r = 1,45 m 

G 
reduziert, betrage 20 000 kg; seine Masse M = - betragt dem

g 
nach 2000 kg/m -1/S<1,C2• Hiermit ergibt sich das Tragheitsmomel1t 

e = Mr2 = 4200 kgmsec2 

und die ImpulsgroBe 

N = e OJ = 2 n 17500 III kg sec. 
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Setzt man wieder die Winkelgesehwindigkeit del' Steuerbewegung 

alP -1 (It = 0,2 sec , 

so ergibt sich das Moment del' Kreiselwirkung 

alP 
K = e OJ (It = 2 n • 3500 m kg 

und hieraus, bei einer Entfernung derTurbinenlager von l = 6,28 m 
eine Lagerbeanspruchungskraft 

P = f (Xl 3500 kg. 

Diesel' Betrag, del' etwa 1/6 des Turbinengewichtes ausmaeht, 
verdient immerhin einige Beachtung. 

c) Del' K 011 erg an g 124). In Fig. 196 ist ein Kollergang gezeichnet 
mit eingeschriebenen Haupt-
konstruktionsdaten. Aus die- 11=Z31/se* e 
sen ergibt sich zunachst das 
Tragheitsmoment des Laufers 

G e = - r2 = 30,5 m kg sec2 
(J 

und hieraus das Moment del' 
Kreiselrnckwirkung Fig. 196. Kreiselwirkung beim Kollergang. 

alP K = e OJ de = 30,5 . 2 n . 2 n = 1200 m kg. 

a'ljJ 
Setzt man den Impulspfeil N des Laufers und den Drehpfeil dt 
del' Kollergangrotation nach del' Parallelogrammregel zusammen, 
so ergibt sieh, daB die Kreiselwitkung sieh dureh ErhOhung des 
Druckes des Laufers auf die Kollergangbahn auBern muB. 

Diesel' Druck findet sich zu G + ~ = 1200 + 1~0 = 3200 kg. 

Die Rechnung zeigt also, daB auf diese Weise zum Gewicht des 
Laufers ein Betrag hinzukommt, del' j :nes nicht unerheblieh 
ubersteigt. 

d) ReibungskreiseP25). Das bereits oben erwahnte Auf
richten del' Figurenachse des Spielkreisels erklart sich durch Zu-

22* 
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sammensetzung des Momentes der Reibung mit dem Impuls des 
Kreisels. In Fig. 197 ist das untere Ende eines Spielkreisels in 
stark vergroBertem MaBstabe gezeichnet. Die als abgerundet zu 
betrachtendeKreiselspitze ruht bei A auf dem Boden, und der Pfeil R 

!1Jt= 
R·s 

a" gibt die yom Boden herriihrende am Kreisel 
angreifende Reibungskraft an. Diese Reibungs
kraft hat in bezug auf den hOherliegenden 
Schwerpunkt S des Kreisels ein Moment 

5);n=Rs, 

dessen Pfeil, von A ausgehend, nach links, 
entsprechend unserer oben gegebenen Defi

Fig. 1~7. DaB Aufrichten nition gezeichnet ist Setzt man diesen Mo-
rler FlgurenachBe durch ' . ' 

die Reihung. mentenpfeil nach der Parallelogrammregel 
mit dem Pfeil N des Kieiselimpulses zusammen, angedeutet 
durch den Pfeil a, so ergibt sich, wie auch der Versuch zeigt, 
ein Aufrichten der Figurenachse, womit der Vorgang qualitativ 
erklart ist. 

e) GeschoBstabilisierung126). Ein GeschoB, welches das 
Geschutzrohr oder den Flintenlauf verlassen hat, wurde bei Ab
wesenheit der Luftreibung, also im luftleeren Raum, mit und 
ohne Drall im Raume stets der Achse des Rohres parallel bleiben, 
muBte also am Ende der Wurfparabel mit dem hinteren Ende 

.... -7--

Fig. 19S. GeschoJ3stabilisierung. 

--- W 
~\ 

\ 
I 
J 

auf den Boden auf
schlagen. DaB das 
nicht der Fall ist, 
sondern daB das Ge
schoB in der Regel 
mit der Spitze sein 
Ziel erreicht, ist auf 
die Wirkung des Luft
widerstandes zurUck
zufiihren. In Fig. 198 
ist ein GeschoB ge
zeichnet, welches eine 

geWisse Neigung tX gegenuber der Bahntangente angenommen hat. 
Setzt man voraus, daB die Resultierende des Luftwiderstandes 
durch den Pfeil W dargestellt werden kann, die am vorderen Ende 
des Geschosses angreift, so hat dieser Widerstand in bezug auf 
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den GeschoBschwerpunkt S ein Moment m. Dieses Moment bzw. 
dessen Vektorpfeil setzt sich mit dem Drall N des Geschosses 
nach der Parallelogrammregel zusammen und hat zur Folge, daB 

sich der Drall urn die Bahntangente im Sinne des Pfeiles ~~' 
verlagert. Die GeschoBachse muB also infolge des Dralles und 
des Luftwiderstandes eine Prazessionsbewegung um die Bahn
tangente ausfiihren. Es 1st dies zwar nicht notwendig eine regu
lare Prazession; im ganzen ergibt sich aber, da die Bahn
tangente im weiteren Verlauf der Bewegung ihre Richtung andert, 
ein Entlangschrauben des Geschosses an der Bahn. Wie groB hier
bei der Winkel 1X werden kann, lassen wir dahingestellt, jedenfalls 
ist es moglich, diesen Winkel durch geeignete Wahl der Ge
schoBkonstruktion und der Drallgeschwindigkeit klein zu halten. 

f) Fahrradstabilisierung127). Das aufrechte Fahren auf 
dem Rade wird im allgemeinen herbeigefiihrt durch das Steuern 
mit Hilfe der Lenkstange im Zusammenhang mit gewissen will
kiirlichen Korperbewegungen, d. h. 
Schwerpunktsverlagerungen des Rad- C 
fahrers. 

Hier handelt es sich um die Er
klarung der Tatsache, daB man auf 
dem Fahrrad bekanntlich stabil fahren 
kann, auch ohne die Lenkstange anzu
fassen und ohne seinen Korper relativ 
zum Fahrrad zu bewegen. 

In Fig. 199 ist ein Fahrrad ge
zeichnet, welches von seiner senk
rechten Lage nach links abgewichen 
ist. Das Gewicht des Fahrrades iibt 
dann ein Moment aus, dessen Pfeil m 
ist. Dieser Pfeil setzt sich mit dem 
Pfeil N des Fahrradimpulses nach der 

Fig. 199. Fahrradstabilisierung. 

Parallelogrammregel zusammen, so daB das Vorderrad eine 
Steuerbewegung nach links ausfiihrt. Infolge der Kreiselwirkung 
wird also das Rad veranlaBt, in einer gekriimmten Bahn nach 
derselben Seite abzuweichen, nach der das Moment des Gewichtes 
wirkt. Diese Kriimmung der Bahn ruft aber sofort eine Zentri
fugalkraft 0 hervor, die im Sinne einer Aufrichtung der Fahrrad-
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ebene wirkt. Hiermit ist die Erscheinung der Stabilisierung 
qualitativ erklart. Man kann natiirlich die Sache auch rechne
risch untersuchen und kommt dabei zu dem Ergebnis, da.B bei 
unseren iiblichen Fahrradern das stabile Freihandigfahren an 
eine gewisse Minimalgeschwindigkeit des Fahrrades gebunden ist, 
entsprechend etwa 16 km in der Stunde. 

§ 74. Drehung eines starren Korpers UID einen seiher Punkte. 
Bei den Entwicklungen der vorangehenden Abschnitte war 

ausdriicklich vorausgesetzt, da.B es sich um symmetrische Korper 
handeln sollte, die um die Symmetrieachse eine besonders starke 
Rotation besitzen. 

Lassen wir die Voraussetzung der Symmetrie fallen, so miissen 
wir auf die friiher aufgestellten Differentialgleichungen fiir die 
Drehbewegung eines Massensystems zurUckgreifen. Das Massen
system solI jetzt ein einziger starrer Korper sein. Dann trifft die 
Annahme, da.B die Summen der Momente der inneren Krafte 
verschwinden, zu, und die Gleichungen schreiben sich, falls man 
von dem Summenzeichen zum Integrationszeichen iibergeht: 

(1) 

x 

z 

!I 

f f ( d2Z d2y) 
dm y dt 2 - Z dt 2 = Mz , 

fdm( d2X _ d2 z)_ l Z dt 2 X dt 2 - My , 

AI 

f ( d2y d2 X) 
dm x dt 2- - y dt 2 = M •. 

A 

z 

~z y 

Wir wollen nun die lin
ken Seiten von (1) Ulnfor
men, indem wir von den 
Verschiebungen der Punkte 
dx, dy, dz zu Drehbewe
gungen iibergehen. 

In Fig. 200 sei· A ein 
Punkt eines starren Korpers, 
der sich momentan urn die 
Achse 0 M mit der Winkel
geschwindigkeit OJ drehe. 

Fig. 200. Koordinaten des sta.rren Korpers. Wir zerlegen nun die 
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Winkelgeschwindigkeit in 3 Komponenten nach den Achsen des 
Koordinatensystems, welche Komponenten wir mit £0]> £02 , £03 

bezeichnen wollen. 

(2) 

Dann sind die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes A: 
dx 
rzi = £02 Z - Wa Y , 

dz 
dt = WI Y - OJ2 X • 

Mittels dieser Beziehungen rechnen wir die in Gleichwlg (1) unter 
dem Integralzeichen stehenden GroBen urn und finden: 

( d2Z d2 y dw 
y -'-- - z - = _1 (y2 + Z2) + £02 OJs (y2 _ Z2) 

I dt2 dt2 dt 
+.2'1 (xy, xz, yz); ) I d2x d2z_dW22 2) (2 2) 

(3 Z dt 2 - X dt 2 - fit (z + x + WI £Os Z - x 
+.2'2 (xy, xz, yz); 

x d2y -, yd2x, _ ~W3 (X2 + y2) + £0 £0 (x2 _ y2) 
dt2 dt2 - dt 1 2 

+.2's(XY, xz, yz). 
Hier enthalten die Summen .2'1' .2'2' .2'8 nur Glieder, die mit 

den Produkten zweier Koordinaten behaftet sind. 
l!Uhren wir nun die Integrationen iiber aile Korperelemente dm 

aus, so wird: 

/(y2 + Z2) dm = 8 1 ; j(Z2 + X2) dm = 8 2 ; I(X2 + y2)dm = 8 3 ; 

jxydm = Jxzdm = Jyzdm = 0, 

wenn wir als Koordinatenachsen die Haupttragheitsachsen des 
Korpers annehmen und 8 1 , 8 2 , 8 8 die zugehOrigen Haupttrag
heitsmomente sind. Dann nehmen die Gleichungen (1) die Form an: 

dW1 LI LI 
8 1 dt -+ (\"'.Is - \".12 ) £02 £Os = Wl", , 

(4) ::I dW2 LI 6 2 fit + (~I - 8 s) WI £Os = IDly, 

8s dws + (82 - 8 1)£01 £02 = Wlz • 
dt 
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Dies sind die E ulerschen Gleichungen fiir die Drehuug eines 
starren Korpers urn seinen Schwerpunkt; sie beziehen sich auf 
ein im Raume bewegliches Koordinatensystem, namlich das 
System der Haupttragheitsachsen, wahrend das anfangliche 
Koordinatensystem x, y, z fest bleibt. 

§ 75. Die Stabilitat der kriiftefreien Bewegung eines starren Korpel's 
urn seinen Schwerpunkt. 

Wir nehmen an, daB die Bewegung des Korpers ohne EinfluB 
auBerer Momente Wlz , IDly, Wlz erfolge und daB die Winkel
geschwindigkeiten w l und Ws klein seien gegenuber WI und wa' 

Dann wird die dritte Gleichung (4) des § 53: 

8 dws = 0 
3 dt 

oder 
Ws = Konst. = W , 

d. h. die Winkelgeschwindigkeit urn die ausgezeichnete dritte 
Hauptachse andert sich nicht unter den gemachten Voraus
setzungen. 

Wir wollen nun versuchen, uber das Verhalten der beiden 
anderen Winkelgeschwindigkeiten WI und W 2 , die wir als klein 
voraussetzten, Klarheit zu gewinnen, insbesondere daruber, ob 
ihre Kleinheit erhalten bleibt. 

Kiirzen wir jetzt ab: 

8 3 - 8 2 
8

1 W = IX , 

8 1 - (><)3 W = fJ 
8 2 ' 

dann kommt aus den ersten heiden Gleichungen des § 53 

{ 

dWl . Tt+ IXW2=O, 
(1) 

dW2 . 
de + fJ Wi = 0 . 

Eliminieren wir jetzt aus (1) wa' so wird: 

(2) 
d2 w d/ = IX fJw1 
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und entsprechend 

(3) 

Aus (2) und (3) ergibt sich, daB die Geschwilldigkeiten w l und W z 
Schwankungen ausfiihren, die periodisch sind, wenn (\: op negativ 
ist, aber mit der Zeit wachsen, wenn (\: 0 p positiv ist. Im ersten 
Fall bleiben die Geschwindigkeiten w l und W z klein, die Bewegullg 
um die Achse 3 ist also stabil, im zweiten Fall ist sie instabil. 

Die Stabilitatsbedingung lautet: 

(4) (\: P = (83 - ~) ~81 - 8 s) w 2 < 0 . 
1 \72 

Diese Bedingung ist erfiillt, falls 

83 > 8 1 > 8 2 oder 8 1 > 8 2 > 83 

ist. Hieraus folgt, daB die Dreh u ng 
um eine Hauptachse nur dann 
stabil sein kann, wenll das zuge
horige Tragheitsmoment von den 
dreien das kleillste oder das 
groBte ist; die Rotation um die 
Achse des mittleren Tragheits-' 
momentes ist stets instabil. 

Zur Vorfiihrung dieser wichtigen 
Eigenschaft des kraftefreien starrell 
Korpers hat Prof. PrandtPZ8) die in 
Fig. 201 dargestellte Vorrichtung ent- Fig. 201. Prandtls kriiftefreie 

worfen und ausfiihren lassen. KreiseJaufhiingung. 

2 

Ein gewohnliches, einem Fahrrade ent
nOmmenes Rad ist durch Umlegen eines 
Bleibandes zu einem kraftigen Kreisel 
gemacht und durch ein Gehange abc d e f J 
so im Raume aufgehangt, daB es sich im in _ '-tteAF-;~~~W 
differenten Gleichgewicht befindet, daB es in 
seinem Schwerpunkt unterstiitzt erscheint. 

Es sei nach Fig. 202 der Halbmesser 
des Rades = Rl , seine am Umfange gleich- Fig. 202. Massenanordnung 

beirn Prandtlschen Kreisel. maBig verteilte Masse M. Dann ist, wenn 
wir die Symmetrieachse des Rades als dritte Achse betrachten: 

83 = M Ri ; 8z = 81 = t M Ri . 
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Hier gilt also: 
8 3 > 8 2 , 8 1 

und die 8 s-Achse muB also eine stabile Rotationsachse sein, 
was auch durch den Versuch bestatigt wird. 

Bei der Prandtlschen Vorrichtung ist nun die Moglichkeit 
geschaffen, die Tragheitsmomente 8 s ' 8 2, 8 1 abzuandern. Einer
seits konnen am Umfange des Rades zwei Massen } m1 , anderer
seits an den Endpunkten der Drehungsachse, im Abstande Rz 
vom Schwerpunkt S, zwei Massen t m2 angebracht werden. 

Benutzt man zunachst nur die Massen 1 m1 , dann werden 
die drei Tragheltsmomente 

83 = M m + m[ m ; (oj2 = ~ R~ + m1 m ; (ojl = ~ Rr . 

Dann gilt folgende Vergleichung der Tragheitsmomente: 

8 3 > 8 2 > 81 ; 

die 8 s-Achse bleibt also stabil. 
Fiigt man nun die Massen 1 m2 hinzu, so ergibt sich: 

Hier gilt: 

solaugc 

gilt. 
Vergro6ert man nun mz, so daB {- M Ri < mz R~ , so wird 

die 8 s-Achse instabil, und bleibt es, bis {- M Ri < m2 Ri - m1 Ri 
wird. In diesem letzteren FaIle ist: 

8 3 < 81 < 8 2 , 

das Tragheitsmoment 8 s wird das kleinste von den dreien; die 
Bewegung ist wieder stabil. 

Bei der Prandtlschen Vorrichtung eines kraftefreien starren 
Korpers liegt also ein Bereich unbestandiger Drehbewegungen 
vor, solange fUr die Masse des Rades und die Zusatzmassen die 
Ungleichung erfiillt ist: 

m2R~ > lMRi> m2R~-mlm. 
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§ 76. Integration der Eulerschen Differentialgleichungen. 
Wir schreiten nunmehr zu der Aufgabe, Integrale der Euler

schen Differentialgleichungen des kriiftefreien Korpers zu gewin
nen, um aus ihnen weitere Eigenschaften der Bewegung abzuleiten. 
Die Differentialgleichungen lauten: 

d (1)1 . 
(-11 dt + (193 -- (--)2) (02 (1)3 =~ 0, 

(I) £I d (1)2 (- f 1"/27[( + ( ~)1 - ... )~) (1)1 (I);; = 0 , 

Nach Multiplikation mit bzw. (1)1' (1)2' (1)3 und Addition findet sich: 

(2) 

Die Integration nach der Zeit liefert hieraus: 

(3) -~ [01 (I)! + 8 2 (I)~ + 0 3 (I)~] = L , 

wo L eine Konstante bedeutet. Deren Charakter ergibt sich aus 
der Betrachtung der linken Seite, wo jeder einzelne Term den 
Anteil der lebendigen Kraft des Korpers bedeutet, der von 
der betref£enden Komponente der Winkelgeschwindigkeit her
riihrt. Die Gleichung (3) ist demnach nichts anderes als der Aus
druck des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft. 

Multiplizieren wir weiterhin die Gleichungen (1) mit bzw. 
(1)1 0 1 ~ (1)2 8 2 , (1)3 8 3 und addieren, so findet sich: 

(4) £12 d (1)1 £)2 d (1)2 £12 d (1)3 
°1 (1)1 at + °2 w2 at + Os (1)3 at = 0 , 

und nach Integration in bezug auf die Zeit: 

(5) 8i wi + 8~ (I)~ + 8~ (I)~ = N2 • 

Hier haben wir auf der linken Seite eine Summe von drei Qua
uraten. Wir konnen daher die Produkte 81 (1)1' 8 2 (JJ2' 8 3 (JJs als 
Komponenten eines Vektors N auffassen, dessen Natur sich auf 
Grund unserer friiheren Festsetzungen als Impulsvektor offen
bart. Die GroBen: 

(6) Nl = 81 (1)1' N2 = 62 (1)2' Ns = 83 (1)3 
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sind die nach den drei Tragheitshauptachsen genommenen Impuls
oder Drallkomponenten, und Gleichung (5) spricht die Unver
anderlichkeit des Dralles bei der kritftefreien Bewegung 
aus, welchen Satz wir bei einfacherer Sachlage schon friiher ge
funden haben. 

Kehren wir nun wieder zu den Gleichungen (1) zurUck, so 
liefert Multiplikation derselben mit bzw.: 

2Wl 2W2 2ws 
(;)1 ., -6)2' 03 

und Addition: 

( 
dWt dW2 dw3) d(w 2) 

(7) 2 WI di- + w 2 dt + Ws dt = dt = m WI W 2 W3 , 

weil: 

(8) wi + w~ + w~ = w 2 

gilt. Rier ist m eine unveranderliche GroBe. 

(9) m = 2 2 3 + S I + _~ __ 2 . { e-0 e-e (7-e} 
el O2 0 3 

Nunmehr benutzen wir die Gleichungen (3), (5) und (8), urn 
sie nach wi, W~, W5 aufzulosen. Man findet: 

I 
wr= w 2 e 2 &s - 2L(e2 + es) + N2 

(el - e2)(e1 - Os) 

(10) w~= 
W 2 e 1 8 3 - 2L(e1 + e3) + N2 

(e2 - es) (e2 - e l ) 

w~= 
W 2 e l e 2 - 2L(e1 + e 2) + N2 

(es - e1)(eS - e2 ) 

oder nach Einfiihrung der Abkiirzungen w 2 = U: 

2L(02 + es) - N2 e e = U 1 , 
2 s 

(11) 
2L(e1 + es) - N2 

e1 es = U2 , 

, 
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die Ansatze: 

1 
wi = 82 8 3 (u - u1):(81 - 82 ) (81 - 8 s), 

w~ _ ~1 ~s (u - U2)~(~2 - ~l) (~2 - ~s), 
Ws - 81 82 (u - us) .(8a - 81) (Aa - A2 ) • 

(12) 

Fiihrt man diese Ansatze in die Gleichung (7) ein, so findet slch: 

du ,/ -
(13)dt = 2 V - (u - Ul) (u - us) (u - us) , 

odernach UmkehrungdesVorzeichens von u - u1 undAusfiihrung 
der Integration: 

(14) 

wo fiir die u1 ' U 2 , Us die Ungleichung gelte: 

(15) 

Wir haben also ein elliptisches Integral erhalten, welches wir 
auf die Legendresche Normalform der elliptischen Integrale 
erster Gattung umzuformen haben. 

Erweitern wir nun das Integral rechter Hand in (14) mit einer 
Konstanten -Vas, die wir so wahlen, daB: 

(16) 
. Us U.) u1 

- 00 < ~ < -1 < -::! < - < +1, 
a a a 

und setzen wir: 
U 

(17) - =;, 
a 

~~ =;. 
a -' 

so geht der Ansatz (14) iiber in: 

(18) 

~1 

1 r d; 
t = 2 Yo. -V(;l - ~)(~ - ~2)(~ - ~s) 

~ 

Dieses Integral gelte in dem Intervall ~l ;2 zwischen der unteren 
Grenze ~ und der oberen ~l' 

Vollziehen wir nun die Transformation: 

(19) 
~l -; 

X = -;1 -;2 ' 
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so ergeben sich die einzelnen Bestandteile des Integrals (18) 
wie folgt: 

f d~ = - (~t - ~2) d~ , .~ - ~2 = (~1 - ~2) (I - x) , 

(20) l ~ - ~3 = (~1 - ~2) (~2 - X2) , 

mit: 
I ~1 - ~s 

k 2 ~1 - ~2 ' 
(21) 

und die Punkte ~1' ~2' ~3' - (Xl (die Verzweigungspunkte des 
elliptischen Integrals) gehen iiber in die Punkte: 

(22) 
I 

x = 0, x = I, x = k 2 ' X = (Xl • 

Die Gestalt aber von (18) wird: 
x 

(23) k f' dx 
t = 2 r;;(~~--=- ~2). ix (I - x) (I - k 2 x) . 

o 
Setzt man hier x = sin297 , so kann man schreiben: 

(24-) 
'I' 

k Jf" d97 
t = Va (~1 -=- ~2) 111 - k 2 sin2~ . 

o 

So erhalten wir rechter Hand die Normalform F(k, 97) des 
Legendreschen elliptischen Integrals erster Gattung, welches 
durch Auflosung nach ~ die Amplitudenfunktion liefert: 

J 97 = am (k, A t) , 

(25) l rUt -' u2 ,. ... 1/((-:)3 - 0d (N2 --=--2L(2 ) 
}, = ... --k-' = -rUt - Us = . A t9 t9 - , 

1 2 3 

worans sich weiterhin: 

(26) 
findet. 

x = sinam2(k,At) 

Beim Zuriickgehen auf ~ erhalt man: 
U 

(27) ~ = ~t -- (~t - ~9) X = -
- (J 

und sonach: 
(28) 1( = m2 = (j (~1 (I - x) + ~2 x) 
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oder: 

(29) W = iu~ cosam s (k, It) + Us Ein~m :i-(k~Xt) . 
Die augenblickliche Drehgeschwindigkeit des kraftefreien Kor

pers erweist sich also als eine elliptische Funktion der Zeit, deren 
Periode: 

(30) 1'= 4K 
1 

betragt, wo K das vollstandige elliptische Integral erster Gattung: 

(31) 

2 

K =j~ dcp 
-VI - k 2 sin2 cp 

o 

bedeutet. Fur K gilt die Reihenentwicklung: 

Entsprechende Betrachtungen kann man auch fur die Kom
ponenten des Drehvektors WI' W 2 , W3 anstellen, welche ebenfalls 
elliptische Funktionen der Zeit werden.129) 

§ 77. Geometrische Betrachtung der krattefreien Bewegung. 
In den Gleichungen (3) und (5) des § 76 ersetzen wir jetzt die 

Konstanten 2 Lund N2 durch zwei andere /-' und e, so daB gilt: 

{ 
2L = /-,2 (9, 

(1) 
N2 = /-,2 (92. 

Dann ist zu wahlen: 
N2 

(2) e = 2L; 

und die Gleichungen (3) und (5) lauten: 

(3) { 81 W! + 6)2 w~ + 8 3 w5 = e /-,2 , 

8i w1 + 8~ w~ + 8~ wi = (92 /-,2 • 

Wir richten nunmehr unsere Aufmerksamkeit auf den Dreh
vektor w, der durch die Komponenten WI' W 2 , Wa bestimmt ist 
in dem mit dem K6rper beweglichen Koordinatensystem, nnd wir 
wollen ermitteln, welchen Weg del' Endpunkt des Vektors X = WI' 
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Y = w 2 ' Z = wa relativ zum K6rper beschreibt. Nach den Glei
chungen (3) muB dieser Endpunkt auf den beiden Flachen zweiten 
Grades liegen: 

(4) { e l X 2 + e 2 Y2 + e az 2 = (1{t2, 
erX2 + e~ Y2 + e~z2 = 6)2 {t2 . 

Diese beiden Flachen bestimmen eine Kurve vierten Grades, 
und man bezeichnet sie in der Kinematik nach Vorgang von 
Poinsot als "Polodiekurve" oder "Polbahn". Die Polodie ist 
mit dem sich bewegenden K6rper fest verbunden zu denken. Aus 
den Gleichungen (4) findet sich durch Multiplikation mit e und 
Subtraktion der ersten von der zweiten: 

(5) e 1 (e1 - e) X2 + e 2 (e2 - 0) y2 + e 3 «93 - e) Z2 = 0 . 

Dies ist nach den Lehren der analytischen Geometrie (vgl. "Hiitte" 
1915, Bd. I, S. 120) ein Kegel zweiten Grades, der seinerseits zu
sammen mit der ersten oder zweiten Gleichung (4) die Polodie 
bestimmt und deshalb Polodie- oder Polbahnkegel genannt 
wird. 

Bevorzugen wir jetzt die erste der beiden Gleichungen (4), 
so stellt sie sich uns dar als Ellipsoid, dessen Hauptachsen mit bzw. 

Fig.203. Triigheits
ellipsoid nnd Po!

bahnkege! nach 
Poinsot. 

1 

-Vel ' 
1 

lie ' , 2 

proportional sind. Das Ellipsoid heiBt deshalb 
Tragheitsellipsoid; die Reihenfolge seiner 
Achsensei durch 0 1 > (12 > ea festgelegt. 

Es ergibt sich also die Bahn des Endpunktes 
des Drehungsvektors W im K6rper ' als Schnitt 
zwischen dem Tragheitsellipsoid und dem 
Polbahnkegel (Fig. 203). 

Kehren wir nun zuruck zur Betrachtung der 
lebendigen Kraft. 

Den Ausdruck auf der linken Seite fassen wir jetzt auf als das 
Prod ukt des Impulsvektors N in die Projektion des 
Drehungsvektors w auf N. In der Tat ist: 

(6a) 2 L = N w cos(N, w) . 
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Da aber sowohl 2 L wie auch N unveranderliche GroBen sind, 
so ist auch W cos (N, w), d. h. die Projektion des Drehvektors auf 
den Impulsvektor, eine unveranderliche GroBe. Da der Impuls
vektor im Raume feststeht, so mussen demnach die End
punkte des Drehvektors in einer z um Impulsvektor 
senkrechten Ebene liegen. 

Weiterhin legen wir an das Ellipsoid (6) im Endpunkte des 
'Yektors w eineTangentialebene mit laufenden Koordinaten;, fJ, l;: 

(7) 

und fallen yom Koordinatenanfangspunkte das Lot auf sie. Dann 
gilt fur die Richtungskosinus dieses Lotes: 

COSI¥ : cosfJ : cosy = 81 wt : 8 2 w2 : 8 3 wa , 

d. h. das Lot fallt mit der Richtung des Impulsvektors zusammen 
und damit ist bewiesen, daB die in Fig. 204 gezeichnete Ebene E 
eine Tangentialebene an das Ellipsoid (6) ist. Die ganze 
Bewegung des kraftefreien starren Korpers kann also dadurch 
dargestellt werden, daB das Ellipsoid 
(6) auf der Ebene (7), ohne zu glei
ten, rollt. Der Beruhrungspunkt, 
gleichzeitig der Endpunkt des Dreh-
vektors, beschreibt sonach auf dem 
Ellipsoid die Polodiekurve. Die 
Kurve, die der Beriihrungspunkt in 
der Ebene E beschreibt, heiBt Her
polodiekurve. Yerbindet man ihre 
Pnnkte mit dem Tragheitsmittel
punkt des starren Korpers, so erhalt 
man den Herpolodiekegel, der im 

N 

E 

Fig. 204. Invariabele Ebene 
nnch Poinsot. 

Raume feststeht. Die Bewegung kann also auch so aufgefaBt 
werden, daB der mit dem Korper verbundene Polodiekegel sich 
auf dem im Raume feststehenden Herpolodiekegel abwickelt. 

Bei dieser Bewegung entsteht noch die Frage nach der Bahn 
des Endpunktes des Impulsvektors relativ zum Korper. Wegen 
der Unveranderlichkeit des Impulsvektors muB der Endpunkt auf 
einer Kugel liegen, und zwar auf der Kugel: 

(8) 
Hort, Schwingungsiehre. 2. Anti. 23 
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Andererseits muB er aber auch liegen auf dem Ellipsoid: 

(9) 
X 2 Y2 Z2 
8 1 + 82 + 83 = 2 L . 

Von diesen beiden Gleichungen folgt (8) unmittelbar aus der 
Impulsvektorgleichung (5) § 76, wahrend (9) sich aus Gleichung (6) 
dieses Paragraphen ergibt durch Multiplikation der Glieder der 
linken Seite mit bzw. 

8 1 

8' 1 

8 2 

e' 2 

Jedenfalls ist die Bahn des Endpunktes des Impulsvektors eine 
spharische Kurve, die sich als Schnitt des Ellipsoides (9) mit der 
Kugel (8) findet. 1st min der Radius der Kugel nur wenig kleiner 
als die groBe Achse des Tragheitsellipsoides, so zeigt sich die 
spharische Schnittkurve beider als ein Paar· kleiner geschlossener, 
auf dem Ellipsoid um den Endpunkt seiner groBen Achse hemm 
verlaufender Kurven, woraus erhellt, daB die groBe Achse des 
Ellipsoides sich nlemals weit von der Richtung des Drallvektors 
entfemen kann, wenn sie einmal in ihrer Nahe war. Damit ist 
die groBe Ellipsoidachse als stabil auf geometrischem Wege er
wiesen. 

1st dagegen der Kugelradius nUi" wenig groBer als die kleine 
Achse des Ellipsoides, so wird in entsprechender Weise auf die 
Stabilitat der letzteren geschlossen, weil die KugeUiir den Drall

vektor wiederum ein Paar enger 
geschlossener Kurven als Relativ
bahn um den Endpunkt der Achse 
herausschneidet. 

1st schliel3lich der Kugelradius 
nahe gleich der mittleren Ellipsoid
achse, so hat die spharische Kurve 
in den Endpunkten jener Achse 
Doppelpunkte (siehe Fig. 205), 

Fig. 205. Zur instabUen Drehung des und die Relativbahn des Drall-
krliftefreien KOrpers. vektors geht des geschlossenen 

Charakters ihres Verlaufes, der bei der groBen und kleinen Achse 
deren Stabilitat anzeigte, Verlustig. Die mittlere Ellipsoidachse 
ist also eine-instabile Drehachse. 
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§ 78. Prazession und Nutation beim symmetrischen Kreisel. 

1. In Fig. 206 sei ein symmetrischer Kreisel, dessen Figuren
oder geometrische Achse 0-3 sei, mit seiner Spitze 0 in 
den Anfangspunkt eines Koordinatensystems x, y, z gesetzt. Der 
Kreisel habe um seine Figurenachse eine Winkelgeschwindigkeit 

W = ~~ , das zugehorige 

Tragheitsmoment 8 3 sei 
entweder groBer oder 
kleiner als 8 1 und 8 2 , 

die iibrigens wegen der 
Symmetrie untereimi,n
der gleich sind: 

8 1 =82 = e. 
Die Achsen dieser beiden 
Momente legen wir wie 
folgt fest: 0-2 liege in 
der Ebene Z08 und sei 
senkrecht auf 08, 0-1 
sei senkrecht auf der 
EbeneZO 8. Die Winkel
geschwindigkeiten um 
die zueinander senkrech-

{ if' .. 

------- --------- ~ 
1/'--- \ .............. , "~. 
I -
\-~---l - if 

'--------- ----

Z 
Fig. 206. Koordinaten beirn symmetrischen Kreisel. 

ten "halb" raumfesten Achsen 0-1, 2, 3 seien w 1 w2 w3 ; dann 
findet sich die kinetische Energie des Kreisels: 

T = t {8(wi + w~) + 83 wn . 

Bezeichnet man nun den Neigungswinkel der Figurenachse 
gegen OZ mit {}, dann ist offenbar: 

d{} 
(1) w1 = (it. 

Bezeichnet weiter cp den Winkel, den die Ebene Z08 mit der 

YZ-Ebene einschlieBt, daIlll ist cp' = ~~ eine in die Z-Achse 

fallende Komponente des Drehvektors des Kreisels. Da aber 
die Z-Achse keine Tragheitshauptachse ist, so zerlegen wir cp' 
nach den Achsen 08 und 0- 2, welche Tragheitshauptachsen sind. 

23* 
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In die Achse OSfiiJIt die Komponente cp' cos{}, in die Achse 0-2 
die Komponente cp' sin 'I'} • 

Hiernach findet sich die Drehvektorkomponente urn die 
Achse 0-2: 

(2) 
dcp . <l 

W2 = --SIn'!!' 
dt 

und urn die Achse 0 S : 

(3) 
dcp 

Ws = W + -at COS!'} , 

wo wa die in die Figurenachse fallende Komponente der gesamten 
Winkelgeschwindigkeit bedeutet. 

So kann denn nun die kinetische Energie T in den Winkeln 
cp und 1'} wie folgt ausgedruckt werden: 

(4) T = ~{8 [(~~r + (~~r Sin2{)] + (~)s [W + ~~ cos I'} f} . 
AIle Drehungen werden im Uhrzeigersinne positiv gerechnet. 

Wollen wir jetzt die Bewegungsgleichungen nach Lagrange 
bilden, so ist zunachst zu bemerken, daB um die 0 a-Achse kein 
auBeres Moment wirkt; wir erhaIten also die BewegungRgleichllng: 

(5) d oT d ( elcp ) 
dt oWs = 8 s elt W + Ttcosii = 0 

oder: 

(5 a) 8 s Ws = 8 3 (W + ~~ COS1'}) = N = Konst., 

d. h. der Gesamtimpuls in Richtung der Figurenachse 
bleibt konstant. 

Auf die {}-Koordinate wirkt dagegen das Moment der Schwer
kraft: G 8 sin{}; es ist positiv anzusetzen, wenn ES, wie im vor
liegenden FaIle infolge einer Lage des Schwerpunkts uber dem 
Unterstutzungspunkt vergroBernd auf dicl'}-Koordinate wirkt. 
Die entsprechende Gleichung lautet also: 
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Die tp-Koordinate ist wieder von auBeren Kraften unbeein
fluBt: 

[~ (iJT) _ aT = 8 [d2tp sin2{} + 2~~dtp sin&cos&] 
dt a dtp atp dt 2 dt dt 

(7) -
dt (dtp) d{} 

- 8 3 W + de cosH de sin {} = 0 . 

Multipliziert man. Gleichung (6) und (7) mit bzw. ~& und ~tp 
und addiert, so folgt: t t 

(8) {8{:t(~~r + :t[e~r Sin2&]} = _GS dC;;&_. 
Integriert man hier von 0 bis t und setzt fest, daB zur Zeit t = 0 

die beideri Geschwindigkeiten ~~ und ~t = 0 und der Neigungs

winkel der Figurenachse gegen OZ = {}o seln solIte, so wird hieralis 

(9) }8 [(~~r + (~~r sin2 0] = Gs(cos&o - cos&). 

Diese Gleichung ist die Energiegleichung des Vorganges und 
besagt, daB zwischen der kinetischen Energie des Kreisels 
und seiner potentiellen ein Austausch stattfindet. 

Weiter kann die Gleichung (7) nach Multiplikation mit sin & 
sofort integriert werden. Man findet 

(10) (~3 Ws cost) + 8 ~~ sin2 -{j = n = Konst. 

Es ist der Ausdruck auf der linken Seite aber nichts anderes als 
die BewegungsgroBe des Kreisels urn die 0 Z-Achse. Zu dieser 
BewegungsgroBe Hefem nur die Impulse nach dEm Achsen 0 S 
und 0-2 Beitrage. 

Der Beitragder ersteren ist: 

8 s Ws cos '0 , 
der der letzteren: 

8 ~~ sin2{} • 

Die Gleichung (10) sagt aus, daB die Summe dieser Bewegungs
groBen konstantsein muB, was darin begrundet ist, daB die 
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auBeren Krafte in bezug auf 0 Z kein Moment haben. 
Nimmt man zur Integration von Gleichung (10) wieder ala An
fangsbedingung: 

t = 0, dq; = 0 
dt ' 

I} = l}o , 

so wird: 

(ll) (9 ~~ sin!'!? = N(cos!?o - cos'!?) . 

Elimi~ert man nun aus (9) und (ll) die GroBe (~~r, so berech
net slCh: 

(12) (~~r= 2:8 (cosOo - 60s0) - (~r(cosO~:OcosOr. 

1m AnschluB hieran und an den Ansatz (9) findet sich weiter; 

(13) (dq;)2 = N2 (cosOo - cosO) 2 

dt (92 sin4 0 . 

Multipliziert man jetzt Gleichung (12) mit (92 sin20 und er
setzt cosO durch den Buchstaben u, dann erhalten wir: 

(14) (92 (~: r = (u - uo) {2 G(98 (u2 - 1) + N2 (uo - u)} • 

Den Inhalt der geschweiften Klammer kann man aber durch 
AuflOsung der quadratischen Gleichung: 

N2 N2 
(15) u 2 - 2G(98 U = 1 - 2G(98 Uo 

in das Linearfaktorenprodukt (u - u l ) (u - us) verwandeln, wo 
u1 und Us die Wurzeln der Gleichung (15) sind. Nach dieser Vor
bereitung wird: 

(16) (dU)2 
(92 de = 2 G(98(U - uo) (u - u1) (u - us) , 

welche Differentialgleichung fur u sofort integrabel ist, allerdings 
zunachst nur so, daB man die Zeit t als elliptisches Integral der 
Variabeln u findet: 

(17) Vef'" du t = Konst. + -- . 
- 2G8 y(u- Uo)(U - u1)(u - us) 

o 
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welches Integral in entsprechender Weise wie im § 76 durch Um
kehrung eine elliptische Funktion der Zeit fur die Kreiselbewegung 
liefert. 

Tragen wir nach (16) mit U = (u-uo) (u-u1) (u-u2) 

dt=V2:S~ 
in (13) ein, so findet sich: 

- N JI'(UO -- u) du 
(18) rp = Konst. ± i2--8Ga (1 _ u 2)yTi 

und aus (5a) in Verbindung mit (13): 

d'lf N N N (1- uou)du 
W = - =--~ - - + ---- ---'---= 

dt 8s 8 12 8Gs (1- utHIU ' 

woraus sich der Kreiselwinkel 'If findet: 

( N N) N 1(1- uou)du 
(19) 'If = 8 3 - 8 t +12 8G~ (1 - u 2) fU 

Damit-ist die gesamte Bewegung des symmetrischen schweren 
Kreisels formal als Funktion der Zeit festgelegt. 

2.- Aber auch ohne Kenntnis der elliptischen Funktionen bzw. 
Integrale kann man aus den bisher entwickelten Ansatzen eine 
Reihe wichtiger Eigenschaften der durch (17) dargestellten Kreisel
bewegung ermitteln. 

Zunachst merken wir an, daB in den Ausdriicken fur die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (15): 

u N2 ,IN4 + 8 G28 2 s2 - 8 N2G8s u-
(I5a) 1> = __ + f 0 

u2 4G8s - 4G8s 

oder in abgekurzter Schreibweise: 

(I5b) U1 N2 yN4 + 4M4--- 4N2M2-U~ 
u > = 2 M2 ± 2 M=2----" 

2_ 

der Ausdruck unter der Wurzel stets positiv ist, well er sich in 
der Gestalt: 

(20) 

also als Summe zweier Quadrate schreiben laBt; denn 1 - Uo ist 
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sicher nicht negativ, weil 1lo als COS1'}O hochstens gleich ::J~ 1 wer
den kann. 

Aus der genannten Eigenschaft des Ausdrucks unter dem 
Wurzelzeichen folgt, daB u 1 und u2 stets reell sind. 

Weiter findet man fur: 

(21) 

und: 

(22) 

Also ist u1 stets positiv, wahrend u2 auch negativ sein kann. 
Ferner ermitteln wir den Wert von: 

Rier ist aber: 

(23) [2M2 -- N2]2 < R, 

also 1 - u1 sic her negativ, also u1 groBer als + 1. 
Fur 1 - u2 findet sich: 

2M2 - N2 + VR 
(24) 1 - U =--22M2 ' 

also sicher ein positiver Wert, woraus sich ergibt, daB U 2 kleiller 
als + 1 ist, solange wir es als positiv voraussetzen konnen, was 
wir nunmehr tun wollen. 

Untersuchen wir nunmehr den Ansatz (16) auf seine Vorzeichen
verhaltnisse, so finden wir, daB einer der Faktoren der rechten 
Seite, namlich U - u1 ' stets negativ ist, weil wir von u1 bewiesen 
haben, daB es stets groBer als + 1 ist, U aber als cos/} hochstens 
gleich + 1 sein kann. Damit aber die rechte Seite stets positiv 
wird, weil die linke als Quadrat dies erfordert, so muB unter allen 
Umstanden einer der beiden anderen Faktoren negativ, der dritte 
positiv sein; also es hat zu gelten: 

(25) 1 
u-uo>O>U-U2 

oder: 

U - Uo < 0 < U - Uz • 
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Anders geschrieben, findet man fur diese Ungleichungen: 

1 
UO<U<U2 

oder: 

UO >U>U2' 

(26) 

Diese Ungleichungen besagen, daB U stets zwischen 110 und u2 

liegen muB. Die durch den Winkel cos {} bestimmte Abweichung 
der Kreiselachse von der Vertikalen bleibt also zwischen ZWel 

bestimmten Grenzen cos{}o und COS{}2 eingeschlossen. 
Benutzen wir jetzt den Wert von u2 : 

(27) 
N2_{R 

U2 = 2M2 

zum Vergleichvon u2 mit uo. Nach Multiplikation mit 2 M2 
und Quadrieren ergibt sich: 

(28) R = (N2 - 2M 2 u2 )2 

und nach Vereinfachung und Zusammenfassung: 

(29) M2 (1 - ui) = N2 (uo - u2 ) • 

Hiernach ist das Vorzeichen von (Uo - u2 ) gegeben durch das 
Vorzeichen von M2 = 2 G88. 1st letzteres positiv, dann ist 
uo> u2 ; bei negativem M2 ist u2 > uo' Das Vorzeichen von M2 

bestimmt sich aber durch das Vorzeichen von 8. Bei positivem 8, 

also wenn der Schwerpunkt des Kreisels uber dem Unterstut
zungspunkt liegt, liegt die 
Grenze I} 2 tiefer als {} 0 im 
Sinne cler Fig. 207; bei einer 
Schwerpunktslage unter dem 
Unterstutzungspunkt (8 nega
tiv) liegt die Grenze {}2 uber {}o. 

Untersuchen wir nun die 
Bewegung der Kreiselachse 
innerhalb dieser Grenzen. 

Es war fur t = 0 die Ge- Fig. 207. Unstabil unoorstiitzter Kreisel. 

schwindigkeit (~~)o = 0 und (~~)o = 0, d. h. stellt man die 

Bewegung der Figurenachse dar durch die Bewegung ihres Schnitt
punktes mit der in Fig. 207 gezeichneten Halbkugel, so beginnt 
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die Bewegung zur Zeit t = 0 an dem Grenzparallelkreis mit 
dem Polabstand {}o, und zwar senkrecht zu jenem Kreise. An 

dem anderen Grenzparallelkreis wird wieder (~~)ll = 0 und: 

(30) (dq;) = ~ cos{}o - cos{), = ]:I! Uo - Ull 
dt 2 fJ sin2{}2 f) (1 - u~) . 

Hiernach beriihrt der die Bewegung der Figurenachse dar
stellende Punkt den Grenzkreis {} = {}2' und zwar mit einer Be
wegungsrichtung im Uhrzeigersinne, also rechtlaufig (vom Pol der 
Halbkugel aus gfsehen), wenn Uo - U 2 , d. h. s positiv ist. Da aber: 

(31) dq; N cos{}o - cos I} 
dt- = fJ sin 21} 

niemals das Zeichen wechseln kann, so bleibt die Bewegung des 
Punktes zwischen den Grenzkreisen dauernd fortschreitend und 
setzt sich aus lauter Bogen zusammen, die den Grenzkreis {} = {}2 

senkrecht treffen und den Grenzkreis {} = {}2 beriihren, wie in 
Fig. 207 dargestellt. 

, 
\ 

Der andere Fall des negativen Uo - U2 , also des unter dem 
I Unterstiitzungspunkt liegenden 
t<--

~--rr_--_~ Schwerpunkts, liefert eine ahn-
I, ~~~ liche Bogenkurve, aber so, daB 
: r1!J2 der Grenzkreis ,I} = {}ll iiber dem 

\,,_ I ~ ,/ Grenzkreis{} = {}o liegt. Die 
------; , / Fig. 208 gibt einenUberblick 

liber diese Bewegung, die man 
als riicklaufige Prazession be-

Fig. 208. Stabil unterstUtzter Kreisel. zeichnet. 
Der Pfeil bei (~~). ist umgekebrt zu 3. Wir untersuchen jetzt den 

denken. Fall, daB wir einen Kreisel vor 
uns haben, bei welchem der Drall N eine so betrachtIiche GroBe 
besitzt, daB der Quotient: 

Mll 
-=--

2N2 
(32) 

GfJs 

gegenliber der Einheit als klein betrachtet werden kann. Daml 
wirdman im Ansatz (15b) fUr Us schreiben: 

U2 = 2~2 (1 - 111 + 4 ~: - 4 ~: uo) , 
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M2 
wo wir wegen der Kleinheit von }f2 die Wurzel angenahert aus· 
ziehen konnen: 

u2 = 2~2{1- [1 + 2(~: - !:uo)]} 
oder: 

(33) 

Es ist also die Folge unserer Voraussetzung (32), daB die beiden 
Grenzkreise der Kreiselbewegung sehr nahe aneinander rucken. 
Demnach wird die durch die Koordinate # bestimmte Bewegung 
des Kreisels nur kleine Ausschlage haben konnen, die wir durch ~ 
bezeichnen; es sei: 
(34) U = u2 + ~ . 

Weiterhin ist auch: 
M2 

Uo - Us = N2 = ~ 

eine kleine GroBe, wahrend fur u1 - Us = U diese Aussage nicht 
gelten kann, denn U 1 wird nach Ansatz (ISb) sehr groB: 

(35) 

Demnach wird: 

(36) 

Jetzt gehen wir auf das Integral der Bewegung (16) zuriick, 
in dem wir einsetzen: 

(37) U - Uo = ~ - (j , U - U1 = ~ - U , U - U 2 = ~ . 

Dann nimmt das Integral (17) die Gestalt an: 
- ; 

(38) t = Konst.+ 1/ e f d~ :-
- V2G8 l'(~ - (j) (~- U)~ 

o 
Der Wurzelausdruck geht hier, wenn man ~ und ~ gegen U .ver-

nachlassigt, uber in l'U(~ - ~)~, und das Integral liefert mit 
der Anfangsbedingung ~ = <5 fur t = 0 die Arcussinusfunktion: 

t = V2G~u{i + arcsin(l _ 2~~)} 
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oder nach Einfuhrung des Naherungswertes fur U aus (36) und 
Umkehrung der Arcussinusfunktion: 

(39) 
(5( Nt\ 

~ = i 1 + cos F) ) . 

Diese Zeitfunktioll hat die Periodc: 

(40) 

Gehen wir wieder auf die u-Werte zuruck, so findet sich: 

(41) u = u2 + U o 2 ~~(1 + cos~) = u2 + i( 1 + cos~), 
womit die Nutationsbewegung des Kreisels gewonnen ist, die 

o 
mit der kleinen Amplitude "2 vor sich geht. 

4. Greifen wir jetzt auf Gleichung (10) zuruck: 

(42) N cos!'} + e dcp sin2 LJ = n 
dt ' 

so bestimmt sich zunachst die Integrationskonstante n durch die 

Festsetzung: furf} ={}o soIl sein ~1 = 0; die Figurenachse soIl 

also die Bewegung, wie oben vorausgesetzt, senkrecht gegen den 
Grenzkreis {}o beginnen. Dann ist: 

n = N cos '8'0 ' 
und es wird: 

(43) 
dcp N cos{}o - cos/} N U o - u 
dt e sin2 !'} = e 1 --u2 . 

Setzt man hier: 
uo-u=o-~ 

und schreibt naherungsweise 1 - u5 fur 1 - u2, so findet sich: 

(44) 

M2 
oder mit 0 = N2 : 

dcp 
dt 

No-~ 

e 1- u5 
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Nt 
1- cos-

dcp Gs __ ~(9 
dt N sin2 -o.o 

und nach Integration mit der Anfangsbedingung cp = 0 fur 
t =0: 

(45) 1 {Gs r5. Nt} 
cp = sin21?0 N t - 2- sm (9 . 

Diese Gleichung liefert die Prazession der Kreiselachse, die aus 
einer mit der Zeit proportional fortschreitenden Wanderung der 

Figurenachse in einem Kegelmantel der Offnung -0.0 ~ -0.2 um die 

Vertikale, mit darubergelagerten periodischen Schwankungen der 

kleinen Amplitude -~- besteht. Man nennt diese Bewegung eine 

pseudoregulare, weil sie bei oberflachlicher Betrachtung 
groBe Ahnlichkeit mit der regularen Prazession hat, die wir 
im nachsten Paragraphen behandeln. 

§ 79. Die regulare Prazession beim symmetrischen Kreisel. 

Den Entwicklungen des vorigen Paragraphen waren ein raum
festes Koordinatensystem XYZ und ein "halb"raumfestes Sy
stem 1 2 3 zugrunde gelegt, und die fiir den Kreisel abgeleiteten 
Ansatze bezogen sich auf seine Bewegung gegenuber dem "halb"
raumfesten System. 

Wir wollen nun ein bewegliches "kreiselfestes" Koordinaten
system einfiihren, welches an der Drehung des Kreisels teilnimmt. 
Ein solches erhalten wir, wenn wir eine seiner Achsen r mit der 
Achse 3 zusanunenfallen lassen und das Kreuz der beiden anderen 
Achsen p q in der 1, 2-Ebel1e gegen das Krenz der Achsen 1 nnd 2 
durch den Kreiselwinkel tp orientieren. 

Dann hangen die "halb"raumfesten Drehgeschwindigkeiten 
WI' 0)2' W3 mit den kreiselfesten Drehgeschwindigkeiten wie folgt 
zusammen: 

(1) 

oder: 

I wp = WI cos ljJ + W2 sill'll' ; 

Wq = -Wlsintp + w2 costp; 

W, = W3 
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d{} dq; . _Q • 

wp = de cos1jJ + de SIn", SHUI' ; 

(2) 
d{}. dq; . Q 

Wq = - de SIn1jJ + -(lT SIn1r cos1jJ; 

dlj1 dq; 
w, = de + decos{}. 

Rier sind wP ' wq , w, nichts anderes als die Komponenten des 
Drehvektors W in dem auf die Tragheitshauptachsen bezogenen 
Koordinatensystem (§ 74), die wir friiher mit WI' w2 ' wa bezeich
net haben. 

Wir fragen nun nach der Moglichkeit einer regularen Pra
zession des Kreisels, d. h. einer Bewegung, die bei konstanten 

i} = {}o und konstanten Winkelgeschwindigkeiten ~~ und ~~ 
vor sich geht. Es soll also der Kreisel gleichformig um seine 
Achse rotim:en, und diese soIl gleichformig einen Kegelmantel 
der Offnung 2 {}o beschreiben. Der analytische Ausdruck fur diese 
Bedingungen ist: 

(3) {} = 1f1o; dq; = ')I' 

dt ' 

wo I'" die DrchgEschwindigkeit um die Figurenachse und ')I die 
Drehgeschwindigkeit der lEtzteren um die Vertikale bedeutet. 
Dann wird: 

(4) wp = ')I sin,ao sin 1jJ; Wq = ')I sin,ao cos1jJ; w., = I'" + ')I cos,ao • 

Nun ziehen wir die E ulerschen GleichtIngen fur den nicht kriifte
freien Fall heran (§ 74), indem wir sie fur wI> w2 ' wa = wP ' wq , w, 
nnrl e1 , 8 2 , ("a = 8, 8, 8 3 umschreiben. 

dw 
(" dt + (83 - A) WqWr = WIll' 

dw 
(5) FJTtq + (FJ - As) wpw, = IDlq. 

= WI,. 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich die Komponenten WIp 

und WIq des Schweremomentes in Bezug auf die kreiselfesten 
Achsen, unter Beriicksichtigung von (3) und (4): 
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(6) 
f 

IDCp = + 8,u y sin &0 cos1f! 

+ ((93 - 8) y (,u + y cosf}o) sin 190 cos1f! , 

1 
[l{q = - 8,u y sim90 sin 1f! 

+ (f) - 8 3) Y (,u + y cos &0) sin &0 sin 1f! • 

Nun handelt es sich um die Bestimmung des Schwerkraftmomentes 
08 sin 190 aus den kreiselfesten Komponenten IDCp und IDCq in bezug 
auf das raumfeste System. Nach der Figur des § 78 faUt die Achse 
des Momentes -G 8 sin f}o mit der Achse 01 zusammen. Demnach 
wird, wie aus Fig. 209 des naheren ersichtlich: 

(7) G 8 sin f}o = IDCp cos 1f! - IDCq sin Vi , 

d. h. unter Einffihrung von (6): 

(8) G 8 sin f}o = 8 3 ,u y sin f}o + (83 - 8) y2 cos &0 sinBo . 

Hier ist Gs mit positivem 
V orzei chen einzufuhren, wenn 
der Schwerpunkt fiber dem 9 

Unterstutzungspunkt, mit ne
gativem, wenn er darunter 
liegt. 

Dieser Ansatz ist die Bedin
gung fur das Zustandekommen 
einer regularen Prazession bei 
einem symmetrischen Kreisel 
mit den Tragheitsmomenten 
8 3 und G, der mit dem Impuls 

If 

Jdl 
,!J4r 
I 
I I 
I , 

i ~'"i 
I 
I 
I 

Fig_ 209. Raumfeste und Kreiselfeste 
Komponenten des Schweremomentes. 

1 

N = 8 3 fl- urn die Figurenachse unter einem Winkel 790 gegen die 
Vertikale aufgesetzt wird und einen DrehanstoB seiner Figuren
achse urn die Vertikale von der GroBe y erhalt, wenn das wirkende 
Schweremoment G8 sin &0 iIll Sinne der Figur des § 78 ist. 

Der Ansatz umfaBt sowohl den frfiher -gegebenen Fall (§ 73) 
des mit seiner Achse eine Ebene beschreihenden symmetrischen 
Kreisels: 

(9) 

wenn man: 

setzt. 

n 
190 = 

2' G8=IDC, w=p, dV' -- = y 
dt 
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Ebenso ist in ihm del' Fall des Kugelkreisels mit ea = A ent
halten: 

(10) 
d1p 

Gs = f)wTt· 

Benutzt man den Ansatz (8), um bei einer durch ea , e, fl, 

G, 8, {}o gegebenen Kreiselbewegung nach del' Geschwindigkeit v 
del' regularen Prazession zu fragen, so ergeben sich entweder 
zwei Werte von v odeI' keiner, je nachdem die Quadratwurzel: 

(11) 

reell odeI' imaginal' wird. Imaginal' kann die Wurzel abel' nur 
werden, wenn: 

(12) ( f) fl2 ) (-)"e 1 + _~a~__ , 
. 3 4 G 8cosllo 

d. h. wenn es sich um schlanke Kreisel handelt, bei denen das 
aquatoriale Tragheitsmoment das axiale um einen gewissen 
Betrag uberwiegt. 

Handelt es sich um einen Kugelkreisel (Aa = e), so ist nm 
eine Prazessionsgeschwindigkeit moglich. 

1m FaIle reellen Wurzelwertes (ll) nennen wir die absolut 
groilere del' beiden Prazessionsgesehwindigkeiten VI und 1'2 die 
s c h nell e, die kleinere die 1 an gsa me regulare Prazession. 

Del' Gedankengang del' obenstehenden Untersuchung ist also 
del', dail aus den Eulerschen Gleichungen die Komponenten des 
auileren Momentes berechnet werden, welches auf den Kreisel 
einwirken muil, dam it die gewollte regulare Prazession zustande 
kommt. Die E ulerschen Gleichungen liefern hiernach die kreisel
festen Komponenten des Drehmomentes; dmch eine Transforma
tion auf ein raumfestes Koordinatensystem wird ihre ramnfeste 
Resultierende ermittelt, die mit dem von del' Schwerkraft her
riihrenden Moment gleichgesetzt wird. 

§ 80. Die kl'liftefreie Bcwegung des symmctriscbell I{reisels. 

Die Entwicklungen des § 76 werden fur den symmetrischen 
Kreisel mit e1 = f)2 = e unanwendbar. Denn aus den dort 
gegebenen Ansatzen (3) unci (5) finclet sich 



(1) 

(2) 
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2 2 283 L - N2 
W l +W2 = 8(83 - 8)' 

28L- N2 
w~ = --------

8 3 (8 - ( 3 ) , 

woraus sich 

(3) 2 ~ 2 2 2 L( 8 3 + 8) - N2 
U = W = w l + 0)2 + (1)3 = E £\ 

~) °3 
ergibt. Der Gesamtdrehvektor fU ist demnach konstant, WO

durch die Integration (14) in § 76 unausfuhrbar wird (wegen 
d u = 0). Es ist aber nicht schwer, uber die Gestalt der Polhodie 
und der Herpolodiekurve bzw. den entsprechenden Kegel Auf
schluB zu gewinnen. 

Offenbar ist die Polodiekurve das Kreispaar, das auf dem 
U mdreh ungsellipsoid 

(4) 8(X 2 + P) + 8 3 Z2 = 2 L 

durch das Ebenenpaar 
28L- N2 

( 5) Z2 = --=--c-=-_. 
83 (8 - ( 3 ) 

herausgeschnitten wird. Der Polodiekegel ist demnach ein Kreis
kegel mit dem halben Offnungswinkel IX: 

(6) 
1/28 L - N2 8 

tgIX = V N23
_ 28 L . e . 

Andererseits ergibt sich aus (6a) § 77 wegen w = konst., daB 
auch cos (N, w) unveranderlich sein muB. Demnach ist auch der 
Herpolhodiekegel ein Kreiskegel mit dem halben Offnungs
winkel p: 
(7) 

2L 
cosp = cos(N, w) = N- , 

w 

der stets spitz sein muB; weil cosp wegen des ste'ts positiven 
Wertes von N w = 8 w2 niemals negativ werden kann. 

Fur den symmetrischen kraftefreien Kreisel geht 
also die allgemeine Poinsotbewegung in das Abrollen 
zweier Kreiskegel aufeiIiander uber. 

Um nun auch die Bewegung der Figurenachse des Kreisels 
kennenzulernen, greifen wir auf das raumfeste Koordinaten-

Hort, Schwingungs\ehre. 2. Aull. 24 
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system X Y Z und das kreiselfeste Koordinatensystem p, q, r 
zurUck, die wir in § 79 miteinander verknupften, wobei wir die 
Drehvektorkomponenten w1 w2 Ws nunmehr durch wp Wq WT zu be
zeichnen haben. 

Zunachst lassen wir den unveranderlichen Impulsvektor N 
m·t der Z-Aehse zusammenfallen und merken seine Richtungs
kosinus relativ zu den Achsen des beweglichen Systemes p q r mit 

ewp e Wq_ es WT 

N N N 

an. Vermoge der Winkel {} und 'P, die die gegenseitige Lage 
der beiden Koordinatensysteme angeben, finden sich aber die
selben Richtungskosinus zu 

sin {} sin lJi , 
Es gilt also: 

ew 
(8) sinO simp = N p ; 

sin {} cos 'P , cos/} . 

ew 
sin 0 cos 1f' = ~N.!. ; 

Weiter gewinnen wir aus den Ansatzen (2) im § 79 durch Auf
lOsung: 

(9) 

Aus der dritten Gleichung (8) findet sich cosO fur die ganze Be-

{} es w, 
wegung unveranderlich cos 0 = -N; die Figurenachse be-

schreibt also einen Kreiskegel um die Impulsachse. Ferner findet 
sich aus der zweiten Gleichung (9) mit den Gleichungen (8) 

dq; Ne(w; + w;) N 
-= =-=')1. 
dt N~ - eaw; e (10) 

Demnach wird der Kreiskegel seitens der Figurenachse mit de~ 

gleichformigen (Prazessions-)Gesch~indigkeit ~~ = ')I durchlaufen 
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und wir haben, wenn als Anfangsbedingung (ffir t = 0 soIl cp = 0 
sein) gilt: 
(11) cp = 1't . 

Weiter ergibt sich aus·der dritten Gleichung (2) des § 79 

(12) 
dVJ e3 w, e - e3 de = Wr - Y - ji- = w, ----6)-- = III • 

Demnach erweist sich die in die Figurenachse fallende Kompo

nente ~~ des Drehvektors als Konstante (ft), und die dritte Glei

chung (2) des § 79 kann nun geschrieben werden: 

ell e ~ e
3 

= f1 + YCOS1'fO 

oder 

(13) 

Dies ist aber nichts anderes, als die Bedingung der regularen 
Prazession im Falle 8 = 0 nach Gl. (8) § 79, d. h. die allgemeine 
Bewegung des kraftefreien symmetrischen Kreisels ist 
eine regulare Prazession. Ein symmetrischer Kreisel, der 
in seinem Schwerpunkt unterstiitzt wird, beschreibt also mit 
seiner Figurenachse unter allen Umstanden einen Kreiskegel, 
dessen Achsenrichtung im Rauine ganz beliebig gewahlt werden 
kann. 1m iibrigen ist die Bewegung durch die Konstanten ft, Y, {Jo 

gekennzeichnet, die durch den Ansatz (13) mit den Tragheits
momenten des Kreisels und miteinander verkniipft sind. 

§ 81. Die allgemeine Bewegung des Kugelkreisels. 

Die bisher betrachteten Bewegungen des schweren symme
trischen Kreisels waren sehr spezieller Natur infolge der ein
fachen Anfangsbedingungen, die ihnen zugrunde lagen. 

1m § 78 wurde ein Vorgang untersucht (Fig. 207 und 208), 
bei dem die Figurenachse d~s Kreisels ihre Bewegung im Raum 
ohne irgendwelche Anfangsgeschwindigkeit begann. Er kenn
zeichnete sich als Zusammenwirkung einer Nutation mit einer 
Prazessionsbewegung, die mittels elliptischer Funktionen eme 
periodische Darstellung erfuhren. 

24* 
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Bevorzugen wir jetzt statt der schiefwinkligen Projektion der 
Kreiselspitzenbahn nach Fig. 206/207 eine rechtwinklige, parallel 
zur Schwere auf die Horizontalebene durch den Kreiselunter
stiitzungspunkt, so liefert der instabil unterstiitzte Kreisel eine 
Kurvenprojektion nach Fig. 210, der stabil unterstiitzte nach 
Fig. 211, wobei vorausgesetzt wurde, daB der Drall N des Kreisels 

Fi!!. 210. Fig. 211. 

nach oben gerichtet sei. Die beiden den Winkeln {}o und {}2 

entsprechenden Grenzkreise sind durch ihre Radien ro und r2 

gekennzeichnet. 
Betrachten wir jetzt allein den stabil unterstiitzten Kreisel, 

so hatten wir bereits die Bewegungsart ermittelt, die sich ein
steIlt, wenn der Drall N unbegrenzt zunimmt. Wir erhielten so 
die pseudoregulare Prazession, hei der der Grenzkreis r2 ganz 
nahe an ro heranriickt und die Bewegung der Kreiselspitze auf 
sehr kleine Nutationen und Schwankungen der Prazession hinaus

kommt. Siehe hierzu Fig. 212. 
Es liegt nun nahe, nach den Be

wegungsformen zu fragen, die ent
stehen, wenn der Drall N unbegrenzt 
abnimmt, etwa durch Abnahme der 
Drehgeschwindigkeit f£ um die Figuren
achse 130 ). 

Fig. 212. 

Offenbar wird im FaIle f£ = 0 der 
Kreisel ein gewohnliches spharisches 
Pendel, dessen Spitzenkurve beim Fehlen 

jeglichen seitlichen AnstoBes nach Fig. 213 eine ebene und in 
unserer Projektion ein Durchmesser des Kreises mit dem 
Radius ro werden muB. 
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Es ist nun nicht schwer, von Fig. 213 den AnschluB an Fig. 212 
bei wachsendem N zu finden. Die Spitzenkurven mussen fur 
sehr kleines, von Null verschiedenes N sich aus flachen Bogen 
zusammensetzen, die sich auf dem Grenzkreis ro in Spitzen zu
sammenfugen, wahrend sie samtlich einen kleinen Grenzkreis r 2 

beruhren (Fig. 214). 

Fig. 213. Fig. 214. 

Wachst jetzt N, so werden die Bogen nach Fig. 215 scharfer 
gekrummt, der Grenzkreis r2 wird groBer, bis der tlbergang 
(uber Fig.211) zu Fig. 212 erreicht ist. 

In den Figuren nach der Reihenfolge 213, 214, 215, 211, 212 
haben wir nun die Grundlagen gefunden, um die Bewegungen 
besprechen zu konnen, die aus einem 
seitlichen AnfangsstoB +v der Figuren
achse im Sinne von Fig. 205 oder von 
§ 79 (3) hervorgehen. 

Zunachst verwandelt .sich die ebene 
Pendelbewegung nach Fig. 213 unter 
EinfluB des anfanglich schwachen Dreh
stoBes ±v ineinespharischenachFig. 216; 
die Spitzenkurve beruhrt jetzt den 
auBeren und den inneren Grenzkreis Fig. 215. 

und ist in sich geschlossen, so lange die Ausschlage {} nicht zu 
groB werden. (Fur einen bestimmten Wert von v, namlich 

(1) v = + 1/ g , 
- V l cosi}o 

wo l die reduzierte Pendellange des Kreisels bedeutet, beschreibt 
die Kreiselspitze den Kreis ro, welch letzterer Ansatz fur be
liebiges {}o gilt.) 
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Mit don gleichen schwa chen ±v kommt man weiter von 
Fig. 214 zu zwei neuen Bewegungsformen. 

Erstlich wird das negative v sich del' rucklaufigen Prazession 
in Fig. 214 addieren, die Spitzen abrunden und den Durchmesser 
des inneren Grenzkreises vergroBem (Fig. 217). Die Spitzenkurve 
hat dabei in jedem Zweig zunachst zwei Wendepunkte. 

Fig. 216. Fig. 217. 

Starker negatives v verstarkt die lucklaufige Prazession, die 
Spitzenabrundung und die DurchmesservergroBerung, wahrend 
die beiden Wendepunkte naher zusammenrucken. Bei einem 
negativen v von gewissem Betrage beruhrt die Spitzenkurve den 
inneren Grenzkreis so, daB sie dort eine vierpunktig beruhrende 
Tangente hat. Infolgedessen mussen die einzelnen Bogen del' 
Spitzenkurve fast gerade gestreckt erscheinen (Fig. 218). 

Fig. 218. Fig. 219. 

Geht man in del' Richtung negativ wachsender y weiter, so 
werden die einzelnen Kurvenbogen uberall kon kay gegen den inneren 
Grenzkreis, die rucklaufige Prazession verstiirkt sich, bis del' erste 
(und damit jedcr) Kurvenbogen gerade den Winkel n umspannt. 
Dann erhalt die Kurve eine geschlossene ellipsenahnliche Gestalt 
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(Fig. 219). Es ist bemerkenswert, daB diese figiirlich sehr einfache 
Bewegungsform beim gewohnlichen spharischen Pendel (N = 0) 
nie auftreten kann, sobald endliche AusschHige betrachtet werden. 

Noch weiter ins Negative wachsendes v vergroBert den Um
spannungswinkel der Kurvenzweige und den inneren Grenzkreis 
Fig. 220, bis schlieBIich im FaIle des Kugelkreisels fUr 

Gs 
(2) '1'=----

f9p 
die regulare Prazessioneintritt (Fig. 221). 

Fig. 220. Fig. 221. 

In entsprechender Weisekann man von jeder der Kurven
gestalten Fig. "215, 211, 212 zur regularen Prazession hin ge
langen, sobald man v 

von Null bis - a;. ab

nehmen laBt. Zwischen 
dem DraIl N und dem 
DrehstoB -v besteht 
dann die Hyperbel
gleichung -N '1'= G s, 
wonach die Kurve in 
Fig. 222 gezeichnet ist. 
JederPunkt der v-N
Ebene bezeichnet einen 
Bewegungszustand des Fig. 222. Prllzessionshyperhel des Kugelkreiseis. 

vorgelegten Kreisels, von denen einige durch die angeschriebenen 
Zahlen mit den zugehOrigen Bildern identifiziert sind. 

Es eriibrigt nun noch, von Fig. 214 in Richtung der posi
tiven v weiterzugehen. Zunachst beginnt, bei geniigend" kleinem 
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+1', die Bewegung wieder im Punkt A tangential an den auBeren 
Kreis, und die Eigenschaft der Spitzenkurve, nach Fig. 214, den 
inneren Grenzkreis links von sich zu lassen, bleibt erhalten, 
wahrend die Spitzen sich abrunden. Das bedeutet, daB die 
Spitzenkurve rechtslaufige und linkslaufige Schleifen abwechselnd 
aufweist, etwa nach Fig. 223. Der innere Grenzkreis ist dabei 
kleiner als in Fig. 217. 

LaBt man nun den SeitenstoB v weiter positiv zunehmen, so 
gelangt man bald zu einem Wert, bei dem der innere Grenzkreis 
sich auf einen Punkt zusammenzieht (Fig. 224). 

Fig. 223. Fig. 224. 

Weiter . wachsende Werte +'" lassen die Kurvenbogen sich 
wieder mehr erweitern. Es tritt wieder ein Hilllkreis auf, der 
von den Schleifen umfaBt wird, wie in Fig. 225 gezeichnet ist. 

Wachst schlie Blich v gegen + 00 hin, so drangen sich innerer 
Hullkreis und Kurvenschleifen gegen den auBeren Grenzkreis 

zusammen, der bei v = +00 tatsachlich 
erreicht wird. Hiermit ist die Bewegung 
der schnellen regularen Prazession 
gegeben. 

Es erubrigt nun noch, die Bewe
gungen kurz anzumerken, die eintreten, 

b 08 . . N wenn man v ii er - £:\ welter IllS e-
1/:7# 

gative wachsen laBt. Dann iiberschreitet 
Fig. 225. die Spitzenkurve den auBeren Grenz-

kreis, in dessen Nahe sie iibrigens mit kreisahnlicher Gestalt 
dauernd bleibt, um fUr v = -00 wieder in K2 (und damit in die 
schnelle regulare PrazEssion) uberzugehen. 
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Um den Zusammenhang der Bewegungen des schweren sym
inetrischen Kreisels mit denen des Kugelkreises zu gewinnen, 
greifen wir auf Ansatz (8) in § 79 zuriick, indem wir dabei, ent
sprechend der vorausgesetzten stabilen Unterstiitzung des Krei
sels, ffir 0 8 das nega ti ve V orzeichen wahlen: 

(3) 

Durch diese Gleichung ist ein Zusammenhang zwischen den Dreh
geschwindigkeiten f-t und ')I gegeben, den wir jetzt untersuchen 
wollen. 

Ohne die Aligemeinheit wesentlich einzuschranken, konnen 
wir hier 

(4) ell = 1; 08 = 1 

setzen und erhalten 

(5) ')12 A + f-t ')I = -1 . 

Diese Gleichung zwischen f-t und ')I stellt eine Hyperbel dar nach 
Fig. 226, deren im zweiten Quadranten liegender Ast allen mog

lichen regularen Prazes-
+1-" sionen entspricht, die also 

bei positivem p nur ent-

+v 
=-orctgLJ 

Fig. 226. Priizessionshyperbel des abgeplatteten 
Kreisels. 

FA. 

Fig. 227. Abgeplatteter 
Kreisel. 

stehen konnen, wenn der DrehstoB ')I negativ gewahlt wird. 
Der iill vierten Quadranten liegende Hyperbelast liefert dem
gegeniiber nichts Neues. 

Der gezeichneten Figur liegt positives A, also die Annahme 
e3 > e zugrunde. Es handelt sich also um einen sog. abgeplat
teten Kreisel (Fig. 227), bei dem das Tragheitsmoment um die 
F. A. groBer ist als das aquatoriale. 
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Setzt man dagegen ,1 negativ voraus, so gelangt man zum 
verlangerten Kreisel (Fig. 228), dessen Prazessionshyperbel in 
Fig. 229 gezeichnet ist. 

Den Dbergang yom abgeplatteten zum verlangerten Kreisel 
bildet aber der Kugelkreisel, dessen schon in Fig. 222 mitgeteilte 

FA. 

Fig. 228. Verlilngerter 
Kreisel. 

-arcfg(-LJj 

+v 

Fig. 229. Prilzessionshyperbel des verliingerten 
Kreisels. 

Prazessionshyperbel sich nunmehr genauer erklar./i, insbesondere 
mit Bezug auf das Auftreten einer schnelien Prazession mit 
1'==i=00. 

Analytisch laBt sich diese Prazession aus dem Ansatz (3) ge
winnen, indem man nach 'JI auf16st. Man erhalt dann zwei Wur
zein, die beide bei positivem ,1 stets negativ sind. Die der Null 
naher liegende von ihnen wird nun fUr ,1 = 0 unbestimint, die 
~ndere unendlich. Die Unbestimmtheit wird nach bekannten 
RegeIn beseitigt, wodurch man 

G8 
l' = -------, 

eufl 
d. h. die langsame regulare Prazession des Kugelkreisels erhalt. 

Geht man yom verlangerten Kreisel (,1 < 0) aus, so wird 
man auf entsprechendem Wege zum gleichen Ergebnis gefUhrt. 

Wird im Ansatz (3) G 8 = 0 gesetzt, so gelangen wir schlieB
Hch zur regularen Prazession des kraftefreien symmetrischen 
Kreisels, welche der Gleichung 

l' [1' (e3 - e) cosf}o + ,U e3] = 0 

entspricht. Man hat diese Bewegung die natiirliche krafte
freieBewegung des Kreisels genannt und sie mit der gerad
linigen gleichformigen Bewegung eines Massenpunktes verglichen. 
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§ 82. Die Prazessionsbewegnng der Erde 1St). 

Die theoretische Behandlung der Kreiselbewegung ist an
gebahnt worden durch die Entdeckung einer kosmischen Er
scheinung, namlich des Vorriickens der Friihlings-Tag-und-Nacht
gleiche. 

Der Tatsachenstoff, wie er dem Beschauer von der Erde aus 
sich darstellt, ist in der Fig. 230 enthalten. 

Danach bewegt sich die Sonne im Gegenzeigersinne um die 
Erde in einer (ebenen) Kreisbahn, der Ekliptik, deren Achse 
um den Winkel {} = 23°,5 (Schiefe der Ekliptik) gegen den 
Erdaquator geneigt ist. Die Aquatorebene der Erde, die durch 

j! Moment der l '-J Jonnenon-
'Ii.,}<' ~iehung 

~~~l~~ 
.0' ~ 
~\(~ 

Fig. 230. Sonnenanziehung und Erdprazession. 

Ebene der 
Ekltjlfik 

die Erddrehung festgelegt wird, und der der Himmelsaquator 
entspricht, schneidet die Ebene der Ekliptik in einer Geraden, 
der Knotenlinie, deren DurchstoBpunkte auf dem Himmels
gewolbe Aq uinoktialpunkte heiBen. Derjenige dieser Punkte, 
den die Sonne beim Vbertritt von der siidlichen Himmelshalfte 
iiber den Aquator hinweg nach der nordlichen durchschreitet, 
heiBt das Friihlingsaquinoktium oder Friihlingsknoten. 

Die Ebene der Sonnenbahn ist nun schon seitens der antiken 
Astronomie zusammen mit der in ihr liegenden Richtung zum 
Friihlingspunkt zur Grundlage des ekliptikalen Koordi
natensystems zur Festlegung von Stemortem an der Himmels
kugel benutzt worden. Die hiemach sich ergebenden beiden 
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Sternkoordinaten sind die Lange A. und die Breite fJ, zwei 
Winkel, die in der Fig. 230 eingezeichnet sind. 

Schon Hipparch (um 146 v. Chr.) wuBte, daB die Langen 
aller Sterne in gleichem MaBe zunehmen und konnte auch schon 
ziemlich annahernd den jahrlichen Betrag dieser Zunahme er
mitteln auf Grund der Vergleichung seiner Sternlangen mit denen, 
die Christyllos und Timocharis 150 Jahre vor ihm gem€ssen 
hatten. Die Langenzunahme in diesem Zeitraum fand Hipparch 
zu 2°. 

Dieser Erscheinung entspricht, da die Sternlangen auf der 
Ekliptik im Gegenzeigersinne gerechnet werden, eine Bewegung 
des Friihlingspunktes im Uhrzeigersinne, eine Prazession des 
Friihlingsknotens, die einer Prazession der Erdachse entspricht 
und deren jahrlicher Betrag heute mit ziemlicher Annaherung 
zu 50 Bogensekunden ermittelt ist. 

Newton fiihrte (1687) die Prazessionserscheinung auf die 
Anziehungskrafte zuriick, die·Sonne und Mond auf die ab
geplattete Erde ausiiben; wir werden im folgenden einen Weg 
zeigen, wie man die Abplattung der Erde aus der Prazessions
geschwindigkeit ihrer Achse berechnen kann. 

In der Fig. 230 ist durch den Pfeil angedeutet, wie die Sonnen
gravitation die der Abplattung entsprechende aquatoriale Massen
anhaufung der Erde in die Ekliptik zu ziehen sucht, welche Wir
kung nach den friiheren Regeln den Hinzutritt eines Momenten
vektors zum Drehvektor f.t des Erdkreisels und damit eine Pra
zessionsbewegung in dem in Fig. 230 gezeichneten Sinne zur Folge 
haben muB. Die Gravitation des Mondes wirkt in entsprechender 
Weise, wobei man die Mondbahnebene angenahert als mit der 
Sonnenbahnebene zusammenfallend annimmt. 

Die Untersuchung dieser Gravitationswirkungen gelingt nun 
auf Grund einer Vorstellung, die von Gau.13 stammt. Danach 
kann man jene Wirkungen der Massen m1 und m2 von Sonne 
und Mond, die in ihren Bahnen in den Zeiten T 1 und T 2 um 
die Erde umlaufen, ersetzt denken durch die Wirkung gleich 
groBer, langs den Bahnen gleichmaBig verteilter Massen, solange 
die Periode der wirkenden Ursache (der Gravitation der um
laufenden Himmelskarper) klein ist gegen die Periode der be
wirkten Starung (der Prazession der Erdachse). Diese letztere 
Periode (das Platonische W eltj ahr) betragt etwa 26 000 Jahre, 
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ist also viel groBer als die Umlaufzeiten von Sonne und Mond 
(Fig. 231). 

Diese Korper konnen also bezuglich der Gravitation auf die 
aquatoriale Massenanhaufung der Erde als zwei Ringe gedacht 
werden, die wir den Sonnenring und 
den Mondring (mit den Radien r1 

und r2) nennen werden. 
Auch die Massenanhaufung am Erd

aquator werden wir durch einen gleich
formig mit Masse belegten Ring, den 
Erdring mit der Masse m und dem 
Radius R ersetzen, derart, daB dieser Ring 

Fig. 231. Erdbewegung und 
Platonisches Weltjahr. 

zusammen mit einer Kugel des Tragheitsmoments 8 die richtigen 
Tragheitsmomente 0 (urn die Drehungsachse) und A (urn einen 
Aquatordurchmesser) des Erdellipsoids ergibt. 

Dann ist anzusetzen: 

(I) { 
0= 8+mR2 

A =8+ tmR2 

und hieraus zu berechnen: 

(2) 1 
O-A 

m=2--R2 

8= 2A-0. 

Es wird unser Ziel sein, den reziproken Wert der Abplattung 
o 

oder Elliptizitat der Erde, d. h. die GroBe 0 _ A ' zu ermitteln. 

Riermit sind aIle Elemente gewonnen, die uns in den Stand 
setzen werden, zunachst die Drehmomente im1 und im2 von Sonne 
nnd Mond zn finden, welche die Prazession der Erdachse mit 
der Drehgeschwindigkeit y nach der fruher entwickelten Regel: 

(3) iml + im2 = 0 !),')Jsin1'f + (0 -A)y2cosrtsinrt 

zur Folge haben. Rier gestattet nns die Kleinheit von y gegen
uber !l und der geringe Betrag der Differenz 0 - A gegenuber 
von 0 das zweite Glied rechts fortzulassen nnd einfacher zu 
schreiben: 
(3 a) 
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Zur Berechnung der Momente machen wir die Sonnenbahn
ebene zur x y-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
dessen x-Achse mit der Knotenlinie zusammem1111t und zum 
Friihlingspunkt hin positiv gerechnet wird (Fig. 232). 

Z 

Fig. 232. Koordinaten des Systems Sonne, Erde, Mond. 

Von der x-Achse aus geben wir den einzelnen Sonnenring
punkten Xl' YI' ZI die im Uhrzeigersinne positiv gez11hlten Ampli
tuden 'ljJI und konnen danach ausdriicken: 

(4a) 

In entsprechender Weise finden wir fUr die Mondringpunkte: 

(4 b) 

Fiir die Erdringpunkte x, y, zwahlen wir eine von der 
Knotenlinie aus in der Aquatorebene im Uhrzeigersinne positiv 
zu zahlende Amplitude qJ und haben danach: 

(5) X = RcosqJ ; Y = R sinqJ cost} ; z = R sin qJ sin t} . 

Die einzelnen Sonnen - und Mondringpunkte sind die Trager 
der Elementarpotentiale dVI und dV2 auf den Erdring, vermoge 

mI 
der ihnen anhaftenden Massenelemente dmI = 2:n d'IjJI und 

dm2 = m2_d'IjJ2 sowie des dem einzelnen Erdringpunkte anhaften-
2:n m 

den Massenelementes dm = -2 dqJ. 
:n 

Unter Heranziehung der allgemeinen Gravitationskonstante t 
ist zu schreiben: 



(6) 

wo 

(7) 
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{ 
!?t = [(Xl - x)2 + (YI - y)2 + (z - Z)2]~ 

= [rr + R2 - 2r1 RS1]i 

383 

(mit der Abkiirzung.s1 = COSlf'1 cosT + sinljJl sinTcos~ (8)) 

die Entfernung des Sonnenringpunktes Xl' YI' 'Zl vom Erdring
punkt x, y, Z bedeutet. Die entsprechenden Ansatze fUr das 
Mondringpotential ergeben sich aus (6) und (7) durch Ersetzung 
des Zeigers 1 durch 2. 

Aus (6) findet sich das Gesamtpotential VI durch doppelte 
Integration langs des Sonnenringes und des Erdringes: 

2", 2", 

(8) V = I m1 mfd f~ljJl 
1 4" rp . n- 01 

o 0 

1 
Diese Integration ist 'ausfiihrbar, weilll wir - nach den Po-

R el 
tenzen der kleinen GroBe - (R = Erdradius, r1 = Erdbahnradius) 
entwickeln: rj 

(9) 

und hohere als quadratische Glieder vernachlassigen. Dann ist 
die Integration zuriickzufiihren auf die Ermittlung der Integrale: 

2,.. 2", 

(10) f SI dljJl = 0 
o 

und rS~ dljJ = n (00S2 T + sin2 T cos 2 '!9) , 
6' 

von denen das zweite bei nochmaliger Integration fiber T den 
Wert: 

(II) 

liefert. 

2,.. 2,.. 

f d rp f S~ dljJl = n 2 (1 + C082 '!9) 
o 0 
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Mit (9), (10) und (11) berechnet sich jetzt das Gesamtpotential 
des Sonnenringes auf den Erdring 

mm[ 3n2(R)2 4n2(R)2 Vi = I ~- 4n2 + --- - (1 + cos2 0) - - - + 
4 n r 1 2 r 1 2 ,rl 

... J 

oder 

(12) = 1m, m [1 +~_ (~_)2(1 + cos 2 0) _ ~ (1l)2+ .. ] 
~ 8 ,~ 2 ~ 

und entsprechend fur den Mondring: 

(13) mm [ 3 (R)2 1 (R)2 ] V2 = I -~ 1 + - - (1 + cos 2 lJ) - - - + ... 
~ 8 ~ 2 ~ 

Aus diesen Potentialansatzen erhalten wir die Momente, die 
die Koordinate {} zu beeinflussen suchen, durch Differentiation 
nach dieser: 

\ 

W'I = _(~"V, __ I_ = _0 I m, m!!!. cosO E,in& e{) , ri 
(14) a V2 s ,m2 mR2 Q' (j 

9)(2 ="',, = -'j f - -3- cos II EIU 'II . 
C'II r2 

Hiermit schreibt sich Gleichung (3): 

(15) o fl ')J = - t 1(0 - A) cos!'} (rn11 + ~2) 
rl r 2 , 

O-A 
weil m = 2 ------w- nach Gleichung (2) war. 

Nun gilt aber nach dem dritten Keplerschen Gesetz: 

(16) I m l ~ 1\;[ = (2n)2; I m2 ~ M = (2n)2 
fl Tlf rz T2 

wo 1\;1 die Erdmasse bedeutet. 
Aus (16) findet sich 

(17) f!!!:J.. = (~~) 2 

r~ TI 

weil M neben der groBen Sonnenmasse m1 zu vernachlassigen 
ist, und 

(18) 
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Mit (17) und (18) geht (15) fiber in 

(19) ( 1 m2 1) o flY = - 6n 2 (0 - A) .~ + --~-- 2 cost) 
T1 M + m2 T2 

wo nun die Bewegungskonstanten der drei in Wechselwirkung 
stehenden Himmelskorper einzusetzen sind. 

Es ist die siderische Umlaufszeit der Erde: 

Tl = 366,24 Sterntage. 

die siderische Umlaufszeit des Mondes: 

T2 = 27,40 Sterntage; 

das Verhaltnis der Mondmasse zlir Erdmasse: 

m2 : M = 1 : 82 , mithin m2 : M + m2 = 1 : 83 

die Prazessionsgeschwindigkeit der Erde: 

50 2n·50 
Y = 366,24 Bogensekunden im Sterntag = 366,24. 360 . 69 . 60 ' 

die Drehgeschwindigkeit der Erde, da der Sterntag die Zeit
einheit sein und Uhrzeigerbewegungen als positiv gelten sollen: 

Jl=-2n 

die Schiefe der Ekliptik: 

{} = 23°,5 . 

Es findet sich nun, daB die reziproke Elliptizitat der Erde 

(20) a = O-~ A = - ::2 {A + M ~2 m2 ~~} cos{} 

aus zwei Teilen a l und a2 besteht, deren Verhaltnis sich be
rechnet zu: 

Den Anteil a l ermitteln wir nun, indem wir nur das erste Glied 
<1er Klammer in (20) zum ·Ansatz bringen, zu: 

_ 6 n 2 • 366,24.360·60·60 cos 23°,5 _ 9'7 
a1 - 4 n 2 • 50 . (366,24) 2 -,5 

Hort, SchwingungRlehre. 2. Auf!. 25 
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und hiernach: 

a = _~l_ = 207 5 
2 0,47 ,. 

Also wird schlieBlich: 
o 

a = (T-=-A: = a1 + a2 = 305 . 

Schreibt man den Ansatz (20) in der Gestalt 

(21) )! = _ ~~2 0 - A {--.!:i + ~~_ ~} cos~'f 
ft 0 Tl M + m2 n 

so sieht man, daB die Prazession )! sich aus zwei Teilen 

6n2 0 - A 1 
')I = - -- --- - cos{} 

1 ft 0 Tr 
und 

zusammensetzt, VOn denen der erste mit ')11 = 16 Bogensekunden 
im Jahre von der Sonne, der zweite mit ')12 = 34 Bogensekunden 
vom Monde herruhrt. Die Mondanziehung hat also einen erheb
lich starkeren EinfluB auf die Prazessionsgeschwindigkeit als die 
Sonnenanziehung. 0 

Die vorstehende Berechnung Von a _ A beruht auf der 

Kenntnis einer Anzahl astronomischer Konstanten, von denen 
Tl und T 2 , {}, II, ')I sehr leicht durch Beobachtung bestimmbar 
sind. Anders steht es dagegen mit dem Verhaltnis der Moml
masse zur Erdmasse m2 : M. Diese fur die Astrodynamik sehr 
wichtige GroBe ist der unmittelbaren Beobachtung nicht zugang
lich und in Wirklichkeit kann man sie nur mittelbar errechnen 
aus einer anderen bei der Erdbewegung zutage tretenden Kreisel
wirkung, namlich der Nutation der Erdachse, die mit Hilfe 
der Verlagerung von Sternortern der Beobachtung ziemlich leicht 
zuganglich ist. Wir verweisen bezliglich dieser Erscheinung auf 
die Literatur 131a). Jedenfalls aber bietet schon die Ermittlung der 
Erdelliptizitat aus der Prazession ein besonders geeignetes Bei
spiel der iUlwendung hoherer Dynamik, bei welchem neben der 
Kreisellehre und den Grlllldtatsachen der spharischen Astronomie 
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die selten geiibte Ableitung eines Drehmomentes aus einem Potential 
und die Vorstellung von G au B zur Auswertung sakularer Storungen 
zu Worte kommt, welch letztere durch die Kiihnheit und Anschau
lichkeit ihrer Konzeption einen Ingenieur besonders fesseln muB. 

§ 83. Kreiselstabilisierung von Fahrzeugen. 

Der Kreisel hat im Fahrzeugbetriebe bisher Anwendung ge
funden zu dynamischen Stabilisierungen sowohl von Gleichge
wichtslagen wie von Bewegungsvorgangen. 

Bei der Stabilisierung von Gleichgewichtslagen kann die 
Kreiselwirkung die sein, daB sie die Richtkraft der Eigenschwin
gung urn die Gleichgewichtslage verstarkt (Schiffskreisel, Flug
zeug) oder sogar labile Gleichgewichtslagen stabil macht (Ein
schienenbahn). Oft wird der Stabilisationsvorgang mit einer 
Dampfung verbunden entweder im gewohnlichen Sinne (Schiffs
kreisel), oder die "Dampfung" wird auf rnechanischern Wege 
schwingungsfordernd eingefiihrt (Einschienenbahn). Diese Kreisel
wirkungen konnen auch gegeniiber periodischen Storungen giinstig 
in Erscheinung treten (Schiffskreisel). 

Handelt es sich urn die Stabilisierung von Bewegungsvor
gangen, so wird rneistens die Erhaltung einer bestirnrnten 
Richtung gefordert. Das bekannteste Beispiel ist der Torpedo
geradlaufapparat. Entweder spielt hierbei die Kreiselanord
nung die Rolle eines Relais, welches die Steuerung betatigt 
(Whiteheadtorpedo), oder die stabilierenden Krafte werden vorn 
Kreisel mi.mittelbar auf den laufenden Torpedo ubertragen 
(Howelltorpedo ). 

Zur Klasse der Bewegungsstabili- !/,VI ~"· II · ./". ' L...;.II@" : -J '~ 
sierungen gehort auch die Wirkung des ~ - ~ d_ dt u,J' 6 dl 11 I'~~ df 1.9:' 
GeschoBdralles in der Ballistik 132). 8.Borri StBorri ./ " ten 

I. Die Stabilisierung von Gleich- A A VOt'l/~, _ ;n 
gewichtslagen sei zunacnstamSchiffs - 'i[l9s!~ -~ 
kreisel von Schlick erortert. ~J ...... " 'I-~" 

Die Schlie ksche Einrichtung ist I 
f I Fig. 233. Schema des Kreiselschiffes. 
o gende 133) : 

In Fig. 233 sei in einem Schiff ein Kreisel von einem Frei
heitsgrade so aufgehangt, daB sein Schwerpunkt Sum das MaB h 
unter der Aufhangeachse AA liege. Die Achse AA sei senkrecht 
zur Syrnrnetrieebene des Schiffes. 

25* 
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Erfahrt dieses z. B. im Seegang eine Krangung {} im Sinne 
des Pfeiles a, so setzt sich der zugehorige Impuls mit dem Im
puIs N des Kreisels nach der Parallelogrammregel zusammen: es 
ergibt sich eine Neigung der Kreiselachse mit der Winkelgeschwin-

digkeit ~~ im Sinne des Pfeiles b (nach achtern), infolge des 

Pf 'l h" . M N d{} zum el a ge orlgen omentes de . 
Die hieraus hervorgehende Neigung der Kreiselachse liefert 

Wiederum ein Moment N~~ , dessen Pfeil sich mit dem des Im

pulses N zusammensetzt und eine Verlagerung der Kreiselachse 
nach Backbord zur Folge hat. Diese Verlagerung greift aber ver
moge der Achse AA, auf der ihr Pfeil senkrecht steht, auf das 
Schiff selbst iiber und ist dessen anfanglicher Rollbewegung ent
gegengesetzt. Der Kreisel iibt also auf das Schiff eine Riick
wirkung aus in Gestalt eines die Rollbewegung hemmenden Mo-

dq; 
mentes -N de . 

Die rechnerische Behandlung des Schiffskreisels gestaltet sich 
wie folgt: 

Bezeichnet J das Tragheitsmoment des Schiffes, Q sein Ge
wicht, H die metazentrische Rohe, so wird die freie Schwingungs
gleichung des Rollens (ohne Kreiselwirkung): 

d2 {} 
(1) J dt2 +QH{}=O. 

Die Kreiselwirkung besteht, wie wir oben gesehen haben, in 

einem der Rollung entgegengesetzten Moment '-N ~~ , welches 

in der Schwingungsgleichung durch Rinschreiben auf der rechten 
Seite zu beriicksichtigen ist: 

(2) Jd2{} +QH{} = _Ndq; 
dt 2 dt . 

In entsprechender Weise findet sich fiirden Kreisel, d essen Tragheits
moment (einschlieBlich Rahmen) um die Achse AA gleich i sei, bei 
dem Gewicht q und dem Schwerpunktsabstand n, die Schwingungs
gIeichung sofort mit dem von der Rollung herriihrenden Moment 

.d2q;. d{} 
(3) 1 dt 2 + qncr = +N de' 
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Durch Division mit J bzw. i gehen (2) und (3) fiber in: 

{ 

d2{} + 02{} = _D dcp 
dt2 dt 

d2 cp d{} 
dt2 +c2 cp=+wdi' 

(4) 

Aus (4) entspringt ffir {} folgende Differentialgleichung: 

d4 {} d2 {} 
(5) dt4 + (02 + c2 + Qw) dt 2 + 02C2 {} = O. 

Ein genau gleicher Ansatz gilt ffir cp. 
Die allgemeine Losung von (5) 

(6) 

oder die entsprechende ffir cp 

(7) 

erfordert die Bestimmung von 2 aus der Gleichung vierten Grades: 

(8) 14 + (02 + c2 + D w) 12 + 0 2 <;2 = 0 

wahrend ffir die Konstanten Ai und Bi gilt: 

m w (A~ +02) 

A~ = - D (A: + (2) • 
(9) 

Die aus (8) folgenden Wurzeln sind. /!amtlich imaginar und 
lauten mit den Abkfirzungen: 

(],() 

wie folgt: 

(11) 

{ 
02 + <;2 + Dw = 2 P 

0 2 <;2 = q 

! A1.= + tcp+ips=q=2 
Ail = - Y - p + Vp2 ~ q2 

lAs = + V - p - Vp2 - q2 

A4 = - V - p - ip2 _ q2 
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oder mit 

(12) 

auch 

X. Die Kreiseltheorie ill der Teohnik. 

{ - P +l'p2 ci2 = -A~ 

- p -l'p2 - q2 = - A~ 

(13) Al = + ila ; 1.2 = - il,,; 1.3 = + i Ab; A4 = - iJ..b • 

Durch eine einfache Zwischenrechnung findet sich aus (8),. 
(10), (12): 

(14a) 

und 

(14b) 
AZ - 0 2 A~.Q OJ 

A~ - ~ = (Ai - C2)2 • 

Wegen (13) reduziert sich aber (9) auf die beiden Werte: 

(15) und 

oder nach (14a) und (14b): 

(16) B _ B1,2 _ +. OJ A" . 
A -- A - - ~ 1.2 - c2 ' 

1,2 " 

B' B34, . W Ab • 
A-'=A-2-=+~~ 

3,4 I1.b - C 

Durch Einsetzen der Werte (13) in die Ansatze (6) und (7) 
gehen diese uber in: 

(17) { {} = A sin (Aat + f-t) + A'sin (lb t + fl·') 
. q; = Bdn (Aat + ')I) + B'sin (lb t + 1"). 

Es lagern sich also zwei Schwingungen ubereinander mit den 
Schwingungsdauern 

(18) 
231: 

T,,=-, 
Aa 

von denen, da l! < It Ta die langere ist. 
Durch Einsetzen von (17) in die Ausgangsgleichungen findet 

man leicht fur die Phasenverschiebungen f-t l, 1'1": 

(19) { 
(COSf-t + sinfl)2 = (COSY - siny)2 

(coal + sinf-t')2 = (CCSy' - siny')2 
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aus denen folgt: 
:rt 

v=p,-"2' 
I I :rt 

V = It -!f 

Mithin erfolgen die beiden Schwingungen des Schif
fes und des Kreisels gegeneinander mit einer Phasen
verschiebung von 90°. 

Da man es durch geeignete Wahl der Konstanten des Kreisels 

dahin bringen kann, daB die lange Schwingungsdauer 2.t groBer 
a 

wird als die Schwingungsdauer des Schiffes ohne Kreisel' 

2:rt-V:Q 
so ist der eine Zweck des Kreisels, die Rollungcn zu verlangsamell, 
erfiillt. 

Geht man nun mit Schlie k dazu uber, den Schiffskreisel zu 
dampfen, etwa durch Anbringung eines Flussigkeitskataraktes 
nach Fig. 233, bei dem man durch Drehen des Ventiles die Flussig
keitszirkulation zwischen den beiden Zylinderhalften beliebig 
regulier{)n kann, und berucksichtigt man auch die Dampfung der 
Schiffsrollung selbst durch den Wasser- und Luftwiderstand, so 
hat man die Ansatze (1) und (2) auf der linken Seite zu ver-

vollstandigen durch die Glieder B ~: bzw. b ~: wie folgt: 

lJ d2t'} + Bdt'} + gHl} + N dqJ = 0 
dt2 dt dt' 

(20) • d2qJ dqJ dt'J 
J dt2 + bTt + qhqJ-NTt = o. 

Diese beiden Ansatze umschreiben die freien Schwingungen 
des' aus Schiff und Kreisel bestehenden Systems. Die Stabilitats
bedingungen finden sich aus der Forderung, daB die Gleichung 
vierten Grades: 

I J l2 + B l + QH N l 1= 
I - N 1 i l2 + b l + q hi 0 

keine Wurzeln mit positiven reellen Anteilen aufweisen darf, die 
iibrigens bei dem System Schiff-Kreisel im allgemeinen stets als 
erfullt angesehen werden darf. 
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Will man auch die erzwungenen Schwingungen (Schiff im 
Seegang) untersuchen, so ist auf der rechten Seite der ersten 
Gleichung (20) noch ein periodischer, dem EinfluB der Meeres
wellen auf das Schiff Rechnung tragender Ausdruck,etwa P coso t 
fur einfache harmonische Bewegung, hinzuzufiigen. 

Der Untersuchung des Gleichungssystems (20) ist eine aus
gedehnte Literatur gewidmet, auf die wir verweisen. Deren Er
gebnisse bestatigen im allgemeinen die praktischen Erfahrungen, 
die durch die Fig. 234 und 235 naher beleuchtet werden . 

Fig. 234. Unrerdriickung der 
SchiffBschwingungen durch die 

Kreiselwirkung. 

~ -
- -

~ l-'-l -

~-L~ . 
t-bf-l ,:t. 

'I J S 7 9 " tJ IJ "0 1I1J1S 
Sd>~"'fIvnyM lies Schffes 

Fig. 235. Dampfung der Schwingungs· 
weiten des Schiffes: I ohne Kreisel; 

II mit Kreisel. 

Bei einer der Ausfuhrungen des S c h li c k schen Schiffskreisels 
beim Dampfer "Silvana" waren folgende zahlenmaBigen Verhalt
nisse zu wahlen: 

Q = 850000 kg 
H=0,4 m 
J = 555000 Il1kgjsec 2 

q = 6000 kg 
h =;= 0,02 111 

j = 150 mkgjsec 2 

Ausgedehntere Verwendung hat der Schlic ksche Schiffskreisel 
nicht gefunden, weil er eine aufll1erksall1e Steuerung im Betriebe, 
namentlich im schweren Seegang erheischt, und vor allem weil 
der Schlingertank von Frahm 134) eine wesentlich einfachere 
Anordnung bei gewunschter Leistungsfahigkeit bietet. 

Aus ahnlichen Grunden hat sich die Verwendung des Kreisels 
zur Stabilisierung von Flugzeugen, insbesondere zum Schutz 
gegen seitliches Kippen, trotz vieler Versuche nicht einfuhren 
konnen. 

II. Nach der Erorterung des Schiffskreisels konnen wir uns bei 
der Stabilisierung der Einschienenbahn 135) (Fig. 236) kurzer fassen. 

Der Einschienenwagen wird eben so wie das Schiff als Schwin
gungssystem betrachtet, das jedoch la bil ist, weil sein Schwer
punkt uber dem Unterstutzungspunkte liegt. 
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Seine Gleichung lautet: 

(21) J d2 {} _ QH{} = -N~) . 
dt 2 dt 

Das Minuszeichen beim Gliede 
Q H {} ist hier das Kennzeichen 
der Labilitat. 

Fur den Kreisel liegen nun 
zwei Moglichkeiten vor: ent
weder kann er im Wagen so 
aufgehangt werden, daB sein 
Schwerpunkt unterhalb des 
Unterstutzungspunktes liegt 
(stabile Aufhangung), oder die 

Fig. 236. Einschienenbahn. 

Aufhangung kann wie in Fig. 233 labil gewahlt werden. 
Die theoretische Untersuchung zeigt, daB bei der Einschienen

bahn nur die labile Aufhangungsart des Kreisels moglich ist; seine 
Gleichung muB also lauten: 

(22) 
. d2 cp d{} 
J-d 9 -qhcp=+N -d · 

t" t 

Denn aus (21) und (22) findet sich die charakteristische 
Gleichung: 

(23) I
J).2_ QH N)' 1=0 

-N), j).2- q hl 
die entwickelt liefert: 

(24) Jj).4 + (N2 - Jqh - jQH)).2 + QH qh = O. 

Sollen hier vier rein imaginare Werte ). entspringen, so mussen 
aIle Beiwerte positiv sein. Dies ware aber beim absoluten Gliede 
nicht der Fall, wenn h im Ansatz (22) positiv, stabiler Kreisel
aufhangung entsprechend, eingesetzt ware. 

Abgesehen hiervon muB natiirlich sein: 

N2 - J q h - j Q H > 0 

und die Diskriminantenbedingung von (24) erfullt werden: 

(N2 - J q h - q h J) 2 > 4 Q H q h J j . 
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Ein so beschaffenes System wlirde also, konstantes N und 
absolute Abwesenheit von Dampfungen vorausgesetzt, dauernd 
stabil schwingen. 

Die Dampfungen aber, die wir ganz analog wie beim Schiffs-
d{) d qJ 

kreisel durch die Glieder Bdi und bat einfiihren konnen, haben 

aber, ganz entgegengesetzt ihrer sonst bekannten Wirkung, bei 
der Einschienenbahn wiederum Labilitat zur Folge. 

Dies sieht man wieder aus der eharakteristischen Gleichung: 

(25) {Jj).4 + (Jb + jBP3 + (N2 -QHj - qhJ +Bb)).2 

- (QHb + qhB))' + QHqh = O. 
DeIm das Glied mit). muB, wenn Stabilitat moglich seill soH, 
unbedingt positiv sein, was nul' zu erreichen ist, wenn von den 
Dampfungskonstanten B und b die eine negativ gewahlt wird. 
Das bedeutet aber, daB die eine del' beiden Koordinaten if und (p 
des Systems yon einer Kraftwirkung beeinfluBt wird derart, daB 
sie den Ausschlag {) 01er cp zu vergroBern sucht proportional der 
augen blicklichen Gesch windigkeit. 

Auf der Einfiihrung einer derartigen neg a t i ve n Dam p fun g 
beruht das Einschienenbahnsystem von Brennan und sein Pa
tent. Die Wirkung wird dadurch erreicht, daB der Kreiselrahmen 
innerhalb des Wagens durch motorischen Antrieb kiinstlich in 
seiner jeweiligen Bewegungsrichtung beschleunigt wird. Nur so 
ist es moglich, den Wagen zu stabilieren, indem durch die Be
schleu.nigung des Kreiselrahmens die den Wagen aufrichtenden 
Momente verstarkt werden. Andererseits muB aber der Wagen 
selbst genligend gedampft seill, damit in Gl. (25) das Glied mit ).3 

bei negativem b positiv gemacht werden kann, sonst ware die 
Stabilisierung eben falls unmoglich. 

,~.------- ea 500 efn. 

JOO lIP 

Fig. 237. Whiteheadtorpedo. 

III. Der Behandlung des Torpedogeradlaufapparates 136) 

schicken wir einige Angaben liber eine altere Torpedobauart, 
etwa aus dem Jahre 1900, naeh Fig. 237 voraus. 
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Die Maschinenstarke eines solchen Geschosses betrug etwa 
60 PS, die Propellerumlaufzahl lOoo/min, die groBte SchuBent
fernung 600 m, die Laufgeschwindigkeit 15 m/sec. 

Del' Hauptteil des Geradlaufapparates ist ein kardanisch auf
gehangter Kreisel (Fig. 238), dessen Achse in die SchuBrichtung 
falIt. Weicht der Torpedo aus irgendeinem 
Grunde aus diesel' Richtung in horizon taler 
Ebene ab, so sucht del' Kreisel diese Rich
tung beizubehalten. Seine Achse macht 
demnach eine Relativbewegung innerhalb 
des Torpedogehauses, deren Krafteuber
schuB benutzt wird, um das Steuerventil del' 

Schuss
' Hlch/Llng -

Rudermaschine des Torpedos zu betatigen. Fig. 238. Gemdlallfapparat 
nach Obry. 

Einen tlberblick uber den Zusammen-
hang des Steuerungsvorganges mit del' Kreiselwirkung ulld- die 
Stabilitatsbedingungen liefert die folgende Betrachtung. 

In Fig. 239 sei del' Torpedo des Tragheitsmoments J um die 
Vertikale um den Winkel x aus seiner Laufrichtung LL ab
gelenkt; das Ruder sei 
um den Winkel y ge
legt. Das del' Ruder
legung entsprechende, 
auf das Schiff steuernd 
wirkende Moment Fig. 239. Zum Steuervorgang beilD Whitehealltofpodo. 
setzen wir y propor- d x 
tional und wir nehmen eine Dampfung B de del' Schiffsbewegullg 

an. Dann entsprillgt folgende Differelltialgleichung fill' den 
eigentlichen Steuerungsvorgang: 

(1) 
d 2 x dx 

J - + B -- -+ ay = O. 
dt2 dt 

Die Kreiselachse im Torpedo kann nun del' ursprullglichen 
Laufrichtung LL, in die er eingestellt gewesen sein moge, nicht 
genau parallel bleiben; sie wird vielmehr infolge del' Reibungs
krafte, die die kardanischen Ringe auf sie ubertragen, und des 
Widerstandes, den das Steuerventil del' Rudermaschine bietet, 
kleine Abweichungswinkel von LL zeigen, die in horizontaler 
Ebene mit {}, in vertikaler mit f{J benannt sein mogen. 



396 X. Die Kreiseltheorie in der Technik. 

Der Kreisel habe den Drall N und seine beiden Tragheits
momente, die den Koordinaten {} und cp entsprechen, seien, ein
schlieBlich der von den kardanischen Ringen herkommenden 
Tragheitswirkungen, 8 1 und 8 2 , Die Krafte, die auf die karda
nischen Ringe wirken, mogen den Charakter linearer Dampfungen 
haben, was auch hinsichtlich des Widerstandes, den das dreh
schieberartige Steuerventil der Rudermaschine der Relativ
bewegung der Kreiselachse im Torpedogehause bietet, giiltig sei. 

Dann gilt fUr das Ausweichen der Kreiselachse in horizontaler 
Ebene die Gleichung: 

d2 {} d({}-x) dq) 
(2) 8 i -aX2 + bJ -a;t- -- + N at = 0 

lind in vertikaler Ebene: 

(3) 

I} und cp sind absolute Koordinaten im Raume, -I} - x ist die 
relative Koordinate in horizontaler Ebene gegenuber dem Tor
pedo; cp ist gleichzeitig relative Koordinate in vertikaler Ebene, 
weil der Torpedo in vertikaler Ebene keine Bewegung ausfiihrt. 

Der Relativdrehung {} - x entspringt die Steuerwirkung; die 
Ruderlegung y ist proportional ihrem Zeitintegral: 

(i\:a) y = J e {1'} - x) dt 
o 

oder nach Differentiation: 

(4) 
dy at = e (fJ - x) , 

Die vier Gleichungen (1), (2), (3) und (4) beherrschen den 
ganzen Steuervorgang, dessen Stabilitat abhiingt von den Vor
zeichen der Wurzeln 1 der charakteristischen Gleichung: 

J12 +B1 a 0 0 

e 1 -(1 0 = O. 

+N1 I 
82 12 + b2 1 I 

o 
o 

Die Untersuchung dieser Gleichung und die Entwicklung der 
Bewegungsintegrale ergibt so kleine Schwingungen des Kreisels 
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urn seine Mittellage, daB die Verdrehung des Steuerventils tat
sachlich der Abweichung des Torpedos aus der Lauflinie LL 
proportional wird. 

Der Kreisel eines Obryapparates, der zu dem oben ge-
kennzeichneten Torpedo gehort, zeigt folgende Konstanten: 

Schwungringdurchmesser: 76 mm 
Gewicht : 800 g 
Drehgeschwindigkeit: 9000 UmdrehungenjMin. 

Gegenuber dem Whitehead torpedo braucht der Ho
well tor p e do, der eine verfehlte Bauart darstellt, nur kurz 
besprochen zu werden. 

Eigenartig ist bei dieser Bauart nach Fig. 240 zunachst · der 
Schraubenantrieb, der von der lebendigen Kraft eines schweren, 

Fig. 240. 

mittschiffs angebrachten Schwungrades (ca. 150 kg) besorgt wird. 
Die erforderliche anfangliche Umdrehungszahl 10 000 in der 
Minute wird dem Rade vor dem AbschuB von auB.en durch 
Kupplung mit der Welle einer Dampfturbine erteilt; die Ab
nahme der Laufgeschwindigkeit des Torpedos infolge Abnahme 
der lebendigen Kraft des Schwungrades wird durch automatische 
Erhohung der Schraubensteigung gegen Ende des Laufes aus
geglichen. 

Gleichzeitig mit dem Antrieb hat das Schwungrad als Kreisel 
die Seitenstabilierung zu besorgen. Diese Wirkung kommt nach 
Fig. 241 zustande bei einer seitlichen Drehung der Torpedoachse 
im Sinne des Pfeiles 01' in- ~ 
dem sich der dieser ent- ~ _;)kl{. 
sprechende Drehvektor 0'2 f5z tZ k1 kz ::' 
mit dem Impulsvektor N N T; 
des Schwungrades zusam. Fig. 24l. 

mensetzt. Daraus ergibt sich eine Krangung des Torpedos 
im Sinne des Pfeiles leI' Der dieser Drehung entsprechende 
Vektor le2 = lea setzt sich wieder mit N zusammen, wodurch eine 
Zll 01 entgegengesetzte Seitenablenknng le, hervorgerufen wird. 
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Man kann auch die Differentialgleichungen fiir die Schwin
gungen der Torpedoachse um die Laufrichtung leicht aufstellen. 

1st cp die Koordinate fiir die Seitenabweichung, 'Ij1 die fur die 
Krangung, J 1 das Torpedotragheitsmoment um die vertikale 
Achse, J 2 das um die Langsachse, dann gilt fur die Bewegung 
in der cp-Richtung: 

d2 cp d'IjJ 
J 1 dt2 -+- N de = 0 

und in der 'Ij1-Richtung: 
d2 '1j1 dcp 

J 2 - dt2 -- N de ~ 0 . 

Durch Entfernung von cp ergibt sich als Schwingungsghlichung 
der Torpedoachse in der Seitenrichtung 

d3 cp N2 dcp 
dt3 + JJ2 (E = 0, 

deren allgemeines Integral mit X~~ = c2 lautet: 

cp = A + Bcos c t + Osin ct. 

Aus diesem Ansatz sieht man, daB eine zu irgend einer Zeit 
vorhandene Seitenabweichung, die z. B. durch eine zufallige 
Krangung hervorgerufen werden kann, wie sich aus dem Anblick 
der Vektorpfeile in Fig. 241 sofort ergibt, bestehen bleiben muB. 
Deshalb ist der Howelltorpedo von der Marine der Vereinigten 
Staaten, bei der er eingefuhrt war, wieder verlassen worden 137). 

§ 84. Der Kreisel als ortliches Orientierungsinstrument 138). 

Die Orientierungsaufgaben, die sich der Kreiseltechnik bieten, 
k6nnen entweder 6rtlicher oder terrestrischer Natur sein. 
Bei den ersteren handelt es sich meistens um die Ermittlung 
der Lotlinie oder des Horizontes relativ zu einem Fahrzeug bei 
Bewegungen des letzteren innerhalb eines kleinen Bereiches der 
Erdoberflache. Die terrestrische Orientierung dagegen er
streckt sich auf Bewegungsvorgange in ihrer Beziehung zum 
Erdmeridian und beruht auf den Wirkungen der Relativbewegung 
zwischen Kreisel und Erde (KompaBkreisel). Wir widmen ihr 
also einen besonderen Abschnitt und besprechen im gegenwartigell 
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lediglioh die wiohtigsten Anwendungen des Kreisels fUr Zweoke 
der ortliohen Orientierung. 

1. Der kiinstliohe Horizont von Fleuriais. 
Eine wiohtige Aufgabe der Ortsbestimmung auf See fordert 

die Festlegung der GestirnhOhe, d. h. des Winkels SBH, wo S 
den Stern, B den Beobachter, H die Riohtung zum Horizont 
(Fig. 242) bedeutet. Gemessen wird der Winkel mit Hilfe des 
Sextanten, der durch eine dop
pelte Spiegelung a, b das Bild 
des Sternes mit dem Bild des 
Horizontes zur Deckung bringt. 

,S 

Die Hohe h ergibt sich hierbei "i--

als doppelter Drehwinkel2 <X des H-----L-l~----
Spiegels a aus seiner auf BH ,'~! 
senkrechten Lage. :""l 

Dieses Verfahren ist nur an-
Fig. 242. Prinzip des Spiegelsextanten. 

wendbar bei hellem, ruhigem Wet-
ter. Bei Nebel oder Sturm versagt der natiirliche Horizont, so daB 
man zum kilnstlichen iibergehen muB. Einen solchen hat der 
franzosische Kapitan Fleuriais (1886) angegeben. Dieser Hori
zont wird geliefert durch einen schweren symmetrischen Kreisel 
nach Fig_ 243. 

flfrosco,tJiScll81' Horizon! nacll fieIJl'iois 
Fig. 243. 

Auf dem Rande des Rotationskorpers sind diametral einander 
gegeniiber zwei plankonvexe Linsen angeordnet, die gegenseitig 
auf ihren einander zugekehrten Planseiten enthaltene schwarze 
Striche in das Sextantenfernrohr abbilden. 1m Fernrohr sieht 
man dann den schwarzen Strich als Horizont und daneben in 
der iiblichen Weise an a, b abgebildet den Stern S. 

Das Instrument wirkt also nach dem Gesetz der Erhaltung 
der Richtung der Kreisellwhse bei Abwesenheit von auBerell 



400 X. Die Kreiseltheorie in der Technik. 

Kraften. Insofern der Luftwiderstand und die Spitzenreibung 
Krafte ausuben konnen, ist der Kreisel mit der Erscheinung der 
Prazession behaftet; auBerdem richtet sich die Kreiselachse in
folge der Spitzenreibung auf. 

Diese Einflusse sind bei der Beobachtung des Horizontstriches 
zu berucksichtigen, was groBe Dbung verlangt. Der Fleuriais
sche Horizont ist in der franzosischen Marine eingefuhrt. 

II. Das Kreisellot dient zur Festlegung der Lotlinie und 
damit des Horizontes auf Flugzeugen, deren Schraglage damit 
auch in der Dunkelheit beurteilt werden kann. 

Das Lot besteht aus einem Kreisel mit senkrecht stehender, in 
einem kardanischen Gehange gelagerter Figurenachse; sein Schwer
punkt liege urn das MaB hunter dem Mittelpunkt des Gehanges. 

Befand sich die Figurenachse zu irgendeiner Zeit in der Richtung 
der Schwere, so liegt AniaB zur Abweichung aus dieser nur vor im 
FaIle des Vorhandenseins auBerer Krafte neben der Schwerkraft. 

1m Flugzeugbetriebe kommen auBer den beim Fleuriais-Hori
zont genannten Reibungskraften besonders storend die Beschleu
nigungswirkungen der Flugzeugbewegung x in Frage, namlich die 

eigentlicheMassenwirkung m ~2t: und die ZentI:ifugalkraft 

; (~~) 2, wo eden augenblicklichen Bahnradius bedeutet. 

Die Summe dieser Beschleunigungskrafte werden wir im 
folgenden mit K und als unveranderlich nach GroBe und Richtung 
annehmen, wie in der Fig. 244 gezeichnet. 

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen orientieren wir 
die Figurenachse durch ihre nur kleinen Abweichungen {} und "I' 
von der Lotlinie. Die diesen Koordinaten entsprechenden Trag
heitsmomente der Kreiselanordnung seien J 1 und J 2 (einschlieB
lich der Anteile der kardanischen Ringe), die auBeren Momente 
IDlD> und IDl'l" Die Beschleunigungskraft K sei in horizontaler 
Bbene gegen die 1jJ-Ebene urn den Winkel tX geneigt. 

Dann werden die Bewegungsgleichungen einfach 

(1) 
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Die rechts stehenden Momente enthalten die Wirkung des 
Kreiselgewichtes G und der Beschleunigungskraft K und lauten: 

{ 
ilJ(·o = - G h {} + K h cos 0(, , 

(2) 
ilJ('/' = - Ghll' + K h sin 0(, • 

N 

Fig. 244. Kreisellot. 

Nach Division der Ansatze (1) durch J 1 bzw. J 2 und Ersetzen 
der rechten Seiten von (2) durch - G h 7J. bzw. - G h if entspringt 
das neue Gleichungssystem: 

{ 
~t~ + a~ ~ + WI ~.~ = 0 , 

d2 ljJ 2 _ d{} 
dt 2 + a~ 1jI - 0)2 fit = 0 , 

(3) 

wo die Koordinaten 

- Kh 
'I'i = {} - ·-cosO(, und 

J1 

Hart, SchwingungRlehre. 2. Aul!. 

.. Kh 
'If! =1/' _.- _.- cos 0(, 

J 2 

26 
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sich auf die konstante Abweichung der Kreiselachse von der wahren 
Lotlinie, die bei nicht vorhandenem Drall durch die Beschleu
nigungskraft K hervorgebracht wird, als Anfangslage beziehen. 

Dab~ haben die GroBen W l = ~ , (1)2 = ~ , 0 1 = V~; ; 
02 = V~: die Dimension von Winkelgeschwindigkeiten. 

Das System (3) liefert zur Bestimmung seiner aUgemeinen 
Losung 

(4) {
'{J = A eAt , 

1J1 = Bei.!, 

filr A. 2 die Determinante 

i A 2 + Hi 
(5) 

i -W~A 

aus der sich zunachst A2 findet neben: 

At WI A2 + o~ 
jj2 = - w-; A 2 + or ' (6) 

7) A2 = _ or + o~ + ~1 W 2 + V(of+-o~ +~~~~ - 40io~ . 
2 - 2 

Da aber hier das Glied (or + oi + WI ( 2 )2 unter der Wurzel das 
andere betrachtlich uberwiegt, weil WI und w2 den groBen Drall 
des Kreisels enthalten, so kann die Wurzel angenahert aus
gezogen werden und wir finden 

(8) A2 = ~L+ o~ + w~ W2_ [_ 1 + (1 _. ~ or o~_).lf . 
2 l - (or + oi + WI (2)2 

Demnach entspringen fur A2 ZWeI negative Naherungswerte, 
namlich 

2 ar o~ At = - - ~ --- ---- und A.~ = - (or + a~ + WI ( 2 ) • ar + o~ + WI W 2 
(9) 

Diese Werte entsprechen zwei Schwingungsdauern 

T - 2.71 und 2.71 
I - Al T2 =~' 

von denen T 2' falls nur der Drall N so groB gemacht wird, daB 
or + o~ gegenuber (1)1 (1)2 verschwindet, unmerklich klein wird. 
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FUr die Losung von 0. und 1jJ bleibt also nur Tl bz\\,. 11 ubrig 
und wir konnen genugend genau schreiben: 

Iff. = If - ~~ COSiX = Al e-iA,t + At e+iJ"t , 

- Kh "I " t 
ljJ = '1/' - TCOSiX = BI e- lA , + B2 e+"", • 

2 

(10) 

Die Beziehung (6) 

A2 WI li + a~ 
B2 0)2 1; + o~ 

2 2 
• 1 ~~ verwandelt slCh aber wegen des Naherungswertes Al = - --

WI W 2 

und mit Bezug auf die Erklarung flir fil , O2 , WI' W 2 in 

A2 
B2 = -1, 

woraus folgt: 

so daB wir statt (10) erhalten: 

Kh "t " IJ - -COSiX = A e- lA, + A e+lA,t J 1 1 2' 

Kh 'A "t· " t '1/' - J-'COSiX = -~ 1 e-"" + ~A2 e+"'" 
2 

Nach Einfuhrung der zyklometrischen Funktionen 

e+iA,t = C08A1 t + i sinAl t , 

e-iA,t = cosl1 t - i sinAl t 

und mit den neuen Konstanten 

findet man 

{} - ~ h COSiX = A' COSA1 t + A"sinAI t , 
1 

Kh. A" 1 A"l V' - J
2 

-SlniX = - COSAI t + SIllAl t , 

26* 
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aus welchen Ansatzen sich durch beiderseitiges Quadrieren und 
nachheriges Addieren ergibt: 

( 
<l K h )2 ( K h.)2 / " 

1f - -- COS tX + 11' - - - sm tX = A 2 + A 2, 
J 1 J 2 

d. h. die Kreiselachse beschreibt bei unveranderlicher 
und unveranderlich gerichteter horizontaler Beschleu
nigungskraft eine regulare Prazession 11m die scheill
bare Lotlillie. 

Der halbe Offllungswinkel des Prazessionskegels tg 1'J 0 wird 

K 
tg {}o = G 

oder illl Falle die Kraft K eine reine Zentrifugalkraft der F1ug
zeuggeschwindigkeit V in der Bahnkrummung e ist: 

V2 
tg{}o =

ge 

Bei Flugzeugen sind Bahngeschwindigkeiten von 40 m/sec in 
Krummungen von 40 m Radius keine Seltenheit. Damit wird aber 

40· 40 
tg {}o = 9,81. 40 = 4,08 , 

was einer scheinbaren Lotabweichung von uber 76° entspricht. 
In solchem FaIle durfte aber das Kreisellot keine auch nur an
nahernd genugende Orientierungsmoglichkeit bieten. 

Diese Prazession des Kreisellotes tritt zuruck bei reinen Flieh
beschleunigungen, da deren Wirkungen bei den raschen kleinen 
Wcndungen des gewohnlichen Rechts- und Linkssteuerns sich 
herausheben und bei lang sam beschriebenen groBeren Kurven 
durch die Dampfung des Kreiselpendels hintangehalten werden. 
Dagegen lassen die kurzcn, meist immer in derselben Richtung 
wirkenden Beschleunigungen rascher B6enstoBc, die vom Flieger 
langsam pariert werden, einen einseitigen Ein£luB auf das Kreisel
lot zuruck und veranlassen dieses Z11 einer Prazession, die oft 
erhebliche Abweichungen von der wahren Lotlinie zur Folge 
haben kann. 

III. Der geringe Erfolg der bisherigell Versuche, auf Flug
zeugen den wahren Horizont anzeigen zu lassen, hat bewirkt, 
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daB man sich in der Praxis mit Instrumenten begnugt, die dem 
Flieger angeben, ob sich sein Flugzeug in der richtigen Quer
neigungsgleichgewichtslage befindet und ihm uberdies ein Urteil 
daruber ermoglichen, 
in welcher Kurven
krummung er gerade 
fliegt. 

Ein besonders 
wirksames Instru
ment dieser Art ist 
der Steuer zeiger 
von Drexler 139) . 

Sein wesentlicher Teil 
ist nach Fig. 245 ein 
Kreisel 1, mit langs
schiffs gerichtetem 
DraB, dessen Rah
men 2 um die Schiffs
q uerachse dreh bar ist. 
Die Rahmendrehung 
im Instrument iiber-
tragt sich durch 
eine Stangenverbin-

Fig. 245. Schnitt durch den Stcum'zeiger VOll Drexler. 

dung 3-4 auf einen Zeiger 5 und 
erhalt durch eine Feder 6 cine 
Richtkraft relativ zum Gehause 
des Instrumentes. 

Steuert jetzt das Flugzeug mit 
der Bahngeschwindigkeit V und 
der Querneigung cp in horizon taler 
Ebene eine Kurve mit dem Krum
mungsradius e, so wird damit 
dem Kreiselrahmen eine Dreh-

h . d' k' V gesc WIn Ig eit y = - cos cp um 
e 

die Flugzeug-Vertikale aufgezwun - lfig. 246. Zur Theorie des Drexler-
Steuerzeigers. 

gen, auf die er mit einem Mo-
ment Ny antwortet. Dieses wird von der Feder 6 aufgenommen, 
deren Spannkraft nach Fig. 246 mit dem Zeigeranschlag ver-
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knupft ist. 1st X die 1!'eder
Hinge im gespannten Zu
stand, so wird, wenn x groB 
ist gegen die Lange der 
ungespannten Feder, die 
Spannung F mit x pro
portional 

F=/x. 

Das Moment in bezug auf 
den Zeigerdrehpunkt ist 
aber 

Fh = /hx = /arsinlX. 

Diesem Moment halt die 
am Hebelarm b COSIX an
greifende, vom Deviations
moment des Kreisels 

N y sin (; - IX) herruh -

rende Kraft P der Stange 3 

P = NycoslX = Ny 
b cos IX b' 

wenn c = b, ist das Gleich
gewicht: 

/ a r sin IX = P b cos IX 

= Nvcos{)( 
oder 

VNcoscp 
etg lX = / ar 

Rier stehen aber rechts, 
abgesehen von der Quer
neigung cp, neben der ziem
lich gleichbleibenden Flug
geschwindigkeit V lauter 
Apparatkonstanten, woraus 
sich die Eigenschaft des In
strumentes, durch gr6Berc 
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Zeigerausschlage scharfere Krummungen anzuzeigen, ergibt. Geht 
das Flugzeug aus der Krummung wieder zum Geradeausflug 
uber, so verschwindet N v und die Federkraft bringt den 
Kreiselrahmen widerstandslos in seine Mittellage zuruck, weil 
er in bezug auf das Flugzeug nur einen Freiheitsgrad hat. 

In Verbindung steht ubrigens mit dem Steuerzeiger ein Pendel
neigungsmesser (Ziffer 9 auf Fig. 245 und Fig. 247), der libellen
artig als Glasrohr mit einer flussigkeitsgedampften Stahlkugel 
ausgebildet ist. Beim regularen Kurvenflug mull die Stahlkugel 
ihre Mittellage einnehmen, wahrend der Zeiger des Instrumentes, 
wie oben dargelegt, Aufschlull uber die GroBe der augenblick
lichen Kurvenkrummung gibt. Diese beiden Angaben genugen 
aber fur eine sichere Steuerung des Fahrzeuges. 

Die am Steuerzeiger ubrigens noch vorgesehene Nachdreh
vorrichtung (Ziffern 7, 8, 10 auf Fig. 245) fur die Libelle hat die 
Aufgabe einer Korrektur der regularen Kurvenlage, wie sie durch 
die Eigenart mancher Flugzeuge bedingt ist und steht auller Be
ziehung zu den Erorterungen dieses Abschnittes. 

§ 85. Del' KompaBkreisel. 

Das Verdienst, zuerst auf den Kreisel als Hilfsmittel zur 
Orientierung an der Erdoberflache hingewiesen und die erste 
Grundlage zu den fur die Losung del' Aufgabe notigen theore
tischen Betrachtungen gelegt zu haben, gebuhrt Foucault 140). 

~. Von den Kreiselanordnungen, die er behandelte, interessiert 
uns heutzutage zunachst die in Fig. 248 dargestellte. Ein Kreisel 
iilt mit seiner Figurenachse AB in einem Bugel ADB gelagert, 
der von einer Stange DE getragen wird. Die letztere steht senk
recht auf AB und kann sich in del' Hulse eines Statives sehr leicht 
drehen. Wie in der Figur gezeichnet, wird das Stativ so auf del' 
Erdoberflache aufgestellt, dall ED in die Zenitlinie fallt; die 
Kreiselachse AB kann sich dann nur in der Horizontalebene 
(Tangentialebene an die Erdoberflache) bewegen. 

Die Erddrehung w wird im Sinne un serer fruheren Definition 
durch einen yom Erdmittelpunkt nach dem Sudpol hin gerich
teten Pfeil dargestellt. Diesel' Drehvektor wirkt auf den Kreisel 
ein, und zwar wenn der Apparat linter einer geographischen 
Bl'eite cp aufgestellt ist, mit einer zum Erdmittelpnnkt gerichtetell 
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Komponente ill sing; und mit einer in der Meridianebene nach 
Sliden gerichteten Komponente ill cosg;. 

Die Komponente ill sing; ist diejenige relative Winkelgeschwin
digkeit, mit der sich die Erde unter dem Kreisel hinwegdreht; 
da wir die Flihrung der Stange im Stativ als reibungslos an
genommen haben, hat sie keinen EinfluB auf die Bewegung des 
Kreisels in der Horizontalebene. 

Norc(pol 

I 
I 

(Erd_' . 

Fig. 248. HorizontkreiseI. 

Dagegen ist die Komponente ill cosg; eine Winkelgeschwindig
keit, die dem Kreisel von seiten der Erddrehung aufgezwungen 
wird. Sie hat, wenn die Kreiselachse einen Winkel 1p mit dem 
Pfeil ill cosg; einschlieBt, nach unserem Hauptkreiselsatz ein 
Moment zur Folge von der GroBe 

K = N ill cosg; sin II' , 

welches bestrebt ist, die Kreiselachse in die Richtung von ill cosg; ,. 
d. h. in die Meridianebene zu drehen. Die Achse des Moments k' 
£aUt mit der Lotlinie ZUSfimmen und sucht den Winkel1p zu ver
kleinern. Es wirkt beschleunigend auf die drehbaren Teile des 
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Apparates, deren gesamtes fUr die Drehung in Betracht kommen
des Tragheitsmoment J sei. Dann haben wir fur die Bewegung 
der Kreiselachse in der Horizontalebene die Differentialgleichung 

d2 1.fJ J -_. = - N W cos':p sin 'I' dt 2 • 
(1 ) 

Diei:l ist aber nichts anderei:l als eine Schwingungi:lgleichung, derell 
Form wir fur kleine Ansschlage'l' schreiben konnen 

(2) d2 'I' dt2 + x~ 'I' = 0 . 

mit 

x 2 = N w cos':p = 0 flW cOS':p 
J J 

Die Kreiselachse muB also eine Schwingung um den Meridian 
in del' Horizontalebene vollziehen und wird sich, bei geeigneter 
Dampfung, nach einiger Zeit in den Meridian einstellen. Die 
Schwingungsdauer, die mit einer derartigen Anordnung zu er
reichen ist, findet sich zu 

Um einen Anhalt fUr die GroBenordnung der Schwingungs
dauer zu erhalten, genugt es, die Tragheitsmomente 0 und J 
einander- gleich und cOS':p = 1 (am Aquator) zu setzen. Dann 
wird x = i flw, WO Ji bei 18000 minutlichen Umlaufen des 
Kreisels = 200·2 n und W = 2 nj24 . 60· 60 zu setzen ist. x er-

halt dann den Wert ,In und es wird T = 2 y72 = 12 V2 = 17 sec. 
r 72 

Zur Abschatzung der GroBe des Richtmoments K setzen wir 
einen Schwungring von 1000 g Masse, reduziert auf 4 cm Trag
heitsradius, voraus; dann wird 

und 
o = 1000.42 = 16000 cgx 

On2 
K = 0 fl OJ = 72 = 2200 dyn . cm = 2,2 gx . cm. 

Es ist klar, daB ein Kreiseleffekt von solcher Kleinheit den 
Wirkungen der Reibung (die hier auBer Ansatz blieben) gegen-



410 x. Die Kreiseltheorie in der Technik. 

fiber nicht zur Geltung kommen kann, woraus die Schwierigkeit, 
derartige Konstruktionen brauchbar herzustellen, klar zutage 
tritt. 

2. Eine zweite Kreiselanordnung, die ebenfalls Foucault 140) 

behandelte, ist in Fig. 249 dargestellt. Hier findet sich die Kreisel
achse AA in einem kreisformigen Ring ABAB gelagert, der seiner-

Nod(po/ 

Fig. 249. Meridiankreisel. 

seits um eine zum Parallelkreis parallele Achse BB drehbar in 
einem -Gestell DE angeordnet ist. Die Kreiselachse kann sich 
also nur in der Meridianebene bewegen. 

Bildet sie in dieser mit dem Horizont der Winkel {}, so 

schlieBt sie mit der Erdrotation den Winkel {} + ; - cp ein. 

Dann wird das Moment, welches die Kreiselachse in die Rich
tung von w zu drehen sucht: 

K=-NwSill(H+; --rp). 
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Entsprechend der vorher behandeiten Kreiselanordnung ergibt 
sich hier als Schwingungsgleichung: 

(3) 

In diesem FaIle vollzieht die Kreiselachse in der Meridianebenc 
ihre Schwingung um die zur Erdachse paraIleIe Richtung von (J), 

wurde also llach Einstellung in die Ruhelage dic geographischc 
Breite zu ermittelll gestattcn. 

Fig. 250. Prinzip des KompaLlkreisels. 

3. Die heute als KompaBkreisel bellutzte Anordllung ist 
cine Kombillation der beiden Fo uca ultschen Versuchskreisel, 
mit einer Abandcrullg, die gleich besprochen werden wird. EillC 
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bloBe Vereinigung der beiden Bauarten wiirde einen symme
trischen Kreisel von drei Freiheitsgraden in einem kardanischen 
Ringsystem ergeben, dessen Achse sowohl in der Horizontal
wie in der Meridianebene beweglich ist. Diese Eigenschaft hat 
der heutige SchiffskreiselkompaB (von Anschiitz-Kampfe)l41) 
ebenfalls, nur mit dem Unterschied, daB die Kreiselachse nicht 
<lurch den Mittelpunkt des kardanischen Ringsystems geht, 
sondern tiefer liegt. 

In Fig. 250 ist das Prinzip <ler Anordnung <largestellt. BB 
und ED sind die beiden kardanischen Achsen, M sein Mittel
punkt. Die Kreiselachse AA ist durch eine Stange mit Biigel 
an der Achse BB aufgehangt, auf der sie im iibrigen senkrecht 
steht. Der Schwerpunkt des ganzen urn BB drehbaren Apparat
teiles mit der Masse m liegt urn die Strecke M S = a tiefer als M. 

Die Drehungen der Biigelebene BDB bzw. deren Normalen MG 
gegeniiber der Meridianebene werden durch den Winkel 'lfJ ge
messen, der positiv genommen wird, wenn, wie inder Figur, das 
Nordende der Normalen von BDB Westabweichung zeigt. 

Die Erhebungen der Kreiselachse AA bzw. deren Paral
lelen MF iiber den Horizont werden dutch den Winkel {} ge
messen, und zwar gelten die Erhebungen des Nordendes der 

Kreiselachse positiv. 
In der Figur ist der 

Deutlichkeit halber das 
Siidende der Nadel als 
iiber den Horizont er
hoben angenommen. 

In Fig. 251 ist eine 
diesem Schema entspre
chende Ausfiihrung dar
gestellt. Daskardanische 
Ringsystem ist ersetzt 
durch einen Schwimmer 
S(an dem der Kreisel A 
hangt), der in einem ring-

Fig. 251. KompaBkreisel nach Anschiitz'Kampfe. formigen, mit Queck
silber Q gefiillten G€

faB K beweglich ist. Diese Aufhangung liefert sofort die Dreh
moglichkeit urn cine Vertikale wie auch in der Meridianebene. 
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Die Ebene MAA, die die Kreiselachse enthiHt, dreht sich im 
Raum um den Erdradius mit einer Winkelgeschwindigkeit 

w sinrp + ~~; es ist dies eine Winkelgeschwindigkeit, die wir 

als Prazessionsgeschwindigkeit der Kreiselachse auffassen konnen. 
SchlieBt nun die Kreiselachse, wie in der Figur gezeichnet, mit 
der Achse der Prazession (hier der Erdradius) einen Winkel 
lr 2 - {f ein, so findet sich als Folge der Prazession daR Moment 

der Kreiselwirkung um die Achse BB: 

N sin (_lr _ 19) (w sin cp + d II') . 
,2 dt 

D· M .. d T h"d d £\ d~ if d leses oment trItt mIt em rag eltswl erstan Cl1 dt 2 es 

Kreisels (nebst Schwimmer) um die Achse BB und dem Moment 
cler Schwerewirkung m g a sin if nach dem Ansatz zusammen: 

(4) FJl~~t~ +mgaSinif=Ncosif((J)sinrp+~~) 

Ferner betrachten wir die Bewegung der Kreiselachse AA in 
der Vertikalebene. Es ist dies eine Prazessionsbewegung im 
Raume um die AchseBB mit der Winkelgeschwindigkeit w cosrp 

. + dlf 
Sll"P dt' 

Da der Impuls N auf BB senkrecht steht, gilt als Moment 
cler Kreiselwirkung 

( dlf) N wcosrpsin'lj' + -dt 

um die Achse MS. Dieses Moment setzt sich mit dem Tragheits-
d2 "P 

widerstand des Kreisels um die Achse M S : e dt2 und einem 

Widerstandsmoment zusammen, welch letzteres durch folgende 
Konstruktion vermittelt wird. 

Der in einem Gehause umlaufende Kreisel saugt radial Luft 
an, die er durch einen tangential gerichteten GehauReansatz c 
(Fig. 251 und 252) wieder ausstoBt. 
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Die Mundung des Ansatzes wird durch eine an einem Arm 
pendelnd aufgehangte Platte so teilweise verdeckt, daB bei senk

rechter Stellungdes Armes 
MS die an den beiden 
Langsseiten del' Platte 
verbleibenden OffnungeJl 
a und b fur den Luft
strom gleich groB werden, 
so daB diesel' kein Mo
ment lUn MS hervor
hringen kann. 

Neigt sich jedoch .MS 
mil den Winkel {}, so 
werden die beiden Off
nungen a und b ungleich 
groB und die beiden aus
tretenden Luftstrahlen er
zeugen ein Drehmoment 
von del' GroBe ff} um MS. 

Die Differentialglei-
Fig. 252. Ausfiihrung des wirksamen Teiles chung fur die Koordinate 

des Kompa13kreisels. 
V' lautet dann: 

d2 1j' ( df}) (f» F) dt2 -+- ft? = -N wcosl]7sin1j1 -+-d,t, . 

In den Ansatzen (4) und (5) betrachtet man nun f} und 1j1 
als kleine Winkel und filldet durch Entfernung von (f fur 1j1 die 
Differentialgleichung: 

(6) 
.' d4 'P d2 !jJ d1j! 

F)f) - -+- fA Nwcosm -+- e)mga + N2\ _ . + fN - 
. 1 dt4 \ . 1 r J dt2 . dt 

+ N m g a w cos 1]7 (!j1 + f sin tp ) = 0 . 
. ,mgacostp 

Gegenuber dem Quadrat des Kreiseldralls NZ sind die mit A 
und Ai behafteten Glieder klein und konnen daher gegenubel' 
dem Gliede mit N2 vernachlassigt werden, womit die Kreisel
schwingungsglelChung um den Meridian entsteht: 

qz'P + .!..- d'P -+- ())_ m g ~eos tp ( '/jJ + f sintp ) = 0 
(7) dt~ N dt N mgacosq' 
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Diese Schwingung erweist sich als gedampft infolge der eigen
artigen Luftstromdampfung, die oben beschrieben wurde. Gleich
zeitig hat aber diese Dampfung zur Folge, daB die Schwingung 
aus der Anfangslage 'IPI - 1jJo 

(7a) 
-~ 2nt '/' + "/'0 ~, 11'1 e 2N cos-

T 

nicht genau urn den Meridian als Nullage erfolgt, sondern urn 

eine urn den Winkel V' = -f, tg<p , d. h. (wegen des Minus-
o mga 

zeichens) nach Osten verlagerte Ebene. Diesen FeWer des Kreisels 
nennt man den Breitenfehler, der als systematischer Fehler 
tabellenmaBig vorausberechnet werden kann; er betragt z. B. fUr 
eine ausgefUhrteDampfung in <p = 60° Nordbreitetpo = 2,2°. 

Fiir diesen KompaB mage m g = 1,6 kg, a = 0,11 m gewaWt 
sein; dann findet sich: 

mga 2,2 1,76 
e = 1jJo' ~- = --. 2n-~- = 3.92.10- 3 [mkg]. 

tg<p 360 1,732 

Ferner mage entsprechend Ansatz (7) die gedampfte Schwin
gungsdauer des Kreisels 

(8) 

70 Minuten betragen haben. 
Aus T = 4200 sec und e = 3,92· 10- 3 mkg kann man (fur 

w = 0,725 . 10-4) den erforderlichen Kreiseldrall berechnen. Wir 
erhalten mit mgawcos<p=6,36.1O- 6 mkg aus (8): 

(2n)2 .10- 6 = (),~6 .10- 6 _ (3,92)2 10 _11 

(4,2)2 N 4N2 
oder 

2,24 N2 .- 6,36 N = - 3,85 . 

Fur N bestehen also zwei Werte 

Nl = 1,97 und N2 = 0,87 

Mit dem graBeren von beiden berechnen wir die ungedampfte 
Schwingungsdauer: 



416 x. Die Kreiseltheorie in der 'l'echnik. 

Vl - N ---- 1 /1,97 
To = 2n ----- = 2n / -6-3 .103 = 3500 sec.jm. 

mgawcosrp , 6 

= rd. 58 Minuten, 

also um 12 Minuten kurzer als die gedfimpfte. Das logarith
BT 

mische Dekrement A = 2N ' welches fUr den Dampfungsverla~f 

B b d . d b h t . h db· A 0 ~ 3.92· 10-0 ma ge en WIr, erec ne SIC a el zu =,;). --' ---------
• 4200 = 4,2. 1,97 

Nach Verlauf einer Schwingung ist dann die Amplitude auf den 
e4,2 ten Teil, d. h. auf etwa 1,5 v. H. des Anfangswertes, herab
gel>unken. Der klein ere Drall gibt eine gr6Bere Dampfung. 

V6l1ig abweichend in der Gr6Benordnungberechnet sich die 
Schwingungsdauer um die Achse MG (Fig. 250), die der Kreisel
achse angenahert parallel ist, da die Winkel {} stets klein bleiben. 
Diese Schwingungsdauer berechnet sich aus dem Tragheits
moment (92 um MG und dem Richtmoment m g a der Schwer
kraft wie folgt: 

T2 = 2n-V m(9;a . 

8 2 ist et wa gleich dem Tragheitsmoment 8 1 um die Achse BB 
und ungefahr halb so groB als das Tragheitsmoment (9 des Systems 
um die Vertikale. Setzen wir das gesamte Systemgewicht gleich 
30 kg und den Tragheitsradius gleich 15 em, so wird 

. (9 1 30· 0 0225 
(9 = (9 = -- = -. ' = 345· )0-2 mkgsec 2 

1 2 2 2 9,81 ' 

Oben war mga = 0,176mkg. Dann wird 

_ 1/3,45 -1 _ ;--_ 
T2 - 2 n V 1,76 10 - 2 n1 0,196 - 2,8 sec. 

(91 gegenuber steht das scheinbare Tragheitsmoment um die 
Vertikale, welches sich aus (8) mit B = 0 zu 

N 197.104 .2 
:t = --- = '--= 54500 mkgsec 2 

w cosrp 0,725 
findet-. 
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Betrachten wir nun nach (4) auch die Schwingungen des 
Krei:oelsystems um die Ost-Westrichtung BB, so findet sich 
auch hier durch Nullsetzen der Beschleunigungen und Geschwin
digkeiten eine von Null abweichende MitteUage der Vertikal
schwingung, namlich (fur kleine Ausschlage): 

00 = _}.l w_ . sin 
my a T· 

Vernachlassigt man ferner in (4) das erste Glied links gegenuber 
den Gliedern rechts, die den stark en Kreiseltrall N enthalten, 
so wird mit (7 a) 

N d1jJ N 2.71 -.!~ (2.71t ) 
H - #() = ;;;,;g a dt = -/1'1 my aTe 2N cos . T - r , 

wo 
f 

cosr = ., .. --'-- .:-''--.::.-~-.. -. 
2ymyawNcos(r 

zu setzen ist. 
Aus dem Ansatz ersieht man, daB auch die Schwingung 1'} 

sich in erster Annaherung mit dem groBen seheinbaren Tragheits-

moment :t = -~ vollzieht, so daB als Sehwingungsgleiehung 
weosT 

um die Ost-Westlinie gilt: 

d 2 /'} eN d{} 
:t ---,--- +--- - + mya({} - If) = 0 . 

dt2 OJ cosT dt 0 

4. AuBer dem Breitenfehler zeigt 
der KreiselkompaB (mit emem 
Kreisel) noch eine Reihe weiterer 
Abweichungen. 

Zunachst entsteht der Fahrt
fehler durch die gleichformige Re
lativbewegung des Schiffes auf der 
Erdoberflache. 

Ein Schiff 8 (Fig. 253), wel
ches mit rechtweisendem Kurs 

N N 

K t f ·· h tit' . Fig. 253. Zur ErkUlrung des Fahrtfehlers. n no en a r, ge ang m emer 
Stunde durch die Erddrehung Von 8 nach 8' und dureh seine 
Fahrt nach 8"; seine resultierende Bahn im Raum ist also 8'8", 
wahrend naeh unserer Ableitung der Kreiselgleichungen eine 

Hurt, Schwlngungslehre. 2. Autl. 27 
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Bewegung im Raum auf einem Breitenkreise SS' vorausgesetzt 
war. Das Ergebnis dieser Ableitung war, daB die Nullage der 
Kreiselachse auf der raumlichen Bahn, die der KompaB zuriick
legt, senkrecht stehen muB. Dieser Satz gilt. natiirlich auch fiir 
die Bahn SS", und demzufolge wird das Nordende der Kreisel
achse in eine Richtung zeigen, die urn den Winkel 

ncosA 
b = a.rctg -

900 cos rp - n sin A 
(9) 

yom wahren Meridian nach Westen abweicht, wenn man die 
Fahrtwinkel A eben so wie die Kreiselwinkel 'If von der Nord
richtung aus nach Osten negativ zahlt (nach Westen positiv). 

In dem Ansatz (9) ist 900 cos rp die stiindliche Bewegung 
eines Parallelkreispunktes der Breite rp in Seemeilen. Der Fahrt
feWer kann ebenso wie der Breitenfehler durch Tabellen leicht 
voraus ermittelt und jederzeit als Korrektur angebracht werden. 

5. Wird die Bewegung des Schiffes infolge des Seeganges eine 
ungleichformige, so treten zwei weitere FeWer in Erscheinung. 

Der ballistische Fehler riihrt her von denjenigen Kompo
nenten Pn der Bahnbeschleunigungen des Schiffes, die in die 
Ebene MAA des Kreiselapparates fallen; die dazu senkrechten 
Komponenten storen nicht. Diese Beschleunigungen Pn driicken 
dem Kreiselsystem Momente m Pn a urn die Achse BB auf und 
bewirken Ahlenkungen der Kreiselachse aus dem Meridian mit 

der Winkelgeschwindigkeit ~~ nach dem Ansatz: 

dV' 
NTt=mPn a . 

Durch Integration folgt hieraus der ballistische FeWer 

ma 
'P2 - 'lfl = N(v2 - 'Ill) 

ausgedriickt durch die Differenz der Nord-Siidgeschwindigkeiten 
des Schiffes am Anfang und am Ende der Beobachtung. Dem
nach kommt der Fehler, der durch eine Fahrtbeschleunigung ent
standen war, durch eine nachfolgende gleich groBe Fahrtverzoge
rung wieder zum Verschwinden. 

Da nach Ansatz (8) fUr 13 = 0 gilt 
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ma 4n2 

N gWCOScpT2 ' 

so zeigt sich der maximal mogliche ballistischeFehler 

4n2 

'!j'2 -'Ill = ---T2 (V~ - VI) 
gw coscp 
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umgekehrt proportional· dem Quadrat der SchwinguIfgsdauer T 
des Kreiselkompasses. 

6. Der Schlingerfehler ist eine ~olge der Erregung von 
schiffsrelativen Kreiselschwingungen um die Nord-Siidlinie durch 
die periodischen Schwingungen der Kreisfrequenz IX des auf 
dem Kurs A steuernden Schiffes um die Langsachse. Jene 
Schwingungen des Kreiselsystems, die mit der Beschleunigung 
b = bo sinlX t erfolgen mogen, wecken zusammen mit den abso
lui;en Elevationsschwingungen eine Coriolis sche Momentwirkung 
um die Schwerelinie und infolgedessen eine konstante Abweichung 
der Kreiselmittellage aus der Nord-Siidlinie. 

Nach GrammeP42) findet sich der iiber eine Schlingerperiode 
erstreckte Mittelwert jenes Momentes um die Schwerelinie zu 

- c b5 . 
M = 4 ?m g asm2A, 

wo die Konstante c lautet: 

c = m g a ( 1 ________ 1 ___ ) . 
m g a - st eX ~ m g a - 8 2 eX 2 

Dieser Ansatz zeigt, daB c und damit M zum Verachwinden 
gebracht wird, wenn das Tragheitsmoment 8 2 um die Nord
Siidachse so groB wird, wie das scheinbare Tragheitsmoment st 
des Kreiselsystems. Diesen Weg zur Beseitigung oder Herab
minderung hat die Konstruktion des Dreikreiselkompasses von 
M. S c h u 1 e r 143) beachritten, die durch Hinzufiigung von zwei 
weiteren Kreiseln die Schwingungsdauer um die Nord-Sudlinie, 
die beim EinkreiselkompaB etwa 2 bis 3 Sekunden betragt, auf 
30 Sekunden erhOht. 

Einen anderen Weg hat O. Martienssen 144) zur Beseitigung 
des Schlingerfehlers eingeschlagen, indem er durch Anbringung 
eines Kreisellotes in der Rohrachse des Einkreiselkompasses die 
Amplitude der um die Nord-Siidachse erregten Schwingungell 

27* 
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des Systems, die die Corioliskraft wecken, stark herabsetzt, be
zuglich deren Theorie wir auf die Originalarbeit von Martienssen 
verweisen. 

Eine Kreiselkonstruktion auf ganz anderem Gebiete bedient 
sich ebenfalls des durch die Erdrotation oritmtierten Kompasses 
bei dem Bohrlochneigungsmesser,bezfiglich dessen eine interessante 
Erorterung in dem Aufsatz "Der KreiselkompaB im Schachtbau" 
von O.Ma'rtienssen (ETZ. 1920, Heft 24) enthalten ist. 

§ 86. Vektorielle B'ehandlung der Kreiselbewegung 145). 

1. Zur Verstandigung fiber das Rechnen mit Vektoren diene 
folgendes: 

Ein Vektor ist eine gerichtete GroBe, die graphisch durch 
einen Pfeil Fig. 254 (bestimmter Lange), rechnerisch durch einen 

Fig. 254. 
VektorpfeiI. 

fett gedruckten Buchstaben, z. B. a bezeichnet 
wird. In bezug auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system hat er die Komponenten az, ay, az Die 
Lange des Pfeiles, der absolute Betrag des 
Vektors, wird durch den gleichen normal ge
druckten Buchstaben oder durch den zwischen 

senkrechte Striche gesetzten fett gedruckten Buchstaben be-
zeichnet: 
(1) a=lal· 
Die S u mme mehrerer Vektoren Fig. 255 gibt wieder einen Vektor 

d 

(2) c = a + b. 

Zwei Vektoren a und b bestimmen 
vollig nach Lage und GroBe das 

C Parallelogramm A BOD; dadurch 
.J:!-----::~ ist auch die Richtung der auf 

der Parallelogrammebene in A 
senkrecht stehenden Geraden be-
stimmt. Tragt man auf dieser 

Fig. 255. Vektorparallelogramm und Richtung den Parallelogramminhalt 
auBeres Vektorprodukt. 

a bsinx von A ausab, so erhalt man 
einen neuen Vektor, das vektorielle oder auBere Pro
d u k t der beiden Vektoren a und b: 

(3) 
I 

(l=talJ 
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mit den Komponenten 

ay bz --;- az by , 

Eine andere Bezeichnung ist: 

(4) d = [ab]. 

Wir behalten die erstere bei. 
Die Richtung des Pfeiles d wird dabei so gewahlt, daB man 

von seiner Spitze aus eine Uhrzeigerbewegung gewahrt, wenn man 
a durch eine Drehung auf demo kiirzesten Wege in b iiberfiihrt. 
Der absolute Betrag von d ist: 

(5) } I . 
d = i ll! = I / a b ! = a b sin IX • 

Man nennt Vektoren, deren Definition wie bei a ocler b auf einer 
Fortschreitung in Richtung des Vektorsberuht, polare, da
gegen solche, wie d, deren Definition auf einer Drehung um eine 
Achse (die Vektorrichtung) beruhtt, axiale. 

Neben dem vektoriellen Produkt ist noch das innere odeI' 
f4 kalare Prod ukt 

(6) ab = abcos(a, b) = abcos(). 

moglich, welche;; durch Multiplikation de;; eillen Vektol's mit 
del' richtungsgleichen Komponente des anderen erhalten wird 

(Fig. 256). Das Skalare. Pl'odukt ist ~ 
kein Vektor. a i 

Folgende Rechenregeln gelten IX i 
, ~ 

(7) II a b = - V b a , l..-- a cos IX -"J b 

(8) 

(9) 

a b = b ((, Fig. 256. Skalares Vektorprodukt. 

Vaa = a 2 sin(a, a) = 0, 

aa = a 2 = a 2 cos(a, a) = a2 • 

Steht a auf b senkrecht, so ist: 

(lO) ab=abcos(a,b)=O, 

(11) iVabl=absin(a,b)=ab. 

Ferner gilt: 

(12) a Vb c = b V c a = eVa b . 
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Wichtig ist noch die Regel zur Berechnung des Vektorproduktes 

aus einem polaren Vektor a und einem axialen Vektor Vb c : 
/ . 

(13) l a Vb c = b . a c - () . a b . 

Es ergibt sich ein polarer Vektor, der sich aus zwei Komponenten 
zusammensetzt. 

2. Die Mechanik bedient sich sowohl der polaren wie der 

I 
I 
I 
I 
I 

r~dr 
I 
I 
I 
I 
I 

'() 

v du v+du axialen Vektoren. Die ersteren 
erscheinen bei der fortschrei
tenden Bewegung eines Punk
tes (Fig. 257) und stellen dar 

die Geschwindigkeit t', 

'Bhl' dv (14) dIe esc eumgungp=-d 
t , 

den Impuls oder die Be
wegungsgroBe i, 

den Radiusvektor 1', 
Fig. 257. Vektoren bei der Pmiktbell'egullg. die Kraft ,. 

Es gelten die Beziehungen: 

(15) 

(16) 

(17) 

d'l' "= --. 
dt ' 

l = m", 

di d,' 
, = at = mat (das Newtonsche Bewegungsgesetz). 

Zu diesen polaren Vektoren treten die axialen mit Bezug 
auf den beliebig angenommenen Drehpunkt 0: 

(18) das Moment des Impulses ~ = V',t' i = m V'r ," , 
(19) das Moment der Kraft 9R = V 1', . 

Es gilt: 

(20) 

und 

(21) 

d~ d ! 1/ Vi dt' I d'l 
- = m - V l' 'I' = m r 'V·" + m 'f' - = V'f' -. 
dt dt . dt dt 

IJn = ~~ (Bewegungsgleichung der Drehung). 
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Ferner bildet man noeh das skalare Produkt: 

(22) die Leistung odeI' den Effekt del' Kraft E = q,;t'. 
Es gilt: 

(23) 
dv d dL 

E = q,;" == m I' (it = dt (} mv2) =dt ' 

Das 
(24) 

Skalar 
L = ~-m,,2 

heiBt die kinetisehe oder Bewegungse nergie. 
3. Fur den im Sehwerpunkt unterstfitzten Kreisel, d h. einen 

starren Korper, der als eine Summe yon MaRsenpunkten Yor
stellbar ist, konnen die einzelnen Gleiehungen (16) bis (24) tiber 
die Massenpunkte summiert werden. Besteht die Bewegung 
des starren Korpers in einer Drehung mit der Winkelgesehwindig
keit w dureh den Sehwerpunkt um eine Aehse, so werde die 
letztere dureh den axialen Vektor w yom Sehwerpunkt S aus 
gedeutet. Dann gilt fUr die GeRchwindigkeit deR einzelnen Korper
punkteR (Fig.2!)R) 'm 

(25) " CC~ --V r W = V W 'I' . 

Dann findet sich die gesRmte BewegungR
groBe odeI' del' Trie b des KorperR 

(26) .T= 2'£ = m2'Ywl' = VwXrn'I'. 

Da abel' 2' m r =, 0 ist, so ist auch J = O. n 
Ferner berechnen wir das gesamte Impuls
moment oder den Drall (auch Schwung) 
des Karpel'S 

(27) ~ = 2'~ = 2'm )/1'1' = 2' m V',I' V WI' • 

Die rechte Seite fonnen wir naeh (13) 
mn in 

(28) {~= 2'm. w, r 2 --- 2'm1'· W'I' 

= w2.'m,,2 - 2'm1'· W'J' . 

]'ig. 258. Vektoren del' 
Drehung. 

Hier ersetzen wir den Vektor r dureh seine beiden Kompo
nenten r1 und r2 (siehe Fig. 258) 

(29) r = 1'1 + '1'2 
und bilden den Skalar: 

(30) r2 = r2 = ri + ri . 
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Dann wird 

(31) ~ = W 2,' m (rr + r~) -.~ m (1'1 + 1'2) . W ('1'1 + 1'2) . 

Hier ist aber der Skalar W 1'1 = 0, weil r l auf 0) senkrecht steht 
und es wird einfacher 

(32) ~ = W 2,' m ri - ~ m 1'1 • W '('2 . 

Das erste Glied auf del' rechten Seite ist cin Vektor der Rich
tung w; sein skalarer Faktor ~ m ri ist nur von der Massen
verteilung abhangig und heiBt das Tragheitsmoment um die 
Achse w; dieses werde mit e bezeichnet. Dann haben wir 

(33) 

Greifen nun mit , = 0 keine auBeren Krafte am Karpel' an, 
so wird t8 konstant nach GraBe und Richtung. Hieraus ergibt 
sich zunachst, daB der Drehvektor W mit dem Drallvektor t8 im 
allgemeinen nicht zusammenfallt. Setzen wir nun auf der rechten 
Seite OJ als unveranderlich voraus, so kannte man schreiben 

(34) 

Hier stunde abel' der. Vektor ~ m '1'1 r2 auf del' Drehacht;e t;enk
recht und ist an dell rotierenden Karper fest geheftet; er rotiert 
also mit, d. h. der Vektor w 2' m 1'1 r 2 wiirde eine dauernde Ver
lagerung des Drallvektors ~ im Raume zur Folge haben. Da 
dies aber der Vomussetzung widerspricht, so bleibt nichts ubrig 
als den Drehvektor W als veranderlich anzunehmen. AuBer
dem aber wandert der Drehvektor im Raume, da er mit 
dem eben als beweglich nachgewiesenen Vektor ~ m '1'1' wr2 
den festen Vektor ~ ergeben muB. Damit ist aber der bereits 
im § 76 abgeleitete wichtige Satz von der Konstanz des Drall
vektors belm kraftefreien Kreisel gewonnen. 

Wir berechnen nun die Arbeit der Kraft, und die kinetische 
Energie der Drehbewegung: 

(35) 

und 

(36) 

1 ~~ = 2', 'v = 2" V W 'I' = 2,' V 1', . w , 

= w..rd~ = w d~ 
dt dt 

dL = ~G.~mv2). 
dt dt 
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Hieraus folgt aber 

oder mit 'V2 = (1)2 ri . 

(37) 

denn (1) 2,' m 1'1 . (1) 1'2 verschwindet, weil der Vektor 2,' m 1'1 • (1) 1'2 

auf (1) senkrecht steht. 
Der Satz (37) entspricht dem in § 76 Gl. (3) gefundenen. 
4. Wir betrachten jetzt die Zustande der Drehung des Korpers 

um samtliche momentanen Drehachsen. Die samtlichen Drehungen 
mogen vor sich gehen mit ein und derselben kinetischen Energie L. 
Es wird dann mit (37)und (33) die zur Drehachse gehOrige Winkel
geschwindigkeit: 

(38) (1)=+1~, -VEf 
wo e das zur Drehachse gehorige Tragheitsmoment 

(39) e = .1:mri 

hedeutet. 
Die nach (38) erhaltenell Werte vou W trageu wir auf del' 

Drehachse vom Schwerpunkt aus in beiden Richtungen (positiv 
und negativ) als Fahrstrahlen auf. Die Endpunkte diesel' Fahr
strahlen erfullen eine Flache, die den Schwerpunkt von allen 
Seiten umgibt und mit dem Korper fest verbunden ist. 

Um ihre Natur naher zu ergrunden; denken wir uns durch 
den Schwerpunkt ein rechtwinkliches Koordinatensystem gelegt, 
in welchem del' einzelne Flachenpunkt durch seine Koordinaten 
WI' W 2 , w3 ' die Komponenten del' auf dem zugehorigen Fahr
strahl aufgetragenen Drehgeschwindigkeit W bezeichnet sei. 
Drucken wir nun das Geschwindigkeitsquadrat v2 fur den eill
zelnen Korperpunkt durch dessen Koordinaten x y z und WI W 2 (1)3 

aus, so wird in 

(40) L = l.1:mv2, 

die rechte Seite ehle in WI' W 2, W3 homogene quadratische Form. 
Der Ansatz (40) stellt also nach dieser Umformung eine lnache 
zweiten Grades vor, die ein Ellipsoid sein muS, weil keiner ihrer 
Punkte im Unendlichen liegen kann. Dann mussen die halben 
Hauptachsen dieses von Poinsot in die Dynamik des starren 
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Karpers eingefiihrten Ellipsoids die GraBenl/2L , l/~~' l/~L r 0 1 • O2 . 0 3 

haben, wo 0 1 , 6 2 , 0 3 die Haupttragheitsmomente des Karpers 
bedeuten; das Poinsot-Ellipsoid und das Tragheitsellipsoid des 
Karpers sind gleichachsig. 

Bezeichnet cp den Winkel zwischen den Vektoren (J) und ~, 
so wird nach (37) 

2 L = j w i j ~ j cos 11) • 

Da ~ im Raume fest und von unveranderlicher L1i.nge ist, sOllluB 
gelten 2L 

jwjcoscp = 'j8 , 

d. h. der Endpunkt des Drehvektors w muB dauernd in der nach 
Fig. 259 gekennzeichneten im Raume festen Ebene bleiben. 

:c 1m iibrigen liegt der End-
punkt von (J) auf dem Poinsot
ellipsoid und es gilt nach (35) 

~----~----------/ 

wcosrp 

. ~lt.J 
/ 

/ 
I 

:Fig. 259. Invariabele Ebene del' 
PoinAotbewegnng. 

wd~ = O . 

Andererseits folgt aus (37) dUJ'eh 
Differentiation: 

wd~ + dw~ = 0, 

also auch 

wd~ = dw~ = O. 

Del' Ansatz 

dw~ =0 

bedeutet aber, daB aIle auf dem Poimlotellipsoid liegenden Linieu
elemente dw auf dem Drallvektor ~ senkrecht stehen; sie liegen 
also in der invariabelen Ebene und die letztere beriihrt demnach 
das Poinsotellipsoid (Fig. 259). 

Die Bewegung des starren im Schwerpunkt unterstiitzten 
Karpers ist also identisch mit einem Abrollen des Poinsotellip
soides auf der invariablen Ebene. 

5. Wir wollen nun eine Differentialgleichung der Kreiselbewe
gung in Vektorform aufstellen. Oben fanden wir den Flachensatz: 

d~ = IJJ1 
dt 

der die Kreiselbewegung beherrscht. 
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Die .Anderungsgeschwindigkeit ~~ des Dralles ist hier auf 

den festen Raum bezogen. Beziehen wir sie nun unter Anwendung 
eines Zeigers auf das im Raume mit dem Karper bewegliche 

Poinsotellipsoid, wodurch wir erhalten ~~ Diese relative .An-
dt 

derungsgeschwindigkeit ist im Falle kraftefreier Bewegung iden
tisch mit der Geschwindigkeit von ~ gegenuber dem Poinsot-

ellipsoid V ~ (J) • 

Es gilt also 

oder 

d!8 ' 
--=l'!8w 
dt 

d!8 ! 
-+)/w!8=O. dt . 

welcher Ansatz im Falle nieht verschwindender auBerer Krafte 
ZII vervollstandigen ist Zll 

Hier muf3 man nUll zu rechtwinklichell Koordinatell und Kom
ponenten im Hauptachsensystem des Poinsotellipsoides uber
gehen. Die Komponenten sind 

fur 18: 581 = (.)1 WI' ~2 = ("')2 (J)2' ~:l ~~ (.)3 (J)~ , 

flir 9R: WC1 , WC2 , 91(3' 

I 
flir Vw!8: w 2 ~:J - (J)3 ~2' w~ 581 -- WI 583 , WI ~2 - W2~1 • 

Dann lautet die erste der drei entspringenden Gleichungen 

dm 
6 1 -/it + ((13 - 6 2 ) w2 W3 = WCt , 

iJi welcher Gestalt wir diese nach L. E u Ie r benannten Gleichungen 
bereits im § 74 auf anderem Wege gefunden haben. 
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XI. Schwingungen fester elastischer Korper. 

§ 87. Saitenschwingungen. 

Eine Saite sei mit ihren Endpunkten A und B befestigt (:Fig. 260). 
In der Ruhelage faIle sie mit der x-Achse zusammen und ihre 

y Anfangsspannung sei = P. 
Diese Anfangsspannung an
dere sich nicht, wenn die 
Saite eine kleine Auslenkung 
aus ihrer Ruhelage erfahrt. 

Nun betrachten wir uns 
fin Saitenelement. In seinen 

A k---x--.J :.,_ 8 X Endpunkten x und x + a x 
Ox ziehen wir Tangenten an 

Fig. 260. Schwillgellde Saite. die Saite, deren Neigungs-

winkel eX resp. eX I seien; IX und eX I seien "klein". Dann ist die 
y-Komponente der Spannung P im Punkte x, y 

Y = PsineX 

und lIn PUllkte x + ox, y + ax 

Nun ist aber 
Y + a Y ~~ P sin 0; I • 

sin 0; 
oy 
ax' 

• I dy a~y 
SIll eX = -- - ..... - ..... dx 

ax ax2 

und mithin, da Y und Y + dY verschiedenes Vorzeichen haben, 
die Resultierende d Y 

Diese Kraft muB a ber nach dem Grundsatz der Mechanik 
gleich dem Tragheitswiderstand des Elementes dm sein, der sich 

mit der Beschleunigung ~2y schreibt: 
vt2 
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Wil' erhalten also die Bewegungsgleichung: 

o2y o2y 
dm- = P---dx a t2 . a x 2 • 

(1) 

1st nun e die Dichte, t del' Querschnitt, l die Lange del' Saite, 
dann ist 

dm = efdx 

p 
und die Bewegungsgleichung wird mit - = a2 : 

ef 

(2) 

Dies ist die Differentialgleichung fiir die ebenen Transversal
schwingungen del' Saite. 

Zur Integration versuchen wir, ob eine partikulare Losung 
del' Form 
(3) 

moglich ist, wo X und T Funktionen von x und t allein bedeuten 
sollen. Durch Differentiation und Einsetzen in (2) ergibt sich: 

( 4) 

Diese Gleichung sagt aus, daB beide Seiten einer und derselben 
Konstanten, die wir mit - k2 bezeichnen wollen, gleich sein miissen. 
Es ergeben sich mithin fiir T und X zwei totale Differential
gleichungen : 

(!i) 

Partikulare Losungen diesel' Gleichungen sind uns gelaufig: 

T = coskt, 

k 
X = cos-x, 

a 

sin k t , 

k 
sin- x 

a 

geniigen den Gleichungen (5). Da wir abel' festgesetzt hatten, 
daB die Endpunkte del' Saite auf del' x-Achse liegen sollten, so 
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muB X sowohl fUr x = 0 wie fUr x = Z verschwinden. Deshalb 

ist die Funktion cos_k x unbrauchbar, und in der Funktion sin~x 
ann a a 

muB k = -Z- sein, wo n eine ganze Zahl bedeutet. 

Nunmehr wird die Losung 

. nn ( ann . ann) (6) y = sm-Lx. Acos-Z-t + Bsm-z-t . 

Die Schwingungszahl dieses Vorganges ist 

(7) 
z _ ann _ a· n _ n 
n-2nZ--2f-fp' 

d. h. wir erhalten je nach der Wahl von n Vorgange verschie
dener Schwingungszahlen. n = lliefert die kleinste Schwingungs
zahl oder den Grundton mit der Schwingungszeit T, wahrend 
die gro13eren n die harmonischen Obertone liefern. 

Z 
Aus Gleichung (6) sieht man, da13 fUr x = - und die Vielfachen 

n 

"' = 1 Grundfon 

n =Z Oktave 

hiervon y dauernd Null ist. Schwingt 
also die Saite mit Obertonen, so tut sie 
dies, indem sie in n Teilen schwingt, 
deren Trennungspunkte dauernd in Ruhe 
bleiben; diese Trennungspunkte nennt 
man Knotenpunkte. Figur 261 zeigt die 
Gestalten einer schwingenden Saite fUr 

~::::~"""-:;==~~-::::::::,,J n = 1, 2, 3. 
Natiirlich kann auch eine Saite 

"' = 3 f2ulnf8 der Ok/ave 

Fig. 261. Tone der Saite. 

aus, indem man den 
d. h. ansetzt: 

mehrere Schwingungen gleichzeitig aus
fiihren. Analytisch driickt man dies 

Grundton und die Obertone summiert, 

~( 2 n n . 2 n n ) . n:7l x 
(8) y = ~ Ancos~ t + Bn sm-p t sm-Z- , 

n 

wo T = 21 die Schwingungsdauer des Grundtones ist. Die Be-
a 

stimmung der Koeffizienten An und Bn geschieht dadurch, da13 
man festsetzt, da13 zur Zeit t = 0 die Saite eine gegebene An
fangs gestalt 
(9) y = F(x) 
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und ihre Punkte eine gegebene anfiingliche Geschwindigkeits
verteilung: 

(10) 
cy 
at = f(x) 

haben sollen. 
Diese Anpassung an den Anfangszustand gelingt, wenn man 

den Ansatz (8) unmittelbar bzw. nach Differentiation nach der 
Zeit fur t = 0 spezialisiert und setzt: 

= 

(ll) 

~ . nnx 
"::'::An sm~l - =F(x), 

tJ 

,-.-. . nnx T 
...:::.:;' n Bn sm ----- = -- f(x) . 

u 1 2 n 

Nunmehl' kann man sich der Entwicklung von F(x) bzw. I(x) 
in Fourierilche Reihen nach § 35 bedienen und findet: 

I 2/(' . nn x 
An = T.! F(x) sm-Z- dx , 

o 
(12) 

I 

BlI = f(x) sm- dx. 2 I . nnx 
ann l 

iJ 

Damit ist die Anpassung an den Anfangszustand gegeben. 
Weiterhin laBt sich die Entwicklung (8) mit Hilfe del' be

kannten trigonometrischen Beziehungen: 

sina cosfJ = t sin(a + fJ) + -~ sin(a - fJ) , 

sina sinfJ = -§- cos(C\ - fJ) - ~. cos(a + fJ) , 

wie folgt umformen: 

(13) 1 
1 ~ {. "7(x--at) . n;(x+atH 

y = -- ..::.::. An smn -------- + smn ------1 
2 u l Z, 

1 ~ {JT(X-at) n(x+at)} +2- ..:;Bn cosn- I -- cosn--l-- . 

Da nun die Integration der zweiten Gleichung (11) 

(14) j'~ nnx T f' ..:.::n Bn sin - - dx = - f (x) dx 
u 1 2 n. 
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ergibt 

(15) ~, nnx T f 
.:::iBn cos~l . - = -'il I(x) dx , 
o " 

so findet sich: 
x+at 

(16) 
1 -. 

Y = l{F(x + at) + F(x - at)} + 20, f I(x) dx. 
.J 
x-at 

Dies ist die d'Ale m bertsche 146) Lasung del' Differentialglei
chung (2), wahrend der Ansatz (S) auf Daniel Bernoulli 147) 
zuriickzufiihren ist. 

Wir werden nun priifen, ob y den Bedingungen der Auf
gabe geniigt. 

DaB (16) die Differentialgleichung (2) befriedigt, findet. man 
leicht durch Ausfiihrung der erforderlichen Differentiationen 
und Einsetzen in (2). 

Ferner muS abel' sein: 

(17) t=O; y=F(x); 
oy 
,-=/(x). 
(it 

Dies erhartet leicht durch Ausftihrung der vorgeschriebenen 
Operationen am Ansatz (16). 

Weiter muE gelten: 

(IS) {
X = 0; 

x = l; 

y = 0, 

y = O. 

Dies gilt nul', wenn F (x) und t (x) den Bedingullgen geniigen: 

(19) { 
F(x) = -F( -x) ; I(x) = -fe-x) , 

F(Z + x) = -F(l - x) ; f(Z+x)=-/(l=x). 

I JI 

fE--,Z--t ~ 1 

~~I ~I I I:"'-,Z I 
1 I I I 
I I I I 
I. ~ ~I" , l "IE l~ 

Fig. 262. Schwingungsform einer Saite. 

In del' Fig. 262 ist 
em entsprechender 
Verlauf der FUllktion 

y = F(:);) 

dargestellt. 1st Idie 
Gestalt del' Saite Z\l 

einer bestimmten Zeit t, so ist II die GeskLlt zur Zeit t + ~' . 
Wir betrachten nun eine Saitenschwingung, bei del' F(x), d. h. 
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die anfangliche St6rung der Saite, innerhalb eines Intervalles 2 (J 
konstant F(x) = p ist, 

(20) m-(J~x::S:m··f-a 

I(x) (die anfangliche Geschwindigkeit) aber fur alle x verschwindet. 
Dann ist F(x + at) nur dann von Null verschieden, wenn gilt: 

(21) m - (J < x +at < m + (J, 

und ebenso F(x-at), wenn gilt: 

(22) m- (J < x - at < m + (J. 

Die Ungleichungen (21) und (22) kann man aber auch schreiben: 

(23) { m - at - (J < x < m - at + a , 

m + at - (J < x < m + at + (J, 

woraus folgt, daB 

Y = HF(x + at) + F(x - at)} 

zur Zeit t nur in den in Fig. 2'63 gezeichneten Bereichen von Null 
verschieden sein kann, und zwar ist im Bereiche I F(x + at) gleich 

I I--at---r-at~ I 

L.I eo--------------l : -: 
;..1 .. ___ ----- X ----'"'"11 

1 
Fill. 26!l. StOrungsfortpfianzllng auf ciner Saite. 

Null, y also = l F (x -- a t) = .~.; entsprechend wird im Bereiche II 

y = t F (x + a t) = -~ . Die anfangliche St6rung des Betrages p 

p£lanzt sich also nach beiden Seiten mit hal her Starke fort; die 
Fortp£lanzungsgeschwindigkeit ist a. 

Die Theorie der Saitenschwingullgell ist fur den Hau zahl
reicher Musikinstrumente wichtig, z. B. Klavier, Streichinstru
mente (Geigen), Zupfinstrumente (Zither), demzufolge ist die 
Bewegung der geschlagenen, gestrichenen und gezupften Saiten 
zahlreichen theoretischen und experimentellen Untersuchungen 
unterworfen worden, insbesondere zum Zwecke del' wichtigen 
Klanganalyse, bezliglich deren auf die Literatur verwiesen sei'. 

H or t, Schwingungslchre. 2 . ..\1If!. 28 
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Die Tonstarke der Saiten ist meist sehr gering, wie m~n sich 
sofort iiberzeugt, wenn man eine isolierte Saite ertonen IaBt. 
Man verstarkt deshalb bei den Musikinstrumenten den Saiten
ton durch einen Resonanzkorper, der bei den Streichinstru
menten als Hohiraum, bei den KIavieren als Platte ausgebildet 
ist. Auch der Raum, in welchem das Instrument gespielt wird 
wirkt tonverstarkend 148). 

§ 88. Membransehwingnngen. 

1. Eine Membran sei im Ruhezustand in der x y-Ebene ver
moge einer langs ihres Randes iiberall konstanten Zugspannung P 
ausgespannt. KIeine Ausweichungen der Membran aus der x y
Ebene bezeichnen wir mit z. 1st nun e die Dichte eines Flachen
elementes, so ist die Massentragheit dieses Elementes in Rich-

fJ2z 
tung der z-Achse e dF aiji' Diese Tragheit muB der Summe der 

am Element angreifenden Zugkrafte gleich sein, d. h. es muB 
gelten: 

(1) 

Diesem Ansatz liegen dieselben Anschauungen zugrunde wie dem 
Ansatz (1) in § 87, so daB wir auf eine Ableitung der Gleichung 
im einzelnen verzichten konnen. 

Es haridelt sich also urn die Integration der partie lIen Diffe
rentialgleichung 

(2) 

p 
wo a2 = - ist,. 

e 
Zunachst versuchen wir ein partikulares Integral der Form 

(3) z = e±iaktZ, 

wo Z eine neue unbekannte Funktion von x und y allein ist. 
Durch Differentiation und Einsetzen in (2) ergibt sich fUr Z 

die partielle Differentialgleichung: 

02Z 02Z 
(4) ox2 + i3 y2 + k2 Z = 0 . 
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Hierzu kommt die Rand bedingung: 

z=o 

435 

und die Anfangsbedingung: 

uz 
z =F(x,y) , 7Ti = I(x,y) fiir t = O. 

2. Die Differentialgleichung (4) wollen wir fiir den Fall einer 
rechteckigen Membran naher untersuchen. Das Rechteck habe 
die Seitenlangen a und b uLd liege so in der x y-Ebene, daB die 
Seite a in die +x-Achse, die Seite b in die +y-Achse falle. 

Wir haben nun sofort partikulare Losungen von (4), wenn 
wir Z als Produkt von zweien folgender Funktionen ansetzen: 

(5) sinfll x , cosPJ x , 

Da aber fiir x = 0, y = 0 Z ebenso wie z verschwinden muB, 
kommt nur das Produkt 

(6) Z = sinpl x sinp2 y 

in Betracht. Damit nun Z und ebenso z auch fiir x = a und y = b 
verschwinden, muB sein 

(7) 
mn 

flt =.;; , 
nn 

fl2 =b ' 

wo m und n ganze positive Zahlen sind, aus denen man berechnen 
kann: 

(8) 

Gehen wir jetzt auf den Ansatz (3) zuriick, so wird mit der 
Bemerkung, daB z, urn reell zu werden, sich stets aus einer geraden 
Anzahl von Gliedern, die konjugiert imaginar sind, zusammen
setzen und damit eine periodische Funktion von t werden muB: 

(9) 
. . mnx . nny 

z = (A cosk a t + B slllk a t) Slll-a-- slll-b- . 

2n 
Hier konnen wir wieder k a als Schwingungsdauer ansprechen, 

und da k vermoge (8) von m und n abhangt, so wollen wir die einer 
Kombination m, n zugehorige Schwingungsdauer mit Tmn be
zeichnen. Wieder ist der Grundton der, der dem kleinsten· kent· 

28* 
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spricht, d. h. sich ftir m = n = 1 ergibt. Die allgemeine Bewegung 
der Membran kennzeichnet sich dann wieder durch Dberein
anderlagerung der Grund- und Oberschwingungen und stellt 
sich dar in der Form: 

(10) 
1, =( ) 2nt . 2nt . mnx . nny 

z = "" A cos--- + B SlIl~. -- SlIl·---····- sm .. _--
...:::- mn l' II1n Tab ' 
mn mn mn 

wo sich die Koeffizienten mittels Fourierscher Doppelintegrale 
aus den Anfangsbedingungen berechnen lassen. Den Knoten -
punkten der Saite entsprechen Knotenlinien der Membran, 
auf deren nahere Untersuchung wir hier nicht eingehen wollen; 
experimentell weist man die Knotenlinien in GEstalt derChladni
schen Klangfiguren nach 149) . 

3. rm Falle einer kreisformigen Membran hat man im An
satz (4) vermoge: 

(11) 
f x=rcosrp, 

l y ~~ r sinq) 

zu Polarkoordinaten 1', (1' uberzugehen. Diese Umformung liefert 
fUr Z folgende Differentialgleichung: 

iJ2Z 1 iJ2Z 1 az r. 
(12) .. + - -- + .. - + k 2 Z = 0 . 

or2 r2 Ocp2 r cr 

Mit Hilfe des Partikularansatzes 

(13) Z=R<P, 

wo R nur .1', <P nur cp enthalt, zerfallt (12) in die beiden gewohn
liehsten Differentialgleiehungen: 

1 
d2c]) + m 2 (P == 0 , 
rZrp2 

d 2R 1 dR (. m 2 · 
d1'2 + -1'- (f:; + k 2 - ;:2.) R -= 0 . 

( 14) 

Die erste Gleichung (14) hat zum allgemeinen Integral 

(15) (P = Acosmq) + Bsinmcp, 

auswelchem, da <P die Periode 2 n haben muB, sich findet, daB 
m eine ganze Zahl sein muE. 
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Damit gehen wir zur zweiten Differentialgleichung (14) uber, 
die wir als sogenannte Besselsche erkennen, deren eines partikulare 
Integral die Besselse:he Funktion erster Art mter Ordnung ist: 

(16) 

mit der Definition durch die Reihe: 

Die Zahl m wird hier, ohne den Wert 0 auszuschlieBen, positiv 
und nach (15) ganz vorausgesetzt; fur die Besselschen Funk
tionen im allgemeinen ist dies nicht notwendig vorauszusetzen 149 a) . 

Die Reihe konvergiert fUr endliche Werte von x; ihr Wert 
ist = 0 fUr x = 0, mit Ausnahme der Funktion J 0 (x), welche fur 
x = 0 den Wert 1 annimmt. 

Der Ansatz (17) laBt sich noch in Summenform schreiben 

(1 R) 

Durch Ubergang zu negativem m findet sich hieraus 

(19) 

d. h. 

(20) 

~ (_I)i (X)1n+2i 
J-m(x)=(-1)m~ii!(m+i)!2 ' 

Diese Beziehung gilt nur fUr ganzzahliges m; Hir gebrochelles m 
gilt sie nicht; dann ist J -m (x) von J +",(x) unabhangig und stem 
das andere partikulare Integral der Differelltialgleichung (14) bzw. 

d2 J dJ 
(21) x 2 dx2 + x dx + (X2 - m 2) J = 0 , 

vor, die aus (14) durch die Substitution x = k r hervorgeht. 
Der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, daB im FaIle ganzen 

m das fehlende zweite partikulare Integral gegeben ist durch 
die Besselsche Funktion zweiter Art Y m (x), deren Definition wesent
lich verwickelter ist als die von J", (x). Man hat 

(22) Y".(:r) = Jm(x)lgx- ~-{(;r2'a+(;r'Jl~b}. 
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Die beiden Summenzeichen stellen ziemlich uniibersichtliche 
Reihen von x dar; aus dem ersten Glied der rechten Seite er
kennt man aber, daB Jm(x) fiir x = 0 unendlich wird, weshalbwir 
dies Integral fiir unsere Behandlung der Membran auBer acht 
lassen konnen, weil die Durchbiegung dieser in der Mitte unter 
allen Umstanden endlich bleiben muB 149b). Mit den Ansatzen (3), 
(15), (16) erhalten wir nun fiir die Durchbiegung: 

(23) Z = (AI cosakt + BI sinakt) (As cosmrp + Bs sin m rp) Jm (kr). 

Die Durchbiegung muB aber, wenn wir den Rand als eben ein
gespannt betrachten, fiir r = R verschwinden, d. h. es muB sein 

(24) 

Es handelt sich also darum, die unendlich vielen Nullstellen 
(!m,i (i = 1, 2 ... (0) der Besselschen Funktionen Jm(x) auf
zusuchen, wodurch man fiir die k unendlich viele Werte: 

(25) k "= (!m,i 
m,>" R 

erhalt. Damit wird aber die Durchbiegung 

i = 1,2 ... 00 

+ Bm,"iCOskm,iatsmrnrp (n" ) I Z""i = Am"icosktl!,iatc~smrp ) 

(26) J m '7tr + Om,i sinkm,i a t cosm (I' 

-+- Dm,isinkm,iat sinmrp 

fiir jede Wertkombination ganzer positiver Zahlen m und i, 
wobei mauch = 0 sein kann. Die ganze Durchbiegung wird dann 
durch tTbereinanderlagerung aller Werte (26) erhalten in Gestalt 
einer Doppelsumme 

00 (Xl 

(27) Z= L LZm,i' 
m=O i=1 

Rier sind die unbestimmten Koeffizienten A, B, 0, D, wieder 
aus den Anfangsbedingungen zu bestin:men: 

dz 
(28 a, b) Z = F(r, rp) ; 7ft = f(r, rp) fur t = 0 . 

Fi.ihren wir (28a) in (27) ein, so kommt; 

(29) F(r, rp) = in iJ J", ((!i,i r) (Am,i cosm rp + B""i sin m tp) . 
o 1 
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Nach Multiplikation mit cosm cp dcp und Integration von 0 bis 2 n 
bleibt nur ubrig: 

2;r 

(30) ~f F(r, cp) cosmcp dcp = ~ Am,i J m (t]'i r) . 

o 

In entsprechender Weise erhlHt man: 

2.Jl 

(31) ~ f'F(r, cp) sinm cp dcp = iJ Bm,i J m (ei,'i r) . 
• 1 
o 

NachMultiplikation derAnsatze (30) und (31) mit Jm(e;tr).dr 

und Integration von 0 bis R finden sich unter Benutzung des 
Satzes: 

R 

I J (em,i ) J (em,j ) dO' -. . 
11/ -if'-' r • 'III -R r r r = . weBll ~ ~ J 

\I 

folgende Doppelintegrale fUr Am,i und BII/,i : 

(32) Am,·! 2 fj' .' (em,i ) COHm g' =. ". -. __ . -2 . F(r, cp) J", .. _- r. r dr dft . 
Bm,i .n[JIII +1 (em,i)] R Hmm q' 

\I (I 

Fiir die Konstanten Om" und Dm" folgt in entsprechender WeiHe: 

R 2.-r 

(33) =-------- :,- t(r,cp)Jm --r. rdrdcp . •• O""i R 2 jJ1'1' (e""i )cosmcp 
. Dm,i aem,in[Jm+1(em,i)]- R smmcp 

00 

Den Ansatz (26) fur Zm,i kann man in die Gestalt bringen 

. (2 n t ...). (em" ) (34) zm,i = Zm,i Sill T + LJm,i sillm(cp - CPo) Jm "If r . 
m,t 

wo 

(35) T . = 2nR. 
m,' a e m.,i 

zu setzen ist. 
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Der Ausdruck (34) verschwindet nun abgesehen vom Rande 
der Membran (r = R) fUr 

~n 
(36) (qJ - qJo) = ---

m 

wenn i eine ganze Zahl <::: m bedeutet. Dann steIIt (36) ein System 
von m Radien vor. Ferner verschwindet (34) fur 

(37) r = R (lm,i' , 

(lm,i 

wenn i' < i und Jm((lm,i') = 0 gilt .. Der Ansatz (37) stellt dann 
ein System von i - 1 konzentrischen Kreisen vor. Die Radien 
und die Kreise bilden ein einfachcs System mi:iglicher Knoten
linien der kreisfi:irmigen Membran. 

Die Membranen finden technische Anwendung bei Sprech
und H6rapparaten, insbesondere beim Telephon. Ferner bilden 
sie das wirksame Element gewisser Musikinstrumente (Trommel 
und Pauke). Membranen besonderer Wichtigkeit und Bauart 
sind das menschliche Trommelfell und die Membrana basilaris 
des Ohres sowie die Stimmbander des Kehlkopfes 150}. 

§ 89. PJattenschwingungen. 

l. Die Aufstellung der Differentialgleichung der Platten
schwingung nebst den zugehi:irigen Grenzbedingungen hat mehr 
als ein halbes Jahrhundert lang die Wissenschaft beschaftigt, 
bis nach nur teilweise richtigen Ansatzen von Sop hie G e r m a in 
und S. D. Po iss on die richtigeAbleitung Ki rc hh off gelang, die 

z 

!J _.L-=-----'-,---1' 
t-!l-+1 

z 
dann von Geh-
ring auf anderem 
Wege ebenfalls 
gefunden wurde. 
Die Voraussetzun
gen, von denen die 

I---...:-.... ,---"'----'--~x Ableitungen aus
*-.;t"--' 

gehen, sind fol-
gende (Fig. 264): 

Fig. 264. Zur Plattenschwingullg. 

1. Die Plattendicke k sei klein gegeniiber den Abmessungen 
der Platte in der x y-Ebene. 

2. Die Durchbiegung der Punkte x y der Plattenmittelebene 
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erfolge so, daB die Punkte sich parallel der z-Achse verschieben, 
d. h. die elastischen Horizontalverschiebungtlll U und v sollen 
verschwinden. 

3. Die Durchbiegungen w seien klein gegen die Platten
dicke h. 

4. Eine Gerade, die zwei auBerhalb der Mittelebene liegende 
Punkte verbindet und vor der Durchbiegung auf ihr senkrecht 
steht, soU dies auch nach der 
Durchbiegung tun. Z 

.Unter diesen Voraus
setzungen hat (siehe Fig. 265) 
ein Punkt x, y, z der Platte 
nach der Durchbiegung eme 
Horizontal verschiebung 

OW 
(1) ~= -z-~ ; 

ex 

ow X 
Y = -z-o--o Y Fig. 265. Verschiebung der Plattenpunkte. 

aufzuweisen (Fig. 265). Diesen Verschiebungen entsprechen nach 
den Regeln der ~~lastizitatstheorie die Dehnungen: 

(2) 
o~ 02W oy 02W 

Cz = 0 x = - z 0 x2- ; fy = -6x = - z 0 y2 . 

Nach dem allgemeinen Elastizitatsgesetz der Beziehung zwischen 
einem Dehnungszustand cz, Cy, und einem Spannungszustand 
az , ay, ist aber: 

(4) 

Mit (2) findet sich hinaus durch Auflosung nach az und ay; 

1 
az = - m7E I z (m ~:~ + ~2;) , 

mE ( [)2W 02W) 
ay = - m2 _ I z m oy2 + -ox2 . 

(4) 

In Fig.266 sind diese Normalspannungen an einem Platten
elemente angreifend dargestellt, dazu auch die Schubspannungen. 
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Fig. 266. Gieichgewicht am Plattenelement. 

Sowohl ax wie ay 
andern ihr Vorzei
chen beim Dbergang 
von +z zu -z. 
Die Normalspannun
gen, die an den 
Begrenzungsflachen 

desPlattenelementes, 
wie in der Figur gezeichnet, angreifen, bilden also zu je zwei 
und zwei elementare Kraftepaare: 

(5) d9Jl ax = 2 z ax dy dz und d9Jlay = 2 z ay dx dz . 

Nach Einfiihrnng von (4) und Integration von 0 bis ~ findet sich 

h 

(6) 

mE ( 82w 9Jl ax = - 21 m -,- + m - (Jx 2 

und entsprechend 
mE ( 22W 2.21))) h:: (7) ~)(O = - ........ m -0-, + -~-- -- dx. 

y m 2 -1 r!y2 ox2 12 

Die Nonnalspannungen in dell gegeniiberliegenden Begreuzullgs
flaehen liefern entspreehende entgegengesetzt drehende Momente, 

1· d' b bIt d' B t .. o9J( a., d b (Ie Ie soe en eree me en Ul1l . Ie e rage - ... cT;-- x zw. 

-~rx~1I. dy iibertreffen. Diese Dbersehi.isse sind die resultieren

den von den N orrnalspannungen herriihrenden Momente; das 
erste dreht das Plattenelernent urn die y-Achse, das zweite urn 
die x-Achse. 

Wir sehreiten nun zur Berechnung der Sehubspannungen Tyx 

und Txy. Nach den Regeln der Elastizitatstheorie ist 

(8) T!lX = TXll = G(~~ +~-~) = -2Gz a:2;y 
In entspreehender Weise, wie bei den Norrnalspannungen, be
reehnen wir aus diesen Ansatzen das zugehorige Drehrnornent 
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h 

2 f iJ2w k 3 
Why", = 2ZTy",dzdx = -2Gz-"-~- -12 dx. cixcy 

o 

h 
2 f iJ2W k 3 

(10) 9)1r",y = 2ZT",ydzdy = -2Gz fJxfJy -i2 dy. 

o 
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Die tJberschusse der entsprechenden Momente der Schubspan
nungen in den gegenuberliegenden Begrenzungsflachen sind wieder 

(11) 
fJ9)1Ty", d 

fJy y 

und 

(12) 

von denen der erstere urn die y-Achse, der zweite urn die ;l:-Achse 
dreht. 

Auch die Schubspanllungell Ty. und T",. liefern Momente, von 
denen sich das urn die y-Achse findet 

(13) 9)1 T",. = dx 2,'r", " dF , 

das urn die x-Achse 

(14) 

Nunlllehr lauten die Gleichgewichtsgleichungen gegen Verdrehen 
fur die x-Achse : 

(15) 
(9)1 Oy ,oWl r",y '\.', 
-~--- dY"l ----- dx + dy.o;.T dli = 0 fJx fJx yz, 

fur die y-Achse: 

iJ9)1 a", o~JlTy", '\." 
--,,- dx + -~- dy + dX.o;.T""dli = o. 

ox uy 
(16) 

Hierzu kommt 110ch die Gleichgewichtsbedingung gegen Ver
schieben in Richtnng der z-Achse zwischen den vertikalen Schub-
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. 02:T dF 02:T dy 
spannungsresultlerenden IZ dy und ~xz - dx SOWle 

oy ox 
der OberfHlchenbelastung des Elementes p dx dy: 

a2:Txz dF o2:Tyz dF 
(17) -~" - dx + -. ~-- dy + pdxdy = o. 

ox oy 
Aus (15) und (16) berechnet man 2'TyZ dF und 2:Txz dF und 
fiihrt das Ergebnis nach Ausubung der vorgeschriebenen Differen
tiationen in (17) ein. Wir erhalten: 

(IS) 

und aus 

(19) m 2 E h3 [6 4 10 64 10 04W] 
m 2 - i 12 0 x4- + 2 0 x 2 a y2 + 0 y4 = P . 

Wollen wir nun zur Schwingungsgleichung gelangen, so habeu 
wir nur die auf die Einheit der Plattenfliiche entfallende Trag-

"2 
heitskraft h (! 00 t~ ((! bedeutet die Dichte) rechts hinzuzufiigen 

und erhalten ,. wenn wir au13ere Druckkrafte p -nunmehr alB ab-
we send voraussetzen: 

m 2 E h2 [04 10 04 10 iJ 4 1O] 02 10 

(20) 1n2-=-112 ox4 + 2ax2 oii' + 7Jy4 + (! iW = 0 . 

!f 2. Neben der Differentialglei
ch ung ist noch die Anga be der Grenz
bedingungen notig. Bezeichnet n 
(Pig. 267) die nach au13en gerichtete 
N onnale des Pia ttenrandes 8, so gilt 

--f-L-'---'----i---~X zunachst fur festgehaltenen Rand 

]'ig. 267. Die elastischen Grenz
bedingungen. 

(21) 10 = 0, 
fiir eingespannten Rand 

(22) 10=0, 

Fiir £reien Rand (ein besonders wichtiger Fall wegen der Chladni
schen Klangfiguren) sind die Grenzbedingungen viel verwickelteI". 
Sie lauten: 
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+ (m_l){(~2~ __ ~2X~)Sin91COS91+ 0~2; (COS 2 91Sill2 91)}=0, 

(23)1(02 W + 02W)Y Y 
ox2 oy2 

, {02W i:j 2w 02W } + (m -1) ox2 cos 2 91 + -oy? sin2 91 + 2 (ixoy cos 91 sin91 =0. 

3. Durch die Substitutioll 

(24) coswtrr ) W= x sinwt ( ,y 

geht (20) fiber in 

(25) 
04 II 04 II (14 II 
~4 + 2 0 2 ~ 2 + -c;-. - k4II = 0, 
vx X C Y 0Y" 

WO L4 ~~ 12 w 2 e (m2 ---:-_!.L zu setzen ist. Man kann den An
mEh~ 

satz (25) auch symbolisch schreiben 

(25 a) 

oder auch 

(25 b) (,1 + k 2) (,1 - k 2) II + 0 , 

wo 

zu lesen ist. 
Urn nun zur Kreisplatte des Radius R fiberzugehen, hat man 

die Differentialgleichung (2:» und die Grenzbedingllngen (23) 
auf Polarkoordinaten 

x = r COS(I-' , Y = r sin(p 

umzuformen. Dann geht der Operator ,1 in die Form 

iiber. 

02 1 0 1 02 

--+--+-(Jr2 r or r2 0912 
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Versuchen wir jetzt entsprechend den Partikularansatz: 

(26) fl. 0" cosn cp n(r,cp) =Rw mit '}'= 

sin n cp 

wo n als eine ganze Zahl zu wahlen ist, da W die Periode 2 Jl 

besitzen muB, so geht (25a) iiber in 

(27) (~+ ~ -~- - n 2 + k2)(~ + _1 _ _ d _ n 2 _ k2) R = 0 
dr2 r dr r2 dr2 r dr r2 

oder abgekiirzt: 
(28) (iJ + k 2) (.d - k2) R = 0 . 

Da nun die Operationen L1 + k2 und L1 - k2 nacheinander 
ausgeiibt werden k6nnen, wovon man sich durch eine kurze Rech
nung iiberzeugt, so wird (27) erfiillt durch jede Funktion, die 
einer der beiden Differtlntialgleichungen geniigt: 

d2R 1 dR ( n2) 
(29) .-+--~+ k 2 -- R=O dr2 r dr r2 

oder: 

(30) 

Die erste ist uns bereits bekannt als Differentialgleichung der 
Besselschen Fnnktion n ter Ordnung 

(:U) Rl = In(kr) , 

wahrend (30) die gleiche Funktion, jedoch mit imaginarem Argu
ment £ k r, bestimmt 
(32) R2 = In(i kr) . 

Allgemein gilt also, mit vorlaufig unbekannten Konstanten an 
und bn 

(33) Rn = anJ,,(kr) + bnJn(ikr) . 

Zu jeder ganzen Zahl n geh6rt eine solche Funktion ITn und dem
nach ein Anteil der Durchbiegung der Platte w 

w" = [anJ,,(kr) + bnJ"Ukr)'J (An cosncp + Bn sinn(p) (A~coswt 

+ B~ sinw t) . 

Setzt man hier 
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und 

so wird 

(34) Wn = O,,[Jn(kr) + An In(ikr)] cos(ncp - IXn) cos(wt - f3n) 
und 

(35) 
00 

. ,-::' 
W=~Wn' 

o 

Zur Ermittlung der GroBen kund An sind jetzt die Grenzbedingungen 
(23) heranzuziehen. Zunachst formt man sie auf Polarkoordinaten 
um und spezialisiert sie fur den Rand der Platte r = R: 

(~(22W + ~ 2w) + ~(2m - 1 ~~ _ 3~ - 1 W) = 0 I dr 2r2 r 2r iJcp2 ma2 or mas ' 
(36) j . 

02W 1 (lOW 1 22W) -+- --+-- =0 or2 m a or a2 Ocp2 . 

Fuhrt man hier fur W den Ansatz 

Wn = OnRn cos (n cp - IXn) (cosw t - f3n 

ein, so findet sich 

(37 a) ~ (d2 Rn + 1_ dRn) . __ n2(2 m =! dRn _ ~~=-! R ) =0 
dr dr2 r dr m a2 dr m a~ n , 

(37b) 

Die Gleichungen (37 a, b) werden nun, uachdem 

RII = In(kr) + A".J,,(ikr) 

eingefuhrt ist, zur Bestimmung von k und An benutzt. Fur jeden 
Wert von n ergibt sich eine unendliche Reihe von k Werten 

k = k",j (j = 1, 2, 3 ... ) 

und zu jedem Wert von kn,J gibt es einen Wert An,j; vermoge 

k4 = 12w2e(m2 -1) 
mEh2 

finden sich auch unendlich viele Werte Wn,j. Die letzteren be
stimmen aber die Schwingungsperioden der Platte 

2n 
T -=-

n,) W. 
n, ) 
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Man nennt deshalb den Verein der Gleichungen (37) die Perioden
gleichung. 

Um die unbestimmten KoeffizientenOn , an, Pn zu bestimmen, 
muB auf die Anfangsbedingungen zurUckgegriffen 

w = F(r,rp), 
ow at = /(r, rp) fUr t = 0 

und das Verfahren der Fourierentwickelung benutzt werden, ·wie 
fur die Membran in § 88. 

Entsprechend der runden Membran gibt es auch bei der 
kreisformigen Platte ein aus Radien 

cos (n rp - <Xn) = 0 
und Kreisen 

bestehendes Knotenliniensystem. 
Die Theorie der schwingenden Platte ist von erheblicher 

physikalischer Wichtigkeit, weil ihre experimentelle Priifung 
mit Hilfe der Chladnischen Klangfiguren eine sehr schone Dber
einstimmung des Versu~hs mit der Rechnung liefert 151) .. In der 
Anwendung treten die Platten als Tonerzeuger zuruck; sie werden 
aber in weitgehelldem MaBe als Resonanzkorper bei wichtigen 
Musikinstrumenten (Geigen, Klaviere) benutzt 152). 

§ 90. Langs- und Querschwingungen von Staben. 

1. Ein fester K01"per, der vorwiegend in einer bestimmtell 
Richtung ausgedehnt ist, wahrend seine senkrecht zu dieser 
Richtung betrachteten Abmessullgen zurucktreten, heiSt ein 
Stab. 

1st die bevorzugte Richtung gerade, so spricht man von einem 
geraden Stab, andernfalls liegt ein kru mmer Stab vor; 
krumme Stabe sind z. B. die Stimmgabeill. 

Innerhalh des Stabes wird die bevorzugte Richtung durch 
die Stabachse gekennzeichnet, von der wir annehmen, daB sie 
die Schwerpunkte der auf ihr senkrecht stehend€m Sta bq uer
schnitte verbindet. 

Die Stabquerschnitte seien langs der Stabachse konstant 
oder langsam veranderlich, im ubrigen aber klein gegen die 
Langsabmessung. 
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Ein Stab kann drei Arten von Schwingungen ausfUhren: 
Langsschwingungen, Biegungsschwingungen, Drehungsschwingun
gen. Wir betrachten in dies em Abschnitt die erstgenannten beiden 
Arten und behalten den Drehungsschwingungen den nachsten 
Abschnitt vor. 

2. Langsschwingungen. Wir betrachten einen Stab mit 
unveranderlichem Querschnitt, dessen eineR Ende im Koordinaten
anfangspunkt befestigt ist '" 
und der selbst mitder ~ a b 

~~~------~-r---------------. x-Achse zusammenfalle 
(Fig. 268). 

~~'---------4.--~.----------------~ * 0 _______ .7: -..: r.Lac~-
Die Langsschwingung 

besteht nun darin, daB 
];'ig. 268. Stablangsschwinguug. 

j"der Punkt x des Stabes eine periodische Bewegung parallel zur 
x-Achse ausfiihrt, deren Auslenkungen aus del' Gleichgewichts
lage wir mit u b2zeichnen wollen, Es muB dann sein: 

(1) u = f (x, t) , 

welche Funktion fiir x = 0 stets verschwinden muB. Zur Aufstel
lung der Differentialgletchung betrachten wir ein Stabelement dx. 
Auf die Endquerschnitte derselben wirken Spannungen, die von 
der elastischen Langenanderung dU des Elementes dX herriihren. 
Es ist die Spannung im Querschnitt a, wenn Eden Elastizitafs
modul bedeutet, gleich 

im Quen;chnitt b 

du 
E-+E ax 

d~U. 
dx 
-·~-dx . 
c'lx· 

Beide Spannungen sind entgegengesetzt gerichtet, so daB all'; 
Resultierende iibrigbleibt: 

Andererseits haben wir den Tragheitswiderstand deR Ele
mentes anzusetzen mit 

H 0 r t, S~hwillgungslehre. 2. A ufl. 29 
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wo e die Dichte des Stabstoffs bedeutet, womit sich die gesuchte 
Differentialgleichung der freien Schwingung ansetzt: 

02U 02U 

(2) eiTi2 = E ox2 • 

Wirkt noch eine axiale auBere Kraft, deren Wert fUr die Langen
einheit X sei, so erhalt man als Differentialgleichung der er
zwungenen Schwingung: 

02U 02U 
(3) eat2 = E ox2 + X. 

In der Differentialgleichung (2), die mit der Saitengleichullg 
formal iibereinstimmt, kommen noch die Grenzbedingungen. 

1st ein Stabende fest eingespannt, dann muJ3 dafiir gelten: 

U =0. 

1st dagegen ein Stabende frei, so hat man als Grenzbedingung 

OU 
Ox =0, 

d. h. am freien Stabende kann keine elastische Kraft (E~:) 
iibertragen werden. 

Die Anfangsbedingungen konnen in der gleichen Weise 
eingefiihrt werden, wie bei der Saite; im folgenden betrachten 
wir nur solche Stabschwingungen, bei denen zur Zeit t = 0 gilt: 

(4) 

OU 
u=O; Tt=O. 

Schreibt man nun mit a2 = 1!!_ die Schwingungsgleichung (2) 
e 

02U 02U 
----- = a2 ----ot2 ox2 ' 

so stehen als Partikularlosungen die multiplikativen Kombina
tionen von Paaren folgender Funktionen zur Verfiigung: 

coskt, sinkt, 

k 
cos-x, 

a 

. k 
Sill-X. 

a 
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Sind beide Stabenden fest: 

x=O:u=O; x=l:u=O, 

k 
so scheidet cos-- x aus, und es muE sem: 

a 

k 
-l=nn 
a 

oder 
k 

a 

nn 
1 ' 

wo n eiue gauze Zahl bedeutet, zu der die Schwiugung geh(irt: 

(5) . nn ( c.nn . ann) u = sm---x A cos-'-.-t + B sm· ...... t 
n 1 n I n' 1 

mit der Schwingungszeit: 

(6) T =~} = 2.!. V (! 
n an n E 

Sind beide Enden frei, so muE gelten: 

x = 0 : au = _ !i [sin !i x] = 0 und ox a a '" = 0 
."-.. [cos!i x] = O. 
a a x=o 

x = 1 x =1 

k 
Demnach scheidet jetzt sin - x aus und es bleibt als Schwingung 
"b' a u rIg: 

(7) nn ( ann . ann) u = cos-- x A cos-·-- t + B sm--t 
n 1 n 1 n l 

mit derselben Schwingungszeit. 
1st ein Ende fest (x = 0), das andere (x = l) frei, so gilt: 

x=O:u=O; 

oder 

[sin '!.- x] = 0 , 
a x=o 

[cos!i x] = 0 , 
a x=o 

au 
x = l: -,-- = 0 

c'x 

"-.. Icos!i x]. = 0, 
a l a x=1 

- !i [Sin.'!.. xl = 0 . 
a a Jx = 1 

Hier bleibt also wiederum die Sinnsfunktion ubrig mit der Be
dingung: 

!£..l=2n--'-ln 
a 2 

2g* 
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und es wird: 

(8) u = sin(~~-=J} IT-X(A cosa (2n - l)~t + B sina(2~-=-_!l~t) 
n21 n 21 n 21 

mit der Schwingungszeit 

(9) Tn = 2 n 4~ 1 V ~ . 
Der Grundton ist also hier halb so hoch als in den beiden ersten 
Fallen. 

Die drei Befestigungsfalle des Stabes unterscheiden sich wie 
folgt: 

Der fest-feste Stab hat fUr den Grundton 

(10) 

an den Enden stets Knoten (Verdichtungen und Verdunnungen), 
in der Mitte einen Bauch (Fig. 269a). 

----
BOlich 

D!'i,lm'~, : ,:il: 
Knoten 

Fig. 269. 

- b , 
Knoten BOlich 

BOlich 
Stabliingsschwingung. 

Del" frei-freie Stab hat, 
wenn er im Grundton Tl 
schwingt, an den Enden 
stets einen Bauch, in der 
Mitte einen Knoten (Ver
dichtung wechselnd mit 
Verdunnung) (Fig. 269b). 

Der fest-freie Stab hat 
nn Grundton 

T = 411/fL 
1 I E 

am festen Ende einen Knoten, am freien einen Bauch, dazwischen 
keine ausgezeichnete Stelle (Fig. 269c). 

Die Schwingungszahl N = ~ uIl~ damit die TonhOhe ist also 

wesentlich durch die GroBe a = 1 / E, d. h. die Wellengeschwin-
V e 

digkeit im Stabe, bestinllnt. Fur Stahlstabe bestehen folgende 
Verhaltnisse: E = 2. 106 [kgcm - 2] = 2.9,81. 1011 [cm -1 grsec -2]; 

e = 7,85 [grcm - :1]. Riera us wird 1/ '!! = 5 . 105 cmsec - 1 und fUr 
e 
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5.105 
eine Stablange Z = 50 em die kleinste Sehwingungszahl N1 =2~-50 

= 5000. Die LongitudinaltOne liegen demnaeh bei Staben stets 
sehr hoeh. Fur einen gleiehlangen Goldstab ist dagegen 
E =0,785. 106 [kgem- 2] , e = 19,3 [grem- 3] unddamitNl =2000. 

Zur Untersuehung der Spanllullgs- und Ellergieverhaltnisse iIi 
dem sehwingenden Stabe knupfen wir an an den Ansatz (5), in 
dem wir das Glied mit, Bn fortlassen . 

(II) 
. nn ann 

'Un = sm --z- X An cos -Z-- t . 

Bereehnet mall jetzt die zu Un gehorende spezifisehe Dehnung 

(12) 
a~ nnAn nnx ann 

E =- = ----- eos-'--eos-~ t ex Z b l' 

so findet sieh der zu ihrem GroJ3twert n ~ An gehorige groJ3te 
Spannungsbetrag zu 

(13) nnA"E a=fE= -- . 
l 

Setzen wir eine groJ3te Elongation Al ffir den Grundton n = 1 im 
Betrage von 10- 3 em bei einem Stahlstabe von 50 em Lange 
voraus, was einer mittleren Tonstarke entspreehen dfirfte, so 
findet sieh die groJ3te Sehwingungsspannung 

(14) a.= 125 [kgem - 2] ~ 

Die groBte im Stabe aufgespeieherte Spannungsenergie F finden 
t;2E 

wir durch Integration der spezifischen Spannungsenergie 2 
uber das ganze Stabvolumen 

I 

(15) F = /--- t dx [ 
. f2 E ] 

• 2 t = 0 
() 

wo f den Stabquersehnitt bedeutet. Fuhrt man die Integration 
aus, so findet sieh 

(16) 
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In dem eben angeffihrten Falle eines Stahlstabes (vom Quer
sehnitte I = 1 em2) bereehnet sieh: 

(17) F = 0,1 [kgem] . 

Die elastisehe Energie ist also vergleiehsweise klein. 
In entspreehender Weise bereehnet man die groBte kinetisehe 

Energie L, die in dem Stabe aufgespeiehert sein kann, aus der 
elementaren kinetisehen Energie 

(aU)2 
}dm at 

dureh Integration fiber den ganzell Stah: 
l 

(18) L = [_1_ fI(_?1J,)2 dm] l 
2J'at t=2a' 
o 

wo dm = e I dx einzufiihren und _~U_ aus (ll) zu bereehnen ist. 
Wir erhalten zUlliiehst: t 

(19) 
iJu . nnx ann. ann at-- = -sm I An -l- sm-l-- t 

ulld damit: 

(20) 

Well aber a 2 = ~ ist, so wird 
e 

(21) 

also gleieh dem Hoehstbetrage der Spannungsenergie (15), wie 
es sein muB, da der Sehwingungsvorgang im Stabe mit einem 
gegenseitigen periodisehen Austauseh der beiden Energieformen 
identiseh ist. 

3. Quersehwingungen. Wir denken uns den Stab an 
einem Ellde im Nullpunkt des Koordinatensystems so einge
spannt, daB seine Aehse mit der x-Aehse in der Ruhelage zu
sammellfiillt (Fig. 270). 

Wir betraehten wieder ein Langenelement ax und stellen die 
Differentialgleiehung fur seine Sehwingung parallel zur y-Aehse 
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auf. Es wirken an seinen Enden innere SchubkraJte -S und + S 

+ ~~ dx nebst einer auBeren Kraft Y dx, deren Resultierende wird: 

dS Y 
dxdx+Ydx. ~ 

%:i 
Der Tragheitswiderstand des m-_-- X 
Elementes ist ~=:::::;:;;;:........::::===r,-,~----~ 

d2 y ------«:------1 a..,:" __ 
(! q At2 dx , Fig. 270. Stabquerschwingung, 

wo (! die Dichte und q den Querschnitt bedeutet. Die gesuchte 
Differentialgleichuug wird also: 

d2 y (j S 
(22) (! q iTi2 = () X + y . 

AuBer der Translationsbewegung fiihrt das Element ox auch 
noch eine Drehbewegung aus uuter demEinfluB der Momente 
der Schubspannungen und der Normalspannungen und etwaiger 
auBerer Momente. 

Das Moment der Schubspannungen ist S dx, wo dx den Hebel
arm des Kraftepaares bedeutet. Die an beiden Enden angrei
feuden Momente der Normalspannungen sind: 

dN 
-N und +N + o-dx; ox 

ein etwa vorhandenes auBeres Moment, dessen Betrag fiir die 
Langeneinheit M sei, liefert den Auteil: 

Mdx. 
Die Resultierende samtlicher Momente ist: 

dN 
Sdx+ dxdx+Mdx. 

Um den Tragheitswiderstand des Elementes gegen Drehen 
zu berechnen, bemerken wir, daB der Winkel, den die Achse des 

Elementes gegen die x-Achse macht, gleich :~ ist. Nun setzen 

wir den Tragheitswiderstand an gleich Tragheitsmoment mal 
Winkelbeschleunigung und finden 

(}2 (dY) 
eJ dx ata ax ' 



456 XI. Schwingungen fester elastischer Korper. 

wo J das Tragheitsmoment des Querschnittes bedeutet. 
wird aber die gesuchte Differentialgleichung: 

(23) iJ2 (iJ y ) oN 
(! J iJ t2 iJ x = S + ax + M . 

Hiermit 

Nach den Lehrell der Elastizitatstheorie ist aber das Moment 
der Normalspannungen N stets gleich dem Produkt aus Elastizi
tatsmodul, Querschnittstragheitsmoment, Krummung, also 

iJ2 y 
(23a) N=EJ·---. iJx2 

Eliminiert man nun aus (22) und (23) die Schubkraft S, dann 
kommt als einzige Differentialgleichung-_ der Ansatz: 

iJ2y o4y iJ4y iJM 
(24) (! q ot2 + EJ ox4 = (! J iJx2ot2 + y - a-X- . 

Nimmt man an, daB auBere Momente M nicht vorhanden seien 
und vernachlassigt den Tragheitswiderstand der Drehbeschleuni
gung in (24), 80 wird 

(24a) 
aN 

S=--ax ' 
und die gesuchte Differentialgleichung iautet einfacher: 

(25) 
iJ2y iJ4 y 

(! q ot2 + EJ 8x4 = Y . 

Hier haben wir die Bedingungen zu prUfen, die fur die mog
liche Beschaffenheit der Stabenden gelten. 

Fur ein eingespanntes Ende verschwindet sowohl die 

Stabauslenkung y wie die Stabneigung -~~ , d. h. es muB in dic-
sem FaIle sein (. x 

(25a) y = 0; 
iJy 
-=0 

iJx 
(eingespannt). 

An einem f rei e n End e gibt es zunachst kein Moment N der 

Normalspannung; ferner werden keine 
iibertragen; es muG also hier gelten 

o2y c3y 
----- = o· - = U ox2 ,- ox3 

(25 b) 

aN 
Schubkrafte S = - -~ -

ox 

(frei). 
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An einem gestiitzten Ende gibt es keine Stabauslenkung y 
und kein Normalspannungsmoment N; also muB hier sein 

02y 
(25c) y = 0; dx2 = 0 (gestiitzt). 

Wir wollen lIun die freien Schwingungen aufsuchell, also 
Y = 0 setzen. 

Dann liefert die versuchsweise Substitution 

(26) y = Eeikt , 

wo E eine }uuktioll uur von x sein soll, fiil' E die totale Diffe
rentialgleichung: 

(27) 
d4 E (! q k 2 ;; _ 

dX4 - EJ ~ - 0, 

(! q k 2 

Kiirzt man ab: liJJ- = m4, so hat (27) vier partikulare Lo-
sungen: 

e- imz , e+ imx . 

Unter Einfiihrung zyklometrischer' und hyperbolischer Sinus
und Kosinusfunktionen erhalten wir das allgemeine Integral 

(28) E = Al cosmx + A2 sinmx + BI [ofmx + B2 6inmx. 

In unserem Fane des einseitig eingespannten Stabes muB 
dE 

nach (25a) fUr x = 0 auch E und dx = 0 sein. Dies liefert: 

und also 

(29) E = A (cosm x - [ofmx) + B(sinm x ---' 6inmx) 

Ferner muB noch zur Erfiillung der Bedingung (25 b) fiir 
d2E d3B 

x = l: dX2' und -dx3 = 0 sein. 

Diese Bedingungen liefern: 

(30) 
A 
B 

cosml + [ofml 
----------
sinml- 6inml 

sinml + 6inml 
-cosml+ [ofml . 

Aus dieser Gleichung leiten wir zur, Bestimmung von m die 
Beziehung ab 

(31) cosml[ofml+l=O. 
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Diese Beziehung heiBt die Periodengleichung. AIle Werte m, 
welche diese Gleichung befriedigen (siehe Fig. 271), liefern ver
moge der Beziehung: 

(2 q k2 
------- = m4 
EJ 

~-~--=-=-=---=-=--------mJ l------,;"'----~-__ 

3 Lf 

Fig. 271. Liisung der Periodengleichung cosm 1 (!;ofm 1 + 1 = o. 

Werte von k, mittels deren sich das allgemeine Integral (26) 
schreibt: 
(32) y = ~ Ei · Oicos(kit + fi) . 

Die B~rechnung der Werte m resp. le wollen wir hier nicht aus
fiihren. Wir geben nach den Rechnungen von Lord Rayleigh 153) 

die niedrigsten' Losungen an: 

:rr 
m. = 0,597 T' 

:IT 
m2 = 1,494 T ' 

mittels deren sich die Schwingungszahlen 

1 lei 
ni=--=-

Ti 2:rr 
(33) 

fiir jeden Stab berechnen lassen. 
4. Einge sp ann ter Sta b mit Einzelmasse am 

f rei e n End e. Wir vervollstandigen jetzt die Berechnung der 
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Lamellen des Frequenzmessers von Frahm, die in § 23 abge
brochen wurde, unter Beriicksichtigung der gleichmaBigen Ver
teilung der Lamellenmasse iiber ihre ganze I.ange. 

Es handle sichalso um einen eingespannten Stab nach Fig. 272, 
det: am freien Ende die Masse M 2 M 
des Tragheitsmomentes e tragt, '~ ~ 
deren Schwerpunktsverschiebung Ir ~ 
mitY2 bezeichnet werde; nahe- " oE l ",,1 

. . . f I d t Fig. 272. Stab mit EinzelmBsse. 
rungsWeISe 1St III 0 ge er s ar-
ren Verbindung zwischen der Lamelle und der Masse Y2 zu
gIeich die freie Endauslenkung des Stabes. 

Wir legen wieder den allgemeinen Losungsansatz (26) zugrunde, 
den wir bis zur Beriicksichtigung der Endbedingungen fiir x = 0 
im Ansatz (29) verfolgen. Von hier aber ab andert sich die Be
trachtungsweise, weil fiir x = Z kein freies Ende vorliegt. Viel
mehr iibertragt die Masse M 2 vermoge ihrer Tragheit sowohl 
Schubkrafte wie Normalkrafte auf den Endquerschnitt x = 1. 

Die Schubkrafte S = - E"E. werden geliefert von der Massen
dx 

tragheit gegen Verschieben M 2 d;~2 , so daB gilt: 

. dN (day) d2 Y2 (B2y) 
(34) -8= +--c,--=+EJ ~ _ =M2 - d 2 =M2 ~ • 

oX oX x-I t ot x=l 

l!'erner wird ein Moment N der Normalkrafte geliefert yom Trag
heitswiderstand der Endmasse gegen Verdrehen: 

e~(~) at2 ax z = I' 

d.h. es muB sein: 

(35) -N = -EJ(!:Y..) = e ~(!JL) ax2 z=l at2 ax z=l 

Die negativen Vorzeichen stehen hier bei S und N, weil die 
elastischen Krafte den Auslenkungen entgegenwirken. 

Fiihren wirnundie Operationen (34) und (35) an dem aus (26) 
unter Fortlassung des Index i folgenden ~nsatz: 

Y = 2'[A(cosmx - (fofmx) + B(sinmx - ®inmx)](coskt + e) 

durch, so findet sich nach einigen leichten Zwischenrechnungen 
mit (34): 
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1 
A(sinml- @)inmt) - B(cosml + [ofml) 

(34a) M m 
= -.~2-{A(cosml-[ofml) + B(sinml-@)inml)} 

eq 

und mit (35): 

\ 

A(cmlml + [ofml) + B(sinml + @)illml) 

(3511,) f) m3 
= +- {A (sin m 1 + @)inml) -- B(cosm 1 - [oi m l)} . 

eq 

Mit den Abkurzungen 

ml=o; 
M., 

~=-" 

1 qe 

(M1 = LamellenmasEe) findet sich aus (34R) und (35a) durch 

~-'ortschaffung von ~. die P~riodengleichung: 

I ) l+LXtJo 
1 - LX () 04 +. - O(LX 0 + tJ ( 2) tgo 

(36) ( os 0 [010 

1 + 0 (LX 0 - tJ ( 2) ';£g 0 = 0 . 

Mit M2 = f) = 0, d. h. LX = f3 = 0 erhalt man am; (36) wieder 
die Periodengleichung (31) des eingespannten Stabes ohne Masse 
am freien Ende. 

Die Wurzeln der Gleichung (36) ermittelt man am besten 
durch die Schnitte der beiden Kurven 

{ 
Y = 1 +._!X-f~= _ O(LX 0+ tJ ( 2) tgo 

1 cos 0 [of 0 

und 
(36a) 

Y2 = -1 + LX tJ 0 4 - 0 (LX 0 - tJ ( 2) ';£g 0 . 

n 3n Sn 
Die erste dieser Kurven hat Pole bei 2' 2' 2 ... , wahrend 

die zweite wie 0 4 ins Unendliche strebt. Daher liegen die h6heren 
Wurzeln der Periodengleichung (36) ebenso in der Nahe der un-

n 
geraden Vielfachen von 2 wie die Wurzeln von (31), d. h. die 

h6heren Eigenschwingungszahlen einer eingespannten Lamelle 
werden dureh Hinzufugen einer Masse am freien Endc wenig 
beeinfluBt. 
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Urn die untersten Eigentone zu untersuchen, legen wir nach 
Multiplikation mit cosa in den Ansatzen (36a) und unter Ver
nachlassigung des Tragheitsmo-
mentes e der Zusatzmasse (/3 = 0) 
die Teilkurven zugrunde: 

(37) (tof a jYI = _1_ - tXa2 sina und 10 

Y2 = -(1 + tX(2)stgacosa. ()(.=: 
Diese Kurven sind in der 
Fig. 273 fUr das Massenverhaltnis 

M9 1 . h D' tX = ----=- = - gezelC net. Ie 
MI 4 

Abszissen ihrer dem Anfangs
punkt am nachsten liegenden drei 
Schnittpunkte ermitteln sich zu: 

01 = 0,46n ; 

a2 =1,29n; 

as = 2,23n. 

Demgegeniiber liegen die nie

5 !h~-or.(j251;'(j 

!Iz~-(1+or.(jZ; 
II 

3 

2 

1 

-dersten Eigentone des einge- 11--,--I-,==-r~:i,I---\'----r-1h-l 

spannten Stabes ohne Zusatz- 21----!r-----,,..-+-.,....---, 
masse (nach Lord Rayleigh) 

mIL = 0,60n; 

m2l = 1,49n; 

msl = 2,50n 

wesentlich hoher. 

3 

if 

5 

I 1 ,T 
, -

I 
I 

62-

Die Sch wingungszahlen der 
beiden ersten Eigentone verha lten 
sich wie 1 : 1,7, d. h. durch eine 
Zusatzmasse von t der GroBe 
der Lamellenmasse wird der erste 10 

Eigenton etwa urn eine groBe 
Sexte (5: 3) erniedrigt. Die 
hoheren Eigentone erscheinen 
schwacher beeinfluBL Fig. 273. Periodengieichung des Stabes mit 

Elnzehnasse. 
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§ 91. Erschiitterungen von Leuchttiirmen im Winde. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen kann man zur Be
urteilung der Erschiitterung hoher Gebiiude im Winde heran
ziehen. 

Namentlich Leuchttiirme sind in dieser Hinsicht oft von 
franzosischen Forschern gepriift worden. 

Wir entnehmen Ribiere l54) eine Tabelle, die sich auf Er
schiitterungsmessungen mit Hilfe eines pallographahnlicben In
strnmentes stiitzt. 

Dauer einer Amplitude der Name des Turmes Hohe in m 
Schwingung in sec Schwingungen in mm 

Barfleur ..... 66,0 0,83 0,5 
Planier ...... 54,0 0,55 Unmerklich 
La Cauche .... I 48,0 0,86 2,0 
ile Vierge . . . . I 

i 
70,0 0,77 Unmerklich 

La Coubre .... I 54,0 0,71 2,0 

Berechnen wir jetzt die Dauer der langsamsten Eigen
schwingung eines Turmes von·l = 50 m Rohe, 7,5 m auBerem 
und 4,0 m innerem mittleren Durchmesrwr. 

Man findet zunachst den mittleren Querschnitt des Tur
mes zu q = 31,4 [m2], das aquatoriale Tragheitsmoment zu 
J = 142 [m 2]. 'Nimmt man weiter den Elastizitatsmodul des Mauer
werks zu 360 000 [kg/em - 2] und die Dichte zu e = 2,3 [gjcm - 3], 

so wird die GroBe -V! ' die nichts anderes ist als die Fort

pflanzungsgeschwindigkeit des Schalles im Mauerwerk, gleich 
3900 [m/sec- I ]. 

Mit diesen Werten wird schlieBlich die langste Schwingungs
dauer, welche moglich ist: 

212 1/ e q 
Tl = n. (0,597)2 V EJ = 0,68 sec. 

ein Wert, welcher mit den nach der 'Tabelle beobachteten gut 
iibereinstimmt. 

§ 92. Die Sehiffsvibrationen 155). 

1. Die Schiffsvibrationen sind eine Resonanzerscheinung. Der 
Schiffskorper ist ,ein elastischer Stab sehr verwickelter Bauart, der 
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sowohl als Ganzes betrachtet Schwingungen ausfiihren kann, dessen 
einzelne Bestandteile (Platten, Balken usw.) aber auch fiir sich 
schwingen konnen. 

So kommen fiir ein Schiff eine groBe Zahl von "Eigentonen" 
in Betracht, die beim Zusammenklang mit den Perioden erregender 
Krafte zu Resonanz und damit zu heftigen Vibrationen der 
Schufsbauteile }uUaB geben konnen. 

Die Untersuchung dieser Vorgiinge liefert nun nur im Faile 
der Schwingung des Schllfes als Ganzes iibersichtliche und all
gemeingiiltige Verfahren und Ergebnisse, wiihrend man hinsicht
lich der Erschiitterungen von einzelnen Bauteilen auf die Be
trachtung an Hand von § 49 (Fundamentschwingungen) an
gewiesen ist. 

Dber die elastische Eigenschwingung eines Schiffes als Ganzes 
betrachtet erhiilt man zuniichst einen "Oberblick, wenn man es 
als einen gleichformigen Stab gleicher Gesamtmasse und gleichen 
mittleren Triigheitsmomentes betrachtet, der an seinen beiden 
Enden frei ist. Von den drei moglichen Schwingungsarten, die fiir 
einen solchen Stab in Betracht kommen (§ 90,1), sind beim Schllf 
vorzugsweise die Biegungsschwingungen von Wichtigkeit. 

Aus den Ansiitzen (25b) und (28) des § 90 finden wir die zur 
Bestimmung der Eigentone des frei-freien Stabes dienende Pe
riodengleichung durch Fortschaffung von AI' B I , A z , B2 aus: 

in dem Ansatz: 

(2) cosmlQ:ofml = 1 , 

deren Auflosung nach m l die niedrigsten Eigentone liefert: 

m1 l = 2,51 7l , 'm2 l = 3,1071 , msl = 3,5071. 
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Mit diesen Werten erhalt man die drei untersten Schwingungs
gestalten des frei-freien Stabes durch den Ansatz 

(2a) { y = A {(cosml- \rofml) (c03mx + \rofmx) 
+ (sinml + ®inml) (sinmx + ®inmx)} 

oder nach den Fig. 274-276, von denen die erste fiir die Beurteilung 
der Schwingungsform eines Schiffskorpers in erster Linie in Be

Fig. 275. 

tracht kommt. Danach be-
steht in etwa 1/4 der Stab
oder Schiffslange von den 
Endenje einSch wingungs
k noten. Je mehrdieMassen
verteilung des SchiffeR von 
der Stabahnlichkeit ab
weicht, desto mehr andert 
sich diese Knotenlage sowie 
der Ausschlag der Stabachse. 

Nach Fig. 277 liegt die 
Nullage der Schwingungs
linie so, daB sie stets eine 
Schwerachse des schwingen
den Stabes ist. Fiigt man 
nun zur Stabmasse m in der 
Mitte noch eine Einzelmasse 
Mhinzu, so muB die Nullage 
des neuen schwingenden 

'+-_____ 7-:1 Systems m + M wiederum 
Fig. 276. eine Schwerachse werden, 

Schwingungsgestalten des frei-freien Stabes. d. h. sie muB nach Fig. 277 

an die Einzelmasse um das MaB h = m ~MM heranriicken, wo

durch der Scheitelausschlag sich entsprechend verkleinert. Dem

-~~= -T ~ ~ -- - ~ ~~-~ - - - gemaB riicken die Knotenpunkte 
~ __ !1 _____ ~ mehr nach der Mitte. Einer 
~ ~ jt' ~ H solchen Massenverteilung wiirde 

M f ein Schiff entsprechen, welches 
Fig. 277. Stab mit Einzelmasse. in det Mitte stark belastet ist. 

Anderers('its bewirken Massenanhaufungen an den Enden des 
Schiffes ein Abwandem der Knoten nach auBen. 
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Die Fig. 278 zeigt die experimen
tell ermittelten Schwingungsgestalten 
der Langsachse eines Torpedobootes, 
deren Knotenpunkte voneinander nur 
unwesentlich weniger als die halbe 
Schiffslange abstehen. Der hintere 
Knotenpunkt liegt ziemlich genau auf 
1/4 Schi£fslange, wonach auf eine starke 
Belastung der hinteren zwei Schiffs
drittel zu schlie Ben ist. 

Die Ermittelung der Eigentone 
und der Knotenpunkte des Schiffs
korpers 1st maBgebend fUr die Beseiti
gung oder Fernhaltung schadlicher 
Schiffsvibrationen. 

Sind diese, wie eingangs bemerkt, 
eine Resonanzerscheinung, so hat man 
nach den periodischen erregenden Ur
sachen zu fragen, die mit den Eigen
tonen des Schiffs in Gleichklang treten 
konnen, wodurch ja die Vibration en 
bedingt sind. 

Diese schwingungserregenden Ur
sachen sind in erster Linie in den 
Massendriicken und Massendruck
momenten der Kolbenschiffsmaschi
nen zu suchen. 

Bekanntlich hat das Ausgleichs
verfahren nach Schlick-Taylor 
zum Ziel, diese Massenwirkungen und 
damit die schwingungserregenden Ur
sachen zu vernichten. 

Insofern aber oft nur unvoll
kommen ausgeglichene Maschinen vor
liegen, so bleibt nichts iibrig, als die 
Eigenschaft der Vibrationsfreiheit in 
anderer Weise herbeizufiihren, ent
weder indem man die UmlaufszahI der 
Maschine moglichst verschieden macht 

H 0 r t., SchwingungsJehre. 2. Aufl. 

' .. 
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von dem Eigenton des Schiffes, oder indem man die nicht ganz aus
geglichene Maschine im Schiffe so aufstellt, daB ihre Restmassen
wirkungen moglichst wenig Gelegenheit haben, schwingungs
erzeugend am Schiffskorper anzugreifen. 

In Fig. 278 sind die Schwingungslinien des Torpedobootes 
fiir verschiedene MaschinenumlaUfzahlen eingezeichnet; das untere 
Schaubild gibt unmittelbar den Zusammenhang der GroBe der 
Schwingungsamplitude auf dem hintersten Schiffsspant mit der 
Maschinendrehzahl. Demnach wiirde in der Nahe von 230 bis 
235 i. d. Min. der unterste Eigenton des TorpedokOrpers liegen; bei 
Maschinendrehzahlen geniigend weit unter oder iib\.lr dem Eigen
ton nehmen die Ausschlage der Schwingungslinie kleinste Werte an. 

Ober den EinfluB des Aufstellungsortes der Schiffsmaschinen 
auf die GroBe der Vibrationen gibt die folgende Betrachtung 
AufschluB. 

Die restlichen Massenwirkungen der Maschine lassen sich auf 
eine Einzelkraft in der mittleren Querschiffsebene der Maschine 
und ein Kraftepaar in deren mittlerer Langsschiffsebene zuriick
fiihren. Da die Knotenpunkte der Schwingungslinie als Dreh
punkte aufzufassen sind, so wird der EinfluB der (Vertikal
komponente der) Einzelkraft verschwinden, wenn siedurch den 
Knotenpunkt geht, also kein Moment in bezug auf diesen hat. 

Dagegen kommen die Massendruckmomente voll zur Geltung, 
wenn ihre Paarkrafte etwa zu beiden Seiten eines Knotenpunktes 
angreifen. 

Demnach bedingt das Verschwinden Q-er Massenwirkungen 
eine gewisse Gegensatzlichkeit beziiglich der Aufstellung der Ma
schine, von der man am meisten frei ist, wenn die Maschine etwa 
auf Massendrucke oder auf Massendruckmomente ausgeglichen 
ist. 1m ersteren Fall stellt man sie moglichst entfernt, im zweiten 
moglichst nahe einem Knotenpunkt auf. 

2. Welche MaBnahmen aber auch ergriffen werden, stets ist 
die Kenntnis wenigstens des ersten Eigentones oder auch damit 
zusammenhangend der Lage der Knotenpunkte der Schwingungs
linie notwendig .. 

Zur Ermittlung dieser betrachtet man das Schiff als einen 
einzigen elastischen Stab, bei welchem sowohl der Querschnitt 
wie das Tragheitsmoment eine z. B. graphisch gegebene Funktion 
der Schiffslange x ist. Mit dieser Festsetzung nehmen wir an, 
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daB die Schiffsvibrationen einer Gleichung geniigen entsprechend 
Gleichung (25) in § 90, nur mit dem Unterschied,daB q und J 
von x abhangig sind. 

Wir schreiben also 

( 4) 

DaB hier J (x) unter dem Zeichen ,,0 9 stehen muB, ergibt sich 
ux" 

aus der Ableitung der Gleichung (25) des Paragraphen 90. Die 
Krafte Y konnen verschiedener Art sein. In erster Linie sind 
es die Reaktionen der Schiffsmaschinen; es konnen aber auch 
Schwankungen des Propellerschubes sein, hervorgerufen durch 
Ungleichheiten der einzelnen Propellerfliigel, wie Schlic k nach
gewiesen hat. 

Welches nun auch die storenden Krafte sein mogen, stets 
sind die Vibrationen eine Folge von Dbereinstimmung zwischen 
den Perioden der storenden Krafte und den Perioden der mog
lichen freien Schwingungen des Schiffes. Es ist also die Aufgabe 
zu los en, die durch Gleichung (4) mit Y = 0 bestimmten freien 
Schiffsschwingungen zu ermitteln. Um dies auszufiihren, setzt man 

y=XT, 

wo X und T Funktionen von x und t allein sind. Dadurch, daB 
man zur Gleichung (4) m2 {} q(x) X T additiv und subtraktiv hin
zufiigt, wird diese partielle Gleichung in zwei totale zerlegt: 

I d;t~ + m 2 T = 0 und 
(5) 

d2 ( d2 X) E dx 2 J (x) dx 2 -- m 2 (! q(x) X = 0 . 

Diese beiden Gleichungen dienen zur Ermittlung der Perioden 

?~, wofiir L. G ii m b e 1156) ein gra phisches Verfahren angege ben hat. 
m 

1m folgenden wollen wir das Giimbelsche Verfahren im An
schluB an die Darstellung von A. Kriloff und C. H. Miiller157 ) 

mit unseren obigen Ansatzen (5) in Zusammenhang bringen und 
einer analytischen Beleuqhtung unterwerfen. 

Zunachst sind unsere Ansatze (5) durch die Anfangs- und 
Grenzbedingungen zu erganzen. 

30* 
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Die ersteren verlangen fUr den Stab eine zur Zeit t = 0 ge
gebene Gestalt und Geschwindigkeitsverteilung etwa entsprechend 

(6) y = F(x) , 
oy 
···at = f(x) , t = o. 

Die Grenzbedingungen aber haben auszusagen, daB bei dem frei
freien Stab, als welcher ja ein Schiff betrachtet werden kann, 
an den Enden weder Momente noch Schubkrafte zu ubertragen 
sind. Es muB also gelten: 

(7) 1 N = 0, 
o2y 
ox2 = 0, 

fiN 
8==--=0 ox oder 1 .. 

J fur x = 0 und x = l . 

Bei Gumbel werden die Bedingungen (6) stillschweigend in 
der speziellen Form der anfanglich in Ruhe befindlichen geraden 
Stabgestalt mit 

F(x) = 0 und I(x) = 0 
vorausgesetzt. 

Die Bedingungen (7) erscheinen bei Gumbel in der Form 

(7a) 9)1=0 lind ~w2ydM=0, 

wo I sich auf eine Summierung langs der Stabachse bezieht. 
Der Zusammenhang des Ansatzes m = 0 mit (7) ist ohne 

weiteres ersichtlich, da ja m = EJ ~2Y2_ gilt [Vgl. § 90, G1. (23a)]. 
ox 

Dagegen bedarf die zweite Bedingung (7 a) der naheren Be
trachtung. Die Gu m belschen Zeichen w, y, dM entsprechen der 
Reihe nach den unsrigen m, X, e q(x) dx, so daB wir unter Ver
tauschung des Summenzeichens mit dem Integralzeichen schreiben 
konnen: 

(8) 

(9) 

1 

( m 2 e X q(x) dx = 0 . 
i:J 

Mit der zweiten Gleichung (5) kann man aber hierfur schreiben 
1 

E f d~2 (J(X) ~2X~) dx = 0 

o 
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oder nach Ausfiihrung der Integration 

(10) [E d~ (J(X) ~~:)t - [E :x (J(X) ~2;;) L = O. 

Nach (23a) § 90 kann man hierfiir schreiben: 

(11) [dN] _ [dN] _ 0 
dx [ dx 0 - • 

Da das zweite Glied nach (7) verschwindet, bleibt nur iibrig 
[mit Gl. (24a) § 90] 

(12) [dN] = -[8][ = 0 . 
dx [ 

Demnach ist die zweite Giimbelsche Grenzbedingung (7a) iden
tisch mit unserer zweiten (7). 

Der gewohnliche Gang der Losung des Ansatzes (5) ware nun 
der, daB man fiir die zweite Gleichung desselben vier voneinander 
unabhangige partikulare Integrale Wp (x)(v = 1 ... 4) aufsucht, 
in denen natiirlich die willkiirlich angenommene GroBe m vor
kommen muB. Damit wird das allgemeine Integral von (5)2: 

4 

(13) X = l:0~ Wp(x) . 
1 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten Op konnen etwa X 
und seine ersten drei Ableitungen in einem bestimmten Punkte 
x = a herangezogen werden. So erhalt man die Ansatze 

.l 

(14) X(u)(a) = 2: Op W~)(a) , fl = 0, 1, 2, 3 . 
1 

Durch Auflosung dieser nach den Konstanten Op finden sich 
letztere als line are Funktionen der X(,t) (a), die man in (13) einzu
setzen hat. Ordnet man dann die rechte Seite nacho den Xv') (a), 
so findet sich mit neuen Funktionszeichen 1[I(x) , die line are 
Aggregate der Funktionen Wp(x) sind, 

(15) X = X (a) ~ (x) + X' (a) 1[12 (x) + X" (a) IPa (x) + XIII (a) 1[14 (x) • 

Hier sind die Funktionen 'l'p(x) nicht ermittelbar; wahlt man 
aber a=O, so miissen X"(a) und X'"(a) auf Grund der Grenz
hedingungen verschwinden, d. h. (15) zieht sich zusammen auf 

(16) x = X(a) 1[11 (x) + X' (a) I[I~ (x) , 
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WO PI und '1'2 die Eigenschaft haben mussen: 

(17) { 
'1'1 (0) = 1 , 

1[/1(0) = 0 , 

damit am Stabende x = 0 wird 

P2 (O) = 0, 

P2(O) = 1 , 

(18) Xx=o = Xo und X~=o = Xo . 

Nach (16) wird also die Stabgestalt, abgesehen von der Un
bekannten m, die in den '1'1 und ~ vorkommt, durch die Aus
lenkung X 0 und die Richtung X6 der Stabachse am linken 
Stabende bedingt, wobei naturlich die Stabrichtung so gewahlt 
werden muB, daB am rechten Stabende die Gleichungen (7) oder 
(7 a) erfullt werden. Wir haben also gewissermaBen zwei Gleichun
gen zur Bestimmung der beiden Unbekannten X~ und m; auf den 
Ausschlag Xo kommt es nicht an, da er nur auf den Ordinaten
maBstab EinfluB hat. 

Zur Losung der Aufgabe schreibt Gu m bel zwei Gleichungen 
an, die zusammen den zweiten Ansatz (5) ergeben (wir benutzen 
fortan unsere Zeichen): 

(19) 
d2 X 

N = EJ(x)-d • , 
X" 

und benutzt sie zur graphischen Konstruktion der Schwingungs
linie X und der Momentenlinie N. Die erstere beginnt am linken 
Stabende mit dem schon oben willkurlich festgelegten Ausschlag 
Xo und der ebenso willkiirlich angenommenen Stabrichtung Xo. 
Damit ist es moglich, fur das erste Stabelement der Lange d x den 
Wert von m2 IZq(x) X dx zu berechnen, sofern q(x) fUr die ganze 
Stablange graphisch oder numerisch gegeben ist und fUr m ein 
willkurlich gewahlter Zahlenwert angenommen wird. ZweckmaBig 
wird man ihn so festlegen, daB er dem niedrigsten Eigenton des 
dem Schiffe entsprechenden gleichmaBigen Stabes mit der Schwin
gungsgleichung 

(20) EJ d4X 9 X 
m dx4 · - f.l" e qm = 0 

gleich kommt, wo gesetzt ist: 
I I 

1 /. 
J m =, T I J(x) dx und 

6' 

(21) 1 f' q", = T q(x)dx. 

o 
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Der sonach fiir das erste Stabelement berechnete Wert von 
/12 (! q(x) X dx bestimmt aber nach der zweiten Gleichung (19) die 

Anderung d ~~ der Richtung der Momentenlinie. Fur diese gilt 

als Anfangsbedingung die bisher noch nicht berucksichtigte Grenz
bedingung am linken Stabende 

(22) 

d. h. die Momentenlinie hat links beim ersten Stabelement mit 
horizontaler Tangente zu beginnen. Dann liefert 

(23) d ( ~~) - ,u2 (! q(x) X dx 

graphisch die Richtung der Momentenlinie und damit N selbst 
fiir das zweite Stabelement. Das so gewonnene N wird sogleich 
nach der ersten Gleichung (19) benutzt, urn mit 

(24) d (~~) = E .~(X) dx 

die Richtung der Schwingungslinie fiir das zweite Stabelement 
zu bestimmen, die oben fur das erste Element vermoge der Grenz
bedingungen 

gewonnen war. Jedenfalls ergibt sich eine Stabgestalt (Schwin

gungslinie) X = 9?(x) als Seilpolygon zur Belastungslinie~~X) 
und eine Momentenlinie N., = 1jJ(x) als Seilpolygon zur Belastungs
linie m2 (! q(x) X. Zu jedem Seilpolygon entsteht dabei ein Krafte
plan, von denen uns der zu N., gehorige interessiert. Seine SchluB
kraft ist identisch der Schubkraft 

I 

-Sl = (m2 (! X q(x) dx 
il 

am rechten Schiffsende, die mit Rucksicht auf die Grenzbedingun
gen (7 a) zu Null werden soll. Ebenso solI zu Null werden das Mo
ment am rechten Schiffsende 

N z = '1I'(l) . 
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Nach Voraussetzung sind Sz und N z abhangig nur von m2 und 
X~; durch Variierung dieser angenommenen Werte, jedesmalige 
Wiederholung der ganzen Konstruktion und Interpolation erhalt 
man die Moglichkeit m2 und X~ so zu wahlen, daB Sz und N z ver
schwinden, d. h. daB die Grenzbedingungen (7 a) erfiillt werden. 

So ergeben sich Eigenschwingungsperiode und Schwingungs
gestalt auf graphischem Wege, ohne daB es notig ware, die Perioden
gleichung aufzustellen. 

§ 93. Schwingungen von Briicken nnd Fachwerken. 158) 

1. Die Beanspruchung von Fachwerken riihrt im allgemeinen 
her von den statischen Belastungen, die der gewohnlichen Berech
nung zugrunde gelegt werden. Daneben treten aber im Betriebe 
oft Beanspruchungen dynamischer Natur und damit zusatzliche 
Spannungen in den Fachwerksgliedern auf, zu deren Berechnung 
die Methoden der gewohnlichen Statik der Baukonstruktionen 
nicht ausreichen. 

1m allgemeinen riihren die dynamischen Beanspruchungen her 
von den Verkehrslasten, die auf das Bauwerk einwirken. So ist 
z. B. die Geschwindigkeit nicht gleichgiiltig, mit welcher ein 
Fahrzeug iiber eine Briicke fahrt. Auch wenn die Briicke als ein 
an seinen Auflagern gestiitzter Volltrager betrachtet werden kann 
und eine Einzellast stoBfrei iiber sie hinweggeht, so kann man von 
einer dynamischen Beanspruchung durch die wandernde Last 
reden. 

Besteht die wandernde Last aus einem Eisenbahnzug, so wird 
die dynamische Beanspruchung zur Schwingungsbeanspruchung. 
Diese riihrt her von der periodischen Wirkung der Fliehkrafte 
der Gegengewichte der Lokomotive oder von den rhythmischen 
StoBen der Radsatze beim Dberschreiten der Schienenliicken. 

Diese periodischen Wirkungen sind besonders wichtig, weil 
sie in Resonanz treten konnen mit den Eigentonen der Briicken-

_ + konstruktion, mag diese nun als Voll-
'~l l ------. k I oX -v I wandtrager oder als Fachwer ge-
~bautsein. 

R- Y 
2. Die Untersuchung der Bean

lng. 279. Briicke mit wandernder Last. 
spruchung ~iner gewohnlichen Balken-

briicke durch eine wandernde Last ist zuerst von G. G. Stokes 159 ) 

unternommen worden. Er setzt nach Fig. 279 die Lange 
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der Brucke = 2l, den unbekannten Druck der wandernden Last 
M g = R, die Mittendurchbiegung der Brucke bei in der Mitte 
ruhender Last = 8. Mit einem vorlaufig unbestimmten Faktor 
a gilt dann: 

(1) 

Hier bestimmt sich a durch die Bedingung: y = 8 fUr R = M g 
undx=Ozu 

Damit wird 

(2) 

Die dynamische, die Masse M antreibende Wirkung ist nun 
offenbar die Differenz zwischen dem Gewicht M g und der Reak
tion R. Wir erhalten also die Differentialgleichung 

(3) 
d2 y n 

M dt S = Mg - Mgl4 (l2_X2)2 

oder mit ~~ = V: 

d2y g gl4 1] 

-dx2 = V2 - V2 8 (l2 - x2)2' . 

Durch die Substitutionen X= l ~, y =8 n , -; ;2 = a wird hieraus: 

(4) 
d2n IX n 
d~2 + (1 - ~2)2 = IX • 

Genau der gleiche Gedankengang, der, wie ersichtlich, die Masse 
der Brucke gegen die Masse der bewegten Last vernachlassigt, 
findet sich dann spater 1896 bei H. Zimmermann 160) mit fast der 
namlichen Differentialgleichung. Bei Zimmermann findet sich 
auch das allgemeine Integral des Ansatzes (4): 

(5) n = (01 + ; fn2d~)n1 + (02 - ;f171d~)''i2 
mit den Festsetzungen: 
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(6) { 'l'Jl=f;>~sinkW' -Vlor.. ~W' 
'l'J2 = -VI ~2coskw, p- ~2, 

r = for.. -1 = k, 1, 

or.. < 1 

-VI - ~2 6:n k w , 

-VI- ~[ofk w, 

-VI or.. = k . 

(7) W = mtItg~ . 

Die Bestimmung der Integrationskonstanten 01 und 02 in (9) 
hatte nun so vor sich zu gehen, daB gilt 

(8) d'I'J 0 f" I: d[= ur ,,=+1 und ~ = -1 

entsprechend der horizontalen Lage des Briickenbalkens beim Auf
fahren und Abfahren der wandernden Last. Denn da der Briicken
balken masselos ist, muB er seine gerade Gestalt im Augenblick 
des Abfahrens der Last wieder annehmen. Zimmermann fiihrt 
aber zur Bestimmung von 01 und O2 die Bedingung ein 

(8a) 'I'J = 0 und !:!L = 0 fiir ~ = +1. 
d~ 

Von diesen ist aber 'I'J = 0 fiir ~ = + 1 schon durch den Ansatz 
(5) an sich erfiillt, wei! aIle Integralkurven (5) durch die Punkte 
; = +1, 'I'J = 0 hindurchgehen. So kommt es, daB Zimmer
mann nur fiir or.. = 0 (unendlich groBe Fahrgeschwindigkeit V) 
und or.. = 00 (verschwindend kleine Fahrgeschwindigkeit) Bahn
kurven der Last M findet, die den Bedingungen (8) geniigen. Fiir 

r0,1 

alle dazwischen liegen
den Werte von or.. er
halt er Bahnkurven, die 
am linken Briickenende 
(~= -1) mit von Null 
verschiedener Neigung 

~~ in die feste Fahr

bahn einmiinden. 
In Fig.280 sind einige 

der von Zimmermann errechneten Bahnkurven verzeichnet; 
diejenige fiir or.. = 40 entspricht etwa einer Lastgeschwindigkeit 
von 100 km/st; das rechte Ende der Bahnkurve geht noch 
merklich horizontal in die feste Fahrbahn iiber. Erst fiir kleinere 

Fig. 280. Briickenschwingungen ohoe Briickeomasse. 
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Werte ex macht sich die eben erwahnte irrtiimliche Konstanten
bestimmung bemerkbar. Man wird also aus der Zimmer
mannschen Untersuchung die Ungleichung ziehen konnen 

gl2 
ex = ·SV2 > 40 

oder mit 
M gl3 

S=--. 
6EJ 

(10) 6EJ 40 p. 
Ml > 

Fiir kleinere Werte von ex kommen, wie in Fig. 280 dargestellt, 
Bahnkurven vor, die die gerade Lage der Briicke nach oben iiber
schreiten und deshalb dem Energieges tz widersprechen, denn es ist 
nicht zu ersehen, woher die Arbeit kommen sollte, die zur Er
he bung der Last M g iiber die Bahn AB notig ware. Fiir diesen 
Bereich der kleinen ex verliert also die Zim mermannsche Unter
suchung ihre Giiltigkeit, wie von dem Verfasser selbst bemerkt 
wird. Ob hieran die richtige Bestimmung der Intergrations
konstanten an Hand der Bedingungen (8) etwas andel'll wiirde, 
bleibe dahingestellt. 

3. G. G. Stokes war bei seiner Untersuchung zu ganz ahn
lichen Ergebnissen gekommen wie spateI' H. Zimmermann; 
seine Bahnkurvenbilder zeigen genau dieselbe Erscheinung der 
Uberschneidung der gestreckten Briickenlage bei wachsendem ex. 
Ubrigens war Stokes das allgemeine Integral (5) noch unbekannt, 
weshalb er seine Berechnungen durch Reihenentwicklung des 
Integrals durchfiihrt. 

1m iibrigen gibt Stokes noch eine Untersuchung der Frage 
unter Beriicksichtigung der Briickenmasse M'. Damit wird die 
Briicke ein schwingungsfahiges System, dessen Eigenschwingungen 
durch das Dariiberfahren der Last angeregt werden. Zwar werden 
weder bei ganz langsamer noch auch bei auBerordentlich schneller 
Fahrt Schwingungen entstehen konnen; im letzteren Falle deshalb 
nicht, weil mit wachsender Zuggeschwindigkeit die Briickendurch
biegungen, die zur Einleitung der Schwingungen notig sind, ver
schwinden. Dagegen werden bei mittleren Zuggeschwindigkeiten 
sich Schwingungen ausbilden konnen. Ein Schaubild von Sto kes 
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gibt hieruber sehr schOn AufschluB. In Fig. 281 sind die EinfluB
linien der Laststellung auf die mittlere Bruckendurchbiegung 'YJo 
gezeichnet. Die an den einzelnen Kurven angeschriebenen Zahlen 

3 

Fig. 281. Briickenschwingungen mit Briickenmasse. 

geben die Zahl der Vier
tel - Bruckenschwingun
gen an, die auf eine 
Oberfahrt der Last ent
fallen. Die Schwingungs
dauer wird dabei so be
rechnet, daB man im 

Mittelpunkt der Brucke eine Masse M 0 konzentriert denkt, die 
sich berechnet nach 

+1 

(11) Mo'YJ5 = J y;dM' , 
-I 

wo y. die statische Durchbiegungskurve der Brucke unter der 
gleichmaBig verteilten Last M' g bedeutet, 'YJo die mittelste Ordinate 
(x = 0) der y.-Kurve. 

4. Mit ganz anderer Methode hat 1899 M. Radakovic 161) das 
Schwingungsproblem der Brucker\. angefaBt. Zunachst vemach
lassigt er die Masse der die Brucke der Lange l durchwandemden 
Last, die er = P setzt. 1m ubrigen betrachtet er die Briicke als 
einspannungsfreien Stab, fur den die partielle Differentialglei
chung gilt: 

(l2) 

mit denselben Bezeichnungen wie im § 90. 
Als Ansatz fUr y wird nun die Kombination der einzelnen 

Teilschwingungen des Stabes 

(13) 

herangezogen, wo fiir 1]i gilt 

( d21]i k'! 
14) ~ + i 1]i = 0 

mit 

(15) 
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und die Qi(X) die sogenannten Normalfunktionen sin~, die der 
Differentialgleichung 

(16) 

zu genugen haben, unter Berucksichtigung der Periodengleichung 
fur den einspannungsfreien Stab 

(17) cosmi ~of mi = 1 . 

Als Losung dieser letzteren findet sich nach Lord Rayleigh 

(18) 
2i + 1 . 

nti = --2-:n - (-1)'13, 

mit rasch abnehmenden Pi, von denen Pi = 0,0177 die groBte ist. 
Hiermit werden die Normalfunktionen 

5. Nach diesen Festsetzungen, die die Ermittlung der Eigen
tone des freifreien Stabes und seiner Schwingungsgestalten be
treffen, sorgen wir fUr einen Ansatz zur Ermittlung erzwungener 
Schwingungen. Hierzu ist es notwendig, die kinetische und po
tentielle Energie T bzw. V des schwingenden Stabes aufzustellen. 
Fur erstere gilt: 

(20) 

If I (0 )2 1 00 (fi ) (d .)2 
T = 2 eq -o~ dx = 2 4leq Q~(x) dx/ d~' 

o 0 

init ai = e q f Ql(x) dx . 
o 



478 XI. Schwingungen fester elastischer Korper. 

Hier ist hei der Ausquadrierung von (4f) 2 [an Hand des An

satzes (13)] davon Gebrauch gemacht worden, daB die Normal
funktionen Qi(X) die sogenannte Orthogonalitatseigenschaft be-
sitzen: 

(21) 
I 

f Qi(X) Qj(x) = 0 , 
o 

Die potentielle Energie wird fur das Massenelement e q dx beim 
einzelnen Schwingungsanteil zu 

d Vi = J kl yt e q dx , 

berechnet aus dem Biegungswiderstand k~ 1Ji und der Verschie
bung Yi' Durch Summation uber i und Integration langs x 
von 0 bis 1 erhalt man: 

wobei wieder von der Orthogonalitatseigenschaft Gebrauch ge
macht wurde. 

Aus T und V ermitteln sich nun die Bewegungsgleichungen 
fiir die Koordinaten 1Ji im FaIle freier Schwingungen nach dem 
aus dem Hamiltonschen Prinzip 

t 

<5f(T - V)dt = 0 
o 

folgenden Ansatz 

oder 

(23) 

Wirken aber st6rende Krafte ifJ auf den Stab ein, so kann 
deren Wirkung berucksichtigt werden, wenn man die Arbeit dieser 
Krafte kennt, die sie bei einer Anderung d1Ji der Koordinate 'f/i 
leisten. 1st diese Arbeit ifJi d1Ji' so wird die Differentialgleichung 
fiir 'f/i mit Storungsfunktion 



S !:la. ~chwjngungen von Briicken und Fachwerken. 479 

(24) 

Die lPi ermitteln sich wie folgt: Es sei H (x, t) eine Kraftverteilung 
llings des Stabes, wo Heine fiir 0 < x _<;: l erklarte und in t eventuell 
periodische Funktion ist, bezogen auf die Langeneinheit des 
Stabes. Dann ist H dy dx die auf das Langenelement dx bei dessen 
Verschiebung dy entfallende Arbeit. Integriert man nun iiber 
den ganzen Stab, so wird 

I 

A = (Hdydx 
o 

die Gesamtarbeit. Da aber 

ist, so wird 

dy = ~Qi{X) d'Yji 
1 

I 

A = 13(/ H{XI t) Qi(X) dX) d'7i . 
1 0 

Andererseits ist aber offenbar auch 

eben gleich der Arbeit, die durch die Summe samtlicher Verschie
bungen dYJi geleistet wird, und wir erhalten 

I 

lPi = (H (x, t) Qi (x) dx . 
Ii 

(25) 

Damit stellt sich aber die erzwungene Losung von (24) in die 
Integralgestalt 

t I 

(26) 'fJi = a: kif f H (x, t') Qi(X) sinki{t - t') dt' dx . 

t'=O. x=O 

6. Wir untersuchen nunmehr eine Kraftwirkung derart auf 
die Briicke, daB je in Bereichen der GroBe e bei denjenigen ihrer 
Punkte, die die Koordinaten: 

v=l. .. k-l 
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haben, Druckkrafte der GroBe F ausgeiibt werden. 
Diese Krafte sollen zu den Zeiten: i 7:, i = 1 ... r beginnen 

Fig. 282. Kraftwirkung auf eine Briicke nach 
Radakovic. 

und zu den Zeiten 

. + 7t J7: -, 
p 

i = 1. .. r 

aufh6ren, dazwischen aber 
periodisch wie sin [p (t - i 7:)] 
verlaufen. Auf die Langen
einheit der Bereiche e. ent
fallt dann die Kraft 

H (X, j t) = F sin[p(t - i7:)], 
e 

die als Funktion von x von Null verschieden ist nur in den Be
reichen 

€ € 

Xv - 2 < x < Xv + 2 ' 
l 

Xv = v"k' v=1. .. k-l. 

Das raumlich-zeitliche Bild dieser Kraftwirkung ist in Fig. 282 
wiederg geben, Dann geht in (26) das Integral iiber l in eine 
Summe nach v iiber und wir erhalten 

Die Zeitintegration erstreckt sich aber deshalb nur iiber die 

Intervalle i 7: < t' < i t + !!..., i = 1 ... r, weil auBerhalb dieser 
p . 

H(x, t) verschwindet;!!'" sei kleiner als 7:. Der Wert des bestimmten 
p 

Integrals ist 

p22 p kI cos (k. 27tP) sin [ k, (t - 27tP) - i 7:] . 

Damit wird die gesamte Briickenbewegung vom Ende der rten 
bis zum Beginn der (r + l)ten Druckwirkung: 
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1l 
VT + - S t~ (v + 1) T. 

P 

Statt der periodischen Krafte F sinp(t - i e) fiihren wir jetzt 
deren Zeitintegral, den sogenannten Antrieb A der Krafte ein. 
Es wird 

j.lt+f; 

A = Fsinp(t - iT) dt = 2: . 
j< 

Wir sind dann in der Lage, die Druckkraftwirkung der F durch 
die StoB- oder Impulswirkung der A zu ersetzen, indem wir p un
beschrankt abnehmen und F derart unbeschrankt zunehmen lassen, 
daB A endlich bleibt. Dann erhalten wir: 

Dieser Ansatz entsprache der Schwingung einer Briicke durch 
die StoBe an den Schienenliicken. 

7. Soll jetzt der Ein£luB einer mit der Geschwindigkeit V 
iiber die Briicke wandernden Last P gepriift werden, so kann an 
(26) angekniipft werden, indem wir die spezifische Kraft H (x, t') 
gleichsetzen mit der Kraft P, diese verteilt gedacht iiber ein kleines 
Briickenintervall e. Die Zeit, die die Kraft zum Durchwandern 

der ganzen Briickenlange benotigt, ist ~. Diese Zeit teilt man 

in Intervalle T ein, derart, daB e = V T sein moge. Die Wanderung 
von P wird dann dargestellt durch 

, P Ive<X«ll+l)e jke=l 
H (x, t) = - , , x v = 1 ... k 

l'. VT < t = - < (v + 1) T - V-- 1 
(29) . b =-I x .( ve, x> (v + 1) e V 

H (x, t') = 0 , , X , X ) 
t = V < V T, t = V > (v + 1 T.. 

H 0 r t, Achwingungsiehre. 2. Anf!. 31 
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Dann kann man.bei genligend kleinem T die Integrationsvariabele t' 

in sinki(t - t') wahrend der Integration mit .~. vertauschen, 
(p + 1)" 

womit das Integral auf f dt' = T zusammenzieht. Wir finden also: 

(30) 1]i = 

I 

--~ ··I·~ T Qi(X) sin ki (t - -~) dx . 
aiki E V 

of 
o 

Da aber ~ = V ist, so kann man fUr Zeiten t < ~ die obere 

Integrationsgrenze == V t setzen, womit 
VI 

(31) 1 J' P. x) 1]i = ai ki -V Qi(X) sinkdt - V dx 

o 

die Bewegung liefert, im Fane die Kraft P erst bis zum Punkte 
x = V t gelangt ist. Die ganze Brlickenausbiegung wird hieraus 
gefunden durch 

Vt 

(32) Y = ~ ~~~? (' ~ Qi(X) sinki(t - ;) dx . 
1 t ~ .. I 

o 

Hier sind die Normalfunktionen Qi(X) durch die oben stehende 
Darlegung unter 4. erklart. 

8. Die Untersuchung von Fachwerkschwingungen ist in ratio
neller vVeise von H. Reissner 162) in Angriff genommen worden. 

Einen ersten Uberblick liber die mogliche theoretische Behand
lungsweise gewinnt Reissner durch Anwendung des Energie~ 

satzes. 
Man bezeichne bei einem Fachwerk mit r Knotenpunkten 

und mit q Staben durch 

Xi, Yi die Knotenpunktsverschiebungen, 
~i' '(Ij die Stabmittelpunktsverschiebungen, 

rpj die Stabrichtungsanderungen, 
Mi g die Knotenpunktsbelastungen durch Gewichte, 
mj g die Stabgewichte, 

8j die Stablangen, 
F j die Stabquerschnitte, 
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Eden Elastizitatsmodul des Stabmaterials, 
Sjo die Stabspannungen im Ruhezustand, 
SjXi die Spannungszunahme im Stabe infolge derVersehiebung 

Xi allein, 
SjY, die Spannunszunahme im Stabe infolge der Verschiebung 

Yi allein. 

Dann gilt als Arbeit der Gewiehte: 
r q 

A = g 2 M i Yi + g 2J mi lJi • 
1 1 

Ferner als Formanderungsarbeit des Faehwerks: 

V ___ 1_ ~q . ~r . [ (Sjo + Sjx, + SjyJ2 - SJo] . 
-- l ' SJ • 2 . EFJ. 

1 1 

SchlieBlich als kinetisehe Energie: 

1 {~ '2 '2 ~ '2 ·2 ~m.s~ '2} 
T = -2 .0::::..' M;(Xi + y;} + ~ mj(~j + 1]j} + ..:::J -12J fPj • 

Nimmt man nun an, daB der Verschiebungszustand des Fach
werks durch eine in einem, etwa dem iten Knotenpunkt an
gebrachte Kraft R hervorgerufen werden konne, so werden alle 
oben eingefiihrten Variabelen einer unter ihnen, etwa Yi, pro
portional, d. h. die Schwingung des Faehwerks kann als von einem 
Freiheitsgrad betrachtet werden, und die angefiihrten Arbeits
ansatze vereinfaehen sich wie folgt: 

2 
Yi A -- V = ------ , 

20Yi 

1 2 
T = --Yi Mi 

2 

1 { 2 . (2 s] 02(pj)} M,. = -- IM·O· + Im- o· + ---oY; , t .I J 12 ' 

wo bedeuten: 

0Yi = 4 die y-Versehiebung des Knotenpunktes i . 
ci 

Oi die Gesamtverschiebung des Knoten
punktes i 

/jj die Gesamtverschiebung des StabmitteI
punktes j 

6cpj die Gesamtdrehung des Stabes j 

infolge der 
Kraft R= 1 
im Knoten-
punkte i. 

31* 
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Dann ergibt sich die Energiegleichung: 

- :~. = ! Mdil 
• 

oder durch Zeitdifferentiation: 

Mi Yi + c;y i = 0 , 

welcher Ansatz darauf hinaus kommt, daB aIle Tragheitswirkun
gen des Fachwerks auf den Knotenpunkt i reduziert werden. 
Hiernach wird die Schwingungsdauer 

(33) 
YM. 2J Mio; + 2J mj 0; + 8J- l~J-V ( 02 .) 

'1' = 2 n~-~ = 2 n ----~---~-- ----------

oder mit VernachHissigung samtlicher Stabmassen und aller 
Knotenpunktsmassen bis auf Mi und der Annaherung 0Yi = 0i 

T = 2nllMioYi' 

Eine ganz andere Betrachtungsweise kniipft an die partiellen 
Differentia1g1eichungen des einze1nen Fachwerksstabes fUr 10n
gitudina1e und transversale Bewegungen an, deren Losungen 
nach den bekannten Partikularansatzen (§ 90, Normalfunktionen) 
entwicke1t werden. Die unbekanntcn Festwerte dieser Ansatze 
bestimmt man aus den Anfangs- und Grenzbedingungen. Die 
1etzteren haben die gelenkige oder eingespannte Vereinigung der 
Stabe in den Knotenpunkten und das Gleichgewicht der Re
sultierenden alIer Stabreaktionen mit der Tragheitswirkung einer 
im Knotenpunkt vorhandenen stabfremden Masse auszudriicken. 
So erha1t man aus ihnen eine Periodengleichung zur Bestimmung 
der unend1ich vie1en Eig:entone. die auch in dem einfachsten Falle 
eines Zweistabfachwerks, den Reissner behandelt hat, recht 
verwickelt ausfaIlt. Gleichwohl hat Reissner 163) deren Losung 
bis zur Ermittlung des niedrigsten Eigentons des Fachwerks 
durchgefiihrt, die er dann verglich mit dem nach Ansatz (33) zu 
berechnenden Wert. Hierbei ergab sich eine weitgehende Uber
einstimmung; ein Fingerzeig dafiir, daB die Sta bmassen schon 
bei den einfachen Systemen, wo sie am ehesten eine se1bstandige 
Rolle gegenuber den Knotenpunktsmassen spielen konnten, ohne 
crhebliche Feh1er fur die Berechnung der ]~achwerkseigentone auf 
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die Knotenpunkte reduziert werden k6nnen. Damit werden aber 
die Bewegungsgleichungen totale und die Zahl der Eigent6ne 
endlich, entsprechend der Zahl der Freiheitsgrade des Fachwerks, 
die bei einem statisch bestimmten Fachwerk von l' Knoten
punkten 2 r - 3 betragt. 

DieAufsteIlungdieserDif-~.1 tf.;·i. 
ferentialgleichurgen gelingt i' 
leicht, wenn man die spezi- 13 '.J 

fischen Knotenpunktsver-
schiebungen d kennt. ~. O'lj 

Es seien in Fig. 283 die Ver- }'ig. 283. Kn:tenpunktsverSChiebUngen eines 
schiebungskomponenten Fachwerks. 

dii die von der Kraft Pi = I in Richtung von Pi hervorgebrachte 

dij "" "Pj = I " " Pi 

" 
" 

Pj = I " 
Pi = I " 

" . 
" 

Aus den spezifischen Verschie bungen t5 berechnet man die Fede

rungszahlen c2 = ! (mit den gleichen Zeigern), die Krafte bedeuten, 

welche die Verschiebungen I hervorrufen. Sind nun die wirklichen 
Verschiebungen in den gezeichnetEm Richtungen Pi und Pj, so ent
sprechen ihnen Krafte 

bzw. in den Knotenpunkten i, j, j, i und demgemaB Arbeiten: 

t C;i Pj Pi· 

Durch Erweiterung dieses SchluBverfahrens auf aIle Knoten
punkte erhalt man die dem Verschiebungszustand pdi = I ... r) 
der Knotenpunkte entsprechende Formanderungsarbeit 

(34) 
I v v 

V ="2 ~ ~C~jPipj, 
1 1 

wobei noch gilt C~j = C;i' mit Riicksicht. auf die Gegenseitigkeit 
der Verschiebungen. Die potentielle Energie ist dann wieder: 

(35) T 1~v'M'2 = - , ,'p. 2 ,. 
1 
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Aus (34) und (35) finden sich dann wie friiher die Bewegungs
gleichungen 

,. 
(36) MiPi + ~C;jpj, i=l ... ?·. 

1 

Dieser Ansatz kann etwa nach § 46 weiter behandelt werden. 
Man kommt auf eine Partikularlosung fiir die Koordinate Pi 

Pi = Pi sin(), t + fo) , 

mit der sich die Eigenfrequenzen A aus einer Determinante 

i=1 I 2 2 A2'+ 2 '0 
i=2 v-3; Cit Ci2 ••• f1;, Cii' •• Cvv ~ = 

berechnen. 
Wenn auch die Cij GroBen sind, die man bei der statischen 

Formanderungsermittlung von Fachwerken ohn~ hin braucht, 
so erfordert doch die Ausmittlung der Eigentone A und der Ampli
tuden Pi einen nicht unbetrachtlichen weiteren Rechenaufwand, 
wenn auch die dynamischen Beanspruchungen gepriift werden 
sollen. Um diesen nach Moglichkeit herabzusetzen, hat E. Pohl
hausen164) unter denselben allgemeinen Gesichtspunkten wie 
Rei s s n e r ein gra phisch -rechnerisches Verfahren angege ben, wel
ches, von einer willkiirlichen Kombination Aj, Pi (i = I ... 2 r - 3) 
ausgehend, durch eine Folge abwechselnder Kriifteplane und 
Willi 0 t scher Verschiebungsplane den ersten Eigenton Ai und das 
ihm entsprechende Amplitudensystem P annahert. Das Ver
fahren ist recht elegant und fiihrt nach wenigen Schritten '(bei dem 
von Pohlhausen durchgefiihrten Beispiel in 3) zum Ziel. Es 
diirfte fiir denjenigen, der Gewandheit im Umgang mit statischen 
Konstruktionen hat, mit nicht allzugroBem Zeitaufwand durch
fiihrbar sein. 

§ 94. Wellenschwingungen mit Eigenmasse und innerer und 
. auBerer Dampfung. 

1. 1m § 54 wurden Wellenschwingungen untersucht, bei denen 
nur die elastischen Eigenschaften der Welle in Ansatz kamen. 

Nun ist eine Welle selbst mit Tragheit behaftet, auch tragt ihre 
innere Reibung sowie die an ihrer Oberfliiche angreifenden Be
wegungswiderstande zur Systemdampfung bei, so daB durch diese 
friiher unterdriickten Eigenschaften moglicherweise die System-
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bewegung, insbesondere die Eigenschwingungszahl erheblich be
einfluBt werden konnen. 

Um uns von diesen Einfliissen Rechenschaft geben zu konnen, 
betrachten wir ein Element dx der Welle, wobei wir der Allgemein
heit halber von durchgehender Gleichheit der Querschnittstrag
heitsmomente J absehen. 

Die Bewegungsgleichung des Elementes schreibt sich: 

(1) 

Hier bedeutet na:Jh Fig. 284 B., = a J., dx das Tragheitsmoment 

des Wellenelementes mit der Dichte a = L des Wellenstoffes, 
a~ g 

(Ma)., = tla dx at, das an der MantelfHiche des Elementes 

verzogernd angreifende, 

h . d' k't a~., gesc Win 19 eI ~- ~ at 

der Dreh

proportionale 

Moment der auBeren Reibung, , 
I 

X'~I-o-

Fig. 284. Element einer tordierten 
WeUe. 

das der zeitlichen Anderung des spezifischen Verdrehungswinkels 

~ ~ proportionale Moment der inneren Reibung, welches im Quer-
vX . 

schnitt x verzogernd angreift, - (Mi).,+d., = (tll ~fJ2~ ) das-
vx vt Il:+d., 

selbe, aber im Querschnitt x + dx beschleunigend angreifende 
Moment (weil wir voraussetzen, daB die Verdrehungswinkel der 

Wellenquerschnitte mit wachsendem x zunehmen), + J.,G a::~ 
das im Querschnitt x verzogernd angreifende ela':!tische Torsions

moment, - J.,+d.,G a(~., ix d_~.,) dasselbe im Querschnittx+dx 

beschleunigend angreifende Mon~ent. 
Entwickelt man in obiger Gleichung die am Endquerschnitte 

x + dx wirkenden Momente, so entspringt, nach Division mit dx 
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und Fortlassung eines Gliedes - ~ J 0: q; Gals klein von hOherer 
ox vx 

Ordnung und unter Verzicht auf den Zeiger x bei q; und J folgende 
partielle Differentialgleichung fiir q;: 

y iJ2 q; 0 q; 03 q) C J 0 q; iJ2 q) . 
(2) gJ at2 +QaTt-Qiax2at-- ax ax G-J-iJx2 G=O. 

Ktinnen wir nunmehr im Sonderfall eine rein zylindrische Welle 

voraussetzen, so verschwindet ~ ~ und wir erhalten einfacher: 

02q; cq; B3q; o2q; 
(3) oJ at2 + (2"Tt - Qi ox2 at- - JG-ax2 = 0 . 

2. Dieser Differentialgleichung suchen wir durch den Partiku
laransatz 

(4) q;= TX 

zu geniigen, wo T nur t, X nur x enthalten solI. 
Nach Ausfiihrung der erforderlichen Differentiationen und Ein

fiihrung in (3) zerfallt die partielle Differentialgleichung nach 
Einfiihrung eines noch zu bestimmenden Konstanten - k2 in die 
beiden gewtihnlichen Differentialgleichungen 

(5) {
X" + k2 X = 0 

oJT" + ((2a + k2 (2i) T' + .JGk2 T = o. 
Der erste dieser Ansatze hat die Ltisungen sin k x und cos k x 

wahrend fiir den zweiten sich die beiden partikularen Integrale 
e1.1 t und eJ.. t ergeben, wenn Al und A2 die Wurzeln der quadrati
schen Gleichung: 

2 (2" + k2 Qi G k2 
(6) l + J--;;--A + --0- = 0 

sind. 
Wie bekannt, kann man l in der Form 

A = -v + iw 
schreiben, so daB die beiden partikularen Integrale 

(7) 

entspringen. Es ist 
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(7 a) und / k2 
(I) = 1.--- - 1'2 , (J: G 

wird gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Drehschwin
gungen langs der Welle, wie wir zeigen werden. 

Allgemein baut sich eine Lasung fUr f{! aus den Partikularansat· 
zen III der Form auf: 

(8) { 
f{! = (Asinkxsinwt + Bsinkxcoswt 

+ C GOS k x sin w t + D cos k x cos w t) e- pt. 

3. Nunmehr ist es unsere Sorge, die noch unbekannte Kon
stante k zu ermitteln. Dies gelingt, indem wir unsere Lasung (8) 
den Grenzbedingungen der Welle anpassen. 

Setzen wir fUr x = 0 und x = l freie Endquerschnitte voraus, 
ohne dort irgendwelche wellenfremden Massen vorauszusetzen, 
so miissen die elastischen Torsionsmomente in den Endquer

schnitten und damit die spezifischen Verdrehungen 
schwinden. 

Wir erhalten also die Grenzbedingungen: 

(9) ~ = 0 fiir x = 0 und x = 1 . ox 
Durch Differentiation von (8) findet sich 

I ~f{!x = (Akcosk:rsinwt + Bkcoskxcoswt 
(10) u 

- Cksinkxsinw t - Dksinkxcosw t) e- pt 

und mit der obigen Grenzbedingung: 

(11) Aksinwt+Bkc03wt=O 

(12) 

Aus 

(13) 

{
A k cosk 1 sinw t + Bk cosk 1 cosw t 

- Cksinklsinwt - Dksinklcoswt = O. 

(11) folgt: 

und aus (12) die Periodengleichung 

(14)' sinkl = 0 . 

df{! ax ver-
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Also ist nun der Ansatz 

(15) cP = (Osinwt + Dcoswt) e-Pntcoskx 

mit der Grenzbedingung vertraglich, und fur k l findet sich die 
Wertreihe 

(16) K1=nn n=I,2,3 ... 

Wir haben demnach als allgemeinen Ansatz fUr cP: 

(17) cP = ~(On sinwn t + DII cosWn t) e -1'.1 cos n1n x 

mit 

(18) 

n2 n 2 

QlI + 12-(}i 
}In = -- 2aJ 

Die Wn sind die Torsionseigenfrequenzen der Welle. 
4. Zur Bestimmung der Konstanten On und Dn fUhrt die An

passung von (17) an den Anfangszustand der Welle. Der letztere 
sei gegeben durch die Anfangsgestalt der Welle 

(19) 
,,---, nnx 

[cp]t=o = f(x) = ..:;..Dncos---l -

und die Anfangsverteilung der Drehgeschwindigkeiten 

(ocp) --, nnx 
(20) a-t t=o = g(x) = L (wn On - }In Dn) cos--1-

Nach dem Satze von Fourier finden sich hieraus die 0" und 
Dn als bestimmte Integrale: 

r 2(: nnx I Dn = T.J f (x) cos--1-- dx , 

(21) { 0 I 

I 2 ((g(X) ) nnx l On = To-~~ + lin f(x) COS--l - dx . 

5. Wir gehen nun dazu uber, unsere Lasung einer anderen 
Grenzbedingung anzupassen, namlich der, daB im Endquerschnitt 
x = l ein konstantes arbeitendes Moment M (etwa eine Dampf
turbine) zur Zeit t = 0 die Welle plOtzlich crfasse, die bis dahin 
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ingestreckter Gestalt ([IP]t=o= 0) undin Ruhe ([ ~~ 1=0,,,",0) ver
harrt habe. 

Dem Momente 1JtI l entspricht eine spezifische Verdrehung im 
Endquerschnitt x = l 

(22) 

Die Bedingung der Spannungslosigkeit fUr den anderen Endquer
schnitt 

(23) x=o:[OIP] =0 
ox <1>=0 

bleibe erhalten. 
Ein Ansatz, der die Bedingungen 

1 vIP : I alP I - 0 --I =0, ot It=O ox <1>=0 -
und 

und die Differentialgleichung (3) befriedigt, ist zunachst: 

(24) IP = 1JtI t + 1JtI ~ (J { exp (_If!a t) _ 1} + .!!~ . 
f!a l l f!u J a' 2 JG l 

Erganzt man nun (24) durch einen Ansatz, der (3) erfiillt und 
auBerdem die Bedingungen 

I AlP 1 = 0 
ax 1<1>=0 ' 

1 ocp I '--I -0 i ax <1>=1 - , 

und 
. . 1JtI x 2 

lIP It=o = - 2JGf' 

so ist unsere Aufgabe gelOst. Ein solcher Ansatz findet sich aus 
I 

'JI 2fMX2 . 
(17), wenn 0 = "OJ D gesetzt und D = -y 2 JGl coskxdx 

o 
berechnet wird. 

Dann schreibt sich ausfiihrlich: 

I . M t M J a { ( f!a t) } 
IP = f!a l + err- exp- Ja - 1 

(25) 00 

M x2 212 'JI. t(-1)n nn +--{--- ~(-smwt+coswt)e-v --(cos-x -1)}. JGl 2 ;n2-f1' W n2 l . 
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Es ist leicht zu sehen, daB dieser Ausdruck aIle festgesetzten 
Anfangs- und Grenz bedingungen erfiillt. Fiir unbegrenzt wachsende 
Zeit geht er iiber in 

I Mt MJa Mx2 

! f(! It=oo = eaT - e~-l- + 2JGl ' 

d. h. die Wellendrehung wird eine gleichmaBige mit der Winkel

geschwindigkeit (~~) 00 = ::z : das an der Mantelflache der 

Welle angreifende auBere Reibungsmoment ea l( ~~ )00 ist dem 

beschleunigenden Moment M gleich geworden. Die Verteilung 
der Verdrehung langs der Welle ist eine parabolische. 

Ferner gilt (25) auch noch fUr verschwindende ea indem wird: 

d. h. niit unbegrenzt wachsender Zeit bildet sich hier eine gleich
f6rmig beschleunigte Drehung heraus: 

. Mt2 Mx2 

h!~~]oo= -2Jla + 2JGl 

Die Formanderung ist auch hier parabolisch tangs der Welle 
verteilt. 

In beiden Fallen liefert die Reihenentwicklung in der geschweif
ten Klammer, die sich iiber die Hauptdrehung iiberlagernde 

Torsionsschwingung, die sich mit der Geschwindigkeit V = 1 / G 
langs der Welle fortp£lanzt.165) r . a 

§ 95. Die Kraftfeldansatze bei Wellenschwingungen. 

1. 1m § 54 wurden die Drehungsschwingungen einer Welle 
mit zwei Massen und zwei Kraftfeldern, die in den Ebenen der 
Massen an der Welle angriffen, behandelt. 

Die neuzeitliche Maschinentechnik erfordert nun auch 6fters die 
Untersuchung von solchen Wellen, auf denen viele einzelne rotie
rende Massen angebracht sind und an denen zahlreiche Kraftfelder 
(in verschiedenen achsensenkrechten Ebenen) angreifen. Fig. 285, 
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Zunachst liegt, wenn es sich um eine Kolbenmaschine, etwa einen 
Dieselmotor handelt, in jeder Getriebeebene (die zu einem Zylinder 
gehort), eine Masse und ein (periodisches) Antriebsfeld vor; ent
sprechendes gilt von den Getrieben der Luftpumpen, die die Ma
schine besitzt, und die natiirlich Widerstandskraftfelder liefern. 
Weiterhin sind die lediglich rotietenden Massen der mit der 
eigentrchen Antriebsmaschine gekuppelten Organe (Dynamos oder 
[bei Schiffsbetrieben] Propellerschrauben) zu beriicksichtigen; 
Dynamo mid Propeller liefern widerstehende Kraftfelder (von nicht 
periodischem Charakter). Solche widerstehende Kraftfelder kom
men auch bei den Laufradern der antreibenden Turbinen in Frage. 

Fig. 285. WelIe mit zahlreichen Kraftfeldebenen. 

Neben den Massen, deren Mittelebene zugleich eine Kraftfeld
ebene ist, gibt es auf der rotierenden Welle auch Massen, denen 
keine Kraftfeldebene entspricht, z. B. Kupplungen und Schwung
rader. 

Die Massen der hin und her gehenden Glieder der Getriebe be
riicksichtigt man, indem man zunachst ein Drittel der Schub
stangenmasse zur Kurbelzapfenmasse (als rein rotierender Anteil) 
hinzufiigt. Die restlichen zwei Drittel sind als rein hin und her 
gehend mit den Massen vom Kreuzkopf, Kolbenstange und Kolben 
zu vereinigen. Von dieser Summe der Massen der lediglich hin und 
her gehenden Teile hat man die Halfte zur Kurbelzapfenmasse 
hinzuzufiigen. 

Jedenfalls kann man in erster Annaherung in jeder Getriebe
ebene eine rein rotierende Masse voraussetzen. 

Die Wellenmasse kann man ungefahr beriicksichtigen, indem 
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man die Masse der Stucke, die zwischen zwei aufgekeilten Massen 
liegen, auf letztere nach dem GefUhl verteilt. 

2. Zur Ermittlung der elastischen Krafte,. die in den Wellen
stiicken wirken, legen wir die Fig. 285 zugrunde. 

Hier sind die Massenebenen mit k = 1, 2 ... n bezeichnet, 
die zugehorigen Drehwinkel der Querschnitte gegen eine im Raum 
feste Anfangslage seien C{J", die Massen (am Radius r wirkend ge
dacht) mk, die Drehmomente [J(" (gleichwertig mit Kraften PI;, am 
gleichen Radius). 

Ferner werden die Torsionsfederungszahlen der einzelnen 
Wellenstucke zwischen den Massen mit T"_1 I;, bezeichnet. 

Dbrigens empfiehlt es sich, die Welle, d~ren einzelne Stucke 
wechselnde Querschnitte aufweisen, auf cine Welle uberall gleichen 
Querschnittcs zu beziehen, deren Abschnitte mit der gegebenen 

Welle gleiche Federungszahlen haben; beide 
Wellen sind dann elastisch gleichwertig. 

Die Bezugsformel gewinnt man wie 
folgt. 

1st J x Querschnittstragheitsmoment des 
]fig. l!86. Zur Ermittelung Wellenstuckes 1" -I, k~ so wird die Lange des 
der Wellenfederungszahlen. 

Bezugswellenstuckes L k - 1 ,,, (fUr welches 
das Querschnittstragheitsmoment J, wie fur alle ubrigen Stucke 
der Bezugswelle angenommen wurde) 

(1) 

Der Beweis grundet sich (siehe Fig. 286) auf die Torsions
formel: 

(2) 

wo M"_l,,, das die Verdrehung zwischen den Querschnitten 
C{J"-1 und C{J" hervorrufende Moment, G den Gleitmodul des Wellen
stoffcs bedeutet. 
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Also wird die Federungszahl wie folgt definiert: 

GJ 
Tk···l,1c = . __ . . 

L1c .. 1 ,k 
(3) 

3. Die der Bewegung der Welle entgegenwirkenden Krafte 
greifen sowohl an dieser selbst wie an den auf ihr befestigten 
Organen an. 

Nach dem Ort des Angriffs an der Welle unterscheidet man 
innere und auBere Widerstandskrafte. Erstere haben ihren Sitz 
im Innern des Wellenstoffes und ihre Ursache liegt in der gegen
seitigen Reibung seiner Teilchen infolge der stets vorhandenen 
elastischen Nachwirkung. 

Es findet also eine Dampfung der elastischen Schwingungen 
statt, die besonders leicht an den Drehungsschwingungen cp eines 
senkrecht aufgehangten Stabes der Lange lund' der Querschnitts
tragheit J, der am unteren Ende einer Masse de: s Tragheitsmo
ment e tragt, beobachtet werden kann. Ware keine elastische 
Nachwirkung vorhanden, so wiirde die Schwingung nach dem 
Ansatz 

(4) 

vor sich gehen, wo G den Gleitmodul des Stabstoffes bedeutet, 
d. h. es miiBten harmonische Schwingungen mit unveranderlichem 
Anschlag entstehen. In Wirklichkeit treten jedoch rasch ab
klingende Schwingungen auf, deren Ausschlagabnahme durch 
den auBeren Luftwiderstand nicht erklart werden kann. Es ist 
vielmehr notwendig, noch einen inneren der Drehung entgegen
wirkenden Widerstand anzunehmen, den man, in Anlehnung an 
die innere Reibung von Fliissigkeiten, mit der Drehgeschwindigkeit 

~r proportional setzt. Man erhalt so die vervollstandigte Schwin

gungsgleichung: . 

(5) e .'!!.!E. + :!f!~_ " dcp + J C!... cp = 0 . 
dt2 1 dt 1 

Man sucht also die innere Reibung durch Einfiihrung der Stoff
konstante " zu beherrschen und man wiirde, falls sich dies" wirk
lich als Stoffkonstante erwiese, in der Lage sein, fiir jedes WelIen
stiick der Lange 1, der Querschnittstragheit J und des Gleit-



496 XI. Schwingungen fester elastischer Korper. 

moduls G die Wirkung der inneren Reibung anzusetzen, sobald sie 
einmal fUr diinnen Draht des gleichen Stoffes ermittelt ist. An 
Hand des vorliegenden Versuchsmaterials bestatigt sich jedoch 
diese Annahme nicht. Es miiBte namlich nach Ansatz (5) die 
Schwingung den Verlauf nehmen 

(6) 
At 2 n t 

m = m e-Tsin-~ 
't' 7'0 T ' 

wo A das logarithmische Dekrement und T die Schwingungsdauer 
bedeutet. Diese GroBen stehen oben mit den Festwerten in (5) 
in folgendem Zusammenhang: 

(7) 

(8) I Bl V ,,2 eX' 
T = 2nl/~J 1 +-2- T, r G ,4 n 

2_ JG 
eX - BT. 

Sofern nun" als klein vorauszusetzen ist, kann man in (7) die 
Schwingungsdauer T der gedampften Bewegung durch die 

Schwingungsdauer 2 n der ungedampften Bewegung ersetzen und 
findet: eX 

(9) " 2n:eX . 

Es miiBte also das logarithmische Dekrement A der Bewegung 
der Schwingungsdauer 2 n : eX umgekehrt proportional sein, 
wenn " eine Stoffkonstante ware. In Wirklichkeit ist diese um
gekehrte Proportionalitat nicht vorhanden, " also keine Stoff
konstante. Vielmehr wird das logarithmische Dekrement besser 
als unabhangig von der Schwingungsdauer angenommen. Damit 
wird aber unser einfacher Ansatz (5) hinfallig. Man wird ihn 
also nur mit Vorsicht zur Grundlage von Berechnungen machen 
konnen, besonders auch deshalb, weil ausgiebige Versuche zur 
Ermittelung von" nicht bekannt sind. Die Fraga der innerm 
Reibung fester Korper ist im iibrigen auBerst verwickelt und 
theoretisch wie experiment ell z. B. noch ganz ungeklart.166 ) 

4. Die auBeren an der Welle angreifenden Krafte riihren her 
von der Luftreibung, da, wo jene von aufgesetzten Massen oder 
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umschlieBenden Lagern frei ist. Ihr EinfluB ist gering und kann 
im allgemeinen vernachlassigt werdfln. 

Betrachtlicher ist der EinfluB der Lagerreibung. Diese Kraft
wirkung kann man grundsatzlich auf zwei verschiedene Arten in 
Ansatz bringen. 

Zunachst liegt vor der Begriff der Coulombschen Reibung R, 
die aus der Lagerbelastung P mit Hilfe des Beiwertes fl der 
trockenen Reibung zu berechnen ist: 

(10) R= ±P,a, 

Ihr entsprache das Reibungsmoment 

(11) 

wo eden Wellenhalbmesser im Lagerquerschnitt bedeutet; (das 
+ -Zeichen solI daran erinnern, daB P bzw. we: mit der Dreh
richtung umzukehren sind). Die GroBe des Beiwertes fl schwankt 
zwischen 0,001 bei vorziiglich ausgefiihrten, gut eingebauten und 
gewarteten Lagern bis 0,05 fUr gewohnliche Zapfen aus Stahl 
in Bronzelagern im ersten Stadium des Einlaufens. 

Der Coulombsche Ansatz (der iibrigens auch bei der Beriick
sichtigung der Stopfbiichsen- und Kolbenreibung hin und her 
gehender Maschinengetriebe zu benutzen ist) kann fUr geschmiede 
Lager nur als ganz rohe Annaherung gelten, besonders insofern, 
als er die Unabhangigkeit des Beiwertes ,11 von der Wellendreh-

geschwindigkeit ~~ in sich schlieBt. 

In Wirklichkeit ist jedoch fl proportional der Drehgeschwindig

keit: fl = x ~~ , womit sich das entsprechende Reibungsmoment 

schreibt: 

(12) " P dcp we, = ex,Tt. 

Fiir die GroBe x liegen einerseits Versuche vor, andererseits 
kann man sie mit einem gewissen Annaherungsgrade auf Grund 
der hydrodynamischen Lagerreibungstheorie 167) vorausberechnen. 
Immerhin stehen der Bestimmung Schwierigkeiten entgegen, bei 
der Benutzung der Versuche, weil diese nicht ohne weiteres auf 
Lager beliebiger Bauart iibertragen werden konnen, bei der 
theoretischen Berechnung, weil diese nur mit gewissen Umstand-

Ho r t ,Schwingungslehre. 2. A ufl. 32 
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lichkeiten (und auch nur unsicher) durchzufiihren ist. Da zudem 
die Lagerreibung zu den nebensachlichen WiderstandsgroBen ge
hort, so wiirde man sich mit einer iiberschlaglichen Berechnung 
auf Grund des Coulombschen Ansatzes begniigen konnen, wenn 
bei diesem nicht das doppelte Vorzeichen [Ansatz (11)] mathemati
sche Schwierigkeiten bei der Durchfiihrung der Schwingungs
untersuchung im Gefolge hatte (§ 5). 

Man ersetzt deshalb bei einer Schwingung den Reibungsvorgang 
auf Grund des Coulombschen Ansatzes (ll) durch einen anderen 
auf Grund des hydrodynamischen Ansatzes (12), bei dem die 
gleiche Arbeit verbraucht wird. 

Die Schwingung gehe harmonisch vor sich mit den groBten 
Ausschlagen ± gJo 

gJ = gJo cosw t . 

Bei der Coulombschen Reibung wird fiir eine halbe Schwin
gung die Arbeit verbraucht 

(13) 2(; = 2 gJo P ft (! . 

FUr hydrodynamische Reibung gilt: 

+ 'I'. + 'Po 

2(~ = f P (! "r ~~ dgJ = P (! ",f( ~~ r dt 
- q,j - rpo 

wt=O 

(14) 
= (!~pe"rwfin2wtwd(wt) 

rot = 3l 

2 [1 . 1]0 2 P (! ", W Tt = gJo P (! ", w -"4 S1ll2W t + 2 w t '" = -gJo ---2---' 

Durch Gleichsetzen der beiden Arbeiten findet sich aber (mit 
Unterdriickung des Vorzeichens): 

(Hi) 
4ft 

", = ---'---
Tt W gJo 

5. Die Getriebe hin und her gehender Maschinen geben An
laB zu Dampfungswirkungen infolge der StoB-Arbeitsverluste, 
die beim Druckwechsel im Kurbelzapfen- und im l(reuzkopflager 
entstehen. Die StoBe sind eine Folge des Zapfenspiels. 

Zur iiberschlagigen Erorterung dieser StoBverluste kniipfen wir 
an an das Tangentialdruckdiagramm einer Einzylindermaschine. 
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In Fig. 287 sei 2 n die Maschinenperiode, ~. die Tangentialdruck-
OJ OJ 

periode. In den Punkten DI ... D4 treten Druckwechsel auf. 
MI sei die auf dpn Kurbplradius r reduzierte Masse der hin und 
her gehenden 
Teile, M2 die 
Gesamtmasse 

der drehenden 
Teile, M 2 sei 
groB gegen MI' 

Die Wirkung 
des StoBes ist 

t-------2J t 

Fig. :::10<7. tlttille belli Kurbelt,I'leb. 

die, daB in den Druckwechselpunkten D die bis dahin treibende 
Schale des Lagers sich vom Zapfen 10s16st und von da ab das 
Gestange sich lediglich unter EinfluB des mittleren Tangential
druckes To und seiner Masse MI bewegt, so lange, bis nach Zuruck
legung des Zapfenspiels LI s die andere Schale an den Zapfen zur 
Anlage kommt. Das Gestange legt nun den Weg LIs des Zapfen
spi~ls zuruck mit der gleichformigen Beschleunigung 

To 
p =--

MI 

und erreicht am Ende dieser Periode einen Geschwindigkeits
zuwachs 

-~- 1/') T 
J v = 1/2plls = r ''':'M~- LIs. 

Dieser Geschwindigkeitszuwachs wird durch den StoB vernichtet, 
entsprechend einem Arbeitsverlust 

MI 
oder wegen . M C'V 0 : 

2 

(16) 

Auf jede halbe Tangentialdruckperiode kommt ein StoB, dessen 
Arbeitsverlust man sich entsprechend der Uberlegung unter 4. als 

durch eine hydrodynamische Dampfung Tor U R ~~ innerhalb einer 

32* 
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erzwungepen Schwingung von - <Po bis + To entstanden denkt. 
Der (14) entsprechende Ansatz lautet demnach: 

2wt=n 

(17) To ,1s = To r ,1e< = <P& To r Xs 20) (sin2(2 0) t) d(2 0) t) . 
2(Ot~O 

Hier steht statt 0) der doppelte Betrag 20), weil die Schwingung 
mit der Kreisfrequenz des Tangentialdruckdiagramms vor sich 
geht. Wir erhalten ffir den Beiwert der Ersatzdampfung: 

(18) Xs=--~ 

11: 0) <P5 

Fur die GroBe ,1. = r ,1 (X kann man iiberschlaglich fUr nor
male Maschinen 0,01 em setzen. Zu beachten ist noch, daB das 
Schmiermittel im Lager zu einer Verminderung der Schlagwirkung 
des StoBwechsels AnlaB gibt; die Dampfungswirkung wird nicht 
vermindert, weil unbedingt die Arbeit To ,1. wahrend der Druck
wechselperiode vernichtet werden muLl; ein Teil dieser Arbeit 
geht in Gestalt von Warme an das Schmiermittel uber. 1m ubrigen 
gilt der Verlustansatz (16) fUr Kurbellager und Kreuzkopflager 
zusammen, solange man annehmen kann, daB die StoBperiode 
in beiden gleich lang ist. 168) 

6. Gegenuber den Dampfungswirkungen von Welle und Ge
triebe spielen die Bewegungswiderstande an den auf der Welle 
sitzenden Radern eine wesentlich betrachtlichere Rolle. 

Zunachst finden Turbinenrader einen Widerstand an der Rei
bung im Dampf, in dem sie laufen. Zur Berechnung der GroBe 
dieser Reibung sind die zahlreichen Versuche uber Gasreibung 
unanwendbar, da sie samtlich unter der kritischen Geschwindigkeit 
liegen; sie haben im allgemeinen die Proportionalitat zwischen 
Reibung und Geschwindigkeit zum Ergebnis. 

Stodola hat zur AusfUllung der Lucke Versuche angestellt 
mit Radern bis zu 1,3 m Durchmesser und bis uber 2000 Um
drehungen in der Minute.169 ) Er fand die Reibungsarbeit sehr ge
nahert proportional mit der dritten Potenz der Umlaufszahl. Als 
einfachsten Ansatz stellte er fUr jene in PS die Formel auf: 

(19) 
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worin D der AuBendurchmesser des Rades in m, n die auBerste 
Umfangsgeschwindigkeit in m/sec, r das spezifische Gewicht der 
Gasart in kg/cbm ist, in der das Rad rotiert; fiir fJ gibt Stodola 
eine Zahlentafel an. 

Das entsprechende Reibungsmoment m,d ermittelt sich aus 
(19) durch Verbindung mit dem Ansatz 

(20) 
m,OJ 

N'd = 7500 ' 

wo m,d in m/kg aufzufassen ist. Setzt man noch in (19) ~ W fiir 
n, so findet sich 

(21) 
75 

m,d = -80000 D5 w2/, . 

Ersetzt man hier w2 durch (wm + ~r )2, entsprechend der "Ober

lagerung der kleinen Drehgeschwindigkeit ~~ iiber die mittlere 
Wm so wird angenahert: t 

lID _ 75 -4 D5 dcp 
;JJI,d- S 10 Y W"'dt' 

Insofern das Tragheitsmoment fJ des Rades mit D5 etwa 
proportional ist, liegt es nahe, unter Einfiihrung eines neuen zu
sammenfassenden Beiwertes zu schreiben: 

(22) 

Xd hat hier rund den Betrag 0,001 y, wenn fJ in gr cm2 eingefiihrt 
wird. 

Fiir den Reibungswiderstand von Schiffsschrauben in Wasser 
fand Frahm170) den Ansatz 

m = C of = C(w' + r W,-1 dcp) 
W m m dt • 

Beschrankt man sich auf den Widerstand, der den Schwan

kungen ~~ von W entspricht, so hat man 

(23) 
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Demnach wird der Beiwert Uw berechnet aus: 

(24) 

zu 
r 

Uio = --- . 
wm. 

Nach Frahm ist hier r mit 3,6 bis 4,0 einzusetzen. 
Bei Dynamomaschinen gestaltet sich die Widerstandsberech

nung einfacher. 1st (jJ die Kraftlinienzahl eines Dynamopolpaares, 
J der Ankerstrom, so ist das zum Antrieb des Dynamo notige 
Drehmoment mit einer Konstanten 0 

(25) 
drp 

W~ = C (jJJ = Ue (jJ2- . 
dt 

1 
I~~-------.rederungszah/rn----------~h 

Mitt/ere Orehzahl6)m 
Mitt/ere SchiffsgeoSchwind(gkeil lim 

~'ig. 288. Krafte bei einer Schiffsmaschine. 

Ober den Beiwert U e lassen sich allgemeine Angaben nicht machen. 
7. Um ein Beispiel fiir die Anwendung der obigen Ansatze 

zu geben, kniipfen wir an an die Obersichtszeichnung eines ein
fachen Schiffsschraubenantriebs nach Fig. 288. Hier wird CPl und 
CP2 die Winkelabweichungen der Querschnitte lund 2 von einer 
mittleren Drehung der Welle mit der Geschwindigkeit W m • 

Fiir diese beiden Querschnitte sind die Differentialgleichungen 
der Bewegung aufzustellen wie folgt: 

l
eI cp'{ + (PI el U', + Torus) d:l + 1"12 (CPl - C(2) = Tsin2wmt, 

(26) t d 

e2 ffJ~ + «(P2 + S) e2 u f , + To r uw) !t2 + 1'12 (ffJ2 - ffJI) = O. 
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Hier entspricht die Zeichengruppe PI el X" der Reibungs
dampfung im Lager 1, To r x. der StoBdampfung im Kurbel- und 
Kreuzkopflager. (P2 + S) e2 X r2 solI die Reibungsdampfung im 
Lager 2 beriicksichtigen, welches zugleich als Axiallager zur Auf
nahme des Propellerschubs S vorausgesetzt wurde; die von letzte
rem herriihrende Reibung kommt zur Lagerreibung hinzu und ist 
zu beriicksichtigen durch Vermehrung des Lagerdrucks P 2 um die 

GroBe S = To r w"'--. Die Gruppe To r Xw riihrt her von der 
v'" 

Dampfung der Bewegung durch die Schraubenfliigel. 
Zur Erorterung der Bewegung auf Grund der Ansatze (26) 

verweisen wir auf die friiher gege benen V orschriften. 

§ 96. Schwingungen von zylindrischen Schraubenfedern171). 

1. Schraubenfedern sind als wesentliche Bestandteile der 
Steuerungsorgane von Kraftmaschinen rasch wechselnden Be
anspruchungen ausgesetzt. Da sie mit Masse und Elastizitat be
haftet sind, besitzen sie Schwingungsfahigkeit und konnen durch 
die periodischen Beanspruchungen zu unerwiinschten, auf Reso
nanz beruhenden Formanderungen gebracht werden, die sich 
oft durch Schlaggerausche oder sogar Briiche kundgeben. 

In der Fig. 289 ist X X die 
Federachse, 0 1 O2 ein Stiick der 
Feder vom Windungsradius r und I p 

der Windungssteigung lX • 

Die axiale Federkraft P wird 
durch Parallelverschiebung an 
den Punkt 0 1 iibertragen; sie 
wirkt auf den Federquerschnitt 0 1 

wie eine Kraft P in der Axial
ebene durch 01 und ein Moment 
ill( = r P senkrecht auf dieser 
Ebene. Durch Zerlegung von .. 1' 

]'ig. 289. Element einer :;chraubenfeder. 

und ill( nach dem Federquerschnitt ergeben sich auf diesen 

eine Zugkraft PI 
eine Schubkraft P 2 

ein verdrehendes Moment ill(1 

ein biegendes Moment ill(2' 
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Die Feder muB also im allgemeinen Langsschwingungen, Biegungs
schwingungen, Drillingsschwingungen ausfiihren. 

Langsschwingungen tretenaufinfolgederZugkraft PI = Fsina; 
sie haben Verlangerungen und Verkiirzungen der Schratibenlinien
lange L del' Feder zur Folge und auBern sich demnach durch Ver
groBerung oder Verkleinerung des Windungsradius (wenn die Feder
endpunkte, wie meist, unverschieblich in Richtung des Feder
umfangs sind). ErfahrungsgemaB sind Windungsanderungen bei 
Federn unerheblich; wir lassen also die Longitudinalschwingungen 
auBer acht. 

Das Moment we2 = we sina erzeugt Biegungsschwingungen, 
die sich ebenfalls durch Anderungen des Windungsradius auBern 
miissen; auch sie lassen wir als unerheblich beiseite. 

Die Schubkraft PI = F cosa hat Biegungsschwingungen in 
axialer Richtung zur Folge; beziiglich ihl'er machen wir von der 

Fig. 290. Kraftmaschinenventil. 

einsenkung XL. des Endes 
Gleitmodul G 

allgemein iiblichen Vernachlassigung 
Gebrauch, daB die Formanderungen 
durch Schubkrafte stets in erster 
Annaherung unerheblich sind. 

Es bleiben also nur die Drillings
schwingungen infolge des Moments 
weI = we cosa iibrig, die sich durch 
die erheblichen axialen Zusammen
driickungen der Feder auBern. 

In der Fig. 290 ist das Triebwerk 
eines Kraftmaschinenventiles skiz
ziert. Die Langen lund L werden 
in der Schraubenlinie gemessen. 

Die Feder sei mit der Anfangs
spannkraft Po und der Anfangs

l = L eingesetzt. Es gilt mit dem 

Xo ist die Anfangsfedereinsenkung an der Stelle l; es gilt 

l 32 r2 Po 
X = XL --- = - - - -l . 

o • L IT d4 G 
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Zur Ermittelung der Schwingungsdifferentialgleichung be· 
trachten wir das Federelement der Lange 0 l mit der Masse 

d 2 :n; om=--e oZ 
4 

und dem Tragheitsvermogen: 
02X am-a t2 • 

Das letztere steht in Wechselwirkung mit den an den Enden des 
Elements angreifenden Drillingsmomenten: 

im=Pr 

und im + aim = (P + a P) r: 
es gilt 

oder 

(e = L = Dichte) . 
, g 

Da aber auch gilt: 
:n; d4 G ax .d2 :n; 

p = 32 -;=2- 7;r + l4,- eg, 

wo das erste Glied rechts die Drillungskraft, das zweite (bei senko 
recht angeordneter Feder) die Gewichtswirkung des herabhangen. 
den Teils bedeutet, so lautet die gesuchte Differentialgleichung 
schlieBlich : 

(1) 

Hier kann man noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a der 
StOrungen langs der Feder einfiihren mit 

d2G 
(2) a2 = --, 

8 r 2 e 

die mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit V ~ einer reinen Dril· 

lung in einem geraden Stabe (§ 90) zusammenhangt entsprechend: 

(3) a=2~rV~' 
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(4) 

Durchschnittlich gelten fUr Stahl folgende Zahlenwerte: 

Gleitmodnl G = 8,5 . 109 kgjm2 

Dichte .. [!= )~ = 800 kg sec2 /m4 
g . 

fG 
Drillungsgeschwindigkeit Ve = 3260 mjsec2 • 

Da ublicherweise!! bei Federn zwischen 0,15 und 0,33 schwankt, 
r 

so bewegt sich a in den Grenzen von 173 m/sec bis 380 m/sec. 
2. Die oben abgeleitete Differentialgleichung 

(5) 

wollen wir nun zur Untersuchung der freien Schwingungen einer 
Feder benutzen, die an ihrem einen Ende befestigt senkrecht 
herabhangt, amanderen Ende die Anfangsverschiebung x = t 
erhalten hat und plOtzlich freigelassen wird. 

Zur Ermittlung der Gleichgewichtsgestalt der Feder zur Zeit 
. 02X 

t = 0 schreiben wir mlt--- = 0 . ot2 

(5a) 

wodurch sich das allgemeine Integral 

(5b) 

oder nach gehoriger Konstantenbestimmung 

(5c) 

findet. 

l g 
x = t~ +--l(L-l 

L 2a2 

Der Partikularansatz, der (5) genugt, lautet: 

(6) x" = sin m l(A"cosmt + B"sinmt) = '-2~l(t - L). 
a a 

Er erfullt ohne weiteres die Grenzbedingung: x = ° fur l = O. 

Da die Feder anfanglich in Ruhe sein solI: -~ ~- = 0 fUr t = 0, so 

muB Bn verschwinden; wir haben also einfacher 
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(7) x =A sin~lcos1nt-~f!-l(l-L) 
n n a 2 a2 . 

Es muG aber auch noch die Bedingung der Spannungslosigkeit 
ax 

des freien Endes x = L erfiillt werden: --- = 0 
Dies fUhrt auf: 

(Il . 

1n 
008-- L = O. a -

also auf die Periodengleichung. Diese liefert: 

(8) 
(2n+l)n 1n = ----~~~--

2L ' 

wo n eine ganze Zahl ist. 
Die allgemeine Bewegung der Feder findet sich nun durch 

Dbereinanderlagerung aller Teilschwingungen nach Ansatz (7) 

~oo • (2n + l)n (2n + l)an g 
x = n SIn l A cos ~--~~-- t - ~-l (l - L) . 

o 2L n 2 L 2 a2 

Hier sind die unbekannten Beiwerte An mit Hilfe der Anfangs
gestalt (5 c) zu bestimmen: 

~ . (2 n + 1) n l 
.::;.n An 8m--2 r;--- l = I L . 

o 
Es entsteht also die Aufgabe, im Intervall 0 < l < L die Funktion 

,! in eine Fouriersche Reihe zu verwandeln. Man erhlUt 
L 

A _(_1)n __ 81 __ 
n - (2 n + 1)2]12 

und fUr x die Reihe 

g 
-2a2 l (l - L). 

Setzt man hier l = L, so wird: 

(10) x=~{cos~~t + ~cos~-~t + ... }. 
n 2 2L q 2L 
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Durch Differentiation nach der Zeit findet sich 

(11) [~; l=L = --c ~al {Sin ;~ t + ! sin 32a; t + .. } 
Die Reihe in der geschweiften Klammer hat aber im Interva11 

o < t < 2 aL den Summenwert ~ ; mithin wird die Geschwindigkeit 

des freien Federendpunktes in dem genannten Interva11 konstant 

i: x t_L [~:l=L = - ~1 . 
t 

Fig. 291. Bewegung des Federendpunktes. 

1m Intervall 
2L 4L --<t<--
a a 

wird dagegen 

[~l = +!!i ot l=L L . 

Der Federendpunkt macht also keine harmonische Schwingung. 
Deren Form bestimmt sich etwa nach der Fig. 291. 

Ein mittlerer Federpunkt bei l = ; hat die Geschwindigkeit : 

(12) 

Die in der Klammer stehende 
I i Reihe hat aber den Wert ~ -V2, 

""-+--_-1-_-'--...l--.............. I.",.,t. I t 11 L 3 L d 
r- I 1m n erva 2a < t < 2a un 

--~"l 
I den Wert - ~ -V2 im Interva11 
I 

5 L < t < 7 L wahrend sie sonst 
2a 2a ' 

'-----"~.---~'------t- verschwindet. Ihre Gestalt findet 
Fig. 292. Bewegung der Federmitte. sich also nach Fig.292 und die 

Bewegung des Punktes l = ; geht also so vor sich, daB er von 
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t = 0 bis t = 2La in der an£anglichen Ruhelage x = ~ + 2:2 ~2 

verharrt. Zur Zeit t = :a erreicht die Storung, die mit der Ge

schwindigkeit a vom freien Federende her heranriickt, den Punkt 
und bringt ihn mit der konstanten Geschwindigkeit 

I ~; Il=~ = - i 
2 

Z 't 3L. d' L zur eI t = 2 a III Ie age 

die er bis t = 52L beibehalt, um darauf in der Zeit !:...- mit der 
a a 

Geschwindigkeit + 1 in die Lage x = ~ zuriickzugehen. 

3. Die in 1. erwahn~en unerwiinschten Federbewegungen sind 
eine Folge der periodischen Einwirkung der Steuerorgane, die wir 
kurz als "Storung" be- x 
zeichnen wollen. Diese 
Storungen gehen im all
gemeinen vom Feder
anfang A aus (Fig. 290) 
in Gestalt von Zusammen
driickungen des Feder
an£angs nach MaBgabe der 

, I 
, I '- ___ oJ 

Fig. 293. Storung einer Feder. 

durch die Betriebsbedingungen der Maschine vorgeschriebenen 
Ventileroffnungskurve (Fig. 293). 

Wie oben unter 1. dargelegt, pflanzen sich diese Storungen langs 
der Feder mit der Geschwindigkeit 

d l/G 
a=2rY2e 

fort. 1st die Dauer der Ventileroffnung T, so hat sich nach ihrem 
Ablauf die Storung vollstandig iiber die Feder ausgebreitet 
(letztere vorlaufig als unbegrenzt lang angenommen), ihr Ende 
ist im Federanfang A angekommen und sie nimmt langs der 
Feder eine Strecke aT ein. 
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1m allgemeinen ist die Federlange L viel kleiner als die Lange 
des Storungszuges aT; die Storung muE also am Federende E 
reflektiert werden, ehe sie am Anfang A beendet ist. Die Starung 
kombiniert sich also mit ihrer eigenen Reflexion. 

1m allgemeinen wird eine Feder mit einer Anfangs- oder Vor
spannung Po eingesetzt (vgl. oben 1.) 

Jl d4G XL" 

Po = 32r2- °z . 
Dber diese Vorspannung lagert sich im Betriebe eine zusatzliche 
von der kombinierten Starung X herriihrende Spannung 

P =~_d4Gax 
32 r2 az ' 

deren Werte uns besonders am Federanfang und Federende inter
essieren: 

( Jl d4G (0;1;) 
~ P A = 32T2 ar l=L 

l P E = !!3~~_ (_a~) . 
32r- oZ 1=0 

(13) 

Es handelt sich also urn die Ermittlung der Anderungen der Feder
drahtachsenneigung 

(14) nnd (aX) Ye = -0- , 

01 I=() 

die von den kombinierten Storungen X verursacht werden. 
Zunachst gibt der Verlauf der urspriinglichen Ventileroffnungs

kurve ~ AniaE zur Berechnung der entsprechenden Drahtachsen-

. 0 ~ 0 ~ H d d D' F' 293 nelgung 'f} =cT( ~ o(aT) an an es lagrammes 19. . 

Man hat daher die Richtungstangenten der Ventileroffnungskurve 
als Funktion von loder aT aufzutragen. Die Neigungsanderungen 'f} 
pflanzen sich nun naturgemaE in derselben Weise langs der Feder 
fort, wie die Storungen ~; auch die Reflexionen an den Enden 
regeln sich in gleicher Weise. 

Der Reflexionsvorgang am Federende E (1 = 0) erortert sich 
am besten an Hand der Differentialgleichung: 

(15) 
·u2 x a2 x ar = a2~;l2 . 
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Deren d' Alembertsche Losung lautet aber 

(16) x = (l + at) +/(l- at), 

d. h. eine an beliebiger Stelle eingeleitete Storung pflanzt sich nach 
entgegengesetzten Richtungen fort. Am Ende l = 0 muB die 
Feder in Ruhe sein:x = 0, d. h. es muB gelten f (a t) + f (- a t)=O 
oder 
(17) f(at) = - f(- at) . 

Die Neigung der Drahtachse ist aber: 

[~J = -f- _L (!_D~tL _ (; f( - at) \) 
(18) al I~O IX fit at 

oder mit (6): 

(19) [~] = _~ af(at) = 2[~LJ 
al I~O IX ot ol I~O ' 

d. h. eine am Federende ankommende Storung f wird hier mit 
doppelter Amplitude zuruckgeworfen. 

Hiernach kann nun der kombinierte Storungsverlauf ermittelt 
werden, unter der Berucksichtigung, daB jede an einem Feder
endpunkt eingeleitete Storung nach Durchlaufen der doppelten 
Federlange 2 L an das gleiche Ende zuruckgelangt. 

So findet sich fur den kombinierten Storungsverlauf am 
Ende A: 

Yo = 11 0 < l < 2 L , 

Ya = 1] + 2 'YJ1-H 2 L < l < 4£, / 

Ya = 'YJ + 2('YJI-H + 'YJ1-4L) 4L<l<6L, 

(20) Ya='YJ + 2;8'YJ1-2nL 2nL<l<2(n+l)L' 
u 

mit der Festsetzung: 

'YJ1-2nL = 0 flir n = O. 

Der Storungsverlauf zerfallt also in Perioden, die der doppelten 
Federlahge entsprechen. 

Entsprechend gilt fiir das Federende E 

(21) Ye=2L:;'YJ1-2nL 0 <l <2nL. 
o 

In der Fig. 294 ist die fiir Storungsuntersuchung maBgebende 
'YJ-Kurve uber ihrer Erstreckung aT langs der Feder aufgezeichnet. 
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Man gewinnt aus ihr die kombinierte Storung Ya nach Vorschrift 
von (20) durch Verdoppelung von 1], Verschiebung nach rechts 
jeweils um 2 L, 4 L ... , und Addition der erhaltenen Teilstorungen. 
Man erkennt, daB infolge der Reflexionen die Spannung der Feder 
den Betrag erheblich iibersteigen kann, der sich ergibt, wenn man 
nur die Durchbiegung infolge der Ventiloffnung ~ allein in Riick
sicht zieht. 1m iibrigen bilden sich nach SchluB des Ventils 
stehende Wellen in der Feder aus, die zur Verminderung der Vor
spannung AnlaB geben, wie <lurch die senkrecht gestrichelten 
Trapeze gekennzeichnet ist. 1Jberschritten diese Verminderungen 
die GroBe der Vorspannung Yo, so wiirde damit ein Schlagen der 

i 
J 

I 

I 
I 

J 
1!'ig. 29~. StOrungsuntersnchung einer Feder. 

Feder am Anfang verbunden sein. Eine entsprechende Unter
suchung kann man durch Aufzeichnung der Kurve Ye nach 
Ansatz (21) anstellen. 

Mit der Ya-Kurve kann man noch die entsprechend iibertragene 
Kurve der Beschleunigungskriifte, die am Ventil und seinem 
Steuerhebel H (Fig. 290) wirken, verbinden, wie in der Fig. 294 
durch Einzeichnung des strichpunktierten Linienzuges geschehen 
ist. Die Gesamtordinaten p entsprechen dann den Druckkraften 
zwischen. dem Steuerdaumen D und der Rolle des Rebels H 
(Fig. 290). Das Verschwinden der Druckkriifte D wiirde.-:;;u 
Schlagen der Rolle auf dem Daumen zur Folge haben. 
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§ 97. Seil- und Kettenschwingungen. 

1. Ein Seil betrachten wir als unausdehnbar. Seine Lange von 
einem festen Punkte auf ihm gemessen sei s, sein Langenelement 
ds, die Masse des Langenelements mds. An dem Element, dessen 
Raumkoordinaten x, y, z seien, greifen massenproportionale Krafte 
X m, Y m, Z m an. Die raumlichen Geschwindigkeitskompo-

d EI . ox oy oz I d' 
nenten es ements Selen u = Tt ' v = at' W = fit:· st Ie 

Seilspannung T, so finden sich deren Komponenten nach den Ko-

ordinatenachsen zu T ~= ' T :~ , T ~: an dem einen Ende eines 

Seilelements. Am anderen Ende bestehen die Seilspannungen 

dx () [ dx I T-- + -., T-- ds, 
ds os. ds .I 

dy (; [ dy ] T--+ - T- ds 
ds os, ds ' 

Die resultierenden Seilspannungen 

- T -"L ds o [ d 'I os ds _ ' 
o [ dz] .- T- ds 

os ds 

mUssen im Gleichgewicht stehen mit den sogenannten verlorenen 
Kraften (§ 27) 

( 0' 
m X _. -~)ds ot ' m(Y _ ov) ds 

Bt ' m(z - -~~) ds ot ' 
d. h. es ergeben sich die Bewegungsgleichungen: 

(1) 

Hier sind s und t die unabhangigen Variabeln, X, Y, Z sind 
irgendwie als Konstanten oder als Funktionen von t und s gegeben; 
x, y, z und T sind als Funktionen von s und t zu ermitteln. Dazu 

H 0 r t, Schwingungsiehre. 2. Auf!. 33 
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fehlt noch eine vierte Gleichung, die wir in der Bedingung der 
Unausdehnbarkeit des Seiles finden. Diese Bedingung lautet 

ds 2 = dx 2 + d y2 + dz 2 

oder nach Zeitdifferentiation 

(2) 
ox au oy ov iJz 8w 
osfJs +a~- as + as os = 0 . 

2. Beschranken wir uns auf ebene Seilbewegungen (z = 0) 
und setzen wir als massenproportionale Krafte nur die Schwer
kraft (X = 0, Y = -g, Z = 0) voraus, so werden die Glei
chungen (1) einfacher 

(la) 

Betrachten wir nun vorerst die Gleichgewichtslage des Seiles, 

( 
i)2x i)2 y ) 

so ermittelt sich diese mit -~-2 = 0, '-~ = 0 aus: 
(It ot 

(l b) r!.. (T!!!..) = 0 
ds . ds ' 

''!...I'T dy '1_ m g = 0 . 
ds, ds_ 

Deren Integration liefert einerseits die fur aIle Seilpunkte kon
stante Horizontalkomponente der Seilspannungen 

(3) 
dx 

T-=H . ds 

andererseits die Vertikalkomponente 

(4) 
dy 

T ~.- = m g s + V. 
ds 

Durch Division von (4) durch (3) findet sich, wenn der Anfangs
punkt des Seiles (s = 0) auf der Ordinatenachse (x = 0) liegt: 

x 

H :~ = m g f y; + (-~~T dx + V 
o 

oder nach Differentiation 
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(6) 

Diese Differentialgleichung 2. Ordnung hat ein allgemeines 
Integral mit zwei willkiirlichen Integrationskonstanten 01 und 
O2, so daB mit dem Horizontalzug H drei unbekannte GroBen zu 
ermitteln sind. Hierzu liefern die geometrischen Bedingungen 
fUr die Lage der beiden Seilendpunkte zwei Ansatze; der dritte 
findet sich·durch die Verwendung der Seillange L, die natiirlich 
auch gegeben sein muB. Der dritte Ansatz lautet also 

a 

(7) L =I V~ + (!~TdX, 
o 

wo ~~ aus dem allgemeinen Integral von (6) einzusetzen ist und 

a den Horizontalabstand der Seilendpunkte bedeutet. 
jedenfalls ist die GIeichgewichtslage des Seiles zu ermitteln, 

deren Gestaltskoordinaten Xl' Yl wir nunmehr als Konstante 
betrachten. Von ihnen sollen jetzt die Koordinaten X, Y der 
Punkte des bewegten Seiles sich urn die GroBe ~ bzw. 17 unter
scheiden: 

X = Xl + ~ , Y = Yl + 1] , 

wahrend seine Spannung T sich von der Spannung Tl des ruhenden 
Seiles urn den Betrag 7: unterscheide: T = T I + 7: • 

Dann werden nach Ausfiihrung der notigen Differentiationen 
und nach Kombination der Ansatze (1 a) und (1 b) die Bewegungs
gleichungen des gestorten Seiles: 

(8) 

Hierzu kommt noch die Unausdehnbarkeitsbedingung 

(~)2+ (~)2= (~ ~)2 (~ ~)2= 1 
ds oy as + os + as + os, 

oder unter Vernachlassigung der kleinen Quadrate ( ~!) 2 und (~ ~ ) 2 

33* 
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(8a) 

3. Fragen wir jetzt nach der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
einer kleinen Storung der Gleichgewichtsgestalt langs der Seilachse. 
Die Storung habe die Form einer kleinen wellenartigen Ausbauchung 
des Seiles. Da die Ausbauchung kontinuierlich in die Gleich
gewichtsgestalt fibergehen muB, so gilt stets an den Enden der 
fiber das Seil fortschreitenden Welle: 

(9) 
a~ 
at = 0, 

C 1} 
-,:~ = 0 , 
os 

T = o. 

Aus den ersten beiden Ansatzen folgt durch Differentiation 

nach s bzw. t, wenn ~; = v (W ellengeseh winrligkei t) gesetzt wirrl : 

a2~ a2~ 02~ a2~ 
v OS2 + osot = 0 unrl --fit2. + v-otas-= 0, 

woraus man 

ableitet. Ein entsprechender Ansatz findet sich fur 1}. Hiermit 
gehen aber die Ansatze (8) fUr die Enden der Welle fiber in 

woraus folgt: 

(10) 2 Ti 
V =-. 

m 

Wenn fUr die Gleichgewichtsgestalt {} = tgiX gesetzt wird, 

so ergibt sich aus (4) und (3) durch Division und Differentiation: 

aus (3) aHein: 

Demnach wird: 

otgiX 
H-"-=mg, 

os 

Ti COSiX = H . 
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g 
--'-;:---. = g e cos C\ 

otglX ' 
C03IX ---. os 

(ll) 

. 0 tg IX 0 tg IX a IX 1 1 " .. 
well -- = -- - -- =---- - . - (e = Krummungsradms) 1St. os aIX oS COS2 IX e 

Verbindet man nun (ll) mit (10), so erkennt man, daB sich 
die Storung langs des Seiles fortpflanzt mit der Geschwindigkeit 

v = ygecos lX =11 _ H', V mcoslX 

die Geschwindigkeit hat also im Scheitel des hangenden Seiles 
(im tiefsten Punkt) ihren kleinsten Wert, weil dort auch die Seil
spannung am kleinsten ist. Denn unser Ansatz (10) ist identisch 

mit dem Ansatz a ,- c ~ § 87 fUr die Storungsgeschwindigkeit in 

einer gespannten Saite, da man jedes Seilelement als gespannte 
Saite betrachten kann, womit die Storungsgeschwindigkeit im Seil 
proportional mit der Quadratwurzel aus der Spannung werden muB. 

4. Zur Untersuchung der kleinen ebenen Schwingungen eines 
Seiles oder einer Kette, die, an einem ihrer Enden im Koordinaten
anfangspunkt befestigt, vertikal herabhangt, kniipfen wir an 
an die Ansatze (1 a). Wegen der Kleinheit der Bewegung und del' 

Unausdehnbarkeit ist {~- = 0 und ~! = 1, also y = s zu setzen. 

Durch Integration der zweiten Gleichung (1 a) findet sich hiernach: 

(12) 

oder da am unteren Ende der Kette (x = 0, y = - L) die Span
nung T = 0 sein muB: 

(13) T = mg(y + L). 

Dies setzt man in die zweite Gleichung (Ia) ein: 

1 (12X a r ax] 
(14) g -at2 = ayl(Y + L) ay . 

Schreiben wir nun 17 2 statt y + L, so findet sich als Differen
tialgleichung fiir das Ausschwingen x der einzelnen Kettenpunkte 

(15) 
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Durch den Ansatz x = T H , wo T nur t, H nur 'Y) enthalten 
sollen, entspringen hieraus mit der noch zu bestimmenden Kon
stanten k2 und der Abkurzung 4 c2 = g die beiden gewohnlichen 
Differentialgleichungen 

(16) 
f T" + k 2 c2 T = 0 

1 H" + -~ H' + k 2 H = 0 . 

Von diesen liefert die erste das allgemeine Integral 

(17) T = 0 1 sin(kct + ex) , 

die zweite: 

wo J o und Yo die Besselschen Funktionen erster und zweiter Art 
del' Ordnung Null bedeuten. Am unteren Ende der Kette muB 
aber die Spannung 

(18) T = mg(y + L) 

verschwinden, d. h. es gilt hier die Grenzbedingung: fUr y + L = 0 
oderlJ = 0: T = O. Mithin muB am unteren Ende ('Y) = 0) H 
verschwinden, was nur dann Ihoglich ist, wenn die Konstante B1 
gleich Null angenommen wird, denn fUr 17 = 0 wurde Yo (b7) 
unendlich werden, weil es einen Term log (b)) enthalt. 

Fur die seitlichen Ausschlage der Kette ergibt sich also, 
mit 0IAI = A 

(19) 

Nun ist die zweite Grenzbedingung zu berucksichtigen, daB fUr 
y = 0 oder 1) = VL dauernd x verschwinden muB, weil ja der 
Aufhangepunkt der Kette stets in Ruhe ist. Dies fiihrt auf die 
Gleichung 

(20) 

zur Bestimmung der unbekannten Konstanten k. Die Gleichung 

(20) liefert unendlich viele Wurzeln Uk = kIlL, und somit unend
Hch viele Werte der Konstanten 

21) 



§ 98. Die Eulerschen Differentialgleichungen d. Fliissigkeitsbewegung. 519 

Jeder dieser Werte liefert eine sogenannte Hauptschwingung 
der Kette 

(22) 

aus denen sich die gesamte Schwingung der Kette nach der 
Summe 

zusammensetzt. Hier bestimmen sich die Amplituden Ak und die 
Phasen /Xk der einzelnen Schwingungsanteile entsprechend dem 
Verfahren bei der schwingenden Saite durch die Anfangsbedingun
gen. Vgl. § 87. 

Fur die Wurzeln ek gilt die Reihenentwickelung 

= (k _ 0 25 + 0,050~~1 _ 0,053041 ) 
ek n , 4 k _ 1 (4 k _ 1)3 + . " , 

aus der sich fUr die langsamste Schwingung (k = 1) berechnet 
el = 0,77 n. Damit findet sich aber die zugehOrige Schwingungs
dauer 

%1 = 2nV~ = _-.! ___ l/~ =:i 21/~ . 
ek c 0,77 V (J "(J 

Die Kette von der Lange L schwingt also etwas rascher als 
das gleichlange mathematische Pendel. 172) 

XII. Peliodische Bewegungen nicht elastischel' 
Fliissigkeiten. 

§ 98. Die Eulerscben Differentialgleicbungen der Fliissigkeitso 
bewegung. 

Wir betrachtell zUllachst eine im Gleichgewicht befindliche 
Fliissigkeit in einem Raumpunkt x y z; die dort herrachellde 
Dichte bezeichllell wir mit e , den Fliissigkeitsdruck mit p; e und p 
setzell wir ala mit dem Ort verallderlich yoraus; bzw. e heiBt 
dies, da13 wir die Flilssigkeit ala kompressibel ansehen. 



520 XII. Periodische Bewegungen nicht elastischer Fltissigkeiten. 

Nunmehr grenzen wir (Fig. 295) ein Fliissigkdtsparallelepiped 
der Kantenlangen A x, A y, A z heraus und bdrachten dessen 

z 

z 
y 

!I 
{JC 

ilx 

x 

Gleichgewicht gegen Verschie
ben in Richtung der x-Achse. 
Zunachst wirkt der Fliissig
keitsdruck auf die der y z
Ebene zugewendete Seite des 
Parallelepipeds mit dem Be
trage 

pAyA z. 

}'ig. 295. Krafte am Fliissigkeitseiement. 

Auf die gegeniiberliegende 
Seite wirkt der Fliissigkdts
druck mit dem Betrage 

(p + dp)dy Llz = (p + :~ AX) Lly Az . 

SchlieBlich sei noch eine der Dichte e proportion ale Kraft mit 
einer x-Komponente = X eLl x Ll y Ll z beteiligt. Die Gleichge
wichtsbedingung lautet dann: 

( Bp ) pLlyLlz- P+a-X-Llx LlyLlz+XeLlxLlyLlz=O. 

Fiir die anderen Koordinatenrichtungen existierenahnliche 
Gleichungen, so daB folgendes System von Gleichungen resultiert : 

(1) 

1 op 
X -g- f'x = 0, 

1 op 
y - - By = 0, 

() 

z _.1 op" = 0 . 
() oz 

Die Fliissigkeit sei nun in Bewegung. Dann ist die Massentragheit 
des betrachteten Elementes 

d2 

{dxJyLlz dti' 

oder wenn wir mit u die x-Komponente der Geschwindigkeit deR 
Elementes bezeichnen 
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du 
eLlxLlyLlz-d . 

t 

Diese Mas~entragheitskraft muf3 nun nach dem d'Alembert
schen Prinzip gleich der Summe der angreifenden inneren und 
auf3eren Krafte sein, also: 

(2) 

_du = X _ ! _~_'f. 
dt e ox ' 

_dv_ = y_~~. 
dt e oy . 

dw _ Z 1 op 
Tt- --eTz 

1m allgemeinen wird nun die Geschwindigkeit sowohl eine 
Funktion des Ortes wie der Zeit sein, also: 

(3) ju=cp(xyzt), 

v = 'IjJ(xyzt) , 

w = X(xyzt). 

Aus diesen Gldchungen berechnen sich die totalen Differentiale 

ocp Bcp o~ ocp 
du = -dx +;.- dy+ -~-dz + -dt. 

ox dy cz Bt 

o'IjJ a'IjJ a'IjJ o'IjJ 
dv = -- dx + ---- dy + -,,- dz + - -dt , 

ax ry oz at 
(4) 

ox az· ix ·ax 
dw = --- dx + -- dy +-;;-"- dz +--- dt 

ox oy r'z ilt 

und hieraus die Geschwindigkeiten selbst: 

(5) 

du 
dt 

dv 
dt 

du 2u au au 
= 1£·" + v~·· + w -'.- + - , Ox (ly (!z ilt 

dv OV (,v ov 
=u-+v-+w-+-ox oy (!z ilt' 

aw ow aU) (WOW 
--- = 1£- + V - + w- + -0- • 

dt (Ix i!y OZ vt 

womit sich die hydrodynamischen Gleichungen schreiben: 
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au au au au 1 op 
u- + v- + w~- + -- = x - - ~~~, 

ox oy oz ot (1 ox 

01) OV OV ov 1 op 
u---+v-+w-+- =y-----

ox oy oz ot (1 oy , 
(6) 

ow ow ow ow 1 op 
u-~- + v-- + w- + .~?) ... = Z - - _ .. 

ex oy oz et (1 OZ 

Dies sind die drei Eulerschen hydrodynamischen Diffe
rentialgleichungen fUr die vier GroBen u, v, w, t. Es fehlt 
mithin noch eine Gleichung, namlich die, welche die Dichten
anderung wahrend der Bewegung angibt. 

Die Dichtenanderung im Zeitelement dt in unserem Raum-

element LI x LI y LI Z ist ~ ~ dt, und damit die Massenanderung: 

Wir betrachten nun die Massenanderung im Element LI xLI y LI z 
wahrend der Zeit dt. 

In Richtung der x-Achse stromt ein: 

;JyLlz(1udt; 
es stromt aus: 

1m ganzen stromt also die Masse 

.. a ((1 u) 
---.IxlYilz-,,-dt. 

• vX 

Allaloge Stromungen finden statt parallel zur y- und z-Achse. 
Die Summe aller drei Stromungen muB gleich der obengenannten 
Massenanderung sein, also: 

0(1 (O((1U) o((1v) o ((1w)) 
,Ix fly iJz-;;;- dt = - --" + -~- +~-- :Jx dy ,;Jz dt . 

ot vx ey uz 

oder nach Division mit 1 x LI y LI z dt: 

(7) oe +?~_~) + ~(?v) + a(?W~ = 0 . 
at c:r oy (Jz 
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Dies ist die Kontinuitatsgleichung, die ebenfalls schon 
von Euler aufgestellt wurde. 

Die bisherigen Ansatze sprechen nnK" von Verschiebungen 
des Elementarteilchens J x J y J z; wir wollen jetzt sehen, 0 b 
ne ben den Verschiebungen 
auch Drehungen vorkom- z 
men konnen. 

In der Figur 296 de
formiere sich wahrend der 
Zeit dt das urspriinglich 
rechtwinklige Parallel
epiped in ein schief
winkliges, Was offenbar 
eintreten mull, da die 
G3schwindigkeiten in den 
Punkten x, y, z von denen 

y z 

11 x 

Fig. 296. Drehung eines Fliissigkeitselementes. 

in den Punkten x + Jx, y, z und x, y, z + Jz verschieden 
sind. Infolge dieser G3schwindigkeitsunterschiede verschieben 
sich diese beiden letzten Punkte um 

OW 
bz = ax Jxdt 

und 

bx=::Jzdt. 

Mit diesen Verschiebungen sind aber die Drehungen der Kanten 
J x und J z des Parallelepipeds um die Winkel f' und y wie folgt 
verkniipft: 

r5z = y.Jx, 

r5x = fJ·Jz . 

Es finden sich also diese Winkel 

au 
II = ---dt 

az ' 

Aus den Winkeln It und 'I' berechnet sich aber die mittlere 
Drehung des Elementes um die y-Achse: 
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und nach Division mit dt: 

dfi 1 (OU ow) 17=-=- -_ ... -
dt 2 ot ox' 

Fur die anderen Achsenrichtungen ergeben sich durch zyk
lische Vertauschung der Buchstaben analoge Gleichungen: 

(8) 1 
~ = d x = ~ (0 w - ~) 

dt 2 oy oz· 

C = ~~ = ! (~-£ - ~;), 
~, 17, C bedeuten also die Winkelgeschwindigkeiten des Flussig
keitselementes. 

W~r wollen jetzt eine Fliissigkeit, in der ~ = 0, 1] = 0, C = 0 
ist, in der also die Flussigkeiten nicht rotieren, eine wir
belfreie nennen. Die Bedingung dafUr, daB eine FlussigkEit 
wirbelfrei ist, lautet dann: 

(9) 
ow av 
oy = -oz 

au 
oz 

ow 
ox ' 

ov 
ax 

OU 
By . 

Diese Bedingung wird z. B. erfullt, wenn u, v, w von einer Funk
tion (/> (x y z) so abhangen, daB ist 

o(/> t;(/> 
U = -ax' v = -ay , (lO) 

o(/> 
W=-Tz' 

Die Fliissigkeitsbewegung hat dann nach Helmholtz' Aus
drucksweise ein Ge sch wi ndig kei ts poten tial (/>, und mankann 
sagen, daB eine Flussigkeitsbewegung mit Geschwindig
keitspotential wirbel£rei ist. 

Setzt man nun noch die Kontinuitatsgleichung fUr inkompres
sible Flussigkeiten mit de = 0 an: 

OU dv ow 
~+~+-~ =0, 
uX uy GZ 

(11) 

so findet man mit (lO) folgende partielle Differentialgleichung 
fiir das Potential: 
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0 2 if) 02if) 02if) 
-+-+-=0 ox2 oy2 fJ z2 • 

(12) 

Flussigkeiten, die, wenn sie zuAnfang wirbelfrei waren, 
auch wahrend der Bewegung wirbelfrei bleiben, nennt 
manideale oderreibungsfreie; beidiesen bleiben Wirbel, 
die auf irgendeine Weise entstanden sind, dauernd er
halten 173). 

§ 99. Wellenbewegung bei Wirbelfreiheit 174). 

Wir untersuchen nun die' Wellenbewegung einer inkompres
siblen Flussigkeit, indem wir ein Geschwindigkdtspotential if) 

annehmen. Die Bewegung erfolge parallel zur x z-Ebene; dann 
beschrankt sich die Kontinuitatsgleichung auf: 

ou ow 
(1) ax + az = 0 

und die Differentialgleichung des Potentials auf': 

o2if) o2if) 
(2) ~ + "2 = 0 . vx C'z 

Eine Lasung dieser DifferentiaIgleichung ist 

(3) {

if) = Z cos 2 n (~ - ;) 

if) = ZSin2n(~ -- ;), 

oder auch 

wenn Z als Funktion von z der Gleichung genugt: 

d2Z 4n2 

4) -dt2- = ~Z . 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgldchung ist aber: 
2". 2,.. 

(5) 
--z --z 

Z=Ae). +Be ... 

Fur die Konstanten A und B lidert die Bemerkung, daB, 
falls die x y-Ebene der Boden des GefaBes ist, fur t = 0 auch 

og; 
w =Yt = 0 sein muB, die Relation 

A=B, 
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mithin: 

(6) 
I 2,.z _2-"'z) (X t) 

qJ = A\e J. + e l cos2:n: T - T . 

Aus diesem Ansatz ergibt sich, daB sich bei festen z und 
(/> reproduziert fUr x = k . A., wo k eine ganze Zahl ist. Wir 
nennen also die GroBe A. die Wellenlii.nge, d. h. den Hori
zontalabstand aller Punkte, in dem zur gleichen Zeit 
gleiche Bewegungszustande herrschen. 

Weiter wollen wir annehmen, daB die Verschiebungen der 
Punkte und die Verschiebungsgeschwindigkeiten klein sind. Dann 
kann di9 dritte del' hydrodynamischen Differentialgleichungen 

geschrieben werden mit w = - ~~ und Z = -g: 

(7) .~(fj~) + g + !_ op = 0 . 
rt oz (! OZ 

Tauscht man h'1er im ersten Gliede die Reihenfolge der Differen
tiationen um und integriert nach z, so wird: 

(8) 
d(/> p --- + gz +-- = Konst. at . (! 

und nach Differentiation nach der Zeit, wobei wir ~~ vernach

lassigen, da die Schwankungen von p nur klein sein sollen: 

as(/> az 
-at- + gIft = 0 (9) 

und hieraus mit 
oz o(/> 
ai=W=-Tz: 

(10) 
as(/> 0 (/> 
at2 + gaz = o. 

Mit unserem Ansatz (6) liefert uns diese Gleichung: 

(ll) ( 2", 2"') 4 2 ( 2", 2", ) 2:n: -z - -z :n: -z ---;-z 
g_e J• -e ;. =--el. +e A 

l T2 

und hieraus 
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2", 2" -z --z 
1 g e)' -e i. 

T2 2;:i~ _2:r-~· 
e i. + e i. 

(12) 

T ist die Zeit, nach welcher an einem bestimmten Orte x, z 
derselbe Bewegungszustand wiederkehrt, also die Oszillations
dauer, und 

(13) v=! 
T 

nennen wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Vor
ganges. Diese ergibt sich also als abhangig von der Wellen
lange und von der Wassertiefe. Die beiden unabhangigen 
KonstantenA und.4 sind willkiirlich wahlbar, d. h. man kann in 
jeder FliissigkeitBewegungen beliebiger Amplitude und Wellenliinge 
Pfregen; dann aber ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit festgelegt. 

Bemerkenswert ist die Abhangigkeit der Fortpflanzungs
geschwindigkeit von der Wassertiefe. Am Boden des Ge
faBes (z = 0) ist sie Null, fUr sehr tiefes Wasser (z= (0) wird sie 
an dessen Oberflache: 

(14) v=,/g). . 
V 2Jl 

Wir wollen nun noch die Bahnkurven des einzelnen Wasser
teilchens ermitteln. 

Zur Zeit t = 0 habe das Teilchen den Ort x, z; zur Zeit t den 
Ort x + ~, z + 1;. Es fragt sich, welche Kurve erhalte ich, wenn 
ich aus den Formeln fiir ~ und 1; die Zeit eliminiere. 

Wir setzen die Geschwindigkeit der Teilchen an: 

{ 

d~ = oifJ = _ 2Jl A (e¥z + e - 2;z) Sin2Jl(~ _ ~) " 
dt ox A AT' 

(15) !\ (2" 2") ( ) d1; vifJ 2Jl -z ---z x t 
- = - = + -A e;' - e ). cos2Jl - - - . 
dt oz). ). T 

Durch Integration zwischen 0 und t findet man: 

{ 

AT(2;rZ 21lZ') { ( t) 2} ~ = - T e;:-+ e --;.- cos2Jl ~ - T - cos ~X , 

(16) 
AT ( 2 1l Z 2 1l Z) { ( t ) 2} 1;=--eT-e-T sin2Jl~-- -sin JlX 

}, .4 T .4. 
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Kiirzen wir jetzt ab: 

(17) 

I 
A:f1(- :l.,:z -. 2,.-Z) 

---- e ,( + e 1. = a 1 - -, 

t AT(- 2;-rz - 2'"'2) 
- --- e 1. - e 1. = b 1 - , 

so ergibt die Elimination von t:-

(18) ( ~ 2.71X)2 (I; . 2.71Z)2 - + cos-- + - + Slll-- = 1 
alb 1 ' 

als Bahnkurve des Teilchens x, z eine Ellipse. 

(1) 

§ 100. Die Lagrangeschen Differentialgleichungen 
der Fliissigkeitsbewegung. 

Die E ulerschen Differentialgleichungen 

du _ X 1 Cip 
dt- - - [! d x ' 

d~ = Y _ ~_ Ci~ 
dt e oy 
dw_Z 1 up 
Tt- --iiaz 

Hefern uns den Bewegungszustand fiir jeden Punkt des Rau
mes, sagen uns dagegen nicht ohne weiteres, was mit einem 
bestimmten Punkt der Fliissigkeit geschieht. Wir wollen 
nun die E ulerschen Gleichungen so umformen, daB wir auch 
hierliber AufschluB erhalten. 

Wir fassen ein bestimmtes Fllissigkeitselement ins Auge, 
welches zu einer bestimmten Zeit t = 0 die Koordinaten a, b, e 
habe. Infolge der Bewegung der Fliissigkeit andert das Element 
seinen Ort im Raume, wodurch es zur Zeit t im Punkte x y z an
gekommen sei. In diesem Punkt gelten dann zunachst die Euler
schen Gleichungen. Nun betrachten wir die Wanderung eines 
Fliissigkdtselementes a + oa, b + ob, e + oe. Dieses wird sich 
zur Zeit t in x + ox, y + oy, Z + dZ befinden. Die Eulerschen 
Differentialgleichungen in diesem Punkte lassen sich nun leicht 
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aus denen in x y z finden durch Einfiihrung del' partiellen Differell
tialquotienten : 

(;x oy· vz ex vy ox oy cz 
va' va' aa' Cib' Bc' Bc' 

indem wir die Gleichungen mit diesen GroBen der Reihe nach 
multiplizbrcn und addieren. Wir erhalten: 

(d~ _ x) ~~ + (!!-~ _ Y) ~ll + (_~1V _ z) _~z + ~ ~ p = 0 , 
dt ca .dt ca vt aa e Va 

(2) e: -x)~6 +(~~ - Y)~~ +(~~ - z)%: + ~ ~~=o, 
(dU _x)Bx + (dV _ y)Vy + (OW._ z)~ +.!. 8p =0 

dt ac ,dt ac at cc e ac . 

Durch diese Differentialgleichungen, welche zuust von Lagrange 
veroffentlicht wurden, sind x y z als Funktionen von a, b, c, t zu 
ermitteln, welche angeben, wo sich zur Zeit t das Element befindet, 
welches sich zur Zeit t = 0 in a, b, c befand. 

Durch Elimination der Zeit ergibt sich dann die Bahn
kurve des Elementes, welches sich zur Zeit t = 0 in a, b, ·c 
befand. 

Eo;; eriibrigt noch, die Kontinuitatsgleichung entsprechend um
zuformen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir unser Fliissigkeitselement 
noch in einem anderen Zeitpunkte to, zu welchem es sich 
in Xo Yo Zo befinde. Zu dieser Zeit sei das Flii.ssigkeitselement 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon der Kantenlangen A xo, 
Ayo, Azo• 

Die Endpunkte der in Xo Yo Zo zusammenstoBenden Kanten 
hab3n dann die Koordinaten: 

( "" + Ax" Yo zo, 

(3) :ro Yo + Ayo zo, 

Xo 110 zo+Azo · 

Wir berechnen den Inhalt des von diesen Punkten und Xo Yo Zo 
ge bildeten Tetraeders zu 

(4) 
Hort, Schwingllngslehre. 2. Anfl. 34 



530 XII. Periodische Bewegungen nicht elastischer Fliissigkeiten. 

Wir ermitteln nun, wie das Tetraeder sich zur Zeit t verha1t. 
Sein Eckpunkt Xo Yo Zo ist nach unsereI). Festsetzungen nach 
x y z gr kommen, die anderen Eckpunkte aber nach: 

ox oy ()z 
x + -;;---,jxo , Y+a-.Jxo , z + -;;;----Axo , 

oXo Xu c!xo 

(5) 
ox oy ()z 

x+a- Jyo , Y+ a-Ayo, z + i5y~ .J Yo , 
Yo Yo 

ox oy oz 
x+a--.Jzo , y+-~-Azo, z+a- LJzo . 

Zo oZo Zo 

Das Parallelepipedon ist also schiefwinklig geworden, und del' 
Inhalt des Tetraeders wird nach einem bekannten Satz der ana
lytischen Geometrie 

(6) 

Den zwischen den senkrechten Strichen eingeschlossenen .A.us
druck nennt man eine Determinante; sie reduziert sich ver
moge eines Satzes der Theorie diesEl Gebilde auf: 

(7) 

!~~ozl 
oXo oXo oXo . 

T = i- .Jxo Ayo .Jzo ~y 
lJXo 

dZ 
I ___ ~4_ 

oXo 

= -h .Jxo .JYo .Jzo• D . 

Es ist also D der Quotient der Tetraederinhalte ']' : ']'0' 

Die Determinante D la13t sich nun weiter umformen, indem 
wir uns der Abhangigkeit der Koordinaten Xo Yo Zo und x, y, z von 
a, b, c erinnern. 0 

Hiermit lassen sich die Differentialquotiente:p. ~ usw. um-
formen, z. B. ist Xo 
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OX ex ia ax ab ax 
,--- = -~- ~--~ + --~ -- +,,- usw. 

(J Xo a a (i :ro iJ b a :1::0 (; c 

Fiihrt man diese Relationen in die Determinante D ein, so 
zerfallt diese in ein Produkt von zwei Determinariten 

oa ib oc 
-, ~- 0 

c Xo (; Xo (. Xo 

(8) D= .·X 

ox oy 6z 
ea fa oa 

ox 

cb 
ax 
ac 

Hier ist der erste :Faktor eine Konstante, da wir Xo Yo Zo al::; 
einen fest gegebenen Punkt ansehen konnen, und wir erhalten als 
Kontinuitatsbedingung fiir inkompressible Fliissigkeiten: 

: ox oy oz I 
lua ea fl;i i 

(9) I dx c'y Oz 
= Konst. ab- db db 

ex (.y CZ 
de ac- -ic 

Die Umrechnung dieser Determinante in einen algebraischen 
Ausdruck wollen wir allgemein nicht ausfiihren, sondern statt 
dessen ein spezielles Beispiel einer Wellenbewegung untersuchen. 

§ 101. Wellen auf dem Meere und in Kanlilen. 

I. Die oberflachliche Beobachtung der Wellen auf einem 
Wasserspiegel lehrt, daB hineingeworfene kleine schwimmende 
Teilchen im wesentlichen an demselben Orte bleiben, wahrend 
die Wellen fortzuschreiten scheinen. Bei genauerer Betrachtung 
findet sich bei den schwimmenden kleinen Teilchen eine sowohl 
in horizontaler wie vertikaler Richtung hin und hergehende 
Bewegung; die Teilchen beschreiben gescWossene Bahnkurven 
in bestimmter Ebene. In erster Annaherung sei vermutet, daB 
diese Bahnkurven der Oberflachenteilchen Kreise seien, dies gelte 
auch von den t,iefer liegenden Wasserteilchen. 

34* 
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Eine derartige Bewegung, die die hydrodynamischen Grund
ansatze streng erfilllen solI, wird beschrieben durch die Lagrange
schen Gleichungen des § 100 mit den Vereinfachungen: 

a) es wirkt nur die Schwerkraft: X = 0; Y = 0; Z = -g; 
b) die Bewegung geht in einer Vertikalebene vor sich: 

oy oy oz o2y 
Y = b ; -oa = 0 ; ob = 1 ;i)c = 0 ; ot2 = 0 ; 

ox oy op a a = 0 ; i§b- = 0 ; 0 b = 0 . 

Dann werden die Lagrangeschep Gleichungen fur Wasser 
mit der Dichte (! = 1 einfach: 

1 ~2t~. ~: + (~:.: .. + g) ~r- + -~~ = 0 , 

02X oX r (02Z ) OZ . op 
-ot2 ac T ot2 + g OC- + Oc = 0 

(1) 

und die Kontunitatsgleichung lautet: 

(2) 

ox oz o 
ca 

0 

ax 
Dc 

1 

o 

oa 
o 
OZ 
oc 

Ox oz ox oz 
~--- -0- - ~ .. -~- = const. 
va cc cc oa 

Dem Ansatz (2) genugt folgende Bewegung einer an den Seiten 
und der Tiefe unbegrenzten Flussigkeitsmasse: 

{ 
x=a+Cekcsink(a+vt) , 

(3) 
Z = c - CekCeosk(a + vt) . 

Hier sind a und c zur Identifizierung eines Wasserteilehens 
dienenden Koordinaten uncl die Ansatzgruppe (3) besehreibt die 
Lage des Teilehens zur Zeit t. Dureh Aussehaltung von taus (3) 
findet sieh noeh die Bahnkurve des Teilehens, cler Kreis: 

(4) (x = a)2 + (y - C)2 = C~ e2kc 

mit dem gegen die Tiefe hin abnehmenclen Radiutl C ekc . Jedes 
Teilchen durchlauft seinen Kreis mit der Winkelgeschwindigkeit 

2n 
w = k v = T entgegengeset'zt clem Uhrzeiger. 
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Schafft man aus (3) den Parameter a fort, so findet sich: 

(.i) x + v t = yR~2 - (c--- Z)2 + } arc CD:' {c ~ z} 

als Ort aller Teilchen des gleichen Parameters c, namllch eine 
Trochoide. Die Trochoiden werden erzeugt durch RoBen eines 

Kreises yom Radius ! auf der Unterseite der Geraden c + !; 
der erzeugende Punkt beschreibt einen oben erwahnten Kreis 
yom Radius R = C ekc ; s. Fig. 297. 

tC tZ 
v > 

f arccos Gil'l ~_(c_Z)2 

Pig. 297. Gestalt <leI' (ierstnerschen Wellen. 

1m iibrigen liefert (5) noch das Ergebnis, daB die Wellenziige 

die Lange A = ~kn haben und mit der Geschwindigkeit v = ~ 
in Richtung zu positiven x £ortschreiten. 

Weiter ergeben die Ansatze (3) mit (2) tatfachlich einen 
konstanten Betrag der Determinante 

u~~3' __ ~~ __ o~ = 1 _ k2 (}2 etkc 
oa uc oc oa ' 

und die Einfiigung von (3) in (1) £iihrt auf die Gleichung Zur Be
rechnung des Druckes 

~ (p + gz) = k3v2G2 e2kc - k2 1)2G' ekCcosk(a + v t) , or;, 
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durch deren Integration sich findet: 

J p = A - g{c - Oe/<cccsk(a + vt) - kv20 ekcccsk(a+ vt)} 
(6) l + -}k2v202e2kc. 

Rier muB aber der Druck an der freien Oberflache c = 0 
konstant sein, wodurch sich ergibt 

(7) v2 = JL oder 
k 

Demnach pflanzensich die langeren Wellen rascher fort, als 
die kiirzeren, wahrend die Wellenl:.ohe der freien Oberllacl:.e ol:.ne 
EinfluB ist. Durch letztere, die gJeich h sei, wirddie Konstante 0 

bestimmt. Man erhalt 0 = :; die Welle~hohe h, ebenso wie die 

Lange 1 ist von hier nicht weiter zu erorternden Bcdingungen, 
besonders von der Starke und der Dauer der die Wellen erregenden 
Krafte (Wind) abhangig. 

Indessen setzt die entwickelte Theorie ein bestimmtes kleinstes 
Verhaltnis A.: h fest, welches nicht unterschritten werden darl. Die 

Trochoiden (5) werdennamlich fiir c=OundO = ~ = ! = 2A.1l zu ge

wohnlichen Zykloiden, d. h. die Wellenberge der Oberflache werden 
zu Spitzen. Dieser Grenzzustand wird demnach bezeichnet durch 
A. ; h = 1l. FUr khiinere Werte dieses Verhaltnisses, d. h. fiir nocll 
groBere Wellenhohen im Verhaltnis zur WellenJange wiirde die 
Trochoide der freien Oberllache Schleifen bilden miissen, was 
augenscheinJich unzuJassig jst. In Wirklicl:keit werden relativ so 
betrachtliche Wellenberge niemals beobachtet; die Wellenlange 
betragt auf dem Meere nach den bisherigen Feststellungen min
destens das 12fache der Wellenhohe. 

Es eriibrigt noch, das Vorhandensein von Wirbeln in der durch 
(2) und (3) definierten Fliissigkeitsbewegung nachzupriifen. 
Hierzu berechnen wir die drei Wirbelkomponenten nach § 98,. 

von denen nur ~ (~u _~w) von Null verschieden ist. Mit 
,z x 

dx d (; t ·bt· h H d (3) U = 'aT un w = iJt ergl SIC an an von : 

(8) L (?u, _ ~1!!)' = _ 2 + 0 2 k2 e~kc cos2 k(a +'IJ..tl k v . 
2 iJ z ex 1-02k2e2kCcos2k(a+vt) 
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Die Bewegung ist also nicht wirbelfrei. Die Wirbelachsell 
stehen senkrecht zurx, z-Ebene; der Wirbelsinn ist uberall ent
gegengesetzt dem Uhrzeiger gerichtet. Diese Drehrichtung ist 
mit der Wellenbewegung nicht recht vereinbar, wenn wir die 
letztere z. B. durch eine Windstromung in Richtung des Wellen
fortschreitens entstanden denken. Diese Schwierigkeit kann man 
umgehen, wenn man in der Fliissigkeit ursprunglich '(line horizon
tale, der ~chlieBJichen Wellenfortpflanzung entgegengesetzten 
Stromung annimmt 176). 

2. Betrachten wir jetzt die Wasserbewegung in einem Kanal 
unveranderlicher Breite b mit lotrechten Wanden, dessen Axe 
in der x-Richtung liegt, so konnen wir in den Eulerschen Glei
chungen § 98 die Geschwindigkeitskomponente v beiseite Jassen: 
Ferner sind keine auBeren Kra£te in der y-"Richtung vorhanden, 
sondern nur in der x- und z-Richtung die Ge£aUewirkung g ex: 
bzw. g (wo ex: die Steigung der Kanalsohle bedeutet) und die Reibung 

~.~-, mit einer Erfahrungszahla, dem Profilradius R und der 

Stromungsgeschwindigkeit u. Es ist also zu setzen: 

(9) Z=-g 

und demnach 

(10) 

f au au au .Ie u2 

lat + u-ax + w oz = gex: -- 2 R 

1 ow ow 2w 1 op laT + u-ax + wrTZ· = --g-Q- az 

1 op 
e ax ' 

Vernachlassigen wir hier die vertikale Anderung der Hori
zontalgeschwindigkeit u und die zeitliche und raumliche Anderung 
der Vertikalgeschwindigkeit w, so wird die zweite Gleichung (10) 
integrabel : 

(11) p = Po + g e (z[ - z) , 

wo Po den auBeren Atmospharendruck, Zl die Oberflachenkoordi
nate bedeutet. Fur Zl setzen wir jetzt mit der ungestorten Tiefe Zo 

und finden 
Zl=ZO+( 

op iJ( 
--=go~ ox ~ ax 
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Damit und mit der Bemerkung, daB im Falle nur kleiner Sto

rungen der gleichmaBigen Stromung mit u = Uo + ~ = Uo + ~ ~ 
et 

f ·· au h·b· t a~ . f h . h d· ur u -;:)- ZU EO reI en IS·: uo::;-, vereln ac t SIC Ie erste 
ex vx 

Gleichung (10) zu 

a~ ag uo1· aC l'u5 
-+u --+-~+g-=gex---, 
at °ax Zo ax 2zo 

(12) 

wo statt des Profilradius angenahert (bei £lachen KanaJen) die 
ungestorte Tiefe z() gesetzt ist. Hierzu kommt mit den gleichen 
Vernachlassigungen die Kontinuitatsgleichung: 

a(bz) + a(bzu) = 0 
at ax 

oder 

(13) 

Aus (12) und (13) ist die Veranderliche ~ auszuschalten, wo
durch sich fur die Spiegelstorung C die partielle DifferentiaI
gleichung ergibt: 

a2 C aBC 2 aBC 2 iJC i,uo aC 
(14) ~+2uo~~+(uo-gzo)!l2+uo1::;-+-~=0. vt vxvt vx vx Zo vt 

Mit 10 = 0 (vorlaufig) ergibt sich hie~" der Ansatz fUr ung€
dampfte Kanalschwingungen: 

aBC aBC e2C 
(14a) ex atB +fJ axat -y ax2 =0 

mit ex = 1, fJ = 2 uo' y = g Zo - U5 . Dessen Losung findet 
sich zu 

z: = F(x + 11 t) + I(x + ABt) , 

WO i'1 und 12 die beiden Wurzeln von 

IX 12 + fll = r 
sind, d. h. die Welte 

(15) 11=~-uo und l~=-Vflzo-uo 
haben, 
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Demnach pflanzt sich eine Starung kanalabwarts mit der Ge
schwindigkeit r~o- + Uo kanalaufwarts aber mit Jig zo· - Uo 
fort. Die der anfanglichen Stramungsgeschwindigkeit U o sich 
iiberlagernde Wellengeschwindigkeit Jig Zo nimmt also mit der 
Kanaltiefe abo Dementsprechend schreiten die Wellenkamme 
stets rascher vorwarts als die Wellentaler, womit die hiiufig be
obachtete steile Stellung der Wellenbrust (im Vergleich mit dem 
Wellenriicken) und das schlieBliche Uberstiirzen der Kamme nach 
vorn erklart ist. 

3. Zur Untersuchung der aHgemeineren Gleichung (14) ist der 
Lasungsansatz 

(16) 

zu machen, der auf die. Bedingungsgleichung zwischen it und v 
fiihrt: 

(17) 

wo noch die Abkiirzungen gel ten: 

() = ;. uo . t: = u5;' . 
Zo ' 

Wahlt man nun # reeH, so wird C in Bezug auf x periodisch; 

wir nennen ~.~ die Wellenlange. Dann ist die quadratische Glei-
,u 

chung (17) nach v aufzulasen. Finden sich die Lasungen VI undv2 

konjugiert komplex, so laBt sich beweisEll, daB die reellen Anteile 
von i 1'1 und iV2 stets negativ sind; man wiirde also haben: 

(IS) iVl = -p + iq; iV2 = -p - iq. 

Damit ist aber die zeitliche Dampfung fiir die Spiegelstarung 
gefunden. . 

Nimmt man andererseits v reeH, so erhalt man eine in t perio-

dische Lasung fiir C; 2 n heiBt die Schwingungsdauer. Die quadra
v 

tische Gleichung (17)liefert dann fiir ,I{ zwei Werte ,U1 und #2 derart, 
daB i /11 und i ,u2 negative reeHe Anteile, etwa entsprechend 

crhalten. Die dieser Betrachtung entsprechende Lasung ist durch 
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die raumliche Dampfung langs der Kanalachse gekennzeichnet, die 
eine an einer bestimmten Stelle der Kanalachse vorhandene 
dauernde periodische Storung der Oberflache in genii gender 
Entfernung aufwarts und abwarts Zum Verloschen bringt 176a). 

§ 102. Stabilitiitsuntersuchung bei einer Wirbelbewegung 177). 

1. Bewegt sich ein geeignet gestalteter Korper, etwa ein langes 
schmales Brett, gleichformig durch ruhendes Wasser, so zeigt die 
Beobachtung, daB das letztere hinter dem Brett in einen wirbeln
den Zustand gerat, der sich durch Anhaufung der Wirbelung urn 
in zwei parallelen Reihen angeordnete isolierte Punkte kenntlich 
macht. Scheinbar erzeugt also die Bewegung des Brettes im Wasser 

Fig. 298. WirbelstraBenbiid nnch Th. v. K Ii r m ,,11. 

eine Anzahl isolierter geradliniger Wirbelfaden, deren Bewegung 
ihrerseits offenbar stabil ist, denn aufgenommene Lichtbilder zeigen 
deutlich drei bis vier gut ausgebildete Wirbel hinter dem Brett, die 
dessen Bewegung in unveranderlicher relativer Lage folgen. Fig. 298 
und 299. Dabei zeigt sich auch sogleich der auffallende Umstand, 
daB die Wirbel der beiden Reihen stets gegeneinander um den 
halben Wirbelabstand, den wir "Teilung" nennen wollen, versetzt 
sind; denkbar ware ja doch auch eine Anordnung, bei der die 
Wirbel der beiden Reihen sich paarweise gegeniiberstiinden. 

Ohne nun auf den Mechanismus der Entstehung der Wirbel 
an dem Brett einzugehen, befassen wir uns, nach V organg von 
Th. v. Karman, mit der Stabilitat einer unendlich ausgedehnten 
Doppelreihe von Wirbeln gleicher Starke. 
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Die Bewegung um einen einzelnen isolierten Wirbel, dessen Zen
trum die Koordinaten xn, Yn hat, berechnet sich aus einer Poten
tialfunktion fj) nach 

(1) u= 
dx 
dt 

dy 0 fj) 
v=-=--

dt oy' 

Fig. 299. Schema einer WirbeIstraBe (aIle kleinen PleiIe sind nmzukehren). 

Hier sind u und v die Komponenten der Geschwindigkeit eines 
beliebigen Punktes auBerhalb von Xn, Yn; die Funktion fj)(x, y) 
aber ist so zu bestimmen, daB 

(2) 
ou au 02 fj) 02 fj) 
ox + -ay- = a x2 + 0 y2 = 0 

gilt. Eine solche Funktion ist 

(3) 
c y - Yn fj) = - ---- arctg----- , 

2:n X-Xn 

wo l;, von der Dimensioncm2 8ec- 1, die "Wirbelstarke" bedeutet. 
Aus (3) findet sich leicht 

(4) 
f dx 0 fj)' Y - Yn 

u = de = ax = 2~ (x _ Xn)2 + (y _ y~)2 

I dy a cjJ C :1: - Xn 
V = - = -- = - -~ ------------ -------

dt oy 2:n (x - Xn)2 + (y - Yn)2 

Da hierbei 

ou 
- ax 

C 2 (x - xn) (y - Yn) C U 

f~ {x:'" X,,)2-+-Gj-= Yn)2 = -ay 
gilt, so ist (2) erfiillt. 

Die Stromungsgeschwindigkeit V im Punkte x, y berechnet 
sich aus (4) zu: 

(5) 
,j---- i:. V2 = yU2 + v2 = -~-- . 

2:7Tr 
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Da dies fUr r = 0 unendlich wird, so gilt das Wirbelpotential 
nicht fiir das Zentrum xn , Yn des Wirbels seIber. 

2. Sind nun unendlich viele Wirhel der Starke C vorhanden, 
so setzen sich die von ihnen herriihrenden Geschwindigkeits
komponenten im einzelnen Punkte x, y additiv zusammen: 

(6) 

1st nun der Punkt x, 'Y/ seIber das Zentrum eines der Wirbel, 
etwa des mten, so ist fiir seine Bewegung zu schreiben: 

(7) m§n, 

wo natiirlich bei der Summation m = n auszuschlieBen ist, ent
sprechend der beim Ansatz (5) ausgesprochenen Bemerkung. 

Zuvorderst gelte der Ansatz (7) fUr eine einzige geradlinige 
Wirbelreihe in Gleichgewichtslagen langs der Achse mit der 
Teilung l. Dann wird, unter der Annahme kleiner Verschiebungen 
~m' 'Y/m des einzelnen Wirbelzentrums aus der Gleichgewichtslage 
zu setzen sein 

xm = ml + ~m 
Yrn = 'Y/rn , 

womit, unter Vernachlassigung der Quadrate kleiner GroBen, die 
An,satze (7) iibergehen in 

d~rn C ~oo 'Y/rn - fin 
-- - -- n-----

dt - 2 n -00· (m - n)2l2 
(8) n§m. 
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Diese unbegrenzte Zahl von linearen Differentialgleichungen 
beschreibt die kleinen Schwingungen der Wirbelkette. Da kein 
Wirbel vor dem anderen etwas voraus hat, so muB, wenn zwischen 
den Schwingungen zweier benachbarter 'Virbel eine Phasen
verschiebung f{J besteht, dieselbe Verschiebung zwischen zwei 
beliebigen anderen benachbarten Wirbeln bestehen. 'Vir k6nnen 
also. alle Schwingungskoordinatenpaare ~m' 1'Jm auf ein Paar, 
etwa ~o, 1'Jo beziehen, gemaB: 

(9) ~m = ~oeimq ; 

wobei wir uns vorbehalten, nach Bedarf die reellen Teile von den 
imaginaren zu sondern. 

Danach zieht sich das System (8) auf ein Gleichungspaar zu
sammen: 

(10) n~ o. 

Setzt man hier ein? = cosn f{J + i sinn f{J, so finden sich mit 
der Abkiirzung: 

die Rehr einfachen Differentialgleichungen 

(12) 
d~o 
. _._- = IX 170 ; 
rlt 

aus denen sich ableitet: 

(13) 

Da aber K (go) fiir 0 < f{J < 2 n von Null verschieden ist, so 
ist es auch 1X2 und die Schwingung (13) erweist sich als instabil. 

3. Raben wir jetzt zwei im gegenseitigen Abstand h parallelle 
und zur x-Achse symmetrisch liegende Wirbelreihen zu unter-
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suchen, so unterscheiden wir die Zentren jeder von beiden nach 
X"" Ym und XI>!' YIII' Dann schreiben sich die Geschwindigkeits
ansatze (7) nach den Abkurzungen r;1n = (x", - xn)2 + (Ym - Yn)2 
und r;, n = (xm - xn-)2 + (y", - Yn)2 wie folgt: 

(7 a) m§n, 
00 00 

2 n Y' = _ ~. X~I::::-:: ~!' + ~-"_I ~~I1.~_ Xii 
t- In ~' 2 ..a;;;;.; 2 
~ -- 'X. T mtt -·-oc Tm,n. 

wo die rechts an zweiter Stelle stehenden Summen von den ent
gegengesetzt drehenden Wirbeln der zweiten Reihe herriihren 
und zu denen sich zwei ahnliche Ausdrucke fiir x," und Y iii ge
sellen. 

Geht man nun zu kleinen Schwingungen 

Xm = am +';m, 
Xm = aiii + ~iii, 

YIIl = bm + fJm, 
Yin = bin + 1}m. 

uber, so findetman: 

nebst entsprechenden Ansatzen fiir fJ"" ~m' 1}m. Nach Ausfiihrung 
der Differentiationen ist iiberall zu setzen: 

(14a) 

xm=am=ml; 
h 

y", = bm = +-
2 

r~n" = (m - n)2l2; Xm - Xn = (m - n) l ; 

Ym - Yn = O. 

Xiii = an; = nil; Yin = bii, = 
It 
2 

r~;; = (m - n)2l2 + h2 ; :CI/1 - Xii = (m - n) 1 ; 

Ym - Yn = h. 

wenn die einzelnen Zentren sich gegenuberstehen oder auch 
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xlr,=am=ml; 
h 

Yj", = bm = +!f ; 

xm - xn = (m - n) Z ; 

'YJm _. 1}n = 0 . 

, 1) h 
Xiii = am = (m + '2 l; Yiii = bin = - '!f ; 

,/,2 -=(m-n- ,~)2Z2+h2' X -x-=(m-n-}-)z l inn 2 ,m n· 2' 

11", -- Yn = h , 

wenn sie gegeneinander um die halbe Teilung versetzt sind. Da
mit werden im Falle (14a) Schwingungsansatze 

T~rn=~n (m-n)2Z£-[(m-n)2l2'+h2]2- +-h2 1)m r 
2 n . ~ [{ 1 (m - n)2l2 - h2 } 1 ] 

I ~ 1 ~ 2(m-n)lh -
(15) 1 - ~l(m-~2l21In-4It(m . nr12-+h2]2(~"'-~n) 

I 
l 

wozu drei entsprechende Ansatze fiir iJm, ~m' ~m hinzukommen. 
Stellen wir wieder dieselbe Dberlegung an, wie oben zur Begrtin
dung des Ansatzes (9), so ist jetzt zu setzen: 

(16) 
f ~m = ~oeim'P; 11", = 'YJo ei1ll 'f; 

l ~jli = [0 ei'" 'I' ; 'YJm = no ei m 'P . 

Damit gelit aber (15) nebst den drei entsprechenden Ansatzen fiir 

17m' ~m' 1jm tiber in: 

(17) 

2n . 
T~o= 

-

1/oA(cp) -~oiB(cp) + iJoO(cp) 

2n . ~ 
---'YJo= ';-0 A (cp) +~oO(cp) + 170 iB(cp) 

/; 

2n 0 

,-~o = -~oiB(q.l) - 'YJoO(cp) - iioA(cp) 

2n . --C fJo = -~oO(cp) + 'YJoiB(cp) -~oA(cp). 
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Hier bedeuten die A, B, () folgende 1!'unktionen des Para
meters qJ: 

~ 2nlh . 
(18) B(cp) ='2 ~n (n2l2 + h2)2 smncp; 

1 

(17) aber ist ein simultanes System zur Bestimmung der kleinen 
Sttirungen ~o, 1'/0' ~o, ijo, und hat so partikulare Integrale der 

Form exp (2'n At) , wo A fiir die Schwingungsfrequenzen bestimmend 

wird. Fiir A findet sich nun aus (17) sofort die charakteristische 
Determinante 

-A A -iB 0 i 

(19) A -.4 0 i B I = 0 , 
-iB -0 -A -A ! 

: -0 +iB -A-A 

deren Auswertung die Gleichung fiir A ergibt 

(20) }..4 + 2(B2 + 0 2 - A2)}..2 + (B2 - 0 2 + A2)2 = 0 

mit den 4 Losungen 

(21) 

Damit sich hier keine J.. positiver reeller Anteile ergeben, da 

sonst mit unbegrenzt wachsender Exponential£unktion exp(2'nAt) 

Instabilitat eintreten wurde, muG fur beliebige Werte von cp gelten: 

(22) l G(cp) I ~ i A (cp) I . 
Eine genauere Untersuchung der Reihenentwicklungen (18) 

lehrt nun ihre Summation zu geschlossenen Ausdrucken, auf 
die mich Herr Prof. R. Fuchs hinweist: 
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~' nh 
vtn-1-

~ rp ~in S 1l_ 1 rp)}l- Q:oi jl-J' 
,. n 2 1 

O(rp) = - -12 ~- --------------- - -----
~. n h [2 ~. 2:7l h ' 
vtn-2- I;::)tn z 

fiir welche die Beziehung gilt: 

1 ( 2)2 4 A 2 (rp) + B2 (rp) - 0 2 (rp) = -14 :7l rp - -~ = --,;t K2 (rp) . 

Damit reduziert sich die Betrachtung von (22) auf 

(24) 

Da nun B2 < ;4 K2 (rp), so ist 0 2 - A2 stets negativ, also er

geben sich nach (21) Werte von 1 mit positivreellen Anteilen 
und demnach Instabilitat der Bewegung der symmetrisch an
geordneten Wirbelreihe. 

4. 1st jetzt die unsymmetrische Wirbelanordnung mit gegen
einander versetzten Wirbelzentren der beiden Reihen nach (14b) 
zu betrachten, so lautet der (16) entsprechende Ansatz: 

(16a) 
1]m = 1]0 eim<p ; 

- i(m + J) m 
.,-- - 'fl e 9 T 
'1m - '/0 -. 

Die weiter folgende Rechnung £iihrt wieder iiber ein simultanes 
Dif£erentialgleichungssystem entsprechend (17) und eine Deter
minante (19) zur Ermittlung der Schwingungsperiode 

1=±i{B+1/02-A2}. 

Nur gestaltet sich jetzt die Abhangigkeit der Werte A, B, 0 von 
der Phasenverschiebung rp wie folgt: 

H 0 r t, Schwingungslehre. 2. Auf!. 35 
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~ 1 - cosn 1 ~ (n + t)2l2 - h2 • 

A (tp) = 2 +n n2 12 - 2 -f;n (en + t)212 + h2)2 ' 

(25) , _ ~ 2(n + -l)~!,-___ . ( 1 . 
B(tp) - 2 ~ [(n + _~_)212 + h2»)2 SIll n + y) tp , 

_ 00 i~±W12 - h2 1 

o (tp) - 2 ~ [(n + -w + h2]2 cos(n + -2-) tp • 
o .-

Auch diese Reihen lassen sich summieren, womit man findet: 

n tp 1 tp2 n 2 1 
A (tp) = T - -2 12 - 12 .- -;;'h ; 

lIofLy-

6in ~~-~p) h 6tn _~_p 
n tp 1 n 2 l 

(26) B (tp) = -12--~Of n h- + ~- -lIOf2 n h ; 

1 1 

lIof (n --:..J?)!!. lIof h gJ_ 

o (tp) = _ n tp ___L_ + !!_2 ____ "--_ . 
12 lIof h n 12 lIof2-~n 

1 1 

Es gilt auch hier: A2 (tp) + B2 (tp) - (J2 (tp) = : K2 (tp). Fiir die 

Beurteilung der Differenz 0 2 - A 2 geniigt wieder die Betrachtung 

von f(tp) = B2 (tp) - ! K2 (tp), welcher Ausdruck fiir aIle Werte 

o <tp ~ 2 n positiv sein muG, wenn Stabilitat vorhanden sein 
solI. Es ist aber f (tp) nur dann imallgemeinen positiv, wenn f (n) = 0 
ist; diese Bedingung liefert nach kurzer Rechnung 

orier 

(27) 

nh ,/0 
lIof-1- = y2 

h 1 r = --;- \l{tcoff2 = 0,281 ... 

1st diese Bedingung nicht erfiillt, dann existiert ein Gebiet 
n - ~ < tp < n + ~ (~ = positive GroBe), in welchem f(tp) ne
gativ wird. Das wiirde aber fiir dies Gebiet Instabilitat der Wirbel-
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anordnung bedeuten, die also nul' durch die Bedingung (27) be
:>eitigt wird. In del' Tat haben die Beobachtungen von Wirbel
bildungen bei Wasserstromungen urn ein schmales Brett odeI' l'inen 

Stab gelehrt, daB die gemessenen Werte -~ bei 0,30 bis 0,28 lil'gl'n, 

also sich in geniigender Dbereinstimmung mit dem theoretisch 
ermittelten Werte befinden. 

§ 103. Schwingungen vonFliissigkeiten in Leitungen und GefaBen 178). 

1. In Fig. 300 sind zwei miteinander verbundene GefaBe be
liebiger Querschnittsgestaltung gezeichnet, in denen sich eine 
Wassermasse (spez. Gewicht y) mit del' Spiegeldifferenz 

(I) 
in Bewegung befinde; die Gel'ade AB 
bestimmt die gemeinsame Spiegellage 
nach Ausgleich del' Bewegung. Zu
nachst stehen die Spiegelgeschwindig-

k . dZl d dZ2 d' . b'd 1 F' 300 V b d G f"J.l eIten de un de' Ie Wll' eI e as 19.. er un ene e a e. 

positiv ansehen wollen, infolge der Kontinuitat der Fliissigkeits
bewegung in dem Zusammenhang: 

(2) F dz. _ F dZ2 
I dt - 2 de . 

Damit wil'd~ 
F dZ I FIF2 dz 
. 1 dt = F1+ F2 dt • 

An einem beliebigen Querschnitt s haben wir dann die Stl'omungs-

h . d' k' ds dB' h . d gesc WIll 19 eIt de' eren etrag SIC Wle erum aus del' Kon-

tinuita tsgleich ung 

(3) F ds = F~ dZl = FIF2 dz =}, dz 
dt dt FI + F2 dt dt 

el'gibt. Mit ~~ el'mittelt sich weitel' die lebendige Kraft des 

beim Querschnitt F hel'ausgegrenzten Fliissigkeitselementes 
35* 
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(4) dL = ~ "I F ds (dS') 2 =L l2 (~~)2 ds 
2 g dt 2g ,dt F' 

wo die Abkiirzung 

(5) 

bedeutet. 
Durch Integration iiber die gauze von Spiegel zu Spiegellangs 

der GefaBmittellinie gemessene Entfernung S erhalt man die leben
dige Kraft der ganzen Fliissigkeitsmasse: 

s 

(6) L = L l2 (~Z_)2rd8 . 
2g dt oJ F 

o 

Das Integral ist ausmittelbar, da man F als Fllnktion von S 
als gegeben betrachten kann. Unter Heranziehung eines mitt
leren Querschnittes F m, der durch 

s 

(7) :m =f~ 
o 

bestimmt sei, schreiben wir endgiiltig die lebendige Kraft 

(8) L=Ll2(dz)2.~_. 
2g dt Fm 

Die auf das Zeitelement dt entfallende Anderung von L 

(9) d L = "I l 2 • ~ d~ Z d Z 

g Fm dt 2 ' 

welcher Ansatz durch Differentiation von (8) gefunden wird, ist 
nun gleichzusetzen der mit der Spiegelanderung z. B. dZl ver
bundenen Arbeitsleistung 

(9a) dA = -"I ZFl dZ l • 

Hier ist "I Z der auf den Spiegel F 1 wirkende, vom Spiegelunter
schied Z herriihrende Druckunterschied, "I ZFl die die Arbeit 
leistende Kraft, dZl der Weg der letzteren, und das --Zeichen 
steht deshalb, weil- einem negativen dZ l eine Zunahme von L 
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entspricht. Ersetzen wir nun noch Fl dZ l nach Gleichung (3) 
durch 

so kommt 

oder 

(10) 

i..S d2z 
---- +z=O 

gFm dt2 

S 
In dieser Differentialgleichung sind A. und F m mit z als verander-

lich zu betrachten, sobald die GefaBe wie in Fig. 300 vorausgesetzt. 
veranderlichen Querschnitt aufweisen. Unsere Differential
gJeichung (10) erweist sich also in der Form 

(11) 
d2z Z - +g ----- =0 
dt~ j (z) 

als nicht harmonisch ulld ist daher nur naherungsweiser Inte
gration fahig, wozu die Verfahren nach § 48 heranzuziehen sind. 

Immerhin sind auch einige Son-

derfalle wichtig, z. B. die Schwin- m-r:... -==Iz-----~ 
gungsbewegung in zylindrischen !r ;m 
GefaBen, die durch eine lange -!S' t -

Leitung von unveranderlich!'lm Fig. 301. Verbund. zyJindrischeGefllJ3e. 

Querschnitt F verbunden sind; 
siehe Fig. 301. Dann kann j(z) in Gleichung (11) mit 

S F1F2 
F Fl +-F1 

gleichgesetzt werden, und die Schwingung wird rein 
sinusformig. 

Noch einfacher wird der Ansatz ffir ein U-for- l!'!I!. 302 .. 
Schwmgung 1m 

miges Rohr nach Fig. 302. In diesem FaIle zieht sich U-Rohr. 

S 
j(z) wegen Fl =F2 =F uberhaupt auf "2 zusammen, womit sich 

die Differentialgleichung 

d2z 2g 
ai2 + -~i;:- z = () 
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und hieraus die Schwingungsdauer 

findet. 

2. Die Schwingungen von Flussigkeiten gehen naturgemaB 
nicht reibungslos vor sich, weshalb die im Vorigen entwickelte 
Theorie nur in erster Annaherung gultig ist. 

Will man die Reibung berucksichtigen, so ist in den die Be
wegung darstellenden Differentialgleichungen ein Dampfungsglied 
einzufugen, welches bei kleiner Stromungsgeschwindigkeit dieser 
proportional gesetzt werden kann. Bei groBeren Stromungs
geschwindigkeiten, wie sie in Wirklichkeit auftreten, hat man 
mit einer dem Quadrat der Stromungsgeschwindigkeit proportio
nalen Dampfung zu rechnen. 

Um zunachst den Fall proportionaler Geschwindigkeits
dampfung zu erledigen, knupfen wir an Gleichung (4) des vorigen 
Abschnitts an und berechnen den mit der Bewegung des Flussig
keitselementes Fds verbundenen Reibungsverlust dR. Er
fahrungsgemaB ist die von der Reibung herruhrende verzogernde 
Kraft, die sich auf die Volumeneinheit bezieht, dem QuerschnittF 

umgekehrt, der Geschwindigkeit ~: gerade proportional zu setzen, 

solange die letztere so klein ist, daB lediglich ihre Zahigkeit 
als Bewegungshindernis auftritt. Diese auf die Volumeneinheit 
bezogene verzogernde Kraft schreiben wir demnach: 

(12) K= r~ ds 
g F dt ' 

woraus sich die das Volumenelement F ds verzogernde Kraft findet: 

(13) KFds = r x ~8 ds . 
g dt 

A 
Langs des Weges ds = F dz leistet diese Kraft die Reibungs-
arbeit: 

(14) 
y • dz ds 

KFdsds =~ xA-· - ds. 
g F dt 

Bezogen auf den ganzen Flussigkeitskorper findet sich durch 
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b· d' G . ds dz 2 Integration von 0 IS S Ie esamtreibung Imt dt = dt F : 
s 

(15) dR = r 22 ~z d /'dS 
g" dt z.) F2 . 

o 

Diese Gesamtreibung ist mit der in Gleichung (9) gefundenen 
Anderung der kinetischen Energie dL und der in (9a) gefundenen 
Arbeit des Spiegelunterschiedes dA wie folgt zusammenzusetzen: 

(16) 
oder: 

dL=-dR+dA 

s 

(17) r S d2z r dz fdS - 22 -- - dz + .... " 22 - dz - + J' zl dz = 0 . 
g F m dt2 g dt F2 

Nach gehOriger Kiirzung und mit 

(18) 

findet sich: 

(19) 

Mit 

(20) 

s 

f~:=; • m 
o 

und 

o 

ergibt sich wieder die Differentialgleichung.der freien Schwin
gungen: 

2 ) d2z R dz L 2 - 0 
(1 dt2 + 2 v dt -j IX Z - , 

die nach den fruher an
gegebenen Verfahren zu be

-sz 
handeln ist, indem wir FS und Fig. 303. Stauweiheranlage mit ;:sserschlOLl. 

~ in erster Annaheru~g als von z unabhangig ansehen wollen. 
F7I' 

3. Als Beispiel behandeln wir die Schwingung in einem System 
nach Fig. 303, in welcher ein Stauweiher I durch ein Rohr II mit 
einem sog. WasserschloB III verbunden ist. 
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Der DurchfluB sei durch AbschluB des Schfitzen B verhindert; 
es soll die Periode und die Dampfung der Spiegelschwankungen 
berechnet werden. 

Es seien folgende Werte gegeben: 

Fl = 00 

F2 = I qm 

Fa = 20 qm 

81 = 20 m 

82 = 100 m 

83 = 20 m 

Der Reibungskoeffizient " sei = 0,02. 
Dann berechnet sich: 

I 1 I I - = -_ .. + ---- = - , 
). Fl Fa 20 

S 20 100 20 

:m = I~ = I~ +/¥- + I~ = 0 + 100 + 1 = 101 , 
o 0 0 0 

S 20 100 ~O 

~ = II'~ =J'~ + I'~-~ + JI'd8 =0 + 100 + 005 = 10005 
F,7, ~ F2 002 • I . 400 " . 

000 0 

Demnach wird: 
gFm 9,81 

~2 = Ts - = 20-:-101 = 0,00486 

und die gesamte Schwingungsdauer 

2n: 6,28 
T = ~- = 0,0697 = 90 sec. 

" ---t 
Da weiter der Dampfungsfaktor e-/it = e 2 = e-O,Olt die 

Spiegelschwankungsamplitude nach 300 Sekunden bereits auf 2\i 
ihres anfanglichen Wertes herabdrftckt, so vergehen praktisch nur 
3 vollstandige Spiegelschwankungen, bis diese unmerklich werden. 

§ 104. Schwingungen bei hydraulischen Maschinen 179). 

l. Die Schwingungen in hydraulischen Maschinen k6nnen 
dreierlei Art sein. 

Zunachst gibt bei hydraulischen Kraftma.schinen, insbesondere 
pei Turbinen, ein Reguliervorgang AnlaB, freie Schwingungen 
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zubeobachten, die sich auf die Maschine, die Regulierorgane 
und die WasserzufluBanlage erstrecken. DieseSchwingungen ver
laufen bei richtiger Bemessung aller Teile der Gesamtanlage rasch 
gedampft. 

Ferner ist bei hydraulischen Maschinen mit periodischem 
Antriebs- oder Arbeitsmoment, besonders bei den Kolbenpumpen 
und Kompressoren, die Moglichkeit erzwungener Schwingungen 
gegeben, die auch in Resonanz mit den Eigentonen der Maschinen
anlage oder ihrerTeile treten konnen. 

SchlieBlich liegt bei hydraulischen Maschinen mit nicht 
periodischem Drehmoment wie Turbinen und Kreiselpumpen die 
Moglichkeit instabiler Bewegungsvorgange oder dauernder perio
discher Bewegungsstorungen vor. 

2. Zur Erorterung der Regulierschwingungen einer Turbine 
kniipfen wir an § 65 und an die Fig. 304. 

Fig. 304. Turbinenanlage. 

Die Bewegungsgleichung der Turbine schreiben wir 

(1) e tTl = Rn - w . 
FUr das treibende Moment M haben wir den Ansatz 

GH 
IDC=1]-

(J) 

mit dem Wirkungsgrad 'YJ, dem sekundlichen Wassergewicht G 
und der Gefallhohe H. 

Das Wassergewicht ergibt sich aus del' Stromungsgeschwindig
keit u im Leitradquerschnitt b z, wo z die Beaufschlagung, b die 
lichte Rohe der Leitradzellen bedeutet.Wir.haben: 

G=ubzg. 
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Mit der GefallehOhe H steht die Stromungsgeschwindigkeit 
in dem Zusammenhang 

Demnach findet sich 

u 2 
H= ---

2g 

US 
(Ia) sm = 1] b z 2 w . 

Fur die Stromungsgeschwindigkeit u ist der Druck p am Boden 
des der Turbine vorgeschalteten Wasserschlosses maBgebend ent
sprechend 

(2) u = OJ/p, 

wenn dort die Beschleunigungen it zu vernachliissigen sind. 
Unter derselben Voraussetzung gilt fur p 

(3) 

Weiterhin gilt fur Zu- und AbfluB am WasserschloB die Kon
tinuitiitsgleichung: 

(4) 
dh2 

1!'v+F2Tt -=bzu. 

Die Wasserbewegung im ZufluBrohr vollzieht sich nach dem 
Ansatz: 

Lv + k v2 = (Ht + ht) Y - P 

mit einer der Wasserreibung im Rohr Rechnung tragenden 
Konstanten k. 

Am Stauweiher haben wir wieder eine Kontinuitiitsgleichung 

(5) 
dht 

Fv +Fl de = o. 

Nunmehr vollziehen wir in den Ansiitzen (I), (la), (2), (3), 
(4), (5) den Vbergang zu kleinen Abweichungen von Beharrungs
zustand durch: 

v = Vo + .~ ; z = Zo + , ; 
w = Wo + (p. 

Dann erhalten wir 

p=Po+Llp: 
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3 

und da im stationaren Zustand IDlo = 1} b Zo 2 u" dem Wider-
standsmoment W gleich sein muB: Wo 

(la) 8ip + ffilo(iL --- -~ - 3 ~~) = 0 
0)0 Zo 2 Po 

als Turbinengleichung. 
Die Einstromungsgleichung wird: 

; LJp 
Uo 2po 

(2a) 

und die Druckgleichung am WasserschloB 

(3a) LIp = -yh2 . 

Die Kontinuitatsgleichung am WasserschloB lautet 

(4a) . dh2 (I;~) F I} + F - = b z U -- + --- . 
2 dt 0 0 Zo 1to 

Die Wasserbewegungsgleichung findet sich: 

(5a) L~+2kvoij=hly-Llp. 

Diese ergantt sich durch die Kontinuitatsgleichung am Stau
weiher 

(6a) F · F dh1 0 1}+ ITt= . 

Diese sechs Gleichungen umfassen die eigentliche hydro
mechanische Anlage der Turbine und sie enthalten die sieben 

Veranderlichen cp, ~, ~, 1;, LJ p, hI' h2 • Zu diesen Ansatzen kommen 
jetzt die schon in § 65 fur die Regulieranlage aufgestellten, nam
lich fur den Hilfsmotor zur Verstellung des Leitradquerschnittes: 

(7) 

weiter fur das Steuerventil des Hilfsmotors 

(8) 

fur die Isodromeinrichtung: 
. . 

(9) ;2 - k2 ;2 + ki I; = 0 

undo fur das Reglerpendel 

(10) 
• 1 - (j 2 X I1l • 

~1 + II. ~1 + "/ii2 ~1 - ~T2 cp = 0 . 
.J. 0)0. 
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Somit sind zehn Gleichungen gewonnen fiir die sieben oben 
aufgefiihrten Veranderlichen und fiir ~l' ~2' ~3' Die Unter
suchung dieser Ansatze fiihrt wr Aufstellung der Stabilitats
bedingungen fiir die gesamte Regulierung, worauf wir hier aller
dings nicht eingehen, indem wir uns auf Anfiihrung der umfang
reichen Literatur beschranken. Nur soviel sei erwahnt, daB die 

Anbringung des Wasserschlosses wie eine 
VergroBerung der Schwungmassen der Tur
bine und im Sinne einer Aufnahme der 
WasserdruckstoBe im Zulaufrohr wirkt. 

I--------.L------------,;:I-----+I 

Fig. 305. Pumpenanlage. 

3. Will man eine Pumpenanlage etwa nach 
Fig. 305 auf die Moglichkeit des Auftretens von 
Schwingungen untersuchen, so denkt man sich /~7l,?,'i7l,?,'i.Y/ 

/// ~ 
zweckmaBig die gauze Anlage durch eine Hori-
zontalebene, die die Kolbennase enthalt, in zwei Teile zerlegt, 
die Saugseite und die Druckseite. Auf beiden Seiten finden wir 
schwingungsfahige Systeme vor. 

Abgesehen von den Ventilen, deren Schwingungsfahigkeit in 
§ 58 untersucht ist, zeigt sich aber auch die gauze zwischen den 
Windkesselspiegeln und der auBeren Atmosphare auf der Saug
und Druckseite vorhandene Wassermasse als schwingungsfahiges 
System. Die Federkraft bei diesem wird von der Elastizitat der 
Windkesselinhalte, z. T. auch durch die Schwerkraft geliefert; die 
die Schwingungen erzwingende Ursache liegt in der periodischen 
Wasserforderung durch den Kolben. 
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Alle diese Systeme (bei einerPumpemit vier Ventilen sechs) 
stehen miteinander in Wechselwirkung, sie sind miteinander ge
koppelt, da sie durch die Ventile hindurch miteinander in unmittel
barer Beriihrung stehen. Es wiirde aber sehr schwer sein, die 
Art dieser Koppelung auch nur annahernd zu ermitteln. 

Wir wollen daher von vornherein darauf verzichten, die 
Koppelungsglieder aufzustellen und beschranken uns darauf, 
die Schwingungen des hydrodynamischen Systems der Pumpen
druckseite zu betrachten. 

Wir bezeichnen im folgenden mit u die Stromungsgeschwindig
keit in irgendeinem Qucrschnitt f des hydrodynamischen Systerr.s, 
der um den Betrag z unter der Ebene des im Ruhezustande in 
der Pumpe und im Windkessel gleich hohen Wasserspiegels liegt. 
Weiter ist p der Druck im betrachteten Querschnitt und x seine 
der Ortsbestimmung dienende Entfernung von irgendeinem 
festgewahlten Querschnitt; x wird langs der alle Querschnitts
schwerpunkte verbindenden Linie gemessen. 

Nun gilt die Stromungsgleichung: 

(II) 

oder mit 

auch 

dn 
dt 

d1l 

dt 

g op oz +g 
j-' f)x ex 

en in g op 
~-dx + n-~-dx = ··~·-dx + gdz . at ot J' ox . 

Durch Integration zwischen den beiden Wasserspiegeln wird 
hieralls 

(12) 

Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung rechnen wir nun aIle 
Stromungsgeschwindigkeiten auf die Stromgeschwindigkeit w der 
Rohrleitung um. Es ist: 

nf = wfo = ulFI = u2 F 2 • 
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Damit wird zunachst das Integral 
2 2 

,'au dx _ dw I"d~ _ _ l dw 
"Bt -- to dt.J f - 0 dt 
1 1 

und die Differenz der Geschwindigkeitshohen an den Spiegeln wird 

i;f5(;~ - )IJ = 2gb w 2 • 

Also findet sich als Stromungsgleichung 

dw 2 (P2 - pj) 
(13) lO-di,+2bw -g-y-- -(Z2+ Z1)g=O. 

Die Luftinhalte der Windkessel setzen sich zusammen aus den 
festen Teilen VI bzw. VII und den kleinen Schwankungen VI 
bzw. V2• Der Kolbenquerschnitt der Pumpe sei F, der Hub H 
und (r = Kurbelradius), n die minutliche Drehzabl. Dann ist 
die sekundliche Drehgeschwindigkeit 

2:n:n 
w=60" 

Die Kolbenbewegung verlauft dann wie r(1 - cos.w), und dem
entsprechend die Wasserforderung wie r F (1 -. cosw t). Kolben
forderung und Volumanderung der Pumpenwindhauben ergeben 
die Stromung in der Pumpenleitung w und damit &e Kontinuitats
gleichung: 

(14) fow= d;l +rFwlsinwtJ, 

Kann vorausgesetzt werden, daB die Stromung in der Pumpen
steigeleitung Seine gleichformige ist, so wird ihre Lieferungs-

geschwindigkeit r F~, die sich zusammensetzt aus der Liefer
:n: 

geschwindigkeit derLeitung Lund der Volumanderung des 
Windkesselinhalts V IT + V 2' 

Somit ergibt sich eine weitere Kontinuitatsgleichung: 

w dV2 
(15) ·r F :n:. = to w + de ' 

Die Zusammendriickung und Ausdehnung der Windkessel
inhalte erfolge isothermisch nach 
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(PO+P2)(VII +V2 )=PoVn bzw. (Po+Pt)(VI+Vt)=POVI , 

''loraus sich findet: 

(16) P2 VII + Po V2 = 0 bzw. 

SchlieBlich gilt auch 

(17) 

Durch Entfernung von Pl' P2' Zl' Z2' Vl' V2 , aus den Glei-
chungen (13) bis (17) findet sich fiir w die Schwingungsgleichung: 

J
IZ •• b . 1 {Po (1 1 1)' (1 II)} o w + 4 w w + g 0 -- - ,-- + -, -, -- w 

Y VI VII Fl ];2 
(18) 

1 = g Eory~(JJ (v;~ + Si~~~) . 
Berechnet man nun die Schwingungszeit ohne Rilcksicht auf 

das Dampfungsglied 46 iv w, so findet sich 
,- - . 1 

~ = 2 Jl I/~ [/QEo (...!. +_1 ) + (_L + . .!.)] -:' 
~ g Y VI VII Fl. F2 

(19) 

Fiir eine von A. Gramberg untersuchte Pumpenanlage ist 
im Mittel zu wahlen: 10 = 768 cm, 10 = 70 cm2, Po = 4,5 kgjcm2 
abc., VI == 15000 cm3 , VII = 465000 cm3 , Fl = 700 cm2, 
F2 = 2800 cm2. 

Hiermit findet sich ~ = 1,1 sec. Werden die Windhauben 
der Pumpe klei!ler gewahlt (VII = 1000 cm2), so findet sich 
~ = 0,412 sec, in Dbereinstimmung mit Grambergs Versuchen. 
Diesem zuletzt errechneten ~ entspricht die minutliche Schwin
gungszahl146, von welchem Betrage sich die Pumpenhubzahl fern 
zuhalten hat, wenn Resonanz vermieden werden soll. 

4. Zur Untersuchung, ob in einer Turbinenanlage unabhangig 
von der Wirkung der Reguliereinrichtung stationare Schwin
gungen moglich sein konnen, kniipfen wir an die Ansatze des Ab
schnittes 2 dieses Paragraphen an, indem wir die Beaufschlagung 
konstant = Zo annehmen. Dann ist 1; = 0 zu setZen und die 
Gleichungen (7) bis (10) fiir die Reguliereinrichtung sind fort
zulassen. So bleiben nur die sechs Ansatze iibrig; 

erji + mo(i!. _! Ap) = 0; 
Wo 2 Po 
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LIp 

Po 
,1p=-')'h~; 

F lj + F2 h2 = b Zo i ; F ~ + Fl hi = 0 ; 

L ~ + 2 k Vo ~ = hI )' - L1 p , 

Aus diesen entfernt man leicht die Veranderlichen hI h2 L1 p, 
~o daB nur ubrig bleiben 

(20) 

(21) 

(22) 

Nun fuhren' wir abkurzende Buchstaben ein, urn die weitere 
Rechnung moglichst ubersichtlich zu machen, in dem wir setzen: 

1 132 i + Pa3 ;p + )'3,~ ip = 0 , 

(23) ", ,,1211~ + P22 ~ + 1'22 ~ = 0 , 

1A.ll 1'/ + PH lj + l'llY} + fJ12 ~ = 0 . 

Mit diesen neuen Beiwerten schreibt sich die zur Bestimmung 
der Eigenschwingungszahlen enorderliche charakteristische De
terminante: 

.xll ,p + PH ,1,2 + )'11 ,1, o 
(24) )'21 A. o =0, 

o P33,1,2 + )'33,1, 

Deren Losung liefert die dreifache Wurzel ,1,r,2,3 = 0; ferner 

1 )'33 9J?o d f'" d' Gl' h d ' /'4 = - -fJ- = - ------z:> un ur 1.5 6 7 le eIe ung ntten 
3S' Wo ~ , , 

Grades 

(25) (,xll ;.2 + PH A. + )'ld (fJ22 A + )'22) - fJ12 )'21,1, = 0 , 

Falls nun ,1,5, G, 7 verschieden sind, wird der allgemeine Losungs
ansatz etwa fur 1'/: . 

1'/ = 0 1 + O2 t + as t2 + lJOi' e\t. 
·1 
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Hier ist die Gruppe O2 t + 0 3 t2 das Anzeichen fur die In
stabilitat des Systems; abgesehen hiervon ware es aber moglich, 
15,6,7 aus (25) so zu bestimmen, daB etwa 17 reell negativ, 
15,6 dagegen konjugiert imaginar wiirden. Hierzu schreibt man 
(25) in der Form 

(26) A 13 + B12 + 01 + D = O. 

Damit diese Gleichung zwei konjugiert imaginare Wurzeln 
und eine reell negative liefert, muB sein: 

(27) BO-AD= O. 

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, wurde sich die Turbinen
anlage so verhalten, daB Pendelungen zwischen den Spiegeln des 
Staubeckens und des Wasserschlosses sich dem Durchgehen der 
Turbine uberlagern. Inwieweit die Durchgangsbewegung der 
Turbine infolge der Charakteristik dieser bei einer bestimmten 
endIichen Umlaufszahlerhohung haltmacht, daruber geben unsere 
Ansatze keine Auskunft, weil sie auf der Anwendung kleiner 
Schwingungen beruhen. 

Andere Beispiele instabiler Kreiselradbewegungen behandelt 
H. Lorenz in Technische Hydromechanik 19lO, S. 194-206. 

XIIT. Periodische Bewegungen von Gasen und Dampfen. 

§ 105. Schall im freien Raume. Borbarkeit von Tonen. 

I. Der Schall ist eine Schwingungsbewegung in einem allseitig 
ausgebreiteten Mittel und wird daher von den fUr diese geltenden 
Bewegungsgleichungen beherrscht. 

Der freie Raum ist von Luft erfiillt, die man im Sinne der 
Schallbewegung als eine zusammendriickbare Fliissigkeit zu be
trachten hat; die Bewegungsgleichungen sind also die gewohn
lichen hydrodynamischen § (98) 

du op dv op dw op 
(1) eaT + -ax = X; (!di- + By- = Y; e-aT + at- = Z 

mit der Kontinuitatsgleichung 

(2) ~ + o_~e_ u) + a~_(e~~ + _o(ew ) = 0 . 
iJt ax i'y oz 

H or t, Schwingungslehre. 2. Auf!. 36 
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Diese vier Gleichungen enthalten die fiin,f Veranderlichen 
u, v, w, p, e, erfordern demnach zur vollstandigen Lasung noch 
einen weiteren Ansatz. Als solcher bietet sich die Zustandsgleichung 
entweder in der Boyleschen Form 

(3 a) P Po 
e eo 

oder in der Poissonschen 

3 (b) P Po 
7 e~ 

(k = 1,41 ist das Verhaltnis der beiden spezifischen Warmen) 
dar, wo Po und eo die als unveranderlich vorausgesetzten Zustands
graBen vor Eintritt der Schallstorung bezeichnen. 

Vorerst betrachten wir Schallbewegungen mit kleinen Dichte
schwankungen eo (), womit die Poissonsche Gleichung (3b) wegen 

(4) e = eo(l + ()) 
iibergeht in 

(5) p=po(l+k()). 

Dies liefert durch Differentiation nach x, y, z die raumlichen 
Anderungen des Druckes, die in die Gleichungen (1) einzusetzen 
sind, unter Vernachlassigung der nichtlinearen Bestandteile der 
Geschwindigkeitsanderungen (weil wir auch ,die Geschwindig
keiten und ihre Anderungen als klein voraussetzen). Wir finden 
fiir (1) (bei Abwesenheit von auBeren Kraften X, Y, Z): 

I ou - Pok o(). ov Pok o() 
at - -eo ax' at = ---e---;- -oy , 

l ~7 = - P;ok ~: 
(6) 

und fiir die Kontinuitatsgleichung (2): 

(7) 

Durch 

(8) 

o() ou (}v ow 
at + -ax + BY + -<h = 0 . 

Einfiihrung von (6) in (7) erhalten wir 

02() = Pok (02() + 02() + ~2()_) 
ot2 eo ox2 oy2 OZ2· 
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(9) 

Vermoge r2 = x 2 + y2 + Z2 formt sich dieser Ansatz urn in: 

02 (rc5)_ = Po k 02 (r c5) 

d. h. in die Differentialgleichung fiir die kugelformige Schall
ausbreitung; der Kugelmittelpunkt ist dabei der Herd der Schall
bewegung. Ein Losungsansatz fiir (9) ist: 

(10) 
. 2;'1;" ~. 2;'1;" 

r c5 = ac50 sm-1-(r - ct) = LJ sm T(r - ct) 

wenn gewahlt wird c = V-'eo k , wahrend 1 wiIlkiirlich bleibt 
eo 

und c50 die in der Entfernung a vom Kugelmittelpunkt bestehende 
Amplitude der Druckschwankung bedeutet. c ist aber die Schall
geschwindigkeit in der Luft und 1 die Lange der Schallwellen, die 

mit der Schwingungszeit T zusammenhangt gemaB ~- = c und mit 

der sekundlichen Schwingungszahl n gemaB ~n_ = 1. 1m iibrigen 
c 

ergibt sich noch aus (10) 

(11) 
~ ~ a . 2;'1;" 
U = uo--;;:sln-1-(r - ct) , 

d. h. die Amplitude der Dichteschwankungen nimmt bei Kugel
wellen proportional der Entfernung vom Erregungsherd abo 

Die Schallgeschwindigkeit ist nach den neuesten Messungen 180) 

c = 330,7 m/sec, bezogen auf trockene Luft von 0° bei Atmospha
rendruck. Setzt man im absoluten MaBsystem Po = 1 013 667, 
eo = 0,001293, k = 1,405, so findet sich 

V'pok 
c =---- = 332 m/sec 

eo 
(12) 

in geniigender Dbereinstimmung mit dem neuesten Werte, so daB 
die Annahme adiabatischer Zustandsanderung (Poissonsche 
Gleichung [3b)) bei der Schallausbreitung in der Luft mit groBer 
Annaherung zutrifft. 

3. Von groBter Wichtigkeit bei der Beurteilung von Schall
oder Tonwirkungen ist die Schallintensitat. Fiir diese sind eine 

36* 
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Reihe von Festsetzungen moglich. Am gebrauchlichsten ist als 
MaB der Schallstarke diejenige Schallmenge (Euergie), die an einer 
Stelle des Raumes durch die zur Fortpflanzungsrichtung senk
rechte Flacheneinheit in der Zeiteinheit hindurchgeht. 

1st die Verschiebung eines Luftteilchens in der Fortpflanzungs
richtung des Schalles (5 und der Druck p, so wird an der Stelle 
mit der Verschiebung des Teilchens in der Zeit t die Arbeit geleistet: 

t , J' oa E = P-ot dt 
o 

und wahrend einer Schwingungsperiode T: 

(13) 

T r 0(5 
E= p--;;--dt. 

ot 
"0 

Hiernach wird die Schallintensitat zu erklaren sein durch: 

T 

(14) J = {= ~-lp ~; dt , 
o 

Setzt man hier aus unseren Ansatzen ein: 

p = Po(1 + k b) , 

= -LJ ~ ~{~cos~ (r - ct)} 
2 n or r ). 

und 

so findet sich fUr Kugelwellen 

(15) J = ~ i12 c3 = eO_L12 c n2 ).2 . 
2 r2 2 r2 

Stellt man die entsprechende Betrachtung fUr ebene Wellcn 

an, so findet sich 

A . 2n ) a = sm --- (x - c t 
). 

c3 
(I5a) J=2n2eoA2cn2=2n2(JoA2).2 
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Die Intensitat, die also in Watt/cm2 gemessen wird, ist dem
nach bei Kugelwellen dem Quadrate der Dichteamplitude an der 
Beobachtungsstelle proportional. 

4. Zur Beobachtung von Tonintensitaten steht subjektiv das 
menschliche Ohr zur Verfiigung, objektiv gewisse physikalische 
Apparate, die entweder die Amplituden der Dichte- bzw. Druck
schwankung absolut zu messen gestatten, oder aber die Schall
starke relativ zu anderen Energievorgangen festlegen. 

Das menschliche Ohr ist zur physikalischen Schallstarke
messung auBerst ungeeignet. Denn zunachst ist die Schallempfin
dung keineswegs der physikalischen Schall- (oder Reiz-) Starke pro
portional, sondern nach dem Fechnerschen psychophysischen 
Grundgesetz etwa deren Logarithmus, woraus sich ergeben wiirde, 
daB iiber eine gewisse Reizstarke hinaus die Empfindung nicht 
mehr wachst. Ferner ist die Schallempfindung, bei gleicher Reiz
starke, yonder Tonhohe abhangig. Nach M. Wien 181) betragen die 
physikalischen Schallstarken, die eben noch eine Gehorempfindung 
aus16sen 

320 000 000 Einheiten bei n = 80/sec 

1 400 000 " " 100" 
12000 ,,200 " 

lOO 
8 
2,5 
2,5 
8 

90 " 
" 

400 " 
800 " 

1000 " 
3200 " 
6400 " 

12800 " 

Demnach werden die hohen Tone von etwa 2000 Schwingungen in 
der Sekunde am deutlichsten empfunden; die niedrigste noch als 
Ton wahrnehmbare Schwingungszahl betragt etwa 40, die hochste 
20 000; die am Ohr erforderliche Mindestschallstarke betragt 
etwa lO-18 Watt/em. 

Neben der Empfindung fiir die absolute Tonstarke und Ton
hohe gibt es noch die Unterschiedsemp~indlichkeit. Fiir Schall
starken besitzt das Ohr eine sehr unvollkommene Unterschieds
empfindlichkeit, indem bei den schwachsten wahrnehmbaren Tonen 
erst 10% Unterschied in der physikalischen Schallstarke bemerk
lich werden; bei den hochsten Schallstarken, die man dem Ohr 
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zumuten kann, werden erst 35% Unterschied der physikalischen 
Intensitat vom Ohre empfunden. 

Wesentlich feiner ist die Empfindlichkeit des Ohres fUr Ton
hohenunterschiede. Musikalische, gut geubte und disponierte 
Beobachter vermogen in mittleren Tonlagen etwa 1/4 Schwingung 
zu unterscheiden; nach oben und unten wird die Unterschieds
empfindlichkeit geringer; sie kann auch bei ungeeigneten Per
sonen sehr schlecht sein. 

§ 106. Diimpfung von Sehallwellen im freien Raum 182). 

1. Wenn die Ausbreitung des Schalles in der Luft. verlustlos 
erfolgte, so wiirde eine punktfOrmig mit der Dichteamplitude 
eo ~o (gemessen in der kleinen Entfernung a von der Schallquelle) 
erregte Schallstorung in der Entfernung r vom Erregungsmittel
punkt noch die Starke 

J=~!!~~C3 
2 r2 

haben, oder, wenn man mit LJ P = Po k b die anfangliche relative 

Druckamplitude LJ P einfiihrt: 
Po 

J =J!o_ ~(LJp)2C3 
2 k2 r2 . Po 

Zu der so festgelegten Schallschwachung durch raumliche Aus
breitung kommt nun die viel schwerwiegendere durch Schall
absorption, d. h. durch Umwandlung von Schallenergie in Energie 
anderer Form. Diese raumliche Schalldampfung erklart man durch 
einen Exponentialansatz 

J = Joc- mr 

Hier bestimmt sich der raumliche Dampfungswert m durch 
die Einfliisse von Strahlung, Reibung und Warmeleitung. Erklart 
man einen zeitlichen Dampfungswert durch Strahlung vermoge des 
Dampfungsfaktors e- qt, der den zeitlichen Warmeabklang einer 
kleinen auf konstantem Volumen gehaltenen Gasmasse bestimmen 
soll, ist ferner 'fJ die innere Reibungszahl des Mediums, 1 ihr 
Warmeleitvermogen, 8 ihre spezifische Warme, so wird: 

m = _1_ ~~ (4 'fJ + k - 1 ~) + _k -1 ~ 
2 ec c3 3 k 8 k 2 c 
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ein Ansatz, der Untersuchungen von Stokes, Helmholtz und 
Kirchhoff vereinigt. 

Dieser Ansatz gilt naturgemaB fUr homogene und ruhende 
Medien. In Wirklichkeit ist aber weder die Luft noch das Wasser, 
die fUr die Ubertragung akustischer Zeichen - Schiffahrtsignale 
in der Luft und im Meere, Entdeckung von Luft- und Unterwasser
fahrzeugen durch deren Gerauschwirkung - in Frage kommen, 
gleichmaBig und ruhig. In der Luft kommen Temperaturschich
tungen und -schwankungen, im Meere Temperatur- und Salzgehalt
anderungen, sowie Wellenbewegungen vor, die neben den in 
gleichmaBigen tmd ruhenden Medien nach obigen Formeln beding
ten Dampfungen noch besonders starke Beeinflussungen der 
Reichweiten des Schalles - auf diese kommt es uns an - im 
Gefolge haben. Aus dieser Verwickelung der Umstande ergibt 
sich, wie schwierig es ist, den raumlichen Ausloschungswert durch 
Versuche zu bestimmen, zumal, da sich dieSchwachung durch 
Dampfung derjenigen durch kugelformige Ausbreitung iiberlagert. 

2. Uber die wirklichen Tragweiten von Schallsignalen liegen 
fUr freie Luft die Versuche von Allard 183) vor, der bei tonenden 
Seezeichen verschiedener Art und Lautstarke die Entfernungen 
r in km bestimmte, in denenjene eben noch horbar waren. Die 
MeBergebnisse erhellen aus folgender Tabelle: 

Tonquelle 
I 

Tonhohe n I Energiever- I Horbarkeits- A: ,2 brauch A mkg bereich r km 

Kleine Glocke. . II 800 0,33 1,89 0,10 
GroBe Glocke . I 600 1,44 3,04 0,16 
Premufthorn 650 2,50 3,17 0,22 
Dampfpfeife 1500 37,50 4,90 1,56 
Z ungen -Trom pete 450 300,00 7,96 4,73 
Sirenen-Trom pete 400 1200,00 9,44 13,46 

Bezeichnet man die eben noch horhare Schallstarke mit i und 
den unhekannten Aus16schungswert der Schallfortpflanzung mit m, 
so muB gelten (unter der Voraussetzung, daB die Arbeiten A von 
jedem der Tonerzeuger mit demselben Wirkungsgrad 1] in Schall
energie verwandelt werden: 

. A m 
~=1] e- r 

r2 
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Durch Kombination dieses Ansatzes fiir aile mogIichen Paare 
von Tonerzeugern nach der Tabelle erhiilt man 15 verschiedene 
Werte .von m, deren Mittel 0,315 betragt. Demnach wiirde unter 
den beobachteten Verhaltnissen durch Ausloschung allein die 
Schallintensitat . erst in 22 km Entfemung auf den lOOO. Teil 
herabsinken, dagegen durch Ausbreitung allein erst in 32 km Ent
fernung, durch beide zusammen in 8,5 km Entfemung. Die 
akustischen Reichweiten sind also fiir das bloBe Ohr recht gering. 

In anderer Weise erhellt die geringe Zuverlassigkeit akustischer 
Signale aus Fig. 306. Diese zeigt nach Ermittlungen der franzosi

20 

15 

10 

5 

Fig. 306. Horhauftgkeit akustischer 
Seezeichen. 

schen Seezeichel'l.verwaltung 184) 

die Haufigkeit, mit der wahrend 
zahlreicher, iiber mehrere Jahre 
erstreckten Beobachtungen der 
Ton einer kraftigen Sirene von 
326 sekundlichen Schwingungen 
und 45 PS - Antriebsverbrauch 
auf bestimmte Entfemungen ge
hort wurde. Danach ergibt sich, 
daB nur auf ganz kurze Ent
fernungen der Ton der immer
hin recht krii.ftigen Schallquelle 
niemals beim Beobachter aus

bIieb, daB dagegen bereits auf 10 km Entfemung nur etwa bei 
50% der Beobachtungen der Ton gehort werden konnte. 

Giinstig auf die Horweite wirkt in Richtung des Schalles 
wehender Wind. Der Schall sucht, wie jede Wellenausbreitung -
etwa das Licht -, aufschnellstem Wege den Beobachter zu er
reichen. Da nun die Windgeschwindigkeit infolge der Hemmung 
yom Erdboden mit der Hohe meistens zunimmt (es kommen 
Gradienten bis zu 10 m/sec auf 100 m Hohe vor), so nehmen von 
der Schallquelle schrag nach oben gehende Schallstrahlen in der 
Hohe groBere Geschwindigkeiten an; kriimmen sich konkav nach 
unten und erreichen so den auf gleicher Hohe mit der Schallquelle 
stehenden Beobachter schneller, als wenn sie im Gebiete der unte
ren, langsameren Windstromung den geraden Weg verfolgt hatten. 
Diese gekriimmten Schallstrahlen verlaufen auf dem groBten Teil 
ihres Weges oberhalb der gewohnlichen schallvernichtenden Boden
hindernisse und treffen·also mit erheblich groBerer Starke das Ohr 
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des Beobachters. So erkHirt sich nach Stokes, Tyndall, Ray
leigh die gute Horbarkeit der mit dem Winde laufenden Schall
wellen. 

Die Schallausbreitung im Wasser folgt nach Versuchen von 
H. Bar khausen und H. Lichte l85 ) ahnlichen Gesetzen wie die in 
der Luft. Hier iiberwiegt die exponentiale SchallauslOschung be
deutend die Schallschwachung durch Ausbreitung. Die Absorption 
betrug etwa 1 : 2,3 auf den Kilometer, entsprechend einem Ex
ponenten m = 0,833. Als Wellensender wurden elektromagnetische 
Oszillatoren (vgl. § 118) verwendet, die etwa 300 Watt Leistung an 
das Wasser auszustrahlen imstande waren. Mit dem obigen Expo
nenten m ergibt sich hieraus ca. 8 km am Ort des Empfangers 
(Mikrophon) eine Schallstarke 

. 300 10 -12 _ 
~ = ------ ___ e- O,833.S = 0 5 10- 1:) Watt/cm2 

64 4n ' , 

die die Mikrophone gerade noch nachzuweisen imstande waren. 
Diese geringen Reichweiten wurden in der Ostsee im Sommer er
halten, entsprechend der Tatsache, daB wahrend der heiBen 
Jahreszeit die schallauslOschenden UngleichmaBigkeiten des 
Wassers in bezug auf Temperatur und Salzgehalt besonders groB 
sind. 1m Winter ist das Wasser gleichmaBiger konstituiert; dem
entsprechend stiegen die Reichweiten dann auf etwa 20 km. 
Besonders ungiinstige Umstande, namentlich zu geringe Wasser
tiefe, lassen die Reichweiten bei den gleichen Apparaten gelegent
lich auf 2 km sinken, giinstige dagegen auf 100 km steigen. Der
artige auBerordentlich groBe Reichweiten willden, wenn sie unter 
normalen Umstanden (m = 0,833) erzwungen werden soUten, 
Leistungsverbrauche am Oszillator von vielen Tausend Kilowatt 
erfordern 186). 

§ 107. Probleme der Bauakustik. 

1. Die "Horsamkeit" groBer· Raume ist ein wichtiges aber 
nicht restlos lOsbares Problem der Bauakustik. 

Die akustisch beste Gestalt eines Raumes ist das Rotations
paraboloid, in dessen Brennpunkt die annahernd punktformig zu 
denkende Schallquelle steht. Dabei ware noch vorauszusetzen, 
daB unmittelbare Schallstrahlen yom ZuhOrerraum A B (Fig. 307) 
abgeblendet sind, so daB nur einmalig rflektierte Wellen zur 
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Wirkung kommen. Ferner diirfte aus demselben Grunde der Zu
hOrerraum keine abschlieBende Wand haben. Auf diese Weise 
ware es moglich, 

II 0-------. .... 

Fig. 307. 

von einem Punkte des Raumes aus annahernd 
unverzerrte Schallwellen, etwa eines 
Redners, ohne Nachhall oder Echo, in 
den Zuhorerraum gelangen zu lassen. 
Das Sprechen von anderen Stellen des 
Raumes aus wiirde natiirlich sehr viel 
weniger wirksam sein. 

Paraboioidischer Hiirraum 

In Wirklichkeit ist die Schallquelle 
oft flachenhaft ausgedehnt (Orchester); 
es ist unmoglich, eine rein paraboloidische 
Raumform zu wahlen oder auf eine Ab
schluBwand zu verzichten. 

So besteht das Ergebnis der Schallwirkung aus der Oberein
anderlegung der unmittelbar eintreffenden Schallwellen mit ein 
oder mehrmal zuriickgeworfenen, wodurch Nachhall (Echo) 
oder durch Interferenz hervorgerufene Schallstille entstehen 
kann. Ferner werden Teile der baulichen Ausgestaltung des 
Raumes (Nischen, Wande) oft zum MittOnen veranlaBt (Resonanz). 
Aile diese Umstande haben Veranderungen der urspriinglichen 
Schallproduktion zur Folge; im ganzen werden die tieferen Tone 
weniger benachteiligt als die hoheren. 

Besonders stOrend ist der Nachhall, wenigstens in mittelgroBen 
Raumen, wahrend er in kleineren giinstig wirkt. Diese giinstige 
Wirkung hangt von der Nachhalldauer ab; erfahrungsgemaB ist 
die giinstigste Nachhalldauer etwa von der GroBe 0,8 bis 1,0 Se
kunden; wesentlich langere Nachhalldauer wirken storend, ebenso 
wie das Echo, das allerdings nur in groBen Raumen (iiber 30 m 
Abmessung) auftritt. 

Es ist daher bei der Gestaltung von Raumen vor allem darauf 
zu sehen, daB schadliche Schallriickwiirfe vermieden werden, ohne 
zu vergessen, daB die Schallreflexion wesentlich zur gleichmaBigen 
Schallverteilung im Raume beitragt. 

ZweckmaBig dampft man die Schallreflexion an der Begrenzung 
des Zuhorerraumes durch Aubringung von absorbierenden Stoffen 
(schweren Geweben) oder durch bauliche Gliederung. Allerdings 
muB hierbei darauf geachtet werden, daB Nischen oft zu Reso
nanzen AulaB geben. 
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Ferner sorgt man dafiir, daB die in der Nahe der Sehallquelle 
re£lektierenden Flachen dies so tun, daB der zuriickgeworfene 
Schall auf moglichst kurzem Wege und moglichst in der gleichen 
Richtung wie der unmittelbare Schall in den Zuhorerraum gelangt. 

Durch Konstruktion der Wellen,£lachen des Schalles mit Hil£e 
der Spiegelungsmethode kann man sich in einem gegebenen Raum 
ein ungefahres Bild der Schallwirkung im obigen Sinne machen. 

2. Das entgegengesetzte bauakustische Problem bildet die 
Fernhaltung des Schalles von einem Raum. Schall wird sowohl 
durch die Luft wie aueh durch den Boden iibertragen (Luftschall 
und Bodenschall), und es entsteht die Frage, wie man einen Schall 
produzierenden Raum gegen einen andern, der schallfrei bleiben 
soIl, abgrenzt. Dabei soIl es nicht darauf ankommen, ob die beiden 
akustisch gegeneinander abzugrenzenden Raume mit Luft oder 
einem festen Stoff (Boden) erfUllt seien. 

Da der Schall eine Wellenbew'egung ist, unter
liegt er ebenso den Gesetzen der Re£lexion und 
Breehung wie das Licht. 

Hiervon ausgehend haben Rayleigh I86 ) und Jd .... ~~~Jr 
Drude I87 ) die Fragen der Schalliibertragung an 
den Grenzen verschiedener Stoffe untersucht. Ib 

Aus der groBen Zahl der hier vorliegenden I-j 1-'-1 
Probleme greifen wir nach Rayleigh die Uber-
tragung von longitudinalen Schallwellen der Fre- Jd ----t;;1+--J;, 
quenz N aus einem unbegrenzten Gebiete I 
(Fig. 308) der Dichte lUI und der Schallgeschwin-
digkeit VI durch eine diinne Wand II hindurch 
(Dicke h), in der die Schallgeschwindigkeit V2 Fig. 308. Schall

betrage (bei der Stoffdich te 11.2 ) in ein Ge biet h, durchgang dnrch 
," eine Wand. 

derselben akustischen Eigenschaften wie Ia. Aus 
letzterem treHen Schallwellen der futensitat J e auf die Wand 
ein. Diese werden teilweise an II re£lektiert, teilweise dringen 
sie in In ein. Bei Vernachlassigung der Dampfung in II gilt: 

J e = J, + J d 

r (n2 - 1)2 sin2 f32 
I J, = J e (~2 ' (n2 - 1)2 sin2 i"2 + 4 n 

i 
und 

(1) 

I 
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Hier bedeutet n das "Brechun.gsverhiiltnis" der Schallwellen 

VI ftl n=--
V2 ft2 

und fJ2 den Winkel 
h 

fJ2 = 2.71 2- , 
2 

wo A2 die Wellenlange im Medium II 

vorstellt. 

A _!'2 
2- N 

Hier interessiert uns der klemste Schalldurchgang J a, der ein
tritt ffir SinfJ2 = 1, d. h. ffir 

d. h. ffir 
fJ2 = 2 m 2- 1.71 } m = 1 , 2 ... 

h = 2m4-1 A2 • 

Hiernach wiirde z. B. die Dbertragun.g hoher Tone (N = 3300) 
innerhalb eines festen Korpers durch eine Luftschicht von 

1 330 1 
h = 4 3300 = 4"O,lm = 2,5cm 

am besten gehindert werden. 
Will man die Ansatze (1) auf den Schutz gegen Luftschall an

wenden., so kann man sich zunachst unter II einen festen Korper 
vorstellen. Dann ist V2 resp. ft2 im allgemeinen groB gegen VI 
und ftl bei Luft. 

Unter der Voraussetzung V2 = 00 wird aus (1): 

(2) 
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Hier sieht man aus der zweiten Formel ohne weiteres, daB der 
durchgelassene Schall J d um so kleiner wird, je groBer h fl2' also 
das Produkt aus Dichte und Dicke der Wand. Hieraus ergibt sich, 
daB schwerere Stoffe (Blechbekleidung) bessere Isolatoren gegen 
Luftschall sein miissen, als leichtere (Filz, Wolle usw.), deren 
Porositat stets Schall durchlaBt. 1m ganzen kann man sagen, 
daB das Produkt V2 112 maBgebend ist fur die Undurchlassigkeit 
eines Stoffes gegen Luftschall, vorausgesetzt, daB in diesem lmine 
Absorption stattfindet. 1st dies letztere der Fall, so kann die obige 
Aussage vollig umgekehrt werden. Z.B. ware Blei (V2 fl2 = 18100) 
nach obigem doppelt so durchlassig als Eisen (V2/~2 = 36700). 
In Wirklichkeit ist die Sache aber gerade umgekehrt, weil das Blei 
als plastischer Stoff den Schall stark absorbiert. 

Wegen weiterer Behandlung der zahlreichen 
Fragen der Bauakustik verweisen wir auf die 
Literatur 188 ). 

§ 108. Theorie der PfeifentOne. 

1. Wir behandeln im Folgenden die wichtigste 
Art der Pfeifen, namlich die Lippen- oder Orgel
pfeifcn. Diese (meist zylindrisch, manchmal ko
nisch, von kreisformigem oder rechteckigem Quer-
schnitt) bestehen (Fig. 309) aus dem unteren 
PfeifenfuB A und dem Pfeifenkorper B. Der FuB 
enthalt die Luftkammer b, in die der Wind durch g 
das Zufiihrungsrohr a aus dem Orgelbalg eintritt. 
Die Luftkammer ist oben gegen den Pfeifenkorper e 
durch den Kern c abgcschlossen, der den Kernspalt d 
enthalt. Der Pfeifenkorper B beginnt oberhalb des 
Kernspaltes mit dem Pfeifenmaul j, welches aus 
der Unterlippe e und der Oberlippe j besteht. Nach 
oben ist der Pfeifenkorper offen (offene Pfeife) oder Li~~g~n~~;ife. 
geschlossen (gedackte Pfeife}. Fur die Luftschwin-
gung in einem Rohr nehmen wir ebene Bewegung und Wegfall 
auBerer Volumenkrafte an. 1m einzclnenQuerschnitt unterscheiden 
wir die Verschiebung ~, die Geschwindigkeit 

(1) 
2~ 

U = cFt-' 
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die Dichte e und den Druck p. Bei letzteren GroBen sind mit
einander verknupft durch die drei Gleichungen: 

ou op 
(2) Bewegungsgleichung: e Tt = - ax ; 

(3) Continuitatsgleichung: 
ou op 

ea; = --Tt; 

P Po (4) Adiabetische Zustandsgleichung: e nk = k . 
" eo 

wo k = ~ das Verhaltnis der beiden spezifischen Warmen, Po, 
Cv 

eo Druck und Dichte fiir den Ruhezustand bedeuten. Die Schwan
kungen urn diesen sollen nur klein sein; daher schreiben wir 

(5) e= eo (l + J) , P = Po {l + k J) , 

wo die Verdichtung J klein gegen 1 sei. 
Durch geeignete Verbindungen der Ansatze (1) bis (5) erhalt 

man fiir jede der GroBen ~, u, e, p, J eine partielle Differential
gleichung folgender Form: 

o2J o2J 
- a2 • at2- - cx2 ' 

(6) 
2 Po k a = ------- . 

eo 
Dieser Ansatz wird befriedigt durch die Partiallosungen fUr J: 

. k . kx sm tSln~, 
a 

. k kx sm t cos--a-, k . kx 
cos t sin _.- , 

a 

kx 
coskt cos- . 

a 

1m FaIle der beiderseits offenen Pfeife nimmt man an, daB an 
deren Enden, d. h. fiir x = 0 und x = l sich die Dichteschwankun
gen verlieren, weil dort die schwingende Gassaule mit der auBeren 
Luft in Verbindung steht. In diesem FaIle sind nur die Partial
lOsungen brauchbar, die fur x = 0 und x = l die Verdichtung 
J = 0 liefern (Grenzbedingung). Demnach ist fur J anzusetzen: 

(7) J = (A cosk t + Bsinkt) sink:l:. . 
a 

Dieser Ausdruck verschwindet fur x = 0; damit er auch fUr x = l 
versch",inde, muB sein: 

(8) 
kl 
-=nn. 
a 
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Dies ist die Periodengleichung, die fUr die Kreisfrequenz k der 
Schwingung unendlich viele Werte 

(9) 
ann 

k = -------. 
n l' n=I,2,3 ... 

festlegt. 
Demnach setzt sich die tatsachliche Schwingung aus einer Reihe 

von Tonen zusammen gemaB 

(10) c5 = '--'c5 = ~(A cos an,n t + B sin ann t) sin_nn x 
.::... n ...:;;.. n l n c l l ' 

deren Schwingungszeit sich bestimmt zu 

(lOa) Tn= 2n 
kn 

2l 
an 

wahrend die Wellenlange wird 

(lOb) 
2l 

An = a Tn = --
n 

Die Schwingungszahlen werden 

(lOc) 
1 an 

Zn = Tn = --"2T 

Zur Erzeugung des tiefen Kontra-O (0') mit 32,2 sekundlichen 
Schwingungen im Grundton n = 1 ist demnach eine offene Pfeife 

von l = -2 ~:; 2- = 5,15 m Lange erforderlich. , 
Zur Behandlung der gedackten Pfeifen bedienen wir uns 

wieder des Ansatzes (6) bzw. (7), in welchem ja die Bedingung am 
offenen Ende x = 0 schon enthalten ist. Am geschlossenen Ende 
x = list offen bar die Geschwindigkeit u = o. Wir entwickeln also 

ou I op op 0(5 
aus (2): --- = - ---. Nach (5) ist aber - - = p k --- . o t Qo 0 x 0 x 0 a x 
Also wird 

(II) u = -akf ~~ dt = -a(A sinkt - Bcoskt) coska,X 

Die Bedingung u = 0 fiir x = l liefert hier die Periodengleichung 

(12) 
kl 
a 

2n -1 
i-no 
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Also set zen sich die Tone einer gedackten Pfeife aus den un
geradzahligen Partialschwingungen zusammen, wodurch sich ihre 
von den offenen Pfeifen abweichende Klangfarbe bestimmt. 
Die Schwingungszeiten der Partialtone werden: 

2 n 4I 
Tn = 

k" 
(13) 

(2 n - 1) a ' 

und die Wellenlangen: 

(14) 

die Schwingungszahlen 

(15) Z = j2n -J).a 
n 4I 

Demnach braucht fUr die gleiche Grundtonhohe die gedackte Pfeife 
nur halb so lang zu sein als die offene. 

Die erhaltenen Bewegungen (9a) und (11) nennt man stehende 

Wellen, weil an den fest bestimmten Stellen x = I bzw. --2· L-l 
n n-

Knoten vorhanden sind und sie gestatten noch eine besondere 
Deutung. Schreibt man z. B. (9a) wie folgt: 

(~ = ,- C C08--- t - cx 8m--- x ~ (ann ). nn 
..::.... n' 1 n 1 ' 

wo Cn = v.:.=C; + B~, tgcxn = -~-"- zu setzen ist, so findEt sich 
n 

nach der trigonometrischen Regel: 

COM sin!i =H sin (cx + jJ) - sin (cx - !i)} ; 

, ~Cn { . ('n nann ) . ('n n [ann ]')} (16) 0= ~ 2 sm 1 x+-rt-cxn +sm Zx- -I-t-cxn . 

Hier setzt sich jede Partialschwingung aus zwei gegenlaufigen 
Ziigen fortschreitender Wellen zusammen, deren Ubereinander
lagerung eben die stehende Welle der Pfeifenschwingung ergibt. 

Bei der Berechnung der Lange einer offenen Pfeife fUr eine 
gewiinschte Tonhohe nach Ansatz (lOc) wird angenommen, daB 
das Pfeifenende x = 1 gerade einen Knoten 0 = 0 enthalte. In 
Wirklichkeit wird dies nicht der Fall sein; der Knoten wird viel
mehr ein wenig auBerhalb der Pfeife liegen in einer Entfernung 
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x = l + Ltl, wo Ltl die Pfeifenkorrektion genannt wird. Dabei ist 
zu beachten, daB auBerhalb der Pfeife nach Fig. 310 sich der 
Schall in fortschrei-
tenden Kugelwellen 
ausbreiten muB. Die 
Luftbewegung indem 
gezeichneten System 
muB also eine der
artige sein, daB die 
ebenestehendeSchall
schwingung im Pfei- Fig. 310. Wellenrllnme bei einer 

offenen Pfeife. 
fenraum I in die fort-
schreitende Kugel-
schallschwingung im AuBenraum III iibergeht vermoge einer 
Zwischenzone, die einen gewissen Teil des Pfeifenraumes und des 
AuBenraumes umfaBt. Auf 
Grund dieser Vorstellung 
hat Helmholtz das Pro
blem der Pfeifenkorrektion 
streng behandelt, durch 
Aufstellung der fiir die 
Raume I, II, III giiltigen 
Potentiaifunktionen der Be
wegung, die iibrigens auch 
beim Problem der Strom
leitung aus einem zylindri
schen Leiter in einen groBen 
von einer Et ene begrenzten 

Fig. 311. Strom- nnd 
Potl'lIti~lIiniell bpim 

Pfeifellproblem. 

leitenden Korper nach Fig. 311 eine Rolle 
spielen. Die Figur zeigt in diesem Fall die 
Strom- und Potentiallinien. Helmholtz 
setzte iibrigens bei seiner Untersuchung 
zylindrische Pfeifen vom RadiusR mit einer 
kurzen komschen Erweiterung vom Ra
dius Rl nach Fig. 312 voraus und fand so 
die Miindungskorrektion 

(17) 

Hort, SchwingnDgslehre. 2. Auf!. 

~% ~~~f 

Wl')')~~~~f1 

Fip;. 312. 7.ur Miindnngs
kOlrektion nBcb Helmholtz. 

37 
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Hiernach wird ffir eine bestimmte Erweiterung der MiiIJ.
dung, uamlich ffir RI = R I 2, die Korrektion L1l = 0; dann liegt 
also der erste Verdichtungsknoten (oder Schwingungsbauch) in, 
der Miindung. 1st dagegen das Pfeifenrohr rein zylindrisch mit 

R = RI , dann erscheint eine Korrektion im Betrage L1l = ~ R . 

3. Bisher wurde die Frage offen gelassen, wie in dem Pfeifen
rohr Sch wingungen erregt werden konnen. 

a R =±u b S E 
~. m~- fjf£ -4-

l 1 fL 
I 

IE I "liE ,.1 

IE X ,..1 

Fig. 313. Zur Erzeugung Kund tseher staubflguren. 

Hier bietet sich zunachst die Moglichkeit, periodische Er
regungen von auBen anzuwenden. Z. B. kann man nach Fig. 313 
das beiderseits geschlossene Rohr an dem Ende x = Z mit einem 
elastischen in der Mitte eingespannten Stab S in Longitudinal
verbindung bringen, dessen irgendwie erregte Schwingungen sich 
durch den VerschluB b auf die im Rohr eingeschlossene Luft iiber
tragen. Die Schwingungen im Stab erregt man z. B. durch Reiben 
in der Langsrichtung am freien Ende E. Auf diese Weise bewegt 
sich das Stabende b dauernd mit der Geschwindigkeit 

u/ = Ocoswt. 

FUr die Geschwindigkeit der Luftteilchen gilt die Differential
gleichung 

(18) 

mit den, Grenzbedingungen: 

u = 0 fUr x = 0 und u = u/ fur x = l . 

Der hier genugende Ansatz ffir u ist offenbar 

(19) u = Bsin!xcoskt, 
a 

o 
wenn k = w und B = --- gesetzt wird. Mit der Abkiirzung 

8in~l 
a 
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~ = q schreibt man 
a 

(20) 
o . 

U = --:-l smqxcoswt. 
smq 

579 

Demnach sind im Rohr stehende Wellen vorhanden. Bei x = 0 

liegt ein Geschwindigkeitsknoten, ebenso an den Stellen x = n 11 
q 

nn . 11 na A 
(n = 0,1,2, ... ), sofern --- < l. Es 1st aber -- = -- = 2-

q q w 
die halbe Wellenlange der Luftschwingung; daher gibt es nur fiir 

diejenigen ganzen Zahlenn Knoten, die der Bedingung nl- < l 
entsprechen. 

Wahlt man 
(21) qk = mn, 

wo m eine gauze Zahl bedeutet, so wird nach (20) die Amplitude 

von u unbegrenzt groB. Da aber q = 2t ist, so wird (21) iden

tisch mit der Bedingung 

(22) 
A 

l=m-
2 ' 

d. h. die Rohrenlange ist ein gauzes Vielfaches der Wellenlange, 
mit der der Stab S schwingt. Dies ist aber die Resonanz zwischen 
Stabschwingung und Luftschwingung, womit sich die theoretische 
Moglichkeit der unbegrenzten Anwachsens der Amplituden von u 
erklart. In Wirklichkeit wird dies Anwachsen durch die Dampfung 
verhindert, so daB nur maximale Amplitudenwerte der Resonanz 
entsprechen. 

Die Anordnung nach Fig. 313 benutzt man zur Ermittelung 
der Schailgeschwindigkeit im Stabe S. Streut man namlich in die 
Rohre ein wenig Lykopodiumpulver, so ordnet sich dieses an 
den Knotenpunkten an (Kundtsche Staubfiguren - 1866), 

durch deren Abstand die halbe Wellenlange -} der Luftschwingung 

meBbar ist. Die halbe Wellenlange der Stabschwingung ist aber 
gleich der Liinge des eingespannten Stabes. 

Die Kreisfrequenzen der beiden Schwingungen sind nach An
satz (20) 

37* 
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2na 2nV 
w=--=--

1 L' 

wenn V die SchaUgeschwindigkeit im Stabe ist. Also findet sich: 

V:L=a:A., 

womit sich . V ermittelt. 
Wegen der ziemlich verwickelten Theorie des Anblasens der 

Pferren sei auf die Literatur verwiesen 190). 

§ 109. Schwingungcn von Gascn in dcn Rohrlcitungcn von Kolbcn
maschincn. 

Bei allen Kolbenmaschinen durchstromt der arbeitende Korper 
die verschiedenen Teile der Anlage unter dem EinfluB einer von 
der Bewegung des Kolbens im Arbeitszylinder ausgehenden periodi
schen Kraftwirkung. Es ist klar, daB die Bewegung des arbeiten
den Korpers ebenfalls eine periodische sein muG. Die Bewegung 
ist nichts anderes als eine Schwingungserregung, mit der die Eigen
schwingungen des schwingenden Korpers, hier des in der Ma
schinenanlage oder in einem ihrer Teile, entweder in der Saug- oder 
der Druckleitung, eingeschlossenen Gaskorpers in Resonanz 
treten k6nnen. 

Dieser Sachverhalt erhellt z. B. aus den Versuchen von W. 
Borth 191), vondenen in Fig. 314ein Schaubild wiedergegeben ist. 

I 
iJ"lr'o,3at 

i 

vorderer Oruckyenfilroum 

S'fl/mf/min 

i-tV========~i-------i 

Tv i Tv 

Fig. 314. Schwingungen im Druckraum eines GebJases. 

Hiernach zeigte sich bei der untersuchten Maschine (ein 
Hochofenkolbengeblase) ein Indikatordiagramm a1 mit starker 
Drucksteigerung bei 54 minutlichen Umlaufen, verbunrlen mit be
trachtlichen Druckschwankungen a2 in der Druckleitung. (Die 
der Druckkurve a2 iiberlagerten· kleinen Schwingungen riihren 
her yom Flattern der Ventile und stehen hier nicht zur Erorterung.) 
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Mit steigender Umlaufzahl, etwa bei 60/mrn, nahmen die 
Schaulinien die mit b1 bzw. b2 bezeichneten Gestalten an, ent
sprechend ernem Abriicken von der Resonanz. Die Arbeit des 
Geblasezylinders verminderte sich dabei erheblich, so daB die Ma
schine in dem betreffenden Gebiete eine abfallende Charakteristik 
aufwies. Derartige Charakteristiken geben aber bei Arbeits
maschinen zu Instabilitat AnlaB, wie im § 113 weiter dargetan 
wird, sofern die Antriebsmaschinen meistens eine flacher ab
fallende Charakteristik haben kann. In der Tat zeigte die von 
W. Borth untersuchte Maschine einen Instabilitatsbereich urn den 
Resonanzpunkt im Gebiete von 35 bis 70 minutlichen Umlaufzahlen. 
In diesem Bereich war ein stabiler Lauf des Geblases nicht moglich. 

Eine einfache Vorstellung fiber den Verlauf der Resonanz
schwingungen rn einer Gasleitung erlangt man nach A. Sommer
feld 192 ), indem sich das Leitungsrohr nach Fig. 315 entsprechend 
§ 108 als erne schwingende, an einem Ende (x = 0) offene Luftsaule 
der Lange l vorstellt, an deren anderem Ende (x = l) erne periodische 
Erregung der Luftbewegung im Rohr durch 
das Kolbenspiel aufrecht erhalten wird. 

------_lb----

x=o 

Fig. 315. KolbengebJase. 

Die Luftgeschwindigkeit im Rohr sei u, der Druck p, die Dichte e· 
Druck und Dichte schwanken urn die der freien Atmosphar ent
sprechenden Werte Po und eo urn die Betrage Pd bzw. P ,so daB gilt: 

(1) P = Po + Pd; e = eo + p. 

Ferner setzen wir bei d"),: ganzen Bewegung adiabatische Zu
standsanderungen voraus gemii13 

:L = (~)k = (1 + L)k = 1 + k L ; 
Po eo eo eo 

(2) ( p) Pok 
P = Po 1 + k - = Po + - It 

eo eo 

Po k 2 Pd= --p=a p. 
eo 
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Hier ist k das Verhaltnis der heiden spezifischen Wiirmen 

k = cp und OJ = 1/ 'Po k die Schallgeschwindigkeit in der Luft. 
Cp V eo 

Die Bewegungsgleichungen sind die gleichen wie in § 108, aus 
denen sich z. B. fiir u der Ansatz ergibt 

(3) 

(4) 

Zu diesem kommen die Grenzbedingungen. Es lnuB sein: 

iJu 
Fiirx=O:e=eo; ,u=O; ~-=O 

iJx 
(Dichtezustand der freien Atmosphiire), 

(5) fiir x = l : U = Forderg€schwindigkeit des Kompressors 

Die Fordergeschwindigkeit des doppelt wirkenden Geblaaes ist 

(6) [u]z=l= ~ rw[sinwt[ =v[sinwt[ 

mit den Bezeichnungen der Figur und der Kurbelwinkelgeschwin
digkeit w des Gebliises. Die heiden senkrechten Striche deuten 
dabei an, daB nur positive \Verte von sinw t zu nehmen sind, ent
sprechend Forderung nur in einer Richtung. DemgemaB hat 
[sin w t [ die Periode n. FUr das folgende entwickelt man [sin w t: 
in eine Fourierschen Reihe: 

I. [ 2( 2 , 2 2 ) (7) ismwt =; 1 -acos2w,t -15cos4wt - 35 cos6wt. ..• 

Setzt man nun diese Entwicklung'icin [U]z=l = v isinro-ti ein, so 

findet sich das erste Glied der :R:ihe fiir [U]z=l zu 'It.,. = ~~ 
n 

= F, 2 r w , wo _2~~ die mittlere Kolbengeschwindigkeit des 
n n 

Geblases ist. 
Die Differentialgleichung (3) hat mit Riicksicht auf die erste 

Grenz bedingung (4) die spezielle Losungsgestalt: 

(8) 

mit den Integrationskonstanten .Ak , Bk und der Periodizitats
zahl k, die zu bestimmen sind. Auch eine Summe 
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(9) 

mit beliebigem k befriedigt den Ansatz (3). 
Nun ist (9) der Grenzbedingung (5) anzupassen, d. h. es ist 

die Reihe (9) fiir x = 1 der Cosinusentwicklung (7), vermoge (6), 
gleich zu setzen. 

Demnach darf u keine Sinusglieder Bk sin a k t enthalten: 
Bk muB verschwinden. Ferner hat jedes der ubrig bleibenden 

Glieder Ak cosa k t cosk 1 die Form ~ mm cosm w t anzun.ehmen, 
11; 

2 2 2 
wo der Reihe nach mm die Werte 1, -3' -15' -"35 ... be-

deutet. Dies erreicht man durch die Gleichungen: 

2v 
mw = ka; -mm = Akcoskl. 

11; 

Daraus ergibt sich: 

Ak = !! __ m_m_-::-
11; mwl 

cos-
a 

un.d fiir u die Entwicklung: 

(10) ( 
2wx 4WX) 2 v 2 cos-a- 2 cos-a-

U= -;: 1- 3 2ml cos2wt - 15--4wl - .... 
cos-- cos--

a a 

Le·t .. a fl eo au d d An 
1 et man aus u vermoge dx = --ai at un. er satz-

gruppe (2) die Dichteschwankung 

(11) Pd = _ 4vkpo l~ s·n~ sin2wt + ~ sin 4:X + ... j 
11; 3 2 w t 15 4 w t 

cos-- cos--
a a 

ab, so findet sich, daB unter der Bedingung 

(12) m w 1 = (2 q + 1) ~ 
a 2 

(q: 0,1,2 ... ) 
m-2,4,6 .. . 

die Druckschwankungen un.begrenzt anwachsen konnen. Dies 
kann vermieden werden dadurch, daB man die Rohrlange 1 ver-
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schwinden macht von den kritischen Werten, die 
bestimmt sind: 

(13) l:::;;' (2 q + 1) an 
~ 2mw 

( q=0,1,2 .. ) 
m= 2, 4,6 .... 

durch (12) 

Andererseits aber kaun man das Anwachsen der Druck
schwankungen dampfen, etwa durch Einbau einer Drosselstelle 
an geeigneten Punkten der Rohrleitung. So ist W. Borth in dem 
eingangs erwahnten Falle unzulassiger Druckschwankungen in 
einer Geblasesaugleitung verfahren 193). 

§ 110. Luftwellen mit endlicher Schwingungsweite. 

Die gewohnliche Behandlung von Wellenbewegungen (§ 105) 
in der Luft beruht auf der Annahme kleiner Dichteanderungen, 
wodurch die hydrodynamischen Differentialgleichungen linear 
und der Losung zuganglich werden. Die Ergebnisse dieser Be
handlungsweise stimmen mit den Versuchen geniigend iiberein; 
insbesondere ist die Unabhangigkeit der Schallgeschwindigkeit 
von den Schwingungsamplituden ein Beweis dafiir, daB fiir ge
wohnliche Schallbewegungen die Annahme der kleinen Dichte
anderungen sicher begriindet ist. 

VerlaBt man diese Annahme, so gelangt man in das Gebiet 
der Luftbewegungen mit endlichen Dichte- und Druckanderungen, 
bei denen eigentliche Schallerscheinungen stark zuriicktreten. 
Rier gilt nicht mehr das Gesetz von der Konstanz der Schall
geschwindigkeit, es kommen vorwiegend Geschwindigke:ten ober
halb der gewohnlichen Schallgeschwindigkeit vor, die Dichte- und 
Druckanderungen machen sich in starkem MaBe geltend, sie treten 
haufig oder schroff (unstetig) auf und haben zerstorende Wirkun
gen im Gefolge; es 'handelt sich um die Erorterung des Verhaltens 
der VerdichtungsstoBe oder der Explosionen. 

Die erste. theoretische Behandlung der Luftwellen von end
licher Schwingungsweite und damit der nicht linearen hydro
dynamischen Grundgieichungen, ist einer beriihmten Arbeit von 
B. Riemann 194) zu verdanken, der wir zunachst folgen werden. 

Wir betrachten eine Luftbewegung, die nur von der x-Koordi
nate abhangig sei, also in allen Punkten einer x-normalen Ebene-den 
gleichen Zustand aufweise. Dabei kaun es sich entweder um eine 
unendlich ausgebreitete Luftmasse handeIn, oder um eine in einem 



§ no. Luftwellen mit endlicher Schwingungsweite. 585 

x-koaxialen Zylinder eingeschlossene; im letzteren Fall ist Reibung 
an der Zylinderwandung auszuschlieBen. AuBere Krafte seien nicht 
vorhanden; dann stehen (vgl. § 105) folgende Ansatze ffir die Ge
schwindigkeit u, den Druck p, die Dichte e zur Verfiigung: 

Die eigentliche hydrodynamische Bewegungsgleichung 

du ap 
(1) e de = - a-x ' 
die Kontinuitatsgleichung 

(2) ~'{ + iig~=o at ax ' 
die Zustandsgleichung 

(3) p = rp(e) . 

die Gestalt von rp (g) bleibt vorlaufig unbestimmt; wir werden 
sie spater entweder ffir das Boylesche Gesetz mit a2 e oder 
ffir das Poissonsche Gesetz mit a2 (/ spezialisieren; wir setzen 
nur voraus, daB rp' (1:» wesentlich positiv ist, d. h. daB einer Dichte
steigerung (Volumenverminderung) stets eine Drucksteigerung 
entspreche; auch seien fiir (! nur positive Werte zugelassen. 

In leicht zu iibersehender Weise gehen die Gleichungen (1) bis 
(3) durch Ausschaltung von p in die beiden folgenden fiir u und 
loge iiber: 

(4) 
au au ,Ologe 
Tt + u ax = - rp (e) --ax' 

(5) 
Ologe aloge au 
----at + u -----ax = - a x . 

Multipliziert man hier die zweite Gleichung mit ± j~' (9) und 
addiert zur ersten, so erhalt man nach Einfiihrung der Abkiirzung: 

(6) J Vep' (!!) dloge = 1 (g), 

und neuer Variabeln r und 8 vermoge 

(6a) I(e) + u = 2r, I(!!) - u = 28 

anstelle von (4) und (5) einfachere Ansatze 

(7) 
ar ( ~'~) ar 
-- = - u + j rp (0) --at - ax' 

a8 ( -,~ a8 
-= - u-jrp(o))-at - ax' 
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wo U und e nach den Gleichungen (6a) als Funktionen von r unds 
einzufuhren sind. 

Wir betrachten nun ein zur Zeit t = 0 langs der x-Achse im 
Gebiete a < x < b vorhandenes Storungsgebiet, gekennzeichnet 
durch eine Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung gemaB: 

eo = g (x) ; U o = h (x) . 

Fur x < a (links von dem Gebiet) seien Dichte und Geschwindigkeit 
als Konstante eOa und UO a , fUr x> b als entsprechende Konstante 
eOb und UOb gegeben. Es sei im ubrigen: 

g(a) = eOa ; g(b) = eOb ; 

h(a) = UO a ; h(b) = UOb • 

Dieser Zustand wird durch 
die Fig. 316 veranschaulicht. 

GemaB (6a) kann man nun 
diesen Zustand auch durch die 
Variabeln r und s ausdrucken, 

x der eine ganz der Fig. 316 ent
L-~~~~-L-L~~L-~~ 

sprechende Veranschaulichung 
Fig. 316. StDrungsgebiet in einer Luftmasse. erfahrt; es wird 

rO = G (x); flo = H (x) ; 

G(a) = rOa ; G(b) = rOb; H(a) = SOa; H(b) = SQb • 

Man kann nun AufschluB daruber gewinnen, in welcher Weise 
sich das Gebiet (r, s) mit der Zeit verschiebt, wenn man die totalen 
Anderungen von r und S bildet: 

(8) 

Aus dem ersten Ansatz sieht man, daB im r-Gebiete konstante 
Werte r (dr = 0) nur anzutreffen sind, wenn man sich mit der 

Geschwindigkeit ~; = y;P'(e) + U nach vorwarts (in der positiven 

x-Richtung) bewegt. Dagegen findet sich aus dem zweiten Ansatz, 
daB konstante s-Werte (ds = 0) sich mit der Geschwindigkeit 
y<p' (e) - U nach ruckwarts bewegen. Das r-Gebiet und das 
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B-Gebiet riicken derrnach (siehe Fig. 317) auseinander, so daB sie 
zur Zeit t = tl zwischen sich einen Raum lassen, in welchem gilt: 

r = rOa ; B = BOb' 

x 

Fig. 317. Verschiebung des Storungsgebietes. 

Diesem Auseinandereilen der Gebiete der Variabeln r und B 

entspricht, bezogen auf die Variabeln e und u, ein Fortschreiten 
des urspriinglichen Storungsgebietes in positiver wie negativer 
x-Richtung. 

Die Geschwindigkeiten sind bestimmbarmit Hilfe der Glei
chungen (6a). In der vorschreitenden Welle a' b' gilt: 

(9) u = f(e) - 2 BOb' 

Da BOb konstant ist, so heiBt das, daB im Gebiete a' b' gemaB (9) 
der Dichtezustand (} mit dem Geschwindigkeitszustand u verbun
den ist; groBeren Dichten e entsprechen groBere Geschwindigkeiten 

u. Dieser Zustand eilt mit der Geschwindigkeit ~; = y 9'-" (e) + u 

= yg;' (g) + f (g) - 2 Bo b' vorwarts, also so, daB die Ge biete groBerer 
Dichte schneller vorwartseilen, als die kleinerer Dichte. 

1Lf21 I~ 
Fig. 318. steilwerden der Wellenfront. 

Entsprechend gilt in der riickwartslaufenden Welle a" bl! 

(10) u = -f(e) + 2rOa; 

ihre Punkte eilen also mit der Geschwindigkeit ~; = 19'-" (e) -'- u 

= yg;' (e) + f (c) - 2 rOa riickwarts und wieder so, daB die Punkte 
groBerer Dichte schneller eilen. Dieser Verschiedenheit der Fort-
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schreitung des Wellenzustandes entspricht eine Verzerrung der 
Wellenform etwa nach Fig. 318, indem sich eine Verbreiterung 
des Storungsgebietes, verbunden mit SteiIerwerden der Wellenfront 
und Flacherwerden des Wellenschwanzes ergibt. 1m Endzustand 
wird die Wellenfront senkrecht, die Welle selbst zu einem unsteti
gen VerdichtungsstoB. 

Um die Geschwindigkeit 

~; = l"p' (e) + f(e) -2 TOa 

fUr stetige Wellen zu berechnen, setzen wir ihr Fortschreiten in 
ruhender (u = 0) Luft der Dichte eOa = eOb = 1 = 1, des Druckes 
POa = POb = 1 voraus. Dann wird TOa=TOb = 0, BOa = BOb = 0 und 

~~ = y gl (e) + t (e) . Hier ist das Integral f (e) zwischen 1 und e 

zu nehmen, wodurch sich die Integrationskonstante bestimmt. 
Es wird mit dem Poissonschen Gesetz 91(e) =a2ek: 

ff! 2 VTc ( k-l k-l) 
f(e) = 'yq7(!»dloge= Ie a 1 e-2 --1-9 

.t 

und 

f k-l l 
dx -- ,fi k-l (e)-2 ( 2) 2 

(ll) v = - = V91'(e) + /(e) = a rk1 2 \ - 1 + -- - ---J 
dt ~ 1 k -1 k-l 

k-1 

Hier ist a Yk 1-2- die dem Zustand PO' 1, entsprechende Schall
geschwindigkeit co; also wird 

(12) v = Co 1 (n \-1 (1 + k 2 1) - k 2 J . 
Diese Ergebnisse der Theorie sind verschiedentlich dll\'ch Ver

suche gepriift worden, so von W. Wolff 195) (1897/98) in Versuchen 
mit Explosionen von je 1500 kg Sprengstoff. Aus seinem Bericht 
geben wir die Aufnahme einer Welle im Abstand von 125 m vom 
Explosionsherd in Fig. 319 wieder. Bestatigt wird hierdurch zu
nachst die Umgestaltung der Wellenfront; ferner die erhohte Fort
pflanzungsgeschwindigkeit 'V, die sich nach Ansatz (12) im vor
liegenden FaIle zu v = 360 mJsec berechnen wiirde, also in hin-
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v = 866 m/sec ge- : ca 15m i 
messen , welchem I EO: ... , 

Werte ein Dichte-. Fig. 319. Experimentell aufgenommene Verdichtungswelle. 

verhiiltnis l = 3,61 entsprechen wi.i.rde. Zu diesem Dichteverhalt

nis wiirde an der betreffenden Stelle eine Drucksteigerung auf 
6,1 Atmospharen gehoren 196). 

Die Ursachen derartiger Luftwellen endlicher AmpIituden sind 
die Explosionen, wegen deren theoretischer und experimepteller 
Untersuchung auf die ausgedehnte Literatur zu verweisen ist197 ). 

§ 111. Stromungen mit Uberschallgeschwindigkeit. 

1. Stromungen von Gasen und Dampfen durch Rohre gehen 
im allgemeinen mit Warmeaustausch gegen die Rohrwand und 
Reibungsverlusten vor sich. Sehen wir aber, urn eine einfache 
Dbersicht zu erhalten, bei raschen Stromungen von Warme
austausch und Reibungsverlu:st ab, so erhaltcn wir die adiabatische 
Stromung. 

Der Warmeinhalt ides stromenden Mittels (bezogen auf 
1 kg in WE.) setzt sich zusammen aus der inneren Energie u und 
dem Warmeaquivalent derauBeren Arbeit A p v 

(1) i = u + A p v , 

wo p den Druck in kg/qcm und v das spezifische Volumen in cbm/kg 
bedeutet; v hangt mit der Dichte e zusammen durch die Beziehung 

1 e = - -. 
gv 

Eine adiabatische Zustandsanderung wird gekennzeichnet mit 
di = 0, d. h. 

(2) 0 = du + A p dv . 
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Fiir vollkommene Gase ist aber u = Cv T, wo Cv die spezifische 
Warme bei konstanten Volumen und T die absolute Temperatur 
bedeutet. Mit dem Boyle - Gay - Lussacschen Gesetz 
(2a) pv = RT 
wird dann 

(3) 

oder 

o = ~V-d(pv) + Apdv 
R 

0= ~ vdp + (A + ~-) pdv. 

Fiihrt man hier die spezifische Warme bei konstantem Druck 

ein, so wird: 

~=A+~ 
R R 

(4) 0 = Cv v dp + cp p dv . 
Dies liefert nach Integration die adiabatische Zustandsglei

chung: 
(5) p vI< = Const = Po v~ 

mit k=!!..E.... 
Cv 

Stromt nun das Gas mit der Geschwindigkeit w, so muB die 
2 

Summe der lebendigen Kraft der Gewichtseinheit -;- und der 
auBeren Gasarbeit konstant bleiben: g 

(5a) f(d-;; + vdp) = Const . 

Findet die Stromung zwischen zwei Stellen 1 und 2 statt, 
so wird 

(6) 
W~ -wr 

2g 

·P2 

= -fVdP' 
Pi 

rst an der Stelle 1 die Geschwindigkeit WI = 0, etwa ent
sprechend dem AusfluB eines sehr groBen GefaBes, so berechnet 
sich die Geschwindigkeit an der Stelle 2 nach: 

(7) 
W 2 2 jPi 
-- = vdp 
2g 

P2 
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Hier hat das Integral auf der rechten Seite die Bedeutung einer 
Lange L, die wir als die Druckhohendifferenz zwischen 1 und 2 
bezeichnen. Demnach gilt 

r<>:
w2 =1'2 gL 

entsprechend der gleichen Formel 
bei der Flussigkeitsstromung. 

Fig. 320. Diise. 

Mit Hilfe der Adiabate (5) laBt 
sich das Integral in (7) auswerten. 
Die Stellen 1 und 2 bezeichnen An
fang und Ende einer Duse (Fig. 320). 
An einer beliebigen Stelle im Innern dieser wird dann die Ge-
schwindigkeit 

(8) w = V7 g}1 [1- (:1-) Ie k fr;::: . 
Betragt die sekundlich den Querschnitt F durchflieBende 

Stoffmenge G kg, so muB in jedem Dusenquerschnitt als Konti
nuitatsbedingung gelten 

(9) Gv = Fw, 
1 

woraus sich mit v = VI ( 'E1_) Ii die Menge G ermittelt 
,p 

(10) 

/~-~-[~-- 2 k + I 1 
G = F V _2 g-~- (_1!_)" _ (-'!L)-k -p~ = F cp (p) . 

k 1 PI PI . VI 

Hier sieht man nun ohne weiteres, daB cp (p) im engsten Quer
schnitt F m ein Maximum haben muB. Der hier herrschende 

k 

Druck pm ermitteltsichaberaus d~_teL = 0 ZU pm = PI (A) k--=--t 
P +, 

ein kritischer Wert, der dort auch die kritische Stromungs
geschwindigkeit 

(11) 

k 

und das kritische Volumen Vm = VI (~t 1 r -1 liefert. Dem-

nach ist die sekundliche DruckfluBmenge 
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I 2 

G = Fmwm =Fm 11 2gk_(_2_)Ie-1 ~ 
Vm r k + I k + I VI 

(12) 

nur abhangig YOm Anfangszustande Ptvi und vom engsten Quer
schnitt. 

Mit einer leichten Umrechnung findet sich jetzt aus (U) 

i VkPm (13) Wm = l g k Pm Vm = --. em 
Dies ist aber die dem Zustand Pm Vm entsprechende Schall

geschwindigkeit, mit der also das Medium den engsten Querschnitt 
durchstromt. 

Hort nun die Diise mit dem engsten Querschnitt auf (die Stelle 2 
riickt nach F m), so wird Pm der Druck in der (engsten) AusfluB
miindung, der sich stets einstellt, sofern der AuBendruck 

(13a) P2<PI(k!()Ie~1 
bleibt. 1st P2 > Pm, so wird der Miindungsdruck = P2 und die 
AusfluBgeschwindigkeit 

(14) w.=Vr-_~-(J_-k--;-(I-_(P2)1e~1)p V .' 
- k - I PI I I, 

Ie 

man findet unmittelbar, daB w2 < W m , wenn P2 : PI > ( k !. 1 ) Ie - I 

Letzterer Wert ist also das kritische Druckverhaltnis, unterhalb 
dessen die Ausstromung mit Schallgeschwindigkeit Wm und unab
hangig von P2: PI erfolgt. Auch laBt sich leicht beweisen, daB fiir 

Ie 

P2 : PI > ~ lie - I die wirkliche Geschwindigkeit W 2 kleiner ist, 

als die dem Zustand P2 v2 entsprechende Schallgeschwindigkeit. 
2. Um die Stromung in einer vollstandigen Diise 198) zu unter

suchen, kniipft man an an die Gleichungen (8) und (9). Die erstere 
I 

schreibt sich mit v = VI ( EL) k in der Gestalt 
,P 

{14a) W 2 = -2y~-(p v - pv) k - 1 I 1 , 



§ 111. Striimungen mit Uber!;challgeschwindigkeit. 693 

wahrend (9) erhalten bleibt: 

(15) 

Dureh 

(16) 

Gv=Fw. 

Entfernung von v findpt sieh: 

• 2gk pF 2gk 
w- + -k- 1 -iT w = k _ 1 PI VI , 

d. h. die Stromungsgeschwindigkeit wist konstant in allen Punkten, 

in denen P: konstant ist. 

Nach Festlegung der groBten DurchfluBmenge nach Gleichung 
(12) kann man also fiir jede Geschwindigkeit w pine Kurve 

finden. 

Dieses Kurvensystem w = 
Const. ist in Fig. 321 gestrichelt 
gezeichnet; starker gestrichelt 
ist die Kurve w = Wm (Schall
geschwindigkeit) hervorgehoben. 

Schreibt man nun die Glei
chungen (4), (5a), (9) in den 
Formen 

(18) vdp + kpdv = 0; 

(19) 

(20) 

wdw 
--+vdp=O' g , 

dv dw dF -- - -- + --- -. 
v - w F' 

/(urven lV=kolfst. 
/ \ 

\ \ 

\ 
\ 

\ 

\ , 

\ 

I &~-4~-"'::::::'::':==~~~::! '" Sclrollgesclrw. 
~ Expansion 

insVokuuIfT 

~ 

}'ig. 321. stromuug"kurven bei einer Diise. 

so ergibt sich nach Entfernung von dv und dw die einr. Gleichung 

(21) 
1 dp w2 1 dF 

k p dx = - w2 - a2 F --a""i" ' 

wo noch a2 = g k p v (Schallgeschwindigkeit des Zustandes p v) 
gesetzt ist. Somit berechnet sich in jedem Punkte der Kurven 

w = Const. eine Richtung ~~ , so daB sich die Gestalten der 

H 0 r t, RchwingungHlehre. 2. Au fl. 38 



594 XIII. Periodische Bewegungell von Gasen und Dampfen. 

Kurven P = f(x) als Trajektorien des Kurvensystems W finden. 
Unter den Druckkurven befindet sich zunachst die stark aus
gezogene der Ausstromung ins Vakuum. Weiter interessieren die 
schwacher ausgezogenen Kurven fUr erhohten Gegendruck. 
Diese, als Trajektorien gezeichnet, unterhalb des Punktes 0 ohne 
Zusammenhang mit der Vakuumexpansionslinie, verbinden sich 
mit dieser durch die Einfiihrung eines Druck- bzw. Verdichtungs
stoBes. 

Ein solcher kann von jedem Druckwert pa der Expansionslinie 
unterhalb 0 ausgehen; er ende im Wert Ph. Bedeuten Wa und Wb 

die zugehorigen Geschwindigkeiten, so gilt zuniichst: 

(22)~~ig'tIJi = T ~--f (Ph Vb - p" Va) 

als Integral der Energieiinderung zwischen a und b der aus (IS) 
und (19) folgenden Gleichung (fUr die verlustlose Stromung) 

k wdw 
(23) k -I d(pv) + -g- = O. 

AuBer (22) ist aber noch giiltig der Satz fUr die Anderung der 
BewegungsgroBe zwischen a und b vermoge des Antriebs. Die Be
wegungsgro13A eines den Querschnitt F mit der Geschwindigkeit W 

durchstromenden Stoffes yom spezifischen Volumen V und dem 

Drucke P ist F :gdt , die zugehorige AntriebsgroBe aber F P dt. 

Zwischen den Zustanden a und b gilt demnach: 

w~ w'l 
(24) -'!- - _b = g (Ph - Pa) . 

Va Vb 

AuBerdem gilt die Kontinuitatsgleichung 

(25) 

Entfernt man aus (22), (24), (25) Pb und Vb, fiihrt nach (I4a) 

(26) 
'l 2gk 

wa = -k-=-I- (PI VI - Pa Va) 

ein, Bowie nach (11) die Schallgeschwindigkeit des Zustandes pm VIII 

/--k----

Wm = ~i 2 gT+ I PI VI , 
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so findet sich nach einigen Zwischenrechnungen kurz: 

(27) 

und 

(28) Wa ) Po = Pa + -- (wa - Wb • 
gVa 

So ist von jedem Druckwert Pa der Hauptexpansionslinie aus
gehend der obere Wert Po des dort einsetzenden DruckstoBes zu 
berechnen. Diese oberen Werte erfiillen ~ie in Fig. 321 ge
zeichnete punktierte Linie und Hefem so derf. "Obergang zwischen 
der Expansionslin,ie und den zur Diisenmiindung fiihrenden 
Zweigen der Druckkurve, . die durch den AuBendruckp2 fest
gelegt wird. 

In~eweit diese in Fig. 321 niedergelegten theoretischen Vor
stellungen zutreffend sind, erhellt qualitativ aus Fig. 322, die 
Diisenstromungsversuche 199) von A. Stodola wiedergibt. Die 
mancherlei Abweichungen sind in der AuBerachtlassung der Stro
mungsverluste und des Warmeaustausches bei unserer Ableitung 
begriindet. 

3. Aus dem Ansatz (21) findet sich, daB in divergenten 

Diisen (~~ > 0) die Stromung auf der Expansion.slinie unterhalb 0 

mit Uberschallgeschwindigkeit vor sich gehen muB. Denn auf 

der Expansionslinie ist ~P < 0, was nur moglich ist, wenn W> a 
gilt. , x 

Die Existenz der UberschaIlgeschwindigkeit hat L. Prandtl 
mit der Schlieren.methode in Machscher Anordnung an Diisen
stromungen nach Fig. 323 nachgewiesen200). Zieht eine Stromung 
mit der Uberschallgeschwindigkeit W an einem Hindernis vorbei, 
so wird letzteres der Ausgangspunkt einer stehenden Schall welle , 

die mit der Stromrichtung einen Winkel1\: = arcsin ~ einschlieBt. 
W· 

[IDer bedeutet a die beim An,satz (21) eingefiihrte Schallgeschwin
digkeit.] 1m FaIle der Fig. 323 verursachen die klein en Wand
rauhigkeiten im Diiseninnem die stehenden Schallwellen (oder 
StOBe), die sich vermoge der damit verbundenen Dichtespriinge im 
Schlierenbild bemerklich machen. Besonders deutlich ist in Fig. 323 
die gegen den Diisenmund sich einstellende Verkleinerung von IX, 

38* 
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entsprechend wachsender Uberschallgeschwindigkeit w Hings der 
Expansionslinie 201). 

Wird der Diisenmund nach Fig. 324 teilweise verengt, so ent
steht in der Verengung ein· kiinstlich erh6hter Gegendruck P2 

156 

1 

A 

If! 1: 
~ 8 I-- 11 

r-
" 

r---.. v'l 
0 

r-- \ 
.9 

~ 
i'-. 1\ 

\\ 
8 

'"- E 

"-- 7 .......... 
l""-F 

'" 1""-_ 
" ......... 

i'-. 1'\ 

~I\ 
5 

r-r€.. r-ho 4' ..... r-.... 

" ~v "'" r-i--~ y; r"""= ~ !\ :-'\ r.. '"" -r- J 
I, \ \ l-f' V ,/ 

......... f-'" " 1\ V IF" 0 -r- 'C: ~ ~ 
1 

" 
I\. --

0 
~ ___ ~ __ ~ ••• _ ••• W.Q~. 

- Oii.senacMe 
Fig. 322. Diisenstromung nach Versuchen stodolas. 

und damit ein Drucksprung pa - Pb von einem bestimmten Punkte 
der unteren Expansionslinie aus. Damit ist aber eine Verminde
rung der Stromgeschwindigkeit gemaJ3 (27) auf Unterschall-
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gesch windigkei t und dami t ein V ersch winden der schlieren bildenden 
stehenden Schallwellen verbunden. 

Fig. 323. SChlierenbild einer Diisenstromung. 

4. Die Austrittskante der Diise ist der Ausgangspunkt besonders 
kraftiger stehender Wellen, die an der AuBenflache des freien Gas
strahles reflektiert 
werden (Fig. 323). 
Diese Reflexionen 
stehen in Verbindung 
mit stationaren, sich 
periodisch wieder
holenden Einschnii
rungen 202) des Strah
les,etwa nachFig .325. 

Fig. 3~4. Gedrossalte Diisenstriimung. 

Die Periode dieser Einschniirungen (ihre Wellenlange) hat 
L. Prandtl bestimmt203). . 

1m freien Strahl kreisfOrmigen Querschnitts des Durchmessers 
d gilt: 

(29) dp + wdw = 0 Arbeitsgleichung; 
e 

(30) div(1] w) = 0 Kontinuitatsgleichung; 

(31) ~ P = a2 Sch,dlgeschwindigkeitsgleichung. 
vI] 

Unter Voraussetzung nur kleiner Abweichungen der z-Kom
ponente W z der Geschwindigkeit von einer parallel der z-Achse 
genommenen mittleren Geschwindigkeit wm und kleiner r-Kom
ponenten W r , sowie einer fiber den Strahlquerschnitt genommenen 
mittleren, nur von z abhangigen Dichte em schreiben wir fiir (30) 

(32) div (I] w) = em div W + w'" dive; 
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(32a) 

(32b) 

Aus (29) und (31) findet sich: 

~ 
! \' K )( ",;i;X; )( _z 
/\ '\f \!'~\J I, 

dp 

dWm 

d (]m 

dp 

= -!!mWm; 

1 

I 
A-

Damit wird (32a) 

Fig. 325. 1>tehende Wellen im freien Strahl. 

2 0 

d . Wm OWl 
Wlfl tV (] = -em -2 ·-0--· 

a Oz 

und (32): 

(33) div (e w) = (]m { ~:r_ + :r 
Dieser Differentialgleichung sucht man zu geniigen durch 

einen Potentialansatz cp (r, z) fUr Wr und Wz [wegen (29) ist die Stro
mung wirbelfrei] 

(34) 

ocp 
Wr = a;:; 
cp = Wm Z + k sinfJ z • t (r) ; 

w, ~ k sinfJ z f'(r) ; 

W z = Wm + kfJcosfJz/(r) • 

:Fiihrt man (34) in (33) ein, so entspringt fUr f (r) die totale 
Differentialgleich ung. 

(35) f" + l' + (~1 - 1) jJ2 f = 0 . 
r a2 

Demnach wird tin r eine Besselsche Funktion der Ordnung 
Null erster Art (die Funktion zweiter Art kommt nicht in Betracht, 
weil sie fUr r = 0 unendlich wird): 

(36) 

mit 
I iw2 -

q = fJ r a~ - 1 . 
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Am Strahlrande muB Wz konstant sem, was in erster An

naherung der Fall ist fUr W z = W m , d. h. fUr f (;) = o. Es finden 

sich also durch Losung der transzendenten Gleichung 

fiir q die Werte 
2Xi 

q'=d; i = 1,2 ... , 

wo die Xi die Nullstellen der Besselschen Funktion Jo(x) sind. 
Somit berechnen sich die Werte 

1 

Pi =2 ;£ ( :} _ 1) -2 ; i = 1,2 ... 

oder die Wellenlangen: 

Ai = 2 n = !!_~ Vw~ _ 1· i = 1 , 2 ... 
Pi Xi a2 ' 

Die niedrigste A1 dieser ermittelt sich mit Xl = 2,405 zu 

21 = 1,307dV~~ -1. 

Demnach sind die beobachteten stationaren Strahleinschnii
rungen nur moglich bei Stromungen mit Dberschallgeschwindig-

keit, und ihre Wellenlange ist bestimmt durch das Verhaltnis _Wm_. 
a 

XIV. Elektrisch-mechanische Schwillgungen. 

§ 112. Beurteilung von Stabilitatsfragen mit Hilfe der 
elektrischen Charakteristiken. 

1. Kriterium der elektrischen Stabilitat. 

Jede Vorrichtung, welche mechanisch-elcktrische Energieum
setzungen leistet, kann als aus zwei voneinander getrennten Teilen 
bestehend aufgefaBt werden, die wir als Erzeuger und Ver
braucher der Energie bezeichnen wollen. 
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Einige Beispiele mogen den Sinn dieser Bezeichnungen noch 
verdeutlichen. 

Eine Batterie werde durch einen Widerstand entladen; 
dann ist die Batterie der Erzeuger, der Widerstand der Ver
braucher. 

Eine Dynamomaschine speise durch einen Vorschaltwider
stand eine Bogenlampe. Dann kann man den Vorschaltwider
stand zur Dynamomaschine oder zur Bogenlampe rechnen, also 
entweder zum Erzeuger oder zum Verbraucher. 

Ein Drehstrommotor sei mit einer Gleichstromdynamo 
belastet; dann ist der Drehstrommotor der Erzeuger, die Dynamo 
der Verbraucher. 

Betrachten wir nun etwas eingehender die Entladung einer 
Batterie durch einen Widerstand. 

Nachdem 0 hmschen Gesetz gilt fur den Entladestrom (Fig.326): 

(1) 

oder auch: 

(la) 

J =!?
W 

E=JW. 

Rier ist es nun zweckmaBig, die GroBe J W als 
eine an den Klemmen des Verbrauchers wir

Batteriestromkreis. kende, der Batteriespannung entgegengesetzte 
:I<'ig. 326. 

gleiche Spannung oder elektrische Gegenkraft 
e aufzufassen und zu schreiben: 

(2) e =JW. 

Dann haben wir als Ausdruck fur das Gleichgewicht zwischen 
der Batteriespannung und der elektrischen Gegenkraft: 

(3) e =E. 

Wir wissen, daB das vorliegende Gleichgewichtsproblem ein sta
biles ist, weil sowohl E wie W als unveranderlich zu betrachten 
sind. 

Es gibt aber zahlreiche FaIle, bei denen die Spannung des 
Erzeugers E sowohl wie die Gegenspannung des Verbrauchers E 
vom Strom J abhangig sind: 

(4) { 
E = t(J) , 

e = rp (J) . 

(ErLeuger) 

(Verbraucher) 
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Man kann diese beiden Beziehungen in einem rechtwinkligen Ko
ordinatensystem auftragen und erhiilt so die Charakteristiken 
des Erzeugers und Verbrauchers. 

Der Ansatz fur das Spannungsgleichgewicht e = E sagt dann 
aus, daB der Schnittpunkt der beiden Charakteristiken eo = ({I (Jo) 
und Eo = f(Jo) einen moglichen Betriebszustand fur die aus Er
zeuger und Verbraucher bestehende Vorrichtung abgibt (Fig. 327). 

Wir stellen nun die Frage: 1st dieser e E 
mogliche Betriebszustand ein stabiler, 
in dem Sinne, daB eine kleine Storung 
des Zustandes mit der Zeit von selbst 
ohne auBeren Eingriff in die Wirkungs
weise der Vorrichtung verschwindet ? 

Wir setzen voraus, daB der Strom
kreis der Vorrichtung eine gewisse 
Selbstinduktion L besitze und daB der 
Strom J o eine kleine Abweichung LI J 
durch irgendwelche Ursachen an
nehme: 

Fig. 327. Verbraucher- u. Erzeuger 
charakteristik. 

(5) 

Dann werden die zugehorigen Werte der Erzeuger- und Verbrau
cherspannung: 

(6) 
{7) 

{ 
E = Eo + LIE = t(Jo + LlJ) , 

e = eo + LIe = ({I(Jo + LlJ) . 

1nfolge der Storung sind J, E, emit der Zeit veranderliche GroBen, 
fur welche der Ansatz gilt: 

(8) 

oder nach Einfuhrung von: 

E = Eo + LI E und e = eo + LI e , 

sowie nach Berucksichtigung von 

Eo = eo 
erhalten wir: 

(9) LIE = LIe + L d:/_. 

E 
,-----1 

J 

I 
.... I ... E----e---,., 

Fig. 328. Selbstinduktions
st romkreis. 
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Entwickeln wir jetzt: 

(lO) E=Eo+AE=t(JO+AJ) 

nach dem Taylorschen Lehrsatz, so folgt: 

(11) E = Eo + AE = t(Jo) +- AJ [:;L.+ ... 
oder: 

(12) AE=AJ[~t] 
oJ J o 

und in entsprechender Weise: 

(13) Ae = AJ [:jL . 
Beseitigen wir jetzt aus den Gleichungen (9), (12) und (13) die 
beiden veranderlichen A E und A e, so folgt: 

(14) ?~Ai = _ ~.[(Ocp) _ (~l) 1/1J. 
dt L 0 J J o 0 J J o 

Dieser Ansatz sagt aus, daB bei gegebener Storung A J diese das 

Bestreben hat, mit der Zeit kleiner zu werden (negativer Wert des 

Differentialquotienten nach der Zeit d :/ ), wenn der Ausdruck: 

(15) [(:jto - (:j)J > 0 

gilt. Diese Ungleichung kann man auch schreiben: 

(16) (0 cp) (i) f) 
-~- > - . 
oJ Jo 0 J J o 

Diese Ausdriicke auf den beiden Seiten dieser Ungleichung sind 
aber nichts anderes als die Richtungen der beiden Charakteristiken 
im Betriebspunkte eo = Eo, und die Ungleichung besagt, daB die 
V er bra uchercharakteristik im Betrie bs punkte steiler ansteigen 
muG als die Erzeugercharakteristik, wenn der Betrieb ein stabiler 
sein solI. 

II. Beispiele stabiler elektrischer VOl'gange. 

1. Wir behandeln jetzt den Betl'ieb einer Bogenlampe durch 
eineStromq uelle, zunachstmit einer Batterie, unterBenutzung 
eines Vorschaltwiderstandes (Fig. 329). Rechnen wirdenletz-
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teren zum Erzeuger, so erhalten wir die Charakteristik als Gerade 
nach Fig. 330. Die Charakteristik des Verbrauchers, des Licht
bogens, ist nun fiir unveranderliche Bogenlange eine Kurve 0 1 0 2 

(siehe Fig. 330). Wie bekannt, hat 
diese Kurve den Charakter ab
nehmender Bogenspannung mit zu
nehmender Stromstarke. Damit 
nun unser Kriterium: 

(ocp) (Of) 
~J ./0 > a J ./0 

erfuIlt wird, ist es notwendig, daB 

C.:=J 
e 

Fig. 329. Lichtbogen·Stromkreis. 

die Erzeugercharakteristik im Punkte S starker abfaIlt als die 
Verbrauchercharakteristik, was durch den Vorschaltwiderstand 
erreicht wird. Ohne diesen ware die Charakteristik der Batterie 
eine horizon tale Gerade und konnte lliemals das Kriterium er
WIlen. Da dieErzEUgercharakteristik die Gleichung f (J) = E - TV J 

(ie') hat, so lautet das Kriterium; iJ -J" + TV < 0, in welcher Form 
, ./, 

e3 vonKa ufmann20J) aufgestellt 
wude. 

1st die Stromquelle eine Dy
namomaschine, so kann man den 
Vorschaltwiderstand entbehren, 
wenn man die Dynamo fur sich 
mit abfallender Charakteristik, 
gegebenenfalls durch Gegenver
bundwicklung, ausfuhrt. 

In der Elektrotechnik ist der 
Widerstand TV als Beruhigungs-

e 

E=f{JJ 
C, 

L-________________ ~~~ 

J 
:Fig. 330. Lichtbogencharakterir;tik. 

widerstand bekannt, der um so kleiner gewahlt werden kann, je 
schwacher geneigt die Charakteristik der Bogenlampenkohlen 1'1ch 
erweist, wie es z. B. bei den neuzeitlichen Dochtkohlen der Fall 
ist. Das bei allen Bogenlampen vorhandene Regelwerk hat auf 
die GiHtigkeit . des Stabilitatskriteriums keinen EinfluB, weil 
:-;eine Wirkung viel trager ist als die automatische Stabili
sierung auf Grund der elektrischen Eigenschaften des StroI1l
kreises. Das Regelwerk beherrscht in erster Linie den Ab
brand der Kohlen. 
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2. Ais weiteres Beispiel behandeln wir die Hauptstromdynamo
maschine. Die Charakteristik derselben: 

E = j(J) 

ist eine ansteigende (Fig. 331), wahrend sonst in der Elektrotechnik 
die Stromspannungscharakteristiken im allgemeinen absteigende 
sind. 

SchlieBt man die Hauptstrommaschine durch einen Wider
stand W, so kann derselbe zunachst so gewahlt werden, daB seine 
Charakteristik : 

£ steiler ist als die Charak
teristik: 

E = j(J). 

Dann ist eine Strom
lieferung der Hauptstrom
dynamo uberhaupt un-..., 
mi:iglich. Wahlt man jetzt 
die Verbrauchercharakte
ristik: 

Fig. 331. Charakteristik der Hauptstromdynamo. so, daB sie mit dem gerad
linig ansteigenden Ast der 

Erzeugercharakteristik zusammenfallt, so ist das Gleichgewicht 
iwl.ifferent. Es wird stabil, wenn die Verbrauchercharakteristik: 

e = W3J 

wird. Dann erregt sich die Dynamo von selbst, und die Punkte 
8 1 und 8 2 sind Punkte stabilen Betriebes. 

§ 113. 
Die mechanische Charakteristik und ihr Stabilitatskriterium205). 

Die Stabilitatsbeurteilung eines rotierenden Motors hat aus
zugehen von der dynamischen Bewegungsgleichung der Rotation 

(1) e dw =ill1 
dt ' 
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wo e das Tragheitsmoment der sich drehenden Teile, w die Winkel
geschwindigkeit und ID1 das Drehmoment der auBeren Krafte 
bedeuten. 

Letzteres spaltet sich im allgemeinen in zwei Teile, deren 
einer das treibende Moment M des Motors, der andere das wider
stehende Moment W der angetriebenen Arbeitsmaschine bedeutet: 

(2) ID1 = M - W . 

1m Beharrungszustand ist ~7 = Const. und es wird 

(3) M=W. 
1m allgemeinen wird M und W von der Geschwindigkeit w 

abhangig, und man kann die Momente M und W in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem M W 
auftragen, wodurch die beiden 
mechanischen Charakteristiken 
der Maschine entstehen. 

Der Schnittpunkt der beiden 
Charakteristiken (Fig. 332) liefert 
den der Gleichgewichtsgleichung (3) 
entsprechenden Betriebszustand wo' 

M o' WOo 
Fragen wir nun nach den Be-

dingungen der Stabilitat der Ro
tation, so haben wir eine kleine 

w 

M 

CUo 
Fig. 332. 

Zur mechanischen Charakteristik. 

Anderung der Winkelgeschwindigkeit A w anzunehmen, zu der 
Abweichungen A W und A M der beiden Momente gehoren. Die 
gesamten Momente werden 

(4) M = Mo + AM ; W = Wo + LlW. 

Hiermit geht die Bewegungsgleichung (1) fiber in: 

(5) e dLl w + AM = A W 
dt 

oder, weilll man die Abhangigkeit von M und W von w heranzieht, 

f M = Mo + [~!] A w = Mo + LI M 
~ OJ = roo 

l W = Wo + [::JAw = Wo + LI W. 
OJ = COo 

(6) 
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Hiermit geht aber (5) uber in 

(7) edLl~+ [dW _ dM]Llw=O. 
dt ow 0(0 

(I) =-: (00 

Damit diese Differentialgleichung fur LI w , deren allgemeines 
Integral ist: 

[aJl7 _a MJ t 
ow awJ 

(8) Llw=Oe e 
eine mit wachsender Zeit verschwindende Losung hat, muB sein 

[~! _ dM] > 0 
dw ow 

m --::: (1)0 

oder 

(9) [~:] > [~~] 
co = 000 00 = 010 

d. h. fUr stabile Rotation ist erforderlich, daB die Widerstands
charakteristik W im Beharrungspunkte steiler verHiuft als die 
Antriebscharakteristik M. 

In den meisten Fallen haben die Widerstandscharakteristiken 
ansteigenden, die Ant.riebscharakteristiken abfallenden Verlauf 

M 
und ergeben dann allgemein 
stabile Bewegungszustande. 

Solche abfallenden An
triebscharakjeristiken zeigen 
aIle Gleichstrommotoren, die 
Dampf- und Gaskraftma
schinen usw. 

Eine Ausnahme biidet der 
L-. _____ ..L.. ___ ...;;{,j. asynchrone Drehstrommotor, 

Fig. 333. Charakteristik des Asynchronmotors. dessen Charakteristik nach 
Fig. 333 zuerst ansteigt, dann 

abfallt. Es ist klar, daB eine Widerstandscharakteristik W mit 
dem Asynchronmotor nur im Punkte PI stabile Bewegungs
zustande liefert; die Punkte P2 auf dem anderen Zweig der 
Drehstromcharakteristik sind instabil, die DrehzahIen nehmen 
ab, derMotor kann nicht unter Last anlaufen. Durch Vorschalten 
eines ArilaBwiderstandes verandert man die Charakteristik in 
die Gestalt M', bei der labile Punkte nicht auftreten k6nnen. 
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§ 114. Das Pendeln paraUelgescbalteter Wecbselstrommascbinen. 

Die Elektrotechnik bezeichnet die gleichzeitige Mitwirkung 
mehrerer Einzeldynamos an der Aufbringung einer bestimmten 
elektrischen Energiemenge als Parallelarbeiten der Maschinen. 

Es verdient als ein technisches Ereignis bezeichnet zu werden, 
daB Edison auf den Gedanken kam, zwei Gleichstrommaschinen 
wie zwei Klingelelemente "parallel zu schalten". Der Ausffihrung 
des Gedankens folgte die Untersuchung der Bedingungen ihrer 
Moglichkeit. Wir wissen jetzt genau, unter welchen Bedingungen 
Gleichstrommaschinen parallel geschaltet werden konnen, und 
in jeder elektrischen Zentrale kann man beobachten, wie der 
Maschinist in wenigen Minuten Tausende von Pferdestarken dem 
einen Maschinensatz abnimmt, um sie qem anderen aufzubfirden. 

Nicht so einfach veriauft das Parallelschalten von Wechsel
strommaschinen. Hier ist es nicht nur erforderlich, daB die Ma
schinen im Augenblick des Parallelschaltens gleiche Spannungen 
haben, sondern ihre Spann ungskurven mfissen auch in Phase 
und die Antriebsmaschinen in Kurbelsynchronismus sein. 
Sind diese Bedingungen erffillt, so kann man die Maschinenpole 
gefahrlos miteinander verbinden; die h,inzugeschaltete Maschine 
lauft leer mit, wobei die Maschinen sich gegenseitig in s y n
chronem Lauf halten. 

SolI die zweite Maschine nun auch an der elektrischen Arbeits
leistung teilnehmen, so genfigt es nicht, wie beim Gleichstrom, 
durch Regulierung des Magnetfeldes ihre elektromotorische Kraft 
zu erhohen. Bei Wechselstrommaschinen hat dies lediglich einen 
A usgleichsstro m zwischen den M:aschinen zur Folge, der gegen 
die elektromotorische Kraft der Maschinen um beinahe :n:/2 ver
schoben, also wattlos ist. Man muB vielmehr gleichzeitig die 
Energiezufuhr der Antriebsmaschine (durch Verstellen der Steue
rung) erh6hen; erst dann beginnt die Maschine an der Energie
lieferung teilzunehmen. 

Wahrend nun nach richtigem Parallelschalten Gleichstrom
maschinen dauernd gut laufen, ist dies bei Wechselstrommaschinen 
durchaus nicht immer der Fall. Man beobachtet vielmehr hau£ig 
an den Amperemetern der Maschinen Stromschwankungen mit 
periodisch ab- und zunehmender Amplitude, deren GroBe in 
manchen Fallen mit der Belastung sich andert; vielfach nehmen 
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diese Stromschwankungen derartige Betrage an, daB der Parallel
betrieb iiberhaupt unmoglich wird; manchmal beruhigen sie sich 
wieder. 

Die Elektrotechnik hat sich schon friihzeitig mit der Unter
suchung dieser Erscheinungen beschaftigt, und man hat erkannt, 
daB hier verwickelte Schwingungsvorgange vorliegen. 

Zunachst haben Hutin206) und Leblanc 207 ) die Dampfung 
der Schwingungen vorgeschlagen. Sie gingen dabei von der Auf
fassung aus, daB das Polrad bei normalem Gang der Maschinen 
synchron mit dem in der Statorwicklung flieBenden Strom lauft; 
es hat dies zur Folge, daB das Polrad relativ zu dem vom Ar
maturstrom erregten Wechselfelde in Ruhe ist. Sucht aber die 
Antriebsmaschi1l6 das Polrad zu beschleunigen, so schneiden die 
Pole des Rotors die Kraftlinien des Armaturstromfeldes, wodurch 
in den Polen Wirbelstrome auftreten. Diese benutzten H uti n 
und Leblanc, indem sie die Pole mit massiven Kupferringen 
armierten, in denen bei Schwingungen urn die synchrone Bewe
gung kraftige dampfend wirkende Wirbelstrome induziert wur
den. Durch dieses Mittel gelingt es in der Tat, in vielen Fallen 
einen befriedigenden Parallelbetrieb zu erzielen. 

Von anderenGesichtspunkten gingen Gorges208)und Rosen
berg209) aus. Sie suchten die Ursache .der Pendelungen in Reso
nanzwirkungen zwischen dem periodischen Antriebsfeld der Ma
schine und den Eigenschwingungen des Polrades. Sie analysierten 
daher das Antriebsfeld und dimensionierten die Wechselstrom
maschine hinsichtlich ihres Tragheitsmomentes und ihrer elek
trischen Eigenschaften so, daB man sich mogIichst fern hielt von 
gefahrlichen, Resonanzerscheinungen ermoglichenden Eigenschwin
gungszahlen. Auch auf diesem Wege sind Erfolge erzielt worden. 

Die wissenschaftIiche Berechtigung der Auffassung der ge
nannten Autoren hat neuerdings So m merfeld 210) durch eine 
eingehende Untersuchung nachgewiesen, auf die wir noch zuriick
kommen werden. 

Dieser Auffassung der Pendelungen als einer Resonanzerschei
nung steht nun eine von Foppl211) herriihrende tJberlegung 
gegeniiber, welche die Pendelungen als Anzeichell eines insta
bilen Bewegungszustandes der beiden Maschinensatze be
trachtet. Dabei spielt natiirlich die Wirkung der Regulatoren eine 
ebenso wesentliche Rolle wie beim oben behandelten Regulier-
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problem. Die Fopplsche Auffassung hat in der Praxis weniger 
Beachtung gefunden aus dem Grunde, weil Pendelungen infolge 
von Resonanz viel haufiger auftreten als Pendelungen infolge 
von Bewegungsinstabilitat. Immerhin sind auch FaIle bekannt 
geworden, in denen man nur durch Auswechslung der zu leichten 
Regulatoren gegen schwerere einen befriedigenden Parallelbetrieb 
erzielen konnte. 

Die genaue Theorie zeigt, daB beides berucksichtigt werden 
m~B: Resonanz und Instabilitat. Von diesem Standpunkt aus 
solI im folgenden das Problem behandelt werden. 

Wir benutzen unsere im VIn. Abschnitt, § 62 abgeleiteten Be
wegungsgleichungen von Maschine und Regulator, die wir fur 
zwei· Maschinensatze anschreiben, indem wir {} durch Wo t + {} 
und Do - kTo durch D ersetzen. {} ist dann als kleine Abweichung 
von dem gleichmaBigen, ungestorten Gang aufzufassen, D als das 
mittlere Drehmoment, welches dieser gleichmaBigen Bewegung 
entspricht. 

(1 a) 

(1 b) 

Das Gleichungssystem (1 a) wird nun mit (1 b) ge ko ppel t da
durch, daB die beiden Maschinen parallel geschaltet sind. Die 
Gegenmomente WI und W2 stehen in einfachem Zusammenhang 
mit den Stromen i und den elektromotorischen Kraften e der 
Maschinen. Es seien i und e die Momentanwerte, so daB man 
schreiben kann: 

(2 a) 

Hort, Schwingungslehre. 2. Aufi. 39 
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und 

(2h) 
I det = a d2 -it + od-i l + ~('. 

dt dt 2 " dt dt' 

t ~e: = a ~;~ + ~ ~i: + :-i . 
Die Gleichungen (2a) sagen aus, daB die elektromotorischen Krafte 
gleich sind den Produkten aus den Feldstarken f (Pi Wo t + P {}) 

und Winkelgeschwindigkeiten Wo + ~~. Die GroBe p bedeutet 

in diesen Formeln die Polpaarzahl. 
Nach den Gleichungen (2b) regelt sich der Stromverlauf in 

den Ankern, die die Ohmschen Widerstande (} und die 
Selbstinduktionen a aufweisen, wahrend e die beiden Ma
schinen gemeinsame Klemmenspannung des Netzes be
deutet. Bezeichnet man den ins Netz flieBenden Strom mit J, 
so ist 

(3) 
de dYJ dJ 
-=8- +r--
dt dt 2 dt ' 

wenn wir von Kapazitat im Netz absehen und 8 und r Selbst
induktion und Ohmschen Widerstand im Netz bedeuten. 

AuBerdem gilt noch die Stromverteilungsgleichung: 

(4) 

Die Gegenmomente WI und W 2 berechnen sich nun wie folgt. 
Es ist i . e der Effe kt der Maschinen; Effekt dividiert durch 

die Winkelgeschwindigkeit ist aber das Moment, welches 
der Effekt hervorbringt. Demnach kann man schreiben: 

{ W t = ~.·i • f (p Wo t + p (j't), 
(5) 

W2 = ~2' f(pwot + P{}2)' 

Unsere Gleichungen sind jetzt vollstandig. Wir haben nach Ein
fuhrung von (5) in (la) und (I b) fUr zehn Unbekannte {}l , {}2, 

'YJt, 'YJ2, it, is, el, e2, e, Jzehn Gleichungen: (Ia), (Ib), (2a), (2b), 
(3), (4). Sie umfassen sowohl den Fopplschen wie den Sommer
feldschen Ansatz. 

Fur die Weiterbehandlung betrachten wir neben der zu er
wartenden Bewegung der Maschinen den zugehorigen Spannungs
und Stromverlauf als Schwingungen um einen mittleren 
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Zustand und setzen voraus, daB die Abweichungen der 
Veranderlichen von den Werten des mittleren Zustandes nur 
klein sind. 

Demnach schreiben sich die Strome: 

i1 = 1+ j1 , 

nnd die Spannungen 

e1 = E + 81 , e2 = E + 82 , e = E + 8 • 

Dabei ist I der halbe momentane Netzstrom 

.J = 2 I. 

Fur die Gegenmomente findet sich hiernach durch Entwicklung 
nach Taylor, indem man die Produkte kleiner GroBen vernach
lassigt 

r WI = id(p ())o t + p if!) = ~ I(pwo t) + ~ f'(p Wo t)p 191 + it I(p ())o t) , 
(5a) I 

1 W2 = i2 I (p ())o t + p 192 ) = ~ I (p ())o t) + ~ f'(p ())o t) P 1')2 + j2 I (p 0)0 t) , 

und fur die elektromotorischen Krafte 

(2c) ( e1 = ())o I(p Wo t) + Wo P {}1 rip (J)o t) + t(p Wo t) ~ .. ~.t , 

, dt9.) 
e2 = OJo I (p ())o t) + Wo P{}2 t (p (J)o t) + t (p ())o t) -(ft- . 

Nach Subtraktion kann man jetzt aus (2b) die Differential
gleichung fur die "Stromvoreilung" (j = i 1 -i2) ableiten: 

dj - .<1' ) t ) d{} 
(2 d) a dt + f] 1 = ())o P u . t (p ())o t + (p ())o t dt' 

wo {} = 1')1 - {}2 die Winkelvoreilung der Polrader ist. 
Dnrch Subtraktion der einander entsprechenden Gleichungen 

(I a) und (1 b) gelangt man zu folgenden Formeln: 

J .a d2 {} ') I ) .J {}' . f ry dfj + k ~ =/ F (())o t - '2 p t (p ())o t) - 1 . (p Wo t) , 

t d~~ drJ d{} 
m di2 + b-di + ell = a dt , 

(1 c) 

39* 
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wo alle Differentationen an den periodischen Funktionen nach 
Wo t resp. p Wo t auszufiihren sind. 

Mit (2d) zusammen sind dies drei Gleichungen fUr die Winkel
voreilung {}, die Stromvoreilung j und die Differenz der Regulator
hiibe 1]. F', I und I sind dabei gegebene Funktionen der Zeit, 
indem gilt: 

a dJ J dJ 
Wo I (p Wo t) = "2 de + e -2 + Sdt + r· J 

oder 

(6) 
dJ 

2wo/(pwot) = (a + 2s)de + (e + 2r)J. 

Wir haben also folgende vier Differentialgleichungen: 
1. Die Gleichung fUr die Voreilung {} der Polrader: 

e~2; + k 1] ={} F'(wo t) - ~ p {} f'(p Wo t) - i I(p Wo t) . 

2. Die Gleichung fUr die Differenz 1] der Regulatorhiibe: 

d 21] drJ d{} 
m dt2 + b dt + C 1] = a de . 

3. Die Gleichung fUr die Stromvoreilung j: 

dj . {} I' ) d{} I ) a de + e 1 = Wo P (p Wo t + de (p Wo t . 

4. Die Gleichung fUr die Stromverteilung im Netz: 

dJ 
(0 + 2 s) de + (!? + 2 r) J = 2 Wo I(p Wo t) . 

Nun wollen wir grundsatzlich einfach sinusformige Spannungs
kurvenvoraussetzen, also 

(7) I = a sin (p (1)0 t) 

setzen. 
Hiermit liefert die Integration der vierten Gleichung den 

N etzstrom J: 

2w a . ( pWo(2s+ 0)) (8) J.= 0 SIll pWot -- arctg . 
y(2s+0)2p2w~+(2r+e)2 2r+e 
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Weiter unterscheiden wir zwischen langsam verander
lichen und rasch veranderlichen GroBen. Erstere sind die 
Variabeln {} und 'YJ sowie die periodische Funktion F(wot), rasch 
veranderlich sind die Strome J und i, sowie die periodische Funk
tion I (p Wo t). Diese Festsetzung ist dadurch gerechtfertigt, daB 
bei den rasch veranderlichen GroBen p Wechsel auf einen Wechsel 
der langsam veranderlichen entfallen. Die Polpaarzahl p ist nun 
stets so groB, daB die raschen Wechsel auf die Bewegung der 
Massen der Maschinen und des Regulators keinen EinfluB haben, 
so daB wir in allen Differentialgleichungen (1) und (2) ffir die 
langsam veranderlichen GroBen die Wirkung der rasch verander
lichen GroBen durch ihre Mittelwerte ersetzen konnen. 

Zunachst berechnen wir den Mittelwert M 1 von 

J 
- 2pf(pwo t) 

mit Hille der Gleichungen (7) und (8) und finden 

(9) 
E2 sin2 x 

M 1 =-2-2 +-, 
Wo 8 (J 

wo E der Effektivwert der elektromotorischen Kraft einer Ma
schine und x die Phasenverschiebung des Netzstromes gegen die 
elektromotorische Kraft der Maschinen ist. 

Ferner wollen wir in der Differentialgleichung (3) ffir die rasch 
veranderliche GroBe i die langsam veranderliche GroBe {} bei der 
Integration als konstant ansehen. Unter dieser Voraussetzung 
kann Gleichung (3) wie folgt geschrieben werden: 

(10) (J ~~ + e i = A sinp Wo t + B cos p Wo t , 

wo A und B Abkiirzungen bedeuten: 

(ll) A=~d{}. B=pawo{}. 
p dt ' 

Die Integration von (10) liefert: 

(12) 
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Mit Hilfe dieser Gleichung kann nun in Gleichung (1) der Mittel
wert M2 von 

gebildet werden. 

Man findet: 

(13) M = _ ~ (cos2e d{) + sin2 e lJ) 
2 W5 e dt e ' 

wo e = arctg ~ P Wo ist. 
e 

Durch Einfiihrung der lVIittelwerte M 1 und M 2 in Gleichung (1) 
resultiert nun: 

(14) { 
<:9 ~2/J + . E": cos 2e ~!!.- + i.:. (s·n 2e _ Si~~) {} 

, dt 2 w~ edt wij a 2s+a 

{}, ) + k Yj = F (wo t . 
Wo 

Der Dbersichtlichkeit halber fiigell WIr Gleichung (2) nochmals 
hinzu: 

(L,)) 
d2 YJ dJI d/J 

rn lit2 + bdt + ell = a'at . 

In Gleichung (14) liefert das Verschwinden der drei ersten 
Glieder die freie Relativschwingung zwischen den beiden 
Schwullgradern. Wir erkellllen, daB die Schwingung geda m pft 
verlauft illfolge des 0 h m schen Widerstalldes e der Dynamo-

d{J. 
maschinen. Wiirde e = 0 sein, so wurde das mit de behaftete 

Glied verschwinden. In der Praxis ist die dampfende Wir
kung des 0 h m schen WiderstaIides zu klein, urn befriedigende 
Wirkung zu erzielell. Man unterstiitzt deshalb die Wirkung 
des Ohmschen Widerstandes durch Anbringung von besonderen 
Dampfungswicklungen 213) llach Hutin- Leblanc, was sich 
in der Differentialgleichung (14) durch Hinzutritt einer ad-

E2 cos 2e 
ditivel1 KOl1stante zu -"., --- ausdruckel1 wurdc. 

wi. (! 
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Das dritte Glied nennt man das synchronisierende Mo
men t. Bei der Bewegung der schwingenden Magnetnadel nannten 

E2 
wir dieses Glied das Direktionsmoment. Die GroBe -.- heiBt 

woo 
S ynchr 0 ni sierungsfa ktor. 

Wir betrachten jetzt die erzwungene Relativschwingung der 
{} 

beiden Schwungrader. Fiir diese ist das Storungsglied - F'(wo t) 
Wo 

maBgebend. Dieses Glied ist nun noch mit der Winkelvoreilung {f 
behaftet. Hierdurch wird die Integration in geschlossener Form 212) 

unmoglich gemacht, wir konnen aber d,och einige allgemeine 
Schliisse ziehen. Keinesfalls wird die Freq uenz der sto
renden Kraft d urch {f alteriert, so daB wir uns wieder 
davor hiiten miissen, die Eigenschwingungszahl des Systems 
mit einer der Freq uenzen der storenden Kraft zusammen
fallen zu lassen. 

Dagegen beeinfluBt '/J die Amplituden der storenden Kraft, 
so daB diese periodische Funktionen der Zeit werden, d. h. die 
storende Kraft hat Schwebungscharakter. Hiermit wird 
aber auch die Voreilung If und damit der Ausgleichsstrom j 
Schwebungscharakter annehmen, eine Erscheinung, die wir ja 
an den Amperemetern eines pendelnden Maschinensatzes wahr
nehmen. 

Nehmen wir nun 110ch die Regulatorgleichung (15) hinzu, so 
werden die Eigenschwingungen des so vervollstandigten Systems 
von einer Differentialgleichung vierter Ordnung abhangig, wie 
schon von Foppl bemerkt wurde. Die Stabilitat dieser Eigen
schwingung wird, wie uns bekannt, durch die Diskussion der 
Hurwitzschen Determinaten beurteilt; natiirlich muB das Zu
sammenfallen dieser Eigenschwingungen mit der Frequenz der 
storenden Kraft vermieden werden. 1m iibrigen erkennt man, 
daB auch bei Nichtvorhandensein einer periodischen storenden 
Kraft (wie z. B. bei Turbinen) langsame Pendelungen auftreten 
konnen, falls die Hurwitzschen Determinanten nur annahernd 
erfiillt sind. Der Pendelvorgang ist dann ein Zeichen von Insta
bilitat; er verlauft unregelmaBiger als das Pendeln infolge von 
periodischen Storungen und ist von Zufalligkeiten in der Ande
rllng der Belastung der Maschinen ahhangig 214). 
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§ 115. Synchrone Ubertragung von Bewegungen 215). 

Wir behandeln ein mechanisch·elektrisches System, welches zur 
'Obertragung einer synchronen Bewegung bei der Steuerung eines 
schweren Korpers B in Fig. 334, dessen Tragheitsmoment urn die 
vertikale Achse betrachtlich ist, dient. Diese Aufgabe kommt 
vor, wenn der Drehkorper ein Panzerturm ist, dessen SchuBrich
tung parallel der optischen Achse eines Fernrohres gesteuert wer
den solI, so, daB die SchuBrichtung den Bewegungen des Fern
rohres automatisch folgt. Zur Losung dieser Aufgabe ist eine groBe 

x-~-r------ -.~- -;;TX 
A ~'B 
~tp. C,8I. :1-, 

o 
+0 

v. 

-t~-I 

Jx 
k~ 

--+--+--_------=: ___ 1 
-0 

J 

J A B 
Fig. 33-1. Schema einer Synchroniibertragung. 

Anzahl von Konstruktionen und elektrischen Schaltungen erdacht 
und ausgefiihrt worden. In Fig. 334 sind die Spuren der vertikalen 
Drehachsen 0", und C fI des Panzerturmes und des Fernrohres ge
zeichnet, die mit den Drehachsen zweier Schleifhebel £Xl und PI 
zusammenfallen. Durch mechanische Dbersetzungsmittel ist dafiir 
gesorgt, daB die Winkel q; und f} der Schleifhebel gegen die 
Gerade x x identisch sind mit den entsprechenden Winkeln am 
Fernrohr bzw. am Panzerturm. Die Hebel £Xl und PI schleifen je 
iiber eine Reihe halbkreisformig angeordneter Kontakte £X bzw. p, 
welche mit den einzelnen Unterteilungen zweier elektrischer Wider
stande WI WI bzw. W2 W2 leitend verbunden sind, so daB zwischen 
je zwei Kontakttm gleiche Teile der Widerstande liegen, mit an-
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deren Worten, die Widerstande sollen gleichformig tiber die Kon
takte verteilt sein. 

Somit entsprechen den Winkeln gJ bzw. {} der Schleifhebel 
proportionale Teile x bzw. y der Widerstande. Es ist: 

(1) 

und: 

(2) 

Die Endpunkte a a bzw. b b der Widerstande sind paarweise 
miteinander verbunden und so an eine konstante elektrische Span
nung V gelegt, so daB WI WI ZU W2 W2 parallel geschaltet ist. 

Weiterhin sind die Drehpunkte OIY. und 0(1 der Schleifhebel 
durch eine Leitung J J tiber den Anker eines Elektromotors M 
miteinander leitend 
verbunden. 

Wr+x J 
:.::::: J 
w,-x t 

I 
£p 

II 

+ 

J3l 
~ 

w~~ Wz-!J 
b 

Es entsteht so J1 ~ 
die Schaltung einer 
Wheastoneschen Jz~ 

Briicke, die in Fig. 335 (L 
Fig. 335. Schaltung der Wheastoneschen Briicke. 

nochmals vereinfacht 
gezeichnet ist. 

1m allgemeinen wird eine bestimmte Einstellung der Winkel gJ 

und {} die beiden Brtickenzweige a a und b b in den Verhaltnissen: 

WI + x W2 + y 
---- bzw. W 
Wi - X 2 - Y 

(2a) 

teilen, wodurch in der Ausgleichsleitung J J der Brticke ein Strom 
auf tritt, wenn nicht gerade zufallig zwischen den vier Wider
standen die Beziehung gilt: 

(3) 
Wi +x 

woraus folgen wtirde: 
(4) 

oder in Verbindung mit Gleichung (1) und (2): 

(5) {}=gJ, 

d. h. 1<'ernrohr- und Drehkorperrichtung stehen einander parallel, 
sobald die Ausgleichsleitung stromlos ist. FlieBt aber darin ein 
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Strom J, so herrscht an den Enden der Ausgleichsleitung eine 
gewisse Spannung E p , und in den vier Teilwiderstanden WI + X, 

WI - X, W2 + y, W2 - y flieBen vier Strome J I bzw. J 2 bzw. Ja 
bzw. J 4 , Hiermit haben wir folgende Reihe unbekannter GroBen: 
J I , J 2 , J a, J 4 , J, Ep , y,/}; x betrachten wir als durch die Fernrohr
bewegung ffJ vermoge Gleichung (1) gegeben. Zwischen den Un
bekannten bestehen folgende Gleichungen: 

(6) 

J I (WI + x) + J 2 (WI - x) = V, 
J a (W2 + y) + J 4 (W2 - y) = V, 
J I (WI + x) + Ep - Ja (W2 + y) = 0 , 
J2 (WI - x) - Ep - J4 (W2 - y) = 0 , 
J I = J 2 + J, 
J a = J4 :- J, 

wovon aber die vierte eine Folge der drei ersten ist. 
Das erste Gleichungspaar ist der Ausdruck Ohmschen Ge

setzes fur die Spannungsverteilung in den beiden Bruckenzweigen 
a a bzw. b b. Das zweite Paar liefert die Spannungsverteilung in 
den Bruckenkreisen I bzw. II, das dritte folgt aus dem Kirch
hoffschen Verzweigungsgesetz an den Endpunkten der Aus
gleichsleitung. Wir fassen nun den Ausgleichsstrom naher ins 
Auge und wiederholen, daB er nur flieBt, sobald die Brucken
gleichung nicht erfullt ist oder sobald das Fernrohr und die Ge
schutzachse nicht parallel stehen. 

Diesen Umstand benutzen wir, indem wir den Ausgleichs
strom J zur Drehung des Ankers eines M9tors M verwenden, 
welche Drehung wir durch mechanische Mittel (in der Abbildung 
als Kegelrad- und Schneckenradgetriebe angedeutet) so auf den 
Panzerturm uberleiten, daB sie stets auf die Dberfuhrung des 
ganzen Systems in Stromlosigkeit der Ausgleichsieitung hinwirkt. 
Diese MaBnahme liefert die Gleichung fur die Massenbewegung 
des Drehkorpers unter EinfluB des Drehmomentes des Motors. 

Seien alle sich drehenden Massen, einschlieBlich des Motor
ankers, auf die Drehachse des Panzerturmes B reduziert und im 
Tragheitsmoment e zusammengefaBt, setzen wir ferner die ge
samte Systemreibung proportional mit der Drehgeschwindigkeit, 
so lautet die Bewegungsgleichung: 

.., d2 {} dI) '-9 Nn 
(7) A - -- + b - = k ' 1 02 X 10 . J-

dt 2 dt' 2.n ' 
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wo k der Kraftubersetzung vom Motor naeh dem Drehkranz des 
Panzerturmes B Reehnung tragt, wahrend N die Polstarke, n die 
Leiterzahl auf dem Anker des Motors bedeutet. Der Motor hat 

Parallelsehaltung des Ankers. Bei Seriensehaltung 
Nnp 

dureh ~ (p = Polpaarzahl) ersetzt werden. 

Nn 
muBte ---

2n 

Zu den entwiekelten Gleiehungen kommt noeh die Spannungs
gleiehung des Motors: 

(8) E = JW + lO-skNn d,~ 
p 2 n dt ' 

welehe aussagt, daB die Spannungsdifferenz Ep an den Enden 
der Ausgleiehsleitung dazu dient, den Spannungsverlust JW im 
Ankerwiderstande TV und die gegenelektromotorisehe Kraft: 

lO-SkNJ1,~B 
2n dt 

zu uberwinden. 
Wil' haben nUllmehr fur die aeht Veranderliehen bzw. Ullbe

kannten auBer Gleiehung (2) und den funf Gleiehungen (6) noeh 
die beiden Gleiehungen (7) und (8), womit der Ansatz zu ihrer 
Bestimmung vollstandig ist. 

Zur Aussonderung der Verandel'liehen lJ, welehe die horizontale 
Bewegung des Panzerturmes bestimmt, verfahren wir wie folgt: 
Aus del' H'mften und seehsten Gleiehung (6) bestimmen sieh: 

(8a) { 
J2 = J 1 - J, 

J4 = J 3 + J. 

Diese Wel'te sind in die erst en beiden Gleiehungen (6) einzufuhren: 

(8b) { 
Jl (WI + x) + (J1 - J) (WI - x) = V, 

J 3 (W2 + Y) + (.13 + J) (W2 - y) = V. 

Aus diesem Ansatz folgt: 

f Jl =V_+ J (lV-l:- x) 
2W1 ' 

1 J a = -~-==-~ ~~2_=Jj) . 

(8e) 
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Setzt man hiernach J 1 und J 3 in die dritte Gleichung (6) ein, so 
findet sich: 

(9) V {WI + X _ !!"2 + Y}+ J {W~ - ~ + W~ - ~} = _ Ep . 
2WI 2W2 2W2 2W2 

Wiederholen wir jetzt die Gleichungen (2), (7), (8): 

(10) 
:rr; 

{}=2W2
Y ' 

(11) 
d2{} d{} 

f) dt 2 + b dt = :rr; kl J n N , 

(12) JW + k~nN~~ = Ep, 

wo kl und k~ als Abkurzungen bedeuten: 

{ 
kl = 1,0210- 9 2~2 ' 

k; = 1O-8~-, 
2:rr; 

(13) 

so liefert die weitere Aussonderung von Ep, J und y durch Addi
tion von Gleichung (9) zu (12), dann Einsetzen von J aus Glei
chung (11) und yaus Gleichung (10) folgende Differentialgleichung 
fur {}: 

(14) 

wo zur Abkurzung: 

(15) A = £ + W + WI + W2 

1 2W1 2 

gesetzt ist. 
Diese Differentialgleichung ist linear von der zweiten Ordnung 

mit unveranderlichen Beiwerten, bis auf das zweite Glied der 
rechten Seite, welches vom dritten Grade ist. Den EinfluB dieses 
Gliedes wollen wir wie folgt berucksichtigen. Es sei vorausgesetzt, 
daB die gesuchte Bewegung dadurcheingeleitet werde, daB zur 
Zeit t = 0 das Fernrohr, welches bis dahin parallel mit der Panzer-
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turmrichtung in der MitteHage des Systems stand, plotzlich um 
den endlichen Winkel cp aus seiner Lage herausgedreht wurde. 
Dieser Fernrohrbewegung entsprioht dann eine plOtzliche Ande
rung der EinsteHung des Bruckenzweiges a a um den Widerstands
betrag x. Es ist klar, daB eine solche plOtzIiche Anderung <ler 
SystemeinsteHung als starkste Anforderung an die Wirkungs
weise betrachtet werden muB. Es entstehen nun die Fragen: 

1. Strebt der Panzerturm uberhaupt einer neuen festen Ein
steHung zu 1 

2. Wird seine Richtung in der neuen Stellung wieder zum 
Fernrohr parallel stehen 1 

3. In welcher Zeit wird die neue parallele Lage erreicht 1 
Wir wollen voraussetzen, daB die Frage 2 bejahend zu beant

worten ist und wollen untersuchen, ob diese Annahme mit den 
Aussagen der Differentialgleichung (14) in Einkhng steht. Wir 
wollen auch weiter fordern, daB der Panzerturm Bohne P!3ndelung 
in die neue Lage ubergeht .. Dann gilt fur den Verlauf des Hori
zontalrichtungswinkels a. das Schaubild 336. 

Da die Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit '!!!. = 0 
dt 

anfangt undaufhort, somuB die 
o.-Kurve der Zeitachse bei t = 0 
und bei t = T annahernd 
parallel sein; da die Bewegung 
aperiodisch sein solI, kann die 
Kurve nur einen Wendepunkt 

----------------

. zwischen 0 und T haben. Nach O~:t:I:!]lllJ.ill.Ullllll.l.ll.l..I..U.IL.l.llu;.<J.;:L~t 

diesem Verlauf von a. bestimmt Fig. 336. 
sich nun angenahert die Wir- Mittelwertbildung beirn Horizontalwinkel. 

kung des Gliedes: 

(16) _~W2_(er!...2o. + bd {}) 0.2 
n2 kl n N dt2 dt 

auf der rechten Seite von Gleichung (14). Wir ersetzen 0.2 durch 
seinen Mittelwert M :0.21, der ein Bruchteil vom Endwert ,{}~ sein 
muB, und schreiben unter Wahl einer GroBe 0 < IX < 1: 

(17) 
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Infolge dieser MaBnahme kann das Glied (16) auf die linke Seite 
von (14) gesetzt werden, wodurch unsere Differentialgleichung 
iihergeht in: 

EH d2 /J {b l } dlJ. n V 
(IS) k!nN dt2 + Ie! nN + n14nN dt + va = 2Wt x, 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 

(19) 1 = 1 IX x2 }~ = 2 WI + IX W2 + W _ Wt + W2 
/I. "t + 2Wi x 2Wi 2· 

Die Differentialgleichung (18) hat als gemeinsames Integral: 

x 
(20) H = A,ll,t +. Blt,t + n-·-

e e 2Wt ' 

wo PI und ft2 der quadratischen. Gleichung geniigen miissen: 

(2 ) Bl 2 {b l k' N} V 0 
I leI n N fl + kl n N + n 2 n ft + = . 

Damit die Bewegung (20) stabil ist, muB zunachst in (21) l positiv 
sein, d. h. es muB gelten: 

(22) W > W t ~ l!'~ , 
wodurch eine untere Grenze fUr den Ankerwiderstand des Elektro
motors festgesetzt wird. 

Damit feruer der Voraussetzung der Aperiodizitat geniigt wird, 
so muB unter den Beiwerten von Gleichung (18) die Beziehung 
bestehen: 

(22a) _~~_ + nk~nN = 21/ !'~LV 
kl nN· V kl nN 

oder mit k2 =n 14: 

(23) 

entsprechend der Bedingung zweier gleicher negativer Wurzeln: 

(23 a) 

der quadratischen Gleichung: 

(23 b) m fl2 + b fl + C = 0 . 

Sind also die' Bedingungen (22) und (23) erfiillt, so sind die obigen 
Fragen lund 2 zu bejahen. Der neue Horizontalwinkel des Panzer-
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turms B wird dann nach (20), weil A ell1t + B e,l"A t nach Verlauf 
einer gewissen Zeit verschwindet: 

(24) 
nx 

,,'il = 2W-' 
I 

wie oben unter (17) vorausgesetzt. 
Unsere Annahme steht demnach nicht im Widerspruch mit 

der abgeleiteten Differentialgleichung. 
Die Zeit, die notig ist, um {)l zu erreichen, ist theoretisch un

endlich. Man wird deshalb (23) nicht genau erfullen, sondern 
2ile1 n!{(9l V etwas groBer als bl + lei le2 nlN2 machen; dann 
sieht der Verlauf von {) aus, wie in Fig. 337 dargestellt. 

Der Betrag L1 {), um den das System dann iiberreguliert, ist 
so zu bemessen, daB er innerhalb der zulassigen Abweichung yom 
Parallelismus bleibt. Jedenfalls kann man aus der Gleichung (23) 
einen Anhaltspunkt fur die Bemessung der GroBe: 

gewinnen. 
Es ist nun bemerkenswert, daB hier die Stabilitatskriterien 

die GroBe der Storung x selbst enthalten, was daher riihrt, daB 
wir den EinfluB des Gliedes 

{} 
(16) nur mit Hilfe der GroBe 
der Storung x abschatzen 
konnten. Wir mussen also 
die Stabilitatskriterien so be
riicksichtigen, daB sie fur alle 
moglichen GroBen der Storung 
x erfullt sind. Der groBte Wert, 
den x annehmen kann, ist 
offenbar: 

(24a) 

-----tL1{} ------------ ---- 1 
19t 

Fig. 337. Verlauf der Horizontalwinkel. 

wenn wir namlich das Fernrohr und damit den Panzerturm aus 
einer Endlage in die andere iiberfuhren sollen. Dann wird: 

(24 b) 
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oder mit <X <xo 1 : 

(24c) 

Dieser Ansatz liefert, da A nicht komplex werden darf, die weitere 
Bedingung: 
(26) ev > b k2 n N , 

womit zugleich der Inhalt der geschweiften Klammer positiv wird, 
was notig ist, damit A nicht negativ wird. 

SchlieBlich kann man noch die Bemerkung machen, daB der 
Ansatz (25) bei verschwindendem b (nicht vorhandener Dampfung) 
nach zweimaliger Differentiation des Nenners und Zahlers liefert: 

3W1 klk~n3N3 
(27) W + --2- = -4r.Tv-' 

was darauf hinweist, daB in diesem FaIle die notwendige Damp
fung durch den Energieverlust in den Widerstanden ersetzt wird 216). 

§ 116. Schallsendcr und Schallempfiinger. 

1. Schallsender dienen zur Dbertragung von Schallenergie auf 
einen Zwischenstoff (Luft oder Wasser) zur Fortpflanzung in 
diesem zu einem Schallempfanger. Ein sehr bekannter und ein
facher Schallsender ist das Telephon; der zugehOrige Schallemp
£anger ist das menschliche Ohr 217). 

·6 

I 
, 

:;:;;; 

F ~ 
~ 

M 

'::::'il .[ 

'2Zl 

;;W/''L0/// 

Der schwingende Teil des Telephons 
ist die Membran M (Fig. 338), in-der 
Mitte verstarkt durch einen Anker A. 
Diesen Teil kann man ersetzt denken 
durch eine Masse m, die auch noch einen 
bestimmten von der mitschwingenden 

Fig. 338. Telephon. Masse des Zwischenstoffes herriihrenden 
Zuschlag enthalte. Den Ausschlag der 

Membranmitte aus ihrer Ruhelage bezeichnen wir mit x. Der Schwin
gungsbewegung setzen sich der Dampfungswiderstand 2 m b x und 
die Federkra£t der Membran <x2 x entgegen; die von auBen an der 
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Membran angreifende Kraft riihrt von dem Feldelektromagneten If' 
her und sei K. Dann wird die mechanische Schwingungsgleichung: 

(1) mx+2~mx+a2x=K. 

Sei die Induktion im Eisen des Feldmagneten = B, der Eisen
querschnitt Q, dann ist 

(2) 

Andererseits ist die Induktion mit dem gesamten KraftfluB N, 
dem Strom J, der Windungszahl $ und den Kraftlinienwegen l' 
in Luft und 1" im Eisen der Permeabilitat ft verkniipft durch: 

(3) 
N 4n$J 

B = Q = l' + W': ft) . 

Durch Einfiihrung des aquivalenten Luftweges 

1 = l' + (1": ft) 
findet sich 

(4) B=4n$(Jo +i) 
1- (a + x) 

wo a die unveranderliche, durch den Gleichstrom J o hervorgerufene 
Anfangsablenkung der Membran bedeutet. 

Nunmehr kann die Kraft K berechnet werden. Unter der 
Voraussetzung, daB die Auslenkung x klein gegen 8 = 1 - a und 
der Wechselstrom i klein gegen J o sei, findet sich so die S.chwin
gungsgleichung: 

(5) mx+2~mx+IX2x=4n$2Q ;! (~o + :). 
Hier kann man das Glied mit x von rechts mit IX2 x links ver

einigen. Durch die Gleichstrommagnetisierung Jo wird also die 
ungedampfte Eigenfrequenz der Membran erniedrigt. Wir 
schreiben, indem wir noch die Selbstinduktion des Feldmagneten 

L = 4 n $2 Q . f h em ii ren: 
8 

9 LJf, 
IX- - _._- = y2 m 

82 

und finden als Schwingungsgleichung 
.. 2 ~ . 2 LJo . (6) mx + mux + my x = --~. 

8 

Hort, Schwingungslehre. 2. AnD. 40 
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Zu dieser elektromechanischen Gleichung des Telephons kommt 
noch. die elektromagnetische hinzu durch Ansetzung des Gleich· 
gewichts der elektromotorischen Krafte in der Feldwicklung. 1st 
E die an die Wicklung gelegte Wechselspannung, so gilt 

(7) " dN R' l' ; dt + % ~~ ~. 

Hier bedeutet R den die Kupfer- und Eisenverluste umfassen
den Verlustwiderstand des Apparates. Man wertet mit Ansatz (3) 

und (4) das Glied ~ dd~ aus und findet 

(8) 
di . LJo · E 

L(jt + R ~ + -8-- x = 

als elektromagnetische Schwingungsgleichung. 
1st die Spannung E sinusfOrmig von der Kreisfrequenz w und 

fassen wir sie nach § 43 vektoriell auf 

E = @ = a sinw t, 
so kann man auch x = I und i = ~ vektoriell auffassen. Zu
nachst findet sich nach den Regeln in § 43 fur (6) und (8) 

(9) 

(10) 

- mw2 I + 2mIJjwI + m1'2I = ~!.Qf5; 
8 

Ljw~ + R~ -I-- LJojwI = 0;. 
8 

Entfernt man aus (9) und (10) den Vektor I, so findet sich ffir 
das Verhaltnis der Vektoren f5 nnd (ii; 

(11) {R+~IJ~:~2J~:82m)}+ 'w{L + (1'2 - w2)J~?.Jt;~82m1.=G::C'!. 
(V2_W2)2+4t52W2 J (1'2_ W2)2+4t52w2J <\S 

Das Telephon verhiilt sich also wie ein Wechselstromkreis mit 
dem Scheinwiderstand 

(12) .8 = R + R' + j w (L + L') . 

Die neue WiderstandsgroBe R' erreicht bei Resonanz l' = OJ 

ihr Maximum, wahrend L' bei Resonanz verschwindet. 
Nun ist die yom Sender aufgenommene Leistung 

(13) A = 12 (R + R') . 
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wenn 1 der Effektivwert des Wechselstromes S ist. Hier ist 12 R 
der elektromagnetische Verlust, 12 R' ,die mechanisch-akustische, 
d. h. die von der Membran an das Zwischenmitte1 abgegebene 
Leistung; demnach ware 

(14) 
R' 

l}=R+R' 

der Wirkungsgrad des Senders. 1m Resonanzfalle wird: 

R:Uax = R' = L2 J~: 2 8 2 m !5 

und daraus: 

(15) k:R' = 1 + [(v 2 - w 2)2: 4 !52 W 2] • 

Durch EinfUhrung des Dekrements b = 2 n!5 (bei kleiner 
v 

Dampfung) findet sich: 

(16) ii: R' = 1 + (V2 -:ww2r (~r 
und in Resonanznahe mit der Verstimmung z = 1-'- ..?:.... : 

w 

(17) 

Andererseits berechnet sich aus dem Wirkungsgrad (14) 

R':R='f}:(I-'f}) 

und im Resonanzfalle 

(18) k: R = L 2 .Po: 282 m!5 R = 1]: (1- 1]) . 

Da hier L, Jo' 8, R Konstante sind, so ist auch 

(19) 

eine Apparatkonstante, unabhangig von der Natur des Zwischen
stoffes, in we1chem man den Sender arbeiten 1aBt. Durch Einfiih
rung des Dekrements b wird aus (19): 

L2 J3: 82 R = m v b tj: n (1 - 1]) 

oder 

(20) 1]b:v(I-1]) =nL2Jg:s2Rmv2=O. 
40* 
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Hieraus ermittelt sich der Wirkungsgrad 

(21) 'i) = 1: (1 + b : y C) . 

Zur Untersuehung eines Telephons auf seine Leistungseigen
sehaften HWt man einen Weehselstrom dureh seine Wiekelung 
gehen, des sen Frequenz man bei festgehaltener Effektivstrom
starke verandert. Eine solehe M:eBreihe wird einmal bei fest
gebremster M:embran, ein anderes Mal.bei sehwingender Membran 
genommen, wodureh man R und R + R' in Abhangigkeit von 
der Erregungsfrequenz erhalt. Zwei solehe Reihen gibt Fig. 339 
naeh Messungen von H. Carsten 218). R' +R zeigteinausgesproehe-

R 

800 
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'100 

zoo 

-- ......... 

3000 

Pi" 
/; "\ \ 

// \ ~ XV?" 
--

--J R' \ 
,/ ~ f-' 

V - 1 l\a 

--l;::::-I--' / \ \ \ 
./ f- Re \ "\ 

:>: -
./ V R '--V .......... 

i.--"'" 
I---- Rg 

+----- I---- - - i---I I 

I i 
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Fig, 339. _ Resonanzkurven eines Telephons. 
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nes Maximum bei w = 3800, R ist allerdings nieht konstant, 
sondern wegen der Eisenverluste Re erheblieh mit der Erregungs
frequenz veranderlieh. Der beste Wirkungsgrad des Telephons liegt 

demnaeh in der Nahe von w = 3860, 1} = !~ = 0,42, also nieht 

mit dem H6ehstwert des Gesamtwiderstandes zusammenfallend. 
Parallel mit den Widerstandsmessungen geht die Messung der 

Selbstinduktionen Lund L'. Sie bestimmen die Phasennaeheilung CPl 
des Stromes 0 hinter der Spannung ~ gemaB 

(22) 
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welcher Ausdruck im Resonanzfalle ubergeht in 

(23) 
_ yL 

tgCPl = R+ R'· 

1st aber die Membran festgebJemst, so wird die Nacheilung: 

(24) 
_ yL 

tg CPo = -=- . 
R 

Hahnemann und Hecht219) nennen dasKomplementvon CPo: 

(25) 1l _ _ (' _ R) 2" - CPo = 1jJ; • •• tg 1jJ = yL 

den Verlustwinkel. Aus (23) und (24) sowie (18) ergibt sich noch 

tg ~~ _ ~ _ 1- rj 
tgipo - R+ Ii' - . 

Es gelingt also, durch die Messung den Wirkungsgrad rj und 

den Verlustwinkel tg;;p = ~ fUr die Resonanz zu bestimmen. Mit 
yL 

Hilfe von (16) zeichnet man dann die Kurve des Dekrements 
b = f (w) und entnimmt ihr den Wert-); fUr den maximalen Nutz
widerstand. Dann berechnet man nach (20) 

(26) L 9 JO 9 rj (b ) -- u:8-m=1~rj -; Ry=p. 

Jetzt verandert man die Membranmasse m durch Anbringung 
einer Zusatzmasse Mo in der Mitte (ein kleines Metallplattchen), 

bestimmt von neuem die GroBen 170' ))0' Yo und schreibt 

2 2. 2 _ ~_ bo -- 1-) 
L Jo.8 (m+Mo)-1 - (- Ryo=Po. 

- 1'}0 \ 1l 

Dann wird 

Mo P - Po. 
-=---, 

Mop 
m=---

m Po P -Po 
und 
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Urn nun die Membranamplitude I zu ermitteln, schreiben wir 
die Leistung an der Mem bran 

A = eff. Kraft X eff. Geschwindigkeit X Leistungsfaktor. 

Die effektive Kraft ist 

(27) K = 1 (L Jo: 8) = 1 a . 

Die effektive Geschwindigkeit ist 0) X, wo X der zum Weg
vektor I geh6rige Effektivweg ist. 

Der Leistungsfaktor aber ist = cos [0, j I] 

[ 

'(\1 

= cos 0,-~ ___ 1.iJ ___ ._--] = cos [0, 0 {2 0) (5 + j ('1'2 - 0)2)}] 
'1'2 - 0)2 + 210) J 

= 2 w (): -V(~2= W:ij2+ 4 ~2b2 . 

Also wird 

(28) A = K X 0) cos [0, j I] 

= 1 X 00)22 J: r(~,2 - (1)2)2 + 4 w 2 r5 2 = 1/12 (R + R') 

und die effektive Membranamplitude 

r; 1 (R + R/) 1('1'2 - ( 2)2+4w2bi 
X = ~ -~.---.--~.~-~~. ~-~~----~- ~ 

2 bw2 a 
(29) 

aus der sich die wirkliche Amplitude X berechnet 

X = X Y2. 
Hiernach ist die in der Fig. 339 gezeichnete Kurve a gewonnen. 

Den behandelten Schallgeber kann man auch als Empfanger 
ausnutzen, indem man ihn. in ein schwingendes Medium bringt. 
Dann ist in Gleichung (6) rechts die erregende Kraft K, die yom 
schwingenden Medium herruhrt, hinzuzufUgen, wahrend in G1. (7) 
statt Lund R die Summen L + lund R + w zu schreiben sind, wo 
lund w die Selbstinduktion bzw. den Nutzwiderstand des die 
Wicklung W schlieBenden Horers bedeuten, wahrend naturlich 
die Spannung E fortzulassen ist. 

2. Das gewohnliche Telephon hat eine auBerst geringe Schall
leiHtung. Man kann sie fUr das nach Fig. 339 untersuchte Tele
phon an der Membranberechnen. 

Nach (26) findet man mit 1] = 0,42, b = 0,062 [vg1. die Auf
zeichnung von b nach (16) als Funktion f (w)], R = 380 Ohm 
(Fig. 339), 'I' = 3860 und der Membranmasse m = 1 g die GroBe 
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(J = 458 . 103• Aus (29) ergibt sich (fiir v = w) die Stromstarke 
1 = X W (J : rj (if: + R') mit X y2-= 2 . 10- 3 em und R + H' 
= 800 Q (Fig. 339) zu 1 = 745 . 10- 8 cgs und damit aus (28) die 
Leistung A = 1) 12 (R + R') = 18,7 cgs = 187 'lO-G Watt. 

Wesentlich starkere Schallsender benutzt die Unterwasser
signaltechnik 220). Eine derartige Einrichtung zeigt Fig. 340 in etwa 
1/6 der natiirlichen GroBe. Hier ist M die Membran, an der 
400 Watt geleistet werden. 
Fist wieder die Feldwicklung, 
deren Anker A durch Ver
mittlung des elastischen 
Rohrstabsystems R S am 
Tisch T und somit an der 
Membran angreift; der Tisch 
T tragt zugleich fest ver
bunden die Feldwicklung. 
Das Ganze ist mit einer 
Haube G abgedeckt, die im 
Raume festliegend zu den
ken ist. 

Die Vorrichtung besteht 
also aus zwei schwingenden 
Massen ml und m2 , die mit
einander und mit dem Ge-
hause elastisch verbunden sind. 
der l\fittellage seien Xl und x2 ; 

gleichungen des Systems unter 
gefiihrten Bezeichnungen: 

Fig. 340. Unterwasserschallsender nach 
Hahnemann- H ech t. 

Die Auslenkungen beider aus 
dann lauten die Differential
Anlehnung an die oben ein-

(32) L.~_ (:i;[ --,- x.,) + L dd i + Hi = E 
s - t 

wo rn!,r~ (Xl - x 2) = m21~ (Xl - x 2) die elastische Zusammendriik
kung des Rohrstabsystems (Xl> X 2) bedeutet. Die Untersuchung 
dieser Gleichungen gestaltet sich ganz entsprechend wie oben bei 
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(6) und (8); wir beschranken uns hier auf die Erorterung der Wir
kung der beiden l\fassen ml und m2 • Durch Addition von (30) und 
(31) findet sich 
(33) m l Xl + 2151 m l Xl + ml 'JI~ Xl + m2 X2 = O. 

1st nun wieder E sinusperiodisch mit der Frequenz w, so gilt 
dies auch von Xl und X2 , die wir wieder vektoriell II und I2 schreiben. 
Aus (33) wird dann 

- m l w 2 II + 2 151 m l j w II + m l 'JI~ II - m2 w2 I2 = 0 
oder mit den Absolutwerten Xl und X 2 

X _'m2 W 2 X 2 
(34) 1 --

ml Y('JIi - w2)2 + 4w2b~ 
Man hat es also durch Wahl des Massenverhaltnisses m2 in der 

ml 

Hand, die Amplitude Xl so klein wie moglich zu machen. Klein 
muB aber Xl werden mit Rucksicht auf die Schwingungseigenschaf
ten des Wassers. In einem schwingenden Medium ist die Schall
leistung (Schallintensitat) auf die Flacheneinheit einer ebenen 
Schallwelle [Gl.(15a) S. 564] 

(35) J = eo c (2.nnA)2 
2 

oder mit 2.n n A = V (Geschwindigkeitsamplitude eines Wellen
teilchens) 

(36) 

Andererseits ist aber nach § 106 

J=~~(~E)2 
2 K2 P2 

oder mit c2 = K Po : eo 

(37) 

Aus 

LJp2 J=-. 
2 eo c 

(36) und (37) findet sic~: 

(38) J = ~ V· LI p und LI p = eo c V 

und mit (35) ~~ = 2.n n c ('0 = h. Diesen letzteren Ausdruck 

nennen Hahnemann und Hecht die Schallharte 221). Sie betragt 
fur Wasser: hWasser = 2.n n ·1435 .102 cgs 
fur Luft: hLuft = 2 .n n . 330 . 103 .0,0012 cgs. 
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1st nun eine Sehallintensitat J bei der Sehwingungszahl n auf 
ein Medium der Harte h zu fibertragen, so muB dort die Sehwin
gungsamplitude A 

A = V2 J eo c = J_ Y· J _ em 
h nn 2eoc 

erzeugt werden. 
1st bei dem Sehallsender Ii'ig.340 der Membrandurehmesser 

D = 30 em und sollen 400 Watt im ganzen auf das Wasser fiber
tragen werden, so ist zu wahlen: 

400 
J = ~- = 0 57 Wattfem2 = 057.107 [gs-S] 

nD2: 4 ' , 

und damit (ffir n = 1000) A = 0,0064 em. 
Die Amplituden der Membran miissen also sehr klein genommen 

werden. Die Druekamplituden werden aber 

LI p = h A = 2 n n· 1435 . 102 • A DynJem2 = 5,75 kgJem2 , 

nD2 
also fUr die ganze Membran bereehnet = ~. 5,75 = 4000 kg. 

Eine derartige betrachtliehe Kraftwirkung wiirde aber naeh Gl. (2) 

auf eine Induktion B = 12000 e -1 gt s -1 ffihren, wenn der Quer
sehnitt des Feldmagneten gleich der Membranflaehe gemacht werden 
konnte, was aus bauliehenGriinden offensiehtlieh unausfiihrbarware. 
Andererseits wiirde aber eine Induktion von 12000 Eisenverluste 
(Hysteresis und Wirbelstrome) im Gefolge haben, die ein Vielfaehes 
der Nutzleistung von 400 Watt betragen wiirden. Deshalb ist im 
Sehallsender eine Umformung der Schwingungsweite vorgesehen 
dureh Anordnung des Stabrohrsystems und der Masse m2• Letztere 
ist viel kleiner als m1 gewahlt; sie macht also viel groBere Schwin
gungen [Gl. (34)] bei viel kleinerer Kraftwirkung, wodureh man in 
die Lage kommt, die Eisenverluste im Feldmagneten klein 
zu halten. 

3. Als Sehallsender kann man auch dieStimmgabeln betrachten, 
die zu den Staben (§ 90) gehoren. Sie haben daher ebenso wie diese 
eine ganze Reihe von Tonen, deren Grundton man im allgemeinen 
vor den Obertonen durch einen Resonanzkasten (Fig. 341) ver
starkt. 
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Obertonfreie Schwinger erhlHt man durch Trennung der schwin
genden Masse von der Elastizitat, die ja in den Staben und Stimm
gabeln gleichma13ig langs der Stabachse verteilt ist. Zwei der

Fig. 341. Fig. 342. 
Stirnmgabel mit Tonpilz nach Hahne-

R€sonator. III ann - H e ch t. 

artige Bauweisen zeigen die Fig. 
342 und 343. 

Bei dem Tonpilz von Hahne
mann und Hecht 222) sind zwei 
walzenfOrmige Massen m1 und m2 

durch eine stabformige Richtkraft 
C verbunden; bei dem Reintoner 
vonH.Gerdien undH. Riegger 223 ) 

sind die Massen ringformig (m1 ) 

Fig. 343. 
Reintiiner nach Gerdi e n-Ricgger. 

bzw. zylindrisch (m2); die Richtkraft wird hier von zwei dunnen 
Stahlplatten ausgeubt, die mit den Massen aus einem Stuck ge
dreht sind. Die Frequenz v dieser Schwinger berechnet sich nach: 

1'2 = C ( ~ + --~-) . 
ml m2 

XV. Theorie der Koppelschwingungen. 

§ 117. Freie ungedampfte Koppelschwingungen. 
Der allgemeine Ansatz fur Schwingungen zweier gekoppelter 

Teilsysteme schreibt sich nach der Bezeichnungsweise von 
M. Wien 224) wie folgt: 

(1) { Xl + 2 .-51 Xl + vi Xl + !?l X2 + 2 (\ 0 1 X2 + vi {} 1 x~ = 0; 

Xj + 2 (\ ;r;2 + v~ Xj + !?2 x1"+ 2 <52 O2 Xl + v~ 19 j Xl = 0; 
wo !!1 01 {}l !?2 02 {}2 die Koppelungsbeiwerte sind. 

1. Lassen wir in (1) mit <51 = .-52 = 0 die Dampfung, mit 
!?l == 122 = 0 die Tragheitskoppelung, mit 01 = 02 = 0 die Rei-
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bungskoppelung verschwinden, so erhalten wir die ungedampften 
Eigenschwingungen des Systems mit Kraftkoppelung: 

(2) {
Xl + V~ Xl + V~ 01 X2 = 0 ; 

X2 + v; X2 + V~ O2 Xl = 0 . 

Hier lassen Xl und X2 Losungen der Form A el. tzu, durch deren 
Einsatz sich fUr A die Gleichung vierten Grades findet: 

I A2 + v2 v2 {} I 
I 1 11 =0 
V~02 A2 + V~ 

mit dem Losungsergebnis: 

(3) A2 = -1- (v~ + V~ ± i(v~ - v~)2 + 4 v~ v~ °1#2) . 

Der Klammerinhalt ist stets positiv, sofem 01 {}2 < 1 gilt; 
er werde fUr das negative Zeichen mit 2 n!, fUr das positive mit 
2 n~ bezeichnet. Demnach gibt es fUr ;. die beiden Losungspaare 
± ina und ± i nb . Setzt man voraus, daB v2 groBer als VI ist, 
und (V; - V~)2 groB gegen 4 V~ 1': 01 {}2' so lassen sich angenahert 
n; und n~ wie folgt darstellen [durch Ausziehen der Quadrat
wurzel in (3)]: 

(3a) 2 2 ViV~{}I02. 
na = VI - --2--2", 

V 2 - V 1 

Sowohl fUr Xl wie X 2 erhalt man so statt des Exponentialansatzes 
e). t eine aus zwei Schwingungen bestehende periodische Losung: 

(4) {Xl = Al sin (nat + IX) + BI sin (nb t + fJ) ; 
X2 = A2 sin (nat + IX) + B2 sin (nb t + fJ) • 

Jedes Teilsystem schwingt also nach der Koppelung mit zwei 
Eigenfrequenzen na und nb, die gegenuber den ungekoppelten 
l!requenzen VI und V 2 auseinandergeruckt sind. 

Wie man sich leicht durchEinsetzen in (2) uberzeugt, muB gelten : 

Es bleiben also nur die vier willkUrlichen Integrationskonstan
ten AI' B1, IX, fJ ubrig, die durch die Anfangsbedingungen zu be
stimmen sind. Setzen wir als solche z. B. fur t = 0 fest: 

(6) 
Xl = 0; 

x2 = O. 
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Eine leichte Zwischenrechnung liefert: 

(7) 
n 

x = {J=-
2 

und damit: 

{ x, ~ -., ~ " [.,,in (n •• + ;l +'. ffin (n •• + ill, 
(8) . 

x2 = - ~ ~ ~2 [sin ( na t + ;) - sin ( nb t + ;)]. 
Danach ergeben sich sowohl Xl wie X 2 als Schwebungen (nach 

§ 34) mit der Schwebungsdauer T. = 2 n ; die Amplituden 
nb - na 

von Xl schwanken zwischen ± p und ± p "1 =: "2 , diejenigen von 
"1 , "2 

x2 zwischen Null und ± 2 p "~2 mit entsprechendem 
"1 "2 

Pendeln der Energie zwischen den Systemen (Fig. 344). Die 
Starke der Schwingung im System X2 ist abhangig von 

(9) 
v! v~ {}2 {}2 

~--=. ~~~ 

(v~ - v~)(v~ {}1 + v~ 1't2 ) 

Fig. 844. Ungedllmpfte Koppelschwingungen. 

und urn so betracht
licher, je starker 
die Koppelung {}l 

{}2 gewahlt wird 
und je mehr die 
ungekoppelten Sy
sterne gleichge
stimmt (v: - v~ so 
klein, als nicht
gegen die Voraus) 
setzlmgen von (3a) 
verstoBen wird) 
sind. 

Zur Untersu-
chung der Gleichstimmung der beiden Teilsysteme (v~ = v~ = v2 ) 

kniipfen wir an an (3) und finden: 

(10) n! = v2 (1 - M{}---;); nb = v~ (1 + V1Jl{}2)' 
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Statt der einen gemeinsamen Eigenfrequenz 'I' erscheinen jetzt, 

falls {} = Y{}l {}2 klein 1st gegen 1, zwei Frequenzen na = 'I' (1 - ~) 
und nb = l' (1 +~) um gleiche Betrage oberhalb und unterhalb 

von '1'. Daraus ergibt sich der Koppelungsfaktor: 

Die Schwingungen selbst finden sich nun, da "1 = "2 =V!: 2 wird: 
I 

(11) {

Xl = : [ sin ( na t +i) + sin ( nb t + i)]; 
X2 = - t -V !~ [sin ( na t + ;) - sin ( nb t + ;)] . 

Die Schwebungen beider Teilsysteme verlaufen zwischen ° und 
± p; die Schwingungsenergie geht zeitweilig vollig aus dem System 
Xl in X 2 fiber. Die Dauer der Schwebungen wird nach § 34 

(13) 
2n 2n 

T =~-----
8 nb - na - 'I' {} • 

Die Schwebungsdauer wird um so kurzer, je starker die Koppe
lung ist. 

Man kann auch noch die Zahl N der auf eine Schwebung im 

Mittel entfallenden Schwingungen, deren Dauer T = 2'1'n ist, be

rechnen durch 

(14) 

{} kann also hochstens = 1 werden. 
2. Lassen wir jetzt aus (1) mit bl = b2 = 0, {}1 = {}2 = 0, 

01 = 02 = ° das System mit Tragheits- oder Beschleuni
gungskoppelung: 

(15) Xl + 'I'i Xl + Ih X2 = 0; X2 + 'I'~ X 2 + '1'2 Xl = 0, 

hervorgehen, so erhalten wir wiederum die Eigenfrequenzen: 

na ., > = ~A 
nb 
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mit 

(16) °2 _ 1 _ ( 2 + 2 _I. 1/(-2--2)2 4 2 2 ) ), - 2 (1 _ ----)- Y , Y 2 ..I.. Y ))2 - 1', + Yj Y 2 (h (!2 
(!l (!2 

und bei entsprechender Vorzeichenanordnung; hiernach lassen 
sich die periodischen Losungen (4), (8), (11) leicht in analoger 
Weise wie zu 1. aufstellen. 

Die Frequenzen na und nb aber nehmen in dem Grenzfalle, daB 
(Y~ - yi)2 groB gegen ist gegen 4))i J'~ (!1 (!2' die Betrage an: 

Es laBt sich leicht beweisen, daB auch hier durch die Koppelung 
die Frequenzen der ungekoppelten Systeme stets auseinander 
geruckt werden. 

1m Falle der Gleichstimmung yi = Y; = y2 findet sich: 

(18) 

Fig. 345. 

y2 
n~ = ----==-= 

1 - Vel e2 . 
3. 1st sowohl Kraft- WIe 

Tragheitskoppelung vorhan
den, so kombinieren sich die 
bisherigen Ansatze fiir die 

L2 Frequenzen na und nb und 
zwar ist die Wirkung der 
beiden Koppelungsarten die, 
daB sie, wenn beide {} und 
beide (! gleiche V orzeichen 
haben, einander bezuglich der 
Beeinflussung der Frequenzen 

Gekopp31te elektrische Schwingungskreise. 
entgegen arbeiten. Man er-
kennt dies aus den Ansiitzen 

fi'tr na und nb im Falle gleichgestimmter Einzelfrequenzen: 

(H)) 
l' (1 + f1j; It2 

nb = -- ------~- . 

1 + Yel (!2 

Fiir gleiche Koppelungsstarken {}1 {}2 = (!d?2 stimmen dann die 
Koppelungsfrequenzen mit der gemeinsamen Teilsystemfrequenz 
uberein. Andererseits ergibt sich bei Verschiedenheit der Teil-
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systemfrequcnzen fUr fJ1 = e1 und{}2 = f?2' daB die Koppelungen 
einander gerade aufheben und somit na = 111 und nb = 112 wird; 
ein Energieaustamch zwischen den Teilsystemen findet dann 
nicht statt. 

Bei elektrischen Schwingungen ist die Beschleunigungs- (in
duktive oder magnetische) Koppelung stets positiv, die Kraft
(kapazitive) Koppelung stets negativ, wie sich aus den fur Fig. 345 
gultigen Schwingungsansat~en ergibt: 

odeI': 

(21 ) 

( L') .. M·· . (1 1 ) i2 Ll + 1 Zl + 12~2 +Zl O+C-- -C-- =0; 
1 12 12 

( 1 1 ) i 
(L2 + L~) t2 + M12 tl + i2 C-- + C- - - C-~ = O. 

- 2 12 12 

Daher nehmen fur elektrische Schwingungskreise bei Gleich
stimmung der Teilsysteme die Ansatze die Gestalt an: 

(22) o 2 I + fJ n-;, = JI ---- - • 

I-e' 

d. h. die induktive und kapazitive Koppelung wirken im gleichen 
Sinne verschiebend auf die Teilsystemfrequenzen. 

§ 118. Freie gedampfteKoppelschwingungen. 

l. Behalten wir nunmehr zur Untersuchung gedampfter 
Koppelungseigenschwingungen die Dampfungen b1 und b2 in 
Ansatz (1), § 117, bei (unter Fortlassung del' Tragheitskoppelglieder 
wie oben), so ergeben sich die Eigenfrequenzen ni = 1'i - ()1 

sowie n~ = 11§ - 6~ und es haben die Gleichungen: 

(1) {
Xl + 2 b1 Xl + }'~ Xl + vi {} 1 X 2 = 0; 

X2 + 262 x2 + }'~ x2 + v~ {)2 Xl = 0 
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partikulare Integrale der Form el. t , wo sich die A aus der Gleichung 
vierten Grades 

(2) !
;.2+2bIA+vi V~iJl 1=0 
. '/-'~&2 A2 + 2 b2 A + v~ 

bestimmen. 1m allgemeinen existieren vier Losungen: 

1 1~ } = - ba ± i na ; 

As} ll' A4 = - Ub ± 1, nb ; 

(3) 

also zwei Koppelfrequenzen na und nb derDampfungen ba und bb, 
womit sich ffir Xl und X 2 die allgemeinen Integrale 

(4) {
Xl = At e - oat sin (na t + 1X1 ) + B1 e - °bt sin (nb t + (31); 

X2 = A2 e - bat sin (na t + IX 2) + B2 e - °bt sin (nb t + (32) 

finden. Durch Ansatze entsprechend (5) § 117 vermindert sich die 
Anzahl der willkiirlichen Integrationskonstanten auf 4, deren Be
stimmung mit Hilfe irgendwelcher Anfangsbedingungen ent
sprechend (6) geschieht. 

Hier beschranken wir uns darauf, die beiden Paare iiberein
andergelagerter gedampfter Schwingungen Xl und x2 (4) hin
sichtlich ihrer Frequenzen na und nb und ihrer Dampfungen 
ba und bb zu untersuchen. Es handelt sich also um den Aufbau der 
Losungen (3) der Gleichung vierten Grades (2) aus den Beiwerten 
der Schwingungsansatze (1). Diese ziemlich verwickelte Unter
suchung hat M. Wien 224) durchgefiihrt. Seine Resultate, denen 
wir folgen, gelten nur in der Nahe der Gleichstimmung der Teil
systeme, d. h. unter der Voraussetzung, daB LIn = n 2 - n l klein 
gegen n2 und n l ist. Ferner werden nur kleine Dampfungen (j und 
Koppelungen iJ = fiJI iJ2 betrachtet, derart, daB (js, iJsns,.1 nS gegen 
n3 vernachlassigt werden. 

1m FaIle gleicher Dampfung bl = (j2 = b gestaltet sich das :Er
gebnis sehr einfach. Zunachst sind die Koppeldampfungen eben
falls einander gleich und identisch mit den Teilsystemdampfungen: 
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Die Frequenzen aber ermitteln sich nach 

wo bedeutet 

und wo gilt nz> n1. 1st n2 - n1 = L1 n groB, so wird wieder an
genahert: 

(6) 

Die Erscheinungen verlaufen also bezuglich der Verschiebung 
der Frequenzen ganz entsprechend denen bei ungedampfter Koppe
lung. Insbesondere findet sich hier bei Gleichstimmung der Teil
systeme (nl = nz = n) 

In diesem FaIle ergeben sich gedampft verlaufende Schwebun
gen nach Fig. 346. 

~---- ---Primdrkreis 

-------

Fig. 346. Gedampfte Koppelschwingungcn. 

H 0 r t, Schwingungslehre. 2. Aufi. 41 
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Sind die Teildampfungen (\, b2 ungleich (°2 > °1; 02 - 01 = LI 0), 
die Frequenzen n 1 = n 2 = n aber gleiehgestimmt, so sind drei 
FaIle zu unterscheiden: 

Ll 2 0 
a) -4- < {)2 n 2 (vorherrschende Koppelung), 

b) -~;j:~ = ()2n2; 

;j20 
c) -4-> {J2n 2 (vorherrschende Dampfung). 

Zur Abkiirzung fiihren wir nun eine GroBe n e ein, die im 

1/ ;j2l} 
Falle a) mit V {J2n 2 ---,C' imFalle b) mit Null, imFalle c) mit 

Vi LI~~ _ {J2n 2 gleichzusetzen ist. Dann finden sich: zu a) zwei 

Koppelschwingungen gleicher Dampfung oa = Ob = ~ ~-~, aber 

verschiedener Frequenz: 

(7) 

zu b) zweiKoppelschwingungen gleicher Dampfung oa = Ob = ~!{ °2 
und gleicher Frequenz: 

na = nb = n vi 1 _ 1:2 ; 

zu c) zwei Koppelschwingungen gleicher Frequenz: 

(8) 

ab€r verschiedener Damp£ungen: 

(9) 

oder angenahert: 

(10) 
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Die Dampfungen der Teilsysteme werden also durch die Koppe
lung einander genahert. 1st die Koppelung vorherrschend (82 < 0), 
so treten zwei Koppelfrequenzen auf und die Schwingungen ver
laufen als Schwebungen; bei loser Koppelung (82 > 0) gibt es nur 
eine Koppelfrequenz. 1st in diesem Fane das Primarsystem Xl auBerst 

____ primor versfiirkfe Diimpfung 
-----------------

Fig. 347. Lose Koppelung, schwache primare Dampfung. 

Fig. 348. Lose Koppelung, starke primare Dlimpfung. 

schwach gedampft (~l = 0), SO erhalt gleichwohl die entsprechende 
Koppelschwingung a eine, wenn auch schwache, Dampfung, wah
rend die Dampfung derKoppelschwingung b ungefahr derDampfung 
des Systems X2 entspricht; daher werden die Schwingungen der 
Frequenz na stark gedampft, und es bleibt nur die schwach ge
dampfte Frequenz ~ ubrig. In der Fig. 347 ist dargestelIt, wie in 
diesem Fane die Koppelschwingungen verlaufen, wahrend Fig. 348 

41* 
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den entgegengesetzten Fall starker primarer bei schwacher se
kundarer Dampfung darstellt. Kommt es darauf an, die Energie 
auf das Sekundarsystem zu ubertragen, so ist offenbar der Vorgang 
nach Fig. 347 der giinstigere. 

M. Wien hat in seiner Untersuchung auch den Fall verschiede
ner Frequenz der Teilsysteme (n1 ~ n2) behandelt. Es wfude zu 
weit fiihren, diese Ergebnisse hier noch hinzuzufugen angesichts 
des Umstandes, daB in der Praxis meist mit Gleichstimmigkeit der 
Teilsysteme gearbeitet wird (n1 - ns = n). 

Dagegen wollen wir noch kurz die Ermittlungen einer Arbeit 
von P. Drude 225) uber die Frequenzen und Dampfungen gleichge
stimmter (~ = n2 = n) kapazitiv gekoppelter Systeme mitteilen. 
Hier handelt e8 sich also um die Ansatze 

(11) { 
~l + 2 <51 ~1 + v~ Xl + e1 ~2 = 0; 
X2 + 2 <52 X2 + V2 X 2 + e2 Xl = 0 

mit dem Koppelungskoeffizienten (12 = (11 (12' Wir fiihren die 
HilfsgroBe p2 n2 = (12 n2 - LI d2 ein, die im allgemeinen, wenn die 
Dampfungen nicht zu stark sind, sich von (12 n2 nicht sehr unter
scheiden kann. Dann finden sich die Koppelfrequenzen 

(12) 

und die Dampfungell: 

(13) <5 _ <51 + <5!. na . 
a- 2 n' 

<5b = <51 + <52 nb • 

2 n 

:Ffir vorherrschende Dampfung gelten die gegebenenAnsatze 
nicht. "Oberhaupt ist mit den zitierten Veroffentlichungen von 
M. Wien undP. Drudedie Erorterungder Frequenzen undDamp
fungen der Koppelschwingungen keineswegs abgeschlossen. Viel
mehr greift neuerdings deren erweiterte Untersuchung ffir beliebig 
verschiedene Teilsystemfrequenzen und aIle Koppelungsgrade Platz 
im Zusammenhang mit der Theorie der Zwischenkreisrohrensender, 
insbesondere mit einer bei deren Betrieb auftretenden Art von 
Instabilitatserscheinung, dem sogenannten "Ziehen". Die hier 
vorliegenden Ansatze sind im Literaturverzeichnis angefUhrt 226). 
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§ 119. Die einwellige Resonanzkurve 227). 

1. Die Amplitude Xo einer erzwungenen gedampften Schwin
gung x + 2 15 x + y2 X = A sin co t hangt von 15, y, A, co wie folgt 

1 
ab: Ixl = Xo = A [{v2 - C0 2)2 + 4152 co2J-z, und nimmt mit von 
Obis 00 wachsender Erregungsfrequenz co bei konstant gehaltenem 

A von A fiber ein Maximum bis 0 abo Das Amplitudenmaximum 
y 

tritt ein ffir COr = y2 - 2 152 = n2 - 152 , WO n die Eigenfrequenz 
des gedampften Systems bedeutet. COr heiBt die Resonanzfrequenz, 

und das Amplitudenmaximum hat den Wert xomax = A2 . 
215n 

Die bei dem Schwingungsvorgang in einer Periode umgesetzte 
Energie (die Schwingungsintensit~t) hat den Wert: 

Ixl2 {x CO)2 
(1) J = 2 2 -- = 2-°2 -- = A 2 co 2 [(y2 - co2)2+4152 co2]-1. 

Deren Maximum 

(2) 
A2 

J max =4b2 (Erregungsamplitude konstant) 

liegt bei COr = y, wenn die Erregeramplitude A wiederum kon
stant gehalten wird. 

Halt man aber die Energie der erregenden Schwingung A sin co t, 
namlich E = A2 co 2 konstant, so tritt das Maximum der erzwunge
nen Schwingungsenergie ein bei COr = n2 - 152 , und es hat den Wert 

A2 co2 E . 
(3) J max = 415 2 n2 = 4152n2-(Erregungsenergle konstant) 

Mit abnehmender Dampfung 15 erhalt man immer hohere Re
sonanzmaxima (sowohl der Amplituden wie der Intensitaten); die 
Scharfe der Resonanz nimmt mit abnehmender Dampfung zu, in
.dem die Breite der Resonanzkurve abnimmt; die Resonanzkurven 
erhalt man, indem man xo' J oder J : J max als Funktion von co 
oder auch co : y graphisch auftragt. 

Bildet man z. B. aus den Ansatzen (I) und (2) den Quotienten: 

J 1 
(4) --~ = ---::--c-------,-c, 

Jrnax 1 _I- ~~(~ _ CO)2 
4 ()2 co Y 
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so ergibt sich durch graphische Auftragung das Bild 349. Fragt 

-man nun nach denjenigen Werten von ~ = ~, ffir die J: Jrnax = t 
'II 

wird, so ist die Gleichung zu losen: 

(~_ !)2 =!~ 
~ '112 

mit dem angenaherten Ergebnis 
(ffir () < 'II gwtig) 

Damit wird aber die Breite 

~= t' der Resonanzkurve 

Fig. 349. Resonanzbreite llnd Dirnpfnng. ~ _ ~ = 2 () 1 / 1 + {)2 , 
2 1 l' V '112 

also mit abnehmender Dampfung abnehmend. 
Aus der Gestalt der Resonanzkurve in der Umgebung der 

-Resonanzstelle kann man die Dampfung ermitteln. 
Man geht aus von dem Quotienten Jrnax : J aus (3) und (1): 

(5) 
('112 - W 2 )2 + 4 {)2W 2 

Jrnax : J = 4 {)2('II2 _ ()2) 

Durch Einfiihrung der Eigenfrequenz n2='112_{)2, des logarith-

mischen Dekrementes b = 2;n; () und der Resonanzbezeichnung 
n 

findet sich aus (5) 
• _;n;2 f w~ w 2 \ 2 

(6) Jrnax· J - b"2\"n2 -1t2"f + 1. 

Daraus ermittelt sich abel' das logarithmischeDekrement 

(7) b=±;n; r ____ , WS 
- Wll}/ J 
n 2 Jrnax - J 

wo das Vorzeichen stets so zu wahlen ist, daB b positiv wird. Be
stimmt man nun auf der vorliegenden Resonanzkurve (Fig. 350) die 
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beiden J = t J max entsprechenden Punkte mit den Abszissen W 2 

und WI' so hat man: 
w~ - w~ 2 2 

b = - Jl-----. b = +Jl OJ, -=- WI 
n 2 ' n 2 

oder 
.) ') 

b = ~'- w; ~ ~J), 
2 n 2 

Nun kann man bei kleinen Damp
fungen angenahert n: = OJ~ setzen; 
auch ist angenahert in der Umge
bung der Resonanz: WI + W 2 = 2 wr . 

Damit wird aber endgultig das 
logarithmische Dekrement 

(8) b =Jl CV:!.- ~...! . 
OJ, 

Eine andere Bestimmung von 
b ergibt sich aus dem Dampfungs-

Fig. 350. 
Bestimmung des Dekrementes. 

faktor e-~t der freien Schwingung. Dieser nimmt nach Ver-

lauf der Zeit t = ~ den Wert ~ an; nach ~- Sekunden ist also die 

Amplitude durch die Dampfung auf 2,h herabgesunken. Anderer

seits ist das logarithmische Dekrement {j definiert durch 

(9) b=2Jl O=TO, 
n 

wo T die gedampfte Schwingungsdauer bedeutet. 
Demnach wird 

1 T 
-=t=-o b 

oder 

(10) 

Demnach ist ~ gleich der Anzahl N von Schwingungen, inner
b 

halb deren die Amplitude auf ~ ihres anfanglichen Wertes herab
e 

sinkt. Die Energie sinkt innerhalb derselben Zeit auf 12 = ~-4 
herab. 
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§ 120. Erzwungene KoppeIschwingungen. 

1. Erregt man ein gekoppeItes System durch eine sinusf6rmige 
Kraft nach dem Ansatz 

(1) { 
~l + 2 (\ ~1 + 1': Xl + 1': {}1 x2 = a sin 0) t, 
X2 + 2 <52 X 2 + 1'2 X2 + 1'2 {}2 Xl = 0, 

so ermittelt man leicht die Schwingungsamplitude in den beiden 
Teilsystemen durch die Vektormethode nach § 43, indem man statt 
der Zeitwerte a sin w t, Xl' X2 die Symbole a, ~l' ~2 einfiihrt. Mit 
den Abkurzungen 

(2) {51 = 1'i - w 2 + 2 <510) j , 
5 = 51 &2 - K4, K4 = 1'~1'~{}11'f2 

findet sich: 

2/l !1 2 {}" a . a 52 
(3) !2 = - 1'2 l/2 ~ = -1'2 2 & ' !l = 5- . 

Auch die Phasenverschiebungswinkellassen sich leicht berech-
nen, z. B. 

cos (62' 6d = cos (- 1'~1'}2 ~~, 61) 
32 

(4) 
1'2 0)2 

= cos ( - 1, 39) = _ 2 - " 

" i(1'~ - W2)2 + 4 <5~w2 

Geht man wieder zu den Zeitwerten Xl' X 2 zuruck, so findet 
man deren gr613te Ausschlage Xl und X 2 als die Absolutwerte 
der entsprechenden Vektoren, also: 

'I lall&21 "I I 2{} lal (5) Xl = [61 = -1-&-' -; X 2 = 62 = 1'2 2 T&T 
SO werden die Ausschlage Funktionen der Erregungsfrequenz 0) ; 

ffir Xl ergibt sich 
z~ 

(6) Xl = a _~====:======-:= i z~z~ - 2 pK4 + K8 
mit 

und 

(7) 

zi = (1'i - W2)2 + 4 <5iw 2 ; z~ = (1'~W2) + 4<5~w2; 
P = 0)4 - 0)2 (1'i + 1'~ + 4 <51 <52 ) + 1'i 1'; 
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Diese Ansatze liefern die Resonanzkurven gekoppelter Systeme, 
wenn man. Xl bzw. Xz in Abhangigkeit von w auftragt. Die 
Untersuchung dieser Kurven, die im allgemeinen vom 10. Grade 
sind, ist ziemlich verwickelt 228 ) ; doch entstehen fiir feste Koppelung 
und nicht zu starke Dampfung gleichgestimmter Teilsysteme Ge
stalten etwa nach Fig. 351. 

Die auftreten-
denMaximaliegen X1 

ungefahr bei den 
KoppeUrequenzen 
der Systeme (vgl. 
§ 117), derenKop
peldampfungen ~a 
und ~b man nach 
der in § U8 be
schriebenen Me
thode finden kann. 

II 

Auch die Koppe- Fig. 351. Zweiwellige Resonanzkurve bei starker Koppelung 
und schwacher Ditmpfung. 

lung kann man 
nun ermitteln mit Hilfe von GI. (12), § U8, aus 

1- n~ 
nb Es findet sich P = --2- und somit 

l+~ 
nb 

(8) 2 _ _ p2 + (~rt - ~b)2 
e - el (22 - n2 

1st die Koppelung loser, so riicken die beiden Maxima naher 
zusf!'mmen; bei starkeren Dampfungen werden sie flacher nach 
Fig. 352. 

In diesem FaIle wird das angegebene Ermittelungsverfahren 
fiir na und nb, ~a, ~b unanwendbar. Dann ist die Resonanzkurve 
nach einem Verfahren experimentell aufzunehmen, welches die 
Wirkung der einen Schwingung auf das MeBinstrument aus
schaltet. An den so fur jede einzelne Schwingung getrennten Re-
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sonanzkurven (gestri
chelt in Fig. 352) lassen 
sich die Bestimmungs
stucke der gekoppelten 
Systeme wie oben er
mitteln.DieMeBmetho
de ist auf Verafllassung 

U) von J. Zenneck 229 ) 
L-.. _____ ---:!:--_~-----~ und C. Fis cher 230) 

Fig. 352. Zweiwellige Resonanzknrve bei schwacher 
Koppelung und starker Dlimpfung. 

ausgearbeitet worden. 
2. Handelt es sich 

um die EnergieverhiiIt
nisse in dem gekoppelten System, so muB man auf die nicht ge
kiirzten Schwingungsgleichungen: 

(9) { Ll Xl + WI Xl + ~1 Xl + M X 2 = a sin w t, 

.. . 1 
L2 X 2 + W 2 x2 + C

2 
x2 + M Xl = 0 

zuruckgehen. Wir fiihren wieder zu 1. die Abkiirzungen ein: 

(10) IOI = (~l - L, w 2) + i WI w; 02 = (~; - L2 w 2) + i W2 W 

1 0 = 0132 - M2. 

Dann findet sich: 
M aM 

(II) ~2 = - - ~l = - --; 
52 3 

Die Leistungen Al und A z, die in beiden Kreisen verbraucht 
werden, finden sich nun zu 

(12) 
[ :2 [ [2 

A - W -.11_: . A - W ~J2 
1- 1 2' 2- 2 2 

und demnach der Wirkungsgrad 

A. W. M2 
1} = ---- = --.~-------~ . 

Al + A2 W2 M2 + W1 15212 
(13) 

Der Wirkungsgrad nimmt also mit wachsender Koppelung M 
und abnehmender primarer Dampfung WI zu. 1m ubrigen. er-
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rechnet sich eine giiustigste Frequenz w, welche dem Wirkungs
grad fJ ein Maximum verleiht, aus der Extrembedingung: 

o'fJ 
(14) ow = o. 

Die Ausrechnung fuhrt auf: 

(15) 

d. h. das Maximum des Wirkungsgrades wird erreicht etwa bei 
tJbereinstimmung der Erregungsfrequenz w mit der Eigenfrequenz 
des Sekundarkreises (vgl. auch § 119); die Frequenz des Primar
kreises ist ohne EinfluB auf den Wirkungsgrad. Dagegen spielt 
die Frequenz n1 eine Rolle bei der Beurteilung der Amplituden 
I ~ll und I ~21· Diese nehmen Kleinstwerte an, wenn n1 = n2 = n 
= w gewahlt wird, also die Teilsysteme untereinander und mit 
der Erregungsfrequenz gleichgestimmt sind. Das System schwingt 
dann entsprechend dem Punkte A der Frequenzkurve in Fig. 351. 

§ 121. Anwendungen der Koppelungstheorie. 

1. Der Schlingertank nach Frahm 231). In einem Schiff 
(Fig. 353) sind zwei kommunizierende GefaBe 00 eingebaut, deren 
Spiegelraume durch einen Kanal X X verbunden sind. 

Das Schiff schwingt fiir sich, wenn die Wasserbewegung in 
den Tanks a a durch den VerschluB S des Kanals X X gehindert 
wird, nach dem Ansatz (§ 69) 

(1) 
d2q; drp . 211: 

8 1 dt 2 + 2 Xl (IJ + Q m1 q; = m1 Q q;o sm Tw t, 

wo2X1 ~~ den Formwiderstand des Schiffes gegenuber d0n Roll

bewegungen bedeutet. 
Die Wassersaule in den Tanks aber schwingt bei in senkrechter 

Lage festgehaltenem Schiff (§ 103) nach 

(2) 
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wo m die Gesamtmasse des Tankwassers bedeutet, oder mit 
z = B 1p (nach der Fig. 353) 

(3) m BV/I + 2fJm BlfJl + (')(,2mBlfJ = o. 
Wird jetzt das Schiff und das Tankwasser freigelassen, so wirken 

beider Bewegungen aufeinander zuriick. 

k C 

Fig. 353. Anordnung des Schlingertanks. 
(Die gestrichelte Linie durch Mist horizontal zu denken.) 

Das Tankwasser wirkt auf das Schiff durch die Verschiebung 
seines Gewichts und durch seine Tragheit, die nach der Figur die 
entsprechenden dynamischen GraBen bei der Schiffsbewegung ver
mindern. Die Riickwirkung des Tankwassers auf das Schiff durch 
seine Eigenreibung in den Tanks vernachlassigen wir. 

Das Moment der Gewichtsverschiebung des Wassers findet 
sich zu 

(4) 1 1 F 2 2: y Fo z B = 2 Y 0 B ~I'. 

Die Tragheit eines Wasserteilchens dm ist 

F dz 2 F d2 V' dm-o-- = dm-oB ---
F dt2 F dt 2 

III Richtung des mittleren Wasserfadens. Die Komponente in 

bezug auf den Drehpunkt M aber ist dm ~- Bsin (')(, ~2J; das 
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Moment der Tragheitswirkung der Gesamtmasse wird hieraus 
durch Multiplikation mit r und Integration r von 0 bis S erhalten: 

s 

(5) d2'IjJfrSin IX d2'IjJ 
FoB dt 2 ---if' -dm = FoBN dt 2 • 

o 

Setzt man die Momente der Gewichtsverschiebung und Trag
heitswirkung in die Bewegungsgleichung des Schiffes ein, so findet 
sich 

(6) 
d2~ d~ d2 'IjJ 

8 1 dt 2 + 2 Kl -de + Q m1 ~ - Fo B N dt 2 

1 F 2 Q. 2:n - 2 Y 0 B 'IjJ = m1 CPo sm Tw t. 

Betrachten wir nun die Ruckwirkung der Schiffsbewegung auf 
das Tankwasser. 

In G1. (2) bedeutet z den die Wasserschwingung hervorrufenden 
Druckh6henunterschied, 1X 2m das auf die Einheit von z bezogene 
Wassergewicht bei in der Mittellage (cp = 0) ruhendem Schiff. 
Bei, wie in der Figur, geneigtem Schiff ist z durch B ('IjJ - q;) zu 
ersetzen, ex, 2m durch y Fo; es findet sich 

(7) ex,2mz=yFoB('IjJ-~). 

Weiter ist in G1. (2) auch das Tragheitsglied m d2 z auf den 
dt 2 

festen Raum zu beziehen durch Hinzufugung der von der Schiffs
bewegung ~ herriihrenden Beschleunigungswirkung. Jedes 
Massenelement dm in den Tanks erhlUt demnach in Richtung des 

mittleren Wasserfadens die Beschleunigung r Fo d2 q; sin ex, , die 
Fo dt 2 

ganze Wassermasse erfahrt so eine zusatzliche Beschleunigungs
wirkung 

s 

(8) F d2 ~ Jr sin IX d = F N' d2 ~ 
o dt2 Fo m 0 dt2· 

o 

Demnach ist statt G1. (2) zu schreiben: 

~'IjJ ,~q; d'IjJ 
(9) MB dt2 -FQN dt 2 +2Mf3Bdt+yFoB('IjJ-~)=0 
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oder mit 
s 

(10) M = LfF ds = -Y-Fo So, 
g g 
b 

in vereinfachter Form: 

(11) 

Auch die Schiffsbewegungsgleichung schreiben wir vereinfacht 
mit 

(12) 

wie folgt: 
d2 g; jl dg; 2 d2 !p {} 2 2' 

(13) dt 2 + 2 U1 (it + 1'1 g; - (h dt 2 - 1 '1'1 "p = '1'1 g;o sm w t. 

An Hand der Differentialgleichungen (11) und (13) ist nun das 
System zunachst auf die Stabilitat der freien Schwingungen zu 
untersuchen. Es darf namlich die in l biquadratische Gleichung 

(14) I
l2 + 2 c51 l + 'I'~ - !?! l2 - {}1 'I'i I 
- (l2l2 - 'I'~ l2 + 2 c52 l + 'I'~ 

= ao l4 + alls + a2l 2 + as l + a4 = ° 
nur Wurzeln mit negativ-reellen Anteilen haben, wozu notig ware, 
daB die Beiwerte den Bedingungen geniigen (§ 44): 

(15) ao> 0, al> 0, ala2 -aoas >0, as(a1a2-aOaS)-a~al>0, a4> 0. 

In den Beiwerten der Determinante (14) ergibt dies: 

f 
ao = 1 - (11 (12 > 0, a l = 2 (c5l + c52) > 0, a1 a2 > ao as 

oder 
(16) 1 1 - {}1 c5l 'I'~ + c52 'I'~ 

1 - (11 (12 > (c51 + c52) 'I'~ , 

was man nach Wahl einer kleinen positiven GroBe ° < e < 1 durch 
die Gleichung ersetzeiJ. kann 

c51 '1': + c52 'I'i 1 - {}1 
(17) ---- = e -::---""'-

(c51 + c52) 'I'~ 1 - (12 (12 . 
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Damit erhalt man fUr die vierte Ungleichung (15): 

1 - {}1 v2 (18) - ----- -(1- e»-----. 
1 - 121!?2 VI 

Die letzte Ungleichung (15) aber lautet einfacher 

(19) 1 - {}I > O. 

An Hand der Ansatze(16) bis (19) findet man so die Grenzen, 
in denen die Beiwerte zu wahlen sind, damit das System Schiff
Tankwasser iiberhaupt stabil ist; vor allem miissen die Beiwerte 
der Tragheits- und der Kraftkopplung el e2 bzw. {}l kleiner 
als 1 sein. 

Ferner findet man nach § 120 die GroBe der Ausschlagwinkel cp 
und 1p ffir die erzwungene Schiffsschwingung im Wellengang. Es 
ist der Zweck des Tanks, die Schiffsrollwinkel cp klein zu halten. 
Dies wird erreicht, wenn man die Eigenfrequenzen des Schiffs 
und des Tankwassers gleich macht: 

und wenn die Erregungsfrequenz OJ mit der gemeinsamen Eigen
frequenz iibereinstimmt; man hat also den Punkt A der Resonanz
kurve Fig. 351 zu wahlen. Nun ist aber nicht zu erwarten, daB 
die Frequenz der Meereswellen stets mit den Eigenirequenzen eines 
gegebenen Schiff-Schlingertanksystems iibereinstimme; deshalb 
muB man die Kopplung der Teilsysteme groB wahlen, damit die 
Resonanzkurve in der Umgebung des Punktes A so flach verlauft 
wie in Fig. 351. Die Koppelungen wirken aber in unserem Falle, 
da sie gleiche Vorzeichen haben, einander entgegen, wie sich aus 
Gl. (19), § 117, ergibt. Es ist deshalb notwendig, el e2' d. h. die 
Tragheitskoppelung groB, {}I' die Kraftkopplung, klein zu ma
chen, was iibrigens auch mit den Forderungen der Ungleichungen 
(16) bis (19) iibereinstimmt. Die Dampfungen der Teilsysteme 
diirfen nicht zu groB werden, weil sonst der Sperrbereich der Re
sonanzkurve gegen die Frequenzen der Meereswellen weniger aus
gepragt wird (vgl. Fig. 352). Diese Forderung kann wohl in Ein
klang mit den obigen Ungleichungen gebracht werden, sie wider
spricht aber etwas der Forderung, daB auch die freien Schiffs
schwingungen moglichst gedampft verlaufen sollen. Um hier etwas 
zu erreichen, macht man die Dampfung c52 der freien Tankwasser
schwingung etwas groBer als die Dampfung c51 der freien Schiffs-
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schwingung durch Regelung des Luftaustausches zwischen den 
Spiegelraumen der Tanks vermittels des Schiebers S. Dadurch 
wird die Koppeldampfung (wegen der starken Koppelung; vgl. 

§ U8, a) ~a = . ~L~~2_, also groBer als die ungekoppelte Schiffs

dampfung. 
Die oben aufgestellte Forderung starker Tragheitskoppelung 

ist wesentlich, sonst ware gar nicht zu verstehen, warum die 
Schlingertanks in so weiten Bereichen der Wellenfrequenzen ihre 
Wirkung tun; man ist durch die Kopplung in der Lage, die Er
regungsfrequenzen in einem Bereich bis zu 20% oberhalb und 
unterhalb der Eigenfrequenz von. dem schwingunglilfahigen 
System Schiff-Tankwasser abzudrosseln. Fig. 354 gibt die Wirkung 
eines praktisch ausgefuhrten Schlingertanks wieder 232). 

5° 

0° 

S· 

1I1t.26 ausgescha/fef 
""r;----~~--Irurs s. 70°141. 

6 h6 6h~ 

einge8cha/fBf 

Fig. 354. Wirkung des Schlingertanks. 

2. Der Z e em a n - E ff e k t. Die Kraft ~, die ein gerichtetes 
Stromelement J d5 von einem magnetischen Felde der Starke ~ 
(Fig. 355) erfahrt, ist gleich dem auBeren Produkt beider: 

Fig. 355. Feldwirkung auf 
ein Stromelement. 

(1) 
1 

$ = c[Jd5~], 

wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet und 
J elektrostatisch gemessen werde. Hat das 
Stromelement den Querschnitt q, so kann 

die Stromdichte i = !.. und das Volumen· 
q 

element d'Z' = q dB eingefiihrt werden; damit 
die Richtungseigenschaft des Stromelemen· 
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tes gewahrt bleibt, so muB jetzt die Stromdichte vektoriell 
geschrieben werden: 
(2) Jd~=id7:. 

Enthiilt jetzt ein Volumelement des Querschnittes 1 die 
Elektrizitatsdi!3hte e und bewegt es sich mit der Geschwindigkeit 
0, so wird: 
(3) i = e b. 

Statt (1) kann man mit (2) und (3) schreiben: 

(4) ~ = edY [bS)]. 
c 

Sei jetzt die Elektrizitatsmenge edY durch ein elektrisches 
Elementarquantum, ein Elektron der Ladung e, dargestellt, das 
sich mit der Geschwindigkeit b bewegt, so ist 

e 
(5) ~ = C [bS)] 

die Kraftwirkung des magnetischen Feldes auf dieses. 
Die Elektronentheorie des Lichtes geht von der Vorstellung 

aus, daB die Lichtemission von Elektronen erregt wird, die an die 
kleinsten Teilchen der Materie gebunden sind und in oder an diesen 
um eine Gleichgewichtslage schwingen. Die Elektronen besitzen 
eine Ladung e und eine (scheinbare) Masse m, und sie sind (wie man 
sich vorstellt) an ihre Gleichgewichtslagen durch Krafte nach Art 
der elastischen Richtkrafte gebunden. 1st die Auslenkung des 
Elektrons vektoriell = r, so ist die elastische Kraft t t, und die Glei
chung der freien Schwingung des Elektrons wird 

db 
(6) mdt+/t=O. 

Bringt man das schwingende Elektron in ein Magnetfeld ~, 
so wird mit (5) die Schwinglingsgleichung 

db e 
(7) mdT + It = c [bs)l 

entstehen. Dividiert man hier mit m, so bezeichnet 112 = 11 ~ 
e . 

die Eigenschwingungszahl des Elektrons, - seme spezifische 
m 

Ladung y: 

(8) 
db r - + 1'2. = -[05)]. 
dt c 

Hort, Schwingungslebre. 2. Auf!. 42 
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Der Ansatz (S) wiirde also besagen, daB eine Lichtquelle der 
2nc. 

Frequenz yoder der Wellenlange -- In ein Magnetfeld ~ ge
Y 

bracht sei. 
Zur weiteren Untersuchung gehen wir zur Koordinaten-Schreib

weise iiber, indem wir das Magnetfeld parallel der x-Achse anneh
men; die entsprechende Komponente sei Hz = H; Hy , Hz sind 
Null. Dann schreibt sich statt (8) : 

(9) 

.. 'v . 
Y + y2 Y = .!..-.. Z H ; 

c 

z + y2 Z = - L if H . 
c 

Demnach wird die Schwingung des Elektrons in der Richtung 
des Magnetfeldes (x) nicht beeinfluBt; sie verlauft mit der Eigen
frequenz y. Die Schwingungen in den beiden anderen Richtungen 
sind aber durch das Magnetfeld miteinander verkoppelt, und zwar 
ist es eine Geschwindigkeitskopplung. Zur Ermittlung der 
Koppelfrequenzen n versuchen wir die Ansatze 

(10) Y= Beint ; z = Ceint , 

die, in (9) eingesetzt, auf 

(11) (y2 _ n2) B = in r C H' (y2 _ n2) C = _ in r B H 
c' c 

fiihren. 
Division 

(12) 

und 

(13) 

Hieraus ermittelt sich durch Multiplikation und 

n" 
y2 _ n 2 =.+-'H 

- c 

B= ±iC. 

ErfahrungsgemaB ist die Koppelfrequenz n von der Eigen
frequenz y nicht sehr verschieden; wir setzen also mit einer kleinen 
GroBe {}: 

(14) n = Y (1 - /1). 



§ 121. Anwendungen cler Koppeiungstheoril'. 65!) 

Daraus folgt '1'2 -- n2 = 2 1'}y2 und aus (12) wird 

1'f=+yH. 
- 2YC 

SO erhiilt man zwei Koppelfrequenzen 

(15) {nl} (- r H) n= = '1'+--
n2 - 2c ' 

und die Ansatze (10) schreiben sich: 

(16) y=B(cosnt+isinnt); z=+iB)(cosnt+i8innt). 

Unter Berucksichtigung der Vorzeichenanordnung haben wir 
zwei Losungsysteme: 

y = B (cos ni t + i sin ni t); z = - i B cos ni t + B sin n1 t 

und: 

y = B (cos n2 t + i sin n2 t) ; z = + i B cos n2 t - B sin n2 t. 

Von diesen Losungen nehmen wir entweder nur die reellen 
oder nur die imaginaren Teile und finden: 

(17 a) 

und 

y = B cos n1 t; z = B sin n1 t 

(17 b) Y = B cos n2 t ; z = - B sin n2 t . 

Bei der Schwingung (17 a) bewegt sich das Elektron mit der Fre
quenz n1 auf einem Kreise entgegengesetzt dem Uhrzeiger, -bei der 
Schwingung (17 b) mit der Frequenz n2 im Uhrzeigersinn (Fig. 336). 
Es handelt sich also urn zirkular und 
einander entgegengesetzt polarisierte in der 
y z-Ebene verlaufende Schwingungen ver
schiedener Frequenz, die sich der spektro
skopischen Auflosung gegenuber als Licht; 
doppellinie (Duplet) zu erkennen geben, 
wenn man parallel zu den Kraftlinien be
obachtet; die x-Schwingung ist nicht be-
obachtbar, da sie als longitudinal keinLicht Fig. 356. 

aussendet. Beobachtet man transversal zum Entgegengesetzt zirkular 
polarisierte Wirkungen. 

Magnetfeld, so sieht man die Schwingungen 
der Frequenzen n1 und n2 linear und senkrecht zu den Kraftlinien 
polarisiert, die x-Schwingung aber parallel zu ihnen und zwar ohne 

42* 
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Kopplungswirkung des Feldes [vgl. (Ia)]. Auch diese Schwingung 
ist linear polarisiert. Bei der transversalen Beobachtung sieht man 
also drei Linien statt einer, ein Triplet 233). 

XVI. Schwingungserzeugung durch unperiodische Krafte. 

§ 122. Angemeine Vbersicht. 

1. Der bisher behandelten mannigfach moglichen Schwingungs
erzeugung durch periodische Krafte, die durch die Theorie der 
Schwingungsdifferentialgleichung mit Erregungs- oder Storungs
funktion beherrscht wird, steht das ebenso vielgestaltige Gebiet 
der Schwingungserzeugung durch nichtperiodische Energie
quellen gegeniiber. Ja, man konnte sogar sagen, daB im letzten 
Grunde aIle Schwingungen durch nicht periodische Krafte er
zeugt werden, wenn man sich vergegenwartigt, daB z. B. die 
Wechsel- EMK einer Turbodynamo, die einen elektrischen Schwin
gungskreis erregt, hervorgerufen ist durch die Wirksamkeit der 
nichtperiodischen Energie des Turbinendampfes. Und gewaltige 
kosmische Schwingungsvorgange, wie etwa der Umlauf der 
Planeten um die Sonne, werden unterhalten durch die nicht
periodische Energie der Gravitation. 

Untersuchungen, die das Grundsatzliche einer solchen all
gemeinen Betrachtung der Schwingungsvorgange erortern, sind 
noch recht. sparlich und erstrecken sich fast ausschlieBlich auf 
gewisse selbsterregte elektrische Schwingungen234), die einer iiber
sichtlichen Behandlung am ehesten zuganglich sind, wahrend die 
viel verwickelteren mechanischen Vorgange sich bisher einer gleich 
umfassenden Analyse (von gewissen Sonderfallen abgesehen) noch 
entziehen. 

1m folgenden werden wir fiir die gelaufigsten Schwingungs
erzeugungen aus unperiodischer Energiequelle mechanischer, 
mechanisch-elektrischer und elektrischer Natur physikalische 
Erklarungen geben. 

2. Mechanische Schwingungen. Ein allgemein bekanntes Bei
spiel ist die Uhr. Die unperiodische Energiequelle ist das Schwere
feld (oder die Federenergie) ; das System, das die periodische 
Bewegung, namlich eine Rotation, ausfiihrt, ist das Steigrad mit 
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dem Raderwerk. Mit dem Steigrad in Eingriff oder Koppelung 
steht ein zweites (steuerndes) System, das Pendel oder die Unruhe, 
welches einer Eigenschwingung fahig ist, welche Eigenschaft yom 
Steigrad nicht gilt. Diese Verkoppelung zweier Systeme, von denen 
das eine einer Eigenschwingung fahig ist, ist besonders wichtig fiir die 
Schwingungserregung mit unveranderlicher Periodenzahl, die durch 
die Eigenschwingungszahl des steuernden Systems bestimmt wird. 

Der Uhr gegeniiber stellen wir die gewohnliche Kolbendampfma
schine mit Muschelschieber als eine Anordnung, die (ohne Re
gulator) keine feste Periodenzahl hat. lhre Steuerung ist mit dem 
Kurbelgetriebe zwanglaufig zu einem Freiheitsgrad verbunden 
und liefert an sich keine unveranderliche Drehzahl. Aber bei 
Dampfmaschinen mit Tragheitsregulator234a) kann man wieder von 
einer Koppelung der Steuerung mit dem Kurbelgetriebe im eigent
lichen Sinne sprechen; es sind zwei Freiheitsgrade vorhanden, 
das steuernde System (der Tragheitsregler) hat eine Eigenschwin
gungsdauer, die auch unendlich sein kann, mit der Drehzahl der 
Maschine allerdings nicht unmittelbar in Zusammenhang steht. 

Der Vergleich ergibt, daB die Uhr ohne Pendel der Dampf
maschine ohne Regulator entspricht; keinesfalls hat die Steuerung 
an sich me Eigenschaft der Periodenerzeugung. 1m iibrigen ist 
die schwungradlose Ein
zylindermaschine einer perio
dischen Bewegung unfahig; 
schwungradlose Maschinen 
miissen wenigstens zwei Zy
linder mit verschrankten 
Kurbeln haben. Auch hier
aus ersieht man, daB der 

Steuerungsmechanismus 
allein nicht periodenerzeu
gend wirkt. 

Diese bei der Uhr und der Fig. 357. Mechanismus der gestrichenen Saite. 

Dampfmaschine einfachen 
kinematischen Andeutungen wollen wir nun durch die Untersuchung 
der Kraft und Energieverhaltnisse an einem in dieser Hinsicht 
einfachen Beispiel, der gestrichenen Geigensaite erganzen, welches 
allerdings kinematisch viel verwickelter licgt. Der Geigenbogen 
B (Fig. 357) habe die Streichgeschwindigkeit V, die Saite S die 
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Schwingungsgeschwindigkeit v. Der Bogen V iibt auf die Saite eine 
Reibungskraft R aus, vermoge deren jene nach rechts mitge
nommen wird, bis die entstehende Saitenspannung die Saite S 
nach links zuriickfiihrt. Nehmen wir nun voraus, daB die auf die 
Saite iibertragene Kraft R mit wachsnder relativer Streich
geschwindigkeit abnimmt, so stellt der Inhalt der untersten 
ellipsenahnlichen Kurve in Fig. 357 die yom Bogen auf die Saite 
iibertragene Arbeit dar, die positiv ist und zur Deckung der 
Schwingungsverluste der Saite durch die Dampfung dient. Dieser 
eben angenommene Sinn der Abhangigkeit der Reibung von der 
Relativgeschwindigkeit ist notwendig fiir das Zustandekommen 
der Schwingung, und sie trifft zu fiir trockene, mit Kolophonium 
bestrichene Bogen. Reibt man dagegen den Bogen mit 01 ein, 
so finden die Gesetze der Fliissigkeitsreibung statt, die der Relativ
geschwindigkeit proportional ist, und es kann keine Arbeit auf die 
Saite iibertragen werden; diese nimmt eine dem G1eichgewicht 
zwischen iibertragener Reibungskraft und Spannung entsprechende 
Lage ein. 

Ein weiteres wichtiges mechanisches Beispiel der Schwingungs
erzeugung aus nichtperiodischer Energiequelle bietet das An
blasen der Orgelpfeifen (wie iiberhaupt die Tonerzeugung auf 

w 
r 

Fig. 358. 
Zungenpfeife. 

Blasinstrumenten). Zwei Arten von Pfeifen kommen in 
Frage (die sich auch bei den Blasinstrumenten wieder
finden): die Zungen- und die Lippenpfeifen. Fig. 358 
zeigt die Einrichtung der ersten Art. In die Luftkammer 
k der Pfeife ragt ein Rahmen r, der mit dem Resonanz
rohr R durch einen Kanal in Verbindung steht. Der 
Innenraum des Rahmens ist einerseits durch die Wand 
w, andererseits durch die federnde Zunge z abge-
sch10ssen. Wird in die Kammer Luft eingeblasen, so 
driickt sie die Zunge in den Rahmen und kann dem
nach in diesen und von da in das Resonanzrohr stromen. 
Mit zunehmender Stromungsgeschwindigkeit nimmt 
aber die Kraftwirkung der Luft auf die Zunge ab (weil 
jene eben an der Zunge vorbei stromen kann); diese 
schwingt vermoge ihrer Blastizitat zuriick, versperrt 
dem Luftstrom den Weg, wird von neuem durchgebogen 
usw. Es ist k1ar, daB dieser Schwingungsvorgang die 
Eigenperiode der Zunge haben muB. Durch ihn wird 
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die Periode der Luft im Resonanzrohr angeregt. Zungenschwin
gung und Rohrschwingung beeinflussen sich gegenseitig; es 
kommt ein einheitlicher Klang zustande, wenn beide auf einander 
abgestimmt sind; die Abstimmung erreicht man durch den Stimm
draht S, dessen Verschiebung den schwingenden Teil der Zunge ver
kiirzt oder verlangert23-1b). - Der Vorgang in der Zungenpfeife hat 
groBe Ahnlichkeit mit dem Streichen der Saiten, weil ihm ebenfalls 
eine mit wachsender Geschwindigkeit abnehmende Kraftwirkung 
des schwingungserregenden Korpers zugrunde liegt. - Von den 
Blasinstrumenten gehoren zum Zungenpfeifentypus einerseits 
Klarinette, Oboe, Fagott, andererseits Trompete, Posaune, Horn. 
Bei den letzteren bilden die Lippen des BIasers die schwingende 
Zunge (membranartige Doppelzungen). Auch das Harmonium ist 
ein Zungeninstrument; es fehlen hier jedoch (der Raumersparnis 
halber) die Resonanzrohre. 

Das Anblasen der Lippenpfeifen beruht nach den neuesten 
Anschauungen235) auf der Erscheinung der Schneidentone. Blast 
nach Fig. 359 ein Luftstrom aus einem Spalt gegen eine keilformige 
Schneide, so lost ersich an dieser in eine Reihe von Wirbeln auf, deren 
erster bald rechts, bald links von der Schneide entsteht. Diese Er
scheinung ist ganz entsprechend der Entstehung einer Wirbel
reihe, sie in § 102 behandelt wurde. Die Wirbelbildungen folgen im 
jetzigen FaIle so rasch aufeinander, daB ein Ton zustande kommt, 
dessen Hohe von der Blasgeschwindigkeit abhangig 
ist. Verbindet man eine solche, aus Spalt und Keil 
(Lippe) bestehende Anordnung nach Fig. 310 mit 
einem Resonanzrohr, so erhalt man eine Lippen
pfeife. - Von den Orchesterinstrumenten ist die 
FlOte eine Lippenpfeife. 

3. Als Beispiel einer mechanisch-elektrischen 
Schwingung betrachten wir den elektromagnetischen 
Unterbrecher. Der Elektromagnet E zieht den 
Anker A an; dadurch offnet sich der Kontakt k, so 
daB der Anker losgelassen wird und von neuem Kon
takt macht usw. Damit die zur Unterhaltung dieses }·ig. 359. 
Schwingungsvorganges notige Arbeit sichtbar wird, Anblasen eiller 

Schneide. 
muB das Kraft-Weg-Diagramm der Ankeranziehung 
einen positiven Flacheninhalt haben. Dies ware nicht der 
Fall, wenn die Anziehung bei derselben Ankerstellung beim 
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Offnen plotzlieh verschwande, bei der sie beim SehlieBen 
p16tzlich entstunde. In Wirkliehkeit entsteht und verschwindet 

die Anziehungskraft infolge von Selbst
induktion, Hysteresis und Wirbelstromen 
niemals p16tzlieh, so daB ein Kraftdiagramm 
naeh Fig. 361 entsteht. Andererseits sorgt 
aber die meist vorhandene Kontaktfeder F 
dafiir, daB das Offnen bei groBerem Anker
hub erfolgt als das SchlieBen, so daB ein 
Kraft-Weg-Bild nach Fig. 362 zustande 
kommt. - Ein verwiekelteres Beispiel einer 
meehaniseh-elektrisehen Sehwingung behan
deln wir in § 123. 

Fig. 360. Elektrornagne' 
tische Unterbrecher. 

4. Beispiele reiner elektrischer Sehwing
ungen bieten der selbst erregte Wechsel

stromliehtbogen und die Elektronenrohre, auf deren ausfiihr
liehe Behandlung in § 124 und § 125 wir verweisen. 

Fig. 361. Kraftdiagrarnrn des Unter
brechers. 

Fig. 362. Kraftdiagramm des Unter· 
brechers mit Kontaktfeder. 

§ 123. Das Pendeln von Gleichstrommotoren. 

In § 113 wurde die dynamisehe Gleiehung fur die Rotation eines 
Motors mit Arbeitsmasehine in der Form aufgestellt: 

(1) 
dw 

6 dT +W=M. 

Handelt es sieh um einen Elektromotor, so ist das Antriebs
moment M proportional zu setzen mit dem Produkt aus dem 
Ankerstrom J und der Polstarke N 

(2) M=kJN, 
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wo kim absoluten MaBsystem bei Parallelschaltung des Ankers 

mit 2nn' bei Serienschaltung mit ; ~ aIizunehmen ist; n ist hier 

die gesamte Leiterzahl auf dem Anker, p die Polpaarzahl. 
Unter Berucksichtigung kleiner Schwankungen LI N und LI J 

um einen stationaren Zustand No, Jo hat man 

(2a) M = k(No + LI N) (Jo + LI J) . 

Nach Einfugung von (2a) in (1) erhalten wir mit 

dLlw 
w = Wo + LI w und ---- = 0 

dt 

dje Bedingung fur den Beharrungszustand 

(2 b) 

und damit als Differentialgleichung fur die kleinen Schwankungen 
LIN und LlJ . 

(1 a) 

Ais weiteren Ansatz haben wir den Ausdruck fur den Aus
gleich der an den Anker der Maschine angelegten Spannung Ea 
durch die in der Ankerwicklung nebst der zugehorigen Verbund
wicklung auftretenden Spannungsgefalle aufzustellen. Es ist: 

(3) 

Hier ist Wa der Ohmsche Widerstand von Anker- und Verbund
wicklung, La der entsprechende Selbstinduktionskoeffizient, qa die 
Zahl der Verkettungen zwischen dem Ankerstromkreis und dem 
Feld N. 

Eine entsprechende Gleichung besteht fur den Ausgleich der 
Spannungsgefalle der NebenschluBwicklung: 

4) E' LI .) dil N 
( n = (~o + ~ Wn + qn----a;t' 

wo io + LI i den NebenschluBstrom, Wn den NebenschluBwider
stand, qn die Verkettungszahl der NebenschluBwickelung mit dem 
Feld N bedeuten. 
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SchIieBlich ist noch die Abhangigkeit des Feldes No +' L1 N 
von den Stromen J 0 + L1 J und io + L1 i zu beriicksichtigen: 

(5) No + L1N =F(Jo + L1J, io + L1i), 

welche Abhangigkeit wir durch Entwicklung nach dem Taylor
schen Satz wie folgt naherungsweise ausdriicken: 

oP of-
(6) No + AN =F(Jo, io) + -~J--t1J + -~-.-L1i, 

u 0 o~o 

oder mit 

und 
of of 
i;J~ = ka und a-i~ = kn • 

(6a) L1 N = ka L1 J + kn L1 i . 

Fiir die Ansatze (3) und (4) ergeben sich iibrigens ebenfalls 
durch Bezug auf den stationaren Betrieb 

Ea = J o Wa + k No Wo 

und 
En = io Wn 

noch die Vereinfachungen: 
dL1J d.1N 

(3a) waL1J + k(No L1w + Wo L1N) + LaTe + qa~ = 0 

und 

(4a) 

So entspringen fiir die vier veranderlichen GroBen L1 w, L1 J, 
L1 i, L1 N die vier linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten: (la), (3a), (4a), (6a). 

I ed~_?_ - k(Jo L1N + No L1J) = 0, 

L1 N - ka L1 J - kn L1 i = 0 , 

(7) dL1 J dL1 N 

1-wat1J + k(NoL1w + Wo L1N) + Lade + qa de = 0, 

wnL1i + qn~4; = o. 
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Durch Elimination der drei Variabeln L1 N, L1 J, L1 i entsteht 
fUr die vierte L1 w eine lineare Differentialgleichung mit konstan
tern Koeffizienten von hochstens der vierten Ordnung: 

a 1 L1 W'lli + bi L1 Will + ci L1 W" + di L1 w' + el L1 w = 0 , 
deren partikulare Losungen durch die Exponentialfunktionen 
el"it (i = 1,2 ... 4) gegeben sind, wenn die ,uidie vier Wurzeln der 
Gleichung 

sind. 
Diese Gleichung ergibt sich nach der Vorschrift (13) des § 45 

in Determinantenform wie folgt: 
f)fl -kJo o 
o 1 

(10) =0 

oder, wenn man nach den Unterdeterminanten der Elemellte der 
letzten Zeile entwickelt: 

6fl -kNo 0 

qnfl 0 -ka -len 

kNo Lafl + Wa 0 
(ll) 

6fl -kJo -kNo 

+ W,. 0 1 -ka =0. 

kNo qafl + kwo Lafl+ Wa 
Werden diese Determinanten weiter aufge16st, so entspringt, 
nach Ordnung nach Potenzen von fl, folgende Gleichung: 

1 
fl3 kn qnLa + fl2 {kn qn Wa + ka qa Wn + wnLa} 

(12) + I [kk + J+k2N2knqn}+ k2No[No+kaJoJ_0 fl Wn aWO Wa 0 6 Wn fJ - . 

Infolge der besonderen Gestaltung der Differentialgleichungen 
(7) ist also der Grad der determinierenden Gleichung urn eine Ein
heit niedriger, als oben erwartet, und wir schreiben (13) in der 
abgekurLlten Form: 

(13) fl3 + alfl2 + a2fl + a3 = 0 . 
Damit der betrachtete mechanisch-elektrische Schwingungs

vorgang stabil verlauft, muB nach § 43 gelten: 

(14) aI> 0, a2 > 0, as> 0, al a2 - a3> 0 . 



668 XVI. Schwingungserzcugung durch unperiodische Krafte. 

Nun sind alle in die Gleichung (12) eingehenden Maschinen
konstanten positiv bis auf ka, den EinfluB des Ankerstromes auf 
das Feld. Dieser EinfluB besteht aber im allgemeinen in einer 
Schwachung des Feldes, entsprechend negativen Werten von ka• 

Die Ungleichung ug > 0 wiirde also mit ka = - Ya zu lauten naben: 

No> YaJo, 
d. h. der EinfluB des Ankerstromes auf das Feld darf nicht auf 
eine Umkehrung desselben hinaus kommen. 

Der Koeffizient u2 enthalt das wesentlich positive Glied: 
PN2 -e 0 qnkn 

sowie das Glied: 
wn[kakwo + wa], 

welches wegen ka = - Ya auch negativ ausfallen kann. Es handelt 
sich also um die Diffel'enz 

Wa - Yakwo, 
die zu Pendelungen AnlaB geben kann, wenn sie negativ wird 
und ihr EinfluB gegeniiber dem wesentlich positiven Antell des 
Koeffizienten U2 iiberwiegt. 

Der positive Antell wird nun klein bei Feldschwachung und bei 
groBem e; die Gefahr des Pendelns riickt also naher, wenn man bei 
einem Motor, der eine verhaltnismaBig schwere Maschine antreibt, 
eine Drehzahlanderung durch Feldschwachung herbeifiihren will. 

tJber die Bedeutung des Ausdrucks Wa - Ya k wb kann man 
sich mit Hille von Gleichung (3) Rechenschaft geben, wenn man 
die letzten beiden Glieder, die gegeniiber den ersten beiden an 
EinfluB erheblich zuriicktreten), vernachIassigt. Wir haben dann 
bei konstanter Drehzahl Wo 

Ea = J Wa + k N Wo 

oder nach partieller Differentation: 

oEa eN 
oJ = Wa + kwo oJ 

und, da nach (6) 
oN 
oJ = ka = - Ya, 

oEa 
oJ = Wa - Yakwo· 
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Es ist also Wa - 'Ya k Wo der EinfluB des Ankerstromes auf die 
bei konstanter Drehzahl erforderliche Klemmenspannung. 

Wie olple weiteres zu sehen, wird Wa - 'Ya k Wo bei VergroBe
rung des Ankerwiderstandes Wa , wozu auch ein Vorschaltwider
stand zu rechnen ist, im Sinne einer etwaigen Verminderung der 
Pendelgefahr verandert. 

Besonders wichtig ist der EinfluB von 'Ya. Wir erinnern an den 
Ansatz (6a): 

(15) .1 N = - 'Ya .1 J + Ln .1 i , 
qn 

wonach - r a der Koeffizient der Ankerruckwirkung ist. Be
kanntlich kann man dieser entgegenwirken durch eine Verbund
wicklung auf den Feldpolen, sie vergroBern durch eine Gegen
verbundwicklung. 1m ersteren Falle entfernt man sich von der 
Pendelgefahr, im zweiten nahert man sich ihr. 

Eine weitere Dbersicht iiber die Umstande der Pendelgefahr 
erhalt man, wenn schon in den Ausgangsgleichungen (7) die Ver
nachlassigungen La = qa = 0 vorgenommen werden und fUr das 
Produkt qa kn die Selbstinduktion Ln der· NebenschluBwicklung 
geschrieben wird. Dann wird die resultierende Differentialgleichung 
von der zweiten Ordnung, etwa diejenige fUr .1 w: 

d2LJ w { k2 N2 Ln} d .1 W 
(16) Ln Wa ------ai2 + Wn (wa - 'Ya k wo) + (9 ----a:t 

Am 

Schreibt man diese Differentialgleichung kurz 

(17) d2LJw + 2b dLJw 2.1-
dt dt + C w - 0, 

so werden die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

l2 + 2bl + c2 = 0 

maBgebend ffir die Neigung zum Pendeln. Eine solche 
so weniger vorhanden, je besser die Umgleichungen 

(9wn (wa - 'Ya kWol + k2 N~Ln > 0 
No - 'YaJo > 0 

(18) 

erfiillt sind, 

ist um 
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in Dbereinstimmung mit der Untersuchung der vollstandigeren 
Gleichung (12). Diese beiden Bedingungen werden aber am 
besten erreicht, wenn man die Ankerriickwirkung - Ya und 
dem durch die Konstante Ln bezeichneten EinfluB der Feldfluk
tuationen auf die Strome in der NebenschluBwicklung beseitigt. 
Das erstere erreicht man durch eine Hauptstromwickelung, das 
zweite durch eine passende magnetische Verkettung von Anker
strom und NebenschluBstrom auBerhalb der Maschine. Dann 
wird die Pendelgleichung von der Ordnung: 

(19) 
dAw k2N5 
--+--Aw=O 

dt Wae 

entsprechend aperiodischeren VerIauf einer Sttirung A Wo zur 
Zeit t = 0: 

(20) 
k2N~ 

A w = A Wo e - -------zI t . 
W Ct a 

Das Abklingen der Storung erfolgt also um so energischer, 
je kraftiger das Feld No und Y kleiner die Rotationstragheit e ist. 

Es gibt noch eineIi anderen Grenzzustand der Pendelneigung, 
der gegeben ist durch das Verschwinden der Dampfungsgiieder 
der Gleichung (16) 

(21) 

Dann vollzieht die Maschine ungedampfte Pendelungen A w 
um den Bewegungszustand Wo mit der Schwingungsdauer: 

/ --
T = 2nV eLnwa __ . 

Wn k2 No (No - Ya J o) 

Nun tritt das Pendeln besonders gern bei Wendepolmotoren 
auf; auf die Ursache dieser Erscheinung wollen wir noch kurz 
eingehen. 

Man wendet Wendepole an, um eine gute Kommutierung zu 
erzielen, indem man in der Stromwendezone ein dem Ankerfelde 
entgegengerichtetes,da!3selbe aufhebendes Hilfsfeld erzeugt. Liegen 
die Blirsten symmetrisch in der Kommutierungszone, so haben 
die Wendepole keinen EinfluB auf das die EMK erzeugende 
Magnetfeld. Sind aber die Biirsten gegen die Drehrichtung des 
Motors verschoben, so wird das Hauptfeld durch die Wendepole 
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stark geschwacht, mithin die Gefahr des Pendelns naher geriickt. 
Ferner wirken die Wendepole entsprechend ihrem Zweck auf eine 
Unterdriickung der KurzschluBstrome der Kommutierung; diese 
haben aber die Wirkung einer Bekampfung der Ankerriickwirkung. 
Die Unterdriickung der Kommutierungsstrome hat also eine ver
starkte Schwachung des Hauptfeldes durch den Ankerstrom zur 
Folge und ergibt somit wiederum eine vergroBerte Pendelgefahr. 

Hinsichtlich genauerer Erorterung der Pendelerscheinungen 
sei auf die Literatur verwiesen236). 1m Ganzen geben die obigen 
Ansatze die Erscheinungen qualitativ richtig wieder und ge
statten somit die Beurteilung der Pendelgefahr. Genauere Ober
einstimmung mit den Versuchen, z. B. der Pendeldauer T findet 
nicht statt 237 ), weil die eingefiihrten GroBen z. T. veranderIich 
sind (z. B. W, 'Ya und Ln), ferner, wei! nur kleine Schwingungen 
betrachtet werden und schlieBlich, weil der EinfluB von Wirbel
stromen und Hysterese vernachlassigt ist 238). 

§ 124. Elektrische Schwingungen im Lichtbogen. 

Die Stromung von Elektrizitat in Gasen und im Vakuum be
ruht auf dem Vorhandensein von freier Elektrizitat (Ionen, 
Elektronen) in der Stromungsbahn oder Entladungsstrecke, an 
deren Enden (Elektroden, Pole) ein elektrisches Feld (elektrische 
Spannung) angelegt ist. Die Stromungserscheinungen werden 
demnach berechenbar, wenn die Umstande der Erzeugung und des 
Verschwindens der freien Elektrizitat in der Strombahn bekannt 
sind. 

1. Bei einer technisch wichtigen Gasentladungsstrecke, dem 
elektrischen Lichtbogen, kann man die genannten Erscheinungen 
etwa wie foIgt darstellen 239). 

Der Messung unmittelbar zuganglich ist die Elektroden
spannung E des Lichtbogens und seine Stromstarke J. Der 
Quotient 

(1) J: E = a 

bezeichnet die Leitfahigkeit der Bogenstrecke; der Quotient 
E : J = co ihren Widerstand; es ist a co = 1. Die Elektrizitats
bewegung im Lichtbogen laBt sich am einfachsten durch die Leit
fahigkeit beschreiben, die auf dem Entstehen und Verschwinden 
korperlicher Elektrizitat in der Strombahn beruht. Das durch die 
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Elektrodenspannung E definierte Feld treibt die vorhandene 
positive und negative Elektrizitiit der Kathode bzw. der Anode 
zu, welchen Vorgang man eben eine elektrische Stromung J = Eo 
nennt. Die Leitfiihigkeit 0 ist proportional der Gesamtmenge 
freier Elektrizitiit in der Strombahn. Ober die Leitfiihigkeit einer 
gege benen Gasstrecke weiB man folgendes: 

a) Sie nimmt ab durch Selbstentionisation, die in erster 
Linie durch Neutralisierung der lonen infolge der molekularen 
Gasbewegung bedingt und proportional ist der jeweils vor
handenen Elektrizitiitsmenge und damit der Leitfiihigkeit ent
sprechend - a 0 . 

b) Sie nimmt zu durch StoBionisation infolge desjenigen Be
trages (und ihm proportional) der Energieentwicklung E J des 
Stromes in seiner Bahn, der uber einem gewissen Kleinstwert 
Eo J o liegt, bei welchem keine StoBionisation stattfindet: 

= c (E J - Eo J o) • 

c) Sie nimmt zu durch die Elektronenaussendung der 
gluhenden Elektroden, proportional deren absoluter Temperatur 
T = (}a Ta + (lk Tic (a ffir Anode, k fur Kathode), wo die (} 
charakteristische Werte der Elektroden unter Berucksichtigung 
der polaren Unterschiede sind. 

Demnach gilt ffir die zeitliche Leitfiihigkeitsiinderuug: 

do 
(2) de = - a 0 + c (EJ - Eo Jo) + ea Ta + ek Tic' 

Die Elektrodentemperaturen nehmen aber ab durch Wiirme
verluste proportional ihrer Obertemperatur, und zwar im Zusam
menhang mit der Energieproduktion der Strombahn. Es gilt also: 

dTa 
(3) ---;[t = - Sa (Ta - To) + r" E J; 

(4) 
dTk 
-d- =-sdTk- To) +rk EJ ; t 

wo die s und r wieder Festwerte der Elektroden sind; bei den r sind 
wieder Polarisationsunterschiede anzunehmen. 

Die Gleichungen (2), (3) und (4) lassen sich erheblich verein
fachen durch dieAnnahme kongruenter Elektroden mit sa = Sic = s 
und 8a To = Ita = Sic To = Itlc = It, sowie durch die Einsetzungen: 
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cEoJo=b; eaTa+ekTI.;=QT; (!a+ek=e, eara+ekJ"k=e r, 
wobei sich (3) und (4) auf eine Gleichung zusammenziehen: 

(5) 

(6) 

do 
a:t+ao+b=cEJ+QT; 

~~ + 8 T = r E J + h. 

Den Wert dieser beiden Ansatze k6nnen wir sofort priifen durch 
Ermittlungder statischenCh arak ter istikE=/ (J) des Licht 

bogens aus ihnen (§ 112). Denn diese ist bedingt durch ~= ~~= 0 

und findet sich so aus (1), (5) und (6) durch Entfernung von 0 und 
T in der Gestalt: 

(7) 

wo m und n Abkiirzungen sind: 

(7a) m = ~ (b - (}~); 
a 8 

Gl. (7) hat in E folgende positive Wurzel (die negative ist natiir
lich bedeutungslos): 

m 1/1 m 2 

(8) E= 2nJ+ V -;+ 4n2.J2 

und liefert smnit eine statische Charakteristik, die mit der von 
Frau H. Ayrton240) empirisch gefundenen 

(9) 
B 

E=-+A 
J 

fiir groBe Stromstarken iibereinstimmt und auch fiir kleine J die 
Versuche geniigend wiedergibt. 

2. Eine weitere Probe der Theorie bietet die Priifung der 
Stabilitat des durch (1), (5), (6) beschriebenen Vorgangs. Wir 
behalten aIle Beziehungen bei, schalten jedoch den Lichtbogen mit 
einem konstanten Widerstand W in Reihe an eine unveranderliche 
Spannung E. Dann kommt zu den genannten noch der Ansatz 
hinzu: 

(10) W J +E = E. 
H 0 r t, Schwingungs!ehre. 2. Auf!. 43 
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Die dem stationaren Zustande entsprechenden GroBen bezeich
nen wir mit J o, Eo, 00' To, deren (kleine) Storungen Ai, Ae, Ao, 
AT seien. FUr die letzteren gelten dann die DifferentialgleichungElll : 

(11) ,H-ao Ae-EoAa =O(la) 1 
W Ai + Ae = 0 (lOa) 

cEo,1i + cJoJe -,do - a~ 0+ eJ'l' = 0 (5a) 

rElIJi+rJoAe -AT-sAT=O (6a) 

Diese haben eine partikulare Losung ei. t, wo fiir ), gilt: 

I W 1 0 0 I = ( W 00 + 1 )),2+ [( a + s) ( Woo + 1) 
I I 

(12) i 1 -00 -Eo 0 + cEo (W J o - Eo)]), 
i ;, cJo -).-a +e i + W[asoo+(sc+er)EoJo] : cEo 

irEo rJo 0 -),-sl + as-- (sc + er)E~=O. 
Damit Stabilitat vorhanden ist (A nur negative reelle Teile) , 

so muB sein: 

(13) (a+s)(Woo +l)+cEoOVJo -Eo»O 

(14) W[asoo + (sc + er) Eo Jo] + as - (sc + er) E~ > O. 

Aus (13) berechnet sich: 

(13a) W> Wo ~!~ +1~ ~i}, 
aus (14) aber: 

(l4a) W (sc+er)E~-as >w· 
o(sc+er)E~+as . 

Man sieht sogleich, daB (13a) erfiillt ist, wenn (14a) erfiillt 
ist; das letztere ist also das eigentliche Stabilitatskriterium. Um 
es mit demKriterium von Ka uf mann241) zu vergleichen, bilden wir 
aus (7) den Differentialquotienten fJ Eo : fJ J 0' Wir finden: 

oEo Eo nE~ - 1 
c Jo - J o n E~ + 1 . (15) 

Mit Eo : J o = Wo und (7a) wird aber die rechte Seite von (15), 
wenn man vom Minuszeichen absieht, gleich der rechten Seite 
von (14a). Statt der letzteren Ungleichung konnen wir also 
schreiben: 

(16) 
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Dies ist aber das Kaufmannsche Kriterium fUr die Stabilitat 
eines Gleichstromlichtbogens mit vorgeschaltetem Widerstand. 
Hiermit haben wir eine weitere 
Bewahrung unserer Ausgangs
gleichungen gewonnen. 

3. Wir behandeln nun die 
quasistationaren Schwingun
gen eines Gleichstromlicht
bogens242). Solche sind moglich 
bei einer Schaltung nach L 
Fig. 363. Der Lichtbogen liegt 
in Reihe miteinem Widerstand 
W und einer Selbstinduktion L; 

Fig. 363. Sehaltuug des tonenden J.iehtbogells. 

parallel zu dieser Reihe liegt der Kondensator O. Zu den Ver
zweigungspunkten A und B sind die Pole einer genfigend starken 
Batterie E fiber einim 
Widerstand Wound :!::: 
eine Drosselspule Lo ~ 
gefUhrt. Der Licht-· 
bogen laBt dann 
einen singend-pfei
fenden Ton horen, 
das .Amperemeter 1 
zeigt Gleichstrom J 0' 

2 und 3 Wechsel
strom Ai, unter sich 
gleich, aber von J o 
verschieden, an. Eine 
oszillogra phischeAuf
llahme von Eo + Ae 
sowie von Jo + Ai 
ergibt periodische 
KurvennachFig.364. 
Demnach lagert sich 
dem Speisestrom Jo 36 L" htb h " te A t Fig. 4. Ie ogense wmgllngen era r r· • 

. ein Wechselstrom Ai 
fiber. Der Vorgang laBt sich wie folgt beschreiben. Wahrend 
des Zeitabschnitts I flieBt die Elektrizitatsmenge - f Ai dt 
in den Kondensator, dieser ladet sich auf. Entsprechend 

43* 
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nimmt die Stromstarke des Lichtbogens kleinere Werte J o - iIi 
an, die Bogenspannung Eo + A e befindet sich deshalb imAnschwel

VoH 
1110 

100 

50 

1 

len (Ziffern 1-2), entspreehend der Tendenz del' 
mit fallendem Strom ansteigenden Charakteristik. 
(Vgl. hierzu Fig. 365, wo die gestrichelte Linie die 
statische, die ausgezogene mit den entsprechend 
Fig. 364 beigeschriebenen Ziffern die d yna mische 
Charakteristik bedeutet.) Jenem Ansteigen folgt 
auch die Zunahme der Kondensatorspannung Vo + A v , 
entsprechend dem Ansatz des Spannungsgleich

gewichts: 

'--r--;,-,--,---r---r, --';~ 

(17) Vo+Av=Eo+Je+ WAi+L ~1i 
0,2 0,5 0,8 limp In der Fig. 364 ist aber W·1i durch-

Fig. 36;:;. 
stat.ische und dynamische 
Li cht bogen ·Charakteristi k. 

. dAi 
weg als klem und L -d" . auf der Streckf' 

t 
des Anstiegs 2-3 vernachlassigt, weil hier Ai nahezu kon
stant ist. 1m Verlauf des Anstiegs 2-3 erreicht die Bogen
spannung ihren Ziindgipfel3, womit der Lichtbogenstrom langs 
3-4 wieder anzuschwellen beginnt. Das Anwachsen des Bogen
stromes 3-4 bedingt aber sofort ein Abfallen der Bogenspannung 
langs der Charakteristik, wobei jene unter die Kondensator
spannung falIt; trotzdem bleibt der Ladestrom von 3 bis a noch 

aufrecht erhalten infolge der induzierenden vVirkung des mit .,of i 

verschwindenden Feldes L Aider Selbstinduktion. 1m Punkte a 
ist die Ladung des Kondensators beendet. Von hier ab wird der 
Lichtbogenstrom groBer als der Speisestrom J o' wozu die notige 
Elektrizitatsmenge aus dem Kondensator geliefert wird, der sich 
durch den Bogen hindurch entladet (II). Seine Spannung nimmt 
dabei ab und sinkt von 4 an unter die Bogenspannung. Trotzdem 
setzt sich die Entladung durch den Bogen hindurch noch bis 5 
fort, weil, wie vorhin, das verschwindende Feld der Selbstinduktion 
den Strom L1 i noch eine Zeitlang weiter treibt. Am Ende des Zeit
abschnittes II ist der Kondensator vOllig entladen, seine Spannung 
erheblich unter die des Bogens gefallen; die Aufladung und damit 
der Schwingungsvorgang beginnt von neuem. 

4. Zur quantitativen Untersuchung des Vorganges, dessen 
Periode T offenbar wesentlich durch die Eigenschaften des dem 
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Bogen parallel geschalteten Zweiges bedingt ist (T = 2 nYLC), 
greifen wir auf die Ansatze (1), (5), (6), (lO) bzw. die Gruppe (11) 
zuruck, die wir entsprechend Fig. 363 erganzen. Neu kommt hinzu 
die Ladegleichung fur den Kondensator 

1 . 
(18) OJi+Jv=O. 

Ferner ist in (lOa) die E. M. K der Selbstinduktion L ii und 
die Kondensatorspannung J v hinzuzufUgen, wie es schon in 
Ansatz (17) geschehen ist. Es entsteht ffir die Storungen J i, 
Je, J (J , J T, J v ein System von 5 Differentialgleichungen ent
sprechend (ll), dessen charakteristische Determinante lautet: 

1 
0 0 0 +). 

0 

L).+W 1 0 0 -). 
(18) 

1 -Eo 0 0 
=0 

-°0 

cEo cJo -2-a f.] 0 

rEo rJo -2-8 0 0 

Deren Entwicklung liefert fUr ). eine Gleichung vierten Grades: 

(19) ).4 + a] ).3 + a2 ).2 + aa 2 + a4 = O. 

Die Prufung der H urwi tzschen Stabilitatsbedingungen (§ 44): 

(20) a1 >0; a1 a2 -aa>O, (a1 a2 -aa)aa-aia,l>O; a4 >O 

ergiht zunachst, daB hier das Kaufmannsche Kriterium (14a) 
bzw. (16) nicht erfullt zu sein hraucht, daB viel mehr ein dem nach 
Kaufmann instabilen Zweig parallel geschalteter Kondensator 
wieder Stabilitat herbeifUhrt. 

Ferner kann man fragen, unter welchen Umstanden unser 
Differentialgleichungssystem eine rein periodische (ungedampfte) 
Losung, etwa 

(21) J i = A sin v t + B cos v t 

hat. Es wird dies der Fall sein, wenn (19) die LOsungen hat: 
± iv, - f3 ± i v. Durch Einsetzen in (18) findet man ffir deren 
Beiwerte folgendes Gleichungssystem: 

(22) at = 2 fI, a2 = 132 + 1'2, a:s = 2 f3 1'2, a'i = (13 2 + 1'2) 1'2, 
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woraus sich berechnet: 

(23) Jl 2 =a3 :a1 ; {J=a1 :2, 
falls die Bedingungn erfiillt sind: 

(24) a1 a2 - a;l = (-~ + ::) a1; (a1 a2 - aa) ag -ai a4 =0. 

Aus diesen letztercn findet sich der wichtige Satz, daB die un
gedampften Schwingungen nur moglich sind an solchen Stellen der 
durch (8) definierten Charakteristik, an denen f) Eo : f) J 0 negativ 
ist; diese Eigenschaft hat aber unser durch die Gleichungen (1), 
(5), (6) definierter Lichtbogen sicher. 

Besonders wichtig ist die Frequenz JI' = J1a~-: a1 der Schwin
gungen, die nach gehoriger Auswertungin den Beiwerten der An
ordnung Fig. 363 die Form annimmt: 

(25 ) 
1 / 1 

JI = fLO 11 1 + p + q. 

Hier ist q eine kleine GroBe, die positiv ist, wenn das Ka uf
mannsche Kriterium erfiillt ist; p aber hat den Wert 

(26) p = (W + 0)0): (cE~ + a + 8) L, 
der beim Zustandekommen der Schwingungen kleiner als 1 ist 
und bei der obengewahlten Versuchsanordnung etwa bei 1: 4 
liegt. Demnach muB die erregte Frequenz JI kleiner sein als dip 

Eigenfrequenz _1__ Sie nahert sich aber dieser. als Grenzwert, 
l'LO' 

wenn man bei festgehaltenem L 0 entweder Loder Eo oder beides 
zugleich wachsen laBt. 

Der in Fig. 364 dargestellte Schwingungsverlauf zeigt eine 
Liehtbogenschwingung erster Art. Schwingungen zweiter Art liegen 
vor, wenn LI i gleich Jo wird, der Lichtbogenstrom also zeitweise 
verschwindet, dritter Art, wenn Jo + LI i seine Richtung zeitweise 
sogar umkehrt. Ubrigens ist unser Beispiel nahe zueine Schwin
gung zweiter Art; diese werden in der Funkentelegraphie aus
nahmslos verwendet, weil sie unter sonst gleichen Umstanden eine 
betrachtlichere Produktion an Schwingungsenergie ermoglichen 
als die Schwingungen erster Art. Schwingungen dritter Art ver
wendet man nicht, weil sie durch Oberwellen verzerrt sind und 
demnach die Abstimmung der Sende- und Empfangsorgane er
schweren. 
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§ 125. Elektrische Schwingungen in Vakuumrohren. 

1. Die grundlegende Anordnung einer Vakuumrohre ist in 
Fig. 366 dargestellt. In einem stark ausgepumpten GlasgefiiB R 
ist eine plattenformige Anode A und eine fadenformige Kathode K 
eingeschmolzen. Letztere ist zweipolig und wird durch einen Reiz
strom J" (mittels der Reizbatterie B,,) 
zum Gliihen gebracht. Zwischen der 
Anode und einem Ende des Kathoden
drahtes liegt die Anodenbatterie Ba , 

deren Spannung Ea (Anodenspannung) 
reguliert werden kann. Dann flieEt von 
der Anode zur Kathode ein Strom, der 
Anodenstrom J a , bestehend in einem 
Transport negativer Elektrizitiit von der 
Kathode zur Anode. Die negative Elek
trizitat aber besteht aus Elektronen, die 
der Kathodenfaden infolge seiner Rei
zung aussendet. 

Fig. 366. Vakuumriihre. 

Die Abhiingigkeit des Anodenstromes J a von der Anodenspan
nung Ea ist in Fig. 367 wiedergegeben. ] a steigt mit Ea an bis 
zu einem Rochstwert J., dem Sattigungsstrom, der mit der Ka
thodentemperatur T oder dem Reizstrom J" zunimmt. Der Zu· 

Fig. 367. Kennlinie und Sltttigungs
kurve. 

~ 
~ r-. l 

-2r 

----.,........ 
1 £ a 

Fig. 368. Anoden-Kathoden
Anordnung. 

sammenhang zwischen Ja und Ea kann fUr eine gegebene Rohre 
sehr leicht experimentell ermittelt werden; es ist aber auch mog
lich, mit ziemlich einfachen Vorstellungen der Potentialtheorie und 
der Elektrondynamik die Gestalt der Anodenspannungskennlinie 
Ja = f (Ea) wenigstens bis zum Sattigungspunkt zu ermitteln. 
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FUr eine Anoden-Kathodenanordnung nach Fig. 368 hat J. Lang
m u j r243 ) die Beziehung abgeleitet: 

ltl 
(1) Ja=1,465.1O-5-Ea 2 

r 

2. Eine Vakuumrohre in der besprochenen Form ist ein rein 
physikalischer Apparat; zu einem technischen Apparat wird sie 
erst durch Hinzufiigung einer zweiten Anode, des sogenannten 
Gitters, nach Fig. 369 und in Ausfiih- f( 

rungsgestalt nach Fig. 370. Legt man II t_----

zwischen Gitter und Kathode eine Span
nung E,q an, wird sich auch diese an 
dem Transport von Elektronen beteiligen. 

Fig. ~69. Verstarkerr6hre. 

I 
I 
I 
I 

G!2r 
t" 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

~'ig. 370. Anode, Gitter, 
Kathode. 

Ware der Gitterkreis allein da, so miiBte fiir ihn die Langmuir
sche Formel gelten: 

(2) _ -5 1 t J g - 1,465· 10 - Eq • r . 

Kommt jetzt noch die Anodenwirkung hinzu, so vermehrt sich der 
Gitterstrom J,q urn den Anodenstrom J a zum Emissionsstrom 

(3) 

Zur Erzeugung von J a steht abel' jetzt nicht mehr die ganze 
~L\nodenspannung Ea zur Verfiigung, sondern nul' ein Bruchteil 
D Ea; man hat sich vorzustellen, daB die elektrostatische Wirkung 
der Anodenspannung auf die Kathode, die den Elektronentransport 
verursacht, durch das Gitter hindurch, welches selbst eine Span-
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nung Eg besitzt, vermindert wird; die Anodenspannung greift 
also nur zu einem Bruchteil D Ea durch das Gitter hindurch; die 
Zahl D < 1 nennt man den "Durchgriff" der Anode; sie ist eine 
mit den Ansatzen der Potentialtheorie berechenbare reine Ab
messungskonstante 244) (wenigstens fur groBe Bereiche der Strom
starke J e ; vgl. hierzuAnm. 245 ). Esvereinigensichalso jetztEg und 
DEa zur sogenannten Steuerspannung Est = Eg + D Ea, die fur 
den Emissionsstrom maBgebend ist. 

Die Formel (3) schreibt sich demnach in der Gestalt: 

(4) J e = 1,465 ·10" : (Ell + DE} = .A (Eq + DE")~ , 

wo aber nunmehr r <{; 
der Gitterradius sein 
muB (siehe Fig. 370), 
damit fur verschwin
dende Anodenspan
nungEa fUr das Gitter 
die richtige La ng
m uirsche Formel 
herauskommt. Der Eg 
Ansatz (4) erfordert 
zur graphischen Dar- :Fig. 371. Kennlinienschar. 

steHung entwedereine 
Flache oder. eine Kurvenschar. Wir wahlen die letztere Art, und 
zwar als Parameter der Schar die Anodenspannung, als Abszisse 
das Gitterpotential (Eg-Kennlinie). Dann ergibt sich die Fig. 371. 
Die Kurven entsprechen bis ans Sattigungsknie dem Ansatz: 

H 

(5) J e = A (Ey + D Ea)2 . 

Hierbei ist zu beachten, daB bei negativem Gitterpotential Eg 
gegebenenfalls Eg + D Ea negativ werden k6nnte, falls D klein 
genug ist. Trotzdem k6nnen negative Emissionsstr6me nicht auf
treten, entsprechend dem imaginaren Werte der Wurzel {·-~E!, . 
Die Elektronenr6hre besitzt also die Ventil- oder Gleichrichter
eigenschaft. Andererseits bestimmt sich der Anteil des Gitterstroms 
am Emissionsstrom bei negativem Gitterpotential durch die Un
moglichkeit des -obertrittes von Elektronen auf das Gitter. In 
diesem FaIle ist der Emissionsstrom gleich dem Anodenstrom. 
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In ihrem mittleren Teil sind die Kurven der l)'ig. 371 einander 
ungefahr parallel, von gleicher "Steilheit" S. Auf derselben 
Strecke in der Umgebung eines ArbeitspunktesEgo,Eao kann man 
sie als annahemd geradlinig ansehen und die Steilheit darstellen 
durch 

(6) 

und das Produkt aus Steilheit undDurchgriff 

(7) ( d~) 3 ,/--------
DS= dEa 0 =2ADVEgo+DEao, 

Demnach bestimmen sich kleine Strom- und Spannungsanderun
gen in der Umgebung des Arbeitspunktes durch: 

(8) JJe=SJEg+DSJEo • 

Arbeitet die Rohre nun im Gebiete negativen Gitterpoten
tials, so kann J J a statt J J e geschrieben werden, entsprechend 

(9) JJa = SJEg+ DSiJEa • 

Ist nun im Anodenkreis ein Widerstand R eingeschaltet, so 
entspricht der Stromanderung J J a eine Anderung der Anoden
spannung 

(10) 

womit sich nach Einsetzen in Gl. (9) ergibt: 

(lOa) JJa=SJEg-DSRJJa 

oder 

(11 ) 

Dies ist die Verstarkungsgleichung der Rohre. Man erkennt, 
daB die kleinen Anderungen JEg der Gitterspannung sich als urn 
so starkere Schwankungen J Ja des Anodenstromes zu erkennen 
geben, je groBer S ist, je steiler also die Eg-Kennlinie im Arbeits
punkte verlauft. Andererseits aber nimmt die Verstarkerwirkung 
zu mit kleinerem Durchgriff D. Die GroBenordnung von S kann 
bei einer kleinen Rohre etwa S = 10 - 4 Amp. : Volt sein, der 
Durchgriff D = 0,1. Schreibt man in (lOa) DS = I: Ri ,2(6). so 
kann man Hi als den inneren Widerstand der Rohre ansprechen. 
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R LI J a LlEa .. 
da --- = - -- die von der Anderung der Anodenspannung 

Ri Ri 
herriihrende Stromanderung bedeutet. Ri hat stets sehr groBe 
Werte; im vorliegenden Falle wird Ri = 1 : D S = 100000 Ohm. 
Hieraus ergibt sich, daB nur sehr kleine Strome durch die Rohre 
gehen. 

Bei 100 Volt Anodenspannung betragt der Strom nur 1 Milli
ampere. 

3. Betrachten ",ir jetzt die 
Wirkung der Vakuumrohre als 
Schwingungserzeuger an Hand 
von Fig. 372, WQ in den Anoden
zweig ein elektrischer Schwin
gungskreis L, 0, R in "Ruck
koppelung"2(7) mit der Gitter
spannung eingeschaltet ist. 

Folgendes System von Glei-
chungen (12) ist anzusetzen: 248) 

a) fur die Eg- Kennlinie: 

c 

LlJa = SLlEo + DSLlEa ; Fig. 372. Vakuumriihre als Schwingungs-

b) ffir die Stromteilung am 
Schwingungskreis: 

erzenger. 

LlJa = Llil + Lli2 ; 

C) fUr die Spannungen im Schwingungskreis: 

R A • L dLl i l 1 (,/. d 
LJ ~l + -a:t = o. LJ ~2 t; 

d) fUr die Spannungen im Anodenkreis: 

/lEa = -R'.!JJ" - ~ (.!lio dt; o. -
e) fur die Spannungen im Gitterkreis: 

dLl i l 
LI Ell = +M -;[t-. 

Diese ffinf Gleichungen dienen zur Ermittlung der kleinen 
Schwankungen LI J a' LI i l , LI i2 , LI Ea, LI Eo, die sich auf einen nicht 
periodischen Bewegungszustand im Gebiete wesentlich negativer 
Gitterpotentiale (M = 0) beziehen. 
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Das ubliche Ausschaltungsverfahren liefert fUr J i2 die Diffe
rentialgleichung 

(13) 

mit den Werten: 

(14) 

r a = (1 + DS R') LC; 

l b=DSL+(I+DSR')C-S1li; 

c = 1 + DS(R+ R'). 

SolI hier eine stationare Schwingung moglich sein, so muB die 
Bedingung erfullt werden 

(15) b=DSL+(I+DSR')C-S1li=O, 

woraus sich der Ausdruck ffir die Starke der Ruckkoppelung findet 

(16) 

Man erkennt also, daB die notige Ruckkopplung urn so schwa .. 
cher zu sein braucht, je kleiner der Durchgriff D (die Ruckwirkung 
der Anodenspannunglund je groBer S, (die Steilheit der Kennlinie) 
ist. Das sind aber dieselben Bedingungen, die wir oben fUr eine gute 
Verstarkerwirkung fanden. 

1st die Ruckkopplung richtig bemessen, so wirddie Frequenz 
der eintretenden ungedampften Schwingung: 

(17) w =V: = Y~C ~1-+ID:1~9~'R') 
Die entstehende Frequenz wird also nahe gleich (etwas groBer) 

der Eigenfrequenz des Schwingungskreises gefunden. Sie nahert 
sich dieser urn so mehr, je klerner D Soder je groBer der innere 
Widerstand der Rohre ist. 2~8a) 

XVII. Elektromagnetische V organge auf gel'adlinig 
ausgestreckten Leitern. 

§ 126. Aufstellung der Telegraphengleichung. 
1. Aus einer geradlinig ausgestreckten Doppelleitung mit 

den auf die Langeneinheit (1 km) bezogenen Werten des Ohm-
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schen Widerstands R, der Selbstinduktivitat L, der Ableitung 
(Ausstrahlungsverlust) G, Kapazitat C grenzen wir nach Fig. 373 
ein Stuck heraus, auf das wir das zweite elektromagnetische 
Grundgesetz (§ 133) anwenden: 

S 

11, W ~~ = - (fir cos (fir, ds) ds. 
o 

Hier ist die Permeabilitat 
f1, = 1 zu setzen, wahrend 

f " d(w.\:)) d' A" d ur -----;rt Ie n erung 

oJ 
L odesmagnetischenFel

C't 
des der Selbstinduktion 

: ~tt L h(t ~r 
I V,"!JI I V+!Ldx 
I I-dx-<>iV CJx . ( ~ 
I 3,R J C 2 
~x __ z 

Fig. 373. Linieneiemeut einer J,eitung. 

E • 

eintritt. Das Linienintegral der elektrischen Kraft wird uber 
1 2 3 4 genommen. Wir erhalten: 

cJ [(- d V ) R R 1 L - dx = - V + -;;:- dx + - dx J - V + - dxJ I at ex 2 2 
- - -

oder 

(1) 
a V dJ 

=RJ+L-o-' 
dx ot 

Zu diesem Ansatz kommt die Kontinuitatsbedingung der elek
trischen Stromung, indem die Stromanderung d J langs dx mit 
dem Ableitungsverlust G V dx und dem kapazitiven Strom des 

Elementesdx: :t (CVdx) die Summe Null ergeben muB: 

a 
cJ + GVdx+ Tt(CVdx) = 0 

oder 

(2) 
dJ oV 

-!l=GV+C ~ vx e t 

Schaltet man aus (1) und (2) V aus, so filldet sich ffir J 

( 3) 
o2J oJ o2J 
~ = GRJ + (GL+C R)-;:- +CL~. 
() x· () t v t-

Fur V erga.be sich eine entsprechende Gleichung, wenn man 
J aus (1) und (2) ausschaltete. 
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Man schreibt deshalb statt (3) eine gemeinsame Gleichung 
mit, einer neuen Variablen U: 

(4) 
c2U fJU fJ2U 
~ = G R U + (() L + U R) ~ + C L --;;---0 , 
ci x (j t ci t· 

mit del' V und J durch die Ansatze verbunden sind: 

('» 
uU V= ... 
fJx ' 

~ U ' 
J = - (0 v~_ +GU). 

vt 

Je nach Bedarf werden wir nun (1) und (2) odeI' (4) und (5) 
heranziehen. 

2. Man nennt die Gleichung del' Gestalt (3) odeI' (4) die Tele. 
graphengleichung, weil sie zuerst zur Untersuchung von Vorgangen 
in Telegraphenleitungen aufgestellt ,yurde. Durch die Einsetzung 

(6) 
G 

- -I 
J = e C 'If' 

kalm man (3) in die Form bringen: 

[2/1' fJ'I' i;2ljJ 
(7) iJ .,=(CR-GL-~ +CL-~. 

x· ci t lJ t 

Besteht die Bedingung 

(7a) 

so bleibt ubrig: 

(8) 

CR-GL = 0, 

mit del' allgemeinen Losung: 

(9) 

1 
wo t eine ganz beliebige Funktion ist und w = ,--- bedeutet. 

yCL 
Die Gleichung (9) besagt, daB sich ein an del' Stelle x = 0 gegebener 

Wert 'IjI = t (0) nach del' Zeit x_ unverandert an den Stellen 
w 

± x del' Leitung wiederfindet, d. h. eine Welle V' pflanzt sich 
zeitlich ungedampft und raumlich unverzerrt mit del' Geschwindig-
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keit w auf cler Leitung fort. Dagegen erfahrt der Strom J ebenso 
wie die Spannung V gemaB 

- !"!.. t 
J = C tp 

eine zeitliche Dampfung; die Eigenschaft der raumlichen Ver
zerrungsfreiheit bleibt aber erhalten; man nennt daher eine 
Leitung, deren elektrische KOllstanten die Bedingung (7 a) erfiillen, 
verzerrungsfrei. 

3. Kann man in den Gleichungen (1) und (2) den Ohmschen 
Widerstand R und die Ableitungskonstante G gleich Null setzen, 
so erhalt man die Differentialgleichungen der verlustfreien 
Leitung: 

(9a) 

( av oJ 

l' =:~ ~:~~ ex it 

mit der Losung: 

(9c) V=g(x+wt), 

J= ~I ViI Z= -
. 0 

1 
V w=-=. 

J=-- fLO 
ZJ 

(9b) V = I (;r; - W t) , 

oder 

Die Funktionen fund g sind ganz beliebig und bedeuten das 
unverzerrte Fortschreiten einer beliebigen Spannungsverteilung 

1 
Hings der Leitung mit der Geschwindigkeit w = ,-:=_ in entgegen-

fLO 
gesetzten Richtungen, also eine Wanderwelle, deren Natur spater 
genauer untersucht wird. Die verlustfreie Leitung ist ebenfalls 
verzerrungsfrei. 

Bemerkenswert ist die Konstante Z, der Proportionalitatswert 
der Spannung zum Strom an jeder Stelle. Man nennt ihn deshalb 
den Wellenwiderstand oder auch die Leitungscharakteristik. 

4. Nach H. Poincare 249 ) und K. W. Wagner 250) kann man 
die Grundgleichungen (1) und (2) durch die Einsetzungen 
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( 10) 1 
x=~; 

(] 

RC-GL 
(] = -- 2 VL C . ; 

T 
t = ---

W(] 

1 
W= -== 

VCL 

und 

(11 ) 1 
V= ~e-T; 

2GL 
" = --------" 
I RC- GL 

J 
J=-----e- yT . 

aZ ' 

Z=I/~ __ 'r' 

umformen, so daB sie die Gestalt annehmen: 

( 12) 

An Stelle des Paares von Differentialgleichungen (12) kann die 
einzige 

(13) 

treten fUr die Variable U, aus der sich J und V ableiten vcrmogc: 

(14) 
au 

V= aX; 

Die Bedcutungdieser Normalformen der Telegraphengleichung 
liegt darin, daB durch die Umformungen (10) und (11) samtliche 
Sondereigenschaften der Leitung verschwunden sind, so daB alle 
moglichen Leitungen auf eine einzigc zuruckgefuhrt werden, 
andererseits aber sind die neuen unabhangigen Veranderlichen 

(15) x = ax; T = wat 

reine Zahlen geworden. Insbesondere ist dies wichtig fur die 
Langenvariable X, die wesentlich den Verlauf der Erscheinungen 
im Kabel beeinfluBt; man nennt sie das LangenmaB des Kabels 
oder der Leitung und findet, daB die Erscheinungen in letzterem 
gleichartig verlaufen, sobald das LangenmaS das gleiche iRt. 
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4. Eine Lasung der Ansatze (12) bzw. (13) sei fiir den Fall 
eines sehr langen Kabels mitgeteilt, an dessen Anfang X = 0 
eine Spannung V = f (T) angelegt ist. Wie K. W. Wagner 250) 

nachgewiesen hat, findet sich dann fiir die potentialartige 
Funktion U [Gleichung (13)] der Am;atz 

T-X 

(16) U = - {f (r) e(r+ 1)r-T .10 yX2 - (T - r)2dr, 
- 00 

wo Jo(z) die Besselsche Funktion erster Art nullter Ordnung 

(17) 
(~ zt G zr (~zr 

.10 (z) = 1 - 1!2 + ~iit - - 3 !t + ... 
bedeutet. Das Integral erfordert eine Zeitintegration (nach "l) 
derart, daB T - X die obere Schranke der Integrationsvariablen 
bzw. des Argumentes "l von f (r) ",ird: 

(18) "lsT-X. 

Wird nun die angelegte Spannung so gewahlt, daB gilt: 

(19) f 
V = f (T) = 0 ; 

V = f(T) = p; 

-oo<T<O; 

- O<T<+oo, 
so kann m.an die Integration (16) in die beiden Teile zerlegen: 

U = - [IL(r) .... d"l+ [j~) .... dr]. 

Der erste Teil verschwindet, weil die Integration gemaB (19a) 
nur im Bereich verschwindender f (T) verlauft. Andererseits ist 
auch das zweite Integral nur von Null verschieden, sofern T - X< 0 
gilt; denn das Gegenteil: T - X < 0 wiirde eine negative obere 
Grenze des Integrals bedeuten; im Gebiet enegativer T ist aber 
das Integral wegen (19a) stcts Null. Demnach ist T - X = 0 
oder T = X die Bedingung fiir den Beginn des Einwirkens der 
Spannung p auf den Leitungspunkt X; die Einwirkung beginnt 

zur Zeit T. T = X bedeutet aber nach (10): x=wt=··~--- d. h. 
yLO 

auf dem wirklichen Kabel wird der Einwirkungspunkt x nach 

der Zeit t vermage der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ,/ der 
,LO 

H 0 r t, Schwingungs\ehre. 2. Aufl. 44 
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Storung p erreicht, im Einklang mit dem oben fUr die verzerrungs
freie Leitung abgeleiteten Ergebnis. Es ist bemerkenswert, daB 
fUr L = 0, also fUr verschwindende Selbstinduktion die Fort
pflanzungsgesehwindigkeit unendlieh groB wird. Wir werden 
spater sehen, warum im Grenzfalle L = ° ein Kabel keine eigent
liehe Fortpflanzungsgesch windigkeit hat. 

§ 127. Fortpflanzung von Wechselstromen Hings Leitungen. 

1. Wir benutzen nun die Ansatzedes § 126 zur Priifung des 
Verlaufes von sinusformigen Wechselstromen langs einer Leitung 

Jx nach Fig. 374 251). 

t ,.. t t Am Anfang sei der 
Lx Jx ~e Leitung eine Weehselspan-
I--- ------IJ: 1 nung (der Frequenz w) 

lEa = Vaeiwt aufgedriickt. 
Fig. 374. Bezeichnungen an einer Wechselstrom-

ieitung. 1m stationaren Zustande 
werden Spannung und 

Strom an beliebiger Stelle x dann ebenfalls die Frequenz ill haben 
und sieh symbolisch sehreiben lassen: 

58", = V",eiwt ; 0", =_J",eiwt. 

Damit sehreiben sich aber auch die Gleiehungen (1) und (2) des 
§ 126 symboliseh: 

1
- ~~ = (R+iwL)3",; 

(1) 00x. 
- a-:;, = (G + ~ w C) 58",. 

Rier kann man etwa 3", entfernen und erhalt: 

(2) 

deren allgemeines Integral sich mit der Abkiirzung 

(R + i w L) (G + i w C) = )'2 

in der Form: 

(3) 



§ 12i. Fortpflanzung von Wechselstromen Hings Leitungen. 691 

findet; hier nennen wir '}' = ai + b die Fortpflanzungskonstante 
der Leitung. Aus (3) findet sich ~x durch Differentiation 

(4) ~ = ____ -"!tr_eYx+~~r_e-yx 
ovZ R+iwL R+iwL . 

Fiihrt man mit der Abkiirzung 

l/R + iwL 
2=VG+iwc 

den Wellenwiderstand oder die Charakterii'\tik .8 der Leitung 
ein, so kann man statt (4) schreiben: 

A A 
(5) Jz = - 21 eYZ + 32 e- YZ • 

Die unbekannten Iritegrationskonstanten Al und Az bestimmen 
sich aus den Bedingungen am Anfang der Leitung. Sei hier au-Ber 
~a auch noch ~a gegeben; so hat man fiir x = 0: 

(6) { 

~a = At + A2 ; 

At A2 
~a=-3+"8· 

Es berechnet sich hiernach: 

(7) Al = t (~a - 3 ~a); 
Durch Einfiihrung in (3) bzw. (4) findet sich: 

(8) 

oder unter Verwendung hyperbolischer Funktionen: 

{ 
}Bz = }Ba ~of '}' x - 2 ~a 6in '}' x; 

(8a) C\' C\' rr f }Barz. . .vx = .va ~o '}' x - "8 ';;1m '}' x. 

Am Ende der Leitung x = l wird }B", = }Be, ~l. = ~e; man 
erhiilt 

(8b) {
}B. = }Ba ~of '}' l - .8 ~a 6in '}' l; 

3. = Sa ~of r l - ~a 6in '}' l. 

44* 
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Hier kann man naeh j8a, Sa aufli:isen und in (8a) einsetzen; man 
erhiHt: 

(8e) { 
j8a = j8. (£01 y l + 2 S. 6in y l; 

Sa = S. (£01 y l + i ~in y l; 

oder mit den Abkiirzungen: 

(8e) 2l=(£°lyl; 

(8f) 

~=2~inyl; 

{ j8u = ~ j8. + ~ S. 
Sa = ~ S. + (£ j8. 

wo die Beziehung gilt: 
(8g) ~2 - ~(£ = l. 

2. An Hand der Gleiehungen (8) kann man sieh iiber den 
allgemeinen Verlauf der Sehwingungsfortpflanzung wie folgt 
Rechenschaft geben. Wir setzen y = a i + b und ersetzen die 
Exponentialfunktionen mit imaginarem Exponenten dureh die 
Kreisfunktionen. Dann erhalten wir z. B. fiir Sx in reeller Form 

(mit Sa = Jae iwt, 121 = z, cp = Phase von i- + Phase von (Sa, j8a) : 

(9) J x = ~a [ebx(eoswt+ ax) + e- bx (coswt - ax)]. 

-:k e- bx (COB w t+a x+cp) -e-bxcos (w t-a x+cp)]. 

Es handelt sich also im wesentlichen um die beiden Wellenformen 
ebx cos (wt + ax) und e- bx cos (wt - ax). Betrachten wir die 
erstere zu den Zeiten tl und t2 sowie an den Stellen Xl und x2 ' 

so wird Gleichphasigkeit vorhanden sein, wenn gilt 

wtl +axl=Wt2 +ax2 

oder 
W (tl - t2) = - a (Xl - x2) . 

1st nun t2>tl , also t2 spater liegend, so muB Xl >X2 sein, d. h. 
die Welle lauft von der Ausgangsstelle Xl gegen den Anfang der 
Leitung. Andererseits liefert dieselbe Betrachtung fiir die Welle 
e- bx cos (wt - ax), daB sie gegen das Ende der Leitung lauft. 
Man nennt diese Welle die einfallende, die erste die reflektierte. 
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Nun sind noch die beiden Faktoren ebx und e- bx zu betrachten. 
Es ergibt sich ohne weiteres, daB ebx fiir Xl> X 2 mit wachsender 
Zeit, d. h. mit dem Fortschreiten der Welle gegen den Leitungs~ 
anfang, abnimmt; die Welle wird also raumlich gedampft. In 
entsprechender Weise nimmt e- bx gegen das Ende der Leitung abo 

Betrachten wir jetzt die Wellen in solchen Leitungspunkten 
Xl' x2 ' daB eine Phasenanderung 2 n vorliegt, so ist zu setzen: 

w tl + a Xl = 2 n + w t1 + a x2 ' 

woraus sich findet: 

Die beiden Leitungspunkte Xl' X 2 haben also einen konstanten 
Abstand, die Wellenlange: 

(10) 

Fur die einfallende Welle gilt der gleiche Satz. 
Dbrigens bestimmt die GroBe a zusammen mit der Frequenz w 

noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen: 

(ll) w 
w=-. 

a 

Demnach ist der Verlauf des Vorgangs, abgesehen von den 
Grenzbedingungen, abhangig von der GroBe a, der Wellenlangen
konstante, die mit der Lange X des Leitungsstuckes das Winkel
maB ax bestimmt. Fiir die Dampfung ist maBgebend die Damp
fungskonstante b, die mit der Lange X den Dampfungsexponenten 
bx ergibt. 

3. Mit Hilfe der Gleichungen (8c) kann man in (8a) statt 
)Ba, Sa die Endwerte )Be, Se einfiihren: 

(12) 
f )Bx = )Be (£01 Y (1 - X) + ,8 Se 6in Y (1 - x) ; 

l s", = Se (£01 Y (l - x) + ~ 6in Y (1 - x) . 

1st die Leitung am Ende offen, so wird Se = 0 und 

(12a) ~'" = )Be(£0f y (l- x); S", = ~e 6in y (1- x) . 
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Nun sei y = 1 - x der Abstand vom Ende der Leitung; es liefert 
dann 

(13) 

das Verhaltnis der Amplitude von ~'" zu ~. und den Phasen
unterschied von ~'" gegeniiber .~e. Fiir die GroBen eYlI bzw. 

e- YY wahlen wir jetzt 
die polare Darstellung 
(§ 43): 

(14) 1. 

mit 

e-rY = -e->'f 
r 

b 
-- fI" 

r = ea (p =ay. 

Demnach stellen sich 
die beiden Ansiitze (14) 
als logarithmische Spi
rala 252) nach Fig. 375 

Fig. 37;;. Darstellung der Hyperbelfunktlonen durch dar, die bei A mit r = 1 
logarithmische Spiralen. 

und g; = 0 beginnt. 
Entsprechend ergibt - eYY eine zu jener zentrosymmetrische 
Spirale. Die gesuchten Ausdriicke ~of yy und @)in yy finden sich 
durch geometrische Addition der durch g; = ± a y festgelegten 
Spiralenvektoren und Halbierung, wobei der Richtungssinn durch 

die eingezeichneten Pfeile zu be
G~.d. =w-, 'ftcksichtigen mt. Die letz""~ e,· "--= :)'!f ~ geben zusammen mIt der posltlven 

------ reellen Achsenrichtung des gezeich-
Fig. 376. Spiralenschaubild einer te K d' .. - d' 

Leitung. ne n oor malit:lnsystemes Ie 
Phasenwinkel von ~of yy bzw. 

@)inyy. ·Tragt man die Werte dieser Funktionen mit den zu
gehorigen Phasenwinkeln in einem Polardiagramm zusammen, 
so erhalt man das Spiralenschaubild der Leitung, wie es in Fig. 376 
fiir ~' '" = a:of y y gezeichnet ist. 
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§ 128. Kraftiibertragung mittels Wechselstrom. 

1. Die Ansatze (8a) des § 127 wollen wir zunachst benutzen, 
um den Strom- und Spannungsverlauf in einer unendlichen, am 
Ende offenen Leitung zu untersuchen, die am Anfang die Spannung 

)8a = Va cos W t 

erhalt. Die Untersuchung besteht darin, daB man von den An
satzen (8a) nach den Regeln der komplexen Zahlenrechnung zu 
reellen Werten iibergeht. Dann wird 

)8x= Vae-bxcos(wt-ax) 

und 

Ow 
~ = V . e - b x cos (w t - a x + m) ; 
'Vx a ya2 + b2 T 

b 
tgcp = -; 

a 

(1) {a2 =t {y(w2L2-t.ii2)(w202-+-02) + (w2 LO-OR)}; 

b2 = t {J/(w2 L2 + R2) (W 20 2 + G2) - (w2LO - GR)}. 

In Fig. 377 ist beispiels
weise der Verlauf von 
)8a mit Va = 10 000 Volt, 
w = 50, Lw = 0,82 
[sec-I], Ow =0,94.10- 6 

[km - 2 sec I], R = 1,36 
[sec-I], G = 0, a = 1,17 
. 10- 3 [km -1], b = 0,36 
. 1O- 3 [km- 1], ya2 + b2 

= 1,22 . 10- 3 [km -1]; 

~~~ 
\ 
\ 

~. 

~ 

i{_ 
I I7 
I 

f\.!::i s:, . ~~~ ...... 
\iJj1" 

'-. ~. 

~ I 
~ /1 1i 
~. 1 

'--J. Irm 

/'1 ~ ~ ~ / ~ 
.I ~'I 

b Fig. 377. Verteilnng einer Wechseistromspannnng 
tgcp = - = 0,308; iangs nnbegrenzter Leitnng. 

a 

cp = 17 0 7' verzeichnet. 

2. Liegt weiter eine Leitung der endlichen Lange Z vor, so ist 
an Gleichung (12a) bzw. (13) § 127 anzukniipfen: 

~y = )8. (£of r y ; ~y = ~. Sin r ?f .. 
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1st )Be = Ve cos w t, so wird 

(2) )By = ~ecoswt {ebY(cosay+isinay) +e-bY(cosay-isinay)} 

= ~e {ebYcos(wt+ay) +e-bYcos(wt-ay)}. 

I 1 
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Fig. 378. Verteilung einer Wechselstromspannung Hings einer 

begrenzten Leitung. 

Diesen Ausdruck kann man auf die Form bringen: 

(3) )By = ~e M cos (w t + 'II') . 

Man findet leicht: 

(4) 

(5) 

M2 = e 2by + e - 2by + 2 cos 2 a?l ; 

e+ by _- e by 

'I' =---- tg a y. e+bY+e- by 
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In der Fig. 378, in der nur x durch y zu ersetzen ist, ist fiir 
a = 1,17 . 10 - 3 und b = 0,36 . 10 - 3 die Funktion M2 aufgezeichnet. 
Die Kurve hat fiir y = 0 ein Minimum, wenn a < b, ein Maximum, 
wenn, wie in unserem Beispiel, a> b ist. Dann nimmt also nach 
dem freien Ende hin die Spannung zu (wie ja auch aus Fig. 378 
ersichtlich ist); eine Dynamo von 10 000 Volt unter obigen Be
dingungen an eine Freileitung von 672 km angeschlossen, wiirde 

2 
am offenen Ende eine Spannung von 10 000 ,~ = 13 800 Volt 

~2,1 

ergeben. Diese Erscheinung ist unter dem Namen Ferranti
Phanomen seit 1890 bekannt. 

3. Zur Untersuchung der Energieverluste und des Wirkungs
grades bei einer Wechselstromfernleitung bemerken wir zunachst, 
daB eine solche unter allen Umstanden Energie aufnimmt, mag 
sie nun am Generatorgegenende offen oder kurz geschlossen sein. 
In beiden Fallen ist der Wirkungsgrad der Energieiibertragung 
durch die Leitung Null, anders als bei Gleichstromiibertragungen, 
die bei offenem Ende den Wirkungsgrad 1, allerdings bei der 
Energieaufnahme Null, haben. 

Die offene (0e = 0) und die kurz geschlossene (58. = 0) 
Wechselstromleitung bieten am Generatorende die scheinbaren 
Widerstande ~o und ~k dar; es ist [s. Gleichung (8 c), § 127] 

(6) )ffio=~a=,3G:otgyl; 7ffik =,3:tgl'l; 
<\Sa 

woraus sich findet 
!~~ 

(7) [0\ y l = 1/------. r 7ffio - 7ffik 

1st nun am Generatorgegenende ein Verbraucher des scheinbaren 

Widerstandes lRe angeschaItet, so wird lRe = ~. und die Lei
.;.se 

stungsabgabe 
(8) Ae = J~ R. cos CPt , 
wo J e = ISel, Re = IlR.1 die Effektivwerte, CPe die Phasenverschie
bung am Ende bedeuten. 

Mit Gleichung (8c), § 127, ergibt sich nun am Generatorende: 

{ 
58a = (58. + S.7ffik) (£0\ y l; 

(0) Sa = (Se + :~) (£0\ yl; 
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und somit der scheinbare Widerstand am Anfang 

(10) m = ~a = me + m3k 
a ~a 1 + Jl!e_ . 

m30 

Zur Berechnung der Leistungsaufnahme am Generatorende nach 
(9) beziehen wir die Phase yon ~a und ~a auf ~e (£oi r l, indem 
wir setzen: 

(U) 1 ~e (£of r II = c J •. 

Dann wird: 

(12) ~a=cJe(me+m3k); ~a=CJe(l+ ~:). 
1 

Nun sind ffir me, m3k'm!~- ihre komplexen Formen einzufiihren: 

(13) me = IX, + i f3r ; m3k = IXk + i Pk ; ~-; = lXo + i f30 

mit de m Ergebnis: 

(14) . I ~a = cJe[(lXr + IXk) + i (p, + Pk)]; 
= cJ. (av + i bv ) 

~a = cJ.[(1 + ~rlXo-(1,f3o) + i (IXrf3o) + lXof3,)] 
= cJ. (aj + ~ bj ). 

Damit wird aber die aufgenommene Leistung 

(15) Aa = c2 .r" (aVaj + bv bj ) = c2 J= N 

und der Wirkungsgrad 

(16) 
A. IX, 

1'1=-=----./ Aa c2 N· 

Durch Auflosung von 

(17) ~ = 0 und a IX, 

nach IXr und P, findet sich: 

(IS) 1 me 12 = IX;' + (1;' = IXk ; 
lXo 

01] 
-- = 0 o f3, 

fir __ = IXk f3o_~ __ lXo Pk 
f;;+ ~; 21';X~~k 

Durch Einsetzung von Olr und f3, in (16) findet sich schlieB
Hch 1] max 253). 
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§ 129. Die Wanderwellen. 

1. Die bisherigen Untersuchungen beziehen sich nur auf die 
stationaren Losungen der Differentialgleichungen (1), (2) bzw. 
(4), (5) des § 126. Die stationaren Losungen entsprechen den 
Beharrungszustanden auf den Leitungen, oder wenn man will, 
den erzwungenen Schwingungen. 

Dieselben Differentialgleichungen kann man aber auch zur 
Ermittlung der Ausgleichsvorgange benutzen, die von einem 
Beharrungszustand zu einem an
deren liberfiihren 254). 

Sei der anfangliche Behar
rungszustand auf einer Leitung 
durch U1 (x, t), der neue durch 
U2 (x, t) nach Fig. 379 gekenn
zeichnet. FUr den Dbergang zwi
schen beiden Zustanden benoti-
gen wir' eine Ausgleichsfunktion 

IIIIIII~IIIIIIIIIIII.III[~~III! 
Fig. 379. 

Schema eines Ausgieichsvorgangs. 

Uf (x, t), die im Augenblick t = 0 des beginnenden Ausgleichs 
die Bedingung zu erflillen hat: 

(1) U2 (x, 0) = U1 (x, 0) + Uf(x, 0). 

AIle U haben den Differentialgleichungen des § 126 und ge
wissen, durch die Besonderheit der jeweils vorliegenden Aufgabe 
gesteIlten Bedingungen zu genligen. Dann ist fiir t> 0 der Zustand 
gegeben durch: 

(2) U (x, t) = U2 (x, t) - Uf (x, t) . 

Wir werden sehen, daB stets gilt: 

(3) 

d. h. U (x, t) geht tatsachlich nach genligend langer Zeit in den 
neuen Beharrungszustand U2 (x, t) liber. Uf (x, t) stellt die freien 
Schwiitgungen der Leitung dar, die mit t = 00 vermoge der 
Dampfung abklingen. 

2. Wir suchen nun flir Uf eine Losungsform der Differential
gleichung (4) des § 126 

(4) 
02 U _ 2 - , 0 U (;2 U 
~ 2 - P r U + 2 qr -~- + r ~-2 vx at vt 
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mit p2 r = GR, 2 qr = GL + OR; r = OL in der Gestalt: 

(5) U = A eial' rx+bt. 

Durch Einsetzen in (4) findet sich: 

(6) - a2 = p2 + 2 b q + b2 • 

Man kann nun nach b auflosen: 

(7) 
wo 

(7a) m= 

b = - q ± Y q2 - p2 - a2 = - m ± in, 

GL+OR 
20L 

bedeutet. Jede Wahl von a, welches zunachst willkiirlich bleibt, 
liefert ein Integral der Gestalt (5); wir erhalten vier solcher 
Formen: 

(8) { 
Ae+iaVrxe(-m+in)t; 

A e-iaVrx eC -m+in)t ; 

A e+iaVrx eC-m-in)t; 

A e+iatrx eC-m-in)t. , 
aus denen sich das allgemeine Integral: 

(9) U = e- mt (Acosafrx + Bsinafrx) (Ocosnt + Dsinnt) 

aufbaut. Jede Wahl von a = ak liefert eine Losung Uk,. wofern 
b nach GIeichung (7) bzw. (7 a) bestimmt wird: 

(10) Uk = e- mt (Akcos adr x + Bksin adr x) 
(Okcosnkt + Dk sin nkt) 

und die Summe aller Uk bestimmt die allgemeine Losung 

(ll) U = ~ Uk' 

Die hierin vorhandenen unbekannten GroJ3en ak bestimmen sich 
durch die Grenzbedingungen; Ab Bk, Ok, Dk durch die Anfangs
bedinglingen. Dabei bedeutet: 

(12) Tk = 2:n: 
nkj 

die Schwingungsdauer des betreffenden Anteils Uk; 

2:n: 
(13) Ak = --== 

akyOL 
seine Wellenlange; 

(14) 
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die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. In der Tat ist die Bedingung 
(3) erfullt vermoge des Dampfungsfaktors e - In t in allen gefundenen 
Ansatzen. 

3. Wir behandeln zunachst die Anschaltung einer am Ende 
x = 1 offenen Leitung mit ihrem Anfangspunkt x = ° an eine 
konstante Spannung E; der Schaltmoment sei t = 0. Dann 
hat man fur den Zustand u1 : 01 = 0, )81 = 0, fur u2 : 02 = 0, 
)82 = E. Fur den Beginn des Ausgleichs gilt demnach nach (1): 

(15) 0f(X,O) =0; )8f(x,o)=E. 

1m ubrigen wollen wir die Ausgangsdifferentiaigleichung etwas 
vereinfachen, indem wir keincn Ableitungsverlust G voraussetzen. 
Dann gilt nach § 126: 

(I5a) 
au 

)8 = ax ; 
Diese Ansatze rechnen wir mit Hilfe von (9), (10), (11) fur t = ° 
aus und finden: 

{ 
E = 2: ak y-;;: Ck (Bk cos ak yr x - Ak Ein ak {i x) ; 

(16) ° = _ C2:(nk Dk- mi-;;:ck ) (Akcos ad-;;:x + Bksinad-;;:x). 

Zu diesen Anfangsbedingungen kommen noch die Grenzbedin
gungen. Am Anfang der Leitung x = ° ist dauernd 

(17) )8f (0, t) = 1E2 (0, t) - m1 (0, t) = E - E = 0, 

und am Ende der Leitung x = 0 
(18) 0e (l, t) = 0 . 
(17) liefert den Ansatz: 

(17 a) e- mt2: ak 1/-;;: Bk (Ck cos nk t + Dk sin nk t) = 0, 

der offenbar nur erfullt wird durch Bk = O. Berucksichtigen wir 
dies sofort bei der Berechnung von (18), so findet sich: 

(18a) - Ce-mt2:Akcosad-;;:l 

{(nk Dk - m Ck) cos nkt - (m Dk + nk Ck) sin nkt)} = O. 

Dieser Gleichung kann nur genugt werden durch 

(19) C03 ak{;l = 0 
oder 

(20) 
(2 k + 1) n 

ak 1 = -'---==----
2yCL 

k = 0, 1,2, 
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womit die bisher unbekannten GroBen a festgelegt sind, und 
wodurch noch folgt: 

V'(2k+ 1)2n2 R2 
(21) nk = - 4l2L~ - -4-P' 

Nunmehr gewinnt man aus (16) die Ansatze: 

{ E = - 2'adrGkAk~inadrx; 
~~ r o = 2' (nk Dk Ak - m Gk A k) C03 ak 1 r x. 

Die erste Gleichung (22) liefert die Koeffizienten Mk = GNiAk 
vermoge einer Fourierentwicklung (§ 35) durch 

1 _ 

E l sin ak V r x d x 4 E 

Mk = - a-kyr I sin2 adrxdx = - (2 k + l)nadr ' 
"() 

(23) 

und die zweite Gleichung (22) die Koeffizienten 

m 4mE 
(24) Dk Ak = Nk = - Mk = - -------=-

nk (2k+1) naknkyr 

Damit finden wir aber die AusgleichsgroBen 

{ m,= e- m!2' (Mkcosnkt + NkEin nk t) sinak yrx, 

3,=Ge- m!2' {(nkMk- mNk) cosnkt- (mNk+ nkMk) sin nk t} sin ak yrx, 

mit denen sich der Ausgleichsvorgang schreibt: 

(26) { m = E - m,; . 
3= -3,· 

4. Wir berechnen jetzt mit den Zahlenwerten von § 128 ein 
Beispiel fur Z = 1 km. 

Es ergeben sich die Konstanten 

m = 260 [sec- 1], a~ = 0,314 (2 k + 1)21012 [sec- 2] 

Demnach ist bereits fur Schwingungen niedrigster Ordnung 
(k = 0) a~ so groB, daB dagegen m 2 = 6,8. 104 in 

nk =y~- ms-
vernachlassigt werden kann. Wir haben also das angenaherte 
Resultat: 
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Damit wird aber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

n,l; 1 1.,1; 
Vk =----=--=-

adOL -VOL Tic 

eine Konstante. Unter diesen Umstanden vereinfachen sich die 
Gleichungen (26) und (25) in: 

( 4e-mt ~ 1 2:n 2:n) 
'iB=E l--:n-~ 2k+ Isin1;xcos Tk t ; 

Der hierdurch beschriebene Wellenzug fur 
'iB stellt sich bildlich nach Fig. 380 dar, wenn 
wir von der Dampfung absehen, als die 
Kombination der konstanten Spannung E 
mit den beiden gegenlaufigen Wellen 

= - --e- ---smak rT x+ Wl} 2E mt~ 1 . 1/-( -- V) 
W2 :n 2 k + I 

Demnach ruckt die aufgedruckte Spannung E 
1 

mit der Geschwindigkeit V = -c==-cc gegen das 
-VOL 

Leitungsende vor (I. Stadium, s. Fig. 380). 
Am Ende findet eine Reflexion statt, so daB 
die Spannung auf 2 E steigt (II. Stadium). 
Diese verdoppelte Spannungswelle lauft zum 
Leitungsanfang zuruck und wird hier zum 
halben Betrag reflektiert; die Leitung be
ginnt sich wieder zu entladen (III. Stadium). 
Am Leitungsende findet Reflexion auf die 
SpannungOstatt (IV. Stadium) ; dieLeitung be
endet ihre Entladung. SchlieBIich ist die ganze 
Leitung wieder strom- und spannungslos und 
der beschriebene Vorgang beginnt von neuem. 

II 

DI 

N 

Infolge der stets vorhandenen Dampfung 
b di A Ii d d b d Fig. 380. Einschaltung 

nimmt a er 'e mp 'tu e er ei en einer Spannung. 

Wellenzuge dauernd abo In unserem Bei-
spiel ist m = 0,26 . 10+ 3 und die Dauer eines Schwingungs-
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vorganges T = 41 Y LC= 4.2,8. 10- 6 = 1,12.10-:; [sec]. Dem-
1 

nach wird der Dampfungsfaktor fiir eine Periode e- mT = 1,004' 

entsprechend einer Spannungsverminderung von 4 v. T. Prak
tisch ist der gauze Schwingungsvorgang nach 105 T = 1,12 sec 
abgeklungen, wahrend welcher Zeit 10 0000 Ladungen und Ent-

20 V. n ""'" .- _ 
'I~ea;; 

-
"U 1'1A. 

Fig. 381. Gedltmpfter Einschalte- Fig. 382. Gediimpfter Einschaltevorgang, experimentell. 
vorgang, berechnet. 

ladungen der Leitung stattfinden. Der Strom S ist im Endzustand 
null. DieserVorgang spielt sich etwa ab nach Fig. 381, wo die 
Spannung am Ende und der Strom am Anfang einer plOtzlich 
eingeschalteten, am Ende· offenen Leitung, nach Berechnung 
verzeichnet sind: Fig. 382 gibt dieselben GroBen nach Versuchen 
K. W. Wagners unter den der Berechnung entsprechenden 
Verhaltnisseu 255). 

§ 130. Das Telephonkabel. 

Die telephonische Ubertragung der Sprache erfordert die Fort
leitung von Wechselstromen auf groBe Entfernungen, die sich 
nach den allgemeinen Ansatzen des § 128 regelt. Vor aHem wird 
hier notwendig die Untersuchung der als WeHenlangen- und 
Dampfungskonstante erklarten GroBen: 

a2 = + ! (w 2 CL - GR) + ! Y(W 2G2 + G2)(W2ji-+-R~); 
(1) 

b2= - !(w2CL-GR) + !Y(W2C2+G2) (w2£2+ R2). 

Nun setzen wir voraus, was bei Telephonleitungen stets der 

Fall ist, daB die Verluste in einer halben Periode RJ2:n; bzw. GV2:n; 
2w 2w 
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klein seien gegen die schwingenden Energien ILJ2 bzw. IOV2, 

daB also (wG 0 r und (wRL r gegen 1 zu vernachlassigen seien. 

Dann kann man durch Absonderung von w 2 0L die Ausdrucke (I) 
naherungsweise durch die folgenden ersetzen: 

(2) a= w{OL; 
R /0 II; 

b=2~iI;+ lo· 
Also pflanzen unter den gemachten Annahmen sich alle 

Wellen unabhangig von der Frequenz mit der Geschwindigkeit 
1 

w = -VOL fort. Das Wellenbild der menschlichenSprache, welches 

aus Schwingungen der verschiedensten Frequenzen besteht, wird 
also nahezu unverzerrt fortgepf1anzt, mit einer Dampfung b, die 
nach (2) von den elektrischen Grundeigenschaften der Leitung 
0, L, R, G abhiingt. Die praktische Erfahrung hat gezeigt, daB fur 
die Dbertragung der Sprache ein Periodenbereich von 800 bis 
1200 in der Sekunde wesentlich ist; dementsprechend mussen 
die Kreisfrequenzen 5000 bis 7500 durch das Kabel in genugender 
Starke ubertragen werden. Dies ist der Fall, wenn der Dampfungs
exponent bl den Wert 3,0 oder darunter hat. 

Fur groBe Leitungslangen list es daher notwendig, b so klein 
wie moglich zu machen. Bei einer gewohnlichen Fernsprech
freileitung aus 2mm starkenBronzedrahten ist b etwa = 10- 2 km- 1 

zu setzen, woraus sich mit 10 - 2 l = 3 eine Reichweite des Spre
chens von 300 km ergeben wurde. Ginge man von der Freileitung 
zum Kabel uber (aus Grunden der Betriebssicherheit), so wurde 
man bei 1,2 mm starken Kupferdrahten auf b = 0,12 km - 1 

kommen" d. h. auf eine Reichweite von 25 km. 
Mit der zweiten Formel (2) kann man sich die Wirkung der 

elektrischen GrundgroBen 0, L, R, G auf die Dampfungskonstante 
b anschaulich machen. Es ist fur die Freileitung 256): 

b = ( 12,8 1/~-,~0_~~ ~~ 1/0,0(22) 10- 3= 0 01. 
2 V 0,0022 + 2 V 0,0052 " 

(2a) fur das Kabel: 

b = (~1/ 0,044 ~ 1/0,OOO~) 10-3=012. 
2 V 0,0007 + 2 r 0,044 ' 

Hort, Schwingungslehre. 2. Auf!. 45 
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In beiden Fallen hat das erste Glied den Rauptanteil an b, der 
beim Kabel deshalb viel ungiinstiger wird, als bei der Freileitung, 
weil dort die Kapazitat 0 die Selbstinduktion bedeutend iiber
wiegt, und man erkennt ohne weiteres, daB sich b beim Kabel 
verbessern lieBe durch VergroBerung der Selbstinduktion. Diesen 
Weg auf Anregung von O. Rea viside 257) verfolgt und fiir die 
Berechnung der zum Kabel hinzuzufiigenden Selbstinduktions
spulen die richtigen Verfahren angegeben zu haben, ist das Ver
dienst J. M. Pupins 258). Er schaltete in eine Leitung der 
Konstanten m, 58, ~ (vgl. § 127) nach der Fig. 383 in gleichen 
Abstanden 8 Spulen der gleichen Impedanz ~ ein. In der m ten 

Fig. 383. Pupiuleituug. 

Spule flieBt de( Strom ~m; die Spannungen an den Enden sind 
~m und ~' m + 1. r FUr das zwischen der (m - 1) ten und der m ten 
Spule liegende Leitungsstiick, sowie das zwischen der m ten und 
(m + l)ten liegende lassen sich nach § 127 die Strombeziehungen 
hinschreiben : 

(3) { 
~m -I = m ~m + ~ ~m ; 
~m+1 = m~m - ~ ~/m+I' 

wo natiirlich 9{ und ~ statt der Lange l den Spulenabstand 8 

enthalten. AuBerdem gilt an den Enden der Spule: 

( 4) 

Aus (3) und (4) leitet sich die Beziehung der drei aufeinander
foIgenden Strome ab: 

(5) 

Wir suchen nun eine homogerre Leitung mit der unhekannten 
Fortpflanzungskonstanten 'Yh und der Charakteristik .8h derart, 
daB sie bei denselben Endbedingungen wie hei der Pupin-Leitung 
an der Stelle x = m 8 den gleichen Strom fiihrt. Nach § 127, 
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Gleichung (8 a), erhalten wir (mit (£of '}'n X = cos i )'h x, 
@lin /,,, x = - i sin i /'h x) 

(6) C'< C'< • + . ~a • • .v", = .va cos ~ Yh X ~ -0- sm ~ Yh x, 
bh 

oder, mit x = m s und den abkiirzenden Buchstaben W1a und 'iRa, 

(7) ~m = W1acosiYhmS + 'iRasiniYhms. 

Fiihrt man dieses in die Gleiehung (5) ein, so findet man naeh 
kurzer Zwischenreehnung: 

(8) 

Dureh Einfiihrung der fUr 9X und (£ giill>igen Erklarungen 
findet man: 

(9) 4 . 2 i Yh S 4' 2 iI's )ffi i . . 
sm ~2- = sm -2 + 8sm~ ys. 

Nun bedeutet die Unterteilung der gegebenen Leitung in die 
Stiieke s niehts anderes als die Ersetzung des stetigen Spiralen
diagramms (§ 127) dureh einen spiralig gebroehenen Linienzug, 
dessen Linienstiieke die Zentriwinkel as haben. Wahlt man nun 
s so klein, daB as mit sin as vertauseht werden kann, dann 
unterseheidet sieh der Linienzug nur sehr wenig von dem stetigen 
Spiralendiagramm und man kann auch i y s an Stelle von sin i y 8 

setzen. Die gleiehe Betraehtung lassen wir fiir die der Pupin
Leitung entsprechende homogene Leitung gelten, d. h. wir ver
tausehen sin i )'h8 mit i Yh s und erhalten an Stelle von (9) 

(10) 

War nun die Impedanz der einzelnen Pupin-Spule )ffi = R. + i w L" 
so wird 

(ll) /'h = y(G + i w 0) (Rh+iwL~) = ah i + bh, 
mit 

R. R,,= R+ ... , 
s 

Naeh (2) ist aber angenahert 

ah = w yOLh , 

und mit der hoehsten zu iibertragenden Kreisfrequenz w = lO 000 

45* 
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SolI nun der Linienzug der Pupin-Leitung sich nur sehr wenig 
von dem Spiralendiagramm der entsprechenden homogenen Lei-

tung unterscheiden, so mull der Winkels ;h mit seinem Sinus 

ohne groBen Fehler vertauschbar sein. Mit hOchstens 5% Fehler 

gilt dies fUr Winkel bis zum 30° oder ~, d. h. innerhalb dieser 
6 

Fehlergrenze muB gelten: 

(12) sah = 10000ysO(Ls + L.) =~ . 

Zur Bestimmung der beiden GroBen R. und L. der Pupin-Spulen 
hat man die vorgeschriebene Dampfung 

(13) b = HR +R.:s) V L +0i.: s + tayL +OL.:S 

zu beriicksichtigen. Da 0, L, R, a fiir eine vorliegende zu pupini
sierende Leitung als bekannt anzunehmen sind, so ist noch 

iiber die Zeitkonstante der Spulen 
7: = L. : R. nach vorliegenden Aus
fiihrungen Verfiigung zu treffen. Man 
kann etwa 7: = 0,04 sec - 1 annehmen. 
Dann kann man aus (12) und (13) L. 
und s berechnen. Sei das Kabel (2a) 
so zu pupinisieren, daB b = 0,022 wird, 

Fig. 384. Element einer Pupinleltung. so findet man durch Auflosung von (12) 
und (13): s = 3,0 km, L. = 0,075 

Henry,R.=1,8, und (13) dieDampfungschreibtsichinZahlenwerten: 

0022 = 31,61 /0,044 + 2,51 /0,025 
, 2 V 0,025 2 V 0,044 . 

3 
Mit diesem Kabel wiirde man iiber 1 = 0,022 = 135 km eine 

Verstandigung der durch b 1 = 3 vorgeschriebenen Giite erreichen. 
Bemerkenswert ist noch eine weitere Eigenschaft der Pupin

Leitung. 
Man kann eine ihrer Spulen mit den halben Leitungsstiicken 

zu ihren beiden Seiten als selbstandiges kleines Schwingungs
system auffassen, indem man sich die Kapazitaten t Os der 
halben Leitungsstiicke nach Fig. 384 konzentriert denkt. 
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Die Eigenschwingungszahl dieses kleinsten selbstandigen 
Elementes der Pupin-Leitung ist 

2 
Wo = yi=(:==L=. +===L==s=;=) C s ' 

die man die Grenzfrequenz nennt. Wie wir spater finden werden, 
laBt die Pupin-Leitung nur Frequenzen W < Wo durch; in unserem 
FaIle wird Wo = 20 000, also der Bereich der Sprachfrequenzen 
ungefahrdet. 

§ 131. Das TelegraphenkabeI. 

1. Beim Telegraphieren sendet man kurzdauernde StromstOBe 
in rascher Folge in die Leitung, die am anderen Ende geniigend 
stark, um die Endapparate zu betreiben, ankommen miissen, 
und die sich. auch nicht gegenseitig storen diirfen; eine solche 
Storung ware' da, wenn die StromstoBe so am Ende ankamen, 
daB ihre Dauer groBer wiirde als das Zeitintervall zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden telegraphischen Zeichen am Anfang der 
Leitung. 

Zur Untersuchung dieser Frage ziehen wir den im § 126 
erklarten Ansatz (H';) heran: 

T-X 

(1) u = -I' (T) e(y+lj<-T Jo(yX-2=--(T=-~)2-)dT, 
- 00 

wo ,(T) die am Anfang der Leitung angelegte Spannung bedeutet 
und wo der Strom sich aus U ableitet vermoge [vgl. Ansatz (10), 
§ 129]: 

(2) 
o U e- yT 

J=--.--aT aZ' 

Die Spannungsfunktion , (T) bedeutet nun dann einen kurzen 
StromstoB (desscn Rohe wir der Einfachheit halber gleich eins 
annehmen wollen), wenn fiir sehr kleine Zeiten e gilt: 

+£ 

(3) I' (-r) d-r = 1. 
-E 
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Dann wird die Potentialfunktion U nach (1): 

(4a) U=-e-T.1o(VX2_P} fUr T>X, 

also unabhangig von r und 

(4 b) u=o fUr T<X. 

Dementsprechend wird der Strom 

(5a) 
e-(y+l)T (~ ______ ~) 

.1=~-.1o VX~-P; T>X. 

(5 b) .1=0; T<X . 

In (5a) geht man zweckmaBig zum imaginarem Argument in der 
Bes·selschen Funktion .10 iiber gemaB: 

(6) .1 = e-~~)T_.To (iVf~l=--)(i); T> X. 

Die hier stehende Besselsche Funktion ist iiberall reell; fiir 
X = T = 0 nimmt sie den Wert 1 an; also ist der Strom am 
Anfang der Leitung im Augenblick der Einschaltung =1: oZ. 

Der Strom riickt auf der Leitung vorwarts und· gelangt zur 
Stelle X nach der Zeit T = X in der Starke 

(7) 
e -u(y+ 1)% 

oZ 

wo 

1 (1/0 (L) 
a (r + 1) = -2- R V L + () V 0 

die raumliche DampfungsgroBe (auf die Langeneinheit)"bedeutet. 
Der Strom erreicht die Stelle X mit steiler Wellenfront der Hohe 
.1! und zieht iiber diese Stelle hin mit abnehmender Starke gemaB 
(6). Hinter der Front zieht also ein Wellenschweif her, dessen 
Gestalt weiter unten genauer untersucht wird. 

Dieses allgemeine Verhalten der Stromwelle andert sich ab, wenn 
die Leitung mit L = 0 induktionsfrei ist; dann wird 0 (r + 1) = 00 

und .1! = 0; eine eigentliche Wellenfront bildet sich nicht 
aus, daher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit unbestimmt (formal 
unendlich groB) wird, wie wir auch schon in § 126 bemerkt haben. 
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2. Die Gestalt der Strom wellen (6) hat K. W. Wagner259 ) 

graphiECh und experimentell untersucht. Fig. 385 stellt die von 
ihm berechnete Gestalt der Strom welle dar. Man sieht die steilen 
Wellenfronten und die nach rechts 

1,0 
mit wachsendem T verlaufenden 

J 
Schweife. Die Fronten werdenimmer 
niedriger, je groBere Werte von X Y 
(langere Leitungen) man ins Auge 0,0 

faBt. Schon bei kleinen Werten des 
LangenmaBes X werden die Front- o,q 
spitzen unscharf; vgl. Fig. 386, 

X=o. 

X=o. 

1\ 
\ 

~= 

1 

I r--
! 

" i 

~~ r-
~r= ~ %=.1 

r--T 
2 J 5 

wo nach einer Aufnahme von K. £1;2 

W. Wagner 259 ) die untere Kurve 
den Stromverlauf am Ende X = 2,83 0,0 

(x = 1045 km) einer Leitung dar-
Fig. 38;;. Yerian! von StromstoJ3en in 

stellt. Die hier sich zeigende Un- einem Kabel. 

scharfe der Frontspitze artet in 
vollige Verzerrung bei noch groBeren Entfernungen aus nach 
Fig. 387, die sich auf ein LangenmaB. X = 6,95 (3430 km) be
zieht. Diese Wellenverzerru~g kann man fUr groBe X untersuchen, 
wenn man fUr die Besselsche Funktion J o den Naherungswert 
einfUhrt (fUr groBe U): 

(8) 

Da nun u = tf2 _X2 iot und T> X, so kann man ange
nahert schreiben 

(9) _V--~X-2 ( X 2 ) u=T l--=T l--~ 
T2 2T~ 

oder 

u~T= 
2P' 

Mit (8) wird abel' nach (1) del' l'eduzierte Strom J [vgl.Ansatz (14), 
§ 126]: 

(10) 
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oder da, bei geniigend groJ3em T, gilt u'" T : 

(11) 

'-------

Fig. 386. 
Frontverzerrung in einem Kabel ruittlerer Liinge. 

Dieser Stromverlauf 
hat als Funktion von T 
fiir groHe X ein Maximum 
bei T = X2, d. h . der am 
Ende langer Kabel an
kommende StromstoJ3 er
reicht sein Maximum nach 
Verlauf der Zeit T = X2, 
wenn seine Wellenfront 
zur Zeit T = X ange
kommen war. Fiir lange 
Kabel kann man aber X 
gegen X 2 vernachHissigen ; 

also ist T = X2 ein MaB fii.r die Verzerrung des ankommenden 
Stromes, welches sich im gewohnlichen Zeitmal3 mit den An
satzen des § 126 findet in 

(12) t = ! (R x) (C v) , 

wo (Rx) den Ohmschen Widerstand und (Cx) die Kapazitat des 
ganzen Kabels bedeuten. 
Die Verzerrung der Zei

~------; 

o 

.Fig. :387. }'rontverzerfllllg ill cillem sehr langen Kabel. 

chengebung wachst also 
proportional dem Produkt 
aus Kapazitat und Wider
stand. Dies ist das K.-R.
Gesetz, welches von 
W. Tho mso n260) in seiner 
Theorie des induktions
freien (L = 0) und ab
leitungsfreien (0 = 0) 
Kabels zuerst ermittelt 
wurde. Man kann es auch 
so aussprechen, daB die 

Telegraphiergeschwindigkeit auf einem langen Kabel dem Produkt 
aus Kapazitat und Widerstand umgekehrt proportional ist. 
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§ 132. Die Kettenleiter. 261 ) 

1. Unter Kettenleitern versteht man eine Schaltung aus meh
reren gleichen Elementen nach Fig. 388. Jedes Element besteht 
aus einem ReihenschluB- und einem NebenschluBstiick, die sich 

W}=fi+if.t)L 
1------, r------l !---~-x_--.. -,+_._t_4\A ~..-r--.!.._ 

Fig. 388. Schema eines Kettenleiters. 

ihrerseits wieder beliebig aus Selbstinduktionen, Kapazitaten und 
Widerstanden zusammensetzen. Wir denken uns die Wirkung 
des ReihenschluBstiickes ~ symbolisch als Scheinwiderstand 
~ = R + iwL, die des NebenschluBstiickes als Scheinleitwert 
B = G + i w 0 dargestellt. Grund-
satzlich sind zwei Arten von Ketten- i).,=;-c='M=:::::J-r:re; 
leitern. moglich, je nachdem am 
Anfang und am Ende ein halbes 
ReihenschluBstiick i ~ oder ein .. .L-...L.... __ ---=---:-_...I-~ az e2 

halbes NebenschluBstiick i B be- 1. Art 
steht. Fig. 389 zeigt je ein mitt- a1 ... .:....c=::::::J---,.---f==1--T:. 
leres Element der beiden Arten von 
Kettenleitern. 

An Hand des in Fig. 389 ein-
gezeichneten Strom- und Span-
nungsverlaufes stellen wir die 
Grundgleichungen auf fiir Ketten
leiter 1. Art: 

~~ ____ L-___ ~~ 

Fig. 389. Kettenleiterelement erster und 
zweiter Art. 

{ Sn -1 = Sn + i B 18n + i B 18n -I ; 

!Bn-l = !B" + ~ (Sn-l - i B !Bn+l), 

wahrend fiir Kettenleiter 2. Art gilt: 

(Ia) 

(I b) f Sn-I = Sn + B (18n-1 - ! ~ Sn-t); 

1 !Bn -1 = !Bn + i ~ S .. -1 + ! ~ Sn . 
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Verfolgen wir zunachst den Ansatz (Ia) weiter (zwei !ineare 
simultane Differenzengleichungen), so fiihrt die AusschaItung von 
3 bzw. lB auf eine Differenzengleichung fiir lB: 

(2) lBn- 1 - lBn (2 + )ill£) + lBn+1 = 0 
nebst einem entsprechenden Ansatz fUr 3. Nach der Theorie 
dieser Gebilde 261a) kommt es an auf die Auflosung der quadra
tischen Gleichung: 

(3) 

oder: 

(4) (1 - A)2 = )ill £ A, 

wozu wir zweckmaBig ), = eY einfiihren. Dann schreibt man 
fiir (4): 

J' 

I-e Y =±e2"Y)ill£ 

oder 

(6) 

Mit den so sich findenden Wurzeln der Gleichung (3) 

Al = e+2arceinIV~l.l, A2 = e-2arceinlV~l.l 

finden sich die allgemeinen Losungen von (1 a) : 

(7) {lBn = A1A~ + A2A~=Al enYl + A2 en)" = Al en)' + A2 e- ny ; 

3n = B. Ar + B2A~=Bl en)'l + B2 eny, = Bl eny + Bj e- ny ; 

hier bezeichnet man 

I -- ()ill£) y=2arc(Sin 2 Y)ill£ =arcl.~of 1 + 2-

als die Fortpflanzungskonstante des Kettenleiters. Die Inte
grationskonstanten A, B sind nicht unabhangig voneinander. 
Es findet sich durch Einsetzen in (1 a) 

BI B2 i£ 
- Al = ;£2 = :tg i -Y = R. ' (8) 

I 

wo 
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den Wellenwiderstand des Kettenleiters bedeutet. Die An
satze (7) vereinfachen sich also in 

f m!n = Al eny + A2 e- ny ; 

A A 1 Sn = - -8~eny + 8: e- ny 
(9) 

oder mit den am Anfang der Leitung (n = 0) gegebenen Werten: 

)8a=A1 +A2 • 8ISa=-AI +A2 : 

)8n = ~a~ofn r - 81 Sa 6inn r; 
(10) f l Sn = Sn ~of n r - ;; 6ftt n r . 

Es ist leicht zu sehen, wie diese Betrachtung mit der von 
§ 127 zusammenhiingt. - Fiir die Kettenleiter zweiter Art gestaltet 
sich die Untersuchung ganz entsprechend. Man erhiilt: 

(11) 
f )8n = )8a ~of n r - 82 Sa 6in n r ; 

1 Sn = Sa ~oi n r - ~" ein r 
82 

mit derselben Fortpflanzungskonstante r, aber mit dem Wellen
widerstand: 

(12) 

2. Zur Untersuchung der Fortpflanzung von Wechselstromen 
der Frequenz win einemSpulenkettenleiter262 ) mitm!=R + iw L, 
£ = G + i w 0 (Drosselkette) betrachten wir zunachst 'die Kon
stante r. Es ist: 

(13) ~of r = 1 + ~.i! = ~of(a i + b) = cosa ~ofb + i eina 6inb. 

Nun wollen wir zur Vereinfachung der Rechnung die energie
verbrauchenden Anteile von m! und £, die stets klein sind, als 
nicht vorhanden ansehen, den Kettenleiter also als verlustlos 
voraussetzen. 

Es wird: 

(14) 1 + m; £ = 1 - ~2 LO + G R + i w (G L + RO) = M + iN. 
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Bei der verlustlosen Leitung ist aber G = R = 0, und demnach: 

Fig. 390. 

(15) 1 CO2 
M= l--LO' 

2 ' 

N=O. 

Hieraus wird mit (13) 

Element der Drosselkette. (16) C03 a ~of b = 1 - "2 LO = M ; i W2 

sin a 6in b = O. 

2 ist aber die Grenzfrequenz Wo des Kettenleiterelementes 
fLO 

(Fig. 390) und wir haben mit ~ = 1] 
Wo 

(17) {
COS a ~of b = 1 - 2 1] 2 = M ; 

sin a 6in b = O. 

Zur Auflosung dieser Ansatze haben wir die FaIle IMI S 1 zu unter 
scheiden. 1m ersteren ergibt sich 

U 
71. 

Fig. 391. Sperrbereich 
der Drosselkette. 

(18) b=O, cosa=I-21]2; 11--21]21<1, 

d. h. solange 1] < 1 oder W < wo, ist die 
Dampfung b = 0; die Frequenzen w unter der 
Eigenfrequenz des Kettenelementes werden un
gedampft fortgepflanzt. 1st aber 1 M I> 1, so 
wird die Losung von (17): 

sin a = 0; 

w 
1-21]2 kann aber fUr 1] = -> 1 nur negativ werden, daher 

roo 
muJ3 a = n, cos a = - 1 werden. Demnach wird ~of b = 21]2 = 1, 

w 
b = 2arc ~of -. Fiir Frequenzen w oberhalb der Grenzfrequenz 

Wo 

nimmt also die Dampfung b mit 1] = ~ rasch zu. Die Fig. 391 
Wo 

W 
gibt die Abhangigkeit der GroJ3en b von 1] = - . 

Wo 
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3. Untersuchen wir jetzt eine verlustfreie Kondensatorkette 
1 1 

nach Fig. 392, so ist 9] = -;--0 ,2 = -;--L ,und wir haben: 
~ W ~ W 

1 
(19) M=1-2w2LO; N=O. 

Die Grenzfrequenz wird 

1 Fig. 392. 
(J)o = -~= 

2yLO 
Element del Kondensatorkette. 

b 

Fig. 393. Fig. 394. 
Sperrbereich der Kondensatorkette. Element der Siebkette. 

und mit 
w 

1J =-
Wo 

2 
M= 1- 2' 

1J 
w 

Nunmehr ist das dampfungsfreie Gebiet an die Bedingung ~ > 1 
Wo 

geknupft, entsprechend Fig. 393. 
Die Kondensatorkette laBt also nur die Schwingungen ober

halb der Grenzfrequenz durch. 
4. Durch geeignete Schaltungen kann man nun Ketten her. 

stellen, die die Eigenschaften der Drossel. und der Kondensator
kette miteinander verbinden, d. h. also zwei Grenzfrequenzen 
bestimmen, die das schwingungsdurchlassige Gebiet entweder 
einschlieBen oder ausschlieBen, mithin gewisse Frequenzbereiche 
aussieben. Von den zahlreichen moglichen Schaltungsarten, die 
K. W. Wagner in seinen zitierten Arbeiten behandelt, beschaf· 
tigen wir uns hier nur mit der Siebkette mit NebenschluBdrossel· 
spulen nach Fig. 394. Fur diese Schaltung gilt: 

9]=iwL; 

2=i(WC- ~K). 
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Demnach wird: 

(20) { 
M = 1 + m! ~ = 1 _ !:!~L ~_ + ..!:_ . 

2 2 2K' 

N=O; 

Offenbar besteht hier das Kettenelement aus zwei schwingungs
fahigen·Unterteilen, namlich 1 . L mit den beiden Kapazitaten ~ 0 
und 2· 2k mit der Kapazitat ~ 0, yon denen jeder eine Eigen
frequenz hat. Es ist 

womit sich (20) schreibt mit 'fj = ~, ~ = ~ 
WI w2 

(21) 
2 

M = 1 + I2 - 2 fJ2. 

Wiederum bestimmt der Wert von M die 
L6sung yon 

cosa~olb = M; 

sina 6inb = 0 . 

Es bestimmt I MI < 1 das Gebiet der 
Fig. 39;;. SP"fe~::.eiCh der Sieb- durchgelassenen Frequenzen, I M I > 1 

das Gebiet der abgedampften Fre
quenzen. Das erstere liegt so, daB I M I < 1 erfilllt ist fiir: 

1 1 
Ii<'fj2<~2+1, 

oder fiir: 

(()21/~-~ -(~1-)2(~!2)2< (W~) < (W2)2+ 1, 
(02 WI WI WI 

d. h. W muB zwischen den Grenzfrequenzen w2 und W21/~-+ (::Y 
liegen (Fig. 395). 
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Fig. 396 gibt nach 
Versuchen von K. 
W. Wagner das 
Oszillogramm einer 
Wechselspannung am 
Anfang und Ende 
einer Drosselkette. 
Die . am Anfang sich 
zeigende dritte Ober
sch wingung ist am 
Ende vollig abge
dampft. 

Wegen der zahl
reichen weiteren An-

Fig. 393. Reinigung eines Wellengemisches durch eine 
Drosselkette. 

wendungsmoglichkeiten verweisen wir auf die Literatur263). 

XVIII. Elektromagnetische Schwingungsvorgange 
im Raum. 

§ 133. Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 
Der grundlegende Gcdanke, der Maxwe1l 264) zu seinen Glei

chungen fiihrte, war der, die fiir Stromleitr bekannteen beiden 
elektromagnetischen Grundgesetze auch auf 
Nichtleiter - Dielektrika - anzuwenden. I 

Diese Grundgesetze lauten folgender
maBen: 

1. FlieBen in metallischen Leitem elek
trische Strome i, so erzeugen diese in ihrer ( 
Umgebung ein magnetisches Feld, dessen 
Starke in einem beliebigen Punkte mit ~ 
bezeichnet werde (Fig. 397). Diese Feldstar ke 
ist ein Vektor, d. h. eine GroBe, die in jedem 

. Raumpunkt einen Zahlwert und eine Richtung 
besitzt. Zieht man in diesem magnetischen 
:Felde eine beliebige geschlossene Kurve s so, 
daB sie die samtlichen Stromleiter umschlieBt, 

I\~ 
I~ 

i 

dann gilt die Gleichung: Fig. 397. Magnetomotori
sches Grundgesetz. 

(1) 4niw=f~cOS(Sj: ds).ds. 
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Hier ist i als die auf die Einheit der von 8 umschlossenen Flache 
entfallende Stromstarke zu verstehen; OJ ist diese Flache selbst. 

s 

Das Integral auf der rechten Seite bedeutet, daB langs der 
Kurve 8 die Tangentialkomponenten 
der Feldstarke zu nehmen und ihre 
Summe iiber die ganze Kurve zu 
nehmen ist. Die Komponenten sind 

vi-'" r--, 

( . 
i-"' ...... '1'-0 

~ positiv zu rechnen im Uhrzeigersinne, 
wenn man auf s in Richtung des 
Stromes blickt. V 2. Haben wir andererseits ein zeit
lich veranderliches magnetisches Feld 
der Starke ~ pro Flacheneinheit, so 
induziert dieses in einer geschlossenen 
Leiterkurve s elektromotorische Kraf
te ~ nach folgender Gleichung: 

Fig. 398. d~ f 
Elektromotorisches Grundgesetz. (2) OJ # de = - ~ cos (~, dB) ds • 

• 
Hier bedeutet OJ die ganze von 8 umschlossene Flache, # die 

Magnetisierungskonstante des Feldes (Fig. 398). Das Integral ist 

1\--
I 
I 
I 
I 

F 
I 
I 
I 
I 

L 

E analog zu erkliiren wie bei Gleichung (1). Die elektro-
motorischen Krafte ~ sind positiv zu rechnen im 
Uhrzeigersinne, wenn manin Richtung der magnetischen 

I( Kraft auf 8 blickt. 

o 

3. Wollen wir nun diese Gesetze auf das Dielek
trikum iibertragen, so sind noch einige Vorbemerkungen 
iiber die Stromvorgange in diesem zu machen. 

Wir wollen hierzu an den Kondensator ankniipfen 
(Fig. 399). Legen wir den Kondensator an die kon
stante EMK E, so beginnt er sich zu laden, indem 
Elektrizitat in den Zuleitungsdrahten von dem positiven 

E Pol zum Kondensator und von diesem zum negativen 
Fig. 399. Pol zu flieBen beginnt. Es ist nun eine entscheidende 

Kondensator. Vorstellung, daB man sagt, die Elektrizitat flieBe auch 
durch den Kondensator. Hiermit ist der Begriff eines Stromes im 
Dielektrikum festgelegt. Doch ist das Verhalten eines solchen Stro
mes in einem Dielektrikum wesentlich verschieden von dem Ver
halten eines Stromes in einem Leiter. Beginnt in einem Leiter 
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eitle EMK zu wirken, so flieBt der Leitungsstrom so lange, als 
die EMK wirkt, wobei die Arbeit des Stromes sich in Joulesche 
Warme umwandelt. Fur 
den Leitungsstrom gilt das 
Gesetz: 

(3) i = ~. a, 

z 

x 
L M Y 

wo a die Leitfahigkeit des 
Leiters bedeutet. Wirktda
gegen eine EMK auf einen 
Kondensator, so h6rt der 
Strom nach einiger Zeit 
auf, und schal-

y 
O~-------, ____ ~ ______ ~ 

tet man dann 
die EMK vom 
Kondensator 
ab, so findet )( 

I /~ 
I / 
,/ 

-----------y Y , 
Fig. 400. Komponenten des elektromagnetischen Feldes. 

sich auf seinen beiden Belegungen Elektrizitat vor. Der 
Strom hat also lediglich die Wirkung gehabt, Elektrizitat zwi
schen den Belegungen des Kondensators zu verschie ben. Wir 
bezeichnen die verschobene Elektrizitatsmenge mit Q, so ist 

Fe 
(4) Q=E4n~' 

wo e die Elektrizitatskonstante, F die Belegungsflachen, ~ deren 
Abstand bedeutet. 

Aus (4) berechnet sich der Verschiebungsstrom: 

(5) 
dQ dE Fe J = ---- = ---- --
dt dt 4 n ~ . 

Nennen wir nun i = ~ die Dichte des Verschiebungsstromes 

und ~ =! die elektrische Kraft, die die elektrische Verschiebung 

hervorbringt, so wird 

(6) 
. e o~ 
~=-----

4n ot . 
4. Wir betrachten nunmehr ein kontinuierliches Dielektrikum, 

aus dem wir ein Raumelement J x J y J z (Fig. 400) herausgrenzen. 
Hort, Schwingungslehre. 2. Auf!. 46 
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1m Punkte x y z herrsche die elektrische Kraft ~ und die magne
tische Kraft (Feldstarke) ~,deren Komponenten nach den Achsen 
XYZ resp. LMN seien. 

Wir berechnel). jetzt die Wirkung der elektrischen Kraft
komponente X auf das Volumelement. Nach Gleichung (6) kommt 
ein Verschiebungsstrom der Dichte 

(7) 
• E ax 
~ .• = ;r; oi-

zustande. Auf den Verschiebungsstrom wenden wir die Gleichung 
(1) an, indem wir als Kurve 8 das Rechteck ABO D annehmen. 
Die in den Seiten dieses Rechtecks wirkenden magnetischen 
Komponenten der Feldstarke sind: 

in AB .... 

" BO . ... 

M, 

aN 
N+Ty!Jy, 

aM 
"OD ... -M- az!Jz, 

" DA ... -N. 

Summieren wir, so findet sich 

J ~ cos (~, dB)' dB 
B 

(8) = {M - (M + ~~ AZ)}!JY + {N + ~~!JY - N}!Jz 

= (ON _ OM) !Jy!Jz 
by oz ' 

und der ganze durch das Rechteck tretende Verschiebungsstrom 
wird wegen ro = !J y !J z 

und also nach (1) 

(9) 

J = 4niro = E ax !Jy!Jz at 

ax aN aM 
E-=---

at oy oz' 
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Fiir die heiden anderen Koordinatenrichtungen ergibt sich: 

{ ':~ ~:!-:~' e- = --~ - ~ ~ 

Bt Bx 2y' 

(10) 

Die drei Gleichungen (9) und (10) bilden das erste Ma xwell
sche Gleichungssystem. 

Das zweite erhii.lt man aus dem zweiten elektromagnetischen 
Grundgesetz, indem wir die elektrischen Kriifte iiber das Recht
eck ABOD summ~ren. 

Man erhiilt fiir die x-Komponente der magnetischen Kraft: 

BL 
fh-Bt L1yJz 

(11) = - [ Y LI y + (Z + ~!- LI y) LI z - ( Y + ;~ LIz) LI y - Z LI z] 

= _[BZ _ BY] LlyLlz 
oy oz 

oder 

(12) BL [BZ BY] fh--- =- ---
Bt oy OZ 

und fUr die beiden anderen Achsen 

(13) 

Die Gleichungen (12) und (13) bilden das zweite Ma xwe ll
sche Gleichungssystem. 

Die Formelsysteme (9), (10) und (12), (13) bediirfen noch 
einer Moqifikation, indem wir bemerken, daB in ihnen Strom und 
elektrische Kraft im elektromagnetischen MaBsystem 
eingefiihrt sind. Wollen wir zum elektrostatischen iiber
gehen, so ist auf der rechten Seite dieser Gleich ungen 
die Lichtgeschwindigkeit V multiplikativ einzufiihren. 

46* 
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Ferner wollen wir nebell dell Verschiebungsstromen auch 
Leitungsstrome o(iii zulassen. Wir erhalten also endgiiltig: 

(14) 

f I. e o~ + 4noX = V (?~ _ eM) 
ot oy OZ' 

e oY + 4no Y = V (_~~ _ O,N) , 
ot iJz ox 

e ~Z + 4noZ =V(iJM _ ~~). 
ot iJx cJy' 

II ,oL = _ V (OZ _ OY)' 
. /- iJt iJy iJz' 

ft aM = _ V (ax _ ~Z) , 
at iJz ox 

§ 134. Fortpflanzung der elektromagnetischen Wel)(\n 
und der Energie im Rauru. 

1. Diese heiden Gleichungssysteme wollen wir nun in Vektor
form schreiben, indem wir X Y Z als Komponenten eines Vektors 

(iii = Y X 2 + y2 + Z2 der Richtungskosinus: ~, .~, : auffassen. 

Analog sind LMN Komponenten des Vektors S) =VL2 +M2 +N2 

der Richtungskosimis ~, :-' :-. Die auf den rcchten S3iten 

in Klammem stehenden GroBen fassen wir als Komponenten 
eines Vektors ~ auf, der mit dem Vektor t) durch die Gleichung 
zusammenhangt 

~ = curlS) . 

Dies ist nichts als eine Definition, aus der umgekehrt folgt: 
Ist S) ein Vektor mit den Komponenten L, M, N, so hat der 
Vektor curl S) die Komponenten: 

iJL aN -az- - ax: 
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Analog interpretieren wir die Gleichungen II und erhalten somit 
fur I und II 

(15) 1 
a(g 

Bat + 4 n a (g = V curl,p , 

a,p 
p. - = - Vcurl(g . . at 

Differenzieren wir jetzt die Gleichungen (14) I der Reihe 
nach x y z und addieren, so £olgt: 

a (ax ay az) (ax ay az) (16) Bat a;-+ay+a;- +4na a;; + ay+-az- =0. 

Hier schreiben wir die KlammergroBen div(g (zu lesen Diver
genz (g) ,womit (16) ubergeht in 

(17) B ;(div(g+4nadiv(g=0. 

Wir setzen nun voraus, daB dauernd gelte: 

(IS) div(g = 0 , 

d. h. es soIl sich nirgends eine Elektrizitatsquelle vorfinden. 

Aus den beiden Gleichungen (15) eliminieren wir ,p, indem wir 
die erste nach der Zeit differenzieren 

o,p a2 (g o~ 
Vcurl~- = f,~' + 4no-at iJt2 at 

und dies in die zweite Gleichung einsetzen: 

(19) 
a2~ a~ 

- V2curlcurl~ = B I/.~' + 4no I/. ---. " a t2 " at 

J8tzt gehen wir von der Vektorgleichung (19) zu rechtwink
ligen Koordinaten tiber, indem wir uns erinnern, daB curl~ ein 
Vektor ist mit den Komponenten: 

az ay 
-ay - uz 

ax 
az 

az 
ex ' 

ay 
(JX 

ax 
oy 
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Folglich ist curl curl ~ ein Vektor mit den Komponenten: 

~(~X_OX) _~(~!_ o~) 
oy ax oy oz oz ox' 

(20) 

a~- (oo~ - :~) -}y (:~ - ~~) . 
Fiigt man zu diesen Komponenten bzw. 

02X o2Y 02Z 
ox2 ' OZ2 

so daB man in Vekiorform schreiben kann: 

(21a) curl curl ~ = grad div ~ - ,1 ~. 

In (21) verschwinden jedoch die ersten GIieder wegen Gleichung 
(18), und die Vektorgleichung schreibt sich in Koordinatenform: 

(02X 02X 02X) (j2X oX 
V 2 --;'-,,- +-;,; + -~ = ffl-,- + 4no/l .. , 

.OX" cyl OZ2 (t 2 at 

(22) (a2Y a2y a2Y) a2Y ay 
V2 2x2 + ay2 + -a~2 = efl at 2 + 4no/l(ji' 

(02Z a2z c2Z) a2z az 
V2 T9 + -;.--~ + -;;--2 = f/l~--2··· + 4nofl~- . 

OX" dy" oz vt vt 

Wir wollen nun annehmen, daB die elektrische Kraft nur von 
x abhange, daB also in allen Punkten einer Ebene x = a die Kraft 
dieselbe sei. Dann reduziert sich z. B. die erste GIeichung (22) auf 

22X 02X oX 
(23) V2 a-X2 = E fl at2- + 4 n a fl ax . 
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Dies ist die Differentialgleichung einer gedampften ebenen elek
trischen Welle. Sehen wir von der Dampfung mit l = 0 ab, so 
entsteht: 

02X V2 02X 
ffi2 = -;-;; 6'x2 ' (24) 

die Gleichung einer ungedampften elektrischen Welle. Sie ist 
analog mit der Glei<lhung der Schallbewegung in Gasen, und es 
ergibt sich die elektrische Kraft wie dort die Dichteanderung der 
Luft als periodische Funktion 

oder 

sin (x + / V t). 
1 E,u 

Der Faktor ,~ ist wieder die Fortpflanzungsgeschwindig-
y E,u 

keit der Erregung, welche also, im Fall der Vorgang sich in Luft 
abspielt mit,u = 1, E = 1, sich gleich der Lichtgeschwindig
kei t ergibt. 

2. Pflanzt sich eine ebene Welle in einem vollkommen leitenden 
Medium fort, so ist mit e = 0 die Gleichung zu behandeln: 

(25) 
ax V2 02X 

Kiirzen wir hier ab 
V2 

---=a2 
4na,u 

und setzen wir fest, daB zur Zeit t = 0 die Verteilung der elek
trischen Kraft in dem un begrenzt gedachten leitenden Medium 

X = cp(x) 

gewesen sei, so liefert die Integration von (25) als Ausdruck flir 
die Verteilung der elektrischen Kraft zur Zeit t: 

+00 

(26) 
1 -~f _",'-2",2: 

X = ---.' e 4a't cp(.x) e 4a't d.x. 
2aynt 

-00 

Die Ableitung dieser Formel wiirde uns hier ~u weit fijh~n. 
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Wir verweisen also auf Riemann, Partielle Differential
gleichungen 265), wo die Gleichung (25) als Differentialgleichung 
der Warmeleitung behandelt ist. 

Jedcnfalls geht aus (26) hervor, daB in einem voIIkommen 
leitenden Medium die elektrische Kraft mit der Zeit verschwindet. 

3. Die beiden Begriffe der elektrischen und magnetischen 
Feldstarke . (:s; bzw. SJ geben AnIaB zur Aufstellung der entspre-

chenden Energiedichten e8(:s;2 und f.1,8~2 , aus denen sich der Energie-
n n 

inhalt eines Raumes nach Multiplikation mit dem Volumelement 
d,v und Integration ergibt: 

1 . 
(1) L =-1 (e (:s;2 + fl SJ2) dv . 

8n. 

Man kann die elektromagnetische Energie mit den Maxwellschen 
Gleichungen verknupfen. 

Ausgehend yon 

(2) 1 curlSJ = ~;~(:s; +;, ~~; 
curl~ = -f ~f 

findet siCfr durch Multiplikation der ersten Gleichung mit ~ 
der zweiten mit SJ und Subtraktion: 

(3) 
4na 1 (j e~2 + fl~2 

Q; curlSJ -- SJ curl~ = V (:s;2 + )i at -~ .... ~ 2-~- . 

Nach einer bekannten Regel. der Vektoranalysis ist die linke 
Seite nichts anderes als - div [~~], wo [(:s; ~J das auBere Vektor
produkt von ~ und SJ bedeutet. Auf der rechten Seite kann man 
aber nach Gleichung (3), § 133, fur a~2 schreiben i~, d. h. a(:s;2 

ist die in der Volumeinheit und Zeiteinheit entwickelte J oulesche 
Warme w, wahrend unter der Zeitdifferentiation sich die Energie-

. dL 
dlChte 4 n -dv nach Gleichung (1) findet. Man schreibt demnach 

fur (3) 

(4) 
v . 0 "dL 

- .... ·-dIV (~SJ) = W + -;;- (-) 
4n ct dv 
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Hier steht links die Divergenz eines Vektors 

(5) 
v 

(5 = ~4 [@;~], 
."£ 

so daB nach Integration uber den Raum sich findet: 

(6) ,. ( iJL 
-/div(5dv = wdv + -;;--. 

• • c: t 

Nach dem Satze von Ga us s kann links statt des Raumintegrals 
ein Oberflachenintegral geschrieben werden gemliB 

(7) 

wo (5,. die in die Flachennormale fallende Komponente von (5 
bedeutet. Das Oberflachenintegral bedeutet aber den FluB des 
Vektors (5 durch die Oberflache hindurch; dieser FluB ist 
nach Gleichung (6) ein Effekt- oder LeistungsfluB, derart, daB er 
zusammen mit der im Raume entwickelten Jouleschen Warme 
( w d v die zeitliche Anderung der im Raume enthaltenen elektro
inagnetischen Energie L ergibt. 

Betrachtet man eine Flache der GroBe 1, auf der (5 senkrecht 
steht, so ist (5 nichts anderes als die durch die Flache 1 in der 
Zeiteinheit hindurchtretende Energie (Leistung). Diese hat 
demnach, insofern ihr eine Bewegung anhaftet, den Charakter 
eines Vektors. Diese Entdeckung ist auf Pointing266) zuruck
zufiihren; man nennt (5 den Pointingschen Energievektor, 
der nach (5) auf den Richtungen der beiden Feldstarken gleich
zeitig senkrecht steht. 

§ 135. Elektromagnetische Wellen im Erdraum. 

1. Die Ansiitze fiir die Fortpflanzung elektromagnetischer 
Wellen (§ 134) haben offenbar nur Giiltigkeit fiir den freien homo
genen Raum, in welchem keine Diskontinuitiitsfliichen der elektro
magnetischen Eigenschaften vorkommen. 

Die Erdoberflache ist eine solche Kontinuitatsflache, die uns 
zwingt, die elektromagnetischen Bewegungsgleichungen fiir die 
Raume oberhalb und unterhalb jener anzusetze1l267 ). 
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Zunachst betrachten wir die Erdoberflache in unserem Bereich 
als eben und machen sie zur xz- Ebene eines Koordinatensystems 
(Fig. 401). Die Wellenbewegung sei nur von x und y abhangig 

!J und erfolge nur in Richtungen in der x y
Ebene (zylindrische Ausbreitung, mit hori
zontaler Zylinder(z)- Achse). 

Dann verlauft entweder die Feldstarke 

Q; = yx2 + y2 stets in der xy- Ebene und 
}---~ .\1 = N steht auf dieser senkrecht, oder 

.~ = yA 2+-Mi liegt in der xy- Ebene und 
Fig. ·101. Zylindrischeg a; = Z steht auf dieser senkrecht. Wir wahlen 

elektromagnetisches Feld. nach der Fig. 401 die erstere Moglichkeit 
(die zweite wurde zum gleichen Ergebnis fuhren) und finden, 
daB sich die Maxwellschen Gleichungen beschranken auf: 

(1) 

oN oy ax 
-/k- = .. -- - -' 

at ax oy' 
oN oX 

v-~- = c-~- + 4naX; 
C y ot 
oN oY - v --- = c -,,- + 4 n (J Y. ox c t 

Diese Gleichungen sind fUr die Lun (Index 1) und fUr das 
Erdinnere (Index 2) anzusetzen. 1m Luftraum sei die Leitflihigkeit 
null, Magnetisierungs- und Dielektrizitatskonstante eins; unter
halb der Erdoberflache seien die entsprechenden Werte (J, 1 und c. 

Dann gilt: 

(2) _ dN! = V(OX! _ axJ.); 
at ox oy 

Leicht durchfUhrbare Aussonderungsrechnung liefert fUr die 
vcrschiedenen Veranderlichen die Ansa tze : 

(2a) 
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und 
02X2 aX2 2 
E---+4no~=V AX' at2 ot 2, 

o2Y2 0 Y2 2. 
13 ot2+4noiJt-=V AY2' 

wo das Zeichen A ii berall den Lap I ace schen Opera tor 
'2 '2 

Lf=O_+~ ox2 oy2 (4) 

bedeutet. Fiir die Feldkomponenten besteht also die namliche 
Differentialgleichung, die mit der Telegraphengleichung groBe 
Ahnlichkeit hat. Wir versuchen zu ihrer Losung einen Ansatz 
entsprechend § 129, indem wir uns zunachst mit NI und N2 
beschaftigen : 

(5) { 
NI = A e-YX-Yly+iwt ; 

N2 = A e-yx+y,y+iwt • 

Hiermit erfiillen WIT schon die wichtige Grenzbedingung, daB 
in der Erdoberflache y = 0 die Werte der magnetischen Feld-

starken NI und N2 sowie der Strome !31_ und a N2 oberhalb ax ox 
und unterhalb ineinander iibergehen miissen. Fiihren wir nun 
(5) in (2a) bzw. (3a) ein, so findet sich 

(6) - w 2 = V2 (1'2 + I'D; - 13 w 2 + 4 n i 0 W = V2 (1'2 + Y~) . 
Den Losungsansatz (5) legen wir auch fUr die elektrischen Feld

starken Xl und X 2 zugrunde, nur mit dem Unterschied, daB wir 
an Stelle der willkiirlichen Konstanten A den Buchstaben B 
treten lassen. Dann liefern die Ausgangsgleichungen (2) bzw. (3): 

V. 1'1 A = i w B wd + V 1'2 A = (13 i w + 4 n 0) B 
oder 

(7) VY2 = - VYI 13 (1- i 4no.) = - VI'I 13 (1 - i x) . 
EW 

Hiermit nehmen wir zusammen nach (6) 

(8) 

(9) 

wo iiberall 

V2 (1'2 + yi) = -w2 

V2 (y 2 + y~) = - w 2 13 (1 - i x) 
4no 

x = -- bedeutet. 
EW 
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Gleichung (7), (8), (9) bestimmen die drei Fortpflanzungs
konstanten y, YI' Y2 der elektromagnetischen Wellen, von denen 
Y fUr die Fortpflanzung Hings der x-Aehse -maBgebend ist. Die 
Konstanten finden sieh in kompleter Form a i + b, womit wir 
den AnschluB an die Betrachtungen des § 127 gefunden haben. 
Besonders interessieren die Dampfungskonstanten: b in der 
Fortpflanzungsriehtung, bi naeh oben in der Luft, b2 naeh unten 
im Erdboden. 

Naeh Angaben von J. Zenneck268 ) betragt fiir Seewasser, 
elektromagnetiseh gemessen, a em = 10- 11 [egs]; elektrostatiseh 
ist a'ber a .. = V2aem=9·109 [egs]; die Dielektrizitatskonstante 
betragt e = 80. Demnach wird, bei einer Lange der elektro
magnetisehen Wellen von 2 km, entsprechend OJ = 106 der 
Festwert: 

,,= 41l a = 1410. 
we 

Da nun die Auflosung von (7), (8), (9) nach Y ergibt: 

(10) V2 2_V2( +'b)2- 2 e(i"-I) Y - a ~ --OJ -------
e (i" - I) - I ' 

so wird, wei! e" gro13 gegen 1 ist: 

(II) 
2 

y2 = (ai + b)2 = -(a2 - b2) + 2iab = - ;2' 
Wir erhalten also a = ; neben einem sehr kleinen Wert von b 

Um diesen zu finden, trennen wir in der strengen Formel (10) 
das Reelle vom Imaginaren: 

OJ2 e" 
2 ab = - ------- . 

P e2,,2+ (e+ 1)2 

Da e" groB ist, ist hier zu sehreiben mit a = ~: 
V 

OJ 0)2 -10 
b = ----- = ---- = 15·10 

2Ve" yV1la ' 

Dieses DampfungsmaB bezieht sieh auf Zentimeter, auf Kilometer 
bezogen wiirde sieh b = 1,5.10- 5 finden, also bedeutend weniger 
als bei den in § 130 betraehteten Telephonleitungen. 
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Die Daropfung bi in del' Luft senkreeht nach oben el'weist 
sich bei naherer Untersuchung wesentlich betrachtlicher als b, 
abel' immer noch unmerklich innerhalb del' uns in del' Atmosphare 
zuganglichen Hohen, wahrend in den ErdbodeIi (b2) die elektro
magnetische Welle nul' wenige Meter tief eindringt. 

2. Die bisherigen Ansatze geben insofern kein vollstandiges 
Bild von del' Ausbreitung del' elektromagnetischen Wellen im 
Erdraum, als sie die in d~r draht.losen Telegraphie gebrauchliche 
Erregungsart del' Wellen durch Antennen nicht beriicksichtigen, 
andererseits yom EinfluB del' Erdkriimmung absehen. 

Zuerst hat H. Hertz269 ) die Ausbreitung elektrischer Wellen 
von einer Erregungsstelle (im freien Raum mit e = 1, f-t = 1) 
untersucht. 

Es handelt sich wieder urn die Integration del' Maxwellschen 
Gleichungen: 

a~ - = V curl c;. at"..' ' 
oS) 
--- = - Vcurl~ 
at ' 

und del' Kontinuitatsgleichungen del' elektrischen und magne
tischen Feldstarke 

(13) div~ = 0; divS) = 0 . 

Fiihrt man nun den Hertzschen Vektor II ein durch 

oll 
VS) = curl-~- , 

(It 
(14) 

so wird dadurch zunachst die zweite Gleichung (13) erfiillt (wegen 
div curl II = 0). Andererseits wird die zweite Gleichung (12) 
befriedigt durch: 

(15) 
. I 02U 

~ = graddlvll - V2 at2-' 

Setzt man nun (14) und (15) in die erste Gleichung (12) ein, 
so kommt als Differentialgleichung fiir ll: 

1 02U 
(16) grad div U - V2 at2 = curl curlU 

odeI' da gilt: 

(17) curlcurlU = -Llll + graddivll, 
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einfacher: 

(18) 

Den hiernach zu bestimmenden Vektor U spezialisiert Hertz 
von vornherein so, daB er nul' eine Komponente U. hat, indem 
gesetzt wird: 

(19) UII=O, Uz = II (x , y, z), 

wo II wegen (18) del' Wellengleichung geniigen muB: 

(20) d2I1 = V2(d 2!! + ~2II + ~2n) . 
2t2 dx2 oy2 dz 2 

all 
Dann· ist zunachst div U = rTi und die Komponenten del' 

elektrischen Feldstarke werden: 

(21) 
iJ2[[ 

Y = ----
oydz' 

z = _(~2JI + _~21!). 
dx2 oy2 

Fiir das magnetische Feld ergibt sich: 

(22) 

Nun hat (20), wie man sich leicht iiberzeugt, die partikulare 
Losung: 

(23) - I ( r \ 
11= -;,f t--V)' 

wo r = t1x2 + y2 + z2-bedeutet und f eine beliebige, iiberall stetige 
und endliche Funktion ist. Die Losung [J ist daher iiberall endlich 
und stetig, abgesehen vom Punkte r = O. 

Aus del' Form del' Ansatze (19), (21), (22) sieht man bereits, 
daB die Hertzsche Losung axial-symmetrisch um die z-Achse 
des Koordinatensystemes ist; wir gehen daher zu Zylinder
koordinaten e, {}, z, vermoge x = e cos {}, y = e sin {}, tiber, 
in denen wir die Feldkomponenten mit Ee, E,?, Z bzw.He, H o, N 
bezeichnen. 
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Nach den obigen Ansatzen kann man diese Komponenten in 
Abhangigkeit von f bestimmen; man findet: 

E = ZI2(_3 f + ~[+ j-~). E,9 = 0; 
I! ,2,3 r2V r V2 ' 

(24) 
l (3 Z2 - r2 3 Z2 - r2 Z2 - r2 ) 

Z = ---- f + ~---- I' +--- - f" 
1'2 1'3 r2y r V2 

und 

(25) H,? = -~-- (I' + L) ; N = 0 . 
1'V r2 rV 

Demnach verlauft die elektrische Kraft iiberall in Ebenen durch 
die z-Achse, die magnetische aber in Kreisen, die auf den Ebenen 
der elektrischen Kraft senkrecht stehen. Die Fortpflanzungs
geschwindigkeit der St6rung fist, wie sich aus (22) ergibt, die 
Lichtgeschwindigkeit V. 

Sei jetzt die Storung f eine harmonische der Kreisfrequenz (J) 

(26) f (t - ~) = p cos w (t - ~), 
so wollen wir das elektromagnetische Feld zunachst in einem 

r Bereich untersuchen, in welchem die Laufzeit der Storung 

kl ·· d· P . d 2n em 1st gegen Ie erlO e -

oder 

r 2n 
~~
V w 

2nV r«--. 
w 

w 

Da hier ·2n V nichts anderes ist als 
w 

die Wellenlange l der Storung, so 
kann auch geschrieben werden: 

(27) r < < l. 

\ 
\ .. 

.... ---

V 

y 

Fig. 402. Zylindercoordinaten des 
Hertzschen Feldes. 

In diesem Nahebereich betrachten wir von der Feldstarke HI} 
[Gleichung (25)] nur den Hauptanteil (Fig. 402): 

(27 a) 121' 1'. H ~ c-.:> -- = ----slntX /, V r3 V r2 • 
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Dieser Ansatz erinnert an das Gesetz von Biot - Savart vom 
magnetischen Felde eines Stromelementes i 1 und wird mit ihm 
identisch, wenn wir f' mit i 1 gleichsetzen: 

(28) H i1. 
I~ = Vr2 Slllcx,; i 1 = t' = - w p sinw t . 

Damit ist erwiesen, daB man sich die Hertzsche Losung erzeugt 
denken kann durch eine Erregungsquelle im Anfang des Koordi
natensystems in Gestalt eines Stromelementes gemaB (28). Hertz 
ist nun noch einen Schritt weitergegangen und hat sich von 
dem Stromelement eine genamire physikalische Vorstellung 
gemacht. Man kann den Strom i erzeugt denken durch Anderung 
einer. elektrischen Ladung Q gemaB 

(29) 
. dQ 
~=dX' 

Dann wird aus (28) durch Integration 

+e - -f (30) Ql = t = pcoswt. 

I Somit ist das Stromelement ersetzt durch den 
l Hertzschen Doppelpol des Momentes Q 1, dessen 
I Ladung QgemaB (30) oszilliert und das Feld (24), 

-Q - _1 (25) erregt. Der Hertzsche Doppelpol (auch Dipol, 
Fig. 403) ist gewissermaBen die Primarform der 

Fig. 403. Dipol Ant d dr htl T I h' f d' . nachH.Hertz. ennen er a osen e egrap Ie, au Ie WIr 
weiter unten noch besonders eingehen. 

3. Hertz hat auch den Mechanismus des von ihm entworfenen 
elektromagnetischen Feldes bildlich dargestellt. In der FoIge 
der Fig. 404 a bis 404i sieht man in der Mitte den erregenden Doppel
pol, aus dem die Linien der elektrischen Kraft herausquellen; 
die Pfeile geben die Kraftrichtung an. Nach Verlauf einer halben 
Periode hat sich ein erstes Kraftlinienbiischel vom Doppel los
gelost, um nach auBen zu wandern; fum folgend quillt von innen 
ein zweites mit umgekehrter Kraftrichtung nach, dessen Abschnii
rung nach einer weiteren hal ben Periode vollendet ist; dann 
beginnt der Vorgang von neuem. Die magnetischen Kraftlinien 
stehen auf den Ebenen der elektrischen Kraftlinien iiberall 
senkrecht und wandern mit diesen in immer sich erweiternden 
Kreisen nach auBen. 
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Die Hertzsche Losung dient auch als Grundlage fiir die 
Wellenausbreitung von einem Erregungszentrum in einem von 
einem extrem gut leitenden Korper eben begrenzten Halbraum. 
Man braucht sich nur durch den Doppelpol eine auf z senkrechte 
Ebene zu denken, um sofort den Feldverlauf in dem dariiber 
liegenden Halbraum zu erhalten, wie es M.Abraham270) getan hat. 

4. Die Wellenausbreitung von einem Erregungszentrum aus 
in einem Hlltlbraum 1, der von einem Korper 2 beschrankter 
Leitfahigkeit eben begrenzt wird, ist von A. Sommerfeld 271 ) 

untersucht worden. Er bringt fiir die beiden Raume ein Hertz
sches Funktiontmpaar III und IIz in Ansatz, das durch Differential
gleichungen und Grenzbedingungen eindeutig in Gestalt zweier 
bestimmter Integrale (aus Besselschen und Exponentialfunk
tionen) hergestellt wird. Die Losung fiir III umfaBt zwei Bestand
teile, namlich die Raumwellen QI und die Oberflachenwellen P. 

Die ersteren breiten sich mit einer Intensitatsabnahme wie .1_ 
r2 

aus, die letzteren flachenhaft wie ~, wenn man von der raum-
r 

lichen Dampfung zunachst absieht. Die letztere aber verschiebt 
die fiir die Oberflachenwellen nach obigem giinstige Sachlage fiir 
groBe Entfernungen zugunsten der Raumwellen. Diese ver
wickelten Verhaltnisse iibersieht man am besten, wenn man nicht 
mit den absoluten Entfernungen r arbeitet, sondern mit einer sich 
bei A. Sommerfelds Untersuchungen einstellenden numerischen 
Entfernung e, die als reine Zahl auftritt und definiert ist durch: 

erklarten Fortpflanzungskonstanten in beiden Medien bedeuten. 
Mit diesem e, das ganz entsprechend ist dem LangenmaB X in 
der Drahttelegraphie (§ 126), schreiben sich die fiir den Verlauf 
der Raumwellen Q1 und der Oberflachenwellen P maBgebenden 
GroBen u und v: 

y"Q 

(33) u = 1 - 2 tee-l!.reP~dfJ, 
o 
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aus denen sich III aufbaut gemliB 

(34) 

wo kl wegen 01 = 0 reell anzunehmen ist. 
Den Verlauf der beiden GraBen u und v stellt die Fig. 405 dar. 

Demnach gibt es ein Gebiet von (! = 0,2 bis (! = 2,2, in welchem 
die Intensitat der Oberflachenwellen die der Raumwellen iiber
wiegt. Fur (! < 0,2 uber-
wiegen die Raumwellen, die 
nach der Theorie von Hertz 1 

fur 02 = 00, d. h. fUr kleines (! 
allein vorhanden sind. Fur 
e> 2,2 uberwiegen wieder 
die Raumwellen, weil dann 
die exponentielle Dampfung 

Fig. 405. 

e -I] die Oberflachenwellen be
schrankt. Wollen wir nun die 
auf der Erdoberflache vor-

Bestandteile der elektromagnetischen Wellenans
breitnng im Halbraum nach A. Sommerfeld. 

kommendenTelegraphierent-
fernungen r an die in Fig. 405 dargestellten Bezirke der nume
rischen Entfernung (! anschlieBen, so brauchen wir nur fest
zustellen, daB die Entfernung r = 2500 km fur eine Wellenlange 
von 2 km der numerischen Entfernung (! entspricht bei: 

Seewasser nassem Boden SiiBwasser troc kenem Boden 

(! = 0,033 (! = 6,5 e = 30 e = 300 

Da die groBen Entfernungen meistens uber See gehen, so kommen 
fUr sie nur kleine e und damit wesentlich Wirkung der Raum
wellen in Betracht. Sofern jedoch neben dem Meere auch Land
strecken zu uberwinden sind, so kame auch das Gebiet der mittleren 
e und damit Wirkung der Oberflachenwellen in Frage. Auf alle 
Falle nimmt die numerische Entfernung mit wachsender Wellen
lange quadratisch ab entsprechend der praktischen Erfahrung 
von der guten Wirksamkeit der langen elektromagnetischen 
Wellen beim Telegraphieren iiber weite Strecken. 

5. Dber die elektromagnetische Wellenausbreitung iiber die 
gekriimmte Erdoberflache geben die vorstehenden Unter
suchungen keinen AufschluB. Hier tritt eine Untersuchung von 
W. v. Rybczynski272)ein, in' der diePotentialfunktionil des 

47* 
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Feldes jener Wellenausbreitung entwickelt wird. In Fig. 406 
ist die Erde des Radius a dargestellt. A ist die Sendeantenne. 
Wir fwen eine Zahl: 

(35) 
2na e=--1 

(1 = Wellenlange) und schreiben mit Rybczynski: 

(36) 

wo p die Antennenerregung ausdriickt. Del' Zerstreuungsfaktor 
X, del' die Beugung del' elektromagnetischen Raumwellen um 

A die Erdkriimmung, Umwandlung del' 
Raumwellen in Oberfliichenwellen, 
Dampfungsverluste durch Leitung in 
del' Erde und die Ausstrahlung in den 
Raum in sich schlieBt, nimmt bei zahlen
maBiger Auswertung GroBen an, die seine 
Brauchbarkeit fiir die Dberwindung del' 
Erdkriimmung in der drahtlosen Tele
graphie in einem Zutrauen erweckenden 

Fig. 406. Wellenausbreitung 
und Erdkriimmung. Licht erscheinen lassen. 

Sei beispielsweise iiher einen halhen Erdquadranten (r = 5000k) 
n 

zu telegraphieren. Dann ist e = "4' und es wird e = 8000 bei 

einer Wellenlange I' = 5 km. Damit wird del' Zerstreuungsfaktor 

1 
X = 135 

entsprechend einer Schwachung der Sendeenergie, die keineswegs 
auBerhalb der Leistungsfahigkeit unserer Empfangsapparate 
liegen diirfte. Die Theorie von Rybzynski erklart demnach 
die Dberwindung der Erdkriimmung hinreichend und schlieBt 
sich gut an die Messungen von L. M. A ustin273) an, worauf 
J. Zenneck274) hinweist. 
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§ 136. Antennen - Strahlung und Empfang. 

1. Wir untersuchen nunmehr die Energiestromung durch eine 
Kugelflache, die mit sehr groBem Radius r um das Erregungs
zentrum des Hertzschen Fe1des (§ 135, 2) beschrieben ist. Von 
den Komponenten des Feldes werden nur die Anteile hochster 
Potenz von r beibehalten: 

(1= rav2 ; 
Z2 - r2 

Z = ----t"· r3 V2 ' 
(I) 

jE Z(! t" 

I H{)= V; "91" = sin~r' 
r V2 -" r" 

t 

Statt E(1 und Z fiihren wir die Komponenten in Richtung von r 
und senkrecht dazu ein: Er und E", !J 
durch 

(2) Er = Ee sin IX + Z cos IX = 0 

und 

(3) Eo< = Ef! cos IX - Z sin IX 

(! til H = V·,·J = {}. 
"r" 

E(X und H{) stehen auf r senkrecht, 
folg1ich schreibt sich der Poin
tingsche Energievektor an der 
betrachteten Stelle (Fig. 407) nach 
Gleichung (5), §134: 

(4} 

x 

Fig. 407. Zylindercoordinaten der 
Dipoistrahlung. 

oder nach Gleichung (29) und (30) in § 135: 

(5) 

Nach Gleichung (7), § 134, findet man den EnergiefluB durch die 
OberfHiche der Kugel des Radius r, wenn man in 

(6) 
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das Flachenelement df ersetzt durch 2n r2 siutXd tX und' iiber 
die ganze Kugel, d. h. von 0 bis n integriert. Man erhalt: 

In diesen Ansatzen wird,'wie iiberall bisher, i und Q elektrosta
tisch gemessen; geht ma~ zum elektromagnetischen MaBsystem 
iiber; so hat man: 

Fig. 408. 
Sondeantenne mit Kapazitiit und 
SeJbstinduktion am untern Ende. 

(ll) 

2 12 (di)2 2 l2 (d2Q)2 (8) L=-- -- =-- -,-
3 V dt 3 V d-'/ 

Nach § 135 ist hie!'; 

(9) 
. dQ 
t=-· 

dt ' 
p 

Q=TcOSOJt. 

Man kann danach sowohl fiir L wie 

fur" ';2 dI'e "b . P' d 2n • u er elne eno e - er-
OJ 

streckten Mittelwerte Lm und (i2)711 be
rechnen. Deren Quotienten 

(10) R Lrn 
• = (i 2)m 

nennt man den Strahlungswiderstand 
des Doppelpols, der sich hier elektro
magnetisch ermittelt zu 

also abhangig von der Dimension 1 des sch"'ingenden Systemes 
und der Wellenlange A.. 

2. Zur Aussendung elektromagnetischer Wellen dienen die 
Antennen, die sich von ihrem Urbild, dem Hertzschen Doppelpol, 
nicht unwesentlich unterscheiden. Es ist aber moglich, manche 
ihrer Eigenschaften auf diesen zu beziehen. 

Die einfachste Antenne ist der geradlinige, senkrecht nach oben 
gehende Luftleiter (Fig. 408). Sein unteres Ende ist meist geerdet; 
auBerdem enthalt es eine Spule mit Selbstinduktion La zur Auf-
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nahme der Schwingungsenergie aus dem primaren Erregungskreis 
und eine Kapazitat Ca, iiber deren Zweck noch zu sprechen sein 
wird. 1m iibrigen besitzt der Luftleiter noch linear verteilte 
Selbstinduktion Lund Kapazitat C. 

Der Ohmsche Widerstand werde zunachst vernachlassigt. 
Wir wenden auf die Antenne die allgemeinen Ansatze von 

§ 126 an: 

(12) 

o~ _ L o';J 
-Tx- at' 

_ o';J = C~)B 
ox at . 

Mit dem Losungsschema ~ = Veiwt, ';J = Jeiwt findet sich: 

(13) 
oV "J 

- ox = i01LJ; - ~x = i01C V, 

und mit der Abkiirzung m2 = 01 2 LC durch Ausschaltung einer 
der beiden abhangigen Veranderlichen: 

d2V d2J 
(14) dX2 + m 2V = 0 oder dx 2 + m 2 J = O. 

Nimmt man fiir V die allgemeine Losung 

(15a) V = A sinmx + Bcosmx 

an, so ergibt sich fiir J: 

(I5b) J = i~ (Acosmx - Bsinmx). 

Die allgemeine Losung (15a), (15b) ist nun den Grenzbedin· 
gungen, zunachst zur Ermittlung der Eigenschwingungen, d. h. 
fiir unerregten Primarkreis, anzupassen. 

Am unteren Ende (x = 0) der Antenne gilt: 

Va=B=-La(~';J) +~ U';Jdt)x=o 
(16) t x=O a 

= -i(La 01 - O1~JJx=o = A(La 01 - O1~J~· 
Damit findet sich: 

(17) . fVIC ( 1 ) C . l J = ~ AlL cos m x - La 01 - ~ CaL sm m x J . 
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Da aber am oberen Ende (x = l) der Strom J = 0 sein muB, 
so wird 

(18) cotml= cotwlVLO = (La W - w10JV7. 
Die Eigenfrequenzen des Antennensystems ermittelt man 

durch Auflosung der transzendenten Gleichung (18) nach w. 

y 

I I 

Fig.409. Eigenschwingungen der Antenne Fig. 410. Eigenschwingungen der kapazitiv 
mit Kapazitiit nnd Selbstinduktion am verkiirzten Antenne. 

nnteren Ende. 

Die Auflosung gelingt, wenn man w l V'LO = (! setzt. Dann 
schreibt sich (18): 

La lO 1 
cot e = -- . e - -- - , 

lL Oa e (19) 

welcher Ansatz gleichbedeutend ist mit den Schnitten der Ko-
. . La 1O 1 

tangenshme y = cot Q und der Hyperbel y = Ti e - 0-' -;;. 
a ~ 

Diese beiden Kurven sind in der Fig. 409 mit I und II bezeichnet. 
Die Hyperbel geht mit der Ordinatenachse und mit der Geraden 

y = tl (! ins Unendliche. 

Die Wurzeln haben die Werte: 

(20) 
n 

ek = (2 k + 1) "2 + fk 

k = 0, 1, 2, 3, wo die fk positiv oder negativ sein konnen. 
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Urn die Wirkung von Selbstinduktion La und Kapazitat aa 
getrennt zu untersuchen, setzen Wlr in (19) La = O. Dann ist 
zu sehreiben; 

(21) 

und die Figur 409 nimmt die Gestalt Fig. 410 an; 
Alle 10k sind positiv; sie werden null, wenn aa = 00 wird, 

wenn also allein die Kapazitat der Erde in Frage kowmt. Dann 
werden die Frequenzen; 

(22) 

und die zugehorigen Wellenlangen; 

, 2nV 4lV-yLa 
I.k=-~=-····~-· 

Wk 2k + 1 
(24) 

Wahlt man nun 1; V La gleieh der Liehtgesehwindigkeit V, so ist 
die Wellenlange der Grundsehwingung der Antenne ohne Kapa
zitat und Selbstinduktion am unteren Ende }'o = 4l. 

Die Antenne sehwingt naeh Fig. 411 mit l~ 
einem Strombaueh am unteren, einem Span
nungsbaueh am oberen Ende. 1st dagegen am 
unteren Ende eine endliche Kapazitat aa 
eingesehaltet, so werden die Eigenfrequenzen 

l des so entstehenden Systems groBer, die aus-

--~-~T 

I 
I 
I 
I 
I~ 

liS 3d! 
L~ I') 

gesandten Wellenlangen kurzer; dement
spreehend redet man von einer kapazitiven 
Verkurzung der Antenne, deren Sehwingungs-
form sieh naeh Fig. 412 darstellt. / :::: 

Fig.. 411. 
Andererseits kann man in (19) aa unend- Unverklirzte Antenne. 

lieh werden lassen; dann bleibt nur die 
Spule La am unteren Ende der geerdeten Antenne ubrig. In 
diesem Falle gestaltet sieh die graphisehe Losung fUr die 
Gleiehung; 

l L 1 
tge=-L -, 

" e 
. n 

naeh Fig. 413. Alle ek werden klemer als (2 k + 1) 2 und damit 

aIle OJ kleiner als die entspreehenden Kreisfrequenzen der Antenne 
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nach Fig. 411. Da hiermit eine VergroBerung der zugehorigen 
Wellenlangen Ak verbunden ist, .so spricht man von einer induk
tiven Verlangerung der Antenne. Fur derartige Antennen mit 
nichtquasistationarer Stromverteilung kann man ebenfalls den 
Strahlungswiderstand berechnen durch Einfuhrung des Form-

Fig. 412. Kapazitiv verkiirzte 
Antenne. 

y 

Fig. 413. Eigenschwingungen der induktiv 
verliingerten Antenne. 

faktors IX der Antenne, der erklart wird durch das Verhaltnis der 
mittleren Stromamplitude langs der Antenne zur Stromamplitude 
im Strombauch: 

Damit wird der Strahlungswiderstand der geerdeten Antenne 
der Hohe h (angenahert nach R. Rudenberg)276), weil in Formel 
(11) l durch 2 h zu ersetzen, wegen der Erdung aber nur die 
halbe Energie anzunehmen ist: 

R = .!:. 8 n2V- (2 IX h)2 
(25) 8 2 3 1 . 

Fur die quasistationare Verteilung ist IX = 1; fUr die oben 
[Gleichung (15a), (15b)] behandelte sinusformige Verteilung wird 

2 
IX= -. 

n 
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Mit dem Strahlungswiderstand hangt das Dekrement D8 
del' Antennens<trahlung in entsprechender Weise zusammen, wie 
das Dekrement einer elektrischcn Schwingung in geschlossener 
Strombahn mit deren Widerstand gemaB dem Ansatz: 

(26) 
Rsn Rs T 

D8 = ;;;-rz = -2 lL = r58 T, 

wenn T die Schwingungsdauer bedeutet, und im ubrigen an die 
Darlegungen des § 119, Gleichung (9) erinnert wird. 

Auf Grund des Ansatzes (19) ist man in del' Lage, durch 
n 

geeignete Wahl von La und Oa die niedrigste 'Wurzel (20 = 2 Zll 

erzielen. Dann geht in Fig. 409 die Hyperbel II durch den Punkt 
M rind die Antenne ist wedel' verkurzt noch verlangert. Abel' 
sie hat einen Formfaktor IX < 1, woraus sich nach (25) bzw. (26) 
ein verkleinelter Strahlungswiderstand bzw. eine verkleinerte 
Strahlungsdampfung ergeben. 

3. Zum Empfang del' elektromagnetischen Wellen benutzt 
man ebenfalls lineare Antennen, die zweckmaBig als Resonatoren 
auf die ankommenden Wellenlangen abgestimmt werden. 

Diesen linearen Antennen gegenuber, die von del' elektrischen 
Komponente des ankommenden Feldes erregt werden, benutzt 
man neuerdings mehr und mehr die Rahmenantennen, geschlossene 
Schwingungskreise, die man von den magnetischen Kraftlinien 
des Feldes durchsetzen laBt. Wie in § 135 dargelegt, bilden die 
magnetischen Kraftlinien um eine Sendeantenne als Mittelpunkt 
Kreise in horizontalen Ebenen, auf denen die Ebenen del' Rahmen· 
antennen senkrecht und radial zur Sendeantenne hin gerichtet 
stehen mussen. 

Die in den n Windungen eines Rahmens del' WindungsflacheF 
erregte EMK = E hangt mit del' magnetischen Feldstarke H,~ 

[vgl. § 135, Gleichung (27)] zusammen durch: 

aH~ 
(27) E = -nF.aT-. 

Sind Lund 0' Selbstinduktion und Kapazitat des Rahmens, so 
muB wegen del' Abstimmung gel ten : 

(28) ), = 2 n y LC . V , 

wenn .Ie die ankommende Wellenlange ist. 
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FUr quadratische Rahmen der SeitenUinge a ist Lunge fahr 
proportional a2 n 2, C proportional a, woraus sich mit (27) un d (28) 
findet: 

E proportional A. fa . 
Also auch fUr den Rahmenempfang gilt der Erfahrun gEEatz 

von der Wirksamkeit der groBen WeIlenUingen. 

XIX. Nichtharmonische Schwingungen. 

§ 137 . Allgemeine mersicht. 

1. AIle in den vorhergehenden Abschnitten behandelten 
Schwingungserscheinungen, sowohl die quasistationaren wie die 
nichtquasistationaren, kommen auf die Untersuchung der linearen 
Schwingungsgleichung mit festen Beiwerten: 

d 2x dx . 
(1) m dt 2 +2bTt +cx= PSlllWt, 

hinaus. Bei dieser Untersuchung finden sich die Begriffe 
der Eigenschwingungszahl, der Dampfung, der erzwungenen 
Schwingung, deren Hauptwerte und Phase, der Anfangs
bedingungen, der Resonanz, der Superposition. 

Als Haupteigenschaften der durch (1) definierten harmo· 
nischen Schwingungen finden sich: Unabhangigkeit der Eigen
schwingungszahl und der Dampfung von den Anfangsbedin
gungen, Unveranderlichkeit des Hauptwertes und der Phase der 
erzwungenen Schwingung mit der Zeit, die Superposition der Eigen
schwingung und aller erzwungenen Schwingungen verschiedener 
Frequenz. Handelt es sich um mehrere Freiheitsgrade, so kommt 
noch der Begriff der Stabilitat hinzu; die Stabilitatsbedingungen 
sind von den Anfangsbedingungen unabhangig. 

2. Insoweit die Gestalt der Gleichung (1) nicht von vornherein 
bei der physikalischen Ansetzung streng richtig war, wie hei den 
meisten elektrischen Schwingungsvorgangen, fUhrt der Ubergang 
zu nul' kleinen Ausschlagen x, d. h. 801chen, deren Quadrate zu 
vernachlassigen sind, zu dem bevorzugten und leicht diskutier
baren Ausgangsansatz. Die Transformation auf kleine Schwin
gungen war notig bei fast allen meehanischen Problemen, so z. B. 
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gleieh bei dem mathematisehen Pendel § 1, dessen Gleiehung 
ohne den Dbergang lauten miiBte: 

(2) 
d2 x dx . 

m d t2 + 2 b dt + c sm x = 0 . 

Denkt man sieh hier sin x in seine Potenzreihe x ---: t x 3 + ... 
entwickelt, so findet sieh statt (2): 

(2a) 
d.x dx 

m-"- + 2b- + cX(1 - tx2+ ... ) = O. 
dt 2 dt 

Es erseheint also die Riehtkraftzahl emit einer ganzen rationalen 
Funktion der Positionskoordinate x multipliziert, die fUr x = 0 
den Wert 1 annimmt. 

Entspreehende Abanderungen sind denkbar bei der Tragheits
zahlm und der Dampfungszahl b, so daB wir allgemein sehreiben 
konnen: 

(3) 
d 2x dx . 

m· m (x) (it + 2 b· b (x) dt + c . c (x) x = P sm w t . 

Es sollen also m (x) , b (x), c (x) ganze rationale Funktionen (endlicher 
Gliederzahl) von x sein, die fiir x = 0 den Wert 1 annehmen. 
Teehnisch-physikalische Beispiele, bei denen entweder m (x) oder 
c (x) fiir x So von 1 verschieden waren, sind in der Literatur 
mehrfach behandelt worden, worauf wir unten eingehen werden. 
Ein Fall, in welchem das gleiche von b (x) gelte, scheintnochnicht 
untersucht zu sein; in den zu erorternden Beispielen wird im 
allgemeinen auch b = 0, der Vorgang also ungedampft, ange
nommen. 

Der allgemeine Charakter des solcherweise verwickelteren 
Schwingungsvorganges ist der, daB zunachst die Unabhiingigkeit 
der Schwingungszahl von den Anfangsbedingungen und anderer
seits das Superpositionsgesetz aufgegeben werden muB; auch 
besteht der Begriff der Resonanz (auch im FaIle mangelnder 
Dampfung) nicht mehr. Es wird sich weiter unten finden, welehe 
Ansatze nun an die Stelle der friiheren treten. 

Die kurze Bezeiehnung dieser Seh wingungen als p s e u d 0-

harmonisehe ist, wie es seheint, auf G. Duffing 277 ) zuriiekzu
fUhren. 
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3. Weiter haben technische Bedeutung diejenigen Vorgange, 
bei denen die Beiwerte von (1) periodische Funktionen der Zeit 
werden: 

(4) 

die so beschaffen seien, daB sie fur t = 0 den Wert 1 annehmen. 
Meist ist m (w, t) = 1 fUr jedes t SO, ferner gewohn1ich w 2 = W3 

und P = o. Fur diese Sonderfalle werden unten Beispie1e be
hande1t. 

Das allgemeine Ergebnis der Untersuchung von (4) ist, daB 
Hauptwert und Phase der Eigenschwingung periodische Funk
tionen der Zeit werden, mit Frequenzen, die in erster grober 
Annaherung mit w2 = W3 identisch sind, wahrend die Kreisfrequenz 

der Eigenschwingung mit derse1ben Annaherung = V ~ wird; 

genauer werden die Frequenzen samt1icher in der Losung zu (4) 
vorkommenden Zeitfunktionen in verwickelterer Weise durch die 
Beiwerte der Ausgangsg1eichung bestimmt. Die Anfangsbedin
gungen aber haben keinen EinfluB. 

Urn eine kurze Bezeichnung zu schaffen, sei fUr diese Vorgange 
der Name q uasiharmonische vorgesch1agen. 

§ 138. Freie pseudoharmonische Schwingungen ohne Dampfung. 

1. Die strenge Differentia1g1eichung des mathematischen 
Pende1s (vgl. § 1) 

( 1) 
d2 <X g. 
dt 2 +T sm <x=0 

I f h M I . l·k· . 2 d x I I ie ert nac u tIP I atlOn mIt - em erstes ntegra 
dt 

(2) (~<X)2 = C + 2g C03 <X 
dt l' 

dessen Konstante C durch die Anfangsbedingung: 

(2a) <X = <Xo fur dx =0 
dt ' 



§ 138. Freie pseudoharmonische Schwingungen ohne Dampfung. 751 

also durch Festsetzung des gro.Bten Pendelausschlages, bestimmt 
wird zu 

(3) 
2g 

C = - -COSlXo 
l 

Damit wird eine zweite Integration ermoglicht: 

(4) liT!'" dx 
t = V 2g. YcOSlX - COS lXo' 

o 
womit zugleich die weitere Anfangsbedingung, da.B zur Zeit t = 0 
das Pendel seine Mittellage lX = 0 einnehmen soIl, erfiillt wird. 

Nun ersetzt man cos lX durch 1-2 sin 2 ~ , cos a o durch 1 - 2 sin 2 lXo 
2 2 

und findet 

t= !V!JV. ,~~ . ,~ 
SIn --sIn-

• 2, 2 

(5) 

o 

Die weiteren Einsetzungen sin lXo = k, sin ~ = k sin f} liefern 
2 2 

- {} 

(6) t = 1 I ~f' df} = T (k, f}) , 
V g VI - k2 sin 2 {} 

o 

d. h. die Zeit als elliptisches Integral erster Gattung, dessen 
Periode 

:Jt 

2' 

(7) T = 4 1 1_ ----====__---= Tf df} 
V g yl - k2 sin2 f} 

o 

ersichtlich von der Anfangsbedingung (2a) abhangig ist. Diese 
Abhangigkeit ergibt sich explizite, wenn man das vollstandige 
elliptische Integral 

(8) 
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einfUhrt, welches durch die Reihenentwicklung erkIiirt ist: 

durch den Ansatz: 

(9a) 

FUr verschwindende k (kleine Ausschlage) geht dann (7) wieder 
in die gewohnliche Pendelformel 

(10) T = 2n V! 
fiber. 

2. Eine allgemeinere Untersuchung freier pseudoharmonischer 
Schwingungen beim Ausgangsansatz: 

(ll) m x + eX x (I + at x + a2 x 2 + ... ) = 0, 

hat J. Horn gegeben 278 ). Durch Einffihrung einer neuen Zeit 

T = t ~ geht (ll) iiber in 

d 2 x 
(12) dT: 2 + x = - (at x 2 + a2 x 3 + ... ) , 
woraus das Zwischenintegral der Iebendigen Kraft: 

(13) (dX)2 (2 2 ' 
dT: + x 2 = 0 2 - "3 at x 3 + 4" a2 X4 + ... ). 

folgt. Hier ist a offenbar die Geschwindigkeit fUr x = O. Fiihrt 
man den positiven und negativen groBten Ausschlag von x mit 

Xl und x2 in (13) ein, so kann man diese (fUr ~: =0) berechnen: 

I x = + a - .!.. a 0 2 + [~ai - .!.. a.] 0 3 + ... 
I 3 I 18 4" 

(14) 

I x2 = - 0- .!.. al 0 2 - [ 5 ai - .!..a2 ] 0 3 + ... 
l 3 18 4 

Um den zeitlichen VerIauf von x nach (12) fUr die Anfangs
bedingung 

(I4a) dx =0' 
dT ' 

t = 0, 
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zu ermitteln, erweist sich eine Potenzreihenentwicklung von x 
nach Xl zweckmiWig, welche bei hinreichend kleinem Xl fUr be
lie biges l' konvergiert: 

(15) X = Xl $1 (1') + x~ ~2 (1') + x~ ~3 (1') + .. " 

wo die Zeitfunktionen ~ nach (14a) die Eigenschaften haben 
miissen: 

(16) { 
~l (0) = I; 
~1 (0) = 0; 

~2(0)=0; 

~g (0) = 0; 

~3 (0) = 0 ••. 

k3 (0) = 0 ••• 

Fiihrt man (15) in (12) ein und beriicksichtigt (16), so ergeben 
sich fUr die ~ die Differentialgleichungen: 

(17) ~1 +~1 =0; ~2 + ~g= -al ~~; ~3+~3= -2a1 ~1 ~2-a2~~; 
mit den Integralen: 

a 
~l = COST; ~2 = - -t (3 - 2C08T - COS2T); 

1 2 [29 2 I] 1 2 (18) ~3 = - :ral + 144 al - 32 a2 cosT+galcos2T 

+ [~8a~+3~ag]cos3T+ [I~a~- !ag]Tsim. 

Zur Bestimmung der halben Periode TO hat man in (15) nach 

Zeitdifferentiation :: = 0 zu setzen: 

(19) 0 = ~l (TO) + Xl ~2 (TO) + X~ ~3 (TO) + ... 

oder 

0= - sin TO - Xl i (sin TO + sin 2 TO) 

2{ [29 2 I]. + 2 2 . 2 1 (19a) -Xl 144al-32agSmTO galsm Tor 

- ~{bI6ai + 332 ag ]sin3To- [I~ ai - ! Us] (TO cos TO + sin TO) I· 
Die Auflosung von (19a) nach To liefert unter Fortlassung 

hoherer Glieder: 

(20) { ( 5 2 3 ) 2t· TO =;n; 1 + 12 al - 8" a2 Xl r ' 
Hort, Schwlngungslehre. 2. AUf!. 48 
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womit die ganze Schwingungsdauer in der urspriinglichen Zeit 
sich findet: 

(21) T = 2To V: = 2 n V: {I + (I~ a~ - : a2 ) x~ I' 
soda13 auch in diesem FaIle die Abhangigkeit der Schwingungs
dauer vom Anfangsausschlag erwiesen ist. 

3. Es ist bemerkenswert, daB der Ansatz (15) keine perio
dische Losung von (II) darsteIlt, weil ~3 in(IS) die Zeit T au13er
halb der Kreisfunktionszeichen enthalt (7: sin 7:); diese Glieder 
werden als sakulare bezeichnet. 

Will man eine periodische Losung von (II) hersteIlen, so kann 
man-das Verfahren von Newcomb und Lindstedt 279 ) anwenden 
durch Einffihrung der Substitution 

(21a) 

wodurch (II) fibergeht in: 

d2 x 
(21 b) (I + #) d7:2 + x = -(al X2 + a2 X3 + ... ). 

Hier ist # eine Konstante, fiber die Verfiigung vorbehalten bleibt. 
Urn nun eine den Anfangsbedingungen 

(21 c) 7: = 0, x = Xl , X = 0 

entsprechende und fiir hinreichend kleines Xl konvergente, in 7: 
rein periodische, Entwicklung zu finden, setzen wir ffir X die 
Reihe an: 

(21 d) x = Xl ~l (7:) + X~ ~2 (7:) + X~ ~3 (T) + ... 
Diese fiihren wir in (21 b) ein und erhalten fiir die Zeitfunk
tionen ~, die den Bedingungen (16) zu genfigen haben, ein (17) 
entsprechendes System von Differentialgleichungen. Damit aber 
dieses nur rein periodische Losungen erhalt, verffigen wir fiber 
die Konstante # so, daB in den ~ keine sakularen Terme auftreten 
konnen. Zu diesem Zweck setzen wir # als Potenzreihe von Xl an: 

(21 e) _#=#IXI+#2X~+#3X~+'" 

Ordnet man nach Einsetzung von (2Id) und (2Ie) den Ansatz 
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(21 b) nach Potenzen von Xl' deren Beiwerte verschwinden miissen, 
so findet sich folgendes System von Differentialgleichungen: 

~l + ~I = 0, 

~2 + ~2 = - PI il - al ~~, 
~3 + ~3 = - 112 i l - PI €2 - 2 al ~I ~2 - a2 ~~ , 
~4 + ~4 = - f/3 ~l - Jl2 ~2 - Pl~3 - al ~ - 2 al ~l ~3 

(2lf) 

Die erste Gleichung hat die Losung ~l = cos.. Damit ~? 
periodisch wird, darf auf der rechten Seite der Differentialglei
chung cos. nicht vorkommen; also muB PI verschwinden. Dann 

wird ~2 = - ~ al (3 - 2 cos. - cos 2.). Mit den gefundenen 

Werten fUr ~l unp. ~2 wird die Differentialgleichung ffir ~3: 

(21 g) ~3 + ~3 = -ta~ + (112 + {a~ - -rr a2) cos. - ta~cos 2. 
- (} a2 + l aD cos 3 •. 

Damit die Losung periodisch wird, muB wieder das Glied mit 
cos. rechts verschwinden oder fUr fl2 gelten: 

(21h) ft2 = t a2 -3-a~. 

Ordnet man X statt nach Potenzen von Xl nach trigonometrischen 
Funktionen von ., so findet sich 

(21 k) 

48* 
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Geht man vermoge (21 a) auf die Zeit t zuruck, so erhlilt man 
die Periode von (21 k) 

und nach (21 h) mit 

durch Ausziehen der Quadratwurzel (p, klein gegen 1) 

T = 2 n V: { 1 + (:2 a~ - : a2) ~ } , 

in Obereinstimmung mit (21). 
4. Will man die Methode der Reihenentwicklung nach J. Horn 

vermeiden, so kann man, falls in Gleichung' (13) die hochste 
Potenz von x den Wert 4 nicht uberschreitet, zu elliptischen 
Integralen bzw. Funktionen ubergehen. Manerhliltnamlichaus (13) 

x 

(22) 1:= j' dx 

V02 - x 2 - tal x3 - -ta2 X4 
o 

ein Integral vom elliptischen Typus, das man nach einem be
kannten Verfahren (z. B. O. Schlomilch, Kompendium der 
hOheren Analysis II, 4. Aufl., S. 289) auf eines der elliptischen 
Normalintegrale zuruckfuhren kann. So verfahrt z. B. J. Bier-

i 
manns 280) bei der Untersuchung eines 
Schwingungskreises mit eisenhaltiger Induktivi

C tat. Bezeichnet fP den magnetischen Kraft
linienfluB (lnduktion) im Eisen, so wird die 
Schwingungsgleichung (Fig. 414): ~ 

Fig. 414. Schwingungs- (23) dfP 1 f' d 0 
kreis mit eisenhaltiger -dt + 0 ~ t = • 

Induktivitilt. 

Hier ist aber die Induktion fP mit dem Feldstrom verknupft 
vermoge der Magnetisierungskurve der betreffenden Eisensorte 
nach dem yerlauf von Fig. 415. Mit geniigender Annaherung 
kann man sich zur analytischen Da9'tellung dieses Verlaufes 
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auf die ersten heiden ungeraden Glieder der Reihenentwicklung 
beschranken: 

(24) . I I 3 
~=TCP+TCP. 

10 
rp=Z,O·10 cgs 

~'=o,9 A 

Aus (23) und (24) findet sich 
fiir die Zeit t mit einer willkiir
lichen Integrationskonstante A das 
Integral F:Il. 4 5. Magnetisierungskurve. 

'P 

(25) t =j1 dcp 
1/ A2 _ ~cp2 _ _ I_cp4 
V OL 20l 

o 

welches mit der neuen IntegrationSkonstante B2 = 2 0 l A 2, den 
Festwerten 

(26) 

B 
und durch die Einsetzungen cp = xVa; x = -cos 'IjJ iibergeht in: 

a 

(27) 

Hieraus findet sich das elliptische Integral 

(28; 

wo 

(28a) 

zu setzen ist, und durch Umkehrung 

(29) 
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sowie 

(30) B (. 11 + ,u2 ) 
cp = - fa cosam t V -0 L ,8. 

Demnach wird die Schwingungsdauer 

(31) 

oder nach (9) 

(32) V--OL{ (1) (1.3)2 } T = 2 n --- 1 + - 8 2 + - 84 + . .. , 
1 + ,u2 2 2·4 

die fur kleines B [vgl. (26) und (28a}J, d. h. entweder unterhalb 
der Sattigungsgrenze (2 = 00) oder fiir kleine Amplituden (A = 0) 

mit 8 = 0 und ,u = 0 in die gewohnliche 
Schwingungsformel fur den ungedampften Thom
sonkreis ubergeht: 

T = 2nYCL. 

Durch endliches B wird diese Eigenfrequenz 
erhoht, weil )'1 + ,u2 schneller wachst als 
(1 + (!)2e2). 

5. 1st die Tragheitskraft eine Funktion des 
Ausschlags, so kann man gleichfalls das Ver
fahren der Reihenentwicklung nach Potenzen des 
Anfangsausschlages oder auch die Darstellung der 

Fig. 4t6. Schwin- Schwingung durch eUiptische Funktionen be
gendp Lamelle mit folgen281). Ein einfaches Beispiel hierfur bietet die 
verstirktem Ende. 

Schwingung einer eingespannten Stahlzunge mit 
verstarktem Ende nach Fig. 416·. Deren Differentialgleichung 
kann man ansetzen in der Form: 

(33) 
d .2 

e (1 - b cp2) d ~2 + c2 cp = 0 , 

weil offenbar das Tragheitsmoment der Drehung um A mit 
wachsenden cp vermoge der Krummung der Zunge abnimmt. 
Ein erstes Integral liefert wieder der Ansatz der lebendigen Kraft: 

(34) (d cp) 2 + !c~fJdCP = 02 . 
dt e 1 - b cp2 
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Vermoge der Kleinheit von b ist die Reihenentwicklung gestattet: 

-1. 1b9 = 1 + bq;2 + (bq;2)2 + .. " 
- q;" 

von der nur die beiden ersten Glieder beibehalten werden. 
Dann liefert nochmalige Integration und Auflosung nach 

das eUiptische Integral 
r(J 

(35) t fyo, _ ~:, -~%9" ' 
o 

welches entsprechend (25) weiter zu behandeln ist. Wir tiber
gehen die Einzelheiten der Durchrechnung und schreiben nur 
die endgiiltige Ermittlung der Schwingungsdauer hin: 

(36) T = 2 n -/e (1 -'- 3: q;i) , 

wo q;l den Anfangsausschlag bedeutet. Demnach hat die voraus
gesetzte Veranderlichkeit der Tragheit eine ErhOhung der Eigen
fr€quenz ffir kleine Ausschlage zur Folge. 

§ 139. Erzwungene pseudoharmonische Schwingungen. 

1. Schwingungsvorgange von der allgemeinen Form 
<Xl <Xl 

(1) mx + ~ x 2;'" (1 + a"x") = 2;."Av sin (wvt + ~,,) 
1 1 

kommen sehr haufig bei technischen oder physikalischen 
Fragen vor. 

Der Induktionsverlau£ in Drosselspulen mit Eisenkern, in 
Reihe mit einer Kapazitat a [vgl. § 138 (23)] und einem Ohm
schen Widerstand Wan eine Wechselspannung E = ~ sin w t ein
geschaltet, regelt sich nach dem Ansatz: 

() -+ W (.!. ! 2)' _1_ _1_ 3 _ dE _ a w 
2 q; L + A q; q; + La q; + A a q; - dt - L coswt. 

Hat man hiernach q; ermittelt, so findet man den Strom
verlauf nach 

(3) . 1 + 1 3 
~=Lq; Tq;· 
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Die Erscheinungen weichen, wie O. Martienssen 282 ) durch 
Versuche bewiesen hat, vollig ab von dem Verhalten des gewohn
lichen wechselstromerregten Stromkreises: 

d2 i W di 1. aw 
(4) dt 2 + L dt + Ld~ = ycoswt. 

Insbesondere ist die Frage nach dem Stromverlauf im Resonanz-

fll 1· 'h' a e fLO = w WlC tlg. 

1st der dampfende Widerstand Win (2) vernachlassigbar klein, 
so findet sich die Ansatzgestalt (1). 

2. Ein Drehstromgenerator mit dem Magnetrad des Trag-

heitsmomentes e und der Winkelbeschleunigung 6 erzeugt Drei
phasen-Wechselstrom der Frequenz P wo, wenn p seine Polpaar
zahl und Wo die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Antriebs
maschine bedeutet. 1st ferner E die EMK, e die Klemmenspan
nung des Generators, L die Selbstinduktion, 'IjJ derPhasenwinkel, 
urn den das Magnetfeld dern ADkerdrehfeld vorauseilt, so ist die 
ans Netz abgegebene Leistung der Maschine 283) 

(5) A _E e s~n 11' y:a-
e - Lwop 

und das zugehorige Widerstandsdrehmornent 

(6) M = Eesin'IjJya 
e Lw~p' 

Das Antriebsmoment Ma setzt sich nun aus dem dem Be
harrungszustand entsprechenden unveranderten Teil Mo und dem 
von der Drehung der antreibenden Kolbenmaschine herriihrenden 
periodischen Teil M 1 sin n Wo l zusammen: 

(7) 

wo die ganze Zahl n von der Bauart der Antriebsmaschine ab
hangig ist. 

Mo muB gleich dem Widerstandsmoment des Beharrungs
zustandes sein: 

(8) Mo = EeLsin;o -y3-
woP 
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Andererseits gilt: 

(9) 
. 1/1 

[-& = Wo +
P 

und Ji 1 .. 
'U=-1/1. 

P 

So entsteht die Bewegungsgleichung des Magnetrades: 

(10) 
oder 

(11) t.:l ~ E e -V3 ( . .) M. 
~ 1/1 + -L 2 Sill 1/1 - sm 1/10 = 1 sm n Wo t • 

• WoP 

Ersetzt man hier 1/1 durch die beiden ersten Glieder seiner ~otenz
reihenentwicklung, so entsteht ein Ansatz der Form (1). Die 
Untersuchung des Ansatzes (11) hat festzustellen, unter welchen 
Umstanden ein durch Resonanz bedingtes AuBertrittfallen des 
Generators zu befurchten steht. 

3. 1m folgenden suchen wir von Anfangsbedingungen freie 
periodische Annaherungs16sungen der ungedampften pseudo
harmonischen symmetrischen Differentialgleichung: 

(12) r m x + IX X + IX a2 x 3 = m P sin W t 

zu gewinnen. 
Das einzuschlagende Naherungsverfahren nach G. Duffing277 ) 

geht bei G1. (12) aus von einem ersten Naherungswert Xo fur x: 

(13) Xo = A sin w t. 

Diesen fuhrt man bei der Gruppe IX (x + a2 x3) in (12) ein, unter 
IX 

Gebrauch der Abkurzung 1'2 = - und erhalt zur Berechnung 
m 

eines zweiten Naherungswertes: 

(14) 
f Xl = P s;n w t - 1'2 (Xo + a2 x~) 

l = (P - y2A - ty2a2A3) sin w t + ty2a2A3sin 3 w t, 

und hieraus durch zweimalige Integration: 

( ) 1 ( 2 A 3 2 A 3) . 1'2 a2 A 3 . 3 15 Xl = -- P- l' - -1' a2 s:nwt-----sm wt. 
w 2 4 36w 2 

In (13), (14), (15) ist Anoch unbekannt; wir bestimmen es da-
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durch, daB wir die Grundschwingung der Naherung (15) mit (13) 
in Obereinstimmung bringen durch die Gleichsetzung 

(16) A=-~2(P_V2A- !V2a2AS) 

oder 

(16a) 

Diese Gleichung dritten Grades ffir A ergibt entweder einen oder 
drei reelle Welte, deren jeder in (15) eingefuhrt eine angenaherte 
Losung 

(17) 

liefert, mit welchem Ansatz wir auf die Berechnung weiterer 
Naherungswerte durch Wiederholung des Verfahrens nach (14) 
und (15) verzichten. Wir betrachten also (17) als eine solche 
Losung, die das Verhalten der durch (12) definierten erzwungenen 
Schwingung im groBen und ganzen richtig wiedergibt. Wir unter
suchen dies Verhalten an Hand der Gleichung (16) ffir A. 

Zunachst liefert diese Gleichung im FaIle der Resonanz v = W 

nur eine reeIle, endliche Losung ffir A, namlich 

3/4P 
A=1/-32 ' V a2 

(18) 

die fur negatives a2 negativ wird. 
Darnit hat aber die Resonanzschwingung stets endliche Ampli

tuden gemaB 

(19) A · _la9IA3. 3 
x = sm w t + --3-- sm w t , , 6 

wo das +-Zeichen fur negative a2 gilt. 
Die Verhaltnisse auBerhalb der Resonanz gestalten sich ver

schieden, je nach dem Vorzeichen von a2 • Wir schreiben zunachst 
(16) in der Gestalt: 

(20) 

und betrachten die Schnittpunkte von 
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fUr positives a2 , sowie von 

(22) y = (w 2 - v2) A + P mit 

fUr negatives a2 • 

Es handelt sich demnach um die Schnitte einer Geraden mit 
einer Kurve dritter Ordnung, die in den Figuren 417 und 418 
dargestellt sind. 

Zunachst ergibt sich fUr positives a2 bei oder unterhalb der 
Resonanz (w <:' v) nur ein Schnittpunkt; es ist also nur eine 

A 

Fig. 417. Erzwungene sYmmetrische pseudo· 
harmonische Schwingungen mit verstarkter 

Richtkraft. 

Fig.418. Erzwungene symmetrische pseudo· 
harmonische Schwingungen mit vermin

derter Richtkraft. 

Schwingung moglich. Oberhalb der Resonanz (w > V) ist die Zahl 
der moglichen Schwingungen von der GroBe der Erregung P ab
hangig. Bei hinreichend kleiner Erregung und einer bestimmten 
Erregungsfrequenz w > v (entsprechend der schwach ausgezogenen 
Linie in der Fig. 417) gibt es drei reelle Wurzeln, deren kleinste AI 
fUr die Amplituden der erzwungenen Schwingung bestimmend wird. 
Steigert man die GroBe der Erregung bei festgehaltener Fre
quenz w, so nimmt auch die Amplitude Al der Schwingung zu, 
bis ein bestimmter Wert von P (strichpunktierte Linie) erreicht 
ist, jenseits dessen die Amplitude auf den Wert Aa entgegen
gesetzten Vorzeichens umspringt. 

Fur negatives a2 finden sich die gleichen Ergebnisse; nur sind 
die Bereiche unterhalb und oberhalb der Resonanz vertauscht. 
Bei diesem Fall hat G. Duffing Ubereinstimmung del' Rech
nung mit dem Versuch gefunden. 
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Der Fall a2 > 0 ist unseres Wissens noch nicht experimentell 
untersucht. 

FUr a2 = 0 miiBte die erzwungene harmonische Schwingung er
scheinen. Dies ist auch durchaus im Einklang mit unseren bis
herigen Ergebnissen, denn im Ansatz (19) wird A = ex> ffir a2 = 0; 
die Kurven dritter Ordnung in (21) und (22) oben werden mit 
I a21 = 0 mit der A-Achse identisch, wodurch samtliche Schnitte 
der Kurven mit der A-Parallelen y = Pins Unendliche riicken, 
wahrend die Gerade y = (w 2 - v2) + P ffir w ~ v mit der so 
ausgearteten Kurve dritter Ordnung unter allen Umstariden nur 
einen Schnittpunkt hat. 

4 .. Das wichtige Problem der Kombinationstone in der 
Akustik fiihrt auf einen Ansatz der Form: 

(23) m x + IX x (1 + a1 x) = m {A sin (p t) + B sin (q t + PH, 
der die Vorstellung in sich schlieBt, daB zwei Tone der Frequenzen 

2~ und 2~ gleichzeitig einen schwingungsfahigen Korper der 

unsymmetrischen elastischen Richtkraft IX x + IX a1 X2 erregen. 
Da das Trommelfell trichterformig gebaut ist, kann man ihm 

derartige elastische Eigenschaften zusprechen. Der Ansatz (23) 
ist von Helmholtz284) zur Erklarung der im Ohre horbaren 
Kombinationstone von p und q untersucht worden. 

Er setzt ffir x die Reihe an: 

(24) 

und fiir A bzw. B: 

(25) 

Durch Einsetzen in (23) und Vergleichung gleichhoher Potenzen 
von B finden sich ffir die Xl' X 2 , X3 ••• folgende Differential-

gleichungen (mit : = v2): 

(26) 1 
Xl + v2 Xl = A1 sin p t + B1 sin (q t + p) , 
X2 + v2 X2 = - v2 al x~ , 

X3 + v2 Xs = - 2 v2 al Xl X2 , 

.................... 
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Verzichtet man auf das Hinschreiben der infolge der Dampfung 
verschwindenden Eigenschwingung, so finden sich durch Integra
tion der Differentialgleichungen (26) mit den Abkurzungen 

(27) N=-~ q2 _ v2 

die gewohnlichen erzwungenen harmonischen Schwingungen: 

(28) Xl = M sin p t + N sin (q t + (3) , 

sowie die Obertone 2 p und 2 q, und Kombinationstone erster 
Ordnung p + q und p - q in: 

I _at (M2 N2) M2 
X2-- 2 + -2(4p2_V2)cos2pt 

M2 MN 
(29) 1 2(4 2 2)(coS2qt+(3)+( )2 2COS{(P-q)t+(3} q -v p-q -v 

MN ( + ) 2 2 cos {(p + q) t + fJ} . p q -v 

Die Tone der Frequenzen p + q nennt man Summationstone, 
die der Frequenzen p - q heiBen Differenztone. Die hoheren 
Glieder der Reihe (24) X3 • • • enthalten die hoheren Kombina
tionstone 2 p + q, 2 P - q, P + 2 q, P - 2 q. Auf die vielfachen 
Angriffe 285 ), die diese Theorie erfahren hat, gehen wir nicht ein. 
Nach E. Waetzmann 286) trifft letztere im ganzen das Wesen 
der Sache, insoweit die Unsymmetrie des schwingenden Organs 
eine notwendige Voraussetzung ist. Dagegen muB der Mechanis
mus der Entstehung der Kombinationstone aus den Primar
tonen p und q an Hand der Theorie der StoBtone von R. Konig 287 ) 

erkHi,rt werden. Danach bilden sich aus p und q die Konigschen 
StoBe (Schwebungen), die aber nun nicht (wie R. Konig wollte) 
unmittelbar die Erscheinung der Kombinationstone ergeben, 
sondern, wie ebenfalls E. Waetzmann 288) nachgewiesen hat, 
erst infolge Verzerrung durch die Mitwirkung eines unsymmetrisch 
schwingenden Organes. Jedenfalls aber liegt im Ansatz (29) die 
in § 137 bereits erwahnte Zerstorung des Superpositionsgesetzes 
bei pseudoharmonischen Schwingungen 289). 

Zu den Ansatzen (27) und (28) ist anzumerken, daB in ihnen 
eine Anerkennung des Resonanzgesetzes auch bei pseudoharmo-
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nischen Schwingungen liegen wiirde, die nach Ansatz (15) auf
gegeben werden muB. In der Tat ist das Hinschreiben der Lo
sungen (27) und (28) nach H. Helmholtz im FaIle p = 'II, q = 'If 

unzulassig, weil ja dann Xl offenbar keine NaherungslOsung ist. 
Hier schafft Abhilfe die oben auseinandergesetzte Methode von 
G. Duffing, deren Anwendung ebenfalls die Kombinationstone 
liefert, aber fur p = 'II, q = 'II die uneigentlichen Losungen (27), 
vermeidet 290). 

§ 140. Quasiharmonische Schwingungen. 

1. Differentialgleichungen der Form (4) § 137 haben in 
mehreren Fallen zur Beschreibung von Schwingungsvorgangen 
Verwendung gefunden. 

Zunachst laBt sich die Gleichung des Pendelns parallel geschal
teter Wechselstrommaschinen [Gl. (14), § 114], wenn man von 
der Kopplung mit den Regulatoren absieht, in folgender Form 
schreiben: 

(1) 

Die Bedeutung der Festwerte ist aus dem angefuhrten Para
graph' zu entnehmen. Von F (w t), dem rein periodischen Teil 
des Tangentialmomentes der Antriebsmaschinen, behalten wir 
nur die Grundschwingung - a sin w t bei (wo n je nach der 
Bauart der Maschine eine ganze Zahl n > 1 bedeutet) und finden 
aus (1): 

(la) g-§.+2bfl+ (c+nacoswt)D=O. 

Dieser Ansatz kann vermoge einer, auch fur die homogene Form 
der allgemeinen Gleichung (4) § 137 giiltigen, Transformation ver
einfacht werden. Wir schreiben fUr die allgemeine Form: 

(2) x+2qx+rx=O, 

wo 

(2a) 

zu setzen ist. Die erwahnte Substitution lautet nun: 

(3) X= ye 
- jqdt 
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und liefert ffir (2) 

(4) ii + My = O. 

Hier ist Meine Abkfirzung 

(5) M = r - q - q2, 

kann also in den Zeitfunktionen (2 a) ausgedruckt werden. 

767 

Wenden wir die Substitution auf (la) folgerichtig an mit 
bt 

(6) {}=cpe-e, 

so ergibt sich fur cp die Differentialgleichung: 

(7) tP+~(l-~+naCoswt')cp=o e e c 

b2 
oder mit den Abkurzungen 1 - e = IX , 

(8) ip + ~ (IX + (3 cos w t) cp = O. 

Durch Einfiihrung einer neuen Zeit. vermoge 

(9) 

findet sich 

• = t 1/ c 
V e 

(10) 
d2 cp 
d.2 + (IX + (3cosw.) cp = o. 

2. Die Differential
gleichung (4) 

(10) Y + M (t) Y = 0 
beherrscht auch in ge
wisser Hinsicht die Er
scheinung des Schuttelns 
elektrischer Lokomoti
Yen mit Kurbelan

na = (3 
c 

trieb291). Bei diesen Fig. 419. Schema einer elektrischen Lokomotive mit 
Lokomotiven wird mit- Kurbelantrieb. 

tels zweier urn 90 0 gegen-
einander versetzter Kurbeln nebst Treibstangen von einer Motor
welle M aus eine Blindwelle B angetrieben, von der aus die Drehung 
sich durch Kuppelstangen auf das Fahrzeug (Fig.419) u bertragt. Die 
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Wellen und Treibstangen werden als elastisch vorausgesetzt, so daB 
wir fur jede der vier Treibkurbeln eine Drehungskoordinate (<pl/, 
<PIT> <P21, <P2r) anzunehmen haben; dabei bezieht sich der Index 
1 auf die Motorwelle, 2 auf die Blindwelle, l auf die linke, r auf 
die rechte Maschinenseite. Daneben betrachten wir noch die 
Drehungen <PI und <P2 der Mittelquerschnitte der beiden Wellen, 
in denen wir auch die Tragheitsmomente (91 und (92 der bewegten 
Teile vereinigt denken. (91 ist hier das Tragheitsmoment des 
rotierenden Teiles des Antriebsmotors, 8 2 dasjenige Tragheits
moment, welches der auf die Blindwelle reduzierten Massen
wirkung der sich fortbewegenden Lokomotive entspricht. AIle 
<p-Koordinaten werden auf die den beiden Wellen gemeinsame 
Ebene bezogen, ebenso wie eine mittlere Drehungskoordinate <Pm, 
die mit der den <p-Koordinaten gemeinsamen mittleren Anderungs
geschwindigkeit wachst. Das treibende Moment an der Motor
welle sei D, das an der Blindwelle widerstehende Moment sei W. 
Dann gelten ffir <PI und <P2 die Differentialgleichungen 

(U) { 
(91 CPl + Tu + T 1r = D, 

(92 fP2 - (T21 + T2r) = - W, 

wo die T die in den beiden Wellen (links und rechts der Mittel
ebene) wirkenden elastischen Torsionsmomente bedeuten. Diese 
berechnen sich aus den Verdrehungen der vier Wellenhalften 
wie folgt: 

Hier bedeuten die J die Querschnittstragheitsmomente der Welle, 
L ihre halben Langen, G den Gleitmodul des Wellenstoffes. 
Andererseits aber verdrehen sich die linken und rechten Kurbeln 
gegeneinander vermoge der elastischen Langenanderungen Al 
bzw. Ar der Treibstangen. Bezeichnen wir die Stangenkrafte 
mit PI bzw. PT , mit s die Stangenlange, mit F den Stangen
querschnitt, mit Eden Zugmodul des Stangenstoffes, so gilt: 

(13) 
sPr 

2,= EF= ePr. 
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Diese Verlangerungen hangen aber mit den Verdrehungen 
L1 <P I = L1 <P1l - L1 q'21 und LI <P r = L1 <PI r - L1 <P2r zusammen, me 
folgt: 

(14) r sin <Pm L1 q71 = AI; r COS <Pm L1 <Pr = Ar • 

Weiter gilt fur den Zusammenhang der Drehmomente T mit 
den Stangenkraften P: 

(15) {
TIl = PlrE~n<Pm; 

T21 = PI r Slll<pm ; 

T ir = P r r COS <Pm , 

T 2r = PrrcoS<pm' 

Aus der Kombination von (12), (13), (14), (15) findet sich: 

(16) {e T1 L1 <PI I = r2 sin2 <Pm L1 <PI;. 

e 7 2 L1 <P21 = r2 sin2 (Pm L1 <PI; 

e 71 L1 <PI r = r2 COS2 <Pm L1 <Pr, 

e T2 L1 <P2r = r2 COS2 <Pm L1 <Pr . 

Betrachten wir nun die gegenseitige Verdrehung L1 <P = <PI - <P2 
der beiden mittleren Wellenquerschnitte, so mull diese mit der 
Summe der einzelnen Verdrehungen sowohl auf der linken wie 
auf der rechten Maschinenseite gleich sein: 

(17) L1 <P = <PI - <P2 = L1 q'll + L1 1{21 -I- L1 <PI = L1 <Plr + L1 <P2r + L1 <Pr· 

Die Differenz der Gleichungen (11) ist nun geeignet, im Verein 
mit (16) und (17) eine Differentialgleichung fur L1<p aufzustellen, 
die sich nach einigen Zwischenrechnungen wie folgt findet: 

1 
{ . 2 

L1" T sm <Pm 
<P + 6. "in2 m + (T e . r2 ) + (18) ~ Tm . 

D W 
=7::0-+£), 

01 ~2 

mit den Abkurzungen: 

1 1 1 -=-+- und 6 6 1 6 2 

cos <Pm L1 2 } 

COS2 <Pm + (Te: r2) <P 

Der Inhalt der geschweiften. Klammer ist mit <Pm = w t eine 
periodische Funktion der Zeit; ebenso kann auf der rechte~l Seite 
von (18) D eine per-iodische Funktion der Zeit sein, sofern das 
Motordrehmoment aus einem konstanten und einem pulsi.erenden 
Anteil (bei Wechselstrommaschinen) besteht292). So mit behandelt 
sich die Bewegung der elektrischen Lokomotiven mit Kurbel
antrieb, wenn man vom Einflull des Lager-spieles und der Stich-

Hort, Schwingungs:ehre. 2. Auf!. 49 
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maBfehlet293) absieht, durch eine Differentialgleichung der 
Gestalt: 

(19) A cp + M (t) A q; = N (t) . 

3. Gleichfalls ins Gebiet der quasiharmonischen Schwingungen 
gehort ein Ansatz, den O. Emersleben294) zur Grundlegung 
einer Theorie des Fernsprechens ohne Draht benutzt hat. Er 
untersucht hierzu diejenigen Veranderungen der Schwingungs
eigenschaften eines Thomsonkreises, die eintreten, wenn dessen 
Widerstand und Kapazitat periodisch geandert werden; diese 
periodischen Anderungen sollen von den Sprachlauten herriihren, 
die vermoge der Schwingungen des Thomsonkreises auf bekannte 
Art in Amplitudenvariationen elektromagnetischer Schwingungen 
im Raume zu verwandeln sind. Bezeichnen wie ublich L, R, 0 
Selbstinduktion, Widerstand, Kapazitat des Thomsonkreises, von 
denen R und 0 als Zeitfunktionen vorauszusetzen sind, J, V, Q 
dagegen die Stromstarke, das Kondensatorpotential und die 
Kondensatorladung des Kreises, so gelten die Beziehungen: 

(19) Lr!J + RJ = V' 
dt ' 

dQ 
Q=OV' J=--, dt' 

aus denen sich die Differentialgleichung der Ladung findet: 

(20) L d 2Q + R(t) dQ + JL - 0 
dt2 dt O(t)-

Emers leben nimmt die Zeitfunktionen R und 0 in den ein-
fachen Formen an: 

(21) R = Ro (1 + lsinlXt); 0 = 00 (1 + xdnlXt), 

und fiihrt vermoge der Einsetzungen: 

(22) Q = Y; IXt =x; Ro = 2~' 
IXL ' 

den Ansatz (21) zuruck auf (22):· 

1 
--=h 
IX fOoL 

(23) y"+2~(I+ASinX)y'+ h2y. =0. 
l+xsmx 

Dieser ietztere verwandelt sich aber vermoge der Umformung (3) 
m: 

(24) r/, + M(x)'YJ = 0, 
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wo 

(24a) M(x) = ,k2
• _ <5 A cos x - b2 (1 + A sin X)2 

1 --r "sm x 

zu setzen ist. 
4. Wir beschaftigen uns nunmehr mit der Untersuchung der 

erzwungenen quasiharmonischen Schwingung: 

(25) x + M(t) x = N(t) , 

und bei dieser zunachst mit der zugehorigen quasiharmonischen 
Eigenschwingung295 ) : 

(26) x+ M(t) x = O. 

Wir setzen voraus, daB M(t) periodisch M (t + T) = M(t) sei 
und im iibrigen nirgends unendlich werde; diese letztere Voraus
setzung wiirde bei den Ansatzen (24) und (24a) bedingen, daB 
I x I ~ 1 sei. 

Wie jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung hat 
auch (26) ein allgemeines Integral x, das sich aus zwei partiku
laren Integralen 171 und 172 mittels zweier willkiirlicher Integra
tionskonstanten 0 1 und O2 zusammensetzt: 

(27) x = 01°'YJ! + O2 'YJ2' 

Die beiden paltikularen Integrale sind im FaIle (26) perio,
dische Funktionen zweiter Alt, d. h. Funktionen der Eigenschaft 

(28a) 

(28b) 

'YJ1 (t + T) = °1 'YJ1 (t), 

'YJ2 (t + T) = (]2 'YJ2 (t), 

wo die Konstanten 01 und (]2 Losungen einer noch aufzusteIlenden 
quadratischen Gleichung sind. Sind die beiden Losungen gleich 
01 = (]2 = 00' so hat das zweite der partikularen Integrale die Form 

(29) 'YJ2 = 00 k (t) + IX t 'YJl (t), 

wo k (t + T) = ° h (t) gilt und a durch 00 bestimmt ist. 
Wir sEtzen nun voraus, 'YJl und 'YJ2 seien so bestimmt, daB 

(29a) 'YJl (0) = 1; 'YJ'1 (0) = 0; 'YJ2 (0) = 0; n2 (0) = 1 

gelte, so hat man: 

(30) { 
'YJI (t + T) = a 'YJl (t) + b 'YJ2 (t) = 01 'YJ1 (t), 

'YJ2 (t + T) = c 'YJl (t) + d 'YJ2 (t) = 02 'YJ2 (t) , 
49* 
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woraus sich die Determinante findet: 

(31) 
I a - a 

I e 
b 1_ 0 

d-al- . 

Dies ist die erwahnte quadratische Gleichung fiir a1 und a2 : 

(32) a2 - (a + d) a + (ad - be) = O. 

Da nun 'YJ1 

(33) 

oder 

und 'YJ2 dem Ansatz (26) 

{ 
~1 + M'YJ1 = 0, 

'YJ2 + M'YJ2 = O. 

'YJI 1]2 - 'YJ2 1]1 = 0, 

oder nach partieller Integration: 

geniigen, so hat man: 

(34) 'YJl 1]2 - 'YJ21]1 = Comt. 
In (34) multipliziert sich aber die linke Seite unter Anwendung 
der Periodizitatseigenschaft von 'YJ1 und 'YJ2 mit a1 a2, wahrend die 
rechte ungeandert bleibt. Also muB a l a2 = 1 sein, weshalb auch 
a .. d - b e in (32) gleich 1 anzunehmen ist. Demnach wird 

(35) a2 - (a + d) a + 1 

die gesuchte quadratische Gleichung. 
Nunmehr benutzen wir (34), um' einen Oberblick iiber die 

Eigenschaften von 'YJ1 und 'YJ2 zu gewinnen. 
Es sei 

(36) I 
a+d \ ..... " -- >1 2 . 

Dann werden a1 , a2 reell und a1 ist absolut groBer als 1, wenn a2 

absolut kleiner als 1 ist. nfache Anwendung der Periodizitats
eigenschaft gibt: 

(37) 'YJ1 (t + n T) = a~ 'YJl (t) ; 'YJ2 (t + n T) = a~ 'YJ2 (t) , 

d. h. 'YJ1 wachst unbegrenzt, wahrend 172 unbegrenzt abnimmt. 

Wir nennen daher im FaIle I a ~ d ! > 1, 1, d. h. reelll!r a, 

die Eigenschwingung von (26) instabil. 
1st dagegen 

(38) 
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so werden a1 und a2 komplex. Man kann setzen: 

wo p, reell ist und 0 < p, < ~ gilt. In diesem FaIle sind aber schon 

(39) 
2:rri,ut 

fj1 = e -----p-PI (t) und 
2:rri!!J 

fj2 = e T P 2 (t) 

mit rein periodischen PI und P 2 [PI(t + T) = PI(t); P 2(t + T) 
= P2(t)] Integrale, die dem Ansatz.(26) genugen, weil sie periodisch 

± 2"'i~'! 
zweiter AIt sind. Denn e T reproduzielt sich mit t = t + n T 
gemaB 

(40) 

Statt der Integrale (39) kann man aber auch die rellen Formen 
schreiben: 

2np,t .2n/tt 
fjl = PI cos T- - P2 s:n '1.'-' 

. 2np,t 2nflt 
1}2 = PI SlllT-- + P2 CCS -T' 

(41) 

WO PI und P2 gewohnliche peliodische Funktionen sind. Diese 
Integrale sind also uberhaupt periodisch erster AIt und bleiben 
stets zwischen festen endlichen Grenzen. 

Daher nennen wir die zu komplexen a (I a ~ ~ II < 1) ge

horende Eigenschwingung von (26) stabil. 

1m Grenzfalle i ~ ~ d I = 1 sind die beiden Wurzeln a gleich 

und es tritt die Losungsform (28a) mit (29) ein, von der man 
beweisen kann, daB fjl und h periodisch sein mussen. Da.nn 
kommt es auf den Welt der Konstanten a an, die Null sein kann 
und damit eine stabile Losung liefert. 1st aber a von Null ver
schieden, dann bedingt auch der Grenzfall eine instabile Losung. 

5. Urn nun die erzwungene Schwingung (25) wenigstens im 
FaIle gleicher Perioden von M und N zu untersuchen, schreiben 
wir deren allgemeines Integral in der Form: 

(42) 
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wo e (t) irgendeine Losung von (25) sei. Wir fragen, ob x rein 
periodisch sein konne, d. h. ob gelten kann: 

(43) x (t + T) = e (t + T) + 0117dt + T) + 02172 (t + T). 
Hieraus folgt: 

(44) {X (T) = e (T) + 01171 (T) + 02172 (T), 

x' (T) = e' (T) + 0117t' (T) + 0217{ (T). 

Aus (29a) und (30) aber findet sich: 

(45) 171 (T) = a; 17/ (T) = b ; 172 (T) = c; 172' (T) = d, 
und demnach mit (44): 

(46) {X (T) = e (T) + 01 a + O2 b, 
x'(T) = e'(T) + 0 1 C + O2 d. 

Damit nun x (t) periodisch wird, geniigt es 

(47) x(T)-:x(O), x'(T) = x' (0) 

zu machen, denn dann stimmen nach (25) auch aIle hoheren 
Ableitungen von x in t = 0 und t = T uberein, sofern nur M(t) 
und N(t) die gleiche Periode T haben. Die Forderung (47) wird 
aber nach (29a) (43) und (45) erfiillt durch: 

(48) { - e (T) + e (0) = 0 1 (a - 1) + O2 b, 

- e' (T) + e' (0) = 0 1 c + O2 (d - 1). 

Hieraus finden sich die beiden willkiirlichen Integrationskon
stanten: 

01 = ~ {(d - 1) A e - b A' e } , 

(49) O2 = ~ {- cAe + (A -l)A'e}, 

L1 = (a - 1) (d - 1) - b c ; A e = e (0) - e (T) , 

A'e= e'(O) - e'(T), 

wenn AS 0 wird. Wegen a d - b c = 1 wird aber A = 2-(a + d). 
Demnach sind die Konstanten 0 1 und O2 nach (49) berechenbar, 

a+d . 
wenn --2- S list. 

Wir haben also den Satz, daB sich im Fane gleichperiodischen 
M(t) und N(t) die KOIistanten des allgemeinen Integrals (42) von 
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(25) so bestimmen lassen, daB als partikulares Integral eine rein 

periodische Losung erscheint, sofern a ~ d ~ 1 ist. 1st aber 

a ; ~. = 1, so wird in (49) L1 = 0 und es entsteht ein uneigent

liches Integral mit unendlich groBen 01 und 02. Dieser Fall wiirde 
einer ResonanzlOsung der quasiharmonischen Differentialgleichung 
entsprechen. 

6. Wir kehren nun zur quasiharmonischen Eigenschwingung 
(26) zuruck und untersuchen deren Stabilitat. 

Durch die Substitutionen T = t 2n , M(t) = 4 n 2 m (T), T2 = A 
T 

geht (26) uber in: 

d2 x 
dT2 + Am (T) = o. (50) 

Durch Einfiihrung des posi
tiven Parameters A werden 
nun die GroBen a, b, c, d 
von A abhangig; demnach 

j'rA) 

wild auch die fur die Stabili- Fig. 420. Zur Stabilitiit der quasiharmouischeu 

tat entscheidende Grenz- Schwingung. 

groBe I a ; d I eine Funktion t (A) 'von A. Das Stabilitats

kriterium lautet jetzt: 

/t(A)/>l, 

und kann graphisch durch die Fig. 420 dargestellt werden. Uberall, 
wo die Kurve y = t(A) die beiden A·Parallelen y = ± 1 schneidet, 
entstehen Instabilitatsbereiche, die durch starkeres Ausziehen 
der A-Achse hervorgehoben sind., 

An den Grenzen A = Ai dieser Intervalle und in den Stabili
tatsbereichen existieren rein periodische Integralc mit der Periode 
2 n. 1m allgemeinen existiert eine unendliche Reihe von Werten A, 
fur die die periodischen Integrale auftreten. Wegen der Berech
nung der Grenzen, zu der im allgemeinen die Theorie der Integral
gleichungen heranzuziehen ist, verweisen wir auf die Literatur; 
in einem einfachen Falle werden die Instabilitatsbereiche er
mittelt bei E. IvIeissner 292 .) 
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Anhang 1. 

Einhciten und Dimensionen der technisch-physikalischen GroBen. 

GroBe 

'I 1.1, Elektrische Feld-
" starke 

2'li Magnet. Feldstarke 
I (Induktion) 

3'li Elektrizitatsmenge 

4'11 Magnetische Menge 
i (Polstarke, Kraft
I. linienzaLl) 

5'1 Elektr. Spannung 

6. Stromstarke 

7. Elektr. Leistung 

8. Widerstand 

9. Ableituna I 0 

10'111' Elektriscl:~s Leit-
vermogen 

11.'1' Selbstinduktion 

12·1 Kapazitat 

13.11 Elektrische Arbe;t 

14.1 Kraft 

5.1 Masse 

I 
6.1 MechanisDhe Arbeit 

17.1 Mechan. Leiskng 

Technische 
Einheit 

Gau13 

Coulomb 

Volt 

Ampere 

Watt 

Ohm 

Siemens 

Henry 

Farad 

Joule 

I Kilo-
, gramm 
Masse vonl 
9,807 kg 
Gewicht 
Meter
klo

gramm 
Pfer(le
kraft 

Zeichen 

Cb 

V 

A 

VA 

Q 

Verhliltnis 
zur 

absoluten 
li:inheit 

I 

I 

10- 1 

I 

108 

10- 1 

10' 

109 

10- 9 

I 

<P 10- 9 

J 10' 

ka 980665 '" , 

sk2 9807 
ka--

o ill 

mkg 98066500 
=9,807 Joule 
= '/", kg Cal. 

PS 736·10' 
= 75 mkg = ~36 Watt 

Dimension 
der absoluten Einheit 

Elektro- 'I Elektro-
magnetisch statisch 

I, I 1 I 
c2g2s-2'C-2g'8-1 

c-;g}8Jc-tg~ 8- 1 

c}gJ Ic~g~8-' 
:1 _1 1:1 1 

c2 g"8- 1 C"g"8- 1 

c - ' 8 ' 

c2 g'8- 2 

= I Erg 
C'g'8- 2 
= IDyn 

g 

c 

g 

Verhaltnis 
der elektro
magnet. zur 
elektrostat. 

Einheit 

V =3.10'0 
C'8- 1 

1: V 

I 

V 

I: V 

I 

I: V2 

I 

I 

I 

I 

1 
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Anhang 2. 

Hauptformeln der Vektoranalysis296). 

I. Ein skalares Feld wird definielt durch eine Oitsfunktion 

s = cp (x, y, z) . 

Den Differentialquotienten ~~ nennt man das Gefalle von S 

in der Richtung 8. Das groBte an einem bestimmten Ort herr
schende Gefalle nennt man den Gradienten von S. Der Gradient 
hat eine bestimmte Richtung und ist daher ein Vektor 

@ = grad cp, 

ocp 
mit den Komponenten 0 x ' 

Der Absolutwert G von @: 

heiBt der erste Differentialparameter von cp. Die Divergenz von @ : 

02cp o2cp 02cp 
div@=divgradcp = -~- + -~- + -~- = Acp 

ox2 oy2 OZ2 

heiBt der zweite Differentialparameter von cpo Acp heiBt auch der 
Laplacesche Operator. 

II. Ein VektOIfeld wird definielt durch Angabe eines Vek
tors 2! mit den Komponenten A z , Ay, At. Zu dem Vektor defi
niert man die Divergenz: 

. oAz oAy oAt 
dlVW = -- +--- + -~-. ox oy oz 

und den Curl oder die Rotation: 

(a Az 0 Ay 0 Az a A z a Ay 
curl W = rot 2! = ay - 0 z ' - 2--z- - -----ax' -----ax' VA",) 

By . 

Es gilt: 
divrot2! = O. 
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Als zweiten Differentialparameter von ~ definiert man den 
Vektor 

a2~ a2~ a2~ 

A ~ = a x2 + a y2 + a Z2 

mit den Komponenten AA<J;. AAy. AA •. Es gilt: 

rot rot 2{ = -A~ + graddiv~. 
III. Von zwei V ektoren ~ und ~ bildet man das skalare oder 

innere Produkt: 

~ ~ = ~~ = Az Bz + Ay By + A. B. = I ~ II ~ I cos (~, IB) 

sowie das vektorielle oder auBere Produkt 

Q; = [~~] = -[~~] 
mit den Komponenten 

~~-~~. ~~-~~. ~~-~~ 
und dem absoluten Betrag: 

I ~ I = I m II \B I sin (m t IB) . 

Es ist ~~ = I ~ 12 un:! [~~] = O. 
Fiir drei Vektoren gilt: 

und 

~ [\B Q;] = ~ [Q;~] = Q; [~ ~] 

Anhang 3. 

I. Haupteigensebaften der Hyperbe1funktionen297). 

e<J; _ e- Z 

@Jinx = ---' 
2 • 

eZ + e- Z 

Q;ofx= --' 
2 ' 

eX = Q;of x + @Jin x ; 

~t@Jinx = In(x + yx2 + 1) ; 

e - X = (£of x - @Jin x • 

~t(fofx=ln(x+yx2 I), 

Q;of x = cos i x ; @Jin x = - i s:n ix, 

x 3 x5 . x2 X4 
@Jinx = x + - + - + ... ' Q;of x = 1 + - + - + ... 

3! 5!' 2! 4! ' 
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6in 0 = 0, ~of 0 = 1, ;tg 0 = 0, 

6in 00 = 00, ~of 00 = 00, ;tg 00 = 1 , 

6in( - x) = -6inx, ~of( - x) = ~ofx, ;tg(- x) = -;tgx, 

6inx 
;tgx=~f ; 

~o x 
~otx = 1: ;tgx. 

6in (x ± y) = 6in x ~of y ± ~of x 6in y, 

~of(x±y) = ~ofx~ofy±6inx6iny, 

~ 3"- ¥:Ir"=~-~l ;, .""J~ ""6'-6'7 

~. / ~~oi!-+~-r~+-~ 

1/ 

I--+--+--t--tfcl/,-+-__ =---+--+--+--+--+---t--I 
rtu:s. .z:.:i-

Fig_ 421. Die drei Hyp~rbelfunktionen_ 

6in x + 6in y = 2 6in ~ t y () of x 2 Y , 

x+y x-y 
~ofx + ~of y = 2(lof --2-(lO[ --2-; 

6inx6iny = -~ (lof(x + y) - -~·(lof(x - y), 

~ofx ~ofy = -~~of(x + y) + -~(lof(x - y); 

6in2 X - 6in2 y = ~or2x - (lof2y = 6in (X + y) 6in (X - y), 

6in2 X + ~Of2 Y = ~Of2 X + 6in2y = ~of (x + y) ~of (x - y) , 

«(lofx±6inx)n = ~ofnx±6innx, 
dx 

d6in X = (lo[ xdx, d(lof X = 6inx dx, d;tgx = ~Of2X ' 

d Wr 6in X = Y d X , 

x2 + 1 

dx 
dWta:o[x = _ yx2 -1 
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II. Hanpteigenschaften der Besselschen Fnnktionen. (B. F.)298) 

Die definierende Differentialgldchung 

(1) 

hat, wenn der Parameter y nicht ganz ist, als partikulare un
abhangige Losungen die B. F. erster Art J,.(x) und J _,,(x); der 
Parameter y bestimmt die Ordnung der B. F. Fiir x = 0 ist J,,(x) 
stets endlich, wenn y gebrochen und positiv ist; ist y ganz, dann 
ist J ±,,(x) fiir x = 0 stets endlich. AIle J _,,(x) sind bei gebroche
nem y fiir x = 0 unendlich. 

Fiir die B. F. erster Ordnung gilt die Reihenentwicklung: 

wenn y eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 1st y ganz = n, so 
gilt: J _n(x) = (_l)n I n (x). In diesem FaIle ist J -n(x) kein von 
In(x) unabhangiges partikulares Integral von (1). Daher sind die 
B. F. zweiter Art Y n (x) einzufiihren durch die Definition: 

(3) Y n (x) = J n (x) [In x - (1 + ~ + ~ + ... + ~)] 
n-l 

_ n! ~_1 -: (.!)n-iJi.(3!l 
2~n-~ x ~! 

i=O 

~ . n+2i 
- ~ (-I)' n + i I n + 2i (X). 

i = 1 

Die B. F. zweiter Art werden fiir x = 0 unendlich. 

Fiirdie B.F. erster AIt J" (x) gelten folgende Satze: J o (0)=1, 
J,,(O) = 0, wenn y > 0 ist; ist y nicht ganz und negativ, so gilt 
J,,(O) = 00; im Unendlichen gilt lim J" (x) = 00; sonst werden 

:t=oo 

diese Funktionen nirgends unendlioh. 
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Die transzendente Gleichung J y (ei) = 0 hat lauter reelle 
Wurzeln. Fur die Funktionen niedrigster ganzer Ordnung haben 
die kleinsten W urzeln Qi folgende WeJ;te: 

y=o i y = 1 y = 2 
I 

'v = 3 y=4 y = 5 
I 

----

i = 1 2,41 3,83 5,14 6,40 7,59 8,78 

i=2 5,52 7,02 8,42 9,76 I 11,06 12,94 

i=3 8,65 10,17 11 62 13,02 14,37 15,70 

i=4 11,79 13,32 
i 
I 14,80 16,22 17,62 18,98 

Die Gestalt dieser B. F. hat etwa den allgemeinen Charakter 
einer bis ins Unendliche verlaufenden gedampften Schwingung 
(Fig. 422). Die Funktionen hoherer Ordnung nehm.en erst in 
groBerer Entfernung 
vom Nullpunkt von +7 

Null wesentlich ver
schiedene Betrage an. 

Zwischen den B. F. 
verschiedener Ordnung 

bestehen folgende Be- 0 1--4--+-tl--+--\-+-~+-'t--'\----h~rl.-----n 
ziehungen: 

(4) 2J; = J y- 1- J y+1> 

(4a) J~ = -J1 , 

21' 
(5) -Jy=Jv+l+Jv+l, 

x -JL---5~--1.~V---1.~~--~zo~--x~~ 

(7) 

Fig. 42~. Besselsche Funktionen niedrigster Ordnung. 

l' , 
Jv+1=-Jy-Jy , 

x 

(8) fUn (lX) In+l «(3) - lX I n «(3) J'lI+l (lX) 
1 

= (fP - lX 2 ) J xJn(lXX) J «(3x)dx. 
o 

1 " 
(Sa) lXJ1 (lX)=lX2 (xJo (lXX)dx=(xJo (x)dx. 

() b 
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III. Haupteigenschaften der elliptisehen Integrale 
und Funktionen299). 

Jedes Integral von der allgemeinen Form 

heiJ3t ein elliptisches, wenn f in x rational ist. Das einfachste 
allgemeine elliptische Integral dieser Form ist: 

(2) rp-Ii dx 

Va X4 + b x 3 + C x2 + d x + e 

und wird nach Auflosung derGleichung vierten Grades 

(3) 
a X4 + .... + e = a (x - ex) (x - fJ) (x - y) (x - (j) = 0, 

ex>fJ>y>(j 

durch eine lineare Substitution 300) 

(4) 

(
V ist definiert durch 1 - ~ = V'(ex - y) (ex - (j)) iibergefiihrt 

1 + v (fJ - y) (fJ - (j) 
in das spezielle elliptische Integral: 

(5) 

wo der Mod ul " definieIt ist durch 

(6) 

Es handelt sich hinfOIt unter FOItlassung der multiplikativen 
Konstanten urn das Integral 

~ 

(7) 
( d; 

F = J }I (1 _ e) (1 _ ,,2 ;2) . 
o 
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Von diesem speziellen Integral abgesehen, fiihrt die Unter
suchung verwickelterer Formen des Integrals (1) noch auf die 
beiden anderen speziellen elliptischen Integrale: 

(8) 

und 
I; 

(9) 
II_jf' d; 

(1 + ;';2) 1/(1 - ~2) (1- ,,2e) 

o 

Unternimmt man jetzt in (7), (8), (9) die Einsetzung ~ = sin rp, 
so entstehen die drei Legendreschen elliptischen Integrale erster, 
zweiter und dritter Gattung: 

rp 'P 

F(rp, x) =,/ ._ t drp 

. r 1 - ,,2 s:n2 rp E('P. X) ~fl-X',;n''Pd'P 
o o 

'P f d' 
[10 (cp,x,2)= (1+2' 2 )~. -2' 2 

Em rp -" sm rp 

o 
Hier heiBt rp die Amplitude, " der Modul, 2 der Parameter des 
betreffenden elliptischen Integrals. Statt il - ,,2 sin2 rp schreibt 
man oft ,19". 

Durch Umkehrung des elliptischen Integrals erster Gattung 

u = F (rp, x) 

findet sich die Amplitude 

rp = amu 
und 

; = sin rp = sin am u = m u , 
ferner 

VI e = cos rp = cos am u = en u 
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und 

VI - ,,2 ~2 = fl-'::"':' ,,2 s:n2 cp = delta am u = Jam u = dn u . 

sn u, en u, dn u sind die elliptisehen Funktionen naeh C. G. 
Jakobi. Es gelten folgende Satze: 

sn(-u)=-snu; en(-u)=cnu; dn(-u)=dnu; 

sn2u + cn2u = 1; dn2u + ,,2sin2u = 1 ; dn2u - ,,2en2 u = 1- ,,2; 

dsnu 
sin am(u,kJ -- = en u dn U' 

du ' 

denu 
o ~--+:-:--~~---t:-~--7/-;;;;-"'::u d-U- = - m u dml, ; 

ddnu 2 
--- = -" Ennen u . 

du 

Alle drei J ako bi-
u sehen elliptischen 

o I----~..------+--~'----+---- Funktionen (Fig. 423) 

Fig. 423. Die drei Jakobischen eUiptischen Funktionen. 

haben die Periode 4 K, 
wo 

n 
"2 

K = r d=cp,=== J VI - ,,2 sin2 cp, 

o 

das vollstandige elliptisehe Integral erster Gattung ist, mit der 
Reihenentwieklung 

2 (1)2 (1.3)2 (1.3.5)2 (1.3.5)2 - K = 1 + - ,,2 + __ ,,2 + __ _ ,,4 + _____ ,,6 + ... 
n 2 2·4 2·4·6 ,2·4·6 



Literatur und Anmerkungell. 

§ 1. Mathematisches Pendel. 

1) Literatur zum mathematischen Pendel: G. Galilei, Discorsi e dimo
strazioni. Ostwalds Klassiker II, 24, 25. - Chr. Huyghens, Horologium 
oscillatorium. Paris 1673. - C. F. GauB, Werke Bd. V, S. 322. - F. Kohl
rausch, Praktische Physik. Leipzig 1896, S. 477. - P. Volkmann, 
Theoretische Physik. Leipzig 1900, S. II7. 

§ 2. Biegungsschwingungen eines belasteten Stabes. 

2) Literatur der Biegungsschwingungen: A. Castiglia no, Theorie der 
Biegungs- und Torsionsfedern. Deutsch von R. Totz. Wien 1888, S. 76 
bis 80. - H. Zimmermann, Schwingungen eines Tragers mit bewegter 
Last. 1893. 

* 3. Theorie des physikalischen Pendels und der Wage. 

3) Literatur des physikalischen Pendels: P. Volkmann, Theoretische 
Physik. 1900. - Chr. Huyghens, Horologium oscillatorium. ]673.
I. G. F. Bohnenberger, Astronomie. Tiibingen 1811. - H. Kater, 
Philos. Transact. 1818. - F. W. Bessel, Untersuchungen der Lange des 
einfachen Sekundenpendels. 1826. Ostwalds Klassiker Nr.7. 

4) Folgende Arbeiten Bessels kommen in Betracht: Untersuchungen 
der Lange des einfachen Sekundenpendels. 1826. - Versuche iiber die 
Kraft, mit welcher die Erde Karper von verschiedener Beschaffenheit 
anzieht. 1830. - Bestimmung der Lange des einfachen Sekundenpendels 
fiir Berlin. 1831. - Abh. der Berliner Akademie. 

5) Eingehende Darstellung der Konstruktionsverhiiltnisse der Prazisions
wage bei W. Felgen trager, Theorie der Hebelwage. Leipzig, Teubner, 1907 

§ 4. Theorie der Magnetometer und Galvanometer. 

6) Literatur zu § 4; P. Volkmann, Theoretische Physik. 1900. 
G. Jager, Theoretische Physik, III. Leipzig, Gaschen, 1899. 

7) Ch. A. Coulomb, Recherches theoriques et experimentales sur la 
Force de torsion et sur l'elasticite des fils de metal. Paris 1784. 

8) C. F. GauB, t'Jber ein neues Verfahren zur Bestimmung der Horj
zontalintensitat des Erdmagnetismus. 1837. - Zur Bestimmung der 
Konstanten des Bifilarmagnetometers. Werke V. 

9) AbriB der Theorie des Bifilar- (und Unifilar- )Instrumentes bei 
P. Volkmann_ Theoretische Physik J900. 

H 0 r t, Schwingungslehre. 2. Auft. 50 
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§ o. Schwingungen unter dem EinnuB einer konstanten Reibung. 

10) Ein ahnliches Beispiel ist behandelt bei H. Lorenz, Technische 
Mechanik. Munchen, Oldenbourg, 1902. 

§ 6. Freie Schwingungen eines Galvanometers mit linearer Dampfung. 

11) G. Jager, Theoretische Physik. Leipzig, Goschen, 1899. 

§ 7. Einzelheiten zur Behandlung gedampfter Schw.ingungen beim 
Galvanometer. 

Berichtigung: In Formel (1) S. 30 mull es statt Ba heillen B2. 

§ 9. Entladung eines Kondensators. 

12) Dies Phanomen wurde 1858 von B. W. Feddersen beobachtet, 
der auch bereits die Oscillationsdauer der Entladung bestimmte. 

§ 11. Schwingungen mit quadratischer Dampfung. 

13) Nahere AusfUhrungen und Literaturangaben zu § 11 siehe bei 
Ph. Forchheimer, Hydraulik. Leipzig 1914, S.348f. 

§ 16. Die allgemeine Weehelstromgleichung. 

If IJ Berich tigungen: In Fig. 37 mull es statt"2 idt heillen: a/dt. 
Auf S. 64. Z. 4 v. u. mull es statt § 8 heiBen: § 3. 

§ 17. Verhalten eines Schwingungskreises bel gedampfter Erregung. 

14) W. Bjerknes, Ann. Phys. u. Chem. 55 (1895), 137. Auch sei 
erwahnt F. Breissig, Theoretische Telegraphie. Braunschweig 1910, 
S. 210ff. 

§ 18. Der Indikator. 

15) E uge n Me yer, Untersuchungen am Gasmotor. Forschungsarbeiten 
des Ver. deutsch. Ing., Heft 3. Ausfiihrliches iiber die Anwendung des 
Indikators (nebst dynamischer Untersuchung) bietet auch: A. G ram b erg, 
Technische Messungen. 3 A. (1914), 296. 

18) A. Bottcher, Leistimgsziihler fUr Kolbenmaschinen mit beliebig 
veranderlicher Belastung. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1910, S. 1236. 

§ 19. Die Seismographen. 

18a ) Die physikalischen Institute der Universitiit Gottingen. Fest. 
schrift. Teubner, 1906. 

1Gb) Eine ausfuhrliche Behandlung der Seismographen enthiilt B. Ga
litzin, Vorlesungen uber Seismometrie. Leipzig u. Berlin 1914. 
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§ 20. Der Pallograph. 

17) Eine Beschreibung des Pallographen und seiner Anwendung findet 
sich in: O. Schlick, On apparatus for measuring and registering the 
vibrations of Steamers, Trans. Inst. Nov. Arch. 34 (1893), 167 und Ders., 
Die Vibrationserscheinungen der Dampfer. Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1905, 1561. 

17 a ) Der Pallograph von Schlick wird gebaut von der Firma H. Mai
hack A.-G., Hamburg, in neuer Konstruktion vom Jahre 1912. 

Berichtigung: Auf S. 86. Zeile 8 v. o. muB es statt Sacken 
heW en: Senken. 

§ 21. Der Oszillograph. 

18) Zu vorstehender Theorie des Oszillographen vgl. die Arbeit von 
H. Busch, E. T. Z. 1913, H. 29: Ph. Z. 1912, S. 615, sowie auch 
A. Blondel, C. R. 116, 502, 748 (1893). - A. Blondel, Eclairage elec
trique 33,117 (1902). - W. Duddell, Electrician 39, 636 (1897). 

19) Vgl. die beiden MeBschleifen auf Bild 50 links. Nach Mitteilung der 
Firma Siemens & Halske A.-G. ist eine Neukonstruktion des Oszillo
graphen in Ausarbeitung begriffen. 

190) Zur Information ii\>er die Elektrokardiographen dient u. a. folgende 
Literatur: P. Schrumpf und H. Zollich, Saiten- und Spulengalvanometer 
zur Aufzeichnung der Herztone. Archiv f. d. ges. Physiol. 170 (1918). -
P. Schrumpf, Pulsdynamische Studien bei Veriinderungen der Aorta usw. 
Zeitschr. f. klin. Med. 85, (1918) H. 1 u. 2. 

§ 22. Das Vibrationsgalvanometer. 
20) H. Zollich, Uber ein hochempfindliches Vibrationsgalvanometer 

fiir sehr niedrige Frequenzen. Archiv f. Elektrotechn. 3 (1905), H. 15, mit 
zahlreichen weiteren Zitaten. 

§ 23. Der Schwingungsmesser von Frahm. 

21) Die Originalarbeit iiber den Frequenzmesser von H. Frahm ist 
verfaBt von F. Lux, E. T. Z. 1905, 264, 387. 

§ 24. Der Kinematograph. 

22) Das Kinogramm Fig. 61 ist in der deutschen Versuchsanstalt fiir 
Luftfahrt an einem Tachometer System W. Bruhn (Westendarp & Pieper, 
G. m. b. H., Berlin) aufgenommen worden. 

§ 26. Die mathematischen Hilfsmittel der Technik. 

23) Hierher gehBren u. a. folgende zusammenfassende, von Ingenieuren 
stammende Darstellungen: Chr. Nehls, Uber graphische Integration und 
ihre Anwendung in der graphischen Statik. Hannover 1877, neue Auflage 
Leipzig 1885. - M. J. Massau, Memoire sur l'Integration graphique et 
ses Applications. Livre 1/2; Extrait des Annales de l' Association des In
genieurs sortis des oooies speciales de Gand. 1878. Livre 3; Extrait wie 

50* 
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vor. 1884. Livre 4/6; Extrait de la Revue universelle des mines, T.20-22 
(1886/87). 

Einzelprobleme behandeln z. B. K. Reinhardt, Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 45 (1901), 232 (selbstspannende Kolbenringe): L. Gumbel, 
Jahrbuch d. schlffbautechn. Gesellsch. 1901, S. 211 (Schiffsschwingungen): 
oder J. F. Radinger, Dampfmaschinen mit hoherKolbengeschwindigkeit. 
3. Auf!. Wien 1892. - Weitere zahlreiche, hierher gehOrige Literatur
angaben bieten K. Heun, Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen 
Technik. Jahresber. d. deutsch. Mathem.-Ver. 9, Heft 2 (1900): Th. V. Kar
man, Festigkeitsprobleme im Maschinenbau. Enzyklop. d. math. Wiss. 
Bd. IV, 2, II, H. 3, S. 311 (1910): R. V. Mises, Dynamische Probleme 
der Maschinenlehre. Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. IV, II, H. 2 (1911), S. 153. 

24) J. N ewto n, Philosophiae naturalis principia mathematica. 1617. 
25) J. B. J. Fourier, Theorie analytique de la chaleur. Paris, 1822. 
26) P. S. de Laplace, Mecanique celeste. 1799. 
27) Vgl. Th. Beck, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing.1906, S. 524. Hier auch 

weitere Literatur. 
28) Uber die Arbeiten dieses Mathematikers vgl. E. Pascal, Repertorium 

der hOheren Mathematik. I. Teubner, 1909. 
2U) Die beiden letitgenannten haben ihre und andere Arbeiten zusammen

gefaBt in: C. Runge, Graphische Methoden. Leipzig u. Betlin 1915 und 
R. Mehmcke, Leitfaden zum graphischenRechnen. Leipzig u. Berlin 1917. 
Hierzu gesellt sich noch; H. V. Sanden, Praktische Analysis, Leipzig 
u Berlin 1914, sowie der Bericht von C. Runge und Fr. A. Willers, 
Numerische und graphische Quadratur und Integration gewahnlicher und 
partieller Differentialgleichungen, Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. II, 3, 
H.3, S.49. Die Arbeiten von J. Horn betreffen meist die analytische 
Theorie del' kleinen Schwingungen, unter Berucksichtigung von Kraften, 
die nicht linear von den Koordinaten und Geschwindigkeiten abhangen, 
und sind in den Bden. 47, 49, 52, 53 der Zeitschr. f. Math. u. Phys. erschienen 
(1901-1905). Ferner ist auch zu erwahnen: G. Hamel, Uber die lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung mit periodischen Koeffizienten. Mathern. 
Annalen 73, H. 3 (1912). 

30) ,J. Perry, (Calculus for Engineers) Hahere Analysis ffir Ingenieure. 
Lehrbuch, ubersetzt von R. Fricke und F. Suchting. 2. Aun. Leipzig, 
Teubner, 1910. - W. Koestler und M. Tramer, Differential- und 
Integralrechnung flir Ingenieure.1. Berlin, Springer, 1912. - H. Egerer, 
Ingenieurmathematik. Berlin, Springer, 19l3. 

§ 26. Die allgemeinen Grundlagen der Mechanik. 

31) A. Voss, Die Prinzipien der Mechanik. Enzyklop. d. math. Wiss. 
Bd. IV, 1. Leipzig, Teubner, 1901. 

32) H. Poincare, Wissenschaft und Hypothese. Ubersetzt von F. u. 
L. Lindemann. Leipzig, Teubner, 1904. 

33) E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, historisch und 
kritisch dargestellt. Leipzig 1901. 4. Aun. 
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34) J. Kepler, Astronomia nova. Heidelberg 1609. - J. Kepler, 
Harmonices mundi. Libri V. Lincii 1619. 

35) 1546-1601. 
36) Vgl. Anm. 1. 
37) Vgl. Anm. 1. 
38) Siehe Anm. 24. 

§ 27. Die Newtonscbe Bewegungsgleichung und das Prinzip von 
d' Alernbert. 

39) J. L. d'Alernbert, Traite de dynamique. Paris 1743. 
40) P. Varignon, Nouvelle mecanique. Paris 1725. - J oh. Berna ulli, 

Opera. 4. Bd. 1742. 
41) Siehe Anm. 39. 

§ 28. Die unfreie Bewegung und die Gleichungen von Lagrange. 

42) J. L. Lagrange, Mecanique analytique. Paris 1788, 4. ed., 1892. 
Berichtigung: Auf S. 114, Formel (5) muB es tiber all statt dt k 

heiI3\m: d f k' 

§ 31. Die Lagrange'schen Gleichungen zweiter Art. 

43) Siehe Anm. 42. 

§ 32. Kleine Schwingungcn urn eine Gleichgewichtslage. 

44) J. L. Lagrange, Mecanique analytique. Bd. 1. - E. J. Ro u th, 
Dynamics of a system of rigid bodies. I, II. London 1882/84. 
Deutsche Ubersetzung, bes. v. A. S c he p p. I, II. Leipzig 1898/99. -
Lord Rayleigh, Theory of sound. London 1878. - K. Heun, Die 
kinetisehen Probleme der wissensehaftliehen Technik. Jahresberieht d. 
dtsch. Math. - Ver. 9, 2 (1909). 

§ 33. Kleine Schwingungen UIll einen Bewegungszustand. 

45) Ro u th, A treatise on the Stability of a given state of Motion. 
London 1877. K. Heun, Kinetische Probleme der wissenschaftl. 
Technik, Anm. 44 ). 

§ 36. Rechnerische Analyse von graphiseh g'cgebenen Kurvenzug'en. 

46) E. Arnold, Die Wechselstromtechnik. Bd. IV. Berlin, Springer, 1904. 

§ 37. Verfahren von Zipperer. 

Das im Texte mitgeteilte Verfahren ist von HerI'll L. Zipperer in 
Dinglers polyt. Journ. 333, (1918), 201, veriiffentlieht. Es besteht aber 
eine Vorveriiffentliehung desselben Verfahrens von L. Her r rn ann, 
Pflligers Arch. flir die ges. Physiologie 4i (1890), 45. V gl. auch Z. f. 
angew. Math. u. Meeh. 2 (1922), 153. 
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§ 38. Verfahren von Pichelmayer und von Schrutka. 

47) K. Pichelmayer und L. v. Schrutka, Eine neue Methode der 
Analyse von Wechselstrom-Kurven. E. T. Z. 1912, S.129 

§ 39. Verfahren von Meurer. 

48) F. Meurer, Eine neue Methode zur Analyse periodischer Kurven. 
E. T. Z. 1913, S. 121. 

Die in den §§ 38 und 39 mitgeteilten Figuren sind den angezogenen 
V.eroffentlichungen mit Zustimmung der Schriftleitung der E. T. Z. ent
nommen. 

§ 40. Verfahren von Runge-Emde. 

49) Vgl. zu § 40: H. v. Sanden, Praktische Analysis. Teubner, Leipzig 
u. Berlin 1914, sowie R. Runge und F. Emde, Rechnungsformular zur 
Zerlegung einer empirisch gegebenen Funktion in Sinuswellen. Braun
schweig 1913, welches fiir 2 n = 24 durchgefiihrt ist. 

§ 41. Analysator naeh HenrieL 

60) Weitere Apparate zur harmonischen Analyse sind beschrieben in: 
A. Galle, Die rnathernatischen Instrumente. Teubner, Leipzig 1912. 

51) Der Druckstock zur Fig. 80 ist von der Firma A. Coradi - Ziirich 
zur Verfiigung gestellt. 

§ 42. Analysator nach Mader. 

62) O. Mader, Ein einfacher harmonischer Analysator mit beliebiger 
Basis. E. T. Z. 1909, S.847. 

§ 43. Vektorielle Behandlung von Sehwingungsvorgiingen. 

53) Zahlreiche Anwendungen der vektoriellen, komplexen oder symbo
lischen Methode auf Probleme der Elektrotechnik enthalten u. a.: E. Or
lich, Die Theorie der Wechselstrome. Leipzig 1912. - Ch. P. Steinmetz, 
Theorie und Berechnung der Wechselstromerscheinungen. Leipzig 1900. -
Auf Steinmetz geht iibrigens die Einfiihrung der symbolischen Methode 
in die technische 'Elektrizitatslehre wesentlich zuriick. 

Berichtigung: Auf S. 158, Zeile 3. v. o. muB es statt Kosinus 
heiBen: Sinus. 

§ 44. Totale Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

53') Befinden sich unter den Ai eine oder mehrere Anzahlen unter
einander gleicher Wurzeln, so ist das Verfahren zur Ermittlung des all
gerneinen Integrals durch eine besondere Untersuchung zu erganzen, etwa 
nach W. Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs. Berlin 1922, 
S.201. 

54) A. Hurwitz, Mathern. Annalen 46, (1875), 273. 
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§ 45. Differentialglefchnngen mit konstanten Koeffizienten nnd 
St6rnngsfnnktion. 

55) Siehe hierzu etwa iItitte I, 49f. (1915). 

§ 46. Allgemeines Verfahren znr Behandlnng der kleinen 
Schwingnngen. 

56) Das Verfahren ist ausftihrlich erortert in: E. J. Routh, Die Dy. 
namik der Systeme starrer Korper. Bd. II. Leipzig 1899, S. 245. 

§ 47. Integraldarstellnng der L6snng einer Differentialgleichnng 
zweiter Ordnnng mit St6rnngsfnnktion. 

57) VgI. hierzu: H. Helmholtz, Die Lehre von den Tonempfindungen. 
5. Aufl. Braunschweig 1896, S. 640. - G. Duffing, Erzwungene Schwin
gungen bei veranderlicher Eigenfrequenz und ihre technische Bedeutung. 
Braunschweig 1918, S. lOf. 

58) a. a. O. Anm. 57). 
Berich tigungen: 
Auf S. 173, Gl. (4) muB es statt IX. heiBen: IX2, 

" ,,174, G1. (5) " " ,,{J3 " (l2, 
" " '" Zeile 9 u. 10 ist rechts der Faktor 2 hinzuzuftigen, 

" '" Zeile 10 muG es statt ~ i heiBen: + i, 
" '" G1. (7) ist rechts der Teiler 2 zu streichen, 

" " '" G1. (7) muB es statt cos;' heiGen: cos;' t, 
" " und 175, und in den Gl. (9), (10), (12), (13) rechts tiber

all die Teiler 2 zu streichen, 
175, G1. (13) muG es rechts im Nenner statt - e- 2Pt heiBen: 

+ e~2fJt:' 
§ 48. Zeichnerische nnd rechnerische Nihernngsbehandlnng der 

Schwingnngsdifferentialgleichnng. 

59) Ausftihrliche Darstellungen zu diesem Abschnitt bieten: H. v. San· 
den, Praktische Analysis. Teubner, 1914. - C. Runge, Graphische 
Methoden. Teubner, 1915. - R. Mehmke, Leitfaden zum graphischen 
Rechnen. Teubner, 1917. - Auch sei auf den Bericht von R. Runge 
und Fr. A. Willers in der Enzyklop. d. math. Wiss. Bd. II, 3, H. 2 (1915) 
verwiesen. 

60) Das Verfahren mit dem Krtimmungskreis stammt von Lord Kel· 
vin (William Thomsen), Phil. Mag. (5) 34, 443-448 (1892). 

61) E. MeiBner, Uber graphische futegration von totalen Differential. 
gleichungen. Schweiz. Bauztg. LXII, H. 15/16 (1913). 

62) Der Satz, daB die Gewinnung der Seilkurve auf graphischem Wege 
mit einer zweifachen Integration der die Belastungsflache darstellenden 
Funktion gleichwertig ist, stammt von O. Mohr. - Vg1. auch W. Hort, 
Differentialgleichungen des Ingenieurs. 1922, S.82£. . 

63) L. Gumbel, Die graphische Losung von Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in Anwendung auf die Schwingungslehre. Zeitschr. d. 
Ver. deutsch. lng. 1919, H.33/34. 
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64) Mathern. Annalen 46, 168-178. 
65) R. Rothe, Zur graphischen Integration von Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 64, 90 (1916). Das hier an
gegebene Verfahren eignet sich besonders ftir die Korrektur del' oben an
gegebenen Verfahren mit dem Krtimmungskreis. - Eine andere Methode 
hat C. Runge angegeben, die sich namentlich auf simultane Systeme (und 
demgemaB auf Differentialgleichungen belie big hoher Ordnung) anwenden 
laBt (Jahresber. d. deutsch. Math.-Vereinig. 16, 270-272 (1907)). - Hier
her gehort auch A. Schwaiger, Die graphische Integration von Differen
tialgleichungen zweiter Ordnung. Archiv f. Elektrot. 4, 267 (1916). 

§ 49. tJbertragung ;von Maschinensebwingungen auf das Fundament. 

66) Vgl. auch A. Stodola, Die Dampfturbinen. 4. Aufl. Berlin 1910, 
S.624. 

67) A. Sommerfeld, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1912, S.391. 
68) AuBer den Arbeiten Schlicks tiber die elastischen Schwingungen 

von Schiffskorpern sind zu nennen: L. Mintrop, Uber die Ausbreitung 
der von den Massendrticken einer GroBgasmaschine erzeugten Boden
schwingungen. Diss. Gottingen 1911. - F. Weisbach, Bauakustik. 
Springer, 1913. - H. Sauer, Messung und Rechnung der Fundament
schwingungen von einfachwirkenden Viertaktmaschinen. Diss. Darmstadt 
1916. - R. Ottenstein, Uber den Schutz gegen Schall und Erschiitte
rungen. Oldenbourg, 1916. 

§ 50. Fortpflanzung' von Erschfitterungen, insbesondere von 
l\lasehinensehwingungen im Erdboden. 

69) Versuche von K. Zoppritz und L. Geiger(1909) nach B. Gali tzin, 
Vorlesungen tiber Seismometrie. Teubner, 1914, S. 63. 

70) Versuche von K_ Almstedt bei der Artillerie-Priifungskommission 
(1918) mit einem von L. Mintrop angegebenen tragbaren Erschtitterungs
messer. 

71) Mit dem zu 70) genannten Erschtitterungsmesser. 
72) Nach L. Geiger, Seismische Registrierungen III Gottingen im 

Jahre 1907. Gottinger Nachrichten 1909. 

§ 51. Biegungssehwingungen rasch rotierender Wellen. 

73) Literatur zur Theorie del' Lavalturbinenwelle: W. D unkerle y, 
Phil. Trans. R. S. London 185 (1895). Hier auch weitere Literaturangaben.
A. Foppl, Zivilingenieur 1895, S. 333. - A. Foppl, Technische Mechanik. 
Bel. IV. 1909. 

74) Die Auffindung del' neuen kritischen Drehzahl ist A. Stodola zu
zuschreiben (Neuere Beobachtungen tiber die kritischen Umlaufzahlen von 
Wellen. Schweiz. Bauztg. 1916 u. 1917). Die im Text ge~bene Darstel
l'tlng schlieBt sich an H. Lorenz, Kritische Drehzahlen rasch umlaufender 
Wellen. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1919, S.240 an. 

Die Stodolasche Bemerkung wurde Gegenstand einer ausftihrlichen Er· 
orterung: L. Gtimbel, Uber mit Biegung verbundene Schwingungen von 
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Wellen. Dinglers polyt. Journ.1917, S. 235, 251; 1918, S. 71. - A. Stodola, 
Eine neue kritische Wellenges'.Jhwindigkeit. Dinglers polyt. Journ. 1918, 
1,8.17; 1918, ::::.119. -L. Prandtl, Bcitrage zur Frage der kritischen Dreh
zahlen. Dinglers polyt. Journ. 1918, S. 179. - O. Foppl, Kritische Schwin
gungen von schnellumlaufenden Rotoren. Zeitschr. f. d. ges. Turbinen
wesen 15 (1918), 157, 168. 

71i) A. Stodola, Die Dampfturbinen. 4. Aufl. 1910, S.293f. 
7G) A. Stodola, a. a. O. S.621. 
17) A. Dunkerley, a. a. O. Der Dunkerleysche Ansatz ist neuerdings 

von G. K uIl, Zeitschr. d. Ver. deutsch.lng. 1918, S.249 und H. Lorenz, 
Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 1920, S. 247 kritisch untersucht. und durch 
einen verbesserten ersetzt worden. 

78) a. a. O. 
79) In einer neueren Arbeit (Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 17 (1920), 

S. 253, 264, 269) hat A. Stodola die aus der Schiefstellung der Turbinenrader 
folgende Kreiselwirkung weiter untersucht und die Existenz neuer kritischer 
Drehzahlen dargetan. 

§ 52. Verhalten rasch umlaufender Wellen im Gebiete der kritischen 
Drehzahlen, bei Beriicksichtigung der Widerstiinde. 

80) Die Figuren 116, 117, 118 der folgenden Darstellung sind gezeichnet 
nach O. Foppl, Schnellumlaufende Rotoren und kritische Geschwindig
keit. Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 13 (1916), 61, 75. 

81) Die Fig. 109 ist entnommen aus der Anm. 74) genannten Arbeit 
Stodolas von 1916 . 

. 82) Beziiglich Behandlung der Kraftepolygone vgl. die Anm. 74) ge
nannte Arbeit Giimbels von 1917, auBerdem des gleichen Verfassers Auf
satze: Torsional Vibrations of Shafts. Trans. Inst. Nav. Arch. 1902 u. 1912. 
(Die Anm. 82) gehort zu S. 215f. Gl. (16).) 

§ 53. Torsionssehwingungen rasch rotierender Wellen. 

83) H. Lorenz, Dynamik des Kurbelgetriebes. 1900. 
84) Von ganz anderem Standpunkt als in den vorhergehenden Ab

schnitten ist das Wellenproblem betrachtet in W. Behrens, Ein mecha
nisches Problem aus der Theorie der Lavalturbine, behandelt mit Methoden 
der Himmelsmechanik. Zeitschr_ f. Math. u. Phys. 1911, S. 337. 

§ 54. Torsionsschwingungen lang sam rotierender Wellen. 

8.) H. Frahm, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 779, 886. 
86) Von Torsionsdynamometern ist das bekannteste das von 

H. Fottinger (siehe Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1902, S. 1868), das 
mechanisch registriert. Ein optisch-photographisch aufzeichnendes In
strument hat Herm. Frah m angegeben; Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1918, H. 14. Zahlreiche weitere Konstruktionen findet man beschrieben 
bei P. Nettmann, Der Torsionsindikator. 1.11. Berlin 1912-Hl15. 
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§ 55. AUBwuchten rotierender Maschinentelle. 

87) Literatur zum Auswuchtproblem; F. Lawaczek, Das Auswuchten 
rasch umlaufender Massen. Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen H. 28-32. -
E. Heidebroek, DasAuswuchten umlaufenderMaschinenteile. Zeitschr. d. 
Ver. deutsch. lng. 1916, H. 1 u. 2. - H. Heymann, Schwingungsvorgange 
beirn Auswuchten rasch umlaufender Massen nach dem System Lawaczek. 
Diss. Darmstadt 1916. - H. Heymann, Die dynamische Balancierung 
von rasch umlaufenden Drehkorpern. E. T. Z. 1919, H. 21-23. - Beim 
Auswuohten namentlich kleinerer Rotoren ist es haufig gestattet und 
mit Riicksicht auf die Kosten geboten, auf die Beseitigung des Axen
fehlers zu verziohten. Zur Beseitigung des Massenfehlers geniigt dann 
ein rein statisches Verfahren. Naoh diesem Grundsatz ist die Krupp'sohe 
Schwerpunktswage enstanden. V gl. H. H 0 r t, Das Auswuohten schnell 
umlaufender· Masohinenteile. Krupp'sohe Monatshefte 3 (1922), 70. 

§ 56. Dynamik des Kurbelgetriebes. 

88) Literatur zur Dynamik des Kurbelgetriebes; J. Radinger, Dampf. 
maschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit. 1870. - F. Wittenbauer, 
Bestimmung des Massendruckes der Dampfmaschinenteile. Zeitschr. d. Ver_ 
deutsch. lng. 1896. - H. Lorenz, Dynamik des Kurbelgetriebes. 1900.
K. Heun, Kinetische Probleme der wissenschaftliohen Technik. Jahresber. 
d. deutsch. Math.-Vereins 9, H. 2 (1900). - M. Hiepe, Die spezifischen 
Schnittreaktionen des Kurbelgetriebes. Diss. Jena 1914. - W. Hort, 
Differentialgleichungen des lngenieurs. 1921. 

§ 57. Der Schlick'sche Massenausgleich. 

89) Literatur zum Massenausgleich; L. Lechatelier, Etudes sur la sta
bilite des machines locomotives en mouvement. Paris 1849. - Y. Villar. 
ceau, Theorie de la stabilite des machines locomotives en mouvement. 
Paris 1852. - H. R esal, Notice sur la stabilite des machines looomotives. 
Ann. des Mines 3 (1853). - F. Redtenbacher, Gesetze des Lokomotiv
baues. Mannheim 1865. - W. Lindemann, Uber das Wogen und das 
Nickender Lokomotive. Glasers Annalen 1907, Januaru. Juli. - L. Kleen, 
Die elastischen Schwingungen des Schiffskorpers. Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
lng. 1893. - D. Schlick, Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 1894. - Deutsches 
Patent 80974 vom 10. November 1893. - S. D. Taylor, The causes of vibra
tions of sorew steamers. Journ. Amer. Soc. of Nav. Eng. 3 (1891). -
A. F. Yarrow, Engl. Patent 5321 vom 17. November 1892. - H. Lorenz, 
Dynamik des Kurbelgetriebes. 1900. - H. Schubert, Zur Theorie des 
Schlickschen Problems. Mitteil. d. math. Ges. Hamburg 3 (1897). -
K. Heun, Kinetische Probleme der wissenschaftlichen Technik. Jahresber. 
d. deutsch. Math.-Vereins 9, H.2 (1900). 

§ 5S. Theorie der Ventilbewegung. 

90) Literatur zur Ventilbewegung: C. Bach, Versuche iiber Ventil. 
belastung und Ventilwiderstand. Springer, 1884. - C. Bach, Versuche 
zur Klarstellung der Bewegung selbsttatiger Pumpenventile. Zeitschr. d. 
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Ver. deutsch. lug. 1886, S. 461£. - M. Westphal, Beitrag zur GroBen
bestimmung von Pumpenventilen. Ebenda 1893, S. 381£. - O. H. Miil
ler j r., Das Pumpenventil. Leipzig 1900, Arthur Felix. - H. Berg, 
Die Wirkungsweise federbelasteter Pumpenventile und ihre Berechnung. 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. lug. 1904, S. 1093£. - L. Klein, Uber freigehende 
Pumpenventile. Ebenda 1905, S. 485, 618. -R. Baumann, Versuche zur 
Bestimmung der AusfluBziffer bei Pumpenventilen. Ebenda 1906, S. 2103. -
H. Sieglerschmidt, Das Verhalten selbsttatiger Pumpenventile unter 
Voraussetzung des "Schwebezustandes". Ebenda 1908, S. 780. - G. Lind
ner, Berechnung der Pumpenventile. Ebenda 1908, S. 1392. - K. Korner, 
Untersuchung der Bewegung selbsttatiger Pumpenventile. Ebenda 1908, 
1442. - K. Schoene, Versuche mit groBen, durch Blattfedern gefiihrten 
Ringventilen fiir Kanalisationspumpen und Beitrage zur Dynamik der 
Ventilbewegung. Ebenda 1913, S. 1246; auch Forschungsarb. H. 143. 

Be ric h ti g u ng en: Auf S. 247, Z. 4 v. o. muB es statt von heiBen: auf. 
Auf S. 247 Zeile 17 v. 0: fehlt rechts der Faktor .T. 

§ 59. Technische Anwendungen des Doppelpendels. 

91) Siehe die Abhandlung: Uber die Bewegung einer Glocke. Dinglers 
polyt. Journ. 220 (1876). - Eine andere Behandlung des Problems ohne 
die Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art gibt H. Lorenz in seiner 
technischen Mechanik S. 311 ff. 

§ 60. Statik der Zentrifugalrcgulatoren. 
92) Die Statik der Regulatoren behandeln vorzugsweise folgende Lehr

biicher: W. Lynen, Berechnung der Zentrifugalpendelregulatoren. Berlin 
1895.-A. Laskus und H. Lang, Schwungraderund Zentrifugalreguiatoren. 
Leipzig 1884. - M. Tolle, Die Regelung der Kraftmaschinen. Berlin 1921 
(auch dynamische Behandlung). - Weitere Literatur siehe bei W. Hort, 
Entwicklung der stetigen Kraftmaschinenregelung. Zeitschr. f. Math. u. 
Phy~. 50, 233 (1904) und bei K. Heun, Kinetische Probleme der wissen
schaftlichen Technik. ,Tahresber. d. deutsch. Math.-Verein. 9, H. 2 (1900). 

§ 61. Theorie der Drehpendeltachometer. 

93) Entnommen aus: W. Wilke, Untersuchungen iiber Fliehkraft
Tachometer nach dem Drehpendelprinzip. Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 
1918, S. 801, 829. 

94) Entnommen wie zu Anm. 93). 
95) Weitere Literatur zur Theorie der Drehpendeltachometer: Fr. Pflug, 

Geschwindigkeitsmesser flir Motorfahrzeuge und Lokomotiven. Springer 
Berlin 1908. - A. Wagner, Uber Geschwindigkeitsmesser und deren 
Priifung. Zeitschr. d. Ver. deutsch. lug. 1909, S. 483. - P. Hoffmann, 
Priifung von Geschwindigkeitsmessern. Forschungsarb. H. 100 (1911). -
H. Koschmieder, Geschwindigkeitsmesser, Tourenanzeiger und Regier. 
Deutsche Technikerztg. 1910, S. 55. 



7% Literatur und Anmerkungen. 

§ 62. Regulator und Kraftmaschine. 

96) Die Wischnegra~kysche Arbeit ist zu finden: Zivilingenieur 1877, 
S.95 und Compt. rend. 85, No.5. - Weitere umfangreiche Literatur
angaben bei Heun und Hort, a. a. O. Anm. 92 ). 

97) R. v. Mises, Zur Theorie del' Regulatoren. Elektrot. u. Maschinen
bau 1908, H. 37. 

§ 63. Die Inertieregulatoren. 

98) Dinglers polyt. Journ. 98, 8l. - W. v. Siemens, Wissenschaftliche 
und technische Arbeiten. II. 1891, S. 2. 

99) Zeitschr. d. Vel'. deutsch. Ing. 1899, S. 506. 
100) Eine theoretische Behandlung diesel' Einrichtungen verdankt man 

A. Stodola, Das Siemenssche Regulierprinzip und die amerikanischen 
Inertieregulatoren. Zeitsehr. d. Ver. deutsch. Ing. 1899, S. 506, 673. 

101) Zeitschr. d. Vel'. deutsch. Ing. 1899, S. 673. 

§ 64. Regulatoren mit Krafteinschaltung. 

102) Patentiert 1878, seitdem vielfach verbessert. 
103) Patentiert 1879. 
Berichtigung: Auf S. 284, Zeile12 v. u. muB es stattHurwietz 

heiBen: H urwi tz. 

§ 60. Regulierung der Turbinen. 

104) Sehweiz. Bauztg. 22, Nr. 17-20; 23, Nr.17-18. 
105) Literatur zur Turbinenregelung: A. P f a I' r, Der Reguliervorgang 

bei Turbinen mit indirekt wirkendem Regulator. Z. d. V. d. I. 1899, 
1553, 1594. -- W. B a u e l' s f e 1 d, Die automatisehe Regulierung del' 
Turbinen. Springer 1905. - O. Moo g, Die Dampfung am mittelbar 
wirkenden Gesehwindigkeitsregler fiir Kraftmaschinen. Z. d. V. d. I. 1916, 
665, 713. - O. M 0 hI' U. G. v. T roe Its c h, Doppelregelung der Tur
binen del' Papelera Espagnola. Z. d. V. d. I. 1916, 421. - H. K r i:i n e r, 
Uber Isodromregler. Z. d. V. d. I. 19:20, 529. 

§ 66. Theorie unstetiger Rcguliervorgiinge. 

106) Vgl. Hort., a. a. O. Anm. 92 ). 

107) Enzyklop. d. math. Wiss. 4, 1 II; Dynamische Probleme der Ma
schinenlehre. 1911, S. 286. 

§ 67. Thcorie der Schiffssteuerung'. 

108) Siehe W. Hort, Zur Dynamik synchroner Bewegungsiibertragungen. 
Dinglers polyt. Joum. 1917, S.297. 

§ 68. Schiffsschwingungen in ruhigem Wasser. 

109) Sehr eingehende Literaturangaben zur Theorie der SchiffsBChwin
gungen gibt der Artikel IV, 22 der Enzyklop. d. math. Wiss. von A. Kri
loff und C. H. Miiller. Fiir uns kommen in Betracht: L. Euler, 
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Scientia navalis. Petro 1749. - J. Pollard und A. Dudebout, TMorie 
du Navire. Paris 1890-1894. 

110) Zur Messung von Krangungswinkeln hat Schlick einen "Schlinger
indikatoi" angegeben, der von der Firma Maihak - Hamburg gebaut wird. 
Andere Apparate (zur Registrierung der Schwingungen) sind angegeben 
worden von Huet, Note sur les courbes de roulis obtenus par la photo· 
graphie. Mem. genie. marit. 1895, 4. livr. - W. Froude, Description of 
an instrument for automatically recording the rolling of ships. Trans. 
lnst. Nav. Arch. 1" (1873). - E. Bertin, Observations de roulis et de 
tangage executes avec l'oscillographe double. Paris. Mem. pres. par div. 
say. ~6 (1878). 

111) Zur Ausfiihrung solcher Schiffsmodellversuche bestehen seit neuerer 
Zeit gtoBe Anstalten, denen vor allen Dingen die Vorausbestimmung der 
fiir ein projektiertes Schiff erforderlichen Maschinenstarke obliegt. Dber 
solche Anstalten verfiigt in Deutschland der Norddeutsche Lloyd in Bremen, 
die Elbschiffahrtsgesellschaft "Kette" in Dbigau bei Dresden und die 
preuBische Regierung in Berlin. 

Berichtigung: Auf S. 307 ist Ml als Langsmetazentrum, M2 als 
Quermetazentrum zu bezeichnen. 

§ 69. Schiffschwingungen im Seegang. 

112) W. Froude, On the rolling of ships. Trans. lnst. Nav. Arch. ~, 180 
(1861); 3 (1862); " (1863). -.A. Kriloff, Anew theory of the pitching 
motion of ships on waves. Trans. lnst. Nav. Arch. 3'2' (1896). - A. Kriloff, 
A general theory of the oscillations of a ship on waves. Trans. lnst. 
Nav. Arch. ''0 (1898). 

§ 70. Schwingungen und Stabilitiit von Luftfahrzeugen. 

113) Eine Ubersicht liber die rationelle Behandlung der Luftfahrzeug
dynamik bietet: R. v. Mises, Dynamische Probleme der Maschinenlehre. 
Enzyklop. d. math. Wiss. ",III, 26 (1911). 

114) Die nachstehende Behandlung der Luftschiffquerstabilitat schlieBt 
an an L. Prandtl, Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftschiffahrt. 

115) Die Anwendung der kleinen Schwingungen auf die Stabilitiit der 
Flugzeuge geht zuriick auf A. H. Bryan und W. E. Williams, The 
Longitudinal Stability of Aerial Gliders. Proc. Roy. Soc. London 1903. 
Die Behandlung auch der Querstorungen ist zuzuschreiben: H. ReiBner, 
Die Seitensteuerung der Flugmaschinen. Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motor· 
luftschiffahrt 1 (1910), 103. - Eine Zusammenfassung des Stoffes bietet 
Bryan - Bader, Die Stabilitat der Flugzeuge. Springer, Berlin 1914. 

116) a) Eine Ubersicht liber die Ergebnisse der alteren Aeromechanik 
bietet S. Finsterwalder, Aerodynamik. Enzyklop. d. math. Wiss. ", 
3, 17 (1902). Den Dbergang zur modernen hydrodynamischen Flugzeug. 
theorie bildet F. W. Lanchester, Aerodynamik, libers. von C. u. A. Runge 
I (1909), II (1911). Teubner, Leipzig. Reichhaltiger experimenteller Stoff 
zur Aeromechanik ist enthalten in G. Eiffel, Der Luftwiderstand und der 
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Flug. 2. Aufl. Ubers. von F. H u tho 1912 (seitdem eine neue franz6sische 
Ausgabe). - b) Die neuere Str6mungstheorie der Flugzeuge wurde ein
geleitet durch W. M. K u t t a, Antriebskrafte in str6menden Flussigkeiten. 
Ill.aeron.Mitt.1902, S.133, und N.Joukowsky, UberdieKonturen der 
Tragfliichen der Drachenflieger. Zeitschr. f. Flugtechn. u. Motorluftschiff
fahrt 1, 281 (1910) und 3, 81 (1912). Fur die Heranziehung der Wirbel
erscheinungen sind wichtig L. Prandtl, Uber Flussigkeitsbewegung bei 
sehr kleiner Reibung. Verh. III. Int. Math.-Kongr. Heidelberg (1904), und 
Th. V. Karmann, Uber den Mechanismus des Widerstandes, den ein be
wegter K6rper in einer Fliissigkeit erfiihrt. Nachr. d. Ges. d. Wiss. Got
tingen, math.-phys. Kl. 1911, S. 509 und 1912, S. 547. Neueste Zusammen
fassungen in R. Grammel, Die hydrodynamischen Grundlagen des Fluges. 
Vieweg, Braunschweig 1917, und besonders L. Prandtl, Tragfliichen
auftrieb und Widerstand in der Theorie. Jahrb. d. wiss. Ges. f. Luftf. V 
( 1920). 

Berich tigungen: 
Auf S. 316, Zeile 2 V. u. muE es statt (2) heiEen (9). 

" ,,317, G1. (10) muE hinter }'1 und 22 das Zeichen = eingefiigt 
werden. 

" ,,318, Zeile 17 v. O. muE es statt einer heiEen: einem. 

§ 71. Scbwingungen von Lokomotiven. 
117) Die altere Literatur uber Lokomotivschwingungen findet man in 

dem Bericht von K. Heun, Die kinetischen Probleme der wissenschaft
lichen Technik. Jahresber. d. deutsch. Math.-Verein. 9, 2 (1900), zu
sammengestellt. Eine neuere Darstellung der vorliegenden Ergebnisse 
bietet R. V. Mises, Dynamische Probleme des Maschinenbaues. Enzyklop. 
d. math. Wiss. IV, 1, II, 10 (1911). 

118) Vg1. hierzu A. Fliegner, EinfluE der SchienenstoEe auf die gaukeln
den Bewegungen der Lokomotiven. Vierteljahresschr. d. Schw. naturf. Ges., 
Zurich 1897. 

119) Vgl. zum folgenden; M. Radakovic, Uber die theoretische Be
handlung des Problems der storenden Lokomotivbewegungen. Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. 53, 225 (1906). 

120) Vgl. zu den folgenden Ansatzen § 47 und Anm. 58). 

§ 72. Der Impuls heim symmetriscben Kreisel. 

121) Altere Werke der Mechanik, die fUr die Kreiseltheorie grundlegend 
bleiben, sind: L. Euler, Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum 
(1765); J. L. Lagrange, Mecanique analytique (1788) und L. Poinsot, 
Theorie nouvelle de la rotation des corps (1834). - Aus neuerer Zeit kommt 
in Betracht: E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Korper, IIII. 
(1898). - Von modernen Lehrbuchern der technischen Mechanik behandeln 
die Kreiselfragen ausfiihrlich: H. Lorenz, Technische Mechanik starrer 
Systeme (1902) und A. Foppl, Technische Mechanik 4 (1909); 6 (1910).
Ais umfassendstes Spezialwerk der Kreiselliteratur ist zu nennen: F. Klein 
und A Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, IjIV, 1897-1910 
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welches auch die Anwendungen ausgiebig beriicksichtigt und fast zu allen 
in unserem Buche behandelten Fragen weitere Auskunft gibt. - Als kiirzeres 
Kreiselwerk aus neuester Zeit ist zu nennen: R. Grammel, Der Kreisel 
und seine technischen Anwendungen (1920) sowie die knappe Mono
graphie: H. Lorenz, TechnischeAnwendungen derKreiselbewegung (1920). 
- Die Werke Klein - Sommerfeld und Grammel sind durch reiche 
Literaturangaben besonders wertvoll. 

§ 73. FIiichensatz und Kreiselwirkungsgesetz. 

122) Vgl. Klein - Sommerfeld IV, S.771£. 
123) VgI. Klein - Sommerfeld IV, S.916f. 
124) Eine ausfiihrliche Theorie der Kollergange gibt R. Grammel, 

Kurvenkreisel und Kollergang. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing.1917, S. 572, 
von wo auch unser Zahlenbeispiel entstammt. 

125) Der EinfluB der Reibung bei der Kreiselbewegung ist ausfiihrlich 
beriicksichtigt bei Klein - Sommerfeld, III, A. Foppl, Bd. VI. 

126) Ausfiihrlich handelt iiber die Theorie der GeschoBbewegung: 
C. Cranz, Lehrbuch der Ballistik Bd. I (1910). 

127) Vgl. hierzu Klein - Sommerfeld, Bd. IV, S. 863f. und R. Gram. 
mel. 

§ 76. Die Stabllitiit der kriiftefreien Bewegung eines starren Kirpers 
urn seinen Schwerpunkt. 

128) Beschrieben nach Angaben von L. Prandtl bei F. Pfeiffer, 
Experimente mit dem Prandtlschen Kreiselapparat. Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. 60, 337 (1912). 

§ 76. Integration der Eulerschen Differentialgleichungen. 

129) Ein elegantes Integrationsverfahren fiir die Eulerschen Gleichungen 
(nach G. Kirchhoff) gibt R. Grammel, Der Kreisel, S. 45f. Auch 
R. Fricke, Analytisch-funktionentheoretische Vorlesungen, Teubner, 
Leipzig 1900, S. 331 ist zu beachten. 

§ 81. Die allgemeine Bewegung des Kugelkreisels. 

130) Das Folgende schlleBt sich in figiirlicher Hinsicht an Klein
Sommerfeld, Bd. II, an. Die Figuren 218, 225, 228 mit den zugehOrigen 
SchluBfolgerungen sind neu. 

§ 82. Die Prazessionsbewegung der Erde. 

131) Die astronomische Anwendung der Kreiseltheorie auf die Erd- und 
Monddrehung behandelt ausfiihrlich Klein - Sommerfeld, Bd.lIl, 
S.633f. 

131&) J. Bauschinger, Bestimmung und Zusammenhang der astro
nomischen Konstanten. Enz~kl. d. math. Wiss. VI, 2, (1919), 844. 
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§ 83. Kl'eiselstabilisierung von Fahrzeugen. 

132) Siehe § 73, e und Anm. 126). 

133) l?,ie Erfindung Schlicks ist beschrieben in Trans. Nav. Arch. 46 
(1904). Uber einschlagige Versuche berichtet O. Schlick, Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 1906, S. 1466 u. 1929. Die Grundlegung der Theorie erfolgte 
durch H. Lorenz, Phys. Zeitschr. 5 (1904) und A. Foppl, Zeitschr.d. 
Vel'. deutsch. Ing. 1904, S. 478 U. 983. Theoretisch weiter bedeutsam ist die 
Untersuehung von F. N oether bei Klein - So m merfeld, Bd. III, § 5-8. 

134) Siehe § 121. 
135) ZUT Einschienenbahn vgl. auch R. Grammel, S.316f. 
13G) Eine ausfiihrlichere Theorie des Geradlaufapparates bietet Klein

Sommerfeld, Bd.4, S.782. 
137) Eine umfassendere Untersuchung des Howelltorpedos mit etwa 

demselben Gesamtergebnis del' Beurteilung des Torpedos ist zu finden bei 
R. Grammel, S.3Uf. 

Berichtigung: Auf S. 393, Zeile 13 V. O. muB es statt 233 
heiBen: 236. 

§ 84. Del' Kreisel als ol'tliches Ol'ientiel'ungsinstrument. 

138) Vgl. zu den Orientierungsfragen weiter Klein - Sommerfcld, 
Bd. IV, R. Grammel, H. Lorenz. 

139) Eine ausfiihrliche Beschreibung des Drexler-Steuerzeigers ist ent
halten in Flugsport 1920, S. 104, welchem Aufsatz auch unsere Figuren 244 
und 246 entstammen. 

§ 85. Del' Kompal.lkreisel. 

140) L. Foucault, Sur une nouvelle demonstration experimentale du 
mouvement de la Terre .. C. R. 35 (1852), 421. Sur les ph8nom€mes d'ori
entation des corps tournants entraines par une axe fixe a la surface de 
la Terre-Nouveaux signes sensibles du mouvement diurne. C. R. 35 (1852), 
524. 

141) H. Anschiitz - Kampfe, Jahrbuch del' Schiffbau techno Gesell
schaft to (1909), 352. - M. Sch uler, ebenda, 561. - O. Martienssen, 
Die Theorie des Kreiselkompasses. Z. f. Instrk. 32 (1912),301. - H. U seneI', 
Del' Kreisel als Richtungsweiser. Miinchen 1917. 

142) R. Grammel, Del' Kreisel und seine technischen Anwendungen. 
Braunschweig 1920, S.265f. 

143) M. Schuler, Del' KreiselkompaB. Lehrbuch fiir den Unterricht 
in del' Navigation an del' Kaiscrlichen Marineschule (Hrsg. vom Reichs
marineamt). Berlin 1917 (Mittler & Sohn). Teil V. 

144) O. Martienssen, Ein neuer KreiselkompaB. Z. f. Instrk. 39 
(1919). 165. 

§ 86. Vektorielle Behandlung del' Kreiselbewegung. 

145) Wegen ausfiihrlicherer Darstellung del' Vektormethode beim Kreisel 
siehe A. Foppl. Technische Mechanik, Bd. IV (1909) und VI (1910). 
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§ 87. Saitenschwingungen. 

146) Berl. Hist. 1747, 214; 1750, 355. 
147) Berl. Hist. 1753, 147. 
148) Vgl. zu den musikalischen Anwendungen der Saitenschwingungen: 

H. Helmholtz, Lehre von den Tonempfindungen, 5. A., 1896. - Ferner 
tiber Tone gestrichener Saiten: A. Krigar - Menzel und A. Raps, Wied. 
Ann. 44 (1891), 623. - Uber gezupfte Saiten: Dieselben, Wied. Ann. 50 
(1893),444. - Uber geschla~ene Saiten: W. Kaufmann, Diss. Berlin 1895. 

§ 88. Membranschwingungen. 

149) Uber die Klangfiguren siehe E. Fr. Chladni, Entdeckungen tiber 
die Theorie des Klangs. Leipzig 1787. - Die Akustik. Leipzig 1802. 

U9a) Niiheres tiber Besselsche Funktionen siehe P. Schafheitlin, 
Die Theorie der Besselschen Funktionen. Leipzig und Berlin 1908. 

149b) Niiheres tiber die Bess3lschen Funktionen zweiter Art siehe a. a. 0., 
Anm. 149 a und J a h n k e und E m de, Funktionentafeln und K urven. 
Leipzig und Berlin 1908. 

150) Membranen ftir deutlichste Sprachreproduktion: E. Wiersch, 
Ann. d. Phys. 17 (1905), 999. -Kesselpauke: L. Euler, De motu vibratorio 
tympanorum 1766. J. W. Rayleigh, Phil. Mag. 7' (1879),149. -Trommel
fell: H. v. Helmholtz, Pfltigers Archiv I (1869), 1. - Membrana basilaris: 
H. v. Helmholtz, Die Lehre von den Tonempfindungen, 5. A. 1896, 
240, 643. 

§ 89. Plattenschwingungen. 

151) P. Melde, Wied. Ann. 66 (1898), 767. 
152) M. Wien, Ann. d. Phys. 4 (1901), 450 (Telephonplatte). -

F. Weber, Die Resonanz des Klaviers. 1913. 

§ 90. Stabschwingungen. 

153) J. W. Rayleigh, Theorie des Schalles. Ubers. v. Neesen. 2 Bde. 
1880. 

§ 91. Erschiitterungen yon Leuchttiirmen. 

154) C. Ribi ere, Phares et signaux maritimes. Paris 1908. 

§ 92. Die SchiffsYibrationen. 

155) Literatur tiber Schiffsvibrationen: S. D. Ta y lor, Die Ursachen der 
Schwingungen von Schraubenschiffen. Journ. Am. Soc. Nav. Eng. 3 (1891). 
- O. Schlick, Uber die Mittel zur Beseitigung der Vibrationen von 
Dampfern. Hamburg 1894. - Die Untersuchung der Vibrationserschei
nungen von Dampfern. Leipzig 1903. - O. Berling, Schiffsschwingungen, 
ihre Ursachen und Kritik der Mittel zu ihrer Verhinderung. Z. d. V. d. J. 
1899,981. - A. Kriloff, Uber die erzwungenen Schwingungen von gleich
formigen elastischen Stiiben. Math. Ann. 61 (1905),211. - W. Hort, Diff.
Gleichungen des Ingenieurs. 2. A. 1922. 

H 0 r t. Schwingungslehre. 2. Aufl. 51 
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15B) L. Giimbel, Ebene Transversalschwingungen freier stabformiger 
Korper mit variablem Querschnitt. Jahrb. Schiffb. Ges. 2 (1901), 2lI. 

157) A. Kriloff und C. H. M iiller, Die Vibrationen des Schiffes. Encycl. 
d. Math. Wiss. Bd. IV, 3; 517 (1907). 

§ 93. Schwingungen von Briicken und Fachwerken. 

158) Literatur iiber Briickenschwingungen: F. Steiner, Grundformeln 
schwingender Briicken. Z. ost. lug. Arch. V. 44 (1892), lI3. (Hier auch 
einiges iiber Schwingungsbeobachtungen bzw. Messungen). - Fr. Enges
ser, Uber die Schwingungsdauer eiserner Briicken. Z. ost. lng. Arch. V. 44 
(1892), 386, 671. - Deslandres, Ann. Ponts. Chauss. (7) 4 (1892), 765. 
- Souleyre, Ann. Pont. Chauss. 18 (1889), II, 341-441. - Glauser, 
Zentr. Bauverw. 1892, 159, 199, 215. - Glauser, Glasers Ann. 1894, 
56-59. - H. Saller, EinfluB bewegter Last auf Eisenbahnoberbau und 
Briicken. Berlin 1921. 

159) G. G. Stokes, Discussion of a Differential Equation relating to 
the Breaking of Railway, Bridges. Trans. Cambro Ph. Soc. VIII (1849), 
707. - Math. Phys. Pap. (1883), Vol. II, 178. 

160) H. Zimmermann, Schwingungen eines Triigers mit bewegter Last. 
Berlin 1896. 

161) M. Radakovic, Uber die Bewegung einer Saite unter der Ein
wirkung einer Kraft mit wanderndem Angriffspunkt. Wien. Ber. 8, lIa 
(1899), 577. 

182) H. Reissner, Zur Dynamik der Fachwerke. Z. f. Bauw. 49 (1899), 
478. 

163) H. Reissner, Schwingungsaufgaben aus der Theorie des Fach
werks. Z. f. Bauw. 53 (1903), 135. 

164) E. Pohlhausen, Berechnung der Eigenschwingungen statisch 
bestimmter Fachwerke. Z. Ans. Math. Mech. I (19lI), 28. 

§ 94. Wellenschwingungen mit Eigenmasse und innerer und iiullerer 
Diimpfung. 

165) Weitere Ausfiihrungen zu diesem Abschnitte findet man bei 
H. Holzer, Die Berechnung der Drehschwingungen. Berlin, J. Springer, 
1921. 

§ 95. Die Kraftfeldansiitze hei Wellenschwingungen. 

166) Eine Ubersicht iiber die vorliegenden Ergebnisse und Problemstel
lungen biet.et der Bericht von Th. V. Karman und L. Foppl, Physika. 
lische Grundlagen der Festigkeitslehre. Encycl. d. Math. Wiss. Bd. IV, 
31 (1904). 

167) Vgl. hierzu die Zusammenfassungen: L. Giimbel, Der heutige 
Stand der Schmierungsfrage. Forschungsarb. V. d. I. Nr.224 (1920). -
A. Sommerfeld, Zur Theorie der Schmiermittelreibung. Z. f. techno 
Physik 2 (1921), 58 und 89. 

168) Ausfiihrlich wird die Frage der StoBe bei Maschinen behandelt 
von: F. Dohne, Uber Druckwechsel und StoBe bei Maschinen mit Kurbel-
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trieb. Forschungsarb. Nr. U8 (1912). -- H. Polster, Untersuchung der 
Druckwechsel und StoBe im Kurbelgetriebe von Kolbenmaschinen. For
schungsarb. Nr.172/73 (1915). 

169) A. Stodola, Die Dampfturbine. 4. A. 1910. S. 120. 
170) H. Frahm, Neue Untersuchungen iiber Wellenschwingungen. 

Z. d. V. d. 1. 1902, 779, 886. 

§ 96. Schwingungen von zylindrischen Schraubenfedern. 

171) Literatur: J. Magg, Schwingungserscheinungen in zylindrischen 
Schraubenfedern und die Gesetze des Schlagens der Ventile. Verh. Ges. 
Bef. Gew. TI. 91 (1912),480. - P. Frohlich, Die dynamischen Vorgange 
in zylindrischen Schraubenfedern mit besonderer Beriicksichtigung der 
Massendruck - Kompensatoren. Z. f. Math. Phys., 56 (1908), 379. -
C. Fi scher, Die Schraubenfeder. Mitt. PreuB. Haupt. St. Nat. Wiss. Unterr. 
t (1920),78. - J. Magg, Die Steuerungen der Verbrennungskraftmaschinen. 
J. Springer, Berlin 1914. 

§ 97. Seil- und Kettenschwingungen. 

172) Weitere Ausfiihrungen tiber Kettenschwingungen finden sich in 
E. J. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Korper II, 1898, S. 574f.
Eine Anwendung findet die Seilschwingungstheorie im Fordermaschinen
betriebe, wortiber ausgiebiges Versuchsmaterial beigebracht wird von 
E. Jahnkeund G. Keinathindem Bericht: Zur Uberwachungvon Schacht 
und Fordermaschine wahrend der Betriebsfahrt. Z. f. d. Berg-, Hiitten
und Salinenwesen im PreuB. Staate 1921. 

§ 98. Die Eulerschen Differentialgleichungen derFliissigkeitsbewegung. 

173) Ausftihrlicheres tiber die Anwendung der Eulerschen Gleichungen 
bei A. Foppl, Techn. Mechanik VI, 1910. - H. Lorenz, Technische 
Hydromechanik 1910. - Riemann-Weber, Partielle Differentialglei
chungen II, 1901. 

§ 99. Wellenbewegung bei Wirbelfreiheit. 

174) VgI. zur Darstellung dieses Paragraphen: G. Jager, Theoret. 
Physik I, 1906, und H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik 1907, deutsch 
von J. Friedel. 

§ 100. Die Lagrangeschen Differentialgleichungen der Fliissigkeits
bewegung. 

175) Die Lagrangeschen hydrodynamischen Gleichungen werden als 
Untersuchungsmittel besonders benutzt bei Riemann-Weber, Die par
tiellen Differentialgleichungen der math. Physik II, 1901. 

§ 101. Wellen auf dem Meere und in Kaniilen. 

176) Die vorstehend entwickelte Theorie stammt von F. J. v. Gerstner 
[Theorie der Wellen,.Ann. d. Phys. 32 (1809)] und wurde spater von W. J. M. 
Rankine (On the Exact Form of Wawes near the Surface of Deep Water; 

51* 
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Phil. Trans. 1863) neu aufgefunden. Obwohl sie wegen der im Text er
wiiJmten physikalisehen Sehwierigkeit heute besser dnreh andere Theorien 
zu ersetzen ist (vgl. § 99), so bildet sie doeh noeh haufig einen Bestandteil 
der hydrodynamisehen Lehrbueher, so z. B. bei A. Foppl und H. Lamb 
(Anm.173). 

176&) Die Theorie der Kanalwellen geht besonders zurtiek auf eine um· 
fangreiehe Abhandlung von J. V. Boussinesq, Essai sur la tMorie des 
eaux eourants. Paris. Mem; pres. par div. say. 23, 24 (1877). - Ktirzere 
neuere Darstellungen finden sieh bei Ph. Forehheimer, Hydraulik 1914, 
H. Lamb (Ann. 174) und H. Lorenz, Teehnische Hydromechanik 1910.
Eine experimentelle Studie eines Spezialproblems aus neuester Zeit bietet 
E. Feifel, Verand. Stromung in offenen Gerinnen usw. Forschungsarb. 
Nr. 205 (1918). 

§ 102. Stabilitiitsuntersuchung bei einer Wirbelbewegung. 

177) Literatur: Th. v. Karman, "Ober den Meehanismus des Wider
stands, den ein bewegter Korper in einer Fltissigkeit erfahrt. mitt. Nachr. 
1911,507, und 1912, 547. - Th. v. Karman und H. Rubach, Dber den 
Mechanismus des Fltissigkeits- undLuftwiderstands. Phys. Z. 1912,49. -
F. Pfeiffer, Theorien des Flussigkeitswiderstandes. Jahresber. d. Math. 
Vergg. 22 (1913), 113. -Andere Wirbelbewegungen behandeln: L. Foppl, 
Wirbelbewegung hinter einem Kreiszylinder. MUnch. Ber. 1913. - M. La
gaUy, -aber die Bewegung einzelner Wirbel in einer stromenden Flti8sigkeit. 
MUnch. Ber. 1914. 

§ 103. Schwingungen von Fliissigkeiten in Leitungen und GefiiBen. 

178) Dber die Schwingungen in Leitungen und GefaBen gibt es seit 
J. N ewto n eine ausgedehnte Literatur, tiber die ausftihrlieh bei Ph. Foreh· 
heimer (Anm. 176a) berichtet ist. 

§ 104. Schwingungen bei hydraulischen Maschinen. 

179) Allg. Literatur: H. Lorenz, Technisehe Hydromechanik 1910, 
S. 146. - A. Utard, Dinglers polyt. Journ. 324 (1909), 401. -- Literatur 
zu Ziff. 2: A. Stodola, Schweiz. Bauzeitung 22 (1893), 113, und 23 (1894), 
lOB.-A. Rateau, TraiMdes turbomachines. Paris 1900,240. -E. Feifel, 
(Anm.176a). - R. D nbs und V. Bataillard, Allg. Theorie der ver
anderlichen Bewegung in Rohrleitungen von L. Allievi. Berlin 1909. -
Literatur zu Ziff. 3: A. Gramberg, Wirkungsweise und Berechnung der 
Windkessel der Kolbenpumpen. Forschungsarb. Nr. 129 (1912). - Li
teratur zu Ziff.4: A. Rasch und F. Bauwens, Die Kraftubertragungs
anlagen der Rurtalsperrengesellschaft. Z. d. V. d. I. 52 (1908). 609. 

§ 106. Schall im freien Raum. Horbarkeit von Tonen. 

180) R. Ladenburg und E. v. Angerer, Dber die Ausbreitung des 
Schalles in der freien Atmosphare. Privatdruck der ehemaligen PreuBischen 
Artillerieprtifungskommission. Berlin 1918. 

181) M. Wien, Dber die Empfindlichkeit des mensehlichen Ohres ftir 
Tone verschiedener Hohe. Phys. Z. 3 (1902); .( (1903), 71. 
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§ 106. Diimpfung von Scballwellen 1m freien RaUIll. 

182) A. Winkelmann, Handbuch der Physik II. F. Auerbach, Akustik. 
8.'494 (1909). 

183) E. Allard, Memoire sur la portee des sons et sur les characteres a 
attribuer aux signaux sonores. Paris 1882. C. R. 95 (1882), 1062. 

184) C. Ribiere, Phares et Signaux Maritimes. Paris 1908. 
185) H. Barkhausen und H. Lichte, Quantitative Unterwasserschall

versuche. Ann. d. Phys. IV. 6~ (1920), 485. 
186) Weitere Literatur: R. Berger, Dber die Schalldurchliissigkeit. 

Diss. Mlinchen 1911. - F. Weisbach, Bauakustik. Berlin 1913. 
- R. Ottenstein, Dber den Schutz gegen Schall und Erschlitterungen. 
Beihefte z. Gesundheitsingenieur, Reihe 2, H. 1. Mlinchen und Berlin 1916. 
- Rayleigh, Theorie des Schalles. ~, 104, Braunschweig 1881. 

§ 107. Probleme der Bauakustik. 

187) P. Drude, Dber die Reflexion und Brechung von Schallwellen 
an der Grenze zweier isotroper, mit innerer Reibung behafteter Medien. 
Wied. Ann. 4. (1890), 759. 

188) F. Weisbach, Bauakustik. Schutz gegen Schall und Erschlitterun
gen. Berlin 1913. - R. Ottenstein, Vber den Schutz gegen Schall und Er
schlitterungen. Beihefre z. Gesundheitsingenieur, Reihe 2, H. 1. Miinchen 
und Berlin 1916. - R. Berger, Uber die Schalldurchliissigkeit. Diss. Miin
chen 1911. -. E. Michel, Horsamkeit groBer Riiume. Braunschweig 1921. 

§ 108. Tbeorie der Pfeifentone. 

189) H. v. Helmholtz, Theorie der Luftschwingungen in Rohren mit 
offenen Enden. Crelle J. 57 (1860),1. - A. Kaliihne, Grundzlige der ma
thematisch-physikalischen Akustik. I, II. Leipzig und Berlin 1913. 

190) Dber die Erregung von Pfeifentonen durch Anblasen siehe Hand
buch derPhysik vonA.Winkelmann. 2. Aufl., II: F. Auerbach, Akustik. 
S.432f. (1909), sowie unsere Darstellung in § 122. 

Be ri c h t i gun g: Auf S. 574, Zeile 5 v. o. muB es statt Adiabetische 
heiBen: Adiabatische. 

§ 109. Scbwingungen von Gasen in den Robrleitungen von Kolben
mascbinen. 

191) W. Borth, Schwingungs- und Resonanzerscheinungen in den Rohr
leitungen von Kolbengebliisen. Z. d. V. d. I. 1916, S.565, 591, 611. 

192) P. Voissel, Resonanzerscheinungen in der Saugleitung von Kom
pressoren und Gasmotoren. Mitt. lib. Forsch.arb. H. 106 (1911), Z. 1912, 
S.720. 

193) Weirere Literatur: E. W. Koester, Luftkompressoren. Z. d. V. d. I. 
1904, S.109. - H. Baer und H. Bonte, Erfahrungen im Bau und 
Betriebe von Gebliisen. Z. d. V. d. I. 1906, S. 1, 53. - A. Gramberg, 
Wirkungsweise und Berechnung der Windkessel von Kolbenpumpen. ;\iitt. 
lib. Forsch.arb. H. 129 (1911), Z. 1911, S.842. 
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§ 110. Luftwellen mit endlicher Schwingungsweite. 

194) B. Riemann, TIber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von end
licher Schwingungsweite. Gott. Nachr. 1860. Ges. Werke. 2. Auf!. 1892,157. 
- R. H. Weber und R. Gans, Repertorium del' Physik. 1. 1 (1905),387. 

195) W. Wolff, Dber die bei Explosionen in del' Luft eingeleiteten Vor
gange. Ann. d. Phys. N. F. 69, 329. 

196) Weitere Literatur zur Fortpflanzung von VerdichtungsstoBen: 
J. Hadamard, Le90ns sur la propagation des ondes et les equations de 
l'hydrodynamique. Paris 1903. - G. Z e m pie n, Dber unstetige Bewegungen 
in :Fltissigkeiten. Enzyk!. d. Math. IV, (3), (1905), 281. - R. Rtidenberg, 
Dber die Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Impulsstarke von Verdich
tungsstoBen. Artillerist. Monatshefte Nr. 113, Maiheft 1916. 

197) Den eigentlichen Explosionsvorgang behandeln: H. Brunswig, 
Die Explosivstoffe. Leipzig 1903. - H. Lorenz, Die mechanische Wirkung 
der Treibmittel im Rohr. Artillerist. Monatshefte Nr. 129, Sept.-Heft 1917. 
- Vg!. hierzu auch die ausftihrlich bei Rtidenberg genannte Literatur. 

§ 111. Gasstromungen mit Uberschallgeschwindigkeit. 

198) H. Lorenz, Die station are Stromung von Gasen durch Rohre mit 
veranderlichem Querschnitt. Phys. Z. 4 (1903), 333. - H. Lorenz, Die 
station are Stromung von Gasen und Dampfen dUrch Rohre mit verander
lichem Querschnitt. Z. d. V. d. 1. 41 (1903),1600. - L. Prandtl, Beitrage 
zur Theorie der Dampfstromung durch Diisen. Z. d. V. d. 1. 48 (1904),348. 

199) A. Stodola, Die Dampfturbinen und die Aussichten derW'armekraft
maschinen. Z. d. V. d. 1. 47 (1903), 1. 

200) L. Prandtl, Neue Untersuchungen tiber die stromende Bewegung 
del' Gase und Dampfe. Phys. Z. 8 (1907), 23. 

201) Vg!. hierzu auch: Th. Meyer, Dber zweidimensionale Bewegungs
vorgange in einem Gas, welches mit Dberschallgeschwindigkeit stromt. 
Forsch.arb. H. 62, 1908, und E. Magin, Optische Untersuchung tiber den 
AusfluB von Luft durch eine Lavoldiise. Forsch.arb. H. 62, 1908. 

202) Zuerst beobachtet von: R. Emden, Ausstromungserscheinungen 
permanenter Gase. Wied. Ann. N. F. 69 (1899), 264, 426. 

203) L. Pra nd tl, Dbe1' die stationaren Wellen in einem Gasstrah!. 
Phys. Z. 5 (1904), 5\)9. 

§ 112. Beurtcilung von Stabilitiitsfragen mit HiHe der elektrischell 
Charakteristiken. 

204) W. Kaufmann: Elektrodynamische Eigentiimlichkeiten leitender 
Gase. Ann. d. Phys. (4) 2 (1900), 158. 

§ 113. Die mechanische Charakteristik und ihr Stabilitatskriterium. 

205) Vg!. zum folgenden H. Busch: Stabilitat, Labilitat und Pende
lungen in der Elektrotechnik. Leipzig 1913. 
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§ 114. Das Pendeln parallel geschalteter Wechselstrommaschinen. 

206) Procede Hut i n et L e b I a n c pour la synchronisation des alterna· 
teurs. Lum. electro 46 (1892), 601, 65l. 

207) S. Anm. 206. 
208) Arbeiten und Bemerkungen von Gorges: ETZ. 1900, 192; 1902, 

1053; 1903, 378, 676, 1023. 
20") Arbeiten und Bemerkungen von l{osenberg: ETZ. 1902, 425; 

1903, 761, 857, 1024. 
210) A. So m me rf e I d: Das Pendeln parallel geschalteter Maschinen. 

E. T. Z. 1904 H. 14/15. 
211) A. Foppl: Das Pendeln parallel geschalteter Maschinen. 

E. T. Z. 1902, H. 4. 
2U) Durch das Verfahren del' sukzessiven Naherungen ware es moglich. 

eine Fourierentwicklung ftir i} zu gewinnen. Vgl. hierzu § 140. 
213) :.vIit del' Berechnung derartiger Dampferwicklungen beschaftigen 

sich: P. Boucherot: Amortissement et amortisseurs des alternateurs. 
Lum. el. 24 (1913), 167, und M. Liwschitz: Entwurf der Dampferwick· 
lung einer Mehrphasen·Synchronmaschine im Parallelbetrieb. Arch. f. El. 
to (1921), 96. 

214) Neuere Literatur: C. Feldmann und W. Nobel: Kritische Unter
suchung tiber das Pendoln synchroner Maschinen. Arch. f. El. 1 (1912). 
291. - G. Benischke: Der Parallelbetrieb von vVechselstrommaschinen. 
2. Auf I. Braunschweig 1918. -- 1.. Dreyfus: Zur Theorie des parallel
betriebes von Synchronmaschinen. Arch. f. EI. 8 (1919), 132. 

§ 115. Synchro'le Ubertr,'<gung von Bewegungell. 
215) Vgl. hierzu \\'. Hort: hur Dynamik 8ynchroner Bewegungstiber

tragungen. Dinglers Polyt. J ourn. 332 (1917), 297. 
216) Uber praktische Ausftihrungen vgl. A. Sta uch: Uber den elek

trischen Antrieb des Schiffssteuers. Schiffbau 1908. 

§ 116. Schallsender und Schallempfang'er. 
217) Zur Theorie des Telephons vgI. H. Poincarr.: L'eclairage t;lectrique 

20 (1907), 221. - W. Hahnemann und H. Hecht: Eine Theorie des 
Telephons. Ann. d. Phys., IV. F. 63, (1920), 57. - W. Hahnemann und 
H. Hecht: Der mechanische akustische Aufbau eines Telephons. Ann. d. 
Phys., IV. F., 60 (1919), 454. 

218) H. Carsten: Bemerkungen zur experiment ellen Untersuchung 
von Telephonen. Phys. Z. 22 (1921), 501. - Del's.: Leistungsmessungen 
an Telephonen. Z. f. techno Phys. 2 (1921), 312. - ttber andere Messungen 
siehe: Manne Siegbahn: Untersuchung tiber die Schwingungen von Tele
phonmembranen. 1. Ann. d. Phys. (4) 42 (1913), 689. II. Ann. d. Ph;;'s. 
(4) 46 (1915), 278. 

219) In den zu AllIn. 217) genannten Arbeiten. 
220) Uber die Einrichtung. und Wirkung der Unterwasserschallsender 

handeln ausfiihrlich: A. du Bois - Reymond, W. Hahnemann und 
H. Hecht: Entwicklung, Wirkung und Leistung des elektromagnetisch 
erregten Unterwasserschallsenders nach dem Telephonprinzip. Z. f. techn 
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Phys. 2 (1921), 1. H. Lichte: Elektromagnetische Schallsender. Z. f. 
techno Phys. 2 (1921), 12. - W. Hahnemann und H. Hecht: Schall· 
geber und Schallempfiinger. Phy. Z. 20 (1919), 104, 245; 21 (1920), 26, 
426. - H. Hecht: tiber technische Akustik mit besonderer Berucksichti· 
gung des Unterwasserschallwesens. Z. f. techno Phys. 2 (1921), 265. 

221) 'lV. Hahnemann und H. Hecht: Schallfelder und Schallantennen. 
Phys. Z. 17 (1916), 601; 18 (1917), 26.1. 

222) W. Hahnemann und H. Hecht: Die Grundform des mechanisch· 
akustischen Schwingungskorpers. (Der Tonpilz.) Phys. Z: 21 (1920), 187. 

223) H. Gerdien und H. Riegger: Ein akustischer Schwinger. Wiss. 
Veroff. a. d. Siemens·Konzern I, 1 (1920), 137. - K. Boedeker und 
H. Riegger: -ober Bau und Anwendungen eines mechanischen Schwingers. 
Ebenda 141. - H. Gerdien: tiber einen akustischen Schwinger. Z. f. 
techno Phys. 3 (1922), 40. 

§ 117. Freie ungediimpfte Koppelschwingungen. 

224) M. Wien: tiber die Ruckwirkung eines resonierenden Systems. 
Ann. d. Phys. (N. F.) 61 (1897), 151. - Del's.: tiber die Verwendung del' 
Resonanz in del' drahtlosen Telegraphie. Ann. d. Phys. (4) 8 (1902), 686. 

§ 118. Freie gediimpfte Koppelschwingungen. 

225) P. Drude: tiber induktive Erregung zweier elektrischer Schwin
gungskreise mit Anwendung auf Perioden- und Diimpfungsmessung, Tesla
transformatoren und drahtlose Telegraphie. Ann. d. Phys. (4) 13 (1904), 512. 

226) F. Kiebitz: Vollstiindige Losung der Differentialgleichungen 
zweier magnetisch gekoppelter konstant gediimpfter elektrischer Schwin
gungskreise. Ann. d. Phys. 40 (1913), 138. - G. Glage und H. Edler: 
tiber das Ziehen des ZwischenkreisrOhrensenders. Arch. f. El. 9 (1920), 20. 
- W. Rogowsky: Die Diimpfungen zweier induktiv gekoppelter Schwin
gungskreise. I. Vorherrschende Kopplung. Arch. f. El. 9 (1921), 427. -
F. Harms: Die Theorie gekoppelter Systeme mit Selbsterregung. Ann. 
d. Phys. 66 (1921), 25. 

AIle diese Untersuchungen stehen im engen Zusammenhang mit den 
Erscheinungen selbsterregter Schwingungen, die wir in Abschnitt XVI 
noch besonders behandeln werden. Die mannigfachen Beziehungen, die in 
dieser Hinsicht zwischen mechanischen und elektrischen Systemen bestehen 
finden eingehende und aufschluBreiche Behandlung bei H. V 0 gel: Die 
Zungenpfeife als resonierendes System [Ann. d. Phys. (4) 66 (1920), 247J 
und H. Vogel und M. Wien: Zungenpfeife und Rohrensender [Ann. d. 
Phys. (4) 66 (1920), 649J, namentlich in bezug auf die erwiihnte Erschei
nung des "Ziehens". 

§ 119. Die einwellige Resonanzlmrve. 

'227) A. Kaliihne: Grundzuge der mathematisch-physikalischen Akustik. 
I. II. Berlin und Leipzig 1910-1913. 
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§ 120. Erzwungene Koppelschwingungen. 
228) Vgl. Anm. 224 ). 
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22") J. Zenneck: Lehrbuch der drahtlosen Telegraphie, 4. Aufl. 1916, 
S.168. 

230) C. Fischer: Methoden zur getrennten Untersuchung gekoppelter 
Oszillatoren. Ann. d. Phys. (4) 19 (1906), 182. 

§ 121. Anwendungen der Koppelungstheorie. 

231) H. Frahm: Xeuartige Schlingertanks zur Abdampfung von 
Schiffsrollbewegungen und ihre erfolgreiche Anwendung in der Praxis. 
Jb. d. Schiffbautechn. Ges. 12 (1911), 283. - F. Horn: Theorie des Frahm
schen Schlingerdampfungstanks. Ebenda, 453. 

232) Nach einem von Herrn H. Frah m zur Verfugung gestellten Original
diagramm. 

233) P. Z e e man: Over den invloed eener magnetisatie op den aard 
van het door een stuf uitgezonden licht. Versl. kon. acado V. wetensch . 
. lmsterdam, Deel V (1896), 181, 242 

§. 122. Allgemeine "Obersicht. 

234) H. Barkhausen: Das Problem del' Schwingungserzeugung mit 
besonderer Berucksichtigung schneller elektrischer Schwingungen. Leipzig 
1907. - Del's.: Artikel "Schwingungserregung" im Handworterbuch del' 
Naturwissenschaften. Jena 1913. 

234a ) Siehe § 63. 
234b) Zum genaueren Studium der bei Zungenpfeifen auftretenden 

Schwingungen vgl. die Anm. 226) zitierten Arbeiten von H. Vogel und 
M. Wien. 

235) V. Hensen: Die Triebkraft fur die Tonschwingung in den Labial
pfeifen und die Lamellentone. Ann. d. Phys. 2 (1900), 719. - Ders.: 
Darstellung der Lamellentone. Ebenda 4 (1901), 41. - Ders:: Dber die 
Umwandlung periodischer Massenanhaufungen in akustisch wirksame Be
wegungen. Ebenda 16 (1905), 838. - Del's.: Dber den zur Unterhaltung 
von Tonschwingungen notwendigen AnstoB. Ebenda 21 (1906), 781. -
Vgl. auch die Darstellung von F. Auerbach: Artikel "Akustik" im Hand
buch der Physik von A. Winkelmann, 2. Aufl. II (1909), S.432f. 

§ 123. Das Pendeln von Gleichstrommotoren. 

236) Literatur: K. Hum bur g: Das Pendeln bei Gleichstrommotoren 
mit Wendepolen. Berlin 1912. -- H. Busch: Stabilitat, Labilitat und 
Pendelungen in der Elektrotechnik. Leipzig 1913. - M. Hahnle: Experi
mentelle Untersuchungen am pendelnden GleichstromnebenschluBmotor 
mit Wendepolen. Diss. Stuttgart 1918. - W. Otto: Das Pendeln von 
Gleichstrom-Wendepolmotoren. Arch. f. EI. 9 (1921), 442. 

237) Siehe Hahnle: Anm. 236 ), S. 115. 
238) Siehe Busch: Anm. 236), S.197. 
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§ 124. Elektrische Schwingungen im Lichtbogen. 

239) Vgl. zum folgenden die Arbeit von A. Szarvassi: Elektrodyna
mische Theorie der Lichtbogen- und Funkenentladung. Ann. d. Phys. 
(4) 42 (1913), 1031. 

240) Mrs. H. Ayrton: The elektric arc. London 1903. - Vgl. auch 
B. Monasch: Der elektrische Lichtbogen. Berlin 1904, und den Artikel 
"Lichtbogenentladung" von H. Th. Simon im Handworterbuch der Natur
wissenschaften Bd. VI (1912). 

241) Vgl. Anm. 204). 

242) W. Dudell hat die Erscheinung des schwingenden Lichtbogens 
zuerst beschrieben: On Rapid variations in the Current through the Direct
Current-Arc. The Elektrician 46 (1900), 269, 310. Die genauere Erforschung 
verdankt man: H. Th. Simon und M. Reich: Uber die Erzeugung hoch
frequenter Wechselstrome und ihre Verwendung in der drahtlosen Tele
graphie. Phys. Zeitschr. 4 (1903), 364, 737. - H. Th. Simon: Zur Theorie 
des selbsttonenden Lichtbogens. Phys. Zeitschr. l' (1906), 433. - Ders.: 
Uber ungedampfte elektrische Schwingungen. Jb. d. drahtl. Telegraphie 
1 (1907), 16. - E. Riec ke: Beitrag zur TheOl'ie ungedampfter elektrischer 
Schwingungen bei Gasentladungen. Gott. Nachr. 1907, 953. - Die prak
tische Anwendung stammt von W. Poulsen: Ein Verfahren zur Erzeugung 
ungedampfter Schwingungen und seine Anwendung auf die draht.1ose Tele
graphie. ETZ. 27 (1906), 1040. 

§ 126. E1ektrische Schwingnngen in Vakuumrohren. 

243) J. Langmuir: Thermionenstrome. im hohen Vakuum. Phys. Z. 
15 (1914), 348. - Vgl. auch H. G. Moller: Die E1ektronenrohren. Braun
schweig 1920. 

244) M. Abraham: Berechnung des Durchgriffs von Verstarkerrohren. 
Arch. f. El. 8 (1919), 42. 

245) H. Ruko p: Die Hochvakuum-Eingitterrohre. Jb. d. drahtl. Telegr. 
14 (1919),' 113. . 

246) H. Barkhausen: Die Vakuumrohre und ihre technische Anwen
dung. Jb. d. drahtl. Telegr. 14 (1919), 27; 16 (1920), 82. 

247) Vgl. D.R.P. 291604 von A. Meissner. 
248) VgI. G. Vallauri: Uber die Wirkungsweise der in der drahtlosen 

Telegraphie benutzten Vakuumrohren mit drei E1ektroden (Audion). Jb. 
d. drahtl. Te1egr. 12 (1918), 349. 

248a) Die weitere Untersuchung der Elektronenrohren erstreckt sich, 
abgesehen von den Fragen der Okonomie, des Wirkungsgrades und der 
Betriebssicherheit, besonders auf die Erscheinung des "Ziehens" bei den 
sog. Zwischenkreisrohrensendern, tiber die Literatur unter Anm. 226) an
gegeben ist. 

§ 126. AufsteHung der Telegraphengleichung. 

249) H. Poincare: Etude de 1a propagation du courant en periode 
variable. Ecl. electro 40 (1904), 121, 161, 201, 241. 
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250) K. W. Wagner: Die Fortpflanzung von Stromen in Kabeln und 
unvol1kommenem Dielektrikum. ETZ. 3 .. (1911), 258. - Ders.: gl. Tit. 
Gott. Nachr. 1910, 425. 

§ 127. Fortpnanzung von Wechselstromen lings Leitungen. 

251) Vgl. zum folgenden: G. Roessler: Fernleitung von Wechsel
stromen. Springer, Berlin 1905. 

252) Ausfiihrlicher werden die Spiralendiagramme behandelt bei F. Brei
sig: Theoretische Telegraphie. Vieweg, Braunschweig 1910, und bei 
K. W. Wagner: Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileitungen 
und Kabeln. Teubner, Leipzig 1908. 

§ 128. Kraftiibertragung mittels Wechselstrom. 

253) Wertvolle Zahlenangaben iiber die GroBe der Wirkungsgrade bei 
verschiedenen Leitungen findet man in dem Anm. 251) ziticrten Buche 
von G. Roessler. 

§ 129. Die Wanderwellen. 

254) Ausfiihrliches iiber die TheOI·ie der Wanderwellen bietet: 
K. W. Wagner: Elektromagnetische Ausgleichsvorgange in Freileitungen 
und Kabeln. Teubner, Leipzig 1908. 

255) Die Figuren 381 und 382 sind mit Genehmigung des Herrn Ver
fassers entnommen aus: K. "V. Wagner: Elektromagnetische Ausgleichs
vorgiinge in Freileitungen und Kabeln. ~Eine experimentelle Untersuchung.) 
ETZ. 32 (1911), 899, 928, 947. 

§ 130. Das Telephonkabel. 

256) Die folgenclen Zahlenwerte entstammen dem Artikel "Kabel
erscheinungen" von K. 'V. ·Wagner im Hanclworterbuch der Naturwissen
schaften, Bd. V (1914). 

257) O. Heaviside: Electromagnetic theory. London 1894. 
:l5B) J. M. Pupin: Transactions Amer. Instit. El. Eng. 11 (1900), 245. 

(AuBer den Pupin-Kabeln gibt es noch die Krarup-Kabel, die die ErhOhung 
der Selbstinduktion durch Umspinnung des Kupferdrahtes mit Eisendraht 
erreichen. Vgl. F. Breisig: Theoretische Telegraphie 1910, f'.320, und 
C. E. Krarup: ETZ. 1902, 344.) 

§ 131. Das Telegraphenkabel. 

259) Mit Genehmigung des Herrn Verlassers nach K. W. Wagner: 
Eine neue kiinstliche Leitung zur Untersuchung von Telegraphierstromen 
und Schaltvorgangen. ETZ. 33 (1912), 1289, 1321. 

260) W. Thomson: On the theory of the Electric Telegraph. Phil. 
Mag. (4) It (1856), 146. 

§ 132. Die Kettenleiter. 

261) VgI. zum folgenden: K. W. Wagner: Die Theorie der Ketten
leiter nebst Anwendungen. Arch. f. El. 3 (1915), 315. 
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261") Siehe W. Hort: Differentialgleiehungen des Ingenieurs. 2. Auf I. 
J. Springer, Berlin 1922. 

262) VgI. K. W. Wagner: Spulen- und Kondensatorleitungen. Arch. 
f. EI. 8 (1919), 6l. 

263) K. W. Wagner: Elektrische Kettenleiter und ihre teehnischen 
Anwelldungen. Z. f. techno Phys. 2 (1921), 297. - U. Meyer: Zur Theorie 
der Spulenleitungen. Z. f. techno Phys. 2 (1921), 306. - H. Wigge: Ein 
mechanisches Modell des Kettenleiters. Z. f. techno Phys. 2 (1921), 302. 

§ 133. Aufstellung der Maxwellschen Gleichungen. 

264) J. C. Maxwell, A Treatise of Electricity and Magnetism. Oxford 
1873. 

§ 134. Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen und der Energie 
im Raum. 

265) H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungen der mathe
matischen Physik. Nach Riemanns Vorlesungen bearbeitet. 4. Auf I. 
Vieweg, Braunschweig 1901. Bd. I, S.9If. 

266) J. H. Poynting: On the Transfer of Energy in the Electro
magnetic Field. Phil. Trans. 175 (1885), 343. 

§ 135. Elektromagnetische Wellen im Erdraum. 

267) Vgl. zum folgenden: F. Breisig: Theoretische Telegraphie. Friedr. 
Vieweg, Braunschweig 1910, S. 394£. 

268) J. Zcnneck: Lehrbuch der drahtlosen Telegraphie. 4. Aufl. 
Enke, Stuttgart 1916, S.297. 

269) H. Hertz: Untersuchungen tiber die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft. Leipzig 1892, S. 150. Wied. Ann. 36 (1888), l. 

270) M. Abraham: Die elektrischen Schwingungen urn einen stab
formigen Leiter, behandelt nach der Maxwellschen Theorie. Ann. d. Phys. 
(N. F.) 66 (1898), 435. 

271) A. Sommerfeld: Uber die Ausbreitung der Wellen in der draht
losen Telegraphie. Ann. d. Phys. 28 (1909), 665. - Ders. Ausbreitung 
der Wellen in der drahtlosen Telegraphie. Jb. d. drahtl. Telegr. 4 (1911),157. 

272) W. v. Rybczynski: Uber die Ausbreitung der Wellen in der 
drahtlosen Telegraphie auf der Erdkugel. Ann. d. Phys. 41 (1913), 191. -
A. Sommerfeld: Die Uberwindung der Erdkrtimmung durch die Wellen 
der drahtlosen Telegraphie. Jb. f. drahtl. Telegr. 12 (1918), 2. 

273) L. W. Austin: Uber einige Versuche mit Radiotelegraphie auf 
groBe Entfernungen. Jb. d. drahtl. Telegr. 5 (1912), 75 (Referat). 

274) Lehrbuch der drahtlosen Telegraphie 1916, S.308. 

§ 136. Antennen-Strahlung und -Empfang. 

275) K. W. Wagner: Zur Elektrodynamik von Strahlerkreisen. Arch. 
f. El. 8 (1919), 490. 

276) R. Rtidenberg: Der Empfang der elektrischen Wellen in der 
drahtlosen Telegraphie. Ann. d. Phys. 25 (1908), 446. 
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§ 137. Allgemeine "Obersicbt. 

277) G. Duffing: Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigen
frequenz und ihre technische Bedeutung. SammI. Vieweg Bd. 41/42 (1918). 

§ 138. Freie pseudobarmoniscbe Scbwingungen. 

278) J. Horn: Zur Theorie der k1einen endlichen Schwingungen von 
Systemen mit einem Freiheitsgrad. Z. f. Math. u. Phys. 41 (1902), 400, 
sowie Erweiterungen dieser Untersuchungen: Ebenda 48 (1903), 400; 
49 (1903), 246; 52 (1905), 1. 

279) Wegen dieser Methode vgI. H. Burkhardt: Schwingungen unter 
EinfluB einer dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung. 
Z. f. Math. u. Phys. 63 (1915), 303. 

280) J. Biermanns: Der Schwingungskreis mit eisenhaltiger Induk
tivitat. Arch. f. EI. 3 (1915), 345. 

281) R. Hartmann - Kempf: Uber den EinfluB der Amplitude auf 
die Tonhohe und das Dekrement von Stimmgabeln und zungenformigen 
Stahlfederbandern. Ann. d. Phys. (4) 13 (1904), 124. 

§ 139. Erzwungene Pseudobarmoniscbe Scbwingungen. 

282) O. Martienssen: Uber neue Resonanzerscheinungen in Wechsel
stromkreisen. Phys. Z. 11 (1910), 448. 

283) Vg1. G. Duffing: a. a. O. Anm. 277 ). 

284) H. Helmholtz: Die Lehre von den Tonempfindungen. 5. Aufl., 
1896, S. '650. 

280) F. Auerbach: Akustik. 2. Bd. des Handworterbuchs der Physik 
von A. Winkelmann. 1909, S.623. 

286) 'E. Waetzmann: Zur Theorie der Kombinat,ionstone. Ann. d. 
Phys. (4) 24 (1907), 68. - 01. Schaefer: -Uber mogliche Erweiterungen 
der Helmholtzschen Theorie der Kombinationstone. Ann. d. Phys. 33 
(1910), 1216. - F. A. Schulze: Zur Theorie der Kombinationstone. 
Ann. d. Phys. 34 (1911), 817. 

287) R. Konig: Uber den Zusammenklang zweier Tone. Pogg. Ann. 
151 (1876), 177. - Dcrs.: Quelques experiences d' Acoustique. Paris 1872, 
S.87. 

288) E. Waetzmann: Versuch einer Versohnung der Helmholtzschen 
Theorie der Kombinationstone und der R. Konigschen Theorie der StoB
tone. Z. f. Phys. 1, (1920),416 .. - Ders.: -Uber erzwungene Schwingungen 
bei gestorter Superposition. Ann. d. Phys. 62 (1920), 371. - Ders.: Ver
zerrung von Schwingungen infolge unsymmetrischer Verhaltnisse. Z. f. 
Phys. 1, (1920), 271. 

289) 01. Schaefer und E. Juretzka: Theorie der Kombinationstone 
an Saiten und Membranen. Ann. d. Phys. 41 (1913), 581. 

290) Erganzungell und Weiterfiihrungen zu den vorstehenden Unter
suchungen bieten: J. Horn: -Uber kleine, endliche erzwungene Schwin
gungen. Arch. f. Math. u. Phys. 28 (1920), undG. Hamel: Uber erzwungene 
Schwingungen bei endlichen Amplituden. Math. Ann. 86 (1922), 1. -
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Eine Ulltersuchung erzwungener pseudoharmonischer Sehwingungen bei 
mehreren Freiheitsgraden bietet die Theorie des Wechselstromlichtbogens 
beiA. Szarvassi: ElektrodynamischeTheorie derLiehtbogell- undFunken
entladung. Ann. d. Phys. (4) 4~ (1913), 1031. 

§ 140. Ouasiharmonische Schwingungen. 

291) Zusammenfassung der Lit-eratur bei: A. Wichert: Neuere Theorien 
der Schiittelerscheinungen elektrischer Lokomotiven mit ParaIlelkurbel
getrieben. ETZ. 42 (1921), 103, 128, 151. Den SchluBfolgerungen diesel 
Zusammenfassung kann man nieht iiberall zustimmen. 

292) Die Anwendung der quasiharmonischen Differentialgleiehung auf 
die Schiittelschwingungen wird erstmalig versucht bei E. Meissner: tiber 
Sehiittelerscheinungen in Systemen mit periodiseh veranderlicber Elastizi
tat. Scbweiz. Bauz. 7'~ (1918), 95. - Eine experimentelle FrUfung dieser 
Theorie versucbt K. E. Miiller: -ober die Sehiittelschwingungen des 
Kuppelstangenantriebs. Schweiz. Bauz. 7'4 (1919), 141. 

2"3) Diese Einfliisse und iiberhaupt die Verhaltnisse an ausgefiihrten 
Lokomotiven behandelt: A. C. Couwenboven: -ober die Scbiittelerschei
nungen elektrischer Lokomotiven mit Kurbelantrieb. Forschungsarb. des 
V. d. lng., H. 218 (1919). 

294) O. Emersleben: Freie Sehwingungen in Kondensatorkreisen. 
Phys. Z. ~~ (1921), 393. 

295) Die Tbeorie dieser Differentialgleicbung wird in besollders weit
gehellder Weise bebandelt bei G. Hamel: Ober die lineare Differential
gleichung zweiter Ordnu)'lg mit periodischen Koeffizienten. Matb. Ann. 
r:l (1912), 371. 

Anhiinge. 

296) Zur umfassenden Einfiibrung in die Vektoranalysis dienen: 
W. Y. 19natowsky, Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in der 
theoretischen Pbysik I. II. 1909/10. - E. Jahnke, Vorlesungen iiber 
Vektorenrecbnung 1905. 

297) Tabellen und zahlreiche Formeln tiber die Hyperbelfunktionen 
sind zu finden in "Hiitte", Des lngenieurs Taschenbuch, Bd. l, sowie 
bei E. J a h n k e und F. Em de, Funktionentafeln mit Formeln und 
Kurven. B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1909. 

298) Zur Einfiihrung in die Theorie der B. F. sd empfoblen: 
P. S c h a f h e i t lin, Die Theorie der Besselschen Funktionen. B. G. Teubner, 
Leipzig und Berlin 1908. - Formeln, Tabellen und Kurven der B. F. 
enthiUt auch das Anm. 297) zitierte Werk von Jahnke-Emde. 

299) Zum Studium der elliptischen Funktionen diene: M. K r au s e , 
Theorie der elliptisehen Funktionen. B. G. Teubner. Leipzig und 
Berlin 1912. - O. SehHimileh, Kompendium der b6heren Ana
lysis II. 5. H. Braunschweig 1895. 

300) Die Theorie dieser Substitution ist nachzusehen bei O. SchliimiIch, 
a. a. O. Anm. 299), S. 289 f. 
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und vermehrte Auflage. Unveriinderter Neudruck 1921. Preis M.30.-

Die Lehre von der zusammengesetzten Festigkeit nebst Aufgaben 
aus dem Gebiete des Maschinenbaues und der Baukonstruktion. Ein Lehrbuch fiir 
Maschinenbauschulen und andere technische Lehranstalten sowie zum Selbstunter
richt und fiir die Praxis. Von Ingenieur Ernst Wehnert. Mit 142 Textflguren. 
Unveriinderter Neudruck. 1920. Gebunden Preis M.24.-

Kompendium der Statik der Baukonstruktionen. VOll Dr.-Ing. 
J. Pirlet in Aachen. In zwei Biinden. 
E r s t e r Ban d: Die statisch bestimmten Systeme. 
Z wei t e r Ban d: Die statlsch unbestimmten Systeme. In vier Teilen. 

Zuerst erschien: ' 
Z wei t e r Ban d, I. Te i I: Die allgemeinen Grundlagen zur Berechnung statisch 

unbestimmter Systeme. Die Untersuchung elastischer Formanderungen. Die 
Elastizitiitsgleichungen und deren Auflosung. Mit 136 Textflguren. 1921. 

Preis M. 40.-; gebunden M.46.-
Z wei t e r Ban d, 2. T e! I: Auwendung auf einfachere Aufgaben. Gerade Trilger 

mit Endeinspannungen nnd mehr als zwei Stiitzen. Der beiderseits eingespannte 
Rahmen. Das Gewolbe. Armierte Balken nnd dergleiehen. Mit etwa 160 Text
flguren. Erscheint im Herbst 1922 

Praktische Winke zum Studium der statik und zur Anwendung 
ihrer Gesetze. Ein Handbuch fiir Studierende und praktisch tiitige Ingenieure. 
Von Robert Otzen, Geh. Regierungsrat und Professor an der Technischen Hoeh
schnle zn Hannover. Dr itt e Auflage. Mit 125 Textflguren. (C.W.Kreidel's Verlag 
ill Berlin W 9.) 1921. Preis M. 20.-; gebunden M.24.-

Statik der Vierendeeltrager. Von Dr.-Ing. K. Krlso. Mit 185 Textflguren und 
Tabellen. 1922. Preis M. 270.-; gebunden M.330.-
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Repetitorium fUr den Hochbau. FUr den Gebrauch an Technischen Hoch
schlllen und in der Praxis. Von Geheimem Hofrat Professor Dr.·lng. E. h. Max 
Foerster In Dresden. 
1. He f t: Graphostatlk und Festigkeitslehre. Mit 146 Textfiguren. 1919. 

Preis M. 66.- (einschl. Teuer1l1l.llozuschliige) 
2. He f t: AbriB der Statlk der Hochbaukonstruktlonen. Mit 157 Textftguren. 

1920. Preis M. 69.- (ein.chl. Teuerungszuschliige) 
S. H eft: Grundziige der Eisenkonstruktlonen des Hochbaues. Mit 28S Text-

figuren. 111"20. Preis M. 78.- (einschl. TeuerungszuschUige) 

Die Knicldestigkeit. Von Privatdozent Dr.-Ing. Rudolf Mayer in Karlsruhe. 
Mit 280 Textabbildungen und 87 Tabellen. 1921. 

Preis M.12O.-; gebunden M. 100.-

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der hiiheren Mathematik flir die technischen 
Berufe. Von Professor Dr.-Ing. Dr. phil. H. Egerer. 
Erster Band: Niedere Algebra und Analysis - Lineare Gebilde der Ebene und 

des Raumes in analytischer und vektorieller Behandlung -:-- Kegelschnitte. Mit 
320 Textabbildungen und 676 vollstiindig geliisten Beispielen und Aufgaben. 
Berichtigter Neudruck HI"21. Gebunden Preis M.96.-

Z wei t e r Ban d: DifferelJtial- und Integralrechnung - Reihen und Gleichungen
Kurvendiskussion - Elemente der Differentialgleichungen - Elemente der 
Theorie der Fliichen- und Raumkurven - Maxima und Minima. Mit 477 Text
abbiIdungen und iiber 1000 vollstiindig geliisten Beispielen und Aufgaben. 1922. 

Gebunden Preis M. 450.
Dr i tt er Ban d: GewiihllIiche Differentialgleichungen - FJiichen - Raumkurven

Partielle Differentialgleichungen - WahrscheinIichkeits- und Ausgleichsrech
nung - Fouriersche Reihen usw. In Vorbereitung 

Differential- und Integralrechnung (Infinitesimalrechnung). Fiir Ingenieure, 
insbesondere auch zum Selbststudium. Von Dipl.·lng. Dr. W. Koestler in Burgdorf 
und Dr. M. Tramer in ZUrich. E r s t e r T e i I: Grundlagen. Mit 221 Textfiguren 
und 2 Tafeln. 1913. Preis M. 13.-

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Dr. W. Ludwig, o. Professor 
an der Tecbnischen Hochscbule Dresden. 
E r s t e r T e i I: Das rechtwinklige ZweitafeIsystem. Vielfiache, Kreis, Zylinder, 

Kugel. Mit 58 Textfigurell. 1919. Preis M.8.-
Z wei t e r T e i I: Das rechtwlnklige Zweitafelsystem. Kegelschnitte, Durch-

dringungskurven, Schraubenlinie. Mit 50 Textftguren. 1922. Preis M. 108.-

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. In zwei Banden. Von Dr. Georg 
Scheffers, o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin. 
Erst e r Ban d: Mit 404 Textabbildungen. Unveranderter Neudruck. 

Erscheint im Sommer 1922 
Z w e i t e r Ban d: Mit 396 Textabbildungen. 1920. Preis M. 52.-; gebunden M,60.-

Planimetrie mit einem AbriJl iiber die Kegelschnitte. Ein Lehr- und 'Obungsbuch 
zum Gebr.uche an technischen Mittelschulen. Von Dr. Adolf HeB, Professor am 
kantonalen Technikum in Winterthur. Z wei t e Auflage. Mit 207 Textfiguren. 
1920. Preis M. 6.60 

Trigonometrie filr Maschinenbauer und Elektrotechniker. Ein Lehr- und Aufgaben
buch flir den Unterricht und zum Selbststudium. Von Dr. Adolf Hell, Professor 
am kaDtonalen TechDikum in Winterthur. Vie r t e, unveriinderte Auflage. Mit 
112 Textfiguren. 1922. Preis M.60.-

Lehrbuch der Mathematik. FUr mittlere technische Fachschulen der 
Mascbinenindustrie. Von Professor Dr. R. Neuendorff, Oberlebrer an der staatlichen 
hiiberen Schiff- und Maschinenbauscbule, Privatdozent an der Universitat Kiel. 
Z wei t e, verbesserte Aun.ge. Mit 262 Textfiguren. 1919. Gebunden Preis M. 12.-
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Technische Thermodynamik. Von Professor W. SchUle. 

E r s t e r Ban d: Die flir den Maschinenbau wichtigsten Lehren nebst technlschen 
Anwendungen. Vie r t e, neubearbeitete Auflage. Mit 2'25 Textfiguren und 
7 Tafeln. 1921. Gebunden Preis M. 105.-

Z wei t e r Ban d: Hohere Thermodynamik mit Einschlull der chemischen Zu
standRanderungen nebst ausgewahlten Abschnitten aus dem Gesamtgeblet 
der technischen Anwendungen. Vie r t e, neubearbeitete Auflage. Mit etwa 
210 Textabbilrlungen und 5 Tafeln. J<Jrscheint im Sommer 1922 

Leitfaden der Technischen Wiirmemechanik. Kurzes Lehrbuch der 
Mechanik der Gase und W,mple und der mechanischen Warmelehre. Von Professor 
Dipl.·lng. "T. SchUle. Dr itt e, vermehrte und verbesserte Aunage. Mit 98 Text· 
figuren und 3 Tafeln. 1922. Preis 111. 90.-

---------------------- ---_._---------

Graphische Thermodynamik und Berechnen der Verbrennungs
maschinen und Turbinen. Von III. Seiliger, Ingenieur·Technolog. 1Ilit 
71 Abbildungen, 2 Tafeln uud 14 TabeUen im Text. 1~22. 

Preis M. 160.-; gebnnden M.200.-

Die Berechnung der Drehschwingungen und ihre Anwendung im Ma· 
schinenbau. Von Heinrich Holzer, Oberingenieur der Maschinenfabrik Augsburg· 
Niirnberg. Mit vie len praktischeu Beispielen und 48 Textfiguren. 1921. 

Preis ~I. 60.-

Drehschwingungen in Kolbenmaschinenanlagen und das Gesetz 
ihres Ausgleichs. Von Dr.·lng. Hans \Vydler in Kiel. Mit einem Nachwort Be
trachtungen tiber die Eigensr.hwingungen reibnngsfreier Systeme von Professor 
Dr.·lng. Gnido Zerkowitz in MUnchen. Mit 46 Textfiguren. 1922. Preis M. 150.-

Dynamik der Leistungsregelung von Kolbenkompressoren und 
-pumpen (einschliealich Selbstregelung und Parallelbetrieb). Von Dr.·lng. l,eo 
"'alther in Niirnberg. Mit 4,1 Textabbildungen, 23 Diagrallimen und ~ii Zahle,,· 
beispielen. 1921. Preis M. 2-1-.-; gebunden M.80.-

Energieumwandlungen in Fliissigkeiten. Von Professor D6nat Banki 
in Budapest, Technische Hochschule. In zwei Banden. 

E r s t e r Ban d: Einleitnng in die Konstruktlonslehre der Wasserkraftmaschinen, 
Kompressoren, Damprturbinen und Aeroplane. Mit 591 Textabbildungen und 
9 Tafeln. 1921. Gebunden Preis M. 135.-

Regelung der Kraftmaschinen. Berechnung und Konstruktion der Schwung. 
rader, des Massenausgleichs und der Kraftmaschinenregler in elementarer Behandlung. 
Von Hofrat Professor Dr.·lng. M. Tolle in Karlsruhe. Dr itt e, verbesserte und 
vermehrte Auflage. Mit 532 Textfiguren und 24 Tafeln. 1921. 

Gebunden Preis M. 240.-

Hierzu Teuerungszuschliige 
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