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THEORIA ATTRACTIONIS CORPORUM

SPHAEROIDICORUM ELLIPTICORUM HOMOGENEORUM

METHODO NOVA TRACTATA.

1.

Satis quidem constat, problema de attractione corporis sphaeroidici elliptici
homogenei in punctum quodvis exacte determinanda ad quaestiones difficillimas
astronomiae physicae referri, pluresque geometras, inde a NEwront temporibus,
acriter iteratisque vicibus illi incubuisse. Primo quidem, investigatione ad sphae-
roidem per revolutionem semiellipsis circa alterutrum axem ortam restricta, ipse
summus NEwToN attractionem quam patitur punctum in axi situm invenire docuit,
simulque nexum inter attractiones, quas patiuntur puncta intra sphaeroidem in
eadem diametro sita, assignavit (Princip. Lib. I. Prop. XCI). Dein sagax Mac
LauriN, synthesi perelegante usus, attractionem punctorum in sphaeroidis super-
ficie vel in prolongatione plani aequatoris positorum determinavit, quo pacto si-
mul theoria attractionis punctorum intra sphaeroidem sitorum, quae per NEwron:
theorema ad attractionem punctorum in superficie facile referebatur, complete ab-
soluta erat (De caussa physica fluxus et refluxus maris, in Recueil des pidces qui
ont remporté les priz de Uacad. roi. des sc. T.IV; Treatise of fluwions B. 1. Ch.14).
Quae Mac Lauriy per synthesin enucleaverat, postea per analysin (cui antea hu-
iusmodi quaestiones inaccessibiles visae erant) haud minus eleganter eruere docuit
ill. LaeraneE, atque sic viam ad ulteriores progressus patefecit (Nouv. Mém. de
I Acad. de Berlin 1773). Scilicet adhuc desiderabatur attractio punctorum extra

sphaeroidem neque vero in axis nec in aequatoris prolongatione sitorum enodanda,
1%



4 THEORIA ATTRACTIONIS CORPORUM

quam difficillimam problematis partem absolvere contigit ill. LEcenpre (Recher-
ches sur Lattraction des sphéroides homogénes, Mémoires présentés & Uacad. roi. des
sc. T. X).

Disquisitionem generalissimam de attractione sphaeroidum non per revolu-
tionem ortarum, sed quarum sectiones cum quolibet plano sunt ellipses, iamiam
inchoaverat Mac Laurin, sed substiterat in attractione punctorum in aliquo trium
axium positorum. Theorema principale, cui solutio problematis generalissima
praesertim innititur, per inductionem quidem iam coniectaverat ill. LEGENDRE in
commentatione modo laudata, sed ill. LarLacE primo successit, omnia rigorose
demonstrare atque sic solutionem ab omni parte perfectam reddere (Hist. de lacad.
r0t. des sc. de Paris 1782; eadem solutio repetita in operibus Théorie du mouve-
ment et de la figure elliptique des planétes, atque Mécanique céleste Vol. 2).

Elegantiam ingeniique subtilitatem in hac ill. LarLacE solutione eminentem
nemo quidem non mirabitur: nihilominus tamen ipsa subtilitas arsque admiranda,
per quam arduas difficultates superavit, geometris desiderium liquit solutionis
simplicioris, minus intricatae magisque directae. Nec plane satisfecit huic desi-
derio ill. LecENDRE per novam theorematis principalis demonstrationem (Hist. de
Uacad. roi. des sc. 1788, Sur les intégrales doubles), etiamsi exquisita ars analytica
omnium geometrarum suffragia merito tulerit*). Postea clar. Bior solutionem al-
teram, alteram clar. Praxa simpliciorem reddere conati sunt (Mém. de linstitut
T. V1, Memorie di matematica ¢ di fisica della societd italiana T.XV): sed sic quo-
que utramque solutionem ad intricatissimas analyseos applicationes referendam
esse, quisque facile concedet.

Gratam itaque analystis atque astronomis fore speramus solutionem novam
problematis celebratissimi per viam plane diversam procedentem, et ni fallimur
ea simplicitate gaudentem, ut nihil amplius desiderandum linquat.

Ipsa quidem solutio nostra paucissimis pagellis continebitur. Operae tamen
pretium esse censemus, antequam ad ipsum problema, cui haec commentatio di-
cata est, descendamus, quasdam disquisitiones praeliminares, quae in aliis quo-
que occasionibus opportune applicari poterunt, aliquanto generalius exsequi fu-
siusque explicare, quam instituti nostri ratio per se spectata postularet.

*) De his duabus solutionibus e. g. ita fudicat ill. LacraNGE: On ne peut regarder leurs solutions
que comme des chefs-doeuvres danalyse, mais on peut désirer encore une solution plus directe et plus simple;
et les progrés continuels de Uanalyse donnent liew de lespérer. Nouv. Mém. de Pacad. de Berlin 1793. p. 263.



SPHAEROIDICORUM ELLIPTICORUM HOMOGENEORUM ETC. 5

2.

Considerabimus generalissime corpus finitum figurae cuiuscunque, a reli-
quo spatio infinito per superficiem unam continuam vel plures continuas interque
se discretas separatum (si forte corpus cavitatem unam pluresve includat), quarum
complexum simpliciter superficiem corporis dicemus. Concipiatur haec superficies
in infinita elementa ds divisa; sit P punctum elementi ds, cuius coordinatae ad
tria plana inter se perpendicularia relatae denotentur per #,y,2. Sint PX, PY, PZ
rectae axibus coordinatarum resp. parallelae, atque in plagas eas directae, versus
quas coordinatae incrementa pesitiva capere supponuntur, porro sit PQ super-
ficiei normalis extrorsumque directa. Sit M punctum attractum ubicunque libet
situm, ipsius coordinatae a, b, ¢, atque distantia PM (semper positive 'acci-
pienda) == ». Angulos quos facit recta PM cum PX, PY, PZ denotabimus
per MX, MY, MZ, angulosque inter PQ atque PX, PY, PZ, PM per
QX, QY, QZ, QM. Haec omnia ad puncta superficiei indefinite referuntur:
quoties de pluribus punctis superficiei determinatis agendum erit, iisdem cha-
racteribus accentibus distinctis utemur.

3.

Concipiatur planum axi coordinatarum @ normale, ita tamen, ut si ipsius
aequatio exhibeatur per # = a, o sit minor quam valor minimus coordinatae
in superficie corporis. Corpus in hoc planum proiectum figuram finitam ibi de-
signabit, quam in elementa infinita d2X dispertitam supponemus. In elementi
d2 puncto II erigatur perpendiculum (sive axi coordinatarum « parallelum),
quod secet corpus in punctis P’, P", P"” etc.: horum punctorum multitudo ma-
nifesto erit par. Erigantur etiam perpendicula ad planum in singulis punctis cir-
cumferentiae elementi d2, quae formabunt superficiem cylindricam sensu latiori,
atque e superficie corporis elementa ds', ds”, ds” etc. rescindent. Elementum
d2 erit proiectio singulorum elementorum ds', ds”, ds” etc., unde patet esse
d2 = +ds.cos QX' = +ds".cos QX" = +-ds". cos Q X" etc., signo superiori
vel inferiori valente, prout cosinus anguli acuti vel obtusi adest. Quoniam vero
manifesto perpendiculum in P’ corpus ingreditur, in P” e corpore exit, in P"
rursus intrat etc., facile perspicitur, QX' obtusum esse, Q X" acutum, QX"

obtusum ete., ita ut habeatur
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d¥ = —ds.cos QX' = 4ds".cos QX" = —ds".cos QX" etc.
adeoque propter partium multitudinem parem
ds’. cos QX'4-ds".cos Q X"-}-ds".cos QX"+ etc. = 0

Tractando eodem modo omnia reliqua elementa d2Z, atque summando,
nanciscimur

THEOREMA PRIMUM.

Integrale [dscos Q per totam corporis superficiem extensum fit = 0.
Generalius eodem modo invenitur, integrale

J(Tcos QX+ UcosQY+Vcos QZ)ds

evanescere, si T, U, V resp. designent functiones rationales solarum y, z so-
larum @, z solarumque &, y.

4.
Quum volumina partium cylindri a plano nostro usque ad puncta P', P", P"
ete. resp. sint =d2.(@—a), d2.(@"—a), dZ.(@"—a)etc., pars voluminis cor-
poris ea, quae intra cylindrum sita est, erit

= —&d24-2"d2 —a"d 24 ete.
=ds.2'cos QX 'ds". 2" cos QX" ds". 2" cos QX"+ etc.

unde summando pro omnibus dX obtinemus

THEOREMA SECUNDUM.
Volumen integrum corporis exprimitur per integrale [ds.xzcos QX' per totam
superficiem extensum.
Manifesto idem volumen etiam per [ds.ycos QY vel per [ds.zcosQ Z
exprimere licebit.

5.
Concipiatur iam primo cylinder totus materia uniformiter densa repletus,
videamusque quantam singula eius elementa attractionem in punctum M exer-
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ceant. Dividatur cylinder per plana infinite sibi proxima basique parallela in cy-
lindros elementares, qualium unus, ad punctum cuius coordinatae sunt &, 7, ¢,
per d2.d& exprimi poterit. Huius distantia a puncto M erit

=V(@—&+E—n)’+(—Cf)=p

unde ipsius attractio in punctum M exhiberi poterit per dX.d&.fp, denotante
functione fp legem attractionis. Quare quum per totum cylindrum sola & tam-
quam variabilis spectanda sit, erit pdp = —(¢—£)d§, et proin attractio ele-

. .dp.d2 . . . .
menti = —*Z (‘;_PE)—. Qua resoluta in tres attractiones partiales axibus coor-

dinatarum «, y, z parallelas atque oppositas, prima erit —= —fp.dp.d2. Hinc
designando integrale [fp.dp per Fp, attractio cylindri a basi dZ usque ad
punctum cuius coordinata prima = £ in punctum M secundum axem coordina-
tarum @ erit = —(Fp—Const.)d2 = — (Fp— FR)dZ, si R supponitur de-
signare distantiam basis d2 a puncto M. Hinc sequitur, eandem attractionem
partialem omnium partium corporis, quae intra cylindrum iacent, fieri

I

(Fr'— Fr'+ Fr"—etc.)d2
— Fr.ds.cos QX'— Fr".ds". cos Q X"— Fr".ds". cos Q X"— etc.

I

Extendendo haec ratiocinia ad omnia elementa d, colligimus

THEOREMA TERTIUM.

Attractio corporis in punctum M, axi coordinatarum x parallela atque oppo-
sita, exhibetur per integrale — f Fr.ds.cos QX per totam superficiem extensum.
Prorsus simili modo manifesto attractio secundum duas reliquas directiones

principales exprimetur per integralia — f Fr.ds.cos QY, — f Fr.ds.cos QZ.

6.

Tam rem alia via aggrediemur. Concipiatur superficies sphaerica radio =1
circa centrum M descripta, atque in elementa infinite parva dispertita. Sit II
punctum huius superficiei ad spatiolum dZ in eadem pertinens; ducatur radius
MII, atque si opus est ultra sphaerae superficiem indefinite producatur. Sint
P, P, P" etc. puncta, in quibus hic radius superficiem corporis nostri deinceps
secat, excluso tamen ipso puncto M, si forte in ipsa superficie iacet. Horum



8 THEORIA ATTRACTIONIS CORPORUM

itaque punctorum multitudo par erit vel impar, prout M situm est extra solidi-
tatem corporis vel intra, patetque casum ubi M in ipsa corporis superficie iacet,
annumerari debere vel casui priori vel posteriori, prout radius MII ab initio vel
a corporis soliditate recedit, vel eam intrat. Concipiantur porro rectae a M ad
peripheriam spatioli d2 ductae, quae formabunt superficiem conicam (sensu la-
tiori), atque in superficie corporis nostri ad puncta P’, P", P" etc. resp. spatiola
ds, ds”, ds” etc. definient. Denique describantur per puncta P’, P", P" etc.
portiunculae superficierum sphaericarum e centro M radiis

MPI — r" MP” J— 7'", MP"’ p— r’" etc.

sintque spatiola, quae conus ex illis exsecat, dd/, do”, d6” etc. Omnia haec
spatiola dZ, ds, dd'etc. tamquam positiva spectabimus. His praemissis habemus

do ds” de"”
dE Y T '7._11;.7! e etc'

Spatiolum da’ considerari potest tamquam proiectio spatioli ds" in planum, cui
recta P’'M est normalis. Hinc erit dd' = +-ds’.cos M Q', signo superiori vel
inferiori accepto, prout M Q' acutus est vel obtusus: casus prior locum habet,
quoties recta a P’ ad M ducta a corpore recedit, 1. e. quoties M iacet extra cor-
pus, casus posterior vero, quoties recta P'M in P’ corpus intrat, i.e. quoties M
iacet intra corpus. Perinde erit do” = Frds"cos MQ", do" = -}-ds". cos MQ"etc.,
unde patet,
I. Si M iaceat extra corpus, haberi

ds'.cosMQ' = ++dx

ds".cosM Q"= —»"7¥"d2
ds”.cosM Q" = -r"r"d%
ete.

II. Sivero M iaceat intra corpus, fieri

ds'.cosMQ = —7'¥d2
ds".cosMQ" = —++"r"d 2
ds".cosM Q"= —+"r"d X
etc.

In casu I itaque erit (propter aequationum multitudinem parem)
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ds’.cos M Q' ds”. cos M Q" 8" .cosMQ"™
o + P + P + etc. — 0
in casu II vero (propter aequationum multitudinem imparem)

ds’.cosMQ’ | ds".cos M Q" §".cos M Q"
r + r" " _l_ P + &C- b d 2

Tractando eodem modo omnia elementa d2, et summando, ad laevam ma-
nifesto habebimus integrale [ és—(’%M—Q per totam corporis superficiem extensum,
ad dextram vero in casu priori 0, in posteriori aream integram superficiei sphae-
ricae radio = 1 descriptae negative sumtam, i.e. — 4w, denotante m semi-
circumferentiam circuli, cuius radius = 1.

De casu, ubi M in ipsa corporis superficie collocatur, seorsim dicendum
est. Concipiatur planum tangens superficiem corporis in puncto M, quod super-
ficiem sphaericam in duo hemisphaeria aequalia dirimet, alterum ab eadem parte
plani, a qua est soliditas corporis in M, alterum a parte opposita. Respectu
omnium elementorum d2, quae sunt in hemisphaerio priori, punctum M con-
siderandum erit tamquam punctum internum, pro reliquis tamquam externum.
Hinc patet, e summatione omnium

ds’'.cos M Q' ds”.cos MQ" s cosMQ"
’I"’I', + T"’I‘” + m 7 + etc

prodire tantummodo aream dimidiam sphaerae negative sumendam. Ita stabilimus

THEOREMA QUARTUM.

Integrale [ M@ per totam corporis superficiem extensum fit vel — 0,

vel = —2m, vel = —47:, prout M iacet extra corpus, vel in eius superficie, vel
intra corpus.
Ceterum per eadem ratiocinia demonstratur, generaliter integrale f —————Pd" cos MQ

in casu primo evanescere, si P denotet functionem quamcunque rationalem quan—-

titatum cosM X, cosMY, cos M Z.

7.
Volumen spatii conici a vertice usque ad punctum P’, P", P"etc. resp. est
= $r'dd, $r"dd", 4r"ds” etc.
sive
= +4rds. cosMQ, F4r'ds".cos MQ", +4r"ds".cos MQ" etc.
v. 2
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signis superioribus vel inferioribus valentibus, prout M iacet extra vel intra cor-
pus. In casu priori autem partem soliditatis corporis constituunt partes coni a
P’ usque ad P", a P” usque ad P™ etc., in posteriori vero partes conia M
usque ad P’, a P" usque ad P” etc. In utroque igitur casu pars corporis ea,

quae iacet intra conum basi dX insistentem, fit
= —4('ds.cosMQ'+7r"ds".cos M Q"+ r"ds". cos M Q"+ etc.)

Tractando eodem modo cuncta elementa dX, et summando, obtinemus

THEOREMA QUINTUM.
Volumen corporis integri aequale est integrali —+4 [rds.cos M Q per totam

corporis superficiem extenso.

8.

Iam supponamus, corpus esse uniformiter densum, singulaque eius ele-
menta exercere attractionem in punctum M alicui functioni distantiae proportio-
nalem, ita ut denotante p distantiam elementi a puncto attracto, attractio ex-
primatur per elementi volumen multiplicatum in fp. Concipiatur primo conus
noster basi dX insistens totus materia plenus, atque per superficies sphaericas
infinite sibi proximas e centro M descriptas in elementa infinita dispertitus. Tale
elementum, ad sphaeram cuius radius = p, exprimetur per ppdp.dE, adeo-
que vis, qua agitin M, per d2.ppfp.dp. Denotando itaque integrale .['p pfp.dp
per ®p, patet dX.(@p— D0) exprimere attractionem partis coni a vertice usque
ad distantiam p in punctum M, sive generaliter dX.(®p'—®p) attractionem
coni inter distantias a vertice p et p. Ac omnibus itaque partibus corporis nostri
intra conum iacentibus attrahetur punctum M in directione MII vi, quae ex-
primitur per

A2 . (—Or'4-Dr"— Dy ete.)

quoties M iacet extra corpus, vel per

d2. (— 004 Dr— 0" Or"— ete.)

quoties M iacet intra corpus, sive
in casu priori per
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ds’.(DT’.COSMQ’ ds”. (DT”. COSMQ" dS"’. (DTW.COSMQ’" t
7', 7" T" 7'" rwrm e c-

in casu posteriori vero per eandem formulam adiecta parte

—d3. 0o

Multiplicando hanc expressionem per cosMX, habebimus vim, qua par-
tes corporis intra conum sitae attrahunt punctum in directione axi coordinatarum

x parallela atque opposita. Hinc vis, qua corpus integrum agit in eadem di-
ds.®r.cosMQ.cos M X

rr
superficiem extensum, siquidem punctum attractum iacet extra corpus, sed ad-

iicere adhuc oportet integrale —®0. f d2.cos M X per totam superficiem sphae-

rectione, exprimetur per integrale — f , per totam corporis

ricam extensum, quoties M iacet intra corpus. Nullo porro negotio perspicitur,
in casu eo, ubi M iaceat in corporis superficie, adiiciendum quidem esse idem in-
tegrale — 0. f dZ.cos M X, sedperdimidiam tantummodo sphaerae superficiem
extensum, et quidem per hemisphaerium id, quod definitur plano corporis super-
ficiem in M tangente atque ab eadem plani parte iacet, a qua est soliditas cor-
poris in puncto M. Ut valorem huius integralis determinemus, concipiamus so-
lidum intra hemisphaerium istud atque planum inclusum. Denotet 6 indefinite
angulum inter rectam superficiei huius solidi normalem extrorsumque directam
atque rectam axi coordinatarum @ parallelam. Hinc per Theorema Primum in-
tegrale f ds.cosf per fotam solidi superficiem extensum evanescit, unde si in-
tegrale per solam partem planam superficiei extensum supponitur — J, integrale

per superficiei partem curvam debebit esse =— —J. Sed in parte curva ds
convenit cum nostro d¥, 6 vero fit = 180°—MX. Hinc patet, integrale
——de .cos M X, per hemisphaerium extensum fieri = —.J. In parte plana au-

tem superficiei manifesto 6 est constans, atque aequalis valori ipsius QX in
puncto M, unde J aequalis erit producto cosinus huiusce anguli in aream plani,
quae fit = =. Hinc colligitur, integrale — ®0.[dX.cos MX, per hemisphae-
rium quod supra definivimus extensum, fieri = —=®0.cos QX, sumtopro QX
valore in puncto M. Prorsus eodem modo valor integralis —®0.[d=Z.cos M X
per hemisphaerium alterum extensum invenitur = —+47®0.cos QX, unde inte-
grale per totam sphaeram fit = 0. Ex his omnibus colligimus

2*
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THEOREMA SEXTUM.

Attractio corporis in punctum M, axi coordinatarum x parallela et opposita,
exhibetur per integrale

_j-ds.(l)r.cosMQ.cosMX
rr
per totam superficiem extensum, swe M idaceat extra corpus, sive intra, sed adiecta
parte —wD0.cos QX, quoties M iacet in ipsa superficie, ubi pro QX accipien-
dus est valor definitus, quem habet in M.
Manifesto vires secundum directiones axibus coordinatarum y, # parallelas
atque oppositas perinde exprimentur per integralia

__fds.q)r.cosMQ.cosMY fds.q)r.cosMQ.coleIZ
rr ’ rr

quibus adiicere oportet —n®P0.cosQY, —wP0.cos QZ (sumtis pro angulis va-
loribus definitis in M), quoties M iacet in corporis superficie.
Ceterum facile perspicitur, tres vires

—700.c0sQX, —wD0.cosQY, —mD0.cosQZ

aequivalere unicae = —n®0 ipsi superficiei normali introrsumque directae.

Manifesto evolutione integralis — 0. f d2.cos M X supersedere potuisse-
mus, si functio f ita comparata est, ut liceat statuere ®0 = 0; sed maluimus
disquisitionem omni generalitate persequi. Quoties autem attractio cubo altiorive
potestati distantiae inverse proportionalis supponitur, patet, illud non licere, sed
necessario fieri ®0 = — oo, unde sequitur, in tali suppositione punctum in cor-
poris superficie positum vi infinita versus solidum premi.

9.

Per methodos hactenus explicatas integralia, quae per totum corporis volu-
men extendi debuissent (integralia tripla), ad talia reduximus, quae tantummodo
per corporis superficiem sunt extendenda, et quidem duplici modo. Indoles su-
perficiei exprimitur per aequationem inter coordinatas @, y, #, i.e. per aequatio-
nem W — 0, denotante W functionem variabilium @, y, 2, quam ab omni ir-
rationalitate liberam supponere licet. Prodeat e differentiatione functionis W

dW = T'de+Udy—+Vdz
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constatque, T, U, V resp. proportionales esse cosinibus angulorum rectae, quae
superficiei normalis est, cum rectis axibus coordinatarum @, y, # parallelis, i. e.
angulorum QX, QY, QZ. Hinc quidem colligitur, esse

_ 7

cos @X = VIT+ ULV V)
+U

cos QY = VITIUULV 7)
+7

€8 QZ = SFr T TV

sed ambiguum manet, utrum signa superiora, an inferiora adoptare oporteat.
Quod ut decidamus, capiamus in recta PQ superficiei in P normali extrorsum-
que directa punctum P’ ipsi P infinite proximum, sitque distantia PP — dw.
Erunt itaque coordinatae puncti P’ resp.

a+dw.cos QX = x-+da

y+dw.cos QY = y-+dy
z24+dw.cosQZ = z-}dz

adeoque incrementum valoris functionis W inde a puncto P (ubiest = 0) us-

que ad punctum P’

= dw.(Tcos QX+UcosQY+V cos QZ)
+dw.\(TTHUU4VYV)

l

Hinc patet, signa superiora valere, si recedendo a corporis soliditate functio W
nanciscitur valorem positivum, et proin negativum ingrediendo corporis solidita-
tem, contra signa inferiora valere in casu opposito. Revera quum superficies
nostra tum corporis soliditatem a reliquo spatio vacuo separet, tum spatii partes
eas, ubi W positivum valorem obtinet, ab iis, ubi valor functionis W fit negati-
vus, generaliter loquendo vel extra corpus valor functionis W positivus erit, in-
tra negativus, in quo casu signa superiora accipienda erunt, vel functio W nega-
tiva erit extra, positiva intra corpus, in quo casu signa inferiora valebunt.
Cosinus angulorum reliquorum, quibus in formulis nostris opus est, etiam

facilius evolvuntur. Habemus scilicet
a = x-+rcosMX

b= y-+rcosMY
¢ = z2-+rcosMZ
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unde r = V/((a—a)'+ (b —g)'+ (c—2/")

cosMX = a:x
cos MY = 2—¢
cosMZ = *—%

denique per theorema satis notum fit

cosMQ = cosMX.cos QX +cosMY .cosQY—+cosMZ.cosQZ

sive

4 Ta—2)+UG—y) +V(e—7)
cosMQ = + (T T+UULVP)

10.

Tam ut integratio expressionum differentialium per totam superficiem absolvi
possit, has expressiones ita transmutare oportet, ut duas tantummodo variabiles
contineant. Hoc fieri quidem potest eliminando unam e variabilibus «, g, 2 ad-
iumento aequationis W = 0: sed plerumque hoc modo formulae minus tracta-
biles prodeunt. Praestat itaque, duas novas indeterminatas p, ¢ introducere,
ita ut tum @, tum y, tum z tamquam functiones harum indeterminatarum con-
siderare oporteat.

Simulatque igitur ipsis p, ¢ valores determinati tribuuntur, etiam #, y, z de-
terminatae erunt, i. e. illis punctum determinatum in corporis superficie respon-
debit. Haec mutua correlatio clarius ob oculos ponetur, si planum indefinitum
concipiamus, cuius singula puncta per coordinatas rectangulares p, ¢ exhibean-
tur. Cuivis itaque puncto plani respondebit punctum in superficie corporis et
quidem unicum tantum, si res ita instructa est, ut @, y, # sint functiones uni-
formes indeterminatarum p, g. Quodsi vice versa etiam per @, y, z plene et
absque ambiguitate determinantur p et ¢, manifesto cuivis puncto superficiei cor-
poris unicum tantum plani punctum respondebit, planumque in hoc casu undi-
que in infinitum porrigi debet, quo integram corporis superficiem exhauriat. Alio-
quin autem plani partem tantummodo considerare oportebit, limitibus finitis vel
infinitis descriptam, quae corporis superficiem quasi repraesentabit. Concipiatur
planum per infinitas rectas tum lineae abscissarum parallelas tum ipsi normales
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in elementa rectangula divisum: huiusmodi elementum, inter puncta quorum co-
ordinatae sunt

2 q
pt+dp, q

» q+dg
p+dp, ¢+dyg

contentum, erit = dp.dq, respondebitque elemento parallelogrammatico in su-
perficie corporis contento inter quatuor puncta, quorum coordinatae resp. erunt

1 a, v, 2
1. x4 Adp, Y-+ pdp, z-4-vdp
III. z+Ndg, y+dg, z—vdg

IV. 2+Adp—+ANdq, y—+pdp+4pdg, z4vdp-4vdg
si supponimus, esse

dz = Adp-+Ndg

dy = pdp+pdg
dz = vdp4-vdyg

Proiectiones huius areae, quam statuimus = ds, in tria plana axibus coordina-
tarum «, y, # normalia, facile inveniuntur resp. =

(v —vp)dp.dg

(vN—\v)dp.dg

(i—pX)dp.dg

unde per theorema satis notum ipsa elementi area erit
— dp.dq.y((py—vp P ON— AV PP (g — k' )?)

Hinc patet, singula integralia in sex nostris theorematibus prolata, ad for-
mam talem reduci [Sdp.dg, ubi S vel explicite vel implicite sit functio dua-
rum indeterminatarum p, ¢, integrationemque vel per totum planum infinitum
extendendam esse, vel per eam plani partem, quae superficiem integram corporis

H

nostri quasi repraesentat. Integratio ipsa autem modo his modo illis artificiis
absolvetur, de quibus regulae generales dari nequeunt.
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Ceterum adhuc observamus, quum substitutis pro 2, Y» 2 valoribus per p, ¢
expressis, functio W necessario fieri debeat identice — 0, etiam identice i. e.
independenter a valoribus ipsarum dp, dg fieri debere

0 = A4 pU~+v V)idp+(NT+p' U4 V)dgq
sive haberi
AT+ p U4V =0
NTHpU4VV =0

Hinc sequitur, quantitates pv'—vp/, VW—DAv, h'—pX resp. ipsius 7T, U, V,
sive cosinibus angulorum QX, QY, QZ proportionales evadere, quod iam e
supra dictis, sed remanente signorum ambiguitate, colligere licuerat.

11.
Ab his disquisitionibus generalibus ad corpora sphaeroidica elliptica descen-
dimus, quorum caussa illae fuerant susceptae. Initio abscissarum in corporis
centro sumto, semiaxibusque per 4, B, C' designatis, aequatio superficiei erit

xxxr yy 24 _
it toe=1
Statuemus itaque W = 7%+ #5+a5—1, unde patet, pro omnibus

punctis intra corpus W obtinere valores negativos, positivos autem pro omnibus

punctis extra corpus. Porro erit 7 — j——z, U= %, V= -c—,z%; statuendo
itaque

erit
cosQX:W‘ffz, COSQY:“%—B, cosQZ_—_—_W%
a—zx)x b— c—2)2
COSQM: q)_;(( AA) +(Bg)y+( CC) )
12.

Iam introducamus duas indeterminatas P q tales ut fiat

& = Acosp
Y = Bsinp.cosgq
2z = Csinp.sing
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Facile perspicietur, totam sphaeroidis superficiem sic exhauriri, si p extendatur
a 0 usque ad 180° ¢ vero a 0 usque ad 360°. Porro habebimus

A= — Asinp, N=0

. = Bcosp.cosq, o = — Bsinp.sing

v = Ccosp.sing, v = Csinp.cosq
pv—vyp' = B Ccosp.sinp = ABCsinp.
yN—AMv' = ACsinp®. cosg = ABCsinp.

SRR

Ap'— pN = A Bsinp®.sing = AB Csinp.

Hinc quoniam sinp intra limites, quos hic consideramus, ubique fit quan-
titas positiva, statuere oportet

ds =dp.dg. ABC.{.sinp

Applicando has formulas ad theorema secundum, fit corporis volumen seu
(statuendo densitatem = 1) massa

= [fdp.dg. ABC.cosp®.sinp
sive integrando primo secundum ¢
= 2n[dp.ABC.cosp®.sinp = 4w ABC[dp.(sinpsin3p)

quod integrale a p = 0 usque ad p = 180° est extendendum. Hinc provenit
4mt ABC, uti aliunde constat.

13.

Ad determinandam attractionem, quam sphaerois exercet in punctum quod-
cunque, si attractio cuiusvis elementi quadrato distantiae a puncto attracto reci-
proce proportionalis supponitur, habemus fr = ri—r, Fr = —:7, Or =r. Sit
attractio sphaeroidis integri secundum directionem axi coordinatarum  paralle-
lam atque oppositam = X, statuaturque X =— ABCE. EFrit itaque, per theo-
rema tertium,

X :f/dp.qustinp —ffdp.qucmrm

rd —
adeoque
V. 3
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1] E __j‘j‘dp .dg. cosp. sinp
Perinde obtinemus, per theorema sextum
[2) £ — ___'/‘fdp-drqs' sinP.(a___ )((a—w)x+(b ?/)?/_I__(c—-z)z)
Denique theorema quartum nobis suppeditat
(3] ffdp dq sinp (a—x)w_l_(b—y)y_'_(c—Z)z) 0
vel = — 24'1;—0

prout punctum M iacet vel extra corpus, vel intra corpus.

Iam quantitates A4, B, C tamquam valores particulares trium variabilium
o, 6, v consideramus, ita comparatarum, ut ac—=%96, aa—7yy sint constan-
tes. Ita £ spectari poterit tamquam functio variabilium a, 8, y seu potius unius
ex ipsis: variationes simultaneas quantitatum &, a, G, 7 per characteristicam o
distinguemus.  Facile concluditur ex aequatione [1], crescentibus a, 6, y in
infinitum, & ultra omnes limites decrescere, quum manifesto vel valor minimus
ipsius » ultra omnes limites crescat. Statuere itaque oportet £ =0 pro a = oco.
Differentiando aequationem [1] ita exhibitam

ok :__fjvdp.dq.j'osp.sinp

secundum characteristicam &, prodit

o 0E+Eda = f/dl’ dg. 00510 sinp.dr

Sed habemus
rdr = —(@—a)0a—(b—y)dy —(c—2)dz

— (a—a)cosp.da—(b—y)sinp.cosq.86—(c~—2)sinpsing. Jy
—(a—)a.F—b—y)y. F—(c—52. 2

— o, ((a x)z+(b y)y+(c—z)z)

I

Il

I

(propter 08a—886 = 0, ada— ydy = 0): hinc fit
adi+Eda = da. [0, xsmp((a—x)x+(b—y)y+(c—z)z)

Hinc subtrahendo aequationem [2), in 8o multiplicatam, postquam 4, B, C
in a, 8, Y mutatae sunt, fit
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a0k = Ba'fj‘dp-dqréasinp((a—;;)x_i_(b;g,)y +(0::)z)

Huius aequationis pars ad dextram per aequ. [3] fit vel = 0 vel = B LLLL

aby ’
prout M iacet extra vel intra corpus, ita ut fiat in casu priori

(4] 0E=0

in posteriori autem

. 4Tada
[O] BE = aaby

Aequatio [4] protinus ostendit, & esse constantem, sive attractionem X
massae proportionalem pro omnibus ellipsoidibus, in quibus aa—86, aoa—yy
sint quantitates constantes, i.e., quarum tres sectiones principales sint ellipses
ex iisdem focis descriptae, quamdiu punctum attractum extra sphaeroidem iaceat.
Quam conclusionem, quum omni rigore vera sit, quantumvis proxime sphaeroi-
dis superficies ad punctum attractum accedat, necessario etiam ad sphaeroidem
ipsam extendere licebit, cuius superficies per ipsum punctum attractum transit.

Problema itaque de attractione sphaeroidis in punctum quodcunque exter-
num determinanda, reducitur ad duo alia problemata, scilicet primo ad determi-
nationem dimensionum alius sphaeroidis ex iisdem quibus sphaerois proposita
focis descriptae punctumque attractum transeuntis, secundo ad problema de at-
tractione sphaeroidis in punctum in ipsius superficie positum. Problema prius
pendet a solutione aequationis cubicae, quam semper radicem realem unicam in-
volvere facile demonstratur, cuique hic immorari superffuum videtur. Ut vero
problema alterum solvamus, consideremus casum alterum, ubi punctum attractum
iacet intra corpus. Quum sit 66 = aa4-BB—A4A4, vy = aa++CC—AA,
substituemus hos valores in aequatione [5], simulque faciemus é: t. Hinc

emergit
s4anittdt

—— BB ce
(1= (1= 8 (1= (1— Z2)80))

05 =

sive restituendo characteristicam d, et integrando
iam tede

Ay (0=0=E2yi0—0— Ty

quod integrale ita sumendum est, ut evanescat pro ¢ = 0, ac dein, pro sphae-

roide determinata, cuius semiaxes sunt 4, B, C, extendendum usque ad ¢ = 1.
Habemus itaque
3 *
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ttd ¢
V(= 0—22yiy 01— (1—C %)

4anBC
[6] X =

integratione a # = 0 usque ad ¢ = 1 extensa. Manifesto attractiones axibus
coordinatarum g, z parallelae hinc sponte derivantur, si a, A cum b, B vel
cum ¢, C permutantur.

Haec itaque formula suppeditat attractionem omnium punctorum intra
sphaeroidem, et quum rigorose sit vera, quantumvis proximum sit punctum at-
tractum ipsi sphaeroidis superficiei, etiam usque ad puncta in superficie posita
valebit. Ad quam quum attractio punctorum externorum iam reducta sit, pro-
blema iam complete est solutum.

Aequatio [6] praeterea docet, pro puncto interno attractionem omnium sphae-
roidum similium similiterque positarum prorsus identicam esse. Quodsi itaque
huiusmodi sphaerois in plura strata divisa concipiatur, quorum superficies inter-
nae et externae superficiei sphaeroidis sint similes similiterque positae, manifesto
singula strata punctum attractum circumvolventia ad attractionem in hoc punctum
nihil conferent, ita ut tantummodo restet attractio nuclei interioris, cuius su-

perficies per ipsum punctum transit.

14.

De ipsa integratione formulae [6] non opus est prolixe disserere. ~Constat
scilicet, eam a transscendentibus pendere, circulo logarithmisque altioribus, si
omnes A, B, C sint ina.equales: in hoc itaque casu ad series confugiemus, quae
tanto citius convergent, quo minus sphaerois a sphaera discrepat. Si vero duae
quantitatum A, B, C sunt aequales, e. g. A = B, in quo casu sphaerois orta

erit per revolutionem circa axem = 2 C, erit
4maC ttdt
R R Ly
A4
27”1008(?

gt (P —#sin2¢)

ce . .
statuendo g_—_ cosp, vel /(1— =) =sinp, si C<4, aut

2na CC 2ntadAC lo C+V(CC—A44)

X = —
CC—4d4 (co—44)} J 4

si C>A.



SPHAEROIDICORUM ELLIPTICORUM HOMOGENEORUM ETC. 21

Attractio in directione coordinatis y parallela et opposita, prodit mutando
in his formulis @ in b, unde patet, has duas vires aequivalere unicae, cuius di-
rectio axi 2 C normalis est, cuiusque intensitas invenitur, si in formula modo
tradita o in distantiam puncti attracti ab hoc axe mutatur.

Attractio denique in directione coordinatis z parallela et opposita i. e. ad
aequatorem normali, fit in casu, ubi B = 4,

__4amcdAd ttdt
- cc A4
1_(1—71—(7)“

unde eruitur, si C<CA, ponendo ut supra -g = cosQ,

__ 4mccosg

sing® (tang — Cp)

si vero C>A4, prodit

4ncdAdC lo C+y(CC—A44) 4mncAdAd
(CC—A4)% 4 CC—44

Tandem, si omnes tres 4, B, C sunt aequales, i. e. si corpus est sphaera, at-
tractiones secundum tres directiones principales fiunt

tma, 4nb, 4wc

1. e. identicae cum iis, quas nucleus sphaericus, in cuius superficie punctum at-
tractum iacet, exerceret, si ipsius massa in centro esset concentrata. Hinc etiam
sponte sequitur, puncta externa a sphaera perinde attrahi, ac si eius massa tota
esset in centro, uti Newron primus docuerat.

ADDITAMENTUM.

Postquam haecce iam perscripta essent, innotuit, indicante ill. Laprack,
commentatio egregia cl. Ivory in Philosophical Transactions ad A. 1809 ; ubi idem
argumentum per methodum ab iis, quibus usi erant ill. Larrace et LeceNDRE, pror-
sus diversam tractatur. Summa elegantia ille geometra attractionem puncti ex-
terni ad attractionem puncti interni reducere docuit, i. e. problematis partem,
quae semper pro difficiliori habita est, ad faciliorem. Methodus autem, per quam
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hanc alteram partem tractavit, longe magis complicata est, partimque perinde
ut methodus, qua ill. Laprace pro punctis externis usus erat, considerationi serie-
rum infinitarum non semper convergentium innititur, quam utique evitare licuis-
set. Ceterum haec solutio clar. Ivory, quae obiter spectata quandam similitu-
dinis speciem cum nostra prae se ferre videri posset, propius examinata princi-
piis omnmino diversis inniti invenietur, nec fere quidquam utrique solutioni com-
mune est, nisi usus indeterminatarum a nobis per p, ¢ denotatarum.
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UBER EIN NEUES

ALLGEMEINES GRUNDGESETZ DER MECHANIK.

Bekanntlich verwandelt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten die
ganze Statik in eine mathematische Aufgabe, und durch Davemserr’s Princip fiir
die Dynamik ist diese wiederum auf die Statik zuriickgefiihrt. Es liegt daher in
der Natur der Sache, dass es kein neues Grundprincip fiir die Bewegungs- und
Gleichgewichts-Lehre geben kann, welches der Materie nach nicht in jenen beiden
schon enthalten und aus ihnen abzuleiten wire. Inzwischen scheint doch wegen
dieses Umstandes noch nicht jedes neue Princip werthlos zu werden. Es wird
allezeit interessant und lehrreich bleiben, den Naturgesetzen einen neuen vor-
theilhaften Gesichtspunkt abzugewinnen, sei es, dass man aus demselben diese
oder jene einzelne Aufgabe leichter auflosen kénne, oder dass sich aus ihm eine
besondere Angemessenheit offenbare. Der grosse Geometer, der das Gebdude der
Mechanik auf dem Grunde des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten auf
eine so glinzende Art aufgefiihrt hat, hat es nicht verschmiht, MavpErTUIS Prin-
cip der kleinsten Wirkung zu grosserer Bestimmtheit und Allgemeinheit zu erhe-
ben, ein Princip, dessen man sich zuweilen mit vielem Vortheil bedienen kann *).

*) Es sei mir jedoch hier die Bemerkung erlaubt, dass ich die Art, wie ein anderer grosser Geo-
meter versucht hat, Huvcaens Gesetz fir die ausserordentliche Brechung des Lichts in Krystallen von dop-
pelter Brechung, vermittelst des Grundsatzes der kleinsten Wirkung zu beweisen, nicht befriedigend finde.

V. 4
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Der eigenthiimliche Charakter des Princips der virtuellen Geschwindigkei-
ten besteht darin, dass es eine allgemeine Formel zur Auflssung aller statischen
Aufgaben, und so der Stellvertreter aller andern Principe ist, ohne jedoch das
Creditiv dazu so unmittelbar aufzuweisen, dass es sich, so wie es nur ausgespro-
chen wird, schon von selbst als plausibel empféhle.

In dieser Beziehung scheint das Princip, welches ich hier aufstellen werde,
den Vorzug zu haben: es hat aber auch noch den zweiten, dass es das Gesetz der
Bewegung und der Ruhe auf ganz gleiche Art in grosster Allgemeinheit umfasst.
So sehr es in der Ordnung ist, dass bei der allmiligen Ausbildung der Wissen-
schaft und bei der Belehrung des Individuum das Leichtere dem Schwerern, das
Einfachere dem Verwickeltern, das Besondere dem Allgemeinen vorangeht, so
fordert doch der Geist, einmal auf dem héhern Standpunkte angelangt, den um-~
gekehrten Gang, wobei die ganze Statik nur als ein ganz specieller Fall der Me-
chanik erscheine. Selbst der oben erwihnte Geometer scheint darauf Werth zu
legen, indem er als einen Vorzug des Princips der kleinsten Wirkung ansieht,
dass es das Gleichgewicht und die Bewegung zugleich umfasse, wenn man jenes
so ausdriicke, dass die lebendigen Kriifte bei beiden Kleinste seien, eine Be-
merkung, die doch mehr witzig als wahr zu sein scheint, da das Minimum in
beiden Fillen in ganz verschiedener Beziehung Statt findet.

Das neue Princip ist nun folgendes:

Die Bewegung eines Systems materieller, auf was immer fiir eine Art unter sich
verkniipfter Punkte, deren Bewegungen zugleich an was immer filr dussere Beschrin-
kungen gebunden sind, geschicht in jedem Augenblick in miglich grésster Uberein-
stimmung mit der freien Bewegung, oder unter méglich kleinstem Zwange, indem man
als Maass des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeittheilchen erleidet, die
Summe der Producte aus dem Quadrate der Ablenkung jedes Punkts von seiner freien
Bewegung in seine Masse betrachtet.

Es seien m, m', m" u.s. w. die Massen der Punkte; a, @, a” u.s. w. ihre
Plitze zur Zeit ¢; b, U, b" u.s.w. die Plitze, welche sie, nach dem unendlich

In der That ist die Zulassigkeit dieses Grundsatzes wesentlich von dem der Erhaltung der lebendigen Kréfte
abhingig, nach welchem die Geschwindigkeiten der bewegten materiellen Punkte bloss durch ihre Plitze
bedingt werden, ohne dass die Richtung der Bewegung Einfluss darauf haben kann, was doch in dem
erwihnten Versuch vorausgesetzt wird. Es scheint mir, dass im Emanationssystem alle Bemuhungen, die
Erscheinungen der doppelten Brechung an die allgemeinen dynamischen Gesetze anzuknupfen, so lange
erfolglos bleiben miissen, als man die Lichttheilchen bloss wie Punkte betrachtet.
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kleinen Zeittheilchen d#, in Folge der wihrend dieser Zeit auf sie wirkenden
Krifte und der zur Zeit ¢ erlangten Geschwindigkeiten und Richtungen, ein-
nehmen wiirden, falls sie alle vollkommen frei wéren. Die wirklichen Plitze
¢, ¢, ¢"u.s.w. werden dann diejenigen sein, fiir welche, unter allen mit den Be-
dingungen des Systems vereinbaren, m(bc)*~Fm'(b'¢’)*+m"(b"¢")* u.s. w. ein Mi-
nimum wird.

Das Gleichgewicht ist offenbar nur ein einzelner Fall des allgemeinen Ge-
setzes, und die Bedingung dafiir, dass

m(ad?+m'(d b+ m"(a"b") w s w.

selbst ein Minimum sei, oder dass das Beharren des Systems im Zustande der
Ruhe, der freien Bewegung der einzelnen Punkte niher liege, als jedes mogliche
Heraustreten aus demselben.

Die Ableitung unsers Princips aus dem oben angefiihrten geschieht leicht
auf folgende Art.

Die auf den materiellen Punkt m wirkende Kraft ist offenbar zusammen-
gesetzt, erstens aus einer, die, in Verbindung mit der zur Zeit ¢ Statt habenden
Geschwindigkeit und Richtung, ihn in der Zeit d# von a nach ¢ fihrt, und in
einer zweiten, die ihn in derselben Zeit aus der Ruhe in ¢, durch cb fithren
wiirde, wenn man den Punkt als frei betrachtet. Dasselbe gilt von den andern
Punkten. Nach DaLEmBerTs Princip miissen demnach die Punkte m, m,m’ u.s.w.,
unter alleiniger Wirkung der zweiten Kriifte, nach ¢b, ¢'0, ¢"6"u.s.w., in den
Plitzen ¢, ¢, ¢’ u.s. w. vermoge der Bedingungen des Systems, im Gleichge-
wicht sein.

Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten erfordert dies Gleich-
gewicht, dass die Summe der Producte aus je drei Factoren, nemlich jeder der
Massen m, m', m”u.s.w., den Linien ¢b, ¢'¥, ¢"b" u.s. w., und irgend welchen
auf letztere resp. projicirten, vermdge der Bedingungen des Systems moglichen
Bewegungen jener Punkte, immer = 0 sei, wie man es gewthnlich ausspricht*),

*) Der gewdhnliche Ausdruck setszt stillschweigend solche Bedingungen voraus, dass die jeder mog-
lichen Bewegung entgegengesetate gleichfalls moglich sei, wie z. B. dass ein Punkt auf einer bestimm-
ten Fliche zu bleiben gencthigt, dass die Entfernung zweier Punkte von einander unverinderlich sei u. dgl.
Allein dies ist eine unnothige und der Natur nicht immer angemessene Beschrinkung. Die Oberfliche ei-
nes undurchdringlichen Kérpers zwingt einen auf ihr befindlichen materiellen Punkt nicht, auf ihr zu blei-
ben, sondern verwehrt ihm bloss das Austreten auf die Eine Seite; ein gespannter, nicht ausdehnbarer

4*
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oder richtiger, dass jene Summe niemals positiv werden konne. Sind daher
Y Y, ¥ w.s.w. von ¢, ¢, ¢"u.s. w. verschiedene, aber mit den Bedingungen des
Systems vertrigliche Plitze; und 0, 6', 6" u.s. w. die Winkel, welche cv, 'Y, c"y"
w.s.w. mit eb, ¢¥, ¢’} u.s. w. machen, so ist allemal Zm.ch.cycosB entwe-
der 0 oder negativ. Da nun

v0* = cb’4-cy*—2cbh.cy.cosh
so ist klar, dass
Sm.yP—ZEZm.cb® = Zm.cy*—2Zm.cb.cy.cosb

folglich immer positiv sein wird, also 2m.yb® immer grosser als Zm.cd’, d. i
dass Zm.cb® ein Minimum sein wird. W.Z.B. W.

Es ist sehr merkwiirdig, dass die freien Bewegungen, wenn sie mit den
nothwendigen Bedingungen nicht bestehen kénnen, von der Natur gerade auf die-
selbe Art modificirt werden, wie der rechnende Mathematiker, nach der Methode
der kleinsten Quadrate, Erfahrungen ausgleicht, die sich auf unter einander durch
nothwendige Abhingigkeit verkniipfte Grossen beziehen. Diese Analogie liesse
sich noch weiter verfolgen, was jedoch gegenwirtig nicht zu meiner Absicht gehort.

aber biegsamer Faden zwischen zwei Punkten macht nur die Zunahme, nicht die Abnahme der Entfer-
nung unmdglich u. s. w. Watum wollten wir also das Gesetz der virtuellen Geschwindigkeiten nicht lieber
gleich anfangs so ausdriicken, dass es alle Fille umfasst?
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THEORIAE FIGURAE FLUIDORUM

IN STATU AEQUILIBRIL

Vires ascensionem vel depressionem fluidorum in tubis capillaribus guber-
nantes primus acute et accurate enumeravit sagax Crairaur, sed quum legem vi-
rium omnino intactam liquerit, nihil fructus ad explicationem mathematicam phae-
nomenorum ex illa enumeratione nasci potuit. Attractio vulgaris quadrato di-
stantiae reciproce proportionalis, quae omnes motus coelestes tam felici successu
explicat, nullius usus est nec in phaenomenis capillaribus, nec in phaenomenis
adhaesionis et cohaesionis explicandis; calculus enim recte institutus facile docet,
ad normam illius legis attractionem cuiusvis corporis, quocum experimenta in-
stituere licet, i. e. cuius moles respectu totius terrae pro nihilo haberi potest, in
punctum ubicunque vel adeo in contactu positum, evanescere respectu gravita-
tis¥). Recte hinc concluditur, illam attractionis legem in distantiis minimis na-
turae haud amplius consentaneam esse, sed modificationem quandam postulare,
sive quod eodem redit, corporum particulas praeter illam vim attractivam exer-
cere aliam in distantiis minimis tantum conspicuam. Phaenomena omnia con-
spirant ad arguendum, hancce alteram vis attractivae partem (attractionem mole-

*) Constat, maximam attractionem, quam massa homogenea dataein punctum datum secundum il-

lam legem exercere potest, esse ad attractionem, quam eadem massa in figuram sphaericam redacta exer-
2 .

cet in punctum in superficie positum, ut 3 ad V25: posterior vero attractio cum gravitate facile com-

paratur.
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cularem), in distantiis vel minimis quas mensurare licet insensibilem esse, dum
in distantiis insensibilibus partem priorem (quadrato distantiae reciproce propor-
tionalem) longe superare possit.

Ill. Larrace ab hac unica suppositione circa indolem virium molecularium
proficiscens, ceteroqui autem legem diminutionis pro distantiis crescentibus pror-
sus indeterminatam linquens, primus effectum earum in figuram superficiei flui-
dorum calculo accurato subiecit, et, stabilita aequatione generali pro figura ae-
quilibrii, non modo phaenomena capillaria proprie sic dicta, sed multa alia his
affinia inde explicare conatus est. Hae investigationes, per mirum cum experi-
mentis accuratis consensum ubique confirmatae, inter pulcherrima philosophiae
naturalis incrementa, quae illi magno geometrae debemus, referendae, obiectio-
nes autem a quibusdam auctoribus contra illas directae ad maximam partem vel
levis vel nullius momenti sunt*¥).

In calculis ill. Larnace utique occurrunt quaedam stricto argumentandi
modo haud prorsus consentanea. In commentatione priori, théorie de laction ca-
pillaire, denotata per of intensitate attractionis in distantia f, integrale [of.df
ab f=a usque ad f= 0o extensum statuitur = Ilz; dein integrale [IIf.fdf

ab f—=a usque ad f= co extensum, == Va; denique valores integralium
2n[Uf.df, 2nfVf.fdf ab f =0 usquead f= oo extensorum statuuntur
resp. = K, et — H, denotante = semicircumferentiam circuli pro radio = 1.

Indoles functionis ¢f prorsus intacta linquitur, dummodo insensibilis sit pro
omnibus valoribus sensibilibus ipsius f. At ex hac sola suppositione neutiquam
sequeretur, etiam IIf, Vf pro valoribus sensibilibus ipsius f necessario insen-
sibiles fieri, neque maiori iure, valores integralium 2=[Vf.df, 2= f Vi faf
ab f = 0 usque ad valorem sensibilem finifum ipsius f extensorum insensibiliter
differre a K, H, uti in commentatione illa legitur; infinite multas enim formas
functionis ¢f imaginari liceret, suppositioni fundamentali satisfacientes, pro qui-
bus hae conclusiones erroneae forent. Quinadeo, si ¢f attractionem completam
exprimere supponitur, revera etiam continebit partem formae —%, a qua attractio
vulgaris pendet; sed etiamsi hic terminus pro insensibili habendus sit, dum di-

*) Ita iudicandum de plerisque obloquutionibus in ephemeridibus Ticinensibus (Giornale di fisica etc.
T. 9) prolatis, quibus scite respondit clar. Perir in Annales de chimie et de physique T. 4.
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mensiones corporum attrahentium, quales in experimentis occurrere possunt, in-
sensibiles sunt prae tota terra, tamen iam secunda integratio, si in infinitum ex-
tenderetur, inferret functioni ¥ terminum infinitum.

At si his hisque similibus quaedam levis incuriae species subesse videtur,
certe ad formam disserendi potius quam ad rem ipsam attinet. Apparet enim ex
dissertatione secunda, Supplément & la théorie de laction capillaire, ill. LarLace
per ¢f non attractionem completam, sed partem eam tantum, quae attractioni
vulgari accedit, tacite subintellexisse; posteriorem autem nullam experimentis
nostris modificationem sensibilem afferre posse, facile elucet. Quinadeo addigi-
tat, se functionem ¢f ad instar exponentialis ¢ ¥ considerare, denotante ¢
quantitatem permagnam, aut potius % lineam perparvam. Sed ne opus quidem
est, generalitatem tantopere limitare, quum is, qui rem potius quam verba in-
tuetur, facillime videat, sufficere, si integrationes illae non in infinitum, sed
tantummodo usque ad distantiam sensibilem arbitrariam, aut si mavis ad distan-
tiam finitam dimensionibus in experimentis occurrentibus maiorem extendantur.

Alio vero defectu laborat ista theoria longe graviori, et quem quantum sci-
mus eius cavillatores ne animadverterunt quidem. Duabus illa partibus constat.
Altera stabilit aequationem generalem pro fluidi superficie libera inter differentia-
lia partialia coordinatarum: pendet haec aequatio a vi attractiva moleculari, quam
fluidi particulae in se mutuo exercent, atque haec quidem theoriae pars ita abso-
luta est, ut nihil essentiale desiderandum restet. Sed talis aequatio inter diffe-
rentialia partialia (cuius integratio, si in analysis potestate esset, functiones ar-
bitrarias adduceret) non sufficit ad figuram superficiei ex asse determinandam,
quod fieri nequit, nisi conditio nova accedat indolem figurae in limitibus definiens.
Talem conditionem sistit pars altera theoriae, eam scilicet, ut angulus plani su-
perficiem fluidi liberam in confiniis vasis tangentis (sive exactius, in limite vis
sensibilis attractivae parietis®vasis) cum plano parietem vasis ibidem tangente con-
stans sit, puta per relationem inter intensitates virium molecularium vasis et fluidi
determinatus, siquidem continuitas figurae vasis apud confinia superficiei liberae
fluidi non interrumpitur. At hancce propositionem cardinalem totius theoriae per
calculum demonstrare ne suscepit quidem ill. LapLACE; quae enim in dissertatione
priori p. 5 huc spectantia afferuntur, argumentationem vagam tantummodo exhi-

v. 5
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bent et quod demonstrandum erat iam supponunt: calculi autem p. 44 sq. suscepti
effectu carent. In altera quidem dissertatione ascensus fluidi in tubis capillaribus
per methodum aliam tractatur, cuius summa cum methodo priori collata formu-
lam (veram utique) suppeditat pro angulo illo inter plana tangentia. Sed notare
oportet, proprie hic iam supponi quod angulus sit constans, praetereaque metho-
dum, per se parum satisfacientem, restringi ad casum maxime specialem, ubi vas
prismaticum est, parietesque verticales. His perpensis fateri oportet, theoriam
ab ill. Larrace propositam etiamnum essentialiter mancam et incompletam esse.

Resumemus itaque ab integro theoriam figurae aequilibrii fluidorum sub
actione gravitatis et virium molecularium propriarum et vasis, in quo negotio me-
thodum prorsus diversam e primis dynamicae principiis petitam sequemur, maxi-
mamque generalitatem statim ab initio amplectemur. Haec disquisitio perducet
ad insigne theorema novum, theoriam completam in unicam formulam simplicis-
simam contrahens, e quo utraque pars theoriae ill. Larrace sponte demanabit.




1.

Ad stabiliendam aequationem aequilibrii systematis punctorum physicorum
quotcunque, quorum motus conditionibus qualibuscunque adstringuntur, maxime
idoneum est principium motuum virtualium, quod sic enunciamus.

Constet systema e punctis physicis m, m', m" etc., in quibus massae per
easdem literas denotandae concentratae concipiantur. Sit P una e viribus acce-
leratricibus in punctum m agentibus, et dum systemati motus qualiscunque infi-
nite parvus cum conditionibus systematis sociabilis (motus virtualis) tribui fingi-
tur, sit dp motus puncti m in directionem vis P proiectus, i. e. per cosinum
anguli, quem facit cum directione vis P, multiplicatus; denique sit 2 Pdp aggre-
gatum omnium similium productorum respectu omnium virium punctum m sol-
licitantium. Perinde repraesentet P’ indefinite vires punctum sollicitantes,
atque dp’ motus puncti ' ad singularum directiones proiectos, similiterque de
reliquis punctis, Quibus ita intellectis, conditio aequilibrii systematis consistit
in eo, ut aggregatum

mEPdp+mr2Prdpr+ml/2PHdp"+ etc.

pro quocunque motu virtuali fiat = 0, uti principium motuum virtualium vulgo
exprimitur, vel accuratius, in eo, ut illud aggregatum pro nullo motu virtuali
adipisci possit valorem positivum.

2.
Vires hic considerandae ad tria capita reducuntur.
I. Gravitas, cuius intensitatem pro singulis punctis eandem .directiones
‘parallelas supponere licet: illam denotabimus per g.
B *
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II. Vires attractivae, quas puncta m, m, m" etc. a se mutuo experiuntur.
Intensitas attractionis functioni distantiae proportionalis sive producto huius
functionis per characteristicam f denotandae in massam in puncto attrahente con-
centratam aequalis supponitur.

III. Vires, quibus puncta m, m', m” etc. ad puncta quotcunque fixa attra-
huntur. Pro his viribus simili modo characteristica I" distantiae praefigenda ute-
mur, et per M, M’', M" etc. tum puncta fixa, tum massas, quae in ipsis concen-
tratae supponuntur, designabimus.

Quodsi iam distantiam inter bina puncta m, m per hoc signum denotamus
(m, m'), et perinde per (m, M) distantiam inter puncta m, M etc., nec non per
2, #, 2" etc. altitudines punctorum m, w', m” etc. supra planum horizontale ar-
bitrarium H, has partes complexus X Pdp habebimus:

—gdz
—mlj“(m, mr) d(m,m') _mu (m, mn)d (m’ m") — mm (m’ mm) d (m, mm) — etc.
— MF(m,M)d(m,M)— M F(m,M')d(m,M')—M"F (m, M")d(m, M") — etc.

ubi differentialia d(m,m’), d(m,m") etc. sunt partialia, utpote ad solum motum
virtualem puncti m relatae.

Iam introducamus loco functionis f eam, per cuius differentiationem ori-
tur, puta statuatur —jf2.de = d¢a, sive [fo.de = —¢x. Constans inte-
grationis ad lubitum eligi potest; si placet (et si res fert), ita determinetur, ut fiat
¢oo = 0, in quo casu ¢ exhibebit integrale f fe.de ab @ =t usque ad
# — oo extensum. Prorsus simili modo loco functionis F introducatur alia @
talis, ut habeatur — Fa.de — d®a. Ita complexus 2 Pdp fit =

—gdz
~+m'd(m,m) +m"do (m,m") 4 m”" do(m,m") 4+ ete.
+MA® (m, M)+ MdD (m, M)+ M"dD (m, M") 4 etc.

ubi notandum, differentialia in linea secunda esse partialia ad solum motum
puncti m relata.

At manifesto quodvis harum differentialium partialium habet supplementum
suum in alio complexu. Ita tum complexus mZ Pdp tum complexus m'Z P'dp’
continet differentiale partiale mm'd¢(m,m’), sed quod in priori refertur ad solum
motum ipsius m, in posteriori ad solum motum ipsius ='. Hinc patet, aggre=~
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gatum in art. 1 prolatum revera esse differentiale completum, et quidem = dQ,
si statuatur Q =

n_n

—gmz —gm'zd —gm"Z"— etc.
F-mm' ¢ (m,m) +mm” ¢ (m, m") 4 mm” @ (m,m") 4 ete.
- m'm" o (m', m") +m'm"” ¢ (m', m") + ete.
—+m"m" p(m",m") 4 etc.
-+ etc.
4 m MO (m, M)+ mM'®(m, M') +-mM"®(m, M") 4 etc.
- MO (m', M)+ m' M O(m', M') +m' M"® (m', M") 4 etc.
S m" MO (m", M)4-m" MO (", M)+ m"M"®(m’, M") 4 etc.

-} etc.

Conditio aequilibrii itaque in eo consistit, ut valor functionis Q per nullum mo-
tum virtualem accipere possit incrementum positivam, sive quod idem est, ut Q

sit maximum.
Functionem Q etiam sequenti modo exhibere licet:

Q = Zm {—gz—+m'p(m, w') 4L m'e (m,m") 4 Lm" ¢ (m,m" ) etc.
+ Mo (m, M)+ M O (m, M)+ M"O (m, M")+ etec.}

ubi characteristica = repraesentat aggregatum expressionis adscriptae cum omni-

bus, in quas transit, dum deinceps m cum m', m", m"” etc. permutatur.

3.
Si loco punctorum discretorum M, M', M" etc. assumimus corpus conti-
nuum explens spatium S densitate uniformi = C, aggregatum

MO (m, M)+ MO (m, M)+ M"® (m, M")+ ete.

transibit in integrale C f dS.®(m,dS) per totum spatium § extendendum, de-
notando secundum analogiam per (m,dS) distantiam puncti m a quovis spatii

S elemento d8.

At si insuper loco punctorum discretorum m, ', m" etc. corpus continuum,
spatium s densitate uniformi = ¢ explens, considerandum est, computus ipsius
Q integrationem duplicem requiret, atque ita perficiendus erit, ut primo pro

puncto indefinito p eruatur valor expressionis
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—gz+tcfds.o(p, ds)+C[dS. Ok, dS)
ubi z est altitudo puncti g supra planum H, atque integrale primum per Jotum
spatium s, secundum per totum spatium S extendendum est. Qui valor, a solo
loco puncti ¢ pendens, si per [p] denotatur, erit

RQ=c¢ f ds.[ds]
integratione per totum spatium s extensa.
Brevius hoc ita exprimitur:

Q= —gcfzds+4ccffds.ds' . ¢(ds, ds')4-cC[[ds.dS.D(ds, dS)

ubi s, s’ proprie denotant unum idemque spatium (a corpore mobili expletum),
sed bis in elementa sua pro duplici integratione resolvendum.

4,

Corporum fluidorum indoles characteristica consistit in perfecta mobilitate
vel minimarum partium, ita ut figuram quamlibet induere possint, et vel mini-
mae potentiae, figuram mutare nitenti, cedant. In fluidis inexpansibilibus (li-
quidis), quibus nostra disquisitio dicata est, volumen cuiusvis particulae con-
stans manere debet pro omnibus figurae mutationibus. Considerando itaque cor-
pus fluidum, cuius motus per corpus immobile solidum (vas) limitatur, et in cu-
ius particulas praeter gravitatem agere supponimus tum attractionem partium mu-
tuam, tum attractionem partium vasis, status aequilibrii poscet, ut valor ipsius
Q sit maximum, i. e. ut nulla transpositio infinite parva partium fluidi ipsi Q in-
crementum positivum inducere possit. Quapropter quum manifesto valor ipsius
Q eatenus tantum mutari possit, quatenus figura spatii, quod totum fluidum im-
plet, mutatur (neque vero per solum motum fluidi internum), aequilibrium ad-
erit, quoties 2 pro nulla illius figurae mutatione infinite parva cum figura vasis
conciliabili, manente volumine constante, augmentum capere potest. Sponte hinc
sequitur, si figura omnino nullam mutationem assumere possit (vase fluidum un-
dique cingente et tangente), vires illas in fluidum agentes motum internum fluidi
producere non posse, sed sibi aequilibrium facere.

5.
Progredimur ad accuratiorem investigationem expressionis 2, quae tam-
quam fundamentum theoriae aequilibrii fluidorum considerari debet. Incipiendo
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a termino primp, sponte patet, j 2ds exhibere productum e volumine spatii s in
altitudinem centri gravitatis eius supra planum H, adeoque ¢ f zds productum
massae, gcfzds productum ponderis fluidi in eandem altitudinem. Quodsi ita-
que partes fluidi praeter gravitatem alii vi non essent obnoxiae, altitudo centri
gravitatis in statu aequilibrii esse deberet quam minima, unde facile colligitur,
superficiei partem liberam, seu partes liberas, in uno eodemque plano horizon-
tali esse debere, fluidum superne limitante.

6.

Evolutio termini secundi et tertii refertur ad duos casus particulares proble-
matis generalis, ubi, propositis duobus spatiis quibuscunque, singula elementa
primi spatii cum singulis elementis secundi combinari, et producta e ternis facto-
ribus, puta € volumine elementi spatii primi, volumine elementi spatii secundsi,
et functione data distantiae mutuae, in jummam colligi debent. Terminus secun-
dus refertur ad casum eum, ubi ambo spatia identica sunt, tertius ad eum, ubi
alterum spatium totum est extra alterum: problema completum duos alios casus
complectitur, scilicet ubi vel alterum spatium est pars alterius, vel alterum cum
altero partem communem habet. Quamquam vero tum duo priores casus ad in-
stitutum nostrum sufficere, tum duo reliqui ad illos facile reduci possent, tamen
operae pretium erit, problema per se satis insigne generaliter completa amplecti.
Spatia in hac disquisitione generali per s, S, functionem distantiae per characte-
risticam ¢ denotabimus, ita ut in applicatione ad terminum secundum loco ipsius
S ipsum spatium s, in applicatione ad terminum tertium loco functionis ¢ ipsam
® substituere oporteat. Agitur itaque de integrali

[[ds.dS.¢(ds,d8)

quod speciem quidem prae se fert integrationis duplicis, sed revera, quum utrius-
que spatii elementa a ternis variabilibus pendeant, integrationem sextuplicem im-
plicat, quam iam ad integrationem quadruplicem reducere docebimus.

7.
Initium facimus ab evolutione integralis fds.¢(p,ds) per omnes partes
spatii s extendendi, denotante g punctum determinatum vel extra vel intra spa-
tium s situm. Concipiatur superficies sphaerica radio = 1 circa centrum p de-
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scripta, atque in elementa infinite parva divisa; sit dII tale elementum, secet-
que recta a p versus punctum huius elementi ducta superficiem spatii s deinceps
in punctis p', p’, p” etc., quorum multitudo par erit vel impar, prout p extra vel
intra spatium s iacet; distantias pp/, pp’, pp" etc. denotabimus per +, ¢, r" etc.
Ducantur porro rectae a . versus singula puncta peripheriae elementi dII, quo
pacto formabitur spatium pyramidale, atque exsecabuntur e superficie spatii s,
apud puncta p/, p’, p” etc., elementa resp. per d¢, d¢", d¢" etc. denotanda. De-
nique sit ¢’ angulus inter rectam p'p atque normalem in elementum d#’ extror-

174

sum ductam; et perinde sint ¢", ¢” etc. inclinationes similium normalium apud

puncta p’, p” etc. ad rectam versus g ductam. Ita manifesto erit

d¢’.cosqg’ —dit". cos dt', cos
dH - i——r’Ti = + 1 q — + m Illq etc’

rr

valentibus signis superioribus vel inferioribus, prout . est extra vel intra spatium s.

Porro patet, integrale [ds.p(p, ds) pro spatii s partibus intra spatium
illud pyramidale contentis haberi per integrale, dII. [rror.dr extensum ab r=1
usque ad r = 1", dein ab r = " usque ad r = »" etc., si p iaceat extra spa-
tium .s, vel extensum ab r = 0 usquead r —7', deinab r =" usque ad

"

r = r" etc., si p iaceat intra spatium s. Quodsi itaque statuimus indefinite
frr:pr.dr = —{¢r

constante integrationis ad lubitum accepta, integrale [ds.q(w, ds), quatenus
extenditur ad partes spatii s intra spatium illud pyramidale sitas, erit

= dlI. ($r'—r"+$r"— etc.)
dtl R ! . U4 dt”‘ I/. ’” dt"’ " 1"
— ey | Aot Ao gy,

quoties p iacet extra spatium s; sed

= AIL ($0—¢r'+ o' — s etc.)
= dll. o Sngebr y Aoty Aoy

70 P
rr

rHnr

L -+ etc.

quoties p iacet intra spatium s.

Jam si haec summatio per omnes superficiei sphaericae partes colligitur, in-
tegrale [ds.¢(w,ds) completum fit
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= j‘éhmlﬁk_’

in casu priori
rr

dt.cosq.dr
ry

in casu posteriori — 4w ¢0+

denotando per d¢ indefinite omnia elementa superficiei spatii s, atque per ¢, r

eorum respectu eadem, quae antea per literas accentuatas respectu elementorum

determinatorum expressa sunt, denique per w semicircumferentiam circuli pro
radio = 1.

Ceterum facile perspicitur, si punctum p esset neque extra spatium s ne-

que intra, sed in ipsa eius superficie, valere formulam secundam, mutato factore

4m in 2w, siquidem superficies in puncto g neque cuspidem neque aciem offe-

rat; sed ad propositum nostrum haud necessarium est, ad hunc casum attendere.

8.
Per disquisitionem art. praec. evolutio integralis f f ds.dS.¢(ds,dS) redu-
citur ad

4(d¢, ds
4ma o [fde.ds. Lt ld)

si per ¢ denotamus volumen eius spatii, quod utrique spatio s, § commune est,
ita ut prior pars 4mwod0 excidat, sispatia s, S se invicem excludunt. Restat
integrale novum, specie etiamnum duplex, revera quintuplex. Quod ut ad qua-
druplex reducamus, considerabimus integrale

cosg. ¢ (u, dS)
8. (b dS)

per omnia elementa spatii S extendendum, denotante iterum p punctum deter-
minatum, atque ¢ angulum inter duas rectas ab hoc puncto proficiscentes, alte-
ram versus elementum d.S, alteram fixam. °Hoc integrale, specie simplex, re-
vera triplex, iam ad aliud integrale revera duplex reducere docebimus, et quidem
duobus modis prorsus diversis.

Planum per punctum p illi rectae fixae normale, per II denotandum, qua-
tenus per proiectionem spatii S attingitur, in elementa infinite parva dII divi-
sum esse concipiatur. Per punctum talis elementi dII ducatur recta plano II
normalis, quae deinceps, i. e. progrediendo in directione rectae fixae parallela,
secet superficiem spatii S in punctis P’, P", P" etc., quorum distantiae a puncto
o sint resp. R', R”, R" etc. Similes rectae per omnia puncta peripheriae ele~

V. 6
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menti dIl, plano ad angulos rectos, ductae, spatium prismaticum formabunt,
et apud puncta P’, P", P"” etc. e superficie spatii S elementa exsecabunt, quae
per dT", dT", dT" etc. denotamus. Denique sit y' angulus inter duas rectas
a puncto P’ proficiscentes, alteram extrorsum elemento d7" normalem, alteram
rectae fixae parallelam, similesque angulos-apud puncta P’, P" etc. exprimant
characteres ¥, y"” ete. Ita manifesto erit

dll = —dT" .cosy = +4-dT".cosy” = —dT".cosy"” = etc.

Spatium prismaticum in elementa infinite parva dIl.dz dividatur, denotante z
distantiam puncti indefiniti a plano II (positive acceptam ab ea parte, a qua est
recta fixa); siitaque eiusdem puncti distantiam a puncto p per » designamus,
erit z — rcosq, nec non (quoniam 7rr—zz constans est) 2dz == rdr, sive
dll.dz.cosq = dIl.dr. Hinc colligitur, integrale nostrum [ dS.“—s—zL';Pd(f;—’%’g—),
extensum per eas spatii S partes, quae in spatio isto prismatico continentur, ob-
tineri per integrale dII. [~ dr. q”', si extendatur ab r = R’ usque ad r = R’,

dein ab r» = R" usque ad r = R" etc. Quodsi itaque indefinite statuimus

fwz-—%r

rr

constante integrationis ad lubitum accepta, integrale nostrum pro partibus spatii
S intra spatium prismaticum sitis erit

= dll.3R—3R"+IR"— etc.)
= —dT".cosy.¥R'—dT".cosy" . R"—dT".cosy". 3 R"— etc.

Collectis his summationibus per prismata omnibus elementis dII respondentia,
manifesto omnia elementa superficiei spatii S exhausta erunt, habebimusque com-
pletum integrale

Jas. °°s§p¢(§*g)‘js) —fdT.cosy. 3R

denotante d7' indefinite quodvis elementum superficiei spatii S, R eius distan-
tiam a puncto p, atque y angulum inter normalem ad elementum d7' extror-
sum directam atque rectam rectae fixae parallelam.

Hoc itaque modo integrale [[ds.dS.¢(ds,dS) reductum est ad formam

ame0— [[dz.dT.cosy.8(ds dT)
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ubi manifesto y indicat inclinationem mutuam elementorum d¢, d7', mensura-
tam per inclinationem normalium utrinque extrorsum respectu spatiorum s, S
ductarum, integrationesque per superficies completas utriusque spatii extendi
debent.

9.

Sicuti methodus praecedens divisioni spatii S in elementa prismatica in-
nixa est, ita methodus secunda a divisione eiusdem spatii in elementa pyrarhida-
lia petetur. Concipiatur superficies sphaerica radio =1 circa centrum p de-
scripta atque in elementa infinite parva divisa. Versus punctum talis elementi
dII ducatur a puncto g recta, quae superficiem spatii S secet deinceps in punctis
P', P", P" etc:; distantiae horum punctorum a p denotentur per R’, R”, R" etc.
Rectae a p versus omnia puncta peripheriae elementi dII ductae formabunt spa-
tium pyramidale, et apud puncta P’, P", P" etc. e superficie spatii S elementa
exsecabunt, quae per d7", d1", dT" etc. designamus. Denique sit Q' angu-
lus inter rectam P’p. atque normalem in elementum d7" extrorsum ductam, et
perinde sint Q", Q" etc. inclinationes similium normalium apud puncta P”, P" etc.
ad rectam versus g ductam. Ita erit

. d7".cosQ’ __ —dT".cos Q" dI".cos Q"
Al = +~Fm— =+ g = L —gg~— = °tc

valentibus signis superioribus vel inferioribus, prout p est extra vel intra spa-
tium S: casus, ubi. g est in ipsa superficie spatii S, adnumerandus est casui
priori vel posteriori, prout linea p P’ extra vel intra spatium S cadit.

Porro patet, pro omnibus partibus spatii S intra illud spatium pyramidale
sitis angulum ¢ constantem esse, similique proin modo ut in art. 7 deducimus,
si statuatur indefinite

fcpr.dr = —0r

constante integrationis ad lubitum accepta, integrale

j-dS. cosg.P(p, dS)
(1, dS)*

extensum per omnes partes spatii S intra illud spatium pyramidale sitas, fore in

casu priori
6 *
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= cosgq. (dT’.cosQ’.OR’ d7".cosQ".0R"” | dT".cosQ".0R"

-R’-RI R"Rl’ RN’RU’ + etc')
in posteriori vero eidem formulae adiiciendum esse terminum dIl.cosgq.00.

Iam si haec summatio per omnia superficiei sphaericae elementa colligitur,
integrale completum

j-dS.cosq.tp(pt, ds)
(v, d5)

fiet
I. in casu eo, ubi punctum g est extra spatium S,

. de.cosq.cosQ. OR
- RR

denotante d7' indefinite omnia elementa superficiei spatii S, atque Q, R illo-
rum respectu eadem, quae antea per literas accentuatas respectu elementorum de-
terminatorum expressa sunt, denique ¢ inclinationem rectae a puncto g versus
elementum d7' ductae ad rectam nostram fixam.

II. In casu eo, ubi punctum . est intra spatium 8, adiici debet terminus

60.[dIl. cosq

ubi ¢ est inclinatio rectae a . versus dII ductae ad rectam fixam, integratioque
per totam superficiem sphaericam extendi debet. Sed facile perspicietur, inte-
grale istud, extensum per hemisphaerium id, pro quo ¢ acutus est, fieri = -,
per hemisphaerium alterum autem — —m=; quapropter integrale completum eva-
nescit, valetque pro hoc casu secundo pure eadem formula, quam pro primo tra-
didimus. Sed aliter se habet res in casu tertio

III. quoties punctum p est in superficie ipsa spatii S. Scilicet hic quoque
adiiciendus est terminus

60. fdIl. cosq

sed integratione per eas tantummodo superficiei sphaericae partes extensa, pro
quibus pars initialis rectae a p versus dII ductae cadit intra spatium S, sive
(siquidem superficies spatii S in puncto p neque cuspidem neque aciem offert) pro
quibus haec recta facit angulum obtusum cum recta superficiei spatii S in puncto
¢ normali extrorsumque ducta. Superest itaque, ut integrale hoc sensu acceptum
eruamus.
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Secent haec normalis atque recta fixa superficiem sphaericam resp.in punctis
G, H, statuatur arcus GH = %, arcus autem inter G et punctum indefinitum
superficiei sphaericae = v; denique sit w angulus sphaericus inter arcus ¥, v.
Ita erit cosq = cosk.cosv—}sink.sinv.cosw, et pro dlII accipiendum erit ele-
mentum sinv.dv.dw. Integrale autem fdIl.cosg

= [[(cos k.cosv-}-sink.sinv. cosw)sinv.dv.dw

extendi debet a w =0 usque ad w = 360° atque a v = 90° usque ad
v = 180°. Hoc pacto integratio prior suppeditat

f27ccosk.cosv.sinv.dv

ae dein posterior — wcosk.

Ad propositum nostrum hic casus tertius eatenus tantum in considerationem
venit, quatenus superficies spatiorum s, § partem quandam finitam communem
habent, in qua si punctum g reperitur, erit vel £ = 0 vel = 180°, adeoque
integrale f dll.cosq vel = —= vel = =, prout scilicet apud punctum g
spatia s, § sunt vel in eadem plaga vel in plagis oppositis respectu plani utram-
que superficiem tangentis.

Applicando haec ad integrale nostrum primarium [fds.dS.¢(ds,dS), hu-
ius valor fit

I. quoties superficies spatiorum s, 8 nullam partem finitam communem

habent,
d¢.d7T.cosq.cosQ.8(d¢ dT)

:47:6({)0—}—[[ % a7y
II. quoties superficies spatiorum s, 8 partem finitam — 7 communem
habent,

— 47:6q)0$ﬂ760+ffdt.dT.co:gt.,cgsTQ)lz.G(dt, a7
ubi signum superius vel inferius valet, prout spatia s, S sunt ab eadem plaga
vel a plagis oppositis respectu superficiei communis 7.

IIT. Quoties superficies spatiorum s, S plures partes finitas discretas com-
munes habent, sit 7 summa earum, quibus spatia s, S ab eadem plaga adia-
cent, 7' summa earum, quibus haec spatia a plagis oppositis contigua sunt, erit-

que integrale nostrum
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— 4ﬂ64)0—|—1‘€(7'—7)60 +/~fdt.dT.co:gi’c;sT(){.Q(dt,dT)

Haec tertia formula omnes casus complecti censeri potest. Integrale duplex per
omnia elementa utriusque superficiei extendi debet, denotantque ¢, @ angulos,
quos facit recta bina elementa d¢, dT' iungens cum normalibus in haec elementa
extrorsum ductis, directione illius rectae illinc a d¢ versus d7, hinc a dT' ver-
sus dt accepta.

10.

Duae transformationes integralis f ds.dS.¢(ds,dS) in artt. 8 et 9 evolu-~
tae aequali fere concinnitate se commendant, proposito autem nostro posterior
magis accommodata est. Problema gene;ale ulterius reduci nequit, nisi ad sup-
positiones determinatas vel circa spatia s, S, vel circa functionem ¢ descenda-
mus. Et quum functio ¢ originem trahat a functione f, disquisitionem ulterio-
rem iam superstruemus eidem hypothesi, a qua ill. Larrace profectus est, puta
vires attractivas moleculares in distantiis insensibilibus tantum sensibiles esse.
Cui phrasi quum aliquid vagi inhaereat, quamdiu non assignatur unitas, ante
omnia observamus, vim attractivam f7r, per functionem distantiae r expressam,
ut cum gravitate g homogenea evadat, antea per massam aliquam multiplicari
debere; iam mens illius suppositionis ea est, ut denotante M massam aliquam,
qualis in experimentis occurrere potest, puta quam respectu totius terrae pro ni-
hilo habere licet, Mfr semper maneat insensibilis respectu gravitatis, quamdiu
r valorem mensuris nostris sensibilem quantumvis parvum habet, dum nihil im-
pediat, quominus valor ipsius Mjfr in distantiis insensibilibus non solum sensi-
bilis fieri, sed adeo, decrescente ipsa r, omnes limites superare possit. Haud
sane sine admiratione deprehendimus, quam gravia ex hac sola hypothesi, dum
ceteroquin lex functionis fr tamquam omnino incognita spectatur, eruere liceat,
characterem mathematicum prorsus peculiarem prae se ferentia: dum scilicet re-
bus sic stantibus praecisionem mathematicam absolutam sibi vindicare nequeunt,
tamen tantam certissime praecisionem tuentur, ut per nullum experimentum ulla
aberratio a veritate absoluta reperiri possit; quamprimum enim successisset, ta-
lem aberrationem ulli mensurationi subiicere, suppositio ipsa cessaret.
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11.

Supponere licebit, functionem f» (et perinde functionem F'r) attractionem
denotare, omissa ea parte, quae ipsi 7 reciproce proportionalis phaenomenis astro-
nomicis explicandis inservit; haec enim pars, quaecunque sit figura fluidi et va-
sis, in quovis puncto insensibilem tantummodo meodificationem gravitati afferre
valet. Crescente itaque r a valore sensibili in infinitum, f» non modo per se in-
sensibilis erit, sed etiam citius decrescet quam ;1—7_ Hinc facile colligitur, etiam
integrale [fr.dr a valore quocunque sensibili in infinitum extensum insensibile
esse, quapropter constantem integrationis f fr.dr = —¢r ita acceptam suppo-
nemus, ut habeatur goo = 0, sive ut sit ¢r ipse valor integralis [fz.dx ab
& = r usque ad # = oo extensus. Hoc pacto ¢r pro qualibet distantia » de-
notat quantitatem positivam, sed insensibilem, quamdiu = sensibilis est; contra
pro valore insensibili ipsius » non solum sensibilis esse, sed adeo, continuo de-
crescente distantia r, omnes limites superare poterit, sive secundum vulgarem
loquendi modum nihil obstat, quominus sit @0 = oo.

12.

Inde quod functio @r pro quovis valore sensibili ipsius » insensibilis est et
crescente r continuo decrescit, statim quidem sequitur, integrale f rror.dr a
valore aliquo sensibili usque ad alium maiorem extensum etiamnum insensibile
manere, dummodo posterior sit intra ambitum eorum, circa quos experimenta in-
stituere licet: sed neutiquam ex illa proprietate sola concludere fas esset, inte-
grale insensibile manere, ad quantumvis magnum intervallum integratio extenda-
tur. Calculi ill. Larrace ita quidem pronunciati sunt, ut talem suppositionem
involvant; at dum natura functionis ¢ incognita est, consultius videtur, ab omni-
bus suppositionibus hypotheticis, quibus supersedere possumus, abstinere. Quum
itaque constans integrationis f rror.dr = —{¢r arbitrio relicta sit, sufficiat no-
bis, eam ita electam supponere, ut fiat ¢r = 0 pro valore aliquo sensibili ipsius
r arbitrario, sed intra ambitum dimensionum corporum, circa quae experimenta
instituere licet. Hoc pacto ¢r pro quovis alio eiusmodi valore semper insensibi-
lis erit (positiva pro minori, negativa pro maiori), sed nihil hinc obstat, quomi-
nus pro valore insensibili ipsius r sensibilis evadere possit: addere tamen opor-
tet, phaenomenorum explicationem postulare, ut decrescente distantia # in infini-
tum, valor ipsius ¢r semper maneat finitus, sive ut $0 sit quantitas finita. Ce-
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cd

terum manifesto TC est quantitas cum gravitate ¢ homogenea, sive c—‘;r linea,
adeoque % linea determinata, (pro natura corporum, ad quorum vires attracti-
vas functio fr refertur), cuius magnitudinem ingentem suspicari quidem licet,
sed quam in casibus determinatis vix approximative assignare valemus, saltem non

absque suppositionibus hypotheticis *).

13.

Prorsus simili modo in integratione [¢r.dr =—=0r constantem ita electam
supponimus, ut fiat 67 = 0 pro valore arbitrario ipsius » intra ambitum eorum,
pro quibus experimenta instituere licet, quo pacto 6r insensibilis erit pro quovis
eiusmodi valore sensibili ipsius », etiamsi sensibilis evadere possit pro valore in-
sensibili. Manifesto o exprimit aream figurae duarum dimensionum, adeoque
57 lineam. Necessari!c]) autem -» est linea magnitudinis insensibilis, quod ita
yr %o S © 4
demonstramus. Quum ¢r inde a r = 0 continuo decrescat, et quidem tam
cito, ut iam insensibilis evaserit, quamprimum 7 valorem sensibilem acquisivit,
valor ipsius r, pro quo fit ¢r = 40, insensibilis esse debet: denotetur ille
per p. Consideremus integrale [(¢0—¢r)dr, quod ab r = 0 usque ad r =R
extensum fit — R¢$0—00-46R. Manifesto hoc integrale maius erit, quam idem
integrale ab r = p usque ad r = R extensum, atque hoc iteruym maius, quam
integrale [($0—¢p)dr inter eosdem limites. Quare quum integrale postremum
fiat = ($0—¢p)(R—p) = +$0.(R—p), erit generaliter pro quovis valore ipsius
R (maiori quam p)

R$0—00+0R>440.(R—p)

Iam si* R denotare supponitur valorem fractionis %%’ haec relatio suppeditat

OR>4¢0.(R—p)
quod foret absurdum, si R esset quantitas sensibilis.

*) Concessa explicatione phaenomenorum lucis in systemate emanationis, refractio pendet ab at-
tractione particularum corporis pellucidi in particulas lucis moleculari, ratioque refractionis a valore ipsius
$o, ita quidem ut habeatur

cbo _ (nn—1)kk
g st/
denotante 7 longitudinem penduli per minutum secundum vibrantis, % motum luminis in vacuo intra mi-
nutam secundum, « rationem sinus anguli incidentiae ad sinum anguli refracti: hoc pacto pro aqua fit
0 . . . . . . .
f_‘f;—_ bis millies maior quam distantia media solis a terra.
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Non obstante itaque ingente magnitudine ipsius ¢ 0, nihil impedit, quo-
minus 60 esse possit quantitas satis‘modica et cum dimensionibus corporum ex-
perimentis subiectorum comparabilis.

14.
Superest, ut quae ex hac indole functionis 6 respectu integralis (I)

ffdt.d T.cosq.cos @.0(d¢, dT)
@t, a7y

sequuntur, perscrutemur. Haec investigatio inchoare debet a simpliciori, dum in
alterutra superficie punctum determinatum g consideramus atque integrale (II)

fdt.cosq.cosQ.O(p., de)
(w, d2)?

per totam superficiem ¢ extendendum evolvimus. Denotant hic @ angulum in-
ter duas rectas a puncto p proficiscentes, alteram versus elementum d¢, alteram
fixam; ¢ vero angulum inter duas rectas a puncto elementi d¢. proficiscentes, al-
teram versus punctum g, alteram elemento normalem extrorsumque directam.

Primo loco observamus, si punctum p. sit in distantia sensibili a superficie
¢, valores omnium 0(p, d#) insensibiles fore: in hoc itague casu totum integrale
(II) insensibile erit. Hoc itaque integrale eatenus tantum valorem sensibilem
accquirere potest, quatenus superficies ¢ offert partes in distantia insensibili a
puncto p positas, manifestoque sufficit, integrale (II) per tales partes extendere,
neglectis omnibus, quae sunt in distantiis sensibilibus.

d¢. . . .
Porro pro ﬁ(%f restituemus —dII, denotante dII in superficie sphae-
rica radio =1 circa centrum p descripta elementum id, in quod elementum

d¢ inde a puncto p visum proiicitur, et valente signo superiori vel inferiori, prout
elementum d¢ plagam exteriorem vel interiorem puncto g advertit. Hoc pacto
integrale (II) ita exhibetur

[Adll.cosQ.6(p, d2)

patetque, huius integralis valorem eatenus tantum sensibilem fieri posse, quate-
nus elementa dIl talia, quae ad distantias insensibiles (u, d¢) referuntur, spa-
tium magnitudinis sensibilis in superficie sphaerica explent.
Hinc facile colligitur, integrale nostrum, generaliter loquendo, etiam in-
sensibile manere, quoties punctum g iaceat in ipsa superficie ¢: patet enim, pro-
V. 7
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iectiones omnium elementorum d¢ a puncto p insensibiliter remotorum esse in
distantia insensibili a circulo maximo, quem format in superficie sphaerica pla-
num superficiem ¢ in puncto p tangens. Excipere oportet tres casus, puta

1) eum, ubi radii curvaturae superficiei ¢ in puncto p sunt magnitudinis
insensibilis.

2) eum, ubi continuitas curvaturae in puncto p, vel intra distantiam in-
sensibilem ab eo interrumpitur (Conf. Disquiss. gen. circa superficies curvas art. 3).

3) eum, ubi superficies ¢ offert partem aliam a puncto p insensibiliter di-
stantem, puta si apud hoc punctum crassities spatii s est insensibilis. Ceterum
huncce casum ei, quem in art. seq. tractabimus, adnumerare licet.

15.

Superest scilicet casus, ubi punctum g non est in superficie ipsa ¢, attamen
in distantia insensibili ab ea: in hoc casu integrale nostrum utique valorem sen-
sibilem habere potest, quem iam accuratius examinabimus.

Secent superficiem sphaericam recta a puncto g normaliter in superficiem
¢t ducta, atque recta fixa ibinde proficiscens resp. in punctis G, H; statuatur ar-
cus GH =k, arcus autem inter G atque punctum indefinitum superficiei sphae-
ricae — v; denique sit w angulus sphaericus inter arcus 4, v. Hoc pacto pro
elemento dII accipere licet productum sinv.dv.dw, unde scribendo brevita-
tis caussa 7 pro (u, d¢), integrale (II) fit

= [[+(cosk.cosv+sink.sinv.cosw)fr.sinv.dv.dw

quam integrationem extendere tantummodo oportet per eas partes superficiei

sphaericae, in quas distantiae insensibiles r proiiciuntur. Referuntur hae ad

partem insensibilem superficiei #, quam si pro plana habemus, distantiamque

minimam (puncto G seu valori v = 0 respondentem) per p denotamus, fit
P

r = -, sive a w independens; perfecta itaque integratione respectu variabilis

w, puta a w = 0 usque ad w = 360°, integrale fit
= +f27:0r.cosk.cosv.sinv.dv = +f2—’M;P—-—‘M
— —_ r

quae integratio extendenda est ab r = p usque ad valorem sensibilem arbitra-

rium quantumvis parvum. Statuendo itaque generaliter

Or.
27y —r-,,d—r = —0'r
r
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accepta constante integrationis, ita ut fiat [ grr'sd"

sibili intra ambitum eorum, circa quos experimenta instituere licet, erit integrale
{II), neglectis insensibilibus,

= 0, pro valore arbitrario sen-

= ~+mcosk.0p

Si dubium videretur, utrum fas sit, partem superficiei ¢ intra distantiam
insensibilem a puncto p positam pro plana habere, consideremus eius loco sphae-
ricam, et quidem sit R distantia centri sphaerae a puncto p positive vel nega-
tive sumenda, prout centrum est in directione versus G' vel in opposita. Ita erit

— °f P r
cosv = - (1—3;%)+357

sinv.dv = [L(1—5)—=]dr

unde facile colligitur, integrale pro hoc casu non differre quantitate sensibili a
valore prius invento —-wcosk.0’p, si modo R sit quantitas sensibilis. Quae-
cunque autem sit curvatura superficiei ¢ in ea parte, de qua agitur, dummodo
radii curvaturae non sint insensibiles, semper duae superficies sphaericae assignari
poterunt, superficiem ¢ in puncto ipsi w proximo tangentes, intra quas ¢ sita
sit, et quarum radii sint magnitudinis sensibilis, manifestoque tunc integrale
nostrum intra integralia ad illas superficies relata cadet, et proin absque errore
sensibili per eandem formulam exprimetur, quae tunc tantummodo exceptionem
patitur, ubi superficies ¢ in distantia insensibili a puncto . vel curvaturam radii
insensibilis, vel aciem vel cupidem offert.

16.

Quodsi iam ab integratione (II) ad integrale (1) progredimur, manifestum
est, hoc insensibile fieri, non solum in eo casu, ubi illa pro nullo puncto super-
ficiei T' valorem sensibilem produxit, sed in eo quoque, ubi complexus elemen-
torum superficiei 7', pro quorum punctis integrale (1I) sensibile evaserat, aream
tantummodo insensibilis magnitudinis sistit. Quae si rite perpenduntur, appare-
bit, integrale (I) eatenus tantum valorem sensibilem acquirere posse, quatenus
superficies T' partem vel partes sensibilis magnitudinis contineat in distantia in-
sensibili a superficie ¢ positas. Quales partes quum a parallelismo cum superfi-

cie ¢ sensibiliter deviare nequeant, pro quovis earum puncto cosk non sensibi-
7 *
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liter differet vel a 41 vel a —1, prout plaga superficiei T exterior vel interior
superficiei ¢ advertitur. Quodsi itaque per t, T eas partes superficiei T' deno-
tamus, quae sunt in distantia insensibili a superficie ¢, et quidem per t eas, ubi
plaga exterior alterius superficiei plagae interiori alterius advertitur, per v autem
eas, ubi plagae homonymae sibi mutuo obvertuntur, denigue per p distantiam
minimam cuiusvis elementi dt vel dt' a superficie ¢, integrale nostrum (I) ne-
glectis insensibilibus fit

= —fﬂﬂ'p.dt—l—fﬂﬁ'p.dt’

Manifesto hic nihil interest, utrum partes t, v ad superficiem 7' an ad ¢ refe-
rantur.

Hoc itaque modo iam nacti sumus solutionem completam problematis, quod
in art. 6 nobis proposueramus, pro ea functionis ¢ indole, cui tamquam basi dis-
quisitio principalis de figura aequilibrii fluidorum innititur, scilicet habemus

Jfds.d8.¢(ds,dS) = 4m6$0—n760 +1c7’60——7rfdr.ﬁ’p+7tfd*r’.0'9

17.
Origo functionis 6 ita erunciari potest, ut sit

(ﬂ' =f29:c.d.1:

rr z8

sumto integrali ab @ = r usque ad valorem constantem sensibilem arbitrarium,
quem hic per R denotamus. Manifesto hoc integrale minus erit quam hoc

f ———20:;“ inter eosdem limites, quod est = E—: %ﬁ, adeoque a potiori minus
0 .
quam r—; Quum autem indefinite habeatur
29a: dm . d0z — Yz.de
[t = —a A E = —a

erit

0'r 0r dbo.de

o =n—m—l

sumto integrali inter eosdem limites, quod minus erit quam integrale [ "P::z, ad-

. . . e . . .
eoque etiam minus quam q’% ; quocirca valor ipsius ;-; maior erit quam
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Cadit itaque 67 inter limites
0R
0r atque Or—rr. R——R-——rc}ar

quorum differentia, decrescente r in infinitum, manifesto quavis quantitate as-
signabili minor evadere potest, quum supponamus esse vel ¢0 quantitatem fini-
tam. Colligimus hinc, statui debere 60 = 60. Patet itaque, in formula, ad
quam in art. praec. pervenimus, terminum —=700 tamquam sub termino
—mfdr.0p, atque terminum =700 tamquam sub termino = f d7.6p compre-
hensum considerari posse, si distinctionem, quam inter distantiam insensibilem
et distantiam nullam fecimus, tolleremus, atque partes 7, 7 resp. partibus 7, 7'
adnumeraremus. Sed quamquam hoc modo solutionis elegantia sensu mathematico
augeretur, tamen ad propositum nostrum praestat, distinctionem illam conservare.

18.

In applicatione disquisitionis praecedentis ad evolutionem termini secundi
expressionis Q art.3, spatium secundum inde ab art. 6 per S denotatum cum
primo identicum est; quae itaque in art. 16 erant o, 7,7, hic erunt s, ¢ 0, si
¢ denotat totam superficiem spatii s a fluido impleti. Quapropter quoties hoc
spatium neque partes sensibilis extensionis sed insensibilis crassitiei continet, ne-
que eiusmodi interstitia (fissuras), pars secunda expressionis Q fit

= 4wcc(sP0o —160)

Exceptiones itaque adsunt duae:

1) Si spatium s continet partem insensibilis crassitiei, huius superficies
duas partes sensibiliter aequales offeret, quarum alterutra per t' denotata, cras-
sitieque spatii apud quodvis elementum d¢' indefinite per p, accedet expressioni
praecedenti terminus

'rcccfﬂ'p.dt’

2) Si spatium s continet cavitatem insensibilis crassitiei, accedet similis
terminus, puta mcc[0p.d¢”, denotante ¢ alterutram partem superficiei ¢ fis-
surae contiguam, atque p indefinite crassitiem fissurae in quovis puncto.

In evolutione termini tertii expressionis Q signum S retinendum erit, ut
denotet spatium a vase repletum, sed loco characteristicae f characteristicam ¥
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ad vim attractivam molecularum vasis relatam substituere oportebit, et perinde
loco functionum per characteristicas ¢, ¢, 6, 6" denotatarum alias per characte-
risticas @, W, 6, 0’ denotandas adhibere, quas perinde ab F' pendere supponi-
mus ut illas ab f. Quae in disquisitione generali erant g, 7', hic manifesto erunt
0: pro 7 vero hic simpliciter literam T adoptabimus, ut indicet non superficiem
totam spatii S, sed eam partem, quae fluido contigua est. Hoc pacto pars ter-
tia expressionis Q fit, generaliter loquendo,

=7wcCT0OO

exceptis etiam hic duobus casibus, puta
3) Si apud partem sensibilem 7" superficiei T' fluidum crassitiem insensi-
bilem habet, indefinite per p exprimendam, accedet terminus

—WcC’fB'p.dT’

4) Si superficies vasis praeter partem 7' fluido contiguam, offert aliam 7"
in distantia quidem sed insensibili a fluido positam, accedet, denotante p inde-
finite hanc distantiam pro quolibet puncto, terminus

+weC[0p.dT"

Superfluum foret, exceptioni primae, quatenus sub tertia non continetur, nec non
secundae vel quartae immorari: etiamsi enim aequilibrium fluidi in casibus qui-
busdam huc referendis, attamen maxime specialibus, locum habere queat, tale
aequilibrium nec stabile neque experimentis accessibile esse posset. Contra casus
exceptus primus, quatenus sub tertio continetur, utique theoriae essentialis est,
verumtamen aliquantisper hic seponetur, ut conditiones aequilibrii, quatenus abs-
que cute fluidi insensibili, vasi adhaerente, consistere potest, explorentur.

Dum itaque omnes has exceptiones seponimus, expressio, cuius valor in
statu aequilibrii maximum esse debet, haec erit

—9 cfzds—{—%ccs%———%ncct@()—{—wc()TGO

et quum in omnibus mutationibus, quas figura fluidi subire potest, spatium s
invariatum maneat, expressio sequens

fzds—l—ﬂ:zo.t—-“geo.T

in statu aequilibrii minimum esse debebit.
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. o . . . . .
Tam supra monuimus, - exhibere spatium duarum dimensionum, idem-
C80 g,
que de ~ valet. Statuendo itaque

mefo = aa, E_C;B.?. — 88

29 29

erunt o, 6 lineae constantes a relatione gravitatis ad intensitatem virium, quas
partes fluidi a se mutuo et a moleculis vasis- patiuntur, pendentes; et si porro
partem liberam superficiei fluidi, i. e. eam, quae vasi non est contigua, per U de-
notamus, ut habeatur ¢ = T U, minimum esse debet in statu aequilibrii ex-
pressio sequens, abhinc per W denotanda:

[zds+(aa—268) T+ aelU

19.

Antequam quae ex hoc theoremate gravissimo sequuntur generaliter et com-
plete evolvamus, operae pretium erit ostendere, quanta facilitate phaenomenon
principale tuborum capillarium inde demanet.

Consideremus fluidum in aequilibrio in vase bicrurali, ita ut pars superfi-
ciei liberae fluidi sit in primo crure, pars alia in secundo: parietes vasis in con-
finiis harum partium verticales supponimus. Sit a area sectionis horizontalis in-
ternae primi cruris (vel exactius proiectionis horizontalis superficiei liberae fluidi
in primo crure), b eiusdem peripheria, denique ak volumen fluidi in hoc crure,
pariete verticali deorsum usque ad planum, a quo numerantur distantiae 2, con-
tinuato, sive, quod eodem redit, % altitudo media fluidi supra hoc planum: simi-
lia denotentur pro secundo crure per literas a, ¥, #. Si statum fluidi mutatio-
nem infinite parvam subire concipimus, et quidem talem, ut utraque superficiei
liberae pars figuram suam servet, variatio partis primae expressionis W, puta
integralis fzds, manifesto erit

= ahdh+a'kdh
variatio ipsius T' autem
= bdh-4bUdl
denique per hyp. dU = 0. Hinc colligitur
AW = ahdh-+aHdH—(266—oa)(bdi-4-bdk)
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Porro quum volumen integrum fluidi invariatum maneat, erit

adh-4-ddh = 0
et proin ’
AW = dh[a(h—K)—(286—aa)(b— )]

av

Conditio itaque, ut W in statu aequilibrii sit minimum, perducit ad aequatio-
nem, phaenomenon principale tuborum capillarium implicantem

h—K = (266—aa)(>—2)

a

sponteque patet, huic aequationi revera respondere valorem minimum ipsius W,
quum valor ipsius %%;V fiat = a—i—%? , 1. e. natura sua positivus.

Crus secundum priori largius pronunciatur, si quotiens %: est maior quam
%; fluidum itaque in crure arctiori magis depressum vel magis elevatum erit quam
in largiori, prout quadratum 6% minus vel maius est quam }oa; et si forte ha-
beretur 66 = {oaa, altitudo in utroque crure eadem foret. Si crus secundum
tam largum est, ut z—: negligi possit prae %, erit proxime

h—U = (268—aa)>

In tubis itaque capillaribus cylindricis fluidi depressio vel elevatio diametro tubo
reciproce proportionalis est. Haec omnia tum cum experientia tum cum iis, quae
ill. Larrace per theoriam stabilire conatus est, conveniunt.

Si vas pluribus cruribus verticalibus inter se communicantibus instructum
est, designent a’, b", A" pro tertio, a”, b"”, A" pro quarto etc. eadem, quae
a, b, h pro primo, eritque etiam

h—F = (286 —aa) (2 —2)

h—k' = (286—a0)(2—27)

Concinnius hae aequationes ita exhibentur:

h—(266—aa)% = K—(20606 —aa)i: = K'— (266—aa)b—: = h"— (2686 —-aa)b—:: etc.
a a a

Quum planum horizontale, a quo altitudines numerantur, arbitrarium sit, patet,

si illud ita assumatur, ut sit

h=(266—aq)~
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etiam in reliquis cruribus fore

"

K= (266——aa)—2—:, K= (288—aa)s, K" = (266—&0()% etc.

ik

Hocce planum, cuius conceptum infra generalius stabiliemus, vocari potest pla-
num horizontale normale (plan de niveau). Supponendo (si opus est) parietes ver-
ticales singulorum crurium usque ad hoc planum productos, ak, a', a'A" etc.
expriment, pro 266> aa, quantitates fluidi in singulis cruribus supra hoc pla-
num elevati, vel pro 266< aa, quantitates fluidi infra hoc planum in singulis
cruribus deficientis: hae itaque quantitates aequales sunt productis ex area con-
stante 268 — aa in circumferentias b, &', b”, b” etc.

20.

Superest iam, ut e theoremate art. 18 indolem figurae aequilibrii determine-
mus, cuius negotii cardo vertitur in evolutione generali variationis, quam ex-
pressio W patitur, dum figura spatii a fluido impleti mutationem quamcunque
infinite parvam subit. Sed quum calculus variationum integralium duplicium pro
casu, ubi etiam limites tamquam variabiles spectari debent, hactenus parum ex-
cultus sit, hanc disquisitionem subtilem paullo profundius petere oportet.

Considerabimus superficiei, quae spatium s a reliquo spatio separat, par-
tem U, atque quodvis illius punctum per tres coordinatas @, y, # determinari
supponemus, quarum tertia sit distantia a plano horizontali arbitrario. Spectari
itaque poterit z tamquam functio indeterminatarum &, y, cuius differentialia
partialia secundum morem suetum, sed onrissis vinculis, per

dz dz

iz’ da , E/ . dy

denotabimus. In quovis superficiel puncto rectam superficiei normalem et re-
spectu spatii s extrorsum directam concipimus, cosinusque angulorum inter hanc
normalem atque rectas axibus coordinatarum «, y, # parallelas per £ 7, { de-

notamus. Hoc pacto erit

4+l =1
dz 3 dz "
dz — — T dy— T T

Limes superficiei U erit linea in se rediens, quam per P denotamus, et dum
V. 8
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motu continuo descripta supponitur, eius elementa dP (perinde ut elementa su-
perficiei dU) semper positive accipiemus. Cosinus angulorum, quos directio
elementi d P facit cum axibus coordinatarum @, y, z, per X, ¥, Z denotamus:
ne vero sensus directionis ambiguus maneat, hanc ita decernimus, ut ipsa primo
loco, directio normalis in elementum dP superficiem U tangentis et huius re-
spectu introrsum ductae secundo loco, denique normalis in superficiem respectu-
que spatii s extrorsum ducta tertio loco, constituant systema trium rectarum si-
militer deinceps sitarum, ut axes coordinatarum «, y, 2. Ita facile perspicietur
(cf. Disquiss. gen. circa superficies curvas art. 2), cosinus angulorum inter directio-
nem illam secundam atque axes coordinatarum z, y, z esse resp.
1"Z—CY, (°X—-£'Z, EYV—1X
si £% 1% C° sint valores ipsarum £, 4, £ pro puncto elementi dP.

21,

His ita praeparatis supponamus, superficiem U pati mutationem qualem-
cunque infinite parvam. Si sufficeret, tales tantummodo mutationes considerare,
pro quibus limes P semper invariatus, vel saltem in eadem superficie verticali
maneret, manifesto soli coordinatae tertiae 2 variationem inducere oporteret, quo
pacto problema longe facilius evaderet; sed quum problema maxima generalitate
nobis ventilandum sit, in tali investigationis modo consideratio variabilitatis limi-
tum in ambages incommodas concinnitatemque turbantes perduceret; quamobrem
praestabit, statim ab initio omnes tres coordinatas variationi subiicere. Rem
itaque sic imaginabimur, ut cuivis puncto superficiei, cuius coordinatae sunt
@, y, z, substituamus aliud, cuius coordinatae sint @40, y-+ 0y, 2402, ubi
dx, Oy, 0z spectari possunt tamquam functiones indeterminatae ipsarum &, ¥,
sed quarum valores manent infinite parvae. Inquiramus nunc in variationes sin-
gulorum elementorum expressionis W, et quidem initium faciamus a variatione
ipsius elementi dU.

Concipiamus elementum superficiei U triangulare dU inter puncta, quo-
rum coordinatae sint

£, Y, 2
z-+dz, y-+dy, z—}—g—i.dx—{—a—y
x+dz, y-+dy, z—]—%.d'w—i—g—;.d:y
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Area duplex huius trianguli per principia nota invenitur
, , dz\2 | ,dz\?
= (de.dy—dy.d2)V[1+(3) +(5) ]

si, quod licet, supponimus, dw.dy —dy.d> esse quantitatem positivam.
In superficie variata loco illorum punctorum tria alia habebimus, quorum
coordinatae erunt

puncti primi x+4dx, y-+0y, =240z
puncti secundi

d3z

a+do+4do+ L. da -|—dax
+@%+®+ﬁ”dw+“y
z—l—d—i.dw—l— d'y+3z—|—daz —|—daz
puncti tertii
wdz4-da4-S22. d’m—i—?;.d'y
y+dy+dy+5L da+ Y. dy
z—l—a.dw-{-d . -;-ész-|-‘”z d'w-|-%’f;d'y
Area duplex trianguli inter haec puncta invenitur per eandem methodum
= (de.dy—dy.dz)/N
si brevitatis caussa per INV" denotatur aggregatum
[0+ 0+ =50
+[(1+%>(§—;+3§f) S+
H+EE+E - G+
Facta evolutione et reiectis quantitatibus secundi ordinis, invenitur

szﬂwﬁ§+(up+ L( 1

si brevitatis gratia per L denotatur aggregatum
g ¥
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ddz

dz [1+(

dz\? ddz dz dz ddy dz dsz ddy dz? ddz dz ddz dz
J—n e et TG Tty G

Est itaque ratio trianguli primi ad secundum ut 1 ad

L

() +(5)

1+
dy)

adeoque independens a figura trianguli dU, resultatque

0dU = LQU 5
HHE) + ()
sive in terminis explicitis
SdU — dU(?x nn_'_cc) dax E d5y En__l_d&?/(gs_l_cc)_@ EC— C)

22,
Variationem totius superficiei U obtinebimus per integrationem huius ex-
pressionis per omnia elementa dU extendendam. Ad hunc finem duas huius in-
tegralis partes, puta

de nn—l—CC)dax i d_a_y_gcdﬁz —A4
atque

de(_End8z+(EE+cc)d8y daz) —

seorsim tractabimus.

Concipiatur planum axi coordinatarum y normale, et quidem tale, ut va-
lor determinatus ipsius y, ei competens, sit intra ambitum valorum extremorum,
quos habet y in superficie U. Hoc planum peripheriam P secabit vel in duo-
bus, vel in quatuor vel in sex etc. punctis, quorum coordinatae primae sint de-
inceps 2°, &, " etc.; perinde reliquae quantitates ad haec puncta pertinentes per
indices distinguantur. Eodem modo secetur superficies per aliud planum illi in-
finite propinquum et parallelum, cui competat coordinata secunda y-dy; inter
haec plana reperientur elementa peripheriae dP° d P’, dP" etc., perspicietur-
que facile, haberi

dy = —Y°dP’ = +Y'dP = —Y"dP" = -+ Y"dP" etec.
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Si insuper concipimus infinite multa plana axi coordinatarum z normalia, cuivis
elemento do inter 2’ et &/, vel inter &” et &” etc. sito respondebit elementum
dz.d . . .
dU = ==~ unde patet, eam partem integralis 4, quae respondet parti super-

4
ficiei inter plana y, y+dy sitae, haberi ex integratione

B Be b dy b
dyfd‘” *dz ¢t dz i)

extensa ab # = a° usque ad # = &, dein ab 2 = 2" usque ad ¥ = 2" etc.
Indefinite vero hoc integrale exhibetur per

m

dnn+cc 1

—3dy. d? 0z. dE')

(EE 30— 1.8y —£82)dy —dy (.
4

unde colligitur, prodire pro casu nostro

(i +£Ac—o Saz"—-gzgo.ﬁyo—’éoﬁz")Y“dPo
+(M--gi‘:C Saf = 8y —£04) VAP
+ ("] ,"]”g"nc "C” 812?” ;1]" sy" . E”Bz") Y"dPn
—+ ete.
dvm+cc a8
—[taU.(=. —0y. dc 8z.g—§;)
sive, quod idem est,
nn-I-CC £
(MR S0 8y — &8 : 't
y—E82)YdP— [CdU.(dw. —— —dy. ———Bz )

ubi tum summatio per omnia elementa dP, tum integratio per omnia elementa
dU, intra plana y et y+dy sita, extendenda est.

Tota itaque quantitas 4 exprimetur per

nn+CC dEn
———3y d —dz.8 )

f(zzz%ﬂ,sw__ 0y —£d02) YdP—[CdU. (0.

ubi integrationem priorem per totam peripheriam P, posteriorem per totam su
perficiem U extendere oportet.
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23.
Per ratiocinia prorsus similia invenimus

T LI
B = [(7.802— £ 8y 03 XdP+[LAURe. 5 — 8y . ——+82.30)

Statuendo itaque, pro quovis puncto peripheriae P,
[XEn+Y(qq+4-C0)) 0w — [X (EE4-CQ) 4 YEndy 4+ (X —VE()dz = (Q

nec non, pro quovis puncto superficiei U,

7 Z A B a& | d
W—T)“H(H—Ty“)c‘iﬁ(nﬂ?)““ =V

erit tandem

8U = fQdP+[VaU

ubi integratio prima per totam peripheriam P, secunda per totam superficiem U
extendi debet.

24.
Formulas pro Q et ¥V modo allatas notabiliter contrahere licet. Et quidem,

adiumento aequationis X{-4-¥Y1+4ZC = 0, Q statim induit formam symme-
tricam sequentem:

Q = (Y{—Zn)dz+ (Zt— X0)dy + (Xn—Y%) 2

Quo etiam expressio pro V eruta in formam concinniorem reducatur, ob-
servamus, e formulis

dz

dz2 _ _E  dz_ 7
de — - dy — 4
sequi
3 m
Tt
dy = d=z
Hinc fit
En £ |
4% 7 ¢ 7

&
|
it
<15
._I..
=
o
|
I
al
&5
_I._
-
g

8
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Porro ex £E+nn+¢{ =1 deducimus
dE dn af
atque hinc

anatte al ar al
c €, n dn , df £ £ d
dz _n'd_z——I—Cdx_!_dx—‘qd—x__C_d—x

Substitutis his valoribus in coéfficiente ipsius d# in expressione pro V, ille fit
— g(48 4 dn
= &(g; +3,)
Prorsus simili modo coéfficiens ipsius 0y in eadem expressione transit in
dé |, dny
ﬂ(d—;-f-@)
Hoc itaque pacto nanciscimur

V= (88x+n8y+C8z)(%+2—2)

25.

Antequam ulterius progrediamur, significationem geometricam expressio-
num erutarum illustrare conveniet. Ad hunc finem directiones varias hic occur~
rentes intuitioni faciliori subiiciemus sequendo eum modum, quem in Disquiss.
gen. circa superficies curvas introduximus, puta referendo illas ad puncta super-
ficiel sphaericae radio =— 1 circa centrum arbitrarium descriptae. Primo itaque
directiones axium coordinatarum @, y, # denotabimus per puncta (1), (2), (3);
dein directionem normalis in superficiem et respectu spatii s extrorsum ductae per
punctum (4); denique directionem rectae a quolibet superficiei puncto versus
ipsius locum variatum ductae, per punctum (5). Variationem loci ipsam, seu
quantitatem \/(6a°~ 8y*—+-02%), semper positive sumendam, brevitatis caussa
per de denotabimus, arcumque inter duo sphaerae puncta, ute.g. (1) et (5),
sive angulum, qui illum arcum mensurat, ita (1, 5) scribemus. FErit itaque

0w = be.cos(1,5), &y =de.cos(2,5), Oz = e.cos(3,5)

Haec pro quovis superficiei puncto valent. In eius limite, seu peripheria P,
duae aliae directiones accedunt. Primo directio elementi d P, cui respondeat
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punctum (6); dein directio rectae huic normalis superficiem tangentis eiusque re-
spectu introrsum ductae, cui respondeat punctum (7). Per hypothesin nostram
puncta (6), (7), (4) eodem ordine iacent, ut (1), (2), (3), observetur praeterea,
(4,6), (4,7), (6,7) exhibere quadrantes seu angulos rectos. Ita prodeunt ae-
quationes iam supra (art. 20) traditae

NZ—CY = cos(1,7), (X—EZ =co0s(2,7), EY—nX = cos(3,7)
formulaeque art. praec. has formas induunt:

Q = —3de cos(5,7)
dE d
V= Jde.cos(4, 5).(55-1-33)

Exprimit itaque Q translationem cuiusvis puncti peripheriae P a plano hanc tan-
gente superficiei U normali, in plaga ab hac aversa positive sumendam; factor
ipsius V autem Je.cos(4, 5) manifesto indicat translationem cuiusvis puncti su-
perficiei U a plano hanc tangente, positive sumendam in plaga a spatio s aversa.

Sed etiam factorem alterum ipsius ¥ per significationem geometricam ex-
plicare licet. Habemus enim

E=—0f n=—0F
o= 1+(5) +(&)
Hinc prodit
dC=ELCdg +qildE
=t
— i ot
= — G+ C0) S e o
= — et
= — Q{54 L0 T Bl
et proin
de |, dq

- gddz dz 2 2ddz dz dz ddz
ntay = —Claa ) 1= G o ot 3y U ()
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cuius expressionis valorem constat esse
1 1
=zt
denotantibus R, R’ radios curvaturae extremos in puncto de quo agitur, et qui-
dem positive accipiendos, quoties convexitas superficiei extrorsum vertitur.

26.

Examen attentum analysis nostrae inde ab art. 22 patefaciet suppositionem
tacitam illi adhaerentem, scilicet quibusvis valoribus coordinatarum @, y unicum
tantummodo valorem ipsius z respondere, atque valorem ipsius { ubique per
totam superficiem U esse positivam. Nihilominus veritas theorematis finalis, ad
quod analysis ista perduxit, puta (I)

SU = —[e.cos(5,7).d P+ [de.cos(4,5). (5+3) AU

ad hanc suppositionem non restringitur, sed generaliter valet. Quam generalita-
fem si statim ab initio amplecti voluissemus, vel quasdam ambages incurrere, vel
methodum aliquantum diversam sequi oportuisset: sed ad eundem finem etiam
per considerationes sequentes facile pervenire licet.

Analysis nostra manifesto independens est a suppositione, quod axis coor-
dinatarum 2z est verticalis, quin potius in illa situs axium prorsus arbitrarius ma-
net, veritasque theorematis stabilita est pro omnibus superficiebus, pro quibus
complexus omnium punctorum (4) unico hemisphaerio includi potest; sufficit enim,
talis hemisphaerii centrum (polum) pro (3) adoptare.

Si vero proponitur superficies huic conditioni non satisfaciens, certe in duas
pluresve partes dispesci poterit, quae singulae tali conditioni satisfaciant. Iam
facile perspicietur, si superficies quaedam in duas partes divisa fuerit, veritatem
theorematis pro figura tota statim sequi e veritate pro singulis partibus. Constet
enim figura U e partibus U’, U”", sitque P’ peripheria figurae U’, atque P"
peripheria figurae U"; porro habeant P', P” partem communem P", ita ut P’
constet ex P” et P", P" vero ex P"” et P"”, unde manifesto peripheria figurae
U integra P constabit ex P" et P™. Ita erit quidem

[8e.cos(5,7)d P = [de.cos(5,7)d P"+ [e.cos(5,7)d P
[8e.cos(5,7)dP" = [be.cos(5,7)d P"+[Je.cos(5,7)d P™

V. 9
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sed probe notandum, valorem integralis f de.cos(5,7)dP”, quatenus est pars
prioris integralis, exacte oppositum esse valori eiusdem integralis, quatenus est
pars posterioris integralis, quum cuivis puncto lineae P", in his duobus casibus
directionibus oppositis describendae, loca puncti (7) opposita adeoque valores op-
positi factoris cos(5,7) respondeant. In additione itaque hae partes sese de-
struunt, fitque

[8e.cos(5,7)dP'+ [de.cos(5,7)d P" = [Be.cos(5,7)d P

unde, quum habeatur 8U = 6U'4-8U", valor ipsius 6U cum formula allata
(I) conspirans sponte demanat, dum haec formula cum valoribus variationum

8U’, 8U" quadrare supponitur.
Denique observamus, veritatem theorematis (I) etiam e considerationibus

geometricis hauriri potuisse, et quidem facilius quam per methodum analyticam,
quam tamen hic ideo praetulimus, ut occasionem, calculo variationum, pro inte-
gralibus duplicibus limitibus variabilibus inclusis parum hactenus exculto, ali-
quid lucis effundendi arriperemus, methodum alteram geometricam satis obviam

lectori perito relinquentes.

27.

Superest, ut variationes evolvamus, quas elementa reliqua expressionis W
per variationem figurae spatii s patiuntur, et primo de variatione voluminis spa-
tii s agemus.

Resumamus duo triangula in art. 21 considerata, iungamusque laterum
puncta respondentia per rectas, ut oriatur solidum, cuius loco accipere licet prisma
basis AU, altitudinis Edx—410y+4Cdz = Oe.cos(4,5), et quidem haec forma
dabit altitudinem in forma positiva seu negativa, prout triangulum transpositum
et proin totum solidum iacet extra vel intra spatium s. Hinc habemus (II)

ds = [dU.de.cos(4,5)

Porro hinc sequitur, variationem integralis [zds esse (IIT)

8f2ds = [2dU.0¢.cos (4, 5)

Quod vero attinet ad variationem quantitatis 7', ante omnia observamus,
quum P denotet limitem communem superficierum T, U, transpositiones puncto-
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rum peripherine P satisfacere debere huic conditioni, ut loca nova in superficie
spatii § maneant. Manifesto itaque per transpositionem elementi d P, super-
ficies T patitur mutationem +-dP.Je.sin (5, 6), perspicieturque facile, genera-
liter loquendo signum positivam vel negativum a signo quantitatis cos (4,5) pen-
dere. Sed concinnius haec variatio exprimitur introducendo directionem no-
vam, quae sit in plano superficiem spatii S tangente, lineae P normalis, et re-
spectu spatii s extrorsum ducta. Denotando per (8) punctum huic directioni
respondens, variatio superficiei 7' a transpositione elementi d P oriunda erit

dP.de.cos(5,8), sive (IV)
8T = [dP.de.cos(5,8)

ubi signum factoris cos(5,8) sponte decidet, utrum mutatio sit incrementum an
decrementum.

Quum punctum (6) sit polus circuli maximi per puncta (7), (8)
ducti, punctumque (5) iaceat in circulo maximo per puncta (6), (8) ducto,
puncta (5), (7), (8) formabunt triangulum in (8) rectangulum, eritque adeo
cos(5,7) = cos (5, 8).cos(7,8) : arcus (7, 8) autem est mensura anguli inter duo
plana superficies spatiorum s, § in eorum intersectione P tangentia, et quidem
inter.eas horum planorum plagas, quae spatium vacuum includunt. Hunc an-
guﬁlm per i denotabimus, unde 180°—3¢ erit angulus inter planorum plagas
eas, quae spatium s continent, formulaque nostra (V)

cos(5,7) = cos (5, 8).cos .

28.
E combinatione formularum I....IV prodit variatio expressionis W

OW = [dU.8e.cos(4,5). [e4oa(z+7)]
—fdP.Se.cos(5,8). (aacosi—aa-+268)

ubi integrale prius extendi debet per omnia elementa dU partis liberae super-
ficiei spatii s, vel partium liberarum (si forte plures separatae adsint), integrale
posterius autem per omnia elementa dP lineae vel linearum, quae illam partem
liberam, vel illas partes liberas a reliquis spatio S contiguis separant.

Iam quum in statu aequilibrii valor ipsius W debeat esse minimum,

adeoque admittere nequeat mutationem negativam pro ulla mutatione infi-
g ¥
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nite parva figurae fluidi, pro qua volumen s invariatum manet, i. e. pro qua
0s = f dU.de.cos(4,5) evanescit, facile perspicietur, figuram superficiei U in
statu aequilibrii talem esse debere, ut in omnibus eius punctis elementum varia-
tionis 6 W hoc

dU.de.cos(4,5). [z—l—aa(%—i— %)]

proportionale sit elemento variationis 0s, puta quantitati dU.dJe.cos(4,5), sive
quod idem est, ut fiat

z—l—aa(%—l—]%) = Const.

Manifesto enim, si haec proportionalitas locum non haberet, valor ipsius W de-
crementi capax foret per idoneam mutationem figurae superficiei U, limite P
adeo invariato manente. Ceterum aequatio illa pro tofa superficie U valet,
etiamsi haec e pluribus partibus separatis constet, dummodo fluidum ipsum co-
haereat.

Aequatio ista constituit theorema fundamentale primum in theoria aequili-
brii fluidorum, quod iam ab ill. LarLAcE erutum est, sed per methodum a nostra
plane diversam.

Si planum, pro quo z quantitati aequationis constanti aequalis est, et quod
planum horizontale normale (plan de niveau) vocare possumus, loco eius, a quo
coordinatae 2 numeratae erant, adoptamus, erit

= ——aa(%—l—}f—,)

unde protinus demanant corollaria sequentia.

I. Si planum normale superficiem liberam U ullibi secat, in quovis sectio-
nis puncto superficies necessario concavo-convexa erit, atque radius maximus
convexitatis radio maximo concavitatis aequalis.

II. Supra planum normale superficies vel concavo-concava erit, vel, sicubi
fuerit concavo-convexa, curvatura concava convexam superabit.

III. Infra planum normale superficies vel erit convexo-convexa, vel, sicubi
fuerit concavo- convexa, curvatura convexa concavam superabit.

IV. Superficies libera U nequit habere partem finitam planam nisi hori-
zontalem et cum plano normali coincidentem.
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29.
Aequatione, quam modo stabilivimus, subsistente, variatio valoris ipsius W
reducitur ad

W = — [dP.8e.cos(5,8)(aacosi—aa-266)

unde introducendo angulum A talem ut sit

cos A — au;—ﬂﬁﬁ

sive sin{d = %
habemus
OW = aafdP.de.cos(5,8). (cos A— cosi)

integratione per totam lineam P extensa. Memores esse debemus, factorem
cos (5, 8) aequalem esse ipsi sin(5,6), signo positivo vel negativo affecto, prout
fluidum in motu suo virtuali apud elementum dP vel ultra limitem P redun-
dare, vel citra recedere concipitur. Hine facile concludimus, in statu aequilibrii,
generaliter loquendo, ubique esse debere s — A. Si enim in aliqua parte lineae
P esset i< A, motus virtualis primi generis in hac parte, manente parte reli-
qua limitis P invariata, manifesto ipsi W variationem negativam induceret, et
perinde negativa variatio ipsius W prodiret per motum virtualem fluidi secundi
generis, siin ulla parte lineae P esset i>>.4: utraque igitur suppositio condi-
tioni minimi in aequilibrio adversatur.

Hoc est theorema fundamentale secundum, quod etiam investigationibus
ill. Larrace intertextum, sed e principio virium molecularium haud demonstra-

tum videmus.

30.

Theorema art. praec. modificatione quadam eget in casu singulari, quem si-
lentio praeterire non licet. Tacite scilicet supposuimus, superficiem vasis iuxta
totum limitem P curvatura continua gaudere, ita ut in quovis huius limitis puncto
unicum planum superficiem vasis tangens exstet. Si continuitas curvaturae in ali-
quo puncto singulari lineae P interrumpitur, sive cuspis ibi adsit, sive acies li-
neam P traiiciens, facile perspicietur, conclusionem nostram hinc non immutari;
sed aliter res se habet, si continuitas curvaturae interrupta est in parte finita li-
neae P, i. e. si superficies vasis per partem finitam lineae P (vel adeo per totam
hanc lineam) aciem offert. Tunc scilicet in quovis talis partis puncto bina plana
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superficiem vasis tangentia aderunt, quorum alterum refertur ad partem liberam
superficiei vasis, alterum ad partem 7. Retinendo itaque characterem ¢ pro an-
gulo inter planum prius atque planum tangens superficiem U, denotandoque per
k angulum inter hoc planum et planum posterius, haud amplius erit i+ k& = 180°,
sed maior minorve, prout acies est convexa vel concava. Et dum elementum va-
riationis OW, pro motu virtuali fluidi ultra limitem P redundantis, etiamnum
exprimitur per

aadP.de.sin (5, 8).(cos A —cos?)

elementum illius variationis pro motu virtuali fluidi citra limitem P recedentis

iam erit
—aoadP.de.sin (5, 6).(cos A~ cos k)

Ne igitur valor ipsius W capax sit variationis negativae, requiritur, ut neque va-
lor ipsius cos A—cosi sit negativus, neque valor ipsius cos. A cosk positivus,
1. e. esse debet

vel 1 = A4, vel i>A4
atque vel & = 180°— A, vel A>180"—4

In statu aequilibrii itaque esse nequit -4 /4<C180°% sive, quod idem est, in
statu aequilibrii limes superficier fluidi liberae U esse mequit, per extensionem fini-
tam, in acie concava superficiei vasis. Contra, quoties pars illius limitis coincidit
cum acie convexa, ad aequilibrium requiritur et sufficit, ut angulus inter plana
fluidum et vas tangentia sit inter limites A4 et A a (incl.), extra fluidum, sive
inter 180°—.A4 et 180°—A—+a, intra fluidum mensuratus, si angulum inter
duo plana superficiem vasis utrimque ab acie tangentia in quovis puncto indefinite
per 180°—a denotamus, quatenus hic angulus a plaga vasis mensuratur.

31.

Constantes aa, 86, quarum ratio angulum A determinat, a functioni-
bus f, F' pendent, et quodammodo tamquam mensurae intensitatis virium mo-
lecularium, quas particulae fluidi et vasis exercent, considerari possunt. Si
functiones istae ita comparatae sunt, ut fa, Fo sint in ratione determinata
a distantia 2 independente, puta ut » ad N, manifesto statuere possumus
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aa:66 = ¢n:CN, i. e, constantes aa, 66 erunt proportionales attractionibus,
quas in eadem distantia exercent duae moleculae quoad volumen aequales, al-
tera fluidi altera vasis. Iam quum angulus A fiat acutus, recto aequalis, ob-
tusus, duobus rectis aequalis, prout 66<faa, 66 — taa, 66>4+aa sed
<aa, 86 = ao: in sensu istius suppositionis (quae si gratuita est, tamen veri-
similitudini non repugnat) dicere oportet, casum primum locum habere, quoties
attractio partium fluidi mutua maior sit quam duplum attractionis partium vasis
in fluidum; secundum, quoties prior attractio sit duplum posterioris;-tertium,
quoties prior maior quidem sit posteriori, sed minor eius duplo; denique quartum,
quoties ambae attractiones sint aequales. Exemplum casus primi exhibet argen-
tum vivumsdn vasibus vitreis.

32.

At quantus est valor anguli A in casu eo, ubi attractio vasis maior est
quam attractio partium fluidi mutua? Valor imaginarius, quem pro 66 >aa
formula sin{A4 =§ angulo A assignat, iam testatur, suppositionem aliquam
in tali casu non admissibilem subesse. Revera quoties 66 >aa, suppositio k-
mitationis superficiei T' cum conditione minimi respectu functionis W consistere
nequit. Ubicunque enim limitem posueris, patet, si ultra hunc limitem cutem
fluidi tenuissimam expansam concipias, ita ut 7' capiat augmentum 7", et proin
U augmentum huic proxime aequale, valorem functionis W assumere mutatio-
nem sensibiliter aequalem quantitati negativae — (266—20aa)T"; quinadeo va-
lorem ipsius W tamdiu ulterioris diminutionis capacem manere, donec 7" totam
superficiem vasis reliquam occupaverit. Valor mutationis —(266—2aa)1” eo
magis exactus erit, quo minor crassities accipiatur, et quatenus tantummodo de
valore expressionis W agitur, nihil impedit, quominus crassities usque ad eva-
nescendum diminui concipiatur. Attamen cutis crassitiei evanescentis (probe di-
stinguendae ab insensibili) nihil esset nisi fictio mathematica, figuraque spatii s
tali fictioni accommodata revera non differret ab ea, pro qua W in casu 66 = aa
valorem minimum acquirit.

Sed paullo aliter res se habet in problemate nostro physico, ubi talis cutis
accessoria necessario gaudere debet certa crassitie, utut insensibili, quo aequili-
brium consistere possit. Quoties talis pars adest, expressio W, uti in art. 18 do-
cuimus, incompleta est, et denotata ea parte vasis, quam cutis tegit, per I",
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huiusque crassitie in quovis puncto indefinite per p, expressioni Q adhuc adii-
ciendi erunt termini

mecf0p.dT—ncC[0'p.dT"
adeoque valori ipsius W hi
nC ’ ; me fpor r
7 66 ’ oo r
=[aT. (5 .0'p—1=2.0')
Quocirca quum valor ipsius W, per accessionem istius cutis, iam acceperit mu-

tationem (266-—2aa)1”, mutatio tota, ei valori ipsius W, qui omittendo cu-
tem locum habet, adiicienda, erit

— 2 fdT". (88 (1—20) —aa(1—"2))

Haec mutatio propter 60 = 60, 8’0 = 00, nulla esset pro crassitie evane-
scente; at quum 0p, B'p, crescente crassitie p, citissime decrescant, et iam pro
valore insensibili ipsius p insensibiles evadant, mutatio ista citissime versus va-
lorem — (266 —2aa)T" converget, atque pro statu aequilibrii fluidi, ne va-
lor expressionis W correctae capax sit ulterioris diminutionis sensibilis, sensibi-
liter eidem aequalis esse debebit. Ceterum investigatio completa legis, <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>