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Vorwort. 
Dieses Buch unterscheidet sich von alteren Darstellungen der Optik durch 

die Grenzziehung gegen andere Gebiete der Physik. Die uberkommene Einteilung 
(Mechanik, Elektrizitat und Magnetismus, Optik, Thermodynamik, erganzt 
durch kinetische Theorie der Materie und Atomphysik) ist wohl vorlaufig fur 
den Unterricht noch unentbehrlich, so wenig sie auch der Einheit des Lehr
gebaudes Rechnung tragt.· Die Optik ist seit langem als eIektromagnetische 
Lichttheorie ein SonderkapiteI der allgemeinen Lehre yom eIektromagnetischen 
Felde. Man kann sich dabei naturlich nicht auf das sichtbare Licht beschranken, 
sondern muB den Frequenzbereich nach oben und unten erweitern. Die HERTZ
schen Wellen pflegt man aber nicht hinzuzunehmen; nach kurzen Wellen zu 
scheint es geboten, die Rontgen- und y-Strahlen auszuschlieBen oder wenigstens 
nur andeutungsweise zu behandeln. Auch hier wird diesem Brauche gefolgt. 
Die Optik bewegter Korper durfte fruher in einem Lehrbuche der Lichttheorie 
nicht fehlen. Ich halte das nicht fUr zeitgemaB; diese Dinge gehOren zur ReIa
tivitatstheorie, die sich zu einem besonderen Kapitel der Physik entwickeIt hat. 
Am schwierigsten ist die Frage der Spektren. Sind doch fUr die meisten Ex
perimentalphysiker heute die Methoden der Optik nur Hilfsmittel zur Er
forschung der Spektren und ihrer Trager. Und doch gehoren, meine ich, die 
GesetzmaBigkeiten der Spektrallinien nicht in ein Lehrbuch der Optik, sondern 
in eines der Atomphysik, die nach Umfang und Bedeutung ein selbstandiges 
Teilgebiet der Physik bildet. Fur die Optik im engeren Sinne bleibt noch genug 
ubrig, wie der Umfang dieses Buches zeigt. Es entbalt alles das, was in der Optik 
ohne Heranziehung der Quantentheorie verstandlich ist, und sein Ziel ist, den 
Leser bis an die Probleme hinzufiihren, die den eigentlichen Inhalt der quanten
theoretischen Atomphysik bilden. 

Die Darst~llung setzt Kenntnis der elementaren Optik voraus und stellt sich 
von Anfang an auf den Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie. Das 
ist unhistorisch, aber unvermeidlich, wenn man den Weg bis zum heutigen Stande 
der Forschung nicht endlos verlangern will. Dber die historische Entwicklung 
wird in einer besonderen Einleitung kurz berichtet. 

Die vorhandenen Lehr- und Handbiicher habe ich zu Rate gezogen, aber 
nach Moglichkeit die Originalarbeiten nachgeschlagen. In manchen Einzel
heiten der ersten Kapitel bin ich dem klassischen Lehrbuche von DRUDE ge
folgt, weil jede Abweichung Verschlechterung bedeutet batte. Dieses Buch 
gehOrt zu der klein en Zahl wissenschaftlicher Schriften, die wie echte Kunst
werke niemals veralten. Nach seinem Vorbilde habe ich versucht, den durch 
die Forschung gewaltig vermehrten Stoff zu behandeIn. 

Die Literaturangaben sind nicht vollstandig, sondern haben nur den Zweck, 
dem Leser das Nachschlagen der wichtigsten Originalarbeiten und das Zurecht
finden in dem Chaos der Zeitschriften zu erleichtern. Wenn eine Abhandlung 
nicht zitiert ist, so braucht das nicht immer zu hf'deuten, daB ich sie fUr schlecht 
halte. 



IV Vorwort. 

Ich habe unter meinen Mitarbeitern, Schiilern und Freunden viele freund
liche Helfer gefunden. Entwtirfe fUr einige Abschnitte haben gemacht: Herr 
Dr. L. NORDHEIM tiber absorbierende Kristalle (VI, § 69); Herr Dr. W. HEITL1':R 
tiber die Vereinigung von geometrischen und undulatorischen Abbildungsfehlern 
(IV, § 56); Herr Dr. V. WEISSKOPF tiber die strenge Begrtindung des LORENTZ
LORENzschenGesetzes (VII, § 74); Herr Dr. E. TELLER tiber den RAMANeffekt 
(VII, § 82 und VIII, § 100). Herr Prof. Dr. F. REICHE mid Herr Dr. WEISS
KOPF haben sich der Mtihe unterzogen, das Kapitel tiber Dispersionstheorie 
(VIII) ganz durchzusehen. Ebenso hat Herr Dr. H. A. STUART die Abschnitte 
tiber KERReffekt und Lichtstreuung (VII, §§ 80, 81) durch wert volle Erganzungen 
bereichert. Durch die liebenswiirdige Vermittlung von Herrn Prof. M. v. ROHR 
erhielt ich eine schone Aufnahme der Beugungserscheinungen am rechteckigen 
Spalt (§ 48, Fig. 88), die Herr Prof. A. KOHLER angefertigt hat. Herr Dr. 
G. CARlO hat die anomale Dispersion des Na-Dampfes nach der Methode von 
WOOD fUr dieses Buch neu aufgenommen (§ 93, Fig. 216). Allen diesen Helfern 
bin ich zu groJ3er Dankbarkeit verpflichtet. 

Die ersten beiden Kapitel habe ich schon vor vielen Jahren auf Grund meiner 
Vorlesungen niedergeschrieben. In diesem Zustande ware das Manuskript woh! 
geblieben, wenn ich nicht die Hilfe zweier Studenten gewonnen hatte, der Herren 
H. LIEB und W. WEPPNER. Diesen habe ich die tibrigen sechs Kapitel diktiert. 

. Sie haben nicht nur mit gr6J3tem Fleille die Reinschrift und die Anfertigung 
der Figuren besorgt und die Rechnungen nachgeprtift, sondern auch die Rolle 
padagogischer Versuchsobjekte gespielt. An ihrer Reaktion konnte ich erkennen, 
ob die Darstellung den Grad der Verstandlichkeit erreicht hatte, den ich anstrebte. 
Auch bei den Korrekturen haben diese beiden Herren unermtidlich geholfen. 

Wert volle Hilfe haben mir ferner geleistet: Herr G. RATHENAU und Fraulein 
G. POSCHL bei der letzten Durchsicht des Manuskriptes und den Korrek
turen; Herr W. LOTMAR bei der letzten Korrektur; die Herren A. WEYGANDT, 
R. BUNGERS und F. Bopp durch Anfertigung von numerischen Tabellen und 
Kurventafeln. Ihnen allen .bin ich zu gr6J3tem Danke verpflichtet. 

Dem Verlage habe ich ftir den sorgfaltigen Druck und die schOne Ausstattung 
zu danken. 

G6ttingen, im Oktober 1932. 
MAX BORN. 
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Einleitung. Historische Ubersicht. 
Das Ziel dieses Buches ist, einen systematischen DberbIick uber das aus

gedehnte Gebiet der theoretischen Optik zu geben. Bei der auBerordentlichen 
Fulle des Stoffes scheint es unmoglich, in der Darstellung der historischen Ent
wicklung mit ihren zahllosen Vmwegen und Abwegen zu folgen; wir werden 
vielmehr den heutigen Stand unsere~ Kenntnisse zum Ausgangspunkt nehmen 
und von ihm aus deduktiv die Erscheinungsgruppen abzuleiten suchen. Das 
bedeutet einen Verzicht auf den lehrreichen induktiven Weg, der, von einfach
sten Ansatzen ausgehend, Schritt fUr Schritt das System der Begriffe unserer 
Wissenschaft aufbaut. Zur Erganzung des Vorgetragenen sei daher dem Leser 
aufs eindringlichste das Studium der Originalarbeiten empfohlen, deren wichtigste 
wir im Laufe unserer Darlegungen nennen werden. Eine ganz kurze historische 
tJbersicht, die wir der systematischen Darstellung vorausschicken, moge dazu 
dienen, die einzelnen Entdeckungen und die Namen der bedeutendsten Forscher 
in ihrem geschichtlichen Zusammenhang zu uberblicken. 

Die griechischen Naturphilosophen haben Hypothesen t;ber das Wesen des 
Lichts aufgestellt, die griechischen Mathematiker bereits eine Art geometrischer 
Optik getrieben. 

Vnter den Begrundern der neueren Philosophie war es besonders RENE DES
CARTES (1596-1650), der sich Vorstellungen uber das Wesen des Lichts auf 
Gruna'seiner metaphysischen Ideen machte1. Doch gewann die Optik erst festen 
Grund, als GALILEO GALILEI (1564-1642) die Macht der experimentellen Methode 
durch die Entwicklung der Mechanik erwiesen hatte. Wahrend das Reflexions
gesetz schon den Griechen bekannt war, wurde das Brechungsgesetz 1621 von 
WILLEBRORD SNELL (SNELLIUS, 1591-1626) experimentell gefunden l . DESCARTES 
gab eine Erklarung auf Grund der Vorstellung, daB das Licht aus geschleuderten 
Teilchen besteht (Emissions- oder Korpuskulartheorie), die in verschiedenen 
Korpern verschiedene Geschwindigkeit haben. Eine andere, tiefe Formulierung 
gab PIERRE DE FERMAT (1601-1665), der das allgemeine Prinzip aufstellte, 
daB "die Natur immer auf dem kurzesten Wege handle" 8; hiernach verlauft 
das Licht immer auf dem Wege, der es in schnellster Zeit zum Ziele bringt, und 
daraus ergibt sich das Brechungsgesetz mit Hilfe der Annahme verschiedenen 
"Widerstandes" in verschiedenen Korpern. Dieses Prinzip des kiirzesten Licht
weges ist von groGer philosophischer Tragweite infolge seines teleologischen 
Charakters, der in den Naturwissenschaften als Fremdkorper empfunden wurde 
und zu zahllosen Diskussionen AniaG gab. 

Die erste Interferenzerscheinung, die Farben dunner Blattchen, heute auch 
"NEWToNsche Ringe" genannt, wurde unabhangig von ROBERT BOYLE' (1626 
bis 16(1) und ROBERT HOOKE Ii (1635-1703) entdeckt. HOOKE fand auch das 
Auftreten von Licht im geometrischen Schatten, die "Beugung" des Lichts; 

1 R. DESCARTES: Dioptriques, Meteores. Leyden 1638; Principia Philosophiae. Amster
dam '644. 

t SNELL teilte seine Entdeckung sch.-ift1ich anderen Forschem, darunter auch DESCARTES 
mit, der sie in seiner Dioptriques veroffentlichte. 

a' <Euvres de FERMAT Bd. II Paris (1894) s. 354. ' Boyle's Works Bd. 1(1774) S. 742. 
, R. HOOKE: Micrographia (1667) S.47. 

Born, Optik. 



2 Einleitung. Historische C'bersicht. 

doch ist diese Beobachtung schon vorher von FRANCESCO MARIA GRIMALDI 1 

(1618-1663) gemacht worden. HOOKE vert rat als erster die Auffassung, dal3 
Licht aus schnellen Schwingungen besteht, dabei nahm er an, dal3 diese sich 
momentan uber jede Entfernung fortpflanzen; er versuchte auf Grund dieser 
Vorstellungen eine ErkUi.rung der Brechung und eine Deutung der Farben. Die 
Grundeigenschaft des farbigen Lichts wurde aber erst klar, als im Jahre 1666 
ISAAC NEWTON (1642-1727) die Zerlegbarkeit des weil3en Lichts durch ein 
Prisma entdeckte 2 und feststellte, daB jede reine Farbe durch eine bestimmte 
Brechbarkeit charakterisiert ist. Die Schwierigkeiten, denen die Wellentheorie 
bei der ErkHi.rung der geradlinigen Ausbreitung des Lichts und der (von Huy
GENS3 entdeckten) Polarisation begegnet, schienen NEWTON so ausschlaggebend, 
daB er sich der Emissionstheorie zuwandte und sie ausbaute. In diese Zeit 
falIt die erste Bestimmung der Geschwindigkeit des Lichts, die 1675 von OLAF 
ROMER (1644-1710) mit Hilfe der Verfinsterungen der Jupitertrabanten aus
gefUhrt wurde. Der eigentliche Begrunder der Undulationstheorie ist CHRISTIAN 
HUYGENS (1629-1695); er dachte sich als Trager der Wellen einen aIle Korper 
durchdringenden "Lichtather" und sprach das spater nach ihm benannte Prinzip 
aus, wonach jeder von der Lichterregung getroffene Punkt des Athers als Zen
trum einer neuen, kugelformigen Lichtwelle aufgefal3t werden kann; die sekun
daren Wellen wirken dann in der Weise zusammen, daB ihre Enveloppe die 
resultierende Wellenfront bestimmt. Hierdurch gelang ihm die Ableitung der 
Gesetze der Reflexion und Brechung, ferner die Deutung der von ERASMUS 
BARTHOLIN US (1625-1698) entdeckten Doppelbrechung des Kalkspats durch die 
Annahme, dal3 in dem Kristall auBer einer kugelformigen Elementarwelle sich eine 
ellipsoidische fortpflanzt. Wie schon erwahnt, machte HUYGENS hierbei die funda
mentale Entdeckung der Polarisation, d. h. der Tatsache, daB jeder der beiden 
Strahlen, die durch Brechung im Kalkspat entstehen, beim Durchgang durch einen 
zweiten Kristall sich durch bloBe Drehung des letzteren urn die Strahlrichtung 
ausloschen laBt. Aber die Deutung dieser Erscheinung als "Seitlichkeit" (Trans
versalitat) des Strahles gelang nicht ihm, sondern NEWTON 1717. Dieser wieder 
sah darin ein unubersteigbares Hindernis fUr die Annahme der Wellentheorie, 
da mansich zu dieser Zeit Wellen nur als longitudinal vorstellen konnte. 

Die Ablehnung der Wellentheorie durch NEWTONS Autoritat versperrte ihr 
fast 100 Jahre den Weg. Doch fand sie immer vereinzelte Anhanger, so den 
groBen Mathematiker LEONHARD EULER4 (1707-1783). 

Erst am Anfang des 19. Jahrhunderts erfolgten die entscheidenden Ent
deckungen, die den Sieg der Wellentheorie herbeifuhrten. Der erste Schritt 
war die Aufstellung des Interferenzprinzips 1801 durch THOMAS YOUNG (1773 
bis 1829) und die darauf beruhende ErkHi.rung der Farben dunner Blattchen li• 

Doch konnten sich YOUNGS mehr qualitative Darlegungen nicht allgemeine An
erkennung verschaffen. 

In dieser Zeit wurde die Polarisation des Lichts durch Spiegelung von ETIENNE 
LOUIS MALUS (1775-1812) entdeckt6 ; er beobachtete im Jahre 1808 eines Abends 
durch einen Kalkspat das Spiegelbild der Sonne in einem Fenster und fand die 

1 F. M. GRIMALDI: Physico-Mathesis de lumine, coloribus, et iride. Bologna 1665. 
2 1. NEWTON: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. Nr 80 (1671/72) Febr. 19; Optics, Newtoni 

Opera, S. 385. 
3 CHR. HUYGENS: Traite de la lumiere (verfaBt 1678, veroffentIicht Leiden 1690). 

Deutsch: OSTWALDS Klassiker Bd. 20 (1890). 
, L. Euleri Opuscula varii argumenti, S. 169. Berlin 1746. 
5 TH. YOUNG: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1802 S. 12,. 387; Works Bd. I S.202. 
6 E. L. '1ALUS: Nouveau Bull. d. Sci., par la Soc. Philomatique Bd. I (1809) S. 266; 

Memoires de la Soc. d'Arcuf'il Bd. II (1809). 
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beiden durch Doppelbrechung entstehenden Bilder bei Drehung des Kristalls 
urn die Blickrichtung sehr unterschiedlich hell. Doch verzichtete MALUS auf 
eine Deutung der Erscheinung in der Meinung, daB die vorliegenden Theorien 
nicht dazu imstande waren. 

Die Emissionstheorie war in zwischen von PIERRE SIMON DE LAPLACE {1749 
bis 1827} und JEAN-BAPTISTE BIOT {1774-1862} bis zur letzten moglichen 
Stufe ausgebildet worden. Ihre Anhanger schlugen als Gegenstand der groBen 
Preisarbeit der Pariser Akademie fUr 1818 das Problem der Beugung vor, in 
der Erwartung, daB die Bearbeitung den letzten Triumph der Emissionstheorie 
bedeuten wurde. Aber ihre Hoffnung wurde enWi.uscht; denn die trotz aller 
Widerstande gekronte Preisschrift von AUGUSTIN JEAN FRESNEL {1788-1827} 
stand auf dem Boden der Wellentheorie 1 und war die erste einer Serie von Ar
beiten, durch die die Korpuskulartheorie innerhalb weniger Jahre vollkommen 
verdrangt werden sollte. Der Gedanke der Preisschrift beruht auf einer Ver
einigung des HUYGENSSchen Prinzips der Elementarwellen mit dem YouNGschen 
Prinzip der Interferenz; hierdurch gelingt nicht nur eine Erklarung der "gerad
linigen Ausbreitung" des Lichts, sondem auch der als Beugungserscheinungen 
bekannten kleinen Abweichungen davon. FRESNEL berechnete die Beugung an 
geraden Kanten, kleinen Offnungenund Schirmen; besonders eindrucksvoll war 
die experimentelle Bestatigung der theoretischen Voraussage, daB im Mittel
punkt des Schattens einer kleinen, kreisformigen Scheibe ein heller Fleck auf
treten sollte. 1m selben Jahre {1818} untersuchte FRESNEL das wichtige Problem 
des Einflusses der Erdbewegung auf die Lichtfortpflanzung; die Frage war, ob 
sich das von Stemen kommende Licht anders verhielte als das von irdischen 
Lichtquellen. DOMINIQUE FRAN<;OIS ARAGO {1786-1853} entschied experimen
tell, daB {abgesehen von der Aberration} kein Unterschied zu finden sei, und 
hierauf gestutzt entwickelte FRESNEL seine Lehre von der partiellen MitfUhrung 
des Lichtathers durch die Materie, die erst 1851 von ARMAND HYPOLIT LOUIS 
FIZEAU (1~H9-1896) durch direktes Experiment bestatigt werden konnte. 
Gemeinsam mit ARAGO untersuchte FRESNEL die Interferenz polarisierter Licht
strahlen und fand 1816, daB zwei senkrecht aufeinander polarisierte Strahlen 
unter keinen Umstanden interferieren. Diese Tatsache war mit der Annahme 
longitudinaler Wellen, die bis dahin als selbstverstandlich galt, unvereinbar; 
YOUNG, der durch ARAGO von der Entdeckung gehort hatte, fand 1817 den 
Schlussel zur Losung: die Annahme transversaler Schwingungen. 

FRESNEL begriff sogleich die Tragweite dieser Hypothese, aus der er mannig
fache Folgerungen zog und die er durch eine dynamische Theorie tiefer zu be
grunden suchte 2• Da namlich in Flussigkeiten nur longitudinale Schwingungen 
moglich sind, muBte der Ather einem festen Korper analog sein; doch war zu 
jener Zeit eine Theorie der elastischen Wellen in fest en Substanzen noch nicht 
vorhanden. Anstatt diese begrifflich zu entwickeln und daraus die optischen 
Tatsachen zu deduzieren, ging FRESNEL induktiv vor und suchte aus den Beob
achtungen die Eigenschaften des Lichtathers abzuleiten. Die merkwurdigen 
Gesetze der Lichtfortpflanzung in Kristallen waren FRESNELS Ausgangspunkt; 
ihre Aufklarung und ZuruckfUhrung auf einige einfache Annahmen uber die 
Form der elementaren Wellen sind eines der ,irofiten Meisterwerke natur
wissenschaftlicher Forschung. Auf eine wichtige Folgerung aus FRESNELS 
Konstruktion wies 1832 der urn die Ausgestaltung der Optik hochverdiente 
WILLIAM ROWAN HAMILTON 3 {1805-1865} hin,' die sog. konische Refraktion, 

1 A. FRESNEL: Ann. Chim. et Phys. (2) Bd.1 (1816) S. 239; <Euvres Bd. I S.89, 129. 
2 A. FRESNEL: (Euvres Bd. II S.261, 479. 
3 w. R. HAMILTON: Trans Roy. Irish Acad. Bd. 17 (1833) S.1. 

1* 
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deren Existenz bald darauf von HUMPHREY LLOYD l (1800-1881) experimentell 
bestatigt wurde. 

FRESNEL gab auch (1821) die erst en Hinweise fiir eine Erklarung der Farben
zerstreuung (Dispersion) durch Heranziehung der molekularen Struktur der 
Korper 2 ; ein Gedanke, der spater von CAUCHY weitergefiihrt wurde. 

Dynamische Vorstellungen iiber den Mechanismus der Atherschwingungen 
fiihrten FRESNEL zur Ableitung der nach ihm benannten Gesetze iiber die Inten
sit at und Polarisation der durch Reflexion und Brechung entstehenden Strahlen 3. 

FRESNELS Werk hatte die Wellentheorie auf so sichere Grundlagen gestdlt, 
daB es fast ein iiberfliissiges Untemehmen schien, als im Jahre 1850 LEON 
FOUCAULT (1819-1868) und FIZEAU ein schon von ARAGO vorgeschlagenes 
experimentum crucis ausfiihrten. Die Korpuskulartheorie erklart namlich die 
Brechung als Anziehung der LichtteiIehen an der Grenze gegen das optisch 
dichtere Medium hin, woraus sich eine hohere Geschwindigkeit in diesem er
gibt; die Wellentheorie dagegen fordert nach dem HUYGENSSchen Prinzip eine 
kleinere Geschwindigkeit im optisch dichteren Medium. Die direkte Messung 
der Lichtgeschwindigkeit in Luft und Wasser entschied eindeutig zugunsten 
der Undulationstheorie. 

Die folgenden Jahrzehnte waren dem Ausbau der Lehre von den elastischen 
Atherschwingungen gewidmet. Der erste Schritt best and in der Aufstellung 
einer Theorie der Elastizitat fester Korper. CLAUDE LOUIS MARIE HENRI N AVIER 4 

(1785-1836) entwickelte eine soIehe Theorie auf Grund der Vorstellung, daB 
die Korper aus zahllosen Partikeln (Massenpunkten, Atomen) bestehen, die mit 
Zentralkraften aufeinander wirken. Die heute iibliche Ableitung der elastischen 
Gleichungen auf Grund der Kontinuumsvorstellung stammt von AUGUSTINE 
LOUIS CAUCHY (1789-1857)5. Am Ausbau der optischen Theorie waren femer 
beteiligt SIMEON DENIS POISSON 6 (1781-1840), GEORGE GREEN 7 (1793-1841), 
JAMES MACCULLAGH 8 (1809-1847), FRANZ NEUMANN9 (1798-1895) u. a. Es 
ist heute wohl nicht mehr angebracht, auf die Einzelheiten dieser Theorien und 
die Schwierigkeiten, die sie zu iiberwinden hatten, einzugehen; denn diese Schwie
rigkeiten riihrten aIle von dem Postulat her, die optischen Vorgange mechanisch 
zu erklaren, ein Ziel, das heute langst aufgegeben ist. Folgende Andeutung 
mag geniigen: Man betrachte zwei aneinander grenzende elastische Festkorper 
und nehme an, daB in dem ersten eine ebene, transversal schwingende Welle 
auf die Grenzebene zulaufe; im zweiten Medium wird sie nach den mechanischen 
Gesetzen notwendig aufgespalten in transversale und longitudinale Wellen. Da 
aber in der Optik longitudinale Wellen durch den Versuch von FRESNEL und 
ARAGO ausgeschlossen sind, so muB man die elastische longitudinale Welle unter
driicken, und das geht nicht ohne Verletzung der mechanischen Gesetze, namlich 
der Grenzbedingungen fiir die Verzerrungen und Spannungen. Die verschi~denen 
Theorien der genannten Autoren unterscheiden'sich durch ihre Annahmen iiber 
die Grenzbedingungen, die jedesmal irgendwie der Mechanik widersprechen. 

Ein primitiver Einwand gegen die Auffassung des Athers als Festkorper ist 
der: wie solI man sich vorstellen, daB durch ein soIehes Medium die Planeten mit 

1 H. LLOYD: Trans. Roy. Irish Acad. Ed. 17 (1833) S. 145. 
2 A. FRESNEL: (Euvres Ed. II S.438. ' A. FRESNEL: (Euvres Ed. I S.767. 
3 C. L. M. H. NAVIER: Mem. de I'Acad. Ed. 7 S. 375 (vorgelegt 1821, veroffentlicht 1827). 
fi A. L. CAUCHY: Exercices de MatMmatiques Ed. 3 (1828) S. 160. 
8 S. D. POISSON: Mem. de I'Acad. Ed. 8 (1828) S.623. 
? G. GREEN: Trans. Cambro Phil. Soc. 1838; Math. Papers, S.245. 
8 J. MACCULLAGH: Philos. Mag. (3) Ed. 10 (1837) S.42, 382; Proc. Roy. Irish Acad. 

Ed. 18 (1837). 
9 F. NEUMANN: Abh. Berl. Akad., Math. Kl. (1835) S. 1. 
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ihrer groBen Geschwindigkeit sich ohne merklichen Widerstand bewegen konnen? 
Diese Schwierigkeit glaubte GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903) durch den 
Hinweis beseitigen zu konnen, daB diese planetarischen Geschwindigkeiten im 
Verhiiltnis zu den bei Lichtschwingungen auftretenden Geschwindigkeiten der 
AtherteiIehen ganz auBerordentlich klein seien; es ist aber bekannt, daB Korper 
wie Pech oder Siegellack zwar schneller Schwingungen fahig, gegeniiber lang
samen Beanspruchungen aber vollig nachgiebig sind. Uns schein en heute soIehe 
Diskussionen recht iiberfliissig, da wir die Forderung, flir aIle Naturvorgange 
mechanische Bilder aufzustellen, nicht mehr anerkennen. 

Ein erster Schdtt von dem Bilde des elastischen Athers hinweg wurde von 
MACCULLAGH getan1• Er ersann ein Medium mit Eigenschaften, wie sie gewohn
lichen Korpern nicht zukommen; wahrend diese namlich bei Deformationen der 
Volumenelemente Energie aufspeichern, bei Rotationen aber nicht, solI es bei 
dem Ather von MACCULLAGH genau umgekehrt sein. Die Gesetze der Fort~ 
pflanzung von Wellen in einem soIehen Medium zeigen einen hohen Grad von 
Verwandtschaft mit den MAXwELLschen Gleichungen der elektromagnetischen 
Wellen, die heute als Grundlage der Optik dienen. 

Trotz aller Schwierigkeiten hat sich die Lehre vom elastischen Ather lange 
erhalten, und alIe bedeutenden Physiker des 19. Jahrhunderts haben dazu bei
getragen. AuBer den schon genannten seien noch erwahnt WILLIAM THOMSON s 
(Lord KELVIN, 1824-19(8), CARL NEUMANN 3 (1832-1925), JOHN WILLIAM 
STRUtT' (Lord RAYLEIGH, 1842-1919), GUSTAV KIRCHHOFF 5 (1824-1887). Die 
Optik wurde in dieser Zeit in "ielen Einzelheiten ausgebaut, die Grundlagen 
aber blieben unbefriedigend. 

Inzwischen hatte sich ziemlich unabhangig von der Optik die Lehre von der 
Elektrizitat und dem Magnetismus entwickelt und einen Hohepunkt in den. Ent
deckungen MICHAEL FARADAYS· (1791-1867) erreicht. Die Zusammenfassung 
alIer Erfahrungen in ein System mathematischer Gleichungen gelang JAMES 
CLERK MAXWELL7 (1831-1879); als wichtigste Folgerung ergab sich die Mog
Iichkeit elektromagnetischer Wellen, deren Geschwindigkeit sich auf Grund rein 
elektrischer Messungen von RUDOLPH KOHLRAUSGH (1809-1858) und WILHELM 
WEBER (1804-1890)8 als der des Lichtes gleich herausstellte. Pies fi.ihrte MAX
WELL zu der Behauptung, daB die Lichtwellen elektromagnetische Wellen seien. 
Der direkte experimentelle Nachweis der elektromagnetischen Wellen wurde 1888 
von HEINRICH HERTZ (1857-1894) erbracht l . Gleichwohl hatte die elektro
magnetische Lichttheorie von MAXWELL einen langen Kampf durchzufechten, 
bis sie zur unumschriinkten Herrschaft gelangte. Es ist eben eine Eigentiim
lichkeit des menschlichen Geistes, gewohnte Vorstellungen nur auBerst ungern 
aufzugeben, besonders dann, wenn dabei ein Opfer an Anschaulichkeit gebracht 
werden muB. So versuchte MAXWELL selbst, seine elektromagnetischen Felder 
durch Mechanismen zu veranschaulichen, ein Bestreben, das sich noch lange 
Zeit erhielt. Erst die Gewohnung an die MAxwELLschen Begriffe lieB allmahlich 
diesen Wunsch nach "mechanischer Erklarung" zuriicktreten; heute bereitet es , 

1 J. MACCULLAGH: Trans. Roy. Irish Acad. Bd. 21; ColI. Works, Dublin (1880) S.145. 
I W. THOMSON: Phil. Mag. (5) Bd.26 (1888) S.414. Baltimore Lectures. London 1904. 
a C. NBUMANN: Math. Ann. Bd. 1 (1869) S.325, Bd.2 (1870) S. 182. 
, J. W. SnuTT (Lord RAYLEIGH): Philos. Mag. (4) Bd. 41 (1871) s. 519, Bd. '*2 (1871) s. 81-
I G. KIRCHHOFF: Berl. Abh. Abteilg.2 (1876) S.57; Ges. Abh. S. 352; Ber!. Ber. 1882 

S. 641; Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 18 (1883) S.663; Ges. Abh., Nachtrag S.22. 
• M. FARADAY: Experimental Researches in Electricity. London 1839. 
7 J. C. MAxwELL: Electricity and Magnetism. Oxford 1873. 
S R. KOHLRAUSCH u. W. WEBER: Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd.99 (1856) S.10. 
'H. HERTZ: Pogg. Ann. Physik u. Chem. (2) Bd. 34 (1888) 5.551; Berl. Ber. 1888, 

S. 1~7; Werke Bd. II S. 11 S. 
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keinerlei Schwierigkeiten mehr, sich die MAXWELLSchen Felder als nicht weiter 
reduzierbare Dinge vorzustellen. Die elektromagnetische Theorie sollte die Ge
samtheit der physikalischen Erfahrungen in eine Einheit zusammenfassen. 

Aber auch die elektromagnetische Lichttheorie hat die Grenzen ihrer Leistt.: ~gs
Hi.higkeit erreicht. Sie vermag in der Hauptsache aIle die Erscheinungen zu er
kHi.ren, die bei der Ausbreitung des Lichts auftreten; dagegen versagt sie bei 
den Vorgangen der Emission und Absorption des Lichts. Es handelt sich dabei 
urn Prozesse, bei denen das feinere Wechselspiel zwischen Materie und Lichtfeld 
in Betracht kommt. 

Die Gesetze dieser Vorgange sind der eigentliche Gegenstand der modernen 
Optik, ja der ganzen heutigen Physik. Ihren Ausgangspunkt fan den sie in der 
Entdeckung gesetzmaI3iger Erscheinungen in den Spektren; der erste Schritt 
war JOSEF FRAUNHOFERS (1787-1826) Auffindung der (nach ihm benannten) 
dunk len Linien im Sonnenspektrum 1 (1814-17) und (1861) die Deutung als 
Absorptionslinien (von kuhleren Gasen vor dem Hintergrunde des heiI3en Sonnen
korpers mit seinem kontinuierlichen Spektrum) auf Grund der Beobachtungen 
von ROBERT WILHELM BUNSEN (1811-1899) und GUSTAV KIRCHHOFF (1824 
bis 1887) 2. Diese Entdeckung war zugleich die Geburtsstunde der Spektral
analyse, die auf der Erkenntnis beruht, daI3 jedem gasfOrmigen chemischen 
Element ein ihm charakteristisches Linienspektrum zukommt. Die Unter
suchung dieser Spektren hat all die Jahrzehnte bis in unsere Tage einen Haupt
gegenstand physikalischer Forschung gebildet und wird, da sie Licht zum Gegen
stand hat und optische Methoden verwendet, gewohnlich als Teil der Lehre vom 
Licht betrachtet. Die Frage, wie Licht in den Atomen erzeugt oder vernichtet 
wird, ist aber im Grunde nicht mehr eine rein optische, sondern betrifft in eben
solchem MaI3e die Mechanik der Atome selbst, und die Gesetze der Spektral
linien offenbaren nicht so sehr Eigentumlichkeiten des Lichts wie solche der 
Struktur der emittierenden Partikel. Die gesamte Spektroskopie hat sich daher 
aus einem Teil der Optik immer mehr zu einem Sondergebiet entwickelt, das die 
empirischen Grundlagen fUr die Atom- und Molekularphysik liefert. Der Um
fang dieses Gebietes und die Eigenart der dabei benutzten Methoden mach en 
eine Behandlung in diesem Buche unmoglich. 

Was die Methoden betrifft, so hat sich gezeigt, daB die gew6hnliche klassische 
Mechanik zur Beschreibung der atomaren Vorgange nicht ausreicht; an ihre 
Stelle ist die von MAX PLANCK (geb. 1858) entdeckte Quantentheorie (1900) ge
treten. Ihre Anwendung auf die Struktur der Atome fUhrte NIELS BOHR (geb. 
1885) zu einer Erklarung der einfachen Gesetze der Linienspektren von Gasen 
(1913). Aus diesen Anfangen entstand im Wechselspiel mit den sich immer 
mehr haufenden Beobachtungen die heutige Quantenmechanik (HEISENBERG, 
DE BROGLIE, SCHRODINGER; 1925). Durch sie haben wir eine weitgehende Ein
sicht in die Struktur der Atome und MolekUle erlangt 3. 

1 J. FRAUNHOFER: Gilberts Ann. Bd. 56 (1817) S.264. - Erwahnt sei, daB vor FRAUN
HOFER schon im Jahre 1802 die schwarzen Linien im Sonnenspektrum von W. H. WOLLASTON 
beobachtet, aber falsch gedeutet wurden (Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1802) S. 365. 

2 R. BUNSEN und G. KIRCHHOFF: Untersuchungen iiber das Son'nenspektrum und die 
Spektren der chemischen Elemente. Abh. kg!. Akad. Wiss., Berlin 1861, 1863. 

3 Fiir genaueres Studium verweisen wir auf die Lehrbiicher der Quantentheorie, wie 
A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 5. Auf!. Braunschweig 1931 ; Derselbe: Wellen
mechanischer Erganzungsband. Braunschweig 1929; E. BLOCH: L'ancienne et la nouvelle 
theorie des quanta. Paris 1930; M. BORN: VorIesungen iiber Atommechanik. Berlin 1925; 
M. BORN U. p. JORDAN: Elementare Quantenmechanik. Berlin 1930; E. SCHRODINGER: Ab
handlungen zur Wellenmechanik, 2. Auf!. Leipzig 1928; W. HEISENBERG: Diephysikalischen 
Prinzipien der Quantentheorie. Leipzig 1930; L. de BROGLIE: Einfiihrung in die Wellen
mechanik. Leipzig 1929; J. FRENKEL: Einfiihrung in die Wellenmechanik. Berlin 1929; 



Einleitung. Historische Obersicht. 7 

Aber auch die Vorstellung vom Lichte selbst ist von der Quantentheorie 
wesentlich beeinfluBt worden. Schon in ihrer ersten Fassung durch PLANCK 
erscheint eine den klassischen Vorstellungen kraB widersprechende Behauptung, 
daB namlich ein elektrisrhes schwingendes System seine Energie nicht konti
nuierlich an das elektromagnetische Feld als Welle abgibt oder von ihm auf
nimmt, sondern diskontinuierlich, in endlichen Betragen oder "Quanten", deren 
GroBe proportional der Frequenz " des Lichts, gleich Eo = hv sein soIl. Die hier 
eingefiihrte sog. PLANcKsche Konstante h = 6,55 • 10- 27 erg sec ist das Merk
mal, das die ganze neuere Physik von der alteren unterscheidet. 

Die paradoxe, ja irrationale Natur dieses PLANcKschen Ansatzes E. = hv ist 
erst al1mahlich den Physikern zum Bewu/3tsein gekommen, hauptsachlich durch 
Arbeiten von EINSTEIN und BOHR. EINSTEIN sah sicl~ durch PLANCKS Theorie 
(1905) veranlaBt, die Emissionstheorie des Lichts in einer neuen Form wieder
zuerwecken, indem er annahm, da/3 die PLANcKschen Energiequanten als wirk
liche Lichtteilchen, auch "Lichtquanten" oder "Photunen" genannt, existierten, 
und es gelang ihm, durch diese Annahme einige in neuerer Zeit entdeckte und 
wellentheoretisch unerklarbare Eigenschaften bei der Umsetzung von Licht in 
korpuskulare Energie zu erklaren, vor allem den sog. lichtelektrischen Effekt 
und die Grundtatsachen der Photochemie. Bei dieser Gruppe von Erscheinungen 
wirkt das Licht nicht, wie es wellentheoretisch sollte, indem es dem losgelosten 
Partikel eine seiner Intensitat proportionale Energie zufiihrt, sondern vielmehr 
wie ein Gescho/3hagel, wobei die dem Sekundarteilchen erteilte Energie unab
hangig von der Intensitat und nur von der Frequenz des Lichts abhangig ist 
(nach dem Gesetz E. = hv). Die Anzahl der Experimente, die diese Eigenschaft 
des Lichts herausstellten, hat sich von Jahr zu Jahr vermehrt, und es ergab 
sich die Sachlage, da/3 man die gleichzeitige Giiltigkeit der Wellen- und der 
Korpuskulartheorie des Lichts anerkennen muBte, wobei die erste durch die 
Interferenzerscheinungen, die letzte durch die lichtelektrischen Auslosungen 
experimentell sichergestellt wird. Dieser paradoxe Sachverhalt ist ers~ in den 
letzten Jahren durch die Entwicklung der Quantenmechanik bis zu einem ge
wissen Grade aufgekliirt worden (Kap. VIII, § 90), allerdings nur unter Auf
gabe eines Grundprinzips der alteren Physik, namlich des Kausalprinzips in der 
Fassung des Determinismus. 

Eine vollige Klarlegung dieser VerhaItnisse ware die Aufgabe einer zukiinftigen 
Optik, von der heute zwar einige Grundziige festliegen, die aber noch keines
wegs ausgefiihrt ist. Das vorliegende Buch wird in seinen Schlu/3abschnitten 
bis an die Fragestellung dieser Zukunftsoptik heranfiihren. 

In diesem Buch fehlt ferner ein weiterer Zweig def Optik, der sich in ahn
licher Weise wie die Quantentheorie zu einem selbstandigen Teilgebiet von 
groBem Umfang entwickelt hat, namlich die Lehre von der Optik bewegter 
Korper. Die erste Erscheinung dieser Art, die beobachtet wurde, ist die Aberra
tion des Fixsternlichts, aus der JAMES BRADLEY (1692-1762) die Lichtgeschwin
digkeit bestimmen konnte. Einige andere hierhergehorige Erscheinungen haben 
wir oben erwahnt: FRESNEL hat die erst en Betrachtungen iiber die Mitfiihrung 
des Lichts durch bewegte Korper angestellt und gezeigt, daB es sich so verhaIt, 
als ob der Lichtiither nur mit einem Bruchteil der Geschwindigkeit der Korper 
an der Bewegung teilnimmt; FIZEAU hat dann diese Mitfiihrung des Lichts an 

A. MARCH: . Die Grundlagen der Quantenrnechanik. Leipzig 1931; P. A. M. DIRAC: Die 
Prinzipien der Quantenrnechanik (deutsch von W. BLOCH). Leipzig 1930; H. WEYL: 
Gruppentheorie und Quantenrnes;:hanik, 2. Aufl. Leipzig 1931; E. WIGNER: Gruppentheorie 
und Atornspektren. Braunschweig 1931; B. L. VAN DER WAERDEN: Die gruppentheoretische 
Methode in der Quantenrnechanik. Berlin 1932. 
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str6mendem Wasser experimentell nachgewiesen. Der Einflu13 der Bewegungen 
von Lichtquelle und Beobachter ist von CHRISTIAN DOPPLER (1803-1853) in 
dem bekannten nach ihm benannten Prinzip formuliert worden. Solange die 
elastische Lichttheorie galt und die Me13genauigkeit nur beschrankt war, reichte 
der FRESNELsche Gedanke der partiellen Mitfiihrung zur Erklarung aller Er
scheinungen aus. Die elektromagnetische Lichttheorie aber stie13 auf prinzipielle 
Schwierigkeiten. HERTZ machte den ersten Versuch, die MAXWELLschen Gesetze 
auf bewegte K6rper zu verallgemeinern. Seine Formeln stehen aber im Wider
spruch zu einigen elektromagnetischen und optischen Experimenten. Eine gro13e 
Bedeutung erlangte die Theorie von HENDRIK ANTOON LORENTZ (1853-1928); 
dieser nahm einen "absolut ruhenden" Ather als Trager des elektromagnetischen 
Feldes an und fiihrte die Eigenschaften der materiellen K6rper auf das Zusammen
wirken von elektrischen Elementarteilchen, Elektronen, zuriick. Er konnte 
zeigen, da13 sich hieraus FRESNELS Mitfiihrungskoeffizient richtig ergab und da13 
iiberhaupt aIle damals (1895) bekannten Erscheinungen durch diese Hypothese 
erklart wurden. Doch fiihrte die ungeheure Steigerung der Me13genauigkeit bei 
der 'Bestimmung von Lichtwegen durch das Interferometer von ALBERT ABRAHAM 
MICHELSON (1852-1931) zu einem neuen Widerspruch: es gelang nicht, den von 
der Theorie des "ruhenden Athers" geforderten Atherwind nachzuweisen. Die 
Aufklarung brachte ALBERT EINSTEIN (geb. 1879) mit seiner Relativitatstheorie. 
Sie beruht auf einer Kritik der Begriffe von Raum und Zeit und fiihrt zu einer 
Aufgabe der euklidischen Geometrie und des anschaulichen Begriffs der Gleich
zeitigkeit. Ihre weitere Entwicklung zur sog. allgemeinen Relativitatstheorie 
brachte eine ganz neue Auffassung der Gravitationserscheinungen durch eine "Geo
metrisierung" der raumzeitlichen Mannigfaltigkeit. Alles dies erfordert einen 
Aufwand besonderer mathematischer und physikalischer Methoden, die zwar 
iiberall in die Optik eingreifen, sich aber doch zwanglos von ihr trennen lassen. 
Die Menge der Lichterscheinungen, bei denen die Bewegung der K6rper (z. B. 
der Lichtquellen) eine wirklich wesentliche Rolle spielt, ist ziemlich gering. 
Wir werden in diesem Buch nur an einer Stelle darauf sto13en (bei der Anwendung 
des DOPPLERschen Prinz ips auf die Verbreiterung der Spektrallinien, Kap. VIII, 
§ 86, 92). 1m allgemeinen aber verweisen wir fiir das Studium dieser besonderen 
Vorgange auf die Literatur iiber Relativitatstheorie 1. 

Zum Schlu13 der Einleitung sei darauf hingewiesen, da13 die Einwirkungen 
des Lichts auf unser Sinnesorgan, das Auge, in diesem Buch iiberhaupt nicht 
behandelt werden. Das Auge selbst ist zwar ein optischer Apparat, und seine 
einfachsten Eigenschaften kommen gelegentlich (bei der geometrischen Optik 
und Beugungstheorie, Ka'p. II u. IV) kurz zur Sprache. Die Farbempfindungen 
aber gehOren in die Physiologie. Die Physik hat im wesentlichen nur mit solchen 
Erscheinungen des Lichts zu tun, die sich unabhangig vom Auge mit physi
kalischen Mitteln, wie photographische Platte, lichtelektrische Zelle od. dgl. 
nachweisen lassen. Beziiglich des Zusammenhangs mit der physiologischen Optik 
verweisen wir auf die entsprechenden Lehr- und Handbiicher2. 

1 Biicher zur Einfiihrung: M. BORN: Die Relativitatstheorie Einsteins, 3. Auf!. 1922; 
A. S. EDDINGTON: Raum, Zeit, Schwere. Braunschweig 1923. - Ausfiihrliche Werke: H. WEYL: 
Raum, Zeit, Materie. Vorlesungen iiber Relativitatstheorie, 5. Auf!. Berlin 1923; M. V. LAUE: 
Das Relativitatsprinzip, Bd. I, 2. Auf!. 1913, Bd. II, 2. Auf!. 1923. Braunschweig; W. PAULI; 
Relativitatstheorie. Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften Bd. V, 2; auch als 
Sonderdruck erschienen; A. S. EDDINGTON: Relativitatstheorie in mathematischer Behand-
lung. Berlin 1925. . 

2 Eine Darstellung der Gesichtsempfindungen durch einen Physiker findet man in: 
MtlLLER-POUILLET Bd. 2 I, 11. Auf!. Braunschweig 1926. Artikel von SCHRODINGER: III. Die 
Gesichtsempfindung, §§ 21-64 S. 456- 560. 



Erstes Kapitel. 

Elektromagnetische Lichttheorie fur 
durchsichtige isotrope Korper 

ohne Farbenzerstreuung. 

§ 1. Die MAXwELLschen Gleichungen 1. 

Der Zustand des Athers ist bestimmt durch zwei Vektoren: 

die elektrische Feldstarke ~, 
die magnetische Feldstarke .\). 

Der Zustand der Materie erfordert zur Beschreibung auBerdem noch die 
drei Vektoren: 

die Dichte des Leitungsstroms i, 
die dielektrische Verschiebung ~, 
die magnetische Induktion ~. 

Dabei sind ~, ~ und i polare, .\) und ~ axiale Vektoren. 
Die raumzeitlichen Anderungen dieser Vektoren sind durch die MAXwELLscken 

Gleickungen 2 

I (a) 
( 1) 

(b) 

l' 4n. 
rot"" - -'1) =-t 

'l.' c c' 
1 . 

rot~ + -~ = 0 c 

verkoppelt; zu diesen treten noch die skalaren Relationen 

(2) { (a) 
(b) 

div'1) = 4.ne, 

div~ = 0, 

von denen die erste die elektrische Ladungsdichte definiert, wahrend die zweite 
aussagt, daB es keinen wahren Magnetismus gibt. 

Was die gebrauchten Einheiten betrifft, so werden e, i, ~, '1) im elektro
statischen MaBsystem gemessen, .\) und ~ im magnetostatischen; c ist dann die 
im BIOT-SAvARTschen Gesetz auftretende Konstante von der Dimension einer 
Geschwindigkeit, die man als das VerhaItnis der Ladungseinheit im elektro
magnetischen nnd im elektrostatischen MaBe bestimmen kann (nach KOHL
RAUSCH und WEBER, s. historische Einleitnng S. 5) nnd deren Zahlenwert recht 
genan 3.1010 em sec- 1 betragt (genanere Zahlenwerte s. § 4). 

1 Zur Einfilhrung in die MAXwELLSche Theorie seien folgende Bilcher empfohlen: M. ABRA
HAM: Theorie der Elektrizitl!.t, neu bearbeitet von R. BECKER. Leipzig: 1930; M. PLANCK: 
Einftlhrung in die Theorie der Elektrizitl!.t und des Magnetismus. Leipzig 1922; J. FRENKEL: 
Lelirbuch der Elektrodynamik. Berlin 1. Bd. 1926, 2. Bd. 1928. 

I Hier wie im fo)genden bedeutet ein Punkt tlber einem Buchstaben den Differential
quotienten der betreffenden GroBe nach der Zeit. 
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Aus (1 a) und (2a) folgt . 
d· . 1 d· ~ a 1 d· tT\ C(! 

lvt = - 431" lV", = -at 431" lV", = -7ft 

oder 

(3) d·· oe 
lVt + 7ft = o. 

Das ist die Kontinuitatsgleickung der elektrischen Ladung. Integriert man sie 
uber einen beliebigen Raum, so erhalt man nach dem GAussschen Satze 

./ivda + :t./ edS = 0, 

wo dS ein Volumenelement, da ein Oberflachenelement und v die auBere Nor
male bedeuten. Diese Gleichung besagt, daB die gesamte, in dem Raumstuck 
vorhandene Ladung 

(4) e= ./edS 
nur dadurch zunehmen kann, daB ein Strom der Starke 

(5) J = fi"da 
durch die Oberflache eintritt: 

(6) 
de 
dt = -J. 

Die zwei vektoriellen Feldgleichungen (1 a, b) genugen nicht zur Be
stimmung der fUnf Vektoren (:i;, ~, i, ~, ~; sie mussen erganzt werden durch 
Beziehungen, die das Verhalten der Materie unter der Wirkung eines Feldes 
darstellen und die wir Materialgleickungen nennen wollen. In diese gebt alles 
ein, was von der Struktur der Materie abhangt; es handelt sich also im all
gemeinen· FaIle urn hochst verwickelte Beziehungen. Der Aufbau unserer Dar
stellung wird durch den Gedanken bestimmt, daB wir von den Substanzen mit 
einfachen Materialgleichungen zu solchen mit immer komplizierteren aufsteigen. 

Wir beginnen mit der Betrachtung homogener, isotroper Korper; bei diesen 
kann man eine groBe Gruppe von Erscheinungen darstellen durch den Ansatz 

I (a) 

(7) (b) 

(c) 

mit drei Materialkonstanten 

a: die spezifische Leitfahigkeit, 
E: die Dielektrizitatskonstante, 

i = a~, 
~=E(:i;, 

~ =,u~ 

,u: die magnetische Permeabilitat. 

Die Gleichung (7a) ist das OHMsche Gesetz in differentieller Form; (7b) faBt 
die Erfahrungen uber Kapazitaten von Kondensatoren mit verschiedenen iso
tropen Isola toren zusammen; (7 c) beschreibt das Verhalten isotroper para - und 
diamagnetischer Korper. 

Die Gesetze der Fortpflanzung des Lichts sind zuerst an solchen Korpern 
studiert worden, bei denen das Licht groBere Schichtdicken ohne merkliche 
Schwachung passieren kann; diese durchsicktigen Substanzen mussen elektrische 
Nichtleiter sein, weil Leitfahigkeit immer mit Entwicklung JouLEscher Warme 
und dadurch mit Energieverlust verbunden ist (s. § 2). Wir werden daher hier 
mit dem Fall von isotropen Nicktleitern beginnen und (1 = 0 setzen (Kap. I-IV). 
Ehe wir dann zur Behandlung der Leiter ubergehen, werden wir die Voraus-
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setzung der Isotropie fallen lassen; so gelangen wir zur Kristalloptik, bei der an 
die Stelle der Proportionalitaten (7) allgemeinere lineare Vektorgleiehungen treten 
(Kap. V). 

Durch die Voranstellung der Kristalloptik gewinnen wir den Vorteil, zahl
reiche optische Mef3apparate verstehen zu lernen, die spater, vor allem in der 
Metalloptik, gebraucht werden. Metalloptik ist die Behandlung der Liehtwellen 
in leitenden Korpern (Kap. VI). 

Bis dahin werden die Substanzen als Kontinua behandelt. Fiir eine grof3e 
Reihe von Erscheinungen, vor allem immer da, wo die Temperatur Einfluf3 hat 
oder Abweichungen von der Isotropie durch auf3ere Krafte erzwungen werden, 
muf3 man die Molekularstruktur der Korper in Rechnung setzen. Dies geschieht 
zunachst dadurch, daf3 man gewissermaf3en das einzelne Molekiil als anisotropen 
Korper behandelt und dann die der Temperatur und den auf3eren Feldern ent
sprechenden Mittelungen ausfiihrt. Das ist der Inhalt des Abschnitts iiber 
Molekularoptik (Kap. VII). 

Das letzte Kapitel iiber Emission, Absorption, Dispersion behandelt Er
scheinungen, welche zum Teil bereits den Rahmen dieses Buches iiberschreiten, 
wei! der innere Bau der Atome oder Molekiile dabei genauer in Betracht gezogen 
werden muf3. Man kann aber auch ohne Eingehen auf die Quantentheorie bereits 
eine sehr grof3e Anzahl von Erscheinungen verstandlich machen; der Grund
gedanke ist die Beriicksiehtigung der "Tragheit" der materiellen Partikel beim 
Mitschwingen im Liehtfeld, die zu einer charakteristischen Abiinderung der 
Materialgleiehungen fiihrt (Abhiingigkeit aller Konstanten von der Frequenz). 

Nach diesem Programm wenden wir uns wieder unserem Gegenstand zu. 

§ 2. Der Energiesatz. 
Die Liehtstarke ist vom Standpunkte der elektromagnetischen Optik niehts 

als Energie des Feldes. Es ist daher notwendig, sieh der Formulierung des 
Energiesatzes in der MAXwELLschen Theorie zu erinnern. 

Die gesamte Energie E des elektromagnetischen Feldes innerhalb eines Raum
teils setzt sieh zusammen aus der elektrischen und der magnetischen Energie: 
(1) E = fUdS + fTdS ; 
dabei sind die Energiedichten durch 

1 
(2) U=SnQ;~, 

(3) T = sin ~~ 
definiert; ihre Summe bezeiehnen wir mit 

(4) W = U + T = sin (Q;~ + ~~) = Sin (eQ;2 + ,u~2) 
und haben dann 
(5) E = fWdS. 

Die in der Zeiteinheit im betrachteten Raumteil entwiekelte jOULEsche 
Wtirme Q ist 
(6) Q = fH~dS = f aQ; 2 dS . 

Auf3er dem Verlust durch Warmeentwieklung besteht noch eine Abnahme 
der elektromagnetischen Energie infolge der Ausstrahlung durch die Oberflache; 
diese wird bestimmt durch den POYNTINGSchen Strahlvektor 

c 
(7) @)= 4nQ; x~. 
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Wir zeigen jetzt, daB auf Grund der MAxwELLschen Gleichungen die Energie
anderung tatsachlich durch die Warmeentwicklung und Ausstrahlung kompen
siert wird. 

Man hat nach (4) und (5) 
dE iJ 1 a 1 .(. . ) 
de = at jWdS = 8" at j(efi2 + 1-'S)2)dS = 4 n J efifi + I-'S)S) dS. 

Aus den MAxwELLschen Gleichungen § 1 (1a, b) ergibt sich nun durch skalare 
MuItiplikation mit fi und S): 

1 . II • 4" 
- fi:l) = - fifi = firot'" - -ifi 
C C 'l.' C ' 

1 . p. • 
-- S)~ = _. S)S) = - ~ rotfi . 
C C 

Unter Verwendung der Vektoridentitat 

(9) (frotS) - S)rotfi = -div(fi X S)) 

erhaIt man also 

dd; = 4C"j(firotS) -S)rotfi)dS - jifidS = - 4Cnjdiv(fi X S))dS - jifidS. 

Anwendung des GAussschen Satzes auf das erste Integral rechter Hand liefert 
dann mit Rlicksicht auf die Definitionen (6) und (7) 

(10) dd~ = - j 6~d(1 - Q. 

Diese 'Gleichung stellt die Energiebilanz dar. 
Bei der Ableitung sind die Materialgleichungen in der speziellen Form § 1 (7) 

vorausgesetzt worden; wir werden daher bei jeder Verallgemeinerung dieser 
Materialgleichungen von neuem zu untersuchen haben, welche Form der Energie
satz annimmt, sofern eine solche 'Oberlegung sich nicht als selbstverstandlich 
erlibrigt. 

§ 3. Fortpflanzung ebener Wellen. 
Eine bestimmte Raumrichtung sei durch den Einheitsvektor s gegeben. 1st t 

der Ortsvektor, dessen Komponenten in einem rechtwinkligen Koordinaten
system die Koordinaten x, y, z selbst sind, so ist 

(1) ts = konst. 

die Gleichung einer auf s senkrechten Ebene (s. Fig. 1). 
Ein Vorgang, bei dem in einem bestimmten Augenblick 

das elektromagnetische Feld nur in der Richtung s variiert, 
Fig, f. Wellenebene und aber innerhalb J·eder Ebene (1) konstant ist, und bei dem 

Wellennormale. 
dieser Zustand mit einer konstanten Geschwindigkeit cI in der 

Richtung s vorwarts rlickt, heiBt eine ebene Welle. Die Ebenen (1) werden 
Ebenen konstanter Phase oder Pluuenebenen genannt; da sie sich mit der Ge
schwindigkeit CI bewegen, entsprechen allen Punkten, die der Gleichung 

(2) 

genligen, dieselben Feldvektoren; diese sind also nur Funktionen des Arguments 
ts - cIt. Eine ebene Welle wird mithin dargestellt durch 

{ fi = fi(ts - cIt), 

(3) S) = S)(ts - CIt) . 
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Wir fragen nun, ob sich solche Wellen in isotropen Nichtleitern (0' = 0) mit den 
Materialgleichungen § 1 (7b, c) fortpflanzen konnen. Aus 0' = 0 folgt i = 0, 
also aus § 1 (3) fJe/fJt = 0; wenn wir von einer zeitIich konstanten (statischen) 
Ladungsverteilung absehen, konnen wir auch e = 0 setzen. 

Es handelt sich also darum, ob der Ansatz (3) mit den MAXWELLschen 
Gleichungen 

(4) I 

vertraglich ist. 

rotc:. -!....~ = 0 
4' c ' 

p. . 
rot(f + -~ = 0 c 

Nach (3) sind ~, ~ Funktionen des einen Arguments u = te - cit = 
= xez + yey + zez - tcl ; Wlr wollen die Ableitungen nach u mit (f', ~' be
zeichnen. Dann wird 

~ = -c l (f', 

rotz~ = ~; - i)a~ = (f~ey - ~~ez = -(~' X e)z. 

Also gehen die Gleichungen (4) fUr den Ansatz (3) uber in: 

~' X e - e ~ Q;' = 0 , 
C 

(f' X e + '" ~ ~' = 0 . c 

Hieraus folgt durch skalare Multiplikation mit s 
(f'e = 0, ~'e = O. 

Diese Formeln kann man auch aus den Divergenzgleichungen § 1 (2a, b) mit 
e = 0 folgern. 

Die Integration nach u laBt sich sofort aUSfUhren; die dabei rechter Hand 
auftretenden Integrationskonstanten kann man Null setzen, was bedeutet, daB 
man von einem dem Wellenvorgange uberlagerten raumlich konstanten Felde 
absieht. Man hat also die Gleichungen 

I (a) 
(5) 

(b) 

und 

(6) (fe = 0, ~e = o. 
Diese letzten Formeln bedeuten physikalisch die "TransversaliUit" der elek
trischen und magnetischen Schwingungen. Oberdies folgt aus (5) durch skalare 
Multiplikation der ersten Gleichung mit ~ oder der zweiten mit (f: 

(7) (f~ = O. 

Der elektrische und der magnetische Vektor stehen also auch aufeinander senk
recht. Nach (sa) bilden die drei Vektoren in der Reihenfolge (f,~, 5 ein Rechts
system. 

Zerlegt man die Formeln (5) in Komponenten, so hat man sechs homogene, 
lineare Gleichungen fUr die sechs Komponenten von (f und ~. Sie sind im all
gemeinen nicht miteinander vertraglich, sondern nur, wenn die Determinante 
verschwindet. Das gibt eine Bedingung fur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Cl • 
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Man erhalt sie am einfachsten, indem man zunachst einen der beiden Vektoren, 
etwa ~, eliminiert; aus (5 b) folgt 

(8) 
C 1 

~=--5X(f 
Cl ft 

und dann aus (5 a) 
C 1 c2 t 

Q: = - -- ~ X 5 = ... - (5 X Q:) X 5. 
C1 E C1 Eft 

Nun ist nach einer bekannten Vektoridentitat 

(5 X Q:) X 5 = Q:(55) - 5(Q:5) = Q: 

wegen (6) und 55 = 1. Daher ergibt sich fur jene Determinantengleichung 

(9) 
C2 1 -----1 
c~ Ef.' - • 

Jetzt nimmt die Beziehung (8) zwischen Q: und ~ die Form an 

(10) ~ = ~ 5 X Q:, 

und hieraus folgt die symmetrische Relation 

(11) fP I ~ I = rei Q: I ' 
die zusammen mit den Richtungsbestimmungen (6), (7) den Inhalt der MAx
wELLschen Gleichungen hinsichtlich der Feldvektoren in einer ebenen Welle 
erschOpft. 

Wir bestimmen die Energiemenge, die von der Welle in der Zeiteinheit durch 
ein zur Fortpflanzungsrichtung 5 senkrechtes Flachenelement transportiert wird. 
Dazu betrachten wir einen Zylinder, dessen Achse mit s parallel und dessen 
Querschnitt gleich der Flacheneinheit ist; aIle Energie, die in einem Stuck dieses 
Zylinders von der Lange c1 enthalten ist, wird dann in der Zeiteinheit die Grund
fHiche passieren. Der Energiestrom wird also den Betrag C1 W haben, wo W die 
durch § 2 (4) definierte Energiedichte ist. Wegen (11) wird 

(12) 

Andererseits folgt fur den POYNTINGschen Strahlvektor § 2 (7) nach (6) und (7) 

S=-E...Q: X ~=-E...IQ:I·I~I·s 4n 4n 
oder nach ( 11) 

(13) 

Nach (12) und (9) erhalt man also 

(14) 
C 

(5 = - W· 9 = c1 W ·9. 
YiP-

Der POYNTINGsche Vektor stimmt demnach seinem Betrage und seiner Rich
tung nach mit dem oben anschaulich berechneten Energiestrom uberein; er 
kann also zur Darstellung der Lichtstrahlung nach Intensitat und Richturig 
dienen. 

Urn einen Begriff von der GroBenordnung der in Lichtwellen vorkommenden 
elektrischen Feldstarken zu geben, betrachten wir die SOnnenstrahlung, die auf 
die Erde auffiillt. Die Warmemenge, die von der Sonne in ihrer mittleren Ent
femung in 1 Minute auf 1 em I der Erdoberflache senkrecht eingestrahlt wiirde, 
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wenn es keine Absorption in der Atmosphare gabe, heiBt die Solarkonstante; ihr 
Wert betragt etwa 2,0 cal cm - 2 min - 1. Das gibt, umgerechnet auf Sekunde 
und Erg, einen Energiestrom von 

20.419.107 161 =' 60 -- = 1,39' 108 erg cm -2 sec- 1 . 

Aus (13) folgt dann mit E = P, = 1 

Q;2 = 4c7f 161 = 5,83.10- 4 , 

I Q; I = 0,0242 e. s. E. 

Das entspricht nach dem COULOMBschen Gesetz I Q; I = eJr2 dem Felde der 
Ladung e = 1 e. s. E. im Abstande 

1 
r = ,r;:;-;::;;;;;:. = 6,4 cm . 

rO,Q242 

Bedenkt man, daB eine Kugel von 1 cm Radius gegeniiber entfernten leiten
den Wanden die Kapazitat 1 hat, also flir das Potential 1 e. s. E. = 300 Volt 
die Ladung 1 e. s. E. annimmt, so bekommt man eine Anschauung von der GroBe 
des Feldes. 

§ 4. Das SNELLIussche Brechungsgesetz. 

Wir kommen nun zur Diskussion der Formel § 3 (9), die eine Bedingungs
gleichung flir die Wellengeschwindigkeit C1 darstellt. 

Zunachst sieht man, daB im Vakuum, wo f =ft = 1 ist, c1 = c wird. Die 
Messungen der elektrodynamischenKonstanten c, deren erste von WEBER und 
KOHLRAUSCH wir in der Einleitung erwahnt haben, und die direkten Messungen 
der Lichtgeschwindigkeit haben in der Tat sehr gute Dbereinstimmung ergeben. 
Auf die Methoden dieser Messungen gehen wir nicht ein, da sie (wenigstens 
sofern die Lichtfortpflanzung im Vakuum in Betracht kommt) keine neuen 
theoretischen Dberlegungen erfordern" sondern verweisen auf die Lehrbiicher 
der Experimentalphysik. Erwahnt sei nur, daB die erste Messung der Licht
geschwindigkeit mit irdischen Lichtquellen 1849 von FIZEAU nach der Methode 
des rotierenden Zahnrades ausgefuhrt wurde; die bessere, bis heute gebrauchte 
Methode des rotierenden Spiegels wurde 1862 von FOUCAULT angegeben. Die 
Ergebnisse der neuesten Messungen sind folgende: 

Elektromagnetische Bestimmung von GRUNEISEN und GlEBE (1920) 
c = 299790 km sec- 1 ± 30 

Messung der Lichtgeschwindigkeit zwischen Mount Wilson und Mount Anto~io 
(Kalifornien) von MICHELSON (1927) c = 299796 km sec- 1 ± 14. 

Die Dbereinstimmung ist also vorziiglich. 
Flir die Lichtgeschwindigkeit in anderen Medien gilt nach§ 3 (9) 

(1) ~ = fEp,. 
C1 

Da E stets groBer als 1 und p, fur durchsichtige Korper nicht merklich von 1 
verschieden ist, so folgt c1 < c. FOUCAULT hat, wie in der Einleitung erwahnt, 
die Lichtgeschwindigkeit in Wasser direkt gemessen und sie tatsachlich kleiner 
als im Vakuum (praktisch: Luft) gefunden, wie es die Wellentheorie verlangt. 

Die exakte Bestimmung von C1 geschieht aber nicht direkt, sondern relativ 
zu c durch den Zusammenhang mit dem Brechungsgesetz. Urn dies abzuleiten, 
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uberlegen wir, daB irgendeine Feldkomponente fUr eine ebene Welle bestimmt 
ist, wenn man ihren Verlauf an einem einzigen Raumpunkte fUr aIle Zeiten kennt. 
1st namlich I(t) die Funktion, die diesen Verlauf darstellt, so ist I(t - IS/C1) die 
Darstellung der Welle in irgendeinem Punkte zu irgendeiner Zeit. 

Fiillt nun eine ebene Welle auf die ebene Grenzflache zweier Substanzen mit 
verschiedenen Lichtgeschwindigkeiten, so spaltet sie sich erfahrungsgemaB in 
eine reflektierte und eine gebrochene Welle. In einem Punkte der Grenzebene 
muB der zeitliche Ablauf der Schwingung fUr diese sekundaren Wellen mit dem 
der primaren identisch sein; also muB das Argument t - IsIc1 der Wellenfunk
tionen ftir die drei Wellen ubereinstimmen. Nehmen wir die Grenze als Ebene 
z = 0, so ist (xs% + YS,I) ·1lc1 invariant, und zwar ftir aIle Punkte x, y der 
Grenzebene; daher sind die Tangentialkomponenten sxlc1' s1/lc1 des Vektors 
Slc1 einzeln invariant. 

Wir betrachten nun zunachst den reflektierten Strahl; fUr diesen hat C1 den
selben Wert wie fur den einfallenden. Daraus folgt die Invarianz der Tangential
komponenten von S selbst. Hierin ist erstens das Gesetz enthalten, daB die 
Wellennormale des reflektierten Strahls in der durch die Grenzflachennormale 
(z-Achse) und den einfallenden Strahl bestimmten Einlallsebene liegt; zweitens 
folgt aus dem Umstande, daB S Einheitsvektor ist, die Gleichheit der Betrage 
von S. fur den einfallenden und reflektierten Strahl und damit die Gleichheit 
des Reflexions- und des Einfallswinkels. 

Fur die gebrochene Welle folgt zunachst ebenso, daB ihre Normale in der 
Einfallsebene liegt. Setzt man ferner S. = cosrp, so hat man die Invarianz von 
1 1"2 + 2 1. - "'x Sy = - sm rp . c1 Cl 

Beziehen sich die Indizes 1 auf den einfallenden, 2 auf den gebrochenen 
Strahl, so gilt das SNELLIUssche Breckungsgesetz 

(2) 

Fig. 2. Konstruktion der Brechung nach dem 
HUYGENSSchen Prinzip. 

sin !PI sin !P2 --=--

Man nennt das Verhaltnis 
sin !PI n -

12 - sin !P2 C2 

den Brechungsindex oder Brechungsquotienten 
fur den Dbergang vom erst en nach dem 
zweiten Medium. 

Handelt es sich urn den Dbergang vom 
Vakuum in das Medium 1, so nennt man 

sin!p C 
n=-.-=-

SIn !PI ci 
(4) 

den Brechungsindex dieses Mediums schlecht
weg. Sind dann n1 , n2 die Brechungindizes 
zweier Medien, so gilt 

(5) 
n2 n12 =
n1 

Die Fig. 2 zeigt die Konstruktion der gebrochenen Welle aus elementaren 
Kugelwellen nach dem HUYGENsschen Prinzip. P sei ein Punkt der Grenz
ebene, PQ die Spur der durch P gehenden Wellenebene des einfallenden Liehts 
in der als Zeiehenebene gewiihlten Einfallsebene. Diese Wellenebene brauche 
die Zeit t, urn beim VOrrUcken den Punkt Q in den Oberflachenpunkt 0 zu ver
schieben; dann ist Q 0 = c1 t. In derselben Zeit hat sich von P aus eine Kugel
welle vom Radius c2 t ausgebreitet; nach HUYGENS ist die Enveloppe aller soIeher 
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Elementarwellen, d. h. die von 0 aus an die Kugel gelegte Tangentialebene, die 
gebrochene Wellenfront; ihre Spur in der Einfallsebene ist die Tangente OR. 
Man liest aus der Figur ohne weiteres das Brechungsgesetz (3) abo 

§ 5. Die MAXwELLSche Formel fiir den Brechungsindex. 

Wir konnen nun den physikalischen Inhalt der Formel § 4 (1) untersuchen; 
sie driickt den Brechungsindex durch elektromagnetische Konstanten der Sub
stanz aus. Da aIle durchsiehtigen Korper nahezu unmagnetisierbar sind, kann 
man praktisch It = 1 setzen und hat dann durch Vereinigung von § 4 (1) und 
§ 4 (4) 

(1) n = fe. 
Diese von MAXWELL aufgestellte und nach ihm benannte Relation fordert zu 
einer PrUfung der elektromagnetischen Lichttheorie heraus, da die Dielektrizi
tatskonstante durch rein elektrische Messungen bestimmbar ist. Sogleich stoBt 
man dabei auf den Widerspruch, daB zwar e eine Materialkonstante, der Bre
chungsquotient n aber von der Farbe, also von der Schwingungszahl des Liehts 
abhangig ist. Die MAXwELLsche Beziehung kann also keinesfalls streng gelten, 
hOchstens angenahert bei soIehen Substanzen, wo erfahrungsgemaB n nur wenig 
von der Frequenz des Lichts abhangt. 

Diese Bedingung ist vor allem bei einer Reihe von Gasen chemisch einfacher 
Bauart erfiillt. BOLTZMANN 1 hat daher bald nach MAXWELLS Veroffentlichung 
die Brechung soIeher Gase moglichst genau gemessen. Tabelle 1 gibt einen 
Auszug aus seinen Resultaten. 
Man sieht, daB eine recht 
gute Obereinstimmung vor
handen ist. 

Auch bei manchen fliissigen 
Kohlenwasserstoffen stimmt 
die Beziehung einigermaBen; 
z.B. ergibt sich fUr Benzol CaRa: 

n = 1,482. -Vi = 1,489. 

Dagegen versagt sie bei 
vielen Fliissigkeiten und festen 
Korpern. wie Tabelle 2 zeigt. 

Wie sind diese Abweichun
gen zu erklaren? 

Tabelle 1. 

Luft ... " ..... . 
V\r asserstoff HI' . 
Kohlendioxyd COs 
Kohlenoxyd CO . 

.. 
1,000294 

138 
449 
340 

Tabelle 2. 

Methylalkohol CH.OH 
Athylalkohol C.H.OH . 
Wasser H.O ..... 

.. 
1.34 
1.36 
1,33 

y; 

1.000295 
132 
473 
345 

y; 

5.7 
5.0 
9,0 

Sie beruhen offenbar auf der Annahme eines konstanten Wertes von e; darin 
liegt die Voraussetzung, daB die Verschiebung ~ in jedem Augenblick dem 
elektrischen Felde Q; exakt proportional ist. Indem wir Obedegungen vorwe~
nehmen, die spater genau begriindet werden (Kap. VII, VIII), denken wir uns 
~ zerlegt in einen Anteil des Vakuums, der direkt gleieh ~ ist, und einen An
teil 4jf~, der dem elektrischen Moment pro Volumeneinheit der Materie ~ 
proportional ist: • 

~ = Q; + 4jf~. 
Diese durch ~ gemessene raumliche Elektrisierung entsteht durch Einwirkung 
des Feldes auf die Materie. Wir gehen kurz auf den atomaren Mechanismus 
dieses Vorganges ein. Die Atome und Molekiile sind aus positiven Kernen und 

1 L. BOLTZMANN: Wien. Ber. Bd. 69 (1874) S. 795; Pogg. Ann. Bd. 155 (1875) S. 403; 
Wiss. Abh. physik.-techn. Reichsanst. Bd. 1 Nr. 26 S. 537. 

Born,Optik. 2 
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negativen Elektronen zusammengesetzt; sie sind nicht nur als Ganzes beweglich, 
sondern auch bis zu gewissem Grade deformierbar. Ein elektrisches Feld wird 
allemal eine soIehe Deformation des Teilchens und damit ein elektrisches Mo
ment (Summe iiber die Produkte Ladung mal Verschiebung) erzeugen, das dem 
Felde proportional ist. Dabei sind aber zwei FaIle zu unterscheiden, je nachdem 
ob bei der Deformation nur Elektronen verschoben werden oder auch Kerne. 
Der physikalische Effekt ist namlich wegen des groBen Massenunterschiedes von 
Elektronen und Kernen sehr verschieden, sobald das elektrische Feld nicht 
statisch ist, sondern schwingt. 

Die leichten Elektrorten werden einem Wechselfelde bis zu sehr hohen Fre
quenzen nahezu momentan folgen; wir werden spater in der Dispersionstheorie 
(Kap. VIII) das Mitschwingen der Elektronen genauer untersuchen und sehen, 
daB in den meisten Fallen bis zu den Frequenzen des sichtbaren Spektrums 
herauf nur eine sehr geringfiigige Abweichung vom instantanen Mitschwingen 
zu spiiren ist. Wir konnen daher fiir den- Anteil der reinen Elektronenschwin
gung am elektrischen Moment schreiben 

a 
~1=4jf~' 

wo a von ganz langsamen Schwingungen bis ins sichtbare Gebiet hinein nahezu 
konstant ist. 

Sobald aber Kerne mit in Bewegung geraten, werden die Oszillationen des 
elektrischen Moments schon fUr wesentlich langsamere Schwingungen gegen die 
des erregenden Feldes nachhinken. Die Schwingungen des sichtbaren Lichts 
sind bereits so schnell, daB die Kernmassen ihnen iiberhaupt nicht mehr folgen 
konnen, sondern in Ruhe bleiben. Schreibt man fUr diesen Anteil des elektri
schen Moments 

so wirdb eine Funktion der Frequenz sein, die von ihrem Werte bei sehr lang
samen Schwingungen (statischen Feldern) an einer bestimmten Stelle des Spek
trums noch vor dem sichtbaren Gebiet auf Null absinkt. 

Die Bewegung der Kerne im elektrischen Felde kann in zwei wesentlich ver
schiedenen Formen vor sich gehen: Oszillationen und Rotationen. In rnehr
atomigen Molekiilen und in Kristallen entstehen Schwingungen der Kerne, wenn 
die Ladungsverteilung nicht symmetrisch ist; besonders wichtig ist hier der 
Grenzfall, bei dem man die Molekiile oder . Kristalle aus geladenen Atomen (Ionen) 
zusammengesetzt denken kann1. 

Es gibt aber noch den anderen Fall der Rotation, auf den DJ:;BYE 2 aufmerk
sam gemacht hat. Wenn namlieh die Molekiile einer Fliissigkeit oder eines 
Gases von Natur "Dipole" sind, d. h. wenn der elektrische Schwerpunkt der 
Elektronen nicht mit dem der Kerne zusamrnenfallt, so werden sie sich in einerri 
elektrischen Felde in die Richtung des Feldes hineinzudrehen suehen. Wegen 
der Warmebewegung kommt allerdings keine vollstandige Parallelriehtung zu
stande; die oben eingefiihrte GroBe b wird hier offenbar von der Ternperatur 
abhangig. Der Spektralbereich, wo infolge der Tragheit die Einstellung nicht 
rnehr zustande kornrnt, liegt in der Gegend von 1 em Wellenlange. 

1 Siehe hierzu die ausfnhrlichere Darstellung in Kap. VIII. Wir erinnem hier nur an die 
Arbeiten von RUBENS fiber ultrarote Kristallschwingungen (Reststrablen) und von ScHAFllR 
und seinen Schiilem fiber intramolekulare Schwingungen. 

I Zusammenfassende Darstellung: P. DEBYE: Polare Molekeln. Leipzig 1929. 
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Nunmehr konnen wir das verschiedene Verhalten der Korper hinsichtlich der 
Giiltigkeit der MAXWELLschen Relation verstehen. Man hat 

~ = ~ + 4n(~l + ~2) = (1 + a + b)~ , 
also 

e=1+a+b. 

Hier ist von ganz langsamen Schwingungen bis her auf zum sichtbaren Licht a 
praktisch konstant, wahrend b entweder iiberhaupt fehlt oder, wenn es in stat i
schen Feldern vorhanden ist, im sichtbaren Gebiete verschwindet. Fiir den 
optisch gemessenen Brechungsindex gilt also jedenfalls 

n 2 = 1 + a. 

Mithin ist es die von den Kernbewegungen herriihrende GroBe b, die die Ab
weichungen yom MAXWELLschen Gesetze erzeugt; man erhiilt durch Subtraktion 
der beiden letzten Gleichungen: 

e =.n 2 + b. 

Wir werden demnach die Giiltigkeit des MAXWELLschen Gesetzes zu erwarten 
haben, wenn keine Kernbewegungen moglich sind. Das ist der Fall erst ens bei 
einatomigen Gasen (Edelgasen, die zur Zeit der Aufstellung des Gesetzes noch 
nicht bekannt waren, und Metalldampfen). Zweitens bei symmetrischen Gas
molekiilen, wie N2 • O2 • H2. Hierher gehoren die von BOLTZMANN untersuchten 
Stoffe Luft und H2 un serer Tabelle 1, auch Kohlensaure ist nach den neuesten 
Forschungen (Ramaneffekt, s. VIII, § 100) symmetrisch, entsprechend der 
Formel O-C-O (dagegen hat CO einen kleinen Dipol). Drittens sind dipol
frei die syrnmetrischen Kohlenwasserstoffe, fiir die wir oben als Beispiel das 
Benzol angefiihrt haben. 

Starke Dipole haben die Alkohole, den starksten bekannten hat Wasser; 
hierdurch wird die Tabelle 2 verstandlich. 

Fiir feste Korper (Salzkristalle) zeigt die folgende Tabelle 3 den EinfluB der 
von RUBENS entdeckten ultraroten Kernschwingungen (Reststrahlen): 
Die hier angesteUten Vber
legungen fUhren zu der ex
perimentellen Aufgabe. dureh 
Verwendung immer langwel
ligeren Liehts die kritische 
Stelle zu iiberbriicken und in 
das Gebiet zu gelangen, wo 

Steinsalz NaCI 
Sylvin KCl .. 
FluJ3spat CaFz 

Tabelle 3. 

5.82 
4.75 
6.82 

.. 
1.52 
1.47 
1.43 

3.51 
2,59 
4.78 

die Formel n 2 = 1 + a in n 2 = 1 + a + b = e iibergeht. Dies Problem ist von 
RUBENS l fUr Kristalle vollstandig gel6st worden, indem er Warmestrahlen von 
iiber 100 ft Wellenlange benutzte. Bei den Dipolfliissigkeiten muB man bis iiber 
1 cm, also ins Gebiet der HERTzschen Wellen gehen. 

Wir sehen also, daB mit gewisser Einschrankung die MAXWELLsche Behaup
tung zu Recht besteht, namlich fiir hinreichend langsam veranderliche, "quasi
statische" Felder. Damit haben wir ein Fundament der elektromagnetischen 
Lichttheorie gesichert. 

§ 6. Die skalare einfach harmonische Welle. 
Der zeitliche Ablauf einer eben en Welle an einem bestimmten Raumpunkte 

ist fiir jede Vektorkomponente eine beliebige Funktion der Zeit, I (t). Die Exi-

1 H. RUBENS; Ber!. Ber. 1915 S. 5. 1916 S. 1280; PH. LIEBISCH U. H. RUBENS; Berl. 
Ber. 1919 S. 198, 876. 

2* 
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stenz der Interferenzerscheinungen, die wir spater (Kap. III) genauer unter
such en werden, lehrt, daB die Lichtwellen einen stark ausgepragt periodischen 
Charakter haben. Wir werden daher die wirklichen Schwingungen durch ideali
sierte ersetzen, die exakt periodisch sind; und zwar geniigt es, einlach periodische 
(harmonische) Schwingungen der Form 

(1) I(t) = acos(2n ~ + b) 
zu betrachten. Denn aus solchen lassen sich nach den FOURIERschen Satzen 
beliebige Funktionen durch Summation und Integration aufbauen. Dberdies 
liefern die physikalischen Spektralapparate (Prisma, Gitter) Zerlegungen des 
Lichts in raumlich getrennte Strahlen, die nahezu harmonisch sind. 

Ersetzt man in (1) t durch t - r~/cI' so erhiilt man nach § 4 die Darstellung 
einer einlach harmonischen, ebenen Welle: 

(2) I(t - ::) = a cos (2; (t - ::) + b). 
Man nennt a die Amplitude, T die (zeitliche) Periode; die raumliche Periode 
oder Wellenliinge ist 
(3) A. = cIT. 

Unter der reduzierten Wellenliinge A.o versteht man die Wellen lange einer Schwin
gung derselben Periode T im Vakuum: 
(4) 1.0 = cT = nl. 

Die Schwingungszahl v ist die Zahl der Schwingungen pro Zeiteinheit (Sekunde); 
es gilt also 
(5) vT = 1 . 
Statt dieser Schwingungszahl verwendet man auch die Kreislrequenz oder kurz 
Frequenz w, welche die Zahl der Schwingungen in 2n Sekunden angibt: 

2n 
(6) w=2nv=y. 

In der Spektroskopie gebraucht man meist anstatt der Schwingungszahl v die 
Wellenzahl v, d. h. die Anzahl raumlicher Perioden pro Langeneinheit (cm) des 
Vakuums; sie betragt 
( ) _ 1 v 
7 v=lo=c' 

Das ganze Argument des Kosinus in (2) heiBt die Phase der Schwingung, b die 
Phasenkonstante. Wir werden den variablen Teil der Phase haufig mit T be
zeichnen: 

(8) T = 2nv(t - :~) = w(t - ~) = 2n(~ - tn. 
Statt b gebraucht man auch den Gang der Welle LI, d. h. den Weg, den eine 
Phasenebene zUrUcklegt, wenn die Phase urn b zunimmt: 

(9) LI = C1 b = ~ ~ = ~ ~ . 
w 2n 2nn 

Von physikalischer Bedeutung ist nur der Gangunterschied zweier Wellen. 
Es ist vielfach bequem, statt der reellen Kosinus oder Sinus komplexe har

monische Funktionen zu gebrauchen. Wir setzen . 

(10) a cos (t + 15) = ffiaei(rHl = ffiAeir 

mit 

(11) A = aeid . 
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Dabei bedeutet m den Realteil der dahinterstehenden komplexen GroBe. A wird 
als komplexe Amplitude bezeichnet. 

Das Rechnen mit komplexen GroBen ist niitzlich und erlaubt, solange man 
mit linearen Beziehungen zwischen ihnen zu tun hat; man kann dann das Zei
chen m sogar weglassen und die physikalische Interpretation direkt an die kom
plexen Ausdriicke ankniipfen. Sobald aber quadratische (oder hOhere) Ausdriicke 
in den WellengroBen vorkommen, wie z. B. beim Energiesatz, ist es notwendig, 
zur reellen Schreibweise iiberzugehen. 

Bisher haben wir nur von einer skalaren Welle bzw. einer Komponente einer 
vektoriellen Welle gesprochen. Jetzt wollen wir Vektorwellen ins Auge fassen. 

§ 7. Die einfach harmonische Vektorwelle. Elliptische Polarisation. 
Eine Vektorwelle stellen wir in komplexer Schreibweise dar durch 

(1) Q: = 2le;r ; 

dabei ist 2l ein komplexer Amplitudenvektor mit den Komponenten 

(2) 
Hiernach ist z. B. die reelle Darstellung der x-Komponente von Q:: 

Q: .. = mal ei(r + d1) = a1 cos (1' + c51) . 

Elektromagnetische Wellen sind nach § 3 transversal; legen wir die z-Achse in 
die Fortpflanzungsrichtung 5, so sind nur die x- und y-Komponenten von Q: und 
~ von Null verschieden. Wir fragen nun nach der Kurve, die der Endpunkt 
des elektrischen Feldvektors, also der Punkt mit den Koordinaten 

Q: .. = a1 cos (1' + <51) , 

Q:" = a2 cos (1' + c52) , 

Q:. = 0 

beschreibt. Hierzu haben wir l' aus (3) zu eliminieren. Wir multiplizieren die 
Gleichungen 

(4) I sin c5 2 1 cos c52 

-sin~ll-coS~1 
mit den rechts angegebenen Faktoren und addieren; dann erhalten wir mit 

(5) ~ = <52 - ~l : 

~ .. sin ~2 - ~. sin <51 = cos l' sin <5 , 
al a. 

~" cos ~z - ~. cos ~l = sin l' sin ~ . 
a1 as 

Durch Quadrieren und Addieren folgt 

(~ .. )2+ (~~2 ~ .. ~ .t • p - - - 2 - - cOSu = sm u. 
aJ a a1 at (6) 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts, und zwar einer Ellipse; 
Determinante ist nicht negativ: 

a~ 

eosel 

denn die 
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Der elektrische Vektor schwingt also in Form einer Ellipse. die dem Rechteck 
mit den achsenparallelen Seiten 2 a1 • 2 as eingeschrieben ist (s. Fig. 3). Die 
Beriihrungspunkte sind (± a1 • ± az cos!5) und (± a1 cos!5. as). Man sagt: Die 
einfach harmonische Vektorwelle ist elliptisch polarisiert. 

I 
Fig, 3. Elliptisch polarisiertes Licht. 

Schwingungsellipse von Ci, 

Analog wiirde sich ergeben. daB auch der 
magnetische Vektor eine elliptische Schwingung 
vollfiihrt; da nach § 3 (10) 

~S=-V; ~N' 

~N = V; ~z 
ist. liegt diese Ellipse in dem Rechteck mit den 

achsenparallelen Seiten 21/ e ai' 2V' e a1 • , V ~ ~ 
1m allgemeinen sind die Hauptachsen der Schwingungsellipse nicht mit den 

Koordinatenachsen parallel. Fiihren wir ein Koordinatensystem E, 'YJ ein. das 
mit den Hauptachsen zusammenfaIlt, so gilt 

~~ = ~scostp + ~Nsintp. 

wo tp den Winkel zwischen der groBen Achse E der Ellipse und der urspriing
lichen x-Achse bedeutet (s. Fig. 3).' In diesem System wird dann die Ellipse durch 

{ 
~~ = acos(r + 150), 

(9) " 
~'1 = ±bsm(T + 150) 

dargestellt. wobei die positiven Zahlen a, b die Langen der Hauptachsen messen 
und das doppelte Vorzeichen eingefiihrt ist. um die beiden moglichen Umlaufs
richtungen zu unterscheiden. 

Durch Verbindung von (4). (8) und (9) folgt: 
a (COST cos 150 - sin T sin 150) = a1 (COST cos 151 - sin T sin 151) costp 

+ az (cos'&' cos <52 - sin T sin 152) sin tp , 

± b(sinTcos!5o + cosTsin!5o) = -a1(cosTcos!51 - sinTsin!51) sintp 
+ all (cos'&' cos!52 - sin T sin 151) costp . 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von sin'&' und cos'&' ergibt sich: 

(10) {(a) 
(b) 

(11) {
(a) ± b cos 150 = a1 sin 151 sin tp - al sin 151 costp • 

(b) ± b sin!5o = - a1 cos 151 sin tp + all cos!5s cos tp. 

Durch Quadrieren und Addieren von (10) und (11) erhalt man mit 15 = 152 - 151: 

und hieraus: 

all = aJcoslltp + t4 sin 2tp + 2a1 all cos 15 costp sin1p. 
b2.= a~sin2tp + t4coslltp - 2a1allcos!5costpsintp. 

(12) all + bS = a~ + t4. 
Multipliziert man (10a) mit (11a). (10b) mit (11 b) und addicrt, so folgt: 

( 13) 
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Ferner bekommt man bei Division von (11 a) durch (10a), (11b) durch (10b): 

±~=~~~~~-~~~~~=-~~~~~+~~~~~ 
a a1 cos 111 cos ~ + a2 cos 112 sin ~ a1 sin 111 cos ~ + a2 sin 112 sin ~ 

Hieraus ergibt sich eine Bestimmungsgleichung fiir 'IjJ: 

(ai - ~ sin2'IjJ = 2ala2 cOs2'IjJcos". 
Setzt man 

(14) 

so wird 
2a1 a2 So 2 tgo.: s. 

tg 2'IjJ = -.--, COSv = 1 t I COS v , 
at - a. - go.: 

(15) tg2'IjJ = tg2(X' cos~. 

Nennt man das Achsenverhiiltnis der Ellipse 

b 
(16) a = tgD, 

so folgt aus (12) und (13): 
• .0.. 2ab ± 2a1 a2 • .\l 

sm2u = t + b2 = -i+---s smv , a at at 

(17) sin2D = ±sin2/X· sin". 

23 

Wir fassen das Resultat zusammen: Sind die Amplituden al , a2 und die Phasen
differenz ~ beziiglich beliebiger Achsen gegeben, somit auch der Winkel (X durch 

(14) 

so erhiilt man die Hauptachsen a, b und den Winkel 'IjJ der groBen Achse a gegen 
die x-Achse mit Hilfe der Formeln 

(12) 

( 15) 

(17) 

a2 + b2 = ai + ai ' 
tg 2'IjJ = tg 2 (X • cos!5 , 

sin2D = ± sin2(X· sin~, 

wobei der Hilfswinkel D das Achsenverhiiltnis festlegt: 
b 

(16) tgi) = -. 
a 

Sind llmgekehrt Achsen und Lage der Schwingungsellipse, d. h. a, b, 'IjJ gegeben, 
so kann man Amplituden und Phasendifferenz al , aI' 15 daraus berechnen. Wir 
werden spiiter (Kap. V, § 63) Apparate kennenlernen, die soIehe Bestimmungen 
ermoglichen. 

§ 8. Lineare und zirkulare Polarisation. 
Zwei Spezialfiille der elliptischen Schwingung sind besonders wichtig, niim

lich die, bei denen die Ellipse in eine Gerade oder in einen Kreis ausartet. 
Nach § 7 (3) zieht sich die elliptischp Schwingung zu einer geradlinigen Pendel

bewegung zusammen, wenn 

ist; denn dann hat man 

(1) 

k = 0, ± 1 , ± 2, ... 
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In diesem FaIle nennen wir das Licht linear polarisiert. Man kann durch Drehung 
des Koordinatensystems die eine Komponente, etwa ~" zum Verschwinden 
bringen. 

Da ~ auf ~ senkrecht steht, so verschwindet mit ~, auch ~z. Die Frage 
nach der "Polarisationsrichtung", die in der historischen Entwicklung der Optik 
eine groBe Rolle gespielt hat, Hi.uft darauf hinaus, ob man ~ oder ~ als "Licht
vektor" deuten will. Yom Standpunkt der physikalischen Wirksamkeit aus muB 
zweifellos ~ als Lichtvektor angesprochen werden. Denn jede Wirkung HiBt sich 
darauf zuruckfiihren, daB das elektromagnetische Feld Elementarladungen (Elek
tronen, Kerne) in Bewegung setzt; die mechanische Kraft im Felde ist nun 
nach LORENTZ gegeben durch 

Sf = e( ~ + : X ~), 

wo e die Ladung, U die Geschwindigkeit eines Teilchens ist. Also greift der Vek
tor ~ schon an ruhende Ladungen an, wahrend ~ eine Zusatzkraft an bewegten 
Ladungeri bestimmt, die wegen des im Nenner auftretenden c = 3 ·1010 cm sec- 1 

gewohnlich auBerst klein ist. Wir werden sehen, daB man durch direkte Ver
suche die WiJlksamkeit des Vektors ~ bestatigen kann. 

Trotzdem ist es ublich, die Richtung von ~ in einer linear polarisierten Welle 
als Polarisationsrichtung zu bezeichnen. Den historischen Grund dafur werden 
wir sogleich bei der Betrachtung der durch Spiegelung erzeugten Polarisation 
kennenlernen. Man muB sich wohl an diese uberlieferte Bezeichnung halten; 
wir werden aber die Ausdrucke Polarisationsrichtung, Polarisationsebene (Ebene 
durch 9 und ~) moglichst vermeiden und statt dessen von Schwingungsrichtung 
und Schwingungsebene des Lichts, d. h. des Vektors ~, sprechen. 

Der zweite, wichtige SpezialfaIl ist der zirkularer Polarisation. Damit die 
Schwingungsellipse in einen Kreis ausartet, ist zunachst notwendig, daB das 

umschriebene Rechteck ein Quadrat ist, 

Ou 
Fig. 4. LiDks und rechts zirkular 
polarisiertes Licht bel eiDer Fort· 
ICbreituopricbtung senkrecbt zur 
ZeicbenebeDe gegen die BUck-

richtung. 

sodann, daB immer eine Komponente gleich Null ist, 
wenn die andere ein Extremum erreicht hat; es muD 
also 

lJ=k.!!.. 
2 ' k=±1, ±3, 

sein. Dann geht § 7 (6) in die Kreisgleichung 

uber. Nun sind noch zwei FaIle zu unterscheiden, je nach dem Umlaufssinn, in 
dem der Kreis vom Endpunkt des Vektors ~ durchlaufen wird. GemaB der 
Tradition, an die man sich halten muB, bezieht man den Drehsinn "rechts" 
und "links" nicht auf die Fortp£Ianzungsrichtung, sondem auf die entgegen
g~etzte, die "Blickrichtung" (s. Fig. 4). 

FUr rechts-zirkulares Licht eilt die y-Komponente der x-Komponente urn 
eine Viertelperiode voraus (negative Drehung um die Fortp£Ianzungsrichtung): 

~ = ; + 2kn, k = 0, ±1, ±2, ... , 

also ~s = acos(r + 6J, 

~, = acos(T + 61 + ;) = -asin(T + 6J. 
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Flir links-zirkulares Licht eilt die x-Komponente der y-Komponente voraus 
(positive Drehung urn die Fortpflanzungsrichtung): 

also 
6=-~ +2kn. k=O. ±1, ±2, ...• 

~'" = acos(r + 61), 

~II = acos(T + 61 - ~) = asin(T + 61). 

Die Fig. 5 zeigt, wie bei stetiger Veranderung von c5 die Schwingungsellipse 
sich deformiert. Flir 6 = 0 entartet sie in eine Gerade; ist 0 < c5 < :n, so haben 
wir "rechtslaufige" Ellipsen, unter denen flir 6 = :n/2 eine symmetrisch zu den 
Achsen gelegene ist, die flir a1 = a2 in den rechtslaufigen Kreis libergeht. Flir 

LSJ~ES~ 
t/-Jr ~ t/- Z ¥<tI<ZJl 

Fig. 5. Elliptisches Licht verschiedener Phasendifferenz der rechtwinkligen Komponenten. 

c5 = :n haben wir wieder lineare Schwingung und flir :n < c5 < 2:n linkslaufige 
Ellipsen; unter denen ist flir 6 = 3:n/2 eine symmetrisch gelegene, die flir a1 = all 
in den links umlaufenen Kreis libergeht. 

Rechnet man mit komplexen Amplituden, 

~ = me;', 

so laBt sich aus dem Amplitudenverhaltnis der x- und y-Komponenten (die z-Achse 
ist Fortpflanzungsrichtung) entscheiden, was fUr Licht vorliegt. Es ist [§ 7 (2)] 

Q:. = a. e;(".- ",) = a. e;". 
Q:.. al al 

Fiir linear polarisierles Licht (15 = k:n, k = 0, ±1, ±2, ... ) ergibt sich ein 
reelles Komponentenverhaltnis: 

~ ~=±~ Q:. al • 

Fiir l'uhts-zirkulares (linksdrehendes) Licht (a1 = all' c5 = :n/2) wird 
Q: ,'!!. 

(3) Q::=e 2 =i, 

fUr links-zirkulares (ruhtsdrehendes) Licht (a l = az, 6 = -:n/2): 

(4) 
~ -I'!!. 
Q:. = e 2 = -i. 

Allgemein gilt fiir elliptische Schwingungen, daB einem rechtsliiufigen Dreh
sinn ein Komponentenverhaltnis mit positivem Imaginarteil, einem linksliiufigen 
Drehsinn ein solches mit negativem Imaginarteil entspricht. 
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§ 9. Die Grenzbedingungen an der BeriihrungsfHiche 
zweier Medien. 

Unser nachstes Ziel ist das genauere Studium des Durchtritts einer ebenen 
Welle durch die Beruhrungsflache zweier Substanzen. Hierzu haben wir zunachst 
einmal zu untersuchen, welche Grenzbedingungen aus der MAxwELLschen Theorie 
flir die vier Zustandsvektoren a:, '1l, ~ und ~ folgen. 

Wir grenzen, wie Fig. 6 zeigt, an der TrennungsfHiche G der Medien 1 und 2 
einen Raum von der Form eines flachen Kastens ab, der durch zwei zu G par

allele Flachen und durch einen ringformigen "Mantel" 
begrenzt ist. Dber diesen Raum integrieren wir nun 
die beiden Divergenzgleiehungen § 1 (2a, b) und wenden 
den GAussschen Satz an. Mit e = 0 (s. s. 13) folgt aus 

'<$' div'1l = 0: 
Fig. 6. Zur Ableitung der Grenz- f div '1l d 5 = f '1l~ d a = 0 , 
bedingungen fiir die Normalkom-. ..' .. • 
ponenten deselektromagnetiscben WObel das Oberflachemntegral uber dIe Begrenzungs-

Feldes. flachen des Kastens zu erstrecken ist. Die von dem 
Mantel herruhrenden Anteile konvergieren gegen Null, wenn man die Hohe des 
Kastens zu Null abnehmen laBt. Demnach haben wir 

j '1l~ d a + I'1l~ d a = 0 , 
! 2 

wo v in beiden Gliedern die iiupere Normale, also die von der Grenzflache fort 
gerichtete ist. Nehmen wir statt dessen jedesmal die Normale yom 1. ins 2. Me-

2 dium, so kann man schreiben: 

(j f{{'1l")l - ('1l")2}da = 0 , 

Fig. 7. Zur Ableitung der 
Grenzbedingungen iiir die Tan

gentialkomponenten des 
elektromagnetiscben Feldes. 

und dies gilt flir jed6s Stuck der Grenzflache. Daher 
konnen wir schlie Ben : 
(1 a) 

und ebenso folgt aus div ~ = 0: 

(1 b) (~")l = (~")2' 
Die Normalkomponenten von '1l und ~ verhalten sieh 

an der Grenze stetig. 
In ahnlicher Weise konnen wir aus den MAxwELLschen Gleichungen § 1 (1 a, b) 

Schlusse uber das Verhalten der Tangentialkomponenten vcn a: und ~ an der 
Grenze mit Hilfe des SToKEsschen Satzes ziehen. Dazu beschreiben wir eine 
geschlossene Kurve K, die zu einem Teil dicht unter, zum andern dieht uber der 
Grenzflache verlauft, wie Fig. 7 zeigt. Durch diese Kurve K legen wir eine 
beliebige stetige und stetig gekrummte Flache F, die aus der Grenze G eine Linie L 
ausschneidet. Dieser Linie geben wir eine bestimmte Richtung und der geschlos
senen Kurve K einen solchen Umlaufssinn, daB dieser im Medium 1 mit der 
positiven Richtung von L ubereinstimmt. Dann folgt aus der MAxwELLSChen 
Gleichung [§ 1 (1 b)] 1 . 

rota: + - ~ = 0 c 

durch Anwendung des STOKEsschen Satzes auf das von der Kurve K auf der 
Flache F umschlossene Flachenstiick: 

j(rot a:)" da =/a: ds = - +I58" da , 
F K F 

WO v die dem Umlaufssinn von K entsprechende Normalenriehtung von Fist. 
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Nehmen wir nun an, daB der Vektor 58 jederzeit und tiberall endlich ist, so 
folgt durch Zusammenziehen der Kurve K auf die doppelt bedeckte Linie L 

.r ~ d 6 = f ~ d 61 + f ~ d S2 = 0 , 
K 

wo dS1 das Wegelement des im Medium 1, dsz das Wegelement des im Medium 2 
verlaufenden Sttickes von Kist. Bevorzugt man erstere Richtung, die mit der 
von L tibereinstimmt, so hat man wegen ~d6 = G:,ds: 

f{(~,h - (~')2}ds = 0 . 
L 

Da dies fUr jedes beliebige Kurvenstiick L auf der GrenzfHi.che G gilt, so folgt 

(2a) (~')1 = (~')2; 
1 . 

und ebenso folgt aus rot ~ - - ~ = 0 (s. S. 13): c 
(2b) (~,h = (~.) 2' 

Dabei ist vorausgesetzt, daB ~ jederzeit und tiberall endlich ist; das bedeutet, 
daB wahre FHi.chenstrome ausgeschlossen sind. 

Die Gleichungen (2a) und (2b) besagen, daB die Tangentialkomponenten von ~ 
und ~ die Grenz/Lache stetig durchsetzen. Dabei enthalt jede der Gleichungen zwei 
unabhangige Aussagen; denn man kann die Komponente eines Vektors in einer 
gegebenen Flache immer in zwei zueinander senkrechte Komponenten spalten. 

Wesentlich sind nul'" die Grenzbedingungen (2a, b), also vier skalare Glei
chungen; die beiden anderen (ia, b) liefern nichts Neues, ebenso wie die Diver
genzbedingungen [§ 1 (2a, b)], aus denen sie gefolgert werden. 

§ 10. Die FRESNELSchen Formeln fur Reflexion und Brechung 
einer ebenen Welle. 

Mit Hilfe der Grenzbedingungen berechnen wir nun den Durchgang einer 
ebenen Welle durch eine ebene Grenzflache zweier Medien. 

Die z-Achse habe die Richtung der 
Normalen der Grenzflache yom Medium 1 
zum Medium 2; diese Richtung nennt 
man das Ein/allslot. Die xz-Ebene sei 
die Einfallsebene (s. § 4, S. 16), die in 
Fig. 8 als Zeichenebene gewahlt ist. 

Die Richtung der ankommenden (ein
fallenden)Strahlung sei durch den Ein- ;tIUI.~~~fUII-'~~~~~~,""",i({II.ij~ 
heitsvektor 6" gegeben; er bildet mit Z 

der z-Achse den Winkel ffJ, seine Kom- 1 

ponenten sind also 

(1) 6: = sinffJ, 6; = 0, 6~ = cosffJ . Rs 

Macht man die Annahme, daB sich 
die aus dem Medium 1 kommende Welle 
lediglich in das Medium 2 fortsetzt, und 

Fig. 8. Brechung und Ref1exion (Einfallsebene). 

versucht die Grenzbedingungen des § 9 durch diesen Ansatz zu befriedigen, so 
erweist sich das als unmoglich (wie wir nachher an unserer allgemeineren Rech
nung erkennen werden). Dies entspricht der Erfahrungstatsache, daB immer 
eine reflektierte Welle auftritt. Wir setzen dementsprechend neben der die 
Grenzflache durchlaufenden gebrochenen eine von ihr in das Medium 1 zUrUck-
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laufende, reflektierte Welle an. Die Normalen der reflektierten und der durch
gehenden (gebrochenen) Welle liegen, wie wir in § 4 gesehen haben, in der Ein
fallsebene; der Einheitsvektor ?l fUr die reflektierte Welle bilde den Winkel rp' 
mit dem Einfallslot, der Einheitsvektor Sd fUr die durchgehende Welle den 
Winkel V'. Dann sind die Komponenten 

(2) 

(3) 

s; = sinrp' , s; = 0, s~ = cosrp' , 

s~ = sin V' ' s: = 0, s: = cosV' . 

Offenbar hat man fUr die vorwartsgerichteten Wellen 

(4) s~ = cosrp > 0 , s~ = cosV' > 0 , 

fur die ruckwartsgerichtete Welle 

(4a) s~ = cosrp' < o. 
Den elektrischen Vektor der ankommenden Welle ~ zerlegen wir in eine zur 
Einfallsebene parallele Komponente mit der Amplitude A, und eine zur Ein
fallsebene senkrechte Komponente mit A,. Ebenso zerlegen wir den elektrischen 
Vektor der gebrochenen Welle ~d in die Komponenten D, und D, und den 
elektrischen Vektor der reflektierten Welle ~r in die Komponenten R, und R,. 

Die entsprechende Zerlegung der magnetischen Vektoren ~a, ~d, ~r erhalten 
wir hieraus, indem wir einmal die Tatsache verwenden, daB die drei Vektoren 
~, ~, s so zueinander liegen wie die Achsen eines rechtshandigen Koordinaten
systems (§ 3), und ferner, daB die Gleichung § 3 (11) gilt, die mit,.,. = 1 

I~I=Y;-I~I 
lautet. In der Fig. 8 sind die p-Komponenten durch -+, die s-Komponenten 
durch 0 angedeutet; die Komponenten der magnetischen Vektoren sind nicht 
eingezeichnet. 

Samtliche Amplituden A, D, R setzen wir komplex an, urn das Auftreten 
von Phasenkonstanten einzuschlieBen. Die variablen Teile der Phase sind: 

(a) 

(5) (b) 

fa = w(t - ~.) = w(t _ xsinIP ~ ZC9S9') , 

td = w(t _ t~~ = w(t _ X sin 'I' ~ ZCOS'l') , 

(c) Tr = w(t _ ::') = w(t _ X sin 9" ~ Z cOS9'~. 

Nunmehr konnen wir die X-, y-, z-Komponenten der Vektoren ~, ~ in den drei 
Wellen folgendermaBen darstellen: 

(6) I ~a_ A, cosrp e"· , ~: = -A,cosrp~ e"·, ",-

~= A, e"· ~a_ A, ~ e"· ., II- I I 

~: = -Ap sinrp e"· I 
~a_ A, sinrp Y;;' ei'·; 1-

(7)1 

~d_ 1!, cosV' ei,. , . ~: = -D, cosV' ii". ei,. I ",-

~d_ D, ei'· ~d_ Dp ii". ei'· I II- I 11-

~d = -D sinV'ei'. ~d_ D sinV'~ei' •. I p , ,- , I I 

(~ I ~,.- R., cosrp' e'f, I ~~ = -R,COSrp'.~ ei'" ",-

~r_ R, ei" ~;= Rp ~e'" II- I 1 I 

~~ = -Rpsinrp' e'f, I ~,.- R, sinrp' Y;; e'f, . .-
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Hierbei sind die Komponenten Ap, Dp, Rp flir T = 0 so gerichtet angenommen, 
wie die Fig. 8 zeigt; die Komponenten A" DB' R, sind aIle in der Richtung der 
positiven y-Ar:hse (nach hinten) gedacht. 

Urn die Grenzbedingungen zu erfiillen, hat man zunachst einmal fiir z = 0 
die GraBen Ta , Ttl, Tr einander gleichzusetzen; das gibt das Reflexions- und 
Brechungsgesetz wie in § 4: 

(9) 
sin 'I' sin 11' sin '/" 

also wegen (4) und (4a) 

(10) 

und 

q/=n-g;, 
cosg;' = -cosg;, 
. , . 

Sing; = Sing;, 

(11) -i}~~ = :: = V~ = n12 • 

Die Grenzbedingungen fiir die Feldvektoren § 9 (2a, b) verlangen nun: 

(12) { ~~ + ~~ = a;~, ~~ + ~:~ = ~~, 
rea + rer _ red c:.." + c:..,. _ c:..d. 
\2ty \l,.y - \e.g , 'W!I 4'1' - 4!!/' 

die Bedingungen § 9 (1 a, b) sind dann, wie wir schon sagten und wie sich leicht 
nachrechnen liiBt, von selbst erfiillt. 

Setzt man in (12) die Ausdriicke (6), (7), (8) ein und beriicksichtigt, daB 
nach (10) cosg;' = -cosg; ist, so erMlt man 

(13) 

cosg; (Ap - Rp) = cosV'Dp , 

A, + R, = D" 

cosg;-y~ (A, - R,) = cosV'~D" 
i~ (Ap + Rp) = i~Dp . 

Aus diesen vier Gleichungen lassen sich nun die Amplituden der reflekti~rten 
und der gebrochenen Welle durch die der einfallenden ausdriicken; indem man 
noch (11) benutzt, erhiilt man: I D - 2sinlpcosq:> ·A 

p - sin(tp + 11') cos(tp - 11') P' 

(14) D _ 2sinlpcostp. A . 
,- sin(cp+lp) " 

I 
Rp= tg(CP-~.A 

tg(cp + 11') P' 

(1'5) R __ sin(cp - 11') • A 
• - sin(cp + 11') •• 

Dies sind die FREsNELSchen Formeln; sie wurden zuerst von FRESNEL auf 
Grund seiner elastischen Lichttheorie abgeleitet. 

Wenn das Medium 2 "optisch dichter" ist als das Medium 1, d. h. wenn 
82 > 8 1 , also n12 > 1 ist, so existiert nach dem Brechungsgesetz (11) 

. sincp 
SinV' =--nll 

zu jedem Einfallswinkel g; ein reeller Brechungswinkel V'. 1st aber das Medium 2 
das "optisch diinnere", d. h. n12 < 1, so gibt es reelle Losungen V' nur, wenn 
sing; < nlll ist. Den Fall sing; > n12 (Totalreflexion) werden wir nachher (§ 13) 
gesondert behandeln. Wir schlieBen ihn zuniichst aus. Die reellen Winkel g; 
und V' konnen wir zwischen 0 und nJ2 arinehmen. Dann zeigen die Gleichungen 
(14), (15), 'daB zu reellen Werten von A p , A, auch immer reelle Werte von 
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Dr' D" Rp , R, gehoren. Dies bedeutet, daB die Phasen der gebrochenen und 
der reflektierten Welle sich von den Phasen der einfallenden Welle gar nicht 
oder urn :n unterscheiden. 

Nach Fig. 8 wird man die Komponenten der gebrochenen Welle als gleich
phasig mit denen der einfallenden Welle bezeichnen, wenn Dp , D, gleiche Vor
zeichen haben wie Ap , A,; dasselbe wird auch gelten fur die Komponente R, 
der reflektierten Welle. Dagegen wird man nach der gewahlten Zuordnung der 
positiven Schwingungsrichtung zur Wellennormale die Komponenten Rp und Ap 
bei gleichem Vorzeichen als gegenphasig bezeichnen; denn dann springt bei 
senkrechter 1nzidenz die p-Komponente genau in die entgegengesetzte Rich
tung urn. 

Aus (14) folgt nun, daB Dp, D, immer das gleiche Vorzeichen haben wie Ap 
und A,; also setzt die gebrochene Welle ohne Phasensprung die ankommende fort. 

Bei der reflektierten Welle haben wir verschiedenes Verhalten, je nachdem 
ob n12 ~ 1 ist. 1st das zweite Medium das optisch dichtere, n12 > 1 , also q; > 'IjJ, 
so haben R, und A, entgegengesetzte Vorzeichen. Die s-Komponente macht 
also bei der Reflexion stets einen Phasensprung urn :n. 1st uberdies q; + 'IjJ < 'll/2, 
tg(q; + 'IjJ) > 0, so haben Rp und Ap dasselbe Vorzeichen; das besagt nach den 
oben getroffenen Festsetzungen, daB auch die p-Komponente bei der Reflexion 
urn :n springt. Bei groBeren Einfallswinkeln aber sind die p-Komponenten der 
einfallenden und reflektierten Welle in Phase. 

1st das zweite Medium das optisch dunnere, n12 < 1, also q; < 'IjJ, so kehren 
sich in (15) die Vorzeichen der Komponenten der reflektierten Welle gerade urn. 
Die s-Komponente macht also keinen Phasensprung; die p-Komponente eben
falls nicht fur kleine Einfallswinkel bis zur Grenze q; + 'IjJ = :n/2, und sie springt 
urn :n oberhalb dieser Grenze. 1m § 13 werden wir hierauf bei der Besprechung 
der Polarisation durch Totalreflexion zuruckkommen. 

Fur den Fall senkrechter Inzidenz werden die Formeln (14), (15) unbrauch
bar, da dann die Bruche rechter Hand die Form % annehmen. Man bekommt 
brauchbare Formeln am einfachsten, indem man auf die Gleichungen (13) zuruck-
geht und darin cosq; = cos'IjJ = 1 setzt. Schreiben wir statt n12 = -yeJe1 kurz n, 
so wird: 

(16) I 
D,= 

2 
n + 1 Ap , 

2 
n + 1 A.; 

n-1 
n + 1 A p , 

n-1 
R, = - n + 1 A,. 

Der Unterschied zwischen p- und s-Komponenten ist verschwunden, der Begriff 
der Einfallsebene bedeutungslos geworden. 

§ 11. Polarisation bei Spiegelung und Brechung. 
Die Lichtintensitat istnach § 3 (13) definiert durch 

(1 ) I @)I = ~ '!iij;2 = en ij;2 
4nye 4n' 

wobei p = 1 gesetzt ist. Urn hiernach die 1ntensitaten des gespiegelten und 
gebrochenen Lichts mit Hille der FREsNELschen Formeln zu bestimmen, muB 
man bedenken, daB der Querschnitt eines Lichtbundels bei der Brechung sich 
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andert. Nehmen wir an, daB gerade die Flacheneinheit der Grenzflache beleuchtet 
ist, so ist der Querschnitt des einfal1enden und reflektierten Strahls coscp, der 
des gebrochenen costp. Sind nun Ap, Rp, Dp die gesamten Strahlungsmengen 
der p-Komponenten im einfallenden, reflektierten und gebrochenen Licht, so gilt 
fur dieses Bundel 

en 2 A = 16alcosm = _I A cosm 
P T 4n l' T' 

(2) R = 16' 1 cosm = en~ R2 cosm 
l' T 4n l' T' 

D = 16d 1 cos til = en2 D2 cos til 
l' T 4n l' T' 

wo Ap, Rp, Dp die in § 10 (14), (15) vorkommenden GraBen sind; und ent
sprechendes gilt fur die s-Komponenten. Man erhalt also durch Elimination 
von A;, A~ Reflexionsvermogen und Du,chliissigkeit ffir die beiden Komponenten: 

R~ tg2 (q:> - 1p) 
'1' = p:;,- = tg2(q:> + 1p) , 

R. sin2(q:>-1p). 
, - - - --:--=--'-'---'-'-, - A, - sin2(q:> + 1p) , 

d _ D~ _ sin2q:> Sin21p 
l' - Ap -- sinl(q:> + 1p) cosl(q:> - 1p)' 

d D. sin 2 q:> sin21p 
• = A, = sin2(q:> + 1p) 

Man verifiziert leicht, daB 

(5) '11 + dp = 1 , '. + d. = 1 

ist, wie es der Satz von der Erhaltung der Energie fordert. 
Bei senkrechter Inzidenz, fur die der Unterschied der p- und s-Komponenten 

verschwindet, hat man nach § 10 (16), (17): 

(6) 1 
r = (: ~ !t 

4n 
d = (n + 1)1' 

mit 

(7) r+d=1. 

Die GraBe , nennt man das Reflexionsve,mogen und d die Du,chliissigkeit 
schlechthin. Offenbar folgt aus (6) 

(8) lim' = 0, limd = 1 ; 
.. +1 ..... 1 

dieselben Formeln geltcn auch fur die GraBen '1" " und dp, d, nach (3) und (4), 
da mit n -+ 1 tp -+ cp wird. Je geringer also der optische Unterschied zweier 
Medien, desto weniger Energie verliert ein durch ihre Grenze tretender Licht
strahl durch Reflexion. 

Aus (3) und (4) etkennt man, daB fur streifende Inzidenz, d. h. fUr cp = 1(/2, 
'11 = " = 1 wird, wahrend dp und d, verschwinden. 

Die Nenner der Ausdriicke (3), (4) bleiben immcr endlich mit einer Ausnahme: 
Fur cp + tp = 1(/2 wird tg (cp + tp) = oc und dam it r1l = O. In diesem Falle 
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stehen der reflektierte und der gebrochene Strahl aufeinander senkrecht (s. 

Fig. 9), und aus dem Brechungsgesetz folgt wegen simp = sin(i - 91) = costp: 

(9) tgtp = n. 

Der Winkel, der diese Beziehung. erfiillt, heiBt Polarisationswinkel oder 
BREWSTERscher Winkel; er wurde im Jahre 1815 von DAVID BREWSTER (1781 
bis 1868) abgeleitet. 

Wird eine Welle unter diesem Winkel reflektiert, so wird die parallel zur 
Einfallsebene schwingende Komponente des elektrischen Vektors ausgeloscht. 
Das reflektierte Licht ist also linear polarisiert - "in der Einfallsebene", wie 
man sagt. Ais Polarisationsebene des linear polarisierten Lichts bezeichnet man 
namIich traditionsgemaB die Einfallsebene des Spiegels, durch den die lineare 
Polarisation hergestellt werden kann. Nach dieser Definition ist also nicht der 
elektrische, sondern der magnetische Vektor fur die "Polarisation" bestimmend; 
da aber, wie wir in § 8 sahen, der elektrische Vektor zweifellos der physikalisch 
wirksame, der "Lichtvektor" ist, so vermeidet man am besten den Begriff der 

2 

Fig. 9. PolarisationswinkeL 

Polarisationsrichtung und ersetzt ihn 
durch den der Schwingungsrichtung (des 
elektrischen Vektors). 

Diese heute nicht mehr zweifelhafte 
Wahl ist in der Geschichte der Optik 
lange Zeit Gegenstand von Meinungs
verschiedenheiten gewesen. Zur Zeit der 
elastischen Lichttheorie war in der Tat 
die Frage nicht in dem Sinne entscheid
bar wie heute, wo wir uns auf. die be
kannten Wirkungen des elektrischen und 
magnetischen Feldes berufen konnen. So 
kam FRESNEL zu dem Ergebnis, daB die 
elastischen Schwing ,:ngen des Athers senk
recht zur Polarisationsebene erfolgen, 
wahrend FRANZ NEUMANN sie als parallel 
zu ihr annahm. Sie machten namlich 

verschiedene Hypothesen tiber den Mechanismus der Atherbewegung; bei 
FRESNEL sollte die Dichte des Athers in verschiedenen Medien verschieden, 
die Elastizitat aber konstant sein, bei NEUMANN umgekehrt. In Wahrheit ist 
keine dieser Theorien zureichend, well sie, wie in der Einleitung erlautert wurde, 
stets die von der Mechanik geforderten Randbedingungen verletzen, urn das 
Auftreten longitudinaler Wellen bei der Brechung zu vermeiden. 

Kehren wir nun zum BREWSTERschen Gesetz zuriick, so konnen wir uns den 
inneren Grund ftir seine Giiltigkeit anschaulich klarmachen, indem wir uns vor
stellen, daB der elektrische Vektor der einfallenden Welle im zweiten Medium 
Schwingungen der Elektronen in den Atomen erregt, deren Richtung durch den 
elektrischen Vektor der gebrothenen Welle gegeben ist. Diese Elektronenschwin
gungen erregen in der Grenzflache eine weitere Welle, die ins erste Medium zm:Uck
lauft: die reflektierte Welle. Nun strahlt ein linear schwingendes Elektron 
"transversal" (wie jede Antenne); insbesondere findet keine Energieabgabe in 
der Schwingungsrichtung des Elektrons statt. Sobald der reflektierte Strahl auf 
dem durchgehenden senkrecht steht, tritt gerade fiir die Schwingung parallel 
zur Einfallsebene dieser Fall ein und der reflektierte Strahl erhaIt keine Energie 
ftir die Schwingung in der Einfallsebene (s. Fig. 9). . 
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Die Fig. 10 stellt fiir Glas den Verlauf der Intensitat des reflektierten Lichts 
als Funktion des Einfallswinkels rp darl. Dieser ist am unteren Rande der Figur 
in einer Gradskala aufgetragen; am oberen Rande stehen die entsprechenden 
Werte des Brechungswinkels. Die Kurve I stellt r" die Kurve II I (r, + rp), 

die Kurve III rp dar; man bemerkt die Stelle der Kurve III, die dem Polari
sationswinkel 56 0 40' entspricht, ein Winkel, dessen Tangens gerade n = 1,52 
betragt. 

Die Kurve II zeigt die Intensitat des reflektierten Lichts fur den Fall, daB 
das einfallende Licht linear unter 45 0 gegen die p- oder s-Richtung polarisiert 
ist. Betrachten wir namlich allgemein linear polarisiertes Licht von der Ampli
tude A, bei dem die Schwingungsrichtung von Q;4 den Winkel a. gegen die p-Rich
tung bildet, so ist 

(10) AI' = A cos a. , A, = A sin a. . 

1st A die Lichtstarke des einfallen
den Bundels, so hat man 

(11) AI' = A cos2a., A, = A sin2a.. 

Die gesamte reflektierte Intensitat laBt 
sich also schreiben: 

R<s = R, + R, = (:: cos2 a. + ::sin2a.) A, 

und hieraus folgt· 

( ' _ Rill _ 2 + . 2 • 12, rill - A - rpcos a. r,sm a., 

Entsprechendes gilt fur das gebrochene 
Licht. Fur a. = :rc/4 hat man wegen 

cos 2 : = sin 2 ~ = ~ gerade die durch 

Kurve II dargestellte Funktion 

(13) r~ = t(rp + r.). 
4 

/:r; 

- J[: i('S+'P) 
Ill: ~ p 

...----

49 

0,8 

I 
0,7 

rl 

/ Ii 
VI [I 

560'10/ r/~ I 1II 

V-I/ I 
~ I 

0,3 

42 

0,1 

Dieselbe Kurve stellt auch das Ver- 00 10D 200 JOo '100 SOD 600 700 800 9(J0 

halten von naturlichem Licht bei Re- Fig. 10. IntensitAt des reflektierten Licbts als Funktion 
flexion dar. Man kann namlich natiir- des Einfallswinkels. (Nacb CUWOLSON: Lebrb. d. Pbysik, 

1· h L' h ff . . 2. AufJ. 1922.) 

- ./ 

Ie es IC t au assen als polarlSlertes 
Licht mit unregelmaBig schwankendem Polarisationszustande. Man erhalt also 
die Intensitat durch Mittelung uber den Winkel a.. Da die Mittelwerte von 
cos2a. und sin 2a. gleich i sind, so wird fiir natiirliches Licht 

(14) 

aber: 

(15) I - 1 R 1 R, = _..2. A = -·r A 
2Ap 2 I' , 

- 1 if 1 
R =-.....!..A=--rA 

, 2A, 2" 

1 Aus O. D. CHWOLSON: Lehrbuch der Physik, 2. Aufl., Bd. 112 S. 716. Braun
schweig 1922. 

Born, Optlk. 3 
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1m reflektierten Licht sind also die beiden Komponenten nicht mehr gleich, 
man sagt dann, das reflektierte Licht sei partiell polarisiert, und nennt 

(16) R" - R, 1 ( ) 
A ="2 r, - r, 

den polarisierten· Anteil. Das Reflexionsvermogen des gesamten aus natlirlichem 
durch Reflexion entstehenden Lichts ist gegeben durch 

2 

1 

z (17) - R R. + R, 1 ( ) r = A = A = "2 r, + r, , 

also wieder durch die Kurve II. 
Erttsprechende Betrachtungen gelten fur 

den gebrochenen Strahl. Insbesondere hat 
man bei naturlichem Licht 

(18) 

Wir kehren nun wieder zu linear polari
siertem Licht zurUck. 1st das einfallende 
Licht linear polarisiert, so gilt dasselbe fur 

Fig. II. Zur Vorzeicbenbestimmung des Azimuts das reflektierte und gebrochene, da die 
der Polarisation. 

Phasen sich nur urn 0 oder n andern. Wohl 
aber wird die Schwingungsrichtung (oder die "Polarisationsebene") im reflektier
ten und gebrochenen Strahl gegen die im einfallenden gedreht sein. Man be
zeichnet den Winkel zwischen Schwingungs- und Einfallsebene als das Azimut 
der Schwingung und ziihlt dieses positiv bei Rechtsdrehung urn die Fort
pflanzungsrichtung (Fig. 11). 

Es sei IX das Azimut der einfallenden, e das der reflektierten, {) das der ge
brochenen Welle; mankann diese Winkel auf den Bereich -n/2 bis n/2 beschran

~ 

". 

. -
",. 

I .- 'q .. 
l' - I ~ 

/ ." ,/ 
5" d 
". 
~ 

-1'- l56:"q 

't' 

V 

........ 

ken. Es ist 
() t A. t R. 
19 ga = A' ge = If' 

l' P 
tgt5 = ~ •. 

• 
Aus den FREsNELschen Formeln § 10 (14), (15) 
ergibt sich: 

(20) 1 
t __ cos(9'~.t a 
ge - cos(1p + '1') g , 

tgt5 = cos(!p -1p). tga. 

Wegen 0 <:: !p <:: n/2, 0 < 1p <:: n/2 folgt 

I tge I ~ I tga I ~ 
I tgt51 <:: I tga I, 

wo das Gleichheitszeichen in der oberen Unglei-

00 10" ZOO 111"'" sr ItJ" 10· 'U". Jo" chung nur flir senkrechte und streifende Inzidenz 
(!p = 1p = 0 bzw. tp = n/2) gilt, in der unteren Un
gleichung nur fur senkrechte Inzidenz. Die Ebene 
der Lichtschwingung wird also durch Reflexion von 

Fig. 12. Azimut der reflektlerten und 
de< gebrocbenen Welle a1s Funktlon des 
Einfallswinkela. (N aeb CSWOLSOM: Lebrb. 

d. Pbysik, 2. Aufl. 1922.) 
der Einfallsebene weg, durch Brechung zu ihr hin

gedreht. Den Verlauf1 von e und c5 zeigt die Fig. 12 fUr n = 1,52 und IX = 45°. 
Man sieht, daB fur den Polarisationswinkel !p = 56° 40' gerade (! == 90° 

wird; in der Tat wird fur !p + 1p = n/2 nach (20) tge = 00, also e = n/2 unab
hangig von IX. 

1 Nach O. D. CHWOLSON: Lehrbuch der Physik, 2. Aufl., Bd. II 2 S. 716. 
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Die experimentelle Priifung der hier abgeleiteten Gesetze uber Intensitats
und Polarisationsverhiiltnisse hat sie mit betrachtlicher Genauigkeit bestatigt. 
Man braucht dabei Apparate zur Herstellung von polarisiertem Licht; soIche 
kann man auf Grund des Spiegelungsvorgangs selbst konstruieren. Bekannt ist 
der Apparat von NORRENBERG (1787-1862), der im wesentlichen 
aus zwei Glasplatten besteht, die von einem Lichtstrahl unter 
dem Polarisationswinkel getroffen werden (Fig. 13). Die erste 
Platte dient als " Polarisator" , da der von ihr reflektierte Strahl 
linear polarisiert ist; die zweite Platte, die urn die Richtung 
dieses Strahls drehbar ist, stellt dann den "Analysator" dar. 

Dieser Apparat hat den Nachteil, daB der Strahlengang relativ 
verwickelt ist. Man zieht Einrichtungen vor, die das Licht linear 
polarisieren, ohne die Strahlrichtung zu andern. Der einfachste 
Apparat dieser Art ist ein Glasplattensatz oder Lamellenpolarisator. 
Er besteht aus einer Anzahl dunner, planparalleler Glasplatten, 
auf die der einfallende Strahl unter dem Polarisationswinkel trifft. 
Bei jeder Brechung tritt eine partielle Polarisation des durch
gehenden Lichts ein, und wenn diese auch gering ist, so wird 
durch mehrfache Brechung doch ein betrachtlicher Polarisations
grad erreicht. Fur einfallendes naturliches Licht ist nach dem 
Durchgang durch die beiden Grenzflachen einer Platte das Inten
sitatsverhiiltnis der p- und s-Komponente [durch zweimalige 
Anwendungvon (4)]: 

(:;t = COS'(tp - tp) < 1, 

Fig. 13. NO ...... 
BIIRGscher Polarisa· 

tioosapparat. 
P polarisierende 

Glasplatte, A ADaIy. 
sator, S refIektieren· 
der Spiegel, • eIn· 
fallendos unpolari· 
siertes Strahienblln· 
del, p polarisiertes 

Strahienbllndel, 
, von A refiektier. 
tos StrahlenbUndel. 

d. h. die p-Schwingung ist nach dem Austritt starker als die s-Schwingung. 
Die Polarisation wird urn so vollstandiger, je groBer tp ist. 1st tp gerade gleich 
dem Polarisationswinkel, tp + tp = n/2, tgtp = n, so wird 

(:;r = sin'2tp = C ~nnlr· 
Fiir n = 1,5 hat dies den Wert 0,725. Beim Durchgang durch flinf Platten 
kommt man auf (0,725)& = 0,200, ist also noch erheblich von vollstandiger 
Polarisation entferntl. Oberdies hat der Apparat den Nachteil, daB das Licht 
durch die vielen Reflexionsverluste stark ge
schwacht wird; er wird deshalb kaum mehr 
verwandt. 

Die gebrauchlichsten Polarisatoren beruhen 
auf der Doppelbrechung in Kristallen, so das 
NIcoLSChe Prisma; wirwerden darauf in Kap.V, 
§ 63 eingehen. 

Zur Demonstration der Polarisation durch 
Spiegelung ist der MAcHsche Kegelanalysator 
(Fig. 14) geeignet. Dieser besteht aus einem Fig. 14. MAcHSCber KegeIanalysator. 

Glaskegel von soIchem Offnungswinkel, daB ein 
parallel zur Kegelachse auffallendes Strahlenbundel den Mantel unter dem 
Winkel der totalen Polarisation trifft. Das vom Kegel reflektierte Licht er
zeugt auf einem dahinter angebrachten Schirm einen hellen Ring; ist das Licht 

1 Eine Tabelle der Intensita.ten des reflektierten und durchgehenden Lichtes und des 
Polarisationsgrades bei verschiedener Plattenzahl findet sich bei R. W. WOOD, Physical 
Optics, 2. Aufl., S.366. New York 1923. 



36 1. Elektromagnetische Lichttheorie filr durchsichtige isotrope Korper. 

linear polarisiert, so zeigt der Ring an zwei diametral gegeniiberliegenden Stellen 
Dunkelheit; durch diese dunklen Stellen geht die Schwingungsebene des elektri
schen Vektors. 

§ 12. EinfluB von Ubergangsschichten auf die Polarisation des 
reflektierten Lichts. * 

Wenn auch die FRESNELschen Formeln im allgemeinen die Beobachtungen 
sehr gut wiedergeben, hat man doch kleine Abweichungen gefunden, die in der 
Niihe des Polarisation swinkels besonders deutlich werden; die Komponente des 
reflektierten Lichts in der Einfallsebene wird niemals vollig ausgeloscht. Die 
Theorie ist also nicht ganz zureichend; DRUDEl hat die Meinung vertreten, da6 
tatsachlich eine zu weitgehende Idealisierung vorliegt in der Annahme, daB der 
"Obergang von dem einen Korper zum anderen sprunghaft seL Eine Substanz 
wird von der anderen immer durch eine "Obergangsschicht getrennt sein, in der 
die Dielektrizitatskonstante sich stetig vom Werte 81 zum Werte Ell andert. Die 
naturliche tJbergangsschicht wird iiberdies hiiufig noch durch ein Poliermittel zu 
einer kiinstlichen, dickeren Oberfliichenschicht, in der E auch Werte auBerhalb 
des Intervalls El' 82 annehmen kann. Wir wollen zeigen, in welcher Weise die 
"Obergangsschicht von DRUDE in Rechnung gesetzt worden ist, undam SchluB 
eine kurze Kritik vom Standpunkt neuerer Erfahrungen aus anfligen. 

Es wird geniigen, die Dicke l der Schicht als kleine GroBe erster Ordnung zu 
behandeln und Glieder mit hoheren Potenzen von l zu vernachHissigen. Dann 
kann man die "Obergangsschicht dadurch beriicksichtigen, daB man an Stelle 
der in § 9 abgeleiteten idealen Grenzbedingungen andere aufstellt, in denen zu l 
proportionale Glieder auftreten. 

Man gewinnt diese neuen Grenzbedingungen am einfachsten, indem man die 
zur Oberflache parallelen x- und y-Komponenten der Feldgleichungen § 1 (1 a, b) 
durch die "Obergangsschicht hindurch integriert. Beachtet man, daB keine Feld
komponente von der zur Einfallsebene senkrechten y-Koordinate abhangt, so 
lauten diese Gleichungen (mit p. = 1): 

(1) az c at - , az c at ' I -a~. - .!.- a~~ - 0 - a~. + -.!.. a~. = 0 

a~" _ a.v. _ .!.- o~ = 0 o~" _ o~ + .!.. o.v. - 0 iJz ax c at ' az ax c at - . 
Integriert man nun nach z zwischen zwei Punkten, an denen E bereits die kon· 
stanten Werte El und E. angenommen bat, so erhli.lt man: 

2 

(~,h - (~,h = ! :, f8~:rdz, 
t 

1 2 

(~:r)l - (~:r)2 = -+ :tf8~,dz - f~~'dZ, 
(2) t t 

2 

(~')l - (~')2 = - ; :, f !{):r dZ , 
t 

2 2 

-- c::.. dz- -dz 1 iJ f j' iJi, 
e ilt "'" ax' 

t t 

Ip. DRUDK: Wied. Ann. Bd. 36 (1889) S. 532, 865; Bd.43 (1891) S.126. S. auch: 
Lehrbuch der Optik. Kap. II S. 266. Leipzig 1900. 
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In den Integralen rechter Hand konnen wir fUr die Feldvektoren die idealen 
Grenzbedingungen des § 9 gelten lassen, wonach die Normalkomponenten von 
i) = e ~ und ~ = ~ sowie die Tangentialkomponenten von ~ und ~ stetig sind. 
Daher hat man 

2 

je~zdz = (izle. 
1 

2 

je~lIdz = ~lIrE. 
1 

2 __ 

jO~. d _ OE~ • .i 
OX z - OX l • 

1 

2 

j~zdz = ~zl, 
1 

2 

r ~lIdz = ~1I1, 
J 

1 
2 _ 

J" ofJ. dz = ofJ. I 
ex ox' 

1 

wo die uberstrichenen Vektorkomponenten rechter Hand Mittelwerte bedeuten. 
fur die man in unserer Nliherung nach Belieben die Grenzwerte im Medium 1 
oder im Medium 2 setzen darf, und wo 

(4) 

gesetzt ist. 

2 2 2 

jdz = l, jEdz = le, 
1 

j~=.i 
I: E 

1 1 

Wir konnen die neuen Grenzbedingungen nun so schreiben: 

(~) = (~ +.i OfJN _ IE O~r) 
z 1 z C ot E ax 2' 

( I ofJ~' (~II)l = ~II - cat).' 
("') = ('" -.i"'i O~N _ I OfJ,) 
'l.'z 1 'l.'z C at ax a' 

(~II)l = (~II + : f ~~t . 
Hierin gehen wir mit dem Ansatz § 10 (6). (7), (8) ein; dann erhalten wir 

I (AI' - Rp) coscp = Dp costp (1 +C1) , 

A, + R, = D,(1 + Cz), 
(7) -

(A,- R,) rEI COscp = D, (c; costp(1 + Cs), 

wo 

(8) 

(AI' + Rp)-yE; = Dp (e; (1 + C,) , 

C = i wi _,_ (1/;: _ Sin2 ,!! ~ ~) 
1 C COS'll r 2 T C, I: ' 

iwl ,e-
C2 = -costp rE2' c 

C i w I 1 (- ,1-' 2 c ) 
8 = - ,c e - r e2 SID tp - , 

c rei COS'll cz, 

iwl 1 -
C, = - ,cecostp 

C rE, 

kleine GraBen erster Ordnung sind; da sie ferner rein imaginar sind, so folgt, 
daB bei reellen A". A, die Rp , R,. D", D, nicht mehr reell, sondem komplex. 
werden, daB also bei der Reflex.ion und Brechung Phasenspriinge auftreten. 
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Wir wollen uns im folgenden auf die Betrachtung der reflektierten Welle 
beschranken. Durch Elimination von Dp , D, erhaIt man unter Benutzung des 
Brechungsgesetzes § 10 (11): 

A [S~1fJ (1 + C) - cosV' (1 + C)] - R [~l}(P (1 + C) + cosV' (1 + C)] = 0 
" SIDV' 'costp 1 " sm V' 'costp 1 , 

A [(1 + C ) - s~ntp cosV' (1 + C)] - R [(1 + C ) + s~tp cosV' (1 + C)] = O. 
, I SIDV' costp 3 , 2 smV' costp 3 

Hieraus erhaIt man unter Fortlassung aller Glieder, die in den C von hoherer 
als erster Ordnung sind, und mit Benutzung der in § 11 (3) eingeruhrten Funk
tionen r", r, des Einfallswinkels: 

R" ~(+') A = "yr" 1 JO", 

" 
R, ~ ( .) -A = "yr, 1 + JO, , , 

wo folgende Abkiirzungen gebraucht sind: 
= ~ (C _ C) sin2tp sin2V' 

a" 2i' 1 sinttp costtp - costV' sinlV' ' 

= ~ (C _ C \ sin2tp sin2V' 
a, 2i 3 21 sinstp costV' - sinlV' cosstp . 

(10) 1 
Auf Grund des Brechungsgesetzes 

ist 

s~ntp = l~ 
smV' Y;;-

sinl9' cos2 1J1 - cos2 9' sin2 1J1 = £, - 411 sin21J1 , 
£1 

sin29' cos29' - sin2 1J1 cos21J1 = EI - Et sin21J1 (£. cos29' - £1 sin29') . 
Et E• 

Daher hat man mit Riicksicht auf (8) und § 4 (1): 

(Ii) I 4:tr1 (6 ) Y;; ts a, = -. - - 1 -- cos 9' , .to e. 8 1 - 81 

wo statt co die reduzierte WellenHmge ;'0 = 21tc/co eingefiihrt ist. 
Nehmen wir nun der Einfachheit halher an, daB das einfallende Licht linear 

polarisiert sei unter dem Azimut 45 0 gegen die p-Richtung, A,,/A, = 1, so wird 
das reflektierte Licht elliptisch polarisiert sein; seine Natur bestimmt sich aus 
dem Verhaltnis 

(12a) R" = IF; 1 + i,a, = VYI> (1 + i (1) , 
R, Y r: 1 + Ja, Y, 

woGroBen zweiter Ordnung in (1", (1, weggelassen sind und 

(13a) 

gesetzt ist. Schreibt man nun 

(12b) 

so ist 

(1 = (1,,-(1, 

R '. -I> _ ne''' R - r;: , 
• 

(14) 1 e = ~ 1'1 + 0 2 • 

tga = a. 
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Dabei ist nach (11): 
4nl y;;- '2'1 costp sin1tp 

(13 b) 0= ap - a, = To '2 _ 'I '. cos1tp - 'I sin1tp' 
wo 

( 15) 

gesetzt ist. Mit n = y E21 El kann man schreiben: 
4nl '7 nZ sintp tgtp 

(16) a = To ~. n l - 1 • n l - tg2 tp' 

Diese Formel setzt in Evidenz, daB fur den Polarisationswinkel, tg«p = n, 
a unendlich wird; dort wird also unser Naherungsverfahren, daB {1p < 1 , {1, < 1 
voraussetzt, ungiiltig. Wir konnen trotzdem mit der Formel (16) auch in der 
N achbarschaft des Polarisationswinkels rechnen, wei! es uns gar nicht auf {1 

(d. h. auf die Phase 6), sondern auf e ankommt, und diese GroBe bleibt auch 

fiir tglP = n endlich. Das folgt daraus, daB das Produkt " 0 2 einen endlichen 
'. 

Grenzwert hat; denn es ist nach § 11 (3): 

Rp cos(tp + 1p) ctg1p _ tgtp V ~ + n l 
- 1 - tgtp 

R, = - cos(tp - 1p) = - ctg1p + tgtp = - Vi nl 

--+ nl - 1 + tgtp 
tg2 tp 

Durch Entwicklung nach Potenzen von n - tg«p erhalt man 

1 ry- 1 1 + nl 

r/ ,: n - tgtp = - 21i3 + ... '. 
wo die Punkte Glieder andeuten, die mit n - tg«p = 0 verschwinden; mithin 

1;;; 0= nl .!L V1 + ~I + ... 
Vr. loY;;- i-n 

Daher hat man aus (14) fiir den Polarisationswinkel 

- n I '7 Vi + n l 

e = 4 ~ 1 -nl ' 

(17) I 6=; . 
Man nennt eden Elliptizitiitskoellizienten; er stellt das Achsenverhaltnis der 
Ellipse im reflektierten Licht dar, wenn das Azimut des einfallenden linear polari
sierten Lichts 45 0 (tgl¥ = 1) betriigt. Die Phasendifferenz nl2 besagt, daB die 
Hauptachsen der Ellipse parallel und senkrecht zur Einfallsebene liegen. Die 
GroBe a Hi.St sich mit Hille von e so schreiben: 

(18) (1 = 4 -~ sintptgtp • 
e Vi + nl tgltp - n l 

Vber das Vorzeichen von e kann man eine Aussage machen, indem man in (15) 
die Integrale (4) einsetzt und schreibt: 

2 

(19) e = !!...- V'I + "j(' - el) (e - E,) dz • 
4 '1-'1 ' 

t 

Wenn in der ganzen Vbergangsschicht E zwischen El und E.liegt, ist das Integral 
negativ, also das Vorzeichen von q dasselbe wie das vonE. - £1" Wenn aber in 
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einem betrachtlichen Teile der Dbergangsschicht E groBer ist a1s El und EI , SO 

kann es vorkommen, daB e das umgekehrte Zeichen hat wie E2 - f:l (EinfluB 
der Politur). Die Bedeutung eines positiven e sieht man so ein: Nach Fig. 8 
liegen die positiven Richtungen von R" Rp, ?l so, wie die Achsen x, y, z eines 
Rechtssystems; RpjR, entspricht also dem in § 8 diskutierten Verh1i.ltnis ~lIj~~. 
Nun haben wir wegen b = n/2 

und dies entspricht einer Rechtsdrehung des Lichtvektors (im Sinne des Uhr
zeigers), wenn e> 0 ist. 

Die quantitative Untersuchung hat die Aussagen der Theorie in gewissem 
Umfange bestatigt. Der Elliptizitatskoeffizient e erweist sich urn so kleiner, je 
reiner die Grenzflache ist; so ist er z. B. sehr gering an frischen Spaltflachen 
von Kristallen und an Fliissigkeitsoberflachen, die durch "OberflieBen fortwahrend 
erneuert werden. 

Bei polierten Spiegeln ist e betrachtlicher und ergibt sich im allgemeinen 
positiv, wie zu erwarten ist, wenn der Brechungsindex der Polierschicht nicht 
den des Spiegelmaterials iibersteigt. Nur bei einigen verh1i.ltnismaBig schwach 
brechenden Korpern (n < 1,46) hat man negative elliptische Polarisation beob
achtet. Der Vorzeichenwechsel bei Umkehr der Strahlrichtung (Vertauschung 
von El und E2) ist ebenfalls bestatigt worden. 

Bei gut gereinigten, polierten Glasoberflachen gegen Luft liegt e zwischen 
den Werten e = 0,03 (Flintglas, n = 1,75) und e = 0,007. Fiir Fliissigkeiten 
steigt e nicht iiber 0,01. Wasser hat einen negativen Elliptizitatskoeffizienten, 
der bei guter Reinigung der Oberflache bis auf 0,00035 herabgedriickt werden 
kann. Es gibt auch Fliissigkeiten, wie Glyzerin, bei denen keine merkliche 
Elliptizitat vorhanden ist; hieraus braucht man nicht zu schlieBen, daB es 
iiberhaupt keine Dbergangsschicht gibt, sondern man kann annehmen, daB die 
E-Werte darin zum Tell so groB werden, daB das Integral (19) verschwindet. 

Bei positivem e kann man eine untere Grenze fiir die Dicke der Oberflachen
schicht ableiten. Man erhalt bei einem bestimmten positiven Werte von eden 
kleinsten Wert, den die Dicke der Schicht mindestens besitzen muB, wenn man 
ihre Dielektrizitatskonstante als konstant annimmt, und zwar so, daB der in (19) 
auftretende Integrand (I: - 1:1) (I: - 1:2) 

I: 

ein Maximum wird. Das tritt ein, wenn 

E = fEIES 

wird. Dann bekommt man fiir die untere Grenze l der Dicke: 

(20) 
T e Y;;+~ e n+1 
Ao = n ¥I:l + I:z y;; - ~ = n¥1 + n2 n - 1 • 

Fiir Flintglas gegen Luft, n = 1,75, e = 0,03 (s. oben), erbalt man so 
lj Ao = 0,0175. Es geniigt also die Annahme einer sehr geringen Dicke der· Ober
flachenschicht, urn selbst eine starke Elliptizitat des unter dem Polarisations
winkel reflektierten Lichts zu erklaren. 

Neuere Untersuchungen 1, besonders eine Arbeit von LUMMER und SORGE 2, 

haben aber starke Zweifel aufkommen lassen, ob die DRuDEsche Theorie den 

1 Lord RAYLEIGH: Philos. Mag. (5) Bd. 33 (1908) S.444; (6) Bd. 16 (1892) S. 1; 
K.E.F.SCHMIDT: Ann. Physik Bd.52 (1894) S.75; M.VOLKE: Inaug.-Diss. Breslau 1909. 

I O. LUMMER U. K. SORGE: Ann. Physik (4) Bd.31 (1910) S. 325. 
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physikalisehen Tatsaehen entsprieht. So gelang es, dureh verschiedene Einflusse 
die GroBe der Elliptizitat zu verandern, sogar ihr Vorzeichen umzukehren. So
lange dabei die Oberflachenschicht direkt beeinfluBt wird, konnte die DRuDEsche 
Theorie noch ausreichend sein; aber die zuletzt genannten Autoren zeigten, daB 
sich die E11iptizitat einer Flache eines Glasprismas andern, sogar umkehren Hi.Bt, 
indem man eine andere Flache des Prism as poliert. Sie vermuteten daraufhin. 
daB die Ursache der Elliptizitat hauptsachlich in Spannungen zu such en sei, die 
durch das Polieren entstehen; es gelang auch nachzuweisen, daB durch Druck 
auf die Basisflaehen des Prismas die Elliptizitat des an den nicht gedruckten 
Seitenflaehen reflektierten Lichts geandert werden kann. WOOD l hat gezeigt, 
daB das Aufbringen dunner Schichten, deren Brechungsindex von dem der Glas
unterlage sehr wenig abweicht, das Reflexionsvermogen stark verandert. All 
dies deutet darauf hin, daB die DRuDEsche Theorie den Tatsachen nicht vo11-
kommen gerecht wird. 

§ 13. Totalreflexion. 
Wir hatten bisher den Fall ausgeschlossen, daB das Brechungsgesetz 

. sin,/, 
sm1p =-

n12 

keinen reellen Winkel 1p liefert; das tritt beim 'Obergang des Lichts aus einem 
optisch diehteren in ein optisch dunneres Medium, also fur 

(1 ) 1/-;; < 1 n12 = /- , 
El 

immer dann ein, wenn rp groBer ist als ein bestimmter Grenzwinkel rpo' der der 
Gleichung 

(2) sinrpo = n12 

genugt. Fur rp = rpo wird sin1Jl = 1, 1JI = 90°, das Licht tritt also "streifend" 
aus; fur groBere Einfallswinkel tritt uberhaupt kein Licht mehr aus, vielmehr 
wird es ungeschwacht in das erste Medium zuruckgeworfen: Totalreflexion. 

Trotzdem verschwindet dann keineswegs das elektromagnetische Feld im 
zweiten Medium; nur stromt keine Energie in dieses tiber. Setzt man namlieh 

( ) . sinIP 
3 sm1p = n-' '1/'sin2IP eos1p = ±~ ---:nt - 1 , 

in den Phasenfaktor 
. , . ( %sin,!, + leoS'!') 
U'& • cu t - ---'--'------'--

e = e c. 

der gebroehenen Welle ein, so nimmt dieser die Form 

. ( %sin'P) .... V~ 'Q)/--- ±- -.--t .• 
e "Co e c. " 

an; er entspricht also einer Erregung, die parallel zur Einfallsebene (x-Riehtung) 
langs der Grenzflaehe fortschreitet, naeh der Tiefe zu (in der z-Richtung) aber 
exponentiell an- oder abklingt. Natlirlich kann es sich nur urn Abklingung 
handeln [Minuszeichen vor der Quadratwurzel in (3)]; die GroBenordnung des 
Eindringens wird dureh c,lw = }..2!2'l't gegeben, ist also sehr gering. Solche Wellen 
mit ortlieh veranderlicher Amplitude nennt man "inhomogene Wellen"; sie sind 
nieht transversal, da, wie wir gleich sehen werden, die x-Komponente des elek
trischen Vektors nicht verschwindet. 

1 R. W. WOOD; Physical Optics. 2. Aufl., New York, S. 371. 
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Verschiedene Anordnungen sind vorgeschlagen worden, urn diese diinne 
Wellenschieht experimentell nachzuweisen. VOIGT l hat ein Prisma angegeben, 
bei dem die total reflektierende Flache einen flachen Knick hatte; man sah 
diesen schwach leuchtend, und VOIGT glaubte, darin die gesuchte Erscheinung 
zu sehen. Doch hat KETTELER2 mit Recht darauf hingewiesen, daB es unmog
lich ist, das durch Beugung entstehende Leuchten der Kante zu vermeiden. 
WOOD3 hat kleine Partikel (FlammenruB) auf die totalreflektierende Glasfliiche 
gebracht und unter dem Mikroskop beobachtet, daB die Teilchen zerstreutes 
Lieht nach allen Seiten aussenden. 

Urn die FRESNELschen Formeln § 10 (15) auf den Fall der Totalreflexion an
zuwenden, schreiben wir sie 

sin II' cos II' - sin !pCOS!p A 
sin II' cos II' + sin!pcos!p ", 

R - _ sinq>cos_!p - sin!pcosq> A 
, - sinq>cos!p + sin !pcosq> , 

und setzen darin die Ausdrucke (3) ein, wobei die Quadratwurzel, wie wir sahen, 
mit negativem Vorzeichen zu nehmen ist. Dann erhalten wir: 

n2 cosq> + i ysinlq> - nl 
Rp = {s"' A", n2 cosq> - i sinlq> - n l 

R _ cosq> + i ysinlq> - n l A ,- ,. 
cos II' - i ysinlq> - n l 

Hieraus liest man ab, daB 

(5) I R" I = I Ap I, IR,I = IA,I 
ist: FUr jede der beiden Komponenten ist die Intensitiit des total reflektierten 
Liehts gleich der des einfa1lenden. 

Obwohl, wie wir sahen, im zweiten Medium ein Feld vorhanden ist, dringt 
keine Liehtenergie durch die Grenze. Man kann das leieht verifizieren, indem 
man zeigt, daB die Normalkomponente des POYNTINGschen Strahlvektors ein 
verschwindendes zeitmittel hat, also nur ein Hin- und Herpendeln der Energie 
durch die Grenzflache, kein dauemdes Durchstromen anzeigt .. 

FUr die quadratiSchen EnergiegroBen hat man die Feldkomponenten reell' 
zu schreiben; nach § 10 (7) und § 13 (3) ist fur z = 0: 

( i,O -i,1!\ i 1/sin1q>-- (i_O' _iTO) 
~~ = I D"costpe l + D; cos*tpe lJ = -"2r -nl - -1 D"e l_ D;e l, 

~: = I(D.e i ,: + D~e-i'~, 
~~ = -1(D,costpy£;i': + D~ cos·tp~e-i'~ 

- ~ "-l/sin1q> _ 1 (D iT: - D* -;.~ - 2 rEa nl ,e ,e OJ, 

~: = IY£;(Dpi-: + D;e-i'~, 
wo o (t x sin 11') frJ=W ---nel 

1 W. VOIGT: Wiedem. Ann. Bd. 67 (1899) S. 185. 
I E. KETTELBR: Wiedem. Ann. Bd.67 (1899) S.879. 
a R. W. WOOD: Physical Optics, 2. Aufl., S.374 . 
• Hier und im folgenden bezeicbnen wir die zur komplexen Zahl z gebc5rlge konjugiert 

komplexe Zahl mit z·. 
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ist. Bildet man nun das Zeit mittel von 

@i~ = :" (~~~~ - ~: ~~) , 
so verschwinden ffir z = 0 beide Glieder fUr sich, da das eine den Faktor 

und das andere einen entsprechenden Faktor (mit D,) hat. 
Berechnet man die beiden anderen Komponenten von @i bei z = 0, so 

findet man fUr das Zeitmittel von @i. einen endlichen Wert, wahrend das von 
@i,l natiirlich verschwindet. Die Energie dringt also nicht ins zweite Medium 
ein, wohl aber stromt sie langs der Grenzflache parallel zur Einfallsebene 
dahin. 

Diese Betrachtungen geIten fiir den stationaren Zustand; beim Einsetzen des 
Vorganges muB natiirlich ein kleiner Energiebetrag ins zweite Medium iiber
gehen, urn das Feld dort herzustellen. Vorausgesetzt ist ferner, daB die Dicke 
des total reflektierenden Korpers wesentlich groBer ist als die Wellenlange 
des Lichts in ihm; denn wenn die eindringende Erregung bis zur gegeniiber
liegenden Oberflache reicht, tritt. nicht Totalreflexion ein. Man kann das mit 
Hille von Licht groBer Wellenlange (ultrarote Strahlen) experiment ell demon
strieren. 

Wir berechnen jetzt die Phasenspriinge zwischen den entsprechenden Kom
ponenten der reflektierten und der einfallenden Welle. Dazu setzen wir mit 
Riicksicht auf (5): 

(6) 
R ., 
_P - etup A - , 

p 

R ., 
-..!. - e'U' A - . , 

Wenn nun eine komplexe Zahl vom Betrage 1, wie es hier nach (4) der Fall ist, 
gleich dem Verhaltnis einer komplexen Zahl z = ae'''' zu ihrer konjugierten ist, 
so hat man 

eid = z. Z·-l = eU "', also 

Somit gilt: 

mj 
tg~:~ = }'sin'9' - n ' 

2 n' cos 9' ' 

a, ysinl9' - n ' 
tg1: = cos 9' . 

Die heiden Komponenten erfahren also verschiedene Phasenspriinge. Daher 
wird linear polarisiertes Licht durch Totalreflexion in elliptisch polarisiertes 
verwandelt. 

Fiir die relative Phasendifferenz nach der Reflexion 15 = ~p - ~, erhaIt man 

also: 

(8) 

a,. a, 
tg-- tg-

tg'! = 2 2 
2 1 + tg a,. tg a, 

2 2 
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Dieser Ausdruck verschwindet fUr streifenden Einfall (qJ = n/2) und fur den 
Grenzwinkel der totalen Reflexion qJo (sinqJo = n). Zwischen diesen Werten 
liegt ein Maximum der relativen Phasendifferenz. Man findet mit Hilfe der 
Gleichung 

(9) 

Der hierzu gehorige Maximalwert der Phasendifferenz ist nach (8) bestimmt durch 

(10) 

Es lassen sich also urn so groBere Phasendifferenzen erreichen, je kleiner n ist. 
Bei gegebenem n gehOren zu jedem <5 nach (8) zwei Werte des Einfallswinkels qJ. 
Man kann, wie FRESNEL gezeigt hat, die bei der Totalreflexion auftretenden 

Phasendifferenzen benutzen, urn linear polarisiertes Licht in zirkular polarisiertes 
zu verwandeln. Zunachst bekommt man Gleichheit der Amplituden, indem man 
das Azimut des einfallenden linear polarisierten Liehts gleich 45 ° macht; 
denn aus I AI' I = lA, I folgt nach (5): 

IRpl = IR,I· 

Fig. t 5. Das FREsNELSche Parallelepiped. 

Dann wahlt man n und qJ so, 
daB die . Phasendifferenz <5 
gleich 90° wird. Urn dies mit 
einer einzigen Reflexion zu 
erreiehen, muBte nach (10) 

n 1 - n l 

tg4 = 1< 2n' 
also 
n = n12 < y2 - 1 = 0,414 

sein; der gewohnlich angegebene Breclllmgsindex des dichteren gegen das dunnere 
Medium n21 muBte also mindestens 2,41 betragen, ein Wert, der allein von Dia
mant erreicht wird. 

Daher benutzte FRESNEL zwei Totalreflexionen an Glas; fur n21 = 1,51 wird 
der Einfallswinkel der maximalen Phasendifferenz nach (9) qJ = 51 ° 20', und 
diese selbst nach (10) <5". = 45 ° 56'. Man kann also gerade noch <5". = 45 ° er
reich en, und zwar fur die Winkel: 

und qJ = 54° 37'. 

Durch zwelmalige Totalreflexion unter einem dieser Winkel erhiilt man eine 
Phasendifferenz von 90°. Hierzu dient das "FRESNELsche Parallelepiped", das 
durch Fig. 15 dargestellt ist. 

Naturlieh kann man mit Hille dieser Vorriehtung auch elliptisch polarisiertes 
Lieht herstellen, indem man dem Azimut des einfallenden linear polarisierten 
Liehts andere Werte als 45 ° gibt. Ebenso laBt sieh der Vorgang umkehren; 
man kann mit Hille des FRESNELschen Parallelepipeds elliptisch polarisiertes 
Lieht in linear polarisiertes verwandeln und auf diese Weise analysieren. Der 
Apparat leistet also dieselben Dienste wie das Viertelwellenlangenplattchen und 
ahnliche Einrichtungen, die wir in der Kristalloptik (Kap. V, § 63) besprechen 
werden. 
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Die Messung des Grenzwinkels qJo der Totalreflexion liefert in bequemer und 
exakter Weise den Brechungsindex n = sinqJo. Apparate, die soIehe Messungen 
erlauben, heiBen Relraktometer. Sie beruhen darauf, daB die Oberflache der zu 
untersuchenden Substanz mit einem Medium von bekanntem, moglichst hohem 
Brechungsindex in Beruhrung gebracht wird; die Form dieses Hilfskorpers wird 
so gewahlt, daB die Richtung des einfallenden Strahls bequem gem essen werden 
kann. Altere Konstruktionen dieser Art stammen von WOLLASTON, KOHLRAUSCH 
und ABBE, das heute meist benutzte von PULFRICH. Einzelheiten der Apparate 
findet man in den Lehrbuchern der Experimentalphysik beschrieben. 

Zweites Kapitel. 

Geometrische Optik. 
§ 14. Grenziibergang zu unendlich kleiner WellenUinge. 

Die Gesetze der Fortpflanzung ebener Wellen in homogenen durchsichtigen 
Korpern, die wir kennengelernt haben, genugen zur naherungsweisen Behand
lung soIeher Lichtvorgange, bei den en die Wellenfronten nieht mehr streng, 
aber nahezu eben sind; "nahezu" bedeutet dabei, daB die Krummung der Wellen
flache vernachlassigt werden kann in Bereichen, deren Lineardimensionen groB 
sind gegen die Wellenlange. 

Wegen der Kleinheit der Wellenlange des sichtbaren Lichts (GroBenordnung 
5 . 10- 5 cm) sind diese Falle von groBter yraktischer Wichtigkeit; ja es liegt 
sogar so, daB Erscheinungen, die Abweichungen von dieser Naherungstheorie 
bedeuten, besonders gesucht und durch g~eignete Apparate sichtbar gemacht 
werden mussen (Beugungserscheinungen, s. Kap. IV). 

Man bezeichnet den Teil der Optik, der durch Vernachlassigung der Endlich
keit der Wellenlange, also durch den Grenzubergang }. ->- 0 gekennzeichnet ist, 
als geometrische Optik. In diesem Grenzfall kann man namlich von Lichtstrahlen 
sprechen, die als geometrische Kurven betrachtet werden. Einen soIehen Licht
strahl erzeugt man, indem man das von einer moglichst klein en ("punktformigen") 
Lichtquelle kommende Licht durch die Offnung einer Blende treten laBt und 
dann die GroBe der Offnung immer mehr verkleinert. Zunachst wird ein zylinder
formiger (genauer: schwach kegelformiger) Raum hinter der Blende mit Licht 
erfUllt, dessen Rand, die Schattengrenze, bei grober Betrachtung scharf erscheint. 
Doch zeigt eine genauere Untersuchung, daB die Lichtstarke am Rande stetig 
von Dunkelheit im Schatten zur Helligkeit zunimmt, und nicht einmal monoton, 
sondern unter Schwankungen (Beugungsstreifen). Das Dbergangsgebiet ist nur 
von der GroBenordnung der Wellenliinge; solange man also diese gegen die 
Blendenoffnung vernachlassigt, kann man von einem scharf begrenzten "Strahl" 
sprechen, in dem die Liehterregung durch ebene Wellen (von endlichem Quer
schnitt) niiherungsweise dargestellt wird. Bei Verkleinerung der Offnung bis zur 
GroBenordnung der Wellenlange kommen Erscheinungen zustande, die besonders 
studiert werden mussen; rein gedanklich aber kann man den Grenzfall }. = 0 
betrachten, wo der Kleinheit der O£fnung keine Schranke gesetzt ist. Man hat 
dann durch die sehr kleine Offnung einen unendlich dunnen Lichtstrahl definiert, 
der als mathematische Kurve betrachtet werden kann. Ihre Richtung ist ge
geben durch die Wellennormale der als eben betrachteten elektromagnetischen 
Welle; in einem homogenen Medium wird also der Strahl gerade sein und beim 
Dbergang zu einem anderen Medium gespaIten werden in einen reflektierten und 
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einen durchgehenden Strahl, deren Richtungen durch das Spiegelungs- und 
Brechungsgesetz ebener Wellen bestimmt sind. Auch kann man die Aufteilung 
der Intensitat auf diese beiden Strahlen aus den ftir ebene Wellen giiltigen Aus
drticken des Reflexionsvermogens und der Durchlassigkeit berechnen. Endlich 
kann man dem Strahl rein beschreibend einen Polarisationszustand zuordnen 
und dessen Anderung bei Reflexion und Brechung aus den flir ebene Wellen 
abgeleiteten Resultaten entnehmen. 

Die gesamte Lichterregung bekommt man dann durch Verfolgen aller von 
der Lichtquelle· ausgehenden Strahlen mit Hille einer rein geometrischen Be
trachtung, verbunden mit nachtraglicher Intensitatsberechnung (gegebenenfalls 
ftir jede der beiden Polarisationsrichtungen getrennt). 

Wir wollen nun den hier angedeuteten Grenztibergang mathematisch etwas 
genauer formulieren. Unser Ausgangspunkt sind wieder die MAXWELLschen 
Gleichungen § 1 (1a, b), die wir hier flir einen isotropen, nichtleitenden (0 = 0) 
unmagnetisierbaren (p = 1) Korper aufschreiben: 

I (a) 
( 1) 

(b) 

rot"" - ~Q; = 0 
"" c ' 

1 . 
rot~ + c~= 0; 

dazu treten noch die Bedingungen 

(2) divG: = 0, div~ = o. 
Wir wollen nun ~ eliminieren, urn eine Gleichung ftir G: allein zu erhalten. Dazu 
differenzieren wir (1 a) nach der Zeit und wenden die Operation rot auf (1 b) an: 

. e-
rot ~ - - G: = 0 , c 

1 . 
rotrotG: + -rot~ = o. c 

Durch Elimination von rot ~ folgt hieraus 

E -
rot rot G: + .. G: = 0 . c 

Nun gilt allgemein die Vektoridentitat 

rot rot G: = - .1 G: + grad div ~ , 

wo Ll = (}2/8x2 + 82/8y2 + 82/8z2 der LAPLAcEsche Operator ist. Wegen (2) 
erhalten wir also: 

(3) .1 G: - ", & = 0 . c 

Das ist die bekannte WeUengleichung, die hier flir jede Komponente von G: gilt; 
man zeigt leicht in analoger Weise, daB sie auch ffir jede Komponente von ~ gilt. 

Wir betrachten nun einfach harmonische Schwingungen, bei denen irgend
eine der Komponenten von ~ (oder ~) die Form 

1 (x, y, z) elm' 
hat; dann wird aus (3): ,,,,I 

.1/+-1/=0. c 

Hier setzen wir nach § 5 (1) n = fe und femer mit Riicksicht auf§· 6 (~, (7): 

(4) 
Q) 2.11"7' 2.11" -

Ie = - = - == - = 2n". eel. 
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kist also das 2 ~-faehe der Wellenzahl, in der Einheit em -1 zu messen, und 
hat bei kurzen Wellen einen sehr groBen Zahlenwert. Wir sehreiben nunmehr 
die Wellengleiehung 

(5) 

und es ist unsere Aufgabe, die Losungen im Grenzfall groBer k zu untersuehen. 
Tatsaehlieh sind die versehiedenen Komponenten der Vektoren ~, ~ nieht 

ungekoppe1t; die Grenzbedingungen (§ 9) namlich beziehen sich auf lineare Ver
bindungen der reehtwinkligen Vektorkomponenten (Tangentialkomponenten). 
Doeh nehmen wir hierauf keine Rtieksieht und betraehten den Liehtvorgang als 
skalares Wellenleld, bestimmt dureh die Gleiehung (5). 

Ebenen Wellen entspricht die Losung (s. I, § 6) 
.2,.) .2 nn 

1 __ ae'T(~r '-.I-(~r) ..ikL 
. = ae' = at;; , 

wo L = n (st), der "optisehe Weg" oder "Lichtweg", eine lineare Funktion der 
Koordinaten ist. 

GemaB unseren Oberlegungen werden wir nun allgemeinere Losungen suehen, 
die nur wenig von der eben en Welle abweiehen. Wir werden daher den Ansatz 
maehen 1 : 

(6) 1 = u(x, y, z) eikL(z,II,Z) ; 

hier sei u (x, y, z) eine langsam veranderliehe Amplitude und L (x, y, z) eine nur 
wenig von der Linearitat abweiehende Funktion der Koordinaten. Wir suehen 
die Wellengleichung fUr groBe k mogliehst gut dureh diesen Ansatz zu erftillen. 
Man hat: 

~ _ (~ +'k BL) ikL 
O~ - O~ f U B~ e , 

iJlt _ [iJlu + 2ik oU oL + iku 02L _ k2 u(OL)2JeikL • 
O~a - iJ~1 ox ox O~2 ox.' 

also geht die Gleichung (5) tiber in: 

k2u(n2 -lgradLI2} + ik(uL1L + 2gradu.gradL) +L1u = o. 
Nun ist k eine sehr groBe Zahl; solange also 

(7) uL1L + 2 grad u· grad Lund L1 u 

nicht ausnahmsweise groB werden, konnen wir uns auf das h6chste Glied be
schranken und erhalten 

(8) 

Gentigt L(x, y, z) dieser Gleichung, so ist der Ansatz (6) eine Naherungs
losung der Wellengleichung (5) fUr groBe k (kleine l). Aus der Differential
gleichung zweiter Ordnung ersten Grades (5) fUr I ist also eine Differential
gleichung erster Ordnung zweiten Grades fUr L geworden; denn (8) lautet, aus-
fiihrlieh geschrieben: . 

(9) (~;t + (~~t + (:~t = n2 • 

1st L (x, y, z) eine Losung, so werden dureh L (x, y, z) = konst. die Flaehen 
gleicher Phase, dureh die Normalen der Flaehen die Riehtungen der Lichtstrahlen 

1 Siehe A. SOMMERFELD U. J. RUNGE. Ann. Physik (4) Bd. 3S (1911) S. 277. Die in dieser 
Arbeit entwickelte Methode wird im folgenden mehrfach benutzt. 
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naherungsweise dargestelltl; der von einer festen Flache dieser Schar langs der 
Normalen (Lichtstn:.hl) gemessene Wert von List der optische Weg oder Lichtweg. 

Der Einheit~"ektor sin der Richtung der Normalen der Flache L = konst. 
ist proportional e;rad L, und aus (8) folgt 

(10) ns = gradL, 

Wir haben bei unserer Naherung nicht die Voraussetzung benutzt, daB n kon
stant ist; daher kOnnen wir n als Ortsfunktion ansehen, unsere Betrachtungen 
gelten also auch fiir inhomogene Medien. Der Lichtweg von Po nach P wird 
in jedem Falle durch das iiber einen Strahl erstreckte Linienintegral 

(11) 

dargestellt. 

p 

r nds = L(P) - L(Po) 
fi. 

Die Grenzen der Giiltigkeit der geometrischen Optik sind durch die GroBe 
der Ausdriicke (7) gegeben. An der Schattengrenze liegt eine plotzlic~e Ande
rung der Amplitude u, also wird grad u groB; hier finden Abweichungen yom 
geometrischen Strahlengange statt, die sog. Beugungserscheinungen. An den 
Lichtquellen und Brennpunkten, wo die Strahlen divergieren oder konvergieren, 
wird div n s = div grad L = .1 L groB; auch hier treten Erscheinungen auf, die 

./'j' 
J4 

Fig. 16. StrahikrilmmUDg. 

durch die geometrische Optik nicht erfaBt werden. Von 
diesen Ausnahmefallen solI aber vorlaufig abgesehen 
werden. 

Der anschauliche Inhalt der Gleichung (10) und der 
aus ihr durch Quadrieren des Betrages folgenden Glei
chungen (8) oder (9) ist der: Konstruiert man zwei un
endlich benachbarte Flachen L = konst. und L + d L 
= konst. und bezeichnet mit ds ihren normalen Ab
stand an irgendeiner Stelle, so ist 

dL 
Ts=n. 

Hat man also zwei benachbarte L-Flachen mitt dem 
festen Lichtwegunterschied dL, so besagt die Gleichung 
n ds = dL, daB sich die Abstande normal gegen

iiberliegender Punkte an verschiedenen Stellen umgekehrt verhalten wie die 
Brechungsindizes oder direkt wie die Lichtgeschwindigkeiten. 

Insbesondere folgt daraus: In einem homogenen Medium (n = konst.) haben 
aufeinanderfolgende Flachen L = konst. gleichen Abstand voneinander. Daraus 
ergibt sich weiter, daB die orthogonalen Trajektorien der Flachenschar gerade 
Linien sind. Urn dies zu beweisen, sehen wir die Lichtstrahlen als die Strom
linien des Vektorfeldes san. Es sei ds das Linienelement auf einer Strahlkurve. 
Beim Fortriicken urn ds geht der tangentielle Einhe.itsvektor s in einen Ein
heitsvektor 6' von anderer Richtung iiber (s. Fig. 16); s undo s' bilden ein gleich
schenkliges Dreieck mit der Basis d6, die als senkrecht auf 6 betrachtet werden 

lIn der Sprache der Mathematik ist (9) die Gleichung der zur partiellen Differential
gleichung (5) gehOrigen Charakteristiken und beschreibt exakt die Fortpflanzung von Un
stetigkeiten der LOsungen von (9). Far die geometrische Optik kommt es aber nicht auf 
Unstetigkeiten an, sondem auf die Phasen periodischer LOsungen; diesen Zusammenhang 
zeigt unsere Ableitung. die allerdings nicht den Forderungen mathematischer Strenge 
(Fehlerabschlbung) geniigt. 
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kann. Nur wenn d~ verschwindet, ist die Kurve an der betrachteten Stelle un
gekrummtl. Die Bedingung der Geradlinigkeit HiBt sich also schreiben: 

(12) :: = O. 

Nun ist 

Durch Subtraktion ergibt sich 

d9% = s (oez _ 09,) + s (oez _ 09,) 
ds 1/ oy ox z oz ox 

oder vektoriell geschrieben: 

(13) 
d9 
ds = rots X s. 

Aus (10) folgt fUr n = konst.: 

(14) 
1 

rot s = - rot grad L = 0 . n 

Nach (13) ist somit die Bedingung (12) der Geradlinigkeit erfUllt. 
Das Verschwinden von rots oder. in der Sprache der Stromungslehre, die 

"Wirbelfreiheit" des Stromungsfeldes, ist das Kennzeichen optischer Strahlen 
gegenuber allgemeineren, sog. KUMMERschen Strahlensystemen. 

Man sagt auch, die Lichtstrahlen in einem homogenen Medium bilden ein 
"orthotomisches System", d. h. eine zweiparametrige Geradenschar, die sich von 
einer geeignet gewahlten FHichenschar rechtwinklig schneiden HiBt. Wir werden 
jetzt den wichtigen Zusammenhang dieser Eigenschaft mit dem Reflexions
und Brechungsgesetz kennenlernen. 

§ 15. Der Satz von MALUS u:ld das Prinzip von FERMAT. 

MALUS hat den Satz bewiesen: Ein orlhotomisches Strahlensystem bleibt auch 
nach beliebig vielen Rellexionen und Brechungen orthotomisch. 

Wir ubernehmen das Brechungs- und Spiegelungsgesetz aus der Wellentheorie 
(Kap. J, § 4) 2. Man kann beide in die Aussage zusammenfassen, daB der Vektor 

(1) ~ = n1s1 - nlsa 

normal auf der GrenzfHiche steht; dabei sind S1' S2 die Einheitsvektoren des 
Lichtstrahls vor und nach der Brechung (Spiegelung), nl , n. die Brechungs
indizes der beiden Medien (bei Spiegelung nl = nJ. 

Denn wenn die Differenz der Vektoren n1 s1 und nasa in die Normalenrich
tung faIlt, liegen. beide in derselben, durch die Normale gehenden Ebene, der 

1 Die Krftmmung der Kurve ist gegeben durch I de lids (5. Fig. f6\. 
t Statt dessen kann man dieses Gesetz auch durch GrenzQbergang (von einer stetigen 

Verteilung fJ %U einem Sprung von II) aus § f4 (fO) erhalten, muB dann aber die durchaus 
nicht selbstverstAndliche Annahme Machen. daB grad L an der Grenze stetig bleibt. 

Born. Optlk. 4 
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Einfallsebene (s. Fig. 17); ferner verschwindet die Tangentialkomponente von ~, 
und da die Tangentialkomponenten von 181 und 182 gleich sinllli und sinlll2 sind, 
wo lIIl' lIIz Einfalls- und Brechungswinkel bedeuten, so hat man 

III 

II, 

n,,..fZl 
Fig. 17. BrecIlungsgesetz. 

n1 sin lIIl - nzsin lIIz = 0 . 

Bei Reflexion ist n1 = nz = n zu setzen und zu 
beach ten, daB 181 auf die Grenzfliiche zu, Sz von ihr 
fort gerichtet ist; dann folgt aus dem Normal
stehen von ~ = n (181 - 182) ohne weiteres das Re
flexionsgesetz. 

Es geniigt offen bar , den Satz von MALUS fUr 
eine Brechung (Reflexion) zu beweisen; dann gilt 
er auch fUr beliebig viele. 

Aus § 14 (10) folgt (auch fUr ein inhomogenes 
Medium mit stetig veranderlichem n) 

(2) rotn6 = rot gradL = 0; 

nach dem STOKESschen Satze ist das iiber irgendeine geschlossene Kurve mit 
dem vektoriellen Linienelement dt erstreckte Integral 

(3) ~ns dt = f (rotns)" dG , 

wobei das Flachenintegral iiber irgendeine von der Kurve begrenzte Flache mit 
dem Element do zu erstrecken ist und die Normale v dem Umlaufssinne in der 

iiblichen Weise zugeordnet ist. Also folgt nach (2): 

(4) ~nsdt = o. 

Nunmehr schlieBen wir aus dem Brechungs- (Re
flexions-) Gesetz, daB die Forme! (4) auch noch gilt, 
wenn die geschlossene Kurve die Grenzflache zwischen 
zwei Medien durchsetzt, an der n einen Sprung erfiihrt. 

Fig. 18. Grenzbedingung filr den Denn zerlegt man die Kurve C in zwei Schleifen durch 
Normalvektor •. 

Hinzufiigung eines Verbindungsstiicks K langs der 
Greozfliiche (s. Fig.1S) und wendet (4) auf beide Schleifen getreimt an, so er
halt man durch Addition der entstehenden Gleichungen 

j nsdt + j(n1S1 - nls.)dt = O. 
C K 

Hier verschwindet aber das zweite Integral, wei! 
der Vektor ~ = nISI - niSI auf der Grenzflache, 
also auch auf allen Elementen dt der Kurve K, 
senkrecht steht. 

Das Resultat der Giiltigkeit von (4) auch bei 
Brechung und Reflexion wenden wir nun auf folgen
den Fall an: Zwei homogene Medien (~= konst., 
nz = konst.) mOgen in einer Flache G aneinander 

Fig. 19. Zum Beweis des MALusschen grenzen (s. Fig. 19); im ersten Medium fassen wir 
Satzes. 

eine Fliiche L (x, y, z) = Ll ins Auge und kon-
struieren den Strahl, der von einem Punkte A auf ihr normal ausgeht. Er 
treffe die 'Grenzflache G in B und werde bis zu einem Punkt C im zweiten 
Medium verfolgt. Nun verschieben wir den Punkt A auf irgendeiner. Kurve 
der Flache Ll nach A I und fiihren dabei den von A ausgehenden Strahl ABC 
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unter ErhaUung seiner optischen Lange mit. Die Endlage sei A'B'C'. LaBt 
man A' auf Ll belie big variieren, so bewegt sich C' auf einer Flache 
L (x, ", z) = L 2 • Zu zeigen ist, daB der Strahl A' B' C' iiberall auf der Flache L2 
senkrecht steht. 

Dazu wenden wir die Formel (4) auf den geschlossenen Weg ABCC'B'A'A 
an und erhalten: 

f n ds + f ns dt + f n ds + f ns dt = o. 
ABC CC' C' B' A' A' A 

Nun sind nach Voraussetzung die optischen Wege ABC und A'B'C' gleich, also 

f n d s +I n d s = 0 , 

ferner ist s iiberall auf 

Es folgt, daB 

ABC C'B'A' 

Ll normal, also 

Insdt=o. 
A'A 

f nsdt = 0 
ce-

ist, und zwar fiir jede Kurve auf der Flache L 2 • Mithin muB s dt = 0 sein fUr 
jedes Linienelement dt auf L2 ; der Strahl s steht also iiberall auf L2 senkrecht, 
wie der MALussche Satz behauptet. 

Hiermit steht in enger Beziehung das in der Einleitung erwiihnte FERMATsche 
Prinzip des kurzesten Lichtwegs 1• Es besagt, daB das uber einen Strahl erstreckte 
Integral 

P 

fnds 
P, 

ein 'Minimum ist im Vergleich zu 
den Werten, die es aut beliebigen 
N achbarkurven zwischen denselben 
Endpunkten Po und P annimmt. 
Vorausgesetzt muB dabei werden, 
daB sich eine Umgebung des Strahl- A 
stiicks S von Po nach P von einem 
"Strahlenfeld" s einfach und liicken

Fig. 20. Zum Seweis des FIlRIIATschen Prinzips. 

los iiberdecken liiBt. Ein solches Feld wird z. B. von den Strahlen eines vom 
Punkte A ausgehenden Biischels gebildet, solange diese Strahlen nicht infolge 
Reflexion oder Brechung sich iiberschneiden (5. Fig. 20). 

Liegt das Strahlstiick S ganz in einem solchen Feld s und beschrankt man 
die Vergleichskurven C zwischen Po und P ebenfalls auf das Feldgebiet, so 
kann man folgendermaBen schlieBen: 

Nach (4) gilt 

f ns dt +I n ds = 0, 
C S 

1 Ahnliche Minima.lsl!.tze hat man in vielen Gebieten der Physik zur knappsten Formu
lierung der Gesetze verwendet, z. B. in der Mechanik das Prinzip der kleinsten Wirkung 
in seinen mannigfachen F01'1nen. Zur systematischen Behandlung solcher Minimalprobleme 
dienen die Methoden der Variationsrechnung. Die im folgenden vorkommenden Beweise 
lassen sich zum Teil auf viel allgemeinere Falle ubertragen. 

4· 
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wo at das vektorielle Linienelement von C und as das skalare Linienelement 
von S ist. Da aber die Projektion eines Vektors niemals greBer ist als der Vektor 

selbst, so ist 

If nsatl ~j nat, 

\vo at das skalare Linienelement von C ist. 
Also folgt 

f nas~ f nat, 
s c 

womit das FERMATsche Prinzip bewiesen ist. 
Fig.lf. Strahlenfeld eines Leuchtpunktes !lei Die Voraussetzung iiber die Einbettbar-

Spiegelung. 
keit des Strahlstiicks 5 in ein Strahlenfeld 

ist wirklich notwendig, wie die einfachsten Beispiele zeigen. So entsteht be
reits in einem homogenen Medium bei der Spiegelung an einer Ebene (s. Fig. 21) 
eine doppelte 'Oberdeckung des Raumes mit Strahlen; der direkte Strahl liefert 
dann das absolute Minimum des Lichtwegs, der reflektierte nur ein relatives 
Minimum gegeniiber Nachbarkurven einer gewissen Umgebung. Die einfache 
'Oberdeckung des Raumes durch die yom Punkte A ausgehenden Strahlen hert 
ferner in inhomogenen Medien oder bei brechenden Flachen zwischen homogenen 

Medien dort auf, wo die 
Strahlen Enveloppenflachen 
bilden (s. Fig. 22); diese wer-

~ den in der Optik "Brenn-
A flachen" oder "Kaustiken" 

genannt und sollen nach
her (§ 17) besprochen wer-

Fig. 22. Kaustik eines Achsenpunktes einer IJnse. den. Der Beriihrungspunkt 
B eines Strahls mit der 

Brennflache heiSt der zu A auf diesem Strahl "konjugierte" Punkt. Man kann 
dann, indem man A mit Po zusammenfallen laBt, den Teil eines Strahls PoP, 
der ein Minimum des Lichtwegs liefert, auch so kennzeichnen: der Endpunkt P 
muB von Po aus vor dem zu Po konjugierten Punkte liegen. So ist z. B., wie 
Fig. 22 zeigt, bei einer (nichtkorrigierten) Linse fiir den Zentralstrahl nur ein 
Minimum des Lichtwegs bis zum "Brennpunkt", d. h. der auf der Achse ge
legenen Spitze der Brennflache, vorhanden; dagegen ist z. B. der geknickte 
Lichtweg PoCP kiirzer als der gerade ABP, wenn P auf der Achse hinter 
B liegt. 

Man kann aus der Forderung, daB 

f n as = Minimum 

sein soIl, durch Umkehrung unseres Gedankengangs nach den Regeln der Varia
tionsrechnung die Gesetze des Strahlungsfeldes (z. B. das Brechungsgesetz) ab
leiten; doch gehen wir nicht darauf ein. 

§ 16. Die Brennpunktseigenschaften eines infinitesimalen 
Strahlenbiischels. 

Wir betrachten jetzt infinitesimale St,ahlenbUschel oder Elementa,bUschel, 
d. h. solche Biischel, deren Strahlen sich nur unendlich wenig voneinander unter
scheiden. 1m allgemeinen wird es keinen Punkt P geben, in dem sich alle Strahlen 
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des infinitesimalen Buschels schneiden. 1st es aber der Fall, so sagen wir, das 
Buschel sei "homozentrisch"; nur bei einem solchen sind die FHichen L = konst. 
Kugeln. 

Wir wollen nun die Geometrie nichthomozentrischer infinitesimaler Strahlen
buschel naher studieren. In einem regularen Punkte P der FIache L = konst., 
die, wie gesagt, keine Kugel sein wird, emchten wir die Flachennormale und 
legen durch sie irgendeine Ebene; diese schneidet aus der Flache eine ebene 
Kurve aus. Der Mittelpunkt des KrUmmungskreises der Kurve fur den Punkt P 
muB auf der Flachennormalen liegen. 

Drehen wir nun die Ebene urn diese Normale, so wird die Schnittkurve sich 
stetig andern und damit auch der Krummungsradius. Bei einer halben Um
drehung wird der Radius ein Maximum und ein Minimum passieren. In der 
Theorie der krummen Flachen 1 wird gezeigt, daB die beiden Ebenen, die zum 
maximalen und minimalen Krummungsradius gehoren, aufeinander senkrecht 
stehen. In diesen "Hauptebenen" liegen die HauptkrUmmungskreise. Zieht 
man die Kurven auf der Flache, die in jedem Punkte die zugehOrigen Haupt
ebenen tangieren, so erhalt man die beiden orthogonalen Kurvenscharen der 
Krummungslinien. 

Nun denken wir uns aus 
der Flache L = konst. ein 
Flachenelement dC1 ausge
schnitten, das von zwei 
Paaren von Krummungs- 2 
linien oder, was infinitesimal 
dasselbe ist, von zwei Paaren 
von Hauptkrummungskrei
sen begrenzt wird. Die Eck

J 

1 
Fig. 23. Brennlinlen der Normalen eines Fllichenelementes. 

punkte des Elements do seien 1, 2,3, 4. Urn die Vorstellung zu fixieren, 
wollen wir die Bogen 1-2 und 3-4 horizontal, die Bogen 2-3 und 1-4 vertikal 
annehmen (s. Fig. 23). 

Die Flachennormalen auf dem Hauptkrummungskreisbogen 1-2 schneiden 
sich im Punkte 12, die Normalen auf dem Bogen 3-4 im Punkte 34. Die Ver
bindungslinie dieser beiden Punkte wird Brennlinie PI ge
nannt. Sie verlauft offenbar parallel den beiden anderen 
Seiten 2-3 und 1-4 des Elements do, also in unserer 
Sprechweise vertikal. Die Normalen auf irgendeiner hori
zontalen Krummungslinie werden sich in einem Punkte der 
Linie PI schneiden. 

Ganz eben so konstruiert man eine horizon tale Brenn
linie P2' indem man von den HauptkrummungskreisbOgen 
2-3 und 1-4 ausgeht. 

Die im Mittelpunkt von d C1 errichtete Flachennormale 
nennt man den Hauptstrahl S des Strahlenbuschels. 

Man sieht, daB die durch Pl und S be-
stimmte Ebene senkrecht steht auf der A 
durch pz und S bestimmten. 

A' 

Dabei ist es nicht notwendig (was vielfach Fig. 24. Brennlinlen elner rotatloDMyIDIDetrischen 
WellenflAche. 

ZU lesen ist), daB die Brennlinien beide auf 
dem Hauptstrahl senkrecht stehen. Das laBt sich am besten durch ein Beispiel 
zeigen (s. Fig. 24). 

1 Siehe etwa W. BLASCHKE: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd.1, 3. Aun., 
f§ 41-44. Berlin 1930. 
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Wir nehmen an, die Flache L = konst. sei rotationssymmetrisch urn die 
Achse AA'; das Element da enthalte keinen Achsenpunkt. Dann steht offenbar 
die eine Brennlinie Pl senkrecht auf der Meridianebene im Krtimmungsmittel
punkt M des Meridianschnitts von do; die andere Brennlinie P2 ist das Stuck 
der Achse, das von den auBersten Normalen des Meridianschnitts abgeteilt wird. 
Diese Brennlinie PI steht nicht auf S senkrecht. 

Das von einem leuchtenden Punkt ausgehende Licht stellt man sich in der 
geometrischen Optik als homozentrisches Strahlenbuschel vor. Nach Spiegelung 
oder Brechung ist dieses Buschel im allgemeinen nicht mehr homozentrisch. Es 
wird also jeder Punkt P des Objektraums durch ein von ibm ausgehendes Ele
mentarbuschel nicht wieder als Punkt, sondern in zwei Brennlinien "abgebildet", 
die in zwei zueinander senkrech ten Ebenen, den F okalebenen des Buschels, liegen; 
eine Abbildung, die nattirlich unvollkommen ist, 'weil ja in jeder Brennlinie nur 
ein Teil der Strahlen zur Vereinigung kommt und auch dies nicht punktweise. 
Der Abstand .der Brennlinien langs des Hauptstrahls wird die astigmatische 
Dil/erenz des Elementarbiischels genannt. Das Problem der optischen Abbil
dung besteht darin, diese astigmatische Differenz zu vermeiden oder wenigstens 
zu verringern; denn man wtinscht von moglichst vielen Punkten des Objekt
raums eine eigentliche, punktformige Abbildung zu erreichen. Ehe wir aber auf 
diese Frage der kunstlichen Herstellung von optischen Bildern eingehen, wollen 
wir die Verteilung der Fokalelemente allgemein untersuchen, urn zu verstehen, 
wie naturlich gegebene oder zufallig entstandene brechende (oder spiegelnde) 
Oberflachen die Lichtverteilung beeinflussen. 

§ 17. Kaustische Fla.chen und Kurven. 
Wie wir sahen, liegen auf der Normalen eines Flachenelements die Mittel

punkte der Krtimmungskreise aller Normalschnitte; sie bedecken eine Strecke, 
deren Endpunkte den beiden Hauptkrtimmungen entsprechen. Macht man diese 
Konstruktion ftir jede Flachennormale, so erftillen die beiden Endpunkte zwei 
Flachen; die eine ist gegeben durch die Gesamtheit der Mittelpunkte der kleinsten 
Krummungskreise, die andere durch die der groBten. Man nennt sie Brenn/liichen 

A oder kaustische Fliichen (Kaustiken). Jede 

B 

Normale der gegebenen Wellenflache ist 
Tangente der beiden BrennfHi.chen. 

1st die Wellenflache speziell eine Rota tions
£lache, so liegt der eine der beiden Haupt
krummungskreise in der Meridianebene, der 
andere senkrecht dazu und sein Mittelpunkt 
auf der Rotationsachse. Die eine der beiden 
Kaustiken entartet also in diesem Falle zu 
einem Stuck der Rotationsa~hse, die andere 
wird eine Rotations£lache, deren Meridian
schnitt die Evolute des Meridianschnitts der 
Wellenflache ist. 

Fig. 25. Kaustik des Rotationsellipsoides. 
Als Beispiel wollen wir eine Wellenflache 

von der Form eines Rotationsellipsoids betrachten. In Fig. 25 ist ein Meridian
schnitt dargestellt. Hier entsteht die eine Kaustik durch Rotation der Evolute 
A CB der Meridianellipse, die andere entartet in das Stuck COD der Achse. 

Urn die Evolute einer beliebigen Meridiankurve analytisch darzustellen, hat 
man einfach die Koordinaten des Krtimmungsmittelpunkts ~, YJ, der zum 
!\urvenpunkt x, " gehOrt, hinzuschreiben (s. Fig. 26) : 

~=x-()sin(X, 1]=Y+ecos(X; 
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hier ist e der Krummungsradius und at der Winkel der Tangente mit der x-Rich
tung. Sind x, y als Funktionen eines Parameters Vi gegeben und bezeichnet man 
das Differenzieren nach Vi durch einen Strieh, so gilt bekanntlich 

und 
x' 

COSiX = , 
yx'i + )"z 

siniX = )" 
yx'z + ),' 1 ' 

also 

(I) I , X'I + y'l 
; - X " ----;--;-;---'--:-:-:; 

- -.I x')''' - X")'" 

, x'z + )"Z 

IJ = Y + x iiy'l= X"y' . 

Speziell fUr die Ellipse 

x = a cos Vi ' 

hat man 

y = b sing; 

!J 

Fig. 26. Krummungsradius und Krlimmungsmittel· 
punk!. 

a Z sinZtp + bl COSZtp 
; = a cos Vi - b cos Vi a b ' 

. . al sinZ'1' + bZ COSZ<p 
1] = b sm Vi - a sm Vi a b 

oder 

Fig. 27. Zur Diakaus!ik der Ebene. 

Die hierdurch dargestellte Kurve wird A steroide genannt. Wir werden spater 
diese Rechnungen benutzen. 

Jetzt kehren wir zur Optik zuruck und betrachten die Brennflachen eines 
Strahlenbuschels, das durch Brechung an einer Ebene aus einem homozentrischen 
Buschel entsteht; man sprieht hier von der Diakaustik der Ebene (bei Reflexion 
entsprechend von Katakaustik). 

Der leuchtende Punkt P liege im Medium 1 mit dem Brechungsindex n1 ; 

eine ebene Grenzflache trenne diese Substanz vom Medium 2 mit dem Brechungs
index nl . Da das von P auf die Grenzebene gefiillte Lot offenbar Symmetrie
achse des Vorgangs ist, genugt es, die Verhaltnisse in einer durch dieses Lot 
gelegten Ebene zu betrachten; diese sei zur Zeichenebene der Fig. 27 gemacht. 
Die beiden Hiilften der Figur entsprechen den Fallen n1 > n2 und n1 < nZ" 
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Wir fallen von P das Lot P A auf die Grenzflache und verlangem es urn sich 
selbst bis Q. Ein von P ausgehender Strahl treffe die Grenzflache in B. Nun 
konstruieren wir den durch P, B, Q gehenden Kreis. Der gebrochene Strahl, 
von B nach riickwarts verlangert, treffe den Kreis in R und das Lot PQ in S; 
im Falle nl > nll liegt S innerhalb PQ, im Falle nl < n2 auBerhalb. 

IXI = .q::,BPQ ist der Einfallswinkel, 

1X2 = ~BSQ ist der Brechungswinkel. 

Man hat offenbar 
.q::,BRQ = <;:BPQ = IXI 

als Peripheriewinkel iiber der Sehne BQ. 
Da aus Symmetriegriinden auch .q::,BQP = IXI ist, so gilt femer im Falle 

nl > n ll 

.q::,BRP ::::;::: .q::,BQP = IXI 

(Sehne B P) und im F alle n l < nll 

.q::,BRP = n -.q::,BQP = n - IXI 

(Sehne B P); also hat man in jedem Falle 

.q::,SRP = IX I • 

1m Dreieck P R S gilt demnach 

oder 

(3) 

Da nun im Falle n l > n2 die Linie RS den Winkel bei Rim Dreieck PRQ hal
biert, im Falle nl < n2 auf der Halbierungslinie senkrecht steht, so gilt 

PS:QS = PR:QR. 
Daher hat man auch 

(4) 

Addiert bzw. subtrahiert man (3) und (4), so folgt 

(5) fiir nl > n2 : n l • PQ = n2 (QR + PR) , 

(6) fiir n l < n2 : n l • PQ = n2 (QR - PR). 

Das bedeutet aber, daB der Punkt R fiir verschiedene Einfallswinkel einen 
Kegelschnitt mit den Brennpunkten P, Q beschreibt, und zwar fur nl > n. eine 
Ellipse, fiir nl < na eine Hyperbel. Dieser Kegelschnitt ist der Meridianschnitt 
einer Wellenflache, die aus ibm durch Rotation urn die Normale PQ entsteht; 
denn da der gebrochene Strahl RB den Winkel PRQ bzw. seinen AuBenwinkel 
halbiert, steht er auf dem Kegelschnitt senkrecht. 

Natiirlich gehOrt diese Wellenflache nicht zu denen, die aus den Kugelwellen 
des ersten Mediums beim Eindringen ins zweite Medium wirklich entstehen; 
sondem sie liegt auf der Verlangerung der gebrochenen Strahlen nach riickwarts. 
Gleichwohl kennzeichnet sie das gebrochene Strahlenbiischel eindeutig und er
laubt insbesondere die Konstruktion der Brennflachen in einfachster Weise. 

Wir wollen diese zunachst im Falle nl > n2 betrachten, wo das gebrochene 
Strahlenbiischel auf einem Rotationsellipsoid normal ist. Die Brennflache eines 
solchen haben wir oben konstruiert; sie besteht aus einem Stiick der Achse und 
aus der Rotationsflache, deren Meridianschnitt durch (2) dargestellt ist. Es 



§ 17. Kaustische FIl1chen und Kurven. (II, § 17). 57 

bleibt nur iibrig, die darin vorkommenden Halbachsen der Ellipse durch die 
gegebenen Brechungsindizes auszudriicken. Fiihrt man den relativen Brechungs
index 

(7) 

em und bezeichnet die Brennweite der Ellipse A P = i PQ mit c, so liest man 
aus (5) ab: o 
(8) a = nc, 

Dann gehen die Formeln (2) iiber in 17 

~= 
C cos3 tp 

n 

c sin3 '1' 
1J=--=. ynz - 1 

f'z' 

Diese Asteroide hat Spitzen m den 
Punkten 

Fig. 28. Diakaustik an einer ebenen Grenzf1licbe fiir 
einen im optiscb dicbteren Medium Iiegenden Punkt. 

C 
~I = ± n' 171 = 0; 

C 
1i2 = =t= ,/-- • ,n2 - 1 

~2 = 0, 

Hier fallt die ~-Achse in das vom leuchtenden Punkte P auf die Grenzebene 
gefallte Lot und ist Rotationsachse. Der Punkt PI entspricht dem senkrecht 
einfallenden Strahl; die Punkte P2 , P2 entsprechen streifendem Eintritt ins 
zweite Medium (s. Fig. 28). Fiir den Grenzwinkel der Totalreflexion liest man 
aus der Figur ab 0 

'1z 1 tgg; = - =--=, 
c rns - 1 

also 

(10) 
. 1 
sm~=n' 

wie es bei der hier gewahlten Bezeichnung 
sein muB. 

L/lft 

Einem BeobachterO wird der leuchtende 
Punkt Pan der Stelle P' erscheinen, wo die 
Tangente von 0 an die Asteroide diese be
riihrt. Wie man sieht, riickt der scheinbare 
Ort P' urn so naher an die GrenzfHi.che, je 
flacher die Blickrichtung gegen die Grenz
ebene ist. Hierdurch sind die merkwiir- Fig. 29· Z~~~!~~~~:te~St:~.es eines in 

digen Verzerrungen bedingt, die man an 
Korpem in durchsichtigen Fliissigkeiten wahmimmt. So kommt es, daB ein 
gerader Stab beim Eintauchen in Wasser nicht nur an der Oberflache geknickt, 
sondem im Innem auch ein wenig gebogen erscheint, wie Fig. 29 veranschau
licht. Fur Wasser ist n = t, also 

3 
~1 = 4 c , 

3 
1]2 = ¥7 c = 1,13 c . 

Ein Punkt im Wasser scheint also bei senkrechter Aufsicht urn ! seines Ab
standes der Oberflache genahert. 
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\Vir betrachten jetzt noch kurz den Fall n1 < n2 , wo die Brennflache aus 
oer Evolute einer Hyperbel durch Rotation entsteht (s. Fig. 30). Setzt man hier 

Fig. 30. Diakaustik an einer ebenen Grenzflache fur einen im optisch 
dunneren )lediuUl liegenden Punk!. 

(13 ) 
. a 1 

Slll1p = C = n 
ist, wie es sein muil. 

n2 
(11) n = n12 = - > 1, n 1 

so werden die Hauptachsen der 
Hyperbel nach (6): 

c .~ 
(12) a=-, b=cll 1- 2 . n n 

Die Tangenten der Evolute 
konvergieren im Unendlichen 
gegen zwei Richtungen, die auf 
den Asymptoten der Hyperbel 
senkrecht stehen; diese Rich
tungen entsprechen offenbar 
den gebrochenen Strahlen bei 
streifender Inzidenz, der Win
kel1p, den sie mit dem Einfalls
lot bilden, ist also der Grenz
winkel der totalen Reflexion. 
Aus Fig. 30 und Formel (12) 
liest man in der Tat ab, daB 

In ahnlicher Weise, wie hier fUr eine brechende Ebene, kann man die Kau
stiken fUr brechende oder spiegelnde Kugeln und andere FHichen konstruieren 
oder berechnen. 

§ 18. Brechung an einer Kugelflache. 
Bei optischen Instrumenten benutzt man fast ausschlieBlich Kugeln als 

brechende Flachen. Wir wollen daher die Brechung an einer Kugelflache naher 
studieren, aber nicht die Brennflachen fUr beliebige Strahlenbuschel konstruieren, 
sondern unser Augenmerk vor aHem darauf richten, ob es eine Lage der Licht
quelle gibt, fiir die die gebrochenen Strahlen genau durch einen Punkt gehen. 

In ein Medium mit dem Brechungsindex n sei eine Kugel mit dem Mittel
punkt 0, dem Radius r und erfiillt von einem Medium des Brechungsindex n' 
eingebettet. Nach '\'EIERSTRASSI kann man den zum einfallenden Strahl AP 
gehorigen gebrochenen Strahl PE durch eine geometrische Konstruktion finden, 
die in Fig. 31 fur die FaIle n < n' und n> n' gesondert dargestellt ist. 

)Ian konstruiere urn 0 zwei weitere Kugeln mit den Radien 

Die Kugel (r 1) werde von A P in Q getroffen: der Radius OQ treffe die Kugel (1'2) 
in R. Dann ist PR der gebrochene Strahl. 

~ach der Konstruktion sind narnlich die Dreiecke OPR und OQP ahnlich; 
folglich ist <t 0 P R = .;: OQ P gleich dem Brechungswinkel1p, und da <t 0 PQ 
der Einfallswinkel <p ist, so hat man 

sin <p : sin 1p = OQ : 0 P = n' : n . 

Das Brechungsgesetz ist also erfiillt. 

1 K. \VEIERSTRASS: Math. \Verke. Ed. 3 S. 175. 
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1m Falle n> n' versagt die Konstruktion, wenn die VerHingerung von AP 
die Kugel ('1) nieht trifft; dann tritt Totalreflexion ein. 

Wenn man auf die angegebene Weise das von einem Punkte A ausgehende 
Strahlenbiischel konstruiert, so findet man, daB dieses sieh nicht in einem Punkte 
vereinigt; vielmehr gibt es eine Brennflache, Diakaustik. Eine punktformige 
Abbildung durch beliebig weit geoffnete Strahlenbiischel findet also nicht statt. 
Wohl aber gibt es ausgezeiehnete Punktepaare von der Art, daB alle von dem 
einen Punkte ausgehenden Strahlen sich in dem anderen schneiden. In unseren 
Figuren sind das die Punktepaare Q, R; denn wenn man den einfallenden Strahl 
AQ urn Q dreht, so dreht sich der gebrochene Strahl PRB urn R. Dabei ist R 
reeller Schnittpunkt der gebrochenen Strahlen, Q aber nur virtueller Vereini
gungspunkt der einfallenden. Einer der beiden Punkte HiBt sich auf der betreffen
den Kugel willkiirlich wahlen; dann ist der andere auf seiner Kugel bestimmt. 

Man nennt zwei soIehe, im Abstande '1 = n' , und '2 = !!';' auf einem Radius n n 
liegende Punkte ein aplanatisches Punktepaa, der brechenden Kugelflache. 

A 

n>n' 
Fig. 31. WEIERsTllASsscbe Konstruktion des an einer KugelfHicbe gebrocbenen Licbtstrabls. 

Es gibt also punktfo,mige oder stigmatische Abbildung durch weit geoffnete 
BUschel fUr zwei FHichen, namlich die beiden aplanatischen Kugel/lachen (1'1) 
und ('2)' 

Eine der wichtigsten Aufgaben der praktischen Optik ist nun die stigmatische 
Abbildung einer Objektflache auf eine Bildflache (gewohnlich Ebenen). Man 
wird zu iiberlegen haben, wie man unser Ergebnis iiber die aplanatischen Kugel
flachen flir· diesen Zweck verwenden kann. Statt ganzer Kugeln aus Glas wird 
man Stiicke nehmen, die von koaxialen Kugelflachen oder Ebenen begrenzt sind; 
SO kommt man in natiirlicher Weise auf die Konstruktion von Linsen. 

Bei einer brechenden Kugelflache hat man die Schwierigkeit, daB Objekt 
und Bild in verschiedenen Medien liegen und daB das Bild immer .. virtuell" ist, 
d. h. die Strahlen selbst sieh nieht schneiden, sondern ihre riickwlirtigen Ver
llingeningen; man kann also h6chstens erreichen, daB die Divergenz eines Biischels 
verringert wird. 

Bei Mikroskopen liegt der Fall vor, daB man kleine Objekte leicht in eine 
Fliissigkeit einbetten kann, deren Brechungsindex gleieh dem des Glases der 
ersten Objektivlinse ist; man hat dann ein ·sog ... Immersionsobjektiv". Wir 
werden spater (Kap. IV, § 53, d) zeigen, daB hierdurch Vorteile hinsiehtlich des 
.. Auflfisungsvermogens" . (Verkleinerung der storenden Beugungserscheinungen) 
erzielt werden. Hier sehen wir, daB wir diese Anordnung zur Verringerung der 
Divergenz der von den Objektpunkten ausgehenden Strahlenbiischel verwenden 



60 II. Geometrische Optik. 

konnen, indem wir der ersten Objektivlinse etwa die Gestalt einer Halbkugel 
geben, an deren Basisebene die Immersionsflussigkeit angrenzt (s. Fig. 32). 1st 
n der Brechungsindex des Glases und der Flussigkeit (gegen Luft) , so muB der 
Objektpunkt P im Abstande rjn vor dem Mittelpunkt C der Kugelflache liegen; 
dann entsteht ein (virtuelles) Bild PI im Abstande n r von C. Wandert P auf 
der Kugel yom Radius rln urn C, so bewegt sich PI auf der Kugel yom Radius nr 
urn C; bei hinreichend kleinen Objekten kann man die Kugelstuckchen als eben 
ansehen und hat dann eine Abbildung von Flachenelementen durch endliche 
Buschel verwirklicht. 

Man kann nun nach AMICI I die divergenzverkleinernde Wirkung verstarken, 
indem man eine zweite, von zwei Kugelflachen begrenzte Linse vorsetzt, und 

Fig. 32. Dh'ergenZ\'erkleillerung beim Mikro· 
skop durch Immersion unci Vorsat.lin5". 

zwar so, daB die Vorderflache ihr 
Krummungszentrum in PI hat, die 
Hinterflache aber so gekrummt ist, 
daB PI im aplanatischen Punkte 
dieser Kugel (vom Radius r l und 
Brechungsindex n l ) liegt, also im 
Abstande riini von ihrem Zentrum. 
Dann treten die von PI ausgehenden 
Strahlen ungebrochen durch die zu 
PI konzentrische Vorderflache ein 
und scheinen beim Austritt von 
einem Punkte P2 zu kommen, der 
im Abstande nirl hinter dem Mit
telpunkt der Austrittsflache liegt. 
Man kann dies Verfahren wieder
holen und durch Vorsetzen weiterer 

Linsen den Divergenzpunkt der Strahlen immer weiter zuruck verlegen. Aber 
dem stehen verschiedene Nachteile entgegen. Schon bei der ersten Vorsatz
linse liegt der (virtuelle) Ausgangspunkt PI der Strahlen nicht in einer Substanz 
yom gleichen Brechungsindex wie dem der Linse; die von seitlich benachbarten 
Punkten ausgehenden Strahlen treten also schon nieht mehr ungebrochen in 
die Vorsatzlinse ein, d. h. PI ist zwar aplanatisch, aber nicht ein ganzes PI um
gebendes Flachenelement. (Verzichtet man auf die Abbildung von kleinen 
Flachen, so konnte man ja schon die erste Linse ohne Immersion benutzen und 
ihr statt einer ebenen Eintrittsflache eine kugelformige mit Pals Zentrum geben). 
Ferner treten wegen der Abhangigkeit des Brechungsindex von der Farbe (Wellen
lange) sog. "chromatische Fehler" auf (s. § 26), die sieh urn so schwerer kom
pensieren lassen, je mehr Vorsatzlinsen man benutzt. Tatsachlich werden bei 
der Konstruktion von Mikroskopobjektiven hochstens die beiden erst en Linsen 
nach diesem Prinzip gewahlt. 

Handelt es sich urn die Abbildung ausgedehnter Objekte in Luft, wie z. B. 
beim Fernrohr oder beim photographischen Objektiv, so ist dieses einfache Ver
fahren nieht brauchbar. Man verwendet aber fast immer Kombinationen von 
Linsen mit kugelformigen oder nahezu kugelformigen Grenzflachen, und zwar 
hauptsachlieh wegen ihrer einfachen Herstellbarkeit. Die Frage ist, welches die 
beste uberhaupt erreichbare Abbildung ist, verglichen mit der denkbar best en 
Abbildung. Letztere ist offenbar die stigmatische Abbildung eines endlichen 
Raumstucks auf ein anderes. Ehe wir an die Aufgabe der praktischen Verwirk
lichung der Abbildung gehen, wollen wir untersuchen, ob das genannte Ideal 
prinzipiell erreichbar ist. 

1 G. B. AMICI: Ann, de chim. et phys. (3) Bd. 12 (1844) S. 117. 
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§ 19. Absolute optische Instrumente*. 
Als "absolutes" optisches Instrument bezeichnet man ein solches, das von einem 

Objektraum eine streng punktformige Abbildung erzeugt. Wir werden zeigen, daB 
es im Grunde keine absoluten Instrumente gibt, insofern als jede optisch erzeug
bare punktformige Abbildung immer trivial ist, namlich in Spiegelungen besteht. 

Nimmt man an, daB Objektraum und Bildraum beide homogen und isotrop 
sind, so muB, wie ABBE bemerkt hat, eine stigmatische Abbildung notwendig 
eine Kollineation sein; denn die geradlinigen Lichtstrahlen gehen wieder in 
geradlinige Strahlen uber. 

Wir werden nun weiter zeigen, daB Objekt und Bild, im Lichtweg gemessen, 
gleich groB sein mussen, und daraus folgt dann ohne weiteres unsere Behauptung. 
Der erste, noch nicht strenge Beweis dieses Satzes wurde 1858 von MAXWELL I 
gegeben, von BRUNS, KLEIN und LIEBMANN vereinfacht und verbessert 2• Wir 
folgen einem Beweise von CARATHEODORy 3, der fUr den Fall gilt, daB der Bre
chungsindex eine beliebige 
Funktion des Ortes (und 
sogar der Richtung) ist, 
die Lichtstrahlen also ge
kriimmt sind. 

Wir betrachten einen 
Lichtstrahl, von dem das 
Stuck AB im Objektraum, 
AIBI im Bildraum liegen 
moge (s. Fig. 33). 

Fig. 33. Zur Frage der Existenz absoluter optischer Instrumente. 

Wir sagen, ein Lichtstrahl liege im Felde des Instruments I, wenn er tat
sachlich durch die Blenden (Pupillen) vom Objekt- in den Bildraum gelangt. 
1st dies fUr den Strahl ABA}B} der Fall, so auch fUr jeden anderen Strahl, der 
durch ein Linienelement bestimmt wird, das nach Lage und Richtung hin
reichend wenig von einem Element von ABAIBI abweicht. 

Wir sagen, ein Kurvenstuck 'Y (mit stetig variierender Tangente) liege tan
gential im Felde des Instruments, wenn durch alle Linienelemente von 'Y Licht

·strahlen hindurchgehen, die im Felde von I liegen. Schreibt man 'Y ein Strahlen
polygon mit hinreichend kleinen Seiten ein, so bestehen diese aus Lichtstrahlen, 
die im Felde von I liegen. 

Wenn nun eine stigmatische Abbildung besteht, so ist die optische Lange 
aller Lichtstrahlen gleich, die von einem Punkte A des Objektraumes zu einem 
Bildpunkte A} fUhren; wir wollen sie mit 9'(A) bezeichnen. Der Beweis 
unseres Satzes lauft darauf hinaus, zu zeigen, daB der Wert dieser Funktion 
von der Wahl des Punktes A unabhangig ist. 

Sei h die optische Entfernung zwischen A und B, und hI die zwischen den 
Bildpunkten Al und B}, so haben wir nach Fig. 33: 

also 
h + 9'(B) = hI + 9'(A), 

(1 ) hI = h + 9'(B) - 9'(A). 

1 J. C. MAXWELL: Quart. J. pure & app!. Math. Ed. 2 (1858) S. 233; Sci. Pap. Bur. Stand. 
Ed. 1 S.271. 

I H. BRUNS: Das EikonaI. Abh. kg!. sachs. Ges. Wiss., math.-phys. K!. Ed.21 (1895) 
S. 370; F. KLEIN: Z. Math. u. Physik Ed. 46 (1901) S. 376; Ges. Abh. Ed. 2 S. 607; H. LIEB
MANN: Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-naturw. Abt. 1916 S. 183. Eine zusammen
fassende Darstellung bei H. BOEGEBOLD in dem Werke: S. CZAPSKI U. O. EpPENSTEIN: 
Grundzilge der optischen Instrumente nach Abbe. 3. Auf!. S. ~13. Leipzig 1924. 

• C. CARATBEODORV: Sitzgsber. bayer. Akad. Wiss., Math.-naturw. Abt. 1926 S. 1. 
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Wir betrachten nun eine A und B verbindende Kurve 1', die tangential im Felde 
liegt, und bezeichnen ihr Bild mit 1'1. 

Es sei APQB ein beliebiges in I' eingeschriebenes Lichtpolygon und AlPlQlBl 
sein in 1'1 eingeschriebenes Bild; u, V, W seien die optischen Seitenlangen des 
erst en Polygons, U l , VI' WI die des zweiten. 

Nun gibt es einen Lichtstrahl, der von A tiber P nach Al ftihrt, und seine 
optische Lange ist dieselbe wie die des Strahls ABAl , namlich rp (A); entsprechen
des gilt fUr Q. Daher hat man durch sukzessive Anwendung der Formel (1) auf 
die Seiten der Polygone: 

U l = U + rp(P) - rp(A) , 

VI = V + rp(Q) - rp(P) , 

WI = W + rp(B) - rp(Q) 

und daraus durch Addition 

ul + VI + WI = U + V + W + rp(B) - rp(A) . 

Das entsprechende gilt natiirlich ftir Polygone mit beliebig vielen Eck
punkten und daher in der Grenze fUr die Kurven I' und 1'1. Sind Lund Ll deren 
optische Langen, so hat man also 

(2) Ll = L + rp(B) - rp(A) . 

Unser Satz, daB Objekt und Bild im optischen MaBe gleich groB sind, wird also 
bewiesen sein, wenn wir noch zeigen konnen, daB rp (A) = rp (B) ist. 

Nun sind die optischen Langen dargestellt durch 

L = f nds, 
y 

wo n und n l irgendwelche Funktionen des Ortes sein konnen. Da nun die Kur
yen I' und 1'1 sich punktformig entsprechen, kann man die Bogenlange Sl auf 1'1 
als Funktionder Bogenlange s auf I' ansehen und hat 

(4) 

Man kann daher schreiben 

(5) L fF ( dx. dYl dEl) d 
1 = 1 Xl' Yl' Zl' lis' liS' liS s , 

wo Fl eine homogene Funktion erst en Grades in den Ableitungen dxl/ds, ... 
ist; ferner bemerken wir, daB Fl sich nicht andert, wenn wir dxl/ds, ... durch 
-dxl/ds, ... ersetzen, wie aus (4) hervorgeht. 

Wird nun die stigmatische Abbildung durch 

(6) Xl = Idx, y, z), Yl = 12 (x, y, z) , Zl = la (x, Y, z) 

gegeben, so hat man 

(7) dx. _ all dx + all dy + all dz 
liS - AX ds oy ds Tz ds 

und ahnliche Gleichungen ftir dYl/ds, dzl/ds. Ftihrt man 
und (7) in Fl ein, so wird 

die Ausdrticke (6) 
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wo tP homogen ersten Grades in den dx/ds, .. . ist und ungeandert bleibt, wenn 
man diese durch - dx/ds , ... ersetzt. Nun nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an: 

j(n - tP)ds = 9'(A) - 9'(8) 
r 

und besagt, daB das Kurvenintegral tiber n - tP nur von den Endpunkten A 
und B, aber nicht von der Wahl der Kurve "abhangt. Daher muB eine Funk
tion 'P (x, y, z) existieren, so daB 

n _ tP _ otp dx + otp dy + alP dz 
- ox ds iJy ds iJz ds . 

Ersetzt man nun die Ableitungen dx/ds, ... durch - dx/ds, ... , so kehrt 
sich das Vorzeichen der rechten Seite um; dagegen bleibt tP dabei ungeandert. 
Foiglich muB '" konstant sein, also 
(9) n = tP. 

Das bedeutet aber, daB nicht nur fUr die tangential im Felde liegende Kurve ", 
sondern fUr jede Kurve C, die tiberhaupt ein optisches Bild besitzt, die optischen 
Langen gleich sind: 

(10) j n ds = j n1 dS1 • 

C c, 

Damit ist der MAXWELLsche Satz in der von CARATHEODORY gegebenen Ver
allgemeinerung bewiesen. 

Sind tiberdies n und n1 konstant, also die Abbildung eine Kollineation, so 
muB das Bild immer kongruent· (im Sinne des Lichtwegs) oder symmetrisch zum 
Objekt sein. Der ebene Spiegel ist das einzige bekannte Instrument, welches 
eine solche Abbildung erzeugt. 

Ahnliche Ergebnisse erhii.lt man fur die stigmatische Abbildung von Flachen 
aufeinander. Doch gehen wir auf diese Fragen nicht naher ein. 

Die physikalische Verwirklichung einer nicht trivialen Abbildung muB da
nach auf die strenge Erftillung der stigmatischen Forderung verzichten. Man 
muB zulassen, daB die von einem Objektpunkt ausgehenden Strahlen sich nicht 
sauber in einem Punkte schneiden, sondern nur in der Nii.he eines Punktes vorbei
gehen. Sieht man aber von diesen ,.Abbildungsfehlern" ab, so wird man wieder 
eine kollineare Verwandtschaft vor sich haben. Die allgemeinen mathematischen 
Gesetze einer solchen werden sich also in jeder optischen Abbildung angenii.hert 
wiederfinden. Daher ist es nach ABBES Vorgang angebracht, die Eigenschaften 
kollinearer Abbildungen fUr sich zu studieren, bevor man ihre angenii.herte Ver
wirklichung ins Auge faBt. Wir wollen dies hier tun, und zwar nur fUr den prak
tisch wichtigen Fall der Rotationssymmetrie des abbildenden Systems. 

§·20. Achsensymmetrische Kollineationen. 
Eine koUineare VentI"ndtschatt ist gegeben durch eine gebrochen-lineare 

Transformation: 

(1) 

wo 
(2) 

, FI 
Y =P' o. 

I F. z=
Fo' 

i = 0,1,2,3. 

Dabei sind x, y, z die Koordinaten eines Objektpunktes P, x', y', z' die seines 
Bildes P' im se1ben Koordinatensystem, und ~, b" c" d, Konstanten. 

Oft ist es bequem, von Objekt·· und Bildr"um zu sprechen als den Mannig
faltigkeiten aller Objekt- und aller Bildpunkte. 
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Lost man die Gleichungen (1) nach x, ", z auf, so erhiilt man Ausdriicke 
derselben Form: 

F~ 
x= F~' 

F' '\.1-2 
J - F" o 

(4) Fj = ajx + ~y' + cjz' + dj. 

Da also die Beziehung von Objektpunkt und Bildpunkt umgekehrt werden kann, 
spricht man auch ohne Hervorhebung von koniugierten Punktepaaren. 

Die Punkte der Ebene Fo = 0 werden nach (1) in unendlich ferne Bildpunkte 
abgebildet; ebenso entsprechen die Bildpunkte, die in der Ebene Fo = 0 liegen, 
unendlich fernen Objektpunkten. Man bezeichnet die EbenenFo = 0 und Fo = 0 als 
die Brennebenen des Objekt- bzw. des Bildraums. Parallele Strahlen im Objektraum 
schneiden sich in einem Punkte der Brennebene des Bildraumes und umgekehrt. 

Diese beiden Ebenen konnen nun unter Umstanden auch im Unendlichen 
liegen; dann spricht man von alliner oder teleskopischer Abbildung. Endlichen 
Werten von x, ", z entsprechen dann immer endliche Werte von x', ,,', Zl; es 
rnuB also irnrner Fo =F 0, Fo =F 0 sein. Das ist nur moglich, wenn Fo und Fo 
konstant sind, rnithin ao = bo = Co = 0 und tlo = bo = Co = O. 

Bei optischen Systemen spielt der Fall eine besondere Rolle, wo die Abbil
dung rotationssymmetrisch ist; man spricht dann von zentrierter Abbildung. 

Die Symmetrieachse rnachen wir zur x-Achse. Es geniigt die Betrachtung 
einer Meridianebene, etwa der x,,-Ebene. Die Abbildung wird dann vermittelt 
durch die Gleichungen 

(5) I x' = ~lX + bly + dl 

aox + boY + do' 

y' _ atx + bty + d. 
- aox + boY + do· 

Der Rotationssymmetrie wegen laBt sich die Zahl der Koeffizienten noch weiter 
reduzieren. Einer Umklappung (Drehung durch 180°) urn die x-Achse entspricht 
der 'Obergang x, " -+ x, -,,; dabei miissen die Bildkoordinaten dieselbe Trans
formation X.,,' -+ x. _,,' erleiden. Aus (5) folgt, daB das nur moglich ist, wenn 

bl = bo = a2 = d2 = 0 
ist. Also hat man 

,alx+dl .1_--..!!...2Y_ 
X= ,)f-

aox+ do aox + do· 
(6) 

Da nur die Verhiiltnisse der fiinf Konstanten in Betracht komrnen, so sieht 
man. daB die zentrierte Abbildung von vier Parametern abhiingt. Diese sollen 
nun durch anschauliche GroBen ausgedriickt werden. 

Zunachst ergibt sich aus (6) durch Auflosen nach x, ,,: 
-dox' + dl aodl - aldo y' x=--,--. Y= . . 
aox - al b. aoK' - al 

(7) 

Die Brennebenen sind daher gegebendurch 
Fo = aox + do = 0, Fo = aox' - a1 = 0; 

sie stehen also senkrecht zur Achse in den Punkten 

(8) 
do 

X=-
ao' 

die Brennpunkte F, F' der Abbildung heiBen1• 

1 Die Worte Brennpunkt. Brennfll!.che haben hier in der Geometrie der Abbildung also 
eine andere Bedeutung aIs frfiher bei der Betrachtuilg optischer Strahlenb1l.schel. wo sie sich 
auf den Schnitt benachbarter Strahlen bezogen (Kaustik). 
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Wir fiihren nun verschiedene Koordinatensysteme fiir die Objekt- und Bild
punkte ein, indem wir die x-Koordinaten von den betreffenden Brennpunkten 
aus zahlen, set zen also 

(9) { 
aox + do = aoX , y = Y, 

aox' - a l = aoX' , y' = Y' . 

Dann schreiben sich die Gleichungen (7) einfach: 

x _ aOd1 - a1do 
- a~X' , 

Nun setzen wir 

(10) 

Die Abbildungsgleichungen lassen sich somit in die einfache Gestalt bringen: 

(11) Y' t X' 
v= x=T' 

Die GroBen t, f' bezeichnet man als die Brennweiten des optischen Systems. 
Dieses hat also drei wesentliche Parameter, die Brennweiten t, I' und den Ab
stand d der beiden Brennebenen. 

~v r'A I 
I I 
I I 
I 
I 
I 
I 
IX H f' 

K -f IF 1(' -f I X' 
I I 
I I 
I I 
I I 

--X' O~----X 01----
I 

Fig. 34. Die Grundpunkte und Grundebenen eines optiscben Systems. 

Das Verhaltnis Y' : Y wird Lateralvergro/3erung genannt; es wird gleich 1 fiir 
X = t und X' = 1'. Hierdurch sind zwei Punkte H und H' der Achse und zwei 
auf ihr senkrechte Ebenen konjugierter Punkte bestimmt, in den Abstanden t 
bzw. f' von den Brennebenen, welche die Hauptpunkte bzw. Hauptebenen der 
Abbildung heiBen. Punkte der Hauptebenen werden ohne LateralvergroBerung 
aufeinander abgebildet (s. Fig. 34). 

1m allgemeinen hangt die LateralvergroBerung wohl von X (bzw. X'), aber 
nicht von Y (bzw. yl) ab; d. h. eine zur Achse des Systems senkrechte Figur 
wird ahnlich abgebildet. Ein vom Punkte X der Achse ausgehender Strahl 
treffe die eine Hauptebene im Abstande c von der Achse; dann trifft der kOD
jugierte Strahl ebenfalls die Achse (bei X') und die andere Hauptebene im selben 
Abstande C VOD der Achse. Sind 14, 14' die Winkel dieser beiden Strahlen gegen 
die Achse, so gilt also (s. Fig. 34) 

C I C 
tgu = t - X ' tgu = f - X" 

mithin unter Verwendung von (11): 

(12) tgu' t -X X I 
tgu. := f - x; = -, = - X'· 

Born. Optlk. 5 
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Man nennt diese GroBe Konvergenzverhiiltnis oder AngularvergrolJerung. Sie wird 
gleich 1 fiir X = -I' und X' = -I; die beiden hierdurch bestimmten konju
gierten Punkte K und K' heiBen Knotenpunkte des Systems. Sie haben die Eigen
schaft, daB zu einem durch K gehenden Strahl ein paralleler Strahl durch K' 
konjugiert ist. Die Entfernung der Knotenpunkte voneinander ist gleich der 
Entfernung doc Hauptpunkte voneinander. Wenn 1 = -I' ist, fallen die Knoten
punkte mit den Hauptpunkten zusammen. 

Eine durch den Brennpunkt F gehende Gerade Y = aX wird abgebildet in 
die Gerade 

Y' = Yf = al 
X ' 

die parallel zur Achse ist; das entsprechende gilt fUr den anderen Brennpunkt. 
Daraus folgt eine Konstruktion des Bildpunkts P' eines gegebenen, auBerhalb 
der Achse gelegenen Punktes P (s. Fig. 35). Man ziehe durch P den Strahl 
durch den Brennpunkt Fund einen achsenparallelen Strahl; ihre Schnittpunkte 
mit der Hauptebene H sind konjugiert mit kongruent gelegenen Punk ten der 
Hauptebene H'. Diese bestimmen dann mit dem Brennpunkt F' den Bild

punkt P' (s. Fig. 35). 
Fiihrt man an Stelle von X und 

A---------+--'---:::~.p' X' die Abstande ; und ~' von den 
B/ ____ Hauptebenen ein durch 

tt tt' 

f r'---- (13) X=I+~, X'=/'+r, 
so erhaIt man aus X X' = I I' : 

oder 
I~' + /' ~ + ~~' = 0 

Fig. 35. Konstruktion des Strahlengangs. (14) 

Diese Formel wird darum viel verwandt, weil haufig die Hauptebenen nahezu 
zusammenfallen, also ~ und f nahezu yom selben Nullpunkt zahlen. 

Man klassifiziert die verschiedenen Arten der zentrierten Abbildung als recht
und riickHiufig nach dem Vorzeichen von I 1'; die Abbildung heiBt rechtliiufig 
fUr II' < 0, weil dann nach (11) wachsendem X auch wachsendes X' entspricht, 
Objekt und Bild also in derselben Richtung wandern. 

Statt rechtliiufige sagt man aucn dioptrische Abbildung, weil dieser Fall durch 
Brechungen (verbunden mit einer geraden Zahl von Reflexionen) realisiert werden 
kann. Die rUckliiulige Abbildung I I' > 0 heiBt katoptrisch, weil sie durch eine 
Spiegelung (allgemeiner durch eine ungerade Zahl von Spiegelungen verbunden 
mit Brechungen) realisiert werden kann. 

Ferner unterscheidet man kollektive und dispansive Abbildungen; kollektiv 
sind solche, bei denen die rechte HaIfte des Objektraums (X > 0) aufrecht ab
gebildet wird (Y': Y > 0), wo also I > 0 ist. Man hat daher folgende vier FaIle: 

kollektiv dispansiv 

rechtlaufig I> 0, I' < 0; 1<0, I' > 0, 

rUcklaufig I> 0, I' > 0; 1<0, I' < O. 

Bei brennpunktloser oder teleskopischer Abbildung verschwindet in den Glei
chungen (6) der Koeffizient ao; sie lauten also bei geeigneter Bezeichnung: 

x'=ax+ao, y'=by. 
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Der Nullpunkt des Objektraums ist nattirlich beliebig auf der Symmetrieachse; 
w1lhlt man den zu ihm konjugierten Punkt x' = ao, y' = 0 zum Nullpunkt des 
Bildraums, so hat man einfach 

( 15) X' = lXX, y'=pY. 

Die LateralvergroBerung Y': Y = P ist konstant, ebenso die AngularvergroBe
rung; denn wahlt man die Schnittpunkte zweier konjugierter Strahlen mit der 
Achse als Nullpunkte, so hat man 

also 

(16) 

Y , Y' 
tgu = X ' tgu = X" 

tgu' P 
tgu =-; 

Wir betrachten zum SchluB dieses geometrischen Abschnittes die Zusammen
setzung zweier zentrierter kollinearer Abbildungen zu einer neuen. 

Die einzelnen Abbildungen seien durch die Gleichungen 

Y~ 11 X~ 
Yl = Xl = 7.' 
Y~ 12 X~ 
Y2 X 2 .r; 

(17) I 
gegeben; ihre relative Lage sei durch die Angabe festgelegt, daB der Abstand 
der Brennebenen Fl und FI gleich c sei. 

Da nun der Bildraum der ersten Abbildung mit dem Objektraum der zweiten 
identisch ist, hat man 
(18) X 2 = X~ - c, Y2 = Y1. 
Wir haben jetzt diese Zwischenkoordinaten zu eliminieren; es ist I X' - M~ - -.l:JL - M~ - 1,r.X1 

2 - X 2 - X~ - e - M: - td; - eXI ' 

(19) Y' _ X~ Y2 _ X~ Y; _Xi;~:l .. lIft Yl 

2 - -,.- - -r - r.XI -- M'l - eXI ' 

Nunmehr verschieben wir die Nullpunkte im Objel: traum und im resultierenden 
Bildraum: 

y=x,. 

X' = X2 + 12r. , 
e Y' = Y2• 

In diesen neuen Variablen lassen sich die resultierenden Abbildungsgleichungen 
schreiben: 

(21) 
Y' I X' 
Y X 7' 

wenn 

(22) t = - td2, 
e 

f' = ftr. 
e 

gesetzt wird. Aus (20) lesen wir die GroBe der Verschiebung der Nullpunkte, 
also die Abstande der resultierenden Brennpunkte von den Einzelbrennpunkten 
~ = FIF und ~' = F~F' ab: 

(23) ~ = 11f ' 
5* 
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Damit ist auch die Lage der resultierenden Hauptpunkte festgelegt. 
Treten unter den Einzelabbildungen teleskopische auf, so ist das.,V erfahren 

ein wenig zu modifizieren. 1st c = 0, so ist nach (22) die resultierende Abbil
dung teleskopisch U = I' = (0). In diesem Falie wird statt (19) 

x, IB/', X 
2=1d~ I' 

Y' _Ida y 
2 - Id~ I' 

Die Konstanten ~, fJ (15) der resultierenden teleskopischen Abbildung sind also 

(24) ~ - It/',_ f1 ftl2 
-Id~' =Id~' 

und die AngularvergroBerung betragt 

(25) 

§ 21. Charakteristische Funktion und Eikonal. 
Wenn wir nun dazu ubergehen, die Methoden zur naherungsweisen Herstel

lung einer kollinearen Abbildung durch optische Strahlenbuschel zu erortern, so 
kann uns im Rahmen einer die ganze Optik umfassenden Darstellung nicht 
daran gelegen sein, das groBe Gebiet cler Konstruktion optischer Instrumente 
in allen Einzelheiten zu ubersehen. Hieruber gibt es zahlreiche ausfiihrliche 
Werke l . Wir wollen vielmehr unser Augenmerk darauf richten, festzustellen, 
was sich prinzipiell erreichen HiBt; es liegt uns daher an einem systematischen 
Nliherungsverfahren, das in mathematisch durchsichtigen Schritten den Strahlen
gang in einem optischen System mit sukzessiv steigender Genauigkeit zu be
rechnen erlaubt und die Bedingungsgleichungen fiir die Konstanten des optischen 
Systems liefert, durch deren Erfiillung die Abbildung verbessert werden kann. 
Die elementaren Methoden, die sich in vielen Lehrbuchern finden, eignen sich 
fur diesen Zweck wenig; man bekommt dort zwar eine Vorstellung vom Strahlen
gang und von den sog. optischen "Fehlern", aber keine Einsicht in den thec
retischen Zusammenhang dieser Fehler und vor aliem keine 'Oberzeugung von 
der Vollstandigkeit der Aufzlihlung alier Fehler einer bestimmten GroBenordnung. 
Daran aber muB uns gerade vom Standpunkt der Theorie aus gelegen sein. Wir 
werden eine Methode benutzen, die auf den in der historischen Einleitung ge
nannten HAMILTON zuruckgeht, aber in Vergessenheit geriet und erst viel spater 
von anderen wiedergefqnden wurde; diese Methode HAMILTONS ist wegen ihres 
mathematischen Zusammenhanges mit anderen Gebieten der theoretischen Physik, 
besonders der Mechanik 2, an sich von Bedeutung. 

HAMILTON3 betrachtet die von einem Punkte Po(xo, Yo, zo> des Objektraums 
ausgehenden Lichtstrahlen und konstruiert zu ihnen die Flache konstanten Licht
wegs 

(1) 

1 Zum ausflihrlichen Studium sei verwiesen auf das Werk: S. CZAPSKI u. O. EpPBNSTBIN: 
Grundztige der Theorie der optischen Instrumente (nach ABBE). 3. Aufl. Leipzig 1924 . 

• Die Gedanken HAMILTONS sind ftir die neueste Entwicldung der Mechanik, die Quanten
und Wellenmechanik, geradezu ausschlaggebend geworden. 

S W. R. HAMILTON: Trans. Irish Acad. Bd. 15 (1828) S. 69; Bd. 16 (1830) S. 3. 93; Bd. 17 
(1837) S. 1. 
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Die linke Seite als Funktion von Anfangspunkt Po und Endpunkt PI (XI' Y1' %1) 
bezeichnet er als charakteristische Funktion. Als Funktion der Koordinaten des 
Endpunkts PI geniigt sie der Gleichung § 14 (9). Man kann sie aber auch bei 
festem PI als Funktion von Po auffassen; dann gilt eine entsprechende Gleichung, 
in der nach xO' Yo, %0 differenziert wird und n durch no, £I durch -So ersetzt ist; 
man hat nach § 14 (10): 

(2) 

Jede optische Abbildung ist also durch die Angabe der einen Funktion 
H(xo, Yo, %0; XI' YI' %1) gekennzeichnet; dadurch ist eine einheitliche und durch
sichtige Behandlung aller FaIle ermoglicht. HAMILTON selbst hat auf diesem 
Wege zahlreiche wichtige Ergebnisse erhalten; doch haben sie nicht die Beach
tung gefunden, die sie verdienten. 

Spater hat BRUNS1 unabhangig einen ahnlichen Gedanken verfolgt. Man ge
winnt nach KLEIN 2 den Ansatz von BRUNS aus dem von HAMILTON durch fol
gende Transformation. 

Auf einem Strahl wahlen wir zwei Punkte im Objektraum, oo(~o' '70' Co) und 
to (xo, Yo, zo) im Abstand (lo = / to - 00 /, und zwei Punkte im Bildraum, 
0i (~I' '71' CI) und tl (Xl' YI' %1) im Abstand (ll = / t1 - 01 /; und zwar so, daB 

m{ to = 00 + (lo So , 

tl = 01 + !h £II . 

Nun kann man die Gleichungen (2) in die Aussage 

(4) 

zusammenfassen. Setzt man hier die aus (3) folgenden Ausdriicke 

d to = d 00 + (lo d So + So d (lo , 

dtl = dOl + (ll dS1 + £II d(ll 
ein und beachtet, daB 

ist, so erhaIt man 

(5) 

Man kann die Punkte 00 und 0 1 insbesondere auch so wahlen, daB ihre x-Koordi
naten ~o = 0, ~I = 0 sind; an Stelle von Xo, Yo, %0 kann man '70' Co, (lo, an Stelle 
von XI' YI' %1 kann man '71' CI , (h als Bestimmungsstiicke des Strahls einfiihren. 
Bezeichnet man noch die Komponenten von So mit mo, Po, qo, die von £II mit 
~, PI' ql' so erhalt man aus (5) 

(6) dH = dE - no d(lo + nl d(ll , 

wo 

(7) 

1 H. BRUNS: Das Eikonal. Leipziger Sitzgsber. Bd.21 (1895) S.321. Als Buch bei 
S. Hirzel. Leipzig 1895. 

I F. KLEIN: Ober das Brunssche EikonaI. Z. Math. u. Physik Bd.46 ('901); Ges. Abh. 
Bd.2 S.603. 
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gesetzt ist. FaJ3t man also H als Funktion von (!o. 1]0' Co; (!l' rJl. Cl auf. so gilt 

(a) 
oH oH 
O(!o = -no· O(!~ = n l • 

(8) (b) 
2H oE iH 2E 
01'}0 = a;,~o = -nopo. elll = (~~ ~c= nlPl' 

oH iE oH 2E 
0'>"0 = ;'-;'0 = -noqo. --;;-;:- = 0-'::- = nlql' .. v, 0'1 C'-I 

(c) 

wo E nach (7) als Funktion von '70' Co. 1]1' Cl allein angesehen werden kann. 
Diese Funktion E(lJo. Co. rJl' C1) hat BRUNS Eikonal genannt. Sie ist an keine 
Differentialgleichung mehr gebunden; denn die Gleichung § 14 (9). angewandt 
auf Anfangs- und Endpunkt. ist gleichbedeutend mit 

(9) 

was nach (8) keine Bedingung fUr E darstellt. 
Sowohl die HAMILTONSche als auch die BRuNssche Funktion haben den 

Nachteil. daJ3 sie gerade in dem am meisten interessierenden FaIle exakter 
Strahlenvereinigung ein singuHi.res Verhalten zeigen. Sollen aIle vom Punkte 
00 (0. 'lJo. Co) ausgehenden Strahlen sich in 01(0. 'lJl' Cl) schneiden. so mussen 
sich aus den Gleichungen (8b. c) 'lJl' Cl als Funktionen von 170' Co darstellen lassen. 
Das ist aber im allgemeinen nicht maglich. Urn dies einzusehen. betrachten wir 
den Fall zentrierter Abbildung; hier wird E eine Funktion der Invarianten 
gegenuber Drehungen urn die Achse (x-Achse) sein. also der GraJ3en rJ~ + C~. 
rJI + Ci. 'lJl rJo + Cl Co· Bei kleinen Abweichungen der abbildenden Strahlen von 
der Achsenrichtung wird man ferner naherungsweise einen Ausdruck der Form 

(10) E = '~('lJg + C5) + {-('lJI + cn + Y('h 170 + CleO) 

haben. Dann ergeben die Gleichungen (8b) 

(11) 1X1]0 + Y1]l = -nopo. Y'lJo + PrJ1 = nlPl 

und (8c) zwei Gleichungen mit denselben Koeffizienten fUr Co. Cl • qo. ql' 

Aus (11) folgt durch Auflasen nach 1]1: 

no <X n l r 
'lJl = -rPo - r'IJo = 7f Pl -7{1]0' 

Fur punktformige Abbildung ist notwendig, daJ3 1]1 eine Funktion von 1]0 aIle in 
wird. Dann mussen aber aIle Koeffizienten IX, P, Y gleich 00 sein, jedoch so, 
daJ3 die Quotienten 

~=L=-A r {J 
endlich bleiben. Dann wird 

'lJ1 = A1]o, 

Dies bedeutet nach § 20 (15) teleskopische Abbildung. In der Tat erweist sich 
fUr diese das BRuNssche Eikonal als geeignet; fUr den viel haufigeren Fall einer 
Abbildung mit Brennpunkten aber ist es vorteilhaft, eine andere Darstellung 
zu wahlen, die von SCHWARZSCHILD I herriihrt. 

1 K. SCHWARZSCHILD: Untersuchungen zur geometrischen Optik. Astron. Mitt. kgl. 
Stemwarte zu Gottingen. Teil I. II. III (1905). Weitergeffthrt von A. KOHLSCH1}TTER: Die 
Bildfehler S. Ordnung optischer Systeme. Diss. G()ttingen 1908. 
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§ 22. Das Winkeleikonal. 
Wir wollen mit SCHWARZSCHILD an Stelle der Koordinaten zweier Punkte die 

Richtungskomponenten zweier Strahlen als unabhangige Variable einfUhren; das 
geschieht iibersichtlich in der Weise. daB man auch statt Heine andere Funk
tion V einfUhrt, und zwar mit Hilfe einer LEGENDREs<;hen Transformation. 

Es seien ao und al zwei beliebige feste Punkte (der eine werde im Objektraum, 
der andere im Bildraum gedacht). Dann set zen wir 

(1) V = H + no (to - ao)so - n l (tt - a l)sl 

und zeigen, daB diese GroBe als Funktion der Komponenten von So und SI allein 
aufgefaBt werden kann. Man hat namlich nach § 21 (4): 

(2) 

also 
(3) 

worin die Behauptung enthalten ist. 
V ist an keine Differentialgleichung mehr gebunden; denn die Gleichung 

§ 14 (9), der H bezuglich Anfangs- und Endpunkt genugt, driickt nur aus, daB 
~ = 1, s~ = 1 ist. Das sind jetzt aber Bedingungen fUr die unabhangigen 
Variablen. 

Wir bezeichnen wieder die Komponenten von So mit mo, Po, qo, die von SI 
mit ~, PI' ql und eliminieren mo und mi' Dann setzen wir 

(4) W(Po, qo; Pt, qt) = V(Y1 - P5 - q5, Po, qo; Y1 - pi - qi, PI' qt)· 

Diese Funktion ist das SCHWARZSCHILDsche Winkeleikonal. 
V und damit auch W haben eine einfache geometrische Bedeutung. (to - ao) So 

ist die Projektion des Vektors, der vom Punkte ao nach to geht, auf die Strahl
richtung so; Entsprechendes gilt fur (tl - al) SI' Sind also No und Nl die FuB
punkte der Lote von ao und al 

auf den Strahl, der in to und tl 
die Richtungen So bzw. SI hat, 
so ist V der Lichtweg von No 
bis Nl (s. Fig. 36). 

Man kann also W definieren 
als optische Weglange zwischen 
den FuBpunkten No undNI der 
auf den Strahl von zwei Punk
ten ao und al gefiillten Nor

Fig. 36. Zum WinkeleikonaI. 

malen. In dieser Auffassung hat W eine ganz analoge Minimaleigenschaft wie H. 
H ist narnlich als Lichtweg zwischen zwei Punkten Po und PI ein Minimum fiir 
den wirklichen Strahl im Vergleich zu irgendwelchen Nachbarkurven durch diese 
Punkte l . Ebenso ist W ein Minimum fUr den wirklichen Strahl, verglichen mit 
allen anderen Wegen, die dieselbe Anfangs- und Endrichtung haben. Man sieht 
dies so ein: 

Variiert man die Kurve, auf der H als Lichtweg zwischen Po und PI definiert 
ist, so andert sich der Wert von H wegen der Minimaleigenschaft nur insofern, 
als Po und PI verschoben werden; die Gleichung (2) gilt also bei beliebigen 
(kleinen) Veranderungen des ganzen Weges. Dasselbe gilt nach (1) auch fiir (3); 

1 Vorausgesetzt ist dabei. daB der Strahl von Po nach PI in ein Strahlenfeld einge
bettet werden kann (s. § 15 S.51. 52). 
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aus (3) folgt aber dV = 0 fiir dso = 0 und dSl = 0, d. h. V und ebenso W sind 
stationar fiir festgehaltene Anfangs- und Endrichtung. Da insbesondere bei 
Variationen, wo auBerdem noch Anfangs- und Endpunkt festgehalten werden, 
die Anderung von V mit der von H iibereinstimmt, muS es sich urn ein Mini
mum handeln. 

Fiir zentrierte Systeme werden wir die Punkte ao und al auf die Rotations
achse (x-Achse) legen; ao und al seien ihre x-Koordinaten. Aus s~ = m~ + P~ + 
+ q~ = 1 folgt 

dm = _ Pu dpo + qo_dqo . 
o mo' 

ein entsprechender Ausdruck gilt fiir d~. Set zen wir das in (3) ein, so erhalten 
wir: 

Die Klammern haben eine einfache geometrische Bedeutung. Die Punkte des 
Strahles So sind durch t = to + J.. So dargestellt. Der Strahl schneide die zur 
Achse senkrechte Ebene x = ao im Punkte Qo(ao, Yo, Zo); dann gilt 

ao = Xo + i.mo, Yo =)'0 -;- i·Po, Zo = Zo + )·qo, 

also nach Elimination von i.: 

(6) 

Das sind die Faktoren von dpo und dqo in (5). Ebenso bestimmen die GroBen 

(7) 

den Schnittpunkt Ql des Strahles mit der Ebene x = a l (s. Fig. 37). Demnach 
hat man 

(8) dW= no(Yodpo + Zodqol - nl(YldPl + Zl dql) 

oder auch 

-- I,Z, 

aT 

Fig. 37. Zum Winkeleikonal. 

GW aw 
!I- = noZo, ~ = -nlZl · 
vqo vql 

Aus dem Winkeleikonal als Funktion 
der Richtungskosinus Po' qo, PI' ql lassen 
sich alsO durch Differenzieren die Koordi
naten der Schnittpunkte des Strahls mit 
zwei achsennormalen Ebenen ableiten, in 
ganz derselben Weise, wie aus der HAMIL

TON schen Funktion umgekehrt durch Differenzieren nach den Koordinaten 
eines Punktes die Richtungskosinus des Strahls gewonnen werden konnen. 

Eine Singularitat des Winkeleikonals, analog der oben fiir das BRuNssche 
Eikonal besprochenen, tritt bei teleskopischer Abbildung auf; diese lassen wir 
daher beiseite. Dagegen ist die angenaherte Darstellung von Abbildungen mit 
Brennpunkten ohne weiteres moglich. Die Annaherung besteht dabei in der Be
schrankung auf solche Strahlen, die nur kleine Winkel mit der Achse bilden; 
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Po, qo, PI' ql werden also als klein gegen 1 angenommen, und es wird eine Potenz
entwicklung nach ihnen angesetzt. 

Die niedrigsten Glieder, die dabei in Betracht kommen, sind von zweiter 
Ordnung; sie entsprechen der klassischen Dioptrik von GAUSS, die wir nunmehr 
kurz von unserem Standpunkte aus darzustellen haben. In dieser gr6bsten 
Naherung ist tatsachlich eine kollineare Abbildung verwirklicht. Nachher werden 
wir dann die hOheren Naherungen ins Auge fassen, die die sog. "Abbildungs
fehler" liefern. 

Als ersten Schritt zur GAussschen Dioptrik berechnen wir den Strahlengang 
fiir die Brechung an einer einzelnen Rotationsflache. 

§ 23. Das Winkeleikonal fiir die Brechung an einer RotationsfUiche. 
Eine Rotationsflache entstehe durch Drehung der zur x-Achse symmetrischen 

Kurve 
(1) 

urn diese Achse. In der ersten Annaherung, die wir zunachst betrachten wollen, 
kann man die Flache durch die be
riihrende Kugel ersetzen. Diese sei 
durch den Kreis 

(x-r)2+y2=r2 
n, 

M a, 
festgelegt; dabei geben wir r ein 
Vorzeichen, und zwar so, daB posi
tives r einer gegen das von -x her 
einfallende Licht konvexen Flache 
entspricht (s. Fig. 38). Fiir die dem 
einfallenden Licht zugekehrte Kugel-

. hiilfte ist 
Fig. 38. Winkeleikonal der Kugelflache. 

(2) 
1 yl 1 y' 

X = r - l'r2 - y2 = 2' -,- + '8 ,.a + .... 

Soil die Kugel die Flache (1) oskulieren, so hat man 

W ir setzen ferner 

(4) 
1 

C2 =g,.a(1+b), 

wo b als "Deformation" der Flache bezeichnet werden kann. Die Flachen
gleichung wird jetzt 

(5) x = yl i,. Zl + (ylg+,.azl)1 (1 + b) + ... 

Wir berechnen nun das Winkeleikonal fur den Fall, daB diese Flache zwei 
homogene Medien von den Brechungsindizes no und n l scheidet. Nach Defini
tion ist 

W = no' NoP + n l • PNI = no' NoP - nl • NIP, 

wo No, NI die FuBpunkte der Normalen von zwei Achsenpunkten ao und al 
(vor und hinter der Flache) auf den betrachteten Strahl sind und P der Schnitt
punkt dieses Strahls mit der Flache ist. Nun ist NoP die Projektion der 
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Verbindungslinie von ao und P auf den Strahl So (mo, Po, qo). 1st t der Vektor 
vom N ullpunkt nach P, so ist also 

NoP = (r - 00) So = (x - ao)mo + YPo + zqo; 

ein analoger Ausdruck gilt fUr NIP. Also ist 

(6) W = no{(x - ao)mo + YPo + zqo} - nI{(x - aI)mI + yPI + ZqI}' 

Hier ersetzen wir mo und ml durch ihre Ausdriicke in Po, qo, PI' qI' und x 
durch die Funktion (5); entwickeln wir dann bis zu Gliedern vierter Ordnung, 
so wird 

W = - noQo + nl al 

+ no {YPo + zqo + y22~ r + ~ (pg + to)} 

(7) 
{ 

y2 + Z2 a } 
- n l YPI + zql + --u- + 21 (Pi + qi) 

+ no {\-t;ab (y2 + Z2) 2 - :, (y2 + Z2)(P~ + to) + ~o (fo + to) 2} 

- nl r 8~3b (y2 + Z2)2 - 41, (y2 + Z2)(P~ + qi) + i (Pi + cn)2} + .... 
Der nachste Schritt ist die Elimination von y, z mit Hille des SNELLIusschen 

Brechungsgesetzes, urn W als Funktion von Po, qo, PI' ql allein darzustellen. 
Nach diesem Gesetz [§ 15 (1)] faIlt der Vektor 91 = noso - ni Sl in die Richtung 
der Flachennormalen. Schreibt man die Flachengleichung (5) in der Fonn 

yZ + Zl 
F(x y z)=x----···=o , , 2r ' 

so hat man 
7 aF _ 7 

" ax - " 

(8) 

Dabei geniigt es, wie sich sogleich zeigen wird, nur die Glieder erster Ordnung zu 
beriicksichtigen, wenn man W bis auf Glieder vierter Ordnung einschlieBlich haben 
will. Wir schreiben nur die Glieder erster Ordnung hin, indem wir mo und ~ 
durch 1 ersetzen, und deuten die hoheren Glieder durch .d y und .d z an: 

.d y und .d z sind offenbar von dritter Ordnung, konnten also Glieder in W von 
hOchstens vierter Ordnung nur beim Einsetzen in die zweite und dritte Zeile des 
Ausdrucks (7) geben; dort hatten wir also Zusatzterme 

no{poAY + qoAz + ! (yAy + zAz)} - n1{P1Ay + qIAz + : (yAy + zAz)} 

= Ay {nopo - nIPl + ~ (no - nI)} + Az{noqo - n1ql + ; (no - nJ}, 
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und das ist auf Grund von (9) gleich 

nO~nl{(Lly)2 + (Jz)2}. 

also von sechster Ordnung und kann vernachHissigt werden. 

75 

Wir erhalten somit aus (7) durch Einsetzen von (9) unter Weglassung der 
Zusatzglieder L1 y und L1 z: 

(10) W = Wo + W2 + W4• 

wo 
(11) Wo = -noao + nlal • 

(12) I W 2 = ~o (ao - r no ~ nJ (p~ + to) - ~l (al + r no ~ nJ (Pi + qi) 

+ n:~~l r (POPI + qOql) ; 

die Glieder vierter Ordnung W, werden erst spiiter diskutiert werden (§ 29 u. f.). 
Die Funktion Wz hat die Form: 

(13) W 2 = ~ (P5 + to) + ~ (Pi + qi) + ,,(POPI + qOql)' 
wobei 

[ 
(14) I 
Diese Formeln bilden die Grundlage der elementaren Theorie der Linsen und 
Linsenkombinationen, der sog. GAussschen Dioptrikl, deren Grundzuge wir nun 
darstellen wollen. 

§ 24. Die GAusssche Dioptrik. 
Die DurchstoBungspunkte des durch Po, qo, PI' ql bestimmten Strahls mit 

den Ebenen x = ao und x = al sind nach § 22 (9) in erster Niiherung [s. § 23 (10) 
bis (13)]: 

(1) I Y aWl 
no o=apo=CXPO+rPI' 

Y aw. fJ 
- nl I = a PI = "Po + PI; 

die entsprechenden Glei~hungen fUr Zoo Zl' qo. ql hinzuschreiben, ist nicht n6tig, 
da sie mit (1) ubereinstimmen. 

SolI nun der Punkt YI , Zl ein stigmatisches Bild des Punktes Yo, Zo sein, 
so muS sich YI als Funktion von Yo allein darstellen lassen; d. h. bei der Elimina
tion von PI aus (1) muS zugleich auch Po herausfallen. Nun hat man durch 
Aufi6sen 

mithin 

(2) 

1 C. F. GAUSS: Dioptrische Untersuchungen. Abh. kg!. Ges. Wiss. zu GOttingen Bd. 1 
(tIU3): Werke Bel. 5 S.245. 
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Die Bedingung der stigma tisch en Abbildung ist also 

(3) ~p - 1'2 = O. 

Das ist aber nach § 23 (14) eine Beziehung zwischen den Abszissen ao und ai' 
niimlich 

oder 

(4) 

Hieraus folgtl 

(5) I 
Also wird (4): 

(6) 

I 1· no 
0= - lmao = -T---. 

4t-+ oo no - n1 

II = -limal = 
4 0 ..... 00 

und die Ausdriicke § 23 (14) lassen sich schreiben: 

~ = no(ao + 10) = noXo. 

P = -nl(al + II) = -nIXI • 

I' = nOfl = -n1fo; 

hier bedeuten Xo. XI die Abszissen der betrachteten konjugierten Punkte. ge
ziihlt von verschiedenen Nullpunkten im Objekt- und Bildraum. nlimlich von 
den Punkten mit den Abszissen Xo = -found Xl = -fl' wobei Xo und XI auf 
den Scheitel der brechenden Fliiche bezogen sind. 

Aus (6)' folgt nun 

oder - (Xo - fo) (XI - fl) = (XI - fl) fo + (Xo - fo) II . 

(8) XOXI = fofl • 

und aus (2) mit Riicksicht auf (3) und (7) 

(9) 

Nach § 20 (11) ist die Abbildung also in erster Niiherung eine axialsymme
trische Kollineation; und zwar fallen die Hauptebenen zusammen in die Tan
gentialebene des Scheitels. Die Brennweiten sind durch (5) als Funktionen des 
Kriimmungsradius T und der Brechungsindizes gegeben; sie haben immer ent
gegengesetztes Vorzeichen und verhalten sich dem Betrage nach wie die Bre
chungsindizes. jedenfalls solange es sich urn wirkliche Brechung handelt (no. n1 

positiv). Hierdurch rechtfertigt sich die in § 20 eingefiihrte Ausdrucksweise 
"dioptrische" fiir rechtliiufige Abbildungen (/ofl < 0). [Der Fall der Spiegelung 
ist formal in unseren Formeln mit enthalten. wenn man n1 = - no setzt; dann 
hat man riickliiufige oder katoptrische Abbildung (/ofl> 0). Wir sprechen im 

1 Das negative Vorzeichen in den Beziehungen (5) hat folgenden Grund: die Grenzwerte 
von Go. ax bedeuten die in der Richtung der Lichtfortpflanzung positiv gezahlten AbsUnde 
der Brennpunkte vom Scheitel (Schnittpunkt der Achse mit der Kugel); in den die Haupt
punkte fallen; nach den frUheren Definitionen (§ 20) aber sind umgekehrt die Brennweiten 
als die Abstbde der Hauptpullkte von den Brennpunkten erkllirt. 
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folgenden nur vom dioptrischen Falle]. 1st die GrenzfHiche gegen das einfallende 
Licht konvex (r> 0), so liegt fUr no < n1 der Brennpunkt Fo vor, Fl hinter der 
brechenden Flache (fo> 0, II < 0); If 
fUr no > n1 ist es umgekehrt (siehe 
Fig. 39). 

Wir betrachten nun den Durch- x 
gang des Lichts durch eine Linse, be-Fa 'f::------+----77----=::::::,F.~,~---i:-
grenzt durch zwei brechende Rotations-
flachen auf derselben Achse. Da wir 
uns nur fUr den Fall der Strahlenver-
einigung interessieren, ist es nicht 
notig, den allgemeinen Ausdruck des 
Winkeleikonals fUr diesen Fall 
zu bilden; vielmehr kann man 
die resultierende stigmatische __ - ---

If 

Abbildung aus den beiden F.,..1=--------t-----'M~-Fo-------'x~ 

Einzelabbildungen zusammen-
setzen. Hierzu gebraucht man 
die in § 20 entwickelten For-
neln fur die Zusammensetzung 

zweier Kollineationen. 
Fig. 39. Konvergenz und Divergenz bei Brechung an der Kugel. 

Die Brechungsindizes der drei Medien in der Reihenfolge, in der sie das Licht 
durchlauft, seien n1 , n2 , n3 ; dann sind die Brennweiten der erst en Abbildung nach (5) 

(10) I nl 
1 = -rl -n·-·n-' 

1 - 2 

und die der zweiten 

(11) 12 = -'2 n n~--n ' I~ = r2 -~!-- . 
2 - 3 n2 - n3 

Aus § 20 (22) folgt fur die Brennweiten der resultierenden Abbildung 

(12) f = _ td2 I' = t~r. 
. c ' c ' 

F tI tI' F' 

c 

Ii 
Fig. 40. Hauptpunkte eines zusammengesetzten Systems. 

wo c der Abstand der Brennpunkte Ff und F2 ist. Die Dicke der Linse, d. h. der 
Scheitelabstand, sei d; dann gilt (s. Fig. 40) 

also nach (10) und (11) 
(13) 
wo 

c = d + t't - 12 , 
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Man erhaIt also aus (10), (11), (12) und (13): 

(15) 

Demnach ist stets II' < 0; Linsen liefern also gemaB der in § 20 eingefiihrten 
Einteilung stets rechtliiulige (dioptrische) Abbildungen. 

Die Abstande der resultierenden Brennpunkte P, P' von den Einzelbrenn
punkten PI' P2 sind nach § 20 (23) 

.s. n2 - na t'~ .I' nl - n2 t': 
u = -nl n2-- o D' u = n2na--· D' n1 - n z nz - na (16) 

Daraus ergeben sich fUr die Abstande der resultierenden Hauptebenen 
von den Scheiteln 

h = I + <5 - 11' h' = I' + <5' - I; 
die Ausdriicke 
( ) h ( ) t'1 d h' ( ) t'2 d 
17 = n l n2 - na IF' = - na n l - n2 D' 

H, H' 

Gewohnlich benutzt man Linsen in der Weise, daB der Glaskorper beiderseits 
vom selben Medium (Luft) umgeben ist. Dann ist nl = na, und man hat mit 
nJnl = n> 1: 

1_ -I' - - nt'It'2 
- - .1' 

(18) 
Mit MI 

.Il ' <5' = -n~ u=n-X' .1' 

h = (n - 1) t'~d, h' = (n _ 1) t'~d , 

wo 
(19) 

gesetzt ist. 
In diesem FaIle sind also die Brennweiten entgegengesetzt gleich; daher ver

einfacht sich die Gleichung § 20 (14), welche die Abbildung durch die Abstande 
~, ~' von den Hauptebenen darstellt, zu der bekannten FormeP 

1 1 1 
(20) T - ;' - t . 
Ferner ~nd die konjugierten Strahlen, die durch die Hauptpunkte gehen, einander 
parallel. Denn ist der Objektstrahl durch 

y = a~ = a(X - f) 

gegeben, so hat man wegen I' = -I: 

y' = - y ~' = - a (X - I) ~' = a (X' - f) = a~' . 

Die in § 20 eingefiihrte Unterscheidungkollektiver und dispansiver Abbildungen 
beruht auf dem Vorzeichen von I; kollektiv ist die Abbildung einer Linse, wenn 

(21) 1= - n~It'1 > 0 

ist. Diese Bedingung kann man nach (19) so schreiben: 

(22) 

1 Gewllhnlich schreibt man darin alle Glieder mit dem Pluszeichen, indem man nur die 
Betritge ins Auge £aOt. 
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Der Grenzfall zwischen kollektiver und dispansiver Abbildung t = 00 entspricht 
teleskopischer Abbildung; er tritt ein fiir L1 = 0, also 

(23) 
n-1 r1-rll=--d. n 

Als Beispiel eines Linsentyps, wo alle drei Fane verwirklicht werden konnen, 
nennen wir die Bikonvexlinsen (r1 > 0, r ll < 0); sind etwa die Betrage der beiden 
Kriimmungsradien gleich, r1 = - rll = r, so haben wir nach (22) fiir 

d<~r 
n-1 

kollektive, 

(24) d=~r 
n-1 

teleskopische, 

2n 
dispansive d>--r 

n-1 

Abbildung. Bei Glas vom Brechungsindex n = t ist der entscheidende Zahlen
faktor 2n/(n - 1) = 6. 

1st r1 = 00, so ist die Abbildung nach (22) kollektiv fiir rz < 0; ist ra = 00, 

so ist sie es fiir r1 > o. Dies entspricht beidemal einer Plankonvexlinse, die dem 
Lichte die ebene oder gekriimmte Flache zukehrt. Plankonvexlinsen sind also 
immer kollektiv. 

Bikonkavlinsen (rl < 0, r ll > 0) sind immer dispansiv, da die Bedingung (22) 
nicht erfiillt ist. 

Konvex-Konkavlinsen (r1 > 0, r 2 > 0 oder r1 < 0, r ll < 0) sind kollektiv, 
wenn r1 < rl , die Linse sich also von der Mitte zum Rande verjiingt; im anderen 
Falle sind wieder alle drei Falle moglich, der Grenzfall teleskopischer Abbildung 
ist durch (23) gegeben. 

Besonders einfache VerhaItnisse hat man bei sehr dunnen Linsen, wo mit 
hinreichender Annaherung d = 0 gesetzt werden kann. Dann riicken beide 
Hauptebenen in die (unendlich diinne) Linse; denn es wird nach (17) h = 0, 
h' = O. Ferner folgt aus (17) und (18) 

(25) 1 1 
n - 1 • T = "I - " •. 

t wird also positiv, wenn die Kriimmung der vorderen Flache 1/r1 grof3er ist als 
die 'der hinteren 1/r. (Kriimmung mit Vorzeichen gerechnet und d.er Wert Null 
eingeschlossen). Das bedeutet aber: Diinne Linsen sind kollektiv, wenn sie von 
der Mitte nach dem Rande zu diinner werden; andernfalls sind sie dispansiv. 

Da die Hauptpunkte im Linsenzentrum zusammenfallen, so geht jeder Strahl 
durch diesen Punkt ungebrochen hindurch. Die Abbildung durch eine diinne 
Linse ist also eine Zentralprojektion yom Linsenmittelpunkt. 

Beziiglich der Methoden zur Messung von Brennweiten, zur Bestimmung der 
Lage von Haupt- und Knotenpunkten verweisen wir auf die Lehrbiicher der 
Experimentalphysikl. 

In der Praxis werden alle optischen Systeme aus Linsen (und Spiegeln) 
zusammengesetzt. Nach den in § 20 gegebenen Regeln kann man die durch das 
Linsensystem erzeugte Abbildung aus den Eigenschaften der einzelnen Linsen 
berechnen; immer vorausgesetzt, daB man sich im Giiltigkeitsbereich der GAUSS
schen Dioptrik haIt. Wir wollen nur die einfache Formel fiir die Brennweite 
eines aus zwei unendlich diinnen Linsen gebildeten Systems angeben. 1st c der 

1 Siehe etwa MCLLER-POUILLETS Lehrbuch der Physik, 10. Aufl. Bel. 2: Die Lehre von 
der strahlenden Energie, von OTTO LUMMER, 3. Kap. Braunschweig 1907. 
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Abstand des hinteren Brennpunkts der ersten Linse yom vorderen der zweiten, 
so gilt I = --/1/2/c; fUhrt man statt eden Abstand 1 der beiden Linsen (ihrer je 
als zusammenfallend betrachteten Hauptebenen) ein, so ist (s. Fig. 41) 

Ii ~ I{' c Fz ~.to Ii' 1 = 11 + c + f" . 
IE q 9 II IE ~ 'i IE Daraus folgt 

1 1 1 I 
E =- (26) T = y; + I. - fIt •. 

Fig. 'It. Zusammensetzung zweier Linsen. 

Von dieser F ormel werden wir 
nachher bei der Betrachtung der Farbenabweichungen Gebrauch machen. 

Zum SchluB dieses Abschnitts tiber die elementaren Linsengesetze leiten wir 
eine Invariante ab, die fUr irgend zwei Paare konjugierter Punkte eines beliebigen 
zentrierten Systems gilt. 

Ffir das eine 'Punktepaar (Xo. Yo) und (Xl' YI ) ist 

Yl 10 Xl 
Yo = Xo = t;; 

fUr das andere (Xo + Mo. Y!) und (Xl + MI' Y~) 

Y:' 10 Xl + Ml 
Yt = Xo+Mo = -/1-

Hieraus folgt 

YoY:, - YtY I ------

Durch Division erhalten wir 

(27) 

Nun verhalten sich nach (15) die Brennweiten jeder Linse bis aufs Vorzeichen 
wie die Brechungsindizes der Medien vor und hinter der Linse; dasselbe gilt 
dann auch ffir jede Linsenkombination. Denn ist ftir die erste Linse 

11 = -nIFI • i'J. = n1F1 • 

ffir die zweite 
12 = -n2F2 • 12 = n2F2' 

wobei n~ = nl ist, so erhiilt man nach (12) fUr die Linsenkombination: 

also 

(28) 

Demnach kann man statt (27) schreiben: 

(29) 
noVo Yt _ nlYl Y:, 

Mo - Ml 

Der Ausdruck nYY*/M ist also eine Invariante ffir die Brechung durch ein be
liebiges Linsensystem. Hiervon werden wir in der Theorie der geometrischen 
Bildfehler Gebrauch machen. 
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§ 25. Die Strahlenbegrenzung durch Blenden. 

Die GAusssche Dioptrik gilt nur, wenn die GroBen Po, qo, PI' ql' also die 
Neigungswinkel der Strahlen gegen die Achse, hinreichend klein sind; sie ist 
also auf einen "schlauchformigen" Raum um die Achse beschriinkt. Die Be
grenzung der abbildenden Strahlenbiischel ist entweder ,durch die GroBe der 
Linsen selbst gegeben oder wird durch besonders angebrachte Blenden erreicht. 
Die Blenden spielen also eine ganz wesentliche Rolle, einmal, weil von ihrer 
Wahl die Offnung der Strahlenbiischel und damit die Giite der Abbildung ab
hiingt, sodann weil durch sie die Lichtstarke des Apparats bestimmt wird. Da 
letztere offenbar mit wachsender Blendenoffnung zunimmt, so muB stets ein 
KompromiB zwischen den Forderungen der Scharfe und der Helligkeit getroffen 
werden. Wir besprechen jetzt kurz die Wirkungsweise der Blenden (im Fall 
zentrierter Abbildung Kreisblenden) und die dabei gebrauchliche Terminologiel . 

Ganz allgemein sei vorausgeschickt, daB jede Blende ersetzt werden kann 
durch eine andere, die identisch ist mit dem Bild der Blende, das durch das 
optische System oder einen Teil davon entworfen wird. Wir gebrauchen das Wort 
Blende in gleicher Weise fUr die wirkliche Blende oder ihr Bild. 

Sei P ein Objektpunkt auf der Achse des Systems. Unter den Blenden der 
Anordnung gibt es eine, die das von P ausgehende Biischel am meisten einschrankt. 
Man findet sie, indem man von jeder Blende B das optische Bild Bl entworfen 
denkt durch den Teil5l des I 
optischen Systems, der vor l S1 ~~ __ ------ __ ,_,$;~ I der Blende, d. h. zwischen ________ _ 
ihr und dem Objektpunkt P __ _---
liegt. Dasjenige von diesen IJ,r-~-~-1 ----_ B _---- ~ '-, liz 
Bildern Bl , das von P aus '-1- W -I' 
unter dem kleinsten Seh- . 
winkel erscheint, heiBt Ein- Fig, 42. Eintrittspupille, Austrittspupllle, Aperturblende, 

trittspupille (s. Fig. 42). 
Die zugehOrige Blende B ist die gesuchte und wird Aperturblende, (jllnungs

blende oder Iris genannt. Liegt sie vor der ersten Linse des Systems, so ist sie 
mit der Eintrittspupille identisch. Der Winkel, unter dem der Durchmesser der 
Eintrittspupille von P aus erscheint, heiBt der Apertur- oder (jllnungswinkel 
des Systems. 

Das optische Bild Ba, welches das ganze System 5 von der Eintrittspupille 
oder, was dasselbe ist, der auf die Aperturblende folgende Teil 5. des Systems 
von dieser Blende entwirft, wird Austrittspupille genannt. Diese begrenzt den 
im Bilde P' von P konvergierenden Strahlenkegel. Der Winkel, unter dem der 
Durchmesser der Austrittspupille von P' aus erscheint, heiBt der Profektions
winkel des Systems. 

Der Strahl, der von einem beliebigen (auBerhalb der Achse gelegenen) Objekt
punkt durch die Mitte der Eintrittspupille, also auch der Austrittspupille, gebt, 
heiBt Hauptstrahl des zugehOrigen Biischels. Der Verlauf der Hauptstrahlen fiir 
geeignet gewahlte Objektpunkte wird als 5trahlengang des Instruments bezeichnet. 

Man kann im besonderen die Aperturblende so legen, daB die Eintritts- oder 
die Austrittspupille (bei teleskopischer Abbildung sogar beide) im Unendlichen 
liegen. Die Aperturblende muB dann in der hinteren Brennebene des vorderen 
Systems 51 bzw. in der vorderen Brennebene des hinteren Systems 5. liegen. 

1 Die Lehre von der Strahlbegrenzung ist von E. ABBE geschaffen [lena. Z. Naturwiss. 
Bd,6 (1871) S.263] und von M. v. ROHR vervollkommnet worden,[Zentr.-Ztg. Opt. Mech. 
Bd. 41 (1920) S. 145, 159, 171). 

Born, Optik. 6 
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Man spricht hier von t~lezentrischem 5trahlengang, und zwar nennt man diesen 
im ersten Falle telezentrisch nach der Objektseite (alle Hauptstrahlen des Objekt
raums achsenparallel), im zweiten· telezentrisch nach der Bildseite (Haupt
strahlen des Bildraums achsenparallel). 

Diesen Strahlengang benutzt man vorteilhaft, wenn es sich darum handelt, 
Objekte mit MaBstaben zu vergleichen; macht man namlich die Hauptstrahlen 
dort, wo der MaBstab angebracht ist, achsenparallel, so wird eine unscharfe 
Einstellung den Ort des Bildes nicht andern. DemgemaB verwendet man bei 
Fernrohren den nach der Bildseite, bei Mikroskopen den nach der Objektseite 
telezentrischen Strahlengang. 

AuBer den bisher betrachteten Blenden, die die Offnung der Strahlenbiischel 
bestimmen, hat man noch andere, die die GroBe des Objekts begrenzen. Diese 
sog. Gesicktsleldblenden findet man, indem man wiederum von samtlichen Blenden 
ihre optischen Bilder durch den vorderen Teil 51 des Instruments entwirft. 
Unter diesen Bildern ist eines Gl , das von der Mitte der Eintrittspupille unter 
dem kleinsten Winkel erscheint; dieser Winkel heiBt Gesicktsleldwinkel, er be
stimmt die GroBe des Gesichtsfeldes im Objektraum. 

Das optische Bild GI , das von Gl durch das ganze Instrument entworfen wird, 
begrenzt das Gesichtsfeld im Bilde; der zugehOrige Winkel heiBt Bildwinkel. 
Man hat nur dann eine scharfe Begrenzung des Gesichtsfeldes, wenn Gl in der 
Objektebene liegt. Bei Fernrohren wird man daher die Gesichtsfeldblende in 
die hintere Brennebene des Objektivsystems legen; dann liegt ihr Bild Gl im 
Unendlichen und erscheint bei Einstellung auf unendlich ferne Objekte scharf. 

§ 26. Die Farbenabweichungen. 

Einer der grobsten Fehler von Linsen, die nach den abgeleiteten Gesetzen 
berechnet sind, besteht in den farbigen Siiumen, von denen die Umrisse der 
abgebildeten Gegenstande umgeben e£scheinen. Die Erscheinung beruht auf der 
Dispersion der brechenden Substanzen; der Brechungsindex ist, wie wir schon 
in §-S hervorhoben, keine Materialkonstante, sondern eine Funktion der Farbe, 
d. h. der Wellenlange des Lichts. Daher sind die Brennweiten fiir verschiedene 
Farben verschieden, und die einfarbigen (monochromatischen) Bilder eines 
Objekts decken sich nicht. Das Problem der Achromatisierung, der Herstellung 
praktisch farbfehlerfreier Linsensysteme, ist so alt wie die Optik selbst. NEWTON 
wmde bei Untersuchungen dieser Art zur Entdeckung der Farbenzerstreuung 
gefiihrt; indem er die geometrisch verwickelten Brechungsvorgange in Linsen 
durch den einfacheren Strahlengang im Prisma ersetzte. Doch kam er auf Grund 
seiner Versuche zu einem Dispersionsgesetz, aus dem er auf die Unmoglichkeit 
der Herstellung achromatischer Objektive schloB. Aber sChon 1729 gelang es 
dem Advokaten CHESTER MOOR HALL, ein solches Objektiv aus Kron- und 
Flintglas zu bauen; doch hat er nichts iiber seine Erfindung veroffentlicht. 

Kronglas (von crown = Scheibe), ein Silikat von hohem Kaliumgehalt, wurde 
seit dem 14. Jahrhundert geschmolzen; Flintglas (von dem friiher iiblichen Zu
satz pulverisierten Flintsteins), ein Kalium-Blei-Silikat-Gemisch, erst seit der 
Mitte des 17. Jahrhunderts; ein dem heutigen ahnliches erst seit 1730. Man er
hielt jedoch nur selten optisch brauchbare Stiicke. 

J. DOLLOND gelang es, sich solche zu verschaffen und daraus von 1758 ab 
achromatische Objektive zu schleifen. Die Verbesserung dieser Instrumente ging 
stets Hand in Hand mit der Vervollkommnung der Glasschmelzkunst. Am An
fang des 19. Jahrhunderts war die von UTZSCHNEIDER in Benediktbeuren ge
griindete Glashiitte beriihmt, die erst vol). dem Uhrmacher P. L. GUINARD, dann 
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von JOSEPH FRAUNHOFER (1787-1826) geleitet wurde. Dieser hat zuerst ein 
Spektrometer gebaut und durch Festlegung der nach ibm benannten Linien im 
Sonnenspektrum genaue Messungen von Brechungsindizes flir die einzelnen 
Farben des Spektrums ausgefuhrt. 'Einen groBen Aufschwung nahm die Her
stellung optischen Glases durch die 1879 erfolgte Vereinigung des Gelehrten 
ERNST ABBE (1840-1905) mit dem Glastechniker OTTO SCHOTT (geb. 1851); 
die Jenaer Glashutte von SCHOTT und das von ABBE gegrundete Zeiss-Werk sind 
noch immer fuhrend, wenn auch an anderen Statten und in anderen Landern 
die optische Industrie ebenfalls zu hoher Blute gelangt ist. 

In der folgenden Tabelle sind die Brechungsindizes zweier Glassorten fur drei 
Farben angegeben, die den wichtigsten FRAUNHoFERschen Linien entsprechen; 
die Wellenlange ;. ist in Angstrom-Einheiten (1 A = 10- 8 cm) angegeben. 

Tabelle 4. 

FRAUNHOFERSche Linie. c I D I F 

WellenUl.nge in A .. 6563 I 5893 I 4861 LI = "'- roC 
i i "D-I I 

Leichtes Kronglas . 1,5127 I 1,5153 
I 

1.5214 0,0169 
Schweres Flintglas . 1,7434 1,7515 1,7723 0,0384 

Die letzte Spalte enthii.lt das sog. DispersionsvermOgen des Glases, definiert durch 

(1) Ll - n, - nc 
- nD-i ' 

das ein rohes, aber fur manche Zwecke ausreichendes MaB der Veranderlichkeit 
des Brechungsindex mit der Farbe darstellt. In erster Naherung bestimmt nam
lich diese GroBe Ll die Anderung der Brennweite einer Linse und damit des 
Bildorts mit der Farbe, wie wir sogleich sehen werden. 

Durch Kombination mehrerer Linsen aus verschiedenen Glassorten kann man 
das System fur zwei Farben, etwa fur eine blaue und eine rote Linie des Spek
trums, achromatisieren, wenigstens was die Lage der Haupt- und Brennebenen 
betrifft. Hierdurch ist aber noch keine strenge Achromatisierung fur aIle Farben 
erreicht. Die noch ubrig bleibenden chromatischen Abweichungen nennt man 
das "sekundare Spektrum". Achromatisiert man flir drei Farben, so bilden die 
dann noch vorhandenen Abweichungen das "tertiare Spektrum", usw. Fur viele 
Zwecke ist bereits die Beseitigung des primaren Spektrums ausreichend. 

Die heiden Farben, fur die man das System achromatisiert, wahlt man je 
nach den Zwecken verschieden. Fur photographische Objektive wird man den 
chemisch wirksamen Teil des Spektrums (violett, ultraviolett) in Betracht ziehen, 
wahrend fur visuelle Instrumente auch der rote Spektralbereich berucksichtigt 
werden muB. 

Fur eine dunne Linse ist nach § 24 (25) I· (n - 1) eine nur von den geometri
schen Verhiiltnissen (Radien) abhangige GroBe; daher folgt durch logarithmisches 
Differenzieren, daB mit einer kleinen Anderung des Brechungsindex dn eine 
Anderung der Brennweite d 1 so zusammenhangt: 

dl +~=o. 
f n-1 

Hier konnen wir naherungsweise dn/(n - 1) durch die in (1) definierte GroBe Ll 
ersetzen und schreihen: 
(2) 

Fur ein aus zwei dUnnen Linsen zusammengesetztes System gilt die Formel 
§ 24 (26). Denken wir uns nun zunachst die Linsen unmittelbar aufeinander-

6· 
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gelegt, so daB naherungsweise l = 0 ist. Dann kann man die Hauptebenen des 
Systems mit seiner Mittelebene zusammenfallend denken; die Abbildung ist 
also in dieser Naherung eindeutig durch die Angabe der Brennweite gekenn
zeichnet, und eine Achromatisierung der Brennweite bedeutet nach § 24 (20) zu
gleich Achromatisierung des Bildes nach Lage und GroBe. Man hat nach § 24 (26) 
fiir l = 0 

(J) .!..=.!..+.!.. 
I 11 12 

und als Bedingung der Achromasie 

(4) d('!") = d('!") + d('!"') = Ll1 + Ll2 = o. 
I 11 .12 11 12 

Aus (3) und (4) lassen sich bei vorgegebenen Glassorten (d. h. gegebenen ..:::11 
und ..:::1 2) zwei Linsen berechnen, die aufeinandergelegt ein achromatisches System 
von gegebener Brennweite I liefern: 

(5) 

1st I positiv gegeben, so muB also die Linse mit kleinerem Dispersionsvermogen 
eine positive Brennweite. die andere eine negative haben. 

Wahlt man fiir die einander zugekehrten Kugelflachen der beiden Linsen 
gleiche Radien, damit man die Linsen aufeinander kitten kann, so sind durch 
die Bedingungen (5) zwei Gleichungen zwischen den drei zur Verfiigung stehenden 
Radien gegeben; man behiilt also einen Radius frei, den man verwenden kann, 
urn geometrische Abbildungsfehler zu reduzieren. 

Hinsichtlich der Achromatisierung der Brennweite kann man rriehr erreichen, 
wenn man die Linsen nicht unmittelbar aufeinanderlegt, also den Abstand l 
endlich nimmt. Dann hat man nach § 24 (26) 

~ _ ~ + _~ _ _ I_ 
I - 11 12 1112' 

also 

d (~) = d (~) -/- d(~) - l{~ d(~) + ~ d(_t_)}. 
I 11 12 /1 12 12 /1 

Die Bedingung der Achromasie ffir die Brennweite lautet also 

Ll1 + Ll2 _ l. Ll1 + Ll2 = 0 
/1 12 Ill. 

oder 

(6) 

Sind speziell beide Linsen aus demselben Material (..:::11 = ..:::1 2), so wird fUr 

(7) l=/t+t. 
2 

die Brennweite des Systems von der Farbe unabhiingig. 
Aber dies ist von geringem Nutzen, da ja die Brennweite allein nicht fiiT Ort 

und GroBe des Bildes bestimmend ist, sondern noch die Lage der Hauptebenen 
in Betracht kommt. Man kann nun leicht sehen, daB mit zwei einzeln nicht 
achromatischen diinnen Linsen das Bild nach Lage und GroBe nicht achromati
siert werden kann. Bei einer diinnen Linse wird, wie wir in § 24 sahen. die Objekt-
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ebene in Zentralprojektion von der Linsenmitte aus auf die Bildebene entworfen; 
man hat daher (s. Fig. 43) fUr die erste Linse 

Y~ $~ 
Y1 - ~~ , 

wo ~l' ~i die Abstande der beiden Ebenen vom Linsenzentrum sind, und ebenso 
fUr die zweite Linse 

Y~ 
-}- . 

'2 

Dabei ist Y2 = Yi und ~i + ~2 = l. Das VergroBerungsverhiiltnis der resul
tierenden Abbildung ist 

Variiert man nun die Brechungsindizes, so bleibt ~l als Objektabstand konstant, 
~; wegen der Forderung der Achromatisierung der Bildebene. Die Achromati-

~E~-------l--------~~~: 
I 

Fig. 43. Zur Konstruktion achromatischer Lin:;ensysteme. 

sierung der BildgroBe, d. h. des VergroBerungsverhaltnisses: d (Y2/Y1) = 0, 
liefert also die Bedingung 

d(::) = +. (~2d~~ - ~id~2) = 0; 
"2 ~2 

da nun d~i = -d~2 ist, so hat man d~2 = 0 und dam it auch d~i = O. Das 
bedeutet aber, daB die beiden Einzellinsen schon fUr sich achromatisch sein 
mussen. Wir erhalten also das Resultat: 

Ein optisches System, das aus mehreren getrennten Einzelsystemen besteht, 
ist nur dann vollstandig achromatisiert, wenn es schon die Einzelsysteme fUr 
sich sind. 

Die hier angegebenen Regeln beziehen sich nur auf die Farbenfehler der 
GAussschen Abbildung. Wenn man zu hoheren Naherungen ubergeht, so muB 
man berucksichtigen, daB auch diese chromatische Aberration zeigen. Wenn 
man also einen geometrischen Abbildungsfehler nach den Methoden, deren 
Grundlage wir im folgenden kennenlernen werden, beseitigen will, so genugt es 
im allgemeinen nicht, ihn fUr eine Farbe fortzuschaffen, sondern man muB 
auch hier wieder besondere Bedingungen fUr die Achromasie aufstellen. Doch 
werden wir auf diese feineren Einzelheiten nicht eingehen. 

§ 27. Das SEIDELSche Eikonal. 
Wir wollen jetzt zur Behandlung der geometrischen Abbildungs/ehler ubergehen, 

d. h. der Abweichungen von der GAussschen Dioptrik, die man durch Beruck
sichtigung der Glieder hOherer Ordnung in der. Entwicklung des Winkeleikonals 
erhalt. Eine kurze historische Obersicht werde vorausgeschickt. 

Der AniaB zur Verbesserung der GAussschen Abbildungslehre wurde durch 
die Entdeckung der Photographie durch DAGUERRE (1789-1851) im Jahre 1839 
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gegeben. Der praktischen Optik, deren Hauptaufgabe bis dahin in der Kon
struktion von Fernrohrobjektiven bestanden hatte, erwuchs eine neue Aufgabe 
darin, ein fUr das DAGUERRESche Verfahren verwendbares lichtstarkes Objektiv 
mit groJ3em Gesichtsfeld zu schaffen. Der Wiener Mathematiker J. PETZVAL 
(1807-1891) griff mit gutem Erfolg die Aufgabe an, die GAussschen Formeln 
durch hohere Glieder der Entwicklung nach den Neigungswinkeln der Strahlen 
gegen die Achse zu erganzen. Leider ist sein umfangreiches, ausfiihrliches Manu
skript durch Diebe vernichtet worden; wir kennen seine Ergebnisse nur aus einigen 
gemeinverstandlichen Berichten. Den Beweis des praktischen Werts seiner Rech
nungen erbrachte PETZVAL durch Konstruktion seines Portratobjektivs (1841), 
das allen bis dahin benutzten weit Uberlegen war. Die erste vollstandig ver
offentlichte Fehlertheorie der optischen Instrumente stammt von L. SEIDEL 
(1856), der die Berechnung der Fehler dritter Ordnung durch Einfiihrung geeig
neter Variabler sehr durchsichtig ausfiihrte. Seitdem sind diese Rechnungen von 
vielen Autoren verbessert und auf hohere Ordnungen ausgedehnt worden 1. Wir 
schlieJ3en uns, wie schon oben (§ 21, 22) gesagt, der Methode des Winkeleikonals 
von SCHW ARZSCHILD an. 

Das SCHW ARZSCHILDsche Verfahren zur Bestimmung des Strahlengangs ist 
der astronomischen Storungsrechnung nachgeahmt. Dort werden zunachst 
Variable eingefiihrt, die bei der ungestorten Bewegung konstant sind, die kano
nischen Bahnelemente; dann werden ihre kleinen .Anderungen aus einer Storungs
funktion abgeleitet. Analog werden wir hier in der Optik Variable einfiihren, 
die bei der Brechung des Strahls durch ein optisches System konstant sind, 
sofern man sich auf die GAusssche Dioptrik beschrankt; die Anderungen dieser 
Variablen bei BerUcksichtigung hOherer Eikonalglieder werden mit Hilfe einer 
Art Storungsfunktion berechnet. Wir nennen diese ausgezeichneten Bestimmungs
stUcke des Strahls SEIDELsche Variable, weil sie mit den von SEIDEL benutzten 
nahe verwandt sind. 

In der durch X 0 = 0 gekennzeichneten Objektebene ftihren wir eine neue 
Langeneinheit 110 I, ebenso in der Bildebene Xl = 0 eine neue Langeneinheit 1111 
ein, und zwar so, daJ3 [so § 24 (9)J 

(1) II 10 Xl 
t;; Xo Tt 

das VergroJ3erungsverhaItnis ist. Wir verwenden also als Koordinaten In den 
beiden Ebenen 

C Yo 
Yo= T' o 

C Zo C ZI 
Zo = 7; , Zl = t;.' 

wo der Proportionalitatsfaktor nachher geeignet bestimmt werden soll. FUr die 
GAusssche Abbildung sinddiese Koordinaten "invariant", d. h. es gilt Yo = Yl' 
Zo = Zl' 

Nun suchen wir nach einem entsprechenden Ersatz fur die Winkelvariablen 
Po, qo, PI' q). 

Dazu fiihren wir in der Ebene der Eintrittspupille die Koordinaten Y:, Z~, 
in der Ebene der Austrittspupille Y*, Zr ein; sind dann Mound M I die Abstande 
dieser Ebenen von der Objekt- bzw. Bildebene, so gilt offenbar 

Y: - Yo Po 
M 0 Y 1 - P~ - q~ , ... 

1 Weitere Literatur in der schon zitierten Abhandlung von A. KOHLSCHeTTER: Die Bild
fehler 5. Ordnung. usw. Diss. GOttingen 1908. 
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1m Rahmen der GAussschen Dioptrik kann man dabei die Quadratwurzel durch 1 
ersetzen und hat dann den Vorteil, daB die durch 

Y,~ - Yo _ p 
M - 0' o 

definierten GroBen linear mit den alten Variablen zusammenhangen, ohne ihre 
anschauliche Bedeutung in der angestrebten Naherung einzubuBen. 

Auch in den konjugierten Pupillenebenen fUhren wir neue Langeneinheiten 
I Ao I, P'1 I ein, deren Verhaltnis die VergroBerung bestimmt: 

to 

Wir benutzen also schlieBlich an Stelle von Po' qo, PI' ql die Koordinaten: 

Fur die GAusssche Dioptrik ist offenbar 1')0 = 1')1' Co = C1 · 

Urn die Auflosung der Gleichungen (4) nach den alten Koordinaten bequem 
schreiben zu konnen, muB man den in (2) eingefUhrten Faktor C geeignet wahlen; 
dazu erinnern wir uns an die Formel § 24 (29), wonach fUr irgend zwei Objekt
ebenen im Abstande M die GroBe nYY*jM invariant ist. Somit konnen wir 

(5) 

setzen. Die Losung von (2) und (4) gibt dann: 

Y Mo 
0= YO ,!T' o ·0 

Zo = Zo M?_ 
no,.o 

Nun bilden wir das zugehorige Eikonal, das wir mit SCHWARZSCHILD SEIDELSches 
Eikonal S nennen wollen. Fur das Winkeleikonal galt nach § 22 (5), (7) 

dW = no (Yodpo + Zodqo) - n1 (Y1dPJ + Zldql) . 

Fuhrt man hier die neuen Variablen nach (6) und (7) ein, so wird 

d W = Yo (d1]o -::;~ dyo) + Zo (dCo - ::;~ dzo) 

- YI(d1h - ::lfdY1) - ZI(dC1 - ::l~dZI). 
Die Terme rechts sind zum Teil vollstandige Differentiale, wie 

- ~Ol (yo dyo + Zo dzo) = - 2Mo,. d (Yo + z6) . 
n o .. o no,.o 
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Man wird dazu gefiihrt, an Stelle von W die Funktion 

(9) 5 = W + 2~~~ M + ~) - 2~~~ M + ~) + Yo(1h - 1]0) + zo(C) - Co) 

zu betrachten; dann folgt mit (8) 

(10) dS = (111 - 1]o)dyo + (C) - Co)dzo + (Yo - y))d1]) + (zo - z))dC) 

oder in anderer Form 

(11) I as 
1]) - 1]0 = oYo ' 

as 
C1 - Co = oZo ' 

Wenn also die Funktion 5 (Yo, Zo; '11, C1) gegeben ist (d. h. der Lichtweg fUr einen 
durch Objektpunkt und Durchtrittspunkt durch die Austrittspupille gegebenen 
Strahl), so lassen sich aus ihr durch Differenzieren die Anderungen ableiten, die 
die Koordinaten der Schnittpunkte des Strahls mit der Bildebene und der Ebene 
der Eintrittspupille gegeniiber ihren Werten nach der GAussschen Dioptrik 
(Yl = Yo, ZI = zo, 1]1 = 1]0' C1 = Co) erfahren. Die Symmetrie der Formeln 
beruht gerade auf dieser eigenartigen 'Oberkreuzung von Bild- und Objektebene 
einerseits und den Pupillenebenen andererseits. 

§ 28. Die Sinusbedingung. 
Aus den Gleichungen § 27 (11) lassen sich einige Reziprozitatssatze ableiten, 

die mit einer von ABBE auf anderem Wege gefundenen Bedingung fUr die stigma
tische Abbildung durch Strahlenbiischel mit endlicher Offnung aquivalent sind. 

Wir bilden aus § 27 (11) die vier zweiten Ableitungen von 5 nach je einer 
Variablen der Paare Yo, Zo und 1]1' C1 ; man erhalt durch Differenzieren nach '1/1 

bzw. Yo: 
°YI _ 1 = _ _ 02£ 
oYo 07]I OYO ' 

OZI 02 5 
ay~ = - acloyo 

und durch Differenzieren nach C1 bzw. Zo: 
07]0 iJtS 

- oCI = oYooel ' 

1 oCo _ iJtS 
- oCl - OZOoCl ' 

Daraus folgt: 

(t) I OYI 07]0 
oYo = a7]l' 

OZI 07]0 
oYo = ael ' 

0Yl oCo 
OZo 07]1 ' 

OZI 0/;0 
az~ = 0/;1' 

Wir stellen nun die Bedingung auf, die das SEIDELsche Eikonal erfiillen muB, 
damit die Achsenpunkte der Objekt- und Bildebene ein stigmatisches Punkte
paar bilden. Sie lautet: aus Yo = Zo = 0 muB immer Yl = ZI = 0 folgen, auf 
welchem Wege auch der Strahl von dem einen Punkt zum anderen gelangen mage, 
d. h. unabhangig von den Werten 1]1 und C1 • Aus § 27 (11) folgt dann, daB 

(2) (as) = 0 (i~) - 0 
O'h r, = 0 ' oCI r, = 0 -

z, = 0 I, = 0 
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sein muB bei beliebigen Werten von 1Jl' C1. Wir fordern nun weiter, daB nieht 
nur die Achsenpunkte der Objekt- und Bildebene selbst, sondern zwei FHichen
elemente urn sie herum stigmatisch abgebildet werden. Damit ist gemeint, daB 
die Beziehung der GAussschen Dioptrik Yl = Yo, ZI = Zo nieht nur in den Achsen
punkten Yo = Yl = 0, Zo = ZI = 0, sondern auch fiir kleine Werte von Yo, Zo 
bis auf Glieder hOherer Ordnung erfiiIlt sein soIl, oder schader, daB 

0Yl _ O.!l. _ 1 0Yl = o_~ = 0 
oYo - oZo - , . oZo oYo 

gelten soIl fiir Yo = Zo = 0 und beliebige Werte von 1Jl und C1. Dann folgt aus 
den Reziprozitatssatzen (1): 

wiederum fiir Yo = Zo = 0 und aIle Werte von 1Jl und ~1' Diese Gleiehungen 
kann man integrieren; die Integrationskonstanten bestimmen sich daraus, daB 
der mit der Achse zusammenfallende Strahl ungebrochen hindurchgeht, also zu 
TJo = Co = 0 die Werte TJl = C1 = 0 gehOren. Also erhalt man 

(3) 1}0 = 1Jl' Co = C1 • 

Das bedeutet: Sollen zwei auf der Achse senkrechte Flachenelemente urn die 
stigmatischen Punkte Yo = Zo = 0 und Yl = ZI = 0 scharf aufeinander abgebildet 
werden, so miissen die SEIDELschen Koordinaten 1J, C ffir jedes Paar konjugierter 
Strahlen durch die beiden stigmatischen Punkte gleich sein, d. h. diese Strahlen 
miissen die Eintritts- und Austrittspupille in gleichem "reduzierten" Abstande 
von der Achse treffen. 

Wir rechnen nun auf gewohnliche Ko
ordinaten urn. Aus § 27 (7) folgt, daB die 
ffir Yo = Zo = 0 und Yl = ZI = 0 geltenden 
Gleichungen (3) gleiehbedeutend sind mit 

oder wegen § 27 (5) mit 

(4) no 10 Po = n1 11 PI , no1oqo = n111ql' 

--~~~~---+--~--~~7r--

Fig. 44. Sinusbedingung. 

Sind nun Uo und u1 die Winkel der konjugierten Strahlen gegen die Achse, so ist 

cosuo = mo, sinuo = 1~-, 

cosu1 = m1 , sinu1 = l'p~ + qi· 
Also kann man statt (4) schreiben: 

(5) 

Das ist die von ABBE aufgestellte Sinusbedingung. Sie laBt sieh auf mannig
faItige Weise elementar ableiten; doch ist der von SCHWARZSCHILD angegebene 
Weg, den wir hier eingeschlagen haben, vorzuziehen, da er auf die einfache und 
anschauliehe Formulierung (3) fiihrt. 

Wir wollen nun den Inhalt der Formel (5) erlautern. Zunachst ist klar, daB 
sie im Grenzfall der GAussschen Dioptrik niehts Neues aussagt. Denn man hat 
(Fig. 44) 

y* 
tguo = M~' 

y* 
tgu1 = -M' , 

• 1 
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und wenn uo, U1 klein sind, so kann man statt dessen schreiben 
. n 

smuo = Mo' 
. y~ 

smu1 = M . 
I 

Dann geht aber (5) tiber in 

was mit der Formel § 24 (29) tibereinstimmt. 
Die Sinusbedingung stellt also an die Konstruktion des optischen Systems 

erst dann eine Forderung, wenn man groBere Offnungswinkel der abbildenden 
Strahlen (eine gro/3ere Eintrittspupille) zula/3t. 

Einen Fall, wo sie exakt erftillt ist, haben wir bei der Brechung an einer 
Kugelflache, die wir in § 18 behandelt haben, flir die Paare aplanatischer Punkte. 
Nach Fig. 31 (S. 59) sind namlich die Winkel PQO = uo' PRO = u1 ; anderer
seits haben wir in § 18 gezeigt, daB <j:.PQO gleich dem Brechungswinkel "P, 
<j:.P RO gleich dem Einfallswinkel rp ist. Also folgt aus dem Brechungsgesetz 

sin Uo sin tp no 
sin U 1 sin <p ~. , 

wo no dem AuBern, n1 dem Innern der Kugel entspricht. SchlieBlich haben zwei 
auf der Achse ORQ senkrechte Flachenelemente in R und Q lineare Dimen
sionen, die sich verhalten wie die WEIERSTRAssschen Radien r2 und r1 ; man hat 
also 

Daraus folgt 

in Obereinstimmung mit (5). 

nolo s~n Uo = 1 
nlll smul 

Auch im allgemeinen FaIle nennt man nach ABBE ein stigmatisches Punkte
paar, flir welches die Sinusbedingung erftillt ist, ein aplanatisches Punktepaar. 
Die Aufsuchung solcher Punkte bzw. die Korrektion eines optischen Systems 
zur Erftillung der Sinusbedingung in gegebenen konjugierten Punkten kann als 
Spezialfall der allgemeinen Fehlertheorie behandelt werden, die auf der Ent
wick lung des Eikonals nach den Dimensionen der Objekte und den Neigungs
winkeln der Strahlen beruht. Wir kommen darauf sogleich kurz zurtick. 

Die Hauptbedeutung der Sinusbedingung aber beruht auf ihrem Nutzen flir 
die praktische Durchrechnung von Systemen, die gewohnlich nicht nach dem 
systematischen Entwicklungsverfahren geschieht. Man verfolgt rechnerisch eine 
hinreichende Anzahl von Strahlen auf ihrem Wege durch das Instrument und 
bildet sich dadurch ein Urteil tiber die Gtite der entstehenden Abbildung. Die 
Sinusbedingung gestattet nun, aus dem Verhalten der leichter zu verfolgenden 
Strahlen, welche die Achse schneiden, einen Schlu/3 auf die Abbildung von 
Strahlen zu ziehen, die in kleinem Abstande windschief zur Achse verlaufen. 

Die Sinusbedingung hat aber noch inanderer Richtung eine anschauliche 
Bedeutung, namlich ftir die Frage der Lichtstarke bei der Abbildung. Hierzu 
mtissen wir mit einigen Worten auf die Grundbegriffe der Photometrie eingehen. 

Wir haben die Lichtstarke in Kap. I § 3 mit Hilfe des POYNTINGSchen Stral:l
vektors definiert. In der geometrischen Optik denkt man sich die Energie langs 
der Strahlen dahingleiten. Ftir eine punktformige Lichtquelle kann man dann 
die Lichtstiirke oder Leuchtkra/t definieren durch 

(6) K= dL 
dw' 
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wo dw das Element des korperlichen Winkels und dL die sich darin ausbreitende 
Energie ist. 

Fa.IIt andererseits die Energie d L auf ein FHi.chenelement do, so heiBt 
dL 

(7) B = do 

die Beleuchtungsstiirke dieses Flachenelements. 
Wir berechnen die Beleuchtungsstarke eines Elements do fUr eine punkt

formige LichtqueIIe der Lichtstarke K. Dazu konstruieren wir den Kegel von 
der punktformigen LichtqueIIe als Spitze nach dem Rande des Flachenelements do. 
Es sei r der Abstand des Flachenelements von der LichtqueIIe, {} der Winkel 
der Flachennormalen mit der Kegelachse; dann ist (s. Fig. 45) 

da cos{} = r2dw. 

Also wird 

(8) B = dL dw = K cos!!. 
dw do 1'2 Fig. 45. Zur Definition der Lichtstarke. 

Die Beleuchtungsstarken gleich geneigter Flachenelemente in verschiedenem Ab
stande von der punktformigen LichtqueIIe verhalten sich also umgekehrt wie die 
Quadrate der Entfernungen. Auf diesem photometrischen Grundgesetz beruhen 
die meisten der praktisch gebrauchten Photometer; doch gehen wir darauf 
nicht ein. 

Wir betrachten nun die LichtqueIIe selbst als ausgedehnt, und zwar als ein 
Flachenelement fJa. Die Art der Emission wird natiirIich durchaus von der 
physikalischen Natur der Oberflache abhangen, vor allem davon, ob sie glatt 
oder rauh ist, ob sie selbst gliiht oder fremdes Licht durchlaBt oder reflektiert. 
Man spricht von dilluser Lichtemission (bzw. -rellexion) , wenn das sog. LAM
BERTsche Cosinusgesetz gilt: die vom Element fJa in eine bestimmte Richtung 
ausgestrahlte Lichtstarke bK ist proportional dem Kosinus des Winkels () zwi
schen Strahlrichtung und Flachennormale: 

(9) lJK = i ba cos{). 

Der Faktor i heiBt spezilische Lichtintensitat oder Leuchtkralt pro Flacheneinheit. 
Wendet man dieses Gesetz auf eine gleichmafiig leuchtende Kugel an, so folgt, 

daB diese gleichmafiig hell erscheint, weil die dem LAMBERTschen Gesetz ent
sprechende Abnahme der Helligkeit fUr die schiefen Randelemente gerade kom
pensiert wird durch die Zunahme der GroBe der FHi.chenelemente fUr gleiche 
Elemente des yom Betrachter gesehenen korperlichen Winkels. Man hat damit 
ein Kriterium fiir die Giiltigkeit des LAMBERTschen Gesetzes. 

Die Lichtmenge b L, die ein Flachenelement fJO in einen Kegel mit dem end
lichen Offnungswinkel u gegen die FHi.chennormale hineinsendet, ist nach (6) 
und (9) " 

also 

(10) 

lJL =IlJKdw = 2nilJo Icos{)sin{)d{), 
o 

{)L = ni{)osin 2u. 

Die Formel (10) wollen wir nun auf die optische Abbildung anwenden. 
Wenn ein Flachenelement dao senkrecht zur Achse stigmatisch auf ein Ele

ment dal abgebildet wird, so muB, abgesehen von RefIexionsverIusten, die ge· 
samte von dao ausgehende Energie da l passieren; der Maximalwert der erreich 
baren Lichtstarke in der Bildebene ist nach (10) gegeben durch 

nil dOl sin 2Ul = nio dao sin IUO ' 
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Sind nun lo' II konjugierte Langen in der Objekt- und Bildebene, so gilt 

Daher folgt 

(11) 

/2 o 
l~ . 

Vergleicht man das mit der Sinusbedingung (5), so sieht man, daB 

( 12) 

sein muB. 
Setzt man diese Gleichung, die fUr den Fall gleicher Brechungsindizes im 

Objekt- und Bildraum trivial ist, als giiltig voraus, so sieht man, daB man die 
ABBEsche Sinusbedingung auch als Formulierung des Satzes von der ErhaItung 
der Energie deuten kann. 

Der durch (12) gelieferte Wert von i l bei gegebenem io ist ein Maximalwert 
in doppeItem Sinne; einmal sind die Reflexionsverluste vernachlassigt, sodann 
wird er nur bei exakter Erfiillung der Sinusbedingung erreicht. 1m Falle nl = no 
ist also die spezifische Intensitat des optischen Bildes hochstens gleich der des 
Objekts; wenn man aber nl > no macht, Hl.I3t sie sich dariiber hinaus steigern. 
Hierauf beruht ein Vorteil der Olimmersionen, die man beim Mikroskop verwendet. 

Setzt man in der GroBe n sin u, die in die Sinusbedingung als Faktor der 
ObjektgroBe eingeht, fUr u den groBten Wert, d. h. die Apertur U des Instru-
ments, so nennt man n sin U 

nach ABBE numerische Apertur. Nach (10) und (12) ist ihr Quadrat der gesamten 
Beleuchtungsstarke des Bildes proportional; denn setzt man nach (12) i = n2], 
so hat man 

Wir werden spater sehen, daB die numerische Apertur auch maBgebend ist fiir 
die Giite der Abbildung hinsichtlich der durch Beugung entstehenden Fehler. 

§ 29. Die Fehler dritter Ordnung. * 
Wir hatten in § 23 (10) das Winkeleikonal fUr eine brechende Flache in eine 

Reihe W W W W = 0+ 2+ ,+ .. . 
entwickelt; dabei war Wo eine Konstante, W 2 , W, ... waren Funktionen der 
drei drehungsinvarianten GroBen 

P6 + qij, pi + q'f. , POPI + qOql 

von dem durch den Index angegebenen Grade in Po, qo, PI' qi' Entwicklungen 
derselben Form werden nun fiir eine Folge von brechenden Flachen geIten; 
bei Beschrankung auf W2 haben wir den Fall stigmatischer Abbildung beliebiger 
Folgen schon in § 24 erIedigt. 

In ganz analoger Weise wird sich das SEIDELsche Eikonal in eine Potenz
reihe nach den GroBen 

(1 ) 

entwickeln lassen. Aber dieseReihe hat den Vorzug, daB die Glieder zweiter 
Ordnung fehlen. Denn wir haben gesehen, daB der Fall der GAussschen Dioptrik, 
der durch die Glieder zweiter Ordnung dargestellt wird, durch die Gleichungen 

YI = Yo, 

Zl = Zo 
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gekennzeichnet ist; also mussen nach § 27 (11) die Glieder zweiter Ordnung in 5 
fehlen. Indem wir die belanglose additive Konstante weglassen, konnen wir 
also setzen: 
(2) 

Da die Abweichungen der Koordinaten nach § 27 (11) aus 5 durch Differenzieren 
entstehen, so liefert die Berucksichtigung von 54 allein die "Fehler dritter Ord
nung", die von 58 die "Fehler funfter Ordnung" usw. Wir werden uns hier auf 
eine kurze Diskussion der Fehler dritter Ordnung beschranken. Man kann die 
geometrische Bedeutung dieser Fehler diskutieren, ohne das Eikonal wirklich 
als Funktion der Konstanten des optischen Systems auszurechnen. 

Der allgemeine Ausdruck von 54 muB die Form haben: 
A B D 

(3) 5, = -"4 R2 - "4 e2 - C,,2 - 2 Re + ER" + Fe"· 

Die Ausrechnung der Koeffizienten solI spater geschehen. Die Vorzeichen und 
Zahlenfaktoren sind mit Rucksicht auf die f~lgenden Oberlegungen gewii.hlt. 

Wir legen die xy-Ebene durch den Objektpunkt, setzen also Zo = o. Dann 
ergibt die Ausfuhrung der durch § 27 (11) vorgeschriebenen Differentiationen 
fUr die Abweichungen LI y = Yl - Yo und LI z = Zl - Zo = Zl folgende Werte: 

r Lly=- ~s, = yo{2CYo1h -En-F(1JI+rn}+1]l{B(1]i+cn +Dn- 2FYo1]1} ' 
(4) ~ 711 . 

I Llz=- ~~1' = C1{B (1]i+Ci) +Dn- 2FYo1Jl}· 

Das Glied mit A ist weggefallen; es bleiben also tunt F ehler dritter Ordnung ent
sprechend den funf Koeffizienten B, C, D, E, F. Wir isolieren die einzelnen 
Fehler, indem wir jeweils aIle Koeffizienten bis auf einen gleich Null setzen. 

Urn die Diskussion anschaulich zu gestalten, fragen wir nach der sog. Ab
errationskurve; das ist die Kurve der Bildebene, die man erhaIt, wenn man von 
einem Objektpunkt aIle die Strahlen zieht, die einen Kreis in der Ebene der 
Austrittspupille mit dem Radius (1 durchsetzen. Wahlt man (1 als Radius der 
Austrittspupille selbst, so wird das Innere der Aberrationskurve das verwaschene 
Bild des Objektpunkts. 

Der Kreis in der Austrittspupille sei durch 

(5) '71 = a cosq; , C1 = (1 sinq; 

dargestellt. Dann kann man die Fehler ordnen nach ihrer Abhangigkeit vom 
Objektabstand Yo von der Achse und dem Pupillenradius 0; man hat nach (4): 

{ Lly = Bo3cosq; - F02YO(1 + 2cos2q;) + (2C + D)oncosq; - En, 
(6) LI Z = B (13 sinq; - F02Yo2 sinq; cosq; + Don sinq;. 

Demnach ergeben sich die folgenden einzelnen Fehler: 
I) B =F o. Man hat 

(7) Lly = Bo3cosq;, LIz = B o3 sinq;. 

Die Aberrationskurven bilden konzentrische Kreise urn den GAussschen Bild
punkt, deren Radien mit der dritten Potenz der Offnung des Instruments wachsen, 
aber von der Lage des Objekts, seiner Stelle im Gesichtsfeld, unabhangig sind. 
Man nennt diesen Fehler sphiirische Aberration. Anschaulich kann man sich 
das Zustandekommen dieses Fehlers folgendermaBen klarmachen: Da die 
spharische Aberration von der Lage des Objektpunkts unabhangig ist, muB sie 
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auch fUr Achsenpun.Kte vorhanden sein konnen, und zwar dann, wenn die Off
nung (a) groB ist. Man kann sich nun leicht vorstellen, daB der Schnittpunkt 

Fig. 46. Spharische Aberration . 

der Strahlen, die unter einem betracht
lichen Winkel von dem Achsenpunkt aus· 
gehen, vor oder hinter dem Schnitt der 
nahezu achsenparallelen Strahlen liegen kann 
(s. Fig. 46). 

II) F ='-~ o. Man hat 

.1y = -Fa2Yo(1 + 2cos2 tp) = -Fa2Yo(2 + cOS2tp), 
.1z = -Fo2Yo2sintpcostp = -Fo2Yosin2tp. 

Halt man den Objektpunkt Yo fest, so ist die Aberrationskurve ein Kreis 
vom Radius Fo2yo urn einen Mittelpunkt, der gegen den GAussschen Bildpunkt 

z urn -2Fo2yo verschoben ist. Der Kreis beruhrt 
daher die Geraden, welche einen Winkel von 30° 
mit der Verbindungslinie des GAussschen Bild
punkts und des Achsenpunkts der Bildebene 
bilden (s. Fig. 47). LaBt man 0 von Null aus 

~t--++--+-+----+-~!I bis zur Offnung der Austrittspupille wachsen, 

Fig. 47. Koma. 

so wird der ganze Winkelraum zwischen diesen 
Geraden diffus mit Licht erfullt. Dieser Fehler 
heiBt wegen des unsymmetrischen, geschwanz
ten Aussehens, das er den Bildern gibt, die 
Koma (s. Fig. 47). 

Urn das Zustandekommen der Koma anschaulich zu verstehen, vergleiche 
man etwa (s. Fig. 48) die Ahbildung zweier unendlich ferner Objektpunkte, von 
denen einer auf der Achse, der andere auBerhalb liegt. Man betrachte also zwei 

Fig. 48. Entstehung der Koma. 

Parallelbuschel, von denen eines achsen· 
parallel ist, das zweite einen Winkel mit 
der Achse bildet. Dann sieht man, daB 
die Austrittspupille das erste Buschel 
symmetrisch abblendet; es entsteht also 
hochstens ein axialsymmetrischer Feh
ler, die unter I) betrachtete spharische 
Aberration. Aus dem schiefen Buschel 
aber schneidet die Austrittspupille einen 

Teil aus, der das Linsensystem ganz unsyrnmetrisch durchsetzt; dadurch muB 
auch ein Fehler in der Strahlenvereinigung asvrnmetrisch sein, und das ist eben 

I ts die Koma. 

~ 
III) C =1= 0, D =1= O. Die beiden Fehler C und D 

:z~ betrachtet man am besten gemeinsam. Man hat 

~ (9) { .1y=(2C+D)oy~costp, 1 .1z = Doygsintp. 

Diese Fehler sind auf Astigmatismus und Bild-
Fig. 49. Sagittale und tangentiale Bildfliiche. wolbung zuruckzufuhren. Das ein tretende Strahlen-
buschel, welches wir fur den Augenblick als sehr dunn betrachten wollen, hat, 
wie wir in § 16 gezeigt haben, zwei Brennlinien, von denen die'eine radial oder, 
wie man sagt, "sagittal" zur Achse des Instruments gerichtet ist, wahrend die 
andere tangential zu einem Kreise liegt, dessen Mittelpunkt in der optischen 
Achse, dessen Ebene senkrecht zu ihr steht. Die beiden Flachen, welche diese 
Brennlinien durchlaufen (s. Fig. 49), wenn mandas Objekt in der Objektebene 
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verschiebt, heiBen sagittale und tangentiale Bild/liiche. Man kann beide Flachen 
in erster Naherung ersetzen durch die in der Achse beriihrenden Krtimmungs
kugeln, welche die Radien e. und et haben mogen. Man zahlt e. und e, posit iv, 
wenn der Krtimmungsmittelpunkt im Sinne der Lichtbewegung vor der Bild
ebene liegt. 

Wir wollen nun die Bildverzerrung, die auf der Objektebene entsteht, direkt 
berechnen, indem wir gewohnliche Koordinaten benutzen. Aus Fig. 50 liest 
man ab: u 

wo u der kleine Abstand der sagittalen Brennlinie von der Bildebene ist; bedeutet 
v den Abstand derselben Brennlinie von der Achse, so ist 

ei=v2+(et- u)2, 
also 

v2 = 2e,u - u2 • 

Behandelt man nun u als kleine GroBe 
erster Ordnung, so kann man v mit Y1 

identifizieren und erhalt 

also 

yt 
U= -~, 

2e, 

Yf Yt 
L1 Y1 =2el . M l ' 

Ganz analog wird 

L1Zl = z~. Zt. 
2e. Ml Fig. 50. Astigmatismus und BildwOlbung. 

Ftihrt man nun die SEIDELschen Variablen nach § 27 (6) und (4) ein, so findet 
man: 

also 

Hier kann man noch YI mit Yo vertauschen und erhalt durch Vergleich mit (9) 
Wf.gen (5): 

(10) 
1 

- = 2n1 (2C + D) , e, 

Man wird demnach passend 2 C + Dais tangentiale, Dais sagittale Bildwolbung 
bezeichnen. Die halbe Differenz der beiden Krtimmungen 

(11) 

bezeichnet man als Astigmatismus; die halbe Summe 

(12) 1 1(1 1) - = - - +- = 2nl (C + D) e 2 e, e. 
wird schlechthin Bildwolbung genannt. 

In der Tat wird bei Verschwinden aller tibrigen Fehler eine Kugel vom Ra
dius (!, welche die Bildebene in der Achse bertihrt, der Ort des scharfen Bildes 
der Objektebene sein. 
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Das Vorzeichen von 2 C + D und D bestimmt die Lage der Bildkugeln gegen 
die Objektebene; ist eine der GroBen positiv, so liegt das entsprechende scharfe 
Bild hinter der GAussschen Bildebene. 

IV) E =+ O. Man hat 
L1y = -EyJ, L1z=o. 

Da hier (/ und rp nicht vorkommen, ist bei isoliertem Vorhandensein dieses 
Fehlers die Abbildung punktformig, unabhangig von der Blende. Nur sind die 
Achsenabstande der Bildpunkte denen der Objektpunkte nicht genau proportio
nal, es findet Verzeichnung statt. Die geraden Linien, die durch die Acpse 
gehen, werden wieder als gerade Linien abgebildet, alle anderen nicht. Bei posi
tivem E hat man den Fall der Tonnenverzeichnung (s. Fig. 51), die achsen
ferneren Punkte des GAussschen Bildes sind nach innen geriickt. 1st E negativ, 
so hat man den Fall der Kissenverzeichnung, die achsenferneren Punkte des 

GAussschen Bildes liegen zu EB E8 weit nach auBen. 
Nachdem wir so alle Fehler 

dritter Ordnung aufgezi:i.hlt 
haben, wollen wir .kurz die 
Gesichtspunkte erortern, nach 

Of?jelrl Tonnen- denen man die Frage beur-
Verzeichnu"!/ teilt, welche der Fehler in 

Fig. 51. einem gegebenen Falle beson-
ders storend sind und beseitigt 

werden miissen. Ganz fortscha£fen kann man namlich alle Fehler niemals; es 
handelt sich stets urn ein der praktischen Aufgabe angepaBtes Optimum. 

Hat man zunachst kleine Objekte abzubilden, so kommt man auf den Fall, 
bei dem die ABBEsche Sinusbedingung [§ 28 (5)J die Scharfe der Abbildung 
sicherstellt. Man hat dann in (6) nur die Glieder nullter und erster Ordnung 
in Yo durch Wahl der Linsen fortzuschaffen, da die iibrigen schon an sich 
klein sind. Das sind aber die Glieder mit B und F; also bekommt man das 
Ergebnis: 

Die ABBEsche Sinusbedingung ist hinsichtIich der Fehler dritter Ord
nung erfiillt, wenn die spharische Aberration und die Koma beseitigt sind 
(B=F=O). 

Durch Verkleinerung der Blende kann man umgekehrt die Erfi.illung der 
Sinusbedingung trivial machen; dann bleiben vor allem die Verzeichnung, in 
nachster Linie Astigmatismus und Bildwolbung durch Wahl der Linsen zu korri
gieren. Aber die Anwendung kleiner Blendenoffnungen geht immer auf Kosten 
der Lichtstarke; ferner entstehen dann Fehler anderer Art, die wir erst spater 
betrachten werden, namlich die auf der Wellennatur des Lichts beruhenden 
Beugungserscheinungen. 

Die storendsten Fehler sind Koma und Aberration; sie miissen in den meisten 
Fallen nach Moglichkeit herabgedruckt werden. Die Verzeichnung ist st5rend 
bei photographischen Objektiven; dagegen kann sie bei astronomischen Fern
rohren in Kauf genommen werden. Denn da sie die Scharfe des Bildes nicht 
schi:i.digt, sondern nur eine Verzerrung des Bildes bewirkt, kann man sie durch 
Rechnung eliminieren. 

Jeder der geometrischen Fehler hat wiederum eine Abhangigkeit von der 
Farbe; doch sind diese chromatischen Abweichungen der Fehler von Mherer 
Ordnung klein und brauchen nicht berucksichtigt zu werden, solange Jllan sich 
auf die Fehler dritter Ordnung beschrankt. 
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§ 30. Das SEIDELsche Eikonal eines zusammengesetzten optischen 
Systems. * 

Nachdem wir einen Oberblick uber die Zahl und Art der moglichen Fehler 
gewonnen haben. bleibt uns nun die weit schwierigere Aufgabe. das SEIDELSChe 
Eikonal fUr ein gegebenes optisches System wirklich auszurechnen. Wir haben 
bereits frUber (§ 23) das Winkeleikonal einer brechenden Rotationsflache bis auf 
Glieder vierter Ordnung entwickelt; daraus ist das entsprechende SEIDELsche 
Eikonalleicht abzuleiten. Sodann aber ist hieraus das SEIDELsche Eikonal fUr 
ein zentriertes System von beliebig vielen Flachen zu bilden. 

Um die speziellen Rechnungen nicht zu unterbrechen. behandeln wir zunachst 
diese Zusammensetzung. 

Das Winkeleikonal ist seiner Definition nach - als Lichtweg zwischen den 
FuBpunkten der Lote auf den Strahl von zwei Achsenpunkten ao und llt -
additiv. Bildet man die Bildebene des ersten Systems x = al durch ein zweites 
ab auf die Ebene x = al' so ist diese offenbar die Bildebene des ganzen Systems; 
man hat dann fUr die erste Teilabbildung 

W(I) = W(I) (Po. go; Pl' gl)' 
fur die zweite 

W(2) = W(2) (Pl' gJ; PI' ga) 

und fUr das ganze System 
(1) W = W(I) + W(2). 

wobei die Zwischenvariablen PI' gl durch die Anfangs- und Endvariablen Po. go. 
PI' gIJ. mit Hille der Formeln der Teilabbildungen auszudrUcken sind. Diese 
Elimination in durchsichtiger Weise auszufUbren. ist das eigentliche Problem. 
Wir wollen sie aber nicht an W. sondern gleich an S vornehmen. da sie fUr die 
niederen Ordnungen der Entwicklung von S viel leichter zu bewerkstelligen ist. 

Man hat nach § 27 (9): 

S(I) = W(I) + 2:~~ (Yo + zID - 2~~~ <rl + zD + )'0(1]1 -1]0) + zo(CI - Co) 
und 

S(2) = W(II) + 2~~~ (yf + Z¥) - 2~~: (yi + zI) + )'1 (1]1 - '11) + Zl (C2 - '1) . 

Ebenso gilt fUr das Gesamtsystem 

S = W + 2~~: (to + zID - 2~~: (yi + zI) + )'0(1]2 - '10) + zo(C. - Co) . 

Mithin gilt nach (1): 

S = S(I) + S(2) + (yo - )'1) ('12 - 1]1) + (zo - Zl) (C. - '1) 

und nach § 27 (11): 
S = S(I) + S(2) + ~S(I) • aSCI) + aSCI) • 05(1) • 

0111 aYI aCI aZI 

Denkt man sich hier nun die Reihenentwicklungen von S(I) und S(I) ein
gesetzt. die nach § 29 (2) beide mit Gliedem vierter Ordnung anfangen. und 
begnugt man sich auch bei S damit. diese Glieder niederster Ordnung hinzu
schreiben. so erhalt man 

(2) S = S~1) + Sr + ... = S. + ... ; 
Born, Optik. 7 
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die iibrigen Terme sind offenbar von sechster oder hOherer Ordnung. In den 
Gliedem vierter Ordnung darf man ohne weiteres fiir die Teilabbildungen die 
GAusssche Naherung gebrauchen. Daher lauft die Elimination der Zwischen
variablen fiir die Glieder vierter Ordnung auf folgende einfache Regel hinaus: 
Man ersetze in 5~)(yo. zo; "II. C1) die Variablen "II' C1 durch '12. Ca. in S1'(Yl' ZI; 
"Ia. C.) die Variablen Yl' ZI durch Yo. Zo und bilde die Summe (2); dann wird 5, 
eine Funktion von Yo. zo; "Ia. Ca. wie es sein solI. 

Wir wollen nun diese Vorschrift tatsachlich ausfuhren. indem wir annehmen. 
daB 5~1) und 5,!, beide in der Gestalt § 29 (3) gegeben sind: 

5 (4) - Al 1:)2 B. 2 C 2 DI R E R F 
1 --T n O-""4(h- lXiil-T O(!t+ 1 0"01+ Ilh"01' 

RO = yij + ~. (h = "Ii + ~ . "01' = YO"lI + ZOC1 ; 

5(4) A2 R2 ' B2 2 C·.2 D2 R E R F , = - T 1 -- '4 e2 - 2"12 - '2 lea + II 1"111 + lIel"III' 

Rl=Yi+zi. e2="I~+~. "12 = Yl"lll+ ZI Ca• 

Ersetzt man nun "II. C1 durch "II' Ca und Yl' Zl durch Yo. zoo also el durch ea. 
R1 durch Ro. "01 und "12 durch 

(3) "oa = ~o"l2 + ZOC2 • 

so .erhiilt man: 

(4) I 5 - - Al + A~ 1:)2 - BI + Ba 2 - (C + C) 2 _ DI + D2 R 
, - 4 no 4 ell 1 II "02 2 oea 

+ (El + Ell) RO"02 + (PI + F2)ea"02' 

Diese Gleichung besagt: 
Die F ehler dritter Ordnung eines Gesamtsystems setzen sick aus den entsprechen

den Fehlern der Einzelsysteme additiv zusammen. 
Dieses einfache Resultat beruht durchaus auf der Benutzung der SEIDELschen 

Variablen und wiirde fiir irgendwelche anderen Variablen nicht zutreffen. Hier 
ist der Punkt. wo der Vorteil der SEIDELSchen Variablen hauptsiichlich zur Gel
tung kommt. 

Auch bei den Fehlern hoherer Ordnung bieten die SEIDELSChen Variablen 
Vorteile. wenn die Verhiiltnisse auch nicht ganz so einfach liegen. Doch gehen 
wir darauf nicht ein. 

§ 31. Die Fehler dritter Ordnung eines zentrierten Linsensystems. * 
Wir konnen nun die Fehler eines Systems brechender Flachen auf die einer 

einzelnen Flache zuriickfiihren. Fur diese haben wir bereits in § 23 die Entwick
lung des Winkeleikonals bis auf Glieder vierter Ordnung durchgefiihrt; diese 
Glieder lauten nach § 23 (7): 

We = nors:-ab (y2 + Z2)1I - 4~ (y2 + Z2) (~+ to) + a; ~ + tu)2} 

- n1 r t,/ (yl + zI)2 - 41, (y2 + z2)(Pf + qD + ~l (pr + qDlI}. 

und wir haben gezeigt. daB auch bei Elimination der Koordina,ten y. z des Schnitt
punkts des Strahls mit der brechenden Flache keine Zusat1Jglieder vierter Ord
nung hinzukommen. 

Nun sind die Beziehungen zwischen den gewohnlichen Koordinaten und Rich
tungsgroBen einerseits und den SEIDELSChen Variablen andererseits siimtlich 



§ 31. Die Fehler dritter Ordnung eines zentrierten Linsensystems. (II, § 31.) 99 

linear; daher iindern beim Obergang zu diesen Variablen die Terme der Entwick
lung ihre Ordnung nicht. Da wir ferner wissen, daB die Entwicklung von 5 mit 
Gliedern vierter Ordnung beginnt, so muB der Ausdruck (1) mit 5, identisch sein. 

Wir nehmen mit (1) sogleich eine Umformung vor. Zunachst wollen wir die 
Bezeichnung etwas andern. ao und a1 waren die Abszissen der Objekt- und 
Bildebene in der GAussschen Dioptrik, vom Scheitel in der Richtung der Licht
bewegung gezahlt. Wir werden nachher bei der Zusammensetzung eines optischen 
Systems aus mehreren brechenden FHichen die Indizes 1, 2, 3, ... zur Kenn
zeichnung dieser Flachen verwenden; daher ist es angebracht, Objekt und Bild 
fUr eine Flache in anderer Weise zu unterscheiden. Es ist bequem, 
(2) ao = -s , a1 = -Sf 

zu set zen ; dann ist s > 0, wenn das Objekt vor der brechenden Flache liegt. 
Die Abbildungsgleichung § 24 (4) lautet nun: 

ssf(no - n1) = r(snl - s'no) 

oder in anderer Schreibweise: 

n (~+~)=n (~+...!.)= K. o srI s' r 

Man nennt diesen Ausdruck K die ABBEsche Invariante der Brechung an einer 
Plache. 

Wir stell en daneben die Invariante fUr die Ein- und Austrittspupille. Ihre 
Abszissen sind 
(4) 

da sie ebenfalls konjugierten Punkten entsprechen, so hat man 

(5) 

Nun wenden wir uns wieder dem Ausdruck (1) von W, =5, zu und schreiben 
auf Grund von (3) das Glied 

no - nl ( 2 + Z2) 2 = (y2 + z2)2 (nl _ no). 
8r3 y 8r2 s' s 

Dann laBt sich 5, in die Form bringen: 

(6) nls r nos r 1 
5, = -8 1 ,[n1 y2 + z2 + n1 s' (p~ + qi)]2 - -8 1 [n/2 + Z2 + nos uro + t/o)]2 

+ b(n~~ n l ) (y2 + Z2)2. 

Hier darf man innerhalb der angestrebten Genauigkeit ohne weiteres fur alle 
GraBen die Werte aus der GAussschen Dioptrik einsetzen, insbesondere also die 
SEIDELschen Variabeln vor und nach der Brechung nach Belieben vertauschen. 
Urn 5, gleich als Funktion von Yo, zo, 1/1' C1 zu erhalten, wird man demgemaB 
an Stelle der Gleichungen § 27 (7) die folgenden benutzen: 

).0 Yo ).1 Yo 
Po = 1/1 -M - n-'-- , PI = 1/1 M - n-'-- , 

o 0"0 1 1"1 

~ 4 ~ ~ 4 ~ 
qo = "'I M - n-Y' ql = "'I -M - n· ). . o 00 1 11 

Es empfiehlt sich noch eine kleine Umformung. Die Abbildungsgleichungen 
§ 27 (1) lauten mit Rucksicht auf § 24 (7) in der neuen Bezeichnungsweise 

I, 10 11 - s' 
T.; = 10 - s = -/-1 -. 

7· 
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Daraus folgt 
S 11 - 10 

10 - -1-1 -
s' 10 - /1 
11 = -1-0 -

also nach § 24 (5) 

und ebenso fiir die Pupillenebenen: 
.t1 not' 
.to = n;t. 

Wir setzen nun zur Abkiirzung unter Benutzung von § 27 (5): 

Dann wird nach (7) 

P -'- 7Jlh _ 'YoH 
0- s t' 

e1 h zoH 
qo=-s- --, 

Nun eliminieren wir zunachst die Schnittpunktskoordinaten y, z des Strahls mit 
der brechenden Flache, indem wir (9) in § 23· (9) einsetzen; dann erhaIten wir 
mit Riicksicht auf (3) und (5): 

(10) y = h1Jl - Hyo, z = h~l - Hzo· 

Indem wir nun wieder die Drehinvarianten § 29 (1) 

R=ro+zll, e=1J~+~, "=Y01Jl+Z0~1 

einfiihren, wird: 
y2 + Z2 = H2R - 2Hh" + h2e 

und mit Benutzung von (3) und (5): 

no{'Y1 ~ zI + s(fo + to>} = HaR [L - (K - L) ~] + h2eK - 2Hh"L, 

~ {'YI ~ zI + s'(M + t.>} = H2R [L - (K - L) ~J + h2eK - 2Hh"L. 

Setzt man das in (6) ein, so erhaIt man die gewiinschte Darstellung von S,: 

(11) 

--e"Hh -(no-nl)+KL --- . i a{b ( t t )~ 2" n1s' nos 

Damit haben wir die Koeffizienten A, B, ... , F der Darstellung § 29 ()) des 
Eikonals vierter Ordnung fUr eine einzelne brechende Flache gefunden. Nun 
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kannen wir sofort die Fehler dritter Ordnung eines beliebigen Systems brechender 
Flachen hinschreiben. Wir bezeichnen aIle zur iten Flache gehOrigen GraBen 
mit dem Index i, wo i von 1 an lauft. Der Wert des Brechungsindex im Objekt
raum sei no, der hinter der iten Flache n,. Die Abstande der Scheitel seien 
dl , d2 , ••• , so daB d, den Abstand des Scheitels der (i + 1) ten von dem der i ten 
Flache darstellt. Da das GAusssche Bild an der iten Flache das Objekt fUr die 
Brechung an der (i + 1)ten Flache ist, so gilt offenbar 

(12) 

Bei gegebenen Abstanden des Objekts und der Eintrittspupille vom ersten 
Scheitel SI' tl kann man der Reihe nach aIle s,' t, berechnen; man hat dazu 
offenbar den von der Mitte des Objekts und den von der Mitte der Eintritts
pupille ausgehenden Strahl nach den Regeln der GAussschen Dioptrik durch 
das Instrument iu verfolgen. AuBer den Gleichungen (12) sind noch die Rela
tionen (3), (5) 

(I)) I n'_I(~ +~) = n.(~ +~) = K· 
• S, 1', • s~ 1', • , 

('1 1) (1 1) n'_1 - + - = n· - + - = L-
• tl 1'1 't~ 1'/ • 

zu benutzen; sie liefern aus SI' tl zunachst si, ti, sodann bekommt man aus (12) 
Sl und ts und kann dann so fortfahren. Zugleich gewinnt man in (13) die in den 
Fehlergleichungen auftretenden Invarianten K" L,. Die GraBen H" ht sind 
dann aus (8) bestimmbar. Wir set zen die bisher willkiirliche Lange der Eintritts
pupillenebene 10 = 1; dann hat man nach (8) wegen M, = s~ - f; = s,+ 1 - t,+ 1 : 

(14) 

H-~ 
1 - no' 

h _ _ S_I_ 

1 - SI - tl ' 

H'+1 t l + 1 h/+ 1 SI+1 
HI =er' ~=sr' 

H,h, = __ S_lt_I_. 
n/+ 1 (s, - tl) 

Nunmehr bekommen wir nach der im vorigen Paragraph en abgeleiteten Addi
tivitatsregel aus (11): 

Das sind die SEIDELSchen F ormeln fur die F ehler dritter Ordnung eines be
liebigen zentrierten Linsensystems1. 

1 Der EinfluB der Deformationen b ist von SEIDEL nicht ber1lcksichtigt, indessen von 
spateren Autoren hinzugeffigt worden (vgl. v. ROHR: Die Bilderzeugung in optischen Instru
menten, S. 338. Berlin 1904). 
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Wir wollen aus ihnen eine bemerkenswerte Folgerung ziehen, das PETZVALschc 
~heorem, das sich auf Astigmatismus und Bildwolbung bezieht. Man erhii1t 

lS (15): 

C - D = ~ ~ Hfh~(Li - Ki){Li(_1- -~) _ Ki(_1- __ 1-,)}. 2":::' nt_lSi nisi ni_lti ni_lti , 
Aus (13) folgt: 

_1 ___ 1 _ K(_1 __ ~) _ ~(_1 _..!.) 
,- \. I 2 , 

ni_lsi nisi n i _ l n i rj nj_l nj 

und damit 

C - D = - lEh"(L- - K)2 - - - -. 1~. (1 1)1 
2. "" 1. n i ni -1 Yi , 

Andererseits folgt aus (13) auch 
t. - s· K - L· = n· 1 -,----.! 

, • ,- tisj , 

mithin mit Riicksicht auf die letzte Gleichung (14): 

(16) (Li - K;)Hihi = 1 . 

Damit wird 

(17) C-[)=~ ~_1...(~ __ 1 ). 
2 ,.:::. rj nj n i _ 1 

• 
Erinnern wir uns nun daran, daB C und D die sagitta Ie und tangentiale 

Bildwolbung bestimmen; nach § 29 (10) ist, wenn wir noch den Brechungsindex 
des letzten Mediums (nl in dieser Formel) gleich 1 setzen: 

Also folgt aus (16) 

(18) 

4C=~-~, 4D=~. 
et e. e. 

Man erhaIt also eine Beziehung zwischen den Kriimmungsradien der beiden Bild
fHichen, welche nur von den Radien, nicht aber von den Abstanden der brechen
den Flachen abhiingt. 1st das System frei von Aberration, Koma und Astigma
tismus, so daB ein scharfes Bild auf einer Flache vom Kriimmungsradius (!. = (!t = (! 
zustande kommt, so wird der Wert von (! direkt durch den Ausdruck 

(19) 

gegeben. Dieser Satz heiBt nach seinem Entdecker das PETZV ALsche Theorem. 
Unter Petzvalb"dingung versteht man die Forderung 

(20) y'~(_1 _~) =0 
~ rj nj_1 n i ' 

• 
welche jedenfalls fur ein von Fehlern dritter Ordnung uberhaupt freies optisches 
System erfilllt sein muB. 
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Die Aufgabe, einzelne oder aIle Fehler dritter Ordnung zum Verschwinden 
zu bringen oder wenigstens so klein wie moglich zu machen, lauft nach den 
Formeln (15) auf ein rein algebraisches Problem heraus. Wir wollen es an einem 
ganz einfachen Beispiel erlautern und dann iiber die auf diesem Wege gewon
nenen Ergebnisse nur kurz berichten. 

§ 32. Beispiel. Die diinne Einzellinse. * 
Wir betrachten eine diinne Linse vom Brechungsindex n eingebettet in Luft 

(Vakuum); dann haben wir 

(1) no = n2 = 1 , n1 = n . 

Da die Dicke der Linse d vernachlassigt wird, so folgt aus § 31 (12): 

(2) S2 = s~ , 12 = t~ ; 

ferner aus § 31 (13): 

0) I 
und 

sodann aus § 31 (14) 

(5)1 

K -~+~-n(~+~) 1- 5 r- 5' r' 
1 1 1 1 

( 1 1) 1 1 
L2 = n T + r = -t' + r ; 

2 2 • 2 

mit Riicksicht auf (1) und (2) 

hI = h2 = ~- = h, 
51 - tJ 

HI = H2 = tl = kh. 

Wir fUhren nun die reziproke Brennweite [§ 24 (25)] 

(6) 1 ( 1 1 ) qJ = - = (n - 1) - --
f rl"2 

und die Durchbiegung der Linse 

(7) a = (n - 1) (~ + ~) r1 r2 

ein. Nun folgt aus (3) 

~ (1 - n) = ~- - ~, 
"1 51 51 

also wird wegen (2) 

was wir in der Form schreiben wollen: 

(8) 1 7' 1 7' ---=-+-=R. 
51 2 5; 2 

Diese GroBe spielt fUr die ganze Linse dieselbe Rolle, wie K1 , K2 fUr die ein
zelnen Flachen, und soIl daher ABBEsche Invariante der Linse heiBen. 
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Wie wir sogleich sehen werden, kommen die Deformationen ~, bl nur in der 
Verbindung 
(9) fJ = (n - 1) (b1 _ b~) 

11 "I 
vor; diese GrOBe solI De/ormation del' Linse genannt werden. 

Wir wollen", G, fJ als Bestimmungsstiicke der Linse auffassen und den Ab
stand der Objektebene durch Angabe von R festlegen. Indem man alles durch 
diese GrOBen auszudriicken sucht, erhlilt man zunachst aus (3) 

a+nq> a-nq> 
(10) K1 =R+ 2(n_1)' Kz =R+ 2(n_1)' 

Nach § 31 (t6) und § 32 (5) ist 
1 1 

(H) Ll = Kl + klJl , LI = K. + klJl . 

Endlich bilden wir die in den SEIDELSCben Formeln auftretenden Kombinationen: 

1 1 R n2 - 1 + ~ + !!... s;- - n~ = n' 2n' 2 ' 

1 1 n l -- 1 a 11' 
ns. - sr = -R--;s - 2nl + 2" 

(12) I 
und 

(13) I 
Setzt man dies in die SEIDELSCben Forme1n § 3t (15) ein, so erhaIt man: 

B=h4P, 

F = h'kP+ hlQ, 

C = h'kIP+ 2h1kQ + ~ , 
(t4) 

D = h'kIP+ 2h1kQ + n~t. ~, 
E = h'klP + 3h'klQ + k 3nn+ t. ~ , 

wobei I nl a n I 11' [ a n + 2 ] • 
P=P+S(n-1)i9' -2(n+2)R 9'+2n(n+2) 2'n_t+ 2R(n+1) . 

(t5) 11' [a n+t ] 
Q=- -.-+R(2n+1) 2n 2 n- t 

gesetzt ist. 
Wir wollen diese Formeln nur fUr den Fall der Linse ow Blende niher disku

tieren; wir setzen also It = 0 und damit nach (5) 

Dann wird h=1, k=o. 

B=P, 

F=Q, 

(t6) 
~ (C + D) = !!.... 2n + t 
2 4 n ' 

~(C-D)=-!!....~ 
2 4 n' 

E=O. 
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Es bedeuten also die oben eingefiihrten GroBen P und Q die sphiirische Ab
erration und die Koma der Linse ohne Blende. 

Wir sehen zunachst: Bei diinnen Linsen ohne Blende ist immer die Ver
zeichnung dritter Ordnung gleich Null. Dagegen kann man Astigmatismus und 
Bildwolbung (C und D) nicht zum Verschwinden bringen. 

Wir fragen nun, 'Vann es fUr eine diinne Linse ein aplanatisches Punktepaar 
gibt, definiert durch die Erfiillung der Sinusbedingung (B = 0, F = 0). Damit 
die Koma verschwindet, muB nach (16) Q = 0 sein, also nach (is) 

o n + 1 
(17) 2"n_1"+R(2n+1)=O; 

daraus folgt fur den Objektabstand 51 nach (8) 

~=.!. R=.!.-~ n+l 
(18) $1 2 + 2 2 (n - 1)(2n + 1) . 

Die sphiirische Aberration B oder P ist nach dieser Bestimmung von R vollig 
festgelegt; also gibt es fUr eine beliebige Linse kein aplanatisches Punktepaar; 
Doch kann man bei gegebenem cp und a immer noch P zu Null machen durch 
Wahl der Deformation {J. 

Sind umgekehrt der Objektabstand 51 und die Brennweite 1/cp vorgeschrieben, 
so kann man zunachst durch Wahl der Kriimmungsradien Yl' Y2 die Koma zum 
Verschwinden bringen; denn aus (18) folgt mit Hilfe von (6): 

(19) ! ~_ "~_~" 2n+l 
Yl - cp nZ - 1 $1 n + 1 ' 

.!. _ "n2 - ~=--!. _ ~ " 2n + 1 
Y2 - cp n2 - 1 $1 n + 1 . 

FUr n = 1,5 

(20) 

und unendlich femes Objekt (51 = (0) hat man z. B. mit cp = ill: 
rl =t/, y2 =-5/. 

Die Form der fUr unendlich femes Objekt komafreien diinnen Linse ist in Fig. 52 
dargestellt . 

Durch Wahl der Deformation {J kann man dann wieder die sphiirische Ab
erration B (oder P) zu Null machen. Das liefert z. B. fUr unendlich femes Objekt, 

(2n + l)(n - 1) . 
wo nach (8) R = - cp/2 und daher nach (17) a = " cp 1st, nach (15): 

n+l 

{J - {n2 n 1 [1 (2n + l)(n + 2) ]2} 
--cp8 8(n-1)1-8(n+2)+2n(n+2) 2-- n+l -(n+1), 

4nl+n- 2 
(21) (J = -cp8" 8(n - l)l(n + 2) , 

also fUr n = 1,5: 
17 

(22) {J = - 14 cpa , 

l1"EE~--'--------'-5f 
1 
I 

JIo 

l.f~ 9 I 

und daraus nach (9) und (20) F~. 52. Komafreie dtlnne Linse. 

(23) 729bl + b2 = 304. 

Das kann man etwa durch bl = b2 = 0,417 erfiillen. 
Statt zuerst die Koma zum Verschwindcn zu bringen, kann man versuchen, 

wie weit sich die spharische Aberration herabdriicken laBt. Es ergibt sieh, daB 
sie bei positiver Brennweite I nur in einem beschrankten Intervall des Objekt
abstandes (fUr n = 1,5 zwischen 0,36/ vor und 0,44/ hinter der Linse) zu Null 
gemacht werden kann; bei jeder anderen Lage des Objekts bleibt ein Restbetrag 
bestehen. 
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Urn die Bildwolbung zu beeinflussen, muB man eine geeignete Blende an
bringen, deren gunstigste Lage sich aus den allgemeinen Formeln (14) bestimmen 
laBt. Man findet, daB fUr eine Linse mit positiver Brennweite und dem Brechungs
index n = 1,5 die Bildwolbung nur aufgehoben werden kann, wenn das Objekt 
zwischen der ganzen Brennweite vor und der halben Brennweite hinter der Linse 
liegt; andernfalls bleibt ein Restbetrag. 

Fur Systeme von Einzellinsen werden die Rechnungen entsprechend verwickel
ter. Naturlich ist hier die Aufhebung der chromatischen Fehler das Wichtigste. 
Das aus zwei dunnen verkitteten EinzeIlinsen bestehende achromatische Fernrohr
objektiv laBt sich noch relativ leicht behandeln. Man findet, daB man bei diesem 
aIle Fehler bis auf Bildwolbung und Astigmatismus beseitigen kann; daher laBt 
es sich nur fUr kleine Gesichtsfelder (bei einem Offnungsverhiiltnis 1: 10 bis 
hochstens 3°) gebrauchen. SCHW ARZSCHILD hat ferner die Systeme untersucht, 
die aus zwei dunnen Teilsystemen, jedes aus zwei Linsen bestehend, zusammen~ 
gesetzt sind, und gezeigt, daB man in der Hauptsache zu den Typen gelangt, 
die von der konstruierenden Optik gefunden sind und sich bewahrt haben. 
Aus drei getrennten Einzellinsen kann man ebenfalls brauchbare Systeme flir 
astrophotographische Zwecke aufbauen; hier hat SCHWARZSCHILD einen modifi
zierten Typus von hOherer Leistung als die bekannten aus der Theorie entwickelt. 
Auch auf Spiegelsysteme hat er seine Methode erfolgreich angewandt. 

Wir gehen aber auf diese Einzelheiten nicht ein; das durchgeflihrte einfache 
Beispiel mag zur Erlauterung des Verfahrens geniigen. 

Die weitere Entwicklung der Theorie hat verschiedene Wege eingeschlagen. 
Einmal handelt es sich urn die Berechnung der Bildfehler hoherer Ordnung fUr 
zentrierte Systeme; so sind die Fehler flinfter Ordnung nach der SCHWARZSCHILD
schen Methode von KOHLSCHUTTER1 berechnet worden. Sodann hat man die 
Voraussetzung der Achsensymmetrie fallen lassen. In dieser Richtung gehen 
umfangreiche Untersuchungen des schwedischen Augenarztes und Mathematikers 
ALLVAR GULLSTRAND (1862-1930)2, der erkannte, daB beim menschlichen Auge 
die Voraussetzung der Achsensymmetrie nicht immer erfiiIlt ist. 

GULLSTRAND hat auf die Methode des Eikonals verzichtet und statt dessen 
den Weg der Strahlenbiischel direkt durch geometrische Betrachtungen verfolgt. 
Diese Rechnungen werden auBerordentlich verwickelt und umfangreich, und es 
ist zu bewundern, daB GULLSTRAND so zu einfachen und wichtigen Ergebnissen 
gelangt ist. Es scheint, daB er die Variationstheorie (Eikonal) bewuBt ablehnte, 
weil er sie nur bei zentrierten Systemen fUr brauchbar hielt. In neuester Zeit aber 
ist die Fruchtbarkeit der Variationsmethode wieder sehr zur Geltung gekommen, 
besonders durch die Arbeiten von M. HERZBERGER, die er in einem Lehrbuch 
zusammengefaBt hat 3. 

Die Praxis der Konstruktion von optischen Instrumenten bedient sich der 
systematischen Fehlertheorie nur in beschranktem Umfange. Sie zieht meistens 
vor, durch Berechnung einer Anzahl von Strahlen ein Bild der Abweichungen 
zu gewinnen und diese dann durch kleine Variationen der brechenden Flachen 
zu verringern. Doch gehort eine DarsteIlung der hierbei angewandten Methoden 
nicht in dieses Buch, das die theoretischen Gedanken der Optik behandeln soIl. 

1 A. KOHLSCHUTTER: Inaug.-Diss. Gottingen 1908. 
2 Von den zahlreichen Abhandlungen A. GULLSTRANDS nennen wir nur zwei: 1. Optische 

Systemgesetze zweiter und dritter Ordnung (Kg!. Svenska Vetenskaps akad. Hand!. Bd.63 
Nr 13, Stockholm 1924), und 2. eine gemeinverstandliche "Obersicht "Einiges fiber optische 
Bilder" [Naturwiss. 14. Jg. (1926) S.653]. Ausffihrliche Literaturangaben findet man in dem 
zitierten Werk von CZAPSKI U. EpPENSTEIN. 

3 M. HERZBERGER: Strahlenoptik. Berlin 1931. In diesem Buch wird SCHWARZSCHILD 
nicht erwahnt, wohl wei! er als Astronom nicht der optischen Zunft angehorte. 
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§ 33. Optische Abbildungsinstrumente. 
Aus mehr oder weniger gut korrigierten Linsen und Linsensystemen werden 

optische Instrumente zu den verschiedensten Zwecken zusammengebaut1. Bevor 
wir eine kurze 'Obersicht tiber die wichtigsten Daten dieser Apparate geben, 
mtissen wir das Auge selbst betrachten, das ebenfalls unter die optischen Ab
bildungsinstrumente (Camera obscura) zu zahlen ist. 

1. Das Auge. Der optische Apparat des Auges ist eine komplizierte Folge 
brechender Korper (Hornhaut, Linse, Glaskorper usw.) und Blenden (Pupille, 
Iris); die Abbildung entsteht auf der Netzhaut, die auf der Rtickwand des Auges 
ausgebreitet ist und lichtempfindliche Nervenenden enthiilt. Auf die physio
logischen Einzelheiten gehen wir nicht ein, sondern beschranken uns auf die 
rein geometrisch-optischen Verhiiltnisse 2• Die Unterschiede der Brechungsindizes 
der verschiedenen Substanzen in dem Linsenapparat des Auges sind relativ 
gering. Eine groBe Differenz ist nur an der Oberflache vorhanden zwischen Luft 
(n = 1) und Hornhaut (n = 1,376). Dies ist wichtig fur den Lichtverlust, der 
hauptsachlich auf der Reflexion beim Eintritt des Lichts in die Hornhaut beruht. 
Aus der Formel § 11 (6) ergibt sich fUr den angegebenen Wert von n das Re
flexionsvermogen 

(n - 1)2 
r = n + 1 = 0,025 . 

Die Ausnutzung (Verlust 2,5 %) ist besser als selbst die der einfachsten Land
schaftslinsen, bei denen, wie wir nachher sehen werden, etwa 8 % verloren
gehen. 

Zur Vereinfachung der Betrachtung hat man seit THOMAS YOUNG sog. ,,'Ober
sichtsaugen" konstruiert, d. h. Modelle, die Dimensionen und Brechungseigen
schaften vereinfacht und schematisch wiedergeben (besonders GULLSTRAND). 

Das Auge hat die Fahigkeit, :iu akkommodieren, d. h. sich auf verschiedene 
Entfernungen des betrachteten Objekts einzustellen. Dies geschieht durch De
formation des Brechungssystems mit Hilfe von Muskeln. Die kleinste Ent
fernung, in der ein Gegenstand beim normalen Auge scharf abgebildet werden 
kann, die sog. deutliche Sehweite, 'betragt etwa 25 cm. Die genaue optische 
Untersuchung des Strahlenganges (optische Fehler) ist von GULLSTRAND durch
gefUhrt worden, der auch den EinfluB der Augenbewegung berucksich
tigt hat. 

Die Tiefenwahrnehmung beruht teils auf dem (unbewuBten) Eindruck bei 
Augen- und Korperbewegungen, teils auf dem zweiiiugigen Sehen; die Konvergenz 
der beiden Augen beim Fixieren eines Gegenstandes erzeugt ein GefUhl fUr dessen 
Entfernung. Mit Hilfe der (spater zu beschreibenden) Doppelfernrohre kann der 
Augenabstand kunstlich vergroBert und dadurch die Tiefenwahrnehmung ge
steigert werden. Durch Anbringung von bezifferten Marken im Gesichtsfeld, die 
in verschiedenen Entfernungen gesehen werden, erhalt man hieraus einen Ent
fernungsmesser. 

Auf dem zweiaugigen Sehen beruht auch das Stereoskop. Bei diesem werden 
zwei photographische Aufnahmen desselben Gegenstandes von zwei getrennten 
Orten (etwa im Augenabstand) gemacht und die Bilder nachher mit Hille ge
eigneter Linsen zugleich betrachtet. Man hat dann den Eindruck des Korper-

1 Siehe z. B. M. v. ROHR: Die Bilderzeugung in optischen Instrumenten. Berlin 1904; 
A. KONIG: Geometrische Optik, Leipzig 1929. 

I Die modeme Theorie des Auges ist am meisten von dem eben genannten GULLSTRAND 
gefOrdert worden. Siehe etwa seine Darstellung in der 3. Auflage des Handbuchs der physiol. 
Optik von HELMHOLTZ. 
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lichen. Der Stereokomparator (von PULFRICH) ist ein mit beweglichen Marken 
ausgestattetes Stereoskop, mit dem sich die Tiefenentfernungen der Gegenstande 
ausmessen lassen. 

Kurzsichtige und weitsichtige Augen sind soIehe, bei denen die Akkommoda
tion nieht ausreicht, ein scharfes Bild auf der Netzhaut zu erzeugen. Zu ihrer 
Aufhebung dienen 

II. Brillen, d. h. einfache Linsen, die sich in ihrer Wirkung mit der Augen
linse zu einem optischen System vereinigen. Zur Berechnung hat man die For
mel § 24 (26) 

1 1 1 I -=-+--I It I. idz 

fur die Kombination zweier Linsen im Abstand l anzuwenden. Da sieh in dieser 
Formel die reziproken Brennweiten addieren, gebraucht man in der Praxis statt 
der Brennweiten selbst die reziproken Werte und nimmt als Einheit der Linsen
leistung die Dioptrie, entsprechend der Brennweite von 1 m (2 Dioptrien bedeuten 
z. B. I=! m). 

Es kommt vor, daB die Augenlinse nicht achsensymmetrisch ist. Dann ist 
das Auge astigmatisch. Zur Korrektur dienen Brillen mit Zylinderlinsen. 

Auch beim normalen Auge ist hei der Betrachtung von Gegenstanden weit 
auBerhalb der Augenachse die Abbildung immer astigmatisch. Die hierdurch 
bei Augenbewegungen entstehenden Fehler lassen sich durch neue Brillenkon
struktionen (die auf GULLSTRANDschen Untersuchungen beruhen) aufheben. 

Von den technischen Instrumenten ist dem Auge am ahnlichsten 
III. die Camera obscura, heute hauptsachlich benutzt als photographischer 

Apparat. 
Das photographische Obfektiv ist ein Linsensystem, das zur Abbildung mehr 

oder weniger ausgedehnter Flachen dient und entsprechend korrigiert ist. Fiir 
Landschaftsaufnahmen genugt bei geringen Anspruchen eine einfache Linse 
(wenn man sieh nieht gar mit einer Lochkamera begniigt). Wir berechnen den 
Lichtverlust, den diese erzeugt. Das austretende Licht hat zweimal die Grenze 
Luft-Glas passiert, ist also nach § 11 (6) urn den Faktor (4n/(n + 1)2)2 ge
schwacht. FUr n = -t (Glas) betragt der Schwachungsfaktor 0,92; man hat also 
8% Liehtverlust, wie schon oben erwahnt. Bei komplizierteren Systemen mit 
mehreren Linsen ist der Verlust entsprechend groBer. 

IV. Scheinwerfer werden gewohnlich mit Hille parabolischer HohIspiegel 
konstruiert. Man hat aber auch fUr Leuchttiirme und Seezeichen Systeme von 
ringformigen Linsen (FRESNEL 1820), durch welche die divergente Strahlung von 
groBem Offnungswinkel nahezu parallel gemacht wird. 

V. Projektionsapparate und Epidiaskope seien nur der Vollstandigkeit halber 
erwahnt. . 

VI. Die einfache Lupe dient zum VergroBern des Sehwinkels bei direkter 
Betrachtung. Sie besteht aus einer einfachen Linse oder aus einer achromatischen 
Linsenkombination mit gleiehzeitiger Korrektion der sphiirischen Aberration. 
Die Lupe allein entwirft ein virtuelles Bild des Gegenstandes, der innerhalb der 
Brennweite angebracht ist. Wird das Auge dieht hinter die Lupe gebracht, dann 
entsteht ein reelles vergroBertes Bild auf der Netzhaut. Die VergroBerung findet 
man dureh folgende Betraehtung: Wie wir oben bemerkten, betragt die deut
liehe Sehweite des Auges etwa 25 em. 1st der Abstand E des Gegenstandes kleiner 
als dieser Betrag, so kann das Auge nieht mehr auf ihn akkommodieren. Wird 
nun die Lupe vorgesetzt, so wird die gUnstigste VergroBerung entstehen,wenn 



§ 33. Optische Abbildungsinstrumente. (II, § 33.) 109 

der Gegenstand gerade im Abstand der deutlichen Sehweite ~' = 25 cm erscheint. 
Einer Lange l des Gegenstandes entspricht die Lange L des Bildes. Dann gibt 
die Fig. 53 L ~' 

T="""[' 

Andererseits ist nach § 24 (20) 
F, , 

I 
I 

: .. t'------;~ 
Fig. 53. VergroBerung der Lupe. 

wobei die Brennweite f in cm zu rechnen ist. 
VII. Das zusammengesetzte Femrohr besteht aus zwei Linsen bzw. Linsen

systemen, dem Objektiv und dem Okular. Das Objektiv entwirft von einem 
weit entfemten Objekt ein reelles Bild nahe einer Brennebene. Dieses Bild wird 
mit dem als Lupe wirkenden Okular betrachtet. Abgebildet werden relativ 
kleine Felder durch enge achsennahe Bundel. AIs Eintrittspupille dient gewohn
lich die Fassung des Objektivs selbst, das zur Erzielung groBer Lichtstarke mog
lichst groB gewahlt wird (wodurch zugleich das Auflosungsvermogen, das wir 
spiiter erklaren werden, gesteigert wird). Die Austrittspupille ist durch die 
Augenpupille bestimmt. Das Objektiv wird achromatisch und spharisch korri
giert. Statt der Linse wird beim astronomischen Femrohr hiiufig auch ein Hohl
spiegel verwendet, der zur Vermeidung sphiirischer Aberration parabolisch ge
schliffen ist. Die wichtigsten Typen sind: 

A. Das astronomische oder KEPLERsche Fernrohr wird gewohnlich zur Beob
achtung unendlich entfernter Objekte benutzt (s. Fig. 54). Objektiv und Okular 
sind Sammellinsen. Der hintere Brennpunkt des Objektivs und der vordere 
des Okulars fallen zusammen, und man hat den Fall teleskopischer Abbildung, 
s. §20 (22) fur c = O. Nach der 
dort angegebenen Formel (25) 
ist die AngularvergroBerung 

tgu' 11 
tgu = I~ . 

Das astronomische Fernrohr 
liefert umgekehrte Bilder. Man 
kann sie durch Hinzufugung 
von Hilfslinsen aufrichten. 

FiC. 54. Die te1eskopische Folge aus zwei dOnnen SammelliDsen. 

B. Das "Mllandische oder GALILEISche Fernrohr hat als Objektiv ebenfalls 
eine Sammellinse, als Okular aber eine Zerstreuungslinse, welche innerhalb 
der Brennweite des Objektivs ange
bracht wird. Das durcn das Okular 
blickende Auge sieht dann ein auf
rechtes, vergroBertes Bild (s. Fig. 55). 
Es entsteht hierbei kein reelles Zwi
schenbild. Fur den praktischen Ge
brauch bei irdischer Beobachtung hat 
dieses Fernrohr 'den Nachteil groBer 
Lange; diese wird vermieden durch 

Fig. 55. Die te1eskopische Folge aus einer dilnnen Sammel' 
lillie A und einer dtlnnea. Zentreuuncslinle B. 

AF,-/i; AF,-f. 
BF._I.; Br.-I;. 

C. das Prismenfernrohr. Bei diesem geschieht die Bildaufrichtung durch 
spiegelnde Prismen. 

Da Drehungen des Raumes urn eine Achse analytisch durch orthogonale 
'Transformation der rechtwinkligen Koordinaten mit der Determinante + 1 dar-



110 II r. Interferenz. 

gestellt werden, Spiegelungen an einer Ebene aber durch ebensolche Transforma
tionen mit der Determinante -1 , so ist die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen 
mit einer Drehung aquivalent; und zwar bleibt bei dieser offenbar die Schnitt
gerade der beiden spiegelnden Ebenen invariant (Drehachse). Durch Betrach
tung eines Punktes auf einer der spiegelnden Ebenen sieht man sofort, dail die 
resultierende Drehung den Winkel 2cp hat, wo cp der Winkel zwischen dn Spiegel
eben en ist. Wenn die Spiegelebenen senkrecht aufeinander stehen (cp = n/2), 
so ist also die resultierende Spiegelung eine Umklappung (cp = n). Als Spiegel 

dienen die versilberten Flachen von recht
winkligen Glasprismen. SolI der Strahlen
gang "geradsichtig" sein, so braucht man 
mehr als zwei Prismen (s. Fig. 56). Die 
technische AusfUhrung hat mannigfache 
Formen fur verschiedene Zwecke. 

Doppelfernrohre dieser Konstruktion 
liefern eine bequeme Moglichkeit, die Ob
jektive auseinanderzurucken und dadurch 
die schon oben erwahnte stereoskopische 
Tiefenwirkung zu erzielen. Beim Scheren
fernrohr sind die beiden Teile gegenein
ander drehbar angebracht. Auch die schon 
oben erwahnten stereoskopischen Entfer-

Fig. 56. PORRoscher Umkehrprismensatz. nungsmesser benutzen gewohnlich Pris
menfernrohre. 

VIII. Das Mikroskop besteht, wie das Fernrohr, aus einem Objektiv und 
einem Okular. Da es zur Betrachtung kleiner Objekte dient, ist das Objektiv 
gewohnlich eine sehr kleine Linse mit kurzer Brennweite, die Buschel groBer 
Offnung einlailt. Das reelle vergroilerte Bild des Objektivs wird mit dem als 
Lupe dienenden Okular betrachtet. Das Objektiv wird vor allem auf spharische 
Aberration korrigiert; ferner wird die Sinusbedingung moglichst erfullt (Kama 
herabgedruckt), und die Farbfehler werden beseitigt. Der Apochromat von ABBE 
druckt sagar die sekundaren Spektren unter das wahrnehmbareMail herab, 
indem die Brennweite fUr drei Farben gleich gemacht wird. Aus all diesen 
Anforderungen geht hervor, dail die Objektive sehr komplizierte Linsensysteme 
sein mussen. Die Apertur (Offnung des eintretenden Lichtbiischels) ist nicht 
nur mailgebend fUr die Helligkeit, sondern auch fUr das Auflosungsvermogen, 
von dem wir aber erst spater (IV, § 53) handeln konnen. 

Drittes Kapitel. 

Interferenz. 
§ 34. Interferenz zweier Strahlen. 

Die geometrische Optik ist, wie wir sahen, nur eine grobe Anniiherung an 
die strengen Gesetze der Lichtausbreitung, welche in Form von (elektromagne
tischen) Wellen vor sich geht. Wir haben jetzt die Erscheinungen zu betrachten, 
bei denen Abweichungen von der geometrisch konstruierten Lichtverteilung 
beobachtet werden. Hierbei haben wir zwei Fille zu unterscheiden. 

1. Verfolgt man die Lichtausbreitung zunachst geometrisch, so kommt es 
haufig vor, dail sich zwei Strahlenbiischel endlicher Ausdehnung durchkreuzen; 
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man kann dies leicht durch Kombination von Spiegeln, Platten, Prismen usw. 
(Interferenzapparate) erreichen. In dem von den beiden Biischeln erfiillten 
Raumteil werden sich in Wirklichkeit zwei Wellenbewegungen iiberlagern, 
und man wird erwarten, daB bei hinreichend feiner Beobachtung Verstar
kungen und Schwachungen der Lichtintensitat, sog. Inter/erenzen, zustande 
kommen. Voraussetzung dafUr ist, daB die Stellen solcher Maxima und Minima 
im Raume feststehen (oder jedenfalls nicht zu schnell wechseln, so daB das Auge 
ihnen folgen kann). Wiirde man nun zur Erzeugung der l'leiden sich kreuzenden 
Strahlenbiischel verschiedene Lichtquellen nehmen, so miiBten zur ErfUllung 
dieser Bedingung die emittierenden Atome oder Molekiile in beiden dauernd 
exakt synchron schwingen. Das wird natiirlich in Wahrheit nicht der Fall sein, 
es werden zufallige, mehr oder weniger plotzliche Anderungen der Amplitude 
und Phase jeder Elementarwelle eintreten, und zwar so schnell, daB das Auge 
sie nicht verfolgen kann. Man nennt zwei solche Lichtbiischel inkohiirent. Inter
/erenz/ahiges oder kohiirentes Licht kann also nur dadurch erzeugt werden, daB 
man einen gegebenen Strahl durch kiinstliche Hilfsmittel (Blenden, Spiegelungen, 
Brechungen) teilt und die beiden Teilstrahlen nachtraglich iiberlagert, nachdem 
sie verschiedene Wege durchlaufen haben. Die Lange dieser Wege ist weiter 
noch so einzuschranken, daB ihre Differenz kleiner ist als die Lange des un
gestorten, von einem Molekiil emittierten Elementarwellenzuges, weil auch sonst 
offenbar die Bedingung verletzt ist, daB jede Elementarwelle nur "mit sich 
selbst" interferiert. Man nennt interferenzfahige Strahlen kohiirent und hat in 
der Lange des Wegunterschiedes der gerade noch interferierenden Teilstrahlen 
ein MaB fiir die Koharenz des urspriinglichen Lichts. 

Inter/erenzapparate haben historisch zum Nachweis der Wellennatur des 
Lichts gedient und werden heute zur Messung von Wellenlangen, zur Spektro
skopie u. a. benutzt. Wir werden die hier gebrauchlichen Methoden in den 
ersten Paragraphen dieses Kapitels darstellen. 

2. Auch bei einem einzelnen ungespaltenen Strahl gelten, wie wir schon in 
II, § 14 sahen, die Gesetze der geometrischen Ausbreitung nicht exakt, sondern 
versagen in bestimmten Fallen, namlich erst ens an den Schattengrenzen der geo
metrischen Konstruktionen und zweitens in der Umgebung von Konvergenz
punkten (Brennpunkten u. dgl.). Man spricht in diesen Fallen von Beugungs
erscheinungen. Ihre praktische Bedeutung beruht darauf, daB sie eine absolute, 
von der Wellenlange abhangige Grenze fiir die Anwendbarkeit geometrisch opti
scher Methoden liefern und daher das "Auflosungsvermogen" der optischen In
strumente (s. § 53) bestimmen. Mit diesen Fragen werden wir uns im nachsten 
Kapitel ausfiihrlich beschaftigen. 

Die Intensitat des Lichts messen wir durch das Zeitmittel des Energiestroms 
senkrecht zur betrachteten Flache, d. h. fUr eine ebene Welle nach I, § 3 (12). 
(13), (14): 

(1) J = T®T = c1 W = ~1; Q; 2 . 

Gewohnlich werden wir die Intensitaten nur im selben Medium vergleichen; 
dann geniigt es, als Intensitat die GroBe Q;2 zu gebrauchen. Q; ist hier natiirlich 
als reelle Zahl zu nehmen, weil es si~h urn die Berechnung einer quadratischen 
GroBe handelt. Will man gleichwohl mit der formal bequemen komplexen 
Schreibweise operieren, so muB man jedesmal vor der Multiplikation oder dem 
Quadrieren den reellen Teil abspalten. So wird nach I, § 7 (1) eine einfache har
monische Vektorwelle jetzt so darzustellen sein: 

(2) Q; = m(Weir) = l(Weir + W*e- iT), 
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wo ~* den Vektor bedeutet, dessen Komponenten zu denen von ~ konjugiert 
komplex sind, und wo 
(3) T = 2nvt 
gesetzt ist. 

Fiir die Komponenten von ~ schreiben wir 

(4) 

dabei sind die Phasen dureh 
2n 2n 2n 

(5) ~1 = - T ' + 61 , ~2 = - T ' + 62 , ~3 = - T' + 63 

gegeben, wo l die Wellenliinge und, der von der Welle durchlaufene Weg ist. 
Wir haben also (anders a1s frillier I, § 6 und § 7) von den Phasen einen fiir alle 
drei Komponenten gleiehen, nur vom Wege , abhiingigen Teil abgespalten, der 
Rest "I' 6a, "8 sind Phasenkonstanten, die den Polarisationszustand der Welle 
kennzeichnen. Wir wollen bier der Einfaehheit halber voraussetzen, daB die 
Phasenkonstanten bei der Spaltung der Welle erhalten bleiben (oder sich hOch
stens um dieselbe Konstante andern). Wir haben nun 

~2 = H~2e2i~ + ~*2e-2i~ + 2~~*}, 
und da bei der Mittelung iiber eine hinreiehend lange Zeit die periodischen Funk
tionen verschwinden, so wird 

(6) ~. = i~~* = 11 ~12 = iO ~.12 + I ~,pl + 1~,III} = Ha~ + t4 + aID· 
Denken wir uns nun zwei Wellen ~I und ~. durch Spaltung aus einer Welle her
gestellt und in einem Raumteil iiberlagert, so ist die gesamte elektrische Feld
starke 
(7) ~=~I+~I 

und ~2 = ~ + (ij + 2~1~2' 
Fiir die Intensitat des Liehts erhalten wir also 

(8) /=/1+/.+3. 
wo 
(9) 

das sog. InterlerenzgZiea ist. Bezeichnen wir die komplexe Amplitude der Welle ~ 
mit ~, die von ~I mit 58 und setzen wieder 

(10) { ~. = ~ei/ll, . ..• 
58. = bl eil, ... , 

59 hat man fUr die ~ die oben angegebene Formel (5), fUr {J entsprechende For
meln mit denselben Werten von "I' " •. "8' aber mit anderem '. wenn die beiden 
Teilstrahlen verschieden lange Wege durehlaufen. Es ist also 

2n 
(H) ~I - {Jl = (XI - {J2 = (Xa - {Ja = T ('. - 'I) = ". 

da sieh die "I' "., "3 herausheben. Man nennt A = '. - 'I den Gangunterschied, 
d den Phasenunterschied der beiden Wellen. Wir haben nun 

~ ~2 = i (~ei~ + ~*e-iT) (58en + 58*e-i~) 
= i (~58.e2'T + ~*58*e-2i. + 5ll58* + ~*58) 
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und daher 

I 1f=2(t1(t2=t(~58*+~*58) (12) = albl COS(~1 - fJI) + a2b2cos(1X2 - fJ2) + a3b3 cos (IX3 - fJ3) 

= (al bl + a2 b2 + a3 b3) cos!5 . 

Diese Formel gibt die Abhiingigkeit des Interferenzgliedes vom Phasenunter
schie.d und von den Amplituden der Komponenten der Einzelwellen. Dabei ist 
von der Tatsache, daB es sich urn, elektromagnetische Wellen handelt, noch gar 
kein Gebrauch gemacht, insbesondere auch nicht von dem Umstand, daB die 
Schwingungen transversal sind. Wir haben nun in der Einleitung erwahnt (S. 3), 
daB FRESNEL und ARAGO aus Beobachtungen iiber die Interferenzen zweier 
senkrecht zueinander polarisierter Lichtstrahlen geschlossen haben, daB die Licht
schwingungen transversal sein miissen. Wir konnen diesen SchluB jetzt hier vor
fiihren. Dazu haben wir nur anzunehmen, daB sich die beiden Teilstrahlen in 
derselben Richtung, etwa in der z-Richtung, fortpflanzen, der erste aber in einer 
die x-Achse enthaltenden Ebene, der zweite in einer die y-Achse enthaltenden 
Ebene schwingt; 1. h. es gilt 

Die Interferenzformel (12) gibt also 

If = a3 b3 cos!5. 

Nun zeigten die Beobachtungen von FRESNEL und ARAGO, daB niemals Inter
ferenzen an solchem Licht auftreten, und daraus folgt, daB as = b3 = 0 ist, 
d. h. die Transversalitat der Lichtschwingungen. In unserer elektromagnetischen 
Theorie ist dies ja eine Folge der J 
Grundgleichungen. 

Wir betrachten nun zwei Teil
strahlen, die beide parallel der z-Rich
tung fortschreiten und parallel der 
x-Richtung schwingen, so daB nur al 

und bI von Null verschieden sind. 
Wir haben dann 

o '1JC (J JI=t·a[, 
und 

Fig. 57. Interferenz zweier Strahlenbiischel. 

(13) 

Insbesondere wird fiir JI = J2 die gesamte Lichtstarke 
. ~ 

(14) J = 2Jl· (1 + cos<5) = 4Jl·COS2'2' 

Es erscheinen also Lichtminima 1 = 0 da, wo b = ± n, ± 3n, ... ± (2k + 1) n, ... 
ist, und Maxima 1=411 da, wo l5=o, ±2n, ... ±2kn, ... ist. Die Licht-
verteilung zeigt Fig. 57. 

Genau dieselben Formeln, die hier fiir linear polarisiertes Licht abgeleitei 
sind, gelten auch fi.ir natiirliches, unpolarisiertes Licht, denn da, wie gezeigt, 
die aufeinander senkrechten Komponenten gar nicht miteinander interferieren, 
so kann man die Interferenzen fiir die Komponenten in der x- und y-Richtung 
fiir sich berechnen und dann addieren, und da fiir beide l5 denselben Wert hat, 
so erhii.lt man wieder dasselbe Ergebnis. 

Born, Optik. 8 



114 III. Interferenz. 

§ 35. Der Interferenzversuch nach YOUNG. 

Eine der einfachsten Versuchsanordnungen zur Erzielung von Interferenzen 
stammt von YOUNG; sie wird durch die Fig. 58 dargestellt. Ein paralleles 
Strahlenbuschel trifft auf einen Blendenschirm B, der senkrecht zur Fort
pflanzungsrichtung steht. In diesem befinden sich zwei parallele schmale Spalte Ql 
und Q2 im Abstande d. Dann werden Ql und Q2 Ausgangspunkte fUr neue 
Wellenbewegungen. (Dies beruht auf Beugungserscheinungen, die erst im 
vierten Kapitel besprochen werden.) Man bezeichnet QI und Q2 als vi,tuelle 
Lichtquellen; das von ihnen ausgestrahlte Licht ist kohiirent, interferenzfiihig. 
Das Licht, das von QI bzw. Q2 ausgeht, wird durch dnen Schirm 5 aufgefangen, 
der parallel zur Blende B ist und von dieser die Entfernung a hat. Die beiden 
Spalte Ql und Q2 mogen nun symmetrisch zu der x-Achse liegen, welche senk
recht zu den Schirmen B und 5 verIauft. Po sei der Punkt, in dem die x-Achse 
den Schirm 5 trifft. Wir nehmen in 5 eine z-Achse senkrecht zu den beiden 
Spalten Ql und Q2 an. 1st dann P ein Punkt auf 5, der auf der z-Achse liegt 
und die Entfernung p von Po hat, so ist der Gangunterschied des Lichts, das 
von QI bzw. Q2 nach P gelangt, gleich '2 - '1' wenn '1 und '2 die Wege sind, 

~-------a--------~ 

Fig. 58. YOUNG scher Jnterferenzversuch. 

z die das Licht von QI bzw. Q2 
nach P zuruckzulegen hat: 

(1) A = '2 - '1. 
Nun ist: 

9 (d)2 11 = a2 -+- p -"2 ' 

9 (d)2 Y2 = a2 + p +"2 ' 

~ - ri = 2pd = ('2 - '1)('2 + 'I) . 
Es sei a groB gegen d und p; dann ist angeniihert: 

'2 +'1 = 2a; 
somit erhalt man: 

pd 
(2) LJ = '2 - '1 = - , a 

b - 2.,. A _ 2.,.pd 
-T ---xa-

bis auf GroBen hOhereI; Ordnung. Wir haben nach § 34 (14) Intensitatsmaxima 
fur die Werte: 

und Minima fur: 

b = 0, 

p=O, 

b=±~, 

±2~, ±4~ ... , 
).a ).a 

±-d' ±2 cr ··· 

p =±~i.; , 

Es ergibt sich als Interferenzbild auf dem Schirm 5 eine Schar heller und 
dunkIer Streifen in gleichem Abstand senkrecht zur z-Achse, also parallel zu 
den Spalten Ql und Qt· Der Abstand benachbarter Streifen ist gleich Po = laid. 
Der zentrale Teil (p = 0) der beobachteten Interferenzerscheinung entspricht 
hier einem Maximum der Lichtstarke. In allen ahnlichen Fii.llen spricht man 
von einer Erscheinung mit heller Mitte, das Gegenteil hierzu ist eine Erscheinung 
mit dunkler Mitte. 
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Mi.t Hilfe dieser Versuchsanordnung kann man die Wellenlange des Lichts 
ermitteln, wenn die geometrischen Abmessungen der Anordnung bekannt sind, 
indem man den Streifenabstand Po beobachtet. Es sei z. B.: 

Dann ist: 

a = 5 m = 500 em , 

d = 1 em, 

Po = 0,025 em . 

• Pod 25 . 10 - 3 _ 
J, = .. "0 = _._- = 5 • 10 5 em . • a 5 . 102 , 

das ist die Wellenliinge von griinem Licht. 
Die Streifenbreite ist also eine Funktion der Wellenlange. Benutzt man 

weiBes Licht, so kommen die Interferenzbilder der versehiedenen Spektralfarben 
aufeinander zu liegen und ergeben farbige Streifen, die bereits naeh wenigen 
Streifenbreiten verwasehen werden und allmiihlich in weiB iibergehen. Wenn 
man eine groBere Anzahl von Streifen beobaehten will, hat man daher homogenes 
oder monochromatisches Licht, d. i. Lieht, das nur eine Wellenliinge enthiilt, an
zuwenden. 

Der Vorteil dieser YouNGsehen Anordnung besteht darin, daB das Einstellen 
verhiiltnismiiBig einfach ist; die beiden Schirme B und S brauchen nicht streng 
parallel zu sein, ebenso braucht B nieht streng senkrecht zu den einfallenden 
Strahlen zu stehen. Der Nachteil der Anordnung besteht in der groBen Aus
dehnung der Apparatur, femer darin, daB die virtuellen Lichtquellen durch 
Beugungserscheinungen erzeugt werden, die selbst wieder verwickelte Inter
ferenzerscheinungen sind und hier noch nicht erkliirt werden konnen. Deshalb 
hat man Methoden ersonnen, urn die virtuellen Lichtquellen auf andere Weise 
herzustellen. Auf einige dieser Methoden werden wir im folgenden eingehen. 

§ 36. Der FRESNELSche Doppelspiegel, das FRESNELSche Biprisma, 
die Halblinsen von BILLET. 

Bei dem FRESNELschen Spiegelversuch werden Strahlen miteinander zur 
Interferenz gebracht, welche von zwei Spiegeln reflektiert werden, die mit
einander einen Winkel von nahezu 180 0 bilden (Fig. 59). Es seien AB und AC 
die beiden Spiegel; der kleine . 
(spitze) Winkel, der von ihren 
Ebenen gebildet wird, sei eX. 

Q sei die Lichtquelle, z. B. ein 
schmaler, grell beleuchteter 6 
Spalt parallel zur Schnittlinie 
der beiden Spiegelebenen (Punkt 
A der Figur). Man kann nun 
annehmen, die von den Spiegeln 
reflektierten Strahlen gingen 
aus von den virtuellen Licht- Fig. 59. Der FaEsNELsche Doppelspiegel. 

quellen Q1 und Q2' den Bildem iz 
der Lichtquelle Q. Wenn r der Abstand der Lichtquelle Q von der Schnitt
geraden A ist, so ist offenbar AQ1 = AQ2 = AQ = r. Demnach muB die 
Gerade MPo' die Mittelsenkrechte auf Q1Q2 = d, durch den Punkt A gehen. 

Die weiteren Betrachtungen sind analog denen des vorhergehenden Para
graphen. Die Bezeichnungen sind die gleichen: es ist d = 2r sin eX der Abstand 
der beiden virtuellen Lichtquellen Q1' Q2' a der Abstand des Schirmes S, auf 

8· 
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dem wir die Interferenzen beobachten, vom Mittelpunkt M ihrer Verbindungs
linie. Po ist der Punkt, in dem die Mittelsenkrechte auf QlQI die Ebene S trifft, 
P der Abstand eines Punktes P von Po. a sei auch in diesem Falle groB gegen 
d und p. 

Dann haben wir Intensitatsmaxirna fUr die Werte: 

IS = 0, ±2n, ±4n ... , 

p= 0, 
).a ).a ).a 

±(f=± 2rsint¥' ±2d , .. , 
und Minima fur: 

<5 = ±n, ±3n .... 
1 ).a 1).a 3 ).a 

p = ±z (f =±z 2rsino.<' ±Zd ..... 
Wir erhalten als Interferenzbild helle und dunkle Streifen parallel zur Schnitt

geraden der beiden Spiegel. Der Abstand zweier Streifen ist gleich: 

U, ----

).a ).a 

Po = (f = 2r sino.< . 

Urn moglichst groBe Abstande zu 
erzielen, muB man also bei ge
gebener Wellenlange a moglichst 
groB, T und IX moglichst klein 
wahlen. 

Fig. 60. Das FRESNEL sche Biprisma. 
Beim FREsNELSchen Spiegelver

such treten auch Beugungserscheinungen auf, die insbesondere durch die ge
meinsame Spiegelkante hervorgerufen werden. 

Es gibt verschiedene Modifikationen der FREsNELSChen Anordnung, bei denen 
dieTeilung des Strahls statt durch Spiegel auf andere Weise erreicht wird. Wir 
nennen zwei davon: 

1. Das FREsNELSche Biprisma. Dieses hat einen Querschnitt von der Form 
eines flachen, gleichschenkligen Dreiecks;' der stumpfe Winkel wird der Licht
queUe Q zugekehrt, s. Fig. 60. Jede Pri~menhalfte liefert ein virtuelles ein wenig 

abgelenktes Bild von Q. 
Innerhalb des Raurnes, in 

~~====~::::~e~, ~~~~~~ dem sich die von den virtu--. 0 ellen Bildem Ql' Qz aus-
Uz gehenden Strahlen uber

Fig. 61. Die Halblinseo von BILLET. 

lagem, treten Interferen
zen auf. 

2. Die Halblinsen von 
BILLET. Eine Linse wird in zwei Half ten A und B zerschnitten (s. Fig. 61). Die 
Lichtquelle Q gibt zwei virtuelle LichtqueUen Ql und Qz, von denen Strahlen 
ausgehen, welche auf einem Schirm zwischen den Punkten P und P;, Interferenz
streifen geben. 

§ 37. Stehende Wellen. 
1m Jahre 1890 hat O. WIENER l die Existenz von sog. stehenden Lichtwellen 

nachgewiesen, die durch Reflexion von senkrecht auffallendem Licht an Metall
spiegeln hergestellt wurden. Das Reflexionsvermogen von Metallspiegeln ist fast 
gleich 1 (bei Silberspiegeln 99%). Nehmen wir es gleich 1, so brauchen wir auf 

1 O. WmNER, Wiedem. Ann. Ed. 40 (1890) S.203. 
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die Theorie der metallisehen Reflexion, die erst im Kap. VI behandelt wird, gar 
nieht einzugehen; es geniigt die einfaehe 'Oberlegung, daB in diesem Falle Total
reflexion eintreten muB, also bei senkreehter Inzidenz an der Oberflache die 
Phase der reflektierten Welle der der einfallenden genau entgegengesetzt gleich 
sein muB. [Man kann formal dasselbe auch aus den Formeln I, § 10 (17) erhalten, 
indem man n = 00 setzt.] 

Wir nehmen an, das Einfallslot falle mit der negativen z-Achse zusammen. 
Dann ist die x-Komponente der einfallenden Welle gegeben dureh 

(1 ) 

und die x-Komponente der reflektierten Welle dureh 

(2) ~~' =-A eosw(t + :J 
Der einfallende und der reflektierte Wellenzug durchsetzen sieh, und die resul
tierende Erregung ist 

~ = ~(a' + rc;(r' = 2A sin w t. sin wz . 
:I: x ~r Cl ' 

man sieht, daB ~:I: dargestellt ist durch das Produkt zweier Sinusfunktionen, 
von denen die eine nur von der Zeit abhangt, die andere nur vom Ort. Die 

Amplitude der zeitlichen Schwingung 2 A sin ~ z = 2 A sin 2;,:f z ist eine periodische 
Ortsfunktion. Sie versehwindet fUr Cl 

() ;,. 3. , (Wll k ) 4 z = 0 , - 2' - " , - 2" , - 2" ... , e en noten 

und hat ihre Extrema fUr 

(5) 
;, 

z=-'4' (Wellenbauche) 

unabhangig von der Zeit stets an diesen selben Stellen. 
Bei dieser Art von Interferenz spricht man von stehenden WeUen. 
Ganz analog verlauft die Betrachtung fUr die magnetischen Vektoren. Die 

Bauche der e1ektrischen stehenden Welle fallen mit den Knoten der magnetischen 
zusammen und umgekehrt; an der 
Spiegelflaehe hat die e1ektrische J f 
Welle einen Knoten, die magnetische r-------:. .... 
einen Bauch; denn die magnetischen IlilllllllilllJS.l Vektoren haben eine Phasenver- ~aJ' ,.l 

J.tsA# 
sehiebung von 11:/2 gegen die elek- .t N 
trischen. '.t~ 

O. WIENER brachte nun, urn die I 
Orte der Wellenknoten und Wellen- l Heigl! 

bauche in dem Raume vor dem '-----------....-------1 
Fig. 62. Nachweis der stehendeo Wellen nach Wmllu. Metallspiegel experimentell nachzu-

weisen, ein auf Glas aufliegendes, sehr diinnes Chlorsilberkollodiumhautchen 
so vor die Spiegelflache, daB es mit dieser einen kleinen Winkel tp bildete. 

In der Fig. 62 ist die Lage der urn 1/2 voneinander entfernten Maxima 
schematisch angedeutet, ebenso die Lage der Kollodiumschicht. Die licht
empfindliche Schicht durchschneidet die Ebenen der Wellenbauche und Wellen
knoten in einem System von Geraden, die alle gleichen Abstand voneinander 
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haben; der Abstand ist urn so groBer, je kleiner der Winkel g; ist. 1m photo
graphischen Bilde zeigte sich in der Tat die zu erwartende Lage des Systems der 
Schnittgeraden. Am Spiegel selbst trat keine Schwarzung ein; dort hatte die 
stehende Welle einen Knoten. Die erste Schwarzung trat im Abstande )./4 ein. 

Aus diesem Befund ist ein wichtiger SchluB zu ziehen, namlich der, daB tat
sachlich der elektrische Vektor hinsichtlich der photographischen W irkttng als Licht
vektor zu gelten hat; denn nach (5) liegt gerade fUr diesen der erste Wellenbauch 
im Abstand )./4 von der Platte (wah rend er fur den magnetischen Vektor im Ab
stand )./2 liegt). Es ist das naturlich auch VO:l Standpunkt der Elektronen
theorie zu erwarten. Denn die photographische Wirkung ist ein Ionisierungs
prozeB (HerauslOsung eines Elektrons aus dem Atomverband des Silbersalzes, 
das in der Schicht eingebettet ist); die an ruhenden Teilchen angreifende elek
trische Kraft ist aber bekanntlich proportional dem elektrischen Vektor. Es 
gibt noch viele, rein optische Beweise dafUr, daB der Lichtvektor mit dem elek
trischen Vektor zu identifizieren ist. Wir werden einen solchen in der Kristall
optik kennenlemen (5. Kap. V, § 61) und weisen femer auf die lichtelektrischen 
Erscheinungen hin, bei denen man direkt den Zusammenhang der Richtung des 
elektrischen Vektors mit der des herausgeschleuderten Elektrons feststellen kann. 

Auch an dieser Stelle konnen wir sogleich einen 
anderen experimentellen Beweis fUr die Identitat 
des elektrischen Vektors mit dem Lichtvektor an
geben. LaJ3t man linear polarisiertes Licht unter 
dem Einfallswinkel45 0 auf einen Metallspiegel fallen, 
so kann man Interferenz zwischen einfallender und 
reflektierter Welle dadurch nachweisen, daB man 
auf die Oberflache des Spiegels eine sehr dunne 
Chlorsilberschicht (Schichtdicke klein gegen WelIen
lange) bringt. Schwingt nun der elektrische Vektor Q; 
des einfallenden Lichts senkrecht zur Einfallsebene, 
so bleibt die photographische Schicht ungeschwarzt; 
schwingt a: parallel zur Einfallsebene, so tritt 
Schwarzung ein. Dies ist sofort verstandlich, wenn 
a: (und nicht ~) die photographisch wirksame Feld

starke ist. Denn es interferieren ja nur solche Lichtfelder, deren Schwingungen 
parallel sind; dies ist fUr die einfallenden und reflektierten Wellen der Fall, 
wenn sie senkrecht zur Einfallsebene schwingen, und dann lOschen sie sich in 
der Nahe der Oberflache wegen der Grenzbedingung am vollkommenen Spiegel 
(Q; = 0) aus und lassen daher die Schicht ungeschwarzt. Die parallel zur Einfalls
ebene schwingenden Komponenten im einfallenden und reflektierten Strahl aber 
stehen zueinander senkrecht, interferieren also nicht (5. Fig. 63) und erzeugen 
daher eine Schwarzung. Ware ~ der wirksame Vektor. so ware es gerade umge
kehrt. 

§ 38. Die Farben dunner Blattchen und die NEWToNschen Ringe. 

Die lebhaften Farben, die hinreichend dlinne Schichten durchsichtiger Korper 
(Seifenblasen, Olhaute) sowohl im durchfallenden als auch im reflektierten Licht 
zeigen, lassen sich durch die Interferenz des Lichts verstehen, das an der Vorder
und Riickseite der Schicht reflektiert wird. 

Wir leiten zunachst einen Ausdruck fur den Gangunterschied der beiden 
ersten Strahlen ab, die bei der Reflexion an einer planparallelen Schicht ent
stehen. Fig. 64 zeigt die Platte von der Dicke h; sie werde auf beiden Seiten 
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von demselben Medium begrenzt. I. sei die \Velleniange im Au/3enmedium, die 
Platte habe den Brechungsindex n dagegen; dann ist die Wellenlange in der 
Platte gegeben durch J.' = ).jn. Ein Bundel paralleler, koharenter, homogener 
Strahlen falle unter dem Winkel g; ein, der Brechungswinkel sei 'Ip, wobei gilt: 

sin rp ;. 
----n--sin,!, - - i.' • 

Ein von A kommender Strahl treffe die Oberflache der Schicht in B, werde 
nach dem Punkte D der unteren Grenzflache der Schicht gebrochen, von dort 
nach dem Punkte B' der oberen Grenzschicht reflektiert und dann in der Rich
tung nach dem Punkte Chin gebrochen. Durch den Punkt B' geht auch eine 
zweite Wellennormale A'B' der einfallenden Welle, und diese wird durch Re
flexion ebenfalls in die Richtung B'C geworfen. Wir haben also in C zwei inter
ferierende Wellen, deren Gangunterschied wir zu berechnen haben. Hierzu fallen 
wir von B auf A'B' das Lot mit dem Fu/3punkt E. Dann lehrt die Figur, daB 
die Phasendifferenz 

<5 = 2n [DB' + DB _ EB'] 
;" J. 

ist. Weiter gilt 

BD= DB' =_h_ 
COS¥, ' 

EB' = BB'· sing; = 2h· tang'lp' sing;. 

Benutzt man femer noch die Beziehung n = 1./ A' 
= sin g;jsin 'Ip, so erhalt man hieraus: 

d = 2h 2:r (_1 ___ 1_. sin2 ) = 4h:rcos¥,. 
;" COS¥, COS¥, 'Ip ;" 

A 

Fig. 64. Interferenl an 
einer planparallelen 

Platte. 

)Ian kann diese Betrachtung auch durch eine etwas andere ersetzen (die in der 
Theorie der Interferenz von Rontgenstrahlen gebrauchlich ist). Hierzu falle 
man von B' das Lot auf BD mit dem Fu/3punkt F. Dann ist offenbar die Welle 
in den Punkten Fund B' in gleicher Phase und man hat 

FD+B'D DB' 4hn 
d = 2n--;.'-- = 2n-;'T- (cos2'1p + 1) = ;,;-cos'lp. 

Nun muB man aber noch die Anderung der Phase durch Reflexion beruck
sichtigen. Die dabei auftretenden Anderungen sind ausftihrlich bei der Diskus
sion der FRESNELschen Formeln I, § 10, S. 30, dargesteIlt. Aus Ihnen geht her
vor, daB in unserem FaIle die Phase entweder bei der Reflexion an der oberen 
oder an der unteren Flache einen Sprung urn n macht. Es ergibt sich also, wenn 
man dies berucksichtigt: 

(1) 

Will man die Abhangigkeit zwischen d und g; haben, so erhalt man 

(2) 4h:r,~-
d = -;.- fn 2 - sin 2g; ± n. 

Wenn nur diese beiden Strahlen zur Interferenz gelangten, so ware die In
tensitat ein Maximum, wenn d ein Vielfaches von 2n ist, und ein Minimum, 
wenn d ein ungerades Vielfaches von n ist. Vollige Ausloschung kann nicht er
foIgen, da die Intensitaten des einmaI reflektierten und des zweimal gebrochenen 
und einmal reflektierten Lichts nicht gleich sind. 
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Genau so verHiuft die Betrachtung fUr die beiden durchgehenden Strahlen 
ABDB'CH und A'B'CH; die Phasendifferenz fUr sie ist gegeben durch 

~,4nh 4nh"--2 --. -2-
u = -.,- COS1p = -.-l'n - SIn cp. 

I. I. 

Da es sich hier urn eine gerade Anzahl von Reflexionen handeIt, entsteht kein 
Phasensprung. 

Die Erscheinungen im reflektierten und im durchgehenden Licht sind, wie 
man hieraus sieht, einander komplemenHir. Denn es unterscheiden sich die 
Phasendifferenzen urn n, also die Gangunterschiede urn eine halbe Wellenlange. 
Wird also Licht einer bestimmten V;ellenlange beim Durchgang verstarkt, so 
wird es bei Reflexion gesrhwacht und umgekehrt. 

Die Interferenzerscheinungen, die man an dunnen Blattchen beobachtet, 
kann man in verschiedener Hinsicht unterscheiden. Zunachst einmal spieIt eine 
Rolle, ob die Lichtquelle punktformig oder ausgedehnt ist, ob sie sich im End
lichen oder im Unendlichen befindet, ferner ob die Interferenzen im Endlichen 
oder im Unendlichen erscheinen. 

Besonders wichtig ist, daJ3 man die Interferenzerscheinungen an dunnen 
Blattche~: in zwei voneinander wesentlich verschiedenen Fallen beobachten kann; 

es sind das die folgenden: 
, 1. Gleichformige Farbung dunner, vollkom-

/ S men planparalleler Blattchen und Kurven gleicher 
Dicke bei nicht vollig gleichbleibender Platten
dicke h. L 

2. Kurven gleicher Neigung in vollkommen 
planparallelen Platten (HAl DINGER, MASCART, 
LUMMER). 

Der erste FalllaJ3t sich mit den Formeln (1), 
(2) und (3) ohne weiteres behandeln. Andert sich 

Fig. 65. Interferenz an nieht vbllig plan- die Plattendicke h langsam von einem Punkt 
paralleler PIatte. 

zum anderen; so wird sich auch die Phasen-
differenz <5 andern. Man sieht, wenn man auf die Plattenoberflache akkom
modiert, in homogenem Licht helle und dunkle, im allgemeinen krumme 
Linien (im weiJ3en Licht farbige Streifen). Hat die Platte speziell Reilform, so 
sind die Kurven gleicher Dicke gerade Linien, welche der Keilkante parallel 
sind (s. Fig. 65). 

Die Kurven gleicher Dicke kann man nur an hinreichend dunnen Platten 
wahrnehmen. Dies erkHirt sicn folgendermaJ3en: Da die PupiUt~ des Auges von 
endlicher Grof3e ist, vereinigen sich in C Strahlenpaare, die Y'm verschiedenen 
Punkten A ausgehen. Die Gangunterschiede L1 dieser Paare unterscheiden sicn 
voneinander nur wenig, falls die Platte dunn ist. 1st aber die Platte dick, so 
entstehen schon fUr eng benachbarte Emissionspunkte A betrachtliche Ab
weichungen der Gangunterschiede. Sobald diese Abweichungen ffir verschiedene 
Strahlenpaare eine halbe Wellenlange betragen, liefern einige der Strahlenpaare 
in C ein Maximum, andere ein Minimum der Lichtstarke; man kann daher bei 
groJ3er Plattendicke keinerlei Interferenzerscheinung wahrnehmen. . 

Ebenso erklart es sich auch, daJ3 bei sehr diinnem Reil und nahezu senk
rechter Inzidenz die Interferenzstreifen gleicher Dicke ganz besonders scharf er
scheinen. Denn unter diesen Bedingungen ist cos1p nahezu gleich 1, die Phasen
differenz aller Strahlenpaare, die zur Interferenz gelangen, also gleich 

~ = 4:rh ± u )",. n, 
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d. h. unabhangig vom Einfallswinkel. Die Interferenzen aller solcher Strahlen
paare werden also zusammenwirken. 

Einen Spezialfall der Kurven gleicher Dicke stellen die NEWToNschen Ringe 
dar. Legt man eine schwach gekrtimmte Plankonvexlinse mit der konvexen 
Flache auf eine ebene Glasplatte (5. Fig. 66), so beobachtet man bei fast senk
recht einfallendem, homogenem Licht in Reflexion eine Reihe heller und dunkler 
konzentrischer Ringe mit dunkler Mitte, und im durchgehenden Licht ebensolche 
Ringe, jedoch mit heller Mitte. Bei Belichtung mit weiflen Strahlen tiberlagern 
die verschiedenfarbigen Ringsysteme einander und man erhii.lt eine geringe An
zahl von Ringen, deren Farben eine ganz bestimmte Reihenfolge haben. Man 
kann die NEWToNschen Ringe dazu benutzen, urn aus dem bekannten Krtim
mungsradius der Linse die Wellenlange des Lichts in einem Medium zwischen 
der Linse und der Glasplatte zu berechnen und umgekehrt aus der Wellen lange 
den Krtimmungsradius. 

Es sei M der Mittelpunkt der kugelf6rmigen Grenzflache der Linse, A der 
Bertihrungspunkt mit der Glasplatte, B ein beliebiger Punkt auf dieser. Die 
Senkrechte in B auf der Platte treffe die Kugel in C, und es sei BC = h, dann 
ist offenbar 2h der Gangunterschied fUr senkrecht ein
fallendes Licht. Andererseits hat man nach Fig. 66 

oder angenahert y2 

h= 2R' 

Die Phasendifferenz im reflektierten Licht ist also 
2n y2 

<5 = -R" +n, A -

wo A die Wellenlange in Luft ist. Hieraus folgt fUr die 
Radien der hellen Interferenzringe 

'RJ. 
r=V2-(2k+1), k=O,1,2, ... Fig. 66. NEWToNsche Ringe. 

An sehr exakt planparallelen Platten kann man eine andere Interferenz
erscheinung beobachten (entdeckt von HAIDINGER 1, ausgearbeitet von MASCART2 
und LUMMER3), die sog. Interlerenzkurven 
gleicher Neigung. Sie erscheinen bei Ak
kommodation des Auges auf unendlich 
bzw. bei Abbildung durch eine Linse in 
die Brennebene und haben die Form von 
Kreisen oder Kegelschnitten, je nachdem 
die Linsenachse parallel oder schief zur 
Plattennormalen steht (s.Fig. 67). Zu ihrer 
Erzeugung kann man eine ausgedehnte 
Lichtquelle benutzen. Ein von einem be
stimmten Punkt dieser Lichtquelle ausge
hender Strahl spaltet sich in ein System 
paralleler Lichtbtindel, die die Platte ein- Fig. 67. Interferenzkurven gleicher Neigung. 
mal, zwcimal, ... durchsetzen (sowohl· 
im reflektierten wie im durchgehenden Licht), lfnd wenn man diese durch 
eine Linse in der Brennebene vereintgt, so interferieren ~e im Bildpunkt. Von 

1 W. HAIDINGER, Pogg. Ann. Bd. 77 (1849) S.219. 
a M. E. MASCART, Ann. Chim. et Phys. Bd.23 (1871) S.116. 
3 O. LUMMER, Wiedem. Ann. Bd.23 (1884) S.49. 
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einem anderen Punkte der Lichtquelle wird aber ein zum ersten paralleler 
Strahl genau dieselbe Interferenz im selben Vereinigungspunkt erzeugen. Die 
Intensitat in der Bildebene hiingt nur von der Neigung der StraJtlen gegen 
die Platte ab, woher der );ame der Erscheinunggenommen ist. Steht die 
Achse der abbildenden Linse parallel zur Plattennormalen, so sind die Kurven 
gleicher Helligkeit in der Bildebene offenbar Kreise urn den Spurpunkt dieser 
.\chse. Bci schiefer Stellung der Linse sind es Kegelschnitte. Die Interferenzen 
im reflektierten und durchgehenden Licht sind wieder einander komplementar. 
Die Kurven gleicher Neigung yerschieben sich (in der Brennebene der Linse 
bz\\,. auf der Netzhaut) nicht, wenn die Platte parallel zu sich verschoben wird, 
und hierdurch ist cs leicht moglich, sie von den Kurven gleicher Dicke zu unter-. 
scheiden, die offensichtlich an der Platte haften. Die Kurven gleicher Neigung 
verschwinden, wenn die Platte nicht gut geschliffen ist, und zwar geniigt offenbar 
schon ein Fehler von der Gro13enordnung ).'/4, wo i: die Wellenlange innerhalb 
der Platte ist. Dies kann man zur Priifung der Planparallelitat von Platten 
benutzen. 

Zur quantitativen Theorie dieser Interferenz geniigen die bisher entwickelten 
Formeln nicht, weil bei der .\bleitung nur zwei miteinander interferierende 
Strahlen beriicksichtigt worden sind, wahrend in Wirklichkeit sehr viele Strahlen 
in Betracht kommen. Wir wollen daher im folgenden Paragraphen die durch 
t'berlagerung zahlreicher Strahlen entstehenden Interferenzen studieren. 

§ 39. Die Schade der Intederenzstreifen. 

Ein von der punktformigen Lichtquelle Q ausgehender Strahl treffe die plan
parallele Platte in A und werde dort zum Teil nach L reflektiert, zum Teil in 

l die Platte hineingebrochen, die er in dem 
Punkte BI der Riickflache trifft. Dort tritt 

f wieder eine Teilung ein. Der durchtretende 
Strahl wird nach Ll gebrochen; der reflek
tierte Strahl trifft die Vorderflache in Al 
und tritt von dort aus zum Teil hindurch 
nach LI und wird zum anderen Teil nach B. 
zuriickreflektiert usw. Wir haben also ein 
System paralleler austretender Strahlen an 
der Vorderseite AL, AILI , A 2L 2 , ••• und 
ebenso auf der Riickseite BILl, B2L2, ... 
(s. Fig. 68). Bei jeder Reflexion tritt eine 
Schwachung der Amplituden ein, die wir in 

Fig. 68. Inlerferenz an einer ,'" V'bereinstimmung mit unserer friiheren Be-
planparaUelen Platte. 'L J. ;/-

. L, Z zelchnung [s. I, § 11 (3)] , r nennen; ebenso 
haben wir eine Schwachung der Amplitude benedem Dur~htritt urn jd. Die 
Wert~ von r und d haben wir in I, § 11 (3) und (4) als Funktion des Einfalls
winkelsgetrennt fUr die beiden Polarisationsrichtungen parallel und senkrecht 
zur' Einfilllsebene angegeben. Wir gebrauchen hier nur die allgemein giiltige 
Relation I, § 11 (5) 

(1) 

Weiter ist dann noch zu beachten, daB die GraBen r und d denselben Wert be
halt en, wenn man die beiden aneinander grenzenden Medien miteinander ver
tauscht (n durch 1/n ersetzt). 
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Bei jedem Durchgang des Strahls durch die Platte tritt eine Phasenande-
rung urn 2nh 

~ = yCOS"P 

ein, wo h die Plattendicke, l' die Wellenlange und "p den Winkel des Strahls in 
der Platte gegen die Normale bedeutet. Wir betrachten nun zunachst die reflek
tierten Strahlen AL, AILI usw. Setzen wir die einfallende Amplitude gleich 1, 
s() ist die dps Strahls A L gleich 1;-; die Summe der Amplituden der Strahlen 
:iILI , A2'~2' ... ApLp betragt 

fY ,-- 1 -- rPe2pi~ 
r. d. e2id [1 + re2id + r 2e4id + ... + rP-le2(P-l)i~J = 11r· d. e2id ___ ._. 

r 1 __ rehd 

Nun hat man weiter zu berucksichtigen, daB entweder der Strahl AL oder die 
samtlichen Strahlen AILI , A2L2 usw. einen Phasensprung urn 1J erfahren (je 
nachdem es sich urn eine s- oder p-Schwingung handelt, s. I, § 10). Da ein = -1 
ist, hat man also fur die Amplitude der samtlichen p + 1 austretenden Strahlen 

(2) 

1st die Zahl der zur Interferenz gelangenden Strahlen unendlich groB, d. h. die 
Platte hinreichend ausgedehnt, so geht dieser Ausdruck mit (1) uber in 

~(,)= r 1- = r·----rr( delid ) -- 1 -- eBid 

1 -- reBid l' 1 -- reli /) . 

Dem entspricht die Intensitat (s. § 34, S. 112) 

(4) 
2 -- 2 cos26 4r sin2 c5 

J, = r 1 + 1'1-- 2rCOS26 = d2 + 4rsin26' 

Ganz in derselben Weise berechnet man das hindurchtretende Licht, bestehend 
aus den Strahlen BI L1, ... , Bp L;. Die Amplitude betz:agt 

t 'd 
(5) ~(d) = dei "(1 + rew + r2e4id + ... + rP-1e2(P-l)id) = deid 1 -- rPe pi • 

1 -- relld 

Fur p -+ 00 hat man also 
Q;(d) = dei" • 1 

1--reli" und 
dI d2 

(6) 14 = 1 + rt __ 2rCOS2c5 = d2 + 4rsin26' 

Man sieht, daB das Interferenzbild im reflektierten Licht komplementar ist zu 
dem des durchgehenden: 
(7) 14+J,= 1. 

Unterdriickt man aber im reflektierten Licht den ersten Strahl AL (was leicht 
durch eine Blende zu erreichen ist) , so wird nach Formel (2) mit p -+ 00 

(8) 

also 

(9) 

de 2id 
~(,) = - ,r,. --. , 

f7 i __ rella 

Dann sind also die Interferenzkurven auf beiden Seiten der Platte bis auf den 
Schwachungsfaktor r identisch. Diese Formeln sind zuerst von AIRyl abgeleitet 
worden. 

1 G. B. AIRY, Philos. Mag. (3) Bd.2 (1833) S.20; Pogg. Ann. Bd.41 (1837) S. 512. 
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Wir fiihren zur Abkurzung die GroBe 

(10) 

ein. 1m Spezialfall senkrechter Inzidenz kann man die in I, § 11 (6) angegebenen 
Wede fur r und d benutzen und hat a = ! (n - 1 In) ; dies gilt auch angenahert 
fur fast senkrechte Inzidenz und kann zur Abschatzung von a dienen. Nun
mehr wird 

(11) 
1 

Jd = 1 + a'sin." . 

Fig. 69 zeigt den Verlauf dieser Funktion von «5 fur verschiedene Wede von r. 
1st r sehr klein gegen 1 (a ~ 1), so kann man entwickeln und hat 

(12) 14 = 1 - a 2 sin 2«5 + .... 
d. h. eine sinusformige Intensitatsverteilung, wie sie etwa in Fig. 69 der Kurve 
fur r = 0,025 entspricht. 1st dagegen r nahe an 1 (a sehr groB, in der Figur etwa 

1 entsprechend der Kurve fur r = 0,9), so ist 
die Funktion 14 uberall sehr klein auBer in 
der unmittelbaren Nachbarschaft von «5 = 0; 
man hat also sehr scharfe, helle Interferenz
ringe auf einem nahezu dunklen Grunde. Diese 
Tatsache ermoglicht die Konstruktion von 
Interlerenzspektroskopen mit Hille planpar
alleler Platten; einfallendes monochromati
sches Licht erscheint als ein System von 
leinen, scharlen Interjerenzstreijen, und Licht 
verschiedener Wellenlangen ergibt also Systeme 
von farbigen Streifen, die sich periodisch wie
derholen. Wir kommen darauf nachher noch 
zuruck. Bei der praktischen Ausfuhrung wird 
es aber naturlich nicht moglich sein, wirklich 
unendlich viele interferierende Bundel zu be

41 

Q 

Fig. 69. Die FunktioD 14 --~ • nut zen, well die Platten eine endliche GroBe I+ASlDu 

A' _ ~. haben. Es ist daher wichtig, die Abhangig-
(I - ,). keit der Interferenzerscheinung auch von der 

Anzahl p der Bundel zu untersuchen. Dazu gehen wir auf die ·Formel (5) fur 
das Zusammenwirken der p durchgehenden Strahlen zuriick und erhalten daraus 
die Intensitat 

(13) J (P) = d2 1 + rIP - 2rP COS2P" 
d 1 + ra - 21' COS2" ' 

wofur man auch ::.chreiben kann 
(1 - rP). + 4rP sinl p" 

(14) 14(P)=d2 (1-r)I+4rsin'" 

Wir betrachten nun den in der Praxis haufig vorkommenden Fall, wo r nahezu 
gleich 1 ist. Streichen wir dementsprechend die erst en Glieder in Zahler und 
Nenner, so erhalten wir naherungsweise 

(15) J (P) - d2 p_l~nlp" 
d - r sin'''' 

Wir werden Funktionen dieser Art spater bei den Beugungserscheinungen haufig 
begegnen. Fur kleine Werte von «5, d. h. in der Nahe des scharfen Maximums, 
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ist der Verlauf nahezu del selbe wie in der vorigen Figur (bei unendlich vielen 
Interferenzstrahlen). In weiterem Abstand aber treten jetzt Nebenmaxima (und 
Minima) auf, namlich die Maxima bei {) = 17&/P, ~7&/P, ... (s. hierzu Fig. 93 b, 
S.164). Diese kannen zu Tauschungen iiber die Existenz von schwachen Be
gleitern von Spektrallinien Veranlassung geben; man spricht dann von" Geistern" . 

Man sieht in der Formel (15), daB das erste Minimum {) = 7&/P urn so naher 
an <fer Mitte {) = 0 liegt, je graBer die Anzahl P der zur Wirkung kommenden 
Strahlenbiindel ist. Eine VergraBerung dieser Anzahl ist also fUr die Scharfe 
der Spektrallinien giinstig. 

Wir wollen jetzt die Formeln fUr die Inten·i:at des Lichts bei der Reflexion 
und beim Durchgang durch planparallele Platten noch auf einem anderen Wege 
ableiten, namlich durch direkte Integration der MAxwELLSchen Gleichungen, 
genau so wie wir in I, § 10 den Durchgang des Lichts durch eine einzige ebene 
Grenzflache zweier Substanzen behandelt haben. Es handelt sich fUr uns dabei 
aber nur urn die Erlauterung der Methode, und daher wollen wir nur den ein
fachen Fall besprechen, daB das Licht senkrecht auf die Platte filit. Dann er
tibrigen sich aIle 'Oberlegungen tiber die verschiedenen Polarisationszustande in 
den interferierenden Strahlenbiischeln. 

Die untere Grenzflache der Platte (von der Dicke h) sei die xy-Ebene, inner
halb der Platte sei die Dielektrizitatskonstante f, auBen 1. Die einfallende 
Welle, deren elektrische Schwingungsebene parallel der yz-Ebene liegen mage, 
sei gegeben durch 
(16) 

i"'(t-~) 
Q;~~) = Ee c, 

iw(t --=-) 
Sj~) = -Ee c; 

ebenso lauten die Gleichungen fiir die reflektierte Welle: 

iW(I+~) ReiW(t+-c') (17) Q;t) = Re c, .\1~) = 

1l.lC fUr die aus der Platte austretende Welle: 

(18) 
iw(t -!...) 

rc;(d) = De C 
~!I ' 

1m Innern der Platte wird eine elektrische Welle in Richtung der z-Achse ver
laufen, eine andere ihr entgegengesetzt; diese beiden Wellen sind gegeben durch: 

Q;~) = Ae'w(t-~) + B/w(t+~), 

Sj~) = -A Yeei"'(t-~) + BYe/w(t+~l. 
(19) 1 

Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten von ~ und Sj an der Grenz
flache z = 0 folgt: 

(20) { (a) 
(b) 

E+R=A+B, 

-E+R=n(B-A), 

wobei wir nach I, § 5 (1) n = y~ setzen. Ebenso folgt aus der Stetigkeit der 
Tangentialkomponenten an der Grenzflache z = h: I ." . " . " 
(21) ((ba)) Ae-''''" + Be''''c. = De-'wc 

( . " . ") . " n - A e -''''" + B e'OJ" = _ De -,we 

Diese vier Gleichungen (20) und (21) geniigen zur Bestimmung der vier un
bekannten GraBen R, B, A, D. Von ihnen interessieren uns jedoch nur zwei, 
namlich R und D. Deshalb eliminieren wir zunachst einmal A und B. 
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. " 'CL>-Wir multiplizieren (21 a) und (21 b) mit e ., und erhalten 

I (a) 
(22) (b) 

D'= A +qB, 

_1_D' = A - qB 
n ' 

i"'h(~ -~) 2i"'!!.. 
wenn wir D' = De·' • und q = e ., setzen. Aus (22) und (20) er-
halten wir 

und hieraus 

I (a) 
(23) 

(b) 

2A = E (1 + :) + R (1 - ~) = D' (1 + :), 

2B = E (1 - :) + R (1 + :) = ~ D' (1 - .~), 

~ D' = E + R n + 1 . 
q n-1 

Durch Elimination von R bzw. D' ergibt sich weiter 

E (~t.! _ ~--=-!) = D' (~---.! _ ~ n - 1) 
n-1 n+1 n-1 q n+1 ' 

(1 ) (1 n - 1 n + 1) E --1 +R ------ =0. q qn+1 n-1 

I 
(a) 

(24) 
(b) 

Nun ist nach I, § 11 (6) fiir senkrechte Inzidenz r = (n - 1)2/(n + 1)2; also wird 

1 
(a) E(1 - r) = D'(1- ;), 

(25) 1 -1 l' 

(b) E (1 - q) = y, R (1 - q). 
Aus diesen Gleichungen lassen sich dann die VerhaItnisse der Intensitaten 

finden: 

R R* (1 - +)( 1 - q1*) 2 [1 - cos (~ h) ] 
J, = E • E* = r ( ) ( ) = r . ( . 

1 -!.- 1 - 1'. 1 + 1'1 - 21' cos ~OJ h) 
Al ·d q q 1 so wlr 

4 Sinl(*h) 
J, = r (. , 

dI+41'sinl ~ h) 
(26) 

(a) 

{1 - 1')1 1 

h = (OJ ) = 41' (OJ) . 
{1-1')1+41'sinl '1 h 1 + dI sinl '1 h 

(b) 

Diese beiden Gleichungen sind mit den Gleichungen (4) und (11) identisch. 
Denn es ist (mit cosV' = 1) 

Wie schQn gesagt wurde, kann man diese Ableitung auch fUr den Fall schiefer 
Inzidenz durchfiihren, wobei dann die Phasendifferenz d vom Einfallswinkel 
abhangig wird. 
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§ 40. Interferenzrefraktometer. 
Von den mannigfaltigen Anwendungen der Interferenzen werden wir im 

folgenden drei verschiedene Arten behandeln, namlich 1. Apparate, die dazu 
dienen, relative Anderungen der Lichtgeschwindigkeit festzustellen und auf diese 
Weise Brechungsexponenten zu bestimmen; 2. Interferenzmethoden zur Aus
mes!\ung von MaBstaben in Wellenlangen; 
3. Anwendung von Interferenzapparaten 
in der Spektroskopie. 

Dem ersten Zwecke dienen die Inter
terenzretraktometer, von denen wir das von 
JAMIN I und das von MACH 2 konstruierte 
im folgenden kurz schildern wollen. 

Das JAMINsche Interferenzrefrakto
meter ist durch Fig. 70 dargestellt. 

Zwei planparallele Glasplatten PI und 
P2 von gleicher Dicke werden in grof3erem 
Abstand parallel aufgestellt. Ein von Q ------if...~ 
kommendes paralleles Lichtbundel zerIegt 
sich in der aus der Figur ersichtlichen 

L 

Weise durch Reflexion an der Vorder- Fig. ;0. Das JAMINsehe Interferenzrefraktometer. 

flache und der versilberten Hinterflache 
von Pl' Die beiden austretenden Strahlen AB' und CD sind parallel. Durch 
die zweite Platte P2 werden diese beiden Bundel wieder vereinigt und damit 
zur Interferenz gebracht. Die Interferenzen werden mit dem auf Unend
lich akkommodierten Auge oder mit einem ebenso eingestellten Fernrohr beob
achtet. 

Der Hauptvorzug dieses Apparates besteht darin, daf3 die schlieBlich inter
ferierenden Strahlen auf den Teilwegen AB' und CD raumlich weit voneinander 
g~trennt sind, wenn man genugend dicke Platten benutzt. Man hat dadurch, 
daB man z. B. den Strahl AB' durch ein anderes Me- l 
dium laufen laBt, als den Strahl CD, ein gutes Mittel, 
durch Beobachtung der Verschiebung der Iriterferenzen 
selbst minimale Anderungen des Brechungsquotienten 
zu messen. Urn die Symmetrie des Strahlengangs nicht 
zu storen, schaltet man in die Lichtwege AB' und CD 
zwei gleiche Rohren, die mit der zu untersuchenden 
Substanz (Gas) gefiillt werden, ein und beeinfluBt den 
Brechungsindex in der einen Rohre (z. B. durch Druck). 

Die Strahlen AB' und CD lassen sich bequem bis 
auf etwa 2 cm vorieinander trennen. Eine viel groBere 
Trennung erlaubt das Interterenzretraktometer von MACH. 
Bei diesem Instrument wird auBer von zwei planpar- Fig. 71. Das MACBsche Inter

ferenzrefraktometer. 
allelen Platten PI und P2 auch von zwei Metallspiegeln 51 
und 52 Gebrauch gemacht, wie Fig. 71 zeigt, aus der der Strahlengang hervorgeht. 

Bei diesen Interferenzrefraktometern wie auch bei dem Interferometer von 
MICHELSON (s. § 41) kann man sowohl die Kurven gleicher Dicke als auch die 
Kurven gleicher Neigung beobachten. 1m allgemeinen wird man sich auf die 
Beobachtung der Kurven gleicher Dicke beschranken und auf vollige Paralleli
tat der Plattenoberflachen verzichten. 

1 J. JAMIN: Fogg. Ann. Bd.98 (1856) S.345. 
I E. MACH: Z. Instrumentenkde. Bd. 12 (1892) S.89. 



128 III. Interferenz. 

Mit den bisher beschriebenen Anordnungen planparalleler Glasplatten von 
JAMIN und MACH kann man Interferenzen beobachten, bei denen der Gang
unterschied viele Tausende von WellenHingen betragt. Jedoch eignen sie sich 
nur zur Feststellung von relativen Gangunterschieden. 

Zur Bestimmung der absoluten GroBe von Gangunterschieden und zu ihrer 
stetigen Variation sind andere Anordnungen ersonnen worden, die wir jetzt 
besprechen. 

§ 41. Interferometer. 
Schematisch ist das Interferometer von MICHELSON 1 durch Fig. 72 dargestellt. 

PI und Pa sind zwei planparallele Glasplatten, 51 und 52 zwei Spiegel. Das 
Licht der Quelle Q wird zum Tei! von der vorn halbdurchlassig versilberten 
Platte PI reflektiert, durchsetzt dann die Platte P2 , wird von 51 zuriick
geworfen und gelangt, nachdem es die Platten P2 und PI nochmals durchsetzt 
hat, in das Fernrohr F. Der andere Tei! des von Q kommenden Strahls durch
setzt zuerst PI' wird von 52 reflektiert, hierauf von der Vorderflache von PI 

reflektiert und gelangt dann eben-___ + ____ %1 falls in das Fernroh, F. 
I Man kann sich denken, der 

~lf zweite Tei! des Strahls sei nicht 
von 52 reflektiert, sondern von 
einer Ebene R, die das Spiegelbild 

: Ii der Ebene 052 an der spiegelnden 
: FIache von PI darstellt. Diese Ebene 

~!f R bezeichnet MICHELSON als Refe-
: renzebene. Der Beobachter erblickt 

~ ___ --.:_~_~~~I ~--:=---:f! offenbar die Interferenzerscheinung, 
die von der durch die Ebenen R 
und 51 begrenzten Luftschicht er
zeugt wird. Durch Verschiebung des 
Spiegels 51 bzw. 52 kann man den 
Abstand zwischen 51 und R stetig 
variieren und es unter anderem da
hin bringen, daB sich die Ebenen R 
und 51 schneiden. Sind R und 51 

F 
Fig. 72. Das MICHlILsolfsche Interferometer. 

einander vollkommen parallel, so sieht man in F die Interferenzringe gleicher 
Neigung. Sind jedoch R und 51 nicht genau parallel, so beobachtet man gerad
linige Interferenzstreifen gleicher Dicke. Schneiden sich die beiden Ebenen, so 
ist der mittlere Streifen schwarz bei einfallendem weiBen Licht, da ein Strahl an 
PI auBere, der andere innere Reflexion erleidet, was einen Gangunterschied von 
)./2 ergibt. 

Die Platte P2 ist urn eine zur Ebene der Zeichnung senkrechte Achse dreh
bar und hat zweierlei Bedeutung. Erstens dient sie dazu, die beiden Lichtwege 
symmetrisch zu gestalten; jeder passiert dreimal die gleiche Glasschicht. Zweitens 
dient sie als "Kompensator"; man kann durch leichte Drehung von P" kleine 
Gangdifferenzen und daInit Verschiebungen der Interferenzstreifen erzeugen 
und messen. 

Die Hauptschwierigkeit bei der Herstellung eines Interferometers (nicht nur 
des MICHELsoNschen) verursacht die Anfertigung von absolut planparallelen 
Platten. Die mittels komplizierter Schleifmethoden hergestellten Platten werden 

J A. A. MICHELSON: Philos. Mag. (5) Bd. 13 (1882) S.236; Bd. 31 (1891) S. 338; Bd. 34 
( 1 892) S. 280. 
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mit Hille von Interferenzen (Kurven gleicher Neigung) auf ihrePlanparallelitat 
gepriift. 

Auch bei dem MICHELsoNschen Interferometer haben wir es, ebenso wie bei 
den Interferenzrefraktometern von JAMIN und MACH, mit der Interferenz nur 
zweier Strahlen zu tun. Wir erhalten daher sinusformige Intensitatsverteilung, 
konnen also diese Apparate nicht, wie die spater zu besprechenden, zur direkten 
Auflosung von Mehrfachlinien verwenden. 

Eine der wichtigsten Anwendungen des Interferometers ist die A usmessung 
des Normalmeters in Wellenlangen von 5pektrallinien, die zuerst von MICHELSON 1 

(zum Teil mit BENOiT) untemommen wurde. MICHELSON operierte mit drei 
Cadmiumlinien, darunter eine rote, fiir deren Wellenlange ma~ mit den damals 
bekannten Hilfsmitteln folgenden Wert hatte: 

l = 6438,8A. 
Die Messung erfolgt in zwei wesentlich verschiedenen Schritten. Es ist zu leisten: 

1. Die Ausmessung eines kleinen NormalmaBstabs durch direkte Ausziihlung 
der auf ihn fallenden Wellenlangen einer Spektrallinie. 

2. Der Vergleich dieses MaBstabs mit einem ungefahr doppelt (oder mehrfach) 
so langen durch Verschiebung des kiirzeren urn seine Lange (bzw. ein Vielfaches) 
und Ausziihlung der Differenz gegen den anderen MaBstab in Wellenlangen. 
, Durch geeignete Wahl eines kleinen MaBstabs und wiederholte Anwendung 

der zweiten Operation liiBt sich dann der AnschluB an das Normalmeter erreichen. 
Fiir beide Prozesse ist es notwendig, ein Kriterium dafiir zu haben, daB zwei 

Iiebeneinander stehende, gegeneinander bewegliche Spiegel, die man an die Stelle 
des einen Interferometerspiegels 51 setzen kann, genau in einer Ebene liegen. 
Hierzu ist die Einrichtung getroffen, daB man nicht nur mit Cadmiumlicht, 
sondern auch mit weiBem Licht beleuchten kann. Wie schon bemerkt, ist in 
weiBem Licht die Interferenz des Gangunterschieds Null dadurch kenntlich, daB 
sie Dunkelheit im Gesichtsfeld ergibt, also bei nicht genau parallelen Spiegeln 
einen schwarzen Mittelstreifen liefert. Man hat daher einfach den Spiegel 52 zu 
verschieben und zugleich die beiden Teilspiegel sO lange gegeneinander auszu
gleichen, bis in den beiden Hiilften des Gesichtsfelds eine schwarze Nullinie 
erscheint. 

Zur Ausfiihrung des ersten Schritts der Messung If: 
wird der kleine MaBstab von einigen Millimetern Lange 
so realisiert, wie es Fig. 73 zeigt. Er ist definiert durch 
zwei spiegelnde Flachen A und A', die iibereinander 
angebracht sind. Diese ersetzen zusammen die eine 
Hiilfte des Spiegels 51' dessen andere Hiilfte irgendein Fig, 73~~~~~!r:=.!:;,.~ItLSO'" 
zweiter gegen den MaBstab beweglicherSpiegel ist. Man 
stellt nun diesen beweglichen Spiegel mit Hilfe des oben angegebenen Kriteriums (in 
weiBem Licht) in die Ebene von A, sodann nimmt man'monochromatiscnes Licht 
(hier Licht einer Cadmiumlinie), fiihrt den beweglichen Spiegel von der Deckung 
mit A bis zur Deckung mit A' und ziihlt dabei die Interferenzstreifen, die bei 
der Bewegung durch das Gesichtsfeld wandern. Bruchteile von Streifenbreiten 
konnen mit Hille der als Kompensator dienenden Platte P2 sehr genaugemessen 
werden. Die richtige Einstellung der Spiegel kontrolliert man natiirlich wieder 
in weiBem Licht. Die ausgeziihlte Anzahl durchgewanderter Streifen ist gleich 
der Anzahl halber Wellenlangen, die auf dem MaBstab Platz haben (die Ver
schiebung der Referenzebene urn l/2 bedeutet wegen des Hin- und Hergangs 
des Lichts einen Gangunterschied l). 

1 A. A. MICHELSON: Trav. Mem. Bur. intern. des Poids et Mes. Bd. 11 (1895). 

Bom,Optik. 9 
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Der zweite Schritt der Messung geht in der Weise vor sieh, daB man den in 
WellenHingen ausgemessenen kleinen MaBstab mit einem ebenso gebauten von 
moglichst genau der doppelten (bzw. mehrfachen) Lange vergleieht. Durch die 
zweimal zwei Spiegel AA' und BB' der beiden MaBstabe wird das Gesichtsfeld 
in vier Teile zerlegt (s. Fig. 74). Man bringt erst (mit weiBem Licht) A und B 
in der Referenzebene zur Deckung. Dann verschiebt man die Referenzebene 
durch Bewegung des Spiegels S2, bis sie mit A I iibereinstimmt, und verriickt 
darauf den kleineren MaBstab, bis A in die Referenzebene, also in die erste Lage 

AI A'l 
8~1 ====:!.-.--8-"1 

A'l 
BL-I ___ ~B'I 

Fig. 74. Vergleichung der MaGstahe hei der Allsmessung des Normal· 
meters in Wellenllingen. 

von A' falIt; dann muB bei 
doppelter Lange des zweiten 
MaBstabs die neue Lage von 
A I fast genau mit der von B' 
iibereinstimmen. 1st dies nieht 
der Fall, was wieder durch 

Beobachten in weiBem Licht feststellbar ist, so fiihrt man eine Verschiebung 
in monochromatischem (Cadmium-)Licht aus und zahlt die dabei vorbeiziehen
den Streifen. 

Bei der wirklichen Ausfiihrung der Messung nahm MICHELSON als kiirzesten 

MaBstab einen von 0,39 mm Lange, was ungefahr ~? = ;~ cm entspricht. . In

dem er daim acht weitere MaBstabe in der oben angegebenen Weise benutzte, 
von denen jeder doppelt so groB wie der vorhergehende war, kam er auf einen 
MaBstab von fast genau 10 cm Lange. Dieser wurde dann mit dem Normalmeter 
selbst verglichen, indem er durch die geschilderte zweite Operation neunmal urn 
seine ganze Lange verschoben wurde. Die genaue Lange des ersten MaBstabs 
(ausgedriickt in den Wellenlangen der zur Messung verwendeten roten Cadmium-

linie) wurde gefunden zu 1212,35 ~ , und fiir das Normalmeter ergab sich: 

1 m = 1553163,5;' ± 0,1;'. 
Aus diesem Resultat erhalt man den verbesserten Wert fiir die Wellenlange 
der zum Versuch verwendeten roten Cadmiumlinie, namlich: 

;. = 6438,4722 ± 0,0001 A 
bei 760 mm Druck und 15 0 C. 

1907 haben BENOIT, FABRY und PEROT den Vergleich der Meterlange mit 
der roten Cadmiumlinie wiederholt. Sie fanden 

1 m = 1553164,13 A, 
;. = 6438,4966 A . 

(Demnach muB MICHELSON seine MeBgenauigkeit weitaus iiberschatzt 'haben.) 
Dieser Wert fiir ;. wird jetzt als endgiiltig angenommen; man hat beschlossen, 
auf ihn alle anderen Wellenlangenmessungen zu beziehen und ihn nicht mehr 
zu andern. Auf analoge Weise hat man dann einen Quarzwiirfel ausgemessen, 
urn auch ein RaummaB in WellenHingen festzulegen. 

Das Interferometer von MICHELSON hat vor dem von JAMIN und MACH kon
struierten Apparat den Vorzug, daB es gestattet, den Gangunterschied stetig zu 
andern. Aber ebenso wie in den anderen beiden Apparaten kommen auch hier 
nur zwei Strahlen zur Interferenz; nach den Ausfiihrungen des § 34 ist also die 
Intensitat sinusformig verteilt. 

FABRY und PEROT l haben ein Interferometer konstruiert, das schade schmale 
Streifen als Interferenzbild liefert. Dies erreichen sie durch Anordnung von' 

1 A. PEROT U. CH. FABRY: Ann. Chim. et Phys. (7) Bd. 12 (1897) S. 459; Bd.16 (1899) 
S. 115; Bd.22 (1901) S.564. 
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zwei planparallelen Glasplatten PI und P 2• die auf den einander zugekehrten 
Flachen mit dunnen, halbdurchlassigen Silberschichten bedeckt sind. Die eine 
der Platten ist fest angeordnet, die andere laBt sich ver
schieben, und zwar so, daB zwischen beiden Platten eine 
genau planparallele Luftschicht entsteht (s. Fig. 75). Da 
nun das Reflexionsvermogen der dunnen Silberschicht 
sehr hoch ist, treten scharfe schmale Interferenzkurven 
auf; dies ergibt sich aus den Betrachtungen des § 39. 

Ein Nachteil des PEROT-FABRY schen Interferometers 
gegenuber dem MICHELSON schen besteht darin, daB man 
den Gangunterschied Null nicht herstellen kann; denn da
zu muBte man die Platten aufeinanderdrucken. GroBe 
Schwierigkeiten bereitet ebenso wie dort die Forderung, 
daB die bewegliche Platte genau parallel verschoben 
werden muB. 

Das Interferometer von FABRY und PEROT kann ebenso 
wie das von MICHELSON zuLangenmessungen in Wellenlan
gen verwandt werden. Auf seine Anwendung zur spektro
skopischen Auflosung werden wir in § 42 zuruckkommen. 

LUMMER und GEHRCKE I schlugen einen anderen Weg 

Fig. 75. Interiero
meter "on PEROT 

und FABRY. 

ein, urn ein moglichst hohes Reflexionsvermogen zu erhalten. Sie verwandten 
die Tatsache, daB fUr einen Strahl, dessen Einfallswinkel nur wenig kleiner als 
der Winkel der TotaIreflexion ist, das 
Reflexionsvermogen fast gleich 1 ist. 
Der Hauptbestandteil der Apparatur 
ist eine vollig planparaIIele Platte. Die 
einfache Konstruktion der LUMMER
GEHRcKEschen Platte ist aus Fig. 76 
zu ersehen. Bei jeder Reflexion, die 

Fig. 76. Die LUIoIMjlR·GEBJlcKEsche Platte. 

das bei C einfallende Licht im Innern der Platte erfabrt, tritt ein Teil des 
Lichts in die Luft aus. Es bilden sich so zwei Bundel paralleler Strahlen a 
und b, deren jedes man in einem Punkte der Brenn-
ebene eines Fernrohrs F sammeln kann. Das Bild 
im reflektierten und im durchfallenden Licht ist 
das gleiche, wenn man den erst en reflektierten 
Strahl unterdruckt; dies wird durch ein kleines 
Prisma p erreicht, das am Anfang der Platte ange-
bracht ist. Man erhalt Interferenzstreifen gleicher 
Neigung, schmale helle Linien auf dunklem Grunde. 
Die Lummer-Gehrcke-Platte ist von groBer Be
deutung fUr die Spektroskopie gewesen; wir wer
den im nachsten Paragraph en darauf noch zuruck
kommen. 

Denselben Zwecken wie die Lummer-Gehrcke
Platte dient das von MICHELSON 2 konstruierte 
Stufengitter oder Echelon. Bei diesem gelangt eine 
Anzahl von Strahlen zur Interferenz, von denen 
jeder gegen den nachsten denselben hohen Gang

Fig. 7i. Das 
M1CHELSoNscbe 

Stulengitter 
oder Ecbelon. 

unterschied (Gro.13enordnung 104 ).) hat. Die Anordnung la.13t sich aus Fig. 77 
ersehen. Eine Reihe von planparaIIelen Glasplatten von gleicher Dicke werden 

1 O. LUMMER U. E. GEHRCKE: Berl. Ber. 1902 S. 11. 

I A. A. MICHELSON: Astrophys. J. Bd.8 (1898) S. 36; J. Physique Bd.8 (1899) S.305. 

9· 
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derartig tibereinander gelegt, daB eine jede gegen die vorhergehende ein wenig 
verschoben ist. 

Man beobachtet in einem auf Unendlich akkommodierten Fernrohr F die 
Kurven gleicher Neigung, und zwar erhaIt man ftir Licht verschiedener Wellen
langen verschiedene Kreissysteme. Wegen der groBen Anzahl von Platten (bis 
zu 35) sind die hellen Linien nach den Betrachtungen des § 39 scharf und schmal. 

Das Stufengitter hat vor der LUMMER-Platte den Vorzug, daB die einzeb,1en 
zur Interferenz gelangenden Strahlen von fast gleicher und verhaItnismaBig 
groBer Intensitat sind. Auch ist das Auflosungsvermogen, auf das wir im nachsten 
Paragraphenzu sprechen kommen, noch groBer. Das Arbeiten mit dem MICHEL
sONschen Stufengitter ist auBerdem bequemer als das Arbeiten mit der LUMMER
Platte, da das Justieren einfacher ist. 

§ 42. Interferenzspektroskope und ihr Auflosungsvermogen. 
Es sollen jetzt die Anwendungen der Interferenzapparate auf die SPektro

skopie besprochen werden. 
Spektroskopie ist die Zerlegung der von einer Lichtquelle ausgehenden Wellen 

in ihre einfachen harmonischen Bestandteile. 
Eines der gebrauchlichsten Hilfsmittel hierftir ist der Prismenspektrograph, 

der die verschiedene Brechbarkeit von Wellen verschiedener Frequenz (Vakuum
wellenlange) ausntitzt. Ein anderer haufig wirkungsvollerer Apparat ist das 
Strichgitter; da bei diesem aber nicht nur einfache Interferenzerscheinungen, 
sondern vor allem Beugungsvorgange wesentlich sind, werden wir die Prinzipien 
seiner Wirksamkeit erst im nachsten Kapitel besprechen. An dieser Stelle haben 
wir uns nur mit Einrichtungen zu beschaftigen, bei denen die Interferenz von 
zwei oder wenigstens einer geringen Anzahl von Strahlen zur Zerlegung des 
Lichts benutzt wird. Wir haben bereits gesehen, daB die Lage der Interferenz
maxima von der Wellenlange abhangig ist; die Helligkeitsverteilung der Inter
ferenzerscheinung liefert also ein mehr oder minder reines SPektrum. ("Rein
heit" bedeutet dabei eine raumlich saubere Trennung der Strahlen verschiedener 
Frequenz.) Da nun eine einzelne harmonische Schwingung nicht nur ein Inter
ferenzmaximum, sondern ein ganzes System von Maxima erzeugt, so erhaIt 
man aus einfallendem Licht verschiedener Frequenz nicht nur ein Spektrum, 
sondern eine ganze Reihe, und diese werden sich im allgemeinen tiberlagern. 
Gerade bei den hier zu besprechenden Apparaten ist diese Oberlagerung auBer
ordentlich stark; d. h. bei einer relativ geringen Anderung der Frequenz ver
schiebt sich bereits ein bestimmtes Interferenzmaximum weit tiber die Lage des 
folgenden Maximums der ursprtinglichen Frequenz. Daher ist es bei der An
wendung der hier behandelten Methoden notwendig, eine "Vorzerlegung" vor
zunehmen; d. h. man laBt das zu zerlegende Licht zunachst durch einen Spektral
apparat geringerer Leistung hindurchgehen (Prisma, Gitter), blendet einen relativ 
schmalen Teil des Spektrums (Umgebung einer einzelnen Spektrallinie) aus und 
untersucht diesen mit Interferenzapparaten hoherer Zerlegungskraft. 

Wir betrachten der Reihe nach die spektroskopische Verwendbarkeit der im 
vorigen Paragraph en beschriebenen Interferenzapparate. Diese zerfallen dabei 
in zwei'Typen, je nachdem bei ihnen nur zwei oder mehrere Strahlenbiindel zur 
Interferenz kommen. Zum ersten Typ gehort vor allem das MICHELsoNsche 
Interferometer, zum zweiten das von PEROT-FABRY, die LUMMER-Platte und das 
Stufengitter. . 

Bei der ersten Klasse ist die Intensitatsverteilung einer Frequenz sinusformig 
(§ 39); fur monochromatisches Licht ist also das einzelne Interferenzmaximum 
nicht eine scharfe Linie, sondern ein breites verschwommenes Band. . 
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Es scheint danach, als wenn diese Apparate zur Spektroskopie ganz unbrauch
bar waren, und in der Tat werden sie heute nicht mehr angewandt. Aber in 
der historischen Entwicklung haben sie doch eine wesentliche Rolle gespielt, 
weil, wie schon FIZEAU erkannt und an einfachen Beispielen erprobt hat, man 
auf indirektem Wege aus der "Sichtbarkeit" der Interferenzen bei wachsendem 
Gangunterschied Schlusse auf die Struktur des einfallenden Lichts ziehen kann. 

1st das einfallende Licht etwa aus zwei eng benachbarten Linien mit den 
Wellenlangen Al und A2 zusammengesetzt, so wird man bei Veranderung des 
Gangunterschieds folgendes beobachten: LaBt man den Gangunterschied von 
Null aus stetig wachsen, so entstehen fUr i' l und ).2 zwei Systeme von Interferenz
streifen, die allmahlich auseinanderrucken, und man beobachtet nun, daB die 
Interferenzfigur periodisch scharf und verschwommen wird. Sie ist scharf (Maxi
mum der Sichtbarkeit), wenn flir beide Wellenlangen der Gangunterschied gleich 
einem ganzen Vielfachen der Wellenlange ist; sie ist verschwommen (Minimum 
der Sichtbarkeit), wenn der Gangunterschied flir die eine Welle ein gerades, fur 
die andere ein ungerades Vielfaches der halben Wellenlange ist; denn dann fallen 
die Maxima fUr die eine und die Minima flir die andere Welle zusammen. Sind 
auBerdem die Intensitaten beider Linien gleich, so ist im Minimum der Sicht
barkeit das Gesichtsfeld vollig gleichmaBig erhellt. Beobachtet man nun die 
Gangunterschiede, flir die sich scharfe Bilder ergeben, so kann man aus ihnen 
die Differenz der Wellenlangen der beiden Linien berechnen, falls man die mittlere 
Wellenlange kennt. 

FIZEAU gelang es, mittels dieser Methode festzustellen, daB die gelbe D-Linie 
des Natriums aus zwei eng benachbarten Linien besteht. Er beobachtete im 
gelben Natriumlicht die Kurven gleicher Dicke (NEWToNsche Streifen) zwischen 
zwei planparallelen Platten, von denen die obere parallel verschoben werden 
konnte. Dabei wanderten die Interferenzstreifen. Mit Zunahme der Anzahl N 
der vorbeiziehenden Streifen werden diese immer undeutlicher. Bei N = 490 
erreichte die Sichtbarkeit ihr Minimum, dann nahm sie wieder zu; bei N = 980 
hatten die Streifen wieder ihre ursprlingliche Deutlichkeit. Das nachste Mini
mum ergab sich flir 1470, das nachste Maximum flir 1960. FIZEAU konnte 52 
derartige Maxima der Sichtbarkeit beobachten. Das bedeutet folgendes: denkt 
mal! sich die beiden Wellenzlige Al und III nebeneinander hingezeichnet, so liber
holt der eine den anderen genau urn eine Wellenlange nach 980 Wellen der 
langeren (981 der klirzeren) Welle. Daher ist 

Al 981 dA 1 
Az = 980 oder T = 980' 

Nun ist A = 5893 A, also dA = 6,02 A = 6,02· 10- 8 cm. Auf diese Weise ist 
die Natriumlinie indirekt als doppelt erkannt oder "aufgelost". 

MICHELSON hat diese Methode mit Hille seines vollkommeneren Instruments 
weiter ausgebaut und auf Mehrfachlinien angewandt. Es gelang ihm so, die 
Feinstruktur einer ganzen Anzahl von Linien zu ermitteln. 

Mittels dieser Methoden kann man auch Aussagen uber die Intensitiitsvertei
lung innerhalb einer einzelnen Spektrallinie machen. 

Wir mussen an dieser Stelle eine Bemerkung uber Entstehung und Natur 
der Linienspektra einfugen, wenn wir auch spater (Kap. VIII) ausflihrlich darauf 
zuruckkommen. Linienspektra werden von leuchtenden Gasen emittiert, wahrend 
gliihende Festkorper kontinuierliche Spektren aussenden. Die einzelnen Linien 
sind oft auBerordentlich schmal, und zwar erscheinen sie zunachst urn so schmaIer, 
je wirkungsvoller der benutzte Spektralapparat ist. Aber schlieBlich hat dies 
eine Grenze; selbst in der starksten Apparatur bleibt eine endliche Breite der 
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Linie ubrig. In Wirklichkeit ist also auch eine sog. Spektrallinie nicht mono
chromatisch, sondern nur ein auf einen auBerst engen Frequenzbereich zusam
mengedrangtes kontinuierliches Spektrum. Eine exakt monochromatische Schwin
gung ware begrifflich eine solche, die durch einen nach beiden Seiten unendlich 
langen Wellenzug dargestellt wird; es ist ohne weiteres klar, daB es so etwas in 
der Natur nicht geben kann. Jeder Schwingungsvorgang muB einmal einsetzen 
und einmal aufhoren. 

Man kann also in einfacher Weise einen abreiBenden Wellenzug an einer 
festen Raumstelle durch folgende Funktion beschreiben: 

t(t) = A sin co t im Intervall o==:::t< T, 

t (t) = 0 auBerhalb dieses Intervalls. 

Diese Funktion kann man in ein Fourierintegral entwickeln, also als Super
position streng monochromatischer Schwingungen auffassen und erhaIt dann 
eine bestimmte Intensitatsverteilung fUr diese derart, daB der uberwiegende 
Anteil der Intensitat auf einen urn so engeren Frequenzbereich zusammen
gedrangt wird, je groBer die Zeit T ist. Wir werden auf diese Zusammenhange 
im Kap. VIII noch naher eingehen und hier nur vorlaufig darauf hinweisen, daB 
zwischen Linienbreite A co =" und Zeitdauer T der ungestorten Schwingung 
oder Lange L des Wellenzugs Reziprozitat bestehen wird: 

(2) 
L 1 

T=·-"",-. 
C l' 

Obrigens ist die angegebene Funktion (1) sicher nur eine grobe Beschreibung 
des wirklichen Vorgangs; denn denken wir uns das emittierende Atom in Schwin
gungen versetzt, so wird es durch die Aussendung des Lichts selbst einen Energie
verlust erleiden; also wird die Amplitude dauemd abnehmen und jeder einzelne 
Elementarakt der Lichtemission muB schon einer gedampften Schwingung ent
sprechen. Hierzu kommt, daB die emittierenden Atome nicht ruben, sondern 
thermische Bewegungen ausfUhren, wodurch nach dem DOPPLERschen Prinzip 
eine Verwaschung der Frequenz des emittierten Lichts hervorgerufen wird. 
Endlich werden die Atome nicht unabhangig voneinander emittieren, sondern 
sich gegenseitig beeinflussen und storen, was wiederum die Monochromasie ver
schlechtert. 

Alles dies werden wir systematisch spater (Kap. VIII) untersuchen; nach 
dem Gesagten ist aber bereits klar, daB eine genaue Definition dessen, was man 
eigentlich unter ungestorter Schwingungsdauer T oder ungestorter Lange des 
Wellenzugs L zu verstehen hat, nicht leicht zu geben ist, und daB das Ziel, die 
GroBenordnungsbeziehung (2) durch eine exakte Gleichung zu ersetzen, erst 
durch eine eingehende Theorie des Emissionsvorgangs geliefert werden kann. 

Andererseits wird man aber den Wunsch haben, ein rein empirisches MaB 
fur die Ungestartheit eines Wellenzugs, gemessen als Kohiirenzzeit oder Ko
hiirenzliinge zu ·bestimmen, und dies ist nun in der Tat moglich mit Hille der 
Apparate, bei denen ein Lichtstrahl in zwei Bestandteile aufgespalten wird, die 
mit Gangunterschied zur Interferenz gebracht werden (wie beim MICHELsoNschen 
Interferometer). Man nennt den groBten Gangunterschied, fiir den noch Inter
ferenzen gerade bemerkbar sind, die Koharenzlange L des urspriinglichen Lichts 
und T = Lje die Kohiirenzzeit. Theoretisch kann man diese GraBen berechnen, 
wenn man eine Hypothese uber die "Form'" der Spektrallinien macht. 

Es sei h die Dicke der Luftplatte, an der die Interferenz erzeugt wird, also 
l = 2h der Gangunterschied. Dann ist die Intensitatsverteilung im Gesichtsfeld 



§ 42. Interierenzspektroskope und ihr AufJosungsvermogen. (III, § 42.) 135 

des Interferometers, die durch einfallendes Licht der Starke 10 erzeugt wird, 
nach § 34 (14) (IntensiHit des Teilstrahls 110): 

(3) h=Io{1 + cos (271:+)} . 
• 

Ftihren wir statt der Wellenlange die mit 271: muItiplizierte Wellenzahl k = 271:/). 
ein, so wird aus (3): 

{4) ]" = fo{1 + cos (lk)} . 

Wir wollen nun annehmen, daB die Intensitat des einfallenden Lichts tiber 
einen engen Bereich von Wellenzahlen einer Spektrallinie gemaB einer Funktion 
'IjJ (k) (s. Fig. 78) verteilt ist, wobei die zu verschiedenen k gehOrigen Strahlen 
inkohiirent sein mogen. Dann wird die gesamte Intensitat 

+00 

(5) f = f 'IjJ(k) {1 + cos (Ik)} dk, 
-00 

und hier kann man die Grenzen auch durch ko - a und ko + a ersetzen, wo ko der Ort 
des Maximums der Intensitat (Mitte der Linie) und a so gewahlt ist, daB auBer
halb des Intervalls (ko - a, ko + a) die Funktion 'IjJ (k) verschwindet. Fiihren 
wir statt k den Abstand von der Linienmitte 

x=k-ko 
ein, so wird +11 

(6) f = frp (x) {1 + cos[l(ko + x)]} dx, 

wobei -a 

rp(x) = 'IjJ(ko + x) 

gesetzt ist. Wir benutzen nun die Abkiirzungen 
+a 

(7) P = f rp (x) dx , 
-a 

+,. 

(8) C = f rp (x) cos (Ix) dx , 
-a 

+a 

(9) s = f rp (x) sin (Ix) dx , 
-a 

(10) () = Iko . 

Dann wird 

J 

Fig. 78. Zur in terferometrischen Bestimmung der Breite 
von Spektrallinien. 

(11) I = P + C cos () - S sin () . 

ko ist eine sehr groBe Zahl, also wird bei einer kleinen Anderung von I die GroBe () 
sich urn viele Einheiten andern. Dagegen ist x auf das kleine Interval! (-a, +a) 
beschrankt, so daB auch 1 x bei einer kleinen Anderung von 1 nur wenig variiert. 
Daher hangen die Integrale C und S nur wenig von lab. 

Die einfachste Annahme tiber die Form der Spektrallinie ist, daB rp die 
Gestalt eines Rechtecks hat, d. h. 

(12) { 
rp (x) = konst. = rpo 

rp (x) = konst. = 0 

fUr !x!:::;;:a, 
fUr Ixl> a; 
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dann wird 
P = ({Jo' 2a = 2a({Jo' 

(13) -II 

+" 
S = ((Jojsin(lx) dx = o. 

-II 

Man sieht, daB C oszillierend von der langsam veranderlichen GroBe la abhangt. 
Die IntensiHi.t ] kann man daher auffassen als eine schnell oszillierende Funk
tion von l, deren Amplitude selbst wieder l~gsam oszilliert. Fig. 79 gibt den 
Verlauf des Ausdrucks (11) mit (13) wieder: 

J 

, , , 
.1I. a 

{ Sin(/a) } f = 2a({Jo 1 + -I-a- cos (lkol . 

Fig. 79. Sichtbarkeitskurve fur eine Spektrallinie mit .. rechteckiger" Intensitatsverteilung. 

Der Abstand zweier Knoten der schnellen Oszillation betragt n/ko, der Ab
stand zweier Knoten der Schwebung n/a ist also sehr groB dagegen. 

Will man allgemein die GroBe der einzelnen Maxima und Minima berechnen, 
so kann man dabei C und S als von 1 unabhangig betrachten, und man hat 

also ~~ = ~o ~{ = 0 = - Csin'!? - S cos'!?, 
S 

(14) tg'!? = - C . 

Die GroBe der Extrema betragt demnach: 

(15 l fextr. = P ± yr-='C 2=--+-S-=-2 • 

Als MaB der Sichtbarkeit der Interlerenz nehmen wir (etwas abweichend von 
MICHELSON) das Quadrat des Verhiiltnisses der Differenz von Maximal- und 
Minimalwert zu ihrer Summe: 

(16) v = flmax - Jmlo)2 = CZ + s· 
Vmax + Jml. Pz' 

1st ({J (x) insbesondere eine gerade Funktion, d. h. ist die Intensitat der Spektral
linie symmetrisch zu ihrer Mitte verteilt, dann wird gemiiB der Definitions
formel (9) S = 0 (wie in unserem Beispiel), und man hat nach (16): 

CZ 
(17) v=pt. 
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In unserem Beispiel ist sinD (ta) 
v=~. 

Die GroBe der Sichtbarkeitsmaxima nimmt sehr rasch ab; schon das erste Neben
maximum bei l = t . n/a verhalt sich zum Hauptmaximum bei l = 0 wie 
(2/3 n) 2: 1 = 0,0449; das zweite Nebenmaximum bei l = t . n/a verhaIt sich zum 
Hauptmaximum wie (2/5 n) 2 : 1 = 0,0163; usw. 

Aus der Beobachtung der Maxima und Minima der Sichtbarkeit Hi.Bt sich a 
ermitte!n; z. B. ist fur die erste Undeutlichkeitsstelle l = t . n/a: 

a=L1k=l.-.~· 
2 t' 

a ist die halbe Breite der Spektrallinien in der k-Skala; 
Wellenlangen: 

( 18) 

also erhalt man in 

Da das erste Nebenmaximum schon so auBerordentlich schwach ist (0.0449 des 
Hauptmaximums) und die folgenden noch vie! schwacher sind, so kann man die 
Gegend des ersten Minimums der Sichtbarkeit (l = n/a) als praktische Grenze der 
Interferenzfahigkeit ansehen, d. h. fUr die rechteckig angenommene Form der 
Spektrallinie ist die Koharenzlange L = n/a. In der Skala 

W = 2nv = 2nc = ke 
J. 

betdigt die Linienbreite 1 mich (12) 

daher ist die Koharenzzeit 
2ae = 1'; 

T=~ = 2n. 
c l' 

Diese exakte Gleichung tritt fUr unser Beispiel an Stelle der Proportion (2). 
Aber sie gilt keineswegs allgemein, sondem der Zahlenfaktor, der hier 2:rr 
ist, hangt durchaus von der angenommenen Linienform ab und von der An
nahme, die man uber den noch bemerkbaren Bruchteil der Maximalintensitat 
macht. 

Wir wollen noch zwei weitere Beispiele betrachten, namlich soIehe Linien
formen, wie sie auf Grund von gesicherten physikalischen Gesetzen aus der 
Theorie der Emissionsvorgange abgeleitet werden. Bei hoheren Temperaturen 
und nicht zu hohen Drucken (Naheres s. Kap. VIII, § 86) hat fUr die Linienform, 
die durch den Dopplereffekt bestimmt ist, die Intensitatsfunktion den Charakter 
einer GAussschen Fehlerkurve: 

(19) 
(ro-ro.)1 (2C)1 

tp (x) = e - ~ = e - d x, 

In dieser Gleichung ist <5 ein MaB fUr die Linienbreite 2; es ist namlich w - Wo 

= e (k - ko) = ex = <5/2 die Stelle, an der die Intensitat auf den eten Teil ab-

1 Die Bezeichnung ist dieselbe, wie wir sie spater im Kap. VIn durchweg gebrauchen 
werden. 

I Das an dieser Stelle eingefnhrte ~ ist natiirlich nicht mit der "Phasendifferenz" ~ 
zu verwechseln; die Bezeichnung ist wiederum in iJbereinstimmung mit Kap. VIn ge
wahIt. 
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ge}-.lungen ist. Setzt man a sinngemaB gleich unendlich, so erhii.lt man l nach 
(7~ (8), (9) 

(20) 

also 
(21) 

.!.oo (2C)' --.I' (j-
p = (e 6 dx = - "11: _ 2c r' , 

-x 

.!.oo (2C)' (61)' 
C = f e - T .I' cos (lx) dx = 2(jC iii e- 4C , 

-00 

5 =0; 
( di ' C 2 -2-

l' = (p) = e 4C). 

:Man hat hier eine allmahlich abklingende Sichtbarkeitskurve ohne Schwan
kungen der Deutlichkeit. Fur (21) kann man auch schreiben 

[fJ = 4ey- ilogv. 

Nehmen wir als Grenze der Sichtbarkeit dieselbe, die wir oben bei der recht
eckigen Linienform gewii.hlt haben, namlich die relative H6he des ersten Neben
maximums, v = 0,045, so folgt fUr die Koharenzzeit 

_ ~ _ ~ 1/--1-- 4 1/ . 1 4.98 
(22) T- C - (j r -2 10gv =Tr --2 10g0,045 =-r' 
Es ergibt sich hier ein etwas anderer Zahlenfaktor2 fur die Proportion (2). 

Als weiteres Beispiel nehmen wir die Linienform, die einem gedampften 
Resonator als Emissionszentrum entspricht und die bei hoheren Drucken und 
tieferen Temperaturen rein zum Vorschein kommt: 

(23) 
1 q;(x) = ._-( r)'; 

x'+ -
2c 

hier spielt l' die Rolle der Linienbreite. Es ist namlich w - Wo = ex = 1'/2 die 
Stelle, bei der die Intensitat auf die Hii.lfte gesunken ist, l' die sog. Halbwertsbreite. 

Da a hier wieder unendlich zu nehmen ist, erhii.lt man in diesem FaIle nach 

den Formeln (7), (8), (9) mit Hilfe der Substitution 3 x = ~ tgq; 
n 

"'"= +-,: 
(a) P = Jxs :(JS = ¥-Jdq; = 2;C , 

(24) 

(b) 

-00 

(c) 5 =0; 

1 Die Integrale findet man z. B. bei R. COURANT U. D. HILBERT: Methoden der 
mathematischen Physik. 2. Aufl. S.70. Berlin 1931. 

, Will man statt ., die eigentliche Halbwertsbreite benutzen, so hat man" durch ., flog 2 
zu ersetzen. Der Zahlenfaktor in der Beziehung (22) ist dann 5.98. 

a Siehe z. B. COURANT-HILBERT. 2. Aufl .• S. 70. oder P. FRANK U. R. V. MISBS: Die 
Differentialgleichungen und Integralgieichungen der Mechanik und Physik. 2. Aufl. (zu
gleich 8. Aufl. von RIEMANN-WEBERS Partiellen Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik). Bd. I. Kap. IV, § 34. S. 209. Braunschweig 1930. 
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es ergibt sich also daraus 
C 2 Iy 

V = (p) = e-C , (25) 

und unter der Annahme, daB die Sichtbarkeitsgrenze bei V = 0,045 liegt, folgt 

L 1 3.00 T = - = - -logv = - . 
c y y 

(26) 

Man erhalt wieder einen etwas anderen Zahlenfaktor, der aber in allen betrach
teten Beispielen immer ungefahr dieselbe GroBenordnung hat. 

Es gibt Bedingungen, unter denen weder das eine noch das andere der bei
den angegebenen Gesetze (19) und (23) fiir die Form der Spektrallinien richtig 
ist, sondern eine Art "Oberlagerung von beiden (s. Kap. VIII, § 93), die man so 
schreiben kann: 

(27) 

Dabei ist 

(28) 
2c 2 

Z = - x = - (w - wo) , 
y y 

<l 
"1=-. 

y 

Auch hier lassen sich die Integrale P und C leicht ausrechnen (es wird wieder 
5 = 0) und man erhaltl 

( Id I Iy 

(29) V = e - 2 Tcl e - C ; 

die Sichtbarkeitsfunktion ist also das Produkt der entsprechenden Funktionen 
(21) und (25). 

Die Koharenzzeit wird (fUr v = 0,045) 

(30) T= £=-±-(l/1- 1Jllogv -1) =-±-(y'1+ 160'''12-1)' c d1J V 2 dl]' , 

dieser Ausdruck enthalt natiirlich (22) und (26) als die Grenzfalle 'fJ = 00 und 
'fJ = O. Nehmen wir als Zwischenfall 'fJ = 1, d. h. ~ = y, so ergibt sich 

L 1 
(}1) T = c = 2,45 • T • 

Man konnte daran denken, durch Verfeinerung der Messung, indem man nicht 
nur auf die Grenze der Sichtbarkeit achtet, sondern den Verlauf der Sichtbar'
keit als Funktion von l quantitativ verfolgt. die Form einer Spektrallinie rein 
empirisch genauer zu bestimmen, als es durch die eine Konstante "Linienbreite" 
mOglich ist, z. B. auch die durch 5 gegebene Asymmetrie festzulegen.Doch 
haben sich soIehe Verfahren nicht als fruchtbar erwiesen. 

Heute zieht man es vor, die Linienbreite durch direkt auflosende Spektral
apparate zu bestimmen. Die so erhaltenen Werte stehen mit den durch Messung 
der Sichtbarkeit von Interferenzen gefundenen in gutem Einklang. Letztere sind 
besonders hartnackig an der griinen Hg-Linie ausgefiihrt worden. MICHELSON 
kam bis zu 540000 Wellenlangen Gangunterschied; PEROT und FABRY bis 790000; 
schlieBlich stellten LUMMER und GEHRCKE den Rekord von 2600000 1 auf. Da 
aber die meisten Linien Feinstrukturen und sogar sog. Hyperfeinstrukturen auf
weisen, sind soIehe indirekte Bestimmungen der Linienbreite heute nicht mehr 
von groBer Bedeutung. 

1 Dies Ergebnis ist von F. REICHE in seiner (nicht verbffentlichten) Breslauer 
Habilitationsschrift erhalten worden. Ein kurzer Auszug dieser Arbeit in den Verh. 
dtsch. physik. Ges.Bd. 15 (1913) S. 3. 
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Ehe wir uns zur vie! wichtigeren direkten Interferenzspektroskopie wenden, 
sei noch bemerkt, daB man die Methode der Sichtbarkeit nicht nur zur Trennung 
von Strahlen verschiedener Frequenz, sondern auch zur Trennung von Strahlen 
verschiedener Richtung verwendet, besonders bei der Bestimmung des Winkel
abstandes von Doppelsternen oder von Sterndurchmessern. Da aber hierbei 
auch Beugungserscheinungen eine wesentliche Rolle spielen, so behandeln wir 
diese Vedahren erst im nachsten Kapitel (VI, § 54). 

Wir kommen nun zu den Apparaten der zweiten Klasse, die zu einer direkten 
Interferenzspektroskopie dienen. Sie beruhen darauf, daB man nicht nur zwei, 
sondern eine moglichst groBe Zahl von Strahlen zur Intederenz bringt und da
durch fUr jede Frequenz schade Maxima erzeugt. Wir haben bereits in § 39 
eine Formel fiir die Intensitatsverteilung im Intederenzbild angegeben, wenn 
Strahlenbiindel durch Hin- und Herreflexion an einer Glas- oder Luftplatte er
zeugt werden. Fur den Fall starker Reflexion (r ~ 1) gilt 

(32) 
wo 
(33) 

2nh 
«5 = -).- cosV' 

die Phasendifferenz fUr den Durchtrittswinkel V' ist. 
Das Interferenzbild besteht aus einer Reihe von Hauptmaxima bei 6 = 0, n, 

2n usw. und dazwischen schwachen Nebenmaxima bei «5 = ~ . nIP, 1-. nIP . ... 
Unter dem AUflosungsveYmiigen des Apparats versteht man den Bruch 'AId)., 

wo dl den Abstand zwischen den Wellenliingen bedeutet, die man gerade noch 
getrennt wahrnimmt; wir werden auf diesen Begriff im nachsten Kapitel, IV § 53, 
ausfiihrlich zuruckkommen. Man hat sich darauf geeinigt, als die Grenze d). 
den Abstand des Hauptmaximums vom ersten Minimum (15 = nIP) zu betrachten. 
Bei festem h und V' entspricht einer Anderung der WellenHinge urn dl eine 
Phasenanderung d «5, fiir die man aus Gleichung (33) durch logarithmisches Diffe
renzieren (abgesehen vom Vorzeichen) findet: 

d~ d)' 
O~ T T' 

Hat man es nun mit dem mten Hauptmaximum 6 = mn zu tun, so erhiilt man 
durch Einsetzen dieses Wertes und der Entfernung d6 = nIP vom ersten Minimum 

). 
(35) d)' = mp. 

Das Auflosungsvermogen ist also gleich einer ganzen Zahl, namlich dem Produkt 
der Anzahl P interferierender Biinde! mit der Nummer m des betrachteten Haupt
maximums, das als Bild einer monochromatischen Welle im Spektrum erscheint. 
Man nennt mauch die Ordnung des Spektrums (s. auch S. 177). 

Will man also hohes Auflosungsvermogen erreichen, SO kann man entweder P 
oder m vergroBern. Bei den hier betrachteten Interferenzapparaten ist aber die 
GroBe von p beschriinkt, namlich bei der LUMMER-GEHRCKESchen Platte durch 
deren Ausdehnung, bei MICHELSONS Echelon durch die Anzahl der Stufen und 
beim PEROT-FABRy-Interferometer durch die Endlichkeit des Reflexionsver
mogens [in Gleichung (32) wird der Faktor r'P- 1 fiir groBe P klein und die Inter
ferenzen unvollkommenJ. Man kommt heute mit den besten Interferenzapparaten 
bis hOchstens p = 45. Will man also groBes Auflosungsverm6gen erhalten, muB 
man m vergroBem, d. h. mit groBerem Plattenabstand arbeiten. Dies hat aber 
wieder den Nachteil, daB dann die Spektren benachbarter Ordnung immer naher 
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aneinanderriicken; es fillt ja das m te Hauptmaximum der Wellenlange )'1 auf das 
(m + 1)te der WellenHinge ;'2' wenn 

~ = m + 1 • ),1 - ),. 
),2 m -),-.- m 

Die Trennung der Spektren benachbarter Ordnung wird also mit wachsendem m 
rasch sehr klein [zur Trennung der beiden ge!ben D-Linien des Natriums, von 
denen wir oben gesprochen haben (s. S. 133), muB m ~ 980 sein]. Auf diesen 
Umstand haben wir schon in der Einleitung dieses Paragraphen hingewiesen und 
betont, daB man daher bei den Interferenzspektralapparaten mit Vorzerlegung 
arbeiten muB. Das hochste erreichbare Au£losungsvermogen im sichtbaren Licht 
ist von der GroBenordnung 1000000. Beim Strichgitter. fUr dessen Au£losungs
vermogen dieselbe Formel gilt (s. Kap. IV, § 53), ist die Anzahl der interferieren
den Biinde! gleich der Anzahl der Gitterstriche und kann sehr groB (p bis 100000) 
gemacht werden; dafUr arbeitet man ohne Vorzerlegung in klein en Ordnungen 
(m ist hier 3 oder 4). 

Viertes Kapitel. 

Beugung. 
§ 43. Wesen der Beugungserscheinungen. Kugelwellen. 

Wir wollen uns jetzt mit denjenigen Lichterscheinungen beschaftigen. die 
sich nicht mehr mit Hille der Vorstellung erkHiren lassen, daB das Licht aus 
ebenen Wellen (bzw. zu diesen senkrechten Strahlen) besteht. In Wirklich
keit sind ja die Schattengrenzen nicht scharf. das Licht geht gewissermaBen 
"um die Ecke". Dieser Tatsache entspricht in unserer mathematischen Theorie 
der Umstand, daB die ebene Welle nur eine ganz spezielle (partikuHire) Losung 
der MAXWELLschen Gleichungen I, § 1 (1) ist. In Wirklichkeit werden allgemeinere 
Losungen eine Rolle spielen. Nur wegen der Kleinheit der Wellenlangen gegen 
die Lineardimensionen der Blenden kommt es zustande. daB der Eindruck der 
geradlinigen Lichtausbreitung entsteht und die Beugungserscheinungen nicht 
ohne weiteres ins Auge fallen. 

Sie sind wohl zuerst von LEONARDO DA VINCI (1452-1519) erwahnt 
worden. Ihre erste genauere Beschreibung ruhrt von GRIMALDI her. Die 
damals geltende und auch noch bei NEWTON vorherrschende Emissionstheorie 
war nicht imstande. eine einfache Erklarung fUr die Beugungsvorgange zu geben. 
HUYGENS, dem ersten Vertreter der Wellentheorie, scheint die Entdeckung 
GRlMALDIS unbekannt gewesen zu sein. sonst hatte er sie wohl zur Stutzung 
seiner Gedanken herangezogen. In der Tat genugt, wie FRESNEL ein Jahrhundert 
spater (1818) gezeigt hat, das von HUYGENS aufgestellte Prinzip, das wir im 
nachsten Paragraph en besprechen werden, vollstandig zur Ableitung der Haupt
zuge der Beugung. 

Wir wollen uns nachher an den historischen Gang der Theorie nahe an
schlieBen, dabei aber immer von der elektromagnetischen Lichttheorie ausgehen 
und uns iiberlegen, welchen Vereinfachungen der allgemeinen Gesetze die an
schaulichen Betrachtungen entsprechen. 

Wir haben schon in II, § 14 gezeigt, daB jede Komponente der elektromagne
tischen Fe!dvektoren ~ und ~ einer Wellengleichung der Form 

(1) A 1.. 0 
LJU-i u = 

" 



142 IV. Beugung. 

geniigt, wo c1 = c/Y-; die Lichtgeschwindigkeit im Medium der Dielektrizitats
konstanten e ist (p, = 1). Man kann die Komponenten von ~ als Losungen der 
Gleichung (1) im wesentlichen beliebig wahlen und dann die Komponenten 
von ~ so hinzubestimmen, daB die MAxwELLSchen Gleichungen erfiillt sind. 
Die Gleichung (1) ersetzt also praktisch das System der MAXWELLschen Glei
chungen. 

Achtet man nun des weiteren nicht auf die Polarisation und den EinfluB der 
Blenden (Grenzbedingungen an festen Korpern) auf sie, so geniigt die Betrach
tung einer einzigen Komponente von ~, die wir eben in (1) mit u bezeichnet 
haben. Wir beschranken uns im folgenden auf rein periodische Vorgange mit 
dem Zeitfaktor eiwt und setzen (etwas abweichend vom Gebrauch der Buch
staben in II, § 14) 

Dann lau tet die Wellengleichung 

(2) Llu + k2 u = O. 

Bisher haben wir immer ebene Wellen, d. h. Losungen von der Form (s. II, § 14) 

u = eik(U) , I~I = 1 

betrachtet. Der nachsteinfache und -wichtige Typus ist der der Kugelwellen, 
d. h. soIeher Losungen, bei denen u nur von l' = YX2 + y2 + Z2 abhangt. In 
diesem Falle wird mit u' = dujd1' 

also 

(3) 

au 1 X 
-=u-a x l' , 

~=U"~+u' .!...-~ "2 2 ( 2) 
ax2 1" 1'"a , 

A ,,2 , 1d(2/) 1dl () 
LJU = U + -u = '-d l' u = - d-. 1'u . 

l' l' l' l' l' 

Benutzen wir die letzte Schreibweise, so lautet die Wellengleichung 

(4) : d~' (1'u) + k2u = o. 

Durch die Substitution v = 1'U geht (4) offenbar in die gew6hnliche eindimensio
nale Schwingungsgleichung 

iiber, mit der Losung 
v = e±i/i;,. 

Daher hat man als Losung der Wellengleichung (4) 

(5) 
e±jkr 

U=--. 
l' 

Fiigt man hier wieder den Zeitfaktor eiw / hinzu, so sieht man, daB das Plus
zeichen im Exponenten von (5) einer einfallenden Kugelwelle, das Minuszeiehen 
einer auslaufenden entsprieht; schreibt man den Zeitfaktor e-iw/, so ist die 
Zuordnung umgekehrt. SoIehe Kugelwellen konnen nun dazu dienen, in ein
facherWeise die HUYGENSSchen Betrachtungen darzustellen. 

§ 44. Das HUYGENSSche Prinzip. 
Die groBe Schwierigkeit, die die Wellentheorie in der Geschichte der Optik 

zu iiherwinden hatte, war die Erkliirung der scheinbar geradlinigen Ausbreitung 
des Liehts. NEWTON sah dieses Hindernis fUr so schwerwiegend an, daB er die 
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Wellentheorie ablehnte. HUYGENS aber gelang es, den Schlussel fUr die Auf
lOsung des Riitsels zu finden. Das HUYGENSSche Prinzip, das hierzu diente, 
besagt folgendes: 

J eder von einer Lichterregung getrol/ene Punkt kann als QueUe einer sekun
diiren Kugelwelle angesehen werden. Dabei ist die einzelne sekundiire Welle 
iiuBerst schwach. Nur wo durch Oberlagerung eine Verstiirkung eintritt, ist eine 
beobachtbare Lichtstiirke vorhanden. Den geometrischen Ort der durch Ver
stiirkung entstehenden resultierenden Wellen konstruiert HUYGENS als Enveloppe 
der sekundiiren Kugelwellen. S 

Hat man z. B. (s. Fig. 80) eine Lichtquelle Q, 
die von einem Schirm S mit einer Offnung um
geben ist, so denke man sich die ursprungliche 
Welle ungestort bis zur Offnung AB ausge
breitet; sodann konstruiere man in jedem 
Punkte der die Offnung ausfUllenden Kugel- e 
fliiche sekundiire Kugeln, aIle von gleichem Ra
dius. Die Enveloppe dieser Sekundiirwellen ist 
im Offnungskegel wiederum dasStuck CD einer 
Kugel mit Q als Zentrum. Dieses Kugelstiick 

11 I d · L' h .. Fig. SO. Das HUYGENS' ste t a so le lC terregung In emem spateren sche Prinzip. S 
Moment dar. Jenseits der Schattengrenzen QAC 
oder QBD ist keine solche Enveloppe vorhanden, so daB, wenn die einzelne 
Sekundiirwelle als nicht beobachtbar gilt, dort vollige Dunkelheit herrschen muB. 
Auf diese Weise kommt die Erkliirung der scharfen Schattengrenzen zustande. 
Zugleich sieht man, daB so auch ein schwaches "Herumbeugen" des Lichts ver
stiindlich wird. HUYGENS hat in Unkenntnis der GRHIIALDISChen Beobachtung 
diesen Punkt nicht berucksichtigt. Wie man mit Hilfe di~ses Prinzips die Ge
setze der Reflexion und Brechung ableiten kann, haben wir schon in I, § 4 
gezeigt. 

Gegen das HUYGENSSche Prinzip kann man den Einwand erheben, daB die 
von der Kugelkappe AB ausgehenden Sekundiirwellen nicht nur nach vorwarts, 
sondem auch nach hinten eine Enveloppe haben; man muBte also erwarten, 
daB das Licht sich von AB auch nach riickwiirts ausbreitet. Das Prinzip hat 
also eine Lucke; an der Enveloppe tritt offenbar nicht immer Verstarkung, 
sondem manchmal auch Ausloschung der Sekundiirwelle ein. 

Diese Lucke wurde erst von FRESNEL ausgefiillt. Er vervoIlkommnete das 
HUYGENSSChe Prinzip, indem er es mit dem Gedanken des Superpositionsprinzips 
verband, wie wir es in der Theorie der Interferenz bereits immerfort ange
wandt haben. Wir geben die Grundideen der FREsNELschen Oberlegungen hier 
wieder. 

Wir betrachten eine von Q ausgehende Lichtwelle und untersuchen die Starke 
der Lichterregung in einem Punkte P (s. Fig. 81), einmal fur ungestOrte Aus
breitung, sodarm fUr den Fall zwischengeschalteter Blenden. Genau wie bei 
HUYGENS denken wir uns das Licht bis zu der Kugelflache AB yom Radius '0 
gelangt; von jedem Element do dieser intermediaren Wellenfliiche soIl eine 
sekundiire Kugelwelle ausgehen, deren Intensitat wir mit FRESNEL als Funk
tion der Richtung der Wellennormalen ansehen; sie soIl ein Maximum haben in 
der Richtung der Normalen von do und seitlich rasch abnehmen. 

Sei K eine solche Richtungsfunktion, also 

K = Max. normal } 
K . I zum Element do von AB. = 0 tangenha 
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Die Amplitude der von do ausgehenden Sekundarwelle stellen wir nunmehr durch 
eiler 

K-da , 
dar. Bedenken wir, daB die Amplitude der Primarerregung in da 

eur• 

'0 
betragt, so ergibt sich als Beitrag, den ein Flachenelement do zur Lichtamplitude 
in P Hefert: 

Die Gesamterregung in P betragt hiernach 

(1) eur·iJ(eUr 
Up=- -Kda. 

'0 J , 

Dabei ist in 'Obereinstimmung mit den Festsetzungen tiber die Richtungsfunk
tion K die Integration tiber den P zugewandten Tell der Kugeloberflache AB 
zu erstrecken, soweit er nicht durch Blenden verdeckt ist. Wir denken uns zu
nachst keine Blenden vorhanden. Man zedegt nun nach FRESNEL die Integrations
flache durch Kugeln urn den Aufpunkt P in Zonen Zl' Z., .... Diese Zonen kon-

A struieren wir so: Sei b der Abstand des Aufpunkts P von der 
Kugel AB, so schlagen wir urn P die Kugeln mit den Radien 

l 3l hl 
b, b+ 2 , b+l, b+ 2 ,···, b+ 2 , .... 

Fig. 8t. FU5NELscbe ZonenkPnstruktion. 

Je zwei benachbarte Ku
geln schneiden aus der 
Kugel AB eine der Zonen 

.p aus (s. Fig. 81). Es werde 
angenommen, daB die 
Wellenlange l klein so
wohl gegen t' 0 als gegen t' 
sei; dann kann man inner
halb jeder einzelnen Zone 
den Winkel zwischen dem 
von Q kommenden und 

dem nach P weitergehenden Strahl und somit 
(= K,.) annehmen. Nun ist (s. Fig. 81) 

die Funktion K als konstant 

t'2 = ro + (ro + b)2 - 2t'0 (ro + b) cos{}, 
also 

t'dt' = t'o (ro + b) sin{}d{}. 

Fiir das Flachenelement auf AB erhalt man daher 

(2) 

Der Beitrag der h ten Zone zur Gesamterregung ist demnach 
H!',t . 

eiler. j2 . 2ni eile(r.+t) ,,.!..t( _,,..!) 
u,.=2n--K,. e,lIrdr=--K,.---e 2 1-e 2. "0 + b k,.o + b 

b+ .\-t .t 
2 
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Da nun k)' = 2n ist, so werden die letzten beiden Faktoren 

.k~.t( -ik~) 
e 2 1 - e 2 = e.:d(1- e-.n ) = (-1)k.2, 

und daher wird 
eU (ro + b) 

(3) u,,=-2i).(-1)"K,,--. '0 + b 

Die Zonen liefern also abwechselnd positive und negative Beitrage zur Ampli·· 
tude. Die Gesamterregung in P ist gegeben durch 

in Ik(ro+6)+-
(4) Up = 2). e '0 + b I 2 (-1)"+lK" , 

" . wobei i durch e,n/2 ersetzt ist. Man erkennt an dieser Formel, daB die Richtungs-
abhangigkeit der Funktion K eine notwendige Annahme ist; denn ware K von 
der Richtung unabhangig, so wiirde die Summe die Gestalt annehmen 

K;(-1)"+l 

und je nach der Anzahl der Zonen zwischen den Werten K und 0 schwanken. 
GemliB unseren Annahmen. aber nimmt K" mit wachsendem h bestandig ab, 
well fiir die hoheren Zonen die Richtung von do nach P immer mehr tangential 
zum Element do verHiuft. 

Nunmehr laBt sich die Reihe 
II 

(5) I = ~(-1)"+1K" = Kl - Ks + Ks - + ... + (-1)"t1K" t=t 
naherungsweise so summieren: Nehmen wir an, n sei ungerade, so kann man 
die Reihe in den folgenden zwei verschiedenen Formen schreiben: 

(6) ~ = ~l + (~l _ Ks + ~a) + ... + (K;_, - KII _ 1 + ~.) + ~. 

oder auch: 

Wir nehmen nun zunachst einmal an, daB jedes K" groBer ist als das arith
metische Mittel aus den beiden benachbarten Werten K"_l und K"+1; dann sind 
die Ausdriicke in den Klammern der belden Reihen negativ, so daB aus der 
ersten Gleichung folgt 

~<~l+~., 
und aus der zweiten 

",,' > K _ K. _ K._ t + K 
"'- 1 2 2 II' 

Man kann also fortlaufend 'schreiben 

(8) K _ K. _ K._ t + K < "'" < Kl + K. 
1 2 2 II "'- 2 2' 

Nun unterscheidet sich jedes K" nur sehr wenig von seinen beiden Nachbar
werten, so daB der Unterschied 

K1-K1 _ K._t-K. 
2 2 

Born, Optik. to 
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zwischen den beiden Schranken fast verschwindet. Es gilt daher angenahert 

(9) "= Kl + K. 
,.;.. 2 2' 

Machen wir jetzt die umgekehrte Annahme, daB jedes Glied der Folge Kit kleiner 
ist . als das arithmetische Mittel der beiden benachbarten, so erhalten wir die 
zu (8) entgegengesetzte Ungleichung, die sich in der Gestalt schreiben laBt: 

Kl + K. < X' < Kl + Kl ~_~2 _ !i,,_-::_,_~K. + K. 
2 2 ,.;.. 2 2 2 2' 

Auch hieraus ziehen wir wieder den SchluB, daB naherungsweise (9) gilt. 
Auch die Annahme n ungerade ist unwesentlich; man sieht leicht, daB di(' 

Naherungsgleichung (9) fur gerade n richtig bleibt. 
Verstehen wir nun unter n den Index der letzten zulassigen Zone, bei der 

die Verbindungslinie von do mit P genau tangential zu do liegt, so ist nach 
unseren Annahmen dort Kn = 0, und wir erhalten 

(10) 2'=~1, 
also nach (4) 

(11) 

Man sieht, daB dieser Ausdruck mit der DarsteIIung einer KugelweIIe bei un
gestorter FortpfIanzung bis znr Entfernung ro + b ubereinstimmt, wenn man 

i:r , e 2 1 
Rl = -.-- =-:-;-

1\ , 1\ 
(12) 

setzt. Bei geeigneter Wahl der Starke und Phase der von der Mittelzone aus
gehenden SekundarweIIe lapt sich also eine Kugelwelle als Interlerenzerscheinung 
der Sekundarwellen auttassen. 

Zu neuen Aussagen aber gelangt man, indem man mit FRESNEL uberIegt, 
was bei Abblendung einzelner Zonen herauskommt. Solange die Blendenoffnung 
groB ist gegen die ZonengroBen (WeIlenlange), wird die Erregung in P nicht 
wesentlich beeinfluBt. Dagegen treten starke Abweichungen der Lichtwirkung 
in P auf, wenn die Blendenoffnung von der GroBenordnung einer oder weniger 
Zonen ist. Blendet man z. B. aIle Zonen ab bis auf die halbe erste Zone, so er
halt man die Erregung in P, indem man in (3) h = 1 setzt und mit t multipli-

• eik('o+b) 

ziert; unter Weglassung des Ausbreitungsfaktors To + b ergibt sich: 

Up = )'K1 e"2 = 1, 

die Erregung ist also ebenso groB wie bei ungestorter Ausbreitung. LaBt man 
gerade die ganze erste Zone offen, so wird 

i:r 

Up = 2).K1 e"2 = 2, 

also die durch I upls gegebene Intensitiit gleich 4. Bei weiterer VergroBerung der 
Blendenoffnung aber nimmt die Intensitiit wieder ab, weil dann die beiden ersten 
Glieder der Reihe, Kl und K 2 , mit entgegengesetztem Vorzeichen zusammen
wirken; da K2 fast gleich Kl ist, wird in P voIIige Dunkelbeit herrschen, wenn die 
Offnung der Blende ungefahr die beiden ersten Zonen umfaBt. Auf diese Weise 
entstehen beim al1mahlichen Offnen der Blende in P periodische Schwankungen 
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der HeIligkeit, die nach und nach undeutlicher werden. Dasselbe tritt auch ein, 
wenn man mit dem Aufpunkte P bei fester Blendenoffnung sich der Lichtquelle 
nahert, weil dabei die ZonengroBe abnimmt, also immer mehr Zonen in die 
Blende hineinkommen. 

AIle diese Ergebnisse der FRESxELschen Oberlegungen sind durch Beobach
tungen bestatigt worden. Ganz besonderen Eindruck hat aber eine Folgerung 
gemacht (s. hierzu auch die historische Dbersicht), ja durch sie wurde gewisser
maBen der Streit zwischen Emissionstheorie und Undulationstheorie zugunsten 
der letzteren entschieden; sie betrifft die Erscheinung, die bei Abblendung allein 
der erst en Zone eintritt. GemaB (5) wird dann die Amplitude der Erregung in 
P durch die Reihe 

bestimmt, welche nach dem FRESNELschen Summationsverfahren naherungsweise 
den Wert -K2/2 hat. Da aber K2 von Kl nur wenig verschieden ist, bedeutet 
dieses Ergebnis, daB bei volliger Abblendung gerade der erst en Zone doch Licht 
nach P gelangt, und zwar nahezu genau so viel, wie wenn gerade die erste Zone 
allein frei ist (namlich I Up 12 = 4). Oberhaupt sieht man, daB eine Blende mit 
Qffnung in guter Naherung genau dieselbe Lichterscheinung in P bedingt, wie 
ein Schirm von der Gestalt der OHnung. Auch dieses von FRESNEL vorher
gesagte Ergebnis, das wir spater vom neueren Standpunkt der Theorie als 
BABINETsches Prinzip noch beleuchten werden, ist damals auBerordentlich 
tiberraschend gewesen und als entscheidender Erfolg der Wellentheorie ange
sehen worden. 

§ 45. KIRCHHOFFS Formulierung des HUYGENSSchen Prinz ips. 

Der Grundbedanke der Oberlegungen von HUYGENS und FRESNEL ist der, 
daB die Lichterregnng in einem Punkte P auf sekundare Lichtwellen zurtick
geftihrt werden kan'l, die von einer zwischen P und der Lichtquelle gelegenen 
Flache ausgehen. 

KIRCHHOFF l hat sich darum bemtiht, diesen Gedanken exakter zu formulieren 
und mit der Wellengleichung der Lichtausbreitung in Beziehung zu setzen. Alm
liche Fragen sind den Mathematikern aus der Potentialtheorie bekannt. Das 
NEWToNsche Potential u in einem Punkt laBt sich durch die Werte der Funk
tion und ihrer normalen Ableitung auf einer den Punkt umgebenden geschlossenen 
Flache durch Summation (Integration) darstellen. KIRCHHOFF hat diesen Satz 
von der Potentialgleichung LI u = 0 auf die Wellengleichung LI u + k 2u = 0 
tibertragen und Anwendungen auf die angenaherte Berechnung von Beugungs
erscheinungen gemacht. 

Der Ausgangspunkt ist der bekannte GREENsche Satz, den wir folgender
maBen formulieren: 

Es seien u (x, y, z) und v (x, y, z) zwei Funktionen, die innerhalb eines raum
lichen Gebiets G einschlieBlich des Randes mitsamt ihren erst en und zweiten 
Ableitungen eindeutig und stetig sind; dann gilt die Identitat 

(1 ) .if.f(uLlv - vLlu)dS = ff(u ~: - v~:)da, 

wobei das erste Integral tiber das Gebiet G, das zweite iiber seine Oberflache 
zu erst reck en ist und 11 die iiufJere Normale der Oberflache bedeutet. 

1 G. KIRCHHOFF: Berl. Ber. 1882 s. 641; Ann. Physik u. Chern. (2) Bd. 18 (1883) 5.663; 
Ges. Abh. Nachtr. S. 22. 

10· 
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Zum Beweise gehen wir von dem bekannten GAussschen Integralsatz 

aus. Setzen wir darin 
f f ! div 1)1 dS = J! l)1.d 0 

1)1 = ugradv, 
so wird 

div 1)1 = grad u . grad v + u -d v . 
Mithin erhalten wir 

Jff u-dvdS + fff gradu· gradvdS = Jf u ~: do. 

Vertauschen wir hier u und v und subtrahieren die dadurch entstehende Glei
chung, so erhalten wir die GREENsche Formel (1). 

Geniigen insbesondere u und v der Potentialgleichung -dj = 0, so hat man 

(2) rr( u ov - v~!.1!:) do = O. JJ I a" 0" 

Die oben erwalmte Aufgabe der Potentialtheorie, den Wert von u in einem 
Punkte P des Innern von G durch die Randwerte von u und V u/v v auszudriicken, 
lost man folgendermaBen: Man nimmt fiir v die Potentialfunktion v = 1/r, wo r 

Fig. 82. Zum GRKENSChen Satz. 

den Abstand von P bedeutet; dann muB man aber 
wegen der Singularitat dieser Funktion die Um
gebung von P durch eine Kugelflache vom Gebiete G 
abtrennen; den Radius dieser kleinen Kugel laBt 
man nachtraglich gegen Null konvergieren. In dem 
iibrigbleibenden Gebiete G' gilt nach (2) (5. Fig. 82) 

(3) t1{ a (1 \ 1 aU} u--- -) - - ~ do = 0 0" r r 0,· , 

und dieses Integral ist sowohl iiber die auBere Be
grenzungsflache von G' als auch iiber die kleine 
Kugel zu erstrecken. 

Da v die auBere Normale von G' ist, gilt an der Oberflache der kleinen Kugel 
a/a'll = -fJjor, also 0(1/1')/0'11 = 1/1'2; ferner hat man du = r2dQ, wabei dQ 
das Element der Einheitskugel bedeutet. Wahlt man die Kugel nun hinreichend 
klein, so sind u und au/a'll = - au/or ebenso wie r selbst auf ihrer Oberflache 
konstant, und man erMlt fiir den Anteil des Kugelintegrals 

Daher falgt aus (3) 

(4) 

wobei das Integral jetzt iiber die Oberflache von G zu erst reck en ist. Man hat 
also den Wert von u im Punkte P durch die Werte von u und au/a'll auf einer 
P umschlieBenden Flache ausgedriickt. Die beiden Glieder von (4) haben die 
folgende Bedeutung: Das zweite ist offen bar das Potential einer einfachen 

Flachenbelegung der Oberflachendichte -41 ~U; das erste aber ist das Potential 
:c v" 

einer Doppelbelegung des Moments - u/4n. 
Ganz analog verlauft die Dberlegung in unserem Falle der Wellengleichung 

LJu + k 2u = O. Sind u und v zwei Losungen dieser Gleichung (mit demselben k), 
so heben sich in der Gleichung (1) die beiden Anteile des Raumintegrals fort, 
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und man erMlt wiederum die Gleichung (2). Als elementare Losung mit Singu
laritat hat man nun ~aber statt v = 1/r die Kugelwellenfunktion 

einzusetzen. Da 
i (eitr) e ikr . eitr -- - = --+zk-ar r rZ r 

ist, nahert sich fUr diese Funktion v bei kleinem r der Ausdruck i) (e'ir/r)/a" 
auch dem Werte 1/r2• Daher bleiben aIle Oberlegungen ungeandert, und man 
erhalt 

(5) Up = - - u - - - - -- do. 1 iJr{ a (e
ikr

) e
ikr aU} 

4n el' r r ov 
Auch hier ist vorausgesdzt, daB u mitsamt der ersten und zweiten Ableitung 
innerhalb des von der Integrationsflache umschlossenen Gebietes eindeutig undo 
stetig ist. 

Da nun Lichtquellen offenbar Singularitaten der Amplitudenfunktion be
deuten, so gilt die Formel (5) nur fiir solche Gebiete, in deren Innern keine 
Lichtquellen vorhanden sind. Die beiden Glieder der Integralformel kann man, 
ebenso wie in der Potentialtheorie, deuten als Beitrage von sekundaren Licht
quellen auf der Integrationsflache, und zwar das zweite als Wirkung einer 
einfachen Belegung von Lichtquellen, das erste als Wirkung einer Doppel
belegung. Doch hat diese Vor
stellung keine tiefere physikalische 
Bedeutung. 

Bei der Anwendung dieser For
mel auf Beugungsprobleme kommt 
der Fall vor, daB Teile der Inte
grationsfHiche ins Unendliche riik
ken. Man kann leicht einsehen, 
daB, wenn aIle reellen Licht-
quellen im Endlichen (natiirlich Fig. 83. Zur GREENscben Integralformel. 

auBerhalb der Integrationsflache) 
liegen, der Beitrag der unendlich fernen Flachenteile verschwindend klein ist. 

Urn dies zu zeigen, denken wir uns die Lichtquelle Q aus einer endlichen Zahl 
von Elementarquellen zusammengesetzt, von deren jeder eine Kugelwelle der 
Form e'T&r/r ausgeht. Der Abstand des "Mittelpunktes" der Lichtquelle Q (d. h. 
einer aIle Leuchtpunkte umgebenden Kugel) vom Aufpunkt P (s. Fig. 83) sei a. 
Die Abstande der einzelnen Leuchtpunkte L I , L 2 , ••• innerhaIb Q von einem 
Punkte S auf dem ins Unendliche riickenden Anteil der Integrationsflache seien 
rl , r 2 , •••• Den Abstand PS bezeichnen wir mit R. Wenn nun R bei festem a 
gegen Unendlich wachst, so hat man offenbar eine Entwicklung der Form 

(6) 

wobei A", B", C", ... nur noch Funktionen der Richtung der Verbindungslinie 
PS gegen LnP sind. Summiert man iiber aIle Leuchtpunkte, so erhaIt man fiir 
die Lichterregung in S 

(7) """ eikR 
( Be) Us = ~ Un = R A + R + RI + .... .. 
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Nunmehr k6nnen wir den Anteil bestimmen, den das Integral uber eine unend
lich ferne Flache (die wir naturlich als Kugel urn P denken konnen) zu dem 
Ausdruck (5) liefert. Wir haben also zu berechnen 

_~ f/'[u -.' (~k~) _ (i k II i."·~1R2 d!J 
4:rJ.I S,.R R R, R 

t j,j'l(ikll( B )( (ikll . eikll) eikllf( ,ikR . <"11)( B ) <ikll( B )}1 =- -A--'--...!- .. · - -'--zk-- -. l- -:'-lk-- AT' ---r ... --'-- ---- ... R 2df. 
4", R 'R' R" R R R" R J!. . I R R' 

Man sieht sofort, dal3 sich in der eckigen Klammer die Glicder mit R-2 und R-3 
gerade aufheben; es bteiben also nur Glieder mit R-4, R-5, .... Daher ver
schwindet das Integral fur R ~ 00. Damit haben wir gezeigt, dal3 die unendlich 
entfernten Anteile der IntegrationsfIache nicht zur Erregung in P beitragen. 

Die Verwendbarkeit der Gleichung (5) fUr die Beugungstheorie ist beschrankt, 
da die Randwerte von u und i u!i 'II auf einer den Aufpunkt umgebenden Flache 
im allgemeinen ebensowenig bekannt sind wie der Verlauf cler Funktion u an 
irgendeiner anderen Stelle. Wir werden nachher sehen, wie sich KIRCHHOFF 
hier geholfen hat. Vorher aber wollen wir eine strenge Anwendung der Formel 
machen zur Verbesserung des FRESNELschen Prinzips bei der Ableitung der un
gestOr ten Lichtausbreitung. \Vir erinnern uns, dal3 die FRESNELSche Zonen
konstruktion hierbei auf das richtige Resultat fUhrt, wenn man Amplitude und 
Phase der Sekundarwelle geeignet wahlt. In diesem FaIle kann man die KIRCH
HOFFsche Formel ohne weiteres anwenden. ~fan nimmt als IntegrationsfIiicl~e 
(abgesehen von einer unencllich fernen Kugel) eine beliebige, die Lichtquelle 
umgebende geschlossene Flache und wahlt den Aufpunkt P aul3erhalb dieser; ist 
die Flache eine Kugel, so hat man den FRESNELSchen Fall. Die KIRcHHoFFsche 
Formelliefert die identisch richtige Aussage, daB sich der ,,'ert der Funktion ea.:T!r 
in P mit Hilfe des Integrals (5) durch ihren Wert auf der geschlossenen Flache 
urn Q ausdrucken lal3t. Das Flachenelement da hat dann den Abstand ro von Q, 
r ist der in (5) vorkommende Abstand des Flachenelements \,on P. Wir haben 
nun unter dem Integral die H.andwerte 

ell eik ,. (. 1) 
. . = --- t k - -- cos (v r) 
( J' r r • 0 o. 0 

einzusetzen. Schreiben wir uberdies statt i (eil.:rjr)ji l' 

SO'" erhalten WIr 

eil" ( 1 ') -r ik - r cos ('II, r), 

(8) 1 j'eik , eib" {(. 1) . 1). 1 
Up=-' - 1--· tk-· cos(v,r) -(zk- cos(l',ro)r da . 

4:r. r Yo r . roo 

Nun konnen wir leicht auf den Fall der Kugel speziali!'ieren; bei dieser ist 

cos ('II, ro) = -1, 

und nach der m S 44 (2) angegebenen Beziehung 

d rr" d d a = -, --- r ff. 
b --;- ro 

Vernachlassigt man endlich 1!r und 1/ro gegen k = 2;r;,'i., so gilt 

(9) 
ik e'k,,, f' 

Up = - -. --,-- c1kT(cos(Yr) + 1)dr. 
2 ro --;- b 

Hierin wird (zum Unterschied gegen FRESNEL) die Integration tiber die ganze 
Kugel erstreckt, d. h. von r = b bis r = b + 2ro' Wir zerlegen nun entsprechend 
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dem FRESNELschen Verfahren das Integral in die Anteile der Zonen und erhalten 
fiir die h te Zone 

Betrachtet man hier cos (v, r) fiir eine Zone als konstant, so kann man das Integral 
ausfiihren und erhalt 

(11) 

Vergleichen wir dies mit der FRESNELschen Formel § 44 (3), so sehen wir, daB 
die richtungsabhangige GroBe Kh sich hier eindeutig bestimmt, namlich durch 

(12) 2ii.Kh = cos (v, r)h + 1 . 

Fiir die erste Zone wird wegen cos (v, rh = 1 : 

2i).K1 = 2, 

also in Ubereinstimmung mit § 44 (12): 
.:f 

1 e -':/ 
K 1 =-:-;-=-·-

tI. I. 

Auf diese Weise versteht man, warum die FRESNELsche Zonenkonstruktion 
fiir den Fall der Abblendung der ersten Zone das richtige Resultat ergibt. Da
gegen ist die FRES~ELsche ErkHirung des Zustandekommens der ungestorten 
Lichtausbreitung durch die Wirkung der Vorderflache der Zonenkugel allein un
richtig. Fiir die letzte Zone ist namlich cos (v, r)n = 0, also nicht, wie FRESNEL 
annimmt, Kn = 0, sondern nach (12) Kn = 1/2iJ .. Beim Weitergehen auf 
die Riickseite der Kugel nehmen die Kh weiter ab und verschwinden erst an 
der dem Aufpunkt gegeniiberliegenden Stelle. Nur wenn man diese Beitrage im 
Integral mitberiicksichtigt, ergibt sich streng aus dem KIRCHHoFFschen Integral 
die Formel der ungestorten Lichtausbreitung. DaB FRESNEL doch das richtige 
Resultat aus einer unrichtigen Annahme gewonnen hat, beruht wohl auf dcr 
Ungenauigkeit seines Summationsverfahrens. 

§ 46. Die KIRCHHoFFsche Beugungstheorie. 
KIRCHHOFF hat in sinnreicher Weise seine Integraldarstellung der Licht

erregung zur Ableitung von Formeln fiir die Beugungserscheinungen benutzt. 
Es handelt sich dabei urn den ersten Schritt zu einem Naherungsverfahren, das 
allerdings niemals konsequent weitergefiihrt und auf seine Konvergenz hin unter
sucht worden ist. In Wirklichkeit liegt das Problem ja folgendermaBen: 

Man will den Einflul3 von Schirmen und Blenden auf die Lichtausbreitung 
studieren. Der ganze Raum auBerhalb des Materials der Schirme ist von der 
Lichterregung u erfiillt zu denken, die der \\dlengleichung geniigt und in den 
Lichtquellen gewisse Singularitaten aufweist. Die Art dieser Singularitaten ist 
zunachst keineswegs genau bekannt, ebensowenig aber auch der exakte EinfluB 
der Schirme, d. h. die Grenzbedingungen, denen die Funktion u an der Ober
flache der Schirme zu geniigen hat. Ware beides bekannt, so hatte man ein 
strenges mathematisches Problem vor sich, namlich ein Randwertproblem von 
partiellen Differentialgleichungen mit vorgegebenen Singularitaten. Wir werden 
spater (§ 57) sehen, daB SOMMERFELD diese Auffassung an speziellen Fallen wirklich 
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zur Geltung gebracht hat und dadurch zu Losungen von Beugungsproblemen 
gekommen ist, die in gewissem Sinne als "streng" zu bezeichnen sind; da jedoch 
die idealisierenden Annahmen iiber die Oberflache der Schirme und die an ihnen 
geltenden Grenzbedingungen in der Natur niemals genau erfiillt sind (Rauhig
keit der Oberflache, atomistische Struktur des Schirmmaterials, Grenzschiehten 
usw.), so darf man auch diese Losungen nicht ohne physikalische Kritik ver
wenden. Es ist daher wohlberechtigt, zuerst die alteren, einfacheren Gedanken
giinge von KIRCHHOFF und seinen Nachfolgern zu behandeln. 

KIRCHHOFF geht von der Tatsache aus, daB bei grober Beobachtung das 
Lieht sieh von den Quellen bis zu den Schirmen ungestort ausbreitet und erst 
hinter engen Blenden ein Einflu/3 der Schirmwande merkbar wird, indem die 
Lichterregung iiber die Schattengrenzen hiniibergreift. Urn nun die Lieht
intensitat in einem Punkte P zu berechnen, der durch den Schirm mit 0ffnungen 
von der Lichtquelle abgetrennt ist, denkt sich KIRCHHOFF diesen Aufpunkt P 
von einer Flache umgeben, die an der von der Lichtquelle abgewandten Seite 
der Schirmwande verIauft und die Blendenoffnungen glatt iiberbriickt. Es ist 
eine physikalisch verniinftige Aussage, da/3 in erster Naherung die Erregung an 
der Riickseite der Schirme dauernd Null ist: 

(1) Auf der Schirmflache: U = 0 , 

Schon etwas kiihner ist die Annahme, da/3 man bei der Berechnung der Er
regung in P mit Hilfe der KIRCHHoFFschen Formel § 45 (5) fUr die Teile der 
Flache, welche die Blendenoffnungen iiberspannen, als Randwerte von U und 
cu/a1l die der ungestorten Lichtausbreitung entsprechenden Werte nehmen darf; 
also fUr einen leuchtenden Punkt: 

(2) An der Blencienoffnung: 
eikrd 

1£=-
1'0 ' 

cu . eikro ,---- = ~k ---- cos(v 1') 
0/' 1'0 ' 0 

(wobei wieder 1/1'0 neben k vernachlassigt ist). 
Hat man mehrere Leuchtpunkte Q in der Lichtquelle zu beriicksiehtigen, so 

kommt es darauf an, ob diese als koharent betrachtet werden oder nieht. 1m 
ersteren FaIle hat man die Amplituden, im letzteren die Quadrate derselben 
(Intensitaten) zu summieren. 

Geht man mit diesem Ansatze in die KIRCHHoFFsche Formel § 45 (5) ein, so erhalt 
man rein rechnerisch eine bestimmte Amplitude Up im Aufpunkt. Aber es ist 
wohl selbstverstandlich, da/3 dieses durch willkiirlich gewahlte Randwerte be
stimmte Integral der Wellengleichung gar keine Losung des Randwertproblems 
ist; denn wiirde man aus ihm riickwarts die Werte von U und QU/vv auf der 
Integrationsflache berechnen, so wiirde man von dem Ansatz (1) und (2) ver
schiedene Werte bekommen, z. B. gewi/3 nicht verschwindendes U an der Riick
wand der Schirme. Man konnte nun die ganze Betrachtung in folgender Weise 
rechtfertigen: Man fa/3t die durch das beschriebene Verfahren errechnete Er
regung Up als erste Naherung auf, berechnet aus ihr die Randwerte u und au/i)v 
und wiederholt dann das Verfahren beliebig oft. Es ist zu vermuten, da/3 diese 
Methode der sukzessiven Approximationen konvergiert, und es ware zu zeigen, 
da/3 bereits der zweite Schritt einen verschwindend klein en Effekt neben dem 
ersten gibt. Solche Untersuchungen sind aber niemals vollkommen durchgefiihrt 
worden. Man verIa/3t sich vielmehr auf die bekannte Tatsache, da/3 die Beugungs
erscheinungen relativ schwach sind, so da/3 z. B. die Beleuchtung der Schirm
riickseite infolge des herumgebeugten Liehts (Riickeinsetzen der ersten Nahe
rung) sehr gering ist. Sodann kann man sich auch darauf berufen, da/3 die auf 
ganz andere Weise gewonnenen SOMMERFELnschen Losungen, die im mathe-
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matischen Sinne streng sind, mit den KIRCHHoFFschen in den verglichenen FaIlen 
gut ubereinstimmen. Endlich bestatigt auch die Erfahrung die Resultate der 
KIRCHHoFFschen Theorie. 

Man erhalt nach § 45 (8) ftir die Wirkung einer punktWrmigen Lichtquelle 
ik /" eik(r+rol 

Up = - --. 1--- (cos(v r) - cos(v r ))da 
4.7"., rro ' '0' 

wo das Integral tiber eine durch die Blendenoffnung gelegte Flache zu erstrecken 
ist. Diese Formel ist symmetrisch bei Vertauschung von r und ro und gleich
zeitiger Cmkehrung der Normalenrichtung v. Das bedeutet: wenn man durch eine 
Lichtquelle Q in dem jenseits des Schirmes gelegenen Punkte Peine bestimmte 
Helligkeit erzeugt, so erzeugt dieselbe in P angebrachte Lichtquelle gerade die 
gleiche Helligkeit in Q. Das ist der allgemeine Reziprozitatssatz der Beugungstheorie. 

Wir wollen nun zur Ermoglichung der rechnerischen Durchftihrung einige 
weitere Vereinfachungen vornehmen. Erstens nehmen wir an, daJ3 die Blenden
offnung so beschaffen ist, daJ3 man das Stuck der Integrationsflache, durch 
welches sie abgeschlossen wird, als eben annehmen kann. Zweitens berufen wir 
uns auf die Erfahrungstatsache, daJ3 in geringem Abstande von der geometrischen 
Schattengrenze (nur wenige Wellenlangen) die Lichtverteilung hereits die der 
geometrischen Optik 1st (ohne merkliche "Beugung"). Wir konnen uns daher 
auf solche Lagen des Punktes P beschranken, bei denen die Verbindungslinie PQ 
nahe an der Umrandung der ebenen Offnungsflache vorbeigeht. Nun ist der 
Faktor eik(r+r,) wegen der GroJ3e von k = 2nj). eine sehr schnell oszillierende 
Funktion der Lage von P, der andere Faktor, cos (v, r) - cos (v, ro), aber ver
haltnismaJ3ig langsam veranderlich. Wir konnen den letzteren daher als kon
stant ansehen und durch 2 cosc5 ersetzen, wo c5 der Winkel zwischen der geraden 
Verbindung QP und der Normalen der Blendenoffnung ist. Ebenso konnen wir 
die Faktoren r und ro in dem betrachteten Variationsbereich von Pals konstant 
ansehen und vor das Integral setzen. Wir erhalten daher schlieJ31ich 

(4) _ i k cosb /"/' ik (r+r) d Up - - .. -- e '(J • 

2.1l rro ." 

Jetzt mach en wir die Ebene der Offnung zur xy-Ebene eines Koordinatensystems, 
dessen z-Achse nach cler von def Lichtquelle 
Koordinatenanfangspunkt 0 liege in der 
Ebene der Offnung in der Nahe des Ran-
des. Die Integrationsvariabeln in dieser 
Ebene seien ~ ,I), so daJ3 d (J = d ~ d II (s. 
Fig, 84) ist. Sind (xo, Yo, zo) die Koordinaten 
von Q, (x, y, z) die von P, so hat man 

(5) { ro = (xo - ~)2 + (Yo - 1))2 + zT" 
r2= (x -~)2 + (y - 1))2 + Z2. 

Wir ftihren nun die Abstande R und Ro 
der Punkte P und Q vom Nullpunkt 0 
ein. Ftir diese gilt 

R~ = x5 + y~ +~, 
R2 = x2 + y2 + Z2. 

abgewandten Seite zeigt. Der 

z 

Fig. 84. Beugung an einer Olfnung. 

Gem~iJ3 unseren Voraussetzungen sind die Verhaltnisse ~JRo' 1JJRo und ~JR, f1JR 
kleine Zahlen. Daher konnen wir r und r 0 nach ihnen entwickeln und erhalten z. B. 

(7) 
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Set zen wir diese \rerte in die Gleichung (4) ein, so erhalten wir 

(8) 
ik e;kIR+II,,) ," 

Up = - ::;-coso , eik'I'I~, 'I) d~ dl) , 
_:r RRo .. 

und hierin ist 

(9) fl>(I:) xo~":"Yoll, ~2+lj2 (xo2+Yolj)2, x~-i-YI) ~2+'12 (X~+YIJ)2 
'¥ ,",II =-- Ro T 2Ro - 2R;~ ·"--R+ 2R-- 2R3 + ... 

Fiihrt man nun die Richtungskosinus von Ro und R gegen die x),-Ebene ein, 
indem man 

1 

Xo X 
(Xo = -R' (X = R; 

(10) 
0 

(J--~ f3=k 0- Ro' 

setzt, so erhalt man 

(11) f/>=~((XJ-(x)+II(f3o-f3)+~{(~o + ~)W+112)- (iXO~;:OIJ)2 _ (iX~tPlj)2}+ ... 

§ 47. Klassifizierung der Beugungserscheinungen. 
Das BABINETsche Prinzip. 

Nimmt man die KIRCHHoFFschen Formeln § 46 (8), (11) als giiltig an, so ist 
die Aufgabe, die Lichtverteilung bei einer Beugungserscheinung zu bestimmen, 
eine einfache Rechenaufgabe. Man sieht sogleich, daB ihre Schwierigkeit urn so 
groBer wird, je mehr Glieder man in der Reihenentwicklung § 46 (11) fUr f/>(~, 1)) 

mitnimmt. Daher ist es angebracht, sich klarzumachen, was die einzelnen Glieder 
physikalisch besagen, und danach zu bestimmen, wie weit man in einem vor
gegebenen FaIle mit der Rechengenauigkeit zu gehen hat. 

Beriicksichtigt man in f/> nur die in ~, II linearen Glieder, so steHt eiH'(~, 'I) 
= eik(<.,.-a);+(fi.-fi)'I) = eikla.:;+fI.'I)e-iklai;+fI'l) offen bar eine ebene Welle dar, 

oder genauer, das Produkt zweier ebener Wellen, 
-----~....;....---[ deren eine von der Richtung (Xo, flo (Licht

queUe ->- Beugungsoffnung) abhangt, die andere 
von der Richtung (X, f3 (Beugungsoffnung ->- Auf
punkt). Die Lichterregung erscheint als Super
position von ebenen Wellen. Dies bedeutet, daB 
sowohl die Lichtquelle als auch der Aufpunkt von 
der beugenden Offnung unendlich weit entfernt 
sind ~in § 46 (11) ist Ro ->- 00, R ->- ooJ. 

Man spricht in diesem FaIle von FRAUNHOFER
schen Beugungserscheinungen. Sie zeichnen sich 
durch besondere Einfachheit sowohl in der mathe

-----+-+------fo matischen Behandlung als auch in den Beugungs-
Fig. 85· Verwirklichung der FRAuNHoFER- figuren aus. Natiirlich wird man der Lichtstarke 
schen Beugungserscheinungen mit Hille wegen die Punkte P und Q nicht wirklich in sehr 

von Linsen. 
groBe Entfernung legen, sondern die ParaIlelitat 

der die beugende Offnung durchsetzenden Strahlen mit Hilfe von vorgeschalteten 
Linsen' erreichen. Man kommt also zu der in Fig. 85 dargestellten Anordnung. 
Die LichtqueIle Q liegt in der Brennebene Eo der Linse Lo, eben so wird das 
gebeugte Licht durch eine Linse L in der Brennebene E aufgefangen (L und E 
konnen auch Linse und Netzhaut des Auges sein), 
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MiBt man die Langen in den Ebenen E und Eo in Vielfachen der Brenn
weite der entsprechenden Linsen, so sind (GAusssche Abbildung voraus
gesetzt) iXo. Po die Koordinaten von Q ;n Eo, iX, P die Koordinaten von P 
in E. Man kann nun den geometrischen Bildpunkt 0 von Q in E konstruieren. 
Nimmt man ihn als Nullpunkt eines Koordinatensystems in E, so sind a = iX - iXo' 
b = P - Po die Koordinaten von Pin diesem System. Die Formel § 46 (11) zeigt, 
daB in un serer Naherung die Beugungserscheinung nur von diesen beiden GraBen 
a, b abhangt, also relativ zum geometrischen Bildpunkt 0 von Q feststeht. 
Sie ist also auch unabhangig von Verschiebungen der Blendenaffnung in ihrer 
eigenen Ebene (natiirlich nur in gewissen Grenzen, die von der benutzten Nahe
rung abhangen). Wir werden in den folgenden Paragraph en die so entstehenden 
Beugungsfiguren fUr einfache Offnungsformen ausrechnen und auf verschiedene 
physikalische Probleme anwenden. 

Wenn man sich nicht mit dieser ersten Naherung in der Funktion cP [§46 (11)J 
begniigt, sondern die Glieder nachster Naherung, die in ~. 1] quadratisch sind, 
mitnimmt, so bedeutet das, daB man die Kriimmung der Wellenflachen in der 
beugenden Offnung fiir die ein- und auslaufenden Wellen in erster Naherung 
beriicksichtigt. Dem entspricht physikalisch eine in endlicher (groBer) Ent
fernung befindliche punktfarmige Lichtquelle. Man spricht in diesem FaIle von 
FREsNELschen Beugungserscheinungen. Wir werden sie im FaIle eines geradlinig 
begrenzten eben en Schirmes nachher (§ 55) behandeln. 

Wir wollen hier noch das schon einmal erwahnte BABINETsche Prinzip (s. § 44, 
s. 147) vom Standpunkt der KIRCHHoFFschen Theorie aus ableiten. Es bezieht 
sich auf den Fall, daB man den Strahlengang durch "komplementare" Blenden 
unterbricht. Komplementiir heiBen dabei zwei Blenden, von denen die eine, B 1 , 

gerade dort Offnungen hat, wo die andere, B 2 , verdeckt ist, und umgekehrt. 
Bei fehlenden Blenden und bei ideal vorausgesetzter Linsenabbildung ist die 
Lichterregung u in jedem Punkte P des Auffangeschirms. der vom geometrischen 
Bild 0 der Lichtquelle Q verschieden ist. gleich Null. Bei eingesetzter Blende Bl 
sei u1 die Erregung in P, bei der komplementaren Blende sei sie u2 • Da u1 und u2 

sich als Integrale iiber die Offnungen darstellen und die Offnungen von Bl 
und B2 sich genau zur vollen freien Ebene erganzen, so muB u1 + U 2 = u sein. 
Mithin ist U l + 112 = 0 in jedem von .() v~rschiedenen Punkte p. also 

1 111 12 = 1 u2 12 • 

Diese Formel enthalt die Behauptung. 

§ 48. FRAUNHOFERsche Beugungserscheinungen am Rechteck 
und am Spalt. 

Die Faktoren der Formel § 46 (8), welche sich auf die Lage von Leucht
punkt und Aufpunkt beziehen, verlieren bei der Vorschaltung von Linsen ihre 
urspriingliche Bedeutung. Wir ersetzen sie daher zunachst durch einen Faktor C 
und schreiben die Amplitude bei der FRAuNHoFERschen Beugungserscheinung 
nach § 46 (11) folgendermaBen: 

(1 ) 

Dabei sind a, b die Koordinaten eines beliebigen Punktes P relativ zum geo
metrischen Bildpunkt 0 der Lichtquelle Q in der Ebene des Auffangeschirmes; 
es sind dimensionslose GraBen. die das Verhaltnis der Entfernung PO zu der 
Strecke angeben, urn die sich 0 verschiebt, wenn man die Lichtquelle Q urn die 



156 IV. Beugung. 

Langeneinheit verschiebt. ~, 1] sind die Koordinaten eines Punktes in der 
Blendenoffnung. 

Urn die physikalische Bedeutung der Konstanten C festzulegen, berechnen 
wir die gesamte aus der Offnung austretende Lichtmenge; diese ist selbstver
standlich auch gleich der auf die Flache der Blendenoffnung fallen den Licht
menge. Set zen wir sie gleich der FlachengroBe F, so bedeutet dies. daB wir die 
auf die Flacheneinheit der Blende fallende Lichtmenge auf 1 normieren. Wir 
haben also die Normierungsbedingung 

(2) J"flupI2dadb=F. 

Urn das Integral in (2) auszuwerten, bemerken wir, daB das Integral in (1) sich 
als Fourierentwicklung auffassen laBt. Es sei namlich eine Funktion t (~, 1]) 
definiert durch 

{ 1 innerhalb der Blende, 
j(~,1]) = 0 auBerhalb der Blende. 

Dann ist 
2nj 

ff --(a;+b'l) 
(4) Up =,Cq;(a, b) , wo q;(a, b) = t(~,1])e J. d~d'I]. 

Dabei ist jetzt das Integral tiber die ganze ~1]-Ebene zu erstrecken. 
Nach dem FOURIERSchen Theorem ist nun 

(5) 

Multipliziert man diesen Ausdruck mit dem konjugiert komplex en /* (~, 1]) und 
integriert tiber ~, 1], so ergibt sich 

1 2ni(a'+b'l) 
Iflt(~,1])12d~d1]= ),2fft*(~,1])d~d17ffq;(a,b)e).' dadb 

1 ... 2ni(a;+b'l) 1 
=12JJq;(a,b)dadbff/*(~,1])e). d~d1]= ),2fflq;(a,b)1 2dadb, 

(6) IIlt(~,1])12d~d1J= ),2~2IIlupI2dadb. 

t 
7J 

,,4, 

~ ~6 • 

Nach (3) ist der Wert des Integrals linker Hand 
gleich F. Mithin liefert die Bedingung (2) , 

1 
F = ),B(;2F; 

~-
also ist die Normierungsbedingung erftillt fUr 

Fig. 86. Rechteckiger Spalt. 

der Flacheninhalt also 
grale der Form 

(7) 

Wir nehmen nun als beugende (Jjjnung ein 
Rechteck und legen den Nullpunkt des Koordi
nat en systems in seinen Mittelpunkt und die 
Koordinatenachsen parallel zu den Seiten. Die 
Seitenlangen seien 2 A und 2 B (s. Fig. 86), 

F = 4 A B . In Up tritt das Produkt zweier Inte-
A r e- ika ; d~ = 2 sin(kaA) 

• ka 
-A 
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auf. Wir erhalten also aus (1) mit (7) 

(8) J = 1 12 = (4AB)2(Sin(kaA))2(Sin(kbB))2 
p Up i.. k a A k b B . 

Die hier auftretende Funktion (sinx/x)2 hat den in Fig. 87 angegebenen Verlauf. 
Sie hat ein Rauptmaximum im Punkte x = 0 von der Rohe 1, sodann Minima, 
und zwar mit den Werten 0 bei x = ±n, ±2n, ±3n, ... , ±mn, ... , 
und dazwischen Nebenmaxima an den NuIlsteIlen der Funktion tgx - x, 
also bei 

x = 1,430n = 4,493; 2,459n = 7,7253; 3,470:7: = 10,90; 4,479n = 14,07; ... 

Sie nahern sich asymptotisch den ungeraden Vielfachen von n/2. Die GroBeJ;l 
der Nebenmaxima betragen fUr 

fQ~ 

!I 

t 
l-

r-

sin',r - ~ --;zr 

-

4 
r-

4J 

r-

42 
-

41 \ 

0 -

I 
o 1 2 :It 

- , x-4493; 7,7253; 10.90; 14,07; 

(~~r= 0,047 18; 0,01694; 0,00834; 0,00503 ; 

Die Intensitat J p verschwindet also fUr ein System von 
, die sich rechtwinklig schneiden und die 

durch 
geraden Linien 
gegeben sind 

(9) I kaA = mn} 
kbB = nn (m,n = 1,2,3, ... ), 

mithin 

I (10) 

l 

mn i..m 
a = kA = 2A' 

nn i..n 
b = iai = 2B· 

Der Abstand j e zweier benachbarter Geraden ist 

(11) 
- i.. b = _._ .. 

2B 

Eine solche B eugungserscheinung. ist in Fig. 88 wieder
spricht von einem Lichtgebirge mit einem 
und niedrigeren Nebenbergen. Je groBer 

gegeben. Man 
zentralen Berg 

~ J- I 

die Offnung ist, urn so mehr zieht sich 
das Beugungsbild auf den geometrischen 
Bildpunkt zusammen. Dabei wachst die 
Rohe des mittleren Maximums pro
portional dem Quadrat der Flache der 

l'ig. 87. Deugung am Spall. Die Funklion 
beugenden Offnung. Die gleichzeitige 
Verengung und ErhOhung des Licht
gebirges ist so beschaffen, daB das ge
samte Volumen (die gesamte Licht-

menge) proportional der BIendenoffnung wachst [so die Normierung (2)]. 
Aus dieser elementaren Beugungsfigur der punktformigen Lichtquelle kann 

man durch Integration die Beugungserscheinungen beliebiger kohiirenter oder 
inkoharenter Lichtquellen berechnen, wobei man im ersteren FaIle die Ampli
triden zu addieren und dann zu quadrieren. im zweiten FaIle erst die Ampli-
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tuden zu quaclri('ren und clann zu addiercn hat. Als besonders wichtigen Spezial
fall wollen wir den bctrachten, daB die Lichtquellc ein leuclztender, gerader Draht 
ist, von dessen einzelnen Punkten inkoharentes Licht ausgeht, und daJ3 die 
heugende G!inltl1{!, ein langer, schmaler Spal! ist. Dabei wollen wir zur Verein
fachung der Hechnung sowohl den Draht als auch den Spalt als unendlich lang 
annchmen; ihrc Langsrichtung sci die der y-Achse. Indem wir uns erinnern, 
dalJ h = fl - flo ist. wo flo die Lagc des leuchtenden Punktes bestimmt, sehen 
wir. dalJ die in (X) angegebenc Funktion JI' nach b zu intcgrieren ist. Wir er
haltcn also 

( 12) J8 .~ f Jl' dh = (4~H nSil~(~~A)r.f(Si~/~~B)t db, 
--x 

:\un ist hekanntlich I 0<-

( 13) l (S~:_xt d x=-;,; . 
._- C'C 

Daher winl alls (12) mit /? c .. _ 2;,;). 

( 14) Is ~U: 13 (sin (I:!!.ij)~ 
i. kaA . 

\\'ir t'fktltcll abo ab lkllgllllgsbild abwechsdnd dunklc und helle Streifen parallel 
zur Lichtqudh- und Z\11l1 Spalt. 

Fig. Sg. Bt'lIgllllg <III "jw'TlI n-chtt-ckigl-lI Spalt Vull I; I IIlIIt BreitI'. Li'.:htqlH'Il(·; (,inc VOlt hintell be1cllchtete kreis
tc;nnigc Blendc .. \hhildulI!,! dpr LichIQllt'lI(' dureh Brilll'ugla., \'011 1 clrtr. St;irk(' ill 2 III Entft·rntmg auf gleiche GroBe. 
Bdichtllllg:-;daller 131 Stllllc\!'11. L'1n dif~ .... chwac:he ~t'bt-lHllaxima .... ichthar zu machf'll, .,inc! die starkeren :\[axima 
ill der :\litte tier Figllr Ubf·rtwlichtH. Dip th('off,tis!':ht, H"'ligkf'its\,f'rtcilllll~ konullt ill df'r Aufnahme Jlicht 7.um 

:\usc\nwk. A\lfllahllw \'Oll A, KiiHl.HC 

Es ist vielll'icht nutzlich. sich das H.esuItat auch mit Hilfe einer der FRES:\EL

schen Zoncnkonstruktion analogen 'Cherlegung klarzumachen. \Vir teilen den 
Querschnitt M N des Spaltes durch Teilpunkte .'111 , 11,,[2' ..• so in Streifen, daB 
das abgebeugte Licht fur benachbarte Teilpunkte den Gangunterschied i./2 hat. 
Hierzu denken wir uns (s. Fig. 89) von.v aus die :\ormale XK auf den einfallenden 
lind von M aus die ~ormale M L auf den abgebeugten Strahl gefallt. Die Wirkung 

1 Siehe COURANT-HII.HERT: \kthoclen clef mathpmatischcn PhySik, Kap.2, § 5 S.55. 
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je zweier benachbarter Zonen hebt sich gerade auf, wenn der Wegunterschied 
von dem durch einen Teilpunkt gehenden Strahl zu dem benachbarten (in der 
Fig. 89 sind die Strahlen einfach als 
geknickte Gerade gezeichnet) )./2 be
tragt. Es entsteht daher Dunkelheit, 
wenn MN in eine gerade Anzahl sol
cher Zonen geteilt werden kann. Das 
ist der Fall, wenn M K - N L = m). ist 
(m = 0, ± 1, ± 2, ... ). Da nun lXo und 
lX die Cosinus der Richtungen von ein
fallendem und austretendem Strahl ge
gen die x-Achse, d. h. die Richtung MN, 
sind, so ist 

MK = 2AlXO ' 

LN = 2AlX. 
Fig. 89. Konstruktion der Beugung am SpaIt nach dem 

Also muB fUr Dunkelheit die Bedingung HUYGENSschen Prinzip. 

(15) LN - MK = 2A (lX - lXo) = 2Aa = m). 

bestehen, und dies gibt die allS unserer allgemeinen Forme! (8) folgende Lage 
der Minima richtig wieder. 

§ 49. Die Beugungserscheinungen an einer kreisformigen Offnung. 
Bei einer kreisf6rmigen (Jllnung vom Radius A verlaufen d.ie Betrachtungen 

ganz ebenso, nur daB man natiirlich am best en Polarkoordinaten einfiihrt. Die 
Koordinaten eines PunkteS" P der Beugungserscheinung, bezogen auf das geo
metrische Bild 0 der Lichtquelle Q, seien gegeben durch 

( 1) (! cos f) = a , (! sin f) = b , 

die Polarkoordinaten eines Punktes in der beugenden Offnung durch 

(2) PcosO=~, PsinO=1J. 

Also wird die Lichterregung in P nach § 48 (1) unter Be."!~btung von § 48 (7) 

(3) 

A 2,. 

Up . +1 f e-ik!.'Pcos(O-6)PdPd (). 
00 

Hier treten die bekannten transzendenten BESsELschen Funktionen auf, deren 
n te so definiert istl: 2,. 

(4) I .. (z) = i--!ei.COSlJei,.OdO. 
2n 

o 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden dieser Funktionen und der Ableitung 
der einen gilt die Rekursionsforme!2 

(5) z~~ + nl .. = ZI .. -I' 

Fiir n = 1 folgt hieraus insbesondere 

(6) . d II + 1 _ d (zI1) - 1 
zl[i l-iiZ""- Z O' 

1 Siehe E. JAHNKE und F. EMDE: Funktionentafeln, S.169. Leipzig u. Berlin 1909. 
I Siehe JAHNKE-EMDE: S.165. 
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Diese Gleichung ergibt integriert 
z 

(7) 
1 • 

Il(Z) = Z J 10 (C) CdC . 
o 

Wir merken weiter die Werte der beiden fUr uns in Betracht kommenden Funk
tionen fur den Nullpunkt an. Es ist 

f 
y 

I 
01\ 

\ 

4 

4 J 

42 

4 f 

1\ 

1\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
[\... 

o. 1 ! J 

(8) limlo(z) = 1 

und 

(9) lim 211(Z) = 1 . 
.~o Z 

N unmehr kehren wir zu unserer Beugungsformel (3) zu
rade Funktion ist, konnen wir schreiben ruck. Da 10 (z) eine ge 

A 

(10) Up = k jlo(k Pe) PdP. 
o 

Diese Gleichung brin gen wir mit Hilfe der Substitution 

(11) kPe = C 
und unter Benutzun g der Hilfsformel (7) in die Gestalt 

Ake 
1 

(12) Up = kez j 10 (C) C dC = : II (Ake) . 

ffJ~ 

6 78.9 
---:r: 

o 
Fur die Intensitat erhalten wir 
also 

(13) Jp = (A:3ry(21~~:e)r 

Fig.90. Beugung an der kreisformigen Offnung. Die Funktion 

Die Intensitatsverteilung in 
der Umgebung des geometrischen 
Bildes wird also durch die Funk
tion (211 (X)/X)2 bestimmt, welche 
bei x = 0 den Wert 1 hat und dann 

2(I~%T 

in ahnlicher Weise oszillierend gegen Null geht wie die oben (§ 48, S.157) 
behandelte Funktion (sinx/x)2, nur haben jetzt die Nullstellen nicht mehr gleiche 
Abstande, sondern liegen bei 

x = 1,220n; 2,23)n; 3,238n; 4,250n; .... 

Man sieht, daB ihr Abstand mit wachsender Gliednummer mehr und mehr sich 
dem Werte n nahert. Hieraus erhalt man fUr die Radien der dunklen Inter
ferenzringe 

(14) 

Der Abstand der einzelnen Ringe nahert sich also immer mehr dem Werte ll/A. 
Die "Durchmesser" der Beugungserscheinung sind, analog zur Beugung an der 
rechteckigen Offnung, dem Radius A der Kreisblende umgekehrt proportional. 
Die Lichtverteilung, das Lichtgebirge, besteht aus einer zentralen, kegelformigen 
Erhebung, die von ringformigen Kammen umgeben ist, wie der Querschnitt 
in Fig. 90 zeigt. 

Die Hohe der mittleren Erhebung ist wieder dem Quadrat cler Flache der 
Blendenoffnung A 2n proportional. VergroBert man die Flache auf das Doppelte, 
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so schrumpft die Flache lle2 der Beugungserscheinung auf die Halfte, die 
Lichtstarke aber wachst auf das Vierfache; so kommt es zustande, daB die 
Gesamtintensitat ebenso wie die Blendenoffnung auf das Doppelte wachst. 

§ 50. Beugende Offnungen von anderen Formen. 
Man kann zahlreiche andere Formen von beugenden Offnungen in ahnlicher 

Weise behandeln, z. B. indem man krummlinige Koordinatensysteme benutzt, 
fiir welche die Kontur der Offnung eine Koordinatenlinie ist. Wir wollen darauf 
aber nicht eingehen I, sondern nur einen Punkt erwahnen, der sich ohne weitere 
Rechnung erledigen laBt, namlich die gleichmii{Jige Verzerrung einer (JI/nung in 
einer Richtung. Set zen wir in unserer Formel § 48 (1): 

(1 ) 

etwa ~ = fl~', rl = 'YJ' und integrieren iiber denselben Bereich der f'YJ'-Ebene, 
wie vorher in der ~'YJ-Ebene, so stellt die entstehende Funktion u(a, b) die 
Beugungsfigur der im Verhaltnis fl deformierten Offnung dar. Fiihrt man nun 
statt a und b neue Variable a"~ fla, b' = b ein, so lautet das Integral (1) als 
Funktion von a', b': 

(2) up = i JJ e-ik(~' a' + '1'b') df dr!, = flU (a', b') = fl u (f.ta, b) . 

Hieraus geht hervor, daB die Beugungsfigur sich ebenfalls linear deformiert, 
nur in genau umgekehrtem Sinne wie die Offnung: Wenn die beugende (Jjjnung 
in einer Riehtung im Verhiiltnis fl ausgedehnt deformierf 

wird, so zieht sick das Liektgebirge in dieser 0 C) 
Riehtung im selben Verhiiltnis zusammen. I/#Turg 

Auf diese Weise kann man die Beugungs
bilder von Parallelogramm und Ellipse aus 
denen von Rechteck und Kreis ableiten. Als ~ 0 
Beispiel deuten wir in Fig. 91 das Beugungs- rg ~ 
bild einer elliptischen Offnung an. /Jetgf.rgs-

bib' Wir behandeln nun den wichtigen Fall, 
daB in dem Schirm eine gro{Jere Anzakl glei-
eker und gleiek orientierter (Jjjnungen vor- Fig. 9t. Beugung an einer elIiptischen Offnung. 

handen ist. (Nach dem BABINETSchen Prin-
zip konnten wir ebensogut ein den Lochern entsprechendes System von gleichen 
Schirmen ins Auge fassen.) Wir fixieren in jeder Offnung einen relativ gleich 
gelegenen Nullpunkt, in der pten Offnung mit Mp bezeichnet. Die Koordinaten 
dieser Punkte M 1 , M 2 , ••• , bezogen. auf ein in der Blendenebene festes Bezugs
system, seien ~1' 'YJl; ~2' 'YJ2; .... Die Gesamterregung in einem Punkte P ist 
dann nach (1) gegeben durch 

(3) 

up = +2: If e-ik((;p + E) a + ('1P + '1)b)d~ d'YJ , 

p 

Up = 2: e- ik (Epa+'1ph). ~ ff e-i"(EIJ+'1b)d~ d17· 

p 

1 Photographische Aufnahmen von Beugungsfiguren an verschiedenen Offnungen 
findet man bei J. SCHEINER U. S. HIRAYA,)!A, Abhandl. d. k6nigl. Akad.- d. Wissensch. 
Berlin, 1894, Anhang S. L 

Bom,Optik. 11 
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Das Integral in (3) druckt die beugende Wirkung einer einzigen Offnung aus, 
die Summe berucksichtigt die Superposition der einzelnen koharenten Beugungs
erscheinungen. Bezeichnen wir die Intensitat der von einer Offnung erzeugten 
Lichterregung mit Jo' so wird die Gesamtintensitat 

(4) J = Jo !.:~>-ik(':pa+'lpblI2 = JoL~e-ik«;p-.;.la+(~p-'l.lb). 
p p q 

Der einfachste Fall ist der zweier Offnungen, den wir fruher (III, § 35) 
als YouNGschen Inter/erenzversuch kennengelernt haben. Wir haben dort von 
dem ersten Faktor (der Beugung an der einzelnen Offnung) abgesehen und nur 
den zweiten studiert. Man sieht leicht, daB unsere neue Forme! (4) genau mit 
dem fruheren Resultat [III, § 34 (14)] ubereinstimmt; denn wenn p und q nur 
die Werte 1, 2 durchlaufen, so wird aus der Doppe!summe: 

! 2 + eik«;,-<,la+ ('l,-'l,lb) + eik«;,-':,la+('/:-'l,)b) 

(5) =2+2cos{k(~I-~2)a+(1h -1J2)b)}=4COS2{~ (~I-~2)a+(1]1-172)b)}. 
Wir betrachten jetzt den Fall sehr zahlreicher (J/lnungen. Diese verhalten 

sich ganz verschieden, je nachdem, ob sie ungeordnet oder nach einem regel
miifJigen Gesetz geordnet liegen. 1m ersteren FaIle, dem der vollstandigen Unord
nung, werden die Glieder der Doppelsumme, fur die p ::f= q ist, unregelmaBig 
zwischen + 1 und - 1 schwanken und sich im Mittel aufheben. Die ubrigen 
Glieder (p = q) sind samtlich 1. Bezeichnen wir mit m die Anzahl der Offnungen, 
so wird also 
(6) J = Jom. 
Die ungeordneten, einander gleichen Offnungen erzeugen also aIle zusammen 
genau dieselbe Beugungserscheinung wie eine von ihnen allein; nur ist die In
tensitat im ganzen soviel mal starker, als die Anzahl der einzelnen Offnungen 
betragt. Diese Erscheinung, oder vielmehr die zu ihr nach dem BABINETschen 
Prinzip komplementare, kann man leicht beobachten, wenn man eine mit Lyko
podiumsamen oder mit anderen gleichformigen Teilchen bedeckte Glasplatte 
gegen eine entfernte Lichtquelle halt. Auch sieht man diese Beugungsringe an 
beschlagenen Fensterscheiben, wobei nur zu beachten ist, daB die Hindernisse 
nicht gerade genau gleich sind. Weiter gehoren hierher die scg. "Hofe" urn 
Sonne und Mond bei Nebel oder dunn en Wolkenschichten. 

Die Ausloschung der Glieder mit p ::f= q in der Doppelsumme (4) ist natur
lich nicht vollkommen, und es werden infolgedessen Schwankungen des gleich
maBigen Hintergrundes auftreten. Andere Schwankungen treten ein, wenn die 
Offnungen nicht gleiche Gestalt haben und diese nach irgendeinem strengen 
oder statistischen Gesetz verteilt ist. Die hierdurch bedingten (strahlenartigen) 
Lichterscheinungen lassen sich berechnen, doch wollen wir hierauf nicht eingehen 1. 

Wesentlich·werden die Glieder mit p * q, sob aid die Anordnung der beugen
den Offnungen regelmafJig ist. Die hierauf beruhenden optischen Einrichtungen, 
die Beugungsgitter, sind so wichtig, daB wir sie in einem besonderen Paragraph en 
behandeln wollen. 

§ 51. Beugungsgitter. 
Das optische Gitter besteht aus einer Glas- oder Metallflache, auf welcher 

durch eine Teilmaschine gerade Striche in gleichen Abstanden eingeritzt sind. 

1 Vgl. M. v. LAUE: Berl. Ber. 1914 S. 1144. Ahnli<lllte.Erseheinungen treten aueh bei der 
Beugung von Rontgen,s.trahlen an Fliissigkeiten auf; s. -J. A.PRINS: Naturwiss. Ed. 19 (1931) 
S.435. 
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Man kann bei Glasgittern sowohl im durchgehenden als auch im reflektierten 
Licht beobachten, bei Metallgittern natiirlich nur im reflektierten. Wir ideali
sieren das Gitter in der Weise; daB wir es uns als eine Reihe von aquidistanten, 
kongruenten Spalten in einem undurchsichtigen Schirm denken. Die Breite 
des einzelnen Spaltes sei s, die Lange 1, der Abstand zweier Spalte von Mitte zu 
Mitte, die Gitterkonstante, sei d, und die Anzahl der Spalte sei m (s. Fig. 92). 
Der Winkel des einfallenden Strahls gegen die Normale der Gitterebene sei {}o, 

der des ge be ugten {}; dann ist IXo = sin {} \I' IX = sin 1? und a = sin {} - sin {} 0 • 

Wir konnen setzen 

(P = 0, 1, 2, ... , m - 1). 

Nach Gleichung § 50 (3) ist dann 
m-\ 

(1 ) u = UO e- ilI: pda - Uo -----,,~ 2 1 e- i .. kd • 

p p - p 1 - e ikd •. 
p=o 

Hieraus folgt Fig. 92. Zur BeUgullg am Gitter. 

1 - e, .. kd. 1 - e- .. •kd • _ J 1 - cos(mkda) 
J=lupI2=lu~12 1-eud.· 1_e-ikd. - 0 1-cos(kda) 

Setzen wir nun den Ausdruck fur die Intensitat J 0 bei der Beugung einer linearen 
Lichtquelle am Spalt aus § 48 (14) ein, so ergibt sich (mit der nenen Bezeich-

nung 2A = s, 2B = 1): SI/(sink;S)2(sinmd;a)2 

(2) J = T /iaS . dka . 
- Sln--

2 2 

Wir erhalten also eine Dberlagerung des Beugungsbildes vom einzelnen Spalt 
mit dem Interferenzbild der m Spalte. Die Beugungsfigur des Einzelspaltes, 
die wir frtiher diskutiert haben, hat ein Hauptmaximum, dessen halbe Breite 
durch 

bestimmt ist, also den Betrag 

(3) 

kas ;ras 
2=-;.-=n 

;. 
a=

s 

hat. Die Funktion, welche die Interferenzfigur des Zusammenwirkens der Spalte 
darstellt, haben wir schon bei der Theorie der Interferenzspektroskope [III, § 39 
(15)] kennengelernt; sie unterscheidet sich von der Funktion fUr den einzelnen 
Spalt dadurch, daB im Nenner ein Sinus steht. Daraus folgt, daB sie nicht nur 
ein mittleres Hauptmaximum bei a = 0 hat, sondern eine unendliche Folge von 
Hauptmaxima tiberall da, wo der Nenner verschwindet, d. h. bei 

(4) a = sin{} - sin {}o = ~. n. (n = 0, ±1, ±2, ... ) 

Dazwischen liegen schwache Nebenmaxima, die jeweils durch Nullstellen des 
Zahlers voneinander getrennt sind. Diese Minima liegen bei 

(5) 

Der Verlauf der beiden einzelnen Faktoren in (2) wird in Fig.93 wieder
gegeben, das Zusammenwirken beider Faktoren in Fig. 94. Die Zahl n gibt fUr 

11· 
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eine Richtung maximaler Intensitat (Interferenzstreifen) den Gangunterschied in 
Einheiten der Wellenlange zwischen zwei interferierenden Strahlen an, die durch 
benachbarte Spalte hindurchtreten. Man bezeichnet sie in Obereinstimmung mit 
unserer fruheren, in III, § 42 gegebenen Definition als Ordnung der Interferenz. 

1 ---- ---- ---

b 

Fig. 93 a und b. Zur Theorie der Gitterbeugung. 

Man kann die Lage der Interferenzmaxima auch in elementarer Weise nach 
dem HUYGENSSchen Prinzip konstruieren (genau so, wie wir fruher die YOUNGsche 
Anordnung behandelt haben), indem man sich von jeder einzelnen <Jffnung eine 

Z/l 
S 

~ . 

Fig. 94. Zur Theorie der Gitterbeugung. (Nebenmaxima iiberhoht.) 

Sekundarwelle ausgehen denkt und ihre Phasendifferenz bestimmt (s. Fig. 95) 
(So hierzu auch die entsprechende Konstruktion bei der Beugung am einzelnen 
Spalt § 48, Fig. 89, S. 159). Seien M, N zwei aufeinanderfolgende Spalte, so 
faIlen wir von N aus das Lot NK auf den durch M hindurchgehenden einfallenden 
Strahl und von M aus das Lot M L auf den durch N hindurchgehenden gebeugten 
Strahl. Dann ist die Phasendifferenz der beiden austretenden Strahlen gegeben 
durch LN - MK = d· (l¥ - l¥o) = d· a, und Interferenzmaxima entstehen da, 

wo d· a = nl wird; hieraus folgt wieder a = ~ n in Dbereinstimmung mit (4). 
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Die wirkliche Intensitatsverteilungist durch das Produkt der in den Figuren 
93 a und 93 b dargestellten Funktionen gegeben. Indem man sie sich iiberlagert 
denkt (Fig. 94). sieht man, daB durch die Wirkung der Lichtverteilung vom 
einzelnen Spalt die Interferenz nullter Ordnung vor allen anderen ausgezeichnet 
wird. Wenn die Spaltbeugung noch an den Stellen stark ist, wo die Interferenzen 
erster, zweiter, ., . Ordnung liegen, d. h. nach (3) und (4) wenn lis:;» lid oder 
s 4;.d ist, so konnen auch die Beugungsbilder erster, zweiter, ... Ordnung hell 
erscheinen, im allgemeinen jedoch mit abnehmender Intensitat. 

Es kann aber vorkommen, daB eine Interferenz hoherer Ordnung gerade in 
ein Nebenmaximum der Spaltbeugungsfigur faut und daher wieder verstarkt er
scheint (s. Fig. 94). Oberhaupt ist die hier gegebene Theorie, bei der die Gitter
flache als abwechselnd vollig undurchsichtig und vollig durchlassig betrachtet 
wird, nur eine grobe Annaherung an die Wirklichkeit, besonders fiir Reflexions
gitter. Bei diesen wird durch das Einritzen der Gitterstriche die Beschaffenheit 
der Oberflache und damit das Reflexionsverm5gen irgendwie periodisch verandert, 
und man hatte also strenggenommen zu untersuchen, wie eine ebene Welle 
an einer Oberflache von periodisch veranderlichem Reflexionsverm5gen, auch 
unter Beriicksichtigung der Furchenform, reflektiert 
wird, Solche Untersuchungen sind auch durchgefiihrt 
worden l . 1m Prinzip beruhen die Betrachtungen 
darauf, daB man die Wirkung der beugenden Flache 
nicht durch die in §48 (3) eingefiihrte Funktion t(E, 'f}), 
die nur die Werte 0 und 1 a.nnimmt, darstellt, son
dern durch eine allgemeinereFunktion, die bei Gittern 
periodisch ist. In diesem Falle kann man sie in eine 
Fourierreihe mit dem Gitterabstand als Grundperiode 
entwickeln und dann das Beugungsintegral glied- Fig. 95. Konstruktion der Phasen. 
weise ausfiihreri. Die Starke der Beugungsstreifen c1iffereoz bei %Wei Spalten nach dem 

einer bestimmten Ordnung hangt dann in einfacher HUYGZHsschen Prinzip. 

Weise mit der GroBe der Fourierkoeffizienten in der Funktion t zusammen. 
Auf Grund dieser Theorie kann man Gitter so ritzen, daB die Hauptintensitat 

nicht in Beugungsbildem niederer Ordnung, sondern in irgendeinem Spektrum 
hOherer Ordnung erscheint. Man erreicht dadurch den Vorteil eines groBeren 
Auflosungsvermogens, wie wir spater (§ 53) sehen werden. Hiervon wird in der 
Praxis oft Gebrauch gemacht. 

Da die Lage der Maxima von der Wellenlange abhangt, wird weiBes ein
fapendes Licht durch das Gitter in allen Ordnungen auBer der null ten spektral 
zerlegt. Hierauf beruht die AnweMung des Gitters als Spektralapparat. 

Ein Gitterspektrograph -enthaIt als Hauptteil auBer einigen abbildenden 
Linsen und Hohlspiegeln (die Gitterflache selbst kann als Hohlspiegel ausgebildet 
sein) einen feinen Spalt, dessen Bild vom Gitter in den verschiedenen Ordnungen 
entworfen wird. Das Spektrum besteht aus dem Nebeneinander der verschieden
farbigen Spaltbilder. Einzelheiten werden wir unten besprechen. 

Der violette Teil des Spektrums wird wenig, der rote stark abgelenkt, und die 
Ablenkung ist direkt proportional der Welleruange. Wegen dieser Eigenschaft 
nennt man das Gitterspektrum ein normales SPektrum. Grobe Welleruangen
messungen kann man daher unmittelbar durch Messung der. Ablenkung aus
fiihren. ·wenn man entweder die Gitterkonstante oder die Wellen1a.nge einer 
Spektrallinie kennt, wahrend man beim Prismenspektrographen die Dispersion 
durch das ganze Spektrum hindurch eichen muB. 

1 Siehe z. B. Lord RAYLEIGH: Wave theory of light. Ene. Brit. Bd.24. s. insbes. § 1S 
. 1888): abgedruekt in Sci. Pap. Bd. 3 § 15 S. 11 7. Cambridge 1902. 
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Hinsichtlich der Lichtstiirke ist der Gitterspektrograph dem Prismenspektro
graphen bei maBiger Dispersion und Auflosung unterlegen, weil beim Prisma 
alles einfallende Licht in einem Spektrum zur Beobachtung gelangt, wahrend 
beim Gitter nur das Spektrum einer Ordnung au~~nutzt wird, die anderen 
Ordnungen verlorengehen. Doch wird das Verhaltnis fUr den Prismenspektro
graphen ungiinstiger bei hoher Dispersion und Auflosung, weil man dann 
mehrere groBe Prismen braucht und Lichtverluste durch Absorption und mehrere 
Reflexionen in Kauf nehmen muB. Daher werden Gitterspektrographen vor allem 
bei Untersuchungen im Ultraroten und Ultravioletten gebraucht, wo die Haupt
absorptionsgebiete der meisten Substanzen liegen. 1m auBersten Ultravioletten, 
dem Gebiete der sog. SCHUMANNstrahlen, benutzt man zur Vermeidung der Luft
absorption Vakuumspektrographen mit Gitteroptik. 

Beschriinkt man sich auf sichtbares Licht, das ,bekanntlich von 11 = 0,4 bis 
12 = 0,75 ft reicht, also nicht ganz eine "Oktave" umfaBt, so-sieht man, daB 
das Spektrum erster Ordnung nicht ganz bis zum Spektrum zweiter Ordnung 

reicht (namlich von a = ~ bis a = ~ = o~:; ),~ = 1,8 ~, wahrend das Spek-

trum zweiter Ordnung erst bei 2 d anfangt), da,gegen das Spektrum zweiter 

Ordnung tiber das Spektrum dritter Ordnung bereits hinausreicht (es erstreckt 
. h I' h ),1 b' ),2 8 ),1 6 ),1 "h d d SIC nam IC von a = 2 Ii IS a = 2 Ii = 2 . 1, Ii = 3, Ii' wa ren as 

a..!!!.-
At 

0 1 2 
~8 

0 tlNn. 

3. Orrin. ------.. 
3 'I ,-G 

M 5,,'1 
I 
I 1 
I I 
I I 
I I 
I I· 

iJJriin. 1l0rdn. 

50rdn. 

~f 9,0 
1 I 

I I 
I I 
I I 
I 1 

G.Ordn. 
a---

Fig. 96. Oberlagerung der Gitterspektren versehiedener 
Ordnung. 

Spektrum dritter Ordnung schon bei 
3,0· )'l/d anfangt). Und je hOher die 
Ordnung des Spektrums ist, urn so 
we iter greift es iiber die folgenden 
hiniiber (siehe Fig. 96). Fiir visuelle 
Beobachtung, bei der der Farben
unterschied ins Auge falIt, bedeutet 
diese Tatsache keinen Nachteil, bei 
photographischer Beobachtung muB 
dagegen auf die Ordnung besonders 
geachtet werden. 

Man kann aber auch aus der 'Oberdeckung der Ordnungen Verteil ziehen, 
namlich sie zur Vergleichung von Wellenlangen benutzen. Hat man zwei ver
schiedene WellenHingen 11 und 12 , deren Bilder in zwei benachbarten Ordnungen 
aufeinanderfallen, so gilt 
(5) 

Man kann also 12 bestimmen, wenn Al bekannt ist. 
Die Methoden der genauen WeUenliingenmessung beruhen in groben Ziigen 

auf folgEmdem: 
Als Normalen erster Ordnung dienen soIehe Wellenlangen, die durch direkten 

interferometrischen Vergleich an das Normalmeter angeschlossen sind (s. hierzu 
III, § 41). Mit diesen werden scharfe Spektrallinien, die man einigermaBen 
gleichmaBig iiber das ganze Spektrum verteilt auswahlt, als sekundiire Normalen 
geeicht. Hierzu benutzt man vor allem groBe Gitterspektrographen, zum Teil 
in Kombination mit Interf:renzapparaten. So HiBt sich das eben angegebene 
Verfahren der Koinzidenz verschiedener Ordnungen auBerordentlich verscharfen, 
indem man ein Gitter mit einem PEROT -FABRy-Interferometer in folgender Weise 
vereinigt : 

Man setzt die Platte des Interferometers so vor den Gitterspalt, daB eine 
feine Spektrallinie 11 von horizontalen Streifen, erzeugt durch das Interfero-
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meter, durchzogen ersCheint. (Dazu ist iibrigens notwendig, die optische Ein
rich tung so zu treffen, daB der Spalt "stigmatisch" abgebildet wird, d. h . daB 
jede Stelle des Spaltes. unabhangig von den iibrigen, ein schmales Spektrum 
erzeugt .) Eine benachbarte Spektrallinie i'2 wird dann eben falls von so1chcn 
Streifcn durchsetzt erscheinen, dach sind diese gegen die Streifcn von }'1 vrr
schaben (haben auch einen ein wenig anderen Abstand). Das kontinuierlichc 
Spektrum erscheint dcmnach von schragen (nahezu gcraden) Interferenzstreifen 
durchzogen (s. Fig. 97) . Geht man horizontal durch das Spektrum, so entspricht 
der Abstand zwcier Interferenzstreifen einer Anderung der Wellen lange urn so 
viel, daB der L'nterschied der auf die Platte des Interferometers fallenden Wellen
zuge der beiden Linien i' l und i' 2 gerade einc Wellen lange betragt. ~Jan hat also 
wieder die Relation 

nl' l = (n + 1)i.2 , 

wo aber jetzt n die ungeheuer groBe Ord
nungszahl (GroBenordnung 104) des Interfero
meterspektrums bedeutet. Es gilt also 

" ; ~ i'2 
1'1 -"2 - n . 

Fig. 97. SpektruJ1I mit schragcll Illterferenz~ 
strc!fen. 

Daher kann man den \Vellenlangenunterschied auBerordentlich genau bestimmen, 
selbst wenn die einzelne Wellen lange (}'2) nur roh bekannt ist, sofern man nur 
die Ordnungszahl n einigermaBen kennt. Dieses Verfahren eignet sich besonders 
zur relativen Ausmessung von Absorptionslinien, z. B. der FRAUNHOFERschen 
Linien im Sonnenspektrum. 

Wir wollen kUlZ iiber Geschichte und Methoden der Herstellung von Gittern 
berichten . FRAUNHOFER war der erste, der Gitter mit Hilfe von parallelgespannten 
Drahten anfertigte. Solche Drahtgitter werden heute noch im langwelligen 
(ultraroten) Gebiet vorteilhaft verwandt (RUBENS). Spater benutzte FRAUN
HOFER Glasplatten, die er mit RuB oder Silber iiberzog; in die Schicht ritzte er 
mit einer Teilmaschine durchsichtige Linien hinein. 

Reflexionsgitter erhalt man durch Einritzen von Furchen mit Hilfe eines 
Diamanten auf einer spiegelnden Metalloberflache. Die Auffindung geeigneter 
Metalle und die Auswahl von brauchbaren Diamantsplittern ist eine besonders 
ausgebildete, nur an wenigen Orten ausgeubte Technik. Besonders beriihmt sind 
die von ROWLAND hergestellten Gitter (meist Konkavgitter, s. unten). Vorzug
liche cbene Gitter werden heute auf der Teilmaschine von MICHELSON angefertigt. 

Die Gute eines Gitters ist wesentlich bedingt durch die Konstanz des Strich
abstandes. Die Schraube, die den Diamanten fiihrt, muI3 ihn bei einer Um
drehung stets urn das gleiche Stuck verschieben . Eine von ROWLAND gebaute 
Teilmaschine ritzt 1800 Teilstriche pro Millimeter. Die Herstellung groBer Gitter 
von etwa 10 cm Lange, also von einigen hunderttausend Strichen, geschieht in 
Raumen von genau konstanter Temperatur durch automatische Maschinen und 
dauert mehrere Tage und Nachte . Die Abnutzung des Diamanten spielt dabei 
trotz seiner groI3en Harte eine wesentliche Rolle. 

Ganz abgesehen von der Gefahr, daB die Spitze des Diamanten leicht brechen 
kann. hat man mit einer kontinuierlichen Abnutzung zu rechnen, deren EinfluB 
sich durch folgende Dberlegung verdeutlichen laf3t: 

Bekanntlich kommen auf einen Millimeter einer festen Substanz wie Diamant 
etwa 107 Atome. Wiirde beim einzelnen Gitterstrich auch nur eine Atomschicht 
fortgerissen werden, so hatte man bei 105 Strichen eine Verschiebung oder Ver-

zerrung der Diamantaberflache von 1~ mm, wahrend der Strichabstand 10 bis 
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20mal kleiner ist. MICHELSON pflegte zu sagen, daB die Aufgabe der Gitter
herstellung gar kein Problem der Mechanikerwerkstatt, sondern ein solches des 
atomphysikalischen Laboratoriums sei. Ahnliche Schwierigkeiten hat man bei 
der Vermeidung von elastischen und thermischen Einfliissen auf die Apparaturen 
zu iiberwinden. 

Jedes Gitter zeigt gewisse Gitter/ehler, die darin bestehen, daB der Strich
abstand nicht vollshindig konstant ist. Ganz unregelmaBige Abweichungen 
geben nur eine Verschleierung des Hintergrundes. Dagegen sind aIle periodischen 
Abstandsanderungen auBerst gefahrlich; sie erzeugen sog. "Geister", d. h. falsche 
Linien, die oft sehr schwer von den richtigen zu unterscheiden sind. Nehmen wir 
etwa an, daB die Strichabstande sich mit einer Periode and ern , die das pfache 
des Gitterabstandes betragt, so heiBt das, daB die Grundperiode der Gitter
teilung in Wirklichkeit pmal so groB ist, wie bei der Rechnung mit dem Strich
abstand angenommen wurde. Daher hat man auBer dem durch die Strich
periode bedingten System von Ordnungen noch ein wei teres System verschie
dener Ordnungen (welche strenggenommen allein diesen Namen verdienten) 
in einem pmal kleineren Abstande. Diese Nebenlinien werden allerdings gewohn
lich schwach sein, wenn die Fehlerperiode selbst nur schwach ausgebildet ist. 
Man sieht jede Spektrallinie begleitet von aquidistanten, schwachen Nebenlinien, 

eben den Geistern. Die periodischen Gitterfehler 
werden gewohnlich durch Fehler in der Schraube 
der Teilmaschine verursacht und haben als 
Grundperiode die Ganghohe der Schraube; da-

__ -v-____ .."...::._.,.6 her muB die Schraube aufs peinlichste hergestellt 
und nachher mit Hilfe von Interferometern auf 
ihre Gleichformigkeit hin untersucht werden. 
Die auf diese Weise gefundenen Fehler kann man 
dann noch durch mechanische Vorrichtungen zum 
Teil aufheben (indem man zwischen Schraube und 
ReiBdiamant eine durch Schablonen gefiihrte 

Fig. 98. Schema des Gitterspektrographen. Hebelvorrichtung einschaltet oder dergleichen 
mehr). 

Wir betrachten jetzt die wichtigsten Au/stellungsarten von Gittern. Gewohn
liche Reflexionsgitter werden genau wie Prism en mit Hilfe von Kollimator
und Beobachtungsfernrohr so aufgesteIlt, wie Fig. 98 zeigt. Die Lichtquelle Q 
beleuchtet den Spalt S, der sich in der Brennebene der Kollimatorlinse L} be
findet. Das Licht fallt von dieser parallel auf das Gitter G. Die reflektierten 
gebeugten Strahlen werden entweder im Fernrohr F oder mit einer photograph i
schen Kamera aufgefangen. 

Urn Linsen und die durch sie erzeugten Lichtverluste zu vermeiden, hat 
ROWLAND, wie schon gesagt, Konkavgitter eingefiihrt. Bei diesen sind die Striche 
auf der konkaven Seite einer schwach zylindrischen, gut reflektierenden Metall
flache eingeritzt. Die Gitterflache wirkt dann gleichzeitig als Hohlspiegel. Bei 
der Aufstellung nutzt man eine einfache geometrische Tatsache zum Fokussieren 
aus: 

Es sei B der Mittelpunkt der Gitterflache, C ihr Kriimmungsmittelpunkt. 
Die Verbindungslinie BC halbieren wir durch den Punkt 0 und beschreiben urn 
diesen den Kreis K durch B und C. Dann kann man zeigen, daB mit groBer 
Annaherung folgendes gilt: Die von irgendeinem Punkte Q des Kreises K aus
gehenden Strahlen werden sowohl bei regularer (geometrischer) Reflexion als 
auch in allen Beugungsbildern in Punkten P, P', ... des Kreises K vereinigt 
(s. Fig. 99). 
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Fur den Strahl QB ist CB das Einfallslot. Bezeichnen wir die Winkel QBC 
bzw. CBP mit (X bzw. P. so ist also (X = P und QC = CPo Betrachten wir nun 
einen zweiten Strahl QB', so ist CB' das Einfallslot; B' liegt zwar nicht genau, 
aber bei geringer Krummung der Spiegelflache 
mit groBer Annaherung auf dem Kreise K. 
Zeichnen wir nun den reflektierten Strahl mit 
dem Reflexionswinkel P' = (X' = QB'C, so muB 
dieser nach dem Peripheriewinkelsatz ebenfalls 
durch P gehen. 

6 

c 

Dieselbe Betrachtung gilt auch fur die abge
beugten Strahlen; denn ein in B abgebeugter 
Strahl weicht von dem direkt reflektierten urn 
einen Winkel " ab, der gleich dem Winkel,,' 
ist, urn den der in B' abgebeugte Strahl von 
dem dort direkt reflektierten abweicht. Man hat 
also wieder zwei von B und B' ausgehende Strah
len, die gegen die Verbindungslinien BC bzw. 
B'C die gleichen Winkel P + " bzw. P' + ,,' 
einschlieBen. Daher mussen sie sich in dem- Fig. 99. FOkuSSi':~;i~t~~~kUng eines Kon-

selben Punkt P' der Peripherie von K treffen. 
Man hat also die Regel: Um scharle Linien zu erhalten. hat man Spalt, 

Gitter und Aullangeschirm (photographische Platte) aul demselben Kreise an
zubringen, dessen Durchmesser gleich dem Kfflmmungsradius des Konkav
gitters ist. 

Wir wollen zwei wichtige Aufstellungen von Konkavgittern beschreiben. Die 
eine, von ROWLAND herruhrende, ist durch Fig. 100 dargestellt. Der Spalt steht 
auf zwei aufeinander senkrechten Stahlschienen. exakt im Scheitel S des rechten 
Winkels. so orientiert, daB das von ihm normal ausgehende Licht langs der 
einen Schiene in der Richtung SA veriauft. 
Eine weitere Schiene. die Brucke, ist so auf den 

G A beiden ersten 
sr-----~iiS:_---"'" beweglich an-

'8 

gebracht, daB 
ihre Enden auf ihnen glei
ten; das eine Ende der 

... Brucke, das auf SA gleitet, 
tragt das Gitter G, dessen 
Normale mit der Brucken
rich tung zusammenfallt. Das 
andere, auf SB gleitende 
Ende der Brucke tragt die 
Platte P, die senkrecht zur 

~:~b~iera~~~~t:.:~ Bruckenrichtung gestellt ist. Fig.IO\. Feste Aufstellung eines Konkavgitten. 
Dann liegt der Punkt S 

offenbar immer auf dem Kreise uber dem Durchmesser G P , der gleich 
dem Krummungsradius des Konkavgitters gewahlt wird. Durch Verschie
ben der Brucke kann man die Spektren aller Ordnungen auf die Platte P 
werfen. 

Eine andere Aufstellung, die erlaubt, aUe Spektren auf einmal zu photo
graphieren, wird heute haufiger gebraucht. Sie zeichnet sich durch groBere 
StabiIitat vor der obigen aus. Rier wird der Kreis (s. Fig. 101) einfach durch eine 
festmontierte Stahlschiene dargestellt, auf der in fester Lage der Spalt S und 
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das Gitter G angebracht sind. Die Schiene enthalt uberall Vorrichtungen zum 
Anbringen von photographischen Platten. Nachteile dieser Anordnung sind 
Raumbeanspruchung und Kostspieligkeit. 

§ 52. Ebene Kreuzgitter und Raumgitter. Rontgenspektren. 
Das Strichgitter wurde in § 51 als der Spezialfall eines Systems von zahl

reich en beugenden Offnungen behandeIt, bei dem sich Spalte in einer Richtung 
periodisch wiederholen. Man kann nun naturlich auch doppelt periodische An
ordnungen von Offnungen treffen und spricht dann von Kreuzgittern bzw. Kreuz
gitterspektren. Solche Gitter werden in optischen Apparaten kaum benutzt, doch 
gibt es mancherlei Gelegenheit, die davon herruhrenden Beugungserscheinungen 
zu beobachten. Man sieht sie z. B., wenn man durch einen fein gewebten Stoff 
(Regenschirm, Vorhang) gegen eine entfernte, helle Lichtquelle blickt, oder auch 
bei Reflexion an Rastern, wie sie in der Drucktechnik bei Bildreproduktionen 
gebraucht werden. Die Theorie der Kreuzgitter ist auf3erst einfach. Man hat nur 
in den Formeln von § 50 die zentralen Punkte der Offnungen in einem eben en 
Netz anzuordnen, das im allgemeinen schiefwinklig sein wird. 

Wir wollen hier gleich den Fall von Raumgiltern behandeln, weil diese in der 
Optik der Rontgenstrahlen eine entscheidende Rolle spielen. Vorerst mussen 
wir einige Worte uberdie Entwicklung der Lehre von den Rontgenstrahlen sagen. 
Bald nach ihrer Entdeckung (1896) hat man versucht, Beugungs- und Inter
ferenzversuche mit ihnen anzustellen, jedoch ohne deutIiches Ergebnis. Nur 50-

viel ging aus den Beugungserscheinungen hervor, daf3, wenn die Rontgenstrahlen 
iiberhaupt Wellennatur besitzen, ihre Wellen lange ganz auf3erordentlich klein sein 
muO (GroBenordnung einige A). Interferenzerscheinungen mit Hilfe von Reflexionen 
an Oberflachen lieBen sich damals nicht herstellen, weil die Rontgenstrahlen 
nicht regular-reflektiert wurden. (Mit den heutigen intensiven Strahlen ist es 
moglich, indem man streifende Inzidenz benutzt, regulare Reflexion zu erhalten.) 
Technisch hergestellte Strichgitter versagten, weil der Strichabstand im Ver
Mltnis zur Wellenlange viel zu groB war. 

Da kam M. v. LAUE (1912) auf den Gedanken, die nat1irIichen Gitteranord
nungen der Atome in Kristallen als Beugungsgitter fUr Rontgenlicht zu ver
wenden. Das von ihm gemeinsam mit FRIEDRICH und KNIPPING ausgefUhrte 
Experiment hatte vollen Erfolg und war der Ausgangspunkt der Spektroskopie 
der Rontgenstrahlen, die dann hauptsachlich durch Untersuchungen von BRAGG 
Vater und Sohn (1912), DEBYE und SCHERRER (1916), HULL (1917), sowie von 
SIEGBAHN und seinen SchUlern gefOrdert wurde. Wir konnen auf die Optik des 
kurzweIIigen Gebiets hier nur ganz oberflachlich eingehen, weil sie eine Wissen
schaft fUr sich geworden ist, die sowohl theoretisch als auch experimentell ganz 
andere Methoden erfordert als die Optik des gewohnlichen Lichts 1. Wir wollen 
nur angeben, wie sich die Beugungserscheinungen an Kristallgittern in die all
gemeine Gittertheorie einordnen. 

Wir betrachten einen beliebigen (im allgemeinsten Fall triklinen) Kristall. 
Er besteht aus der periodischen Wiederholung einer gewissen Gruppe von Atomen 
oder MolekUlen im Raume. 

Wir denken uns das ganze Gitter durch folgende Operation aus einer solchen 
Gruppe, der Basis, erzeugt: 

Es seien aI' a2, a3 drei beliebige von einem Basispunkt, dem N ullpunkt 0 
ausgehende Raumvektoren, die ein Parallelepiped, die "Zelle", aufspannen, und 

1 Fiir genaueres Studium verweisen wir auf P. P. EWALD: Kristalle und Rontgenstrahlen. 
Berlin: 1923. 
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II' 12 , 13 drei ganze Zahlen (positiv, negativ, einschliel3lich Null). Durch den 
Vektor 
(1 ) 

mit den Komponenten 

I Xl = 11 0 U + 12°21: + 13 0 3%, 

(2) Y 1 = 11 0 111 + 12 02Y + 13 03Y , 

Zl = 110U + 12 0 2Z + 13 0 3Z 

wird dann eine Translation definiert; der Nullpunkt wird dabei in einen cin
deutig bestimmten neuen Punkt ffil iibergefiihrt, der beziiglich des von °1 , O2 , 03 

aufgespannten schiefwinkligen Koordinatensystems ganzzahlige Koordinaten hat. 
Die Gesamtheit aller so aus dem NUllpunkt entstehenden Punkte bildet ein 
"einfaches" (im allgemeinen schiefwinkliges triklines) Gitter. 

Das vollstiindige Gitter entsteht durch Anwendung aller Translationen auf 
die Atome der Basis in der Zelle; zu jedem Atom der Basis gehOrt ein dem Git
ter ffil kongruentes einlaches Atomgitter. Der Vorgang der Lichtstreuung im 
Kristall ist in geometrischer Hinsicht einer Beugungserscheinung gapz analog, 
in physikalischer Hinsicht aber cher als Dispersionserscheinung aufzufassen, wie 
wir sie im letzten Kapitel dieses Buches behandeln werden. Die Atomgruppen 
in den Zellen des Gitters sind, wenn sie von einer einfallenden Rontgenwelle 
getroffen werden, tatsachlich Zentren fUr sekundare Wellen, und dies ist nicht 
nur eine mathematische Vorstellung, wie sie beim HUYGENSSchen Prinzip benutzt 
wird, sondern ein wirklicher, physikalischer Vorgang. Die Zentren der Sekundiir
wellen sind ja nicht wie bei den eigentIichen Beugungserscheinungen Stellen im 
leeren Raume, sondern Stellen in Atomen, wo reale schwingungsfiihige Gebilde 
(Elektronen) vorhanden sind. Diese werden von der einfallenden Welle in 
Schwingung versetzt und strahlen nun ihrerseits wirkliche Kugelwellen aus. Das 
Mitschwingen wird nicht genau in Phase mit der einfallenden Welle stattfinden, 
weil die Resonatoren eine gewisse Tragheit haben; jedoch ist die Phasenver
schiebung auBerordentlich geringfUgig. Sie ist verantwortIich dafiir, daB der 
Brechungsindex fUr Rontgenstrahlen ein ganz klein wenig von Eins abweicht; 
dies ist die eigentliche Dispersionswirkung. (Die ausfiihrliche Theorie dieser Er
scheinung stammt von EWALD; wir kommen auf ihre Grundzuge spater zuruck, 
VII, § 75.) Wir sehen hier davon ab und nehmen an, daB das Mitschwingen 
exakt im Rhythmus der einfallenden Erregung erfolgt. Dann hat man einfach 
folgende 'Oberlegung: 

Ein Punkt des Kristalls werde von dem Licht der im Abstande 1'0 ge
legenen punktformigen Lichtquelle getroffen; die einfallende Amplitude ist 
also eil"'jro, sie errege in dem betrachteten Punkte eine sekundare Kugel
welle mit der Amplitude eil:rjr. Die im Aufpunkt ankommende, von diesem 
Kristallpunkt gestreute Amplitude ist also das Produkt eik('+")/rro. Wir nehmen 
nun an, daB die Lineardimensionen des ganzen Kristalls klein sind gegen die Ab
stande R und Ro seines "Mittelpunkts" von Aufpunkt P und Lichtquelle Q. 
Bezeichnen wir mit q den vom Mittelpunkt 0 im Innern des Kristalls nach irgend
einem Gitterpunkt(Atom) gezogenen Vektor, so ist also die Lange von q klein 
gegen R und Ro. Dann konnen wir fUr aIle streuenden Zentren des Kristalls 
im Nenner der Amplitude 1'0 und r durch Ro und R ersetzen; ferner konnen wir 
im Exponenten naherungsweise schreiben 

(3) 1'0= Ro+soq 
und 
(4) r=R-sq, 
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wo 50 der Einheitsvektor der Richtung QO und 5 der Einheitsvektor in Rich
tung OP ist. Somit wird die von dem Gitterpunkt gestreute Amplitude 
(5) Up = Ceik.( •• -i)q, 

wo der Faktor C aIle makroskopischen Grofien zusammenfafit. 
1st nun qO mit den Komponenten ~,1], C der Vektor, der den NuIlpunkt mit dem 

zum betrachteten Gitterpunkt q aquivalenten Basispunkt verbindet, so gilt nach (1) 

(6) q = ffil + qO . 

Die Gesamtstreuung des KristaIls liifit sich jetzt erhalten als eine mehrfache 
Summe, einmal erstreckt tiber aIle Vektoren qO einer KristaIlzelle und zweitens 
liber aIle Zellen l. Die erste Summe, die die Streuung der Einzelzelle darstellt, be
zeichnen wir mit u~ (sie entspricht in der FRAUNHOFERschen Beugungstheorie 
des optischen Gitters der yom Einzelspalt erzeugten Amplitude). Die gesamte 
Amplitude in P wird dann nach (5) und (6) 
(7) Up = u~:f.: eik·)J/l(~.-~) , 

wo die Summe tiber aIle Zellen, d. h. tiber aIle (ganzzahligen) Werte ll' l2' l3 
zu erst reck en ist. Mit Hilfe der Formel (1) la13t sich das skalare Produkt im 
Exponenten so umschreiben 

(8) ffiz (50 - 5) = II • 01 (50 - 5) + l2' 02 (so - 5) + l3' 0 3 (50 - 5) . 

Man sieht hieraus, da13 unsere Formel eine direkte Verallgemeinerung der Grund
formel § 48 (1) der FRAuNHoFERschen Beugungserscheinungen ist; sie geht in 
diese tiber, wenn man das Glied mit dem Index 3 wegliifit, 01 und 02 aufeinander 
senkrecht annimmt und die Komponenten von 50 und 5 in dem durch 01 und 02 

bestimmten Koordinatensystem mit IXo, Po bzw. IX, P bezeichnet. 
Wir nehmen nun zur Vereinfachung der Rechnung an, daB der Kristall die 

Form eines Parallelepipeds hahe, dessen Kanten den drei Vektoren 0 1 ' °2 , 0 3 
parallel sind. 

Setzt man den Ausdruck (8) in die Forme! (7) ein, so zerfiillt die Summe 
in drei geometrische Reihen, deren jede die Form 

(9) f: eilA 

hat, wobei lA einen der Ausdrticke llA1' l2 A2 , 13A3 vertritt, mit 

(10) A1 =k'01 (50 -S), A2 =k,02 (50 -5), A3 =k,03 (50 -5). 

Sind L 1 , L 2 , La die Anzahlen der Gitterpunkte langs der drei Kanten des 
Kristalls, so gibt die Summierung der Reihe (9): 

L-I 

"'" eilA = 1 - ei EA_ . 
~ 1 - e'A 
1=0 

Das Quadrat des Betrages der rechten Seite ist 
. zLA 

1 - cosLA sm 2 
(11) 1 - cos A = ----:-;A . 

5m-
2 

Demnach ist die Intensitiit der Streuung gegeben durch 

(12) 

. 2L IAl . 2L2A2 . ,LsAs 
510 -- 510 -- sm --

J - 10 2 2 2 
p - JP 

sin' Al sin' At sin' As 
2 2 2 
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fl, stellt die Streuung der einzelnen Gitterzelle dar und wird in der Rantgen
spektroskopie Strukturjaktor genannt. Denkt man sich die streuenden Teil
chen in der Zelle als punktformige Dipole, so laBt sich J~ selbst wieder als 
Summe iiber diese darstellen. Neuerdings ist man aber auch dazu iibergegangen, 
mit kontinuierlicher Dichteverteilung zu rechnen, wie sie aus der modern en 
Atomtheorie entnommen werden kann. Doch gehen wir auf diese Probleme hier 
nicht ein. 

Wir diskutieren nun die Lage der Interjerenzmaxima, welche durch das Ver
schwinden der drei Faktoren im Nenner von (12) gegeben sind. Die Bedingungen 
dafiir lauten 

Al = h n 
2 l' 

wo hI' h2' h3 ganze Zahlen sind; oder unter Benutzung der Ausdrticke (10) und 
mit k = 2n/'). 

(13) °1(50 - 5) = hI').' °2(50 - 5) = h2 }·, 0 3 (50 - 6) = h3} •. 

Dies sind die beriihmten Formeln von LAUE fUr die Lage der Intensitatsmaxima 
der Rontgenstreuung in Kristallen. 

Der charakteristische Unterschied gegen die Beugung am Strichgitter (oder 
auch am ebenen Kreuzgitter) ist folgender: 

Wahrend beim Strichgitter und Kreuzgitter fUr eine vorgegebene Wellenlange 
und vorgegebene Einfallsrichtung 50 immer eine Lasung 5 vorhanden ist, ist das 
hier nicht der Fall; man hat bei gegebener Wellenlange '). eine Gleichung mehr 
als Unbekannte, namlich drei Gleichungen ftir die zwei unabhangigen Kompo
nenten des Einheitsvektors 5. Daher wird ein Kristall, der mit streng einfarbigem 
Rontgenlicht bestrahlt wird, im allgemeinen iiberhaupt keine merkbaren Inter
ferenzen geben. Urn solche zu erhalten, kann man zwei wesentlich verschiedene 
Wege einschlagen: 

1. Das LAuE-Verfahren. 

Beim LAuE-Verfahren wird "weiBes" Rontgenlicht, d. h. ein kontinuierliches 
Spektrum eingestrahlt. Dann sucht das Gitter von selbst die geeigneten WelIen
langen aus, welche der LAuEschen Bedingung (13) gentigen. Das Ergebnis auf 
der photographischen Platte ist ein System von Punkten regelmaBiger Anord
nung, aber von ganz verschiedenen Intensitaten und verschiedener Bedeutung. 
Eine Gruppe von symmetrisch geordneten Punkten (entsprechend den Sym
metrien des Kristalls) wird durch eine bestimmte, ausgesiebte Wellen lange er
zeugt. Die Entwirrung eines solchen LAuE-Diagramms ist recht verwickelt und 
erfordert die gleichzeitige Bestimmung der Ordnungszahlen hI' h2' h3 und der 
WelIenlange ').. Auf die hierbei angewandten Methoden konnen wir nicht ein
gehen. 

2. Die Verfahren von BRAGG und DEBYE-ScHERRER-HuLL. 

Bei diesen Verfahren wird die StelIung des KristalIs im Raume variiert, und 
zwar bei BRAGG durch Drehen des KristalIs, bei DEBYE-SCHERRER und bei HULL 
durch Benutzung eines feinen Kristallpulvers, in dem so viele EinzelkristalIe in 
verschiedenen Lagen vorhanden sind, daB man mit dem Vorkommen jeder 
Orientierung rechnen kann. Das erste Verfahren erfordert den Besitz von guten 
KristalIstiicken. Dabei haben iibrigens die BRAGGS statt der LAUEschen Formel 
eine andere, aquivalente, aber anschaulichere benutzt, die an die Theorie der 
Interferenz an planparallelen Platten ankntipft. Sie iiberlegten folgendes: 
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Es moge ein Rontgenstrahl die OberfHiche eines KristaBs treffen, welche als 
Netzebene des Gitters gedacht ist (s. Fig. 102). Die nachste, darunter liegende 
Netzebene bildet mit ihr zusammen eine planparaBele Schicht. Die BRAGGS 
steBen sich vor, daB der Rontgenstrahl sowohl an der oberen als auch der unteren 
Grenze der Schicht reflektiert wird, aber nur dann in merklicher Starke, wenn 
dabei die lnterferenzbedingung an planparaBelen Schichten (III, § 38, § 39) er
£UBt ist, namlich daB der Gangunterschied zweier benachbarter interferierender 
Strahlen ein ganzes Vielfaches der Wellenlange betragt. Bezeichnet man mit {} 
den Glanzwinkel, d. h. den Winkel zwischen Grenzebene und einfaBendem 
Strahl (wohl zu unterscheiden von seinem Komplement, dem Einfallswinkel, 
der in der gewohnlichen Optik benutzt wird), so gibt Fig. 102 die Bedingung 
der Verstarkung: 

(14) 2d sin{} = nA., 

wo d der Abstand der beiden Netzebenen und n eine ganze Zahl ist. 1st diese 
Bedingung erfiiBt, so werden auch samtIiche tieferliegenden Netzebenenpaare 
zur Verstarkung beitragen. 

Man kann nun einsehen, daB diese BRAGGsche Bedingung (14) mit den LAUE
schen Formeln (13) aquivalent ist, wenn man sie nicht nur auf die Oberflache, 
sondern auf aBe moglichen inneren Netzebenen anwendet. Hierzu dient fol

gende geometrische Dberlegung: 
Es sci 

(15) 
I °IX °111 °IZ 

V = ° 1 • (02 X (3) = : °2x °211 °u 

! °3x 0 311 °3z 

Fig. 102. Beugung von Rontgenstrahlen an das Volumen der GitterzeBe. Wir definieren 
Kristallgittem. nun drei Vektorcn 

(16) 

die immer auf je zweien der Grundvektoren des Gitters senkrecht stehen. Das 
von den Vektoren b aufgespannte Gitter nennt man das zum ursprtinglichen 
reziproke Gitter. Offen bar gilt 

(17) Oibk = Jik = { 
1 wenn i = k, 

o wenn i * k 
(i, k = 1, 2, 3) . 

Jcder beliebige Vektor r laBt sich sowohl durch die Vektoren ° als auch durch 
die b linear darsteBen, z. B. 

( 18) 

Multipliziert man diese Glcichung (18) der Reihe nach skalar mit 01' 02' 0 3 , so 
erhalt man wegen (17) 

( 19) 

Diese Formeln k6nnen uns dazu diencn, die LAuEschen Gleichungcn (13) 
nach 50 - s aufzulosen. Man erhalt 

(20) 50 - 5 = A. (hI (11 + h2 (12 + h3 (3) . 

Es sei nun n der gr6f3te gemeinsame T eiler von h}, h2' h3' und 

(21 ) 
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\\'0 also h;, 11~, 11,': rrlatiy prim ~ind. \rir fiihrt'n fiir den Betrag der Klammer 
in (20), \velcher die Dimension ciner rt'ziproken Lange h<1t, ein besonderes Zeichen 
/1' 1/d ein; d<1nn wire\ 

(2.2) 

X unmehr schreibt sieh un,crt' Formd (20) 

. ,i. 
"0 - -:; = d 11 . 

Xennt man 2{) den \Yinkel zwi,;clH'n "0 und 0, so ist i.;;o - "I = 2sin if, also 

(23) 2d sin () ~~ i.n . 

Dies ist die BRAGGsche F omlt'l (14), wenn wir noch zeigen konnl'I1, daB d die 
Bedeutung des Abstancks zwcier henachbartrr Xetzehrnen hat. 

Wir betrachten den Vektor 

(24) 

der irgendeinen Punkt ell'S reziproken Gitter" darstrllt, und behaupten, daB 
dieser auf einer Netzebene des urspriinglichen Gittcrs senkrecht steht. Diese 
N etzehene 91 konstruicren wir so: 

Es sci h das kleinste g('m('inschaftliclw Vielfache der Zahlcn hi' ll~, ha; dann 
ziehen wir drd d('n Achs('n parallele Vektoren 

" -,-- 11.) , 
J~ .. 

It 
- -- 0 
h3 3 

und legen durch diese die Ebcnc 9/. 
Man sieht nun leicht, daB zwei in dieser Ebene gelegene gerade Linien, nam-

lich die Verbindung:;;lini('J1 j(' zweicr der clrei Vektoren, etwa 

h It 
I °1 - - °2 
11 112 

und 

auf dem Vektor 1) senkrecht stt'iH'n; ihre skalaren Produkte mit \) sind namlich 
Null, wie man sofort nachrechnct. .\Iso steht auch die Netzebene 91 auf \) senk
recht, wie behauptet. 

}fultiplizieren wir nun den Einheits\'ektor in der }<ichtung von f), 1)/Il) i, skalar 

mit dem Fahrstrahl nach dem Gitterpunkt ffil , so stellt I~ I atl den Abstand des 

Gitterpunkt('s ~)il von der 'Xetzebene 91 dar. Wenn wir in dem Bruche lJ/ll) I ge
meinsame Faktor('n kiirzen, so konm'n wir diesen Abstand so schreiben: 

(25) 
(h:bl + h~b2 + h:'b3) . (lillt ...;... 1202 + lalla) llh; + 12h~ + 13h~ 

! h;b t + h;b 2 -:- h~b,,! = ~h;bl +- II;b 2 +- h;b3 1' 

Da nun hI, h~, ~, t('ilerfremcl sind, nimmt der .-\usdruck im Zahler von (26) jeden 
ganzzahligen Wert an. Der kleinste \'on ~ull verschiedene Wert des Zahlers 
ist also 1, und der kleinste vorkommen<ie .\bstand des Gitterpunktes ffil von der 
Netzebene 91 wird durch 

(26) 

tlargestellt. Die durch den Gitt('qmnkt ~il gehende, zu 9l parallele ~etzebene 
ist somit die nachste an 9l unci hat den Abstand d, wie behauptet. 
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Die hier dargestellten Oberlegungen wurden III zweierlei Richtungen an
gewandt: 

Zuniichst muBten mit ihrer Hilfe die Gitterstrukturen erforscht werden. So
dann konnte man mit bekannten Gittern die Rontgenspektren analysieren. Bei 
der Erforschung der Gitter konnte man sich kristallographischer Kenntnisse be
dienen. Man ging von einfachen Ionengittern des kubischen Systems, wie Stein
salz, Sylvin usw., aus, deren Struktur bereits vermutungsweise bekannt war. 
Die Untersuchung der Rontgendiagramme liefert durch Ausmessung der Lage 
der Interferenzpunkte zunachst nur die Grundperiode der Bausteine des Gitters. 
Indem man einfache Annahmen tiber die Lage der Ionen innerhalb der Zelle 
machte und fUr diese den Strukturfaktor ausrechnete, konnte man entscheiden, 
welche dieser Annahmen richtig waren, und hatte dam it die einfachsten regu
Iaren Gitterstrukturen gefunden. Diese dienten nun ihrerseits wieder als Spektro
graphengitter zur Untersuchung der Struktur der Rontgenstrahlen selbst, die 
von gegebenen Atomsorten (als Antikathode) ausgesandt wurden. Auf die 
Struktur der R6ntgenspektren konnen wir hier ebensowenig eingehen wie auf 
die der optischen Spektren 1. 

§ 53. Das Auflosungsvermogen optischer Instrumente. 
Die wichtigste Anwendung der FRAuNHoFERschen Beugungsformel § 48 (1) 

ist die Berechnung des AujliJsungsvermiigens optischer Instrumente. Wir haben 
diesen Begriff bereits bei der Besprechung der Interferenzspektroskopie (III, § 42) 
kennengelernt. Wir wollen ihn aber hier noch einmal genau definieren. 

Bei einem Spektralapparat (Gitter, Prisma usw.) ist das Auflosungsvermogen 
ein MaB fUr seine Fahigkeit, zwei im Spektrum benachbarte Spektrallinien mit 
den Wellenlangen ). und ). + 15), voneinander zu trennen. Bei einem abbildenden 
Instrument (Fernrohr, Mikroskop usw.) ist das Auflosungsvermogen ein MaB fUr 
seine Fiihigkeit, von zwei benachbarten Obiektpunkten getrennte Bilder zu ent
werfen. 

Dabei setzt man voraus, daB der nach der geometrischen Optik berechnete 
Strahlengang ein ideal scharfes Bild (sei es einer Spektrallinie, sei es eines ab
gebildeten Leuchtpunktes) erzeugt, und sieht als Ursache der Unschiirfe allein 
die Beugungserscheinungen an, die notwendig durch die Strahlenbegrenzungen 
(Blenden) hervorgerufen werden. Wir wissen ja, daB ein Lichtpunkt oder eine 
Lichtlinie infolge der Beugung an den Blenden, die das Licht zu passieren hat, 
niemals wieder als Punkt oder Linie, sondern als ein "Lichtgebirge" erscheinen 
wird, dessen Form wir ftir verschiedene Blenden in den vorangehenden Para
graphen bestimmt haben. 

Oberlagern sich zwei benachbarte Lichtgebirge im Gesichtsfeld, so sind sie 
urn so schlechter voneinander zu trennen, je naher (bei vorgegebener Breite) 
ihre Mittelpunkte beieinander liegen. Wann die Trennung fUr das Auge mog
lich ist, ist bis zu einem gewissen Grade eine Frage der Praxis und der Obung; 
bei photographischen Platten kann man tibrigens durch geeignete Entwicklungs
verfahren die Kontraste verstiirken und dadurch die Trennung erleichtern. 

Urn zu einem eindeutigen MaB zu kommen, hat man sich nach Lord RAY
LEIGH darauf geeinigt, zwei Lichtgebirge als getrennt anzusehen, wenn das Maxi
mum des einen auj das erste Minimum des anderen ja.llt. Wir nennen diese 
Lage zweier Lichtgebirge die Grenzlage. Bei Spektralapparaten entspricht der 
Grenzlage ein gewisser Wellenlangenunterschied 15),; ist ). die mittlere Wellen-

1 Siehe hierzu M. SIEGBAHN: Spektroskopie der Rontgenstrahlen, 2. Aufl. Berlin 1931. 
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Hinge des betrachteten (sehr kleinen) Bereiches, so heiBt )./~). das Aullosungs
vermogen. Bei abbildenden Instrumenten entspricht der Grenzlage eine bestimmte 
Langen- oder Winkeldifferenz der abgebildeten Objekte (Leuchtpunkte), die 
wir als Au/lOsungsgrenze bezeichnen; ihr reziproker Wert wird auch Au/lOsungs
vermogen genannt. 

a) Das Auflosungsvermogen des Gitters. 

Nach § 51 (4) fallen die Hauptmaxima des Beugungsbildes, die fUr eine mono
chromatische LichtIinie als Spektrallinien der verschiedenen Ordnungen an
gesprochen werden, auf die Stellen 

(1 ) (n = ±1, 2, 3, ... ) 

Die erste Nullstelle (Minimum) liegt im Abstande 

i. 
(2) ~a = -~~ 

d·m' 

wo m die Anzahl der Gitterstriche bedeutet. Andert man andererseits die Wellen
lange, so verschiebt sich nach (1) die Mitte des Hauptmaximums urn 

(3) 

Fallt das Maximum der veranderten Wellenlange gerade in die Grenzlage beztig
lich der ursprtinglichen Wellenlange, so haben wir 

~' a = (Ja 
zu setzen und erhaIten 

(4) 
i. 

dJ. = n· m. 

Das Au/losungsverm6gen des Gitters ist gleich dem Produkt von Ordnungszahl und 
Strichzahl. 

Bedenken wir, daB die Strichzahl gleich der Anzahl der interferierenden 
Lichtbtindel -ist, so erkennen wir, daB die Formel (4) ftir Strichgitter genau mit 
der Formel III, § 42 (35) fUr Interferenzspektroskope tibereinstimmt. 

Urn dieses ResuItat zu erlautern, wollen wir fragen, wieviel Striche ein Gitter 
haben muB, urn die beiden D-Linien des Natriums zu trennen. Fur diese ist 

). = 5893 A, 
(s. III, § 42, s. 133), also 

i. 
~i. R; 1000. 

Beobachtet man im Spektrum zweiter Ordnung (n = 2), so muB also mindestens 

1000 
m = -2- = 500 

sein. Ein Gitter von nur 500 Strichen wtirde zur Trennung der beiden D-Linien 
schon genugen. 

Die groBte gebrauchliche Strichzahl von Gittern liegt bei 200000. Bei Beob
achtung in der dritten Ordnung, die haufig noch hinreichend stark ist, kommt 
man also zu einem Auflosungsvermogen von etwa 600000. Die reinen Inter
ferenzinstrumente, wie LUMMERplatte und Stufengitter, erreichen ebenfalls diese 
GroBenordnung der Auflosung und uberschreiten sie sogar. Doch beruht dies 
bei ihnen darauf, daB die Ordnungszahl, in der man beobachtet, sehr groB ist, 
wie wir in III, § 42 gezeigt haben. Das Gitter hat vor den Interferenzinstru-

Born, Optik. 12 
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menten den Vorzug, {!,ro{Jc Teile dcs SpcktYltllls alii einmal Zl\ lidern. Bei h6ch~ter 
~\nforderung an das Auf](isungsvermogen aher wird es doch von den genanntcn 
Instrumenten ('in wenig iibertroffen. 

b) Das Auflosungsvermogen des Prismas. 

Das Auflosungswrmogen de~ Prismas wollen wir hier zum Vergleich eben~ 
falls ableiten. \\"ir holen dahei zugleich die Besprechung cler elementaren geo
Ilwtrischen Eigellschaftcn ckr Brechung im Prisma nacho 

Fiir die Bn'chung ist nur der ""Vinkel .x an der uycc/lendcn Kante A (s. Fig. 103) 
mal.lgehend. Die~e Kante steht senkrecht auf der Ebene, die den Strahl enthalt 
(die zugleich Einfalls-, Durchtritts- und Austrittsebene ist). Die Basis des Pris
mas ist vorlaufig ganz unw('sentlich. Ein Strahl treffe das Prism a im Punkte B 
auf ciner Prismenflache unter clem Einfallswinkd cP und gehe unter dem Bre
chungswinkel "P clurch da~ Pri~ma hindurch; beim Austritt am Punkte C sei 
der innere Winkel "PI . der auBl're VI' }Ian verliingere die Einfallslote in B und C 
bis zum Schnittpunkt D; der Schnittpunkt der VerHingerungen von Einfalls

(' 

p 

Fig'_ 111.). Strahlcngallg illl PrislIla. 

strahl und Austrittsstrahl im 
Innern des Prismas sei E, der 
von ihnen eingeschlossene spitze 
Winkel ist der A blenkungsu'inkel f. 
Aus Fig. 103 liest man ab, daB 

(;) cP + CPI = F + IX, 

(6) "P + "PI = IX 

ist. Ferner gelten nach dem 
S)lELLIUSschen Brechungsgesetz 
die Gleichungen 

sin cP = n sin"P ' 
(7) 

sin CPI = n sin "PI , 

wenn 1l > 1 der Brechungsindex des Glases gegen die umgebende Luft ist. Man 
hat ein Extremum der Ahlenkung dart, wo 

(8) o 
ist. Das lidert nach (S) 

(9) 
Ii'/'I -- =-1 
d't . 

Andererseits folgt aus den ReJa tionen (6) und (7) 

! 
dq' Ii ~'I 

Ii" d '/, 
, 

(10) 
, _ d'l' 
coscp = n cO':;"P dtp , 

d'i J d1p1 

I cosCPld =11 -os"P---
'I 1 d 'I' 

und hieraus durch Elimination 

(11) d ~I ~ _ ~os'pCOS1pJ =~ -1 
Ii 'I cos 'I' COs '1'1 . 
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Quadriert man dies und ersdzt aile Cosinlls durch Sinus, so erhiilt man die 
Gleichung 

(12) 

Sir hat die LoslIng 

(H) 

F rmer ist nach (1 'I) 

1 - sin2 q' 

Iii - sin2 ,( 

1 - sin2 '/1 

/1 2 -- sin2q;-~ . 

q: = rl' also auch "P = "PI' 

d log(- d_,,),) 
d2

,. = ~(.'--l = d'[" drp _-=.d"I(_ t _ t ~J'l+t d'l:'+t d'l'l) 
d,,2 dtp2 d" d" drp, gq; g"Pl d'r g"P d" gq;I d'l . ' 

und fiir f{' = q;I' "P = "PI wird nach (10) und (11) 

d2 E COS 'I' (tg2V') . i? = 2 tgf{' -- 2 tg"P -,icos'/' = 2 tgq,1 - tg2?, ' 

bei 1t> 1 ist q; > tp und tgq; > 0 (0 < q; < J'l,'2). folglich d2e/dq;2> O. 
Das heiBt, es handelt sich urn ein Jlinimum dey Ablenkung; es tritt nach (13) 

bei symmetrisclzem Strahlengang cin. Die Gri>/k des Ablenkungswinkels betragt 
dann 

(14) fmill = 2q; - D. , 

und es gilt fUr den Einfalls- und Austrittswinkel an der ersten Grenzflache 
1 ~ 

(15) q; = 2 (Emili + IX), tp = -i' 

Der Brechungsindex Hi.fit sich also mit Hilfe der Formel 

(16) 
sin rp 

n= .' = 
smV' 

. I'lIIill + l% 
sm--

2 
_ l.\ 

sm 
2 

durch Messung des Ablenkungswinkels fmin bt·stimmen. 
Wir betrachten nun ein paralleles monocltromatisches Biindel der Wellen

Hinge i'l (etwa erzeugt durch cine Lichtquelle Q und eine Linse Ll im Brenn
weitenabstand, s. Fig. 103). Wir zeichnen den in der Einfallsebene durch die 
Kante A gehenden Strahl des Btindels und rii.llen auf ihn von B das Lot BB' 
und von C das Lot CC'. Diese beiden Lote ,sind die Spuren zweier Ebenen 
glt>icher Phase in der Einfallsebene_ Die Breiten der Bundel bezeichnen wir mit 

BB' = G, CC' == a' 

und den Weg des Strahls im Prisma mit 

BC = l. 

Die Geraden BB' und CC' schneiden sich in einem Punkte F im Prisma unter 
dem Ablenkungswinkel f. 

Wir nehmen jetzt an, daB die Lichtquelle mehrjarbiges Licht ausstrahlt. 
1m allgemeinen ist der Brechungsindex n des Prismas eine Funktion der Wellen
lange (Naheres hieriiber in VIII, Dispersionstheorie): 

n = n().). 

1st die abbildende Linse Ll chromatisch korrigiert, so ist die durch BB' be
stimmte Ebene eine Ebene gleicher Phase fiir aile Wellenlangen des einfallenden 
Strahls; dagegen wird die Gerade CC' in der Phasenebene des austretenden 

2* 
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Strahls von der Wellenlange abhangen. Wir betrachten nun den Ablenkungs
winkel als Funktion von ;.: 

. e = e{i.) . 

e hangt unmittelbar nur vom Brechungsindex n (i.) abo Man bezeichnet die bei 
konstantem Einfallswinkel rp gebildete Ableitung 

(17) 
de dE dn 
-dl. = dn • di. 

als das Dispersionsvermilgen des Prismas. Dabei ist der erste Faktor eine wesent
lich geometrische Eigenschaft des Prismas, der zweite eine Eigenschaft seiner 
Substanz, ein MaB ihrer "Dispersion". Man erMlt aus (5) und (6) wegen rp = konst. 

( ) de dq;] dV' dV'I 
18 dn an' dn- = --an' 

sod ann aus (7) 

(19) I . dV' 
sm V' + n cos V' d n = 0 , 

d'PI' dV'I 
COSrpl an = sm V'l + n COSV'l an ' 

und hieraus durch Elimination 

sin ('I' + 11'1) sintX 
----(20) cos q; 1 cos V' cos q; 1 cos V' 

Aus dem Dreieck ABC (s. Fig. 103) foIgt nach dem Sinussatz 

AC = I ~osV' 

und aus dem Dreieck ACC' 
SIne.: 

0' 
AC = ---. 

cos 9'1 
Danach und aus (20) erhiilt man 

de I dn 
(21) d). = 0' • dJ. . 

1m Minimum der Ablenkung 1st aus Symmetriegriinden a = a': Sind auBerdem 
die Linsen so groB gewiihlt, daB das Strahienbiindel das Prisma ganz ausfiillt, 
so wird 1 gleich der Basis b des Prismas. Dann gibt die Formel (21) fUr den 
Winkel ~e, urn den die Phasenebene bei Veranderung der Wellen lange urn ~J. 
verdreht wird, 

(22) 

Wir konnen jetzt das Auflosungsvermogen des Prismas berechnen. Benutzt 
man eine lineare Lichtquelle Q parallel zur Prismenkante (Spektrometerspalt), 
so tritt durch das Prisma offenbar ein paralleles Lichtbiindel, das an einem 
Rechteck der Breite a Beugung erleidet. Nach § 48 (11) gilt fiir die Lage des 
ersten Minimums 

(23) 

wo a den Abstand vom geometrischen Bilde im WinkeimaB (kleine Abweichungen 
vorausgesetzt) bedeutet; also ist a mit lu identisch, und wir haben nach (23) 

(24) lJe = ~ = dn • ~ ~l. 
o dJ. 0 

Daraus foIgt 

(25) 
A. dn 
IH = d) . • b. 
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Das A ujlosungsvermogen eines Prismas hiingt also bei gegebener Dispersion nur 
von der Basisdicke b des Prismas ab und ist vor aUem unabhiingig vom Prismen
winkel. 

Wir wollen absehatzen, wie groJ3 die Basis eines Glasprismas aus sehwerem 
Flint sein muJ3, damit die D-Linien des Natriumspektrums noeh aufge16st werden. 
In Tabelle 5 sind fUr drei Wellenlangen, namlieh die FRAUNHoFERsehen Linien 
C, D und E (von denen die mittlere eben eine der beiden D-Linien des Na
triums ist), die Wellenlangendifferenzen. die Breeh ungsindizes und deren Diffe
renzen angefUhrt. 

Tabelle5. 

Bezeicbnung J. di. " 
C 6.56·1O- 5 em 0.67' 10- 5 em 1.6297 
D 5.89.10- 5 " 0,62.10-· .. 1.6350 
E 5.27.10- 5 .. 1.6420 

Daraus ergibt sieh als mittlerer Wert 

dd~1 = 956. 
I. 

Da der Abstand der beiden Linien 6 A betragt, so hat man 

i. 
~;: ~dOOO 

und erhalt aus (25) 
b1'::;! 1 em. 

d .. 

0.0053 
0.0070 

Man kann also leieht mit Prismen von etwa 10 em Basis den zehnten Teil des 
D-Linienabstandes auflosen. Fur hohere Anforderungen aber braueht man 
kompliziertere Prismensatze. 

c) Die Auflosungsgrenze des Fernrohrs. 

Bei der Abbildung we it entfernter Punkte dureh ein Fernrohr wirkt die 
Eintrittspupille, die mit der kreisformigen Begrenzung des Objektivs zusammen
fant, als beugende Offnung. Wir haben also den Fall einer kreisformigen Blende, 
bei der das erste Minimum [so § 49 (14)] im Abstande 

(26) 
). 

(! = 0,61 • A 

liegt, wobei A der Radius der Offnung ist. e ist dabei zu messen in der im Ab
stande 1 gedaehten Auffangebene; bei klein en Ablenkungen ist dieses (! der 
Winkelabstand zweier gerade noeh trennbaren Objektpunkte: die A u/losungs
grenze des Fernrohrs. Zu ihrer Ausnutzung ist nattirlieh eine geeignete Lupen
vergroJ3erung des Okulars zu verwenden. 

Die Leistungsfahigkeit eines Fernrohrs ist hiernaeh dureh den Objektivdureh
messer 2A begrenzt. Das leistungsfahigste Fernrohr, das es im Augenbliek gibt, 
ist das groJ3e Spiegelteleskop der MOUNT WILSoN-Sternwarte mit etwa 2 m Dureh
messer. Seine theoretisehe Auflosungsgrenze betragt fUr die Mitte des siehtbaren 
Spektrums, also fi.ir ). = 5.10- 5 em, 

5.10- 1 
o = 0 61 ---- = 3 05 . 10 - 7 em 
~ , 100 ' 

oder in Bogensekunden: 

Q = 2.06.105 • 3.05· 10-' = 0",0628. 



\rir hcstiIl1lllen Iloch <lit, Lt'i,tI!Ilg~f;ihigkt'it dt,_~ IIIO/scldiclit'11 .-llt,!;t's_ ~t't/t 

man den Pupilkndurchillt''''''t'r 2.1 --~ 4111111 lilld Ilinll11t Wit'Lkr i.~,' . 11)-5 ('Ill. 
so ergillt ",ich ab ~liIlinlllll1 d('" ~ellwinh:(,b, lIIlkr dt'ill /\n'i Oh.kktl'llllktt' nocL 
mit hloLkm .-\lIg(' IInt('r,;chit'dl'n ,n'rdt'n ).;(-'IlIH'Il: 

t) (j','i2, 

In \\'irklichkeit i,;t dil' :\l!fjii"'lIng~gfl'nzl' ill'illl IH'rlll;dl'll _\lIgl' ",c'hll'ciJtl'r ulld 
liegt bei !! = I'. Die,;c .\]m('icliung \'Oill tlieof(,ti,;c1lL'll \rt,rt i~t \mld in dl'r 
anatomi,;chen Struktur <It'r :\etzlld ut lll'grill1ud. 

d) Die Auflosungsgrenze des Mikroskops. 

Beim ~Iikro,;kop ,;ind die hl'trachtl'ten Ohjektl' Praparalt' '-un "'l'llr kh-ill!-r 
Dicke, die gewohnlieh \'on unten bdcuchtl't werden_ Ein Teil dl''; Y(J1ll I\ondell~or 

auf sie geworfenell Lieh b wird dalwi a bsorbiert IIlld rcelll itt iert, wobei die Pha",,
zersWrt wircl. Ein anut'fl'r Teil wire! <lureh dit' dureliliis",igen Bl'zirke dt's Objekt, 
hindurehdringen und dalwi cine Bl'ugung wie all t'iller BIenek l'rleidt'Il, In \\,irk
lichkeit w('[den wolll immn heicie Hille Hwinigt ,;<'in_ \rir 'H)lIen ,;it, aber hier 
fur die theoretisehe lktraeh tUllg trellnen und zUll;ieh",t ';0 tun, als wenn die 
yom Konclensor belcuehtl'lell l'artikd des Objekts unahh:ingig nmeinanckr LieiJt 
emittierten. Nachllt'r behanddn \\-ir c1ann dl'n entgt'gengt'",dztell erenzfall. 

ex) Abbildung sdb,;tiellchtendn Ohjektc_ 

Beim :VIikroskop Iiegt da,; Objckt in grol\er :\iihe de,; Objektivs. ';0 dal.l ein 
weit ge6ffnete,; Strahlenbiinclel in da,; Objekti\' hineintritt, Daher kann man clic 
entstehende BeugungsersclH'inung nieht unmittdbar als Bl'ugullg eint's parallden 

R 

E 

Liehtbtindeb an der kreisfiirmig('l1 
[' ()ffnung cler Eintrithpupille be

traehten. wit, wir cs beim Fcrnrohr 
tun durftl'n, Doeh laLlt sich dureh 

p' eine ('infaehe Cberlegnng auch 
( dit':-;n Fall wieder auf clie Formeln 

l~'::::::=tt~,------>"===:::;;:=~~e' der FR.\L'~I!()FElbCht'l1 Th('orie ZlI

riie kfiih ren. 
In cler Objektdwne E (siehl' 

Fig. 104) ';l'i Q l'in Ieuehtencler 
.\eh~enpunkt unci P ein benaeh-

Fig, 10~. Auflijsl11l~5\W11liigell d,'s ~!ikro;k"r'_ barter Punkt. Die heiden Punkte 
mag-en d ureh cia,; opti~ehc Sy:-;tem E 

in die beiden Punkte Q' und P' cler Z\If Objektebenc konjugiertcn Bildebene E' 
abgebildet werden. Die Austrittspupille, d, h, da~ dureh Evon der Eintritb
pupille entworfene Bild, habe den Radius .-t unci den .\hstand R von der Bild
ebene. Da cler Abstand der Bildebene E' "om Objektiv (meist 16 em) im Ver
hiiltnis Zll dessen Durchmesser im allgemeinen sehr groB i,;t, kann man die Strahlen 
im Bildraum angeniihert als parallel an,;ehen und die auftretende Beugungs
erscheinung so behandeln, als ob sie clurch Beugung einl's parallelen Strahlen
bundels an der Austrittspupille R entstehen wtirde. :\Iit b und b' bezeiehnen wir 
die Winkel, weIehc die iiu13ersten Strahlen des zu Q unci Q' geh6renclen Licht
buschels im Objekt- bzw. Bildraum mit cler Aehse bilden. Da (j' klein ist, kann 
man set zen 

(27) 



§ 53. Das Auf!usungsvcrmugcn optischcr Instrument('. II\" § 53.) 18j 

Es seicn ferner n und i. bzw. n' und i.' Brechungsindex und Wellen Hinge iIll 
Objekt- hzw. Bilclraum; die beiden Wert epa are brauchen ja bei Anwendung yon 
Immersion (s. unten) nicht gleich zu sein. Ferner seien die Abstande PQ = I, 
P'Q' = I'. 1st nun wieder g der .\bstand cines .\ufpunktes in der rcduzierten 
Bildebene (die den .\bstand 1 von der beugl'ndl'n Offnung, hier cler Austritts
pupille hat), so gilt wcgl'n der Kleinheit \'on g 

(28) 

Man hat daher fi.ir den Abstand des ('[sten Bl'ugungsminimiums nach (26) 

(29) 
I i.' B i.' 

I = gH = 0.61 A ~-= 0,61 ~, 6 I." ,,0. \'Tv, 
11 u 

wo i.o die WdlenHingl' im Vakuum bedeutt't. 
Jedes JIikroskop mull nun die Forderung erhillen, daLl nicht nur .\chscn

punktl', sondt'rn auch die Punkte cint's Flachenelements in der Xiihe dt'r Achse 
durch weit gei>ffnetc Busche! ahgcbildet werden. Hierfur notwendig ist die 
ABBEsche Sinusbcdingungs. II, ~ 28 (5):: 

(0) I II sinb ~, l' 1/' sinb'. 

Da b' klein ist, kiinrwl1 wir sinb' durch b' ersl'tzen und crhaltl'n 111 Verhindung 
mit (29) 

(31) 
n'l' /)' / .~. -

_ .. 1/ sin,) 
O,() t i'll 
n sin,) . 

Diese Forme! gibt die .4lfj/6slIllf!,sgrenze des .1likroskops. Dit' im Xenner allf 
tretencle GroLle 11 sind, von ABBE mit til/iller/seller A pertllr bezeichnet, haben wir 
bereits in II, ~ 28, S.92 kennengeicrnt. Die Forme! (1) zeigt, daB hauptsachliclt 
dicse GroBe fUr die Leistungsfahigkeit dc's Jlikroskops maHgebend ist. Je gro/3t'r 
die numerischt, Apertur ist. um so feinere Cntt'rschiede im Objekt sind noch wahr
nehmbar. J[an kann die Aufiosllng wrbessern sowohl durch Vt'fgroBerung des 
Offnungswinkels b als durch \rahl eines groBen Brech ung~index It. Aus clem 
letzteren Grllncie ist man von Trockensystl'nwn Zll ImmersioJlssvstcmell iibl'r
gcgangen, bei denen zwischen Gt'gcnstand und Ohjekti\' t'illl' Fhissigkeit von 
hohem BrechungsvermOgel1 (Ultropft'n) gl'bracht win\. (;ebr~illchlichl' Flussig
keiten sind Zcdernholziil und ~I{)n()b[oll1na phthalin (mit II =., 1.66; vie! h<iher 
kommt man nicht). Dil' einzige Jiiiglichkcit, iwim ~iikrosk()p noch hilheres .\uf
Hisungsvermogen zu crrt'iehell, ist dit' Vt'[\\,endullg kiirzt'rer \\'dlenlangen, also 
von ultraviolettem Licht. Dalll'i mu/3 man dann Lin~en aus gecigneten durch
lassigen Kristallen wit' Fluf.bpat und statt tit's .-'\lIgt'S dit' photographische Plattt
benutzen. 

Verzichtet man auf die '\hnlichkl'it des Bildl'~ mit clem (;egen~taI1lI, begnugt 
man sich also mit dem blo/3en .Yac/i;l·els kleiner Objekte, so kann man noch 
kleincre Abstande trellIH'n mit Hilfe des ('/tralllikroskops \'on SIEllE:\TOPF und 
ZSIG)IONDyJ. Bei dil'selll winl der Gegl'nstand so \"on dt'r Seitt, ht'r beleuchtet, 
daf3 nur die von ihm seitlich abgebeugren Strahlen cias Objekti\' treffcn; man 
sieht dann Lichtpunktl- auf dllnklem (;rtInde (Dunkdfe!dbdeuchtung). Auf di,' 
verschiedenen Einrichtungl'n hil'rfiir (z, B. den Cardt'Oidkonclensor) wollen wir 
aber nicht eingehen. Die Gn'l1Ze dl'~ ntramikroskops lil'gt hei Bruchteilen del" 
halben Wellenlange. 

1 H. SIEDEXTOPF \I 1<, /'Sll;\lOXD\,: Anll, 1'11\',ik (-II Btl, IllS. 1 (11)03). 
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(J) Abbildung nicht selbstleuchtender Objekte l . 

Wir betrachten jetzt den Fall, daB das Objekt die Phase des auffallenden 
Lichts nicht stort, sondern selbst nur wie ein System von beugenden Offnungen 
wirkt. Dann treten aus dem Objekt eine Anzahl abgebeugter, koharenter Wellen· 
ziige aus, und es ist nur dann eine wirklich ahnliche Abbildung durch das Instru
ment moglich, wenn das gesamte vom Objektiv abgebeugte Licht die Eintritts
pupille erreicht. Die Durchlassigkeit des Objekts stellen wir, wie in § 48 er
lautert wurde, durch eine Funktion I (~, 1]) dar. 

Wir denken uns das Objekt durch einen Kondensor beleuchtet, der von 
jedem Punkte der Lichtquelle ein paralleles Strahlenbiindel erzeugt (s. Fig. 105). 

Fig. 105. Abbildung nicht selbstleucbtender Objekte beim 
Mikroskop. Rllmische Ziffem: Ordnung bel der Beugung 
an der Objektebene. Arabiscbe Ziffem: Ordnung bei der 

Beugung an der Austrittspupille. 

(32) 

Dann haben wir genau den Fall der 
FRAUNHOFERschen Beugungserschei
nung in der Objektebene E. Ein ein
fallendes Parallelbiindel wird vom 
Objekt zerlegt in eine unendliche 
Anzahl von Parallelbiindeln verschie
dener Ordnungen; diese treffen auf das 
Objektiv und werden dort schwach 
konvergent gemacht. Sie wiirden bei 
Abwesenheit jeder Abblendung in der 
Bildebene E' das Beugungsbild des 
Objekts als Lichtverteilung wieder
geben. Nun befindet sich aber zwi
schen Objektiv und Bildebene E' die 
Austrittspupille R. Da die vom Objekt 
kommenden Biindel nur schwach kon
vergent sind, konnen wir sie in der 
Ebene R als parallel ansehen und 
haben nun eine zweite Beugungs
erscheinung an der Blendenoffnung, 
wobei die Amplitude des Einfalls
lichts durch die FRAUNHOFERsche 
Formel 

gegeben ist; dabei ist II (~, 1]) das Bild der Durchlassigkeitsfunktion in der Bild
ebene E' bei idealer geometrischer Abbildung, also 

( I' I" 
II(~' fJ) = I T~' TfJ), 

wo l' : l das VergroBerungsverhaltnis ist. Die Erregung ((J erzeugt durch die Beu
gung an R in der Bildebene E' in derselben Weise die Lichtverteilung IF (x, y) 12 mit 

(33) F(x, y) = 1 ff ((J(a, b) e-ik(az+by) dadb, 
n 

wo das Integral iiber die Offnung n der Austrittspupille zu erstrecken ist. Setzt 
man fiir ((J seinen Ausdruck (32) in diese Formel ein, so erMlt man die Licht
verteilung I F (x, y) 12 direkt durch die Durchlassigkeitsfunktion II (~, fJ) dar-

1 Diese Theorie ist von ABBE entwickelt und durch schone Experimente demonstriert 
worden. Siehe E. ABBE, Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop. Bearbeitet von 
O. LUMMER U. F. REICHE. Braunschweig 1910. 
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gestellt. ~Ian sieht, daB diese von der GroBe und Form der Cffnung D in der 
Ebene R abhangt. 1st D praktisch unendlich, d. h. so groB, daB auBerhalb 
von Q die Amplitude rp des yom Objekt abgebeugten Lichts verschwindet, so 
geben die Formeln (32) und (33) nach dem FOURIERschen Lehrsatz sofort 

(34) ( I' l' ) F(x, y) =/l(-Xl' -y) =1 -Ix, -TY , 

d. h. es entsteht ein (umgekehrtes) iihnliches Bild. Wenn man aber D verkleinert, 
so wird die Abbildung immer uniihnlicher und verliert schlieBlich bei kleiner 
Cffnung jede A.hnlichkeit mit dem Objekt. 

Wir wollen als Beispiel den Fall betrachten, daB das Objekt ein durchschei
nendes Strichgitter von m Spalten der Breite 5 und mit der Periode d ist, und 
daB die Apertur kiinstlich durch eine rechteckige Blende bestimmt wird, deren 
eine Kante mit den Strichen parallel ist. Betrachten wir nur die Lichtverteilung 
senkrecht zu dieser Kante, so wird mit 

I' 
5' = ---5, 

I 
d' -!..d - I 

nach § 51 (1) (dort mit Up bezeichnet): 

(35) 

. kas' 
1 2sm-2- 1 _ e- iNlkd'. 

rp (a) =T -------rifi$i- 1 _ e i k d' • • 

2 

[Dabei ist die zur Formel § 48 (8) fiihrende Rechnung fUr u~ benutzt.] Die 
GroBe D der rechteckigen Austrittspupille sei durch die Ungleichung 

-tl < a < tl 
bestimmt; dann hat fl' dieselbe Bedeutung wie in (27), als Cffnung des yom 
Objektiv ausgehenden schwach konvergenten Strahlenbiindels. Sun ergibt sich 
aus (33) die Lichtverteilung der Bildebene: 

H' 
" . k as' 

1 J 2sm-2- 1 - e-- imkd'. . 

F(x) = 12 ~_~i'--- . 1 _ e-il·d'. r'''''''da. 

• 2 

(36) 

-d' 

Die Hauptmaxima der Intensitiit liegen dort, wo der Faktor 1 - t,-ikd'a ver-

schwindet, d. h. an den Stellen a =;, n, wenn n die Ordnung der Gitterbeugung 

ist; dazwischen liegen kleine Nebenmaxima. 1st die Anzahl m der Gitter
striche groB, so sind die Hauptmaxima scharf und steil, die Nebenmaxima im 
Vergleich verschwindend. Wir konnen daher das Integral naherungsweise zer
legen in eine Summe von Integralen, deren jedes yom Mittelpunkte M" des 
Intervalls zwischen zwei benachbarten Hauptmaxima bis zum nachsten solchen 
Mittelpunkt M,,+l geht. In einem solchen Teilintervall konnen wir dann weiter 
fUr die iibrigen Faktoren das Argument a gleich seinem Wert im Hauptmaximum 

A. 2:t .. .... ( s' s ') d,n = kd,n wahlen. So erhalten wlr naherungswelse wegen CP' = Ii 

(37) 



186 IV. Bellgllllg. 

,,"0 Fo da~ Intq;Ta! 
l/II';' I 

OX) Fo """ ~. " L~:_~~~~ ':'" d if 
I.... 1 --- C I I." II 

JI,. 

bl'Zeichnd, da~ hi,; auf kleinl' Ahweiclll1!lgl'1l in dl'n aulJt.r~tell Orcinungl'n \'on 11 

llna hhangi;.; i~t. :\[an kann di(, }{('ilH' 01) in r('dkr Form ~clm'ilwn: 

(N) 'i- 2 2: 
,(. 

0<11< .,)' 
I. 

.. 711 S 

Sill d 

:TIIS 

d 

:2;1 lIX 

cCb-iV- , 

Sci nun zlll1~ieh~t die ()ffnung ()' dl'r Blendl' sehr grolJ, Dann konnen wir 
die R('ihe (9) von () his ex l'rstn'ckell und l'rkennen sofort. cialJ sie (·in iihnliclll's 
Ahbilci des aI,; Ohjl'kt gl'nOml11l'Ill'n Spalbystems lidert. l-m das zn sehen, 
denken wir nns dic' Durchliissigkl'ibful1k.tion (ks Ohjektgitters fiir III =c <Xl (s. 

Irw Fig. 1(6) liOliiro<'~'<~. 
(..jO) i(~) =0 1 , 

o liir S < I ~ I < d 
2 2 

I 111 l'int' hlURIERreihl' entwickdt: 
·-tiAf~ 

nann l'rgibt ,;iell sogkich (Wl'gl'1l s';d' = sid): 

(42) s 10 
If ' 

, :TllS 

• 5111 -it 
(II ,. IO'-';'n (n =1. 2, ... ) . 

Dil',;e FUl1ktioll stimmt mit (\cor }{l'iht' (l9) bis auf ('incn Faktor iiberein. 
)iun kann l1un untnsuclll'll, \\'il' ~ich das Bild verandert, wenn die Spalt

hreite /J' wrkleinert wire!, oder wenn man gar durch kiinst!ich eingeschob('ne 
Blendcn willki.irlieh Tei!e des primiiren Bl'ugungsbildes in der Blendrnebene 
<lllsJi)scht. :\Iacht man die Blt-ndl' so kleill, daB iihrrhaupt nur die nullte On!
!lung des primaren Spektrtlms durchtritt, d. h. macht man d' /J'jl. ein wenig 
grol3cr ais 1. so winl nach UIlSL'l'cn Forml'ill F (x) ~C~ konst.. d. h. das Gesichts
fdd gicichfOrmig crhdlt. (I>as ist natiirlich nicht ganz streng. wei! wir ja 
recht grol.\t' Vernachlassigungen gemacht haben; in Wirklichkeit l'rgibt sieh 
ein schwacher Intensitatsabfall nach den Windern.) 

UiLlt man aulkr clem Spektrum nlllltn Ordnung auch die heiden Spektrt'n 
crstl'r Ordnllng rechts und li!lb hindmclI. d. h. macht man d'/J'/i. ctwas grol.\er 
als 2. so erhii!t man 

(43) 
I-' (xl 

/:" 

. :1 S 

2s\I1 d 2:TX 

. ; . :1 S cos d' . 

d 

Das Bile! hat abo jetzt bl'r('it~ dit, riehtigt, Periode .\' = d' des Objektgitters, ab(·r 
l'ine ganz abgeflachtc InknsitiitsVl'rtei!ung. ]e nlC'hr Spektrrn haherer Ordnung 
man hindnrchlaLH. lUll so ~ihnliclll'r win! cia,; Bild dem Objrkt. 
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Ganz falsche Bilder bekommt man aber, wenn man niedere Ordnungen ab· 
blendet und nur hohere hindurchla13t. Blendet man z. B. aile Ordnungen bis 
auf die zweite ab, so wird 

(44) 
F(x) 

F" 

. '2JrS 
2511'1--

d 4JT x 
--2-rr-.,- cosT' 

d 

Man sieht dann also eine Lichtn'rlt'iltlng mit der Periode x = d' 2, d. h. t'" ent
stellt die Tauschung, daB man doppelt so viel Gitterstriche sieht. al,; in \\'irk· 
lichkeit vorhanden ~ind . 

. -\111.' diese Erscheillungt'n lassen sich dureh Versuche yolbtiilldig wrifizit,rt·n. 
Als ;\ufWsungsgrenzl' bt'zeichnft man in diesem Faile dell (;itterab"tand d, 

dfr gerade noch irn Bilde als Helligkeitsperiode "ichtbar, al"o llngt'fiihr dnrch 

d' (~' 
-.-= 2, 

I. 

gegeben ist. Dies kan 1\ III a n wit'clt-r n;lC h dl'lll Si n ussa tz a llf den Clfinllng". 
winkd b clt·s 1l1S Ollje kt i \' l'in trl'tl'ndl'n Hlindl'ls lllll n 'C h nt'n. . \ ll" 

III sin (i = /' n' SiIU)' - /' 1/' (i' 

und i. = 1.0/11' ergibt sich fiir die .1 Ifihislfll/;sgrell:e 

(45) {_ 2i." 
( - 11 sin ,~ . 

also dieselbl' Forrnd wie (1), nur mit einl'lll andl'fen Zahlcnfaktu[ (<1,,[ nati.ir
lieh iiberhaupt ziemlich willkiirlich ist llnci je !ladl clt'r Form cll's Objekts und tier 
Blende verschieden ausfa11t). 

Man sieht, daU das Auflosungs\'('fln(igen des :\Iikroskops auch im Faile nicht 
selhstleuchtender Objekte durch die nllmerisc/w ;\pl'rtur gegebl'n ist. 

§ 54. Messung kleiner Winkel. 
V,'ie wir gesehl'n haben. hangt die :\llfliisungsgrenze des Fernrohrs nur yon 

dem Durchmesser seines Objekti\'s abo :\lit dil'sem kann man aber allS tcch
nisehen Grunden nicht beliehig weit in die HiilH' gehcn. Die :\IOU:\T \\'ILSO!\'
Sternwarte plant jetzt den Bau cines Spiegels \'on 5 m Durchnwsser (aus amorphem 
Quarz zur Vermeidung der Templ'fatun·mpfindlichkeit). Dies wird abpr wohl 
auf lange Zeit cine Hochstleistung sein. Es ware dahl'r die :\Il's~;ung \'on \\'inkcln 
klciner als einige hundertstel Bogpnsekundt·n unl1liiglich, wenn es nicht noch 
ein andert'S Verfahren gabe. Dieses stammt \'on FIZE.\l·, ist aber erst \'on :\IICIIEI.

so!\' im letzten Jahrzehnte zur praktischen Vl'f\\'('ndung gebracltt worden. i\Ian 
verzichtet dabei anf die wirkliche :\bbildung des Ohjekts unci scltlid3t aus cineI' 
Kombination von Intcrferenz- und Beugungserscheinnngen indin·kt anf seinl' 
Struktur. Der Saehwrhalt bUt sieh dwa so \'l'ranschaulichcn: 

:\lan denke sieh ein ungeheuer groUes Spiegdobjekti\' (wie es praktisch nieht 
ausfiihrbar ist) und aus diesem in bl'triichtlicher Entfernung zwei Stiicke aus
geschnitten. Dann liefrrn tliese heiden Shich fiir sich natiirlich kt·in ahnliehl's 
Bild, wohl aber ('ine charakteristischl' Lichtl'rscheinllng, aus cler sich Schliiss(' 
auf die Struktur der Lichtqul'lle zidH'n lassen. 

Die Ausfiihrung des InstrumuHs he,.;tt-ht darin, daU man zwei Spit·gd .1,;1 
und S2 auf l'inprn sehr {esten Stati\· in hctriiclttlich(·r Entfernnng d YOlwinandl'r 
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unter ungefahr 45 0 gegen ihre Verbindungslinie montiert (s. Fig. 107). In der 
~itte des Tragers befinden sich zwei weitere Spiegel 53 (parallel zu 51) und 5, 
(parallel zu 52)' durch die das von den Sternen kommende Licht in das Objektiv 
eines Fernrohrs geworfen wird. 1m Gesichtsfeld sieht man dann zwei Bilder des 
Objekts, jedes als Beugungsscheibchen mit Ringen (Lichtgebirge), und man kann 
durch Drehen der Spiegel erreichen, daB die beiden Lichtflecke sich iiberlagern. 

Fig. 107. Interferollletrische ~Iess\lng kleiner Winkel. 

Wir nehmen nun zunachst an, daB das 
Objekt ein einfacher Stern in unendlich 
groBer Entfernung sei. Dann entsteht 
durch die Dberlagerung der beiden Beu
gungsbilder eine Interferenzerscheinung, 
namlich ein Streifensystem, das die kreis
formige Beugungserscheinung durchzieht 
(s. Fig. 108). Wir konnen die Intensitats
verteilung am einfachsten berechnen, in
dem wir die beiden Spiegel 51' 52 zu
sammen als ein Gitter mit nur zwei (kreis
formigen) Offnungen (m = 2) vom Radius A 
im Abstande d auffassen. Dann erhalten 
Wlr nach § 49 (13) und nach § 51 (1), (2) 

J = C (~(kI2A))2(~i_nkda)2 
P koA . k da ' 

- sm-~ 
2 

(1) 

wo (! = y'a 2 + b2 ist und a, b die Koordinaten im Gesichtsfelde sind. Die Inter
ferenzstreifen sind natiirlich nicht sehr scharf, da m nur den kleinen Wert 2 hat. 

FII. 101. Int«tenadolcl .... elafadlen 
Sternes. 

Ihr Abstand wird gegeben durch die Nullstellen 
des zweiten Faktors in (1) und betragt 

l 
(2) a = {[. 

Da er klein ist, kann man a als Winkel der StrahJ
rich tung auffassen. Dcr absolute Gangunterschied 
der heiden interferierenden Strahlen ist natiirlich 
rein zufaIIig und ziemlich groB, sagen wir n ter Ord
Dung. Die Lage irgendeines Streifens im Gesichts
feld wird dann gegeben durch die Formel 

Fillt nun das Licht von zwei eng benachbar-
ten Sternen (teleskopisch nicht auflosbarer Doppel

stern) ins Fernrohr, so erzeugt jeder von ihnen ein Streifensystem auf dem 
(gemeinsamen) Grunde der Beugungsringe, und zwar sind diese Streifen 
gegeneinander etwas verschoben, entsprechend der Verschiedenheit der 
Einfallswinkel. Es sei qJ die Differenz der Einfallswinkel der von den beiden 
Sternen kommenden Strahlen. Dann ist das Streifensystem des einen Sternes 
gegen das des anderen in der ab-Ebene urn 'P in der Richtung der a-Achse 
verschoben. Der Streifen ntcr Ordnung liegt fUr den zweiten Stern bei 

(4) , +,\ a,,=q; n{[. 

Nun seien zunachst die beiden Spiegel 51 und 52 so nahe wie moglich ge
bracht. Dann wird der Strahlengang fUr die heiden nur wenig gegeneinander 
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geneigten Strahlen. die von den Komponenten des Doppelsterns kommen, fast 
identisch sein, und es werden im Gesichtsfeld die Streifen gleicher Ordnung 
aufeinanderfallen; die beiden oben angegebenen GroBen an und a~ sind dann 
'vegen der Kleinheit von cp nicht zu unterscheiden. Nun werden die beiden 
Spiegel 51 und 52 auseinander geschraubt. Damit wird der Strahlengang fUr die 
beiden Sternstrahlen allmahlich immer verschiedener. Es entwickelt sich ein 
Gangunterschied, und sobald dieser den Betrag einer halben Wellenlange er
reicht hat, fallen die hellen Streifen des einen Sternes auf die dunklen des anderen. 
Man hat dann nach (3) und (4) an+! = a;" oder 

(5) ( 1)i. i. n+- -=m+n--2 d T d . 

Daraus folgt 

(6) 

Es tritt also in einem gewissen Abstande d eine maxima Ie Undeutlichkeit der 
Interferenzfigur auf. Setzt man den gem essen en Wert von d in (6) ein, so hat 
man dam it die Winkeldifferenz cp. Werden die Spiegel 51 und 52 immer weiter 
auseinander gezogen, so wird beim doppelten Abstand wieder volle Deutlichkeit 
eintreten und weiter abwechselnd Deutlichkeit und Undeutlichkeitl. Praktisch 
ist aber die Beobachtbarkeit des Sichtbarkeitswechsels dadurch beschrankt, 
daB das Sternlicht nicht einfarbig ist. 

Begnugt man sich mit dem ersten Undeutlichwerden, so zeigt die Formel (6), 
daB das Auflosungsvermogen dieses Apparates ungefahr doppelt so groB ist wie 
das eines Fernrohrs, dessen Objektivdurchmesser gleich dem Spiegelabstand d 
ist. Man kann aber naturlich den Abstand der Spiegel viel weiter steigern als 
den Durchmesser eines Objektivs, wenn auch die technischen Schwierigkeiten 
hier ebenfalls groB sind. Denn die Anordnung verlangt eine ungeheuer stabile 
Aufstellung, derart, daB bei der Bewegung des Spiegels die Durchbiegung unter 
der GroBenordnung einer WeIlenlange bleibt. Die ersten Versuche auf dem 
MOUNT WILSON wurden in der Weise angesteIlt, daB ein Querarm an dem groBen 
in § 53 erwahnten Reflektor angebracht und mit dessen Optik beobachtet wurde. 
Jetzt sind auch besonders konstruierte Interferometer im Bau und teilweise 
schon erprobt. Die Schwierigkeit bei ihrer Konstruktion beruht auf der Not
wendigkeit, das Instrument auf jeden Stern richten zu konnen. 

Wir wollen die Auflosungsgrenze noch numerisch ausrechnen. In Bogen
sekunden wird 

). 1 6 5 }. 
cp = ([ 2 2,0 ·10 = 103000([. 

Nimmt man 1 = 5· 10- 5 cm, so erhalt man 

5" 
cp = ([. 

Fur d = 10 m ergibt sich damit 
cp = 0",005 . 

Man benutzt iibrigens diese Methode der Winkelmessung auch dann, wenn 
man sich nur auf Trennung von Objekten beschrankt, die das Fernrohr noch 
auflost, weil es oft bequemer ist, die Sichtbarkeit zu beobachten, als einen Winkel 
direkt zu messen. In diesem FaIle blendet man die Objektivlinse bis auf zwei am 
Rande angebrachte Spalte abo 

1 Die Methode ist nahe verwandt der zur .. indirekten Spektroskopie" benutzten Methode 
der "Sichtbarkeit" von Interferenzen (III. § 42) 
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Bl'rl'chnct Illan flir l'incn Doppl'lsrern dell zl'itlichen Verlauf yon g; bei zwei 
zueinand('r "l'nkrl'chtl'n Stl'lIungen dl'r Einfalbebene. so Ia/3t sieh daraus die 
Projektion der Bahnkurw auf eine Ebenl' senkrl'cht zum Visionsradius ermitteln. 
:\un kennt man di!' Bahngl'sehwindigkl'it il1l Visionsradills selbst aus dem 
!)opplc'fl'ffekt dt·r Spektrallinien (s. "III, § X6, S. 431, Anm. 3). Durell Kom
!linatioll beicler lkohaehtungl'n lassen sich dann samtliehe Elemente der Bahn 
dl's Doppelstl'rns mit Hilfe cler Siitze cll'r }Il'ehanik ihrer ahsoluten Grii13e naeh 
Iwstimmcn. Da man damit wahre unci schein bare GroBe der Balm kennt, kann 
Illan alleh die wahrl' Entfernllng cles Doppdsterns, die wahre Parallaxe, finden. 
:\'aeh dil'sell }!t-thudell hat man auf dl'm }!OU:\T \nLso:\-Observatoriulll die 
Balm IIncl die Parallaxen vl'rsehil'denl'r Doppdsternt' herechnet. 

Die besehriebeIlt· }!dhocll' liiBt sieh sogar allf dit' J[ essltllg des sclzeinbaren 
J)/Irclzmcsscrs t'ines t'illzclllCll Fixstcrns anwl'ncll'n. Hierzll denke man sieh die 
Scheibe des Sterns in schmall'. auf cler Intl'rfl'romt'tl'raehse senkreehte Streifen 
zl'rlegt. ]edl'lll Streifen l'ntspricht dann eine Interferenzfigur. Dureh Integration 
lii13t sich die Gesamtintl'nsitat leicht ermitteln. Auch hier tritt wieder bei lang
sa mer Entfernllng der Spiegel voneinander ein Cndelltliehwerden der Interferenz
"treifen (·in. Die I~eehnung, die der in II I. ~ 42 fiir die Form einer Spektrallinie 
durehgduhrten ganz analog ist. ergiht. da13 das erste Cndeutliehkeitsmaximllm 
in einer Entfernung d lil'gt. die mit dem Winkdclurchmesser LX der Sternscheibe 
dureh die Helation 

(7) 
I. 

.x = 1,22 d 

wrbunden ist. .\uf diese \Yt'ise hat man eine Reihl' von scheinbaren Sterndureh
Illl'ssern t'rmittelt. \\'ir stt'llen in folgender Tabelle einige Durchmesser zusammen 
fur solehe Sterne. bei denen auch die Parallaxe bekannt ist, so daB man ihre 
wahren Durchm('s<;er D in km brrechnt'n kann: 

.• D 

Bdcigcuzc: 0",047; 3,87· 108 km , 

Arcturus: 0",022; 0,38.108 

.\ntares: 0",040; 7,20' \08 " ' 

lum Vergleieh sei rrwahnt, dal3 der Sonnendurehmesser 1.4 .106 km, der Dureh
messer der Erdbahn 3.108 km betragt. Die genanntrn Sterne ~ind also riesen
haft groB gegenuber der Sonne und vrrgleiehbar mit einer Kugel, deren Radius 
gleieh dem Erdbahnhalbmesser ist. 1hre mittlere Diehte ist entsprechend 
gering, etwa wie die Diehte der Restgase im Vakuum einer lilteren Rontgen
rohre, 

Die vorstehenden Betraehtungen sollen zeigen, wie di(' 1nterferenz- und 
Beugungsoptik einer ~achbarwissenschaft dient. ~fan kann ahnliche I\Iethoden 
aueh zur Bestimmung der Entfernung kleiner Teilehen mit clem }Iikroskop ver
wenden, was fur die Kolloidchemie von groi3ter \\'iehtigkeit ist. Doch wollen wir 
auf diese und andere Anwendungsgebiete nieht weiter eingehen. 

§ 55. FRESNELsche Beugungserscheinungen. 

\"ir wollen jetzt die Beugungsersehl'inungen fiir den Fall bereehnen, da13 
Liehtquelle Q und Aufpunkt Pin endliclza ElltjeYllllng von der beugenden Offnung 
liegen. Dann hat man zum mindesten die quadratisehl'l1 Glieder in cler in § 46 (11) 
('in'gduhrtcn Funktion (/) (~, II) Z\l heriieksiehtigt'n. 
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\yir gehen aus von den Formeln § 46 (8) und (11) und setzen zur Abktirzung 

(1 ) 

(2) 

(3) 

ik e ik1n + no) 

A = --cosb RR ' 
2:r 0 

C = f fcos(k. f/>(;, Y)))d; dl" 

S = f /sin (k. f/>(;, 'I)) d; dll . 

Dann geht die Gleichung § 46 (8) tiber in 

(4) Up = A (C + is). 

Demnach ist die IntensiUit im Aufpunkt gegeben durch 

(5) 

Es handelt sich nun darum, die Integrale C und S auszuwerten. Wir legen 
den Anfangspunkt 0 des Koordinatensystems in den Schnittpunkt der Ver
bindungslinie Q P mit der Ebene des Beugungsschirms. Diese Ebene nehmen wir 
rus xy-Ebene und rus x-Achse die Projektion der Geraden Q P auf sie. Wir 
haben also bei festem Leuchtpunkt Q fUr jeden Aufpunkt P ein besonderes 
Koordinatensystem. 

Durch diese Annahmen erreichen wir 
zunachst einmal, daB IX = 1X0 und P = Po 
wird (vgl. § 46); es fallen also in dem Aus
druck fUr f/> (; , 1/) die in; und 1/ linearen 
Glieder fort. Der Winkel, den die Gerade 
QOP mit der z-Achse bildet (s. Fig. 1(9), sei 
wie frtiher mit b bezeichnet. Dann erha1ten 
wir fUr die Richtungskosinus der Strahlen 
QO und OP 

IX = 1X0 = sinb , 

fJ = Po = 0, 

y = Yo = cosb. 
Mithin wird 

(7) f/> = - - + - (;2cos2b + 1/ 2). 1 ( 1 1 ) 
2 Ro R 

z 

Fig. 109. Zur Theorie der FREsNEi.. 
schen Beugungserscbeinung an einer 

Offouog. 

Wir ftihren nun neue Integrationsvariable U, vein durch 

Dann wird 

:r (1 + 1) t2 2.11 _:r 2 - - - \0 cos U - - U 
). Ro R 2' 

~(~ + ~)1/2 ). Ro R 

d _ ~ dudv 
d~1/-2 (1 1)' 

cosd -+
Ro R 
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unt! lIn"t'r,,' 1l1lcgrale lautcn 

I 
110) : 

I 
II (l 

(11) 

C=afr'(l"(~ (11~+('2))dlldt" 

:-; oc II ff ",in ( ~ (II~ + 1,2)) dll ilL', 

/, 
(/= 

.., (~., ~) cos~ 
- Ro . R 

gesetzt is!. Dabei ist die Integration tiber dasjenige Gebiet der uv-Ebene zu 
erstrecken, in das die Blendenoffnung durch die Abbildung (9) iibergeht. Man 
kann IJ1 manchen Fallen die beiden Integrale (10) noch weiter vereinfachen, in
delll nl:tll 

(
" ( .) 0 .) .7., ,7 0 ." 0 • " • CO:-; . 1/- -1_ 'i '-) = cos II - • co:-; '/.'- - S1I1 .. u-· sin - v-
2' 2 2 2 2' 

"in ( '''!. (1/2 ..l.. ,.2)) = :-;in .7 112• cos" v2 -I- cos'!... u2 • sin~· v2 
'2' . 2 2 '2 2 

( 12) 

cinsdzt, namlich danll, wcnn das Integrationsgebiet in der uv-Ebene ein achsen
farallel(> Rechteck ist. Dann treten di{' sog. FREsKELSchen Integrate auf: 

w 

C (,e) = (COS(··7 1/2) d II , 
. ,2 

(H) 
'J 

h' 

V (w) = /5in (~ 1/2) du . 
\) 

Die:-;c Funktionen sind sehr ausfiihrlich untersucht worden; wir werden ihre 
Haurteigcnschaft('J1 nachher studieren. FRESNEL und seine Nachfolger haben 
mit dieser :\Iethode eine grof3e Anuhl von Beugungsproblemen gel6st, z. B. die 
der Beugung an rechteckigen und kreisfOrmigen Offnungen. 

Der einfachste Fall ist der der Beugung an einer schar/en, geradlinigen Kante 
einer Halbebene, wenn die Verbindungslinie POQ, also auch ihre Projektion aut 
die Schirmebene (unsere x-Achse) auf der beugenden Kante senkrecht steht. 
1st x der .-\bstand der Schirmkante vom NuIJpunkt, so sind die Integrations-
grenzen 

d. h. 

(14) 

wobei 

-00 < II < 00, 

-00 < u < it:, -oo<v<oo, 

(15) w = X· cosb"1 ,~( I. + 1.) 
I. Ro R 

gesetzt ist. Da x den Abstand der Schirmkante von dem auf der festen Ver
bindungslinie QP liegenden Nullpunkt 0 bedeutet, so liegt (s. Fig. 110) 

(16) { 
fi.ir x> 0: P auf der Lichtseite, 

fi.ir x < 0: P im geometrischen Schatten. 

Dieser Fall kann dazu dienen, das Verhalten des Lichts an einer Schatten
grenze zu iJlustrieren; wir wollen ihn daher genauer diskutieren. Zunachst er-
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ortern wir einige einfache Eigenschaften der Funktionen U und V. Man sieht 
unmittelbar, daB 

(17) U(w) = -U(- w), V(w) = - V(-w) 

ist. Wir bestimmen sodann die Werte der Integrale: 
00 

U(oo) = fcos(~ u2)du. 
(18) 

o 
00 

V(oo) = f sin ( ~ u2) du. 
o 

Wir bilden 00 

(19) U(oo) + iV(oo) = fei~iu. du 
o 

und ftihren die neue Integrationsvariable C 
durch 

V- in i - 1 ,- z + 1 
C=u -2=u-2-l~. u=-C y;; 

Fig. 110. FREsNELscbe Beugung an einer Schirm. 
kante. 

ein. Der reelle Integrationsweg der u-Ebene von Null bis Unendlich gebt dabei 
tiber in eine vom Nullpunkt ausgehende schrage Gerade der komplexen C-Ebene. 
Nun ist aber leicht zu sehen, daB das Integral (19) auf jeder Parallelen zur imagi
naren Achse mit wachsendem Abstande dieser Geraden vom Nullpunkte gegen 
Null konvergiert. Somit foIgt aus dem CAUCHYSchen Satz, daB das Integral 
tiber die gesamte schrage Gerade identisch ist mit dem tiber die reelle Achse. 
Daher erhalten wir 

(20) 

Daraus folgt 

(21) 

00 

U(oo) + iV(oo) = i ;/je-(;' dC = i ~ 1 . 

'V 

U(oo) = 1. V(oo) = i. 
Wenn wir jetzt in C und 5 die oben angegebenen Grenzen (14) einsetzen 

und (12) benutzen, so erhalten wir 
W 00 

C = a f du f dv fcos( ; uz) cos ( ~ vz) - sin ( ~ uZ)sin(; Vz)}, 
(22) 

-00 -00 

'" 00 

5 = a f du f dv{sin( ~ uz) cos ( ~ vz) +. cos ( ; u z) sin ( ; Vi)}. 
-00 -00 

Nach den Definitionen (13) von U und V und den Formeln (21) und (17) wird 

'" 0 '" 

(23) 
fcos(~ uZ)du = f + f = U(oo) + U(w) = ~ + U(w), 

-00 -00 0 

00 

fcos(; ul)du = 1 
-00 

Bom,Optik. 13 
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und entsprechend 
fD 

fsin(~ u2)du = V(oo) + V(w) = : + V(w) , 

(24) 
-00 

00 

f sin (~ u2) d u = 1 . 
-00 

Wir erhalten also aus (22) 

C = a((U(w) + !) - (V(w) + !)), 
(25) I 

5 = a((U(w) +!) + (V(w) + i)). 
Mithin wird nach (5) die Intensitat 

(26) J = 1 Up 12 = ~o( (U(w) + ~ r + (V(w) + ~ n ' 
wobei nach (1) und (11) 

(27) 

~. ~ 
Deutet man U und V als Koordinaten in einer U, V-Ebene, so ist V 2 Jo der 

Abstand des Punktes (U, V) yom Punkte F _ (U = - 1, V = - 1). Lassen wir w 
variieren, so beschreibt der Bildpunkt (U, V) eine Kurve, und man erhaIt einen 
volligen Dberblick uber die Beugungserscheinung, wenn man den Abstand eines 
beliebigen Punktes U(w), V(w) auf der Kurve von dem Punkte F _ beim Durch
laufen der Kurve verfolgt. Wir haben daher zunachst diese Kurve zu disku
tieren. Aus den Gleichungen (17) sieht man, daB sie spiegelbildlich zum Null
punkt liegt, durch den sie fUr den Parameterwert w = 0 hindurchgeht. Fur 
w = 00 lauft sie in den Punkt F + (U = 1, V = 1) und fiir ·w = - 00 in den 
schon eingefuhrten Punkt F _ aus. F + und F _ sind also asymptotische Punkte. 
Endlich bestimmen wir die Bogenlange: 

ds2 = dU2 + dV2 = ((~~r + (~:ndW2 = (cos2 (; w2) + sin 2 (; w2))dW2, 
also 

(28) ds 2=dw2. 

Wenn man s in Richtung wachsender wzahlt, ist also w mit der yom NuUpunkt 
gezahlten Bogenlange identisch. Nun bestimmen wir den Winkel T, den die 
Tangente in einem beliebigen Punkte der Kurve mit der U-Achse einschlieBt. 
Man hat dV . (n z) 

dV dw sm 2 w (n) 
tgT = dU = dU = n) = tg 2 W2 , 

dw cos(2 w• 

also 

(29) 

Der Winkel T nimmt mit wachsendem 1 wi monoton zu, mithin dreht sich die 
Tangente fiir positive W stets im positiven Sinne und fur negative wacbsende W 

im negativen Sinne. Da uberdies fiir w = 0 auch T verschwindet, wird die Kurve 
im NuUpunkte von der U-Achse tangiert, und zwar ist nach vorstehender "Ober
legung die U-Achse Wendetangente. Fiir w 2 = 1 ist T = :n:j2, die Tangente also 
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senkrecht zur U-Achse; fur w2 = 2 ist T = n, die Tangente also wieder parallel 
zur U-Achse und, wegen der monotonen Drehung, ihr entgegengesetzt gerichtet; 
usw. Die Kurve windet sich also unendlich oft urn den Punkt F + spiralig in 
positivem, und urn den Punkt F _ in /I 
negativem Sinne herum. Man nennt 
diese Kurve die CORNusche Spirale 
(s. Fig. 111). Mit Hilfe dieser Kurve 
konnen wir nun die Intensitatsvertei-
lung leicht verfolgen, wobei wir zu 
beach ten haben, daB w = 0 oder x = 0 
der Lage des Aufpunkts auf der Grenze 
des geometrischen Schattens entspricht, ----,,......-::;~-+-+-+ ....... --==---"---I/~ 
wahrend nach (16) negative w oder x 
einer Lage im geometrischen Schatten, 
positive w oder x einer Lage im be
leuchteten Raum entsprechen. Indem 

man sich 2 i als Quadrat des Ab

standes eines Punktes der CORNuschen 
Spirale yom Punkte F _ vorstellt (s. 
Fig. 112), sieht man, daB sich diese Fig. tit. CORNusche Spirale. 

GroBe auf der Schattenseite ganz anders verhaIt als auf der Lichtseite. 
Fur positive w (Lichtseite) hat Jllo eine Aufeinanderfolge von Maxima, die mit 
wachsendem wimmer schwacher werden, wobei sich die Intensitatskurve all
mahlich oszillierend dem Werte 1 nahert. Dies bedeutet wegen (27), daB in hin
reich end groBem Abstande von 
der beugenden Kante die Licht
intensitat mit dem Quadrat der 
Entfernung abfant. Die Maxima 
und Minima im beleuchteten 
Raume schwanken urn den nach 
der geometrischen Optik zu er
wartenden Wert. Das groBte 
Maximum der Intensitat liegt 
nicht genau an der Schatten-

it 

w 
grenze, sondern ein wenig in den 

Fig. 112. IntensitatsverteUung bei der FRJlsNELSchen Beugung an 
hellen Raum verschoben. An der einer Kante. 

Schattengrenze selbst (w = 0) ist 
Jllo =}. Auf der negativen Seite (Schattenseite) fant Jllo monoton zu Null abo 

Sowohl die qualitative Tatsache, daB die Beugungsfransen auf der Lichtseite 
der geometrischen Schattengrenze liegen, als auch der Verlauf dieser Schwan
kungen sind durch Experimente sehr gut bestatigt worden. 

§ 56. Verhalten der Lichtwellen in der Umgebung 
von Punkten geometrischer Strahlenvereinigung; 

Beugungstheorie der Bildfehler. * 
Wir haben in II, § 14 fur die Gi.iltigkeit der geometrischen Optik zwei ver

schiedene Bedingungen gefunden; sie gilt nur bei AusschluB der Umgebung 
1. der geometrischen Schattengrenzen, 
2. der Punkte geometrischer Strahlenvereinigung ("Brennpunkte" im weite

sten Sinne). 
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In diesen Ausnahmeregionen sind durch die Wellennatur des Lichts erzeugte 
Abweichungen von der geometrisch bestimmten Helligkeitsverteilung, Beugungs
erscheinungen, zu erwarten. Die bisher behandelten FaIle bezogen sich auf die 
erste Ausnahmeregion, die Umgebung der Schattengrenze; es handelte sich urn 
die Wirkung von Blenden auf die Lichtausbreitung. Allerdings haben wir dabei 
auch Strahlenvereinigung durch Linsen (insbesondere bei dem FRAUNHOFERschen 
Fall der Beugung) herangezogen; doch war dies nur ein bequemes Hilfsmittel, 
urn statt von der Lichtverteilung in sehr entfernten Raumpunkten, dargestellt 
durch Systeme (nahezu) ebener Wellen, von der anschaulichen Lichtverteilung 
auf einem ebenen Auffangeschirm zu sprechen. Dabei wird so getan, als ob die 
abbildende Linse jede der ebenen Wellen, aus denen die durch Beugung an einer 
Offnung entstehende Lichterregung in entfernten Raumpunkten besteht, nach 
den geometrisch-optischen Gesetzen fUr die entsprechenden Strahlen zur Ver
einigung bringt. Die Frage, wie das Feld der Lichtwelle in der raumlichen Um
gebung des Vereinigungspunktes wirklich beschaffen ist, bleibt unbeantwortet. 

Es ist aber fUr eine genauere Einsicht in die Wirkungsweise optischer Instru
mente von Bedeutung, auf diese Frage naher einzugehen; z. B. ist es wichtig, 
festzustellen, wie die Helligkeitsverteilung bei schlechter Fokussierung, d. h. auf 
einem vor oder hinter der geometrischen Bildebene angebrachten Schirm bei Be
riicksichtigung der Beugung aussieht. Allgemeiner noch ist das Problem, gleich
zeitige Wirkung geometrisch-optischer "Fehler" (s. II, § 29) und der Beugung 
zu bestimmen. 

Wir wollen die Grundziige dieser Theorie nach DEBYE 1 hier kurz behandeln. 
Dabei kniipfen wir an die Formel § 46 (3) an, die die Lichterregung fUr eine 
punktf5rmige Lichtquelle Q im Aufpunkt P darstellt: 

(1) Up = - ---- --- (COS(v 1') - cos(v 1'0)) del. 
ikfl"eik(r + rol 

4.1l' ""0 ' • 
Hier bedeuten 1'0 und l' die 
Entfernungen der Punkte Q 

r bzw. P vom Element del ---------p einer die beugende Offnung 
iiberspannenden Flache. v 

t-----:A;-----------I-----:l~~-- die Normale in del auf die-

Fig. tl3. Kreisformig abgebJendetes Stiick einer kon. 
vergenten KugelweIIe. 

ser Flache in der Richtung 
der Lichtfortpflanzung. Da
bei war noch angenommen, 
daB Q und P auf verschiede
nen Seiten der Blende liegen. 

Jetzt betrachten wir ein konvergentes Strahlenbiindel, das sich bei fehlender 
~lende ~m ~u~kte. Q, kurz "Brennpunkt" genannt, vereinigen wiirde, und wollen 
dle Helhgkelt 10 emem zu Q benachbarten Punkte P bei Einschaltung der Blende 
~ntersuchen. Dann k5nnen wir wieder die Formel (1) benutzen, wenn wir nur 
1m Exponenten l' + 1'0 durch l' - 1'0 ersetzen, weil die Lichtwege von Q zur 
Blende und von dieser nach P sich nicht mehr addieren, sondern subtrahieren. 
Ferner k5nnen wir im Nenner und in cos (v, 1') l' mit 1'0 gleichsetzen. Die beu
gende Off~ung sei kreisf5rmig, und Q ein Punkt auf dem im Mittelpunkt der 
Blende ernchteten Lot. Dann k5nnen wir als IntegrationsfHiche die durch den 
Blendenrand gehende Kugel urn Q nehmen, so daB (s. Fig. 113) 

- cos (v. ,) = cos (v, '0) = 1, del = rijd.Q 

1 P. DEBYE: Ann. Physik (4) Bd. 30 (1909) s. 755. Zusammenfassende Darstellung von 
J. PICHT: Optische Abbildung. Braunschweig 1931. 
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ist, wo dQ das Element der Einhritskugcl bedeutct. ~ sei der Vcktor von Q 
nach P und s der Einheitsvektor \'on Q nach dem Element da der Kugel; dann 
ist fUr R = I ~ I ~ r 0 

r "-- ro ==~ ~lh~ . 

::,etzt man da:-: Illes in (1) ein, so ('rhalt man fUr die Lichterregung in der Nahe 
des Brennpunkts Q 

k' •. 
111' = "" ~ II e'k~U d [) , 

2:r .... aI 

(2) 

wobei das Integral tiber den Kegel K mil die Achse A der bcugenden Blcnde 
und mit dem halbt'n Offnungswinkel IX zu l'rstrecken ist. Die Funktion (2) ist 
eine strenge Uisung <ler Wellengleichung; l'S fragt sich, welcher Grenzbedingung 
sie exakt geniigt. Wir behaupten, daD sic auf der unendlich fernen Kugel (R~ (0) 
iiberall Null ist allf3t'r in ihrem Durchschnitt mit dem Kegel K; die Losung ent
spricht also einer in unendlich groDer Entfernung befindlichen Kreisblende. Da 
aber die Hedingllllgen R ~ ro und R ~ 1/k = )./27t praktisch zugleich ediillbar 

p 
p 

rt.-i} 

Fig. 114. Zur Theorie des Verhaltens einer Welle im Brennpunkt. 

sind, lliBt sich die Losung auf den Fall einer im Endlichen liegenden Kreisblende 
anwenden, solange man von der unmittelbaren Umgebung der Blendenflache 
absieht. 

Urn unsere Behauptung zu beweisen, fiihren wir als Integrationsvariable 
Polarkoordinaten {}1' rpl urn die Richtung von Q nach P ein, wobei rpl von der 
durch QP und die Blendenachse QA bpstimmten Ebene gezlihlt werden 5011; 
dann ist df) = sin{}1 d{}1 drpl' Wir zerkgen Up in zwei Teile 

ki 
(3) Up = 2~ (fl + J2) , 

wobei das erste Integral Jl nur dann von Null verschieden sein solI, wenn der 
Aufpunkt P innerhalb des geometrischen Strahlenkegels K vor oder hinter Q 
liegt, d." h. wenn fiir den kleinen Winkel {} zwischen Q P und QA gilt: 0 < {} < IX 

oder 7t - IX < I} < 7t. In diesen Fallen solI 

(4) Jl = f f eikR cos {}, df) 
K, 

sein, wo die Integration iiber den Richtungskegel Ko mit der Achse Q P zu er
strecken ist, der den Offnungskegel K von innen beriihrt; Ko hat also im Fall 
o < {} < IX den Offnungswinkel IX - 1'i, im Fall 7t - IX < {) < 7t den Offnungs
winkel {} + IX = 7t (5. Fig. 114). 
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J2 soli das Integral derselben Funktion sein, erstreckt tiber den Rest K - Ko. 
J 1 ist sofort ausgewertet; man hat allgemein 

A, cos 8, 

Jl = 2n !eikRroS{}lsin#ld#1 = -2nleikR%dx = - ~'i? (eikRCOse, - eikRroS6l.) 

fit cos 8 1 

p und daher 

(5) 

O<#<C\:: 

J = -~~- (eikR - eikRros(IX-{})) 
1 i kR ' 

C\:<..#<n-.x: 

Jl = 0, 

n-C\:<#<n: 

Jl = i~~(-e-;kR + eikRros(IX+{})). 

Urn J2 zu berechnen, konstruieren 
wir den Kegel Kl urn Q Pals Achse mit 
dem halben Offnungswinkel #1: dieser 
schneidet den Blendenkegel K (umQA, 
Winkel C\:) in zwei Punkten, deren Azi
mute urn Q P gleich ± CfJl sind, wo CfJl 

eine Funktion von {'I ist; diese nennen 
Fig. II S. Zur Theorie des Verbal tens einer Welle im· m. ( .11) (F' ) W' 

Brennpl1nkt. wlr CfJl = 'PI COSVI s. Ig. 115 . Ir 
haben nun drei FaIle zu unterscheiden, 

je nachdem P im geometrischen Strahlenkegel K vor oder hinter Q oder auBer
halb dieses Kegels liegt (s. Fig. 116a, b, c); in jedem FaIle sind die Integrations
grenzen nach #1' die wir 8 1 , 8 2 nennen, andere, namlich: 

1 

O<#<C\:: 8 J = C\: - #, 8 2 = C\: + 1'1, 

(6) C\:<#<n-C\:: el = # - C\:, 8 2 = {} + C\:, 

n-C\:<#<n: 8 1 = {) - C\:, e2 ==, 2n .- (& + C\:) • 

In jedem FaIle gilt fUr CfJl = (/JI (COS#1) (s. Fig. 115): 

cos C\: = cos{) COS#l + sin {) sin #1 cos (/Jl , 

also 

(7) 
(/J cosO( - COSl}C051}1 

cos 1 = sin I) sin I}I 

Unser Integral lautet nun: 

e, "'1 cos 8, 

J 2 = ! sin {)1 d{)1 eik R ros{}. j d CfJ, = - 2! (/JI (x) eikRz dx , 
8. - 'PI cos 19, 

WO (/Jl durch (7) als Funktion von x = COS{)l definiert ist. 
Durch nartielle Integration erhaIt man nun cine Reihe, die nach Potenzen 

von (k R) -1 fortschreitet und so beginnt: 

(8) J ~"",-2 [(/J (x) eikRZ]ros8, __ ~._ [d <PI eiJ:Rzjros8, + .... 
2 zkR 1 rose, k2R2 dx co. 8, 
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Nun folgt ffir die drei FaIle (6) aus der Formel (7) oder aus Fig. 116: 

o < .0 < IX : <PI (cos el ) = 7& , <PI (cos e,) = 0 , 

IX < .0 < 7& - IX: <PI (cos el ) = 0, 

7& - IX < .0 < 7& : <PI (cos el ) = 0, 

ifJ1 (cos ez) = 0, 

<PI (cos ez) = 7& . 

Somit erhalten wir als erste Naherung aus (8): 

(10) I I = 2n eikRcos( .. -6) 
z ikR ' 

IX < .0 < 7& - IX: 12 = 0, 

I = _~eikRCOS( .. +6) 
z ikR 

und hieraus durch Addition von (5) 

O<oO<IX: 

(11) IX < .0 < 7& - IX: Up -+ 0 , 

7&-IX<oO<7&: 

P A P 

Fig. 116. Verhalten einer Lichtwelle im Brennpunkt. 

P 

Dies bedeutet, daB die Funktion Up sich auf der unendlich fernen Kugel inner
halb der Blendenoffnung wie eine eintretende Kugelwelle, in dem der Offnung 
gegeniiberliegenden Segment wie eine auslaufende Kugelwelle verhalt und da
zwischen verschwindet. Die Formeln (11) enthalten aber dariiber hinaus noch 
ein merkwiirdiges Resultat, das auf dem Minuszeichen bei der auslaufenden 
Welleberuht; dieses bedeutet ja eine Phaseniinderung urn 7&. Beim Durchgang 
durch den Brennpunkt erfahrt also die Kugelwelle eine Umkehrung der Phase. 
Natiirlich erfolgt diese nicht plotzlich, sondern stetig, und es ist leicht, diesen 
Obergang wenigstens fiir die auf der Achse des Blendenkegels gelegenen Auf
punkte genau zu berechnen. Fiir diese gilt nii.mlich 

und daher nach (2) 

.0 = 0: 9H = R cosoOl , 

.0 = 7&: 915 = -R cosoOl 

.. cos .. 

up = kif e±iAR COS 6, sin .01 doOl = -kif e±iUZdx = =f ~ (e±iARcos" - e±UR) , 
o t 
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also 

(12) 1 
e UR eikR co, c< 

{} = 0: Up = R - -R- , 
e-UR e-ikReosc< 

(}=n: up= -~ + --R--' 

Dieses Ergebnis scheint zuniichst im Widerspruch zu den Grenzformeln (11) zu 
stehen, da die Ausdriicke (12) fiir R-+oo nicht in (11) iibergehen; aber diese 
Schwierigkeit ist leicht zu beheben, wenn man sich die Ableitung von (11) vor 
Augen halt. Diese beruht darauf, daB in (8) bereits die Glieder zweiter Ord
nung in (k R) -1 fortgelassen wurden; nun enthalten diese aber den Faktor 
d cJjl/dx = -d cJjl/d{}l • 1/sin {}1' und dieser wird fiir {} = 0 und {} =::t un
endlich. 

Folglich geben die Formeln (11) fiir einen endlichen Wert von R nur dann 
einen wirklichen Niiherungswert von Up, wenn man einen bestimmten Winkel
raum urn die Achse QA ausschlieBt. 

Die Formeln (12) zeigen wieder eine Phaseniinderung urn n (Faktor -1) ftir 
zwei symmetrisch zu Q gelegene Achsenpunkte an; aber die Erregung auf der 
Achse hat ftir R -+ 00 nicht die Grenzwerte (11), die sich vor und hinter Q nur 
um·die Phase n unterscheiden, sondern Amplitude und Phase schwanken dauernd. 
Denn man formt (12) leicht urn in 

(I)) I 
mit 

(14) 

1 

eU:R 

{} = 0: Up = R· aew, 

e- itR {} = n: Up = ~. aei(d-n) 

a = 2sin(kRsin2-;-), 

6 = kRsin2 ; • 

Die Intensitiit ist also vor und hinter Q 

(15) fp = 4(Sin(kR;i~2 -;)r 
und verhiilt sich iihnlich wie das "Lichtgebirge", das durch Beugung an einem 
Spalt entsteht. Die Phase d gegen die ideale Kugelwelle R-l e ciU aber wiichst 
dauernd mit R; ihr Sprung urn n bei R = 0 bedeutet kontinuj,,"lichen Durch
gang der Erregung auf der Achse durch den Punkt Q, da ja R von Q aus nach 
beiden Seiten wiichst. 

Will man den durch (11) angezeigten Phasenwechsel fUr Geraden durch Q, 
die schief zur Achse liegen, verfolgen oder allgemeiner das VerhaIten der Er
regung in beliebigen Nachbarpunkten von Q studieren, so muB man an die all
gemeine Formel (2) ankntipfen. Man kann diese auf ein Integral tiber eine 
BESSELsche Funktion zurtickfUhren. Dazu benutzen wir Polarkoordinaten mi· 
der Achse QA, und zwar {lo, lfo fUr s und {}, 0 fUr ffi (qJ = 0 bedeutet offenbar 
keine Spezialisierung). Dann wird 

ffis = R (cos {} cos,')o + sinlhin{locoslfo) , dQ = sinffod{}odqJo, 
und 

2:r " 

(16) Up = ! i r d ({o r sin -{J ° df} ° ei k R (cos /~ cos I~O + sin I~ sin D. cos'!'.) • 
_:1", .. : 

o 0 
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Hier laBt sich die Integration nach fPo ausfiihren mit Hilfe der in § 49 (4) defi
nierten BESsELschen Funktion nullter Ordnung: 

2n n 

(17) if' if' d '0 (z) = - eUCOS'l't dfPo = -. e U cos '1'0 fPo' 
2x x 

o 0 

Damit wird 
'" 

(18) Up = ik f e,flRcos{}cos{}o,o (kR sin -0 sin {)o) d-8o· 
o 

Fur diesen Ausdruck kann man Naherungen dadurch gewinnen, daB man ent
weder die Exponentialfunktion oder die BEssELsche Funktion durch ihre Potenz
reihe ersetzt. Ersteres wird zu einer brauchbaren Entwicklung fiihren, wenn 
kRcos-o geniigend klein ist (Umgebung der Brennebene -0 = n), letzteres, wenn 
kR sin{} klein ist (Umgebung der Achse -8 = 0); beide Verfahren erganzen also 
einander. 

Man erhalt (nach DEBYE) 

Umgebung der Brennebene (k R cos{) klein): 

(19) I . eitRco." ( .kRcos~ ) 
Up = zk kZRzsin2~ '1'1(-8) - z 2 'l'2({}) + '" 

mit YT1 ({}) = kR (X sin -0. ]1 (kR (X sin {}) ... 

Dabei ist noch der Offnungswinkel (X als klein vorausgesetzt. Auch die anderen 
Koeffizienten YTa, ... lassen sich durch BEssELSche Funktionen ausdriicken. 
Ferner 

Umgebung der Achse (kR sin {} klein): 

Up = __ 1_ (C/J (fJ) _ kl RI sins ~ C/J ({}) + ... ) 
Rcos~ 1 4 2 , 

C/J1 ({}) = e'''Rcos{} _ e,1IRcos",cos{} 

Mit Hilfe dieser Formeln laBt 
sich z. B. das Zustandekommen 
des "Phasensprungs" in (11) 
genauer verfolgen. Man setze 
u =!!.. e,fIR + ,d. dann sind a, «5 

p R ' 
bei festem {} Funktionen von R 
allein. «5 (R) hat nach (11) in gro
Ber Entfernung vor und hinter 
dem Brennpunkt Q den Unter
schied n; aber dazwischen erfolgt 

J 

~----~~r,~~--------------~r 
I 
I ___________ .1 __ 

Fig. 117. Verhalten einer Lichtwelle im Brennpunkt. 

ein stetiger Obergang mit Schwankungen, die mit der Annaherung an Q wachsen; 
im Brennpunkt selbst ist 15(0) = n/2. Dies wird nach REICHEl durch Fig. 117 
veranschaulicht. In der Brennebene ergibt sich naturIich eine Intensitatsver
teilung, die nur wenig von der durch die einfache FRESNELsche Theorie gegebenen 
(§ 49) abweicht. 

Man kann diese Theorie leicht so ausgestalten, daB sie den vektoriellen Cha
rakter der Lichtschwingungen zum Ausdruck bringt; man hat dann unter u 
eine Komponente des "HERTzschen Vektors" zu verstehen [so VII, § 74 (2), (4)], 
aus dem sich die Feldstarken durch Integration gewinnen lassen. 

1 F. REICHE: Ann. Physik (4) Bd.29 (1909) S.65. 401. 
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Wichtiger ist eine andere Verallgemeinerung, deren Grundgedanke ebenfalls 
in der auf S. 196 zitierten Arbeit von DEBYE enthalten ist 1. 

Man kann namlich ganz analoge Oberlegungen anstellen fiir den Fall eines 
allgemeinen konvergenten Strahlenbiindels, das geometrisch gesprochen nicht 
einen scharfen Vereinigungspunkt hat, sondern mit den Abweichungen behaftet 
ist, die man als "geometrisch-optische Fehler" des abbildenden Systems be
zeichnet. Man gelangt so zu einer gleichzeitigen Behandlung von geometrischen 
und undulatorischen Abbildungslehlern. Wir wollen diese fiir zentrierte Systeme 
im AnschluB an die im Kap. II entwickelte Theorie der Fehler dritter Ordnung 
durchfiihren und werden zeigen, daB man die Lichtverteilung durch BEssELSChe 
Funktionen bis zur zweiten Ordnung vollstandig darstellen kann. Wir wissen 
aus der geometrischen Optik, daB bei einem zentrierten System von Linsen in 
unmittelbarer Nahe der Achse fiir schwach divergente Biindel punktformige 
Strahlenvereinigung stattfindet, durch die eine GAusssche Abbildung definiert 
wird. Indem wir diese in den ganzen Bildraum fortsetzen, ordnen wir jedem 
Objektpunkt einen GAussschen Bildpunkt zu, den wir durch den Ortsvektor to 
im Bildraum festIegen. Die GAussschen Lichtwege yom Objektpunkt zum 
GAussschen Bildpunkt sind auf allen Strahlen gleich; im Falle fehlerfreier Ab
bildung waren also die auf den GAussschen Strahlen So und to senkrechten 
Ebenen (t - to) So = 0 Ebenen gleicher Phase. Legt man den Nullpunkt der 
Bildebene in den Achsenpunkt der durch to gehenden, zur Achse senkrech
ten Ebene (Xo = 0), so ware der Lichtweg fiir einen in dieser Ebene liegenden 
Aufpunkt (X = 0) bei GAussscher Abbildung mit den Bezeichnungen von II, § 22: 

(21) Lo = n1 (t - to) So = n1{(Y - Yo) Po + (Z - Zo)qo}· 

In Wirklichkeit ist der Strahlengang mit "Fehlern" behaftet; fiir dieselbe Norma' 
ebene ist der Durchschnittspunkt und die Normalenrichtung verandert in 

(22) { 
Yl = Yo + 6 Y , ZI = Zo + 6Z, 

PI = Po + 6p , ql = qo + 6q , 
und der Lichtweg fur denselben Aufpunkt geht iiber in 
(23) Ll = n1 (t - t 1)SI = n1{(Y - Y1)Pl + (Z - ZI)ql}' 
Wir fiihren nun die SEIDELSChen Variablen II, § 27 (6) ein. Dabei haben wir zu 
beachten, daB dort Yo, Zo den Objektpunkt bedeuten, hier aber sein GAusssches 
Bild; wir miissen daher mit dem VergroBerungsverhaItnis 11/10 multiplizieren und 
haben wegen der Identitat II, § 27 (5) 

(24) Yo = -1'1- M? Yo = _M}-yo; Zo = M1...zo. 
o no"o nl"1 nI).1 

Hier bedeutet Mo den Abstand Objektebene-Eintrittspupillenebene und MI den 
entsprechenden Abstand auf der Bildseite. ;'0 ist die (willkiirliche) Langeneinheit 
in der Eintrittspupille, ).1 ihr GAusssches Bild in der Austrittspupille. Wir 
wollen )..1 gleich dem Radius b1 der Austrittspupille wahlen (eine Bezeichnungs
anderung, die auch zur Vermeidung von Verwechslung mit den Wellenlangen 
erwiinsch t ist). 

di Y ~ Die Aufpunktskoor naten messen wir in derselben Einheit, = -b y, 
M ~I 

Z = -bi z. Ferner ist nach II, § 27 (7) 
ni I 

(25) 

I Dieser Gedanke ist seitdem von verschiedenen Autoren weiterentwickelt worden. Eine 
Zusammenfassung gibt das auf S. 196 zitierte Buch von J. PICHT. Die im Text gegebene 
allgemeine Theone zentrierter Systeme ist, wie es scheint, in der Literatur nicht zu finden. 
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Der GAusssche Strahl, der vomMittelpunkt Yl = 0, Zl = 0 der Bildebene nach 
dem Rande der Austrittspupille geht, bilde mit der Achse den Winkel (Xl; dann 
ist fiir diesen (s. Fig. 118) 

-yp~ + r!t = sin(Xl = ii~ 11]~ + Ci = tg(X1 -y1]~ + Ci . 

Der Radius des Kreises, innerhalb dessen 'fJl' Cl variieren (oder auch 'fJo, Co, 
da ja bei GAussscher Abbildung 'fJo = 'fJl' Co = Cl ist), ergibt sich also zu 

(26) a = cos (Xl . 17,~, 

Wir fiihren weiter die Abkiirzung 

(27) g - M 1 - ----:----:---_ 
- n] b~ - n] b1 tgCXl 

em. 
Dann wird (23) 

(28) { Ll = (y - Yl) ('fJl - gyJ 
+ (z - Z1)(C1 - gzJ. 

Entsprechend (22) setzen wir 

~e. 

(29) { 
Yl = Yo + <5y, 

'fJ1 = 'fJo + <5'fJ, 

Somit wird (28) 

Fig. tiS. Zur Beugungstheorie der optischen Fehler. 

Zl = Zo) + <5z, 

C1 = Co + <5C. 

(30) { 
Ll = (y - Yo)'fJo + (z - zo) Co + {gyo - 'fJo - g(y - Yo)}<5y 

+ {gzo - Co - g(z - zo)}<5z + (y - Yo)<5'fJ + (z - zo)<5C; 

!f,Z, 

dabei haben wir das Glied gyo(y - Yo) + gxo(z - zo) weggelassen, weil es fUr 
alle Strahl en gleich (von 'fJo' Co unabMngig) ist. 

Die GroBen <5y, ... lassen sich nach II, § 27 (11) mit Hilfe des SEIDELSchen 
Eikonals bestimmen. Das Eikonal 4.0rdnung ist in II, § 29 (1) und (3) als 
Funktion von Yo, Zo, 'fJ1> '1 gegeben. Daraus haben wir 

(OS) (OS) <5y = - - , ... , <5'fJ = - , ... 
0~11/1~'1. OYO'l,-'1. 

zu bilden. Wir schreiben nun immer 'fJ, C statt 'fJo, Co und setzen Zo = 0, was 
keine Beschrankung der Allgemeinheit bedeutet. Dann erhalten wir: 

(31) 

<5y = B(1]3 + 1]1,;2) + 2Cn1J + Dn1J - EyZ - FYo(31]2 + 1,;2), 

<5z = 'B(1]2C + ca) + DYoC - 2FYo1]C , 

<51] = -Ayg - 2CYo1J2 - DYO(1]2 + ~) + 3E n1J + F(1J3 + 1]ca) , 

<5C = - 2CYo1JC + F(1J2 C + ca). 

Dics ist in (30) einzusetzen. Wir zerlegen Ll in zwei Anteile 

(32) 
, 

wo Lo samtliche in fJ, C (d. h. fJo, Co) Iinearen Glieder enthlilt, <5 L aIle iibrigen. 
Es wird dann 

(33) 
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wo 

(j4) I 
und 

IV. Beugung. 

yo = Yo - {g(2C + D) + E}y~, 
{J = 1 - {g(2C + D) + 3E}Y5, 
i' = 1 - gDio 

(35) lJL = {(gyo - fJ) - g(y - YO)}lJ'y + {- C - gz}lJ'z - (y - yO)lJ'fJ + zlJ'C; 

dabei ist iiberall yo statt Yo geschrieben, was bedeutet, daB Glieder zweiter Ord
nung in den FehlergroBen B, C, ... vernachlassigt werden, und es istl 

lJ'y= B(7]3+fJC2)-FYO(3fJ2+C2), 

lJ'z = B(fJ2C + C3) - 2FY07]C, 

lJ'fJ = _AY03 - 2CYOr,2 - DyO(7]2 + C2) + F(fJ3 + fJC2), 

tJ'C= -2CYOfJC +F(fJ2C+ca). 

Der Wellenvorgang im Bildraum wird im Sinne der DEBYEschen Theorie dar
gestellt durch 

(37) U = ik {(e'kL'dQ 
2n}j' 0' 

wo dQo das Raumwinkelelement im Objektraum ist, in dem die Wellen Kugel
form haben. 

Nun ist nach II, § 27 (7) Po = fJo Mbo - Yo ~b ,qo = ... , also folgt2 fUr festes 
o no 0 

(38) d n - dpodqo b~ d d'" - 2 d d'"' ~40 - --~ M' 7]0 <'0 - tg ~o 7]0 <'0' yt -p~-q~ 0 

dabei haben wir die Quadratwurzel im Nenner gleich 1 gesetzt. Dies bedeutet, 
daB wir die Beugungsfehler, die auch bei streng GAussscher Strahlenvereinigung 
wegen der endlichen Offnung des Systems auftreten, mit der FRAUNHoFERschen 
(statt der genaueren FRESNELschen) Naherung berechnen. 

Aus (32), (37) und (38) folgt 

(39) 

Setzt man hier fiir Lo (33), fUr {)L (35) mit (36) ein, so sieht man, daB das Inte
gral (39) auf folgende einfache Integrale zuriickgefiihrt ist: 

(40) 

1 Einige in TJ. l; gerade Glieder sind fortgelassen; diese geben. wie wir sehen werden. 
keinen Beitrag zurn Resultat. 

2 Setzt man m = cosO. p = sinO coslP. q = sinO sinlP. so ist 

l iJPiJPI 
ao alP. . 

d P dq = I dOd IP = sm 0 cosO d {} d IP = m sm 0 dOd IP , 

~~I ao alP 
also 

dO = sinO dO dIP = dp dq = _ dt d~ __ . 
m ¥t - pl- ql 
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Alle diese lassen sich wieder aus dem bekannten Beugungsintegral 

(41) 

dnrch Differenzieren gewinnen: 
1 i)l+mu 

(42) U11II = (ik7ip(iky)'" 2yl2xm' 

C \\'iedrrllm liiJ3t !>ich fiir cine kreisfOrmige Blende durch die BESsELsche Funk
tioll II au~driickcn; setzt man, wie in § 49 (1) und (2) 

""., . ~:~ .".. 

f3(y - ),0) = rcosO; lJ = PcosO, 

y z = r sin 0 ; , = P sin e . (4~) { 

!'o \yinl n 2:t 

u 0 

wo a dnrch (26) gegeben ist, und das wird nach § 49 (3), (10), (12) 

(44) U = ~.:a ldakr); r = t1tVfy'::':"yO)2 + y2 Z2. 

Es gilt die RekursionsformeI 
(45) _d (lp(S)) = _ ~..±..d~ . 

ds , sP sp 

\Vir setzen nun 

(46) 

s = akr; 

= fY2 +-Z2; 
y = akf3(y - yO) = seos/}, 

z = akyz = s sinO, 

U = 2na2 U; 

dann wird naeh (42) 

[j = I\(s) 
S ' 

(47) 
wo 

-- 2(1+ ... ) fj 
(48) UZm = 2y I2zm-. 
Nun ergibt die Ausrechnung mit wiederholter Anwendung von (4;): 

(49) U - - - !~(~2. Tj - - - ~(~ . 
10 - Y S2' 01 - Z S2 ' 

fj __ !2(S) + -2/3 (s) 
20 - Sl Y sa ' 

(50) 
- -13 (s) 

Ull = yz -53-' 

fj = _!2(~) + Z2~J~ 
02 S2 S3 ' 

U - 3 - 13(S) _ - 3 I. (~ 
30 - Y S3 Y S' ' 

(51) 

(47) zeigt, daB U/ m reell ist fiir gerades I + m, rein imaginiir fUr ungerades 1 + m. 
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Wir bilden nun aus (39) die Lichtintensitat J = I U 12• Dazu schreiben wir 
nach (39) und (41) 

(52) 

und erhalten bei Vernachlii.ssigung der Quadrate von if! und lJ' 

(53) J = (:S tg4/X0(U2 - 2kUll') . 

Hier ist lJI der imaginare Teil des Zusatzintegrals 

(54) ll' = ~f f ei1lL'~Ld1J dl;. 

Wir konnen daher in (35) alle GHeder streichen, die in fJ, l; gerade sind. Dann 
erhiilt man aus (35) und (36) durch eine einfache Rechnung 

(55) "L = yD (3 F + g B)(1J3 + 1J /;2) + (F - g B){(y - yD)(1J3 + 1J /;2) + Z (1J2l; + ca)}. 
Mithin wird nach (54) 

(56) ill' =yD(3F +gB)(U30+ Un) + (F - gB){(y -yD)(U30- Un) +z(U21 + U03)}' 

Nun ist nach (47) und (51) 

U + U . 5-(4 '3 I,) 
30 12 = 2n HI y S8 - s' ' 

U + U - . 6 -( Is 14) 
21 03- 2nza , ,4 sa-- s •. 

Es gilt die bekannte RekursionsformeP 

(58) 

Fiihren wir nach (46) den Winkel'{} ein, so wird (57) 

und 

U U . -A _0. I.(s) 
30 + 12 = 2n Zu- cosV' --, s 

U + U . 5 • _0. I. (s) 
21 03 = 2nza sm-vs 

. I.(s) s (COSI {) sinl {}) 
(y - yO) (Uao + Ul2) + Z(U21 + U03) = 2n zaG -s-· ko -p- + -,.- ; 

in der angestrebten Niiherung kann man (J und y durch 1 ersetzen, so daB der 
letzte Ausdruck gleich 

2nio' 
---k- 12 (s) 

wird. Mithin erhalten wir aus (56) 

2no. { okyo } (59) lJ' = -k- 12 (s) (F - gB) + -s- (3F + gB) cos'? . 

Wir definieren nun die drei Funktionen 

(60) Ko(s) = ('1;S)t: KI(s) = 2 '1;S) '2(s); Kz(s) = 2I1(~.'2(S) , 

von denen die erste die gewohnHche Beugungsfunktion der kreisformigen Offnung 
ist. Dann ist nach (53) und (59) die Lichtverteilung in der Bildebene gegeben durch 

(61) J = k2(atg/Xol'{Ko(s) - (F - gB)KI(s) - akyD(3F + gB)Kz(s) cos'?}. 

1 Siehe ]AHNKE-EIIIDE. S. t65. 
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Die Bildfehler zerfallen hiernach in zwei Gruppen, C. D, E einerseits. B, F 
andererseits. 

Betrachten wir zunachst den Fall B = 0, F = 0; dann ist die Lichtintensitat 
durch die gew6hnliche Beugungsfunktion Ko (s) gegeben, aber das Argument s 
ist konstant nicht auf Kreisen urn den GAussschen Bildpunkt, sondern auf 
Ellipsen urn einen verschobenen Mittelpunkt. Die Verschiebung des Mittel
punktes und die Achsen der Ellipse werden durch (34) gegeben, und zwar sieht 
man., daB die Verschiebung proportional Yo ist, aber nicht nur durch die Ver
zeichnung E, sondern auch durch die tangentiale Bildwolbung 2C + D bestimmt 
ist. Bei starker Abbiendung i (bi -+ 0; g -+ (0) iiberwiegt der EinfluB der Bild
wolbung, bei schwacher Abblendung der EinfluB der Verzeichnung. Die Ellipsen 
gleicher Helligkeit sind gegeben durch s = konst., also nach (46) durch 

(62) e~ot(Y - yO)2 + (k;Orz2 = 1 , 

ihre Hauptachsen liegen "sagittal" und "tangential" (5. II, § 29) und die Langen 
der Halbachsen sind 

(63) I s s 1 

a = kfJo = "0 ·1 - {g(2C + D) + 3E}y~' 
s s 1 b-----. -

- kyo - ko 1-gDy~' 

Die Abweichung von der Kreisform nimmt also mit Y5 zu und hangt sowohl von 
den Konstanten C, D des Astigmatismus und der Bildwolbung, als auch von der 

Tabelle 6. Die Funktionen K o, K 1 , Ks. 

, K. _ (I'~'T K 21,(,) I, (,) 
K,-

21,(5) I, (5) • IKo - (I'~'TIK'- 21'(S!I,(S) 
K 21,(,) I, (s) ,- s' • .: $' , 

0,0 0,2500 0,0000 0,0000 5,2 0,043 0,0031 0,0006 
0.2 0.2475 0,0049 0,0248 5,4 0,0040 0.0103 0,0019 
0,4 0,2401 0,0193 0,0483 5,6 0,0035 0,0163 0,0029 
0.6 0,2281 0,0439 0,0733 5,8 0,0028 0,0214 0,0037 
0.8 0,2125 0,0700 0,0875 6,0 0,0021 0,0234 0,0039 
1.0 0.1936 0,1011 0,1011 6.2 0,0014 0,0217 0,0035 
1,2 0,1723 0,1323 0,1103 6,4 0,0008 0,0179 0,0028 
1,4 0,1497 0,1597 0,1141 6,6 0,0003 0,0126 0.0019 
1,6 0,1268 0,1876 0,1172 6,8 0,0001 0,0061 0,0009 
1,8 0,1044 0,1983 0,1102 7,0 0,0000 0,0000 0,0000 
2,0 0,0831 0,2034 0,1017 7,2 0,0001 -0,0043 -0,0006 
2.2 0,0638 0,1980 0,0900 7.4 0,0002 -0,0081 -0,0011 
2,4 0,0469 0,1870 0,0780 7,6 0,0004 -0,0091 -0,0012 
2.6 0,0327 0,1639 0,0630 7,8 0,0006 -0,0078 -0,0010 
2.8 0,0214 0,1380 0,0493 8,0 0,0008 -0,0064 -0,0008 
3,0 0,0127 0,1098 0,0366 8,2 0,0009 -0,0033 -0,0004 
3,2 0,0066 0,0730 0,0228 8,4 0.0010 0,0000 0,0000 
3.4 0,0027 0,0466 0,0137 8.6 0,0010 0,0026 0,0003 
3,6 0,0007 0,0219 0,0061 8,8 0,0009 0,0044 0,0005 
3,8 0.0000 0.0023 0,0006 9,0 0,0008 0,0072 0,0008 
4.0 0,0002 -0,0120 -0,0030 9,2 0,0005 0,0092 0,0010 
4.2 0,0040 -0,0193 -0,0046 9,4 0,0003 0,0085 0,0009 
4,4 0.0021 -0,0206 -0,0047 9,6 0,0002 0,0067 0,0007 
4.6 0.0031 -0.0207 

I 
-0,0045 9,8 

I 
0,0001 0,0039 0,0004 

4,8 0,0038 -0,6145 -0,0031 10,0 0,0000 0,0020 0,0002 
5,0 0,0042 -0,0060 -0,0012 

1 DaB mit verschwindender BlendenOffnung (b -+ 0) g gegen 00 geht, bedeutet kein 
Unendlichwerden der betreffenden Glieder, da diese stets eine Potenz von Yo als Faktor 
haben; bei der Umrechnung von der SEIDELSchen Koordinate Yo auf die gewOhnliche Yo 
tritt ein der BlendenOffnung proportionaler Faktor auf. 
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IV. Beugung. 

Verzeichnung E abo Der erst ere EinfluB iiberwiegt wie
der bei starker Abblendung, der letztere bei schwacher. 

Jetzt beriicksichtigen wir die andere Gruppe der 
Bildfehler, die sphiirische Aberration B und die Koma F. 
Sie treten in den zwei Kombinationen F - g B und 
3 F + g B auf; die erste bewirkt eine kleine, von der Lage 
des Objektpunktes unabhangige Anderung der Beugungs
funktion, die zweite eine mit Yo wachsende Asymmetrie 
der Lichtverteilung in sagittaler Richtung (Faktor cOSft). 
Da B immer mit g multipliziert ist, iiberwiegt bei star
ker Abblendung die spharische Aberration B, bei 
schwacher die Koma F. 

Urn eine Dbersicht tiber die Erscheinung zu haben, 
sind in Tabelle 6 die drei Funktionen Ko, K 1 , K2 nume
risch berechnet und in Fig. 119 als Kurven aufgetragenl; 
sodann ist in Fig. 120 die Linearkombination Ko + f-lK1 

aufgetragen, die die Lichtverteilung in Achsenpunkten 
yO = 0 darstellt. Das berner kens
werte ist dabei, daB bei groBeren 
Werten von f-l die Mitte des Beu-
gungsbildes nicht das Maximum cler 
Helligkeit darstellt, sondern daB 
dort ein kleines relatives Minimum 
Iiegt; dieser Teil der Kurven ist in 

1 Z J q. 5 7 B .9 vergroBertem MaBstab besonders 
-s gezeichnet (Fig. 120a). Ferner ist 

Fig. 119. Die Funktionen K •• K .. K.. • 
die Aufteilung der Nebenmaxlma 
in zwei zu beach ten. 

Fig. 120. InteositAtsverteilung bei Beriicksichtigung von spbArischer Aberration und Koma fiir Achsenpunkte. 
(Nebenmaxima iiberbiibt.) 

1 Die Rechnungen sind in dankenswerter Weise von Herro stud. A. WEYGANDT aus
gefnbrt worden. 
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Sind B und F sehr klein, so auch fJ, = g B + Fund damit der EinfluB des 
Gliedes K 1 .. Bei hinreichend groGem jP kann dann doch der EinfluB des Gliedes 
mit K2 merklich werden. Urn die Abhangigkeit von {} zu iibersehen, haben wir 

Fig. 121. Beugungsbild bei Berilcksichtigung von sphilrischer Aberration und Koma tilr Punkte aullerhaIb 
der Achse. Sagittaier Querschnitt. (Nebenmaxima ilberh6ht.) 

daher in Fig. 121 die Funktionen Ko + "K2 aufgetragen. Man denke nun 
" = "0 cosf} gesetzt und die zu jedem f}-Werte gehOrige Funktion nach Fig. 121 
in der zur Bildebene vertikalen Ebene mit dem Azimut f} (gegen die Sagittal
richtung) aufgetragen; so gewinnt man eine deutliche Vorstellung von der Ge
stalt des Lichtgebirges. 

Wir haben schlieI31ich in Fig. 122 die Kurve konstanter Intensitat fur zwei 
Werte von" (0,6 mid 1) konstruiert, an denen man erkennt, wie das Lichtge
birge von derAchse nach 
auGen gedriickt wird. 

Bei unserer relativ 
groben Naherung sind die 
Kurven gleicher Hellig
keit Ovale; bei Beriick
sichtigung hOherer Ord
nungen wiirden sie Aus
buchtungen aufweisen, 
im einfachsten Falle )(0=1 X8=46 

"Nierenform" . Fig. 122. Zur Beugungstbeorie d~r optischen Fehler. Kurven gieicher Intensitlt. 

§ 57. SOMMERFELDS strenge Behandlung der Beugungserscheinungen. * 
AIle bisherigen Vberlegungen iiber Beugungserscheinungen beruhten auf dem 

KIRcHHoFFSchen Prinzip (§ 45). Wir haben bereits hervorgehoben, daB es 
strengeren physikaIischen und mathematischen Forderungen nicht gerecht wird. 
Es gibt mdessen vom Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie strengere 

Born, Optik. 14 
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Losungen des Beugungsproblems; jedoch sind sie bisher auf eine kleine Zahl 
spezieller Fille beschrankt. 

Die beiden wichtigsten Methoden sind die der mehrdeutigen Losungen (SOMMER
FELD) und die der Separation mit krummlinigen Koordinaten. Die letztere Methode 
laBt sich auch dann anwenden, wenn es sich urn leitfahige Substanzen (Met aIle) 
handelt, und gibt dann eine Deutung der bei kolloidalen Lasungen auftretenden 
Farbenerscheinungen. Wir schieben ihre Behandlung daher in das Kap. VI tiber 
Metalloptik zurtick. 

Hier wollen wir die SOMMERFELDsche Methode l besprechen, und zwar ftir den 
Fall eines ebenen, ideal reflektierenden Schirmes mit scharfer, geradliniger Kante. 
AuBerdem set zen wir noch voraus, daB die Lichtquelle linear und parallel der 
beugenden Kante ist, wodurch das Problem offen bar in ein ebenes verwandelt 
wird. 

Der grundlegende Gedanke ist derselbe wie der, der in der Elektrostatik 
als THOMSONsches Spiegelprinzip in ahnlichen Fallen zur Lasung von Influenz
fragen verwandt wird. Will man die Wirkung eines geladenen Punktes auf 
einen elektrischen Leiter berechnen, so hat man an diesem die Grenz
bedingung zu erftillen, daB die tangentielle Komponente der elektrischen 
Feldstarke verschwindet. Das kann man bei einfachen geometrischen Formen 
der Leiteroberflache dadurch erreichen, daB man auf der anderen Seite 
der Leiteroberflache einen "Spiegelpunkt" an geeigneter Stelle und mit 
passend gewahlter Ladung annimmt. Ehe wir dieses Prinzip auf die Optik 
iibertragen, wollen wir uns das Problem auf Grund der geometrischen Ver
hii.ltnisse vereinfachen. 

Die Kante des Schirmes mach en wir zur z-Achse eines Koordinatensystems 
und legen die x-Achse in die Schirmebene, ihre positive Seite ins Schirmmaterial 
(s. Fig. 123). Dann liefert die Grenzbedingung des Verschwindens der Tan
gentialkomponente von {:i;, daB {:i;", = {:i;z = 0 fUr y = 0, x > 0 ist. 

Man kann nun offenbar den allgemeinsten Fall aus zwei speziellen zusammen
setzen: 

1. :r-Fall. Der elektrische Vektor schwinge parallel zur z-Achse (Q:", = (:i;1I= 0); 
dann lassen sich die MAXwELLschen Gleichungen durch die Annahme erfiillen, 
daB der magnetische Vektor senkrecht zur z-Achse schwingt (~z = 0). Be
trachtet man einen von z unabhangigen Vorgang, so reduzieren sich die 
Gleichungen I, § 1 (1) fUr eine harmonische Welle der Frequenz w auf 

z (1) o~* _ o~z _ iw {:i; 
ax fly - e z, 

oX 

o~z __ iw c; 
oy - e 4'''', 

o~. .iw c; 
4'11 . e 

Durch Elimination von ~'" und ~II erhii.lt man 

Fig. 123. Zur Theorie der Beugung an (3) ~¥~. + ~2y~Z + k2 Q:. = 0, (k = We)' 
einer Kante. U h U 

Hat man aus dieser Gleichung (3) zusammen mit der Randbedingung {:i;z = 0 
an der Schirmoberflache Q:. bestimmt, so kann man .p", und ~II aus den Glei
chungen (2) nachtraglich berechnen. 

1 A. SOMMERFELD: Math. Ann. Bd. 47 (1896) S. 317; Z. f. Math. u. Phys. Bd. 46 (i~1) 
S.11. 
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2. O'-Fall. Der elektrische Vektor schwinge senkrecht zur z-Achse, der magne
tische parallel zu ihr (Q;z = ~'" = ~" = 0). Dann ergibt sich in derselben Weise 
wie im vorigen Fall fUr ~z 

(4) o~. + oz~. + k2 c; = 0 
o x 2 oy2 'lo'z , 

o~. __ iw ~ 
ox - c~,,· 

Die Grenzbedingung Q; .. = 0 liefert fUr ~ 

(6) ~~. = 0 fUr y = 0, x > 0 . 

Hat man die Gleichung (4) mit dieser Grenzbedingung integriert, so kann man 
nachtraglich Q; .. und Q;" aus den beiden Gleichungen (5) berechnen. 

Wir fiihren in der xy-Ebene Polarkoordinaten ein durch 

(7) x = rcosgJ, y = rsinQ? 

Dann haben wir in jedem der beiden Fiille die Differentialgleichung 

(8) 

zu losen, und zwar mit den Grenzbedingungen 

n-Fall: u = 0 I 
ou 

a-Fall: otp = 0 
fUr gJ = 0 und q; = 2 n . 

Wir denken uns zunachst die ~ichtlinie im Endlichen; ihre Spur in der xy-Ebene 
sei der Punkt Q und die zugehOrige Erregun~sfunktion im Aufpunkt P sei u (Q, P). 
Wiirden wir eine zweite, zur ersten parallele Lichtlinie mit dem zur x-Achse 
symmetrischen Spurpunkt Q' annehmen, die mit der ersten in genau entgegen
gesetzter Phase schwingt, d. h. deren Erregung durch -u (Q', P) gereben ist, so 
stellt ihre Superposition u (Q, P) - u (Q', P) offen bar eine Losung der Differen
tialgleichung (8) dar, welche iiberall langs der Schirmebene verschwindet, auch 
im offenen Gebiete. Das einfache Spiegelungsverfahren liefert also keine Losung 
unseres ersten Randwertproblems (9, n); wohl aber kann man diese gewinnen, 
indem man den SOMMERFELDschen Kunstgriff benutzt, den physikalischen Raum 
~urch einen mathematischen zu erganzen und beide zu einem "zweiblattrigen 
RIEMANNschen Raum" mit der beugenden Kante als "Verzweigungslinie" zu
sammenzufassen. 

Die wirkliche Lichtquelle Q geht bei der Spiegelung in eine virtuelle Q' des 
"mathematischen" Raumes iiber. Der ganze Funktionszweig im mathematischen 
Raum einschlieBlich der virtuellen Lichtquelle Q' hat keinerlei physikalische Be
deutung und dient nur dazu, in bequemer Weise das Nullwerden der Funktion u 
(bzw. ihrer Ableitung iJu/ogJ) an der Schirmflache zu erzielen. Wir konnen uns 
von jetzt an iibrigens auf die xy-Ebene beschranken und haben dann iiber dieser 
eine gewohnliche zweiblattrige RIEMANNsche Flache ausgebreitet mit dem NuU
punkt und dem Punkt 00 als Verzweigungspunkten und der positiven x-Achse 
als Verzweigungsschnitt. 

14· 
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Wir wollen uns auf den Fall beschranken, daB die LichtqueUe im Unendlichen 
liegt. Dann ist die einfallende Lichtwelle eben und wird durch die Lasung der 
Gleichung (8): 

( 10) Ul (r, f{i, f{io) = e,krcos('P - 'I") 

dargesteIIt, in der r und ffJ die Polarkoordinaten des Aufpunktes bedeuten und 
CPo den Polarwinkel der Wellennormalen, der im Intervall 0 < ffJo < 7& Iiegt, 
wenn die einfallende Welle von der oberen Halbebene herkommt (Fig. 124). 
Unsere Aufgabe ist es, eine allgemeinere Lasung zu konstruieren, die in der zwei

y 
blattrigen Flache eindeutig ist und im Un
endlichen des einen (physikalischen) Blattes 
in die Funktion u1 iibergeht. 

Der von SOMMERFELD eingeschlagene 
systematische Weg wiirde uns hier zu weit 
fUhren. Wir begniigen uns daher damit, 
das Resultat anzugeben und zu verifizieren. 

Wir behaupten, daB die Funktion 

(11) 
br IS' 

u2 = u1 V = e,k, COS(q:> - 'P.) ey; e-;,I dt: 

-00 

mit 
Fig. 124. Zur Tbeorie der Beugung an ciner Kante. (12) 

eme Lasung der DifferentiaIgleichung (8) 1St. Dabei IaBt sich der Ausdruck 

S. 

(13 ) V ~ 'v;' j,-, .. d, ~ 'y;" 1+ + u(y! ") - i( ~ + V(y! ,,))1 
-00 

offenbar in der komplexen UV-Ebene deuten als der Vektor, der vom PunkteF_ 
(mit den Koordinaten -!, -i) zu einem Punkte der CORNuschen Spirale (§ 55) 
mit dem Parameterwert Y277i S1 gezogen ist. 

Die Zweiwertigkeit von U 2 Ieuchtet daraus ein, daB S1 in ffJ die Periode 47& hat. 
Zum Nachweis der Behauptung, daB U2 eine Lasung der Gleichung (8) ist, setzen 
wir u2 = u1 tJ in die Differentialgleichung (8) ein und erhaIten, wei! U 1 dieser 
Gleichung schon geniigt, 

(14) u (ih + ~ ov + ~ 02V) + 20Uli~ + ~ oUI OV - 0 
1 01'2 l' 01' 1'2 Orp2 01' 01' 1'B orp orp - . 

Man rechnet leicht nach, daB diese Gleichung (14) wirklich erfiilIt ist. 
Wir betrachten nun da~ Verhalten unserer Lasung im Unendlichen. Wenn 

I q; - ffJo I < 7& ist, so wird fUr r ->- (Xl auch S1 ->- (Xl und daher 

( 15) 

;n 
e 4 

V ->- -=- (1 - i) = 1. 
¥2 

Dagegen wird fUr I ffJ - ffJo I> 1t S1 ->- - (Xl gehen, d. h. es wird flir diesen Fall 

(16) v->-O. 
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Also wird im Unendlichen eines Blattes der RIEMANNschen Flache u2 -+ ul 

gehen, wiihrend im anderen Blatte u2 -+ 0 gilt, und zwar ist als Trennungslinie 
die Gerade durch den Nullpunkt in der Richtung 'P = ({!o ± n zu nehmen. 

Fur das Verhalten von "2 im Endlichen ist hauptsachlich das Vorzeichen 
von SI maBgebend; man hat einfach einen Blick auf die CORNusche Spirale zu 
werfen, aus der das Verhalten des Faktors v (Vektor vom Punkte F _) sofort 
hervorgeht: Monotoner Anstieg von I v I fur negatives SI und Oszillieren dieser 
Gr5Be fiir positives SI' Auf der RIEMANNschen Flache fUhrt diese Einteilung auf 

(17) { 
SI > 0 fUr I ({! - ({!o I < n • 

SI < 0 fUr I ({! - 'Po I > n . 

Wir erhalten also hier eine Unterscheidung, 
die mit der durch das Verhalten im Unend
lichen gegebenen ubereinstimmt. Die Tren- Fig,12S. ZurSoJ(J(ERFIILDschen Beugungstbeoric. 

nungslinie ist wieder die Linie ({! = ({!o ± n. 
Wir beschranken nun unser Augenmerk auf das physikalische Blatt und 

schraffieren in Fig. 125 die Teile, in denen SI positiv ist, wahrend wir die Teile 
mit SI < 0 weiB lassen. In Formeln hat man fUr das physikalische Blatt 

(18) { 
o < cp < ({!o + n , 

SI < 0 fur ({!o + n < ({! < 2n • 

Der Wert des Integrals v hiingt von SI allein ab, ist also auf den Kurven mit 
konstantem SI konstant. Diese Kurven sind Parabelnl mit dem Nullpunkt als 
Brennpunkt, der Verliingerung OS der Einfallsrichtung als Achse und dem Para
meter Sf/ k . 

Wir wollen sehen, welche GroBenordnung das Integral v auf einer vorgegebenen 
Parabel SI hat. Hierzu schiitzen wir das in den Losungen (11) bzw. (13) vor
kommende Integral fUr groBe Werte von SI abo Es ergibt sich durch partielle 
Integration s 

(19) fe-iT'df = - e-~" + R 
2.s l' 

wo s s 

(20) 
_ fe-IT" _ 1 e- i ,' 3 fe-nt. 

Rl -- - -.-, df - -4 -8- - -4 -,-dt. 
. 2H S T 

-00 -00 

1 Wir schreiben nach (12) 

s~ = 2M !(cos(<p - <Po) + 1) = kr(1 - COS(<p - <Po - n)) 
oder 

(~ )2 
r2 = kl + r,cos(<p - <Po - n) • 

Filhren wir nun rechtwinklige Koordinaten mit der Richtung as als x-Achse ein. setzen also 

x = r cos (<p - <Po - n) , y = r sin (<p - <Po - n) , 

so gibt unsere Gleichung 

I + a _ (S: + ')1_ sf + 2s~x + I 
X Y - Ii' x - kl -k- x 

oder 
yl=2kS~(;l+x)=2P(X~Xo), wo p=:~.xo=-;i, 

womit der Beweis gelicfert. ist. 
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Fur s < 0 gilt also 

(21) 

Fur s> 0 schreiben wir 

(22) 

wo 

(23) 

ist. Aus (12) 

(24) 

s 00 00 f f f -'."T ... e e- il2 

e-it'dT = - = e 4 r~ - 2is + R2 • 

-00 -00 

und wenn wir / S1 / > 1 annehmen: 

(25) / u2 / < __ 1 __ . 
! sllr; 

Nun ist eine optische Intensitatsmessung nur mit beschrankter Genauigkeit 
ausfuhrbar. Sei diese durch 

gegeben. Machen wir 

so bleibt nach (25) / u2 / < e. Wir konnen uns eine Parabel P mit dem Para
meter 1/ke2~ konstruieren und wissen dann, daB auBerhalb dieser Parabel auf 

Fig. 126. Zur SO .... ERF1ILDSchen Beugungs
theorie. 

der Seite S1 < 0 die Funktion "2 dem Betrage 
nach kleiner als e ist. Ganz entsprechend uber
legt man, daB auf der anderen Seite der Pa
rabel, im Gebiete S1 > 0, die Funktion "2 sich 
urn weniger als e von ihrem konstanten Grenz
wert 1 unterscheidet. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir das 
Spiege1ungsprinzip an. Wir denken uns also 

eine zweite Welle einfallen, deren QueUe Q' im mathematischen Blatt spiegelbild
lich zu Q im Unendlichen liegt. Die ihr entsprechende Losung von (8) wird 
dargestellt durch die Funktion "2 (r, q;, - q;o). Diese laBt sich in der Gestalt 

(26) 
it f" 

" (r m -m) = eik,cos('I' + '1'.) ~ e-ir'dT 
2 'T' TO y';; 

-00 

schreiben, wo 

(27) 

ist. Analog wie oben stellen wir in Fig. 126 die Einteilung des physikalischen 
Blattes nach dem Vorzeichen von S2 dar: sie ist gegeben durch die Ungleichungen 

(28) { 
Sl > 0 fur 0 < q; < ~ - q;o , 

s. < 0 fur ~ - q;o < q; < 2~ . 
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Die Kurven S2 = konst. sind offenbar Parabeln um die Richtung OS' mit dem 
Nullpunkt als Brennpunkt und dem Parameter 4Jk. 

Beschriinken wir auch hier die Genauigkeit auf e. so folgt wie oben, daB eine 
bestimmte Parabe1 P' mit der Achse OS' und dem Parameter 1Jke2n existiert, 
auBerhalb derer die Funktion "2 (1', cP, - CPo) sich auf der einen Seite (S2 < 0) 
unmeBbar wenig von Null, auf der anderen Seite (S2> 0) unmeBbar wenig 
von 1 unterscheidet. 

]etzt konstruieren wir nach dem Spiegelungsprinzip die Losung der Differen
tialgleichung (8): 

"(1', cP, CPo) = "2(1', cP, tpo) =F "2(1', cP, -CPo) 

(29) 

-00 -00 

Die Grenzbedingungen (9) am Schirm sind erfiillt, und zwar entspricht das obere 
Vorzeichen dem n-Fall, das untere dem a-Fall. Man erkennt das daraus, daB 
die Funktion "2(1',0, tpo) gerade in tpo, die Funktion (iJ"z/iJtp),.o.'P. aber ungerade 
in tpo ist. 

Die beiden Teile der Losung entsprechen offenbar der Superposition der ein
fallenden mit der am Schirm gespiege1ten Welle. 

Wenn SI absolut groBe negative Werte annimmt, wird ".(1', tp, CPo) sehr klein; 
ebenso wird ".(1', cp, -CPo) sehr klein, wenn S2 absolut groBe negative Werte 
annimmt. 

Wir betrachten zunachst die Beugungserscheinung, die von der einfallenden 
Welle hinter dem Schirm (d. h. in der unteren Halfte unserer Fig. 124) hervor
gerufen wird. Schreiben wir wieder eine bestimmte MeBgenauigkeit 8 vor, so 
wird nach obigen Resultaten auBerhalb der Parabel P' der zweite Anteil der 
Losung, der der gespiegelten Welle entspricht, unmerklich wenig von dem Werte 
Null bzw. 1 abweichen, also in der betrachteten unteren Halfte der Figur un
merklich klein sein. Hier wird also die Losung einfach durch den ersten Teil 
" = "2 (1', cp, tpo) dargestellt. 

Die Lichtintensitat wird daher sowohl im n-Fall als auch im a-Fall (also 
keine Polarisation) nach (29) wegen (12) gegeben durch 

Das ist aber genau die in § 5 S (26) entwickelte Losung nach der KIRCHHOFF
FREsNELSChen Methode mit dem einzigen Unterschiede, daB das Argument der 
Funktionen U und V in beiden Fallen verschieden ist. Hier ist es die GroBe 

(31) V'"2 ~/k" 'P - 'Po ti" 'P - 'P -s = 2 '-cos-- = 2 -cos-_o 
n 1 n 2 .t 2' 

dort war es nach § S5 (15) (fUr Ro-+oo) 

(32) w=xcos«5M, 

wo !5 dasselbe bedeutet wie hier tpo - n/2 und x den Abstand der beugende 
Kante vom Nullpunkt, der a1s Schnittpunkt der Schirmebene mit der durch 
den Aufpunkt gehenden Normalen definiert war. 
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Urn die beiden Ausdrucke (31) und (32) zu vergleichen, benutzen wir Fig. 127, 
in der die betr~ffenden GraBen der FRESNELschen und der SOMMERFELDschen 

Theorie eingetragen sind. Man hat offenbar 

sin (q! - q;o) 
x = r .-

smq;o 

und sin q;o 
R = rsin(q; - ni' 

fcnirrn -:x- also . ( ) 1 / 2 r sin q;o 
W = Sill q; - 'Po I -:;-'. ( ) 

A sln q; - :r 

oder 
1/2r q; - q;o F w = 2 V ;: cos--2-~' , 

wo 
F = sin~~l/ . si~'po __ _ 

2 . sm(q;-1l), 

Fig. 127. Zur SO .... ERFELDschen Beugungs- I d F k 'b d . h d' b'd 
theorie. a so en a tor angI t, urn en SIC Ie el en 

Ausdrucke (31) und (32) unterscheiden. Urn zu 
sehen, wie sich der Faktor F als Funktion der Winkel lPo und q; verhiilt, tragen 
wir ihn fUr die drei Winkel 'Po = 90°, 'Po = 60°, 'Po = 30° auf (s. Fig. 128). 

Wir erkennen, daB fUr 'Po = 90° die Abweichungen der FRESNELschen von 
der SOMMERFELDschen Theorie auBerordentlich klein sind, wenn man innerhalb 
einer genugend kleinen Umgebung (zwischen 80° und 90°) der geometrischen 
Schattengrenze beobachtet, und daB bei schiefer Inzidenz diese Abweichungen, 
wenn man in demselben Abstand von der geometrischen Schattengrenze bleibt, 
groBer werden (sie betragen selbst bei 'Po = 30° und 'P - 'Po - n = 10° nicht 
mehr als 1,2). . 

Die Gultigkeitsgrenzen der L6sung (30) reich en nun aber naturlich uber den 
hinteren Halbraum hinaus, auch in den vorderen hinein und sind gegeben durch 

F die Genauigkeitsparabel P', welche die 
t Richtung der gespiegelten Schattengrenze 

umgibt. 

;0 100 90 8° 70 50 5° '10 J O 20 10 (J0 

Man hat also in den angedeuteten 
Raumteilen eine Lichtverteilung, wie wir 
sie an der CORNuschen Spirale bereits 
erHiutert haben. Auf der vorderen Seite 
des Schirmes dagegen geschieht etwas, 
was selbstverstandlich die altere Theorie 
nicht berucksichtigt hat (weil sie nicht 
mit spiegelnden Schirmen operiert), nam'f-('fo~Jl)--

Fig. 128. Abweichungen der Beugungstheorien von lich die Interferenz der einfallenden mit 
FRESNEL und von SOMMERFELD. der am Schirm gespiegelten Welle, ein 

Pbanomen, das fUr die Beugungstheorie ja nicht wesentlich ist. Man hat niim
lich dort auBerhalb der Parabel P' im Gebiete S2 > 0: 

(33) u = e,krcos('P-'Po) =F eikrcos('P+'Po). 

In dem parabelformigen Gebiete in der Umgebung der Schattengrenze der 
reflektierten Welle OS' dagegen mussen wir mit der exakten Formel (29) rechnen. 

Man kann nun aber ein ausgedehnteres Gebiet angeben, in welch em sich die 
Losung durch einfachere als die strengen Formeln (29) sehr gut darstellen la/3t, 
wobei zugleich eine neue physikalische Auffassung des Sachverhalts zutage tritt. 
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Mit Hilfe der oben angegebenen Abschatzungen k6nnen wir zwei neue Parabeln 
p, P' mit den Linien OS bzw. OS' als Achsen konstruieren (s. Fig. 129), welche 
diese Achsen viel enger umschlieBen als P, P' und die die Eigenschaft haben, 
daB sich auBerhalb des von ihnen bestimmten Gebietes das Integral v durch 
das erste Glied der Reihenentwicklung nach S-1 approximieren laBt: 

s 1- e2-i
j

;, fe-ir'dT = 2 in 
e-{' --- 1-

-00 - -. + e 4 1 n 
2H 

(34) 

wo der Fehler durch die Formeln (21), (23) 

(35) I R 1:0;;; 1 - 21 sl3 
abgeschatzt wird. SolI also der Fehler der an
genaherten DarstelIung von v, der nach (19) gleich 

/;R ist, kleiner als e sein, so muB I R I < ern, 
mithin 

(36) 

fUr s < 0, 

fur s > 0, 

I 

Fig. 129. 

sein. Die Grenzparabeln p, p' der Naherung (34) 
k6nnen also so gewahlt werden, daB ihre Para
meter den Wert 11k (2e)fnt haben, der bei klei
nem e viel kleiner ist als der auf Seite 214 an-
gegebene Wert des Parameters von P, P'. 

Zur SollllERFltLDschen Beugungstheorie. 

AuBerhalb dieses engen Gebietes konnen wir dann die Formeln (34) benutzen. 
Setzen wir sie in die allgemeinen Formeln (11) ein, so erhalten wir fur SI,2 < 0: 

(37) u2 (r, q;, ±q;o) = - 41n 1 r; cos(kr + :) __ 1::c- , V-;- cos~ 
2 

fUrs12>0: 

(38) ~2(r, q;, ±q;o) = cos{krcos(q; =f q;o)} - 41;c -V+cos(kr + :)-q!=j= fPo' 
cos--

Wir definieren noch die Funktion 2 

(39) z = ....!...- 1/ ). cos(kr + !!...)'I± _1 ___ 1_\. 
4 n V r 4 fP + fPo fP - fPo cos-- cos--

2 2 

Nun teilt sich die Ebene nach dem Vorzeichen von SI und S2 in die Teile (siehe 
Fig. 129): . 

I. SI < 0, S2 < 0, Gebiet des geometri5chen Schatten5. Hier gilt 

(40) Un, 0 = Z. 

II. 51> 0, 52 < 0, unbe5chattetes Gebiet: 

(41) Un, 0 = cos{krcos(q; - q;o)} + Z. 

III. 51 > 0, 52 > 0, Reflexion5gebiet: 

(42) Un,o = cos{kr cos (q; - q;o)} =f cos{kr cos (q; + q;o)} + Z. 
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Diese Darstellung kann man so deuten: Die Lichtbewegung besteht aus der 
einfallenden Welle, einer reflektierten und einer Beugungswelle Z, deren Ampli
tude proportional ,-I, deren Intensitat also proportional ,-1 ist, die somit eine 
typische Zylinderwelle ist. Obwohl der Schirmrand keine wahre Lichtquelle ist, 
muB doch das Auge, das auf ihn akkommodiert, den Eindruck haben, daB die 
Kante leuchte. Schon YOUNG hat die Auffassung vertreten, daB sich die Beu
gungserscheinungen an einer Kante durch Dberlagerung der einfallenden und der 
reflektierten mit einer zylindrischen Beugungswelle darstellen lassen. Man kann 
auch der KIRCHHOFF-FRESNELschen Theorie eine solche Form geben, daB diese 
Auffassung zum Ausdruck kommt. Die Beobachtung ist ebenfalls damit im 
15 • Einklang, und zwar ist die Erscheinung 

til 

15 

10 

5 

------.<" 

im geometrischen Schattengebiet, wo 
sie nicht durch die einfallende Licht
welle iiberstrahlt wird, zuerst von GOUyl 
und WIEN 2 beobachtet und eingehend 
studiert worden. 

Das in den Schattenbereich ein
dringende Licht ist polarisiert, da die 
:/t- und O'-Komponenten sich nach (39) 
verschieden verhalten. Man erhaIt fUr 
das AmplitudenverhaItnis 

(43) Z" fP fPo - = -tg- ·tg-. 
Z" 2 2 

Der Vergleich dieser Formeln mit der 
Beobachtung (ausgefiihrt fUr senkrechte 

Fig. 130. IntensiU.tsabfall des abgebeugten Lichts im Inzidenz, tgmo/2 = 1) hat im groBen 
geometrischen Schatten der Halbebene. 't' 

II 111 611 70 III 
Beu!ufI!swiflk,1 

go. 100 

- berechnet. 0 beobachtet ,..Komponente 
x beobachtet ,,·Komponente. 

(Nach G. WOLFSOHN im Handb. d. Physik Bd. 20.) 

und ganzen Dbereinstimmung ergeben, 
wenn auch die beobachteten Werte 
mit wachsendem Beugungswinkel etwas 

schneller abfallen als die berechneten (s. Fig. 130). Diese Tatsache beruht zweifel
los auf den zu starken Idealisierungen. Die wirklichen Schirme haben z. B. end
liche Dicke und endliche Leitfahigkeit. 

Fiinftes Kapitel. 

Kristalloptik. 

§ 58. Elektromagnetische Lichttheorie fUr anisotrope Korper. 
Wir erinnern uns an die Grundlagen unserer optischen Theorie, die aus zwei 

ganz verschiedenen Ansatzen bestanden, einmal aus den MAxwELLschen Glei
chungen I, § 1 (1 a, b), sodann aus den Materialgleichungen, die bei isotropen 
Korpern durch die Formeln I, § 1 (7a, b, c) gegeben waren. Wir haben bereits 
dort betont, daB bei nicht-isotropen Korpern (Kristallen) diese Materialgleichun
gen durch allgemeinere zu ersetzen sind. Wir behalten in diesem Kapitel die 
Voraussetzung bei, daB die Substanzen nicht leitend (O' = 0) und unmagnetisch 
(p, = 1) sind. Dagegen wollen wir annehmen, daB die betrachteten Korper 

1 A. Gouv: C. R. Acad. Sci .. Paris Bd. 96 (1883) S. 697. Bd. 98 (1884) S. 1573. Bd. 100 
(1885) S. 977: Ann. Chim. Physique Bd.8 (1886) S.145. 

I W. WrEN: Berl. Ber. 1885 S. 817: Wied. Ann. Bd.28 (1886) S.117. 
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dielektrisch anisotrop sind, d. h. daB sie sich hinsichtlich ihrer dielektrischen 
Erregbarkeit fUr verschiedene Richtungen der elektrischen Feldstarke ver
schieden verhalten. Daher wird im allgemeinen der Vektor ~ mit dem Vektor ~ 
einen von Null verschiedenen Winkel bilden. Mathematisch verallgemeinern wir 
die Gleichung I, § 1 (7b) durch den Ansatz 

~:a: = eu@':a: + e:a:I/~1/ + ezz~z, 
~II = el/:a:~:a: + el/l/~p + el/'~" 
~. = eZ:lO~:a: + eZI/~1/ + ezz~., 

das heiBt, wir betrachten ~ a1s das "Produkt" eines Tensors e zweiter Stufe 
mit dem Vektor ~, wobei die Komponenten von e Materialkonstanten sind. 
Das ist offenbar die einfachste und der Anisotropie angemessenste Verallgemeine
rung. Man nennt e den Tensor der optischen Dielektrizita.tskonstanten oder kurz 
den dielektrischen Tensor. 

An Stelle der Gleichungen (1) wollen wir auch (unter Vermeidung eines 
speziellen symbolischen Tensorkalkiils) die Schreibweise 

(2) ~:a: = ~e:a:1/ ~I/ 
Y 

anwenden; hier benutzen wir also die Koordinatenzeichen x, y, z nicht nur 
zur Bezeichnung bestimmter Achsenrichtungen, sondern lassen sie die drei Achsen
richtungen durchlau/en. Den Gebrauch dieses Kalkiils, der dem in der Rela
tivitiitstheorie iiblichen sehr iihnlich ist, werden wir im Fortschreiten unserer 
Betrachtungen von selbst kennenlernen. 

Wir setzen weiter voraus, daB die frUber angegebenen Ausdriicke fUr die 
elektrische und magnetische Energiedichte [I, § 2 (2) und (3)] auch hier noch 
giiltig bleiben. Wir haben also 

T =..!..- "2 8n~ , 

".Y 
Wir behalten ferner die Definition I, § 2 (7) des Strahlvektors 

(4) 
c 

~=-~x,\) 
4n 

bei und untersuchen, ob sich der Energiesatz in derselben Weise wie frUber 
ableiten liiBt. Aus den MAXwELLschen Gleichungen folgt durch skalare Multipli
kation der ersten mit ~, der zweiten mit,\) wie in I, § 2 (8) unter Verwendung 
der Formel I, § 2 (9) 

(5) -cdiv(~ X,\)) = ~~ + ,\)~=~ ~,\)2+ ~~:IOe:lOI/~I/' 
S.Y 

Hier ist das erste Glied der rechten Seite die zeitliche Anderung von 4nT, das 
zweite dagegen nicht ohne weiteres die Ableitung von 4nU. Wir konnen nun 
leicht die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir aufstellen, daB der 
Energiesatz in der alten Form giiltig bleibt. Dann muG eben gelten 

(6) 
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Daraus folgt 

Vertauscht man hierin im zweiten Gliede die Summationsindizes x und y, so 
sieht. man, daB unsere Gleichung (6) aquivalent ist mit 

E(E",y - Ey",) ~",~y = 0 , 
".Y 

und wenn dies fiir beliebige Feldstarken gelten solI, so muB sein 

(7) E"" = Ey ",. 

Der dielektrisehe Tensor ist also symmetriseh und die neun Tensorkomponenten 
reduzieren sich auf seeks. Umgekehrt ist diese Gleichung (7) offenbar auch hin
reichend fiir die Giiltigkeit der Gleichung (6), und man hat den Energiesatz in 
der differentiellen Form 

(8) - div 6 = dd~ , W = T + U. 

Wegen der Symmetrie des Tensors E kann man die elektrostatische Energie U 
auf eine Normalform bringen, in der nur die Quadrate, nicht die Produkte der 
Feldstarken vorkommen. Hierzu betrachten wir in einem xyz-Raum die FHiche 
zweiter Ordnung 

(9) Ee",yxy = konst. 

Diese muB ein Ellipsoid sein; denn wenn man statt x, y, z die Komponenten 
der Feldstarke ~"" ~Y' Q:. einsetzt, so nimmt die linke Seite den Wert Q:~ = 8nU 
an, und da die Energie ihrem Sinne nach fiir jedes System der Feldstarken positiv 
ist, so handelt es sich in (9) urn eine positiv definite Form. Das Ellipsoid (9) 
laBt sich stets auf Hauptachsen transformieren; es gibt also immer ein spezielles 
Koordinatensystem mit einer gegen die Substanz des Kristalls festen Lage, in 
dem die Gleichung des Ellipsoids lautet 

(10) Ee",x2 = e",x2 + e"y2 + ezz2 = konst. 
" 

In diesem dielektrisehen Hauptaehsensystem hat man also fiir die Energie und 
die Materialgleichungen die Formeln 

I U = -8~ ~ E", Q:! = -81 (E",Q:; + E,,~; + EzQ:;) = 8-~ (ll: + ~'1 + ~:-), 
(11) 1C -+ 1C 1C E" E. Ez 

~'" = E",Q:"" ~,,= E"Q:", ~z = EzQ: •. 

Die GroBen S:t, S", Ez heiBen die Hauptdielektrizitatskonstanten. 
Aus diesen Formeln (11) sieht man unmittelbar, daB die Vektoren ~ und Q: 

verschiedene Richtungen haben, auBer wenn das Ellipsoid in eine Kugel aus
artet (E:t = E" = Ez = E). 

Wir wollen hier sogleich eine Bemerkung iiber die Giiltigkeitsgrenzen der 
gemachten Annahmen einfiigen. Schon bei isotropen Korpern haben wir be
merkt (s. I, § 5), daB die Dielektrizitatskonstante E in Wirklichkeit keine Material
konstante ist, sondern von der Frequenz abhangt (Dispersion). Ganz genau so 
werden bei anisotropen Korpern die sechs GroBen r" Funktionen der Frequenz 
des Lichts sein; das hat zur Folge, daB nicht nur die Hauptdielektrizitatskon
stant en s"" s", s. sich mit der Frequenz andern, sondern auch die Richtungen 
der dielektrischen Hauptachsen. Man spricht in diesem FaIle von einer Dis-
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persion der Achsen. Diese ist allerdings auf soIche Kristallsysteme beschrankt, 
bei denen nicht durch die Symmetrie des Kristalls von vomherein ein ortho
gonales Achsenkreuz ausgezeiehnet ist, d. h. auf das monokline und trikline 
System. Die Erscheinung der Achsendispersion ist besonders auffallig im Ultra
rotenl, 

Wir kannen hier aber zunachst von den Dispersionserscheinungen absehen, 
indem wir monochromatische Wellen betrachten. Fur eine feste Frequenz sind 
die dielektrischen Konstanten nur noch vom Material abhangig. 

Wir haben daher zunachst zu untersuchen, wie sich eine ebene Welle auf 
Grund der MAXWELLschen Gleichungen mit den veriinderten Matei-ialgleichungen 
in einem anisotropen Karper fortpflanzt (analog wie wir es fur isotrope Karper 
in I, § 3 gemacht haben). Bei einer monochromatischen ebenen Welle sind die 

iw(t -.!!. t!l) 
drei Vektoren ~, ~, ~ proportional mit e c, wo 0) = 2nv die Kreis-
frequenz, 5 den Einheitsvektor in Richtung der Wellennormalen und n den 
Brechungsindex bedeuten; dabei wollen wir gleich bemerken, daB neben der 
Phasen- oder Normalengeschwindigkeit cln der Welle spater eine andere Geschwin
digkeitsgraBe, die Strahl- oder Energiegeschwindigkeit, auftreten wird, weilin 
einem anisotropen Karper die Richtung der Energiefortpflanzung nieht mehr 
mit der Wellennormalen 5 parallel ist. 

Der Operator d/dt entsprieht nun der Multiplikation mit iw, der Operator 

0/0 x der Multiplikation mit - iw !!.. 5%. Daher wird z. B. Ii c 

(12) I ~ = iw ~, 

rot ~ = iw.!!.. ~ X 5. c 

Aus den MAXwELLschen Gleiehungen wird daher 

(13) { n ' ~ X 5 = ~, 
n·~x5=-~. 

Durch Elimination von ~ ergibt sich hieraus 

(14) 'l) = -n2(~ X 5) X 5 = n2(~ - 5{~5». 

Aus den Formeln (13) und (14) liest man ab: 

• 
Fig. 13 t. Lage von Wellennor
male und Strahl, e1ektrischer 
Verschiebung und Feldstllrke. 

~ steht senkrecht auf den Vektoren'l), ~, 5, die also komplanar sind. AuBer
dem steht noch ~ auf 5 senkrecht; von den beiden elektrischen Vektoren ist also 
jetzt 'l) der "transversale" und nieht ~, wie fruher. Fig. 131 .zeigt die Lage der 
samtlichen Vektoren. AuBerdem ist noch der Strahlvektor @5 eingetragen, der 
auf ~ senkrecht steht. Der Winkel zwischen ~ und ~ oder zwischen @5 und 5 
ist mit lX bezeichnet. Man kann auch sagen: Die Vektorentripel ~, ~, 5 und 
~, ~, (5 mlden zwei Rechtssysteme mit dem gemeinsamen Vektor ~, und zwar 
sind sie urn diesen gegeneinander durch den Winkel lX verdreht. Die Gleiehung (14) 
ist die Verallgemeinerung der frUber bei isotropen Karpem giiltigen Gleiehung 
'l) = n2~, in die sie fiir ~5 = 0 ubergeht. 

Die wichtigsten Zuge, welche die Figur veranschaulicht, sind also: ~ und ~ 
bilden einen Winkel lX, wobei ~ transversal ist; die Richtung des Energietrans
portes (5 ist von der der Wellennormalen 5 verschieden, und zwar urn denselben 
Winkel lX. 

1 Siehe hierzu TH. LIEBISCH U. H. RUBENS: Sitzgsber. preuLl. Akad. Wiss., Physik.
math. Kl. 1919 S. 198, 876; H. RUBENS: Ebenda S.976ff. 
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Doch bleibt auch im Kristall der Satz bestehen, daB die elektrische und die 
magnetische Schwingung gleich vie! Energie mit sich flihren. Man hat namlich 
nach (3) und (14) bzw. (13) 

1 n 2 

(15) U = 8Jf Q;l) = 8-; (Q;2 - (Q;S)2) 

und 

(16) 

Die gesamte Energiedichte ist also 

(17) w = U + T = 2U = 2T = :~{Q;2 - (Q;S)2}. 

Wir zeigen jetzt, daB durch Angabe der Vektoren 1) und Q; (also bei Be
nutzung der Materialgleichung (1) eines von ihnen) sowohl der Brechungsindex n 
als auch die Normalenrichtung s bestimmt sind. Aus (14) folgt namlich die 
Relation 

(18) 

3.1so 

(19) 

die Formeln (19) und (20) beweisen die Behauptung. 
Jetzt berechnen wir den Strablvektor als Funktion von Q; und s und haben 

e en en <5 = - Q; X SJ = - -- Q; X (Q; X s) = - (sQ;2 - Q;(Q;S)). 
4Jf 4Jf 4Jf 

(21) 

Daraus folgt 

(22) 

und 

(23) 

endlich 

(24) 

Wir haben schon erwahnt, daB im Kristall scharf zwischen der Geschwindig
keit der Wellenfront und der Geschwindigkeit des Energietransports zu unter
scheiden ist. Erstere, die Normalengeschwindigkeit, ist gegeben durch 

(25) _ c . 
cn - n ' 

Ietztere, die wir Strahlengesehwindigkeit c, nennen, wei! sie die Richtung von <5 
hat, definieren wir folgendermaBen: Auf Grund des Energiesatzes (8) bedeutet 
I <51 die Energiemenge, die pro Zeiteinheit durch ein zu <5 senkrechtes Fliichen
stiick der GroBe 1 hindurchtritt. Denkt man sich auf diesem FHichenstiick 
einen Zylinder von der Rohe c, michtet und mit der Energie der Dichte W er-
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fiillt, SO wird gerade die gesamte im Zylinder befindliche Energiemenge c,W in 
der Zeiteinheit die Grundflache passieren. Daher hat man 

161 =c,W. 
Unsere Formeln (23) und (25) liefern dann 

(6) _l§l __ c __ ~ 
2 c, - W - ncos(X - cos (X • 

Die Normalengeschwindigkeit ist die Projektion der Strahlengeschwindigkeit aut die 
Wellennormale: 
(27) cn = c, cos l¥. 

SchlieBlich merken wir noch die aus (22) und (26) folgende Gleichung an: 

(28) 
@it cl Q;I 

2-----,- WI - 4.n W' 

Definieren wir nun analog zum Brechungsindex n den Strahlenindex s durch 

(29) 

so gilt 
(30) 
und wir erhalten tiberdies 

c 
c'=s' 

s = ncosl¥, 

(31) 2 _ (~)2 _ 4nW _ Q;~ 
s - c, - Q;I - Q;I • 

Diese Formel (31) ist analog zu (19) und zeigt, daB man auch den Strahlenindex 
kennt, sobald ~ (oder ~) gegeben ist. Dasselbe gilt von dem Strahlvektor 6. 
Man erhii.1t durch Einsetzen der AuSdrticke 6 und n aus (20) und (19) in (21) 

(32) 6 = ~ yQ;~ Q;(Q;~) - ~Q;I . 
4.n yQ;IV - (Q;~)I 

Die Symmetrie der Formeln fUr die Normalen- und Strahlenrichtung erkennt man 
besser, wenn man den Einheitsvektor in der Sttahlenrichtung 

@i 
(33) f =]61 
einftihrt. Es ist nach (22) 

(}4) 

und daher nach (32) 

(35) 
~Q:t - Q;(i~) 

- f = y(ifI(Q:tV - (i~)'5 
Diese Formel (35) geht aus der Formel (2Q) fUr 6 bis auf das Vorzeichen durch 
Vertauschung von Q; und ~ hervor. Aus (32) und (23) folgt noch, wie auch 
Fig. 131 zeigt, die Forme! 

(36) fs = COSl¥ = c •• 
c, 

§ 59. Die FREsNELSchen Formeln fur die Lichtausbreitung 
in Kristallen. 

Die im vorigen Paragraph en abgeleiteten Beziehungen von (14) an folgen 
allein aus den MAXWELLSChen Gleichungen ohne Benutzung der Materialgleichun
gen. Unser,na.chster Schritt besteht nun darin, diese, d. h. -die Formeln (1) bzw. 
(11) des § 58, mit der Formel (14) zu kombinieren. Setzen wir die heiden Werte 
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von i) einander gleich, so entstehen drei lineare homogene Gleichungen fiir die 
drei Komponenten von ~ (oder von i); si~ sind im allgemeinen nicht lasbar, 
vielmehr nur dann, wenn die Determinante verschwindet. Diese Bedingung 
liefert eine algebraische Gleichung fiir das Quadrat des Brechungsindex, und 
zwar nicht vom dritten, sondern vom zweiten Grade, well ihr konstantes Glied 
verschwindet. (Das beruht darauf, daB der Vektor i) transversal, also 6i) = 0 
ist.) Man kann nun diese quadratische Gleichung auf folgende Weise direkt 
ableiten: 

Wir benutzen das Hauptachsensystem und setzen ~z = i)z/Ez , ~I/= i)1//EI/' 
~a = i),/E, in § 58 (14) ein; Dann wird 

(1) 

oder 

(2) 

Wir dividieren diese Gleichung durch 1/n8 - 1/Ez und multiplizieren dann mit 6z; 
addieren wir zu dem ResUltat die entsprechenden Relationen fiir die anderen 
Koordinatenrichtungen, so entsteht linker Hand i)6 = 0; also erhaltenwir 

(3) 

(4) 

i: + i~ + i: = 0 • 
111111. 
nl - -;; nl - -;; n l - -;; 

Man p£Iegt die sog. Hauptlichtgeschwindigkeiten1 zu definieren durch 

Dann konnen wir unter Benutzung der Definition § 58 (25) der Normalengeschwin
digkeit unsere Gleichung (3) so schreiben: 

(5) 

(3) oder (5) sind gleichwertige Formen der sog. FREsNELschen Normalengleichung. 
Sie ist eine in c! quadratische Gleichung; das bedeutet: Zu jeder vorgegebenen 
Richtung £I (6z , 9" 6,) gibt es zwei Normalengeschwindigkeiten c .. (die negativen 
Losungen haben natiirlich keinen physikalischen Sinn). Die in dieser Formel 
enthaltenen geometrischen Aussagen werden wir nachher (§ 60) au&fiihrlich unter
suchen. Zuvor jedoch zeigen wir, daB sich eine vollstandig analoge Formel auch 
fUr die Strahlengeschwindigkeit ableiten laBt. 

Aus § 58 (14) folgt durch skalare Multiplikation mit f wegen ~f = 0 und 
f£l = CoS(¥ 

(6) i)f = -n2(~6) COS(¥. 

Zwischen den komplanaren Vektoren ~, i) und f muB eine lineare Relation 
bestehen. Wir setzen dementsprechend 

(7) f = ai) + b~ 
und erhalten daraus durch skalare Multiplikation mit f und 6 

(8) ai)f = 1 , b~6 = f6 = COS(¥. 

1 Es ist sehr zu bea~hten. daB diese Hauptlichtgeschwmdigkeiten Ca. C •• C. Kic'" die 
Komponenten eines Vektors darstellen. 
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L6sen wir (7) nach Q; auf, so wird unter Benutzung von (8) 

(9) Q; = .!. (\ - a ~) =!S __ (\ - ~.). 
b cos t\ 'VI 

Eliminiert man Q; (5 mit Hilfe von (6) und fiihrt den Strahlenindex s = n cos IX 

[so § 58 (30)] ein, so erhiilt man 

(10) Q; =I2'(:!l- f(~\))· 
Diese Gleichung (10) ist ein voIles Analogon zur Gleichung § 58 (14) und ent
steht aus ihr durch Vertauschung von Q; mit ~, n mit 1/s, £' mit -j (nattirlich 
auch -~ mit f). Allgemein gilt folgende Regel: 

Schreibt man untereinander die beiden GrofJenreihen 

Q;, 1), (5, 1. cn , n, ex, ell' e z , cx , cy, cz , c; 

(11) I 111111111 
~ Cl: - f - s - - -- --- - _.. -

" , j c,' s' Ez ' E,l' Ez ' Cz ' c.' Cz ' C ' 

so entsteht aus jeder richtigen Gleichung zwischen den GrofJen der cinen Reihe 
wieder eine richtige Gleichung, wenn man jede GrofJe mit der entsprcchenden der 
anderen Reihe vertauscht. 

Diese Regel wenden wir an, urn zur FREsNELschen Normalengleichung eine 
analoge Strahlengleichung zu bekommen. Wir wollen tiberall mit den Geschwin
digkeiten rechnen und schreiben daher (2) in der Form 

(12) ~ = _ C2sz(~S) 
% c~ - c: . 

Diese 'Gleichungen gehen durch die Vertauschungen (11) tiber in 

(13) Q; = - -~- iz('Vf) 
'" c2 1 l' 

c: ci 
Hieraus folgt genau wie oben wegen Cl:j = 0 die Strahlengleichung 

i~ f:· \: 
(14) -1--1 + -1---1 + -1 -1 = 0, 

oder auch 

( 15) 

Sie ist ebenso wie die Normalengleichungen (3) oder (5) eine quadratische Glei
chung ftir ~ (oder S2). Hat man fur eine Strahlenrichtung f eine ihrer Wurzeln 
gefunden, so ergibt sich der Schwingungsvektor Q; aus (13). 

Tatsachlich wird bei einem vorgegebenen Experiment immer nur einer der 
beiden Vektoren (5 oder f gegeben sein. Es ist daher notig, daB man einen aus 
dem anderen berechnen kann; danach findet man ~ und Q; aus (12) und (13). 

Urn die Beziehung zwischen r und s zu erhalten, multiplizieren wir (13) 
mit E", = c2/c";, und bekommen 
(16) ~ = _ t.(ilf)c: 

Z c: - c: . 
Setzen wir diesen Ausdruck fUr ~ mit dem durch (12) gegebenen gleich und 
beach ten die Formeln § 59 (6) und § 58 (27), nach denen wir 

cl ct 
(17) ~r = - -g(Q;s) cos eX = ~ - Q;(5 

c.. c .. c, 
set zen konnen, so wird 

(18) 

Born, Optik 15 
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Hieraus schlieBen wir zunachst auf die spater zu benutzende Formel [skalare 
Multiplikation mit 5 und Beriicksichtigung von (5)]: 

(19) 

Die Gleichung (18) lOsen wir nach f auf und schreiben 

(20) 

oder 

(21) 

Die drei Gleichungen (21) quadrieren und addieren wir und beachten § 58 (36); 
dann wird 

" 2 _ II ( 1 1)2{( 5., )2 ( 5. )2 + ( 5. )2} C;-c"-c,,cs--c .. ~ + ~ ~. ,e" e., e" e. e" e. 
Somit erhalten wir 

t = c!(~ - c!) = (~y (~r (_5_% r 
e· - e· + e· - e' + e' - e· • z, "W • " , 

(22) 

Hieraus laBt sich g (oder auch c,) durch 5 ausdriicken, da ja cn durch die 
Normalengleichung (5) bereits als Funktion von 5 bekannt ist. Damit hat man 
auch f als Funktion von 5, und zwar wollen wir den Ausdruck (20) unter Be
nutzung des Zeichens g noch so schreiben: 

(23) fz = e::. (c~ + e: ~ e:) . 
Da zu jedem 5 im allgemeinen zwei Werte von cn gehoren, erhaIt man fiir jede 
Normalenrichtung 5 zwei Strahlen f, auBer in besonderen Fanen, auf die wir 
spater (s. § 62) eingehen werden. 

§ 60. Geometrische Konstruktionen zur Bestimmung von Fort
pflanzungsgeschwindigkeiten und Schwingungsrichttingen 

der Wellen. 
Wir denken uns von einem festen Punkte im Kristallinnern auf jeder Nor

malenrichtung £I die beiden Werte der Normalengeschwindigkeit Cn , die der 
Normalengleichung § 59 (5) geniigen, aufgetragen. Dann erhalten wir eine zwei
schalige Flache, die sog. Normalenlliiche. (Die entsprechende Konstruktion fiir 
Strahlenrichtung fund Strahlengeschwindigkeit c,liefert die Strahlenlliiche.) Es ist 
eine komplizierte Flache; die Umrechnung von den hier gewahlten Polarkoordi
naten (cn , £I) auf rechtwinklige Koordinaten zeigt, daB es sich urn eine Flache 
vierter Ordnung handelt. Daher ist es von Vorteil, daB man sie fiir die Anschauung 
dUrch eine einfachere Flache, namlich ein Ellipsoid, ersetzen kann. 

Nach § 58 (11) geniigen die Komponenten des Vektors ~ bei vorgegebener 
Energiedichte W' der Gleichung 

'1)1 '1)1 '1)' 
(1) -2 + -2 + --..! = konst. 

E. t. £, 

Schreiben wir nun statt ~z, ~v' ~z einfach x, y, z und fassen diese als kar
tesische Koordinaten im Raum auf, so haben wir bei geeigneter Notmierung 
der Konstanten statt (1) 

(2) 
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Das ist ein Ellipsoid, dessen Hauptachsen mit den dielektrischen Achsen des 
Kristalls zusammenfallen und gleich den Wurzeln der Hauptdielektrizitatskon
stanten sind. Wir nennen dieses Ellipsoid das Normalenellipsoid 1• 

Mit Hilfe dieses Normalenellipsoids kann man in folgender Weise zugleich 
die zu jeder Normalenrichtung 5 gehorigen beiden Normalengeschwindigkeiten 
und Schwingungsrichtungen finden: Man schneidet das Ellipsoid mit einer zu 5 
senkrechten Ebene durch den Mittelpunkt (s. Fig. 132). Die Schnittfigur ist 
eine Ellipse; ihre Hauptachsen bestimmen durch ihre Langen die beiden Nor
malengeschwindigkeiten und durch ihre Richtungen die zu-
gehOrigen Schwingungsrichtungen (des Vektors :tl). Dies /I 

sieht man so: 
Jeder Punkt der Schnittfigur genugt den beiden Glei

chungen 

(3) 

(4) 

x 5", + Y ~/I + Z 5. = 0 , 
X2 y2 Z2 -- + - + - = 1. 
€z E1/ Ez 

Die Hauptachsen sind definiert als maximaler und mlm
maIer Durchmesser der Schnittellipse. Urn sie zu finden, 
haben wir also die GroBe Fig. 132. NormaJenellipsoid. 

Konstruktion der 

(5) 
Schwingungsrichtungen. 

zum Extremum zu mach en unter den beiden Nebenbedingungen (3) und (4). 
Hie~zu multiplizieren wir diese in bekannter Weise mit zwei LAGRANGEschen 
Multiplikatoren, die wir 2ft und 1 nennen. Dann ist unsere Extremalaufgabe 
mit Nebenbedingungen aquivalent mit der, ohne Nebenbedingungen den Ausdruck 

(
Xi y2 Z2') 

(6) x2 + y2 + Z2 + 2ft (x 5", + Y5/1 + Z5z) + J. - + - +-
Ez E" Ez 

zum Extremum zu machen. Die notwendigen Bedingungen dafUr erhalt man 
durch Nullsetzen der Ableitungen nach x, y, z: 

( ) ).x +).y )'z 
7 x + # 5", + - = 0 , y # 5/1 + - = 0 , Z + # 5. + -- = 0 . 

Ez EI/ Ez 

Multiplizieren wir diese Gleichungen einmal mit x, y, z, sodann mit 5"" 5/1' 5. 
und addieren, so find en wir unter Berucksichtigung der Nebenbedingungen (3) 
und (4) 

(8) I 

Setzen wir die hieraus fUr 1 und ft folgenden Werte in (7) ein, so erhalten wir 

(9) 

Dies sind bei gegebenem 5 drei lineare homogene Gleichungen fur x, y, z, die 
nur dann losbar sind, wenn ihre Determinante verschwindet. Das liefert eine 
algebraische Gleichung fur r2. Nun sieht man aber sofort, daB die Gleichungen (9) 
sich nur durch die Bezeichnungen von unseren fruheren Grundgleichungen § 59 (1) 
unterscheiden. 

1 Haufig wird hierfiir der unklare Ausdruck "Indexellipsoid" gebraucht. 

is· 
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Denn ersetzen wir wieder x, y, z durch die Komponenten von i) und X/E:z, 

y/ey , z/ez durch die Komponenten von (f und schreiben auBerdem n statt r, dann 
erhalten wir aus (9) 

(10) 

Die geometrische Uberlegung zeigt, daB die beiden Wurzeln der Determinanten
gleichung ftir n (die nach § 59 ja zweiten Grades ist) gleich dem Werte von r 

Fig. 133. Zum Beweise des Satzes, 
daB die Ebenen der Schwingungsrich· 
tungen die Winkel zwischen den Ebe· 

nen N,i und N,s halbieren. 

fUr die extremen Halbmesser der Sc~nittellipse sind, 
. und daB ferner die Komponenten von i) mit den 
Vektoren in Richtung der Hauptachsen zusammen
fallen. Ohne Rechnung schlieBen wir aus der be
kannten Eigenschaft der Hauptachsen, aufeinander 
senkrecht zu stehen, den wichtigen Satz: 

Die Schwingungsrichtungen i)' unll i)" der beiden 
zu einer Normalen gehOrigen Wellen stehen aufeinander 
senkrecht. 

Diesen Satz hatten wir natiirlich auch durch 
einfache Rechnung aus (10) folgern konnenl • 

Man kann aber dartiber hinaus die Lage der 
Schwingungsebene durch eine einfache Konstruk
tion vollstandig bestimmen. Bekanntlich hat ein 
allgemeines dreiachsiges Ellipsoid zwei ebene, ,den 
Mittelpunkt enthaltende Kreisschnitte K 1 , K a, deren 
Normalen N1 , N2 in derjenigen Symmetriebene des 
Ellipsoids liegen, die die groBte und kleinste Haupt
achse (die x- und die z-Achse) enthalt; wir werden 
von diesen Richtungen N1 , Na, die optische Nor
malenachsen heiBen, im folgenden noch ausfiihrlich 
zu sprechen haben. 

Es sei nun eine beliebige Normale 9 gegeben, zu der der elliptische Schnitt E 
gehOre. Die Ebene dieses Schnittes schneidet die beiden Kreise KI und Ka1angs 
zweier Vektoren t l , t ll , deren Langen gleich sind, die also symmetrisch zu den 
heiden Hauptachsen der Ellipse E liegen (s. Fig. 133). Nun steht tl senkrecht 

~--r-E auf NI und !5, also auf der durch sie 

Fig. 134. Dle Ebene E der Fig. 133. 

durch 9 und die Hauptachsen 
den Ebenen N1 , 9 unll Na, 9. 

gehenden Ebene; ebenso steht ta senk
recht auf der Ebene Na, 9. Sind ti, ~ die 
Spuren dieser Ebenen in der Ellipsen
ebene E, also tl J.. t l , ~ J.. t ll , so liegen 
auch tl und ~ symmetrisch zu den 
Ellipsenachsen (s. Fig. 134). Gehen wir 
zu den durch die Normale 9 und die Vek
toren in der Ellipsenebene bestimmten 
Ebenen tiber, so folgt: Die Ebenen der 
Schwingungsrichtungen (d. h. die Ebenen 

der Ellipse E) halbieren die Winkel zwischen 

Die Fig. USb stellt diese Verhaltnisse im Polardiagramm dar. 
Wenn spezie1ldas Normalenellipsoid Rotationssymmetrie(um die z-Achse) 

hat, so fallen die Kreisschnitte ztisammen in die Aquatorebene; die eine Schwin~ 

1 Diese Rechnung wird in der Theorie absorbierender .Kristalle (VI. § 69. S. 269) aus
gefOhrt. 
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gungsrichtung geht durch die z-Achse, die "optische Achse", die andere steht 
auf ihr senkrecht (s. hierzu Fig. 135 a und die Ausfiihrungen in § 61). 

Die ganz analoge Betrachtung fUr die Strahlen hat von dem Strahlenellipsoid 

(11) e.,x2 + eyy2 + ezz2 = 1 

auszugehen. AIle Schliisse sind dieselben und fUhren dazu, daB ebenso wie s, 
1)', 1)", auch f, (f, ij" ein Orthogonalsystem bilden. 

Fig. 135 a. Lage der Schwingungsrichtungen 
bei einachsigen Kristallen. 

Fig. 135 b. Lage der Schwingungsrichtungen 
bei zweiachsigen Kristallen. 

Man kann noch mannigfache andere HilfsfHichen zur Veranschaulichung der 
Verhaltnisse konstruieren. Wir wollen eine solche Betrachtung als Beispiel aus
fiihren. 

Denken wir uns in einem Punkte (x, y, z) des Strahlenellipsoids (11) die 
Tangentialebene konstruiert, deren Gleichung 

(12) e.,x~ + EyY1] + ezzC = 1 

ist, wobei ~, 1], C die laufenden Koordinaten in der Tangentialebene sind. Dann 
fallen wir vom Nullpunkt aus das Lot auf diese und bestimmen die Lage des 
FuBpunktes, am einfachsten, indem wir das Minimum des Abstandes 

(13) ~ + 1]2 + C2 = Min. 

aufsuchen. Nennen wir den LAGRANGEschen Multiplikator - 21, so erhalten 
wir durch Differenzieren von 

~ + 1]2 + C2 - 21(E.,x~ + EyY1] + ezzC) 

die Bestimmungsgleichungen 
(14) ~ = 1e.,x. 1] = 1eyy, 

Multiplikation mit ~, 1], C und AdditIon liefert unter Be
riicksichtigung von 12) 
(15) 1=~2+1]2+C2. 

Somit erhiilt man 

~ + ,,2 + ~ = 12 (E x2 + e y2 + e Z2) = 12 
8z E~ E, % JI Z , 

also 
(16) ~2 + ,,2 + ,2 = (~ + 1]2 + C2)2. Flgp,!~~~:Jc~~oJ~ ai, 

E" . E" E. Strahlenellipsoids. 

Dies ist die Gleichung der FufJpunktsjlache des Strahlenellipsoids; es ist eine 
Fliiche vierten Grades, die man Ovaloid nennt und die wie ein etwas verdriicktes 
Normalenellipsoid aussieht. Man kann umgekehrt das Strahlenellipsoid auffassen 
als die Hull/lache der Tangentialebenen des Ovaloids (Fig. 136 veranschaulicht 
dies fUr einen ebenen Achsenschnitt). 
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In analoger Weise kann man Ovaloide hoherer Ordnung konstruieren, bei 
denen an Stelle der zweiten eine hohere Potenz auf der rechten Seite auftritt. 

Wichtiger als diese Betrachtungen ist ein Zusammenhang zwischen Normalen
und Strahlenflache, den wir jetzt ableiten wollen. 

Wir haben gesehen, daB durch die Angabe von ~ oder ~ die Richtungen 
von s und f sowie die zugehorigen Werte von Cn und c, bestimmt sind. Wenn 
man daher eine Variation von G: oder von ~ vornimmt, so ist dadurch auch 
festgelegt, wie sich z. B. fund c, andern. Wir bilden den Vektor 

(17) r = c,f, 
der vom Nullpunkt nach irgendeinem Punkt der Strahlenflache geht, und be
haupten, daB seine Anderung auf dem Vektor £I senkrecht steht. 

Zum Beweise gehen wir aus von der Gleichung § 59 (10) und setzen dort 
nach § 58 (29) s = clc, und f/s = ric ein. Dann lautet sie 

(18) c2 Q; = r2;I'l - r(r~). 

Nun denken wir uns aIle vorkommenden GroBen von einem Parameter T ab
hangig und bezeichnen die Ableitung nach T durch einen ubergesetzten Punkt. 
Dann erhalten wir durch Differenzieren der Gleichung (18) nach T: 

(19) C2~ =2(d)~ + r2;l) - i(r~) - t(i;I'l) - t(r~). 

Diese Gleichung multiplizieren wir mit ~ und beachten, daB wegen ~z = 8z o;z 

(20) 

ist. Somit erhalten wir 

(21) 

Hier verschwinden die Glieder mit ~ nach (18); der Faktor von t laBt sich in 
der Gestalt (;I'l X r) X ~ schreiben; er ist also proportional zu (~x f) X ~. Dieser 
z z 

o 

Vektor steht senkrecht auf der 
N ormalen der Ebene ~,f, 
liegt also in ihr und steht 
auperdem auf ~ senkrecht. 
Daher muB er nach Fig. 131 
parallel zu s sein. Mithin er
halten wir fur die Verruckung 
von t, tch = 6r, 

(22) s6t = 0, 

womit unsere Behauptung be
wiesen ist. Man kann dies 
Ergebnis auch so aussprechen: 

Die Tangentialebene der 
Strahlenlliiche sIehl immer senk-

.II recht aul der WeUennormalen 
(s. die Fig. 137, die schema
tisch die Konstruktion flir die 
Ebene darstellt). 

Fig. t37. .. Norma1enfllche a1s Fu8pUDktsfllche der Strahlenfllche. 
b Slrahlenfllche a1s Htlllfiiche der Normalenfllche. 

Nun fallen aber in den Achsenrichtungen entsprechende Punkte von Wellen
und Strahlenflache zusammen, wie man aus den Gleichungen § 58 (14) und.§ 59 
(10) unmittelbar erkennt (wir kommen darauf auch ba1d zurUck). Mithin isf die 
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Normalen/lache die FufJpunkts/lache der Strahlen/lache und umgekehrt die Strahlen
/lache die Hull/lache der Normalen/liiche. 

Man hat daher folgende Konstruktionen: 
1st die Strahlenflache gegeben. so findet man zu einem ihrer Punkte P die 

Richtung der Wellennormalen (s. Fig. 137a). indem man in P die Tangential
ebene konstruiert und yom Nullpunkte 0 das Lot OQ auf diese fiillt. OQ ist dann 
die Wellennormale und Q ein Punkt der Normalenflache. 

1st umgekehrt die Normalenflache gegeben. und will man zu einem ihrer 
Punkte Q den Strahl konstruieren (s. Fig. 137b). so hat man in Q und zwei un
endlich benachbarten PunktenQl' Q2 die Normalenebenen auf OQ bzw. OQl bzw. 
OQz zu konstruieren. Sie schneiden sich in einem Punkte P der Strahlenflache, 
und 0 P ist der Strahl t. 

§ 61. Optische Kristallklassen. Optisch-isotrope und einachsige 
Kristalle. 

Die durchsichtigen Kristalle zerfallen hinsichtIich ihres optischen VerhaItens 
in nur drei Klassen: 

1. Kristalle mit drei gleichwertigen, au/einander senkrechten Symmetrieachsen. 
Hierzu gehOren die Kristalle des regularen (oder kubischen) Systems. Es ist 
klar, daB beirn Vorhandensein von drei in der Substanz festen, physikalisch mit
einander vertauschbaren orthogonalen Achsen das System der dielektrischen 
Hauptachsen mit diesen zusammenfiillt. Dann ist aber Ez = E" = E. = B, d. h. 
es gilt wieder ~ = B (if, und der Kristall ist optisch isotrop, genau wie ein amorpher 
Korper. 

2. Kristatle mit einer ausgezeichneten kristallographischen Richtung. Hierzu 
gehoren die Kristalle des trigonalen, tetragonalen und hexagonalen Systems, bei 
denen die ausgezeichnete Richtung bzw. drei-, vier-, sechszahlig ist. Hier muB 
eine dielektrische Hauptachse mit der kristallographisch ausgezeichneten Achse 
zusammenfallen, von den beiden anderen kann die eine in der Normalebene 
beliebig gewahIt werden ("frei drehbare Achsen"). Legen wir die z-Richtung in 
die ausgezeichnete Achse, so gilt Bz = B" =1= B.. Man nennt soIehe Kristalle 
optisch einachsig. 

3. Kristalle ohne ausgezeichnete kristallographische Richtung. Hierzu gehoren 
die Kristalle des rhombischen, monoklinen und triklinen Systems. Bei diesen ist 
die Lage des di~lektrischen Achsensystems durch Symmetrie nicht vollstandig 
bestimmt, wechselt daher auch mit der Frequenz des Lichts; und man hat den 
allgemeinen Fall, wo Bz =1= B" =1= E. ist. 

DaB es nur drei optisch verschiedene Kristallarten gibt, erkennt man be
sonders deutlich durch Betrachtung der FREsNELschen Ellipsoide, z. B. des 
Normalenellipsoids. Es gibt ja nur zwei Stu/en der Entartung eines Ellipsoids: 
Entweder i~t es allgemein dreiachsig oder ein Rotationsellipsoid mit einer aus
gezeichneten Richtung oder eine Kugel, bei der alle Richtungen gleichwertig 
sind (Isotropie). Die Benennung optisch ein- bzw. zweiachsig hiingt mit der 
Zahl der Kreisschnitte durch den Mittelpunkt zusammen, die wir bereits im 
vorigen Paragraphen kurz betrachtet haben. 

1st namlich der zu einer Normalenrichtung s senkrechte Schnitt durch den 
Mittelpunkt eines Normalenellipsoids ein Kreis, so sind die beiden Normalen
geschwindigkeiten, die zu dieser Normalenrichtung gehOren, einander gleich. 
Eine soIehe Richtung gleicher Normalengeschwindigkeiten heiBt optische Achse 
(oder genau optische Normalenachse). Die entsprechende Konstruktion am 
Strahlenellipsoid fiihrt auf die Strahlenachse. 
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Nun hat ein allgemeines dreiachsiges Ellipsoid bekanntlich zwei Kreisschnitte 
durch den Mittelpunkt; es gibt also in diesem Falle zwei optische Achsen. Beim 
Rotationsellipsoid gibt es einen auf der Symmetrieachse senkrechten Kreisschnitt; 
die Symmetrieachse ist also die eine optische Achse. Endlich, bei der Kugel, ist 
jeder Schnitt Kreisschnitt, jede Richtung gewissermaBen optische Achse (Iso
tropie). 

Folgende Tabelle 7 gibt eine Dbersicht iiber alle vorkommenden FaIle. Dabei 
siRd mit der Farbe verand'erliche Achsen als diinne Pfeile gezeichnet, wahrend 
sokhe, die in der Kristallsubstanz fest stehen (ausgezeichnete Achsen), dick ge
zeichnet sind; frei drehbare Achsen sind durch einen Kreis bzw. eine Kugel 
gekennzeichnet. 

Kristallo
graphische Sym

metrie 

dielektrische 
Achsen 

Tabelle 7. 

Triklin Monoklin 

tLi~i 
mei urlt-d-er--jl'--e-m-e-f-e-s't-e-,-

Farbe ver- zwei' mit der 
anderliche II Farbe ver-

Achsen llnderliche 
Achsen I 

dreiachsiges Ellipsoid 

Rhombisch 

mei feste 
Achsen 

Tri· }
Tetra· § 
Hexa· .. 

eme feste, 
zwei frei 
drehbare 
Achsen 

Kubisch 

drei frei 
drehbare 
Achsen 

Kugel Normalen
ellipsoid 

Optische 
Achsen zweiachsig 

I! Rotations- I. 

ellipsoid 

I ----
emachsig i isotrop 

Analytisch kniipfen wir die Diskussion an die Normalengleichung § 59 (5), 
die wir zur Vermeidung von Nennern, die Null werden konnten, in die ganz 
rationale Form bringen 

(1) 5~(~ - c!)(~ - c!) + 5!(C: - c!)(c~ - c;) + 5;(~ - c!)(~ - c!) = O. 

Wir behandeln in diesem Paragraphen die 

Optisch einachsigen Kristalle. 
Bei diesen1 ist c., = Cv = co, c. = c.. Bezeichnen wir den Winkel zwischen 5 und 
der z-Achse mit {}, setzen also 

(2) y'5~ + 5: = sin{}, 5, = cos{}, 

so lautet die Normalengleichung (1) 

(3) (~ - c~{(~ - c!)sin2{) + (~ - ~COS2{)} = O. 

SiezerfaIlt also in zwei Gleichungen, deren Wurzeln man sof<;>rt hirischreiben kann: 

(4) { 

Die beiden Mantel der Normalen/lache sind also eine Kugel vom Radius c',. = Co 

und eine Rotations/lache, ein Ovaloid (Flache vierter Ordnung). Zu jeder Normalen
richtung gehOren daher zwei Wellen, eine ordentliche mit richtungsunabhiingiger 

1 0 und e heiBt ordinllr und extraordmllr, eine Bezeichnung, die durch das foJgende 
verstllndlich wird. 
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Geschwindigkeit und eine aufJerordentliche, deren Geschwindigkeit von der Nei
gung gegen die optische Achse, die z-Achse, abhangt. Nur fUr die Richtung 
{} = 0 sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten einander gleich: 

(5) ({) = 0) 

Fur {} = 71:/2 wird die Geschwindigkeit der auBerordentlichen Welle c~ = c.; 
daher kann man alle optisch einachsigen Kristalle klassifizieren nach dem Vor
zeichen der Geschwindigkeitsditterenz c. - Co senkrecht zur Achse: 

a} Der ordentliche Strahlliiutt schneller als der aufJerordentliche, co> c., positiv 
einachsige Kristalle (Beispiel: Quarz) (s. Fig. 138a). 

b) Der ordentliche Strahl liiutt langsamer als der aufJerordentliche, Co < c,' 
negativ einachsige Kristalle (Beispiel: Kalkspat) (s. Fig. 138b). 

Die Polarisationsrichtungen ubersieht man am bequemsten am Normalen
ellipsoid. Wir bezeichnen die durch 5 und die z-Achse gelegte Ebene als den 
Hauptschnitt. Dann liegt von den beiden Hauptachsen der zu 5 gehorenden 
Schnittellipse immer eine im Hauptschnitt, eine steht senkrecht auf ihm. Die 

a b 

tZ 

• 

C,>Ce C,<C, 

Fig. 138 a und b. Die Normalenflache beim einachsigen Kristall. 

Lange der letzteren ist gleich dem Radius des Aquatorkreises des Rotations
ellipsoids, also gleich dem Radius Co der Kugel, die zum ordentlichen Strahl 
gehOrt, unabhangig von der Richtung von 5. Mithin schwingt der Vektor ~ in 
der ordentlichen Welle senkrecht zum H auptschnitt, in der auperordentlichen WeUe 
parallel zum Hauptschnitt. Da in der alteren optischen Literatur als Polarisations
richtung die Richtung des Vektors ~ bezeichnet wird, der auf ~ senkrecht steht, 
59 pflegt man zu sagen: Der ordentliche Strahl ist im Hauptschnitt polarisiert, 
der auperordentliche senkrecht zum H auptschnitt. 

In der geschichtlichen Entwicklung der Optik haben diese Verhaltnisse eine 
Rolle gespielt be, der Entscheidung der Frage, ob der Lichtvektor parallel oder senk
recht zur Polarisationsrichtung (definiert durch die Ausloschungsrichtung bei der 
Spiegelung unter dem BREWSTERschen Winkel) anzunehmen ist, d. h. in der Sprache 
der elektromagnetischen T4eorie: ob er der Vektor ~ oder ~ ist. FRESNEL, 
der die Meinung vertrat, daB die Lichtschwingung senkrecht zur Polarisations
rich tung erfolgt, rechtfertigte diese Ansicht durch folgende "Oberlegung: Er nimmt 
als selbstverstandliche Voraussetzung an, daB die Lichtgeschwindigkeit nur von 
der Richtung der Schwingung des "Lichtvektors" abhangt. Dann betrachtet 
er den Durchgang verschiedener Wellen durch einen einachsigen Kristall, wobei 
die Wellennonnale ~ immer im selben Hauptschnitt liegen 5011. Der ordentliche 
Strahl jeder dieser Wellen hat stets dieselbe Geschwindigkeit; folglich muB der 
"Lichtvektor" fUr alle diese Wellen gleich und gleichgerichtet sein. Daraus folgt, 
daB er senkrecht auf demHauptschnitt stehen muB; lage er im Hauptschnitt, 
so wiirde er, da er auf 6 senkrecht bleibt, bei einer Drehung von 5 ebenfalls 
seine Richtung andern. In der elektromagnetischen Theorie ist aber ~ der auf 
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dem Hauptschnitt senkrechte Schwingungsvektor (nicht ~). In der Tat haben 
wir gesehen [§ 58 (19)], daB die Lichtgeschwindigkeit (Brechungsindex n) durch 
~ bestimmt ist. 

Genau dieselben Betrachtungen hatten wir an die Strahlenflache ankniipfen 
konnen. 

§ 62. Optisch zweiachsige Kristalle. 
Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall der Gleichung § 61 (1). Um von 

der durch sie dargestellten Flache eine anschauliche Vorstellung zu erhalten, 
untersuchen wir die Schnittfiguren in den Koordinatenebenen des dielektrischen 
Hauptachsensystems. Damit die Form dieser Schnittkurven bestimmt ist, 
miissen wir die relativen GroBen der charakteristischen Konstanten festlegen: 
wir bestimmen 
(1) Es < E" < Ez ; cs > c" > cz • 

Setzen wir nun in § 61 (1) etwa Ss = 0, so zerfallt die Gleichung in zwei, nam-
lich in 

(2) { 

Der Schnitt der Flache mit der yz-Ebene besteht also aus einem Kreis und 
einem Oval I, und dasselbe gilt fiir die beiden anderen Koordinatenebenen. Der 

z z !I Unterschied der drei Ebenen 
besteht nur in der Lage des 
Ovals gegen den Kreis (siehe 
Fig. 139). Bei der von uns ge

-tt--+---lff-.r~ wahlten F estsetzung wird in 

Fig. t39. Die Normalenfllche beim zweiachsigen Kristall. 

der yz-Ebene der Kreis das 
Oval ganz umschlieBen, in 
der xy-Ebene das Oval den 
Kreis und in der xz-Ebene 

werden sich beide in zwei Punktepaaren durchdringen. Die Verbindungs
linien des Nullpunkts mit diesen Punkten sind die optischen Normalen
achsen N I , N 2 • DaB es auBer diesen keine weiteren optischen Achsen gibt, folgt 
unmittelbar aus dem geometrischen Satz iiber die Kreisschnitte des Ellipsoids. 
Wir wollen es hier aber auch noch durch eine kleine Rechnung (die mit dem 
Beweis jenes Satzes identisch ist) bestatigen. Die Gleichung § 61 (1) lautet;, 
nach Potenzen von c! geordnet, 

(3) c~ - c!{s~(c;+c;) + s~(~+c~) + s~(~+~)}+ (s~~c~ + s~~~ + s~~c~) = 0 
und hat die Losungen 

(4) c! = l{s~(~ + c;) + s:(~ + ~) + s~(c~ + c:)} ± liD, 
wo die Diskriminante 

(5) D = {s~(~ + c;) + s:(c~ + c;) + s!(~ + ~)}2 - 4(s;~~ + s~c~c; + s!~~) 
ist. Wir fiigen im letzten Glied den Faktor 1 = s~ + s: + s~ hinzu und fiihren 
die Abkiirzungen 

(6) 1 
E = S~ (~,- c;) ~ 0, 

1J = s: (~ - ~) < 0, 

C = S~(C! - ~)~O 

1 Ffthrt man rechtwinklige Koordinaten ein durch c .. ~. = ", c .. ~. = g, also c! = ". + Zl, 

so lautet die Gleichung des Ovals (yl + gl)1 = c: yB + c:zB • 
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ein. Dann liefert eine leichte Rechnung 

(7) D = ~2 + 1J2 + l;,2 - 21J' - 2C~ - 2~1J = (~+ 1J - ,)2 - 4~1J. 

Die Bedingung flir eine optische Achse. d. h. flir eine Doppelwurzel der quadra
tischen Gleichung (3), lautet D = O. Nun ist aber 

(8) (~+ 1J - ,)2>0. --4~1J>0; 

also folgt aus D = 0, daB jeder Summand in (7) verschwindet: 

(9) ~+1J-'=0, ~1J=0. 

Die zweite dieser Gleichungen zeigt. daB entweder ~ oder 1J verschwinden muB; 
~ = 0 ist aber unmoglich, denn dann wiirde aus der erst en der Gleichungen (9) 
1J = , folgen, und das ist nach (6) nur moglich, wenn 1J und , verschwinden; 
es konnen aber nicht 'aIle drei Komponenten des Einheitsvektors $ gleichzeitig 
verschwinden. Somit bleibt nur die Moglichkeit 

(10) 1J=0, ~=,. 

Diese Gleichung bedeutet 

(11) $1/ = 0, $~(c;, - c;) = $;(c; - c;). 

Die optischen Achsen liegen also. wie behauptet, in der xz-Ebene. Bezeichnen 
wir mit p den Winkel einer der optischen Achsen gegen die z-Achse, setzen also 
~z = sinp, £iz = cosp, so folgt aus der zweiten Gleichung (11) . 

(12) 

d. h. die optischen Achsen liegen symmetrisch zur z-Achse. 
In derselben Weise laBt sich die Strahlenflache behandeln. Die Schnittfigur 

mit der Koordinatenebene fz = 0 besteht nach dem Obertragungsprinzip § 59 (11) 
und nach (2) aus den Kurven 

(13) _1 __ Jl ~ 
c'" - c' + CZ , , . . 

also aus dem Kreis, der auch bei der Normalenflache auf tritt, und einer Ellipse l 

mit den Halbachsen c~ und cll . Genau dasselbe gilt fiir die beiden anderen Ko
ordinatenebenen. Wegen der Ungleichungen (1) umschlieBt auch hier in der 
yz-Ebene der Kreis die Ellipse, in der xy-Ebene die Ellipse den Kreis, wahrend 
in der xz-Ebene sich beide durchdringen. Die Richtungen nach diesen Doppel
punkten bestimmen die Strahlenachsen 51' 52' Fiir den Winkel ", den eine 
soIehe mit der z-Achse bildet, erhiilt man 

/-- /-.--. 
t - ±V E¥ - Ez - ± c'l Cz - c¥ C. t p g" - -- - - -.--. = - g . 

£z - E, Cz c, - Cz Cz 
(14) 

Wegen Cz < Cz schlieBt also die Strahlenachse gegen die z-Achse einen kleineren 
Winkel ein als die Normalenachse. 

Wir wollen nun untersuchen, wie die zu einer Wellennormalen £I gehorenden 
Strahlrichtungen f bei zweiachsigen Kristallen gelegen sind, und benutzen hierzu 
die Formeln § 59 (23) und (22), die wir noch einmal hinschreiben: 

f i!z {2 + gl } 
z = cc cn c· - c. . 

" , "z 
(15) 

(16) 

1 In rechtwinkligen Koordinaten lautet die Gleichung dieser Ellipse yllc: + zlfc: = 1 . 
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Man sieht, daB im allgemeinen zu jedem 5 genau zwei 1 geh6ren, entsprechend 
den beiden Werten von c,,; Ausnahmen k6nnen nur eintreten, wenn einer der 
Nenner wie c;. - c~ verschwindet. Das ist aber gemaB der Normalengleichung 
§ 59 (5) nur dann der Fall, wenn (; in einer Koordinatenebene (z. B. der yz-Ebene) 
des Hauptachsensystems liegt. 

Wir zeigen nun, daB auch in diesem FaIle keine Singular it at eintritt, wenn 
es sich urn diejenigen Koordinatenebenen handelt, die die optische Achse nicht 
enthalten (xy- und yz-Ebene); ein singulares Verhalten tritt nur flir die Ebene 
der optischen Achsen (xz-Ebene) ein. 

Betrachten wir z. B. die yz-Ebene, fur die 5., = 0 ist; flir die eine der beiden 
Wellen ist auBerdem nach (2) c~ = C;,2 = ~. Aber der Quotient 

(17) ~-~ ~ 
c: - c~ - c: - c" + c~ - c~ 

[s. § 59 (5)] bleibt flir c" ~ c., endlich, da c., > clI > Cz angenommen war. Nun 
zeigt die Gleichung (16), daB 

'18) 
g2 

jj~ = {C~ ~ C!Y + ~; l(c~ ~ c:Y + C~ = c~r]} 
im Limes 5., ~ 0 (und damit c" ~ c"') gegen den Grenzwert 

(C~~ c:r 
konvergiert; also wird nach ( 1 5) 

(19) 
1 ' , 

I' ~ C" - Cz 0 
I"'~ C"C, "'~~ . 

Genau dasselbe gilt flir die xy-Ebene: Liegt 5 in e£ner der beiden Ebenen xy 
oder yz, so liegen auch die zugehiirigen strahlen f in diesen Ebenen, und es tritt 
keine singularitiit ein. 

Anders in der xt-Ebene. Hier hat man 

(20) ~-~ ~. 
C1 Cl - C' - c· + c' - C· ' 
,.-. % " Z " 

die rechte Seite bleibt im allgemeinen flir 5,1 ~ 0, c" ~ CII endlich; es gibt aber 
einen A usnahmefall, niimlich wenn 5 der Bedingung 

(21) s~(~ - C;) - s~(~ - c;) = 0 

genugt, d. h. mit einer der optischen Normalenachsen zusammenfiillt [so (11)]. 
Dann konvergiert namlich der Quotient (20) gegen Null. Andrerseits hat man 
wieder 

(22) 

und 

(23) 

also 

(24) 
I' 1 9, 
III-+,C • -,,-,-; 

II , XIII 

c:- c: 
dieser Bruch ist unbestimmt, da. Zahler und Nenner gegen Null gehefl. 

Tatsachlich ergibt sich nun, daB zur Normalenachse unendlich viele Strahl en 
gehiiren, die einen Kreiskegel erfullen. 
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Urn diese Behauptung zu beweisen, gehen wir aus von der Gleichung § 59 (19) 
und setzen in ihr SII = 0: 

(25) ~+~=O 
c~ - c~ cf - c~ . 

Diese Gleichung kombinieren wir mit der Aussage § 58 (36), die fur die Normalen
achse (SII = 0, Cn = cII) lautet: 

(26) c, (s", f", + s. f.) = CII . 

Aus (25) und (26) eliminieren wir c,: 

(27) (fsss~ + f.s.e;) (fsss + f.~.) = c~. 

Betrachten wir nun irgendeinen Punkt auf dem Strahl f im Abstande ", der die 
Koordinaten x = .,f"" y = Tfll , Z = .,f. hat, so genugt er der Gleichung 

(28) (xss~ + zs.e;) (d", + ZS,) = c!(x2 + y2 + Z2) . 

Diese stellt einen Kegel zweiten Grades mit dem Nullpunkt als Spitze dar (da 
ja Multiplikation aller Koordinaten mit demselben Faktor die Gleichung nicht 
andert). Die Richtung s liegt auf seinem Mantel; denn setzt man x = p,s"" 
y = P,SIl' Z = p,s,. so wird die linke Seite von (28) z 
nach (21) gleich p,2 c!, also gleich der rechten Seite. 

Wir schneiden nun den Kegel mit der Wellen
ebene, die zur Normalenachse gehOrt. Ihre Glei
chung lautet: 

(29) xs", + zS. = cII • 

Dann erbalt man zunachst durch Einsetzen in (28) 

(30) xs",c~ + zs,c; = CII (X2 + y2 + z2) . 

Das ist die Gleichung einer Kugel; die zur Nor
malenachse gehorende Wellenebene schneidet also 
unseren Kegel in einem Kreis. .r 

Urn uns die Lage der Normalenachse, der Fig. t40. Der Strahlenkegel beim Zu· 
sammenfallen der WelleDnormalen mit 

Strahlenachse und des Kegels zu veranschaulichen, einer optlschen Achse. 

geniigt es, eine Figur in der xz-Ebene zuentwerfen; 
wir setzen also y = O. Dann entspricht der Kugel (30) ein Kreis 

(31) (x - a)2 + (z - b)2 = R2 

mit 

(32) 

und 

(33) 
II 11+'2 

D2 _ 2 + b2 _ C" c. - c.c" c.c" 
n- - a - • 

4C: 

Der Kreis geht also durch den Nullpunkt (s. Fig. 140). Zieht man von diesem 
aus die Normalenachse, die den Kreis in N schneidet, und errichtet auf ihr 
in N das Lot (entsprechend der Wellenebene), so trifft dieses den Kreis im 
Punkte A, der mit dem Nullpunkt 0 auf demselben Durchmesser liegt. Es ist 
dann ON.~ c" OA = 2R. Das Dreieck OAN ist der Durchschnitt unseres 
Kegels mit der xz-Ebene. und AN ist die Spur des Schnittkreises der Wellen
ebene. Fur den Offnungswinkel des Kegels erbalt man aus Fig. 140 
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Setzt man nun den Wert von R aus (33) ein, so findet man 

(35) tgX = :2 y(c; - c;) (c; - c;) . 
/I 

Genau dieselben Oberlegungen lassen sich auf den Fall ubertragen, daB die 
Richtung des Strahls gegeben ist, und daB man nach der Richtung der zu
gehorigen Wellennormalen fragt. 1m allgemeinen gehOren zu jedem f zwei Rich
tungen S, auch in den Koordinatenebenen, auBer in der xz-Ebene, wenn f in 
die Richtung einer Strahlenachse fallt. Zur 5trahlenachse gehOrt ein ganzer 
Kegel von Normalen, auf dem die Strahlrichtung 05 liegt (s. Fig. 141). Der 
Kegel schneidet die xz-Ebene auBer in 'dem Strahl 05 noch in einer zweiten 
Geraden OB, wobei B auf der Normalenflache liegen moge. Dann ist B5 die 
Spur eines Kreisschnittes des Kegels, dessen samtliche Seitenlinien Wellen-
z normalen zum Strahl f = 05 sind. Der Off

nungswinkel tp des Kegels ist gegeben durch 

1 ff2..2 . -2\ ( ~) c: tgtp = -1 ('z - ""I C; - Cz = - tgX . 
c~cz CzC, 

Erinnern wir uns nun, daB die Strahlen
flache die Hiillflache der Normalenflache 
und umgekehrt die Normalenflache die FuB
punktsflache der Strahlenflache ist, so 
kommen wir zu der in Fig. 141 dargestellten 
Konfiguration, die wir noch einmal kurz 
beschreiben wollen. 

Die Normalenflache schneidet die Zeichen
ebene (xz-Ebene) im Kreise mit dem Radius 
c;, = CII und im Oval mit dem Radiusvektor c;; . 

.E-------~Cl---!-----.r Die Strahlenflache hat als Spur in der xz
Ebene denselben Kreis c; = CII und die 

Fig. HI. Konstruktion der Kegel cler koniscben Ell' ..lID' Kr' h'd 
Refraktion. Ipse (;,. er gememsame elS SC nel et 

das Oval im Punkte N (Doppelpunkt der 
Wellenflache), der auf der Normalenachse ON liegt, und die Ellipse im Doppel
punkt S, der auf der Strahlenachse 05 liegt. 1m Punkte N hat die Normalen
achse eine Normalenebene, die den Mantel c': der Strahlenflache (Ellipse) in A 
und in dem ganzen Kreise mit dem Durchmesser N A beriihrt; die Seitenlinien 
des zugehorigen Kegels sind die zur Normalenachse gehorenden Strahlen. 

1m Punkte 5 existiert ein Kegel von Tangentialebenen an die Strahlenflache, 
wobei in unserer Schnittfigur nur zwei zur Anschauung kommen, namlich durch 
die den Kreis C, und die Ellipse in 5 beriihrenden Geraden. Letztere trifft das 
Oval inB, und es ist OB ..1 B5; 05 und OB sind daher zwei zur Strahlrichtung 05 
gehorende Wellennormalen. AuBerdem gehoren aber zu f als Wellennormalen 
alle Seitenlinien des Kegels, der durch die Punkte des Kreises mit dem Durch
messer B5 geht. Die Offnungswinkel X und tp der beiden Kegel sind in der 
Figur eingetragen. 

Man hat fUr diese beiden Kegel besondere Namen. Den zu N gehorigen 
nennt man den Kegel der inneren konischen Refraktion, den zu 5 gehorigen den 
Kegel der auperen konischen Refraktion. Es gibt namlich eine Erscheinung, 
welche die merkwiirdigen Fortpflanzungsgesetze in der Umgebung der optischen 
Achsen unmittelbar zur Anschauungbringt. Sie wurde von HAMILTON 1832 aus 
der Theorie vorhergesagt und von LLOYD auf HAMILTONS Veranlassung hin 
gesucht und beim Kristall Aragonit 1833 auch wirklich gefunden 1. Diese Ent-

Siehe Einleitung S. 4, Anm. 1, 2. 
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deckung ist ein Prunkstiick der iilteren theoretischen Physik, und obwohl sie 
keinen tieferen AufschluB iiber neue GesetzmaBigkeiten gibt, wollen wir sie 
doch hier wegen ihrer historischen Bedeutung als Bestatigung der FRESNELschen 
Wellentheorie besprechen. 

Wir haben zunachst zu iiberlegen, wie das Breehungsgesetz an Kristallen lautet. 
Dabei verzichten wir allerdings auf eine Ableitung der Intensitatsformeln, die 
den FREsNELSChen Formeln bei isotropen Korpern entsprechen, und begnugen 
uns mit der Bestimmung der Wellenrichtungen. Die Oberlegungen sind genau 
dieselben wie in Kap. I, § 4. Die Komponenten der einfallenden Welle in Luft 
sind Funktionen des Arguments t - IS/C. 1m Innern des Kristalls pflanzen sieh 
zwei Wellen fort, deren Komponenten nur von der Verbindung t - IS/e',. bzw. 
t - Is/ell abhangen. Legen wir nun die xy..:Ebene in die Grenzflache, so miissen 
diese Ausdriicke innen und auGen fiir z = 0 iibereinstimmen. So erhalten wir 
zwei Bedingungsgleiehungen 

{ 
XSz + ys, = n'(s~x + s~y) 

(36) = n"(s;x + s~y), 
die identisch in x und y gelten 
miissen. Also folgt 

{ 
Sz = n's~ = n"s;, 

(37) '" _ ,,,,,' _ "",11 

",,-n"'lI- n "'lI 

oder, wenn wir den Einfallswinkel f[J 
und die beiden Brechungswinkel 11" 
und 11''' einfiihren, 

( ) sinq> , sintp " 38 ---n ---'n sin '1" -, sin 'I'" - . 

Aus einer einfallenden Welle ent
stehen. zwei eindringende,· man hat Fig. 142. Das BrechuDgsgesetz ftir KristaUe. HUYGKJllsache 

KonstruktioD. 
also Doppelbreehung. 

Aber die Energie pflanzt sich ja nieht in Richtung der Normalen,.sondern in 
Richtung des Strahles fort. Wenn man also ein enges Parallelbiindel einfallen 
laBt, so spaltet es sich in zwei eindringende Biindel, deren Richtungen nicht 
durch die Winkel 11" und 11''', sondern durch die zugehorigen Strahlenrichtungen 
bestimmt sind. Man kann diese leieht nach dem HUYGENSSchen Prinzip kon
struieren. Die Zeichenebene sei die Einfallsebene, z = 0 die Grenzflache, AlB 
die Spur des Querschnitts der einfallenden Welle, AIAz die Spur des beleuchteten 
Telles der Grenze (s. Fig. 142). Man konstruiert nun urn Aials Mittelpunkt die 
Strahlenflache mit ihren beiden Manteln E', E", und zwar derart, daB die Lauf
zeit entsprechender Strahlen von Al nach der Flache mit der Laufzeit von B 
nach All identisch ist. Sodann konstruiert man in A z die zur x-Achse senkrechte 
Gerade der Grenzflache und legt durch sie die Tangentialebenen anE' und E". 
Das sind nach dem HUyGEN~hen Prinzip die Phasenebenen der gebr'ochenen 
Welle. Die BerUbrungspunkte GI , Gz liegen im allgemeinen nieht in der Zeichen
ebene (doch haben wir sie zurVereinfachung der Figur so gezeiehnet); AlGI und 
AIG. sind die Strahlen f', f". Die Normalen s', s" erhiilt man, indem m·an von Al 
die Lote Al DI und Al DB auf die Tangentialebenen fillt. Bei einachsigen Kristal
len, wo der eine Mantel der Strahlenflache eine Kugel ist, liegt der entsprechende 
ordentliche Strahl immer in der Einfallsebene. 

Wir kommen nun zu der Besprechung der oben erwiihnten Erscheinung der 
ko-"isehen Relraktion. 
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Eine Kristallplatte (etwa Aragonit) sei so geschnitten, daB eine Normalen
achse senkrecht zur Grenzebene liegt. Auf der Oberflache sei ein Diaphragma 
mit enger Offnung angebracht, auf das ein Bundel parallelen Lichts senkrecht 
zur Platte auffallen moge. Nehmen wir zuerst an (was physikalisch nicht reali
sierbar ist), daB dasBundel aus einem einzigen ebenen Wellenzuge besteht, dessen 

--

Fig. 143. Innere konische Refraktion. 

Normale also beim Eintritt in den Kristall 
exakt mit der Normalenachse zusammenfiillt. 
Dann breitet sich die Energie des einfallenden 
Lichts im Kristall auf einem Hohlkegel aus, der 
durch den oben konstruierten Kegel der inneren 
konischen Refraktion gegeben ist (s. Fig. 143). 
Das an der· anderen Grenzflache austretende 
Licht erfullt dann einen Hohlzylinder von kreis
formigern Querschnitt. Wenn man einen ·zur 
Platte parallelen Schirm anbringt, sollte man 
also eine ringformige Kreislinie beobachten. 
Tatsachlich aber wurde die Intensitat dieser 

Linie urn so schwacher werden, je genauer die Bedingung erfiillt ist, die wir 
vorausgesetzt haben, daB namlich das einfallende Licht aus einem streng un
endlich dunnen Bundel besteht. 

Bei den wi~klichen Beobachtungen benutzt man, urn endliche Intensitat zu 
erhalten, Bundel von kleinem aber endlichem Offnungswinkel. Nach POGGEN-

DORFF l und· HAIDINGER 2 beobachtet man dannauf einem 
Schirm einen hell~n Kreisring, der durch eine feine dunkle Linie 
in zwei Ringe geteilt wird (s. Fig. 144). Bei den ersten Versuchen 
von LLOYD war dieser dunkle Ring wegen zu grober Blende nicht 
beobachtet worden, und er blieb auch nach seiner Entdeckung 
zunachst ungekliirt, bis VOIGT 3 ihn auf folgende Weise deutete. 

Es handeIt sich urn das VerhaIten der Strahlen fUr Normalen 
in der Umgebung der Normalenachse. Zur Veranschaulichung 

JIIr. 144. LlebtenllW· nehmen wir als Zeichenebene die Ebene des Beriihrungs
DUD« ,:!:~~::.*heo kreises K der zur Normalenachse gehOrenden Tangentialebene 

an die Strahlenflache (s. Fig. 141) und markieren in dieser die 
DurchstoBungspunkte aller Normalen und Strahlen. Wir bezeichnen den Radius 
des Beruhrungskreises mit Ro und fiihren in seiner Ebene Polarkoordinaten R, .fP 

vom Kreismittelpunkt M aus ein (s. Fig. 145); 
auBerdem fUhren wir ein zweites System r, rp von 
Polarkoordinaten urn den Spurpunkt N der Nor
malenachse ein. Als Nullinie fUr fP und rp nehmen 
wir die Verbindungslinie MN. Dann handeIt es 
sich darum, die Umgebung des Kreises K abzu
bilden auf die Umgebung des Punktes N, und 
zwar offenbar gemaB der GAussschen Abbildung 
durch parallele Normalen (s. Fig. 145). Errichten wir 
in N das Lot auf die Zeichenebene, so schneidet eine 
unter dem Polarwinkel (lJ durch das Lot gehende 
Halbebene die Strahlenflache in einer Kurve, die 

Fig.l4S. AbbUdungderTangentialebene (vgl. Fig. 140) in der Nahe des Schnittpunktes A 
der Strahlenflllcbe auf die Umgebung . K ff b H 

der Norma1enachse. mlt 0 en ar mit einer auptkrummungslinie der 
-----

1 J. C. POGGENDORl'F: Pogg. Ann .• Bd. 48 (1839) S. 461. 
I W. v. HAIDINGER: Pogg. Ann. Ed. 86 (1853) S. 486. 
a W. VOIGT: Physik. Z. Bd. 6 (1C)05) S. 673 u. 818. 
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Flache zusammenfii.llt. Die in ihr gelegenen Normalen dieser Flache sind 
also in der Niihe von K zu den Wellennormalen parallel. 1st nun P ein Punkt 
der Spur NA dieser Ebene, so entspricht die Strecke AP einer parallelen 
Strecke NQ in der Abbildung. Die entstehende Abbildung ist zweideutig; denn 
liegt P auBerhalb des Kreises K und lauft einmal urn diesen herum, so durch
lauft der Bildpunkt Q ebenfalls einen kleinen Kreis urn N; liegt aber P inner
halb des Kreises K, so liegt der Bildpunkt symmetrisch in bezug auf N und 
lauft ebenfalls zugleich mit P einmal urn N herum. In Formeln driickt sich 
diese Abbildung so aus: 

Fiir R> Ro: r = c(R - Ro), 

cp=c.P; 

fiir R < Ro: r = c (Ro - R) , 
(39) 

cp=c.P+n

(wo iibrigens c noch von c.P abhiingen wird). 
Es sei nun u (r) die Dichteverteilung der einfallenden Energie, die auBerhalb 

eines Kreises k urn N verschwinden moge, und U (R, c.P) die entsprechende 
Dichteverteilung in der Umgebung des 
Kreises K. Dann gilt offenbar 

(40) u(r)rdrdcp = lU(R, c.P)RdRdc.P. 

wobei der Faktor I von der doppelten 
Dberdeckung herriihrt. Hieraus erhalt 
man mit (39) 

(41) Fig. 146. Aullere koniscbe Refraklion. 

Aus dieser Formel erkennt man, daB U fiir R = Ro verschwindet, und damit 
ist das Auftreten der dunklen Trennungslinie verstandlich gemacht. Der Sach
verhalt ist also folgender: 

Die exakt in der Richtung der Normalenachse laulende Welle gibt eine unend
lich schwache Erhellung aul dem Kreise K, die ein wenig von der Achsenrichtung 
abweichenden Wellen zwei merklich erhellte Kreisringe aul beiden Seiten des 
Kreises K. 

In ganz analoger Weise kann man auch die iiufJere konische Relraktion experi
mentell nachweisen. Zu dem Zwecke muB man eine Kristallplatte senkrecht zu 
einer Strahlenachse schleifen und zur Ausblendung eines einzelnen Strahles auf 
beiden Seiten des Kristalls Blenden mit genau gegeniiberliegenden feinen Off
nungen anbringen (Fig. 146). Li.Bt man nun vermittels einer Linse konvergentes 
Licht auf die eine Blendenoffnung von au Ben auffallen, so konnen nur soIche 
Wellen durch die zweite Offnung heraustreten, deren Normalenrichtung in un
mittelbarer Nachbarschaft der zur Strahlenachse gehorenden Normalenachsen 
liegen, die also den Kegel der auBeren konischen Refraktion eng umgeben. Man 
beobachtet dann einen aus der zweiten Offnung heraustretenden Lichtkegel (der 
wegen der Brechung beim Austritt nicht genau mit dem Kegel der auBeren 
konischen Refraktion iibereinstimmt). Auf einem Auffangeschirm sieht man 
wieder eine kreisringformige Erhellung mit dunkler Trennungslinie. Die GroBe 
des beleuchteten Ringes wachst mit zunehmendem Abstande des Schirmes 
von der Blende, wah rend sie bei der inneren konischen Refraktion konstant 
bleibt. 

Born. Oplik. 16 
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§ 63. Messung der optischen Kristalleigenschaften. 
Polarisator und Kompensator. 

Wir haben jetzt einige Bemerkungen zu machen tiber die Feststellung der 
optischen Achsen und die Messung der Hauptbrechungsindizes von Kristallen. 
Das erstere geschieht am bequemsten mit HiHe von Interlerenzliguren an Kristall
platten, bei,denen sich die DurchstoBpunkte der Achsen mit den OberfHichen deut
lich markieren. Die Theorie dieser Erscheinung werden wir in den folgenden 
Paragraphen besprechen. 

Die GroBe der Hauptbrechungsindizes ]aBt sich auf verschiedene Weise 
messen, z. B. am einfachsten mit Hilfe von Kristallprismen, deren brechende 
Kante parallel einer optischen Normalenachse liegt. Bei einachsigen Kristallen 
gentigt dazu ein Prisma; laBt man ein Strahlenbtindel durch einen feinen Spalt 
auf dieses Prisma fallen, so spaltet es sich beim Durchgang in zwei, deren Bre
chungsindizes man nach dem gewohnlichen Verfahren des Minimums der Ab
lenkung bestimmen kann. Welches der ordentliche bzw. der auBerordentliche 
Strahl ist, erkennt man an der Polarisation (der erste ist im Hauptschnitt, der 
letztere senkrecht dazu polarisiert, s. § 61). Bei zweiachsigen Kristallen braucht 
man mehrere Prismen, wodurch diese Methode weniger zweckmaBig ist. Be
quemer ist hier. das Verlahren der totalen Rellexion. Man laBt einen Lichtstrahl 
in einen geeignet geschliffenen Kristall eintreten und beobachtet, bei welchem 
Winkel an einer gegentiberliegenden Grenzflache tbtale Reflexion eintritt. Dies 
geschieht flir die beiden im Kristalllaufenden Strahlen bei verschiedenen Grenz
winkeln. 1m Relraktometer (s. I, § 13) sieht man im diffusen Licht zwei Grenzen 
der TotaIreflexion. Zwischen beiden ist das Gesichtsfeld nur durch eine der 
beiden Wellen beleuchtet, wahrend es auf der einen Seite ganz dunkel, auf der 
anderen von beiden beleuchtet ist. Aus den gemessenen Grenzwinkeln lassen 
sich die beiden Brechungsindizes ftir die betreffende Strahlrichtung nach den 
bekannten Formeln (I, § 13) ableiten. 

Kristallplatten und Prismen werden in verschiedensten Zusammenstellungen 
als Hilfsmittel bei optischen Untersuchungen b~nutzt, vor allem zur Herstellung 
und Analyse von polarisiertem Licht. Von der ungeheuren Mannigfaltigkeit der 
hier#ii kons~ruierten Apparate wollen wir die allerwichtigsten kurz besprechen. 

1. Das NlcoLSche Prisma. 
Das von WILLIAM NICOLI (1768-1851) im Jahre 1828 konstniierte Prisma 

dient zur Erzeugung von linear polarisiertem Licht. Ein Kalkspatrhombo
eder bildet das Material (s. Fig. 147). ABCD stelle seinen Hauptschnitt dar, 

o c 

\ 7J7\ 

Fig. 147. NlcoLSChes Prisma. 

dessen nattirliche Winkel von 72°' bei B 
bzw. D durch Abschleifen der Endflachen 
auf 68 ° verkleinert werden. Das Rhombo
eder wird langs der durch AC gehenden 
Diagonalebene zerschnitten. Die beiden ent
stehenden Kalkspatstticke werden langs der 
Schnittflache in der alten Lage mit Kanada
balsam wieder aneinander gekittet. Ein in 
der Langsrichtung L einfallendes paralleles 

Lichtbtindel spaltet sich in den ordentlichen und in den auBerordentlichen Strahl. 
Die Schicht Kanadabalsam ist ftir den ersteren ein optisch dtinneres, ftir den 
letzteren ein opt~h dichteres Medium (Kristall: no = 1,66, n, = 1,49; Kanada-

1 W. NICOL: Edinburgh New physic. J. Bd. 11 (1828) S. 83. 
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balsam: n = 1,54). Fiir den ordentlichen Strahl ist durch die Abmessungen des 
Prism as die Bedingung der Totalreflexion erfiillt; er wird gegen eine geschwiirzte 
Seitenfliiche reflektiert und dort absorbiert. Der auBerordentliche Strahl tritt 
fast unabgelenkt aus dem Kristall wieder aus. Er ist linear polarisiert und 
schwingt im Hauptschnitt (s. § 61). In der iilteren Ausdrucksweise hat man also 
zu sagen: das Licht ist senkrecht zum Hauptschnitt polarisiert. Man kann beirn 
NIcoLschen Prisrna nicht einfallendes Licht beliebiger Offnung verwenden, 
sondern nur soIehes, das innerhalb eines Kegels yom Offnungswinkel 29 0 eintritt. 

2. Kompensatoren. 

Zur Untersuchung von elliptisch polarisiertern Licht (Bestimmung von Lage 
und Gestalt der Schwingungsellipse) bedient man sich geeigneter Anordnungen 
von Kristallplatten. Man erzeugt durch sie eine soIehe Phasendifferenz der 
beiden aufeinander senkrechten Schwingungskomponenten, daB das elliptische 
Licht in linear polarisiertes iibergefiihrt wird, und analysiert dieses dann durch 
einen Nicol. Wegen der hierbei auftretenden "Kompensation der Phase" nennt 
man soIehe Vorrichtungen Kompensatoren. 
. Es sei die z-Achse normal zur Platte gewiihlt. Die x- und y-Achse legen wir 

in die zu dieser Normalenrichtung gehOrigen Schwingungsrichtungen (des Vek
tors :i)). Sodann denken wir die Platte so urn ihre Normale gedreht, daB die x
und die y-Achse parallel den Hauptachsen der einfallenden Schwingungsellipse 
sind, so daB diese durch die Gleichungen 

:i)~) = a coswt, 

:i)~) = b sinwt 

dargestellt wird. Nach dern Durchgang durch die Platte wird infolge der ver
schiedenen Geschwindigkeiten der beiden Strahlen eine Phasenverschiebung ein
getreten sein; man hat allgemein die Schwingungsellipse 

:i)~ = a cos (wt + /S') , 

:i)~d) = bsin(wt + /S"), 

(wobei Reflexionsverluste vernachlassigt sind). SoIl das austretende Licht linear 
polarisiert sein, so muB 

(3) 

sein; dann gilt 

(4) 

/S=/S"-/S'=±~ 
2 

Aus (3) bestimrnt sich die Dicke der kompensierenden Kristallplatte; denn man 
hat nach Kap. I, § 6 (9) 

) .i, 2:11"d (5 U = Tn , 

wo l die Wellenlange irn Vakuum ist, also 

(6) /S = /S" - /S' = 2~d (n" - n') . 

Die Bedingung der Linearpolarisation, 6 = ±n/2, liefert also 

(7) 
l 1 

d=4In"_n'l· 
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a) Viertelwellenlangenplattchen. 

Der einfachste Kompensator ist ein Glimmerplattchen von der durch (7) an
gegebenen Dicke. Da Glimmer einachsig ist, bedeuten hier n' und n" die Bre
chungsindizes des ordentlichen und auBerordentlichen Strahles. Man nennt die 
Vorrichtung ein Viertelwellenliingenpliittchen 1• Seine Handhabung geschieht in 
folgender Weise: Das einfallende elliptisch polarisierte Licht tritt erst durch das 
Plattchen, dann durch einen Nicol. Man dreht be ide urn die Strahlrichtung so 
lange, bis im Gesichtsfeld Dunkelheit eintritt. Das ist dann der Fall, wenn die 
beiden Bedingungen erfiillt sind: 1. die Schwingungsrichtungen im Plattchen 
sind parallel den Hauptachsen der eingestrahlten Ellipse; 2. die Schwingungs
rich tung des Nicols ist senkrecht zu der des linear polarisiert austretenden Strahles. 
Die zweite Angabe liefert das Achsenverhiiltnis der Ellipse nach (4). 

Bei dieser Apparatur erfolgt die Kompensation streng nur fiir eine Farbe. 
Urn sie fiir beliebige Wellenlangen zu erreichen, muB man einen Apparat kon
struieren, der es erlaubt, die Dicke der Kristallplatte stetig zu variieren. 

b) BABINETScher Kompensator. 

Ein Apparat, der in parallelem Licht zu gleicher Zeit aIle maglichen Phasen
differenzen einschlieBIich der Phasendifferenz Null erzeugt, ist der BABINETsche 
Kompensator2• Er besteht aus zwei Keilen aus (einachsigem) Quarz von gleichem 
spitzen Winkel, die langs der Hypotenusenflachen gegeneinander verschiebbar 

ESff;1I .. ' ... ' ..... . 
Fig. 148. BABINETScher Kompen

sator. 

angeordnet sind und so eine planparallele Platte ver
anderlicher Dicke bilden (s. Fig. 148). Dabei ist die 
Kante des einen Teiles parallel, die des anderen senk
recht zur optischen Achse. Der Gangunterschied der 
die beiden Platten durchsetzenden Strahlen ist 

(8) 
2.1l 

~ = T (d1 - d2) (n. _. no); 

denn da der senkrecht zur Hauptachse schwingende Strahl der schnellere ist, 
eilt die parallel zur Keilkante schwingende Komponente des Lichts in dem einen 
Keil der anderen Komponente voraus und wird im anderen Keil gegen sie ver
zagert. Fiir ein paralleles Lichtbiindel variiert die Dickendifferenz d1 - d2 stetig 
und nimmt in der Mitte der Platte den Wert Null an. Setzt man hinter den 
Kompensator einen Nicol, den Analysator, so wird das Gesichtsfeld von dunklen 
Streifen durchzogen, die parallel zu den Keilkanten verlaufen. 

1st die einfallende elliptische Schwingung, bezogen auf die Keilkante als 
x-Achse, gegeben durch 

(9) { 
'!;':l = a1 cos (w t + o~) , 
'!;~Ul = a2 cos (w t + 00) 

[so hierzu I, § 7 (3); wir rechnen hier naturgemaB mit dem Vektor ~ statt ~), 
so ist die austretende Schwingung gegeben durch 

(10) 

wo 

{ 
~~l = a1 cos(wt + 0'), 

~~d) = a2 cos (wt + 0") , 

0' = ~o + no 2t (d1 - d2) , 

0" = 00 + n. 2t (d1 - d2) • 

1 G. B. AIRY: Trans. Cambro Phil. Soc. Bd. 4 (1838), S. 313. 
B ]. BABINET: C. R. Bd 29 (1849) S. 514; S. a. ]. ]AMIN: Ann. d. phys. et chim. (3) 

Bd.29 (1850) S. 274; A. BRAVAIS: Ann. chim. phys. (3) Bd.43 (1855) S. 142. 
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Die Bedingung, daB das austretende Licht linear polarisiert ist, d" = d' + nk 
(k = 0, ±1, ±2 •... ), liefert also flir das eintretende Licht 

(11) 

und die Richtung der austretenden linearen Schwingung ist gegeben durch 

(12) 

Man denke sich nun zunachst einen polarisierenden Nicol (Polarisator) vor die 
Platte gesetzt, so daB diese von linear polarisiertem Licht durchstrahlt wird. 
Dann ist d~ = do, und die durch den Analysator (der gegen den Polarisator ge
kreuzt ist) erzeugten Streifen liegen dort, wo die rechte Seite von (11) ver
schwindet. Diese Lage der Streifen bezeichnet man als die Nullage. Wenn man 
nun elliptisches Licht untersucht, so liefert die Verschiebung der Streifen gegen 
die Nullage sofort die Phasendifferenz do - d~ des eingestrahlten Lichts und 
die Stellung des Analysators das AmplitudenverMltnis der zur Keilkante 
parallelen und senkrechten Komponenten nach (12). 

Der Apparat erlaubt daher, Phasendifferenz und AmplitudenverMltnis des 
einfallenden elliptischen Lichts zu bestimmen. Daraus kann man nach den in I, 
§ 7 angegebenen Formeln die Lage der Achsen der einfallenden Ellipse gegen 
die Keilkante und das Verhaltnis bja ihrer Hauptachsen berechnen. 

c) Der Kompensator von SOLEIL. 

Ftir manche Zwecke ist es notig, tiber das ganze Gesichtsfeld hinweg eine 
vorgegebene Phasendifferenz (z. B. die Phasendifferenz Null) zu erzeugen. Das 
hat SOLEIL1 durch die Konstruktion des fol
genden Kompensators erreicht. Zwei Quarz
keile A, A' (s. Fig. 149) liegen wie beim BABINET
schen Kompensator so tibereinander, daB sie 
eine planparallele Platte'bilden, jedoch mit dem 
Unterschied, daB jetzt die optischen Achsen 
beider Keile zu den Keilkanten parallel sind. 
Der untere Keil ist auf eine planparallele Quarz-
platte B aufgekittet, so daB die Achse des Quarzes Fig. 149. Der Kompensator von SoLEIL. 

in B senkrecht zur Keilkante steht. Dann ist die 
wirksame Weglange offenbar dB - (d.d. + dot')' In der Nullage, bei der diese 
Wegdifferenz verschwindet, ist dann bei geeigneter Stellung des Analysators 
das Gesichtsfeld vollstandig dunkel. Durch Verschiebung des oberen Keiles laBt 
sich die wirksame Wegdifferenz variieren, so daB immer tiber das ganze Gesichts
feld hinweg derselbe Gangunterschied erreicht wird. 

§ 64. Interferenz an Kristallplatten. 
Wie wir schon oben sagten, laBt sich die Lage der optischen Achsen mit 

Hilfe von Interferenzen an planparallelen Kristallplatten bestimmen. Die dabei 
auftretenden schonen Interferenzerscheinungen verdienen auch an sich ein 
genaueres Studium, geben sie doch die vollstandige Bestatigung der FRESNEL
schen Kristalloptik. 

1 N. SOLEIL: C. R. Bd.24 (1846) S. 973; ebd. Bd.26 (1847) S. 163; ebd. Bd. 31 (1850) 
S. 248; s. a. A. BRAVAIS: C. R. Bd. 32 (1851) S. 112; Ann. chim. phys. (3) Bd.43 (1855) S.141. 
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Wir betrachten zunachst den senkrechten Durchgang von parallelem, linear 
polarisiertem Licht durch eine Platte. Das von einer punktformigen Licht
quelle Q ausgehende Licht werde durch die Linse Ll parallel gemacht, trete 
dann durch den Polarisator P, die Kristallplatte K und den Analysator A und 
werde durch die Linse L2 in den BHdpunkt B der Brennebene vereinigt. Beim 
Eintritt in die Kristallplatte wird das Licht in zwei verschieden schnelle Kom
ponenten parallel zu den Schwingungsrichtungen, die zur Plattennormalen ge
horen, zerlegt; diese verlassen die Platte mit einer Phasendifferenz. Der Ana
lysator bringt die beiden koharenten Wellen mit Phasendifferenz aUf dieselbe 
Schwingungsrichtung, und man beobachtet dann in Beine von der Phasen
differenz abhangige Lichtintensitat. 

Urn die VerhaItnisse zu ubersehen, benutzen wir eine zur Platte parallele 
Zeichenebene. i)', i)" sind die aufeinander senkrechten Schwingungsrichtungen 
im Kristall (s. Fig. 150). Die Spur der vom Polarisator und Analysator durch
gelassenen Schwingungen sei durch die PfeHe OP und OA angedeutet. Der Win

kel zwischen PO und i)' heiBe qJ, der Winkel POA 
heiBe X. 

Die Amplitude des die Kristallplatte treffenden 
Lichts wird durch den Vektor OE von der Lange E 
(parallel zu OP) dargestellt. Seine Komponenten 
nach den Achsen i)', i)" sind 

(1) OC=EcosqJ, OD=EsinqJ. 

Der Analysator laBt von jeder dieser Schwingungen 
I)' nur die Komponente in seiner Richtung durch, 

Fig. t 50. Konstruktionder von Polari- also von OC die Projektion OF, von 0 D die Projek
sator ":!~~m=~.assenen tion OG. Aus der Figur liest man ab 

(2) OF = EcosqJcos(qJ -- X), OG = EsinqJsin(qJ - X). 

Diese beiden Wellen haben beim Austritt aus der Kristallplatte der Dicke d die 
Phasendifferenz 

(3) JI _ 2nd (" ') u--).- n -n . 

Nach III, § 34 (8) und (13) ist allgemein die Intensitat zweier interferierenden 
Wellen 

(4) 

wo II' 12 die Intensitaten (Amplitudenquadrate) der einzelnen Wellen sind. 
Fur diese haben wir hier die Quadrate der Ausdrucke (2) zu nehmen und erhalten 

(5) ] =EI{COS1q> cosl(q> - x) + sinlIP sinl(q> -Z) + 2sinq> cosq> cos(q> -z) sin(q> -z)cosc)}. 

Mit Hilfe der Formel cos«5 = 1 - 2 sin2 : laBt sich dieser Ausdruck umformen in 

(6) 1= E2(COS2X - sin2!p sin 2 (gJ - X) sin2 :). 

Ware die Kristallplatte nicht vorhanden (<<5 = 0), so wiirde die Intensitat 
1= E 2 coS2X aus dem Analysator austreten; das zweite Glied gibt die Wirkung 
der Platte an. 

Wir betrachten nun zwei wichtige Spezialfille: 
1. A II P, Analysator und Polarisator sind parallel, X = O. Dann wird aus (6) 

(7) 
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Maximale Intensitiit tritt also ein fiir 

(8) 

d. h. wenn die Schwingungsrichtung der Nicols mit einer Schwingungsrichtung der 
Platte zusammen/iillt . . Dazwischen liegen Stellen relativer Dunkelheit, dort wo 
sin2<p = ±1 ist, also be~ 

(9) 4'···' 
Die Intensitat im Minimum betragt 

(10) I ' . = E2 (1 - sin2~) = E2COS2~ I,mm 2 2 . 

Die Minima sind also vollstandig dunkel fiir 

(11) 

d. h. bei vorgegebenem einfarbigen Licht fur bestimmte Plattendicke. 
2. A 1.. P, Analysator und Polarisator sind gekreuzt, X = n/2. Dann ist 

nach (6) 

(12) 

Der Vergleich mit (7) zeigt, daB die Erscheinung im FaIle A 1.. P genau komple
mentar ist zum FaIle A II P: Hier hat man Richtungen v6lliger Dunkelheit 
parallel zu den Kristallschwingungsrichtungen, also bei 

(13) 
n 

<p = 0, 2' n, ... 

und dazwischen relative Maxima bei 

(14) 

von der Starke 

(15) I = £2sin2~' .L max 2 ' 

volle Intensitat hat man fUr 

(16) 

In der Praxis benutzt mandiese Erscheinung zur Herstellung von genau 
komplementiiren F arben. SolI dabei das Gesichtsfeld gleichmaBig in einer Farbe 
erhellt sein, so muB das Lichtbundel gut parallel sein, weil sonst Wegunter
schiede infolge der Neigung auftreten. 

1st diese Bedingung nicht erfuIlt, so werden die Erscheinungen komplizierter. 
Benutzt man z. B. als Lichtquelle eine beleuchtete Mattscheibe, so erzeugt jeder 
Punkt von ihr im korrespondierenden Punkte der Bildebene unabhangig eine 
Intensitat. Man sieht daher im Gesichtsfelde eine Intensitatsverteilung, die sich 
durch Kurven gleicher Helligkeit beschreiben laBt; und zwar zerfallen diese 
Kurven offenbar in zwei Typen: soIehe, die durch die Lage der Hauptschwin
gungen des Kristalls, unabhiingig von der Dicke der Platte, bedingt sind, Isogyren 
genannt, und soIehe, die durch die Neigung der Strahlen entstehen und von der 
PUUtendicke abhiingen, Isochromaten genannt. Der Name kommt daher, daB die 
Phase <5 ja nach (3) von der Wellenlange abhiingig ist; in weiBem Licht werden 
also aIle Strahlen des Gesichtsfeldes, fiir die <5 = konst. ist, dieselbe Interferenz
farbe zeigen. 
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Es geniigt, die FaIle zu betrachten, wo Analysator und Polarisator entweder 
parallel oder gekreuzt sind (die iibrigen FaIle geben weniger ausgepragte Inter
ferenzfiguren, die sich ebenso leicht ableiten lassen). Beschriinken wir nos auf 
den Fall A ..1 P (was geniigt, da A II P komplementare Erscheinungen liefert) , 
so sind bei ausgedehnter Lichtquelle in (12) sowohl rp als auch 6 Funktionen 
des Orts im Gesichtsfeld. 

Vollige Dunkelheit hat man langs zweier Kurvensysteme: 
1. Hauptisogyren, sin2rp = 0, d. h. rp = 0, n/2, n, 3n/2. Sie teilen das 

Gesichtsfeldin eine Anzahl Felder ein, derart, daB in der Mitte der Felder Hellig
keit, auf ihren Randern vollige Dunkelheit herrscht. 

2. Hauptisochromaten, sin6/2 = 0, 6 = 2nn (n = 0, 1, ... ). Sie bilden ein 
komplizierteres Kurvensystem. 

Beide Kurvensysteme iiberlagern sich; aber es ist klar, daB man sie unab
hiingig voneinander behandeln kann. 

Zur Vorbereitung betrachten wir den Fall, daB paralleles Licht schief auf die 
Kristallplatte faIlt, und berechnen die Phasendifferenz 6, als Flinktion des Ein-

i fallswinkels rp. Der einfallende Strahl Q A 

Fig. tSt. Konstruktion der Phasendifferenz zwischen 
den belden Schwingungen in einer Krista1lplatte. 

(s. Fig. 151) -wird durch Doppelbrechung 
in die beiden Strahlen AB und AC mit 
den Brechungswinkeln 1p', 1p" und den 
Wellenlangenl', ;.," zerlegt. Beim Aus
tritt werden beide wieder parallel zu
einander und zum einfallenden Strahl und 
kommen bei Abbildung mit einer Linse 
in demselben Punkte zur Interferenz. 
Fig. 151 zeigt, daB die Phasendifferenz 

{AC CD AB} (17) 6 = 2n )!I + -4-'-;: 

betragt. Ferner folgt sofort aus der Figur 

d 
(18) AB = -" costp 

1st E der Austrittspunkt der durch A 
gehenden Plattennormalen. SO ist 

(19) CD = BCsinqJ = (EB - EC) sinrp = dsinqJ(tg1p' - tg1p"). 

Setzt man (18) und (19) in (17) ein, so folgt 

(20) 6 - n d {_1_ (~ _ sin'P sin viI __ 1_ (~ _ sin 'P sin tp,\} 
- '2 cosvl' 4" 4 -, cosvl 4' 4 -,. 

~rse~zt man nun nach dem Br~hungsgesetz Si~'P in der ersten Klammer durch 
smtp' . d . d h smtp' h;:lt -r' m ' er zwelten urc -r' so er cu man 

( ) .II d (COStp" cosV"\ 2nd ( " " I ') 21 u = 2n ~ - -r) = -4- n cos1p - n cos1p . 

Es ist im folgenden nicht notwendig, mit diesem strengen Ausdruck ffir die 
Phasendifferenz zu rechnen, da die Doppelbrechung n" - n' und damit auch 
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die Winkelabweichung tp" - tp' auGerst klein ist. Bezeichnen wir mit n. tp 
Mittelwerte von n', nil bzw. tp', tp", so konnen wir naherungsweise 

(22) nil COStp" - n' costp' = d(n cosV') (nil - n') = (costp - nsintp dV')(n" - n') 
dn dn 

setzen. Wir differenzieren das Brechungsgesetz sinlP = n sin tp nach n bei festem IP 
und erhalten 

. dV' 
0= smtp + ncostp dn' 

also 
dV' 1 -=--tgtp 
dn n ' 

und damit naherungsweise aus (22) 

(23) nil costp" - n' costp' = _1_ (nil - n') . 
cosV' 

Daher wird schlieGlich unsere Phasendifferenz mit hinreichender Annaherung 

(24) .II _ 2nd ( II ') u---n -n . ). cos V' 

§ 65. Interferenzfiguren an Platten einachsiger Kristalle 
in konvergentem Licht. 

Will man bei der Anordnung von Fig. 151 die durch eine ausgedehnte Licht
quelle erzeugte Interferenz untersuchen, so hat man im Kristall ehene Licht· 
wellen aller rnoglichen gegen die Plattennormale 
ein wenig geneigten Richtungen zu betrachten. 

Wir tragen vom Punkt A der Eintritts
ebene die zurn einfallenden Biindel gehorenden 
Strahlen ab und markieren ihre Durchtritts
punkte B, B' . ... auf der Austrittsebene. Dann 
ist durch die Strecken AB. AB' . ... die Phasen
differenz der austretenden parallelen Btindel 
vollig bestimmt und damit auch die Interferenz
figur in der Bildebene der Betrachtungslinse. 
Man kann gewissermaGen die Interferenzfigur Fig. 152. Zur Theorie der lnterferenzfiguren 

auf die Austrittsebene "projiziert" denken. Will an KrlstaJlplatten. 

man nun tibersehen. was sich bei verschiedenen Plattendicken ergibt, so muG 
man die Austrittsebene parallel verschieben. Dann ist der Spurpunkt P eines 
austretenden Strabls durch die Koordinaten d, tp gegeben, und die Phasendiffe
renz b wird. durch die Formel § 64 (24) als Funktion von d und tp dargestellt. 
Dabei ist zu beach ten, daB bei beliebiger Lage der optischen Achse gegen die 
Kristallplatte auch nil - n' noch von tp abhangt. 

Man erhaIt also eine Dbersicht tiber aIle uberhaupt moglichen Kurven glei
chen Gangunterschiedes, indem man sich urn den Punkt A herum die Flachen 
6(d, tp) = konst. konstruiert und sie durch irgendwelche Ebenen d = konst. 
schneidet. 

Es ist nun vorteilhaft, statt d und tp als Koordinaten den Abstand (] = d/costp 
von A und den Neigungswinkel {} gegen die (durch A gelegte) optische Achse 
einzufiihren; (] und {} sind also gewohnliche Polarkoordinaten urn die optische 
Achse (5. Fig. 152). Die Umrechnung geschieht so: Fur einachsige Kristalle 
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sind die beiden Lichtgeschwindigkeiten fur die Richtung if gegen die optische 
Achse nach § 61 (4) gegeben durch 

(1) C~2 = c;, C~2 = c; cos2{} + ~ sin2if. 

Wir set zen naherungsweise 
d(e' ) 

(2) C~2 - C~2 = d: (n' - n") . 

Nun ist aber nach Definition § 58 (25) Cn = cln, also 

d. h. 

(3) 

(de!) 2e2 

-;rn -7' 

Setzen wir in (3) die Werte aus (1) ein, so erhalten wir 

(4) 

Fuhren wir statt Co und Ce die Hauptbrechungsindizes no = clco, ne = clce ein 
und ersetzen naherungsweise n;n~ dUTch n4, no + ne durch 2n, so wird 

(5) 

Fur die Phasendifferenz erhaltt'.fl wir also schliel3lich aus § 64 (24) und § 65 (4), (5) 

(6) 

Die Flachen gleichen Gangunterschiedes, die durch 

(7) (! sin2if = C 

gegeben sind, sind Rotationsflachen urn die optische Achse des Kristalls. Ihre 
durch (7) dargestellte Meridiankurve ist vom vierten Grade; denn setzt man 

so lautet ihre Gleichung 

(8) 

x = (! sin if , z = (! cos{} , 

Wir diskutieren kurz die Form der Meridiankurven. Die Konstante C be
deutet den Wert von (! fUr {} = n12, also in der Richtung der x-Achse; es ist C 
offen bar der kleinste Wert, den (! annehmen kann. Fur if -+ 0 wird e -+ 00. 

Fiir sehr groBe Werte von z (X2 ~ Z2) verhalt sich die Meridiankurve nahezu 
wie die Parabel mit der Gleichung z = x 2JC; in der Nahe der x-Achse kann man 
schreiben 

~ = ~ = X2(1- z2 + _ ... ) = C2. 
Xl + Z2 ZZ X2 

1 + Xl 

(9) 

Die Flache verhalt sich dort also wie die Hyperbel x2 - Z2 = C2. In Fig. 153 
ist eine Meridiankurve mit der zugehorigen Parabel und Hyperbel dargestellt. 

Man erhalt nun aIle moglichen durch die verschiedene Neigung der ein
fallenden Strahlen erzeugten Interferenzfiguren, die Isochromaten, indem man 
die eben beschriebene Flachenschar mit irgendeiner Ebene im Abstand d vom 
Nullpunkt (der Austrittsebene der Kristallplatte) schneidet. Fig. 153 zeigt un
mittelbar, daB je nach der Neigung diese Ebene gegen die Normalebene der 
optischen Achse verschiedene Schnittfiguren entstehen: 
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1st die Plattennormale nur wenig gegen die optische Achse geneigt, so sind 
es geschlossene, ellipsenahnliche Kurven; ist die Neigung sehr groB, so sind es 
offene, hyperbelartige Kurven. Dazwischen gibt es einen parabelartigen Grenzfall. 

Wir wollen dieses Verhalten auch naherungs
weise durch Formeln zum Ausdruck bringen. Zu 
dem Zwecke fuhren wir neben dem auf die optische 
Achse bezogenen Koordinatensystem x, y, zein 
mit der Kristallplatte fest verbundenes System X, 
Y, Zein, und zwar faIle die Z-Achse mit der 
Plattennormalen durch den Punkt A zusammen, 
und die XZ-Ebene enthalte Plattennormale und 
optische Achse; wir nennen diese Ebene kurz 
"Hauptschnitt" (namlich des normal zur Platte 
durchgehenden Strahls, s. § 61). Der Winkel 
zwischen optischer Achse und Z-Achse sei tX. Die 
Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes Q auf 
der Einheitskugel urn A, bezogen auf Z-Achse und 
Hauptschnitt (XZ-Ebene) sind 11' und ", wo 11' der 
bereits eingefuhrte "Brechungswinkel" und " das 
zugehOrige Azimut ist. 

In Fig. 154 ist die Projektion der Einheits
kugel mit den drei DurchstoBpunkten Z, N, Q 
dargestellt, und in dem sphiirischen Dreieck Z NQ 
sind die Winkel eingetragen. Man sieht, daB 

cos {j = cos tX • cos 11' + sin tX • sin 11' • COS" 

ist, und hieraus folgt 

Fig. 153. Die Meridiankllrve der Flachen 
gleichen Gangunlencbiedes. 

{ 
sinzt?- = 1 - cosZtXcoszlp _. sinZtXsinzlpcosz" - sin2tXsinlpcoslpcos" 

(10) . Z . Z (Z . 2" Z) . . = sm tX + sm 11' cos tX - sm tXcOS" - sm2tXsm1pcos1pcos". 

Damit wird aus (6) 

(11) 15 = ~).1!. (n. - no){esin2tX + esin~(cos2tX - sin2tXcos2,,) - esin 2tXsin 1pcostpcos,,}. 

Wir fuhren nun die rechtwinkligen Koordinaten 

(12) 1 
X = esintpcos", 

Y = e sintp sin", 

Z = ecostp = d 

y 

ein und beschranken unsere Betrachtungen auf -t----'----=--tT-----l-:-r 
ein kleines Gesichtsfeld, d. h. auf kleine Werte 
von tp. Dann konnen wir im zweiten Gliede der 
Formel (11), das wegen des Faktors sin2tp an sich 
klein ist, e durch d ersetzen. 1m ersten Gliede 
aber mussen wir 

( 1;) e = -y Xz + y2 + d2 = d (1 + X·2~ Y· -+- ... ) Fig. 154. Zur Theorie der Interferen.· 
u- figuren an Kristallplatten. 

einsetzen. Dann erhalten wir 

1
15 = :~;. (n.- no) {(dZ + ~ X2+ ~ P)SinZtX + (X2+ yZ)COS2tX -X2sinZtX-Xdsin2tX} 

14) = :.: (n,--- no){xz(cosZtX- ~ sinZtX) + yz(COSZtX+ ~ sinZtX) -X dsin2tX+ dZsin2tX}. 
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Die Kurven konstanter Phasendifferenz, die Isochromaten, sind also gegeben durch 

(15) X2(COS 2£X -lsin2£x) + Y2(COS2£X + isin2£x) - Xdsin2£x = konst. 

A 

'.ii)' 

N 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnitts. Da der 
Koeffizient von y2 immer positiv ist, der von X2 
aber verschiedenes Vorzeichen haben kann, erhalt man 
die drei FaIle 

tg£x < I 
Parabel: tg £X = 1'2, 

Hyperbel: tg£x > 

£X < I 
£x = ~ 54 0 44'. 

£x> J 

Ellipse: 

1st insbesondere £x = 0 (optische Achse senkrecht zur 
Platte), so sind natlirlich die lsochromaten Kreise urn 

KC...------~p'!' die Achse. 
1m FaIle der Ellipse liegt die gro/3e Achse immer 

Fig. 155. Lage der Schwingullgs' 
rich tung"" nacb dem Durcbgallg parallel zum Hauptschnitt, und das AchsenverhiiItnis 
des Lichts durch einc Kristall· 12 _ t 2 

platte. ist gegeben durch Ii g ~ . Der Mittelpunkt ist 
~ 2 + tgteX 

wegen des linearen Gliedes urn d tgeX 2 in der positiven X-Richtung verschoben. 
2 - tg eX 

Flir die Hyperbel ist der Winkel der Asymptoten gegen den Hauptschnitt 

gegeben durch arc tg I/ttg: eX - ~. Ihr Mittelpunkt liegt auf der X -Achse im Ab-
teX YgeX+2 

stande d t 2 g vom Zentrum des Gesichtsfeldes. 
g eX -- 2 

Fi~. 156. Kalkspatplattc St'nkrc>cht zur opti
scbt-n Achs.t> il1l Na-Lichtt· zwischell gpkreuz
t .. 11 Nicols. (Nach H. HAPSWALOT: Interfl"ren7.
t'rscheiuungt>1l all c1oppt'lbrechendf>1l ,Kristall# 
platten illl kOllv('rgt'Jltt'1l poiarisierh>u Licht, 

~Ia~debllr!: 1902.) 

1m FaIle der Betrachtung der Kristallplatte 
durch gekreuzte Nicols hat man flir die In
tensitat nach § 64 (12) 

(16) ] = E2sin229'" sin2 f. 
Die H auptisochromaten erhalt man nach (16). 
indem man in (14) c) = 2nk (k = 0, ±1, ... ) 
setzt, d. h. nach (6) und (7) 

(17) 

Die Hauptisogyren, sin2!p = 0, haben beim 
einachsigen Kristall die Form eines dunklen, 
verwaschenen Kreuzes, dessen Arme zu den 
Richtungen von Polarisator und Analysator 
parallel sind, und dessen Mittelpunkt der Spur
punkt N der optischen Achse ist; denn be
trachten wir irgendeinen Punkt Q des Ge

sichtsfeldcs, so liegt die Spur des Hauptschnittes in der Verbindungslinie QN. 
In diese fallt cine der beiden zu Q gehorigen Schwingungsrichtungen des Lichts, 
und die andere steht senkrecht darauf. Der Winkel !p zwischen der einen Schwin
gungsrich tung und dem Polarisator ist also immer von 0, n/2, n, 3n/2 ver
schieden, au[3er wenn die Verbindungslinie NQ mit OA oder OP parallel ist 
(s. Fig. 155). Dieses sind also die AuslOschrichtungen und zwischen ihnen liegen 
die Maxima des Faktors sin22!p. 

Die hier theoretisch abgeleitete Erscheinung wird durch das Experiment 
vollstandig besHitigt (s. Fig. 156). 



§ 66. Interferenzfiguren an Platten aus optisch zweiachsigen Kristallen. (V. § 66.) 253 

Eine wichtige praktische Anwendung haben die Interferenzfiguren an plan
parallelen Platten bei der Konstruktion von sog. Polariskopen. d. h. Instrumenten, 
welche das Vorhandensein von polarisiertem Licht mit groBer Empfindlichkeit 
nachzuweisen gestatten. Ais Beispiel betrachten wir die sog. SAVARTsche Plattel : 

Zwei gleichdicke Platten des gleichen Kristalls werden so geschnitten. daB 
die optischen Achsen bei beiden denselben Winkel eX gegen die Plattennormale 
bilden, und dann so aufeinandergelegt, daB die Hauptschnitte (Eben en durch 
Normalen und Achsen) senkrecht aufeinander stehen. Dann fallen die Schwin
gungsrichtungen in beiden Platten "kreuzweise" zusammen, d. h. die Schwin
gungsrichtung der ordentlichen Welle in der einen Platte stimmt mit der der 
auBerordentlichen Welle in der anderen Platte iiberein. Die Gangunterschiede 
subtrahieren sich daher. Den resultierenden Gangunterschied erhalten wir, in
dem wir in der Formel (14) X mit - Y vertauschen und den dadurch erhaltenen 
Ausdruck von dem urspriinglichen abziehen. Dann bekommen wir 

(18) L1 = :.: (n, - no){(Y2 -- X2) sin2 eX + (Y - X}d sin2~}. 

Die Kurven L1 = konst. sind eine Schar gleichseitiger Hyperbeln, deren Asym
ptoten parallel zu den Halbierungslinien der beiden Hauptschnitte sind. Der 
Spurpunkt 0 der Plattennormalen liegt auf der einen Asymptoten im Abstande 
- d cotg eX yom Mittelpunkt M der Hyperbel. Wenn man eX hinreichend weit 
von 90 0 verschieden macht, wird die Exzentrizitat des Mittelpunktes M so groB, 
daB die Kurven konstanter Phasendifferenz im Gesichtsfeld (der Umgebung von O) 
als aquidistante Gerade erscheinen, die parallel zur Winkelhalbierenden der bei
den Hauptschnitte verlaufen. Sie liegen urn so dichter, je naher eX bei 1£/4 liegt. 

Diese Anordnung verwendet man zur Bestimmung des polarisierten Anteils 
in einem Lichtstrahl. Man stellt den Analysator fest unter 45 0 gegen die Haupt
schnitte (optische Achse-Plattennormale), welche jetzt praktisch mit den 
Schwingungsrichtungen im Kristall zusammenfallen; man setzt also in Formel 
§ 64 (6) cp - X = 1£/4. Dann wird 

(19) J = E2(COS 2X - cos2X sin2 ~), 
und hier bedeutet X die Schwingungsrichtung des linear polarisierten Anteils im 
einfallenden Lichtbiindel (s. Fig. 150, S. 246). Das Minimum von Jbei variablen!5 hat 
den Wert E2(COS2X-coS2X) =E2sin2X; man sieht also verwaschene Interferenz
streifen. Erst wenn man die Kristallplatte und den fest mit ihr verbundenen Analy
sator urn die Plattennormale dreht, so findet man eine Stellung, fUr die sin x=O ist, 
d.h. J =£2COS2~/2. Dies ist offen bar die Stellung scharfster Interferenzkurven. 

1st dem polarisierten Licht unpolarisiertes beigemengt, so ergibt sich ein 
kontinuierlicher Untergrund; doch kann man die Interferenzstrei!en selbst bei 
sehr schwachem Polarisationsgrade noch erkennen. Die SAVARTsche Platte gilt 
als eines der empfindlichsten Reagenzien auf vorhandene Polarisation. 

§ 66. Interferenzfiguren an Platten aus optisch zweiachsigen 
Kristallen. 

Wir haben auch hier wiederum an die Formel § 64 (24) 

(.1) .II 2:1f(! ( II ') u=-l- n -n 

an21ukniipfenundmiissendieDoppelbrechungn"-n'mitdenKoordinaten des Spur
punktesdes Strahls in der Austrittsebene in Beziehung setzen. Man hat nach § 62 (4) 
(2) C~2 - C;:2'= -yn, 

1 F. SAVART: Pogg. Ann. Bd. 49 (1840) S.292. 
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wo D, die Diskriminante der FREsNELschen Gleichung, durch § 62 (5) oder (7) 
gegeben isL Diesen Ausdruck (2) kann man durch geometrisch anschauliche 
Bestimmungsstticke ausdrticken, niimlich durch die Winkel O}' {}2' welche die 
Wellennormale ~ im Kristall mit den beiden Normalenachsen N}. N2 bildet. Wir 
konstruieren auf der Einheitskugel urn den Eintrittspunkt das sphiirische Dreieck 
N}N2Q (s. Fig. 157). wo Q der DurchstoBungspunkt der Wellennormalen ~ ist, 
und fiihren das rechtwinklige Koordinatensystem wie in § 62 ein. Bei diesem 
lag die z-Achse in der Ebene der optischen Achsen und war ihre Winkelhalbie
rende. Man nennt sie auch erste optische M ittellinie und entsprechend die x-Achse 
die zweite optische lvIittellinie. Dann halbiert der Spurpunkt Z der z-Achse den 
Bogen N}N2' und es ist der Winkel N} Z oder N2Z wie frtiher in § 62 mit {3 
bezeichnet. N ach § 62 (12) ist 

'-'--1 

t {3 - Vcz - eN 
g - e: - e: . 

Ferner hat man 

(4) { 

Nun ist aber 

cos {}} = ~z sin {3 + ~z cos {3 . 

COS{}2 = - ~z sin{3 + ~z cos{3 . 

(cz > CII > cz) . 

sin{3 = tgfJ = l/~ - e~ 
¥1 + tg2 fJ e; - ei • 

Fig. 157. Zur geometrischen 
Deutung der Diskriminante der 

FREsNELschen Gleichung. 1 lie: - e! 
COS{3 = }71-+-tg2{J = 'c1 - e: . 

Daraus folgt 

I sin2{}1,2 = 1 - COS2{}J.2 

(6) 1 {( 2 2) (2 .. 2 2) .. 2 (2 ..2) 2( 2 2) .. ,rp_2 2)( ~ 2)} = c! --Ci Cl ' - C; ~." + "'!I +~; -"'.< Cx - "y -~; Cy - C; ±~z"'z n"x - Cg C; -C; • 

Hier kinn man die in § 62 (6) definierten GroBen ~. 'YJ. C einfiihren und erhiilt 

(7) sin211J•2 = ,1 ~ c~ (~ - 'YJ + C + 2 YU) . 

Durch Multiplikation der beiden in (7) enthaltenen Gleichungen folgt 

(8) sin2 11} sin202 = -( 1 1 2)2 W + 'YJ2 +CZ - 2'YJC - 2Ce - U'YJ) = -( 2 _D 1)2. 
~-~ ~-~ 

Durch Vergleich dieser Gleichung mit (2) erMlt man 

(9) 

Nun ist aber wie frtiher (§ 65 (3)J 
(10) C~2 - c~t = 2,:s2 (nil -. n') 

und ebenso wit nz = cjcz , ... 
V 2~ 

(11) ) c; -c; = ns (n, - nz) • 

Also folgt 

(12) nil -- n' = sin{}} sin02 (nZ - nz ) • 

und die Phasendifferenz wird nach (1) 

(13) 
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eine Formel, die mit § 65 (6) vollig analog ist und in sie iibergeht, wenn die 
Achsen zusammenfallen. 

Die FHi.chen gleichen Gangunterschiedes sind nunmehr leicht anschaulich zu 
erfassen. 

Urn sie zu diskutieren, schreiben wir fiir konstantes {J die Gleichung (13) in 
der Gestalt . 

(14) 

-"..------% 

Fig. 158. FUiche Ironslanter Phasendifferenz eines 
optisch zweiacbsigen Kristalles. 

tig. 159. Zur Tbeorie der oplisch zweiachsigen 
Krislalle. 

In Richtung der optischen Achsen (81 ' = 0 oder 8. = 0) wird (! -+ oc, d. h. 
die Flachen umhiiIlen die Achsen asymptotiS'ch (s. FiE;. 158). Fiir 81 -+ (}x6nnen 
wir 8. durch 2fJ, d. h. durch den Winkel zwischen den Normalenachsen ersetzen 
und erhalten 

(15) . 8 eo 
(! SIn 1 -+ sin2fJ . 

Nun ist aber e sin1~1 der Abstand eines Flachenpunktes 
von der opt!schen Achse N 1 ; die Gleichung (15) stellt 
also. eirien Kreiszylinder dar. In groBer Entfernung verhalt 
sich also die Flache in der Umgebung einer optischen Achse 
wie ein Kreiszylinder urn sie. 

Die Koordinatenebenen sind offenbar Symmetrieebenen 
der Flachen. Wir bestimmen die Schnittfiguren der Flachen 
mit diesen Symmetrieebenen: 

1. :.:-0. Fiir einen Punkt der Flache in der yz-Ebene 
wird 1'J1 = 82, Aus dem spharischen Dreieck QN1Z (siehe 
Fig. 159), das bei Z rechtwinklig ist, folgt 

cos1'J1 = cos1'J2 = cos1p cosfJ, 

so daB nach (14) die Gleichung der Schnittkurve lautet 

(16) !! = 1 _ co:Z°fJ cos~tp . 

Fig, 160. Schnittkurve (IEr 
FJiiche der Fig. 158 mit der 

y:-Ehene, 

Das Minimum bzw. Maximum von (! wird erreicht bei cos1p = 0 bzw. cos1p = 1. 
Die Kurve ist also eine geschlossene, ovalartige Kurve mit den Halbachsen eo 
und eo/sin2fJ (s. Fig. 160). 
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2. z = O. In diesem FaIle ist {}2 = n - {il' Aus dem spharischen Dreieck 
N1QX (s. Fig. 161) folgt 

wobei IX der Winkel zwischen e und X ist. Wir erhalten also aus (14) 

z (17) 

Fig. 161. Zur Theorie der optisch zweiachsigen 
Kristalle. 

Fig. 162. Schnittkurve der FlAche der Fig. 158 mit der 
xy-Ehene. 

Die Schnittkurve~ist wieder oval (s. Fig. 162). Die Achsen sind eo und eo/cos2fJ. 
3. y= O. Hier ist (s. Fig. 163) 

{}l = tp - fJ, {f. = tp + fJ ; 
also wird aus (14) 
(18) ~o ~o ~o e = sin(VI + (J) sin (VI - (J) = sinlVlcosl{J - CoslVlsinl{J = sinlVl - sinl{J' 

Die Schnittkurve besteht aus vier hyperbelahn
lichen .Asten, deren Asymptoten die Geraden tp = fJ ' 
tp = j( - fJ sind (s. Fig. 164). 

z 

____ ~~L_ ________ ~% 

Fig. 163. Zur Throrie der optisch zweiachsigen 
Kristalle. 

Fig. 164. Schnittkurve der F1iche dor 
Fig. 158 mit der u·Ehene. 

4. Wir diskutieren noch die Schnittfiguren mit Ebenen senkrecht zur z-Achse. 
Je nach dem Abstand a der Ebene yom Nullpunkt haben wir drei Fane zu unter
scheiden (s. Fig. 158): 

a} a < eo/sin2fJ. Dieser Fall ist aquivalent mit dem Fall 2; die Schnittfigur 
ist geschlossen und ovalahnlich. 

b) a = eo/sin2fJ. Die Schnittfigur ist eine lemniskatenartige Kurve. 
c) a> eo/sin2fJ. Die Schnittkurve besteht aus zwei symmetrisch zur z-Achse 

liegenden Ovalen, die mit wachsendem a in Ellipsen iibergehen. 
Gerade die zuletzt diskutierten Schnittfiguren erhaIt man offenbar als I so

chromaten, wenn man eine Kristallplatte senkrecht zur ersten Mittellinie (z-Achse) 
schneidet und zwischen gekreuzten Nicols betrachtet. Die Beobachtung be
statigt die Aussagen derTheorie vollstandig (s. Fig. 165). In der von HAUSWALDT 
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starrmenden Photographie sieht man auBer den Isochromaten auch die 1so
gyren. deren Lage wir jetzt noch theoretisch zu untersuchen haben. Wir wollen 
auch hier nur zwei wichtige Spezialfalle ins Auge fassen. namlich: 

Erste Hauptlage: die Ebene der optischen Achsen fallt mit der Ebene 
der vom Polarisator durchgelassenen Schwingung zusammen (s. Fig. 166). Hier 
haben die Isogyren die Gestalt eines dunklen 
Kreuzes. dessen Arme zu den Richtungen des 
Polarisators und Analysators parallel gehen. 
Urn dies zu zeigen. erinnem wir uns an den in 
§ 60 bewiesenen Satz. daB die Hauptschwingungs
richtungen in einem Punkte Q in den Ebenen 
liegen. die die Winkel zwischen den Ebenen 
QNl • QN2 halbieren. In Fig. 166 sieht man 
ohne wei teres. daB die Schwingungsrichtungen 
nur dann mit den Richtungen der Polarisator
und Analysatorstellung zusammenfallen, wenn 
der Punkt Q in der Verbindungslinie der 
Punkte N l' N 2 oder in der durch den Mittel
punkt Z gehenden Senkrechten liegt. 

Dreht man bei festen Nicols die Kristall
platte in ihrer Ebene, so drehen sich die Spuren 
der Achsen und das sie umschlingende System 
der Isochromaten mit, wah rend die Lage der 

Fig. 165. Aragonitplatte senkrecht Zllr ersten 
Mittellinie im Na·Lichte zwiscben gekreuzleD 
Nicols. (Nacb H . HAUSWALDT: Interferena
erscbeinungen an doppelbrecbenden Krista1J. 
platten im konvergenten polarisierten Licbt. 

Magdeburg 1902.) 

Isogyren von der Stellung der Platte gegen die Nicols abhangt. 
Zweite Hauptlage (Diagonalstellung): Die Achsenebene ist urn 45 0 gegen 

die Richtung des Polarisators gedreht. Die Schwingungsrichtungen in emem 
Punkte Q sind bei hinreichend kleinem Gesichtsfeld (wo die Kreisbogenfigur 157 

Nt 

Fig. 166. Konstruktion der Isogyren in der ersten 
HauptJage. 

Fig. 167. Konstruktion der lsogyren in der zweilen 
HauptJage. 

mit un serer ebenen Fig. 167 zusammenfaIlt) wieder die Winkelhalbierenden 
des Winkels Nl QN2 (s. Fig. 167). Die Isogyren sind der geometrische Ort 
derjenigen Punkte Q, fur die die Hauptschwingungen parallel dem "P-A
Kreuz" sind. Wir behaupten, daB dies gleichseitige Hyperbeln sind, deren 
Scheitel in die Punkte N 1 , N2 fallen und deren Asymptoten die Richtungen A 
und P sind. 

Hierzu haben wir zu beweisen, daB fiir irgendeine gleichseitige Hyperbel die 
Parallele durch einen Kurvenpunkt Q zu einer Asymptote den Winkel NlPN" 
halbiert, wenn N 1 • N2 die Scheitel sind (s. Fig. 168). Wir wahlen die Asymptoten 
als Koordinatenachsen x. y und ziehendurch Q die Parallele QR zur y-Achse. 
Wir bezeichnen femer den Winkel NlQR mit (Xl' den Winkel N2QR mit (Xa; 

Born. Optik. 17 
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unsere Behauptung lautet £X} = £x2 • Die Koordinaten der Scheitelpunkte seien 
ftir N}: x = y = p, fUr N 2 : x = y = -po Dann ist die Gleichungder Hyperbel 
xy = p2. Aus der Figur folgt 

y-p 
cos£x} = V(x _ p)2 + (y _ P)2' 

cos£x = Y + p 
2 Y(x + p)2 + (y + P)2 

Wir bilden (x - p)2 (y + p)2 - (x + p)2 (y - p)2 
cos2 (X} - COS2~ = (y _ p)2 (y + p)2 

und hier verschwindet der Zahler auf Grund der Hyperbelgleichung. Folglich 
ist cos £x} = cos £x2 , woraus die Behauptung folgt. Die in Fig. 165 wiedergegebene 

!I 

Fig. 168. Zum Beweis des Satzes, daB die lsogyren 
Hyperbeln sind. 

Photographie der Erscheinung be
statigt diese Aussage tiber die 1so
gyren, die dabei als sich verbrei
ternde dunkle Streifen mit hyperbel
formiger Mittellinie erscheinen. 

Auf allgemeinere Lagen des Kri
stalls wollen wir hier nicht eingehen. 
Es handelt sich dabei urn ein rein 
geometrisches Problem. Schiefe Lage 
der Mittellinie gegen die Platten-· 
normale bewirkt, daB die Achsen-

r punkte N}, N2 exzentrisch liegen 
und die sie umgebende 1sochro
matenfigur entsprechend verzerrt 
ist. Verstellung der beiden ge
kreuzten Nicols in andere Rich
tungen gegen die Achsenverbindung 
N} N2 bewirkt einen allmahlichen 
Dbergang der Isogyren aus der 
Kreuzform in die Hyperbelform. 

Verstellt man schliel3lich noch die Nicols gegeneinander, so ergeben sich 
noch weitere Komplikationen, die jedoch ohne prinzipielles Interesse sind. 

Die hier abgeleiteten und beschriebenen schonen Interferenzfiguren werden 
in der Mineralogie haufig zur Bestimmung der Lage der optischen Achsen und 
des von ihnen gebildeten Winkels benutzt. Hierzu gentigen selbst sehr winzige 
Kristallsplitterchen, wie sie in einem dtinnen Mineralschliff vorhanden sind, 
wenn man diesen in einem mit zwei Nicols versehenen Mikroskop, dem Polari
sationsmikroskop, betrachtet. 

Sechstes Kapitel. 

Metalloptik. 
§ 67. Fortpflanzung ebener Wellen in leitenden Substanzen. 
Wir lassen jetzt die Voraussetzung fallen, daB die Leitfiihigkeit (1 der be

trachteten Korper verschwindend gering ist. Da mit dem Vorhandensein von 
Leitfiihigkeit das Auftreten von JOuLEscher Wiirme verkniipft ist, so muB ein 
elektromagnetisches Wechselfeld in leitHi.higen Korpern vernichtet und seine 
Energie in Warme verwandelt werden. Dies ist der Grund dafUr, daB die Metalle 
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(die durch betrachtliche elektrische Leitfahigkeit gekennzeichnet sind) in einiger
maBen merklichen Schichten ftir Lichtwellen undurchlassig, undwchsichtig sind. 

Trotzdem spielen die Metalle in der Optik eine groBe Rolle, und zwar wegen 
ihrer Fahigkeit, das Licht intensiv zu spiegeln, eine Eigenschaft, die mit dem 
hohen Absorptionsvermogen der Metalle nattirlich eng verkntipft ist. Wenn 
man also auch nicht durch die Metalle hindurchschauen kann, so kann man 
trotzdem durch Beobachtung des an ihnen reflektierten Lichts in sie bis zu 
gewissem Grade hineinschauen und dadurch AufschluB tiber den Mechanismus 
der Lichtabsorption in ihnen erhalten. 

Wir gehen aus von den MAXWELLschen Gleichungen mit Stromglied. Set zen 
wir in ihnen nach I, § 1 (7) i = (J~, '!) = f:~, 58 =.~ (unmagnetische Substanz), 
mit konstantem e und (J, so lauten sie 

E' 4.11'0 
rot c:. - - ~ = --- ~ 

'l.' C c' r (a) 

(1) I 
(b) 

1 . 
rot a: + -Ii .\) = 0, 

I (c) 

(d) 

d· It 4.11' 
IV\!. = 7.(!, 

div.\) = O. 

Man kann nun leicht einsehen, daB ftir solche elektromagnetischen Storungen, 
die von auBen auf einen Leiter auffallen, div~ = 0 gesetzt werden kann. Aus 
der Gleichung (1 a) folgt namlich durch Divergenzbildung 

(2) 

oder nach (1 c) 

(3) 

E d d' u:' + 4:ro d · IT: - - - IV..l: - IV\!. = 0 
c dt c ' 

• 4.11'0 
(! + -,,- e = O. 

Hieraus folgt durch Integration nach der Zeit 

(4) 

Die Ladungsdichte fallt also nach einem Exponentialgesetz mit der "Relaxa
tionszeit" {} abo 1st zu irgendeiner Zeit das Feld im Innern des Leiters gleich 
Null, also auch die Ladungsdichte, so bleibt diese dauernd gleich Null. Mithin 
konnen wir nach (1 c) annehmen, daB 

(if) div~ == 0 

gilt. Aus (1 a, b) folgt durch Elimination von ~ mit HiIfe von (1 f) die Gleichung 

(5) 

Das Auftreten des Gliedes mit ~ bedeutet das Vorhandensein einer Dampfung. 
Nunmehr schreiben sich die Gleichungen (1) und (5) fUr eine Welle der Kreis

frequenz w 

I (a) 
(6) 

l (b) 

( Ewi 4.7l0) rot ~ - -c- + -c ~ = 0, 

iw 
rot~ + -~ = 0, c 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden fur NichtIeiter 
nur dadqrch, daB e ersetzt ist durch. ~ 

(7) 
4.7l0. 

f=e------;;;-t, 
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2 

und die fruher in Kap. IV, § 43 eingefiihrte GroBe k2 = e; durch 

(8) 

Es sind also jetzt E und k komplexe Zahlen 1. 

Urn die Analogie zu den fruheren Gleichungen auch im folgenden moglichst 
zu erhalten, fiihren wir einen komplexen Brechungsindex n ein, dessen Realteil 
mit dcm gewohnlichen Brechungsindex n ubereinstimmen solI, indem wir set zen 

(9) n=n(1-ix)=kC. 
w 

Man nennt x den Absorptionsindex. , 
Indem wir in (9) fUr k den in (8) ermittelten Wert einsetzen, konnen wir n 

und x durch die Materialkonstanten e und (1 ausdrucken. Wir erhalten -

(10) 

also 

(11) I (a) 

(b) 2 2n 0 0 n x = - =~-
w v 

Fur (1 = 0 folgt x = 0 und n2 = e, also die bekannte MAxwELLsche Rela
tion I, § 5 (1). 

Bei Metallen ist 0 =F 0, und zwar so groB, daB sogar n2 x ~ e ist. Man hat 
namlich z. B. fUr Kupfer (1 = 5,14· 1017 c.g.s. und daher fUr kurzwelliges Ultrarot 

•• • C 3.1010 
der Wellenlange 3 Il d h mIt v = - = ---- -- = 1014 

r'" ). 3.10-' , 

o 5,14.1017 
n2 x = -;;- = 10u = 5,14.103 c.g.s. 

Nun kann man allerdings bei Metallen f nicht direkt bestimmen, sondem wird 
umgekehrt, wie wir sehen werden, emit Hilfe optischer Methoden messen. Da 
aber der Mechanismus der dielektrischen Verschiebung bei Metallen nicht wesens
verschieden sein kann von dem in Nichtleitem, so wird man nicht annehmen 
diirfen, daB e sich urn GroBenordnungen anders verhiilt. Daher wird in der Tat 

(12) . 
Dadurch werden die folgenden Rechnungen wesentlich vereinfacht. Die Auf
losung der Gleichungen (11) nach n und " lautet 

(13) I 
wo bei der W3.h1 der Vorzeichen der Wurzeln die RealitatsverhaItnisse beriick
sichtigt sind. Wegen der Voraussetzung (12) erhaIt man niiherungsweise 

(14) n = nx = V: . 
1 Wir bezeichnen im folgenden die komplexen Materialkonstanten (die noch von der 

Frequenz abhangen) mit fetten Buchstaben; die komplexen Feldkomponenten und geo
metrische GraBen (komplexe Winkel) aber sollen wie zuvor bezeichnet werden. 
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Die Wellengleichung (6c) ist formal identisch mit der fruher behandelten 
(II, § 14; IV, § 43) und laBt sich durch den Ansatz einer ebenen Welle integrieren, 
die sich unter HinzufUgung eines Zeitfaktors in der Gestalt schreibt: 

(15) 

Setzen wir in dieser Gleichung fUr Ie seinen Wert aus (9) ein, so wird 

(16) - ",,(t') ;'" I--ti ,., ( " ) 
G: = ~oe C e c. 

Der Realteil hiervon, 
(., 

- --" .. (U) ( n ) (17) ~ = ~oe C cosw t - C l!3 , 

stellt eine raumlich gedampfte ebene Welle der Lange l = 2nc/wn und einer mit x 
proportionalen Dampfungskonstanten dar. Da die Energie proportional dem 
Zeitmittel ~2 ist, so erfolgt ihr Abklingen nach dem Gesetz 

(18) 

wo 

(19) 
co 4:rv 4;r 4:r 

X = 2-nx =-nx =, ~nx = -- ·-x 
c c ~ 1 

gesetzt ist. Hierin bedeutet Ao die Wellenlange im Vakuum, l die 1m Korper 
selbst. 

Man kann die GroBe 

(20) 

als Eindringungstiefe del' Welle bezeichnen, namlich als die Tiefe, in der bei senk
rechtem Einfall die Energie auf den eten Teil abgesunken ist. Mit dem oben 
angegebenen Wert der Leitfahigkeit fUr Kupfer erhalt man folgende Tab. 8, 
die die Eindringungstiefe als Funktion der Wellenlange im Vakuum 10 darstellt: 

1A= to-Bcrn 

0.1795 ·to-'ern 

Tabelle 8. 

1 I" = 10-' crn 

0.1795. to-I em 

1crn 

0.1795 em 

100m = 10' crn 

17.95 em 

Wahrend es bei durchsichtigen Substanzen leicht ist, den Brechungsindex 
(etwa aus der prismatischen Ablenkung) zu bestimmen, sind analoge Methoden 
zur Bestimmung von n und " bei Metallen wegen ihrer groBen Undurchlassjg
keit iiuBerst schwierig. Gleichwohl ist es KUNDT1 gelungen, Metallprismen von 
so kleinem Prismenwinkel herzustellen, daB aus der Ablenkung und der Schwii
chung des hindurchtretenden Lichts n und x direkt gemessen werden konnten. 

Es gibt aber ein anderes Verfahren, in dem sich die optischen Eigenschaften 
eines Metalls in viel einfacherer und deutlicherer Weise kundgeben, namlich die 
Beobachtung der Eigenschaften des an einem Metallspiegel reflektierten Lichts. 

§ 68. Die Reflexion des Lichtes an Meta11oberflachen. 
Da sich die Grundgleichungen fUr periodische Vorgiinge in Leitern nur da

durch von denen fur Nichtleiter unterscheiden, daB an die Stelle der reellen 
GroBen E und k jetzt die komplexen Ii und Ie treten, so bleiben alle fruher ge
zogenen Schliisse bestehen, soweit es sich urn lineare Relationen zwischen den 

1 A. KUNDT: Wiedem. Ann. Ed. 34 (1888) S.469. 
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Komponenten der Feldstarken handelt. Insbesondere gelten auchdieselben 
Grenzbedingungen beim Obergang von einem Medium zum anderen und daher 
die samtlichen in I, § 9, 10 abgeleiteten Formeln fUr die Reflexion und Brechung 
des Lichts. Nur wird der eigentliche Inhalt dieser Formeln jetzt anders. 

Zunachst lautet das Brechungsgesetz wie fruher 

(1 ) 
. sing' 

SinV' = n-' 
Der Brechungswinkel V' ist also jetzt wie n komplex. Das bedeutet offenbar 
folgendes: 

1st die Normale auf der Grenzflache parallel zur z-Achse und enthalt die 
Einfallsebene auBer dieser die x-Achse, so ist die Phase der gebrochenen Welle 
gleich 5d r, wo s~~ = sinV', 5;: = 0, 51 = cOSV' ist [so I, § 10 (3)]. Da V' komplex 
ist, so sind es auch die Komponenten von 5d ; schreiben wir etwa 

(2) 5d = sf + i(!,~. 
so wird also die "komplexe" Phase 

3) 
Diese Gleichung bedeutet aber, daB die Ebenen konstanter reeller Phase, 
5tr = konst., und die Ebenen konstanter Amplitude, sgr = konst., nicht zu
sammenfallen. Da wir uns jedoch mit der eindringenden Welle nicht beschaftigen, 
so wollen wir die Diskussion dieser "inhomogenen Welle" unterlassen; es genugt 
uns, das Verhalten der reflektierten Welle zu untersuchen, und wenn wir an
nehmen, daB das Metall an eine durchsichtige Substanz angrenzt. so haben wir 
in dieser die gewohnlichen, fruher untersuchten Fortpflanzungsgesetze mit reeller 
Phase. 

An der reflektierten Welle kann man die Intensitaten der Schwingungs
komponenten parallel und senkrecht zur Einfallsebene beobachten. Auch hier 
mussen, da es sich urn lineare Relationen handelt, die in I, § 10 abgeleiteten 
Formeln, und zwar die Gleichungen (15), gelten: 

R = tg(q> - '1') A 
p tg(q> + '1') P' 

R "--= _ sin (91 - '1') A 
• sin ('I' + '1') • . 

Da in den Winkelfunktionen die komplexe GroBe V' auf tritt, so sind bei reellen 
Einfallsamplituden A p , A, die Reflexionsamplituden Rp , R, komplex, d. h. es 
treten charakteristische Phasenanderungen auf. Wir wollen sie nun aber nicht 
fur den allgemeinsten Fall untersuchen, sondern uns auf den praktisch wichtigen 
Fall beschranken, daB linear polarisiertes Licht einfallt, dessen Polarisations
ebene urn 45 0 gegen die Einfallsebene geneigt ist. Dann ist Ap = A" Fur das 
Verhalten des reflektierten Lichts ist maBgebend der Quotient 

(5) !!~ = _ cos (91 + '1') = p/1 
R, cos ('I' - '1') 

Dabei ist P das Verhaltnis der reellen Amplituden und LJ die relative Phasen
differenz der Komponenten. 

Wir untersuchen zunachst, wann der Ausdruck (5) reell, d. h. L1 = 0 wird. 
Dieser Fall tritt offenbar nur dann ein, wenn rp gleich 0 oder :rt/2 ist: 

Fur 9? = O. d. h. senkrechte Inzidenz, wird P = -1; 
fUr rp = :rt/2, d. h. streifende Inzidenz, wird P = + 1. 
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Zwischen diesen beiden extremen Winkeln gibt es eine Richtung cP, fiir die 
die Phasendifferenz L1 = nl2 wird. Ware P = + 1 , so hatte man in diesem Falle 
zirkulare Polarisation; da jedoch P " 1 ist, so hat man tatsachlich elliptische~ 
Licht. aber solches. das der zirkularen Polarisation am nachsten kommt; d. h. 
das der Schwingungsellipse umschriebene Rechteck ist quadratahnlicher als fiir 
jede andere Einfallsrichtung. :\Ian nennt die entsprechende Einfallsrichtung den 
Haupteinfallswinkel. Wir bezeichnen ihn mit CPo und das zugehOrige Amplituden
verhaltnis mit Po. 

Die Diagonale des der Schwingungsellipse umschriebenen Rechtecks bildet 
mit der Einfallsebene einen Winkel eo. den man als Hauptazimut bezeichnet. 
Man erhalt diesen Winkel. wie wir noch ausfiihren werden. durch Kompensation 
der Phasendifferenz mit Hilfe eines Kompensators (als die zur Dunkelstellung 
des Analysators senkrechte Richtung). 

Wir wollen zunachst CPo als Funktion von n und "berechnen. Aus der Glei
chung (5) folgt unter Beriicksichtigung des Brechungsgesetzes 

(6) 

also 

(7) 

1 + Pei J sin'f' sin 1p sin2q:> 
1 .- P ei I cos", cos 1p" 1 / sin 2 'I' ' 

ncos"'r 1 - "2 
1 + Pei I 

1 - Pe iJ 
~_i~}·~t~5' 

VR2=-sTii2-q~ . 

Setzen wir nun L1 = nl2 ein und ersetzen dementsprechend P und cp durch Po 
und CPo. so erhalten wir 

(8) 

Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit seinem konjugiert komplexen Wert: 

(9) 

Aus (9) folgt durch 

sin2cro tg2q·o 
1 = ::7,-:-;' :-=::::==:o===.=~=-=::==;;==:= 

y(n2 -. sin2q:>oJ (n*2 - sin2'PoJ 

Quadrieren mit § 67 (9) 

(10) sin4cpo tg4cpo = n2n*2 - (n2 + fl*2) sin2cpo + sin4cpo 

= n4(1 + ,,2)2 + 2n2(1 - ,,2) sin2cpo + sin4 cpo. 

Da bei allen Metallen n 2 (1 + ,,2) erheblich gro/3er ist als 1 (s. Tab. 9), kann man 
in (10) auf der rechten Seite die beiden letzten Glieder gegen das erste mit guter 
Annaherung vernachlassigen und erhalt 

(11) sin CPo tgcpo = nY1+~2 . 
Ebenso kann man leicht die zugehorigen Werte von Po und Qo durch n und " 

ausdriicken; doch wollen wir uns hier gleich zu dem allgemeinen FaIle eines 
beliebigen Einfallswinkels wenden. 

Fiir jeden von CPo abweichenden Einfallswinkel hat man elliptisches Licht 
mit einem umschriebenen Rechteck, das flacher ist als das zu CPo gehorige. 
Die Beobachtung des reflektierten Lichts geschieht mit Hilfe von Nicols und 
Kompensatoren. Der Polarisator wird unserer Voraussetzung gema/3 so gestellt, 
da/3 das einfallende Licht unter einem Winkel von 45 0 gegen die Einfallsebene 
schwingt. Man sucht dann durch gleichzeitiges Verstellen des Kompensators 
und Drehen des Analysators die Helligkeit des reflektierten Lichts zum Ver
schwinden zu bringen. Die zu den Dunkelstellungen senkrechten Richtungen 
des Analysators entsprechen den Richtungen der Diagonalen des der Schwin-
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gungsellipse umschriebenen Rechtecks und heiBen die Richtungen dey wieder
hergestellten linearen Polarisation. Fur sie gilt (s. Fig. 1(9) 

(1 ) P I Rp I 
2 tg!? = = I R, I . 

Urn aus den gemessenen \\'erten e und Ll die GroBen n und x zu berechnen, 
erweitern wir die reziproke linke Seite von (7) mit 1 + P e- il und erhalten 

(13) 
1 - PeiJ 1 + P e - i J 1 - 2 £ P sin L1 _. p2 cos 2!! - £ sin 2 e sin j 
1 + Pe i J 1 + Pe- iI = 1 + 2Pcos.1 + p2 = 1 + Sin2!! cosJ 

Auf der rechten Seite von (7) konnen wir sin2cp gegen n 2 vernachlassigen 
zur Rechtfertigung Tab. 9). Somit ergibt sich aus (7) 

(vgl. 

~~ cos 2 e - £ sin 2 e sin L1 n (1 - £,,) 
1 + sin 2!? cos L1' sinq,t-g'l: . ( 14) 

VI~ Durch Gleichsetzen von Realteil und Imaginarteil 
auf beiden Seiten erhalten wir 

Fig. 169. Schwingungsellipse bei metalli
scber Reflexion. 

(15 ) I 
COS2!? n 

1 + sin2!? cosLl sin", tg9' ' 

sin2e sinL1 n" 
~---

1 + sin 2e cosLl sin'P tg'l' . 

Bei konstantem n und " kann man hieraus ftir jeden Einfallswinkel cp die Para
meter der Polarisation, e und Ll, bestimmen. Umgekehrt erhalt man durch Mes-
~ sung dieser Parameter die optischen Konstan

1r-------------~ 

Or--------r~ 

f~~~----~~ 

496 
496 

ten n und " zu 

(16) 1 
sing> tgg> cos2e n = --
1 + sin2e cosLl ' 

" = sinLl tg2e . 

Fur den Haupteinfallswinkel CPo, fUr den Ll = ~/2 
ist, ergibt sich das Hauptazimut aus der Gleichung 

(17) tg2Qo = ". 

In Fig. 170 ist fUr Silber der Verlauf von Azi-
4920, 1S .JO" ilS' IiO" 75' """ d Ph d'ff A I F k' d _ rp JfI mut e un asen 1 erenz LJ a s un tIon es 

Fig. 170. AmplitutenverhlUtnis und Pbase 
bei Metallreflexion als Funktion des Ein
fallswinkels. Daseinfallende Licht scbwingt 
unter dem Azi(Ilut 45°; das reflektierte 
Licbt ist eIliptiscb mit dem Amplituden
veThaltnis tg I! und deT relativen Phase " 

poiarisiert. 

Einfallswinkels nach den Formeln (15) dargestellt. 
Wir wollen diese Kurven vergleichen mit den ent
sprechenden fUr durchsichtige Korper (s, Fig. 171). 
In I, § 10 haben wir gesehen, daB die Phasen
differenz vom Einfallswinkel Null bis zum Polari-
sationswinkel konstant gleich ~ ist und am Polari

sationswinkel selbst urn ~ auf Null springt. Da die GroBe P den absoluten 
Betrag des Amplitudenverhaltnisses darstellt, so mussen wir hier tge = P immer 
positiv auftragen. Die Kurve tg e bekommt daher am Polarisationswinkel einen 
Knick. Vergleicht man die beiden Figuren 170 und 171, so sieht man, daB der 
EinfluB der Leitfahigkeit folgender ist: Die unstetige Kurve der Phasendifferenz 
wird stetig und glatt, die geknickte Kurve des Azimuts wird abgerundet, und 
sie steigt von Null zu einem positiven Wert. 

Man erkennt also, daB man die optischen Konstanten der Metalle durch Auf
suchung von Nullstellungen (Dunkelstellungen) allein ohne Intensitatsmessungen 
bestimmen kann. Man kann aber natiirlich auch die Messung des Verhaltnisses 
der Intensitat von reflektiertem und einfallendem Licht benutzen. Wir wollen 
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diese Betrachtung nicht fiir einen beliebigen Einfallswinkel durchfiihren, sondern 
nur fiir senkrechte Inzidenz, qJ = O. Fiir diese unterscheiden sich die s- und die 
p-Komponente nicht, und man definiert kurz als Jrr--~~~---' 
Rellexionsvermogen eines M etalles .1- Jr 

(18) r = (' ~: I r = (I ~: I r . 
Auch hier miissen die in Kap. I, § 10 (17) abgeleite
ten Formeln gelten, wenn man n durch n ersetzt. 
Wir erhalten 

I
n - 1 12 n2(1 + x2) + 1 - 2n 

(19) r= n+1 =n2(1+x2)+1+2n' 

Nach den hier angegebenen Methoden sind die 
optischen Konstanten vieler Metalle untersucht wor
den. In Tab. 9 geben wir einige der Resultate wieder, 
geordnet nach abnehmendem Reflexionsvermogen: 

Fig. 171. Reflexion an einem durch· 
sichtigen Medium zum Vergieich mit 
den entsprechenden Verhaltnissen 

bei Metallreflexion (s. Fig. 170). 

Tabelle 9. Optische Konstanten einiger Metalle fiir die gelbe Na-D-Linie 
(nach LANDOLT-BoRNSTEIN: Phys.-Chem. Tabellen. 5. Auf!.. Berlin 1923). 

Substanz 

Natrium. geschmolzen 
Silber massiv 
Magnesium. massiv 
Gold. massiv . . 
Aluminium. massiv 
linn. massiv .. 

admium. massiv C 
G ·old. elektrolytisch 
Quecksilber 
link. massiv 
Kupfer, massiv 
linn, geschmolzen 
Platin, massiv. 
Antimon. massiv 
N 
B 

ickel. elektrolytisch 
lei. massiv 

Nickel. massiv. 
C obalt. massiv 
Platin. elektrolytisch . 
Stahl. massiv 

ismut. massiv . . . W 
N ickel. galvanisch zerst1i.ubt 
Eisen. galvanisch zerst1i.ubt . 

,,,, 

2.61 
3.64 
4.42 
2.82 
5.23 
5.25 
5,01 
2.83 
4.41 
4.66 
2.63 
4.50 
4.26 
4.94 
3.42 
3.48 
3.32 
3.37 
3.54 
3.37 
2.80 
1,97 
1.63 

II , in % Beobachter 

0.004 99.8 DRUDE 1898 
0.18 95.0 MINOR 1903 
0.37 92.9 DRUDE 1890 
0.37 85.1 DRUDE 1890 
1.44 82.7 DRUDE 1890 
1.48 82.5 DRUDE 1890 
1.13 84.7 DRUDE 1890 
0,47 81.5 MEYER 1910 
1.62 75.3 MEYER 1910 
1.93 74.5 MEYER 1910 
0,62 74.1 MINOR 1903 
2.10 71.9 DRUDE 1890 
2.06 70.1 DRUDE 1890 
3.04 70.1 DRUDE 1890 
1.58 65.5 MEYER 1910 
2.01 62.1 DRUDE 1890 
1.79 62.0 DRUDE 1890 
1.95 61.2 QUINCKE 1874 
2.63 59.0 MEYER 1910 
2.27 58.9 JAMIN 1874 
1.78 54.3 MEYER 1910 
1.30 43.3 MEYER 1910 
1.51 32.6 MEYER 1910 

An dieser Tabelle ist das Auffalligste, daB die Brechungsindizes einer groBen 
Reihe von Metallen, z. B. Natrium, Silber, Gold, Kupfer, sehr weit unter 1 liegen. 
Diese Tatsache bedeutet nach der Gleichung Cn = c/n, daB die Phasengeschwin
digkeit im MetalI groBer ist als im Vakuum. Das scheint zunachst ein grober 
Widerspruch gegen die Relativitatstheorie zu sein, nach der ja c der Grenzwert 
jeder Geschwindigkeit iiberhaupt sein solI. Die Losung dieser Schwierigkeit be
steht'in der 'Oberlegung, daB die Relativitatstheorie nur fiir soIche Geschwindig
keiten, mit denen man Signale geben kann, c als obere Schranke postuliert. 
Die Phasengeschwindigkeit ist aber nur definiert fUr einen WelIenzug von un
endlicher Liinge, in dem die Energie gleichma13ig und ohne Unterbrechung dahin
stromt. Zum Signalisieren ist ein soIcher unbrauchbar. 
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Die Obertragung eines Signals ist nur moglich durch eine Wellengruppe, die 
eine bestimmte Energiemenge innerhalb eines endlichen Volumens transportiert. 
Man kann nun aber zeigen, daB die Fortpflanzung der Wellengruppe auch dann, 
wenn die einzelnen Phasen Oberlichtgeschwindigkeit besitzen, stets mit einer 
Geschwindigkeit erfolgt, die kleiner als c ist. Dieser Sachverhalt ist von Lord 
RAYLEIGH l aufgeklart und im Hinblick auf die Relativitatstheorie neuerdings 
von SOMMERFELD 2 und BRILLOUIN 3 untersucht worden. 

Aber auch wenn man von dieser Schwierigkeit allgemeiner Natur absieht, 
ergibt sich eine weitere aus der Beziehung § 67 (11 a) 
(20) e = n 2 -- n 2 ,,2. 

Fur samtliche Metalle der Tab. 9 ist nx> n, also e < O. Eine negative 
Dielektrizitatskonstante ist ab'er ein sinnloser Begriff. 

Endlich erkennt man einen Widerspruch zwischen den Zahlen unserer Tabelle 
und der Formel §67(11b). So ist z.B. fUr Kupfer a= 5,14·lOl7 sec 1 . Fur 
Natriumlicht, ;. = 589 mf,/" d. h. v = 5,09 - 1014 sec -1 ergibt sich a/v = 1,01 - 103, 

wah rend nach un serer Tabelle n2 x = 2,66 ist. 
Diese numerischen Angaben zeigen, daB fUr sichtbares Licht die hier ent

wickelte Theorie versagt. Wenn wir uns aber daran erinnern (s. I, § 5), daB auch 
bei durchsichtigen Korpern die MAXwELLsche Relation e = n2 ihrem eigentlichen 
Sinne nach im optischen Gebiete der Erfahrung widerspricht, so werden wir uns 
uber diese Unstimmigkeit bei den Metallen nicht wundern und ihre Ursache in 
derselben Richtung suchen wie dort. Genau so wie bei durchsichtigen Korpern 
der Brechungsindex keine eigentliche Materialkonstante ist, sondern noch von 
der Frequenz des Lichts abhangt, werden bei den absorbierenden Korpern Bre
chungs- und Absorptionsindex von der Frequenz abhangen: Es tritt Dispersion 
der Brechung wie der Absorption ein. Der Unterschied gegen fruher ist nur der, 
daB es sich bei durchsichtigen Korpern urn das Mitschwingen gebundener Elek
tronen, Dei Metallen dagegen urn das Mitschwin~en freier Elektronen handelt. 
Ubereinstimmung mit unserer Theorie, die mit clem statischen Brechungsindex 
und der statischen Leitfahigkeit operiert, wird man nur fur langsame Schwin
gungen erwarten konnen, und von diesem Gesichtspunkt aus ist die Theorie 
von RUBENS und HAGEN 4 1903 gepriift worden. Sie haben gezeigt, daB fur 
ultrarote Wellen mit;' > 12 f,/, das Reflexionsvermogen aus der stationaren Leit
fahigkeit in guter Obereinstimmung mit der Erfahrung berechnet werden kann. 

Wenn man die Naherung § 67 (14) benutzt, so wird der Ausdruck (19) fUr 
das Reflexionsvermogen 

2~-2l'ro + 1 v v r = ---- . - . 
2~ + 21/~ + 1 

v r v 

(21) 

Hierbei kann man noch 1 gegen die anderen Glieder streichen und nach Potenzen 
der kleinen Zahl fPja entwickeln. Dann erhalt man 

(22) r = 1 - 2 14 + .... 
RUBENS und HAGEN fanden fUr Kupfer bei ultrarotem Licht von). = 12 f,/, an 
den Wert 1 - r = 1,6 -10- 2, wah rend sich aus der Leitfahigkeit 1 - r = 1,4 -10- 2 

ergibt. 

1 Lord RAYLEIGH: Nature, Lond. Bd.25 (1881) S.52. 
2 A. SOMMERFELD: Physik. Z. Ed. 8 (1907) S. 841; Ann. Physik Bd.44 (1914) S.177. 
a L. BRILLOUIN: Ann. Physik Bd.44 (1914) S.203. 
, E. HAGEN U. H. RUBENS: Ann. Physik (4) Bd. 11 (1903) S.873. 
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Bei langeren Wellen ruckt r immer mehr an den Wert 1 heran; die Bestim
mung von 1 - r wird daher sehr ungenau. In diesem Faile griffen RUBENS und 
HAGEN zu einem indirekten Verfahren: 

Nach dem bekannten KIRCHHOFFschen Satze aus der Theorie der War me
strahlung ist das Verhaltnis von Emissionsvermogen E und Absorptionsvermogen A 
eines Korpers von der Natur der Substanz unabhangig und eine Funktion von 
Temperatur T und Frequenz v allein. Diese universelle Funktion F (v, T) gibt 
offen bar zugleich die Emission des Korpers mit dem Absorptionsvermogen 1, 
den man als den schwarzen Karper bezeichnet. :\lan hat also 

(23) E = A . F (v, T) . 

Nimmt man nun eine Metallschicht von solcher Dicke, daB aile auffallende 
Energie, die nicht reflektiert wird, im Innern absorbiert wird, so muB fUr das 
Absorptionsverm6gen gelten 

(24) A~-=1-r. 

Nach (22) erhalt man also direkt fUr das Absorptionsvermogen 

(25) 

oder 

(26) 

I 'J' E 
A = 2 ,,= F(J', T) 

Die linke Seite ist von der Natur des Metal!s vol!ig unabhangig, eine bekannte 
Funktion von v und T; denn die Strahlung des schwarzen Korpers ist experi
mentell und theoretisch genau bekannt und wird durch die beriihmte PLANcKsche 
Formel dargestellt (s. VIII, § 90). 

Urn die Gultigkeit der MAXwELLschen Gleichungen' zu priifen, hat man also 
nur die Leitfahigkeit a eines Metalls uno sein Emissionsvermogen E als Funk
tion von Frequenz und Temperatur zu messen und festzustel!en, ob fUr das 
Produkt El'a die Gleichung (26) erfiillt ist. HAGEN und RUBENS haben diese 
Betrachtung durchgefiihrt und gefunden, daB im Bereich von 12p. aufwarts 
die mit Hilfe stationarer Strome gemessene Leitfahigkeit auch fiir das optische 
Verhalten maLlgebend ist. 

Fur kurzere Wellen hOrt die Giiltigkeit der einfachen Theorie auf. Dann hat 
man die Tragheit und die Verteilungsdichte der im Metal! vorhandenen freien 
bzw. nahezu freien Elektronen zu beriicksichtigen und erhalt Dispersionsformeln, 
wie wir sie in Kap. VIII ableiten werden; doch zeigt es sich, daB die Beobach
tungen an Metallen sich auf diese Weise nicht zwanglos darstel!en lassen. Das 
liegt daran, daB die Elektronentheorie der Metal!e ein Eingehen auf die Quanten
theorie erfordert. Der wesentliche Punkt dabei ist, daB die freien Elektronen 
im Metal! sich gar nicht wie Individuen verhalten; man hat es nicht mit Be
wegung von Korpuskeln, sondern mit Fortpflanzung von Wellen zu tun (Wellen
mechanik, Kap. VIII, § 90). Die hierdurch bestimmte Statistik auBert sich 
naturlich auch im optischen Verhalten. Die Behandlung dieser Dinge fallt aus 
dem Rahmen dieses Buches heraus. 

§ 69. Absorbierende Kristalle. 
Die Behandlung von absorbierenden Kristallen ist bei Berucksichtigung aller 

Moglichkeiten auBerordentlich verwickelt. Man hat so vorzugehen, daB man 
neben dem Dielektrizitatstensor EX/I einen Tensor der elektrischen Leitfiihigkeit aXil 

einfUhrt. 1m aIlgemeinen FaIle werden die Hauptachsen dieser beiden Tensoren 
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nicht iibereinstimmen; dann werden die Verhaltnisse sehr uniibersichtlich. Erst 
fiir Kristalle hoher Symmetrie (mindestens der des rhombischen Systems) fallen 
die beiden Hauptachsensysteme zusammen. Da aber hierbei die wesentlichsten 
Ziige der Theorie schon in Erscheinung treten, wollen wir uns auf diesen Fall 
beschranken. Wir haben einfach die Hauptdielektrizitatskonstanten ex, ell' ez 
durch komplexe Zahlen Ex, Ell' Ez zu ersetzen. Samtliche Formeln der Kristall
optik bleib.en dann formal erhalten bis auf den Punkt, daB aIle GraBen, die von 
den Ex, Ey , Ez abhangen, komplexe Zahlen werden. 

Die Hauptachsen der Tensoren e(ex, ey, fz) und a(ax, ay, a z) magen also zu
sammenfallen. Demnach ist 

(1) r 
1 

Die 

~.r = f x 0:x • ..• 

ix = ax(£x • ... 

:\fAxwELLschen Gleichungen flir Leiter lauten: 
l' 4;ri 

rot.\) =-= - ~ +-
c c ' 

rot 0: = _ 1_ ~ . 
c 

Wir gehen in sie mit dem Ansatz einer ebenen gedampften Welle ein, der nach 

§ 67 lautet ''''(1 _ !!.r~) 
0:,J;,.\),i"'e c. 

Dann erhalt man wle in § 58 (13) 
" _ ~ 4:r . ~ 

11 "\J X £\ = "". + -. - t = ~" • 
~w 

n·0:X5=-Sj. 

Durch die Einflihrung der Abkiirzung ::DO'sind sie formal mit V, § 58 (13) gleich
lautend, und man schlieBt wie dort durch Elimination von Sj 

(2) 'to' = ~ - 4:ri i = - n 2 • (0: X 5) X 5 = n 2 (0: :..- 5«(£5)). 
w 

1m folgenden 5011 der Index a an ~ wieder weggelassen werden. Dann hat 
man nach (1) ~x = Ex(£x 

mit 

Damit ist das Problem algebraisch formal auf die in Kap. V behandelte Optik 
durchsichtiger Kristalle zuriickgefiihrt, mit dem einzigen Unterschied, daB die 
drei Hauptdielektrizitatskonstanten (3) komplex sind. Durch Kombination der 
Gleichungen (2) und (3) ergibt sich wie in V, § 59 (2) 

~ "'~ _ S.(~5) 
(4) .r 1 l' 

und die FREsNELsche i\ormalengleichung 
s~ (12 (Ii 

(5) + 1 • 1 + -'---1 = 0, 
n 2 - E. nz - f. n 2 - f: 

die sich nach Einfiihrung der jetzt komplexen Geschwindigkeiten 

(6) 

in der alten Form 

(i) 
schreiben laHt. 

c c c -- - '-n -- if -- n ' 

§ 59 (5) 
s· (I' 52 
~+~+-z-'-.=O 
C" -- Cz C'I - C, ch - Cz 
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Alle diese Beziehungen sind formal identisch mit den friiheren, ihre physi
kalische Bedeutung ist aber etwas verschieden. Aus (5) [bzw. (7)J folgt noch 
immer eine quadratische Gleichung fiir n 2 (5), d. h. zwei verschiedene Brechungs
indizes fiir dieselbe Fortpflanzungsrichtung 5; es gibt also auch hier zwei Haupt
schwingungen 'X', :t". ~ach (4) werden aber die Verhaltnisse 

:1;x : :tv : :tz 
ebenfalls komplex, d. h. die Hauptschwingungen sind nicht linear, sondern im 
allgemeinen elliptisch polarisiert. 

Man kann aber trotzdem eine einfache Aussage iiber die Gestalt von 'X', 'X" 
machen. Es bleibt namlich die Beziehung 

(8) ::t':t" = 0 

und dies verschwindet nach (7). Wahrend aber friiher (8) bedeutete, dal3 die 
Hauptschwingungen senkrecht zueinander licgen, besagt diese Beziehung jetzt, 
wie sich Ieicht einsehen IaJ3t, dal3 die Schwingungsellipsen ahnlich sind und ent
sprechende Achsen senkrecht zueinander stehen. 

Die weitere Diskussion vereinfacht sich wesentlich, wenn die Absorption 
schwach ist, also nicht bei Metallen, sondern bei einigermal3en durchsichtigen 
Korpern. Wir beschranken uns auf diesen Fall, zumal nur bei solchen Substanzen 
das durchgehende Licht iiberhaupt beobachtet werden kann. 

Formal bedeutet schwache Absorption, dal3 quadratische Gro/3en im Absorp
tionskoeffizienten Y. vernachlassigt werden konnen. Wir diirfen dann also nach (6) 
schreiben 

(9) 1 
n = n(1 - iy.), 

Cn = ( C . ) = cn (1 + ix), c;, =c= c;,(1 + 2ix). 
n 1 - 1" 

Analoge Gleichungen gelten fiir tlx = nx (1 - ix",), ... , ex = c_ = c",(1 + ixx) , ... 
n z 

Die FRESNELsche Gleichung (7) lal3t sich damit in ihren Real- und Imaginar
teil spalten I ~ Q ~ 

(10) c~:c!+( 2i("c;-"zc:j 7) c~-.::.+(2i("C~-":c:) +t)cr=c~;21('("C~-=%lC:i.. • 
=_"z_. 1-2i"C'-"~~ + ."._ 1-2i"C.-~~' _ .. "!.- 1-2i"C'-~'~l)=0. 

c:-c; c~-c; c!-c! ' c=-c:· c~-c~ c:-c; 
Die zweite Zeile entsteht aus der erst en durch Entwicklung der Nenner. 

Der Realteil von (10) liefert nun zunachst nichts anderes als die alte FRES
NELsche Gleichung. Die aus ihr gezogenen Folgerungen bleiben also in dieser 
Naherung voll bestehen. Der einzige Unterschied gegen friiher besteht darin, 
dal3 die Lichtstrahlen beim Durchgang durch den Kristall geschwacht werden. 
Das Schwachungsgesetz wird dabei durch den Imaginarteil von (10) geliefert. 
Es lautet 

{ s; s: s!} "zC~9~ ".c~!!! ",C:5: 
x c7, (c! -=C~)2 + (C:--.::,: C;)2 + (c! - C;)2 = (c~·~ C~)2 + (c~ --=-C:)2 + (C~- C-~)2 . 

Nun ist nach (4), (6) und (9) 
11", = -c2 (lf£» .~(1- 2i "C~2-- ,,:c;). 

e,. - C.t , C1l - c" 



270 n. :\Ietalloptik. 

In der gewunschten );aherung (Vernachlassigung von x2 gegen x) konnen wir 
hier den Imaginarteil fortlassen, wenn wir diese Beziehung zur Vereinfachung 
des Schwachungsgesetzes heranziehen. Dies bedeutet offensichtlich eine Ver
nachlassigung dt.'Y elliplisclzen Polarisation. Damit bekommen wir 

(11) 

Zu einer gegebenen Schwingungsrichtung (Lage des Vektors 1:) war die Fort
pflanzungsgeschwindigkeit eindeutig gegeben. Dasselbe gilt nach (11) also auch 
fUr den Absorptionsindex x. 

Die beiden zu einer Fortpflanzungsrichtung gehorigen Hauptschwingungen 
werden aber im allgemeinen in verschiedener Weise absorbiert. Besitzen die 
entsprechenden Koeffizienten ,,', ,," noch eine Dispersion (d. h. variieren sie mit 
cler Frequenz des auffallenden Lichts), so erscheinen die Kristalle in weif3em 
Licht gefarbt, und die Farbe hangt auch von der Polarisationsrichtung des auf
fallenden Lichts ab; man nennt diese Erscheinung Pleochroismus. 

Fur einachsige Kristalle (d. h. fx = fy = fo, fz = f., also auch Xx = "11 = "0 
Xz = x,) lassen sich aIle Verhaltnisse sehr einfach ubersehen. Fur den ordent
lichen Strahlliegt der Lichtvektor ~ stets in der x),-Ebene, daher wird nach (11) 

z 

Fig. 1 i2. lllr Theorit> dt>r absorbipreJicien 
Krist.lle. 

(12a) 

d. h. der ordentliche Strahl wird in allen 
Richtungen in gleicher Weise absorbiert. Be
zeichnen wir ferner wieder den Winkel zwi
schen ~ und der optischen Achse mit ,'). 
so wird fUr den aul3erordentlichen Strahl 
nach (7) 

(12b) Xlf C;;2 = xoC~COS21? -I- xec;sin2,~, 

wobei c~ durch § 61 (4) gegeben ist. 
Fur zweiachsige Kristalle sind die Ver

haltnisse komplizierter. Wir wollen sie nur 
fUr Strahlen, die den optischen Achsen nahezu parallel sind, diskutieren. 
Fur sie konnen die beiden ~ormalengeschwindigkeit('n als gleich betrachtet 
werden; also gilt 

Nach (11) brauchen wir zur Bestimmung von" dann nur noch die Lage der 
Schwingungsrichtungen zu kennen. Diese sind nach § 60 dadurch bestimmt, daf3 
sic die Winkel der Ebenen durch " und die heiden Hauptachsen Xl und .Y2 
halbieren. 

Wir befinden uns in der Nahe von Xl' Der Winkel zwischen den Ebenen ~Nl 
und j\IlN2 heil3e "P. Da die Ebenen ;\\N2 (xz-Ebene) und 51\·2 in unserer ~ahe
rung als parallel angesehen werden konnen, schlief3t die Ebene durch ~' und ~ 

nach obigem Satz mit der xz-Ebene den Winkel "P/2 ein (s. Fig. 172). Die Kom
ponente von ~' in der xz-Ebene ist demnach D' cos "Pj2 , wobei D' = I J:'!. Urn 
die x-Komponente zu bekommen, haben wir diesen Vektor noch auf die x-Achse 
zu projizieren. Da § naherungsweise mit Nl zusammenfallt, ist der Projektions
winkel gleich II, dem Winkel zwischen der z-Achse und ;"rl . Es ist also (s. Fig. 173) 

~~" = D' cos ~ cosfl. 
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Auf analogc Weise findet man die ubrigen Komponenten 

( ) -,..., D' 1p H -,..., D" 1p '\". = - D' Coc~ Sl'n H. 1.3 a ..t ,. = cos '2 cos I' , ..t!, = sm '2 ' .... - " 2 I' 

!" stcht senkrecht zu ~ und zu !', womit man hat 

(l.~ b) !~' = -])" sin ~ cosfl, '!:: = D" cos '!..., 
2 

'!~' = D" sin 'If sin II . 
- 2 I' 
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Setzt man diese "-erte (na), (13b) in (11) ein, so findet man fUr die Werte der 
beiden Zl1 ,!', '!" gehOrigcn .\bsorptionskoeffizienten Yo', x": 

Z" c2 = (x c~ cos2 f1 + Yo c2 sin2 II) sin2 J!. + ., c~ cos2 J!.. • z .,. ·z z' I' 2 All Y 2 . 

Diese Formeln sind nur auBerhalb der optischen Achse selbst brauchbar, da in 
ihr die Richtungen '!', :til (d. h. der \\'inkel "p) unbestimmt werden. )fan zer
legt dort die Gesamtwelle in eine senkrecht zur Ebene der optischen Achsen. 
polarisierte Komponente und in eine parallele. Fur erstere ist ~x = :rz = 0, 
'!y = D, also nach (11) 

(t;a) x,c;'=Yo,lc;'. d.h. x,=Xy; 

fur letztere dagegen '!Z = Dcosfl, '!y = o. '!z = D sinp (s. Fig. 172). Also 

(15 b) 

Die Absorption einer in Richtung einer optischen 
.\chse fortschreitenden Welle hangt also von der 
Polarisationsrichtung abo 

Vermittels (15) konnen wir auch noch die Aus
drucke (14) fur x' und x" auf eine einfachere Form 
bringen: 

(16) 1 
I 2 IjJ + ' .. 'If 

'" = "'pcos '2 x,sm"T' 

","- " sin2~ + " cos2 J!.. -'p 2 ' 2 . 

z 

oX 

Fig. 173. Zur Theorie der absor
bierenden Kristalle. 

Diese GrofJen stellen die Hauptabsorptionsindizes in der Umgebung der Achse als 
Funktion des Polarwinkels dar. 

Als wichtigste Anwendung sei die Theorie der Interlerenzerscheinungen lur 
Kristallplatten. die senkrecht zu einer optischen Achse geschnitten sind, naher 
ausgefuhrt. Der einzige Unterschied gegen die AusfUhrungen von V. § 64-66 
liegt darin, daB die beiden zur Interferenz kommenden Lichtstrahlen in ver
schiedener Weise geschwacht werden. Alles iibrige. also auch die Berechnung 
des Gangunterschiedes. bleibt in unserer Naherung erhalten. da in ihr die geo
metrischen Ausbreitungsgesetze dieselben sind wie fUr nicht absorbierende 
Kristalle. 

Mit denselben Bezeichnungen wie in § 64 haben wir also statt § 64 (1) nach 
§ 67 (16) fUr die Amplituden der Hauptschwingungen beim Austritt 

(17) 
_ 2:r,'x', 

o C = E cos 9J e c' 

2."TI'X" 
---I 

OD = E sin9Je c" 

wo l den in der Kristallplatte zuruckgelegten Weg bedeutet. also l = d/cosy. 
wenn d die Dicke der Platte und y der Winkel des Strahles gegen die Platten
normale ist. Dabei ist der Weg in der Kristallplatte fUr beide Strahlen als gleich 
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angenommen, was naherungsweise erfUllt ist, wenn es sich urn kleine Winkel in 
der ~ahe der optischen Achsen handelt. :\Iit derselben Kaherung kann man in 
den Exponenten (17) c' = c" set zen und die Abkurzung s = 27lvl/c' =, 27lvl/c" 
l'inHihren, also 

(17a) OC = E cosg; e--%'s, o D = E sing; e-""s. 

Daraus ergibt sich analog zu § 64 (2) fUr die Amplituden der nach Durchtritt 
durch Polarisator und Analysator zur Interferenz kommenden Strahlen 

(18) OF = E cosg; cos (g; - X) e-><'s, OC = E sing; sin (g; - X) e-%"s. 

Es bleibt naturlich bestehen der Ausdruck fUr die Gesamtintensitat des Lichts 
nach der Interferenz 

( 19) 

wobei () wic fruher berechnet wird. 
\Yir untersuchen nun die Erscheinungen, die an einer senkrecht zu einer 

optischen Achse geschnittenen Platte bei der in den §§ 64 und 65 geschilderten 
.\nordnung auftreten. In der Austrittsebene ist also der Mittelpunkt der Spur
punkt der optischen Achse, und die verschiedenen Punkte der Ebene entsprechen 
den unter verschiedenem Einfallswinkel einfallenden Strahlen. In dieser Spur

s 

~ { ------

ebene wechselt die Lage der Hauptschwingungen 
von Punkt zu Punkt. Wir untersuchen folgende 
Spezialfalle: 

I. Einachsige Kristalle. 
Bei diesen ist entsprechend der Bezeichnung 

ex = cy = Co, Cz = c. zu setzen: 

(20) Xx = Xy = xo , X z = x •. 

Die Schwingungsrichtung des auBerordentlichen 
Strahls liegt hier immer in der Ebene sN, d. h. 

Fig. ti4. lur Thf"orie der absorbieren- d L' h k I' . d P' k . b 
den Kristall.. er IC tve tor legt In er rOJe tIonse ene 

immer in radialer Richtung (s. Fig. 174). 
\Vir konnen daher den Winkel zwischen dem Schwingungsvektor des auBer

ordentlichen Strahls und dem Polarisator mit dem Winkel q; in (17) identifi
zieren, wobei wir, urn im Einklang mit (12a) und (12b) zu bleiben, in (18) x' 
und x" vertauschen mussen. Wir erhalten dann nach (18) fUr gekreuzte Nicols, 
d. h. X = ni2, 

OF = E cosg; sing;e- ,,"s , OC = - E sing; cosq;e- x• •. 

Damit wird die Intensitat nach (19) 
. £2 

(21a) 1= '4·sin22g;{e·2,,·S + e- 2x"s - 2cosbe-<x·+x")s}. 

Fur die optische Achse selbst wird x' = x" und b = 0, d. h. 

(21 b) 10 = o. 
Es ergeben sich also Interferenzringe infolge der Variation von b im Gesichts
feld, die aber undeutlich werden, wenn die Absorption groB wird. Das Gesichts
feld ist von dem dunkeln Isogyrenkreuz g; = 0, nl2 durchzogen, das also par
allel zu den Achsen von Polarisator und Analysator liegt (vgl. § 65). Die Kristalle 
verhalten sich verschieden, je nachdem Xo kleiner oder groBer als x. ist. 1st "0 ~ x., 
so werden die achsennahen Strahlen relativ wenig geschwacht, au13erhalb des 
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dunkeln Kreuzes ist also das Gesichtsfeld hell (I. Typus: Magnesiumplatin
zyaniir). 1st jedoch "o;}> "e (II. Typus: Turmalin), d. h. ist die AbsorPtion in 
der Achse am groBten, so ist das ganze Gesichtsfeld dunkel und hellt sich erst 
nach auBen zu allmiihIich auf. 

II. Zweiachsige Kristalle. 
Wir besehriinken uns auf den Fall gekreuzter Nicols, d. h. X = n/2 und 

nehmen ferner an, daB die Plattenebene senkreeht zur optischen Aehse NI liegt. 
Seien N l , N 2 die DurehstoBpunkte der optischen Aehsen in der Spurebene. 

"" derWinkel der Verbindungslinie NIQ eines nahe der optischen Aehse NI 
liegenden Punktes Q des Gesichtsfeldes gegen die Ebene der optisehen Aehsen 
und oc der Winkel zwischen der Ebene der optisehen Aehsen und der 
Sehwingungsebene des Polarisators P. 

1st NI Q ~ NI NI • so bildet die 
Schwingungsriehtung mit NI Nz nahezu 
den Winkel",,/2 (vgl. §66, S. 257). DerWin
kel rp zwischen ~' und der Schwingungs
rich tung des· Polarisators wird also: 
rp = IX - ",,/2 (s. Fig. 175). 

Damit erhalten die beiden zur Inter
ferenz kommenden Strahlen naeh (18) 
die Amplitude 

OF = E eos( oc - ~) sin(oc - ~) e- H' •• 

OC = -E sin (IX - ~) cos (IX - ~) e-><"·. p 

Also wird die Lichtintensitiit 
Fig. f 75. Zur Theorle der absorblerenden Kriata1le. 

(22a) 1 = !' sin2(2IX - "") {e- 2H'S + e- 2H'" -2e-(H'+,,")S. eos6}. 

In der optischen Aehse selbst. in der "" unbestimmt wird. zerlegt man das Licht 
in die Komponenten parallel und senkreeht zur Ebene dureh die Aehsen N1 • Nt; 
d. h. man setzt in (22a) tp = 0 und statt ,,'. ,,": "p. ".. Ferner verschwindet 
hier die Phasendifferenz 6. Damit wird aus (22a) 

(22b) 

In (22a) gibt der erste Faktor zuniiehst die dunkle Hauptisogyre sin (2oc - "") = o. 
Wiihrend diese aber bei nieht absorbierenden Kristallen dureh den Mittelpunkt 
(Spurpunkt der optischen Aehse) geht. ist sie jetzt· in der Umgebung der Achse 
dureh einen hellen Punkt unterbrochen. da nach (22b) 10 im allgemeinen nicht 
verschwindet. Dies ware nur der Fall fiir den speziellen Wert IX = 0 oder IX = n/2. 
d. h. wenn die Schwingungsebene des Polarisators entweder in der Ebene der 
optischen Aehsen oder senkrecht zu ihr liegt. 

Der zweite Faktor von (22a) liefert infolge der Variation von 6 dunkle Ringe 
urn die optische Achse. sie ·werden bei groBerer Absorption bzw. dickeren Platten 
immer undeutlicher. Der zweite Faktor zeigt auBerdem noeh eine Winkel
abhangigkeit (von ""). die auch dann merklich sein kann. wenn das Interferenz
bild schon abgeklungen ist. Sie steckt allerdings nur in dem Glied 

(23) F = e- 2><'s + 'e- 2H"s • 

da naeh (16) ,,' + ,," = ", + "p = konst. 
Born, Optik. t8 
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ist. Es zeigt sich nun, daB F Maxima hat fur tp = 0, ~ und Minima fUr tp = ±~/2. 
Nach (16) wird namlich: 

~~ = s("" - ",) sintp (e- 2 ,.,s _ e- 2 >c"S), 

und dies verschwindet ffir tp = 0, ~ und fUr ,,' = ,,", d. h. nach (16) fUr tp = ±~/2. 
Die ersteren Nullstellen liefern Maxima, die zweiten Minima, denn es ist 

(24) F(O,~) = e- 2"ps + e-"'S > F(± ;) = 2e-(>Cp+"')s. 

Das Gesichtsfeld wird also auBer von der Hauptisogyre tp = 2 IX noch von einem 
dunkeln Buschel fUr tp = ±~/2 senkrecht zur Ebene der optischen Achsen 
durchzogen. 

Dieses dunkle Buschel bleibt auch noch sichtbar, wenn Polarisator und 
Analysator fortgelassen werden, also einfach mit naturlichem Licht beobachtet. 
wird. Dieses kann aufgefaBt werden als zusammengesetzt aus zwei Kompo
nenten gleicher Amplitude, die in irgendwelchen, zueinander senkrechten Rich
tungen polarisiert sind, also nicht miteinander interferieren. Ihre Amplituden 
kann man schreiben 

und die totale Intensitat wird 

(25 a) 

bzw. in der Achse selbst 

(25 b) 10 = £2 (e- 2>cp s + e- 2 >c,S). 

AuBerhalb der Achse wird also die 'Intensitatsverteilung durch den Faktor (23) 
wiedergegeben, und man sieht demnach auch in naturlichem Licht das dunkle 
Buschel ffir tp = ±~/2. In der Achse selbst aber ist die Absorption nach (24) 
am kleinsten, d. h. die Achse erscheint aufgehellt. Dies ist schon 1819 von 
BREWSTER beobachtet worden. 

Zum SchluB sei noch einmal darauf hingewiesen, daB unseren ganzen Rech
nungen die Annahme zugrunde lag, daB die Elliptizitat der Hauptschwingungen 
vernachlassigt werden darf. Dies ist keineswegs immer gewahrleistet, da es, wie 
sich zeigen laBt, in jedem absorbierenden Kristall vier Riehtungen gibt, in denen 
die Polarisation sogar zirkuliir wird (Windungsaehsen), von denen zwei in der 
Niihe der optisehen Achsen liegen. Jedoch ziehen sieh die Gebiete mit merk
lieher Elliptizitat bei schwacher werdender Absorption immer mehr auf die 
Windungsachsen zusammen, die selbst dann gegen die optisehen Achsen riicken. 
Bei Berucksichtigung dieses Umstandes bleibt jedoch der allgemeine Charakter 
der besprochenen Erscheinungen bestehen, weshalb von einer genaueren Be
sprechung abgesehen sei. Einige Feinheiten sind aber in unserer Diskussion 
nicht enthalten (idiophome Ringe, Sichtbarmachung der Windungsachsen in 
zirkular polarisiertem -Licht). Fur sie sei auf die Originalarbeiten1 verwiesen. 

§ 70. Beugung an leitenden Kugeln. * 
Metallische Substanzen geben nicht nur in massivem ZustaJ?d zu eigenartigen 

optischen Erscheinungen AnlaB, sondern auch in jenem Zustande feiner Ver
teilung, den man als kolloidal bezeichnet. Bekannt ist z. B. die schOne rubin
rote Farbe, die kolloidal (in Flussigkeiten oder Glasern) gelostes Gold zeigt. Die 

1 W. VOIGT: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen Bd. 48 (1902); Ann.lPhysik (4) Bd.9 (1902) 
S. 367; Bd.27 (1908) S.1005. 
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Behandlung dieser Erscheinungen ist darum von groBem Interesse, weil sich 
dabei Vorgange der Brechung, Absorption und Beugung in eigenartiger Weise 
kombinieren. Sieht man die Metallteilchen als unendlich gute Leiter in einer 
vollig durchsichtigen Umgebung an, so kommt man zu einem reinen Beugungs
phanomen; wir haben es aber nicht unter diesem Gesichtspunkt in Kap. IV 
behandelt, weil gerade die Erscheinungen, die durch das Eindringen des Lichts 
in die Teilchen bewirkt werden, von physikalischem Interesse sind. Fiir dieses 
Eindringen aber spielt bei metallischen Partikeln auch in hohem Grade die Ab
sorption eine Rolle. Aus diesem Grunde ist hier der Platz, dariiber zu sprechen. 

Andererseits muB hervorgehoben werden, daB es sich methodisch urn eine 
strenge Losung des Beugungsproblems in seinem allgemeinsten Sinne handelt, 
namlich urn eine Integration der MAXWELLschen Gleichung fiir eine aus dem 
Unendlichen kommende ebene Welle, die auf beliebige Unstetigkeitsflachen der 
optischen Parameter triffL Ein strenges Verfahren zur Losung gibt es nur dann, 
wenn diese Grenzflachen hinreichend einfache geometrische Formen haben. Es 
besteht darin, daB man soIehe krummlinige Koordinaten einfiihrt, bei denen die 
Unstetigkeitsflache eine Koordinatenflache ist und die MAXwELLSchen Glei
chungen nebst Randbedingungen sich in gewohnIiche DifferentiaIgleichungen 
separieren lassen. Man kann dann das ganze Problem auf einige einfache Rand
wertaufgaben fUr gew6hnliche Differentialgleichungen zuriickfiihren. 

Wir beschranken uns im folgenden auf den Sonderfall, daB der beugende 
Korper cine Kugel ist und die einfallende Welle als eben und linear polarisierl 
betrachtet wird 1. Der Radius der Kugel sei R, ihr Mittelpunkt werde zum Ko
ordinatenursprung eines rechtwinkligen xyz-Systems gemacht, dessen z-Achse 
der Fortschreitungsrichtung der einfallenden Welle entgegengesetzt ist, dessen 
x-Achse mit der Schwingungsrichtung des elektrischen Vektors dieser Welle 
zusammenfaIIt. Weiter setzen wir voraus, daB das die Kugel umgebende Medium 
durchsichtig, homogen und isotrop ist. Wir gehen aus von <len· MAXwELLschen 
Feldgleichungen fiir unmagnetische K6rper 

I 
(a) 

(1) 
(b) 

rot" = ~ ~ + 4no ~ 
'W C c' 

1 . 
rotG: = --~. c 

Die skalaren Gleichungen k6nnen wir schreiben [vgl. die Begriindung § 67 (1£)]: 

{ 
(a) div~ = 0, 

(2) (b) div~ = O. 

Wir betrachten nun einen zeitlich periodischeIi Vorgang mit der Kreis
frequenz co, fiir den sich die Gleichungen (1) in der Form 

I (a) rot~ = "0)£ ~ 4no ~ = kt ~, 
(3) i w 

(b) rot~ = -, ~ = -kl~ 

schreiben. Dabei sihd die Abkiirzungen 

k _ iEll) + 4no 
1 - C ' 

k _ iw 
1- C 

1 G. Mm: Ann. Physik (4) Bd. 25 (1908) S. 377; P. DBBYB: Ann. Physik (4) Bd. 30 (1909) 
S.57. 

18· 
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eingefiihrt. Die in § 67 (8) definierte komplexe Wellenzahl ist dann1 

(5) k=Y-k1 k2 • 

Wir wollen im foIgenden durch die Indizes (a) bzw. (i) andeuten, ob sich die 
betreffenden GraBen auf das die Kugel umgebende auBere Medium oder auf 
das Innere der Kugel beziehen wllen. 1m AuBenraum ist (1 = 0, also sind kr),!if) 
rein imaginar. 

Nunmehr schreibt sich die einlaUende WeUe in der Gestalt 

(~ 1 
~~) = ~~) = ~~) = ~~) = 0 . 

Die Normierung der Amplituden ist also so getroffen, 
elektrischen Vektors den Absolutwert 

I E(e) I = I eik(O)'1 = 1 
besitzt. 

daB die Amplitude des 

Als Grenzbedingungen brauchen wir nur die Stetigkeit der tangentiellen Kom
ponenten von ~ und ~ zu verlangen, da aus ihr und den MAxwELLschen Glei
chungen die Stetigkeit der Radialkomponenten von E@; und .p folgt. Wir fordern 
also 

(7) { :rt : :~:} fUr r = R . 

Urn diese Grenzbedingungen zu erfiillen, haben wir neben dem Felde ~(.), .p(') 
der einfallenden Welle und dem durch sie erzeugten Felde ~(l), .p(l) im Kugel
innern noch ein Zusatzfeld ~(b), ~(b) (Beugungswelle b) im AuBenraume anzu
nehmen. Sollen ferner die Grenzbedingungen zu allen Zeiten gelten, so mull in 
allen diesen sechs .Vektoren die Zeitfunktion dieselbe sein. Wir haben es also 
mit drei Wellen zu tun, die samtlich gleiche Zeitabhiingigkeit besitzen: 1. der 
einfallenden Primiirwelle, 2. einer Welle im Innern der Kugel, 3. einer Zusatz
welle im AuBenraum, der Sekundiir- oder BeugungsweUe. 

Die der Kugeloberflache angepaBten krummlinigen Koordinaten sind die 
spharischen Polarkoordinaten T, {}, rp, definiert durch 

(8) I x = T sin {} cosl]' , 

y = r sin t? sin I]' , 
z = T cost? 

1st m ein Vektor mit den Komponenten ~, mil' m. in kartesischen Koordi
naten, so sind seine Komponenten m" m", mq:> in diesen Polarkoordinaten defi
niert durch 

~OT 
(9) m:, = ~ ax m .. , 

Die Umrechnung des Vektors rot m nach diesen Formeln liefert 
rot m ___ 1_ {a (r sin_D!,q:» _ a (T21,,)} 

, -,2 sin~ a~ atp' 
(10) rot m = _~_ {a21r _ cJ('Sin~21q:»} " ,sma atp a, , 

t (lr _ ~ {a(,~,,) _ a21r} 
ro q:> U -, a, aD . 

1 Wir verzichten hier auf den Fettdruck, da von der reellen Wellenzahl kein Gebrauch 
gemacht wird. 



§ 70. Beugung an leitenden Kugeln. (VI. § 70.) 

Die Fe1dgleichungen (3) !auten also in Polarkoordinaten 

(11) 

(a) 

(eX) k ~ __ 1_{a(rSinD~<p) _ a(r~~)} 
1 , - r sinD aD arp' 

(fJ) 

(y) 

k ~ _ _ 1_{a~r _ a(rsinD~<p)} 
1 ~ - r sin D arp ar' 

1 
kl~<P =r 

{a(r~~) _ a~r} 
ar aD ' 

(eX) _ k c:.. __ 1_ {a(rSinDQ;tp) _ a(r~)} 
1'\,1, - r. sinD aD arp' 

(h) (If) - k c:.. - _1 _ {aQ;r _ a(rSinDQ;.,,)} 
1'\,It70 - rsinD arp aI" 

(y) _ k2~tp = ; {a (~~) _ ~~} . 
Die Grenzbedingungen (7) schreiben sich jetzt 

{ ~:: = ~~); a:~ = ~~) } 
(12) ftir r = R. 

",(I) _ ",(n). ",Ii) _ ",(4) 
'\,It70 - '\,I~ • '\,1'1' - '\,1'1' 
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Die Gleichungen (H) mit den Grenzbedingungen (12) sind die Grundgleichungen, 
die wir zu integrieren haben. 

Man kann nun ein beliebiges Losungssystem ~, ~ mit den Komponenten 

~" ~t70, ~tp' ~" ~t70, ~tp 
zerspalten in zwei voneinander linear unabhangige Systeme ~', ~' und ~", ~" 
derart, daB fiir das eine 
(13) ~~=~,. ~~=O 

und fiir das andere 
(14) ",II _ '" 4'r - 41, 

ist. Setzt man niimlich z. B. ~, = ~~ = 0, so geben die beiden Gleichungen 
(Ha, (J; a, y) 

(15) I k ~' ___ 1_ a(rsinD~~) 
1 t70- rsinD ar • 

b ~~ = 1 a(r~6) 
"1. -r ,- ay-

Setzt man diese Ausdrticke in (h, (J), (h, y) ein, so bilden (a, eX), (h. (J), (h, y) ein 
Differentialgleichungssystem zur Bestimmung der drei Funktionen ~, ~6' ~~ 
und (h, eX) ist identisch erfiillt. Lost man dieses Gleichungssystem nach (12) 
unter den Randbedingungen, daB ~6 und ~~ an der Oberfliiche stetig sind, so 
sind nach (15) auch ~ und ~ von selbst an der Oberflache stetig und daher 
aIle Randbedingungen (12)· erfiillt. 

Ganz entsprechendes gilt, wenn man ~: = 0 setzt. 
Wir wollen die Welle· mit verschwindendem radialen magnetischen Antell 

kurz die elektrische Welle und die mit verschwindendem radialen e1ektrischen 
Antell die magnetische Welk nennen. Nunmehr zeigen wir, daB sich sowohl die 
e1ektrische als auch die magnetische Welle aus je einem skalaren Potential H' 
bzw. II" ableiten, di.e beide ein und derse1ben Wellengleichung geniigen. 

Zunachst folgt fiir die e1ektrische Welle wegen ~~ = 0 aus (h, eX), daB ~ 
und ~ durch Gradientbildung aus einem Skalar U entstehen: 

(16) ==_1_au ft'.1 1aU 
\l!<<p rsinD arp' \l!<t70 = r aD' 
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Setzt man 

(17) u = ~il/) 
01' ' 

I 1 o~(r il') I 1 02 (1' il') 
so wird aus (16) 

( 18) Q; --,-
<p - rsin~ orofP ' 

Q; = -- ---
{} l' oro~' 

Man sieht nun, daB man (15) geniigen kann durch 
o il' kl o(rIl/) 

~~ = -kl of} -, a:&' 
(19) 1 ~' _ k _1_ 0 II' __ k_1 _ ~~ ill), 

{j - 1 sin f} 0'1' - l' sin f} 0'1' . 

Diese Gleichungen (19) in (11, a, IX) eingesetzt, liefern 

I 1 {o (. a ill 1 02 ill} 
(20) Q;r = - nina oa smiJ(9Fj + sin~ OfP2 . 

Setzt man (18), (19) und (20) in (11 b, p, 1') ein, so erhiilt man zwei Gleichungen, 
deren linke Seiten Ableitungen ein und desselben Ausdrucks nach qJ bzw. {) 
sind. Man kann sie also erfiillen, indem man diesen gleich Null setzt und erhiilt so 

(21) 
1 02 (1' il') 1 0 ( . 0 ill)' 1 iJ2 il' 2 ,_ 
-'-':;-2- + ~ ':;.11 sm{) ':;_u +~""T2 + k II - o. 
l' ur l' Slnv uv uv l' Sln v ufP 

Mittels dieser Gleichung formt sich der Ausdruck (20) urn in 

(22) Q;' _ 02(ril') + k2 ll' 
r - 01'2 r. 

Man iiberzeugt sich durch Einsetzen von (18), (19), (20), (21), (22) in die 
Gleichungen (11), daB man wirklich em Losungssystem dieser Gleichungen hat. 

In genau derselben Weise behandelt man die magnetische Welle und erkennt, 
daB sie sich aus einem Potential ll" ableitet, das derselben Differentialglei
chung (21) geniigt wie ll'. Als Losung der Grundgleichungen (11) erhiilt man 
also insgesamt 

(23) 

(a) 

(IX) Q; = Q;' + Q;" = {;2 (1' il') 
, r r 01'2 

({3) rc: _ {CI + rc:II _ ~ it (1' il') 
~{j - ~{j ~{j - l' or of} 

(1') Q; - Q;' + 'Q;" - _1_ {;. (1' il') 
<P - 'P <P - l' sin f} or OfP 

(b) (p) "'- - "'-" "'-, - k _1_ ~r il') 
'\,Iii - '\,I{j + '\,I{j - 1 l' sin a 0 fP 

('\1) "'- - "'-" + "'-, - -k ~ o (ril') 
F '\,I<P - q,''P '\,1'1' - 1 l' oa 

k 1 0(1' il''), 
- 2 l' sin f} -7J-;P- , 

1 0 (1' il") 
+k2y - oD ' 

"2 ( Il") k2 ll"...1- 0_1' __ 
r , 01'2' 

1 iJ2 (1' il") 
+ r' oroa ' 

1 0· (1' il'') 
+ rsina orog;' 

Die beiden Potentiale ll' und fl" sind dabei Losungen der Differentialgleichung 
,(21). Diese ist aber genau die Wellengleichung 

L1ll+k2ll=0 

in Polarkoordinaten. Damit die Komponenten Q;{j, Q;'P' .p", ~<P stetig sind, ist 
offen bar hinreichend die Stetigkeit der vier GroBen 

(24) kl rfl' , k2rll" , ;, (rll') , :1' (rll") 
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an der KugelfHiche r = R. Die Randbedingungen zerfallen also eben falls in un
abhangige Bedingungen fiir ll' und ll". 'Cnser Beugungsproblem ist dalT'it in 
der Tat auf die Losung von zwei voneinander unabhangigen Randwertproblemen 
de.r Wellengleichung zuruckgefuhrt. 

Wir lOsen diese Gleichung durch einen Reihenansatz mit unbestimmten 
Koeffizienten, dessen einzelne Glieder partikulare Integrale sind. Die Koeffi
zienten bestimmen wir dann aus den Grenzbedingungen. Wir haben also eine 
unendliche Folge von partikularen Integralen anzugeben. Zunachst suchen wir 
aIle partikularen Integrale der Gestalt 

(25) II = R (r) e (l'l) (/) (tp) . 

R, e, (/) geniigen, wie man sich leicht uberzeugt, den gewohnlichen Differential
gleichungen 

(a) rJ:Z (r R) + (k2 _tx) r R = 0 
drS r2 ' 

(26) (b) 

(c) 

Dabei sind IX und f3 Integrationskonstanten. 
Df' das hId ij:, ~ eine eindeutige Funktion des Ortes ist, mull auch II eine 

eindeutige Ortsfunktion sein, und daraus folgen gewisse Grenzbedingungen fur e 
und (/). 

Fiir jede der drei Gleichungen (26) kann man nun das allgemeine Integral 
angeben. Fiir (c) ist es 

acos((fJtp) + b sin (y ptp). 

Aus der Forderung der Eindeutigkeit ergibt sich 

(27) f3 = m2 (m ganz). 

Also lautet die eindeutige Losung von (26c) 

(28) f/J = am cos (mtp) + bm sin (mtp). 

Die Gleichung (26b) ist die bekannte Gleichung der Kugelfunktionen. Damit sie 
eine eindeutige Losung hat, ist notwendig und hinreichend, daB 

(29) IX=I(I+1), (1)lmj,ganz). 

Wir fuhren in die Gleichung den Wert (27) flir f3 und die neue Variable 

(30) E = COSt'} 

ein. Dann geht ~ie iiber in die Gleichung1 

(31) :~{(1 - E2) ~~} + {I (1 + 1) - 1 :1~2} e = 0, 

deren Losung die sog. "zugeordneten" LEGENDRESchen Polynome sind: 

(32) e = plmJ (~) = PlmJ (cos'!?) . 

Diese verschwinden identisch, wenn 1m! > 1 ist; es gibt ihrer also 21 + 1, 
namlich fiir 

m=-l, -1 + 1, ... , 1- 1, 1. 

1 COURANT-HILBERT: Meth. d. math. Phys., S. 282. 
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Zur Integration der Gleichung (26a) substituieren wir 
1 

(33) kr = e, R(r) = y-e- P(g) 

und erhalten ffir P die BESsELsche Differentialgleichung 1 

(34) diP + ~ dP + {1 _ (I +!)B} P = O. 
del e de e' 

Die Losung dieser Gleichung ist die (1 + i) te allgemeine Zylinderfunktion: 

P (e) = zl+de)· 
Also wird die Losung von (26a): 

1 
(35) R = ,r-ZIH(kr). 

,kr 

Jede Zylinderfunktion ZIH HiBt sich aus zwei Normalfunktionen mit kon
stanten Koeffizienten linear zusammensetzen. Ais solche Normalfunktionen 
kann man die sog. BESsELschen 11+1 und NEUMANNschen NIH wahlen; statt 
dessen ist es fUr unsere Zwecke bequemer, die Funktionen 

I 
1/1(0 

(a) 1PI(e) = ,'--t JiH (e), 
(36) 

(b) l.l(g) = - l'i!! NIH (!!) 

einzuffihren. 
Die Funktionen "PI (e) sind in jedem endlichen Gebiete der e-Ebene ein

schlieBlich des Nullpunktes regular, die Funktionen Xl (g) dagegen haben im 
Punkte e = 0 eine Singularitat (Unendlichkeitsstelle). Zur Darstellung der Welle 
im Innem der Kugel sind daher die "PI, aber nicht die Xl brauchbar. 

Das allgemeine Integral der Gleichung (26a) ist 
(37) rR = c'''P,(kr) + d'Xl(kr). 

Setzt man hier insbesondere c, = 1, d, = i, so erhaIt man die Funktionen 

(38) r R = C,(kr) , 

wo 
(39) 
gesetzt ist. 

Die hier auftretende Funktion B<'l) ist eine der beiden sog. HANKELschen 
Funktionen. Sie zeichnen sich unter allen Zylinderfunktionen dadurch aus, daB 
sie im Unendlichen der komplexen e-Ebene verschwinden, und zwar die hier 
benutzte, mit dem Index (2) versehene Funktion in der negativen Halbebene des 
Imaginarteils von e. Diese Funktion wird daher geeignet sein, die Beugungs
welle darzustellen. 

DUTch Multiplikation der Funktionen (28), (32), (37) erhaIt man nach (26) 
ein partikulares Integral Illml. Mithin hat man ffir die Losung der Schwin
gungsgleichung den Ansatz I rfl=rf ±Illm) 
(40) , 1:0 m;-l 

= f-h m~,{c'''P,(kr) + d,x,(kr)}{Plm) (cos~)}{amcos("Hp) + blllsin(m9')}' 

Die am, bfA, c" d, sind dabei willkiirliche Konstanten. 

1 COURANT-HILBERT: S. 260 und Kap. VII. S. 405. 
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Wir haben nunmehr die Aufgabe, die unbestimmten Koeffizienten aus den 
Grenzbedingungen zu ermitteln. Damit unser Verfahren iiberhaupt brauchbar 
ist, miissen die beiden Potentiale n', /1" der einfallenden Welle ebenfalls in 
eine Reihe der Gestalt (40) entwickelbar sein. Um das zu zeigen, transformieren 
wir die einfallende Welle (6) durch die Transformationsformeln (9) auf Polar
koordinaten und erhalten 

Q;~') = eill(O), cos" sin {) cos q; , 

(41) 

Zur Bestimmung des zugehOrigen Potentials II'(') geniigt es, eine der Gleichungen 
(23) heranzuziehen, etwa die erste; aus (23a, IX) ergibt sich also fiir /1'('} die 
Differentialgleichung 

iJI" II'(') (42) eill(O),cos"sin{)cosq; = aT + k(a)'rn'(·}. 

Fiir den ersten Faktor der linken Seite existiert nun folgende differenzierbare 
Entwicklung nach LEGENDRESchen Polynomen 1 : 

00 

(43) eik(o),cos" = ~il(21 + 1). !P, (k(G',,) p (cost?) 
~ k(G'" I • 
1=0 

eik(G), cos" sin {) = _ ; __ 1._ ~ (ei k(G), COS") 
,k(G)" 08 ' 

Wegen 

o 
08 P,(COSt?') = -pIll (cos'!?) , p!f (cos'!?) = 0 

folgt hieraus fiir die linke Seite von (42) die folgende Entwicklung nach zugeord
neten LEGENDRESchen Polynomen der Ordnung 1: 

(44) 

Hiernach wird man zur Losung von (42) den Ansatz machen: 

(45) 

(44) und (45) liefem, in (42) eingesetzt, durch Koeffizientenvergleichung die 
Relation: 

(46) IXI{k(a)'1J'I(k(G>r) + iJI!Pa~·)")} = ii-I (21 + 1) !PI(~""). 

Nun ist nach (37) (fUr C, = 1, d, = 0) 1J'1 (k<G}r) = r Reine Losung der Glei
chung (26a): 

(47) ~~' + (k(a)' - M1J'1 = 0, 

falls [siebe (29)] IX = l(l+ 1) ist. Vergleicht man das mit (46), so erkennt man. daB 

(48) 

wird. 

.,- 1 21 + 1 
1X, = , 1 (I + 1) 

1 HEINE: HaIidb. d. Kugelfunktionen Bd. I S.82, Formeln (14), (14a). 
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Eine ahnliche Rechnung gilt fur das magnetische Potential ll"(e), so daB die 
beiden Potentiale der einfallenden Welle sich in der Gestalt darstellen lassen: 

II , Ie) _1_ ~ ·I_l}-l±.!_ (k(a») (})( 0) r - k(n)'''::::'' 1 1(1 + 1) tpl r PI cos COSf{!, 

1=1 
(49) 

oc 

(b) [1"(') - __ 1_ ~'I ~~a~ ~~ (k(a») (Il ( {))' 
r - k'"I' ..::::.. 1 k~al 1(1 + 1) tpl r PI cos smr· 

1=1 

Damit haben wir die beiden gegebenen Potentiale ebenfalls als Reihen der Ge
stalt (40) dargestellt. Nun konnen wir die in (40) auftretenden Konstanten 
leicht bestimmen. 

Die Grenzbedingungen (25) lauten nun ausfUhrlich 

(a) 0 {r (n'(e) + II'(b»)' _ = ~ {r II' (.)1 _ or /T-I. or Jr-R. 

(~O) (b) (, {r(ll"(e) + n"(b»)\ _ . = ~{rII"(')' _ 
i) r J r - I. 2 r ,T - R, 

(c) k(IIJ {r (Tl'(e) + II'lb»)} _ = kCi){rII'(')}._ 
1 T-F. 1 I-R, 

(d) k~tI{r(II"(') + II"(b»)}r~r. '-= kU1{rII"(i)}r=R' 

Sie konnen nach (49) nur dann erfullt werden, wenn fUr die unbekannten Poten
tiale II (i) und II(b) in der Summe (40) ebenfalls nur die Glieder mit m = 1 auf
tretpn und auBerdem fUr das magnetische Potential 

fur das elektrische 

gilt. 
\Vir haben nun bereits oben bemerkt, daB zur Darstellung von ll(t) nur 

die tpl brauchbar sind, die im Nullpunkt regular sind (wah rend die XI dort un
endlich werden). Daher m~r:hen wir fUr II (i) den Ansatz 

(a) rII'(i) = k~' ~ A;tpz (k(i)r) Plll (cOS'O) COSf{!, 

(51) 
1=1 

00 

(b) II"(i) - __ i_ ~ A" (k(') )p(l)( 0)' r - k(i1k(i)"::::" I tpz r I cos smrp. 
• 1= 1 

Wir haben auch bereits erkannt, da/3 fUr die Beugungswelle ll(b) die aus der 
HANKELschen Funktion H(2) durch Multiplikation mit Yen/i gebildete Funk
tion Cz = tpt + iXI genommen werden muB, und zwar verhii.lt sich H(2)(e) fUr 

groBe e wie ~ e-i(l, also Cl (e) wie e-il! und R = ~ C wie ~ e-ik(a)T. Dies ent-
h) r r 

spricht in der Tat einer Kugelwelle. Wir haben daher anzusetzen 

00 

(c) 

(51) 

(d) rII"(b) = -k!iJ\(.i) ~B;'Cl(k(")r)Plll(cosO)sinf{!. 
t 1= 1 . 
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Geht man mit diesen Ansatzen (49) und (51) in die Grenzbedingungen (50) ein, so er
halt man folgende linearen Gleichungen zwischen den Koeffizienten A~, A;', B;, B;': 

B' ~1 ,., (k(u) R) -+_1 '1 - I ~±~_ 'k(a) R) - ~1 A' , (k(l) R) 
I kla) 1,1 kl") t 1(1 + I} 1P,( - kll) I "PI , 

B" 1 ,., (k(D) R) + 1 '1 .) 21 + 1 , (k(a) R) - 1 A" '(k(t) R) 
I k~a, 1,1 k~") t TV + I} "PI - k~)- ["P[ , 

B' --~- "1 (k(D) R) _L _1_ i l - 1 _2!_+_I_ lIl[(k(a) R) = _1_ A'1111(kii )R) 
(52) 

I k~a, I, 1 k~") I (I + I) T k~) IT' 

B" ~1 ,. (k(a) R) ~1 '1· 1 _~I_+_I_ (kia) R) - ~_ A" (k(i) R) 
[ kla) 1,1 + kla) t 1(1 + I} "PI - kl.) I "PI . 

Uns interessieren nur die Koeffizienten B;, B~' der Beugungswelle, die sich nacr 
Elimination von A;, A;' ergeben zu 

'/ ... 1 21 + 1 k~")kl'l1p;(klaJR} 1p1(k(iJR} - k~)kla)1pi(kli)R) 1p1(kla)R) 
(a) E~ = t l{/+ I} kr)kl"~i(k'a)R) 1pI(kl'IR) - k~)kla)1p;(kl')R) l;/(kMR) , 

E". '1 I 21 -i- 1 k~·JkliJ1p[(kln)R) 'Il'i(kli)R) - k~iJkla)1pi(kln)R) 1p[(klilR) 
(b) 1- -- 1 + TV + -I-f k~n, kll) 1;1 (k la) Rfi,;(klli R)=--k~,ikl;)-(; (kla) R) 1pdk(i) kj . 

(5)) 1 

Damit ist die Randwertaufgabe der Gleichung (24) formal gel6st. Auf Existenz
und Konvergenzbeweise wollen wir uns nicht einlassen. 

Die Feldstarken der Beugungswelle erhalt man, wenn man (Sic, d) in (23) 
einsetzt: 

(I'll" = ~. _c~~~ ,,--, I (I + 1) E'" (k(a) r) p:l) (cos 0) 
~,. kin)' y2 ~ [I,I [., 

/--1 

{lOll" ,~ __ 1_ ~O~'[ ~ {H' ,., (k(a) r) p!l)' (COS 0) sin {) + i B" ,. I kia) r) p!li (cos1J) _1 _} 
~ll klnl y ~ [I,[ [.. 11,1\ I sinD' 

i',-1 

00 

(54) 

If'') = - _L_~i~_(,-_ ~ {B'''' (k(a)r) p!l) (cosU) ._1 . + iB"" (k(a)r) pi)' (cos {)) sin {)} 
'I kl") YSln t'f ..:::. [I,[ [ sIn [~ [ 1,/ I , 

/=1 

00 

~ (/,1 __ . ~i~ si~~. ~ I (I + 1) B",. (k(a) ) p!ll ( _Q.) 
Je\· - (kin) k~a»)2 y2 ..:::. I 1,/ r I COS'll, 

/=1 

\1. 1/,' = .1. sin'l'. ~ {E' ,. (k(a) r) p,ll (COS {) _1. - i E" ,., (k(a) r) pili' (cos 0) sin o} 
'-II k~a) r ~ /1,1 ,. sin/? ,1", , 

I_c 1 

.\:11/" = _1_ cos'l ~, {B' C (k(a)r) pll;' (cos 0) sin 0- i B" 1;' (k(a)r) pll) (coslj) _._1_} . 
. 'f k~') Y SIn 8-~ I I I [ [ I SIn 8-

1=1 

Zum Schlusse stellen wir noch einmal die Bedeutung der vorkommenden 
Grof3en zusammen. Wegen unserer Annahmen ala) = 0, ali) = a, fica) = fi(l) ==, 1 
haben wir nach (4) 

(55) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

. la) 

klm-~ 1 - , 
C 

k ill) _ i w _ 2:r . 
t -- -'- - --;- t, 

C 1'0 
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Dabei haben wir in der letzten Zeile den komplexen Brechungsindex ange
schrieben, der im folgenden benutzt wird. 

Besonders einfache Verhaltnisse erhii.lt man, wenn die Leitlahigkeit der be
trachteten Kugel oder ihre Dielektrizitatskonstante sehr grofJ ist. In diesem Falle 
sind nach (55) I k~)1 und k<-) sehr groB gegen I k~ll, I kial lund k(a), und die Ampli
tudenformeln (53) vereinfachen sich zu 

I (a) 
(56) 

(b) 

·1 + 1 21 + 1 ¥'~ (k(O) R) 
B; = ~ 1 (I + 1) C; (k(O) R) , 

B" - _ ·1+ 1 21 + 1 ¥'1(k(O)R) 
I - Z 1 (I + 1) C,(k(O)R) . 

Bei optischen Wellen wird dieser Fall allerdings meist nicht verwirklicht sein; 
daher hat dieser Grenzfall mehr ein historisches Interesse, da sich die ersten 
Theorien auf ihn bezogenl. 

Ferner geben wir Reihenentwicklungen fUr die auftretenden Kugel- und 
Zylinderfunktionen: 

A. Kugelfunktionen. 

Die LEGENDRESche Kugelfunktion 
[//2] 

( ff) _ ~ ()m (21 - 2m)! ({)1-2m 
(57) P, COSl - ~ -1 2'm!(/-m)!(r=-2m)! cos , 

m=O 

und die zugeordnete Kugelfunktion 

(58) plm) ( {) _ (. {)m ~~PI (COS a) . 
I cos - sm dcosO"" 

insbesondere brauchen wir 

(59) I 1 
pjI) (cos{) = ~ {P,_ 1 (cos!?) - cos{) P, (cos{))} , 

Sin" 

pm (cos{) = ~osa pm (cos{) _ I (I + 1) ~I (~~s a) . 
I sm1a I sma 

Fur groBe Ordnungen l gilt asymptotisch 

(60) 

B. Zylinderfunktionen. 

1. Potenzreihen fur kleines Argument x: 

(61) 

mit 

(62) 

ferner 

(63) 

xl+ 1 

tpz(x) = 1 .3 ... (21 + 1) ft(x) 

3 x 2 It (x) = 1 - -- - + - ... 
21 + 3 3 ' 

,. ( ) _ . 1 • 3 ... (21 - 1) - '%{h ( ) +. ()} 
<,,1 x - l x' e, x lxg, x , 

wo h,(x) und g,(x) Potenzreihen sind, die mit 1 beginnen und deren zweites Glied 
quadratisch in x ist. 

1 Siehe z. B. K. SCHWARZSCHILD: MUnch. Akad., Math.-phys. Kl. Bd. 31 (1901) S.293. 
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Auch 'P; (x) und Cf (x) bringen wir auf die analoge Form: 

(64) 
, (I + 1}xl 

'PI (x) = 0~~21 + 1) f, (x) • 
und 

(65) ~'( ) _ '1 1 . 3 ... (21 - 1) - '''' {ht ( ) +.' t ( )} 
0,,1 X - J X'+l e I x Jxg, X , 

wo auch IHx), h1(x) und g1(x) Potenzreihen der angegebenen Art sind. 
II. Asymptotische Werte fUr groBes Argument x. falls die Ordnung I klein 

gegen I x list: 
(66) 
(67) 
und 

1pl(x)~Hil+le-iZ + (_i)Z+lei "'}. 

Cz (x) ~ iZ + 1 e- i", 

(68) 'Pf (x) ~ !{iZe- iz + (_i)Zeiz}. 

(69) C~ (x) ~ i1e- i",. 

Flir reelles Argument x werden die Funktionen 'Pz(x) und 1J/,{x) selbst reelI, 
namlich 

(70) 

(71) 

'PZ(x) ~ sin(x _I;). 
'P; (x) ~ cos (x _ 1~'7:) . 

.§ 71. Physikalische Diskussion des Streulichtes. * 
Die Beobachtung der durch § 70 (54) dargestellten Beugungswelle geschieht 

gewOhnlich nieht an einem einzelnen Teilchen, sondern an einer LOsung, in der 
sehr viele Teilchen sieh im Gesichtsfelde befinden. Die Anwendung der Formeln 
setzt daher voraus, daB die Teilchen so weit voneinander entfernt, d. h. die benutz
ten Konzentrationen so gering sind, daB wechselseitige Beeinflussung nicht be
rlicksiehtigt zu werden braucht. Wir ersehen nun aus den Formeln (54). daB die 
Radialkomponenten Ii~) und ()~) der Beugungswelle bei wachsendem r starker 
verschwinden (niimlieh wir ,-2) als die auf dem Radiusvektor senkrecht stehen
den Komponenten (die wie ,-I gehen). In hinreichendem Abstande vom beugen
den Teilchen ist daher die Welle transversal. Man nennt diesen Bereich die 
Wellenzone. 

Ferner folgt aus den Formeln § 70 (54) unter Benutzung der Eigenschaften 
der Kugelfunktionen, daB 

(1) 1i9'~'" + ~u-~" = 0 
ist; d. h. der elekt,isc'he und' der magnetische Vekt01' der Beugungswelle stehen 
senkrecht au/einander. 

Weiter erkennt man aus den Formeln, daB sich die gesamte Beugungswelle 
aus Anteilen zusammensetzt, die den Kugelfunktionen verschiedener Ordnung 
entsprechen, und die man Partialwellen nennen kann, wobei die Starke dieser 
Anteile durch die Werte der Koeffizienten B;, Bf' bestimmt ist. Diese Koeffi
zienten hangen auBer von den Materialeigenschaften vom Verhiiltnis des Kugel
radius zur einfallenden Wellenliinge 10 abo 

Jede Partialwelle besteht wieder aus einem elektrischen Anteil mit den 
Amplituden B: und einem magnetischen Anteil mit den Amplituden B~'. Bei 
den ersteren liegen die magnetischen Kraftlinien auf Kugeln «(), = 0), bei den 
letzteren die e1ektrischen (Ii, = 0). 

Betrachten wir nun eine soIche PartialwelIe, etwa die He elektrische, so er
kennen wir, daB die Komponenten Ii" und ()'" an den Stellen verschwinden, wo 
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entweder cos~ oder P)1l 1 (cos ,.~) sin -0 eine Nullstelle hat, und die Komponenten ~." 
und ~6 dort, wo entweder sin~ oder P)II(cos-o)/sin{} verschwindet. Nun foIgt 
aus den. Eigenscha~ten der Kugelfunktionen, daB im Intervall O:S {} < n die 
F unktion PIll I (cosO) genau l mal und Pill (cos {}) Isin -0 genau (l- 1) mal verschwindet 
(wobei aber 0 und n unter den Nullstellen nicht auftreten). So werden fur 
~ = ±n/2 aIle Komponenten der Feldstarken an 2 (l-1) Stellen Null, wahrend 
sie fur 0 oder n an 2l Stellen verschwinden, insgesamt also an 4l- 2 Stellen. 
Da die magnetischen Kraftlinien geschlossene Kurven der l",ugeloberflache sind, 
so schlingt sich urn jede der 2l Nullstellen auf den Kreisen ~ = 0 oder n je eine 

Gruppe von Kraftlinien herum, wahrend an 
(il>n 2l-1 ~ullstellen auf ~ = ±n/2 je vier 
solcher Gruppen nach Art der vier Zweige 
gleichseitiger Hyperbeln mit denselben 
Asymptoten zusammenstoBen (s. Fig. 176). 

Projiziert man die magnetischen Kraft
linien der c1f'ktrischen Partialschwingungen, 
die auf der vorderen (oder auch hinteren) 
Halbkugel beziiglich der y z-Ebene verlaufen, 

k\:-""-='---ttt--'7f'====--==='--7"JIx auf diese Ebene, so erhalt man nach MIEI die 
in Fig. 177 wiedergegebenen Darstellungen. 

Die elektrischen Kraftlinien dieser elek
trischen Schwingung sind dann (in der 
\\"dlcnzonl") die orthogonalen Trajektorien 
(s. Fig. 178). 

Flir die magnetischen Partialschwingun
gen gilt das Analoge, nur sind hier cos~ 

Fig. 176. Vierte elcktriscbe PartialweUe, mague· und sin HI vertauscht,' man erhalt die elek-tische Kraftlinien. T 

. trischen Kraftlinien der magnetischen Par-
tialschwingungen, die auf (,iner Kugd liegen, in der entsprechenden Projektion, 
indem man aIle Figuren urn die z-Achse durch dt'n Winkel n/2 dreht. 

Wir untersuchen jetzt, in welchem :\lischungsverhaltnis die verschiedenen 
P:lrtialschwingungcn auftreten, d. h. die GroBenverhaltnisse der Koeffizienten If, 
und B:', die von dem Verhaltnis des Kugclradius zur Vakuumwellenlange Ao 
und von den Materialkonstanten abhangen [so § 70 (53), (56)]. Wir haben dabei 
zwei relativ ein/ache Grenz/liUe zu unterscheiden, jc nachdem die GroBe 

(2) 0% = k(n) R = 2~R 
I.''') 

~dlr groil oder sehr klein gegcn 1 ist. 

1. o%~1. 
Hier handelt es sich urn den Grenzfall d(·} KIRCHHoFFschen Beugungstheorie 
bzw. sogar urn den Giiltigkeitsbereich der geometrischen Optik. 

Beschriinkt man sich zuniichst auf Ordl.: ,ngen l ~ IX, so kann man die 
asymptotischen Ausdrlicke § 70 (66) bis (69) in (56) einsetzen und erhiilt 

(3) 
(a) 

. ( I:c) . ( 1:If) Sin IX - ... + tncos IX - .-

R' = _2~~ ei ., 2 2 
I I (I + 1) 1 + n ' 

. . ( l:c') (' l:c) , I n Sin tX - - - COS IX - .. - . 
B" _ . 21 T 1 ,i.' 2 2 

I - t I (I + II e 1 + n ' 

1 G. MIE: Ann. Physik (4) Bd. 25 (t~uS) S.3i7. 
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und im Grenzfalle e(i) = 00 oder a = 00: 

I (a) 

(4) 
I (b) 

B' _ . 21 + 1 jIX ( ~:r) 
I - t l(1 + 1) e cos (X - i ' 

B" 2/+1·. ( l::r) 
I = - 1(1 + 1) e'''' SID 1X -2 . 

Sowohl im allgemeinen wie auch im Grenzfalle zeigen 
die Koeffizientcn gleichcs Verhalten: Sie oszillieren 
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namlich bei relativ kleinen Anderungen von 1X und Erste elektrische Partial welle. 

Zweite elektrische Partialwelle. Dritte tlektriscbe Partialwt'lle. Vierte elektrische Partialwelle. 

Fig.l77. ,Iagnetische Kraftlinien de< vier erstea elektrischen Partiaiwellen. (Nacb G. MIE in Ann. Pbysik Bd. 25 (1908.} 

eben so von cinem i-Wert zum benachbarten in hochst untibersichtlicher Weise, 
und zwar sind ihrc absoluten Betrage im allgemeinen Faile zwischen 

21 + 1 I " I 
I (I + 1) ,,+ 1 

und 21 + 1 I 1 I 
I (I + 1) It -+- 1 ' 

wobei die vom .Material abhangigcn Faktoren I +n . und 
n 1 

I 11 : 1 I immer zwischen Null und 1 liegen; und im 

Grcnzfall (} = 00 zwischen 

21 + 1 

1(1 + 1) 

~~ o _ _ 0 

()~() 
o ~ --.. 0 

"=-;-7 

und o. 
Erste eJ<>ktrische Partialschwingllll~. 

Zweite dektrische Partialschwingung. Drille elektrische Partialscbwingung. Vierte elektrische Partialschwingung. 

Fig. 178. Elektrische Kraftlinien der ersten vier elektrischen Partialscbwingungen. [:';ach G. MIE, Ann. Physik (4} 
Bd. 25 (1908)). 

Ersctzt man in B;' die GroBe I durch l + 1, so geht der trigonometrische 
Faktor in den von B; tiber, d. h. die 1 te elektrische Schwingung ist von derselben 
GroI3enordnung wie die (I + 1) tc magnetische. 
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Wieviele von den Partialschwingungen zu berticksichtigen sind, kann man 
nattirlich aus diesen nur ftir l ~ IX geltenden Formeln nicht entnehmen. DEBYE 
hat unter Benutzung von semi-konvergenten Darstellungen der Zylinderfunk
tionen, die ftir aIle l gelten, gezeigtl, daB gerade so viele Glieder der Reihe in 
Betracht kommen, wie die Zahl IX betdi.gt. 

1m Grunde mtiBte in diesem Grenzfall IX ~ 1 die vollstandige Theorie des 
Regenbogens mit allen Feinheiten (Nebenregenbogen) enthalten sein; doch scheint 
es, daB sie von diesem allgemeinen Standpunkte noch nicht ausgeftihrt worden 
ist. Man hat statt dessen Methoden verwandt, die denen der KIRCHHOFFschen 
Beugungstheorie ahnlich sind (Konstruktion des geometrischen Strahlenganges 
und Intensitatsberechnung unter Berticksichtigung der den Strahlen zukommen
den Phasendifferenz)2. 

II. IX ~ 1 . 

Dieser Grenzfall ist wegen seiner A nwendbc. rkeit aul die mikroskopischen oder 
submikroskopischen Partikel in koUoidalen LiJsungen besonders wichtig. Hier hat 
man die in § 70 (61) bis (65) angegebenen Potenzreihen ftir die Funktionen 'P 
und , zu benutzen und kann sich in diesen auf die ersten Glieder beschranken; 
d. h. die dort mit Iz (x), hi (x), g, (x), Ii (x), hi (x), g!(x) bezeichneten Potenz
reihen konnen durch 1 ersetzt werden, so daB sich ergibt 

I (a) 

(5) 

(b) 

,_ .1+2 ___ ~~+1 ___ ~~ 
B,-t 12[1·3 ... {2/-1)]11+1+1 

n -1-' 

B~' = i ' (I + 1) (21 + 1) (21 ~~~~[1 .3 ... {2/- 1)]2 (n2 - 1) 

und im Grenzfall (] = 00 aus den Formeln3 § 70 (57) 

I (a) 

(6) 1 
(b) 

I _ .1+2 1X"+ 1 

B,-t 1I[1·3 ... {2/-1)]2' 

,,_ .'+2 lX"+ 1 

B, - t I{/+ 1)[1.3 ... {2/- 1)]2· 

Betrachten wir zunachst den Fall von endlichem (] und e(i), so sehen wir [For
mel (5)], daB B;+1 und B~' derselben Potenz von IX proportional ("von gleicher 
GroBenordnung") sind. Es tiberwiegt also die erste elektrische Partialschwin
gung aIle anderen, und allgemein ist die (l + 1) te elektrische Partialschwingung 
von derselben GroBenordnung wie die He magnetische. Beschriinkt man sich 
auf die erste elektrische Partialschwingung, die sich spater (Kap. VII, § 81, 
s. 372) als Dipolstrahlung herausstellen wird,. so ist ihre Starke (mit Phase) be
stimmt durch die komplexe Amplitude 

(7) 

1 P. DEBYE: Ann. Physik (4) Bd. 30 (1909) s. 57. 
I E. MASCART: Traite d'Optique Bd. 1 (1889) S.398, Bd.3 (1893) S.434; W. MOBIUS: 

Ann. Physik (4) Bd.33 (1909) S. 79; J. ROSENBERG: Ann. Physik (4) Bd.68 (1922) S.414; 
G. B. AIRY: Trans. Chambr. Phil. Soc. Bd. 6 (1838) S. 379; Pogg. Ann. Erg.-Bd. (1842) 
S.232. 

8 Der direkte Grenziibergang von den Formeln (5) zu (6) ist nicht einfach; man hat 
dann zu berQcksichtigen, daB in diesem FaIle n -+ 00, IX -+ 0 geht, und zwar derart, daB 
das Produkt (¥ln2 einem endlichen Grenzwert zustrebt. 



I 71. Physikalische Diskussion des Streulichtes. (VI. I 7t.) 289 

Dagegen sind im Grenzfall (1 = 00 oder ,j..tJ = 00 die I te elektrische und die I te 
magnetische Partialschwingung von gleicher GrOBenordnung, und man hat fiir 
1= 1: 

I (a) 
(8) 

(b) 

B' . a . (2nR)a 
1 =-'''' = -J - A(·) , 

B" i a i (2nR) 1=-2"'" = -2" AI.) • 

In beiden FaIlen aber besteht das Gemeinsame, daB die Amplituden umgekehrt 
proportional mit dem Kubus der WellenIange im Au13enraume sind. 

Aus den allgemeinen Formeln § 70 (54) erhalten wir die erste elektriscbe 
Partialschwingung unter Bmutzung der Formeln 

(9) PI (cos,')) = cos,'). 
P'/I(cos8) . {) = 1 pIf'(cos,')sin" = -cos,') 

SID • 

und der asymptotiscben Darstellungen 

(10) 

zu 

(11) 

Diese Formeln sind identisch mit denen fUr die Strahlung eines parallel der 
x-Achse schwingenden elektrischen Dipolsl, den wir in Kap. VII noch naher 
untersuchen werden. Dort werden wir zeigen, daB sich fUr das Moment eines 
Dipols, der die Streuung (11) erzeugt, der Wert 

(12) P = R" (4) I nl ---.! I o B nl+ 2 

ergeben wiirde. Charakteristiscb fUr diese Strahlung, die man gewOhnlich die 
RAYLEIGHsche Strahlung nennt (5. Kap. VII, § 81), ist die Proportionalitat der 
Amplitude mit 1lll, also der Intensitiit mit ill'. 

Die erste magnetische Partia1schwingung kann man in derselben Weise als 
von einem magnetischen Dipol ausgehend auHassen. 

Die hOheren Partialschwingungen lassen sich als Felder von scbwingenden 
Quadrupolen usw., allgemein Multipolen deuten, doch wollen wir nicht darauf 
eingehen. 

Wir kehren nun zum allgemeinen Fall zuriick und wollen die lntensitiils
und Polarisationsverhiiltnisse der Streustrahlung naher betrachten. Als MaB der 
Intensitiit nehmen wir hier, wo es sich nur um Verhaltnisse von mtensitlten 
handelt, das Quadrat der reellen Amplitude des elektrischen Vektors, auf den 

1 R. GAMS U. H. HAPPEL: Ann. Physik Bel. 29 (t909) S.277. 

BorD, Optlk. t9 
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Wir bilden also -----

J - ;.(0)2 /2"" 'I(·B' Pll) (cosO) _ B"P(l) ( _Il.)' _1l.)jI2 
1.- 4 22/ t I. I I cos·v SIn'", , 

II r sm~ 
I 1=1 

'(0)2 00 . pilI ( fJ) 2 

J I. 2 '/(BIP'!)/( {))' _'1 B" I cos ) II = -4 2 2 tit COS Slnv - I --'-'-f)-
':If r 1=1 sm , 

(13) 

einfuhren, konnen wir schreiben 

(14) 

Man erkennt, daB fUr q; = 0 bzw. q; = n/2 jeweils eine der beiden Komponenten 
verschwindet. 

Nach § 70 (6), (8) bedeutet q; den Winkel zwischen der Schwingungsebene 
des einfallenden Liehts und der Visionsebene, d. h. der Ebene durch Fort
pflanzungsrichtung und Beobachtungsrichtung. Es ist also das Streulicht linear 
polarisiert, wenn die Visionsebene parallel oder senkrecht zur primaren Schwin
gungsebene steht. In jeder anderen Riehtung {}, q; ist das Streulicht elliptisch 
polarisiert, da im allgemeinen eine Phasendifferenz zwischen ~". und ~'P besteht 
(d. h. das Verhii.ltnis ~"'/~'P ist komplex). Beschrankt man sich aber auf die 
RAYLEIGHSChe Streuung, d. h. die durch (11) dargesteIlten niedrigsten Glieder, 
so geben diese ein reeIles Verhii.ltnis ~,,/~q;, d. h. in diesem Falle hat man in 
jeder Blic:krichtung linear polarisiertes Licht. 

Nun handelt es sieh aber bei den Anwendungen gewohnlieh urn die Streuung 
von naturlickem Licht. Die in diesem allgemeineren FaIle geltenden Formeln 
kann man aus den vorstehenden bekommen, indem man annimmt, daB zwei 
aufeinander senkrecht stehende, inkoharente lineare Wellen einfallen; man hat 
dann alsp nur die Streuung fur jede dieser Wellen getrennt zu berechnen und die 
Intensitaten (nieht die Amplituden) zu addieren. 

Nun geht die zweite Welle aus der ersten hervor, indem man in (14) cosrp 
und sinrp vertauscht. Bei der Addition fillt daher, wie zu erwarten ist, der 
Winkel q; ganz heraus. und man erkennt. daB III und 11. selbst die Intensitaten 
des bei natiirlichem einfaIlenden Lichte gestreuten Liehts parallel und senkrecht 
zur Visionsebene bedeuten. Da im allgemeinen beide von Null verschieden sind, 
so hat man partiell polarisiertes Licht. Unter dem Polarisationsgrad versteht 
man die GroBe 

(15) 

Der unpolarisierte Anteil laBt sich schreiben: 

(16) (J 1. + In) (1 _ P) = {2JII f~r lu < J 1.. 

2J 1. fur lu > J 1. . 

Durch numerische Rechnung kann man sich einen 'Oberblick uber den Verlauf 
dieser Funktion von {} fur verschiedene Kugelradien und Substanzen verschaffen1• 

In den folgenden Figuren 179 sind die Gesamtintensitat J 1. + JII und die des 
unpolarisierten Anteils (2]1. bzw. 2lu) als Funktionen des Beobachtungswinkels {} 
bei verschiedenenSubstanzen und Radien fUr monochromatisches Licht auf-

1 G. MIll: Ann. Physik Bd. 25 (1908) S. 377; R. GANS: Ann. Physik Bd. 76 (1925) S. 29; 
H. SEN~KBEN U. E. BENEDICT: Ann. Physik (4) Bd.60 (1919) S.297; H.BLUMER: Z. Physik 
Bd.32 (1925) S. 119, Bd.38 (t926) S.304. 
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getragen. Die Lange der Radienvektoren der auBeren Kurve geben die Gesamt
intensitat, die der inneren Kurve die des unpolarisierten Bestandteils, wobei, 
sofem niehts anderes gesagt ist, ].1. im OberschuB vorhanden ist. Die Einheiten 
sind in jeder Figur willkurlich anders angenommen worden. 

Aus diesen Diagrammen, wie auch den sonstigen Berechnungen in der Lite
ratur, konnen allgemein folgende Resultate entnommen werden: 

Bei unendlich kleinen Kugeln ist auBer im FaIle unendlieh groBer Leitfahig
keit oder Dielektrizitatskonstanten, wo die Gesamtintensitat zum groBten Teil 

1Z0· 

a. R=o. 

Fig. 179 a-c. 
Strahlendiagramm eines Goldkiigelcbens. 

c. R=90!'I', 

der einfallenden Welle cntgegen ausgestrahlt, d. h. "reflektiert" wird, die Beu
gungsstrahlung ganz symmetrisch zu der Ebene durch den Kugelmittelpunkt 
und senkrecht zur Fortpflanzungsrichfung der einfallenden Welle. Entgegen 
und in der Richtung des Primarstrahls hat die Intensitat ein Maximum, wahrend 
sie senkrecht dazu ein Minimum aufweist. Mit wachsendem Kugelradius wird 
diese Symmetrie gestort, indem nach vom (fJ = 180°) immer mehr Licht aus
gestrahlt wird als entgegen der einfallenden Welle (0 = 0°). Man nennt diese 
Erscheinung den MlEelfekt. SchlieBlich wird das gestreute Licht fast ganz unter 
fJ = 180° und den benachbarten Winkeln ausgestrahlt. Auch fur vollkommen 
leitende Kugeln tritt mit wachsendem Kugelradius eine Verlagerung der Aus
strahlung zugunsten der Richtung der Primarwelle auf. Fur gegen 1 groBe 
Kugelradien muB jedoch die Primarwelle wieder vollkommen reflektiert werden, 
wie es aus den fUr diesen Fall gultigen Gesetzen der geometrischen Optik folgt. 

Urn noch kurz eine Obersieht ube, die GroBenverhaltnisse der Totalintensitat 
mit wachsender TeilchengroBe zu gewinnen, moge eine Tabelle (Tab. 10) 
folgen, die nach den Berechnungen von BLUMER zusammengestellt ist. Es 
sind darin fUr n = 1,25 bei verschiedenem oi, = 2nR/l(lJ) und {) die GroBen 

4na", 
(].1. + lu) l'e) 1 angegeben: 

Tabelle to. 
.. =0,01 .. =o.t I .. =1 .. =2 

5,0'1O- 1'14.9.tO- 8 7.8'10-,,'1,9.tO- 8 2.°'10- 1 1 
2.5' to- 14 2.5' to- 8 5,0' 10-' 3,6' 10-1 2.5' 10- 1 

5,0 '10- 14 5.0' 10- 8 I 1.2' 10- 8 2.3' 10- 1 4.3 

"'=5 

1.3 1 2.7 
9,8' t02 

19* 

0,9 
7.1 
7,5 . 108 
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Der MIEeffekt ist bei einem Vergleich jeweils der ersten und dritten Zahl in 
einer Spalte deutlich zu erkennen. Die Zeilen zeigen ein auBerordentlich starkes 
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Ansteigen der Intensitat mit wachsender TeilchengroBe. Man muB jedoch be
denken, daB die GroBen der Tabelle mit dem Faktor 1(4)2/41(1 r2 zu multiplizieren 
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sind, diescr aber gegen 1 sehr klein sein mu13, wenn die Formel (13) Giiltigkeit 
haben sollen. 

Wird IX gro13er als 1. 2R also gro13er als l{tI)/n. so treten (Fig. 180) allmah
lich eine Reihe von Maxima und Minima der Intensitat auf, die erst in regel
loser Aufeinanderfolge erscheinen, jedoch fur immergro.l3er werdendes IX (IX ~ 1) 
solchc Beugungsbilder ergeben mussen, wie man sie an kreisformigen Schirmen 
nach der KIRCHHOFFschen Theorie erhalt (s. IV. § 49). Indessen ist die hier 
entwickeltc Theorie in diesem Sinne kaum zu gebrauchen, da die ohnehin schon 
auf kleine IX (IX <{:: 15) beschrankte Theorie es daruber hinaus nicht gestattet, 
die :\laxima und ~Iinima analytisch zu ermitteln. Fur kleines IX, wo die Anzahl 
cler Extremwerte noch gering ist und diese weit auseinander liegen, konnen sie 
numerisch-graphisch gefunden werden. 

Bezuglich der Polarisationsverhaltnisse ergibt sich wieder ein verschiedenes 
Verhalten bei vollkommen reflektierenden oder isolierenden Kugeln einerseits 
und bei dielektrischen oder absorbierenden Kugeln andererseits. Man kann 
daruber direkt aus den Strahlungsdiagrammen Klarheit gewinnen oder auch aus 
besonderen Darstellungen der Polarisation (Fig. 180), definiert durch (15)1. 

Bei vollkommen leitenden oder isolierenden Kugeln befindet sich fUr sehr 
kleine Kugeln bei {} = 120° (THOMsoNscher Winkel) ein Polarisationsmaximum, 
das sich mit gro13er werdendem Kugelradius in Richtung abnehmender Beob
achtungswinkel {j verschiebt. 

Bei dielektrischen und absorbierenden Kugeln verhaIt sich fUr kleine IX die 
Polarisation ganz symmetrisch zur xy-Ebene und hat bei {} = 90°, wo sie voll
standig ist, ein Maximum. Es la13t sich hier leicht die Polarisation durch einen 
analytischen Ausdruck darstellen. Berucksichtigt man namlich in (13) nur die 
erste elektrische Schwingung und setzt dann (13) und (9) in die Definitions
gleichung (15) fur P ein, so erhalt man 

(17) P({}) __ sinze 
- 1 + cosle' 

eine Formel, die bereits RAYLEIGH auf anderem Wege abgeleitet hatte. 
Mit gro13er werdender Teilchengro.l3e (etwa bis R = l{tI)/n) verschiebt sich 

das Maximum, und zwar bei dielektrischen Kugeln nach der Seite kleinerer und 
bei absorbierenden nach der Seite groBerer Winkel, jedoch gilt dies nicht all
gemein, sondern nur fUr die Mehrzahl der untersuchten FaIle. 

Fur noch gro.l3er werdende Kugelradien R treten ganz unregelma.l3ig neue 
Maxima und Minima der Polarisation auf. 

Betrachtet man insbesondere die Polaric;ation bei {} = 90°, so findet man, 
da13 bis IX = 1 fast nur polarisiertes Licht vorhanden ist, das senkrecht zur 
Visionsebene schwingt; fUr gro.l3ere IX verschwindet das 'Obergewicht mehr und 
mehr, bis schliel3lich ganz unregelma.l3iges Verhalten eintritt. 

Wahrend bis jetzt die Wellenlange konstant angenommen, also monochroma
tisches Licht vorausgesetzt wurde, wird es, falls die einfallende Welle aus Wellen 
mehrerer Frequenzen zusammengesetzt ist, zur Beschreibung der Beugungs
erscheinungen notwendig, die die Farbenerscheinungen bedingende Abhangigkeit 
von der Wellenlange zu untersuchen. Nun kommt aber die Wellenlange in den 
Koeffizienten B~, B~' nur in der Verbindung IX und im komplexen Brechungs-

1 statt der Polarisation wird oft zur Beschreibung der Natur des zerstreuten Lichts die 
sog. Depolarisation (Depolarisationsgrad) benutzt, definiert durch (5. VII, § 81). 

8 = .f nat. Lic.ht =~_ 
1m. pol. Licht 11. - 111 . 
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index,. vor. ,. ist aber in beschrankten Frequenzbereichen von w nahezu un
abhangig, wenn das zweite Glied in § 70 (55 e) mit (J gegen das erste vernachHi.ssigt 
werden kann, d. h. bei schlecht leitenden Kugeln; im Grenzfall unendlich groBer 
Leitfiihigkeit andererseits kommt ,. gar nicht vor. In diesen Fallen also hangen 
die Intensitaten - abgesehen von dem gemeinsamell Faktor )..(a)2j4:n2r2 - nur von 
dem VerhaItnis rj).(IJ) abo Man kann die Vberlegungen also auch fUr verschiedene 

% 
fOO 

P 80 

t GO 

Frequenzen bei festgehaltenem Radius 
anwenden, insbesondere die Fig. 180 

/..:' .... \. in diesem Sinne deuten. 
"I!~ .\'. Die Abhangigkeit der Polarisation 

/j/ \ '\'" von der Wellenlange ist besonders von 
I;? ',\\ SCHIRMANN 1 untersucht worden. Fur 

/ :/ '\. unendlich kleine Teilchen ergibt sich 
IJ./ " ...... '~. sowohl fur dielektrische aIs absorbie-

ko"~1~:··,...."I:~br--:I:,~,b.~"""~~~~,,- rende Kugeln ein Polarisationsmaxi
mum (vollstandige Polarisation) un
abhangig von der Wellenlange bei 
{} = 90 o. Bei groBeren dielektrischen 
Teilchen, bis etwa IX = 1, nehmen die 
Winkel maximaIer Polarisation mit 
wachsender Wellenlange zu (s. Fig. 181), 
wwend sie fUr absorbierende abneh

-60 

-80 

---- J. = 450 mI'. 
1=650 mI'. 

____ <-SSOml'. men (s. Fig. 182). Man nennt diese Ab-
• .......... 1 - 700 mI" hangigkeit die Dispersion der Polarisa-

Fig. 181. Dlspenion der Po1arisation. Stark dielektrische tion. Wird IX merklich groBer als 1, 
Teilcben. so werden die Verhii.ltnisse wieder un

ubersichtlich und regellos. 
Die Dispersion der Polarisation kann die Ursache fur zwei interessante Er

scheinungen sein. Zunachst einmaI kann es bei einfaIlendem weiBen Licht vor
kommen, daB das Polarisationsmaximum der am starksten ausgestrahlten Farbe 

% 
fOO 

to 

-ZP 

-'II 
----J.=350m,u. - - - - J.=450m,u. 
-.-.-.- l- 530 mu. .. ......... ). - 650 mI" 

Fig. 182. Dlspenion der Polarisation. Stark absorbierende 
Teilcben. 

mit wachsendem Teilchenradius sich in 
der entgegengesetzten Richtung ver
schiebt. wie es fUr monochromatisches 
Licht zutreffen wiirde. Es iiberlagern 
sich namlich dabei mit wachsender 
TeilchengroBe zwei jenes Polarisations
maximum bedingende, aber in ent
gegengesetzter Richtung wirkende Fak
toren: einmaI die wachsende Teilchen
grOBe selbst, dann aber auch die 
Anderung der vorherrschenden Wellen
lange, die ihrerseits mit wachsender 
TeilchengroBe in Richtung groBerer 
Wellenlangen zunehmen kann. Vber
wiegt der letzte Faktor. so resultiert 
der obengenannte Effekt. 

Als zweites kann die Dispersion der Polarisation einen Polychroismus zur 
Folge haben, d. h. bei fester Visionsrichtung erscheinen in einem Analysator, 
durch den man das Teilchen beobachtet, verschiedene Farben, wenn der Ana
lysator urn den Visionsradius gedreht wird. "Die Polarisation ist von der Wellen-

1 M. A. SCHIRJlANN: Ann. Physik Bd. 59 (1919) S.493. 
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lange abhangig" heIDt ja nichts anderes, a1s daB bei weIDem Primarlicht in 
irgendeiner vorgegebenen Richtung die Farbe des am starksten ausgestrahlten 
Lichts fUr / L und //1 im allgemeinen verschieden ist. In den Zwischenstellungen 
des Analysators werden dann alle Farbeniibergange zwischen jenen beiden 
Farben auftreten. 

Natiirlich ist auch ein Polychroismus zu erwarten, wenn man den Analy
sator, ohne ihn zu drehen, in verschiedene Visionsrichtungen bringt. 

DaB diese Effekte, deren Existenz hiermit als moglich erkannt ist, auch wirk
lich meBbare Dimensionen annehmen konnen, kann man auf Grund spezieller 
Berechnungen erkennen, wie sie von SCHIRMANN durchgefiihrt worden sind. Die 
Kenntnis dieser Polarisationsverhaltnisse ist deshalb wichtig, weiI gerade sie am 
exaktesten messend verfolgt werden konnen. 

Wenn man die Gesamtstrahlung berechnen will, so muB man den POYNTING
schen Vektor bestimmen und iiber alle Richtungen integrieren. Dieses Integral 
laBt sich dann durch die Koeffiziennte B~, B~' aIIein ausdriicken, doch wollen 
wir die komplizierten Berechnungen nicht durchfiihren. Fiir den Grenzfall der 
RAVLEIGHschen Streuung ergibt sich daraus, daB die Amplituden proportional 
1/1(fI)1 sind, ohne weiteres eine Proportionalitat der Gesamtstreuung mit 1/1(fI)4. 

Bei Beriicksichtigung der hOheren, vom .1O',........,--r'""T'r~-r-....--r-,.-,r-r--,-.....,...-r-,-, 
Kugelradius und den Materialkonstanten , 
abhangigen Glieder aber ist der VerIauf rH-t--t--+-+-H'-t-+-+-+-f-H-I 
der Gesamtstreuung a1s Funktion der ~ H-t--f--+-+-H-+-++-+-+-H-I 
Wellenlange komplizierter und zeigt selek- I \ 
tive Erscheinungen. So sieht man in JtJH-+-+"'"JH-+-++--t--+-f-HH-I 
Fig. 183 bei Gold ein Maximum l • 

Solche Maxima kann man als eine Art 1 \ I'. 
Resonanzerscheinungen deuten. Denkt man 1-l~-+-H\H-4-+r---+-I-4--+-+--f--f~ 

sich namIich die Kugel ohne dauernde , " 
Einwirkung des auBeren Lichtfeldes zu f(J ,~~ .'ti. 
einer elektrischen Eigenschwingung an- ,r"- M." ~~'f:~ ,_rl-+-+-+-i 
geregt, so bekommt man fiir diese ganz "r-~ ~ *-t~-:. " 
bestimmte Frequenzen und Dampfungen. I"'-~~ 1: ..... , 
Man hat dazu nur in den Gleichungen I' 
§ 70 (52) die von den Koeffizienten ~, f1f1 ~ .tIN .us 55IJ 6i11 

B~' freien Glieder zu streichen und Los- Fig. t83. Gesamtstrablung unendlicb Ideiner Teilcben. 

barkeitsbedingungen fiir die entstehenden 
homogenen Gleichungen aufzustellen. Dann ergeben sich gedampfte Eigen
schwingungen, deren Frequenzen ungefahr dort Iiegen, wo in der Streustrahlung 
gewisse Partialwellen besonders intensiv werden. 

Die PrUlung der Theorie an Beobachtungen kann in zweierlei Weise erfolgen: 
Entweder beobachtet man das gesamte Licht, das von einer Menge von TeiIchen 
(in triiben Medien, kolloidalen Losungen) gestreut wird, oder man beobachtet 
das Streulicht des einzelnen TeiIchens im Ultramikroskop (s. IV § 53). 1m all
gemeinen ist 'Obereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung gefunden 
worden. Da man aber bei kleinsten TeiIchen keine unabhangigen Methoden zur 
GroBenbestimmung hat, so ist die M6glichkeit einer genauen Priifung sehr ein
geschrankt. Man iibertragt vielmehr die an groBeren TeiIchen erwiesene Giiltig
keit auch auf die kIeinsten und benutzt die Beobachtung des Streulichts zur 
GroBenbestimmung. 

1 Nach R. FEICK: Ann. Physik (4) Bd. 77 (1925) S.582. 
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Bei den Beobachtungen zeigte sich ubrigens, daB die von uns gemachte 
Voraussetzung der Kugelgestalt der Teilchen in vielen FaIlen nieht zutreffen 
kann. Die Theorie ist daher von mehreren Forschern1 auf andere Teilchen
formen, insbesondere Ellipsoide, ausgedehnt worden. 

SchlieBlich hat noch DEBYE in der schon erwahnten Arbeit den Lichtdruck, 
d. h. die vom Licht auf die Teilchen ausgeubte mechanische Kraft, bestimmt. 
Die saubere Beobachtung dieses Effektes ist aber nieht moglich, da die Teilchen 
ja immer in einem Medium, etwa einem Gase, schweben, das direkte thermische, 
gaskinetische Wirkungen auf das Teilchen ausubt. EHRENHAFT2 hat beobachtet, 
daB die Wanderung der Teilchen in einem intensiven Lichtkegel, die sog.Photo
phorese, keineswegs immer in der Riehtung der Fortpflanzung des primlren 
Lichts erfolgt, sondern bei gewissem Material ihr entgegen. Diese Erscheinung 
laBt sich natiirlich nicht auf den Liehtdruck zuruckfiihren, sondern ist ein 
kompliziertes gaskinetisches Phanomen. 

Siebentes Kapitel. 

Molekulare Optik. 

§ 72. Polarisation und Magnetisierung. 
Bis zu dieser Stelle haben wir als physikalische Grundlagen der Optik niehts 

anderes benutzt als die MAXWELLschen Gleiehungen (unter Berucksichtigung der 
Anisotropie des dielektrischen Verhaltens); man hat sie als Resultate der Kenntnis 
der Gesetze des makroskopischen elektromagnetischen Feldes in Leitern nnd 
NiehtIeitern anzusehen. Doch genugen diese Grundlagen keineswegs zur Dar
stellung aller optischen Erscheinungen, sondern mussen durch Einfiihrung der 
Grundbegriffe der Atomistik verfeinert werden. Es handelt sieh dabei urn zwei 
verschiedene Gesiehtspunkte. Der erste ist folgender: 

Das Licht ist eine so feine Sonde zur Erforschung der Substanzen, daB dabei 
die nieht homogene Struktur, die "molekulare Kornigkeit" der Materie, bereits 
merklich in Erscheinung tritt. Das zeigt sich vor allem darni, daB eine ebene 
Welle, die aus dem Vakuum in einen durchsiehtigen Korper tritt, in diesem 
nieht ohne Verlust fortgepflanzt wird, sondern eine Strcuung erfiihrt. Ferner 
werden isotrope Substanzen optisch doppelbrechend, wenn man sie in elektrische . 
oder magnetische Felder bringt, ein Vorgang, der offenbar mit der Ausrichtung 
der Molekiile in den Feldern zusammenhangt. 

Der zweite Gesiehtspunkt betrifft die Abhangigkeit der optischen Vorgange 
von Wellenlange und Schwingungszahl. Ein genaueres Studium zeigt namIich, 
daB die MAXwELLschen Ansiitze fiir die Materialeigenschaften, die wir bisher 
zugrunde gelegt haben, nur dann richtig sind, wenn die WeIlenlange des Lichts 
groB ist gegen die molekularen Durchmesser und die Frequenz des Lichts 
klein gegen die molekularen Eigenfrequenzen. Die Endlichkeit des Verhaltnisses 
Wellenlange zu Molekulardurchmesser erzeugt bei gewohnlichem Licht die Er
scheinung der optischen Aktivitiit und bei Rontgenstrahlen die sog. Interlermz
strcuung. Die Endlichkeit des VerhaItnisses der Frequenz des Lichts zur Eigen
frequenz erzeugt die Dispersionserscheinungen. Diese sind eng verkniipft mit den . 
Prozessen der Emission und Absorption des Liehts und erfordern zu ihrei" Deu-

1 z. ~.: R. CANS: ADD. Physik· (4) Bel. 62 (t920) S.351. 
I F. EHRENHAPT: Ann. Physik (4) Bel. 56 (t918) S.8t. 
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tung eingehende Kenntnis der Mechanik der inneratomaren Vorgange und ihrer 
Wechselwirkung mit dem Lichtfeld. Nun ist bekannt. daB im Bereich der Atome 
die Gesetze der klassischen Mechanik versagen und durch die der neuen Quanten
mechanik ersetzt werden miissen. Wir werden also an dieser Stelle an die Grenze 
unseres Betrachtungsbereichs gefiihrt. da wir die Quantenprozesse aus dem 
Rahmen dieses Buches ausschlieBen wollen. 1m folgenden werden wir von diesen 
Erscheinungen nur eine grobe Skizze geben konnen (Kap. VIII). die sich auf 
solche Ziige beschrankt, von denen keine Anderungen durch die feineren Be
trachtungen der Quantenmechanik zu erwarten sind. 1m vorliegenden Kapitel 
haben wir zunachst die A ullosung der MAXWELLschen Gleichungen in A ussagen 
atomarer Art durchzufiihren. 

Der erste Schritt besteht darin. in den MAXWELLschen Feldgleichungen I. § 1 
(h. b). (2a. b) diejenigen Glieder abzutrennen. die den EinfluB der Matede aus
driicken. 1m Vakuum ist unter allen Umstanden 

(1) 

zu setzen. Auch ist dort der Leitungsstrom i = 0; man wird aber keineswegs 
den Strom iiberhaupt Null setzen diirfen, da es einen Konvektionsstrom gibt. 
Bekanntlich ist durch direkte Versuche von ROWLAND 1 nachgewiesen worden. 
daB bewegte. mit der elektrischen Raumdichte (! geladene Leiter von der Ge
schwindigkeit b ein Magnetfeld erzeugen. und zwar von einer Starke. die der 
Stromdichte (! b entspricht. Ebenso sind bewegte Elektronen im Kathoden- oder 
p-Strahl Quellen eines Magnetfeldes entsprechend der erzeugenden Strom
dichte (! b. Wir schreiben nun die MAXwELLSchen Gleichungen lur das Vakuum 
auf. wobei wir den elektromagnetischen Zustand des Vakuums durch die Vek
toren ~ und ~ (stat't ~) kennzeichnen: 

I (a) 
(2) 

(b) 

{
(a) 

(3) (b) 

,. 431' 431' . 
rot~ - -~ = -nb =-1 cell: c' 

1 • 
rot~+-~ = O. c 

div~ = 4ne. 
div~ = o. 

Die Abweichungen. die durch die Materie erzeugt werden. sollen auf gewisse 
Ladungs- und Stromverteilungen innerhalb der kleinsten Materialpartikel. der 
Atome und Molekiile. zuriickgefiihrt werden. 

Was zunachst den Leitungsstrom betrifft. so riihrt dieser von den frei in 
den Leitern (Metallen) beweglichen Elektronen her und stellt einfach den Mittel
wert ihres Konvektionsstromes dar. In der Optik spielt er weiter keine Rolle 
und solI daher hier auBer Betracht bleiben; es sei jedoch erwahnt. daB eine aus
fiihrliche Elektronentheorie der Metalle existiert. die heute auf Grund der 
Quantenmechanik eine vollstandige Obersicht iiber die mit der Leitfahigkeit 
zusammenhangenden Erscheinungen zu geben imstande ist ll• 

Wir schreiben nun die MAXWELLSchen Gleichungen lur Nichtleiter I. § 1 (1) 
und (2) mit e = o. i = 0 hin und formen sie dabei in der Weise urn. daB wir die 

1 H. A. ROWLAND: Monatsber. d. Akad. Berlin (1876) S. 211; Ann. Physik Bd. 158 
(1876) S. 487; Ann. Phys. et Chim. Bd. t2 (t877) S. 119. 

I Zusammenfassende Darstellungen: L. BRILLOUIN: Die Quantenstatistik und ihre An
wendung auf die Elektronentheorie der Metalle. Berlin 1931. L. NORDHEIM: Theorie des 
metallischen Zustands, MULLER-POUILLET Bd. IV, 4. 
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in den Gleichungen (2) und (3) erscheinenden Anteile fUr das Vakuum auf der 
linken Seite beibehalten und das iibrige nach rechts werfen: 

1 
(a) 

(4) 
(b) 

{
(a) 

(5) (b) 

1· 4n . 
rot~ - - Q; =- (~ + crotIDl), c c 

1 . 
rot Q; + -- ~ = 0 

c ' 

divQ; = -4ndiv~, 
div~ = O. 

Dabei sind zur Abkiirzung die beiden Vektoren 

(6) { (a) 
(b) 

4n~ = ~ -~, 

4nm = ~ - .\1 
eingefiihrt. Die Gleichungen (4) und (5) stimmen mit den Vakuumgleichungen (2) 
und (3) iiberein, wenn man die rechten Seiten als Strom und Dichte deutet; da 
wir makroskopischen Strom und makroskopische Dichte ausgeschlossen haben, 
wird es sich urn Anhiiufungen und Bewegungen der Elektrizitiit innerhaIb der 
Atome oder Molekiile handeln. 

Wir haben also zu zeigen, daB die Ausdriicke 

(7) { (a) 
(b) 

e = -div~, 

i = crotm + $ 
diese Auffassung erlauben. Hierzu werden wir die Losungen der Gleichungen (2) 
und (3) ableiten und darin fiir e und i die Ausdrucke (7} einsetzen; durch eine 
Umformung des Resultates wird sich dann die vermutete Deutung ergeben. 

Der Gleichung (3 b) kann man geniigen, indem man 

(8) ~ = rotm 

setzt. Man nennt m das Vektorpotential. Fiihrt man (8) in (4b) ein, so wird 

(9) 

Daraus folgt, daB es ein skalares Potential tP gibt derart, daB 

(10) Q; + ; 2t = - gradtP 

ist. Nun sind m und tP so zu bestimmen, daB sie dem ersten Satz der MAXWELL
schen Gleichungen, niimlich (2a) und (3 a) geniigen. Einsetzen in diese Glei
chungen liefert 

1 
(a) 

(11) 
(b) 

1 - 1 . 4n 
rotrotm + -.m + -gradlP = -i, c c c 

- divgradtP - ~div2r = 4ne. c 

Nach bekannten Vektorformeln lassen sich diese Gleichungen umschreiben in 

1 - (1 . ') 4n if ~l - - m - grad -IP + div m = - - i 
cl C C ' 1 

(a) 
(12) 

(b) 1- 10(1. ') ..dtP - -IP + --- -tP + dlVm = - 4no c2 c ot c ~ 
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Wenn man nun noch zwischen dem skalaren und dem Vektorpotential die Relation 

(13) divm + ~,p = 0 c 

verlangt, so erhiilt man fUr m und tP die Wellengleichungen 

I (a) 
(14) 

(b) 

1 - 41f 
A2( - -m = --i c2 c' 

Man sieht sogleich, daB die Zusatzbedingung (13) mit diesen Gleichungen 
vertraglich ist, wenn Strom und Dichte der Kontinuitatsgleichung [so I, § 1 (3)] 

(15) divi + !! = 0 

gentigen. Setzt man hierin die Ausdrticke von i und (! durch die Vektoren IDl 
und ~ aus (7) ein, so sieht man, daB die Gleichung (15) identisch erftillt ist. 

Urn die Gleichung {14} zu integrieren, betrachten wir zunachst die homogenen 
Wellengleichungen, von denen wir nur die eine, 

(16) AtP - _1_ <p = 0 
c2 ' 

hinschreiben. Wir wollen die kugelsymmetrischen Losungen suchen, d. h. an
nehmen, daB tP nur yom Abstande , = yx2 + y2 + Z2 abhangt. Nun ist be
kanntlich 

(17) 
1tl} .14) (,) = _. --- (, fJJ) 
r drS ' 

so daB unsere Gleichung (16) geschrieben werden kann 
al 1 as 

(18}a;;i (4),) - cl atl (4),) = O. 

Das ist die Gleichung der .. schwingenden Saite" fUr tP,; sie hat die allgemeinste 
Losung 

(19) 4),. = e(t ± ~), 

wo e (t) eine beliebige Funktion ist. Wir erhalten daher zwei Losungstypen, je 
nachdem ob wir das Plus- oder Minuszeichen wahlen. Nur das Minuszeichen ent
spricht einem ph ysikalisch sinnvollen Vorgang; es stellt namlich 

(20) 

ein ,eta,die,tes Potential dar, d. h. das elektrostatische Potential einer zeitlich 
veranderlichen punktformigen Ladung e (t) unter Berticksichtigung der Aus
breitung mit Lichtgeschwindigkeit. Dagegen wiirden die Losungen mit dem 
Pluszeichen avancierten Potentialen entsprechen, bei denen die Wirkung in 
einem Aufpunkte von der Ladungsverteilung zu einem urn die Laufzeit spateren 
Augenblick bestimmt ist. 

Aus den retardierten Punktpotentialen kann man nun allgemeinere Losungen 
der inhomogenen Gleichungen (14), ,eta,aierte Potentiale von Raumdichten, auf
bauen. Bezeichnen wir mit x', y', z' einen Parameterpunkt, sei dS' = ax' ay' az' 
das zugehOrige Raumelement und , = y (x' - X)2 + (y' - y)2 + (z' - Z)2 die 
Entfernung zwischen diesem Punkte und dem Aufpunkt x, y, z, so liegt es nahe, 
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zu vermuten, daB die in Raum und Zeit veranderliche Dichte e (x, y, z; t) ein 
Potential 

(21) (jJ = j~(x" y', :'; t - ;-) dS' 

erzeugt. In der Tat ist dies eine Uisung der inhomogenen Wellengleichung (12). 
Urn das zu zeigen, den ken wir uns urn den Aufpunkt eine Kugel K yom Radius a 
beschrieben und zerlegen entsprechend das Integral 4J in zwei Anteile: 

(22) 

wobei das erste Integral auf der rechten Seite tiber das Innere der Kugel K, das 
zweite tiber ihr AuBeres zu erstrecken ist. Da in 4J,A der Nenner r immer von 
Null verschieden bleibt, kann man hier die Differentiation unter dem Integral
zeichen vornehmen und findet, daB 4J.A der homogenen Wellengleichung (14) 
gentigt. Dagegen darf man in (/)J wegen der Singularitat von r nicht ohne weiteres 
die Differentiation nach den Parametern x, y, z, t unter dem Integral vornehmen. 
Man kann nun aber den Radius der Kugel hinreichend klein machen, so daB ftir 
alle Punkte im Innern von K e (x', y', z'; t - r/c) beliebig wenig von e (x, y, z; t) 
verschieden ist; der Ausdruck L1 (/)J muB daher denselben Wert haben wie fUr 
das elektrostatische Potential einer homogen geladenen Kugel, d. h. den Wert 

(23) Jc[>J = -4ne(x, y, z; t). 

Endlich sieht man leicht, daB 02 (/)J/ot2 im Limes verschwindet; denn es nahert 
sich beliebig dem Ausdruck 

/I 

(24) - idS' _ j" • _ e(x,y,z; t). -y- = e·4n rdr = 2na-!!, 

K 0 

und dies verschwindet fUr a = O. 
Ftir jede Komponente des Vektorpotentials m findet man einen ganz analogen 

Ausdruck wie in (21) fUr das skalare Potential. Dabei ist die Raumdichte (} 
durch die entsprechende Komponente der Stromdichte t/c zu ersetzen. Indem 
man fUr Raum- und Stromdichte die Ausdrticke (7) einfUhrt, erhiilt man 

I 
(a) 

(25) 
(b) 

(jJ = - f + [div'~] dS', 

m = J+ [rot'm + ~ $] dS'. 

Dabei soIl die eckige Klammer andeuten, daB in den Argumenten der eingeklam
merten Funktionen t durch t - r/c zu ersetzen ist; die Differentiationen diy' 
und rot' sind nach den Koordinaten des Integrationspunktes mit dem Ele
ment dS' auszufUhren, wahrend die Koordinaten des Aufpunktes feste Para
meter sind. 

Man erkennt die Richtigkeit folgender fUr einen beliebigen Vektor 0 gelten
den Relationen: 

I (a) 
(26) 

(b) 

div'[D] = [div'D] - -~ t [.0]. 
YC 

1 . 
rot'[D] = [rot'n] + - t X (0] . 

rc 



§ 72. Polarisation und Magnetisierung. (VII, § 72.) 303 

Damit werden unsere Ausdriicke (25) 

(27) 
(/J = - JU- div' [~] - r:C t [~]} d5', 

1 
(a) 

(b) f{ 1 1· 1.} m = ;rot'[ID1] -r2 c t X [ID1] + rc [~] d5'. 

Von den erst en Gliedern beider Formeln kann man OberfHichenintegrale ab
trennen. Es gelten namlich fUr jeden Skalar ((J und jeden Vektor 0 die beiden 
Formeln 

(28) { 
div(((JO) = ((J divO + grad((J. D, 

rot (q>D) = ((J rot £1 + grad((J X D. 

Wir integrieren diese Gleichungen iiber ein Raumgebiet und 
erhalten aus der erst en durch Anwendung des GAussschen 
Satzes und aus der zweiten in analoger Weise die beiden 
Gleichungen 

{ f ((J(n· D)da = f {q> divO + gradq>. O}d5 , 

(29) f q>(n X D)da = f {q> rot £1 + grad((J X O}d5 . 

Hierbei bedeutet n den Einheitsvektor in der Richtung der 
auBeren Normalen im Oberflachenelement da. 

p 
Fig. 184. Zur Defini. 

tion des Dipols. 

Wir machen nun die Annahme, daB fiir aIle in Betracht kommenden Zeit en 
die Materie (d. h. die Raumstellen mit nicht verschwindenden ~ und ID1) inner
halb einer im Endlichen gelegenen Flache bleibt. Erstrecken wir unser Integral 
in (27) iiber das Innere dieser Flache, so fallen also aIle Oberflachenintegrale 
fort, und wir erhalten 

1 
(a) (/J = ({grad' : . [~] + r!c t [$]} d 5' , 

(30) .. "{ . 1 1· 1; } 
(b) m = J - grad' -r- X [ID1] - riC t X [ID1] + rc [~] d5'. 

An diese Formeln k6nnen wir nun die anschauliche Deutung von ~ und 9.n 
ankniipfen. 

Wir betrachten zuerst den einfachen Fall, daB es sich urn rein elektrostatische 
Felder handelt, also alles von der Zeit unabhangig ist. Da dann auch Dichte 
und Strom von t nicht abhangen, fant das Retardierungszeichen [] weg, und 
die Formel (30a) muB das elektrostatische Potential angeben. Es erscheint hier 
aber in der Form 

(31) 

Urn diese zu verstehen, betrachten wir zwei Quellpunkte mit den Ladungen 
+ e und - e im vektoriellen Abstande a (von - e nach + e); ihr COULOMBsches 
Potential ist 

(32) 
e e 

((J=r'-,' 

wo r der Vektor vom Punkte - e und t' = r - a der vom Punkte +e zum Auf
punkte ist (s. Fig. 184). 

1st nun I a I sehr klein, so kann man 1/r' nach Potenzen der Komponenten 
von a entwickeln und erhaIt 

(33) 
1 1 at ---+--+ ... 1',-1' r . 
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Also wird in erster Niiherung 
at 

qJ = e;a- + .... 
Denkt man sich nun den Abstand a gegen Null und die Ladung e so gegen Un
endlich konvergieren, daB ihr Produkt ea gegen einen endlichen Vektor II kon
vergiert, so wird 

(34) lJ t d' 1 qJ = - = .p gra -"a , 

[wobei wir nochmals bemerken, daB die Operation grad' an den Koordinaten 
des Anfangspunktes von r, nicht an denen des Endpunktes (Aufpunkt) auszu
flihren istJ. Man spricht in diesem Falle von einem elektrostatischen Dipol und 
nennt II sein elektrisches Moment. 

Dieser Begriff Hi.Bt sich auch auf zeitlich veranderliche Ladungen libertragen, 
indem man die Retardierung beriicksichtigt. 

Wir denken uns die beiden benach barten Ladungen von der Zeit in gleicher 
Weise abhangig und in jedem Augenblick entgegengesetzt gleich groB, set zen sie 
also gleich e(t) und -e(t). Nach (20) wird dann das retardierte Potential dieser 
beiden Ladungen 

(35) 

Dann liefert derselbe Grenziibergang offen bar 

(36) <p = _13 tell] + t~"J = [.p] grad' ~ + -i- r[p]. 
r rc "rc 

Vergleicht man diese Formel mit dem 'Ausdruck (30a), so erkennt man, daB er 
das Potential einer riiumlichen Dipoldichte oder Polarisation vom elektrischen 
Moment $ pro Volumeneinheit darstellt. 

Es liegt nun nahe, anzunehmen, daB diese zunachst formale Deutung dem 
wirklichen atomistischen Sachverhalt entspricht: Jedes Atom oder Molekiil der 
Substanz ist als elektrischer Dipol vom Moment II aufzufassen; und alle diese 
Dipole zusammen erzeugen in der Volumeneinheit im Mittel ein bestimmtes 
makroskopisches Moment $. Die atomaren oder molekularen Momente II konnen 
entweder dem Atom oder Molekiil vermoge seiner asymmetrischen Struktur 
eigentlimlich sein oder erst durch das elektrische Feld erzeugt werden. 

Durch diese Auffassung ist die dielektrische Verschiebung 

~ = Q; + 4n$ 

in zwei Bestandteile zerlegt derart, daB der zweite das Verhalten der Materie 
im elektrischen Felde summarisch darstellt. Man hat durch diese Abtrennung 
das Mittel, die Wechselwirkung zwischen Feld und Materie viel genauer und 
eingehender zu beschreiben, als es durch die Begriffe der ursprlinglichen MAX
WELLSChen Theorie moglich ist. Die Mechanik der Atome liefert zuerst die 
Momente II der einzelnen Atome (oder Molekiile). Der Mittelwert $ pro Volumen
einheit hangt dann nut" noch von der Wechselwirkung der M olekUle und der T em
peratur abo AuBerdem erfiihrt bekanntlich jede statistische Gr~Be Schwankungen 
urn ihren Mittelwert; wir haben also auch mit Schwankungen des Momentes $ 
pro Volumeneinheit zu rechnen, aus denen sich UnregelmiiBigkeiten der Licht
fortpflanzung, niimlich Streuungserscheinungen ergeben werden. Alles das wird 
uns in den nachsten Paragraph en beschiiftigen, Ehe wir jedoch daraufeingehen, 
haben wir aber noch die Formel (30b) ffir das Vektorpotential und die GroBe m 
in analoger Weise zu deuten. 
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Hierzu erinnern wir an die Tatsache, daB in der MAXwELLschen Theorie 
kein wahrer Magnetismus angenommen wird, sondern alle magnetischen Felder 
auf die Wirkung bewegter Ladungen zurtickgefUhrt werden. Hat man einen 
zeitlich veranderlichen elektrischen Dipol, so kann man ibn als molekularen 
Wechselstrom von der StromsUirke p auffassen. Er erzeugt daher nach (14a) 
ein Magnetfeld gemaB dem Vektorpotential [so die entsprechende Formel (20) 
fUr <PJ 
(37) 

Das letzte Glied der Formel (30b) ist also zu deuten als der Anteil des Magnet
feldes, das durch die zeitliche Veranderlichkeit des elektrischen Momentes pro 
Volumeneinheit erzeugt wird. 

Die beiden ersten Glieder von (30b) entsprechen der Tatsache, daB Magnet
felder auch dann entstehen, wenn elektrische Strome stationar in geschlossenen 
Bahnen flieBen, wobei also keine Schwankung des elektrischen Momentes vor
handen ist. Bekanntlich ist ja ein geschlossener Kreisstrom hinsichtlich seiner 
magnetischen Wirkung aquivalent mit einer magnetischen Doppelbelegung auf 
irgendeiner vom Kreisstrom umrandeten Flache. Wir wollen das Feld eines 
solchen Kreisstromes durch das Vektorpotential ~ darstellen. Wir denken uns 
einen dtinnen geschlossenen Stromfaden vom Strom der Dichte i durchflossen; 
der Gesamtstrom hat den Betrag 

I = lildq, 

wo dq den (unendlich kleinen) Querschnitt bedeutet, und seine Richtung ist die 
der Tangente des Stromfadens. Es sei dieser dadurch bestimmt, daB der Vektor n 
vom Nullpunkt nach einem Punkt des Fadens als periodische Funktion eines 
Parameters, etwa der Bogenlange, gegeben wird. Dann ist der Tangentenvektor 
an den Stromfaden proportional dem Vektor dn. Nunmehr hat man 

idS = Ida, 

und das Vektorpotential fUr den stationaren Strom wird 

(38) ~ = ~ J'!~ , 
vio t' der Vektor von einem Punkt des Stromfadens nach dem Aufpunkt und r' 
sein Betrag ist. Hieraus folgt in der Tat das BIOT-SAvARTsche Gesetz; denn 
man hat 

(39) fj·t'Xdll .\1 = ~ = rot ~ = c ~, 
d.h. jedes Stromelement liefert den Beitrag.Jfcr'2· t 'jr' X da. 

Wir wollen nun eine unendlich kleine Stromschleite ins Auge fassen, einen 
AMPEREschen M olekularstrom. Es sei t der Vektor von irgendeinem im Innern 
der Schleife gelegenen Punkte, dem Mittelpunkte, nach dem Aufpunkt. Da 
nun I a I klein ist, kann man die Forme! (33) anwenden und erhalt nach (38) 

(40) ~ = : f~ dn, 

weil J dn tiber einen geschlossenen Weg verschwindet. Nunmehr kann man 
folgende Umformung vornehmen: Es gelten die heiden Identitaten 

(41) 

(42) 
Born, Optik. 

t X (a X da) = n(tda) - dn(ta) , 

d{a(ra)} = a(tda) + da(ta). 
20 
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Durch Subtraktion der ersten von der zweiten folgt 

(43) 2do.(to.) = d{o.(to.)} - t X (a X do.). 

Da nun das Integral eines jeden totalen Differentials fiber eine geschlossene 
Kurve verschwindet, so erhaIt man 

(44) ] t f ~ = - 2(; ,.a X a X do.. 

Nun ist offenbar im FaIle einer ebenen Stromschlinge 

(45) 1 fax do. --.:. f 
ein Vektor senkrecht zu ihrer Ebene, dessen Lange gleich dem Flacheninhalt f 
der von der Schlinge umflossenen Flache ist. Man bezeichnet die GroBe I 

(46) m = ! J. f = L fax do. 

als das magnetische Moment der St"omschUnge und, hat dann ffir das Vektor
potential 

(47) ar d' 1 -u=-gra -xm. 
" 

Dabei ist wieder die Operation grad" im Zentrum der Stromschlinge auszufiihren 
(grad' if" = tf,,&). Vergleicht man (47) mit (30b), so sieht man, daB ffir den 
stationaren Fall (~= m = 0) das Vektorpotential aufgefaBt werden kann als 
durch eine kontinuierliche Raumverteilung von infinitesimalen AMPEREschen 
Molekularstromen erzeugt. 

Auch hier konnen wir nun zur atomistischen Auffassung fibergehen, indem 
wir uns das magnetische Moment m oder die Magnetisierung pro Volumeneinheit 
erzeugt denken durch eine Mittelbildung tiber die magnetischen Momente iii der 
einzelnen Atome oder Molekiile. 

Das im nichtstationaren Fall auftretende Zusatzglied mit mist ohne weiteres 
auf Grund der Retardierung zu verstehen. 

Nach der Elektronentheorie sind die molekularen StrOme nicht kontinuier
lich, sondem werden aus kreisenden Elektronen' gebildet. Allerdings ist diese 
diskontinuierliche Auffassung in der neuen Quant~nmechanik wieder mehr oder 
weniger in eine Kontinuumsauffassung verwandelt worden; das einzelne Elektron 
im Atom ist nicht ohne weiteres auf seiner Bahn lokalisierbar, und ftir die Aus
strahlung ist eine kontinuierliche Ladungs- und Stromverteilung maBgebend, die 
sich aus den wellenmechanischen Gesetzen berechnen laBt. Aber auch hierbei 
ist es notwendig, zunachst einmal die atomistische Formel ffir das magnetische 
Moment zu haben, die wir jetzt angeben wollen. 

Wir'denken uns die Stromschlinge von einem einzelnen Elektron durchlaufen. 
Seine Bewegung wird dadurch beschrieben, daB der Vektor a als periodische 
Funktion der Zeit 0. (t) bestimmt wird. Die Stromstarke Jist gleich dem Pro
dukt der Ladung e und der Anzahl der pro Zeiteinheit durch den Querschnitt 
tretenden Elektronen, d. h. bei einem umlaufenden Elektron der Anzahl n 
der Umlaufe pro Zeiteinheit. 

1 Der Strich dber dem Buchstaben m solI bier ausdrilcken, daB es sich elelrtronen
theoretisch um einen Zeitmittelwert handelt; denn die AIlPiRBSChen MoiekularstrOme be
ltehen, wi" wir' sogleich nAher ausftlhren werden, aus umlaufenden Elelrtronen; wir reser
.rieren das Zeichen m ftlr das magnetische Moment der Elektronenbewegung in einE'm. Zeit
alement 41. 
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1st nun T die Umlaufszeit des Elektrons, so hat man n = 1jT, also 
] = ne = ejT. Daher wird 

T 

(48) nt= ~fmdt, 
o 

wo m das instantane Moment bedeutet: 

(49) m = ~c e(a X a) . 

Sind im Molekul mehrere umlaufende Elektronen, so hat man das gesamte 
magnetise he Moment 

(50) m= dc1:e(a X a) 

zu bilden, muB dann aber das Zeit mittel in der Formel (48) uber eine Zeit T 
erstrecken, die gegen samtliche vorhandenen Umlaufszeiten groB ist. In der 
neuen Quantenmechanik wird die Zeitmittelung ersetzt durch einen anderen 
ProzeB (Bildung der Diagonalglieder der zugehOrigen Matrix); wir brauchen aber 
auf die genauere Methode der Mittelbildung nicht einzugehen, sondem werden 
mit einigen allgemeinen Annahmen uber die Abhiingigkeit des elektrischen und 
magnetischen Momentes von den Eigenschaften des Molekuls und von der Ein
wirkung auBerer Felder auskommen. Dbrigens spielt in der Optik das magne
tische Moment uberhaupt nur eine geringe Rolle, weil die durchsichtigen K6rper 
praktisch unmagnetisch sind; doch werden wir die Schwankungen des magne
tisch en Momentes bei der optischen Aktivitat zu berucksichtigen haben. 

§ 73. Der Tensor der Polarisierbarkeit und die wirkende Feldstarke. 
Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen ergibt sich folgende Be

handlungsweise der feineren optischen Phiinomene: Fur die Fortpflanzung des 
Lichts werden die unveriinderten MAXWELLschen Gleichungen I, § 1 (1 a, b) oder 
auch § 72 (2a, b) angenommen. In diesen werden die Vektoren :Il und 58 gemaB 
§ 72 (6) in 

(1) 

aufgespalten. Die Vektoren $ und m des elektrischen und magnetischen Mo
mentes werden ihrerseits durch Summation und Mittelung uber die Momente 
der einzelnen Molekiile in der Volumeneinheit gebildet: 

~2) 
Die Momente.lJ, m des einzelnen Molekiils mussen strenggenommen auf Grund 
der Atommechanik berechnet werden. Fiir die Optik interessieren aber gar nicht 
ihre absoluten Werte, sondem nur ihre Abhangigkeit von dem periodisch schwan
kenden Lichtfelde Q;, ~. Da nun dieses im VerhaItnis zu den Feldem, die im 
Molekiil herrschen, auBerst schwach ist, so ist fur viele Dberlegungen ein genaues 
Eingehen auf den Atommechanismus gar nicht n6tig; man kann vielmehr summa
risch das Verhalten des Molekiils beschreiben, indem man die Komponenten von lJ 
und m als lineare Funktionen der Komponenten der wirkenden Feldstarken an
sieht. WIT wollen vorlaufig die magnetischen Wirkungen bei Seite lassen und 
fiir die elektrischen die Annahme machen, daB die Wellenliinge des Lichts gegen 
die Durchmesser -der einzelnen Molekiile groB ist. Dann kann man das elek
trische Feld innerhalb eines Molekiils als homogen ansehen. Allerdings wird 
dieses Feld nicht mit dem "Feld Q; der Lichtwelle" identisch sein; wir wollen es 

20· 
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wirkendes Feld nennen, und bezeichnen es mit ~'. Diesen Unterschied werden 
wir nachher betrachten. 

Fiir das durch das wirkende Feld ~' erzeugte elektrische Moment des Mole
kills machen wir. also den Ansatz 

(3) ",' r..' V", = ~ lX"," \01.". ,. 
Dabei sind die GroBen lX"," die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe, den 
man den Polarisierbarkeits- oder auch Deformierbarkeitstensor nennt. Da V von 
der Dimension l· e und ~ von der Dimension ejl2 ist, haben die GroBen lX"," 

die Dimension lS, sind also von der Art eines Volumens. 
Die lX"" sind abhangig von der Konstitution des Molekiils; auBerdem werden 

sie aber auch Funktionen der Frequenz des Lichts sein. Die folgenden Betrach
tungen geIten daher immer nur fiir jeweils eine monochromatische Lichtwelle, 
und die Zusammensetzung fiir vielfarbiges Licht muB am SchluB vorgenommen 
werden .. 

Da man zur Beriicksichtigung der Phasen die Komponenten des elektrischen 
Vektors als komplexe GroBen ansetzen muB, hat man demgemaB auch die lX"," 

nicht· als reelIe, sondern als komplexe, von der Frequenz abhangige Zahlen an· 
zunehmen. Dies bedeutet physikalisch, daB die Phase des Momentes V nicht mit 
der Phase der erregenden Feldstarke iibereinzustimmen braucht. Wir werden 
hierauf spater in der Dispersionstheorie (Kap. VIII) zurtickkommen, indem wir 
die Beziehung zwischen Moment und Feldstarke aus einem Molekiilmodell wirk
lich berechnen, das nach den Vorstellungen der klassischen Physik konstruiert 
ist. In Wahrheit sind aber die Molekiile quantenmechanische Systeme, und 
man muB daher darauf gefaBt sein, daB sie sich etwas anders verhalten als die 
klassisch beschriebenen. 

Wir werden daher am sichersten gehen, wenn wir iiber die lX"," keine weiteren 
Voraussetzungen machen, als daB sie bei gegebener Lichtfrequenz irgendwelche 
komplexe Zahlen sind. Das entspricht, wie wir sehen werden, dem allgemeinsten 
physikalischen Molekiilmodell, bei dem nicht nur konservative Kriifte, sondern 
auch reibungsartige Diimpfungskriifte fiir die Elektronenschwingungen vorhanden 
sind. Solche Dampfungskrafte sind im Prinzip unvermeidbar, weil die eigene 
Ausstrahlung des Molekiils ibm natiirlich Energie entzieht. Es kommen aber, 
wie wir spater (Kap. VIII) noch naher diskutieren werden, auch andere Damp
fungsursachen (z. B. ZusammenstoBe der Molekille) vor. Aber aIle diese Damp
fungen haben bei den meisten Korpern, vor aHem bei den Gasen, das gemein
sam, daB sie nur in gewissen Spektralbereichen merklich werden, namlich in der 
unmittelbaren Umgebung von Eigenschwingungen des Molekiils (Emissions- und 
Absorptionslinien). Da in diesen Bereichen die Absorption groB ist, die Korper 
also undurchsichtig sind, kommen sie fiir viele optische Untersuchungen gar nicht 
in Betracht. In den Bereichen der Durchsichtigkeit kann man daher mit groBer 
Annaherung von Dampfungskraften absehen, und in diesem Falle ist es mog
lich, durch rein energetische Betrachtungen eine einschrankende Aussage tiber 
die lX"" zu machen: der Tensor lX ist hermitisch, d. h. die zu den lX",,, konjugiert 
komplexen Zahlen lX:, geniigen den Relationen 

(4) 

Dies folgt daraus, daB in einem konservativen System die Deformationsarbeit 
pro Zeiteinheit gleich der Ableitung einer Energiefunktion sein muB. 

Wir behaupten, daB diese Energiefunktion durch die hermitische Form 

(S) u = l~~'* = 12)",~* = 12' lX",,,~~*~~ 
" "" 
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gegeben ist; in der Tat nimmt eine solche Form nur reelle Werte an und kann 
daher eine EnergiegroBe darstellen. 

Wir haben zu zeigen, daB die zeitliche Anderung der GroBe u gleich der 
pro leiteinheit vom Felde am Molekiil geleisteten Arbeit ist, wenn man voraus
setzt, daB in jedem Augenblick die linearen Relationen (3) zwischen Feld und 
Moment bestehen. Diese Voraussetzung wiirde fur belie big mit der Zeit ver
anderliche V organge nur naherungsweise etfull t sein, namlich wenn sie so 
langsam schwan ken, daB die kinetische Energie vernachlassigt werden kann. 
Bei rein periodischen Vorgangen, wie wir sie hier allein betrachten, ist keine 
solche Einschrankung notig, da die durch die Tragheit bedingten Phasenunter
schiede zwischen Feld und Moment durch die Annahme komplexer lX",v schon 
berucksichtigt sind. Bei den energetischen GroBen hat man (s. Kap. III, § 34) 
darauf zu achten, daB man vor dem Multiplizieren zu den reellen Wert en iiber
geht. Wir haben daher zunachst mit einer reellen Feldstarke zu operieren (den 
Strich am Vektor a; wollen wir bei dieser Betrachtung fortlassen) und setzen 
diese aus zwei komplexen Ausdrucken zusammen wie in III, § 34 (2): 

(6) 

WO T = wt ist. Dann wird trotzdem das induzierte Moment ~ eine komplexe lahl: 

(7) 

wo 0 und b komplexe Vektoren sind. Der reelle Teil ~l von 11 stellt dann das 
reelle, von a; erzeugte Moment des Molekiils dar: 

(8) l-11 = i (p + V*) = i (0 + b*) eir + i (0* + b) e- ir • 

Die pro leiteinheit vom reellen Feld a; geleistete Arbeit ist daher 

(9) VI a; = i: {(a + b*) 21* - (0* + b) 9( + (0 + b*).21e2ir -- (0* + b) 21*e-2ir}. 

Andererseits bilden wir die zeitliche Ableitung von u = i Va;* und erhalten 

(10) 

Die zweite Summe in (10) formen wir auf Grund der Relation (4) der IX urn: 

(11) V~* = 2'v",ci: = 2' IX",v~vci: = 2' IX:"~,,,ci: = 2'V:~", = V*a;· 
x xy xy % 

Daher wird 
u = i(pa;* + V*~). 

Setzt man hierin die Ausdrucke (7) und (6) ein und vergleicht mit (9), so er
kennt man, daB identisch gilt 

(12) 

Rechts steht die (reelle) Deformationsarbeit, und die Gleichung zeigt, daB u 
die angegebene Bedeutung der Deformationsenergie hat. Man sieht aber auch 
ohne weiteres, daB dies im wesentlichen auf der Voraussetzung (4) beruht, ohne 
die die Gleichung (11) nicht gelten wurde. Daher folgt aus der Forderung der 
Existenz einer Energiefunktion (von konservativen Kraften) das hermitische 
Verhalten des Tensors IX. 

Man kann aus dem Realteil der 1X"'1' das reelle Polarisationsellipsoid 

(13) 2'(1X"'1' + 1X':,,)xy= konst. 
xy 
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konstruieren und dieses dann auf Hauptachsen transformieren, so daB seine 
Gleichung die Gestalt 

(14) 1: lX2: X2 = konst. 
• 

annimmt. Dann sind die nicht diagonalen Elemente lX2:11 rein imagmar, und 
zwar gibt es wegen der Bedingung (4) drei solcher GroBen. Man kann setzen 

wo b2:' bll' b, die Komponenten eines reellen, axialen Vektors b sind. Die GroBe u 
hat dann, bezogen auf die Hauptachsen, die Form 

(16) u = 2'{lX2:G:2:G:: .:...- ib2:(G:* X G:)2:} , 

" 
und man kann den Zusammenhang zwischen elektrischem Moment und erregen
dem Felde so schreiben: 

(17) 

Diese Gleichung (17) zeigt deutlich, was die Annahme komplexer lX physi
kalisch bedeutet, namlich, daB dem Molekiil hinsichtlich seiner Kopplung mit 
dem elektrischen Lichtfeld ein rotatorisches Verhalten (man denke an einen 
Kreisel!) zukommt. Wir werden sehen, daB dieses hauptsachlich in zwei Fii.llen 
eintritt: 1. unter der Einwirkung eines Magnetfeldes (magnetisches Drehungs
vermogen, § 78), und 2. bei Molekiilen ohne Spiegelsymmetrie unter Beriick
sichtigung der Endlichkeit des Molekiildurchmessers im Verhiiltnis zur Wellen
lange (natiirliches Drehungsvermogen, § 83). 

Wir fiigen hier noch die Bemerkung an, daB die aus den reellen Diagonal
gliedern gebildete GroBe 

(i8) lXu + lXlI" + lXu = lX2: + lX" + IX. = 3lX 

eine Invariante gegeniiber Drehungen des ¥olekiils ist, und zwar ist es die einzige 
in den lX lineare Invariante. Man nennt sie auch die Spur des Polarisierbarkeits
tensors. Daneben gibt es Invarianten h6heren Grades, unter denen z. B. auch das 
Quadrat der Lange des Vektors b vorkommt. 

Auf die Hauptachsendarstellung (16) kann man nun eine Einteilung der 
Molekiile (analog zu der entsprechenden der Kristalie) grUnden, namlich in 

1. allgemeine M olekUle, lX2: + lX" =i= lX" 

2. einachsige M olekUle, lX2: = lX" + lX., 

3. ssotrope M olekUle, lX2: = lX" = lX. = lX • 

Da die IX von der Frequenz abhangen, werden auch die Achsenrichtungen 
im aligemeinen sich mit dieser andern. Insbesondere_ wird dies im aligemeinen 
beim Falie 1 statthaben; dagegen wird im Falie 2 die Z-Achse im Molekiil fest
liegen. 1m Falie 3 endlich kann irgendein Achsenkreuz im Molekiil unabhangig 
von der Frequenz gewiihlt werden. 

Von dieser Einteilung zu unterscheiden ist die der mittleren Polarisierbarkeit 
der Volumeneinheit; denn durch angelegte konstante auBere elektrische oder 
magnetische Felder, oder auch durch andere Einwirkungen kann die makro
skopische Symmetrie von der mikroskopischen verschieden gemacht werden. 
Wir wollen hier nur den trivialen Fall erwahnen" daB keine solchen Einwirkungen 
vorliegen, durch die eine Raumrichtung vor der anderen ausgezeichnet wird. 
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Dann muB unter allen UmsUinden das Medium im Mittel isotrop, d. h. ~ pro
portional Q;' (also auch proportional Q;) sein: 

(19) ~ = Nfi , fi = (X Q;' ; 

N ist die Anzahl der Molekiile in der Volumeneinheit, die LOSCHMIDTsche Zahl. 
Wir haben jetzt auf den Unterschied zwischen dem Feld Q; der Lichtwelle 

und dem wirkenden Feld Q;' naher einzugehen. Diese beiden Begriffe stimmen 
nur bei groBem Abstande der Molekiile, also in verdiinnten Gasen, iiberein, bei 
dichterer Materie, insbesondere in Fliissigkeiten und festen Korpern, ist die 
eTektrische Wechselwirkung der Dipole in den verschiedenen Atomen und Mole
kiilen zu beriicksichtigen. 

Natiirlich ist das Problem der Wechselwirkung der Dipole in Wahrheit au Berst 
verwickelt. Hat man es mit molekular ungeordneten, quasiisotropen Korpern 
zu tun, so muB man sich mit Naherungstheorien und Mittelungsmethoden be
gniigen. Dagegen kann man fUr den Fall hochgeordneter Molekiile, d. h. im 
FaIle der Kristallgitter, die Gesetze der Wechselwirkung streng ableiten. Wir 
wollen zuerst eine einfache Naherungsmethode anwenden, die nicht auf die 
Wirkung der einzelnen Dipole eingeht, und nachher wenigstens die Grund
gedanken einer strengen Theorie der Wechsel-
wirkung der Dipole in nichtkristallinen Medien -7 
(§ 74) und in Kristallen (§ 75) angeben. 

In einem quasiisotropen Molekiilgemenge be- ra;j< 
trachten wir ein einzelnes Molekiil Munter der V 
Wirkung aller iibrigen. Dann konnen wir diese in 
zwei Gruppen teilen, die wir durch eine urn M 'I 
gelegte Kugel voneinander getrennt denken. Bei Fig. 18S. Zur Theorieder "wirkenden 

geeigneter Wahl des Radius dieser Kugel wird Feldstarke". 

auBerhalb von ihr die atomistische Struktur 
fiir die Einwirkung auf M nicht mehr wesentlich sein; die Einwirkung wird 
dieselbe sein wie die eines Kontinu,ums mit stetig veranderlicher Polari
sation ~. Die Gruppe der Molekiile im Innern der Kugel wird dagegen 
eine ganz unregelmaBige und uniibersehbare Wirkung auf M ausiiben. 
1m isotropen Fall kann man aber wohl als plausibel annehmen, daB aile diese 
unregelmaBigen Wirkungen sich im Mittel aufheben. Wir werden daher die in 
einem homogen polarisierten Korper auf ein einzelnes Molekiil M wirkende Feld
starke Q;' naherungsweise so berechnen: 

Aus der Materie sei eine Kugel urn M mit dem Radius a herausgeschnitten, 
die leer von Molekiilen sei. Wir set zen voraus, daB a klein gegen die Wellen
lange A des Lichts ist, und daB wir die Retardierungen vernachlassigen konnen. 
AuBerhalb dieser Kugel herrscht dann bis zu einem gegen a groBen Abstande 
von M die konstante durch (19) gegebene mittIere Polarisation. 

Damit ist unsere Frage auf das elektrostatische Problem zuriickgefiihrt, 
welch en EinfluB eine leere Kugel in einem homogen elektrisierten Medium auf 
die Feldverteilung hat. 

Wir betrachten ein plattenformiges Dielektrikum zwischen zwei metallischen 
Belegungen (s. Fig. 185), an denen eine Spannung angelegt sei. Die Dichte der 
wahren Ladung auf den Platten sei -"I bzw. +"1; diese Dichte hangt mit der 
dielektrischen Verschiebung im Medium bekanntlich zusammen nach der Formel 

(20) ~~ = 4nTj . 

Die in einem Punkte des Platteninnern herrschende Feldstarke ist 

(21) 
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Wir denken uns nunmehr aus der Platte im Innern eine Kugel vom Radius a 
herausgeschnitten. Dann konnen wir das im Innern der Kugel herrschende Feld 
zusammensetzen aus drei Anteilen: 

1. Dem Feld 4n1} der wahren Ladung auf den Metallplatten, 
2. dem Feld der freien Ladungen auf den ebenen Grenzflachen des Dielektri

kums vom Betrage - 4n~", 
3. dem Feld der freien Ladungen auf der Oberflache der Hohlkugel; letztere 

ist offenbar entgegengesetzt gleich der freien Ladung, die die herausgeschnittene 
homogen polarisierte Kugel an ihrer Oberflache tragt. 

Urn sie zu berechnen, gehen wir aus von der Formel § 72 (31) und speziali
sieren sie fiir eine homogene Polarisierung, wobei wir zugleich das Vorzeichen" 
umkehren; dann ist das Feld der Oberflachenladungen in der Hohlkugel ge
geben durch 

(22) rp = - ~ f grad' ~ dS' , 

wo die Differentiation grad' an den Koordinaten des Integrationselements dS' 
auszufiihren ist. Wir konnen diese Differentiation mit der Operation grad, aus
zufiihren an den Koordinaten des Aufpunkts, vertauschen, miissen aber dann 
das Vorzeichen umkehren. Dann wird 

(23) f dS' rp = ~grad r = - ~gradrpo, 

wo 

(24) 
'dS' 

rpo=-J-;-

das Potential des mit der homogenen Ladungsdichte - 1 erfiillten Raumteils"ist, 
in dem die konstante Polarisation ~ besteht. 

Fiir die wirkende Feldstarke der Belegung auf der Hohlkugel folgt 

(25) 

Nun sind aber aus Symmetriegriinden die gemischten Ableitungen im Mittel
punkte offensichtlich Null, die iibrigen einander gleich: 

(26) 
{,lrpO 
~=O, .•. 
uXUY " 

Da nun das Potential der homogenen Dichte - 1 der Gleichung 

(27) 

geniigt, so hat jede der zuletzt genannten zweiten Ableitungen den Wert 4n/3, 
und wir erhalten ffir den Anteil derwirkenden Feldstarke, der von der Ober
flil.chenladung der Hohlkugel herriihrt: 

(28) 
orp 4:11 

-i)x=T~s. 

Nun setzen wir das Gesamtfeld im Innern der Hohlkugel aus seinen drei 
Teilen zusammen: 

(29) 



§ 74. Molekulare Theorie der Lichtfortpflanzung. (VII, § 74.) 313 

oder unter Einfiihrung des Feldes, welches ohne das Herausschneiden der Kugel 
bestehen wiirde, nach (21) 

(30) (f = ~ + ~Jl ~ • 

Mit Hilfe dieser Formel HiBt sich die Optik dichter Medien vollsUindig be
handeln, insbesondere die Dichteabhangigkeit des Brechungsindex in guter 'Ober
einstimmung mit der Erfahrung darstellen. Wir werden das in § 76 besprechen. 
Dazwischen aber werden zwei andere Abschnitte eingeschaltet, und zwar aus 
folgenden Griinden: Die vorstehend gegebene Ableitung des wirkenden Feldes (30) 
beruht auf Annahmen, die anfechtbar erscheinen konnten: die Molekiile, die 
sich in der kleinen, das gerade betrachtete Molekiil umgebenden Kugel befinden, 
werden als unwirksam vorausgesetzt, und die auBerhalb dieser Kugel sich be
findenden Molekeln werden als Medium mit konstanter Polarisierbarkeit be
handelt. Obwohl das anschaulich recht plausibel erscheint, so ist es doch not
wendig, fiir eine so wichtige Formel eine strengere Begriindung zu geben, bei 
der keine andere Annahme gemacht wird als die in jeder Statistik vorkommen
den strengen Mittelbildungen iiber Molekiillagen und -richtungen. Das geschieht 
in § 74. UnsereFormel (30) erfordert auBerdem eine weitere Erganzung; denn 
aus ihrer Ableitung geht klar hervor, daB sie durchaus an die Voraussetzung 
der lsotropie gebunden ist. 

Hat man eine anisotrope Substanz, so konnte man die verschiedene Wertig
keit der Richtung dadurch zum Ausdruck bringen, daB man statt einer Kugel 
ein Ellipsoid herausgeschnitten denkt. Man konnte die Polarisation dann wieder 
mit Hilfe der Gleichung (23) berechnen, WO fIlo diejenige Losung der Gleichung (27) 
ist, die der ellipsoidischen Begrenzung entspricht. Dann waren die samtlichen 
zweiten Ableitungen von fIlo im Mittelpunkte im allgemeinen von Null ver
schieden, und das wirkende Feld ware nach (25) eine lineare Vektorfunktion 
von ~. Nur wiiBte man natiirlich von vornherein nichts iiber die Form (Achsen
verhaItnis) des Ellipsoids und miiBte dariiber willkiirliche Annahmen roachen. 
Eine exakte Theorie anisotroper Medien ist also auf diese Weise nicht zu ge
winnen. Wir werden daher in § 75 eine genauere Untersuchung dieser VerhaIt
nisse auf Grund der Gittertheorie der Kristalle vornehmen und das wirkende 
Feld willkiirfrei berechnen. 

§ 74. Molekulare Theorie der Lichtfortpflanzung, Brechung und 
Reflexion in isotropen Medien. * 

Wir geben jetzt eine strenge statistische Theorie der Lichtfortpflanzung in 
makroskopisch isotropen Medien, also Gasen, Fliissigkeiten und amorphen £esten 
Korpern (Glasern). Sie sind erstens dadurch gekennzeichnet, daB die Molekille 
gleichmaBig nach allen Raumrichtungen orientiert sind, so daB die Gleichung 
§ 73 (19) 

(1) ~ = IX Q;' 

gilt, wo IX die (im allgemeinen komplexe) mittlere Polarisierbarkeit des Molekiils 
ist; zweitens dadurch, daB die Schwerpunkte der Molekiile nicht nach regel
maBiger Ano~dnung, sondern statistisch iiber den Raum verteilt sind. Man 
hat also strenggenommen die Rechnung fiir alle moglichen Raumverteilungen 
durchzufiihren und dann iiber diese zu mitteln. Man kann aber die optischen 
Erscheinungen in zwei Klassen zerlegen: 1. soIehe, die von der mittleren gleich
maBigen Verteilung der Molekiile iiber den Raum abhangen, und 2. solche, die 
von den Schwankungen urn diese mittlere Verteilung abhangen. Hier haben wir 
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es zunachst nur mit den ersteren zu tun, betrachten also die Molekilldichte N 
als Konstante; spater werden wir dann die Schwankungserscheinungen (Licht
zerstreuung, § 81) betrachten1. 

Wir wollen den Vorgang der Lichtfortpflanzung in einem solchen isotropen 
Korper hier bis in alle Einzelheiten verfolgen: 

Die auBere Lichtwelle trifft die iil den Molekillen befindlichen Dipole und 
regt sie zu Schwingungen an. Von jedem Dipol geht dann eine sekundare Licht
welle aus (s. hierzu' die in IV, § 52 behandeIte Theorie der Beugung der ROntgen
strahlen). AIle diese Kugelwellen interferieren miteinander, und daraus miissen 
die Erscheinungen entstehen, die in der makroskopischen MAxWELLSChen Theorie 
durch die geometrischen Gesetze der Reflexion und Brechung und die FRESNEL
schen Amplitudenformeln I, § 10 (14) und (15) beschrieben werden. Wir haben 
folgendes zu zeigen: Die sekundaren Kugelwellen loschen im Innern der Sub
stanz gerade die einfallende Welle aus, set zen sich nach riickwarts zu einer im 
Mittel ebenen Welle, der reflektierten, zusammen und nach vorwarts zu einer 
ebenen Welle anderer Phasengeschwindigkeit, der gebrochenen; und wenn man 
von den kleinen, auf der molekularen Struktur beruhenden UnregelmaBigkeiten 
absieht, besteht zwischen den Fortpflanzungsvektoren und den Amplituden der 
Wellen genau der von der makroskopischen Theorie geforderte Zusammenhang. 

Zur bequemen Darstellung eines Dipolfeldes benutzt man am besten nicht 
die Potentiale tP und ~, sondern den sog. HERTzschen Vektor, indem man setzt 

tP = -div.8, 
1 . 

~ = -.8. c 

Dann ist die Bedingung § 72 (1) 
1 . 

div~ + -tP = 0 c 

identisch erfiillt, und wenn man fiir .8 die Wellengleichung 
t .. 

(3) L1B- c.8=0 

ansetzt, so geniigen auch ~ und tP derselben Gleichung. Die Feldstarken ~ 
bzw. ~ = ~ kann man auf Grund von § 72 (10) bzw. (8) und §74 (2) direkt aus .s 
berechnen; man erha.lt mit Riicksicht auf (3): 

~ = graddivB - L1B = rotrotB, 
1 . 

~ = -rot.8. c 

Wir behaupten zuniichst, daB das Wellenfeld eines einzelnen Dipols .p durch 
den Ansatz darstellbar ist: 

(5) 

wo die eckige Klammer wieder die Retardierung (Ersetzung von t durch t - rIc) 
bedeutet; denn nach (2) folgt hieraus 

(6) 

1 Die bier dargestente Optik amorpher K6rper ist von folgenden Autoren behandelt 
worden: W. ESMARCH: Ann. Physik Bd.42 (1913) S. 1257; C. W. OSEEN: Ebenda Bd.48 
(1915) S. 1; W. BOTRE: Dissert. Berlin 1914 u .. Ann. Physik Bd. 64 (1921) S.693. Eine aus
gezeicbnete Zusammenfassung stammt von R. LUNDBLAD: Univ. Arskrift, U.psala 1920. 
S. auch G. DARWIN: Trans. Cambro Soc. Bd.23 (1924) Nr. VI, S.137. 
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und diese Ausdrticke stimmen mit § 72 (36), (37) tiberein. Zu diesem elektrischen 
Dipolfeld wird im allgemeinen [s. z. B. § 72 (30b)] noch ein Feld hinzukommen, 
das von dem magnetischen Moment m des Atoms herrtihrt; es liefert nur einen 
Beitrag zum Vektor 2{, d. b. zum magnetischen Felde. Wir wollen diesen Beitrag 
zum Felde im folgenden fortlassen, und zwar aus diesem Grunde: 

Wir nehmen an, daB die Atome des Mediums im nattirlichen Zustande un
magnetisch sind. Hieraus folgt, daB das hier betrachtete, von der Magnetisierung 
herrtihrende Feld ohne die Einwirkung des Lichts im Mittel verschwindet. Streng
genommen mtiBten aber die durch das Licht erzeugten Schwankungen der 
Magnetisierung in Rechnung gezogen werden (s. § 84). Sie sind, wie man leicht 
erkennt, von der GroBenordnung des VerhaItnisses a/). der Atomdimension a 
und der WeUenlange )., also ftir sichtbares Licht auBerordentlich klein. Wir 
werden sie also im folgenden vernachliissigen; sie werden aber spiiter (§ 83, 84) 
bei der optischen Aktivitiit berticksichtigt werden. 

Das gesamte elektrische Feld Q:;, das an dem jten Dipol im Innern des Me
diums angreift, setzt sich zusammen aus der einfallenden Lichtwelle Q:' und aus 
den Betriigen Q:/ der tibrigen Dipole: 

(7) Q:; = Q:e + ~'%l' 
wobei tiber aIle Dipole mit Ausnahme des jten zu summieren ist. Das Feld des 
lten Dipols an der Stelle des jten berechnet sich nach (4) und (5) zu 

VO(t_~') 
(8) Q:j / = rotrot R ; 

JI 

RJI ist die Entfernung des lten Dipols vom Aufpunkt j. Die Operation rotrot 
ist an den Aufpunktskoordinaten vorzunehmen. 

Wir ersetzen nun die (unbekannte, aber im Mittel gleichformige) unstetige 
VerteiIung der Dipolmittelpunkte durch eine stetige, d. h. wir sehen das Moment 
des Dipols als eine Funktion des Ortsvektors t (und der Zeit t), ~ = ~ (t, t), an. 
Ebenso soIl die Dichte eine Ortsfunktion N(t) sein. Bezeichnen wir das Volumen
element an der Stelle des Dipols mit 

(9) dS' = dx' dy' dz' 

und setzen 

(10) ffi = t - t', R = Iffll =y(x - x')2 + (y - y')2 + (z - Z')2, 

so wird das Feld an der Stelle x, y, z des jten Dipols nach (7) und (8) 

( V(t' t- R) 
(11) Q:'(t, t) = Q:'(r, t) + rot rot) N • RedS', 

wobei zu integrieren ist tiber den ganzen vom Medium eingenommenen Raum 
bis auf den kleinen Raum. den das Atom einnimmt, auf das wir die wirkende 
Kraft beziehen. Wir werden das kleine Volumen. das vom Atom eingenommen 
wird, seinen "Wirkungsraum" nennen und als Kugel vom Radius a annehmen. 
Doch kommt es auf die spezieUe Form nicht an, da wir schlie.l3lich zum Limes 
a ~ 0 tibergehen werden. 

Setzt man hier ftir ~ den Ansatz (1) ein, so erhaIt man eine Bestimmungs
gleichung fiir Q:', und zwar ist es eine line are Integro-Differentialgleichung. Man 
konnte nun ein systematisches Losungsverfahren flir diese versuchen. Fiir em 
unendlich ausgedehntes Medium mit konstanter Dichte N ist diese von LUND
BLAD durchgeftihrt worden; doch wollen wir darauf nicht eingehen. 
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Wir wollen vielmehr nach einem Verfahren von OSEEN den Fall behandeln. 
wo das betrachtete Medium den Halbraum z < 0 erfiillt, d. h. wir wollen nicht 
nur die Gesetze der Lichtfortpflanzung im Innern, sondern zugleich die der 
Reflexion und Brechung an der Grenze ableiten. Das OSEENsche Verfahren 
besteht darin, in die Integralgleichung gleich mit einem solchen Ansatz einzu
gehen, wie er zur Darstellung des tatsachlichen Vorganges notig ist: 1m Innern 
des Mediums pflanzt sich eine ebene Welle fort, die sich von der einfallenden 
~ durch Richtung und WellenHmge unterscheidet. Wir setzen (mit N = konst.) 
die Dipolverteilung im Innern des Mediums so an: 

(12) 

und gehen mit diesem Ansatz in das Integralglied der Gleichung (11) ein; die 
Gleichung selbst schreiben wir abktirzend: 

(13) 

mit 

(14) 

ij:' = ij:- + rotrot,3, 

wo das Integral tiber den Halbraum z < 0 zu erstrecken und der Wirkungs
raum R < a urn den Aufpunkt auszuschlieBen ist. 

Damit nun die Gleichung (13) erfiillt ist, muB offenbar foIgendes statthaben: 
Das Integralglied rotrot,3 tiber die vorgeschriebene Dipolverteilung muB 

beim Ausrechnen sich im Innern des Mediums, Z < 0, auf die Summe zweier 
ebenen Wellen reduzien!n, die die beiden anderen Glieder der Gleichung, ij:' - ~. 
gerade aufhebt. Man kann nun die eine Teilwelle durch Wahl ihrer WellenHmge 
(unabhangig von der Richtung der Wellennormalen) so bestimmen, daB sie 
gerade gleich der linken Seite ij:' der Gleichung (13) wird. Dann kann man die 
Wellennormale so wiihlen, daB die zweite Teilwelle im Innern des Mediums die 
einfallende Welle ij:' gerade aufhebt (gleiche Amplitude und entgegengesetzte 
Phase hat). Dies ResuItat nennt man den OSEENschen Ausloschungssatz. 

1m AuBenraum Z> 0 gilt die Gleichung (13) nattirlich nicht, aber.man kann 
das Dipolfeld rotrot,3 auch dort ausrechneh. Man erhiilt eine ebene, von der 
Grenze fortIaufende Welle, die der reflektierten Welle entspricht. Unsere Glei
chung muB dann von selbst die geometrischen Gesetze der Reflexion und Brechung 
und die FRESNELschen Formeln ftir die Amplitude liefern. 

Dies Programm wollen wir jetzt durchftihren. 
Wir trennen von der Dipolwelle (12) den Zeitfaktor ab und schreiben 

(15) 

\\'0 2:r; 

(16) 3-(r) = $oeTh 

gesetzt ist. 
Diese Funktion 3- gentigt der Gleichung 

{(7) (2n)2 (00)2 L1 {j = - T 3- = - n2.7 3-. 

Da ~' quellenfrei ist, gilt nach (12) tiberdies 

(18) div{j = O. 
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Gehen wir mit diesem Ansatz in das Integralglied von (13) ein, so wird aus (14) 

(19) 

mit 

s = f~·(t') 
e -iw(I-~) 

R dS' = e-i(.>1 !ij(t')cp(R)dS'. 

(20) 

. R 
'w-

e < 

cp(R) = Jr' 

Diese Funktion cp stellt eine Kugelwelle im Vakuum dar, gentigt also der Glei
chung [so § 43 (5) und (2)J 

w2 
(21) LJ cp = divgradcp = - 2 cp. 

c 

die besagt, daB sich die Zustrahlung der Dipole im Vakuum mit der normalen 
Lichtgeschwindigkeit c vollzieht [die Gleichung (17) dagegen ist eine Identitat 
fUr die Funktion (16), die wir zur Darstellung der ebenen Welle angesetzt haben; 
wir betonen das, urn klarzustelIen, daB in der vorliegenden Theorie in der Tat 
nur die MAXWELLschen Gleichungen fUr das Vakuum benutzt werden]. 

2 

MuItiplizieren wir die Gleichung (19) mit -n2 ; und benutzen (17), so 
konnen wir schreiben C 

(22) - n2::~ = e-iwtjLJ'ij(t')'cp(R)dS'. 

Andererseits konnen wir die mit -w2jc2 muItiplizierte Gleichung (19) nach (21) 
auch so schreiben: 

(23) - :22 S = e- iwt jij(r')LJ'cpdS'. 

Durch Subtraktion der Gleichung (22) von (23) folgt 

(24) ~; (n2 - 1)~ = e-i'''t! {ijLJ'cp - cpLJ'ij}dS'. 

Wir benutzen nun die GREENsche Formel IV, § 45 (1) 

(25) j" f{ og O/} {I Llg - g LI l}dS = I,Ci,. - g 0,. da 

und erhalten 
~ c2 e- iW1 j"{ arp alJ'}, (26) -\S = ~ n2 _ l' ij a,.' - cp av' da . 

Das Integral ist tiber die aufiere Begrenzung E des Mediums und bei innerem 
Aufpunkt auch tiber die Oberflache a des kugelformigen Wirkungsraumes urn den 
Aufpunkt zu erstrecken. Das Feld des schwingenden Dipols, rotrot~, ist jetzt 
dargestellt durch eine fiktive Dipolverteilung auf diesen Grenzflachen. 

Wir zerlegen das Integral in die beiden eben geschilderten Anteile ~.l' und ~C7' 
wobei ~C7 im Fane eines auBeren Aufpunktes verschwindet. Diese beiden Anteile 
berechnen wir der Reihe nach und beginnen mit ~C7' 

Nach (26) ist 
~ _ c2 e- iW1 f( arp olJ'), (27) rot rot -\Sa - w2 (n2 _ 1) rot rot ty (9;:1 - cp Bv' d (J • 

R=a 

Urn die Differentiation rot rot hier ausfUhren zu konnen, muB man das Integral 
fUr eine feste Wirkungskugel in einem variablen, dem Kugelmittelpunkt benach
bart en Punkte x, y, z berechnen und dann nach x. y, z differenzieren. (Es gentigt 
nicht, das Integral im Mittelpunkte zu berechnen; dann wird es zwar auch eine 
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Funktion der Lage x, y, z des Mittelpunktes, bei der Differentiation nach diesem 
ist aber dabei die Wirkungskugel fest an den Aufpunkt gebunden und nicht fest 
im Raum, wie es bei der Differentiation gefordert ist.) Wir konnen jedoch diese 
etwas schwierige Ausrechming dadurch umgehen, daB wir die Operation rotrot 
unter dem Integralzeichen ausftihren; dann gentigt es, nachher den Wert des 
Integrals nur im Mittelpunkt zu berechnen, und das ist wesentlich einfacher. 
Somit schreiben wir 

(28) 
c2 e-;W/ 

rot rot 3" = wl(nl-=1) (32 - 31), 
wo 

31 = f rot rot (tp ~~) da', 
R=IJ I (a). 

(29) 
(b) 32 = f rot rot (~ ~ ~) d a'. 

R~IJ 

Hier sind nun ~ und a~/av' Funktionen von t', wahrend sich die Operation rotrot 
auf den Aufpunkt t bezieht. Wir haben daher die Aufgabe, die GroBe rot rot tp~ 
auszurechnen, wo 1p eine skalare Ortsfunktion und ~ ein konstanter Vektor ist. 
Mit Hille der beiden einfach zu verifizierenden Formeln 

(30) {(a) 
(b) 

rot 1p ~ = grad 1p X ~, 

rot (m: X ~) = (~grad) m: - ~div m: 
erhaIt man 

(31) rotrottp~ = rot (gradtp X ~) = (~grad)gradtp - ~divgradtp. 

Somit wird der Integrand von (29a): 

j rotrot(tp:~) = «J~~) grad)gradtp _ o~~t') divgradtp 

(32) . = a~(t') q/(R} + ~ ~ (tp'\ • ro (O~(t') ro) + o~(t') '.<)1 
a,; R R dR Ii} (It a,; (It a,; cl tp, 

wobei die Gleichung (21) benutzt und 
( ) , d9' 
33 tp = dR 

gesetzt ist. 
Wir fiihren den Einheitsvektor yom Aufpunkt zum Integrationspunkt 

9l 
O~ e=R 
ein. Ferner ist auf der Kugel 

o 0 
0'; = - oR' (35) 

Also wird 

(36) ( a~ (t')) (9" w.) o~ (t') d (9") (a~ (t') ) rot rot tp ~ = - R + cl tp ifR - R d R R • e· ----aJ.r e . 

Zur Ausfiihrung des Integrals 31 ist nun R = a zu setzen und dann tiber alle 
Richtungen zu integrieren, oder, was dasselbe besagt, mit 4~a:l zu multipli
zieren und tiber alle Richtungen zu mitteln. Ftihren wir die Konstanten 

(37) A = -4~a21Jj(a), B = -4~a2'l'(a) 
mit 

(38) 4>(R) = q/~R} + ;.2 tp(R), 'P(R) = R d~ (tpI1R}) 
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ein. so wird 

(39) 

wo der Strich Mittelung tiber aIle Richtungen (des Vektors e) bedeutet. 
In derselben Weise bestimmt sich nach (31) der Integrand von (29b): 

(40) rotrot(~ ~~) = (lJ(r')grad) grad ~~ -lJ(t')divgrad ~~. 
Nun ist die Operation %v' mit den Differentialoperationen nach t vertausch
bar; man hat also 

(41) ( a) ( a' a rot rot ~ a~ = lJ(t') av'grad)gradtp -lJ(t') av'divgradtp. 

Vergleicht man dies mit (32), so erhaIt man die mit (39) analoge Gleichung 

(42) ~2 = A' (iJ(t'))R=Il + B'e(lJ(t')e)R=a, 

wo jetzt aber statt der Konstanten (37) die GroBen 

(43) (d) d ') A' = -4~a2 dR if>(R),R=a' B' = -4~a2 (liR 'l'(R) R=a 

einzusetzen sind, 
Nun benutzen wir die Voraussetzung, daB die Wirkungskugel urn den Auf

punkt klein ist, entwickeln also lJ(t') und 0lJ(t')/oR nach Potenzen von R: 
R2 

~(t') = lJ(t) - R(egrad)lJ + "2 (egrad)2lJ + ... , I (a) 
(44) 

(b) a~1t') = - (egrad) ~ + R (egrad)2 ~ + .. '. 
Setzen wir diese Entwicklungen in die beiden Gleichungen (39) und (42) ein, so 
haben wir offenbar die folgenden Mittelwerte zu berechnen: 

(45) 

.-- al 
e (~(r')e)R~a = e(~ e) + 2: e (e· (egrad)2m, 

( o~(r'») = a (egrad)2~, 
oR R=a 

e(e a~~»)R=a = ae (e· (egrad)2lJ)' 

wobei rechter Hand tiberall in lJ die Koordinaten des Aufpunktes (Vektor t) 
einzusetzen sind. 

Die Ausrechnung dieser Mittelwerte geschieht am einfachsten durch Kom
ponentenzerlegung. Z. B. ist 

( d)2ct (a + a + a) ( a~. + a~. + a~%) egra Ux = exax ellay e. az ex 7fX ellTy e.8'i 

= e ae. a~. + e ~ a~. + e ae. o~z 
x ax ax x ax aY x ox az 

+ e2 (JI~% + e2 o·~z + e2 02~z 
x ax. Yay' z azt 

(46) 
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Hier ist noch zu beachten, daB 

(47) 
oe. 0 x - x' 1 c. 
OX ox --r Ii - 'R3' 

ist. Die Mittelung liiuft daher auf die Bestimmung der Mittelwerte der Quadrate 
und Produkte eines Einheitsvektors e hinaus; bei den iibrigen in (39) und (42) 
auftretenden Mittelungen kommen auch noch die Produkte der Komponenten 
zu dreien und vieren vor. Diese sind leicht zu berechnen; die ausfiihrliche Rech
nung ist in § 77 zu finden, wir geben hier nur die Resultate an: Von Null ver
schieden sind nur 

(48) 

alle iibrigen verschwinden. 
Hieraus folgt zuniichst, daB 

(49) 
-ae: 
ex ox = ... = 0 

ist, und dann bleibt 

(50) (egrad)2iYx = lLtiYx. 

Durch ebenso elementare, wenn auch liingere Rechnung findet man entsprechend 

(It) 1 
e (iYe) = liY, 
--;----:-. -- 1 2 

e (e· (e grad)2ty) = 15 Lt iY + 15 grad diviY. 

Hier ist noch (18), diviY = 0, zu beachten; dann ergibt sich 
-- a2 l 
(iY(t'))R=a = iY + '2' 3 Lt iY , 

(52) 

( off (t')) _!!.. A ~ 
e e oR R=a - 15 LJ 0- . 

Somit wird endlich 

I (a) 
(53) 

(b) 

31 = A . ; Lt iY + B . laS Lt iY , 

32 = A' (iY + ~2 Lt iY) + B' (~ iY + ;~ Lt iY) . 

Dabei wollen wir noch einmal betonen, daB rechter Hand als Argumente von iY 
und LtiY die Koordinaten des Aufpunktes (Vektor t) zu nehmen sind. 

Nach (28) und (53) erhalten wir das Resultat 

(54) rotrot3" = 00:;:.-::'1) {(AI + ~B')iY + [- ; (A + ~) + ~2(A' + ~~]L1iY}. 
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Damit ist das von den Dipolen erzeugte Feld berechnet. Man hat nur noch die 
Koeffizienten zu bestimmen. Zu dem Zwecke entwickeln wir die Funktion VJ 
nach steigenden Potenzen von R: 

(55) 

Daraus folgt nach (38) 

'1/ ro2 1 1 (01 1 2. 008 tP=- -+-m=--+---+-t-+ ... R c2 T R8 2 cl R 3 c8 

d (¥) 3 1 wi 1 
'I' = R dR R. = R8 + 2" cl R + ... 

also nach (37) und (43) 

I 
(a) 

(57) 
(b) 

( 1 1 w' ) A = -4n - - + - - a + ... 
a 2 cl ' 

( 3 1 wi ) B = -4n - + - - a + ... . a 2 cl , 

I (a) 
(58) 

(b) 

I (3 1 011 ) A = -4n - - - - + ... 
a l 2 c· ' 

( 9 1 Wi ) B' = -4n --- --+ .... at 2 cl 

Bei der Berechnung der in (54) auftretenden. Verbindungen dieser GroBen gehen 
wir gleich zur Grenze a -+ 0 fiber und erhalten 

(59) 

also 

(60) 

A I + ~ B' = 4.1r • 2 Wi 
3 3 cl T 

_ ; (A + ~ B) = _ ~.1r • ~ , 

al(AI + ~BI) = _ 431'.1. 
6 5 35' 

-~(A + ~B) + a l (AI + ~BI) = _ 431' 
3 5 6 5 3· 

Mithin wird aus {54) 
c'e-HD1 4.1r(2WI ) 

(61) rot rot3., = 00,(,,1- 1) "3 CI ij - L1 ij . 

Ersetzenwir hier noch naeh (17) L1 ij durch ij, so wird schIieBIich 

(62) 431' nl + 2 -lool _ 431' "I + 2 
rot rot 3., = "3 ,,' _ 1 ije - "3 "I -' 1 !J!. 

Wir bekommen also das Resultat, daB der Antell des von den Dipolen er
zeugten Feldes, der Diehts mit der O~rflache zu tun hat, ffir eine wellenformig 
fortschreitende Dipolerregung dieser Dipolwelle selbst proportional ist. Nun 
kOnnen wir so schIieBen: Denken wir den Korper zunaehst unendlich ausgedehnt, 
die Grenzebene so weit ins Unendliehe gerfickt, daB die Lichterregung sie gar 
nicht erreicht, so ist die Frage sinnvoll, unter welcl1en Bedingungen eine Dipol
welle unter der Wirkung der gegenseitigen Zustrahlung der Dipole sich aufrecht-

Bom, Optik. 21 
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erhalten kann. Dann haben wir in unserer Grundgleichung (11) die einfallende 
Welle fortzulassen und als Bedingung fiir diese Dipolwelle anzusetzen: 

, 4n n l + 2 4n n l + 2 , 
(63) ~ (t, t) = rot rot 3a = 3 nl _ 1 $ = 3 NO(. nl _ 1 ~ , 

Daraus folgt 
4n n2 - 1 

(64) 3 O(.N = nl + 2 ' 

Bei gegebenem 0(. HiBt sich hieraus n bestimmen, und dann ist eine Dipolwelle 

mit der WellenliingeJ. =.!.. 2ne im unbegrenzten Medium moglich. Diese Be-n 00 . 

ziehung {64} wird das LORENTz-LoRENzsehe Gesetz genannt; wir kommen im 
nachsten Paragraphen ausfiihrlich darauf zuriick. Es stimmt genau mit der 
Bedingung uberein, die von den MAXWELLSchen Gleichungen fur ein isotropes 
Medium der Dielektrizitatskonstante e = n 2 geliefert wird, wenn man' fur die 
wirkende Feldstarke den in § 73 (30) begriindeten Ansatz 

{65} ~' = ~ + ~n $ , $ = O(.~' 

Macht; denn ,die MAXwELLSchen Gleichungen liefem fUr eine ebene Welle im 
isotropen Medium einfach 

{66} 

und hieraus folgt leicht wieder die Relation (64) {vgl. § 76} .. 
Diese Behandlung eines unbegrenzten Mediums ist aber nicht ganz befriedi

gend. Es fehlt noch der Beweis, daB eine aus dem Vakuum eintretende ebene 
Welle ~ gerade einen so1chen Dipolzustand in dem Medium erregen und erhalten 
kann. Wir zeigen nun, daB dieser Sachverhalt in unserer urspriinglichen Grund
gleichung {11} mit enthalten ist, wenn wir den zweiten Antell des Integrals, den 
wir'mit 32' bezeichnet hatten, mit beriicksichtigen. Dabei denken wir uns den 
Korper durch eine Ebene :E begrenzt, durch welche das einfallende Licht ~ 
eintritt. Wir legen das Koordinatensystem so, daB :E die Ebenez = 0 wird und 
der Korper sich nach z < 0 erstreckt. Wir haben also das Integral 

e'e-'O
" f( atp ail), 

32' = ool(nl _ t) ~ a,l - fP a,l do , 
2' 

(67) 

erstreckt uber die Grenzebene z = 0, zu berechnen. Dabei nehmen wir an, der 
Aufpunkt t befinde sich viele Lichtwellen weit von der Grenzflache, so daB 

{68} 
2nr 00 
-1- = r-::~>1. 

"0 e 

Nach (16) und (20) ist 

o , a ':"(t") 2'00 (8(') , 
8,1 ~(t) = 0,1 !W'e = ens a,l • ~(t) , 

o ioo oR 
o,lfP{R} = c· 8,1 fP + ... , 

wodie Punkte Glieder hOherer Ordnung in der kleinen GroBe e/001 andeuten. 
Dies ergibt, in (67) eingesetzt: 

to) (R + " (t"» 

{69} 32' = i:~~~"1') ,f{:~ - n(s :~)} e C R do'. 
2' 
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Wir denken uns (s. Fig. 186) nun die x-Achse in der Grenzebene z = 0 so ge
wiihlt, daB der Einheitsvektor 5 der Wellennormale der Dipolwelle in der xz-Ebene 
liegt und die z-Achse durch den Aufpunkt geht, "cler zunachst im Innern des 
Mediums (z < 0) im Abstande -r von der Oberflache lierJ:n moge. Dann sind 
die Komponenten von It: O. 0, -r; 

(70) ~~ ::: ~:: _~; //// 
// 

5: sintp, 0, -costp, ~c~~~~~~~~/~~~~~a:: 
wo tp den Winkel zwischen der inneren ~ 
Normale -v' und dem Normalen
vektor ~ bedeutet, d. h. den gewohn
lichen "Brechungswinkel" (Winkel des 
gebrochenen Strahls gegen das Ein
fallslot). Dann ist 

oR z- ~ r 
0,1 = - --r = R' 

-V' 

(9 ~:) = 5z = -costp 
Fig. t 86. Eindrln&en einer Wella Ii> einen Kllrper. der 

aI. DlpolsystemaufgefaBt wird. 

und t' 5 = t 5 - m 9 = t 9 - x' sin tp - r cos tp . 

Mithin wird 

(71) 

wo 

(72) K = R - n(rcostp + x'sintp) 

gesetzt ist. 
Es ist nun naheliegend, soIehe krummlinigen Koordinaten in der Ebene 1: 

einzufiihren, daB die eine Schar von Koordinatenlinien durch K = konst. ge
geben ist. Man sieht sofort, daB diese Linien Kegelschnitte sind; denn durch 
Quadrieren von (72) erhaIt man 

KA = X'I + y'2 + r2 = (K + nrcostp)Z + 2x'nsintp(K + nrcostp) + x'2n2 sinl 1p, 

also eine quadratische Gleichung in x', y'. Wir schreiben diese in die Normal· 
form urn: 

(73) 
dann ist: 

E - n sin V' (K + nr cosV') 
- 1 - nlsin'V' ' 

U-(1- I' 2) 2_K'+2Krncos1jJ+rl(nl-1) 
rr- nsm1pa- 1 S'I -nsIDV' 

(74) 

(75) 

Wir wollen nun voraussetzen, daB 
. 1 

SlD1p <-n (76) 

ist; dies bedeutet offenbar wegen n> 1 den AusschluB des Falles der Total· 
reflexion und wird sich als von selbst erfiillt herausstellen, wenn die Lichtwelle 
vom Vakuum her in den Korper eindringt. 
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Damit a und b reel1 werden, muG der Zahler auf der rechten Seite von (75) 
positiv sein. Schreiben wir ibn in der Form 

so muG also K groGer sein als die groGere der beiden Nuilstellen Kl und K 2• 

Diese bestimmen sich aus der Gleichung 

K2 + 2KrncosV' + r2(n2 - 1) = 0 
zu 

~~} = r ( - n cosV' ± yn2 cos:! V' - (n2 - 1) ) . 

Man erkennt, daB beide negativ sind; die groBere (d. h. die mit dem kleineren 
Betrage) bezeichnen wir mit 

Ko = r( - ncosV' +Y1 - n2 sin2 V'). 

Definieren wir den Winkel qJ (der sich spater als der "Einfallswinkel" heraus
stellen wird) durch die Gleichung 

(77) sin qJ = n sin V' ' 

so ist qJ wegen (76) reell und qJ > V'. Dann wird 

Ko = r ( - n cosV' + cosqJ) . 

Der zugehOrige Wert von ; ist 
;0 = rtgqJ. 

Damit haben wir eine bestimmte Ellipsenschar in der Ebene z = 0 heraus
gehoben, die sich urn den Punkt to mit den Koordinaten 

(78) xO = ;0 = r tgqJ, Yo = 0, .to = 0 

zusammenzieht; denn fUr diesen Punkt wird K gleich 

(79) Ko = r (COSIP - n costp) , 

und daher a = b = 0, und fUr K > Ko werden beide Halbachsen reell. 
Nun konnen wir jeden Punkt der Ebene £ durch den Wert von K und den 

Polarwinkel w vom Punkte to aus gegen die x-Achse festlegen. Setzen wir 

(80) 

und 

da = dx'dy' = /(K, w)dKdw 

(81) g(K, w) = ~ (; + ncos1J'), 

so wird unser Integral (71): 00 2" 

c ~"(tI1 iOJ K r 
(82) 32" = jw(nl - 1) ~Oe-iOJte C e C dK J g(K, w)/(K, w)dw. 

• 0 

Bei der weiteren Ausrechnung beachten wir die Voraussetzung, daB 2nrjl:> t 
sein solI. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist 

2" 2" 

j g(K, w)/(K •. w)dw = g(K, w) j/(K, w)dw. OSlO s2n, 
o 0 
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und das rechts auftretende Integral, multipliziert mit dK, ist der FlacheninhaIt 
des ringforrnigen Gebietes zwischen den beiden Ellipsen K und K + dK : 

2,. f d d ](I + 2KYn COS'll + yl(nl - 1) 
F(K) = f(K, w)dw = dK (nab) = n dK (1 _ nlsinl1p)8/1 ' 

o 

also nach (77) 

(83) F(K) = 2n K + Yn COS'll • 
cos3 tp 

Dies ist einzusetzen in 00 

c jO) II (t.)! jro K 

(84) 32' = iw(nl _ 1) $oe-jrute c g(K, w)F(K)e c dK. 

k. 
Das Integral formen wir durch wiederholte partielle Integration urn; da Ko 
nach (79) proportional yist, entsteht eine Reihe, die nach Potenzen der kleinen 
GroBe e/wy = 'A/2n I' fortschreitet: 

00 

(85) .!gF/: K dK = i: [gF/: K]: + £8 [ali /: KJ: + ... 
K. 

Wir brechen diese Reihe nach dem ersten Gliede abo Dann haben wir nur noch 
die Werte der Funktion gF bei K = Ko und K = 00 zu berechnen. 

Was nun die obere Grenze K = 00 betrifft, so entspricht der von ihr stam
mende Beitrag des Integrals keinem physikalisch vorhandenen Vorgang; denn 
der betrachtete Korper ist in Wirklichkeit sicher endlich, die Ebene 1: erstreckt 
sich gar nicht ins Unendliche. Wenn wir nun den EinfluB.der iibrigen Grenz
flachen unseres Korpers auBer acht lassen, ist es nur sinnge~ii.B, auch den Ein
fluB der unendlich entfemten Teile der Ebene I fortzulassen. Physikalisch 
rechtfertigt sich das durch die Annahine, daB bei hinreichend groBen Dimen
sionen des KOrpers eine durch 1: eindringende Welle die anderen Grenzflachen 
noch gar nicht erreicht hat, wii.hrend doch schon auf 1: selbst ein praktisch 
stationarer Wellenzustand herrscht. Wir setzen also 

(gF)K=oo = O. 

Betrachten wir nun die untere Grenze Ko. Zunachst ist klar, daB dort alles 
von dem Mittelwerte w unabhiingig wird, weil die Ellipsen fiir K -+ Ko auf den 
PunktIo zusammenschrumpfen, dessen Koordinaten durch (78) gegeben sind. 
Der Vektor m = I - I' hat fUr t' =.to die Komponenten -rtgfP, 0, -I'; daher 
wird (wie auch aus der Figur abzulesen ist): 

R = "y2tg1m + 1'2 = -1'-r T costp , 

und darnit erhiilt man aus (79), (81) und (83) 

g = COStp (cosfP + ncostp), F = 2"''' 
r Cos'tp , 

F = 2n costp + ncos'li = 2n ~(1p + tp) . 
g costp SIn'll costp 

1m Exponenten von 32' tritt die GroBe 

(87) n(U) + Ko = nycostp+ Y(COSfP - ncostp} = rcosfP = tSO 
auf; dabei bedeutet SO den Einheitsvektor mit den Komponenten 

(88) (= sinfP, ~ = 0, ~ = -cosfP. 
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Wir erhalten also schlieBlich 

2nc' sin (If' + q.» -i",(t-~ tt'\ 3x - $0 e' ~J - wl(nl - 1) SiDIf'COSq.> • (89) 

Dies ist eine in der Richtung ~o mit Vakuum-Lichtgeschwindigkeit laufende 
Welle. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir rotrot3x, und damit ist der OSEENsche 
Ausloschungssatz bewiesen; denn diese Welle kann man benutzen, urn das von 
der einfallenden Welle ~ herriihrende Glied in der Grundgleichung (13) fiir das 
Innere des Mediums zum· Verschwinden zu bringen. Man hat nur die Wellen
vektoren ~ und ~o gemaB dem Brechungsgesetz und die Amplituden in geeigneter 
Weise zu bestimmen. Zu diesem Zweck haben wir die Operation rot rot an 3x 
auszufiihren. Nun ist aber 

-iQ)(t-~t") iw -i"'(t-~t") 
rotl.lJOe \ c = -;- (~x $O)e '; 

also wird 

(90) rotrot3x = - 12n 1 si~ (If' + q.» {SO X (~ X $0)) e -i",(t- ~t") . 
n - . SlD If'cosq.> 

Bekanntlich gilt 

(91) ~o X (SO X $0) = I.lJO - SO{~I.lJO). 

Wir zerlegen nun die einfallende Welle ~ und die Dipolwelle I.lJO in Kompo
nenten parallel und senkrecht zur Einfallsebene, unterschieden durch die Indizes P 
und s. Da diese Ebene die beiden Vektoren SO und s enthiilt, die den Winkel 
rp - 'P einschlieBen, so ist die s-Komponente des Vektors (91) mit der von $0 
selbst identisch; dagegen ist die p-Komponente dieses Vektors, der auf SO senk
recht steht, verschieden von der p-Komponente des Vektors $0 selbst, der 
auf s senkrecht steht, und sie entsteht aus dieser durch Multiplikation mit 
cos (rp - 'P). Daher liefert der OSEENsche Ausloschungssatz 

(92) ~. + rotrot3x = 0 

ffir die s- und p-Schwingung: 

(9}) I A _~P sin(q.>+V') 
1- nl - 1 • cosq.>sinlf' ' 

A _ ~ P sin(rp + V') cos(q.> - V') 
" - nl - 1" COSq.>SiDIf' ' 

wo A, und A" die Komponenten der 'Amplitude von (;f', P, und P" die von 
I.lJO sind. Definiert man nun mittels cler Beziehung 

(94) 

[die auf Grund von (64) aus der MAXWELLSChen Theorie der dielektrischen Sub
stanzen ubemommen werden kann] die "makroskopische Feldstiirke" (ill im 

Innern des Mediums und nennt ihre Komponenten D, = ~ P" D .. = -::r-- Pp , n-1 .. n-1 
("durchgehender" Strahl), so erhiilt man genau die FRESNELSchen Formeln 
[Kap. I, § 10 (14)] fiir die durchgehende Welle. 

Jetzt bleibt noch ubrig, 3x fiir den AuBenraum des Mediums, also fiir z> 0 
zu berechnen. Die Rechnung verliiuft ganz ebenso, nur ist iiberall , durch -t: 
zu ersetzen; das lauft aber nach(87) darauf heraus, ~J durch -s" also rp durch 
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n - ~ zu ersetzen. Fiihrt man den zu 5° spiegelbildlichen Einheitsvektor 5' 
mit den Komponenten 

(95) 5~ = sin~, 5~ = 0, 5~ = cos~ 
ein und bedenkt, daB der Winkel zwischen 5' und 5 gleich ~ + 1J' ist, so erhhlt 
man fiir die reflektierte Welle: 

(96) J 
l 

R __ 2'1" P ~n ('1' -.1p) 
,- n 2 - 1 'sin1pcosgJ' 

R = ~~ P sin(q- - .p) COS(tp + 1p) 
p n2 - 1 P sin V) costp , 

und wenn man aus (93) und (96) die GroBen P, und Pp eliminiert, so entstehen 
die FREsNELsehen Formeln [Kap. I, § 10 (15)J fiir die reflektierte Welle. 

Damit haben wir fiir isotrope Korper streng gezeigt, daB der EinfIuB der 
Substanz auf die LiehtfortpfIanzung zuriiekgefiihrt werden kann auf die gegen
seitige Zustrahlung von Dipolen im Vakuum. AIIerdings gibt die Molekular
theorie mehr als die gewohnliehe MAxwELLsehe Kontinuumstheorie, namlieh 
auBer der normalen LiehtfortpfIanzung aueh noch die Lichtstreuung. Urn dies 
einzusehen, erinnern wir uns, daB in (11) unter dem Integral die Anzahl N der 
Moleki.ile pro Volumeneinheit vorkommt; wir haben diese im vorstehenden als 
konstant angenommen und vor das Integralzeichen gezogen. In Wahrheit aber 
wird die Moleki.ilzahl raumlichen Schwankungen unterliegen. Un sere Theorie 
liefert daher, wie schon gesagt, nur die LichtfortpfIanzung im Mittel; auBer 
dieser muB noeh eine auf den Schwankungen beruhende unregelmaBige Licht
ausbreitung vorhanden sein. Da die Schwankungen der Molekiilzahl fiir ver
schiedene Raumelemente ganz unabhangig voneinander sind, so wird die von 
ihnen erzeugte Ausstrahlung inkoharent sein. Man erhhlt so die Erklarung £tir 
das sog. TYNDALLphiinomen, d. h. die Liehtstreuung auch in reinsten Medien. 
Wir werden diese in § 81 behandeln 1. 

Zuvor jedoch soIl im folgenden Paragraphen die normale Lichtausbreitung 
in Kristallen, d. h. in regelmaBigen, gitterartigen Anordnungen von Dipolen 
untersueht werden. Hier treten infolge der Anisotropie geometrisch verwickelte 
Verhii.ltnisse auf; wir wollen uns daher begniigen, die Gesetze der FortpfIanzung 
des Liehts im Innern zu studieren (entspreehend der Bereehnung von 3<1 in 
diesem Paragraphen), die Behandlung der Vorgiinge an Grenzebenen aber fort
lassen, wie wir es ja aueh in der formalen Kristalloptik (Kap. V) get an haben. 

§ 75. Gitteroptik der Kristalle*. 

In diesem Paragraph en solI das Zusammenwirken der schwingenden Dipole 
untersueht werden £tir den Fall, daB ihre Trager, die Moleki.ile, ein Raumgitter 
bilden, wie es in Wirkliehkeit bei Kristallen der Fall ist. Der Mechanismus der 
Reflexion und der Breehung ist hier genau derselbe wie bei nieht kristallinen 
Korpern. Aueh hier ergibt die Gesamtstrahlung der Dipole die gebrochene, die 
reflektierle und die ausloschende Welle. Wir wollen hier aber nicht zum Grenz
fall kontinuierlicher· (im allgemeinen anisotroper) Diehteverteilung der Dipole 
tibergehen, sondern bei der diskontinuierliehen Raumgitterstruktur stehen
bleiben. An Stelle der leieht auswertbaren Integrale treten daher komplizierte 
Summen tiber alle Gitterpunkte. Die Resultate, die man so gewinnt, sind natiir
lieh exakter als bei der friiheren Mittelungsmethode. Wegen der Sehwierigkeiten 

1 Na.heres hieriiber in den S. 314, Anm. t zitierten Arbeiten von LUNDBLAD und DARWIN. 
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der Rechnungen begnugen wir uns aber hier mit der Annahme, daB im Innern 
des Kristalls von der einfallenden Welle nichts mehr ubrig ist. Indem wir so 
von der GrenzfHi.che absehen, haben wir zu zeigen, daB in einem unendlich aus
gedehnten Kristall ein elektromagnetisches Feld moglich ist, das aus den 'Ober
lagerungen der Dipolkugelwellen der Gitterpunkte besteht und dabei im Mittel 
doch wie eine ebene Welle fortschreitet. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
(der Brechungsindex) wird dabei anders sein als im Vakuum. Wir werden den 
Beweis fUhren, daB diese Modifikation der Lichtgeschwindigkeit auch hier (wie 
in § 74) mit groBer Naherung gerade durch die gewohnliche MAXWELLsche Theorie 
- zusammen mit einem geeigneten Ansatz fUr die Polarisierbarkeit der einzelnen 
Dipole - geliefert wird. 

Diese strenge Theorie der Gitteroptik ist von EWALD begrundet wordenl . 

Wir wollen hier nur ihre Grundzuge auseinandersetzen, und zwar insbesondere 
den Fall gewohnlichen Lichts, der sich (vor allem vor dem Fall der Rontgen
strahlen) dadurch auszeichnet, daB die Wellenliinge gro/J ist gegen den Atomabstand. 

Zur Darstellung des Gitters benutzen wir wieder den in § 74 durch die Glei
chungen (2) bis (4) eingefUhrten HERTzschen Vektor 8. Das Gitter beschreiben 
wir wie in IV, § 52 durch Angabe der drei Grundvektoren ai' O2 , as, die ein 
Parallelepiped, die Gitterzelle aufspannen, deren Volumen durch die Formel IV, 
§ 52 (15) 

(1 ) 

gegeben ist. 

1 011: alII au / 

V = 01 (a2 x as) = /1 au 0 211 au I 
0S:lO OSII au 

Ein beliebiger Gitterpunkt ist durch den Vektor 

(2) I, = l101 + l202 + lsoa 

[so IV, § 52 (1)] dargestellt. Wir fUhren wie in IV, § 52 (i6) das reziproke Gitter 
mit den Grundvektoren 

(3) 

ein und bilden aus ihnen den Wellenvektor 
(4) f, = 2n(ll b1 + lllbil + lsbs) . 

Dieser dient zu foIgendem Zwecke: 
Es sei I (x, ", z) oder kurz I (t) eine im Gitter periodische Funktion, d. h. es sei 

(5) I(t + t,) = I(t). 

Eine solche Funktion liillt sich in eine FOURIERreihe entwickeln, und zwar lautet 
diese 
(6) I(t) = ~cleiflt. 

I 

In der Tat, vermehrt man den Vektor tum eine Periode, ersetzt ihn also z. B. 
durch den Vektor t + ai' so addiert sich im Exponenten des lten Gliedes der 
EntWicklung wegen der aus den Formeln (3) folgenden Gleichungen 

(7) a; X bl: = .«5i l: 

[so auch IV, § 52 (i7)] die GroBe 
if, a1 = 2ni(ll b1+ lib. + laba)al = 2nill ; 

jedes Reihenglied bleibt also ungeandert. 

1 P. P. EWALD: Dissert. Milnehen 1912; Ann. Physik (4) Bd.49 (1916). Eine ausfilhr
liehe Darstellung bei M. BORN: Atomtheorie des festen Zustandes. 2. ·Auf}. 1923. Leipzig u. 
Berlin. Siehe aueh Enzyklop .. d. math. Wiss. Bd. 5 Teil III 4. insbes. § 41 ff. 
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Zur Bestimmung der Koeffizienten CI = cI"l.,I. multiplizieren wir die Glei
chung (6) mit e-ifl't und integrieren tiber eine Zelle. Dabei treten rechter Hand 
die Integrale 
(8) f ei(f/-!v)t dS 

auf. In diese fUhren wir neue Integrationsvariable ein durch die linearen Glei
chungen 

(9) 

Dann ist 

(10) 

Die Zelle bildet sich im ~ 1J C-Raum auf den Einheitswtirfel ab; denn z. B. 
geht der Gitterpunkt t = III tiber in den Punkt ~ = VI a1 = 1, 1J = v2 a1 = 0, 
C = v3 a1 = O. Das Integral (8) geht also tiber in 

(11) ~fff e2~i {;(/, -I~) + 'I (I.-l~) +C(/.-I:)} d~ d1J d?; , 

erstreckt tiber den Einheitswtirfel im ~ 1J ?;-Raum. Dieses Integral verschwindet 
offenbar immer, auBer wenn II = l~, ... ist. Daher erhiilt man 

(12) 1 f . CI = V 1 (1:) e-if/t dS . 

Als Vorbereitung fUr die Berechnung der Dipolwirkung wollen wir das elektro
statische Potential berechnen, das von einer im Gitter periodischen Ladungs
dichte erzeugt wird, die durch die periodische Funktion (6) dargestellt sei. Wir 
haben dann die POISSONsche Dillerentialgleichung 

(13) Lltp = -471:1 

durch eine ebenfalls periodische Funktion zu integrieren. Die Losung lautet: 

~ 43fCI 'f (14) tp(t) = .:::. n;r e' I', 
1 

wie man durch Einsetzen in die DifferentiaIgleichung sofort sieht. Der Koeffi
zient des konstanten Gliedes (ll = l2 = l3 = 0, also fl = 0) ware hier unendlich, 
wenn nicht Co = 0 ist. Wir mtissen also Co = 0 voraussetzen. Das bedeutet 
nach (6), daB das konstante Glied in der FOURIERreihe der Dichte verschwindet, 
d. h. daB die in jeder Zelle im ganzen vorhandene Ladung Null ist. 

Wir wollen nun insbesondere den Fall betrachten, daB in den Gitterpunkten 
statische Dipole vorhanden sind. Hierzu denken wir zunachst die Dichtevertei
lung in der Zelle auf zwei entgegengesetzt gleiche, punktformige Ladungen kon
zentriert. Legen wir die Punktladung -e in die Zellenecke, die Ladung e in 
einen urn den Vektor a verschobenen Punkt, so wird der FouRIERkoeffizient der 
Dichte nach (12) 

(15) CI = ~ (e- if/Q - 1), 

und das Potential laBt sich nunmehr schreiben 
e 

(16) tp = V (tpo(t - a) - tpo(t)) , 

wo 

(17) ~ 4n 'f 
tpo = ..::. I I, II e' It 

I 
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gesetzt ist und der Strieh am Summenzeichen bedeutet, daB das Glied mit l = 0 
fortgelassen ist. 

Die Funktion fPo hat eine anschauliche Bedeutung: Sie ist das Potential eines 
einfachen Punktgitters, in dessen Gitterpunkten die Ladung + V sitzt, wahrend 
gleichzeitig eine konstante Ladungsdichte -1 tiberall ausgebreitet ist. (Hier
durch ist die Bedingung der Neutralitat des ganzen Gitters erftillt.) Man kann 
diese Behauptung nicht einfach dadurch verifizieren, daB man die Funktion (17) 
in die Differentialgleichung 

LlfPo=4n 

einsetzt; denn wegen der Singularitaten HiBt sich weder die Reihe (17) zweimal 
gliedweise differentiieren, noch IaJ3t sich aus ihr die Existenz von Singularitaten 
ohne weiteres ablesen. 

Man kann aber den Beweis folgendermaBen flihren: 
Wir verwenden die GREENsche Formel § 74 (25): 

(18) f(fLlg-gLl/)dS=f(/~!-g:ndC1. 
Dabei soil das dreifache Integral hier und im folgenden tiber die Zelle erstreckt 
werden, ausgenoItlmen eine kleine Kugel urn den zur Zelle gehorenden geladenen 
Gitterpunkt; das Oberflachenintegral ist tiber die Begrenzung der Zelle und 
tiber die Oberflache dieser kleinen Kugel zu erstrecken 1. 

Wir wahlen nun 

(19) 

so daB 

(20) 

1= e-ir/t, g = fPo, 

ist. fPo soli auBerdem in allen Gitterpunkten sich verhaIten wie Vir. Dann 
heben sich die Oberflachenintegrale tiber je zwei gegentiberliegende Grenzflachen 
der Zelie wegen der Periodizitat der Funktionen fund g fort; das Oberflachen
integral tiber die den Dipol umgebende Kugel IaJ3t sich leicht berechnen. Es ist 
dort namlich naherungsweise g = 1lr, also oglov = -ogliJr = 1/r2, wahrend 
dC1 = r2 dQ wird, wo dQ das Element des raumlichen Winkels bezeichnet. Da 
ferner I fur r = 0 den Wert 1 annimmt, und da a //dv endlich bleibt, so ver
schwindet der zweite Teil des Oberflachenintegrals; der erste liefert den Wert 4n V. 

Die Formel (18) ergibt also 

(21) I I· (4n + fPO/ft/2)dS = 4nV. 

Nun ist 

(22) IdS = e-·flrdS = ' r J-. {O flir l =l= 0 
. V flir l = O. 

Daher erhaIt man flir den FouRIERkoeffizienten von fPo: 

" 1 flO flir l = 0, 
fPOI = ~. J fPoe-dlrdS = V fPoldS = ~ f" l =l= 

. Ifl2ur O. 
I II 

(23) 

Man findet also flir fPo genau die Reihe (17), womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Wegen der Neutralitiit der Zelle genligt das Potential (16) der Gleichung 

L1 fPo = 0 und hat die Singularitiiten elr bzw. -elr in den Punkten der beiden 

1 Man wird hierbei die Zelle nicht gerade 50 legen, daB die mit Ladung versehenen 
Gitterpunkte die Eckpunkte bilden; 50ndern man wird e5 50 einrichten, daB die Ladungs
punkte irgendwo irn Innem der Zelle liegen. 



§ 75. Gitteroptik der Kristalle. (VII, § 75.) 331 

gegeneinander verschobenen Gitter. Wir lassen nun die beiden Ladungen der 
Zelle und damit zugleich die beiden ineinander gesteckten Gitter gegeneinander 
konvergieren, und zwar in der Weise, daB das Produkt ea = ~ endlich bleibt. 
Das Moment pro Volumeneinheit ist ~ = ~JV. Dann folgt aus (16) 

(24) 

als das Potential des Dipolgitters. 
Diese Darstellung der Losung entspricht genau dem in § 73 (23) gegebenen 

Ausdruck des Potentials einer homogen polarisierten Substanz im Innern einer 
herausgeschnittenen Kugel. Man kann auch hier sofort wieder die wirkende 
Feldstarke in dem speziellen FaIle berechnen, daB das Gitter kubisch und der 
betrachtete Aufpunkt ein Symmetriepunkt des Gitters ist. Er kann dabei auch 
mit einem Gitterpunkt selbst zusammenfallen, wobei dann aber die dort befind
liche Ladung entfernt zu denken und das ihr entsprechende Potential von CPo 
abzuziehen ist. Aus Symmetriegriinden gilt hier wieder, daB die gemischten 
Ableitungen von CPo verschwinden und die iibrigen einander gleich, und zwar 
gleich 4 n/3 sind. Man erhaIt also ein von der Polarisation des ganzen Gitters 
herstammendes wirkendes Feld von der Starke 

(25) 

wo Q; die auBere Feldstarke ist. Damit ist auch fUr Kristalle die Formel § 73 (30) 
zunachst fUr statische Felder abgeleitet. 

Jetzt gehen wir endlich dazu tiber, die strenge Berechnung des Wellenfeldes 
von Dipolen auszufUhren, die in ganz analoger Weise vor sich geht. 

Das Wellenfeld eines einzelnen Dipols ist nach § 74 (5) durch den HERTzschen 
Vektor 

(26) 

gegeben. Dabei bedeutet wieder die eckige Klammer die Retardierung, al~o 
Ersetzung von t durch t - ric. 

Die Fortpflanzung einer Lichtwelle durch das Dipolgitter besteht nach der 
eingangs erkHirten Vorstellung in nichts anderem als der Superposition von 
Kugelwellen, die von den Gitterpunkten ausgehen, die aber so in Phase ver
stimmt sind, daB eine mittlere Erregung resultiert, die wie eine ebene Welle 
fortschreitet. Anstatt nun diesen Vorgang durch wirkliche Summation von 
Kugelwellen mit geeigneten Phasen darzustellen, machen wir lieber den folgenden, 
mathematisch aquivalenten bequemeren Ansatz: Wir fassen den Vorgang als 
eine ebene Welle auf, deren Amplitude durch die Wirkung der Gitterpunkte 
moduliert ist, und zwar so, daB sie eine periodische Funktion im Gitter bildet, 
die in den Gitterpunkten die Dipolsingularitat besitzt. Wir setzen 

2:r 

(27) . -(srI .8 = ~oZe-''''te 1. 

Dann muB die Funktion Z folgende Eigenschaften haben: 
1. Sie ist periodisch im Gitter. 
2. Sie ist tiberall regular auBer in den Gitterpunkten, und dort wird sie wie 

1lr unendlich. 
3. Sie geniigt der aus der Wellengleichung § 74 (3) hervorgehenden Gleichung 

(28) 2ni (002 4"'2) LlZ + 2 -l- (sgradZ) + ci - ;.2 Z = O. 
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Wir suchen diesen Bedingungen durch die FOURIERsche Reihe 

(29) 

zu gentigen. Die erste Bedingung ist durch diesen Ansatz bereits erftillt. Mit 
Hilfe der zweiten gewinnen wir leicht die Koeffizienten 

(30) Zl = ~ f Z e-ifltdS. 

Wir verwenden dazu wieder die GREENsche Formel (18), und zwar wahlen wir hier 

(3 1) l=e-i1lt , g=Z 

und erhalten genau wie oben 

(32) f { 2ni (w2 4:712) } I - 2-l- (sgradZ) - C2. -):2 Z + Ifd2Z dS = 4:rr. 

Nun laBt sich noch das Integral des erst en Gliedes durch partielle Integration 
umformen. Dabei liefern die Oberflachenintegrale sowohl tiber die kleinen Kugeln 
als auch tiber die Zellengrenzen keinen Beitrag, und es wird 

(33) jl(sgradZ)dS = - jz (sgrad/) dS = i(sfl)ZldS. 

Setzt man diesen Wert in (32) ein, so erhalt man unter Benutzung der Defini
tion (30) 

4~V 4~V 

Zl = 2n 4n2 (v2 (II +. 2,n ~)2 _ (~on)?? I fl12 + 2 T (6 fl) + ):2 - c2 A '" A 

(34) 

wo lo = 2 :rrclw die Wellenlange im Vakuum bedeutet, die von der Wellenlange 
in der Substanz verschieden sein kann. 

Nunmehr lautet die Losung (29) der Wellengleichung 

(35) 
Z = 4; ~ (fl + ¥~)~t_ (¥;r 

Diese Formel enthaIt die Gesetze der Fortpflanzung des Lichts fUr jede beliebige 
Wellenlange im Gitter. Setzt man den Ausdruck (35) in (27) ein, so erhaIt man 

~ i(r.+ 21"il)t 
(36) 8 = fJoeiwt4; £.J( e2n r (2nr 

I fl +y 6 - T 
o 

Diese Gleichung bedeutet, daB mar, den Vorgang im Kristall als Superposition 
einer Reihe von ebenen Wellen verschiedener Amplitude auffassen kann. Die 
Wellenlange ;. (oder der Brechungsindex n = loll) bestimmt sich erst nachtrag
lich aus der Bedingung, daB die am einzelnen Oszillator infolge der Zustrahlung 
von allen tibrigen Oszillatoren angreifende Kraft den dynamischen Schwingungs
gleichungen (bzw. ihren quantenmechanischen Analoga) zu gentigen hat. 

Wir wollen zunachst den Fall sehr kurzer Wellen betrachten, urn den An
schluB an die in IV, § 52 betrachfete Beugung von Rontgenstrahlen herzustellen. 
In diesem Falle schneller Schwingungen kann man ohne weiteres vorhersehen, 
daB die Wellenlange durch den Kristall nicht wesentlich modifiziert wird, daB 
also lund 10 nahezu einander gleich sind. Wenn auBerdem l von der GroBen
ordnung der Gitterkonstante ist, kann es eintreten, daB einige der Nenner in 
un serer Summe nahezu verschwinden. Sei So der Einheitsvektor, der die Rich
tung des einfallenden Rontgenstrahls kennzeichnet; dann haben wir in IV, § 52 
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gesehen, daB die LAuEsche Bedingung fiir die Interferenzrichtungen der Rontgen
strahlen in der Formel § 52 (20) geschrieben werden kann, die wegen § 75 (4) 
die Gestalt annimmt: 

(37) ;. f 
50 - 5 = 2- I· n 

Fur diese Richtungen 5 ist also 

(38) 

Da nun der Unterschied von lund ).0 sehr klein ist, sind auch die entsprechen
den Nenner in unserer Forme! klein. Die Richtungen, welche gem~i.B der LAUE
schen Betrachtung durch Interferenz verstarkte Streuung ergeben, sind also 
dieselben, zu denen gema/3 un serer allgemeinen Forme! fur Wellen im Gitter 
gro/3e Intensitaten gehOren. Wir sehen hier, wie die LAUE-BRAGGsche Theorie 
als SpeziaI£all der allgemeinen Gitterelektrodynamik erscheint. Man kann sie 
nach EWALD dadurch verfeinern, da/3 man den kleinen Unterschied zwischen l 
und)'o, d. h. die Abweichung des Brechungsindex fUr Rontgenstrahlen yom Werte 1 , 
berucksichtigt und dadurch die Intensitatsverhaltnisse der einzelnen Beugungs
strahlen prazisiert; doch konnen wir hier auf diese speziellen Untersuchungen 
nicht eingehen, sondern verweisen auf die Spezialliteratur uber Rontgenstrahlen1• 

Nun kehren wir wieder zur Betrachtung von eigentlichen Lichtwellen zuruck, 
bei denen die Wellenlangen (sowohll als auch ).0) gegen die Lineardimensionen a 
der Zellen gro/3 sind. Wir konnen dann die Funktion .8 nach Potenzen des Ver
haltnisses a/). entwickeln, mussen aber dabei auf einen Punkt achten: In den 
Nennern der FOURIERkoeffizienten ist diese Entwicklung nur dann zulassig, wenn 
das von all unabhangige Glied nicht verschwindet; dieses Glied ist aber gerade 
If112, und es verschwindet fUr 1 = O. Daher ist es notwendig, das konstante 
Glied der FOURIERreihe, also das Glied mit 1 = 0, abzutrennen. Nach Formel (35) 
wird es 

(39) 
4n/V 

z = (2nD - (~:r' 
Das Moment pro Volumeneinheit hat die Amplitude 

(40) 1.130 = ~ . 
Dann wird das nullte Glied in (36) (mit n = ).0/).' w/27& = c/).o = c/n l) 

2nijr A2 
e). n 2 -

- 4n2 '[) = 47& \no· e-icol ---co---
.() 1-' n l - 1 (41) 

Es entspricht dem mittleren elektrischen Feld. Durch eine kurze Rechnung er
halten wir nach § 74 (4), indem wir den Instantanwert des Momentes 

(42) 
einflihren, 

1 
(a) 

(43) 
(b) 

1 Siehe etwa. P. P. EWALD: Kristalle und Rontgenstrahlen. Berlin 1923; femer auch das 
auf S.328 zitierte Buch von BORN. 
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Wir zeigen nunmehr, daB dieses mittlere Feld nichts weiter ist als die einer 
ebenen Welle entsprechende Losung der MAXWELLschen Gleichungen, wenn der 

- --
Vektor 1) in ~ und 4 n ~ aufgeteilt wird. 

Hierzu schlieBen wir zunachst aus (43 a) 

(44) ~s = -4n~s 

und durch Einsetzen in (43a) 

(45) 4n~ = (n2 - 1) ~ - n2s(~s) , 
und 
(46) 
also 
(47) 

(48) 

4ns X ~ = (n2 - 1) (5 X G:) , 

~ = ~ + 4n~ = n2(~ - s(~s)), 

~= n(s x~). 
Das sind aber genau die Gleichungen (14), (13) aus V, § 58, die durch Einsetzen 
einer eben en Welle des Brechungsindex n in die gewohnlichen MAXWELLschen 
Gleichungen entstanden waren. Damit haben wir eine atomistische Rechtferti
gung der elektromagnetischen Lichttheorie MAXWELLS fUr Kristalle gewonnen. 

Unsere Theorie fiihrt aber dariiber hinaus, da sie ja nicht nur das mittlere 
Feld bestimmt, sondern auBerdem auch die feinen periodischen Schwankungen 
im Gitter, die durch die iibrigen Fourien;~:eder der Formel (35) bzw. (36) dar
gestellt werden. Der periodische FeldanteiI ist 

(49) i = z - Z = -'±;- ~/(-f 2:');' (2.1l)2· 
~ /+--s - -

I A. )'0 

Man sieht aus (39), daB Z der DifferentiaIgleichung 

(50) - 2.1li ( -) (W2 4.1l2)-L1Z + 2 -r sgradZ + c2 - -Is Z = 4n 

geniigt, die sich von (28) nur dadurch unterscheidet, daB auf der rechten Seite 
die Null durch 4 n ersetzt ist. Das bedeutet, daB eine homogene Ladung der 
Dichte -1 zur Kompensation der Punktladungen iiber das ganze Gitter aus-
geschmiert ist. Die Funktion i laBt sich daher kennzeichnen als diejenige Losung 
der DifferentiaIgleichung (50), die im Gitter periodisch ist und in den Gitterpunkten 
die Singularitat Vir besitzt. Aus i berechnet sich der HERTzsche Vektor des 
periodischen Feldanteils zu 

_ 2"ir~ _ _ 
(51) .8=~oe-jwte'\ Z=~Z. 

Will man nun das auf einen Dipol ausgeiibte wirkende Feld ermitteln, so hat 
man hiervon noch das Dipolpotential des betrachteten Punktes abzuziehen. 
Nimmt man diesen, wie es erlaubt ist, im Nullpunkte an, so hat das Dipolpotential 

die Form e -;w(t-~) 
(52) tp = Vo --1'--

Der HERTzsche Vektor des wirkenden Feldes bekomm, die Gestalt 

(53) .8',= 3" + I3 - tp = 3 + ~ P", 

~54) 
/"{f. -¥) 

'JI= vi-
wo 

l' 
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Hieraus konnen wir nach den Formeln § 74 (4) das wirkende Feld berechnen 
und erhalten 

(55) \ 

wo 

(56) 

(57) 

gesetzt ist. Der Index ° in diesen Formeln bedeutet, daB der Wert der Funk
tion an der Stelle des betrachteten Dipols (Nullpunkt) zu nehmen ist. Das 
Symbol dx !! ist 1 oder 0, je nachdem es sich urn eine xx- oder xy-Komponente 
handelt. 

AIle diese Betrachtungen lassen sich leicht auf den Fall verallgemeinern, daB 
die Dipole nicht ein einfaches Gitter bilden, sondern eine kompliziertere, gitter
artige Struktur annehmen, wie sie in wirklichen Kristallen vorliegt; denn man 
kann jede Gitterstruktur als Dberlagerung von ineinandergeschobenen einfachen 
Gittern auffassen, und es ist klar, daB sich dabei die Felder der einzelnen Gitter 
einfach addieren. Man kann daher sagen, daB sich die in (53) auftretende Funk-
tion 1J' ganz allgemein durch die Gleichung (54) definieren HiBt, wo i diejenige 
Losung der Differentialgleichung (50) ist, die in dem Gitter periodisch ist und 
die in allen Dipolen des (a us mehreren einfachen zusammengesetzten) Gitters 
die Singularitat VIr hat. 

Die Formel (55) stellt, zusammen mit (47), (48) und § 73 (3), drei lineare 
Vektorrelationen zwischen den Vektoren '!l, Q;, ~ dar; eliminiert man aus 
ihnen~, so erhiiltmandieGrundgleichungV,§ 58 (1), (2) der Kristalloptik zuriick. 
Dabei ist aber jetzt die dielektrische Anisotropie 

(58) '!lx = 1: eX!! (ty 
y 

aufgespalten in die Anisotropie der einzelnen Atome, gegeben durch den Tensor 
"'X/l' und die Anisotropie der Wechselwirkung im Gitter, gegeben durch den 
Tensor {JXII' 1m allgemeinen hangt dieser Tensor {JX!! noch von der Wellenlange 
(sowohl I. als auch 1.0) abo Fur sichtbares Licht aber, wo I. groB ist gegen die 
Lineardimensionen der Zelle, kann man die Funktion 1J' und damit auch die 
GroBen {J nach Potenzen von all. entwickeln. 

Der Betrag von II ist von der Ordnung 1la. Man erhalt somit in grobster 
Naherung (d. h. fUr unendlich lange Wellen) fUr die Amplitude des Zusatzfeldes 

(59) 

wo 

(60) 

1 
'['=m --

TO r' 

~' eifl t 
ffJo = 4 J'l,.:;.; Tf,I2 

ist. ffJo ist hier wieder die in (17) definierte Funktion, die das Potential eines 
durch gleichformige Belegung der Dichte -1 kompensierten Gitters von Punkt
ladungen bedeutet, und ffJo - 1/r ist dieses Potential, vermindert urn das eines 
einzelnen Gitterpunktes. Der Tensor (J reduziert sich auf 

(61) iJ2 'l' ) 
{JXII = (exe yo' 
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Fur ein regulares Gitter folgt in der schon mehrfach erlauterten Weise aus 
der Symmetrie, daB 

(62) I fJlIZ = fJ.., = fJxlI = 0, 
4.11' 

fJxx = fJlIlI = fJ •• = 3 
ist. Das Zusatzfeld zum mittleren Feld betragt also wieder 4; ~. Die strenge 

Gittertheorie liefert aber mehr; sie gestattet es, dieses Resultat nach zwei Rich
tungen hin zu verallgemeinern: 

Einmal kann man das wirkende Feld fUr beliebige Kristalle angeben. Be
schrankt man sich wieder auf die Naherung langer Wellen (a/l sehr klein), so 
hat man das Problem: Es ist die Losung der Gleichung 

(63) LllJIo = 4n 

zu bestimmen, die periodisch im Gitter ist und die in den Dipolen des Gitters 
punktformige Singularitaten von der Art 1/r hat, ausgenommen in einem ein
zigen Gitterpunkte. 

Dies ist eine rein mathematische Aufgabe, die von EWALD vollstandig ge16st 
worden ist. Die in (60) angegebene Fourierreihe fUr f/Jo ist fUr die numerische 
Berechnung von '1'0 nicht ohne wei teres brauchbar; doch lassen sich andere gut 
konvergente Darstellungen fUr diese Funktion angeben. Diese Theorie der 
Gitterpotentiale bildet ein besonderes Kapitel der Molekularphysik und gehOrt 
nicht in den Rahmen des vorliegenden Buches l . Es sei hier nur erwahnt, daB 
es EWALD gelungen ist, fUr ein rhombisches Gitter die Komponenten der wirken
den Kraft nach drei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen numerisch zu 
berechnen; es ergab sich eine Anisotropie, die mit der beobachteten der GroBen
ordnung nach ubereinstimmt. Mehr ist naturlich auch nicht zu erwarten; denn 
zuder Anisotropie infolge der Kristallstruktur kommt ja noch die Anisotropie 
der einzelnen Molekiile oder Atome2 in den Gitterpunkten, gegeben durch lXXII' 

und uber diese kann man nicht viel aussagen. 
Die zweite Verallgemeinerung besteht in der Beriicksichtigung der Endlich

keit des Verhiiltnisses all. Wenn man im wirkenden Felde die Glieder erster 
Ordnung in all mitnimmt, so erhalt man die Erscheinungen des optischen Dreh
vermogens oder der optischen Aktivitiit, auf die wir in § 83, 84 zuriickkommen 
werden. Die Fortsetzung der Entwicklung zu hOheren Gliedern in a/l hat bisher 
noch keine physikalische Anwendung gefunden; erst wieder der Fall, wo a/l 
von der Ordnung 1 ist, ist in der Rontgenoptik realisiert (s. oben). 

Eine prinzipiell wichtige Folgerung der hier skizzierten Theorie der Gitter
optik bezieht sich auf die Frage des Ursprungs der Lichtstreuung (TYNDALLeffekt), 
auf die wir schon am Ende des vorigen Paragraphen hingewiesen haben. Man 
kann bei den Kristallgittern besonders deutlich erkennen, unter welchen Voraus
setzungen Abweichungen von der regelmaBigen Lichtfortpflanzung, d. h. Streuung 
zustapde kommt. 

Gewohnliches Licht (a/l klein) pflanzt sich, wie wir gesehen haben, im 
wesentlichen als ebene Welle mit durch das Gitter modulierter Amplitude fort. 
Von irgendwelcher seitlichen Streuung ist aus unseren Formeln nichts abzulesen. 
Daraus mussen wir schlieBen, daB in einem unbegrenzten idealen Kristall, dessen 

1 Siehe das auf S.328 zitierte Buch von M. BORN: Atomtheorie des festen Zustandes, 
~.~ . . 

a Auch Atome, die im Gaszustand isotrop sind. kiinnen im Gitterverband infolge der 
Einwirkung der Nachbarn optisch anisotrop sein. 
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Dipole, wie wir vorausgesetzt haben, samtlich exakt in den Gitterpunkten sitzen, 
keine Lichtstreuung stattfinden kann. Die tatsachliche Existeilz der Licht
streuung muB also auf der Unvollkommenheit der. regelmiiBigen Lage und auf 
kleinen Bewegungen der Dipole beruhen. In der Tat, denkt man sich die Dipole 
irgendwie unregelmiiBig ein wenig aus der Ruhelage verschoben, so wird das 
elektromagnetische Feld sich aufspalten lassen in einen regelmaBigen Antell, der 
den Gesetzen geniigt, die wir oben aufgestellt haben, und einen anderen, dessen 
Quellpunkte kleine, unregelmiiBige Abweichungen von den Gitterpunkten haben. 
Die Phasen der Sekundiirwellen dieses Anteils werden sich also nicht regelmiiBig 
zusammensetzen; man kann auch sagen, daB die Dipolwellen siimtlich inkoharent 
sind. Daher entsteht ein Streulicht, dessen Starke man berechnen kann, indem 
man die Intensitaten derjenigen Kugelwellen addiert, die den Schwankungen 
der elektrischen Momente der Dipole gegen ihre mittlere Amplitude ent
sprechen. 

Bei nicht kristallinen, isotropen Medien, insbesondere bei Gasen, sind diese 
Verhiiltnisse nicht so durchsichtig, well hier iiberhaupt keine ideal geordnete 
Lage existiert. Doch haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, daB man auch 
hier genau zu denselben Resultaten kommt, indem man durch Mittelung eine 
gleichformige Dipoldichte einfiihrt, von der die wirkliche Dichte ein wenig ab
weicht. Das elektromagnetische Feld zerfiillt in zwei Anteile, einen, der durch 
den Mittelwert ~ des elektrischen Momentes $ pro Volumeneinheit bestimmt 
wird und der den MAXWELLSchen Gleichungen geniigt, sowie einen zweiten, das 
Streulicht, das durch die quadratische Schwankung des Lichtmomentes 

(64) 

bestimmt wird. Nach dieser Oberlegung werden wir im folgenden (§ 81) die 
Streuerscheinungen behandeln. 

§ 76. Fall der Isotropie. Das LORENTZ-LoRENzsche Gesetz. 
Wir kehren nunmehr zur Untersuchung isotroper Substanzen zuriick, die wir 

als eine vollig ungeordnete Ansammlung von Atomen oder Molekiilen auffassen 
konnen, deren jedes durch Angabe seines Polarisationstensors IX"" optisch be
schrieben werden kann. Wir bezeichnen die Koordinaten in einem molekiilfesten 
System mit X, Y, Z und die in einem raumfesten System mit x, y, z. Dann liiBt 
sich nach den Betrachtungen in § 73 die Gleichung des Polarisationsellipsoids in 
den beiden Formen 

(1) 

darstellen. 
Wir betr~chten nun zwei Einheitsvektoren el , es in beiden Koordinaten

systemen. el habe die Komponenten (Xl' Yl , Zl) bzw. (Xl' Yl' zJ, es die Kom
ponenten (Xl' Ys, Zs) bzw. (Xa, Ya, z.J. Dann ist die Polarform der quadra
tischen Form (1). gegeben dur<;h 

(2) 

Wir denken nun el , es in bestimmten Lagen (die wir sogleich naher angeben 
werden) im Raume fest und das Molekiil dabei in allen moglichen Stellungen. 
Dann sind in unserer Gleichung (2) die IXZy und die Produkte x1Y. feste Zahlen; 

BorD. Optik. 22 
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dagegen bangen die (X,," und die Produkte X l Y2 von der Lage des Molekiils abo 
Daher iiefert die Mittelbildung von (2) iiber aIle Lagen des Molekiils 

(3) 

und dies gilt auch dann (wovon wir spater. Gebrauch mach en werden), wenn ein 
beliebiges statistisches Gesetz fUr die Verteilung der Molekiile vorgegeben ist. 
Durch diese Forme! sind die Mittelwerte der Tensorkomponenten, also die Werte 
(xXII' zuriickgefiihrt auf die Mittelwerte der Produkte der Komponenten zweier 
Einheitsvektoren, X l Y 2 • 

1m hier behandelten einfachsten FaIle isotroper Richtungsverteilung wahlen 
wir zunachst el = e2 = e. Dann ist offenbar X l X 2 = X2, ... und 

(4) YZ=ZX=XY=o. 

Legen wir nun e der Reihe nach in die drei Koordinatenrichtungen, set zen also 
die raumfesten Koordinaten einmal gleich (1, b, 0), dann gleich (0, 1 , 0), end
lich gleich (0, 0, 1), so folgt a us (3) 

(5) (XXX = (XliII = (Xzz = t ((Xxx + (XliII + (Xzz) = t ((Xx + (XII + (Xz) = (X, 

wo (XX, (XII' (Xz die Komponenten des Polarisationstensors in seinem Hauptachsen
system bedeuten. 

Wir wahlen nun el und e2 aufeinander senkrecht; dann sind offenbar die 
samtIichen Produktmittel 

(6) { 
X l X 2 = Yl Y2 = Z l Z2 = 0, 

Xl Y2 = X 2 Y l = ... = o. 
Legen wir femer die beiden aufeinander senkrechten Vektoren el , e2 so, daB 
sie jeweils mit einem Paar der raumfesten Achsen zusammenfallen [also etwa 
zunachst el = (1,0,0), e2 = (0,1,0) und dann zyklisch vertauscht], so liefert 
un sere Forme! (3) 

(7) (XIIZ = (Xzx = (XXII = 0 . 

Nach dem hier ausfiihrlich diskutierten Verfahren werden wir unten (§ 77) ver
wickeltere Mittelwerte berechnen, sei es, daB es sich urn Funktionen der (XXII 

handelt, sei es, daB das Verteilungsgesetz der Molekiile allgemeiner ist; wir 
werden uns dann kiirzer fassen. 

Als Resultat der Betrachtung haben wir also dieses: 
Das mittlere Polarisationsellipsoid ist eine Kugel; die mittlere Polarisierbar

keit (X ist das arithmetische Mittel der Hauptpolarisierbarkeiten. 
Mithin gilt 

(8) lJ = (X~'. 

1st, wie wir im folgenden in der Regel voraussetzen, der Polarisationstensor (XXII 

hermitisch (dem entspricht die Vemachlassigung von Dampfungskriiften im 
Atom), so sind die Diagonale!emente reell, und mithin ist esauch (X. 1st aber 
ein merklicher Energieverlust vorhanden, so ist (X komplex. Wir stoBen dann 
auf ein Verhalten ahnlich dem in Metallen, wo sich ein komplexer Brechungs
index ergab (s. Kap. VI). Wir kommen unten auf diesen Punkt noch zuriick. 
Bei den folgenden allgemeinen Betrachtungen kann (X sehr wohl komplex sein, 
bei den Anwendungen dagegen set zen wir vorlaufig (X als reell voraus. 

Weiter nehmen wir an, daB nicht nur die Richtungen der Molekiile isotrop 
verteilt sind, sondem daB auch die Anordnung der Molekiile im Raum als quasi-
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isotrop betrachtet werden kann, so daB zwischen wirkender Feldstarke (f und 
mittlerem Felde Q; die Relation § 73 (30), 

(9) Q;' = Q; + 4:'< ~ 
3 

besteht. 1st nun N die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit, also 

(10) ~ = Nfl, 

so folgt durch Elimination von fl und Q;' aus (8), (9), (10): 

(11) ~= IXN Q;. 
1-~.1lIXN 

3 

Fiihren wir den Vektor der dielektrischen Verschiebung, 
(12) :l)=~+4n~, 

ein, so erhalten wir 

(13) 

Mithin hangt die optische Dielektrizitiitskonstante t oder das Quadrat des Bre
chungsindex [so Kap. I, § 5 (1)J mit der Polarisierbarkeit ~ folgendermaBen zu-
sammen: 

(14) 
2 1 +t4:'<IXN 

E = n = --~-------

1 -! 4:'<IXN 

Solange wir ~ als reell voraussetzen, wie es im folgenden in der Regel uer 
Fall ist, ist auch n reell. Wenn aber dampfende Krafte vorhanden sind, also ~ 
komplex wird, so stoBen wir auf einen komplexen Brechungsindex. Wir haben 
dieses Vorkommnis bereits in Kap. VI, § 67 besprochen und gesehen, daB in 
diesem FaIle eine Absorption der Lichtwelle vorhanden ist. Wir wollen uns 
jedoch in diesem Kapitel auf die Behandlung von durchsichtigen Korpern (bzw. 
von Spektralgebieten guter Durchlassigkeit) beschranken; es wird uns haupt
sachlich die Abhangigkeit der optischen Konstanten von der Dichte (Molekiil
zahl N), Temperatur und molekularen Anisotropie beschaftigen. Natiirlich hangt 
auch die Absorption von all diesen Parametern ab, doch ist die Untersuchung 
dieser VerhaItnisse nicht von derselben Wichtigkeit wie die des Brechungsindex. 
Dagegen werden wir im folgenden KapiteI, wo Wir auf den Mechanismus der 
Wechselwirkung von Atom und Lichtfeld naher eingehen, auf die Absorption 
zuriickkommen und sie dort eingehender studieren. 

Lost man die Gleichung (14) nach ~ auf, so erhalt man 
3 F; - 1 3 n 2 - 1 

(15) ~ = 4-;R F; + 2 = 4:'<N n 2 + 2' 

Diese Formel ist merkwiirdigerweise fast gleichzeitig von zwei Forschern fast 
gIeichlautenden Namens entdeckt worden l . Man nennt sie nach diesen das 
LORENTZ-LoRENzsche Gesetz. Sein wesentlicher Inhalt ist foIgender: 

1 H. A. LORENTZ: Wiedem. Ann. Bd. 9 (1880) S. 641; L. LORENZ: Wiedem. Ann. Bd. 11 
(1881) S. 70. 

Schon vorher haben R. CLAUSIUS [Mechanische Warmetheorie Bd. 2 S. 62, 2. Aufl. Braun~ 
schweig 1879J und O. F. MOSSOTTI [Mem. della Soc. scient. Modena Bd. 14 (1850) S. 49) fur 
statische Felder eine analoge Formel aufgestellt; sie sl1chten die dielektrischen Eigenschaften 
der Isolatoren dadurch zu erklaren, daD sie die Atome als kleine leitende Kugeln ansahen, 
deren Abstand groB gegen ihren Durchmesser war, und erhielten fur die relative Raum
erfullung g dieser Kugeln folgenden Ausdruck durch die Dielektrizitatskonstante 

F; - 1 
g = -;-+-2' 

22* 
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Da IX eine Atomkonstante ist, die h6chstens noch von der Frequenz des 
Lichts abhangt, so muB dasselbe auch fiir die rechte Seite geIten. Statt der 
Atompolarisation IX benutzt man haufig auch eine GroBe, die Molrefraktion, die 
aus ihr durch Multiplikation mit 4 n/3 und der Anzahl der Molekille im Mol, 
der LOSCHMIDTschen Zahl N, entsteht; beriicksichtigt man, daB N/N = !lIe, 
wo !l das Molekulargewicht, e die Dichte bedeutet, so erhii.lt man fiir die Mol-
1'elraktion 

(16) p = 4.1f N IX = ~ B-1 = !!...- n Z - 1 
3 e B + 2 e n Z + 2 . 

Der Faktor !lIe bedeutet das Volumen des Mois. Die GroBe P ist also, 
da IX ein Volumen ist (s. § 73), von der Art und der GroBenordnung des Mol
volumens. 

Fiir Gase ist n2 nur sehr wenig von 1 verschieden; man kann daher in (16) 
den Nenner durch 3 ersetzen und hat dann die Niiherungslormel lur Gase 

(t7) 
f1. nZ - 1 P=---e 3 . 

Die Formeln (16) und (17) beruhen auf der Annahme vollstandiger Isotropie 
der Molekiilrichtungen; dabei ist also stillschweigend die Voraussetzung gemacht, 
daB das elektromagnetische Feld des Lichts, das ja im allgemeinen eine bestimmte 
Raumrichtung auszeichnet, an dieser Richtungsverteilung nichts andert. In der 
Tat wird man diese Voraussetzung fiir sichtbares und noch kurzwelligeres Licht 
unbedenklich machen diirfen, und zwar aus folgenden Griinden: HandeIt es sich 
urn ein einatomiges Gas, so ist im allgemeinen das Polarisationsellipsoid schon 
an sich eine Kugell ; handelt es sich aber urn zwei- oder mehratomige Molekille, 
so werden sie wegen der groBen Masse der Kerne (groBe Tragheitsrnomente) den 
schnellen Lichtschwingungen nicht folgen konnen. Nur bei ganz langsamen 
Schwingungen (im auBersten Ultrarot) und in statischen Feldern werden die 
Molekille, insbesondere soIehe, die permanente elektrische Dipole tragen, sich 
nach dem auBeren elektrischen Felde einzustellen bestreben, soweit ihre Tem
peraturbewegung es zuliiBt. In der Tat hat man im Bereiche HERTzscher Wellen 
(Wellenlange von del: GroBenordnung einiger Dezimeter) bei Dipolfliissigkeiten 
(wie Wasser) ein ternperat~rabhangiges anomales Verhalten des komplexen 
Brechungsindex beobachtet, das nach DEBYE2 als die Richtwirkung des 'Licht
feldes auf die Molekille gedeutet werden muB. Dieser Effekt wachst mit ab
nehmender Frequenz des Lichts und bewirkt den stetigen Ubergang der optischen 
Dielektrizitatskonstanten in die statische. Wir werden diese Optik der Dipol
fliissigkeiten in Kap. VIII, § 101 behandeln. 

Hier dagegen wollen wir jetzt priifen, wieweit die Formeln (16) und (17) 
mit der Erfahrung iibereinstimmen. Sie enthalten offenbar die Abhangigkeit 
des Brechungsindex fiir eine vorgegebene Farbe von der Dichte und miiBten bei 
allen soIehen Anderungen der Dichte gelten, bei denen die Molekularstruktur 
und die lsotropie erhalten bleiben. Wir untersuchen daraufhin zunachst Ande
rungen der Temperatur und des Aggr~gatzustandes, sodann Mischlplgen ver
schiedener Stoffe, deren Molre£raktion sich bei Erhaltung der Molekillstruktur 
nach der gewohnIichen additiven Mischungsregel aus der der Bestandteile be;
rechnen lassen muB .. SchlieBlich zeigen wir, daB man sogar beider Vereinigung 
verschiedener Atome zu Molekillen bis zu gewissem Grade die Molrefraktion des 

1 Nach der modemen Quantenmechanik der Atome verhalten sich frei drehbare Atome 
unter allen UmsUnden isotrop gegenilber l!.uBeren Lichtfeldem. 

• Siehe VIII, § 101, S. 563; Anm.1. 
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Molekiils aus geeignet gewahlten Atomrefraktionen der Bestandteile zusammen
set zen kann. 

Was zunachst die Case anbetrifft. so ist die Proportionalitiit (17) von n 2 -1 
mit e sehr genau erfiillt. wie es ja auch zu erwarten ist. well hier die Voraus
setzungen der Theorie am besten verwirklicht sind. Es eriibrigt sieh, hierfiir 
Belege anzugeben. Aber auch bei sehr stark komprimierten Gasen. bei denen 
der Bx:echungsquotient schon wesentlich von dem Werte 1 abweieht. bleibt die 
Molekularrefraktion weitgehend konstant. wie Tabelle 11 zeigtl. 

Tabelle 11. Molrefraktion fiir 
Luft fiir verschiedene Drucke. 
Natrium-D-Licht und etwa 

14.5 0 C (5. Fig. 187). 
xXX~XX 

Druck .. in at 

1.00 1.0002929 
14.84 1.004338 
28,58 1.008385 
42.13 1.01241 
55.72 1.01643 
69.24 1.02044 
82.65 1.02440 
96.16 1.02842 

109.56 1.03242 
123.04 1.03633 
136.21 1.04027 
149.53 1.04421 
162.76 1.04818 
176.27 1.05213 

p 

2.170 
2.170 
2.170 
2.177 
2.178 
2.180 
2.178 
2.178 
2.179 
2.175 
2.174 
2.173 
2.172 
2.170 

2,1 

2,00 20 'IIJ 60 60 100 1M 1'IIJ 160trfm 

Fig. 187. Moirefraktion von Luft fiir verschiedene Drucke. 

Wichtig ist. daB die GroBe P auch bei'der 
Verfliissigung nahezu konstant bleibt. wie 
Tabelle 12 (S. 342) zeigt. 

Nunmehr betrachten wir eine Mischung 
mehrerer Fliissigkeiten und leiten die 
Mischungsregel fUr die Molrefraktion abo 
Sind in der Volumeneinheit N l • N 2 • ••• Mole

kiile verschiedener Art enthalten. so wahlen wir als MaB fUr die Konzentra
tion die sog. Molbruche 

(18) 11 = ~l, 12 = ~, ... ; N = N) + Nz + ... 
Sind P,l, P,2' . . • die Molekulargewich te der Bestand teile, also p,l/N, P,z/N, 
die Gewichte der einzelnen Atome, so ist die Masse der Volumeneinheit. d. h. 
die Dichte, 

(19) 

Fiihren wir nun das mittlere Molekulargewicht"it = P,l/l + p,2/z + ... ein, so wird 

(20) J!:.. = pdl + Pita + ... N 
e =N' 

Andererseits tritt nunmehr an die Stelle der Gleiehung (15) offenbar 

4,n n l - 1 
21) T{Nl (Xl+N2(X2+"')=nl +2' 

oder, wenn wir die Parlialmolrelraktwnen einfiihren: 
4,n 4,n 

Pl=TN(XI' P2 =T N(Xa,"" 

(22) N '" n'- 1 N = e n l + 2 = 11 PI + laPa + .... 
1 Die Werle in den folgenden Tabellen sind nach Angaben in LANDOLT· BORNSTEIN :' Physi

kalisch-Chemische Tabellen 5. Aufl. (Berlin 1923) von W. WEPPNER neu berechnet worden. 
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Tabelle 12. Molrefraktionen fiir verschiedene Aggregatzustande; Natrium
D-Licht. Die letzten drei Spalten geben oben die Werte fiir festen bzw. fliissigen Zustand. 
IInten fiir den Gaszustand. Die Gasdichten sind aus der des Wasserstoffs (0.00009) 

berechnet. 

Substanz Fonnel Mol.-Gew. " (! p 

; 

Brom Bra 160 1.659 3.12 9.45 
; 1.000113 8.38 ! 

Chlor CIa 71 1.367 1.33 5.99 
1.000773 5.72 

Sauerstoff °a 32 i 1.221 1.124 2.00 
1.000271 2.01 

Wasserstoff Ha 2 1.10 0.071 0.92 
1.000139 1.02 

Stickstoff Na 28 1.205 0.808 2.27 
1.000296 2.193 

Schwefel. S. 64 1.929 2.04 7.46 
1.001111 8.23 

Phosphor Pa 62 2.144 1.83 9.24 
1.001212 8.98 

Bromwasserstoff HBr 81 1.352 1.630 10.75 
1.000573 8.48 

Chlorwasserstoff HCI 36.5 1.245 0.95 6.88 
1.000447 6.62 

Wasser H2O 18 1.334 1.000 3.71 
1.000249 3.70 

Ammoniak. NHa 17 1.325 0.616 5.55 
1.000373 5.53 

Schwefelwasserstoff HIS 34 1.384 0.91 8.74 
1.000623 9.22 

Phosphorwasserstoff PHa 34 1,317 0.622 10.75 
1.000789 11.68 

Schwefeldioxyd SOl 64 1.410 1.359 11.67 
1.000690 10.22 

Schwefelkohlenstoff . CSa 76 1.628 1.264 21.34 
1.00147 21.78 

Stickoxyd NO 30 1.330 1.269 4,82 
1.000297 4,40 

Stickoxydul N.O 44 1.193 0.870 6.25 
1.000516 7.64 

Kohlensiure CO. 44 1.192 0.796 6.80 
1.000449 6.66 

Methylalkohol CH,O 32 1.3308 0.7938 8.25 
1.000549 8.14 

Chloroform CHCla 119.5 1.4467 1.4898 21.42 
1.001436 21.28 

Athylalkohol . CaH.O 46 1,3623 0.800 12.76 
1.000871 12.92 

Azetaldehyd CzH,O 44 1.3316 0.800 11.27 
1.000811 12,02 

Azeton C3H.0 58 1.3589 0.791 16.13 
I 1.00108 15.98 

Daher erhalten wir schlieBlich fiir die mittlere Molrefraktior 

(23) 

Wir geben als Bestiitigung dieser Formel Tabelle 13 an (vgl. die Fig. 188 
11. 189). 
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Tabelle 13. Molrefraktionen fur Losungen. 
p nZ-1 

Die vorletzte Spalte gibt den Wert 11P1 + I.p •. die letzte den entsprechenden Wert - --z-+ . e n 2 

Gewicbts
Prozente 

o 
19.98 
39.76 
59.98 
80.10 

100 

Gewicbts-
Prozente 

0 
25.0 
50.0 
66.9 
89,9 

100 

Gewicbts-
Prozente 

0 
20.75 
40,89 
59.98 
79.99 

100 

Azeton-
Gew.-Proz. 

0 
9.8 

20.0 
31.0 
40.0 
49.5 
69.4 
84,7 

100 

Wasser-Schwefelsliure. D-Licht; 15 0 C. 

'.=1-1. 

o 
0.044 
0.109 
0.216 
0.425 I 
1 I 

',=1-,. I 
0 
0.098 
0.243 
0.394 
0.741 
1 

,. i 
18.00 I 
21.52 I 
26.72 
35.28 I 
52.00 I 
98 i 

" 
1,3336 
1.3578 
1.3817 
.1,4065 
1.4308 I 
1.4277 

0.9991 
1.1381 
1.2936 
1.4803 
1.6955 
1.8417 

3.72 
4.16 
4.80 
5.88 
7.95 

13.68 

Wasser-Azeton. D-Licht; 16 0 C. 

f' " I 
i 

P ber. f! 

I I 18.0 1.334 0.999 3.71 
21,7 1.352 0.967 4.86 
27.2 1.364 I 0.924 I 6.59 
33.0 1.367 0.888 8.37 
46.2 1.365 I 0.827 

I 
12.48 

56.0 1.361 0.796 15.55 

Wasser-Athylalkohol. F-Licht; 20 0 C. 

'.=1-'. ,. 
" 

I 
Pber. e 

0 18,00 1,337 0.998 3.75 
0.093 20,61 1.3508 0.970 I 4.61 
0.213 I 23.97 1.3616 0.939 5.69 
0.370 28.36 1.3670 0.899 7.10 
0.610 I 35.08. 1.3693 0.854 9.29 
1 46.00 1.3676 0.805 12.85 

Azeton-,Benzol. D-Licht; 16 0 C. 

,,=1 -,. ,. " e P ber• 

0 78 1.504 0.885 26.06 
0.126 75.5 1.489 0.876 24.82 
0.252 72.9 1.472 0.866 23.55 
0.377 70.4 1.456 0,856 22.30 
0,473 68,S 1,443 0,847 21.38 
0,569 

I 
66',6 1.428 

I 
0.839 20.40 

0,753 63.0 1.401 0,822 18.56 
0.882 60.3 1.380 0.810 17,27 
1 58.0 1,361 0,797 16,09 

I 3.72 I 4.15 
I 4.81 
I 5.87 

I 7,93 
13.68 

Pbeob. 

I 

3.71 
4.85 
6.56 
8.35 

12.48 
15.55 

Pbeob. 

3.75 
4.59 
5.66 
7.07 

I 
9.27 

12.85 

-
Pbeob. 

26.06 
24.82 
23.58 
22.36 
21.45 
20.40 
18.61 
17,25 
16.09 

Endlich vergleichen wir die Molrefraktion einer Verbindung mit den Atom
refraktionen der sie bildenden Atome. Besteht das Molekiil aus "1' "2' ... Atomen 
der verschiedenen Arten, so muG offenbar gelten: 

(24) 

Auch dieses Additionsgesetz ist mit merkwiirdiger Genauigkeit erfiillt. 1m all
gemeinen und vor allem bei anorganischen Verbindungen kann man dabei jedem 
Atom eine bestimmte Refraktion zuordnen, die es in der Verbindung behalt. In 
organischen Verbindungen aber muG man den EinfluB der Bindungsart beriick-
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sichtigen, und zwar kann man es dadurch tun, daB man einem Atom je nach 
dem Partner, an den es gebunden ist, eine andere Atomrefraktion zuschreibt. 

15 

Wir geben zunachst eine "Obersicht tiber 
die Atomrefraktionen fUr Natriumlicht in 
Tabelle 14. 

10 

o 0,1 42 fJJ o,¥ 45 4G 47 48 0,9 1 
---r, 

Fig. 188. MoJrefraktion von Fliissigkeitsgemischen. 
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Fig. t 89. Molrefraktion von Aceton in Benzol. 

Tabelle 14. Atomrefraktionen der wichtigsten Elemente ffir Natrium-D-Licht. 

Element 

Wasserstoff . 
Kohlenstoff . 
Sauerstoff 
Stickstoff, moleku~ar . 

Phosphor 
Schwefel 
Chlor. 
Brom. 
Jod .. 

in primllren Aminen 
in sekundaren Aminen 
in tertiaren Aminen 
in Imiden 
in Nitrilen 

Atom
Gewicht 

12 
16 
14 

31 
32 
35,5 
80 

126,9 

p 

1,02 
2,11 
2,01 
2,19 
2,32 
2,50 
2,84 
3,78 
3,12 
8.98 
8,23 
5,72 
8,38 

13,90 

Tabelle 15 zeigt, wie weit das Additivitatsgesetz fUr Verbindungen erfiillt ist. 
Wiihrend das Additivitatsgesetz der Molrefraktion fUr Mischungen aus der 

Theorie folgt (sofem man die tiber die optische Wechselwirkung gemachten ein
fachen Annahmen fUr eine Mischung ebenso gelten laBt wie fUr ihre Bestand
teile), ist seine Gilltigkeit fUr Verbindungen recht iiberraschend; denn die Ver
bindungen werden ja durch die Wechselwirkung von Elektronen zusammen
gehalten, und gerade diese Valenzelektronen sind es, die zugleich auch die opti
schen Eigenschaften bestimmen. Es ist daher nicht ohne weiteres einzusehen, 
daB die letzteren. die einfache Additivitatseigenschaft zeigen, wie sie aus der 
Tabelle 15 hervorgeht. Allerdings deutet die Notwendigkeit, den Atomrefrak
tionen bei verschiedener Bindungsart des Stickstoffs (s. Tab. 14) verschiedene 
Werte zu geben, gerade darauf hin, daB eben die Valenzelektronen in verschie
denen Bindungen nicht gleichwertig sind. 
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Tabelle 15. Molrefraktionen von Verbindungen. aus den Atomrefraktionen 
ihrer Elemente berechnet (Pber.) und nach der LORENTZ-LoRENzschen Formel 

gewonnen (Pbeob.). 

Verbindung 

asser 
mmoniak. 
romwasserstoff 

W 
A 
B 
C 
P 
Sc 
Sc 
Sc 

hlorwasserstoff 
hosphorwasserstoff 
hwefelwasserstoff 
hweflige S:!.ure 
hwefelkohlenstoff 

Kohlens:!.ure 
tickoxyd S 

S 
C 
M 
A 
A 
A 

tickoxydul 
hloroform 
ethylalkohol 
zetaldehyd 
thylalkohol . 
zeton 

Fonnel Pbeob. Pber. 

H 2O 4.06 3.71 
NH3 5.28 5.53 
HBr 9.41 8.48 
HCl 6.75 6.62 
PHa 12.07 11.68 
HIS 10.29 9.22 
502 12.24 10.22 
CS2 18.57 21.78 
CO2 6.11 6.67 
NO 4.19 4.40 
N20 6.38 7.64 

CHCl3 20.30 21.28 
CH.O 8.23 8.25 
CzH.O 10.42 11,S6 
C2HsO 12.39 12.02 
CaHsO 14.50 15.98 

Auf alle Fiille zeigen die voranstehenden Tabellen. daB die Refraktions
konstante bzw. die Polarisierbarkeit IX wirklich eine gut definierte Atomeigen
schaft ist. Wir bemerken hier noch. daB man von ihr bei der Deutung anderer 
Erscheinungen haufigen Gebrauch macht. vor allem bei der molekulartheoretischen 
ErkHirung der VAN DER WAALschen Kohasion. der Adsorptionserscheinungen 
an der Oberflache und schlieBlich auch beim Zustandekommen chemischer 
Valenzen (bei .. AnIagerungsverbindungen") und der durch diese aufgebauten 
Kristalle (Molekiilgitter). Bei diesen Wirkungen polarisiert ein Molekiil ein an
deres. wodurch eine Wechselwirkungsenergie entsteht. Wir gehen darauf aber 
nicht ein. da der Mechanismus nicht ohne Benutzung der Quantenmechanik ver
standlich gemacht werden kann1. 

§ 77. Erzwungene Anisotropie. Berechnung von Mittelwerten. 
Man kann durch Einwirkung von auBeren elektrischen oder magnetischen 

Feldem von Natur optisch isotrope Substanzen kiinstlich anisotrop machen. 
Wir wollen hier die mittIere Polarisation eines urspriinglich isotropen Molekiil
gemenges unter der Einwirkung einer konstanten Kraft ~ ausrechnen. wobei 
wir die Starke F der Kraft als so gering annehmen, daB es geniigt, die in F 
linearen und quadratischen Glieder zu beriicksichtigen. Spater werden wir dann 
die Formeln auf die Fiille spezialisieren, daB F von einem elektrischen bzw. 
magnetischen Felde erzeugt wird (s. § 78-80). 

Wir denken die Stellung des Molekiils dadurch fixiert, daB wir die Lage des 
im Molekiil festen Koordinatensystems (X, Y, Z) gegen das im Raum feste 
System (x, y, z) irgendwie durch drei Parameter, etwa die EULERschen Winkel 
{}, (p, 11' (s. Fig. 190, S.349), beschreiben. Unter der Wirkung des Feldes ~ 
hangt dann die Wahrscheinlichkeit, das Molekiil in einer vorgeschriebenen Stel
lung zu finden, nur von der Energie W des Molekiils ab, und zwar wird nach dem 
MAXWELL-BoLTzMANNschen Satze die Wahrscheinlichkeitsdichte tP, bezogen auf 
das Element dQ = sin{}d{}dtpdlp, 

(1 ) 
w 

fP = Ce -kT, 

1 Genaueres s. F. LONDON: Z. physik. Chem. Abt. B Bd. 11 S.222. 
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wo sich die Konstante C aus der Bedingung 
w 

(2) f (/)dQ = C (e - k7' dQ = 1 

bestimmen liiBt. Dabei bedeutet T die absolute Temperatur und k die BOLTZ 
MANNsche Konstante. 

Die Energie W besteht aus Anteilen verschiedenen Ursprungs, die wir nach 
der Potenz anordnen, mit der die als klein angenommene Feldstarke F darin 
vorkommt. Hat das Molekiil ein permanentes elektrisches oder magnetisches 
Moment V(O), so gibt es einen in F Iinearen Energieanteil 

- V(O)~ = - ;V~~x; 

das Minuszeichen driickt aus, daB die Energie ein Minimum (nicht ein Maxi
mum) hat, wenn der feste Dipol ~(O) parallel zum auBeren Felde ~ steht. 

1st das Molekiil deformierbar, so gibt es einen statischen (elektrischen oder 
magnetischen1) Deformierbarkeitstensor /X~y. In einem Felde ~ hat nach § 73 (5) 
die Deformationsenergie den Wert 

U = f h /X~Y~X~y 
und es gilt nach § 73 (12) it. - p(O)~ = o. 
Wenn nun das Feld ~, wie hier vorausgesetzt wird, zeitlich konstant ist, so 
kann man diese Gleichung integrieren und erhiilt 

U - V(O)~ = W; 

W bedeutet die potentielle Energie des Molekiils im Felde, gezahlt vom feld
freien Zustand als Nullpunkt. Setzt man hier 

V~ = ~ /X~\.~y 
ein. so findet man: 

W = -1;; /X~Y~X~y = -u; 

die Energie im Felde ist also gerade entgegengesetzt gleich der potentiellen 
Energie der Deformation. 

Vernachlassigen wir alle hoheren Potenzen in F, so erhalten wir: 

Diese Energie wird im folgenden als Funktion der relativen Lage von 
Molekiil und Feld betrachtet. 

Den Polarisationstensor fur das Lichtfeld, das mit dem auBeren statischen 
Felde ~ zusammen auf das Molekiil einwirkt, nennen wir Axy; seine Kompo
nenten werden Funktionen der Feldstarke ~ sein. Wenn wir sie, wie oben die 
Energie, bis zu Gliedern zweiter Ordnung in F entwickeln, so erhalten wir 

(4) Axy = /Xzy + ~ /XXy.z~z + t~/Xxy.x'r~x'~r. 
Die letzte Summe ist so zu verstehen: Man soIl die Indizes X', Y' unabhiinglg 
die im Molekiil festen Achsenrichtungen durchlaufen lassen. 

1 Der Deformierbarkeitstensor im magnetostatischen Feld hll.ngt nach der Quanten· 
theorie mit dem Tensor des elektrischen Trl1gheitsmomentes zusammen; doch k6nnen wir 
hier darauf nicht eingehen. 
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Unter der Voraussetzung verschwindender Dampfung (s. § 73, S.308) ist 
hier jeder Koeffizient in den heiden ersten Indizes X, Y hermitisch. Ferner 
sind alle Entwicklungskoeffizienten IX XY, X'Y' in der T A YLORreihe (4) in den hinteren 
heiden Indizes symmetrisch. Weitere Symmetrien bei Vertauschung vorderer 
oder hinterer Indizes werden aus der Natur des elektrischen oder magnetischen 
Feldes folgen. 

Zur Berechnung der Mittelwerte der Komponenten A"I/ des Tensors A im 
raumfesten System fUhren wir wie in § 76 zwei raumfeste Vektoren el , e2 mit 
den Komponenten Xb YI:, ZI: im raumfesten, Xb YI:, ZI: (k = 1, 2) im molekiil
festen Koordinatensystem ein. Wir werden sie spater unabhangig voneinander 
mit jeder der raumfesten Koordinatenachsen zusammenfallen lassen. AuBerdem 
fiihren wir einen Einheitsvektor ea ein, der immer mit der raumfesten z-Achse 
zusammenfallen solI, die wir in die Feldrichtung gelegt denken, set zen also 

(5) ty ~ Fea 

in den Ausdruck (3) der Energie ein. Da dieser bei kleinen Feldstarken selbst 
klein ist, konnen wir in der Verteilungsfunktion (1) die Exponentialfunktion 
nach der Feldstarke F entwickeln und erhalten 

(6) rp = C{1 + :T ~lJ«] Xa + ~ ~(k1T IX~y + k2~ lJ~lJ~)X3 Ya}. 
x XY 

Wirberechnen nun zunachst die Konstante C als Funktion der Feldstarke. 
Bei den Integralen, die hier und im folgenden auftreten, ist jede Lage des Mole
kiils als gleich wahrscheinlich zu betrachten, da ja die Anisotropie durch die 
Gewichtsfunktion rp schon beriicksichtigt ist. Da nun die Komponenten eines 
festen Vektors bei Drehung seines Koordinatensystems im Mittel verschwinden 
und die Produkte die in § 76 (4) angegebenen Werte besitzen, erhiilt man 

~ _ + P ~(_1_ (0) + _1_ (0)2) 
C - 1 6 ~ kTIXxx k2plJx, 

x 
also 

(7) C - p ~(1 (0) + 1 (())2) 
- 1 - 6-~ kT IXxx k2Pllx . 

x 
Set zen wir diesen Wert fUr C in (6) ein, so ergibt sich 

(8) x I rp = 1 + :;. ~lJ~X3 

+ ~ {;(k1T IX«]y + k21p lJiJ lJ(~) Xa Ya - t +(k1T IXiJx + kl1P lJ~2)}. 
Wir konnen diesen Ausdruck so auffassen: Er bedeutet die Wahrscheinlichkeit 
dafiir, daB der Vektor ty des auBeren Feldes eine vorgegebene Richtung 
e3 = (Xa, Ya, Za) beziiglich des molekiilfesten Koordinatensystems hat. 

Urn nun die Mittelwerte A"I/ der Raumkoordinaten des Tensors A im raum
festen System zu berechnen, benutzen wir die zu § 76 (3) analoge Forme! 

(9) 2: A"I/XIY2 = "5' AXyXI Y 2 , 

X" 1"1} 
wo el , e2 zwei raumfeste Vektoren sind. Die Mittelung rechter Hand haben wir 
durch zwei Striche bezeichnet, urn anzudeuten, daB sie mit der anisotropen Ge
wichtsfunktion rp auszufiihren ist, d. h. z. B. 

Xl Y2 = IXl Y2 rpd{J. 
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Setzen wir in (<;I) fur Axy den Wert (4) und fur q, den Wert (8) ein, so haben 
wir nur.mehr die auftretenden Komponentenprodukte "isotrop" zu mitteln, so 
daB wir erhalten: 

~ XI Y2 = Mittelwert von [1 + tT ~lJ~X3 
~, x 

+~ {6(k1TLX~Y + k/rllJ~lJ~)X3 Ya - ~ + VTLX~x + k,1plJ~I)}] 

• [~LXXYXIY2 +F ~LXxy,ZXI Y 2Z3 + ~ ~ LXXY,X'Y'XIYIXsYa], 
x Y x Y Z x Y x' y' 

also: 

~AZIIXIYI = ~LXxyXIYI + F~(LXX,yZ + k~LXxYlJ~)XIY2Z3 
",' XY XYZ 

(10) + Z:{ ~ [LXXY, . .ry'+ k~ (LXXyLXT,y,+2LXXY,X'lJ~') 
XYX'Y' 

Damit ist unsere Aufgabe der Berechnung der Mittelwerte der Komponenten 
des Tensors AZII auf die der Berechnung der Mittelwerte von Produkten der 
Komponenten dreier aufeinander senkrecht stehender Einheitsvektoren fUr iso
trope Verteilung zuruckgefUhrt. 

Die Mittelwerte der Produkte von zwei Vektorkomponenten haben wir bereits 
in § 76 (4) und (6) ermittelt. Ebenso einfach ist die Berechnung der Mittelwerte 
der Produkte von drei oder vier Vektorkomponenten, wenn man beachtet, daB 
unter den Drehungen des Koordinatensystems insbesondere auch die um eine 
Achse durch die Winkel Tl/2 und Tl vorkommen. Z. B. geht bei einer solchen 
Drehung um die z-Achse (x, y, z) in (y, -x, z) bzw. (-x, -y, z) uber. Daraus 
folgt, daB von allen Produktmitteln bei Dreierprodukten allein diejenigen von 
Null verschieden sind, bei denen jeder der drei Vektoren el , el , ea auf eine andere 
Achse fallt, und die entstehenden Werte sind einander gleich oder entgegen
gesetzt gleich, je nachdem sie durch eine gerade oder eine ungerade Permuta
tion der Indizes auseinander hervorgehen. Man hat also 

(11) Xl Y 2Z3 = Y IZ2 X 3 = Zl X 2 Y3 = -XIZZ Y3 = - Y IX IZ3 = -Zl Y IX 3 = J. 

Den Wert dieser GroBe J bestimmt man am besten, indem man beachtet, daB 
die Determinante 

(12) 
I Xl Y I Zl 

i X 2 Y2 Z2 = 6J 

I X3 Y3 Z3 

ist. Fur drei aufeinander senkrechte Einheitsvektoren hat die Determinante (12) 
den Wert 1. Es wird also 

( 13) 
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Von den Viererproduktmitteln sind offenbar nur die folgenden von Null 
verschieden: 

/1 = xt = X: = X~ = .. , , 

/a=xrYf=x~n=x~~= ... , 
(14) /3=~= Xfxi=~~ = ... , 

/, = XI Y1XaY2 = X 1 Y1 X 3 Y3 = ... , 

/5=xrYi=XI~=Xf~= ... . 

Zwischen den GraBen /1 bis /5 bestehen folgende Identitaten: 

1 = et = (~ + Yj + ZD2 = xt + + + 2X~Yi + + = 3 (fl + 2/2) , 

1 = e~ e~ = (Xj + 11 + Zf) (~ + 11 + ~) 
(15) = ~X~ + + + xrl1 + + + + + = 3 (f3 + 2/5) , 

0= (e1e2)2 = (X1 X 2 + Y1 Y2 + ZIZ2)2 

= ~xf + + + 2X1 Y1XaY2 + + = 3(f3 + 2/,). 

Es geniigt also, /1 und /3 zu 
berechnen. Diese Rechnung 
kann man so durchfiihren, 
daB man den Vektor e3 in 
der raumfesten z-Achse an
nimmt, von der aus der 
EULERsche Winkel () zur 
molekiilfesten Z-Achse fiihrt, 
so daB 

(16) . { 
Za = cos{}, 

Z2 = coscpsm{) 

z 

~~~----------~+-~X 

wird (s. Fig. 190). Dann hat Fig. 190. Zur Mitte1ung von Produkten von Vektorkomponenten. 

man offenbar 
2",2", " 

(17) 

f f f cos'8sin8d8dlfld1p 
- -- 000 1 

/1 = Z: = cos'{) = .:......:-=-2"~2"-"------- = S-
f f f sin8d8dlfld1p 
000 

und 
2" 2" " 

(18) 

f f f COS1lflcosl8 sinl 8d8dlfld1p 
-- 000 1 /a = ~z: = cos2cp cos2{} sin2{) = .::.....;;~-=-2-"-=-2"-"----------- = 15' 

f f f sin8d8dlfld1p 
000 

Aus den Identitaten (15) folgt dann 
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Nunmehr sind wir in der Lage. die Mittelwerte AXil nach (10) zu berechnen. 
indem wir den Vektoren elf e2 (ea liegt fest parallel z) geeignete Lagen geben; 
man findet: 

fur e1 = e2 ii x oder y: 

Au = AIIII = .k(lXxx + lXyy + IXzZ) 

P {1 1 2 + 2"" 15 (lXxx.xx + +) - 3C) (IXXY.Xy + + + + +) + 15 (lXxx.yy + + + + +) 

+k-~T- [~(IXXXIXI~X++) + 2 (lXxxlX~ r + + + ++) - -.!..(IXXylX~\. + + + ++) 15 . 15 30 

(20) + 15 (IXXX.xlJ~ ++) + 1~ (IXXX,ylJ~ +++++) 

- ~ (lXxx + lXyy + IXzz) (lX~x + lX~y + 1X~)z)] 

+ 1 [1 ( iOl2) 1 ( (0) (0) ) k2'['2 15 IXxx\.Jx ++ - 30 IXXylJxlJy +++++ 

+ 1~ (lXxxlJ~2 + + ++ +) - ~ (IXXX + lXyy + IXZZ) (lJ~2 + lJ~2 + +1~2)]}. 
fur el = e2 = eal! z: 

Azz = t (IXXX + lXyy + IXzz) 

P {1 1 + -- - (IXXX xx++) + - (IXXX yy+++++) 
2 5' 15' 

1 [1 ( 101 ) 1 (iOl ) +kT -:5 IXxXlXxx ++ + 15 IXXXlXyy+++++ 

(21) + 2 ( If,)) + 2 ( (()) ) -5- IXXX,XlJ.l ++ 15 IXxx.ylJy+++++ 

- ~ (lXxX + lXyy + IXZZ) (lX~x + lX~y + lX~z)] 

+ 1 [1 ( (012) 1 ( 10'. ) k2 P 5 (XXxPx ++ + 15 (XxxPy'-+++++ 

1 ( +) ( !OJ 2 till 2 till 2) ]} - -9 (Xxx + lXyy (Xzz lJx + lJy + lJz • 

fUr el Ii x. e2 11 y. eall z: 

(22) I AXil = - Ayx =:- [IXXY,Z - IXYX,Z + IXYZ,X - (XZY,X + IXZX,y - (Xxz,r 

+ '/T {lJ~(lXyZ - IXZy) + lJ~!(IXZX - IXxz) + lJ~(IXXy - IXYx)}]. 

und schlieBlich ist 

(23) Au = A tx = All' = AlII = O. 

Wir fiihren eine ubersichtliche Bezeichnung ein. indem wir die Abhangigkeit 
von der Feldstarke hervorheben: 

- - p2 
(a) A = A = IX + ----- (a - b) xx 1111 2 • 

( ) - F2 
24 (b) AZl = IX + 2- (a + 2b). 

(c) 
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Hier ist die GroBe 
<X = ! (<xxx + <xyy + <xzz) 

mit der friiher [§ 73 (18)J eingefiihrten mittleren Polarisierbarkeit identisch. 
Ferner ist 

(a) 
1 1 

a = ao + k T al + k2 T2 a2 • 

(25) (b) 
1 1 

b = bo + k T bl + liz y2 b2 , 

(c) 
1 

1=10 + kTll, 

wo die Koeffizienten ao, aI' a2 , bo, bl , b2 , 10, 11 nur noch von den Eigenschaften 
des Molekiils abhangen. Bei ihrer Ausrechnung kann man noch zur Verein
fachung das Koordinatensystem im Molekiil so wahlen, daB es mit den Haupt
achsen des reellen statischen Polarisierbarkeitstensors zusammenfaIlt; dann ver
schwinden die gemischten Terme <X~y.l Die Koeffizienten der Hauptglieder 
wollen wir statt mit <X~x, ... mit <X~, ... bezeichnen. Dann wird 

(a) ao = 1 (<xxx.xx++) -4~(<XXY'XY+++++) 

(26) (b) 

(c) 

(a) 

(b) 

(27) 

(c) 

(28) I (a) 

(b) 

+ t (<Xxx.yy+++++), 

a l = -§-(<xxx.xlJ~++) - in(<xxy.xlJ~+++++) 

+ t(<xxx.ylJ~+++++), 

a2 = - irr-(<XxylJ~lJ~+++++), 

bo = l\(<XXX.xx++) + ~o{<XXY.Xy+++++) 
- ~(<xxx.YY+++++), 

bl = -h(<xxx<x~ ++) - 4~ (<xxx<X(~! +++++) 

+ -ts-(<xxx.xlJ~++) - l\(<XXX.ylJ~+++++) 

+ 4~(<XXy.xlJf~!+++++), 
b2 = 1\(<XxxlJ~2++) + n(<xxy~:¥'~~+++++) 

- ia(<XxxlJ~2+++++), 

i 
10 = 6 (<XXY.z - <XyX,Z + <XyZ,X - <XZY,X + <Xzx.Y - <XXZ,Y), 

11 = ! {P1>(<xYZ-<XZY)+P?-(<Xzx-<xxz)+P~)(<XXY-<XYx)}. 
Bei verschwindender Dampfung, also hermitischem A bzw. <x, sind alle GroBen 
a, b, I reell. 

Wir wollen ferner die wichtige Bemerkung hinzufiigen, daB alle unsere Mittel
wertberechnungen auch dann richtig bleiben, wenn man an Stelle der klassischen 
die Quantenmechanik benutzt. Ihr Hauptmerkmal ist, daB ein System in einem 
auBeren Felde nicht aIle moglichen Stellungen einnehmen kann, sondern nur 
eine bestimmte diskrete endliche Anzahl; es tritt sog. Richtungsquantelung ein. 
Fur jede dieser diskreten Stellungen hat die Energie W einen bestimmten Wert, 

1 Da der dielektrische Tensor lXZy des Lichtes komplex (hermitisch) ist. ist es nicht 
moglich. die gemischten Glieder lXZy durch spezielle Wahl des Koordinatensystems fort
zU!jchaffen; denn dazu ist eine komplexe unit1l.re Transformation notig. und es genngt nicht 
eine reelle Drehung des Koordinatensystems. 
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der von zwei Quantenzahlen (die zum Gesamtimpuls und seiner Komponente in der 
Feldrichtung gehOren) abhangt. An die Stelle der BOLTZMANNschen Mittel
wertsformel mit dem Integral uber aIle Richtungen tritt dann die entsprechende 
Summenformel tiber die moglichen Werte der Richtungsquantenzahlen. Obwohl 
diese Formeln nun zunachst ganz anders aussehen als im klassischen Falle, ist 
doch das Ergebnis der Raummittelung nach einem a!lgemeinen Prinzip der 
Quantenmechanik genau dasselbe wie in der klassischen Theorie 1• 

Fur das mittlere elektrische Moment der Lichtwelle unter der Einwirkung 
des aul3eren Feldes F erhalten wir nach (24) 

(a) 

(29) (b) 

(c) 

lJr = {1X + ~ (a - b)} Q:~ - iF/Q:~, 

~ =iFN~ + {1X + ~ (a - b)}~, 
. {F2 } lJ. = 1X+"2(a+2b) Q:~. 

Wir wollen nun die Annahme machen (die in Wirklichkeit nie ganz exakt 
erfiillt sein wird), dal3 die Verteilung der Molekiilmittelpunkte im Raume durch 
das aul3ere Feld nicht wesentlich beeinflul3t wird, so daB man auch hier 

(30) Q:' = Q: + 4n; $ 
3 

set zen kann. Fur verschwindendes Feld gelten dann die Formeln § 76 (14), 
(15), mit deren Hille wir die Dielektrizitatskcinstante f = n2 (oder auch den 
Brechungsindex n) des feldfreien isotropen Mediums einfiihren. In den Glie
dern mit Fund P, die in jedem FaIle klein sind, konnen wir Q:' durch den Wert 
ersetzen, den es bei verschwindendem Felde ~ hat, namlich nach § 76 (11), (15) 
und nach § 77 (30) 

(31) Q:' = & ~ 2 Q:. 

Dann wird 

r 1)., = fn Q:., + f"l1 Q:II' 

(32) (b) 1)11 = fll.,Q:., + fllllQ:II' 

(c) 1). = f .. Q:., 

wo 

(a) 
P &+2 

fn = filII = f + "2 N (a - b) -3- , 

(33) (b) 
P &+2 

f., = f + 2N(a + 2b) -3-' 

(c) .FN/& + 2 f"l1 = -fllr = - t -3-

ist. 
Man erkennt, daB die Substanz sich unter der Einwirkung des auBeren Feldes 

im wesentlichen wie ein einachsiger Kristall verhalt, wobei die Koeffizienten 
der Polarisierbarkeit bzw. die Dielektrizitatskonstanten im allgemeinen kom
plex sind. 

1 Siehe M. BORN U. P. JORDAN: Elementare Quantenniechanik, Kap. IV, § 30. Berlin 1930. 
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§ 78. Der FARADAyeffekt. 
Die Erscheinungen, die auf der Beeinflussung des Lichts durch elektrische 

und magnetische Felder beruhen, pflegt man heute unter dem Namen Elektro
und M agneto-Optik zusammenzufassen. Die erste Entdeckung auf diesem Ge
biete gelang FARADAY im Jahre 18461, sie ist einer der groBen Marksteine in 
der Entwicklung der Theorie des Lichts. FARADAY, der an die Einheit alIer 
Naturvorgange glaubte, suchte jahrelang nach einer Wechselwirkung zwischen 
Licht und elektromagnetischen Kraften. Nach zahlIosen vergeblichen Versuchen 
gelang es ibm endlich, eine solche zu finden. Er war sich der :8edeutung dieser 
Entdeckung wohl bewuBt und schrieb in seinen Experimental Researches:' mit 
berechtigtem Stolz, daB es ihm gelungen sei, "einen Lichtstrahl zu magnetisieren 
und zu elektrisieren und eine magnetische Kraftlinie leuchtend zu machen". 

In der Tat wurde diese Entdeckung ein Fundament der elektromagnetischen 
Lichttheorie. Sie gab auch den AnstoB zu vielen abnlichen Versuchen, unter 
denen die Entdeckung des ZEEMANeffekts im Jahre 1896 (s. § 89, 96) die groBte 
Tragweite hatte; er wurde 'eines der wirkungsvolIsten Hilfsmittel bei der Er
forschung des Mechanismus der Lichtemission und -absorption und der datnit 
eng verbundenen Probleme der Atomstruktur. 

Der FARADAYsche Versuch besteht3 in folgendem: Ein durchsichtiger KOrper 
(Bleiglas) wird zwischen die (durchbohrten) Pole eines starken Elektromagneten 
gesetzt und ein linear polarisierter Lichtstrahl parallel zu den Kraftlinien des 
Magneten hindurchgeschickt. Mit einem Analysator kann dann festgestelIt wer
den, daB das austretende Licht bei Einschaltung'des Feldes in einer anderen 
Ebene linear polarisiert ist. Der Drehwinkel X der Polarisationsebene ist 
proportional der Feldstarke H und der Dicke'l der durchstrahlten Schicht des 
KOrpers im Felde: 

(1) X == l?lH. 
Dieses Gesetz wurde schon von FARADAY' aufgestelIt, genauer aber von WIEDE
MANNi und VERDETI gepriift. Die GrOBe 1? nennt man (eigentlich zu Unrecht) 
die VERDETsche Konstante. Sie h1i.ngt bei gegebenem Material noch von Fre
quenz und Temperatur abo 

Reute benutzt man zur genaueren Messung der Drehung sog. Halbschatten
apparate, d. h. Polarisationsvorrichtungen, bei denen das Gesichtsfeld in zwei 
oder mehrere Teile zerlegt wird, die nur bei einer bestimmten StelIung des Ana
lysators gleich hell erscheinen. Die durch die magnetische Drehung hervor
gerufene Aufhellung wird durch Drehung des' Analysators kompensiert. Dies 
Verfahren laBt sich auch mit einem Spektralapparat (Monochromator) kombi
nieren zur Bestimmung der Abhangigkeit des DrehvermOgens von der Wellen
lange. Besonders geeignet ist hierzu die SAvARTsche Platte (Kap. V, § 65) als 
feinstes Reagenz' auf Vorhandensein von Polarisation. , 

Besonders starkes DrehungsvermOgen zeigt Schwefelkohlenstoff CS.. Wir 
geben hier den Wert des DrehungsvermOgens (l in cm, H in GauB, Temperatur t 

1 M. FARADAY: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. 1846 S. 1; Pogg. Ann. Bd.68 (1846) 
S.105· 

I Exp. Res. (London 1839) § 2148, Bd. III: "I have at last succeeded in magnetizing and 
electrifying a ray of light, and in illuminating a magnetic line of force." 

• Genaueres S. R. LADENBURG: Die magnetische Drehung der Polarisationsebene 
(FAItADAyeffekt) in MCLLER-POUILLETS Lehrb. d. Physik, 11. Aufl., Bd. II, 2. Hllfte, 2. Teil, 
Kap. XXXVI S. 2119ff. Braunschweig 1929. 

, M. FARADAY: Philos. Mag. Bd.29 (1846) S. 153; Pogg. Ann. Bd.70 (1847) S.283. 
I G. WIEDEMANN: Pogg. Ann. Bd.,82 (1851) S.215. 
• E. VERDET: Ann. Chim. et Phys. Bd.41 (1854) S. 570. 

Born, Optik. 23 
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in Celsiusgraden, Wellenlange der Natrium-D-Linie, R in Bogenminuten) als 
Funktion der Temperatur fiir Schwefelkohlenstoff und auBerdem fiir das haufig 
untersuchte Wasser: 

bei CS2 : R, = 0,04347 (1 - 1,69 ,10- 3 t), 

bei H20: R, = 0,01311 (1 - 3,2 ,10- 5 t - 3,2,10- 6 t2). 

Urn eine Anschauung von der GroBe des Effekts zu geben, berechnen wir hieraus, 
daB bei einer Feldstarke von 10000 GauB, einer Schichtdicke von 1 cm, einer 
Temperatur von 0° C die Drehung fiir CS2 7° 14,7' betragt. Bei Gasen ist die 
magnetische Drehung sehr viel kleiner und wurde viel spater gefunden. Man 
verwendet dabei zur VergroBerung des Effekts moglichst hohe Drucke; z. B. 
ergibt sich fiir Wasserstoff H2 von 85 at bei 9,5° C, bei Beleuchtung mit der Na
trium-D-Linie und beieiner Feldstarke von 10000 GauB X = 4,60 Bogenminuten. 
Ftir Kohlendioxyd, CO2 , von 1 at bei 6,5 ° und sonst denselben Verhaltnissen 
ergibt sich X = 0,086 Bogenminuten. Besonders groBe Werte der magnetischen 
Drehung zeigen nach KUNDT1 durchsichtige Eisen-, Kobalt- und Nickelschichten. 
Z. B. liefert eine Eisenschicht von etwa 1/50 mm Dicke bereits eine volle Drehung 
urn 360°. Dies hangt nattirlich mit der starken Magnetisierung dieser Substanzen 

zusammen. Tabelle 16 gibt 
Tabelle 16. eine 'Obersicht tiber die 

Wasser (25°). . . . . . 
Schwefelkohlenstoff (25°) 
Quarz .... 
Sauerstoff . . 
Wasserstoff . 
Kohlensllure . 
Eisen. 
Nickel. ... 

5890 A to' Gaul! verschiedenen GroBenord-

2° 10' 
6° 55' 
2° 46' 

0,0559' 
0,0537' 
0,0862 

130° 
50° 

1 cm Schichtd. 

1 at 

nungen 2• 

Was nun die theoretische 
Erklarung des Effekts be
trifft, so wurde diese zu
nachst an die FREsNELsche 
Theorie des nattirlichen 

10- a cm Schichtd. Drehungsvermogen (s. § 83) 
angeschlossen. FRESNEL 

hatte die bei manchen Korpern beobachtete nattirliche Drehung (z. B. beim 
Quarz parallel zur Achse) zurUckgefiihrt auf eine zirkulare Doppelbrechung; 
das linear polarisierte Licht wird beim Eintritt in den Kristall in zwei ent
gegengesetzt rotierende zirkulare Schwingungen gespalten, die sich verschieden 
schnell fort pflanzen und beim Austritt wieder zu einer linearen Schwingung 
mit gedrehter Schwingungsrichtung tusammensetzen. 

Die im vorigen Paragraphen allgemein abgeleitete Theorie der ktinstlich 
anisotropen Substanzen vermag ohne weiteres von dieser Erscheinung Rechen
schaft zu geben. Wir haben hier nur folgende Spezialisierungen vorzu
nehmen: 

Die Feldstarke Fist hier mit dem Magnetfeld H zu identifizieren 3. Die 
quadratischell Glieder sollen im folgenden zunachst entsprechend-dem FAJ0.DAV
:schen Gesetz '(1' fortselassen werden. Dann reduzieren sich die Formeln § 77 (32) 
auf I (a) 

(2) (b) 

SD", = t Q;", - it' Q;" 

SD, =it'Q;", + tQ;" 

(c) SDz = t~z, 

1 A. KUNDT: Wiedem. Ann. Bd.23 (1884) S.228, Bd.27 (1885) S. 191, 
I Nar.h R. LADENBURG (5. Anm.3. S. 353) S.2126. 
• De: durchsichtige KlIrpel' irqmer nur schwach magnetisierbar sind, kann man bei ihnen 

die wirkellde Feldstarke H' mit der gegebellen lluL3eren H gleichsetzen. 
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wo 
( ) ,. HNt E + 2 3 e = ZE"'71 = -3-

reell ist. Multiplizieren wir die Gleichung (2b) mit ±i und addieren sie zu (2a), 
so erhalten wir 

(4) {(a) 
(b) 

i)", ± ii)71 = (e =F e') (~'" ± i~71)' 
i)z = e~z. 

Wir k6nnen nun jede beliebige Schwingung statt durch die rechtwinkligen 
Komponenten ~"" ~I" ~z durch die Linearkombinationen 

(5) 

darstellen. Dann zeigen unsere Gleichungen (4), daB die entsprechenden Kom
ponenten von i), namlich 

(6) i) + = i)", + i i)" ' ~ - = i)", - i i)" ' ~z = ~z 

den Gleichungen gentigen 

1 
(a) 

(7) (b) 

(c) 

~+ = (e - e') ~+ , 

~_ = (e + e') ~_ , 

~z = eQ;z· 

Nach der optischen Grundgleichung [so V, § 58 (14) und auch VII, § 75 (47)], 
~ = n2(~ - s(~s»), gilt flir eine parallel zum auBeren Felde, d. h. zur z-Achse 
laufende Welle (5", = 5" = 0, Sz = 1) 

(8) i)", = n2~"" i)1I= n2~1I' i)z = o. 
Unter Berucksichtigung von (7) erkennt man, daB sich in dieser Richtung zwei 
verschiedene Wellen fortpflanzen: 

i)+ = 0, d. h. 

i)- = 0, ct. h. 

oder naherungsweise: 

(10) 1 

:: = i und n: = e + e' , 

'ill. . d -= -~ un 
'illz 

E' 
n_ = n + 2n' 

n~ = e - e', 

wo n = 1'; der Brechungsindex im feldfreien Zustande ist. Nach I, § 8 (3) und (4) 
gehOit zur Welle n+ der positive Drehungssinn urn die Fortpfianzungsrichtung; 
sie wird traditionsgemaB als links zirkular polarisiert bezeichnet. 

Der Unterschied der Brechungsindizes, d. h. die zirkulare Doppelbrechung, 
wird dann 

(11) 

Damit ist'die Grundlage zur Erklarung der Drehung der Polarisationsebene nach 
dem FREsNELSchen Gedanken gewonnen. 

Wir betrachten nun eine planparallele Schicht der Substanz von der·Dicke 1 
und legen die z-Achse und die Richtung des Feldes in die Plattennormale. Lassen 
wir nlm lineares Licht in der positiven Feldrichtung einfallen, uncl'legen wir die 

23* 
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x-Achse parallel zur Schwingungsrichtung in die Eintrittsebene, so sind die 
Amplituden der Lichtschwingungen (Zeitfaktor e'Q)~ in der Eintrittsebene 

(12) tl%=1, tl~=O, d.h. tl+=1, tl_=1. 

Nach Durchlaufen der Schicht sind die Amplituden demnach 

(13) 

Hieraus ergibt sich 

(14) (_2:1(,,.+1 _2:1(,,._1). _2:1(',.I( 2:1('(,._,.+)1 2:1('("_"_)1) 
tl%=le Ao +e A. =le Ao eAo .+eAo . 

Da nun auf Grund von (10) n - n+ und n - n_ 
entgegengesetzt gleich sind, kann man die Klammer 
durch einen Kosinus ersetzen und erhiilt 

- 2"',.1 (n t! ) 
(15) tl% = e Ao • cos Ao n I . 

Ganz entsprechend wird 

(16) 
- 2:1(' ,.1 (n t! ) 

tl =e Ao ·sin--l 
~ Ao n ' 

und wir erhaIten fiir das Verhiiltnis der Amplituden 

(17) ~. = tg(!!... ~ I). 
~'" Ao n 

Es ist reell, d. h. die Schwingung ist beim Austritt 
Fig. 191. Schraubungsslnn mit Bezug aus der Platte wieder linear, aber gedreht urn den 

auf die FortpflanzUDgSrichtung. Winkel 

(18) 1=!!...~I=!!...(n_-n+)I=!!...NE+21.HI. 
.ton Ao Ao 3 n 

Die VERDETsche Konstante wird nach (1) 
z n 1 n n l + 2 

(19) R = Hi = .to (n_ - "+) H = .to 31l" Nf. 

Uuft das Licht gegen die Feldrichtung, ,so kehrt sich das Vorzeichen des 
Drehwinkels urn, d. h. die Rechtsschraube verwandelt sich in eine Linksschraube 
(s. Fig. 191). UBt man daher den Strahl nach Passieren der Substanz durch 
Spiegelung denselben Weg zurUcklaufen, so ist die resultierende Drehung doppelt 
so groB wie nach einfachem Durchgang (im Gegensatz zum VerhaIten der 
natiirlichen Drehung, s. § 83).. . 

Fiir Gase.ist der Faktor {nl+2)/3n nahezu gleich 1; fiir andere Substanzen 
'ist er, ebenso wie die GroBe I, von der Frequenz abhangig, allerdings in hin
reichender Entfemung von den Absorptionsgebieten der Substanz nicht betracht
lich. Die Abhangigkeit des Drehungsvermogens von der Farbe steckt also haupt
sachlich in 1/lo. 

Wir -erinnem uos an.die Definition "VOrl I [§ 77 (25 c)] der F ABADAYkonstanten: 

1 
(20) I = I. + "T/l .. 
Die GraBen 10 , 11 sind dem Atom eigentUmliche Konstanten, die sU:h nach 
§ 77 (28) aus Tensorkomponet!teh dritter Stufe zusammensetzen, und zwar aus 
solchen, bei denen nur verschied~ ,Achsenindiuts awtreten. 
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Bei den meisten Substanzen ist das Drehungsvermogen ziemlich unabhangig 
von der Temperatur, d. h. es kommt nur die GroBe 10 in Betracht. Sie steht in 
engster Beziehung zum ZEEMANeffekt, d. h. der Erscheinung, daB sich eine Spek
trallinie im Magnetfelde in mehrere Linien aufspaltet. Obwohl wir diese Er
scheinung erst spater (s. Kap. VIII, § 89) behandeln wollen, fiigen wir doch 
schon hier eine Betrachtung von HENRY BECQUEREL (d. a.) ein, durch die es ge
lingt, den Verlauf des Drehungsvermogens bei Atomen in einfachster Weise auf 
die Abhiingigkeit des Brechungsindex von der Wellenliinge (Dispersion) zuriick
zufiihren. Dazu dient ein ganz allgemeiner Satz von LARMOR iiber den EinfluB 
eines Magnetfeldes auf die Bewegung von Elektronen im Atom, den wir kurz 
ableiten woRen. 

Bekanntlich wirkt ein Magnetfeld .\? auf eine mit der Geschwindigkeit b 
bewegte elektrische Ladung -e (die Elektronen sind negativ geladen) mit der 

Kraft -!... b X .\? Denken wir uns andererseits das Magnetfeld nicht vorhanden, c 
statt dessen aber das Koordinatensystem mit einer Geschwindigkeit rotierend, 
die nach GroBe und Richtung durch den Vektor u parallel zum Magnetfeld dar
gestellt wird. Dann lauten bekanntlich in dem rotierenden Bezugssystem die 
NEWToNschen Bewegungsgleichungen "Masse X Beschleunigung = Kraft" genau 
so wie ohne Rotation, sofern nur zur auBeren Kraft Zusatzkriifte hinzugefiigt 
werden. namlich erstens die Zentrifugalkraft, die dem Quadrat der Winkel
geschwindigkeit proportional ist, und zweitens die Corioliskraft, die nach 
GroBe und Richtung durch 2 m b X U gegeben ist. 1st die Winkelgeschwindig
keit klein, so kann man die (quadratische) Zentrifugalkraft fortlassen und er
kennt dann, daB die Wirkung des Magnetfeldes auf das negative Elektron mit 
der eines rotierenden Bezugssystems aquivalent ist, wobei die GroBe der Winkel
geschwindigkeit mit der Starke des Magnetfeldes durch die Gleichung 

e 
(21) wL=-H 

2mc 

zusammenhangt. Man nennt diesen Ausdruck die LARMoR/requenz [so § 89 (4)]. 
Die BECQUERELsche Oberlegung ist nun diese: Da der Atomkern sehr schwer 

ist und alle Elektronen gleiche Masse und Ladung haben, so ist der Effekt des 
Magnetfeldes V()~g gleichbedeutend damit, daB man das System aller Elektronen 
in gleichformiger Rotation urn den Kern mit der Frequenz WL und mit der Feld
richtung als Achse begriffen denkt. In dem rotierenden Bezugssystem werden 
dann alle inneren Frequenzen dieselben sein wie die des njcht rotierenden Systems 
mit Magnetfeld. 

Denkt man nun eine in Richtung der Kraftlinien einfallende linear polari
sierte Welle in' zwei entgegengesetzt rotierende zirk~are Wellen der Frequenz 00 

zerlegt, so· haben diese in bezug auf das fiktive rotierende Koordinatensystem 
verschiedene Frequenzen; die entgegen der LARMoRfrequenz rotierende hat die 
Frequenz 00 + WL, die andere w - WL' . 

1st nun n(w) der Brechungsindex im feldfreien Zustand, so wird die Ge
schwindigkeit der Pluswelle durch den W~rt dieser Funktion fiir. die Freq~enz 
w - WL, die der Minuswelle durch den fUr die Frequenz 00 + WL bestimmt sein. 
Wir erhalten alSo (bis auf Glieder hOherer Ordnung) 

(22) fLo - n+ = n(w +WL) -'- n(w - WL) = 2 ~n 001,. 
• (lCl) 

Mit de.m in (21) angegebenen Werte !'ijr WL und wegen 

(231 ,., on = -Ao an 
00) 0,"". 
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ergibt sich also fiir die VERDETsche Konstante R die BECQUERELsche Formel 

(24) 
e on 

R = ---2 Ao!»). • 
2mc u 0 

Diese Fonnel gilt streng nur fiir Atome, bei denen natiirlich nur der von der 
Temperatur unabhiingige Teil des magnetischen Drehvermogens, d. h. die GroBe to, 
vorhanden ist, fiir die man nach (19) erhalt 

( 5) Nt - -e 3n ~2 on _ 5 -5 3n 12 on 
2 0 - 2;rmc2 nt + 2 "0 ci).o - -9,3 . 10 n 2 + 2 "0 (J).o' 

wo ejmc = 1,76.107 e.s.E .. g-l eingesetzt ist. 
Wir wollen das Vorzeichen des Drehvermogens nach (24) feststeUen. In allen 

Spektralbereichen, in denen eine Substanz durchsichtig ist, ist erfahrungsgemaB 
onjo A < 0, wovon, wie wir in Kap. VIII sehen werden, auch die Theorie Rechen
schaft gibt. Man spricht in diesem FaIle von nor maIer Dispersion. In diesen 

Tabelle 17. Berechnung von elme aus dem 
FARADAveffekt nach der Formel (25). 

Substanz 

Wasserstoff . 
Stickstoff . . 
Kohlensaure 
Wasser ... 
Methylalkohol 
Athylalkohol 
Hexan ... 

./me I.,me in 'I. des 
in e.s.E .• g -. wabren Werts 

1.75' 107 

1.11 
1.00 
1.58 
1.08 
1.15 
1.10 

99 
63 
56 
89 
61 
65 
62 

Bereichen folgt also aus unserer 
Gleichung (24), daB die VERDETsche 
Konstante positiv ist. Man kann 
diese Vorzeichenregel sich anschau
lich so klar machen: Positive Dre
hung bedeutet rechtssinnige Schrau
bung urn die Richtung des Magnet
feldes (Drehung von x auf dem 
nachsten Wege nach y wahrend der 
Vorriickung nach z). Das ist aber die 
Richtung, in der ein elektrischer 

Strom flieBen muB, der das Magnetfeld erzeugt. Demnach stimmt die positive 
Drehung mit der Richtung des Stromes im felderzeugenden Elektromagneten 
iiberein. 

Die BECQuERELSChe Formel (24) wiirde fiir atom are Gase streng gelten, wenn 
die klassische Theorie der LARMoRprazession wirklich zutrafe. Das ist aber nicht 
der Fall, wie der sog. anomale ZEEMANellekt zeigt. Nach der neueren Quanten
mechanik riihrt das daher, daB jedes einzelne Elektron bereits einen Elementar
magneten darstellt, der selbst im Felde eine Prazessionsbewegung ausfiihrt, die 
sich mit der Umlaufsbewegung des Elektrons koppelt. Fiir verschiedene Spektral
linien hat man, wie die Quantentheorie lehrt, formal gewissermaBen verschiedene 
LARMoRprazessionen zu nehmen, die aus unseren WL durch Multiplikation mit 
gewissen Zahlen, den "LANDEschen g-Faktoren", entstehen. 

Bei molekuJaren Gasen ist ~e gen!lue GiiJtiglceit von (24) :schon deswegen 
nkht zu erwarten, weil bei mehreren Kernen die freie Drehbarkeit des Elektronen
systems fortflillt. Aber die Fonnel (24) gilt doch wenigstens angenahert; urn das 
zu zeigen, berechnen wir die spezifische Ladung des Elektrons ejm aus dem 
gegebenen FARADAYeffektl (s. Tab. 17). Gute Obereinstimmung hat man nur 
beim Wasserstoff. Es ist aber bemerkenswert, daB die GroBenordnungen in 
jedem Falle richtig herauskommen. 

DaB bei'diamagnetischen Korpern die Magnetorotatlon von der Temperatu'r 
fast unabhiingig ist, stimmt mit der Erfahrung iiberein. Sie ist nur in wenig 
Flillen meBbar, z_ B. bei CSa, wo sie ]Jlj.t deraus der Dispersion berechneten gut 
ilbereinstiinmt. 

Die Priifung.der you. der BECQuERELSChen Formel geforderten Abhiingigkeit 
des DrehungsvermOgens von der Wellenliinge ist schwer auszufiihren, weil an/a 10 

1 Nach dem aufS. 353 zit. Artikel von R. LADENBURG: S,2160. 
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in durchsichtigen Gebieten gewohnlich auBerst klein und schwer zu messen ist. 
Man hat sie bei Wasserstoff von 85 at ausfiihren konnen1. Die Tabelle 18 zeigt 
die fast vollkommene Dbereinstimmung2 • Bei festen Korpern, z. B. Steinsalz, 
Sylvin usw., findet man ebenfalls gute trbereinstimmung, wenn man vom 
Brechungsindex den Anteil der ultraroten Kernschwingungen abzieht (siehe 
Kap. VIII, § 95). 

1m unmittelbaren Bereich von Absorptionsgebieten versagt die einfache 
Theorie. Auf die genauere Theorie werden wir in Kap. VIII zuriickkommen. 

Bei Molekiilen ist nach unserer Theorie ein tcmperaturabhangigcr Anteil 
der Drehung (ft/k T) zu erwarten. Diese paramagnetische Drehung wurde von 
LADEN BURG aus verschiedenen, vorher unverstandenen Erscheinungen er
schlossen und theoretisch erkHi.rt. Schon vorher hatte JEAN BECQUEREL (d. j.) 
auf den Zusammenhang seiner Drehungsbeobachtungen an Kristallen bei ticfen 

Tabelle 18. Vergleich yon Dispersion q und Magnetorotation X (fir Wasserstoff 
von 85 at. Fiir 1.0 ist willkiirlich der Wert bei ).= 4047 A vcrwcndct. 

GrI 
q/q .. " l q=)..-;;-:-IO· x/1. .... .1 in Prozen t 

t'i., 

5893 A 0.0625 0.445 0,447 +0.8 
5780 0.06447 0.460 0.465 + 1.1 
4358 0.11937 0.843 0.848 +0.6 
4047 0.1409 1.000 1.000 -
3665 0.17628 1.25 1.233 -1.3 
3130 0,25496 1.813 1,80 -0.7 
2805 0.33316 2.362 2.395 +1.3 
2654 0.38290 2.74 2.77 +1.1 
2537 0,42992 3.054 3.12 +2.1 
2482 0,45517 3.234 3.32 +2.5 

Temperaturen mit dem Paramagnetismus hingewiesen. Fiihren wir den in 
§ 73 (15) definierten Vektor b mit den Komponenten bx = icxyz = -icxzy ein 
und ersetzen V(O) hier durch das permanente magnetische Moment m(O) des 
Molekiils, so wird nach § 77 (28 b) 

(26) 

Die Existenz eines so1chen Momentes m(O) ist das Kennzeichen paramagnetischer 
Substanzen. Die molekiilfeste Z-Achse moge mit der Richtung von m(O) zu
sammenfallen, und es sei m~) = I m(O) I = mo' 

1st e ein Einheitsvektor in der Feldrichtung [raumfeste Koordinaten (0,0, i), 
molekiilfeste Koordinaten (X, Y, Z)], so ist die magnetische Energie der Ein
stellung gleich -moH Z, und die Wahrscheinlichkeit einer so1chen Stellung pro 
Raumwinkeleinheit ist 

(27) 
~.HZ m HZ 

e kT = 1 + -- ;1'- + .... 
Das mittlere magnetische Moment der Volumeneinheit fant aus Symmetrie
griinden in die z-Richtung und es ist 

-(28) 
= = ~ - ml H - Nm' H au - Nm 'U) - Nm Z - Nm Z + N -__ "_-Z2 ___ 0_ 
;t,Ilz - • - 0 - 0 kT - :~kT ' 

1 S. M. KIRN: Ann. Physik Bd.64 (1921) S.572; L. H. SIERTSEMA U. M. DE HAAS: 
Physik. Z. Bd. 14 (1913) S. 568; J. F. SIRKS: Ebenda Bd. 14 (1913) S. 340. 

• Nach R. LADENBURG. S. 2162. 
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und die magnetische Suszeptibilitiit pro Volumeneinheit betragt 
Nm~ 

(29) ,,= 3kT' 

Das ist das bekannte CURIEsche Gesetz der Temperaturabhangigkeit des Para
magnetismus. Der paramagnetische Anteil des Drehungsvermogens zeigt also 
genau dieselbe Temperaturabhangigkeit wie der Paramagnetismus selbst, ist 
aber nicht dem Quadrate des paramagnetischen Momentes proportional, sondern 
nach (26) dem skalaren Produkt mo 0 des Momentes mit einem im Molekiil festen 
Vektor 0 ("Drehvektor"). Bei Molektilen mit Symmetrieachse muB 0 zu mo 
parallel oder antiparallel sein; aber seine GroBe ist eine yom paramagnetischen 
Moment unabhangige Molekiileigenschaft, die entsprechend ihrem Charakter als 
Deformation im allgemeinen von der Frequenz abhangt. Das Vorzeichen der GroBe 
Omo kann positiv oder negativ sein, je nach dem Winkel zwischen 0 und mo; 
sogar beim rotationssymmetrischen Molektil ist parallele oder antiparallele 
Stellung von 0 und mo moglich (m(O) O;e: O}.Daher wird es vorkommen, daB der 
paramagnetische Anteil des Drehungsvermogens (in durchsichtigen Gebieten) 
das umgekehrte Vorzeichen hat wie der gewohnliche diamagnetische, und unter 
Umstanden das Vorzeichen der gesamten Drehung umkehrt. Dieser Fall ist in 
der Tat beobachtet worden, z. B. an Losungen von Eisensalzen sowie an gelOsten 
und kristallisierten Verbindungen anderer stark paramagnetischer Substanzen, 
besonders seltener Erden 1. 

Die fUr die paramagnetische Drehung charakteristische Temperaturabhangig
keit ist experimentell bei einigen Kristallen (z. B. beim Tysonit) gefunden worden 2. 

Dabei ist man mit der Temperatur bis zuder des fliissigen Heliums herunter
gegangen. Tabelle 19 zeigt, daB das VerhaItnis des Drehungsvermogens bei zwei 
verschiedenen Temperaturen unabhangig von der Wellenlange und der Tem
peratur umgekehrt proportional ist. DaB es sich hier wirklich um den para
magnetischen Dreheffekt handelt, kann man iibrigens auch durch das Verhalten 
der Dispersion der Erscheinung bekraftigen. 

Tabelle 19. V~rhUtnis der DrehungsvermOgen fur verschiedene WellenHlngen 
und Temperaturen. verglichen mit dem reziproken Verhll.ltnis der Tempe

ratur. 

Tl = 291 ° l 5461 4358 4046 TilT. 

T. = 20°,4 Xa/Xl 13.1 13.9 13.9 14.5 

Tl = 20°.4 l 6391 4850 4150 3800 Tl/T. 

T. = 4°.2 Xa/Xl 3.90 4.04 4.05 4.08 4.85 

§ 79. Der COTTON-MoUTON-Effekt. * 
Wir wollen nun untersuchen, wie das Licht sich in einem yom MagnetYeld 

beeinfluBten Korper senkrecht zu den Kraftlinien fortpflanzt. Man sieht sogleich. 
daB bei Beriicksichtigung der Glieder erster Ordnung in H keinerlei Beeinflussung 
eintritt, wohl aber dann, wenn man die Glieder in H'I. hinztinimmt. Dann muB 
man aber auch konsequenterweise die Abhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten 

1 I. VERDET: Ann. Chim. et Phys. (13) Bd.52 (1858) S. 151; H. BECgUEREL: Ebenda 
Bd. 5 (1908) S. 238. 

I J. BECgUEREL. KAMERLlNGR ONNES u. ·W. DE HAAS: C. R. Acad. Sci.. Paris Bd. 181 
(1925) S. 831; s. auch A. S. S. VAN HEEL: Dissert. Leiden 1925; Physik. Ber. 1926 S. 704. 
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Eu und En von H mit berucksichtigen. Wir schreiben demnach die Grund
gleichungen § 77 (32) in der Gestalt 

~'" = E.(i;", - ie'(i;", 

~" = ie' (i;", + e. (i;", 

~. = eo(i;., 

wo die Indizes 0 und e an die Bezeichnung "ordinar" und "extraordinar" in der 
Theorie der zweiachsigen Kristalle erinnern sollen, mit der die vorliegende Ober
legung eine nahe Verwandtschaft hat. Man hat nach § 77 (33) 

(2) 

e+2 
eo = e + H2N(a + 2b) ~6-' 

e+2 
e. = e+ H2N(a - b) -6--' 

, = HN/ e+ 2 e 3 . 

FUr eine senkrecht zum Feld, etwa parallel zur x-Achse laufende Welle folgt aus 
der Grundgleichung V, § 58 (14) 

(3) '1)", = 0, 

Aus der erst en Gleichung von (1) folgt 

(4) 

so daB die zweite Gleichung lautet 

(5) 
el - e'2 

'1)" = -' ~- (i;1I • 
e. 

Durch Elimination von (i;" und (i;. folgt 

Es pflanzen sich also zwei linear polarisierte aufeinander senkrecht schwingende 
Wellen fort: 

(7) { 
~,,= 1, 

~,,=O, 

'1). = 0 ; 

~. = 1, 

mit den Brechungsindizes 

n1 = Ve=-e'l =fi{1 +H2Ne+2(a_b_fNI:+2)} 
1:. 61: 31: ' 

,C- -{ I: + 2 } n2 = reo = Ve 1 + H2N ~ (a + 2b) . 

Man hat somit gewohnliche lineare Doppelbrechung, deren Starke vom Felde ab
hiingt. Wir bilden zunachst den mittleren Brechungsindex, wobei wir fUr den 
feldfreien Zustand fe = n setzen. Dann wird 

(9) n = 2 nl + n2 = n {1 + H2 N n l + 2 (a _ ~ 12 N nl + 2)} . 
3 6~ 3' 3~ 
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N unmehr folgt 

(10) I 
und daraus die einfache Relation 

(11) 

Die Doppelbrechung erhalt man nach (10) zu 

(12) 

Sie hangt sowohl von der Anisotropiekonstanten b als auch von dem Quadrate 
der FARADAykonstanten lab. 

Die Erscheinung der transversalen Doppelbrechung im Magnetfelde wurde 
zuerst von COTTON und MOUTON l beobachtet. Sie ist auch unter den giinstigsten 
Umstanden auBerordentlich klein und daher noch niemals bei Gasen, sondern 
nur bei Fliissigkeiten und wenigen glasartigeIl festen Subs tan zen gefunden worden. 
Zu ihrem Nachweis setzt man die Fliissigkeit zwischen gekreuzte Nicols. Beim 
Einschalten des zum Strahlengang transversalen Magnetfeldes wird dann das 
vorher dunkle Feld aufgehellt. Diese Erscheinung Ial3t sich nicht durch Drehen 
des Analysators, wohl aber durch Zwischenschalten cines Kompensators riick
gangig machen. 

1st l der Lichtweg in der im Felde befindlichen Substanz, so ist die erzeugte 
Phasendifferenz 

(13) LI = n2 - n 1 l = C 1 H2 
1 ' o 

wo der Wert der COTTON -MOUTONschen Konstanten C durch Einsetzen von (12) zu be
stimmen ist. DieDoppelbrechung fUr das Feld 1, also den Wert C;'o = (n2 - nl )/H2, 
bezeichnet man auch als absolute COTTON-MoUToNsche Konstante. Das Vorzeichen 
von C kann positiv oder negativ sein (z. B. positiv bei Nitrobenzol, negativ bei 
Schwefelkohlenstoff). Tabelle 20 gibt einige MeBresultate: 

Tabelle 20. COTTON-MoUToNsche Konstante C von Fliissigkeiten. 
t = Temperatur in Celsiusgraden. 10 = Wellen lange in mli. 

Fliissigkeit J.. C· to" 

Azeton 20.2 578 37.6 
Anilin 25.0 589 5.1 
Benzol 26.5 580 7.5 
Benzylalkohol . 20.2 589 5.91 
Chloroform 17.2 578 -65.8 
Nitrobenzol . 16.3 578 23.5 
Schwefelkohlenstoff 28.0 580 -4.0 
Toluol 19.4 589 6.71 

Die Anderung des Absolutwertes des Brechungsindex oder die Beziehung (11) 
zum FARADAYeffekt ist wegen der Kleinheit des Effekts noch niemals experimenteIl 
gepriift worden. 

1 A. COTTON U. H. MOUTON: C. R. Acad. Sci .• Paris Bd. 145 (1907) S.229. 
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Was die Temperaturabhiingigkeit betrifft, so liefert die Theorie nach den 
Betrachtungen in § 77, daB die COTToN-MouToNsche Konstante die Form 

1 1 
(14) C = Co + T C1 + P C2 

haben muB. Das Glied Co wird im allgemeinen gegen das folgende ~ C 1 klein 

sein; denn das erste entspricht dem Diamagnetismus und das zweite dem Para
magnetismus, und es ist bekannt, daB bei Substanzen, die iiberhaupt ein para
magnetisches (d. h. permanentes) Moment haben, der Diamagnetismus stets vie! 
schwacher ist als der Paramagnetismus. Wir werden daher bei haheren Tem
peraiuren naherungsweise Proportionalitat der COTToN-MouToNschen Konstante 
mit T-l erwarten. Tatsachlich ist auch eine Temperaturabhangigkeit in dem 
richtigen Sinne beobachtet worden: Abnahme der Konstanten mit wachsender 
Tempcratur 1. 

Die Tatsache, daB die Doppelbrechung senkrecht zur Feldachse proportio
nal H2 ist, zeigt, daLl, solange man den gewahnlichen FARADAYeffekt als Effekt 
erster Ordnung in H allein in Rlicksicht zieht, beim Dbergang von longitudinaler 
zu transversaler Beobachtung die zirkulare Doppelbrechung stetig zu Null gehen 
muB; wenn man aber die quadratischen Glieder berlicksichtigt, so muLl flir eine 
bestimmte Zwischenlage der Beobachtungsrichtung ein Dbergang von zirkularer 
zu linearer Doppelbrechung stattfinden. Obwohl flir die Beobachtungen solche 
schiefen Blickrichtungen kaum in Frage kommen, ist es doch interess::mt zu 
iiberlegen, wie dieser Dbergang vor sich geht, und wir wollen daher jetzt kurz den 

allgemeinen Fall des magneto-optischen Effekts 

durchrechnen. Wir kannen ohne Einschrankung der Allgemcinheit das Koordi
natensystem so urn die Feldachse drehen, daB die Wellennormale in der 
xz-Ebene liegt: 

(15 ) ~x = sinD, ;3z = cos{}. 

Die Komponenten des Vektors ;t: parallel und senkrecht zur xz-Ebene sind 

(16) ~II = ~xcos{) - ~zsin {}, 

Ferner gilt die TransversaliUitsbedingung 

( 17) 

Die Auflosung der Gleichungen (16), (17) liefert 

(18) ~x = ~II cos{}, ~z = - ~iI sin{}. 

Die optischen Grundgleichungen V, § 58 (14) geben dann 

(19) 

wo ~II und ~.i analog ~II und '!).i gebildet sind. 
Wir lasen nun die Gleichungen (1) nach den Komponenten von a; auf und 

erhalten unter Benutzung von (16) 

(20) 1 
1 G. SZlVESSY: Ann. Physik (4) Bd.69 (1922) S.236. 
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Die Verbindung von (19) und (20) liefert 

(21) I ~ (t.COS1{} + sinl {} o_~) + ~ i alcos{} = 0 
II e: - all e. nl .L t: - all , 

ie'cos{} (t. 1 ) 
- ~II e! - t'. + ~.L e: _ all - nl = O. 

Hieraus folgt fUr das Amplitudenverhiiltnis die Doppelgleichung 

(22) 

e. 
;r=7I- ns 

ialcos{} 
e: - e'l 

Das ergibt zuniichst eine quadratische Gleichung ffir nl, das Analogon zur 
Wellengleichung: 

(23) 

Daraus folgt 

(24) 

Das Amplitudenverhiiltnis wird also nach (22) 

(25) 

Diese Formeln verifizieren wir zuniichst ftir die bekannten beiden Grenz
fiille: 

1. Fortpllanzung parallel zur Feldrichtung, {} = 0, liefert 

1 _ e. =r aI _ 1 !II = ± i. 
n2 - e! - e'2 - e. ± aI ' -'ll.L 

also wegen ~II = ~., , ~.L = ~" 

(26) 

Das entspricht der Fortpflanzung zweier zirkular polarisierter Wellen, wie wir 
sie in § 78 (9) bereits gefunden haben. 

2. Fortpllanzung senkrecht zur Feldrichtung, {} = n/2, liefert 

(27) 

also 

(28) 

analog zu (8), und entsprechend diesen beiden Fiillen 

(29) ~.L = 0, ~II=O. 

Man hat also in diesem Falle lineare Doppelbrechting in Obereinstimmung mit 
den Oberlegungen zu Beginn dieses Paragraphen. 



§ 80. Der elektrische KERReffekt. (VII. § 80.) 

Ftir schiele Fortpilanzungsrichtung erhalten wir folgenden Sachverhalt: 
Streicht man die quadratischen Glieder in H, d. h. setzt man e. = eo = e und 

berticksichtigt nur das den FARADAYeffekt enthaltende Glied in I, so ist 

(30) 

also 

(3 1) 

und 

(32) 

1 1 E' - = - ± -cosf} 
n 2 E E2 ' 

~-±. 
'1)1. - to 

Man erhalt dann in jeder Richtung zirkulare Doppelbrechung, deren GroBe pro
portional cos f} ist; sie geht also beim Dbergang von der Richtung parallel zum 
Felde zu der senkrecht zum Felde stetig gegen Null. Transversal wtirde tiber
haupt keine Doppelbrechung stattfinden. 

Berticksichtigt man umgekehrt nur die quadratischen Glieder, setzt also 
e' = 0, so fehlt der F ARADAYeffekt, und es wird 

(34) (~) =00, (~)' = o. 
'l) 1. + 'l) 1. -

Man erMlt also gewohnliche Doppelbrechung wie bei einem einachsigen Kristall: 

(35) E. • 2.Q. ( 1 1 ) n _ - n+ = - SIll 'If - - - • 
2 E, E. 

1m allgemeinen Fall hat man eine Dberlagerung beider Arten von Doppel
brechung, wobei longitudinal die eine Art, die zirkulare, transversal die andere, 
die lineare Doppelbrechung allein zum Vorschein kommt. In jeder anderen 
Richtung herrscht elliptische Doppelbrechung, d. h. es pflanzen sich zwei Ellipsen 
fort, deren groBe Achsen parallel und senkrecht zum Hauptschnitt stehen, und 
zu denen etwas verschiedene Brechungsindizes gehoren. Beim Dbergang von 
f} = 0 bis f} = tr/2 gehen die Ellipsen von der Kreisform stetig in die gestreckte 
Form tiber. 

§ 80. Der elektrische KERReffekt. 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daB ein durchsichtiger Korper durch 

ein elektrisches Feld doppelbrechend gemacht wird. Diese Erscheinung, schon 
von FARADAY vergeblich gesucht, wurde 1875 von KERR gefunden 1 und wird 
seitdem nach ihm genannt. KERR hat den Effekt zuerst an diinnenGlasplatten 
zwischen Metallelektroden beobachtet. Wenn das Licht transversal zum elek
trischen Felde des Kondensators durch die Platte hindurchtritt, erMlt man bei 
gekreuzten Nicols eine Aufhellung, die sich nicht durch Drehen des Analysators 
beheben laBt; man hat also elliptisch polarisiertes Licht. Die allgemeine Unter
suchung hat gezeigt, daB die Substanz sich unter der Einwirkung des Feldes ver
halt wie ein einachsiger Kristall mit der Achse parallel zum Felde. 

Allerdings ist bei festen Korpern zu beach ten, daB es sich urn eine sekundare 
Erscheinung handeln konnte, daB namlich das elektrische Feld zunachst eine 
mechanische Deformation erzeugt, durch die dann sekundar die optische Aniso
tropie bewirkt wird. Man hat nun aber auf verschiedene Weise nachweisen 
konnen, daB es neben diesem indirekten Effekt auch den direkten gibt, bei dem 
das Feld unmittelbar die optische Anisotropie erzeugt. Erstens konnte KERR 
(1879) die Doppelbrechung an Fliissigkeiten wie Schwefelkohlenstoff nachweisen, 

1 J.,KERR: Philos. Mag (4) Ed. 50 (1875) S. 337. 446; (5) Bd. 8 (1879) S. 85. 229; Ed. 13 
(1882) S. 53. 248; Bd.37 S.380; Bd.38 (1894) S.144. 
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wo eine mechanische Anisotropie ausgeschlossen ist; sogar an Gasen ist der Nach
weis der Doppelbrechung gelungen. Sodann kann man direkt die beiden Effekte 
voneinander trennen unter Benutzung der Tatsache, daB der mechanische Effekt 
beim plotzlichen Ein- oder Ausschalten des Feldes nicht ohne Tragheit folgt, 
wahrend der eigentliche KERReffekt (wie er rein an Fltissigkeiten und Gasen er
scheint) praktisch tragheitsfrei ist (s. hierzu S. 370). 

Die Theorie der Erscheinung1 ist in unseren allgemeinen Formeln § 77 (24) 
bis (29) enthalten. Wir haben diese nur in einem Punkte zu spezialisieren. Die 
Formeln § 77 (24) stellten die Mittelwerte des Polarisierbarkeitstensors fUr Licht in 
einer Substanz dar, die unter der Wirkung eines auBeren Feldes F in Richtung 
der Feldachse stand, wobei tiber aIle Orientierungen der Molekiile gemittelt 
wurde. Nun besitzen aber das elektrische und das magnetische Feld in bezug 
auf Spiegelebenen verschiedene Symmetrieeigenschaften. Das magnetische Feld 
muB seiner Natur nach die zu seiner Richtung senkrechte Ebene als Symmetrie
ebene haben. Das elektrische Feld dagegen hat jede zu seiner Richtung parallele 
Ebene als Symmetrieebene. Diese beiden Tatsachen sind bei den Mittelungen 
von § 77 noch nicht berticksichtigt worden. 

Was nun das magnetische Feld anbetrifft, so ergibt sich aus der Existenz 
der zum Felde normalen Symmetrieebene keine weitere Spezialisierung; denn 
die Umkehrung der Richtung der z-Achse hat offen bar keinen EinfluB auf die 
GroBen § 77 (24), weil die einzige Komponente des Tensors A, in der z als Index 
erscheint, Au ist. 

Dagegen wird beim elektrischen Effekt durch die Existenz der zum Felde 
parallelen Spiegelebenen eine Spezialisierung eintreten. Kehrt man z. B. die 
Richtung der x-Achse durch Spiegelung an der yz-Ebene urn, so bleiben die Be
~ehungen zwischen Polarisation .p und Lichtfeld ~' nur dann ungeandert, wenn 
AZI/ = 0 ist. Das bedeutet aber nach § 77 (24c), daB im elektrischen Felde die 
GroBe t verschwinden muB. Nattirlich erkennt man diesen Sachverhalt auch an 
der Definition der GroBe I durch molekulare Konstanten [§ 77 (28a, b)]. 

Bei dieser Spezialisierung fallen aber aIle in der Feldstarke F linearen Glieder 
aus den Gleichungen § 77 (29) heraus. Ftir F hat man nicht direkt das auBere 

elektrische Feld E, sondern das wirkende Feld E EO j 2 einzusetzen, wo eO die 

statische Dielektrizitatskonstante ist. Dann stimmen die Gleichungen § 77 (33) 
exakt tiberein mit den Formeln fUr einen einachsigen Kristall mit den Haupt
dielektrizitatskonstanten 

= +£2N( _b)E+2('EO+2)2 
E. E a 3 3 ' 

Eo = E + £21\T(a + 2b) E 1~ (EO i 2t . 
(1) I 

1 Die erste Theorie des KERReffekts stammt von W. VOIGT [Lehrb. d. Magneto- u. Elektro
optik, S. 353. Leipzig u. Berlin 1908]. Sie beriicksichtigt nur den direkten EinfluB des Feldes 
auf den Deformierungstensor. also unsere Konstante bo von § 77 (27a). Die orientierende 
Wirkung des Feldes hat bereits KERR selbst [Philos. Mag. Bd. 50 (1875) S. 446] zur Erklarung 
der von ihm gefundenen Doppelbrechung herangezogen. P. LANGEVIN [Ann. Chim. et Phys. 
Bd.5 (1905) S. 70; Le Radium Bd. 7 (1910) S. 249]. J. J. LARMOR [Philos. Trans. Roy. Soc .• 
Lond. (A) Bd. 190 (1897) S. 232] u. a. haben sodann diese Orientierungstheorie mathematisch 
durchgefiihrt. aber nur fiir den Fall. daB das Molekiil kein elektrisches Moment hat; es 
handelt sich dabei also nur um die Glieder unserer Konstanten b l von § 77 (27b). die iibrig 
bleiben. wenn man Vo = 0 setzt. Der allgemeine Fall unter Beriicksichtigung des elek
trischen Eigenmomentes wurde von M. BORN [Abh. Ber!. Akad. 1916 S. 614. spez. S.647; 
Ann. Physik (4) Bd. 55 (1918) S. 177. spez. S. 215] behandelt. Hier erscheint auBer Zusatz
gJiedern zu bi auch die Konstante b2 von § 77 (27c) und damit die Temperaturabhangigkeit 
in der allgemeinen Form § 77 (25b). 
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Dber die geometrischen Verhaltnisse bei der Lichtfortpflanzung ist also niehts 
Neues zu sagen. 

Als charakteristische Konstante hir die Erscheinung benutzt man die Doppel
brechung senkrecht zur Feldachse. Man bezeichnet als KERRkonstante den Aus
druck 

(2) B = ~o.- ~ = N n2 + l: (n02~±l:)2 3~ 
1.£2 6n 3 J. ' 

wobei die Formel § 79 (12) (fiir t = 0 und F = E !~-t.~ statt F = H) benutzt ist. 

(Statt B findet sich haufig die Gr613e B). = Ke') Au13erdem gilt, zum Unter
schied von beliebigen einachsigen Kristallen, fiir die kiinstliehe Doppelbrechung 
naeh § 79 (11) die Relation 

n -if 
_o __ ~= = _ 2. 
n, - n 

Der \Vert der KERRkonstanten hangt natiiilieh noeh von der Wellenlange ;. 
des benutzten Lichts und von der Temperatur der untersuehten Substanz abo Fiir 
Schwefelkohlenstoff, der haufig als Normalsubstanz benutzt wird, gilt fiir 20° C 
und Na-Licht (J. = 589 m,u) 

B=3,21'1O- 7 , 

wobei E in absoluten elektrostatischen Einheiten zu messen ist (1 e.s.E. = 300 Volt 
pro em). Relativmessungen an anderen Substanzen lassen sich leieht dureh eine 
Art Kompensationsverfahren unter Benutzung des 
N ormalfliissigkeit durehfiihren. 

Die Zahlenwerte bewegen sieh in weiten Grenzen, 

Sehwefelkohlenstoffs als 

wie Tabelle 21 zeigt 1: 
Die Gro13e der elektrisehen 

Doppelbreehung ist ein Ma13 
fiir die Anisotropie des Mole
kiils, gena uer fiir die in 
§ 77 (27) angegebenen Kon
stanten bo, bI , b2 , aus dcnen 
b sieh nach §77(25b) zu
sammensetzt : 

Tabelle 21. KERRkonstanten fiir verschiedene 
Fliissigkeiten und Glassorten fiir 20° C und 

Na-Licht. 

b b bI bz 
= 0 + kT + k 2 P.· 

Wir zerlegen entspreehend 

(4) B = Bo + BI + B 2 • 

Die von der Temperatur ab
hangigen Glieder Bl und B2 

Benzol ..... . 
Schwefelkohlenstoff 
Chloroform 
\Vasser . . 
Chlorbenzol . . . . 
Nitrotoluol . . . . 
Nitrobenzol . . . . 
Flintglas von SCHOTT2 

Nr3 03031 
04818 
S 350 

C8H8 
CSz 
CHCla 
H 20 
C8H sCI 
CSH 7N02 
CsHsN02 

B. to' 

0.60 
3.21 

-3,46 
4.7 

10.0 
123 
220 

0,029 
0,099 
0,14 

sind bei gewohnlichen und tiefen Temperaturen gro13 gegen das Glied Bo, das 
auf der direkten Deformation des Molekiils dureh das Lichtfeld beruht. 

Bei allen Molekiilen einfaeher Bauart, vor allem bei den zweiatomigen 
Molekiilen, wird das optisehe Hauptachsensystem mit dem dielektrisehen 
(statischen) exakt oder wenigstens mit gro13er Naherung zusammenfallen. Man 
kann dann die gemisehten Glieder CXXY gleieh Null setzen und fiir CXxx kurz 

I Die Tabelle ist entnommen aus MULLER~POUILLET: Lehrb. d. Physik. 11. Auf!., Bd. II, 
2. Haifte. 2. Teil, S. 2218. 

2 Nach den Messungen von O. D. TAUERN [Ann. Physik Bd.32 (1910) S. 1064J; die 
mechanische Doppelbrechung ist nach F. POCKELS Untersuchungen [Gottinger Abh. Ed. 39 
(1893)] schon abgezogen. 

3 Die Nummern geben die Fabrikationsnummern der Schmelze an. 
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(Xx schreiben. FUr dipolfreie Substanzen (lJ(O) = 0) wird dann die den KERR
effekt bestimmende Konstante 

(5) b1 = n {(txx - txy) (tx~ - tx°y ) + (txy - txz) (tx~ - tx~) + (txz - txx) (tx~ - tx~)}. 

Bei Substanzen mit Dipolen treten einmal noch Glieder mit lJo hinzu, die aber 
unwesentlich sind, weil sie mit den kleinen GraBen txXy,Z multipliziert auftreten; 
auBerdem erscheint das Glied 

(6) b2 = n{(txx - txy) (lJ~ -lJ~) + (txy - txz) M~ -lJ~2) + (txz - (Xx) (lJ~2 -lJ12)}, 

und dieses ist erfahrungsgemaB im allgemeinen groB gegen die Glieder mit b1 • 

Bei Fltissigkeiten sind allerdings die theoretischen Formeln, besonders hin
sichtlich der Temperaturabhangigkeit, nicht ohne weiteres anwendbar, weil hier 
sehr haufig Assoziationen von Molekiilen auftreten, die ihrerseits von der Tem
peratur abhangen. Dagegen sind neuerdings umfangreiche Untersuchungen 
tiber den KERReffekt von Gasen durchgefUhrt worden, durch welche die Theorie 
vollstandig bestatigt worden istl. 

Nimmt man an, daB die Gase der idealen Gasgleichung geniigen, so hat man 
fUr die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit beim Druck p 

(7) N = /T' 

Setzt man diesen Wert in (2) ein, so erhalt man (mit eO = 1) 

n' + 2 (nO' + 2)2 3 ( bo bl b2 ) 
(8) B = P ~ -3- T k T + kl T' + k8 T' = Bo + Bl + B 2· 

In Tabelle 22 sind die bei verschiedenen Temperaturen und Drucken durch
gefiihrten Messungen (Spalte 3) zunachst auf Normaldruck umgerechnet (Spalte 4). 
Zum Vergleich mit der Theorie hat man zu berticksichtigen, daB die beiden 
ersten Gase, Athylchlorid und Methylbromid, molekulare Dipole haben, das letzte, 
Schwefelkohlenstoff, dagegen dipolfrei ist. Wenn man annimmt, daB die Kon
stante bo der direkten Feldeinwirkung klein ist, wird man erwarten, daB nach (8) 
bei den Dipolgasen nwerungsweise das Produkt BP, bei Gasen ohne Dipole das 
Produkt BT2 konstant ist. Man erkennt aus den beiden letzten Spalten, die diese 
Produkte angeben, daB dies tatsachlich der Fall ist. 

Tabelle 22. Temperaturabhl!.ngigkeit der KERRschen Konstan ten bei Gasen'. 

2 3 4 

T Druck BolO" bei B. 10" bei .t = 589 mI'. B1" B1" in mm Hg A=S89 m,u 760 mm. ideale Gasg\. 

Athylchlorid. c,H,d. 

291 880 10.59 I 
9.16 7.76·10' 2.26·1aB 

328.7 951 8.07 6,46 6,98 2.29 
377 1050 5.78 4.19 ± 0.04 5.95 2.24 

Methylbromid. CH3Br. 

293 950 9.37 I 7.49 6.43·10' 1.88· 108 

368 1100 5.51 3.80± 0.08 5.15 1.89 

Schwefelkohlenstoff. CSt. 

329.7 903 4.27 I 3.59 3.90· 10' 1.29.108 

379.7 1090 3.73 2.60 3.75 1.42 

1 H.A.STUART: KERReffekt und Molekillbau. Z. Physik Bd.55 (1929) S. 358; Ober den 
KERReffekt an Gasen und Di!.mpfen. Teil I. Z. Physik Bd. 59 (1930) S.13; Teil II. ebenda 
Bd. 63 (1930) s. 533. 

I Nach H. A. STUART: Ober den KERReffekt usw. Teil II. S. 538. 
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Wir geben noch die Werte der KERRschen Konstanten fiir einige Gase anI 
(Tabelle 23): 

Tabelle 23. KERRsche Konstante einiger Gase. 

Temperatur Druck B .10" B • 10" bei 589 mIl 

boob. bei 589 mIl umger. auf 700 mm 
°c mmHg und id. Gasgleicb. 

Schwefelkohlenstoff . 56.7 903 4.27 3.59 
Tetrachlorkohlenstoff 99.4 1015 <±0,65 <±0.03, 
.Athylather. . .. 62.7 1427 -1.24 -0.66 
.Athylenoxyd . 19.5 838 -1.90 -1.73 
Azeton 83.1 1356 9.60 5.38 
Methylalkohol 98.8 1350 <±0.13 

[ 

<±0.Q7 
.Athylalkohol . 102.0 1258 <±0.14 <±0.08 
.Athy1chlorid • 18.0 880 10.59 9.16 

Wir schlieBen noch eine Bemerkung tiber das Vorzeichen des KERReflekts an. 
Wir beschranken uns auf die Betrachtung soIeher Molektile, bei denen dasoptische 
mit dem dielektrischen Hauptachsensystem zusammenfillt, set zen also die Kon
stanten bl und b2 in den Formen (5) und (6) voraus. ErfahrungsgemaB kann die 
KERRkonstante Bauch negativ werden. Nach unserer Voraussetzung folgt aus (5), 
daB bl stets positiv ist; denn da die Richtungen der maximalen dielektrischen 
und optischen' Polarisierbarkeiten zusammenfallen, so haben die Faktoren 
der in (5) auftretenden Produkte stets gleiches Vorzeichen. Ist B negativ, so 
kann das negative Vorzeichen also nur von dem Dipolgliede b2 herrtihren. Es 
ist also von vornherein eine negative Cl 

c 

_ tr_ 
---p; 

KERRkonstante nur bei Dipolsub
stanzen zu erwarten, und in der Tat 
bestatigt die Erfahrung die Theorie in 
diesem Punkte. Das Glied b2 kann 
min aber nur dann negativ werden, 
wenn die Richtung der maximalen 
optischen Polarisierbarkeit nicht mit t 

11 

c 

der des elektrischen Momentes zu- r 
sammenfillt, sondern auf ihr senk- Fig. 192. Hauptpolarisierbarkeiten bei Methylchlorid und 
recht oder nahezu senkrecht steht. Chloroform. 

Das laBt sich sehr schOn am Beispiel Methylchlorid und Chloroform zeigen. 
Beide Molekille haben Rotationssymmetrie, und das elektrische Moment fillt 
naturgemaB in die Richtung der Symmetrieachse /Xv = C - Cl bzw. C - H 
(s. Fig. 192). Beim CHaCI-Molekill ist Cl - C die Achse groBter Polarisierbar
keit (s. auch § 81, S.387), die KERRkonstante wird also positiv; beiIn CHCla-
Molekill dagegen ist wegen der starken Polarisierbarkeit und der Wechselwirkung 
der drei CI-Atome C - H die Achse kleinster Polarisierbarkeit, das elektrische 
Moment steht also senkrecht auf /Xmu: und die KERRkonstante wird negativ. 

In manchen Fillen kann nun ein negatives bl durch ein positives b1 ver
schleiert werden. Man kann dann aber, da b1 mit 11k T, b2 mit 11k 2 T2 multipli
ziert auf tritt, durch Messung der KERRkonstanten bei zwei verschiedenen Tem
peraturen b1 und b. einzeln bestimmen und damit auch das Vorzeichen von b •. 
Bei sehr hohen Temperaturen werden tibrigens aus demselben Grunde aIle Sub
stanzen positiven KERReffekt aufweisen. 

ErfahrungsgemaB fillt bei den meisten Substanzen die Richtung der maxi
malen Polarisierbarkeit mit der Richtung der groBten raumlichen Ausdehnung 
des Molekills zusammen. Wenn das Vorzeichen des KERReffekts und auBerdem 

1 Nach H. A. STUART: "Ober den KERReffekt usw. Teil II. S. 538. 

Born, Optik. 24 
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noch die Richtung des elektrischen Moments bekannt sind, so kann man daher 
auf den Bau des Molekiils Schliisse ziehen (s. auch § 81). 

Wir fiigen noch einige Bemerkungen iiber die Triigheit derelektrischen 
Doppelbrechung an. Zu ihrer Messung dient eine Versuchsanordnung von 
ABRAHAM und LEMOINE\ In Fig. 193 ist das Schema dieser Anordnung dar
gestellt. Das elektrische Feld wird durch schnelle elektrische Schwingungen 
einer Kondensatorentladung erzeugt; der dabei verwendete Funke in E wird 
zugleich als Lichtquelle benutzt. Das Licht dieses Funkens geht einmal 
direkt durch die Fliissigkeit zwischen den Kondensatorplatten K hindurch, ein 
andermal HiBt man es iiber die Spiegel 51 bis 54 einen Umweg durchlaufen, ehe 
es in den Kondensator eindringt. So vergeht eine aus der Lange des Umweges 

p 
~~_Al~_______ l 

, ~T4- I r-------' I - i 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

A'" ~ : 
"'LS t is.- i~' ____ '3', 

__ -..,....-__ lz 

If 

pi 

Fig. 193. Apparatur von ABRAHAM·LEMOINE. 

P P' 1'0le eines Hochspannungstransformators, E Funkenstrecke als Lichtquelle, R Fliissigkeitswiderstand, 
K Kondensatorplatte in der untersuchten Fliissigkeit (KERRzelle), N"N. Nicols, B Doppelhrechendes Prisma, 

F Femrohr, L"L.,L. Linsen, 5,,5.,5 .. 5, Spiegel (5, wegklappbar). 

nnd der Lichtgeschwindigkeit leicht berechenbare Zeit zwischen der Auf- und 
Entladung der Kondensatorplatten, die ja gleichzeitig mit dem Funkeniibergang 
stattfindet, nnd dem Eintreffen des LichtbIitzes am Kondensator. Durch Drehen 
des Nicols N2 laBt sich die Doppelbrechung messen, indem man auf gleiche 
Helligkeit der beiden in der doppelbrechenden Platte B entstehenden Bilder 
einstellt. 

-Man hat auf diese Weise gefunden, daB die Zeitdifferenz flir da_s Verschwinden 
der Doppelbrechung in Schwefelkohlenstoff etwa 10- 8 sec betragt. Die Kiirze 
dieser sog. Relaxationszeit zeigt klar, daB es sich urn den eingangs geschilderten 
Primareffekt (nicht urn den Umweg iiber mechanische Anisotropie) handelt. 

Auf Gfund ihrer Tragheitslosigkeit ist die KERRzelle ein ide ales Relais fiir die 
"Obersetzung von optischen in elektrische Signale. Sie wird heute in der Teclmik 
vieIfach .verwendet2, z. B. bei der elektristhen Bildiibertni.gung und beim Ton
film. Auch in der wissenschaftIichen Optik kann man Anordnungen von KERR
zellen zur Messung auBerst kurzer Zeit en verwenden, z. B. zur Messung der 
AbkIingungszeiten der Fluoreszenzerscheinungen und ahnlichem3• 

1 H. ABRAHAM U. J. LEMOINE: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 129 (1899) S.206. 
I Besonderes Verdienst bei der technischen Durchfiihrung hat A. KAROLUS [Physik. Z. 

Bd. 29 (1928) S 698) 
• Ausfiihrliche Literaturangaben bei P. PRINGSHEIM: Fluoreszenz und Phosphoreszenz, 

3. Auf!. Strukt. d. Mat. Bd. VI. Berlin 1928. 
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§ 81. Die Streuung des Lichts. 
Wir haben bereits am Ende von § 74 und 75 darauf hingewiesen, daB nur 

in einem idealen Kristallgitter bei tiefsten Temperaturen das Licht sich nach 
den gewohnlichen Gesetzen fortpflanzt, wie sie in den MAXWELLschen Gleichungen 
zum Ausdruck gebracht sind. In den wirklichen Substanzen tritt stets ein Licht
verlust durch Streuung ein, der darauf beruht, daB die Anordnung der Molekule 
an sich oder infolge der Warmebewegung nicht ideal regelmaBig ist. 

Man pflegt die Erscheinung der Lichtstreuung auch als TYNDALLe!!ekt zu be
zeichnen. Zuerst hat TYNDALL! den leuchtenden Weg eines Lichtstrahls in 
truben Medien (kolloidalen Losungen) beobachtet: spater hat er auch Versuche 
in Gasen vorgenommen und festgestellt, daB das Streulicht polarisiert ist. Die 
Streuung an suspendierten Teilchen haben wir bereits in Kap. VI, § 70-71 be
handelt: wir werden hier noch einmal kurz darauf zuruckkommen. Hauptsach
lich aber haben wir es hier mit der molekularen Lichtstreuung zu tun, die auch in 
den reinsten Substanzen infolge der atomaren Struktur und der Warmebewegung 
vorhanden ist. Der Vorgang verdient aus verschiedenen Grunden Interesse: 
einmal, weil er ein MaB fur die GroBe der spontanen Schwankungen und damit 
in verdunnten Gasen eine Zahlung der Molekiile im cm3 liefert, sodann aber auch, 
weil die Beobachtung der Polarisation des Streulichts Schlusse auf die Aniso
tropie des Molekiils erlaubt in ganz analoger Weise, wie oben (§ 80) fUr den KERR
effekt gezeigt wurde. 

Wie wir schon am Ende von § 74 und 75 gesehen haben, hangt das Streu
licht von der Schwan kung des elektrischen Momentes ~ pro Volumeneinheit 

- -
urn seinen Mittelwert ~ abo Die mit dem Mittelwert ~ gekoppelten elektro-
magnetischen Wellen setzen sich zur glatten;- durchgehenden-Welle zusammen: 
die Uberschusse 

(1) 
aber erzeugen inkoharente KugelweIIen, die sich nicht vollstandig aufheben. 
sondern eben aIs SireuIicht nach allen Seiten ausbreiten. 

Wir haben daher zunachst allgemein zu iiberlegen, wie das elektrische Feld 
eines schwingenden Dipols beschaffen ist und wieviel Strahlungsenergie in jeder 
Richtung ausgesandt wird. Zu dem Zwecke knupfen wir an die Formeln § 74 (4) 
und (3) 

(2) 1 
• 1 .. a: = graddlv.8 - -,2.8, 

1 . 
~ = -rot.8 c 

an und setzen darin fUr den HERTzschen Vektor .8 nach § 74 (5) 

~(t- ~) 
(3) .8 = [V] = --~, 

r r 

wo .p (t) das Moment des schwingenden Dipols ist und die eckige Klammer die 
Retardierung bedeutet. In groBeren Abstanden yom Dipol kommen nur die 
Glieder niederster Ordnung in 1/1' in Betracht. Fur diese erhiilt man durch 
Ausrechnen: 

(4) 1 
a: = _L t X (t Xi;) c2,.a - r, 

1 ( .. ) 5)= -----zs t X P . . c r 

1 J. TYNDALL: Proc. Roy. Soc., Lond. Ed. 17 (1868) S.92, 222, 317. 

24· 
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Es moge nun der Dipol rein harmonisch schwingen: 

(5) .\) = .\)0 e 'wl . 

Dann wird 
002 

(;f = - c2 ,a t X (t X .\)) , 

Bevor wir nun auf die molekulare Streuung eingehen, wollen wir kurz auf 
den TYNDALLeffekt in triiben Medien zuriickkornrnen, den wir in Kap. VI, § 70-71 
behandelt haben. Wir haben bereits dort behauptet, daB die Partialwellen erster 
Ordnung, die von kleinen dielektrischen, halbleitenden Kugeln gebeugt werden, 
sich als Felder schwingender Dipole auffassen lassen. Zurn Beweise nehrnen wir 
an, daB das Moment.\) in der x-Richtung schwingt und fiihren Polarkoordinaten 
ein wie in Kap. VI, § 70 (8). Dann wird aus (6) 

(7) 

'w --r 
001 e C 

(;f", = 2" Po (sin 21) sin 2lP + cos2{}) -- , 
C r 

'w --r 
002 e C 

(;f" = - 2" Po sin 21) sin lP cos lP -- , 
C r 

'OJ --r 
002 e C 

(;fz = -.posin{}cos{}coslP--, 
C r 

~",=O, 
'w --r 

001 e C 

~,,= .Pocos{}--, c r 
'OJ --r 

001 e C 

~z = -.posin{}sinlP--· c r 

Durch Urnrechnung auf Polarkoordinaten nach VI, § 70 (9), z. B. 
aIJ aIJ aIJ 

(8) (;fn = (;f"'ax + (;f"ay + (;f. az' 

erhiilt man 

(9) 

iw 
--r 

001 e C 

Q;n = • Po cos{) coslP -- , 
c r 

'w --r 
001 sintp e C 

(;f9' = - CZ Po sin IJ -r- , 
fw 

--r 
001 • e C 

~n = .PoSlllP--, c r 
'w --r 

c:. _ 001 P coslJ cos", e __ c_ 
4'9' - cl 0 sin IJ r' 

Vergleichen wir diese Ausdriicke mit den Forrneln VI, § 71 (11), so sehen wir, 
daB in der Tat die erste elektrische Partialwelle genau die Form der hier an
gegebenen Dipolwelle hat; nur handelt es sich hier bei (9) urn eille Dipolschwin
gung im Vakuum mit reeller· Amplitude, dort aber in Kap. VI,' § 71 urn eine 
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Dipolschwingung in einem Medium der Dielektrizitatskonstanten e(a). und mit 
komplexer Amplitude, d. h. mit einer Phasendifferenz gegen die einfallende 
Welle. Lassen wir diese unbeachtet, so finden wir durch Vergleieh ffir die maxi
male Amplitude des aquivalenten Dipols die Beziehung 

(10) :: Po = I k~~~ :: ~~ I· 
Hieraus folgt unter Benutzung von (2) und § 70 (55 c) 

(11) P = R3 e(a) I ~ - 11 = R3 e(a) wI (eli) - elo»)B + 16n'0' 
o n 2 + 2 w2 (eli) + 2 eeO»)' + 16nlo' 

Bei fehlender Leitfahigkeit (n reell gleieh n) erhiilt man 

(12) - R3 (a) n Z - 1 _ R3 (a) e(J) - eeo) 
Po - e nl + 2 - e eli) + 2 elo) • 

Wesentlich fiir die Streuung einer dielektrischen Kugel ist also ihr Brechungs
index, genauer der Faktor (n2-1)/(n2 + 2), der uns aus der Theorie der Molrefrak
tion (§ 76) wohl bekannt ist. 

Wir wenden uns nun zur molekularen Streuung. Dabei wollen wir insbesondere 
auf die Polarisation achten und fiihren zu dem Zwecke einen Einheitsvektor q 
ein, der die Durchlassigkeitsstellung eines Analysators beschreiben soll. Er ist 
daher auf dem Radiusvektor t senkrecht anzunehmen: 

(13) qr = o. 
Dann ist die Komponente der als Vektor der Liehtschwingung geltenden elek
trischen Feldstarke ~ in der Richtun~ von q: 

(14) 
WI 1 wl~q 

~q = - - - q(r X (t X h)) = - -. c2 ,.3 t' cl,. 

Die Intensitat der zur Beobachtung gelangenden Streuwelle eines Raumteils V 
ist gegeben durch [so § 75, (64)] 
(1 5)1 ;-: L1"-;1:=;-C~=--q--;-:-12 = J, 
wo das Zeiehen L1 die Schwankung gegen den Mittelwert der GroBe (14) bedeutet 
und die Surnme fiber alle von den einzelnen Molekillen innerhalb V ausgehenden 
Kugelwellen zu erstrecken ist. Man erhiilt also durch Einsetzen von (14) in (15) 
fur die Intensitat der von V gestreuten Strahlung 

(16) 

wo Vt das instantane Moment des kten Molekiils ist. 
Jist explizite proportional 1/l4.. Nun ist zwar auch der Faktor, der vom 

Schwankungsquadrat des Momentes herriihrt, von der Frequenz bzw. Wellen
lange des Liehts abhiingig, jedoch im allgemeinen (genauer: in genugendem Ab
stande von Absorptionslinien) sehr wenig. Daher kann man sagen: Die Intensitiit 
des Streulichts ist im wesentlichen umgekehrl proportional der vierten Potenz der 
Wellenliinge. 

Hierdurch erkliirt sich nach Lord RAYLEIGH! die blaue Farbe des Himmels
lichts und die dazu komplementare Erscheinung der roten Sonne bei tiefem 
Stande, wenn das direkte Licht eine dicke Luftschieht zu durchsetzen hat. Auf 
die Einzelheiten dieser Erscheinung kommen wir im folgenden noch zuruck. 

1 Lord RAYLEIGH: Philos. Mag. (4) Bd.41 (1871) S. 107, 447; (5) Bd.47 (1899) S. 375; 
Sci. Pap. Bur. Stand. Bd. I Nr 8, 9, Bd. II Nr 247. 
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Die Schwan kung der GroBe ~lhq hat nun offenbar zwei Ursachen: Einmal 

schwankt die Anzahl in der Molekiile in V 

(17) 

Sod ann schwankt auch das einzelne Moment: 

(18) 

Das instantane Moment in V ist somit 
m _ ~ 

(19) ~Vl; = ~ (V.t + dV.t) = V.t (in + din) +k~ dVb 

und es wird 

(20) 

Wir konnen nun annehmen, daB die Schwan kung von in und die der Momente V.t 
voneinander statistisch unabhangig sind. Mitteln wir dann die GroBe /£1 1; V.tq /2, 
so fallt das Produktglied fort, und man erhalt k 

(21) Id~V.tq( = (LJf:V.tq)(J~'V.tq)* = IV.tqI2 (:1iTl)2 + 1~/fV.t' qr 

Wir konnen daher den EinfluB der Schwankungen der Teilchenzahl und der 
einzelnen Momente getrennt berechnen und am SchluB addieren. 

Das Problem der Berechnung der Dichteschwankungen wird in der statisti
schen Mechanik gelOst. Wir wollen uns hier auf ideale Gase beschranken, wo 
die Wechselwirkung der Moleki.ile untereinander vernachlassigt wird. Dann er
halt man 
(22) (J in)2 = in = N V, 

wo N die Moleki.ilzahl in der Volumeneinheit ist 1; dabei ist angenommen, daB 
das betrachtete Volumen V klein ist gegen die Volumeneinheit. Ferner wird bei 

1 Wir geben hier einen einfachen Beweis. Wir denken uns die Volumeneinheit in zwei 
Teilvolumina V und 1 - V zerlegt. wo V ~ 1 ist. Es sci eine schr gro13e Anzahl N von Teil
chen willkiirlich in die Volumeneinheit hineingestreut. Die Wahrscheinlichkeit dafiir. da13 
von ihnen 9l in das Teilvolumen V fallen. betragt 

_ N! m N-m. 
W(9l) - N!(N _ 9l)! V (1 - V) , 

denn die Wahrscheinlichkeit dafiir. da13 ein willkiirlich herausgegriflenes Molekiil innerhalb 
V liegt. ist gerade V. die Wahrscheinlichkeit. da13 zwei unabhangig voneinander innerhalb V 
liegen. ist V2 usw. Ebenso gibt (1 - V)N-!n die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB N - 9l Mol,. 
kiile unabMngig voneinander auBerhalb V liegen. Die Hinzufiigung der Fakultaten hit ni<t 
wendig, urn auszudriicken. da13 bei einer Permutation der innerhalb bzw. auBerhalb V 
iegenden Molekiile der Vertcilungszu&tand sich nicht andert. Nach dem binomischen Satz ist 

N 

~ W(9l) = 1-
m=o 

Wir berechnen nun den Mittelwert der Teilchenzahl in V: 

!n = f 9l. W(9l) =NV ~ (N - 1)! Vm- 1 (1- V)N-m. 
gi':,o ~1 (9l- 1)! (N - 9l)! 

Ersetzen wir hierin 9l - 1 durch 9l'. so lauft die Summation iiber 9l' von 9l' = 0 bis N - t. 
Die Summe wird daher wieder nach dem Binomialsatz g1eich t. und man erlililt 

9l=NV, 
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ideaIen Gasen vorausgesetzt werden konnen, daB auch die Richtungsschwan
kungen der einzelnen Molekiile voneinander unabhiingig sind, so daB wir in 

(23) 

die Produktglieder fortlassen konnen; es bleiben da:nn nur die Quadratglieder, 
deren Anzahl jJl ist und die aIle als einander gleich angesehen werden konnen, 
so daB die ganze Summe (23) sich auf 

~)LfV' q/2 
reduziert; hier ist LI V die Schwankung des Momentes ein~s einzelnen Molekiils. 
Die Gleichung (21) nimmt nunmehr die Gestalt an 

(24) 

Die Formel kann man noch vereinfachen, indem man beriicksichtigt, daB 

(25) 

ist. Setzt man (25) in (24) ein, so erhii.lt man schlieBlich 

(26) \ LI ~ VI: • q \2 = m rlJCiT2 . . 
Diese Formel zeigt, daB die Starke der Streuung der mittleren Zahl der streuen
den Teilchen im Volumen V proportional ist; dabei sind die Anteile der von der 
Dichteschwankung und der von der Momentschw~nkung herriihrenden Streuung 
zu einem einheiilichen Ausdruck vereinigt. 

Wir wollen jetzt aber zuerst einmal annehmen, die Momentschwankungen 
kiimen nicht in Betracht; diese Annahme trifft zu, wenn die streuenden Teilchen 
Atome oder allgemeiner kugelsymmetrische Molekiile sind. Die dann iibrig
bleibende vereinfachte Theorie wurde von Lord RAYLEIGH l zuerst aufgestellt 
und zur Erklarung der blauen Farbe des Himmelslichts benutzt (Streuung infolge 
der Schwankung der Luftdichte). -Man spricht daher von RAYLEIGHstreuung; sie 
ist gegeben durch die Formel (16) mit 

(27) 

d. h. der Mittelwert der im Teilvolumen V vorgefundenen Molekfile verhlUt sich zur Ge
samtzahl wie die GrOBe· des Teilvolumens V zum ganzen Volumen. 

In analoger Weise berechnen wir den Mittelwert 

N N-l (N ! 
( m(m ) _ y m(m ) W(m) _ VlN(N ) ~ - 2) !Jl-2 N-!Jl a) :I~ :I~ - 1 -!i=o:l~ :I~-1 :I~ - -1 t:'2(!Jl- 2)! (N -!Jl)! V (1 - V) • 

Auch hier ermOglicht wieder die Ersetzung von !Jl- 2 durch !Jl' die Anwendung des binomi
schen Satzes, und aus (a) folgt 

=!Jl-=(!Jl:--~1)= N(N - 1) VI. 

Nunmehr laBt sich leicht das gesuchte Schwankungsquadrat bestimmen: 

(b) 

Wenn nun 1 neben N vemachll1ssigt werden kann, so wird 

!Jl(!Jl- 1) = it = NI VI, 
so daB (b) fibergeht in 
(22) 

1 Siehe S. 373 Anm. 1. 
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Obwohl dieser Ausdruck fur die Streuung in Luft (zweiatomige Molekiile O2 

und N2) zweifellos unzureichend ist, wollen wir ibn zunachst berechnen, urn 
mit dem historischen Gang der Theorie in Einklang zu bleiben. Nach § 73 (19), 
(18) ist 
(28) .p = ex 0;' , ex = t (exxx + exyy + exzz) . 

Daher wird 

(29) I L1 ~ lJk q [2 = 9l ex21 (t' q 12 . 

Bei Gasen konnen wir die wirkende Feldstarke (t' und die des einfallenden Lichts (t 
gleichsetzen, also nach § 76 (17) 

n2 - 1 
(30) ex = 4:nN 

einfiihren. Beschranken wir uns auf den einfachen Fall, daB das einfallende 
Licht linear polarisiert, also (t = ~' reell ist, so konnen wir das skalare Produkt 

(31) (t' q = Q; q = E cos 'IjJ 

set zen, wo 'IjJ den Winkel zwischen dem Schwingungsvektor des primaren Lichts 
und dem zur Beobachtung dienenden Analysator bedeutet. Dann wird schlieB
lich nach (16) und (29) die Intensitat des RAYLEIGHlichts 

(32) 1 = A£2cos2 'IjJ, 

wo mit Riicksicht auf (22) und (30) 
-:n2(n2 -t)2 V:n2(n2 -t) 

(33) A = W N2r2).' = N ---y2~ 
gesetzt ist. Die Starke der Streuung ist also bei jester Dichte (l5'gebenem N) der 
Anzahl §l der an der Streuung des Volumens V beteiligten M olekule proportional, bei 
jestem Streuvolumen V ist sie der Dichte N umgekehrt proportional. 

Wir erortern jetzt die Polarisationsverhaltnisse. 
Die auf der Blickrichtung senkrecht stehend~ Ebene H (die in Fig. 194 hori

zontal gezeichnet ist) enthalt die Schwingungsrichtung q des Analysators. Sei 5 
ein Vektor in der Richtung der Wellennormalen; die auf ibm senkrechte "aqua
toriale" Ebene A enthiilt die Schwingungsrichtung ~ der erregenden Welle 
(s. Fig. 194). Die Schnittlinie der Ebenen A und H, die Knotenlinie I, werde 
als Nullrichtung fur die Zahlung der Winkel genom men, welche die Richtungen q 
und ~ bestimmen, namlich in der Ebene H der die Analysatorstellung bestim
mende Winkel qJ zwischen q und I, in der Ebene A der die primare Schwingungs
rich tung bestimmende Winkel X zwischen"~ 'und f. Der Winkel zwischen der 
Blickrichtung t und'der WeilennormaIen 5 s'ei {}. 

Dann gibt das svharische Dreieck (tfq fur den Winkel 'IjJ zwischen primarer 
und sekundarer Schwingungsrichtung 

(34) cOS'IjJ = cOSqJcosx + sinqJsinxcos{). 

Wir betrachten einige Spezialfille. 
1. 1st die primiire Strahlung unpolarisiert und bedeutet E2 ihre Gesamt

intensitat, so ist die Intensitat der in der Richtung q schwingenden gestreuten 
Strahlung 

(35) 

2", 

-i-fldX = A£2i(cos2 qJ + sin2qJcos2{}) 
2:n 

o 
= A£2l(1 - sin2qJsin2{}) 

= AE2 !sin2~. 
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Der hier eingefuhrte Winkel ~ genugt der Beziehung 

(36) ±cos~ = sinIP sin-&; 

nimmt man hier das Minuszeichen, so hat ~ nach Fig. 194 eine einfache geo
metrische Bedeutung: es ist der Winkel zwischen der Richtung des einfallenden 
Strahls 5 und der Polarisationsrichtung q des Streulichts. 

a) 1st insbesondere die Blickrichtung dem primaren Strahl parallel (-& = 0, 
~ = ~/2), so hat der Faktor von AE2 den von IP unabhangigen Wert 1; die ge
streute Strahlung ist also unpolarisiert und ihre Intensitat (doppelt so groB wie 
die Komponente nach q) gIeich AE2. 

b) 1st die Blickrichtung auf dem primaren Strahl senkrecht (-& = ~/2), so ist 
die Intensitat parallel q gleich t A£2 cos21P; die sekundare Strahlung ist also 
total polarisiert, ihre Schwingungsrichtung steht auf dem Primarstrahl senkrecht. 

2. Betrachtet man bei polarisiertem Pri
miirlicht das Streulicht ohne Analysator, so 
ist die Intensitat des gestreuten Lichts 

(37) 

wo 

211 f JdIP = A£2~(cOS2X + sin2xcos2-&) 
o 

= A£2~(1 - sin2xsin2-&) 

= AE2~ sin21] , 

(38) ±cos1] = sin-&sinx 

ist; nimmt man das Pluszeichen, so ist 1] 
der Winkel zwischen Beobachtungsrichtung t 
und Richtung des elektrischen Feldes ~_ 

a) 1st die Blickrichtung dem primaren Fig. 194. 

Strahl parallel, so ist die Intensitat des 
Streulichts gleich ~AE2, also von der Pola- rCi='1, 

risationsrichtung des primaren Strahls un
abhangig. 

--
---

/_------------ i 

...... ' 

Die geometrischen Verhlil tnisse bei der 
Lichtstreuung. 

lM=-"--'1' sq=;. Bq=;--"-, 
2 2 

YCf=x, !q=tp. qCi='I" 

b) Steht die Blitkrichtung auf dem Primarstrahl senkrec1.t, so andert sich 
die Streuintensitat, wenn das Auge den Primarstrahl umkreist, nach dem Ge~ 
setz AE2 ~ cos2 X, hat also ein Maximum senkrecht auf der primaren Schwin
gungsrichtung (X = 0) und verschwindet parallel zu ihr (x = ~/2). 

3. 1st der Primiirstrahl unpolarisiert und betrachtet man ihn ohne Analysator, 
so ist die Streuintensitat 

2,n 2n 

(39) 2· 21:rf JJdIPdX=AE2~(1 +cos2 -&)_ 
o 0 

Sie hat ,also parallel zum einfallenden Strahl ein Maximum, senkrecht dazu ein 
Minimum, das gleich der Halfte des Maximums ist. Diese Formel (39) gibt die 
Helligkeitsverteilung des Himmelslichts wieder, wobei () als der Winkel zwischen 
dem Sehstrabl nach der Sonne und der Blickrichtung anzusehen ist. 

Endlich geben )Vir noch die -gesamte gestreute Energie an, die von einem nicht 
polarisierten Primiirstrahl herrtihrt. Sie betragt 

23'( 231' 1't 

(40) 2· 2~f fIJdIPdxsin{)d-&= 83:r AE2. 
o 0 0 
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Die hier skizzierte Theorie reicht fiir anisotrope Molekiile mit Ric.htungs
schwankungen nicht aus. Greifen wir z. B. den Fall heraus, daB man senkrecht 
zum unpolarisierten einfallenden Licht beobachtet, so miiBte das Streulicht nach 
unseren Formeln (s. Fall 1 b) unter allen Umstanden total polarisiert sein. An
schaulichist das so zu verstehen: Die Vernachlassigung der Schwankung der 
einzelnen Molekiilmomente ist gleichbedeutend mit der Annahme isotroper 
Molekularstruktur, bei der das yom Lichtvektor erzeugte Moment ihm selbst 
genau parallel ist. Ein Beobachter, der in der Ebene senkrecht zum einfallenden 
Strahl auf das streuende Molekiil blickt, nimmt also nur die in dieser Ebene 
liegende Komponente der Schwingung wahr. 

In Wirklichkeit liefert die Beobachtung an mehratomigen Gasen wie Luft 
auch in diesem Falle einen unpolarisierten Anteil des Lichts. Urn diese Erschei
nung verstehen zu konnen, muB man tiber die urspriingliche RAYLEIGHSche 
Theorie hinausgehen, und diese Weiterfiihrung der' Theorie ist in unseren all
gemeinen Formeln bereits enthalten. Anschaulich macht man sich diesen Vor
gang der Depolarisat~on auf folgende Weise klar1 : 

Bei einem anisotropen Molekiil ist das Moment ~ mit dem Feldvektor ~' 
nicht parallel. Es entsteht also im allgemeinen eine auf dem primaren Schwin
gungsvektor senkrecht stehende Komponente des Momentes ~, und wenn man 

iiber alle moglichen Lagen des Molekiils mittelt, so verschwindet 
zwar der Mittelwert dieser Normalkomponente, nicht aber der 

q 

f, 

Fig.t9S. ZurTheorie 
der Lichtstreuung. 

Mittelwert ihres Quadrates, auf den es bei der Streuung an-
kommt. Wir werden in der Tat zeigen, daB aus der allgemeinen 
Formel (26) auBer einem mit cos 2 1p proportionalen Gliede (das 
die erorterten PolarisationsverhaItnisse darstellt) noch ein von qJ 

unabhangiges Glied auf tritt, das den unpolarisierten Anteilliefert. 
Die Durchfiihrung der Rechnung gestaltet sich folgendermaBen: 

Es ist 

(41) 

wo X, Y, Z das im Molekiil feste Koordinatensystem bedeute, in dem die GroBen 
/XXY Konstanten sind. Wir beschranken uns wieder auf linear polarisiertes Licht 
((i' reeD) und auf Gase ((i' = (i) und setzen (s. Fig. 195) 

(42) { 

.mit 

(43) 

(i = Eel' 

q = eel + sea, 

c = cos1p, s = sin1p, 

1 Fiir kolloidale Teilchen wurde eine Erklarung der Depolarisation wohl zuerst von 
R. GANS [Ann. Physik (4) Bd.37 (1912) S.881] gegeben, indem die Teilchen als leitende 
Ellipsoide angenommen wurden. Unabhilngig davon wurde die Depolarisation bei mole
kularer Streuung von M. BORN [Verh. dtsch. physik. Ges. 1917 S. 243] aus dem allgemeinen 
Ansatz eines tensoriellen Zusammenhanges zwischen erregender Feldstll.rke und elektrischem 
Moment abgeleitet und in eiI\er zweiten Arbeit [ebenda 1918 S. 16] verallgemeinert und fiir 
spezielle Molekiilmodelle durchgerechnet. Spll.ter hat dann R. GANS [Ann, Physik (4) Bd. 62 
(1920) S. 331] die Depolarisation zur Bestimmung der Form ultramikroskopischer Teilchen 
benutzt und schliel3lich auch zur Bestimmung der Asymmetrie von Molekiilen [ebenda 
Bd. 65 (1921) s. 97]. Hieran schlie13t sich eine betrll.chtliche Literatur; hervorragende 
Forscher auf dem Gebiete der Lichtstreuung sind neben GANS vor allem CABANNES und 
RAMAN. Eine zusammenfassende Darstellung gibt J. CABANNES: La diffusion moleculaire 
de la lumi~re. Paris 1929. 
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wo el , e2 aufeinander senkrecht stehende, raumfeste Einheitsvektoren sind. Wir 
erhalten nunmehr aus (41) 

(44) l~ql2 = E22;"'xY"'~·y·(CXI + sX2) (cX~ + sX~) YIY~. 
XYX'Y' 

Damit ist der gesuchte Mittelwert auf die in § 77 (14) und (19) berechneten 
Mittelwerte der Produkte der Komponenten senkrechter Vektoren zurftckgefiihrt. 
Offenbar ist 

(45) 

und es bleibt 

(46) l~ql2 = E2{c2 ~ "'Xy"'~' y,XIX~ YI Y~ + S2 ~ "'XylX~. y,X2X~ YI YD. 
XY X'Y' XYX'Y' 

Fiihren wir die Abktirzungen 

(47) 

Al = IXxXIX~x + lXyylX~y + "'ZZIX~z, 
A2 = lXyylX~z+ IXZZIX~y+ IXzzlX~x+ lX.ixlX~z+ IXXXIX~y+ lXyylX~x, 

Aa = IXYZIX~y+ IXZylX~z+ IXZXIX!z+ IXxzlXh+ IXXylX~x+ IXYXIX!y, 

A, = IXYZlXh + IXZyIXh + IXzXlXh + IXXZlXkz + IXXylX~ y + IXYXlXl}x 

ein. so ergibt sich 

I I~qI2 = ~~ {c 2 (6AI + 2A2 + 2Aa + 2A() +. S2 (2A I - A2 - As + 4A.)} 
(48) p 

= 30 {(2AI - A2 - As + 4A,) + c2(4AI + 3A 2 + 3As - 2A,)} , 

oder, wenn wir 

(49) I 
setzen: 

(50) 

Q o = t(A I + AJ, 
Q I = -n(2A I - A2 + 9As - 6A,), 

Q 2 = -n(2AI - A2 - As + 4A,) 

Besonders wichtig ist der Fall, daB die Frequenz des einfallenden Lichts von 
jeder Absorptionslinie weit entfernt ist. Dann ist der Tensor IX hermitisch 
llXXY = lX:h). und es wird nach (4Z) As = A,. also 1 Q 2 = Q 1 = 1 Q, und aamit1 
nach (50) und (43) 

(51) 

1 Fftr den Spezialfall eines reellen Tensors", (A3 = A,) wollen wir noch fur splitere' 
Zwecke die Mittelwe~ der Quadrate und Produkte der Komponenten des Tensors "'z, 
einzeln berechnen. Das ge~chieht wie oben; fur vier raumfeste Einheitsvektoren ell el' ea. e. 
mit den Komponenten Xi. }Ii. Zi im raumfesten. Xi. Yi • Zi im molekulfesten System gilt 
[5. § 76 (3)] 

WlI.hlen wir aIle ver Vektoren parallel der .. -Achst! •. 80 el"halten wir 

"':'" = Y"'.ry",~,y,XY X'Y'. zt"JI- y' 
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In dieser Forme! erscheint der RAYLEIGHSche Antell der Streuung von demauf 
den Momentschwankungen beruhenden Antell getrennt; man sieht, daB beide 
im allgemeinen von derse!ben GroBenordnung werden. N ur dann, wenn das 
Molekiil optisch isotrop (kugels:rmmetrisch) ist, fiillt der zweite Anteil fort 
(Q = 0). Bei allen mehratomigen Molekiilen wird das aber nicht der Fall sein. 
Daher ist die Schreibweise von (51) nicht sachgemaB; wir ordnen lieber nach 
polarisiertem und unpolarisiertem AnteiI. Schreiben wir fUr die Intensitiit des 
einfallenden, linear polarisierten Lichts E2 = Jo, so erhaIten wir aus (16), (26) 
und (51) fUr die Streuung in einer be!iebigen Richtung 

(52) (2.7t)' - {( il) } J = JO-;"r2 lR Qo + 3 cos2 1p + Q . 

Die Parameter Qo und Q ergeben sich in diesem Faile zu 

(53) (nZ - 1)2 
Qo = <x2 = t(<xxx + <Xyy + <XZZ)2 = 4.7tN 

[So (30)] und 

(54) 

Q = T~{(<XXX + <xyy + <XZZ)2 - 3 (<Xyy<Xzz + <Xzz<Xxx + <xxx<xyy) 

+ 3 (<X~z + <x~x + <xi y)} 
= ~o{(<xyy - <XZZ)2 + {<xzz - <XXX)2 + (<xxx - <xyy)2 

+ 6(<x~·z + <xh + <xiy)}. 

Eine weitere Vereinfachung dieses letzten Ausdrucks tritt ein, wenn wir annehmen, 
daB im Molekiil ein (von der Frequenz unabhangiges) optisches Hauptachsen
system existiert. Diese Annahme wird Z. B. bei zweiatomigen Molekiilen, bei 
denen eine Hauptachse mit der Verbindungslinie der Zentren zusammenfiillt, 
sicherlich erfiilIt sein. In diesem FaIle kann man set zen : 

(55) <XXy= ••• = o. 
AuBerdem set zen wir zur Abkiirzung der Schreibweise wie frUber (s. § 80, S. 367) 
<Xxx = <Xx, ... Dann wird 

(56) I Q = ll~{(<Xy - <XZ)2 + (<xz - <XX)2 + (<xx - <xy)2} 

= ft{(<X~ + <x~ + <X~) - (<xy<xz + <Xz<Xx + <xx<xy)} 

= H3.Qo - (<Xy<xz + <Xz<xx + <xx<xy)}. 

also nach § 77 (14). (19) 

(a) 

Nun ist nach (49) fUr Aa = A, 

Al + A2 = 9ilo' Aa - AI = 10il - 6ilo' 

. Mithin wird aus (a) 

(b) (X!z = ilo + til. 
Nunmehr legen wir Cl und Cz parallel der x-Achse. ca und C, parallel der y-Achse; dann 

folgt in derselben Weise 

(c) (Xu(Xn = ir,(Al + 3A z - Aa) = ilo - til. 
Endlich legen wir C1 und ca parallel der x-. Cz nnd C, parallel der y-Richtnng und erhalten 

(d) 

Man kann natiirlich die Berechnung von I p q I" auch auf die hier angegebenen Mittel
werte zuriickfiihren. statt die im Text gegebene Methode zu benutzen. 



§ 8t. Die Streuung des Lichts. (VII. § 8t.) 381 

Da nun definitionsgemaB die Hauptpolarisierbarkeiten positive Zahlen sind, so 
folgt aus (56) die Ungleichung 

(57) D < JDo · 

Man erkennt leicht, daB das Gleichheitszeichen hier nur im FaIle vollstiindiger 
Anisotropie gelten kann, d. h. dann, wenn der durch ein beliebiges Feld induzierte 
Dipol nur in einer einzigen festen Molekiilrichtung schwingen kann; dann sind 
namlich aIle KOIl).ponenten des Tensors £x Null au/3er einer, etwa £xx, und es gilt 

(58) Do = (;zt D = 1\ £xi = ~ Do' 

Gibt es ein soIches festes Hauptachsensystem im Molekiil, so hat auch der 
statische Deformationstensor £x(O) dasselbe feste Hauptachsenkreuz. Zur Ver
einfachung wollen wir iiberdies noch annehmen, da/3 die Frequenzabhii.ngigkeit 
der Hauptdeformierbarkeiten £xx, £Xy, £Xz wesentlich dieselbe ist und da/3 sie 
sich nur durch konstante Faktoren von den statischen Deformierbarkeiten unter
scheiden; man kann dann set zen 

(59) { 

wo 

(60) 

£X~y = .,. = 0, 

£xflx = £x~ = (]£Xx, ... , 

n0 2 - 1 
(] = n 2 - 1 . 

Nun ist fiir dipolfreie Substanzen der KERReffekt wesentlich durch die Kon
stante bI von § 80 (5) bestimmt, die in unserem FaIle 

(61) bI = :5 {(£Xy - £XZ)2 + (£xz - £XX)2 + (£xx - £Xy)2}, 

also nach (56) und (60) 

(62) 

wird. 
Da Do durch den Brechungsindex gegeben ist, so kommt in allen Ausdriicken, 

die durch Beobachtung bestimmt sind,'nur die eine Konstante Q vor. An ihrer 
Stelle fiihrt man gewohnlich eine andere Gro/3e ein, den Depolarisationsgrad, 
'Man bezeichnet aIs Depolarisationsgrad fur iinear polarisiertes einfallendes Lichl 
das VerhaItnis der kleinsten zur gro/3ten moglichen Streuintensitat, d. h. der 
Werte, die sich fUr ] aus (52) fUr cos1p = 0 und cos1p = 1 ergeben, also 

Q 
(63) Li = Q+ 4 Q' 

08 

Der Depolarisationsgrad fur naturlichd einfallendes Licht ist hiervon verschieden; 
denn fiir dieses ist cos2 1p als Funktion von X, {} und ffJ iiber X zu mitteln, 
also nach (35) durch· Hcos1ffJ + sin2qJ'coseD)'= ! sin2-~ <! EU ersetzen, w.o ~ 
der Winkel zwischen Richtung 5 des Primarstrahls und Analysatorstellung q ist. 
Man erhaIt daher fUr das Verhii.ltnis der kleinsten zur gtoBten Streuintensitat 

(64) A' 2Q 
LJ=Qo+iQ ' 

Die GroBen Li und Li' sind beide monoton wachsende Funktionen von D, 
wie man sich sofort iiberzeugt. Setzt man fiir D nach (57) den Maximalwert 
ein, so ergibt sich 

(65) 
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und zwar werden diese Werte im Falle vollstandiger Anisotropie angenommen, 
d. h. fiir die Werte (58) von Qo und Q. 

Man kann nun iiberall statt Q den Depolarisationsgrad A' einfiihren und erhiilt 
3,1' 

(66) Q=Q06-7,1" 
also naeh (56) und (53) 

2 45nl-1 ,1' 
(67) (lXy - lXz)2 + (lXZ - lXX)2 + (lXX - lXy) = 811:1 ~ 6 __ 7,1" 

AuBer A' sind leieht zu beobaehten die Gesamtstreuung, oder was bei geringer 
Absorption des Liehts im Gase auf dasselbe hinauskommt, der gesamte Licht
verlust des einfallenden Strahls, die Extinktion. 

Wir haben aus (52) in derselben Weise die gesamte Streuung fiir einen nieht 
polarisierten Primarstrahl zu bereehnen, wie das ohne Beriieksiehtigung der 
Anisotropie bereits in (40) gesehehen ist (Mittelung iiber X, Integration iiber qJ 
und D und Multiplikation mit 2; eos2tp ist demnaeh dureh 8n/3 zu ersetzen 

_ und die Konstante mit 8n zu multiplizieren). Dann wird 

(68) (211:)' - {( 1) 1 } 1=lo).'1'1m8n ,QO+3 Q '3+ Q · 
Also wird der Extinktionskoelfizient 

1. 8n (211:)'-
(69) h = 10 = 9 )"1'B mOQo + 10Q). 

Ferner kann man leieht die mittlere Intensitat des senkreeht zum einfallenden 
Strahl, d. h. fiir D = n/2 gestreuten natiirliehen Liehts (ohne Analysator) beob
aehten. Man erhiilt aus (52) fiir D = n/2 (dureh Mittelung iiber qJ und X und 
Multiplikation mit 2): 

11. =lo~~2'2m{(Qo+ ~ Q)~ +Q}, 
also 

(70) 

Fiihrt man nun in den heiden Ausdriicken J69) und (70) statt {} die GroBe L1' 
vermoge der Forme! (66) ein, so wird [mit 9l = VN naeh (22)J 

(71) 

und 

(72) 

Endlich wollen wir in die Beziehung (62) zwischen KERRkonstante und Streu
ung den Depolarisationsgrad naeh (66) einfiihren. Es ergibt sieh 

und daraus fiir die KERRkonstante selbst naeh § 80 (2) fiir Gase (mit n ~ 1 • 
b = bJ/kT): 
(74) B - 1- N ~ - _3_ -.!. __ 1_ (nOB _ 1) (n2 _ 1) _,1_' _ 

- 2 ). k T - 16nl ). N k T . 6 - 7,1': 

Diese Formel (74) verbindet nun zwei Konstanten, die auf ganzlieh ver
schiedene Weise gewonnen werden. Die experimentelle Priifung dieser Be
ziehung liefert eine besonders eindrueksvolle Bestatigung der Theorie. Die 
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folgende Tabelle1 24 gibt einen kleinen Dberblick. In der ersten Spalte ist der 
gemessene Depoltrisationsgrad LI' angegeben, in der zweiten das elektrische Mo-

Tabelle 24. Vergleich der aus der 5treuung berechneten KERRkonstanten mit 
der direkt gemessenen. 

Substanz Lt'. I p.IO" B.)..\O,,/ B.).o\O'· 
berechnet beobacbtet 

NaO 0,136 o? 3,2 3,08 
COa 0,08 ° 1,36 1,41 
CIa . 0,044 2,0 2,2 
HCI 0,0083 1.03, 0,19 5,75 
NH3 0,01 1,44 0,10, 3.48 
50z 0,041 1,61 1,75 -9,85 

ment p, in der dritten die aus LI' nach (74) berechnete KERRkonstante und in 
der vierten die direkt gemessene KERRkonstante. Man sieht, daB in der Tat fUr 
die dipolfreien Substanzen eine recht 
gute Dbereinstimmung besteht, 
keineswegs aber flir die Dipolgase. 

Die Tabel1en 25, 26 (S. 384) geben 
die Depolarisationsgrade verschiede
ner Gase und Dampfe wieder. Die 
Versuchsanordnunggeht ausFig.196 
hervor. 

L, 

Nach der in Tabelle 24 gegebe- Fig. 196. Anordnung zur Be. 
nen vorlaufigen Prufung der Theorie obachtung der molekularen 

Lichtstreuung in Gasen. 
an einer einfachen Korper klasse kann 
man sie nun dazu benutzen, die 
Anisotropiekonstanten lXX, lXy, IXZ 
zu bestimmen. Das gelingt2 durch 

L1 , L, Linsen, K mit dem Gas 
gefiilltes Kreuzrohr, D Doppel. 

brechendes achromatisiertes 
Prisma, N Nicol. 

die Annahme, die sicher bei vielen Molekiilen wenigstens naherungsweise erfiillt 
sein wird, daB die Richtung des permanent en elektrischen Momentes mit einer 
der Deformationsachsen, etwa der Z-Achse, zusammenfiillt. Dann hat man 
+>~ = +>~ = 0, +>~ = po und erhalt flir die Anisotropiekonstanten folgende Formeln: 

IXx+ lXy +IXZ= 3 1X [(so § 73 (18)], 

2IXZ -lXx- lXy= 3fJ = ~5~a!:. (kTb - bI ) ) 

p [s.§80(6),§77(25b), 
= 45k~{kTb_2(nU2-1) (nt-1)~} § 81 (73)J, 

(75a) poz (4.1fN)2 6-7 LI' 

(IXX- lXy)2+(IXY-lXz)2+(IXZ-: IXX)2=3y=45:1 I[s' §81 (56), (60), 
= (na - 1)2 _Ll'_ (73)J. 

~90 4.1f N 6 - 7.:::1'. 

Durch Auflosung dieser quadratischen Gleichungen erhiilt man die Anisotropie
konstanten als Funktionen der KERRkonstanten und dw Depolarisatioh, namIich 

(7' 5b) I IX~ IX +'~' 1" 
(Xx~·X -"2 ±"2 Y2y - 3{.J2, 

/I 1,/---
(Xy= IX -"2 =t="2 r2y - 3f.J2· 

• 1 Nach H. A. STClA.RT: KBRReffekt und MoIekfiIbau, S.366. 
I Nach H. A. STUART: Z. Physik Bd .. 55 (1929) 5. 367. 
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Tabelle 25. Depolarisationsgrad A' von Gasen1 • • 
RAYLEIGK' 

I 
GANS' CABANNES U. RAMAN U. 

Substanz GRANIER' RAoi 
1918 1920 1920 1923 1923 

Wasserstoff 0.017 0.0383 - 0.022 0.036 
Stickstoff . 0.030 0.0406 0.030 0.0375 -
Sauerstoff 0.060 0.094 0.066 0.0645 0.084 
Luft 0.042 0.050 - 0.041 0.0437 
Kohlenoxyd . 0.032 - - 0.017 -
Kohlensaure . 0.080 0.117 0.073 0.098 0.106 
Stickoxydul . 0.14 0.154 0.12 0.122 0.143 
Stickoxyd - - - 0.026 -
Ammoniak - - 0.010 - -
Krypton - - - 0.0055 -
Neon. - - - <1 -
Argon - I - - 0.0055 -
Xenon - I -- - 0.0055 -
Chlor. - I - - - -

Tabelle 26. Depolarisationsgrad A' von Da.mpfen1• 

Methan 
Athan . 
Propan 
Butan. 
Pentan 
Hexan 
Heptan 
Octan . 

Substanz 

Methylalkohol 
Athylalkohol . 
Benzol ... . 
Toluol ... . 
Chloroform 
Schwefelkohlenstoff . 
Ather . . . . . . . 

RAo' 1927 

0.013 
0.013 
0.014 
0.017 
0.016 
0.009 
0.042 
0.046 
0.017 
0.112 
0.026 

I CABANNES u. 
GRANIU' 1925/26 

0.015 
0.016 
0.016 
0.017 
0.012 
0.015 

0.044 
0.0426 
0.0167 

I 
RAo' 
1927 

I 
0.0274 
0.0357 
0.0642 I 
0.0415 

-
0.097 
0.120 

! -
-, 
-
-
-
-

0.0437 

Die GroBen (X, {J, " sind dureh Messungen des Breehungsindex, des Depolari
sationsgrades und der gesamten KERRkonstanten b (bei gegebener Temperatur) 
bekannt. 

Die Zweideutigkeit in der Zuordnung der Aehsen X, Y zu den beiden Lo
sungen (Xx und (Xy, die in den Gleichungen (75 b) noeh enthalten bleibt, 
HiBt sieh, wie wir gleich sehen werden, in manehen Fallen dureh andere physi
kalisehe 'Oberlegungen beseitigen. 

Fiir zweiatomige Molekiile ve~einfaehen sich die Formeln (75) noch weiter 
wegen (Xx = (Xy. 

1 Vg1. auch die Tabellen des Depolarisationsgrades in J. CABANNES: La diffusion moM
culaire. S. 87-89. Paris 1929. oder in LANDOLT-BoRNSTEIN: 1. c. S.88ff. 

I Lord RAYLEIGH. Proc. Roy. Soc .• Lond. Bd. 94 (1918) S.453; Bd. 95 (1918) S. 155; 
Bd. 97 (1920) S. 435; Bd. 98 (1920) S. 57. 

a R. GANS: Ann. Physik (4) Bd. 65 (1921) S. 97. 
, J. CABANNES U. J. GRANIER. J. Physique Radium (6) Bd. 4 (1923) S. 27~. 
I C. V. RAMAN U. H. S. RAo, Philos. Mag: Bd. 46 (1923) S.426. 
'.J. R. RAo: Indian J. Phys. Bd. 2 I (1927) S.81-
7 J. R. RAo: Indian J. Phys. Bd. 21 (1927) S.61. 
I J. CABANNES U. J. GRANIER: C. R. Acad. Sci .• Paris Bd. 182 (1926) S.885. 
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Auf diese Weise erhiilt man z. B. fUr die Anisotropiekonstanten von HCl, 
NHs und 502 die in Tabelle 27 angegebenen Werte. 

Welche der beiden Achsen X, Y der groBeren Polarisierbarkeit entspricht, 
kann man dann angeben, wenn man· aus anderen Grunden die " Form " 

Tabelle 27. des Molekiils ungefahr 
kennt, wie es bei 502 

Hel IXx = lXy = 23.9.10- 25 und NHs der Fall ist. 
"'z = 31.6 Da 502 ein statisches 

z 

IXx = 23.3 
lXy = 20.3 
IXz = 24.2 

elektrisches Moment be- -:o~ __ -+ ___ ~o:.--.. 
sitzt, so konnen die drei 
Atome 0, 5, 0 nicht auf 
einer Geraden liegen, s IXX = 55.5 

lXy = 28.0 
IXz = 35.1 

sondern mussen ein Drei- Fig. 197. Hauptacbsen der Polarisierbar
keit bei so,. 

eck bilden (s. Fig. 197); 
die Richtung des Moments, die Z-Achse, fallt in die durch den Eck
punkt 5 gehende Hohe. Legen wir die X-Achse in die Basis 00, also Y senk
recht zur Dreiecksebene, so wird cxx> CXy sein miissen; denn in einer Kette 
liegende Dipole wirken wechselseitig polarisierend, da einander entgegengesetzte 
Pole sich zukehren. Dieser Effekt ist in der X-Richtung vorhanden, offenbar 
aber nicht in der Y-Richtung. Es tritt also in der X-Richtung eine Verstarkung 
der Wirkung des auBeren Feldes ein. 

Auch beim Ammoniak wollen wir eine derartige Zuordnung versuchen. Das 
Molekiil ist eine dreiseitige Pyramide, deren Basis von einem gleichseitigen 
Dreieck HIH2H3 gebildet wird. Die auf diesem senkrecht stehende Richtung ist 
offenbar die des elektrischen Momentes .po, die Z-Achse. Als X-Achse wahlen 
wir etwa die Kante HIH2 der Basis, als Y-Achse die darauf senkrecht stehende 
Hohe des Dl'eiecks. Der obenerwiihnte Verstiirkungseffekt auBert sich hier 
auf folgende Weise: 

1st r die Projektion des Abstandes zweier Atome auf die Strahlrichtung, so wird 
die VergroBerung der Polarisation naherungsweise r proportional sein. Die Ver
stiirkung beieiner Strahlrichtung parallel zuX wird dannfiirdasAtompaarH1H.pro
portional der Dreieckskante a (s. Fig. 198), fiir die Paare HIHS und H3H2 abel' nur 
halb so groB, also j e aJ2 ; zusammen also 2 a . Entsprechend ergibt sich fiir die Y -Rich
tung keine Verstarkung fUr die Atome HI' H., fiir die Paare HIH3 und H 3H I aber je h, 
zusammen also ~h, wo h = a/2 i3 die DreieckshOhe ist. Die Verstiirkung in der 
Y-Richtung wird sich also zu der in der X-Richtung ungefiihr wie 1 f3 : 1 = 0,866 
verhaIten. Aus unserer Tabelle 27 ergibt sich nun 
cxx: CXy = 0,871. Wenn auch diese 'Obereinstimmung zu
fii.llig sein mag, so wird doch die Reihenfolge der 
Achsenrichtungen bezuglich der GroBe der Polarisierbar
keiten durch diese Oberlegung festgelegt: Zur X-Achse 
gehOrt das groBere cx, wie wir in Tabelle 27 zuniichst 
ohne Begriindung angenommen haben. 

Aus der durch die Anisotropiekonstanten bestimm
baren optischen Anisotropie eines Molekiils liiBt sich hiiufig 

y 

die geometrische, d. h. die Struktur bestimmen. So findet Fig. 198. Hauptacbsen der 
. Polarlslerbarkeit bel NH,. 

man l z. B., daB das Molekiil des Methylalkohols CHaOH 
nicht gestreckt, sondern gewinkelt 1st. 1m Falle des gestreckten Molekiils, wo 
das H-Atom also auf der Verliingerung der Achse C - 0 liige, wiirde das 

1 H.A. STUART: KItRReffekt in Gasen und Dllmpfen, II. Z. Physik Bd. 63 (1930) s. 547; 
Ergebn. exakt. Naturwiss. Bd. 10 (1931) s. 196. 

Born, Optik. 25 
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-+ -+ 
Moment ~o, das sieh aus den Bindungsmomenten OH und OCHa zusammen-
setzt, in die Richtung der maximalen Polarisierbarkeit faIlen, und die KERR
konstante groB und positiv werden. Da die KERRkonstante praktisch Null ist, 
muB das Molekiil gewinkeIt sein (siehe Fig. 199). Nahere Angaben iiber den 

Winkel am O-Atom, die Richtung des elektrischen t" Momentes lind der optischen Hauptachsen lassen 
I sieh erst durch Kombination von Beobachtungen 

If~. '! der KERRkonstanten mit solchen des elektrischen 
Moments, der Molrefraktion usw. gewinnen. 

'b------l)&C~ 1m FaIle des DiathyHithers (C2H/i)aO fiihrt die 
o eingehende Diskussion des Polarisationsellipsoids 

Fig. t99. Atomanordnung bei Methyl· eindeutig auf eine ganz bestimmte Konfiguration alkohol. 
des Molekiils. Die Achsenwerte (s. Tab. 29) zeigen, 

daB das Molekiil die z-Riehtung nahezu als optische Symmetrieachse besitzt 
(s. Fig. 200); nach den Regeln der Stereochemie ware zu erwarten, daB jede der 
CHa-Gruppen urn die Verbindungslinie 0 - C frei drehbar ist. In diesem FaIle 
waren die beiden in Fig. 200 mit I und II bezeichneten Stellungen gleiehwertig 
(d. h. wiirden im Mittel gleich oft angenommen). Das aber ist mit der Aus
zeiehnung der z-Richtung als optischer Symmetrieachse unvereinbar. Es muB 

L z 

I, 
I 
I 
I 
I 
\ 
\ 

" , ... , 
'-.....J 

II 

daher die Stellung I bevorzugt 
sein, und zwar so, daB sie eine 

I C~ stabile Gleiehgewichtslagedar
\ stellt, urn die Drehschwingun
I gen mit mliBigen Amplituden 
/ stattfinden. Die Konfigura-

I ",/ tion II dagegen ist als stabile 
L_-"" Gleiehgewiehtslage unmoglich. 

11 Bei Propylchlorid CaH7CI 
Fig. 200. AtomanordnuDg im DiAthylAther. zeigt sieh, daB sowohl die 

"Wannenform" I wie die Ke
streckte "Zickzackform" II (s. Fig. 201) mit den Beobachtungen der KERRkon
stanteI1 und des Depolarisationsgrades unvereinbar sind. Diese Konfigurationen 
sind also nieht besonders stabil, und wir haben es mit starker Drehbarkeit der 
endstandigen CHa-Gruppen zu tun; sie beschreiben einen Kreis, die C' - C"

ClL ~~~ 
I ' 

I ' I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

CIf, c~\ ; 
\ I 
\ I 
\ I , / 

\ / ,,'" 
IlC~ 

Riehtung einen Kegelmantel mit C - C' als 
Achse. 

Die folgenden beiden Tabellen 28 und 29 
geben einige neuere Messungen 1 der Depolari
sationsgrade und der KERRkonstanten an Gasen 
mit achsensymmetrischen Molekiilen wieder, und 
zwar Tabelle 28 von ~olchen ohne Dipole, 
Tabelle 29 von solchen mit Dipolen. In Ta
belle 28 sind aus dem gemessenen Depolari
sationsgrad, der durch § 80 (4) definierten KERR-

Fig. 2Ot. Atomanordnung bei Propyl· k t B d d . 1 Pl" b 
chlorld. ons anten 1 un er mitt eren 0 ansler ar-

keit eX die Polarisierbarkeiten eXz und eXx = eXy 

berechnet. AuBerdem ist dort die Anisotropie eXz - eXx angegeben. Die fiir 
hochsymmetrische Molekiile wie CH., CCI. und die Edelgase angegebenen 
Depolarisationsgrade sind wegen der Schwierigkeit der Messung sehr unsicher 

1 Nach H.A. STUART: KERReffekt und Molekillbau; KBRReffekt in Gallen und DlI.mpfen; 
Ergebn .. exakt. Naturwiss. Bd. to; K. L. WOLF, G. BRIEGLBB U. H. A. STUART: Z. physik. 
Chem. Bd.6 (1929) S. 163. 
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Tabelle 28. Anisotropie- und KERRkonstanten ond Depolarisationsgrade ffir 
dipolfreie Gase. 

B.A.tO" Temperatur 
Substanz 4'. to' 

beobacbtet aus zu BA in " • 10" ("z-"X)·IO'> "z·IO'> ("X="Y) ·to'~ 
;I' berechn. Grad C 

HI . 2.7 - 0.034 20 8.2 3.77 10.7 6.9 
NI · 3.6 - 0.23 20 17.6 9.28 23.8 14.5 
0 •. 6.4 - 0.33 20 15.9 11,4 23.5 12.1 
CI •. 4.3 2.30 2.03 20 45.3 26.4 63 36,5 
CO. 9,8 1.43 1,70 18 26.5 24.2 43 18,8 
CS. 14,3 21.0 16,4 56.7 87.4 97.0 151,4 55,4 
NIO 12.5 3.08 2.80 26 29.9 31,4 51 19,5 
(CN),. 12.0 4.30 6,7 20 

I 
50,1 34.5 72.6 37,8 

CIH •. 12 1.85 3.26 20 33,2 23.5 48,9 25,4 
CCI. 0.52 ±0,2 0.67 99,4 105 0 105 105 
CH. 1,5 - 0.22 20 26,1 (8,84) (32.0) (23,2) 
CaHa' 1,6 - 0.72 20 45.0 15,6 56 40 
C.H •. 4,2 5.9 5,8 105 107,3 61,0 66.7 127,7 
CaHn· 1,0 - 2,8 18 109 30.0 89 119 
A 0,6 - 0.031 18 16,8 (3,6) (19.2) (15.6) 
Kr. 0.55 - 0,07 18 25.6 (5.2) (29,1) (23.9) 

und alle zu hoch, SO daB aus Messungen des Depolarisationsgrades nicht ent
schieden werden kann, ob vollkommene Kugelsymmetrie vorliegt oder ob 
eine kleine Anisotropie vorhanden ist. 1m Falle.des CCl, ergibt die Messung 
der KERRkonstanten, die hier sehr genau ist, fiir die Anisotropie {xz - {Xx den 
Wert Null bzw. als obere Grenze einen Wert, der etwa zehnmal kleiner als der 
aus dem Depolarisationsgrade berechnete ist. In Tabelle 29 ist auBer dem 

Tabelle 29. Anisotropie- und KERRkonstanten. Dipolmomente und Depolarisa
tionsgrade fur Dipolgase. 

Substanz ~(I).101I .1' 'IO' B.A.IO" B, • A· 1()1I B •• .< .10" ,,·IO" "z·tO" "X' to" "r' to" 

Hel. 1,034 0.66 5.75 0.188 5.56 26.5 31,6 23.9 23.9 
(C.HI)IO . 1,14 2.56 -3,8 3,75 -7.55 87,3 112,6 70.7 78.7 
(CaHe)° 2.72 1,7 31,2 0.98 30,2 61,8 69.5 46.9 69,1 
CHs°f{ 1.68 1.6 <±0,4 0,3 0,1 bis -0,7 36.7 44.3 29,9 35.7 
CO 0.10 2,1 - 0,158 0.054 19,7 25,0 17.1 17.t 
HCN 2.65 - 93,0 1,08 92.0 25,8 38.9 19,2 19,2 
H.S. 0,931 1,0 1.59 0,28 1.31 37,8 39.3 32.9 42,0 
SO •. 1,61 4,3 -9,84 1.75 -11.6 39,6 35,1 28.0 55.5 
NHs 1.44 

I 
1.3 3.48 - -

1 22,6
1 

24,2 23,3 20,0 
CH3CI. 1.89 1,5 35.6 0.58 35,0 50,3 60,0 45.5 45.S 
CHCIs ' 0.95 1.7 -7,5 1,4 -8.9 I 85.5 66,8 94,8 94,S 

Depolarisationsgrad A' und der KERRkonstanten B = Bl + Bs (Bo ist gegen 
Bl und B" zu vernachllissigen, s. § 80. S .. 368) das Dipolmoment po angegeben. 
SchlieBlich sind auch hier die drei Hauptpolarisierbarkeiten aus dem Moment, 
dem Depolarisationsgrad oder der KERRkonstanten und der Molrefraktion (mitt
lere Polarisierbarkeit (X) berechnet. Die Messungen sind samtlich auf die Wellen
lange A = 5890 A reduziert. 

Bei unseren bisherigen Betrachtungen ist die Kenntnis der LoSCHMIDTschen 
Zahl N vorausgesetzt. Mankann aber auch umgekehrt durch absolute Bestim
mungen des VerhaItnisses der Streuintensitat zur einfallenden oder auch des 
Extinktionskoeffizienten und unter Benutzung des Depolarisationsgrades if' die 
LOSCHMIDTSche Zahl N ermitteln. Das kann sowohl im Laboratorium mit Hilfe 
des in Fig. 196 skizzierten Apparates geschehen, als auch durch Messung der 

25· 
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Streuung des Himmelslichts. Tabelle 30 gibt einige der MeBergebnisse wieder, 
und zwar umgerechnet auf Mol. Die Mittelwerte stimmen sehr gut mit den auf 
ganz andere Weise gefundenen Werten iiberein. 

Tabelle 30. Bestimmung der LOSCHMIDTschen Zahl N pro Mol aus der Ex-· 
tinktion des Lichts in Gasen (Dampfen) und des Himmelslichts. 

Laboratoriumsversuche 

EWING l (Ather) . . . . 
(Benzol) .... 
(Chloroform) . . 
(Methylalkohol) . 
(Athylalkohol) . 

DAURE 2 (Athylchlorid) . 
Mittelwert . . . . . . . 

. N • 10 - U Himmelslich t 

5.95 FOWLE3 

6.05 DEMBER' 
5.98 
6.24 
6.08 
6.08 
6.06 

N·IO-II 

6.05 
6.4 

Was den Polarisationsgrad des Himmelslichts betrifft, so liegt sein Maximum, 
wie schon ARAGO 1809 gefunden hat, entsprechend der Theorie in einem Abstand 
von etwa 90° von <ler Sonne. Dort ist die Polarisation nicht vollstandig, aber 
viel groBer, als auf Grund der Laboratoriumsmessungen zu erwarten ware. Der 
Grund hierfiir ist wahrscheinlich, daB "Mehrfachstreuung" stattfindet. die in 
unserer Theorie nicht beriicksichtigt ist. 

Auch fiir FlUssigkeiten und teste Korper hat man die Theorie der Licht
streuung durchfiihren konnen. Unsere allgemeine Formel (16),bleibt auch dann 
richtig, nur filit der einfache Zusammenhang zwischen Schwankungsbetrag des 
elektrischen Momentes und mittlerer Teilchenzahl f(jrt; denn dieser beruhte auf 
der Annahme fehlender mechanischer Wechselwirkung der Molekiile, die nur im 
idealen Gase gemacht werden darf. Aber es ist moglich, auch fiir Fliissigkeiten die 
spontanen Schwankungen der Dichte und des Polarisationszustandes theoretisch 
zu berechnen. Der Gedanke, der von SMOLUCHOWSKI5 und EINSTEIN' herriihrt, ist 
der, daB man den BOLTZMANNschen Zusammenhang zwischen Entropie 5 und 
Wahrscheinlichkeit W eines Mikrozustandes, 

(76) 5 = k·logW, 
umkehrt und die Wahrscheinlichkeit eines vom Gleichgewicht abweichenden 
Zustandes aus der F ormel 

1 
(77) ~ = e ,,(5 - 5.) 

Wo 

berechnet. Hierbei nimmt man 5 als Funktion der makroskopischen Parameter, 
Z. B. der Dichte (! und der Temp~ratur T, und driickt die Schwankung 5 - 50 
= L1 5 nach den thermodynamischen Gesetzen durch die Schwankungen L1 (! 
und L1 Taus. Will man die Schwankung der Polarisation $ hinzunehmen, so 
muB man iiberdies noch die Abhangigkeit der Entropie von $ kennen und in L1 5 
auch das Glied mit L1 $ beriicksichtigen. Wir wollen diese komplizierten Betrach
tungen aber nicht durchfiihren7, sondern nur berichten, daB die Dichteschwan
kungen proportional der Kompressibilitat der Substanz werden und die Polari-

1 SCOTT EWING: J. opt. Soc. Amer. Bd. 12 (1926) S.15. 
S P. DAURE: C. R. Acad. Sci.. Paris Bd. 180 (1925) S.2032. 
8 F. E. FOWLE: Astrophys. Joum. Bd.40 (1914) S.435. 
, H. DEMBER: Ann. Physik (4) Bd.49 (1916) S. 599. 
I M. v. SMOLUCHOWSKI. Ann. Physik (4) Bd. 25 (1908) S. 205. 
• A. EINSTEIN. Ann. Physik (4) Bd. 33 (1910) S. 1275. 
1 Siehe R. GANS: Z. PhysikBd. 17 (1923) S.353. 
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sationsschwankungen in unmittelbaren Zusammenhang mit dem KERReffekt ge
bracht werden konnen. Fiir die Dichteschwankungen innerhalb eines vor
gegebenen Volumens V erhaIt man die Formell 

(78) (L1 (»2 = ;~~ = kT:''', 
de 

wo 

(79) 
1 de ,,=--e dp 

die Kompressibilitat ist~ Diese Forme! geht fiir ideale Gase in unsere friihere 

iiber. Fiir diese hat man namlich p = R T e = k T e, wo p. = N m das Molekular-
fJ m 

gewicht ist (m die Molekiilmasse, N die LOSCHMIDTsche Zahl pro Mol). Daraus 
folgt 

(80) 

wo N = elm die Molekiilzahl pro Volumeneinheit ist. Die Schwankung der 
Teilchenzahl 9l = eVlm bei festem Volumen V ist also 

---- VI---- -
(81) (L19l)2 = m. (L1(»2 = VN = 9l, 

und diese Formel stimmt mit unserer friiheren Gleichung (22) iiberein. 

1 Wir geben eine kurze Ableitung fur die Formel der Dichteschwankung. Der erste und 
zweite Hauptsatz der Thermodynamik lassen sich zusammenfassen in dem Ausdruck 

TdS=pdV+dE, 
wo E die Energie. S die Entropie ist. Hieraus folgt bei konstanter Temperatur 

as P (JIS 1 ap 
av = T ' avs = T a v . 

Sieht man nun S als Funktion von V unter Festhaltung aller ubrigen unabhll.ngigen Variablen 
an und betrachtet die Schwankung fur eine Flussigkeitsmenge M um ihr Gleichgewicht. so 
fallen in der Entwicklung von if S nach Potenzen von ~ = if V und den ubrigen unabhll.ngigen 
Parametem die Glieder erster Ordnung fort. und es bleibt 

1 815 t dp 
ifS=2aVS~=2TdV~' 

Mithin wird 
W = Woe-PES, 2P 1 dp 

=- IITdV' 

wo fur alle stabilen Gleichgewichtslagen (dPldV < 0) p positiv ist. 
Aus der Bedingung 

00 

J Wd~ = 1 
o 

bestimmt sich WOo und dann erhlUt man 

Nun ist V = Mle. also 

und es wird 
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In Flussigkeiten ist die Kompressibilitat sehr klein, wachst aber an, wenn 
man sich dem kritischen Punkt nahert, wo sie theoretisch unendlich wird. In 
der Nahe des kritischen Punktes wird also auch die Lichtstreuung sehr betracht
lich werden mussen, und tatsachlich beobachtet man dort eine Trubung der 
Flussigkeit (kritische Opaleszenz genannt). Mit modernen Hilfsmitteln ist aber 
auch die Streuung an reinsten Flussigkeiten (und auch in Kristallen1) deutlich 
wahrnehmbar und meBbar. 

§ 82. Der RAMANeffekt. 
Vor wenigen Jahren (1928) wurde von dem indischen Physiker RAMAN2 

(ubrigens fast gleiehzeitig und unabhangig von den russischen Physikern LANDS
BERG und MANDELSTAM3) im Verfolg systematischer Untersuchungen uber die 
Eigenschaften des Streuli<!hts die Entdeckung gemacht, daB es auBer dem nor
malen Streuphanomen, dem TYNDALLef/ekt, bei dem das gestreute Licht dieselbe 
Frequenz hat wie das primare, noch eine zweite Art von Streustrahlen gibt, die 
eine vom einfallenden Licht verschiedene Frequenz haben. RAMAN konnte nach
weisen, daB es sich dabei nicht urn eine "Fluoreszenz" handelt, d. h. einen Vor
gang, bei dem Licht erst absorbiert und dann in einem SekundarprozeB mit 
etwas veranderter Farbe wieder emittiert wird. 

Das Charakteristische dieser RAMANstreuung ist dies: Bei monochroma
tischer Einstrahlung besteht die Sekundarstrahlung aus einer Anzahl mono
chromatischer Wellen, derart, daB die Differenz ihrer Schwingungszahlen gegen 
die des einfallenden Liehts der streuenden Substanz eigentumlieh ist. 

In den wenigen seit der Entdeckung verflossenen Jahren ist die Beobachtung 
des RAMANeffekts eines der bequemsten und krrutigsten Hilfsmittel zur Er
forschung der den Molekiilen zugehorigen Eigenfrequenzen geworden4• 

Obwohl, wie wir sogleich sehen werden, das Zustandekommen des RAMAN
effekts bei Molekiilenli ohne weiteres auf klassischer Grundlage verstandlich ist, 
so ist doch merkwurdigerweise die Moglichkeit der Erscheinung aus quanten
mechanischen Betrachtungen heraus durch SMEKAL8 vorhergesagt worden. Wir 
deuten den SMEKALschen Gedankengang kurz an: 

Er benutzt die extreme Lichtquantenvorstellung, bei der man das Licht 
nicht als "Welle", sondern als "Regen von Teilchen" ansieht. Die Griinde 
hierfiir werden wir in Kap. VIn, § 90 naher betrachten; doch konnen Wir wohl 
die Grundvorstellung als bekannt voraussetzen: Der monochromatische Licht
strahl der Frequenz v wird aufgefaBt als ein Strom von Lichtquanten h" 

1 Neuere Untersuchungen fiber die Streuung in Kristallen sind ausgefQhrt von 
G. LANDSBERG, Z. Physik Bd. 43 (1927) S. 773; Bd. 45 (1927) S. 442; G. LANDSBERG u. 
K. WULFSON, Z. Physik Bd. 58 (1929) S. 95; G. LANDSBERGU. S. L. MANDELSTAM jr. Z. Physik 
Bd. 73 (1931) S. 502. Die Theorie ist zuerst von R. GANS [Ann. Physik Bd. 77 (1925) 
S. 317] inAngriff genommen, von M. LEONTOWITSCH u. S. L. MANDELSTAM jr. [Physik. Z. d. 
Sowjetunion Bd. 1 (1932) S. 317] weitergefilhrt. 

I C. V. RAMAN U. K.S. KRISHNAN: Nature, Lond. Bd. 121 (1928) S. 501; C. V. RAMAN: 
Ebenda S. 619; Indian J. Phys. Bd. 2 (1928) S. 387; C. V. RAMAN u. K. S. KRISHNAN: Nature, 
Lond. Bd. 121 (1928) S. 711; Indian J. Phys. Bd.2 (1928) S. 399; Proc. Roy. Soc., Lond. 
Bd. 122 (1929) S.23. . 

• G. LANDSBERG u. L. MANDELSTAM: Naturwiss. Bd.16 (1928) S.557, 772; J. Russ. 
phys. chem. Soc. Bd.60 (1928) S.335. Auch zwei franzOsische Physiker, ROCARD und CA
BANNES, haben unabhllngig auf die MOglichkeit der Erscheinung aufmerksam gemacht und 
nach fur gesucht. Y. ROCARD: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 186 (1928) S. 1107; J. CABANNES: 
Ebenda Bd. 186 (1928) S. 120t. 

& Ffir eingehenderes Studium verweisen wir auf K. W. F. KOHLRAUSCH: Der SIIEKAL-
RAIIAN-Effekt. Berlin t 931. . 

I 1m Gegensatz zu Atomen. I A. SMEKAL: Naturwiss. Bd.11 (1923) S.873. 
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(h PLANCKSChe Konstante), und das molekulare System wird beschrieben durch 
Angabe einer diskreten Reihe stationarer Zustande bestimmter Energie. 

Der Grundzustand eines Molekiils habe die Energie E1 , ein angeregter Zu
stand die Energie E.(>E1). Dann ist die Frequenz des Lichts,das zur An
regung des Zustandes E. aus dem Grundzustand El notig ist, (E. - E1)/h = "0. 
FAllt irgendein "Lichtquant" h7I auf, so wird eine Wahrscheinlichkeit fiir seine 
"Reflexion", d. h. Streuung vorhanden sein, wobei das Atom im unteren Zu
stand El verbleibt. Wenn aber h" > E. - El ist, so ist der Vorgang denkbar, 
daB das Lichtquant unter Verlust der Energie E. - El reflektiert wird; dann 
beobachtet man eine andersfarbige (und zwar langwelligere) Streustrahlung mit 
der Frequenz ,,' =" - (E. - E1)/h =" - "0. Sind im Gase auch angeregte 
Molekiile, also soIehe im hOheren Zus~and E. vorhanden, so kann das Licht
quant h" beim ZusammenstoB sich urn den Betrag der Molekiilenergie ver
groBern; dann ist am SchluB das Molekiil im Grundzustand E1 , und die Streu
strahlung hat die Frequenz ,,' = " + "0. Diese kurzwelligere Streustrahlung 
wird natiirlich im gleichen Verhaltnis schwacher sein als die langwelligere, wie 
die Anzahl der angeregten Molekiile sich zur Anzahl der normalen verhalt. 
SMEKAL hat demnach vorhergesagt, daB man zu jeder Eigenfrequenz "0 zwei 
monochromatische Streustrahlungen mit den "Kombinationsfrequenzen" ,,- "0 
bzw. "+"0 zu erwarten habe; und zwar die erste stark, die letztere schwach. 

Diese Oberlegung wurde spater auch als Folge der inzwischen systematisch 
ausgebildeten Quantenmechanik erkannt und wesentlich verfeinert1• Aber erst 
einige Zeit nach RAMANS Entdeckung des Effekts haben CABANNES und ROCARD 
darauf hingewiesen, daB man seine Hauptziige ganz einfach mit Hilfe der klassischen 
Optik erklaren kann B. Sp(iter hat dann PLACZEK 8 die Bedingungen fiir eine 
soIehe klassische Behandlung angegeben. 

In den bisher beobachteten Fillen handelt es sich bei dem RAMANeffekt 
stets Urn Streuung an Molekiilen, und die Frequenz "0' urn die die Streustrahlung 
gegen die einfallende Primiirfrequenz verschoben ist, ist eirie Frequenz der 
Kernbewegungen. Die Bedingungen, unter denen eine klassische Behandlung 
des Problems moglich ist, sind die folgenden: 

1. Die Kembewegung erfolgt gegen di~ Elektronenbewegung so langsam, 
daB die Konfigilration des Elektronenl>ystems in jedem Augenblick nahezu die 
gleiche ist, wie die, wt'lche vorhanden Wire, wenn die Kerne in ihrer instantanen 
Lage ruhen wfirden. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die Elektronenjrequenzen 
gegen die Kernjrequenzen groft sind. 

2. Die Frequenz " des erregenden Lichts ist gro{;J gegen die Frequenz der Kern-
bewegungen. -

3. Die Di/lerenzen zwischen den Elektronenlrequenzen una der einlallenden 
Frequenz sind gro{;J gegen die Frequenz der Kernbewegungen (d. h. die primlre 
Frequenz ist von allen Absorptionsfrequenzen genugend weit entfernt, so daB 
keine storenden Resonanzeffekte auftreten). 

1. H. A. KRAIIBRS u. W. HBISBNBBRG: Z. Physik Bd. 3t (t925) S. b8t; M. BoRN, W. HBI
SENBBRG u. P. JORDAN: Z. Physik Bd. 35 (t926) s. 557. 

Nach· der KRAMBRS-HBISBNBBRGschen Dispersionstheorie ist der Effekt von C. MAlfNB
BACK [Z. Physik Bd. 62 (t930) S. 224] und J. H. VAN VLECK [Proc. Nat. Ac. AJn~r. Bd. t5 
(t929) s. 754] berechnet worden. tlbrigens knl1pfen die Arbeiten PLACZEKS (s. Anm. 3) an 
die MANNBBAcxschen Untersuchungen an. 

I J. CABANNXS: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. t86 (t928) S. 17t4; J. CABANNBS und 
Y. ROCARD: J. d. Phys. Bd. to (t929) S.52. 

• G. PLACZEK: Z. Physik Bd. 70 (t931) S.84; Leipzig. Vorlrlge t931, S. 71. Erst durch 
diese einfache Behandlungsweise ist es gelungen, den RAIiANeffekt f11r Probleme des Mole
Jdllbaus voll aUSZllnutzen. Die folgende Darstellung (bier unci an -vie1en Stellen in VIII, 
1 tOO). die der Mitarbeit von E. TELLER zu danken ist, schlieBt sich eng an PLACZEK an. 
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Sind diese drei Bedingungen erfiillt, so wird zu jeder instantanen Lage 
der Kerne eine bestimmte Polarisierbarkeit gehoren, die das Verhalten 
des Molekills gegen das Licht beschreibt. Diese Polarisierbarkeit wird aber 
nicht mehr eine Konstante sein, sondern entsprechend dem Rhythmus der 
Kernbewegungen mit der Zeit variieren. Als einfachstes Beispiel betrachten 
wir ein Molekill, das isotrop ist und bei Schwingungen der Atome (Kerne) 
dauernd isotrop bleibt; dann ist das Polarisierbarkeitsellipsoid eine Kugel, und es 
andert sich nur die GroBe der Polarisierbarkeit infolge der Schwingungen. 
(Man denke etwa an die Schwingungen des tetraederformigen CCI.-Molekills, bei 
denen sich aIle CI-Atome gleichzeitig dem C-Atom niihern; s. hierzu die Aus
fiihrungen in VIII, § 100.) Sieht man die Schwingungen in erster Naherung als 
harmonisch mit der Frequenz Vo an, so wird die Polarisierbarkeit durch den 
Ansatz 
(1) 

beschrieben1, wo die Indizes T und R an TVNDALL- und RAMANeffekt erinnern 
sollen. Fallt nun Licht der Frequenz v und der Feldstarke 

(2) ~ = ~ocos2nvt 
ein, so ist das induzierte Moment 

(3) {
.t:J = tX ~ = {tXT + 2tXRcOS(2nvot + 15)}~ocos2nvt 

= tXT~ocos2nvt + tXR~0{cos[2n(v + Yo) t + 15] + cos[2n(v - Yo) t - 15]}. 

Die Formel zeigt, daB das erregte Moment auGer einem Bestandteil im 
Rhythmus v des einfallenden Lichts noch zwei Bestandteile mit den Kombina
tions/requenzen v- Vo und v+ Yo enthiilt, deren Starke dem Koeffizienten tXR 
der durch die Eigenschwingungen bedingten Anderung der Polarisierbarkeit pro
portional ist. Das Streulicht wird daher auGer der einfaIlenden Frequenz v die 
beiden Kombinationsfrequenzen v- Vo und v+ vo,die RAMANlinien, enthalten, 
und zwar werden diese gegen das einfaIlende Licht inkohiirent sein, weil in den 
entsprechenden Gliedern die von Molekiil zu Molekiil nach Zufall variierende 
Phase 15 der Kernschwingungen auftritt. Daher wird keinerlei Interferenz zwischen 
der gewohnlichen und der RAMANstreuung bestehen; man kann jede fiir sich 
nach den Formeln des vorigen Paragraphen berechnen. Es sind nur folgende 
Unterschiede zu beach ten : 

1. Da die von den Schwingungen erzeugteAnderung der Polarisierbarkeit, deren 
Maximum tXR ist, im aIlgemeinen klein sein wird gegen ihren Wert tXT im nicht 
schwingenden Zustand, so wird die RAMANstreuung, die ItXRl1 proportional ist, 
auGerst schwach sein gegen die gewohnliche TYNDALLstreuung, die I tXT 12 pro
portional ist. 

2. Die kohiirente Streustrahlung wiirde, wie wir gesehen haben (§ 74, 75) 
in einem ideal gleichformigen Medium (unendliches Dipolgitter) gar nicht als 
abgebeugtes Licht in Erscheinung treten, sondern nur diejenige Modifikation 
der erregenqen Welle erzeugen, die man als "Brechung" und "Dispersion" be
schreibt; beobachtbares Streulicht entsteht nur durch die Dichteschwankungen, 
und nur bei Gasen sind diese der mittleren Molekiilzahl selbst proportional. 1m 
Gegensatz dazu kommt das inkohiil'ente RAMANstreulicht immer unmittelbar als 
solches zur Beobachtung und ist der Anzahl der streuenden Teilchen proportional. 
Bei Gasen ist also ffir beide Arten der Streuung die Abhiingigkeit von der Zahl 
der streuenden Teilchen dieselbe, ffir Fliissigkeiten und feste Korper aber nicht. 

1 Der Faktor 2 bei IXII ist hinzugef1lgt, urn lastige Faktoren, die sonst spll.ter auftreten 
Wilmen, zu verrneiden. 
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Bei diesen nimmt die gewohnliche inkoharente Streuung mit abnehmender Tem
peratur ebenfalls ab, well dabei die Dichteschwankungen klein werden, wahrend 
die RAMANstreuung stets der Dichte selbst proportional bleibt. Allerdings nimmt 
auch die RAMANstreuung in Wirklichkeit mit sinkender Temperatur ab, well die 
Schwingungsamplituden und damit die GroBen cxR kleiner werden; nach der 
klassischen Theorie miiBte sie somit beim absoluten Nullpunkt der Temperatur 
sogar verschwinden. Tatsachlich aber ist das nicht der Fall, vielmehr beMlt 
die Linie ,,- Vo (im Gegensatz zur anderen Kombinationslinie ·V + vo) auch bei 
T = 0 eine endliche Amplitude. 

Wir stoBen hier auf einen klassisch nicht erklarbaren Zug der RAMANstreuung. 
Er folgt aberaus der oben erlauterten Quantenvorstellung SMEKALS; denn nach 
der Quantentheorie ist der Grundzustand eines Oszillators keineswegs schwin
gungsfrei, es existiert auch bei T = 0 eine NuUpunktsschwingung. Nun ist 
die Linie v - Vo nach SMEKAL der Anzahl der Molekiile im Grundzustand pro
portjonal, die Linie v + Vo der Anzahl im angeregten Zusiand; mithin wird 
die erstere bei T = 0 bestehen bleiben, die letztere dagegen verschwinden. 

3. Nach § 81 (16) ist das Streulicht der Frequenz 0) = 2 ~v proportional 
zu 0)4 (v4 oder 1/).4). Hiernach miiBte sich die Intensitat der beiden zur Eigen
frequenz vogehOrenden RAMANlinien verhalten wie [(v + vo)/(v - vo)]', und die kurz
welligere miiBte jedenfalls die starkere sein (allerdings ist der Untersehied nicht 
groB, da ja v ~ Vo vorausgesetzt ist). Der experimentelle Befund widerspncht 
dem: nach dem unter 2. Gesagten bleibt bei T = 0 iiberhaupt nur die Linie v - "0 
iibrig. 

Auch hier liegt wieder ein Fall vor, wo die klassische Erklarung versagt, 
wahrend die SMEKALSChe Quantenvorstellung den Sachverhalt richtig beschreibt. 
Die Linie v - Vo entspricht ja dem 'Obergang des Atoms oder Molekiils yom 
Grundzustand in den angeregten, die Linie v + Vo dem entgegengesetzten 'Ober
gang, und die Haufigkeit der Prozesse verhaIt sich wie die Anzahl der Molekiile 
im betreffenden Ausgangszustand.· Der Grundzustand iiberwiegt im allgemeinen 
sehr stark, und zwar urn so mehr; je tiefer die Temperatur ist. 

Die 'Oberlegenheit der Quantentheorie 1;>ei dieser Betrachtung· ist keine Be.!' 
sonderheit, sondern ist immer dann vorhanden, wenn es sich urn Intensitats
fragen in der Optik handelt. Die klassische Theorie versagt dorl vollstandig. 
wahrend die Quantentheorie von den "Anregungsbedingungen" Rechenschaft 
gibt. 

Die hier erorterten allgemeinen Grundziige der Theorie des RAMANeffekts 
gelten auch in dem nachher zu behandelnd~n allgemeinsten Falle anisotroper 
Molekiile; es ist daher nicht notig, noch einmal darauf zurUckzukommen. 

Ehe wir den EinfluB der Schwingungen auf den Streuvorgang weiter ver
folgen, gehen wir kurz auf den 

Einflu8 der Molekiilrotation auf den R.ut.uieffekt 

ein, der natiirlich nur im Gaszustand einfachen Gesetzen folgt. 
Wenn der Polarisierbarkeitstensor im molekiilfesten System (X, Y, Z) nicht 

isotrop ist, so sind seine Komponenten im raumfesten System (;, y, z) Funk
tionen der Zeit auch dann, wenn das Molekiil nicht schwingt (was wir bis auf 
weiteres voraussetzen wollen) ; daher treten im Streulicht verschobene Linien auf. 
Nun sind aber die Frequenzen der Rot~tionen im allgemeinen vie! kleiner als 
die der Oszillationen; entsprechend ist auch die Linienverschiebung vielkleiner. 
Die Oszillationsfrequenzen entsprechen dem kurzwelligen Ultrarot, n3.mlich 
Wellen1angen von 3 bis SOp, also Ftequenzen von 0,1 bis 1,5"" '1014 sec-I; die 
Rotationsfrequenzen geMren zu Wellen1ii.ngen in der Gegend von 0,1 bis 1 mm, 
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d. h. Frequenzen von 0,3 bis 3.1012 sec-to Die letztere Angabe kann man 
durch Abschatzung mit Hille des Gleichverteilungssatzes der statistischen Mecha
nik erhalten. Danach ist die mittlere kinetische Energie eines kinetischen Frei
heitsgrades stets lk T, wo k = 1,36· 10- 18 erg/Grad die BOLTzMANNsche Kon
stante ist. FUr ein Molekiil vom Tragheitsmoment A und der Frequenz roo = 2n,,0 

hat man also ~ ro~ = ~ kT. Nun ist die GroBenordnung des TragheitsmOinentes 

gegeben durch mr2, wo m eine Atommasse (fUr Wasserstoff m l1l::I10- 24 g) und r 
ein Kernabstand im MolekUI (l1l::I 10- 8 cm) ist; hiernach wird fUr die leichtesten 
Atome A von der Ordnung 10- 40 gcm2. Durch Einsetzen folgt fUr Zimmer
temperatur, T l1l::I 300 0 abs., der Wert roo l1l::I1013 sec-I, zu dem die WelIenlange 
Ao l1l::I 2· 10-2 em gehort. Bei schweren Atomen ist sie entsprechend groBer. 

N aeh der klassisehen Theorie kommen alle moglichen Rotationsfrequenzen 
mit derjenigen Haufigkeit vor, die sich naeh dem MAXwELLSChen Verteilungs
gesetz aus der zugehorigen Rotationsenergie berechnen. Man wiirde also als 
Rotations-RAMANeffekt eine kontinuierliche Verbreiterung der Streulinien er
warten. Die Quantentheorie dagegensagt aus, daB in Wahrheit nur diskrete 
Rotationszustande moglieh sind 1. Ihre Haufigkeit wird durch die Energie nach 
dem MAXWELLsehen Verteilungssatz bestimmt. Der Rotations-RAMANeffekt be
steht danach wie. der Schwingungseffekt aus diskreten Linien, die die urspriing
liehe Linie eng umgeben. Wir behandeln im folgenden die Rotation naeh der 
klassisehen Mechanik; man erhalt die diskreten quantentheoretischen Rotations
zustande durch eine Auswahl aus der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit der 
klassischen Mogliehkeiten n~eh sog. "Quantenregeln". Doch brauchen wir hier
auf nicht einzugehen. 

In einem bestimmten Augenblick sind -<lie Komponenten x, y, z im raum
festen System mit den Koordinaten X, Y, Z im molekiilfesten verbunden durch 
eipe orthogonale Transformation, die wir in leicht verstandlicher Symbolik so 
schreiben: 

(4) X :.- 2' cos (X x) • x . 
• 

Drt'ht sich das Molekiil, so sind die Richtungskosinus Funktionen der Zeit. 
Wegen der Invarianzbeziehung § 76 (1), 

(:;) • 2' ~srxy = 'Y ~xyXY 
sy ~ 

~sr = 2'cos(Xx)cos(Yy)~zy. 
XY 

Hler hat man noch fUr ~xy diejenige Zeitfunktion ein~usetzen, die durch den 
Schwingungsvorgang bestimmt wird. Dann ist jede Komponentp. ~., des Pola
risationstensors eine Funktion der Zeit, ~s,(t). 

Wir werden im folgenden immer die Voraussetzung machen, daP die Rota
tion und die OszsUation voneinander unabluingig sind; das solI heiBen, daB die 
bei dei' Oszillation eintretende Deformation die Tragheitsmomente so wenig 
beeinfluBt, daB sie als praktisch konstant angesehen werden kannen. Dann sind 
die Frequenz der Rotation "r und die der Oszillation P, feste, voneinander un-
abhangige Zahlen.· . 

1 Wir kOnnen auf diese Theorie der .. Richtungsquantel.ung" nicht eingehen und ver-. 
weisen auf die,Lehi"btlcher der Quantentheorie. Z. B. A. SOinrRRl"Bt.D:.Atombau.mid Spektral-
linien. S. Aufl. Braunschw~ig 1931. . 
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In diesem FaIle zeigt die Formel (6), wie die Rotationen und die Schwin
gungen die Zeitabhangigkeit der Funktion IX",~ (t) bestimmen: 

Die Rotation legt das Produkt der Richtungskosinus fest: 

(7) cos (Xx) cos (Yy) = V.ly(t). 

'Ober die Rotationsbewegungen selbst brauchen wir nur dies zu wissen: Fiir 
jedes frei drehbare Molekiil existiert eine raumfeste Impulsachse, und jede 
molekiilfeste Achse beschreibt im allgemeinsten FaIle eines dreiachsigen Trag
heitsellipsoids eine Lissajous-artige Figur auf der Einheitskugel, die eine gewisse 
Zone mit der obenerwahnten Impulsachse als Zentrale uberall dicht bedeckt. 
Nur im FaIle zweiatomiger Molekiile (eines sog. einlachen, aus zwei Massen
punkten bestehenden Rotators) oder eines Kugelkreisels reduziert sich die Be
wegung auf eine einfache Prazession mit nur einer Frequenz w,. 1m allgemeinen 
aber ist die Bewegung eine beliebig periodische Zeitfunktion mit allen moglichen 
Frequenzen und laBt sich durch eine Fourierreihe darstellen. Wir schreiben 
demgemaB 

(8) Di).-(t) = 2'di'Hw,] cos (w,t + 6,), , 

wobei die Summe uber alle in der Bewegung vorkommenden Rotationsfrequenzen 
zu erstrecken ist. 

Wegen der zu jeder Drehfrequenz gehOrenden willkurlichen Phase sind 
die einzelnen Rotationsanteile voneinander statistisch unabhangig und er
zeugen daher jede fiir sich eine RAMANlinie. Wir werden aber trotzdem 
vorlaufig die Summe uber r beibehalten, weil wir eine 'Oberlegung anstellen 
mussen, die auch fiir den Fall gilt, daB die einzelnen RAMANlinien nicht auf
gelost sind. 

Nach (7) ist durch (8) die Zeitabhangigkeit des ersten Faktors cos (X x) cos (Yy) 
der Summe (6) beschrieben; Der zweite Faktor IXXy(t) wird durch die Oszilla
tionen bestimmt. 

Hierbei ist wesentlich, daB sich jeder Schwingungsvorgang eines Systems VO{,l 

Massenpunkten bei hinreichend kleinen Amplituden als Superposition rein har
monischer Schwingungen auffassen laBt, der sog. Eigenschwingun~n~ W~ ·wolled 
hier auf diese Theorie ·hmer 'eingehen, weil sie nicht nur hier, sondern auch 
spater (VIII, § 98) in anderem -Zusammenhange gebraucht wird. 

Normalkoordinaten und Eigenschwingungen. 
Ein System von n Massenpunkten ~, m2 , ••• , m" sei an Gleichgewichts

lagen mit quasielastischen Kriiften gebunden. Die Verruckung der Masse mJ: 
sei UJ:. Dann ist die kinetische Energie des Systems 

(9) T = i~mJ:ti=. 

Wir nehmen an, daB alle Punkte miteinander gekoppe1t seien, so daB die poten
tielle Energie eine allgemeine quadratische Form aller Verriickungskomponenten 
wird: 

(10) 

Man kann nun sog. Normalkoordinaten einfiihren, in denen nicht· nur die 
kinetische, sondern auch die potentielle Energie als Summe von Quadraten 
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erscheint. Urn zunachst die unbequemen Massenfaktoren wegzuschaffen, set zen 
wir 

(11) I 
Dann erhii.lt man 

(12) 

(13) T = t~6I. 

Man findet die Normalkoordinaten als Losungen der homogenen Schwin
gungsgleichungen, die wir mit der Abkiirzung 

(14) 

so schreiben: 

(15) /.Lb" = ~ ~ K~ybZY. 

Die Wurzeln der Sakulargleichung 

(16) I K~y - /.LfJ,,/Jx:y 1= 0 

seien /.L1, /.L2, ... , /.LJ, ... , und zu /.LJ gehore der "Eigenvektor" et, d. h. es gelte 
identisch 

(17) 

Schreibt man jeden Eigenwert so oft an, als seine Vielfachheit betragt und nume
riert durch (; = 1, 2, ... , 3n), so kann man das System der Eigenvektoren 
so wahlen, daB ihre Komponenten im 3 n-dimensionalen Raume eine orthogonale 
Matrix 

ell) 
IX e~ ... e!3n) 

IX 
ell! lY e~y ... e!3n) 

IY 
e(l) 

IZ e~z ... e!3n) 
IZ 

e~)y e:y ... e~~ 

e~)k e:z .... e~~ 

bilden, d. h. daB, je nachdem man nach Zeilen oder Spalten summiert, die Glei
chungen gelten 

(18) 

3" 
(19) ~ e~x e~y = fJ"l fJx:y. 

1-1 

Man kann statt von dem System der n Eigenvektoren e'f (k = 1, 2, ... n) im 
gewohnlichen Raum auch. von einem Eigenvektor im 3n-dimensionalen Konligura
tionsrllum sprechen; die zu den verschiedenen Eigenfrequenzen wJ (i = 1, 2, ... 3 n) 
geh6rigen Eigenvektoren elf bilden dann ein orthogonales Koordinatensystem im 
Konfigurationsraum. 
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Fiihrt man nun die 3n Variabeln ~i(j = 1, 2, ... , 3n) ein mit Hille der 
orthogonalen Transformationen 

(20) 

deren Auflosung lautet: 

(21) 

so erhiilt man durch Einsetzen in (12) und (13) mit Riicksicht auf die Ortho
gonalitatsrelationen (18) und (19) 

(22) T = iI~, 
1 

(23) 

Die Bewegungsgleichungen der freien Schwingungen lauten nun 

(24) (j = 1, 2, ... , 3 n); 

sie zeigen, daB sich die Bewegung aIs Superposition von 3 n harmonischen Eigen
schwingungen ~i auffassen laBt; man hat namlich aus (11) und (20) 

(25) 1 2 <;) I: 
Ut-X = y'- ek -X'il ' 

m" . , 
Das elektrische Moment des ganzen Systems laBt sich somit auf die Form bringen 

(26) 

wo 

(27) BU) = ~ -~"- e~) . 
+~ 

Diese Eigennwmente sind molekiilfeste Vektoren, die durch den dynamischen 
Mechanismus eindeutig bestimmt sind. 

Es kann vorkommen, daB zu einer Eigenfrequenz wJ mehrere Eigenmomente Bt;I) 
gehoren; dann ist offenbar jede Linearkombination der letzteren ebenfalls Eigen. 
moment ZU Wi' Man hat dann den Fall 'der Entartung. 

Schwingungs- und Rotations-RAMANeffekt. 
Kehren wir nun zum RAMANeffekt zuriick, so haben wir zu beachten, daB 

jede Eigenschwingung hinsichtlich Amplitude und Phase von der anderen vollig 
unabhiingig ist, also auch einen unabhiingigen Anteil zum gesamten inkoharenten 
RAMANlicht Iiefert. Wir konnen daher jeden dieser Anteile des RAMANeffektes, 
genau wie es bei den Rotationsschwingungen der Fall war, fUr sich untersuchen 
und so tun, aIs fiihre das Molekill eine Ulonochromatische Eigenschwingung 
00, = 2:r&v, mit einem in ihm festen Eigenvektor B<') aus. Dann wird der Polari
sierbarkeitstensor im molekiilfesten System die Form haben 

(28) (XXY = (Xiy + 2(X~}' cos (w,t + d,) . 

Setzen wir die Ausdriicke (7), (8) und (28) in (6) ein, so ~rhalten wir 

(29) (X2l~(t) =; ~ ~ d?y[w,] cos(ro,t + d,). {(Xiy + 2(X~ycos(ro,t + d,n. 
Xy , 
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Wir setzen 

(30) I (a) 

(b) 

wo 

(31) I (a) 

(b) 

VII. Molekulare Optik. 

1X;,(t) = ,l'1X;,[W,) cos (W,t + 6,), , 
1X:,(t) = ,l'1X:,[W,] cos (w,t + «5,), , 

IX;,[W,] = 2'd¥y[w,]lXiy, 
Xy 

IX:,[W,) = ,l'd¥y[w,)lXh 
Xy -

bedeutet. Dann wird aus (29) 

(32) 1X.,,,(t) = 1X;,(t) + 2 IX:, (t) cos (w,t + «5,). 

Diese Gleichung tritt an die Stelle der einfachen Formel (i), die fUr isotrope 
Molekiile galt. Setzt man nun auch hier wieder (:f in derForm (2) als periodische 
Zeitfunktion an und beriicksichtigt die FouRIERentwicklung (30) fiir die Koeffi
zienten 1X;,(t) bzw. IX:, (t), so erkennt man, daB das elektrische Moment eine 
Bewegung ausfiihrt, die eine Superposition von einfachen harmonischen Schwin
gungen mit den Frequenzen 

(33) w' = w±w,±w, 

ist: 

(34) 4' (t) = ~ 4' [w1 cos (W't + 6') . 
0)' 

Dabei kann sowohl die urspriingliche Frequenz w allem vorkommen (w-" = O. 
w, = 0), als auch reine Rotations- (w, = 0) bzw. reine Oszillationsschwingun
gen (w, = 0). 

-Die RAMANlinie w' ist dann bestimmt durch den monochromatischen Anteil 
des elektrischen Moments 4'[w'] nach denselben Regeln, die wir in § 81 bei Be
rechnung der TYNDALLstreuung angewandt haben. Dabei ist jetzt aber das Qua
drat des Gesamtmomentes und nicht das mittlere Schwankungsquadrat maB
gebend; man hat also analog zu § 81 (16) fiir die Streuung des Volumens V, das 
im Mittel 9l Molekiile enthiilt, die tntensitat 

00" 1 - r--::--:::--; 

(35) J = C' ,_ m ll>[w1' q~2, 

wobei iiber alle moglichen Lagen des Molekiils, d. h. seiner raumfesten Impuls
achse zu mitteln ist. 

Wir betrachten jetzt zunachst den fall, daB die Rotationsfrequenz nicht 
au/gelOst ist, d. h. daB man w, neben w ± w, vernachlassigen kann. Dann werden 
die Rotationslinien, die sich urn die urspriingliche l'requenz oder urn eine Schwin:.. 
gungslinie herumgruppieren, eine Verbreiterunc dieser Linien bewirken. Wir be
haupten aber, daB die Summe 'der Intinsitatm aller Rotationslinien diesdbe ist, 
als ob man das Molekul nicht rotieren lii/Jt, $ondern nUT die Mittelung aber im 
Raum /eststehetide, aber beliebig orientiefte MolekUle aus/ahrl. Insbesondere im 
Falle der Streuung derunveranderten Frequenz " ist die Summe aller Rotations
komponenten genau identisch mit der im vorigen Paragraphen berechneten 
gewohnlichen TYNDALLstreuung. 

Der Beweis ist dieser: Aus (29) folgt bei Vernachliissigung von w" daB die 
Summe aller Rotationsfrequenzen proportional mit ~ I~[w ± w, ± w,]. q II ist. , 
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Nun ist aber bekanntlich die Quadratsumme aIler FouRIERkoeffizienten gleich 
dem ZeitmiHel des Quadrats der betreffenden Funktion, d. h. unsere Summe wird 

14'[00 ± 00" t] • q12. 

Die erste Mittelung bezieht sich auf die Zeit, die zweite auf die raumliche Orien
tierung; beide kann man offenbar miteinander vertauschen. Mittelt man nun 
aber zunachst in einem festen Augenblick das in diesem Schwingungszustand 
vorhandene Moment tiber alle Lagen des Molekiils, so ist das Ergebnis natiirlich 
zeitunabhangig, liefert also genau dasselbe _Resultat, das wir im vorigen Para
graphen ftir im Raum feststehende, nicht rotierende Molekiile gewonnen haben. 
Die darauf folgende Zeitmittelung andert daran niehts mehr, und unsere Be
hauptung ist bewiesen. 

Wir beschranken uns zunachst auf diesen FaIl der nieht aufgelosten Rota
tionsfeinstruktur. Nach dem eben Bewiesenen kann man dann statt der zeit
abhangigen GroBen lXi,(t) und 1X:,(t) die Konstanten IX;" IX:, nehmen, die dem 
in irgendeiner Lage fixierten Molekiil entsprechen, und hat nach (34) und (32) 

(37) ~s = ~ IXsl'~ = ~ (lXi, + 2 IX:, cos (wi.e + «5,») ~ coswt. 

" " Behandelt man diese Gleiehung genau wie die Formel (3), so erkennt man, daB 
ftir den Schwingungs-RAMANeffekt als Polarisationstensor IX:, maBgebend ist. 

Wir konnen nunmehr die Ergebnisse des vorigen Paragraphen anwenden und 
finden ftir die Intensitat der Oszillations-RAMANlinie nach § 81 (52) 

(38) 1 = 10 (W ~ W,)' ~ 91 {(.oC + n;) COS 21p + .oR}. 

Dabei sind .oC und .oR genau so durch den Antell lXiy des Polarisationstensors 
definiert, wie in § 81 (53), (54) durch die Komponenten des Tensors lXu = IXh 

im nicht schwingenden Zustand, d. h. 

(39) .oC = t (lXix + lX~y + ·1X~Z)2, 
(40) .QR=M (lX~y-lX~z)ll+ (lX~z-lXixra+(lXix _1X~ly)1l + 6(IX~i+IX~}+lXi~)}. 

Trotz dieser formalen Obereinstimmung besteht aber ein wesentlicher Unter
!;chied des RAMANeffekts gegentiber der gewohnlichen Streuung. Wenn man den 
Tensor IXR auf Hauptachsen transformiert, so konnen die Diagonalelemente 
lXix = lXi, . .. auch negativ ~ein, d. h .. das Polarisationsellipsoid kann dureh 
die Schwingungen sOwohl verlangert als auch abgeplattet werden. Daraus folgt 
aber, daB .QC auch Null werden kann. 

Der Depolarisationsgrad ftir linear polarisiertes einfaIlendes Licht, gegeben 
durch § 81 (63) 

(41) 

der bei gewohnlicher Streustrahlung s;;l war, gentigt hier der Ungleichnng 

(42) .dR S;; 1, 
wobei die obere Schrankef fiir .oC = 0 erreicht wird. 

Noch wesentlichere Unterschiede zwischen der RAMANstreuung und .der 
TYNDALLStreuung als hinsichtlich des Maximalwertes der Depolarisation bestehen 
bei Einstrahlung mit zirkularem Licht. Wegen des indefiniten Charakters d~s 
Tensors lXiy kommt es narn1ich vor, daB das Streulicht seinen·Drehsinn gegen
tiber dem EinfaIlslicht umkehrt. Man kann dies folgendermaBen einsehen: 
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Wir betrachten eine in der z-Richtung fortschreitende Welle, haben also 
Q:. = 0, nnd flihren statt Q:z und Q:II die Linearkombinationen 

(43) Q:, = Q:z + iQ:lI , Q:, = Q:z - iQ:1I , 

ein. Wenn Q:, = 0 ist, so hat man offenbar rechtszirkulares Licht der Ampli
tude Q:" und umgekehrt. Entsprechend definieren wir 

(44) 

Setzt man hier 

(45) { 

ein, so erhiilt man 

(46) { 

wo 

(47) I 

v, = Vz + iVII' V, = Vz - iVII' 

Vz = IXzzQ:z + IXZII~' 
VII = IXIIZQ:Z + IXIIIIQ:II 

V, = IX"Q:, + IX" Q:, , 

V, = IX"Q:, + lXuQ:, , 

IX" = IXIi = t(lXu + IXIIII), 

IX" = t(lXu - IXIIII + 2ilXzlI) , 

IX" = t(lXu - IXIIII - 2ilXzlI)' 

Wir denken uns rechtszirkulares Licht auf das Molekiil auffallen'und £ragen 
nach dem Intensitatsverhiiltnis der Rechts- und Linkszirkularkomponenten in 
dem der einfallenden Strahlung entgegen, unter dem Winkel 180° zuriickgebeugten 
Licht. Wir setzen also in (46) Q:, = 0; sodann bedenken wir, daB das im Sinne 
des einfallenden Lichts rechts rotierende Moment bei Beobachtung nach rlick
warts links rotierend erscheint, und umgekehrt. 

Daher ist das gesuchte Verhiiltnis, der Umkehrkoe/lizient 

(48) ;xr.-+~ . 
IX! .. - IX ... IX .. + 2IX!. ' 

wo die .Mittelung tiber alle raumlichen Lagen zu erstrecken ist. 
Die in (48) vorkommenden Mittelwerte haben wir bereits in den Gleichungen 

(b), (c) und (d) der Anmerkung 1, §81, S.379 bestimmt: 

(49) 

(50) 

(51) 

IX;Z = Do + t.Q , 

lXu lX'lI = Do - tD, 

IX~,I = D. 

Es ergibt sich also flir P (wir fligen wieder den oberen Inde~ R hinzu): 

(52) PR _ I, _ 3Df + {}B 
-Ir-~-' 

1st die betrachtete RAMANlinie durch eine optisch isotrope Schwingung des 
Molekiils erzeugt, also DR = 0, so folgt lz/l, = 00, d. h. das nach riickwli.rts 
(Ablenkung 180°) gestreute Licht, das durch rechts zirkulares e~allendes ,Licht 
erzeugt wird, ist vollstandig links polarisiert, wie es auch anschaulich zu er-
warten ist. . 
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Bei solchen RAMANlinien aber, bei denen die Schwingung extrem anisotrop, 
also.Qg = 0 ist, ergibt sich eine sehr merkwiirdige Folgerung. Man erhiilt nam
lich alsdann 

(53) 

d. h. es wird bei einfallendem rechtszirkularem Licht unter dem Winkel 180 0 

(also nach riickwarts) 6mal soviel rechtszirkulares Licht wie linkszirkulares ge
streut, und das bedeutet offen bar beziiglich des Drehsinns des Moments eine 
fast vollstandige Umkehrung. Man kann dies iiberraschende Ergebnis1 sich an
schaulich klarmachen, indem man sich ein Molekiil im Raum festgehalten denkt 
und die spezielle Annahme macht, daB die Beziehung zwischen Polarisierbarkeit 
und Feldstarke diese ist: 

(54) { 
~" = {tXT + 2 tXR co"s (wt + b)} ~", 

~II = {tXT - 2 tXR cos (wt + b)} ~II' 

d. h. daB in derselben Schwingungsphase des Molekiils die Komponente ~" des 
Feldes ~ etwa dilatierend auf das Polarisierbarkeitsellipsoid in der x-Richtung 
wirkt (aber nicht auf seine Dimension in der y-Richtung), ~II kontrahierend in 
der y-Richtung (aber nicht in der x-Richtung). Man kann dies auch so aus
sprechen: Es ist tX:" = - tX~ = tXR, wahrend alle anderen Komponenten des 
Zusatztensors verschwinden. Dann wird nach (47) tX" = 0, tX,l = tXR und die 
Gleichung (48) zeigt direkt, daB pR = Jill, = 0 wird; rechtszirkular einfallen
des Licht wird also riickwarts wieder als rechtszirkulares Licht gestreut, was 
Umkehrung des Drehsinns im Moment bedeutet. Hier sieht man den Mechanis
mus anschaulich: denn wenn der elektrische Vektor in der x-Richtung schwingt, 
so ist die Zusatzpolarisation ihm gleichgerichtet, wenn er in·der y-Achse schwingt, 
ihm entgegen gerichtet. Daraus aber folgt, daB Rechtsrotation des elektrischen 
Vektors Linksrotation der Zusatzpolarisation bedeutet. DaB bei Mittelung iiber 
alle Lagen das Verhiiltnis 1 : 00 sich in 1 : 6 abschwacht, ist wohl ohne weiteres 
verstandlich. 

Bei der TYNDALLStreuung tritt dieser Umkebreffekt natiirlich nicht auf. Hier 
ist nach § 81 (57) .Q < f !lo, daher wird der § 82 (52) entsprechende Ausdruck 
fUr extreme Anisotropie (D = t Do) gleich 1, d. h. 11 = !,; das zurtickgestreute 
Licht ist also vollig depolarisiert. 

Die vorstehenden Betrachtungen beziehen sich auf den Fall, daB die Rota
tionsstruktur des RAMANeffekts nicht aufgelost ist. Wir wenden uns nun zur 
Untersuchung des Falles, wo die einzelne Rotationslinie beobachtet werden kann. 
Zu einer genauen Beschreibung der hier auftretenden Erscheinungen miiBte man 
die relative Lage des Tragheitsellipsoids und des Polarisationsellipsoids im Molekiil 
kennen. Wir werden spater (VIII, § 100) flir einige einfache Molekiilmodelle 
diese Frage genauer untersuchen. Hier wollen wir nur einige allgemeine Ziige 
des Rotationseffekts ins Auge fassen. 

Wir wiederholen: Der reme Rotations-RAMANeffekt wird durch den Tensor 
tX;,(t), der Oszillations-Rotations-RAMANeffekt durch den T~nsor tX:y(t) [so (30)) 
bestimmt, und zwar die einzelne Rotationslinie, die zu der Rotationsfrequenz w, 

1 Der Entdecker des RAKANeffekts hat geglaubt, daB die beobachtete Umkehr des 
Drehsinns bei zirkularem Licht auf elementarem Wege unversta.ndlich und nur durch den 
"Spin" des Lichtquants erklll.rbar sei [C. V. RAMAN und S. BHAGAVANTAM, Ind. Journ. 
Phys. Ed. 6, S. 353 (1931); Nature, Ed. 128 (1931) S. 727; s. auch S. BHAGAVANTAM, Ind. 
Journ Phys. Ed. 7, S. 107, (1932)]. 

Die im Text gegebene einfache Erklarung stammt von G. PLACZEK (Leipz. Vortr. 193t 
S. 71). 

Born, Optik. 26 
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gehort, durch die FouRIERkoeffizienten (31) 1X;,[Wr] bzw. IX:, [w,]. Man kann zu 
diesen Tensoren die Invarianten (39) und (40) definieren, und zwar werden, je 
nachdem man von den Tensoren als Zeitfunktionen oder von ihren FOURIER
koeffizienten ausgeht, auch die Invarianten Zeitfunktionen Qo(t) und D(t) 
oder Funktionen der Rotationsfrequenz Do [wr] und D[w,]. Aus den letzteren 
GroBen kann man dann den Depolarisationsgrad A (wr] fiir lineares Licht 
nach (44) und den Umkehrkoeffizienten P[wr] nach (52) bilden. 

Man sieht sofort, daB diese Effekte nur dann auftreten konnen, wenn die 
AnisotropiegroBen QT(t) bzw. QR(t) nicht verschwinden; sonst ware namlich 
die Polarisierbarkeit durch eine Kugel dargestellt, und die Rotation des Molekiils 
kann sich dann in der Streuung nicht auswirken. Die Rotationsstruktur ist um
gekehrt unabhangig von den anderen Invarianten Ql(t) bzw. QC(t), d. h. von 
der Diagonalsumme oder Spur des Polarisierbarkeitstensors: 

. { IXT (t) = HIXIx + IXh + lX~z), 
(55) 

IXR (t) = H lXix + lX~y+ lX~z)' 
Denh sie wird bestimmt durch die bei der Rotation eintretenden Anderuhgen 
der raumfesten Komponenteil des Polarisierbarkeitstensors, und diese bleiben 
dieselben, wenn man die Diagonalglieder des Tensors sich urn denselben Betrag 
andern laBt. 

Wir den ken . uns den. Polarisi~rbarkeitstensor IX~ (t) bzw. IX: r (t) in einen 
kugelsyrnmetrischen und einen spurfreien Anteil zerlegt, d. h. bilden (wir lassen 
die Unterscheidung, ob Oszillationen vorhanden sind oder nicht, d. h. den oberen 
Index fort): 

(56) I { 
IX~, (t) = lX(t) • ~~r 

1X;,(t) = lX~r(t) - lX(t) • d~, 

(kugelsyrnmetrisch) , 

(spurfrei), 

In ganz entsprechender. Weise kann man die FouRIERkoeffizienten zerlegeh: 

I { IX:,[W,]. IX[Wr]' d~, (kugelsyrnmetrisch), 

(57) . IX~.[W,] - 1X~,[Wr] - IX [w,J .15~ /I (spurfrei), 

IX.,[W,] = IX~,[W,] + IX;, [w,] . 

Wir behaupten: Die beiden Anteile 1:>eteiligen sich an der Streuung unabhangig 
voneinander, d. h. es ist (unter Weglassung des Arguments w,): 

Der Beweis l!uft offenbar darauf hinaus, zu zeigen, daB die drei Mittelwerte 
IX~.IX;~, IX~,IX;" IX~~IX;, verschwinden .. Fiir den zweiten ist das trivial, weil 
der Tensor IX'(W,] nur Diagonalelemente besitzt; fiir die beiden anderen folgt es 
daraus, daB die Diagonalelemente des kugelsyrnmetrischen Anteils c)'~[w,] ein
ander gleich und von der Orientierung des Molekiils unabhangig sind, so daB 
sich die heiden MiHelwerte auf IX'· IX;~ bzw. IX'· IX;, reduzieren; nun ist 
aber IX;", = IX;, = 1 (IX;", + IX;, + IX':.) = IX" = 0, da ja der Tensor IX" spur
frei ist. Darnit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus diese~ Resultat folgt, daB man die Intensitat der Rotations- und der 
Oszillations-Rotations-RAMANlinien erhaIt, indem man die Invarianten Qnw,] 
bzw.,ac [w,] Null setzt; man hat also in beiden Fallen A = t und P = t. 

Der kugelsyrnrnetrische Anteil des Polarisierbarkeitstensors tragt nur zu 
solchen Linien bei, die mit der Rotation nichts zu tun haben, also zur reinen 
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TYNDALLStreuung und zu reinen Oszillationslinien. In diesem Fall sagt der 
von uns bewiesene Satz nur so viel aus, daB man das Streulicht additiv aus einem 
kugelsymmetrischen und einem spurfreien Tensor zusarnmensetzen kann; d. h. 
die Invarianten Do und [J setzen sich additiv zusammen aus denentsprechenden 
Tensoren. Man hat dann zur Berechnung des Depolarisationsgrades.1 und des 
Umkehrkoeffizienten P die allgemeinen Formeln (41) und (48) zu benutzen. Die 
Frage, wie groB die beiden Anteile sind bzw. ob der eine oder der andere unter 
UmsUinden verschwinden kann, HiBt sieh nur an Hand bestimmter MolekUlmodelle 
beantworten. Wir kommen darauf in VIII, § 100 zuruck. 

§ 83. Optisches Drehungsvermogen isotroper Korper. 
Wir haben bisher (5. § 73 bis 75) die ausdruckliche Voraussetzung gemacht, 

daB die Wellenliinge A. des betrachteten Liehts gegen die MolekUldurchmesser a 
(bzw. die Gitterabstande der Kristalle) sehr groB ist. 1m folgenden wollen wir 
nun Erscheinungen betrachten, die sich unter dieser Annahme nicht mehr er
kliiren lassen, und wir werden eine entsprechende Erweiterung der Theorie vor
nehmen, bei der das Verhaltnis a/A. in erster Niiherung berucksichtigt wird. 

Die Entdeckung dieser Erscheinungen erfolgte 1811 durch ARAG01• Erinnern 
wir uns an die in Kapitel V erorterten Gesetze der Lichtfortpflanzung in ein
achsigen Kristallen. Wir haben dort gesehen, daB ein soIeher in Richtung der 
optischen Achse nieht doppelbrechend ist; ein parallel dieser Richtung einfallen
der, linear polarisierter Lichtstrahl passiert den Kristall unverandert. 

Nun ist Quarz gemiiB seiner Symmetrieverhiiltnisse ein einachsiger Kristall, 
sollte sich also optisch entsprechend verhalten. ARAGO beobachtete aber, daB 
eine senkrecht zur optischen Achse geschnittene planparallele Quarzplatte die 
Polarisationsebene des senkrecht hindurchtretenden linear polarisierten Licht
strahls dreht. Diese Erscheinung wurde von BIOT niiher erforscht, und FRESNEL 
erkannte (urn 1820), daBsie auf eine zirkulare Doppelbrechung zuruckfiihrbar 
sei, ganz iihnlich, wie wir es bei Gelegenheit der durch ein Magnetfeld kunstlich 
erzeugten Doppelbrechung (Faradayeffekt, s. § 78) erliiutert haben. Doch be
steht ein wesentlicher Unterschied zwischen dieser naturlichen Drehung del' 
Polarisationsebene und der magnetischen: 

LaBt man bei der Quarzplatte den linear polarisierten Lichtstrahl mit Hille 
eines Spiegels denselben Weg hin- und zurucklaufen, so wird die ursprungliche 
Polarisationsebene wieder hergestellt, wiihrend, wie wir in § 78 sahen, bei der 
entsprechenden Anordnung im Magnetfeld die Drehung verdoppelt wird. Es 
verhalt sich so, als ob in der Kristallplatte langs der optischen Achse eine fur 
eine bestimmte Wellenlange teste Schraubenlliiche vorhanden sei,' langs deren der 
Liehtvektor unabhangig von der Fortpflanzung sich entlangschraubt, wiihrend 
beim magnetischen Versuch der Schraubungssinn von der Fortpflanzungsrichtung 
des Lichts abhangt. 

Die genauere Erforschung der Erscheinung hat dann gezeigt, daB sie bei 
allen soIehen Kristallen auftrittll, die in zwei enantiomorph en Formen vorliegen, 
d. h. soIehen, die durch Spiegelung an einer Ebene auseinander hervorgehen 
(wie rechte und linke Hand). 

1 F. ARAGO: Mem. de la classe des sciences math. et phys. de l'Inst. 1811 (1) S.115; 
Oeuvres compl. Bd. 10 S. 54. Paris-Leipzig 1858. 

I Allerdings nicht nur bei solchen: Die theoretische Bedingung des Auftretens des Dreh
vermogens von Kristallen ist, wie wir sehen werden, das Fehlen eines Symmetriezentrums. 
(s. S. 418); bei Molekillen darf auJ3erdem keine Symmetrieebene oder Drehspiegelachse 
auftreten (s. S. 410). 
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Das optische Verhalten eines Rechts- und eines Linkskristalls ist in dem 
einen durch eine Rechts-, in dem anderen durch eine Linksschraube fUr den 
Lichtvektor gegeben . 

.. Dieser Effekt, den man auch mit dem etwas unbestimmten Namen nattlr
licke optische Aktivitat bezeichnet, tritt nicht nur fur Strahlen parallel zur 
Achsenrichtung in Erscheinung; fUr jede Fortpflanzungsrichtung werden die in 
Kapitel V gegebenen Gesetze fur die Brechungsindizes und Schwingungsverhalt
nisse ein wenig modifiziert. Wichtig ist die Tatsache, daB es auch regulare 
Kristalle gibt (also solche, die nach der gewohnlichen Kristalloptik isotrop sein 
miiBten} , die in jeder Richtung (gleiches) optisches Drehvermogen zeigen (wie 
z. B. Natriumchlorat). 

Aber die Erscheinung ist uberhaupt nicht auf Kristalle beschrankt, sondern 
tritt auch bei Flussigkeiten, insbesondere bei Losungen, auf. Hier muB man 
also annehmen, daB sie von der Struktur des einzeInen Molekuls herriihrt. In 
jedem Molekiil muB ein fester Schraubungssinn gegeben sein, und trotz der iso
tropen Verteilung .der Molekiilachsen muB im Mittel ein Drehungseffekt ubrig
bleiben. Es gibt z. B. Rechts- und Linkszucker, d. h. solchen, dessen wasserige 
Losung die Polarisationsebene des Lichts nach rechts bzw. links dreht. Eine 
LOsung, die aus gleichen Teilen beider Arten besteht, dreht naturlich gar nicht. 
Eine chemische Substanz (eigentliche Verbindung oder Gemenge) die sich in 
·zwei optisch aktive Komponenten spalten HiBt, wird' als Razem bezeichnet. 

Fur die Chemie ist die optische Aktivitat ein ungeheuer wichtiges Hilfsmittel 
bei der E~forschung der Struktur der Molekiile. Bereits 1860 hat PASTEUR 1 den 
Gedanken ausgesprochen, daB die Aktivitat auf einer Asymmetrie des Molekiil
baues beruhen musse. 1874 wurde diese Hypothese unabbangig und fast gleich
zeitig von VAN'T HOFF2 und LE BELa fur die organische Chemie fruchtbar .ge
macht. Sie erkannten, daB es zum Verstandnis der optischen Aktivitat not
wendig sei, mit raumlichen Molekulmodellen zu operieren. Die Chemie hatte bis 
dahin versucht,die Mannigfaltigkeit der .Verbindungen durch ebene Valenz
schemata zu ubersehen; jetzt aber wurde als ndtwendig erkannt, die Valenz
richtungen wirklich im Raume anzuordnen. Hier liegt der Ausgangspunkt der 
Stereochemie, d~r Lehre von der raumlichen An6rdnung der Atome und Valenzen, 
die heute vor allem die organische Chemie beherrscht. Die Entdeckung von 
VAN'T HOFF und LE BEL beruhte auf der Erkenntnis, daB organische Verbin
dungen immer dann die Polar,isationsebene drehen! wenn ein "asymmetrisches 
Kohlenstoffatom" vorhanden ist, d.h. ein solches, bei dem die vier ·Valenzen 
des Kohlenstoffatoms durch vier verschiedene Atome oder Radikale abgesattigt 
sind. Denkt man sich das Kohlenstoffatom mit seinen vier Valenzen Unter dem 
Bilde eines Tetraeders, so ist die Bedingung fur das Fehlen einer Symmetrie
ebene, daB die vier Ecken samtlich mit verschiedenen Teilchen besetzt sind. 
Vertauscht man zwei dieser Teilchen, so entsteht eine spiegelbildliche Kon
figuration, und zu dieser gehOrt ein Molekiil mit umgekehrtem Drehungssinn. 
Man spricht ·dann von optischer Isomerie. Neuere Forschungen haben gezeigt, 
daB sie keineswegs auf Kohlenstoffverbindungen beschriinkt ist, 'sondern immer 
dann auf tritt, wenn das Molekiil gemaB seiner chemischen Strukturformel keine 
S'piegeIsymmetrie' besitzt. 

I L. PASTEUR: Vber die Asymmetrie bei natftrlich vorkommenden organischen Verbin
dungen. t868 (Ostwalds Klassiker 28). 

I J. H. VAN'T HOFF: Voorsteel tot uitbriding der tegen woordig in de scheikunde ge
bruikte struktur-formules in de ruimte etc. Utrecht 1874; Bull. Soc. chim. France (2) Bd. 23 
(1875) S.296, 338; Ber. dtsch. chem. Ges. Bd. 10 (1877) S.162O. 

• J. A. LE BEL: Bull. Soc. chim. France (2) Bd.22 (1874) S.337. 
, Genauere BestiDimung s. S. 4tO. 
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Die Gesetze der Liehtfortpflanzung in aktiven Substanzen suchte man friiher 
(nach DRUDE und VOIGT!) dadurch zu beschreiben, daB man die Beziehung 
zwischen elektrischem Moment lJ und wirkender Feldstarke ~' in geeigneter 
Weise so erweiterte, wie es dem Vorhandensein eines Schraubungssinnes im 
Molekill entspricht. Dabei wird auf eine modellmaBige Deutung dieses Zusammen
hanges von l> und ~' verziehtet. Eine solche wurde unabhangig voneinander 
und fast gleiehzeitig von OSEEN und dem Verfasser2 gegeben, wobei als Haupt
ergebnis herauskam, daB im Grunde keine neue Annahmen notig sind iiber die 
hinaus, die schon in der gewohnlichen Theorie der Brechung und der Dispersion 
(s. Kap. VIII) gemacht werden. Das einfachste mechanische Modell fUr ein 
anisotropes Molekill ist ein System von' miteinander gekoppelten harmonischen 
Resonatoren. Ein solches braucht man bereits, wenn man die in den vorher
gehenden Paragraphen behandelten Erscheinungen der molekularen Anisotropie 
modellmaBig deuten will. Zu der Erklarung der optischen Aktivitat ist es nun 
nieht notig, an diesem Modell irgend etwas zu andern, sondern man hat nur 
genauer zu rechnen: 

Es geniigt nieht mehr, die Wellenlange als unendlich groB gegen den Durch
messer a des Molekiils anzusehen, sondern man muB die Glieder erster Ordnung 
in ap. mitnehmen. Wir werden jetzt zeigen, daB man dadurch ohne weiteres 
eine Theorie der Aktivitat erhiilt. 

Hierbei muB man aber die Beschreibung des optischen Verhaltens unseres 
Molekills ein wenig vertiefen: Die Angabe des Deformationstensors IX geniigt 
natiirlich nicht mehr, urn die Abhiingigkeit des im Molekill vom Licht erzeugten 
Schwingungsvorganges von der Wellenlange darzustellen. 

Wir miissen vielmehr ein Modell benutzen, das die verschiedenen Teile des 
Molekiils einzeln zu betrachten erlaubt, ohne daB iiber den eigentlichen Mecha
nismus viel ausgesagt wird. 

Erinnern wir uns an die in § 72 gegebene Definition des magnetischen Mo
mentes, so sehen wir, daB auch dann, wenn dieses fiir das ungestorte Molekill 
Null ist, bei einer Storung ein Moment auftreten kann, das offenbar von der 
GroBenordnung a/). sein wird. Daher diirfen wir uns nieht mit der Berechnung 
des elektrischen Momentes l> des Molekills begniigen, sondern mjissen auch das 
durch die Lichtwelle erzeugte magnetische Moment m beriicksichtigen8• 

Wir denken uns das Molekill aus umlaufenden elektrischen Ladungen ej be
stehend, indem wir die Ortsvektoren It als Zeitfunktionen ansehen. Dann ist 
das mittlere magnetische Moment definiert durch 

(1) m = ;c~ et(Ij X i j). 
10 

Nach Voraussetzung soll dieses Moment fiir den ungestorten Zustand verschwin
den. Die Lichtwelle bewirkt nun, daB Ij durch It + Ut zu ersetzen ist. Daher 
wird bei Vernachlassigung von quadratischen Gliedern in Ut: 

(2) m = ;c 2 et {(Ij X Ut) + (Uj X it)} , 
II 

1 W. VOIGT: DrudesAnn. Bd. 69(1899) S. 307; Nachr. Ges. Wiss. G6ttingen 1903 S. 155; 
P. DRUDE: Lehrbuch der Optik, II. Abschn .• Kap. VI S.368. Leipzig 1900; F. PO<;KELS: 
Lehrbuch der Kristalloptik. II. Teil. Kap. II. § 6 S. 319. Leipzig 1906; P. DRUDE: Nachr. 
Ges. Wiss. G6ttingen 1892 S.400; 1904 S. 1. 

I M. BoRN: Dynamik der Kristallgitter. § 36 S.109. Leipzig 1915; Physik. Z. Bd.16 
(1915) S.437. Bd.16 (1915) S.251; Ann. Physik (4) Bd·55 (1917) S.177: C.W.OsEEN: 
Ann. Physik (4) Bd.48 (1915) S. 1. 

• S. hierzu G. L. PALUMBO: Ann. Physik (4) Bd. 79 (1926) S. 533 (Anhang von R. GANS); 
V. BURSIAN U. A. TIMOREW: Z. Physik Bd. 38 (1926) S.475. 
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wo die Striche Mittelungen iiber die Bewegungen der Elektronen im Molekiil 
bedeuten. Da nun das ZeitmiUel jeder totalen Ableitung nach der Zeit ver
schwindet, so ist 

(3) 

Daher wird 

(4) m = : 2: e .. (t .. X Ui) . 
/I 

Diese Umformungerlaubt uns nun auch im Falle der Beriicksichtigung der 
magnetischen Erregung mit einem statischen Modell auszukommen, und zwar 
werden wir dieses folgenderma6en konstruieren: 

Wir denken uns ein. System diskreter Punktladungen e .. , die gegen ihre 
raumfesten Gleichgewichtslagen t .. Verriickungen u .. erfahrenkonnen. Dann 
werden wir das bei diesen Verriickungen entstehende elektrische und magnetische 
Moment so zu definieren haben: 

{
(a) 

(5) 
(b) 

~ = ~ e .. u,;, 

m = : 2:et(tt x Ut) 
/I 

wobei das Fortfallen des Faktors i gegeniiber der Formel (1) auf Grund von (4) 
zu beachten istJ. Wirnehmen weiter an, daB die Verriic~gen linear von den 
Komponenten der Krafte !,., die an den 'Partikeln angreifen, und zwar simultan 
von samtlichen abhangen: 

(6) 

Machen wir iiberdies die Annahme, daB die Wechselwirkungen der Teilchen 
konservativer Natur sind, so sind in (6) die Kraftkoeffizienten A!~ symmetrisch 
in den Indexpaaren x, k und ", l: 

{7} 

Von diesem diskreten Modell kann man. zu einem solchen mit kontinuier
licher Ladungsverteilung, wie es in der Quantenmechanik angenommen wird, 
leicht iibergehen, indem man die Dichte der Gleichgewichtslagen vergrOBert 
und die Punktladungen e .. entsprechend abnehmen liiBt. Ober die Verteilung 
der Geschwindigkeiten (oder der AMPEREschen MolekularstrOme) brauchen wir 
nichts weiter vorauszusetzen, weil sie bereits durch die obige Betrachtung tiber 
das magnetische Moment [Fortfall des Faktors i in (5b» beriicksichtigt ist. 

Die Koeffizienten A!~ stellen bei festgehaltenen Indizes k, l einen .Raum
tensor zweiter Stufe dar. Einen solchen kann man in einen symmetrischen (5) 
und einen antisymmetrischen (a)' Anteil zerlegen, 

(8) 

liierbei ist 

(9) {(a) 
(b) 

Atl _ JI + JI • :1:, -~, "S,' 

~n (9b): ist dabei noth die bekannte Tatsache benutzt, daB die drei von Null 
verschiedenen Komponenten einesantisymmetrischen Tensors zweiter Stufe sich 
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transformieren wie die Komponenten eines (axialen) Vektors aJ:l. Diese beiden 
Anteile werden in folgendem eine ganz verschiedene Rolle spielen. 

Wir nehmen nun an, die in den einzelnen Punkten angreifenden auBeren 
_ 2:ri r.~ 

Krafte $fJ: riihren von einer Lichtwelle her, die durch den Ansatz ~=~Oeiwl e }. -
dargestellt sei. Dann ist also 

(10) 
2:ri 

-- tk~ 
$fJ: = eJ: ~o e }, 

Statt der Verruckungen UJ: fuhren wir ihre maximalen Amplituden Uj; ver
moge der Gleichungen 

(11) 

ein. Sie sind llnabhangig von der zufalligen Lage des Atoms gegen die Phase 
der Lichtwelle, genau so wie die Amplitude ~o der Lichtwelle selbst unabhangig 
von der Phase bestimmt ist. Der Exponentialfaktor filit aus samtlichen Glei
chungen (MAXWELLsche Differentialgleichungen, Materialgleichungen) selbstver
standlich heraus, und diese reduzieren sich auf Beziehungen zwischen den maxi
malen Amplituden. 

Wir bilden die Amplitude des elektrischen Momentes unseres Molekiils: 

(12) .po = t: e" Uk' 

Urn es zu berechnen, setzen wir (10) und (11) III (6) ein und erhalten 

(13) 

also 

(14) 

Wir machen nun die Annahme, daB die Wellenlange groB sei gegen die Dimen
sion des Molekiils und entwickeln entsprechend die Exponentialfunktion in (14) 
bis zu Gliedern erster Ordnung: 

(15) -Ps = 22 A!/,eJ:el{1 + 2;i (tl: - tl)5}~~. 
11,1 'I 

Fur diesen Ausdruck wollen wir kurz schreiben1 : 

(16) 

wo 

(17) 

(18) 
2ni ~AA:I ( ) "'sr,z = -l-~ %1/ %1: - %1 eke, 

11,1 

gesetzt ist. Dabei sind die "'sr reell, die "'sr, z rein imaginiir. 
Man erkennt nun leicht, daB die GroBen (17) nur von dem symmetrischen, 

die GrOBe (i8) nur von dem antisymmetrischen Anteil der A!~ abhangen. Man 

1 Das bier eingeftlhrte Dreiindizessymbol ist nicht dasselbe wie das in § 77 mit demselben 
Buc:hataben hezeichnete. 
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kann namlich die Summationsindizes k, l miteinander vertauschen, dann die all
gemeine Symmetrierelation (7) anwenden, und erMlt 

(19) 

(20) 

Bildet man nun die halbe Summe der Ausdriicke (19) und (17) bzw. (20) und (is), 
so erhalt man 

(21) 

(22) lXs,,% = -lX,s,_ = 2~i 2a!~(Zj: - z,)ej:e,. 
11,1 

1m Grenzfalle unendlich langer Wellen bleiben nur die lXs , iibrig, die mit 
den Komponenten des friiher (~. § 73) eingefiihrten Deformationstensors identisch 
sind. Die n~uen Effekte, die wir hier zu behandeln haben·, beruhen auf den 
Zusatzgliedern lX""". Diese kann man wegen"des antisymmetrischen Verhaltens 
in den ersten beiden Indizes durch Einfiihrung einer neuen Bezeichnungsweise 
einfacher schreiben. Die lX"", % verschwinden, sobald die beiden ersten Indizes 
iibereinstimmen; die iibrigbleibenden Komponenten sind paarweise einander 
cntgegengesetzt gleich; wir schreil>en fiir diese 

I lX1I1."'= -lX'1I's = -igss' lX",1I= -lX"" = -ig"", lX,z,z= -lXz"z= -ig",,, 

(23) lXu,s _ -lXsz,s: =~g,,,, lXu " _ =lX",z" _ =~g", lXu ,,_ =lXs,,1 _ =~g,z' 
lX"",s- -lX,,,,,,,,- ~g%S' lX"",,- lX,s,,- ~gz1l' lXs"z- lX1Is,z- 'gu· 

Mit Hille des in (9b) eingefiihrten .axialen Vektors atl kann man nun kutz 
schreiben 

(24) 

Diese GraBen gs, bilden dabei die Komponenten eines (im allgemeinen nicht 
symmetrischen) Tensors, deH wir als Gyrationstensor bezeichnen; er ist reell, 
wenn die Kopplungs\oeffizienten A~~ reell sind (was bei verschwindender 
Dampfung der Fall ist; s. Kap. VIII, § 99). 

Die Zusatzglieder in (16) schrei1:"m sich nunmehr in folgender Weisel: 

l 2'lXs,,%~'9' = -i~,(g1ll!9s + gl,9, + gu9%) + i~%(g,s9s + g,,9, + g,,9z) 
(25) ". 

= -i(~,bz - ~.b,), 

wo 

(26) bs = gu~s + gs,9, + gn9" ... 

gesetzt ist. Die Gleichung (16) selbst wird nunmehr 

(i7) ~s = 2; lXs,~, + i(b X ~)",. 

" 
S Wir schreiben statt fiG einfach Q;. 
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Diese Formel stimmt genau mit dem Ansatz § 73 (17) tiberein. Dort ist nur 
der Deformationstensor IXs" auf das im Molekiil feste Koordinatensystem bezogen 
und statt Q; ist die wirkende Feldstarke Q;' gesetzt. Damit ist gezeigt, daB unser 
Modell gerade den allgemeinsten hermitischen Deformationstensor ergibt. Dar
tiber hinaus ist die Abhangigkeit des Drehantells b von der Wellennormalen ~ 
durch die Formel (26) gewonnen worden. 

Wir bllden jetzt das magnetische Moment nach (5 b) und erhalten durch Ein-
(6) d ( . d' GI' h . ci:. • rc; 2nci rc: 2nci rc; set zen von un 10) In lese elc ung mit ~ = H.o~ = T ~ = nT \l< 

(28) 1tts= ~:i 2el:el{Q;" (YI:A~~-zI:A:~) + Q;"(YI:A~~-zI:A~~) +Q;z(YI:A!~-zI:At~)}. 
11,1 

Denken wir jetzt die Zerlegung (8) von A in s und a vorgenommen, so behaupten 
wir zunachst, daB der Anteil, der von a herrtihrt, von der Wahl des Nullpunktes 
der Koordinatenzahlung unabhangig ist: es ist namlich 

woraus die Behauptung hervorgeht. 
Dagegen werden die in entsprechender Weise mit dem symmetrischen An

tell s geblldeten GroBen davon abhangen, wo der Nullpunkt angenommen ist, 
oder umgekehrt ausgedrtickt: wenn bei festem Nullpunkt das Molekiil als ganzes 
verschoben wird, so werden diese symmetrischen Anteile aIle moglichen Werte 
annehmen, und .zwar werden sie linear mit der Verschiebung des Molekiils vari
ieren. Da nun Molekiile aller moglichen Lagen vorkommen, so wird der Mittel
wert dieses Anteils Null sein. Mithin bleibt nur der antisymmetrische Anteil 
tibrig, und aus (28) wird 

ms = 2:; . ~ 2 el:e, {[a!~ (YI: - Yl) - a:~ (ZI: - Z,)] Q;s 
11,1 

+ [a!~ (YI: - Yl) - a;~ (ZI: - Zl)) Q;" + [a:~ (YI: - Yl) - a~~ (ZI: - Z,)) Q;z} 

= 2:;.i • ~ 2 eke,{[a~1 (Zk - Z,) - a:1 (Yk - Yl)] Q;s 

also nach (24) 

(30) 

oder auch 

(31) 

wo 

11,1 

_ 1 ( ) _ 2nn t ~ kl ( ) 
(32) g - 3" gn; + g"" + gu - T 3" ~ a tk - t, eke, 

11,1 

gesetzt ist. 
Die Formeln (31) zeigen, daB die Wirkung des Lichtvektors auf das magne

tische Momellt durch denselben Tensor gs" bestimmt ist, der 'auch gem5.B (25). 
(26) das elektrische Moment bestimmt. 
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Wir wollen zunachst die 

optisch aktiven Fliissigkeiten und Gase 

behandeln. Bei ihnen haben wir die Momente iiber eine isotrope Richtungs
verteilung der Molekiile zu mitteln. Nach den Resultaten von § 76, 77 erhilt 
man dann 

g. = g" = gu = g, 

g"z = gZII: = gil:" = 0 = g., = gll:8 = g"s· 

Die Invariante g wollen wir die Gyrationskonstante des Molekiils nennen (sie 
entspricht der in § 73 eingefiihrten mittleren Polarisierbarkeit IX). 

gist nul' aann von Null verschieden, wenn aas MolekUl weder ein Symmetf'ie
zent"um noch eine Symmetf'ieebene ~esitzt. (Symmetrieachsen beliebiger Zihligkeit 
sind zullissig.) Denken wir uns nimlich ein molekiilfestes Koordinatensystem, 
so transformiert sich der Axialvektor Qil wie das Produkt zweier polarer Vek
toren, tl X t., das skalare Produkt Qil(ti - t,) also wie (tl X t.) • t a, d. h. wie 
die Volumendeterminante 

Xl Yl Zl 

X. Y. za 
Xa Ya la 

dieSe aber wechselt ihr Zeichen sowohl bei jeder Spiegelung an einer Ebene 
(x- X, y -+y, z- -z) als auch bei jeder Spiege1ung an einem Punkte (x- -~, 
y - -y, z -+ -z). Bei jeder solchen Spiege1ung wird also in der definierenden 
Summe (32) zu einem Punktepaar k, Z ein zweites Paar k', I' geharen, fUr die 
die Ladungen iibereinstimmen, ei=e"" e,=er, wabrend der Wert des Skalar
produktes bei beiden Punktepaarenentgegengesetzt ist, Qtl(ti - t,) = _QI'I' (tf( -I,). 
Die Glieder heben sich also paarweise auf. 

Die Beziehungen {26} lautennunmehr 

(34) b =g9, 

und (27) bzw. (31) gehen bei der Mitte1ung iiber in 

j (a) 

(35) (b) 

4J = 1X(i' + ig{i X (i'), 

i (i' m=-.,., , 
wobei wir gleich die wirkende Feldstarke i' eingefiihrt haben. 

Aus diesen Gleichungen (35) erhilt man· ohne weiteres die Momente der 
Volumeneinheit, , und IDl, oder die die1ektrische Verschiebung i) und die 
magnetische Induktion' tlf: . 

(36) {(a) 
(b) 

i) = (i + 4n' = (i + 4nN4J, 

~ = f) + 4nIDl= f) + 4nNm. 

Um die Abhingigkeif der wirkenden Fe1dstarke i' von dem Lichtfe1de i zu 
bestimmen, geniigt es wie friiher (§ 76), die Zusatzglieder mit g fortzulassen, so 
daB man wledk die Gleichung erlialt [so § 77 (31), § 76 (15)] 

i,=8+2n: 
3 \iii, wo 
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Dann lauten die optischen Grundgleichungen fur isotrope aktive Substanzen r) ~ = eQ: + i" (9 X Q:), 
(38) 

(b) 
i 

~=S)--"Q: n 

wo 

(39) 
4nN ,,= -3-(e + 2)g 

gesetzt ist. 
Da es sich um isotrope Korper handelt, konnen wir ohne Einschrankung 

der Allgemeinheit die z-Achse parallel zur Wellennormalen legen. Dann lauten 
unsere Gleichungen (38) 

(40) 

iy 
~z = S);t - - Q:z, n 

iy 
~, = S), - n Q;" 

iy 
~z = S)z - --- Q:z . n 

Wir diirfen nun nicht wie friiher (§ 78) die optischen Grundgleichungen V, § 58 (14) 
benutzen, da diese ja nur unter der Voraussetzung ~ = S) abgeleitet waren, 
sondern miissen auf die MAXwELLSChen Gleichungen selbst zuriickgehen, die fur 
ebene Wellen [vgl. V, § 58 (13), wo S) statt ~ steht] 

(41) n(S)x 9) =~, n(Q: X 9) =-~ 

lauten und die fiir unsere Wahl des Koordinatensystems 

(42) I nS)1I = ~z, 

- nS)z = ~II' 

0= ~,' 

-nQ:, = ~z, 

nQ:z = ~II' 

0= ~z 

liefern. Aus diesen Gleichungen (42) folgt zunachst, daB die Welle in samtlichen 
Vektoren transversal ist. Wir brauchen also nur noch die Verhii.ltnisse in der 
xy-Ebene zu studieren und fuhr.en zu diesem Zwecke wie in § 78 (5) und (6) die 
Kombinationen 

(43) { 
Q:+ = Q:., + iQ:" 
Q:- = Q:z - iQ:, 

und entsprechende Kombinationen fiir die ubrigen Vektoren ein. Dann scbreiben 
sich unsere vier Gleichungssysteme (40) lind (42) in der Gestalt 

(a) 

(44) 

(b) 

I ~+ - (e - ,,) Q:+ 

~_ = (e + ,,) Q:_ 

{ 
~+ = ~inS)+ , 
~- = JnS)"", 

~+ = S)+ _ i: Q:+ • 

. if 
-~- = ~- - n Q:- , 

~+ = inQ:+-, 
~_ = -inQ:_ . 

Man sieht, daB die Plus- bzw. Minusschwingungen vaneinander entkoppelt sind. 
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Setzt man die beiden Ausdriicke (a) und (b) iiir ~+ und t8+ bzw. ~_ und t8-
einander gleich, so erhalt man die vier Gleichungen 

(45) I 
(e + y)~_ = in~_, ~ __ i; ~_ = -in~_. 

Die Eliminahon von ~+ bzw. ~_ Hefert 

(46) {(a) 
(b) 

~+ {ni + y - (e - y)} = 0, 

~_{n2-y- (e+y)}=O. 

Man erkennt also, daB sich zwei zirkulare Wellen fort pflanzen, namIich nach I, 
§ 8 (3) und (4): I (a) rechtszirkular: ~+ = 0, also 
(47) 

(b) linkszirkular: ~_ = 0, also und n~ - e + 2y = o. 

und n~ - e - 2y = 0, 

Daraus wird naherungsweise1 

I (a) 

(48) 
(b) 

Dabei ist n ein mittlerer Brechungsindex2• 

Einfallendes linear polarisiertes Licht erfahrt daher pro Langeneinheit die 
Drehung urn den Winkel 

n 2nr 8nl n l + 2 
(49) X = -to (n_ - n+) = -ton = 3 N ~ g 

[so § 78 (18)], und zwar unabhangig von der Fortpflanzungsrichtung. 
Unsere Formel (49) ist iiir die optische Aktivitat ein Analogon zur LORENTz

LORENzschen Formel § 76 (15). Bildet man namlich die spezitische Drehung 
[X] = xlN , so miiflte nach unserer Formel (32) der Ausdruck 

(50) [x] 8n2 g 16.T' 1 ~ il( . ) 
nl + 2 = 3 Aon = -9-. lI..::::.. a ti - t, eie, 

111 

von der Dichte, bei Losullgen von der Konzentration unabhangig sein. Bei der 
Priifung dieser Behauptung muB man aber genau beach ten , welche Voraussetzungen 
gemacht worden sind. Es ist angenommen, daB die Molekille der drehenden Sub
stanz durch die Molekiile der Umgebung nicht wesentlich verandert werden und 
daB der EinfluB der Nachbarmolekiile mit Hille der "wirkenden Feldstarke" be
riicksichtigt werden kann. Wenn die Messung des Drehungsvermogens eine Ab
hangigkeit der GroBe (50) von der Dichte ergibt, so kann man schlieBen, daB 
die Umgebung des Molekiils an ihm eine Deformation erzeugt. Messungen hier
iiber haben WOLF und VOLKMANN3 ausgefiihrt, und zwar an zwei Substanzen, 

1 Wurde man das magnetische Zusatzglied [in (45) die Terme mit i rln] fortlassen, so 
wurde in (48) fiberall statt r die GroBe rl2 stehen. 

I DaB zwei zirkulare Wellen an Prismen unter verschiedenen Winkeln entsprechend den 
Brechungsindizes n+ und n_ gebrochen werden, ist an Zuckerlosungen von E. v. FLEISCHL 
(5. § 84 S.418 Anm. 1) direkt nachgewiesen worden, und zwar nach einer Methode, die 
FRESNEL fur aktive Kristalle ersonnen hat. 

• K. L. WOLF U. H. VOLKMANN: Z. physik. Chem. Abt. B Bd. 3 (1929) S. 139; H. VOLK
¥ANN: Ebenda Bd. 10 (1930) S.161. 
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Menthon CloHlSO und Limonen CIOHl6 in verschiedenen Losungsmitteln. Sie ha hen 
fUr diese Substanzen durch Bestimmung der DielektriziUitskonstanten und der 
Molekularpolarisation das elektrische Dipolmoment bestimmt und gefunden. daB 
Menthon ein betrachtliches Dipolmoment (2,8· 10- IS e.s.E.) hat, Limonen aber 
ein soIches, das unterhalb der Grenze der sicheren Beobachtung liegt. Hiernach 
ist zu erwarten, daB die Molekiile von .Menthon ebe starke, die von Limonen 
aber eine schwache Wechselwirkung mit der Umgebung erfahren werden. In 
Dbereinstimmung damit wurde auch festgestellt, daB der erste Stoff beim Dber
gang von einer Losung im dipolfreien Losungsmittd Heptan zum Dipollosungs
mittel Methylalkohol eine betrachtliche Verschiebung der ultravioletten Absorp
tion zeigt, der zweite Stoff aber nicht. 

Sodann wurde das Drehungsvermogen bestimmt lIml gefunden, daB die 
GroBe (50) in den verschiedensteil Losungsmittdn fur Limonen nur wenig 
schwankt, ftir :\Ienthon aber sehr bctrachtlich (Tab. J 1). 

Tabelle 31. Vergleich des spezifb~hen Drehungsvcrmijgel1s und der GroBe (SO) 
fiir Limonen und l\Ient}lon in Losungen der Volumkonzentration q mit den

selben GraBen fiir reines Limonen und :\lenthon. 
Wdenlange i.. = 589 mI-" 

Limonen Menthon 

Uisungsmittel I II .. [~t_ II_J1.L 
q 

J 
.J [xl "'+2 q .J[1.1 I' "'+2 

% % I % % 

Heptan C,H18 • 2.404 I -3.7 I +1.6 11.734 1- 0.44 + 3.2 
Methylalkohol CH30H 2.2692 I - 8. 77 , -0.1 8.3098 - 21.6 -15.2 
Azeton (CH3)2CO 3.53112 - 6.1 I +1.5 10.34 i -11.3 - 6.32 
Benzol CeHa 2.3436 +0.3 -2.1 12.224 ,3').3 -21.'1 
Schwefelkohlenstoff CSii 3.9065 +0.7 -8.0 10.54 j- 12.6 I -21.9 
Nitrobenzol CeH5NOa 5.9233 +9.3 I +3.56 10.946 1- 7.5 1 1- 13.4 Tetrachlorkohlenstoff CCI. 2.9731 - 5.61 -4.87 

1m ganzen zeigt sich, daB die Forme! (50) bei weitem nicht so gut erftillt ist 
wie die LORENTZ-LoRENzsche Gleichung der Brechung; das Drehungsvermogen 
ist gegen auBere Storungen viel empfindlicher. Wir werden diese Tatsache spiiter 
bei der niiheren Betrachtung des Mechanismus in der Dispersionstheorie ver
stehen (s. VIII. § 99). 

Man findet Angaben tiber die spezifische Drehung zahlreicher organischer 
Substanzen, insbesondere der viel untersuchten Zuckerarten bei LANDOLT-BoRN
STEIN l. Daraus ersieht man, daB die spezifische Drehung (etwa bei 20° Tem
peratur und fUr Natrium-D-Licht) auBerordentlich stark von der Konzentration 
abhiingt. Ftir die beiden stereo-isomeren Traubenzucker CsH120 s, L-Fruktose 
und D-Glukose, betriigt die spezifische Drehung, auf Konzentration 0 exlra
poliert, -92° bzw. +52°. Dies diene zur Veranschaulichung der GroBenordnung 
des Effekts. 

§ 84. Optisch aktive Kristalle. * 
Wir wollen uns jetzt mit der Theotie der optischen Akt.ivitiit der Kristalle 

beschiiftigen, an denen die Erscheinung ja zuerst entdeckt worden ist (Quarz). 
Man hat dann fiir das 'elektrische und das magnetische Moment des einzelnen 
Atoms oder Molekiils im Gitter den Ansatz § 83 (5) zu machen, dazu aber die
jenigen Glieder zu addieren, die von der Wechselwirkung der eillzelnen Atome 
im Kristallgitter herriihren. Die entsprechende Methode haben wir in § 75 ent
wickelt. 

1 Physik.-chem. Tabellen. Bd. II Nr 188 S. 999. 
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Es ist ohne Rechnung evident, daB die Form der dadurch zum Moment der 
Volumeneinheit hinzutretenden Glieder genau dieselbe sein wird wie die eines 
einzelnen Molekiils; denn man kann ja den ganzen Kristall gewissermaBen als 
ein einziges riesiges anisotropes Molekiil auffassen. 

Wir wollen uns hier aber noch eine weitere Vereinfachung erlauben, indem 
wir das yom magnetischen Moment herrtibrende Zusatzglied fortIassen. Das ist 
strenggenommen zweifellos falsch, weil, wie wir gesehen haben, bei Fliissig
keiten dieses Glied einen Betrag von der gleichen GroBe liefert wie das elek
trische Moment. 

Die vollsta.n.dige Theorie ist in der Literatur noch nicht durchgearbeitet und 
wird, wie man sich leicht iiberzeugen kann·, betrachtlich verwickelter als die, 
die wir sogleich unter Vernachlassigung des magnetischen Zusatzgliedes ableiten 
werden. Wir tun das, weil einige Hauptziige der Erscheinungen schon dabei 
klar hervortreten .. Die Resultate sind aber natiirlich quantitativ und vielleicht 
aucIl qualitativ korrekturbediirftig1• 

Entsprechend den Formeln (27) in § 83 ffir das elektrische Moment tJ setzen 
wir direkt die Beziehung zwischen dem Vektor ~ der Verschiebung und dem 
elektrischen Felde ~ an in der Form2 

(1) 
Dabei sind Ez , Ell' Ez die frtiber (Kap. V) eingefiihrten Hauptdielektrizitats
konstanten unter Vernachlassigung des Drehungsvermogens und Q) ein Gyra
tionsvektnr, der von der Richtung der Wellennormalen nach der § 83 (24), (25) 
entsprechenden Formel ". 

(2) Q)z = gusz + gslIs,I + gszs. 

abblngt. Die gZIl sind dabei bei gegebener Frequenz Materialkonstanten, die 
von der GroBenordnung des VerhaItnisses von Gitterkonstante und WellenIa.nge 
sind. Die Gleichungen (1) haben wir nun mit der Aussage der MAXWELLSChen 
Gleichungen ffir ebene Wellen [so V, § 58 (14)], 

(3) ~ = n2(~ - s(s~)), 

zu verbinden. Setzt man die beiden Ausdriicke (1) und (3) einander gleich, so 
erhalt man folgende lineare Gleichungen fiir die Komponenten von ~: 

(4).1 ~. I'. ~ ~1 ~ .~?: n? .~ ~{n~~'.: -: i~.} ~ ~{~.~.~ ~ ~~.} :-: 0 : 

Durch Nullsetzen der Determinante ergiht sich ffir n 2 die quadratische Gleichung 

(5) I 
1 Wir werden an der entscheidenden Stelle (s. S. 415) in einer FuBnote angeben. worin 

die Komplikation der strengen Theorie zu suchen ist. 
I In dem "Lehrbuch der Optik" von KARL FORSTERLING (Leipzig 1928) ist die Theorie 

fDr drehende Kristalle mit Beriicksichtigung der magnetischen Zusatzglieder vOllig durch
gefiihrt; aber es gelingt das nur deswegen. weil der Ansatz ror die el!lktrischen Zusatzglieder 
von dem unserigen abweichend gewa.hlt ist, na.mlich die Form ~g •• (~ X Q;). hat; dieser 

" Ansatz UI.Bt sich nicht allgemein mit unserer For~el b X If, wo b. = ~g •• ~. gesetzt ist, 
. " 

in Einklang bringen, stimmt allerdings bei isotropen Substanzen mit ibm ilberein. Der 
FiiRSTERLINGSche Ans4tz ·laUt sich nicht moiekulartheoretisch begrilnden, obwohl das auf 
S. 200 jenes Buches behauptet wird. 
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Ftir QS = 0 geht diese in die FREsNELsche Gleichung V, § 59 (3) tiber, deren 
Wurzeln nO und n[) sein mogen; man kann daher (5) in der Form 

(6) 

schreiben, wo 

(7) 
G2 _ Ez @}! + E.,@}~ + E.@}: - n2(5 x @})I 

- E%~: + E.~= + E.~: . 

gesetzt ist. Gist der skalare Parameter der Gyration; dabei ist in G ftir n ent
weder nO oder n[) einzusetzen, je nachdem die Korrektion zu dem einen oder 
dem anderen der Brechungsindizes gerechnet werden soIl. Die Abhangigkeit 
dieser beiden Zweige G', G" von der Wellenrichtung IS ist recht verwickelt. Man 
pflegt sie nach W. VOIGT l dadurch zu vereinfachen, daB man in dem Ausdruck (7) 
ftirG die Doppelbrechung vernachHi.ssigt; d.h. man setzt dort e",=e,,=e.=n2• 

Diese Annahme scheint praktisch vollig auszureichen2• Dann wird 

(8) G = ISQS 

Setzt man hier den Ausdruck (2) fUr die Komponenten von QS ein, so erhaIt man 

(9) { 
2 2 2 - - -G = gus", + g""s" + gllZsz + 2g".S"S. + 2gu i5.9", + 2g",,,i5,,,Sv ' 

g"," = i(g",,, + g"",) , •.• 

wo 

Tragt man die reziproke Quadratwurzel aus dem absoluten Betrage von G auf 
der zugehorigen Fortpflanzungsrichtung als Strecke auf, so erhaIt man eine 
Flache zweiten Grades. Diese Flache moge als Gyrations/tache bezeichnet werden. 

Wenn man voraussetzt, daB 

(10) 

ist, so lauten die Wurzeln von (6) 

(11) , I n'2 = Hno'2 + nO'2 + -Y(n'o2 - n[)2)2 + 4G2} 

n/2 = Hn~2 + n[)2 - -Y(n'o2 - n'o'2)2 + 4GB} , 

wobei immer der positive Wert der Quadratwurzel zu nehmen ist. 
Die Zuordnung ist so getroffen, daB fiir verschwindendes G n' in no, nil in nK 

tibergeht. Die GroBe von G, die sich, wie wir sogleich sehen werden, aus der 
Drehung der Polarisationsebene parallel zur optischen Achse ermitteln laBt, ist 
erfahrungsgemaB immer klein, und zwar sogar klein gegen die Doppelbrechung 
nO - n[), sofern nur die Wellennormale nicht zu nahe an der optischen Achse 
liegt (wo ja die lineare Doppelbrechung verschwindet). AuBerhalb der optischen 
Achse tritt daher nur eine geringe Verzerrung der beiden Mantel der FRESNEL
schen· Flache ein (d. h. der .GroBen .&~ = c/n', c'; = c/n" als Funktionen der 
Wellenrichtung 9). Dagegen hat man in unmittelbarer Umgebung ner optischen 
Achse eine wesentliche Mod~izierung d~~ser Flache. Wahrend ihre beiden Mantel 

1 W. VOIGT: Drudes Ann. Bd. 69 (1899) S. 307; Nachr. Ges. Wiss. GOttingen 1903 S. 155; 
Ann. Physik (4) Bd. 18 (1905) S.646. 

I Wir wollen hier anmerken. was sich II.ndert. wenn man die Zusatzglieder beim magne
tischen Moment beriicksichtigt. Es wird G2 ein viel komplizierterer Ausdruck in den Kom
ponenten von ·1, und zwar, wenn man wieder in der VOIGTSChen Nltherung rechnet und in 
den Zusatzgliedern E" = E. = II. ~ n 2 setzt, ist G2 eine allgemeine Form vierten Grades in 
I", 5., I., aus der sich nicht mehr wie oben in Formel (8) die Wurzel ziehen llU3t. G selbst 
erscheint also nicht als quadratische Form, sondern als Wurzel einer Form vierten Grades. 
Die Koeffizienten dieser Form vierten Grades aber sind quadratische Kombinationen der 
Koeffizienten des (unsymmetrischen) Tensors g".. Die moglichen Symmetriefalle lassen 
sich also wiederum durch Diskussion dieses Tensors erschopfen. 
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fur G = 0 in einem konischen Punkt zusammenhangen, sind sie bei endlichem G 
dauemd v~llig getrennt. Die diesen Angaben entsprechenden Bilder ffir ein
und zweiachsige Kristalle sind in den Figuren 202, 203 dargesteIlt. 

Urn die Schwingungsform zu bestimmen, entnehme man aus (3) 

(12) ~ = ~ ~ + 9(9~) n 

und setze diesen Ausdruck in die Glieder nuIlter Ordnung von (1) ein; dann 
erhlilt man 

(13) (1 1) i ~s .- - = -Ss(s~) - -(~ X QS)s. 
n 6" 6" 

In dem Zusatzgliede ersetze man naherungsweise ~ durch ~ ~ und es = ell = e. 
durch n2, wo n einen mittleren Brechungsindex bedeutet; dann erhlilt man mit 
derselben Annliherung, mit der die Fonneln (11) gelten, 

(14) ~s .- - = -Ss(s~) - ~ (~ X QS) .... (1 1) . 
n 6" n 

Diese Gleichungen lassen sich durch den Ansatz 

(15) n = n', ~ = ~'- ikl ~', I~'I = I~'I 

losen, wo ~' und ~" die in V, § 60 eingefiihrten Schwingungsvektoren des nicht 
aktiven KristaIls sind, deren Langen einander gleich gewahlt werden. Der Koeffi-

Fig. 202. Durchsclmltt durch die Normalenfllche 
eines einachsigen aktiveu Kristl11es. 

Fig. 203. Normalenfilche eines zwei.achsigen aktiven 
KrisWles. 

zient kt soIl von der GroBenordnung G sein und ist noch zu bestimmen. Zu dem 
Zwecke setze man den Ansatz (15) in (14) ein und trenne Real- und Imaginar
teil, wobei Glieder zweiter Ordnung fortbleiben; dann erhlilt man 

(16) ~(~,. - :J + s ... (s~ = 0, kt{~;(~,. - :J + 9S (S(f,)}= ~, (~' X QS) .... 

Nun genugen aber ~' und ~" den Gleichungen V, § 60 (10), wenn man darin n 
durch nO bzw. 11({ ersetzt; zieht man diese von den vorstehenden, entsprechenden 
Gleichungen ab, so ergibt sich 

(17) ~(n~.- n~.)=O' kl~(n~l- n~.)= ~,(~ X QS)s. 

Nach (11) unterscheidet sich n'l von nO· nur urn GraBen der Ordnung G, wah
rend n'l - 1I({1 von endlicher Gr~Benordnung nOI - 1I({1 ist; also ist die erste 
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dieser Gleichungen (17) mit hinreichender Annaherung erfiillt, die zweite dient 
zur Bestimmung von k1 • Da die Vektoren ~, ~', ~" paarweise aufeinander 
senkrecht stehen, da femer I~' I = I~" I gewahlt worden ist, so kann man 

~'=~"xs 
set zen und hat dann 

~' X @ = @ X (s X ~") = ~(@~") - ~"(@s). 

Setzt man diesen Ausdruck in (17) ein und multipliziert skalar mit ~", so folgt 
wegen ~~" = 0 

(18) 

oder mit genugender Naherung 
G 

(19) kl ='2 "2· n - no 

Ganz ebenso beweist man, daB eine zweite Losung 

(20) 

mit 

(21) 

n = nfl, 

existiert. Da nun aus (11) 

folgt, so erkennt man, naB 

I~'I = I~"I 

n'2 + n"2 = ~2 + n;{2 

k -k - 2G = k 
1 - 2 - n~1 _ n:;s + y(n~2 _ n:;2)2 + 4G2 

ist. Man kann dafiir auch schreiben 

(22) 

Diese GroBe ist stets ::;;; 1 . 
Fiigt man zu den beiden Losungen (15) und (20) den Faktor e;rp hinzu, wo 

f{J = -rot + 2;,: (~t) ist, und nimmt man dann die reellen Teile, so erhii.lt ·man 

(23) { 
n = n', ~ = ~'cosf{J + k~"sinf{J, 
n = nfl, ~ = ~"cosf{J + k~' sinf{J. 

Legt man nun das Koordinatensystem so, daB die x-Achse parallel zu ~', die 
y-Achse parallel zu ~" wird, und setzt I~' I = I~" I = D, so werden die heiden 
Losungen (23): 

(24) { 
n = n', ~z = Dcosf{J, ~II = kDsinf{J, ~z = 0, 

n = nfl, ~z = kDsinf{J, ~II = Dcosf{J, ~z = o. 
Das sind zwei elliptische Schwingungen von gleichem Achsenverhii.ltnis k und 
entgegengesetztem Umlaufssinn mit gekreuzten, zu ~'bzw. ~"parallelen groBen 
Achsen. 

Inder Richtung der optischen Achse bei einachsigen Kristallen bzw. den 
Richtungen der Binormalen (optischen Achsen bei zweiachsigen Kristallen) ist 

Bom,Optik. 27 
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nO = n" = n; dort erreicht k sein Maximum 1, es pflanzen sich also zwei zirku
lare, entgegengesetzt rotierende Wellen fort, deren Brechungsindizes n, und nr 
nach (11) 

(25) 

sind. 

- G 
n, = n + 2n' 

- G 
nr = n - 2n 

Der direkte Nachweis der verschiedenen Brechbarkeit von rechts- und links
zirkularer Welle wurde von FRESNELl mit Hilfe von Quarzprismen erbracht; 
wegen der Kleinheit des Effekts schaltet man am besten mehrere soIehe Prismen 
hintereinander, z. B. in der in Fig. 204 dargestellten Weise zwei Reehtsprismen 
und ein Linksprisma. 

Eine linear polarisierte Welle, die senkreeht auf eine normal zur Aehsen
richtung geschliffene Kristallplatte von der Dicke 1 auffillt, erfahrt eine Drehung 
der Polarisationsebene urn den Winkel 

(26) 
w wG nG 

X = 2e (n, - nr) = 2en = lnB . 

X heiSt spezifisches Drehungsvermligen. . 
Fiir alle von den optischen Aehsen merklich abweichenden Richtungen ist k 

klein von erster Ordnung in G; denn flir G < n;l - n;{2 gilt nach (22) in erster 

A E 
Naherung 

· r=~------__ R.!'3!!!v..!'§tle,. (27) opIMcltel7 Acltes 

DIe Erfahrung lehrt, daB das Aehsen-
.D verhaItnis tatsachlieh auBerst klein ist; 

Fig. 204. FRIIsnt.sehe Prlsmenkonstruktion zum Nach· d d h . d N" 1. f 
weis der zirkularen Doppelbrechung. a ure WIT unser d..llerungsver ahren 

naehtraglieh empirisch gereehtfertigt. 
Wir diskutieren jetzt die Besonderheiten der Form der Gyrationsflaehen £iir 

verschiedene Symmetrieelemente des Kristalls. Dabei haben wir daran festzu
halten, daB die Drehung dadurch zustande kommt, daB einer bestimmten Fort
pflanzungsriehtung im Kristall ein fester positiver Schraubungssinn zugeordnet 
ist. Daraus folgt, daB bei Vorhandensein eines Symmetriezentrums G identiseh 
verschwinden muB; denn bei Umkehrung der Fortpflanzungsrichtung mliBte 
dann G das Vorzeichen weehseln, und das ist bei der quadratischen Form (9) 
nur moglich, wenn sie identisch verschwindet. Das Vorhandensein eines Sym
metriezentrums schliefJt also das Auftreten optischer Aktivitiit uberhaupt aus. 

Dagegen ist im Fall der Existenz einer Symmetrieebene oder einer Spiegel
drehachse sehr wohl die Moglichkeit optischer Aktivitat vorhanden. Denn ist 
eine Symmetrieebene vorhanden, etwa die yz-Ebene, so mlissen £iir zwei spiegel
bildlieh zu ihr gelegene Fortpflanzungsrichtungen die Drehungen entgegen
gesetzten Sinn und gleiche GroBe·haben (s. Fig. 205), d, h. G muB bei Vertau
schung von Ss in -ss in G libergehen. Daraus folgt, daB G sich reduziert auf 

(28) G = 2s",(g",vsv + g:r;zsz}. 

Bei einer Spiegeldrehachse machen wir diese zur z-Aehse. (Man kann sich 
auf den Fall einer zweizahligen Achse beschranken, weil alle anderen durch 

1 A. FRESNEL: Ann. Chim. Phys. (2) Bd. 28 (1825) S. 147 (Oeuvres comp!. Bd. 1 S. 731 
Paris 1866). S. auch J.BABINET: C. R. Acad. Sci., Paris Bd.4 (1837) S·900; J. STEFAN: 
Wien. Ber. (2) Bd.50 (1864) S.380; Poggend. Ann. Bd.124 (1865) S.623; V.v. LANG: 
Wien. Ber. (2) Bd. 60 (1869) S. 767; Poggend. Ann. Bd. 140 (1870) S. 460; A. CORNU: C. R. 
Acad.' Sci., Paris Bd. 92 (1881) S. 1369; E. v. FLEISCHL: Wien. Ber. (2) Bd. 90 (1884) S. 378; 
Wiedem. Ann. Bd.24 (1885) S. 127. 
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Kombination mit anderen Symmetrieelementen daraus gebildet werden konnen.) 
Dann muB bei Vertauschung von 5"" 511 , 5. in .-511 , 5"" -5: die GroBe G in -G 
libergehen (s. Fig. 206). Foiglich hat man 
(29) G = gzx (5; - 5;) + 2g"'115",511. 

Endlich betrachten wir noch den Fall einer Symmetrieachse. Richtungen, 
welche bei Drehung urn diese Achse ineinander libergehen, miissen gleichen 
Werten von G entsprechen. 1st z. B. die z-Achse zweizahlige Symmetrieachse, 
so ergibt sich 
(30) G = gus; + g1l1l5~ + g .. 5~ + 2g"'11 5",511 , 

1st die Symmetrieachse mehr als zweizahlig, so wird 
(31) G = g""" (5; + 5;) + g •• 5; . 

In diesem Falle hat also die Gyrationsflache Rotationssymmetrie. 
Durch Kombinatbn dieser Angaben kann man fiir jede Kristallklasse die 

Form der Gyrationsflache bestimmen. Von den 32 Kristallsystemen gibt es 21 
azentrische, und von diesen erweisen sich 15 als solche, bei denen Aktivitat 

___ +-__ -.r 

Fig. 205. Optische Drehung bei Vorhandensein einer Fig. 206. Optische Drehung bei Vorhandensein einer 
Symmetrieebene. Spiegeldrebachse. 

liberhaupt auftreten kann. Dabei handelt es sich hauptsachlich urn die enantio
morphen Gruppen (d. h. solche ohne Spiegelebenen), aber auBerdem noch einige 
andere mit Spiegelebene und Drehspiegelachse. 1m ganzen gibt es 8 verschiedene 
Typen der Gyrationsflache zweiten Grades, doch wollen wir sie hier nicht auf
ziihlen. Dbrigens sind keineswegs fUr aIle diese 8 Typen Beispiele in der Natur 
gefunden worden. 

Wir wollen die optisch einachsigen Kristalle noch etwas niiher betrachten. 
Flir dieSe gilt offenbar der zuletzf erorterte Fall (31), bei dem die Gyrations
flache Rotationssymmetrie urn die optische Achse hat. BezeichneI} wir mit () 
den Winkel der Wellennormalen gegen die z-Achse (5. = cos (/, -r5~ + 5: = sin ()), 
so hat man 
(32) G = g",,,,sin2-{) + gzzcos2 {). 

Die zirkulare Doppelbrechung parallel zur optischen Achse ist dann nach (25) 

(33) nl - n, = g~ •. 

Daneben betrachten wir das Verhalten des Lichts senkrecht zur optischen 
Achse. Bezeichnen wir wie friiher die Brechungsindizes bei Vemachliissigung 
der Aktivitiit mit no und n, (ordentlicher und auBerordentlicher Strahl), so wird 
die ~lliptizitat der beidell. aufeinander senkrecht stehenden Schwingungsellipsen 
bei Fortpflanzung senkrecht zur optischen Achse 

(34) k = gzz . 
2n(n. - n.) 

27· 
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Durch Messung der Doppelbrechung parallel und der Elliptizitat senkrecht zur 
Achse lassen sich also die beiden Parameter g.,. und gu bestimmen. Sie sind 
(entgegen einer alteren Theorie von DRUDE) merklich voneinander verschieden. 
Nach VOIGT ist fur Quarz nl - n, = 0,000071, ne - no = 0,00911, k = 0,0019, 
ii = 1,54880 fUr t = 18° und 1 = 5890 A. Daraus berechnen sich gn und g.,. 
nach (}}) und (34) zu 

gzz = 0,00010996, 

Die bei zweiachsigen Kristallen von der Theorie geforderte Drehung der 
Polarisationsebene in Richtung der Binormalen ist lange vergeblich gesucht 
worden, schlieBlich hat VOIGT l Andeutungenbei Rohrzuckerkristallen gefunden, 
und POCKLINGTON2 hat sie an Kristallen von Rohrzucker und Seignettesalz 
(rechtsweinsaurem Kali-Natron) nachgewiesen. 

Schneidet man aus aktiven Kristallen planparallele Platten aus, so werden 
die Interferenzerscheinungen, die wir fUr nichtaktive Kristalle in V, § 64 disku
tiert haben, im allgemeinen ein wenig, in der Nahe der optischen Achsen aber 
wesentlich modifiziert. Die Untersuchung dieser Erscheinungen erIaubt eine 
genaue Prufung dieser Theorie, doch wollen wir der komplizierten geometrischen 
Verhaltnisse wegen nicht darauf eingehen. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB man den Anteil des Drehungsvermogens, 
der von den Molekillen herruhrt, dadurch von dem Antell der Kristallstruktur 
trennen kann, daB man den Kristall in einer Fliissigkeit auflost. Es bleibt dann 
nur der molekulare Bestandteil ubrig, und zwar erhalt man offenbar durch 
Mittelblldung uber alle Richtungen 

(}5) g = t(g.,. + g" + gzz)' 

und insbesondere bei einachsigen Kristallen 

(}6) 

Hier ist gu direkt durch das Drehungsvermogen in Richtung der optischen 
Achse im Kristall bestimmbar. Man erkennt, daB dieser Ausdruck (}6) nicht 
mit dem fur die Flussigkeit ubereinstimmen wird (well eben g •• =F gzz ist) , 
selbst dann, wenn das Drehungsvermogen uberhaupt nur von den Molekillen her
ruhrt und nicht auch von ihrer Anordnung im Kristallverbande. Das Dreh
vermogen der Losung verschwindet immer, wenn das Molekill irgendeine Spiegel
symmetrie besitzt, wie man direkt sieht, wenn man in den beiden Formeln (34) 
und (35) mittelt. Das ist in Obereinstimmung mit dem aus den Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen (S. 410) folgenden Satze von PASTEUR, daB nur solche 
Kristalle optisch drehende Losungen haben, die in enantiomorphen Formen 
kristallisieren. 

Es kommt aber auch vor, daB Kristalle, fiir die die Summe (}5) bzw. (36) 
verschwindet, ihr J)rehvermogen in Losung vollig verlieren, wie z. B. Quarz. 
In diesem Falle kann man mit Sicherheit schlieBen, daB das Drehvermogen im 
kristallisierten Zustande nicht molekularer Natur ist, sondem von dem unsym
metrischen Aufbau des Gitters herruhrt. In der Tat konnte fiir Quarz die GroBe 
des Drehvermogens aus der Gitterstruktur unter Annahme optischer Isotropie 
in den Gitterpunkten berechnet werden 3. 

1 Siehe die in der Anm. 1 auf S. 415 zitierten Arbeiten. 
I H. C. POCKLINGTON: Philos. Mag. (6) Bd.2 (1901) S.368. 
~ E. A. HVLLJtRAAS: Z. Physik Bd.44 (1927) S.871. 
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Achtes Kapitel. 

Emission, Absorption, Dispersion. 

§ 85. Klassisches Modell einer Lichtquelle. 
Wir haben uns jetzt der Frage nach der Erzeugung (Emission) und Ver

nichtung (Absorption) <les Lichtes zuzuwenden; mit der letzteren Erscheinung 
aufs engste verkniipft ist auch die beim Durchgang des Lichts durch halbdurch
Hissige Korper eintretende Farbenzerstreuung (Dispersion). Die Schwierigkeit 
der Darstellung dieser Vorgange innerhalb der klassischen Optik besteht darin, 
daB, wie die Untersuchungen der letzten Jahrzehnte gezeigt haben, hier ganz 
neue GesetzmaBigkeiten auftreten, die sich den klassischen Methoden nicht 
unterordnen, ja, ihnen zum Teil widersprechen. Es handeIt sich dabei urn die 
Erscheinungen, die den Gegenstand der Quantentheorie bilden. Wir beschranken 
uns jedoch in diesem Buche auf die Darstellung der klassischen Methoden und 
treiben diese so weit, wie es moglich ist, ohne in das eigentliche Gebiet der 
Quantenprozesse einzudringen. Wir werden aber die Experimente, bei denen 
die klassische Optik versagt, angeben und die Grenzen der GiiItigkeit dieser Lehre 
festlegen (§ 90). 

Zunachst wollen wir auf Grund der klassischen Vorstellungen ein Modell 
tiir ein Licht emittierendes Atom oder Molekitl gewinnen. 

Wir haben bereits haufig von der Vorstellung Gebrauch gemacht, daB ein 
schwingender Dipol Zentrum einer elektromagnetische~ Kugelwelle ist, die sich 
nach den klassischen Gesetzen der MAXWELLschen Theorie ausbreitet. Dabei 
war das zeitliche Gesetz, nach dem der Dipol selbst sein Moment andert, noch 
willkiirlich, bzw. es wurde in der Streuungstheorie dem Zeitverlauf der erregenden 
Feldstarke des einfallenden Lichts proportional gesetzt (s. Kap. VII, § 81). 
Beim ProzeB der Lichterzeugung hat man statt dessen einen Mechanismus an
zugeben, auf Grund dessen der Dipol freie Schwingungen ausfUhren kann, fUr 
die er Energie durch elektrische oder thermische Anregung erhaIten hat. 

Nun sind erfahrungsgemaB die Schwingungen eines isolierten Atoms sehr 
scharf monochromatisch, wie man aus der Feinheit der Spektrallinien vetdiinnter 
Gase sieht. Daraus ist zu schlieBen, daB der Schwingungsvorgang nahezu har
monisch ist. 

Das Modell eines Lichfzentrums wird daher als harmonischer Os"zillator anzu
nehmen sein. Ein streng ungedampfter Ii nearer Oszillator mit der Amplitude u (t) 
geniigt einer Schwingungsgleichung der Form 

(1 ) mit + au = 0, 

wo m die Masse, a die quasielastische Konstante bezeichnet. 
Die klassische Physik nahm an, daB in einem Atom Elektronen in Gleich

gewichtslagen vorhanden sind, urn die sie kleine Schwingungen ausfiihren 
konnen. Die x-Koordinate eines soIehen Elektrons geniigt dann der ange
gebenen Schwingungsgleichung (1). Genauer hat man fiir die Koordinaten 
aller Elektronen ein gekoppeItes System linearer Gleichungen; diese lassen sich 
jedoch durch EinfUhrung sog. "Normalkoordinaten" auf die Form ungekop
pelter Schwingungen, wie sie durcll-die Gleichling (1) beschrieben werden, zuriick
fUhren, wobei nur u jetzt nicht die .einfache Bedeutung einer euklidischen 
Raumkoordinate hat (5. VII, § 82); wir werden auf soIehe Modelle unten noch 
zuriickkommen (5. § 98). 
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VorHi.ufig dagegen dlllken wir immer an ein isotrop an seine Gleichgewichts
lage gebundenes Elektron; seine vektorielle Amplitude u, deren jede Komponente 
der Gleichung (1) geniigt, schwingt nach der Formel 

(2) 
2 _ a 

wo- m · 

1st die Ladung des Teilchens e, so gehort zum Ausschlag u das Moment 

(3) V = eu. 

Die zugehOrige Lichtschwingung wird nach VII, § 81 (4) in groBerem Abstande r 
yom Dipol dargestellt durch 

(4) 1 
~ = CI? t X (t X ~) , 

Wir berechnen zunachst die Ausstrahlung in einer bestimmten Richtung; sie 
wird gegeben durch den POYNTINGschen Vektor I, § 2 (7), der nach (4) die Ge
stalt erhalt: 

(5) c c 1 .. ) 2 
6 = 4n ~ X ~ = 4n c'1" t{t X V • 

Diese Gleichung zeigt 1., daB nur die auf der Beobachtungsrichtung t senkrechte 
Komponente von ~ einen Beitrag zur Strahlung in einer Richtung liefert, und 
2., daB der Strahlvektor mit der Beobachtungsrichtung iibereinstimmt, also 
radial gerichtet ist. Sein Betrag wird 

(6) 5 = 161 = ~ _1 (··)2 sin2OO 4n C8 rl V , 

wo 00 der Winkel zwischen der Richtung von f> und dem Radiusvektor t nach 
dem Aufpunkt ist. Den Strahlungsverlust nach allen Richtungen oder die Emis
sion pro Zeiteinheit erhalt man hieraus durch Integration iiber die Kugel zu 

(7) 'YJ = f f Sr2 sinOodOodqy = ~ :8 (~)2, 
oder, wenn wir fiir V die harmonische Schwingung der Kreisfrequenz Wo einsetzen, 

2 w' 
(8) 'YJ ="3 c: V2 

Die Tatsache dieser Energieabgabe lehrt, daB unser Modell der Liehtquelle 
nieht streng richtig sein kann; denn eine ungedampfte Schwingung ist nur. bei 
konstanter Energie moglich, wabrend tatsiichlich die Schwingungsenergie all
mablich in Strahlungsenergie umgesetzt und emittiert wird. Unser Ansatz kann 
also nur eine Annaberung sein in dem Sinne, daB der Energieverlust iiber eure 
groBe Anzahl von Schwingungen sehr klein ist gegen die mittlere im Resonator 
steckende Energie. Wir werden spater durch numerische Rechnung die Be
rechtigung dieser Annahme zu beweisen haben (s. § 86, S. 428). 

AuBer dieser Strahlungsdlimpfung gibt es nun noch andere Einwirkungen, 
die dem Resonator Energie entziehen und daher als Dlimpfung wirken. Wir 
werden sie in den nachsten Paragraphen ausfiihrlich behandeln. 

Wir zablen hier nur kurz die wichtigsten verbreitemden Ursachen auf: 
Strahlungsverlust, DOPPLEReffekt infolge der Temperaturbewegung, Energie
austausch durch StoBe, elektrische und andere Wechselwirkung der Atome. Wir 
werden uns gewohnlich auf den Fall beschrlinken, daB die durch diese Prozesse 
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erzeugte Breite der Spektrallinien L1 V klein ist gegen den Absolutwert der 
Frequenz v des Linienschwerpunktes. 

Spektroskopisch laBt sich die Dampfung als Verbreiterung der Spektrallinien 
beobachten, wie wir sogleich naher erlautern werden. 

Die einfachste Beschreibung eines Ausstrahlungsvorganges von dieser Eigen
schaft gelingt mit Hilfe einer gedampften harmonischen Schwingung, dargestellt 
durch die Gleichung 

(9) mit + au + bu = 0, 

die aus der Gleichung (1) durch Hinzufiigung des Dampfungsgliedes bit hfr
vorgeht. Ihre Losung ist 

_J 1 
U = Uo • e 2 • e±iw,l, 

/a (b'2 
Wo = } m -:- 2m) , 

b 
Y=-m 

ist. GemaB unserer Voraussetzung kleiner Linienbreite ist 

(12) 

so daB man praktisch in den meisten Fillen wieder wie in (2) die vereinfachte 
Formel 

(13) 1 rr; 
Wo =r m 

benutzen kann. Die Hinzufiigung des Faktors I zu y empfiehlt sich deswegen, 
weil man die Abklingung der Schwingungen nicht auf die Amplitude, sondern 
auf die Energie bezieht, die lul 2 proportional ist, sich also schreiben laBt 

(14) W = Woe-rl. 

Der reziproke Wert T = 1/y wird heute in Anlehnung an quantenmechanische 
Begriffe haufig als mittlere Lebensdauer des Schwingungszustandes bezeichnetl. 

Die Amplituden der Feldstarke des ausgestrahlten Lichts sind proportional 
dem elektrischen Moment 

(15) 
-1..1 _ . 

P = eu = poe 2 • e± iw,l 

oder, in reeller Schreibweise 

(16) 

unter " die Phase verstanden. 

1 Diese Bezeichnung entspringt der quantenmaBigen Auff«ssung: Man denke sich statt des 
kontinuierlich emittierenden Resonators ein System von vie1en Quanten-Emissions-Zenhen, 
welche die volle Anfangsenergie Wo nach dem radioaktiven Zerfallsgesetz in diskreten 
Elementarakten abgeben. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t noch das Quant vor-
zufinden, proportional .-yl, und die rnittlere Lebensdauer wird 

00 

jte-rldl 

t=_o ___ =~=~. 
00 l' 
je-r1dt 
o 
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Trifft die von einer solchen Schwingung ausgesandte Welle auf einen Spektral
apparat, so entsteht nicht eine unendlich scharfe Spektrallinie, sondem eine 
solche von endlicher Breite. Urn sie zu erhaIten, haben wir die Funktion (16) 
nach dem FOURIERschen Lehrsatz in rein harmonische Komponenten zu zerlegen. 

Wir nehmen an, daB der Oszillator von t = - 00 bis t = 0 ruht (also ~(t) = 0) 
und vom Augenblick t = 0 an bis t = +00 durch die Funktion (16) dargestellt 
wird. Die so definierte unstetige Funktion HiBt sich durch ein konvergentes 
FouRIERintegral darstellen, namlich durch 

00 

( 17) ~(t) =/q(v)e2",j~tdv. 
-00 

Der FOURIERkoeffizient q (v) ergibt sich durch die Umkehrformel 

00 

(18) q(v) = 1~(t)e-2"jytdt, 
o 

wobei wir die untere Grenze gleich Null gesetzt haben, weil die Schwingung ~ (t) 
. bis zum Augenblick der Anregung identisch Null ist. 

Wenn ~ (t) reell ist, so ist 

(19) q (v) = q* ( - v) . 

Licht von endlicher (meBbarer) Starke entsteht dadurch, daB eine groBe 
Anzahl solcher Anregungs- und Abklingungsprozesse einander folgen. Nehmen 
wir an, daB die einzelnen Prozesse durch solche Zeitintervalle voneinander ge
trennt sind, daB ein neuer. ProzeB erst dann einsetzt, wenn der vorhergehende 
schon wesentIich abgeklungen ist, so ist die im Zeitmittel emittierte Energie 
proportional dem Ausdruck 

T N tk+l 

(20) ~2 = ~ f~2(t)dt = ;. ~ I~2(t)dt. 
o k= t Ik 

Dabei ist n die Anzahl der Anregungen pro Sekunde, N die entsprechende An
zahl innerhalb der Zeit T, also 

nT=N; 

femer sind t1 , t2 , ••• , tt, . .. die Zeitpunkte der Anregungen. Unter der 
gemachten Voraussetzung sind nun aber die in (20) auftretenden Integrale samt
lich einander gleich, namlich gleich 

ex> 00 00 00 00 

(21) 1 ~2(t)dt = 1 dti dv~(t)q(v)e2",jl'l = 21 q(v). q*(v)dv = 2 Ilq(v) 12dv. 
o 0 -00 0 0 

Man erhaIt daher 
00 00 

(22) lJ2 = nI~2(t)dt = 2nllq(v) 12dv . 
o 0 

Nach (8) ist also die im Mittel pro Zeiteinheit emittierte Energie gegeben durch 

00 00 

(23) 11 = } ~3~ V2 =~- n 1~;'" v~flq(Y)12dY = n feydv. 
o u 
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die mittlere StrahlungsintensiUit pro Frequenzintervall d v und pro Anregung. 
Setzen wir in (18) fUr V (t) den reellen Ausdruck (16) ein, wobei wir den Ko

sinus durch zwei Exponentialfunktionen ausdrticken, so wird 

(25) 

q(v) = ~o jl(-f+ i (vO-21<iV)I+iO dt + J~(-i-i'''O-2''iV)I-icl dt) 
200 

~o I _eio e- iO ) 

= 21 *'0 - w) - ~ + ~(w-o-';'~) +-i- ' 

wo 
Wo = 2nvo , W = 2nv 

gesetzt ist. Dieser Ausdruck (25) gentigt nattirlich der Bedingung (19). Aus (25) 
folgt nun ,,2 il (W~_w2- '-)cos2~+ywosin2bl 
(26) 1 q(v) 12 = ~o - 1 2 + - -_1 __ ,2 -- 2 4 ,2 2 -- -- ------1. 

(wo-w)2+L (Wo+w)2+? (W~-w2- yo) +W~y2 
444 

Diese Formel gibt die spektrale Lichtverteilung eines einzelnen Resonators wieder, 
der zur Zeit t = 0 seine Schwingung mit der willktirlichen Phase ~ beginnt. Nun 
besteht die Emission unserer Voraussetzung gemaB darin, daB der Anregungs
prozeB innerhalb der kleinsten der Messung zuganglichen Zeit intervalle auBer
ordentlich oft vor sich geht, sci es bei demselben Atom, sei es bei mehreren einander 
gleichen. Dabei ist die Phase ~ des Einsetzens 
jeder Anregung ganz willktirlich. Zur Beob- fr:Jo 
achtung gelangt nur der tiber ~ gemittelte 
Wert von (26), wodurch das von der Phase 
abhangende letzte Glied in Fortfall kommt. 
Eine weitere Vereinfachung der Gleichung (26) 
laBt sich auf Grund der Kleinheit von y im 
Verhaltnis zu Wo vornehmen. Danach kann der 
zweite Bruch in (26) niemals tiber die GroBen-
ordnung 1/w5 steigen, wahrend der erste Bruch 
in der Nahe von W = Wo bis zur GroBenord-
nung 1/y2 heraufgeht. Daher gilt mit groBer 
Annaherung fUr die spektrale Emission 

_ 16n' 4 2 1 
E. - ""33 VoVo 2 • 

C 4n2(vo _ v)2 + 1'.. 
4 

(27) 

In Fig. 207 ist die GroBe 

(28) 

wo 

(29) ~=x r=_r_=L 
vo' 2 n .'0 Wo 

f{x)- 1 
{1-.rJZ+ ;;;; 

.r 
Fig. 207. Form einer Spektrallinie mit 

Dampfungsbreite. 

gesetzt ist, aufgetragen, und zwar fUr den Wert r = }, der natiirlich viel zu 
groB ist; denn bei einigermaBen schmalen Spektrallinien in Gasen ist r von der 
GroBenordnung 10- 3 bis 10- 4 (s. § 86). Daher erscheint die Breite der Linie in 
der Figur auBerordentlich stark tibertrieben. 
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Die Kurve lauft symmetrisch urn die Stelle x = 1, doch hat nur der Tell 
mit x >0 physikalische Bedeutung, der an der Stelle x = 0 mit dem Werte 
1/(1 + ir2) ~ 1 beginnt. Die Ordinaten von t(x) sind ;iberall auBerordentlich 
klein, auBer in geringem Abstande von der Resonanzstelle x = 1 (namIich fUr 
I x - 1 I ~ ! r). Der Maximalwert wird bei x = 1 erreicht und betragt nach (28) 
und (29) 

(30) t(1) _ ± _ 16n2,,~ 
-ra - )". 

Die Stelle, an der die Kurve die Hiilfte des Maximalwerts erreicht, wird gegeben 
durch 

woraus folgt 
(31) 

1 2 
(1 - x.),-+ ira = FI' 

1-xA=±tr. 
Der Abstand der beiden hierdurch bestimmten Frequenzen, die sog. Halbwerts
breite, ist also in der x-Skala L1 x = r, mithin nach (29) in der 00- bzw. 'JI-Skala 

(,2) I L1 00 = 000 L1 x = 000 r = " , 
.::1'1' = "!"L100 = L. 

2:tr 2:tr 

Die gesamte Lichtintensitat erhaIt man durch Integration uber 'I' bzw. x; 
indem man x - 1 = t,r substituiert, wird 

00 DO 

J" 2J" d~ 2:tr 
I(x)dx= r ;2;-i =[" 

o -DO 

wobei naherungsweise die ihrem Betrage nach sehr groBe untere Grenze -21P 
durch - 00 ersetzt worden ist. Daraus folgt fur die Gesamtemission 

00 00 ( ) f d 4:tra S 2(1( )d g.nl,,~ 2 16.n4 .. ~ 2 
33 £ = £" 'I' = 3 c. '1'0 Po. x x = 3 c. r Po = 3 c. r Vo . 

o 

Dieser Ausd! uck gibt die gesamte Energie an, die von einem Resonatdt der An
regungsstarke (Anfangsmoment des Rescnators) Po, gemittelt uber die Anregungs
phase, ausgestrahlt wird. 

Diese Energie muB mit der gesamten zur Anregungszeit t = 0 im Resonator 
vorhandenen Energie dann ubereinstimmen, wenn die Dampfung allein aut dem 
Strahlungsverlust beruht, also keine anderen Ursachen fur Linienverbreiterung 
vorhanden sind: Aus diesem Sachverhalt kann man sofort einen SchiuB auf die 
GroBe der Strahlungsdampfung ziehen. Nach (16) ist n3.mlich die Anfangs
amplitude des Momentes P = Po cos~, also die Amplitude und ihre zeitliche 
Anderung im Augenblick der Anregung (bei Vemachlassigung der Dampfung) 

(34) u = Uocos6, 11 = -uoooosin~. 

Daher wiid die Anfangsenergie des Oszillat?rs 

(35) 

oder bei Beriicksichtigung von, (3) und (13) 

(36) 
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Vergleicht man diesen Ausdruck mit (33), so erhiilt man fur die Strahlungs
Damplungskonstante, die wir durchgehends mit "0 bezeichnen wollen, 

(37) 

Wir werden diesen Wert der Strahlungsdampfung in § 86 (5) noch auf andere 
Weise wieder ableiten und ihn mit anderen Dampfungsursachen vergleichen. 
Diese weiteren Ursachen beruhen auf dem Energieaustausch des betrachteten 
Resonators mit anderen Atomen oder mit Feldern; daher ist in diesem Falle 
naturlich nicht zu erwarten, daB die Anregungsenergie W mit der ausgestrahlten 
Energie B ubereinstimmt. 

§ 86. Breite von Emissionslinien. Strahlungsdampfung und 
DOPPLEReffekt. 

In diesem und den folgenden Paragraph en wollen wir die verschiedenen 
physikalischen Ursachen der Dampfung bzw. der Linienbreite der Reihe nach 
naber betrachten. 

I. Strahlungsdimpfung. 
Wir haben schon im vorigen Paragraphen erkannt, wie sich die Strahlungs

dampfung durch die Frequenz des Oszillators und universelle Konstanten aus
drucken laBt, und wollen nun, wie wir dort bereits andeuteten, noch eine zweite 
Ableitung der Strahlungsdampfung geben, welche die Fourierzerlegung des Mo
mentes nicht benutzt. 

Vorausgesetzt wird, daB der Energieverlust durch Strahlung so klein ist, 
daB man uber eine betrachtliche Anzahl von Schwingungen mitteln und die so 
bestimmte mittlere Energie als langsam veranderliche Funktion der Zeit an
sehen kann (eine nachtragliche Rechtfertigung dieser Voraussetzung wird auf 
S.428 gegeben). 

Bekanntlich ist die mittlere potentielle Energie eines harmonischen Oszil
lators gleich der mittleren kinetischen: 

(1) 

Die Gesamtenergie ist daher 

m- a
-U2 =-U2 
2 2 

m- a - - moo l -

(2) W = 2 it 2 + -2 u 2 = au 2 = el 0 ~2 • 

Ersetzen wir nun in § 85 (8) ~2 durch den aus (2) folgenden Mittelwert 
- Wei 
h2-_ 
t' - moo:' 

so erhalten wir ffir den Energieverlust pro Zeiteinheit 
dW 2 el w: 

(3) TJ = - de = "3 m cl W. 

Diese Gleichung kann man als Differentialgleichung fur die langsam mit der 
Zeit veranderliche Energie W des Oszillators auffassen. Ihre Losung ist 

(4) 

wo 

(5) 2 el 2 1 
Yo ="3 mclCOO = ~o 
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gesetzt ist. Man nennt 'Yo die ("klassische") naturliche Linienbreite (genauer 
Halbwertsbreite) in der oo-Skala (vgl. § 85. S.427). bzw. To die naturliche mittlere 
Lebensdauer. Die relative naturliche Linienbreite [so § 85 (29), (31), (32)] ist 

(6) 
Yo 2 e2 41f e2 1 r. -----00 ----

0- Wo - 3 me3 0 - 3 me' Ao' 

wo 10 die WellenHi.nge des Linienschwerpunktes ist. 
Diese GroBen kann man fUr jede Spektrallinie gegebener Frequenz berechnen, 

wenn man fUr e und m Ladung und Masse des Elektrons einsetzt, niimlich 
e = 4,77.10- 10 e.s.E. und elmc = 1,76.107 e.s.E.: 

I (a) 

(7) 

(b) 

1 3 1"2 12 -:;;- = To = 81f2 -e- AO = 4,53' "0, 
10 e-

me 

1 
Fo = 1,17 .10- 12 • T' 

o 

Setzt man hier die mittlere Wellenliinge des sichtbaren Spektrums, etwa 
10 = 5· 10- 5 em ein, so erhiilt man 

(8) I 'Yo = 8,85 . 107 sec 1 , 

To = 1,13 .1O- 8 sec, 

Fo = 2,34 ,10- 8 • 

Man erkennt, daB die relative natiirliche Linienbreite auBerordentlich klein ist 
oder daB die natiirliche Lebensdauer sehr groB ist gegen die Dauer einer Licht
schwingung, die fiir die angegebene Wellenliinge 1,67.10- 16 sec betriigt. 

Damit ist unser Niiherungsverfahren fiir sichtbares Licht nachtriiglich gerecht
fertigt. Allgemein bestimmt man den Giiltigkeitsbereich des Verfahrens durch 
die Forderung, daB 1'0110 ~ 1 sein muB oder 

2nFo4:..1 , 
d. h. nach (7) 

10~7,36. 10- 12 em. 

Diese Forderung ist noch fiir die kiirzesten (technisch herstellbaren) Rontgen
strahlen erfiillt, deren Wellenliinge etwa 5· 10 - 10 em betriigt; ~st bei den 
hiittesten 'Y-Strahlen mit Wellenliingen von der GroBenordnung 10- 11 em wiirde 
die Methode versagen; doch sind bei diesen Strahlen an sich schon die Grund
lagen unseres Verfahrens iiuBerst anfechtbar. 

Einmal ist iiberhaupt die klassisehe Theorie der Kopplung eines Resonators 
mit dem Strahlungsfelde nicht riehtig, sondern muG durch eine quantentheore
tische Verfeinerung ersetzt werden, bei der die Linienbreite nicht durch eine 
universelle Formel, in die nur die Frequenz eingeht, gegeben wird, sondern in 
verwickelterer Weise von gewissen individuellen Konstanten der Linien (ihrer 
"Stiirke") abhiingt. Wir kommen darauf spiiter (§ 90) zuriick. Aber selbst die 
Quantentheorie in ihrer heute ausgebildeten Form versagt bei Wellenliingen von 
der GroBenordnung des Elektronenradius, fUr die man aus guten Griinden 
10- 13 em annimmt. 

Eine unmittelbare Messung von To ist im Prinzip durch eine Methode von 
WIEN 1 gegeben wor~en. )VIEN liiBt Kanalstrahlen, bestehend aus Ieuchtenden 
Wasserstoffatomen, durch eine feine Blende in einen Raum treten, der durch 
stiirkste Pumpen auf h6chstem Vakuum gehalten wird. In diesem Raume finden 

1 W. WIEN: Ann. Physik (4) Ed. 60 (1919) S. 597, Ed. 66 (1921) S.229. Ed. 73 (1924) 
S.483. Ed. 83 (1927) S. 1. 
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dann offenbar keine Storungen der Emission durch ZusammenstoBe statt, und 
man beobachtet in dem Helligkeitsverlauf des Strahles direkt den Abfall der 
Intensitat mit der Zeit. Indem man auBerdem noch mit Hilfe des longitudinalen 
DOPPLEReffekts die Geschwindigkeit der Kanalstrahlen bestimmt, kann man die 
Langenskala auf Zeitskala umrechnen und erhalt die Dampfungskonstante 1'0 
bzw. die mittlere Lebensdauer To. Die GroBenordnung dieses Ergebnisses stimmt 
mit unseren eben angestellten theoretischen Rechnungen uberein, keineswegs 
aber die Zahlenwerte und die einfache Abhangigkeit (7) von der Wellenlange ;'0 
allein. 

In der Tat ist eine solche 'Obereinstimmung auch aus verschiedenen Grunden 
nicht zu erwarten. Einmal ist das klassische Modell unserer Lichtquelle nicht 
zutreffend; sod ann ist yom Standpunkt der Quantentheorie der ProzeB der 
Emission gar nicht so einfach, wie es zuerst scheint, wei! gemaB dieser Lehre die 
verschiedenen Linien und ihre Haufigkeiten dadurch miteinander gekoppelt 
sind, daB die Ausgangszustande einer Linie Endzustande einer anderen sind. 
Wir wollen uns jedoch vorlaufig dabei beruhigen, daB unser Modell die richtige 
GroBenordnung der Strahlungsdampfung lieferti. 

Eine andere Bestimmung der naturlichen Linienbreite beruht auf einer 
genauen Messung der Dispersionskurve und wird spater besprochen werden 
(s. § 93). 

Wir begnugen uns nicht nur mit der Berechnung des Energieabfalls, sondern 
wollen auch uberlegen, ob man nicht das Abklingen des Momentes selbst durch 
ein Zusatzglied in der Schwingungsgleichung § 85 (1) zum Ausdruck bringen 
kann. Wir bezeichnen es als dissipative Krait ~ und schreiben die Schwingungs
gleichung entsprechend 

(9) mii + au =~. 

Die von der Strahlungsdampfung in einem Zeitintervall (tl' tz) geleistete 
Arbeit muB gleich dem Energieverlust in demselben Zeitintervall sein, d. h. 
nach § 85 (7) 

(10) 

Wahlen wir nun insbesondere die Zeitpunkte tl , tz so, daB in ihnen gerade die 
Beschleunigung des Elektrons verschwindet, so erhalt man durch partielle 
Integration auf der rechten Seite von (10) die Gleichung 

(11) 

1 Es gibt Faile, wo die mittlere Lebensdauer TO wesentlich greBer· ist als 10 - 8 sec. 
Die Quantentheorie deutet diese mit Hilfe des Begriffs des "metastabilen Zustandes"; 
das ist ein solcher, von dem aus iiberhaupt keine 1)bergange zu niederen Zustanden meg
lich sind, wobei die Energie durch virtuelle Oszillatoren (Dipole) ausgestrahlt wird. Wohl 
kann aber eine viel langsamere Energieabgabe durch schwingende Quadrupole stattfinden. 
Fiir die indirekte Bestimmung solcher langen Lebensdauern gibt es vecschiedene Methoden. 
Genannt sei ein von O. STERN und M. VOLLMER [Physik Z. Bd. 20 (1919) S. 183] ange
gebenes Verfahren, das auf dem Nachleuchten der Fluoreszenz beruht: Die durch einen 
begrenzten Lichtstrahl angeregten Molekiile diffundieren aus dem Strahl heraus, die 
Lebensdauer laBt sich durch den Diffusionsweg messen. Mit dieser Methode hat O. HElL 
an N02 Lebensdauern von 10- 6 sec nachweisen kennen [Z. f. Physik Bd. 77 (1932) S.563]. 
NlI.heres iiber Quadrupolstrahlung, die hier nicht behandelt wird, s. A. RUBINOVICZ u. 
J. BLATON, Erg. d. exakten Naturw. Bd. 11 (1932), S. 176. 
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Sie gilt strenggenommen nur fUr die gewiihlten beiden speziellen Zeitmomente. 
Man kann sie durch den Ansatz erfiillen: 

(12) 

aber es ist klar, daB dieser Ansatz keine notwendige Folge ist. 
Man kann nun dies Resultat auch strenger begriinden, indem man die Riick

wirkung der Strahlung des Elektrons auf dieses selbst analysiert 1. Hierzu scheint 
allerdings zunachst eine Annahme iiber die' Ladungsverteilung innerhalb des 
Elektrons notwendig, und damit der Willkiir ein betrachtlicher Raum offen. 
Tatsachlich ist aber das Ergebnis von diesen Annahmen vollig unabhangig. 
Wir wollen es daher fUr die folgenden Betrachtungen als giiltig annehmen, so
weit wir iiberhaupt mit der klassischen Elektronentheorie rechnen diirfen. 

Die Bewegungsgleichung wird dann eine Differentialgleichung dritter Ord
nung: 

(13) 
.. 2 e2 ... 

mu + au - 3 CS u = o. 

Die dissipative Kraft der Streuung wirkt also nach einem anderen Gesetz als 
die einfachen Dampfungskrafte, die man in der gewohnlichen Mechanik als 
proportional und entgegengesetzt gerichtet zur Geschwindigkeit annimmt. 

Man lost nun die lineare Differentialgleichung (13) durch den Exponential
ansatz 

(14) 

und erhalt dann fUr # die charakteristische Gleichung 

(15) 

Da das Zusatzglied klein ist, konnen wir diese Gleichung durch sukzessive Ap
proximation losen, indem wir als nuIIte Naherung 

(16) #0 = iwo = i~ 
seHen' und diesen' Ausdtuck in das Zusalzglied in ~ 15) einfUhren. Dadrirch er
halten wit fiir # die .quadratisGhe Gleichng 

2 I . 

#2 + w~ + 3 ~C8 iwg = 0, 

oder nach (5) 

(17) #2 + w~ + iwoyo = 0, 

und daraus in der an.,gestrebten Naherung. 

(18) # = iwo Vi + i Yo = iwo _ Yo •• 
. • 000 ' • 2 

Dabei ist das Vorzeichen der Wurzel so gewahlt, daB der Realteil von # negativ 
wird, so daB die Schwingung abklingt. Hatten wir. als nullte Niiherung statt (16) 

1 Siehe hierzu M. ABRAHAM: Theorie der ElektrizitM, 5. Aufl., Bd. II Kap. 2 u. 3. Leipzig 
u. Berlin 1923. An spezieller Litt:ratur vgl. G. A. SCHOTT: Electromagnetic Radiation, and 
the Mechanical Reactions Arising from it. Cambridge 1912; K. SCHWARZSCHILD: Nachr. 
Ges. Wiss. GOttingen 1903 I S.128, II S. H2, III S. 245; G. HERGLon: Ebenda 1903 S. 257; 
P. HERTZ: Ebenda 1906 S. 229; A. SOMMERFELD: Ebenda 1904 I S.99, II S. 363; Sitzgsber. 
bayer. Akad. 1907 S. 155 .. 
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f' = -iwo gesetzt, SO mussen wir auch in (18) einfach i durch -i ersetzen. 
Wir erhalten also die gesamte Dipolschwingung zu 

(19) 

in trbereinstimmung mit § 85 (15). Dieser Ausdruck genugt aber der Differen
tialgleichung § 85 (9) mit dem gewohnlichen Dampfungsglied erster Ordnung, 
wenn man fur die Konstante b den Wert 

(20) 

einsetzt. 

b 2 e2 2 = myo = - ""3 wo 3 c 

Diese ganze klassische Theorie der Strahlungsdampfung ist naturlich mit der 
heutigen Quantentheorie des Lichts und der Materie nicht vertraglich. Sie 
wird durch eine Betrachtung ersetzt, die im Prinzip ganz analog der klas
sischen ist, und die die Ruckwirkung der an das Strahlungsfeld abgegebenen 
Energie (Quanten) auf die atomaren Schwingungsvorgange in Rechnung setzt. 
Das Resultat ist dabei, daB die Linienbreite stets von der durch Yo [so (5)] ge
gebenen GroBenordnung ist; dabei treten aber zu Ao gewisse dimensionslose 
Konstanten hinzu, die von Linie zu Linie je nach deren Entstehung durch 
Quantensprlinge verschieden scin, und zwar betrachtlich voneinander abweichen 
konnen. Wir werden hierauf in § 90 zu sprechen kommen. 

II. Der DOPPLEReffekt. 

Die natlirliche Breite einer Spektrallinie kommt bei den Beobachtungen aus 
verschiedenen Grunden im allgemeinen nicht zur Geltung: einmal, weil - auBer 
bei extrem hohen Verdunnungen - das freie Ausschwingen der Oszillatoren ge
stort wird, sodann und hauptsachlich, weil bei ihrer Berechnung die stillschwei
gende Voraussetzung gemacht wurde, daB der emittierende Dipol ruht. 

In Wirklichkeit aber bewegen sich die Atome oder Molekille mit groBen 
Geschwindigkeiten, die (sofern nicht noch besondere auBere Felder einwirken) 
von der Temperatur des Gases abhangen. Durch diese Bewegung entsteht der 
bekannte DOPPLERettekt1 : ein ruhender Beobachter miBt eine andere Frequenz 
als ein mit dem Emissionszentrum bewegter. 

Wir haben in diesem Buche die Optik bewegter Systeme nicht berucksichtigt, 
da man sie systematisch nur im Rahmen einer Darstellung der Relativitats
theorie entwickeln kann2• Wir geben daher hier nur das Resultat, das die 
relativistische Kinematik fUr den DOPPLEReffekt (ubrigens in trbereinstimmung 
mit elementaren, aber unstrengen Betrachtungen der klassischen Kinematik) 
liefert3• 

1 eH. DOPPLER: Abh. d. K. Biihmischen Ges. d. Wiss. (5), Bd. II (1842) S. 465. 
I Literatur s. Einleitung, S. 8, Anm. 1. 
a Wir deuten kurz die relativistische Ableitung an. Es seien zwei mit der Geschwindig

keit v in der x-Richtung gegeneinander bewegte Systeme I und I' gegeben. Eine Licht
welle (im Vakuum) habe im ersten die Frequenz,., ihre Wellennormale bilde mit der x-Achse 
den Winkel {); die entsprechenden GroBen im zweiten System seien ,.' und {)'. Nun ist die 
Phase der Welle gegenilber der LORENTztransformation eine Invariante, d. h. es ist 

(
oX cos {) + y sin {)) ."' ( , x' cos {)' + y' sin {)') ,.t- =vt- . 

C C 

Die LORENTztransformation selbst lautet 

x'=;(X-vt), y'=y, z'=z, t'=~(t-;IX); 
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1st ~ die Komponente der Bewegung der Lichtquelle in Richtung auf den 
Beobachter zu, so erscheint diesem eine Ruhefrequenz OJo als die Frequenz 

(21) OJ = OJo(1 + !). 
Die entsprechende WellenHinge ist 

(22) 

Wir betrachten nun ein Gas im Temperaturgleichgewicht, dessen Molekiile 
je einen Oszillator der Frequenz OJo tragen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 
die Geschwindigkeitskomponente in der x-Richtung zwischen ~ und ~ + d~ 
liegt, ist. gemaB dem MAXWELLschen Verteilungsgesetz 

(23) dw = v'!- e-P~'d~ 
mit 

(24) 

wo R = 8,313 . 107 erg/grad die absolute Gaskonstante, p. das Molekulargewicht 
ist. Den konstanten Faktor in (23) haben wir gleich so gewahlt, daB die Gesamt
wahrscheinlichkeit 1 wird: 

00 00 

(25) f dw = ll! ft-PE'd~ = 1. 
-00 -00 

Nun ist durch die Forme! (21) des DOPPLEReffekts jeder Geschwindigkeits
komponente ~ eine bestimmte Frequenz OJ zugeordnet. Man kann daher statt ~ 
im Verteilungsgesetz OJ einfiihren durch 

e 
~ = - (OJ - OJo). 

000 
(26) 

e dt: = -dOJ 
!O 00 ' o 

und hat dann 

(27) 
- c' V fJ - II ----. (0) - (dO)' e 

dw = - e "'0 • - dw. 
:Jr 000 

Unter der ApnahD:le, daB. jedes. Atom. beziigijch. eines mitbewegten Systems 
dieselbe Energie emittiert (und zwar streng monochromatisch), wird also die 
beobachtete Intensitat 

(28) 

wo die halbe DOPpLERbreite 
(29) cJ _ 000 _ 000y'2RT 

2- eYP-Cp 

Bei Beschrll.nkung auf GrO/3en erster Ordnung in vIc kann man (¥ = 1 setzen. Dann ergibt 
sich durch Vergleichung der Koeffizienten von x, :Y, t 

"="'(1 + : cOSD). sinD = sinD' (1 - : COSD). 

Nimmt man nun das System I' als dasjenige. in dem der Oszillator ruht. so hat man 

"'="0' ~=vcosD 
und damit die im Text angegebene Formel. Die Beziehung zwischen D und D' ist das Gesetz 
der Aberration des Lichts. 
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denjenigen Frequenzabstand von roo bezeiehnet, in dem die Intensitatsvertei
lung (28) auf den eten Teil abgeklungen istl. 

Wir fiihren (in Analogie mit der Bezeiehnungsweise i', r) die von der Fre
quenzskala unabhangige GroBe 

(30) L1 = ~ = ~ 1/2RT 
000 C V II 

ein. Da d'llj'll = IdAjAI ist, gibt die GroBe L1 aueh die relative Linienbreite in 
der Wellenlangenskala an. Setzt man fUr R und c ihre numerisehen Werte ein .. 
so ergibt sieh 

(31) L1 = 860 ,10- 71 / T , . Y Il ' 

also z. B. fiir Luft bei Zimmertemperatur (I' = 29, T = 292) : 

L1 = 2,73 • 10- 6 • 

Vergleicht man diesen Wert mit dem von ro in (8), so erkennt man, daB fiir 
sichtbares Licht (Ao = 5 • 10- 6 em), wo sieh ro zu 2,34' 10-8 ermittelte, der 
DOPPLEReffekt bei gewohnlieher Temperatur bei weitem iiberwiegt; es ergibt 
sich namlich 
(32) ~ = 2,76,10- 8 = 117 ro 2,34, 10- 8 • 

Die Temperatur,· bei der die Dampfungswirkungen von DOPPLEReffekt und Strah
lungsverlust von gleicher GroBenordnung waren, ist praktiseh unerreichbar. 
(Aueh bei schwersten Molekiilen, bei denen diese Temperatur den hOchsten 
mogliehen Wert annehmen wiirde, liegt sie bei einigen hundertstel Graden 
absolut.) 

Die ersten Messungen iiber den DOPPLEReffekt an Emissionslinien ge
langen MICHELSON2; sie sind von SCHONROCK3 ausfiihrlich diskutiert worden. 
Tabelle 32 gibt fiir eine Reihe von Gasen und Dampfen den Vergleich 

Tabelle 32. Vergleich der von MICHELSON gemessenen DOPPLERbreiten mit den 
von SCHONROCK berechneten. 

Element Atomgewicht Temperatur Wellen~e Halbweite in A. 
in ·c inA beobachtet bereclmet 

H. 1,008 

I 
50 {6563 0,047 0,042 

4861 0,061 0,031 
O. 16 600 6158 0,025 0,016 

I 
6154 0,013 0,0100 

Na 23 250 5688 0,012 0,0097 
5149 0,013 0,0088 
4984 0,010 0,0085 

Zn 65,4 900 6362 0,014 0,0096 
4811 0,011 0,0073 
6438 0,0066 0,0051 

Cd 112,4 280 5086 0,0048 0,0040 

I 
4800 0,0079 0,0038 
5791 0,0033 0,0030 

Hg 200 140 5770 0,0049 0,0030 

I 
5461 0,0029 

I 
0,0028 

4358 0,0046 0,0022 
Tl. 204 250 5351 0,0030 0,0031 

1 Will man statt dessen eine Halbwertsbreite filr den DOPPLEReffekt definieren, so hat 
man & mit flog 2 zu multiplizieren. 

I A. A. MICHELSON: Philos. Mag. Bd.34 (1892) S.280. 
• O. ScHONROCK: Ann. Physik Bd.20 (1906) S.995. 

Bam, Optik. 
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zwischen Theorie und Beobachtung, der sehr gunstig ausfaJ1t, zumal bei den 
Versuchen die Verbreiterung durch elektrische Felder (s. § 88) nicht v6llig aus
geschlossen war1. 

Dies war der Fall bei den Messungen von FABRY und BUISSON2, deren 
Resultate Tabelle 33 wiedergiht. Die Dbereinstimmung mit den theoreti
schen Werten ist vorzuglich und bestatigt vor allem auch die Temperatur
abhangigkeit. 

Tabelle 33. Vergleich von gemessenen und berechneten Halbwertsbreiten bei 
zwei verschiedenen Temperaturen. 

Halbweite bei Zimmer· Halbweite bei Temperatur 

Element Wellenlange temperatur der OQssigen Luft 
inA beobachtet I berechnet beobachtet berechnet 

A A . A A 

He 5876 0,0180 0,0180 0,0108 0,0104 
Ne 5852 0,0080 0,0080 0,0050 0,0047 
Kr . 5570 0,0041 0,0041 0,0026 0,0024 

Wesentliche Voraussetzung der Gilltigkeit der Formel (31) fur den DOPPLER
effekt ist, daB die leuchtenden Gasmolekiile wirklich die der Temperatur ent
sprechende Geschwindigkeit besitzen. Es gibt sehr viele FaJ1e (Lumineszenz
leuchten aller Art), wodiese Voraussetzungen nicht erfullt ist, z. B. wenn angeregte 
Molekille ihre Energie durch StoB auf andere ubertragen und diese dabei nicht 
nur zum Leuchten anregen, sondern ihnen auch noch Geschwindigkeit uber
mitteln, und ahnliches. 

Das Verteilungsgesetz (28) ist symmetrisch bezuglich der Grundfrequenz 000 , 

unterscheidet sich aber sonst wesentlich von dem, das durch die Dampfung 
erzeugt wird: Die Intensitat faJ1t exponentiell, also sehr rasch mit wachsendem 
Abstande von 000 ab, wahrend die Formel § 85 (27) fur den gedampften Oszil
lator ein algebraisches, also langsamer abklingendes Abnahmegesetz liefert. 

Wir wollen nun uberlegen, was sich ergibt, wenn Strahlungsdiimplung und 
DOPPLERel/ekt als verbreiternde Ursachen gleichzeitig in Rechnung gesetzt 
werden. Wir bezeichnen jetzt die Frequenz in dem mit dem Atom bewegten 
System mit 00'; die Wahrscheinlichkeit, daB diese Frequenz im System des Beob
achters in der Umgebung von w beobachtet wird, betragt nach (27) 

(00 - 00')2 
(33) dw = ~ e-~ dw'. 

Y;-d 
Die Intensitat des Oszillators der Eigenfrequenz Wo hat dann auf Grund der 
Dampfungsformel § 85 (27) fiir die Frequenz 00' im mitbewegten System den Wert 

(r/2)1 
(34) J = Jo (000 _ 00')1 + (r/2)2 ' 

wo Jo die maximale Intensitat bedeutet. Jede Frequenz 00' liefert einen Beitrag 
zur beobachteten Frequenz 00 im ruhenden System, und zwar erhalt man durch 
Zusammensetzung 

~ (00 - ooy 
(35) J = Jo(}r y~~J (wo~w-;:(r/2)adW'. 

o 

1 Es ist zu beachten, daB die hier angegebenen Linienbreiten Halbwertsbreiten sind, die 
aus den mit unseren Formeln berechneten Breiten durch Multiplikation mit Ylog2 = 0,833 
hervorgehen. . 

1 CH. FABRY U. H. BUlssoN: C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 154 (1912) S. 1224, 1500. 
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Set zen wir 

(36) 
co - COo 4n(,. - "0) 
---=----=x 

r/2 r ' 

so wird aus (35) 

(37) 
fOO-(~)2 1 e '1 

J = Joy,;y/ y---+t dy . 
-00 

<l - = 1J, r 

Dabei ist die ihrem absoluten Betrage nach sehr groBe untere Grenze - ~o des 
Integrals durch - 00 ersetzt. r 2 

Wir werden sehen, daB genau dasselbe Integral den Verlauf der Absorption 
bestimmt und ein ahnlich gebautes die Dispersionskurve (s. § 93). Da diese 
beiden Kurven aufs engste zusammenhangen, wollen wir die Diskussion erst 
dort durchfUhren. Es sei hier nur erwahnt, daB fUr jeden Wert von 1J in hin
reichend groBem Abstande x von der Linienmitte die Funktion (37) in die ein-

fache Funktion J = J ° 1 ~ x 2 iibergeht, die mit der Emissionskurve eines ge

dampften Oszillators [§ 85 (27)] iibereinstimmt. Man kann also durch Messung 
des Intensitatsverlaufs in groBem Abstand von der Linienmitte die Dampfungs
konstante y bestimmen; dieses Verfahren ist fUr Absorption von MINKOWSKI 
ausgefUhrt worden (s. § 93, S.484). 

87. Breite von Emissionslinien. StoBdimpfung. 
Die durch den DOPPLEReffekt erzeugte Linienbreite ist offenbar unabhangig 

von der Gasdichte oder yom Druck (bei konstanter Temperatur). Erfahrungs
gemaB hat nun aber eine isotherme Druckveranderung merklichen EinfluB auf 
die Breite und Form von Spektrallinien. Es muB also die Wirkung der Zu
sammenstoBe der leuchtenden Atome oder Molekiile in Betracht gezogen werden. 
Nun kann man die molekularen Krafte nach einem in der Gastheorie bewahrten 
Verfahren in zwei Klassen zerlegen: solche, die nur bei unmittelbarer Einwirkung, 
"wahrend eines StoBes", wirksam sind, und solche. deren Reichweite endlich ist. 

Wir behandeln zunachst die erste Art von Kraften. Genau so wie man in 
der Gastheorie in grobster Annaherung die beim StoB einsetzenden AbstoBungs
krafte durch die Annahme ersetzen kann, daB die Atome sich wie ideal elastische 
Kugeln verhalten, die bei Beriihrung nach den mechanischen StoBgesetzen von
einander . abprall~n, ka~Q. man auch hier in der Optik nach MICHliLSON l und 
LORENTi2 den EinfluB des StoBes auf die Lichtschwingungen durch eineanaloge 
einfache Hypothese beschreiben. 

Man nimmt an, daB bei jedem ZusammenstoB die vorhandene Schwingung 
des elektrischen Momentes augenblicklich aufhort, und daB in diesem Augen
blicke eine neue Schwingung mit willkiirlicher Phase und Amplitude angeregt 
wird. 

Das kann noch in sehr verschiedener Weise geschehen, wobei zwei Grenz
falle besonders wichtig sind: 

Erstens kann durch den ZusammenstoB die Schwingung wirklich vollkommen 
abgebrochen werden, wobei die ganze Schwingungsenergie in Translations
energie der stoBenden Teilchen (Warme) verwandelt wird. 

1 A. MICHBLSON: Astrophys. J. Bd.2 (1895) S.251. 
• H. A. LORENTZ: Vers!. Afd. Natuurk. Akad. Wet. Amsterd. Bd. 14 (1905) S. 518,577; 

Proc. Acad. Amsterd. Bd. 18 (1915) S.134. 
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Zweitens kann aber auch bloB eine Beeinflussung der Schwingung mit ge
ringem Energieverlust durch das vorbeifliegende Teilchen erzeugt werden. Die 
starken Storungen bei groBer Annaherung der Teilchen verandern die Frequenz 
der Schwingung wahrend der StoBzeit; der Oszillator schwingt dann nach tiber
standenem StoBe zwar wieder mit der ursprtinglichen Frequenz, aber mit ge
anderter Phase, bezogen auf den Zustand vor dem StoB. Die Frequenzver
stimmung wahrend des StoBes ist wegen der Ktirze seiner Dauer nicht direkt 
beobachtbar; ihre Wirkung besteht nur in der Erzeugung einer Phasenanderung 
nach statistischem Gesetze. 

Der Unterschied der beiden Mechanismen wird besonders deutlich in den 
Fillen, wo man das Ausklingen einer Anregung des Atoms (durch StoB oder 
Lichtabsorption) direkt beobachten kann, z. B. bei der Fluoreszenz von Gasen. 
1m ersteren Faile erhalt man durch Vermehrung der StoBzahl eine Schwachung 
der Ausstrahlung, im letzteren nicht; wir kommen hierauf am Ende dieses 
Paragraphen noch zurtick. 

Vernachlassigt man zunachst Dampfungen anderer Art und den DOPPLER
effekt, so besteht in beiden Fillen der gesamte Schwingungsvorgang in einer 
Aneinanderreihung von harmonischen Schwingungen der Eigenfrequenz wo, deren 
Amplituden und Phasen, aj: und ~I:'ZU den Zeitpunkten tl , t2 , ••• willktirlich 
springen. Eine Komponente des elektrischen Momentes sei gegeben durch 

Von dieser Schwingung haben wir den FOURIERkoeffizienten zu ermitteln, defi
niert durch 

~ ~ tk+l 

q (p) = f P (t) e- ;w/ d t = L: a; f {ei[(w, - w)t Hkl + e- '[(C'" + w)t + dk1} d t 

(2) 
-00 k= -00 Ik 

Urn die spektrale Verteilung zu berechnen, haben wir Iq(p) 12 zu bilden und tiber 
die Phasen ~I: zu mitteln. Dabei verschwinden aile Produkte von Gliedern mit 
verschiedenem k, und in dem Quadrate eines Termes mit bestimmtem k bleiben 
nur zwei Summanden bestehen, namlich die Quadrate der Betrage der oben 
auftretenden Quotienten. Man erhii.lt 

Iq(p) 12 = 2; {Ii -::(: :W)'kI2 + 11 - ~:(:: W)'kll 
k= -00 

wo 

(4) 

gesetzt ist. Wir schreiben (3) in der Gestalt 

(5) 1 (p) 12 = ~ al (1 - cos(wo - w) Tk + 1 - cos(wo + w) Ik). 
q ~ 2 (WO-w)2 (WO+W)2 

k =-00 

Nun sind die GroBen fl: die Zeit en zwischen je zwei ZusammenstoBen, die ein 
Molekiil erleidet, mtissen also offenbar proportional der freien Weglange zwischen 
diesen ZusammenstoBen sein. Wir konnen daher annehmen, daB die GroBen fl: 
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denselben statistischen Gesetzen geniigen wie die freien Weglangen: Die Wahr
scheinlichkeit, daB Tic zwischen T und T + dT liegt, sei gegeben durch 

(6) 
T 1 --: 

dw = -=- e r dT . 
l 

Dabei ist der Faktor so bestimmt, daB 
00 

(7) 

ist. Sodann ist 
00 

(8) {rdw=i 
o 

die mittlere Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen oder die ungestorte Schwin
gungsdauer. 

Wir ordnen nun die Glieder unserer Summe (5) nach der GroBe der TIc-Werte 
und fassen immer diejenigen zusammen, die in dasselbe Intervall dT fallen. 
Der Wert der Summe ist daher 

00 

(9) j (v)j2=~2_fe-;{1-COS(WO-W)T + 1-COS(WO+W)l}dT 
q l (wo - W)2 (wo + w)2 ' 

o 

wo a2 em Mittelwert der az ist. Nach der Integralformel 
00 

(10) 
"

e-PTcosIXTdT = _p_ 
o (X2 + p2 
o 

erhalt man 

jq(V)j2= f (wo-w)1! T- (wo-w)2+1i~ +-f((.tIo+~ T-(WO+W)2+1/,2 
1 

a2 1 (- 1 /~ ) a2 1 (- 1 If ) 

(11) a2 a2 
=------+ - ---(wo - w)2 + 1/i2 (wo + w)2 + 1/i2' 

Hier kann man den zweiten Quotienten der rechten Seite aus demselben Grunde 
fortlassen, den wir schon bei der Vereinfachung der Forme! § 85 (27) heran
gewgen haben: In der Nahe der Eigenfrequen~ Wo tiberwiegt das erste Glied, 
weil dort der Nenner klein (von der GroBenordnung iii) wird. Man erhiilt 
daher schlieBlich 

(12) 

wo 

(13) Y. 
2 T 

gesetzt ist 1. Die ZusammenstoBe wirken also genau so wie eine Dampfung der 
in § 85 betrachteten Art. 

Wir wollen nunmehr die GroBenordnung dieses Effektes, der wie die freie 
Weglange vom Druck p und der Temperatur T abhiingt, abschatzen. 1st 

(14) 

1 Die aquivalente mittlere Lebensdaucr cines Quantenresonators, T. = ify., ist also 
glcich if, d. h. gleich dcr hal ben mittleren ireien Laufzeit. 
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die mittlere Molekulargeschwindigkeit und I die freie Weglange, so gilt offenbar 

(15) TV = I, 

und man erhiilt fUr die StoBdampfungskonstante 

(16) r. =.! = Ii = ~V'8RT 
2 i I I :ltp' 

Bei einem Gasgemisch ist hier naeh derr Regeln der kinetisehen Gastheorie 

fiir I-' das eflektive Molekulargewicht m m+MM einzusetzen1• 

Die halbe relative StoBbreite ist daher 

(17) r -l.!. - r. ).0 __ ).0 ~V/8RT 
• - Wo - 2 :ltC - l:ltc :ltp' 

Vergleiehen wir diesen Wert mit dem fUr die DOPPLERbreite in § 86 (0), so 
erhalten wir 2 

(18) ~ = n L ~ = 5 57· ~ 
I~ ).0').0 . 

Die beiden Effekte sind also dann von gleieher GroBenordnung, wenn die freie 
Weglii.nge nahezu gleieh der Wellenlii.nge des benutzten Liehts ist. Dieser Fall 
tritt fUr siehtbares Licht und bei Zimmertemperatur ein. Beim "Obergang zu 
hoheren Drucken bei derselben Temperatur iiberwiegt die StoBbreite, bei niederen 
Drucken die DOPPLERbreite. Bei den oben (§ 86, S.434) erwii.hnten Versuchen 
von FABRY und BUISSON zur Messung der DOPPLERbreite betrug der Druck 
etwa 1 mm Hg. so daB der EinfluB der StoBe vernachlii.ssigt werden konnte. 

Die Druekabhii.ngigkeit der StoBbreite erhalten wir, indem wir etwa fUr die 
ireie Weglii.nge die MAXWELLsche FormeP 

(19) l=~ 
V2:1t02p 

benutzen, wo (J den Molekiildurehmesser bedeutet. Die vollstandige Abhangig
keit der GroBe y. von p und T ist also gegeben durch 

,,- No2 p pas 
(20) y. = 8 ,n .1 - .1- = 9.43 . 1020 .r;:;:.' 

rRp rT rpT 

wo N die LoscHMIDTsche Zahl pro Mol ist. Die relative StoBbreite wird, wenn 
man dureh Multiplikation mit 1.0133.108 zur Druekeinheit "Atmosphii.re" 
iibergeht: 

(21) r, = '::'C'"l.o = 5.08.1015 .1.0 ;;;'. 

Setzt man hier z. B. fUr Stickstoff die Werte I-' = 28, (J = 3,1 . 10 - 8 em ein und 
nimmt siehtbares Licht (10 = 5 . 10- 5 em) •. so erhiilt marl 

r, = 4.60 .10- 5 h' 
d. h. fiir gewohnliche Temperatur (T = 300) und 1 at Druck 

r, = 2,66. 10- 6 • 

1 S. etwa J. H. JEANS: Dynamische Theorie aer Gase. S. 318. Braunschweig 1926. 
I Rechnet man die DOPPLERbreite als die Abklingung der Intensitat auf die Halfte statt 

auf den eten Teil. so hat man noch mit dem Zahlenfaktor VIOi2 = 0.833 zu multiplizieren. 
Statt (18) hat man dann 

A I 
(18a) r. = 4.64· ).0 • 

I Vgl. etwa J. H. JEANS: Dynamische Theorie der Gase. S.46. 
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In der Tat hat dieser Wert dieselbe GroBenordnung wie der aus § 86 (31) be
rechnete Wert von .1. 

Wir bilden noch das Verhaltnis von StoB- zu Strahlungsdampfung. r,/Fo; 
nach § 86 (7) und § 87 (21) wird 

r, 27 -9 po2 
(22) r~ = 4.34·10 ·/.0' ~;i . 
Fur sichtbares Licht, )'0 = 5 . 10- 5 cm, und Zimmertemperatur, T = 300°, er
halten wir also fUr Stickstoff (a = 3.1 • 10- 8 em. p = 28) 

~=115·P. 
Hieraus erkennt man, daB unter diesen Umstanden bei einem Druck von 1/200 at 
die StoBdampfung bereits geringer geworden ist als die Strahlungsdampfung. 
Von dieser Moglichkeit, durch Druckerniedrigung den EinfluB der StoBdampfung 
selbst im Verhaltnis zur Strahlungsdampfung vernaehlassigen zu konnen, hat 
MINKOWSKI Gebrauch gemacht in einer Arbeit zur Messung der naturlichen 
Linienbreite; wir werden spater (§ 94) auf sie zuruckkommen (s. auch § 86, s. 435). 

Eine ausfUhrliche Prufung dieser LORENTzschen Theorie der StoBdampfung 
wurde von FUCHTBAUER und seinen Mitarbeitern vorgenommen, und zwar nicht 
an Emissionslinien, sondern in Absorption!. Urn dabei den DOPPLEReffekt 
herabzudrucken, wurden die absorbierenden Atome moglichst schwer gewahlt 
(Casium, Quecksilber), und urn die Zahl der StoBe zu vermehren, wurden Zusatz
gase von betrachtlichem Druck beigemengt. In der erst en Arbeit2 wurde Casiurr.
dampf mit Stickstoffzusatz bis zu etwa 3 at untersucht. Die gefundene Kurve 
des Intensitatsverlaufes entsprach in ihrer Gestalt recht gut der Formel der 
Dampfungstheorie. Wir werden darauf zuruckkommen, wenn wir die ent
sprechende Formel fur die Absorption abgeleitet haben werden (s. § 94). Der 
absolute Wert der Liilienbreite aber ergab sich viel zu groB gegenuber dem ent
sprechenden theoretischen Wert, den man aus der tatsachlichen Anzahl der 
StoBe berechnen kann. Urn diese Linienbreite nach der LORENTzschen Damp
fungstheorie erklaren zu konnen, muBte man annehmen, daB die Anzahl der 
Zusammensto13e in der Zeiteinheit etwa 2- bis 3 mal so groB ware wie die gaskine
tisch berechnete Anzahl. 

In einer zweiten Arbeit 3 wurde Quecksilberdampf in verschiedenen Gasen 
(A, H2 , N2 , CO2 , °2 , H.O~.zum 'Leuchten gebracht und die Linie Ao = 2537 A 
durchphotometriert. Dabei wurde das Zdsatzgas bis zu 50 at verdichte~ .. Di.:: 
gemessene Breite ergab sich entsprecJ1end .unserer Theorie sehr gut als der Dichte 
proportional. Die Form der AbSorptionslinie war fur verschiedene Zusatzgase 
nicht genau dieselbe: fur H2 war sie fast symmetrisch, bei den anderen Gasen 
etwas unsymmetrisch, und zwar entsprechend einer Linienverbreiterung nach 
Rot hin. Von dieser Asymmetrie werden wir sogleich zu sprechen haben. 

Die Tabelle 34 enthaIt die Resultate der genannten Messungen. Man er-

kennt, daB die GroBe F. YJ ' welche nach (21) fur jedes spezielle Gas konstant 

sein sollte, tatsachlich auch recht gut konstant ist, besonders bei Stickstoff und 
Wasserdampf. Dagegen treten bei den niedersten der gemessenen Drucke fiir 
die meisten Gase, besonders deutlieh aber bei Wasserstoff, Abweichungen auf, 

1 Wir werden spater (§ 91 bis 93) zeigen. daB der VerIauf der Absorption in dannen 
Schichten mit dem der Emission iibereinstimmt; siehe auch die Bemerkung am Ende 
von § 86 (S. 435). 

I CHR. FOCHTBAUER U. W. HOFMANN: Ann. Physik (4) Bd.43 (1914) S.96. 
8 CHR. FOCHTBAUER, G. )oos u. O. DINKEUCKER' Ann. Physik (4) Bd. 71 (1.923) S.204. 
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Tabelle 34. Verbreiterung der Quecksilberlinie Ao = 2537 A durch Fremdgas-
zusatz. 

T = absolute Temperatur. p = Fremdgasdruck in at. L1 A. = gemessene Halbwertsbreite 
in cm. r, = relative Dl1mpfung. In Spalte 5 ist die dem Molekdl eigentdmliche von Druck 
und Temperatur unabbl!.ngige Konstante r,. fiip aus den Werten der Spalte 4 berechnet. 

T 

292 
292 
300 
301 
312 
312 

301 
302 
304 
308 
308 
308 
314 

291 
291 
302 
299 
299 
297 
310 

306 

300 
300 
312 
322 
324 

495 
497 
498 

Fur jedes Gas ist der Mittelwert dieser GrOBe angegeben. 

2 

10.4 
14.0 
25.5 
25.5 
50.0 
50.3 

17.8 
17.5 
30.0 
30.0 
30.0 
36.0 
50.0 

10.0 
10.2 
25.3 
20.0 
20.0 
20.3 
50.0 

34.7 

9.5 
to. 1 
25.2 
42.5 
46.7 

23.7 
24.7 
25.0 

3 4 

r,.¥f 
1> 

Argon. 
2.31' 10-' 
2.74 

0.915'10-' 
1.08 

t.S0· to-a 
1.32 

4.62 1.82 
4.98 1.96 
9.85 3.88 

10.0 3.94 

Wasserstoff. 
5.21 2.05 
5.21 2.05 
6,75 2.66 
7.67 3.02 
7.16 2.82 
8.05 3.17 

11.9 4.67 

Stickstoff. 

1.94 I 
1.96 
4.43 
3.61 
3.43 
3.48 
8.23 

Sauerstoff. 
5.41 I 

Kohlensaure. 
2.54 
2.97 
5.64 

13.0 
14.7 

Wasserdampf. 

3.73 I 
3.78 
3.71 

0.762 
0.770 
1.69 
1.42 
1.35 
1.37 
3.24 

2.13 

1.00 
1.17 
2.22 
5.12 
5.77 

1.47 
1.49 
1.46 

1.24 
1.33 
1.37 
1.38 

Mittelwert: 1.36 

2.00 
2.04 
1.55 
1.77 
1.65 
1.55 
1.65 

Mittelwert: 1.74 

1.30 
1.29 
1.16 
1.23 
1.17 
1.16 
1.14 

Mittelwert: 1.21 

1.08 

1.82 
2.00 
t.S6 
2.15 
2.22 

Mittelwert: 1.95 

1.38 
1.35 
1.30 

Mittelwert: 1.34 

und zwar in dem Sinne, daB die Linienbreite groBer wird, als es die Theorie ver
langt. Es ist also hier sicherlich noch eine andere yom Druck abMngende 
verbreiternde Ursache vorhanden als die reine StoBdampfung. In § 88 werden 
wir solche Ursachen kennenlemen, vor allem den STARKeffekt; wir werden ins
besondere sehen, daB gerade bei Wasserstoff bei niederen Drucken der STARK
effekt die Linienbreite bestimmt. 
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Tabelle 35. Vergleich des gaskinetischen Molekiildurchmessers mit dem nach (24) 
aus der Linienbreite berechneten Durchmesser. (Il=effektives Molekulargewicht.) 

2 4 6 
-------------1--------------------------------

Gas c I' 
°opt a 

opt 
i O'klo 

Argon A . 3.2.10- 8 11 33.2 7.7.10- 8 2.8.10- 8 I 2.8 
Wasserstoff HI 3.7 1.96 4.4 2.3 I 1.9 
Stickstoff N. . 3.1 24.6 6.9 3.1 2.2 
Sauerstoff 0. . 2.9 27.6 6.7 2.9 2.3 
Kohlensaure COl 3.9 36.0 9.6 3.2 3.0 
Wasserdampf HIO . 3.2 16.1 6.4 2.6 2.5 

Es scheint also, daB sich auch im Gebiete hoher Drucke die Wirkung des 
STARKeffekts bereits ein wenig zeigt. 

In der Tabelle 35 haben wir dann die GroBe 

1/ YT 1 
(23) C = r r, p 5,08. 1015 ).0 

fUr die hier benutzte Wellenlange 10 = 2537 A fur jedes Gas berechnet. Es 
sollte dann nach (21) 
(24) 0= C.~ 
sein, wo fUr '"' das el/ektive Molekulargewicht m m+M M des leuchtenden und des 

storenden Gases einzusetzen ist. Man sieht, daB besonders bei Argon und 
Wasserstoff ein deutlicher Gang mit dem Druck vorhanden ist; da aber die Werte 
unregelmaBig schwanken und uns nur die GroBenordnung des Ergebnisses in
teressiert, rechnen wir weiter mit den Mittelwerten, die in Tabelle 34 (Spalte 5) 
fUr jedes Gas angegeben sind. Aus ihnen sind in Tabelle 35 (Spalte 2) die Werte 
fUr C berechnet; Spalte 3 gibt die effektiven Molekulargewichte '"', mittels derer 
in Spalte 4 die "optischen Molekulardurchmesser" O"opt zusammengestellt sind. 
Zum Vergleich sind dann die gaskinetischen Durchmesser O"kin der stoBenden 
Gasatome angegeben (Spalte 5) und die VerhaItnisse beider Durchmesser be
stimmt (Spalte 6). Man erkennt, daB diese Verhii.1tnisse, wie wir schon oben 
berichteten, zwischen 2 und 3 liegenl. 

Neuerdings sind ahnliche Messungen von ZEMANSKy2 fur eine Anzahl anderer 
Gase vorgenommen, unter denen auch A, Hz, Nt enthalten sind; seine Ergeb
nisse, die nach einem etwas anderen Rechenverfahren gewonnen sind, haben 
wir in Tabelle 36 wiedergegeben. Sie stimmen mit den in Spalte 4 der Tabelle 35 
angegebenen einigermaBen iiberein. 

Tabelle 36. Optische Wirkungsquerschnitte nach ZXMANSKY. 

Gas (Jopt akin 
O'opt 

akin 

Argon A 7,85.10- 8 2,8.10- 8 2,8 
Wasserstoff Hz 4,95 2,3 2,2 
Stickstoff N 2 7,15 3,1 2,3 
Helium He . 3,88 1,9 2,0 
Kohlenoxyd CO • 6,68 3,2 2,1 
Ammoniak NHa . 8,45 
Methan CH, 6,51 
Propan CaHs 8,58 

1 Die auf S. 439 Anm. 3 zitierte Arbeit enthaIt uBerdem noch eine Bestimmung des 
Absolutwertes der gesamten Absorption; auf die Resultate dieser Messungen. die mit der 
sog ... Linienstllrke" zusammenhll.ngen. werden wir in § 94 zUrilckkommen. 

• M. W. ZXMANSKY: Physic. Rev. (2) Bd. 36 (1930) S. 219. 
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Auch fiir diese Gase ist der optische Wirkungsquerschnitt wesentlich groBer 
als der gaskinetische. 

Zur Losung dieser Schwierigkeit gibt es nur zwei Moglichkeiten: entweder 
halt man die Grundlagen der LORENTzschen Theorie fiir bindend 1; dann wird 
man zu der Annahme gezwungen, daB fiir optische Vorgii.nge die Wirkungsradien 
der Atome und Molekiile urn das Vielfache groBer sind als fiir die gaskinetischen 
StoBe. Oder aber man sucht iiberhaupt nach anderen Ursachen und Mechanis
men zur Verbreiterung. 

Es gibt einige Anhaltspunkte, die fiir den ersten Ausweg sprechen. Wird 
die Schwingung des strahlenden Atoms durch den ZusammenstoB abgebrochen, 
so muB sie nach dem ZusammenstoB erst von neuem erregt werden, wodurch 
eine Schwachung der Gesamtstrahlung entsteht. Diese wurde in manchen Fallen 
auch tatsachlich beobachtet in der Ausloschung deT FluoTeszenz dUTCh Zusatzgase. 
Allerdings laBt sich diese Erscheinung in durchsichtiger Weise nur quanten
mechanisch verstehen und kann daher hier nur beriihrt werden. 

Wie wir friiher (VII, § 81) gesehen haben, streut jedes Gas eingestrahltes 
Licht nach allen Seiten; aber die Ausbeute hierbei ist im allgemeinen auBerst 
schwacb. Sie ist wesentlich sHirker, wenn das eingestrahlte Licht in seiner 
Frequenz mit einer Eigenfrequenz des streuenden Molekiils zusammenfaIlt. Es 
gibt aber besondere Linien, bei denen die Streuung von Licht derselben Frequenz 
die Ausbeute 1 hat, d. h. wo die gesamte einfallende Energie in Streulicht ver
wandelt wird. (Diese Linien sind quantentheoretisch dadurch charakterisiert, 
daB von einem oberen Term kein anderer "Obergang zu einem anderen Term mog
lich ist als zu dem unteren der betrachteten Linie.) Wir werden einige Eigen
schaften dieser Resonanzlinien, soweit sie sich klassisch behandeln lassen, spater 
(§ 97) besprechen. 

Setzt man nun einem Dampfe fremde Gase zu, so wird das Resonanzlicht 
geschwacht 2• Es hat sich gezeigt, daB dieser Effekt sehr stark von der betrach
teten Linie und der Art des Zusatzgases abhangt; in jedem Falle aber entspricht 
die Ausbeute durch die StoBe des Fremdgases Wechselwirkungen, deren Reich
weite das Zehn- bjs I:Iundertfache .des gaskinetischen Querschnittes betragt, ja 
unter Umstanden noch groBer ist3• 

1 Man konnte vermuten, dal3 die LORENTzsche auf der klassischen Theorie beruhende 
"Oberlegung durch die Quantentheorie wesentlich modifiziert werden miil3te. Dies ist aber 
nicht der Fall [so H. l(ALLMANN u. F. LONDON: Z. Phys. Chem. Abt. B Bd.2 (1929) 
S.207; V. WEISSKOPF: Z. Phys. Bd. 75, S.287 (1932)]. Die LORENTzsche Vorstellung der 
Phasenspriinge lal3t sich quantentheoretisch umdeuten. Die .. Stol3dauer", d. h. die Zeit 
der unmittelbaren Nachbarschaft eines Leuchtatoms mit einem storenden Teilchen ist von 
der Grol3enordnung to- 13 sec, also grol3 gegen die Lichtfrequenz. Die bei der Wechsel
wirkung auftretenden l(rafte erzeugen daher eine nahezu .. adiabatische" Termverschiebung. 
Die entsprechende Frequenzverstimmung ist aber wegen der l(iirze ihrer Dauer nicht direkt 
beobachtbar; ihre Wirkung besteht nur darin, dal3 nach 'Irennung der beiden Teilcll.en die 
Phase gegen den Zustand vor dem Stol3 geandert ist, und zwar rein statistisch. Damit kommt 
man wieder fur das beobachtete Licht genau auf die LORElIlTzs.cbe Vorstellung zurUck. 

I Die quantentheoretische Erklarung ist, dal3 durch die Zusatzstol3e ein Teil der Atome 
im oberen Energiezustand ihre Energie an die fremden Atome abgeben, wodurch sie dem 
Strahlungsprozel3 entzogen wird. 

a Der Gedanke, die durch ein Zusatzgas erzeugte Ausloschung der Fluoreszenz zur Be
stimmung eines .. optischen Wirkungsquerschnittes" zu benutzen, stammt von O. STERN 
und M. VOLMER [Physik. Z. Bd. 20 (1919) S. 183]; sie verwendeten Joddampf mit Stickstoff
zusatz und erhielten einen etwa 75mal so grol3en Durchmesser, als der gaskinetische Durch
messer betragt. 

Neuere Untersuchungen in dieser Richtung fmdet man 4argestellt in J. FRANCK und 
P. JORDAN: Anregung von Quantenspriingen durch Stol3e. Berlin 1926; P. PRINGSHEIM: 
Fluoreszenz und Phosphoreszenz im Lichte der neueren, Atq~theorie, 3· Aufl. Berlin 1928; 
siehe femer den Bericht von J. FRANCK in Naturwiss. Bd. 14 (19~6) S.21t. Eine andere 
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Genau derselbe Querschnitt muB nun fUr die Linienbreite in Formel (20) 
eingesetzt werden, da jeder ausloschende StoB die Schwingung abbricht. 

Die StoBdampfungsverbreiterung ist aber nicht immer mit Ausloschung ver
bunden. Man hat beobachtet, daB z. B. der Zusatz von Edelgasen die Absorp
tionslinie eines Gases verbreitert in der Weise, wie man es nach der Theorie 
der StoBdampfung erwarten wiirde, ohne aber das Resonanzlicht zu schwachen. 
Der Edelgaszusatz wirkt verbreiternd, 1i:ischt aber die Fluoreszenz nicht aus. 
Man muB daraus schlieBen, daB die Schwingung des Atoms durch den Zusam
menstoB in diesen Fallen nicht abgebrochen, sondern nur in ihrer Phase gestort 
wird. Es tritt also der zweite von den auf S. 436 erwahnten Mechanismen ein. 

Wenn man die Wechselwirkungen kennt, die beim ZusammenstoB zweier 
Atome auftreten, so ist man imstande, den "optischen" Querschnitt in diesen 
Fallen zu berechnen 1. Man erhalt ihn aus der Maximaldistanz, in der das 
stoBende Atom beim Vorbeipassieren die Phase des strahlenden Atoms noch 
merklich andern kann. Er ist, wie zu erwarten, groBer als der gaskinetische 
Querschnitt. Bemerkenswert ist aber seine Abhiingigkeit von der Temperatur; 
diese kommt dadurch zustande, daB bei langsameren Bewegungen selbst 
schwachere Wechselwirkungen die Phase bereits verandern konnen, so daB der 
wirkende optische Querschnitt mit sinkender Temperatur ansteigt 2 • Die Glei
chung (20) gibt daher nur annahernd die Temperaturabhiingigkeit der StoB
dampfungsbreite wieder, da die Temperaturabhiingigkeit von a nicht beriick
sichtigt ist. 

Man kann aber auch, wie gesagt, an ganz andere Ursachen der Verbreiterung 
denken. Eine Moglichkeit ist die Wirkung der von den streuenden Molekiilen 
ausgehenden elektrischen Felder. Diese erzeugen ja bekanntlich Verschiebung 
und Aufspaltung von Linien, den sog. STARKettekt. Wir haben daher diesen Effekt 
jetzt zu untersuchen; dabei werden wir erkennen, daB er fUr die Erklarung der 
von FticHTBAuER und seinen Mitarbeitern gemessenen groBen Linienbreiten 
nicht in Betracht kommt, auBer etwa einmal zur Deutung der klein en Asym
metrien in der Linienform, dann auch zur Erklarung der kleinen Druckabhangig
keit des Wirkungsquerschnitts (Nichtkonstanz der GroBen in Spalte 5 der 
Tabelle 34). 

Wohl aber ist der STARKeffekt bei anderen Linien sehr wesentlich, und wir 
wollen ihn daher jetzt naher ins Auge fassen. 

Erscheinung, die noch empfindlicher gegen Storungen zu sein scheint als die Resonanz
fluoreszenz selbst, ist das Intensitlitsverhaltnis der ZEEMANkomponenten; hier fand W. SCHUTZ 
[Z. Physik Bd. 35 (1926) S.260, 864] Wirkungsradien, die bis 100mal grol3er waren als die 
gaskinetischen. Derselbe Effekt au13ert sich bei mangelnder spektraler Auflosung als De
polarisation des Resonanzlichts. Messungen von G. L. DATTA im FRANCKschen Institut 
[Z. Physik Bd. 37 (1926) S.625] an der Dz-Linie des Na-Dampfes unter Zusatz von Hg
und K-Dampfen haben einen merklichen Effekt noch bei freien Weglmgen gegeben, die dem 
Zehntausendfachen des gaskinetischen Querschnitts entsprechen wfirden. 

Was die Erkllirung der grol3en Reichweiten betrifft, so ist diese quantenmechanisch 
leicht zu geben auf Grund der Bemerkung, die wir oben (S.442 Anm. 1) gemacht haben. 
Wir haben dort gesehen, dal3 die Phasen vor und nach dem Stol3 "inkohlirent" sind, wenn 
wlihrend des Stol3es durch die Wechselwirkungskrlifte eine merkliche Termverschiebung 
eintritt. Es ist ohne weiteres klar, dal3 die Gebiete, in denen das der Fall ist, unter Um
sUn den weit fiber den gaskinetischen Querschnitt hinausreichen werden. (Nliheres siehe 
in der S. 442 Anm. 1 zitierten Arbeit von V. WEISSKOPF.) 

1 Bei der Stol3dampfung dUTch Stol3 'gleichartiger Atome (also bei hohem Druck des 
strahlenden Gases selbst, nicht eines Zusatzgases) ist die Temperaturabhangigkeit von 0 

so stark, dal3 die Breite selbst unabhlingig von der Temperatur wird. Es ist namlich ot 

proportional 1/ VT. Setzt man das in (20) ein und beachtet, dal3 bei fester Dichte p 
proportional T ist, so flillt T heraus. [Siehe V. WEISSKOPF: Z. Physik Bd. 77 (1932) S. 393.] 

2 Siehe die in Anm. 1 zitierte Arbeit von WEISSKOPF. 
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§ 88. Breite von Emissionslinien. Verbreiterung durch STARKeffekt 
und Kopplung. * 

Gleie.. nach der Entdeckung des STARKeffekts hat STARK selbst 1 darauf hin
gewiesen, daB durch die Einwirkung der von den Atomen ausgehenden elektri
schen Felder die Spektrallinien Aufspaltungen und Verschiebungen zeigen 
miissen, die im Mittel eine vom Druck abhiingige Verbreiterung der Linien 
ergeben. Diese Auffassung wurde durch einige Tatsachen gestiitzt: z. B. wachst 
die Verbreiterung innerhalb einer Serie genau so wie die Zerlegung durch den 
STARKeffekt, d. h. im allgemeinen mit steigender Gliednummer; ferner war in 
solchen FaIlen, bei denen der STARKeffekt unsymmetrisch oder einseitig war, die 
Verbreiterung von derselben Art. 

Eine quantitative Fassung dieses Gedankens ist auf Anregung DEBYES 
von HOLTSMARK 2 durchgefiihrt worden. Die Voraussetzungen seiner Theorie 
sind folgende: 

Jedes Atom oder Molekill ist von einem elektrischen Felde ;jll umgeben; am 
starksten ist es bei geladenen Teilchen, lODen, aber ebenfalls vorhanden bei 
neutralen Teilchen, und zwar je nach der Ladungsverteilung als Feld eines Di
pols, Quadrupols usw. AIle diese Felder erzeugen am Orte eines leuchtenden 
T eilchens ein resultierendes F eld 

(1 ) 

Von diesem resuItierenden Felde wird angenommen, daB es 1. konstant ist, d. h. 
genauer, daB es sich im VerhaItnis zur Schwingungsbewegung der Licht emit
tierenden Elektronen hinreichend langsam iindert; und 2. daB es iiber den Be
reich des Atoms als praktisch homogen betrachtet werden kann. Vnter diesen 
beiden Voraussetzungen berechnet man dann die Linienverschiebung als gewohn
lichen STARKeffekt. 

Die beiden Voraussetzungen sind sicher nicht streng erfiillt. Doch kann man 
leicht iiberlegen, daB die erste fUr sichtbares Licht und nicht zu hohe Tempera
turen weitgehend zutrifft: Wir schatzen ganz roh die Reichweite der molekularen 
Felder auf 10- 7 em (etwa das ~ehilfaehe,des Molekiildurehmessers) und nehmen 
eine mittlere Molekulargeschwindigkeit von de'r GroBenordnung 106 cm/sec. 
Dann ist die "Passierzeit" eines Molektils durch dieses Feld im Maximum 
10- 12 sec, wwend eine Lichtschwingung im sichtbaren Gebiete etwa 10- 16 sec 
erfordert. Das Feld kann also in der Tat tiber eine betrachtliche Anzahl von 
Lichtschwingungen als konstant angesehen werden. 

Schwieriger ist es, den Betrag der Inhomogenitat des Feldes abzuschatzen. 
STERN 3 hat den STARKeffekt fUr inhomogene elektrische Felder berechnet und 
dabei auch darauf aufmerksam gemacht, daB dieser Effekt fUr die Linienbreite 
in Betracht kommen kann. Doch ist eine quantitative Berechnung noch nicht 
durchgefUhrt worden. 

Wir wollen, hauptsachlich der Methodik halber, hier de~ Grundgedanken 
der HOLTsMARKschen Arbeiten darstellen. Es kommt dabei zunachst darauf an, 
die Wahrscheinlichkeit 

(2) 

1 J. STARK: Elektrische Spektralanalyse chemischer .Atome. Leipzig t914. 
I J. HOLTSMARK: Ann. Physik (4) Ed. 58 (1919) S. 577; Physik. Z. Ed. 25 (1924) S. 73; 

Z, Physik Bd. 31 (1925) s. 803: Bd.34 (t925) S. 722. 
3 O. STERN: Physik. Z. Ed. 23 (t922) S.476. 
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dafiir zu berechnen, daB das Feld ij, das an der Stelle des betrachteten leuchten
den Teilchens herrscht, Komponenten zwischen Xo - t.1 X und Xo + t.1 X, ... 
hat. Es seien x11 , x21 , ••• , X"l irgendwelche Bestimmungsstiicke der Lage des 
ersten "storenden" Molekiils, ebenso Xlii' Xlii' ••• , X"lI die eines zweiten, usw. 
Dann sind die Komponenten X"' Y", Z" von ij Funktionen dieser samtlichen 
". N GroBen x11 , x21 , ••• , X"N. Die Wahrscheinlichkeit, daB die Koordinate~ 
des nten Teilchens in einem bestimmten Bereich liegen, ist der Bruchteil des 
zugehorigen Phasenraumes: 

(3) C1" dxl" dx2ra" • dx"" = C1"dT". 
Dann ist offenbar 

(4) 

wo 

(5) VN = f f ... f C11C1.··· C1NdT1 dTa··· dTN 
iiber den gesamten Phasenraum zu erstrecken ist, wiihrend GN dasselbe Integral 
ist, nur erstreckt iiber denjenigen Teil des Phasenraumes, der durch die Un
gleichungen 
(6) GN : Xo-t.1X<X<Xo+ 1.1X, ... 
bestimmt ist. Die Integrale lassen sich nun nach einem von MARKOFF 1 her
riihrenden Verfahren unter Benutzung von DIRItHLETSChen diskontinuierlichen 
Faktoren berechnen. Bekanntlich gilt 

(7) ~J""Sincx~ ei{le dE = {1 fiir IPI < I/XI, 
#1_00 ~ 0 fiir IPI> I /XI, 

so daB man schreiben kann 

1 J 2 n ""'J J i. (~ij.-il.) (8) GN=""iei- e ded:.~·':P '" C11C1.···C1NdT1···dTN·e. • 

Dabei ist 9 der Vektor mit den Komponenten E, 'YJ t; e = 191 und 

(9) elde dQ = dEd'YJdC, 

(to) tP= 

. tJx l:: sm 2 , 

~ 

. tJ y 
sm27J 

7J 

. ilZ,. sm--, 
2 

Zieht man aus dem inneren Integral in (8) den Faktor e-i'ij. heraus, so zerfii.llt 
der Rest in ein Produkt von Integralen, die samtlich einander gleich sind, weil 
ij1, ijl' ••. dieselben Funktionen ihrer Argumente x11 , X21, .•. bzw. XII' XII' ••• 

sind. Setzen wir also 

(it) 

so wird 

(12) 

und entsprechend 

(13) 

so daB (4) iibergeht in 

G = f eil 'iJC1dT, V = f C1dT, 

(14) W(Xo, Yo, ZJ.1X • .1 Y ·.1Z = 3J~ Je2dedQ. tPe-i·'iJ·(~t· 
1 A. A. MARKOFF: Wahrscheinlichkeitsrechnung. deutsch von LIEBMANN. S i6 u. 33. 

Leipzig u. Berlin 1912. Siehe auch M. v. LAUE: Ann. Physik Bd.47 (1915) S.853. 
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Dieses Integral haben wir ftir den Grenzfall eines sehr groBen N auszurechnen. 
Da es, wie wir sehen werden, gut konvergiert, so konnen wir unter dem Integral
zeichen zu unendlich kleinen Gebieten L1F = (L1X, L1 Y, L1Z) tibergehen; dabei 
verwandelt sich l/J in l L1 X L1 Y L1 Z, und wir erhalten 

(15) W(Xo, Yo, Zo) = 8~3fe2dedQe-i9!JO(~r· 
Do, CPo seien die Polarwinkel der Richtung von 5, mit 0:0 als Polarachse. Dann ist 

(16) 50:0 = (!FocosDo, dQ = siw{}odDodcpo. 

Das Integral Gist ein Mittelwert tiber aIle moglichen Lagen des storenden Mole
kiils, kann daher nur noch von dem Betrage e des Vektors 5 abhiingen: 

( 17) G = G(e); 

das Integral V ist eine Konstante. Nunmehr wird aus (15) 
2:r :r 00 

( 18) W(X Y Z) = _1 Jdm j. (sinO dO 112dl1e-i!!FoCOSl~O(G(e))N 
0' 0' 0 g.n3 TO. 0 00: 0: V . 

o 0 0 

Bier lassen sich die Integrationen nach CPo und Do ausfiihren, und man erhiilt 

( 19) 

Bezeichnet man mit W(Fo) dFo die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der Betrag 
der Feldstiirke zwischen Fo und Fo + dFo liegt, so ist 

(20) W(Fo)dFo = (W(Xo, Yo, Zo)dXodYodZo = W(Xo, Yo, Zo)FfA1tdFo , 
Einheitskugei 

also 00 

(21) W(Fo) = 2:of (! d(! sin (eFo) (G~)r· 
Q 

Unsere Aufgabe liiuft also schlieBlich darauf hinaus, die beiden Integrale G.(e) 
und V zu berechnen. Zu dem Zwecke ist eine Annahme tiber das vom storenden 
Molekiil ausgehende Feld notwendig. 

Das Molekiil bestehe aus einer Anzahl Ladungen e, an den Stellen 
r, = (x" y" z,). Dann ist das Potential in einem Aufpunkte r = (x, y, z) 

(22) cp = ~ ~ •. 
s . 

Dabei ist R, der Abstand des Aufpunktes von der Ladung e" also 

(23) R; = (x - X,)2 + (y - y.)2 + (z - Z.)2 = r2{1 + (:' r -2 tr~}. 
Bieraus ergibt sich leicht die Entwicklung ftir cp zu 

(24) 

Das erste Glied auf der rechten Seite entspricht offen bar dem COuLOMBschen 
Felde der resultierenden Ladung e = 1:e,. 1st diese nicht Null, handelt es sich 
also urn lonen, so kann man die folgenden Glieder vetn.achl~~~gen. Verschwindet 
es dagegen, so ist das zweite Glied maBgebend; es bedeutet das Feld eines Di
pols vom Moment .p = 1:e,r,. Verschwindet auch dieses Glied (.p = 0), so ist 
das dritte ausschlaggebend; es ist das Potential eines Quadl upols. 
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Beschranken wir uns auf diese Glieder, so haben wir also drei FaIle zu unter-
scheiden: 

1. lonen, 
2. Dipole, 
3. Quadrupole. 
1m dritten FaIle hat offenbar fIJ die Form 

(25) fIJ = - 2:6 {ellxZ + ezzyZ + eaazz + e z3 Yz + e31zx + e12 xy}. 

Hier lassen sich die Koeffizienten eile der quadratischen Form auf folgende 
Weise ausdriicken: Man setzt zunachst 
(26) 

Dann wird 

{
ell = -2 e l + EJz+ e a, tJzz= e l -2ez+ e a, e aa = e l+ e z-2ea, 

(27) e za = -6 ~E.Y.Z., eal = -6 ~E.Z.X., elZ = -6 ~E,X,y,. 
Nun kann man das Koordinatensystem bekanntlich immer so drehen, daB die 
quadratische Form auf Hauptachsen transformiert erscheint. Dann verschwinden 
die drei GraBen eza , e al , e iZ ' AuBerdem werden wir im folgenden noch die 
vereinfachende Annahme machen, daB das Molekiil eine Symmetrieachse besitzt, 
wie es bei allen zweiatomigen Molekiilen (Nz' Oz usw.) und vielen wichtigen 
drei- und mehratomigen (HzO, NHa usw.) der Fall ist. Dann ist e l = e z, also 

(28) ell = e zz = e a - e l = A , e 3a = 2(el - e a) = -2A , 

und das Potential fIJ wird 
A 

(29) fIJ = - 2r6 (X2 + y2 - 2zZ) . 

Nunmehr betrachten wir das Feld % und das skalare Prodtikt i5% fUr die 
drei FaIle getrennt: . 

Man hat 

(jO) I 
1. Ion. 

fIJ = ;, ~ = - grad fIJ = ~ t , 

13% = ~ t13 = :2 eCOS{}I' 

WO (}l der Winkel zwischen 13 und t ist. 

2. Dipol. 
Es ist I tV V H(tV) 

fIJ = ,a' % = -gradfIJ = - r +--r' 
(31) 1 3 Fig. 208. Zur Berechoung des Feldes i5% = - 3" i5l> + 6" (tl» (!3t) . eioes Dipol-(Quadrupol-)Molekiils. r r 

Wahlen wir nun 13 als Polarachse und bezeichnen wir die Polarwinkel von t 
mit {}l' fIJI und von l> mit {}z, flJa' so ist offenbar (s. Fig. 208) I 13t = er COS{}1 , 

(32) i5l> = eP cos{}z , 

tl> = rp (COS{}1 cos{}. + sin {}l sin (}z COS(flJl - flJa») • 

Mithin wird 

(33) 13~ = - -!aeP{cos{}. - 3COS{}1(COS{}lCOS{}2 + sin{}lsin{}zcos(flJl - flJz})}. 
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3. Quadrupol. 
Setzen wir abkiirzend 

(34) - x2 - y2 + 2:2 = P2. 

SO wird das Potential 

(35) 

nnd die Feidstarkel 

(36) 

• eq> 
.X = - 7Jx = 

Y - - ~q>- oy-

z = - ~J' = - A !...- (4 - 5 11') . 
OZ 2 ,,' "I 

Wir nehmen jetzt c als Polarachse und bezeichnen die Polarwinkel von t mit 
111 , fIJI' die von S mit f}2' flJ2' setzen also 

x = r sin f}1 COSfIJl , 

Y = r SinDl sin fIJI , (37) 1 
: = rcosf}l' 

Dann gibt die Ansrechnung 

Sz = e sin f}2 COSfIJ2' 

Sv = e sinD2 sinfIJ2' 

(38) Is~ = 3:tAl? {(5 COS2f}1 -1) (cosf}lCOSf}2 - sinf}l sinf}2 cos (fIJI - '1'2) 

- 2 COSf}l COSf}2} . 

In allen drei Fallen hat das skalare Produkt die Form 

(39) s~ = ~ Wb (k = 2,3.4) 
" wo WI' nur von WinkelgroBen abhangt. 

Wir konnen nunmehr die Integrale G und V berechnen. Urn Konvergenz
schwierigkeiten zu entgehen, denken wir das ganze System innerhalb einer Kugel 
yom Raqius R gelegen. Die Konfiguration eines Molekills geg~njiber dem leuch
tenden 'Punkt ist bestimmt, wenn im FaIle des Ions der Vektor t = (r, f}1' fIJI) 
nnd im FaUe des Dipols bder QuadrupolS' auBetderr. noch die Richtung (f}z. flJz) 
der Dipol- bzw. Quadrupolachse gegeben ist; der E: .meitlichkeit der Formeln 
halber wollen wir anch dem Ion eine ansgezeichnete Achse (D'/., flJz) zuschreiben 
(die iiberschiissige Integration hebt sich natiirlich im Resultat wieder heraus). 
Man hat also 

(40) 

wo 

(41) 

ist. Mithin wird 

(42) 

1 An dieser Stelle findet sich in der zitierten Annalenarbeit von HOLTSKARK ein Fehler. 
In einer folgenden Arbeit [Physik. Z. Bd. 25 (1924) s. 79]. in der HOLTSKARK eine Verfeine
rung der Theorie durch Bertlcksichtigung der endlichen Molektllvolumina durchftlhrt. scheint 
dieser Fehler verbessert worden zu sein. da in del Endformel ftlr den Quadrupolfall [For
mel (62). s. 79] der Zahlenfaktor anders lautet als in der Annalenarbeit. nlmlich 4.87 
statt 11.49. 
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und 

(43) 

Fiihren wir die Substitution 

(44) 

ein, so wird 

(45) 

" Dabei ist die untere Grenze 

(46) 

und kann bei festern e durch Wahl von R beliebig klein gemacht werden. 
Fiihren wir diesen Wert von tx in den Faktor vor dern inneren Integral ein, so 
bekornmen wir 

00 

(47) - = -- dQ dQ tx k eiflu "du G 3 hr 1.}' _3+k 
V 16nlk 1 2 • 

" Das Integral 
00 

(48) lm(tx) = !e&"u-mdu, k+3 
m=-k-' 

" 
haben wir nach Potenzen der kleinen GroBe tx zu entwickeln. Wir fiihren diese 
Entwicklung fiir den Fall k = 2 (Ion) durch. 

Zunachst liefert zweirnalige partielle Integration 

(49) { Jt(tx) = -i tx- 1ei" + ~itx-lei" - !-h(tx) 
= -itx-I(1 + 3~tx - ttx2 + ... ) - !-h(tx). 

Nun ist 
00 " 

h(tx) = J e&"u-1du - J e&"u-1du 
o 0 

(30) . n " 

= ./4 r(t) - J (1 + iu - tu2 + ... ) u-Idu 
o 

.n 

= yne'4 - 2txl- iitxl + ttxi + 0000. 

Setzen wir diesen Wert in (49) ein, so wird 

! txIJt(tx} = t(1 + 3itx - ttx2 + .. o} - th'ntxl/~ ~2txll-titxs+ ... ) 
(51) . 

= .(1 + 3itx - 2l'itxl/~ + ltx2 + .. 0). 

Fiihrt man weiter diesen Ausdruck in (47) ein und beriicksichtigt die Gleichung 
(46), so erscheinen die Richtungsmittelwerte 

(52) Wt = 1:nt II dQ1dQawJ:, wi =~1~n~ II dQ1dQawl, 

Born, Optlk. 
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Von diesen ist der erste stets Null (sowohl im Falle des Ions als auch des Dipols 
oder Quadrupols). Man erhiilt also im FaIle des Ions (k = 2) 

(53) 
G y- i~ el -
- = 1 - 2 'TC e 4 -- wi + ... 
V R3 • 

1st nun n die Anzahl der storenden Molekule in der Volumeneinheit, so ist die 
Gesamtzahl in unserer Kugel vom Radius R gegeben durch 

(54) N = 43n R3n . 

Daher wird 

(55) 

mit 

(56) 

G = 1 _ g2 
V N 

,,- .n Snr n 1- -

g2 = -3- e 4 et w! . n. 

Fur den Grenzwert der Nten Potenz des Ausdrucks (55) erhalten wir dann 

(57) 

Durch Vergleich von (30) und (39) folgt fur das Ion 

(58) 

Mithin ist nach (41) und (52) 
n 1 

(59) wi = EI·1 f cosh'Jl sin Dl dDl = iElf xldx = tEl (1 - ~). 
o -\ 

Setzt man in (56) auch noch 

(60) 

ein, so wird 

.~ i + 1 
e 4 =--y2: 

Snyn i + 1 1 I I SnY2n I I I I (61) g.= -3- ~fi 5 (1 - s)e E ·n = -1S-e E n = 4,21· e e n. 

1m Falle des Quadrupols (k = 4) lauft die Rechnung ganz genau so; im 
Falle des Dipols (k = 3) entsteht eine kleine Schwierigkeit: FUr k = 3 wird der 
Exponent m in dem Integral (48) ganzzahlig, namlich m = 2; das Integral J I 
IaBt sich durch partielle Integration auf 

(62) 

zurUckfiihren. Dieses Integral wird aber bei eX = 0 logarithmisch unendlich. 
Man hat daher bei der Entwicklung nach Potenzen von eX zunachst ein logarith
misches Glied abzuziehen, das man gewinnen kann, wenn man den Exponenten 
-1 zuna.chst durch -1 +1 ersetzt, mit diesem die Entwicklung durchfiihrt 
und dann zur Grenze 1 = 0 ubergeht. Wir wollen die Rechnungen nicht durch
fiihren, sondem geben nur die Resultate nach HOLTSMARK an 1 : 

1 Beim Quadrupol geben wir nicht den ursprlinglichen Zahlenfaktor von HOLTSMARK, 
sondem den spa.teren, richtigen (5. S.448. Anm. t). 
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Allgemein gilt entsprechend (57) 

(63) 

Dabei ist 
lur Ionen [siehe (61)]: 

(64) ga=ca!!l, ca=4,21·e1n; 
lur Dipole: 

(65) g3=C3 !!, c3=4,54·pn; 
lur Quadrupole: 

(66) g,=c,!!i, c,=4,87.Atn. 

Wir fuhren nun in (21) statt !! die neue Integrationsvariable 

(67) 
ein und definieren ferner 

(68) 1= ~~ . ck' 

Dann konnen wir die Wahrscheinlichkeit auf die I-Skala umrechnen und erhalten 

(69) W(Fo)dFo = W(f)dl; 

also wird unter Benutzung von (63) 

(70) 
00 (Vr 

W(f) = :I!vdvsinve- I 
o 

Man kann dabei die GroBe I als "reduzierte Feldstarke" ansehen, nii.mlich als 
Wert der Feldstii.rke in Einheiten einer Normalfeldstii.rke 

(71) F(k) = C~!3, 

die fur das Molekiil des betreffenden Gases charakteristisch ist. 
1m Falle des Dipols (k = 3) laBt sich das Integral in (70) geschlossen aus

werten. Man erhii.lt 1 

(72) , . -;~. '+--'--) . 1 2/1 00 LOO ~ 
fVdvsmve I = ~ !vdve I = ~((i _ 1/1)1) = (1 + 1./f)~ 

Also wird aus (70) 
4 II 

(73) W(f) = --;; (1 + f)' . 

Ma,n kontrolliert leicht, daB 
00 

(74) J W(f)dl = 1 
o 

ist. 
1m Falle des Ions oder 

Quadrupols laBt sich das 

W 
0,5 

-R.uodruptJI 
---oipol 
-----·1011 

Fig. 209. Verteilungsfunktionen fiir die Feldstarke in der Umgebung 
eines Molekiils. 

entsprechende Integral nicht in geschlossener Form darstellen; HOLTSMARK hat 
es durch Reihenentwicklungen und numerische Quadraturen ausgewertet. Das 
Resultat ist in Fig. 209 wiedergegeben. Man erkennt, daB in jedem der drei 
FaIle sehr kleine Felder ebenso wif' sehr groBe eine verschwindend kleine Wahr-

1 Der Buchstabe 3 -bezeichnet den imaginl!.ren Tei!. 

29* 
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scheinlichkeit haben. Es gibt ein Maximum der Wahrscheinlichkeit, das im Falle 
des Ions etwa bei 1,4, des Dipols bei 1,0 und des Quadrupols bei 0,6 liegt. Der 
Abfall der Wahrscheinlichkeitskurve nach innen ist viel steiIer als der nach 
auBen. 

Der letzte Schritt der Rechnung besteht nun darin, mit der so gewonnenen 
Feldwahrscheinlichkeit die Linienform auszuwerten. Zu dem Zwecke ist natiir
lich die Kenntnis der GroBe des STARKeffekts notwendig. Die Intensitatsvertei
lung sei in der Frequenzskala gegeben durch ] (F, v). Dann ist die beobachtete 
Intensitat 

00 

(75) ] (v) = J J(F', v) W(F') dF'. 
o 

Nun ist ] (F, v) im allgemeinen dne sehr komplizierte, in nur wenig Fillen be
kannte Funktion. Fiir unsere angenaherte Betrachtung mag es geniigen, sie nur 
in einem gewissen Frequenzintervall von Null verschieden und dort konstant 
anzunehmen, so daB der InhaIt des dadurch gebildeten Rechtecks gleich der 
Intensitat ]0 der urtzerlegten Linie ist. Wir set zen also 

12
Jo fiir Iv - vml < a, 

(76) ] (F , v) = 0 

o "fiir I v - vml > a; 
dabei sind sowohl die Mitte Vm aIs auch der Abstand a = Va - Vm der (schneller 
schwingenden) AuBenkomponente Va von der Mitte der STARKeffekt-ZerIegung 
aIs Funktionen der Feldstarke F anzusehen. Zu einer Intensitat der Frequenz v 
werden nur diejenigen Rechtecke einen Beitrag liefern, fiir die (J ~ Iv - vml ist. 
Die Intensitat wird 

00 00 

(77) J(v) = JoJ W(F') dF'= JoJ WJ!} df' 
2 0 (F') 2 o(Ff) , 

F t 

wo F = F f die Feldstarke ist, die die AufspaItung 2 (v - Vm) hervorbringt. 
Was nun den STARKeffekt aIs Funktion der Feldstarke betrifft, so sind zwei 

wesentlich verschiedene FaIle zu unterscheiden: 
1. Wasserstoffiihnliche Linien: In diesem Falle ist Vm yom Felde unabhangig, 

gleich der Frequenz Vo der urspriinglichen Linie und die Aufspaltung propor
tional der F eldstiirke: 
(78) 2a = aF . 

Nach der Quantentheorie entstehen soIehe Linien durch den Sprung eines ein
zelnen mit dem Atomrest nur sehr locker gekoppelten Elektrons. 

2. Niche wasserstoftahnliche Linien: Hier besteht der STARKeffekt nicht in 
einer AufspaItung, sondern in einer einseitigen Verschiebung, die dem Quadrat 
der F eldstarke proportional ist; es ist 

(79) Vm -Yo = bP, 

wahrend a als konstant und sehr klein angesehen werden kann. Dann wird aus (77) 

] (v) = 10 W (F) = 10 . W (V v; Yo) 
2 b F 2 b V v ; Yo • 

"Dieser Fall"ist der weitaus haufigere und beruht quantentheoretisch darauf, daB 
das Leuchtelektron mit dem Atomrumpf eng gekoppeIt ist. Die Verschiebung Vm 
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ist in diesem Falle immer auBerordentlich klein und nur in wenigen Fiillen ge
messen worden!. Wir gehen auf die Theorie der hierdurch erzeugten asym
metrischen Linienform nicht naher ein. 

Wie wichtig die Unterscheidung in linearen und quadratischen STARKeffekt 
fiir die Frage der Linienbreite ist, kann man daraus ersehen, daB die in der 
Spektroskopie seit langem eingeftihrte N amengebung der Serien im Grunde auf 
dieser Einteilung beruht. Die hellsten Linien der Spektren von einwertigen 
Atomen ordnen sich in Serien, deren wichtigste als Hauptserie, di/luse und schar/e 
Nebenserie bezeichnet werden. Wie ist es gekommen, daB das mehr oder weniger 
scharfe Aussehen der Linien als so wichtiges Unterscheidungsmerkmal empfunden 
wurde, daB man die Einteilung der Linien danach vornahm, ja sogar heute noch 
in der Quantentheorie die entsprechenden Terme als s-, p-, d-Terme 2 be
zeichnet? 

Die s-Terme entsprechen langgestreckten Elektronenbahnen, bei denen das 
Leuchtelektron dem Kern sehr nahe kommt, also in den Atomrest eindringt 
und mit ihm gekoppelt ist; die Bewegung ist dann ganz anders als beim Wasser
stoff, wo der Atomrest nur aus dem praktisch ausdehnungslosen Kern besteht. 
Hier, beim s-Term, ist die Bahn gegen die Storungen durch ein auBeres elektri
sches Feld sehr unempfindlich, die Verschiebung der Energie ist sehr klein und 
geht quadratisch mit dem Felde. 

Die d-Terme entsptechen Elektronenbahnen von rundlicher, mehr der Kreis
bahn ahnelnder Gestalt, dringen daher nicht in den Atomrest ein, sind mit 
diesem also locker gekoppelt und verhalten sich so wie die entsprechende Bahn 
beim Wasserstoffatom: sie sind empfindlich gegen ein auBeres Feld, geben groBe 
und linear von der Feldstarke abhangende Energieverschiebung. Die p-Terme 
liegenzwischen diesen beiden Fiillen. 

Die Linien, die durch Kombination (ps) entstehen, bilden die schade, und 
die der Kombination (Pd) entsprechenden Linien die diffuse Nebenserie; ihr 
Charakter wird also durch den s- bzw. d-Term bestimmt, und man versteht nun 
sofort, daB die Linien der (ps)-Kombination viel scharfer aussehen als die der 
(pd)-Kombination. 

Allein diese Bemerkung gentigt schon, die Wichtigkeit des STARKeffekts £tir 
die Frage der Linienbreite ins'rechte Licht zu setzen. 

HOLTSMARK hat in den zitierten Arbeiten zURachst den linearen STARKeff~kt 
behahdelt. Man hat dann ' . 

(80) 

mit 

(81) 

00 

J(v) = J~f W(f) dl' 
aF f 

I 

/ = 2(" -=,"0) . 
, aF 

1m Falle des' Dipols laBt sich das Integral ausrechnen, und man erhalt 

00 

(82) J(v) = ~ -±-f I' d/' = -.!.L 3.. _1_ 
aF(I) n (1 +1")1 aF(I) n 1 + r ' 

I 

1 J. STARK: Ann. Physik Bd.48 (1915) S.210; H. LUSSEM, Ann. Physik Bd.49 (1916) 
S.879; G. SIEBERT: Ann. Physik Bd. 56 (1918) S. 587 u. 593; R. LADENBURG: Physik. Z. 
Bd.22 (1921) S.549. Weitere Literatur findet sich in dem Bericht von LADENBURG: Die 
STARKeffekte Mherer Atome. Physik. Z. Bd.30 (1929) S.369. 

I s bedeutet 'scharf, p prinzipal, d diffus. 
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oder, wenn man 

(8}) 

setzt, 

(84) 

In diesem Falle ist also die Intensitatsverteilung genau dieselbe wie bei einer 
Dampfung vom Betrage y. Diese GroBe y stellt, wie wir erkannt haben, zugleich 

die Halbwertsbreite in der w = 2nv
Skala dar. 

1m FaIle des Ions oder des Quadru
pols kann man das (77) entsprechende 
Integral numerisch auswerten. In 
Fig. 210 ist das Resultat graphisch als 
Funktion von I dargestellt. Dabei zeigt 
es sich, daB die Kurven fUr Dipole und 
Quadrupole praktisch zusammenfallen. 

Fig. 210. Intensitatsverteilung fiir lonen., Dipol· und Die Abszisse ist so gewiihlt, daB die 
Quadrupolstrahlung. 

diesel ben sind. 
(a) 

(85) (b) 

(c) 

Halbwertsbreiten in allen drei Fallen 
Durch Ausrechnung ergibt sich fUr die Halbwertsbreiten 

1,25aP(2) = 3,25 aenf (Ion), 

ap(3) = 4,54 apn (Dipol) , 

0,67 aPi) = 5,52 aA nt (Quadrupol) ; 

und zwar erhiilt man die Breite in A, wenn man die Aufspaltung a in A/e.s.E. 
rechnet. 

Wir erhalten also folgendes Ergebnis: 
Beim linearen STARKelfekt sind die Halbwertsbreiten 1. der Konstante a des 

STARKelfekts, 2. der Ladungskonstante des storenden M olekUls (e, p, A), und 3. einer 
charakteristischen Potenz der Anzahl der Molekule (Dichte) proportional. 

HOLTSMARK hat die Formeln (85) an verschiedenen Substanzen gepriift. Am 
wichtigsten ist der Vergleich der Theorie mit Messungen von MICHELSON I uber 
die Druckabhangigkeit der Wasserstofflinie H... Man kennt das Quadrupol
moment fUr das Wasserstoffmolekiil Hs aus einer Theorie von DEBYEs, die es 
in Zusammenhang bringt mit der GroBe der VAN DER W AALsschen Kohasions
krafte. Auch diese beruhen auf den elektrischen Feldern, welche die Molekiile 
aufeinander ausuben, und erlauben daher eine Berechnung von A. Man findet 

(86) A = 4,4.10- 28 gi cmi sec-I. 

1st nun dem Molekiilgas infolge einer elektrischen Entladung eine kleine Anzahl 
von H-Atomen beigemengt, so werden die von diesen ausgesandten Linien der 
BALMERserie (abgesehen vom DOPPLEReffekt) durch die Quadrupolfelder der 
MblekUle verbreitert sein. Der STARKeffekt betragt fur die erste BALMERlinie H .. 
etwa 1 A fur ein F eld von 15 e.s.E., d. h. es ist 3 

a = A A/e.s.E. 

1 A. MICHELSON: Philos. Mag. (5) Bd.34 (1892) S.289. 
I P. DEBYE: Mooch. Ber. Math.-physik. Kl. 1915 S. 1-
8 Theoretisch entspricht der angegebene Wert nicbt der wirklichen AuBenkomponente; 

es gibt vielmehr noch drei schwache Linien auBerhalb (mit einer Intensitll.t, die geringer 
als nllfff der beriicksichtigten ist). 
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Bei 0 0 C und 760 mm Druck ist die 
Moleki.ilzahl 

n = 27.7' 1018 cm -3. 

Mit diesen Werten ist die letzte 
SpaIte der Tabelle 37 nach (85 c) 
berechnet. wobei iiberall die der 
Temperatur 10 0 C entsprechende 
halbe DOPpLERbreite nach § 86 (31) 
0.048 A hinzuaddiert ist. Die Dber
einstimmung ist recht gut. HOLTS
MARK hat auch die Verbreite
rung von Spektrallinien im Licht

Tabelle 37. 
Halbe Halbwertsbreiten von H" in A. 

Druck in em 

20 
9 
7.1 
4.7 
2.3 
1.3 
0.9 
0.5 
0.3 

Halbe Halbwertsbreite I Halbe Halbwerts· 
nach MICHELSON in A I brelte i~a't (85 c) 

0.2 
0.128 
0.116 
0.095 
0.071 
0.056 
0.053 
0.050 
0.048 

0.154 
0.087 
0.076 
0.062 
0.056 
0.051 
0.050 
0.049 
0.048 

bogen zu berechnen versucht. indem er als Ursache das Vorhandensein von 
freien Elektronen und Ionen annahm. Auch in diesem FaIle ergab sich die 
richtige GroBenordnung. 

SchlieBlich hat HOLTSMARK noch die IntensiUitsverteilung fiir den Fall des 
quadratischen STARKeffekts berechnet. In diesem FaIle hat man. wie schon 
gesagt. keine AufspaItung. sondern eine einseitige Linienverschiebung. Die 
daraus resuItierende einseitige Verbreiterung hat HOLTSMARK in einer Figur 
dargestelltl. 

Dieser Effekt ist. wie wir schon bemerkt haben (s. § 87). moglicherweise die 
Ursache fUr die kleine Asymmetrie der Quecksilberlinie ;. = 2537 A. die FUCHT
BAUER und seine Mitarbeiter unter der Wirkung gewisser Zusatzgase hohen 
Druckes beobachtet haben. 

Man kann noch andere Mechanismen angeben. die im Sinne einer Linien
verbreiterung wirken. Wir nennen eine Arbeit von HOLTSMARK2• in der die 
Wechselwirkung der strahlenden Dipole mit den Atomen als mechanischer Kopp
lungsvorgang angesetzt wird. Einen ahnIichen Gedanken in quantentheoretischer 
Fassung hat MENSING3 ausgefUhrt. Da aber beide Ansatze mit der wechsel
seitigen Wirkung der strahlenden Teilchen allein operieren, konnen sie nicht die 
starke Verbreiterung durch Zusatze von Fremdgasen erkJ,iiren. Wir kommen auf 
diese "Koppelungsverbreiterung" spater (s. § 93) zuriick und werden sehen, daB 
sie sich in einfachster Weise mit Hille der LORENTz-LoRENzschen Forme! ohne 
jeden neuen Ansatz ergibt4• 

Fiir die grundlegenden Fragen der Natur der Lichtemission ist die Erschei
nung der Linienverbreiterung durch Temperaturbewegung und gegenseitige 
Wechselwirkung der Molekiile nur ein storendes Moment. Fiir das ruhende, 
isoIierte Atom kommt ja nur die natiirliche, durch Strahlungsdampfung erzeugte 
Linienbre!te in Betracht. Wir werden uns im folgenden auf diesen idealen Fall 
beschranken und die Tragweite des Resonatormodells untersuchen. 

§ 89. Elektronentheorie des ZEEMANeffektes. 

Das Modell einer Lichtquelle als harmonischer Resonator schien eine Zeitlang 
allen Anforderungen zu geniigen und fand eine besondere Stiitze durch die Ent-

1 J. HOLTSMARK: Physik. Z. Ed. 25 (1924) Fig. 3 S.82. 
B J. HOLTSMARK: Z. Physik Ed. 34 (1925) S. 722. 
a L. MENSING: Z. Physik Ed. "34 (1925) S. 602. 
• Eine wellenmechanische Behandlung der Verbreiterung durch STARKeffekt und Kopp

lung bei B. MRowKA: Ann. Physik (5) Bd. 12 (1932) S. 753. 
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dec kung ZEEMANSl, daB Spektrallinien in starken Magnetfeldern eine Aufspal
tung erfahren. 

Schon FARADAY hatte im Zusammenhang mit den Untersuchungen, die 
schlieBlich zur Entdeckung der magnetischen Drehung der Polarisationsebene 
fiihrten (s. VII, § 78), das Ziel im Auge gehabt, die Veranderungen von Spektral
linien im Magnetfelde zu finden; doch reich ten seine experimentellen Hilfsmittel 
(Starke der Elektromagneten, Auflosungsvermogen der Spektroskope) nicht aus. 
Mit den technischen Mitteln unserer Zeit, die ZEEMAN zur Verfiigung standen, 
ist aber der erwartete Effekt beobachtbar und heute mit groBer Scharfe zu 
messen. 

Gleich nach ZEEMANS erster Entdeckung hat H. A. LORENTZ darauf auf
merksam gemacht, daB eine Erklarung der Erscheinung in seiner Elektronen
theorie 2 enthalten ist, wenn man der Lichtquelle ein Modell zugrunde legt, wie 
wir es in § 85 und 86 behandelt haben. Wir wollen zunachst untersuchen, 
welche Voraussagen diese Theorie gestattet. Dabei haben wir die Kraft in An
satz zu bringen, die ein elektrisch geladenes Teilchen im Magnetfeld erfahrt. 
Sie steht bekanntlich auf der Geschwindigkeit des Elektrons und auf der Rich
tung des Magnetfeldes senkrecht und ist den Betragen dieser beiden Vektoren 
sowie der Ladung des Teilchens (nach GroBe und Vorzeichen) proportional. 
Fiir ein negatives Elektron der Ladung -e ist sie in elektrostatischen Einheiten 

e 
(1) Sf = - c tl X .\). 

Dies Glied haben wir auf der rechten Seite der Schwingungsgleichung § 86 (9) 
einzusetzen; dabei wollen wir aber das Dampfungsglied fortlassen. Nach Multi
plikation mit elm wird dann 

(2) ~ + w~l> + ~ P X .\) = 0, me 
W~ = ~. 

m 

Fiir die Integration dieser Gleichung ist es bequem, das Koordinatensystem 
so zu legen, daB die z-Achse dem Magnetfeld parallel ist. Dann wird aus (2) 

Dabei ist 

(4) 

~s + w~l>z + 2WLPII = 0, 

VII + 1.O~~1I - 21.OL P", = 0 , 

~. + w~~. = 0 . 

e 
l.OL = --H 

2me 

gesetzt. Man nennt diese fiir den ZEEMANeffekt maBgebende GroBe (von der 
Dimension einer reziproken Zeit) die LARMoRfrequenz [so § 78 (21)]. 

Die Schwingungskomponente parallel den Kraftlinien bleibt ungeandert. 
Ihre Frequenz ist die des ungestorten Atoms, also wo. Dagegen koppeln sich 
die Schwingungen senkrecht zum Felde entsprechend seiner Starke. 

Wir such en die beiden linearen Differentialgleichungen durch den iiblichen 
Ansatz 

(5) 

1 P. ZEEMAN: Akad. Wet. Amsterd. Ed. 5 (1896) S. 181,242; Philos. Mag. Ed. 43 (1897) 
S.226, Ed. 44 (1897) S.265. 

I H. A. LORENTZ: La tMorie electromagmWque de Maxwell. Leiden 1892. SpMer hat 
sich LORENTZ ausfiihrlich mit dem ZEEMANeffekt befa6t. Wir nennen einige dieser Arbeiten: 
Vers!. Akad. Amsterd. Ed. 6 (1898), Ed. 8 (1900), Ed. 18 (1909); Arch. Need. HaarI. Ed. 7 
(1902), Ed. 15 (1911). 
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zu lOsen, wo a, b zwei im allgemeinen komplexe Konstanten sind, durch die 
Amplitude und Phase der Schwingung bestimmt werden. Durch Einsetzen von 
(5) in (3) erhiiIt man die beiden linearen homogenen Gleichungen 

(6) { 

Das Nullsetzen der Determinante dieser Gleichungen ergibt fur w 2 die quadra
tische Gleichung 

(7) 

Bezeichnen wir mit Wi die kleinere, mit w" die groJ3ere ihrer beiden Losungen, 
so erhaIten wir 

(8) { 
W '2 - w~ = - 2WLW' , 

W" 2 - w~ = 2WLW" , 

und daraus, weil nur nichtnegative w-Werte zulassig sind, 

w' = -wL+yw5+ w1, 
w" = WL + yw~ + wi . 

1m Magnet/eld gehen also die beiden Schwingungen senkrecht zu den Kra/t
linien, die im ungestorten FaIle gleiche Frequenz hatten, in zwei Schwingungen 
ungleicher Frequenz uber, von denen die eine Wi langsamer, die andere wIt 
schneller schwingt als die ursprungliche Wo. 

Der Abstand der beiden Spektrallinien in der ublichen Frequenzskala (Schwin
gungszahl pro Sekunde, v = w/2;71;) betragt 

(10) '" e H v - v = 2VL = -- . 
2nmc 

Die ursprungliche Frequenz Wo liegt nach (9) nicht genau in der Mitte zwischen 
den beiden abgeanderten Schwingungen w', w"; doch darf man £Ur nicht allzu
hohe Felder naherungsweise das Quadrat von WL neben dem von Wo vernach-· 
lassigen; aus (9) wird dann 

(11) w' = Wo - WL, w" = Wo + WL, 

und Wo liegt in der Mitte zwischen Wi und wIt. 
Die Form der zu Wi und w" gehorenden Schwingungen entnimmt man aus 

einer der beiden Gleichungen (6), indem man unter Berucksichtigung der Glei
chung (8) die Verhiiltnisse bildet: 

(12) 1 
b' w 12 - w~ . 
Iii = 2iwLWi = t, 

b" W'12 - w~ . 
-- - -_.- --t 
a" - 2iwLW" - . 

Diese beiden Gleichungen zeigen, daB es sich bei den abgeanderten Schwin
gungen um zwei zirkulare handeIt, und zwar ist bei der langsameren Schwingung 
die y-Komponente der x-Komponente um ;71;/2 an Phase voraus, die Kreisbewe
gung £Uhrt also auf niichstem Wege von der y- zur x-Achse, d. h. stellt eine 
negative Drehung um die mit der z-Achse zusammenfallende Richtung des 
Magnetfeldes dar. Einem auf der Seite der positiven Feldrichtung stehenden 
Beobachter erscheint die Kreisschwingung als die Drehung im Sinne des Uhr
zeigers, d. h. als rechtszirkulare Schwingung. Die schnellere Schwingung verhiiIt 
sich umgekehrt, sie erscheint fur diesen Beobachter aIs linkszirkular. 
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Auf Grund dieser Feststellung HiBt sieh nun leicht einsehen, was ein Beob
achter wahrnehmen miiBte, der die im Magnetfeld befindliche Lichtquelle von 
irgendeiner Riehtung her beobachtet. 

Ais Hauptriehtungen kommen die parallel und senkrecht zu den Feldlinien 
in Betracht; man spricht vom longitudinalen und transversalen ZEEMANetlekt. 
Urn den ersteren beobachten zu konnen, miisspn die Poischuhe des Magneten 
natiirlich durchbohrt sein. 

Wir erinnern uns nun an die im AnschluB an die Formel § 85 (5) gemachte 
Bemerkung, daB nur die auf der Blickriehtung senkrechte Komponente von ~, 
bei harmonischen Schwingungen also von p selbst, in Betracht kommt. Be
obachtet man nun longitudinal durch ein Spektroskop, so sieht man nur 
die von den x- und y-Komponenten der Schwingung herriihrende Welle; 
man beobachtet daher ein Dublell von Linien, und zwar ist, wenn man den 
Kraftlinien entgegenblickt, die langwelligere (nach Rot zu liegende) Kompo
nente rechts zirkular, die kurzwelligere (nach Violett zu liegende) links zirkular 
polarisiert. 

Der hier festgestellte Drehsinn der Schwingungen ist natiirlich davon ab
hangig, daB das schwingende Teilchen gerade als negativ angenommen ist. Die 
Riehtigkeit dieser Annahme HiBt sich daher durch Beobachtung entscheiden. 
Die erst en von ZEEMAN und seinen Nachfolgern angestellten Messungen haben 
tatsachlich genau das von der Theorie £iir den longitudinalen Effekt voraus
gesagte Ergebnis bestatigt. Durch Messung der Aufspaltung, d. h. der LARMOR
frequenz (10), und durch gleiehzeitige genaue Messung des Magnetfeldes erhaIt 
man den Wert £iir die spezilische Ladung ejm; auch dies ResuItat war in gater 
'Obereinstimmung mit den Werten, die man £iir die spezifische Ladung aus 
Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen erhaIten hatte. 

Ebenso gab die Beobachtung des transversalen ZEEMANetlekts in einigen der 
zuerst untersuchten Falle das von der Theorie erwartete Resultat. Liegt die 
Blickriehtung etwa parallel zur x-Achse, so ist die auf ihr senkrechte Ebene die 
yz-Ebene. Das emittierte Licht besteht also aus einer zur z-Richtung parallel 
schwingenden Komponente der urspriinglichen Frequenz "0 und zwei Schwin
gungen parallel zUr y-Achse, die durch die Projektionen der zirkularen Schwin
gungen auf die yz-Ebene zustande kommen. und deren Frequenzen ,,' und ,," 
sind. Man hat also ein Triplett von Linien, wobei die mittlere Linie parallel zu 
den Kraltlinien schwingt, die beiden aufJeren senkrecht dazu. 

Die empirische Bestatigung dieser einfachen Theorie bei den ersten Beob
achtungen muB uns heute als ein Gliicksfall erscheinen. Denn man fand sehr 
bald Linien, bei denen die Aussagen der Theorie weder qualitativ noch quantitativ 
stimmten. So spaIten sich z. B. schon die viel beobachteten D-Linien des Na
triums keineswegs je in ein normales Triplett, sondern die eine in ein Quartett, 
die andere in ein Sextett. Andere Linien zeigen noch sehr viel verwiekeltere 
Aufspaltungsbilder, besonders hinsiehtIich der PolarisationsverhaItnisse der 
einzelnen Komponenten. Auch sind die Abstande zweier aufgespaltener Kom
ponenten keineswegs immer durch die LARMoRfrequenz gegeben; allerdings 
herrscht hier auch in komplizierteren FaIlen ein einfaches Gesetzl, nach dem 
die Linienabstande rationale Vielfache der LARMoRfrequenz mit relativ kleinen 
Nennern sind. Ferner ergab sieh, daB Linien, die. zur gleiehen Serie gehOren, 
die gleiche ZEEMANaufspaItung zeigen; ja sogar die Linien verschiedener Elemente, 
die zur gleichen Gruppe des periodischen Systems gehOren, weisen in entsprechen
den Serien gleiche Aufspaltung auf. 

1 Siebe C. RUNGE U. F. PASCHEN: Berl. Ber. 1.902 S. 380. 720. 
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Alle diese Erscheinungen wurden zunachst als anomaler ZEEMANeffekt be
zeichnet, eine Ausdrucksweise, die die Bedeutung veranschaulicht, die man dem 
zugrunde gelegten Modell der Lichtquelle als schwingendem Elektron beimaB. 
Spater aber hat sich mehr und mehr gezeigt, daB die komplizierteren Zerlegungen 
keineswegs anomale Falle sind, ja daB umgekehrt die einfachen Tripletts relativ 
selten erscheinen. 

VOIGTl und LORENTZ 2 haben nun den Versuch gemacht, diesen anomalen 
ZEEMANeffekt darauf zuruckzufuhren, daB nicht einzelne, ungebundene Elek
tronen schwingen, sondern daB der Schwingungsvorgang von einem System ge
koppelter Elektronen erzeugt wird. VOIGT ist hierin besonders glucklich gewesen 
und hat z. B. fur die D-Linien des Natriums einen einfachen Kopplungsmechanis
mus angegeben, der die oben erwahnte Aufspaltung in ein Quartett und ein 
Sextett richtig darstellt, ja daruber hinaus das Aufspaltungsbild bei hohen Feld
starken. PASCHEN und BACK 3 haben empirisch festgestellt, daB bei auBerordent
lich hohen Feldstarken die Proportionalitat der Aufspaltung mit H aufhOrt und 
eine kompliziertere Durcheinanderschiebung der Linien eintritt, wobei aber 
schlieBlich bei hOchsten Feldern das Aufspaltungsbild sich vereinfacht und wieder 
das normale ZEEMANsche Triplett erscheint. Das VOIGTSche Modell war im
stande, auch diesen Obergang zu hohen Feldern richtig darzustellen. 

Trotzdem ist die neuere Entwicklung uber solche Ansatze hinweggegangen, 
da inzwischen die Vorstellung vom Atombau sich auf Grund der Quantentheorie 
vollstandig geandert hat (s. § 90). LANDE' hat als erster eine quantentheoretische 
Beschreibung der ZEEMANaufspaltung aus den empirischen Tatsachen heraus
gelesen. Das hierdurch gewonnene Material war einer der wichtigsten Bausteine 
beim Aufbau der Quantenmechanik selbst und ihrer Anwendung auf die Atom
strukturen. Es seien hier Arbeiten von SOMMERFELD, HEISENBERG, PAULI ge
nannt. Sie gipfelten in der von PAULIo vorbereiteten, von UHLENBECK und 
GOUDSMIT8 formulierten Entdeckung, daB dem Elektron selbst ein magnetisches 
Moment zuzuschreiben ist, daB es also zugleich das "Magneton" ist. 

Wir besitzen heute eine vollstandige Theorie der Atom- und Molekiilspektren 
. einschlieBlich ihres Verhaltens im Magnetfeld. Doch gehOrt die Darstellung 
hiervon nicht mehr in den Rahmen dieses Buches 7• 

Es liegt nun die Frage nahe, ob auch ein elektrisches Feld eine Wirkung auf 
die Spektrallinien hat. Vom Standpunkt unseres Modells aus ist eine soIche 
jedoch nicht zu erwarten; denn fiihrt man die konstante elektrische Kraft 
(13) st = - e~o 

in die Schwingungsgleichung § 86 (9) ein, 
(14) mu + au = - e~o, 

so geht sie durch die Substitution 

in 

e 
Lt' = U + _~o 

a 

(15) mu' + au' = 0 

1 W. VOIGT: Ann. Physik (3) Bd.68 (1899) S. 352; Magneto- und Elektrooptik. S. 186. 
Leipzig 1908. 

2 H. A. LORENTZ: Ann. Physik (3) Bd.63 (1897) S.278. 
8 F. PASCHEN U. E. BACK: Ann. Physik (4) Bd. 39 (1912) S.897. Bd.40 (1913) S.960. 
, A. LANDE: Z. Physik Bd.5 (1921) S.231. Bd. 15 (1923) S.189. 
6 W. PAULI: Z. Physik Bd. 31 (1925) S.765. 
e G. E. UHLENBECK U. S. GOUDSMIT: Naturwiss. Bd. 13 (1925) S.953. 
7 Wir verweisen auf E. BACK U. A. LANDE: ZEEMANeffekt und Multiplettstruktur. Berlin 

1925; femer auf A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien. 5. Auf!. Braunschweig 1931. 
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iiber. Man hat also denselben Schwingungsvorgang urn eine ein wenig ver
schobene Gleichgewichtslage. 

Gleichwohl hat man experimentell nach dem Effekt gesucht, und zwar aus 
der theoretischen Erwagung heraus, daB vermutlich das quasi-elastische Kraft
gesetz in § 86 (9) nicht streng richtig, sondern durch Zusatzglieder hoherer 
Ordnung zu erganzen istl. In diesem FaIle ist in der Tat, wie einfache Ober
legungen zeigen, eine Abhangigkeit der Frequenz yom auBeren Felde zu erwarten. 

Es gelang auch schlief31ich STARK2 im Jahre 1913 eine Aufspaltung der BALMER
linien des Wasserstoffs zu finden, und zwar mit Hilfe des technischen Verfahrens, 
daB er die Emission von Kanalstrahlen, die au~ H-Atomen bestehen, spektro
skopisch untersuchte. Aber gegeniiber den verwickelten Aufspaltungsbildern, die 
sich hier zeigten, versagte die klassische Theorie vollstandig. Die Quantentheorie 
dagegen hat zugleich mit dem ZEEMANeffekt die volle Aufklarung fUr den STARK
effekt gegeben. 

Wir haben diesen Effekt bereits im vorigen Paragraphen bei der Deutung 
gewisser Typen von Linienverbreiterungen benutzt und dabei hervorgehoben, 
daB eigentliche Aufspaltungen keineswegs bei allen Linien, sondern nur bei der 
Klasse der wasserstoffahnlichen vorkommen konnen. Tiefergehende quanten
theoretische Untersuchungen hieriiber miissen wir aus diesem Buche fortlassen. 

§ 90. Quantenprozesse und Grenzen der klassischen Theorie. 
Den eigentlichen AnstoB zur Abanderung der klassischen Theorie haben aber 

nicht die eben besprochenen feinen optischen Erscheinungen der Zerlegung der 
Spektrallinien in magnetischen und elektrischen Feldern· gegeben, sondern 
Leuchtvorgange ganz anderer Art, namlich solche, die von gliihenden festen 
Korpern ausgehen. 

Zerlegt man die von einem solchen Korper kommende Strahlung spektral, 
so erhalt man' eine Intensitatsverteilung, die allgemein von den Eigenschaften 
des KOJpers.abhangt, so daB z. B. die Stra'hlung in gewissen Spektralbereichen 
besonders intensiv ist, in anderen schwacher. Ein absolut schwarzer Korper 
aber hat, wie KIRCHHOFF mit thermodynamischen Methoden gezeigt hat, ein 
universelles Verteilungsgesetz der Strahlungsintensitat iiber die Frequenzen, das 
nur noch von der Temperatur, aber nicht mehr von irgendwe1chen anderen 
physikalischen Eigenschaften des emittierenden Korpers abhangt. 

Eine absolut schwarze Oberflache gibt es in der Natur nicht. Man kann sie 
aber auf kiinstlichem Wege nach WIEN und LUMMER3 dadurch realisieren, daB man 
einen allseitig geschlossenen Hohlraum, einen Of en , konstruiert und die in ihm bei 
Erhitzung vorhandene Strahlung durch ein kleines Loch beobachtet. Dieses 
Loch hat dann die Eigenschaften einer absolut schwarzen Flache, weil namlich 
ein von au Ben auffallendes Strahlenbiindel, das in den Hohlraum gelangt, bei 
hinreichend unregelmaBiger Gestalt dieses Hohlraumes keinerlei Wahrschein
lichkeit mehr hat, aus ihm herauszufinden. Die Strahlung des Loches muB also 
dieselbe sein, wie die einer vollig absorbierenden schwarzen Flache, und daher 
bezeichnet man die Strahlung selbst als "schwarz". 

Man hat nun versucht, das spektrale Verteilungsgesetz der schwarzen Strah
lung theoretisch zu gewinnen, indem man ein einfaches Modell fiir den Mecha
nismus der Absorption und Emission unter der Annahme konstruierte, daB das 

1 Siehe W. VOIGT: Magneto- und Elektrooptik, Kap. IX, X. 
2 J. STARK: Berl. Ber., Nov. 1913; Ann. Physik Ed.43 (1914) S.965, 983. Siehe 

auch J. STARK: Elektiisch€l Spektralanalyse. Leipzig 1914. Ferner Nachr. Ges. Wiss. Got
tingen 1914. 

8 W. WIEN und O. LUMMER: Wied. Ann. Bd. 56 (1895) S. 451. 
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Ergebnis immer richtig sein wiirde, solange das Modell mit den allgemeinen 
Naturgesetzen in Einklang sei. Das einfachste Modell, das diesen Forderungen 
geniigt und das iiberdies die Eigenschaft der leuchtenden Gasatome besitzt, 
monochromatisch zu schwingen, ist der von uns in § 85 eingefiihrte harmonische 
o szillat or. 

Nun stellte sich aber das merkwiirdige Ergebnis heraus, daf3 sich bei An
wendung cler in der Gastheorie und anderen thermodynamischen Disziplinen be
wahrten Gesetze der Statistik ein vollstandig falsches und in sich wicerspruchs
volles Strahlungsgesetz ergibt, das sog. Gesetz von RAYLEIGH 1 und JEANS2, wo
nach die Intensitat proportional dem Quadrat der Frequenz ist. Oberdies faUt 
nach den elementarsten Erfahrungen die Intensitat bei sehr hohen Frequenzen 
wieder zu Null ab. 

Nachdem alle Versuche, diesen Widerspruch im Rahmen der klassischen 
Theorie zu beheben, fehlgeschlagen waren, stellte PLANCK3 im Jahre 1900 eine 
ganzlich neue Hypothese tiber die Prozesse· der Emission und Absorption des 
Lichts auf. Danach sollten diese Prozesse in Elementarakten vor sich gehen, bei 
denen jeweils eine endliche Energie e aus korpuskularer Energie in Lichtenergie 
umgesetzt wird, und auf3erdem sollte noch die merkwiirdige Beziehung bestehen, 
daf3 die Grof3e des Energiequants e proportional der Frequenz des Lichts ist: 
(1) e=hv. 

Der Proportionalitatsfaktor h wird PLANcKsche Konstante oder auch Wirkttngs
quant genannt. Mit Hilfe dieser Hypothese gelang es PLANCK, ein Strahlungs
gesetz aufzustellen, das sich bis auf den heutigen Tag vollstandig bewahrt hat; 
durch Vergleich mit Messungen konnte PLANCK die Grof3e It bestimmen zu 

h = 6,57· 10 - 27 erg sec. 

Daneben gelang es auch, durch Bestimmung einer zweiten in dem PLANcKschen 
Gesetz auftretenden Konstanten, die erste genaue Angabe der LOSCHMIDTschen 
Zahl (Anzahl der Molekiile pro Mol) oder, was auf dasselbe herauskommt, des 
elektrischen Elementarquantums (der Elektronen-und Protonenladung) zu machen. 

Seit dieser Zeit ist die PLANcKsche Quantentheorie, wie die neue Disziplin ge
nannt wurde, immer mehr in den Mittelpunkt der Physik gertickt und hat sie 
heute vollstandig erobert. Es hat sich gezeigt, daf3 die klassische Theorie nur 
ein Spezial- bzw. Grenzfall einer allgemeineren und umfassenderen Theorie ist, 
die heute weitgehend ausgebaut und imstande ist, den Bau der Atome und 
Molekiile und die in ihnen vorkommenden Prozesse, ihre Kopplung mit dem 
Lichtfeld und bis zu gewissem Grade auch die feinere Konstitution des Licht
feldes selbst darzustellen. 

Wir wollen hier nur einige wichtige Punkte herausgreifen, die fiir die Optik 
in Frage kommen. Es handelt sich dabei hauptsachlich urn zwei Gesichtspunkte. 

Der eine betrifft die Umsetzung der Energie zwischen den Atomen oder Mole
ktilen einerseits und dem Licht andererseits; der andere bezieht sich auf die 
physikalische Konstitution des Lichts selbst. 

Was den ersten Gesichtspunkt anbelangt, so verdankt man BOHR 4 die 
Grundziige einer Theorie der Atomstrukturen auf Grund der PLANCKschen 
Hypothese. Danach gilt die klassische Theorie flir die Bewegung der Elektronen 

1 Lord RAYLEIGH: Philos. Mag. Bd.49 (1900) S.539. 
2 J. H. JEANS: Philos. Mag. Bd. 10 (1905) S.91. 
3 M. PLANCK: Verh. dtsch. physik. Ges. (14. Dez.) 1900; Ann. Physik (4) Bd.4 (1901) 

S. 553. 564. 
, N. BOHR: Philos. Mag. Bd.26 (1913) S. 1. wieder abgedruckt in N. BOHR: Abhand

lungen iiber Atombau. Braunschweig 1921; siehe auch N. BOHR: Drei Aufsatze iiber Spek
trum und Atombau. 2. Auf!. Braunschweig 1924. 
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urn den Atomkern nicht mehr. Statt ihrer wird behauptet, daB das Atom nur 
in einer Folge diskreter, "stationarer" Zustande existieren kann, denen bestimmte 
Energiewerte E1 , E2 , ••• zugeordnet werden. Tritt ein Atom in Energieaustausch 
mit einem anderen oder mit dem Licht, so wird jedesmal die endliche Energie
differenz zwischen zwei derartigen Zustanden, En - Em' umgesetzt. Insbesondere 
ergibt sich hieraus fUr die moglichen emittierten oder absorbierten Frequenzen 

(2) hVnm = En - Em, 

und damit die Deutung des Kombinationsprinzips der Spektrallinien, das von 
RITzl aufgestellt wurde und nach ihm benannt ist. RITZ hatte namlich empirisch 
festgestellt, daB sich die Spektrallinien eines Gases so ordnen lassen, daB ihre 
Frequenzen als Differenzen zwischen einer Reihe von Termen Tn erscheinen. 
Nach BOHR ist also der Termwert ein MaB fUr die Energie eines stationaren 
Zustandes, entsprechend der Gleichung 

(3) hTn = En· 

AuBerdem ergeben sich aus dieser BOHRSchen Vorstellung bestimmte Aussagen 
iiber die Anregungsbedingungen von Spektrallinien; z. B. ist zur Anregung der 
ersten Linie die ZufUhrung eines endlichen Energiebetrages (Hebung vom Energie
niveau El auf E2) erforderlich. Diese Tatsache ist durch die ElektronenstoB
versuche von FRANCK und HERTZ2 bestatigt worden. Ahnliche Aussagen fur 
kompliziertere FaIle sind inzwischen in ungezahlter Anzahl experirnentell veri
fiziert worden. 

Die Berechnung der Energiewerte En aus modellmaBigen Vorstellungen hat 
BOHR zunachst in engem AnschluB an die klassische Mechanik durchzufiihren 
versucht, indem er gewisse sog. "Quantenbedingungen" hinzufiigte, die aus dem 
Kontinuum der mechanisch moglichen Bahnen eine diskrete Schar herausheben. 
Er hatte dabei den groBen Erfolg, daB sich das Seriengesetz der Linien des 
Wasserstoffatoms, die sog. BALMERsche Formel, exakt ergab, wobei die in diese 
Formel eingehende Konstante sich durch Ladung und Masse des Elektrons und 
die PLANcKsche Konstante h ausdriicken lieB. 

Der weitere Fortgang der Untersuchungen zeigte nun aber immer mehr, daB 
wesentliche Anderungen an den Gesetzen der klassischen Mechanik anzubringen 
sind, urn mit der immer wachsenden Haufung von Erfahrungstatsachen auf 
dem Gebiete der Atomphysik in Einklang zu bleiben. Auf diese Weise entstand 
allmahlich die moderne Quantenmechanik der Atome, die ein in sich geschlossenes, 
widerspruchsfreies Lehrgebaude darstellt, das die klassische Mechanik als Grenz
fall enthlilt. Wir konnen in diesem Zusammenhang nicht darauf eingehen, son
dern werden nur spater an einzelnen Stellen Angaben iiber die Abweichungen der 
neuen Formeln von den alten hinsichtlich gewisser optischer Konstanten machen. 

Wir gehen nun auf den anderen Gesichtspunkt, namlich auf die Frage nach 
der Konstitution des Lichts selbst ein. Auch hier hat sich gezeigt, daB die MAx
WELLSChe Theorie, wie wir sie im voranstehenden zugrunde gelegt haben, nicht 
ausreicht. Man hat auch einige wesentliche Ansatze zu ihrer Verbesserung aus
findig gemacht; eine in sich geschlossene Quantentheorie des elektromagnetischen 
Feldes liegt aber gegenwartig noch nicht vor. Wir wollen daher nur auf den 
wichtigsten Punkt eingehen, namlich auf die Neubelebung der Emissionstheorie 
des Lichts durch EINSTEIN 3. 

1 W. RITZ: Astrophys. Jouro. Bd.28 (19D8} S .• 237; s. auch Ges. Werke, herausgeg. 
v. d. Schweizer Physik. Ges., S. 162. Paris 1911. 

I J. FRANCK U. G. HERTZ: Verh. dtsch. physik. Ges. Bd. 15 (1913) S.613. 
8 A. EINSTEIN: Ann. Physik (4) Bd. 17 (1905) S. 132; vgl. auch ebenda Bd. 20 (1906) 

5.199. 
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EINSTEIN interpretierte namlich im Jahre 1905 die PLANcKsche Vorstellung 
der quantenhaften Energieumsetzung zwischen Licht und Materie dahin, daB er 
dem Licht selbst den Charakter von "Korpuskeln" als Trager der Energie hv 
zuschrieb. Seine Hauptargumente waren. statistischer Natur und betrafen die 
Schwankungserscheinungen, die bei der Emission oder Absorption des Lichts im 
Atom auftreten. Berechnet man die unregelmaBigen Zitterbewegungen, die ein 
Atom mit einem klassischen Oszillator als lichtempfindlichem Organ im elektro
magnetischen Felde des Hohlraumes ausfUhren wurde, unter Voraussetzung des 
PLANcKschen Gesetzes fUr die spektrale Verteilung der Feldenergie auf Grund 
der klassischen Gesetze, so ergeben diese sich viel kleiner als die Zitterbewe
gungen auf Grund der gastheoretischen ZusammenstoBe (BRowNsche Bewegung). 
Dieser Sachverhalt fUhrt aber zu einem Widerspruch, weil dann dauernd Energie 
aus dem Atom in das Strahlungsfeld ubergehen mu13te. EINSTEIN zeigte, da13 
hier nur der Ausweg hilft, anzunehmen, da13 der Emissionsproze13 nicht in einer 
klassischen Kugelwelle vor sich geht, sondern im Aussenden eines "Lichtquants" 
in bestimmter Richtung, wobei dem Atom der Rucksto13impuls hv/c erteilt 
wird. So kam EINSTEIN zu der Auffassung, das Licht wirklich als bestehend 
aus einzelnen Lichtkorpuskeln oder Lichtquanten aufzufassen. 

Diese Auffassung steht aber im striktesten Gegensatz zu der durch unzahlige 
Beobachtungen verifizierten Wellentheorie, und es hat daher langerer Zeit und 
der Anhaufung einer groBen Menge von Erfahrungsmaterial zugunsten der 
korpuskularen Vorstellung EINSTEINS bedurft, bis sich diese neue Hypothese in 
der Physik durchgesetzt hat. Von diesen Erfahrungen zahlen wir die wichtigsten 
auf. 

Wenn kurzwelliges Licht (ultraviolettes Licht oder Rontgenstrahlen) auf eine 
Metallplatte fallt, treten aus dieser Elektronen aus. Man kann diese Erschei
nung heute selbst in freier Luft beobachten und die Elektronen auszahlen, indem 
man die GEIGERSche Methode des Spitzenziihlers benutzt1, bei der ein Elektron 
durch die von ihm erzeugten lonen einen Entladungssto13 zwischen Spitze (oder 
feinem Draht) und Platte erzeugt. Fur quantitative Messungen werden die Ver
suche jedoch im Hochvakuum angestellt. Man hat dabei folgende Gesetzma13ig-

keit festgestellt: Die Geschwindigkeit v oder die kinetische Energie ; v2 der 

Elektronen hangt nicht von der LichtsUirke, sondern nur von der Frequenz ab, 
und zwar nach dem Gesetz 

(4) imv2 + A = hv; 

das entspricht der PLANcKschen Formel unter Berucksichtigung des Umstandes, 
daB beim Austritt der Elektronen aus dem Metall eine Austrittsarbeit A zu 
leisten ist. Die Anzahl der austretenden Elektronen ist der Lichtintensitat pro
portional. Durch Beobachtung an klein en (kolloidalen) Metallpartikelchen, die 
in einem Kondensator schwebend gehalten werden und den Austritt des ein
zelnen Elektrons durch ihre Bewegung verraten, konnte ferner festgestellt werden, 
da13 zum Einsetzen des lichtelektrischen Ettekts keine Akkumulationszeit er
forderlich ist; selbst bei beliebig schwachem Licht, bei dem die Aufhaufung der 

kinetischen Energie ; v2 in dem Metallkorperchen nach der Wellentheorie eine 

betrachtliche Zeit erfordern wtirde, erfolgen Emissionen von Elektronen unmittel
bar nach Einsetzen der Beleuchtung. 

AIle diese Beobachtungen widersprechen aufs scharfste der Vorstellung der 
klassischen Lichttheorie, lassen sich aber sofort beheben, wenn man das Licht 

1 w. BOTHE U. H. GEIGER: Z. Physik Bd. 32 (1925) S.639. 
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als einen Hagel von Geschossen auffaBt, welche die Elektronen aus dem Metall 
herausschlagen. 

Eine andere Erscheinungsgruppe, die diese Vorstellung noch besser fundiert, 
erhalt man bei der Streuung von auBerst kurzwelligem Licht, d. h. von Rontgen
strahlen, an Substanzen mit lockeren Elektronen (Molekiile aus leichen Atomen, 
z. B. Kohlenwasserstoffen u. dgl.). COMPTON l entdeckte, daB die dabei ent
stehende Sekundarstrahlung etwas langwelliger ist als die primare, d. h. ein 
etwas kleineres hv hat. Die verlorengegangene Energie wurde dann wieder
gefunden im Auftreten von "RtickstoBelektronen", die beim StreuprozeB aus 
dem Atom des streuenden Materials herausgeschlagen werden. Dberdies aber 
gelang es auch noch, den Impulssatz ftir den COMPTONe!!ekt zu bestatigen. Nimmt 
man namlich an, daB die Bindung der Elektronen an die Atome schwach genug 
ist, urn sie gegentiber den hv-Werten des Rontgenlichts vernachlassigen zu 
konnen, so kann man auf den StoB von Lichtquant und Elektron die Satze von 
der Erhaltung der Energie und des Impulses anwenden und damit sowohl den 
absoluten Wert des Energieverlustes als auch seine Abhangigkeit von der Rich
tung des gestreuten Quants bzw. des RtickstoBelektrons berechnen; beides ist 
durch die Beobachtung bestatigt worden. 

Endlich konnte auch noch die vollkommene Gleichzeitigkeit des Auftretens 
von gestreutem Lichtquant und RtickstoBelektron nachgewiesen werden (mit 
Hilfe der WILSONschen 2 Nebelmethode). 

Durch diese und noch andere Versuche ist jede Moglichkeit, an der Realitat 
der Lichtquanten zu zweifeln, genommen. 

Man hat also die paradoxe Lage, daB zwei anscheinend so widersprechende 
Vorstellungskreise wie Wellentheorie und Korpuskulartheorie des Lichts gl~ich
zeitig gelten sollen, jede in einem gewissen Bereich von Erscheinungen, ohne daB 
man zunachst sieht, wie diese sich gegeneinander abgrenzen. Die Physik steht 
daher vor der schwierigen Aufgabe, eine Quantentheorie des Lichts oder all
gemeiner des elektromagnetischen Feldes zu entwerfen, in der beide Auffassungen 
gleichmaBig vertreten sind. 

Wenn auch eine in jeder Hinsicht befriedigende Theorie noch nicht vor
handen ist, so reicht doch. ftir manche Zwecke die' folgende Vorstellungaus: 
1m Lichtvorgang gibt es sowohl die Wellen als auch die Korpuskeln, und zwar 
bestimmen die Wellen die Wahrscheinlichkeit daftir, daB ein Lichtquant auftritt. 
Die Anzahl der in einem Volumen erscheinenden Lichtquanten der Frequenz v 
ist gleich der dort herrschenden Lichtintensitat (Energiedichte), dividiert durch hv. 
Diese Auffassung gibt z. B. von folgendem Versuch Rechenschaft, in welchem 
Wellen- und korpuskulare Vorstellung gemeinsam zur Geltung gelangen. Man 
entwirft durch irgendeinen Interferenzapparat - wir denken im folgenden z. B. 
an den FRESNELschen Doppelspiegel (s. III § 36) - raumlich feststehende Inter
ferenzfransen und bringt die Spitze eines GEIGERSchen Zahlers in dieses Raum
gebiet. Dann gibt dieser die von Ort zu Ort wechselnde Lichtintensitat direkt 
durch Zahlung der Anzahl sekundarer Quanten an. 

Will man hier die Quantenvorstellung wortlich nehmen und die Bahn ein
zeIner Quanten von der Lichtquelle tiber den Interferenzapparat bis zur Spitze 
des .zahlers verfolgen, so kommt man unweigerlich zu Vorstellungen, die mit 
denen der klassischen Mechanik unvereinbar sind. Solange man allerdings eine 
einzelne Bahn betrachtet, besteht keinerlei Schwierigkeit. Man denke etwa bei 

1 H. A. COMPTON: Bull. Nat. Res. Counc. Bd. 20 (1922) S. 10; Physic. Rev. Ed. 21 (1923) 
S.483. Siehe auch P. DEBYE: Physik. Z. Ed. 24 (1923) S. 161. 

I C. T. R: WILSON: Proc. Roy. Soc., Lond. A Ed. 85 (1911) S. 285; vgl. auch Jb. Radio
aktivitllt Ed. 10 (1913) S. 34. 
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einer schwachen Lichtquelle in der Beobachtungszeit gerade eine Emission er
folgend, die durch ein ausgelostes Elektron im Gesichtsfeld beobachtet wird. 
Dann wird dieses Elektron irgendwo im Gesichtsfeld erscheinen. 

Man kann iiberdies auch die Richtung, aus der das Elektron kommt, mit 
einiger Genauigkeit bestimmen, indem man vor den Spalt des Ziihlers einen 
zweiten Spalt anordnet. (Die Spalte kann man so weit wahlen, daB Beugungs
phanomene an ihnen nicht in Betracht kommen und sie doch schmal sind gegen 
den Abstand zweier Interferenzfransen des Doppelspiegels.) Das Resultat wird 
sein, daB das Quant von irgendeinem Punkt des Doppelspiegels zu kommen 
scheint, genau so, wie nach der korpuskularen Vorstellung zu erwarten ist. 

Neue Aussagen gegeniiber der klassischen Emissionstheorie entstehen erst 
dann, wenn man Quanten in groper Zahl beobachtet und ihre Haufigkeit iiber 
die verschiedenen Teile des Gesichtsfeldes auszahlt. Dann wird, da ja die Aus
sagen der Wellentheorie zweifellos richtig sind, die Haufigkeit, mit der ein Quant 
an einer bestimmten Stelle erscheint, von Stelle zu Stelle verschieden sein, je 
nachdem die Stelle gemiiB der Interferenztheorie der Wellen stark oder schwach 
beleuchtet ist. In den Interferenzminima werden so gut wie keine Quanten auf
treten, in den Interferenzmaxima die groBte Anzahl. Will man dieses VerhaIten 
unter dem Bilde der Korpuskeln darstellen, so stoBt man auf folgende Paradoxie: 

Das einzelne Korpuskel prailt doch nur an einem der beiden Spiegel abo 
Sein Auftreten im Gesichtsfeld aber wird durch beide Spiegel in gleicher Weise 
bestimmt (da ja durch den zweiten Spiegel erst die Interferenzen zustande 
kommen). Denkt man sich alsO zwei Quanten, die beide den ersten Spiegel, 
aber zu verschiedenen Zeiten treffen, und andert man in der Zwischenzeit die 
Stellung des zwQiten Spiegels ein wenig und damit die Interferenzfigur im Ge
sichtsfeld derart, daB an die Stelle einer hellen Franse jetzt eine dunkle fii.llt, 
so ist damit das Erscheinen des zweiten Quants an der betrachteten Stelle aus
geschlossen, obwohl sich an dem ersten Spiegel, der ja ailein fiir die Reflexion 
beider Quanten verantwortlich gemacht wurde, nichts geandert hat, also auch 
die Bahn beider Quanten dieselbe sein miiBte. 

Die Wurzel dieses Widerspruches liegt offenbar in der Voraussetzung, daB 
beide Quanten denselben Spiegel tre££en. Man muB, urn aus diesem Dilemma 
herauszukommen, eine kritische Betrachtung dariiber anstellen, ob diese An
nahme iiberhaupt physikalisch sinnvoll ist. Eine solche Betrachtung ist von 
HEISENBERGl und BOHR2 durchgefiihrt worden. 

Nur solehe Aussagen sind physikaliseh sinnvoll, deren Richtigkeit oder Falseh
heit dUTCh ein Experiment entsehieden werden kann. 

Urn zu zeigen, daB diese Entscheidung in dem oben angefiihrten Faile nicht 
moglich ist, haben wir zu fragen: LaBt sich iiberhaupt, und wenn ja, wie laBt 
sich entscheiden, ob ein Lichtquant einen bestimmten der beiden FREsNELschen 
Spiegel getroffen hat? Diese Entscheidung ist natiirlich nur dadurch moglich, 
daB man an den Spiegeln irgendein Reagenz anbringt, das das Passieren des 
Quants anzeigt. Eine photographische Schicht oder ein sonstiges chemisches 
Reagenz wiirde das Quant ganz verschlucken; es wiirde alSo der folgende Teil 
des Versuches, seine Beobachtung im Interferenzfelde, tum Fortfail kommen. 
Man konnte das Quant auch dadurch nachzuweisen versuchen, daB man die 
Spiegel so auBerordentlich leicht macht, daB sie durch das AUftreffen eines 
Quants einen merkllchen RiickstoB (COMPTONeffekt) bekommen: Dann wird das 
Quant aber nicht mehr regular reflektiert, sondern ein wenig abgelenkt, und 

1 W. HEJS1tNBltRG, Z. Physik Bd. 33 (1925) S.879. Bd.43 (1927) S.172. 
I N. BOHR: Naturwiss. Bd. 17 (1929) S.483. Siebe aucb die Aufsatzsammlung "Atom

tbeorie und Naturbescbreibung". Berlin 1931. 

Born. Optlk. 30 
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verliert auBerdem an Energie, d. h. andert seine Frequenz (Farbe); jedenfalls 
wird es an einer anderen Stelle im Interferenzfelde erscheinen, als die ursprung
liche Theorie mit festen Spiegelnannahm. 

Auf die~ Weise kann man uberlegen, daB niemals ein Widerspruch zwischen 
korpuskularer und wellentheoretischer Auffassung zustande kommen kann, wenn 
man den Umfang der physikalischen Aussagen in der oben angegebenen Weise 
einschrankt. 

Man verzichtet dabei allerdings auf ein Prinzip, das in der klassischen Physik 
zu den Fundamenten gezahlt wurde, namlich auf das Kausalgesetz, oder genauer 
auf den Satz, daB man den Ablauf einer Erscheinung nach den herrschenden 
physikalischen Gesetzen in allen Einzelheiten aus der genauen Kenntnis der 
Anfangslage berechnen kann1. Es hat sich herausgestellt, daB in der Quanten
theorie die exakte Festlegung eines Anfangszustandes, d. h. die gleichzeitige 
Messung aller ihn bestimmenden GroBen durch die Naturgesetze selbst ein
geschrankt ist. In der Quantenmechanik der Korpuskeln (Elektronen und Pro
tonen) laBt sich diese Einschrankung direkt aus dem Formalismus ableiten. 

g 
u 

Fig. 211. Zur HEISENBERGschen Ungenauigkeitsreiation. 

Man kann sie aber auch an-
schaulich machen, indem man 
die wellentheoretischen Gesetze 
benutzt, urn die MeBgenauig
keit korpuskularer GroBen abzu
schatzen, und umgekehrt. Beim 
Licht kann man dieses Ver
fahren an Hand der einfachsten 
Beugungsinstrumente auf fol
gende Weise klarmachen: 

Ein paralleles Lichtbundel 
falle normal auf einen Schirm 
mit einem Spalt von der Breite 
2 A. Auf einem zur Spaltebene 

parallelen Auffangeschirm erscheint dann ein Beugungsbild, wie wir es in 
Kap. IV, § 48, S.157, beschrieben und durch die Formel IV, § 48 (14) dargestellt 
haben (s. auch Fig. 211). Der wichtigste Zug der Lichtverteilung ist, daB fast 
alles Licht in die zentrale Beugungsfranse fallt, deren Breite a = sin IX (IX Ab
lenkungswinkel) in der in IV, § 48 gewahlten Bezeichnung durch 

(5) kaA = 2naA =1C 
l 

gegeben ist. Das den Spalt treffende Licht wird also im wesentlichen zur Be
leuchtung eines Streifens von'der Breite 2 a = lJA verwendet. Dieser Streifen 
ist, wie wir schon frUber bei Behandlung der Beugungserscheinungen mehrfach 
hervorgehoben haben, urn so breiter, je schmaler der Spalt ist. 

Wir wollen nun diesen Vorgang der Beugung korpuskular fassen. Dann 
mussen wir also annehmen, daB ein Lichtquant mit dem Impuls p = hv/c normal 
auf den Spalt faUt. Die Wahrscheinlichkeit seines Auftretens auf der Ebene des 
Auffangschirmes wird nun durch die Intensitatsverteilung der Beugungsfigur 
beschrieben. Wenn wir von den Feinheiten dieser Verteilung absehen, so muO 
das Lichtquant irgendwo in dem Streifen der Breite 2 a = l/A erscheinen. Fur 
aIle auBerhalb des Zentrums der Beugungsfigur auftretenden Quanten ist also 
eine seitliche Ablenkung eingetreten, die durch das Vorhandensein des Spaltes 

1 Die Zeitrichtung spielt fibrigens dabei keine Rolle; es handelt sich nur urn die Deter
miniertheit des Ablaufs durch den Zustand in irgendeinern Zeitquerschnitt .. 
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bedingt ist - ein vom konsequenten Standpunkt der korpuskularen Mechanik 
naturlich unverstiindliches Phiinomen. Man kann also sagen, daB eine seitliche 
Impulskomponente des Lichtquants L1 P,I entstanden sein muB. Dabei g:lt 

,---- h" h 
(6) P = lP~ + L1 P; = -- = --;;- . 

C I. 

Nun folgt aqs Fig. 211 

(7) 

also 

(8) 

J P.. J. - = sIn IX = a = --P 2A' 

Die beschriebene Apparatur kann man nun als Vorrichtung auffassen, eine 
Koordinate des Lichtquants mit einer gewissen Genauigkeit zu messen. Passiert 
niimlich das Lichtquant den Spalt von der Breite 2 A, so ist seine Koordinate y 
in der Spaltebene senkrecht zur Uingsausdehnung des Spaltes bekannt mit 
einem F ehler 

Lly = 2A. 

Setzen wir diesen Wert (9) In (8) ein, so erhalten wir 

(10) 

eine (natiirlich nur niiherungsweise richtige) Relation, die folgendes besagt: 
MifJt man mit Hilfe der Blendenvorrichtung eine Koordinate des Lichtquants 

mit der Genauigkeit L1 y, so entsteht dadurch von selbst - niimlich infolge des 
undulatorischen Charakters des Vorganges - eine Ungenauigkeit in der zu
gehOrigen I mpulskomponente L1 p", wobei das Produkt beider U ngenauigkeiten den 
universellen Wert h besitzt. 

Diese HEISENBERGSche Ungenauigkeitsrelation liiBt sich, wie schon gesagt, in 
verschiirfter Fassung auch aus dem Formalismus der Quantenmechanik fur jede 
Koordinate und den zugehorigen Impuls ableiten. Auf ihr beruht die Tatsache, 
daB die korpuskulare und die undulatqrische Auffassung niemals in Widerspruch 
geraten konnen, solange man sich wirklich auf experimentell entscheidbare Aus
sagen beschriinkt. 

Auch i.n der Quantenmechanik der Materieteilchen (Elektronen, Protonen usw.) 
hat sich gezeigt, daB neben der korpuskularen eine undulatorische Auffas
sung moglich ist. Es handelt sich dabei urn die Form der Theorie, die von 
DE BROGLIE l stammt und Wellenmechanik genannt wird. Ais groBter Erfolg 
dieser neueren Ausgestaltung der Qnantentheorie ist anzusehen, daB es in der 
Tat gelungen ist, auch bei Materietei1chen Interferenzerscheinungen genau der
selben Ar.t experimentell nachzuweisen, wie wir sie beim Licht beschrieben 
haben. Die erste Entdeckung dieser Art stammt von DAVISSON und GERMER2 
und ist an Elektronenstrahlen ausgefiihrt, die an dem Gitter eines Nickelkristalls 
gebeugt werden. Spiiter sind auch die LAuEschen Interferenzversuche von 
THOMSON 3, Rupp4, KIKUCHI 5 und anderen mit Kathodenstrahlen nachgeahmt 

1 L. DE BROGLIE: Ann. Physique (10) Bd. 3 (1924)' S. 22 (TMses, Paris 1924). 
a C. DAVISSON U. L. H. GERMER: Physic. Rev.·Bd.30 (1927) S. 705; Proc. Nat. Acad. 

Bd. 14 (1928) S. 317; Nature, Lond. Bd. 119 (1927) S.558. 
3 C. P. THOMSON: Proc. Roy. Soc., Lond. A Bd. 117 (1928) S. 600; Bd.119 (1928) S. 651. 
, E. Rupp: Ann. Physik Bd.85 (1928) S.981. 
6 S. KIKUCHI: Japan. J. Physics Bd. 5 (1928) S. 83. S. auch den zusammenfassenden 

Bericht in der Physik Z. Bd.31 (1930), S.777. 

30· 
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worden. SchlieI31ich ist es ESTER:\I.\XX und STER:\,l gelungen, materielle Atonll' 
(Wasserstoff und Helium) an Kristallgittern zur "Interferenz zu bringen". 

In Fig. 212 ist ein Beugungsbild reproduziert, das man erhalt, wenn man 
ein feines Btische! von Kathodenstrahlen durch eine dtinne Silberschicht trcien 
la13t. Dann hat man eine Anordnung, die der von DE BYE-SCHERRER bei Wintgen
strahlen analog ist, namlich zahllose kleine Kristalliten in verschiedenen Orien
tierungen. 

In diesem Buche wollen wir nur diejenigen Erscheinungen behandeln, bl'i 
denen der korpuskulare Charakter des Lichts nicht wesentlich in Betracht kommt. 
Trotzdem k6nnen wir der Quantenmechanik nicht entgehen, sobald wir dil' 
\Vechselwirkung zwischen Licht und ~Iaterie etwas genauer untersuchen, wie e:-; 
in diesem Kapitel geschehen soIl. Aber es handelt sich dabei vie! mehr urn dil' 
Quantenmechanik der Atome als urn die des Lichts. Strenggenommen mtissen 
sowohl die Gesetze des Lichtfe!des wie die der Atome einer "Quantisierung" 
unterzogen werden. Ftir die Atome ist sie unvermeidlich, wenn man nicht zu 

}'ig. 212. Elektronenbeugung an Silberkristallen. 
Aufgenommen im physikalischen Laboratorium der 

J. G. Farbenfabrik Oppall. 

ganz groben VerstoJ3en gegen die Erfah
rung gelangen will; beim Lichte aber 
kann man in wei tern ~IaBe die klassisch(· 
1IAxwELLsche Theorie beibehalten; sil' 
laBt sich ohne weiteres mit dem Forma
lismus der Quantenmechanik der Atome 
verelmgen. Das I~esultat, das wir hier 
nur berichten k6nnen 2, laBt sich dahin 
aussprechen: 

Das Atom (ebenso jedes 110lektil, jeder 
Kristall) verhalt sich dem Lichte gegen
tiber wie ein System von harmonischen 
Oszillatoren mit Eigenfrequenzen, die 
durch die BOHRsche Beziehung zu den 
Energiestufen der stationaren Zustande 
gegeben sind. Man kann ein grobes Bild 
von der \Vechselwirkung zwischen Materie 
und Licht bekommen, indem man jedem 
Atom cine unendliche Zahl solcher I~eso-

natoren, wie wir sie in den vorigen Paragraph en betrachtet haben, zuordnet, 
so daB jedem BOHRschen Dbergang ein virtueller Resonator entspricht3. 
Nur sind dann die Konstanten des Oszillators nicht einfach durch Ladung und 
Masse des Elektrons gegeben, wie in § 85 (i). Mit LADEXBURG 4, der solche Be
trachtungen schon vor der systematischen Entwicklung der Quantentheorie 
durchgeftihrt hatte, drticken wir die Abweichungen dadurch aus, daB wir die 
GroBe e2jm mit einem Faktor f, der Starke des Oszillators bzw. der zugehori
gen Spektrallinic versehen. Es gilt dann der sog. f-Summensatz von THo:\!AS 
und KUHN 5, der in der Quantenmechanik bcwiesen wird, daB die Summe der 
-'-,- L. ESTER~A:<:-; U. O. STERN: Z. Physik Bd. (JI (1 (J30) S ~5. 

2 Literatur S. S. 6, .\nm. 3. 
3 Wir haben bereits frtiher (§ 86. S. 42~, Anm. 1) darauf hingewie,en, daG die feinere 

Ausgestaltung der Quantentheorie nicht nur Dipole (lincare OsziIIatoren) als LichtquelIcn 
kennt, sondern auch Quadrupole (bzw. hahere PoIsysteme). QuadrupoIstrahlung tritt auf 
bei Quanten~prtingen, die von "mctastabilen" Zustanden hoher Lcbcnsdaucr ausgehcll; sit: 
ist im aIIgemeinen schwach und soIl hier auGer Betracht blcibcn. 

4 R. LADE:-;BliRG: Z. Physik Bd. 4 (1921) S. 451; s. auch R. LADENBURG U. F. HEICHE: 
Naturwiss. Bd. 11 (1923) S. 584. 

5 \\ •. THO~AS: Naturwiss. Bd. 13 (1925) S.627; W. KUHN: Z. Phvsik Bd.33 (1'125) 
S.40S. F. REICHE und \\'. THm!AS: Z. Physik Bd. 34 (1925) S. 510. " 
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j-Werte fUr aIle Spektrallinien, die in einem Niveau enden, vermindert urn die 
j-Summe der Linien, die von dem Niveau ausgehen, gleich der Anzahl z der 
Elektronen ist, mit deren Sprung die Spektrallinien verkntipft sind. Wir werden 
spater (§ 98) ein klassisches Modell betrachten, bei dem ein Analogon zu diesem 
j-Summensatz besteht, namlich ein System ungedampft schwingender gekoppel
ter Teilchen gleicher Ladung und Masse. Ein solches System ist also beztig
lich seiner Schwingungen aquivalent mit der quantenmechanischen Emission 
von einem Niveau zu allen anderen. 

1m folgenden werden wir eine Obersicht tiber die Erscheinungen der Emission, 
Absorption, Dispersion geben, soweit sie sich mit Hille dieses einfachen Ansatzes 
fassen lassen. Die Eigenfrequenzen und die zugehorigen Starkefaktoren nehmen 
wir im aIlgemeinen als gegebene Atomkonstanten hin; ihre Bestimmung ist 
Sache der Quantenmechanik des Atoms. Nur in einem Grenzfalle werden wir 
hiervon eine Ausnahme machen, namlich bei den ultraroten Eigenfrequenzen. Bei 
diesen handeIt es sich urn relativ langsame Schwingungen der Atomkerne gegen
einander. Ftir solche Schwingungen groBer Massen gehen die quantenmechani
schen Gesetze mit guter Annaherung in die der klassischen Mechanik tiber 
(BoHRsches Korrespondenzprinzip). Man kann daher in diesem Bereiche die 
gewohnliche Theorie gekoppeIter Oszillatoren anwenden und gelangt dadurch 
unter Berticksichtigung der Symmetrieverhaltnisse des Molektils zu einer Reihe 
wichtiger Folgerungen (s. § 100). 

Eine prinzipiell wichtige Erscheinung, die sich in unser Verfahren nicht ein
fUgt, wegen ihrer Kleinheit tibrigens empirisch kaum in Betracht kommt, solI 
hier noch erwahnt werden: die sog. negative Dispersion. Es gibt namlich in den 
strengen quantenmechanischen Formeln ftir die Wechselwirkung von Licht und 
Materie Glieder, bei denen e2/m mit umgekehrtem Vorzeichen auftritt (also 
j < 0 ist). Auch hier kann man ein klassisches Analogon konstruieren: die Elek
tronenbahnen des yom Licht ungestorten Atoms sind komplizierte, mehrfach 
periodische Bewegungt':n, und wenn sie yom Lichtfeld gestort werden, so laBt 
sich die Storung nicht einfach durch Superposition gewohnlicher Oszillatoren 
beschreiben, sondern in einer Weise, die mit den erwahnten Gliedern der nega
tiven Dispersion korrespondiertl. 

Empirisch ist die Existenz der negativen Dispersion durch LADENBURG 2 

sichergesteIIt . 

§ 91. Erzwungene Schwingungen eines Resonators. Starke und 
Strahlungsdampfung d~r optischen Resonatoren. 

Der harmonische Oszillator, der uns als Modell einer Lichtquelle diente, 
muB nattirlich auch aIs dasjenige Organ der materiellen Atome angesehen werden, 
das fUr ihren EinfluB auf die Fortpllanzung (Brechungsindex) und schlieBlich 
auch fUr die Absorption des Lichts verantwortIich ist. 

Wir untersuchen zunachst, was ein einfacher isotroper Resonator in dieser 
Hinsicht leistet. Wir den ken uns einen solchen Oszillator von einer elektro
magnetischen Welle mit der rein periodischen elektrischen Feldstiirke ~ = ~o eiwl 

getroffen. Die Schwingungsgleichung des Resonators entsteht dann aus § 85 (9), 
indem man die Null auf der rechten Seite jener Gleichung durch e ~ ersetzt: 

(1 ) 

1 Siehe hierzu H. A. KRAMERS: Nature. Lond. Ed. 113 (1924) S.673, Ed. 114 (1924) 
S. 310; femer H. A. KRAMERS U. W. HEISENBERG: Z. Physik Ed. 31 (1925) S.681-

2 R. LADENBURG: Z. Physik Ed. 65 (1930) S. 167, 189. 
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Die Ursache der Dampfung, d. h. den physikalischen Sinn der Konstanten b, 
lassen wir dahingestellt. Wir werden zu zeigen haben, daB sowohl die Strahlungs
dampfung als auch die LORENTzsche StoBdampfung genau so wie im Falle der 
Emission auch bei der Absorption formal durch ein solches Dampfungsglied bu 
dargestellt werden konnen. Der EinfluB des DOPPLEReffekts laBt sich natiirlich 
nicht durch die Gleichung (1) berticksichtigen, k'ann aber, wie wir sehen werden, 
nachtraglich leicht in Rechnung gestellt werden. 

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) erhiilt man aus einer 
beliebigen durch HinzufUgung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung 
§ 85 (9); diese stellt eine abklingende Schwingung dar, die nach Verlauf einer 
hinreichend langen Zeit vernachlassigt werden kann. Es muB dann eine Losung 
tibrigbleiben, die mit der einfallenden Welle synchron ist, also nach dem Gesetz 
u = uoeiwt ablauft. Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (1) erhalt man fUr Uo 
die lineare Gleichung 

(2) 

Dividieren wir durch m, so erscheint die Eigenschwingung des freien (un
gedampften) Oszillators, also Wo = yajm [so § 85 (2)]; fUhren wir noch die Diimp
fungskonstante I' = bjm aus § 85 (11) ein, so erhalten wir fUr die Amplitude ~o 
des elektrischen Momentes ~ = ~oei"'t die Gleichung 

eZjm 
lJo = euo = I 2 + . ~o . 

000 - 00 zyooo (3) 

Dabei ist I'w durch I'wo ersetzt, was wegen der Kleinheit von I' im Vergleich 
mit w und Wo (vgl. § 85, S.423) erlaubt ist. 

DaB diese GroBe (3) komplex ist, bedeutet, daB die erzwungene Schwingung 
gegen die einfallende Welle in Phase verschoben ist. 

Handelt es sich insbesondere urn Strahlungsdiimpfung, so ist in Wirklichkeit 
das Dampfungsglied in der Schwingungsgleichung genau wie in § 86 (13) nicht 
erster, sondern dritter Ordnung in u, liefert also an Stelle des in (2) auftreten-

den Gliedes ibw den Ausdruck - ~ :: iw3• Man begrtindet genau wie in § 86, 

daB man hier mit gentigender Naherung w3 durch wg ersetzen kann. Dies lauft 
darauf hinaus, daB die Dampfungskonstante I' den Wert 1'0 [so § 86 (5)] der Strah
lungsdampfung annimmt. Wir wollen zunachst einmal allein diese Strahlungs
dampfung ins Auge fassen und sehen, welche Andeningen die. Quantentheorie 
an ihr vornimmt. 

Wir haben im vorigen Paragraph en berichtet, daB man der quantenmecha~ 
nischen Struktur der Atome dadurch Rechnung tragen karin, daB man dem 
Oszillator einen Starkefaktor f zuordnet, mit dem die GroBe e2jm zu multipli
zieren ist. Wir haben also statt (3) zu schreiben 

el 

1-m 
lJo = euo = I I +. ~o . CVo - 00 lyooo 

Man konnte nun denken, daB, falls es sich urn reine Strahlungsdampfung 
handelt, man in dieser Gleichung einfach 1 durch 10 zu ersetzen hat. Dies' 
wtirde aber zunachst "einmal unserer Regel widersprechen, daB tiberall e2jm 
mit dem Faktor f zu versehen ist; da 10 nach § 86 (5) mit e2jm proportional 
ist, so mtiBte also ftir einen Resonator der Starke I die Strahlungsdiimpfung 
nicht 10' sondern 110 sein, Sodann laBt sich zeigen, daB dieser plausible 
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Ansatz in aller Strenge aus dem Satze von der Erhaltung der Energie abzu
lei ten ist 1. 

Wenn jede andere Dampfungsursache fehlt, so mu/3 die vom Resonator der 
einfallenden Welle in der Zeiteinheit entzogene Energie Wa gleich der von diesem 
in derselben Zeit ausgestrahlten Energie W, sein. 

Nun ist Wa = ~Q: die im Mittel vom Oszillator geleistete Arbeit; nach § 85 (7) 

ist andererseits die ausgestrahlte Energie W, = 3~3~2. Wir konnen diese Gro/3en 

mit Hilfe von (4) ausrechnen, wobei wir aber, da es sich urn quadratische Bil
dungen handelt, mit den Realteilen zu rechnen haben. Wir erhalten also fur das 
Moment 
(5) _ (!' ~21 (w~ - WI) coswt + yWo sinwt 

~ - 0 m (w~ - w2 )2 + yl w~ 
Differenziert man nach t und multipliziert dann mit Q: = Q:o coswt, so ergibt sich 
nach Mittelung uber die Zeit 

(6) W = (f'" = -.!... (!'21 e~ yw~ 
a P 20 m (w~ - WB)I + yB w~ . 

Dabei haben wir im Zahler statt des beim Differenzieren auftretenden Faktors 00 

wieder dessen Wert an der Resonanzstelle, also 000 geschrieben (vgl. S.470). 
Ferner findet man aus ~ = -00 2 ~: (e2)2 

- w' 
( ) W _ 2 ~ _ -.!... (!'22/2 m 0 

7 • - 3 c3 P - 2 0 3 c8 (w~ - wl)l + y2 w~ , 

wo wiederum im Zahler w durch Wo ersetzt ist. 
Da nun bei reiner Strahlungsdampfung Wa = W, sein mu/3, so erhalt man 

durch Vergleich von (6) und (7) 

e2 2 (e2)2 I m ,,/W5 = -j"c3f2 m w~, 
also 

(8) 
2 e2 w' 

y = 3" mc~' 1 = 1'0 I· 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Gemafi der am Ende des vorigen Paragraph en gemachten Bemerkung tiber 
die Rolle der Resonatoren in der Quantentheorie werden wir nun nicht erwarten 
konnen, da/3 der angegebene Mechanismus mit einer einzigen Eigenfrequenz das 
optische Verhalten eines Atoms wirklich wiedergibt. Wir werden vielmehr, wie 
dort bereits erwahnt wurde, annehmen, da/3 .das Atom eine ganze (unendliche) 
Reihe "virtueller" Oszillatoren tragt. 1m klassischen Bilde entspricht jeder 
Resonator einer Oberschwingung in der FOuRIERzerlegung der Bewegung des 
mechanischen Systems, das aus einer Anzahl z von Elektronen besteht, die sich 
urn den Kern (bzw. den Atomrest) bewegen (s. § 98, S. 526 Anm. 1). Quanten
mechanisch sind diese Oberschwingungen nicht harmonisch, sondern durch das 
RITzsche Kombinationsprinzip bzw. die BOHRsche Frequenzbedingung bestimmt. 

2 

Die den z Elektronen entsprechende Gro/3e z ~ verteilt sich gewisserma/3en auf 
m 

die korrespondierenden virtu ellen Resonatoren. 
Jedem der Oszillatoren ordnen wir einen Starkefaktor Ii. zu (k die Nummer 

des Oszillators) und schreiben die zugehorige Eigenfrequenz (statt fruher 

1 Vorausgesetzt, daB die betrachtete Spektrallinie mit keiner anderen "gekoppelt" ist; 
d. h. quantentheoretisch, daB von ihrem Anfangs- und ihrem Endniveau kein anderer Ober
gang mit merklicher Wahrscheinlichkeit moglich ist als eben der betrachtete (s. weiter unten 
S.473). 
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(.00 = 2 ,u'o) jetzt Wi = 2:7J Vi, die zugehOrige Dampfung entsprechend (statt 
friiher r) jetzt ri. Bei reiner Strahlungsdampfung sind aIle 'Yi wieder mit 'Yo 
aus § 86 (5) proportional; doch dad man nieht annehmen, daB einfach 'Yk = Ik'Yo 
wird, wo Ik der durch den Zahler der Formel (4) definierte Starkefaktor 
der betreffenden Spektrallinie ist; denn das wiirde nach obiger Ableitung be
denten, daB die aus einer einfallenden Strablung absorbierte Energie vollstandig 
in derselben Frequenz wieder emittiert wird. Nach der Quantentheorie aber ist 
das im allgemeinen nieht der Falll : Wird namlich durch die einfallende Strab
lung ein hoheres Energieniveau angeregt, so werden dadurch samtliche Spektral
linien zur Emission gebracht, die durch (erlaubte) Obergange zu niederen 
Energieniveaus entstehen. Der Energieverlust durch Ausstrahlung verteilt sieh 
daber auf mehrere Spektrallinien. Jeder solchen Spektrallinie n -+ mgehOrt ein 
Starkefaktor im Zahler der Dispersionsformel (6) zu, den wir jetzt mit I .. m be
zeichnen wollen. 

Summiert man diese I .. m bei festem n iiber aUe Niveaus Em des Systems 
iiberhaupt, so erhaIt man nach dem schon im vorigen Paragraphen (s. § 90, S. 468) 
erwahnten Summensatz von THOMAS und KUHN 

(9) ~/m .. - ~/ .. m=z, 
E .. >E. E",<E. 

wo z die Anzahl der beim LeuchtprozeB beteiligten Elektronen ist2• Ware der 
Mechanismus des Systems in Wabrheit der von z ungekoppelten, linearen, har
monischen, identischen Oszillatoren von der Masse m und der Ladung e, so wiirde 
diese Summenbeziehung niehts anderes besagen, als daB dies System zmal so 
stark ist wie der einzelne Oszillator. 

In Wirklichkeit ist das System komplizierter. Es ist einer groBen Zabl von 
Oszillatoren aquivalent; aber die Summe ibrer Starken (immer bei festgehaltenem 
Ausgangszustand) bleibt unabhangig davon gleieh der Zabl z der Elektronen. 

Wir haben bereits bemerkt (§ 85, S. 423 Anm. 1), daB man quantentheoretisch 
die Dampfungskonstante des einzelnen Oszillators mit der Lebensdauer des 
oberen Zustandes korrespondieren lassen muB. Bedient man sieh dieses Begriffes 
der Lebensdauer, so erhaIt man eine iibersiehtliche Beschreibung der natiir
lichen .DampfungsverhaItnisse aller Spektrallinien 3: 

Man hat jedem Energieniveau n eine bestimmte Lebensdauer T .. , und ibr 
entsprechend eine gewisse spektrale Breite 'Y .. = 1/T .. zuzuordnen. Dabei ist 
'Y .. = 'Yo ~ I .. m, wo I .. m die Starkefaktoren aller der Linien sind, die yom 

'" Niveau n aus nach den verschiedenen tiefer liegenden, von ibm aus durch spon-
tane Emission erreiehbaren Niveaus m gehen. Eine Spektrallinie V .. m , die 
dem Obergang von n nach m entspricht, hat dann als "natiirliche" oder "Strah
lungs" -Linienbreite 

(10) 'Y .. m = 'Y .. + 'Ym = 'Yoq:' I .. , + ~ Imi}, 

d. h. ihre Breite setzt sieh additiv aus den Breiten des Anfangs- und End
zustandes zusammen. Dabei ist noch zu bemerken, daB das Grundniveau un-

1 Der Ausnahmefall, wo von einem Niveau nur ein Strahlungsilbergang zu einem 
tieferen moglich ist, kommt vor; man spricht dann von einer "Resonanzlinie" (s. § 87 
und 97). 

I Man kann statt (9) einfach :E./ ... = z schreiben, wenn man den I",,. ein Vorzeichen ... 
gibt: positiv filr Emission, negativ filr Absorption. 

a V. WEISSKOPF u. E. WIGNER: Z. Physik Ed. 63 (1930) S. 54; s. auch V. WEISSKOPl': 

Ann. Physik (5) Ed. 9 (1931) S. 23. 
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endlich lange Lebensdauer, d. h. die Breite Null hat. Das dariiber gelegene 
Energieniveau, das mit dem Grundniveau durch einen erlaubten Obergang ver
bunden ist, hat dann einen Starkefaktor 11,0' der, mit Yo multipliziert, direkt 
die Breite der entsprechenden Linie '1'1,0' der sog. Resonanzlinie gibt. Sei 2 ein 
weiteres Niveau, von dem Obergange nach 1 und 0 moglich sind, so hat es eine 
Breite Yo (/2,0 + 12,1)' Man hat dann drei mogliche Spektrallinien, '1'1,0 mit der 
Breite Yo 11,0' '1'2,0 mit der Breite YO(/2,O + 12,1) und '1'2,1 mit der Breite 
YO(/2,0 + 12,1 + 11,0)' Hieraus ergibt sich eine gewisse Kopplung der Linien
breiten; denn es ist ja die Breite der Linie '1'2,1 durch die der beiden anderen 
bereits vollig bestimmt. 

1st die Resonanzlinie '1'1,0 stark (/1,0 groJ3), so ist sie auch breit. Bei den iibrigen 
Linien besteht kein so1cher Zusammenhang; es kann Z. B. die Linie '1'2,1 schwach 
sein (/2,1 klein) und doch groJ3e Breite haben (wenn namlich die Resonanzlinie '1'1,0 

stark ist). 
Nach diesem Beispiel kann man sich fUr jeden Fall die Verhaltnisse von 

Starke und Breite verschiedener Linien konstruieren. Eine theoretische Be
griindung ist natiirlich nur mit den feineren Hilfsmitteln der Quantenmechanik 
moglich und muJ3 hier unterbleiben. 

§ 92. EinfluB von StoBdampfung und DOPPLEReffekt 
auf den Resonanzvorgang. 

Wir wollen jetzt zeigen, daJ3 sich die Theorie der LORENTzschen StoJ3dampfung 
ohne weiteres auf den Vorgang der Streuung und Absorption iibertragen laJ3t. 
Das Resultat ist, daJ3 sich die Wirkung der StoJ3e im Mittel ersetzen laJ3t durch 
eine Dampfungskonstante, die in genau derselben Weise mit der mittleren freien 
Weglange zusammenhangt wie im Falle der Emissionslinien (§ 87). 1m An
schluJ3 an diese Betrachtungen werden wir den DOPPLEReffekt behandeln und 
zeigen, daJ3 auch hier sich dieselbe Formel ergibt, wie im Falle der Emission 
(§ 86). 

Wir denken zunachst einen ruhenden Resonator, der nur der Strahlungs
diimpfung unterliegt1, also der Gleichung § 91 (1) geniigt; b bedeutet dabei die 
Konstante der Strahlungsdampfung. 

Der Oszillator soIl nun nicht frei ausschwingen, sondern moge entsprechend 
den in § 87 gemachten Voraussetzungen der LORENTzschen StoJ3theorie infolge 
von ZusammenstoJ3en mit anderen Molekillen unregelmaJ3ige Anderungen in 
Phase und Amplitude erleiden. Wir driicken diese dadurch aus, daJ3 wir an
nehmen: Zu irgendeinem Zeitpunkt to wird die Schwingung ausgelOscht und eine 
neue angeregt. Es sei also 

(1) 

Diese Anregungszeitpunkte soIlen mit einer Haufigkeit sich folgen, die dem 
Gesetz der freien Weglange entspricht [so § 87 (6)]. 

Wir werden daher jetzt nicht die Losung § 91 (3) zu nehmen haben, die ja 
einem stationaren Mitschwingen des Resonators mit der einfaIlenden Welle ent
spricht, sondern wir haben die Losung zu untersuchen, die den angegebenen 
Anfangsbedingungen (1) geniigt. 

Nun erhalt man, wie bereits in § 91 ausgefiihrt, die allgemeine Losung der 
inhomogenen linearen Gleichung § 91 (1) aus der partikularen § 91 (3) durch 

1 Wir bezeichnen daher im folgenden die Dlimpfungskonstante mit Yo (5. § 85, S. 427). 
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Hinzufligen der aligemeinen Losung der entsprechenden homogenen Gleichung, 
d. h. der Gleichung § 85 (9). Deren Losung aber war nach § 85 (10): 

(2) 

Wir wollen abklirzend 

einftihren. Die beiden in (2) auftretenden Frequenzen sind alsdann WI und 
deren mit -1 multiplizierte konjugiert Komplexe - wr. Flir eine beliebige 
Komponente u lautet daher das allgemeine Integral der Schwingungsgleichung 
§ 91 (1) 

(4) u = A eiwl + {3leiw,1 + {32e-iw!l. 

Dabei ist noch 

(5) A - elm E 
- w~ - 002 + iwoyo 0 

gesetzt; E = Eoe'wt bedeute die Komponente des Lichtvektors ~ in der Rich
tung u. PI und (32 sind Integrationskonstanten, deren Werte sich aus den 
Randbedingungen (1) zu 

bestimmen. 
Somit wird aus dem Integral (4), wenn wir noch 

7) t-to=r 

einftihren: 

(8) 

Durch Multiplikation mit e bilden wir das elektrische Moment. Da der Reso
nator isotrop ist, so konnen wir wieder mit Vektoren rechnen. Das Moment 
selbst schreiben wir in der folgenden Gestalt: 

(9) 

wo 
00+00·. 00- 00 . 1 - ---I e-.(w-w,)r + ___ le-,(w+cu1)r 

~ 2000 2000 (r) = -----"----;-(00-1---007) -;-(w--:::t:-+-C--w-7-)--(10) 

Hier hatte nach (" der Nenner eigentlich zu lauten w~ - w2 + iyowo; 
wegen der Kleinheit von Yo stimmt 

I 

(WI - w) (wt + w) = w~ - w2 + iyow + )'0 
4 

damit praktisch liberein. 
Nunmehr machen wir liber die Haufigkeit der Stolle, also liber die Verteilung 

der r-Werte, dieselbe Annahme wie in § 87 (6), d. h. set zen 

(11) d w = ~ e- rli dr. 
T 
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Alsdann laBt sich der Mittelwert von r;p elementar berechnen. Man erhii.lt 
00 

(12) 

Der Nenner dieses Ausdruckes ergibt ausmultipliziert 

rol ror + (ro l - rot) (ro - !) - (ro - ; t . 
Wir vernachlassigen konsequent Glieder, die im Vergleich zu den Quadraten der 
Frequenzen ro und roo in den beiden Dampfungskonstanten Yo und iii von 
zweiter Ordnung sind, und ersetzen ro in dem Produkt mit einer dieser GraBen 
durch roo' Dann wird nach (3) 

(13) 1 (rol - ro + ~) (ror + ro - ;) = ro~ - ro2 + i (Yo + ~) roo 

= ro~ - ro2 + iyroo, 
wo 

(14) 71 = Yo + 71., 

gesetzt ist. Zur Strahlungsdampfung Yo tritt also einfach die StoBdampfung 
y. = 2/i hinzu, in genauer 'Obereinstimmung mit § 87 (13). Das mittlere Mo
ment wird also zufolge (9) 
( ) _ eB ~ 1 
1 5 Po = m 0 w~ _ wB + i y Wo 

Wir wollen hier gleich eine Vereinfachung einfUhren, von der wir spater haufig 
Gebrauch machen werden. 1m allgemeinen ist 71 auBerordentlich klein gegen roo 
[so § 85 (12)]. Beschrankt man sich dann auf Bereiche von ro, fUr die die Differenz 
lro - rool ~ roo ist, so kann man im Nenner ro~ - ro 2 durch 2 roo (roo - ro) er
set zen und hat 

_ eB 1 1 
(16) .po = - - ~o ----- . 

m 2wo + . y COo - w z"2 

Man kann nun weiter leicht auch den DOPPLERe;/ekt heriicksichtigen. Hierzu 
dient die folgende 'Oberlegung: 

Bewegt sich der Resonator so, daB seine Geschwindigkeitskomponente in der 
Richtung des Lichtstrahls E betragt, so greift das Lichtfeld nicht mit der im 
Ruhesystem gegebenen Frequenz, sondern mit der durch den DOPPLEReffekt 
veranderten Frequenz [so § 86 (21)] 

(17) ro'=ro(1+ :) 

an. Der Oszillator schwingt also gemaB der soeben abgeleiteten "Resonanz
kurve" (15) mit dem Moment 
( 8) P _ ~~ '1 
1 o-m 0W~_W/B+iywo 

Die von dem Resonator emittierte Sekundarwelle hat in Richtung der ein
fallenden Welle, bezogen auf das mitbewegte System, die Frequenz ro', bezogen 
aber auf das ruhende System wiederum die urspriingliche Frequenz ro; es tritt 
also keine Transformation der Frequenz, sondern nur eine soIehe der "Starke 
des Mitschwingens" ein. Nimmt man nun wieder das in § 86 (23) abgeleitete 
Verteilungsgesetz fUr die Geschwindigkeiten an, so hat man fUr die Wahrschein
lichkeit, daB ein Resonator gerade mit der Frequenz ro' zum mittleren Moment 
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beitragt, den Ausdruck § 86 (33). Somit ergibt sich fUr das tiber aIle Geschwin-
digkeiten gemittelteMoment: 00 , 

f ("'-"')' 
= eZ 2 e - ~ dw' 

(19) VO=mQ:0Y;<5 w~-w'2+irwo· 
o 

Wir wollen nun voraussetzen, daB die DOPPLERbreite b von etwa derselben 
GroBenordnung ist wie die Dampfungsbreite 'Y (das Verhiiltnis mag urn eine 
Zehnerpotenz nach oben oder unten variieren, jedenfalls sollen 'Y und b sehr 
klein gegen Wo sein). Dann ist die Exponentialfunktion in (19) schon auf Null 
abgeklungen fUr soIehe Teile des Integrationsgebietes w', bei denen die Un
gleichung I Wo - w'l <{:: Wo verIetzt ist; daher kann man dieselbe Annaherung wie 
oben (5. 475) benutzen und im Nenner w~ - W'2 durch 2 wo(wo - w') ersetzen. 

Setzen wir nun wieder wie in § 86 (36) 

(20) w - Wo = 4:or(v - 1'0) = x 
rl2 r ' 

w' - Wo _ 4:or(v' - "0) _ 
r/2 - r - Y, 

so wird 00 

(21) f ("'-Y)' = e2 1 1 - - dy 
11 =--Q: -- e 1J --
t'O m 0 Y; <5 Wo Y - i ' 

-00 

oder nach ZerIegung in Real- und Imaginlirteil 

I 00 00 I "'-Y' "'-Y' = e2 1 1 - - ydy . - - dy 
11 = - -- Q: -...::-- - fe ( 1J ) - + Jfe ( 1J ) - • 
t'0 m 0 V:or <5 Wo yl + 1 y2 + 1 

-00 -00 

(22) 

Dabei ist wieder in bekannter Weise die untere Grenze durch -00 ersetzt. 
Man sieht, daB hier dasselbe (in x symmetrische) Integral auftritt wie das 

in § 86 (37) behandelte, das die Emission darsteIlte, und auBerdem ein ahnliches 
in x antisymmetrisches Integral. In der Tat werden wir sogleich sehen (§ 93, II), 
daBder VerIauf der Absorption mit dem der Emission genau ubereinstimmt. 

§ 93. Verlauf von Dispersion und Absorption durch eine einzelne 
Spektrallinie. 

Wir haben im Vorangehenden unter verschiedenen Voraussetzungen das 
elektrische Moment als Funktion der Feldstlirke berechnet und in jedem FaIle 
eine Formel der Gestalt 
( 1) Vo = (X Q:o 
erhalten; wir haben gesehen, daB fUr 5trahlungs- und StoBdampfung (X die gleiche 
Funktion wird [so §91 (3) und §92 (15)]; auch fur die STARKeffekt-Linienbreite ist es 
im Dipolfalle diese Funktion, in anderen FaIlen eine ahnliche, die man praktisch mit 
ihr identifizieren kann. Wir wollen also diese FaIle zugleich behandeln und die 
Dampfungskonstante, gleichgiiltig w~Iehen Ursprungs sie sei, mit 'Y bezeichnen. 
Wir wollen ferner im Zahler der Formeln den Starkefaktor t hinzuiugen und die 
Naherungsformel § 92 (16) benutzen. Dann wird bei Vernachliissigung des DOPPLER
elfekts 

(2) (X = t ~ 2~ 1. r = -I : 2 ~ \-- W - Wo ( r t + i r/2 . ( r )21; 
°Wo-W+~"2 0 (W-WO)I+"2 (w-wO)I+ "2 

. dagegen wird bei Beru.cksichtigung des DOPPLERettekts 

(3) (X = -I ~ 2~0 : {91(W;;20)0 ,1/) + iV'(W ;;2wo '1/)}' 
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wo 

(4) 
-00 

(
00 (X- Y)' 

1 e 'I dy 
1jJ(X,1/) = y; '1~ ~1 

-00 

gesetzt ist. 
Mit der Formel (1) haben wir den AnschluB an die Betrachtungen des Kap. VII, 

§ 73 hergestellt. Wir haben den Polarisierbarkeitstensor IX"," aus unserem Modell 
bestimmt, und zwar ergibt sich entsprechend der Isotropie dieses Modelles 

(5) lXyz = IX • ., = IX"," = 0 , 

Nach VII, § 76 (14) k6nnen wir jdzt ohne weiteres die optische Dielektrizi
tatskonstante bzw. den Brechungsindex angeben. Wir wollen uns hier zunachst 
auf die Betrachtung von Gasen beschranken (Molekiilzahl N pro Volumeneinheit 
relativ klein). Bei ihnen gilt die einfache Formel [so VII, § 76 (17)] 

(6) n 2 = 1 + 4nN IX, 

wo n den in VI, § 67 (9) eingefUhrten komplexen Brechungsindex 

(7) n=n(1-i") 

und " den Absorptionsindex bedeutet. 
Hier haben wir fiir IX die Summe der Beitrage aller Resonatoren des Molekiils 

einzusetzen, wie sie durch die eben angegebene Formel (2) bzw. (3) dargestellt sind. 
Wir beschranken unsere Betrachtungen zunachst auf die Behandlung der 

Umgebung einer einzelnen Resonanzstelle woo Nehmen wir an, daB die Eigen
frequenzen Wo hinreichend we it voneinander entfernt sind, daB ferner ihre Linien
breiten hinreichend klein sind, so wird der Beitrag aller iibrigen Linien in dem 
Bereich der gerade betrachteten Linie praktisch als konstant anzusehen sein; 
und zwar wird der Imaginarteil von IX klein gegen seinen Realteil, wie wir so
gleich bei der Diskussion der Kurvenform des einzelnen Beitrags deutlich er
kennen werden. Wir k6nnen daher die Summe der Beitrage alIer iibrigen Linien in 
einen praktisch konstanten reellen Wert n5 zusammenfassen, also statt (6) schreiben 

(8) n 2 = n5 + 4nN IX, 

wo jetzt fUr IX direkt einer der Werte (2) oder (3) einzusetzen ist. Wir unter
scheid en die beiden Falle: 

I. Dispersions- und Absorptionsverlauf bei VernachHi.ssigung des 
DOPPLEReffekts. 

Wir betrachten zuerst den Fall so geringer Temperatur, daB man den DOPPLER
effekt vernachlassigen kann, also die Formel (2) zu verwenden hat 1. 

Wir wollen wie iiblich auf Schwingungszahlen v pro Sekunde umrechnen. 
Ferner fiihren wir die Bezeichnung ein 

e2 w 
(9) Il=Nf- '11=-. 

<::: :17:m' 2:17: 

1 S. hierzu A. GOLDHAMMER: Dispersion und Absorption des Lichts (Leipzig 1913). 
Ferner L. NATANSON: Bull. Acad. de Cracovie (1907) S. 316; (1910) S.907, 915. 
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Durch Vergleich von (7) und (8) mit (2) erhalten wir nun 

(10) I 
2 (1 2) 2 + 1 (! ("0 - ,.) 

n -" = no 2"0 ("0 - ,.)2 + (,,/411')1' 

2n2" -- -"- (! - 811'''0 ("-0 ---,.-")Z;;-'+~("""1""'4-:lf=)a • 

Vergleicht man weiter den zweiten Ausdruck (10) mit der Intensitiitsverteilung 
der Emissionslinien (bei Vernachliissigung des DOPPLEReffekts), wie sie durch 
§ 85 (27) gegeben ist, so erkennt man, daB beide Funktionen von" in der gleichen 
Weise abhiingen. Die Fig. 207, S.425, stellt also zugleich auch den Verlauf 
der Funktion 2 n2 " dar. 

Wir wollen hier ein Diagramm entwerfen, in dem Brechung und Absorption 
durch universelle (fiir aIle Substanzen geltende) Kurven dargestellt werden. Zu 
dem Zwecke fiihren wir wieder die Variable aus § 92 (20), 

4:1f(,.-,.0) W-Wo 
(11) --,,- = rFi- = x, 

und die Konstante 

(12) M = 2:1f(! = 2NteZ 

"0" ",.om 
ein. Dann hat man 

I (a) ~ {n2 (1 -- ,,2) - ng} = -1 ~ Xl , 

(13) 1 1 

(b) M 2n2" = 1+ Xl' 

1m FaIle reiner Strahlungsdiimplung hat M 
eine einfache Bedeutung; dann ist niimlich 
nach § 91 (8) 

also 
3 c3 3 

(14) M = 4-liaN = 4---sAgN, 
Fig. 213. Verlau! von Dispersion und Absorp- :If "0 :If 
lion in der Umgebung einer Speklrallinie eines 

Gases bei niedrigeren Drucken. d. h. Mist bis auf einen Zahlenfaktor (etwa-o-) 
gleich der Molekiilzahl im Wellenliingenkubus. 

Der Verlauf der Kurven (13) wird in Fig. 213 dargestellt. Dabei haben wir 
den OrdinatenmaBstab viel groBer genommen als den der Absiisse, damit das 
Bild dem wirklichen Sachverhalt einer schmalen Absorptionslinie naher kommt. 
Die Kurve (13 b) ist mit der in § 85 diskutierten Emissionskurve identisch; die 
Kurve (13a) ist zur Ordinatenachse antisymmetrisch; sie geht durch den Ur
sprung und hat ein Maximum von der GroBe 1 bei x = -1 und ein Minimum 
yom Betrage -1 bei x = 1. 

Wenn M sehr klein ist, bekommt man offenbar (systematisch durch Entwick
lung von n und " nach Potenzen von M) eine Naherungslosung von (13), indem 
man ,,2 neben 1 vernachlassigt, n2 - ~ durch 2 no (n - no) und 2 n2 " durch 
2 n no" ersetzt, und hat dann 

I (a) 
(15) 

(b) 

n-no x 
M /2 no = - 1 + Xl , 

nx 1 . 
M/2no = 1 + Xl' 
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Die Kurven in Fig. 213 stellen nun unmittelbar den Verlauf des Brechungs
und Absorptionsindex dar. 

Bei groBerem M hat man mit den allgemeineren Formeln (13) zu rechnen 
und sie nach n und nx aufzulosen; man erhalt dann ahnlich verlaufende 
Kurven, die aber etwas unsymmetrisch werden. In Fig. 214 sind diese Kurven 
fUr no = 1 und M = 3 gezeichnet. Man erkennt, daB das Maximum von nx, 
eben so auch die ganze n-Kurve, etwas nach der Seite groBerer Frequenzen ver
schoben sind; auBerdem ist die Absorptionskurve etwas verbreitert. 

Die Verschiebung und die Verbreiterung hangen yom Drucke ab, da nach 
(12) M der Zahl N der dispergierenden Molektile in der Volumeneinheit pro
portional ist. Sie werden merklich, wenn M von der GroBenordnung 1 oder 
groBer wird. [Handelte es sich urn reine Strahlungsdampfung, so wiirde das 
nach (14) bedeuten, daB sich etwa 13 Atome im Wellenlangenkubus befinden.] 
Wir haben hier einen EinfluB der Dichte, der ganz verschieden ist von der 
LORENTzschen StoBdampfung und einfach damit zusammenhangt, daB das 
elektrische Feld des Lichts ein Mittelwert iiber die Momente aller Molekiile 
pro Volumeneinheit ist. Man hat hier die erste Andeutung eines Effektes, 
den wir bereits oben als Kopplungs- oder auch Resonanzverbreiterung erwahnt 
haben. Man bekommt ibn vollstandig, 
wenn man die Wechselwirkung der 
einzelnen Atomresonatoren genauer 
beriicksichtigt; hierzu sind aber 
keineswegs neue Ansatze notig, son
dem diese Kopplungen sind bereits 
in der LORENTZ-LoRENzschen For
mel vollstandig enthalten. Diese 
war ja nichts anderes als der Aus
druck der Wirkung der gegenseiti
gen Zustrahlung gleicher Resonato
ren auf das mittlere Moment. 

Wir wollen noch kurz die Formel 
fUr die Linienverschiebung und -ver
hreiterung durch Kopplung ableiten 

Fig. 214. Verlauf von Dispersion und Absorption in der Urn· 
gebung einer Spektrallinie eines Gases bei hoherell Drucken. 

(s. hierzu die analoge Rechnung in § 95, S. 503). 
§ 91 (4) die LORENTZ-LoRENzsche Formel § 76 (15) 

Hierzu schreiben wir nach 
in der Gestalt 

n2 - 1 = 4.;r N ex = f3 
n 2 + 2 3 ' 

( 16) 
4.1l2 1 f3 = --- e -- - - -
3 w~ - w 2 + i l' Wo ' 

aus der sofort folgt: 

n 2 - 1 

oder 

( 17) 

wo 

(18) 1 
- l! 4.1l2 (! (2.;r2 (! ') 
Wo = Wo / 1 -- 3 w~ = Wo 1 - 3 ~l + . .. , 
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Die Gleichung (17) hat wieder genau die Form (6), wie bei Vernachliissigung 
der Kopplung zwischen den Resonatoren, nur daB in dem Ausdruck ffir IX als 
Funktion der Frequenz statt Wo und 'Y die abgeanderten Werte 000 und ji ein
zusetzen sind; aus (18) erkennt man, indem man ffir (! seinen Wert (9) einsetzt, 
daB sowohl die Frequenz als auch die Dampfung eine der Dichte proportion ale Ver
schiebung erfahren. Beriicksichtigen wir in (17) die Wirkung anderer Absorptions
streifen, indem wir die 1 auf der linken Seite durch ~ ersetzen, so erhalten wir 

(19) n2- ... ~=_~ 
"U X-t' 

wobei aber jetzt in den Definitionen (11) und (12) von x und M die GroBen vo(wo) 
und r durch vo(wo) und r zu ersetzen sind. 

Diese Formel (19) ist vollig gleichwertig mit (13). Die durch (18) dargestellte 
Kopplungsverbreiterung steht nach WEISSKOPF1 in guter 'Obereinstimmung mit 

~ ~ 

t- t-
~ 
<0 

F F= 
~ I:: 
;g 

~ ~ 
I::~ 
:j"' 

r- r- ~ .. 
f= f= 

~ 

t- t-
~ 

~ ~ 
~ ~ § ~ 
~ b c 

Fig.2Isa-c. a) Lotrecbt verlaufendes Gitterspektrum. - b) Gitterspektrum, schrag verschoben durch ein gekreuzt 
zom Gitter stehendes, normal zerstreuendes Prisma. - c) Gitterspektrum, verzerrt durch ein zum Gitter gekreuzt 

stehendes, anomal zerstreuendes Prisma. (Nach H. KESSLER aus Handb. d. Physik Bd. 18.) 

der Erfahrung (Z. B. bei den D-Linien des Natriums); doch wollen wir darauf 
nicht naher eingehen. 

Gewohnlich geniigt die Beobachtung der einfachen Formel (15), da das Innere 
des Absorptionsstreifens der Beobachtung kaum zuganglich ist und auBerdem 
dort die Wirkung des DOPPLEReffekts den EinfluB der Verzerrung durch die 
Absorption nach (13) iiberdeckt. In einigem Abstande von der Linienmitte 
geniigen immer die Formeln (15). 

In jedem Falle sieht man, daB der Brechungsindex auBerhalb der Halbwerts
breite des Absorptionsstreifens mit wachsender Frequenz stets ansteigt (norm ale 
Dispersion); innerhalb des Absorptionsstreifens aber hat er den umgekehrten 
VerIauf: Man spricht in diesem Falle von anomaler Dispersion. Sie ist fUr 
schmale Absorptionsstreifen, wie bei Gasen, auBerst schwer nachzuweisen, weil 
sie ja gerade mit dem Bereich starkster Absorption zusammenfiillt. Jedoch 
gibt es Substanzen mit schwachen, ausgedehnten Absorptionsgebieten, bei denen 

1 V. WEISSKOPF~ Z. Physik Bd. 75 (1932) S.287. 
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man geniigend dOnne Schichten herstellen und damit das Absinken des Brechungs
index in dem anomalen Gebiete verfolgen kann. 

1860 hat LERouxl durch Messungen an einem mit Joddampfen gefiillten 
Prisma entdeckt, daB die roten Strahlen mehr abgelenkt wurden als die blauen. 
(Fiir 700 0 C war der Brechungsindex fiir rotes Licht 1,0205, fiir violettes 1,019.) 
1870 fand CHRISTIANSEN 2 anomale Dispersion in einer alkalischen Losung von 
Fuchsin, einem Anilinfarbstoff, der im Griinen ein starkes Absorptionsband hat. 
Er arbeitete mit einem Prisma, das aus zwei unter nur 1 0 geneigten Glasplatten 
bestand, zwischen denen die Losung durch Kapillarkrafte gehalten wurde. Auch 
hier wurde violettes Licht weniger abgelenkt als rotes. Ausfiihrliche Unter
suchungen stammen von KUNDT 3, der die Methode der gekreuzten Prismen 
einfiihrte : 

Das erste Prism a mit normaler Dispersion (statt dessen kann man auch 
ein Gitter nehmen) entwirft ein horizontales Spektrum. Dieses laBt man 
durch ein Prisma der zu untersuchen
den Substanz hindurchtreten, wobei die 
brechende Kante zu der des erst en Pris
mas senkrecht steht. Solange die Di~per
sion im zweiten Prisma normal ist, ent
steht durch die doppelte Ablenkung ein 
schrages Farbband (s. Fig. 215 b). Wenn aber 
anomale Dispersion eintritt, so. wird dieses 
Band unregelmaBig verzerrt (s. Fig. 215 c). 
Bei feinen Absorptionslinien sieht man aller
dings nicht die Teile des Bandes, die 
innerhalb der Linie liegen, erkennt aber 
trotzdem die anomale Dispersion an der 
Unstetigkeit des Verlaufes. Diese Erschei
nung wurde von WOOD' an Natriumdampfen 
demonstriert. Hier hat der in einer Bunsen
flamme zum Leuchten gebrachte Natrium
dampf einer kleinen Salzperle von selbst 
pPismenahnliche Form. Da nun die D-Linie 
aus zwei eng benachbarten Komponenten 
besteht, so erhii.lt man Bilder (s. Fig. 216), 
bei denen man das zweimalige Abbiegen in 
der Umgebung der beiden Linien deutlich F!a:.z .. AllomaJeUispersionder Natrium-V·Limen bel 3 v schied.~ Dampfdrucken (Aufnahme voo 
erkennen kann. G. CARlO). 

Theoretisch ist die anomale Dispersion bereits in den ersten Dispersions
formeln von KETTELER5 , SELLMEIER6 und HELMHOLTZ 7 enthalten. Neuerdings 
ist sie von KOPFERMANN und LADENBURG8 behandelt worden. 

1 F. P. LEROUX: Ann. Chirn. et Physique (3) Ed.41 (1861) S. 285; s. a. C. R. Bd. 55 
(1862) S. 126. 

2 C. CHRISTIANSEN: Pogg. Ann. Bd. 141 (1870) S. 479; Bd. 143 (1871) S. 250. 
3 A. KUNDT: Pogg. Ann. Bd. 142 (1871) S. 163; Ed. 143 (1871) S. 149; Bd. 144 (1871) 

S. 128; Bd. 145 (1872) S. 67 u. 164. 
, R. W. WOOD: Physical Optics, S. 116. New York 1923. 
6 E. KETTELER: Pogg. Ann. Bd. 140 (1870) S. 1-53, 177-219. 
e W. SELLMEIER: Pogg. Ann. Ed. 143 (1871) S.272. 
7 H. v. HELMHOLTZ: Pogg. Ann. Bd. 154 (1875) S.582. 
8 H. KOPFERMANN U. R. LADENBURG: Z. physik. Chern. Aht. A (HABER-Bd., 1928) 

S.375. 

Born, Optik. 31 
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II. Dispersions- und Absorptionsverlauf bei Beriicksichtigung 
des Dopplereffekts. 

Wir haben also jetzt die Formel (3) fiir IX zu benutzen1• Fiihren wir wieder 
die Variable x aus (11) und die Konstante M aus (12) ein, so erhalten wir 
entsprechend (13) jetzt die beiden Funktionen 

w- wo 
X=---

r/2 
~ 

17 =-. r 
Wir haben also die beiden durch (4) definierten Funktionen cp und "p fiir 

verschiedene Werte des Parameters TJ aufzutragen. Man kann nun zeigcn, daB 
sich diese Funktionen auf den Real- und Imaginarteil des GAussschen Fehler
integrals fiir komplexes Argument zuriickfiihren lassen; hierdurch kann man die 
bekannten Reihenentwicklungen dieses Integrals verwenden und erhiilt so mtihe
los die entsprechenden Entwicklungen unserer Funktionen cp und "p. Wir setzen 
niirnlich 

(21) /

00 (X_Y)2 
X(x, TJ) = yn17 ("P + icp) = e - -'1- 1 ~z'y' 

-00 

Nun ist 00 

__ 1_. =j'e-(I-iY);dl:. 
1 - zy \>, 

o 
also 

00 00 

f -';(~'-2"Y+)")r -(I-iy)" 
X(x,17)= dye 'I . e d~, 

-00 0 

Durch Vertauschung der Integrations-Reihenfolge wird 

00 00 

! -E+iX;-h'E'! -~ 
= d~ e du e 'I, 

o -00 

wo 
( . ?J2~) 

U = Y - x + 1 2 -

1 Eine kurze Darstellung der im folgenden behandelten Verhaltnisse (ohne Beweise 
der Formeln) gibt F. REICHE (Verh. dtsch .. physik. Ges. 1913 S.3). Seine Darstellung der 
Funktion 11', namlich 00 

11'= fd~e-;-h·;·.cOS(X~) 
o 

prhalt man aus der unseren durch Benutzung der Jdentitat 

00 

-- = e '. cos(y~)d~ 1 f-' 
1 + y2 

o 
nach einfacher Rechnung. 

Ferner ist das Problem behanclelt bei M. W. ZEMANSKY: Physic. Rev. (2) Bd. 36 
(1930) S. 219. 
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gesetzt ist. Nun gilt bekanntlich 

Mithin wird 

00 r u' 

.' e - ;Ji du =--'- ,Il'n- . 
-00 

00 

(1 - ;"')'1 ( 1 - i"')' 
X(X.l/) == '1l'ne -'1- d~e - h;+ 'I 

o 
00 

= 21'neC ~/"'rIdwe -w' 
1 -i% 

'I 

Wir fiihren die GAusssche Fehlerfunktion 

(22) 

ein; dann wird 

(23) 

Nun gelten 
asymptotisch 

'" f' 

'P (x) = -..: e w; n. 2 I -W'd 
I:r. 

o 

f/> (00) = 1 

x (x, 11) = nl ~/!.-r {1 - f/>C ~ iX)}. 
bekanntlich die fol~enden Entwicklungen 1 : Fiir I x I ~ 1 ist 

1 e- Z
'{ 1 1'3 1'3'5 } 

(24) . 1 - f/> (x) = y~ -X-- 1 - 2;2 + (2x2)2 - (2X2)3 + - . .. , 
und fiir jedes x konvergiert 

2{X X3 x5 ' } (25) 1 - f/>(x) = 1 - -~-= -- - -~ + - - + .... V:r 1 1!'J 2!'5 

Aus (23) erbalt man hiernach: 
die asymptotische Entwicklung2 fiir Ix I ~ 1: 

(26) 'V (x ) _ --.!!J''; _ {1 - ~-~ - + __ 'I~~_~- - 11°_,_ 1 :l;J + - . " 1 , 
,. ,II -1-ix 2(1-u)2 22(1-U)' 23 (1-u)8 I' 

die bestandig konvergente Potenzreihe: 

(27) X(x.17) = nr~-p-r{1 _ 2{1 - ix _ 
tS 'I 

Zerlegt man in Real- und Imaginarteil und fiigt die Normierungsfaktoren 
wieder hinzu, so erhalt man die folgenden Entwicklungen un serer gesuchten 
Funktionen: 
fUr groBe x: 

(28) 

1 S. jAHNKE-EMDE: Funktionentafcln. IX S. 31. 
2 Man kann die asymptotische Entwicklung auch direkt erhalten. indem man die Funk

tion 1/( 1 - i y) nach Potenzen von i (y - xl I( 1 - ix) entwickelt und (21) gliedweise integriert, 

31* 
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fUr kleine x: 
I-z' 

2 -.-{ 2x [X 1 rp = - e 'I cos -I • - - 8 l' 3 ((f)x - (g)x3) 
1/ 1/ 1/ 7J.. • 

1 (5 a...ll:;...& ] + 1/1.2' • 5 (I)X""7" (S)k- + (:;)k-) + - ... 
. 2x (1 1"- [1 1 ( S - sm -;jI."2 n + - -;j" + 1/8. 1! . 3 1 - (2)X2) 

(a) 

- __ 1_(1 - (~)X2 + (~)x4) + - ... ])}, 
1/1. 2! • 5 . 

t - s' 
2 -. {. 2x [X 1 ( 1I) S ...lI) 'If' = - e 'I sm -I • - - 8 l' 3 (, x - (S)k-
1/ 7J 1/. 1/.. • 

(29) 

1 :; .:; ] + 1/1.2' • 5 ((I)X - (g)x3 + (lj)x') + - ... 
2x (1,,- + [ 1 + 1 ( S 2) + COS -;jI' '2 r n - -;j" 7J1 • 1 ! . 3 1 - (2) X 

(b) 

- 1/1.~!. 5 (1 - (~)Xll + (~)x4) + - ... ])}. 
Die Reihen (28) zeigen zunachst das wichtige Resultat, daB ffir jedes 'TJ beide 

Kurven in hinreichendem Abstande von der Linienmitte gegen die einfachen 
Dispersionskurven (13) konvergieren. Diese Tatsache hat MINKOWSKI1 benutzt, 
urn die natiirliche Linienbreite und die Verbreiterung durch DruckerhOhung 
ohne Storung durch den DOPPLERe£fekt zu messen. Er hat die Absorptions
kurve in hinreichendem Abstande von der Linienmitte ausphotometriert und 
gezeigt, daB sie den Verlauf der einfachen Dampfungskurve (13) hat; aus dem 
Anstieg (Skala von x) konnte er "bestimmen. Die Durchfiihrung an den D-Linien 
des Natriums ergab fiir beide Komponenten als natiirliche Linienbreite "0 = 0,62 ·1Q8 sec-I. Die Druckverbreiterung wird bei einem Druck des reinen 
N a-Dampfes von 10-2 mm an merkbar; es zeigte sich dabei, daB der Verlauf dann 
nicht mehr dem der reinen Dampfungskurve entspricht, was vermutlich durch 
den oben diskutierten EinfluB der Nachbaratome (Kopplungsverbreiterung) zu 
erkliiren ist. 

Mit Hille unserer Reihen (28) und (29), deren Bereich guter Konvergenz 
ein wenig iibereinander greift, und mit numerischer Quadratur lassen sich die 
Funktionen auswerten. Das Ergebnis zeigt die Tabelle 38, in der auBerdem zum 
Vergleich die elementaren Funktionen 1/(1+x2) und x/(1 +x2) (in Fig. 217 ge
strichelt gezeichnet) eingetragen sind. Der Verlauf der Funktionen ist in Fig. 217 
veranschaulicht l • Man ersieht aus den Kurven folgendes: 

Wir betrachten· zuliachst die symmetrische .Absorptionskurve 'If'. Hier iiber
kr:euzen alle Kurven (ffir verschiedene 'TJ) die Grenzkurve 1/(1 + X2) in der Gegend 
von x = ±1 (d. h. co - COo = ±,,/2); innerhalb dieses Bereiches liegen sie siimt
lich unterhalb der Grenzkurve, auBerhalb liegen sie iiber ihr; in gro6erer Ent
fernung niihern sie sich asymptotisch der Grenzkurve an. 

1 R. MINKOWSKI: Z. Physik Bd. 36 (1926) S. 839. MINKowsKI und viele andere Autoren, 
die sich mit dieser Frage bescMftigen, zitieren bei der Behandlung des gleichzeitigen Ein
flusses von Dllmpfung und DOPPLBReffekt auf die Dispersion eine Abhandlung von W. VOIGT 
(Mllnch. Ber: 1912 S.603). Die Ableitung der VOIGTSchen Formeln ist aber anfechtbar, 
und die Formeln selbst sind verwickelt und undurchsichtig. 

I Die numerische Berechnung der Funktionen ist von den Herren cando math. R. BUN
G:BRS uDd F. Bopp durchgeffihrt worden. Man findet eine unserer Fig. 217 Ahnliche Dar. 
steUung bei M. W. ZEMANSKV; Physic. Rev. (2) Bd. 36 (1930) S. 219. 
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Auch bei der antisyinmetrischen Dispersionskurve rp verlaufen samtliche 
Kurven fUr verschiedene 1J bei hinreichend groBem Abstande X von der Mitte 
oberhalb der Grenzkurve x/(1 +x2). der sie sich ebenfalls asymptotisch nahern. 
Sie iiberschneiden die Grenzkurve aber bereits in vie! groBerem Abstande von 
der Mitte als die Kurven '1', und zwar bei urn so groBeren x-Werten, je groBer 1J 
ist. Hierin liegt es begriindet, daB der DOPPLEReffekt den charakteristischen 
Verlauf der Dispersion in der nachsten Umgebung der Linie erheblich verwischt. 

-/I -3 -z -1 o z 3 'I 
-:1: 

45 fA ~fN ~ 
! 

411 i r ~ 11/ "',(.r.1) 

O;JU/ /fir,z ~ 
V/ 
'/ 

II J -z -1 /., 1 Z J , 
VA 4 

........... / Iii 4 

-4 
~ ./ VII -411 

~ ~I /J.S 

Fig.217. AbeocptioDs- unci DispersIoDsverlauf bel BertlcksichtIguD/ des DoPPLUeffekts. 

Di~lben Bemerkungen, die wir an die Forme! (13) gt!lmiipft haben betreffs 
des unsymmetrischen Verlaufs der GrOBen n und n" selbst, ge!teD auch fUr die 
bier gegebene vollstiindige Theorie, da ja die linken Seiten von (20) mit denen 
von (13) 'iibereinstimmen. Ferner ist 

00 00 

(30) j",,(x,1/)d.x = f'Yld~ 1 = 1r. 

-00 -00 
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Das Gesamtintegral der Absorption hat also denselben Wert wie fiir die ein
fache Absorptionskurve. 

Tabelle 38. 

1 f"" 1 _(%-:f')" 1 fOO Y -(%-Y)' 
Dielntegraletp(x,1/)=- --2e 7J dyundcp(x,1/)=- --2e 7J dy 

. r;;1/ 1 + y r;;1/ 1 + y 

% 

0.0 
0.2 
0,4 
0,6 
0.8 
1,0 
1,2 
1.4 
1,6 
1,8 
2.0 
2.2 
2.4 
2.6 
2,8 
3.0 
3.2 
3.4 
3,6 
3,8 
4,0 

-00 -00 

fur die Parameterwerte 1/ = 2, 1. t, 1\; sowie deren Grenzkurven. 

t 
'I' (%. t) '1'(%. !) '1'(%. I~) 

% 
'1'(% .2) '1' (%, t) '1'(%, II 

t +%' 
.'1'(%,2) 

t +%' 

1.000 0.545 0,7~8 0.910 0.995 0,000 0,000 0.000 O~OOO 
0.962 0.542 0.749 0.890 0.958 0,192 0,045 0.093 0,145 
0.862 0.534 0.714 0.835 0.861 0,345 0,090 0.173 0.270 
0.735 0,518 0,663 0.751 0.735 0,441 0,133 0.264 0.361 
0.610 0.497 0.606 0.632 0.610 0,488 0,171 0.322 0.438 
0.500 0.473 0.532 0,525 0.501 0,500 0,204 0.361 0.470 
0.410 0.444 0.461 0.434 0.411 0,492 0,238 0.388 0.474 
0,338 0.410 0.405 0,356 0,339 0.473 0.257 0.399 0.467 
0.281 0.374 0,346 0.301 0.282 0.450 0.280 0.402 0.446 
0,236 0,342 0.292 0,251 0,237 0,425 0.292 0.400 0.425 
0.200 0.308 0.254 0.212 0,201 0.400 0.304 0,392 0,401 
0,171 0,286 0.212 0.179 0.171 0,376 0,310 0.374 0.379 
0.148 0.255 0,180 0.1;6 0,148 0.355 0.314 0.357 0.358 
0,129 0,228 0,155 0.134 0,129 0.335 0,311 0,338 0.338 
0.113 0,201 0,138 0.117 0,113 0,316 0,305 0.321 0.318 
0.100 0,180 0.117 0.103 0,100 0.300 0,299 0.307 0,302 
0,089 0,162 0.101 0.092 0,089 0.285 0,291 0.293 0,287 
0,080 0,149 0.090 0,082

1 

0.080 0.272 0,282 0,279 
0,274 I 0.072 0,140 0.080 0,074 0.072 0.259 0,272 0.266 0,261 

0.065 0,133 0,072 0.066 0.065 0,246 0,259 0.252 0.247 
0,059 0,127 0.065 0.060 0.059 0.235 0,243 0.240 0.236 

§ 94. Experimentelle Bestimmung der Absorptions- und 
Dispersionskonstanten von Gasen. 

'1' (% ,,~) 

0.000 
0,189 
0,341 
0.439 
0,487 
0,499 
0.491 
0.473 
0.450 
0,425 
0.400 
0.376 
0.355 
0,335 
0,316 
0.300 
0,285 
0.272 
0.259 
0,246 
0.235 

Wir wollen in diesem Paragraphen zunachst Gase von so geringer Temperatur 
bzw. so hohemMolekulargewicht voraussetzen, daB wir den DOPPLEReffekt ver
nachlassigen k6nnen; auf seinen EinfluB werden wir gelegentlich zuriickkommen. 

Wir haben es also mit den Dispersionsformeln § 93 (10) bzw. (13) zu tun. 
Die Form des Absorptionsstreifens (n und ,,) hangt auBer von der Eigenfrequenz "0 
von den beiden Konstanten e und y abo Beide set zen sich aus dem Molekiil eigen
tiimlichen Konstanten und solchen zusammen, die Eigenschaften des Gases als 
Ganzes beschreiben; so ist e auBer durch die universelle Konstante e2Jm durch das 
Produkt von Starke t (Molekiilkonstante) und Molekiilzahl N (Dichte) bestimmt, 
und y bei nicht zu geringem Drucke in der Hauptsache durch die freie Weg
lange l (wirksamer Querschnitt), bei geringem Drucke aber wieder durch den 
Starkefaktor t. Es handelt sich nun darum, die verschiedenen Methoden anzu
geben, die zur Bestimmung jener Konstanten dienen. Zu diesem Zwecke kann 
man Messungen der Schwachung durch Absorption oder des Brechungsindex 
benutzen, die wir der Reihe nach besprechen. 

I. Absorption. 
Zur Bestimmung der beiden Konstanten e und y geniigen zwei unabhangige 

Messungen an der Absorptionskurve; viel mehr gewinnt man natiirlich, wenn 
man die Kurve vollstandig aufnimmt. Wegen der Schmalheit der Linien ist 
dieses Verfahren aber sehr schwierig, wir besprechen daher zunachst die ein-
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fachen Methoden, die mit einzelnen, leicht bestimmbaren Extrem- oder Integral
wert en operieren. 

Benutzt man einen Spektralapparat von geringem Auflosungsvermogen, der 
gerade genugt, die betrachtete Linie von anderen zu trennen, aber nicht, urn 
den Intensitatsverlauf innerhalb der Linie selbst durchzuphotometrieren, so 
kann man die Schwachung des Lichts einer Lichtquelle von irgendwelcher konti
nuierlicher Intensitatsverteilung durch eine Schicht des betrachteten -Gases im 
Bereiche der Spektrallinie messen. Man kann dabei eine Lichtquelle benutzen, 
die im Bereich der betrachteten Spektrallinie konstante Intensitatsverteilung 
hat; in diesem FaIle spricht-man von Gesamtabsorption schlechthin. Anderer
seits kann man als Lichtquelle auch eine leuchtende Schicht desselben Gases 
nehmen, dessen Absorption man studieren will. Man erhalt dann die Absorption 
-der Linie "in sich selbst" und spricht von Linienabsorption. 

Die in § 93 angegebenen Formeln liefem unmittelbar nur die Absorption 
einer unendlich dunnen Schicht. In Wirklichkeit hat man es nun meistens mit 
Schichten von endlicher Dicke zu tun; es wird sich also darum handeln, die ver
schiedenen Arten der Absorption fur endliche Schichtdicken zu untersuchen. 
Dies ist darum von besonderer Bedeutung, weil man durch Variation der Schicht
dicke einen Parameter zur Verfugung hat, der es unter geeigneten Umstanden 
erlaubt, die beiden Konstanten (! und y ohne wirkliche Auflosung der Linie 
getrennt zu bestimmen. Diese einfache Methode besprechen wir zuerst und 
schlieBen dann diejenigen Verfahren an, bei denen durch hohes Auflosungs
vermogen eine wirkliche Durchphotometrierung des Absorptionsverlaufes durch 
das Spektrum ermoglicht ist. 

1. Gesamtabsorption. 
a) Unendlich diinne Schichten. Nach Kap. VI, § 67 (18), (19) ist die Energie

abnahme in einer unendlich dunnen Schicht der Dicke d fUr monochromatisches 
Licht gegeben durch das Produkt Xd, wo 

(1 ) 
4.1fV 

X = -n" e 

gesetzt ist. Hat man als Lichtquelle ein kontinuierliches Spektrum, dessen 
Energie im Bereiche der betrachteten Absorptionslinie als konstant angesehen 
werden kann, so ist die gesamte Absorption 

00 00 

(2) A = fd. X ()I)dv = 4e.1f d·fv. n".dv. 
o 0 

Beschranken wir uns auf den Fall schwacher Absorption [symmetrische Absorp
tionslinien, § 93 (15)] und fuhren statt v die Integrationsvariable x nach § 93(11) 
ein, so wird nach § 93 (15), wenn wir die' untere Grenze -4nvJy durch -00 

ersetzen, 
00 

(3) A = rM .d.v I'~ 
2eno o. 1 + Xl • 

-00 

Genau dasselbe gilt nach § 93 (30) auch dann, wenn wir die allgemeine Dispersions
formel mit Berucksichtigung des DOPPLEReffekts bemitzen. Aus (3) folgt nach 
§ 93 ('12) 

(4) A = !!.- M voyd = ;orIe d = .1fNlel d. 
e 2no eno emno 
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An diesem Resultat ist bemerkenswert, daB die Gesaffltabsorptwn ciner un· 
endlich dunnen Schicht nur von Q, d. h. dem Produkt der MolekUlzahl und der LiniC1f,
starke, N I, aber gar nicht von der Diimplung r abhiingt1• 

Man kann Messungen der Gesamtabsorption zur Bestimmung des Starke
faktors I benutzen, indem man die Anzahl der Molekiile aus dem Dampfdruck mit 
Hille der Gasgesetze berechnet. Dies ist in der oben ausfiihrlich besprochenen 
Arbeit von FUCHTBAUER, Joos und DINKELACKER (s. § 87, S. 439, Anm. 2 u. 3) 
fUr die Quecksilberlinie ).0 = 2537 A ausgefiihrt worden. Dabei wurde aus den 
gemessenen Kurven der Grenzwert der Gesamtabsorption fUr unendlich kleine 
Drucke extrapoliert. Das Resultat lautet: 

Hg-Linie 2537: I = -.Jr; = 0,0286 

(s. hierzu die Tab. 41 auf S. 498). 

1 Wir wollen darauf hinweisen. daB die quantentheoretische Umdeutung der Formel (4) 
in Verbindung mit der Formel § 85 (37) fur die naturliche Linienbreite zu der wichtigen 
EINsTEINsehen Relation zwischen Abscwptions- und Emissionswaht-seheinliellkeit von Licht
quanten ffihrt. Wir haben nl!.mlich in Anm. 1 zu S. 423 § 85 gesehen. daB l" = 1/r a1s Lebens
dauer eines angeregten Atoms aufgefaBt werden kann. Die natfirliche Lebensdauer ist 
l"o= 1/1ro. wo f der Stl!.rkefaktor der betreffenden Linie und nach § 85 (37) 

2 el 8nl e2 

Yo = 3" mea co~ = 3 mea ,.~ 

ist. Mit EINSTEIN bezeichnen wir die GroBe 

A = Yof 

als Emissionswahrscheinlichkeit eines Lichtquantes 11 Vo pro Sekunde. 
Andererseits ist nach Formel (4) des Textes ffir den Fall einer isolierten Spektrallinie 

(no = 1) die von einem Molekfil (N d = 1) aus einem parallelen. linear polarisierten Licht
strahl der Intensitl!.t ] herausabsorbierte Energie gleich 

nfel 

em J. 

Wir ffthren nun statt ] die rl!.umliche Strahlungsdichte u ein: nach I. § 2 (4) und (7) gilt 

e -
] __ "'t 

- 4n '2-% I 

1 - 3 - 3 u = - ~I = _~. = - ] • 
4'" 4'" Z c 

Die in einem homogenen Strahlungsfeld der Dichte " absorbierte. Energie ist dann 

nfel 

3m"' 
und hieraus erhl!.lt man die Anzahl der absorbierten Quanten durch Division mit IIvo: wir 
schreiben sie: 

ntel 1 
Bu=---'u: 

3m IIvo 

dann ist B die Absorptionswahrscheinlichkeit eines Lichtquants IIvo pro Sekunde. 
Dividieren wir die beiden erhaltenen Formeln 

8n· elf. B = !!.-. elf _1_ 
A = 3 mel VO' 3 m IIvo 

durcheinander. so ergibt sich 
A 83111 a 
8=7 vo' 

EINSTEIN hat diese Relation zuerst bei Gelegenheit seiner berfthmten Ableitung der PLANCK
schen Strahlungsfoqnel auf Grund der BegriHe Absorptions- und Emissionswahrscheinlich
keit eines Lichtquants aufgestellt [so A. EINSTEIN: Physik. Z. Bd. 18 (1917) S. 121. oder 
auch M. BoRN: Vorlesungen fiber Atommechanik. Bd. I § 2 S. 7. Berlin 1925]. 
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b) Endliche Schichtdicke. Kontinuierlicher Hintergrund. In praxi wird 
man es immer mit endlicher Schichtdicke zu tun haben. In diesem Falle ist 
die Absorption gegeben durch 1 

,..+" 
(5) A = J (1 - e-x")dv. 

"'-" 
Wir setze~ nun den Ausdruck (1) flir X in (5) ein; wir konnen darin noch v 

durch Vo ersetzen und flir n" den Ausdruck § 93 (15b) benutzen. Flihren wir 
ferner die Abklirzung 

(6) c = 2nl'o Md = 4nl -f. d = 4n el Nt d 
eno e no " eno m " 

ein, so wird 
00 

(7) A = :n!(1 - e-t:~)dx. 
-00 

Partielle Integration liefert alsdann 

(8) 
-00 

Das Integral (8) laBt sich durch die Substitution 

(9) x = tg.!e. 
2 

auf die bekannten BESSELschen Funktionenll 

(10) 
" 

11 (z) = - ~ f e"OOS'l'cosrpdrp 
o 

zuriickfiihren. Es nimmt namIich hierdurch die Gestalt an 

(11) 

1 Die folgende Theorie der Absorption in endlichen Schichten ist vor allem von LADEN
BURG uiid RBICRE entwickelt wordep.; s. R. LADENBURG U. F. RBICRE: Sitzgsber. Schles. 
Ges. vaterl. Kult. 21. Febr. 1912; R. LADENBURG U. F. RBICHE: Ann. Physik (4) Bd. 42 
(1913) S. 181. In dieser Arbeit ist die Absorption pro Einheit des Frequenzbereiches (Kreis
frequenz I) mit A bezeichnet, wAhrend hier derselbe Buchstabe die Gesamtabsorption fiber 
das Spektrum, soweit sie von einer Linie herrfihrt, bedeutet. Dadurch erklArt es sich, daB 
unsere SchluBformeln von denen der zitierten Abhandlungen einmal um den Faktor 2 n, 
dann auch um den Faktor 2 a abweichen. Dabei ist a eine solche Frequenzdifferenz, daB 
an den Stellen"o ± a die Absorption bereits praktisch Null ist; d. h. es solla groB sein 
gegen die Halbwertsbreite". Man kann daher in den folgenden Integralen die Grenzen 
±4n a/y durch ± 00 ersetzen. 

I Siebe Kap. IV, § 49 (4); in unserer Formel (10) ist· jedoch eine andere Integraldarstel
lung (die HANsENsche) benutzt (5. JAHNKE-EMDE: Funktionentafeln, S.169. Leipzig u. 
Berlin 1909). 
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Besonders wichtig sind die beiden Grenzfalle, die man aus den bekannten 
Eigenschaften 1 der BESsELschen Funktionen leicht erhaIt, namlich der bereits 
behandeIte sehr dunner Schichten (C ~ 1) und der entgegengesetzte Fall sehr 
dicker Schichten (C::> 1). 1m ersten FaIle ergibt sich unter Benutzung der Potenz
reihenentwicklung fiir die BESSELschen Funktionen: 

( 12) 

im zweiten FaIle unter Benutzung der asymptotischen Entwicklungen 

(13) 

In diese beiden Formeln set zen wir noch fiir C den Wert aus (6) ein; dann wird 

1 
(a) 

(14) 
(b) 

Die erste Forme! ist mit der oben direkt abgeleiteten Gleichung (4) identisch und 
lehrt die Unabhangigkeit der Gesamtabsorption einer diinnen Schicht von der 
Dampfungskonstanten. Bei groper Dicke der absorbierenden Schicht aber ist die 
Gesamtabsorption sowohl von (! als auch von y abhiingig, und zwar ist sie der Wurzel 
aus ihrem Produkt proportional. Man kann also, wie oben behauptet, durch Kom
bination der Messungen bei verschiedener Schichtdicke die beiden Konstanten (! 

und y einzeln bestimmen. 
c) Endliche Schichtdicke. Linienabsorption. Gelegentlich benutzt man bei 

der Messung der Absorption einer Spektrallinie genau dieselbe Spektrallinie als 
Lichtquelle. Die VerhaItnisse sind dann einfach, wenn es sich urn Temperatur
leuchten handeIt, oder jedenfalls in einem Fall, auf den das KIRCHHoFFsche 
Gesetz der Temperaturstrahlung2 anwendbar ist: Das Verhiiltnis von Emissions
vermogen zu Absorptionsvermogen ist Hir iede Temperatur eine universelle Funk
tion der Frequenz. Diese Funktion kann man im Bereich einer schmalen Spektral
linie konstant setzen und hat dann fUr das Emissionsvermogen 

( 15) 

MiBt man den von dem AbsorptionsgefaB absorbierten Bruchteil dieser Intensitat, 
so erhaIt man die sog. Linienabsorption3 

1 Fiir kleine z gilt die Potenzreihenentwicklung (5. J AHNKE-EMDE: S. 92) 

II (lZ) = - 1 + - + ... . iZ{ (lZ)2 } 
2 1 ·2 

und fiir groOe z die asymptotische Entwicklung (s. JAHNKE-EMDE: S. 100) 

I ( .) . eZ 

1 ~z --+ ~ --=. 
Y2:>rZ 

2 Siehe etwa M. PLANCK: Warmestrahlung, 5. Aufl., 1. Abschn., 2. Kap. Leipzig 1923. 
3 Der Begriff stammt aus den in Anm. 1 S. 489 zitierten Arbeiten von LADEN BURG

REICHE. 
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1'.+J ".+b 
f E(v)(1_e-1. d)dv f E(v)e-l.dd., 

A ~-~ ~-J 
L = 1'.+'\ -- = 1 - 1'.+,\ 

(16) 

f E(J·)dv f E(v)dl' 
"0- 0 "o-~ 

"'+~ f (1 - e -1. d )e -1. d dl' 
=_ 1 _.' -= .• _-_J-,--, ____ _ 

".+<1 
f (1 - e -1. d )dv 

l'o-n 

Mit § 93 (15 b) und den oben eingefiihrten Bezeichnungen (6) kann man diese 
Formel iiberfiihren in 

-oc -00 

00 00 

f{C _e-I-~%i)_C -e-I:~')}dX Ie _e-I~%i)dX 
= 1 + _-_00 _______ _ 

00 

____ = 2 __ -_00 __ _ 

oc. 

I( 1 - e -.{'i)dx /C-e-I+S,)dX 
-00 -00 

Dann liefert partielle Integration 

-00 

Durch Ausfiihrung der Substitution (9) und unter Benutzung der BESSELschen 
Funktionen erhaIt man dann schlieBlich 

(17) AL = 21t - ,-f rr H.(<l]· 
10 i -2- - ill i 2 

Hierbei interessiert wieder insbesondere der Grenzwert fiir grol3e Schicht
dicken, d. h. grol3e ,. Man erMlt in diesem GrenzfalP 

(18) Ar'} = 2 - f2 = 0,58575. 

Dieses bemerkenswerte Resultat sagt aus, dal3 im FaIle der geschilderten 
Versuchsanordnung die Linienabsorption sick bei wacksender Sckicktdicke nicht 
dem Werte 100%, sondern dem universellen Werte von etwa 58,6% niihert. Man 
kann dies Ergebnis auch so aussprechen: Setzt man zwei in jeder Beziehung 
gleiche leuchtende Schichten desselben Gases hintereinander und bezeichnet 

1 Vgl. die in Anm. 1 S. 490 angegebenen asymptotischen Ausdriicke fiir die BEssELSchen 
Funktionen. 
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mit] die bolometrisch oder photometrisch gemessenen Intensitaten einer Spek
trallinie (nicht "aufgelOst") einer der beiden Schichten, mit ]' die ebenso ge
messene Intensitat, die von beiden Schichten zusammen ausgesandt wird, so ist 

(19) J' _ K _ J + J (1 - A L) - 2 _ A 
J - - J - L, 

und diese GroBe nahert sich mit wachsender Schichtdicke dem Werte Koo = yz 
= 1,414. 

DaB dies Ergebnis wirklich mit der Erfahrung iibereinstimmt, geht aus 
alteren Untersuchungen von GOUyl hervor. GOUY hat die Helligkeitsvermehrung 
gemessen, die man beobachtet, wenn man die Dicke einer mit Metallsalzen ge
farbten, moglichst homogenen Flamme verdoppelt. Es kann das einfach mit 
Hille eines Spiegels ausgefiihrt werden. Fig. 218 zeigt die Resultate der Messung 
(Kreuze) und das Ergebnis der berechneten Intensitaten (ausgezogene Kurve). 
Als Abszisse ist nicht die Dicke der absorbierenden Schicht, sondern eine der 
Gesamthelligkeit der Lichtquelle proportionale GroBe y aufgetragen. Diese 
Helligkeit ist nach (15) durch den Ausdruck 

00 

(20) f "lC _i.{ (iC) (iC)} E = E (11) d1l = Eo 4 e 2 10 2 - ill 2 
-00 

gegeben. Die in Fig. 218 benutzte Abszissenskala ist dann y = E/1,63EoY. Die 
ausgezogene Kurve stellt die GroBe K = 2 - AL als Funktion von y dar. Man 

K 

x 601!fSHessungen 
-theor.Kurlie IlIlne Doppl.-E.! 
------ II ~, mit II II 

erkennt, daB die MeBpunkte sich 
tatsachlich dem theoretischen 
Werte (2 annahern. GOUY selbst 
hat ohne Kenntnis der Theorie 
aus den Messungen den Grenz
wert 1,410 erschlossen und den 
genauen Wert -yZ vermutet. 

Man kann dieselben Betrach
tungen natiirlich auch unter Vor
aus.:;etzungen anderer Intensitats
verteilungen des Absorptions
index n ~ durchfiihren, z. B. 

1 D~--~5Q;;----~~='I»;;-----:%S4~'I/""---z.-:t'6l::---!I unter Beriicksichtigung der 
Fig. 218. Durchlllssigkeit einer dicken absorbierenden Schicbt. DOPPLERbreite nach § 93 (20) z. 

Man erhalt dann statt der in 
Fig. 218 dargestellten theoretischen Kilrve eine andere, die in der Gegend 
des Abszissenwertes y = 20 ein Minimum hat (gestrichelte Kurve). Tat
sachlich sieht man an den in Fig. 218 eingetragenen MeBpunkten von GOUY 
die Andeutung eines solchen Minimums. 'Oberwiegt der DOPPLEReffekt die 
Dampfungsbreite, so ist das Minimum noch viel ausgepragter. Der asympto-
tische Verlauf der Kurve gegen den Wert (z bleibt von dieser Verscharfung 
der Theorie unberiihrt. Naber wollen wir auf diese Fragen nicht eingehen. 

1 G. L. Gouv: C. R. Acad. Sci., Paris Bd.88 (1879) S. 418; Ann. Chim. et Physique 
(5) Bd. 18 (1879) S. 5; C. R. Acad. Sci., Paris Bd.82 (1876) S.269; Bd.85 (1877) S.70; 
Bd.86 (1878) S. 876 u. 1078; J. Physique Radium Bd. 9 (1880) S. 19. S. femer H. SENFT
LEBEN: Ann. d. Phys. (4) Bd. 47 (1915) S.949. 

I Siehe R. LADENBURG und F. REICHE: Sitzgsber. Schles. Ges. vateri. Kult. 27. Febr. 
1914; R. LADENBURG und S. LEVY: Z. Physik Bd. 65 (1930) S. 189. Ferner W. SCHOTZ: 
Z. Physik Bd. 64 (1930) S. 682; Bd. 71 (1931) s. 301; E. F. M. VAN DER HELl>: Z. Physik 
Bd. 70 (1931) S. 508. 



~ 94. Bestimmung der Absorptions- und Dispersionskonstanten von Gasen. (VIII. § 94.) 493 

2. Absorptionsverlauf. 
Die vollstandige Durchphotometrierung einer Spektrallinie ist, wie schon 

bemerkt, sehr schwierig. SoIche Messungen sind daher erst in neuerer Zeit aus
gefiihrt worden. Dazu braucht man ein Spektralphotometer, d. h. einen Spektral
apparat hoher Aufi6sung, mit dem man die Lichtintensitat in ganz schmalen 
Spektralbereichen quantitativ messen kann. Wir nennen das HARDIAN!liSche l 

Spektralphotometer fiir visuelle Beobachtung. 
Heute benutzt man fast ausschliel3lich registrierende Instrumente; bei ihnen 

wird gew6hnlich nicht das Spektrum selbst durchphotometriert, sondern erst 
eine photographische Aufnahme gemacht und die erzeugte Schwarzung nachher 
durchphotometriert. Dabei ist es n6tig, absolute Intensitatsmarken auf dieselbe 
Platte zu drucken, urn von der Schwarzung auf die Lichtstarken umrechnen zu 
k6nnen. Die Marken erzeugt man mit Hilfe einer konstanten Lichtquelle durch 
Vorsetzen von Filtern bekannter Absorption (Rauchglasplattchen) oder mit Hilfe 
rotierender Sektoren usw. 

Die zur Photometrierung der Platten dienenden Registrierapparate benutzcn 
als lichtempfindliches Organ entweder Thermoelemente (nach )'loLL 2) oder licht-

Fig. 21(). Absorption der Cs-Linie 4555 A bei 129.8° C und 2360 mm Hg Druck. (Xach CHR. FCCHTBAl'ER und 
W. HOFMANN: Ann. Physik (4) Bd.43 (1914) S.96. 

elektrische Zellen (nach KOCH3). Bei beiden Instrumenten wird die zu photo
metrierende Platte vor einem schmalen beleuchteten Spalt vorbeigefiihrt; das 
infolge der Schwarzung mit wechselnder Intensitat leuchtende Spaltbild wird 
durch ein Linsensystem auf das lichtempfindliche Organ projiziert, und der 
Ausschlag des Galvanometers, der durch den Thermostrom bzw. den licht
elektrischen Strom erzeugt wird, auf einer zweiten photographischen Platte 
registriert. die sich mit konstanter, aber gr6fierer Geschwindigkeit bewegt als 
die erste Platte. Durch Steigerung des Geschwindigkeitsverhaltnisses der beiden 
Platten kann man die Skala. iiber der die Intensitatsverteilung als Kurve er
scheint, in betrachtlichem Mafie vergrofiern (bis zum 50fachen). 

Wir geben hier ein Beispiel des subjektiven und des Registrierverfahrens, 
und zwar be ide aus der schon erwahnten Arbeit von FucHTBAuER und HOF
MANN4 tiber die Druckverbreiterung der Casiumlinie;'o = 4555 A. Die in Fig. 219 

1 J. HARTMANN: Z. Instrumentenkde. Ed. 19 (1899) S.97. 
2 W. J. H. MOLL. H. C. BURGER U. VAN DER BILT: Bull. Astr. Instr. Netherlands Bd. 3 

(1925) Nr 21. 
3 P. P. KOCH: Ann. Physik Bd. 39 (1912) s. 705; F. Goos: Z. Instrumcntcnkde. Bd. 41 

(1921) S.313. 
, Ahnliche Messungen find en sich bei CH. FCCHTBAUER. G. J 005 U. 0. DINKELACKER: 

Ann. Physik (4) Ed. 71 (1923) S. 204. und zwar an den Gasen A. H 2 • N2 • 02' CO2 und H 20. 
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dargestellte Intensitatsverteilung ist mit einem KocHschen Registrierphotometer 
aufgenommen. Dabei mach en wir auf die schon in § 88 erwahnte geringfugige 
Asymmetrie aufmerksam. In Fig. 220 ist dieselbe Platte mit einem HARTMANN
schen Photometer durchgemessen, und zwar sind die durchgegangenen Intensi
taten aufgetragen (als Kreuze), sie sind reduziert auf konstante einfallende 
Intensitat. Die ausgezogene Kurve stellt den Bruchteil e-)(4 dar, wo bei der 
Berechnung von X der symmetrische Ausdruck von n" [so § 93 (15)] genom men 
ist. Man erkennt an den MeBpunkten, daB auf der Seite langer Wellen eine 
merkliche Abweichung von der symmetrischen Kurve vorhanden ist, die, wie 
wir oben (§ 88) bemerkten, moglicherweise auf den (quadratischen) STARKeffekt 
zuruckzufUhren ist. 

~ 
~ 

~ 

100 

.,!:: 
.... 50 

~ 110 
~ JO 
~ 10 
~ 10 

o 1010JQ'I()5IJ 

1 
1 ro-,. • I ..... 10'" . 

1"\ 
; ./ 
1\ .. 

100 1SII I/JIJ 
PkItIrttItitIf/M ilf imm /50 

Fig. 220. Absorption der Cs-Linie 4555 A bei 129,8° C und 2360 mm Hg Druck • . 
Au~ogen: Theoretische Kurve 1 - • -i+z· (gerechnete Punkte: Kreisel. Durcbgegangene Intensitaten, reduziert 

auf konstante einfallende Intensitiit: Kreuze. 

Wir haben in § 86, S. 435 gesehen, daB in hinreichendem Abstande von der 
Spektrallinie der EinfluB des DOPPLEReffekts verschwindet und die Intensitiits
verteilung bei dunnen Schichten in Emission und Absorption nach § 93 (15) durch 

(21) 

wiedergegeben wird. MiBt man das Verhiiltnis der von einer Schicht der Dicke d 
durchgelassenen Intensitat zur einfallenden: 

J - 2, .. "". 4 _ 4,.,." 4 

(22) J o = e C = e A, 

so erhiilt man daraus nach (21) mit no = 1: 

c(oo - (00)1 J 
(23) (!'Y = - --;ad-log Jo • 

Die Durchlassigkeit der Mitte der Linien ist bei etwas hOheren Drucken (von 
p = 0,01 mm Hg an) praktisch Null, so daB uberhaupt nur die iiuBeren Teile 
der Kurve fUr ] der Messung zuganglich sind. Daher kommt es, daB man auch 
ruhig die oben (unter 1 b, S.490) gegebene Formel (14b) fur die Gesamtabsorp
tion einer· Schicht, die unter Vernachl1i.ssigung des DOPPLEReffekts berechnet war, 
hier benutzen kann. Beide Verfahren [Gesamtabsorption (14b) und Absorptions
verlaui in den AuBenteilen der Linien (23)] liefern das Produkt (!'Y' Bei hin
reichend niederen Drucken, wo die StoBbreite zu vernachl1i.ssigen ist, erhiilt 
man also die reine Strahlungsdiimpfung, sobald sich (! bestimmen HiBt. Letzteres 
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kann, wie wir sogleich sehen werden, durch Messung des Dispersionsverlaufs 
sowie des magnetischen Drehungsvermogens (s. S. 514) geschehen. 

Nach diesem Verfahren hat MINKOWSKI 1 an den D-Linien des Natriums 
(Ao = 5893 A) fast tibereinstimmend den Wert y = 0,62,108 sec-I. gefunden. 
Nach der klassischen Formel ftir die Strahlungsdampfung [so § 86 (7a)] ergibt 
sich Yo = 0,636.108 sec-I. Nun ist, wie wir sogleich sehen werden, der I-Wert 
fUr die beiden D-Linien (s. Tab. 40, S. 498) gleich 0,973. Ferner liegt zwischen 
dem oberen Niveau der D-Linien und dem Grundzustand des Natriumatoms kein 
weiterer Zustand. Daher ist nach den Oberlegungen von § 91 die wahre Strah
lungsbreite der Linie gegeben durch y = Yo' I = 0,619.108 seC I in erstaunlich 
guter Obereinstimmung mit der Messung. 

Eine wirkliche Prtifung der Strahlungsbreite in ihrer Beziehung zu den 
I-Werten, die wir frtiher (§ 91) erortert haben, mtiBte mit Hilfe von Linien aus
gefUhrt werden, bei denen die I-Werte nicht so nahe an 1 liegen, und wo es nicht 
nur einen Obergang yom oberen Niveau gibt, so daB Abhangigkeiten zwischen 
den GroBen der Linienbreite entstehen. Ein Ausbau der MINKOWsKIschen 
Methode in dieser Richtung ware sehr erwtinscht. 

Zu berner ken ist noch, daB in der MINKOWsKIschen Untersuchung bei hoheren 
Drucken (von 0,02 mm Hg aufwarts) der Verlauf der Absorption nicht mehr 
der Resonanzkurve (21) mit Dampfungskonstante entsprach. Hier tritt ver
mutlich Kopplungsverbreiterung ein (s. § 93, S.479). 

II. Dispersion. 
Man hat in den Interferenzapparaten auBerordentlich feine Mittel zum Nach

weis kleiner Anderungen des Brechungsindex und kann daher die Dispersions-
kurve bis weit auBerhalb des • 
eigentlichen Absorptionsgebietes I F '-, % 
verfolgen, also bis zu Wellen- ~-----I--B---LD----:,'_,'1 
langen, wo noch gute Durch- ~ 
sichtigkeit herrscht. Vor allem : : 
wird dabei die Methode des in S 
Kap. III, § 40 geschilderten 
JAMINschen Refraktometers be
nutzt. 

Von den Forschern, die in 
neuerer Zeit systematisch das 
Studium des Dispersionsverlaufs 
in der Umgebung der Spektral
linie zur Bestimmung der opt i
schen Konstanten (! und y ge
fordert haben, nennen wir vor 
allem LADEN BURG. Eine seiner 
erstenArbeiten 2 betraf den Nach
weis der Absorption der roten' 
Wasserstofflinie H", (erstes Glied 
der Balmerserie des Atomspek

I 

~': [] I Pz '", -------- - -----·L 
'-z ¥ 

Fig. 221. Apparatur zur Beobachtung der anomalen Dispersion 
in der Umgebung einer Spektrallinie mit Hille des jAluNschen 

Interferometers. 
A Bogenlarnpe, S Spaltblende, F Filter, L" La Linsen, 
P" P, jAHINsche Platten, K Kompensatoren, Sp Spektrograph. 

trums) ; er verwandte hierzu alsLichtquelle und alsAbsorptionsrohr je ein GEISSLER
sches Rohr (s. Fig. 221, 222), aber beide von verschiedener Dimensionierung 
und elektrischer Belastung: Die Lichtquelle, als enge Kapillare ausgebildet, wurde 

1 R. MINKOWSKI: Z. Physik Ed. 36 (1926) S. 839. 
2 R. LADENBURG: Verh. dtsch. physik. Ges. Ed. 10 (1908) S. 550. 
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mit einer kriiftigen Funkenentladung betrieben; dadurch entstand eine sehr ver
breiterte H",-Linie. Die Absorptionskapillare war weit und wurde mit einer 
parallel geschalteten schwacheren Spannung durch denselben Entladungsfunken 
erregt. ~an sah dann die schmale Absorption des zweiten Rohres auf dem Hinter
grunde der breiten Emissionslinie des ersten. 

Sodann haben LADEN BURG und LORIA 1 die Dispersion in der Nilhe der Linie H", 
mit Hille derselben Anordnung nachgewiesen, indem das Absorptionsrohr in 
einen Strahl des JAMINschen Refraktometers gebracht wurde2• Man sieht dann 
die rote (und ebenso die blaugrune) Wasserstofflinie als feine dunkle Linien auf 
hellem Grunde. Die Interferenzstreifen geben direkt den Verlauf des Brechungs
index an. Man erkennt in Fig. 223 deutlich das Abbiegen in der Nahe der Ab
sorptionslinien, wie es die Theorie verlangt. Auf Grund der Annahme, daB der 
geradlinig auslaufende Zipfel der Interferenzstreifen in der Nahe.der Absorptiohs
linie mit dem Inflexionspunkt der n-Kurve, d. h. mit dem Halbwertspunkt uber

~-O:----~ 
I 
I 
I 

einstimmt, konnte die Halbwertsbreite und 
die Dispersionsstarke gemessen werden. 
Man fand 

y = 1,1·1012 sec- 1 

Fig. 222. Apparatur zur Beob· 
acbtung des Verlau!. der Di.· 
persion in der Umgebung der 
leucbtendenWasserstofflinie H", 

der BALMERserie. 
K Leucbtende Kapillare, 
B Blende im Brennpunkt 

von LI , 

Ll t LI Linsen, 
P" P, JAMINscbe Platten, 
D GElSsLIIRrobr, durcb zwei 

planparallele Platten ver· 
scblossen, 

S Spektrograpb. 

D 

M = --.!!.!L = 1 5 • W- 8 cm3 • 
2no novo)' , . 

Fur das Produkt von Starkefaktor und 
Zahl der dispergierenden Atome ergibt sich 
hieraus nach § 93 (12) mit no = 1 

f N = 4,7.1012 , 

wahrend die Anzahl der in der Volumen
einheit vorhandenen Molekille unter den
selben Versuchsbedingungen etwa 

N = 2.1017 

II 
II 
II 
II 

~I I.z J' betrug. Ware f = 1, so hiitte --+ t-E:::§:=::3r- man also unter 50000 Mole
~ killen nur ein dispergieren-

des H-Atom3• 

Von neueren Untersuchungen dieser Art wollen wir noch eine schone Auf
nahme von KOPFERMANN und LADEN BURG bringen (Fig. 223), die den Verlauf 
der Dispersion im angeregten Neon zeigt4. 

Von den Konstanten e und y ist die zweite wesentlich von den Versuchs
bedingungen (Druck; Temperatur usw.) abhangig. Die erste e aber hangt 
auBer von der Dichte oder der Atomzahl N von dem Starkefaktor f ab, der eine 
wahre Atomkonstante ist. 

Da nun die Quantentheorie der Atomstrukturen eine mehr oder weniger 
genaue Berechnung der f-Werte erlaubt, so war das Bestreben der Experimen
tatoren, empirische Bestimmungen von f zur Priifung der Theorie durchzufiihren. 
Hierzu gehort im Grunde niehts als die Bestimmung der Anzahl N der leuchten-

1 R. LADENBURG U. ST. LORIA: Physik. Z. Bd.9 (1908) S. '875. 
I Bei spateren Arbeiten ist, wie auch in unserer Fig. 221 dargestellt, der zweite Strahl 

eben falls durch ein gleiches, aber unerregtes Rohr (Kornpensator) geleitet. 
8 Zur Zeit der Versuche war der Ursprung des Linienspektrurns der Atorne gegeniiber 

dern Bandenspektrurn der Molekiile noch nicht aufgeklart. 
, H. KOPFERMANN U. R. LADENBURG: Z. Physik Bd.48 (1928) S. 30. 
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den Atome. Sie ist einfach, wenn es sich urn Absorptionslinien handelt, die dem 
Obergang vom Grundzustand zum angeregten Zustand des Atoms entsprechen; 
sie ist viel schwieriger, wenn der Anfangszustand selbst angeregt ist. Wir konnen 
auf die Einzelheiten dieser Verfahren hier nicht eingehen, da sie mit der Optik 

Fig. 223. Anomaie Dispersion am Iencbtenden Neon. (Nacb H. KOPF£RUANII nnd R. LADIIIIBURG: Z. Physik Bd. 48.) 

nur indirekt zu tan haben. Dagegen wollen wir eine Tabelle von gemessenen 
f-Werten zusammenstellen, da diese 'fUr viele Zwecke der Atomphysik wichtige 
Konstante sind 1. 

Fur das Wasserstoffatom kann man die f-Werte auch aus der SCHRODINGER
schen Quantentheorie bestimmen und erhalt nach SUGIURA 2 theoretisch folgende 
Zahlen fUr die LYMAN- und die BALMERserie : 

Tabeile 39. 1- Werte fiir die LYMANSerie (/".1) und die BALMERserie (1".2) nach SUGIURA" 

n J.. in A l,..l A. in A 
' •• 2 

1 - - - -0.104 
2 1216 0,4162 - -

3 1026 0,0791 6563 0,6408 
4 972 0,0290 4861 0,1193 
5 950 0,0139 4340 0,0447 
6 938 0,0078 4102 0,0224 
7 931 0,0048 3970 0,0127 
8 926 0 ,0032 3889 0,0080 
9 923 0 ,0022 3835 0,0054 

00 

~/" 0,0079 0,0185 
10 

~/. 0,5641 0 ,768 
00 

f dl 0,437 0,225 
0 

Gesamtsumme 1,001 0,993 

Dabei ist auch die Summe der f-Werte fUr das an die Seriengrenze sich an
schlieBende Kontinuum als Integral angegeben. Erst dadurch wird erreicht, daB 
der f-Summm-Satz § 91 (9) (S. 472) erffillt isiS (ein Leuchtelektron, daher z = 1). 

Die Verhaltnisse der f-Werte lassen sich experimentell priifen, da die 
Atomzahl N des Acsgangszustandes bei der Quotientenbildung herausfallt. 
LADEN BURG und REICHE fanden ffir das Verhaltnis der Starken der beiden 

1 Sie bestimmen die Obergangswahrscheinlichkeiten bei der Wechselwirkung der Atome 
mit der Strahlung. 

I M. Y. SUGIURA : J. Physique Radium (6) Bd. 8 (1927) S. 113-
S Der I-Wert des ersten Gliedes der BALMERserie 11,1 ist mit negativem Zeichen an

geschrieben, mit dem er bei der Summenbildung auftritt. Obrigens ist 1 l.I = t 11,1 wegen 
der Entartung des Zustandes n = 2: er zerfallt bei Aufhebung der Entartung in 4 Zu
stande (hat das Gewicht 4). 

Bom,Optik. 32 
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Tabelle 40. f-Werte fiir die Hauptlinien 
des Na-Atoms. 

Spektrosk. 
I 

... -3. Bezeichnung loin A 
I 

3.- 31 2 2P- 12S 5893 0,9728 
4.- 31 3 2p - 12S 3303 0,0144 
5. - 31 42P_12S 2853 0,0056 
6a - 31 5 Ip - 1 2S 2680 0,0028 
7. - 31 6 2P-12S 2594 0,0017 
8z - 31 7zP-12S 0,0011 

8 
};'I 0,998 
3 

ersten BALMERlinien 4,5, warend der 
theoretische Wert nach Tabelle 39 
5,37 betragtl. 

SUGIURA2 hat die f-Werte fiir 
die Hauptlinien des Na-Atoms be
rechnet und nebenstehende Werte 
erhalten. 

"Obereinstimmend mit diesen 
Werten fand MINKOWSKI, daB die 
erste Linie (32 - 31) einen Wert 
fiir f ergibt, der schon praktisch 
gleich 1 ist (s. S. 495). 

Es gibt noch ein unabhangiges 
Verfahren, die e-Werte und dam it 
die f-Werte zu bestimmen, das den 

anomalen Verlauf des magnetischen Drehvermogens (FARl.T)AYeffekt) in der 
Umgebung der Spektrallinien benutzt. Wir werden im folgenden (§ 96) darauf 
zuriickkommen. 

2s - 31 -0,043 

'1:'/ - 'kont. I 0,955 

Zum SchluB geben wir noch eine Zusammenstellung von MeBresultaten von 
f-Werten fiir eine Reihe von Metalldampfen 3 : 

Tabelle 41. t-Werte fiir einige Metalldam pfe. 

Element 

Na 

Hg 

Cs ...... . 

Cd 

Tl 

{ 

{ 
{ 

Serienbezeichnung 

12S 2 2P 
2 • - 2 i 

1 Sl - 2 PI 
1 1S0 -2 3P 1 

1 2S. - 32P. 

1 2S t -3 2P• 
12St-42P~ 

1 2S t -4 2P. 
1 2St - 52Pt 
1 2S. - 52P, 
11So - 2 3 P 1 

1 1S0 -2 1P 1 

2 2P. - 2 2S. 

2 2P,-3 2D• 

Wellenffing. 
inA 

5896 0,35 
5890 0,70 
2537 0,0286 

4593 0,0048 

4555 0,01 

3899 0,00056 
3877 0,002 

3617 0,00012 
3612 0,00064 
3261 0,0019 
2288 0,20 
3776 0,08 
3768 0,20 

Dabei sind die f-Werte fiir die Multipletts getrennt angegeben. Beim Natrium 
ist die Summe der beiden f-Werte fiir die beiden D-Linien gleich 1 in "Oberein
stimmung mit dem oben Gesagten' bzw. Tabelle 40. Die Quecksilberlinie 
10 = 2537 A haben wir schon oben (s. § 94, S.488) behandelt. Die iibrigen 
Messungen stammen von FUCHTBAUER (fiir die Cs-Linien) und von KUHN 6 (fiir 
die Linien des Cd und Tl). 

1 R. LADENBURG U. F. REICHE: Naturwiss. Bd.11 (1923) S.584. Eine neuere Be· 
stimmung [A. CARST und R. UDENBURG: Z. Physik Bd. 48 (1928) S. 192] ergab fiir das Ver
hlUtnis t...: II.I den Wert 4,66. 

• M. Y. SUGIURA: Philos. Mag. Bd.4 (1917) S.502. 
a Vgl. R. MINKOWSKI: Miiller-Pouillets Lemb. d. Physik, 2. Aufl., Bd.2 II S. 1702. 

Die I-Werte fftr Na stammen aus der Arbeit von R. LADENBURG und E. THIELE [Z. Physik 
Bd. 72 (1931) S. 697]. 

4 DaB die Messung Werte gibt, deren Summe sogar ein wenig iiber 1 liegt, braucht 
kein MeBfehler zu sein, sondem kann auf der Mitwirkung der inneren Elektroilen beruhen. 

6 W.KUHN: Kgl. Danske Vidensk. Selskab., Math.-fys. Medd. Bd. VII (1926) Nr.12. 
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§ 95. Dispersionsverlauf in durchsichtigen Gebieten bei Gasen und 
festen Korpern. 

Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen geht hervor, daB schon in 
einem Frequenzabstand von einer Eigenfrequenz (Spektrallinie), der nur ein 
geringes Vielfaches der Dampfungskonstanten r ist, die Absorption unmerkHch 
gering ist. 

Wir betrachten jetzt Gebiete auBerhalb dieser engen Umgebung der Spektral
linien, die wir kurz als Gebiete der Durchsichtigkeit bezeichnen. Hier haben wir 
in den Formeln, die die Beziehung zwischen Moment und Feldstarke angeben, 
die Dampfungskonstante zu streichen; es Hefem daher die Formeln § 91 (4) und 
§ 92 (15) fiir den Beitrag einer einzelnen Spektrallinie 

(1 ) 
e2 1 

h -f---Q: 
t'O - m w~ - wi o· 

SoIehe Betrage aber werden jetzt von allen Resonanzstellen herriihren; wir 
unterscheiden daher diese durch den Index k, schreiben also 2nvt = Wt, It 
sowie entsprechend § 93 (9) 

(2) 

Entsprechend § 93 (10) erhalten wir also jetzt (no = 1, r = " = 0) fiir den 
Brechungsindex die Gleichung 

2 - N - 2 (lk - 2 (lk A2 A~ (3) n - 1 - 4n IX - -'--2 - 2" ~ . 
"k -" c " - Ak 

" " 
Hieraus wird auf Grund der Identitat AI ~ A: = 1 + AI ~ A: 

(4) 2 _ + ~ bk 
n - 1 - a ~ II _ l; , 

" wo 

gesetzt ist. 
Wir betrachten nun zunachst den Grenzfall unendlich langer Wellen oder 

unendlich kleiner Frequenzen. Wie wir wissen (s. I, § 5), gelangen wir dann in 
das Gebiet, in dem fiir gewisse Substanzen die MAXwELLSche Beziehung n 2 = e 
erfiillt ist, wo e die statische Dielektrizitatskonstante bedeutet: namlich fiir 
soIehe Substanzen, die keinen statischen Dipol tragen. Bei Dipolsubstanzen da
gegen muB man von e zunachst den der Temperatur umgekehrt proportionalen 
Anteil abziehen, urn den Grenzwert von n2 zu erhalten1. Unsere Formeln (4) 
und (2) Hefem also im Limes v -+ 0: 

(6) e=1+a=1+N- 4. e' 2' nm "k 

" 
Man kann also mit Hille der Kenntnis der Eigenfrequenzen und ihrer Stiirken 
die GroBe der Dielektrizitatskonstanten bestimmen. Wir wollen uns iiberzeugen, 

1 Die in I § 5 mit a bezeichnete GroBe ist nicht genau dieselbe wie bier, da sie dort 
nur die Wirkung der Elektronenbewegungen entha.lt, hier aber die Kernschwingungen mit 
umfa13t. 

32· 
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daB selbst eine rohe Kenntnis des Absorptionsgebietes eines Gases die richtige 
GroBenordnung fUr seine Dielektrizitatskonstante liefert. 

Die Anzahl N der Molekiile pro Volumeneinheit driickt sich durch die An
zahl N pro Mol mit Hilfe der Dichte d und des Molekulargewichtes p, aus nach 

der Formel N = N ~. Ferner zerlegen wir N ~ = ~ N e.!...-. Dabei ist N e 
p m p m 

= F = 2,895 . 1014 e.s.E. die FARADAYsche Konstante der Elektrolyse und 
elm = 5,3.1017 e.s.E./g aus Kathodenstrahlmessungen bekannt. Als Dichte 
nehmen wir die der Luft bei Atmospharendruck und 0 0 C, d = 0,0012, fiir p, das 
mittlere Molekulargewicht der Luft p, = 28,8. Dann wird 

I 

N~ = 2,048.1027 • nm 

Nun ist Luft im sichtbaren Spektralbereich durchsichtig, hat aber im Ultra
violetten Absorptionsgebiete bei l = 1860 A = 1,86· 10-6 cm; entsprechend ist 
lIi =1,6.1016 sec-I. Die Summe wird daher von der GroBenordnung viI! = 3,9 '10- 31. 

Es wird also 
E - 1 = 8· 10-'. 

Tatsachlich gilt fiir die mittlere Dielektrizitatskonstante der Luft bei Atmo
spharendruck und 0 0 C 

E -1 = 5,9'10-'. 

Nimmt man dieses Ergebnis zusammen mit der schon friiher (VII, § 76) er
orterten LORENTZ-LoRENzschen Regel zur Umrechnung von Dielektrizitats
konstanten von einer Dichte auf die andere, so zeigt die Obereinstimmung, daB 
die GroBenordnung von E unter allen Umstanden durch unsere Theorie richtig 
wiedergegeben wird. 

Wir werden die Formel (6) erst dann genauer priifen konnen, wenn wir die 
Eigenfrequenzen wirklich bestimmt haben. 

Hierzu betrachten wir den Verlauf von n 2 im ganzen Spektralgebiet und er
kennen, daB iiberall, wo unsere Gleichung (3) gilt, also in Durchsichtigkeits
gebieten, der Brechungsindex mit wachsender Frequenz, also mit abnehmender 
Wellenlange, stetig wachst.~ Man spricht dann von normaler Dispersion (s. § 93, 

n' 
f-D,ZS 

J '-4' 
'-'1M 

i'" SiItIIxns~ J .J --- .-
IY y 
, 1 Z J 12 " 11 fS • 11 11 19 ~ Z1 ". f(J-1I 

Fig. 224. Dispersionsverlauf des Brecbunssindez (stark scbematisiert). 

S.48O). Die Eigenfrequenzen selbst erscheinen bei dieser Naherung als Unend
lichkeitsstellen mit Vorzeichenwechsel von nil - 1. Es gibt also auf der kurz
welligen Seite in der Nachbarschaft jeder Eigenfrequenz ein kleines Gebiet, in 
dem nll negativ wird. Dieser Bereich, wo un~re _Formel (4) sinnlos wird, fallt 
natiirlich in diejenige Umgebung der Absorptionslinie, in der die Dampfung " 
eben nicht mehr vernachlassigt. werden kann. Fig. 224 zeigt den VerIauf 
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von n2 in schematischer Darstellung; es sind in ihr drei Eigenfrequenzen an
genommen. Die Grenzformel (3). die die Dampfung nicht berucksichtigt, ist 
durch eine ausgezogene Linie dargestelIt. soweit dabei n2> 0 ist. In den Ab
sorptionsgebieten ist punktiert der wirkliche Verlauf von n 2 (mit anomaler Dis
persion) eingetragen, so wie er sich aus § 93 (15). und Fig. 214, S. 479, ergibt. 

Gewohnlich genugt zur Darstellung des Brechungsindex uber den ganzen 
zuganglichen Spektralbereich die Annahme einer oder zweier Eigenfrequenzen 
im Ultravioletten. So kann man z. B. nach KOCH I zwischen 1 = 0,436 It und 
). = 8,68 It fUr die Gase Wassersto//, Sauersto// und Lult eine einfache Formel 
der Gestalt 

(7) 
b 

n2 - 1 = a + ).1 _ ).2 • 
o 

gewinnen, wobei die Konstanten a, b, 10 folgende, aus Tabelle 42 zu ent
nehmende Werte haben: 
Tabelle 42. Dispersion von Wasserstoff. Sauerstoff und Luft zwischen)' = 0.436 

und ). = 8.68 P. bei 0° C und 760 mm Hg. 

Gas 4·10' b • 10' A~ in 10-' em' I "0 in 10u sec- 1 

Wasserstoff 27216 211.2 0.007760 I 3.40 
Sauerstoff. . 52842 369.9 0.007000 I 3.55 
Luft . . . . 57642 327.7 0.005685 i 3.98 

Mit Hilfe der SO gewonnenen Zahlen konnen wir zunachst die Gultigkeit der 
Formel (6) fUr die Dielektrizitatskonstante etwas genauer prufen. In Tabelle 43 
sind die Werte von 1 + a nach Tabelle 42 mit den direkt gemessenen fUr e bei 
gleicher Temperatur und gleichem Druck verglichen. Man sieht eine gute Dber
einstimmung. 
Tabelle 43. Vergleich der Dispersion mit der statischen Dielektrizitatskon

stan ten bei 0° C und 760 mm Hg. 

Gas 1 +4 

Wasserstoff 1.00027216 1.000264 
Sauerstoff. . 1.000 528 42 1.000547 
Luft . . . . 1.00057642 1.000590 

Wir wollen noch eine Bemerkung uber die aus der Dispersionsformel extra
polierten Eigenfrequenzen Vo machen. 

Man sieht, daB es sich urn Absorptionsstreifen im auBersten Ultravioletten, 
dem sog. "SCHuMANN-Gebiet", handelt. Die Lage der wirklichen Absorptions
linien der Molekiile H2 , °2 , N2 ist durch die Quantenmechanik der Atome uIi
gefahr bekannt; sie befinden sich in derselben Gegend, in der die Absorptions
linien der betreffenden Atome, H, 0, N, liegen. Bekanntlich ist die Grundlinie 
des H-Atoms das erste Glied der LYMANserie, das man gewohnlich v = ! R 
schreibt, wo R = 3,29' 1016 sec- 1 

die sog. RYDBERG/requenz ist, die die Ionisierungsenergie des Atoms aus dem 
Grundzustand oder den Beginn der kontinuierlichen Absorption bestimmt. Die 
Tabelle 42 zeigt, daB die aus der Dispersion berechnete Eigenfrequenz tatsach
lich in diese Gegend des Spektrums falIt. Genauere Angaben sind natiirlich un
moglich, wei! die Absorptionsspektren der Molekiile in Wirklichkeit h6chst ver
wickelt sind. DaB man mit einer eingliedrigen Dispersionsformel uberhaupt aus
kommt, liegt daran, daB die Ausdehnung des Absorptionsgebietes (das etwa 
zwischen! R und 2 R liegt) relativ klein ist gegen seinen Frequenzabstand von 

1 J. KOCH: Nov. Act. Soc. Ups. (4) Ed. 2 (1909) Nr.5 S.61. 
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dem Gebiete, in dem der Brechungsindex dargestellt werden soll. so daB man es 
durch eine mittlere Frequenz ersetzen kann. 

In einem solchen Spektralbereich, in den keine Eigenfrequenz fallt, kann 
man die genauere Forme! (3) bzw. (4) oft noch mit genugender Naherung 
durch eine einfachere ersetzen. Fur alle dem Auge durchsichtig erscheinenden 
Substanzen ist das sichtbare Gebiet des Spektrums ein solcher Bereich. Die 
nach der kurzwelligen Seite zu auBerhalb dieses Spektrums ge!egenen Eigen
schwingungen wollen wir violette nennen und mit v~ bezeichnen, die nach der 
langwelligen Seite gelegenen nennen wir rote Eigenschwingungen und bezeichnen 
sie mit v,. Dann kann man die Dispersionsforme! (3) in eine Potenzreihe 
nach v bzw. l entwickeln und erhalt 

n 2 - 1 = A + Bv 2 + Cv4 + ... 
B' C' 

-;Z-v4 -'" 

(8) B c2 Cc' 
=A+ y +7 +'" 

B').2 C')., 
-7-,,-'" 

Dabei sind die Konstanten 

(9) A= ~e;, B= ~e:, C= ~e:, ... , B'= ~e" C'= ''''e,~, .... 
~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ 

11 1.1 V , , 

In einem solchen absorptionsfreien Gebiete ist bei Gasen n so wenig von 1 ver
schieden, daB man n 2 - 1 durch 2(n - 1) ersetzen kann. Gewohnlich sind die 
Glieder B'. C', die von den ultraroten Eigenfrequenzen herruhren, ohne groBen 
EinfluB. LaBt man sie weg und bricht auBerdem die Reihe (8) mit l-2 ab, so 
erhalt man die sog. CAUCHYSche Dispersions/ormel, die schon vor der Resonanz
theorie der Dispersion aufgestellt worden ist 1; sie lautet also (fUr Gase): 

(10) n - 1 = Al(1 + ~I~) 
Tabelle 44. Konstanten At und B t 
der CAUCHYSchen Dispersionsformel 

fUr verschiedene Gase. 

Gas 

Argon. 
Stickstoff 
Helium 
Wasserstoff 
Sauerstoff 
Luft. 
Athan. 
Methan 

mit 

(11) 
A A1 =-
2 ' 

Al • 10' B, • 10" 

27.92 5.6 
29.19 7.7 

3.48 2.3 
13.6 7.7 
26.63 5.07 
28.79 5.67 
73.65 9.08 
42.6 14.41 

Wir geben die Werte von Al 

Tabelle 45. Verg!eich des beobachteten 
Brechungsindex ffir Luft mit dem aus der 

CAUCHYSchen Forme! (to) berechneten. 

.t. 10' em ( .. -1).10' ( .. -1).10' Diff. beobaehtet berechnet 

7.594 2.905 2.907 0.002 
6.563 2.916 2.917 0.001 
5.896 2.926 2.926 0.000 
5.378 2.935 2.935 0.000 
5.184 2.940 2.940 0.000 
4.861 2.948 2.948 0.000 
4.677 2.951 2.954 0.003 
4.308 2.966 2.967 0.001 
3.969 2.983 2.983 0.000 
3.728 2.995 2.996 0,001 
3.441 3.016 3,017 0.001 
3.180 3.040 3.041 0.001 
3.021 3.056 3.058 0.002 
2.948 und Bl fur einige wichtige Gase an . 3.065 3.067 0.002 

(Tab. 44). Urn die Genauigkeit der Forme! zu veranschaulichen, sind in Tabelle 45 
die aus der CAUCHYschen Formel fur Luft berechneten Werte des Brechungs-

t L. CAUCHY. Bull. des sc, math. Bd. 14 (1830) S. 9; Sur!a dispersion de la lumiere. 
Nouv. exerc. de math. 1836. 



§ 95. Dispersionsverlauf in durchsichtigen Gebieten. (VIII, § 95.) 50; 

index mit den beobachteten verglichen worden. Man sieht, daB die V'berein
stimmung vorziiglich ist. 

Beim Obergang zu Substanzen groBer Dichte, d. h. zum Ilussigen und lesten 
(isotropen) Zustand, gilt an Stelle der Formel (3) die LORENTZ-LoRENzsche 
Gleichung [VII, § 76 (15)]; in Gebieten der Durchlassigkeit, also bei Vernach
Hi.ssigung der Dampfung, wird mithin 

(12) 

oder 

( 13) 

wo 

(14) 

2 12nN IX 

n -1= 3-4nNIX' 

4nN (X _ N e2 ~ _I_k _ = ~ ~ 
- ;;em ~ )1% - J,2 ~ ,'Z - ,,3· 

k k 

Achtet man aber nicht auf die Abhangigkeit von der Dichte oder der Teilchen
zahl N, so kann man die Formel (13) wieder auf die Gestalt einer Dispersions
formel wie bei Gasen bringen, nur sind die Eigenfrequenzen abgeandertl. 1st 
namlich die Anzahl der zu beriicksichtigenden Eigenfrequenzen Vt praktisch 
endlich, so stellt n 2 - 1 nach (13) eine rationale Funktion in v2 dar, die man in 
Partialbriiche zerlegen kann. Man hat dazu die NuIlsteIlen des Nenners, also 
die Wurzeln der Gleichung 

(15) 3-4nN(X=3-~~=0 
k 'k - v 

zu bestimmen. Seien sie etwa vk; dann laBt sich der Ausdruck (13) auf die Form 
bringen 

( 16) 

die mit der Formel (3) flir verdiinnte Gase gleichlautet. 
So ist z. B. in dem FaIle, daB nur eine Eigenfrequenz zu beriicksichtigen ist, 

Vi die Wurzel der Gleichung 3 - el/(vi - v2) = 0, d. h. 

(17) { ir._; = vi - tel' 
Tabelle 46. Konstan ten der Dispersionsformel 

!h = el (4) fur einige Kristalle. Vergleich der Kon
[in Obereinstimmung mit §9; stanten 1 +a mit der Dielektriziutskon-
(18)]. stanten E. Einheit der Wellenll!.nge: p = 10-' cm. 

Nach dieser Formel hat 
man die Eigenfrequenzen des 
Gaszustandes in die des kon
densierten umzurechnen. 1m 
allgemeinen FaIle ist diese Um
rechnung komplizierter. Sie 
ist von geringem Wert, da sie 
Unveranderlichkeit der Mole

b1 

1t 
1 

b2 

1" t 
l+a 

E 

F1uBspat 

0,00612 
0.00888 

5099 
1258 

6.09 

6.7 bis 6.9 

Steinsalz Sylvin 

0,018 0,0150 
0.0162 0.0234 

3977 10747 
3149 4517 

5.18 4.55 

5.81 bis 6,29 4.94 

kiile bei der Kondensation voraussetzt, was in Wirklichkeit niemals zutrifft. 
Man hat die Dispersionsformel (3) oder (4) auf eine Reihe durchsichtiger 

Kristalle angewandt, vor allem auf die drei regulii.ren Kristalle FluBspat, Stein
salz und Sylvin, bei denen zweigliedrige FormeIn geniigen. Die Konstanten 
sind in Tabelle 46 enthalten. 

1 Wir haben diese Umrechnung fur eine einzelne Spektrallinie mit Dl!.mpfung schon in 
§ 93. S. 479, ausgefuhrt. 
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In der letzten Zeile sind zum Vergleich die Werte der Dielektrizitatskon 
stanten e angegeben, die gleich denen von 1 + a sein sollten. Man erkennt. 
daB dies auch ungefiihr zutrifft. 

In der folgenden Tabelle 47 stellen wir noch einmal die aus den obigen Werten 
von A~ berechneten Wellenlangen und die zugehOrigen Frequenzen ftir die drei 
Kristalle zusammen. 

Auf Grund der Beobachtung des Brechungsindex im Durchsichtigkeitsgebiete. 
zu dem das sichtbare Spektrum gehOrt. muB man also erwarten. daB diese Kristalle 

Tabelle 47. Eigenwellenlll.ngen und -fre
qu e nzen einiger Kristalle. WellenlAngen in p. 

Frequenzen in sec- 1. 

Flullspat Steinsalz 
, 

Sylvin 

II 0.0940 0.127 
i 

0.153 , 
l. 35.5 56.1 I 67.2 

"1 3.19.1016 1.75.10111 

j 
1.96· 1016 

"- 8.57· tOll 5.35.1011 4.47· 1012 

zwei verschiedene Gruppen von 
Absorptionsstreifen zeigen, eine 
im Ultraroten in der Gegend von 
30 bis 50 I' und eine im Ultra
violetten in der Gegend von 100 
bis 150 mI'. 

Diese Vorhersage der Disper
sionstheorie ist durch spatere 
direkte Messungen in glanzender 
Weise bestatigt worden. 

In das ultrarote Gebiet einzudringen, ist zuerst H. RUBENS und seinen Mit
arbeitern 1 gelungen. Er bediente sich dabei hauptsachlich der "Methode der 
Reststrablen": Das starke Anwachsen des Brechungsindex in der Umgebung 
der Eigenschwingung bedingt ein entsprechendes Anwachsen des Reflexions
vermogens [vgl. I. § 11 (6)]. Durch mehrfache Reflexion kann man dann aus 
einer inhomogenen Warmestrahlung die selektiv reflektierten Wellenlangen 
(Reststrahlen) aussondern. 

In neuester Zeit ist es CZ~RNY und BARNES2 gelungen, die Durchlassigkeit 
der Alkalibalogenide im ultraroten Gebiete durch das Absorptionsgebiet hin
durch zu verfolgen. Sie benutzten dabei zur Herstellung auBerst dtinner Schich
ten (von einigen I' Dicke) ein Verfabren, das von POHL und seinen Mitarbei
tern in den spater zu nennenden Untersuchungen tiber die ultravioletten Ab
sorptionsmaxima der Salze ausgearbeitet worden ist (Verdampfung im Hoch
vakuum). Bei allen Kristallen fanden sie einen starken Absorptionsstreifen 
direkt bei den RUBENsschen Reflexionsmaxima. 

In Tabelle 48 sind die wichtigsten Reststrahlwellenlangen, sodann die eben 
genannten Absorptionsmaxima und endlich die aus der Dispersionskurve im 
Sichtbaren extrapolierten Eigenschwingungen zusammengestellt. 

Man erkennt, daB zwischen dem Maximum der selektiven Reflexion und 
dem der Absorption ein Unterschied besteht, und zwar in dem Sinne, daB das 
Absorption~maximum langeren Wellen, also ktirzeren Eigenschwingungen ent
spricht. Das hangt damit zusam".len, daB, wie wir in § 93 auseinandergesetzt 
haben. der Brechungsindex und damit auch das Reflexionsvermogen [so I, § 11 (6)] 
in der Umgebung eines Absorptionsstreifens nicht genau symmetrisch verIauft 
(s. Fig. 214), und zwar ist die Kurve des Brechungsindex starker nach kiirzeren 
Wellen verschoben als die der Absorption. Das entspricht dem Sinne der beob
achteten Verschiedenheit. Die aus der Dispersionskl}rve extrapolierten Werte 

1 H. RUBENS u. E. F. NICHOLS: Wied. Ann. Bd. 60 (1897) s. 45; H. RUBENS u. E. ASCH
KJNASS: Ebenda Bd. 65 (1898) S. 253; Bd.67 (1899) S. 459; H. RUBENS u. H. HOLLNAGEL: 
Philos. Mag. 1910 S. 761; H. RUBENS: Verh. dtsch. physik. Ges. Bd. 13 (1911) S. 102; 
H. RUBENS u. G. HERTZ: Berl. Ber. 1912 S. 256; H. RUBENS: Ebenda 1913 S. 513; H. Ru
BENS u. H. v. WARTENBERG: Ebenda 1914 S. 169; H. RUBENS: Ebenda 1915 S.4; 1916 
S. 1280; TH. LJEBISCH u. H. RUBENS: Ebenda 1919 S. 198 u. 876. 

J R. B. BARNES u. M. CZERNV: Z. Physik Bd. 72 (1931) S. 447; R. B. BARNES: Z. 
Physik Bd. 75 (1932) S. 723. 
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Tabelle 48. Ultrarote Eigenschwingungen einiger Kristalle 1. Vergleich der 
Maxima der Absorption und Reflexion mit den aus der Dispersion extrapolierten WeIlen

Iangen (in ",). 

Substanz 

Lithiumfluorid LiF. . . . . . 
Natriumfluorid NaF . . . . . 
Natriumchlorid (SteinsaIz) NaCI 
KaIiumchIorid (Sylvin) KCI . 
Rubidiumchlorid RbCI 
Caesiumchlorid C~CI . . 
Natriumbromid NaBr. . 
Kaliumbromid KBr. . . 
Rubidiumbromid RbBr . 
Caesiumbromid CsBr . 
Natriumjodid NaJ . 
Kaliumjodid KJ . . 
Rubidiumjodid RbJ 

Chlorsilber AgCI . . 
Bromsilber AgBr. . 
Thalliumchloriir TICI 
Thalliumbromiir TIBr. 
Thalliumjodiir TIJ 
Zinkblende ZnS . . . 
FluDspat CaFa ...• 

Absorption 

32.6 
40.6 
61.1 
70.7 
84.8 

102.0 
74,7 
88.3 

114.0 
134.0 
85.5 

102,0 
129,5 

117,0 

Reststrablen i Dispersion 

17.0 
35.8 
52.0 56,1 
63.4 67,2 
73.8 

81.5 

94.1 

81,5 
112.7 
91.9 

117,0 
151,8 

30.9 
31.6 35,5 

liegen gerade zwischen den Absorptions- und den Reflexionswerten. Man kann 
also von einer sehr guten "Obereinstimmung reden. 

Es sei noch ein Wort iiber den physikalischen Vorgang gesagt, der diesen 
Schwingungen entspricht. Die Tatsache, daB die Eigenschwingungen vieler 
fester durchsichtiger Karper in zwei Gruppen zerfallen, von denen die eine im 
Ultraroten, die andere im Ultravioletten liegt, erklart man nach DRUDE 2 da
durch, daB die ersteren auf Schwingungen von Atomen oder lonen, die letzteren· 
auf Schwingungen von Elektronen beruhen. Wiirden die riicktreibenden Kriifte 
fiir beide gleich sein, so miiBten sich die Wellenlangen verhalten wie die Quadrat
wurzeln aus den Massen: 

(20) ~ - l/!!!;, 
A. - r m.· 

TabeIle 49. Vergleich der Werte von A. und A, aus 
Tabelle 47 mit der Rela tion (21). Wellenlangen in ",. 

1st I' das Molekulargewicht, 
tn die Masse des Elektrons, 
tnH die des Wasserstoffatoms, 
so hat man 

tn, = p.mH, 

und da tnH/m = 1845 ist, wird 

'" A. 
A, 

.l., 

A.ri' 

FluBspat 

78,1 
0.094 

35.5 

43 

(21) A ~/-- ~/-
-!- = r1845p. = 4},0· rp. . .... 

Steinsalz Sylvin 

58.5 74.6 
0,127 0,153 

56.1 67,2 

I 58 51 

Tatsachlich ist diese von HABER 3 zuerst aufgestellte Relation bei den drei 
oben behandelten Kristallen recht gut erfiillt, wie Tabelle 49 zeigt. 

Das bedeutet, daB die Bindungsstarken fUr Elektronen und lonen nahezu 
gleich sind; die Abweichungen der Zahlen voneinander messen die Verschieden
heit der Kriifte. 

1 Vgl. die Zusammenstellung in H. RUBENS: Berl. Ber. 1917 S.47. 
a P. DRUDE: Ann. Physik (4) Bd. 14 (1904) S.677. 
a F. HABER, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. Bd. 13 (1911) S. 1117. 
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E. MADELUNGl hat die Lage der Reststrahlen mit den elastischen Konstanten 
des Kristalls in Beziehung gesetzt. Er hat zuerst (vor der Rontgenanalyse der 
Kristalle) die Hypothese aufgestellt, daB es sich bei den Salzkristallen der be
trachteten Art urn lonengitter handle und daB die Reststrahlen den Schwin
gungen des Gitters der positiven lonen gegen das der negativen entsprechen. 
Daraus konnte er eine Beziehung der Rest-
strahlenfrequenzen zur Kompressibilitat des 

~ 
~ 

~ 
~. 

~ 

Kristalls ableiten, die allerdings nur die GroBen
ordnungen richtig wiedergibt. Durch diese Be
trachtung in Verbindung mit der Giiltigkeit der 
Wurzelbeziehung (21) (gleiche GroBenordnung 
fur die Bindungskrlifte fur lonen und Elektro
nen) wurde nahegelegt, daB die elastischen 
Krlifte der Kristalle im groBen wesensgleich 
sind mit den inneratomaren Krliften, durch die 
die Elektronen im Atomverband zusammen
gehalten werden. 

Ira 
~..;IJi 

Von hier aus entstand die heutige elektrische 
Gittertheorie der Kristalle 2• Sie betrachtet als 
elementare Bausteine der Salzkristalle lonen; 
diese ziehen sich nach dem COULoMBschen Ge
setz an und stoBen sich auBerdemmit Krliften 
ab, die se.hr rasch bei Annliherung der lonen 
ansteigen. Die Mechanik soIeher lonengitter laBt 
sich vollstandig durchrechnen3 und liefert mit 
einem Schlage die wesentlichsten physikalischen 
Konstanten des Gitters (Elastizitat, Piezoelektri
zitat, Dielektrizitatskonstante, ultrarote Eigen
frequenzen u. dgl.). Zugleich versteht man auf 
Grund dieser Gittermechanik, warum die lonen
bindung von derselben GroBenordnung sein muB 
wie die der Elektronen im Atom: beide beruhen 
auf den COULoMBschen Kraften der Elementar
ladung in Abstanden von der GroBenordnung 
einiger Angstromeinheiten. Doch sei bemerkt, 
daB eine vollstandige Einsicht in diese Verhli.lt
nisse erst durch die Quantentheorie ermog
licht wird. 

In neuester Zeit sind auch die ultravioletten 
Absorptionslinien vieler Alkalihalogenide von 

1 E. MADELUNG: Nachr. Ges. Wiss. GOttingen, 
math.-physik. Kl. 1909 S. 100; 1910 S. 43; Physik. Z. 
Bd. 11 (1910) S. 898 .. 

I M. BORN U. A. LANDi: Berl. Ber. 1918 S.1048; 
weitere Literatura,ngaben findet man in M. BORN: 
Atomtheorie des festen· Zustandes. Berlin u. Leipzig 
1921-

Ii 

~. 

t..3 
~ 

~ 

t!oO 

~. 

...Y 

N 

~ 
~ 

.-
" 

a Die hierzu nOtige Berechnu~g von "Gitterpotentialen" WlU"de zuerst von MADELUNG 
(Physik. Z. Bd.19 (1918) S. 542] durchgeftlhrt. Siehe das soeben in Anm.2 zitierte Buch 
von BORN. Die gittertheoretische Berechnung der ultraroten Eigenfrequenzen findet sich 
in einer Arbeit von M. BORN und E. BRODY [Z. Physik Bd. 11 (1922) S. 327]; die be
rechneten Werte stimmen vorztiglich mit den .10 Jahre spll.ter von BARNltS (s. die in 
Anm. 2, S. S04 zitierte Arbeit) beobacbteten Absorptionsmaxima tiberein (s. hierzu 
M. BoRN: Z. Physik Bd. 76 (t932) S. 559]. 

~ 

~ 
~ 
~ 

L", 
~ 

i 

~ 
~ 
~ 
ta 
~ 
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POHL und seinen Schillern1 durch direkte Absorptionsmessungen gefunden 
worden. Tabelle SO gibt die gemessenen WellenHmgen wieder. Dort kommen 
auch die beiden Kristalle Steinsalz und Sylvin vor. und man kann daher die 

~ I.. ... 
~ 

r.) .J t..S ~ 

j 
~. 

.. ~ 
~~ 

Ie> -dI'" 
(- ~. ~ 

... 
~ 

~c 

Ie ~ 

~ 

~ 

~I 
?' 

L 

~ 

~- --' 

t:! 
~~ 

~ 

~ 
.J 

!:> 

~ 

~ ... 
~ 
-....J 

/ 
~k ---
"-

1 W. FLECHSIG: Z. Physik Bd.36 (1926) S.605; R. HILSCH U. R. W. POBL: Ebenda 
Bd.48 (1928) s. 384; Bd. 57 (1929) S. 145; Bd. 59 (1930) S.812; Bd.64 (1930) S.606. Die 
Werle in Tabelle SO sind den in R. HILSCH U. R. W. POBL: Z. Physik Bd. 59 (1930) S.817. 
dargestellten und von uns in Fig. 225 reproduzierten Kurven entnommen. 
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Tabelle 50. Ultraviolette Absorptionsmaxima einiger Halogenidkristalle. 

NaCI 
KCI. 
RbCI 
CsCI 
LiBr 
NaBr 
KBr. 
RbBr 
CsBr 
LiJ . 
NaJ. 
KJ . 
RbJ 
CsJ . 
TICI. 
TlBr 
TIJ . 
PbCI2 

PbJz 

Substanz 

> 160 
162.5 
167 
163 
172.5 
174 
173 
178 
174 
168 
170 
174.5 
180 
164.5 
245 
273 
289 
271 
303 

Wellenlange des Absorptionsmaximums in "", 

2 I 4 

185 
190 
187,5 
192 
186,5 
185 
187,5 
187.5 
188.5 
177 
216 
239 

ca. 250 
219 
278 

221 
229.5 
219 
222.5 
185 

ca. 220 

206 219 

aus der Dispersionsformel (4) extrapolierten Eigenfrequenzen mit den direkt 
gem essen en vergleichen. Man sieht, daB die Dbereinstimmung nur sehr roh 
ist, wie es bei dem extrapolatorischen Charakter der Dispersionsformel ja auch 
nicht anders zu erwarten ist. 

In Fig. 225 sind die von HILSCH und POHL1 gemessenen Absorptionskurven 
graphisch dargestellt. 

Man sieht, daB das Absorptionsgebiet wirklich in die Gegend der aus der Dis
persionsformel extrapolierten Eigenfrequenzen Hillt; da es aber mehrere Maxima 
enthalt. kann man natiirlich eine genaue Dbereinstimmung nicht erwarten. 

In jiingster Zeit ist von CZERNy 2 eine neue eingehende Priifung der Dis
persionstheorie an Steinsalz und Sylvin vorgenommen worden. Er hat das vor
handene Beobachtungsmaterial durch neue Messungen im Ultrarot (Reflexions
vermogen bei nahezu senkrechter Inzidenz und Durchlassigkeit von planparallelen 
Platten) erweitert. Seine Resultate, die sich durch den ganzen zuganglichen Be
reich des Spektrums erstrecken, werden durch unsere Formeln mit vier Gliedern 
dargestellt. Er hat dann auch noch versucht, die Dbereinstimmung zu ver
bessern, indem er in jedem Gliede eine Dampfungskonstante einfiigte. Der all
gemeine Verlauf laBt sich auf diese Weise recht gut wiedergeben, doch erhalt 
man kleine Abweichungen, besonders im Ultraroten, die so aussehen, als ob 
weitere Absorptionsstellen vorhanden waren. Es ist sehr wahrscheinlich, daB 
diese von Verunreinigungen herriihren. 

Fiir Fliissigkeiten und isotrope feste Korper werden die Dispersionsformeln 
in der Regel nur zum Interpolieren in mehr oder weniger ausgedehnten Spek
tralbereichen benutzt. Allgemeinere GesetzmaBigkeiten kommen dabei nicht 
zum Vorschein. Wir wollen daher nicht darauf eingehen. 

§ 96. Inverser ZEEMANeffekt und Dispersion des FARADAVeffektes. * 
Wir haben jetzt die Aufgabe zu lOsen, die Frequenzabhangigkeit der Para

meter aller der optischen Effekte zu bestimmen, die wir im vorigen Kapitel 
untersucht haben, wie FARADAY-, COTION-MOUTON- und KERReffekt, Licht-

1 Siehe Anm. 1 auf S. 507. I M. CZERNV; Z. Physik Bd.65 (1930) S.600. 
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streuung und Drehungsvermogen. Wir haben dort diese Effekte durch Angabe des 
Polarisierbarkeitstensors Axy , bezogen auf ein im Molekiil festes Koordinaten
system X, Y, Z, und zwar gegebenenfalls als Funktion der Komponenten der 
au/3eren Feldstarke % (bis auf Glieder zweiter Ordnung einschliel3lich) dargestellt 
[so Kap. VII, § 77 (4)J: 

(1) Axy = lXXy + f:lXXY,z%z + t~,lXXY,X'y,%x'%y'. 

Wir miissen also jetzt die Koeffizienten lXXy, lXXY,Z, lXXY,X'Y' dieses Ausdruckes 
aus einem Modell, das die Resonanzeigenschaften des Molekiils wiedergibt, be
stimmen und aus ihnen diejenigen invarianten Kombinationen bilden, durch 
welche die verschiedenen Effekte dargestellt werden. Dabei wollen wir aber 
keineswegs Aligemeinheit und Vollstandigkeit anstreben, da ja, wie wir schon 
ofter betont haben, eine genaue Theorie der Wechselwirkung von Lichtfeld und 
Molekiil nur auf Grund der Quantenmechanik moglich ist. Wir werden uns 
also damit begniigen, zu zeigen, da/3 man schon mit einfachen klassischen Mo
dellen die wesentlichsten Ziige der Erscheinungen wiedergeben kann. 

Zunachst behandeln wir das Verhalten eines Atoms, das sich in einem iiufJeren 
Magnetfeld unter dem Einflu/3 einer Lichtwelle befindet, also die zum ZEEMAN
effekt (§ 89) inverse Erscheinung. Dabei wird sich dann zugleich die Dispersion 
des F ARADA yeffekts ergeben. 

Ais einfachstes Modell benutzen wir wie in § 89 ein isotrop gebundenes nega
tives Elektron, beriicksichtigen aber eine der Geschwindigkeit proportionale 
Dampfung. Wir erhalten die Schwingungsgleichung des Resonators unter der 
Einwirkung des elektrischen Lichtfeldes im konstanten magnetischen Felde .\), 
indem wir in den Gleichungen § 89 (3) neben den Dampfungsgliedern rechter 
Hand die elektrische Kraft des Lichtfeldes hinzufiigen: 

(a) 

(2) (b) 

(c) 
B 

= ~Q;o 
m Z' 

wo r die in § 85 eingefiihrte allgemeine Dampfungskonstante und ())L die LARMOR
frequenz [so § 89 (4)J ist. Hier sind die x- und die y-Komponente von V mit
einander gekoppelt; zur Trennung bilden wir 

(3) {
(a) 

(b) 
V", + iVv = V~, 
Q;~+i~Z=~~, 

V", - iVv = V'I' 
~~ - i~Z = ~~. 

Set zen wir ferner samtliche variablen GroBen proportional e,ml, so erhalten wir 

(a) 

(4) (b) 

(c) 
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Da das Atom isotrop vorausgesetzt ist, gelten diese Formeln sowohl im raum
festen als auch im molekulfesten Koordinatensystem. Bringen wir sie auf die 
Form 

(5) 

so ergibt sich 

Vs = l(IXE ~~ + IX'I ~~) 

(6) = HIXE(~~ + i~~) + IX'I(~~ - i~~)} 
Ch + ()(.'1 ()(.. - ()(.'1 

= • 2 ~~ + i '2 ~~ = Au ~~ + As, ~ , 

und Analoges fur die iibrigen Komponenten, so daB der Tensor A im raumfesten 
System folgendermaBen lautet: 

(a) Au = A"" = t (IXE + IX'I) , 
i 

AXil = - A"x = 2" (IX~ - IX'I)' (b) 
(7) 

(c) A .. = IX" 

(d) Azz = Au = A", = A,,, = O. 

Wegen der lsotropie des Atoms sind diese Ausdrucke zugleich die Mittelwerte 
der entsprechenden Komponenten, die wir in Kap. VII, § 77 (24) als Funktion 
der auBeren Feldstarke bis zu Gliedern zweiter Ordnung entwickelt haben; die 
hier abgeleiteten Formeln gelten aber streng fur beliebige Feldstarken. Wir 
haben damit den AnschluB an unsere friihere allgemeine Theorie gewonnen, 
und zwar konnen wir direkt die in VII, § 79 gegebenen Formeln fUr den all
gemeinen Fall der Lichtfortpflanzung in einem durch ein Magnetfeld beein
fluBten Medium heranziehen, nur wollen wir zunachst nicht wie dort die Dielek
trizitatskonstante nach Potenzen der Feldstarke H entwickelt den ken [s. Kap.VII, 
§ 79 (2)], sondern die durch unsere Formeln (7) gegebenen allgemeinen Abhiingig-

. keiten annehmen. Wir beschranken uns auf ein Gas, fiir das wir die wirkende 
Feldstarke mit der einfallenden gleichsetzen konnen. Aus 

(8) ~ = ~ + 4n~ = ~ + 4nNV 

erhii.lt man die Relationen VII, § 77 (32) oder die gleichbedeutenden § 79 (1) mit 

I (a) 

(9) (b) es" = - ells = - ie' = 4nN AXil = 4nN. t (IX~ - IX'I)' 

(c) e .. = eo = 1 + 4nNA .. = 1 + 4nNIX,. 

Der einzige Unterschied gegen friiher ist, daB wir jetzt die Dampfung zu beriick
sichtigen und daher alle Brechungsindizes komplex zu nehmen haben. 

Wir haben also nach § 78 (9), § 79 (7), (8) oder § 79 (26), (28), (29) die 
Hauptfii.lle: 

1. Fortpllanzung parallel zur Feldrichtung: Zwei zirkulare Wellen 
~¥ _ ±. 9 , 

(10) ~~- ~, ~=e,±e. 

2. Fortpllanzung senkrecht zur Feldrichtung: Lineare Doppelbrechung 

(11) I (a) 
(b) 

SDII = 0, 

tl.l = 0, 
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Fiir beliebige Fortpilanzungsrichtung hat man elliptische Polarisation, wie in 
VII, § 79 ausgefiihrt; doch wollen wir darauf nicht naher eingehen. 

Wir betrachten nun den longitudinalen Effekt etwas genauer; setzen wir die 
Werte (9) ein, so erhalten wir aus (10) fUr die beiden Brechungsindizes mit Riick
sicht auf (4) 

(a) 
(12) 

(b) 

e2 
4nN-

n: = 1 + 4nN (X,~ = 1 + I Z ~;-)., 
000 - 00 - 00 ooL - ,,, 

e2 
4nN-

m 
n~ = 1 + 4nN (X,; = 1 +. 1+ (2 + 0 ). 

000 - 00 00 ooL Z" 
Ehe wir diese Formeln diskutieren, wollen wir sie so verallgemeinern, daB 

sie einem allgemeineren Modell als dem zugrunde gelegten isotropen Resonator 
entsprechen. 

Wir denken das optische Verhalten des Molekiils durch mehrere Resonatoren 
beschrieben und fiigen zu e2/m den Starkefaktor I hinzu [sofern 'Y Strahlungs
dampfung bedeutet, auch zu 'Y den entsprechenden Faktor aus § 91 (10)]. Setzen 
wir wie oben [§ 95 (2)] 

(13) 

und fiihren die Frequenzen 11 = w/2n ein, so erhalten wir 

(14) 
(b) 

(a) n:=1+~. (!I , 

£.J. 2 ( 0") t ", -" -" 2"L -, 2n 

2 1+~ (b n+ = £.J . 
j "r - ,,2 + ,,( 2"L + i {-;) 

Wir betrachten zunachst einen Bereich unmerklicher Absorption, in dem " 
vernachlassigt werden kann. Dann werden die Brechungsindizes reell, und man 
hat, wenn man nach dem Zusatzglied 1111£ entwickelt, 

(15) n -n = nl_ -n;' = 2""L ~ (11 
- + 2 n n ~ ("r - ,,1)1 ' 

j 

wo n den Brechungsindex im feldfreien Zustand bedeutet. 
Hierin setzen wir die Werte (!j aus (13) und die LARMoRfrequenz aus § 89 (4) 

oder § 89 (10) ein und berechnen das Drehungsvermogen, die VERDETsche Kon
stante [so Kap. VII, § 78 (19)] zu 

:Jr 1 e,,1 ~ (b e8 ,,1 ~ I, 
(16) R = Ao (n_ - n+) H = 2mcS n £.J ("r - ,,1)1 = N 2nc1ml n £.J (liT - -;tTi' 

j j 

Diese Formel bedeutet das Gesetz der Rotationsdispersion in Spektralbereichen 
unmerklicher Absorption. Dabei ergibt sich fiir R iiberal! ein positiver Wert; 
und das beruht auf der von uns gemachten Voraussetzung, daB die Ladung des 
Elektrons gleich -e (e> 0) angenommen wurde. Damit befinden wir uns in 
'Obereinstimmung mit der in Kap. VII, § 78 durchgefiihrten Diskussion des Vor
zeichens der Drehung im AnschluB an die BECQUERELsche Relation, auf die wir 
sofort zuriickkommen werden. 

Man sieht, daB in der VERDETschen Konstanten R dieselben Parameter auf
treten wie bei der Dispersion der Brechung, namlich wesentlich nur die Kon
stante (! bzw. N I. Man kann daher diese Atomkonstanten ebensogut durch 
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Beobachtung der Dispersion des FARADAYeffekts als durch gewohnliche Dis
persionsmessungen des Brechungsvermogens bestimmen. Wir kommen darauf 
noch zuruck. 

Ein wesentlicher Unterschied des Verlaufes von R als Funktion der Frequenz 
gegenuber dem der Brechung ist folgender: 1m Nenner von (16) steht das Quadrat 
der Differenz VF - '112 , d. h. das Drehungsvermogen hat zu beiden Seiten einer 
Absorptionslinie dasselb~ Vorzeichen, wahrend die Differenz des Brechungsindex 
gegen seinen mittleren Wert das Vorzeichen wechselt. 

Wir konnen nun auch die in Kap. VII, § 78 abgeleitete BECQUERELSche 
Relation (24) hier durch direkte Rechnung bestatigen. Durch Kombination der 
Gleichung (16) mit der Ableitung der Gleichung § 95 (3) erhalt man 

( 17) R = _e _ v dn = _ _ e_ A. dn 
2mc! dv 2mc! °d)'o' 

wo A.o = e/v die Vakuumwellenlange ist. 
Mit Hilfe dieser Beziehung la13t sich nun sehr leicht die Potenzentwicklung 

§ 95 (8) auf das Drehungsvermogen ubertragen. Man findet 

(18) R = -- - B + 2Cv2 + ... + .... + - + . .. . e v2 { B' 2C' } 
2mc! n v' v8 

Unser Modell liefert nur den temperaturunabhangigen oder diamagnetisehen 
Anteil des Drehvermogens. Den temperaturabhangigen oder paramagnetisehen 
Anteil kann man naturlich auf diese Weise nicht erhalten, da er, wie die Ab
leitung in VII, § 77 und insbesondere die dortige Formel (28b) fur /1 zeigt, auf 
der Anisotropie des Molekuls beruht. Urn die Dispersion dieses Anteils zu be
stimmen, muBte man ein Molekiilmodell zugrunde legen, fur das der Tensor 
der Polarisierbarkeit, IXXy, nicht kugelsymmetrisch entartet ist, so daB die 
Differenzen IXXy - IXyX, ..• von Null verschieden sind; auBerdem muB das 
Molekiil ein permanentes magnetisches Moment mo haben. 

Bei schwacher Absorption ist der Tensor IX hermitisch, und man kann ibn 
durch den axialen Vektor b mit den Komponenten 

(19) bx=iIXYZ=-iIXzy, 

ersetzen. Dann galt die Formel VII, § 78 (26): /1 = ~ mob. Das Vorzeichen 
von /1 hiingt also, wie wir sehen, von der gegenseitigen Lage der Vektoren mo, b 
abo Nimmt man ferner an, daB sich die einzelnen Komponenten des Tensors IXXY 

bzw. die Vektorkomponenten bx , by, bz bezuglich ihrer Frequenzabhiingigkeit 
durch das Verhalten einfacher Resonatoren bestimmen lassen, so folgt, daB sie 
denselben Verlauf haben wie das Brechungsvermogen n 2 - 1, d. h. daB sie zu 
beiden Seiten einer Absorptionslinie verschiedene Vorzeichen haben. 

Diese Verschiedenheit im Verhalten der Dispersion kann zur Trennung von 
diamagnetischem und paramagnetischem Effekt dienen. 

Wir untersuchen nunmehr noch etwas naher das Verhalten der Drehung in 
unmittelbarer Nachbarschaft einer Absorptionslinie vo, indem wir genau so vor
gehen wie beim entsprechenden Fall des Brechungsvermogens. Wir schreiben 

(20) n~ =~+ eo , 
v~ - v2+ iv L ± 2""L 

2n 

wo no wieder der Anteil des Brechungsindex ist, der von allen Eigenfrequenzen 
auBer "0 herriihrt. Wir fiihren wieder die Variable x [so § 93 (11)] ein durch 

(21) 
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In der Umgebung der Absorptionslinie konnen wir dann 

(22) r'O v2 -Yo=_ox 
211" 

setzen und in den ubrigen Gliedern des Nenners Vo statt v schreiben. Fuhrt man 

(23) 

ein, so wird mit M = 2ltQolyvo [so §93 (12)J: 

(24) 

oder, wenn wir in Real- und Imaginarteil zerspalten, 

2( ~)_ 2 M(X=fXL) 
n± 1 - ± - no - (X~ XL)' +1' 

M I (a) 
(25) 

(b) 2n~ "± 

Der Vergleich mit § 93 (1-3) zeigt, daB, wie auch zu erwarten, Brechungs- und 
Absorptionsindex so verlaufen, als ob flir die urn die Fortpflanzungsrichtung 
rechtsrotierende (links zirkulare) Welle die Eigenfrequenz von x = 0 nach x = XL 

verschoben ist, flir die linksrotierende (rechts zirkulare) Welle nach x = - XL . 

Achten wir zunachst auf den Absorptionsindex, so stellt die Formel (25 b) 
den longitudinalen inversen ZEEMAN effekt dar: Die ursprungliche Absorptionslinie 
spaltet in zwei Linien auf; die einfallende Welle wird in zwei verschieden schnelle 
von entgegengesetzter Zirkularpolarisation zerlegt, denen zwei verschiedene Ab
sorptionsindizes entsprechen, wobei jeder der beiden Indizes genau so verlauft 
wie bei der urspriinglichen Linie, nur daB das Maximum der Absorption urn ± VL 

verschoben ist. 
Fur diesen Effekt gilt nun genau dasselbe, was wir schon im Fall der Emission 

gesagt haben: In Wirklichkeit ist das aus dieser klassischen Theorie gefolgerte 
sog. normale Triplett nur in seltenen Fallen realisiert. Vielmehr zerfallt die 
Absorptionslinie genau so wie die Emissionslinie in ein komplizierteres Linien
system, von dem die Quantentheorie Rechenschaft gibt. Wir konnen hier jedoch 
auf diese Theorie nicht eingehen und wollen nur feststellen: Der Verlauf des 
Absorptionsindex wird in jedem Fane einfach dadurch erhalten, daB man fur "+ 
die Wirkungen derjenigen Aufspaltungslinien addiert, die im Emissionseffekt 
rechtsrotierendes (linkszirkulares) Licht ergeben, fur ,,_ die ubrigen. 

Wir betrachten nunmehr den Verlauf des Brechungsindex. Die Formeln 
zeigen, daB in der Na.he der Absorptionslinien ein starkes resonanzartiges An
steigen der zirkularen Doppelbrechung zu erwarten ist. Man erhalt (bei Ver
nachlassigung von ,,2) flir den Drehungswinkel pro Langeneinheit [§ 78 (18)] 

6 11"( ) 1I"M {X-XL X+XL l 
(2 ) X = T n_ - n+ = 2no). (X-XL)'+ 1 - (X+XL)'+ ir' 
Den Verlauf dieses Drehungswinkels als Funktion der Frequenz ubersieht man 
am besten, indem man die beiden Glieder in der Klammer auf der rechten Seite 
von (26), die jeweils n_ bzw. n+ entsprechen, einzeln auftragt. In Fig. 226 sind 
dabei drei verschiedene Werte flir XL gewa.hlt worden, die sich wie die Zahlen 
1, 3, 5 verhalten. Der Abstand der beiden Kurven jeder Figur ist stets proportio
nal dem Drehungsvermogen, und zwar ergibt sich dieses positiv, wenn die n_
Kurve oberhalb der n+ -Kurve liegt. Dieser Fall tritt rechts und links auBer-

Born. Optik. 33 
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halb des Absorptionsbereichs ein; zwischen den Zeemankomponenten aber kehrt 
sich das Vorzeichen urn. 

Dieses eigenartige Verhalten der magnetischen Drehung als Funktion der 
Frequenz in der Umgebung einer Absorptionslinie wird nach seinen Entdeckern 
&Is 'MACALUSO-CORBINO-Ellekt bezeichnetl. 

lMese heiden Forscher lieBen linear polarisiertes Sonnenlicht ein Magnet
fe1d parallel den Knftliwall durchlaufen, in dem sich eine mit Natriumdampf 
gefarbte Flamme befand. und dann durch einen Analysator auf den Spalt eines 
Gitterspektrographen fallen. 

Bei gekreuzten Nicols und unerregtem Felde zeigte sich im Spektrum nur 
das Bild der D-Linien auf dunklem Grunde. Bei Erregung des Feldes entstanden 

zu beiden Seiten einer jeden D-Linie 
helle Banden. die bei abnehmender Feld
starke symmetrisch nach innen, bei zu
nehmender Feldstarke symmetrisch nach 
auBen ruckten. 

Diese Beobachtung entspricht den 
Forderungen der Theorie. 

Die Drehung erreichte bei hinreichend 
starken Feldern in unmittelbarer Nach
barschaft der Absorptionsstreifen groBe 
Betrage. Man erhielt Drehungen bis 

--------~;--+--~------~z ca. 250°. 
Wenn der ZEEMANeffekt kein "nor

males" Triplett liefert, so haben sowohl 
n+ als auch n_ mehrere Resonanzstellen. 
und der Verlauf des Drehungsvermogens 
wird entsprechend komplizierter. Fur 
genaueres Studium verweisen wir auf die 

Z Spezialliteratur l . 

Heute benutzt man zur Beobachtung 
Interferenzverfahren, bei denen die Lage 
der Interferenzstreifen gegen eine Dre

FIc.226. Mapetlscbe zirkulare Doppelbrechung in der hung der Polarisationsebene sehr emp-
Umgebung einer Spektrallinie (FAlWlAveffekt). findlich ist. Fig. 227 gibt eine Aufnahme 

von HANSEN 3 wieder. Man erkennt an 
ihr die anomale Drehung an den beiden D-Linien des Natriums (bei 
27400 GauB) und kann sogar an der DII-Linie den Verlauf zwischen den inneren 
und auBeren Komponenten des Quartetts erkennen. Durch Ausmessen der 
Interferenzfransen auBerhalb der Absorptionsbereiche kann man eo und bei 
gleichzeitiger Messung der Dampfdichte die Starke I der Linie bestimmen. Der
artige Messungen sind in letzter Zeit vielfach ausgefuhrt worden'. Die ResuItate 
sind von uns bereits in die Tabellen 39-41, § 94, aufgenommen. 

I D. MACALUSO U. O. M. CORBINO: Verso d. Ital. Phys. Turin 189823. Sept.; C. R. Acad. 
Sci .• Paris Bel. 127 (1898) S. 548; Nuovo Cimento (4) Bel. 8 (1898) S. 257; Bel. 9 (1899) S.381-

• W. VOIGT: Magneto- und Elektrooptik. Leipzig 1908; R. LADENBURG: Magneto- und 
Elektrooptik in MULLER-POUILLET; P. ZEEMAN U. T. L. DEBRUIN: Magnetische Zer
legung der Spektrallinien. Handb. d. physik. Optik Bel. 2. 2. HlI.lfte. 1. Teil; P. ZEEMAN: 
Researches in Magneto-optics. Deutsche 'Obers. Leipzig 1914; E. BACK U. A. LANDt: Zeeman
effekt. Berlin 1925. 

• H. M. HANSEN. Ann. Physik (4) Bel. 43 (1914) S. 169. 
, F. HABER U. H. ZISCH: Z. Physik Bd.9 (1923) S.302; R. MINKOWSKI: Z. Physik 

Bd. 36 (t926) S. 839; A. ELLET: J. opt. Soc. Amer. Bd. 10 (1925) S.427. 
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Zum SchluB wollen wir kurz den transversalen Effekt besprechen. In diesem 
FaIle hat man nach (11) line are Doppelbrechung. Man kann nun (11 a) leicht 
auf folgende Gestalt bring en: 

(27) 

Dadurch wird der transversale Effekt auf den longitudinalen zuruckgefiihrt. 
Die Brechung der parallel zum Felde schwingenden Komponente (~.i = 0) 
ist nach (11 b), (9c) und (4c) vom Felde unabhangig: 

(28) fl~ = Eo = 1 + 4n N (Xz = fl2, 
wo n der Brechungsindex des feldfreien Mediums ist. 

Aus (27) folgt zunachst streng 

(29) 

Fig. 227. Anomale Drehung in der Umgebung der Natrium-D-Linien . [Nach H. M. HANSEN: Ann. Physik (4) Bel. 43 
(1914) S.169.] 

Daraus ergibt sich durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil I 1 - x~ 1 { 1 - x~ 1 - x~ } 
(a) nH1 + X~)2 = 2 n~ (1 + x~)2 + n~ (1 + x~)1 ' 

(30) 

(b) n~(1x~Xnl = ~ {n~(1x~X~)2 + n~(1x+x~)+ 
Vernachlassigt man ,,2 gegen 1, so folgen die formal sehr einfachen Beziehungen 

(31) ~t = ~ (n! + n~-)' :! = ~ (:: + :;), 
1 + _ 1 +_ 

und wenn man schlieBlich noch annimmt, daB in der zweiten Gleichung n+, 
n_, n1 praktisch einander gleich sind, so erhaIt man 

(32) "1=*("++"-)' 
Nimmt man hier noch nach (28) die Aussage "2 = " hinzu, wo" den Absorptions
index der feldfreien Linie bedeutet, so erh3Jt man fUr den transversalen inversen 

33* 



516 VIII. Emission, Absorption, Dispersion. 

ZEEMAN elfekt das Ergebnis: Die einfallende Welle spaltet in zwei verschieden 
schnelle auf, von denen die eine parallel zum Feld schwingt und in der spektralen 
Verteilung ihrer Absorption die Form der ursprlinglichen Absorptionslinie behalt, 
wii.hrend die andere senkrecht zum Feld schwingt und zwei Absorptionsmaxima 
hat, die gegen die ursprlingliche Linie urn ± 'ilL verschoben sind. Man sieht also 
drei Absorptionslinien, das "normale ZEEMANtriplett". 1st, wie es meist der Fall 
ist, die Frequenzaufspaltung von der normalen verschieden, so erhalt man den 
entsprechenden Absorptionsverlauf mit Absorptionsmaxima an den Stellen jeder 
ZEEMANkomponente, worauf einzugehen sich aber flir uns erlibrigt. 

In einiger Entfernung von einer Absorptionslinie laBt sich lineare Doppel
brechung beobachten (s. Kap. VII, § 79, COTTON-MoUToN-Effekt). 

Wir entwickeln R± [siehe (14)] nach der LARMoRfrequenz in Bereichen 
schwacher Absorption und haben 

1 
2 ~ I!I ~ 2Vl!I 2 ~ 4"z1!1 T 

~± = 1 + ~ v~- vi =F 'IIL~ (vf- ;:i)i + 'ilL ~ (v1- v8)3 T'" 
I I I 

= ni =FEl + Ea =F •.. , 
wo 

(34) ni = 1 + ~ -~- = n 2 
~ J'~- ,,2 

I 

ist; n bedeutet den .Hrechungsindex der zum Felde parallelen Schwingung oder, 
was dasselbe ist, den Brechungsindex im feldfreien Zustande. Dann ergibt sich 
mit (31) 

(35) 
9 2n~n~ 
n------
1- n~ +n~ -

(ni + I 2)S - I~ 

n2 + I z 

Dadurch ist die in VII, § 79 (12) definierte transversale Doppelbrechung nach 
COTTON-MoUTON in ihrem Frequenzverlauf bestimmt. 

Auch der COTTON-MoUToN-Effekt zeigt in der Nii.he der Absorptionslinie eine 
starke Zunahme; sie ist von VOIGT zuerst beobachtet worden l . 

§ 97. Resonanzfluoreszenz und ihre Beeinflussung durch 
magnetische Felder. * 

In Kap. VII, § 81, 82 haben wir gesehen, daB die von einer Lichtwelle in 
einem Moleklil erzeugten elektrischen Momente sich auBer durch ihren EinfluB 
auf den Brechungsindex (und Absorptionsindex) auch noch dadurch bemerkbar 
machen, daB sie eine Streustrahlung erzeugen (TYNDALL- und RAMANstreuung). 
Die Dispersion der Streuung ist durch die Abhii.ngigkeit der Komponenten des 
Deformierbarkeitstensors von der Frequenz bestimmt; man sieht daher sofort, 
daB Licht, dessen Frequenz mit einer Eigenfrequenz des streuenden Molekiils· 
iibereinstimmt oder ihr sehr nahe kommt, besonders stark gestreut werden wird. 
Wlirde die klassische Theorie streng gelten, so mliBte sogar das gesamte vom 
Resonator absorbierte Licht in Streustrahlung verwandelt werden. Wir haben 

1 w. VOIGT: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 1898 Nr. 4: Wied. Ann. Bd.67 (1899) S.359. 
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von diesem Gedanken in § 91 Gebrauch gemacht. In Wirklichkeit ist aber, wie 
'hir auch an jener Stelle bemerkt haben, im allgemeinen der Vorgang infolge 
der quantenmechanischen Kopplung komplizierter: Wenn von dem durch das 
einfallende Licht erregten Zustande des Molekiils mehrere Obergange zu tieferen 
~iveaus moglich sind, so teilt sich die absorbierte Energie auf diese in einem 
gewissen Verhaltnis auf. Daher ist der Fall, wo nur ein einziger spontaner Ober
gang von dem erregten Niveau moglich ist, ausgezeichnet; man spricht nur in 
diesem FaIle, wo die gesamte aufgenommene Energie wieder ausgestreut wird, 
von Resonanzfluoreszenz, und man kann dann den Vorgang weitgehend durch 
das Bild eines klassischen Resonators beschreiben. 

Wir wollen nun hier die Frage stellen, wie sich das Resonanzlicht verhalt, 
wenn durch E inwirkung eines M agnetfeldes die Spektrallinie in mehrere Kompo
nenten aufgespalten wird. Da wir klassisch rechnen, handelt es sich dabei immer 
urn das in § 96 besprochene ZEEMAN triplett. In Wirklichkeit sind, wie schon 
erwahnt, die Aufspaltungen auch von Resonanzlinien oft viel verwickelter, und 
die im folgenden gegebenen Formeln miissen entsprechend erweitert werden. 
Es liegt uns hier auch nicht daran, die Intensitats- und Polarisationsverhiiltnisse 
des Resonanzlichtes im Magnetfelde zu studieren; derartige Untersuchungen 
gehoren in die Quantentheorie der Atomspektren 1. Vielmehr interessiert uns 
nur eine besondere Erscheinung, die in ganz schwachen Feldern zu beobachten ist. 

1m allgemeinen wird bei solchen Versuchen die Lichtquelle (gewohnlich 
ein Funken oder Vakuumlichtbogen) von hoherer Temperatur und daher die 
Breite der Emissionslinie groB sein. Wir nehmen an, sie sei betrachtlich groBer 
als die Breite der Absorption des streuenden Gases ("Resonanzlampe tt

), ja sogar 
so groB, daB bei den betrachteten Magnetfeldern die ZEEMANkomponenten noch 
samtlich innerhalb der Breite des erregenden Lichtes liegen. Ferner wollen wir 
voraussetzen, daB wir mit so geringer Dispersion beobachten, daB die Resonanz
linie unaufgelost erscheint. Dann wird das Resonanzlicht natiirlich nicht mehr 
die den einzelnen ZEEMANkomponenten zugehorigen Polarisationseigenschaften 
haben. 

1st kein Magnetfeld vorhanden, so sind die streuenden Atome isotrope Reso
nat oren und geben daher die gewohnliche RA YLEIGHSche Streuung, die bei linear 
polarisiertem einfallenden Lichte ebenfalls linear polarisiert ist. 

Wenn nun das Magnetfeld wachst und die ZEEMANkomponenten auseinander
riicken (aber immer noch innerhalb der Breite der einfallenden Linie bleiben), 
so tritt jetzt rotatorische Anisotropie urn die Richtung des Magnetfeldes auf; 
es ist so, als ob die Atome in zwei Klassen zerfallen derart, daB die eine Halfte 
rechts, die andere links urn das Magnetfeld mit der LARMoRfrequenz prazessiert. 
Die Folge davon ist einerseits, daB die Polarisation mit wachsender ZEEMAN
trennung immer geringer wird, andererseits, daB die Richtung maximaler Polari
sation (kurz: die "Polarisationsebene") sich dreht. Die GroBe dieser beiden 
Erscheinungen hangt offenbar von der Linienbreite der resonierenden Atome abo 

Der Grenzfall volliger Depolarisation wird erreicht, sobald die Trennung der 
ZEEMANkomponenten groBer als die Linienbreite ist. 

Die Depolarisation durch ein M agnetfeld laBt sich beobachten2 und gibt 
offenbar ein Mail fUr die Breiten der Linien, also fUr die Dampfungskonstante. 

1 Wir verweisen fiir genaueres Studium der Erscheinung auf P. PRINGSHEIM: Fluoreszenz 
und Phosphoreszenz. 3. Auf!. Berlin 1928. 

I Siehe W. HANLE: Erg. exakt. Naturwiss. Bd. 4 (1925) S. 214; Z. Physik Bd. 30 (1924) 
S. 93; Ed. 35 (1926) S.346. Siehe auch R. W. WOOD U. A. ELLET: Proc. Roy. Soc., Lond. 
Ed. 103 (1923) S. 396; A. ELLET: Nature, Lond. Bd. 114 (1924) S. 431; J. opt. Soc. Amer. 
Bd. 10 (1924) S. 590. 
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Dieses Verfahren ist darum besonders wichtig, wei! es sich bei geringsten Drucken 
ausfiihren lliBt, wo die Linienbreite wesentlich nur auf der Strahlungsdiimpfung 
beruht. 

Wir wollen nun diese qualitativen Uberlegungen in Formeln fassen, und zwar 
nur fUr den einfachen Fall, daB das Magnetfeld H senkrecht auf dem elektrischen 
Vektor ~ des einfallenden, linear polarisierten Lichts steht. Wahlen wir wie j.m 
vorigen Paragraphen die z-Achse als die Richtung von H, die x-Achse als die 
des Lichtfeldes ~, so muB die einfallende Strahlung s irgendwo in der yz-Ebene 
liegen (s. Fig. 228). Fiir das erregte Moment gelten die Formeln § 96 (4) mit 

z (1) ~s=E, ~,,=~.=O, d.h. ~E=~.,=E. 

!I 

If :r 

1st nun (s. VII, § 81) q ein Einheitsvektor senkrecht 
auf der Beobachtungsrichtung, der die DurchlaBrichtung 
eines analysierenden Nicols angibt, so ist die beobach
tete Lichtstiirke proportional 

(2) J = /~q/2 = /~q/2. 

Hier ist nach § 96 (5), (7) 

Fig. 228. Zur Theorie der Reso- (3) ~s = AssE , ~" = A"s E , ~z = 0; 
nanzfluoreszenz. 

mithin wird 

(4) J = /~q/2 = E2{/Ass/2q~ + /A"s/2q; + (A:rsA:s + Al/sA:s) qsq,,}. 

Dabei bedeutet nach § 96 (7) 

I (a) Ass = i(IXE + IX'I)' 

(5) (b) A"., = - ~ (IX; - IX'I) , 

und (XE, IX., sind aus § 96 (4) zu entnehmen. Urn diese Formeln einfach schreiben 
zu konnen, fiihren wir abkiirzend 

I (a) Wo- w 
x+i=y, --=x 

(6) r/2 

(b) Wr. ~ el 

r/2 = , -=C mrwo 
ein. Dann wird 

(7) 1 1 
IXE = C Y + ~' IX'} = C--~, y-

also nach (5) 

(8) Ass=C-'y~, y - A"s = cil_L~. y -

Fiihren wir ferner die Abkiirzungen 

a = /y/2 = x2 + 1 = (Wor; wr + 1, 

b - - X2 - 1 = -- - 1 
_ yl + y" _ (wo - W)I 

2 r/2 
ein, so wird nunmehr 

I (a) 

(10) (b) 

(c) 

/ Ass /2 = C2aK, 

/A"s/s = CIE2K, 

AnA:s + ArsA:., = 2C2EK, 
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wo 

(11) 
1 1 

K = (yt _ ~2)(y" _ ~2) = at _ 2~lb +~, 
oder auch 

(12) I K= 1 = t 
Iy - ~llly + ~I' «x - ~)2 + t)(X + ~)I + 1) 

1 {t 1} 
= 4~x (x - ~)I + 1 - (x + ~)I + 1 . 

Von den hier auftretenden Briichen hat der eine sein Maximum bei x = ~, der 
andere bei x = -~. Mit einer haufig benutzten Annaherung konnen wir in den 
Faktoren der Briiche die Variable x durch ~ bzw. -~ ersetzen. Dann wird in 
dieser Naherung 

(13) K=4~1{(X-;)1+1+(X+;)1+1}' 
Nunmehr wird nach (4) 

(14) 

und mit derselben Naherung (a ersetzt durch ~2 + 1) 

(15) ] = E2C2K{~2(q~ + q~ + q; + 2~q2:qr} = £2C2K{~2q; + (q2: + ~qr)2}. 
Bislang ist angenommen, daB die An

regung durch exakt monochromatisches Licht 
erfolgt. In Wirklichkeit solI nach unserer 
Voraussetzung die anregende Linie breit sein 
gegen die Absorptionslinie. 

Die Versuche werden so angestellt, daB 
man die Spektrallinie eines Gases (Queck
silber) nach Durchgang durch einen Kolli
mator und Polarisator auf eine Resonanz
lampe auffallen laBt, die dasselbe Gas unter 
einem anderen, gewohnlich viel geringeren 
Drucke enthaIt, und das in irgendeiner Rich
tung austretende Streulicht durch einen 
Analysator betrachtet oder photographiert. 
Fig. 229 zeigt den Fall, wo die Beobachtungs
richtung senkrecht auf der Fortpflanzungs
rich tung des erregenden Lichtes steht l . In 

l, N, lz 

Fig. 229. Anordnung zur Beobach· 
tung der Resonanzfiuoreszew:. 

(Nach W. HAIfLI! aus Erll"hn. der 
exakten Naturwissenscbaften Bd. 4.) 

Q Quecksilberlampe, Lt QuarzJlnse, 
N, Nicol, L" Flullspat1inse, R Reo 
sonaozll"fAO, L, FluOspat1inse, 
K DrebquarzkeU b%W. Babinet, 
N, Nicol, L. Quar.linse, P Kamera. 

ihr sind auBer den Nicols-die zur Abbildung notigen Linsen eingetragen; femer 
ist an Stelle des einfachen Analy~tors eine Kombination von einem Doppel
quarzkeil und einem Nicol benutzt, die eine viel hOhere Empfindlichkeit fUr (lie 
Bestimmung der Polarisation ermoglicht (vgl. Kap. V, § 65). 

Sei nun (X der Winkel der erregenden Strahlrichtung s gegen das Magnetfeld, 
so daB in unserem Koordinatensystem !3 die Komponenten 0, sin (X, cos (X hat. 
Die Beobachtungsrichtung t solI senkrecht auf s stehen, so daB t die Kompo
nenten 0, cos(x, -sin (X erhaIt. Dann hat der Einheitsvektor q der Analysator
stellung die Komponenten 

(16) q: cos'lf' ' sin (X simp , cos (X sin 'If' • 

1 VgI. W. HANLE: Erg. exakt. Naturwiss. Bd.4 S.218. 
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Dabei ist "P das Azimut der Polarisation (s. Fig. 230), gezahlt von der Stellung, 
wo die durchgelassene Schwingung parallel zum elektrischen Vektor des ein
fallenden Lichts (x-Achse) schwingt (s. VII, § 81, S. 377), und zwar wachsend 
bei einer Drehung, welche die Analysatorstellung auf kiirzestem Wege in die 
zum einfallenden elektrischen Vektor antiparallele iiberfiihrt. 

Die IntensiHitsverteilung des einfallenden Lichts, die wir nach der einleitend 
gegebenen Betrachtung als breit gegen die ZEEMANaufspaItung voraussetzen, sei 
in der x-Skala durch ]0 (x) gegeben. Setzen wir dann 

00 

(17) A = C21 K(x) ]0 (x) dx , 
-00 

so wird die Intensitat des ohne spektrale Zerlegung beobachteten Streulichts 

{ ] = A {~2 cos2"P + (cos"P + ~ sin lX sin "P) 2} 

(18) = A {coS2"P . ! (~COS2lX + 1) + sin 2"P . ~ sinlX + H~2 (1 + sin2lX) + in. 
Die Konstante A hangt noch von der Form (Dampfung) der einfallenden Linie, 
der Dampfung y der resonierenden Atome und der magnetischen Feldstarke H 

r 
(durch Vermittlung von WL bzw. ~) abo Uns interes
siert hier nur die Abhangigkeit der Streuintensitat 
von der Analysatorstellung, d. h. die Art der Polari
sation des zerstreuten Lichts. 

1st nun das Feld H sehr stark, also ~ ~ 1, so 
k6nnen wir in (18) aIle von ~ unabhangigen oder in ~ 
linearen Glieder gegen die Glieder mit ~2 vernach
lassigen und erhaIten 

II (19) ] = A~2(COS2"P + sin2lXsin2"P)' 

Denken wir die Beobachtungsrichtung immer unter 
einem rechten Winkel gegen die Richtung 5 und die 

Fig. 230. Zur Theorie der Polari· elektrische Feldstarke des erregenden Liehts fest
sation des Resonanzlicbls. 

gehaIten und drehen das Magnetfeld herum, d. h. 
andern lX, so haben wir, wenn s senkrecht auf ~ steht, den Fall, daB wir in 
Richtung (oder gegen die Richtung) des Magnetfeldes beobachten. Dann wird 
die Klammer in (19) gleich 1; es ist also keine Polarisation vorhanden. Die 
beiden durch das Magnetfeld erzeugten zirkularen Schwingungen wirken inko
harent un:! geben keine beobachtbare Polarisation. 

Bei geneigter Beobachtung, lX =1= n/2, tritt allmahlich wachsende Polarisation 
ein, die bei lX = 0 (5 II ~; Beobachtung .l~) vollstandig wird (der Faktor wird 
COSZ"P). 

1st das Magnetfeld von mittlerer Starke, so daB ~ mit 1 vergleichbar wird, 
so erhalten wir partielle Polarisation und zugleich eine vom Felde abhangige 
Drehung der Polarisationsebene. Urn dies einzusehen, ermitteln wir die Analy
satorstellung "Po maximaler IntensiUit. Durch Differenzieren der Klammer von 
(18) erhaIten wir 

(20) !sin 2 "Po (~2 COS2lX + 1) - ~ sin lX cos 2 "Po = 0 , 

und daraus 

(21) 

Die~e Gleichung hat zwei Losungen "Po' "Po + n/2, von denen die eine, etwa 
"Po. das Maximum von J liefern m6ge. 
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Diesen Winkel "Po wird man als den der Polarisationsebene des partiell de
polarisierten Lichts zu bezeichnen haben. Indem man ihn und 1X mil3t, hat 
man eine Bestimmung der Grol3e ~ und damit, da ja WL aus der Theorie des 
ZEEMANeffekts (mit quantenmechanischer Verscharfung) bekannt ist, auch y. 

Der Mittelwert der Intensitat uber aIle "p betragt 

(22) 

AIs Polarisationsgrad bezeichnen wir den Wert, den die Grol3e 

(23) 
J (1p) -J _ (~2 cos2 /X + 1) cOS21p + 2~ sin/X sin 21p 
-f- - ~2(1 + sin2/X) + 1 

fur "p = "Po annimmt, d. h. ~ 
q5~-----------------------------

(24) IJO 

In dem oben betrachteten Grenz- 30 

falle 9 J.-.\) (Beobachtung gegen 
.\), 1X = ::l12) wird insbesondere 

(25) p=Yl+4i~ 
1 + 2~2 

Fur diesen Fall ist der Verlauf von 
"Po und Pals Funktionen von ~ in 
Fig. 231 aufgetragen. Mit wachsen
dem ~ wird P~ O. 

1m FaIle 9 II.\) (Beobachtung 
J.-.\), 1X = 0) wird 

(26) tg 2 "Po = 0, "Po = 0, P = 1 , 

d. h. man hat unabhiingig vom 
Magnetfelde totale Polarisation in 
Richtung des einfallenden Strahls, 
wie es auch anschaulich klar ist. 

Die Erscheinung der Depolarisa
tion in kleinen Magnetfeldern wurde 
zuerst von WOOD, die der Drehung 
der Polarisationsebene von HANLE 
und spater von WOOD und ELLET 
untersucht 1. Die Messungen von "Po 
und Pals Funktionen der Feld

o z 3 
Fig. 231 a. Drehung der Polarisationsebene des Resonanzlicbts 

im Magnetfeld. Die Funktion 

~'o = tare tg 2; . 

0,5 

4' 
43 
42 
0,1 

0 1 Z 3 IJ 5 f~ 
Fig. 231 b. Polarisationsgrad des Resonanzlichts im Magnet
leld senkrecht zurn einfallenden Strahl und bei Beobachtung 

gegen das Magnetfeld. Die Funk tion 

starke H haben den Verlauf der beiden Kurven in Fig. 231 recht gut bestatigt. 
Sodann wurde mit Hilfe der bekannten LARMoRfrequenz WL der Wert der 

Dampfungskonstanten ermittelt. Dabei mul3 je nach der betrachteten Linie 
der klassische Wert von WL [so § 89 (4)] durch den quantentheoretischen ersetzt 
werden, der sich urn einen rationalen Bruch von ihm unterscheidet. 

B2i den Natrium-D-Linien ergab sich aus den Messungen vcn "Po und P 
ubereinstimmend der Wert y = 0,71 . 108 sec!; wir haben oben (s. § 93, S. 484) 
mit dem ganz unabhangigen MIN KOWSKIschen Verfahren der Absorptionsmessung 
in einigem Abstande von der Linie cen Wert Yo = 0,62· 108 sec 1 gefunden, 
der uberdies sehr genau mit dem aus der klassischen Forme! berechneten im 

1 S. Anm. 2, S. 517. 
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Einklang war, auch unter Beriicksichtigung des f-Faktors. Der Gang der Drehung 
der Polarisationsebene mit der Feldstarke stimmt auch gut mit der Theorie, 
die Abhangigkeit der Depolarisation aber nur, wenn die Feldstarken nicht zu 
klein sind. Dies ist ja auch zu erwarten, da die entwickelte Theorie den DOPPLER
effekt nicht beriicksichtigt, der den Verlauf der Dispersion und Absorption 
in der Nahe der Linienmitte wesentlich beeinfluBt. 

Die Feldstarke, fUr die bei Beobachtung II ~ die Depolarisation gerade voll
standig wird [Polarisation P (25) nicht mehr feststellbar] betragt bei den D
Linien etwa 100 GauB. 

Bei der Quecksilberlinie Ao = 2537 A ist der Zustand volliger Depolarisation 
schon bei dem auBerst geringen Felde von etwa 2 GauB erreicht; schon hieraus 
ist zu schlieBen, daB die Dampfung in diesem FaIle viel kleiner ist. In der 
Tat ergibt die Messung der Linienbreite fiir die Wellenlange Ao = 2537 A : 
y ~ 1O~ sec-I. Die klassische Linienbreite fiir diese Linie betragt nach § 86 (7a): 
Yo =; 3.4.108 sec-I, d. h. die wirkliche Breite ist nur der 34. Tell von dem klas
sischen Werte. Daraus muB man fiir diese Linie auf einen Starkefaktor f = 0,029 
schlieBen in glanzender Dbereinstimmung mit der in § 94, Tabelle 41 gegebenen 
Messung von FOCHTBAUER aus der Gesamtabsorption der Linie l . 

DaB bei der Behandlung dieser Erscheinungen die klassische Optik zu so 
vorziiglichen Resultaten fiihrt, ist natiirlich kein Zufall. Die neueren quanten
mechanischen Untersuchungen iiber die Kopplung eines Atoms mit seinem 
eigenen Strahlungsfelde, auf der die Linienbreite beruht (s. § 90), sind zwar be
grifflich viel komplizierter, fiihren aber schlieBlich zu mathematischen Gesetz
maBigkeiten, die von denen der klassischen Theorie nicht in der Form, sondern 
nur in der Bedeutung und der Bestimmung der Konstanten abweichen. Es lauft 
schlieBlich alles auf die Einfiihrung der f-Faktoren und ihre richtige Zuordnung 
zu den Linien gemaB ihrer Entstehung aus Quantenspriingen hinaus, wie wir 
es in § 90 erlautert haben. .. 

§ 98. Dispersion des KERReffektes und der Streuung. 
Kopplungsschwingungen. * 

Wir wollen jetzt die Dispersion der iibrigen in Kap. VII betrachteten Effekte 
ins Auge fassen, die auf der natiirlichen bzw. der durch auBere Felder erzeugten 
Anisotropie der Molekiile beruhen. Zu dem Zwecke haben wir ganz allgemein 
die Komponenten des Deformationstensors Axy fiir ein molekiilfestes System zu 
berechnen, und zwar zunachst ohne Feld (I¥XY) und sodann unter der Wirkung 
eines auBeren Feldes [so Kap. VII, § 77 (4)J. 

Was zunachst ein anisotropes Molekiil im feldfreien Zustand betrifft, so ist 
der einfachste Ansatz der eines Resonators, bestehend aus einem Massenteilchen, 
das nach drei im Molekiil festen Koordinatenrichtungen mit verschiedenen 
Kraften gebunden ist, dessen potentielle Energie also die Form hat 

(1 ) u = 1 (axu:r + ayu~ + azu~) . 
DieseS Modell ist aquivalent mit drei aufeinander senkrecht schwingenden linearen 
Oszillatoren verschiedener Frequenz. Ein soIches Molekiil hat also ein von der 
Frequenz unabhangiges Hauptachsensystem, wobei zu den verschiedenen Achsen 
verschiedene Hauptdeformierbarkeiten I¥ x, I¥y, I¥z' gehoren, und diese GraBen 

1 Der Unterschied der Breite der Resonanzlinien bei Na und Hg beruht darauf, daB es 
sich bei Na urn den Obergang innerhalb einer Termfolge (Dubletterm). bei Hg um den Ober
gang aus einerTermfolge in eine andere (Tripletterml, also urn eine sog. Interkombina
tionslinie handelt. Die Quantentheorie gibt hiervon vollstll.ndig Rechenschaft. 
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sind jede fiir sich gleich der friiher bestimmten Frequenzfunktion des linearen 
Oszillators. 

Die Starken der aufeinander senkrechten Schwingungen sind bei klassischer 
Rechnung einander gleich (namlich gleich e2jm); faBt man den anisotropen 
Resonator aber als Ersatz eines quantenmechanischen Systems auf, so hat man 
das Recht, den drei Schwingungen verschiedene Starkefaktoren Iz, Iy, Iz zuzu
weisen. Man kann dann sogar die Frequenzen einander gleich annehmen und 
erhaIt doch infolge der verschiedenen Starkefaktoren ein anisotropes Gebilde, 
fUr das allerdings in der klassischen Theorie kein Analogon existiert. 

Ein etwas allgemeineres Molekiilmodell, bei dem das Hauptachsenkreuz der 
Deformierbarkeit von der Frequenz abhangt, erhaIt man durch Betrachtung 
eines beliebigen Systems gekoppelter Resonatoren, deren kinetische und poten
tielle Energie [so VII, § 82 (9), (10)] dargestellt sind durch 

(2) T = l~m"uL 
" 

(3) u = l~f;/i~u~uly, a~\= a1:x, 

wo die Indizes k, l die Punkte des Systems durchlaufen. Wenn auch fiir den 
KERReffekt und die Streuung eine so allgemeine Anisotropie kaum .meBbar in 
Erscheinung tritt, so ist sie doch ganz wesentlich fiir die Behandlung der optischen 
Aktivitat (s. § 99). 

Wir haben bereits in VII, § 82 gezeigt, wie man Normalkoordinaten ein
fiihren kann; man schafft zunachst die Masse weg durch den Ansatz VII, § 82 (11) : 

kl 

~C ~_Kkl rm"u" = \).1:, - xy· ymkm, (4) 

Dann geht durch die orthogonale Transformation VII, § 82 (20) 

(5) \)u = ~etHj, 
1 

deren Aufiosung durch VII, § 82 (21) gegeben war: 

(6) ~j = ~e~)\).I:' 

die kinetische bzw. potentielle Energie in die Quadratsumme VII, § 82 (22), (23) 

(7) 

(8) U = l~pjE" 
; 

iiber. Dabei sind Pj = Q)~ die Wurzeln der Sakulargleichung [VII, § 82 (16)] 

(9) IK~y - P~.l:I~xYI = 0, 

und die Eigenvektoren e!f [s. VII, § 82 (18), (19)]bilden ein Orthogonalsystem: 

(10) 

3" 
(11) 2'e~~ejlly = ~.l:/~ZY' 

1=1 

das den linearen Gleichungen VII, § 82 (17) 

(12) JtJe!fz = ~~K~yejllJ 
geniigt. 
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Wir haben jetzt zu untersuchen, wie das vorliegende System auf eine Licht
welle anspricht. Wir nehmen an, daB diese am kten Teilchen mit der Kraft ~t 
angreift (die nur bei Vernachlassigung der Atomdimensionen gegen die Wellen
Hinge gleich ek~ gesetzt werden kann). 

Die Schwingungsgleichungen lauten in den urspriinglichen Verriickungs
komponenten 

(13) 

fiihrt man die Bezeichnungen (4) ein, so lauten sie flir eine Schwingung der 
Frequenz w = Y ft: 
(14) ftbu - ~~K~ybIY = - Y:i: Si'u· 

Unterwerfen wir nun das System der Komponenten von 1 ~t derselben Trans
Imi: 

formation im 3n-dimensionalen Raum wie oben [s. (S)" (6)] das der bt, also 

K - ~ 1 0)61 
J-~~ ek Jlk, 

Ie 

(15) 

so gehen die Bewegungsgleichungen (13) iiber in 

(16) ftEj - ftJEi = - Kj , 

und . die Losung ist 

(17) EJ=~' 
III - Il 

Mithin ist die Losung in den urspriinglichen Variablen 

_ 1 ~ (J) KJ 
UU-y_~eu-_. 

mt i IlJ - Il 
(18) 

Setzen wir hier den Wert (15) ein, so sehen wir, daB dieser Ausdruck die Form hat 

(19) 

der Koeffizient ist 
III III 

Atl = _1_ ~ el:Ze'T 
x Y ,/-- rol _ rol ' 

, mi:m,. J 
7 

(20) 

wobei ft durch w 2 ersetzt und die Eigenfrequenz VII, § 82 (25) Wj = f ftj ein
gefiihrt ist. 

Machen wir nun die Voraussetzung, daB die Wellenlange groB gegen die 
Atomdimension ist, daB also der Ansatz 

(21) 

gilt, und bilden das elektrische Moment, so finden wir 

2'J 2,# 
pz = ~+rol- rol ~y, 

. J 
7 

(22) 

wobei der Vektor [s. auch VII, § 82 (27)] 

(23) 
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eingefuhrt ist. Er hat die physikalische Bedeutung des elektrischen Moments 
fUr die normierte (freie) fte Eigenschwingung. Aus den Orthogonalitatsrela
tionen (11) und (10) fur die Eigenvektoren et' folgt fur die Vektoren ~(J) 

(24) 

oder, wenn wir annehmen. daB aIle z schwingenden Partikel gleiche Ladung e 
und gleiche Masse m haben, 

(25) ~ til ') e2 
..::;.; ~x~~· = z m dxr . 

i 

Die Formel (22) hat die In Kap. VII allen Betrachtungen zugrunde gelegte 
Gestalt: 

(26) 

wobei jetzt der Polarisierbarkeitstensor den bestimmten reellen Wert hat: 

2 2~2~ 
IXXY = I 2 • 

W J - W 

i 

(27) 

Man kann nachtraglich eine Dampfung dadurch einfuhren, daB man 00 2 

durch 002 - i"jw ersetzt. Vergleichen wir die Formel (27) mit der in der all
gemeinen Dispersionstheorie benutzten Formel § 95 (1), so erkennen wir, daB 
unser gekoppeItes System von Massenpunkten aquivalent ist mit einer Anzahl 
Ii nearer OsziIlatoren, wobei der fte OsziIlator zur XY-Komponente des Polari
sierbarkeitstensors mit einem Starkefaktor ICP l' beitragt, der gegeben ist durch 

(28) ICP l' ~ = ~<f ~C{J . 
Nach (25) erhalten wir hieraus fur die GroBen I(i) den Summensatz 

(29) ~/<f}' = zdxy · 
1 

Er ist ein klassisches Analogon zu dem quantenmechanischen f-Summensatz, 
den wir in § 91, S.472 besprochen haben. Dabei zeigt es sich, daB die f-Summen 
fUr die gemischten Komponenten des Polarisierbarkeitstensors IX Null sind, fur die 
Diagonalkomponenten IXxx gleich der Anzahl der schwingenden Partikel. 

Bildet man die mittIere Polarisierbarkeit fUr ein frei drehbares Molekul: 

(30) 

so gehOrt zu ihr als I-Wert die Spur 

(31) II/) = ~ U<fx + fly + fJk) = ~ ;. ~(i) 2, 

und es gilt der Summensatz 

(32) 21(i) = ~ ;. 2 ~(i)2 = z, 
i 

in formaler 'Obereinstimmung mit den erwahnten Aussagen der Quantentheorie. 
Man dar! aber nicht vergessen, daB der quantenmechanische I-Summensatz einen 
Inhalt hat, der weit uber die klassische Theorie eines Resonatorensystems hinaus 
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gehtl. Man sieht das ja schon am Fall z = 1, in dem die klassische Resonator
theorie nur eine, die Quantentheorie aber bereits unendlich viele Frequenzen 
verschiedener SHirken liefert. Auch hier im Fall von beliebig vielen (z) schwin
genden Elektronen wiirde die Quantentheorie eine unendliche Mannigfaltigkeit 
von Spektraltermen liefern, wobei jedem Obergang zwischen ihnen ein I-Wert 
zukommt. Der quantentheoretische I-Summensatz bezieht sich auf die unend
lich vielen Frequenzen, die den Obergangen von einem Niveau zu allen ubrigen 
entsprechen. Unsere klassischen Formeln sind also nur mit Vorsicht naherungs
weise zu gebrauchen. 

Fur eine bestimmte Frequenz w kann man den Tensor eXxyauf Hauptachsen 
transformieren; im allgemeinen wird aber das Hauptachsensystem fUr jede 
Frequenz ein anderes sein. 

Wir haben fruher (VII, § 80, 81) gesehen, daB der Deformationstensor des 
feldfreien Zustandes fUr die Frequenz w und fur die Frequenz ° genugt, urn die 
Erscheinungen der Streuung und den Hauptanteil des KERReffekts zu beschreiben, 
gegebenenfalls unter Hinzunahme des permanenten Dipolmomentes l-1(O). Dabei 
sind die GroBen eXXY,Z und eXXy.x'y" die die Abhangigkeit des Deformations
tensors von der elektrischen Feldstarke beschreiben, als klein angenommen. 
DaB sie das in der Tat sind, kann man daraus entnehmen, daB der STARKeffekt 
fur die meisten Substanzen (ausgenommen Wasserstoff und ahnliche Atome) 
sehr klein ist. Das elektrische FeldE hat beim quadratischenSTARKeffektfolgende 
Wirkung: einmal eine Verschiebung der Eigenfrequenzen w." die proportionalE2 
ist, sodann eine entsprechende ·.Anderung der Starkefaktoren IV), die linear in E 
ist. Beide Effekte sind auBerst geringfUgig ; die durch sie erzeugte Abhangig
keit der eXXy von der Frequenz ist ohne weiteres aus den Formeln (27) abzulesen; 
doch lohnt es nicht, darauf einzugehen. 

Wir erinnern nun daran, daB sowohl der KERReffekt als auch die Streuung 
wesentIich durch die Konstanten bi und b2 bestimmt sind, die im Falle eines von 
der Frequenz unabhangigen Hauptachsensystems der Deformation durch die 
Formeln VII, § 80 (5), (6) dargestellt sind. Die Frequenzabhangigkeit beider 
GroBen ist demnach gegeben durch die der drei GroBen eX x - eXy, eXy - eXz, 

eXz - eXx, die von der Frequenz wieder nach einer einfachen Dispersionsformel 
abhangen, namlich bei unserem allgemeinen Modell nach 

~ CP~y 
eXx-eXy= • z' 

W J - 00 

i 
wo 

(34) 

gesetzt ist. Fur jede dieser drei GroBen gilt die Summenformel 

(35) Itp~y = o. 
1 

Die zum praktischen Gebrauch dienenden Entwicklungen nach Frequenzen und 
Wellenlangen haben genau dieselbe Form wie beim Brechungsindex. 

Betrachten wir nun die Streuung, so besteht diese aus zwei Anteilen, die 
beide mit 1/14. proportional sind. Bei Atomen und isotropen Molekulen hat man 

1 Nach dem Korrespondenzprinzip entspricht dem virtuellen Resonatorsystem der 
Quantentheorie nicht etwa ein klassisches Resonatorsystem, sondern ein mechanisches 
System von Massenpunkten, die sich mit COULoMBschen Kra.ften beeinflussen. Ein solches 
hat im allgemeinen unendlich viele Perioden, eine Grundperiode und deren harmonische 
Oberschwingungen. Diese korrespondieren in Wirklichkeit mit den virtuellen Resonatoren 
der Quantentheorie (5. § 91 S. 471). 
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nur die RAYLEIGHSche Streuung Do, die nach VII, § 81 (53) noch vom Brechungs
index, und zwar von der GroBe (n 2 - 1)2, abhangt. Damit ist ihre Dispersion 
bestimmt. In Durchsichtigkeitsgebieten ist die Abbangigkeit dieses Faktors von 
der Wellenlange gegen die von 1/).,4 gering. Kommt man aber in die Nahe einer 
Eigenfrequenz, so miiBte ein Resonanzeffekt eintreten, also eine selektive Ver
groBerung der Streuung. Letztere ist von LANDSBERG und MANDELSTAM1 am 
Quecksilberdampf beobachtet worden. Dieser wurde mit dem Licht eines kraftigen 
Funkens zwischen Zinkelektroden beleuchtet, der die WeJlenlangen ).,0 = 2502 A 
und ).,0 = 2558 A aussendet, zwischen denen die Resonanzlinie des Quecksilbers 
).,0 = 2537 A nicht symmetrisch liegt. Nach den Streuformeln ware zu erwarten, 
daB die zweite Linie etwa 12mal starkere Streuung liefert als die erste. In der 
Tat konnte die Linie 2502 A im Streulicht iiberhaupt nicht, die andere aber 
deutlich gesehen werden. 

Bei anisotropen Molekiilen gibt es auBer der RAYLEIGHSchen Streuung noch 
das in VII, § 81 (51) abgeleitete Zusatzglied, das von der Invarianten D abbangt 
und die Depolarisation des Lichts erzeugt. Wir haben es dort nur fiir den Fall 
diskutiert, daB es ein festes Deformationsachsenkreuz im Molekiil gibt und daB 
die Frequenzabhangigkeit der Hauptdeformierbarkeiten lXx, IXy, IXz praktisch 
dieselbe ist, so daB man [so § 81 (59), (60)J 

(36) 

mit 

(37) 
n02 - 1 

G = n2 _ 1 

IX~ = GIXz, 

set zen kann. tJberlegen wir, unter welch en Bedingungen diese Voraussetzung 
bei drei aufeinander senkrechten linearen Oszillatoren erfiillt ist, so sehen wir, 
daB es gerade der oben erwahnte Fall ist, wo die drei Frequenzen einander gleich 
und nur die Starkefaktoren lx, Iy, Iz verschieden sind. 

Wenn (36) gilt, so ist nach § 81 (62) die Invariante D mit der oben disku
tierten Konstanten b1 des KERReffekts proportional und hangt wie diese nur 
von den Differenzen IX x - IXy, IXy - IXz, IXz - IX X ab. Ihre Dispersion wird 
dann allein durch den in (37) angegebenen Faktor G, d. h. durch (n2 - 1) be
stimmt. Wir brauchen daher nicht darauf einzugehen. 

§ 99. Dispersion des natiirlichen Drehungsvermogens 
fiir Fliissigkeiten und Gase. * 

Wir wir in VII, § 83 gezeigt haben, hangt die optische Aktivitat nicht nUl 
von dem Polarisierbarkeitstensor des Molekiils ab, sondern auBerdem auch'von der 
geometrischen Konfiguration der sie erzeugenden schwingenden Gebilde. Daher 
kann man diese Erscheinung umgekehrt dazu benutzen, AufschluB iiber die 
Lage der Resonatoren im Molekiil zu gewinnen. Dies ist besonders von KUHN 
und Mitarbeitern2 durchgefiihrt worden, wobei sich Beziehungen zur chemischen 
Konstitution der Moleki.ile ergeben haben. Wegen der Wichtigkeit dieser Schliisse 
wollen wir etwas naher auf die Dispersion des Drehungsvermogens eingehen. 

1 G. LANDSBERG U. L. MANDELSTAM: Z. Physik Bd. 72 (1931) S.130. 
I W. KUHN: Z. physik. Chern. Abt. B Bd.4 (1929) Heft 1/2 S. 14; Trans. Faraday 

Soc. Bd. 26, Teil6 (1930) Nr.109 S. 293; W. KUHN U. E. BRAUN: Z. physik. Chern. Abt. B 
Bd.8 (1930) Heft 4 S. 281; Bd.8 (1930) Heft 5/6 S. 445; W. KUHN, K. FREUDENBERG U. 

J. WOLF: Ber. dtsch. chern. Ges. Bd; 63 (1930) Heft 9 S.2367. 
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Wir gehen aus von der Formel VII, § 83 (32) fUr den Drehungsparameter 

(1 ) 2.ll 1 ~ kl( ) g = T 3 ~ esA a Ik - II . 
kl 

Dabei war akl der axiale Vektor, der zu den antisymmetrischen Komponenten 
des Tensors A~y gehort, den wir in § 98 (20) ausgerechnet haben. Wir finden 
mit Hilfe dieser Werte 

(2) 

oder kurz 

Set zen wir dies in (1) ein, so wird 

2.ll 1 ~ 1 1 ~ ek e/ ( ) ( "I iii) g = - - -2--2 - ---= IA: - II ey X ek . 
). 3 co' - co 2 .1 m. m, 

i J /cI" 

(4) 

Vertauscht man in dem Gliede mit II die Indizes k und 1, so wird es gleich dem 
ersten Gliede mit lA:, und die Doppe)summe mit dem Faktor ! wird 

(5) 

Fiihren wir 
Vektorl 

(6) 

~ ete, IA:(eVI X e~l) = ~ ~ e\i1(et X IA:) . fi- Ymk m , -1? ymt m, 

hier den in § 98 (23) definierten Vektor B(j) und auBerdem 

g{{J) = ~ ek (et X IA:) 
~¥mk 

II 

den 

ein, so wird die Doppelsumme gleich dem Skalarprodukt B(J)g{(J), und es folgt 
aus (4) 

g = 2.ll _1_ ~ _.\:lUl!)lUl 
). 3 ~ coj- co2 • 

1 

(7) 

Diese Formel ist ganz analog zu dem Ausdruck § 98 (30) fur die mittlere Polari
sierbarkeit, doch besteht ein wesentlicher Unterschied in der Summe der Zahler. 
Es ist namlich 

(8) JE B{J)ffi(J) = ~ ete, IA: ~ eVI X etl , 
i III ¥mt m/ ; 

und dieser Ausdruck verschwindet nach § 98 (11), wei! in dem Vektorprodukt 
nur Komponenten nach verschiedenen Achsen miteinander multipliziert sind: 

(9) 

im Gegensatz zu § 98 (32): 
~ ~ B(J) 2 = % e2 

• 

3~ m 
i 

Wenn sich die Beitrage der einzelnen Frequenzen zum Brechungsindex gleich
sinnig addieren, mussen bei der Drehung einzelne Frequenzen entgegengesetzte 
Beitrage liefem. Dieser Vorzeichenwechsel bewirkt, daB die zirkulare Doppel-

1 Die Vektoren lJlUl sind nicht unabhlingig von der Wahl des Nullpunkts, wohl aber die 
fUr das Drehungsverm6gen maBgebenden skalaren Produkte .I:JUl!)lUl. 
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brechung in einigem Abstande von dem Absorptionsstreifen sehr klein sein wird, 
verglichen mit dem Werte des Brechungsindex selbst. Wir wollen an dieser 
Stelle einige Zahlenangaben mach en : 

Es gibt viele Substanzen von dem ungefahren spezifischen Gewicht 1, bei 
denen die spezifische Drehung im sichtbaren Gebiete (lo = 5 . 10- 5 cm) etwa 10° 
betragt. Dann folgt aus der Formel VII, § 83 (49) fUr den Wert der Doppel
brechung 

(10) 
XAo 2;7 5.10- 5 

n - n = -' - = -- . 10 -- = 2 8 . 10 - 6 . - + 1C 360 1C ' , 

er ist also auBerordentlich klein gegen den Wert des Brechungsindex selbst, der 
von der GroBenordnung 1 ist. 

Der Verlauf des Drehungsvermogens in betrachtlichem Abstande von der 
Absorptionslinie laBt sich genau so wie in der Dispersionstheorie (s. § 95) in eine 
Potenzreihe nach ). bzw. ill entwickeln. Da nach (7) g proportional i. -1 = nAo'1 
ist, so wird X gleich 1/~ multipliziert mit einem Faktor, der selbst von ill oder 10 
abhangt, und der in eine Potenzreihe der genannten Art entwickelt werden kann. 
Man erhalt 

(11) 

Begniigt man sich mit dem erst en Gliede, so hat man die sog. BIOTSche Formel 1, 

die im sichtbaren Gebiet bereits eine einigermaBen brauchbare Darstellung des 
Drehvermogens liefert. Man kann dann nach Bedarf die Zusatzglieder bestimmen, 
wenn man den Spektralbereich erweitert. ErfahrungsgemaB ist der Beitrag der 
ultravioletten Frequenzen (Koeffizienten D) praktisch allein maBgebend. Die 
ultraroten (Koeffizienten E) tragen nicht wesentlichzum Drehungsvermogen bei. 

Wir wollen uns aber nun nicht mit dieser groben Interpolationsformel be
gniigen, sondern Bereiche betrachten, in denen Absorptionsstreifen liegen. Hier 
haben wir die allgemeine Formel (7) zu benutzen; doch ist ihr Inhalt viel zu 
unbestimmt, und wir miissen daher versuchen, uns ein anschaulicheres Bild von 
der Entstehung des Drehvermogens zu machen. 

In der Dispersionstheorie der Brechung haben wir der Quantentheorie da
durch Rechnung getragen, daB wir jedem Dbergange von einem Niveau zu 
einem anderen einen "virtuellen linearen Oszillator von der Starke 1/' zuord
neten. Es liegt nun die Frage nahe, ob man nicht auch das Drehungsvermogen 
aus elementaren Beitragen ahnlicher Art aufbauen kann. Aus unseren Formeln 
geht ohne weiteres hervor, daB ein einzelner Resonator hierzu nicht geniigt; es 
muB auBerdem noch seine "Lage" im Molekiil bestimmt sein; denn in die Vek
toren ffi(i) gehen nicht nur die Eigenschwingungsamplituden et) ein, sondern 
auch die Ortsvektoren t1: der Resonatoren. 

Das denkbar einfachste Gebilde, das von der absoluten Lage der ResonalOren 
im Molekiil nicht abhangt, ist folgendes: Zwei !ineare Resonatoren, die im Ab
stande d lokalisiert sind, und die senkrecht zu ihrer Verbindungslinie und zu
einander schwingen. 

Wir wollen ein solches Gebilde ein Oszillatorpaar nennen, in ahnlicher Weise, 
wie man in der Dynamik starrer Korper von einem Kraftepaar spricht2. Genau 
wie dort der Hebelarm des Kraftepaares verandert werden kann, wenn man 
zugleich die GroBe der Krafte reziprok andert, so konnte man auch hier den 
.\bstand d andern, wenn man die Normierung der Eigenschwingungen reziprok 

1 J. B. BIOT: Mem. de I'Acad. des Sciences Bd.2 (1817) S.41-
I Dort sind die Krafte antiparallei, hier dagegen sind die Schwingungen senkrecht zu

einander. 

Born, Optik. 34 
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andert. Wir halten an der Normierung der Eigenschwingungen auf 1 fest und 
bekommen dadurch bei gegebener GroBe von ffiV} EGfl ein ganz bestimmtes d, 
das wir den "Hebelarm des Oszillatorpaares" nennen. Er wird von der GroBen
ordnung der atomaren Dimensionen sein. 

Die Bestimmung von d ist dann von Interesse, wenn es sich darum handelt, 
daB ein nicht aktives Molekill durch Anlagerung eines Atoms oder Radikals 
(chemische Substitution) aktiv wird. Dann kann man annehmen, daB d ein 
MaB fiir den Abstand ist, in dem das durch die Aneinanderlagerung zweier un
gekoppelter Resonatoren entstehende Resonatorpaar zu 10kalisieren ist. Es ist 
klar, daB die Chemie von solchen Bestimmungen Vorteile ziehen kann. 

Wir wollen nun unsere Formeln auf den Fall des Resonatorpaares speziali
sieren. 

Sei Z die Richtung der Achse des Paares, X die Schwingungsrichtung des 
ersten, Y die des zweiten Resonators. Nennen wir ihre reduzierten Amplituden 
kurz Ut und VI (statt b1x und b2y), so schreiben sich die Schwingungsgleichungen 
§ 82 (15) in der Gestalt 

(12) { (a) 
(b) 

P.U1 = KXXUl + KXy v2 , 

p'va = KXyul + Kyyva• 

Hier konnen wir die Diagonalterme in folgender Weise zerlegen: 

(13) { (a) 
. (b) 

Kxx = W~2 + K' , 

Kyy = W~2 + K' , 

wo w7, w~ die Frequenzen der ungekoppelten Teilsysteme sein sollen und K' 
die durch die Kopplung erzeugte Verstimmung bedeutet, die wir der Einfach
heit halber fiir beide Resonatoren gleich groB annehmen. Ferner schreiben wir 
fur den eigentlichen Kopplungsparameter: 

(~4) Kxy = K. 

Nun konneri wir die Eigenvektoren ohne weiteres hinschreiben; denn da unser 
Schwingungsraum zweidimensional ist, so ist die Transformation § 82 (20) oJer 
(21) eine Drehung in der Ebene, hat also notwendig die Gestalt 

(15) { (a) 
(b) 

~l = U 1 cos IX + Va sin IX , 

~a = -ulsinlX + Va cos IX • 

Setzt man nun die potentielle Energie einmal als Funktion von U l , va, so
dann als Funktion von ~l' ~2 [so § 82 (23)] an: 

(16) 2U = Kxx~ + 2Kxy u1Va + Kyyuj = P.l~~ + P.2~' 
und fiihrt die Werte (15) ein, so erhalt man nach leichter Umrechnung die 'fol
genden Beziehungen: 

(17) 
2Ku 2K 

tg 21X = -K--K- = -0-.--01 ' zz- FF 001 - w. 

~} = ~ (Kxx + Kyy) =t= ~ y(Kyy - KXX)2 + 4Ki- y 

t = K' + 1 • =t= _1_· __ 1_ 
w.} 0)01 + 00°. (00° 1 _ 00° 1) 

0): 2 2 cos 2lX . 
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Erganzt man die Eigenvektoren durch die identisch verschwindenden Kompo
nenten, so hat man also zu PI: 

(19a) e~l)=(cOSIX,O,O), e~)=(o,sinIX,o), 

und zu P2: 
(19b) er=(-sinIX,O,O), e~=(O,coslX,O). 

Hieraus ergibt sich sofort nach § 98 (23) und § 99 (6) 

(a) B(l) = (e1 cos IX , e. . 
0) , y_SmIX ¥ml m. 

(b) B(2) = (- y~l sin IX , 
e. y_ cos IX , 

(20) 
m. 

(c) ?)l(l) = (d /in. sin IX , 0, 0) , 

(d) ?)l(2) = (d y~1 cos IX , 0, 0) , 

und daraus fiir die Zahler der Dispersionsformeln: 

(21) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) B(2) ?)l(2) = - d e1 e. sin IX cos IX . 
Ymlm. 

0) , 

Aus diesen GroBen konnen wir nach § 98 (30) sofort die Deformierbarkeit 

(22) 

und nach (7) den Drehungsparameter 

(23) 

bilden. Man sieht, daB g der GroBe d sin IX cos IX proportional ist. Hieraus kann 
man alle wesentlichen Bedingungen fur das Zustandekommen des Drehvermogens 
ablesen: 

1. muB ein Hebelarm d des Oszillatorpaares vorhanden sein, dessen Lange 
gegen die Wellenlange des Lichts nicht verschwindend klein ist, 

2. mussen die beiden Oszillatoren des Paares gekoppelt sein und 
3. mussen sie verschiedene Frequenzen haben. 
Denn wenn K = 0 ist, so ist nach (17) der Winkel IX = 0 oder IX = 11:/2, 

also nach (21c, d) und (23) auch g = o. Ferner folgt wegen B(l)?)l(1) = - B(2)?)l(ll, 
aus (23), daB g = 0 wird, sobald WI = WI ist; hierzu ist nach (18) notwendig 
und hinreichend, daB auBer K = 0 noch w~ = w~ ist. 

Man darf nun aber keineswegs glauben, daB ein aktives Oszillatorenpaar 
bereits bei einem zweiatomigen Molekiil moglich ist; denn da ein soIches axial
symrnetrisch urn die Kernverbindung ist, konnen dabei niemals die auf dieser 
senkrechten Richtungen x und y voreinander ausgezeichnet sein. Auch bei 

34· 
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einem dreiatomigen Molektil ist noch kein Drehungsvermogen moglich; denn 
die Ehene durch die drei Kerne ist Symmetrieebene. Erst bei vier- uder 
mehratomigen Molekulen kann einem Oszillatorenpaar durch die Lagerung der 
vier Atome die notige Asymmetrie aufgezwungen werden. So kommt man ohne 
weiteres zum Verstandnis der VAN'T HOFF-LE BELschen Entdeckung, daB fur 
das Drehungsvermogen ein asymmetrisches Kohlenstoffatom (oder ein anderes 
asymmetrisches Gebilde) notig ist. 

Fur die folgenden Betrachtungen wollen wir uns die vereinfachende Annahme 
erlauben, daB der Brechungsindex n sehr wenig von 1 verschieden ist (wie es 
bei Gasen tatsachlich der Fall ist), so daB wir [s. VII, § 76 (15)J 

(24) n 2 - 1 = 4~ N IX 

setzen konnen. Fur links- und rechtszirkulare Wellen kann man nun je eine 
besondere Deformationskonstante IX+ bzw. IX _ einfuhren vermoge der Defini
tionen 

(25) n~ -1 = 4~NIX+, n: -1 = 4~NIX_ . 
Nun ist nach VII, § 83 (47) 

(26) n! = n 2 - 2i' , n! = n2 + 2i', 

wo jetzt 

(27) i' = 4nNg 

ist. Dann erhalt man 

2y 2y 
(28) IX+ = IX - 4nN =IX - 2g, IX_ = IX + 4nN = IX + 2g. 

Man kann nun Starkefaktoren einfuhren. Wir schreiben etwa 

(29) el ( It It ) IX =-~ ---+ m w~ - 001 + 00: - 001 ' 

und analog fur IX _; dann ist 

~ 0(1) 1 :::r:: 4n 0(1) m (1) = et • {It 
3 ~ T 3). ~ m t;:' 

~ 0(1) 1 :::r:: 4 n 0(1) m(z) = el • {It 
3 ~ T 3). ~ U\ m I.' 

()O) 1 
AuBerdem fiihren wir jetzt die Starkefaktoren bei Vernachliissigung der Kopp
lung (s. § 91) der heiden Oszillatoren ein, setzen namlich 

(31) 

Dann wird nach (21) 

1+ } 4n 1/-I~ = ftcOs21X + ftsinllX =f Td ,ftn SinlXcoSIX, 

~~ } = nCOS21X + ftsin2 1X ± 4~ d ilfn sin IX cos IX . 

Nun stehen hekanntlich die GroBen I in direkter Beziehung zur Gesamtabsorp
tion der hetreffenden Spektrallinien (s. § 94, I, 1 a) in unendlich diinner Schicht. 
Es gilt namlich unabhangig von der Dampfungskonstanten (sofern diese nur 
nicht .zu groB ist) nach § 94 (4) fur die Absorption pro Schichtdicke 1: 

(33) 
3f el I A=--N-. 
C '" II 
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Da nun der rechts- bzw. der linkszirkularen Welle fUr jede,n Absorptionsstreifen 
zwei verschiedene j-Werte zugehOren, so folgt unmittelbar, daB rechts- und 
linkszirkulares Licht verschieden absorbiert wird, und daB insbesondere die 
Gesatntabsorption jedes einzelnen Streifens fUr die beiden entgegengesetzt rotie
renden Wellen verschieden ist. Man nennt diese Erscheinung zirkularen Di
chroismus. Er ist experimentell von ~<?~l entdeckt worden und wird nach 
ihm auch COTToNel/ekt genannt. Als MaB fUr diesen Effekt sehen wir die GroBe 

(34) AI-At -r 
Al - 1 

und die entsprechende GroBe r2 fur den zweiten Streifen an: dabei ist der Nenner 
der Mittelwert 

(35) 
Man erhalt 

(36) r -- I, - It 
1 - II ' 

j _ It + I, 
1- 2 

und 

(37) r. - I. - It 
2 - It ' 

Durch Einsetzen aus (32) kann man diese beiden Ausdrucke durch die Funktion 

(38) 

darstellen in der Form 

(39) 

:\<Ian nennt r(lX) den Anisotropiejaktor des Oszillatorpaares. 
Das Drehungsvermogen wird nach VII, § 83 (49) und § 99 (23), (31) 

(40) X = 87€2N -. = 167€3 N - ,i) -'--2 - -. --2 dYf/.(J Sill IX cos IX • 
g eZ 1{ 1 1}-. 

n ... o m "0 00, - 00 w. - 00 

Wir konnen es in die Anteile der beiden Eigenschwingungen zerlegen, also 
X = Xl + X2 setzen. Statt dessen konnen wir aber auch die Anteile der Doppel
brechung [§ 83 (49)] 

(41) (n_ - n+h = ~ Xl' 
Jf 

nehmen. Wir dividieren diese beiden Anteile noch durch die entsprechenden 
Anteile von 

2 N N lX+ + lX_ n - 1 = 47€ IX = 47€ - -- -
2 

[so (24)J, d. h. nach (28) z. B. durch 

(42) 1 
(n2 _ 1) = 47€N(lX+ + ~) = 47€N eZ It + 1;-

I 2 1 m 2 (w~ - (02) 

Dann wird also nach (38), wenn der Untt:rschied von ). und Ao vernachliissigt wird. 

(43) ! 
I 

1 A. COTTON: Ann. Chim. Physique Ed. 8 (t896) S.360. 
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Der Beitrag der Doppelbrechung jedes Absorptionsstreifens wird also durch 
seinen Dichroismus r 1 bzw. r z bestimmt, und diese beiden GroBen wiederum 
sind nach (}9) durch den Anisotropiefaktor r(tX) ausgedriickt. Wenn wir die 
Abkiirzungen 

y r.n - f~ - n 
(44) n + n = t , n. + n = ~ 
einfiihren, konnen wir den Anisotropiefaktor so schreiben: 

(45) r(tX) = 8nd 1 sin2~ . 
l 1 + ~COS2~ 

Wir fragen nun nach dem groBten Werte, den dieser Ausdruck fiir ein Oszil
latorpaar mit bestimmten SHirken fl, ~ im ungekoppelten Zustande bei ver
schiedenen Kopplungen, d. h. verschiedenen Werten von tX annehmen kann. 
Da r(tX) fUr tX = 0 und tX = n/2 verschwindet, muB zwischen diesen beiden 
Werten ein Extremum liegen. Man findet dafUr die Bedingung 

(46) cos2tX = - tS. 

Der Maximalwert von F(tX) ist 
8nd - 1 

(47) (F(tX))max = -l-1 y 1 _ ~I • 

Der fiir den anderen Absorptionsstreifen maBgebende Wert F(tX + n/2) hat 
sein Maximum bei 

(48) COS2( tX + ~) = -cos2tX = - tS. 

Der Maximalwert selbst ist natiirlich fUr beide Streifen gleich groB. 
Wir betrachten nun zwei Grenzfalle: 
1. Die beiden ungekoppelten Oszillatoren seien von gleicher Starke: 

(49) n=~· 
Dann ist 

(50) I - 1 n 
1="2' «5=0, tXmu ="4' 

4nd 
(F{tX})mu = -l-· 

2. Der eine OszillaWr sei sehr viel schwacher als der andere: 

(51) 
Wir setzen 

Dann wird 

(52) 

also 

(5}) 

1 = ¥p, 

~=P<t:1. 

1-P 
b = 1 + P = 1 - 2P, 

4nd 
(F(tX)mu = -l-· 

Wir erhalten also das wichtige Resultat, dap in diesen beiden kontraren Fallen 
der grnpte Wert des AnisotropielakWrs, der. uberJ;uzup.t durch geeigtJete Wahl der 
Kopplung erreicht werden kann, den gleichen Wert hat. 

Dieser Sachverhalt ist nun wesentlich zum Verstandnis der quantitativen 
Verhiiltnisse, die man bei den drehenden organischen Substanzen beobachtet hat. 
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Die zitierten Untersuchungen von KUHN und Mitarbeitern betreffen Losungen 
organischer Substanzen. Bei diesen beobachtet man haufig das folgende Ver
haIten: Geht man yom sichtbaren Gebiet nach dem violetten, so setzt an einer 
Stelle eine schwache Absorption e!n, die man einer im nahen UItraviolett liegen
den Bande sehr geringer Starke (/1l) zuordnen kann. Beim Weitergehen ins 
Ultraviolett steigt dann die Absorption sehr kraftig an; man wird daher eine 
sehr starke Bande (fD im fernen UItraviolett anzunehmen haben. . 

Verfolgt man nun das Drehungsvermogen bzw. den Dichroismus in ent
sprechender Weise durch das Spektrum, so sieht man, daB diese Erscheinungen 
in der Umgebung der nahen Bande (/1l) ein singulares VerhaItpn zeigen, wie es 
dem Vorhandensein des Absorptions- (Xl 
streifens (mit Dampfung) zukommt, 20001--..,----,-----,----,--r-----, 
und beim weiteren Fortschreiten ins 
UItraviolett dann ebenso wie die 
Absorption ansteigen. Ein Beispiel 1000 

hierfur zeigt Fig. 232. 
Man kann nun den Beitrag der 

nahen Bande rechnerisch abson

2 

dern: Aus der Absorption erhaIt -10001-----+---I--~~~--300y-_+_----l 
man /1l, aus dem Drehungsvermogen 
die GroBe r 2= r(~ + n/2); anderer
seits kann man die Summe f/. + /1l -20001----+---+---If---'1r-~--I----I 

einfach durch Abzahlen der am Ab
sorptionsprozeB beteiligten Elektro- -JOOO 1----+---+-----1I----..,.."LJ~-\---I 
nen schatzen. 

1 t log2 
as 

Als Beispiel geben wir den -'1000 
in Fig. 232 dargestellten F all '---2-;:;O;-----=2':;----:!.='8----=Jz:;----::':-l---~::':o 1"'-"0-.1 

von Azidopropionsauremethylamid A 
." Fig. 232. AzidopropionsauredimetbyJa.mid in Atber. 

CH3CHN 3CON (CH3) 2 mAther 1. 1 Molekulare Orebung beobacbtet; 2 Absorption beobacbtet; 
Dort ist 2' Absorption berecbnet; 3 Orebungsbeitrag der Azidobande 

berecbnet; 4 Differenz von beobacbteter und berecbneter 
Drebung. 12=4,7-10- 4 • 

Die Anzahl der Elektronen in samtlichen vorhandenen Atomen ist 76. Von 
diesen sind 20 sehr fest (in der K-Schale) gebunden, kommen also fUr das optische 
Verhalten nicht in Betracht. Die Gesamtheit der optisch wirksamen Elektronen 
ist also etwa 50, ein Wert, gegen den 12 verschwindend gering ist. Man erkennt 
also, daB die im au Berst en Violett liegende Absorptionsbande eine Starke 11 
haben muB, die etwa 100000mal groBer sein muB als die der nahegelegenen 
Bande (/2)' 

Fur den Anisotropiefaktor der nahen Bande findet man aus den Beobach
tungen etwa den Wert r2 = 0,02. Nehmen wir an, daB in dem beobachteten 
Falle die fUr den Dreheffekt optimale Kopplung vorliegt, so ist der Beitrag der 
fernen Bande zum Anisotropiefaktor genau so groB, namlich beide Betrage 
nach (53) gleich 4nd/).. Selbst wenn dieser Grenzfall nicht vorliegt, sondern 

1 Nach W. KUHN U. E. BRAUN: Z. physik. Chern. Abt. B Bd. 8 (1930) S. 281. Diese 
Autoren begnugen sich nicht damit, fur den einzelnen Absorptionsstreifen einen Dispersions
term mit Dampfung anzusetzen, sondem machen die Annahme, daB er in W"arheit einer 
Bande von einzelnen Linien entspricht. Fur die Verteilung der Absorption in dieser Bande 
nehmen sie ein Exponentialgesetz an, mit dessen Hilfe sie den Verlauf des Anteils der Bande 
an der Gesarntabsorption gut darstellen kennen. Wir sehen von einer genaueren Mitteilung 
dieser Rechnungen ab; denn die Zuverlassigkeit der quantitativen Ergebnisse ist doch keines
falls betrachtlich, weil andere Vemachlassigungen gemacht werden (z. B. des Einflusses der 
Dichte nach dern LORENTZ-LoRENzschen Gesetz). 
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der Beitrag der fernen Bande zum Anisotropiefaktor verhaItnismaBig groBer ist, 
so wird doch ihr Beitrag zum Drehungsvermogen selbst keineswegs entsprechend 
groB sein, weil sie eben weiter entfernt liegt als die schwache Bande, und ihr 
EinfluB im Sichtbaren daher bereits stark abgeklungen ist. Man erkennt das 
auch deutlich an Fig. 232. 

Wir konnen nun aus der Formel (53) die GroBe der fur die Aktivitat maB
gebenden Abstande d berechnen und finden aus dem angegebenen Werte r= 0,02 
und der Wellenlange A = 2900 A fUr d den Wert 

d = r;. = 0,02' 2,9 .10- 6 = 4,6.10-8 cm . 
4n 4·n 

Dieses Resultat ist sehr interessant; denn man weill, daB die molekularen Durch
messer nur einige Angstromeinheiten betragen. Der Hebelarm des Oszillator
paares ist also selbst von der GroBenordnung des Molekilldurchmessers; die beiden 
miteinander gekoppeIten Oszillatoren unseres Systems sind also an den auBersten 
Stellen der Molekille zu lokalisieren. Hieraus ist vielleicht die Empfindlichkeit 
des Drehungsvermogens gegen Beeinflussungen durch Nachbarmolekille und 
andere Storungen erklarlich. 

Die Durchforschung einer groBen Zahl chemischer Verbindungen mit syste
matischer Anderung der Zusammensetzung hat das Resultat ergeben, daB fur 
die einzelnen im nahen Ultraviolett gelegenen Absorptionsstreifen, die zur 
Drehung beitragen, ganz bestimmte Molekillgruppen oder Radikale maBgebend 
sind. So ist bei dem mitgeteiIten Beispiel fur den nahen Absorptionsstreifen die 
Gruppe N3 verantwortlich. Dieselbe Rolle spieIt sie auch in anderen Verbin
dungen, z. B. beim Azidopropionsauremethylester CH~CHN~COCCH3' In ihnen 
erzeugt sie einen bestimmten Absorptionsstreifen; aber dieser tragt nur dann 
zur optischen Aktivitat bei, wenn die ubrigen Molekille hinreichend asymmetrisch 
gruppiert sind. So ist z. B. die einfache Verbindung Athylazid (CZH3N3) nicht 
optisch aktiv. Man kann daher durch Einfuhrung von Substituenten eine schwache 
Absorptionsbande, die an sich nicht optisch aktiv zu sein braucht, aktiv machen. 
KUHN bezeichnet diesen EinfluB des Substituenten als Vizinalwirkung. Die 
Starke der Vizinalwirkung auf ein und dieselbe absorbierende Gruppe wie N3, 
ausgeubt von verschiedenen Substituenten, laBt sich quantitativ vergleichen. 
Z. B. kann man die Wirkung der Gruppe COOCH3 mit der von CON (CHa)2 auf 
die N3-GruPpe vergleichen, indem man unter KonstanthaItung der Konfigura
tion den Ester der Azidopropionsaure in das Dimethylamid verwandeIt, und in 
heiden Fallen den Beitrag der N3-Bande zur Drehung feststellt. Dabei zeigt 
sich ganz allgemein, daB eine soIehe .Anderung des Substituenten, sofern nur die 
Konfiguration an sich hinreichend asymmetrisch ist,keine sehr groBe .Anderung 
des von der Na-Bande herriihrenden Anteils der Aktivitat hervorruft. Dagegen 
wird der von den ausgetauschten Gruppen direkt herriihrende AnteiI der Akti
vitat durch die Substitution stark verandert; z. B. sind die Beitrage der beiden 
eben erwahnten Gruppen COaCHa und CON (CH3)z zum gesamten Drehvermogen 
diametral verschieden. Hieraus geht hervor, daB die Vizinalwirkung wesentlich 
von den starken, im auBersten Violett gelegenen Absorptionsbanden der Sub
stituenten herriihrt, deren Intensitat und Charakter von chemischen Veriinde
rungen wenig beeinfluBt wird, wahrend der HauptanteiI des Drehungsvermogens 
von den nahegelegenen schwachen Absorptionsbanden herriihrt. Diese schwachen 
Banden sind naturgemaB Storungen viel starker unterworfen als die starken. 

Auf Grund dieser Regel laBt sich eine Dbersicht uber die bei chemischen 
Prozessen eintretenden .Anderungen des Drehungsvermogens erlangen, ja sogar 
bis zu gewissem Grade die GroBe der optisch.en Aktivitat vorhersagen. 
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Eine vollstandige Zurtickfiihrung des Drehungsvermogens auf Molekiil
konstanten wird wohl wegen der Empfindlichkeit der Erscheinung gegen Struktur
anderungen nur sehr schwer erreichbar sein. 

§ 100. Ultrarote Schwingungen und RAMANeffekt. 
In allen vorstehenden Betrachtungen wurden die Eigenfrequenzen und die 

zugehorigen Starkefaktoren als charakteristische Konstanten der Atome oder 
Molekiile betrachtet, deren Ableitung aus der Struktur des Systems (Kerne und 
Elektronen) eine Aufgabe der Quantenmechanik ist. Wir haben aber bereits 
in § 90 bemerkt, daB die Quantentheorie im FaIle von Bewegungen groBer Massen 
asymptotisch in die klassische Mechanik tibergeht, daB daher im ultraroten 
Frequenzbereich, der durch die Schwingungen der Kerne gegeneinander bedingt 
ist, mit groBer Annaherung schon mit den Gesetzen der klassischen Mechanik 
gerechnet werden kann. Wah rend im Rahmen dieses Buches auf eine Ableitung 
der Atom- oder Molektilfrequenzen, die auf der Elektronenbewegung beruhen, 
yollstandig verzichtet werden muB, konnen wir die ultraroten Eigenschwin
gungen des Kernsystems eines Jlolekuls behandeln. Ziel ist dabei, aus den beob
achteten Frequenzen und ihren Starken Schliisse auf den Bau des Molekiils zu 
ziehen, und zwar moglichst ohne spezielle Annahmen tiber die zwischen den 
einzelnen Atomen wirkenden Krafte. die man erst auf Grund einer vollen Kenntnis 
der Elektronenkonfiguration bestimmen konnte. 

Es sollen vielmehr hauptsachlich die Symmetrieeigenschaften der Molektile 
benutzt werden, durch deren Vorhandensein das Auftreten oder Nichtauftreten 
von gewissen Eigenschwingungen im Spektrum bedingt wird. Man spricht von 
Auswahlregeln fiir das Auftreten yon Spektrallinien, und diese geben oft scharfe 
Kriterien an die Hand, auf Grund yon Beobachtungen zwischen verschiedenen 
moglichen Molektilstrukturen zu unterscheiden. 

AuBer den direkten Beobachtungen im ultraroten Spektralgebiet, die gewohn
lich in Absorption ausgeftihrt werden, kann man hierzu noch Messungen des 
RAMAN effekts heranziehen. Wir haben ja in VII, § 82 erkannt, daB man im in
koharenten Streulicht Frequenzen beobachtet, die sich von der eingestrahlten 
Frequenz urn die Frequenz der Rotation Wr oder urn die der Kernschwingung w. 
unterscheiden. Man gewinnt dabei den Vorteil, durch Beobachtungen im sicht
baren Gebiet (Einstrahlung einer sichtbaren Frequenz) die ultraroten Fre
quenzen w, und w. durch die Abstande der Streulinien von den Ramanlinien 
bestimmen zu konnen. Wir werden hier beide Verfahren zusammen behandeln 1 . 

Wir denken uns die Kernschwingungen so langsam, daB das Elektronensystem 
in jedem Augenblick mit groBer Annaherung dasselbe ist, als ob die Kerne in 
der betreffenden Stellung ruhten. Die Rolle, die das Elektronensystem in den 
folgenden Betrachtungen spielt, ist dann eine doppelte: 1. bestimmt es die zwi
schen den Kernen wirkenden Krafte; auf das Gesetz dieser Krafte wird es uns 
gar nicht ankommen, sondern nur auf die Symmetrieverhiiltnisse, die sich aus 
der Gleichheit oder der Ungleichheit der Kerne ohne weiteres ergeben. (Wir be
merken aber, daB fiir diese Krafte als potentielle Energie gerade die Elektronen
energie, gemittelt tiber die Elektronenbewegung, berechnet fiir eine feste Kern
konfiguration, in Frage kommt.) 2. bestimmt das Elektronensystem in jeder Kern
lage die beiden fiir die Optik maBgebenden GroBen, das elektrische Dipolmoment V 
des Molekiils und seine Polarisierbarkeit lXXy. Beides sind Mittelwerte tiber die 
Elektronenbewegung und hangen nur noch von den Kernlagen ab. 

1 An der folgenden DarsteIJung hat Dr. E. TELLER in dankenswerter Weise mitgewirkt. 
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Das Dipolmoment bestimmt nach § 85 (33) die ultrarote Emission, die Ip 12 
proportional ist (die hinzutretenden Faktoren werden uns hier nieht interes
sieren) und die ultrarote Absorption. 

Der Polarisierbarkeitstensor cXXy bestimmt den RAMANelleld nach den Regeln 
von VII, § 82: man hat die Invarianten Do und D fUr die betreffenden RAMAN
linien zu bilden, aus denen man die Intensitat des RAMANlichts fUr jede Beob
achtungsrichtung, insbesondere den Depolarisationsgrad Lf fiir lineares Licht 
und den Umkehrkoeffizienten P fUr zirkulares Licht berechnen kann. 

Bei kleinen Schwingungsamplituden treten im Ultrarot und im RAMANeffekt 
nur die Frequenzen der Normalschwingungen selbst (Grundfrequenzen, nieht 
Obertone) auf. 

Wenn die Schwingungsamplituden etwas gro13er werden, so werden im all
gemeinen sowohl im RAMAN effekt als auch bei uItraroten Schwingungen Ober
schwingungen auftreten, und zwar aus zwei Grunden: Einmal wird das Kraft
gesetz in der Nahe der Gleichgewichtslagen der Kerne nicht streng linear sein, 
die Kernbewegung selbst erhaIt dann Fourierglieder, die den Oberschwingungen 
±n w. und den Kombinationsschwingungen der Grundfrequenzen entsprechen. 
Sodann aber kann, selbst wenn die Kernbewegung noch rein harmonisch ist, die 
Abhangigkeit der Gro13en fl und cXXy von den Amplituden der Kernschwingungen 
bereits Quadrate oder hohere Glieder von merklichen Betragen enthalten. 

In diesem FaIle werden die Oberschwingungen urn so schwacher sein, je 
hOher ihre Ordnung ist. Wir werden auf sie gelegentlich kurz zu sprechen kommen 
und in der Hauptsache nur die Grundschwingungen behandeln. 

Wir gliedern nun die folgenden Betrachtungen nach der Anzahl der zum 
Molekiil vereinigten Atome (oder der Anzahl der vorhandenen Kerne). 

I. Zweiatomige Molekiile. 
Ein reines ultrarotes Rotationsspektrum kann nur auftreten, wenn das 

Molekiil ein permanentes Dipolmoment hat. 
Eine Oszillations-Rotationslinie kann nur auftreten, wenn das Moleki.il fiir 

die betreffende Eigenschwingung asymmetrisch ist; denn andernfalls verschwindet 
das Dipolmoment fiir jede Schwingungsamplitude. 

Fur die RAMAN linien bestehen keine Beschrankungen dieser Art. 
Wir beschreiben nun der Reihe nach die wichtigsten Eigenschaften des ultra

raten und des RAMANspektrums. 

1. Ultrarot. 
a) Reine Rotation. Ein zweiatomiges Molekiil (eine "Hantel") rotiert nach 

den Gesetzen der klassischen Mechanik urn eine auf der Kernverbindungslinie, 
z der Z-Achse, senkrechte, raumfeste Achse, die wir 

zur z-Achse machen. Dann sind die Komponenten 
des permanenten Moments im moleki.i1festen System 
V~ = 0, V~! = 0, v1 = P(O) (s. Fig. 23}). 1m raum
festen System gilt dann 

--='Oi""+-'-;-4----+-"'J:",r (1) fl:r = p(O) cos w, t , PII = p(O) sin w, t , P. = ° , 
also 

Fig. 233. Rotations-Hantelmolekul. (2) V2[w,] = p(O) 2. 

Zu jeder Rotationsfrequenz w, gehort also eine uItrarote Linie, und alle von 
einem Molekiil ausgesandten Linien haben den gleichen Intensitatsfaktor p(O)I. 

Das beobachtete Spektrum hat dann eine Intensitiitsverteilung, die noch von der 
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Haufigkeit abhangt, mit der die verschiedenen Rotationsfrequenzen in statist i
schem Gleichgewicht vorhanden sind. Diese berechnet man nach dem BOLTZ
MANNsch en Verteilungsgesetz: 

'r 
N, = ag,e -kf , 

wo s, die Rotationsenergie fUr die Frequenz OJ, und g, das .statistische Gewicht 
dieses Zustalldes ist. 

Letzteres hat folgende Bedeutung: Der Rotationszustand OJ, ist entartet, 
d. h. es gibt unendlich viele verschiedene Drehungen eines Molekiils mit der
selben Frequenz OJ,; sie unterscheiden sich durch die Richtung des raumfesten 
Drehimpulses. Urn g, zu bestimmen, betrachten wir etwa die Bewegung des 
einen der Kerne urn den gemeinsamen Schwerpunkt. Bei einer Rotation urn 
eine feste Achse dreht sich der Impulsvektor dieses Massenpunktes einmal in 
einer Ebene herum; man erhalt aIle moglichen Impulsrichtungen (und zwar 
jede zweimal), wenn man diese Ebene urn eine in ihr liegende Achse rotieren 
laOt. Das lauft darauf hinaus, die Rotationsachse in einer Ebene einmal 
herum zu drehen. Die Entartung ist also nicht zweifach unendlich, wie 
man zuerst glauben mochte, sondern nur einfach; das Gewicht g, ist gleich 
dem Umfang des vom Drehimpulsvektor beschriebenen Kreises. Da der Dreh
impuls mit OJ, proportional ist, so ist auch g, proportional zu OJ,. Mithin erhalten 
wir fiir die Molekiilzahl im Drehzustand OJ, 

(4) -!.!:. _A w' 
N, = bOJ,e kT = bOJ,e 2kT r, 

wo A das Tragheitsmoment des Molekiils ist. Die Intensitat der Emission erhalt 
man hieraus durch Multiplikation mit OJ~: 

A 
(5) ] <x>OJ"e-2kT W~<x>x5e-x' , r 

Die Gesamtabsorption einer Linie aber ist nach § 94 (4) 

(6) 

Man erhaIt daher 

(7) 

Ar.:;N; 

Der Verlauf dieser Funktion wird in Fig. 234 dargestellt. Ihr Maximum liegt 
bei x = 1/Y2, OJ, = YkTJA, riickt also mit wachsender Temperatur zu h6heren 
Frequenzen. Experimentelle Bestimmung der Lage des Maximums fiir eine 
gegebene Temperatur liefert das Tragheitsmoment A des Molekiils. Reine 
Rotationsspektren sind nur wenig be- II 
kannt, da diese im schwer zugang- 45 
lichen aufiersten Ultrarot liegen; Mes- 4'1 
sungen in dieser Richtung gibt es vor 43 
allern fiir die Halogenwasserstoffe1. 

Z :r 

In Wirklichkeit sind keineswegs 
sarntliche Rotationsfrequenzen OJ, vor
handen; auf diesen Punkt, der von 
der Quantenrnechanik aufgeklart wird, 
h be . h . VII h" Fig. 234. Absorptionsverlauf einer Rotationsbande. Die a nwrrsc onm , §82 mgeWlesen; Funktion y=ze-z'. 

1 Die Beobachtungsmethode im ultraroten Spektrum und die damit gewonnenen Er
gebnisse findet man in groDer VolIsta.ndigkeit zusammengestellt in CL. SCHAEFER U. F. MA
TOSSI, Das ultrarote Spektrum. Berlin 1930. 
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es existiert nur eine diskrete Foige nahezu aquidistanter Rotationslinien. Das 
von uns gegebene Bild (Fig. 234) kommt nur bei unvollkommener spektraler 

100 

80 

60 

20 

50 Auflosung der Rotationsfeinstruktur zustande. Die 
moderne Experimentiertechnik hat die Auflosung 
der Rotationsstruktur erreicht; hierdurch laBt sich 
das Tragheitsmoment viel genauer bestimmen ais 
durch die Festlegung des Maximums der Bande. 
Wir geben in Fig. 235 das Bild eines Stiickes einer 
aufgelosten Rotationsbande wieder. 

b) Rotationsschwingungsbanden. Die Schwin
gung der beiden Atome des Molekills in ihrer Ver
bindungslinie sei gegeben durch 
(8) p = p(O) + 2p(1)cosw,t. 

o 7 8 .9 Nehmen wir an, daB Rotation und Schwingung 
Fig. 235. StUck einer aufgellisten ultra· sich nicht merklich beeinflussen (5. VII, § 82, S. 394), 

roten Rotationsbande (HCI). . • • () • K d 
(Nach C. SCHAEFER und F. MATOSSI. SO smd genau Wle In 1 dIe omponenten es 
Das ultrarote Spektrum, Berlin 1930.) Moments im raumfesten System 

t'z = (p(O) + 2p(1) cosw,t) cosw,t 

= p(O) cosw,t + p(l) {cos (WI + w,) t + cos (w, - w,) t} , 
(9) Vy = (P(O) + 2p(1) cos WIt) sin w,t 

= p(O)sinw,t + p(l) {sin (w. + w,)t - sin(w, - w,)t} , 

V. = o. 
Die erst en Glieder stellen wieder den schwingungsfreien Zustand dar, den wir 
oben behandelt haben (Intensitat p(O)2). Die folgenden Glieder zeigen, daB zu 

y jeder Schwingungsfre-
0,5 quenz W, die Kopplungs-

frequenzen w, ± w, ge
horen mit den gleichen 
Intensitaten p(l) 2 ; da
gegen tritt die unver

--2=--------:!1,-----~--f=--=---,,=--------:!2,....,..x schobene Schwingungs-
~ linie im Spektrum nicht 

Fig. 236. Absorptionsverlauf einer Rotationsschwingungsbande. Die Funktion 
Y= , .. ,e- zo . in Erscheinung (das Glied 

mit w, t allein fehlt; 
s. auch Fig. 237. wo die Zacke w, = 0 fehlt). Das Gesamtspektrum besteht 
also aus zwei zu w, symmetrisch verlaufenden Zweigen. Man nennt diese 

~, Q M ~5 -',41 43#_ 

! 

I 
I '''3'-r 56' Ilf .~ f 

,[11. ,u6' - 8~WI\Atz It 

Fig. 237. Grundbande von HCI oach hiES. 
(Aus C. SCHAEFER uod F. MATOSSI, Das ultrarote Spektrum, Berlin 1930.) 

bande konstant und kann weggelassen werden. Die 

im kurzwelligen Ultrarot 
liegenden Absorptions
bereiche BJERRUMsche 
Doppelbanden. Bei der 
Intensitatsberechnung 

in Emission haben wir 
mit (WI ± w,)' zu multi
plizieren, da aber im all
gemeinen w, <{:: w, ist, 
so ist dieser Faktor fUr 
eine bestimmte DoppeI
Intensitatsverteilung in 

Emission oder Absorption lautet daher 

(10) ] "" A "" I xl e-"'", x = V 2:T w" 
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und wird durch Fig. 236 dargestellt. Das Maximum liegt wieder bei x = 1ffZ, 
ro, = fkTfA. In Wirklichkeit bestehen die Banden infolge der quantenmecha
nischen Gesetze aus vielen, nahezu aquidistant~n Linien. Ais Beispiel zeigen 
wir in Fig. 237 die Doppelbande von Hel (Grundschwingung) nach IMES1. 

2. RAMANeffekt. 
Fiir ein zweiatomiges Molekiil ist die Kernverbindung offenbar Symmetrie

achse und als soIehe Hauptachse des Polarisationstensors; wir haben daher -in 
unserem molekiilfesten Koordinatensystem lXXI" = lXI"Z = lXzx = 0 zu setzen. 

In VII, § 82, S. 402 haben wir gesehen, 
daB man bequemerweise den Polarisations
tensor in einen kugelsymmetrischen und einen 
spurfreien Anteil zerlegt; der erstere tragt 
nichts zum Rotations-RAMANeffekt bei. Man 
kann daher zunachst den spurfreien Anteil 
bilden und mit ihm die Rotationslinie be
rechnen. Nachtraglich hat man dann dazu 
den Betrag des symmetrischen Anteils fiir 
die rotationsfreie Linie zu addieren. Da die 
X- und Y-Richtungen aquivalent sind, so 
haben wir fiir den spurfreien Anteil 

(11) lXxx = lXyy = -llXzz = -llXz. 

,(z 

Fig. 238. Zum RotatioDs-RAICAHeffekt des 
Hantelmolekills. 

.r 

Wir berechnen nun die Komponenten im raumfesten System; dabei konnen wir 
die X-Achse mit der raumfesten z-Achse, der Rotationsachse des Molekiils, 
zusammenfallen lassen (s. Fig. 238). Dann ist das Schema der Richtungskosinus 

X Y Z 

y 

z 

° o 
1 o 

Nun ergibt sich nach § 82 (6) wegen (11) 

cos ro, t 

sinro,t 

o 

(12) lXs" = ~ cos (zX) cos (yX) lXxx. 

Daraus liest man ab: 

lXu = lXzz cos1rort + lXyysin1ro,t = ~II (1 + 3 cos2ro,t), 

(a) lX"" = lXzz sin2 ro,t + lXyyCOS2wrt = ~II (1 - 3 cos 2 wrt) , 

lXu = lXxx 

lX" = 0, 

lX,s = 0, 

= -llXz. 

lXII' = - (lXyy - lXzz)cosrortsinro,t = ilXzsin2wrt. 

Urn -die Schwingungen zuberiicksichtigen, haben wir analog (8) zu setzen 

(14) lXz = lXI + 2lX~COSW,t. 
1 E. s. IMBS: Astrophysic. J. Bd. SO (1919) S.2S1. 
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Dann wird entsprechend (9) 

(a) 

( 15) 

(b) 1 

lXxx = HlXf + 2lX~COSW.t} 
+ i{lXfcoS2wrt + lX~[COS(w, + 2wr)t + cos(w, - 2wr)tJ}, 

lXlIlI = i{lXf + 2lX~cosW,t} 
- i{lXfcos2w,t + lXnCOS(W, + 2wr)t + cos(w, - 2wr)tJ}, 

lX" = -i{lXf + 2lX~COSW.t}, 
lXII' = 0, 

lX,x = 0, 

lXXII = ! lXf sin2wrt + ! lX~{sin(w, + 2wr)t - sin (w, - 2w,)t}. 

Man kontrolliert leicht, daB dieser Tensor spurfrei ist. 
Die Gleichungen zeigen, daB auBer der eingestrahlten Linie (Frequenz ° in 

der Polarisierbarkeit) die reine Rotation, und zwar mit der doppelten Frequenz 
2w" und femer die reine Schwingung mit der Frequenz w,' begIeitet von zwei 
aquidistanten RotationsschwingungsIinien w, ± 2 w, auftreten. 

Man kann leicht anschauIich verstehen, warum beim Ramaneffekt die Rota
tionsIinien immer nur mit der doppeIten Frequenz der Drehung seIbst erscheinen. 
Die beiden Richtungen einer Hauptachse des PoIarisierbarkeitstensors sind nam
Iich physikalisch gIeichwertig (auch bei asymmetrischen MoIektiIen wie HeI); 
der Tensor kommt also bereits bei einer haIben Umdrehung urn eine zu dieser 
Hauptachse senkrechte Gerade mit sich zur Deckung. 

Urn nun die Intensitaten der auftretenden Linien zu berechnen, muS man 
ganz so verfahren, wie in VII, § 82 (37) und (38). Man biIdet 

( 16) Vx = 1: lXXII (f/l = 1: lXXII GE;) coswt, 
y y 

wobei lXXII aus (15) einzusetzen ist. Dann fiihrt man die Fourierzerlegung von 
lXXII coswt durch und wendet auf die einzeInen Frequenzen die FormeI VII, § 81 
(52) anI. Zu diesem Zwecke miissen die Asymmetrieinvarianten der Tensoren 
gebiIdet werden, die als Faktoren der verschiedenen Frequenzen in der Fourier
zerlegung auftreten. Wir bezeichnen sie mit Q[Wk], wobei Wk die Frequenz ist, 
mit der die betreffende RAMAN Iinie gegen die des einfallenden Lichts verschoben 
ist 2. Dann gilt 

( 17) 

(a) Reine Tyndallstreuung: 

(b) Reiner Rotations-RE.: 

(c) 

(d) 

Reiner Schwingungs-RE. : 

Rotations-Schwingungs-RE. : 

Q[±2w,] = Th lX'[2, 

Q[± w,] = -h lX:2, 

Nun ist wegen (11) die Asymmetrieinvariante der PoIarisierbarkeit im korper
fest en System 

(18) Q = -h lX~, 

1 Naturlich erhllit man hierbei nur den Teil des RAMANeffekts. der von dem spurfreien 
Teil der Polarisierbarkeit herruhrt. da ja die Spurfreiheit vorausgesetzt wurde. Deshalb 
kommt in den folgenden Formeln Do zunachst nicht vor. 

2 Dabei ist D ebenso definiert wie in VII. § 81 (54). namlich 

D = -h {(IXu - IXu)2 + (IXu - IXzz)2 + (IXu - IX,v)2 + 6 (IX~y + IX:. + IX!x)}. 
nur mu13 man, wie schon gesagt. fur IXz, die betreffenden Fourierkoeffizientcn cinsctzen. 
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oder [Mittelung der mit coscot multiplizierten Gleichung (14)]: 

(19) QT = ·,ilf ~~2, QR = Ilf 1X~2. 
Mithin wird 

(20) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

Q[O] = !QT, 

Q[± 2co,] = loOT, 
oO[± co,] = !QR, 

Q[± co, ± 2cor] = ioOR. 
Beachtet man VII, § 81 (52), so erhaIt man schlieBlich fur die Intensitat 

(21) 1[COk] = 10 (00 ~,Wi)' • :. 9'llQ;Wk] cos2V' + Q(cok]}. 

Es muB nun noch berucksichtigt werden, daB in (11) der kugelsymmetrische 
Anteil der Polarisierbarkeit zunachst nicht berucksichtigt wird. Dieser wird 
nach VII, § 82 nur zu der reinen Tyndallstreuung und zum reinen Schwingungs
RAMANeffekt einen Beitrag liefern. Die vollstandige Formel fUr die Intensitat 
lautet also 

(22) l[COk] = 10 (w ~,OOk)' :. 9'l{(Qo[cok] + D[;k]) cos2V' + 00 [cok]} • 

Dabei ist Qo[O] = Q[ der kugelsymmetrische Anteil der korperfesten Polari
·sierbarkeit. Ferner ist Qo[± co,] =Q~ und oOo[± 2 co,] = Qo[± co,± 2 cor] = 0 . 

Zur Kontrolle kann man ][0] und 1[± 2 co,] addieren. Das Ergebnis muB 
der in VII, § 81 (52) berechneten Tyndallstreuung gleich sein, wenn man die 
Verschiedenheit der Faktoren (co + COk)' vernachlassigt. Denn es wurden ja 
dort die Molekille im Raum festgehalten gedacht und, was damit gleichbedeutend 
ist, angenommen, daB die Rotation unendlich langsam erfolgt und die Linien 
des reinen Rotations-RAMANeffekts die gleiche Frequenz haben wie die Linien 
des reinen Tyndalleffekts. Die Intensitaten ][± 2co,] sind also in der Formel 
VII, § 81 (52) bereits enthalten1• In ahnlicher Weise liefert die Summe von 
J[co,] und J[co, ± 2co,] die Formel VII, § 81 (52). 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB der spurfreie Anteil Q der Polarisierbar
keit stets auch zu den RAMANlinien (20a, c) beitragt, deren Frequenzver
schiebung von' den Rotationsfrequenzen co, unabhangig ist. Wenn der kugel
symmetrische Anteil Q o der Polarisierbarkeit verschwindet [und wenn man 
Faktoren (co + COk)'/(CO + COk')' vernachlassigt], so erhiilt man 

][0] ][w.] 2 
(23) ][2w,] = ][w. + 2w,] = 3· 
Verschwindet Q o nicht, so wird das Verhiiltnis ][O]f] [2 co,] bzw. J[CO,Jf] [CO, + 2 co,] 
stets groBer als i. . 

1m Rotations-RAMANeffekt erscheint also bei den zweiatomigen Molekillen 
stets auch die von der Rotation unbeeinfluBte Linie (20a) oder (20c). Auf ihren 
beiden Seiten konnen zwei symmetrisch angeordnete Zweige (20b) bzw. (20d} 
auftreten, die voneinander den doppelten Abstand haben wie die BJERRUM
schen Doppelbanden im ultraroten Spektrum. 

II. Mehratomige Molekiile *. 
Bei mehratomigen Molekillen wird die Behandlung der Ultrarotschwingungen 

und des RAMANeffekts viel verwickelter, aber auch entsprechend interessanter. 

1 Siehe zum Beweis dieser Behauptung auch VII, § 82. s. 402. 
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Das zentrale Problem ist: Was kann man aus Symmetriegriinden iiber das 
Ultrarot- und das Ramanspektrum aussagen? Dnd umgekehrt: Wie kann man 
aus dem Ultrarot- und dem Ramanspektrum auf die Symmetrieeigensehaften 
des Molekiils sehlieJ3en I ? 

1. Symmetrieeigenschaften und Auswahlregeln. 

Zu diesem Zweeke miissen wir noeh einige Worte iiber die Symmetrieeigen
sehaften der Sehwingungen sagen. 

Wie wir in VII, § 82 gesehen haben, gehoren zu jeder Eigenfrequenz w(j) 

eine Anzahl linear unabhangiger Eigensehwingungen, deren jede dureh ein 
N -Bein von Verriiekungen et beschrie ben wird; et ist dabei ein dem Punkte k 
des Systems zugeordneter Eigenvektor 2. Man kann die Gesamtheit aller et' 
(k = 1, 2, ... , N) bei einer bestimmten Eigensehwingung als einen Eigenvektor 
im 3 N-dimensionalen Konfigurationsraum ansehen. Die Anzahl der linear un
abhangigen Eigenvektoren e~' einer Eigenfrequenz w(j) heiJ3t die Entartungszahl 
von w(}); ist sie 1, so sagt man, die betreffende Eigensehwingung ist unentartet. 

Die Aussage, das Molekiil besitzt eine gewisse Symmetrie, bedeutet, daJ3 es 
gewisse Drehungen, Spiegelungen3 oder Drehspiegelungen4 gibt, die, ausgeiibt auf 
das Molekiil in seiner Ruhelage, nur eine Vertausehung von gleiehen Kernen 
zur Folge haben. Wenn das Molekiil sieh nieht in seiner Ruhelage befindet, so 
wird die betreffende Drehung, Spiegelung oder Drehspiegelung die Verriiekungen 
der Kerne andern. 

Wir wollen nun unter einer Symmetrieoperation folgendes verstehen: Man 
fiihre erst eine bestimmte Drehung, Spiegelung oder Drehspiegelung aus, die, 
wenn das Molekiil in seiner Ruhelage ware, nur eine Permutation von gleiehen 
Kernen bewirken wiirde, und nehme darauf diejenige Vertausehung der Kerne 
vor, die jeden Kern in die Nahe seiner urspriingliehen Ruhelage zuriiekbringt. 
Es sei gleich hier bemerkt, daJ3 durch Ausiibung einer Symmetrieoperation eine 
jede skalare GroJ3e, die eine Funktion der Kernverriiekungen ist, ungeandert 
bleibt. (Fiir Vektoren und Tensoren gilt dies nieht, da sieh ihre Komponenten 
bei der Drehung, Spiegelung oder Drehspiegelung andern.) 

Wenn sich nun das Molekiil in seiner Ruhelage befindet, so wird es dureh 
Symmetrieoperationen stets in sieh selbst iibergefiihrt. Wenn aber das Molekiil 
sich z. B. in der grofiten Elongation einer Eigenschwingung befindet und die 
Lagen der Atomkerne durch das System der Eigenvektoren e~' oder kurz "den 
Eigenvektor et im Konfigurationsraum" besehrieben werden, so kann bei einer 
Symmetrieoperation je nach der Art der betreffenden Eigensehwingung ver
schiedenes gesehehen: Der Eigenvektor et' kann dureh die Symmetrieoperation 
ungeandert bleiben; er kann aber auch (z. B. durch eine Spiegelung) sein Vor
zeiehen andern, oder aber er geht in eine neue Verriickung iiber. Die Schwin
gungsfrequenz, die sieh als skalare Funktion der Verriickungen darstellen laJ3t, 
andert sieh bei der Symmetrieoperation nieht. Wenn also der letztgenannte 
Fall vorliegt und der Eigenvektor in eine neue Verriiekung iibergegangen ist, 
so kann diese neue Verriiekung als Eigenvektor zur selben Oszillationsfrequenz 

1 Die Ziige der ultraroten und RAMANspektren, die von quantitativen Eigenschaften 
des Molekiils (z. B. der spezieUen Art des Kraftansatzcs) abhangen, also GroBe der Frequenz 
und Intensitat der auftretenden Linien, werden hier nicht besprochen. 

2 In den Figuren zeichnen wir die wahren Verriickungen und nicht die normierten 
Eigenvektoren (Unterschied: Faktor ym). 

3 Die Spiegelungen konnen dabei an einer Symmetrieebene oder an einem Symmetrie
zentrum stattfinden. 

, Eine Drehspiegclung ist eine Drehung urn eine Achse und darauffolgende Spiegelung 
an einer zur Achse senkrecht stehenden Ebene. 
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aufgefaBt werden. Zur selben Frequenz gehoren mehrere Eigenschwing.ungen: 
Es liegt Entartung vor, und zwar bezeichnet man diese, da sie durch die Sym
metrie des Molekiils bedingt ist, als notwendige Entartung. Daneben kann es 
Entartungen geben, die nicht durch Symmetrieeigenschaften bedingt sind; man 
nennt sie zufallige Entartungen. 

Bei einer solchen werden nicht alle Verrtickungen, die auseinander durch 
Symmetrieoperationen hervorgehen, zueinander orthogonal sein. Sie sind im 
allgemeinen sogar nicht einmal linear unabhangig. Man kann aber nattirlich 
aus ihnen eine Anzahl von orthogonalen Eigenvektoren auswahlen, aus denen 
sich dann alle tibrigen linear zusammensetzen lassen. 

Zusammenfassend ka.an man also sagen: ein Eigenvektor bleibt entweder bei 
allen Symmetrieoperationen ungeandert, dann heiBt die Schwingung totalsym
metrisch; oder er andert bei gewissen Symmetrieoperationen sein Vorzeichen, 
dann sagt man von der Schwingung, daB sie bezuglich der betrelfenden Symmetrie
elemente antisymmetrisch ist; oder aber es gibt mehrere Eigenvektoren, die sich 
bei den Symmetrieoperationen untereinander transformieren, und dann ist die 
Schwingung entartet. 

Eine zufillige Entartung kann nur dadurch entstehen, daB die Krafte, 
die auf die Kerne wirken, zufillig gewisse Bedingungen erftillenl. Ein 
exaktes Erfiilltsein solcher Relationen ware unendlich unwahrscheinlich 
und kommt deshalb nie vor. Bei der Berechnung der Normalkoordinaten 
wurde ein harmonisches Kraftgesetz zugrunde gelegt. In Wirklichkeit sind 
aber die Krafte etwas anharmonisch, und das bedingt, daB die Frequenzen 
riicht mehr scharf bestimmt sind, sondern auch von den Amplituden etwas ab
hangen. Wenn nun zwei Frequenzen so nahe zusammenfallen, daB ihr Abstand 
von derselben GroBenordnung ist wie die eben besprochene Unscharfe, so treten 
eben die erwahnten neuen Effekte auf. Dies kommt aber bei Molekiilen, die 
aus nicht zu viel Atomen bestehen, nur relativ selten vor und wird hier also nicht 
weiter behandelt. 

Die allgemeine Aufgabe ist nun, zu entscheiden, welche Symmetrieeigen
schaften die Schwingungen haben miissen, damit sie im ultraroten Spektrum 
bzw. im RAMANeffekt auftreten konnen. D. h. es muB untersucht werden, ob 
und wie sich das elektrische Moment bzw. die Polarisierbarkeit des Molekuls bei 
der Schwingung mit den betrelfenden Symmetrieeigenschalten andert. Die er
schopfende Beantwortung dieser Frage erfordert die vollstandige Diskussion fiir 
jede mogliche Symmetrie, die sich mit Hille einiger allgemeiner Satze durch
ftihren laBt. Hier wollen wir aber nur einige Beispiele fiir solche Satze besprechen 
und diese dann auf zwei sehr einfache Molekiiltypen anwenden. 

In VII, § 82 wurde gezeigt, daB, falls die Spur der Polarisierbarkeit ver
schwindet, Q 0 = 0, die betreffende Linie den Depolarisationsgrad A = ! hat. 
Dber das Verschwinden der Spur, die sich also experiment ell leicht feststellen 
l3oBt, kann man nun einen Satz beweisen, wenn man die (in erster Naherung 
recht gut erftillte) Annahme macht, daB die Komponenten der Polarisierbarkeit 
von den Verriickungen linear abhangen: 

1. Satz: Die Spur der Polarisierbarkeitsiinderung verschwindet bei ieder Schwin
gung, die nicht totalsymmetrisch ist. 

Wir beweisen zunachst einen Hillssatz. Man hetrachte einen Eigenvektor et) 
und wende auf ihn eine Symmetrieoperation S, aus der Gruppe von Symmetrie
operationen an, die das in seiner Ruhelage befindliche Molekiil in sich tiber-

1 Darauf beruht z. B., daO bei co: eine Frequellz in zwei benachbarte Frequenzen 
aufspaitet . .Ahnlich ist es auch bei CCl. [so E. FRlun: Z. Physik Bd. 71 (1931) 5.250]. 

Born, Optik. 35 
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fiihren. Die Verruckung, die dadurch aus e~) entsteht, bezeiehnen wir mit 5, e~). 
Es gilt dann der 

Hilfssatz: 1st e'f nicht totalsymmetrisch, so gilt 

(24) 1: S,e~) = 0, 

wo die Summe aber alle Symmetrieoperationen1 zu erstrecken ist. 
Wir fiihren fUr die GroBe, deren Verschwinden wir zu zeigen haben, die 

Abkiirzung 
(25) e'f = ~ S,elf 

• 
ein; e~) ist dann ein Eigenvektor zum selben Eigenwert wie e~' und hat die 
Eigenschaft, bei allen Synunetrieoperationen ungeandert zu bleiben: 

(6) S ~ v> 2 lek = ek • 
Denn durch Anwendung von 51 auf die rechte Seite von (25) erhiilt man 
~(SIS,) e~>, wo (SIS,) den S~metrieoperator bedeutet, der entsteht, wenn 
• 

man erst 5" dann 51 anwendet; wenn nun 5, alle Symmetrieoperationen durch-
lauft, so auch (SIS,), und man kann hierfur wieder 5, schreiben, da ja die Be
zeichnung des Summenindex gleiehgilltig ist. 

Der Beweis unseres Hilfssatzes besteht nun darin, daB wir unter der Voraus-
setzung, e'f sei nieht totalsymmetrisch und elf =f= 0, einen Eigenvektor ef> an
geben konnen, der zwar zur gleichen Eigenfrequenz gehort wie e~1, aus dem 
aber durch Anwendung aller Operationen 5, ein System von Eigenvektoren 
S,ef> entsteht, das von dem System S,e'f sieher linear unabhangig ist; man 
hatte also alsdann eine zufiillige Entartung, und da das ausgeschlossen ist, 
muB et) = 0 sein. 

Diesen Vektor et1 konstruieren wir so: 

(27) e~1 = e'f - ~ e~) , 

wo N die Anzah! aller Symmetrieoperationen (einschlieBlich der Identitat) ist. 
Durch Anwendung von 5, geht daraus nach (26) der Vektor 

(28) 

hervor, und man sieht, daB das System aller Vektoren (28) [in dem (27) ent
halten ist, da unter den 5, die Identitat vorkommt] sich bei allen Symmetrie
operationen in sieh transformiert. Ferner gehoren alle S,ef> als Linearkombina
tionen der S,e'f zu derselben Eigenfrequenz. Endlich sind die S,ef) dann und 
nur dann Null, wenn eY) totalsymmetrisch, d. h. wenn S,eY) = e~) ist. DaB 
diese Bedingung fUr S,ef> = 0 hinreicht, leuchtet ein; daB sie auch notwendig 
ist, sieh t man so: 

Wenn S,ef> = 0 ist, so folgt fUr 5, = 1 aus (27) 

und aus (28) 

1 -
eO) - eV) 

k - N k 

5 0) _ 1 f]) ,ek - N ek , 

also e'f = S,e'f, d. h. e'f ist totalsymmetrisch. 

1 Unter diesen ist stets die Identita.t 1, d. h. diejenige Symmetrieoperation, die das 
Moleklll llberhaupt in Ruhe lal3t, enthalten. 
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Wir nehmen nun an, et sei nieht totalsymmetrisch, also 

(29) S,ef) + O. 

Die Summe dieser GraBen verschwindet aber nach (28) immer: 

(30) 4 S,ef) =0. , 
Ware dann e~1 + 0, so wiirde das System der Vektoren S,e~') von dem System 
s,et sieher verschieden und linear unabhangig sein. Urn letzteres einzusehen, 
zeigen wir, daB jeder Vektor S,ef) auf der Linearkombination et der S,e'f 
orthogonal ist. 

Da jede skalare Funktion der Verrfickungen sieh bei Symmetrieoperationen 
nicht andert, so gilt ffir das skalare Produkt 

2 e~) . S, e~') = s,2 e~) • S,ef) = ~ 2 2 S,(et • s, e~')) 
" " I " 

nach (30). 
Damit ist gezeigt, daB eine zufaIlige Entartung vorliegen miiBte, wenn 

e~) =l= 0 ware, und (24) ist bewiesen. 
1m allgemeinen Falle, wo man die zufaIligen Entartungen nicht ausschlieBen 

will, muB man den Hilfssatz folgendermaBen aussprechen: el) verschwindet ffir 
jede Schwingung, von welcher man keine totalsymmetrische Schwingung ab
spalten kann. 

Wir konnen nun unseren Satz fiber das Verschwinden der Spur leieht. zu 
En.de fiihren. Wir bezeichnen mit IX (e~) die Anderung der Spur des Polari
sierbarkeitstensors, die bei der Verrfickung et stattfindet. Da diese Anderung 
als skalare GroBe bei Ausfibung von Symmetrieoperationen dieselbe bleiben 
muB, so gilt 

(31) (X (e~j)) = (X (S,e?J) = ~ 2 (X (S,e?J) . 
i 

Da ferner vorausgesetzt wurde, daB die Polarisierbarkeit und mithin auch die 
Spur linear von den Verriickungen abhiingt, so gilt 

(32) (X (e?)) = ~ 2 (X (S,e~J) = ~ (X ~ S,e?)) = o. 
j i 

Die Spur der Polarisierbarkeitsanderung verschwindet, wie behauptet wurde. 
Daraus folgt, daB auch die (X2 proportionale GroBe 

(33) .Qo(e~) = 0 
ist. 

Wir gelangen jetzt zum 
2. Satz: Wenn eine Schwingung zu irgendeinem bestimmten Symmetrieelement 

antisymmetrisch ist, so verschwindet die Spur der zugeMrigen Polarisierbarkeits
anderung fur die Grundfrequenz streng (also nicht nur unter der Annahme, daB 
die Polarisierbarkeit linear von den Verrfickungen abhangt). Ferner verschwinden 
die Spuren derienigen FOuRIERkoellizienten der Polarisierbarkeit, die zu ungeraden 

35* 
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Viellachen der betrelfenden Grundlrequenz geMren l . Mit anderen Worten: Der 
Grundton und die geraden Obertone der Schwingung haben streng den Depolari
sationsgrad 1. 

Der Beweis ist sehr einfach. Nach einer halben Periode der betreffenden 
Schwingung kehrt die Verruckung ihr Vorzeichen urn. Da die Schwingung aber 
antisymmetrisch ist, gibt es eine Symmetrieoperation, bei der die Verruckung 
ebenfalls ihr Vorzeichen wechselt. Nach einer halben Periode der Schwingung 
befindet sich das Molekiil in einer Lage, in die es aus seiner Lage am Anfang 
der Schwingung auch durch eine Symmetrieoperation hii.tte ubergefiihrt werden 
k6nnen. Daraus folgt, daB die Spur der Polarisierbarkeit in diesen beiden Lagen 
dieselbe sein muB. Da also die Spur der Polarisie'rbarkeit schon nach einer 
halben Schwingung ihren ursprunglichen Wert annimmt, durfen in der FOURIER
analyse die ungeraden Vielfachen der Grundfrequenz (die ihr Vorzeichen nach 
einer halben Schwingung andern), nicht vorkommen. 

Fur den speziellen Fall, daB ein Symmetriezentrum vorhanden ist, kann man 
noch wesentlich mehr aussagen. Es verschwindet dann namlich nicht nur die 
Spur fUr den Grundton und die geraden Obertone der zum Symmetriezentrum 
antisymmetrischen Schwingungen, was heiJ3en wurde, daB der betreffende 
Depolarisationsgrad gleich ! ist, sondern diese Frequenzen durfen im RAMAN
effekt uberhaupt nicht auftreten. Es bleibt namlich bei Spiegelung am Sym
metriezentrum nicht nur die Spur, sondern der ganze Polarisierbarkeitstensor 
ungeandert und deshalb gilt das oben Gesagte fUr die FOURIERkoeffizienten von 
jeder Komponente der Polarisierbarkeit. 

Bei Vorhandensein eines Symmetriezentrums gelten auch fUr das ultrarote 
Spektrum wichtige Auswahlregeln. Das Dipolmoment andert bei Spiegelung am 
Symmetriezentrum sein Vorzeichen. Daraus folgt sofort, daB die Normal
schwingungen, die zum Symmetriezentrum symmetrisch sind, im uItraroten 
Spektrum nicht auftreten k6nnen, sondern nur diejenigen, die bei der Spiege
lung ihr Vorzeichen wechseln. Es sei ubrigens bemerkt, daB von diesen anti
symmetrischen Schwingungen die ungeraden Obertone nicht auftreten durfen. 
Der Grund hierfiir ist, daB die Glieder in der FouRIERentwicklung, welche zu 
diesen Obert6nen geh6ren, ihr ursprungliches Vorzeichen schon nach einer halben 
Schwingungsdauer wieder annehmen, wahrend dabei die Verruckungen und da
mit auch das Dipolmoment ihr Vorzeichen andern. Man sieht, daB in diesem Fall 
im ultraroten Spektrum eben die Frequenzen nicht auftreten durfen, die im 
RAMANeffekt erlaubt waren (falls weitere Symmetrien nicht weitere Auswahl
regeln bedingen). Auf das Verhalten der Kombinationsschwingungen (in denen 
die Summe der Frequenzen der Normalschwingungen auftritt) soli nicht naher 
eingegangen werden. 

2. Beispiele mehratomiger Molekiile. 
Wir wenden uns nun der Besprechung spezieUer Beispiele zu. 
a) N20. Als erstes sei das Molekiil NaO betrachtet. Von diesem wurde (im 

wesentlichen auf Grund der Tatsache, daB es kein permanentes Dipolmoment 
besitzt) angenommen, daB es gestreckt und symmetrisch ist, d. h. daB die drei 
Atome in gleichem Abstande auf einer Geraden, und zwar in der Reihenfolge 
N -O-N liegen. 

1 Da zur Grundfrequenz der Grundton, zur doppelten Frequenz der erste Oberton, zur 
dreifachen Frequenz der zweite Oberton gehort, sieht map im allgemeinen, daB zu geraden 
Vielfachen der Grundfrequenz die ungeraden Obertone und umgekehrt zu ungeraden Viel
fachen die geraden Obertone gehoren. Diese Bezeichnungsweise ist etwa!! unbequem, UI.8t 
sich aber kaum lUldern. 
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Auf Grund der Beobachtungen des ultraroten Spektrums aber konnte ge
zeigt werden, daB diese Anordnung nieht die riehtige ist. Wir wollen hier 
auseinandersetzen, inwiefern sie mit dem ultraroten Spektrum in Widerspruch 
steht und weIehe Anordnung angenommen werden muB, urn das Spektrum zu 
deuten. 

Wir suchen zunachst die Normalschwingungen des Molekiils auf, haben also 
die Verriickungen e~~ zu bestimmen, die die Gleichung VII, § 82 (17) 

(34) IJ. e(j) _. 'Y 'Y Kki e(j) 
r-i U - 7' V" XY IY 

erfiillen miissen. Man kann nun ohne Rechnung die Gesamtheit der Normal
schwingungen auffinden, indem man die Symmetrieeigenschaften des Molekiils 
benutzt. Man sucht diejenige Normalschwingung auf, die sieh bei Ausiibung 
von Symmetrieoperationen in ganz bestimmter Weise transformiert. 

Z. B. bestimmen wir fiir N20 zunachst die totalsymmetrische Schwingung. 
Offenbar gibt es nur eine einzige totalsymmetrische Verriickung, niimlieh die, 
bei der das O-Atom in Ruhe bleibt, wahrend sieh die beiden N-Atome auf der 
Figurenachse urn gleiehe Strecken dem O-Atom nahern 
(bzw. sieh von ibm entfernen; s. Fig. 239). Wir be- NON o .. 0 II 0 zeiehnen ihre Frequenz mit "1' 

Sodann bestimmen wir dieJ'enige Normalschwin- Fig. 239. Symmetrischesgestrecktes 
Modell von N,O. Totalsymmetrische 

gung, die bei Drehung urn die Figurenachse invariant Schwingung (",). 

bleibt, bei Spiegelung am Symmetriezentrum, also 
am O-Atom, ibr Vorzeiehen andert. Eine soIehe Verriickung ist gewiB die 
Translation in der Figurenachse, die durch Fig. 240 dargestellt wird. Man er
kennt ferner, daB diese Verriickung die Gleiehun.g (34) erfiillt, und zwar mit 
Pi = O. Die rechte Seite dieser Gleichung stellt ja die riicktreibende Kraft dar, 
die bei der betreffenden Verriickung auf tritt, und im Falle der Translation ist 
diese Kraft gleieh Null. Man kann in diesem Sinne die Translation als eine 
uneigentliche Normalschwingung bezeiehnen. Sie ist gewiB unter den Eigen
vektoren eY~ enthalten. 

Es gibt aber noch andere Verriickungen, die dieselbe Symmetrieeigenschaft 
haben wie die Translation. Urn aus ihnen den Eigenvektor auszuwahlen, er
innern wir an die Gleichung VII, § 82 (18): 

(35) 

Wahlen wir fiir e~) die Translation, so erhalten wir fiir e<f eine Bedingung, 
und diese ist niehts anderes als der Schwerpunktssatz. Nun aber gibt es nur 

NON 
o----~.. o~--~.~ o----~ •• 

Fig. 240. Symmetrisches gestrecktes Modell von N,O. 
Translation in der Figureoachse. 

N 
0-. 

Fig. 241. Symmetrisches gestrecktes Modell von 
N ,0 . Schwerpunktsinvariante Schwiogung in 

der Figureoachse (",). 

eine einzige Verriickung, die die gewiinschte Symmetrieeigenschaft besitzt und 
bei der der Schwerpunkt ungeandert bleibt. Wir bezeiehnen sie mit "2 und 
stellen sie in Fig.241 dar. Die Verriickung eines N-Atoms verhalt sieh zu der 
des O-Atoms wie das Gewicht des O-Atoms zum doppelten Gewicht des 
N-Atoms. 

Weiter bestimmen wir eine Schwingung, die bei Drehung urn die Figuren
achse nieht mehr ungeandert bleibt, aber zu einer Eb~ne, die durch die Figuren-
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achse geht (z. B. zur Zeichenebene) symmetrisch ist und die sich auBerdem bei 
Spiegelung am Symmetriezentrum antisymmetrisch verhiiltl. Eine uneigent
liche Normalschwingung, die diese Transformationseigenschaft besitzt, ist die 
durch Fig. 242 dargestellte Translation. Die gesuchte Eigenschwingung muB zu 
ihr orthogonal sein (d. h. muB den Schwerpunktssatz ediillen). Dadurch ist sie 
wieder eindeutig bestimmt, und wir erhalten die durch Fig. 243 dargestellte 
Schwingung Va' Bei ihr sind die Betrage der Verriickungen dieselben wie bei Vz. 

Man sieht sofort, daB "a zweifach entartet ist, denn 
die Schwingung kann ja auch ebensogut senkrecht 
zur Zeichenebene edolgen. 

Wir haben also vier Normalschwingungen gefun
den, namlich VI' "2 und die doppeIt zu zahlende "3' 

N Weitere eigentliche Normalschwingungen kann es 
Fig. 242. Symmetriscbes gestrecktes nicht geben. Denn die Gesamtzahl der Normal
Modell von N,O. Translation senk-

recbt zur Figurenachse. schwingungen ist gleich der Differenz der Zahl der 

1 1 o 1 
Freiheitsgrade (d. h. 9) und der fiinf uneigentlichen 

Normalschwingungen (namlich die drei Translationen und die zwei Rotationen). 
Damit haben wir die vier eigentlichen Normalschwingungen bestimmt. 

Nun ist der Grundton von "z und von "3 im RAMANeffekt verboten, da diese 
Schwingungen sich bei Spiegelung am Symmetriezentrum antisymmetrisch ver
halten; dagegen ist die Schwingung "1 fiir das ultrarote Spektrum verboten, da 
sie bei Anwendung derselben Operation ihr Vorzeichen nicht andert z. Bei"2 
und "3 kann sich das Dipolmoment andern, diese miissen also im Ultrarot
spektrum auftreten; dagegen andert sich bei der Schwingung "1 die Polarisier-

t 
I o 

Fig. 243. Symmetriscbes gestrecktes 
Modell von N,O_ Zweifach entartete 
uneigentlicbe Normalscbwingung 
senkrecht zur Figurenacbse ("0)' 

barkeit, sie muB. daher im RAMANspektrum auf
treten. 

Nun ist tatsachlich eine RAMANlinie bei 1282 cm- I 

gefunden worden 3, die also VI entsprechen miiBte. Es 
zeigte sich aber', daB NzO im ultraroten Spektrum 
drei starke Absorptionsbanden besitzt, namlich bei 
592cm- l , 1290cm- 1 und 2220cm- l • DieSchwingung, 
die wir ihres Auftretens im RAMANeffekt wegen dem 
Schwingungsbild "1 zuordnen muBten, tritt also auch 
im ultraroten Spektrum auf, und das steht im schad
sten Widerspruche zu unseren theoretischen Folge
rungen. 

1 Es ist leicht einzusehen, daB es keine eigentlichen Normalschwingungen zu geben 
braucht, die sich bei den Symmetrieoperationen des Molekftls in beliebig vorgegebener Weise 
transformieren. Beim zweiatomigen Molekftl mit gleichen Atomen gibt es .z. B. nur eine 
eigentliche Normalschwingung, und diese ist die totalsymmetrische. Zu allen anderen T~ans
Icwmationseigenschalten gehoren nur uneigentliche Normalschwingungen (unter Transforma
tionsgesetz oder Transformationseigenschaft einer Normalschwingung ist die GesetzmaBig
keit zu verstehen, nach der sich die Normalschwingung bei Ausiibung der Symmetrieopera
tionen verha.lt). 

Wir wa.hlen hier die Transformationsgesetze bereits in solcher Weise, daB wir zu den 
eigentlichen Normalschwingungen geffthrt werden. HMten wir z. B. gefordert, daB die 
Verrftckung zum Symmetriezentrutn symmetrisch sein soli, so hatten wir nur eine uneigent
Hche Normalschwingung, na.mlich die Rotation, erhalten. 

2 Man sieht auch anschaulich sofort, daB sich das Dipolmoment bei der totalsymmetrischen 
Schwingung "1 nicht andert. 

8 R. G. DICKINSON, R. T. DILLON und F. RASETTI: Physic. Rev. Bd. 34 (1929) 
S. 582. Eine zweite RAMANlinie, die den abgeleiteten Auswahlregeln schon widerspricht, 
wurde von S. BBAGAVANTAM: Nature, Lond. BeL 127 (1931) S_ 817 bei 2226 cm- 1 ge
funden. 

, E. F. BARKER und E. K. PLYLER: Physic. Rev. Bd. 38 (1931) S. 1827. 
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Daraus muB man schlieBen. daB die oben vorausgesetzte Anordnung der 
Atome im N20-Molekiil nicht der Wirklichkeit entsprechen kann. 

Zur Auffindung des richtigen Molekiilmodells kann als Fingerzeig dienen, 
daB man N20 durch ElektronenstoB in N2 und 0 zerlegen kann1• Dadurch 
namlich wird nahegelegt, daB die beiden N-Atome schon im NzO-Molekiil be
nachbart waren. Es gelingt nun tatsachlich, das ultrarote Spektrum von N20 
restlos zu deuten, wenn man annimmt, daB die drei Atome in der Reihenfolge 
N-N-O auf einer Geraden liegen2. Dabei muB man die lineare Anordnung der 
Atome deshalb annehmen. wei! man nur in diesem FaIle die einfache Rotations
struktur der ultraroten Schwingungsbanden verstehen kann. Wiirde namlich 
das Molekiil gewinkelt sein, so waren seine drei Haupttragheitsmomente ver
schieden und seine Rotation erfolgte im wesentlichen so wie die Bewegung eines 
asymmetrischen Kreisels. Dann aber wiirden wegen der Kompliziertheit der 
Bewegung in der FouRIERanalyse der Rotations
bewegung mehrere Glieder auftreten, und das Spek
trum miiBte sehr verwickelt sein. Die schwierige 
Frage, wie die Rotationsstruktur im Falle eines 
gewinkelten Molekiils aussehen muB, solI hier nicht 
naher diskutiert werden. Wir beschriinken uns auf 
die Diskussion der linearen Anordnung, wobei man, 
wie gesagt, schon zu Ergebnissen kommt, die mit 
der Erfahrung iibereinstimmen. 

FUr die Anordnung N-O-N konnten wir die 
Normalschwingungen genau angeben. Der Grund 
dafiir lag darin. daB es zu jedem Transformations
gesetz nur eine Normalschwingung gab. und diese 
folglich aus Symmetriebetrachtungen vollstandig 
ableitbar waren. Bei der Anordnung N-N-O ist 
das im allgemeinen nicht mehr m6glich. Die Nor
malschwingung wird auch von den Kraften, die 
die Kerne in ihren Gleichgewichtslagen festhalten, 
abhiingen, kann also von vornherein nicht be
stimmt werden. 

1 

Fig. 244. Antisymmetrisches gestrecktes 
Modell von N,O. Zweifach entartete un
eigentliche Normalschwingung senkrecht 
zur Figurenachse (Y,); Polarisierbarkeits-

anderung dieser Schwingung. 

Der Schwingung "3 wird ubrigens eine Verriickung entsprechen, die auch 
jetzt eindeutig bestimmt werden kann. namlich wieder nur eine Verriickung, 
die zur Zeichenebene, in der auch die Molekiilachse liegen 5011, symmetrisch ist, 
und die zu einer zweiten Ebene, die durch die Molekiilachse hindurch geht und 
auf der Zeichenebene senkrecht steht, antisymmetrisch und zu allen uneigent
lichen Normalschwingungen orthogonal ist3• Naturlich wird "3 wieder zweifach 
entartet sein (s. Fig. 244). 

Von den Symmetrieeigenschaften der Schwingungen "1 und "2 bleibt nur 
so viel ubrig, daB sie sich bei Umdrehung urn die Figurenachse nicht iindern, 

1 Siehe den zusammenfassenden Artikel von H. D. SMYTH: Rev. Modem Physics Ed. 3 
(1931) S.3R9. 

I Es gibt natiirlicb keinen Symmetriegrund dafiir. daa das permanente Dipolmoment 
dieses Gebildes verschwinden 5011. DaB man experimentell das Fehlen eines Dipolmomentes 
festgestellt bat. mua darauf beruhen, daa es zuf1lllig sehr klein ist. "Obrigens konnte man 
die Ultrarot- und die Ramanspektren ebensogut mit einer linearen Anordnung N-O-N 
verstehen. wobei aber die N-Atome vom O-Atom verschiedene Abstlinde haben miiBte. Das 
aber wiirde mit dem erwa.hnten Elektronenstoaversuch nicht vereinbar sein. 

a Man mua zu ihrer Bestimmung nicht nur wie bei der friiberen Anordnung den Impuls
satz. sondem auch den Drebimpulssatz verwenden. also beriicksichtigen. daB die Schwingung 
zu der uneigentlichen Normalschwingung. die einer Drehung entspricht. orthogonal ist. 
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also nur in Richtung der Figurenachse erfolgen. Die Form der Verriickungen 
bei VI und V2 wird von dem speziellen Kraftgesetz abhangen. 

Was die Auswahlregeln betrifft, so werden aIle Schwingungen sowohl im 
ultraroten Spektrum als auch beim RAMANeffekt auftreten konnen, da sich bei 
jeder der besprochenen Verriickungen sowohl das Dipolmoment als auch die 
Polarisierbarkeit andern kann. 

Die Rotationsstruktur fUr die Schwingungen VI und V2 muB sowohl im 
ultraroten Spektrum als auch im RAMANeffekt genau so beschaffen sein 
wie bei zweiatomigen Molekiilen. Da namlich bei diesen Schwingungen die 
Bewegung in der Molekiilachse erfoIgt, andert sich das Dipolmoment und 
die Polarisierbarkeit im wesentlichen ebenso wie bei zweiatomigen Mole
kiilen. 

Fiir die Schwingung Va sind die Verhaltnisse dagegen ganz anders als bei 
den zweiatomigen Molekiilen. Betrachten wir zunachst das ultrarote Spek
trum. Das elektrische Moment steht senkrecht zur Molekiilachse, wird also im 
allgemeinen nicht mehr zur Rotationsachse senkrecht stehen (wie es bei zwei
atomigen Molekiilen der Fall war), sondern mit ihr einen Winkel -8 einschlieBen, 
wobei {} jeden Wert mit gIeicher Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Fiir die 
Komponenten des elektrischen Momentes im raumfesten System erhalt man 
[das Koordinatensystem ist so gewahlt wie in (9)J: 

!lJX = 2 P(l) sin {} cos w, t • cos w, t = P(l) sin {} {cos (w, + w,) t + cos (w, - w,) t} , 

(36) lJlI = 2P(I) sin{}cosw,t. sinw,t = P(l) sin{}{sin(w, + w,) t - sin(w, - w,) t}, 

lJz = 2 p(l) cos {} cos w, t . 

Man sieht also, daB auBer den Zweigen, die auch bei den zweiatomigen Mole
killen auftraten, hier noch die unverschobene Oszillationslinie vorhanden ist. 
Wenn man zu ihrer Berechnung die Momente quadriert und iiber {} mittelt, so 
erkennt man, daB die Summe der Intensitaten der verschobenen Linien (w, ± w,) 
der Intensitat der unverschobenen Linie gleich ist. Dieses Resultat kann man 
sich plausibel machen, indem man die .Anderung des Dipolmomentes in zwei 
Komponenten zerlegt, von denen die eine in der Rotationsachse. die andere 
senkrecht zu ihr schwingt. Die erste dieser Komponenten wird durch die Rota
tion uberhaupt nicht beeinfluBt und bewirkt die unverschobene Linie. Die 
zweite Komponente verhalt sich genau so wie das elektrische Moment bei zwei
atomigen Molekillen. 

Fur den RAMANeffekt der Schwingung Va steht von vornberein fest, daB 
die .Anderung der Polarisierbarkeit nur einen spurfreien Anteil besitzt; denn 
Va ist entartet, und wir haben oben bewiesen, daB die Spur der Polarisier
barkeitsanderung fUr jede Schwingung verschwindet, die nicht totalsymme
trisch ist. 

Wir bezeichnen die Molekiilachse wieder mit Z. Mit X' sei die Richtung be
zeichnet, in der die .Anderung des elektrischen Momentes erfolgt. Y' sei zu X' 
und Z senkrecht. Dann erkennt man, daB nur die Komponente ~~.z der Polari
sierbarkeitsanderung von Null yerschieden sein kann; denn nur sie hat dieselben 
Syrumetrieeigenschaften wie die Normalschwingung, da nur sie sich zur Ebene 
X' Z symmetrisch, zur Ebene Y' Z aber antisymmetrisch verhalt. Dem ent
spricht, daB die Hauptachsen der Polarisierbarkeit bei der Schwingung V3 ihre 
GroBe nicht andern, wohl aber ihre Richtung. Der Polarisierbarkeitstensor wird 
in der Ebene X'Z schwingen, wie es in Fig. 244 angedeutet ist. Die Rotations
achse sei wieder X, {} der Winkel zwischen X und X'. Dann erhalt man mit 
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Riicksicht auf das Schema S. 541 und VII, § 82 (6) die zu (15) analogen Glei
chungen 

(37) 
II 
I 

IX"" = 21X YZ cosw, t sinw, t = IX YZ sin2w,t , 

lXyy = -21X1'zsinw,tcosw,t = -lX yz sin2w,t, 

IX" = 0 ; 

lXyz = IXxzsinw,t, 

IXz" = IXxzCOSW,t, 

lX.cy = -lXyz(COS2w,t - sin2 w,t\ = -lXxzcos2w,t. 

Man hat nun wieder die Invarianten Q[Wk] zu bilden und dann iiber alle Werte 
von f} zu mitteln. Dabei muB man beriicksichtigen, daB 

(38) { 
IXX Z = eosf} 'lXx'z , 

IX yz = sin f} • IX:.:' z, 

ist. Da IXxz und lXyZ in Q[Wk] quadratisch 
einen Faktor t. Man erhalt: 

Q[± w,] = 0, 

eingehen, gibt die Mittelung iiber f} 

(J9) I Q [± w, ± w,] = -.ftr (IX~, Z)2, 

Q[± w, ± 2w,] = 1\ (1X~'Z)2. 
Es ergibt sich also, daB in diesem Falle die unverschobene Oszillationslinie im 
RAMANeffekt ausfiillt, wahrend vier Rotationszweige (mit ± w, nnd ± 2w,) 
auftreten, die gleiche Intensitiit haben. Es tritt also auch die einfache Rota
tionsfrequenz im Spektrum auf; denn die Molekiilaehse bleibt bei der 
Schwingung nicht mehr Hauptachse der Polarisierbarkeit, und diese nimmt 
nicht mehr wie bei den zweiatomigen Molekiilen, nach einer halben Umdrehung 
wieder ihre urspriingliche Lage ein 1. 

Es wurde schon oben erwiihnt, daB die Rotationsstruktur im ultraroten 
Spektrum bei Annahme der Anordnung N -N -0 mit der Theorie in Einklang 
ist. Tatsaehlieh liegen bei den Frequenzen 1290 em -1 und 2220 cm -1 BJERRUM
sche Doppelbanden, wahrend bei 592 em- 1 eine Bande mit drei Maxima auf
tritt. 1m RAMANeffekt sind bis jetzt nur die Schwingungen 1282 em- 1 nnd 
2226 cm -1 beobachtet worden. Depolarisationsmessungen und Untersuchungen 
der Rotationsstruktur liegen nicht vor. 

b) Tetraedermolekiile AB4 • Als zweites Beispiel sollen die Molekiile vom 
Typus AB, besprocqen werden, wobei die B-Atome ein Tetraeder bilden, in 
dessen Mittelpunkt sich das A-Atom befindet. SoIche Molekiile sind z. B. die 
Kohlenstofftetrahalogenide. 

Wieder bestimmen wir zuniichst die Normalschwingungen eines soIchen 
Molekiilmodells. Es wird sich auch hier herausstellen, daB sie durch die Sym
metrieeigenschaften nieht eindeutig bestimmt sind, sondern daB sie noch von 
den Kriiften abhangen, die zwischen den Atomen wirken. Es kommt nns aber 
gar nicht darauf an zu wissen, wie die Normalschwingungen genau aussehen; 
uns interessiert vielmehr nur die zu jeder Symmetrieeigenschaft gehOrige 
Anzahllinear unabhangiger. Diese Anzahl hangt offenbar nicht von speziellen 
Annahmen iiber die Kriifte ab; wir k6nnen daher die Kriifte selbst willkiirlich 

1 Eine ausfiihrliche quantentheoretische Diskussion dieser und ahnlicher Rotations
strukturen im RAMANeffekt geben G. PLACZEK und E. TELLER (erscheint demn:tchst in 
Z. Physik). 
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wahlen l (verzichten also, wie schon eingangs, S.544, Anm.1, hervorgehoben 
wurde, auf quantitative Eigenschaften der Spektren). Wir setzen dement
sprechend die Kriiite so an, daB die Normalschwingungen moglichst einfache 
werden: 

Die B-Atome seien untereinander mit starken Kratten verbunden, sie bilden 
ein starres Tetraedergerust, in dessen Mittelpunkt das A-Atom mit viel schwacheren 
Kratten testgehalten wird. 

Bei diesem Kraftansatz zerfallt die Analyse der Schwingungen unseres Modells 
in zwei getrennte Probleme: 

1. Die Frage nach der Relativbewegung des starren Tetraeders in bezug aut das 
in seinem Mittelpunkt schwach gebundcne A-Atom. 

II. Die Frage nach der Bewegung der vier B-Atome gegeneinander. 
Da nach unserem Ansatz das A-Atom im Mittelpunkt nur schwach gebunden 

ist, so wird die Schwingung I mit kleiner Frequenz erfolgen. Umgekehrt werden 
J die Schwingungen II wegen der grofJen 

Fig. 245. TetraedermotekW. 
Dreifaeh entartete Nonnalsehwingung (,,~». 

Kriiite zwischen den einzelnen B-Atomen 
mit viel grofJerer Frequenz erfolgen, so 
daB man die Bewegung so behandeln 
kann, als ware das A-Atom gar nicht 
vorhanden. 

Wir suchen £iir beide Bewegungs
typen die Normalschwingungen auf. 

1. Der Relativbewegung des A-Atoms 
gegen das starre Tetraeder entsprechen 
drei Freiheitsgrade. Es gibt nur eine 
Normalschwingung, und diese ist drei
tach entartet. 

Die potentielle Energie muB namlich 
unabhangig davon sein, welchem der 
vier B-Atome' sich das A-Atom nahert; 
da sie eine quadratische Form der Ver-
rftckungskomponenten des A-Atoms ist, 
so muB sie kugelsymmetrisch sein, kann 
also nur yom Abstand des A-Atoms 

gegen das Tetraederzentrum abhangen. Die Schwingung erfolgt also in jeder 
Richtung des Raumes mit gleicher Frequenz, sie ist eine dreifach entartete 
Normalschwingung. Wir bezeichnenll sie mit 1I~I). 

In Fig. 245 ist eine solche Schwingung dargestellt. Das A-Atom bewegt sich 
dabei auf der Verbindungslinie zweier Kantenmittelpunkte des Tetraeders. Man 
erkennt leicht, daB diese Gerade eine vierzahlige Drehspiegelachse des Tetraeders 
ist; sie wird in den folgenden Betrachtungen eine groBe Rolle spielen; wir be
zeichnen sie mit X. Ferner sieht man, daB das Verhiiltnis der Verriickungen der 
B-Atome zu der des A-Atoms gleich dem Verhaltnis zwischen dem Atomgewicht 
des A-Atoms und dem vierfachen Atomgewicht von B ist 3. 

JL Urn die Schwingungen des Tetraeders beschreiben zu konnen, numerieren 
wir die Ecken mit 1, 2, 3, 4. Die Verriickungen der B-Atome zerlegen wir in 
jedem Eckpunkt in die schiefwinkligen Komponenten nach den drei Tetraeder-

1 Diese Krafte brauchen daher nicht dieselben zu scin. wie die im Molekiil wirklich vor
handenen; in der Tat machen wir einen Kraftansatz, der von den realen Molekiilkr1l.ften 
erheblich abwp.icht. 

I Hier und im folgenden gibt der untere Index den Entartungsgrad an. 
I In Fig. 245 sind die VerMltnisse der Massen wie bei CH, gew1l.hlt. 
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kanten durch diesen Punkt. Wir bezeichnen in leicht versUindlicher Weise dies 
schiefwinklige System z. B. fUr den Punkt 1 mit 12 , 13 , 1,. In Fig. 246 ist fUr 
den Punkt 1 die Komponentenzerlegung eines beliebigen Vektors dargestellt. 

Fur spatere Zwecke brauchen wir das Skalarprodukt zweier Vektoren in 
diesen Komponenten. Fur ein beliebiges schiefwinkliges System ~, rJ, C ist das 
skalare Produkt zweier Vektoren W, rJ', C') und W', rJ", C") durch die Forme! 
gegeben: 

W, rJ'. C') • W', r/', C'') = ~' f' + rJ'rJ" + C' C" + W r/, + r/ ~") cos (~, rJ) 

+ (rJ' C" + C'1(') cos (1}, C) + (C' f' + ~' C") cos(C,~) . 
In unserem Falle ist cos (~, rJ) = cos (1}, C) = cos (Co~) = cos1r./3 = i; das Skalar
produkt zweier Vektoren (2~, 23, 24) und (~', ?ft, 24') lautet also: 

(40) (2~, 2~, 24) • (2~',?ft, 241 = ~ 2'{ + ~?ft + 2424' 

+i~?ft+~24'+24~+~~+24?ft+~~. 
1. Zunachst bestimmen wir die totalsymmetrische Normalschwingung des 

Tetraeders. Offenbar gibt es nur eine Verruckung der B-Atome, die totalsym
metrisch ist, d. h. die durch jede Symmetrieoperation des Tetraeders in sich 

J 

1 1z 
Fig. 246. Komponentenzerlegung eines Vekton im Te· 

traederkanten-Koordinatensystem. 
Fig. 247. Tetraedermo1ekii1. 

Totalsymmetrische Nonnalschwinguag ( .. fJ). 

ubergefiihrt wird, bei der mit anderen Worten die Tetraedersymmetrie erhalten 
bleibt. Sie besteht in der Verriickung, bei der alle B-Atome sich dem Zentrum 
urn gleiche Strecken nabern. Ihre Komponenten sind 1 : 

(41) if = if = 1~) = 2i1l = ~) = 2~) = 3j1l = 3~1J = 3~) = 4r) = ~) = 4a(lJ • 

Wir bezeichnen diese Schwingung mit ,,~Il). Sie ist in Fig. 247 dargestellt. 
2. Wir suchen diejenige Norma1schwingung, die hei Drehspiegelung an der 

X-Achse ungeandert bleibt, die auBerdem zur Ebene durch X und die Kante (1, 2) 
symmetrisch ist, und die zur totalsymmetrischen Schwingung "1 (41) orthogo
nal ist. 

Die geforderte Orthogonalitat kann nur hestehen, wenn fiir die heiden 
Schwingungen die Verriickungen eines ieden B-Atoms zueinander orthogonal 
sind. Die Verruckungen der B-Atome bleiben namlich durch die vierzahlige 
Drehspiegelung an der X-Achse ungeandert; folglich ist das Skalarprodukt der 
heiden Verriickungen in jeder Tetraederecke das gleiche, die linke Seite von (35) 

1 Derobere Index (1) in den Komponent.en entspricht dem Index 1 in "1' der untere 
Index bezeichnet die Achsen (Tetraederkanten). . 
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ist also das Vierfache dieses Skalarproduktes, d. h. die Skalarprodukte ver
schwinden einzeln. Es muS daher gelten: 

(42) 1~) 1r + 1~lJ 1r + if 1r 

+ !{1g)1g'l + 19)1r + 1~)1r + 1~1)1r + 1~l)1f + 1~lJ1r} = O. 

AuBerdem ist wegen der geforderten Symmetriebedingung: 

19'1 = 1r· 

Wegen (41) gilt also 

'(43 a) 1r = - 2 .1g'l = - 2 ·1r. 

Aus der Symmetrie folgt weiter 

(4) b) I 
und ferner 

2F= -2'2s!2l= -2·2r, 
3r = - 2 • 3r = - 2 • 3F , 
4a!2l = - 2 • 4s!2l = - 2 • 4l,Z! , 

(43 c) if = 2F = 31) = 4a!2l. 
Die so beschriebene Schwingung bezeichnen wir mit "VI). Sie ist in Fig. 248a 
dargestellt. Die Schwingung ist, wie wir sogleich zeigen werden, zweilach entarlet. 

Fig. 248. Tetraedermoleld1l. 
a. Zweifacb entartete Normalscbwingung (,,~)). b. Die mit tI~) entarteten NormalscbwiqUDgen. 

Man kann zunachst zwei Schwingungen angeben, die aus ". durch Symmetrie
operationen folgen; sie entstehen aus (43) durch Vertauschungder Ecken 1, 2, 3. 4 
mit 2. 3.4. 1 bzw. 1. 3. 2, 4. DaB trotzdem eine nur zweifach entartete Schwin
gung vorliegt. ist darinbegriindet. daB zwischen den drei genannten Schwin
gungen eine lineare ~eiation besteht. 

Fig. 248b zeigt das urspriingliche Eigenvektorensystem(ausgezogen) und die 
beiden eben beschriebenen. die ausdiesem hervorgehen (das durch Vertauschung 
von 1. 2. 3.4 mit 2. 3.4. 1 entstehende punktiert. das durch Vertauschung mit 
1. 3. 2. 4 entstehende gestrichelt). Man erkennt leicht. daB die drei Vektoren 
in jedem Eckpunkt des Tetraeders in einer Ebene liegen und gegeneinander 
urn den Winkel 2 1'/3 gedreht sind. Ihre Surnme verschwindet also in jedem 
Eckpunkt. also auch die Surnme unserer drei Verriickungen. 
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Daher bleiben in der Tat nur zwei linear unabhiingige Schwingungen i.ibrig. 
3. SchlieBlich suchen wir eine Normalschwingung, die bei der Drehspiegelung 

an der X-Achse sich mit -1 multipliziert, und die zur Ebene durch X-A~hse 
und Kante (1,2) symmetrisch ist. Eine uneigentliche Normalschwingung dieser 
Art ist die Translation in der X-Richtung. Aus der Forderung, daB die gesuchte 
eigentliche Normalschwingung zu dieser uneigentlichen orthogonal sein soli, folgt 
in ahnlicher Weise wie unter 2., daB die entsprechenden Verri.ickungsvektoren in 
jedem Eckpunkt des Tetraeders aufeinander orthogonal sein mi.issen, d. h. die 
Verri.ickung der B-Atome muB zur X-Richtung senkrecht stehen. 

Die Verri.icklmg des B-Atoms in der Ecke 1 muB auBerdem wegen der ge
forderten Symmetriebedingung in der Ebene durch X und (1,2) liegen. Daraus 
folgt, daB dies B-Atom sich einfach in der Kante (1,2) bewegen muS. Foiglich 
muB wegen der Antisymmetrie in bezug auf die Drehspiegelung an der X-Achse 
gelten: 
(44) 19'1 = 2'fl = - 3t) = - 4s(3), alle i.ibrigen Komponenten = O. 

Wir bezeichnen diese Normalschwingung mit 'II&Il) (s. Fig. 249). Sie ist drei/ach 
entartet. Ersetzt man namlich 1, 2, 3, 4 durch 2, 3, 4, 1 bzw. 1, 3, 4, 2, so hat 
man drei Verri.ickungen, zwischen denen aber diesmal keine lineare Relation 
besteht. Wir werden namlich sogleich zeigen, daB diese Eigenvektorensysteme 
zueinander orthogonal sind, woraus ihre lineare Unabhiingigkeit folgt. 

Zum Beweise der Orthogonalitat be-
trachten wir z. B. die Verri.ickung, deren 
Komponenten durch (44) gegeben sind, 
und die Verri.ickung 

(45) 'll') = 3:') = - 4r') = - it" , 
alle i.ibrigen Komponenten = o. 

Setzt man in die linke Seite von (35) 
diese beiden Komponentensysteme ein, 
so erhaIt man wegen (40) 

1r it') + 2'fl ZW') + 31' 3~'1 + ~) 4~8') . 
Diese vier Summanden sind nach (44) 
und (45) dem Betrage nach gleich, zwei 
von ihnen aber sind positiv, zwei nega
tiv. Die Summe ist also Null, und die 1 

Verri.ickungen sind orthogollal. Fig. 249. Tetraedenno.d<tII. . 

Man erkennt leicht, daB die Ver- Dreifach entartete Nonnalschwinguog ( .. F). 
ri.ickung (44) bzw. die aus ihr durch 
Symmetrieoperation folgenden sich gegen Symmetrieoperationen genau so trans
formieren wie die in Fig. 245 dargestellte Schwingung vf bzw. deren durch 
Symmetrieoperationen entstehende1• 

Die Auswablregeln werden also fur 'IILll und 'II~1l dieselben sein. 
Da AB, fi.inf Massenpunkte besitzt, so gibt es5· 3 - 6 = 9 eigentliche 

Normalschwingungen. Wir haben genau so viele gefuriden, namlich eine total-
symmetrische "iII), zwei drei/ach entartete ~I), "AII), eine zwei./ach entartete ,,'{I). 

Wir gehen nun zur Besprechung der Auswahlregeln i.iber. Bei der totalsym
metrischen N ormalschwingung ,,~II) iindert sich das elektrische Moment des Molekiils 

1 Die letzteren Schwingungen sind die drei Schwingungen, die in der Richtung der drei 
vierzll.hligen Achsen des Tetraeders erfolgen. Diese Achsen sind die Verbindungslinien der 
Kantenmitten(f.2) mit (3.4) bzw. (2,3) mit (4,1) bzw. (1,3) mit (2.4). Die drei Acbsen sind 
zueinander orthogonal. 
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nicht. Die Schwingung tritt im Ultrarotspektrum nicht aul. Von der Polarisier
barkeit andert sich nur der kugelsymmetrische Anteil. 1m RAlIANspektrum tritt 
die .Schwingung also auf, und zwar mit dem Depolarisationsgrad Null. 

Urn die zweifach und die dreifach entarteten Schwingungen besser behandeln 
zu kannen, fiihren wir folgendes rechtwinklige Koordinatensystem ein: Die Y
bzw. Z-Achse legen wir parallel zu (1,2) bzw. (3.4), die X-Achse senkrecht zu diesen 
heiden; sie ist also die bereits eingefiihrte vierzahlige Drehspiegelachse. Y und Z 
dagegen sind selbst nicht Drehspiegelachsen, sondem gehen aus den beiden 
iibrigen Drehspiegelachsen des Tetraeders durch Drehung urn 1(/4 hervor. 

Die Schwingung 'P~lI) denken wir in der Form (43) dargestellt. Sie tritt im 
Ultrarotspektrum niche auf, da bei ihr das Dipolmoment Null bleibt; da.s Moment 
mua namlich bei der Drehspiegelung an X das Zeichen andem, wahrend die 
betrachtete Schwingung bei dieser Symmetrieoperation gerade invariant ist. 

Da die Schwingung entartet ist, so ist die Anderung der Spur der Polarisier
barkeit Null. 1m iibrigen aber tritt die Schwingung im RAlIANellekt aul. 

3 x 

Fig. 250. PoJarisierbarkeit des Tdraedermo\; ldl!s. 
a. In der Rubelage. b. Bei dOl SchwiD&uDI "fl. 

Da wahrend der Schwingung die XY- und die XZ-Ebene Spiegelebenen 
bleiben, ist die Anderung der Polarisierbarkeit ein Ellipsoid, dessen Haupt
achsen X, Y, Z sind. Es ist folglich 
(46) (X~ y = (X~z = .(X~~ = o. 
Da femer die Schwingung gegen Drehspiegelung urn X invariant ist, gilt 
(47) (X~y = (x~z. 

und aus der Spurfreiheit folgt weiter 
(48) (Xh = -1(X~~. 

In Fig. 250a ist die Polarisierbarkeit in der Ruhelage dargestellt. Sie ist 
eine Kugel, von der in der Figur die Meridianschnitte gezeichnet sind. Fig. 250b 
zeigt die Polarisierbarkeit hei der beschriebenen Verriickung "lfl). Die Abweichun
gen der Hauptachsen von der Kugel sind (X~~, (Xh, (X~ z. Die Polarisierbarkeit 
ist wegen (47) ein Rotationsellipsoid, von dem wieder die Meridianschnitte an
gegeben sind. Auf diese Weise sieht man anschaulich, wie sich die Polarisier
barkeit wlihrend der Schwingung verhalt. . 

Die arei/aeh entarlete Normalschwmgung tritt im Ultrarotspektrum auf. Bei 
der Oszillation vom Typus I erkennt man ja sofort, daB sich das Moment andem 
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kann. Bei der Schwingung vom Typus II ist das nicht so evident; man mull 
aber bedenken, daB in Wirklichkeit nicht 'JI~1) und 'JI~ll), sondern. irgendwelche 
Linearkombinationen die tatsachliehen Normalschwingungen sind, da ,,;1) und 
,,~1) nur bei dem von uns gewahlten Kraftansatz Normalsehwingungen werden. 
AuBerdem kann aueh bei einer Verriiekung 'JI~l) dureh eine Verquetschung der 
Elektronenwolke in der X-Rich tung ein Dipolmoment auftreten. 

1m RAMANeflekt wird die Spur wieder verschwinden, im iibrigen tritt die 
Schwingung im RAMANspektrum auf. 

Wir beschreiben die Polarisierbarkeitsanderung aueh bei dieser Schwingung. 
Zu diesem Zweeke nehmen wir ,,~1) in der in Fig. 245 angegebenen Forml. Die 
Hauptachsen der Polarisierbarkeitsanderung sind natiirlich wieder X, Y, Z. 
Da die Schwingung zur Drehspiegelachse antisymmetrisch ist, verschwindet ~~z . 
~1fY = -~~z kann aber von Null ver- X 
schieden sein. Die Polarisierbarkeit 
bei der Schwingung ,,&1) ist in Fig. 251 
dargestellt. 

Wir erkennen also: Von den vier 
Normalschwingungen des Molekuls AB, 
treten im ultraroten Spektrum nur die 
zwei dreifach entarteten auf, wiihrend im 
Ramanspektrum siimtliche vier Schwin
gungen vorhanden sind. Die totalsym
metrische Schwingung hat dabei den 
Depolarisationsgrad Null, die zwei
und dreifach eritarteten den Depolari
sationsgrad £. 

Man kann also die drei Arten von 
Schwingungen aus ihrem Verhalten in 
den Spektren erkennen. Die totalsym
metrisehe z. B. ist diejenige, die im 
RAMANeffekt den Depolarisationsgrad Fig.2SI. Polarisierbarkeit des Tetraedermolekills bel der 

Null hat; die zweifaeh entartete ist die, Schwingung ,,~ • 
die im Ultrarotspektrum nicht auftritt 
und die im RAMANspektrum den Depolarisationsgrad that; die dreifach ent
arteten sind die, die in beiden Spektren auftreten, im RAMANspektrumden 
Depolarisationsgrad f haben. 

Die Forderungen der Theorie sind bei den Molekiilen vom Typus AB, im 
wesentliehen bestatigt worden. Es ergab sich', daB die Kohlenstofftetrahalo
genide, femer Methan und andere Verbindungen vom Typus AB, im Ultrarot
spektrum zwei starke Frequenzen8 besitzen. Beim CCI, z. B. liegen diese bei. 
315 em- 1 und 774cm- l . 1m RAMANeffekt sind z. B. beim CC1, aile vier Grund
sehwingungen gefunden worden. CABANNES' hat den Depolarisationsgrad der 
RAMANlinie von CCI, untersueht und gefunden, daB die Linie 457 cm- l sehr 
schwaeh depolarisiert ist,dieiibrigen (217em- l, 315 em-I, 774cm- l) sehr stark 
(ungefahr f). 

1 Natilrlich wilrden wir dasselbe ("rhalten. wenn wir '/I~IJ) nehmen wiirden. 
I Zusammenfassende Literatur siehe die zitierten Biicher von SCRAltFRR nnd MATOSSI 

(5. 539 •. Anm. 1) nnd KOBLRAUSCB (S. 390. Anm. 4). 
a Bei ,CCI, tritt eine Verdoppelung der Frequenz bei 780 em -1 auf. ];)er Grund hierfiir 

scheint nach FERMl{Z. Physik Bd. 71 (1931) S. 250] d~ zu liegen. daB diese Schwingung 
mit der Summe' der 'Schwingungen 315 cm -1 und 457 cm -1 zufllllig entartet ist. 

• F. CABANNRS. Trans. Faraday Soc. Bd. 25 (1929) S.813. 
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Es ist also die Schwingung 217 cm -1 die zweifach entartete "Ill), die Schwingung 
457 cm -1 die unentartete ,,\11), und die Schwingungen 315 und 774 cm -1 sind die 
dreifach entarteten ,,~11), ,,~I). 

Man sieht, daB bei den Molekiilen vom Typus AB, die Untersuchung des 
Ultrarotspektrums und des RAMANeffekts die Vorstellung der Chemiker, daB es 
sich hierbei um ein tetraederformiges Molekiil handelt, in den bisher unter
suchten Fallen erhartet hat. 

§ 101. Dispersion von Dipolftiissigkeiten. * 
Schon bei der ersten Diskussion der MAXwELLSchen Fundamentalbeziehung 

nil = e und ihres Giiltigkeitsbereiches (s. I, § 5) haben wir darauf hirigewiesen, 
daB die Abweiehungen der optischen von den statischen Dielektrizitatskonstanten 
nicht nur durch Schwingungen von Elektronen oder Ionen im eigentlichen Sinne 
erzeugt werden, wie wir sie im Voranstehenden genauer diskutiert haben, sondern 
daB sie auch durch Rotation von Molekiilen als starre Gebilde entstehen konnen. 
Gerade fiir die wichtigsten Substanzen - wie Wasser. und ahnliche Flussig
keiten - spielt der EinfluB der Rotationsbewegungen auf die Dispersions
erscheinungen eine groBe Rolle; bei Wasser z. B. ist die statische Dielektrizitats
konstante (bei Zimmertemperatur) ungefahr gleich 81, das Quadrat des Brechungs
index aber ist (im sichtbaren Spektrum) etwa 1,8; man hat also gerade hier 
eine auBerordentlich groBe Differenz. Nahere Untersuchungen haben gezeigt, 
daB bei diesen wichtigen Substanzen besondere Verhaltnisse vorliegen, die sich 
mit der gewohnlichen, bisher behandelten Dispersionstheorie nieht erledigen 
lassen. 

Untersucht man namlieh die Dispersion des Wassers fur immer langere 
Wellen, so zeigt sieh, daB bis ins auBerste Ultrarot hinein der Brechungsindex 
von der gleiehen GroBenordnung bleibt; der Obergang zu den groBen Werten 
bei langsam veranderlichen (quasistatischen) Feldem findet im Bereiche kiirzester 
HERTzscher Wellen statt (Wellenlange von der GroBenordnung 1 m), also in 
einem experimentell recht schwer zuganglichen Gebiete; es liegt dort ein 
Absorptionsmaximum, in dessen Bereich die Dielektrizitatskonstante ziemlich 
gleiehmaBig von den kleinen optischen zu den groBen statischen Werten 
ansteigt. 

Dieses Verhalten ist mit einer Erklarung durch Eigenschwingungen der 
Wassermolekiile schwer vereinbar; auch sind molekulare Eigenschwingungen 
von so· niederer Frequenz (" = ell ~ 10& sec- 1) mit der bekannten GrOBen
ordnung von Atommassen und MolekularkrMten nicht vertraglich. Man wird so 
darauf gefiihrt, dies Gebiet der anomalen Dispersion dUTeh Rotation der Molekiile 
zu erklaren. Abet auch hier stoBt man zunachst auf Schwierigkeiten. 

Wir wollen vorerst folgende Frage stellen: Wir betrachten eine aus starren 
Molekiilen bestehende Substanz. J edes Molekiil trage einen festen Dipol; die 
Richtungen aller dieser Dipole seien im ungestorten Zustand im Raume gleich
maBig verteilt. Wenn auf dies System das elektrische Wechselfeld der Lichtwelle 
trifft, so erfahren die Dipolmolekiile Drehmomente, durch die die nach allen 
Richtungen gleichmaBige Verteilung in der Weise gestort wird, daB ein dem 
auBeren F~lde paralleles mittleres Moment der Volumeneinheit entsteht. Wir 
£ragen: Bei welchen Frequenzen wird der EinfluB dieser Einstellung auf den 
Brechungsindex merklich? Dabei sehen wir' zlmachst ganz ab voJ1 der 'Wiirtne
bewegung, die jederzeit das Bestreben. hat, die d~ch das auBere Feld erzeugte 
Ordnung wieder zu zerstoren; auf diese WirkUng werdenwir unten zuriick-· 
kommen. 
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GemaB der Verabredung, die Warmebewegung zu vernachliissigen, den ken 
wir uns das ungestorte Molekul ruhend unter dem Winkel {}o gegen die z-Rich
tung. Unter der Wirkung des elektrischen Lichtfeldes, das parallel zur z-Achse 
schwinge und die Starke E habe, wird der Dipol urn {}1 = {} - {}o von der Ruhe
lage abweichen; wir wollen voraussetzen, daB die Feldwirkung so klein ist, daB 
I{}JI ~ {}o betrachtet werden kann. Bedeutet A das Tragheitsmoment des Mole
kiils urn die zum Dipolmoment und zu z senkrechte Achse, so lauten die Be
wegungsgleichungen der erzwungenen Drehschwingung 

(1) AD1 = -Eposin{}o, 

wo das Minuszeichen bedeutet, daB das Drehmoment des Feldes den Winkel {} 
zu verkleinern strebt. 

1st nun E = Eo e'''' t , und set zen wir ebenso {}l = Ee·wt, so erhalten wir 

(2) 

Nun ist die Komponente des elektrischen Moments in der z-Richtung 

p = Pocos{} = Pocos({}o + (}1) 

= Pocos{}o - posin{}o· {}1 + ... 
p~ sin2Do = Pocos{}o - Awl E + .... 

Nach unserer Annahme uber die Gleichwahrscheinlichkeit aller Richtungen ist 

Somit wird 

(5) 

mit 

(6) 

CQs{}o=O, 
'" 2,. 

sin2{}0 = 41n f f sin2{}0· sin (}od{}odfPo = ~ . 
00 

- 2P~ E . E P = - -- = IXe'''' 3Awl , 

Dabei bedeutet also IX den durch die Drehwirkung des Feldes erzeugten Anteil 
der mittleren Polarisierbarkeit; der Faktor e·:rr = -1 riihrt daher, daB ein 
freies Teilchen einer periodischen Kraft stets mit entgegengesetzter Phase folgt. 

Wir wollen nun die fUr den Bre~hungsi~dex maBgebende GroBe ~n NIX ab
schatzen, und zwar fur WasseT. WIT schrelben 

(7) 4n N _ w~ V8nN 
3 IX - wi' COo = Po 9A' 

Der EinfluB der Drehwirkung wird in der Gegenddes Spektrums merklich, 
wo co von der GroBenordnung COo wird. Urn COo zu berechnen, brauchen wir das 
Dipolmoment und das Tragheitsmoment des Molekiils. Man schatzt die GroBen
ordnung dieser beiden Momente direkt aus ihrer Definition ab; fur zweiatomige 
Molekiile ware 

(8) Po = eT, A = mT2 , 

wo e die effektive Ladung, m die effektive Masse und r der Atomabstand ist. 

Born, Optik. 36 



Nun ist 

und ffir Wasserstoff 

Also folgt aus (8) 

(9) 
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eFlld 5 ·10- 1oe.s.E., r~ 10- 8 cm, 

m~ 10- 24 g. 

Po ~ 5 • 10 - 18 , A Pti 10-40. 

Tatsachlich kann man die GroBen Po und A fUr einzelne Molekille sehr genau 
bestimmen: Po aus der Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitatskonstanten 
im Gaszustand, A aus den Linienabstanden in den Bandenspektren des Molekiils; 
die so gewonnenen Werte stimmen der GroBenordnung nach mit obigen Angaben 
tiberein, nur daB Po immer etwas kleiner ausfillt, was ja wegen der raumlichen 
Ladungsverteilung ohne wei teres plausibel ist; fur Wasser ist Po = 1,84 . 10 -18. 

Wir wollen mit Po FIId 10- 18 rechnen. 
Berucksich tigen wir, daB fur Wasser bei 00 C die Molekiilzahl im cm 3 

N 
(10) N = 18 ~ 3 .1022 

ist, so erhalten wir 

( 11 ) COo ~ 3 . 1013 sec- 1 • 

Hierzu gehort eine Wellenlange von 

(12) Ao = 4:oC Pti 130,u. 

Hiernach wird also der Beginn des Einflusses der Drehschwingung auf den 
Brechungsindex im auBersten Ultrarot zu erwarten sein. 

Es ware aber ganzlich verkehrt, eine quantitative Theorie nach dem soeben 
skizzierten Verfahren durchzuftihren, und zwar aus zwei Grunden: Einmal wird 
die Amplitude der Drehschwingung in der Nahe der kritischen Frequenz COo 

keineswegs klein bleiben, wie wir es bei der Rechnung vorausgesetzt haben; 
man muBte also mit genaueren Formeln rechnen, die das Verhalten von starren 
Korpern unter· der Wirkung periodischer Drehmomente in Strenge darstellen. 
Aber auch dies Verfahren wtirde den physikalischen Verhiiltnissen nicht gerecht 
werden wegen des zweiten der erwahnten Grunde: Die Warmebewegung der 
Molekiile darf nicht vernachlassi~ werden. Die thermische Bewegung hat na.m~ 
Iich die Tendenz, jede vorhandene Ordnung wieder zu zerstoren. Wie schnell 
das geschieht, hangt offenbar von der Haufigkeit der Bewegungsstorungen 
(ZusammenstoBe) ab, die das betrachtete Molekiil von seinen Nachbarn erleidet. 
Im Dampfzustand kann man die StoBzahl auf Grund der kinetischen Gastheorie 
berechnen. Die mittlere Zeit zwischen zwei ZusammenstoBen ist 

(13) 
I 

T, = ii ' 

wo 1 die mittlere freie Weglange, v die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen 
bedeutet; wir haben diese GroBen in § 87 (19) und (14) angegeben. Setzt man 
diese Werte in (13) ein, so erhaIt man 

1 fPRT 
(14) T, = 4No'p -n- . 

Dies liefert bei p = 1 'at und T = 300 0 fUr Wasser (,u = 18, 0 FIId 10- 8 em) 
T, ~ 10- 9 sec. Die StoBzeit ist also sehr lang gegen die aus (11) folgende Schwin
gungsdauer 2 fe/coo FI:d 10- 18 sec, <;1. h. die Rotationsschwingungen werden sich 
praktisch ungestort dureh die Wiirmebewegungen vollziehen kannen. Bei 



§ 101. Dispersion von Dipolflftssigkeiten. (VIII. § 101.) 

Wasserdampi ware also der Obergang von der optischen zur statischen Dielek
trizitatskonstanten durch den hier beschriebenen Mechanismus bestimmt; er 
wiirde in der Gegend von 100 p einsetzen. Doch gehen wir hierauf nicht ein. 

Bei Ilussigem Wasser und ahnlichen Flussigkeiten aber liegen die VerhaIt
nisse ganz anders. Die StoBzeit nimmt ja umgekehrt proportional der Dichte 
zu, und da die Fliissigkeiten mehr als 1000mal dichter sind als die Dampfe, so 
riickt die StoBzeit nahe an die GroBenordnung der Drehschwingungen heran. 
Man kann dann aber iiberhaupt nicht mehr von ZusammenstoBen, freier Weg
lange u. dgl. sprechen; an Stelle der Betrachtung der kinetischen Gastheorie 
hat man andere statistische Methoden heranzuziehen, die dem Wesen der Fliissig
keiten angepaBt sind. Diese werden wir jetzt kurz auseinandersetzen und auf 
unseren Fall anwenden, wie es zuerst von DEBYE1 ausgefiihrt worden ist. 

Der EinfluB der thermischen Bewegungen besteht auch in Fliissigkeiten 
jedenfalls darin, die durch ein auBeres Feld hergestellte Ordnung wieder zu zer
storen. Es wird hierfiir eine charakteristische Zeit, eine sog. Relaxationszeit 
geben, die so zu definieren ist: 

Man denke sich durch ein konstantes auBeres Feld eine bestimmte partielle 
Ordnung der Molekiile hergestellt, die durch eine nicht kugelsymmetrische Ver
teilungsfunktion der Dipolrichtungen beschrieben sei; laBt man nun das Feld 
plotzlich verschwinden, so wird sich diese asymmetrische Verteilung wieder in 
die kugelsymmetrische verwandeln, und zwar praktisch in einer bestimmten 
endlichen Zeit, eben der Relaxationszeit T. 

Wenn nun die Schwingungsdauer des auBeren Feldes von der GroBenord
nung T wird, so haben wir einen wesentlichen EinfluB der thermischen Bewegung 
auf den Dispersionsvorgang zu erwarten, und es kommt daher darauf an, die 
GroBenordnung von Taus meBbaren physikalischen Eigenschaften der Substanz 
abzuleiten. 

Es ist dies ein Problem der statistischen Dynamik, das in der Theorie der 
BROWNschen Bewegungen auftritt. Wir benutzen die von EINSTEIN' zuerst 
gegebene Methode zu seiner Losung. 

Wir denken uns ein Teilchen auf der ~-Achse beweglich und unkontrollier
baren Einfliissen unterworfen, so daB dieFrage: "Welches ist zur Zeit t derOrt 
des Teilchens?" nicht beantwortet werden kann, wohl aber die Frage sinnvoll 
ist: "Welches ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t das Teilchen im Intervall 
(x, x+dx) zu fin~en?" Wir bezeichnen diese Wahrscheinlichkeit mit W(x, t) dx. 
Sie sei So normiert, daB fiir jedes t 

DO 

(15) f W(x, t)dx = 1 

gilt. 
-00 

Die unkontrollierbaren Ortsanderungen lassen sich ebenfalls nur durch eine 
Wahrscheinlichkeitsfunktion beschreiben. Es sei eine kleine Zeit To fest gewahlt 
und rp (x, E) dE die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Teilchen in der Zeit TO 

von der Stelle x aus eine Verriickung urn E, d. h. in das Intervall (x + E, x + E + dE) 
erfahrt; die Normierung sei wieder so getroffen, daB 

00 

(16) f rp(x, E)dE = 1 
-00 

ist. Ferner werde von rp(x, E) vorausgesetzt, daB es nur in der unmittelbaren 
Umgebung des Ausgangspunktes, d. h. fiir kleine Werte von /E/ merklich von 

1 P. DBBYB: Ber. dtsch. physik. Ges. Bd. 1S' (1913) S. 777; Physik. Z. Bd.13 (1912) 
s. 97; s. auch das Buch dieses Autors: Polare Molekeln. Kap. V S.88. Leipzig 1929. 

I A. EINSTBIN: Ann. Physik (4) Bd. 19 (1906) S. 371. 
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Null verschieden ist, und daB es sich ungefahr wie eine Fehlerverteilung ver
hiilt (die aber nicht symmetrisch zu sein braucht). 

Wir denken nun unser Teilchen sehr oft beobachtet, oder. was dasselbe ist, 
eine sehr groBe Zahl N voneinander unabhangiger Teilchen tiber das Intervall 
verstreut und gleichzeitig beobachtet. Sodann berechnen wir die Anderung der 

in dx befindlichen Teilchenzahl wahrend der Zeit To, also ToN aa~ dx. Wahlen 

wir das Zeitintervall To hinreichend lang, so werden siimtliche, urspriinglich in dx 
befindHchen Teilchen herausdiffundiert sein; andererseits werden aus einein bei 
x - ~ liegenden Intervall der Lange d~, das urspriinglich NW(x-~, t) d~ Teil
chen enthielt, der Bruchteil NW(x-~,t)q;(x-~.~) d~dx Teilchen nach dx 
gewandert sein. Somit erhii.lt man (unter Weglassung des gemeinsamen Faktors 
N dx) folgende Gleichung zur Bestimmung von W(x, t): 

00 

(17) aw f TOTe = W(x - ~,t)q;(x -~, ~)d~ - W(x, t). 
-00 

Es ist das eine komplizierte Integro-Differentialgleichung; wir losen sie nur fUr 
den Fall, daB die Verschiebungswahrscheinlichkeit den angegebenen Charakter 
einer engen Fehlerfunktion hat. Der Integrand der Gleichung ist eine langsam 
veranderliche Funktion des ersten Arguments x - ~; wir konnen ibn also in 
eine TAYLORreibe nach diesem ~ entwickeln; dabei ist aber das zweite Argument 
der Funktion q;, namlich ~,festzuhalten. Man erhii.lt 

I W(x - ~)q;(x - ~,~) . 

(18) = W(x)q;(x,~) - ~ aax {W(x)q;(x,~)} + ~ ~ a~1 {W(x)q;(x,~)} - + .... 
Nunmehr-liiBt sich die Integration gliedweise ausfiihren. Dann treten auBer 

dem Integral (16) noch die Mittelwerte 

(19) I 00 

f ~q;(x, ~)d~ = ~, 
-00 

00 

f ~q;(x,~)d~ = ~ 
-00 

auf, die im allgemeinen noch Funktionen von x sein werden; sie bedeuten offen
bar die mittlere Verschiebung und das mittlere Verschiebungsquadrat von der 
Stelle x aus infolge der auBeren Wirkungen. 

Setzt man das ein, so verwandelt sich unsere Integralgleichung (17) in die 
Differentialgleichung 

(20) aW=_~(fw) ~~(~w) at ax TO + 2 ax' ""0 • 

Sie ist die Gleichung eines Diffusionsvorganges langs der x-Achse. 
Die storende Wirkung wollen wir nun in zwei Anteile zerlegen: eine stetig 

wirkende auBere Kraft und statistischen Gesetzen gehorchende "StaBe"; die 
stetige Kraft erzeuge in der Zeit To die Verrtickung s. Die StoBe mtissen im 
Mittel symmetrisch nach beiden Seiten erfolgen, so daB ibr Beitrag zur mitt-
leren Verschiebung ~ verschwindet. D~s ·mittlere Verschiebungsquadrat un
regelmaBiger StaBe ist nach bekannten Gesetzen der Statistik nicht eineGroBe 
zweiter Ordnung, wie das Quadrat der regelmaBigen Storungen, Sl; sondern 
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muB berucksichtigt werden. Wir nehmen an, daB es yom Ort unabhangig ist 
und setzen 

(21) 
~I 
-=D. 
2To 

Man nennt D die Dillusionskonstante. 
Bei der Berechnung der Verschiebung s durch die auBere Kraft verfahren 

wir so, daB wir die Summe aIler unregelmaBigen Storungen durch eine reibungs
artige Kraft ersetzt denken, die so stark ist, daB die Tragheitskraft daneben 
vernachlassigt werden kann. Die Bewegung moge also nach der Gleichung 

(22) ~~ = BK 

erfolgen, wo K die auBere Kraft und Beine Konstante ist, die man Beweglick
keit nennt und die die Geschwindigkeit bedeutet, die das Teilchen unter der 
konstanten Kraft 1 annimmt. Fur das kleine Intervall To wird 

(23) 
~ s -=-=BK. 
TO TO 

Mit diesen Bezeichnungen lautet unsere Bewegungsgleichung (20) 
oW 0 OIW 

(24) 7ft = - ox (BKW) + D ox' . 

Wir ubertragen nun diese Betrachtungen auf ein im Raume bewegliches 
Teilchen, auf das eine vektorielle Kraft ~ und unregelmaBige StoBe einwirken. 
Dabei machen wir die Annahme, daB die StoBe in den drei Raumrichtungen 
praktisch voneinander unabhangig und im Mittel gleich stark wirken, so daB also 

(25) E"='T}2=ca=27:oD, 'T}C=CE=E7J=O 

ist. Dann hat man nur eine einzige Diffusionskonstante, und man erhalt ent
sprechend (24) fur W(x, y, z; t) die Gleichung 

(26) °o~ = -div(BW.~) + D· it W = div{ -BW· ~ + D grad W}. 

Multipliziert man die in der geschweiften Klammer stehende GroBe mit der 
Teilchenzahl N pro Volumeneinheit, so bedeutet 

(27) .0 = N{BW. ~ - DgradW} 

auf Grund des anschaulichen Sinnes der Divergenzoperation die "Stromdichte" , 
d. h. die Anzahl der Teilchen, die sich durch eine zur Richtung des Vektors.o 
senkrechte Flache der GroBe 1 in der positiven Richtung hindurchbewegen, ver
mindert urn die entsprechende Zahl fUr die negative Richttmg . .0 besteht aus 
den heiden Anteilen des von der Kraft ~ erzeugten Stromes und des Diffusions
stromes. 

Von hier aus kann man nun leicht zu dem uns interessierenden Fall uber
gehen, bei dem es sich nicht urn Teilchen handelt, die im Raum herumdiffun
dieren, sonaern urn Dipole, die sick um einen Punkt d,ehen, und die dahei einem 
auBeren Drehmoment und unregelmaBigen SWBen unterworfen sind. Wir haben 
hierzu nur Polarkoordinaten " (), tp einzufiihren, die Differentialquotienten 
nach , Null zu setzen und fUr , einen festen Wert '0 zu nehmen. Setzen wir 
uberdies noch voraus, daB die auBere Kraft ~ urn die Polarachse (z-Achse) sym
metrisch sei und beschranken uns auf solche Losungen W, die von tp nieht 
abhangen, so fallen auch noch alle Glieder mit Ableitungen nach tp fort. 
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Wir fiihren statt der am Dipolende angreifenden Kraftkomponente Sfu das 
Drehmoment urn die zur Dipolachse und zur z-Achse senkrechte Richtung 

(28) 

ein. und statt der auf die lineare Bewegung beziiglichen Konstanten B und D 
definieren wir die auf die Drehung beziiglichen GraBen 

(29) 

Dann erhalten wir aus (26) fiir W(D. t) die Differentialgleichung 

(30) oW 1 0 {. ( oW'l} at = sin~ o~ smD -fJLW + c5 ----aFJ . 

Die in der geschweiften Klammer stehende GroBe, mit -N multipliziert, also 

(31) 
, o!v\ 

Q = N sin D (fJ L W - c5 aD J ' 

bedeutet die Stromdichte beziiglich des Durchganges durch einen Parallelkreis 
der Einheitskugel. 

Fiir das Drehmoment haben wir seinen Wert wie in (1). also 

(32) 

zu setzen. 
Wir betrachten nun den Fall des statistischen Gleichgewichts. Dann muB 

nicht nur ow/at = 0 sein, sondern (etwas scharfer) auch'die Stromdichte (31) 
Q = 0 werden. Das bedeutet mit (32) die Gleichung 

(33) fJEpo sinD· W + c5 ~~ = O. 

Ihre Losung ist 

(34) 
wo 

(35) 

die Energie des Dipols in der Stellung D ist. 
Nun muB aber die Formel (34) mit der BOLTZMANNschen Verteilungsgleichung 

u 
(36) W = Woe-loT 

identisch sein; durch Vergleich folgt 

(37) fJkT = c5 = (AD)I. 
2'1'0 

Es ist dies die beriilJ.mte EINSTEINsche Forme! fiir das mittlere Verschiebungs
quadrat (bier des Drehwinkels), mit deren Hille sich die BOLTzMANloIsche Kon
stante k und damit die LOSCHMIDTsche Zahl N bestimmen liillt, wenn nur die 
Beweglichkeit bekannt ist. Doch gehen wir auf diese Frage hier nieht ein; viel
mehr interessiert uns die Relaxationszeit. 

Eliminieren wir c5 aus der Differentialgleichung (30), so lautet diese 

(38) °o~ = Si!~oil~{kTsinDilil~ + EposinlD. w}. 
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Wir haben zunachst diejenige Losung zu suchen, die der Wiederherstellung des 
ungeordneten Zustandes bei Abschaltung des konstanten Feldes entspricht; wir 
set zen also E = 0 und erhalten die DifferentiaIgleichung 

oW kTfJ a { . OW} 
(39) at = sinf) of) smt?aF 

Sie ist zu lOsen unter der Anfangsbedingung, daB 
E.P. cosO-

W(t?,O) = Woe lIT (40) 

vorgegeben ist. Eo bedeutet dabei den Wert des 1m Anfangsmoment t = 0 
bestehenden, fiir t < 0 konstanten Feldes E. 

Nun ist der in dieser BOLTZMANNschen Verteilung (40) auftretende Exponent 
in den praktisch interessierenden FaIIen klein gegen 1. Man hat namlich, wie 
wir sahen, 

Po ~ 1O- 18 e.s.E., k = 1,37· 10- 16 erg grad -1. 

Also wird fur Zimmertemperatur T =300 0 und ein Feld Eo= 1 e.s.E.= 300 Vjcm 

~o:o = 2,4.10- 5 ; 

hierzu ist noch zu bemerken, daB so hohe Felder im Licht nicht einmal vor
kommen. Daher konnen wir die Exponentialfunktion durch das erste Glied 
ihrer Reihe ersetzen und die Anfangsbedingung (40) so schreiben: 

(41) W (t?, 0) = Wo (1 + ~oio cost?). 

Wir versuchen nun die Differentialgleichung (39) durch den Ansatz 

(42) W= Wo(1+ ~Oi°'P(t)cost?) 
zu Iosen, wobei 'P (t) eine noch zu bestimmende Funktion ist, die wegen (41) 
der Anfangsbedingung 'P (0) = 1 genugen muB. Durch Einsetzen von (42) in (39) 
er halt man fur 'P die Bestimmungsgleichung 

d1p 
(43) Tt=-2jJkTtp, 

und die die Anfailgsbedingung erfiillende Losung Iautet 

(44) 'P(t) = e-2pkT.t = e 

wo 

(45) 
1 . 

T=·--
2fJk T 

gesetzt ist. 
Diese GroBe T ist offenbar die gesuchte Relaxationszeit; denn sie bestimmt 

die Geschwindigkeit, mit der sich die ursprunglich anisotrope Dipolverteilung (41) 
in die gleichformige W = Wo verwandelt. 

Der Wert von T hangt von der Beweglichkeitszahl jJ abo Bei Gasen ware es 
denkbar, diese mit Hille der kinetischen Theorie exakt zu berechnen. Bei Fliissig
keiten aber ist das mangels einer durchgefiihrten kinetischen Theorie soIeher 
dichten Packungen nicht moglich. EINSTEIN aber ist in kiihner Weise foIgender
maBen zur Abschatzung von jJ gelangt: 

Wenn eme makroskopische Kugel vom Radius a in einer Flussigkeit mit 
der inneren Reibung TJ gleichformig rotiert, so laBt sich das zur "Oberwindung 
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der Reibung nOtige Drehmoment L aus der Hydrodynamik zaher Fltissigkeiten 
streng berechnen. Die "Winkelbeweglichkeit" P hangt mit dem Drehmoment L 
und der Winkelgeschwindigkeit durch die Gleichung 

(46) :r = pL 
zusammen. Nach STOI{ESl gilt dabei 

1 
(47) P = 8n'1 a" 

Man kann nun versuchen, diese Forme! auch auf das einze!ne Molekiil an
zuwenden, obwohl nattirlich hier die Grundlagen ihrer Ableitung recht zweifel
haft sind. Aber EINSTEIN hat gezeigt, daB die entsprechende Formel fUr trans
lative Bewegung, B = 1/6nrJa, recht gut geeignet ist, die Diffusion von gelosten 
Molekiilen darzustellen. Man kann daher erwarten, daB die obige Formel (47) 
wenigstens die GroBenordnung des Effekts wiedergibt. 

Machen wir diese Annahme, so finden wir ftir die Relaxationszeit (45) 

(48) 
4n'1 a8 

T=--
kT ' 

wo nun a den Molektilradius bedeutet. Bei Wasser ist ftir Zimmertern.peratur 
rJ = 0,01, a = 2.10-8 cm, also wird 
(49) -r=2,4·1O- 11 sec, 

entsprechend einer Wellenlange von rund 1 cm. 
Da a und 1/ stark von der Substanz, rJ auch von der Temperatur abhangen, 

so konnen wir erwarten,.daB die kritische Wellenlange, bei welcher "anomale Dis
persion" vorhanden ist, sich tiber ein groBeres Gebiet im Bereiche ktirzester 
HERTzscher Wellen erstreckt. 

Wir wollen in die Differentialgleichung (}8) an Stelle von P die Relaxations
zeit T vermoge (45) einfiihren. Gleichzeitig schreiben wir E' statt E, urn anzu
deuten, daB in einem dichten Medium die auf das einzelne Molekiil wirkende 
Feldstarke E' von der mittleren Feldstarke E verschieden ist. Dann lautet die 
Gleichung 

(50) aw 1 a {. {jaw + E'po . z{j w} 
2TTt = sinD aD sm 7fO kT sm • . 

Wir betrachten nun den Fall einer periodischen Lichtwelle 
(51) E' = E~eiwl 

und lOsen die Gleichung (50) durch 'Oberlagerung einer mit der Lichtfrequenz 
periodisch schwingenden Zusatzverteilung zur gleichmaBigen Kugelverteilung, 
d. h. wir setzen 

(52) W = Wo(1 + c ~~:o eiW1cos{j) 

in die Differentialgleichung (50) ein. Vernachlassigen wir die Glieder von hOherer 
als erster Ordnung in Eo, so ist die Gleichung (50) in der Tat erfiillt, wenn 

(5}) 

gesetzt wird. 

(54) 

c= 1. 
1 +Jon 

Die Verteilungsfunktion W lautet daher ausfiihrlich 

( 1 E'po ) 
W= Wo 1 + 1 +iool" kT cos{) . 

1 G. G. STOKES: Cambr. Trans. Ed. 8 (1845) S. 287; Math. a. Physic. Pap. IS. 75. Siehe 
auch H. LAIIB: Hydrodynamik. Deutsch von J. FRIEDEL, § 322 ·S. 678 (11). Leipzig u. 
Berlin 1907. 
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Man sieht, daB fUr lOT = 0 diese Funktion in die Naherungsformel (41) der BOLTZ
MANNschen Verteilung (36) ubergeht, wahrend sie fUr sehr groBe Werte von lOT 

konstant wird. Der Obergang von einem Grenzfall zum anderen wird bei solchen 
Frequenzen stattfinden, fUr die lOT von der GroBenordnung 1 ist. 

Wir berechnen nun das mittlere Moment des Molekiils in der z-Richtung 
und erhalten nach (54) 

:r 

(55) - 1 f . p~ E' P = Wo Pocos{}· W·sm{}d{} = 3kT 1 +iw~' 
o 

Der durch die Richtungswirkung erzeugte Anteil der Polarisierbarkeit ist also 
gegeben durch 

(56) p~ 1 1X - -- ----
1- 3k T 1 + iWT· 

Da er komplex ist, so hat man nicht nur Dispersion, sondern auch Absorption. 
Wir addieren zu diesem Anteil von 1X die Wirkung 1Xo, die auf der gewohn

lichen direkten Verzerrung der Molekiile durch das Feld beruht, und erhalten 
dann unter der Annahme, daB das LORENTZ-LoRENzsche Gesetz gilt, fUr die 
Molrefraktion [so VII, § 76 (16)]: 

fl £ - 1 4 n 4 n 4 n ( p~ 1) 
(57) P = e 8 + 2 = 3" N 1X = 3" N (1Xo + 1XI ) = 3" N 1Xo + 3k T 1 + iWT ' 

wo 

(58) e = n2 = n2 (1 - iX)2 

die komplexe Dielektrizitatskonstante bedeutet [so VI, § 67 (9)]. Anstatt nun 
die Eigenschaft der Flussigkeit durch die beiden GraBen 1Xo und Po zu kenn
zeichnen, ist es beque mer, andere GraBen fur diesen Zweck zu verwenden. 
Wir fUhren die Molrefraktion fUr lOT = 00 und W 1 = 0 (d. h. bei festem T fUr 
). = 0 und ). = (0) ein: 

(59) I 
Dann ist eo die Dielektrizitatskonstante fUr kurze Wellen bzw. groBe Frequenz
die wir kurz optische Dielektrizitatskonstante nennen; e1 aber ist die gewohn
liche statische Dielektrizitatskonstante. Die gesamte Molrefraktion wird dann 

(60) P = P + PI -. po. 
o 1 + ~WT 

Nun erM1t man durch Auflasung der Gleichung (57) nach e 

1+2.R..P 
e=--~ 

1-.R..P 
(61) 

f' 

und durch Einsetzen des Wertes (60) fur P 

(62) 

_£_1_ + iWT _£_0_ 

£1 + 2 £0 + 2 
e = 1 . 1 

--+lWT--
81 + 2 80 + 2 
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Fiihren wir noch die Variable 

(63) '1 + 2 X=--WT 
EO+ 2 

ein, so erhalten wir nach (58) fiir den Brechungs- und den Absorptionsindex 

n2 = ..!.. { E: + E~ Xl + £1 + EO XI} 
2 1+xl 1+xl ' 

n2 "i = ..!.. {l / E: + ': Xl _ El + EO XI} 
2 r 1 + Xl -=1--:-+-'X~I:- • 

Wenn x von 0 bis 00 Hi.uft, so Iauft n 2 . monoton von dem groBen Wert SI 

zu dem kleinen Wert Eo; n i ,,! beginnt mit 0 und geht tiber ein Maximum wieder 

-1 

zu 0 (" verhalt sich ebenso). Fig. 252 
zeigt die Funktionen n, n" und " fUr 
El = 81, Eo = 3 (Wasser). 

Allgemein ist das Maximum von " 
gegeben durch 

(65) 

und hat den Wert 

Fig. 252. Dispersion und Absorption einer Dipolflilssig· (66) 
keit. (Nacb P. DIIBVE. Polare Molekeln. Leipzig 1929.) 

Das Quadrat des Brechungsindex fiir dieses WT ist 

(67) 2 _ 1 ~ (''- + ,'-) I n - -2 -+ ,eo rEI' 
EO 'I 

Dadurch ist das qualitative Verhalten der anomalen Dispersion der DipoI
fliissigkeiten theoretisch verstandlich gemacht. 

Man ka:nn natiirlich umgekehrt aus Messungen von n und " die Kon
stante COT (65). von der allein der VerIauf der beiden GroQen abhangt, empirisch 
bestimmen. Dabei ist foigendes zu beach ten : 

Dipolfliissigkeiten, fiir welche die voranstehende Theorie eigentlich aufgestellt 
ist, haben, eben wegen der groBen elektrischen Momente wer Molekiile, eine 
Neigung zur Assoziation, d. h. zur AneinanderIagerung der Molekiile. Hierdurch 
entsteht eine Schwierigkeit ffir den Vergleich mit dem Experiment an reinen 
Fliissigkeiten. Der ideale Fall ware der, daB man eine Dipolfliissigkeit in einer 
anderen dipolfreien Fliissigkeit lost und dadurch den Assoziationsgrad herab
driickt. Doch liegen Versuche hieriiber nieht vor. 

DEBYE benutzte zur Priifung seiner Theorie Messungen von MIZUSHIMAl, der 
Dielektrizitatskonstante und Absorption verschiedener Alkohole bei den drei 
Wellenlangen Ao = 3,08 m, 9,5 m, 50 m tiber ein Temperaturgebiet von +60 
bis _60° C gemessen hat. Nun ist nach (48) die Relaxationszeit T der absoluten 
Temperatur T umgekehrt proportional; man hat 

(68) 

1 S. MlZUSHIMA: Bull. chem .. Soc. Japan Bd. 1 (1926) S. 47.83. US. 143. 163; Physik. Z. 
Bd.28 (1927) S. 418. Siehe auch D. W. KITCHIN U. H. MULLER: Physic. Rev. Bd. 32 (t928) 
S.979. 
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Hier hangt die Konstante der inneren Reibung 'TJ sehr stark von der Temperatur 
ab, und zwar nimmt sie mit sinkender Temperatur zu; also wird 'TJIT erst recht mit 
fallender Temperatur stark anwachsen. Die in Fig. 252 dargestellte Kurve kann 
man also nicht nur lesen als .. Dispersionskurve", d. h. Abhangigkeit von A bei 
fester Temperatur, sondemauch als Kurve der Temperaturabhiingigkeit l:ei 
festem A. Man sieht, daB fUr konstante Wellenlange ein Maximum der Absorp
tion und gleichzeitig ein starkes Absinken des Brechungsindex mit fallender 
Temperatur eintreten muB. Da 'TJ als Funktion von T bekannt ist, so ist schlieB
lich die einzige Unbekannte der Molekiilradius a. DEBYE zeigt, daB die Messun
gen an Propylalkohol durch einen Radius a = 2,2.10- 8 cm wiedergegeben wer
den, und dieser Wert fiillt in die richtige GroBenordnung; dasselbe gilt fUr die 
iibrigen Alkohole. Die gewagte EINSTEINsche Hypothese tiber die Anwendbarkeit 
der SToKEsschen Formel aUf molekulare Gebilde bewiihrt sich also hier in iiber
raschender Weise. Aber es gibt auch Ausnahmefiille, z. B. Glyzerin, wo sich 
der wesentlich zu kleine Radius a = 0,35 • 10- 8 cm ergibt. Man kann dies auch 
so ausdriicken, daB die fUr die Drehung des einzelnen Molekills geltende innere 
Reibung wesentlich kleiner ist als fUr die Rotation von makroskopischen Kugeln 
in der betreffenden Fliissigkeit. Eine A1ifklarung, wieweit diese Erscheinung 
von der Assoziation verursacht wird, ware moglich durch lTntersuchung von 
Glyzerinlosung in nichtpolaren Fliissigkeiten. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, daB auch feste Korper in der Niihe des 
Schme1zpunktes eine anomale Dispersion zeigen, welche aUf Drehung von Mole
killen in dem bereits stark aUfgelockerten Kristallgitter zurUckgefiihrt werden 
kann 1• 

1 Siehe J. ERRERA: J. Physique Radium (6) Bd.5 S. 304. Naheres hiertiber s. in dem 
auf S. 563 zitierten Buch von DBBYB. 
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idiophome Ringe 274. 
Windungsachsen 274. 

Absorbierende Kristallplat
ten. Interferenzerschei
nungen 271. 

Absorption 421. 476f .• 486; 
Gesamt- 487; - - in end
lichen Schichten 489. 490; 
- - in sehrdicken Schich
ten 490; - - in unendlich 
dflnnen Schichten 487; 
Linien- 487. 490. 491; -

ultrarote 538; - - von 
Halogenidkristallen 505 ; 
- ultraviolette von Halo
genidkristallen 508; -s
wahrscheinlichkeit (EIN
STEINsche Relation) 488. 

Absorptionsindex 260. 477 ; 
Haupt- 271; - einiger 
Metalle 265. 

Absorptionsverlauf bei Be
rftcksichtigung des Dopp
LEReffekts 482; - bei 
Vemachlll.ssigung des 
DOPPLEReffekts 477; -
durch eine Spektrallinie 
476f .• 493. 

Acethylen. C.H •• Anisotropie 
387. Depolarisationsgrad 
387. Hauptpolarisierbar
keiten 387. KERRkon
stante 387. mittlere Po
larisierbarkeit 387. 

Achromatisierung 82; - von 
Bildebene und BildgroLle 
85; - der Brennweite 84; 
- optischer Systeme 85. 

Achsen. Dispersion der 221-
- optisch aktiver KJistalle 

415. 
- einachsiger Kristalle 232 f. 
- zweiachsiger Kristalle 235. 
- symmetrische Kollineatio-

nen 63f. 
Athan. C.H •• Anisotropie 387. 

Depolarisationsgrad 384. 
38'!. Dispersionskonstan
ten 502. Hauptpolarisier
barkeiten 38'!. KERRkon
stante 38'!. mittlere Polari
sierbarkeit 38'!. 

Athylll.ther s. Dill.thylll.ther. 
Athylalkohol. C.HIOH. Bre

chungsindex I'!. Depola
risationsgrad 384. Di
elektrizita.tskonstante I'!. 
KERRkonstante 369. Mol
refraktion 342. 345. Mol
refraktion fflr LOsung von 
- in Wasser 343. 

Athylchlorid. CtHICI. KERR
konstante 368. 369. 

Athylenoxyd. (CH.).O. KERa
konstante 369. 

AuLlere konische Refraktion 
238. 241-

Affine Abbildung s. Abbil
dung. 

AIRY. G. B .• Interferenzstrei
fen 123. Theorie des Re
genbogens 288. Viertel
wellenlll.ngenplll.ttchen 
244. 

Akkommodieren des Auges 
107· 

Aktivitll.t. natftrliche optische 
403f .• - - ffir Gase 410. 
- - fftr Flussigkeiten 
410. - - fftr Kristalle 
413f. 

Alkalihalogenide. ultrarote 
Absorptionsmaxi~a 505. 
ultraviolette Absorptions
maxima 508. 

Aluminium. Absorptionsin
dex 265. BrechungSindex 
265. Reflexionsverm6gen 
265. 

AMICI. G. B.. Divergenzver
kleinerung beim Mikro
skop 60. 

Ammoniak. NHs• Depolari
sationsgrad 383. 384. 387. 
Dipolmoment 383. 38'!. 
Hauptpolarisierbarkeiten 
385. 38'!. KEaRkonstante 
383. 38'!. Lage der Haupt
polarisierbarkeiten 385. 
mittlere Polarisierbarkeit 
38'!. Molekftlmodell 385. 
Molrefraktion 342. 345. 
optischer Wirkungsquer
schnitt 441. 

AMPtREscher Molekularstrom 
305. 306. 

Amplitude 20. 
-komplexe 21. 
-nformeln. FRESNELSche s. 

unter FRESNEL. 
-nvektor. komplexer 21. 
-nverhll.ltnis bei Metall-

reflexion 264. 
Analysator 35. 247. 
AngularvergrOLlerung 66. 68. 
Anilin. C,H.NH.. CoTTON-

MOUTONkonstante 362. 
Anisotropie. erzwungene 345 f. 



Anisotropie-faktor des Oszil
latorpaares (nattlrliches 
optisches DrehungsvermO
gen) 533. 

- glied der KERRkonstanten 
369. 
- - von Ammoniak 387, 
Azeton 387, Chloroform 
387, Chlorwasserstoff 387, 
Cyanwasserstoff 387, Di
Mhylll.ther 387, Kohlen
oxyd 387, Methylalkohol 
387, Methylchlorid 387, 
Schwefeldioxyd 387, 
Schwefelwasserstoff 387. 

Anisotropie, ktlnstliche 345 f. 
-, rotatorische 517. 
-, Tensor der, s. Polarisier-

barkeitstensor. 
Anomale Dispersion s. Dis

persion. 
-r ZEEMANNeffekt s. ZEE

MANeffekt. 
Anregungsbedingungen ftlr 

Spektrallinien 462. 
Anregung zu Quantensprtln

gen 39t. 
Antares, Durchmesser 190, 

Parallaxe 190. 
Antimon, Absorptionsindex 

265, Brechungsindex 265, 
ReflexionsvermOgen 365. 

Antisymmetrische Schwin-
gungen 545. 

Aperturblende 8t. 
Apertur, numerische 92. 
-winkel 8t. 
Aplanatische Kugelflll.chen 

59. 
-5 Punktepaar 90. 
ARAGO, D. F. 3, Drehungs

vermOgen 403, Transver
saliUt der Lichtwellen 4, 
113. 

Aragonit 238, 257. 
Arcturus, Durchmesser 190, 

Parallaxe 190. 
Argon, Anisotropie 387, De

polarisationsgrad 384,387, 
Dispersionskonstanten 
502, gaskinetischer Mole
ktlldurchmesser (Quer
schnitt) 441, Hauptpolari
sierbarkeiten 387, KERR
konstante 387, mittlere 
Polarisierbarkeit 387, op· 
tischer Molektlldurchmes
ser (Querschnitt) 441, 
StoBverbreiterung der 
Quecksilberlinie 2537 A 
durch Zusatz von -
440. 

ASCHKINASS, E. (u. RUBENS), 
Reststrahlen 504. 

Astigmatische Differenz 54. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Astigmatismus, geometrisch 
94, 95, 106, undulato
risch 207, des Auges 108. 

Astronomisches Femrohr s. 
Femrohr. 

Asymmetrisches Kohlenstoff
atom 404, 532. 

Atompolarisation(-refraktion) 
s. Refraktion. 

AuflOsung der Natrium-D-Li
nien 133. 

- von Doppelstemen 188. 
- sgrenze 1 77. 

- des Femrohrs 18t. 
- - des Mikroskops 182, 

183, 187· 
-svermOgen 59, 111.176, 177. 
- - des Gitters 1 77. 
- - des Prismas 178, 181. 
Aufstellung von Gittem s. 

unter Gitter. 
Auge 107. 
-. Akkommodieren 107. 
-, astigmatisches 108. 
-, deutliche Sehweite 107. 
-. Kurzsichtigkeit 108. 
-. Leistungsfllhigkeit 182. 
-, Lichtverlust 107. 
-, tJbersichtsauge 107. 
-, Weitsichtigkeit 108. 
AuslOschung der Fluoreszenz 

durch Fremdgaszusatz 
442. 

-ssatz, OSEENscher 316, 326. 
AuBerordentlicher Strahl 

(einachsiger Kristall) 233. 
Austrittsarbeit des Elektrons 

(lichtelektr. Effekt) 463. 
Allstrittspupille 8t. 
Auswahlregeln ftlr Spektral

linien 537. 544.548. 
beim RAMANeffekt filr 
Stickoxydul 552, ftlr Te
traedermolektlle 557. 

Azetaldehyd CHaCHO Mol
refraktion 342, 345. 

Azeton (CHa).CO, COTTON
MOUTON-Konstante 362. 
Depolarisationsgrad 387. 
Dipolmoment387. Haupt
polarisierbarkeiten 387. 
KERRkonstante 369, 387. 
Molrefraktion 342, 345. 
Molrefraktion filr LOsung 
von - in Wasser 343. u
sung von Benzol in -
343. 

Azidopropionsll.uremethyl
amid. 

CHaCHNaCON(CHa) •• 
Dispersion der Absorption 
535, Dispersion des Dreh
ungsvermOgens 535. He
belarm des Oszillator
paars 535. 
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Azimut der Polarisation bei 

Reflexion 34. 
-. Haupt- 263. 

BABINET. J.. Drehungsver
mOgen 418. Kompensa
tor 244. -sches ·Prinzip 
147. 154. 155. 

BACK. E. (undLANDt). Lehr
buch 459. 514, PASCHEN
BAcK-Effekt 459. 

BALMERlinie. erste (H •• 
1216 A). DOPPLERbreite 
455. nattlrliche Linien
breite 495. STARKeffekt 
455. 

-serie. Formel 462. Wel
lenillnge, Stllrkefaktoren 
497. 

Bande. B]ERRUMSche Doppel-
540. 543. 

-. Rotationsschwingungs-
540. 

BARKER. E. F. (u. PLYLER). 
RAMANeffekt 550. 

BARNES. R. B .• ultrarote Ab
sorption (Eigenfrequen
zen) der Alkalihalogenide 
504, (u. CURNY) 506. 

BARTHOLIN US. E.. Doppel-
brechung des Kalk-
spats 2. 

Basis des Gitters 170. 
BECKER. R. (Lehrbuch ABRA

HAM-BECKER) 9, 430. 
BECQUEREL. H.. Dispersion 

des FARADAyeffekts 357. 
511. 

BECQUEREL. J.. paramagne
tische Drehung 359. 360. 

LE BEL, J. A .• optische Akti
viUt 404. 

Beleuchtungsstllrke 91. 
BEN·EDICT. E. (und SENFT

LEBEN). Lichtstreuung an 
Metallkugeln 290. 

BENOiT. Ausmessung des 
Normalmeters in Wellen
lllngen 129. 130. 

Benzol CeHe. Anisotropie 387, 
Brechungsindex 17. COT
TON-MoUTON-Konstante 
362. Depolarisationsgrad 
384. 387. DielektriziUts
konstante 17. Hauptpola
risierbarkeiten 387. KERR
konstante 367. 387. mitt
lere Polarisierbarkeit 387. 
Molrefraktion ftlr LOsung 
von - in Azeton 343. 

Benzylalkohol CeH6CH.OH. 
COTTON-MoUTON-Kon
stante 362. 

Beteigeuze. Durchmesser 190. 
Parallaxe 190. 
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Beugung. Theorio Dach Huy
GBNS t4lf.. D&Ch KIRCH
HOFF iStI .. nach SoIlOOlt
FBLD 209f. 
an leitenden Kugeln 274f. 
von Elektronenstrahlen 
467. 

Beugungsformeln nach 
FRAUNHOFER fftI' Recht
eck und Spalt 155. Kreis 
159. Parallelogramm und 
Ellipse 161. Gitter 163. 
sta tistisch verteilte Off
nungen 162. 
nach FRESNEL fftr die 
Kante 190. 
nach SOMMERFBLD fftI' die 
Kante 209. 

Beugungsgitter s. u. Gitter. 
Beugungstheorie der Bild

fehler 195. 
BHAGAVANTAM. S .• RAMAN

effekt 550 (und RAMAN) 
401. 

Bikonkavlinse 79. 
Bilionvexlinse 79. 
Bild. virtuelles. reelles 59. 
-ebene. Achromatisierung 

der 85. 
-fehler. geometrische Theo

rie der 92f .• Beugungs
theorie der 195f. 

-flache. sagittale 95. tan
gentiale 95. 

-punkt •. Konstruktion des 
66. 

-mum 63. 
-ftbertragung. elektrische. 

mit KERRZelle 370. 
-winkel 82. 
-wOlbung. geometrisch 94. 

106. undulatorisch 207. 
- -. sagittale 95. 
- -. tangentiale 95. 207. 
BILLET. Halblinsen von 116. 
VAN DER BILT (MOLL und 

BURGER). Registrierpho
tometer mit Thermoele
ment 493. 

BlOT. J. B .• Emissionstheorie 
3. Formel fftr Drehungs
vermOgen 529. zirku!are 
pelbrechung 403. 

BIOT-SAvARTSChes Gesetz 9. 
Biprisma 116. 
B]ERRUMsche Doppelbande 

540. 543. 
- fftr Stickoxydul 553. von 

Chlorwasserstoff 54t. 
BLATON. J. (und RUBINO

WICZ). Quadrupolstrah
lung 429. 

Bllttchen. Farben dftnner 
118. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

BLASCHXR. W. (Lehrbuch) 53. 
Blei. Absorptionsindex 265. 

Brechungsindex 265. Re
flezionsvermOgen 265. 

-chlorid PbCls. ultraviolette 
Absorptionsmaxima 508. 

-jodid PbJ.. ultraviolette 
Absorptionsmaxima 508. 

Blende 81f .• 1St. 
-. Apertur- 81. Gesichtsfeld-

82. 
-. Linse ohne - 104. 
-. komplementAre 155. 
BLOCH. E. (Lehrbuch) 6. 
BLUMER. H .• Lichtstreuung 

an Metallteilchen 290. 291 . 
BoEGEHOLD. H .• (CZAPSKI und 

EpPENSTIUN). absolute op
tische Instrumente 61. 

BORNSTEIN (und LANDOLT). 
Physikalisch-chemische 
Tabellen 341. 384. 413. 

BOHR. N.. Atomstruktur 6. 
461. 462. Lichtquanten 7. 
Kausalitltsprinzip 465. 
Korrespondenzprinzip 
469. 

BOLTZMANN. L .• Brechungs
indizes von Gasen 17. 19. 

BoRN. M .• Lehrbuch 6. 8. 
328; (und JORDAN). Lehr
buch 6; Gitterpotential 
506; (und BRODY). Be
rechnung ultraroter Eigen
frequenzen 506; Gitter
theorie der Kristalle 328. 
(und LANDt) 506; Tem
peraturabl$lgigkeit des 
KERRe.ffekts 366. moleku
!are Lichtstreuung 378. 
natftrliches Drehungsver
mOgen 405; (HEISENBERG 
und JORDAN). Quanten
mechanik 391. 

BOTliE. W .• Optik amorpher 
KOrper 314. (und GEI
GER). Spitzenzlhler 463. 

BOYLE. R.. NEWToNsche 
Ringe 1. 

BRADLEY. J .• Aberration des 
Fixsternlichts 7. 

BRAGG. W. H. (Vater) und 
W. L. (Sohn). RONTGEN
spektren 170. 173. 

BRAGGsche Formel fftI' Re
flexion von ROntgenstrah
len an Kristallen 174. 

BRAUN. E. (und KUHN). Op
tische Aktivitlt 527. Ab
sorptionsbanden von Azi
dopropionsluremethyl
amid 535. 

BRAVAIS. A .• Kompensator 
244. 245· 

Brechung 15. 16. 30. 74. 

Brechung. ABBRSChe Invari
ante 99. 

-. Dispersion der - s. Dis
persion. 

-. Doppel- 239. lineare - -
bei Kristallen 239. lineare 
transversale - - im 
Magnetfeld 361. 510. 515. 
natftrliche zirkulare - -
403. 419. magnetische m
kulare - - 356. ellip
tische - - bei Kristallen 
243. - - von Quarz 420. 

-. Kristalle. HUYGENSSche 
Konstruktion 239. 

- in isotropen Medien 313 f. 
- an Rotationsfllchen 73. 
Brechungsindex 16. 478. 479. 

485. 
-. Abhlngigkeit von der 

Dichte 340. 
-. Dispersionsverlauf s. u. 

Dispersion. 
-. EinfluB der Drehschwin

gungen auf den - 562. 
-. komplexer 260. 477. 

fftr RONTGENstrahlen 171. 
von Athylalkoho117. Alu
minium265. Antimon265. 
Benzol 17. Blei 265. Cad
mium 265. Cobalt 265. 
Eisen 265. Flintglas 40. 
83. FluBspat 19. Gold 265. 
Hornhaut 107. Kalkspat 
242. Kanadabalsam 242. 
Kohlendioxyd17. Kohlen
oxyd 17. Kronglas 83. 
Kupfer 265. Luft 17. 
Magnesium 265. Methyl
alkohol 17. Monobrom
naphthalin 183. Natrium 
265. Platin 265. Quarz 
420. Quecksilber 265. Sil
ber 265. Stahl 265. Stein
salz 19. Sylvin 19. Was
serstoff 17. Wismut 265. 
ZedernholzOI 183. Zink 
265. Zinn 265. 

-. Dlfferenz ·der Haupt
brechungsindizes 420; -
- von Kristallen 242. 

Breite von Spektrallinien 
(Halbwertsbreite). - Ein
ffthrung 426. 

Theorie der Breite von 
Emissionslinien.natftrliche 
Linienbreite (Strahlungs
dlmpfung) 427 f.. Dopp
LERbreite 431 f .• Verbreite
rung durch StoBdlmp
fung435f.; -durchSTARK
effekt und Kopplung 444f. 

Theorie der Breite von 
Abeorptionslinien. natftr
liche Linienbreite (Strah-



lungsdAmpfung) 470. Ver
breiterung durch StoB
da.mpfung und DOPPLER
effekt473f. ; - durchKopp
lung (Resonanzeffekt) 479. 

Messung der Linien
breite. nattlrliche - der 
Na-D-Linien 484. 495. 
DOPPLER- fQr Linien von 
Cadmium 433. Helium 
434. Krypton 434. Na
trium 437. Neon 434. 
Quecksilber 433. Sauer
stoff 433. Thallium 433. 
Wasserstoff 433. Zink433; 
Verbreiterung durch StoB
da.mpfung der Quecksil
berlinie 2537A d!U'ch Zu
satz von Silber. Kohlen· 
dioxyd. Sauerstoff. Stick
stoff. Wasserdampf. Was
serstoff 440; Verbreite
rung durch STARxeffekt 
und Kopplung fQr die 
BALIIBRlinie Hili 466. 

MeBmethoden zur Be
stimmung der Linien
breite 486f. 

BreiteundKoha.renzllnge 1 34. 
Brenn-ebene 64. 
-flll.che s. Kaustik. 
-linie 53. 
-punkt 48. 52f.. 64. 195. 

196 •. 199. 
-punktslose Abbildung s. 

Abbildung. affine. 
-weite 65. 
- -. Achromatisierung der 

84. 
BUWSTER. D .• Polarisations

winkel 32. ablorbierende 
Kristalle 274. 

BRIltGLEB. G. (WOLI' und 
STUART). Messung des De
polarisationsgrades 386. 

Brillen 108. 
BIlILLOUIN. L .• Elektronen

theorie der MetaIle 299. 
Signalgeschwindigkeit266. 

BRODY. E. (und BoRN). ultra
rote Eigenfrequenzen 506. 

DB BROGLIB. L .• Lehrbuch 6. 
Wellenmechanik 6. 467. 

Brom. MoIrefraktion342. 
theoretische Atomrefrak
tion 3U. 

-silber •. AgBr. Reststrahlen
wellenIa.ngen 606. 

-wasserstoff. HBr. Moire
fraktion 342. 346. 

BROWNSChe Bewegung 463. 
563. . 

DB BRUIN •. T. L. (und ZBB
MAN). magnetische Zer
legung der Spektrall. 514. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

BRUNS. H .• absolute optische 
Instrumente 61. Eikonal 
69. 70. 

BUISSON. H. (und FABRY)." 
DOPPLERbreiten 434.438. 

BUNSBN. R. W. (und KIRCH
HOI'I'). Spektralanalyse 6. 

BURGER. H. C. (MOLL und 
VAN DBR BILT). Registrier
apparat (Thermoelement) 
493. 

BURSIAN. V. (und TulOuw). 
optische Aktivita.t 405. 

Butan. C,H10' Depolarisa
tionsgrad 384. 

CABANNBS. J .• Lehrbuch 348; 
(und GRANIBR). Messung 
der Depolarisation 384. 
RAIIANeffekt 391. 559. 

Cadmium. Absorptionsindex 
266. Brechungsindex 266. 
RelIexionsvermOgen 266. 

Cadmiumlinie. WellenIa.nge 
der roten - als LAngen
einheit 130. 

Clsiumbromid. CsBr. ultra
rote Absorptionsmaxima 
606. ultraviolette Absorp
tionsmaxima 608. 

-chlorid. esCl. ultrarote 
Absorptionsmaxima 606. 
ultraviolette Absorptions
maxima 608. 

-jodid. CsJ. ultraviolette 
Absorptionsmaxima 608. 

Camera obscura 107. 108. 
CAJlA.THtODORY. C .• absolute 

optische Instrumente 61. 
Cardeoidkondensor (SIBDBN

TOPI' n. ZSIGIIONDY) 183. 
CARST. A. (und LADBN

BURG). StArkefaktoren der 
BALIIBRlinien 498. 

CAUCHY. A. L.. elastische 
Lichttheorie 4. Diaper
sionsformeI502. 

Charakteristische Funktion 
69. 

Chlor. Anisotropie 387. the
oretische Atomrefraktion 
344. Depolarisationsgrad 
383. 384. 387. Hauptpola
risierbarkeiten 387. KERR
konstante 383. 387. mitt
lere Polarisierbarkeit 387. 
MoIrefraktion 342. 

Chlorbenzol. C.H,CI. KERR
konstante 367. 

Chloroform. CHCI.. ConoN
MOUToN-Konstante 362. 
Depolarisationsgrad 384. 
387. Dipolmoment 387. 
Hauptpolarisierbarkeiten 
387. KBRRkonstante 367. ' 

57.5 

387. Lage der Hauptpola
risierbarkeiten 369. mitt
lere Polarisierbarkeit 387. 
MoIrefraktion 342. 

Chlorsilber. AgCI. Reststrah
lenwellenllngen 606. 

C'hlorwasserstoff. HCl. Depo
larisationsgrad 383. 387. 
Dipolmoment 383. 387. 
Doppelbande 540. Haupt
polarisierbarkeiten 386. 
387. KERRkonstante 383. 
387. Lage der Hauptpola
risierbarkeiten 385. mitt
lere Polarisierbarkeit 387. 
MoIrefraktion 342. 346. 

Chromatischer Fehler 60. 82f. 
CUWOLSON. O. D. (Lehrbuch) 

33. 34. 
CLAUSIUS. R.. mechanische 

Wa.rmetheorie 339. 
Cobalt. Absorptionsindex266. 

Brechungsindex 266. Re
flexionsvermogen 266. 

CoMPTON. H. A.. -effekt 
464. 

CORBINo. O. M. (und MACA
LUSO). anomaieDispersion 
dermagnetischen Drehung 
514. 

CoRNU. A.. zirkulare Doppel
brechung 418. 

CoRNusche Spirale 195. 
Cosinusgesetz. LAIIBBRTSChes 

91. 
COTTON. A .• -effekt (zirku

larer Dichroismus) 533. 
und MOUTON. magneti
sche Doppelbrechung 362. 

CoTTON-MouTON-Effekt 
360f .. 508. 516. 

ConoN-MouToN-Konstante 
362. 

- von Anilin 362. Auton 
362. Benzol 362. Benzyl
alkohol 362. Chloroform 
363. Nitrobenzol 362. 
Schwefelkohlenstoff 362. 
Toluol 362. . 

COURANT. R. (und HILBBRT). 
Lehrbuch 138. 158. 280. 

CURIESChes Gesetz (Para
magnetismus) 360. 

Cyan. (CN) •• Anisotropie 387. 
Depolarisationsgrad 387. 
Hauptpolarisierbarkeiten 
387. KERRkonstante 387. 
mittlere Polarisierbarkeit 
387. 

Cyanwasserstoff. HCN. De
polarisationsgrad 387. Di
polmoment 387, Haupt
polarisierbarkeiten 387. 
KERRkonstante 387. mitt
lere Polarisierbarkeit 387. 



CZAPSKI. S. und EpPENSTEIN. 
Lehrbuch 61. 68. 106. 

CZERNV. M .• Dispersion von 
Steinsalz 508. (und bAR
NES) Durchlltssigkeit der 
Alkalihalogenide '504. 

Dl!.mpfung s. Brefte von 
Spektrallinien. 

DAGUERRE. Photographie 85. 
DARWIN. G .• TVNDALLStreu

ung 314. 
DATTA. G. L.. gaskinetischer 

Querschnitt 443. 
DAURE. P .• Bestimmung der 

LoScHMIDTSChen Zahi388. 
DAVISSON. C. (und GERMER). 

Beugung von Elektronen
strahlen 467. 

DEBVE. P.. Beugung an lei
tenden Kugeln 275. 288. 
Dispersion von Dipol
fliissigkeiten 340.563. 571. 
Lichtdruck an beugenden 
Teilchen 298. Beugungs
theorie der Bildpunkte 
196. 201. 202. EinfiuLl der 
Rotation der MolekiHe 
auf den Brechungsindex 
18, (SCHERRER. HULL) 
Spektroskopie der Ront
genstrahien 170. 173. Li
nienverbreiterung durch 
STARKeffekt 444, 454. 
Theorie des COMPTON
effekts 464. 

Deformation der Linse 104. 
-sarbeit am Molekill 309. 
Deformierbarkeiten. Haupt-. 

s. Polarisierbarkeiten. 
Haupt-~ 

Deformierbarkeitstensor s. 
Polarisierbarkeitstensor. 

DEMBER. H .. Bestimmung der 
LOSCHMIDTSChen Zahl388. 

Depolarisation des Streulichts 
an leitenden KUieln 294. 
des molekularen Streu
lichts 378f. 
des Resonanzlichts durch 
Fremdgaszusatz 443. 
- durch ein Magnetfeld 
521. 

Depolarisationsgrad 294. 381. 
der RAMANlinien 543. -
von Tetrachlorkohlenstoff 
559. 
der TVNDALLStreuung von 
Athan 384. 387. Athyl
alkohol 384. Ammoniak 
383,384. 387. Argon 384. 
387. Azeton 387. Benzol 
384.387. Butan 384. Chlor 
383. 384. 387. Chloroform 
384.387. Chlor;wasserstoff 

Namen- und Sachverzeichnis. 

383. 387. Cyan 387. Cyan
wasserstoff 387. Diltthyl
ather 384. 387. Heptan 
384. Hexamethylen 387. 
Hexan 384. Kohlendioxyd 
383. 384. 387. Kohienoxyd 
384. 387. Krypton 384. 
387. Luft384, Methan 384. 
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- -. Hebelarm 531. 
-. Starke des 468. 469. 
Ovaloid 229. 

PALUMBO. G. L .. Drehungs
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297. 422. 
Prll.zession. LARMOR- s. U. 

LARMOR. 
PRINGSHEIM. P., Lehrbuch 
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-. NIcoLsches s. u. NICOL. 
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Lichts (Himmelslicht)373. 
375. Obergangsschichten 
40. Oberlichtgeschwindig
keit der Phase 266. 
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Berichtigungen1• 

Zu 

M. BORN 

Optik. 
Zu Seite 168, 2. Absatz von unten. ROWLAND2 ritzte seine Konkavgitter nicht 

auf zylindrische, sondern spharische Hohlspiegel. 
Zu Seite 202 bis 209. Der Ansatz § 56 (23), S.202, fUr den Lichtweg Ll ist 

nicht richtig. Es fehIt ein Glied, das den Unterschied der Lichtwege fUr ver
schiedene Strahlen vom Objektpunkt zum Punkte Yl' ZI in Ansatz bringt. 
Dieser Weg wird durch die HAMILToNsche Funktion H [§21, (1), S. 68] gegeben. 
Sie ist nach § 22 (1), S. 71, durch das Winkeleikonal V = W auszudriicken; man 
hat also 

H = W - no (YoPo + Zoqo) + n. (Y1Pl + ZI ql)' 

Hier fUhre man die SEIDELschen Variablen aus § 27 (6), (7), S.87, ein: 

H = W - ("01}0 + zoCo) + ("11]1 + ,z1 C1) + _~~ (Yo + ro) - n~~ (yi + zi) 
"0 0 1". 

und ersetze W nach § 27 (9), S.88, durch das SEIDELsche Eikonal S. Dann wird 

H = 5 + 2Mn ~. (Y~ + ro) - 2:~1 M + zi) + ("1 - "0) 1]1 + (ZI - zo) C1 o 0 1 1 

oder unter EinfUhrung der Differenzen Yl - Yo, ZI - Zo: 

H = 5 + ("1 - Yo) (1]1 - gyo) + (ZI - Zo) (C1 - gzo) , 

wobei ein konstantes (nur von Yo' Zo abhangiges) Glied weggelassen und die 
Abkiirzung g nach § 56 (27), S.203, eingefiihrt ist. Dieser Ausdruck H ist zu 
dem Lichtweg Ll [§ 56 (23), S. 202] hinzuzufiigen; dabei kann man in den mit 
g multiplizierten Gliedern Yo' Zo und y., z. vertauschen. Dann erhaIt man 

H + L. = 5 + (y - Yo) (1]1 - gYt) + (z - zo) (C1 - gZI) . 

Diese Formel hat an die Stelle von § 56 (30), S. 203, zu treten; dabei ist 5 durch 
die niederste Naherung, also durch 5, [§ 29 (3), S.93] zu ersetzen. 

Trotz dieser eingreifenden Anderung bleiben aIle folgenden Rechnungen 
des § 56 ungeandert. Man zerlege wieder wie in (32) 

H + Ll = Lo + lJL . 

1 Die Herren SZIVESSY. ZERNlKE, TELLER, PLACZEK haben mich in liebenswiirdiger 
Weise auf die hier berichtigten Fehler aufmerksam gemacht. Ich bin ihnen zu groBem 
Dank verpfIichtet. 

2 H. A. ROWLAND: Amer. J. Sci. Bd. 26 (1883) S. 214; Philos. Mag. Bd. 16 (1883) S. 210. 
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Dann gUt die Forme! (H) unver1l.ndert, ebenso die Ausdrticke (34) fUr fJ und y; 
nur steht in fJ verselientlich 3 E statt - 3 E : 

fJ = 1 - {g(2C + D) - 3E}Yo, 
y = 1 - gDYo. 

Dagegen tritt an die Stelle der ersten Formel (34) die einfachere 

yO = Yo - EYo. 
Fur die Verschiebung des Mittelpunktes tler Beugungsfigur ist also nur der Ver
zeichnungsfehler E bestimmentl (nicht die tangentiale BUdwolbung 2C + D). 

In lJL iindert sich dank des Umstandes, daB es nur auf die in 1J und C 
ungeraden Glieder ankommt, nichts, als daB in (55) und den folgenden Formeln 
an die Stelle der Konstante 3F + gB einfach F tritt: 

(55) lJL = YOF (1Ja + 1Je') + (F - gB) {(y - yo) (1Ja + "Ie') + z (1J1C + can. 
(61) J = kl (tJ tglXo)' {Ko(s) - (F - gB) Kds} - okyOF K, (s) cos..?}. 

Die Diskussion bleibt bis auf die Korrektur dieser einen Konstanten ungef1ndert. 
Zu Seite 345. Tab. 15: Formel ffir .A.thylalkohol c.HIiOH. 
Zu Seite 886. Die Diskussion der Anisotropie der Polarisierbarkeit beim 

Ammoniak NHa ist fehlerhaft. Bilden die drei H-Atome ein gleichseitiges Dreieck, 
so folgt aus der Symmetrie, daB IXx = lXy sein muB. Der beobachtete Unterschied 
von IXx und lXy muB daher auf MeBfehlern beruhen. 

Zu Seite 413. ZeUe 10 von unten: Formel fur Traubenzucker: C.HlIO •. 
Zu Seite 420. Eine neuere Messung der optischen Aktivita.t von Quarz, ausge

fUhrt von SZIVESSY und SCHWEERS1, hat ergeben, daB die Resultate von VOIGT2 

nicht richtig sind. Vielmehr gilt gn = 0; die Gyrationsfla.che ist ein lang
gestrecktes Rotationsellipsoid mit verschwindendem .A.quatordurchmesser. 

Zu Seite 469. Die Beobachtung der negativen Dispersion ist von H. KOPFER
MANN und R. LADENBURG (Zit at S.469, Anm. 2) ausgefUhrt worden. 

Zu Seite 542. In den Formeln (1?) ist der untere Index z an IX durch Z 
zu ersetzen. 

Zu Seite &46. 1m Absatz: "Der Beweis unseres Hilfssatzes .•. ", 5. Zeile, 
muB statt "das von dem System S,e'f sicher linear unabh1l.ngig ist" folgendes 
stehen: "das von e'f sicher linear unabhiingig ist". 

Zu Seite 667. In Fig. 249 sind die nach oben gerichteten PfeUe (Darstellung 
der Translation) ilberfliissig und storend .. 

1 G. SZIVESSY U. C. SCHWBBRS: Ann. Physik. Bel. t S. S9t. 
• W. VOIGT: (;Ottinger Nachr. t903 S. tSO; F. WBVER: Diss. G6ttiDgen t920. 
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