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Einleitung. 
1. Das Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches stetiger Funk

tionen ist bereits in mehreren Arbeiten untersucht worden 1). Es handelt 
sich dabei urn folgendes: 1m n-dimensionalen Raum 9tn sei eine abgeschlossene 
Punktmenge gegeben und eine reelle Funktion, die auf dieser Menge erklii.rt 
und stetig ist. Es lii..6t sich zeigen, daB man immer eine im ganzen 9ln defi
nierte und stetige Funktion angeben kann, die auf der gegebenen Menge mit 
der gegebenen Funktion ubereinstimmt. 

In der folgenden Arbeit solI nun das analoge Problem fUr differenzier
bare Funktionen einer Veranderlichen behandelt werden 2). Wir gehen aus 

1) H. Tietze, Joum. f. Math. 145 (1915), S.9; C. Caratheodory (nach H. Bohr), 
Vorl. lib. reelle Funkt. (1918), S. 617; L. E. J. Brouwer, Math. Annalen 79 (1918), 
S.209; F. Hausdorff, Math. Zeitschr. 5 (1919), S.296; Rado, Sitzber. math. nat. 
Abt. Bayer. Akad. Wiss. (1931), S. 81-84. 

2) Wie ich von Herm Prof. Tietze erfahre, von dem ich die Anregung zur vor
liegenden Arbeit erhielt, hat er in einem Vortrag im Miinchener Mathematischen Kollo
quium am 7. 7. 1925 "tJ'ber Erweiterung des Definitionsbereiches differenzierbarer 
Funktionen" auf dieses Problem der Erweiterung (ein oder mehrmals) differenzierbarer 
Funktionen von einer oder mehreren Veranderlichen hingewiesen; vgl. Jahresber. 
D. M. V. 36 (1927), Abt.2, S.95. 
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von einer linearen abgeschlossenen Menge IDl, auf der eine reelle Funktion I(x) 
gegeben und differenzierbar sei; d. h. in jedem Haufungspunkt Xo von IDl 
moge die Limesrelation bestehen 

(E) lim I (:1:) -I (:1:0) - f (,>,_). 
:ll-:llo :1:- 2'0 - ""U' xBIDl. 

Gefragt wird nach der Existenz einer Funktion F (x), die fiir den ganzen 9t1 

erklart, differenzierbar und auf rot mit t (x) identisch ist. 
Diese Frage bleibt in jener allgemeinen Fassung nach wie vor noch 

ungelost. Allerdings werden wir eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Moglichkeit einer solchen Erweiterung des Definitionsbereiches auf
stellen. Es wird sich zeigen, daD es dabei einerseits auf die Verteilung der 
Stetigkeits- bzw. Unstetigkeitspunkte von f' (x), andererseits auf gewisse, 
damit zusammenhangende Struktureigenschaften der gegebenen Menge an
kommt. In manchen Fallen werden wir sehen, daB die genannte Bedingung 
erfiillt werden kann. Letzteres tritt z. B. immer dann ein, wenn die Ab
leitung f' (x) auf 9R stetig ist 3) oder wenn ihre Unstetigkeitspunkte eine 
hochstens ab:t<ahlbare Menge bilden (vgl. § 3). Man hat sogar nooh die Moglich
keit, in den isolierten Punkten von IDl, fiir die ja eine Ableitung zunachst 
gar nicht definiert ist, den Wert von f' (x) willkiirlich vorzuschreiben, ohne 
daB dies fiir die Fortsetzbarkeit oder Nichtfortsetzbarkeit von EinfluB ware 
(vgl. § 4). Hingegen ist es noch ungeklart, ob die oben erwahnte Bedingung 
sich vielleicht immer erfiillen liiJ3t oder nicht. 

§1. 

Die Funktion 1(00) wird ein Stiick weit linear in die Liickenintervalle, 
fiir die sie zunachst nicht definiert ist, fortgesetzt. 

2. Fiir die folgende Untersuchung sei also gegeben eine beliebige lineare, 
abgeschl08sene Menge 9R; diese moge Definitionsbereich sein fiir eine reelle 
Funktion t (x), die im Sinne von (E) auf IDl differenzierbar ist. Wir werden 
in Zukunft anstatt (E) immer die gleichwertige, aber etwas bequemere Form 
schreiben: 

(1; 1) 
f (x) = f (Xo) + (x - Xo) . f' (Xo) + (x - :co) . B (x; xo) 

lim B (x; Xo) = 0; x B rot 

8) In bestimmten Fallen, in denen auRer der Stetigkeit von I' (x) auf IDl noch 
gewisse weitere Voraussetzungen geiten, ist die Erweiterung des Definitionsbereiches 
von f (:1:) bereits von H. Whitney, Transact. of the Am. Math. Soc. 36 (1934), S.63 
und 369 nachgewiesen worden. Es wird nii.mlich dabei eine gewisse GleichmaBigkeits
bedingung als erfiillt angenommen, die dafiir sorgt, daB die Ableitung auch nach der 
Fortsetzung noch stetig ist. H. Whitney behandelt dann a. a. O. auch entsprechende 
Problemefiir Funktionen von mehreren Veranderlichen [vgl. auch H. Whitney, Transact. 
of the Am. Math. Soc. 40 (1936), S.309]. 
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Zur Vereinfachung wollen wir rol als beschrankt voraussetzen. Das bed.eutet 
keine Einschrii.nkung der Allgemeinheit; denn sonst zerlegen wir die Menge IDl 
in abzahlbar viele abgeschlossene Komponenten mit jeweils gemeinsamen 
Anfangs- und Endpunkten, und zwar so, daB sich diese Teilmengen im Endlichen 
nirgends haufen. Gelingt es dann, fiir jede solche beschrankte Tellmenge 
eine Funktion F (x) zu konstruieren, die das Verlangte leistet, so erhalt man 
daraus auch ohne weiteres eine Losung fiir die Gesamtmenge IDl; denn die 
Differenzierbarkeit, die ja nach Annahme fiir jedes Teilintervall gesichert 
ist, kann im Gesamtbereich nicht verlorengehen, da sich ja die Teilintervalle 
nirgends haufen und die Werte von I' (x) in den Anschlu13stellen iibereinstimmen 
sollten. 

3. Sei nun ~ das kleinste abgeschlossene Intervall, das IDl enthiUt; die 
Komplementarmenge ~ - rol ist dann, falls wir vom trivialen FaIle ~ = IDl 
absehen, offen und lallt sich darstellen als Vereinigungsmenge von hOchstens 
abzii.hlbar vielen offenen, getrennten Intervallen i ,. - wir werden sie im 
folgenden haufig Liickenintervalle nennen: 

(1; 2) ~ - IDl = Ii", 
v 

Die Funktion I'(x) ist nach (1; 1) zunachst nur in den Haufungspunkten 
von in, deren Gesamtheit wir iiblicherweise mit rol' bezeichnen, gegeben. 
Der Gleichmii.1ligkeit halber wollen wir den Definitionsbereich von I'(x) auf 
die ganze Menge !ln ausdehnen, indem wir die Funktionswerte in den isolierten 
Punkten ganz willkiirlich erganzen. Die Funktion I' (x) ist also von jetzt 
ab, genau wie I(x), auf IDl definiert. 

N ach diesen Vorbereitungen wollen wir unsere Fragestellung etwas 
genauer so formulieren: Gibt es eine Funktion 9 (x) auf der Menge ~ - IDl 
von der Eigenschaft, daB die durch (1; 3a) und (1; 3b) definierte Funk
tion F (x) 

a) F (x) = f(x); xe!ln, 
(1;3) b) F(x)=g(x); xe~-rol, 

c) F'(x) = I'(x); xe!ln 

der Forderung (1; 3c) geniigt und auf ~ differenzierbar ist 4)1 F(x) werden 
wir haufig kurz als "Fortsetzung" von f(x) bezeichnen; entsprechend werden 
wir von "Fortsetzbarkeit" oder "Nichtfortsetzbarkeit" sprechen, je nachdem 
sich (1; 3) erfiillen laIlt oder nicht. 

4. Die oben eingefiihrte Funktion 9 (x) mull jedenfalls in jedem Liicken
intervall i. differenzierbar sein und stetig mit der vorgeschriebenen Steigung 
an die Randwerte in den Eckpunkten des Intervalls anschlie.l3en. Gleich-

') Diese Forderung (1; 30) folgt nioht schon aus a). da ja die Werte von f' (z) 
auf IDl - IDl' wiIlkiirlich festgesetzt wurden. 
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zeitig mu13 man aber, und darin Iiegt die einzige Schwierigkeit, auf die 
Haufungspunkte solcher Intervalle Riicksicht nehmen, damit in diesen die 
Differenzierbarkeit gewahrt bleibt. In dieser letzteren Hinsicht gilt: FUllen 
wir die einzelnen Zwischenintervalle linear aus, so strebt, wie wir jetzt zeigen 
werden, der Wert des Differenzenquotienten, wenigstens von der Haufungs
seite her, gegen den im Haufungspunkt vorgeschriebenen Differential
quotienten. Allerdings hat man damit im allgemeinen noch keine Losung 
des Problems; denn die Funktion F (x) wiirde bei dieser Konstruktion in 
den Intervallendpunkten noch Ecken aufweisen, wenn nicht die Steigung 
des Intervalls gerade zufallig mit der vorgeschriebenen Tangentenrichtung 
in seinen Endpunkten iibereinstimmen sollte. Diese letztere Schwierigkeit 
wird uns aber erst spater (Nr.5) beschaftigen. 

Sei also Xo irgendein Haufu.ngspunkt von Intervallen iv' Die Endpunkte 
der Liickenintervalle bezeichnen wir im folgenden immer mit ~, x (~ < iii), 
wobei wir den Index 'V als unwesentlich weglassen. Die oben erwahnte, fiir 
jedes i" zu erklarende, lineare Funktion Z (x) la.l3t sich dann, falls wir die 

Randwerle f (~), f (x) der Kiirze halber mit ~ und l bezeichnen, so darstellen: 

(1; 4) 

woraus, wenn 

gesetzt wird, 

(1; 5) 

x-x x-x-Z lex) = -_ -. Z + =-----=. 
x-~ - x-~ , 

(x - xo) (i- x) 
ex = (x- xo)(x-x)' 

p = (if - xo) (x - x) 
(x - xo) (x - or) 

folgt. Nun ist wegen :f < x < i: 

at > 0; (J> 0; at + fJ = 1, 

1 Ii gt l(x)-/(xo) . h l-/(xol d 7-/(xo) (b . t aso e ----- ZWlSC en - un -_---- zw. IS 
X - Xo ;!1 - Xo x - Xo 

heit der letzteren Ausdriicke diesen gleich). 
Aus (1; 5) und (E) folgt also: 

(1; 6) 1• l(x)-f(xo) -/'( ) 
1m - xo ' 

x ->-"'0 Z - Xo 
X.~-!IJ! 

womit unsere obige Behauptung bewiesen ist. 

bei Gleich-

5. Diese lineare Ausfiillung der Liickenintervalle stellt, wie wir schon 
in der vorigen Nummer kurz angedeutet haben, im allgemeinen noch keine 
Losung unseres Problems dar. In den Intervallendpunkten willden noch 
Ecken vorhanden sein. Um nun die Differenzierbarkeit auch in den Intervall-
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endpunkten zu erzwingen, werden wir zunachst linear mit der durch t' (~) 
bzw. t' (x) gegebenen Richtung von beiden Seiten ein Stuck weit ins Innere 
des Intervalls weitergehen und den Rest des Intervalls ebenfalls linear 
a-qsftillen. Die dabei im Inneren des Intervalls auftretenden Ecken lassen 
sich spater (Nr. 8) leicht abrunden. Zu iiberlegen bleibt nur, wie weit man 
in der angegebenen Weise ins Innere des Intervalls vordringen darf, urn nicht 
durch zu groBe Abweichung von der oben erwahnten linearen Ausfiillung 
des Gesamtintervalls die Differenzierbarkeit. in den Haufungspunkten der 
i v wieder zu zerstoren. 

6. Nach diesen Uberlegungen liegt folgender An~tz sem nahe: Wir 
teilen jedes Liickenintervall (~; x) in drei gleiche Teile 6). € sei irgendein 

Punkt im ersten der drei entstehenden offenen Teilintervalle, ~ ein Punkt 
im letzten derselben. Jedem dieser Zwischenpunkte, uber deren genauere 
Wahl wir vorlaufig nichts festsetzen, ordnen wir einen Funktionswert zu, 
und zwar den, der sich bei linearer Fortsetzung mit der in dem nachstgelegenen 
IntervaIlendpunkt gegebenen Steigung ergibt; also: 

! t (§) = f (?}) + (§ - ~). f'(?}), 

t (~) = f (x) + (~- x)· f'(x). 
(1; 7) 

AIle diese Zwischenpunkte €, ~, die wir uus in den einzelnen Intervallen 
irgendwie fest gewahlt denken, fassen wir zu einer Gesamtheit zusammen 
und fugen sie zur gegebenen Menge 9Jl hinzu. Die Vereinigungsmenge sei 
ffil*; sie ist ebenfalls abgeschlossen und wegen (1; 7) neuer Definitionsbereich 
fur die Funktion t (x). 1st nun diese Funktion f (x) auch auf 9R* differen
zierbar, so konnen wir auf Grund unserer friiheren Uberlegungen (Nr.4) 
folgendes schlieBen: 

Setzt man t (x) beziiglich der Liickenintervalle vonffil* linear fort, so 
ist die so entstehende Funktion F (x) im ganzen Intervall .3 erklart und nach 
Konstruktion iiberall differenzierbar mit der vorgeschriebenen Ableitung, 

hoohstens mit Ausnahme der Zwischenpunkte f, ~, also der Punkte von 
IDl* - ffil. Wie schon erwahnt wurde (Nr. 5) und spater gezeigt werden solI 

5) Diese Gleichheit der Teile wurde nur aus Bequemlichkeitsgriinden gewahlt. 
'Vesentlich ist, daB die, wie aus dem folgenden hervorgeht, in diesen Teilintervallen 

zu wiihlenden Zwischenwerte j, ~ gewisse Bedingungen erfiillen: und zwar geniigt bis 

einschlieBlich Satz I die Bedingung ~ < i < ~ < iii; spater mussen wir auBerdem 

noch verlangen, daB die Ausdriicke ! - 5f, ~ - ~ unter festen positiven Zahlen Hegen. 
x-~ ;_~ 

Da diese etwa.s schwacheren Bedingungen auch keine groBere Allgemeinheit der Er
gebnisse zeitigen wiirden, wollen wir uns gleich von Anfang an auf die obige Teilung 
in drei gleiche Teile festlegen. 



706 K. Seebach. 

(Nr.8), lassen sich aber die dort auftretenden Ecken leicht abrunden, da an 
diesen Stellen durch das Problem selbst kein bestimmter Funktionswert 
vorgeschrieben ist. Damit haben wir bereits eine hinreichende Bedingung 
fiir die Existenz von F (x) gewonnen: 

Satz I. Sei £. ein Punkt im ersten Drittel, f ein Punkt im letzten Drittel 

jedes Likkenintervalls iv (gegeben durch ~ < x < x) und seien t (;) bzw. f (~) 
definie!rt durch -

t W = t (~) + (~ - ~) . t'(~); t (;) = t (X) + ({ - ii) ./' (x). 

IDl* sei die Vereinigungsmenge der Menge IDl (des urspriingZichen Definitions

bereiches von f (x» mit der Menge dieser Zwischenpunkte {, ~. Fur die Existenz 
einer Funktion F (x), die als "Fortsetzung von f (x)" im Sinne von (1; 3) an-

gesehen werden kann, ist es dann hinreichend, wenn sich diese Punkte ~, ~ so 
wahlen lassen, dafJ f (x) auch aut IDl* dillerenzierbar ist. 

7. Jetzt wollen wir zeigen, daB diese Bedingung auch notwendig ist. 
Wir setzen also voraus, daB es eine Funktion F (x) gibt, die (1; 3) erfiillt. 

Sei dann § ein Punkt im ersten Drittel, f ein Punkt im letzten Drittel irgend
eines Liickenintervalls, dann konnen wir schreiben: 

F W = t (x) + (; - x), f'(:1!) + (~- x) . e (~, x); limB (;, x) = 0, 
l' 8 - - - - - - - - f-+" --

( ,) -- - - - - - - - - -
F (e) = t (x) + (; - x) . f'(x) + (~ - x) . e (;, x); }i~B (~, x) = o. 

~ ...... 2: 

Durch Vergleich mit (1; 7) erhalten wir daraus: 

(1; 9) 
t (~) = F ({) - ({ - ~) . c ({, ~); lim e (~, x) = 0, 

~ -.-,.. .r. ---

ta) = F (~) - (f - ii)· c (f, x); lim e (f, x) = o. 
%~X 

Wir treffen jetzt die Wahl der Punkte {, f speziell so, daB fiir jedes Liicken
intervall (x, x) die Ungleichungen bestehen: 

(1;10) /e(;,x)/ «x-~); le(f,x)1 «x-~), 
was wegen 

lim e (;, x) = 0 und lim e (;, x) = 0 
_; -+--= - ~ -. z 

stets moglich ist. Sei nun Xo irgendein Hiiufungspunkt von Intervallen iv' 
80 gilt fiir diesen wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von F (x): 

. f(~)-f(xo) I • ~-~ 
hm -~ = f (xo) - > hm ;; -. B (e, ?!), t -+ "'0 - :1:0 £. -+ "'0 ~ - Xo -

(1; 11) 
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Aus 

(I; 12) \ .;-x \ ~ <1; 
;-:1:0 

und (1; 10) folgt aber, daJ3 die in (1; 11) reehts stehenden Grenzwerte beide 
den W ert Null haben; denn bei Annaherung an einen Haufungspunkt mu6 
die Intervallange (:I: - ~) gegen Null konvergieren; die Gleichungen (I; 11) 
Iauten daher: 

(I; 13) 

Sornit haben wit gezeigt, daB bei obiger Wahl der Zwischenpunkte §, ~ 
die Funktion I (x) auch auf IDl* differenzierbar ist. Unsere Bedingung fiir die 
Fortsetzbarkeit, die wit als hinreichend erkannt haben, ist damit also auch 
als notwendig nachgewiesen. Wir erhalten also den Satz: 

Satz II. Die nack Satz I liir die "Fortsetzbarkeit von I (x)" im Sinne 
von, (1; 3) als kinreickend aufgestellte Bedingung ist auck notwendig. 

8. Zum Beweis von Satz I haben wir noch einen Nachtrag zu bringen, 
namlich die schon erwahnte Abrundung der Ecken, die bei obiger Konstruktion 
in den Zwischenpunkten §, i im allgemeinen auftreten werden. Sei also die 
Bedingung von Satz I erfiillt. Denken wir uns dann die Funktionswerte von 
/ (x) in ublicher Weise in einer (x, y)-Ebene dargestellt, so haben die kritischen 

Punkte die Koordinaten: (~; I (f»; (i; I (~)); um jeden dieser Punkte als 
Mittelpunkt wollen wir einen Kreis beschreiben, der ganz im Inneren des 
durch das zugehOrige Intervall definierten Vertikalstreifens liegt. AuJ3erdem 
mogen sich von diesen Kreisen keine zwei iiberdecken. Den Radius wahlen 
wir zu diesem Zweck und aus Grunden einer spateren Konvergenzbetrachtung 
in jedem Intervall, wie folgt: 

(1; 14) 

1st namlich £ - ~ ~ iii -~, so gilt 

1 
fiir E - ~ ::;;; 3: 

~-:I: ;;.;; x-z_ 
r = {~ - X_)2 ::;;; =----....:. ::::;; ~ ::::;; - 3 - 3 - -9-

fUr· t: 1 
~-~ >"3: 
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Aus analogen Ungleichungen fur den Fall ~ - ~ > x - ~ ergibt sich zu
sammenfassend: 

1 M· (~-~ x- -g) x-x ( ;15) r ~ In 3; -3- < 9' 
Man sieht sofort, daB bei dieser Wahl von r die Kreise so ausfallen, wie wir 
sie haben wollten : Die zu einem festen Intervall gehorigen Kreise greifen nicht 
tiber den durch das Intervall definierten Vertikalstreifen hinaus. AuBerdem 
konnen sich auch die beiden zu ein und demselben Intervall gehorigen Kreise 
nicht uberdecken, da der Abstand der Kreismittelpunkte mindestens ein 
Drittel der Intervallange, der Radius dagegen hOchstens den neunten Teil 
derselben betragt. 

Das Innere eines solchen Kreises konnen wir darstellen in der Form: 

(1; 16) 
.R: x = ~+ e . cos fP; 

y = t (~) + e . sin q;; 

o ~ e <r, 
o ~ rp < 2 n. 

Genau das Entsprechende gilt nattirlich ftir [, f (h moge aber der Kiirze 
halber ftir die folgende Rechnung unterdrtickt werden. Wir wollen jetzt 
zeigen, da13 fiir aIle Punkte (x; y) aus .R folgende Relation besteht: 

(1; 17) .lim y-f(xo) = !'(xo); 
~-+:'o X-Xo 

(x; y) dt 

Das bedeutet: Wir konnen innerhalb .R die Funktionswerte in passender 
Weise abandern, ohne dadurch die vorausgesetzte Differenzierbarkeit in 
den Punkten von 9Jl zu gefahrden. Da das Funktionsbild vorher aus zwei 
im Mittelpunkt von .R zusammenlaufenden Geradenstiicken bestand, la13t 
sich die hier moglicherweise auftretende Ecke leicht durch einen ganz im 
Inneren des Kreises verlaufenden, differenzierbaren Kurvenbogen tiber
briicken, womit dann alles gemacht ist. 

Zum Beweis von (1; 17) setzen wir x und y aus (1; 16) ein: 

f (D - f (xo) + (! • sin rp = f (~) - 1< x o) : {I + !oJ • cos rp I 
i - Xo + (] . cos IJI ~ - Xo ~ - Xo I 

+ (] . sin ~ : {I + !? cos P}. 
i - Xo i-- Xo 

Aus (1; 14) entnehmen wir: 

Ig'{:::}1 - r x-x 
<. - < (~_ - ~) < -3-' 

~-xo I §.-~ 

woraus sofort die Behauptung folgt, da (x - ~) bei Annaherung an einen 
Haufungspunkt Xo gegen Null konvergiert. 
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§ 2. 

Die "Fortsetzbarkeit" von f (x) hangt von der Moglichkeit ab, den Lucken
intervallen gewisse Zahlen .t zuzuordnen, die eine bestimmte Bedingung 

erfiillen m iissen. 

9. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Fortsetzbarkeit, 
die wir in Satz II aufgestellt haben, ist noch unbefriedigend. Die Ent
scheidung, ob es in jedem Liickenintervall Zwischenpunkte der verlangten 
Eigenschaft gibt, diirfte im allgemeinen schwer sein. Wir wollen daher im 
folgenden diese Bedingung auf eine andere Form bringen, bei der von vorn
herein gegebene Eigenschaften der Funktion f (x), ihrer Ableitung I' (x) und 
der Menge 9R herangezogen werden. 

Wir denken uns die Zwischenpunkte ~, i in den einzelnen Liicken
intervallen irgendwie gewahlt und bilden fiir einen beliebigen Haufungspunktxo 
solcher Intervalle die Ausdriicke: 

(2; 1) 
!2 = ~ ~ Zo • {I (~) - / (Xo) - @ - Xo) . f' (Xo) } , 

jj = --1_. {I(t) -/(xo) - (i - Xo) -!'(Xo)}. 
~-xo 

Die Bedingung von Satz II konnen wir dann so schreiben: 

(2; 2) lim D = lim fj = 0; fiir jedes ~1). 
£-"0 - f-+zo 

Die rechte Seite von (2; 1) formen wir nun nach (1; 7) und (1; 1) urn: 

1 !2 = ~ _ Xo . {/(x) - f (Xo) + (§ - ~) ./' (x) - (~ - xo) ./' (Xo) I 

1 
(2; 3) = ~ _ Xo 'I(~ -~)., (xo) + (~ - Xo)· e(~; Xo) + (~ - ~). f'(~)}, 

~-~, , x-x !2 = ---. [f (x) -I (xo)] -+-~ . e (q;; Xo). 
~- Xo !-xo 

Analog ergibt sich 

(2; 4) D- ~-x [/'(-) I' )] + x-zo -= ---. x - (Xo =--.e(x;xo). 
~-zo ~-xo 

Wegen 

l;r -Zo I 3. -1<-!-zo 2' --<-IX- xo 13 
[- Xo 2 

und 

lim e (q;; xo) = Jim e (x; xo) = 0 
,!-+Zo ~-+:t:o 



710 K. Seebaoh. 

folgt aus (2; 2), (2; 3) und (2; 4): 

a) lim ~ - I! . [I' (x) -I' (xo)] = 0 
~_zo.!-xo -

(2; 5) fUr jedes Xo. 

b) Jim ~ - Ii . U' (iii) - f' (xo)] = 0 
21_210 ~-xo 

Das bedeutet: Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Fortsetzung 

F (x) im Binne von (1; 3) ist es, wenn man die Punkte f, ~ in jedem Liicken
intervall 80 wahlen kann, daB die Gleichungen (2; 5) ffir jeden Haufungs
punkt Zo von IntervalIen erfiillt sind. 

10. Die Bedingung (2; 5) liiJ3t sich noch weiter vereinfachen. Es wird 

sich zeigen, daB man die Zwischenpunkte E, ~ immer so wahlen kann, daJ3 
bei beliebigem Xo jede der beiden Bedingiingen (2; 5) wenigstens fiir eine 
gewisse Teilmenge von Intervallen erfiillt ist - fiir welche, das hangt noch 

von Xo abo Wir werden namlich die ~, E so bestimmen konnen, daB fiir jedes Xo 
die Bedingung a) fiir die Intervalle links von Xo, die Bedingung b) fiir die
jenigen rechts von Xo befriedigt wird. Beweisen wollen wir nur den ersten 
Teil dieser Aussage, der zweite erledigt sich ganz analog, indem man in den 
Formeln die unterstrichenen GroBen sinngemaB mit den iiberstrichenen 
vertauscht und gleichzeitig voraussetzt, daB die betrachteten Intervalle nun 
rechts von Zo liegen. 

Es sei also (~, x) ein beliebiges IntervalI links von Zo. Dann gilt: 

(2· 6) I ~ -!!! I < ~ - I! _ 1 • 
, ~-xo li:-~ - x-~_l 

- - ~-~ 

In dieser Abschatzung kommt auf der rechten Seite das Xo nicht mehr 
vor. Wir versuchen, in jedem Intervall das ~ so nahe an das ~ heranzubringen, 
daB die rechte Seite von (2; 6) bei jeder Annaherung an einen Haufungs
punkt Zo gegen Null geht. Ein von Xo unabhangiges Kriterium fiir die An
naherung der Intervalle an einen Haufungspunkt ist das "Gegen Null Gahen" 
der Intervallii.nge. Diese Uberlegungen fiihren uns dazu, das £ so zu be
stimmen, daB folgende drei Ungleichungen 

1 _ \/'(;1:)1 _ x-x 
(2;7) z-z < x-~; x-z < x -~; ~-~< ~ 

,_:11-1 ~_~-l 

gleichzeitig gelten 6); denn dann gilt wegen (2; 6) auch (2; 5a) fiir aIle Inter
valle links von Xo. Setzen wir noch zur Abkiirzung 

(2;8) x - ~ = l; E - ~ = 4}; x - ~ = Xl, 
8) Die letzte Ungleiohung (2; 7) entsprioht der Forderung, die wir in (Nr. 6) an die 

~, ~ gestellt ha.ben; vgl. Anm. II). 
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so ist (2; 7) sicher erfiillt, wenn wir Lll der Bedingung unterwerfen 

(2; 9) 
l2 

0< LIZ < I +Ma.x {l;2l;1f'(,d I}' 

Machen wir auBerdem 

(2; 10) 
- Ii 

0< LIZ < '+Max II; 2'; I/'(i) I} , 

so ist, wie die analoge Rechnung zeigt, die Bedingung (2; 5 b) erfiillt, wenn 
sich die Intervalle von rechts her gegen die Stelle Xo haufen. 

Das Minimum der beiden Schranken (2; 9) und (2; 10) sei R: 

(2; 11) 
IS 

R = Z+Max II; 21; 11'(,.;)1; II'(z)I)' 

Dann konnen wir jedenfalls folgendes sagen: Wahlen wir die Punkte §, "i 
so, daB die Langen der durch sie an heiden Enden jedes Intervalls ausge-
schnittenen Teilintervalle Lll und Lll kleiner sind aIs obige Zahl R, so sind 
die Gleichungen (2; 5) bei jedem festen Xo fiir diejenigen Zwischenpunkte 
erfiillt, die im Intervall auf der dem Haufungspunkt Xo nicht zugekehrten 
Seite liegen. 

11. Jetzt miissen wir danach trachten, die Teilintervalle Lll, Lll unter 
der Einschrankung -

(2; 12) LIZ < R; LI t < R 

noch so zu verkleinem, daB die Relationen (2; 5), so dies iiberhaupt moglich 
sein soIlte, fiir jedes Xo und aIle Zwischenpunkte gelten. Es ist: 

~-x 1 
(2; 13) 

Zur Abkiirzung fiihren wir die Bezeichnungen ein: 

a) d (xo) = Abstand des Intervalls von Xo, 

(2; 14) 

- 1 
b) Min (LIZ, Lll) = Lll = T . I, 

c) z = z (Xo) = - -{
X falls Xo < x, 

J' X falls Xo > x. 
Sei nun Xo fest; dann brauchen wir im FaIle ~ > Xo nur mehr die erste der 
Gleichungen (2; 5), im Faile x < Xo nur die zweite davon zu beriicksichtigen; 
die andere ist nach den obigen tTherlegungen (Nr.10) von selbst erfiillt. Nach 
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(2; 13) und (2; 14) konnen wir <laher unsere Bedingungen (2; 5) in die gleich
wertige Form setzen: 

(2; 15) 

lim ----4t-( )' [f'(z) -/' (Xo)] = 0; L1l < R, 
·-':1:0 1+ ~ 

AZ 

lim ~ ( )' [f' (z) -I' (Xo)] = 0; L1l < R. 
8-''''0 1 + Xo 

AZ 

Diese beiden GIeichungen lassen mch mit der Bezeichnung (2; 14 b) noch 
in die eine, wie man leicht meht, aquivalente Bedingung zusammenfassen, 

daB es moglich ist, den Liickenintervallen i,. solche Zahlen ;. > ~ zuzuordnen, 

da8 gilt: 

(2; 16) lim 1 d (xo) • [I' (z) - I' (Xo)] = 0 
1 + i .. -,-

ffir jedes Xo. 

Hat man nun iiberhaupt A-Werte gefunden, die (2; 16) erfiillen (aber vielleicht 

nicht durohwegs > i sind), so geniigen natiirlich irgendwelche vergro.l3erten 

A erst recht der Ungleichung (2; 16). Wir konnen daher in der Formulierung 

der Bedingung den Zusatz A > it unterdriicken, da dieser Forderung nach

traglich duroh geeignete Vergro8erung der A immer geniigt werden kann. 
Wir erhalten also das Resultat: 

Satz III. Sei Xo ein beliebigeJ1' Hii'Uf'Ungsp'Unkt von Liickenintervallen 
i~, 1 die Limge eines solcken Interoalls, d (Xo) sein Abstand von Xo una z tier 
dem HiJujungsp'Unkt Xo zttgekehrte Endpunkt des IntervaUs i •. Fur die "Fori
setzbarkeit" von f (x) im 8inne von (I; 3) ist es dann notwendig ttnd hinreickend, 
dafJ man Ztt jedem LiickenintervaU i. eine positive Zahl A. = A. (i.) so bestimmen 
kann, daP fur aile H ii'Uf'Ungspttnkte Xo dieser I ntervaUe folgende Relation gilt: 

lim 1 d ( )' [f' (z) -/' (:Vo)] = O. 
" -.:1:0 1 + J. • zxo 

1st diese Bedingung erfiillt, so haben wir fiir die Konstruktion einer 
Fortsetzung folgende Vorschrift: 

Der jede:m Liickenintervall i. veJ1'miige 8atz III zttgeordnete A-Were ist 
eventtteU nooh so Z'U vergrofJern, daP aufJerdem gilt: 

1 I+Max ll; 21; 1/,(x)l; I/,(x)ll 
I\. > l • 
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An den, beUlen EniJerI, jedes IntenJaUs i. grenze man dann TeiZintenJalle tJOO 

fkr Lange ~ ab und gebe den 80 entstekenden TeiZpunkten, ~, l die Funktions
werle: 

I (€) = / (~) + (§ - ~) .1' (~), 
- -

I (~) = / (x) + (~ - 33) ·I'(x). 

Die Fortsetzung ergibt sick daraus durck Zineare Aus/ullung der drei Teil
intervaUe (x, E), (~, h (~~ iii) uno' geeignete Abrtmdung der in den ~, { aul-
tretenden lick;n (z. B. nook der Methode (Nr.8». -

§ 3. 

FaIle, in denen eine Fortsetzung moglich ist. 

12. Satz III bietet uns jetzt die Moglichkeit, mehrere FaIle anzugeben, 
in denen eine Fortsetzung moglich ist. Der erste Faktor der Limesgleichung 
(2; 16) hangt namlich in den gegebenen GroBen nur von der Struktur der 
Menge ID1 ab, wahrend der zweite Faktor die auf IDl definierte Funktion I' (x) 
enthalt. Wegen 

(3; 1) 
1 ----,;-:---:- < 1 

1 -l- A. d (xo) 
. l 

gilt (2; 16) sicher in jedem Punkt Xo, in dem I'(x) stetig ist; denn fiir solche Xo 
hat der Klammerausdruck den Grenzwert Null. Bezeichnen wir die Menge 
aller ::CO, also die Menge aller Haufungspunkte von Liickenintervallen mit IDlo, 
so entnehmen wir aus obigem: 

Sa tz IV. HinreickeJnjJ lur die "Fortsetzbarlreit" von / (x) im Sinne von 
(1; 3) ist es, wenn die Ableitung I'(x) aul IDlO (Menge aZZer Hauluftgspunkte 
von LiickenintervaUen) stetig ist 7). Die Zakl A kann man lur jedes IntervaU 
beliebig > 3 wahlen 8). 

13. 1m folgenden brauchen wir uns also nur mehr urn die Punkte aus 
RnO zu kiimmem, in denen I' (x) unstetig ist. Die Gesamtheit dieser Unstetig
keitspunkte nennen wir~. Wir werden zeigen, daB (2; 16) erfiillt werden 
kann, wenn ffil~ hOchstens abzahlbar ist. Es sei also 9) 

(3; 2) IDl'" = {x~; x~; ... ; xg; ... }, 

7) Vgl. Anm. 8). In diesem Satz solI auch der triviale Fall enthalten sein, daB 
!IIlo die Nullmenge ist. 

8) Folgt am einfachsten direkt aus (2; 5); die ~, funterliegen nur der schon am 

Anfang gemachten Voraussetzung, im ersten bzw. letzten Drittel des Intervalls zu 
sein; vgl. Anm. Ii). 

9) Den Stellenindex der Punkte Xo schreiben wir bier oben, do. eine Verwechslung 
mit Exponenten im folgenden nicht zu beftirchten ist. 

Mathematisehe Annalen. 116. 47 
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wobei wir es dahingestellt sein lassen, ob rot~ endIich oder abzahlbar unendIich 
ist. Jedem LiickenintervalI iv versuchen wir nun eine positive Zahl A 0,') 
so zuzuordnen, daJ3 fiir aIle ~ e Wl~ die Gleichungen gelten: 

lim I' (z) = 0; lim ___ 1 -- = 0 
(3;3) .-+zC l+A(i .. ). d(~f) te_zg l+i.(i.).d(;f) 

fiir jedes xC 8 rot~. 

Diesen beiden Relationen und damit auch (2; 16) wird jedenfalls geniigt, 
wenn wir die Intervallfunktion A (i,.) so bestimmen konnen, daJ3 die eine 
Gleichung besteht: 

(3; 4) lim ~.l·{II'(Z);+I} =0 
z-zf ). (t.) d (xo ) 

fiir jedes x8 e rot~. 
14. Dazu greifen wir ein beliebiges x~ e rot~ heraus, das fiir die weitere 

Reohnung festgehalten werde. Zu diesem #0 wollen wir eine Funktion gJp{t) 
definieren, die fiir das Verhalten des zweiten Faktors in (3; 4) charakteristisch 
ist, wenn sioh das Intervall iv der Stelle x8 nahert. Da es namlich jeweils 
nur endlioh viele IntervalIe iv gibt, deren Lange l groBer ist als eine feste 
positive ZahllO), andererseits beliebig kleine i ,. vorhanden sein miissen, hat 
folgende Definition immer einen Sinn 11) : 

(t) andernfalls . fiir t ;;::: I { 

= f{Jp (!), falls kein i,. existiert mit l ~ 1, 1 
({Jp = Max l· {II' (z)1 + I} J _. 

(3; 5) 

({Jp (t) 

!,.,l~l d(xl) 

= gJp (n~I)' fallskein i .. existiertmitl ~~. 
andemfalls 

= Max I. 1If'(z)l+ II 
d (xl) 

fii .!. ~ t < _1_ r n - n-l' 

n:;;::= 2. 

Nach dieser Festsetzung ist ({J'P (t) im Bereich t> 0 erklii.rt und stets 
positiv. Au13erdem gelten, wie man aus (3; 5) sofort entnimmt, die Monotonie
beziehungen: 

(3; 6) f{Jp (tl ) ~ ({Jp (t2), falls tl < t2• 

Dies bereohtigt uns, von einem Waohstum der Funktionen ({Jp (t) fiir gegen 
Null abnehmendes t zu sprechen. Da jedem x:; e IDl~ ein solohes f{Jf) (t) zuge-

10) Die gegebene Menge wurde ja a18 be8chrii.nkt vorausgesetzt (Nr.2). 

11) Hierin solI Max Z· {I /'(z) I + I} bedeuten: Maximum dieses Ausdrucks fiir 
t ... l ~ a d (x~) 

aIle i .. , deren LiLnge l ~ a ist. 
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oronet ist, definiert (3; 5) eine ganze Klasse von hOchstens abzahlbar vielen 
Funktionen, die mit gegen Null abnehmendem t monoton nicht abnehmen. 
Nach bekannten Slitzen gibt es nun immer eine Funktion (j) (t), die fiir gegen 
Null abnehmendes t starker wachst als jede Funktion obiger Klasse, seien 
es endlich oder abzahlbar unendlich viele 12). Fur dieses (/J (t) gilt also: 

(3; 7) p = I; 2; 3; .... 

Nach diesen Vorbereitungen kehren wir wieder zu unserem Ausgangspunkt 
zuriick. J edem Intervall i, sollte eine Zahl A. (i,) so zugeordnet werden, daJ3 
(3; 4) erfullt ist. Dazu haben wir jetzt nur zu schreiben: 

(3; 8) A. (i,.) = lP (l), 

wobei 1 wie friiher die Intervallange bedeutet. Zum Beweis werden wir zeigen, 
daJ3 bei dieser Wahl von A. fiir jedes xg e IDl~ die Gleichung (3; 4) besteht, 
d. h. also: 

(3;9) lim _l_.l'{!I'(z)!+l}_O 
z-+"'f q, (1) d (xl) -. 

Nun bewirkt der Grenzubergang z - xl), daJ3 die Intervallange 1 gleichzeitig 
gegen Null konvergiert. Fur den zweiten Faktor in (3; 9) gilt aber nach 
(3; 5) die Abschatzung: 

o < 1· II f' (z) I + I} < q; (l) 
d (x~) p , 

woraus wegen (3; 7) die Behauptung (3; 9) folgt. Wir erhalten also: 

Sat z V. H inreiche!nil lur die "F ortsetzbarkeit" von I (x) im Sinne von 
(I; 3) ist es, wenn in der Menge IDlo (Menge der Haulungspunkte der LUcken-. 
intervalle) nur hoohstens abzahlbar viele U nstetigkeitspunkte von f' (x) vor
kommen. 

§ 4. 

Die Moglichkeit oder Unmoglichkeit der Erweiterung des Definitions
bereiches ist unabhangig von den Werten der Ableitung in den isolierten 

Punkten des Definitionsbereiches. 

15. AIle bisher aufgestellten Satze sind in einer Beziehung noch unvoll
standig. Wir hatten ja ganz am Anfang die Funktionswerte von f' (x) in den 
isolierten Punkten von m willkurlich vorgegeben und die so fur die ganze 
Menge IDl erklarte Funktion f' (x) als Basis fur unsere Untersuchungen ge-

IS) 1m Falle endlirh vieler f{'p (t) braucht man nur zusetzen: q, (t) = ..!.. Max gJp(t); 
. t p 
lin Falle unendlich vieler gelingt die Konstruktion nach dem Diagonalverfahren; 
siehe E. Borel, La croissance, Paris 1910, p.27. 

47* 
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wiihlt. Auf diese schon vorher willkiirlich ergiinzte Funktion f' (x) beziehen 
sich nun aIle bis jetzt gefundenen Ergebnisse. Damit erhebt sich natlirlich 
die Frage, inwieweit diese anfangs gemachte Zusatzdefinition ffir die Moglich
keit der Fortsetzung selbst von EinfluIl ist. Es konnte ja sein, daB bei einer 
gewissen Festsetzung ffir I'(x) die Bedingung (2; 16) erfiillbar ist, bei einer 
anderen hingegen nicht. Wir werden zeigen, daB in Wahrheit die Fortsetz
barkeit von dieser Willkiir unabhiingig ist; gleichzeitig werden wir die Be
dingung (2; 16) auf eine solche Form bringen, daB sie nur mehr von vornherein 
gegebene Bedingungsstlicke enth/Ut, also in ihr keine Grollen mehr auftreten, 
von denen sie - wie wir zeigen werden - nicht abhiingt. 

16. Wir schriinken also den Definitionsbereich von f' (x) voriibergehend 
wieder auf den urspriinglichen, durch das Problem selbst gegebenen Bereich IDl' 
ein. Dann hat der in der Bedingung (2; 16) auftretende Ausdruck nur einen 
Sinn, wenn der dem Haufungspunkt Xo zugekehrte Intervallendpunkt z 
zu IDl' gebOrt. Durch die Forderung z e 9.Jl' wird aus der Gesamtheit der 
Llickenintervalle eine Teilmenge ausgesondert, niimlich die Teilmenge solcher 
Intervalle, von denen wenigstens ein Endpunkt zu rol' gehort und dieser 
gleichzeitig irgendeinem Xo zugekehrt ist. Die Gesamtheit dieser letzteren 
Intervalle bezeichnen wir mit ffi. Nun ist nach (2; 16) fiir die Fortsetzbarkeit 
von f (x) jedenfalls folgende Bedingung notwendig: Jedem zur Gesamtkeit ffi 
gehiYrenden iv mull sich eine Zahl Al . Al (i,.) so zuordnen lassen, daB flir 
j edes Xo gilt: 

(4; 1) lim --]--. [I' (z) - f' (xo)] = 0, 
,. -+ "'0 1 + ,1.1 (i.) . It ~Xo) 

fiir aIle i. B ffi, flir die gleichzeitig z zu 9.Jl' gehort. 

17. Wir werden jetzt zeigen, daB diese Bedingung (4; 1) auch schon 
hinreichend ist, gleichgiiltig, wie wir die Werte von I'(x) fiir die isolierten 
Punkte von IDl ergiinzen. Der Beweis ist erbracht, wenn wir zeigen: Sobald 
sich den Liickenintervallen aus (fj Zahlen Al zuordnen lassen, die (4; 1) er
flillen, dann lassen sich zu allen Liickenintervallen Zahlen A bestimmen, 
so dall (2; 16) gilt. 

Um dies zu beweisen, gehen wir aus von der Menge rolO der Intervall
haufungspunkte. Diese Menge ist jedenfalls abgeschlossen und nirgends 
dicht; sie kann also dargestellt werden durch die Endpunkte gewisser getrennt 
liegender offener Intervalle - wir nennen diese Intervalle gil - und deren 
Hiiufungspunkte. N ennen wir die Menge der Intervallendpunkte (f~, deren 
beziiglich 9JlO komplementare Menge.6o, so erhiilt man die eindeutige Zerlegung 

(4; 2) 
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(f~ ist hOchstens abz8hJ.bar. Daher konnen wir nach demselben Verfahren 
wie in § 3 (Nr. 14) eine fiir aIle i~ definierte Intervallfunktion A (i,.), wir wollen 
sie A2 (i,.) nennen, so bestimmen, daB ffir jedes Xu e (f~ gilt: 

lim /' (z) = 0; lim 1 = o. 
(4;3) 1_0 l+~(i.).d~Xo) 1-+0 1+)'2(i.).t!.~xo) 

Xo e (f~. 

1st nun ~o die N ullmenge, 80 sind wir fertig, da aIle Xu schon in (fa vorkommen. 
Andernfalls greifen wir ein beliebiges Xo e i>o heraus, das wir ffir das Folgende 
festhalten. Xo ist also Haufungspunkt von Intervallen 9,.., aber kein End
punkt eines solchen. Durch Xo wird die Gesamtheit der Intervalle i,. in zwei 
Klassen geschieden, solche, die rechts von:to liegen, und solche, die links 
von Xo liegen. 1m folgenden beschranken wir uns der Kfirze halber auf die 
ersteren; fur die links liegenden geht alles ganz analog. 

18. Irgendein i ,. sei also rechts von :to, und Xu sei auch Hauf'ungspunkt 
Bolcher rechts liegender i,. Das zugehorige z ist dann der linke IntervaIl
endpunkt. Da kein i ,. irgendeinen Punkt der nirgends dichten Menge IDl~ 
im Inneren enthalten dart, mussen die Intervalle i ,. in den Intervallen gIl 
enthalten sein. Dabei kann man zwei Arten von Intervallen i. unterscheiden; 
bei den Intervallen i. der ersten Art ist z gleichzeitig Endpunkt eines gll-Inter
valls: i. gehort dann zu (!j und z zu rol'; bei den Intervallen i,. der ~weiten 
Art liegt z ganz im Inneren eines 9 ... -Intervalls; fiir alle i. der ersten Art 
ist aber (2; 16) identisch mit (4; 1), daher nach Voraussetzung erfiilIt. Wir 
brauchen uns also nUl mehr mit den Intervallen i. der zweiten Art zu befassen 
(siehe Fig. 1; dabei ist x < u genommen; natiirlich konnte auch x = u sein). 

Hp 

I, 

Fig. I. 

Bezeichnen wir die Endpunkte eines g,.-Intervalls mit ~, u (~ < u), 
80 gilt fur jedes i. der obigen zweiten Art: u < x. Daher gelten bei beliebigem 
). > 0 die Ungleichungen: - -

0< I/'(z) I < If'(z)i _ Ir(x)1 
1 + '. d (xo) 1 + ' x - ~ -1-+ ' x - u' 

1\ l ,.. l "'=-1-
(4; 4) 

0< 1 < 1 ~ > Zo, 
1 + ),. d (xo) 1 + A ~ -1/,' ~ nicht in <fO. 

l l 

Nun ist ~ ein Punkt aus (fo. Wahlt man daher in (4; 3) ffir Xo speziell tI, so 
stimmen fur A = A,2 (i,.) die in (4; 4) rechts stehenden Quotienten mit -den 
zu limitierenden AusdrUcken in (4; 3) uberein, konvergieren also mit 1 -+ 0 
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gegen Null. Eine analoge Abschittzung gilt natiirlich fiir die Intervalle Jinks 
von Xo, deren rechter Endpunkt nicht zu <fo gebOrt. Fiir aUe i. der oben
genannten zweiten Art, gleichgiiltig ob rechts oder links von xo, ergibt sich 
also bei beliebigem festen Xo: 

lim f' (z) - 0 
I~O I+A2(i.l. d (lxo) - , 

(4; 5) z nicht in (to. 
lim 1 -0 
I~O 1 +AiI(i.).d~xo) - , 

Da die Intervallange l bei Annaherung an einen Haufungspunkt xo gegen 
Null konvergiert, folgt fiir die letztgenannte Klasse von Intervallen aus (4; 5) 
unmittelbar (2; 16). 

Ordnen wir daher jedem Intervall i. eine Zahl 

A3 (i.) = Max [AI (it.); A2 (i.)] 

zu 13), so ist mit dieser Intervallfunktion As (i,.) wegen (4; 1) und (4; 5) die 
Bedingung (2; 16) fiir aHe i, und jedes xo erfiiHt. Wir entnehmen daraus 
den Hauptsatz: 

Satz VI. Sei xo ein beliebiger Haufungspunkt von Liickenintervallen i., 
l die Lange eines solchen Intervalls, d (xo) sein Abstand von xo und z der dem 
Haulungspunkt xo zugekehrte Endpunkt des Intervalls i,.. Die Gesamtheit 
der Liickeriintervalle, von denen mindestens ein Endpunkt zu 9Jl' gehOrt und 
dieser gle:ichzeitig irgendeinem Intervallhaufungspunkt Xo zugekehrt ist, sei (f). 

Fur die "Fortsetzbarkeit" von I(x) im Sinne von (1; 3) ist dann folgende Be
dingung notwendig . und hinreichend: 

Jedem i. aus G) mu/3 man eine positive Zahl Al = Al (i,.) so zuordnen konnen, 
da/3 bei beliebigem festen Xo gilt: 

lim 1 d ( ) [I' (z) -I' (:va)] = 0, 
Z~Zo I+A (i) ~ 

1. l 

wobei bei dieser Grenzwertbildung nur diejenigen I ntervalle i,. aus G) in Betracht 
zu ziehen sind, deren z zu IDl' gehon (was im allgemeinen von Xo abhangen wird). 

Aus Satz VI folgt, nachdem in der dort auftretenden Bedingung die 
Werte von f'(x) in den isolierten Punkten von 9J1 nicht mehr vorkommen, 

Satz VII. Die Fortsetzbarkeit bzw. Nichtfortsetzbarkeit von f(x) ist unab
hangig davon, wie die Werte von f'(x) in den isolierten Punkten von 9Jl v()T
geschrieben werden. 

13) Wenn Al (i,,) fur ein it. nicht definiert ist, sei A3 (i.) = A2 (i,,). 
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