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Biegeschwingungen eines Stabes mit kleiner Yorkriimmung,
exzentrisch angreifender pulsierender Axiallast
und statischer Querbelastung’.
Von Dr. rer. techn. habil. E. Mettler, Oberhausen-Sterkrade.

Mit 10 Abbildungen.

1. Einleitung.

In einer vor Jahresfrist veroffentlichten Arbeit? des Verfassers, die im folgenden mit (I)
bezeichnet werde, wurden die Biegeschwingungen eines geraden Stabes auf zwei Stiitzen
behandelt, der durch eine zentrisch angreifende schwingende Axialkraft beansprucht wird.
Die Untersuchung brachte als ein Hauptergebnis die Feststellung, daf3 die Gefahr der Auf-
schaukelung der Stabschwingungen durch die duflere Kraft in erster Linie dann besteht,
wenn der Stab mit seiner Eigenfrequenz, die dulere Kraft aber doppelt so rasch schwingt.
Diese Tatsache ist anschaulich einleuchtend und bemerkenswert durch ihren Gegensatz zu
der bekannten Aussage der Schwingungslehre, wonach ein elastisches System nur dann
in Resonanz mit einer erregenden Kraft kommen kann, wenn Systemeigenfrequenz und
Erregerfrequenz iibereinstimmen.

Tritt eine solche Ubereinstimmung bei dem durch schwingende Axialkrifte angeregten
Stab ein, so besteht, wie die genannte Untersuchung (I) weiter ergab, unter den Verhéltnissen
der Praxis kaum eine Resonanzgefahr, so dal also der sonst iibliche Resonanzfall , Erreger-
frequenz gleich Eigenfrequenz‘‘ hier weitgehend zuriicktritt gegeniiber dem besonderen
Resonanzfall , Erregerfrequenz gleich doppelter Eigenfrequenz‘‘.

Indes ist offenbar die letzterwihnte Folgerung an die in allen Ableitungen von (I) ge-
machten idealisierenden Voraussetzungen gebunden, da der Stab unbelastet vollkommen
gerade ist, keine Querbelastung trdgt und von der Léngskraft genau zentrisch beansprucht
wird. Unter diesen Voraussetzungen wird ndmlich das Biegemoment der duBeren Kraft, das
ja fiir die Ausbiegungen des Stabes maBgebend ist, nach Grée und Frequenz nicht durch die
duBere Kraft allein, sondern in gleichem MaBe auch durch die Schwingungen des Stabes
bestimmt, so daf es mit einer anderen Frequenz als die duBlere Kraft pulsiert und dadurch
zu den oben genannten eigentiimlichen Resonanzverhiltnissen AnlaB gibt. Dies wird be-
sonders deutlich, wenn man daneben den Stab unter schwingender Querbelastung betrachtet :
Bei ihm schwingt das Biegemoment der Last unbeeinflufit durch die Stabschwingungen mit
der durch die duBere Kraft gegebenen Frequenz und Amplitude, und der Stab zeigt dem-
entsprechend normale Resonanz bei Zusammentreffen der duBeren mit einer Eigenfrequenz.

Ist nun die Achse des durch schwingende Léngskrifte angeregten Stabes urspriinglich
nicht ganz gerade oder greift die Last nicht genau zentrisch an, so wird dadurch ein zu-
sitzliches Biegemoment in den Stab eingeleitet, das infolge des fest gegebenen Hebelarmes
unabhingig von den Stabschwingungen im Takte der duBeren Frequenz schwingt, gerade so,
als ob es von einer schwingenden Querbelastung herriihrte. Fiir dieses zusétzliche Biege-
moment wird deshalb der Grundsatz der Schwingungslehre wieder in sein Recht eintreten,

1 Mitteilung aus der Forschungsabteilung der GHH Oberhausen-Sterkrade (Prof. Dr.-Ing. O. Flachsbart).
2 Mettler, E.: Biegeschwingungen eines Stabes unter pulsierender Axiallast. Mitt. Forsch.-Anst. GHH-
Konzern 8 (1940) S. 1.
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2 E. Mettler: Biegeschwingungen eines Stabes mit kleiner Vorkriimmung.

wonach Resonanz dann entsteht, wenn erregende Frequenz und Eigenfrequenz zusammen-
fallen. Daf} auch noch weitere Resonanzméglichkeiten vorhanden sind, 148t sich anschaulich
nicht mehr so leicht erkennen.

Die vorliegende Arbeit will diese Verhiltnisse einer genaueren theoretischen Behandlung
unterziehen. Sie betrachtet wie gesagt den Fall, da} die schwingende Léngskraft den Stab
beabsichtigt oder unbeabsichtigt exzentrisch angreift und daB die Stabachse bei Fortfall
der erregenden Kraft eine stationire Ausbiegung zeigt, die durch eine statische Quer- oder
Léingsbelastung erzeugt sein kann oder dem Stab infolge einer bei der Herstellung entstandenen
kleinen Vorkriimmung eigen sein mag oder schlieBlich aus allen Ursachen gleichzeitig
resultiert!. Hinsichtlich der statischen Querbelastung wollen wir uns, um die Rechnung
nicht zu kompliziert werden zu lassen, auf die gleichmiBig iiber die Stablinge verteilte Last
beschrinken. In unseren Annahmen iiber die GroBe aller Lasten bleiben wir bei den normalen
Verhiltnissen der technischen Praxis (Hauptvoraussetzung: Amplitude der schwingenden
Léangskraft klein gegen die Differenz aus der Eulerschen Knicklast und dem statischen
Lingsdruck). Der mit den angegebenen Fillen verwandte Lastfall gleichzeitig und unabhéngig
voneinander wirkender schwingender Lings- und Querbelastungen soll in allgemeinerem
Rahmen in einer spiteren Arbeit untersucht werden.

Es ist eine Eigentiimlichkeit des hier behandelten Problemkreises des Stabes unter
pulsierender Axiallast, dal die Dampfung nicht wie beim Stab unter schwingender Querlast
vernachlissigt werden darf, sondern in den Ergebnissen eine oft entscheidende Rolle spielt.
Dies hat sich in (I) gezeigt und wird sich in der vorliegenden Arbeit wieder bestdtigen. Man
wiirde bei Vernachlissigung der Dampfung eine groe Menge von Resonanzstellen ausrechnen,
die tatsichlich keineswegs vorhanden sind. Die Ddmpfung ist aber infolge ihrer vielfdltigen
Zusammensetzung aus innerer Reibung und Hysteresis im Werkstoff, Luftreibung und
Auflagerreibung theoretisch kaum einwandfrei zu beriicksichtigen, ohne dafl man auf die
groBten rechnerischen Schwierigkeiten stoBt. Auch scheinen fiir praktisch in technischen
Tragwerken eingebaute Stibe Erfahrungswerte iiber die Gesamtddmpfung bei Biege-
schwingungen nicht vorzuliegen. Man rechnet also in Untersuchungen der vorliegenden Art
mit einer GroBe, die man weder dem Betrage nach genau kennt noch formelméBig richtig
einfiilhren kann. Wenn wir solche Untersuchungen trotzdem durchfiithren und dabei einen

1 Eine kiirzlich erschienene Arbeit von Herrn Dr.-Ing. habil. K. Jager, Die Festigkeit leichtgekriimmter
Druckstabe aus Stahl bei schwingender Belastung, Stahlbau Bd. 13 (1940) 8. 128, mit einer Erginzung in Stahlbau
Bd. 14 (1941) S. 32, behandelt teilweise dieselbe Aufgabe. Es sei hier auf die wesentlichen Unterschiede zwischen
den Jigerschen und den vorliegenden Untersuchungen hingewiesen.

Jager betrachtet die Erregerfrequenz als feste Konstante und untersucht, bei welcher GroBe der schwingenden
Axiallast das Gleichgewicht zwischen den inneren und &ufleren Kréften infolge Plastizierung des Stabwerkstoffs
durch die erzwungenen Schwingungen eben nicht mehr méglich ist. Er bezeichnet dann die zugehérige Lastspitze
als kritische Last, die das ,,Tragvermégen® des Stabes angibt. Resonanzfille zieht er dabei nicht in Betracht.

Demgegeniiber habe ich in der vorliegenden Arbeit die Frage in den Vordergrund gestellt, wie die Schwingungen
des axial pulsierend belasteten Stabes von der Erregerfrequenz abhingen, und habe dabei im Hinblick auf die
Tatsache, daB in der heutigen Bautechnik haufig mehr oder weniger rasch laufende Maschinen auf elastischen
Tragwerken aufgestellt werden, ganz allgemein die verschiedensten Werte der Erregerfrequenz in die Betrachtung
einbezogen. Von diesem Standpunkt aus erscheint es mir nicht angezeigt, den Begriff der kritischen Last oder
des Tragvermégens (im J & gerschen Sinne) einzufiihren, denn dieser der statischen Stabilitdtstheorie entstammende
Begriff bezeichnet bei schwingender Last nicht mehr einen eindeutigen Kennwert des Stabes, sondern eine sich
mit der erregenden Frequenz iandernde GréBe. In den Resonanzfillen kann ja schon eine schwingende Kraft, die
nur einen ganz kleinen Bruchteil der statischen Knicklast ausmacht, den Stab zerstéren, wahrend dieselbe Kraft,
mit anderer Frequenz pulsierend, vollstandig ungefihrlich ist.

In mathematischer Hinsicht sei bemerkt, daBl die Naherungslosung (12), die Jager aus seiner Differential-
gleichung (10) ableitet [und ebenso die entsprechende Losung seiner Gleichung (26)] insofern von der strengen
und vollstindigen Losung abweicht, als die letztere erstens noch das Integral der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung enthilt und zweitens nicht nur die eine Unendlichkeitsstelle &» = w,, sondern deren unendlich

viele fir v = 7 O (n=1,2...) besitzt, wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit periodischen

Koeffizienten folgt. Naheres geht aus Abschnitt 3 der vorliegenden Arbeit hervor. Die stets vorhandene Dampfung
verwischt zwar die meisten dieser Unendlichkeitsstellen (Resonanzstellen), aber einige bleiben doch erhalten oder
werden in endliche Maxima umgewandelt und diirfen insbesondere bei den von Jager betrachteten groBen
Amplituden der schwingenden Last nicht auBler acht gelassen werden. Vgl. dazu das Referat von K. Klotter
im Zbl. Mech. Bd. 11 (1941) S. 28.



Aufstellung der grundlegenden Differentialgleichung. 3

zwar im allgemeinen von der Wirklichkeit abweichenden, aber der Rechnung zugéinglichen
Dimpfungsansatz benutzen, so gehen wir dabei von der Erwartung aus, dafl man mit diesem
Verfahren das Schwingungsverhalten unseres Stabes in seinen Grundziigen Wwenigstens
qualitativ, wahrscheinlich aber auch ganz roh quantitativ kliren kann, und dafl schon dies
fiir die Praxis wichtig ist. Im iibrigen ist geplant, die Richtigkeit der theoretischen Ergebnisse
durch vergleichende Versuche nachzupriifen.

2. Aufstellung der grundlegenden Differentialgleichung.

Wir betrachten einen Stab mit konstantem Querschnitt, der in unbelastetem Zustand
nicht ganz gerade ist, sondern in Richtung einer Querschnittshauptachse eine kleine Aus-
biegung aufweist. Die a-Achse eines Koordinatensystems liege in der Verbindungsgeraden
der Schwerpunkte der beiden Endquerschnitte, die y-Achse senkrecht dazu in der Ebene der
Ausbiegung, der Nullpunkt in einem Stabende (Abb.1). Der Stab sei an beiden Enden
gelenkig gelagert ; mindestens ein Ende sei auBlerdem in z-Richtung verschieblich. Wir nehmen
an, daf der Stab durch zwei entgegengesetzt :

. . l
gleiche, in der z-y-Ebene parallel zur z-Achse .
exzentrisch mit den gleichen Hebelarmen e Pi—m o)} Ly
wirkende schwingende Endkrifte ! ] z
(1) P=PF,+ P, coswt v z(zé}y/z.f)

(P), P, und » Konstante, ¢ Zeit) belastet ist, die  Apb.1. Derbelastete Stab im Koordinatensystem.
wir als Druck positiv rechnen. Ferner werde :

der Stab in y-Richtung durch das statische Biegemoment M, (x), herriihrend von der
gleichmiiBig iber die Stablinge verteilten Querlast @, beansprucht. Die infolge simtlicher
Lasten entstehenden Gesamtspannungen sollen aber die Elastizitdtsgrenze des Materials
nicht iiberschreiten. Uberdies seien die Stabausbiegungen so klein, daB3 die Sehnenlinge
immer als Konstante betrachtet werden kann, die wir mit [ bezeichnen.

Wir rechnen die Aushiegungen des Stabes zunichst alle von der geraden z-Achse aus.
Es sei (vgl. Abb. 1)

y = n(z) die anfingliche+spannungslose Ausbiegung,

y = 7 (z) die statische Ausbiegung unter der Wirkung der konstanten Léngskraft P) und

der Querlast ),

y = y(z, t) die Gesamtausbiegung wihrend der Schwingung.

Ferner bezeichnen wir das Trigheitsmoment des Querschnitts bei Ausbiegung in
y-Richtung mit J, die Masse von Stab plus Querbelastung pro Léingeneinheit mit x1 und
den Elastizitdtsmodul des Materials mit K.

Ist M das Biegemoment aller wirkenden Krifte (einschliellich der Trégheits- und
Reibungskrifte wihrend der Schwingung), so gilt nach dem D’Alembertschen Prinzip
auch in der Bewegung des Stabes die bekannte aus der Statik abgeleitete Grundgleichung?

2y d2y M

(2) Bt da? EJ

Das Biegemoment
(3) M = My(2)+ Py + )+ Mg, + My
setzt sich zusammen aus dem statischen Moment M, (z), dem Moment P (y + e) der Léngs-
kraft P, dem Biegemoment My, der Trigheitskraft pro Lédngeneinheit —pu 6@2712/ (wobei die

Rotationstrigheit der Stabelemente wie iiblich vernachlissigt ist) und dem Biegemoment M,
der Ddmpfungskraft pro Léngeneinheit, fiir die wir wie in (I) den vereinfachenden Ansatz

1 Normalerweise schwingt die Last mit dem Stab, deshalb muf} ihre Masse mit in Ansatz gebracht werden.
Gleichférmig verteilte Lasten ergeben ein konstantes y. Andere Lastverteilungen bedingen ein mit x veréinder-
liches 1 und fithren auf groBe rechnerische Schwierigkeiten. Das ist der Grund, weshalb wir uns auf gleichformig
verteilte Lasten bzw. Massen beschrinken. :

2 Vgl. z. B. A. Féppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik, Bd. 3, 9. Aufl.,, S.199. Berlin 1922.

1*



4 E. Mettler: Biegeschwingungen eines Stabes mit kleiner Vorkriimmung.

—¢ % machen. Es sei hier wiederholt, da3 dieser Ansatz, der die Dampfung als proportional

der Geschwindigkeit 0y/0¢t mit einem Proportionalititsfaktor { annimmt, die Wirklichkeit
nicht genau trifft, dafl er aber aus Griinden, die am Schluf der Einleitung auseinandergesetzt
wurden, beibehalten werden soll.

Wie in (I) mufl auch hier auf eine Voraussetzung hingewiesen werden, welche die Ver-
wendungsméglichkeit der Biegegleichung (2) zusammen mit (1) und (3) fiir die Berechnung
der Stabbewegung in geringem Grade einschrinkt: Die Frequenz w der erregenden Kraft (1)
darf nicht so gro werden, dal merkliche Longitudinalschwingungen im Stabe entstehen.
Wenn ndmlich Lingsschwingungen auftreten, so nimmt die Langskraft im Stab nicht mehr
entlang der ganzen Stabachse gleichzeitig den Wert der dufleren Last P an, so dal man in (3)
fiir P nicht mehr den Ausdruck (1) einsetzen darf. Wir miissen also die GréBe der Frequenz
durch die Bedingung nach oben begrenzen, dall w wesentlich kleiner bleibt als die kleinste
Eigenfrequenz der Lingsschwingungen des Stabes. Diese Einschrinkung ist nicht schwer-
wiegend, da die Lingseigenschwingungen normalerweise sehr hohe Frequenzen haben.

Es ist nun zweckmifBig, die Schwingungsausschlige des Stabes nicht von der xz-Achse aus
zu rechnen, sondern von der statischen Biegelinie #(z) aus, mit anderen Worten die neue

Variable
(4) z(z, 1) =y (x,1) —n(x)
einzufiihren (Abb. 1), die mit y und # an den Stabenden verschwindet. Die Differential-
gleichung fiir (x) erhdlt man, wenn man in (2) bzw. (3)
My, =Mp=P,=0 und y=q
setzt
5 dz’?_dzt)__Mo(x)+Po(77+3)
(5) da?  da® T EJ ’
Ziehen wir (5) von (2) ab und bringen den Faktor EJ nach links, so kommt unter Beriick-
sichtigung von (3) und (4)
(6) EJaxz:—[Pz+MTT+MD+P1(;7+e)coswt].
Nach (4) kann man fiir die Tragheitskraft und die Dimpfungskraft, aus denen die Momente

2
My, und M, gebildet werden, selbstverstindlich auch — u % und — C - setzen.

Man kann der Gleichung (6) eine einfache mechanische Deutung geben Wiirde ndmlich
n (6) rechts das Glied P, (n + e) cos w ¢ wegfallen, so hitte man offenbar die Biegegleichung
eines geraden Stabes vor sich, der auler durch die Momente der Trigheits- und Dampfungskraft
lediglich durch das Moment Pz der Langskraft (1) belastet ist, also die Schwingungsgleichung
des geraden Stabes unter einer zentrisch angreifenden pulsierenden Axiallast. Ein derartiger
Stab wurde in (I) behandelt. Seine eben genannte Biegegleichung 148t sich iibrigens durch
zweimaliges Differentiieren nach x sofort in die in (I) benutzte Schwingungsdifferential-
gleichung [Gl. (3) von (I)] zurtickfithren. Nach (6) ist der Stab zusétzlich durch das bekannte
schwingende Biegemoment P, (n -+ e) cos wt beansprucht. Wir haben also unser Problem des
vorgekrivommten Stabes mit aufermaittiq angreifender pulsierender Awziallast zumckgefuhrt auf
das Problem des geraden Stabes mit zentrischer schwingender Axiallast und einem synchron
schwingenden zusitzlichen Biegemoment.

Wir machen nun fiir die die Schwingung des Stabes beschreibende Funktlon z(x, t) einen
in der Theorie der erzwungenen Stabschwingungen héufig gebrauehten Ansatz!, und zwar

fithren wir z als eine nach den Eigenschwingungsformen sm ? des Stabes fortschreitende

Reihe mit zeitabhingigen Koeffizienten ein

(7) z—ka ) si

k=1

1 Zu den hier benutzten allgemeinen Methoden der Stabschwingungstheorie vergleiche K. Hohenemser und
W. Prager, Dynamik der Stabwerke, Berlin 1933, hauptsichlich Kapitel 11 B, oder F. Bleich, Stahlhochbauten,

Bd.1 S.417ff. Berlin 1932.
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Die so dargestellte Funktion z verschwindet an den Stabenden, wie es fiir den beiderseits
gestiitzten Stab sein muf}, und wird also, sofern sie der Momentgleichung (6) geniigt, was
man durch geeignete Bestimmung der ; erreichen kann, die Bewegung des Stabes zutreffend
wiedergeben.

Um die unbekannten Koeffizienten v, (f) bestimmen zu konnen, entwickeln wir alle auf
der rechten Seite von (6) stehenden Momente gleichfalls in nach sin@ fortschreitende

trigonometrische Reihen. Zundchst ist das von z unabhingige Moment

P - . ka:
(8) Pecoswit= 4ﬂ16 coswtkélgksm—y;—x
mit
1 .
91 l gr=-;  fir ungerade &

gr,=0 fir gerade k.
Weiter miissen wir % (z) entwickeln

o k
(10) n (@)= 2 mesin =7

und gewinnen die Koeffizienten 7, aus (5). Dort sind My(z) und y(z) als bekannte Funk-
tionen von z anzusehen und in ihre Fourierreihen

o0 . k
(11) p(x) = kasm—y;—x,
(12) My(z)= D) mksin?
=1
zu entwickeln. Es wird
my =10 fiir gerade £,
(12a2) 491

1 .
my = — 5 - Lir ungerade k

wihrend die f; von der urspriinglichen Gestalt der Stabachse abhingen und nicht allgemein
angebbar sind.
Auflerdem ist entsprechend (8)

(13) Poe:iiﬁngsinBlﬂ.
=1

Die vier Reihen (10) bis (13) werden in (5) eingesetzt. Dann ergibt sich, wenn man die
knax

7— in der iblichen Weise zusammenfa3t und gleich Null setzt,

Koeffizienten von sin

4
a2 mﬁ&(nﬁf%)
_‘<T) (e —fi) + BT =0
und daraus mit der Abkiirzung Py = EJ (—?)2 (Eulersche Knicklast des geraden Stabes
bei Ausknicken in der y-Richtung)

4
k* Pg f +my + —e Pog
(14) Ny = 2 Py — P,

Damit ist die Entwicklung (10) von #(x) bekannt.
SchlieBlich miissen noch die in (6) stehenden Momente My, und M, durch trigono-

metrische Reihen dargestellt werden. Aus (7) erhilt man die Ableitungen %% und —227;, indem
2 [«
man in den Reihengliedern % bzw. % statt vy (t) schreibt. Die Ddmpfungskraft — ¢ aa—i

. " . o2 . . . .
und die Trigheitskraft — p -at—z sind damit rein formal als Funktionen von z gegeben, und
zwar als Summen sinusférmig verteilter Streckenlasten, und wir haben daraus wiederum rein

1 Hitte, Bd. 1, S. 190, 26. Aufl.

2 Diese Fourierkoeffizienten lassen sich in bekannter Weise aus dem parabelformigen Biegemoment M, (x) der
Gleichlast ausrechnen.
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formal nach den Regeln der Statik die Biegemomente M und My, zu bilden. Es darf nun

als bekannt vorausgesetzt werden, daB eine sinusférmige Streckenlast p sin ;w in einem

beiderseits gestiitzten Balken ein gleichsfalls sinusformiges Biegemoment p ( ﬁ)z sin kylm

hervorruft. Damit kennt man von jedem Reihenglied der Trigheits- und Dimpfungskraft
das zugehorige Biegemoment, und man erhilt durch Summierung dieser Teilmomente die
Ausdriicke

< k
(15) MTr: <kn> nx’

(16) MD=—:(k ) fiid—sin’”;“‘.

Jetzt kann man die Differentialgleichung fiir die unbekannten Koeffizienten v;(f) von (7)
aufstellen, indem man die Reihen (7), (8), (10), (15) und (16) in (6) einfiihrt und wiederum

die Koeffizienten von sin'lc—%t—x vergleicht. Es ergibt sich nach kurzer Rechnung die Gleichung

G do | 1 [km\2 P, (ka\? 4
(17) vk +ﬂ 'Uk 7<Tn> (kZPE_PO_PICOSwt)'ka—”—l<—ln> <7’}k—l——;§gk> COS(Dt,

worin C/y: B gesetzt ist.
Um (17) eine iibersichtlichere Form zu geben, fithren wir die neue unabhéngige Varie ¢

(18) s=wt

ein und benutzen auflerdem die Abkiirzungen

(197 =" i G
(19a) hk=77k+énigk-

Darin ist

(20) o= LT —(kzPE P)

die bekannte k-te Eigenfrequenz des ungedidmpften (¢ = 0), durch die konstante Langskraft P,
belasteten Stabes [vgl. (I), S. 3]. Man erhilt fiir ), immer denselben Ausdruck, gleichgiiltig
ob eine Exzentrizitit e des Lastangriffs, eine Vorkriimmung 1 (z) und eine statische Querlast ¢
vorhanden ist oder nicht. Das folgt aus der Tatsache, daB fiir P,= 0, d.h. fir den Fall
der Eigenschwingungen des Stabes, Gl. (6) wie erwihnt in die Schwingungsgleichung des
zentrisch belasteten geraden Stabes iibergeht. Die GroBe ¢ in (19) stellt das logarithmische
Dekrement der geddmpften k-ten Eigenschwingung des Stabes dar [vgl. (I), 8. 11]. Gl (17)
geht mit den Abkiirzungen (19) und der Veréinderlichen (18) nach einigen Zwischenrechnungen
iiber in die grundlegende Differentialgleichung

(21) q dd:f 1‘—%% (f;;k + (1 — g cos s) v = ¢ by cos s,

deren Losung uns iiber den zeitlichen Verlauf der Stabschwingungen AufschluB8 geben wird.

3. Mathematische Behandlung der Differentialgleichung.

Im folgenden Abschnitt beschiftigen wir uns mit der rein mathematischen Aufgabe der
Losung der Differentialgleichung (21). Der Einfachheit halber lassen wir in (21) tiberall den
Index k£ weg und setzen auBerdem hy = 1, gehen also von der Gleichung

(22) q2 deE —}—;q%—k(l—ecoss)v:scoss

1 Die GroBen (19) stimmen mit den in (I) benutzten GréBen @, £ und g iiberein. Das ¢ von (I) hat zwar formal
eine etwas andere Bedeutung als das ¢ aus (19) und unterscheidet sich von dem letzteren durch einen Faktor,
der gleich dem Quadrat des Quotienten aus der ungedampften und der gedimpften Stabeigenfrequenz ist,
[(I), Gleichung (12)]. Doch hat dieser Quotient bei den von uns vorausgesetzten kleinen Dimpfungen praktisch
den Wert Eins, so daB die beiden ¢ tatsichlich dasselbe bedeuten.
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aus. Um von der Losung v dieser Gleichung auf die Funktion v;, des vorigen Abschnitts zu
kommen, wird es dann lediglich nétig sein, v mit A, = 7, + % g zu multiplizieren.

GroBe Genauigkeit braucht bei der Rechnung nicht angestrebt zu werden angesichts der
Ungenauigkeit, die, wie am Schlul} der Einleitung auseinandergesetzt, schon in der Ausgangs-
gleichung enthalten ist. Unser Ziel ist deshalb, die wesentlichen Eigenschaften der Lésung
grundsétzlich klarzulegen und dariiber hinaus die GréBenordnung der Ausschlige im Bereich
der wahrscheinlichsten Dampfungswerte festzustellen, wobei wir mit Vereinfachungen und
Vernachlidssigungen weniger wichtiger Glieder nicht allzu bedenklich zu verfahren brauchen.

Es ist nun im Interesse solcher Vereinfachungen der Rechnung sehr wichtig, daB man sich
von vorneherein die praktisch auftretende GréBenordnung der in (22) stehenden Parameter g,
¢ und ¥ vor Augen hilt. Wir machen deshalb zuerst einige Angaben iiber diese GréBen.

Der Parameter ¢ kann nach (19) mit o alle positiven Werte annehmen.

e ist eine kleine positive Zahl. Sie fillt nach (19) im allgemeinen am gr68ten fiir £ = 1 aus.
Aber auch dann wird der Nenner P; — P, praktisch stets erheblich gré8er sein als der Zihler P;,
denn einerseits hilt man die Axialkraft P, aus Sicherheitsgriinden in ziemlichem Abstand
von der Eulerlast Py, was praktisch durch Knickvorschriften festgelegt ist, und anderseits
wird man auch niemals zulassen, dafl die Amplitude P, des schwingenden Lastanteils einen
grofleren Bruchteil der Knicklast P, ausmacht. Wir beschrinken uns deshalb auf ¢ < 0,1
und erfassen damit sicherlich die iiberwiegende Mehrzahl aller praktisch vorkommenden
Fille. Man vergleiche dazu die Zahlenbeispiele des 5. Abschnitts.

Das logarithmische Dekrement ¢ der freien Stabschwingungen ist gleichfalls eine kleine
Zahl, wenigstens solange man den Fall ausschliet, daBl P, nahezu mit P, zusammenfillt,
was wir hier voraussetzen [vgl. dazu (I), S. 11]. Wir fithren unsere Rechnung fiir 9-Werte
zwischen ¢ = 0,001 und ¢ = 0,05 durch, also fiir ein Intervall, das die aus den Ausschwing-
versuchen bekannten Dekremente der Werkstoffdimpfung der iwblichen Baustoffe! ein-
schlieilich eines gewissen Zuschlags fiir Auflagerreibung ziemlich iiberdecken diirfte. Wir
kommen darauf in Abschnitt 4 noch einmal zuriick.

a) Allgemeine Aussagen iiber die Losung.

Die Gleichung (22) stellt eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

dar. Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung hat bekanntlich die Form
v(s)=2o"(s)+ V(s).

Darin ist v*(s) = ¢, & (s) + ¢, &;(s) die allgemeine Losung der zu (22) gehdrenden homogenen

Differentialgleichung [die aus (22) durch Nullsetzen von & cos s entsteht] mit den beiden

Partikularlésungen & (s) und &,(s) und den willkiirlichen Konstanten ¢, und c¢,, sowie V(s)

irgendeine Partikularlésung der inhomogenen Gleichung.

Die Losung v*(s) der homogenen Gleichung wurde schon in (I) bestimmt und diskutiert.
(22) ist ja identisch mit (17), und diese Gleichung stimmt, wenn man die rechte Seite Null
setzt, mit (7) von (I) iiberein.

Es bleibt also fiir die vorliegende Arbeit nur noch die Aufgabe iibrig, eine Losung V (s)
der inhomogenen Gleichung (22) zu berechnen. Uber die Eigenschaften von V (s) kann man
nun eine wesentliche Aussage machen. Wir haben ndmlich in (22) eine lineare Differential-
gleichung mit periodischen Koeffizienten der Periode 2 7 und einem inhomogenen Glied ¢ cos s
derselben Periode vor uns, und dieser Gleichungstyp findet sich behandelt von Trefftz?2,
dessen Ergebnisse wir in folgendem Satz zusammenfassen:

Es gibt stets eine periodische Partikularlosung V (s) der inhomogenen Gleichung (22) mit der
Periode 27, wenn keine der Parttkularlosungen &, (s) und &,(s) der zu (22) gehdrenden homogenen

1 Hempel, M.: Das Verhalten einiger Werkstoffe bei dynamischer Biegungsbeanspruchung. Forsch. Ing.-
Wes. 2 (1931), S. 327. — Forster, F. und W. K§ster: Elastizititsmodul und Démpfung in Abhéingigkeit vom
Werkstoffzustand. Z. Metallkde. 29 (1937), S. 116.

2 Trefftz, E.: Zur Berechnung der Schwingungen von Kurbelwellen, Vortrige aus dem Gebiete der Aero-
dynamik und verwandter Gebiete (Aachen 1929), S.214. Herausgeg. von A. Gilles, L. Hopf, Th.v. Kar-
man, Berlin 1930.
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Gleichung periodisch mit der Periode 27 ist. Ist aber &, (s) oder &, (s) periodisch mit der Periode 27,
so gibt es stets ein V (s), das unbegrenzt mit s anwdchst.

Es leuchtet ein, dal dieser Satz von grofler Bedeutung fiir die Beurteilung der Resonanz-
verhéltnisse beim schwingenden Stab ist, denn wenn die Losung v(s) unbegrenzt wichst,
so gilt dasselbe auch fiir die Stabschwingungen. Dabei ist zu beachten, daf v(s) nicht nur
dann gegen Unendlich geht, wenn ¥ (s) unbeschriankt ansteigt, sondern natiirlich auch dann,
wenn sich & (s) oder &,(s) so verhilt. AuBlerdem wird man auch die Fille als Resonanzfille
in Betracht ziehen, in denen man v(s) und damit die Schwingungsausschlige des Stabes zwar
nicht gerade unendlich groB3, aber doch verhéltnismaBig bedeutend findet. Man mufl also
sowohl die Losung der homogenen als auch die der inhomogenen Gleichung kennen.

b) Die Losung der homogenen Gleichung.

Wir wiederholen deshalb zundchst kurz die Ergebnisse der Untersuchung (I) iiber die
Losung v*(s) der homogenen Gleichung oder, wie wir kurz sagen wollen, iiber die homogene
Losung.

Die homogene Lésung hat als Funktion von s den Charakter einer entweder unbegrenzt
anwachsenden oder unbegrenzt abnehmenden Schwingung, in Sonderfdllen den einer
Schwingung konstanter Amplitude. Welcher dieser

Fille bei bestimmten Werten der Parameter ¢, ¢ und ! /
¥ eintritt, ist aus den Abb. 2 und 3 zu ersehen. In 209
Abb. 21 sind in einem g, e-System fir den Wert ' /
§
908 |3
25, £S5 % 32 2 7 Resoranzbereich ! §
T N N \15
N THEE:
\ qo7 § &/
o4 X < 8§
' N YR IEREY
¥=403 AR g gy
N D Ay
93 N
| NN | s
e L N & /
42 T T il —
97 % X 003 / v4
0 gz 4 95 48 1w 1z 1% 16 18 Y20 22 ’ I
F— ? S“““
q01 .
halbperiodlische fesonanz cende Sotwi /%
@gﬂﬂzpff/bd/stlzeiesoﬂaﬂz} unbegrenzt “ gung L
1 atrtingerde Sehwingung 0 200 TG a0
] ) 0z 403 ao% gos
————— Resonanzbereiche ohne Dimprung e ,;_.q w 4
Abb. 2. Die Resonanzbereiche der homogenen Abb. 3. Die Schwellwerte ¢, der drei ersten
Losung. Resonanzbereiche abhingig von #. Die Teilung

der Abszissenachse ist quadratisch.

¥ = 0,03 die Gebiete eingezeichnet, in denen die homogene Losung unbegrenzt anwichst
bzw. absinkt. Die ersteren Gebiete (in Abb. 2 drei an der Zahl) sind schraffiert und als
Resonanzgebiete bezeichnet, die letzteren leergelassen. Auf den ausgezogenen Grenz-
kurven hat die homogene Losung. konstante Amplitude. Die gestrichelten Linien um-
randen die Resonanzbereiche fiir den Fall verschwindender Dampfung (4 = 0). Man hat
in diesem Fall nach links hin unendlich viele Resonanzbereiche, die auBerordentlich
schmal sind, so daB sie nur als Linien gezeichnet werden kénnen, und die in den Punkten g= 2/n
(n=1,2,...)auf der g-Achse auftreffen. Die Resonanzbereiche mit Ddmpfung decken sich
fast vollstdndig mit denen ohne Ddmpfung mit dem einzigen wesentlichen Unterschied, daB
sie nicht bis zu g-Achse hinabreichen, sondern in der Hohe &, iiber ihr enden. ¢, bezeichnen

1 Abb. 2 entspricht der Abb. 7 von (I), ist aber maBstéiblich gezeichnet. Um ein deutliches Bild der Sachlage
zu geben, haben wir in Abb. 2 auch e&-Werte > 0,1 mit einbezogen.
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wir als Schwellwert. Die Schwellwerte steigen mit wachsendem ¢ und mit wachsender Nummer
der Resonanzbereiche. Daher kommt es, dal in Abb. 2 nur die drei ersten Resonanzbereiche
in den Rahmen des Diagrammes fallen, wihrend die iibrigen héher liegen, so daBl man nur
ihre dimpfungslosen Grenzlinien einzeichnen kann. Fiir die von uns vorausgesetzten Werte
¢ < 0,1 hat man in dem durch Abb. 2 gegebenen Beispiel sogar nur einen einzigen, ndmlich
den 1. Resonanzbereich. Weitere wiirden hinzukommen, wenn ¢ kleiner wére. Abb. 3 gibt
fiir die drei ersten Resonanzbereiche &, abhingig von ¢ wieder. Das Diagramm ist ein

groflerer und genauer gezeichneter Ausschnitt aus Abb. 4 von (I)!. Die Abszissenteilung
ist quadratisch.

Beziiglich Abb. 2 ist noch zu erwihnen, dall die homogene Lésung in den einfach schraf-
fierten Bereichen (im 1., 3., ... Resonanzbereich) eine anwachsende, also nichtperiodische
Schwingung mit der Schwingungsdauer s = 4 darstellt, in dem doppelt schraffierten Gebiet
(im 2. sowie dem nicht mehr in die Abbildung fallenden 4., 6., ... Resonanzbereich) eine
angefachte Schwingung mit der Schwingungsdauer s = 2z. Wir sprechen im ersten Falle von
halbperiodischer, im zweiten Falle von ganzperiodischer Resonanz. Auf den ausgezogenen
Grenzkurven der Resonanzgebiete erreicht die homogene Losung mit wachsendem s konstante
Amplitude. Es ist hier stets eine der beiden Partikularlosungen & (s) oder &, (s) streng perio-
disch, und zwar bei ungerader Nummer des Resonanzbereiches mit der Periode 4, bei gerader
Nummer mit der Periode 2x. Diese Tatsache ist im Hinblick auf die Eigenschaften der
Losung V(s) der inhomogenen Gleichung (22) besonders wichtig.

Auf weitere Eigenschaften der homogenen Losung gehen wir hier nicht ein.

¢) Die Losung der inhomogenen Gleichung.

Bei der Aufstellung einer Partikularlésung V (s) der inhomogenen Differentialgleichung (22)
gehen wir von der Tatsache aus, dal V (s) normalerweise als periodische Funktion mit der
Periode 27z angenommen werden darf. Den Ausnahmefall, daB ¥ (s) nicht periodisch ist,
weil eine der beiden Funktionen &, (s) oder &, (s) periodisch mit der Periode 2z wird, schlieBen
wir vorderhand aus. Es liegt dann nahe, V(s) als periodische Funktion durch eine trigono-
metrische Reihe darzustellen, also den Ansatz

(23) V(s)=ay,+ a, cos s+ b, sin s + a, cos 25 + b, sin 25+ - - -

zu machen. Fiihrt man (23) in (22) ein, falt alle gleichartigen sinus- und cosinus-Glieder

zusammen und setzt sie gleich Null, so erhélt man eine Folge von linearen Gleichungen fiir
die a; und b,

(24) @y —5 =0
9
(25) (1—92)“1‘1‘;9[’1“5“0—%“2:‘6
9
‘“;qa1+(1—92)b1‘%b2 =0
) (l—n2@)ay+niqb—ta,_ 1 —fa,,,=0

€ €

)
“n;qan_"(1_n2q2)bn——§bn-1_§'bn+lzo

Nach Losung dieser unendlich vielen Gleichungen ist die inhomogene Losung (23) bekannt.
Selbstverstdndlich kann man nun nicht mit unendlich vielen Reihengliedern und Glei-
chungen rechnen, sondern man wird die Reihe bei geniigend guter Konvergenz moglichst weit
vorne abbrechen. Nehmen wir allgemein die Glieder bis # — 1 mit, so konnen wir uns dadurch

1 Dort ist die mit ,,2. Resonanzbereich‘* bezeichnete Linie versehentlich ganz leicht gekriimmt eingetragen
worden. Sie ist durch ihre geradlinige Sehne zu ersetzen.
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ein Urteil iiber den begangenen Fehler bilden, daB wir mit Hilfe von (26) die ersten vernach-
lassigten Koeffizienten a, und b, mit den noch beriicksichtigten vergleichen. Aus (26) ergibt
sich fiir a,,;=25,,,=0

9
an—1(1—n2¢% —by_1 "*n‘q

&
(27) Ay = 9

b

o\2
(1— n?g?)?+ ne (;> ¢

9
by—1(L'—n? g +ay—1 n—4q

(28) b, = =
" (1— n2g2)? + 2 (g)zqz

Um diese Ausdriicke vereinfachen zu kénnen, beschrinken wir ¢ auf Werte, die um soviel

iiber dem Betrag % bleiben, dafl |1 — n2¢?| erheblich groBer als die kleine Zahl n% q ausfllt.

Dann kann man in (27) und (28) zu Abschitzungszwecken alle mit 9 multiplizierten Glieder
streichen und erhilt ndherungsweise

& Ap—1 € bn—l
(29) WG T pg NI ag
Hiernach kann man beurteilen, wie stark die Reihenglieder abnehmen und wie viele von ihnen
noch mitzunehmen sind.
Beispielsweise geniigt es fiir die besonders wichtige Umgebung des Punktes ¢ = 1 (und
ebenso fiir alle ¢ > 1) vollkommen, # = 2 zu nehmen, also mit den Gliedern a,, @, und b,

allein zu rechnen. Fiir ¢ =1 und n = 2 ist nimlich |1 —n2¢?| = 3, also groB gegeniiber dem
aus 9 = 0,05 folgenden Hochstwert n%q = 0,032, und (29) liefert fiir ¢ < 0,1

L1 < 0,017,
a

<0,017.

by
bl

Demnach betrigt a, bzw. b, noch nicht 2 % von a, bzw. b;, und die folgenden Glieder as, b; usw.
nehmen nach (29) sogar noch stiarker ab. Auch noch fiir ¢ = 0,7 kann man die Glieder von
n = 2 an unbedenklich vernachlissigen, denn auch hier macht a, bzw. b, nach (29) nicht viel
mehr als 5% von a, bzw. b; aus. Erst wenn ¢ noch niher an den Wert § heranriickt, wird es
notwendig, die Glieder a, und b, mitzunehmen, wihrend man die folgenden immer noch
weglassen darf. In der Nihe des Wertes ¢ = 1 ist auch das nicht mehr zulissig, sondern
man mul} die Glieder a; und b, dazuziehen. Doch wird es, wie schon hier vorausgeschickt sei,
nicht notwendig sein, die Rechnung so weit zu treiben.

Berechnung von ¥V (s) fiir ¢>0,7.

Wir fiithren auf Grund dieser Abschitzungen die Rechnung nacheinander fiir die ver-
schiedenen g-Intervalle durch und beginnen mit dem Gebiet ¢ = 0,7, in dem wir uns nach
dem oben Gesagten auf die Gleichungen (24) und (25) beschrinken und darin a, = b, = 0
setzen diirfen. Setzen wir a, aus (24) in (25) ein, so erhalten wir die beiden Bestimmungs-
gleichungen fiir ¢, und b,

<l—q2———§>a1+—i~qblza

9
—7qu+ (1—¢)b=0

mit den Wurzeln

o (1 — ¢?)
(30) = (1—42—'621> <1—42)+(%>2q2 |
2,
b, —
(31) 1 (1__ gt ';f) (1—g) + <—>242
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Aus (24) hat man noch a,= % a,, und damit ist die inhomogene Losung

V(s)=ay,+ a;coss+ b sin s
bekannt.

Um die Eigenschaften dieser Funktion zu erkennen, lassen wir die Konstante a,, die
wegen ¢ < 0,1 hochstens 5% von @, betrigt, weg und ziehen den verbleibenden Ausdruck
a, cos 8 + by sin s zu einer einzigen cos-Funktion zusammen, indem wir a@; = 4 cos y und
b, = A sin y setzen. Es wird dann

(32) V(s)= A cos (s—¥)
mit
Ya—er+(L)e
(33) A=——"—fv g
(1—q2— 7) (1—¢® + (;) 9

und

éq

JT

tgy=q_—4"

V(s) stellt also nach (32) eine einfache cosinus-Schwingung mit der Phasenverschiebung y
und der von ¢, ¢ und ¢ abhéngenden Amplitude A4 dar. A ist maBgebend fiir die Grofle der
Stabausschlige und mufl deshalb genauer untersucht werden.

Als Funktion von g fiir konstantes 9 und ¢ hat 4 einen Verlauf, wie er in Abb, 4 durch ein
Beispiel wiedergegeben wird. Dabei ist zu beachten, dall wir voraussetzungsgeméall zunédchst
rechts von der gestrichelten Geraden ¢ = 0,7 bleiben. Wie man sieht, hat die Kurve 4(g)
hier ganz den Charakter der Resonanzkurve
eines einfachen, durch eine periodische Kraft
angeregten Schwingers, was bei der groBen Ahn-
lichkeit der Gleichung (22) mit der bekannten
Differentialgleichung erzwungener Schwingungen 4|
nicht verwunderlich ist. Die Spitze bei ¢ =1 t
bedeutet Resonanz. Ist ¢ etwas von dem Wert ¢
Eins entfernt (etwa ¢ < 0,95 und ¢ > 1,05), so £=07

12

kann man wegen der Kleinheit von & und 92 4 } P03
diese GroBen im Nenner und unter der Wurzel |
. - x !
von (33) weglassen und geniigend genau Z &
-
€ . T 1 | I : i
(34) A= =¢] 0 1z oF g 0 1z 1% 16 18

§—>

schreiben. Abgesehen von dem kleinen Intervall ,,, , Beispiel fiir den Verlauf der Amplitude 4 (¢)

um g¢=1 herum ist also 4 unabhingig von ¥. der inhomogenen Losung.

Dagegen hingt die dicht bei ¢=1 liegende

scharfe Spitze A,,, (Abb. 4) stark von ¢ ab. Um A,,, genauer zu bestimmen, ist eine

Maximumsrechnung erforderlich, die sich am einfachsten folgendermallen gestaltet:
Gesucht ist der Groftwert des Ausdruckes (33), wobei ¢ als Variable zu betrachten ist.

(33) vereinfacht sich, wenn man statt ¢ eine neue Variable « einfiihrt, indem man

9 1 /9\2
setzt. Man erhdlt so unmittelbar die Formel
emw  YuR 1
(36) A:T w—Au4+1"

2 / 2 2
worin abkiirzend 1= —gz—g— geschrieben und 1 — %(—2—) ~1,1 —% ~ 1 gesetzt ist. Die
d

Bedingung E% = 0 fithrt dann auf die kubische Gleichung
(37) wtu—A1i=0,
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aus der fir jedes gegebene 4 der Wert von « folgt, der 4 zum Maximum macht. Anderseits
ist A durch ¢ und ¢ unmittelbar gegeben. Man kann also zu jedem Wertepaar ¢, ¢ den Betrag
von Ap.. durch Auflosen von (37) und Einsetzen der Wurzel in (36) mit leichter Miihe aus-
rechnen. Die Rechnung a8t sich noch weiter dadurch vereinfachen, dal man ein fiir alle Male
zu einer Reihe von A-Werten mit Hilfe von (37) den
GroBtwert des Faktors u——;ﬁij_}_ I
w : und das Ergebnis in einer Kurve auftrigt (s. Abb. 5).
Dann ist es zur Berechnung von A4,,. aus ge-
gebenem ¢ und & nur noch notwendig, den Ordi-

72
von A bestimmt

y natenwert aus Abb. 5 mit ez/9 zu multiplizieren.
I 5 In Abb. 6 sind einige Ergebnisse dieses Verfahrens
~3s zusammengestellt. Die dort gezeichneten Kurven
| 3 geben 4.,, abhingig von & fiir verschiedene kon-
) B stante ¢ wieder, und zwar mit doppelt logarith-
¥ / mischer Teilung der Koordinatenachsen, durch die
/ eine besonders deutliche Ubersicht iiber die Ver-
2 - anderlichkeit von 4, sowohl bei den kleinen als
| auch bei den groBen ¢- und ¢-Werten erzielt wird.
Uberall da, wo die Kurven geradlinig sind, ist
0 95 10 15 20 wr 1 ) ‘
Py *u;/_ Tui1 =1 und deshalb einfach Amaxzig—.
Abb. 5. Hilfskurve zur Berechnung von Amay- Die Lage des Maximums ist durch den Betrag
100, 7 i von « bestimmt. Nach (35)ist g>=1—u LA (@)2.
FH s n 2\=m
. y Da — sehr klein und w als positive Wurzel von
# // // an (37) < 4 ist, A aber nur bis zum Wert 2 in Be-
o /’ / tracht gezogen zu werden braucht (s. unten), so
/ / 2
a4 %gg}/ // // ist u% + % <~g—> klein gegen Eins. Das Maximum
» }*7 i // / ) liegt also praktisch bei ¢ = 1.

iy %é)?( // . ,/ Es ist hun sehr bemerkenswert, dafl 4,,,, fiir
5 // A o // A LA A =2 den Betrag oo erreicht. Dies ist aus Abb. 5
1 7 7 /’ Ve ) 7 ] ersichtlich und folgt im iibrigen aus der Tatsache,
5 J /’ vd /} vaV4 daB (37) fiir A= 2 die Wurzel u = 1 besitzt, womit
< 2 L/ /' © / der Nenner von (36) Null wird. In Abb. 6 duBert
/ /] p ?% sich das so, dal} die dort aufgetragenen Kurven
AL A5 aus der Geradenrichtung nach oben abbiegen und

A / 4 . . . .
7 A—_a rAREY 4 bei gewissen Abszissenwerten ¢= ¢;, bestimmt

4 2

A // A 7 durch Zz%: 2, ins Unendliche gehen. Im Zu-
ég/ )4 // sammenhang mit dem unter a) und b) in diesem
02 / L/ Abschnitt Gesagten erkennt man, daf die eben
/ / definierte GroBe ¢, nichts anderes ist als der
v Schwellwert des zweiten Resonanzbereichs der
o pr s s 001w sy s o homogenen Losung. Solange néimlich 1 < 2 und
Abb. 6. Der ersteg(;r—éTiwert Apax der damit < g, ist, bleibt A stets endlich, und man
Amplitude der inhomogenen Losung. hat in (32) eine periodische Lésung V(s) der

inhomogenen Gleichung (22) aufgestellt. Wird aber
A fiir e = ¢y und ¢ ~ 1 unendlich groB, so bedeutet dies, dafl die periodische Losung V (s) auf-
gehort hat, zu existieren. Dafiir mufl nun nach dem Satz von S. 7 die inhomogene Gleichung
(22) eine unbegrenzt anwachsende Partikularlosung V(s) und gleichzeitig die zugehérige
homogene Gleichung eine periodische Losung &, (s) oder &,(s) besitzen. Das ist nach b) gleich-
bedeutend mit der Tatsache, daBl wir uns im Diagramm von Abb. 2 auf dem Rand des
zweiten Resonanzbereiches befinden, und zwar gerade den untersten Punkt erreicht haben.
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Durch 2 =2 ist der Zusammenhang zwischen 4 und dem Schwellwert &, des zweiten
Resonanzbereichs gegeben zu

§="7 .
Der gleiche Zusammenhang wurde auf anderem Wege schon in (I) berechnet und ist auf
Grund der dortigen Rechenergebnisse in Abb. 3 der vorliegenden Arbeit durch die mit

,,2. Resonanzbereich* bezeichnete Gerade dargestellt. Man erkennt, dall diese Gerade durch
die eben abgeleitete Gleichung & = - 7 & (bel quadratischer Teilung der §-Achse) gut

wiedergegeben wird. Die Uberemsmmmung kann als Rechenkontrolle betrachtet werden.

Auch fiir ¢ > ¢, wird die periodische Losung V (s) nach dem Satz von S.7 unendlich,
wenn ¢ gerade so grof} ist, dafl man auf dem Rand des zweiten Resonanzbereichs der homo-
genen Losung (Abb. 2) steht. AufBlerhalb des Resonanzbereichs und streng genommen auch
innerhalb existiert ein periodisches V (s) mit endlicher Amplitude, weil hier die homogene
Losung nicht periodisch ist. Doch braucht man auf die endliche Amplitude innerhalb des
Resonanzbereiches nicht einzugehen, weil dieser laut Abb. 2 fiir das von uns betrachtete
Gebiet ¢ < 0,1 so schmal ist, da} seine Grenzlinien praktisch zu einer Geraden ¢ =1 zu-
sammenfallen. Es ist geniigend genau, wenn wir feststellen: Im Punkt ¢ = 1 hat die Losung
V (s) ein scharfes Maximum, dessen Betrag 4,,,, fiir ¢ < ¢jendlich und fiir ¢ > ¢, unendlich ist.

Berechnung von ¥V (s) fiir ¢ <0,7.

Wir kommen nun zur Bestimmung der inhomogenen Losung V(s) in dem bisher aus-
geschlossenen Bereich ¢ < 0,7. Wie oben gezeigt wurde, kommt man hier mit den Koeffi-
zienten a,y, a; und b, nicht mehr aus, sondern muf} a, und b, hinzunehmen. Und auch dann
darf ¢ nicht ganz auf den Wert & heruntergehen

Da ¢2 nun weit von Eins entfernt ist, darf man in der ersten Gleichung (25) das Glied
2

eaO:%dl gegen (1 —g¢?) a, vernachlidssigen. (25) und (26) lauten dann fiir » = 2 und
a3 ="b;=0

&
(1—q2)a1+;qbl—%a2:£

— 2 a1 b= 5 b,—0
(38)
&

—g @ +(1_4Q)a2+2 qbz*()

——%bl—Q—y—l—qazi{—(l—4q2)b2:0.

Die Wurzeln dieser linearen Gleichungen ergeben sich in bekannter Weise als Quotienten
je zweier Determinanten

(39) b=, b= g A

mit

40 A=p+5[2(2) ¢e—a—e)a—ag)]+ ][0 q2)2+(§) o la—sqr+4(2) ),
(41) Al=8{(1~qz)[(1—4q z 242] 4 (1—4¢ }

@ sl

DO v 1

(44) A4=%2%q{<1——4q2>+2(1—q)}-

In dieser Form ist die Lésung noch uniibersichtlich. Um einen Uberblick iiber ihre Eigen-
schaften zu gewinnen, schlieBen wir, dhnlich wie wir es oben beim Punkt ¢ = 1 taten, den
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Punkt ¢ = § und seine néichste Umgebung zunéchst noch aus, und zwar soweit, dafl |1 — 4 ¢?|

erheblich grofler ausfillt als ii und (%)2 Es geniigt, wenn wir etwa das Intervall 0,95 < 2 ¢

0,00025. Wenn |1 — 4 ¢?| den Kleinstwert 0,1 annimmt, ist ¢ ~ § und damit 1 — ¢* ~ 0,75.
Hilt man sich diese Groflenabstufung bei der Betrachtung von (40) vor Augen, so erkennt
man sofort, daB man in erster Ndherung alle ¢ enthaltenden Glieder weglassen kann und
daB von den iibrigbleibenden nur das Glied (1 — ¢2)? (1 — 44¢?)? von Bedeutung ist; ebenso
ist ndherungsweise

< 1,05 ausschlieBen. Dann ist nimlich |1—4¢?| > 0,1 gegeniiber ¢ < 0,01 und <%>2g

Ai=e(1—q¢*) (1 —4¢*?2,

Ay=5 (1—g?) (1—4¢?).

A4, und A, kénnen dagegen vernachldssigt werden, weil sie mit der kleinen Grofie % < 0,016
multipliziert sind. Wir haben also die vereinfachten Wurzeln von (38)

&

a4 = I—¢°

(45) - by=by=0

BT 20— (1—4g)

Vernachlissigen wir wieder wie schon oben den Koeffizienten a;,= ek, so ist damit die
Lésung (23)

(46) V (s)=a, cos s + a, cos 2s
bekannt. ‘
Die Funktion (46) stellt eine zusammengesetzte Schwingung mit der Amplitude
| £ €
47) A=fan|+Jag = 1 (1 57

dar. Wie man sieht, steigt das zweite Glied in der Klammer von (47) und damit die Ampli-
tude A an, wenn sich ¢ dem Wert § von unten oder oben her nihert (vgl. dazu Abb. 4).
A wird also im Punkt ¢ = { oder in seiner unmittelbaren Nihe zwar nicht unendlich grof3
werden, denn (47) gilt nicht fiir =3, aber doch einen zweiten GroBtwert 4, . erreichen.
Dieses Maximum hidngt eng mit den Eigenschaften der homogenen Lésung zusammen:
Abb. 2 zeigt, daB die homogene Lésung bei ¢ = &+ den 4. Resonanzbereich hat, der aber laut
Abb. 3 fiir normale 9-Werte einen groBen Schwellwert besitzt. (Die Schwellwertkurve des
4. Resonanzbereichs ist in Abb. 3 nicht mehr eingezeichnet, man sieht aber aus dem Verlauf
der anderen Kurven sofort, daf3 sie iiber der Kurve des 3. Resonanzbereichs liegt.) & bleibt
also normalerweise kleiner als der Schwellwert des 4. Resonanzbereichs. Wiirde ¢ diesen
Schwellwert erreichen, so wiirde die inhomogene Lisung ¥V (s) genau wie bei ¢ = 1 nach dem
Satz von S. 7 unendlich gro3, denn die homogene Losung hat auf dem Rand jedes Resonanz-
bereichs mit gerader Nummer eine Partikularlosung & (s) oder &,(s) mit der Periode 2.
Fiir ¢ < ¢, dagegen ist V(s) in der Nihe von ¢ = § zwar endlich und periodisch, aber mit
einer groferen Amplitude A4 als fiir die benachbarten g-Werte. Dieses Maximum ist aus
Stetigkeitsgriinden um so schwiicher ausgeprigt, je tiefer ¢ unter dem Schwellwert ¢, liegt.

In unserem Fall ¢ < 0,1 ist ¢ stets so viel kleiner als &, daB das zweite Maximum A,
nicht sehr groB ausfillt und gegeniiber dem oben berechneten Wert 4, bei ¢ = 1 praktisch
von untergeordneter Bedeutung ist (Abb. 4). Man kann deshalb auf eine scharfe Berechnung
von A, verzichten und sich auf eine Niherungsrechnung beschrinken, die den Vorzug hat,
eine sehr iibersichtliche Losung zu liefern.

Wir betrachten also nun die g-Werte in dem bisher ausgeschlossenen Intervall 0,95 < 2 ¢
< 1,05. Fiir jedes ¢ ist durch (39) bis (44) eine bestimmte Funktion (23) gegeben, also eine
periodische Losung V (s) mit bestimmter Amplitude 4. Diese Amplitude A &ndert sich mit ¢
und diirfte etwa am groBten sein, wenn der allen Koeffizienten a, bis b, gemeinsame Nenner A
am kleinsten ist. Ganz genau stimmt das wahrscheinlich nicht, doch wollen wir die Annahme
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machen. Um also den GroBtwert 4, . zu finden, haben wir zuerst aus (40) das Minimum von 4
aufzusuchen. Wir fithren zur Vereinfachung von (40) eine neue Variable w ein, indem wir
w=1—4¢2 oder ¢P=Lr1—w)
setzen, und bekommen dadurch fiir 4 ein Polynom 4. Grades in w, dessen Koeffizienten die
GroBen ¢ und 92 enthalten. Diese Grofien sind klein gegen die Eins, ihre Potenzen und
Produkte also von hoherer Ordnung klein. Wir streichen daher innerhalb der einzelnen
Koeftizienten des Polynoms A die Glieder hoherer Ordnung in &2 und 92 und lassen nur die

jeweils niedrigsten Glieder stehen. Dann wird
wt 3 9 3 : 1 /9\2 gt 9 / 9\
A=E+§w3+ﬁw2—§’b‘)<82+?(;> >+1€+E<?> :
In diesem Ausdruck darf man noch zur Aufsuchung des Minimums die Glieder mit w* und w?
weglassen. Die Berechtigung dieser Vernachldssigung wird sich sogleich erweisen. Die

Gleichung —3—37 = 0 liefert ndmlich unmittelbar

&2 1 /9\2
(48) W=?+F<z>’
und man erkennt daraus, dafl die vernachlissigten Glieder w# und w? die GroéBen ¢ und 92
in vierter bzw. dritter Potenz enthalten, also gegen die beibehaltenen Glieder klein von
hoherer Ordnung sind. Fiihrt man nun (48) in A ein und beschrinkt sich wiederum auf die
niedrigsten Glieder in &2 und 92, so bekommt man das einfache Ergebnis

3 9\2

(49) Apin= (z ;) :
Zur Bestimmung der zu dem Maximum A,,,, gehérenden Koeffizienten a; bis b, haben wir
nun fir 1 — 4 ¢% = wy,;, den Ausdruck (48) in (41) bis (44) einzufithren und diirfen uns dabei

wie oben auf die Glieder niedrigster Ordnung in ¢ und 9 beschrinken. Die Ergebnisse sind
geméB (39) mit A, nach (49) zu dividieren. Man erhilt nach kurzer Rechnung

4¢
“w="3
b — 8e 9 4£2£
- 179 5 9 9
(50) &
azz—?,
2e? o
by="353-

Hieraus ist sofort zu ersehen, daB a, in erster Niherung klein gegen b,, ebenso das erste Glied
von by klein gegen a; und das zweite Glied von b, klein gegen b, ist. Es bleiben also nur die
Koettizienten a; und b, zu beriicksichtigen, und die Losung (23) ist (unter Vernachlissigung
von a,)

(51) V(s)=a; cos s + by sin 2s.

Diese Funktion stellt eine zusammengesetzte Schwingung mit der Amplitude
° ’ d¢ 262 o

(52) Amax:a1+b2:_3‘+T€§

dar. Der ¢g-Wert, fiir den das Maximum eintritt, ist praktisch genau g =4, daw=1—4¢2
nach (48) sehr klein ist.

Der Betrag von Ay, ist in Abb. 7 fiir einige konstante Werte von ¢ als Funktion von &
aufgetragen, und zwar entsprechend Abb. 6 in einem doppelt logarithmischen System. Da a,
nach (50) fiir ¢ < 0,1 hochstens den Betrag 0,13 erreichen kann, spielt es gegeniiber b, nur.
dann eine Rolle, wenn auch b, klein ist, so daB dann auch die Summe A}« nach (52) ziemlich
klein wird. Uberall da, wo Amax in Abb. 7 nennenswerte Betrige erreicht, iiberwiegt daher b,,
so dafl nach (51) V(s) im wesentlichen aus der Funktion b, sin 2s besteht.

Bisher sind wir mit ¢ noch immer- iiber dem Wert ¥ geblieben. Néhert sich ¢ dem
Betrag §, so muB man streng genommen zwei weitere Gleichungen (26) beriicksichtigen und
die Rechnung mit der Bestimmung der Koeffizienten @, bis by beginnen. Man kann jedoch
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schon vorher beurteilen, welche Eigenschaften die Amplitude 4 von V (s) in der Nahe von
¢=3 haben wird. Sie wird nimlich dhnlich wie bei ¢ ={ ein drittes Maximum A
erreichen, weil die homogene Losung bei ¢ = § einen Resonanzbereich mit gerader Nummer,
und zwar der Nummer 6, besitzt. Das Maximum A wird wesentlich unbedeutender als A, ,
sein, weil der Schwellwert des 6. Resonanzbereiches noch viel héher als der des vierten liegt.
2 Nachdem wir nun schon A4, ganz erheblich kleiner als das
vorherrschende Maximum 4,,, gefunden haben, diirfen wir
mit Sicherheit annehmen, daf 4. nur in den seltensten
Ausnahmefillen (groBes ¢ und sehr kleines #) einen nennens-
0 werten Betrag erreicht, so dall wir auf seine Berechnung

verzichten konnen. Dasselbe gilt in noch héherem Grade

20

5 /TT1/| fiir die theoretisch aus denselben Griinden auch fiir g=1,
¢ 4 + usw. auftretenden Maxima.
s i/ Den Grenzwert von 4 fir ¢=0 findet man aus (22),

indem man dort nach (18) und (19) g=w=s=0 einsetzt, zu

N y 4
. N /
N a/@?@/‘/ U=A:Ti—8~e(l+e).

7 V4 (N 7
7—] ///—Q_ ] Dieser Ausdruck unterscheidet sich hgéchstens um nicht
y // // / @;’/{ ganz 5% von dem aus (47) fiir ¢ = 0 folgenden Wert fiir 4.
g¢ 7/ / / /1 Man kann also (47) auf der ganzen Strecke von ¢ = %

4 / yanyi bis ¢ =0 (Abb. 4) als giiltig betrachten.
A

4 / /Y Schliefilich kann man zur Vereinheitlichung auch fiir
/ / g > 0,7 iiberall da, wo fiir A der Ausdruck (34) abgeleitet
G 7 TR ’# - -, wurde, an dessen Stelle die Beziehung (47) setzen, denn fiir
' £—s " ¢ > 0,7 unterscheiden sich (34) und (47) nur unwesentlich.

Abb. 7. Der zweite GroBtwert A.x ~ Wir konnen also die Hauptergebnisse iiber die Amplitude A4
der Amplitu(ie" ggr inhomogenen  der periodischen Funktion ¥ (s) kurz folgendermaBen
ostng. zusammenfassen :

A hat als Funktion von q den in Abb. 4 durch ein Beispiel wiedergegebenen Charakter. Fiir
alle q, die nicht in die Intervalle 0,95 < ¢ < 1,056 und 0,95 < 2q < 1,05 fallen, st

& £
A:ll—qz-<l+2ll—4qzl>'
Fiir q=1% st A der Abb.7 zu entnehmen, fir q=1 und & < 4% der Abb.6. Fir g=1 und

e2=4 % 1st A unendlich grof3. Fir die librigen ¢g-Werte in den eben angegebenen Intervallen

a8t sich A umstédndlicher aus (33) bzw. (39) berechnen. Doch diirfte dies praktisch kaum
jemals notwendig sein.

4. Die Stabschwingungen.

Die gewonnenen mathematischen Ergebnisse sollen nun nutzbar gemacht werden fiir die
Diskussion der Stabschwingungen und die Beantwortung praktischer Fragen.

Wir greifen auf Abschnitt 2 zuriick. Die Bewegung des Stabes wird beschrieben durch
die Funktion y (z, ), die den értlichen und zeitlichen Verlauf der Ausbiegung angibt. Nach (4)
haben wir y in zwei Teile zerlegt (Abb. 1): Den statischen Teil 5(x), herrithrend von den
stationdren Lasten, und den zeitlich verdnderlichen Schwingungsanteil z(z, t), der durch die
schwingende Last P, cos wt hervorgerufen wird. Dieser letztere Anteil ist fiir alle Schwingungs-
fragen allein maBgebend. Nach (7) ist z gebildet durch Uberlagerung einer Grundschwingung

mit der Ausbiegungsform sin fli und theoretisch unendlich vielen Oberschwingungen mit

. .k
den Ausbiegungsformen sin glm

durch die Funktionen v, gegeben, die in Abschnitt 3 in ihrer Abhéingigkeit von s =w ¢ fiir

Der zeitliche Verlauf der Schwingungsausschlige wird
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Grund- und Oberschwingungen gemeinsam berechnet wurden. Den Index k, der in Abschnitt 3
weggelassen werden konnte, miissen wir jetzt iiberall anschreiben, wo es sich darum handelt,
Grund- und Oberschwingungen zu unterscheiden. Ferner miissen wir, um v;(s) zu erhalten,

die Losung v (s) des 3. Abschnitts jetzt mit dem Faktor hksnk+%gk multiplizieren, der
fiir die mathematischen Untersuchungen weggelassen wurde (S. 7).

Die Funktion v (s) besteht nach Abschnitt 3a aus zwei Teilen, ndmlich der Losung v (s)
der zu (21) gehérenden homogenen Differentialgleichung und der Partikularlosung V;(s) der
inhomogenen Gleichung (21). Mechanisch gedeutet gibt der erste Teil eine Schwingung wieder,
welche die Langskraft (1) auch bei genau zentrischem Angriff am geraden Stab hervorrufen
wiirde. Die Berechnung dieser Schwingungen fiihrt

ja wie erwdhnt auf die homogene Differential- o [

gleichung und damit auf die homogene Losung % (s). N

Der zweite Teil stellt die Schwingung dar, die von §

der Langskraft im Zusammenwirken mit dem durch § 8

die statische Ausbiegung 5 und die AuBermittigkeit e <

des Kraftangriffs bedingten Biegemoment P, (5 +¢) & T

cos wt erzeugt wird. E £=01
Der Stab mit auPermitirg angreifender pulsieren- § . $-403

der Ldngskraft und statischer Ausbiegung fihrt also g N

als Teilbewegung auch die vollstindige Schwingung :a:

des Stabes ohme statische Ausbiegung mit zentrischer : 2> 4 o L

schwingender Axiallast aus. Wir nennen diese Teil-
bewegung, die durch die homogene Lésung charak- C

terisigurt %Vil‘d dlil(: llllomog}:e(l)le Sgchwingungg die der ﬁbb' 8, Beispiel einer Resonanzkurve. Der
' > > usschlag der k-ten Oberschwingung abhingig
inhomogenen Loésung V(s) entsprechende Bewegung vom Frequenzverhsltnis g5 = w/wg.
dagegen die inhomogene Schwingung. Das gleich-

zeitige Auftreten beider Schwingungen ist sehr bemerkenswert. Ein Analogon dazu bildet die
bekannte Uberlagerung von Eigenschwingungen und erzwungenen Schwingungen etwa beim
Stab unter reiner schwingender Querbelastung. Die Eigenschwingungen werden aus der
homogenen Differentialgleichung des Problems abgeleitet und entsprechen mathematisch
unseren homogenen Schwingungen, wihrend die erzwungenen Schwingungen aus der inho-
mogenen Differentialgleichung folgen und deshalb mathematisch die Stellung unserer inho-
mogenen Schwingungen einnehmen. Wihrend aber die Eigenschwingungen des Stabes bei
reiner Querbelastung stets abklingen, so daf} beziiglich der Resonanz nur die erzwungenen
Schwingungen in Betracht zu ziehen sind, kénnen beim Stab unter pulsierender Lingslast
auch die ,Eigenschwingungen®, d.h. die homogenen Schwingungen, instabil werden und
unbegrenzt anwachsen.

Wir geben nun eine Ubersicht iiber das Schwingungsverhalten unseres Stabes, indem wir
ein Diagramm aufzeichnen, das man in der Schwingungstechnik die ,,Resonanzkurve‘ eines
schwingenden Systems nennt, ndmlich die Kurve des Schwingungsausschlags abhingig von
der Erregerfrequenz. Wir betrachten dabei zunéchst allgemein die k-te Oberschwingung und

L .
71} Wy

tragen ihren Ausschlag iiber dem Verhéltnis ¢, = g}; auf, wie Abb. 8 als Beispiel zeigt. Alle

Werte des Stabes und seiner Belastung sowie die Ddmpfung seien gegeben und nur o ver-
dnderlich. Dann kennt man nach (19), (19a) und (20) die Konstanten e, w;, h; und 9.

Der in Abb. 8 aufgetragene gesamte Schwingungsausschlag setzt sich zusammen aus dem
Ausschlag der homogenen und dem der inhomogenen Schwingung. Uberall da, wo die
homogene Schwingung stabil ist und abklingt, ist der gesamte Schwingungsausschlag nach
einiger Zeit durch den Ausschlag der inhomogenen Schwingung allein gegeben, hat also die
GroBe by A;. Die Resonanzkurve Abb. 8 stimmt dort mit der mit A, multiplizierten Kurve
von Abb. 4 iiberein.

Ist dagegen die homogene Schwingung instabil, so wird der gesamte Schwingungsausschlag
unendlich grof8. Dies tritt in erster Linie in der Ndhe von g, = 2 ein, sofern ¢, groler als der
Schwellwert ¢, des 1. Resonanzbereichs der homogenen Schwingung ist, und zwar innerhalb

Stahlbau-Forschungsheft 4. 2
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eines ¢ -Intervalls, das gleich dem horizontalen Schnitt durch den 1. Resonanzbereich von
Abb. 2 fiir das gegebene ¢ = ¢, ist. Wihrend sich die Resonanzkurve in Abb. 8 in der weiteren
Umgebung von ¢; = 2 ganz nahe an der g;-Achse hinzieht, wobei die Stabschwingung nach (32)
zeitlich cosinusférmig mit der Frequenz w der erregenden Kraft verliuft, biegt die Resonanz-
kurve in den beiden Randpunkten des Resonanzintervalls der homogenen Schwingung mit
scharfem Knick senkrecht nach oben ab. Da im 1. Resonanzbereich halbperiodische Resonanz
vorliegt, ist die Frequenz der unbegrenzt aufgeschaukelten Schwingung gleich der halben
Erregerfrequenz w, also ziemlich genau gleich w;. Die ganze Resonanzerscheinung ver-
schwindet indes, falls ¢ < g, ist. Die Resonanzkurve lduft dann ohne Unstetigkeit iiber
den Punkt ¢, = 2 weg. '

Die homogene Schwingung kann ferner unbegrenzt anwachsen in der Nihe des Punktes
¢r = 1, falls ¢, grofler als der Schwellwert ¢, des 2. Resonanzbereiches ist. Zugleich wird dann
auch der fiir ¢, =1 auftretende Ausschlag h; Ay . der inhomogenen Schwingung unendlich,
so daB sich die Resonanzkurve fiir ¢;, — 1 dem Wert oo stetig und ohne Knick niihert. Die
Resonanz der homogenen Schwingung ist ganzperiodisch, ihre Resonanzfrequenz also ebenso
wie die der inhomogenen Schwingung [Gleichung (32)] @ = w;. In der Mehrzahl der prak-
tischen Fille ist indes & < &. Dann wird die homogene Schwingung nicht angeregt
und der Schwingungsausschlag hat fir ¢, =1, wie in Abb. 8 eingetragen, das endliche
Maximum 7; A; pax -

Fiir ¢;, < 1 wird die homogene Schwingung bei den von uns betrachteten Werten von g,
und ¥ nicht mehr instabil, da die héheren Resonanzbereiche laut Abb. 3 zu grofie Schwell-
werte besitzen. Die Resonanzkurve ist also, wie noch einmal zusammenfassend festgestellt sei,
unter unseren Voraussetzungen iiberall durch den Ausschlag by A der inhomogenen Schwingung,
also durch die am Schluf von Abschnitt 3¢ zusammengestellte Funktion A (qy), gegeben, abgesehen
von dem kletnen Intervall um g, = 2, in dem die Resonanzkurve unstetig den Wert oo annehmen
kann. Als wichtig ist noch zu erwéhnen das Maximum A 4} .., das die Resonanzkurve im
Punkt ¢;, = { annimmt (Abb. 8). Wenn dieses Maximum gréBere Werte erreicht (Abb. 7),
so ist dafiir wie schon oben erwidhnt allein der Koeffizient b, ~ 4} ., maligebend. Die
Stabschwingung verlduft dann nach (51) zeitlich im wesentlichen nach dem Gesetz b, sin 2w¢,
hat also wegen ¢, = 3 die Frequenz 2w = wy.

Der Stab kann also fir drei verschiedene Werte der Erregerfrequenz w grofe oder wenigstens
merkliche Schwingungen ausfithren, die man als Resonanzschwingungen bezeichnen muf,
ndmlich fiir

1. Erregerfrequenz = doppelte Eigenfrequenz,

2. Erregerfrequenz = Eigenfrequenz,

3. Erregerfrequenz — halbe Eigenfrequenz.

In allen dret Fillen wird die Eigenschwingung des Stabes mit der Frequenz w; angeregt.
Der Schwingungsausschlag wird im Fall 1 unendlich oder Null, im Fall 2 endlich oder un-
endlich, im Fall 3 endlich und verhiltnismaBig klein. Interessant ist, daB auch im Fall 2,
dem ,,Normalfall“ der Schwingungslehre (vgl. Einleitung), die Schwingungsamplitude theo-
retisch trotz der Dampfung bis zu Unendlich ansteigen kann, was bekanntlich beim Stab
unter reiner schwingender Querbelastung nicht vorkommt. Praktisch ist natiirlich das
theoretisch gefolgerte Unendlichwerden der Ausschlige nicht moglich, aber es weist jedenfalls
auf eine unzulissige und gefihrliche Uberbeanspruchung des Materials hin.

Die Schwingungsamplituden in den drei Resonanzfillen hingen stark von der Dimpfung
ab, und zwar derart, dal mit sinkendem #; im Fall 1 die Instabilitit der homogenen
Schwingung begiinstigt und die Geschwindigkeit der Aufschaukelung vergroBert wird
[vgl. (I)], wihrend in den Fillen 2 und 3 nach Abb. 6 und 7 die Resonanzamplitude ansteigt.
AuBerhalb der Resonanzstellen dagegen sind die Schwingungsausschldge [bestimmt durch
(47)] im wesentlichen unabhéingig von der Dampfung.

Die Ergebnisse wurden bis jetzt fiir allgemeines k, also fiir Grund- und Oberschwingungen
gemeinsam formuliert. Tatsdchlich trigt die Grundschwingung normalerweise am meisten
zu der Gesamtschwingung des Stabes bei, wihrend die Oberschwingungen im allgemeinen
dagegen zuriicktreten. Beziiglich der homogenen Schwingung wurde dies schon in (I)
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besprochen. Fiir die inhomogene Schwingung geht das Verhiltnis von Grund- und Ober-
schwingungen aus folgenden Tatsachen hervor:

a) Der Faktor h; des k-ten Schwingungsausschlages ist im Normalfall fur k=1 am
groBten und nimmt mit wachsendem %k ab. Man erkennt dies fiir das Glied 7 g von hy,

[Gleichung (19a)] aus (9) und fiir das Glied #; aus (14), (9) und (12a). Ausnahmen sind
allerdings moglich, und zwar dann, wenn der unbelastete Stab eine Ausbiegung () besitzt,
die stark von einer sinus-Halbwelle abweicht. Hat der Stab beispielsweise die Form einer

2—71”6—, wahrend Py = @ = e= 0 ist, so tritt nach (14) und (19a) nur

der Koeffizient h, = 7, auf, wihrend alle anderen %, wegfallen. In diesem Fall wird von den
inhomogenen Schwingungen nur die Oberschwingung mit der Nummer k= 2 angeregt
In den meisten Fillen der Praxis diirfte sich jedoch y(z) nicht weit von einer einfachen sinus-
Halbwelle entfernen, so daf} die Koeffizienten f,, f, . . . und damit erst recht die Koeffizienten
kg, hy . . . eine abnehmende Reihe bilden.

b) Die Kennzahl ¢, die fiir die GroBe des Faktors 4, malgebend ist, nimmt nach (19)
mit wachsendem k offensichtlich stark ab. Dasselbe gilt daher auch fir 4,.

c) Das logarithmische Dekrement ¢, wiirde nach (19) und (20) mit wachsendem % ab-
nehmen, wenn der Koeffizient { bzw. § eine Konstante des Stabes wére. Das wiirde in den
Resonanzfillen auf eine VergroBerung der Ausschlige der Oberschwingungen hinwirken.
Doch kann die Abnahme von &, mit wachsendem % nicht mit der Wirklichkeit iibereinstimmen,
mindestens was die Werkstoffdimpfung anbelangt, die schon weitgehend experimentell
erforscht ist, wihrend die duBlere Dampfung an betriebsmiBig in technische Tragwerke
eingebauten Stiben wohl noch nie gemessen wurde. Uber die Werkstoffdimpfung ist folgendes
zu sagen: Der Energieverlust bei schwingender Verformung eines Korpers (Hysteresis) ist
bei unseren {iblichen Baustoffen unabhéngig von der Frequenz der Schwingung, wichst aber
mit der Amplitude der Verformungen und Beanspruchungen sehr stark an!l. Im Einklang
damit findet man bei Ausschwingversuchen an Biegestidben, daf das logarithmische Dekrement
der freien Stabschwingungen keine Konstante wihrend des Ausschwingvorganges ist, sondern
von gréBeren zu kleinen Werten abnimmt 2, um schliefSlich einen kleinen konstanten Grenzwert
zu erreichen3. Nun sind bei gleichen Ausschligen von Oberschwingungen und Grund-
schwingung die ersteren mit gréBeren Beanspruchungen verbunden als die letztere, miissen
also auch ein durchschnittlich gréferes Dekrement haben. Bei gleichen Beanspruchungen
dagegen diirften die Dekremente von Grund- und Oberschwingungen gleich sein, da die
Dampfung ja unabhéngig von der Frequenz ist. Rechnet man, wie wir das tun, mit iiber-
schlidgigen konstanten Mittelwerten fiir das logarithmische Dekrement, die ungefihr in den
Bereich der beobachteten Werte fallen sollen, so wird man 9, fiir wachsendes © mindestens
nicht abnehmen, eher zunehmen lassen. Das bedeutet nach (19), dal man unseren urspriing-

vollen sinus-Welle sin

lichen Dampfungsansatz { %/ etwas mehr der Wirklichkeit angleicht, indem man fiir jede

Qberschwingung mit anderer Nummer £ eine andere, und zwar mit ¥ wachsende Dampfungs-
konstante { benutzt.

Die unter a bis ¢ aufgefilhrten Punkte bewirken gemeinsam, daB die Amplituden der
inhomogenen Oberschwingungen im allgemeinen um so kleiner ausfallen, je hoher die
Ordnungszahl k ist. Fiir die zu den Oberschwingungen gehorenden Beanspruchungen des
Materials gilt das auch, aber in geringerem Grade, weil die Spannungen gegeniiber den Aus-
lenkungen noch den Faktor k% enthalten. Man findet die Biegespannungen aus den Biegelinien
der einzelnen Schwingungen in bekannter Weise durch zweimalige Differentiation, und es
ergibt sich fiir die Spannungsmaxima

2
(53) k—hkAk‘ <kn> _E“J——-hkAkk VV ’

1 Vgl. z. B. Handbuch der Physik, herausgeg. von H. Geiger u. K. Scheel, Bd. 6, S. 33. Berlin 1928.

2 Hempel, M.: Das Verhalten einiger Werkstoffe bei dynamischer Biegungsbeanspruchung. Forsch. Ing.-
Wes. Bd. 2 (1931) S. 327.

8 Forster, F. u. W.Késter: Elastizitdtsmodul und Dampfung in Abhingigkeit vom Werkstoffzustand.
Z. Metallkde. Bd. 29 (1937) S. 116.
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wobei W das Widerstandsmoment des Stabquerschnitts bedeutet. Die schwingenden Biege-
spannungen mit den Amplituden (53) iiberlagern sich den jeweils vorhandenen statischen
Spannungen. Daneben sind die von der schwingenden Last aulerdem erzeugten einfachen
Zug- und Druckspannungen mit der Amplitude P,/F (¥ = Stabquerschnitt) meist weniger
von Bedeutung.

5. Beispiele und praktische Folgerungen.

1. Beispiel.

Wir betrachten den schon in der Arbeit (I) im 5. Abschnitt behandelten stédhlernen
Druckstab:
Querschnitt: Normalprofil | 14,

Lénge: [=3m,
Krifte: @=0
P, = 20000 kg,
P, = 2000 kg,

Exzentrizitit: e=0,
Démpfung: ¢ = 0,01
In (I) war vorausgesetzt worden, dafl der Stab vollkommen gerade ist. Infolgedessen fand
sich nur dann Resonanz, wenn die Erregerfrequenz o doppelt so groB wie eine der Grund-
eigenfrequenzen des Stabes war. Jetzt wollen wir annehmen, dafl der Stab im spannungslosen
Zustand eine kleine Ausbiegung in Richtung der Querschnittshauptachse mit dem kleineren
Trigheitsmoment zeigt, und zwar mége in Stabmitte der gro3te Biegepfeil f = 1 mm gemessen
werden. Die genaue Form der Biegelinie wird man praktisch kaum kennen, deshalb empfiehlt
es sich, einfach f, = f und f,=f;=---= 0 zu setzen. Nach (19a) und (14) ist dann A, ==
hy= - -+ =0, so daB wir nur die inhomogene Grundschwingung in Richtung des Biegepfeils f
in Betracht zu ziehen haben. Wir wollen feststellen, welche maximale dynamische Bean-
spruchung aus der Vorkriimmung der Stabachse entstehen kann. In (I) fand sich Py =

75900 kg, also ist
Pg

h=m={p, Zp = 0,136 cm.

Ferner ist nach (I) ¢ = 0,036, woraus nach Abb. 6 und 7
Almax: 11,5, Aimax:O>29
folgt. Fiir den Hauptresonanzfall w = w, (= 1322 Schw/min) ist also der Schwingungs
ausschlag der Stabmitte
2= hy Ay max= 1,56 cm
und die zugehdrige Biegespannungsamplitude nach (53)
oy ="hy A; max %@ = 2510 kg/em?.
Fir den Fall w= %L findet man %-12% == (,025mal kleinere Werte.
Der letztere Fall ist also ganz harmlos, wihrend man bei Zusammentreffen der Erreger-
frequenz mit der tiefsten Eigenfrequenz in der Tat erhebliche Schwingungsausschlige und
Spannungen zu erwarten hat.

2. Beispiel.

Horizontaler Biegetriiger aus Stahl T P 14 mit lotrecht stehendem Stegblech, der
unbelastet vollkommen gerade sei.

Lénge: l=6m,
Krifte: P,=0,
P, = 1500 kg,

Q = 2500 kg (Gleichlast),
Diampfung: 9;= 0,01 fiir alle k.
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Angriffspunkt der Lingskraft: Im waagerechten Abstand ¢ = 1 cm vom Mittelpunkt des
Querschnitts.

Die Biegespannung infolge der statischen Lasten ist

o= gQ—Wl, = 865 kg/cm?;
ihr iiberlagern sich die schwingenden Spannungen. Wir betrachten die Schwingungen in der
lotrechten und der waagerechten Richtung (groes und kleines Querschnittstrigheitsmoment)
gesondert.
‘ a) Schwingungen in lotrechter Richtung.

In der lotrechten Achse des Querschnitts greift die Lingskraft nicht auBermittig an,
es ist also hier e = 0 zu setzen, ferner f, = 0 fiir alle k. Wir stellen die erforderlichen Zahlen-
werte zusammen [Gleichungen (12a), (14), (19), (19a), (20)]:

_ 9 kg sec?
By = 87500 kg M= ggiT = 0,00425 o
7 P 1 .
oy =7 ]/TE = 23,8 —— (= 227 Schw/min)

& =P[Pyg=0,0172  h =5 =m/Py=2,21cm
£y= P[4 P =0,0043 Fy=1,=0
g3=P,/9 Pp=0,0019 hy =1, =my/9 P;= 0,009 cm .

Auf Grund dieser Werte kann man die mm | - 300 1

Faktoren A, wie am SchluBl von Ab- 7}-Kafont §9

schnitt 3 angegeben bestimmen und |z} §:.‘;

damit die inhomogenen Schwingungs- i <8

ausschlige h; A; und Biegespannungen § s 7| 'EE 2. Beispiel

(53) fiir k=1 und 3 berechnen, ferner % N "§§ vertale

an Hand von Abb. 2 und 3 feststellen, 3 S ok By Sehwingung

wann die homogenen Schwingungen in- §=3_§,:

stabil werden konnen. Die Ergebnisse § %m_

sind fiir die Grundschwingung in Abb.9 %,

in Form einer Resonanzkurve auf- p

getragen. Das Diagramm diirfte aus [

sich selbst verstindlich sein. oL 1 . | . . y
Die Oberschwingung k= 2 wird ¢ ", a0 fffé’yi%m/eﬂzm T ot

iiberhaupt nicht angeregt, und zwar ' }

die inhomogene wegen ;= 0 und die Cremrers o s i

homogene wegen &, <.8°' . Abb. 9. Ausschlige und Biegespannungen der vertikalen
Von der Oberschwingung k= 3 wird Grundschwingung von Beispiel 2.

der inhomogene Teil wegen h; & 0 zwar
angeregt, bleibt aber so klein (die Spannungsamplitude fiir w = w, betrigt 20 kg/cm?), daBl
er vernachlissigt werden kann. Dasselbe gilt fiir alle hoheren Oberschwingungen k> 3.

b) Schwingungen in waagerechter Richtung.
Fir die waagerechte Richtung ist?

Py = 31600 kg
= 14,3 (= 136,5 Schw/min)
w,=4w, w;=9%0w;.
Wegen @ = P, = 0 ist nach (14) ;= 0, ferner nach (9), (19) und (19a)

e, = 0,0475 hy=2—127em
7T
& =0,0119 hy=10

- &= 0,0053 hy = 5o = 0,42 cm.

1 Dabei ist angenommen, daf die volle Last 2500 kg auch in waagerechter Richtung mitschwingt.
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Uber die Schwmgungsausschlage und Spannungen, die wie unter a aus diesen Zahlen folgen,
gibt Abb. 10 einen Uberblick, und zwar getrennt fiir Grund- und Oberschwingungen. Es ist
diesmal notwendig, neben der Grundschwingung auch die ersten Oberschwingungen zu
beriicksichtigen. Die Grundschwingung zeigt neben den iiblichen Resonanzstellen » = 2w,

und w = @, auch eine deutliche Resonanz fiir o = % Der Schwingungsausschlag ist immerhin

merklich und die zugehérige Biegespannung zwar nicht unmittelbar gefihrlich, aber neben
der schon vorhandenen statischen Spannung von 865 kg/cm? doch beachtenswert.

Der inhomogene Teil der Oberschwingung £ = 2 tritt wegen h, = 0 nicht auf. Der homogene
Teil wird instabil fiir w = 2w, (g,= 2), weil ¢, groBer als der Schwellwert ¢, = 0,0064 des
1. Resonanzbereichs (Abb. 3) ist.

& t ! Qw\' ! 1300
el |l b 2Bl ot
(3 N — Grundschwingung k=1 82 I Lot
3 I g,S’ » o . _ i oS! ..
2 o6l SR Oberschwingung k=2 | 8§ \ 2. Beispiel:
E 4 %5— 3 S —— Qberschwingung k=3 |} \QEI’ \ A ©
g wL sS4 § 5 b SS Y Sohwigmgen s S
S sok S s\ 3
§ |3 b w0 §
S8 f| / \ ]
2 |/ | - AN SEA
\; 3 3 __./-/i ~.
55 b—n—r B e et s v A | i ! I | -y
g 00 200 500 ¥0 S00 609 M0 800 900 10 W0 7200, 7300 0 1500 100
Erregerfrequenz Schw,/min
7.Eigen-  dogpelfe hatbe 0[_’/ elfe  3.Ligen-
Trequenz 1.Ligen- 3. Eigentrequenz fgen-  frequenz
halbe frequenz ﬁ'eqz/eﬂz
1 Eigenfrequenz

Abb. 10. Ausschlige und Biegespannungen der horizontalen Schwingungen von Beispiel 2.

Fiir hohere £ kommt keine Instabilitit der homogenen Schwingungen mehr vor, da ¢,
fir £ > 2 kleiner als der kleinste Schwellwert ¢, = 0,0064 ist. Dagegen zeigt die inhomogene
Oberschwingung k= 3 nach Abb. 10 eine kriftige Resonanz fir o =w; (¢; =1). Das
theoretische Maximum des Ausschlages ist zwar nur 6,9 mm gegeniiber der Maximal-
amplitude 203 mm der Grundschwmgung, aber die zugehorige Biegespannungsamplitude
wird 2500 kg/em?, d. h. immer noch unzulissig groB.

Ebenso kann man feststellen, dafl die folgenden Oberschwingungen ungerader Nummer
fiir w = w; noch betrichtliche Resonanzspitzen haben. Doch kommt man, da die Eigen-
frequenzen mit k£ quadratisch wachsen, sehr bald zu Erregerfrequenzen, fiir welche die
Stabbiegeschwingungen durch unsere Theorie nicht mehr beherrscht werden, weil man in
die GroBenordnung der ersten Eigenfrequenz der Stablingsschwingungen gelangt.

Es ist sehr bemerkenswert und wichtig, dafi die Oberschwingungen mit wachsendem k
bei auBermittigem Angriff der Lingskraft (Beispiel 2b) offenbar viel langsamer abnehmen
als bei zentrischer Lingskraft und statischer Querbelastung (Beispiel 2a). Das gilt allgemein

und rithrt mathematisch ausgedriickt davon her, dafl die Koeffizienten % mit wach-

sendem k viel langsamer abnehmen als die #;, mechanisch gesprochen aber daher, daf} das
durch die Exzentrizitit e bedingte Biegemoment P, e cos w ¢ als Funktion von z betrachtet

die Oberschwingungsformen sin —5— k 72 stirker enthlt [Gleichung (8)] und infolgedessen die

Oberschwingungen des Stabes starker anregt als das von der Gleichlast @ herriithrende Biege-
moment P, 7(x) cos wt [Gleichung (10)].

Die Zahlwerte der Ausschlige und Spannungen unserer Beispiele sind natiirlich wie schon
frither betont in den verschiedenen Resonanzpunkten stark von der Dimpfung abhingig.
Sie sind hier also ziemlich unsicher und wéren im praktlschen Fall schon deshalb nicht genau
zu bestimmen, weil man die GroBe der Dampfung nicht kennen wird. Aber auch ohne diese-
Kenntnis geben unsere Rechnungen wenigstens Anhaltspunkte fiir die moglichen Schwingungs-
beanspruchungen eines Stabes und die Gefidhrlichkeit der verschiedenen Resonanzstellen
und lassen damit einige praktisch wichtige Folgerungen zu, die im folgenden kurz zusammen-
gestellt werden sollen.
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Praktische Folgerungen.

1. Vorausgeschickt sei der von vornherein einleuchtende Hinweis, dal man den er-
zwungenen Schwingungen eines in der angenommenen Weise belasteten Stabes und ins-
besondere den in den folgenden Punkten 3—5 genannten Hauptresonanzméglichkeiten um so
mehr Beachtung schenken muf, je gréBer die schwingende Last P, coswt, die statische
Ausbiegung, die Exzentrizitdt e oder schlieflich die Schlankheit des Stabes ist. Quanti-
tatives dariiber sagen die vorstehend entwickelten Rechnungen aus.

2. Fallt die Erregerfrequenz w nicht in eine Resonanzstelle oder in die unmittelbare Néhe
einer solchen, so sind die Schwingungen im allgemeinen unbedeutend. '

3. In erster Linie sollte man vermeiden, daf o in die Nédhe einer der Grundeigenfrequenzen
oder des Doppelten davon kommt.

4. Unter Umsténden kann es auch gefihrlich sein, wenn o den halben Wert einer Grund-
eigenfrequenz annimmt, und zwar dann, wenn die Amplitude P, der schwingenden Last
verhéltnisméfBig groB (einige Prozent der Eulerlast Py) ist und der Stab schon durch die
statischen Lasten bis nahe an die zuldssige Grenze beansprucht wird. Auch die doppelte
zweite Eigenfrequenz kommt fiir grofles P, als Resonanzfrequenz in Betracht.

5. Wenn die Angriffslinie der Léngskraft merklich exzentrisch liegt, sollte man schlieBlich
darauf achten, dafl w nicht mit einer hoheren Stabeigenfrequenz ungerader Nummer (haupt-
sdchlich der 3. Eigenfrequenz) zusammentrifft.

6. Durch die Einfilhrung von StoBzahlen und sonstigen Koeffizienten, wie sie in der
Baupraxis zur Beriicksichtigung stoBender und schwingender Belastung gebrduchlich sind,
kann man keine vollstdndige Sicherung gegen das Auftreten unzulissig groBer erzwungener
Schwingungen erreichen, solange man iiber den Abstand der Erregerfrequenz von den
verschiedenen Resonanzstellen nicht unterrichtet ist. Das gilt tibrigens nicht nur fiir den hier
behandelten Stab, sondern allgemein fiir alle elastischen Tragwerke unter schwingenden
Lasten. Die Stofzahlen bedingen in einseitiger Weise eine Verstirkung der Bauglieder und
damit eine Verschiebung der Eigenfrequenzen nach oben. Das mag in vielen Fillen zweck-
méfig sein. Es sind aber genau so auch Fille denkbar, in denen das Tragwerk durch Erhéhung
der Eigenfrequenzen gerade erst in Resonanz mit der erregenden Kraft gebracht wird.
Entscheidungen iiber die richtigen Mafnahmen zur Schwingungsverhiitung kénnen nur von

Fall zu Fall getroffen werden und erfordern stets eine vorausgehende Abschitzung der
Eigenfrequenzen.

6. Zusammenfassung.

In der vorliegenden Arbeit werden die Querschwingungen eines schwach gekriimmten
Stabes berechnet, der durch eine gleichformig verteilte statische Querlast und eine exzentrisch
mit gleichen Hebelarmen an beiden Stabenden wirkende pulsierende Lingslast beansprucht
ist. Der Bewegungsablauf wird durch die Losung einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung mit periodischen Koeffizienten gegeben, deren Integration fiir solche Werte der
Déampfung und der Krifte, die den normalen Verhiltnissen der Praxis entsprechen, mit
geniigender Genauigkeit gelingt.

Es ergibt sich, dall der Stab zunichst einmal diejenige Schwingungsbewegung ausfiihrt,
die er auch ausfithren wiirde, wenn er ganz gerade wire, keine Querlast triige und von der
Léangskraft streng zentrisch angegriffen wiirde. Dariiber lagert sich eine periodische
Schwingungsbewegung mit der Periode der schwingenden Last, bedingt durch die stéindige
Stabausbiegung und die AuBermittigkeit der Langskraft. Die erstgenannte (,,homogene*)
Schwingung klingt wie bekannt im allgemeinen ab, aufler in gewissen in einer fritheren Arbeit
ausfiihrlich diskutierten Fillen, in denen unbegrenzte Schwingungsaufschaukelung (Resonanz)
eintritt. Der wichtigste solche Resonanzfall ist der, dal die Frequenz der erregenden Kraft
mit dem doppelten Wert einer Eigenfrequenz des Stabes zusammentfillt. Die zweitgenannte
(,,inhomogene‘“) Schwingung hat meist kleine Ausschlige, die aber ein bedeutendes, unter
Umsténden sogar theoretisch unendlich groBes Maximum erreichen konnen, falls die Erreger-
frequenz mit einer Eigenfrequenz iibereinstimmt, ferner ein zweites sehr viel kleineres
Maximum, wenn die Erregerfrequenz dem halben Wert einer Eigenfrequenz gleichkommt.

Die fiir die Praxis wichtigsten Folgerungen aus unseren Untersuchungen sind am Schluf3
von Abschnitt 5 zusammengestellt.



Der n-stielige Stockwerksrahmen ist n-fach unbestimmt.

Uber ein Verfahren zur Berechnung hochgradig statisch unbestimmter
Systeme mit der kleinstméglichen Anzahl Unbekannter.

Von Dipl.-Ing. A. Thems, Hamburg.

Mit 28 Abbildungen.

Einleitung.

Im ,,Stahlbau‘ 1933, S. 145, wies Hertwig [4]* darauf hin, daB sich bei der Berechnung
statisch unbestimmter Systeme die Anzahl der zu ermittelnden Unbekannten unter Um-
stdinden verschieden grof} ergibt, je nachdem, ob KraftgroBen oder ForménderungsgréBen
als Unbekannte eingefiihrt werden, und unterscheidet dementsprechend das , Kraftgrofien-
verfahren* und das ,,ForméinderungsgréBen-Verfahren. (Fiir das letztere findet sich, von
Ostenfeld eingefiihrt, auch die Bezeichnung , Deformationsmethode* 2.)

Diese Feststellung Hertwigs wirft nun die Frage auf, auf welche Mindestzahl zu er-
mittelnder Unbekannter die Berechnung eines gegebenen hochgradig statisch unbestimmten
Systems bei Anwendung des ForménderungsgréBen-Verfahrens beschrinkt werden kann.

Allen bisher auf dieser Grundlage entwickelten Verfahren ist nun eigentiimlich, da8 sie,
auf Stockwerksrahmen angewandt, stets eine Reihe von Gleichungen iibrig lassen, die zur
Berechnung der Unbekannten nicht mehr benétigt werden und daher nur noch' Verwendung
als Kontrollgleichungen finden. Diese Tatsache la8t darauf schliefen, da bei diesen Verfahren
die bei der Berechnung von Stockwerksrahmen erreichbare Mindestzahl zu ermittelnder
Unbekannter iiberschritten’ wird. _

Eine weitere Eigenheit dieser Verfahren ist es, dafl sie den Einflul} eines belasteten Stabes
auf die anschliefenden Unbekannten verfolgen, und hinsichtlich der Aufstellung von EinfluB3-
linien in einem Rechengang daher den auf den Stab entfallenden Zweig simtlicher Unbe-
kannter gewinnen.

Im folgenden wird ein Verfahren entwickelt, das aus spiiter ersichtlichen Griinden als
,,Verfahren der f,,-Linien bezeichnet werden mag, bei dem im Gegensatz hierzu gewisser-
mafBen der EinfluB der Unbekannten auf die anschlieBenden Stibe verfolgt wird, da bei
ihm in einem Rechengang fiir eine Unbekannte die Elnﬂumae iiber samthche Stdbe
gewonnen wird.

Auflerdem ermoghcht es, bei der Bereehnung starr gestiitzter Rechteckrahmen mit
waagerecht frei beweglichen Rlegeln sowie allseitig gelagerter, rechteckiger Trigerroste die
Ausnutzung aller Bedingungsgleichungen und damit die Feststellung der Mindestzahl der bei
diesen Systemen zu ermittelnden Unbekannten.

Diese ergibt sich

a) fiir einstockige, unten offene Rechteckrahmen bei beliebiger Stiitzenzahl zu 2,

b) fiir einstockige Rechteckrahmen mit unterem Riegel bei beliebiger Stiitzenzahl zu 3,
c) fiir n-stielige Stockwerksrahmen mit grofer Stockwerksanzahl zu n,
d)

fir Vierendeeltrager zu 2,
e) fir allseitig gelagerte, viereckige Trigerroste mit m(m + n) Kreuzungsstellen zu m.

1 Siehe Schrifttums-Verzeichnis am SchluB.

2 Ostenfeld, A.: Die Deformationsmethode. Berlin: Springer 1926. — Mann, L.: Theorie der Rahmen-
tragwerke auf neuer Grundlage. Berlin: Springer 1927. — Krabbe: Verschiedene Arbeiten im ,,Stahlbau‘, —
Andruszewicz, St. [10] enthilt eine Gegeniiberstellung von K.-V. und F..V.
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Die Durchfiihrung eines Verfahrens fiir Kraftgrofen und Forménderungsgroflen im
9. Abschnitt 148t auBerdem deutlich erkennen, worauf einerseits die Herabminderung der
zu ermittelnden Unbekannten zuriickzufiihren ist, anderseits die Uberlegenheit des Form-
dnderungsgroBen-Verfahrens beruht, so daB diese Gesichtspunkte im Zusammenhang am
Schlusse noch einmal zusammengestellt werden kénnen.

Das Wesentliche der g, -Linien.

1. Die Belastungsbeiwerte g;,.

Die Elastizitdtsgleichungen fiir starr gestiitzte Stabwerke, bei denen der Einflufl der
Normal- und Querkrifte vernachldssigt werden darf, lauten:

1) |01 X1+ 610 Xo+ G5 Xyt -+ 6 X+ 4+ 6, X, = — &g
2) | Oy Xy + Oyp Xyt Gpg X+ 4 0, X4+ -+ 05, Xo = — 85

2) | 61X 4 00 X+ 0,3 Xyt 8, X+ 68, X, =— 6,

oder in abgekiirzter Form

z

(2) D 0ui  Xi=—16,0+0"0p140; firn=1 bisn=z.
i=1

Ihre Lésung sei

(3) Xy = Bu1 S1ot Pz 020+ A Buit Oiot Tt Bun Snot “ Bz " 920
oder in abgekiirzter Form
(4) X, z,gﬂné “0ig-

Die Bedeutung der Belastungsbeiwerte f;; ist durch die Gleichungen (3) und (4) hin-
reichend gekennzeichnet.

Mit Hilfe der Determinanten des Gleichungssystems (1) ergibt sich 8;; zu

(i+%+1) Dy

(5) | B = (—1) i

Handelt es sich bei dem Gleichungssystem (1) um Elastizitdtsgleichungen, so wird mit §;, = 4

(6) Oir = Opis Bix = Br: -

Die Werte §,,; der Gleichung (4) sind nun richtig berechnet, wenn sie den Bedingungen
geniigen

(7) 6n0.,;ﬂni'ani:—1'6n0;‘
Z
(8) 5(n:§:a)0 '.g;ﬂ(nj:a)i *0,;=0" 6(nj:a)0;
oder
g‘l
(83’) Z ﬁm"é(nia)izo-

1=1
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Wird der Einflufl der Normal- und Querkréfte auf die Verformungen vernachlissigt, so ist:
M, (nta) M;
(9) 5(nia)i=f E-J “ds

und man erhélt fiir Gleichung (8a) mit Gleichung (9)

Zﬁm M;
(10) Zﬂm 6(n:}:a)z /Ju'(nj:a)"—_*—_ds"

In Gleichung (10) ist M, .,y die Momentenfliche am statisch bestimmten Hauptsystem
infolge des Lastangriffes X, ., = 1, M; diejenige infolge des Lastangriffes X,- = 1. Dann

stellt §,; - M; die Momentenfliche infolge des Lastangriffes X;=g,; und Z Bui - M; den

Momentenverlauf infolge des gleichzeitigen Angriffes aller Unbekannten in der GroBe X, = Bui
dar. Dieser Momentenverlauf sei durch das Symbol M, gekennzeichnet. Es ist also

(11) J@F;ﬁm-m.

2. Der Momentenverlauf ,,,.—21 ﬂn.-'M,-(ﬁ,.,,-Linie).

Nach Gleichung (10) und (11) ist der Momentenverlauf llzm durch die 1. Vertrdglich-
keitsbedingung

(12) Moo Mn . go—0;  a+0

gekennzeichnet. Gleichung (12) besagt, da der Momentenverlauf M/ s €in Momentenverlauf
am statisch unbestimmten System ist, da er mit den statisch Uberzihligen X, , 5; @ + 0
keinerlei Verformungen mehr ergibt, sich mit ihnen also im Gleichgewichtszustande befindet.

Aus Gleichung (7), (9) und (11) erhélt man als 2. Vertréaglichkeitsbedingung:

(13) J Ry PR

Das bedeutet, daBl der Momentenverlauf JE,,, im Bereich der Unbekannten X, so zu
bestimmen ist, dall die Verformung mit der positiv einzusetzenden Momentenfliche M,
infolge des Lastangriffes X, am statischen Hauptsystem gleich — 1 wird. Da der Momenten-

verlauf JEM nun nach den Ausfithrungen des vorigen Abschnittes ein X, = g,, voraussetzt,
alle X, . 4 nach Gleichung (12) aber nur in solcher Gré8e auftreten, daB sich ein Momenten-

verlauf am statisch unbestimmten System einstellt, so ist der Momentenverlauf JWM der
Momentenverlauf am statisch (z — 1)-fach unbestimmten System infolge des Lastangriffes
X, = B.,- Als solcher trage er die Bezeichnung ,,f,,-Linie®.

Die B, ,-Linie ist der Momentenverlauf JEM am statisch (z— 1)-fach unbestimmten System
infolge des Lastangriffes X, = Bun.

In Gleichung (4): X, = Z Bui - 0;¢ ist unter der Voraussetzung starrer Stiitzung und bei

Vernachlasmgung des Emﬂusses der Normal- und Querkrifte

MO . M,
(14) ‘ 0io= E.J “ds,
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wenn M@ die Momentenfliche am statisch bestimmten Hauptsystem infolge der Belastung
darstellt. Es wird daher mit Gleichung (14) und (11):

2 Bui- M;
(14a) Xo=2 Bui" 00 =fM(O)"%7—dS,

(15) X /’ M. Mﬁn

Aus Gleichung (15) erglbt sich, daf3, wenn der Momentenverlauf M bekannt ist, der
Einfluf} jeder beliebigen Belastung auf die Unbekannte X, — und damit auoh ihre Emﬂumae
iiber simtliche Stibe — ermittelt werden kann.

Die Berechnung jedes statisch unbestimmten Systems kann mithin auch derart erfolgen,
daB zunéchst seine f,,-Linien mit Hilfe der beiden Vertriglichkeitsbedingungen (12) und (13)
ermittelt werden. Erst wenn dies geschehen ist, dann wird der Einflu8 der Belastung auf die
statisch Uberzéihligen mit Hilfe der Glelchung (15) ermittelt.

Die Frage nach der Mindestzahl der fiir die Berechnung eines statisch unbestimmten
Systems erforderlichen Unbekannten ist dann gleichbedeutend mit der Frage, wieviele
Unbekannte zur Berechnung seiner g,,-Linien benétigt werden.

Bevor aber diese Feststellung fiir die zur Untersuchung ausersehenen Systeme erfolgt,
sind noch einige Besonderheiten der B,,-Linie zu erértern, die fiir die Erkenntnis ihrer
Eigenart von besonderer Bedeutung sind.

3. Der Verlauf der g,,-Linien bei beliebig gekriimmten Systemen.
Nach Gleichung (11) gilt fiir den Momentverlauf M B

(11) ]—M;Sn:glﬂm]nz

Darin ermittelt sich §,; nach Gleichung (5) aus den Determinanten des Gleichungssystems (1)
zu
(n+i+1) Dy;

(5) Bu==1) 5

und stellt somit eine feste GréBe dar. Der Momentenverlauf My, nach Gleichung (11) nimmt
daher eine den M;-Flichen &dhnliche Form an. Da M; die Momentenfliche am statischen
Hauptsystem infolge des Lastangriffes X, ist, entsteht der Momentenverlauf Mﬂn aus der
Uberlagerung der verschledenartlg erweiterten Ordinaten aller M;-Flichen. Man kann also
die Form der f,,-Linien bereits im Vorwege abschétzen und sich ein Bild dariiber machen,
ob es moglich sein wird, die Unbekannte nach Gleichung (15)

(15) X,= [ H52m as

in einer iibersehbaren Form formelmé&Big zu erfassen.

Dies wird immer im Bereich gerader Stibe moglich sein, die zwischen zwei Stabknoten
gleichbleibenden Querschnitt aufweisen. Als tiberzéihlige Schnittkrifte eines Systems kommen
nur Normalkrifte, Querkrifte, Momente oder Uberlagerungen dieser drei in Frage, deren
Momentenflichen iiber einen geraden Stab stets nur einen geradlinigen Verlauf nehmen
kénnen. Es verlaufen mithin im Bereich eines geraden Stabes alle M; geradlinig. Dann

verlaufen aber auch alle f,; - M; und mithin auch M gn =2 Pni*M; geradlinig iiber den
Stab. Bei gleiehbleibendem E - J des Stabes zwischen den Stabknoten ist dann auch der

Verlauf der -~ -fachen g,,,-Linie = ’3; geradlinig.
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4. Die B,,-Linien gerader Stibe gleichbleibenden Querschnitts.

Das Integral der Gleichung (15) wird fiir eine senkrechte Einzellast auf einem Riegel mit
gleichbleibendem Querschnitt zwischen den Stabknoten nach den vorausgegangenen Aus-
filhrungen daher durch Momentenflichen nach Abb. 1

= ][ b ‘ dargestellt.
~lw® o ® Man erhélt zunédchst fir
' ' PS5 —
, —1 (15) X, = [ 255 ds
5 -
=T . z(l—2)(2l—2x) z(l—2z) (+2)
LI Xn—("]l 6-1-BE-J + 7, 6-1-E-J )P

. s(l—ax) [2m+n)l (e —m)
Abb. 1. - r [ l+ x] o

6-H-J 6 -8-J
und mit der Substitution
_CmuAn)l . 5 e—m)l
(16) a="g.g.5 5 P="6.5.J
(17%) x,=20=a@lth p.g,

Fiir andere Riegelbelastungen erscheint X, dann in der Form

(189) Xy=cy(a+B-0cp).

Da sich die Gleichung (17) aus den Knotenordinaten der g, ,-Linie mit Hilfe der Gleichung
(16) gewissermaBen ablesen la8t, so stellt die f,,-Linie starr gestiitzter, aus geraden Stdben
mit gleichbleibendem Querschnitt zwischen den Stabknoten zusammengesetzter ebener
Stabsysteme die Gleichung der EinfluBllinien der Rahmeneckmomente genau so durch die
Ordinaten gerader Linienziige dar, wie dies die geraden EinfluBlinien des Balkens auf zwei
Stiitzen tun*.

Wechselt bei Systemen mit geraden Stdben der Querschnitt zwischen den Stabknoten,
so nimmt M, immer noch einen geradlinigen Verlauf iiber den Stab. Die Unbekannte X,
ist dann aber aus der Gleichung (15) unter Beriicksichtigung des verédnderlichen Tréigheits-
momentes zu ermitteln.

Liegt in einem Falle die EinfluBllinie in der Form der Gleichung (17) oder (18) vor, so erhilt
man daraus die Ordinaten der g, ,-Linie durch die Substitution

(19) n=2a—f2s n=2a+2p5"

Da die Elastizitdtsgleichungen sich dadurch auszeichnen, dafi alle §;; = ¢;; sind, so sind
nach Gleichung (6): [;; = 03 Biz = Br:] auch alle ;. = B,

3 Vgl. auch Thoms: Die Berechnung harmonischer Stockwerksrahmen [3]. Die Form der Gleichung (17)
findet sich in Stahlbau 1937, S. 199, unter Gleichung (54). Sie ist bei Stockwerksrahmen mit frei beweglichen
Riegeln angebrachter als die vielfach iibliche Darstellung mit Hilfe der £- und R-Werte, weil bei waagerecht frei
beweglichen Riegeln die EinfluBlinie héufig zwischen den Stabknoten das Vorzeichen wechselt, wie Stahlbau 1938,
S. 18, Bild 23 und 24 zeigen. Dieser Wechsel ist in der Darstellungsweise der Gleichung (17) sofort erkennbar.

Die Werte ¢; und ¢, der Gleichung (18) sind fiir verschiedene Belastungsfille in Tafel V zusammengestellt.

4 Dies erklart sich daraus, daB8 die an sich kubische Gleichung (17) nur zwei von 1 verschiedene Festwerte
— namlich die Werte « und f — enthilt. Die Gleichung der EinfluBlinie der Eckmomente gerader Stibe gleich-
bleibenden Querschnitts ist daher stets durch zwei von Null verschiedene Ordinaten festgelegt, wenn die zu-
gehorigen Abszissen ebenfalls bekannt sind. Man kann die Gleichung der EinfluBlinie daher auch aus zwei
Tabellenwerten der Tabellenwerke von Anger, Griot u. a. ermitteln, wenn auch der Zahlenabrundungen wegen
nur angendhert.

Im iibrigen war diese Moglichkeit, die Gleichung der EinfluBlinien der Eckmomente gerader Stibe gleich-
bleibenden Querschnitts durch gerade Linienziige darzustellen, der Anlaf zur allgemeinen Untersuchung dieser
Linienziige.
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Dieser Zusammenhang ist fiir solche Systeme von Bedeutung, bei denen die Méglichkeit
besteht, die Uberzéihligen so zu wihlen, daB max M, = + 1 wird, wiihrend gleichzeitig fiir
M,=1 alle M, . ,=0 werden (z. B. Durehlaufbalken und Rechteckrahmen). Dann wird
die Ordinate der f, . 4y + o-Linie an dieser Stelle

(20) Nn+ayn= ﬁ(nj:a)n M ﬁ(nﬂ:a)n

In solchen Fillen sind die Ordinaten der B, ,-Linie eine direkte Darstellung aller Belastungs-
beiwerte B,y oy und die Berechnung aller B,,-Linien ist gleichbedeutend mit der Bestimmung
aller Belastungsbeiwerte f;;.

Ferner gilt in diesen Féllen wegen (6): d;; = d;;; Bs1 = Pr; auch

(21) T nta)=Nnxayn -

5. Beziehungen zwischen den EinfluBlinien starr gestiitzter Systeme
und ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung.

Da als EinfluBllinie nach Miiller-Breslau [5] diejenige Linie bezeichnet wird, deren zur
Abszisse & gehorige Ordinate # angibt, welchen Einflufl eine in Richtung der Ordinate 7
wirkende Last P = 1 auf eine gesuchte statische GroBe ausiibt, kann die Gleichung F,, jeder
EinfluBlinie nach Gleichung (15) durch die Beziehungen

( .
(22 Ro= [ 222 g |
und i -/l F = -x/l 3
(23) F,y= / M;g) Eﬂj} ds | x_.l.?z-.z_. Ex_,l.vl;_z_.
* dargestellt werden. Abb. 2.

Gleichung (22) bringt zum Ausdruck, daf die EinfluBlinie statisch unbestimmter GréBen
starr gestiitzter Stabsysteme als Biegelinie infolge des Lastangriffes X, = B,, gedeutet werden
kann. Nach Gleichung (23) kann diese Linie aber auch als Momentenlinie des Balkens auf

K, und };‘I—‘?’} die allgemeine Beziehung die zwischen Momentenlinie und Belastung besteht.
Es ist

M,

(24) 7.7 =—F
(25) My,=—E-J-FY

Mit Gleichung (24) ergibt sich aus Gleichung (23) die Beziehung
(26) Fy=—/ M Fjda.

Da sich weiter aus dem bekannten Einflul einer ,,Einzellast an beliebiger Stelle* alle
Einfliisse anderer Belastungsarten entweder durch Summenbildung, Integration (Strecken-
lasten) oder Differentiation (Moment an Stelle der Einzellast) ermitteln, ergibt sich fiir eine
beliebige Belastung p, die am statischen Hauptsystem die Querkriifte @ und die Momente M)
erzeugt, die Beziehung

(27) [p Fyde=— M) Fdx,
die dazu reizt, die Beziehung zwischen erster Ableitung und Querkraftfliche der Belastung

zu untersuchen. Die Untersuchung kann sich wiederum auf die Querkraftfliche einer
,,Einzellast an beliebiger Stelle“ als Prototyp aller Belastungsfille beschrinken. Dabel kann

die Querkraftfliche infolge der Einzellast nach Abb. 2 in die Teilflichen - 1 und — zerlegt
werden.
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Nach Abb. 3b erhilt man fiir
/QO : dx—fF’ dx———fF’ dx=F, —EO)———?[EZ)—~F('0)],

und da nach Abb. 4a Fy = By = 0 ist, wird

!
(28) ¢ [Fyde=0
0

T l
(29) Ex):/ (;)dx:/Q‘}a-
0 0

Zusammengefafit ergeben die Gleichung (26) und (29) die Be-
ziehungen

(30 %) fp Fx)dx_/Qm - dx:”/Mg(,O)' .

Abb. 3.

Die Gleichung (30) setzt aber mit F; = Fg = 0 voraus, da3 eine Last iiber einer Stiitze
keine Momente im System hervorruft, das System also starr gestiitzt ist®.

5 Zu Gleichung (30) verdanke ich Herrn Prof. Gaede, Hannover, den Hinweis, daB in ibr das Integral
Ju-dv in doppelter Form vorhanden ist und die allgemeine Untersuchung zwei Bedingungen enthalt. Setzt
man M;;” = f(x), so geht Gleichung (30) in die allgemeine Form iiber.

(31) — [y By dz = [ fig) Flyy da=— [ fi0) F(} - da.
iAllgemein erhilt man
(31a) /f?x)'fo)'def' Fy— [finF
F(x) Jla F"
(31b) /bf('x)'FEx)'dw:f(b)'Fw)—fEa)‘Fa“ff(é) F
a P
=toy Foy—ta Fay— [ Fiy-

a
Nach Gleichung (31b) ist Gleichung (31) nur méglich, wenn die beiden Bedingungen
foy Foy =T Fa=0
Toy Foy— fa) Flay = 0

gleichzeitig erfiillt sind. Bezeichnet man die Querkrifte und Momente, die die Last an den Auflagern 4 und B
erzeugt mit Q; QF', M und M}, so verlangt Gleichung (32)

(323:) QVOW'F(b)— Q;O)‘F(a) = O,
(32D) MY - Fipy— MO -Fipy = 0.

(32) I

Da nun die Querkrafte Q' und F; (ap) Di€ gleichzeitig = 0 werden kénnen, und meist Q(O =+ 0 und F(ab F0
sein wird, miissen M und F4p=0 werden. Das heiBt, den EinfluBlinien miissen starr gestiitzte Systeme

zugrunde liegen.
6 Die Gleichung (30) gilt mithin auch fir den Balken auf zwei Stiitzen. Das Moment an der Stelle z infolge

der Belastung p ist
l 4
Mg”):/Qp-Q(If)-dx:fp-Mg)~dx,
0 0

wenn Q(I’f) die Querkraftflache, M (If) die Momentenfliche infolge der Last P=1 im Punkte x ist. Die Beziehung

l
= / p-M (;f) - dz ist lediglich der mathematische Ausdruck fiir den Satz, daB die Momentenflache fir die
z
Last P=1 im Punkte z zugleich Einfluflache fir M, ist. Das erste Glied M;f): / Q- ng) - dz dagegen
0

i
besagt, dafl der Ausdruck f Q; - Qp - dx bei starr gestiitzten Systemen stets ein Moment darstellt.
0
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Fiir die EinfluBlinie selbst ergibt sich aus Gleichung (30)

) Bo= [ Q8 Byds—— [ Mg -y -da.
Man kann somit, von der Linie —F{, = Jg 5 ausgehend, direkt zur Einflufilinie gelangen

[ein Weg, der sich fiir die Einflullinien gerader Stébe gleichbleibenden Querschnitts bereits
nach Gleichung (16) und (17) als besonders einfach erwiesen hat] oder aber, man bedient

sich des Umweges iiber die Querkraftfliche F,, zur Belastung E’g 3 Ein Schema fiir einen
derartigen Rechnungsgang findet sich im Abschnltt 20.

6. B..-Linien und voneinander unabhingige Gruppenlasten.
Mn Mﬂn

Nach der 2. Vertriglichkeitsbedingung (13) ist / -ds=—1. Infolgedessen kann

man Gleichung (15) auch in der Form

(34) x, [ 2ot LIP = — [E e as

schreiben. Diese Darstellungsmoglichkeit der Unbekannten mittels nur einer Elastizitéts-
gleichung mit nur einer Unbekannten erweckt den Anschein, als handele es sich bei den
B.n-Linien in allen Féllen um voneinander unabhéngige Gruppenlasten nach Art der Sinus-
Gewichte und abklingenden Momentenflichen nach Stahlbau 1938, S. 15, Tafel 10 [3] mit

dem Kennzeichen / J"—;M—ﬂj"—ii ds=0. DaB dies nicht der Fall ist, spricht unter anderem

Beyer in ,,Eisenbetonbau 11 [6], S. 213 aus. Der Beweis ergibt sich aus folgendem: Es ist
(35) J@n:g;ﬂm*M:ﬂn1M1+ﬂn2M2+ﬂn3M3+ ’

Entsprechend erhilt man

(36) B (n+ a) Z ﬂ(niam'*Mz

~ Die Verformung zwischen zwei f,,-Linien ergibt sich demnach zu
(37) E-J- 5n(nia) = /Mﬂn 'Jl_f;i(nia) ds=+ /ﬂnl ' Ml ' 21 ﬂ(nia)i . Mi “ds
+//31L2'M 'Zﬂnia)i'M"ds

+ [ oz My X Bosai Mi-ds-
Da nun [ M; Myds=E-J - & ist, so wird

(38) gn(nia): ﬂm 'Zﬂ(nia)i ' §1i+ﬁn22ﬂ(nia)i : 52i e
'Jf_ﬂna 'Zﬂ(nia)i * 63i+ e ﬁn(nia) ' Zﬁ(nia)i : 6(nia)i +

Nach Gleichung (8) sind nun alle }'f, , 4); - 6,; = 0 und nach Gleichung (7) > B 4 4)s X
Om+ayi=—1. Es fallen somit in Gleichung (38) alle Glieder fort, bei denen hinter den
D' -Zeichen Werte mit ungleichen Indizes stehen und es bleibt allein

(39) 6n(nia): ﬂn(nia)Zﬂ(nia)i i 6(nia)i: “ﬂn(ni a) *

Die f,,-Linien sind daher nur voneinander unabhingig, wenn alle §,, . ,,= 0 sind, was
aber voraussetzt, daB auch alle &, =0 sind, die Unbekannten also von vorneherein
bereits voneinander unabhéngig sind.

Wollte man in allen anderen Fillen die f,,-Linien als Momentenflichen am statisch
unbestimmten Hauptsystem zur Aufstellung von Elastizitdtsgleichungen benutzen, erhielte
man — z. B. auch fiir Durchlaufbalken iiber vielen Offnungen — Volldeterminanten, da
alle ;3 =+ 0 sind.
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Ferner erscheinen auf der Lastseite in jeder Zeile alle d;, gleichzeitig. Das Gleichungs-
system lautete in abgekiirzter Form

(40) —_gﬂni'Xizf_.}_;ﬂni'éio-

Wiire dieses Gleichungssystem dann aufgeldst, so miiiten noch alle x - §,,-Linien iiber-
lagert werden um als Endergebnis

% s MO . Mp,
(41) Xn _iélﬂm 6@'0_/—_E*_J—d8

zu erhalten.

Die B, ,-Linien sind daher im gleichen Sinne wie EinfluPlinien nur zur Ermittlung einer
einzigen statisch Unbekannten, bzw. soweit die stdtische Unbekannte ein Moment darstellt,
nur zur Ermittlung einer einzigen Momentenordinate anzusetzen; nicht aber im Sinne von
Gruppenlasten zur gleichzeitigen Ermittlung mehrerer Ordinaten und damit eines Momenten -
verlaufes.

7. Sitze iiber die B,,-Linien.
Zusammenfassend kénnen iiber die f,,-Linien, wenn vom Einflu der Normal- und
Querkrifte abgesehen wird, folgende Sitze aufgestellt werden:

1. Die B,,-Linie der elastischen ForménderungsgroBe X, eines starr gestiitzten ebenen
Stabsystems ist derjenige Momentenverlauf M;,, aus welchem sich die Unbekannte mit
Hilfe der Momentenfliche der Belastung am statischen Hauptsystem (M ©-Fliche) in der Form

(42) X, = [ 1520 as

ermittelt.

2. Die B,,-Linie ist der Momentenverlauf Mﬂn, welcher am statisch (z —1)-fach un-
bestimmten System infolge des Lastangriffes X, = §,, entsteht. Ist M, , die Momenten-
fliche am statisch bestimmten Hauptsystem infolge des Lastangriffes X, . ,, so lauten die
Vertréglichkeitsbedingungen fiir diesen Momentenverlauf:

(43) /éf%@_ffﬁn.dszo; a0,
(44) o Mon . gs——1.

Sie ist hinsichtlich ihrer Verwendung in Gleichung (42) den Einflufilinien gleichzustellen,
nicht aber den voneinander unabhingigen Gruppenlasten, da mit

< ﬂp -Eﬁ(nia)
(45) 6n(nia):/ nE.J ds:*ﬂn(nia),

im allgemeinen also Sn(ni,,fi: 0 wird.

3. Der Momentenverlauf

) (46) ’ Jﬂ;n':Zﬁn(nia)M(nia)
ist mit den Determinanten des Gleichungssystems
(47) 2 ey Xwzay="—0no

durch die Beziehungen

@+1) Dy@nta)
(48) Prmsay=(—1)

(49) ﬂn(nia): ﬁ(nia)n
verbunden.
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4. Zwischen der EinfluBlinie F,, der Unbekannten und der 8, ,-Linie besteht die Beziehung
(50) Yy, =—E-J F).
Ist My’ die Momentenfliche, QY die Querkraftfliche am statisch bestimmten Hauptsystem
infolge des Lastangriffes P =1, so gilt fiir starr gestiitzte Systeme:
(51) Boy= [ Q9 Bydo=— [ MP-Ejda.

Fiir eine beliebige Belastung p, die am statischen Hauptsystem die Querkrifte @3 und die
Momente M,” erzeugt, ist

(52) /p'Ex)'dx:/Q;?)' (’z)'de—/M;m-Ifzw)-dx,
5. Die Gleichung der EiI;ﬂuBlinie F,, einer statisch Unbekannten lautet im Bereich eines

waagerechten Stabes von der Lénge I, der zwischen den Rahmenknoten gleichbleibenden
Querschnitt aufweist, fiir senkrechten Lastangriff:

(53) Fay= 2] (c;a."ljﬂ'x) pP-l.

Sie ermittelt sich aus den Knotenordinaten », und #, der §,,,-Linie mit Hilfe der Beziehungen
2+ ) -1 (r—m) -1

(54) *= (7% 1% p b= “ﬁé’-_E’zf_J*

6. Kénnen bei einem statisch unbestimmten System die Uberzihligen so gewihlt werden,
daB alle max M; =+ 1 und gleichzeitig fiir M; =1 alle M; =-0 sind (z. B. Durchlaufbalken
und Rechteckrahmen) und werden sie bei der Berechnung in dieser Grofle eingesetzt, so wird
die Ordinate 7, ,y ihrer B,,-Linien gleich dem Belastungsbeiwert g, .., und wegen
der Beziehung f, . o) = fns ayn daher auch

(55) Nnnta)= Nn+ayn = ﬁn(ni a) = ﬁ(ni a)yn *

B..-Linien, Rechteckrahmen und Deformationsmethode.

8. Die g,,-Linien starr gestiitzter Rechteckrahmen mit waagerecht
frei beweglichen Riegeln und die Vertriglichkeitshedingungen.
Die Vertriglichkeitsbedingungen (12) und (13) setzen voraus, daB keine Stiitzensenkungen

zu beriicksichtigen sind und der Einflul der Normal- und Querkrifte vernachlissigt werden
darf. Hinsichtlich der zweiten Vertréiglichkeitsbedingung ist auBerdem zu beachten, daB die

Abb. 5.

Momentenflichen der Forménderungsgroflen positiv einzufiihren sind. Als positiv werden
dabei im Einklang mit den Annahmen, die sich fiir , harmonische Stockwerksrahmen**
als zweckméBig erwiesen haben, alle Momente bezeichnet, die

1. an der Unterseite der Riegel und

2. an der rechten Seite der Stiitzen Zug erzeugen
also an der in Abb. 4b gestrichelten Stabseite.

Stahlbau-Forschungsheft 4. 3

Y
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Bei der Berechnung der Rechteckrahmen kann nun von den besonderen Zusammenhéngen
Gebrauch gemacht werden, die sich nach Gleichung (20) und (21) ergeben, wenn alle
max M, =+ 1 eingefiihrt werden, wihrend gleichzeitig fiir max M, alle M, , ,) = 0 werden. Als
Unbekannte werden daher die Einspannmomente der Stabenden angesehen bzw. hinsichtlich
des Momentenverlaufes MM einer f,,-
Linie seine Ordinaten an den Stabenden.
Die allgemeine Kennzeichnung der Eck-
ordinaten einer £, ,-Linie erfolgt dabei im
Rahmenrechteck nach Abb. 4b. Zwischen
diesen Ordinaten verliuft die g,,-Linie
nach den Ausfithrungen des 3. Abschnittes
geradlinig iiber den Stab.

Die f,,-Linien geniigen dann der
Voraussetzung starrer Stiitzung, wenn
ihr Momentenverlauf M, die Vertréglich-
keitsbedingungen (12) und (13) mit Mo-
mentenflichen M, ., = M,; a >0 nach
Abb. 4a erfiillt.

Der Voraussetzung, daf Normal- und
Querkrifte keinen Einfluff auf die Ver-
formungen haben, ist geniigt, wenn der
Momentenverlauf IWM die Vertriglich-
keitsbedingungen (12) und (13) mit Mo-
mentenflichen M, . ,,= M;; @ = 0 nach
Abb. 6a bis d erfiillt. Dabei miissen diese
Bedingungen in einem auf allen vier
Seiten geschlossenen Rahmenviereck mit
allen vier Momentenflichen nach Abb. 6a
) } bis d gleichzeitig erfiillt sein, wobei der

Abb. 6. Abb. 7. Ansatz der vierten Momentenfliche nur

noch als Kontrolle verwendet werden

kann. Bei fehlendem unteren Riegel und frei drehbaren Stiitzenfiilen (v}, =1 = 0;

n}=n/=0) sind die Vertraglichkeitsbedingungen nur mit der Momentenfliche M, o) = M,
aufzustellen. Fir die 2. Vertriglichkeitsbedingung

E-J

M}V]Wﬂn

T ds=—1

ds=

sind dabei die Vorzeichen der M,-Flichen der Abb. 6a bis d zu vertauschen, wenn ihre
negative Ordinate mit der Ordinate §,, einer f,,-Linie (im folgenden als ,,Lastordinate‘
bezeichnet) zusammenfaillt.

Ist ein Stiitzenfull voll eingespannt, sind die Vertraglichkeitsbedingungen mit Momenten-
flichen M, ,, = M, nach Abb. 5a bis b zu erfiillen.

Die Vernachlissigung des Einflusses der Normal- und Querkriifte der Riegel ist nun aber
auch noch gleichbedeutend mit der Annahme, da@} infolge eines Lastangriffes die waagerechte
Verschiebung der Rahmenknoten des oberen Riegels eines Stockwerkes gegen den feststehend
gedachten unteren Riegel fiir alle Knoten des oberen Riegels gleich sein muB. Ein Ma8 fiir
diese Verschiebung ist die Verformung, welche sich aus der Momentenfliche der Belastung
am statisch unbestimmten System und Momentenfldchen nach Abb. 7a bis d bzw. bei einge-
spannten Stiitzenfiifen nach Abb. 5¢ ergibt. Dieses mull mit Ausnahme des Falles, daB die
Lastordinate 8,, selbst betroffen wird, fiir alle Felder eines Stockwerkes den gleichen Wert
ergeben. Dieser Wert werde mit z bezeichnet bzw. wenn mehrere Stockwerke zu beriick-
sichtigen sind, mit z;, wenn ¢ die Ordnungsnummer des zugehérigen Stockwerkes ist. Dabei
werden die Stockwerke eines Rahmens mit 1 anfangend von unten nach oben gezihlt.
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Auf die VerschiebungsgroBle z abgestellt, lautet dann die der 1. Vertraglichkeitsbedingung
entsprechende Gleichung der Rechteckrahmen

(56) fM;g Mﬁnd s=z,

wobei diese Bedingung fiir jedes Rahmenrechteck eines Stockwerkes mit allen ansatzfihigen
Momentenflichen M,, bis M,, erfiillt sein muBl. Dann ist gleichzeitig auch die 1. Vertrig-
lichkeitsbedingung (12) selbst erfiillt, wie folgende Beispiele zeigen:

M, Mgy, [ (M — M) - Mgy, _
/ E.Jg-ds—/ 7.7 cds=+z2—2=0,
Mye- Mg _/ (Mg — M) - Mg, B
/-*E—J dS— E-J dé‘—«—|—2—2—0,
Mea Mﬁn . (Mza_Mze) Mﬁn _ M
/7E7 a8 ds-/ T ds=4+2—2=0.

Ist jetzt 7f oder 7} Lastordinate (abgekiirzt LO), so verlangt die zweite Vertriglichkeits-
M, gnMyq

bedingung(13):/Mﬂ£ f]nh“ -ds=—1; aullerdem muf} nach Gleichung (56):/ T ds=2
sein. Es wird daher
A Mﬁn Mza ﬂﬁn'(Mha‘*‘Mzd)
LOGfs o) [ g ds = E-J ds=—1+z.
Fiir die iibrigen Ordinaten erhilt man
r [ Mpn- M Mpn(—Mpa+ M;a)
LO (o) o) [ gt ds= [ St g 1 g,
Mg, ]Wﬂn(‘—M + M)
s .
LO(?]L)/MWL M. ds i/ Mpn Mhb+Mzb) ds——1+42,
X, nMzq ﬂﬂn(Mhd‘FMzb)
LO(n’j)/ ’SE -ds —/ 7.7 ds=—1+4+2z,
M—n'Mz J—WH(M +Mz)
LO(nB)/ng%ﬂ'dSZf’*ﬁ#'dS:Jr1+z-
Ist ein Stiitzenfull voll eingespannt, so erhdlt man mit Abb. 5:
ﬂn'Mz ﬂn M a‘|"M a
1O ) [ Mg s = [P oz

Diese Ergebnisse konnen in folgender Form als die der 2. Vertréiglichkeitsbedingung ent-
sprechenden, auf die Verschiebungsgrofle z abgestellten Lastordinaten-Regeln zusammen-
gefallt werden:

ﬂﬂn Mz
M n‘Mz
(58) LO (o) [For5= ds=+1+42.

Die Berechnungder g, ,-Linien der Rechteckrahmen geht dann mit Hilfe der Gleichungen (56)
(67) und (58) iiber in eine Berechnung nach dem Bleichschen Viermomentensatz [7].
Sind die Riegel der zu berechnenden Rahmen gegen seitliche Bewegungen gesichert oder
nur fiir Laststellungen zu berechnen, die keine Seitenbewegungen hervorrufen, wird z = 0.
Da die B,,-Linien der Stockwerksrahmen nach den vorliegenden Ausfiihrungen als
Momentenverlauf M;, infolge des Lastangriffes $,, eines Eckmomentes eines Stabes berechnet

3*
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werden, mull die Summe aller Horizontalschiibe eines Geschofles Null sein?. Mit den Be-
zeichnungen der Abb. 4b gilt daher

N H=—o0; kX _

k ’
(59) =2
Ferner ist an den Stabknoten die Bedingung des Knotengleichgewichts zu beachten:
(60) 2 M= n=0.

AuBerdem gilt fiir die Ordinaten verschiedener f,,-Linien die Beziehung der Gleichung (21):

(61) Nu+ayn = Mn(nta)-

9. Ermittlung einer g,,-Linie eines einstockigen,
harmonischen Rechteckrahmens.

Die Anwendung der Ergebnisse Gleichung (56) bis (61) des voraufgehenden Abschnittes
werde an einem einstéckigen harmonischen Rahmen (s. Thoms [3]) nach Abb. 8 fiir die
Brnn-Linie der Ordinate #g durchgefiihrt.

rr @ g
¥n -+ *w b e &
L2y Wit A
l A -
S
Abb. 8

Die Trigheitsverhiltnisse seien
l B o h 1
TR Y TRT
In jedem Feld wird die Gleichung (56) abwechselnd fiir die Flichen M,, und M, ; der Abb. 7
aufgestellt und an den Knoten die Bedingung (60) des Knotengleichgewichts beriicksichtigt.
Mit der Stiitze 0 beginnend erhélt man unter besonderer Beriicksichtigung der LO-Regel

(68) fiir 75 = fun:

62 =4+ 62z = 4m + 7a
62z =—m— 20+ 5 20 Ny = 5+ 37y

Na="ng+ N3 Ny = 5m+ 47,
6z =% 2034 20,175 N5 = — 11y — 107,

l 6z =—1— 275+ %" 27 Ne = — 139, — 157,

1 N7 =15+ e N7 = —24n;— 257,
62 =% 206+ 297+ 7g Mg = + 657, + 667,
6(1+2)=—m—2n5+% 2n Ny = 6+ 1107, + 1087,

(Ry) o ="Ng + Mg N = 6+ 175m + 1749,
62 =320+ 2n0+ Ny =— 18— 45679, — 4557,
62 =—Np— 2N — 3 " 27 Mo =— 30— 7339 — 7357,
Ths = N + N1z Mg =— 48 —11897n; — 11904,
62 =320+ 273+ s N =+ 126 — 31159, 4 31167,
6z =—1g—2n4+ 5 205 s = + 204 4 50457, 4 50437,
Mg = Ta + s N = + 330 4 81607, + 81597,
6z =% 2m5+ 2016+ T g = — 864 — 213617, — 213607,
6z = — 16— 2717 + 271s s = — 699 — 172797, — 172807,

7 Diese Bedingung wendet auch Andruszewicz [10] auf S. 11 in Verbindung mit Drehwinkel-
gleichungen an.
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Es mufl nun #; = — 4 sein und ferner

2 =m 4 g+ ng+ 1+ Mg+ 5+ ms=0
Ny +1me=0; | 386407, + 386407, = — 1563
k

2 nF  =0; | 12864y + 128767, = 519
128807, + 128807, = — 521
1286417, - 128767, =+ 519

24z =167 + 49y = — 2

— 128807, — 128807, = + 521
+ 515207, + 128807, = — 6440

386407, —— 5919
— 386407, — 386407, = + 1563

— 386407, = — 4356

128807, = — 1973; 100%, = — 15,3183
128807, = 1452; 1007, =+ 11,2733

24z =—2; z=—1L

=

Die so gewonnenen Werte sind auf andere Art bereits in Stahlbau 1937/38, [3] Thoms,
Harmonische Stockwerksrahmen, berechnet worden.

Aus Gleichung (68) in Stahlbau 1937, S. 199, erhélt man fiir die Belastung @, = 1/h,, der
Abb. 18 fiir n = 6 Felder

Mé 1 7Q71p'h 71 1 1

200 R T T 20 @k T T2 13
Fiir 1009, und 1007, ist ferner nach Stahlbau 1938, S. 13, Tafel 6, fiir M! im 1. Feld:
1000 = — 3,2272; 1008 = + 4,4319.
Nach Gleichung (19) des 4. Abschnittes ergibt sich daraus mit E—ZJ =1:

100 7, = 200 (e — f) = — 2 (83,2272 + 4,4319) = — 15,3182,

100 77, = 200 (o 4 28) = — 2 (3,2272 — 8,8638) = — 11,2732 .

Die Ubereinstimmung der Ergebnisse ist mithin vollkommen.

Aus dem vorgerechneten Beispiel ergibt sich nun ohne weiteres, daB der Rahmen um
beliebig viele Felder vermehrt werden kann, ohne da die Anzahl der am Schlu3 zu berech-
nenden Unbekannten groBer als 2 wird. Denn, ganz gleichgiiltig um wieviele Ordinaten die
Bnn-Linie noch vermehrt werden muf, sie werden sich alle wie die bereits ermittelten in
Abhingigkeit von den Ordinaten 7, und 7, ausdriicken lassen. Wird der Rahmen in Abb. 8
als n-feldrig angesehen, so sind 37 Ordinaten sowie die GréBe z — zusammen 37 + 1 GroBen —
zu bestimmen. Fiir diese stehen auf dem Wege bis zur letzten Ordinate (n — 1) Knoten-
gleichgewichtsbedingungen sowie 2n-mal die Verschiebungsbedingung z zur Verfiigung. Es
bleiben mithin am Schluf} stets noch [(3n 4 1) — (n — 1) — 2n] = 2 GroBen zu bestimmen
iibrig, zu deren Ermittlung am letzten Knoten die Gleichgewichtsbedingung #} = —#* sowie
die Bedingung Gleichung (59): Y H = 0 zur Verfiigung stehen. Damit sind aber auch alle
zur Bestimmung zur Verfiigung stehenden Bedingungen restlos ausgeschopft und es ver-
bleiben keine Gleichungen mehr, die lediglich als Kontrollgleichungen anzusehen sind. Eine
Kontrolle kann zwar durchgefiihrt werden, indem die ermittelten Ordinaten auf die Erfiillung
der Vertriglichkeitsbedingungen (12) und (13) mit den Momentenflichen M, und M, der
Abb. 4a und 6a bis d hin untersucht werden; wie aber im voraufgehenden Abschnitt gezeigt
wurde, ergeben diese Momentenflichen nur eine Kombination der Summe (4 z — 2) = 0,
nicht aber zusétzliche Bedingungen.
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Der starr gestiitzte einstéckige Stockwerksrahmen mit aufgehobenem Horizontalschub
und waagerecht frei beweglichem Riegel nach Abb. 8 hat demnach unbeschadet der Anzahl
seiner Felder hinsichtlich seiner f,,,-Linien nur 2 zu bestimmende Unbekannte. Bei n-Feldern

hat jede seiner (3n — 1) zu ermittelnden B,,-Linien (3n — 1) Ordinaten. Von den (3n — 1)

Ordinaten sind allgemein Mw Ordinaten voneinander verschieden. Der gleiche n-

feldrige Rahmen ist hinsichtlich seiner statisch Uberzibligen (2 n — 1)-fach unbestimmt.

Wie diese Zusammenstellung zeigt, ist bei hochgradig statisch unbestimmten Systemen
scharf zu unterscheiden zwischen der Anzahl ihrer statisch iiberzihligen Schnittkrifte
[=(2n—1)], der Anzahl der fiir die Berechnung insgesamt zu ermittelnden Gréfen

= 3n_(32n—1) und der Anzahl der zur Durchfiihrung dieser Errechnungen bendstigten Bezugs-

grofen [ = 2]. Dafiir ist das Beispiel des einstéckigen Rahmens mit aufgehobenem Hori-
zontalschub nach Abb. 8 auBerdem besonders aufschluBireich, weil sich fiir die Berechnung
seiner statisch iiberzihligen Schnittkrifte mit den Bezeichnungen der Abb. 9 fir die f,,-
Linie der Uberzihligen H, [= Ordinate #,, der Abb. 8] folgendes ergibt: Mit H, beginnend-
erhilt man fiir die 6fachen Vertriglichkeitsbedingungen (12) und (13) nacheinander:

%

+|7 )

h A TR
I/

f 4 s
Abb. 9.
9H, +3V, —Hy,= 0 H,=+ 9H,+ 3V,
8H, +4V, +3H,+ V, = 0 V,=— 30H,— 13V,
—H, +3V, +8H,+3V, —H;= 0 H,=— 19H,— 12V,
V, +38H, +4V, +3H,+ V; = 0 V, =+ 150H,+ 178V,
—H,+3V, +8H;+3V; —H,= 0 H,=+ 199H,+ 96V,
(Ry) Vo, +3H, + 4V, +3H,+ V= 0 V, =—1110H,— 551V,
—H; +3V,+8H,+3V,+H;= 0 H,——1269H,— 639V,
Vo +8H, + 4V, +3H;4+ Vs = 0 Vs =+ 7500H, + 3755V
—H,+3V,+8H,+3Vy, —Hg= 0 Hy=+ 8819H, + 4404V,
V, +3H;+ 4V, + 3H, = 0 H 51540H, + 25764V, = 0 “
—H;+3V; +9H, =—6 103140 H, + 51540 V; = —

38640H, — — 6441
38640V, — + 12885

Die schrittweise Elimination der Unbekannten ergibt fiir den einstéckigen Rahmen nach
Abb. 8 also auch fiir seine statisch iiberziahligen Schnittkrifte (Abb. 9) nur zwei zu ermittelnde
BezugsgroBen. Da die Wahl der BezugsgroBen nun je nach ZweckmaBigkeit auch anders
erfolgen kann (z. B. bei Aufstellung der Gleichungen von der letzten Unbekannten her zur
ersten fortschreitend), seien die als BezugsgroBen gewihlten Unbekannten als ,,frei wihlbare
Unbekannte“ im Gegensatz zu den von ihnen beim Eliminationsverfabhren als abhingig
erscheinenden Unbekannten gekennzeichnet.

Mathematisch betrachtet beruht dann der Unterschied zwischen der Anzahl der statisch
iiberzahligen Schnittkrifte eines Systems und der Anzahl seiner frei wihlbaren Unbekannten
auf.der Moglichkeit, durch das Eliminationsverfahren die Trennung in ,,frei wihlbare* und
ven diesen ,,abhingige Unbekannte herbeizufithren. Erkennbar ist sie im Gleichungssystem
der Elastizititsgleichungen durch die mehr oder minder grole Anzahl von Verformungen 6;;=0,

Die Moglichkeit, die Anzahl der &;; =0 gegeniiber dem KraftgroBenverfahren (K.V.) zu
erhohen und damit die Anzahl der frei wihlbaren Unbekannten.zu vermindern, bietet nun
in vielen Fillen das Form#nderungsgroBenverfahren (F.V.). Wie ein Vergleich von Abb. 8
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mit Abb. 9 zeigt, kann man aber das F.V. auch als K.V. auffassen, da z.B.: 5, = H,, 7, = H,
+ Vi, 3= — Hy + Hy, ny =V, + H, und so fort. Das FormanderungsgroBenverfahren kann
danach auch als KraftgroBenverfahren auf der Basis von gruppenweise zusammengefaliten
KraftgroBen angesehen werden mit dem allerdings wesentlichen Unterschied, daB die Be-
trachtungsweise des F.V. gestattet, von diesen Lastgruppen als gegebenen GréfBen auszugehen,
ohne ihre Beziehungen zu den KraftgroBen selbst klarstellen zu miissen.

Mit der am Anfang dieses Abschnittes durchgefithrten Berechnung sind die Ordinaten Ngn
der f8,,-Linie fiir die Ordinate 75= fg festgelegt. Soll nun eine zweite f,,-Linie ermittelt
werden, so ergibt sich fiir diese aus Gleichung (61): 54,4 4y = Nn(n+ay, daBl ihre Ordinate
s = 7gn bereits bekannt ist. Fiir die Berechnung der zweiten B,,-Linie bleibt mithin nur
noch eine frei wihlbare Unbekannte, wihrend alle weiteren f,,-Linien dann keine frei
withlbaren Unbekannten mehr enthalten.

Die Systematik der Berechnung der 8, ,-Linien der Rechteckrahmen wird daher zweck-
mifig derart vorgenommen, daBl man beim ersten Ansatz gleich soviel Bnn-Linien zu be-
riicksichtigen versucht, als das System frei wihlbare Unbekannte enthilt. Und zwar wiirde
man bei k zu bestimmenden frei wiihlbaren Unbekannten die Linien f;, bis f gleichzeitig
bestimmen, da dann alle Ordinaten 7 , bis 7;,, bekannt sind und die weiteren zu bestimmenden
Bun-Linien dann keine frei wihlbaren Unbekannten mehr enthalten.

Fir dieses Verfahren ergibt sich aus dem oben vorgefiihrten Beispiel, dal im Rechnungs-
gang (R,) dabei die Faktoren der Ordinaten 7, und #, stets die gleichen bleiben miissen, da
nach Gleichung (56), (57) und (58) nur (0 + z) mit (& 1 + z) abwechseln kann. Verinderlich
sind daher bei gleichzeitiger Bestimmung mehrerer §,,-Linien nur die Reihen, die die reinen
Zahlenwerte enthalten.

Bei der Symmetrie des untersuchten Systems Abb 8. kann zur Bestimmung der Linien P11
und f5, auch die der Linien fi; und fi7 vorgenommen werden. Fiir die Bestimmung dieser
Linien bleibt der Rechnungsgang (R,) bis 7, ; erhalten mit Ausnahme der reinen Zahlenwerte,
die zu streichen sind. Unter Beachtung der LO-Regeln (57) und (58) lauten die letzten
Zeilen dann:

7y 5= 50459 + 504317,
R 1 N6 = 81609, + 8159,
(Rs) 6(—1+2) =3 2n5+ 206+ My N7 = 213617, — 213607, — 6
' 6(+1+2)=—n4—2m,+ 215, Mg = 17279m — 172809, — 6 +- 3’

g+ ms=0; | 386407 + 386409, ——12+ 3’
D =05 | 12864y, 4 128767,=— 6+ &
128807, + 128807, —— 4+ 1’
128647, - 128767, — — 6+ 3’
242 =169+ dn,=+ 2—2

— 128807, — 128807, =+ 4— I’

+ 515207, + 128767, — + 6440 — 6440’

386407, — + 6444 — 6441’

— 386407, — 38649, =+ 12— 3

— 386407, = 4 6456 — 6444’

(Vgl. hierzu die Ergebnisse von H; und ¥, oben.)

Die Ausrechnung der Ergebnisse bietet weiter kein Interesse. Es ist nur festzuhalten,
daB, da es sich um einen harmonischen Rahmen handelt, fiir alle Brnyn-Linien der linken
Riegelordinaten z = + %, fiir diejenigen der rechten Riegelordinaten z = — 1 werden muB,
wie ermittelt.
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Fir die Theorie der Rechteckrahmen von Interesse ist dagegen das Verhiltnis der
Ordinaten @ = 7,/n, zueinander, das bei Durchlaufbalken fiir alle f,,-Linien n > 2 gleich-
bleibend ist. Fiir obigen Rahmen erhilt man

n(8) 5919
s = (s — 4356 — — 1:35822,
_on(16) 6444
P16= ne(16) — 6456 =—10,99758,
() 641
1= ) = oaag — — 099953,

Das Verhiltnis 7,/n, wechselt also von Lastangriff zu Lastangriff. Fiir g wird 7, sogar
groBer als 7,. Das heifit, der Lastangriff fg4 erzeugt an der ihm néher liegenden Rlegelecke Mg
ein kleineres Moment, als an der ferner liegenden Riegelecke 7.

Darin prégt sich die Tatsache aus, daf es bei Rahmen
mit waagerecht verschieblichen Riegeln keine Festpunkte
im Sinne der Durchlaufbalken mehr gibt. Wie in Stahl-
bau 1938, S. 14 [3], ausgefiihrt ist, gibt es bei solchen
Rahmen iiberhaupt keine Festpunkte, weder solche, die
mit den Stidben zusammenfallen noch aber auch solche,
die auBerhalb der Stabachsen liegen.

Wird der Rahmenriegel dagegen gegen Verschiebung
gesichert, so wird 62=0=4n +n,, 3, =—11,. Ls

yT" i) treten unter dieser Voraussetzung wieder Festpunkte auf.
u——] Da der berechnete Rahmen aus Stédben gleichbleiben-
Abb. 10. den Querschnitts besteht, so erzeugen Riegellasten

Momente nach Gleichung (17) und (18).

Fiir Stiitzenlasten ist eine Mo-Flétche nach Abb. 10 zu beriicksichtigen.

Die Momentenfliche 146t sich in zwei Teilflichen zerlegen, von denen die eine mit der
Eckordinate y der M,,-Fliche der Abb. 7 proportional ist, die andere mit der Ordinate ¥ ¥ ( —Y)
die Momentenfliche darstellt, die entsteht, wenn der Stiel als Balken auf zwei Stutzen
angesehen wird. Die EinfluBlinie fiir Stiitzenlasten nimmt daher die Form an

(62) My = z.%+y(h'_?/) (‘Za'h"‘-ﬁ"y) -P-h,

oder fiir allgemeine Belastungsfille
(63) Mg=c5 -2+ ¢ (& + - ¢c5).

Ist 7, die StielfuBBordinate und #; die Stielkopfordinate so wird

r_ 2o+ mm)h , (e—mp) b
(64) “=—gg.g > PF=6xm.5 -

Die Werte ¢;; ¢, und ¢ sind in Tafel VI fiir verschiedene Belastungstille zusammengestellt.

10. Die frei wiihlbaren Ordinaten der eingespannten
und durch unteren Riegel abgeschlossenen einstdckigen Rahmen.

Im vorhergehenden Abschnitt war darauf hingewiesen worden, daf3 bei der Berechnung
der B, ,-Linien zweckmiBigerweise so viele gleichzeitig in Ansatz gebracht werden, als das
System frei wihlbare Ordinaten enthéilt, weil wegen der Beziehung 7, 1 5y = % 1 oy fUr alle
weiteren f8,,,-Linien dann alle Ordinaten aus den bereits ermittelten ohne weiteres hervorgehen.

Es ist daher festzustellen, wieviel frei wihlbare Ordinaten bei den einzelnen Rechteck-
rahmen méglich sind. Fiir den starr gestiitzten einstockigen Rechteckrahmen mit auf-
gehobenem Horizontalschub wurde ihre Anzahl mit zwei ermittelt.



Brn-Linien, Rechteckrahmen und Deformationsmethode. 41

Ist der einstockige Rahmen an den Fullpunkten eingespannt, so treten bei n Feldern zu
den (2n — 1) statisch Unbekannten des Rahmens mit aufgehobenem Horizontalschub weitere
(n + 1) statisch unbekannte Einspannmomente hinzu, so dal der Rahmen statisch 3n-fach
unbestimmt ist. Als starr gestiitzter Rahmen steht den (n + 1) hinzukommenden Un-
bekannten an jeder Stiitze die Bedingung gegeniiber, dall die Spitze der Stiitze keine groere
waagerechte Bewegung ausfithren kann, als der Riegel, und dafl diese Bewegung fiir alle
Stiitzen gleich sein muf}. Diese Bedingung wird hinsichtlich der Gleichungen (56) und (58)
durch die Momentenfliche M,, der Abb. 5 dargestellt.

Fiir jedes Einspannmoment steht mithin an jeder Stiitze eine Bedingung zur Verfiigung,
so daB der eingespannte Rahmen ebensoviel frei wihlbare Ordinaten hat, wie der gleiche
Rahmen mit aufgehobenem

Horizontalschub, nimlich zwei ?" ,7’ % B _ s s o

Stiick, " T’” R s e
Wird der einstockige Rah- @

men unten durch einen Riegel o

nach Abb. 11 abgeschlossen, so -77’”—.” p z “ ¢ G

gilt fiir ihn im ersten Rahmen- ’ 5 "L l— LR LA NG b "

feld folgendes: 0 1 z et n
Als unbekannte Ordinaten Abb.-11.

werden die Ordinaten #, ; 5, und
7, angenommen. Mit Hilfe der Momentenfliche M,, der Abb. 7 bestlmmt sich daraus nach
Gleichung (56) der Wert z. Aus z und 7, erhilt man mit M,, (Abb. 7) die Ordinate 7,.

Die Fliichen M,, und M, der Abb. 7 ergeben zwei Gleichungen fiir die Ordinaten ; und 7.

Im zweiten Rahmenfeld erhilt man aus dem Knotengleichgewicht #, und n,. Mit Hilfe
der Momentenflichen M,, und M,, erhdlt man 7, und #,,. Die Momentenflichen J,, und M, ,
liefern zwei Bedingungsgleichungen fiir z,, und #;,.

Durch das Anfiigen des zweiten Feldes kommt mithin keine frei wihlbare Ordinate hinzu.
Gleichgiiltig daher, wieviel Felder noch hinzugefiigt werden; alle Ordinaten einschlieBlich
des Wertes z driicken sich durch die frei wahlbaren Ordinaten #;; 7, und 7, des ersten
Feldes aus.

Der starr gestiitzte einsté’ckz'ge Rahmen mit unterem Riegel lift hinsichilich seiner B, ,-Linien
drev frei wihlbare Unbekannte zu.

Dem stehen im letzten Feld die Bedingungen gegeniiber:

a) Nz =—""s2,
b) Hao = Na1»
C) 4417/‘_27710’

die die Bestimmung der unbekannten Ordinaten gestatten. Besitzt der Rahmen n Felder,
g0 sind 2 X (2n 4 n+ 1) = 6n + 2 Ordinaten und die Verschiebungsgréfle z, zusammen
also (6n + 3) GroBen zu bestimmen. Dem stehen an Bedingungen gegeniiber:

2n + 2 Knotengleichgewichtsbedingungen,
4n Verschiebungsbedingungen z
1 mal die Forderung > H =0

6n + 3 Bedingungen.

Es werden wieder alle Bedingungen zur Bestimmung der Unbekannten ausgeniitzt.

11. Die frei wihlbaren Ordinaten der starr gestiitzten Stockwerksrahmen.

Betrachtet man einen n-stieligen, frei drehbar gelagerten Rahmen mit unverriickbar
festgehaltenen StiitzenfiiBen nach Abb. 12, so ergibt sich im unteren Stockwerk folgendes:
Die Stielkopfordinaten 7, ; 7,; 7, sowie die Verschiebung z, des Riegels 5 bis 10 werden als
frei wihlbare Unbekannte eingefiihrt. Dann ist die Ordinate 5, aus der Forderung >, = 0
bestimmt. Durch Ansetzen der Momentenflichen M,, und M,; der Abb. 7 in jedem
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Rahmenfeld bestimmen sich nach Gleichung (56) bis (58) nacheinander die Riegelordinaten 7
und 7g; 7, und 7g; 75 und 7y,

Denkt man sich den Rahmen verlingert, so braucht man stets soviel frei wihlbare
Ordinaten, als Stiele vorhanden sind, da im ganzen bei n Stiitzen 2(n — 1)+ n = (3n — 2)
Ordinaten sowie z;, zusammen (3n — 1) Unbekannte zu ermitteln sind, fiir die 2(n — 1)-mal
die Verschiebung z und die Forderung > H = 0, zusammen (2n— 1) Bedingungen zur Ver-
fiigung stehen. Es verbleiben mithin (3z — 1) — (2n — 1) = n frei withlbare Unbekannte.

33 3¢ 35 3 37 38
29 30 37 373
® . __1_ elastische Unbekannte.
2573 2 ”2, 2 ”33 o +{ aus Knotengleichgewicht bestimmbar,
% % 7 4 +{ durch eine Verformungsgleichung bestimmbar.
2 7 7 7 ] -x-l-x-{ aus zwei Verformungsgleichungen bestimmbar.
5 ¢ 17 2 1" s n
T T T "@ %} aus 3 H = 0 bestimmbar.
Z
! b J $

Abb. 12,

Im 2. Stockwerk (sowie in den dann folgenden) kénnen

a) die FuBordinaten der Stiele aus dem Knotengleichgewicht,

b) die Kopfordinaten der Stiele durch Ansetzen von z, sowie der Momentenflichen M,
bzw. M,, der Abb. 7,

¢) z, aus der Forderung > H = 0,

d) die 2(n — 1) Riegelordinaten durch 2(n — 1)-malige Verwertung der Momentenfldchen
M,, bzw. M,; der Abb. 7 ermittelt werden, so dafl durch das Hinzufiigen des zweiten wie
auch weiterer Geschofle keine neuen Unbekannten
erforderlich werden.

Es werden aber auch keine Unbekannten frei,
trotzdem unter b die Flichen M,, und M,, zu-
sammen nur n-mal statt 2 (n — 1)-mal angesetzt
wurden. Wie aus Abb. 13 hervorgeht, sind von den
2(n — 1) Ansatzmoglichkeiten an den Innenstiitzen
2(n — 2) einander gleich, so dal darin nur 2(n — 1)
— 4 -2(n —2) = n Bedingungen enthalten sind.

Die Anzahl der frei wihlbaren Unbekannten
bleibt daher durch alle Stockwerke gleich der des
untersten Geschofes.

Fiir diese n frei wihlbaren Unbekannten stehen am Riegel des obersten Stockwerkes dann
n Knotengleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung — an jeder Stiitze eine. Fiir den Rahmen
nach Abb. 12 mul} z. B. sein:

2) 7a9 = g5

b) 755 = 130 + 734,
¢) g7 = 731+ Tse;
d) 7ge = —1sg.

Damit sind alle Bedingungsgleichungen des Rahmens restlos zur Bestimmung der Un-
bekannten ausgenutzt.

Ist der Rahmen an den Fiilen voll eingespannt, so ist fiir jede Einspannstelle die Be-
dingung der Gleichung (56) oder (58) mit Momentenflichen M,, der Abb. 5 zu erfiillen.
Fiir die hinzukommenden Einspannordinaten werden keine zusitzlichen frei wéhlbaren
Unbekannten benétigt. Auch der n-stielige Rahmen mit eingespannten Stiitzenfiien erfordert
daher nur = frei wihlbare Unbekannte.
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Wird der Rahmen unten durch einen Riegel nach Abb. 14 abgeschlossen, so sind fiir
den n-stieligen Rahmen im unteren Stockwerk zu ermitteln:
4(n —1)=4n —4 Riegelordinaten
2n Stiitzenordinaten
1 Verschiebungsgrofle 2z,

zusammen 67 — 3 unbekannte Grofen.

Dem stehen an Bedingungen gegeniiber
4(n—1)=4n—4 mal die Verschiebung z

n

mal das Knotengleichgewicht am
unteren Riegel
1 mal JH=0

zusammen 57— 3 Bedingungen.

Abb. 14.

__1_ elastische Unbekannte.
aus Knotengleichgewicht
3 S| v n1w 7|z )| % ol +{ bestimmbar.
12 5 2 7 24 28 _é_{ durch eine Verformungs-
gleichung bestimmbar.
aus zwei Verformungs-
-7 7 B 4 @ a7 *I*{ gleichungen bestimmbar.
-7 ¢ 8 5 vow % 77 )

} aus > H =0 bestimmbar.

®

Es sind daher (6n — 3) — (5n — 3) = n frei wihlbare Unbekannte einzufiihren, wie bei
den unten offenen Stockwerksrahmen. Fiir alle starr gestiitzten Stockwerksrahmen gilt
daher allgemein:

Jeder n-stielige starr gestiitzte Stockwerksrahmen mit grofer Stockwerks-
anzahl lift hinsichitlich seiner fpy,-Linien nur n frei wihlbare Unbekannte zu.

Zwischen dem einstockigen Rahmen mit 2 oder 3 frei wihlbaren Unbekannten und dem
vielstockigen Rahmen mit » Unbekannten liegen noch Rahmen mit geringer Stockwerks-
anzahl, die aber nicht weiter behandelt werden sollen. Aus den vorgefiihrten Beispielen
schalt sich fiir die Rechteckrahmen bereits die allgemeine Tatsache heraus, da jeder Rahmen
soviel frei wihlbare Unbekannte zu seiner Berechnung bendotigt, als am letzten Stiel oder
obersten Riegel Knotengleichgewichtsbedingungen vorhanden sind zuziiglich der nicht
ausgenutzten Bedingungen > H = 0. Unter diesem Gesichtspunkt kénnen die frei wihlbaren
Unbekannten der Rahmen mit geringerer Stockwerksanzahl ermittelt werden.

Koénnen die Rahmen als gegen waagerechte Verschiebung der Riegel gesichert angesehen
werden — ein Fall, der beispielsweise fiir achsensymmetrische Rahmen bei achsensymme-
trischer Belastung vorliegt — so werden alle z; = 0. Die sich daraus ergebenden Folgerungen
sollen nicht weiter untersucht werden. Dagegen sind noch einige Ausfiihrungen zu den in
Stahlbau 1937/38 [3] behandelten ,harmonischen* Stockwerksrahmen am Platze.

12. Die B,,-Linien der ,,harmonischen“ Stockwerksrahmen.

In Stahlbau 1937/38 ist in dem Aufsatz [3] eine Gruppe mehrfach symmetrischer Stock-
werksrahmen behandelt, die sich gegeniiber allen anderen symmetrischen und unsymmetrischen
Stockwerksrahmen durch besondere Eigenheiten auszeichnen. Die ,harmonischen Stock-
werksrahmen kann man sich dadurch entstanden denken, daB in jedem GeschoB lauter
achsensymmetrische zweistielige Rahmen aneinandergereiht werden, wodurch die Innenstiele
des so entstehenden Rahmens Doppelstiele mit dem doppelten Trigheitsmoment der AuBen-
stiele werden.

Das besondere Kennzeichen dieser Rahmen besteht nun darin, da8 sich bei ihnen die
Momente infolge Windangriffes in Riegelhohe stets im Verhiltnis der Trigheitsmomente
der Stiele auf diese verteilen, und dafl aulerdem alle Eckmomente eines Riegelstranges
— vom Vorzeichen abgesehen — gleich gro8 werden. Bei allen nichtharmonischen Rahmen
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dagegen wechselt, wie Tafel I zeigt, die Verteilung der Momente sowie sich — bei sonst gleich-
bleibendem Steifigkeitsverhéltnis der Riegel zueinander und der Stiitzen zueinander — das
Steifigkeitsverhéltnis der Riegel zu den Stiitzen &ndert.

P=7n

ST —T Tafel I.
£ Jadi= | 0 ' 1|2 3 ‘ 4 o
= I
. P UL X Y XA 0 1

A 1= T1o | Tiso | Tiso | Tiso | T 180 180

? v -B 00 10 8 | mo |0
‘ L T 180 | 180 180 | ~ 180 180 | 180

Diese Besonderheit der harmonischen Stockwerksrahmen wirkt sich nach Stahlbau 1937,
S. 199 [3] fiir Windangriff in Riegelh6he dahin aus, dafl die Windwirkung auf Grund drei-
gliedriger Elastizitédtsgleichungen ermittelt werden kann. Da nun die Verschiebungsgréf3e z;
der 8, ,-Linien gleichbedeutend mit einem Windangriff ¢,,; = 1/&; in Riegelhohe ist, konnen die
Verschiebungswerte z; der f,,-Linien der harmonischen Stockwerksrahmen fiir sich gesondert
aus dreigliedrigen Elastizitdtsgleichungen ermittelt werden. Macht man den Rahmen aufler-
dem ,stetig®, d. h. alle Stockwerke einander gleich, so entstehen dreigliedrige Elastizitéts-

no

—3 9 fiir die Bestimmung der Ver-
n(n +1)

gleichungen ® der Form: — X, _,,+a-X,— X, ;)=
schiebungswerte z;.

Aus der Tatsache, da3 bei harmonischen Stockwerksrahmen fiir Windangriff in Riegelhéhe
bei jedem Riegelstab gleich groBe Eckmomente entgegengesetzten Vorzeichens auftreten
(vgl. Stahlbau 1937, S. 197, Abb. 13, und S. 199, Abb. 18) folgt weiter, dafl diese Rahmen
bei achsensymmetrischer Belastung eines beliebigen Riegelstabes keinerlei Seitenbewegung
erfahren. Fir jede achsensymmetrische Belastung eines Riegelstabes eines harmonischen
Stockwerksrahmens werden also alle z; = 0.

Diese Zusammenhinge weisen den ,,stetigen harmonischen‘ Stockwerksrahmen innerhalb
der Gruppe der Stockwerksrahmen die gleiche Stellung zu, die innerhalb der Gruppe der
Durchlaufbalken die Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen einnehmen. Ein Versuch,
den Winklerschen Zahlen fiir Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen entsprechende
Zahlen fiir Stockwerksrahmen aufzustellen, kann daher nur von den ,,stetigen harmonischen*
Stockwerksrahmen ausgehen 1°.

8 Uber die Auflosung dreigliedriger Elastizitiatsgleichungen nach Lewe [8] vgl. Stahlbau 1936, S. 151 [1]

sowie die Ausfithrungen in Stahlbau 1937, S.195/196 [3].
9 Beachtenswert ist auch der Hinweis Lewes in Bauingenieur 1926, S. 529, in seinem Aufsatz [9].

Macht man nidmlich bei homogenen dreigliedrigen Elastizitatsgleichungen
G2 s Se=1—1)

=const =a,
Snn+1) du(n+1)
aber abweichend davon
011 022 1 -
= = 4
dn(n+1l)y Onm+ly 2 [0 + v —4],
so werden alle f§,,, einander gleich.
Mit ¢ = (F) & [[a—1/a2—4] wird .
Bpn=const = — ﬂn(n:l:i):ﬁnn'(pi .
Vat—4

10 Dieses Ziel liegt auf Grund der klargestellten Zusammenhénge nicht auBerhalb des Bereichs der Moglichkeit
und erscheint vor allem aus wissenschaftlichen Griinden durchaus erstrebenswert. Bei der Nachpriifung des
Wertes von Niaherungsverfahren, beim Vergleich der Ergebnisse der experimentellen Statik mit denen der exakten
Berechnung oder in sonstigen Fillen, bei denen Vergleiche mit der Rechnung erwiinscht sind, immer macht sich
der Mangel an greifbarem Zahlenmaterial bemerkbar. Die Folge ist, da8 haufig die Ergebnisse vereinzelter Beispiele
verallgemeinert werden, die inWirklichkeit nur unter bestimmtenVoraussetzungen zutreffen, und dann die praktische
Statik fiir mehr oder minder lange Zeit mit falschen Vorstellungen belasten. Die Winklerschen Zahlen fiir Durch-
laufbalken iiber beliebig vielen gleichen Offnungen finden sich im 19. Abschnitt unter Gleichung(94a/d) und (95a/d),
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13. Die 8,,-Linien der Vierendeeltriger.

Der Vierendeeltriger stellt, wie sich aus Abb. 15 ohne weiteres ergibt, einen zweistieligen,
starr gestiitzten Stockwerksrahmen dar, der am oberen Riegel durch einen waagerechten

Lastangriff Hy = B - % beansprucht wird. byt
-

Er laB3t daher nach den Ausfilhrungen des vorigen Abschnittes f
nur zwei frei wiahlbare Unbekannte zu. &
Besonders einfach gestaltet sich bei ihm der EinfluB von Last-
angriffen P in den Knoten auf die Rahmeneckmomente. Mit

H B:P-% wird der Einfluf auf ein Rahmeneckmoment nach
Gleichung (62)

i=1 n=1

Tafeln und Formeln zur Berechnung
der Rechteckrahmen.

f—-1L,

14. Tafeln zur Ermittlung der g,,-Linien bei Stiiben -
mit gleichbleibendem Querschnitt. 5 4

Die Eckordinaten einer f,,-Linie, die zu einem Rahmenrechteck Abb. 15.

gehdren, haben untereinander die Bedingungen der Gleichungen (56) -

bis (58) zu erfiillen. Die Beziehungen, die zwischen ihnen bestehen, sind in den Tafeln II
bis IV so zusammengestellt, dal dadurch ihre Ermittlung aus zwei Bedingungsgleichungen
vermieden wird. Vorausgesetzt sind Stédbe gleichbleibenden Querschnitts. Tafel IT gibt die
Zusammenhinge fiir die Rahmen mit frei drehbar gelagerten StiitzenfiiBen, Tafel III fiir
Rahmen mit eingespannten Stiitzenfiilen und Tafel IV fiir vierseitig geschlossene Rechteck-
rahmen. Die Beziehung zerfillt in zwei Teile: einen stindig zu wahrenden Zusammenhang,
der die Verschiebungsgrofe z und die Bezugsordinaten enthéilt — und einen ,,Zuschlag fiir
Lastordinate —, der jeweils fiir die Ordinate derjenigen Rahmenecke einzusetzen jst, fiir
deren Eckmomente My, die B, ,-Linie ermittelt werden soll. (Uber den Begriff ,, Lastordinate‘

=

Tafel Il. Zur Entwicklung der Bn,-Linien bei drehbar gelagerten StitzenfiBen.

z
Es werden diejenigen Momente als positiv bezeichnet, 7']”__ . ___’]P
die an der — — — — —- Stabseite Zug erzeugen. 4 X
) ) gl i
: LN ST = A
Bezeichnungen: 7, = Hy; 7 = H,; TO_L"' : :
[z A] ist die unbekannte Verschiebung des Riegels gegen die
Stiitzensenkrechte.
7
! -l
Gogeben Gesuoht Stindige Beziehung + Zu;chlag fiir Lastordinate in
~ | nt 7, Y
by o Ly-ny=| 6Z—2H, qf — 2L, 1} +0 ‘ —6  —6 | +0 | +0
| 2H,-nf=|18Z—4H -} — 3L,-4 +0 —12 | —12 + 6 | —6
Ay |2Hi=| 6Z—2Lywy— Lyl | 40 | —6 | —6 | +0 | 40
s Yo
2H, i =| 62+ Lyni+2 Loyl | 40 | +0 | +0 | + 6 6
s ok 8Ly-nl=|182—4H -of — 2H, o} +0 —12 | —12 + 6 | — 6
T3 Lyei=|18Z 42 f + 4Hoqf | 40 | £ 6 | +6 | —12 | 412
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Tafel III. Zur Entwicklung der fy,-Linien bei eingespannten StiitzenfiiBen.

w

Es werden die Momente als positiv bezeichnet,

. " die an der —— — — —- Stabseite Zug erzeugen.
" . h h l
k | Bezeichnungen: TZHl; TZH,; TCLO;
| 7}‘/' ! T 0
N [z-h] ist die unbekannte Horizontalverschiebung des oberen Riegels.
PR SU—
Sténdige Beziehung + . Zuschlag fiir Lastordinate in
Gegeben Gesucht i % 7 ‘ PR P2 I
- ‘ i M ‘ Mo | Mo | " M
3-Hy-mfj=| —18Z2+2Lynl+ Lyql | +0 —12 +18%—|—18"—|— 0+ 0|+ 0
. 8- Hynf=| +18Z2—4Ly-f —2-Ly-of | +0 l\+ 6| —18, —18|+ 04+ 0+ O
N |8-H, b= +18Z+2L- +4- Ly, | +0 |+ 0+ O+ 0| +18 —18 |+ 6
3-H, nl=| —18Z2— Ly-n\—2-Ly-ny [ +0 |4+ 0+ 0+ 0| —18| 418 —12
Hof=| — 6z—28H,4 +0 — 6|+ 6+ 6/ + 0+ 0+ 0
o Ly = | +18Z+3H;-9j—2-Ly-np | +0|4+12/—18/ —18 + 0|+ 0|+ 0
b Hynf=| +30Z+4H, - pj—2-Ly-pl | +0  +16 —24| —24|+ 6 — 6|+ 2
Hy-nf=| —18Z—2H;nj+ Lyn, | +0 | — 8 412/ +12 — 6/ + 6| — 4

Tafel IV. Zur Ermittlung der Ordinaten der f,,-Linien bei unterem Riegel.

Es werden die Momente als positiv bezeichnet,

die an der — — — — —-Stabseite Zug erzeugen.

h h l l
Bezei : —=Hy;; —=H,; — =L,; —=H,.
ezeichnungen Ji Hy; A e Ly; A o

[z -] ist die unbekannte Verschiebung des oberen Riegels
gegen den feststehend gedachten unteren.

Gegeh G bt Stiandige Beziehung + Zuschlag fiir Lastordinate in
egeben esuc. . ‘
AR AN AR AR AR AR AR
Hynf=|— 6Z+2Ln+ Lyfy—2Hn, |40 +6 —6[+0 +0[+0 +0[+0|+0
Wiy | Leynl=)|+18Z—2L,n, +2H,+Hopl | -0 —8|+8|—4|—4|+2 —2|+4|+4
s | Lyl = | —18Z—2L, o, —Hynj—2H,sf |+0]|+4|—4|+2|+2|—4|44|—8|—8
H -pf=}— 6Z—Lynt,—2L,7,—2H, 7, |+0{+0/+0/ +0{+0{+0 +0|—6|—6
Lyw,=|+ 6Z2—2L,v,+2Hnj+Hnf |+0 —6+6/+0+0/+0 +0/+0+0
vy | Hyf= | —18Z4+2L, 0L, 4+ Loyt —2Hyn) | +0|+8|—8|+4|+4|—2]|+2|—4|—4
misnb; | Hy-mf=|+182— Lywl—2Lynf—2Hmf|+0|—4|+4|—8 —8|+4 —4 +2]|+2
Ly o=+ 6Z2—2Lyy) —Hyy—2H;f |+0|4+0{4+0—6—6|+0/+0|+0+0
H -yy=|+ 6Z—2Lyf} —Lyyf —2H;yf |+0|+0/ +0/—6/—6/+0 +0|4+0/4+0
sty | Ly = | +18Z—2Lyn} —2Hpf —H,nf | +0|—4|+4 —8|—8|+4 —4|+2|+2
gty V Ly nhy=| —18Z—2Lyy, + Hyyf +2H, nf | +0]|+2]—2 +4i+4 —8' 48| —4|—4
Honi=|+ 62+ Lyt +2Lynl —2H,v¥ {+0]4+0{40 +0|+0 +6‘|—6 +0{+0

vgl. Abschnitt 8, den Schluf} des 4. Absatzes.) Ist keine der Ordinaten des Rahmenrechteckes
,,Lastordinate‘, ist dieser Zuschlag gleich Null. Jede Ordinate eines Zwischenriegels oder
einer Innenstiitze ist ,,Lastordinate‘ in beiden an den Stab anschlieBenden Rahmenrechtecken.

Die Ermittlung der §, ,-Linien beginnt mit der Bestimmung der Anzahl der ,,frei wiahlbaren
Ordinaten‘‘ des Systems und ihrer Auswahl nach Abschnitt 9 bis 13. Die Abschnitte 9 und 11
geben auch einen Anhalt fiir die Durchfiihrung des Verfahrens. Besonders zu beachten sind
die Ausfithrungen des 9. Abschnittes zur Systematik der Berechnung sowie die Gleichungen (59)
bis (61).
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15. Formeln fiir die maximale Laststellungen bei geraden Stiiben
gleichbleibenden Querschnitts.

EinfluB der Riegellasten.

Sind die Ordinaten der f,,-Linien ermittelt, und ist das Trédgheitsmoment J;, zwischen
den Rahmenknoten konstant, so erhélt man aus der linken Riegelordinate 7’ und der rechten
Riegelordinate #" des belasteten Feldes den Einfluf von Riegellasten, indem man nach
Gleichung (16) die Werte

29l 4 97) -1, _ (yr—=mh-l
(16) = 0 P Teau
bildet, nach Gleichung (18) zu
(18) Mp=cy(atfc).

Die Werte ¢, und ¢, sind fiir einige Belastungsarten in Tafel V zusammengestellt. Die
Gleichung der EinfluBlinien iiblicher Art ergibt sich danach zu

(65) AU ICAENIL Y N

Fiir symmetrische Feldbelastung kann der Einflu} der Belastung auch aus den Feld-

ordinaten zu
. gttt
(66) My =c, ErTR YA

ermittelt werden. Bei Rechteckrahmen empfiehlt sich aber stets die Ermittlung der Werte «
und B, weil nur sie sofort erkennen lassen, ob die EinfluBlinie im Bereich des belasteten
Stabes das Vorzeichen wechselt oder nicht. ‘
Vorzeichenwechsel tritt ein, wenn o und [ entgegengesetztes Vorzeichen haben und
18> |a] ist.
Ist §=—p und ' > a, so wird

(67) My =2 p,

Tafel V. Festwerte fiir Riegellasten.

P) (r-1-# rf ’M\ ’
. o — aleofalale, |.clolatetals ez
-
“ ([ ~Lpes %
1A l=ra l=ra A }-——l——q
Lastfall‘ 1 2 3 4 5
z(l—x) (r=1)(r+1) 2r2+1 -2z g -l
¢ lz“*'P'l 6r Bl 127 Pl [} - 6
z 1 1 z(21—32) 1
R T 2 2 11 —22) P
2. a

Lastfall | 6 i 7 8 | 9 10
2a[3z(l—z)—a?] a? (21 —a) a (3 2—2a?) a* (21l —a) (I4+a) (I—a)?
o 7 It A B LA B -7 St A B 0 L e T R L
. E-i— o*(l—2x) 1 1 bi 51—3a 32 +4al+3a
PN IBa(l—2)—a 2 : 2 51 21—a 51(1+a)
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Tafel VI.
1)
p < \) = T 2 =
1;—' | S )M L le[ %%
-7 P
Lastfall 11 | 12 13 14 15 | 16
. ¥ (h—y) 2h+y) ¥ R:—y?
Cs y-P M 6 P “_6"“"27 5P 9 4
yh—y h—2y yRh—y) | (k-yPhty) | BR—2y) | *-yh+2y)
4 TTh P oM 2.5 P 2gn P e P 6-h P
D L]
. 3 y(@2h—3y) | y(Bh—3y) |3MP+4hy+3y*| y(4h—3y) B+2hy+34
5 Yy h(h—2y) 5h(2h—y) 5hih+y) | 2h(Bh—2y) | 2h(h+29)

Der positive Anteil gleichméiBiger Streckenlast wird dann
L2 3 ,
(68) max My =47 (5)° @ —a),

min Mg = — 91'212 <ﬂ/;a>3 («+p5).

(69)

Maximale Laststellungen.

Fiir Felder ohne Vorzeichenwechsel der EinfluBllinie im Felde ergibt sich die maximale

Laststellung des Lastenzuges fiir StraBlenbriicken (Abb. 16) bei gleichbleibendem J zwischen
den Rahmenknoten mit

(70) N=P,—2pa)+ (P,—2pa)
2 i 20 % & 14
. ‘ n-P
— N T
ZF:I‘——] l | l
N Abb. 16. Abb. 17.
fir

3pF 37 3N N®
Ist « = (Endfelder von Durchlaufbalken), so wird

— ’ —2 2 2 2 4pa® 4da?(P,—2 P.—2
(71) x=—a—5£-%—2a Psza:tV“ +op+p 1P 4pa®  da? (P—2pa)(P,—2pa)

Py,—2 2
(71a) r=—2a-2— pa+l_3_

4 pa® . 4 a2 (P;— 2 pa) (P,—2 pa)
5 .

+ 3N N2

Ist p =0, so wird
(7

l P,—2pa
2) =5 —2a "5 -

Dabei ist zu setzen: Beim Balken auf 2 Stiitzen:

(73) N=@g+p)l+2P,—2pa)+2(P,—2pa),
(74) maxM:%-w;—ivp;Z.

Beim zweistieligen Zweigelenkrahmen:

(75) N=(P—2pa)+ (B,—2pa),
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b 1
(76) k=775 ?=igren’
- 8pad | 3 2 (P,—2pa) (P,—2pa)
(77) mlnME=—¢[(9+p)l2+ ¥ ) R YRt LU }

Fiir » gleiéhe Einzellasten ,,P* im Abstande ,,a* im Felde nach Abb. 17 erhilt man

. —B) @ 2 : P_(r=D(nt1) fa)2s
(78) mlnMEz——?rP-l[(“ ﬂ)(;;}_ﬂﬁ;)(a+ ﬁl+2/31/r+;‘g2+ﬂ—(n ;2(7% )<%>H

Einfluf der Stiitzenlasten.

Stiitzenlasten erzeugen am statischen Hauptsystem eine Momentenfliche nach Abb. 10.
Die M-Fliche des Balkens auf zwei Stiitzen wird von der JM,-Fliche unterlagert. Der
Einfluf von Stiitzenlasten ist daher um den EinfluB der M,-Fliche groBer, als derjenige
entsprechender Riegellasten.

Bei der Ermittlung der f,,,-Linien wird der Einflu8 der M,-Fliche fiir y = 1 mit z gefunden
(vgl. Abb. 7a bis d).

Fiir den EinfluB von Stiitzenlasten lautet daher die der Gleichung (18) entsprechende
Gleichung

(63) Mg =2 ¢34 cy (2" 4+ B - ¢c5).

z; deutet an, daB der dem Stockwerk ,,i* des Stockwerkrahmens entsprechende z-Wert
einzusetzen ist, da fiir ein und dieselbe B, ,-Linie der Wert z fiir jedes GeschoB ein anderer ist.

Ist o/ die StielfuBordinate der B,,-Linie an der belasteten Stiitze, »* die zugehérige
Stielkopfordinate, so wird

2ol )b , _ (nk—nf)-h
(64) =g =T

Die Werte c;; ¢, und ¢, sind der Tafel VI zu entnehmen.

Zu beachten ist, daf} ein horizontaler Lastangriff in einem ObergeschoB in allen darunter
liegenden GeschoBlen als Lastfall 11 (P in Riegelhthe mit y = h) angreift.

Sind die Eckmomente ermittelt, so erhilt man den vollsténdigen Momentenverlauf, indem
man M,-Flichen entsprechend Tafel VI, Lastfall 11 und 12, an die Eckmomente anschlieBt.

16. Verg]eich der B, Linien von Durchlaufbalken,
einstockigem und Stockwerksrahmen.

In Stahlbau 1938, 8. 13 [3] finden sich in den Tafeln V bis VII die a- und g-Werte des
gleichen Rahmeneckmoments von Durchlaufbalken, einstéckigem Rahmen und Stockwerks-
rahmen, deren EinfluBllinien dort in den Bildern 22 (Durchlaufbalken), 24 (einstéckiger
Rahmen) und 23 (Stockwerksrahmen) wiedergegeben sind.

Errechnet man sich aus diesen Zahlen mit Hilfe der Gleichung (19) die Ordinaten der
zugehdorigen f,,-Linien, so erhilt man diejenigen der Abb. 18 (Durchlaufbalken), 19 (ein-
stockigen Rahmen) und 20 (Stockwerksrahmen).

Die B, ,-Linien zeigen, der Entwicklung der EinfluBlinien folgend, daB die Lastordinate
anwichst, wihrend die Ordinate auf der anderen Seite des Knotens fillt. Bildet man die
Summe dieser beiden Ordinaten, so steigt auch diese an.

Vergleicht man die Abbildungen der f,,,-Linien mit denen der EinfluBlinien, so fillt auf,
daB man den B, ,-Linien nicht sofort ansehen kann, ob im Felde Vorzeichenwechsel eintritt
oder nicht, wie dies bei den EinfluBlinien sofort erkennbar ist.

Hat der belastete Stab zwischen den Knoten gleichbleibenden Querschnitt, so lautet fiir
ihn die Gleichung der EinfluBllinie nach Gleichung (17)

My = 2RI p oy
Stahlbau-Forschungsheft 4. 4
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Die EinfluBllinie kann im Felde nun nur dann Vorzeichenwechsel aufweisen, wenn o und g
verschiedene Vorzeichen aufweisen und gleichzeitig |a| < || oder {%l < ‘%i ist.
Nach Gleichung (16) ist

* B
> =2m+tn; S=n—n.
Sollen % und LZ verschiedene Vorzeichen haben und gleichzeitig ’%‘ < r%‘ sein, so muB
7, = — n, werden und 27, > #, sein. Dann wird
* B
~=2m—n;  S=—0+m);
* . |8
© 22171—"77;’ —l=m+n.
o 3 e <[ S
—_— . ! > b Abb.I8.
1: 7 z 3 ¢ 5 N
) ~ -
?~ ?‘ ?~ N N § o $~ ~ o
- ¥ & ' > Abb. 19
[’, 1" - . .
& /; y5 y/
0 1 z
Abb. 20.
I =7 T L= 1 1=

0 7 4

p

g +d.

mt+m=2n—n+d,
m=2n—d; n<2p=—27,.

Sind daher gleichzeitig die Bedingungen erfullt:

o
[

o | [ .
Damit : g~> \%‘{ wird, sei
t

1
—g M <mMm<—27,,

d. h., haben beide Ordinaten verschiedene Vorzeichen und ist die kleinere von beiden grofer als
die Hilfte der gréPeren Ordinate, so tritt bei der Einfluflinte Vorzeichenwechsel im Felde ein.

Aus den Abb. 19 und 20 geht weiter hervor, dall bei waagerecht frei beweglichen Riegeln
die Kraftwirkung anders verliuft, als bei den Naherungsverfahren gemeinhin angenommen
wird. Vor allem zeigt Abb. 19 besonders anschaulich, dal die Riegeleckmomente nur an den
Stiitzen 2 und 3 Lasterzeugende sind, d. h. groBer sind als die anschlieBenden Eckmomente.
Bei den Stiitzen 1; 4 und 5 dagegen erfolgt die Lasteinwirkung auf den Rahmen von den
Stiitzen her.

Die Folge davon ist, wie sich aus Stahlbau 1938, S. 14, Tafel 9 [3] ergibt, daBl z. B. das
Niherungsverfahren von Léser ' besonders fiir die Stiitzenstringe zu kleine Momente ergibt.

11 T,5ser: Bemessungsverfahren. Berlin: Wilhelm Ernst & Sohn 1938.
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Allseitig gelagerte rechteckige Triigerroste und Durchlaufbalken.

17. Die B,,-Linien allseitig gelagerter viereckiger Trigerroste.

Bei der Untersuchung der g,,-Linien allseitig starr gelagerter Trédgerroste hinsichtlich
der Anzahl ihrer frei wihlbaren Ordinaten kann von der Tatsache Gebrauch gemacht werden,
daB es bei gtarr gestiitzten Systemen erlaubt ist, zur Ermittlung irgendeiner Verformung von
den beiden in Ansatz zu bringenden Momentenflichen nur eine Momentenfliche als Last-
angriff am statischen Hauptsystem wirken zu lassen; die andere aber kann als Momenten-
fliche an einem beliebigen statisch bestimmten oder unbestimmten Zwischensysten ge-
wihlt werden 12.

Man kann daher fiir allseitig gelagerte Tragerroste so vorgehen, dafl man fiir die Momenten-
fliche der wirklichen Belastung das System als an den Réndern unterstiitzt ansieht, hinsicht-
lich der 8, ,-Linien aber Stiitzung in jedem Kreuzungspunkt zweier Stibe annimmt 3.

Die Momentenflichen der statisch Unbestimmten am statischen Hauptsystem reichen
mithin bei einem viereckigen Trigerrost nach Abb. 22 nur tiber die anschliefenden vier Stibe
bis zum néchsten Knoten. Nach Abb. 22b kénnen Verformungen nur zwischen der M,-Fliche
und den Flichen M,, M, _,y, M, ;) und M, auftreten. Es entstehen somit fiinfgliedrige

Elastizitéitsgleichungen, die sich auf vier Glieder verringern, wenn ad oder ae oder ef oder df
Rand des Trigerrostes wird und M, =0 oder M,y oder M, ;y oder M,=0 wird. Sind
zwei dieser Seiten zugleich Trigerrand (z. B. ac und ad), so fallen zwei weitere Glieder aus
(My=0; My,_,;,=0) und die Elastizitdtsgleichung wird dreigliedrig.

12 Die Bezeichnung ,,Reduktionssatz* fiir die lange vorher bekannte Beziehung fithrte Pasternak im ,,Eisen-
betonbau‘‘ 1922, 8. 16, ein. Der Inhalt dieses Satzes kann in dem mehrfach angezogenen Aufsatz [3] in Stahlbau
1937, S. 195, nachgelesen werden.

13 Daf dieses zuliissig ist, ergibt sich ohne weiteres aus einem Vergleich von Bild 1a in Stahlbau 1937, S.139 [2]
mit Stahlbau 1938, S. 15, Tafel 10a [3], wo nach Sinus-Gewichten geordnete Momentenflichen sowohl fiir den
in den Zwischenpunkten nur elastisch gestiitzten Tragerrost, wie fiir den starr gestiitzten Durchlaufbalken gelten.

b
~- +

Tt

/m b

Abb. 21.

Anderseits kann man fiir die M -Flache der Belastung bei Durchlaufbalken ohne weiteres die Summe aller Stiitz-
weiten als Stiitzweite der Belastung ansetzen. Aus Abb. 21 ergibt sich fiir eine iiber einer starren Stiitze stehenden
Last nach Abb. 21a und b auf Grund der Vertriglichkeitsbedingungen (12) und (13) folgendes:

Da,
L [ My yay My, -ds=0,
2. [ M, My, ds=—1,
8o wird
8. Xy=[ MY My, ds=—u,
und
4. M(PQ)‘}'Xn:‘}‘nn—’?n:O'

Die iiber einer Stiitze stehende Last ruft keine Momente im starr gestiitzben System hervor, wie als Ergebnis zu
fordern war.

.4
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Setzt man nach Abb. 22a jetzt die Vertriglichkeitsbedingung (12) [bzw. (13)] fiir den
Knoten a an, so erhélt man eine Beziehung zwischen #,; 7, und 7,,. Werden 7, und 7, als
unabhingige Ordinaten der 8, ,-Linie gewihlt, so ist 7p, von diesen beiden abhingig.

Die Vertraglichkeitsbedingung auf den Knoten b angesetzt, ergibt eine Beziehung zwischen
7y und 7, ; 3, und 2,,. 7, und 7, sind bereits als unabhingige Ordinaten gewihlt. Sieht man Ne
ebenfalls als unabhangig an, so ist #, von #,, 7, und 7, abhiéingig. Auf den bereits bekannten
Knoten b, angesetzt, ergibt sich 7,, als abhéingig von 7, ; 5, und 7,, und da 7y, von 7, und ),
abhdngt, ist #,, wie 7, abhingig von #,; 7, und 7,.

7z 3 m Wird das Verfahren in der gleichen Art fortgesetzt,
| | | I | so erhidlt man mit #; als unabhingiger Ordinate durch
4 %_%“ b o o le Vi m Ansatz auf die Knoten ¢;; ¢ und ¢, die Ordinaten Na,s
4 Xc Z lﬁ in_ ly, »
_'fz_léz_ fz_lf_ i %_Iy_z_
_Id, Iei_lé_),(m_g_lys |y;_l9¢ 7
_.I"v_J,fL_ E’/_IQ@_IZL.,%_. IFL_
g dm T | [ N
Tl 1T /
ENEEEEEE ,. / ~
T i
___l_._l_l_l—|——-l—|— C;) : ;‘Z%%‘Zgare l/ﬂbi/w//ﬂfv ~
———————— ¥
NN
e \ [ /7
e
AR [ [}
EERENE ———
Abb. 22, Abb. 23.

74, und 74, in Abhéngigkeit von #,; 7,; 5, und 7,; des weiteren 5, bis 7, abhingig von 7,
bis #,; #;, bis 7, abhingig von 7, bis #,; 7, bis 7, abhingig von 7, bis 7,. Ganz gleich,
um wieviele Felder nun der Trigerrost noch erweitert wird, mit m frei gewiihlten Ordinaten
sind zunéchst alle Ordinaten bis zur m-ten Diagonale festgelegt. Die restlichen Ordinaten
lassen sich nunmehr simtlich durch die bislang bekannten ausdriicken.

Der Ansatz fiir m, ergibt », abhingig von %, bis 7,,;

der Ansatz fir g, ergibt #,, abhingig von %, bis 7,;

der Ansatz fiir m ergibt », abhiingig von %, bis 7,;

der Ansatz fiir g, ergibt 7, abhingig von 7, bis 7,;

der Ansatz fiir g; ergibt #, abhingig von 7, bis 7,;

der Ansatz fiir m, ergibt 7, abhingig von 7, bis 7,,; und so fort.

Aus dem Ansatz fiir die Knoten der Reihe (m + n — 1) erhilt man die Ordinaten der
Reihe (m + n). :

Der zum SchluB dann durchzufithrende Ansatz fiir die m Knoten der Reihe (m + n)
ergibt m Bedingungsgleichungen fiir die m frei wihlbaren Ordinaten.

Jeder allseitig gelagerte, viereckige Trigerrost mit m (m +n) Kreuzungs-
stellen ldft nur ,,m* fret wihlbare Ordinaten zu.

Dabei bleibe allerdings unberiicksichtigt, dal diese Anzahl sich fiir solche f,,-Linien
verringert, fiir die in irgendeiner Form einfache oder doppelte Achsensymmetrie besteht.
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(Einfache Achsensymmetrie liegt in Abb. 22a z. B. fiir die Knoten der senkrechten Reihe d,;
e; fy... vor.)
Fiir einen einreihigen Trigerrost nach Abb. 23 der nach obigen Ausfiilhrungen nur eine

frei wihlbare Ordinate zuldB8t, erhilt man fiir % = const

)
(79) Mn—l)+a'Mn+M(n+1):_T(Zj_—l)

mit der Zahlenfolge @ = 8 [vgl. Stahlbau 1937, S. 196 [3], FuBnote 2]. Thre f;,-Werte sind
nach Stahlbau 1937, S. 196 [3], Tafel 2:

Zin—3yZz—
_ _ nZn—iZz—n)
(80) ﬂn(n—i)—ﬂ(n—i)"_(_ 1)(z+ ) Zz On(n+1)

Haben Léngstriger einerseits und Quertriger anderseits verschiedene Steifigkeit, so
nimmt der Wert @ in Gleichung (79) andere Werte an (vgl. auch ®). Werden die Quertréiger
unendlich steif, wird @ = 4 und der Léangstriiger wirkt als Durchlaufbalken iiber starren
Stiitzen. Wird der Lingstriger unendlich steif, wird @ = o und die Quertriager wirken als
Balken iiber 3 Stiitzen.

18. Die B,,-Linien der Durchlaufbalken.

Bei der iiblichen Behandlung der Durchlaufbalken liegt der in Gleichung (21) und (55)
behandelte Fall vor, daB fiir max M, = L alle M, ,, = 0 sind. Es gilt daher mit Gleichung (48)
und (55)

@+1) Dota
Dy -

(81) n(nia)n:nn(nia):ﬂn(nia): (_1)

Aus dem Satz iiber die frei wihlbaren Ordinaten der Triigerroste ergibt sich fiir die
Durchlaufbalken, wenn man sie als einreihigen Triigerrost nach Abb. 23 mit unendlich
steifen Quertrdgern auffaflt, daf sie nur eine frei wiahlbare Unbekannte zulassen.

Die Auflésung der dreigliedrigen Elastizitétsgleichungen erfolgt am zweckméBigsten nach
Lewe [8] in der. in Stahlbau 1936, S.151/152 [1] angegebenen Form. Danach stellt man
zunéchst die §,.-Linie derart auf, dafl man nicht 7, als Bezugsordinate wihlt, sondern jeweils
jede Ordinate durch die ihr folgende in der Form:

(82) nn_:_in(n+1)77(n+1)

ausdriickt. Zum SchluB erhilt man den Wert 7,2 = P, (in Stahlbau 1936, S. 151, mit D,,
bezeichnet). Sodann ermittelt man f,,, indem man das Gleichungssystem in umgekehrter
Reihenfolge eliminiert. Man erhilt dann

(83) nn:“kn(n—l)n(n—l)

mit dem Schluiglied #;, = $,, (in Stahlbau 1936, S. 151, mit D,, bezeichnet).
Zwischen 7, und 7,, besteht dann die Beziehung

k k kz 2 —
(84) 11'%'%'ﬁ”“ﬁ%”'i(zzi}')lj):n”
Ferner ist
(85) nnn:nll'%'%“'%%’
(86) Mnta) = (—1)*- Nnn * k(n+1)n : k(n+2)(n+1) T k(n+a) n+a—1)>
(87) Nin4a)n = Nn(n +a) *

Werden die f,,-Linien aus Clapeyronschen Gleichungen ermittelt, so ist zu beachten,
daB diese mit den 6fachen §-Werten rechnen. Soll in Verbindung mit ihnen Tafel V benutzt
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werden, so kann dieses entweder bei der 2. Vertriglichkeitsbedingung beriicksichtigt werden,
oder aber bei Gleichung (16), die dann die Form annimmt

(277+7]r)l_ ‘gr—m) 1
(16a) a="gg 5 F=""g7

Dann bleibt Gleichung (18) erhalten
(18) Xy=M,=c (a+f-cy)

und die Werte ¢, und ¢, kénnen der Tafel V entnommen werden.

19. Die g, Linien der Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen.

Wie in Stahlbau 1936, S. 152 [1] zum SchluB angegeben wurde, sind die Verhiltnisse
inm+1y Und kyq,_qy bei Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen durch die Zahlenfolge:
1, 4,15, 56 . . . gekennzeichnet. In Stahlbau 1937 [3] ist auf S. 195 in Gleichung (7) darauf
hingewiesen worden, daB bei harmonischen Stockwerksrahmen Clapeyronsche Gleichungen
der allgemeinen Form
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On(n—1)

(88) ' M(n—1)+a'Mn+M(n+l):—

auftreten. Auch diese weisen bestimmte Zahlenfolgen auf. Allen diesen Zahlenfolgen sind
folgende Zusammenhinge gemeinsam:

Voraussetzungen: | Z,=a
Z(n+ 1) =a- Zn—Z(n_l) .

Sie konnen auch durch die Gleichung

Zont+1)+ Zn—1)
Zn -

bzw. die Aufgabe dargestellt werden: Eine Folge ganzer Zahlen so zu bestimmen, daB das
Verhiiltnis der Summe aus der groBeren und der kleineren zur mittleren Zahl konstant ist.
Diese Forderung erfiillt in erster Linie mit @ = 2 die natiirliche Zahlenreihe Z, = n. Allen
durch Gleichung (89) gekennzeichneten Zahlenreihen aber sind die Beziehungen gemeinsam :
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Z2n __"Zn [Z(n+1)_“Z(n—1)] ’
Zn+m:Zm'Z(n+1)—Z(m—1)'Zn:Z(m+1)'Zn“Zm'Z(n~1),
Z(n—M):Zm'Z(n—l)—Z(m~l)’anz(mﬂ)'Zn—Zm'Z(nH),
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2n41 2n1
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Zin+1) 1 _ . _ - Zin+1 _ Zy, .
Aus (89) —7n——l— 7, =9 folgt fiir n = oo mit T = T

Z(n—l)

lim ZZ;LI = % [a + Va2—4] ; lim

n =00 n =00

Zn 1
Zin+n 2

la— yai—1] .
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Fiir den Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen ist @ =4. Die Zahlenfolge 2y bis Zyg
ist in Tafel VII zusammengestellt. (Die Zahlenfolge Z, bis Z; fiir @ = 1 bis 8 s. Stahlbau 1937,
S. 196 [3].) Die Ordinate %44 , wird

(9014) di2 Nu—ayn= (—1)@+D M’

Zy

Tafel VIL. Zur Berechnung von Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen in Verbindung
mit Gl (94a bis d) und Gl (95a bis d).

Belastung %
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(91) a=0,,2m+n); B=0b(m—n),
(92) Mn:cl (d+ﬁc2)’

wobei ¢, und ¢, der Tafel V zu entnehmen sind.

Fiir symmetrische Feldbelastungen (d;, = d;y = const bzw. £ = R) ergibt sich fiir einen
Durchlaufbalken iiber gleichen Offnungen [0, (s 4= const =4,,; 6,,=const=4"4,,] aus
der B, ,-Linie der Einflull eines einzigen Feldes auf das gesuchte Stiitzmoment zu

P
(93) My =5 mt7,) -

14 Nach Stahlbau 1937,'8. 199 [3], Gleichung (62) bis (64) entspricht dieser Ausdruck im Falle ¢ — 4 folgender
endlicher Sinusreihe: .
. (n—a)mm . n-m-m
, Sin———"gin
(@+1) Z(n—a)'Z(z—n) ‘1 2 z
(-1 o e
2

m m-n

It

1 z2+|2 4+ cos

unter den Bedingungen a=0; (n —a) =n.

Diese Beziehung sei um deswillen erwahnt, weil sei einen weiteren Beitrag fiir rationale Endwerte endlicher
und unendlicher Sinusreihen liefert, wie es in Stahlbau 1936, S.136/137 [2] die Gleichungen (10) bis (19) sowie
ebendort auf S. 150 rechte Spalte die Summenformeln tun. Es erscheint daher moglich, auf dem Wege systema-
tischer Arbeit alle rationalen Werte endlicher und unendlicher Sinus- und Cosinusreihen der Statik zu ermitteln.
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Verfolgt man mit dieser Formel den Einflu der Belastung der ungeraden Felder auf
das Stiitzmoment eines Balkens mit gerader Feldanzahl (Abb. 24), so erhdlt man:

8 5
Myy= 52+ (ot m) +nud =50 2

Gleicherweise ergibt die Belastung der geraden Felder
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Abb. 24.

Fiir einen Balken mit ungerader Feidanzahl (Abb. 24b) erhilt man wieder — getrennt
fiir die geraden und ungeraden Felder:

4 ’ ’ ’ ’ 4 o
M, .= 610 [ + (2 + 73) + (74 + 75) :f: /B

6 ’ ’ 4 ! . 6
Mngzi’ [(771+’72)+(’73"‘774)‘}‘775]:_51_:2’7-

Die B,,-Linien vermitteln daher den bekannten Satz:

Bei Durchlaufbalken iber gleichen Offnungen mit gleicher, symmetrischer Feldbelastung ist
der Einflup der belasteten ungeraden Felder auf ein Stittzmoment ebenso grof, wie der Einfluf
der belasteten geraden Felder auf das gleiche Stitzmoment

20

(94%9) — 50 3y

In Abb. 24b ist noch das Belastungsschema zur Ermittlung des minimalen Stiitzmoments
aufgetragen. Die Untersuchung ergibt:

(95) min M nmax -+ Z 77

Fiir verschiedene Lastfille sind die Werte &;4/d;, fiir Durchlaufbalken iiber gleichen
Offnungen in Tafel VII zusammen mit den Werten Z; bis Z,; zusammengestellt.

Mit Hilfe der allgemeinen Zahlenzusammenhénge erhilt man nun fiir beliebige Felderzahl
und symmetrische Feldbelastungen die folgenden, den Winklerschen Zahlen proportionalen
echten Briiche:

15 In erweiterter Form wird er auch fiir die Berechnung kreuzweis bewehrter Elsenbetonplatten nach dem
Niaherungsverfahren von Marcus angewandt, das die Lastfille ¢ =g+ 4+ pund ¢"=+ {p unterscheldet und
den Lastfall ¢’ fiir den Balken auf zwei Stiitzen ansetzt; und zwar desweo'en, weil fir den Lastfall¢”"=4-§ p
alle M, = 0 werden.
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Die belasteten ungeraden oder geraden Felder erzeugen:

I. Anzahl der Felder 22 + 1.

@n+1) 10 Ln—m[Zm + 1) — Zu] . 18
(943’) M(2m+1) 512 Z(n+1) + Zn 3 m= 0
010 Zm[Zw +1—m) — Zn—m)]
(2n+1 1o 4m . 16
(94b) M =, Zin+ 1) + Zn ; m >0

II. Anzahl der Felder 2.

h[Z(m+1)—Zm][Z(n—m)_Z("—l“m)}; m>= 01
O12 Zin+1)—Z(n—1)
b9 (@—2)Zm Zin —m)

on _ (0—2)ZmZin—m) 16
(94d) My T T 0 Zin+ 1) —Zn—1) ’ "0

(94¢) M(%?nﬂ) =

Fiir die grof3ten Stiitzmomente erhédlt man nach Gleichung (95):

8y0 Zn—m) [Zim + 1) — Zm) [Zen+1) + Zm] [Zn+1—m) — Z(n~—1—m)]] .
012 Zin+1)—Zn Zn+1) — Zn ’

2n 4

min MG, 110 =— m=0v
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min M5 7Y = s Tnsn) = On 1+ Zin+1) — Zn m>0

- @[Z(WHI)"ZM] [Z(n—m)—Z(n—l—m)] UZm~+ Zm+ )] [Zin—m) +Zin—1— m)]
mmMzmH) O1s Zin+1) — Zin—1) 1+ Zn
m=01;
«oaren O (@—2)ZmZin—m) [ [Z(m +1) — Z(m—1)] [Z<n+1—m)—Z<n—1—m)]J_ 17
min My, = b1 Zon s — Zn—1) 1+ «—2)7Z, ; m>017,

Die Gleichung (90) bis (92) gelten auch fiir Durchlaufbalken mit ungleichen Offnungen,
wenn dabei I/J= const ist. In diesem Falle gelten dann aber die Gleichungen (94a bis d)
und (95a bis d) nicht mehr.

Mit den Gleichungen (94a bis d) und (95a bis d) ist fiir Durchlaufbalken iiber glelchen
Offnungen aber auch der Beweis geliefert, daB die GroBe ihrer Stiitzmomente fiir eine
beliebige Feldanzahl fiir bestimmte Belastungsfille zahlenmiBig erfaBbar ist.

Noch einfacher liegt die Aufgabe bei dem Leweschen Fall ([9] und FufBinote ?), wenn
die Endfelder gleiche Stiitzweiten wie die Mittelfelder, aber ein groBeres Trigheitsmoment
besitzen. Dann Wird mit

(96) 812 bis @5(2—222—1) a; g“ —%— L [a—l— 1/(1,2—4]
(97) p=(F)gla—ya—4],

(9) Bun=const = — s Buwam = 9" Ban
(99) =3 fui=Pun T

(1007) s+ 30 = g TP

16 Als Grenzwert eines Balkens fiber unendlich vielen Feldern ergibt sich fiir die Stiitzmomente der
geraden oder ungeraden Felder:

1 4 196
lim Mn=2m) _ O 10,
(94e) im M, =) = BES 65,
17 Als Grenzwert fiir einen Balken itber unendlich vielen Feldern erhilt man
8 1 a+2 1+93 ¢
N (m=2m)_ _ %10 o O e il LT3
(95€) im min M, = 5, G132 1+ oy 5 .
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Es gibt mithin geniigend Moglichkeiten, fiir dreigliedrige Elastizitétsgleichungen zu
allgemeinen Zahlenergebnissen zu gelangen, die den Versuch nicht aussichtslos erscheinen
lassen, dhnliche Formeln fiir stetige harmonische Stockwerksrahmen (s. Abschnitt 12) und
allseitig gelagerte viereckige Trigerroste aufzustellen.

Die EinfluBlinien der Stabwerke mit beliebig gekriimmten Stiben.

20. Ermittlung von Einfluflinien mit Hilfe der Beziehung (33)
Foy=[0P F,do=—[M Fdx.

In Verbindung mit den B, ,-Linien wurden bislang zur Hauptsache solche Stabwerke
betrachtet, bei denen es moglich ist, aus der B,,-Linie die Gleichung der EinfluBlinie zu
ermitteln. Ein solches Verfahren ist praktisch aber nur dann brauchbar, wenn folgende
Voraussetzungen erfiillt sind:

1. Der Momentenverlauf M;, den die statisch Uberzihligen am statischen Hauptsystem
erzeugen, muf sich noch durch eine einfache mathematische Gleichung wiedergeben lassen.

2. Ist dieses der Fall, so mull aulerdem die Linie % noch einen Verlauf nehmen, der

durch eine einfache mathematische Gleichung wiedergegeben werden kann.

Ist die zweite, oder sind beide Voraussetzungen nicht erfiillt, so ist es zweckmifBiger,
andere Wege einzuschlagen.

Rechnerisch kann dabei auf die Beziehung Gleichung (33)

!

(33) Ez)ZOfQ(fP’ mdz

zurﬁckgégriffen werden, wobei Fj, die Querkraft zur Belastung
1 Eﬂ

(24) — L@y = E—g—

ist. Bei Vernachlidssigung des Einflusses der Normal- und Querkrifte gelten dann
Gleichung (28) und (29)

!
(28) ¢ [Fyda=0,
0

T I
(29) Foy=[Fydz= [ QF F,dx.
0 0

Da unter den gegebenen Voraussetzungen die Durchfithrung der Integration praktisch
nicht moglich ist, so wird sie durch die Summenbildung iiber kleine Stabelemente ersetzt.

Welchen Gang das Verfahren dabei nimmt, zeige das folgende Beispiel eines Kanal-
querschnittes, bei dem die Moglichkeit besteht, die f;,-Werte mit Hilfe der Determinanten-
rechnung zu bestimmen.

Beispiel : Ermittlung von EinfluBlinien eines Eiprofiles mit Hilfe der fn..-Linien.

Fiir einen zur Achse ¥ — y symmetrischen Rohrdurchla nach Abb. 25 sollen die Einfluf3-
linien fiir die Schnittkrifte im Scheitel unter Beriicksichtigung der wechselnden Trigheits-
verhéltnisse ermittelt werden.

Schnittkrifte im Scheitel sind:

1. Die Querkraft X, die eine Momentenlinie am geschnittenen System nach Abb. 26a
erzeugt;

2. die Normalkraft Y mit einem Momentenverlauf nach Abb. 26b;

3. das Scheitelmoment Z mit einem Momentenverlauf nach Abb. 26¢.

Der Symmetrie zur Achse y — y wegen werden die Verformungen
(101) : Opy=10,,=0.
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Die Unbekannte X ist unabhingig von den Unbekannten Y und Z.
Die Unbekannten Y und Z dagegen beeinflussen sich gegenseitig. Sie ermitteln sich aus

den Gleichungen:
8,y Y+ 0,," Z=—10y
Oy Y 40,y Z=—10y

zZ
v
) ]
s
5 7
[4 Z
)

Abb. 25. Abb. 26. Abb. 27.

(102)

Der Elastizititsmodul E sei iiber den Querschnitt konstant. Er werde daher E/E, = 1
gesetzt. Man erhdlt dann die Verformungen:

(103) (s.w:_/My'”j%dsr
M M,
(104) 6yz:/JV[z-—J1’~—ds:/7lids,
(105) azz:/Mz-#ds:/}ds.
Mit diesen zu ermittelnden Werten erhilt man nach Gleichung (5):
622
(106) Byy=— Oyy 02— 0hz
_ dyz
(107) ﬁyz—_{" 61]3]'62;:_6212 ’
Oy
(108) ﬁzz - 5“,-(5”—5}"/2
und nach Gleichung (11)
(109) Mﬂy:ﬁyy'My‘{"ﬁyz'M,;y
(110) Mﬂz:ﬂyz'My+523'Mz'
Als Belastung des Stabes ist nach Gleichung (24) einzufithren :
P/
(109a) — R =5,
Mg
(110a) _ﬁza:_j_‘

Thren ungefihren Verlauf zeigt Abb. 27a. Sie mufl den Vertriglichkeitsbedingungen (12)
und (13) geniigen.

Mpy-M, My - M,
(109b) f»ﬂ%fds:O; /—%—lds::pl,
My, - M, [ M- M.

Dabei gilt das negative Vorzeichen, wenn M, und M, positiv angesetzt waren. Waren M,
und M, dagegen negativ angenommen, so gilt das positive Vorzeichen.

Fiir die Belastungen (109a) und (110a) ist sodann die zugehorige Querkraftfliche @y fiir
die abgewickelte Balkenlinge 4 —1—2—3—4—5— B zu ermitteln, wobei 4 und B die
Auflagerenden des Balkens darstellen. Der symmetrischen Belastung der Balkenhélften 4 — 3
und 3 — B wegen wird dabei @3 =10. Die Querkraftfliche nimmt dabei einen Verlauf nach
Abb. 27Db.
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Die Gleichung (29) fiir die EinfluBlinie
z I
(111) Fy=[Fyde=[Q;-du
0 0

gestattet nun, aus der Querkraftfliche @ der Abb. 27b drei verschiedene EinfluBlinien zu
ermitteln :
yx 1. Horizontaler Lastangriff F, (Abb. 28a)

z
4 *T +Z

y_
(112) Bpy=[@dy
R T

2. Senkrechter Lastangriff P, (Abb. 28b),
der Querschnitt ist im Scheitel aufgehingt

%
+f .
2 , (113) Fo=[Qs-dx.

J F *Z 0

a b ¢ Dabei ist von Punkt 4 bis Punkt 1 dz > 0, von
Abb. 28. Punkt 1 bis Punkt 3 dx < 0.

3. Senkrechter Lastangriff F, (Abb. 280) der Querschnitt ist in Punkt 3 gestiitzt.

(114) By =— /Qﬂ dx+/Qﬂ dx“/Qﬂ dz.

Dabei ist dz von Punkt 8 bis Punkt 1 dz > 0, von Punkt 1 bis Punkt 4 dz < 0.
Das Verfahren fiir die Querkraft X ist entsprechend durchzufiihren. Der Unterschied
besteht nur darin, dafl die Auflagerdriicke der abgewickelten Balkenlinge fiir die Belastung

ﬁfi errechnet werden miissen, da in diesem Falle (_253# 0 ist. Eine Kontrolle fiir die

ermittelten Werte besteht dann darin, dal eine den Querschnitt symmetrisch beanspruchende
Last — also z. B. die Last P, im Punkte 3 — keine Querkrifte im Scheitel hervorruft. Es

3.——-—
muB also fir die EinfluBlinie der Querkraft X im Scheitel f Qs dx =0 werden.
i

SchluBbemerkun g

Die Frage, welche Mindestzahl frei wiahlbarer Unbekannter bei einem gegebenen, hoch-
gradig statisch unbestimmten System zu erwarten ist, konnte fiir Rechteckrahmen, allseitig
gelagerte viereckige Tragerroste und Durchlaufbalken befriedigend mit Hilfe des Verfahrens
der B,,-Linien gelost werden.

Bei der Entwicklung dieses Verfahrens wurde dabei von den allgemein bekannten
Gleichungen (4); (7) und (8) ausgegangen, von denen die Gleichung (7) und (8) zumeist
angewandt werden, um bei der Berechnung statisch unbestimmter Systeme ermittelte f;;-
Werte nachzupriifen.

Eine Ausdeutung dieser Gleichungen befaBite sich bislang zur Hauptsache mit dem
statischen Inhalt der Gleichung (4): X,,= 3’4, " d;, den z. B. Beyer in ,, Der Eisenbetonbau‘*
II [6], S.212/13, dahin erléutert, daB die EinfluBlinie fiir die statisch Uberzihlige X,, als
Biegelinie infolge der Belastung des Hauptsystems mit > (X;=f,;) entsteht. Ahnhch
guBert sich Miiller-Breslau in seiner graphischen Statik, 2 I, 1925 [5], wo er dem ,,Ver-
fahren der §-Belastungen‘ einen besonderen Abschnitt widmet, ohne jedoch ein Verfahren
darauf aufzubauen 8,

Wie die vorliegenden Ausfiihrungen zeigen, ergibt die gleichzeitige Beriicksichtigung des
statischen Inhaltes der Gleichung (7) und (8), daB der Lastangriff >'(X;= f,;) am statischen
Hauptsystem identisch ist mit dem Momentenverlauf am statlsch (z — 1)-fach un-
bestimmten System infolge des Lastangriffes X,=p,,. Aus den B-Belastungen des
Hauptsystems wird die f,,-Linie des statisch unbestlmmten Systems.

18 Vgl. hierzu auch die Ausfithrungen von Pohl in der Zuschrift auf S.140 im ,,Stahlbau® 1932.
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Das Verfahren der 8, ,-Linien gilt dabei gleichmaBig fiir Kraftgrofen und Forménderungs-
gr6Ben, da, wie das Beispiel des einstockigen Rahmens im 9. Abschnitt zeigt, Forménderungs-
gr6Ben jederzeit als aus der Kombination mehrerer Kraftgroflen entstanden aufgefallt werden
konnen. Der gleiche Abschnitt zeigt aber auch, worin die von Hertwig in Stahlbau 1933,
S. 145 [4] hervorgehobene teilweise Uberlegenheit des , ForménderungsgréBen-Verfahrens
(abgekiirzt: F-V) gegeniiber dem , KraftgroBenverfahren® (abgekiirzt: K-V) zu suchen ist:

Sie wird mathematisch durch den Ablauf des Eliminationsverfahrens bei der Auflosung
vielgliedriger Elastizitdtsgleichungen bedingt, und prigt sich in der Determinante des
Gleichungssystems durch die mehr oder minder groBle Anzahl von Elementen vom Werte
,»Null“ aus. Je grofer die Anzahl der , Null-Elemente*, desto gréBer die Anzahl der ,,ab-
hingigen Unbekannten, desto kleiner aber die Zahl der ,,unabhingigen’ Unbekannten.

Die Anzahl der , Null-Elemente“ der Elastizititsgleichungen kann nun zweifellos in
manchen Fillen gesteigert werden, wenn statt der einzelnen Kraftgroen Kombinationen
mehrerer KraftgroBen als Unbekannte eingefiilhrt werden. Solche Kombinationen aber
liefert die Betrachtungsweise des F-V als gegebene Groen, ohne im einzelnen deren Be-
ziehungen zu den KraftgroBen klarstellen zu miissen.

Der Erfolg dieser Anschauungsweise kann am vielstockigen Rechteckrahmen abgemessen
werden. Wihrend das K-V giinstigstenfalls zu achtgliedrigen Elastizitdtsgleichungen fiihrt,
gelangt das F-V bei den f,,-Linien zum Bleichschen Viermomentensatz.

Die Anschauungsweise des Verfahrens der f,,-Linien zeichnet sich nun noch durch die
besondere Vereinfachung aus, daf3 sie das Spiel der inneren Krifte eines statisch unbestimmten
Systems ohne Riicksicht auf die dullere Belastung verfolgt. Dies hat bei den behandelten
Systemen einmal dazu gefiihrt, da die Anzahl ihrer frei wiihlbaren Unbekannten einwandfrei
festgestellt werden konnte, zum anderen gelang es dadurch im 19. Abschnitt in den Glei-
chungen (94a bis d) und (95a bis d) den Einflull bestimmter Belastungen auf die Unbekannten
bestimmter Systeme zahlenméBig zu erfassen. Da sich in die Gruppe dieser Systeme nach
Abschnitt 12 auch die ,,harmonischen Stockwerksrahmen [3] einordnen, erscheint es nicht
ausgeschlossen, auch fiir diese Systeme zahlenméflig den Einflufl elnfacher Belastungsfille
auf die Rahmeneckmomente festzulegen 1°.

Die B,,-Linien wurden dabei unter der vereinfachenden Annahme behandelt, dafl der
EinfluB8 der Normal- und Querkrifte vernachldssigt werden darf. Soll er dagegen beriick-
sichtigt werden, so ist an allen Stellen, an denen das Integral der Verformung auftritt, statt
des gekiirzten Integrals das vollstindige Verformungsintegral einzusetzen. Wihrend da-
durch die Anzahl der frei wihlbaren Unbekannten der Durchlaufbalken und allseitig
gelagerten Tragerroste nicht gedndert wird, entstehen bei Stockwerksrahmen besondere
Bedingungen, die von den bisher ermittelten abweichen.
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