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Einleitung.

Die differentialgeometrischen Probleme in hoheren Mannigfaltigkeiten
mit euklidischer und nicht-euklidischer MaBbestimmung bilden den Gegen-
stand einer ausgedehnten Literatur?). Die Behandlung ist aber im grofen
ganzen eine ziemlich unsystematische gewesen. Nicht nur war die Aufein-
anderfolge der in Betracht gezogenen Probleme keine planmiBige, sondern
vieles schon frither Gefundene wurde spéter von anderen Untersuchern wieder
aufs neue, oft sogar weniger allgemein, abgeleitet. So wurden die ver-
allgemeinerten Frenetschen Formeln, welche Jordan?) schon 1874 fiir
V,in R, ®) aunfgestellt hatte, spiter wiederholt neu abgeleitet, so z. B. von
Hoppe, Pirondini u. a.*), und es beschrinkte sich u. a. Pirondini
dabei sogar wieder auf ¥, in B,. Auch die Formeln von GauBl und
Codazzi, die zum Teil von VoB 1880°%) und Ricei 1902°) fiir ¥V, , in
V., vollstindig von Ricei?) 1888 fiir ¥,, in R, und von Kiihne 1903
tiur ¥V, in V%) angegeben wurden, wurden O&fters auch fiir weniger all-
gemeine Fille neu aufgestellt®).

Die Stellung der Hauptprobleme und die ersten grundlegenden Arbeiten
rithren von Riemann??) her, der den Begriff einer mehrdimensionalen
Mannigfaltigkeit mit quadratischer MaBbestimmung entwickelte, und zum

4
erstenmal die hier mit K bezeichnete Kriimmungsgroe vierten Grades be-
rechnete, deren Verschwinden die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir darstellt, dall die V,, eine R ist. Auch wies er die Identitét des Skalars

4
K*,1,f mit der durch geoditische Fortsetzung des Flichenelementes ,f
bestimmten GauBischen Kriimmung nach.

1) In den FuBinoten wird stets nur das Jahr, in dem die betreffende Arbeit er-
schienen ist, angegeben und eine Nummer. Jahr und Nummer verweisen auf das
Literaturverzeichnis am Schluf3 des Buches. — %) Jordan, 1874, 3. — %) Unter ¥, ver-
stehen wir eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit mit beliebiger quadratischer MaB-
bestimmung, unter S, eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit konstanter Riemannscher
Krimmung, unter R, eine p-dimensionale Mannigfaltigkeit mit euklidischer MaB-
bestimmung. — %) Vgl. FuBinote S. 76. — 5) Vof 1880, 5. — ) Riceci, 1902, 12. —

") Rieei, 1888, 7. — %) Kiihne, 1908, 6. — ° Vgl. FuBnote S.186. — 1% Riemann,
1854, 1, 1861, 1.

Struik, Differentialgeometrie. 1



2 Einleitung.

An Riemanns Untersuchungen schliefen sich die Beltramischen
an?). Beltrami wies nach (1868—69), da die ¥, welche konstante Rie-
mannsche Kriimmung besitzen, und nur diese, durch jeden Punkt und in
jeder (n—1)-Richtung eine geodatische ¥ _, gestatten. Schlafli?) bewies
auch die Umkehrung. Dabei entwickelte Beltrami durch Bildung gewisser
fundamentaler Differentialinvarianten einen Apparat zur Beherrschung der
sich jetzt von allen Seiten aufdringenden differentialgeometrischen Probleme.

Die Handhabung des Rechenapparates wurde bedeutend erleichtert
durch den Begriff der kovarianten oder kogredienten Differentiation, von
dem zuerst Christoffel und Lipschitz®) 1869 Gebrauch machten. Mit
deren Hilfe wurde es méglich, durch einen Differentiationsprozel von einer
kovarianten, kontravarianten oder gemischten GréBe bestimmtben Grades zu
einer anderen GroBe, deren Grad um eins hoher ist, fortzuschreiten.

Inzwischen wurde die Differentialgeometrie hoherer Mannigfaltigkeiten
von einer ganz anderen Seite von Kronecker?) angefaflt, der 1869
die V,_, in einer R, betrachtete und die wichtigsten Theoreme iiber
Hauptkriimmungslinien, das Meusniersche Theorem usw. ableitete. In enger
Beziehung zu diesen Untersuchungen stehen die Lieschen von 1871-—725),
die sich ebenfalls mit der V,_, in R, befassen, aber dariiber hinaus in
die Theorie der kontinuierlichen Transformationsgruppen und in die Kugel-
geometrie hineinfiihren.

Die Lésung mancher wichtigen Frage wurde in den folgenden Jahren
von Lipschitz®) gegeben, der die V,, (m < n — 1) in R, und ¥, untersuchte
und zu den wichtigsten Theoremen iiber den mittleren Kriimmungsvektor D,
sowie zu den Theoremen iiber die Produktsummen o,, gelangte. Er unter-
suchte auch die Minimal-V, in einer V.

Zur selben Zeit (1874) hat Jordan?) den Begriff der Hauptrichtungen
einer ¥, in R aufgestellt und die Erweiterung der Frenetschen Formeln
fir ¥, in R, angegeben, eine Erweiterung, die 1882 auch von Brunel®)
gefunden wurde, wihrend die Verallgemeinerung fiir ¥, in ¥V, erst Kiihne
1903 und Blaschke 1920°) zu verdanken ist.

Die Versuche von Beez!?) 1875—79, die Riemannsche Theorie der V,,
zu einem Widerspruch zu fithren, schlugen fehl, fithrten aber zum wichtigen
sogenannten Beezschen Satz, welcher fiir die Verbiegbarkeit der V,_, in B,
eine merkwiirdige Sonderstellung der Fille n = 2 und n = 3 aufdeckt.

1) Beltrami, 1868, 1; 1868,2; 1869,1. — 2)Schlafli, 1871, 4, vgl. Beltrami,
1871, 1. — %) Christoffel, 1869, 2; 1869, 3; Lipschitz, 1869, 5; 1870, 2. —
4 Kronecker, 1869, 4. — %) Lie, 1871, 2; 1871, 8; 1872, 2. — ®) Lipschitz, 1870, 1;
1873, 1; 1874, 5; 1876, 3; 1876, 4; 1882, 2; vgl. auch 1874,6. — 7) Jordan, 1874, 4;
1874, 3. — ®) Brunel, 1882, 1. — ?) Kiihne, 1908, 6; Blaschke, 1920. 1. —
%) Beez, 1875, 1; 1875, 2; 1876, 2; 1879, 1,



Einleitung. 3

Die Arbeit von Vof?*) 1880 brachte eine Untersuchung der geoditi-
schen Mannigfaltigkeiten und der Mannigfaltigkeiten mit lauter Nabel-
punkten, sowie die erweiterte Formel von Gaull und einen Teil der
erweiterten Formeln von Codazzi fir ¥V, in V.

Die bisher erhaltenen Resultate wurden von Killing 1885 in seinem
Buche: ,Die nicht-euklidischen Raumformen“?) zum gréBten Teil zusammen-
gefaBt und teilweise erweitert. Dabei beschrinkte Killing sich aber nur
auf die ¥V, in einer §,. KEinige Resultate von Killing wurden durch
Berzolari®) 1897—98 verallgemeinert, und K. Kommerell?) gab 1897
in seiner Dissertation eine Theorie der V, in R,, welche von E. E. Levi®)
1908 fiir V, in R, erweitert wurde. Auch Bompiani gab Verallgemeine-
rungen des Meusnierschen und Eulerschen Satzes®).

Im Jahre 1886 publizierte F. Schur?) einige wichtige Untersuchungen
iiber die S, ; er entwickelte dabei u. a. das fiir diese Mannigfaltigkeiten giiltige
sogenannte Schursche Theorem, das spéter durch die von Bianchi im
Jahre 1902 entdeckte (freilich schon von Padova 1888 angegebene) Identitit
allgemeinere Bedeutung bekam®).

Killing?) und F. Schur?) haben auch, an Beez ankniipfend, sich zu-
erst mit der Losung des Problems der Biegung einer ¥, in R, beschiftigt,
welches Problem seitdem von einer Reihe von Autoren untersucht ist°).

Ankniipfend an die Resultate von Riemann und Christoffel fiihrte
Ricci von 1887 an ein neues Element in die Untersuchung ein, den
sogenannten absoluten Differentialkalkiil**). Dieses neue analytische Hilfs-
mittel setzte ihn in den Stand, die Rechnungen in leichterer Weise durch-
zufithren und der Forschung neue Gebiete zu erschlieBen. In einer
sich iiber drei Jahrzehnte erstreckenden Reihe von Arbeiten, welche
ihren AbschluB noch nicht gefunden hat, zeigten Ricci und einige
seiner Schiiler die Fruchtbarkeit seiner Methode auch fiir V, in R,*?).
Durch die Theorie der Kongruenzen in einer V, wurde er weiter zum
Begriffe der kanonischen Kongruenzen und zum Ausbau der Theorie

der n-fachen Orthogonalsysteme gefiihrt*®). Die von ﬁ abgeleiteten GroBen
K und G fiihrten zum Begriffe der Hauptrichtungen einer ¥, der sich
fiir die Klassifikation der ¥ als iiberaus wichtig erwies*). Auch die
schon von Bianchi angefangene gruppentheoretische Klassifizierung der ¥,

Y VoB, 1880, 5. — ?) Killing, 1885, 2. — %) Berzolari, 1897, 2; 1898, 2;
1898, 3. — %) Kommerell, 1897, 7. — % Levi, 1908, 4. — ®) Bompiani, 1913, 1. —
) Schur, 1886, 7. — %) Bianchi, 1902, 1; Padova, 1889, 4, vgl. FuBnote 1) 8. 148. —
9 Schur, 1886, 6; 1887, 7. — 19 Siche FufBinote S. 144. — ) Vgl. z. B. Ricei,
1887, 5; 1888, 8; 1889, 5; 1892, 6; 1898, 10; Ricci-Levi Civita, 1901, 6. — %) Vgl.
z. B. Ricei, 1892, 6; 1893, 4; 1894, 11; 1894, 12; 1898, 10. — %) Z. B. Ricci,
1895, 5. — %) Vgl. z. B. Ricei, 1903, 9; 1904, 8, und fast alle spiteren Arbeiten.

1*



4 Einleitung.

konnte mit Hilfe des absoluten Differentialkalkiils mit Eleganz unternommen
und weitergefiihrt werden?). Eine vorldufige Zusammenfassung von Re-
sultaten wurde schon 1901 von Ricei und Levi-Civita in einer in
franzosischer Sprache geschriebenen Arbeit niedergelegt®). Die Unter-
suchungen konnten spéter vermittels der schon erwihnten, 1902 neu ent-
deckten, duBerst wichtigen Bian chischen Identitit sehr vertieft werden. Diese

Identitdt, welche es ermdglicht, auch in Probleme, die P 14( enthalten,
und die also um eine Differentiationsstufe hoher liegen, tiefer einzudringen,
spielt in fast allen spdteren Untersuchungen eine wichtige Rolle und ist
auch fiir die Relativitdtstheorie, wo sie den Impuls-Energiesatz liefert,
von zentraler Bedeutung.

Eine besondere Stellung nehmen die Arbeiten von Fubini ein, welche
seit 1899 die Kenntnisse der Eigenschaften der ¥, , insbesondere der gruppen
theoretischen Eigenschaften, nach manchen Seiten hin erweitern?).

Das Lehrbuch iiber Differentialgeometrie von Bianchi, das in der
Ubersetzung von Lukat 1899 in deutscher Sprache erschien, bringt in
der zweiten italienischen und der ersten deutschen Auflage®) einige Kapitel

4

iber die V,, welche die wichtigsten Eigenschaften von K und der V,_,
in V_ enthalten.

Auch das Lehrbuch von Cesaro (deutsche Ubertragung von Kowa-
lewski 1901)®), enthélt Eigenschaften der ¥V, und der ¥, und ¥V,_, in B,
welche Cesaro in einigen spéteren Arbeiten noch erweitert hat, insbeson-
dere fiir §,°).

Das Lehrbuch iiber Orthogonalsysteme von Darboux?) behandelt die
n-fachen Orthogonalsysteme in einer R,

Die Einsteinsche Relativititstheorie, die sich seit 1913°%) des Riceci-
Kalkiils bedient hat, hat das Interesse fiir diese Rechnungsmethode und
fiir die Differentialgeometrie héherer Mannigfaltigkeiten in weiteren Kreisen
wachgerufen und zu neuen Arbeiten angeregt. So wurde die geometrische
Bedeutung der kovarianten Differentiation unabhéngig von Levi Civita?)
1917 und Schouten?®) 1918 angegeben. Der hierdurch entstandene
Begriff des geoddtischen Parallelismus hat weitergewirkt in den Arbeiten
von Weyl®) und zu manchen anderen Untersuchungen (z. B. Severi?),
Pérés®®), Carpanese®*), Schouten, Struik®®)) AnlaB gegeben.

1) Bianchi, 1897, 3; Ricci, 1898, 8; 1898, 9; 1899, 12; 1905, 7. — ?) Ricci-Levi
Civita, 1901, 6. — %) Fubini, siehe Literaturverzeichnis. — %) Bianchi-Lukat,
1899, 2; Bianchi, 1902, 2. — %) Cesaro-Kowalewski, 1901, 2. — %) Cesaro, 1904,
1; 1904, 2; 1904, 8. — 7) Darboux, 1898, 6. — %) Einstein, 1913, 2. — ®) Levi
Civita, 1917,6. — 1% Schouten, 1918,10. — ') Weyl, z. B. 1921, 12. — ?) Severi,
1917, 8. — 13) Péres, 1919, 9; 1920, 6. — 14) Carpanese, 1919, 3. — 1% Schouten,
1918,11; 1921, 7; 1922, 2; Schouten-Struik, 1919, 10; 1921, 8; 1921, 9; 1922, 1, 1922, 3.



Einleitung, 5

Bemerkenswert ist eine Untersuchungsreihe, die mit einer Arbeit von
Hessenberg?) im Jahre 1917 anhebt und in Arbeiten von Weyl?),
Koénig?), Eddington?), Schouten®) und Bach®) weitergefiihrt wird.
Es hat sich dabei gezeigt, da} die kovariante Differentiation in viel freierer
Weise und auch ganz unabhingig vom Fundamentaltensor definiert werden
kann. Physikalische Anwendungen und Ausblicke gaben Weyl?), Edding-
ton*), Schouten®) und Bach®).

In naher Beziehung”) zu diesen Arbeiten stehen die von mehreren
Autoren in den letzten Jahren entwickelten Untersuchungen iiber die so-
genannte Affingeometrie und die projektive Differentialgeometrie in drei
und in % Dimensionen?).

Wie aus der hier gegebenen Ubersicht, die nur Hauptlinien anzugeben
beabsichtigte, ersichtlich ist, beschrdnken sich viele Arbeiten auf bestimmte
Unterarten der quadratischen MaBbestimmung oder bestimmte Werte von n.
Aber auch die Arbeiten, die sich auf den allgemeinen Standpunkt stellen,
beleuchten immer nur bestimmte Probleme und ergénzen sich keineswegs
lickenlos. Viele Sétze, sogar viele Hauptsitze, sind daher bis jetzt nur
fiir bestimmte MaBbestimmungen oder bestimmte Werte von n aufgestellt,
wihrend es doch gerade immer wichtig ist, zu wissen, ob ein Satz auch
im allgemeinsten Falle oder erst bei einer gewissen Spezialisierung gilt.
Die Schwierigkeit, einen Uberblick iiber das ganze Gebiet zu gewinnen,
wird iiberdies erh6ht durch die Verschiedenheit der abkiirzenden Be-
zeichnungen, welche die Autoren sich einzufiihren gendtigt sahen. Auch fehlt
bekanntlich bis jetzt ein Lehrbuch iiber die Differentialgeometrie in der V,,.

Es war daher wiinschenswert, den Gegenstand einmal vom allge-
meinsten Standpunkte, d. h. fiir die allgemeinste quadratische Mafbe-
stimmung und fiir beliebige Werte von n, einer einheitlichen Behand-
lung zu unterwerfen, simtliche Sitze zunichst von diesem Standpunlkte
aus aufzustellen, vorhandene Liicken auszufiillen und erst dann eventuell
zu spezialisieren.

Diesem Plane entspricht das vorliegende Buch. Es ist natiirlich
keineswegs erschopfend, diirfte aber doch die wichtigsten Sdtze der Diffe-
rentialgeometrie der V,, sofern diese allgemeiner Art sind, fiir beliebige
quadratische Mafbestimmung und beliebige Werte von # in einheitlicher
Behandlung enthalten. Uber die verwendete Symbolik und ihre Be-

1) Hessenberg, 1917, 2. — %) Z. B. Weyl, 1918, 14; 1918, 15; 1921, 12. —
% Koénig, 1919, 6; 1919, 12. — ¢) Eddington, 1921, 2. — % Schouten, 1922, 2.
— %) Bach, 1921, 1. — 7) Konig, 1919, 6. — ®) Man kann sich dariiber orientieren
in Blaschke, 1919, 1, sowie in dem demnichst erscheinenden zweiten Bande von
Blaschkes Vorlesungen iiber Differentialgeometrie (Springer, Berlin), und in Fu-
bini, 1919, 4.



6 Einleitung.

ziehungen zu den Bezeichnungsweisen anderer Autoren kann folgendes ge-
sagt werden.

Einen ersten Versuch zu einer abgekiirzten Bezeichnung bei differential-
geometrischen Problemen gab Mobius 1827 in seinem ,,Barycentrischen
Calciil“t). Es handelt sich dabei um eine direkte Analysis, d. h. um eine
Rechnung ohne Koordinaten. Der Mobiussche Ansatz hat, wie es scheint,
keinen direkten EinfluB auf spitere differentialgeometrische Arbeiten
gehabt. Dagegen ist die GraBmannsche Ausdehnungslehre?) von mehre-
ren Autoren auf differentialgeometrische Probleme angewandt, u. a.
von GraBmann jun.®), Fehr?), und in verschiedenen Arbeiten von
Burali Forti und Marcolongo®). Auch Cesaro®) und Carvallo”) gaben
verschiedene Anwendungen. Die Hamiltonsche Quaternionenrechnung
wurde ebenfalls mehrfach zur Ableitung der differentialgeometrischen For-
meln angewandt, so von Hamilton?®) selbst, von Tait?), von Molen-
broek?'?), von allen fiir die V, und ¥V, in B,. Es handelt sich dabei also immer
nur um die gew6hnliche Differentialgeometrie der E,, nur Rath und Boggio
haben auch Anwendungen auf R, und ¥, gegeben'!). Auch die Gibbsche
Vektoranalysis ist vielfach auf die gewéhnliche Differentialgeometrie ange-
wandt, und einige solcher Anwendungen finden sich wohl in jedem neueren
Lehrbuch der Vektoranalysis'?). Sommerfeld und Runge*®) haben das Ge-
biet erweitert, indem sie eine vektoranalytische Behandlung der Eigenschaften
der Strahlenkongruenzen gaben. Man vergleiche dazu das Referat von
Rothe'), sowie auch das Lehrbuch von Spielrein?5). Auf Strahlenkon-
gruenzen bezieht sich auch die Arbeit von Pieri'®). Charakteristisch fiir
alle diese Methoden ist, dal sie stets den Radiusvektor von irgendeinem
festen Punkte aus benutzen und demzufolge nur fiir Mannigfaltigkeiten mit
euklidischer MaBbestimmung zu verwenden sind. Ein anderer gemeinschaft-
licher Zug ist, daB fast immer nur eine elegante Umformung schon bekannter
Formeln angestrebt wird. Etwas Neues, nicht schon aus der gewdhnlichen
ungekiirzten Koordinatenrechnung Bekanntes, wird in diesen Untersuchungen
bis auf wenige Ausnahmen nicht zutage geférdert.'?)

Von den abkiirzenden Bezeichnungen, die fiir die allgemeine ¥V, ver-
wendbar sind, ist an erster Stelle der vorziigliche Ricci-Kalkiil zu nennen,
der nur mit einigen kleinen, iibrigens leicht zu beseitigenden, Mangeln

) Mobius, 1827, 2. — ?) GraBmann, 1844, 1; 1862, 1. — 2 GraBmann,
1886, 1; 1888, 2; 1893, 1. — ¢) Fehr, 1899, 8. — %) z. B. Burali Forti, 1897,
4; Burali Forti-Marcolongo, 1910, 3. Siehe die Literaturliste in 1912, 3, S. 169.
— © Cesaro, 1894, 6; Cesaro-Kowalewski, 1901, 2. — 7) Carvallo, 1894, 2. —
® U. a. Hamilton, 1866, 1. — ?) Tait, 1867, 1. — %) Molenbroek, 1893, 3. —
1) Rath 1905, 6; Boggio, 1919, 2. — 1) Vgl. auch Genty 1904, 6. — %) Sommer-
feld-Runge, 1911, 8. — ) Rothe, 1912, 9. — %) Spielrein, 1916, 8. — *¢) Pieri,
1912, 8; vgl. auch Demoulin; 1894, 9. — %) Vgl.auch Enz. Math. Wiss. III AB 11, 8.13858.
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behaftet ist. Es handelt sich dabei nicht um eine direkte Analysis, son-
dern um eine tief eingreifende Verbesserung der Koordinatenrechnung von
Christoffel. Fiir die Behandlung von Problemen spezieller Art, die
ohnehin die Einfithrung eines Koordinatensystems verlangen, steht der
Ricei-Kalkiil wirklich einzig da; nur auf zwei Punkte muB kritisch hin-
gewiesen werden. Erstens fiihrt die Schreibweise fiir gemischte Gré8en zu
Zweideutigkeiten, da die Stellen der kontravarianten Indizes in keiner
Beziehung stehen zu den Stellen der kovarianten Indizes. So erhalten
z. B. die beiden im allgememen ganz verschiedenen Groflen g*#B,,, und

g*#B,,, dasselbe Zeichen B/,, was offenbar zu Verwechslungen AnlaB
geben kann. F.Jung hat diesen Mangel beseitigt, indem er B.,’y und

Z:Z’ﬁl) schreibt. Hessenberg schliagt vor Bﬁg;’ und BZZ&‘-‘), Schouten?)
verwendet die einfachere Schreibweise B,, und B, .

Zweitens ist die Andeutung der kovarianten Differentiation durch
Anhéngen eines Index unzweckmiBig, weil an dem Symbol P,,,,, nicht zu
sehen ist, ob die GréBe durch kovariante Differentiation entstanden ist oder
nicht. Uberdies darf man, wenn die Bedeutung irgend eines Buchstabens
z. B. K festgelegt ist, die Bezeichnungen K, K, , usw. nur fiir die kovarianten
Ableitungen von K verwenden. Fast alle Autoren verwenden aber dennoch
Buchstabenmangels halber diese Bezeichnungen fiir ganz andere Zwecke
und verursachen dadurch eine Inkonsequenz in der Bezeichnungsweise, die
in keinem Kalkiil vorkommen sollte. R.Bach?®) hat vorgeschlagen, die
durch Differentiation entstandenen Indizes durch einen Strich von den
anderen zu trennen, er schreibt also K;, fiir die Ableitung von K;. Die
geriigten Méngel werden dadurch zwar aufgehoben, der Hauptvorteil der
Riccischen Schreibweise, ihre groBe Einfachheit, wird aber beeintrichtigt.
Will man die Koordinatenschreibweise an eine direkte Analysis anschlieBen,
so miissen die differentiierenden Indizes links angehingt werden, da in
jeder direkten Analysis die differentiierenden Symbole links stehen (wie
ja bis auf einzelne Ausnahmen auch in der gewohnlichen Analysis).

Hessenberg*) hat fiir die kovariante Differentiation das Symbol 5o

eingefiihrt, er schreibt also z. B. %,7 K;*)?). Schouten®) hat vorgeschlagen,

dieses komplizierte Symbol durch ¥, zu ersetzen und kommt dadurch zu
einer Schreibweise, die nicht weniger einfach ist als die Bachsche, die
aber die durch Differentiation entstandenen Indizes scharf hervorhebt und
iiberdies unmittelbar an die direkte Analysis anschlieBt. Ein Vorteil dieser
Bezeichnungsweise, der besonders hervorzuheben ist, besteht darin, daB ver-

) Jung, 1917, 3. — %) Schouten, 1921,7. — ) Bach, 1921, 1, — 4) Hessen-
berg, 1917, 2. — %) Vgl. die Kritik bei Hessenberg, 1917, 2, FuBnote S. 191. —
%) Schouten, 1922, 4,
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schiedene kovariante Differentiationen auseinandergehalten werden kénnen,
indem man neben V, auch FV}, V;, usw. verwenden kann. Dies kommt
in der Differentialgeometrie sehr oft vor (man vgl. z. B. Abschn. III § 6)

Fiir Probleme allgemeiner Art, die nicht die Einfithrung irgendeines
Koordinatensystems erfordern, ist der Ricci-Kalkiil weniger geeignet. Durch
die Verwendung von Koordinaten und die dadurch bedingten vielen Indizes
wird die Rechnung unnétig schwerfillig, und es sind oft nichtkovariante
Zwischenrechnungen notig, die eigentlich fiir das Problem keine direkte
Bedeutung haben und nur die Ubersichtlichkeit beeintrachtigen.

Es ist daher von verschiedenen Seiten versucht worden, eine fiir Fille
dieser Art geeignete direkte Analysis zu begriinden. Eine Ubergangsform
bildet die Symbolik von Maschke?). Die Bestimmungszahlen des kovarianten
Fundamentaltensors werden wie in der Clebsch-Aronholdschen Invari-
antensymbolik in ideale Faktoren zerlegt: 9rp = f f#. Klammern deuten
verschiedene Verkniipfungen an, die mit Hilfe von Determinanten definiert
werden. Eine direkte Analysis bildet Maschke nicht, es bleibt symboli-
sierte Koordinatenrechnung. Damit héingt zusammen, dal dem kontra-
varianten Fundamentaltensor keine idealen Zahlen entsprechen, was die
Rechnung sehr kompliziert. Die Formeln werden schon in ganz einfachen
Fillen sehr schwerfillig und enthalten stets Konstanten, die von n und
von der Determinante der g, abhingen und die durch die ganze Rech-
nung mitgeschleppt werden miissen. Neue Resultate sind mit der Maschke-
schen Symbolik nicht erreicht, Untersuchungen iiber die gemeinschaftlichen
Elemente einer B, und R, in einem Punkte einer V, ausgenommen?®).
Untersuchungen von Maschke und Bates?®) iiber die Kriimmung einer
V, in R, bleiben durch die Kompliziertheit der Rechnung gegeniiber den
schon von Killing erreichten Resultaten zuriick. Ingold*) hat bemerkt,
dal man die » Symbole f, von Maschke mit » kontravarianten Vektoren
identifizieren kann. Mit Hilfe dieser n Vektoren bestimmt er kontra-
variante alternierende GroBen hoheren Grades und beweist, dafl fiir diese
GroBen die Regeln der GraBmannschen Ausdehnungslehre gelten. Um-
gekehrt konnen dann aus diesen Regeln die fiir Differentialinvarianten
giiltigen Sitze abgeleitet werden. Zu kovarianten alternierenden GroBen
und GréBen hoheren Grades gelangt Ingold nicht. Shaw?®) hat die
Resultate von Maschke und Ingold erweitert. Er gelangt auch zu
kovarianten alternierenden Gréf8en und zu einer kovarianten Erweiterung
der Bedeutung von V.

1) Z. B. Maschke, 1900, 6; 1908, 7; 1903, 8. — ?) Maschks, 1906, 2. —
%) Maschke, 1906, 3; Bates, 1910, 1; 1910, 2; 1911, 1; Smith, 1906, 4 gab eine
Behandlung der gewd6hnlichen Differentialgeometrie (V, in R;) in Maschkescher Sym-
bolik. — %) Ingold, 1910, 7. — %) Shaw, 1913, 5.



Einleitung. 9

Hessenberg, der schon 1899 besonders durch Einfithrung des
kogredienten Differentials eine Behandlung der Differentialgeometrie der
V, in R, in formal abgekiirzter Weise gab'), welche die Invarianz der
Formeln direkt ersichtlich macht, hat 1917%) eine wesentlich auf geo-
metrischen Betrachtungen beruhende Methode zur Ersetzung des schwer-
falligen Formelapparates der Theorie der quadratischen Differentialaus-
driicke gegeben. Er stellt sich aber nicht die Bildung einer direkten
Analysis zur Aufgabe; er arbeitet zwar mit Vektoren, aber nur mit
den Bestimmungszahlen der Grolen héheren Grades. Die Hauptverdienste
seiner Arbeit liegen denn auch in einer anderen, schon oben erwéhnten,
Richtung.

Bemerkenswert sind die Arbeiten von F. Jung?®). Es ist diesem Autor
nédmlich gelungen, ausgehend von den schon oben besprochenen Anwen-
dungen der GraBmannschen Ausdehnungslehre auf die Differentialgeometrie
der R, , den Ubergang zur ¥, zu finden. Er hat also wirklich eine direkte
Analysis ausgebildet, die fiir die Differentialgeometrie der V, verwendbar
ist. Sein System steht ganz auf GraBmannscher Basis. Ideale Elemente
treten bei ihm nicht auf.

Auch Boggio*) ist es gelungen, mit der GraBmannschen Symbolik,
in der von Burali Forti und Marcolongo gegebenen Form, von der R,
zur V, fortzuschreiten unter Verwendung des Begriffs des geoditischen
Parallelismus.

Von einer anderen Seite her ist eine direkte Analysis fiir die ¥, ab-
geleitet von Schouten. Schouten hat zundchst seit 1914 das Kleinsche
Klassifizierungsprinzip zur Ableitung der zu verschiedenen Untergruppen
der linearen homogenen Gruppe gehérigen direkten Analysen fiir 3, 4 und
n Dimensionen %) angewandt. Samtliche existierende Systeme gehoren dieser
Reihe von Systemen an oder sind Fragmente eines Gliedes der Reihe®).
Durch Einfithrung des Begriffes des geodatischen Parallelismus und durch
konsequente Verwendung von idealen Vektoren?) (d. s. Vektoren mit idealen
Bestimmungszahlen) gelang es ihm sodann 1918 das System R der ortho-
gonalen Gruppe fiir vier Dimensionen auf die Differentialgeometrie der V,
anzuwenden®). In mehreren differentialgeometrischen Untersuchungen wurde
die Analysis auf den verschiedensten Gebieten der Differentialgeometrie
der V, erprobt?). Dabei gelang es, das System noch bedeutend zu ver-
einfachen und von jeder unnétigen Symbolik zu befreien. Die letzte und

1) Hessenberg, 1899, 10. — ?) Hessenberg, 1917, 2. — 3) Jung, 1917,
3; 1918, 7; 1919, 5. — %) Boggio, 1919, 2. — 5 Schouten, 1914, 4; 1914, 5;
1917, 7; 1920, 7. — ©) Man vergleiche dazu 1918, 10, speziell 8. 26. — 7) Zuerst ein-
gefithrt von Waelsch, 1906, 5. — ®) Schouten, 1918, 10. — % Schouten-Struik,
1919, 10; 1921, 8; 1921, 9; 1922, 3; Schouten, 1918, 11; 1921, 7.
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wohl endgiiltige Darstellung gab Schouten in einer Untersuchung iiber
die konforme Abbildung einer ¥V, auf eine R, ').

Es hat sich bei diesen Untersuchungen gezeigt, dall bei allen Pro-
blemen allgemeiner Art die direkte Analysis dem Ricci-Kalkiil iiber-
legen ist. Die Rechnungen werden kiirzer, nicht kovariante Zwischenrech-
nungen fallen génzlich fort, und das Ganze wird viel ibersichtlicher.
Dennoch braucht zwischen direkter Analysis und Ricei-Kalkiil kein Kon-
kurrenzstreit zu bestehen, da jede der beiden Methoden von selbst ihr
eigenes Geblet zugewiesen bekommt und sie sich gerade sehr schén er-
ginzen. Uberall, wo wihrend oder nach der Rechnung Koordinaten er-
wiinscht sind, ist selbstverstindlich der Ricei-Kalkiil angewiesen, iiberall
aber, wo Fragen allgemeiner Art vorliegen, fithrt die direkte Analysis am
besten zum Ziel. Der Ubergang zwischen beiden Systemen ist ganz ein-
fach, wie aus vielen Stellen des vorliegenden Buches hervorgehen wird.
DaB gerade in diesem Buche die direkte Analysis mehr verwendet ist
als der Ricci-Kalkiil, liegt nur an der Art des Stoffes; es werden
namlich fast nur Probleme allgemeiner Art erértert, nur bei den Speziali-
sierungen sind Koordinaten erwiinscht, und tritt daher der Ricei-Kalkiil
auf. Der Verfasser hat den Grundsatz befolgt, daB in einer mathe-
matischen Untersuchung jede Rechnungsmethode Mittel sein soll und
niemals Ziel werden darf, und somit stets diejenige Methode anzuwenden
ist, die sich dem vorliegenden Problem am besten anpaft. An manchen
Stellen sind aber zur Erleichterung der Vergleichung mit anderen Autoren
die Resultate in doppelter Weise angegeben worden.

Die in dieser Arbeit dargestellten differentialgeometrischen Sétze sind
zum groften Teil in gemeinsamer Arbeit von Prof. J. A. Schouten und
dem Verfasser erhalten worden und schon teilweise an anderen Stellen
publiziert ®). '

Der erste Abschnitt bringt eine kurze Darstellung der verwendeten
Affinoralgebra und anschliefend einige S#tze der mehrdimensionalen Geo-
metrie, die spater zur Verwendung gelangen.

Der zweite Abschnitt enthdlt eine kurze Darstellung der verwendeten

direkten Analysis. An die Ableitung der GréBe 14( schliefen sich die all-
gemeinen Integrabilitdtsbedingungen einer Affinordifferentialgleichung sowie
einige differentialgeometrische Sitze an. Auch werden hier die Haupt-
kongruenzen einer V, eingefiihrt.

Der dritte Abschnitt enthélt diejenigen Eigenschaften der Differential-

4
geometrie der V_, die sich ohne Verwendung von K formulieren lassen,
und die sich daher ohne weiteres von der R, auf die ¥, iibertragen lassen.

1) Schouten, 1921,7. — ? Schouten-Struik, 1921, 9; 1922, 1.
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Die Untersuchung der V, in V, fiihrt zu den verallgemeinerten Frenet-
schen Formeln, welche fiir die ¥V, in V,_, in V,_ zu einer Reihe von
Formeln AnlaB geben, die u. a. einen verallgemeinerten Meusnierschen
Satz enthalten. Dann wird zur Theorie des zweiten Fundamentaltensors *h
einer V,_, in ¥V, iibergegangen und die sich daraus ergebenden Sitze
iiber Hauptkriimmungen usw. hergeleitet. Auch werden die Haupttangenten-
kurven p-ter Ordnung (p <m — 1) und die geoditischen Linien einer
V,.,in V, untersucht. Es wird dann zur Theorie der V,, in V, (m <n—1)
fortgeschritten. Es zeigt sich, daB die zentrale Stelle, welche der zweite
Fundamentaltensor in der Theorie der V,_, in ¥V, einnimmt, hier durch

3
einen Affinor dritten Grades, den Kriimmungsaffinor H, eingenommen

wird. Das Verschwinden von I:i ist die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB die V, in V, geodétisch ist; das Verschwinden
des mittleren Kriimmungsvektors D ist die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB die V, in V,_ eine Minimalmannigfaltigkeit in
V, ist. Auch wird eine Beziehung zwischen der Klasse der ¥V, und dem

n

Freiheitsgrad des mitbewegten Bezugssystems hergeleitet.

Vermittels des Kriimmungsaffinors kann jetzt zur Definition des
Kriimmungsgebietes, der Haupttangentenrichtungen erster Ordnung, der
Hauptkriimmungsrichtungen und des Umbilikalvektors einer ¥V, in V,

iibergegangen werden, und mit Hilfe der Ableitungen von I—gI zur Definition
der Kriimmungsgebiete und Haupttangentenkurven p-ter Ordnung (p < m).
Dann werden die V, in einer V,,, in einer V,,, usw. in ¥, und die V, in
V, mit lauter axialen Punkten untersucht. Der Abschnitt schlieBt mit
einer kurzen Behandlung der V¥, in ¥, und der V, in V,.

Der wierte Abschnitt enthélt die Eigenschaften, zu deren Formulierung

f( und VI4( herangezogen werden miissen. Die Frage nach der Beziehung
zwischen den Riemann-Christoffelschen Affinoren einer V¥, in einer V,
und der V, selbst fithrt zum verallgemeinerten GauBschen Satz. Aus
diesem Satz konnen einige Theoreme iiber die Summen o,, der «-faktorigen
Produkte ungleichnamiger Hauptkriimmungen der V, in bezug auf eine
bestimmte Normale i, der V, und iiber die Mittelwerte der GroBen o,,
und 6, 0p, (¢ + f = 4) in bezug auf alle méglichen Normalenrichtungen her-
geleitet werden. Dann folgen die Integrabilititsbedingungen, damit eine gege-
bene ¥, in eine gegebene ¥V, eingebettet werden kann; es entstehen hier die
verallgemeinerten Codazzischen Formeln. Sie finden eine Anwendung fiir
V,m V,,, mit einem zweiten Fundamentaltensor vom Range m (m < n),
insbesondere fiir ¥, in V,,, mit lauter Nabelpunkten, fiir abwickelbare
V, in 8, (m=1) und fir V,, welche in S, ,, Biegung zulassen
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(m=2). Es folgt eine Bemerkung zur Frage nach den Bedingungen fiir
ein n-faches Orthogonalsystem in einer ¥, und fiir ein V, -Element
zweiter Ordnung in einer RB,. Dann wird zu der Lésung von Fragen iiber-

gegangen, in welchen | f( auftritt. Dazu ist eine Herleitung der Bianchi-
schen Identitdt notwendig, aus welcher sich u. a. auch der Schursche
Satz ergibt. Einige Eigenschaften der konformeuklidischen ¥V, und der
Hauptkongruenzen einer V, folgen. Sodann wird eine Einleitung in die
Theorie der V, gegeben, welche eine kontinuierliche Gruppe von starren Be-
wegungen gestatten. Dafiir ist die Herleitung der Killingschen Gleichung
und ihrer Integrabilititsbedingungen notwendig. Aus diesen werden einige
Folgerungen gezogen. Endlich werden die Mannigfaltigkeiten mit unbe-
stimmten Hauptkongruenzen noch einigen allgemeinen Betrachtungen unter-
worfen.

Eine am Schluf3 aufgenommene vergleichende Tabelle der bei ver-
schiedenen Autoren angewandten Schreibweisen und eine Literaturliste mégen
dem Leser den Vergleich mit anderen Arbeiten erleichtern. In bezug auf
die Arbeiten iiber Differentialgeometrie mehrdimensionaler und nicht-
euklidischer Mannigfaltigkeiten ist méglichste Vollstindigkeit angestrebt
worden.



I. Die Affinoralgebra der z-dimensionalen Differential-
geometrie.
1. Die Gruppen und deren Grofen.
Es seien p Reihen von # Variablen
Vy1s Vyarovnvr Uy U=1,..., P

den Transformationen einer endlichen kontinuierlichen Transformations-

gruppe mit den Parametern e, ..., «, unterworfen:

(1) "y = i (Vggs oo os Upps Ogs ey )
u=1,..., p
1=1,..., n.

Sind dann r,, (w=1, ..., ¢g) Funktionen der v:

(2) rw:gpw(vn,..., vpn)’

'r,, dieselben Funktionen der 'v:

(3) Tw = ®u (V115 "",vpn)’

und existieren Gleichungen der Form:
(4) Ty = Wy (Tys o oos Tgs Opy ey ),

so daB also die 7, nur von den r, und den Parametern abhingen und
nichi etwa noch von den v oder den Derivierten der 7, nach den v, so
sagt man, daB die Funktionen 7, sich ber der Gruppe (1) in sich trans-
formieren. Der Inbegriff der Funktionen r, heiBt eine zur Gruppe (1)
gehdrige Grofle') und die 7, heilen die Bestimmungszahlen.

Die durch (4) gegebene Transformationsweise der Bestimmungszahlen
heilt die Orientierungsweise der Grofe.

Eine GroBe existiert also nur bel einer ganz bestimmten Gruppe.
Bei Ubergang zu anderen Gruppen kann sie als GroBe bestehen bleiben
oder zerstort werden. Letzteres ist der Fall, wenn die r, und 'r, nichi
mehr Gleichungen der Form (4) geniigen.

1) Z.B. Klein, 1909, 2, S. 52.
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Zwei GroBen, welche denselben Transformationsgleichungen (4) bei
der Gruppe (1) geniigen, also bei der Gruppe (1) gleiche Orientierungs-
weise haben, heiBen gleichartig. Sind die Bestimmungszahlen zweier gleich-
artiger GroBen proportional, so haben die GréBen gleiche Orientierung.
Ist der Proportionalititsfaktor 1, was von der Wahl der Einheiten ab-
héngen kann, so sind die Gr6Ben gleich?).

Die einfachste GroBe bei der Gruppe (1) ist der Inbegriff der n Be-
stimmungszahlen v, fiir eine bestimmte Wahl von u.

2. Die n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Die co™ Werte von » unabhingigen Variablen z?, i1=a,, a,,...,a,
von denen jede alle Werte von — oo bis -+ co annehmen kann, den Ur-
variablen, bestimmen in ihrer Gesamtheit eine n-dimensionale Mannigfaltig-
keit X . Sind die x* nicht unbeschrinkt, sondern nur innerhalb gewisser
Bereiche variabel, so sprechen wir von einem Gebiete der X, .

Urvariablen bekommen immer griechische Indizes 1, u,...; 4, #,...
haben immer die Werte a,, a,, ..., a,, solange nicht ausdriicklich das
Gegenteil angegeben ist.

Ein bestimmtes Wertsystem:

(5) z* = ¢*
heilt Punkt. Die Gleichungen:
(6) = (U, Uy, onr Up)s

wo m < n, bestimmen, wenn sich die z* nicht durch weniger als m Va-
riablen ausdriicken lassen, eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit X,
welche in X enthalien ist. Eine X, heilt Kurve, eine X, Fldche.

Jede der Gleichungen (5) bestimmt bei verdnderlichem c¢ eine
Schar von co'X,_,, die Parameter-X,_,. Diese n Scharen schneiden
sich in n Systemen von co! Kurven, den Parameterlinien der Ur-
variablen. Durch jeden Punkt der Mannigfaltigkeit geht eine und nur eine
Kurve jedes Systems. Systeme, fiir welche diese Eigenschaft fiir alle

Punkte der X, bis auf vereinzelte X, , m < n, gilt, heilen Kongruenzen.

1) Dieses ist das von Klein in seinem Erlanger Programm 1872, 1 zuerst ent-
wickelte Klassifizierungsprinzip, nach welchem die Art einer Grofe durch die Orientie-
rung vollstindig bestimmt ist. Geometrie ist in dieser Auffassung Invariantentheorie
einer ganz bestimmten Gruppe, z. B. der linearen homogenen Gruppe, der rotationalen
Gruppe (Gruppe der Drehungen), der Gruppe der Kreisverwandtschaften. J.A.Schouten
hat 1914, 5, zuerst das Kleinsche Transformationsprinzip auf die Berechnung der zu
einer bestimmten Gruppe gehérigen Vektoralgebra angewandt. Die in diesem Ab-
schnitt entwickelte Affinoralgebra hat Schouten zuerst fir V, 1918, 10, gegeben,
dann 1921, 7, fiir ¥V, erweitert und bedeutend vereinfacht. Vgl. auch Schouten-
Struik, 1921, 8.
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Entlang jeder Kongruenz von Parameterlinien variiert nur esne der Ur-
variablen.

Der Inbegriff von n beliebigen Differentialen der Urvariablen dx* in
irgendeinem Punkt heilt Linienelement.

Werden n neue unabhéngige Urvariablen eingefiihrt:

(7) ‘pho= gk (2%, T%, ..., T%),

so dafl die Determinante: ‘;’;I;ﬁ = 0 ist, so transformieren sich die d z*
linear homogen (affin):

(8) & =020 dat)

Diese lineare homogene (affine) Gruppe der Transformationen der dz* legen
wir unseren Betrachtungen zugrunde.

3. Skalare, ko- und kontravariante Vektoren.

In einem bestimmten Punkte P der X, betrachten wir zunéchst
folgende zu der Gruppe (8) gehorige GroBen.

Erstens gibt es einfache Zahlenwerte, die invariant sind bei den
Transformationen (7) der Urvariablen. Solche Zahlenwerte heifien Skalare
und werden mit nicht fetten Buchstaben bezeichnet, z. B. p.

Zweitens unterscheidet man Systeme von n Zahlenwerten o*, die
sich transformieren wie die dz*, also nach (8). Ein solches Wertsystem
heiBt ein kontravarianter Vektor und wird mit einem einzigen fetten
Buchstaben mit Komma rechts oben, v’, bezeichnet. Die »* sind die Be-
stimmungszahlen des Vektors. Ein Beispiel eines kontravarianten Vektors
ist das Linienelement dx’ mit den’ Bestimmungszahlen da?* 2).

Drittens kommen Systeme von n Zahlenwerten w; vor, die sich bei
den Transformationen (7) der Urvariablen in der folgenden Weise trans-
formieren: )

, Jox
(9) W =

Wi,

d. h. kontragredient zu den dz?. FEin solches Wertsystem heillt ein
kovarianter Vektor und wird durch einen einzigen fetten Buchstaben

1) Nach dem Vorschlag Einsteins unterdriicken wir Summenzeichen, die sich
auf die zu den Urvariablen gehorigen Bestimmungszahlen beziehen, und befolgen
daher die Vorschrift: Tritt ein griechischer Index in irgendeinem Term zweimal auf,
so ist stets iiber ihn zu summieren, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil ange-
geben ist. Siehe Einstein, 1916, 6, S. 20. — ?) Es liegt kein sachlicher Grund vor,
das Linienelement gerade als kontravariant zu bezeichnen. Die kontravariante Be-
zeichnung des Linienelementes ist in die Ricci-Rechnung willkiirlich eingefiihrt, vgl.
Riceci 1887, 5.
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ohne Komma, w, bezeichnet. Die w; sind die Bestimmungszahlen des
Vektors.

Die kontra- und kovarianten Vektoren haben u. a. folgende Eigen-
schaften?):

1. Addiert man die Bestimmungszahlen zweier oder mehrerer kontra-
bzw. kovarianter Vektoren, so sind auch die Summen die Bestimmungs-
zahlen eines kontra- bzw. kovarianten Vektors. Diese Verkniipfungsweise
heifit Addition der Vektoren, z. B. v; + v, W, + W, + W,.

2. Multipliziert man die Bestimmungszahlen eines kontra- bzw. ko-
varianten Vektors mit einem Skalar, so entsteht wieder ein kontra- bzw.
kovarianter Vektor. Durch diese Verkniipfungsweise wird ein Vektor mit
einem Skalar multipliziert, z. B. gibt v’ multipliziert mit p, pv’.

3. Es gibt n linear unabhingige kontra- bzw. kovariante Vektoren,
n -1 derselben sind aber immer linear abhingig.

Sind vj, ..., v, linear unabhingig, so sind infolgedessen durch die
Gleichungen:

(10) v, =wvle;, i=1,2,...,n

n Vektoren e;, die zu x* gehorigen kontravarianten Mafvekioren, ein-
deutig definiert. Die n Vektoren e; transformieren sich offenbar kontra-
gredient zu den da?. In derselben Weise werden die zu x* gehorigen
kovarianten Mafvektoren e, bestimmt:

(11) W, = W;y €, 1=1,2,..., n

die sich wie die d«* transformieren.
Das Linienelement bekommt die Form:

(12) dx’ —=dux'e;.
Der Vektor e; hat also dieselbe Orientierung wie das Linienelement
mit den Bestimmungszahlen da# = 0, u == 4.

Ist einmal die Wahl der Urvariablen, welche ganz beliebig ist, ge-
troffen, so sind durch (10) in jedem Punkt die e; eindeutig festgelegt.

Durch die e; sind aber die e, nur bis auf einen Zahlenfaktor festgelegt.
Fiihrt man namlich statt der e, die n Vektoren ‘e, als MaBvektoren ein:

(13) ,ev =7y,
so transformieren sich diese ebenfalls wie die da*. Auf andere Weise ist

es aber nicht mehr mdglich, neue kovariante MaBvektoren einzufiihren,
wenn die 2* einmal gewihlt sind?).

1) Vgl. Kénig, 1920, 3; — Weyl, 1921, 12, S.15 und fig. — 2) Eine Methode,
durch welche es méglich ist, die kovarianten MaBvektoren aus den kontravarianten
abzuleiten, gibt Schouten, 1921, 7, S. 61.
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4. Kontra- und kovariante Affinoren.

An wvierter Stelle konnen in einem bestimmten Punkte P der X,
Systeme von n? Zahlenwerten v’r-’#, 1,,..., 1, =a,, a,, ..., a, vor-
kommen, die bei den Transformationen (7) der Urvariablen dieselbe Orien-
tierung haben wie die n? Produkte der Bestimmungszahlen von p wver-
schiedenen kontravarianten Vektoren vj, ..., vp:

o'zt o' xhr A1, ...,}.p]

pgh T dats

14) 'pm--mr = phe, =, By ey @
( ) ’#1’_'_’Mf 1> B> s Uy

Ein solches Wertsystem heilt ein kontravarianter Affinor p-ten Grades 5’,
mit den Bestimmungszahlen v%---%. Ein kontravarianter Vektor ist ein
kontravarianter Affinor ersten Grades. Lassen sich die Vektoren vi,...,v,
so wihlen, daB

(15) vhedr = phol. ol

V4
ist, so heit v’ das allgemeine Produkt von v, v3, ..., v, in dieser Reihen-
folge, und wird geschrieben:

4
(16) V' =Vi0V;0...0V, =V]V;...V,. 1)

Der Name Produkt ist statthaft, weil fiir diese Verkniipfung das dis-
tributive Gesetz in bezug auf die Addition gilt, z. B.:

(17) Vi(Vi4 Vi) =vV]vi+ Vv V;.
Die beiden ersten der auf S. 16 angegebenen Eigenschaften der Vektoren
kommen auch den kontravarianten Affinoren zu. Es gibt aber n? linear

unabhingige kontravariante Affinoren p-ten Grades, wihrend n? | 1 der-
selben stets linear abhingig sind. Jeder kontravariante Affinor p-ten

Grades v 138t sich infolgedessen schreiben:
(18) g’zvll---lpeilezz...e;’_p.

Ein allgemeines Produkt von p Vektoren ist bestimmt durch np
Zahlenwerte, ein allgemeiner Affinor p-ten Grades durch n? Zahlenwerte.
Da schon fiir n=3, p=2 n? >mnp ist, so laBt sich im allgemeinen
ein Affinor p-ten Grades michi als das allgemeine Produkt von p Vektoren
schreiben, wohl aber als eine Summe solcher Produkte.

Einer in der Clebsch-Aronholdschen Invariantensymbolik iiblichen
Methode folgend, kann man nun (15) auffassen als die Definitionsgleichung der
Produkte der idealen Bestimmungszahlen von p idealen Vektoren vi...v,.

1) Das allgemeine Produkt stimmt somit mit der duBeren Multiplikation Einsteins
der v;,... s v’l1 iiberein. Vgl. Einstein, 1916, 6, S, 23.

Struik, Differentialgeometrie. 2
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Gehoren zwei ideale Faktoren zur selben Grofe, so heiBlen sie zu ein-
ander idealeigen, sonst idealfremd. Die Verkniipfungen der idealen Zah-
len mit gewdhnlichen oder idealfremden Zahlen| verhalten sich wie die
Verkniipfungen gewtéhnlicher Zahlen untereinander. Wahrend der Rechnung
braucht man also die Idealitit oder Realitdt nur da zu beachten, wo Ver-
kniipfungen idealeigener Zahlen auftreten. Weiter hat man, um die reale
Bedeutung der Resultate der Rechnung zu erlangen, auf (15) oder (16)
zuriickzugreifen.

Kommt ein idealer Faktor v in seiner Definitionsgleichung p-mal vor,
so heillt er p-faltig, z. B. ist v; in (16) einfaltig!). Irgendein Produkt
kann offenbar nur dann reale Bedeutung haben, wenn es v gerade mp-mal
enthdlt, wo m eine ganze Zahl ist. Ist m > 1, 8o ist es, wie in der
Clebsch-Aronholdschen Invariantensymbolik, zur Vermeidung von
Mehrdeutigkeiten notig, m gleschberechiigte Symbole v, 'v,..., -1y ein-
zufithren, die wéhrend der Rechnung auseinanderzuhalten sind, und sich
gegenseitig idealfremd verhalten. Nach Beriicksichtigung der gleich-
berechtigten Symbole 138t sich mit den idealen Bestimmungszahlen und
den idealen Vektoren ebenso rechnen wie mit gewohnlichen Zahlen und
Vektoren.

Fiinftens konnen in P Systeme von =? Zahlenwerten v,
Ay..osdy=ay, a,, ..., a, vorkommen, die bei den Transformationen (7)
der Urvariablen dieselbe Orientierungsweise haben wie die n? Produkte der
Bestimmungszahlen von p verschiedenen kovarianten Vektoren:

0k oxt, A, dy

oy = YT .a,x#;w.l...zp, P } =0y gy ey @y

(19) ‘v,

»
Ein solches System heillt kovarianter Affinor p-ten Grades v. Alles fiir
kontravariante Affinoren Gesagte gilt m. m. auch fiir kovariante. Ins-

3 . 3 p .
besondere 1dBt sich jeder kovariante Affinor v schreiben:
?
(20) = Uiy 04,...€4,.

Sechstens unterscheidet man endlich in P Systeme von n? Zahlen-
werten, welche dieselbe Orientierungsweise haben wie die 72 Produkte der Be-
stimmungszahlen von p verschiedeuen Vektoren, von denen einige kovariant,
andere kontravariant sind. Ein solches System heillt gemischier Affinor

p-ten Grades®) und lift sich als allgemeines Produkt von p idealen ko- und

1) Mehrfaltige ideale Vektoren treten z. B. in (35) auf. — 2) Die kontravarianten,
kovarianten und gemischten Affinoren heilen bei Ricci, bzw. Einstein kontra-, ko-
grediente und gemischte Systeme bzw. Tensoren. F. Jung verwendet den Namen
Affinor, weil mit jedem Affinor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante
eine affine Transformation korrespondiert (vgl. S. 32). Es existiert aber noch ein viel
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kontravarianten Vektoren schreiben. Eine derartige GroBe erhilt rechts
emen aus . und , zusammengestellten Index, der die Art und die Stelle der
idealen Vektoren angibt, z. B.:
4
(21) V=V, ¥V} V,.
4 . . .

Die Bestimmungszahlen von v'*’" transformieren sich in folgender Weise:

(22) _ ah ot glpts pate

- Hg U - » .
vﬁ‘l- Bz 'kt pxte pate plpis M- ke

Aus diesem Beispiel ist auch die Schreibweise der Bestimmungszahlen er-
sichtlich. Alles fiir kontravariante Affinoren Gesagte gilt weiter auch m. m.

fiir gemischte Affinoren. Insbesondere 148t sich ;'”' schreiben:

4

AR A Ao Ag o ’ >
(23) Vii=wylel e e e e .
Die gemischten Affinoren

2 2
(24) A" =ee;, A =e]e,

heiBlen die Einheitsaffinoren. Sie sind unabhiingig von der Wahl der x*,
aber abhingig von der Wahl der e,. Thre Bestimmungszahlen geniigen
den Gleichungen:

1 »= nicht summieren) *
(25) e { ) ) 1)

0 v+u.

5. Symmetrische und alternierende Affinoren.

Werden die idealen Vektoren eines Affinors in irgendeiner Reihenfolge
allgemein miteinander multipliziert, so entsteht ein Isomer des Affinors,
und zwar ein gerades oder ungerades Isomer, je nachdem die Permutation
gerade oder ungerade ist. .

So sind z. B. die geraden Isomere von v=1v,V,V,:

ViV, Ve, VoVeV,, VuV,V,,
und die ungeraden Isomere:

V¥V, V,V,V,, V3V, V,.
Die p! Isomere eines Affinors p-ten Grades kénnen mit denselben idealen
Vektoren geschrieben werden; sie haben dieselben Bestimmungszahlen, nur
In einer anderen Reihenfolge.

wichtigerer Grund gerade diesen Namen zu verwenden. Sind doch die Affinoren ver-
schiedenen Grades gerade die einfachsten zur Gruppe der affinen Transformationen ge-
horigen geometrischen Gré8en. Der aus der Elastizititstheorie stammende Name
Tensor ist seinem Ursprunge gemiB nur fiir symmetrische GréBen zu verwenden.
Vgl. Ricci-Levi Civita, 1901, 6; Einstein, 1916, 6; Jung, 1917, 3, S. 1440;
Spielrein, 1916, 8, S.250. — ) Einstein schreibt 6; statt A;, 1916, 6, S. 26,

Schouten schrieb friiher ;" statt j", 1921, 7, S. 63.
2*
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Ein Affinor p-ten Grades, welcher ungeéndert bleibt, wenn man zwei
beliebige ideale Vektoren vertauscht, heilt ein symmetrischer Affinor p-ten
Grades oder Tensor p-ten Grades') und wird geschrieben ?v’ bzw. ?w.
Er ist allen seinen p! Isomeren gleich.

Ein Affinor p-ten Grades, welcher das Vorzeichen wechselt, wenn
zwei beliebige ideale Vektoren vertauscht werden, heillt ein alfernierender
Affinor p-ten Grades oder p-Vekior®) (Vektor, Bivektor, Trivektor usw.)
und wird geschrieben ,v’, bzw. ,w. Die }p! geraden Isomere einer alter-
nierenden Grofle sind gleich und unterscheiden sich von den {p! ungeraden
Isomeren nur durch das Vorzeichen.

So gelten z. B. fiir die Bestimmungszahlen eines Tensors zweiten
Grades die Gleichungen:

(26) vEY = H, Wyr = Wyy
und fiir die eines Bivektors:
(27) PHY = — YT, Wyy = — Wyp

Die Summe sédmtlicher Isomere von v;, V3, ..., Vp, bzw. W,, W,, ..., W,
dividiert durch p!, ist ein Tensor. Diese Verkniipfung, welche gegeniiber
der Addition dem distributiven Gesetze geniigt, heilit das symmetrische
Produkt von Vi, Vv, ..., Vpy, bzw. W, Wy, ..., W :

i
(28) Vi Vi~ V=V V... Vp,
bzw.

(29) Wy Wy o W, =W, W, ... W,

Das Produkt hat (n*;+p> Bestimmungszahlen. Dasselbe gilt fiir jede

symmetrische Grofe p-ten Grades.

Die Differenz der Summe séimtlicher gerader Isomere und der Summe
simtlicher ungerader Isomere, dividiert durch p!, ist ein p-Vektor. Diese
GrofBe, welche ebenfalls eine distributive Verkniipfung ist, heillt das alter-
nierende Produkt von vy, Vs, ..., V,, bzw. W,, W,, ..., W,

(30) Vi~Vi~ . .~ V=V Vi...V,,
bzw.
(81) W, ~ Wy~ ~ W, =W, W, ... W7

Das Produkt hat (Z) Bestimmungszahlen und dasselbe gilt fiir jede alter-

1) Bei Einstein heiBt diese GroBe symmetrischer Tensor. Siehe Einstein,
1916, 6, S. 32. — 2) Bei Einstein heiflt diese GréB8e antisymmetrischer Tensor. Siehe
Einstein, 1916, 6, S. 32. — 3) Das symmetrische oder alternierende Produkt von p
nicht gleichartigen Vektoren braucht nicht definiert zu werden, weil es keinen Zweck
hat, der Summe von Affinoren mit verschiedener Orientierung einen Sinn beizulegen.
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nierende GréBe p-ten Grades. Die Bestimmungszahlen der Grofe w, ... w,

sind die <;> p-reihigen Determinanten der Matrix:
% Wig, Wig, - -+ Wiay - - -

Wy g, Wag, .- - W2aq AP ?,Ugan

'

‘ Wya, Wpay -+ + Wpay - - - Wpay, |
So ist z. B. das symmetrische Produkt von u, v, w:
(32) ﬂ?w:=%{uvw~%uwv%—ku%—vuw%—wuvﬁ—wvu)
Fiir die Bestimmungszahlen dieses symmetrischen Produktes schreiben wir:

1
(328) eV Wuy = g (Un2 Wy F UV W2+ W VW1 = U VLW + UiV W
+ u, W,.).

Das alternierende Produkt von‘u,V,W ist:
- 1
(33) uvw==g(uvw—~uwv~#ku~—vuw~kwuv-—wvu}
Fiir die Bestimmungszahlen dieses alternierenden Produktes schreiben wir:

1
(33a) wupmw,y = 3 (U V2 Wy, — UV Wi~ U Ve Wy — UpVuWy ~+ Ua VW
— UV W)).

Fiir ein symmetrisches Produkt gilt das kommuiative Gesetz, weil es
sich nicht #ndert, wenn man die Reihenfolge seiner Faktoren &ndert. Fiir
ein alternierendes Produkt gilt das anti-kommutative Gesetz, weil es sein
Vorzeichen #ndert, wenn man zwei Faktoren vertauscht, z. B.:

(Y- W=w-—V

(34) |

(V—~W=—W~Y

Ein Tensor p-ten Grades kann als Potenz eines einzigen idealen
Vektors geschrieben werden, welcher dann p-faltig ist:

(35) Y’ = VP, W= W2,
oder in Bestimmungszahlen:

phaiy oo™ o
(35a)

— 2
U Wiyl ..y = Wi, Wiy -+ - Wiy ).

3 Diese Bezeichnung der Bestimmungszahlen des symmetrischen und des alter-
nierenden Produktes durch umklammerte Indizes entspricht einem von Schouten, 1922,4
erweiterten Vorschlag Bachs, 1921, 1, 8.113, — #) Dasselbe geschieht, wenn in der
Clebsch-Aronholdschen Symbolik eine Form p-ten Grades als ideale Potenz einer
linearen Form geschrieben wird, z. B. é]‘;‘a,-kayxk =(Za;z;)® Vgl auch die Weitzen-

J J
bdckschen Komplexsymbole, Weitzenbdck, 1908, 7.
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Fiir symmetrische und alternierende Affinoren gilt der Satz, dall sie
im allgemeinen nicht als symmetrisches, bzw. alternierendes Produkt
einiger realer Vektoren geschrieben werden konnen, wohl aber als eine
Summe derartiger Produkte. Ein p-Vektor, welcher als alternierendes
Produkt von p realen Vektoren geschrieben werden kann, heilt einfacher
p-Vektor. Ein Vektor, welcher linear aus diesen p realen Vektoren zu-
sammengesetzt ist, heiBt in ,v enthalten. Ein allgemeiner p-Vektor heilt
auch zusammengeseizter p-Vektor. ‘

Ein alternierendes Produkt ist dann und nur dann von Null ver-
schieden, wenn seine Faktoren alle linear unabhéngig sind. Da n -+ 1 kontra-,
bzw. kovariante Vektoren nach S. 16 immer linear abhingig sind, wird
jedes alternierende Produkt fiir p > n Null. Ein n-Vektor hat nur eine
Bestimmungszahl.

p linear unabhéingige Linienelemente d, x°,d,X’, .. .,d X’ bestimmen in P
ein p-dimensionales Element und durch ihfe Reihenfolge ist dazu ein Sinn
gegeben (fiir p = 1: Richtungssinn, fiir p = 2: Drehsinn, fiir p = 8: Schraub-
sinn, fiir p > 3: Hyperschraubsinn). Der Sinn wechselt wie das Vorzeichen
von d, x* ... d,Xx’ bel Vertauschung der Vektoren.

Jedem infinitesimalen mit einen Stnn versehemen p-dimensionalen
Element st also n eindeutiger Weise ein einfacher p-Vektor zugeordnet.

Seine Bestimmungszahlen sind die <;L> p-reihigen Determinanten der
Matrix d,xadxo. . .dx%w.. . dzo"
dyxsd,z%...dx% ... d,x%
: : o
| dand,x.. . dzo ... dzo |
Ein p-dimensionales infinitesimales Gebiet in P wird mit R, bezeichnet
und auch p-Richtung genannt.

6. Die Uberschiebungen.

Die Verkniipfung v*w; der Bestimmungszahlen zweier Vektoren v’
und w bleibt bei den Transformationen (7) der Urvariablen invariant:
(86) "o Wy = vrw,.

Wir nennen diese Verkniipfung die erste Uberschiebung der Vektoren v’
und w. Sie geniigt dem distributiven Gesetze und ist also ein Produkt.
Als Multiplikationszeichen fiihren wir das Zeichen ! ein:

(37) Viw=w!lv =vtu?).

1) Es kann gezeigt werden, daB alle Simultankovarianten von GréBen mit Hilfe
der Multiplikationen o und ! aus den idealen Faktoren dieser GriBen gebildet werden
kénnen. Dieser Satz, dem die idealen Vektoren ihre Bedeutung verdanken, entspricht
dem ersten Fundamentalsatze der Invariantensymbolik.



Die Uberschiebungen. 23

Allgemein definieren wir als i-te (gegenliufige) skalare Uberschiebung,

. . s p q
kurz Uberschiebung ¢ zweier GroBen v’und w:

p q
(38) Viw=vVi...ViW ... W,
= (VW) (Vo1 1 W,) e (Vpoit Y W) Vi e e Vi Wige .. W

oder in Komponenten:

q

A A

L Ayeaid LA
(88a) Viw=yp ~PTirmitiy, e,

s s
o .egl...exp_i

SRY P SRRy
Diese GroBe ist ein gemischter Affinor p--q — 2¢-ten Grades. Auch
diese Uberschiebung hat die distributive Eigenschaft und ist somit ein
Produkt?).

Die p-te Uberschiebung von v’ und w ist ein Skalar:

I P

p,_
(39) VEW=(Vpiw,)(Vo1iW,) ... (VilW,)=0ohhrw,, .

In derselben Weise kénnen Uberschiebungen gemischter Affinoren
gebildet werden, z. B.

3 4
(40) VVEWTU =V, V, Vi I W Wo W W, = (V31 W) (VW) W WL

Insbesondere fithren die Einheitsaffinoren andere Affinoren bei ein-
maliger Uberschiebung in sich selbst iiber:

2 q q

fx:-l%::i)p. Alw=w:

(41) . ’ . ’
V=AY W= Wik

- . ’ = . ’

Fiir die Uberschiebungen gelten u. a. folgende Regeln:

P ¢ 7 p [a T P a4 T
(42) (u’%v)’fw’=u’%<v’5w’>=u’%v’fw’,
fir g=>et+k, p=>4, r=>k und
p (a4 T pg . T
(43) u? v@!w’>=uv@fflw’,

fir r>i4+¢q, p=>1.

1) Diese Uberschiebung stimmt fiir p < ¢, i = p bzw. 1 << p bis auf die Zusammen-
figung der Indizes mit der inneren, bzw. gemischten, Multiplikation Einsteins iiber-
ein. Die Einsteinsche Multiplikation korrespondiert mit der gleichlgufigen skalaren
Uberschiebung, definiert durch die Gleichung:

P g
VW= (VilW)(ViIwW,) ... (VIw)vs, ... Vo Wigg... Wo.
7
Vgl. Einstein, 1916, 6, S. 24. Sie wird z. B. in Schouten, 1919, 11 verwendet.
Auch Uberschiebungen nach anderen Faktoren als den i ersten und ¢ letzten treten
auf z. B. 8. 66.
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Fiir die Einheitsvektoren gilt mit Riicksicht auf (37):

1 = nicht summieren
(44) ere,—f L #=7 )
(0 u=v.
Die GroBe
q —
(45) NIW=( VW, ... WIW, ... W, (r<4q)

nennen wir die r-te vektorische Uberschicbung des p-Vektors ,v mit dem

Affinor v%. Besondere Bedeutung fiir die vorliegende Untersuchung hat

die doppelte vektorische Uberschiebung zweier Affinoren zweiten Grades:
2 2

(46) VQWz(V1’“W1)(v2’“W2)1)’

mit der »1uv-Bestimmungszahl:
2 24 [P L) o~ R 1
(47)VQVV.epe,ue}.en:”k}.’\'wyv:z('vzpwlv_vl,uwnv—}‘vlvwn,u'_vnvwl,u)'

Die GroBe (a ~b)(a~b) ist nach (46) die doppelte vektorische
Uberschiebung von *g = aa = bb mit sich selbst:

(48) *galg=(a~b)(a~h)=a>"a>",
Ebenso 14Bt sich, wenn

(49) h="h'h="h"h=...="h"h=...
ist, ‘

(50) (h"h ... ®h)(h”h .. Ph)=h?"h’"

schreiben. Auch fiir kontravariante Affinoren gelten Formeln wie (46)
und (50).
Die xAuv-Bestimmungszahl von *g =g ist nach (47):
3 2 1
(483') (Hgf’\\ Hg)fdvli" =Gud R Guv= ?(gxy Jor — gl/.c gzv)v
Die 4,,..., 4,4y, - .., t,- Bestimmungszahl von h®"h”™ ist:
klll’l e hlp;“l

|
|
1
(503:) (hpﬁhpA)Z 1 [ hl},uz e hlpf‘z
Lo :
J

2 dppn ey = :
Bosiy -+ - gy
Ein Affinor g ist offenbar Null, wenn fiir jede Wahl eines Vektors
w’ gilt:
(51) W1y =0.

Denn man braucht fiir w’ nur e} einzusetzen, um zu beweisen, daf jede
1) Die doppelte vektorische Uberschiebung ist identisch mit der ,double cross
multiplication“ von Gibbs, siehe Gibbs-Wilson, 1913, 3, S. 308.
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- p . . . - -
Bestimmungszahl von v verschwindet. Dieser Satz 148t sich verallgemeinern.

Ein in den ersten ¢(¢ < p) idealen Faktoren symmetrischer Affinor v ist
Null, wenn fiir jede Wahl eines Vektors w’ gilt:

(52) W1y =0.

Der Beweis verlduft in derselben Weise. Dieselben Sitze gelten m.m. fiir
kontravariante Affinoren.

7. Der Fundamentaltensor.

In einem und demselben Punkt P sind bis jetzt der GroBe nach ver-
gleichbar erstens Skalare und zweitens Vektoren gleicher Orientierung.
Gleichartige Vektoren verschiedener Orientierung sind bisher der Linge
nach unvergleichbar, und auch der von zwei Linienelementen eingeschlossene
Winkel kann noch nicht gemessen werden.

Wir wihlen nun einen positiv definiten, aber sonst beliebigen kontra-
varianten Tensor zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante:

(58) g —geiel, g =g+ 0,
und nennen diesen den kontravarianten Fundamentaltensor. Sind g, die
Minoren von g*# in g~1, dividiert durch g2, so transformieren die g;, sich

bekanntlich kontragredient zu den g*#. Gleichzeitig mit 2g’ ist also auch,
sofern die e, gewihlt sind, der kovariante Tensor zweiten Grades:

(54) g =i, €0,
der kovariante Fundamentaliensor, festgelegt, welcher ebenfalls positiv
definit und von nicht verschwindender Determinante ist.

%g’ ist unabhingig von der Wahl der e¢; und der e,, *g nur von
der Wahl der ej.

Die g*# entstehen in analoger Weise aus den ¢,,, wie die g;, aus
den g*#, und es bestehen mit Riicksicht auf (24) und (44) die Gleichungen:

(55) sgirg= A girg =40
(56) gt =g .
Die Gleichung (41) ergibt infolge (55):

» » q q
(57) 2g’llgly’ =y’ glig’lw=w.
Als skalares, Produkt zweier kontra- bzw. kovarianter Vektoren de-
“finieren wir die offenbar distributiven Verkniipfungen:

I

VW =v1glw=222VW="g WV =g, 0w
VW=v1%22lw="2VvwW=">282 WV =gy w,.
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Aus diesen Gleichungen folgt:
08, = giu
(59) { el.ell:glﬂ,

Als Betrag (Modul) eines kontra- bzw. kovarianten Vektors definieren wir:
(60) V), =v'=VvV-v, (V),=v=VV-V.

Ein Vektor mit dem Betrag 1 ist ein Einheitsvektor. Die fetten Buch-
staben i und j werden im folgenden nur fiir Einheitsvektoren verwendet.

Damit ist in der X, eine quadratische MaBbestimmung festgelegt:
(61) ds? =dx’-dx’ =?g2dx’dx’ = g, dx*dxr.
Das skalare Produkt zweier kontravarianter Vektoren und also auch die
MaBbestimmung ist unabhingig von der Wahl der e,.

Im folgenden wird unter V, immer eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit mat quadratischer Mafbestimmung verstanden.

Der Winkel 0 zweier kontravarianter Vektoren v’ und w’ ist ge-
geben durch?) )
(62) P

vw

0 ist dadurch zwischen 0 und = in eindeutiger Weise bestimmt, weil *g
definit angenommen ist?).
Zwei Vektoren v’ und w’ sind somit zueinander senkrecht, wenn:

(63) v-w =0.
Wihlt man in P » beliebige zueinander senkrechte kontravariante
am—1)
Einheitsvektoren i},j=1,2,...,n, was auf co 2 Verschiedt_ene Weisen

geschehen kann, so ist nach (58), (60) und (63):
(64) g’ =D i),
i

Zueinander senkrechte Einheitsvektoren bekommen immer lateinische
Indizes. Die Indizes ¢, §, k, [ haben immer die Werte 1,2,..., n%),5).

1) Beltrami, 1868, 1, S. 14. — ?) Es ist immer v’-w' <2’w’, da bei
einem definiten Tensor 2g:(gl”vlwﬁ)zg(gwv}'v”)(gl# w* w*), Vgl Bianchi,
1899, 2, S. 565. — 3) ?g’ ist nicht gleich ———Zi} i;., weil 2g’ positiv definit an-

genommen ist. Durch die Annahme eines indejﬁniten Fundamentaltensors, wie in
der Relativititstheorie, wird die weitere Rechnung keineswegs beeintrichtigt, man
kann leicht die entstehenden Anderungen anbringen. — %) Ricci macht diesen Unter-
schied zwischen den Indizes der kontra- und kovarianten Bestimmungszahlen einer-
seits urid der orthogonalen Bestimmungszahlen andererseits nicht. — ) Bei lateinischen
Indizes werden die Summenzeichen immer geschrieben, weil diese Indizes oft iiber
mehr als zweimal in einem Term auftreten, z. B. Zh;,i,-i,-, und man oft auch die
1

Summierung nicht wiinscht, z. B. beim Anschreiben der Bestimmungszahl ;.
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Sind die i} gewshlt, so gibt es, sofern die e, festliegen, ein und nur
ein System kovarianter Einheitsvektoren i;, so da8

(65) g =i
und gleichzeitig: ’

s qas 1 5=k
(66) i,1i} = { g
) 0 j=£k
18t.

Bei Drehungen und Spiegelungen des Systems i, transformieren sich
die ij orthogonal und die i; zu den i} kontragredient. Da aber der Unter-
schied zwischen kontragredient und kogredient bei der orthogonalen Gruppe
verschwindet, transformieren sich die i; und ij in derselben Weise.

8. Identifizierung von kontra- und kovarianten GroBen.

Wir wollen jetzt zeigen, daB der Unterschied zwischen kontravarianten
und kovarianten GroBen wegfillt, sobald die e, und der Fundamentaltensor
fest gegeben sind.

Der Fundamentaltensor ermoglicht es, jedem kontravarianten Vektor v’
einen bestimmten kovarianten Vektor v in ein-eindeutiger Weise zuzu-
ordnen. Sei némlich:

(67) v=">1gly’,
so ist nach (57):
(68) V="7g'ligly =2g’ly,

und die Zuordnung von v und v’ ist also eine reziproke.

Ist
(69) V’——:Zv"i;,
80 ist nach (66):
(70) v=‘“’g1.v’:2'ijij1.v’:2fuiij
und die zu ij bzw. i; gehdrigen Bestimmungszahlen zweier korrespon-
dierender Vektoren sind gleich. Da aber i und i’ sich in derselben Weise
transformieren und eine GroBe nach dem Kleinschen Prinzip (s. 8.14)
durch die Transformation ihrer Bestimmungszahlen vollstindig charakte-
risiert ist, so hat es keinen Zweck, zwischen v’ und v und ebensowenig
zwischen kontra- und kovarianten GréBen hoheren Grades zu unterscheiden.
Sind also ein bestimmter Fundamentaltensor und die e, fest gegeben, so
setzen wir:
(71) i=1i
und damit:
(72) V=1V, ‘g =g’
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Dann ist nach (55):
(73) g —g= A" = A".

Ein Vektor v hat dann drei Arten Bestimmungszahlen: kontravariante,
kovariante und orthogonale!):

(74) v=olej=v .= vi.

Affinoren hoheren Grades haben dazu noch gemischte Bestimmungszahlen,
z. B.:

(75) 2g=giueje] =g, 0.0, =00 =eje=_ ii.

Die verschiedenen Bestimmungszahlen eines Affinors p-ten Grades
werden erhalten durch p-fache Uberschiebung mit Produkten von MaB-
vektoren. So ist z. B.:

3
e e.el3vV=uv,,
3
e,0,0, %y =0virr
(76) v
3
IV =1y,

L1 1

3
.
e,e.e>v—=uv".

Die Identifizierung von kontra- und kovarianten Groflen ist nur er-
laubt, wenn der Fundamentaltensor wihrend der Untersuchung nicht ge-
dndert wird. Beim Ubergang zu einem anderen Fundamentaltensor stellt
sich wdhrend des Ubergangs sofort wieder der Unterschied zwischen kontra-
und kovarianten GroéBen ein. Man hat dann fir jede vorkommende
GroBe zu entscheiden, ob sie wihrend des Uberganges als kontravariant
oder als kovariant betrachtet werden soll. Bei der neuen MaBbestimmung
entsteht dann wieder eine bestimmte, ein-eindeutige Korrespondenz, aber
eine neue, welche durch den neuen Fundamentaltensor bestimmt ist. Ein
solcher Fall liegt u. a. bei einigen Variationsproblemen vor (S.98)%).

LaBt sich ein p-Vektor schreiben:
(77) Y= iy i,
so heiBt v der Beirag (Modul) von v und wird auch (,v),, geschrieben.
Es gilt die Gleichung:

(78)

pip—-1)

2 2
L =(—1) P! Ve,y,

Yy Auch Ricci verwendet orthogonale Bestimmungszahlen, z.B. Ricci-Levi
Civita, 1901, 6. Vgl. auch Cisotti, 1918, 4. — ?) Vgl. auch Schounten, 1918, 10,
S.90; 1921, 7 und Schouten-Struik, 1921, 8, wo der Fundamentaltensor durch eine
konforme Transformation geindert wird.
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weil :
p(p—1)
—~ —~ 1

(79) iy P, =(—1) o

Nach der Identifizierung der kontra- und kovarianten GroBen wird die
erste Uberschiebung ! mit dem skalaren Produkt identisch?!) und es wird:

(80) giyw=v-w?.

9. Die idealen Faktoren des Fundamentaltensors.
Gleichberechtigte ideale Faktoren.

Sei ?g’ als Potenz der gleichberechtigten idealen Faktoren a’, b’ ge-
schrieben :

(81) g’ —a’a’=bh'=...,

so gilt fiir die Bestimmungszahlen dieser Vektoren:
(81a) g —=atar=b"b"=... .
Sei

(82) gla’=a, 2gib’=h,
dann ist:

(83) g’la=a’, g’th =",

und nach (55) folgt:

(8) A =—a’a=bb=..., A’—aa’=bb'=....
Fiir die Bestimmungszahlen dieser Affinoren gilt nach (25):

1 A=p (nicht summieren).
Y S
(84a) A,=a"a,=0b b“_"'w{()l:t:,u.
Nach (41) und (84) ist dann:
(85) 2gcﬁg?f&";—gg.la’azaa.zbbz... .

Fiir die Bestimmungszahlen dieses Tensors gilt:
(85a) Grp =10 =b1b= ... .
Es gilt fiir einen beliebigen Vektor:

v’=(v’'la)a’
(86) v=(vla’)a.

Y Fiir die Beziehung der hier verwendeten Vektoralgebra zu den Systemen Ra
vgl. man Schouten, 1918, 10, S.11 und fig. — ?) Es ist also immer i;-i;=+1.
Vgl. dazu Schouten, 1921, 7, S. 66—67.
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Ein Beispiel fiir die Notwendigkeit der Einfithrung gleichberechtigter

2
idealer Vektoren ergibt sich, wenn wir in (85) fiir g und A’" ohne
weiteres ihre idealen Faktoren nach (85) und (84) einsetzen wiirden:

® gtk - aatwa - i),

Nach (85) wiirde daraus die falsche Formel folgen:

ala’=1,
withrend sich in Wirklichkeit nach (84)
(87) a’la=ala’=n

ergibt.

Da aber a’ und a beide zweifaltig sind, und a in (&) rechts viermal
vorkommt, dreimal selbst und einmal implizit in a’ nach (83), muBl man
nach 8. 18 neben a auch b einfithren. Dann wird mit Hilfe von (86):

(88) ‘“’g%zi":aa!b’b=(a?b’)ab:aa="’g.

Damit ist alle Zweideutigkeit aufgehoben.

Die Formel (86) ermdglicht es, einen idealen oder realen Faktor
eines allgemeinen, symmetrischen oder alternierenden Produktes an jede
beliebige Stelle zu bringen, was insbesondere bei Differentiationen niitzlich
ist. So 1aBt sich z. B. der ¢-te Faktor immer nach links schaffen:

— 1
Vi Vi g ViVigy o Vo =(a" V) VoV, 8V, Y,

- o -

(89) Vi Vi ViViy ..V, =(a"1V)) V...V, AV, .V,

Vi o Vi ViVigr .. Vp=(al Vi) V{ ... V[ 18’ Vi11... V,.

Bei Identifizierung von ko- und kontravarianten GroBen wird:
a’=a, b’'=b

1 ¢=j4
(90) aiajzbibjrz...:{ !

0 i+j
und die Formeln vereinfachen sich dementsprechend, z. B.:

(91) v=(v.a)a.

Ein zweites Beispiel fiir die Notwendigkeit der Einfiihrung idealer
Vektoren ergibt sich z.B. bei einem Tensor zweiten Grades?), der als Potenz
der gleichberechtigten Vektoren p, q, ... geschrieben ist:

(92) p=pi=q’=....

) Ein drittes Beispiel bei Schouten, 1918, 10, 8. 17.
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Fiir die orthogonalen Bestimmungszahlen gilt

(92a) Dy = PPy =49

Wiirde man nun nach Identifizierung von kovarianten und kontravarianten
GroBen in falscher Weise schreiben:

8 Pp=p22p = (p.p)(P.D) =D i 0: P, D;

. €7
S0 ware einerselts

, PP 0;0; = (0 P;) (B, 9;) = Dii Py
andererseits:

P;p;P;p; = (p; pj) (p; pj) = P;; Dij>
und es ergibe sich damit eine Zweideutigkeit. In (8) ist aber der

zweifaltige ideale Faktor p viermal vertreten, es mufl daher neben p der
gleichberechtigte Faktor q in die Rechnung eingefiihrt werden:

(93) p22p=p"2¢°=(p.q) (p.4) = 74P, 4
)
:2<pi pj) (g; qj') :21’35:
$, 7 3,7

womit wieder jede Zweideutigkeit aufgehoben ist.

Wir konnen jetzt den Begriff Skalar (8. 15) verallgemeinern, indem
wir jede GroBe, welche sich nur aus den idealen Faktoren von ?g’ und *g
zusammensetzen 148t, Skalar nennen. Die Bestimmungszahlen eines Skalars

lassen sich dann rational aus den g*# zusammensetzen. So sind %g’,%g, A
Skalare zweiten Grades, 2g?g’, abab,(a~b) (a ~b) Skalare vierten Grades.

Liegt eine V,, in einer ¥, und ist der Fundamentaltensor der V,,
in einem Punkte P:

(94) g’ —a'a’=b'h =...,
so geht bei Identifizierung von kontra- und kovarianten GréBen ein Vektor
v in P durch die Operation 2g’?! in seine V,-Komponente v’ iiber:

(95) v =12g'ly.
In derselben Weise geht ein Affinor v durch die Operation a’b’b’a’?

2
in seine ¥V _-Komponente v’ iiber:

(96) v —a'b'h'a’?y.

Ist allgemein:

(97) *g’—alal—ajal—...—aja,
2

(98) alal...ala...alal—g,

. 2p P ?
so ist g’?v die ¥V, -Komponente von v.
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10. Lineare Transformationen?).

Ein Tensor zweiten Grades “h®) erzeugt bei der Uberschiebung mit
einem Vektor v eine lineare Transformation

(99) 'v="hly
mit symmetrischer Determinante D und somit eine lineare homogene
(affine) Transformation der Punkte der R ®).

Die Elemente der Determinante D sind die orthogonalen Bestimmungs-
zahlen von %h:

kll kl? e klﬂ ’
(100) Dt tn e By
h’;nh2n ¢ hn’n J

Ein m-Vektor ,i—=1i, 7.1, geht bei dieser Transformation nach (50)
iitber in:
wi="i, 7 ip=Ch"h 72 "h) (h.i)...("h.i,)
—=(h"h 2R) (™h..."h h) i, ...
—(h"h ") ("h "R h)” i
m (m—1)
—(—1) ¥ h™"h"" 7™ i

- n . . . . .
Die (m Elemente der Determinante dieser Transformation sind, wie aus

m

(101)

(50a) folgt, bis auf einen Zahlenfaktor gleich den m-reihigen Unterdetermi-
nanten der Determinante (100)*).

Ist K™Y h™*Y~ Null, so werden alle Unterdeterminanten mit
mehr als m Reihen Null und es ist also

(102) h"h’" =0, n>q=>m.
Ist gleichzeitig h™ ~h™" = 0, so sagen wir, daB *h vom m-ten Range ist.

Die zu “h gehorige g-Vektortransformation ist in diesem Falle dann und
nur dann vollstindig entartet, wenn g > m.

1) Man kann #hnliche Betrachtungen fiir die nicht-symmetrische GroBe zweiten
Grades anstellen, die zu einer allgemeinen linearen homogenen Transformation in
Beziehung steht. — 2) In den folgenden Paragraphen 10 und 11 sind kontra- und
kovariante GréB8en identifiziert. — 2) Man muB also einen genauen Unterschied machen
zwischen einer Gréfie und den durch dieselbe erzeugten Operationen. (Vgl. z.B. Schou-
ten, 1914, 5, S. 119flg.) Die Operation 2h! korrespondiert mit der ,self-conjugate
dyadic” von Gibbs, vgl. Gibbs-Wilson, 1913, 3, 8. 295, vgl. auch Spielrein, 1916,
8, S.258, und Weatherburn, 1921, 11. — 4) Die Transformation — h? "~ h?72 korre-
spondiert fiir » =38 mit dem ,Koaffinor“ von Spielrein, 1916, 8, S. 241 und 252,
und mit dem Operator B von Burali Forti und Marcolongo, 1912, 3, S. 38.
Man vergleiche dazu auch Schouten, 1914, 5, S. 142,
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Wird eine Richtung i durch die Transformation *h! in sich selbst
ibergefiihrt, so ist
(103) “hii=hi,
wo h ein naher zu bestimmender Koeffizient ist. In Koordinaten lautet,
die Gleichung:
(104) h'i,=hi,.

Dies sind n lineare homogene Gleichungen in 7;, die dann und nur dann
eine Losung gestatten, wenn

- ) hZ?""'hZ;’
\hf, S

(105) ; : .o "=,
h A Y

Bekanntlich hat diese Gleichung n-ten Grades in A n reelle Wurzeln
von denen m nicht Null sind und zu m gegenseitig senkrechten bestimmten
oder teilweise unbestimmten Richtungen gehoren. “h 148t sich also immer
schreiben:

(106) h=D'h, 0, a=1,...,m,

wo die i, reelle Einheitsvektoren und die %, , die m erwihnten reellen Wurzeln
sind.

Wenn alle Bestimmungszahlen A, ungleich sind, sind die Rich-
tungen der i_ eindeutig bestimmt. Sie heiflen die Hauptrichtungen von “h.
Als Hauptrichtungen senkrecht zu den i, kann man jedes beliebige System
von n — m gegenseitig senkrechten Richtungen wahlen. Diese Richtungen
bestimmen das Nullgebiet des Tensors. Ist f,, = ... =h , so liegen die
i,,z=1,...,¢ in einer bestimmten R senkrecht zu den anderen Haupt-
richtungen; ihre Richtung ist aber iibrigens unbestimmt. Die E_heilt ein
Hauptgebiet des Tensors. Zusammenfassend kann also gesagt werden, daB
jeder quadratische Tensor u reelle Hauptgebiete £, , ..., Rq#, 9+ 4-q.=m
hat, von welchen ein jedes zu einer bestimmten Gruppe von unter sich
gleichen Bestimmungszahlen gehért, und daB in einem Hauptgebiet R,

g; beliebige zueinander senkrechte Richtungen als Hauptrichtungen gewahlt
werden konnen.

Die Grofe h”"h”” heilit ein p-Vektortensor. Jedem Tensor vom
Range m sind also in eindeutiger Weise ein Bivektortensor, ein Trivektor-
tensor usw. bis zu einem m-Vektortensor zugeordnet. Umgekehrt bestimmt
jede der m — 1 ersten Groflen der Reihe die anderen in eindeutiger Weise.
Nur der m-Vektortensor ist fiir alle Vektortensoren, die in der R, von

Struik, Differentialgeometrie. 3
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ij,..., 1 liegen, bis auf einen Zahlenfaktor derselbe. Insbesondere ist
also em Vektortensor dann und nur dann durch den zugehérigen Bivektor-
tensor eindeutig bestimmt, wenn sein Rang groBer ist als 2.

Eine Richtung i, fiir welche:
(107) iiz’h=0
ist, heillt eine Nullrichtung des Tensors. Die Nullrichtungen eines Tensors
vom Range n bilden den Mantel eines quadratischen (n — 1)-dimensio-
nalen Kegels. Ist der Rangm < m, so ist der Kegel ausgeartet und ent-
halt das Nullgebiet.

Der Skalar
(108) S — | M, v,

a

mit den Bestimmungszahlen %.\3 h,,9,, heiBt der Skalarteil von *h. Er
a -

st mit seinem eigenen Skalarteil identisch.

11. Die Winkel einer ¥, und einer ¥, in P.

Liegen in einer V, eine ¥V, und eine V,, g=>p, die sich in P
schneiden, und sind ihre Fundamentaltensoren g’ und 2g”, so kann man
in P in V, p beliebige zueinander senkrechte Vektoren i, u=1,...,p
legen und in Vg solche Vektoren i ,2z=1,...,¢9. Sodann ist der
Vektor i, 1 °g” die Projektion von i, auf V . Ist also ¢, der Winkel
zwischen i, und V,, so ist
(109) Cosa(ﬁu:iuiu?:?g”'

Die Summe der Quadrate der p Kosinus ist daher unabhingig von der
Wahl der i, und gegeben durch:

(110) Q,="8"%g".

Dieser Ausdruck ist in *g’ und ®g” symmetrisch und also auch gleich der
Summe der Quadrate der Kosinus der Winkel von ¢ beliebigen zueinander
senkrechten Richtungen in ¥ mit V p- 82, 1st hochstens gleich p. In
diesem Falle beriihren die ¥, und V, sich in P. Ist 2,,=0, so sind
sie vollstandig senkrecht.

Da cos ¢, auch geschrieben werden kann [vgl. (97)]:

4
(111) COS(pu:iniuz'(g’%?g”):
4
so ist g'?%g” ein in V, gelegener Tensor, dessen Hauptrichtungen mit

den extremen Werten von ¢, korrespondieren. In derselben Weise liegt
4
in V ein Tensor g”2%g’. Ist ¢ > p, so enthilt die Vq4in P jedenfalls

eine (¢ — p)-Richtung senkrecht zu V,. Der Tensor g”1%g’ hat also
hochstens den Rang p.
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Haben ¥, und ¥, eine ¥V, gemein, so kann man r der Richtungen
in ¥V, und V¥, in P gemeinschaftlich und in dieser ¥, wahlen. Daraus
geht hervor, daB in diesem Falle 2, > isf. Sind die ll&annigfaltigkeiten
auBerdem Z—".genkrecht?), so ist Q,=r. g'*"g” und g”%%g’ sind dann
vom Range r. Umgekehrt, ist einer dieser Tensoren vom Range r < p,
so sind die Mannigfaltigkeiten in P ﬁ;—z-senkrecht und auch der andere
Tensor ist vom Range 7.

Ist i ein Einheits-p-Vektor in ¥, und i ein Einheits-g-Vektorin ¥,
50 berechnet sich leicht:

pp-1)
(112) g=(—1) ° 2.p! jirl i
Sind also i und ,i gegeben, so kann man mit Hilfe dieser Formeln %g’
und ?g” berechnen. Man kann aber die gegenseitige Stellung von V,
und ¥V, auch mit Hilfe von zwei in V, bzw. V  gelegenen Groflen v
und W ermitteln ohne *g’ und *g” zu verwenden. Im allgemeinen ent-
hilt ¥, eine (¢ — p)-Richtung senkrecht zu V. Diese Richtung ist die

des (g — p)-Vektors:
RER S

Damit ¥V, und ¥ in P %-senkrecht sind, ist notwendig und hinreichend, dafl

(118) S &

PRTeT L0 U=7p—S§.
Die GroBe links in (113) ist fiir u = p — s ein Produkt eines s-Vektors
in ¥, mit einem (¢ — p -+ s)-Vektor in V, , die gerade die senkrechten
Richtungen enthalten. Ist ,_ v senkrecht zu v und ,_ w senkrecht zu W,
so ist (113) dquivalent mit
(114) ,,.pv"-f’—.m,,_qw{:0 firpzu=>p—s

1+0 ,, U=p—S8

und es ist damit eine andere Form der Bedingungen (113) gefunden.

1) Zwei Mannigfaltigkeiten ¥, und V,, ¢ > p heilen in P ig—-asenkrecht, wenn V,

gerade eine s- Richtung senkrecht zu V, enthilt, und somit ¥V, gerade eine (¢g—p+9)-
Richtung senkrecht zu V,. Vgl z. B. P. H. Schoute, 1902, 13, 8. 49. — %) Maschke
hat 1906, 2 mit Hilfe seiner Symbolik eine Form dieser Bedingungen angegeben, die
komplizierter, aber dem Wesen nach gleichbedeutend mit (114) ist.

3%



II. Die Affinoranalysis der 7 -dimensionalen
Differentialgeometrie®).
1. Ortsfunktionen.

Bisher sind nur GroSen in esmem Punkt der ¥V, gegeben und ver-
glichen worden. Wir betrachten jetzt Gréfen, die nicht nur in einem Punkte
der V¥, gegeben sind, sondern in den Punkten einer ¥V, (m < m), eines
Gebietes der V,, oder der ganzen V.

Wir beschrinken uns auf solche Gebiete, wo die in Betracht kommenden
Funktionen durch die Taylorsche Reihe darstellbar sind. Mit ¥, oder ¥,
werden immer nur Gebiete dieser Art gemeint.

Wenn ds? auf die Form gebracht werden kann:

(1) ds® = (dan)” + (dos)" 4 ... + (da%)’,

so nennen wir die V, euklidisch und bezeichnen sie durch R, . Weil eine
V, in der Néhe eines Punktes bis auf Grofen hoherer Ordnung als eine
euklidische Mannigfaltigkeit aufgefaBt werden kann, bezeichnen wir ein
infinitesimales Gebiet von # Dimensionen in einem Punkt ebenfalls durch R, ,
und ein infinitesimales Gebiet von z Dimensionen in einem Punkt durch
R, (m<n)?).

Die ersten Differentialquotienten nach den Urvariabeln eines in
einer V, oder der ¥V, gegebenen Skalarfeldes:

(2) p=p (x4, x%, ..., x0)
transformieren sich bei der Transformation der Urvariablen in der fol-
genden Weise:

i
(3) op  op Oz

o'zt ozt o'z’
und somit kontragredient zu den dz’ Schreibt man:

0
4 = 0; —,
() 4 laxl

1) Die in diesem Abschnitt entwickelte Affinoranalysis hat Schouten zuerst
1918, 10 fir die V, angegeben, seitdem auf V, erweitert und bedeutend vereinfacht
1921, 7. Vgl auch Schouten-Struik 1921, 8. — ?) Vgl. S, 22.
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so ist der rdumliche Differentialquotient:

0
(5) Vp=e -1

r
in jedem Punkt des Gebietes ein kovarianter Vektor, der Gradient des
Skalarfeldes p, wihrend
(6) dp=dx’1Vp.
Als Spezialfall folgt aus (5) die wichtige Formel:

(7) Vaxt=e;.

Weil % =i’ ein Einheitsvektor ist, so kann man
dp dx’y

(8) Ty P 4

nach Identifizierung der kontra- und kovarianten GroBen schreiben:

(9) ®_i1pp.

s__..

Die Mannigfaltigkeiten, fiir welche p konstant ist, heilen die dguiskalaren
Mannigfaltigkeiten von p. Sie sind in jedem Punkt senkrecht zum Gra-
dienten von p. Das Quadrat des Betrages von [p ist der bekannte erste
Differentialparameter der Funktion p:

(10) 4ip=Vp-Vp.
Das skalare Produkt der Gradienten zweier Skalarfelder p und g¢:
(11) Vp,g)=Vp-Vq

ist der gemischte Differentialparameter von p und gt).
Bei Anwendung auf ein Produkt von Skalaren gilt fiir :

(12)  V(ppe -0 ) =Py, +(VP)P1 Py Pt -
+ e )Py Pes?)
Es sei jetzt ein Vektor v als eine in allen Punkten einer ¥, (m < mn)
oder der ganzen ¥, bestimmte Ortsfunktion gegeben. Dann liBt sich,

wenn die Mannigfaltigkeit euklidisch ist, in derselben Weise wie bei einem
Skalarfeld definieren:

ov
(18) Vy=eis .,
(14) dv=dx1pv=dat .

1) Vgl. Bianchi, 1899, 2, S. 41, Darboux, 1894, 8, S. 193flg. Die Namen
riihren von Beltrami her, 1865, 1, vgl. auch 1869, 1. — ?) Die differentiierende Wir-
kung von V erstreckt sich in jedem Term stets bis zur erstfolgenden schliefenden
Klammer, deren zugehorige 6ffnende Klammer vor ¥ steht.
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Diese Definition beruht darauf, daB die Werte von v in zwei benachbarten
Punkten P und @ vergleichbar sind, indem z. B. der Wert von P durch
parallele Verschiebung nach @ gebracht wird. In einer beliebig gegebenen
V, ist ein solcher Vergleich aber ausgeschlossen, da der gewohnliche Begriff
»parallel* schon in den nicht-euklidischen Rdumen konstanter Riemannscher

Kriimmung (8. 66) seine Bedeutung verliert. Die Ausdriicke %, rv
und dv haben also zundchst noch gar keine Bedeutung, es existiert in
der V, noch keine Ubertragung.

2. Die allgemeine lineare Ubertragung.

Im folgenden werden, wenn die z* gewdhlt sind, die kovarianten
MaBvektoren als eindeutig gegeben vorausgesetzt. Man kann nun statt
der parallelen Ubertragung der euklidischen Mannigfaltigkeiten in jedem
Punkte fiir jede Grofe in jeder Richtung eine ganz beliebige von der
Wah! der Urvariabeln unabhingige Ubertragung definieren, und diese einer
Differentiation zugrunde legen. Eine derartige Ubertragung braucht auch
nicht notwendig von der MaBbestimmung der ¥, abhingig zu sein.
Prinzipiell ist man in der Wahl dieser Ubertragung, welche wir quasi-
parallel nennen, vollkommen frei. Die in dieser allgemeinen Weise fiir
Vektoren und Affinoren definierten Differentiale und Differentialoperatoren
wiirden aber im allgemeinen den bekannten Eigenschaften der Differentiale
und Differentialoperatoren bei Skalaren nicht geniigen. So wire das
Differential einer Summe im allgemeinen nicht gleich der Summe der
Differentiale der einzelnen Terme und das Differential einer Gréfle brauchte
selbst nicht einmal eine gleichartige GréBe zu sein.

Fiir beliebige Grofen @ und ¥ und fiir die allgemeine Multi-
plikation legen wir die Gesetze der Differentiation durch folgende Be-
dingungen fest:

I. Eine GréBe und ihre Differentialquotienten nach den Urvariablen
sind gleichartige GroBent),

IL dd="" dat,
III. d(P+P)=dP+dVY,
IV. d(QV)=(dP)¥P+ Pd V.
Eine Ubertragung, welche diesen Bedingungen geniigt, heifle lineare

Ubertragunyg.

1) Kénig, 1919, 12, S. 216. Koénig formuliert I ausdriicklich, setzt II, III, IV
stillschweigend bei seiner Rechnung voraus.
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Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Differentiale aller Grofen
aus der Differentiation der kontra- und kovarianten MaBvektoren ableiten.
Aus Bedingung I folgt, daB fiir die allgemeinste lineare Ubertragung gilt:

e, )
—=1I5,e,
(15) o
€ ’
k4 4
l{a*;!; = I, €,

wo I7, und I ,{,’; 2n?® Parameter sind, deren Wahl fiir eine bestimmte Wahl
der x* aber vorldufig noch frei ist. Die Transformation der I" ist dann
durch (15) vollkommen festgelegt. Sie transformieren sich aber nicht wie
die Bestimmungszahlen eines Affinors). Weiter folgt aus (15) und Be-
dingung II:

( QI aid u e
(16) {lee,l—l“lf:dx e,
Lae, = FML dxte;.

Wenn man allgemein
(17) dP=dx’'V P
setzt, so folgt:
(Ve, =I7,¢e.¢
(18) i P
Ve, = F,lﬂe#el.
Aus Bedingung III folgt dann fiir Vektoren:
( v
dv’ — d(vie]) — (i?’_ 1ot 11”,‘> o) dak
ozt
o0v;

dat

(19)

dV:d(vve.,)——:( —}—v,l"',{,f) e, dxt,
L

) Bei der Transformation Abschn. I (7) der Urvariablen lauten die Trans-
formationsgleichungen der e, und e,:

’
’a’ axl ’ ’ 0 x”
€y = — e) ey = en
o z” - ozt
, o, 8x® ,
ey = ex € = 5 ) ©;,
oz 0z
wihrend sich die I" in der folgenden Weise transformieren:
ox”
0

o' x® oz d'x®  dxt ozt 3z .,

- o ox or 9r
°r T ogl 3" og” | 0 x® 0 x” dx” F
ox”
Pt o' x® ox* 8'x* ozt oat 3'x” v
wrx N

ozt 'z ox” 0 x® 0 2" oz’ ut
Siehe Schouten, 1922, 2.
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oder in Koordinaten, wenn dv* bzw. dv; die Bestimmungszahlen von dv’
bzw. dv sind:

(19a) {

und

v’ =dv*+ v Iy, da
dvy = dv, + v, Dipdaw,

Vv = (g”—ﬂ -+ 'vil”f#> e.e
€z
(20)
vy 'y
Vrv= (_’_ +vvFA,LL> ey,el:
dat

oder in Koordinaten:

Vo' =22 1 piI7y,
ozt
(20a) - .
V,,,'UA = Yo —}— v, F;_u.
Das Differential eines Affinors ist nach IV ebenfalls bestimmt, z. B.:
(21) v, Vv, = (dv) VoV, + Vv, (dV;)V; +V, V. dV,.

3. Die geoditische Ubertragung.
Wir legen der Ubertragung jetzt die folgenden Bedingungen auf):

A) di =0,

B) d,d,x’=d,d, X’

fiir jede beliebige Wahl der Differentiale d, und d,, und
0) d’g’=0.

Die Bedingung A) gibt eine Beziehung zwischen den Differentialen der
kontravarianten und der kovarianten GroBen, Zugleich mit A) gilt auch
die Gleichung:

A) dA" = 0.

Die Bedingung B) gibt, wenn A) mit erfiillt ist, wie eine nidhere Rechnung
zeigt:
(22) V~Vp=20,

wenn p ein beliebiges Skalarfeld ist. Der Ausdruck 7~ ist nicht not-
wendig identisch Null, weil der Operatorkern ' neben algebraischen auch
noch analytische Eigenschaften hat. Die Gleichung (22) besagt, daB der

) Schouten, 1922, 2, hat eine systematische Darstellung aller méglichen linearen
Ubertragungen gegeben. Hier soll nur die Stellung der geoditischen Differentiation
innerhalb der Gesamtheit der linearen Ubertragungen angedeutet werden. Fiir das
Weitere vgl. die Schoutensche Arbeit, wo auch die Rechnungen ausfiihrlich ange-
geben sind.
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Operator 7 7, auf einen Skalar angewandt, symmetrisch ist. Infolge der Be-
dingung C) wird die Ubertragung, welche bisher von der MaBbestimmung
unabhingig war, von derselben abhéngig. Die Bedingungen A) und C)
ergeben nach einiger Rechnung die Gleichung (das Lemma von Ricci)?):

(22) d’g=0.

Die Bedingungen A), B), C) geben fiir die 2»® Parameter I" gerade
27n° lineare Gleichungen, welche die I" an die g,, kniipfen. Es entstehen
die Gleichungen:

d v 1 v i Al A
(24) F)'M: ﬂ]»:@g \:‘u‘t]:{#’} :{V‘u,}’
(25) I =T = — I}, = — lupl} _ {iﬂ}’
wo
:ul - l[l, _—_1- ag.“t aglr _ag""
(26) [I}M[t}_2(axl+axﬂ 6:&;’)

das Christoffelsche Drei-Indizes-Symbol erster Art und {/‘j} das Symbol

zweiter Art ist.
Die Ausdriicke (19) und (20) gehen dann iiber in:
ov”

dv’ = {__. -+ vt f2n

oxt i 4 }J dwt e,

27)

ov A1)
dv=[ 4 —-%{f}de#ez,

oxt
in Koordinaten:

5v”=dv”+v’1{lf}dx-“
(27a) .
—_— P u I
Sv,=dwv; v,{ N }da:
und
v [ e )
(28)

in Koordinaten:

V= 0v” + v {ML}
oxt v
(28a)
Vo, =" g, [
K ;~Bx" Yl

1) Vgl. Levi-Civita, 1917, 6, S. 196.
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Die Bestimmungszahlen von 'y’ bzw. v sind die ,abgeleiteten Systeme*
von Riceci') der Systeme v» bzw. v,, die gewihlte Ubertragung ist die
der gewdohulichen Differentialgeometrie. Wir werden weiter nur diese
Ubertragung beriicksichtigen. Daneben gibt es allgemeinere Ubertragungen,
welche ebenfalls einer Differentialgeometrie zugrunde gelegt werden kénnen.
Der hier abgeleiteten Ubertragung wollen wir aus ndher zu erlduternden
Griinden den Namen geoddtische Ubertragung geben. Die Differentiation
(28) heiBt die geoddtische Differentiation.

Die Rechnung kann nun in folgender Weise erleichtert werden. Die
n?(n+1)

5 Gleichungen:
ag,
(29) ax; == a’l,u @y + DAy = Gvx a” a/’.,u + glxax'a'v,u,;

oa,

wo a, fiir a—; gesetzt ist, bestimmen die n® Ausdriicke a” a;, noch nicht.
x

Diese Ausdriicke haben also noch keine reale Bedeutung und erlangen diese

7f(_7;_—2 weitere lineare Gleichungen hinzugefiigt werden. Wahlt

. . n? (
man als diese die

erst, wenn

~—7L5——1) linearen Gleichungen:

(30) aya;tl = aval,u,

so folgt nach einiger Rechnung:

(31) {lf} =" 0 = 0" Ay

Aus (24) folgt noch:

(32) Gy Bt = Gy B

und:

(33) ("] = aya = a, i,

Es ist zu beachten, da durch diese willkiirliche Festsetzung (30) der Uber-
tragung keine neue Bedingung auferlegt wird?).
{=1(u = ») (nicht summieren)

Da nach Abschn. I (84a): a”a~

(42 070\ g (g it
so bekommen durch die formelle Differentiation:
(34:) a{a@u—{—ayaﬁulzo’

1) Vgl z. B. Ricei-Levi Civita, 1901, 6, S. 138, Einstein, 1916, 6, S. 32 fig,,
spricht von ,Erweiterung“. — %) Infolge (30) und (82) verhalten sich die a, « wie
die zweiten Differentialquotienten nach den Urvariablen eines idealen Skalars, etwa

2°a’ 8%a’
’
a’s @, =0a;,= =

— = — - Diese Bemerkung ist der Maschkesche Aus-
ox*ox" ozt ox
gangspunkt. Vgl. Maschke, 1903, 7, S. 448, Schouten, 1918, 10, S. 42.
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da”

A

ox

(35) a,{'a[u: —'ava‘u}.: -"d"a;_#
3

Vv v
wo a; fir

gesetzt ist, auch die Symbole

eine reale Bedeutung. Die Ausdriicke ada’ und (da)a’ haben nach (27)
und A) folgende reale Bedeutung:

(
( ada’ = (aga;e;, e;+ a, a”ixf} e; e;)dx/‘

(36) — (ma, +a’az,) e, e;dzt =0

‘l(da)a’ —dA’—ada’=0.
Daher ist, weil das Verschwinden eines Affinors das Verschwinden seiner
Isomere mit sich bringt, auch:
(87) a’da=(da’)a=0.

Diese Formeln gestatten, mit Riicksicht auf Abschn. I (86) den geo-
ditischen Differentialen eine fiir die Rechnung besonders geeignete Form
zu geben:

dvi=d{(via)a’}=d(v'ta)a’+vidaa’
=d(v'ia)a’

dv=d{(via’)a} =d(v'a’)a+fvida’a
=d(via’)a,

(38)

in Koordinaten :

[ A v
(38a) !60 =d(v*a:)a
Lon=d»a”)a;

und demzufolge:

vv={p(v'ita)}a’

(39) vv={V(vta’)}a,

in Koordinaten:
[ A v
(39a) {Vﬂ"] =V.(via:)a
. Vivia=V.(v,a")a;.
Man kann mit Riicksicht auf (31) durch eine leichte Rechnung von (38a)
auf (27a) und von (89a) auf (28a) iibergehen. Z. B.:
(38b) dv” =d(v*a;)a” =dv*ma’ +vidama® = dv”—{—v’-{lv‘“}da:ﬂ

Nach Identifizierung von kontra- und kovarianten Grofen wird aus den
Formeln (38) und (89):

dv=d(v.a)a

(40) vv={V(v.a)}a,
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in Koordinaten (88a) und (39a) sowie in orthogonalen Bestimmungszahlen:

[ Mj:;’d(vz“z)“j
(408) l

#

Vkvj:Z{Vk(vla’l)}aj'l)

12

4. Die geoditische Linie und das geodiitisch mitbewegte
Koordinatensystem.

Zwei Punkte P, und P, der V, seien durch eine durch die n Glei-
chungen z# = x*(s) bestimmte Kurve k verbunden. Man kann eine un-
endliche Zahl Kurven k' zwischen P, und P, durch Variation der ersten
Kurve bekommen. Die Kurven, welche unter allen diesen Kurven eine
extreme Léinge haben, sind die geoddtischen Linien. Wir werden nur
relativ extreme Werte betrachten, d. h. wir werden die Lénge einer Kurve
nur vergleichen mit der Lénge der Kurven £’ in einem Gebiet @, wo ein
und nur ein Extremwert moglich ist.

In jedem Punkt der Kurve £ sei eine Verriickung dx’ gegeben, welche
ganz in G liegt, und derartig gewihlt ist, daB % in %’ iibergeht. Die
dadurch entstandenen Variationen seien mit & bezeichnet. Wenn % eine
geoditische Linie ist, ist:

Py
(41) 8fds=0.
Py

Wenn man die Regeln der Variationsrechnung auf dieses Variationsproblem
anwendet?), so folgt unter den dafiir notwendigen Voraussetzungen?):

(42) dds=o(dx.dx) =L (ax.dv) Fesaxtax =¥ 1sax .
Nach § 3B) ist aber

(43) 0dx’ =dox’,
also: ,
Py P, P, P
ax’ , _ 4x’ , y 24X
(44) O=6fds= —d-é-.déx-——d;.éx —f&x.dds.
P, P, P B

Da P, und P, festgehalten werden, ist der erste Term des letaten Gliedes
Null. Der zweite Term kann fiir alle Variationen X’ nur verschwinden, wenn:

d H
(45) d =0,
1) Mit Hilfe der Gleichung (104) wiirde man auch diese Formeln noch etwas

umformen kdnnen. — ?) Vgl, Hessenberg 1902, 9. — 3) Vgl. z. B. Goursat 1915, 2,
S. 515 flg.
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Diese Gleichung ist also die Gleichung der geoditischen Linie. Bringt
man in jedem Punkt einer solchen Kurve in der Richtung der Tangente
den Einheitsvektor i an, so geniigt dieser der Gleichung:

(46) di=20
oder
(47) itri=0.

Eine von einem Punkt P der V, ausgehende geoditische Linie ist
vollstindig bestimmt, wenn die Richtung i, in der sie von P ausgeht,
gegeben ist.

Die geodétische Ubertragung hat nach (46) die wichtige Eigenschaft,
daB das Differential des berihrenden Einheitsvektors einer geoditischen
Linie, in der Richtung der geoddtischen Linie genommen, verschwindet.
Allgemeiner kann man sagen, daB bei einer geoditischen Linie und nur bei
einer solchen das geoditische Differential des beriihrenden Vektors in der
Richtung der Kurve liegt, die geodatische Linie ist somit bei der geodatischen
Ubertragung auch die ,,geradeste’ Linie). Die Bewegung eines Vektors,
welcher sich derart entlang einer Kurve bewegt, dafl sein geodatisches Diffe-
rential immer Null ist, wird geoddtisch parallel, oder kurz geoddtisch genannt.

Wird ein Vektor v, welcher eine geoditische Linie in einem Punkt
beriihrt, der geodétischen Linie entlang geodétisch verschoben, so bleibt
er nach (46) eine Tangente der Kurve, und der Winkel p, den ein lings
der Kurve geoddtisch bewegter Vektor w im Anfang mit v bildete, bleibt
erhalten.

Der geoditischen Differentiation kann nun eine einfache geometrische
Deutung gegeben werden. Hat man in einem Punkt P ein System von
n zueinander senkrechten Einheitsvektoren i;, j=1,2,..., n und wird
dieses n-Bein ldngs einer durch P gehenden nicht in sich selbst zu-
riicklaufenden Kurve geodétisch bewegt, so wird dadurch in jedem Punkt
der Kurve in eindeutiger Weise wieder ein derartiges n-Bein festgelegt,
da die Lénge und der Winkel zweier Vektoren i, und i, bei dieser
Ubertragung unverdndert bleiben. Die Richtungen der = Vektoren des
n-Beins zeichnen daher n Streifen aus, welche nur abhingig sind von den
Anfangsrichtungen der Vektoren des »-Beins in P. Ein derartig bewegtes
System nennen wir ein geoddtisch mitbewegtes Koordinatensystem?).

1) Gerade diese Stichworter verwendet Hessenberg, 1917, 2, S. 205 flg., der
zuerst eine Differentialgeometrie angegeben hat, wo dies nicht mehr zutrifft. Dadurch
kann er die gewohnliche Differentialgeometrie in oben genannter Weise charakterisieren.
Solche Differentialgeometrien entstehen, sobald einige der in § 3 gegebenen Bedingungen
geiindert werden. Siehe Schouten, 1922, 2. — 2) Der Begriff einer derartigen Ver-
schiebung ist von Levi-Civita, 1917, 6, und unabhfingig von ihm von Schouten,
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Es sei jetzt vermittels eines Vektorfeldes v in allen Punkten der Kurve
ein Vektor v gegeben. Der Vektor v mdége in P die Bestimmungszahlen
v; nach den i; haben:

(48) v=_2vi,
j
Dann ist bei einer Verschiebung entlang der Kurve:
(49) dv = dvi,+ > vdi, = dv,i;.
i H i

Die Bestimmungszahlen von dv verhalten sich somit im geodatisch mit-
bewegten Koordinatensystem wie die Bestimmungszahlen eines gewdhn-
lichen Differentials eines Vektors des euklidischen Raumes bei festem
rechtwinkligen Koordinatensystem. Wir haben also den Satz:

Das geoddtische Differential einer Grife ist das gewdhnliche
Differential in’bezug auf ein Koordinatensystem, das in der Richtung
des Differenzierens geoddtisch mithewegt wird?*).

In einer R, hat das geoditische Differential die Bedeutung des ge-
wohnlichen Differentials, und ein geoditisch bewegtes Koordinatensystem
bleibt zu sich selbst parallel im gewdhnlichen Sinne.

Daraus ergibt sich eine Methode auch fiir eine ¥V, die Bewegung
des geoditisch mithewegten Koordinatensystems zu verdeutlichen. Es
ist immer moglich, die V¥, in eine R, , von geniigend hoher Dimen-
sionenzahl einzubetten®). Im allgemeinen laBt sich dann zu jeder
Kurve k eine auf eine R abwickelbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit
M, konstruieren, welche die V, entlang % beriihrt. Es ist nun dasselbe,
ob das Koordinatensystem in V, oder in M, entlang der Kurve geo-
datisch bewegt wird, weil der Fundamentaltensor beider Mannigfaltig-
keiten in allen Punkten der Kurve derselbe ist. Da aber M, eukli-
disch ist, so ist die geoddtische Bewegung des Koordinatensystems in M,
eine parallele.

1918, 10, definiert worden. Levi-Civita nennt die geoditische Verschiebung eines
Vektors eine parallele. Man vergleiche fiir die Beziehungen der beiden Definitionen
1918, 10, S.46, FuBnote a). Fiir die Levi-Civitasche Ableitung des Begriffes der
Parallelverschiebung ist es notwendig, die V, in einer R,,m >n mit geniigend hoher
Dimensionenzahl einzubetten. Schouten hat eine Ableitung gegeben, bei welcher
dies nicht nétig ist, eine solche findet sich auch bei Severi, 1917, 8. In der letzten
Zeit wurde diese geoditische Ubertragung in mehreren Arbeiten niher betrachtet,
z. B. Fokker, 1918, 6; Schouten, 1918, 11; Carpanese, 1919, 3; Péreés, 1919, 9;
1920,6 ; Weyl, z B. 1921, 12, S. 112 u. fig. — Y Schouten, 1918, 10, S. 46. —
%) Eine einfache, schon durch Schlafli, 1871, 4, gegebene, wenn auch nicht ganz
strenge Rechnung zeigt, daB k<?'/,n(n—1): Vgl dazu Stdckel, 1894, 138, auch
Mlodziewski 1889, 3. Siehe weiter Abschn. III, § 10.
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Die geodédtische Bewegung des Koordinatensystems lédngs einer ge-
schlossenen Kurve wird S. 62 néher betrachtet. werden.

Das geodétisch mitbewegte Bezugssystem kann in leicht verstédnd-
licher Weise an einigen Modellen deutlich gemacht werden. Man nehme
(Fig. 1) eine Kugelfliche und darauf einen kleinen Kreis. Das geo-
ditisch mitbewegte System in einem euklidischen Raume bewegt sich

Fig. 1. Geoditisch bewegtes Bezugssystem auf einer Kugel.

nach oben Gesagtem zu sich selbst parallel im gewd6hnlichen Sinne.
Wird also der Mantel des Rotationskegels, der die Kugel ldngs des
kleinen Kreises beriihrt, auf die Ebene abgewickelt, so geht die geo-
ditische Bewegung in eine Parallelbewegung iiber. Nach Zuriickbiegung
des abgewickelten Kegelmantels zeigt sich, dall das geodétisch mitbewegte
Bezugssystem sich bei der Riickkehr in den Anfangspunkt um einen Winkel
gedreht hat. Die Drehung beim vollstindigen Durchlaufen der Kurve
ist gleich:

(50) «=2n—e, £ =

o ©

<
ol
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wo O den Flacheninhalt der umschlossenen Kugelkappe und » den Radius
der Kugel darstellt'). Nimmt man einen groBten Kreis der Kugel, so ist
o= 0, weil ein groBter Kreis eine geoditische Linie ist.

Auch auf einer Pseudosphére und auf einem hyperbolischen Para-
boloid kann man die geodétische Bewegung eines Bezugssystems leicht
darstellen (Fig. 2)2).

Fig. 2. Geodatisch bewegtes Bezugssystem auf einem hyperbolischen Para-
boloid und auf einer Pseudosphére.

5. Kinige wichtige Differentiationsregeln.

Fir die Anwendung des Operatorkernes |” auf einen Affinor, z. B.
auf v, v, v,, gilt nach Abschn. I (89) die folgende Regel (vgl. (40)):

(L) Fv,v,vy=0Fv)vv,+{r(atv))}v,a’v,+ {(a’1v,)}v, v;a.
Auch kann man die Differentiation in folgender Weise ausfithren:

(52) VFv,vv,=(v,)la’av)v,--(l v,)tav,a’v,-+-(l'v,)}la’v,v,a

1) Diese Formel (50) wird u. a. erhalten aus der Erweiterung des Bonnetschen
Satzes fiir ein geodétisch mitbewegtes Bezugssystem, siehe Schouten, 1918, 10, S. €9.
— ?) Diese Modelle sind zuerst von Prof. J. A. Schouten hergestellt worden und
befinden sich in der Modellsammlung der Technischen Hochschule Delft. Die Abbil-
dungen sind der Arbeit von Schouten 1918, 10, S. 48 u. 70 entnommen und sind
auch (Fig. 1 teilweise) von v. Laue in sein Buch iber die Relativitétstheorie auf-
genommen worden, v. Laue, 1921, 6, 8. 110 u. 111.
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und, weil nach Abschn. I (86):

14 14
(53) Fv=a(a’lp)v,
auch:
(54) vv,vyv,=a(a’rv,)v,v,+av,(a’trv)v, f+av,v,a’ Vv,

Das gleiche gilt fiir die Anwendung auf ein Produkt mit gleichen
Faktoren:

(55) vvvww=pvi=(Fv)vv+{F(a’lv)jvav{F(a’lv)}vva
={V(a’lv)}(avv+4vav-+|vva),

oder:

(56) rvi=(rFv)t(a’avv+4a’vav4a’vva),

oder:

(57) Vvi=a(a’lrv)vv+4av(a@lrv)v4avva’'lpv.

Auch fiir symmetrische und alternierende Produkte gilt Ahnliches, z. B.

(58) V(V,V, V) = {V(a’l.vl)}(aviﬁ) +{V(a’tv,)} (v,av,)
+{V(a’1vy)}(v,v,a).

(59)  V(Mnv)={a'V)}Evv) +{Fav)(va’y)
+{V(atvy)}(vivsa’).

Auch hier ist eine Entwicklung in der durch (52), (54), (55) und (56)

gegebenen Weise moglich.

Ein Operationssymbol der Form v’!F kann, weil es ein Skalar ist,
nach jeder beliebigen Stelle geriickt werden, z. B.:

(60) (Vimeww=vifa)w+ua'v=irw.

Auch fiir symmetrische und alternierende Produkte gilt dieses, z. B.

(61) (VI (u—w)=(VVua)-w+u—(V1Fw)
=(ViVu)—w+H+(VIFw)—u.

(62) (V) (a~w)=(VIFu)~w+u~(VIFw)

=(WVru)~w—(VFw)~u.

Die Anwendung des Operatorkernes V' auf die Uberschiebungen ge-
schieht nach folgender Gleichung:

(63) Fviw)=Fviw +Fw)lv

Die Differentiation von Uberschiebungen von GréBen hoheren Grades kann

durch mehrfache Anwendung der Formeln (51) und (63) erzielt werden.
Struik, Differentialgeometrie. 4
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Die Rotation (der Wirbel) eines Vektorfeldes v ist, wenn ihre Be-
stimmungszahlen ausgeschrieben werden, nach (28):

64 p Bvﬂ 801)
(64) V=t T ) BT O
in Koordinaten:

1 av# avl>
(642) Vura =5 (54— 5o

Sie ist somit vom Fundamentaltensor unabhéngig. Daraus geht hervor,
daB die bei einer euklidischen MaBbestimmung bekannte Formel

(65) Vvv=o0,
in Koordinaten:
(65a) VaV,v;=0
oder:

f)gvv 821;7
(65Db)

ozt oot " oztoxt’
auch in ¥V, giiltig ist.
Die Divergenz eines kontravarianten Vektorfeldes v’ ist nach (28):

1y’ — M A t
(66) V.V~axu+v ara,; .
Da, nach der Regel fiir die Differentiation einer Determinante®):
2(g=) og*”
(67) g_axl - #"W’
8o ist
1 oy og™* 1 ) v
) Lgel b e s
:%(aﬂaf—l-ava;): — a,,a",
und somit:
vt 1 ovyg 1 @ (/= 2
69 Pive—+4—= >0 =— — ,
(69) ot T Vg ozt Vg ot V')

wo g nach Abschn. I (538) die Determinante der g,, ist.
Mithin ist der zweite Differentialparameter?) eines Skalarfeldes p:

1 0 uv/ = 0p
,7. _ = { ! }.
(70) V== a9V o,
»
Die Dsvergenz eines Affinors v’ =vj...v, ist:
»
(71) Viv=3Wivi)avi...Vi_18 Vi1...V; °).

1) Vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, S.44. — ?) Vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, S. 47;
Darboux, 1894, 8, 8.200. Der Name rithrt von Beltrami her, 1865, 1. Vgl. z. B. auch
Beljankin, 1900, 2. — 3) Sommerfeld, 1910, 12; Levi-Civita, 1917, 5, 8. 385;
Lang, 1920, 3; v. Laue, 1921, 6, 8. 851lg.
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6. Parallele V7, _,.

Die Parameterlinien % mégen geodétische Linien sein und wx# ihre
Bogenlénge, gerechnet von dem entsprechenden Schnittpunkte mit einer
bestimmten Parameter-V,_,, z. B. mit % = 0. Dann ist:

(71) gaﬂh:e;fe';l:l’
und die co! V,_, : 2% = Konst. sind die Orter der Endpunkte gleicher Bogen,

die auf den geoddtischen % -Linien von % = 0 aus abgetragen werden.
Dann ist e, ein Einheitsvektor und geniigt der Gleichung:

(72) e, Ve, =0,
oder
(73) oy, O = @y, 2 = 0.
Aus (71) folgt nach (32):
(74) aallaal = Qjq, Vg, = 0.
Somit ist

aga,l
(75) P gy, 01+ Gra, Qg = 0

und die g, ; sind also unabhingig von z®.
Wir nehmen jetzt an, daf die Parameterlinien 2% zu % = 0 orthogonal
sind. Dann gilt fir z% = 0:

(76) e,;l_e;i:gal,l:O.
Da die g, 2 nach (75) nicht von z% abhéngen, sind sie iiberall Null:
(77) gall = 03

und die Parameterlinien sind also orthogonal zu allen co* V, _, % =Kon-
stante:

Werden durch jeden Punkt einer V,_, die zu ihr mormalen geo-
ddtischen Linien gezogen wund auf diesen wvon der V,_, aus gleiche
Bogen abgetragen, so ist der Ort der Endpunkte wieder eine zu den geo-
ddtischen Linien nmormale V,_. 1.

Derartige Kongruenzen, welche zu einer Familie von co* ¥, _, normal
sind, heilen V,_,-normal. Allgemeiner reden wir von V,-normal, wenn
eine Kongruenz zu einem System von oo»—* ¥, normal ist. Die V,_,,
welche zu einer geoddtischen Kongruenz d. i. eine Kongruenz von geo-
détischen Linien, normal sind, heilen geoddtisch parallel, kurz parallel.

In shnlicher Weise folgt die Umkehrung des vorigen Satzes:

Zwes beliebige V,, _, , die normal zu esner geoddtischen Kongruenz sind,
schneiden aus dieser Kongruenz Kurvenstiicke gleicher Bogenldnge aus.

1) Beltrami, 1869, 1, vgl. auch Darboux, 1889, 2, S.509; Bianchi, 1899, 2,
S. 570;

4*
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Dieser Satz 1aft sich auch so aussprechen:

Bilden die Parameterlinien einer Urvariablen eine geoddtische und
V,_,-normale Kongruenz, und fallen die Parameter-V,_, mit den zu
dieser Kongruenz normalen V,, _, zusammen, so bletben die Parameter-V,, _,
erhalten, wenn man diese Urvariable durch die entlang der Parameter-
linte wvon einer bestimmien Parameter-V aus gemessene Bogenlinge

n—1
ersetztt).
Wenn die Bedingungen dieses Satzes erfiillt sind, hat ds? die Form:
(78) ds‘“'z(dx‘ll)e+gmdx"dxf; O, T =gy ..., 4.
Wenn auch die g,, nicht von z% abhingen, ist:
agO'T
(79) 0= P Qoa, O+ Qrg, B0 = Go, 6 O + Uz Qo = — Qg, Bg; — Ag, Bz

= — 20y, @y = 204,00 = €, €2 1 e, ,
oder unter Mitberiicksichtigung von (72), da e,,==e,,:
(80) Ve, =0.
Der Einheitsvektor in der Richtung der Tangente der geodétischen Linie
x4 — Konst. geht also in diesem besonderen Falle bei geoditischer Ver-
schiebung immer wieder in eine solche Richtung iiber. Dieses ist u. a.

wichtig fiir die Frage, in welchen euklidischen Raum hoherer Dimensions-
zahl eine gegebene V  eingebettet werden kann?).

7. 'Vq -normale und ¥, - bildende Felder.
In einer V, sei das p-Vektorfeld der einfachen p-Vektoren

(81) N=V VW,

gegeben. In jedem Punkt P der V, ist dadurch ein zu v vollkommen
senkrechter einfacher (n — p)-Vektor ,_ w bestimmt:

n—p

(82) "_pW:WlW‘:...W

Wenn das Feld ,_ w V -normal ist, so liegt v fiir ¢ > p in der V,.
Im Falle, da ,_ w nicht auch V, +q-normal ist, heiBt das Feld v V -
bildend. Sodann gestatten die p linear unabhingigen Gleichungen:

(83) v, Vf=0, u=12,...,p

n — ¢ unabhiingige Lésungen f,, x = 1,2,...,n —¢g. Umgekehrt ist
die Existenz dieser Losungen nicht nur die hinreichende, sondern auch die
notwendige Bedingung dafiir, daB v ¥ -bildend ist, da die V, immer als
Durchschnittsgebilde von n — ¢ Systemen f, = ¢, x=1,2,...,n — g ge-

n—p"*

1 Schouten, 1918, 10, S. 63. — %) Abschn. III, § 10.
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geben werden konnen, wo die ¢, béliebige Parameter sind. Jede Losung £,
geniigt ebenfalls den p? Gleichungen?):

(84) (v, V)V, V)= (v, VV,) Ve +V,V,2VV f = 0;
w,v=1,"..,p, x=1,2,...,n—¢q

und deshalb auch den ZLQ;_“L) Gleichungen:

(85) (v, Pv,—v, v Vf=0.

Wenn von diesen Gleichungen keine von (83) linear unabhingig ist,
heiBt das System (83) wollstdndig. In diesem Fall sind alle Vektoren
v, Vv, —v,1Vv, in v enthalten, oder:

(86) (V,1PY, — v, Fv,). w,=0.

Fiir ein unvollstindiges System ist sicher ¢ > p. Denn es wire ver-
mittels (85) moglich, zu den Gleichungen (83) noch andere, von diesen
linear unabhéngige, Gleichungen der gleichen Gestalt hinzuzufiigen, und das
so gebildete System von # Gleichungen, n > r > p, wiirde sicher nicht mehr
als m — r unabhéngige Losungen haben. Damit also das Gleichungssystem
(83) m — p unabhéingige Losungen hat, muB es vollstindig sein. Um-
gekehrt hat ein vollstdndiges System immer n — p unabhingige Losungen,
was aus den Existenztheoremen der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen herzuleiten ist?). Man hat also den Satz:

Das Qleichungssystem (83) hat dann und nur dann n — p unab-
hangige Losungen fy, fys - .., f,_,, wenn es vollstdndig ist. Es ist dann
und nur dann vollstindig, wenn (86) gilt.

Da
87) e2ri(vy~v)=F.v)v.—V.v)v,+v, Vv, —v Vv,
ist, ist (86) aquivalent mit

(88) W”'{V}(vuAvv)}:WmV?<VnAvv):O9
oder
(89) npWV2(V, ~V,)=0.

Diese Gleichungen lassen sich zusammenfassen zu

(90) p WV 2y =0 |,

1) Vgl. fiir die hier entwickelten Formeln Schouten-Struik, 1919, 10, S. 201 fig.
und 8. 594 flg. — 2) Vgl z. B. v. Weber, 1900, 10, S. 73—78.
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in Koordinaten:
f wz,...;.n_pngl"‘f’glV,,vyel..
(90a) {wy .2

v, = V1, .
Moy ul...;,p]}

'917*2 ~

= Wiyt 1

n—p

Die Qleichung (90) ist also die motwendige und hinreichende Be-
dingung dafir, daf3 v V , -bildend und ,_ W V -normal ist.
(86) ist auch &quivalent mit:

(91) V2 P wWelv,=v, 1V wylv,,

oder

(92) vV, V2V ~w; =0,

oder

(93) pV‘:)VAsz(),

oder

(94) VIV ~ W =0 1),

in Koordinaten:

(94a) m,...lpglpxgll"l” V{xwuel...gnﬂp-ll =0.

(90) und (94) konnen auseinander abgeleitet werden und sind daher dqui-
valent. In der Tat ist:

(95) . wh2yv=, _wi(V?! v)=Isomer(V!yv)!, _w
= Isomer V! (,v!,_ W) - Isomer (Iiv¥l7) YW
. __n—p+
= 0 -+ Isomer v?V,  W=-—p—Isom. vV~ _ w,
da v und ,_ w vollsténdig senkrecht zueinander sind.

Ist das System (83) nicht vollstindig, also ¢ > p, so tritt an Stelle
von (86) die Gleichung:

(96) (v,}Vv,—v,Pv,)?!
wo , _,u ein (n — g)- Vektor senkrecht zu V  ist.

Diese Bedingung ist notwendig, aber nur dann hinreichend, wenn (83)
und (85) zusammen ein vollstindiges System bilden. (96) fithrt nun
wieder wie oben zu den beiden Formen:

(97) n-gt V2 V=0,
(98) ViV ~,_u=0.

77,—qu i O,

1y Die Gleichungen (90) und (94) finden sich zuerst bei Schouten 1918, 11,
der Beweis wurde gegeben in Schouten-Struik, 1919, 10, 8. 201 flg. und 8. 594 flg,,
wo bei der Behandlung der vollstindigen Systeme sich eine hier verbesserte Un-
genauigkeit eingeschlichen hat.
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Beide Formeln sind erfiillt, wenn o Vq-bildend, und also n—pW Vq-norma,l
ist, ¢ > p, bilden aber keine hinreichende Bedingung.

Ist ju vollkommen senkrecht zu ,_.u, so ist ju ¥ -bildend. (98) folgt
daher auch aus der fiir ju und ,_ u nach (94) giiltigen Gleichung:

(99) AV ~,_u=0,

n

wihrend (97) undy (98), da v und ,_ u vollstindig senkrecht zuein-

n—gq
ander sind, auseinander abgeleitet werden konnen.
Wir betrachten jetzt den Fall ¢ < p. Ist dann ju wieder vollkommen

senkrecht zu ,_ JU, S0 liegt M in oY und n—pW in,_ U Aus der nach

(85) fiir w und ,_ u giiltigen Gleichung:
(100) o UV =0
folgt also::

(101) n-pd Vi u=0,

und daraus 148t sich, da ju und ,_ W vollstindig senkrecht zueinander
sind, ableiten:

(102) AV~ w=0.

Auch (101) und (102) stellen wieder keine hinreichende Bedingungen dar.
Fir p =n — 1 folgt aus (102) der Satz: _

Ist ein Vektorfeld u in V, V -normal, so tst die V - Komponente
von Vu ein Tensor.

Fir ¢ =p — 1 ist die Bedlngung dieses Satzes auBer hinreichend auch
notwendig. Wir sagen, dal V'u in der V 1 u symmetrisch ist.

8. Kongruenzen, Orthogonalnetze.

Sind in jedem Punkte der ¥V, n beliebige zueinander senkrechte Rich-
tungen i) als stetige Ortsfunktlonen gegeben, so bestimmen diese Rich-
tungen n Systeme von Kongruenzen, welche ein Orthogonalnetz bilden. Eine
wichtige Rolle spielen bei diesen Orthogonalnetzen die orthogonalen Be-
stimmungszahlen der V'i;, welche nach Identifizierung von kontravarianten
und kovarianten GroBen in der Gestalt geschrieben werden kénnen:

(103) Liri=§i P (a-i)a=i'(Va)a; 7.Lk=1,2,...,n
Setzt man:

(104) a =i Va;,
so 1st
(105) izik?Vijza,jkal.

1y Unter Richtung, Kurve, Kongruenz v verstehen wir im folgenden die durch
den Vektor v bestimmte Richtung, Kurve, Kongruenz.
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Da:
(106) L2V =—1Li Vi
ist, so folgt:
(107) aya,=— a,a’).
Die a,,a, heilen nach Ricci die Rotationskoeffizienten des Orthogonal-
netzes?).
Setzt man:
(108) LV =,

so kann man Vi, in die folgende Form bringen:
2
(109) Vii=h,+iu,,

wo h keine Komponenten nach i; enthélt, also nur Bestimmungszahlen der

Form i,i,2 Vi, k,1 = 7, hat. hJ besteht aus einem symmetnschen Teil hJ
und einem alternierenden Teil ,h,. Die Hauptrichtungen von hj bilden
die zu der Kongruenz i; orthogonalen kanonischen (kurz kanonischen) Kon-
gruenzen®). Also gilt der Satz:

Man kann zu einer Kongruenz i, immer n — 1 gegenseitig und zu i;
senkrechte Kongruenzen finden, welche zu der Kongruenz i; kanonisch sind.

Diese kanonischen Kongruenzen spielen eine wichtige Rolle in der
Lehre von den n-fachen Orthogonalsystemen®). (8. 145).

Wenn eine der Kongruenzen i; des Orthogonalnetzes V.
ist, ist es moglich i; in der folgenden Weise zu schreiben:

(110) L, =qVp,

wo p und g Skalarfelder sind. Die dquiskalaren ¥V, _, des Feldes p werden
von der Kongruenz i

i; senkrecht getroffen. Dann gilt:
(111) Vij:Vqu—}—qVVp——~1 +qVVyp.

a—1-hormal

3) Man kann a;; auch schreiben ;LZJ; wo dz, die k-Bestimmungszahl von dx ist.
Ahnliche Bezeichnungen verwendet Hessenberg, 1917, 2, S.209. Es ist zu beachten,
dasB 5“1 ‘;z" — %) Vgl. z. B. Ricci-Levi Civita, 1901, 6, S. 148, Wright, 1908, 8,
S. 68. Wenn i; die kontravarianten Bestimmungszahlen i’ hat und die kovari-
anten z’ , BO ist:

ara =142 Vi _z Vtzw

Ricoi schreibt fiir die Rotationskoeffizienten die Ausdriicke ik

Vi = i % Vitjo = ajpay.

— % Ricei, 1895, 5, S. 801; Ricci-Levi Civita, 1901, 6, S. 154. — 4) Vgl
Ricei, 1895, 5.
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Vi ist daher symmetrisch in allen Indizes, welche < j sind, weil FVp
nach (22) symmetrisch ist. Somit ist:

(112) ilih“fVij=ihilz.Vij; Lh=1,2,..,7—1,74+1,...,n.
oder:
(112 a) Aip Oy = G 4y, 1)

Aus § 7 (S.55) folgt, dall die Bedingung (112) auBler hinreichend auch
notwendig ist. Beildufig folgt aus (111):
. Ve .

(118) V/\lj———VqAVp—Tf\lj.
Hieraus wird ersichtlich, daB, wenn i; V,_,-normal ist, V ~1i; immer
ein einfacher Bivektor ist, dessen Ebene den Gradienten des p-Feldes
und des q-Feldes enthdlt*?).

Wenn eine der Kongruenzen i, des Orthogonalnetzes aus geodétischen
Linien besteht, oder, wie wir nach S.51 kurz sagen, geodditisch ist, so ist:

(114) i,1Vi,=0,
oder:
(114 a) a4, = —a,;a;=0; =1,2,...,n°%.

Vi, enthélt daher keine Komponenten in i; wir sagen, dall Vi, ganz in
der R,_, | i liegt.

Ist die Kongruenz i; geoddtisch und V,_,-normal, so ist Vi, ein
Tensor in der R,_, | i,. Sind die n Kongruenzen des Orthogonalnetzes
alle geodatisch und V,_,-normal, so konnen die Urvariablen derart
gewdhlt werden, daB die durch die Kongruenzen bestimmten ¥V, _, die
Parameter-V, _, dieser Urvariablen sind. Dann sind die e; gegenseitig

senkrecht und haben dieselbe Richtung wie die e;. Es gilt:

(115) g =g =0, A,
somit:
(116) Qv Q= — AL Qs Ay o,V =0y, gy ., Qy,; A= p.

Werden die von einem bestimmten Sysfem von m V,_, aus gemessenen
Bogenlingen der Parameterlinien als die Urvariablen festgelegt, was nach
dem Satz S. 52 immer moglich ist ohne Anderung der Parameter-V, _,,
also ohne daB (115) ungiiltig wird, so ist

(117) g**=gy;=1 (nicht summieren)

Y In Riccischer Schreibweise Yiow=Vinp vgl. z. B. Ricci-Levi Civita, 1901,
6, S. 151. — ?) Fiir V, in R, riihrt diese Bemerkung von Sommerfeld, 1899, 13,
und Blaess, 1912, 2 her. — 3% In Riccischer Schreibweise 7jkj='—7kn=0’ vgl.
z. B. Ricci-Levi Civita, 1901, 6, S. 154,
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und die Fundamentaltensoren haben die Form:

(118) g’ =eje] =e;e;=7g.

Es werden e’, @ und i identisch und das Linienelement bekommt die Form:
(119) ds®=dz*dx?*,

in Worten:

Wenn eine V, n zueinander senkrechte geoddtische und V,_,-nor-
male Kongruenzen enthdlt, so ist sie euklidisch.

Wenn eine ¥, ein System von % zueinander senkrechten ¥,_, normalen
Kongruenzen oder, was das gleiche ist, ein n-fach orthogonales System von
V,_, enthdlt, und diese V,_, als Parameter-V _, der Urvariablen an-
genommen werden, so hat ds? die Gestalt:

ds®= 3 H,dz*dxz*.
7

Hierin sind die H; Funktionen der x**).

9. Mehrfache Differentiation.
Sei ein Vektorfeld w Gradientfeld eines Skalarfeldes g:

Der Affinor F'w ist nach (22) ein Tensor, und also:
(121) , V~w=0.

Es sei jetzt der Operator IV auf ein Feld von kovarianten Vektoren
pv angewandt. Dann gilt:

(122) Vrpv=WFVp)v+(Vp)Vv+(Fv)ta(Vp)a+ pVPv.
Sei allgemein o— die Umkehrung der allgemeinen Multiplikation o:
(123) So—r=ros§=r§,
0 ist’
(124) (Po=V)pv=Fo-Vp)v+FV)ta(Fpa+Fp)Vv+p(Vo—F)vV,
oder bei Einfiihrung des Zeichens
(125) J=2V~V=VV—Vo-V
allgemein nach (22):
(126) JPV="p, V.
Wenden wir diese Formel auf die Gleichung Abschn. I (86) an, so ergibt sich:
(127) Jv={(via’)la=(Fa)a’lv.
) Niaheres iiber Kongruenzen in V, findet man auBer in den zitierten Arbeiten

etwa in Fibbi, 1895, 38 (S;); Levi Civita, 1899, 15 (R;); Cattaneo, 1902, 3 (R,);
Dell’ Acqua, 1900, 1 (V;), 1901, 1 (V,), 1903, 10. Vgl. Abschn, IV, § 10.
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Wir setzen nun:

(128) K —2{(F ~r)ada’ |,
in Koordinaten:
(1282) K. =2{V.rya.}a”,
somit:
(129) 2!7v=i{""1.v,
in Koordinaten:
(129 a) 2V Vv, = Kui vy
In gleicher Weise ergibt sich:
(130) SV —K" v,
in Koordinaten:
(130a) 2V Vyvr =K. v
wenn:
(131) K —2{(F~V)a)al,
in Koordinaten: '
(181a) Ky =2{Vu.Vya*}a.
4

Da nach §3C (V ~F)aa’=0, ist K> das Negative eines Isomers
4
von K77,

Der Differentialoperatorkern ,¥ = 2(V ~F) verhdlt sich bei An-
wendung auf allgemeine Produkte wie der Kern F, z. B.:

NAAH V= GV vV, (v tav,a’ v, + (Vv ta’viv,a

4 4
=K ’?v,a’av,v,+ K " 2Zvjav,a’y,

(182) —}—f(“"?vsa’vlv;a.
4
NAAA ...vy:K""?Zvia’vlv? e VAV e V)
Da
={V{alb’)}h,
(133) Va={V(alb’)} ,
W=na={Fhdte’)}~{V(ath)}e,
80 ist:
4
(134) K =2{FMte)}~{V(alh)}ea’.

') Diese Analogie mit der Anwendung von V besteht bei einem Differential-
operatorkern hoherer Ordnung im allgemeinen nicht.
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In gleicher Weise findet man:
4
(185) K> =2{V(ble)}~{V(alb’)}e’a
=—2{F(bte)}~{V(alb’)}a’ec.

4
Auch Vergleichung von (134) und (135) lehrt, daB KXK'~ das Negative
4
eines Isomers von K™’ ist.
Fillt der Unterschied zwischen kontra- und kogredient fort, so wird:

(136) K—(,Fa)a—2{F(h.e)} ~{(a.b)}ca.
Weil a und e gleichberechtigt sind, ist auch

(187) K— —2{P(b.c)}~{V(a.b)}ac
und somit:

(138) K—2{P(b.¢)}~{F(a.b)}(c~a).

4
K ist somit in seinen zwel ersten und in seinen zwei letzten idealen

4
Faktoren alternierend. Ist somit K als ideales Produkt geschrieben:

4
(139) K =K,KK,K,,

80 1ist:

(140) (1. Identitat) | K, K, K,K, = — K, K, K, K, = (K, ~ K, K, K,

(141) (3. Identitat) | K, K, K, K, — — K, K, K, K, = K, K, (K, ~ K, )

und demzufolge:

(142) K — (K, ~K,) (K, ~K,).

Eine andere Identitdt folgt aus der aus (64) folgenden Gleichung:
(143) Vva=o0,

oder:

(144) {Va.b)}~{F(b.e)} ~e=0.

Also nach (136):

(145) (2. Identitat) | (K, K,K;)K,=0|.
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Aus diesen drei Identitéten folgt eine vierte Identititl):

4

(146) K= (K,~K,)(K,~K,)
= %(K2AK3)(K1"\K4) - %(Kaf\Kl)(Kz"KJ
+%(K2"K4)(K1’-‘Ks)+%(K1’\K4)(KQAK3)7
woraus hervorgeht:

(147) (4. Mdentitit) |K, K, K, K, =K, K, K, K,

in Koordinaten lauten die Identititen:

(140a) 1. K.oiww=—Kiuw=Kpijur
(145a) 2. Ky =0

(141a) 8. Kuur=— Kurvu=K,1pun
(147a) 4. K,.iuv =Kz

4
Aus den vier Identitdten folgt, daB K geschrieben werden kann:

4

(148) K — (K, ~K,)(K,~K,) |,

wo K, und K, zweifaltige ideale Vektoren sind (8. 18).

4
K heiBt der Riemann-Christoffelsche Affinor. Schreibt man die
Bestimmungszahlen ausfiihrlich, so zeigt sich, daB die Christoffelschen
Vierindizessymbole der ersten Art (x4, uv), bzw. der zweiten Art {1, uv}
4

die Bestimmungszahlen K,,;,, und K,'fw, von K sind. Die vier Identititen
ergeben also, wenn wir, wie oben, zu den Bestimmungszahlen iibergehen,
die vier Identitdten, welche beim Christoffelschen Vierindizessymbol
der ersten Art auftreten?).

In folgender Weise kann man die geometrische Bedeutung der vier
Identitdten niaher erliutern. Die erste und dritte Identitit zusammen be-

4
sagen, daB K ein Bivekioraffinor zweiten Grades ist, d. h. ein Affinor,
welcher bei zweimaliger Uberschiebung auf die Bivektoren in einem Punkt
eine’ lineare Transformation ausiibt. Die vierte Identitdt besagt dann, daB

4
K ein Bivektortensor zweiten Grades (8. 33) ist.

1) Ricei, 1910, 10, S. 86 hat zuerst diese Abhingigkeit der vier fir f{ giiltigen
Identitdten gezeigt. KEs ist wichtig zu bemerken, dafl das Bestehen der zweiten
Identitét fiir das Bestehen der vierten notwendig ist. Vgl. auch Hessenberg, 1917,
2, S. 190. — 2) Christoffel, 1869, 2, S.54—55. Vgl. z. B. auch Bianchi, 1899, 2,
8.49. Das von Konig, 1919, 12, S. 227, angegebene neue Vierindizessymbol hat
dieselbe Bedeutung wie K#,».
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Infolge der drei anderen Identititen laBt sich die zweite Identitit
nun auch schreiben:

(149) K KKK, =0,
in Koordinaten:
(1493) K(,,;,‘u,,] = 0.

4
In dieser Form besagt sie, daf der alternierende Teil von K verschwindet.

Daraus geht hervor, daf infolge der zweiten Identitat (Z) Gleichungen
4

zwischen den Bestimmungszahlen von K bestehen. Da ein Bivektortensor

1 n(n;l) ("("2_1) —{—1> = 31; n(n— 1) (n? —n -+ 2) unabhingige Be-

4
stimmungszahlen hat, besitzt K demnach eine um (Z) geringere Anzahl, d.h.")

g1 (n=1)(n* = n+2) = grn(n — 1)(n—2)(n—3) = (1> — ).

10. Die geometrische Bedeutung von 14(

Sind 4 und B zwei Punkte einer Kurve s, und ist in der ¥V ein
Vektorfeld v gegeben, so stellt das lings s genommene Integral des
Vektorfeldes:

B
f av
4

die Zunahme des Vektors v von 4 nach B in bezug auf ein geodatisch
mithewegtes Koordinatensystem dar, d.h. die geoddtische Zunahme des
Vektors v. Ist s geschlossen, so kann man auf zwei verschiedene Arten
von A nach B gehen. Im allgemeinen ist die zum einen und zum anderen
Weg gehorige geoditische Zunahme des Vektors v nicht dieselbe:

B B

Jav+[dv.

4 4

® Q
Sind sie fiir irgendeine Wahl der Punkte A und B auf der Kurve s gleich,
so sind sie es fiir jede Wahl, und das Integral von v iiber die geschlossene
Kurve verschwindet. Wenn dieses Integral fiir jedes Vektorfeld ver-
schwindet, heifit die Kurve eindeuiig orientiers. Betrachten wir solche
Gebiete einer V,, wo zwischen zwei Punkten nicht mehr als eine geo-
ditische Linie moglich ist, so ist jede geschlossene geoddtische Linie der
V, eindeutig orientiert. Fiir ¥V, ,n > 2, gilt dies nicht.

Eine geschlossene Kurve ist offenbar eindeutig orientiert, wenn das

Integral der geoditischen Zunahme eines jeden Vektorfeldes fiir die Be-
grenzung jedes Flichenelementes eines durch die Kurve begrenzten Flichen-

1) Christoffel, 1869, 2, S. 55.
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teiles verschwindet. Sei daher ein Flachenelement gegeben mit den Eck-
punkten:

z*, x*+d,2*, 2t4d 2t +d,xt, a2t d,xt,

dann ist die geoditische Anderung von v vom ersten bis zum zweiten
Punkt bis auf GroBen hoherer als zweiter Ordnung:

v4d, v+ % v,
vom ersten bis zum dritten Punkt:
VA4 d VA A3V Fdyv 4 5 iV d, dy,
vom dritten bis zum vierten Punkt:

v+d1v+%dfv—]—dev—i—%d‘fv%—dldzv—dlv——%dfv—~d2dlv

=V dy Vg divd d, v — dyd,v,

und vom vierten Punkt zuriick bis zum ersten Punkt:

Vb dy Vg div b dydy v — dyd, vV —dy v — 5 di v

92 72
=v—d,d,v+d,d,V.
Die Differenz ist mithin
(150) Av="—d,d, v +d,d,v.

Die Formel (150) kann mit Riicksicht auf § 3 Formel B S.40 und (129)
in folgender Weise umgestaltet werden:

(151) —Av=(dyd, — d,dy,)v= {(d, X1 V) (d,X’1 V) — (d,X°1 V) (dyX’ 1 V) } v
=(d,d, X’ —d,d, X))} Vv+(d,xX°d, X’ —d, X’ d,X")2V Vv
=(dlx’ﬁdzx’)?&,Vv=(dlx’/\dgx’)?ﬁ""%vl).

Schreibt man ,f’do fiir den umkreisten Bivektor, wo ,f’ ein einfacher

Einheitsbivektor ist, und do der Flicheninhalt, so ist die Differenz 4 v der
Werte von v vor und nach der Umkreisung:

4
(152) AV = — Pdo?K 1y,

%) Einen strengen Beweis fiir diese Formel, wobei das Integral [dv lings einer
beliebigen infinitesimalen geschlossenen Kurve betrachtet wird, gibt Péres 1919, 9.
Pérés weist auch hin auf die Beziehungen zur Theorie der Linienfunktionen.
Vgl. auch Levi-Civita, 1917, 6, S. 200.
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in Koordinaten:
(152a) Av, = — K. v do.
In gleicher Weise gilt fiir ein Vektorfeld v’:

4
(153) AV = — Pde?K v,
in Koordinaten:
(153a) Adve = — K, v do.

Die GroBen Av und 4v’ sind dann und nur dann unabhingig von v und ,f’
Null, wenn:

4
(154) K " =0.

In einer Mannigfaltigkeit mit verschwindendem f( ""? ist demnach jede
infinitesimale und infolgedessen auch jede endliche geschlossene Kurve
eindeutig orientiert. Das geodatisch mithewegte Koordinatensystem hat
dann bei Riickkehr im Anfangspunkt A4 stets wieder dieselbe Anfangslage,
wie man es auch ldngs einer geschlossenen Kurve herumfiihren mag, und
es gibt zu jedem Koordinatensystem in A4 in jedem Punkte der V, ein
einziges korrespondierendes Koordinatensystem. Fiir das durch dieses
Koordinatensystem gebildete Orthogonalnetz gilt:

(155) Vi, =0.

Jede Kongruenz des Netzes ist daher geodétisch und V,_,-normal, und
die ¥V, enthidlt n zueinander senkrechte, geoditische und V,_,-normale
Kongruenzen. Nach dem 8. 58 ausgesprochenen Satze ist die V, also
euklidisch. Umgekehrt ist bei einer euklidischen MaBbestimmung immer
4

K —o0.
Die motwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf3 eine Man-

nigfaltigkest euklidisch ist, ist das tidentische Verschwinden des Rie-

mann-Christoffelschen Affinors in allen Punkten?).

11. Die Riemannsche Krimmung?).

In den co! Richtungen eines Flichenelements ,fds¢ in einem Punkt
P der V, werden¥geoditische Linien gezogen. Wir sagen dann, dal das
Flachenelement geoddtisch verldngert ist zu einer V,.

) Riemann, 1861, 1, 8. 402. Vgl.auch Lipschitz, 1869, 5, S. 94, 1874, 6, S. 109;
Lévy, 1878, 3; De Tannenberg, 1894, 14; 1894, 15. Bianchi, 1899, 2, 8. 577. —
%) In den folgenden Paragraphen dieses Abschnittes sind kontra- und kovariante
GroBen identifiziert.
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Der Skalar
4
K¢, 8,1
heiBt die Riemannsche Krimmung') der V, in P, oder das Krimmungs-

maf3 der ¥V, in P beziiglich der durch ,f bestimmten 2-Richtung?). Wenn
in die V, ein Orthogonalnetz i; gelegt wird und

(156) J =1 ~1,,
4
so folgt nach der ersten und dritten Identitdt fiir K:
4 1A, ...
(187) K i, 0= K (i il — Ll ipl — i iy + 1,04, 0))
4
=Kt i i, = K,

Wenn man schreibt:

4
(158) K=abba‘K=K K,?K, K,,
in Koordinaten:
(1583:) K=gl"g’”’Kxuw= ;;/.]'1:”7
S0 1st

(159) E—(a~b)(b~a)‘K
:Z(a’jbk - “kbj> (b,a,, — b, a) (ij/\ik) (iz"\im)%f{

ikim

:—22(1A1k)(1/\l, ="22Kkm’

7,k,%,m——1,2,...,n;
K ist also die negative doppelte Summe der Riemannschen Kriimmungen
fiir 3n(n — 1) beliebige zueinander senkrechte Orientierungen von ,f,
welche mithin von der besonderen Wahl dieser Orientierungen unabhdngig
ist?). Die Grofe 1
(160) K,=— An=T) K

heift das mittlere Riemannsche Kriimmungsmaf der V, in P*).
Ist » =2, so legen wir durch P die Parameterlinien der Urvariablen
x¢ und 2, wo wir a bzw. b statt a, bzw. a, setzen. Es ist dann:

(161) d=p(e;~eg),

wo p nach Abschn. IT (80) bestimmt ist durch die Gleichung:
1

(162) —g=p(ea—~e)%(ez~€).

) Riemann, 1854, 1, S, 279; 1861, 1, S.403. — 2) Bianchi, 1899, 2, S, 572,
— 3) Wegen einer zweiten geometrischen Deutung von K siehe Schouten, 1918, 10,
S.69. — %) Vermeil, 1917, 9, S. 338, nennt, nach einem Vorschlag Kleins, die GrofBe
— 1 K das mittlere KriimmungsmaB.
Struik, Differentialgeometrie. 5
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Nun ist:
1
(163) (ea—~ep)? (el;/\el;):g(gabgab_gaugbb)
und somit gilt fiir die GroBe K, der V,:
4 4 ¢ > el Y o)
(164) K= — s K= 1,01 K= — X (eco)Cane)  _ Howr
- 2 (eaﬁeb)? (ea’\eb) Gaa oo — Jab Gas

Daher ist K, fiir V, die aus der Differentialgeometrie der V, in R, bekannte
Biegungsinvariante der Differentialform g¢,,dz*dz*?").

Damit das KriimmungsmaB einer ¥V, in V, unabhingig ist von der
Orientierung von ,f in P, ist nach (159) und

—1
(165) (a~b)?(a~b)=— 2D
notwendig und binreichend, daf:
4 2 o
(166) K=—-m;—l)K(aﬁb)(aAb)r—ZKo“gQ“‘g

4
ist. K ist also ein Skalar. In diesem Falle heilt K, das Riemannsche

Krimmungsmaf3 der V,. Hat 14( in allen Punkten der ¥V, die Form
(166), so ist nach Schur?®), wenn n > 2, K, eine Konstante und die V,
ist also eine Mannigfaltigkeit konstanter Riemannscher Krimmung. Wir
werden diese V¥, im folgenden mit S, bezeichnen. Eine R, ist offenbar

4
eine §, mit K;=0. Fiir n =2 hat K immer die Gestalt (166).

12. Die Tensoren *K und *G.
4
Uberschiebt man K in der Mitte mit g, so entsteht ein Tensor:
4
(167) K—abba*K—K K, K,K,,
in Koordinaten:
-Kuu = giszlv,u - lel,u .
Der Skalarteil von K ist nach (158) und Abschn. I (108):
4
(168) L (°g2 K)g = _ (abbatK)g= L K2g.
Wiahlt man in P eine beliebige Richtung i,, und betrachtet man dien — 1
zueinander halbsenkrechten Bivektoren
(169) g, =1, ~1,, u=2,3,...,m

welche alle i, enthalten, so ist die Summe der KriimmungsmaBe der V,

1) Bianchi, 1899, 2, S. 52. — %) Schur, 1886, 7, S. 563. Siehe S. 150.
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in P beziiglich der Orientierung der °f, nach (167):
(170)  STK (i, ~i,) (i, ~i,) = K+ Yi, 1,1, — — K ¢, *gi,
' = —"K?2ii; ;=2,3,.‘.,n; k=1,2,...,7n
Diese Summe ist also unabhdngig von der besonderen Wahl der
n — 1 Richtungen i, durch P und wir konnen — - *K 2 i, i, das mtlere

Riemannsche Krimmungsmaf3 der V, in der Richtung i, nennen?).
Dann besagt (170):

Das mittlere Riemannsche Kriimmungsmaf3 der V, in den Haupt-
richtungen des Tensors K hat einen extremen Wert und ist gleich der

: 1 2
korrespondierenden orthogonalen Bestimmungszahl von — — K.
Diese Hauptrichtungen bilden die n Hauptkongruenzen der V, 2).

Es gibt ——— —(n —1)= (n=1)(n 1) (n—2) gegenseitig und zu i, senkrechte
2- Rlchtungen in P. Da nach (159) und (170):

(171) ZK"(l ~1i,) (i, ~1,) 2K4 (i, ~1i) (i, ~1,)

— ZK%(ilﬁiu)(iIAiu)z —-~K+ K2i,i, — K»lKgg)‘%ilil;
* w,v=2,3...,n; 5,k=1,2,...,n,
so folgt, daB auch die Summe der Ri emannschen Krimmungen in bezug

auf die nT gegenseitig und zu einer bestimmten Richtung senkrechien

2-Richtungen von der ndheren Wahl dieser Richtungen unabhdingig ist.
Setzt man also:

(172) "6 ="K - K°g,
in Koordinaten:
(1723) G,uv:K,uv“‘%Kg,uvy

so ergibt sich folgende geometrische Deutung fiir *G2):
1

Die Summe der Riemannschen Kriimmungen in bezug auf dien—;—
gegenseittg und zu einer bestimmien Richtung senkrechten 2- Richtungen

hat fiir die Richtungen der Houptkongruenzen einen exiremen Wert und
ist gleich der korrespondierenden orthogonalen Bestimmungszahl von 6.
G hat natiirlich dieselben Hauptrichtungen wie *K?2).

1) Ricei, 1904, 8; Herglotz, 1916, 7; Vermeil, 1917, 9. — 2 Riceci, 1904,

8, fiir n =3 schon 1899, 18, S. 75. Vgl. auch Souvorof 1873, 2. — 3) Herglotz,

1916, 7. Die durch die Formeln (170) und (171) ausgedriickten S#tze nennt Vermeil

den ersten und zweiten Satz von Herglotz. Der erste tritt zum ersten Male auf

bei Ricei, 1904, 8, der zweite bei Herglotz, 1916, 7. Vgl. auch Eisenhart, 1922, 6.
5%
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Wenn f( ein Skalar ist, so ist:
(173) K=" 1K g— LK.
(174) =00 g g (1 Dk,
Hat man einen aus den m zueinander senkrechten Einheitsvektoren
i,,..., 1, gebildeten m-Vektor i, . i, in P, und schreibt man:
g =i+ +i,i,,

80 kann man die GroBe
1

T m(m—=1)

das Riemanmnsche Krdmmzmgsmaﬁ der ¥V in P beziiglich der durch den

4
a’b’b’a’t K

einfachen m-Vektor i, ... i, bestimmten m- Rlchtung nennen. Sie geht fiir

= 2 iiber in die 8. 65 erwihnte GroBe K 211,
Das Riemannsche KriimmungsmalB der V, in P besziiglich der

Orientierung des von (n — 1) Kongruenzen i,, ..., i,_, gebildeten (n — 1)-
Vektors i, ... 1,_, ist mit Riicksicht auf (170):

1,...,n—1 .
(175) <7L 1)(n 2)3 b b 3’4K le lblb a‘K
_—m‘ [ ZZInlalain‘iK:‘
1 . 2 2 . s
m )[K——Z K%l”l”]:mfm Gg.lnln.

Aus diesem Grunde heiBit — "G 2i i, die Krimmung der V
(n—1)(n—2) non "

in der Richtung i . Ist i, eine Hauptrichtung, so spricht man von Haupt-
kriimmung®).

13. Die Integrabilititsbedingungen einer Affinordifferentialgleichung
erster Ordnung.

In der Differentialgleichung erster Ordnung:
(176) Vp=w

sei W eine Funktion der x* und von p. Ist nun in ¥, durch die Glei-
chung x# = x*(s) eine geschlossene Kurve s mit dem Tangenteneinheits-

1) Vgl. Voss, 1880, 4. Das von Schur, 1886, 7, S. 565 vorgeschlagene Kriimmungs-

4
mafB einer V, ist — 4 a’ p’'b’a’ K. — ?) Ricei, 1899, 12, S. 75 fiir n = 3, wo Gy, die
Hauptkriimmung in die Richtung iy ist. Der Riccische Tensor «,, korrespondiert mit
*G, seine w, mit unsrer Gyx. Vgl. weiter z. B. Bianchi, 1902, 2, 8. 352 und fig.
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vektor i gegeben, so kann man p in einem bestimmten Punkte P dieser
Kurve einen Wert p, geben, und die Werte von p iiber s in der einen
und in der anderen Richtung aus der Gleichung:

(177) W _irp=iw

bestimmen. Ist w ganz allgemein gegeben, so werden die zwei in dieser
Weise fiir einen Punkt @ der Kurve gefundenen Werte p, und p, nicht
gleich sein. Unbeschrinkt integrabel ist (176) dann und nur dann, wenn
fir jede Wahl von p, und fiir jede Lage der Kurve und der Punkte P
und @ p, = p, ist. Dazu ist bekanntlich notwendig und hinreichend, daB
(178) V—~w=0
ist, und zwar unabhingig von der Wahl von p. Die Integrabilitdtsbedingungen
von (176) kénnen also durch Kombination von (176) und (178) ab-
geleitet werden, und zwar entweder, indem man p aus (176) und (178)
eliminiert oder die Beziehungen zwischen etwaigen in W vorhandenen Para-
metern und p so wahlt, daB den Gleichungen (176) und (178) zugleich
geniigt wird.

Wir wollen nun zeigen, daB die Integrabilititsbedingungen der Gleichung:

(179) PV =p=D,p,
aus (179) und

(180) o 15—k

in derselben Weise erhalten werden. Dazu sei bemerkt, daB (179) gleich-
bedeutend ist mit den n Gleichungen

(181) V(v-e,l)zp%%el—t—(VeA)l.v.
Da V' ~e; nach (7) und (22) Null ist, setzen wir:
(182) Ve,=qq.

Die Integrabilititsbedingungen von (179) werden dann erhalten aus
(179) und:

(183) V~{ple;+qqiv}=0

oder:

(184) (V~p,)(p.le) +V (Pt e) ~ps+(V~q)(q?v)
+7(aiv)~g=

oder

(185) (V 3 p) ex+p, ~{(Ve:) P} + (7 L4 0) v+ g ~{(F V)1 g} =0
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oder, da nach (181) und (182)
2
(186) q~{(Fv) q} =q~(p1a)=(q~p,) (P! Q)= —p,~{(V 1)} by},
aus:
4
(187) 2(F 3p)te, +K2e,v=0
und (179). Da aber die n Gleichungen (169) gleichbedeutend sind mit

4
(188) arip=Ktv,

so werden die Integrabilititsbedingungen von (179) erhalten aus (179)
und (188). Entweder ist v aus (179) und (188) zu eliminieren, oder es

sind die Beziehungen zwischen etwaigen in ; vorhandenen Parametern
und v so zu wihlen, da den Gleichungen (179) und (188) zugleich
geniigt wird.

In Koordinaten besagen die Gleichungen (179) und (180), daB die
Integrabilitatsbedingungen der Gleichungen

(179a) Vi 0= Pas
aus den Gleichungen (179a) und
(180a) 2V, p;,j,LIK;J...L;vUV

erhalten werden.

Die geometrische Bedeutung der Integrabilitdtsbedingung ist folgende.
Bestimmt man, anfangend in einem Punkte P, mit einem beliebigen
Anfangswert von v die Werte lings einer geschlossenen Kurve in der einen
und in der anderen Richtung nach der Formel

2
(189) rrai e X
so ist (189) die notwendige und hinreichende Bedingung, daB die beiden
Werte von v in einem Punkte @ von s gleich sind. Ist (189) erfiillt, so
gibt es, von Singularititen abgesehen, zu jedem in einem beliebigen Punkte
der V, angenommenen Werte von Vv eine einzige Losung von (179).
In gleicher Weise werden die Integrabilititsbedingungen der Gleichung

r r+1

(190) Vv =Vv,v,...v.=Dp
aus (190) und
r+1 4
(191) 2V 4p=K2 D vaav,...v,_,av, ...V, i=1,2, ... r

r?

erhalten. Denn (190) ist gleichbedeutend mit:

r r+1 4
(192) V(viey e,...e;)=Dpre, e,...6;, +(Vey,e,...e,)" V.
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Wenn wir nun schreiben:

r+1
(193) Ve,e,...e, =q,
so werden die Integrabilititsbedingungen von (190) erhalten aus (190)und
r+1 r+1 7

(194) V~{pre,e,...e; +qrv}=0,
oder

r+1 r+1
(195) (Vip)reyen,...e +(Vlq)rv,v,...V,=0,

weil die anderen bei der Differentiation erhaltenen Terme wie in (185)
fortfallen.

Nach (193) und (182) ist:

r+1

(196) ZV.lﬁq:Z(VAV)e;,le;,c_,...e;r

4

=K? 2 €,, 20,0, ...0, a2, ...€;5 t=1,2,...,7
[

und

4
(197) K?eyae, e,...e;, , ae, . ...e, "V,V,...V,

4
— _K®
= K.V;.r_

Die nr Gleichungen

i+13V1V2 cee VoAV, ...V, T 0,0;, e €

r+1
(198) 2 ap)rey, e, ... 0
4
— K?Z’vlr_iﬂavlv2 eV gAYV, eV, 70 €. 0 =0

sind aber mit (191) gleichbedeutend?).

In Koordinaten besagen die Gleichungen (190) und (191), daB die
Integrabilitiatshedingungen der Gleichungen
(190a) Vs, 0 ="Dusy .. . ir
aus den Gleichungen (190a) und

(1913') 2 V[M Pyl Moo 2yt g = ZK/""I”QI-{-L",U;"::. ..,’
%

2
R N TR | )
erhalten werden.

') Die Integrabilititsbedingungen einiger anderen Systeme finden sich bei
Wright, 1909, 5. — 2) § 13 ist teilweise der Schoutenschen Arbeit 1921, 7 entnommen.



III. Kriimmungseigenschaften der V,, in ¥, die sich ohne
Verwendung des Riemann-Christoffelschen Affinors
formulieren lassen®).

1 7 in V)

Es sei die Richtung einer Kurve s, # = z#(s), in jedem Punkte fest-
gelegt durch den Einheitsvektori®). Dann heilt der geoditische Differential-
quotient:

di . .
(1) u=_ =iltVi

der Kriimmungsvektor*), u die erste Krimmung und r, — % der Radius
der ersten Kriimmung in dem betrachteten Punkte. Ist u in jedem Punkte
der Kurve Null, so ist die Kurve eine in V, geoddtische Linie (vgl.
S.45). Ist u in einem Punkte nicht Null und j, der Einheitsvektor von u,
80 ist:

(2) u—

£
Die Richtung von j, ist die der ersten Normalen, sie wird unbestimmt
in Punkten, wo u = 0. Da (di),, = d¢, die geoditische Richtungsinderung
der Tangente lings ds ist, so folgt

dp, 1

(8) 2s T
Aus (2) folgt:

. di . e
(4) 1/\318:7'1—11/\32
oder (Abschn. I (78)):

. di

(5) (~G)u=ri.

1) Verschiedene Teile dieses Abschnittes sind zuerst verdffentlicht in Schouten-
Struik, 1922, 1. — 2) In diesem und dem folgenden Kapitel sind kontra- und ko-
variante Gréfen identifiziert, wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil angegeben ist. —
3) Die Einfiihrung eines solchen Einheitsvektors i ist immer moglich, solange dx-dx = 0,
d. h. so lange wir keine Kurven der Ldnge Null betrachten. — %) Ricei, 1895, 5,
S. 298, nennt diesen Vektor ,curvatura geodetica“. Vgl. auch Wright, 1908, 6, S.78.
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Der Einheitsbivektor ,i =i ~ j, heiit der oskulierende Bivektor. Der
einfache Bivektor
d,i dj,

_dd_ips s di
(6) M=o =11Vi=1~ 7

heiit der Krimmungsbivektor, ,u die zweite Kriimmung (auch Torsion
oder Windung) und r, = iu der Radius der zweiten Krimmung. Fir
n=2ist ;u=0. Ist ,u nicht Null, so haben ,u und ,i die Richtung von
ar
also in diesem Falle j, ein in ,u enthaltener Einheitsvektor senkrecht zu i,
so daBl i— j; der Sinn von ,u ist, so gilt:

1. .
(7) 2“:,._21’\]3'

i gemeinsam und ,u ist halbsenkrecht zu ,i, weil —*2 senkrecht zu j, ist. Ist

Die Richtung von j, ist die der zwesiten Normalen, sie wird unbestimmt
in Punkten, wo ,u=0. Da
(8) (di), =dop,
die geoddtische Richtungsénderung von ,i lings ds ist, so folgt aus (6)
und (7):

d,
(9) =

de Ty

Zur Berechnung von %jf bemerken wir, daB infolge (6) und (7)

9% in der R, von i und j, liegt, so daB
i, . .
(10) =i+ oy s,

wo «, und o, ndher zu bestimmende Koeffizienten sind. Alternierende
Multiplikation mit i lehrt

(11) i~ =aing,
so daB, infolge (6) und (7):
(12) o=
ist. Skalare Multiplikation mit i lehrt unter Beriicksichtigung von (2):
(13) =i -1
so daf:
i 4=
ist. Aus (2) und (14) folgt:
di di

(15) i"\;i'g’“(“i?:’rl-grz—li/“j?"\j:a-
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Der Einheitsbivektor ;i =i —~ j, ~ j, heit der oskulierende T'rivektor.

Der einfache Trivektor
di . . dj,
(16) =g, =1i~J,~ G

heiBt der Krimmungstrivekior, yu die dritte Kriimmung und r, :lu der

3
Radvus der dritten Kriimmung. Fiir n =3 ist ju = 0. Ist ju nicht Null,
so haben ,u und ,i die Richtungen von i und j, gemeinsam und ,u ist

iy
ds
ein in ,u enthaltener Einheitsvektor, senkrecht zu i und j,, so dal

i—>j,—j, der Sinn von ,u ist, so gilt:

4-senkrecht zu ,i, weil senkrecht zu j, ist. Ist also in diesem Falle j,

1. . .
(17) sh="~1"J; ~ ],

3
Die Richtung von j, ist die der dritten Normalen. Sie wird unbestimmt
in Punkten, wo ,u=0. Da (d;i),=d¢p, die geoditische Richtungs-
dnderung von ,i lings ds ist, folgt aus (16) und (17):

(18) f%:%

Zur Berechnung von %‘E‘“‘ bemerken wir, dafB infolge (16) und (17)
jl—]:: in der R, von i, j, und j, liegt, so daB:
(19) U g it Bydy+ Buiss

wo f,, B, und B, ndher zu bestimmende Konstanten sind. Alternierende
Multiplikation mit i ~ j, lehrt unter Beriicksichtigung von (16) und (17):

1
(20) =1
3
Skalare Multiplikation mit i lehrt unter Beriicksichtigung von (4):
. dj . di

Skalare Multiplikation mit j, lehrt unter Beriicksichtigung von (14):

. di, . dj, 1
(22) lgazlz'%:“la'j{;:”‘}::
g0 daB:
i .
(23) T—k-b

Aus (2), (14) und (23) folgt:

LA a o
ds ds? ds?

(24) i

=3 gp—2p—13 : J :
SR PRE P PEE Bl Pl PR PR
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Wir fahren in der angegebenen Weise fort und nehmen an, es sei:

25) pi:lej2/\"'Ajp; ji=1,p<n,
der oskulierende p-Vektor, und fiir u < p sei bewiesen:
dju__ju+1 __*_jrfﬁ—ﬁ. _ I 2 1 _
(26) *‘E——T Tu—ll’ uﬁl,...,p—~1, Ji=1, 70——0
Der einfache p-Vektor:
d i . dj
(27) pu:f;:h/\"'/\]p—l’\ﬁlga

heifit der Krimmungs-p-Vekior, ju die p-te Krimmung und 7, —:iu

r
der Radius der p-ten Kriimmung. Fir n = p ist S =0. Ist u nicht
Null, so haben ju und i die Richtungen j,, ..., jp-1 gemeinsam und ju ist

—;-senkrecht zu i, weil %];’— senkrecht zu jp ist. Ist also in diesem Falle
jp+1 €n In u enthaltener Einheitsvektor senkrecht zu j,, ..., Jp—1> 8O
daB j, —>Jjy—>...j,_;—>J,+, der Sinn von u ist, so gilt:

—~

1 ... . .
(28) U= dida e dpadpeas

Die Richtung von j ., ist die der p-ten Normalen, sie wird unbestimmt
fir ju=0. Da (d,i),=dg, die geoditische Richtungsinderung von o
lings ds ist, so folgt aus (27) und (28):

de 1
29 L=,
( ) . ds Ty )
Zur Berechnung von %’ bemerken wir, da8 infolge (27) und (28) %’ fiir
U+ 0 inder B von ji,...,J,_;,J,4, liegt und fir u =0 infolge (27)
in der B,_, von j,,...,j,_,. Es ist also jedenfalls:

dj, . . .
(30) dls‘:w1]1+ +wp—-1]_p—1+wp+1]p+1'

Fir u=10 ist w,, = 0; fiir A+0, also m > p, lehrt alternierende
Multiplikation mit j, 7 j, unter Berticksichtigung von (27) und (28):

1

(81) i
Skalare Multiplikation mit j,, ..., jp~1 lehrt wie oben:

wmzob le,,p—z
(32) )

wp_l—“rp—-x’

so daB:
(33) 2 S U e
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Allgemein gelten also die Gleichungen:

(34) A _ Jrerr _ Jre—s ]
ds Tk Thk—1 ]1:l ——-:O’ -—'::.:O,

in Koordinaten:
@i ) )
(34a) ;’;’L = Tz Jk—12
Das sind die fir V, in V,_ erweiterten Frenetschen Formeln'). Die
Vektoren j,, ..., j, bilden das die Kurve begleitende n- Kant.
Aus (34) folgt

"% Th—1

QMiﬁ%xmAizzqwg“%mﬁhqufmﬂAhl
Schreiben wir kurz: Fboom
(36) (1 a Z:;ﬁf)m:::ﬂlk_l,

so folgt aus (35): o,

(37) S

Fiithrt man fiir die spezifische geodétische Richtungsinderung von j,

die Bezeichnung % ein:
djx\ _ de
(38) (@)=
so folgt aus (34):
de\? 1 1
(39) ) =+
k k-1

) Jordan hat 1874, 3 die Frenetschen Formeln erweitert fir V, in R,;
Rath, 1894, 10, fir ¥, in S;; Rath, 1900, 7, S. 81, fir V, in S,; Kiihne, 1903, 6,
S.3811 fiir V, in V,. Finsler, 1918, 5, S. 68 flg. gibt dhnliche Formeln fiir Mannigfaltig-
keiten mit sehr allgemeiner nicht-quadratischer MaBbestimmung. Vgl. auch Juvet,
1921, 13. Die folgenden Autoren geben ebenfalls erweiterte Frenetsche Formeln:
Hoppe, 1880, 1, 8.878 (V, in R,); Brunel, 1882, 1,8.48 (V,in R,); Hoppe, 1888, 3,
S.179 (V, in R,); Pirondini, 1890, 1, 8. 219 (V, in R,); Hoppe,1892, 1, S. 446
(V, in R,); Landsberg, 1895, 4, S.343 (V, in R,); Bianchi, 1896, 2, S. 101
(V, in 8;); Guichard, 1896, 5 (V, in §,); Piccioli, 1898, 7 (V, in R,); Razzaboni,
1899, 11 (V, in 8,); Cesaro, 1901, 2, §.293 (V, in R,); Hardy, 1902,8, S. 24 (V, in R,);
Cesaro, 1904, 2, (V,in S;); Fubini, 1904, 5, S.22(V,in 8,); Wildervanck, 1904, 10
(VyinR,); Razzaboni, 1908, 8; 1911, 11 (V,inS,); Lo wenherz, 1911, 2, S.19(V,in R,);
Rath, 1910, 9 (V, in R,, vektoranalytisch); Kowalewski, 1911, 5 (V, in 8,); Pick,
1911, 6 (V,in S;); Stransky, 1912,10; 1915,3 (V,in S;); Salkowski, 1912, 11 (V,in S,);
Blaschke, 1920, 1 (V, in V,, mit Hilfe des geoditischen Parallelismus). — 2) Jordan
hat diese Formel a.a.O. fiir ¥, in R,, Kiithne und Blaschke a.a. O, fiir V, in V,.
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und daraus folgt:
(40) () — (@) b p ()Y 20, n>e

Das ist die fiir V, in ¥V, erweiterte Lancretsche Gleichung?)?).

Eine Erweiterung des Kriimmungsbegriffes entsteht, wenn j, nicht
in der Tangente der betrachteten Kurve liegt, sondern in jedem Punkte
eine beliebige Richtung hat®). Es bleiben dann offenbar die Formeln
(34) gelten, da bei ihrer Ableitung die Gleichung j, =i gar keine Rolle ge-
spielt hat. So entstehen die Begriffe erste, zweste, usw. Krimmung, be-
gleitendes m-Kant usw. einer Kurve in bezug auf eine Kongruenz j,,
Ebenso kann man von den Krimmungen einer Kongruenz i, in bezug
auf eine Kongruenz i, reden. Der Kriimmungsvektor von i, in bezug
auf i, ist z. B.:

(41) w, = _j1pi,.

2 Viin V,_1in V,.

Eine Kurve i=j, liege in einer ¥,_, in ¥, und wir betrachten
ihre Kriimmungsverhiltnisse in bezug auf V. Es seien y, die Winkel der
n Vektoren j,, ..., Jj, mit der Normalen i, auf ¥, _,. Die Richtung der
Normalen im betrachteten Gebiete sei eindeutig bestimmt. Dann sei:

(42) cos y, = i, §is k=1,
Sodann ist nach (34):
(43) 2o Thn 41, G

und daraus folgt unter Beriicksichtigung von (34) und (42):

deosyy  di, CoOSyy 4,  COSYL_g
(44) ds ds' 7‘+ T Ty

Aus dieser Gleichung folgen zwei verschiedene Arten von Sitzen, je nach-

dem man in einem bestimmten Punkte der V,_, verschiedene Kurven
betrachtet, welche dieselbe Tangente haben oder verschiedene Punkte einer

einzigen Kurve in der V, _,.

) Lancret, 1806, 1, (V, in R;); Rath, 1900, 7, 8.82 (¥, in §,); Cesaro, 1901,
2,8.298 (V, in R,); Léwenherz, 1911, 2, 8.22 (V, in R,). — ?) Untersuchungen iiber
V, finden sich u. a. auch bei Fromm, 1878, 2 (V, in R,); Killing, 1885, 2, 8. 189 fig.
(V, in 8,); Bianchi, 1899, 2, S. 608flg. (V, in V,); Richmond, 1900, 8 (V, in R,);
Lovett, 1900, 4 (V, in B,). — % Arndt, 1908, 2 (V, in R;); Meyer, 1910, 8 (vgl.
Hatzidakis, 1910, 6) (V, in R,), 1911, 3, spez. FuBnote V und 1911, 10. (V, in R,).
Vgl. auch Zorawski, 1906, 6 (V, in R;) und S. 107 dieses Buches.
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Im ersten Falle sind in dem betrachteten Punkte 3, = 3[2—, j; und %
unabhéngig von der Wahl der Kurve. Fiir k=1 lehrt (44) also, daB
cos 1,

L5}
fur alle Kurven denselben Wert hat. Hat fiir irgendeine dieser Kurven
der Kriimmungsvektor die Richtung von i, und ist der Radius der ersten
Krimmung dieser Kurve r,, so ist fiir jede beliebige andere Kurve:

(45) 7= 1,,C0S Y,.

Dies ist der fiir V,in V,_, in V_ erweiterte Satz von Meusnier'), in
Worten:

Die erste Krimmung aller Kurven in V,_,, welche eine bestimmie
Tangente i haben und deren Kriimmungsvektor senkrecht zur V, _, steht,
ist dieselbe. Ist der Radius dieser Kriimmung r,,, so ist die Kriimmung
jeder anderen Kurve in V _, mit der Tangente i, deren Krimmungs-
vektor mit der Normalen zur V,_, einen Winkel v, bildet, r,, cos w,.

In 8, ist ri die Kriimmung des Normalschnittes, das ist die Kurve,

ausgeschnitten durch die S,, welche durch geoditische Verlingerung der
Richtungen i und i, erhalten wird.

In V,, ist ;1- die Kriimmung der durch i bestimmten in V,_, geo-
10

ditischen Linie (8. 8. 45). Der Vektor 1 i, heie der Vekior der er-

T10
zwungenen Krimmung, der Koeffizient 71— die erzwungene Kriimmung
10
(vgl. 8. 92).

Haben die Kurven auller der Tangente auch noch die p-te Normale
gemeinsam, so lehrt (44), daB die Grofen

deosy, di, . cosq/,,_l)
A T s ey ) T 008 Ypia
dcosy, COSYW,i1a , COSY, di, .
(46) ds T + r, ds do+a
decosy, , di, . oos:,upH)
r, (Fo0gtete O, pre T g L) T 008 Wy

fiir alle Kurven denselben Wert haben. Haben die Kurven aufler der

) Kronecker hat 1869, 4, S. 691 diese Erweiterung fiir V,_, in R, gegeben,
Killing, 1885, 2, 8. 206, fir V,_, in §,. Bianchi, 1899, 2, S. 606 fiir V,_, in V,.
Vgl. auch Lie, 1871, 2 (V,_, in R,); Cesaro, 1904, 2, S. 664 (V,_,inS,). Finsler,

1918, 5, S: 88 behandelt Mannigfaltigkeiten mit sehr allgemeiner nicht-quadratischer
MaBbestimmung.
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Tangente die erste bis p-te Normale und die erste bis p-te Kriimmung
gemein, so lehrt (46), daB auch die GroBen

d cos y,

u=2,...,p
| d 3 b 2
(47) )
deosypyy  COBY, i,
ds Tpia

fiir alle Kurven denselben Wert haben.

Im zweiten Falle ist v, = % unabhéngig von der Wahl des Punktes.

Fir jede Kurve, fiir welche j, senkrecht ist zu %, lehrt (44), daB:

: d cos y, cos coS Y, _
48 208V _ COB¥p4y y OWr-x_ g,
{ ) ds p Tp—1

Fir p =1 lehrt (48):

(49) k2 W
r
Diese Gleichung folgt auch aus der Identitét:
cdi, i,
(50) l'dks——“‘(—l'g'ln%o.

Kurven dieser Art sind dadurch ausgezeichnet, daB ihr oskulierender
Bivektorinder ¥V, _, liegt (oder unbestimmt ist); sie heien Haupttangenten-
kurven erster Ordnung der V,_,. Sie sind charakterisiert durch die
mit (50) dquivalente Gleichung:

(51) ii2ri, =04
Fir p =2 lehrt (48):
dcosy, cosy;
(52) Tds T $=0.

Kurven dieser Art sind dadurch ausgezeichnet, daB die geoditische Ande-
rung von i, entlang s senkrecht zum Kriimmungsvektor ist. Sind die
Kurven zugleich Haupttangentenkurven erster Ordnung, so ist i | j, und
infolgedessen auch:

. di, dj, .
(53) g = — G,

i, ist also infolge (14) auch senkrecht zu j,. Kurven dieser Art sind also
dadurch ausgezeichnet, daB ihr oskulierender Trivektor in der V,_, liegt.
Sie heiBlen Haupttangentenkurven zweiter Ordnung. Nach (50) und (53)
sind sie charakterisiert durch die Gleichungen:
di di, . . di,

(54) i as =0 Lge=0,

) Kronecker, 1869, 4, 8. 692 (V,_, in R,); VoB, 1880, 5, S.149 (V,_,in V,);
Killing, 1885, 2, S. 168 (V,_, in 8,); Ricci, 1892, 6, S. 188 (V, in R, mit ab-
solutem Differentialkalkiil); Bianchi, 1899, 2, 8. 606 (V, in V,).
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oder

L dt, L di,
(55) l'afsz'——o, 1 ds =0.
Nun ist

(56) i. %0 =i, (L.7) (1.9)i, = i(iP Q)PP i, +iliP Vi, =iiitr Vi,

so daB, weil die V,_;- Komponente von Vi, symmetrisch ist, (54) dqui-
valent ist mit:

(57) iPTtenipti =0, r=1,2,
wo Vi=WPV, P =VVV, usw.

Ist ju.%%:o fir u=1,...,9p, so ist %‘s—’f senkrecht zu j,, ..., J,»

. p—1 s
also infolge (34) auch senkrecht zu i, 3;, ceey fld——pT: Somit folgt:
S
d*'i di,

(58) aﬁ‘;;.gls-:(), u'::l,...,p.

Diese Gleichungen sind aber dquivalent mit:

X
d i,

(59) .Es_x:O, x=1,...,jp,

oder auch, wie leicht bewiesen wird, mit:

(60) i"fletip®i —o0, z=1,...,p,
in Koordinaten:

(60a) AT S SN N SN SR VR

Da aus (58) die Gleichung folgt:

(61) 114,=0, g=1,...,p

so ist i, senkrecht zu j,,..., jp41, und die Kurven dieser Art sind
also dadurch ausgezeichnet, daB ihr oskulierender (p -+ 1)-Vektor in der
Va. liegt. Sie heiBen Haupttangentenkurven p-ter Ordnung?).

Die durch die z-te der Gleichungen (60) bestimmten Richtungen
bilden den Mantel eines Kegels (% -+ 1)-ten Grades. Fiir p =n — 2 be-
stimmen die Gleichungen also im Allgemeinen (n — 1)! Richtungen, die
n — 2 Kegeln von den Graden 2, 3,...,n — 1 gemeinschaftlich sind.

Fiir p =n lehrt (48):

(62) d cos yy, + COS Yn—y 0.

ds Ty

) Moore 1912, 7, fir V,_, in R,, p=2.
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Stellt man die Nebenbedingung auf, daB i, gleichzeitig senkrecht zu
jpp=1,...,mn—2 ist (was fiir » = 3 immer zutrifft), so liegt i, in der
R, von j,_, und j, und es ist also:

(63) siny, = % cos y,_,.
(62) geht demnach iiber in:

dcosy, sin y,
(64) —gs == P
oder
Ay, 1
(65) ds + Fn—y’
in Worten:

Ist die geoddtische Anderung der Einheitsnormalen i, auf V,_,
entlang s senkrecht zur (n — 1)-ten Normalen §, , und ist iberdies i, senk-
recht zu den Normalen j,, p=1,...,n — 2 (was fir n =3 immer er-
fillt ist), so ist die geoddtische Richtungsinderung der (n — 1)-ten Nor-
malen gleich dem Winkel zwischen zwei konsekutiven oskulierenden
Bivektoren?®),

3. Der zweite Fundamentaltensor einer V,_; in V,.

In der V,_, in V, seien m — 1 zueinander orthogonale Kongruenzen
i,, a=1,...,n— 1, gegeben, wodurch in jedem Punkt P der ¥,_, ein
System von m — 1 zueinander senkrechten Einheitsvektoren i, bestimmt
ist. Es sei ferner eine zu V,_, normale Kongruenz i, gegeben, welche in
den Schnittpunkten mit V,_, die Einheitsnormale i, eindeutig bestimmt.
Sei ferner

(66) i,'Vi,=u,.

Es gilt dann die Gleichung:

(67) Vi,)ti,=0.

Die i, bilden mit i, in P ein n-Kant, und nach (66) und (67) ist:

2
(68) Vi,—=h-+i,u,,

1) Fiir n=38 hat i1 Vi, in diesem Falle die Richtung von i, die Kurven sind
also Hauptkrimmungslinien (vgl. S. 86). Lanecret, 1806, 1, hat das Theorem be-
wiesen fiir V, in B,. Vgl. Salmon-Fiedler, 1880, 3, S.67; Laurent, 1891,1, 8. 27,
Fiir n >3 existieren auBer den Hauptkriimmungslinien noch andere Kurven mit der
erwihnten Eigenschaft.

Struik, Differentialgeometrie. 6
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2
wo h nur i, enthilt. Da die Kongruenz i, in ihren Schnittpunkten mit
2

der V,_, V,_,-normal ist, so ist h ein Tensor "h und (68) kann nach
Abschn. II § 7 folgendermafen geschrieben werden:

(69) Vi,="h—+iu, |,
in Koordinaten:

(69a)

{ V/uinl:h,ul—i-inluun)_
L h;tl. = hl# .
Der Tensor “h liegt dabei also ganz in der V,_,.

Ist die Kongruenz i, geoditisch, so ist w, = 0 und, wie auch aus
der Bemerkung auf 8 57 unmittelbar hervorgeht:

(70) Vi, ="h.

In diesem Fall ist die Kongruenz i, nach dem S. 51 bewiesenen Satz
iiberall ¥,_,-normal. Wir nehmen nun weiterhin an, i, sei geodatisch.
Durch die geoditische Kongruenz i, werden n — 1 beliebige Systeme
von oco' V,_, gelegt. Mit den co? zu der Kongruenz i, normalen V,_, bilden
diese V,_, ein System, das als Parameter-V,_, benutzt werden kann.
Wir nehmen die Kongruenz der i, als die der z% an. Dann kommen die
MaBvektoren e;, und e, in die Richtung von iy, e; und €,, e =a,,..., a,_,
liegen in der zu i, normalen V,_,, und die ds?® der V, hat die Form
(S. 52):
(71) ds? = (dz®s)® 4 g pdacda’; e, f=a;,...,a,_,,
wo die gnp fiir 2% = 0 in die Bestimmungszahlen des Fundamentaltensors
der V,_, iibergehen. In diesem Fall ist nach der Identifizierung von
kontra- und kovarianten GréBen, wenn fiir z°» nach dem Satze S.52 die
der Kongruenz i, entlang gemessene Entfernung von einer beliebigen
Va1 11, gewdhlt wird:
(72) iv=e,, =e,,,
und wir finden die kovarianten Bestimmungszahlen des Affinors Vi, aus
der folgenden Gleichung:

(73) Vip="Ve,, ={V(a’le,,)}a=azase.es; o, f=a,,..., an,.
Somit ist:
hap=aa"ap = — @%age= — g%ty ap, — — g% @, Gpa
1

= - aan agg = — ”é(aan aﬂa+ a’an aaﬂ)

(74)
1 1 : 1 99,5
=5 (%, 0+ 8,5 00) = 5 (Qaa, 85 + Apa, Ga) = 5 o
GR=0a,...,0 1, A=a,,a,,...,a,.
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Weil auch:
(75) Vip=Ve;, —{V(ale, )}a’—a, .a’e,e}
18t, so ist:
(5= 5 (g aui0” + 9P au10%) = — 5 (9% aal, + 9P asa;)
(16) { = gletel tata)
] N 1 0g%F dy =ty ..., 0
U 2 0%’ i=a,a,,...,0,.

Die Werte, welche die Bestimmungszahlen von *h in der gegebenen V,,_,
annehmen, bilden somit die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform
der V,—,%). Wir nennen daher “h den zweiten Fundamentaltensor der
Vopoy in V,.

Wir zeigen noch, daBl sie fiir eine ¥, in R, bis auf den Faktor

—1_ in die bekannten GauBschen D, D, D" iibergehen und be-

VEg—F®
dienen uns, um den Anschlufl deutlicher hervortreten zu lassen, voriiber-
gehend der Bezeichnungen der gewdhnlichen Differentialgeometrie. Sei

das Linienelement der R,:
(77) ds*=dw®+ Edu®+2Fdudv +GQdv? =dz® +dy® +dz?,

wo B, F, G fir w=0 in die Koeffizienten von ds? fiir die gegebene V,
tibergehen. Aus (77) folgt:

L= 3 (2 () () (2

. ox Ox
0= 2 5% 5u
oxr Ox

0= adided

5= 3 (=)
oy

2
o= 3 (),

wo 2 immer die Summe iiber z,y, z bedeutet. Dann ist:

(79) 0B o N10w ', \10%z 02
ow ou duwdw ou? ow

) Bianchi, 1899, 2, 8.601; Schouten-Struik, 1919, 10, S. 8, 207—208,
engl. '600—601.

6*
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und aus (79) und der zweiten und dritten Gleichung von (78) folgt:

0B 50y _g0z| | 2w oz 0w
ow ou? ov? du? odu dv
81) =__1lly oy oz ||y 2y oy,
ow 2 ou ow | " | ou® du v |’
0 % 22 2%z 0z 0z
. i ov ov ! u ou 0v
somit:
0’z 0z oz
ou? av
] 8z | 3%y oy @
(&2) P (hn) =200 | 5t o o

Durch zyklische Permutation der x, y,z, Quadrierung und Summierung
entsteht:

| 2’2 oz o=
| ou? ou ov |
1 2 B
(82) T | a B | VEG-F ==,
. ‘ VEG—F
: 0z oz
ou® ow 0v
In gleicher Weise findet man:
1 ' 1 D"
(83) Egg‘—:——‘:‘_:l_).____, §Z£’—:"‘~:_——‘.—,
v VEg-F’ VEG—F°
I4 ”
; 2D =, 2D und —22_ sind also die Differentialquotienten
VEG-F* VE?_F° VEG - F*

von B, F und G nach w.

4. Hauptkrimmungs- und konjugierte Richtungen einer V,_y in V,.

Fiir die Hauptrichtungen des zweiten Fundamentaltensors, in welchen
wir die Vektoren i, legen, gelten die Gleichungen (vgl. Abschn. I, § 10):

. 1.
(84) Sh%luzw—ﬁ;lu,
also
2 . s . g s 1
(85) { hi,i, =i, ?i,i,=— 5
h2i i, =Vi, i,i,=0,
1) Vgl. GauB 1827, 1, 8. 21; Darboux 1889, 2, S. 378; 1894, 8, S.i1244. Andere
Autoren fiihren‘—/—_—_,‘__—‘2 als Koeffizienten der zweiten Fundamentalform ein, z. B.
EG-—-F

Bianchi, 1899, 2,8.87, Knoblauch, 1913, 4, S.63. Vgl. die Note S.56 in GauB, 1827, 1.
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wo die R, Koeffizienten sind, u, v die Zahlenreihe 1, ..., m durchlaufen
und m der Rang des Tensors “h ist. Dadurch wird *h:

2 i, i,

(86) h=— I
u

Die Hauptrichtungen bilden nach 8. 56 die zu der Kongruenz i, kanonischen

Kongruenzen.
Betrachtet man Kurven i in der V,_,, fiir welche i, der Einheits-

vektor der Hauptnormalen ist, so gilt fiir eine solche Kurve:

(87) 1=t
T10
wWOo:
(88) L —itpiti = —i1piti=—ii?’h
T10

ist, und es gilt also (vgl. 8. 78) der Satz:

Der 2u einer Hauptrichtung gehorige Koeffizient R, ist der er-
zwungenen Krimmung in dieser Richiung gleich.

Dabei ist B, positiv zu rechnen, wenn der Kriimmungsvektor (87) den
Sinn von i, hat.

Betrachtet man eine beliebige Kurve i in ¥, _, und ist

n-1

(89) i=>"i,i, a=1,2,...,n—1,
a

wo die i, zusammengesetzt sind aus den i, und » — p — 1 in den Null-
richtungen von *h beliebig gewihlten gegenseitig senkrechten Vektoren i,
so daB

(90) Yliz=1, Dii,=0, a=+b, ab=1,2...,2—1
a a,b

(91) i,1"h=i,1Fi, = —5 =0, z=m++1,...,n—1

so ist der erzwungene Kriimmungsvektor nach (87) und (88):
(92) itPi= )i i,V )i, = D isi, Vi, + D) 51,1V,
a ¢ a a,b

:_inZ];% a,b,c=1,2,...,n—1, a=b,

weil die zweite Summe rechts nach (85) und (91) keine Komponente in
der i,-Richtung hat. Der Ausdruck:

.2
(93) (i17i), =2 &
hat jedesmal einen extremen Wert, wenn eine der 7, = 1 und die anderen
1, =0 werden. Es gilt also der Satz:
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Die Vektoren der erzwungenen Kriimmung in den Hauptrichtungen
haben eine extreme Ldnge.

In den Nullrichtungen sind sie nach (91) immer Null.

Die Gleichung (93) ist die Eulersche Gleichung fiir ¥V, in V,_,
in V,. Wir nennen die i, die Hauptkrimmungsrichtungen'), die R, die
Hauptkrimmungsradien der V,_, in V . Die i, bilden die Kongruenzen
der Kriimmungslinien.

Es gilt also, mit Riicksicht auf (86), der Satz:

Der Rang des zweiten Fundamentaltensors ist gleich der Anzahl der
nicht verschwindenden Hawptkrimmungsradien.

Hat *h ¢ gleiche Bestimmungszahlen, so werden die zugehérigen
Kriimmungslinien unbestimmt.

In gleicher Weise wie fiir V, in R, kann man aus (92) zu der
Dupinschen Indikatriz der V, _, gelangen. Diese ist eine V, _, zweiten
Grades in der beriihrenden R, _,. Die Hauptrichtungen der ¥, _, sind die
Hauptrichtungen der Indikatrix?).

Schreibt man die Gleichung (84) in der Form:

(94) TS 7S

R,
so folgt:

Die spezifische geoddtische Anderung des Einheitsvektors in der
Ruchtung der Normalen .bes der Bewegung in einer Hauptkrimmungs-
richtung liegt in dieser Hauptkriimmungsrichiung.

Fiir die V,_, in S, besagt diese Eigenschaft, daf die Normalen ent-
lang einer Kriimmungslinie eine abwickelbare V, bilden?).

Die Formel (94) ist gleichwertig mit dem Gleichungssystem von
Rodrigues fiir ¥V, _, in V_*).

Wenn in einem Punkt m =mn — 1 ist und alle R, gleich werden, so
ist, wenn R, = R gesetzt wird:

(95) *h— — &
wo *g’ der Fundamentaltensor der ¥V _, ist. Der betreffende Punkt heiflt

dann Umbslikalpunkt oder Nabelpunkt. V,__, in R_, deren reelle Punkte
alle Umbilikalpunkte sind, heiflen nach Vo8 Hypersphdren ®).

1) Kronecker, 1869, 4, 8.692 (V,_, in R,); Vo8B, (1880, 5, S. 150 (V,_,
in V,). Siehe auch Allé, 1876, 1, 8. 13 u. 88 (V,_, in R,); Killing, 1885, 2, S. 209
(Va-y in 8,); Cesaro, 1901, 2, 8. 285 (V, in V,), 8. 307 (V,_, in R,); Bianchi,
1899, 2, 8. 609 (V,_, in V,,). — ?) Z. B. Allé, 1876, 1, 8.13 (V,_, in R,). — ?) Vgl
S.144. — %) Siehe z. B. Bianchi, 1899, 2, 8. 102 (V, in R,). — % Vo8, 1880, 5,
S. 146, vgl. Rimini, 1904, 9, S. 14. Eine Erweiterung dieses Begriffes gibt Fubini,
1905, 2, indem er in V, die Hypersphiire definiert als den geometrischen Ort aller
Punkte gleicher geoditischer Entfernung von einem bestimmten Punkte. Vgl dazu
auch Darboux, 1889, 2, 8. 510. — Uber V,_, in V, mit lauter Nabelpunkten siehe
u. a. Abschn. IV, § 8.
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Zwei Richtungen i, und i, in einem Punkte P der V,_, sind kon-
jugiert, wenn sie der Gleichung geniigen:

(96) i,i,2"h=1i1i2"h=07%).
Hieraus folgt:

(97) (i,27i,)ti, =0
und

(98) (i,1Vi,)ti, =0,

Mithin steht eine Richtung in V,_, senkrecht zu der spezifischen geo-
datischen Anderung der Einheitsnormalen bei Bewegung in einer konju-
gierten Richtung. Zu jeder Richtung i, gehort somit eine konjugierte B, _,.

Diese B, _, ist der Schnitt der zwei (n — 1)-Vektoren ,_,iund i1V, _,1i,
wo _,i der Einheits-(n — 1)-Vektor der beriihrenden R, _, ist?). Denn da
(99) L dli, =0

ist, so ist

(100) LV, i)t 4+, (i, Vi) =0

und da nach (97)i,1 Vi, senkrecht zu i steht, so enthdlt , il (i, Vi,)
immer i und also auch i 'V, ,i immer i.
Die selbstkonjugierten Richtungen sind bestimmt durch die Gleichung:

(101) i,i,2"h=0
und bilden somit die Haupttangentenkurven erster Ordnung der V,_,.

Diese konjugierten, bzw. selbstkonjugierten Richtungen sind die konju-
gierten, bzw. selbstkonjugierten Richtungen der Dupinschen Indikatrix.

5. Geoditische Linien in ¥V, -1 in V,.

Sei ?g’ der Fundamentaltensor der V,_, und

g’ —a'a/,

(102) ! 2g.—a’a’+a”a" =a'a’ +ii,
a”"=a,i,,

so gilt die Gleichung:

(103) a’a” =a"a’'=0.

1) Ricei, 1892, 6, S. 88 (V, in R, im absoluten Differentialkalkiil); Moore, 1911,
4, (V, in R,). — ?) Weniger genau ist es, diese R,_, als das Schnittgebilde zweier
,aufeinander entlang i, ds folgenden® beriihrenden R,_, zu definieren.
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Ist V' der Differentialoperatorkern in der V,_,, so ist fiir ein beliebiges
Skalarfeld p nach Abschn. I (95):

(104) Vip=12g"tVp
und
(105) itVp=itVp.

Fiir Vektorfelder erzeugen i!¥ und i!V’ nicht dasselbe. Der Kriimmungs-
vektor u der Kongruenz i in bezug auf V_ oder der absolute Kriim-
mungsvektor) ist:

(106) itVi=il{V(a.ijja=i{V'(a’".i)}a
=il{V'(a’.ija’ +i{F(a.i)la,i,
=itVi+it(ri)ti,i,.

Der Vektor i1 V’i ist der relative Kriimmungsvektor u’ von i in bezug

auf ¥V _,:

(107) w=ilV'i.

Der Vektor

(108) {it(ri)ti,}i,=(u.i,)i,=u"

ist der Vektor der erzwungenen Kriimmung von i in bezug auf V,__,, denn

es gilt, mit Riicksicht auf (88), die Formel:

(109) Tw:u.in:u”.
Aus (106) folgt:

(110) u=u’'-+u",
in Worten:

Der absolute Kriimmungsvektor ist die Summe des relativen Kriim-
mungsvektors und des Vektors der erzwungenen Kriimmung in bezug
auf V,_,.

In diesem Satze ist auch der Meusniersche Satz von S. 78 enthalten.

Aus (110) folgt:

(111) u®=u'? - u"??),
Die Kriimmung «’ ist identisch mit der geoddtischen Krimmung®) einer
Kurve auf V,__,.

Eine geoditische Linie der V,_, ist nach Abschn. IT (47) bestimmt

durch die Gleichung:

(112) itr'i=o.
1) Siehe 8. 92. — %) Ricei, 1894, 12, S. 456 (V, in R, mit absolutem Differential-
2 3

kalkiil); Ricei, 1895, 5, 8. 286 (V,_, in B,). — %) Fiir V, in R, vgl. z. B. Bianchi,
1899, 2, 8. 146flg.; Darboux, 1889, 2, S. 855.
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Somit ist hier u’” Null. u” ist also der absolute Kriimmungsvektor einer
in V,_, geoddtischen Kurve, welche dieselbe Tangente hat wie die ge-
gebene (vgl. 8.92).

Der absolute Kriimmungsvektor einer geoddtischen Linie der V, _,
hat in jedem ihrer Punkie die Richtung der Normalen. Eine Kurve
der V,,_,, deren absoluter Krimmungsvektor in jedem tihrer Punkte die
Richtung der Normalen hat, ist eine geoddtische Linie®).

Ist u” Null, so ist die Kurve eine Haupttangentenkurve erster
Ordnung der V,_, (vgl. 8.79 und 94).

Es folgen aus (110) und (111) noch folgende Sitze:

Eine in V_, liegende geoddtische Linie der V, st auch geoddtische
Linie der V,, _,. Eine geoditische Linie der V, _, ist dann und nur dann
eine geoddtische Linie der V,,, wenn sie zugleich eine Haupttangentenkurve
erster Ordnung tst.

Die zweite Kriimmung oder Torsion einer in ¥, _, durch den in einem
Punkt gegebenen Einheitsvektor i = j, gegebenen Kurve wird bestimmt durch
die aus (14) folgende Formel:.

(118) W (73) s =,

2

Somit hat die in P beriihrende in V,_, geoditische Linie?) die Torsion:
. . . 1
(114) 11%([71")}]30::‘,;0:
wo j,, die Binormale dieser geoditischen Linie ist. ;1— heiBt die geoddtische
20

Torsion der Kurve i. Fir n=3 kann man fir _— einige einfache

20
Formeln ableiten. Hier ist j, ein zu i und i, senkrechter Einheitsvektor:

i (Vi) = — 1Pt (— 1),

Y20

(115)
also in Worten:
Zwei in einer V, in einer V, einander senkrecht schneidende Kurven
haben in ihrem Schnittpunkt gleiche und entgegengesetzte geoddtische
Torsion?®).
Wenn “h ausgedriickt wird in i — i, und j, =i,, so wird:

2 1. . 1. . 1..
(116) h:allll—F*ig;lllg—f—;;,—olgl?,

1) Bianchi, 1899, 2, 8.605 (V,_, in V,). Vgl. Hoppe, 1886, 2, S.282; Piron-
dini, 1890, 1, S. 231 (V, in R,); Ricci, 1894, 12, 8. 451 (¥, in R, mit absolutem
Differentialkalkiil). — 2) Und auch jede in P die geoditische Linie oskulierende Kurve.
— %) Fiir V, in B, ist dies der Bonnetsche Satz. Vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, 8.167;
Darboux, 1889, 2, S. 393.
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1
wo — und r— die erzwungenen Kriimmungen der Kurven i, und i, sind®).

Aus (116) folgt durch Anwendung des Operators i,.V:

Bpas s s s 1 1
(117) v h.111111~-(11.l7)71;—~m~1;
Diese Gleichung fiir ¥, in R, ist von Ricci abgeleitet?). Ricci nennt
den Ausdruck (F”h)3i,i,i, die sphdrische Krimmung') der Kurve i,.
Ihr identisches Verschwinden fiir alle Werte von i, also das identische

Verschwinden von gs'?_’V —°h, ist auch fiir V,, in ¥V  notwendig und
hinreichend dafiir, daB die V, in P einen Umbilikalpunkt besitzt.

Aus (114) folgt:

Bei einer in V. _, geoddtischen Haupthriimmungslinie ist die zweite
Krimmung Null. Eine in V, in V, geoddtische Linie, deren zweite
Krimmung Null ist, ist eine Hauptkrimmungslinie?).

Aus (116) folgt:

Die Krimmungslinien einer V, in einer V, sind dadurch charakte-
risiert, dafs ihre geoddtische Torsion verschwindet.

Sei ¢ der Winkel, den i,, also % — o der Winkel, den i, mit der

2

Kriimmungslinie vom Kriimmungsradius R, macht. Dann gibt (115) mit(116):

i____cosocsinrx cosasinav_—sinZa(LmL)L,’
(138> oo R, + R, - 2 R, R,
un
1 1 1 1 1
119 A:<___)(_~_—)4.
( ) 413 T10 B,/ \ry R, )

Mit Riicksicht auf (51) und (118) folgt fiir die geodétische Torsion
der Haupttangentenkurven, da hier

E

(120) tge = + \/'R—1

die Formel:

(121) = L+ VR B,
20

Aus den Gleichungen (115) und (116) folgen mehrere Verallgemeinerungen
auf V, in V, von der fiir die geodatische Torsion in R, bekannten Eigen-

schaften, z. B. — 1 _dy 1 %). Fiir die Verallgemeinerung auf V, in V_,

Tao ds 7y
vgl. 8.107.7)

Y Ricei, 1894, 12, S. 456 und 457 (V, in R,). — ?) Vgl. Bianchi, 1899, 2,
S. 167 (V, in R;). — ®) Zindler, 1902, 15, 8. 137 bemerkt fiir V, in R,, daB diese
Formel fiir die geodétische Torsion leistet, was die Eulersche Formel fiir die erste
Kriimmung leistet. — %) V. Kommerell, 1901, 4, 8. 117 (V, in R,). — %) Vgl. z. B,
Darboux, 1889, 2, 8.399 (V, in R,;). — ¢ Vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, S. 168;

1

Darboux, 1889, 2, S. 391; Cesaro, 1901, 2, 8. 194 (V, in R;). Fiir r—v:O entsteht
20

hieraus der Lancretsche Satz (8. 81). — ?) Uber V,,_, in R, vgl. noch Saurel, 1903, 11.
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6. V,. in V,, absolute, relative und erzwungene Kriimmung einer
Kongruenz.

Die Kongruenz i liege in einer ¥, in der V,. In die ¥V, legen wir n

zueinander orthogonale Kongruenzen i,,...,i,, so daB ¥V, gebildet wird

von Kurven i,,...,i,. Zur Unterscheidung stellen wir fest, dal die In-

dizes ¢, 7, k, ! die Werte 1, ..., n, die Indizes @, b, ¢, d die Werte 1, ..., m
und die Indizes e, f, g, » die Werte m 1, ..., n annehmen kdnnen. Ist:

r .
a _Zaala’
a
" __ .
a’=Dai,
e

und ?g’ der Fundamentaltensor der V,, so ist

(122)

rzg/: ara/’
(123) ! *g=12g’'{a"a",
a=a’+a”.
Fiir die Bestimmungszahlen von a gilt:
(1 fira=0>5
aaa'b:
i 0 , a=b
(124) 1, e=f
a,a, =
0 , e+f
a,a,=0,

und demnach:
125) a’a”=a"a"=0.
Ist V' der Differentialoperatorkern in der V,, so ist fiir ein be-
liebiges Skalarfeld p in V, :
(126) Vip="1g'1Vp,

und fiir ein beliebiges, ganz in der ¥V gelegenes, Vektorfeld v:
(127) P'v={F'(a"-v)}a’ = {F'(a-v)}a’ = g 1 (Fv) 1% = g2y,
Liegt v in V,,, so ist also V'v die in V, gelegene Komponente von

Vv'). Dasselbe gilt offenbar fiir jedes ganz in V,, gelegene Feld é"“’).

1) F. Jung hat diese Tatsache benutzt, um zum Begriff des geodétischen Diffe-
rentialquotienten zu gelangen. Vgl. 1918, 7. — ?) Es ist zu beachten, daB V'’ nicht
auf Felder angewandt werden darf, die nicht ganz in der V,, liegen. 2g’ ist nam-
lich wohl fiir V,,, nicht aber fiir V, ein nichtdegenerierter Tensor. ¥’ ist also nur
fiir V,, ein Differentialoperatorkern, der den fiir Kerne dieser Art geltenden formalen
Regeln geniigt.
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Der Kriimmungsvektor u der in V,, gelegenen Kongruenz i in bezug

auf ¥, oder der absolute Kriimmungsvektor 1aBt sich nun in folgender
Weise zerlegen:

(128) u=iVi=it{F(a.ila=i{V'(a’.i)}a
=itV (a’.i)}a’ +i1{V'(a’.i)}a”
=itpV'iLit(Fa’)tia” +it(F'i)ta’a”
=itp'i4iiz(V a")a”,

i1P’i ist der relative Kriimmungsvektor u’ von i in bezug auf ¥V, 1)

Schreibt man nun mit Riicksicht auf (127)

3

(129) H:(V'a’)a"zé’?(Va’)a" 2)3)’

in Koordinaten:

(129a) Hopo=V'vap)a, = g'ep* a.:1a,.
So folgt aus (128) und (129):

(130) u:u’+ii?ﬁ.

3
u” =ii?H ist senkrecht zur V,_, da a” nur i, ,,...,1i

., enthilt, und
3

heilt der Veklor der erzwungenen Krimmung in bezug auf ¥, *). H heifit

der Kriimmungsaffinor der V, in bezug auf V,?). Es gilt also der Satz:
Der absolute Kriimmungsvektor einer Kurve in der V, in V, ist die

Summe des relativen Kriimmungsvektors und des Vektors der erzwungenen

Kriimmung in bezug auf V.

Aus (130) folgt:
(131) w?=u"?+u"’.

u’ wird Null fiir eine in V, geoditische Kurve, u” ist also der absolute
Kriimmungsvektor einer in V,, geoditischen Kurve, welche dieselbe Tangente
hat wie die gegebene. Somit gilt:

3 Ricei, 1902, 12, S. 360 nennt diesen Vektor ,curvatura normale relativa a V,“.

— 3 Ial korrespondiert mit dem Ausdruck £2,; bei Voss, 1880, 5, 8. 135, mit ba|rs
und ,,, bei Ricci, 1903, 9, S.414 und mit k") bei Kithne, 1904, 7, 8.255. — ?) Da

(Va'ya" = {V(a’. b)) ba” =(Fa')1b'ba”+ (Fb')la’ba’ =(Va’)1 b’ ba”
ist, besteht auch die Formel
ﬁ:zg’}(Va’)a”.
mit g’ statt é'.
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Der absolute Kriimmungsvektor einer in V,, geoddtischen Linte steht
in jedem Punkte senkrecht zur V_1).

Wird u” Null in jedem Punkte der Kurve, so nennen wir die Kurve
eine Haupttangentenkurve erster Ordnung der V. Eine in V, geodétische
Linie ist also dann und nur dann in V,_ geoditisch, wenn sie zugleich
Haupttangentenkurve erster Ordnung ist.

Da die absolute Kriimmung einer Kurve i in ¥, nur von u” und
von der Richtung der ersten Normalen abhéngt, folgt der Satz:

Die drei Kriimmungsvektoren aller Kurven der V., die in einem
Punkte P dieselbe Tangente und dieselbe erste Normale in V,, haben, sind
einander gleich. Haben zwei Kurven der V, in P dieselbe Tangente,
und enthdlt die in V, oskulierende R, der ersten eine Normale auf V,,
wdhrend die in V, oskulierende R, der zweiten mit dieser Normalen einen
Winkel vy, bildet, so verhalten sich die absoluten ersten Kriimmungen
wie cos p, :1%?).

Dies ist der fir ¥V, in ¥V, in V, erweiterte Satz von Meusnier.

Da nach Abschn. IT (36):

(132) (Fa)a=20,

so 1st auch

(133) (Fa)a” =0
3

und man kann fiir H auch folgenden Ausdruck bilden:
4

3 4 4
(1384) H=g'?(Va')a"= —g'?(Fa")a" = —g'2FVa”a’".
Da aber

(135) Va"a”" =V3g —V?g' = — Vg,
so folgt:
3 4 4 3
(136) H=g2rg'=g'?24,
wo
3
(137) G="r3g.

Aus (133) folgt:

(138) |[H=—Ngerii—— Yeg2ri)i,=—"hi, |,

e [4

wo

4 . 2
(139) g'2rVi,= h,.

e

1 Killing, 1885, 2, S. 168 (V,, in S,); Boggio, 1919, 2, 8. 59 (V,, in V,). —
®) Kommerell, 1897, 7, S. 17; 1905, 4, S. 552 (V, in R,).
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In Koordinaten lautet die Gleichung (138):
(138a) Hypo— -ka/,zw.

Eine Haupitangentenrichtung erster Ordnung der V,, geniigt der Gleichung:

(140) ii? ﬁ =0,

oder nach (137):

(141) iizrzg’ =0.

Dies ist nach (138) gleichbedeutend mit den n — m Gleichungen:
(142) iizri,=0?).

Da i, senkrecht zu V,, ist, so ist Vi, nach Abschn. II 8. 55 symmetrisch

3
in i i,, und H ist nach (138) also in den beiden ersten Faktoren symme-
trisch. Liegt ein Vektorfeld v in der V,,, so ist infolge dieser Symmetrie
nach (126):

(143) V'iv={r'(v.a")}a’'={V'(v.a)ja—{V'(v.a')}a
—2g'1py—(Va)lva”
:“g'%Vv—v%fI.

Man vergleiche diese Formel mit (127).
Ist v beliebig, so ist:

(144) V'(Cg'tv)={V'(v.a')}a’ —{V (v.a }a —{V(v.a")}a’
kg’sz ’“V{v a”)}a
zé’?Vvﬁé’?(Va”)%va
:é’?7v+é’?(7a’)a”%v
g2y HIvY).

Da ;I in beiden ersten Faktoren symmetrisch ist, folgt aus (144):

4
(145) V' ~(g'tv)=g'*V ~v,
in Worten:

1) Voss, 1880, 5, S.151. — ?) Man muB darauf achten, V' nur auf GréBen
innerhalb V,, anzuwenden, vgl. die FuBnote S. 91. Anwendung von V'’ auf GroBen
auBerhalb V, wiirde z. B. beim Gebrauch der formalen Regeln zu folgendem Fehl-
schiuB fiihren konnen:

H=(7"a"a”=—("a”)tb a’b’ =—{F'(a”.¢')} ¢'*b a’b’ =0,
da a”.¢’=0.
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Die V,-Komponente des V -Wirbels eines beliebigen Vektorfeldes
st der V. -Wirbel der V- Komponente des Feldes.
Fiir den Fall m —n — 1 wird nach (138):

n

3 4
(146) H=—-¢g?(Vi,)i,= —*hi
und fiir den Fall m = 1:

3
(147)  H=—D'ii,i,i,2(Vi,)i,= i i, (i, u,)i, =i, i, u,,

wo u, =i, 'Vi,.

7. Die Hauptrichtungen einer V,, in ¥, .

Ist g’ der Wert des ersten Fundamentaltensors der ¥, in P, so ist
der Wert in einem benachbarten Punkte Q:

(148) g4 A%g =g  +-ds(i.V)2g' + 5ds*(i.V)" 2’ + ....

Die Summe der Quadrate der Sinus der maximalen Winkel der R, in P
und @ ist also (vgl. (187) und Abschn. I (110)):

(149) qupﬂ:m_Zﬂg'?{ﬁg'+ds(i.V)2g'+%ds2(i.vf‘~'g'+...}
— —ds?g'2(i.V)2g — 5ds® g’ 2(i. V) g’ —
- -éds(i.V)m»i—ds‘*’(i.V)gm+%ds’“’{(i.V)‘zg’}?(i.V)‘lg’~...
—Lds*(i16)2(i16) — ...

Setzt man

(150) 6=6,6,6,~'6,’6,'6,; “H—Lg'?{6,6,6,2'6,',G,},

so ist die Summe der Quadrate dividiert durch ds®:

2 .
(151) (%) —1ii26,'6,(6,6,2'6,'6,) —ii?*H.
2 . . . do\? ...

Hat der Tensor “H eine bestimmte Hauptmchtung, so hat 2(35) fiir
diese Richtung einen extremen Wert. Wir haben also den Satz erhalten:
In jedem Punkte einer V, in V, existieren m zueinander senk-
rechte bestimmie oder zum Teil unbestimmte Hauptrichtungen, die den

extremen Werten von 2 (%) entsprechen®).

Y) Auf die Existenz dieser Hauptrichtungen fiir V} in R, hat Jordan zuerst
hingewiesen, 1874,4. Vgl. Lipschitz, 1876, 3.
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In den Nullrichtungen von °H ist die Summe der Quadrate der
Winkel von der Ordnung ds?.

3
Fir V,_, in V, wird @& gleich:

3

(152) G=rig — —Vii,

so daB der Tensor H der Hauptrichtungen, wenn *g —aa—=Dhb =ece
=dd ist, iibergeht in:

(153) *H — '2G ‘G, (6,6,2 6, Gy)
g 2[(6,6,6,2be)('6, "G, G, 2 be)]
4

- 2 g2 [{(Vi )i, +(Vi)taia}2be] [{(7i,)i, + (Vi) di,d}2he)

:g’?{(Vi”)%(aVin) 'a} —"ht’h.

p—nwj

"H hat also dieselben Hauptrichtungen wie “h und diese sind somit
identisch mit den Hauptkriimmungsrichtungen. Der Rang beider Ten-
soren ist also derselbe. Es ist zu beachten, daf die Nullrichtungen beider
Tensoren verschieden sind.

‘8. Der Hauptsatz des Kriimmungsaffinors.
(Bedingung fiir eine geodiitische Mannigfaltigkeit.)

Wir nennen eine V, geoddtisch, wenn jede in V, geodatische Linie
auch geoditisch in V_ 1st 1)%). Hs gilt nun der Satz:

Eine V,, ist dann und nur dann in der V geoddtisch, wenn der

K 3
Krimmungsaffinor H in jedem threr Punkie wverschwindet®).
In der Tat, ist Jede in V,, geoditische Kurve auch in V¥, geodatlsch

so verschwindet ii? H in jedem Punkte und fiir jede Richtung. Da H in
den beiden ersten Faktoren symmetrisch ist, so ist dies nach Abschn. I
3

(47) dann und nur dann méglich, wenn H verschwindet. Umgekehrt, ver-

3
schwindet H in jedem Punkte, so ist die erzwungene Kriimmung jeder in
V, enthaltenen Kurve Null, und V,, ist also geodatisch.

1) Vgl. fiir die Bedingungen, welchen solche Mannigfaltigkeiten geniigen miissen,
S. 154. — % Rimini, 1904, 9, S. 29 spricht in diesem Falle von ,total geoddtisch.
Demgegeniiber sei bemerkt, da man auch nicht von einer ,total geodatischen Linje“
redet. — %) Ricci, 1903, 9, 8. 414 (V, in V,).
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Ist ISI in einem einzigen Punkte P der V,, Null, so nennen wir ¥,
in diesem Punkte geoddtisch®). Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn V, ge-
bildet wird aus geoditischen Linien der V,, die alle durch P gehen.

Infolge (188) und (139) kann die Bedingung auch geschrieben werden:

(154) *h, — 0.
oder in Koordinaten:
(154a) hooy =0 oder h.,z=0.

Diese Form tritt bei Riccl auf?).

Weil jede in V, geoditische Verbindungslinie zweier Punkte, welche
beide sowohl in einer geoditischen ¥, als in einer geoditischen ¥, liegen,
ganz in ¥V, und in ¥V liegt, so folgt der von Rimini®) herriihrende Satz:

Zwei geoddtische Mannigfaltigheiten schneiden sich in einer geo-
ddtischen Mannigfaltigkedt.

Fiir m =n — 1 ergibt sich der Satz:

Bine V,_, in V, ist dann und nur dann geoddtisch, wenn thr
zweiter Fundamentaltensor in jedem Punkte verschwindet®).

9. Der Hauptsatz des mittleren Kriimmungsvektors.

(Bedingung fiir eine Minimalmannigfaltigkeit.)
Schreiben wir

(155) p—legrH_- 2'1

m

in Koordinaten:
(155a) D, =~ g/*# Hug,,

= m
so folgt, daB D der vektorische Mittelwert ist der Vektoren der er-
zwungenen Kriimmung zu m beliebigen gegenseitig senkrechten Richtungen
in der V,, also auch der vektorische Mittelwert fiir alle Richtungen
der V, iiberhaupt?). D heillt der miaitilere Krimmungsvektor der V.
Fir ¥, _, in V, ist nach (144 und 86):

(156) n__ljR,

wo R, die Hauptkriimmungsradien sind.
Fiir V, in V, ist nach (147):
157) D=ii?iilu=u=1i!Vi

Y Schur, 1886, 7, S. 546 und Bianchi, 1899, 2, S. 572 nennen eine V, in ¥V,
schon in diesem Falle geodatisch. — %) In der Form ba/,,s =0 und ®,:=0, 1903, 9,
S. 414. — %) Rimini, 1904, 9, S. 30 u. 33. — %) Lipschitz, 1874, 5; 1876, 4 (V, in
V.); Killing, 1885, 2, 8. 245 (V,, In 8,); Levi, 1908, 4, S. 69 (V, in R,).

Struik, Differentialgeometrie. 7
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Wir nennen nun eine V,, in ¥, eine Minimalfaltigkeit, wenn die Variation
des Inhaltes jedes durch eine geschlossene V, _, begrenzten Teiles bei
Festhaltung der Begrenzung verschwindet. Es gilt dann der schon von
Lipschitz bewiesene Satz:

EineV, inV,_ ist dann und nur dann eine Minimalmannigfaltigkest,
wenn der mittlere Kriimmungsvektor D in jedem threr Punkte verschwindet®).

Zum Beweise grenzen wir einen Teil der ¥, ab durch eine V,_,
und geben allen innerhalb der ¥, _, gelegenen Punkten eine Verriickung 6x’,
die vom Orte abhingig ist und auf der V,_, Null wird?).

Die Anderung, welche die ds®* der ¥V, dadurch erleidet, ist nach
Abschn. IT § 3B) und (144 ):

(158) 0ds® =06(dx’.dx’)=26dx’.dx’
=2d6x’.dx’ =2dx’.(dx’1 Vx’)
= 2dx’dx’ 2V 6x’ = 2dx’°dx’2 V' (%g'1 6%’)
3
—2dx’dx’2H16x.

Was die MaBbestimmung in V, angeht, kann man also auch sagen, daB
sich der kovariante Fundamentaltensor geindert hat um eine GréBe:

3
(159) 5%g" =2 (V' — (*g’t ox’) — H 1 x7).

Wir untersuchen jetzt die Anderung des Inhaltes des abgegrenzten Teiles
der V, infolge der Anderung der MafBbestimmung.
Das Volumelement der V,, ist:

(160) dr=dzadzs ... dzwVy,

wo g’ die Determinante von g’ ist. Die Variation ist also, da die Ur-
variablen dx’ bei Anderung des Fundamentaltensors ungeéindert bleiben:

(161) ddr=dzn...dxm Vg’
Nun ist
(162) 6g’:_g’i}gI?(Ssgn:glzgn?égg;s)

Y} Lipschitz, 1874, 5, 8. 81 (V,, in V,). Siehe weiter Killing, 1885, 2,
8. 246 (V,, in S,); Bianchi, 1887, 1 (V, in 8,); Padova, 1888, 5 (V, in V,);
Kithne, 1904, 7, S. 260 (V,, in R,); K. Kommerell, 1905, 4, S. 586 (V, in R,);
Levi, 1908, 4, 8.91 (V, in R,); Eisenhart, 1910, 5; 1912, 4 (V, in R,). — 2) Da wir
in diesem Paragraphen eine Anderung des Fundamentaltensors zulassen, ist es nétig,
zwischen kovarianten und kontravarianten GréBen einen Unterschied zu machen. —
?) In Koordinaten lautet diese Gleichung:

09'=—g'g),89'rr=g"g'uvdy,,,

vgl. z. B. Einstein, 1916, 5, 8. 34. — ® Schouten, 1918, 10, S. 60.
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und demzufolge
(163) ddr = — %—dx“l...dx“’"g’_%g’?g”?a‘-’g'
— — Lgrergdr.

Substituiert man in dieser Gleichung den Wert von 62g’ aus (159), so
ergibt sich .
3
(164) ddv=—2g"2{F' — (?g'16x’) — H16x}dr
3
= — g2 P’ (%g’ 1 §x’) — H16x}dr
3
= —p'1(2g" 121 8x’)dr + g2 H ! ix dr.
Bei der Integration iiber v 148t sich nun der erste Term rechts mit Hilfe
der in jeder beliebigen Mannigfaltigkeit giiltigen Erweiterung des Gauf-
schen Satzes in ein Integral des Vektors 2g’”12g’1§x’ iiber die be-
grenzende V,  _, umformen. In dieser ¥ _, ist aber dx’ nach Voraus-
setzung Null, so daf dieses Integral verschwindet. Es ergibt sich demnach
fiir die Variation von 7:

3
(165) dr=[oddv— —[2g”?H16xdr— —m [D 1% dz.

Damit diese Variation fiir jede beliebige Wahl der Begrenzung ver-
schwindet, ist notwendig und hinreichend, dal D in jedem Punkte der V,,
verschwindet.

Aus den Erdrterungen des vorigen Paragraphen folgt, dal eine geo-
datische Mannigfaltigkeit immer eine Minimalmannigfaltigkeit ist*).

10. Die Beziehungen zwischen der Klasse einer ¥, und dem
Freiheitsgrad des mitbewegten Bezugssystems.
Wenn in einer V_ ein Bezugssystem von einem Punkte P aus ent-
lang einer geschlossenen Kurve geodétisch bewegt wird, so wird es nach

Riickkehr in P im allgemeinen gedreht sein. Im allgemeinsten Falle
zn=1)

konnen in dieser Weise co 2  verschiedene Lagen des Bezugssystems er-
halten werden. Ist diese Zahl fiir einen Punkt und somit fiir jeden nicht
singuldren Punkt der V oo¥, so nennen wir N den Freiheitsgrad des
geodatisch bewegten Bezugssystems. Hs ist also ¥ < 3n(n—1).

Es sei jetzt moglich, die ¥V, in einer B, , (k¥ > 0) einzubetten. Wenn
es nicht moglich ist, die V,_ in einer B, ., _, einzubetten, heilt % nach
Ricei die Klasse?) des ersten Fundamentaltensors der V. Es gilt nun
der von Schouten herrithrende Satz?):

1) Vgl. noch Guichard 1896, 5; Eiesland, 1910, 4. — ?) Riceci, 1884,1,8.137. —
3) Schouten, 1918, 11, S. 17.

7*
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Die Klasse des ersten Fundamentaltensors st hichstens gleich dem
Freiheitsgrad des geoddtisch bewegten Bezugssystems.

Zum Beweise bemerken wir, daB, sobald der Freiheitsgrad N < %n(n«l),
bestimmte Gebiete in P invariant bleiben miissen. Sei M, solch ein k-
dimensionales Gebilde, das in einer B, und nicht in einer B _, liegt. Es
ist dann immer moglich, p linear unabhingige Vektoren v,, u=1,...,p
in die M, zu legen, welche nach einer geoditischen Bewegung lings einer
geschlossenen Kurve in die Vektoren v;, in der M, iibergehen. Der Vek-
tor v= Y«,V, geht bei dieser Bewegung iiber in v/ = Y e, v, und liegt

u U

somit wieder in der E,. Die Richtungen der R, gehen somit iiber in
die Richtungen derselben B . Die R, bleibt also invariant und selbst-
verstdandlich auch die zu Rp in V_ vollkommen senkrechte R, p
Wir diirfen daher voraussetzen, daf} die invarianten Gebiete in P gegen-
seitig senkrechte Rpu’ v=1, ..., r sind, wo Yp =mn. Die Zahl der
v

Moglichkeiten ist gleich der Zahl der mdglichen Zerlegungen von n als
Summe von ganzen positiven Zahlen. Dann ist der Freiheitsgrad des Be-
zZugssystems
1_‘1 3 2“‘1 N r r—1
2&_2,‘.,,"@ P_M?g_,g 4oL D)

2

In die r invarianten R, legen wir die r EinheitsgroBen ,i. Durch
geodiitische Bewegung konnen diese , i in eindeutiger Weise nach jedem
Punkte der V, iibergefiihrt werden. In der ¥, entstehen dadurch r
Felder , i, die den Gleichungen

166) V,i=0

geniigen.
Diese Felder sind somit nach Abschn. IT (90) V -bildend, Ebenso
gilt fiir die zu , i senkrechten Felder ,_, i:

(167) V ey =0,

so daf diese Felder V,_, -bildend sind?).
Wir betrachten jetzt eins der Felder ,i und lassen einfachheitshalber
den Index v fort. Ist dann

(168) =i
so folgt aus (166) die Gleichung:
(169) itVi i, =0,

1) Gleichung (167) fiigt keine neue Bedingung hinzu, da sie mit (166) Hdqui-
valent ist.



Die Beziehungen zwischen ciner ¥V, und dem Freiheitsgrad des Bezugssystems. 101
oder
j=1,...,n
(170) 1(Vig)ti, =0, r=1,...,p
u=p-4+1,...,n
welche mit {166) dquivalent ist. Aus (170) folgt fiir j = a:
(171) i!(Vig)ti, =0,
und die ¥, sind also geoditisch. Aus (167) folgt in #hnlicher Weise,

daB auch die Vn_p senkrecht zu Vp geoditisch sind. Eine kleine Rech-
nung zeigt, daB (170), also (166), auch dquivalent ist mit den Gleichungen:

(172) (Va')a” =0,
oder
(173) (Fa”)a'=0.

Man vergleiche dazu (129).

Die geometrische Bedeutung der Gleichung (166) — oder (172) —
ist also gegeben durch den Satz:

Die con=? durch i bestimmten V, und die oc? zu diesen V, voll-
kommen senkrechten V,_, sind geoddtisch.

Im Anschluff an die 8. 51 gegebene Definition nennen wir die V,,
welche zu einem System von co? geoditischen V, _  normal sind, geoddtisch
parallel, kurz parallel. Die beiden Systeme des obigen Satzes enthalten
somit lauter parallele Gebilde.

Wir wéhlen jetzt in dhnlicher Weise wie in Abschn. II, § 6 die Para-

meter-V, _, der Urvariablenz¢, ¢ =a,, ..., a, bzw.2¢,0=a,,,,..., a,
derart, daf sie die Veps bzw. die ¥V, enthalten. Dann liegen die e; in
V,, die ¢ in V,_, und

(174) 6. € = gap = 0.

(166) kann nun auch geschrieben werden:
(175) V?i-:VAe;l.’:e,;p:(V}.)e,;, e

Ill,..,(lp =
+ Z{V(e:-a)}(e ...,  a€ .. .e),
a

wo A ein Koeffizient ist. Bei vollsténdiger Uberschiebung mit e, .

€, 1©€, ;- ©,©,06=p-1,...,n, ergeben alle Glieder aufler dem
(a4 1)-ten Null und es entsteht:

(176) e {F(a-e)}(a-e)=0,

oder:

(177) e;l(Vel)e,=aza, =0.
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Aus dieser Gleichung folgt:

og a
(178) 6—57:0. 00 =0, 15 0s @,
In gleicher Weise folgt aus (167):

0gap __ _
(179) 5;()——0, ,f=ay,...,a,.

Die Form ds* 148t sich somit schreiben:
(180) ds® = g.pdx*daf + g,,dx2dx’,
wo die g,z nur von z4,..., 2% und die g,, nur von a1, .., 2% ab-
héngen.
Da nun die V, r Systeme von zueinander senkrechten geoditischen

und parallelen Mannigfaltigkeiten enthdlt, so laBt sich die ds? also
schreiben:

(181) ds* =g, , dwdahi+...+g, , de™da™+ ... +g, , de*da,
Ay By =G5 vy Opy; Qg By = Opyi1s o Opripys - o
wo die g , nur abhiingen von den p, Urvariablen x“. Da nach Schlifli
v

. . . a By . .
eine Differentialform ds®=g¢_ g dz da’ sich immer als Summe von
vhe

hochstens p, p_,,(_p;;Q quadratischen Differentialen schreiben 1a8t, so 148t

sich ds? schreiben als Summe von

; ,—1 (o, —1
po+...+ 0. Z’Zl_(l’,z >~{-....+p——-—(p2 )

LAY T 1 1 (pr—1

Differentialen. Die Zahl k ist somit in diesem Fall:

(182) b— i’_ﬁ_(%:ﬂ I M%:})

und also gleich dem Freiheitsgrad des geoditisch bewegten Bezugssystems.*)
Der Freiheitsgrad gibt nur ein Maximum der Klassenzahl. So ist

tir eine in R, eingebettete Hypersphire S, die Zahl k = 1, der Freiheits-

grad des geoditisch bewegten Bezugssystems ist aber %—2— =3, weil es in
einer S, keine Systeme von zugleich geoditischen und parallelen Mannig-
faltigkeiten gibt.

Aus der Gleichung (180) ergibt sich noch der Satz®):

Wenn eine V, zwei gegenseitig senkrechie Systeme von co™~? bzw. co?
geodditischen und parallelen V, und V,, _  enthilt, wird eine Figur in einer V,

durch die V,_, auf alle anderen V, kongruent projiziert®).

1) Vgl. auch Rimini, 1904, 9, S.40 (V, in B). — ) Schouten, 1918, 11, 8. 21.
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Legt man in eine der V, eine geoddtische Linie i,, so wird diese
nach obigem Satze durch die zur V, senkrechten V,_, auf die andren V,
wieder als eine geodétische Linie i, projiziert. Legt man in der dadurch
entstandenen V, _ ., n — p gegenseitig senkrechte Kongruenzeni,,...,i,_ .,
in der projizierenden V,_ . so bilden sie mit der Kongruenz i, ein
(n — p -+ 1)-faches Orthogonalnetz. Sodann gilt fiir jede zur V,,_ ., senk-
rechte Kongruenz i, in der ¥, die Gleichung
(181) Vi, i,i, =0, z,y=1,...,n—p-1
weil die ¥V, _ und die Kongruenz i, geodétisch sind und die Kongruenz i,
V,_ps+i-normal ist*). Die V,_ ., ist also geodatisch.

Ist eine beliebige geoditische Linie der V,_ gegeben, so liegt sie
immer in einer solchen geoditischen V,_ . ,. Denn man kann immer
eine soleche ¥, _ ., finden, mit welcher diese geoditische Linie ein Linien-
element gemeinschaftlich hat, sodann aber liegt sie ganz in dieser V, _ .
Es folgt daraus der Satz?):

Emihilt eine V, ein System wvon con~? geoddtischen V, und dazu
senkrecht ein System won oo? geoddtischen Va—ps und wird eine geo-
ddtische Linte der V, mittels dieser V,_, baw. V,, auf die V, bzw. V, _,
projuziert, so sind die Projektionen wieder geoddtische Linien.

Die gegebene geoditische Linie der V, schneidet die projizierenden ¥, _,
alle unter demselben Winkel.

il. Das Kriimmungsgebiet und das Kriimmungsgebilde einer
Ve in V,.

Es sei die Lage von i in einem Punkte P der V,, in bezug auf die m be-

liebigen gegenseitig orthogonalen Kongruenzen i, festgelegt durch die Gleichung:
(182) i:zwiacosaa.

Wird dann i in V,, geodatisch verlingert, so ist:
3

3
(183) u=u"=ii2H=_ cose,cosq,i,i,? H.
ab
Die ™m+1)
2

wohl m’ < Vﬁ—(%il—) als m’<nm —m. Diese R, bestimmt mit der V
zusammen eine R, ?), das Krimmungsgebiet der V, in P. In diesem
Kriimmungsgebiet spielt sich alles ab, was sich auf Kriimmungen erster
Ordnung in -V, in P bezieht. Es gilt also der Satz (vgl. S. 89):

Y) Rimini, 1904, 9, S. 40 (p=2, n=3). — °) Schouten, 1918, 11, S. 23, —
% Del Pezzo, 1886, 3 (V,,in R,); Levi, 1908, 4, S.60 (V,in B,). Artom, 1912, 1 (V,in R).

3
Vektoren i,i,? H bestimmen eine R, und es ist so-
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Der absolute "Kriimmungsvektor einer geoddtischen Linie einer V,
liegt in jedem Punkte in einer R, senkrecht zur V,,. Eine Kurve, deren
absoluter Kriimmungsvekior tn jedem threr Punkte in dieser R liegt,
1st eine geoddtische Linze.

m (m-+1)
—g -

Nehmen wir zunédchst an, es sei m' = Sodann liegt der

Endpunkt von u” in einer R, —, durch den Endpunkt des Radiusvektors D.
Der Endpunkt beschreibt eine ¥V, _,, das Krimmungsgebilde, welches
durch die m’ Gleichungen

(184) (4 :Zcos «, cos e, H

a,b

abv?
mit den m Parametern cos«, und der Beziehung
(185) Zcos"’aa =1

a

charakterisiert ist. Der Punkt vom Radiusvektor D ist der Schwerpunkt
des Kriimmungsgebildes!). Eine beliebige R, -_, ., in der R, senkrecht
zur V, ist durch m — 1 lineare Gleichungen zwischen den wu, gegeben.
Fiigt man diese Gleichungen zu (184), so ergeben sich m Gleichungen
zweiten Grades fiir die cos, der Schnittpunkte. Da zu jeder positiven
Whurzel eine gleich groBe negative gehort, und diese beiden Wurzeln zum
niamlichen Punkte der V, _, gehdren, so ergeben sich 2™7' Schnittpunkte,
und das Kriimmungsgebilde ist also vom Grade 2™7%.
Wir haben also den Satz erhalten:

Hat die Dimensionenzahl m + m’ des Kriimmungsgebietes den mazi-
m(m+1)
2
mantel in der R, senkrecht zur V, vm Krimmungsgebiet, und sein

Endpunkt beschreibt eine V,,_1 2™ Y ten Grades, die in einer Rn_y in
der R, liegt und deren Schwerpunkt den Radiusvektor D hat.

Zwischen den co™~1 Richtungen in der ¥V, in P und den co™-1 Punkten
des Kriimmungsgebildes besteht eine ein-eindeutige Zuordnung. Die Rich-
tungen der V,, die den extremen Langen von u” entsprechen, sind die
Hauptkrimmungsrichtungen der V,,%). Im allgemeinen geht das Kriimmungs-
gebilde nicht durch P und es gibt also keine Haupttangentenrichtungen
erster Ordnung.

malen Wert m - , 80 bildet u” etnen m-dimensionalen Kegel-

Ist m' < ﬂﬂzi—l-)— (Was stets der Fall ist, wenn m-—("%il—) > n——m),
aber m' > m, so bleibt der fiir m’zm—(%—tll abgeleitete Satz giiltig

mit der einzigen Ausnahme, daf die ¥, im allgemeinen nicht mehr in

1) Levi, 1908, 4, 8. 60 (V, in R,). — ? Nicht zu verwechseln mit den Haupt-
richtungen des Tensors *H von § 7.
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einer R, _; in R, liegt; und es besteht im allgemeinen auch noch eine
ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Richtungen der ¥, und den Punkten
des Kriimmungsgebildes. Dieses Gebilde enthilt jetzt aber Punkte, die
mehreren Richtungen der ¥V, zugleich entsprechen. Es gibt im allgemeinen
noch keine Haupttangentenrichtungen erster Ordnung.

Wird m’ = m — 1, so degeneriert das Kriimmungsgebilde zur R, senk-
recht zu ¥, im Kriimmungsgebiet. Jedem Punkte dieser R,  entsprechen

"~
e

Fig. 3.
Verschiedene Kriimmungsgebilde fiir ¥, in V.
2™~! Richtungen der V... Es gibt also auch 2™ * Haupttangentenrichtungen
erster Ordnung.

Wird m’ << m — 1, so degeneriert das Kriimmungsgebilde zur B,,+ senk-
recht zu ¥, im Kriimmungsgebiet. Jedem Punkte dieser R, entsprechen
nun aber com—1-m" Richtungen der ¥, und es gibt com~1-»" Haupttangenten-
richtungen erster Ordnung.

Es sind in der Literatur noch verschiedene andere Gebilde zur Cha-
rakterisierung der Kriimmung verwendet worden. Statt des Kriimmungs-
gebildes G kann man den Ort des Kriimmungsmittelpunktes ¢’ nehmen,
der aus G durch Inversion in bezug auf P erhalten wird. Fiir m = 2,

» = B, nennt Kommerell?) die Kurve K in der R, | V,, deren FuB-

1) Kommerell, 1897, 7, S. 22; 1905, 4, S. 554.
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punktkurve G ist, ihre ,,Charakteristik*. Durch Inversion von K in bezug
auf P entsteht eine vierte Kurve K, die wieder FuBpunktkurve von @ ist.
Kiihne?!) nimmt fiir ¥,, in R, den Ort der Schnittgebilde der R, _,, | V,,
in P mit den benachbarten B, _, und nennt diesen Ort die ,Kriimmungs-
spur“. Eine beliebige Normale auf V, schneidet die Kriimmungsspur in
m Punkten, die den m extremen Werten der Projektion von u” auf diese
Normale entsprechen. Fiir ¥, in R, ist die Kriimmungsspur identisch mit

der Kurve K' (Fig. 3)?).

12. Der Umbilikalvektor. Besondere Punkte und Richtungen.
Wi{%tl~)~, so geht die R, _y, welche das Kriimmungsgebilde
3 3
enthilt, und die durch die m’ — 1 Vektoren i i,% H, (i,i, —i,i,)*H,a b
bestimmt wird, im allgemeinen nicht durch P. Der Vektor U, der sich
von P bis zu dieser R, _, und senkrecht zu ihr erstreckt, heillt der
Umbilikalvektor der V. Ist D senkrecht zu R, _q, so ist U=D. Fir U
gelten, weil die Projektion aller erzwungenen Kriimmungsvektoren auf U
konstant = U ist, die Gleichungen:

Ist m'=

(186) i,1V1i,'U = Konstante,
oder
(187) i,i,? VU = Konstante,

fiir beliebige a.

Mithin ist der Teil von VU, der innerhalb V, liegt, bis auf einen
Faktor gleich 2g’.

Fiir eine Minimalmannigfaltigkeit ist U= 0. Die Umkehrung dieses Satzes
gilt nicht; auch fiir m’ < m wird U = 0. Ein besonderer Fall tritt ein,

3
wenn das Kriimmungsgebilde sich in einen Punkt zusammenzieht. H hat
dann die Form

(188) H:‘-’g’])‘

Ein Punkt, wo dies zutrifit, heiBt ein Umbilikalpunkt oder Nabelpunlkt
der V¥, . Das Kriimmungsgebiet hat in einem solchen Punkt m -} 1 Dimen-
sionen. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht. Punkte, wo das Kriim-
mungsgebiet m + 1 Dimensionen hat, heilen azial. In einem axialen
Punkte haben die Vektoren der erzwungenen Kriimmung aller hindurch-
gehenden Kurven also dieselbe Richtung senkrecht zur V.

1) Kiihne, 1904, 7. — ®) Vgl, Levi, 1908, 4, S. 68, FuBnote.
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Punkte, wo das Kriimmungsgebiet m - 2 Dimensionen hat, heifen
planar. In einem planaren Punkte liegen die Vektoren der erzwungenen
Kriimmung aller hindurchgehenden Kurven also in einer R, senkrecht zur ¥, ).

Wir betrachten jetzt eine beliebige ¥, und legen die Vektoren i,
w=m 1, ..., m -+ m', zueinander senkrecht im Kriimmungsgebiet und
1V, Sind ip und ig zwei Kongruenzen der ¥, , so ist mit Riicksicht
auf (41) der absolute Kriimmungsvekior wvon i, in bezug auf i, (vgl. 8.77):

(189) w,, =1 Vi,

und der relative Krimmungsvekior von i, in bezug auf iq\:
(190) Uy, =i, Vi,

Nun ist nach (143):

(191) U,, =Wy, +i,i fi

Schreibt man also )

(192) W, —ii, 2 M =i i = up,,
so ist:

(193) U, =y 1 W

u,), heiBlt der Vekior der gegenseitigen erzwungenen Kriimmung von i, und i,
in bezug auf V,*). up, dndert sich nicht bei Vertauschung von i, und i,
Es gilt also der Satz:

Der absolute Kriimmungsvektor einer Kongruenz in V, in bezug
auf eine zweite Kongruenz in V, ist gleich der Summe des relativen
Kriommungsvektors und des Vektors der gegenseiiigen erzwungenen Kriim-
mung in bezug auf V.

Ist der Vektor der gegenseitigen erzwungenen Kriimmung zweier
Kongruenzen Null, so heilen ihre Richtungen in V, konjugiert. Die Be-

dingungen sind gegeben durch die m’ Gleichungen:

(194) i,i,?Vi,=0.

Ist i, gegeben, so bestimmt jede dieser Gleichungen eine R, _, als Ort
der gesuchten Richtung i,. Im allgemeinen gibt es also zu ]eder Richtung
der V, com=m'~1 konjugierte Richtungen fiir m’ < m — 1 und eine einzige
fiir m’=m — 1. TFiir m’=m gibt es zu einer beliebigen Richtung im
allgemeinen keine konjugierte; die m — 1 ersten Gleichungen bestimmen
aber im allgemeinen eine involutorische Verwandtschaft (m — 1)-ter Ord-

') Die Namen axial und planar rithren von Levi her, 1908, 4, 8.61 (V, in R,).
— %) Ricei, 1902, 12, S. 360 nennt den Betrag dieses Vektors ,curvatura inter-
media o mista relativa a V, della due congruenze”. Die geoditische Torsion der
Kurven einer Kongruenz in einer V, in V; ist ein besonderer Fall.
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nung zwischen den Richtungen der V,,. Die m-te Gleichung bestimmt
eine Korrelation in der V, . Die Richtungen, denen konjugierte Richtungen
entsprechen, liegen also im allgemeinen auf einem V, _,-Kegel (m — 1)-ter
Ordnung, der durch die Verwandtschaft und die Korrelation bestimmt ist.
Die konjugierten Richtungen bilden auf dem Mantel dieses Kegels eine
Involution. Fiir m’ > m gibt es im allgemeinen keine Richtungen, denen
konjugierte entsprechen.

Die selbstkonjugierten Richtungen sind identisch mit den Richtungen
der Haupttangentenkurven erster Ordnung (vgl. 8. 93) und sind gegeben
durch die Gleichung:

g
(195) iiZH=0,
die gleichbedeutend mit den m’ Gleichungen:
(196) ii2rvi =20

ist. Jede dieser Gleichungen bestimmt in der ¥, einen quadratischen Kegel.
Auch hieraus folgt das schon auf S. 105 erhaltene Resultat, dal es
ocm'-m=1 gelbstkonjugierte Richtungen gibt fir m’<m — 1, 2™ fiir
m’ =m — 1 und keine einzige fir m’ >m — 1.

13. Die hoheren Kriimmungen einer Vyin ¥,,in V,..
Ist i eine Kurve der V,, so gilt nach (130):

di

’ 2 B
(197) 75 = (. V)1+112H~ 25 THTH.

Infolge (148) und (191) ist also:

2 3.
(198) al-dd +31d L33 ERTIES: 3
wo
4 e 3
(199) H=g'3FH.
Ebenso ist:
't d"’i d'i d'i
(200) ?:T§+3(ds 25 T4 ds)aH
+( ‘;— -}—11—~)3H+11114H
wo
5 8 4
(201) H=g'‘VH.
Allgemein ist
i 4

pte
sp+

ds? dp“lp TritH,
s s
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wo
p+2 p+1

(202) H="g"pr1VH,
eine Summe von Gliedern, die alle einen oder mehrere der Faktoren
7. Ip—1s p+1
ai ey arTi und einen der Faktoren H H , H enthalten.
ds ds?P—1

Ist i in ¥V, geodatisch, so werden alle Dlﬁerentialquotienten von
iin ¥V, Null, und es ist:
(203) @i
ds?

Verlangt man nun, daB die Kriimmungen von i in ¥, von der p-ten
Kriimmung an verschwinden, so ist dazu notwendig und hinreichend, daf3:

p+1 01 FT
=iPTlrtr H.

. di d”i.
2 e~ =
(204) i~ 2o 0,
oder
2B e s s pte
(205) i ° 2 (a,H'a,Hl'a,...H!a,.,) (a, 7 ap4,)=0,
wo *g =a,8 = 8,8, = ... =2ay,,8p4, ist. Sollen also die Kriimmungen

in ¥, von der p-ten an fiir jede in V,, geoditische Kurve verschwinden,
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung (vgl. Abschn. I (98)):

(p+1) (p+2) P+ p+2)

(p+ 3 4 p+e
(206) g’ 2  {a,—(H!'a,)-(H!a,)—...—(H!a,.,)}o0
o(a, 7 ay.,y)=0.
Mannigfaltigkeiten dieser Art konnte man infrageoddtisch (p — 1)-ter

Ordnung nennen. Das einfachste Beispiel einer infrageoditischen Mannig-
faltigkeit erster Ordnung ist eine Kugel in R,. Nach dem S.90 be-

-
wiesenen Satz ist jede V,_, in ¥, mit lauter Nabelpunkten infrageoditisch
erster Ordnung, da jede in einer solchen V,_, geoditische Linie als Haupt-
kriimmungslinie aufgefat werden kann.

14. Die Kriimmungsgebiete und Haupttangentenrichtungen hioherer
Ordnung einer V,, in V,,.
Das Kriimmungsgebiet der ¥, in P enthalt alle moglichen Richtungen

di

von - und ist also bestimmt durch die m +m(m+l) Vektoren

i, i, i,,?H, die im allgemeinsten Falle linear unabhéngig sind. Ebenso

sind nach (198) alle méoglichen Richtungen von %} in dem Gebiet ent-
halten, welches durch die im allgemeinsten Falle llnear unabhéngigen
3

mJ_m(”;+l) + m? (mTl) Vektoren i,, i,i, 2 H, i_i,i, H usw. bestimmt
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ist. Wir nennen dieses Gebiet das Krimmungsgebiet zweiter Ordnung
der V,, in P.

Man kann nun fiir eine Kurve i der V,, verlangen, daB ihr osku-
lierender (p - 1)-Vektor in der V,, liegt. Die Kurve heit dann eine
Hauptiangentenkurve p-ter Ordnung. (Vgl. 8. 80). Dazu ist notwendig

a"i

und hinreichend, daf§ e v=1,...p in der ¥, liegt. Es miissen also
folgende Bedingungen erfiillt sein:

_ a‘i . uzl,...,p
(207) g =0 e=m-+1,...,n.

Diese Gleichungen sind &quivalent mit:

(208) i.0k o,

oder auch (vgl. 8. 80) mit:

(209) i“rusipti =0,

Die erste Bedingung ist alse:

(210) Vn? (Vi)i, = ZIiZVlIfAIIQVg*O

e

Ist die erste Bedingung erfiillt, so lautet die zweite Bedingung:
(211)  Niiis(pri)i, =) iiitvrii, = —iii?rvg =0,

Die Bedingungen lassen sich also mit Riicksicht auf (187) auch schreiben:

(212) “Tes G =0,
WO:

ut2 “
(218) 6G—r"g.

Hat das Kriimmungsgebiet p-ter Ordnung m -+m' + ... + m® Dimen-
sionen, so bestimmt die erste der Gleichungen (212) m' quadratische
Vpu_1-Kegel in der V,, die zweite m’ + m” V,,_,-Kegel dritten Grades
usw. Ist also:

214 m—(pm'+-(p—1)m"” ++ ... +m®)=q,
p

so existieren fiir « > 1 im allgemeinen occ“~1 Haupttangentenrichtungen

p-ter Ordnung, fir =1 2™ 3™+ + .. 4+ (p+ l)m'+"'+m(p) und
fiir ¢ < 1 keine einzige.
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15. Viin V,, in V,, in V,.

Eine V,, liege in einer V,, in V,. Werden die Kongruenzen i,
u=1,...,m, so gewihlt, daB V,, gebildet wird von Kurven i, und ist:

, T . .
{31:‘2.’ a1, +2 a,1,
u z
’ R .
82: aulu,

“

wo der Index = die Werte m, + 1, ..., m, durchlduft, so sind:

(215)

(216) *g; =afa], %gl-aja]

die Fundamentaltensoren der V,, bzw. V,,. Sind 7, und V, die Diffe-
rentialoperatorkerne der V,, baw. V,,, so ist nach (138)

3 . . ro
(217) H,— — > gieviii,— D gi2vicg
u u
der Kriimmungsaffinor der V,,, in bezug auf ¥V, und

3 ’
(218) vi=iitH,
der Vektor der erzwungenen Kriimmung von i in bezug auf V,,.
Nun ist fiir ein beliebiges Vektorfeld w in V,, nach (127)

(219) Vew =gl Viw =gl vV w,
wo V der Differentialoperatorkern der V, und

4 ror
ist. Daraus folgt:

’

(221) Hi— — S &2viii,— — g Yk i i)

3
wo HY den Kriimmungsaffinor der V,, in bezug auf V, darstellt. Aus
(218) und (219) folgt ferner:

(222) v, ="gi%v,,

wo v0 den Vektor der erzwungenen Kriimmung von i als Kurve der V,,
in bezug auf V¥, darstellt.
Ist D, der mittlere Kriimmungsvektor der V,, in bezug auf V,:
3 ’
(223) D, — - 2g;* H;

My
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so folgt schlieBlich aus (221):
(224) D, —2g/1D?,

wo D den mittleren Kriimmungsvektor der V,, in bezug auf ¥, darstellt.
Wir kénnen also den Satz aussprechen:

Der Krimmungsaffinor, der Vektor der erzivungenen Kriimmung
einer Kurve und der mittlere Kriimmungsvektor einer Vi, in Vi, in Vg
in bezug auf die V,,, sind die V,, - Komponenten der gleichartigen Groflen
in bezug auf die V 1).

Offenbar sind Ii;, u} und D, invariant bei allen gegebenenfalls mog-
lichen Verbiegungen der V¥, in V,, welche den betrachteten Punkt und

die m,-Richtung der V,, in diesem Punkt unverindert lassen®).
Der Kriimmungsaffinor der V,, ist:

3
(225) HY — — Y gtrii,.
Es ist also: ‘

3

3 - 3.
(226) Ml =— Y gi2wi i — g vii—H, +g, H,
z e

(I
WS

3
é;?Hf , 18t der Kriimmungsaffinor jeder V,,, welche die gegebene V,,

im betrachteten Punkte berithrt und in diesem Punkte in V,, geo-
ditisch ist.

Ist v? der Vektor der erzwungenen Kriimmung von i als Kurve der
Vm, in der V, betrachtet, und D, der mittlere Kriimmungsvektor der
Vs so folgt aus (222):

und aus (226)

3 3,
(228) DP=Logrom’e Legrop o
-*g; 8

m

1

My

3
gt H,
’ 1 9 7 o 8
=D, +D; + (g —*gl) 2 H,-

3
;i~9g; 2H, ist der mittlere Kriimmungsvektor jeder Vg, welche die ¥,

im betrachteten Punkte beriihrt und in diesem Punkte in Vo, einen
mittleren Kriimmungsvektor Null hat, insbesondere also jeder V,, im
betrachteten Punkte beriihrenden. V,,,, die in ¥, Minimalmannigfaltig-
keit ist.

4y Killing, 1885, 2, S. 245, fiir D (V,,_, in V, in S,); Berzolari, 1898, 2,
8. 700, fiir D (Vy, in Vy, in S;). — ) Berzolari 1898, 2, 8. 773, fiir D (Vy, in
Ve, in S,).
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3
mp—s USW. in ¥V, und ist HY? der Kriim-
mungsaffinor der V,,, in V,,, wo ¥V, = V,, so folgt aus (226):

Liegt Vs, in Vi, in V.

3 3 4 3 3 4, B, ., 3
(229) Hy = H™" + g tH L = H Y g 2 (W + g1 T Hy
L, o pp =1
= g 'H

und aus (229) fiir den mittleren Kriimmungsvektor D, der V,, in bezug
auf V,:

Ly een,y ps
(230) D, =g,y HITY.

Ist v;,m der Vektor der erzwungenen Kriimmung von i, als Kurve der
Vi, in V,,, aufgefaBt, so ist nach (222):

1ys-0y P
(231) Vo= veY,
oder *
1,...,P
(232) u=u,+ > v,

wo u, den relativen Kriimmungsvektor von i in bezug auf V,,, darstells.

Ist die Dimensionenzahl m + m’ des Kriimmungsgebietes einer V, in ¥V,
kleiner als », so kann man in jedem Punkte der V, eine g-Richtung
g<n—m —m' senkrecht zum Kriimmungsgebiet wihlen und diese in
mannigfacher Weise in der ¥V, derart fortsetzen, daBl eine ¥, entsteht.

g
In dieser ¥V, , hat dann }31 keine Komponente, und die gegebene V, ist
also in dieser ¥, . geoditisch. Es ergibt sich also der Satz:

Ist die Dimensionenzahl m -+ m' des Krimmungsgebietes einer V,,
in V, kleiner als n, so gibt es fir jeden Wert von g <n—m—m'
unendlich viele V, . , in bezug auf welche die V, geoddtisch ist').

Ist in ¥V, eine bestimmte Kongruenz i gegeben, und ist » >m 41,
so kann man in jedem Punkte der ¥ eine g-Richtung, ¢ <n — m — 1, senk-
recht zu V, und zu u” wihlen und diese in mannigfacher Weise in der
V, derart fortsetzen, dall eine V, .  entsteht. In dieser V . hat dann
u” keine Komponente und es ergibt sich also der Sata:

Ist n >m -+ 1, so gibt es fir jeden Wert von g <n—m— 1 un-
endlich viele V., in welchen die Kurven einer gegebenen Kongruemz
geoddtische Linien sind.

In derselben Weise beweist man, indem man die g¢-Richtung senk-
recht zu D wihl:

1) Das einfachste Beispiel ist der Ort der Binormalen einer Kurve in R,.
Struik, Differentialgeometrie. 8
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Ist m>m—+1, so gibt es fir jeden Wert von ¢<n —m —1
unendlich wviele V, . , in bezug auf welche die V, eine Minimal-
mannigfaltighkeit ist*).

Wird die zu jedem Punkte der V, gehérige Richtung von D in be-
liebiger Weise in der V,, derart fortgesetzt, daB eine V, ,, entsteht, so
hat in bezug auf diese V,,, die V, einen mittleren Kriimmungsvektor
maximaler Lange?).

Wird die zu jedem Punkte der ¥, gehorige Richtung des Umbilikal-
vektors U in beliebiger Weise derart in der V, fortgesetzt, daB eine V.,
entsteht, so hat in bezug auf diese die V,, lauter Umbilikalpunkte. Es
ergibt sich also der Satz:

Ist der Umbilikalvektor einer V,, micht Null, so gibt es unendlich
viele V,, 1, in bezug auf welche die V, eine Mannigfaltigheit mit lauter
Umbilikalpunkten ist.

16. ¥, in ¥, mit lauter axialen Punkten. — Ubertragung der
Eigenschaften der V,,_; auf V,,.

Fiir eine ¥, in V¥, mit lauter axialen Punkten (8. 106) ist:

(233) | He = g2 (i, )i,

Wir setzen nun

(234) gri, . ="h,

und legen die Kongruenzen i, in die Hauptrichtungen von *h. Dannist:
(235) H— — hi, = — Y ki ., h,=0,a+b.

Fir i, gilt: ’

(236) e LA (R T 2RI W

und ’

2

i i, d ;.. . . . . - sy
(237) d:cdl--é;:2{;1—;(1‘11,,?Vla)}1d~f—2(ldlb?Vla){(lulc?Vld)lu
[

a

. Ahgs « diny, 3
- hdcl1n+1} - ds, bytq — hab »CTST- )

) Kommerell, 1897, 7, 8. 382 (V, in R,). — ¢ Kommerell, 1897, 7, S. 32,
(Vein R,). Berzolari, 1898, 2, S. 696, nennt fiir V,, in S, die durch die tangierende
S, und D bestimmte S, ,spazio osculatore“ und D die Krimmung der V,,.
Berzolari betrachtet nicht die Kriimmungen einer V, in bezug auf eine V.,
durch V,,, sondern er projiziert V, auf eine S, ., durch die tangierende S, und
betrachtet dann die Kriimmungen dieser Projektion. Seine ,,curvatura tangenziale®
ist D; (also fiir V,, in Vi,.,), seine ,curvature normale“ ist D} (also fiir V., in
V.). —*%) In dieser und der folgenden Formel durchliuft auch w die Werte 1, ..., m.
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Nun héngt in

2. 2.
a’i, a7 i, ¢

(238)  gods — dsay = LWV =iV, (0, ~1,) P K

a*

der erste Term rechts nur von i,,...,1, ., ab, wihrend im Falle einer

umgebenden 8, der zweite Term rechts nur von ij,...,1i, abhingt.

m

Die wichtigste Folgerung, die sich daraus ableiten 1a8t, ergibt sich
fir a=b, b+c; h,, %’“ﬁ‘ erscheint dann als eine Summe von Termen,
die nur i, ..., 1,., enthalten. Ist nun der Tensor *h vom Range m und
also keine seiner Bestimmungszahlen Null, so enthalt %’5'51 tir jede be-

liebige Richtung nur i,,...,1i, ., und es ist also:
(239) Vo fair) =0.

Dies besagt, daB die ¥, in einer in S, geoditischen S, . liegt. Die S, .,
entsteht, wenn die Richtungen von i, , in S, geoditisch verldngert werden.
Es ergibt sich also der Satz:

Bine V,, in 8, mit lauter axialen Punkien liegt entweder in einer
wn 8, geoddtischen S, ., oder der Tensor *h hat einen Rang << m?).

Alle abgeleiteten Sitze iiber die Kriimmung einer V,_ . in V, _ gelten
selbstverstindlich m. m. auch in einem axialen Punkte einer Vo

Ist eine beliebige V, gegeben, so kann man jedem Punkte eine zu
V,. senkrechte Richtung i ,, zuordnen und diese Richtungen in der V¥,
In mannigfacher Weise derart fortsetzen, daB eine V.,+: gebildet wird.
In bezug auf die so entstehende V., hat dann die V, m zueinander
senkrechte Hauptkriimmungsrichtungen und m Hauptkrimmungsradien.
In einem Punkte einer V,, kann man also auch stets von den Haupt-
kriimmungsrichtungen und Hauptkriimmungsradien in bezug auf eine be-
liebige zu ¥, senkrechte Richtung sprechen. In besonderen Fillen kann
eme bestimmte Normale auf V, ausgezeichnet sein. Dies ist z. B. der
Fall, wenn eine Kongruenz i in der ¥, gegeben ist. Die ausgezeichnete Rich-
tung ist dann die Richtung von w”. Es ergeben sich dann ahnliche
Schliisse wie fiir V,, mit lauter axialen Punkten.

17. Erweiterung des Meusnierschen Satzes fiir ¥,_; in V,_,in V,.

In einem Punkte P einer V__, sei eine (p — 1)-Richtung gegeben.
Wir verlingern die co? Richtungen, die diese (p — 1)-Richtung mit i,
bestimmt, zu einer in P geoditischen V,, und ebenso die co? Rich-

Y Fir V, in R, riihrt dieses Theorem von Segre her, 1907, 2, S. 571, fiir ¥, in
R, vgl. Levi, 1908, 4, S. 77.
R *
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tungen, die diese (p — 1)-Richtung bestimmt mit einer zu ihr senk-
rechten Richtung j, die mit i, einen Winkel ¢ einschlieft, zu einer in P
geodétischen ¥, die wir zur Unterscheidung V; nennen. V,_, schneide
V,in V,_, und V, in V,_y; beide Schnittgebilde enthalten die (p—1)-
Richtung in P. In V,_; baw. V,_; legen wir die zueinander senkrechten
in V,_; baw. V,_; geoditischen Kongruenzen i, baw. j,, u=1,...,p — 1
durch P. In P sei i, =]j,. Die erste Normale von i, liegt in ¥V, da
v, in ¥V, geoditisch ist, und steht senkrecht zu V,_4 da i, in |
geoditisch ist. Sie hat also die Richtung von i, und ist zugleich erste
Normale in bezug auf ¥,. Ebenso hat die erste Normale von j, sowohl
in bezug auf V, als auf ¥, die Richtung von j. Nach der auf S.93
abgeleiteten Erweiterung des Satzes von Meusnier verhalten sich die
absoluten Kriimmungen der Kurven i, und j, nun wie cose:1. Man
kann die i, in die Hauptkriimmungsrichtungen der V,_, in bezug auf
v, legen die j, liegen dann gleichzeitig in den Hauptkrummungsrlchtungen
der V,_y in V,, da die extremen Werte in ¥, ; und V,_; sich ent-
sprechen.

Das Produkt der Hauptkriimmungen nennen wir, anschliefend an eine
fiir eine Vp_ in R bisweilen angewandte Bezeichnung, die Kroneckersche
Krimmung?) der V,-, in bezug auf V,. Wir haben somit den Satz
erhalten:

Die Kroneckerschen Krimmungen der Vy_y tn bezug auf V, und die
Kroneckersche Krimmung von V,_y in bezug auf V, verhalten sich wie
cos?~t:1%).

Neben diese Verallgemeinerung des Meusnierschen Satzes tritt eine
Verallgemeinerung des Eulerschen Satzes:

Die Kroneckersche Kriimmung der V,_,, welche von einer 2ur V,_,
n—1
p—1>
Produkte, welche man bekommi, indem man auf alle mogliche Weisen
p — 1 der Haupthkriimmungen mit den Quadraten der Kosinus der
Winkel multipliziert, welche von der gegebenen V. mit der V, gebildet

senkrechien V, ausgeschnitien wird, ist gleich der Summe der (

werden, welche ;p—senkrecht zur V,, _, durch die Haupt-RB,_, der Indikatriz

gelegt ist, die zu den p — 1 Hauptkrimmungen gehort®)*).

1 Kronecker, 1869, 4, S. 695, siehe z. B. Killing, 1885, 2, S. 210 (Vau—y in Sp).
— %) Berzolari, V,_, in 8, (1897, 2, S. 286, p=n—1; 1898, 3, 8. 5, p beliebig).
— %) Berzolari, 1898, 3, 8.6 (V,_, in 8,); der Beweis ist dort nachzuschlagen.
— % Andre Erweiterungen des Meusnierschen Satzes finden sich bei Levi, 1908,
4, S. 46 und 55 und Bompiani, 1913, 1. Uber die Kroneckersche Kriimmung einer
V,._, in R, siche auch Mehmke, 1891, 2, vgl. auch Craig, 1881, 1.
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18. V2 in V..
Gilt fiir eine Richtung

(240) i

bowt s

=i, cos e -} I, sIn ¢,

so ist, wenn mit Riicksicht auf (192) ugj =1i,i,2 H geschrieben wird:
” . 3 3 3 . 3
(241) w”"=ii?H=1i,i,2Heos®a + 2i,i,2 Hcosasine 4 i,i,2Hsin*«
=uficos®c - 2ufsinecos o + ufssin® e
1
=D -+ 2~(u{{ — ugy)cos 2 4 ughsin 2c,

Die 3 Vektoren uf}, ufy und uf sind im allgemeinen linear unabhingig.
Das Kriimmungsgebilde ist dann nach (241) eine Ellipse mit dem Mittelpunkt
D =4 (ufi +uf) und den halben konjugierten Durchmessern 4 (uj; — ugh
und ui}t), die Krimmungsellipse. Zwei zueinander senkrechte Richtungen
in der V, entsprechen zwei sich diametral gegeniiberliegenden Punkten
der Ellipse.

Die Lénge von u” ist:

(242) u” =y {ufl .uficos*e + 4ufi.ufssin ¢ cos®«
-+ 211 U)g + 411 ulg sin?«cos?«
4ufh.ubsin®ecosa -+ udh. uhsint «f.

Soll diese Liinge einen extremen Wert haben, so muf der Differential-
quotient nach « verschwinden und es ergibt sich daraus eine Gleichung
vierten Grades in tg«a. Es existieren also in der V, vier Hauptkriimmungs-
richtungen ?).

Zwel Richtungen

(243) {

i,= = i, cos «, +1i, smcx
L =1 Osaq—{—lzsm(xq
sind konjugiert (S. 107), wenn

3

(244) ip iq%' H = u{icos @, Cos ¢, ~+ ufs( cos &, sin , + sin o, COS ccq)
+wgsing, sine, = 0.

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn u{fi, uf und uf) in derselben E,
liegen. Die Ebene der Kriimmungsellipse geht dann durch den betrachteten
Punkt der V,. Haben ufi, ufs und uf nicht dieselbe Richtung, so ist der
Punkt nach S.107 in diesem Falle planar®). Das Kriimmungsgebiet eines

1) Levi, 1908, 4, 8. 60 (V, in R,); Moore, 1914, 3, 8. 95 (V, in R,). — ?) Kom-
merell, 1897, 7, 8. 21 (¥, in R)); Levi, 1908, 4, 8. 66 (V, in R,). — *) V, in R,
mit lauter planaren Punkten sind untersucht von Segre, 1907, 2, S. 569 flg. und von
Levi, 1908, 4, S. 81 flg. Segre spricht von ,Flichen &%
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planaren Punktes ist eine B,. Eine V, in V¥, hat lauter planare Punkte.
Fir einen planaren Punkt gibt die Gleichung (244) zwei bestimmte kon-
jugierte Richtungen®) i, und i, die im allgemeinen verschieden sind. Wenn
dann eine beliebige Richtung i in der ¥, in i, und i, ausgedriickt wird:
(245) P= A1, i,
so gelten infolge (244) fiir die Kriimmungsvektoren u”, u und ug von i, i,
und i, die Gleichungen:
(246) uw’ =2y utuy.
Sind i, und i, reell, so 1Bt sich der Kriimmungsvektor zu jeder beliebigen
reellen Richtung also linear mit positiven Koeffizienten in u, und u; aus-
driicken. Dies ist nur méglich, wenn u} und u/ in die Richtung der
Tangenten fallen, die durch P an die Ellipse gezogen sind. Die konjugierten
Richtungen sind also reell oder imaginir, je nachdem P auBerhalb oder
innerhalb der Ellipse liegt. Liegt P auf der Ellipse, so fallen die beiden
konjugierten Richtungen zusammen und es gibt in der V, eine einzige
Haupttangentenrichtung®). Ist die Ellipse zu einer Doppelgeraden degeneriert,
so sind die konjugierten Richtungen gegenseitig senkrecht und zugleich
Hauptkriitmmungsrichtungen.

Da nach Abschn. IT (62)

dd, ~i,) . .. R e e e i
(247) —Zgi =0,V (i,~i)=(i,! Vi) ~i, +1i,~ (i,1 Vi)
3 3
=, ~i, +(1,i,2 H) ~ i -+i,~ Uy, +i,~(i,i,? H)
3
= Uy~ + i, ~ vy, +(,i,? H) ~ i,
u;ld i,~u,, dieselbe 2-Richtung hat als i, ~i,, so haben i ~i und
E};( i~ iq) die Richtung i, gemeinsam oder, wie man weniger genau sagen
kann, zwei in der Richtung i, ,benachbarte“ tangierende Bivektoren schneiden
sich in der Richtung i, Umgekehrt beweist man leicht, daB diese Eigen-
schaft nur bei konjugierten Richtungen auftritt®).
Haben wuii, uf} und uf; dieselbe Richtung, so ist nach S.106 der
Punkt axial. Das Kriimmungsgebiet eines axialen Punktes ist eine R,

3
H hat die Form:
3 o
(248) H= —"hi,.
Die Kriimmungsellipse ist zur doppelt zihlenden Geraden in der Richtung
voni; degeneriert. Nach der auf 8. 115 bewiesenen Eigenschaft?) liegt eine ¥,

) Begre, 1907, 2, 8. 576 nennt die von diesen Richtungen gebildeten Kurven
die Charakteristiken der V,. — %) Levinennt einen Punkt, wo dies zutrifft, parabolisch
(1908, 4, 8. 83). — 3) Servant, 1902, 14, 8. 99 (V, in RB,); Levi, 1908, 4, S. 82
(Vy in R,). —— 4) Vgl. FuBnote S. 115.
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in 8, mit lauter axialen Punkten entweder in einer in §, geoddtischen
S,, oder "h hat den Rang 1 (vgl. dazu 8. 144).

Es gibt wieder 4 Hauptkriimmungsrichtungen, zwei dieser Richtungen
sind aber selbstkonjugiert und bilden die Haupttangentenrichtungen; die
beiden anderen sind die Hauptkriimmungsrichtungen in engerem Sinne.

Eine Minimalfliche hat, wenn sie nicht geoditisch ist, nur planare
oder axiale Punkte. Ein planarer Punkt liegt im Mittelpunkt der Kriimmungs-
ellipse!). In einem axialen Punkt sind die beiden extremen Kriimmungs-
vektoren entgegengesetzt gleich. Kine Ubersicht iiber die mdoglichen V,
in ¥V, mit planaren oder axialen Punkten gibt Fig. 4.

QOQQQ

[¢]
10

6 v1 8 9 1
Fig. 4. 1. Allgemein planar (hyperbolisch)?). 2. Allgemein planar (elliptisch)?). 3. Para-

bolisch. 4. Minimalfliche. 5. Fliche, vgl. Fubnote!). 6. Minimalfliche axial. 7. Allgemein
axial. 8. °h Rang 1. 9. Nabelpunkt. 10. Geoditisch. 11. Planar degeneriert.

19. Vs in V,.
Gilt fiir eine Richtung:
(249) i=1i, cose, +i2005¢x + i, cos o,

so ist, wenn Wlederum ul, =1,1,? H gesetzt wird:
(250) u” =1ii, 2E{COS, o, + 1, L,QHOOS o, T13x 2Hcos oy
+ 24,1, Hcosoc cos ¢y -+ 215 1, 2Hcosu cOS 0,

+ 21,1, ~Hcoswlcos¢x

= uy; cos? e, + cyel. + 21105 cos ¢, ¢0s ¢, +- cyel.
1

:’3*(‘113‘[‘11 +1133)+’3“ ufi — uﬂ?)(Scosgal —1)

+ %(ué-’z —ufs)(1 — 3cos® ey ) + (2 ul cos e, cos e, -+ cyel.).

1) Eisenhart hat gezeigt, daB die notwendige und hinreichende Bedingung, damit

eine V, in R, durch die Gleichung w4 iv=f(x +1y) gegeben werden kann, darin

besteht, daB die Kriimmungsellipse ein Kreis ist (1912, 4, S.224). Kwietniewski,

1902, 11 und Kommerell, 1905, 4, S. 586, hatten schon bewiesen, dal diese Be-

dingung notwendig ist. Kwietniewski nennt diese V, in R, Aquigonen, weil die

berithrenden R, untereinander gleichwinklig sind. Zwei R, heiBlen gleichwinklig, wenn

jeder Vektor in der einen R, mit seiner Projektion auf die andre R, denselben Winkel
einschlieft. — 2) Nach Kommerell, 1897, 7.
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Die 6 Vektoren uii, ugp, Wjs, Wgs, Usy, ufssind im allgemeinen linear un-
abhingig. Das Kriimmungsgebilde ist dann eine ¥, vierten Grades in einer B,
durch den Punkt mit dem Radiusvektor

v 1
(251) D — 1 (ufi + uf -+ uff),

die durch die fiinf Vektoren wuj; — us, ugh — w3, uls, ufl und ufs be-
stimmt wird.

Setzt man
T T
(252) g =5, o =5 — oy,
so ist
(253) u” = uyj cos?« + g sin® &, + 2 usssin e, cos er,

1 1 .
= —é-(uﬁ —+ ugs) —}——2—(11{3 — ugh)cos 2 ¢, + ugpsin2a,,

und der Endpunkt von u” beschreibt also eine Ellipse mit dem Mittelpunkt
$(ufi +us3) und den halben konjugierten Durchmessern 4(uf; — ug)
und ui5. Da die Lage von i,, i, und i, ganz beliebig ist, liegen auf der
charakteristischen ¥V, somit co? Ellipsen. Jeder 2-Richtung in der 7,
entspricht eine solche Ellipse, und zwei gegenseitig senkrechten Richtungen
der V, entsprechen zwei sich diametral gegeniiberliegende Punkte einer
solchen Ellipse.
Zwei Richtungen

{ i, =1 cose, i, cos B, -+ i cosy,,
i,=1,cos &, +1i,cos B, +1i;cosy,

(254)

sind konjugiert, wenn

3
(255) i,i,2 H=1u{jcose, cose, - cycl.
+ 33 (cos §, cosy, + cos y,cos f ) + cyel.= 0.

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn wu{i, ugh, uf, uss, uji und ufb in
derselben R, liegen. Die R,, welche das Kriimmungsgebilde enthilt,
geht dann also durch P. Bestehen zwischen den fiinf Vektoren ugh — uj; usw.
zwei lineare Beziehungen, so reduziert sich die R, des Kriimmungsgebildes
zu einer R,, und die charakteristische ¥V, zu einer Steinerschen Fliche,
welche bekanntlich die einzige Fliche vierter Ordnung in R, ist, die co?®
Ellipsen enthélt. Fiir n = 6 ist dies immer der Fall; die R, geht dann
itberdies durch P. Der Punkt mit dem Radiusvektor D ist der Schwerpunkt
der Flache.

Legen wir in dieser B, ein rechtwinkliges Koordinatensystem i,, i,, I
mit den Koordinaten z,, z;, #,, dessen Ursprung den Radiusvektor D hat,
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so ist das Kriimmungsgebilde in bezug auf dieses Koordinatensystem
nach (250) gegeben durch die Gleichungen:
Z, = P,,, c08® &, - cycl. + 2p,,, cos ¢, cos e, - cyel.
(256) Ty = P,q5 €08% 0, + eycl. 4~ 2p,,. cos @, cos ¢, + cycl.
Ty = Pyqq CO8% &y - cycl. 4 2p,,, cos e, cos ¢, -+ cycl.,
wo
. l (9!, — wlh, — ul )
(257)  Pue = g (BUne — = U L g0 g4 5 6
Doy = Uhs,
oder, anders geschrieben:
Ty = P14 Y5 + eyel. + 2py, 4o y, + cycl.
Ty = P1s5 Yz + oyel. + 2py5; 4, Yy + cyel.
Tg = P11 Y7 + Cyel. + 2P,50 4, Y5 - cyel.
Ul=yi+us+y.
Die vier quadratischen Formen bilden, abgesehen von konstanten Faktoren,
ein dreifach unendliches lineares System. In einem allgemeinen System
dieser Art existieren bekanntlich gerade drei Formen, welche die zwei-
faktorigen Produkte dreier Linearformen sind!). Diese drei Formen Zo 2y
%32y, 2,2, lassen sich linear in z,, x,, », ausdriicken:
By 2y = Ayy Ty + Ayy @5 4 Ay g 4 Ay
(259) 232y = Aoy Ty + Aoy Ty + Ao Ty + Ay,
212 = Ay @y + ;”35 r;, + '{36 Ty + gz

Im allgemeinen ist also:

(258)

[ Ty == fhyy By B o Myo 23 2y T Mg 2y 2y T fhyy
(260) { Ty = U5y %y 25 T Mgo %y %y T sy 29 2y T Moy
Ly == Mgy By B3 T Ugg 25 %y | [Ugg By %y —F Mgy -
Setzen wir nun:
[ Pan by gy Iy 4 gy 1y = €4
(261) { Hyo %4 + phsg 13 + Moo %6 = &
l Myg Iy - psg Iy 4 gy i =,
Uty by + g, by + pg, 1g = B,
so ist mach (250):

(262) W' —D=E-+zze.+2z26 1+ 226€,.

Y) In der Geometrie der Kegelschnitte korrespondieren diese Linearformen mit
den Diagonalen des Cliffordschen selbstkonjugierten vollstindigen Vierseits, das
durch vier Kegelschnitte bestimmt ist (Enc. der Math. Wiss. IIIC 15, S. 147).
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Einem bestimmten System z,, z,, 2, euntspricht in projektiver Weise eine
bestimmte Richtung i in der V,. Man kann also drei Vektoren e,, e,
und e, in der V, wihlen, so dal} stets:

(263) i=ze +2ze +2z0e,.
Ist nun e, e], e/ das zu e, e,, e, reziproke System:
0 fiir u=+wv
(264) eu-eézg + u,v=1,2,3.

) 11, u=w,
so 1st:

(265) u”" =D+ E-+ii?{(e;—ef)e,--(ej—ejje;--(e]—e)e,},
3
und H hat die Form:

5
(266) H="1g"(D+E)+ (es—ejle,+ (e —el)e; (e[ —e))e,.
Hat i die Richtung von e,, e, oder e,, so wird u” =D + E. Der Punkt
DL E ist also der dreifache Punkt der Steinerschen Fliche. Fiir
i=Ale,+ue, wird u’=D- E 4 lue,. Umgekehrt entsprechen dem
Werte u” =D -+ E -+ ve, zwei Werte von i, die sich aus den Gleichungen:
(267) o
A7e,.e,-2lue,. e, - ue;.e; =0

bestimmen lassen. Die Gerade u” =D -- E + »ve, ist also eine Doppel-
gerade der Fliche.

Aus (153) und (247) folgt:

(268) D=D-+E —‘ré--ﬁg’ ?(ejeje, - ejefe; +ejese,),
so daB

1 ‘ al ’ ’ 7N 4 ’
(269) E=— o{(el.ef)e.+ (e].ef)e;+ (e].ef)e,}.

Daraus geht hervor, dal E dann und nur dann verschwindet, wenn e,,
e, und e, und also auch e, e, und e, zueinander senkrecht sind. Dann
und nur dann fillt der Schwerpunkt der Steinerschen Flache in den
dreifachen Punkt.

Im allgemeinen enthalt die B, dann noch keine Haupttangentenrichtungen.
Eine Haupttangentenrichtung tritt erst auf, wenn die Steinersche Fliche
durch den betrachteten Punkt der V, geht. Zwei Haupttangentenrichtungen
sind vorhanden, wenn dieser Punkt in einer Doppelgeraden liegt, drei,
wenn der Punkt mit dem dreifachen Punkt der Fliche zusammenfillt,
also wenn D 4 E = 0. Zu den durch zwei Haupttangentenrichtungen be-
stimmten oco! Richtungen gehdren dann Vektoren erzwungener Kriimmung,
die alle die Richtung einer Doppelgeraden haben?).

9 Vgl. @éiber V; in R, auch Sisam, 1911, 7; Cartan, 1919, 13; 1919, 14;
1919, 15; 1919, 16,



IV. Kritmmungseigenschaften der ¥V, in V,, die sich
auf die Riemann -Christoffelschen Affinoren beziehen?).

1. ¥V, in V,, Beziechungen der Riemann-Christoffelschen
Affinoren.
Der Riemann-Christoffelsche Affinor ist fiir die V:

4
(1) K=2{F(a.e)}~{F(b.¢)}(a~Db)
(siehe II (125)) und fiir eine ¥, in V :
4 ’ ’ ’ ’
(2) K =2{F (a".¢)}~{F ®'.¢)) (a’ ~b").
Die Zerlegung von a, b und ¢ nach III (121) lehrt:
8, , ¢ 4, oot o ’ 4
(3) gt K=2g"2{F@a.e¢)}~{Fd .¢)}a" ~b)
+ag'{r(a.e)} ~{F (. ¢")}(a'~b)
+2g 2 {F(a”. ")} ~{V (b .e)}(a’~b)
+2g v @ e ~{rd".e"))(a’ ~b).
4
Der erste der vier Terme rechts ist gleich K', der zweite und der dritte
sind einander gleich, da sie durch Vertauschung von a mit b ineinander
iibergehen. Die drei letzten Terme lassen sich alle in ISI ausdriicken.
Denn einerseits ist nach Abschn. IIT (129):
3
(4) H= g2 (Fe)e” = g {V(a'.e)}ae”=2g't{V(a’.¢")}a’e”,
andererseits ist nach Abschn. ITI (134) auch:
8
(5) H— —g'3{(Ve”je"y = —g'2{F(a”.c")}ac’
= g’ H{p(a”.¢")}a' e = —2g’t{F(h".d")}n'd".

Y) Die Paragraphen 1—4 dieses Abschnittes sind teilweise zuerst verdffentlicht
in Schouten-Struik, 1921, 9.
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Schreibt man nun:

(6) H—H,HH, - H H H,,

was erlaubt ist, da ISI nach S. 94 in den beiden ersten Faktoren sym-

metrisch ist, so ist nach (4) und (5):

(7) (H,~'H,) (H, ~ 'H,)H,. H,
:~g'2{!7a e ~{F(d".d")} (a"~b)e”.d
= —g I ¢}~ {F(".e")} (@ ~D),

und auch nach (5):

(8) (M, ~'H,) (H, ~ "H,)H, . "H,
—é’?{V "¢} ~{F(b".d")} ('~ b )e".d
=g {V(a”.¢")} ~ {7 (B".¢")} (2"~ D).

Demzufolge ist:

4

"

4 4
(9) g tK =K' —2(H,~H,) (H, ~H)H,. H,

in Koordinaten:

’

e VAR ’
Gairs " Korpy = Kapys — Hayo Hpso + Hpyp Hosy -

Dies ist der fiir ¥V, in V, verallgemeinerte Gau 3sche Kriimmungssatz®).
Da (siehe Abschn. ITI (138)):

3 2 .
(10) H= —2 b,i,,
WO
(11) g’?Vi,—=h, =hh,—h h,

gesetzt ist (Abschn.ITI (39)), so kann man (9) auch in folgender Weise schreiben:

4

4
(12) g4{K—K —2> (h,~'h)(h,~'h)]|,

in Koordinaten:

(123‘) g(;/'g-y-(-sﬂ‘ulz -Kxi.,znv = K;ﬁ‘/‘; _2(]7’6_&7 hel"; - hea(S kep?) N

e

1) Lipschitz, 1870, 1, S. 292 (V, in V,); VoB, 1880, 5, S. 189 (Vi in Va);
Ricei, 1902, 11, S. 359 (Vj, in V,); Kiihne, 1903, 6, S. 309 (V,, in V,); vgl. auch
Bianchi, 1887, 2, S. 227 (V, in S,); Bianchi, 1899, 2, 8. 602 (V,_, in V,); Servant,
1901, 7 (V, in S,), 1902, 13 (V, in R,).
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Fir V,_, in V, wird aus (12):

g 4 4, , ,

(18) gtK=K —2h~ h)(h~ h)").

Der zweite Term rechts wird u. a. Null, wenn die V, in P geoditisch
ist. Es gilt also der Satz:

Der Riemann-Christoffelsche Affinor einer in einer V, in einem
Puniite geoditischen V,, ist in diesem Punkie die V., -Komponente des
Riemann-Christoffelschen Affinors der V,,.

Fiir eine ¥, mit lauter axialen Punkten wird der zweite Term rechts

auch Null, wenn der Rang des zur ausgezeichneten normalen Richtung
gehorigen Tensors “h eins ist.

Ist die ¥, eine S, (vgl. Abschn. IT (149)):
4
K=2K,’g="g,

so geht der Term links fiir eine in P geoditische V¥, iiber in:

4
(14) g+ K—2K,g' ~%’ .

In diesem Falle ist also 2(H, ~'H,)(H,~ H,)H,. H, nur von der
MaBbestimmung der V,, von der m-Richtung der V, im betrachteten
Punkte und von K, abhingig?). Ist die V  eine §, und enthilt die V,
lauter Nabelpunkte, so folgt aus (12), daB die V,, eine §,, ist. Insbe-
sondere gilt dies also auch, wenn die V, geoditisch ist. Man vergleiche
weiter Abschn. IV, § 8 und 9.

Fiir eine S, _, in S, folgt aus (13), wenn die i, a =1,...,7n — 1,

in die Hauptkriimmungsrichtungen der §,_, gelegt werden:
(15) 2(Ky— K,)(a’ ~b’)(a’~b')=2(h ~'h)(h ~'h)
= 2§hmh,,b<ipib><imi,,>.
Aus dieser Gleichung folgt:
(16) Ko— Ky=h, by, .
Da diese Gleichung fiir Ky <4 K und n > 3 die Losung hat:

(17) kaa:"ll'VKo’ — K, oder kaa:_l/}{igﬁ:}};, K.+ K,,

und fir K, = K:

(18) by, =0 oder hyy= .=ty 10y =hoiigsrs =+ =ly 141 =0
haa+0>

so folgen die Sitze:

1) Diese Formel tritt als Formel (195) auf bei Schouten, 1918, 10, 8. 73. —
%) VoB, 1880, 5, 8. 172.
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Eine 8,_y in S, (n>3) hat lauter Nabelpunkte, wenn Ko K. Wenn
K,=K, so ist die S, _, geoddiisch oder der zweite Fundamentaltensor
hat den Rang eins.

Eine V,_, in 8, mit lauter Nabelpunkten ist eine S,_,. Wenn
die V,,_, geoddtisch tst oder wenn der zweile Fundamentaltensor den

Rang eins hat, so ist die V,,_, eine S,_, mit K, = K, .

2. Absolute, relative und erzwungene Kriimmung einer V,, in ¥,.

Wird (12) vierfach iiberschoben mit — Wwijl_) a’b’b’a’, so entsteht
nach Abschn. IT (159) und (160):
1 4, ¢ r 2 4, ’
(19) — 8t K=K+ mTiy 8 ‘-‘g(he’\ h,) (h,~ 'h,).

Die GroBe links ist die Kritmmung einer V,,, welche die gegebene in P
berithrt und in diesem Punkte geoditisch ist, insbesondere also von der
V.., gebildet von den in P geodétischen Linien, welche die gegebene V

in P berithren. Wir nennen diese Grofle die erzwungene Krimmung K,

der V,%):

(20)  R—— TS

2 m(m—1)° °
K ist das mittlere Riemannsche Kriimmungsmal (Abschn. IT (160)),
der V, als eine Mannigfaltigkeit fiir sich betrachtet, oder die absolute
Kyimmung der V. Sie ist invariant bei eventuell mdglichen Biegungen
der ¥V, in der V,. Der letate Term mit negativem Vorzeichen ist die
Kriimmung, welche die ¥V, haben wiirde, wenn die MaBbestimmung der
V, euklidisch wire, oder die relative Krimmung K, der V :

2 4

(21) K':mil) g,%Z(hz/\’he) (he/\'he)'
Es gilt also der Satz:
Die absolute Krimmung einer V, in V  ist eine Biegungsinvariante
und gleich der Swmme der velativen und der erzwungenen Krimmung®).
Ist die ¥, eine §:

4
K=2K g="g,

1) Spezielle Untersuchungen iber V, in 8, findet man u. a. bei Bianchi, 1894,1;
1896, 2; 1899, 3; Whitehead, 1898, 11; Fubini, 1904, 5. — % Man konnte die er-
zwungene Kriimmung in einem Punkte einer V,, in V, also auch das Riemannsche
Kriimmungsma der V, in bezug auf eine bestimmte m-Richtung nennen, vgl. S. 68.
— %) Ricei, 1902, 11, 8. 861 (Vi in V,). Auch die Namen absolute und relative
Kriimmung riihren von Ricei her.
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so ist nach Abschn. IT {160):
2 4,

m (m—
und K, ist also von der Lage und der Malbestimmung der ¥, unabhingig.
In dem Falle ist also auch K, eine Biegungsinvariante. Uberhaupt ist K
in P eine Biegungsinvariante fiir alle Biegungen der ¥V, , bei denen

7 + . . . 3 .. . . . .
§ 4K invariant ist, insbesondere also fiir die Biegungen, bei welchen die
m-Richtung der V, in P sich nicht 4dndert. Die relative Kriimmung der
V, in bezug auf die V,.,, welche durch die in irgendeiner Weise in

V,, fortgesetzte Richtung i, gebildet wird, ist:

-2 , ’
(23) Z{re mg 4(he/—\ he) (he,\ /he)'
Es ist also:
(24) K =K.,
in Worten: )

Werden durch eine V, in beliebiger Weise n — m zueinander

mi_l—senkrechte Vit gelegt, so ist die relative Kriimmung der V
bezug auf V, die Summe der relativen Kriimmungen in bezug auf

diese Viyiy?).

3. Die Beziehungen der relativen Kriimmung zu den Haupt-
kriimmungsradien und die einfachsten Biegungsinvarianten.

Fir m =n — 1 ist, wenn "h=hh="h"h=...ist:

2 , ’ ’
(25)Kr“(—1)“(7;‘*2)g t(h~"h)(h~"h)
WQ)ZI i,i,i,*(h ~'h) (h ~'h)
ab
1

ﬂ;77;1y31%%a(hhhh ‘hhh’h ~h’'h’hh +'hh’'hh)

a+b

(n-—])(n 2)‘27 i,5,271,) (1,1,2V1,) — (1,0, 2 Vi,) (3,1, 2Vi,).

Wahlt man die i, in den Hauptkrimmungsrichtungen, so wird nach
Abschn. ITI (85):

(26) 1

B0, 270, = — o
) Killing, 1885, 2, 8. 247 (V,, in S,); Berzolari, 1898, 2, 8. 697 (V, in S,);
beide Autoren arbeiten mit Projektionen; Ricei, 1902, 12, S.361 (V, in V,.);
Hovestadt, 1880, 2 (V, in R),).

{mng:o, a+b,
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und es ist:

I ab
(27) K, =G=n (n—zjg R.R,’
in Worten:

Die relative Kriimmung einer V,_,in V,, ist der algebraische Mittelwert
der 2weifakiorigen Produkte ungleichnamiger Hauptkriimmungen.

Fiir eine V,_, in 8, ist diese Summe also eine Biegungsinvariante,
fir eine V,—; in V, mit K,=0 ist sie der negativen erzwungenen
Kriimmung gleich. Fiir beliebige Werte von m ist:

a+b

(28) K, = or— 1)25g2(1g>V1 ) (i, 2 Vi) — (i i, 2 Vi) (i, i, 2 P1,).

Wihlt man nun die i, fir jeden Wert von e verschieden und jedesmal
in den Hauptkriimmungsrichtungen in bezug auf die Normale i,, so ist:
az+b
1 1
(29) Lo ;,;’(';,;;:T;‘Z' gﬁggp
in Worten:

Die relative Kriimmung einer V,, in V, st die Summe der alge-
braischen Mittelwerte der zwesifaktorigen Produkte ungleichnamiger Hawpt-
kriimmungen in bezug auf n — m beliebige zueinander senkrechie Nor-
malen der V.

Fir eine V, in 8, ist also diese Summe eine Biegungsinvariante
und fiir eine ¥, in V, ist sie in P invariant bei allen Biegungen, bei

4 .
welchen é’%K in P invariant ist, insbesondere bei allen Biegungen, bei
welchen die m-Richtung der V,, ih P sich nicht &ndert. Fiir eine ¥V,
in ¥V, mit K, = 0 ist sie der negativen erzwungenen Kriimmung gleich.

4. Andere Biegungsinvarianten einer V,, in V,.

Wir betrachten nun die Summe der vierfaktorigen Produkte der
Hauptkriimmungen in bezug auf die Normale i,. Es ist nach Abschn. I (50):

”

g 8(h,~'h,~"h,~"h,) (h,~'h,~"h,~"h,)
2,11,, 1d11b1)hhh “h,h,’h,”h,”h,
abe

(30) g’3hi"hi”

a,bed =

1

24abcd ¢

a,b,c,d=

L2V (1,1, 070 (10,2 7i,) (1,0, 7))

1
24 wbed Rcu Rsb Rer Red
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In derselben Weise 1aBt sich zeigen, daB fiir die Summe der «-faktorigen
Produkte der Hauptkriimmungen, ¢ < m, in bezug auf die Normale i,
fiir welche Summe wir das Zeichen o,, einfiihren, gilt:

a(a—1)

2 20

g’2*h, " h,".

(31) Oue = (= 1)
Wir bilden nun die GroBenreihe:

[
H—(H,~'H,)(H,~H,) H, ,Hz
9 ” I 4
(32) H:(111’\’111" H1)(H1"\,H1"‘ ’HI) H, H2”H2
3a
H=H"H/ H;.
Bei Ausfiihrung der Potenzierungen sind gleichberechtigte Faktorensysteme

3o
HHH, 'Hl'Hl'll2 usw. einzufithren. H ist in den letzten « Fak-
toren symmetrisch, eben weil alle o gleichberechtigt sind und enthilt in
diesen Faktoren nur die Einheiten i, e=m-1,...,n. Dann ist:

3a
(33) h)"h " =H<i]
und a(e—1) s s
(34) Oue=(—1) * ‘g’2aHil.

Der algebraische Mittelwert 6,, der zu simtlichen méglichen Richtungen

von i, gehorigen Werte von o,, wird erhalten, indem 2ga ’?"‘if iiberschoben
wird mit dem algebraischen Mittelwert aller GroBen if. Nun berechnet
sich leicht, daB letzterer Mittelwert, fiir « ungerade und > 1, Null
ist und fiir gerades «, «=2pu, bis auf einen Zahlenfaktor gleich
(*g —"g’)"" ist, wo w— die u-fache symmetrische Multiplikation der
GréBe mit sich selbst bedeutet. Es ist z. B.
3
(n—m)2—2(n——m)
...... 15

Mittelwert i i i i ii —
CEEEEE (n—m)’ +6(n—m) —8(n—m)

("g —*g")""

(*g —g")"".

Mittelwert i, Lii =

(35)

3a
Da H in den letzten o« Faktoren symmetrisch ist, so ist:

4p

(36) 62/46 - ]‘,u g
Wo 1, ein nur von m —m abhingiger Zahlenfaktor ist und 2ge durch
jede Permutation 2 der idealen Faktoren der u Faktoren ’g ersetzt

6u
’ 4!1 H 2./.; 2g/4,

werden darf. Nun 148t (ﬁ ¢ gk sich aus den idealen Faktoren von ﬁ i2g
aufbauen. Da aber nach (9):

4 4
(37) sH2g— — ' 4K + K,

Struik, Differentialgeometrie. 9
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eu 4 4
s0 ist auch H 2!‘ tgu nur von §’4K und K’ abhiingig. 6,,. ist also nur
von %g’, ’4K und K abhéngig und zeigt demnach dieselbe Invarlanz
wie K. Wir wihlen nun «+ 8 gerade, « + 8 =2u, und betrachten die aus H
38

und H gebildete Grofe:

¥ ~ LA T 5
(38) J=H 7L HTLT L,
wo L gleichberechtigt ist mit H. Bei Ausfihrung der Potenzierung sind

o gleichberechtigte Sitze H,, H,H,; 'H,, 'H,, 'H, usw. und ebenso
g Satze L., L,, L,; 'L, 'L,, 'L, usw. einzufiihren. Dann ist:

6
(39) hy”™'hS " hET hE T = J e i2n
und ala=1) | ALA=1)
2 + 2 tu, 6u 2
(40) Oue0pe=(—1) g/iryeni,

Der Mittelwert sdmtlicher GroBen o,, 04,, 0ae 0g,, ist also gleich:
ala=1) | B(F=1)
(41) Gas0pe—(—1) °* S 7 DGO
wo (i), der Mittelwert samtlicher GroBen i * ist.
Zur Umgestaltung dieses Ausdruckes betrachten wir die ideale GroBe:

2u ( ,
(42) P=(®a 7 'a)(“b'h),
wo die a und b gleichberechtigte ideale Faktoren von:
(43) fPg="a'a=...=WaBla="h'b=...="pp

gind. Diese GroBe entsteht aus:
®a... %% ... b,

indem zwei bestimmte Sitze von « bzw. f idealen Faktoren durch ihr
alternierendes Produkt ersetzt werden. Eine solche Operation heift eine
einfache Alternation ,5A%"). Allgemein ersetzt eine einfache Alternation
51, ..., 54 t bestimmte Sitze von s,, s,, ..., s, Faktoren durch ihr alternie-
rendes Produkt. s,,s,,...,s, heiBt die Permutationszahl der Alternation.
Jede Alternation ist offenbar eine Summe von Vielfachen von Permutationen.
Die Alternationen mit verschiedener Permutationszahl kénnen nach der GroSe
ihrer Permutationszahl geordnet werden und erhalten dann einen Index
rechts, z. B. ist fiir 2u =6:
A=4, ,A4=4, ,,4=A4,
(44) ;A =4, 3,2A:A6 sd =, ,4=A4,
4,2A:A9 5A:A10 GA“‘AM

H

A=A,

w

AS
A— A,

|

'

) Fiir die Theorie dieser Operatoren und ihre Anwendung auf die Reihenent-
wicklung von GroSen und Formen siehe Schouten, 1919, 11.
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Die Anzahl der verschiedenen mdglichen Permutationszahlen sei k. Fiir
2u =206 ist also £ =11. Die verschiedenen Alternationen mit derselben
Permutationszahl konnen durch einen Index oben rechts unterschieden
werden. Z. B. gibt es fiir 2u =6 15 verschiedene Alternationen , ,4:

(1) (15)
s A®, LA

Die Summe aller Alternationen A4, mit derselben Permutationszahl, divi-
diert durch ihre Anzahl, heifit die allgemeine Alternation A,. Es kann
nun gezeigt werden, daB es k£ Operatoren ,I gibt, so daB:

A fir w=w
(45) LT = 0 fir u<w,
und
+0 fir 1<v<u
(46) uIAv:Avulz{ . -
0 fir v>u,

wiéhrend die Summe aller ,/ der Einheitsoperator ist.

A, kann als Vielfachsumme der Operatoren _I,...,, I geschrieben

ok

werden : .

(47) A‘v:fi-uz, v>1.
Sei nun: !

(48) pad =4, g.d=A,

und

(49) wpd = A4y,

so ist fir e -8 >4 und a4 =4, a==p sicher u <v. Fir u <w
ist aber

2 u 2u v bk 2 V..., k ap
(50) P=A4P=4 D> IP=) 147P
w w
N .
— 4,3, 4P,
w

wahrend fiir « + =4, ¢ =, die Gleichung » = v gilt:
(51) gad =2 4.

2# . .
P ist also fiir e =>4 stets eine Summe von Grofen, die alle in u
Sitzen von zwei Faktoren alternierend sind. Thre Anzahl ist die Anzahl

der einfachen Alternationen , ;4. Wir verfolgen irgendeine dieser Grolen
: g
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und nennen den zugehérigen Operator, durch welchen diese Grofle aus
2
P gebildet wird, O,:

Yyooon k

0, =AP D Suwwl A, fiix ¢+ >4, oder ¢ +f=4, uso.

(52)
0,=A4) fir a+pf=4, u=0v.
Sodann ist
(53) (Pa2'a) (Wb b)) (Pa2"a) (@b 7 'b)

2u 2n

:2(01']?) P.

Offenbar ist aber, da die a und b alle gleichberechtigt sind, fiir jede ein-
fache Alternation:

(54) (4, P)F—P(4,P) - (4,5)(4,P),

und infolgedessen, da  J sich als Summe von Vielfachen von Alternationen
schreiben 14Bt:

2u 2u 2u 2u
(55) (0,P)P =(0,P)(O, P).
Nun ist
ale=1)  FB-D, o,
(56) & o =(—1) ° PP PN L HIL HIHS 2 (809,

ala—1)  B(B—1)
— + —— 2u 2pu

=(—1) ? TP PUHITIHITPHI e g
afa—1) B(B-1)

— 2 2
—(—1) * T OB, P B H T H g,
e

wo 2gr in jedem Term durch jede beliebige Permutation der idealen
Faktoren der u Faktoren 2g# ersetzt werden darf, da jeder Term fiir
sich jetzt in den letzten 2y Faktoren symmetrisch ist. Da ferner

2u 2u
(57) 0,P2H " —0,P2r AV HHF
und A eine Alternation mit w Sitzen von zwei Faktoren ist, 1aBt sich

6
jeder Term von o,,0,, aus den idealen Faktoren von u Grofen H 2°%g
4 4
und 2 u Gréfen *g’ aufbauen. o, og, ist also nur von 2g’, é".‘K und K’
abhingig. Zusammenfassend haben wir also den Satz erhalten:
Werden in einem bestimmien Punkte P eimer V, in V, die

Summen o, , der «-faktorigen Produkte ungleichnamiger Hauptkriimmungen
der V, in bezug auf eine bestimmie Normale i, der V, gebildet und
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darauf die Mittelwerte 6o, und 6., 0p,, o+ >4, similicher Grofen
Oue b2W. 0o, 05, 10 bezug auf alle moglichen Normalenrichtungen, so sind
0o UNA Gg, Oge flir o b2w. o -+ B ungerade gleich Null und fir o« bzw.
« + B gerade nur abhdngig von der Mafbestimmung der V,, und won

4 4
der V- Komponente é"%K des Riemann-Christoffelschen Affinors K der
V,. Diese Qrofien sind also fir V, tn S, Biegungsinvarianten und
fir V,, in V, invariant bei allen Biegungen der V, in V,, welche

8 4 . . 3 . . .
g’ *K invariant lassen, insbesondere bei allen Biegungen, bei welchen

die m-Richtung der V_ in P sich nicht dndert?).
Fir V,_,inV, geht o,, fiir gerades « iiber in o,. Fiir diesen Fall
sind alle GréBen o, fiir n > 3 und alle GréBen o,, fiir « > 1, % = 3 nur

4
von der MaBbestimmung der ¥,_, und von é"-}K abhingig. Dieser Satz

kann fiir » > 3 viel einfacher bewiesen werden. Nach (12) ist *h der
4

8 4
Vektortensor der zum Bivektortensor 1 (K’ — g’¢K) gehort. Nun ist

aber ein Vektortensor dann und nur dann durch seinen zugehorigen Bi-
vektortensor eindeutig bestimmt, wenn sein Rang grofer ist als 2. (Vgl.
S.34.) TFir n >3 ist also "h im allgemeinen eindeutig bestimmt durch

4 4
K — é"%K und damit auch alle Hauptkriimmungen und alle GréBen o,.

4 4
Daraus folgt fiir eine V,_, in R, wo K'— é'?K nur von der (n — 1)-
Richtung der V,_, in P abhéngt, der Beezsche Satz:
Eine V,_, in B, kann im allgemeinen nicht verbogen werden?).

Es sei nebenbei bemerkt, dall aus demselben Grunde eine V, in R, oder
S, mit lauter axialen Punkten im allgemeinen nicht so verbogen werden
kann, daB} ihre Punkte axial bleiben. Auch bei einer Verbiegung einer
beliebigen ¥, in V, bleibt ein axialer Punkt im allgemeinen nicht axial.

) Lipschitz hat zuerst 1870, 1, die Invarianz der o, . fir o gerade bewiesen
fir V,, in R,, sodann 1876, 4, die der &, o,, %8¢ fiir oc+ﬂ gerade und >n-41.
Killing hat 1885, 2, S. 246 und flg. den Bewels geliefert fiir simtliche 5, ,und_ og,
fiir V,, in S,, er gibt auch die geometrische Bedeutung dieser Ausdrucke Puchta,
1892, 5, bewies die Invarianz von o4, @ > 1 fiir V4-1in R,. Maschke hat 1906, 3,
mit Hilfe seiner Symbolik die Invarianz von o,_, fiir V,_, in R, dargetan, Bates,
1911, 1, die von oa, a>1 fiir V,,_1 m R,. Es ist Bates nicht gelungen, auch fiir

Vw in V,, die 6, in 2g’, K und g’ 4 K auszudriicken, er findet zwar Ausdriicke,
diese enthalten aber noch die n — m Funktionen, welche, Null gesetzt, die Gleichungen
der V,, bilden. Auf die Invarianz von Gy, In B, haben hingewiesen Monro, 1878, 6,
S.175; Stackel, 1894, 18, 8. 110; Kiihne, 1903, 6, S. 308; Hovestadt, 1880, 2.
— %) Beez, 1875, 2, 8. 374 u. 876 (Vx-1in R,). Der Satz gilt natiirlich auch in
einer S,. Uber die ¥V, _, in R, (oder S,), die Biegung gestatten, siche S. 144. Siehe
auch Campbell, 1898, 12; Cesaro, 1895, 2 und 1901, 2, S. 816 flg., Kiihne, 1902,
10, S. 263.
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5. Bedingungen fiir eine ¥, in V..

Liegt eine V_ in einer V,, so zeigten wir in (12), daB

n?

8

4 4
(12) g *K=K —2 ' (h,~'h)(h,~'h,).

4 4
Erste Bedingung ist also, dall K — é"?K sich als Summe von n —m
einfachen Bivektortensoren schreiben 148t. Nun ist:

(11) h,=g’2Vi,

und die Integrabilititssbedingungen dieser » — m Gleichungen entstehen,
wenn in

6 . 6,4t
(58) g2V ~r)i,=g 3K!'i,
die linke Seite in *h, ausgedriickt wird. Nun ist:
(59) Vvi,=v{r(a.i,)}a

={Vv(a.i)ya+{V(a.b)}{V(a.i,)}b

und demnach:
(60) 2g"3(V ~V)i,=2{V (a.B)}~{V'(a.i,)}}".
Ferner ist:
wf ey
_ 5°h, — {7 (@ W)}~ {7 (a0},
so daB
(62) 82 (V ~P)i, = ' 1,%h,+[{""(a.b)} — {7 @.b")}]~{V (a.i)} b’
ist. Nun ist
(63)  [{F'(a.-b)} —{¥'(a’". B )}]~{V (a.i)}P’
:%Z{V'(afbf)}A{V'%}b'

:Z {(afa bf + afbfa) Aoy — (a’fb bf+afbfb) Cpoy b, (1, ~1;)1,

fab
\ 7 . . .
:2/ {afaabbfabc - a’faeabfb bc} (la/-\lb)lc 1)
fabd
=N {(1,4, 2V i,) (1,1,2 Vi) — (i, 27 i,) (15,2 Vi) } (i, ~ )1,
fab

:;’ [h,~{%g'* (Vi) 'i}]h,.

') Da z B. nach III (123) ay, bsb, = 0.
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Setzt man also
(&4 i)y = g i =,

so werden die Integrabilitdtsbedingungen erhalten aus (11) und

6

4
(65) 2p' 1,42 (h~v, )h, =g 3K, |
f

in Koordinaten:

(658) Vi lupy — Vihoay + ) (hrayVers — hpyvera) =295/ Kot
7

Dies ist die fiir V,, in V, erweiterte Codazzische Formel®).

Diese Integrabilititsbedingungen setzten aber die Existenz von
(n—m)(n—m—1)
2
dingung fiir diese Existenz zugefiigt werden, um ein auch hinreichendes

System von Bedingungen zu erhalten. Aus (61) folgt:
(66) V'~v, =g W~{(Vi,)ti}
L, o os s | 4o ps .
=58 KL i+ g H{(ri)ta}~{(Vi,)'a}
14,05, s 4, Sy 1 N
=58 K20+ g H{(Vi)ti, ) ~{(Vi,) 1}
g

‘*—Z(th] ia) A(2he ‘ ia)’

Vektoren v, (e < f) voraus, und es muf noch die Be-

so daf}:

-

, 14,05 5. . / '
(67) | V' ~Vy—=g8 2K i+ v, ~v, + (h,~h)h. h,
g

in Koordinaten:
’ ’ fkd
(673') Ve Verp — Vﬂ Vefo = Jap Kx).fe -+ Z(vega Vegp — 'Ufgﬁ'vega)
g

+ Prayhepy — brpybeay-
Die Koexistenz der Gleichungen (12), (65) und (67) ist also not-
wendig dafir, daf3 eine gegebene V, in einer gegebenen V, liegt.
Fir V,_, in V, besteht kein Vektor v,., (67) existiert dort also
nicht und (65) geht iiber in:

4
(68) 2F’ 1 h=g/tKi, |.

Wir haben somit mit Riicksicht auf (13) den Satz erhalten:

1) Vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, S. 91; Darboux, 1889, 2, S. 369.
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Fiir eine V,,_, in einer V, gult:
4 8 4
1. K' — g’¢K ist ein einfacher Bivektortensor,

2. der zu diesem Bivektortensor gehorige Tensor *h geniigt der Glei-
chung (68).
Ist die V, eine §,, so geht (12) iiber in

4 ’ ’ ’ ’ 1
(69) K —2K,%g' =% =22 (h,~'h,)(h, ~'h,),
(65) in:
(70) V’llzhe +§<thvef)hf:0
und (67) in:
(71) V' ~V= 2V ~V,,+ (h,~'h)h,. '],
g

Wir haben also den Satz erhalten:
Damit eine gegebene V,, in einer S, untergebracht werden kann, isi
notwendig und hinreichend, daf:

4
1. 3K’ — 2K *g' =g’ sich als Summe von n — m einfachen Bivektor-
tensoren schreitben lift,

2. es in der V,, (n_m)(g”

" =) Veltoren V,, gibt, die zusammen

mit den zu dem Bivektortensor gehorigen Tensoren *h, den Gleichungen
(70) und (71) geniigen.
Fiir m =mn — 1 verschwindet (71) und geht (70) iiber in

(72) V'1’h=0,
in Koordinaten
(72a) Viebs,=0").
Dies ist somit die Codazzische Formel fiir ¥V,_, in S, (und R,)?).
) Riceci schreibt w. a.: byg, = brys, z. B. Ricei, 1898, 10, S. 8. — ?) Fiir

Vm in V, sind die vollstindigen Bedingungen (12), (66) und (67) zuerst angegeben
von Kiihne, 1903, 6. VoB, 1880, 5, S. 1389, gibt zuerst (12) und (63) fir V,
in V,, Ricei, 1902, 12, gibt beide Formeln fiir V,, in V¥, in absolutem Differential-
kalkiil. Fir V, in R, treten (12), (66) und (67) schon auf bei Riceci, 1888, 7.
Auch die folgenden Autoren geben Spezialfille der obigen Formeln: Ricei 1884, 1
(Va—, in R;); Hoppe, 1886, 2 (V,_, in R,); Cesaro, 1894, 3 (V, in R,); 1894, 5
(Va—y in R,); 1895, 2 (V,_, in R,); 1901, 2, 8. 287 (V, in R,), 8.805 (V,_, in
R,); 1904, 2, 8. 665 (V, in 8,); Lovett, 1901, 5 (V,_, in R,); Servant, 1901, 7
(Vyin 8;); James, 1903, 5 (V, in R,). Formel (68) tritt auf als Formel (202)
bei Schouten, 1918, 10, 8. 74.
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6. Die Gleichung Vi, —p.
Die Integrabilitdtsbedingungen der Gleichung:

(73) Vi, =p
werden nach Abschn. IT § 12 erhalten aus den Gleichungen (73) und
4
(74) K'i—2/1p.
Wenn
(75) D=2 p,i, 6 j=1,2,...,n
LFY)

ist, so wird diese Gleichung:
. :
(76)  Kii, =2 247 piy) ~i b+ oy [{(V @) ~a}i; +{(Va)) ~1}a]

’“22{ Vp” "1}1 +22[Z’w Vii)?ilik}(ik’—\il)ij

ikl

+{(V1 244 (0, ~ 1) 1]
=2 (i, V) (i~ )i+ 2 D) (2, (V) 2,

ik ikl
+ pjl(Vil)?ikii] (ii’-\ij) i
1,9, k,01=1,2,...,n

Uberschiebung mit i, i,i; ergibt:
(77 K= lk]]ll?Kll =51V + D v (V) 2L
l
—'}-ijl(Vil)?ikii — i1V p;, “ZPZk(Viz)?iiij
7 7

-—Zp”(Vil) ? ilcij’
1

oder

(78) K

tikn

4
=ikijii?K?in=ii?ijk—iﬁVpik
_I"ijl(Vil)?ikii _Zpil(V.il)?iki‘
+Zplk{ Vlz)211 — (Vi) ? 11 e

Das erste Glied der Gleichung (78) verschwindet (aufler in dem trivialen
Fall, wo k£ =n oder ¢ =74), wie sich leicht berechnet:
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4
1. in einer B, wo K =0, fiir alle Werte von 4,4, k,
4

2. ineiner §,, wo K=2 K (a ~b)(a—~b), wenn drei der vier Indizes
1,4, k, n ungleich sind,

3. in einer ¥V, n>2, wo

4
(79) K= “5asl)a~L),
in welcher Formel L — LI ein beliebiger Tensor ist, wenn die vier In-
dizes ¢, §, k, n» ungleich sind (vgl. 8. 151).

Fiir » > 3 ist (79), wie wir S. 150 naher erldutern, die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daf eine V, konform auf eine R, ab-
bildbar ist. . 4

Fir » =3 ist K immer in die Form (79) zu bringen?). (Die Be-
dingung, daf} eine ¥V, konform auf eine R, abbildbar ist, wird S. 152 gegeben.)

Eine auf eine R, konform abbildbare V_ heilt konformeuklidisch
und soll durch C, bezeichnet werden. Jede V, ist eine C,.

4
Umgekehrt, verschwindet K fiir alle Werte der Indizes, so ist die ¥V,
4
eine B, (8S.64); verschwindet K immer, wenn drei orthogonale Indizes

4
ungleich sind, so ist die ¥, eine S, ; und verschwindet fiir » > 3 K immer,
wenn vier orthogonale Indizes ungleich sind, so ist die V¥, eine C,?).

Wir betrachten noch den besonderen, S. 139 zu verwendenden Fall:

(80) p=1p = p,ii,. i=1,2,...,n
i
Dann entstehen aus (78) fiir die orthogonalen Bestimmungszahlen:
. :
(81a) K, =LL 7K, = pjj(Vij? 2 ik‘ii.— p”(l?'ij) ?i,fij
+ PV i) 2 Ll — (Vi,)? lilj}
:(pkk"“pjj)(Vlk)?ljii )
o _(pkk_pii)(Vlk)?lilj’ 4,9,k =+
(81b) Kij'in = — ij% Vp,, + p_;'j(Vij) L+ (V) ijii
:_ij}Vpii+(pjjwpii)(Vij)?iiii' =y

7. V. in V,,.1 mit einem zweiten Fundamentaltensor
m-ten Ranges, m < n.

Es sei i,,, eine geoditische Kongruenz senkrecht zu einer ¥V, in
. 5 . . .
einer ¥V, ., V° der zur V, , gehorige Differentialoperatorkern und der

zweite Fundamentaltensor der V,,
(82) *h="r",,

1) Z. B. Ricci-Levi-Civita, 1901, 6, S. 142, der Tensor ar®) korrespondiert
nicht mit 2L, sondern mit 2G. — 2) Schouten, 1921, 7, S. 84,
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sei vom Range m < n. Sind danni,, @ =1, ..., m, Kongruenzen in den m
Hauptrichtungen von “h senkrecht zum Nullgebiet von “h, und i,, e=m
+1,...,n, beliebige zueinand er senkrechte Kongruenzen im Nullgebiet, so ist:

(83) *h= Db, i, i,
Aus (82) und (83) ergibt sich: ’
(pO0s 1y (p%iy1g _
(84) .4 1n0+‘1)- L, (Vi )i, =0,
pirii,.,=0.
Die Integrabilitdtsbedingungen von (84) werden erhalten aus (84) und:
[ a 6 4
(85) 281V L h—=g?a(l° ~pr%i,, —g K, ..
4
Hier ist ®g"der Fundamentaltensor der ¥, und K° der Riemann-
Christoffelsche Affinor der ¥V, _,.
Substitution von *h in die Gleichungen fiir die ¥, ,,, die mit(81a)

fiir V, korrespondieren, ergibt, wenn man beachtet, daf fiir ¢,4, k=1, ..., n
immer nach Abschn. IIT (127):

(86) L0, 20" =11,V
die folgenden Gleichungen:

4
(87> Koabe(az+1) = icibia 3 KOl in+1 :(h - kbb)(Vic) 2 ibi

ce a

—(hcc—haa)(Vie)?iaib’ a,b,c+
4
(88) Koabe(n+1) = ieib ia 2'; KO 1 in+1
= = hy, (Vi) i i, + by, (V1) 20, a,b+
4
89) K° =1,i,i, 2 K" i
aeb(n+1) b e a n+1
:kbb(Vib)?ieia*Mbb”hauﬂVib)?iaie’ a»b+
4
(90) Koafe (n+1) = ie ifia H KO ! in+1 :Ekaa(Vie) : iaif7 e + f

4
(91) Koefa(n+1):ia ifie % KOI in-i-l:haa,{(Via) ‘% ifie - (Via) 2‘ ie if}’ e +f
4
(92) Kogfe(n+1):ieifig:?Ko%irrl—l:o’ e7f7g+
Substitution von “h in die Gleichungen fiir die ¥, ,,, die mit (81b) fiir
V, korrespondieren, ergibt:

4
0 s s s gyr0 .
(93) K aba(n+1)°—1ulb1u' K . 1n+1

=—0, Vh,, +(hy, — b, ) Vi)?i,i,, a=+b
4
(94> Koeae(rn+1)=ieiaie§K0¥in+1: ‘kaa(Via)?ieic
4
(95) ‘Kouea(n—l—l) = iaieia ? Ko%ini—l = ie§ Vkaa _“kaa(Vie)? iaia

4
(96) KO@fe(oH—l):ieifie?K0¥in+1:O7 e=}=f
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Jede dieser Gleichungen ist der Ausdruck einer geometrischen Eigenschaft.
In einer C,,, lehrt (90) fiir m < n — 2:
(97) (Vi,)2ii.=0, e=+f,
also bilden die Nullrichtungen co” ¥, _, . Weil i, und i, ganz beliebig sind,
und nach (94) (Vi,)2i,i, nur in einer S, ,, immer verschwindet, folgt:
Die Nullricktungen einer V,, in C, ., bilden co™V, . welche in V,
lauter Nabelpunkte besitzen; die Nullrichtungen einer V, in S, ., bilden
oo™ in V, geoddtische V, _,,.
Da nach (84):
(98) Vi, . 2i,i, =0,
so bilden die Nullrichtungen einer V,_ in S, , auch oo™ in 8, ,, geo-
ddtische V,,_, und somit (nach der Bemerkung S.125) com S, _, *)
Die Gleichung (96) hat nur einen Sinn, wenn m <n — 2 ist; die
Gleichung (92), wenn m < m — 3 ist. In diesen Fillen enthalten (92)

und (96) eine Bedingung fiir 14(0: némlich, daf die gfe(n -+ 1)-, bzw.
die e fe(n -+ 1)-Komponente fiir jede beliebige Wahl der gegenseitig senk-
rechten Richtungen i, 1,1, verschwinden mufl. Daraus folgt der Satz:

Es ist immer moglich, in einer V, , durch jeden Punkt in jeder beliebi-
gen Lage V, mit einem zweiten Fundamentaltensor vom Range m —=n — 1
zu legen. Damit durch jeden Punkt in jeder beliebigen Lage V, mit
zweitem Fundamentaltensor vom Range m=mn — 2, bzw. m < n — 3 méglich
sind, ist notwendig und hinreichend, daff dieV, ., eineC, ., bzw. S, ,, st.

Insbesondere gilt fiir m = 0:

In einer S,,., und nur in einer S, ., ist durch jeden Punkt in
jeder beliebigen Lage eime geoddtische V., mdglich?).

Wenn die Kongruenz i, in ¥, geodatisch ist, so folgt in einer S, .,
aus (93) und (95):
(99) {lb%Vhaa:O, bs+a

i,1Vh,,=0,

und A, , dndert sich also nur lings der Kongruenz i,.

Umgekehrt, &ndert sich k,, nur lings der Kongruenz i, fiir V, in
8, ., fiir alle Werte von & im Falle, daB m = n und alle 4,, ungleich
sind, so ist infolge (93):
(100) i,i 2Vi, =0,

1) Riir ¥V, in R, besagt dies, daB eine V, mit der GauBschen Kriimmung Null
eine Regelfliche ist, vgl. Abschn. IV, § 9, und z. B. Bianchi, 1899, 2, S. 106.
— %) Beltrami, 1868, 1; Schlafli, 1871, 4. Der Satz lautet bei diesen Autoren:
In einer S, und nur in einer S, kénnen die geoddtischen Linien durch lineare Qleichungen
in den Urvariablen dargestellt werden. Vgl. auch Enriquez, 1902, 4; Liiroth, 1907, 1.
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und alle Kongruenzen i, sind also geodétisch in ¥ . Fiir n =2 enthilt
die ¥, dann zwei gegenseitig senkrechte geoditische Kongruenzen, ist also
nach dem 8. 58 bewiesenen Satz eine R,.

Weitere Eigenschaften ergeben sich, wenn angenommen wird, dafB
bestimmte Sitze von A,, gleich sind oder bestimmte Sétze von m, Kon-

gruenzen der Hauptkriimmungskurven ¥, -bildend sind. So folgt in C,
fiir den Fall, daB alle A,, gleich sind, aus (89) und (83):

( . e ?170' _
(101) g b
(LEVTL L, =0, u,v=1,...,mufv; m <m

und, wenn alle anderen Bestimmungszahlen = %, sind, aus (87):

(102) i,i,2V°i, =0, utv,x=m, +1,..., m.

Da die Lage der i, in der durch i, ..., 1, bestimmten R, beliebig ist,
bilden die i, also co®=™ V,, , die in C, , , lauter Nabelpunkte enthalten. Um-
gekehrt, bilden die m, Hauptkongruenzen i, in €, V,, mit lauter Nabel-
punkten, so sind nach Abschn. IIT (188) alle %,, gleich. (Dieses gilt
auch in V,_,;.) Existiert iiberdies keine Hauptkongruenz i, x=m,
+1,...,m, so daB die i, mit i, V,, ;1 mit lauter Nabelpunkten bilden,
so ist nach dem zuvor bewiesenen A  ==h,,. Wir haben also den Satz
erhalten:

In einer V, in O, ., bilden m, der Kongruenzen von Haupthkriim-
mungskurven senkrecht zum Nullgebiet des zweiten Fundamentaltensors
i,u=1,...,m,, dann und nur dann ein nicht mehr erweiterungsfihiges
System dieser Kongruenzen, welche V., mit lauter Nabelpunkten bilden,
wenn die h,, ein mnicht mehr erweiterungsfihiges System gleicher Be-
stimmungszahlen bilden.

Bildenh,,, w =1, ..., m,, ein nicht erweiterungsfihiges System gleicher

Bestimmungszahlen, so folgt aus (93) fiir ¥, in S, :

103 itVh, =0, u=Fv;, u,v=1,...,m,.
v uu 1

Fir m, > 1 ist also A,, in den gebildeten V. konstant.

Sind iiberdies die Kongruenzen i, geodétisch in V,, was nur méglich
ist, wenn die V,, geoditisch sind in ¥V, (vgl. 8.96), so folgt aus (93)
und (95), daB ¥ 4, keine Komponente senkrecht zu den ¥, , haben kann;
h,, ist also fiir m, > 1 konstant und fiir m, = 1 konstant in V,_, senk-
recht zu i,. Umgekehrt: ist & , fiir m, > 1 konstant oder fiir m, = 1 kon-
stant in ¥, _, senkrecht zu i,, so folgt aus (93) und (95), daB Liri,
keme Komponente senkrecht zu den V,, haben kann, und die V,, sind
also geodétisch in V.

Zusammenfassend gilt fiir ¥, in §,,, der Zusatz:
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Die zu einem bestimmien micht mehr erweiterungsfihigen System
gleicher Bestimmungszahlen h,,,w=1, ..., m,, gehorigen Vy, sind dann
und nur dann geoddtisch in V,, wenn fir m, > 1 h,, konstant ist und
fiir m, =1 h,, konstant ist in V,_, senkrecht zu i,. Sie sind dann und
nur dann geoddiisch in S, ,, wenn h,, Null ist.

8. Die ¥, in V, . mit lauter Nabelpunkten').

Fir m, =n enthilt die V, lauter Nabelpunkte. Fiir diesen Fall
lehren (87) und (93):

4
(104) { cha(n+1):iaibicE'Ei(o%ini—l:()’ a’ib’c:#:
Kaba(n+1):iaibia§Ko%i11+1:pib%Vhaa’ a=b.
Der GauBische Satz (9) gibt in diesem Fall:
(105) g K°— K — 2h%(a ~D)(a~b)
und daraus folgt fiir » > 3:

Wenn in einer C, ., eine V, mit lauter Nabelpunkten liegt, so ust
diese eine C,. Wenn in einer S, eine V, mit lauter Nabelpunkien
liegt, so ist diese eine S, .

Fir n = 2 gilt insbesondre:

Eine V, mit lauter Nabelpunkten in einer S, ist eine S,.

Auch folgt nach Abschn. II (166) aus (105) fiir n = 3:

Fiir eine reelle S, in eimer S,,, ist immer K,< K. Eine reelle
S, in einer B ., hat somit immer positive Kriimmung?).

Aus (103) folgt fiir » > 3:

Damit durch jeden Punkt einer V, ., in jeder beliebigen Lage eine

4
V, mit lauter Nabelpunkten geht, ist notwendig und hinreichend, dafp K

die Form ;éé (a ~L)(a ~L) hat. Fir n >3 ist also notwendig und
hinreichend, daf} die V, ., eine C, ., 1ist®).
Fiir n =3 gilt:

In einer V, ist durch jeden Punkt in jeder beliebigen Lage eine V,
mit lauter Nabelpunkten mdoglich®).

Wenn %,, konstant ist, lehrt die erste Gleichung (104 ):

Damit durch jeden Punkt einer V, in jeder beliebigen Lage eine V,
mit lauter Nabelpunkten und konstantem h,, geht, ist notwendig und hin-

reichend, daf die V, , eine S, ., ist®).

1) Vgl. Struik, 1921, 10. — 2) Beez, 1876, 2, 8.379 (8, in R, ,), vgl. auch
Monro, 1878, 6; Brill, 1885, 1 (S, in B,); Schur, 1886, 6, und Cesaro, 1894, 3.
-— 3) Schouten, 1921, 7, S. 86—87.
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Dasselbe gilt fiir den Fall, daB h,, sich nur entlang i, &ndert.

Nach 8. 140 ist diese Bedingung dieselbe wie die fiir geoditische V1.

Wenn h,, nicht konstant ist, legen wir die Kongruenz i_ in die Rich-
tung von V' A,

(106) Vhaa:ai'n’
wo o« ein Koeffizient ist. Sodann folgt aus (104):
e s R
Kunu(n+1):1ulnlu3K M, =—u
(107) 4K71un(n+1)—1 l l 3:Koll nt1=0
Kovuinrny = 1,4,1,2 K i,,=0, w,v=1,2,...,n— 1.

4
Mithin nach Abschn. IT (177), wenn "K° = a’t K°! a®:

L..n
Ku(11+1) =1,.,4,° K’ :Zlult i, ﬁo =
(108)
{ K, i1y = n+1in?2K Zlnlu]ulmu 14{ =(n—1)e
oder:

Die V,_,, auf denen h,, konstant ist, bestimmen in jedem Punkt der
V, eine (n—1)- chktung, welche der Durchschnitt der V,, mit der zur V-
Normalen beziiglich "K° konjugierten n-Richtung ist.

Wenn i, , eine Hauptkongruenz der V,,, ist (S.67), so ergibt sich
der Satz:

Ein System von co' V, mit lauter Nabelpunkien orthogonal zu einer
Hauptkongruenz hat immer konstante h,,. Umgekehrt stehi jedes System
von oot V. mit lauter Nabelpunkten und konstantem h,, orthogonal zu
esner Hauptkongruenz?).

Liegt eine ¥, mit lauter Nabelpunkten in einer 8, ,,, k>1, so ist

sie, da nach Abschn. ITI (172) H = g D ist, nach dem GauBschen Satz(9)
eine §,. Dies folgt auch aus dem Satz S.115, weil eine derartige ¥V,
lauter axiale Punkte hat und *g vom Range n ist. Somit liegt die ¥V in
einer §, ., und ist also nach dem Satze S. 126 eine S,.

) VoB, 1880, 5, 8. 157. — 2) Fiir k=0, also fiir geodétische V,, riihrt
der letzte Teil dieses Satzes von Ricei her, 1903, 9, S. 415 und fiir k., allgemein
und n =38 von Rimini, 1904, 9, S. 835. Vgl. auch Hadamard, 1901, 3.
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9. Die developpabelen ¥, in S,.{ und die ¥, in 8,1,
die Biegung zulassen.

Fiir m = 1 folgt aus dem Satz S. 140, daB die Nullrichtungen einer ¥,
dieser Art in einer S,,, oo, _, bilden. Die ¥V, ist also der Ort von
oo!S,_,. Da nach (84)i,1V°%, ,, =0 ist, so ist die beriihrende geo-
ddtische 8, fiir alle Punkte einer S, _, dieselbe. Die V, wird also von
oo! geoditischen §, eingehiillt, die alle die ¥, lings einer geodétischen
8, _, beriihren; wir nennen sie developpable V.

Einen Satz iiber developpable ¥V, in §,,, findet man S. 126.

Fiir allgemeine Werte von m gilt fiir eine V, in §,,, nach dem
GauBschen Satz:

: 4
(109) K—2K;(a~hb)(a~b)=2(h ~"h)(h ~'h)
und °h ist der Vektortensor, der zum Bivektortensor
4
1K —KJ(a—~b)(a—~Dh)

gehort (s.8.34). Soll dieser Bivektortensor mit unendlich vielen Tensoren “h
korrespondieren, so mul m = 2 sein (S.34). In diesem Falle und nur in
diesem Falle (die bereits untersuchten Fille m = 0, m = 1 ausgenommen)
ist Biegung der V, in §,,, moglich. Das Feld *h muB iiberdies den
Codazzischen Formeln geniigen.

Fiir m = 2 folgt also der den Beezschen Satz ergéinzende Satz:

Die V,in 8, ,,, welche Biequng zulassen, haben wenigstens n — 2 ver-
schwindende Hauptkriimmungen. Die Nullrichtungen bilden co® 8, _,. Die
beriihrende geoddtische S, ist fir alle Punkte einer geoddtischen S, _,
dieselbe®).

Der GauBsche Satz lautet fiir m = 2:

4
(110) K —2K)@~h)(@~b) = 2h,, by, (i, ~ ;) (i, ~ §;)-

Wiire die V,, eine S, so wire A, k,, = 0. Fir m = 2 kann die ¥, somit
keine §, sein.

1) Dieser Satz riihrt fiir ¥, in R, von F. Schur 1886, 7 und fiir V,.., in R,
von Bompiani, 1914, 2 her. Das Problem ist zum ersten Male von Killing, 1885, 2,
S. 238 gestellt, vgl. auch 1893, 2, 8. 856. Der Fall der V, in R, ist von Schur,
Banal, 1899, 1 und Bianchi, 1905, 1 behandelt, der Fall der V,_, in R, von
Sbrana, 1908, 6, Bompiani und Cartan, 1916, 5. Vgl. auch Beggi, 1914, 1-
Fubini, 1899, 9 hat auf die Aquivalenz der Fille ¥V, in B, und V, in S, hingewiesen.
Banal, 1897, 1; 1898, 1 behandelt S, in R,.
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10. n-fache Orthogonalsysteme.

In diesem Paragraphen werden einige Resultate der Schouten-
Struikschen Arbeit iiber n-fache Orthogonalsysteme und der Schouten-
schen Arbeit iiber konforme Abbildung zusammengestellt. Beweise sind
dort nachzuschlagen?).

Damit ein System von ooV, in einer R, einem dreifachen Ortho-
gonalsystem angehort, ist bekanntlich notwendig und hinreichend, daB der
Parameter einer gewissen partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung
in den Differentialquotienten nach den Urvariablen geniigt?). Fiir ein
System von oco'V,_, in einer ¥V, 'sind die notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen zuerst von Ricci®) gegeben. Wir wollen diese Bedin-
gungen hier angeben in der Form, die ihnen in der zuerst erwahnten
Arbeit gegeben ist.

Es sei ein System von ooV, _, in einer V, gegeben durch die Kon-

4
gruenz der orthogonalen Trajektorien i, Wenn *h —g'2 Vi, bis auf be-
stimmte V,, u<n — 1, n — 1 eindeutig bestimmte Hauptrichtungen hat,
so legen wir in diesen Hauptrichtungen ein n — 1-faches Orthogonalnetz

i,, a=1, ..., n — 1. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen,
damit das System einem m-fachen Orthogonalsystem angehort, sind dann:
(111) i,i,i 2V h=o, a, b, c+
(112) i,i,i, %V h = 0. a, b+

Aus diesen Gleichungen wird der folgende Satz erhalten:

Ein System von co*V,_, in einer V _, deren zweiter Fundamental-
tensor “h, aufer an bestimmien V,, w < n—1, eindeutig bestimmte
Haouptrichtungen hat, gehort dann und nur dann einem n-fachen Ortho-
gonalsystem an, wenn bei einer geoddiischen Bewegung senkrecht zu m
der Hauptrichtungen wvon “h die Komponente des geoddtischen Differen-
tials von “h in der durch diese Hauptrichtungen bestimmien B, Haupt-
richiungen hat, die mit den genannten m Hauptrichtungen von "h zu-
sammenfallen.

Wenn mehrere Hauptrichtungen von “h unbestimmt sind und *hg
Hauptgebiete hat, lege man die Kongruenzen i, in die Hauptgebiete. Dann
sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit das System
einem n-fachen Orthogonalsystem angehort, gegeben durch die Gleichun-

1) Schouten-Struik, 1919, 10; Schouten, 1921, 7. — 2) Vgl. z. B, Bianchi,
1899, 2, S.492 u. flg.; Cesaro, 1901, 2, 8.277. Genty, 1904, 6, verwendet Dyaden-
rechnung, Rath, 1905, 6, die Symbolik von GraBmann. — 3) Riceci, 1895, 5; fiir
V.—. in R, Darboux, 1898, 6, vgl. Drach, 1908, 3.

Struik, Differentialgeometrie. 10
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gen (111) und (112), wo i, i,, i, aber in verschiedenen Hauptgebieten
liegen miissen, und durch

(118) i,(i,~i)*V h =0, a, b, ¢+
wo i, und i, zusammen in einem Hauptgebiet liegen miissen und i, in

einem andern Hauptgebiet; oder durch die mit (113) #quivalente Gle1—
chung:

(114) K =i,1,1, K11 = 0.

Dadurch erhilt man den Satz:

Em System von 0oV, _ . in einer V,, deren zweiter Fundamental-
tensor *h, aupPer an bestzmmten V., w<mn—1, eindeutig bestimmie
Hauptgebiete hat, gehort dann wnd nwur dann einem n-fachen Orthogonal-
system an, wenn bei einer geoddtischen Bewegung senkrecht zu m der
Hauptgebiete von *h die Komponente des geoddtischen Differentials von
*h in dem durch diese m Hauptgebiete bestimmien Gebiete Haupigebiete
hat, die mit den m genannten Hauptgebieten von “h zusammenfallen,
und wenn dberdies bei der geoddtischen Bewegung von i, lings einem in
einem Hauptgebiet gelegenen Flichenelement die Zunahme von i, ganz
wn dieses Hauplgebiet fallt.

Aus (111) folgt:

(115) i,i,i, K11 =0, a, b, c,+
Diese Gleichung ist eine Bedingung fiir die ¥, , in welcher das n-fache

Orthogonalsystem liegt. Wenn jedes System von n gegenseitig senkrech-
ten (n — 1)-Richtungen in jedem Punkt einem n-fachen Orthogonalsystem

4
angehort, so 148t sich beweisen, daB K die Gestalt hat:
4 4

Da aber (80) fiir n = 3 stets gilt und fiir » > 3 die notwendige und hin-
reichende Bedingung ist, daB die V, konformeuklidisch ist (vgl. 8. 138),
so ergibt sich der Satz:

Eine V,, n> 3, enthilt dann wnd nwr dann durch jeden Punkt in
jeder Lage ein n-faches Orthogonalsystem, wenn die V, eine C, ist.

Eine V, enthdlt stets durch jeden Punkt dreifache Orthogonalsysteme
wn jeder Lage?).

Fir ein m-faches Orthogonalsystem in V, gilt die Erweiterung des
Dupinschen Satzes:

Die V,_, eines n-fachen Orthogonalsystems in einer V, schneiden
sich in den Haupthrimmungslinien?).

cban

') Uber dreifache Orthogonalsysteme in V, siche auch Ricci, 1889, 6. — %)Schou-
ten-Struik, 1919, 10, Eine Umkehrung findet sich dort S. 425 u. 684.
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11. Bedingungen fiir ein V,.-Element zweiter Ordnung in einer E,.

Man kann die Frage stellen, ob die Umgebung eines Punktes einer V,_,
abgesehen von unendlich kleinen Gré8en hoherer als zweiter Ordnung, in
einer R, untergebracht werden kann. Dann fallen die Integrations-
bedingungen fort, und als notwendige und hinreichende Bedingung bleibt,

4 .
daB K’ sich als Summe von % — m einfachen Bivektortensoren schreiben
1aBt. Jedenfalls darf also ;5 m?2(m? — 1), die Anzahl der Bestimmungs-

4
zahlen von K nicht groBer sein als n — m-mal die Anzahl der Bestim-

mungszahlen eines Vektortensors, m—(”i;——l)
+1 2 (m? — 1
(116) Vo= (1 — m) M AD VL) 5

Monro?) hat diese Zahl », , zuerst angegeben und maximalen Frei-
heitsgrad einer V,, in R, genannt. Maximal, weil bei einer ¥, noch Inte-
grationsbedingungen hinzutreten, und », , also fiir eine ¥, nur die Be-
deutung eines Maximums haben kann. Aber auch der wirkliche Freiheits-
grad eines V- Elementes zweiter Ordnung in einer B, kann keineswegs so
einfach durch blofes Abzéhlen von Bestimmungszahlen ermittelt werden.
Schon die Tatsache, daB ein Tensor zweiten Grades in R, zwar 6 Be-
stimmungszahlen hat, aber im allgemeinen doch nicht als Summe von zwei
Vektorquadraten geschrieben werden kann, lehrt, daB das Abzihlen in
solchen Fragen irrefiihrt. Stéckel?) hat versucht, die Monrosche Formel,
die schon fiir =2, m=1 den Wert 2 gibt, wahrend der wirkliche
Freiheitsgrad 1 ist, zu verbessern, indem er die Zahlen Jm (m —1) und
3(m —m)(n —m — 1) in Abzug bringt. Diese Zahlen sollen die noch még-
lichen Drehungen in dem ¥, -Element erster Ordnung und in der R, _,
senkrecht zu diesem Element in Rechnung bringen. Der Stickelsche
Freiheitsgrad ist somit

(117) 7 = (n — m) 20D =D _mln =D om@om-D)

12 2 2

Nun brauchen aber die Drehungen in der R,_, gar nicht beriicksichtigt
zu werden, da die n — m gesuchten Bivektortensoren ganz ¢n der ¥, liegen.

4
Von den Drehungen ¢n der R,, sind nur die zu beriicksichtigen, durch welche K
in sich selbst iibergefithrt wird. Fiir m = 2 sind dies in der Tat alle
Drehungen. Die Stéckelsche Formel ist also unrichtig, was iibrigens schon
daraus hervorgeht, dafl sie fiir zunehmende Werte von # bei konstantem m
schlieflich zu abnehmenden Werten des Freiheitsgrades fithrt, was natiirlich

1) Monro, 1878, 6, vgl. Cayley, 1878, 1. — 2) Stdckel, 1894, 13, S. 112—114.
10*
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keinen Sinn haben kann. Die von Stéckel fiir m =4 bis zu n = 10 be-
rechnete Reihe ist z. B. fortgesetzt:

vis =0, vig =0, vi;=1, vg=28, wviy=14,
vio=19, 2i11=23, vi;2=26, »i13=28, vi=29,
viis=29, vi16=28, vi1n=26, wviz=23, vip=19,

’ r ’ b5
vigo=14, »{s =38, Visa=1, V4,2 = U, $223-

(118)

12, Die Identitit von Bianchi.

4
In Problemen, in welchen FK eine Rolle spielt, ist eine von Bianchi?)
herrithrende Identitdt von groflem Interesse. Sie lautet:

4
(119) V2K =0,
oder in Koordinaten:
(1193:) V[E-Kzl]luv = 02)3
in Worten:

Der in den ersten drei Faktoren alternierende Teil des ersten geo-
4
ddtischen Differentialquotienten von X wverschwindet.
4

Wenn wir V'K in idealen Faktoren schreiben:
4
(120) VK=B,B,B,B;B,,
kann (119) nach der ersten Identitdt IT (140) auch geschrieben werden:
(121) B,B,B,B;B,+B,B,B,B,B,-B,B B BB, =0.

Ein Beweis kann wie folgt gegeben werden?®). Fiir ein integrierbares Feld f;
gelten nach Abschn. IT (187) und (188) die Formeln

2
. [ Foebonn
lK}v:ZV.l.,p.

1) Bianchi, 1902, 1, vgl. auch Bianchi, 1902, 2, 8. 351. Die Identitit kommt
bereits vor bei Padova, 1889, 4, FuBnote S. 176, wo der Autor die Identitdt auf-
stellt, die er durch Mitteilung von Ricci erhielt., Bei Ricci, 1888, 8, S.19 wird die
Identitit fiir V, der ersten Klasse (vgl. Abschn. ITI, § 10) mitgeteilt. Neuerdings hat
Bach, 1921, 1, 8. 114 die Identitit fiir die Ubertragung der Weylschen Relativitits-
theorie bewiesen, Schouten, 1922, 4 fiir jede symmetrische Ubertragung (vgl. 1922, 2),
Vgl. auch Boggio, 1919, 2, 8. 174. — ?) In der Riccischen Schreibweise, wenn
Ko uvo das kogredient abgeleitete System von Kuayw ist: Keduve + Kidour + Kudvou
=0. — %) Ein koordinatenfreier Beweis findet sich auch bei Boggio, 1919, 2 und bei
Schouten, 1921, 7, 8. 80.
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Es gilt nun die Gleichung:
(123) (K‘v 2{K, K K, (K,.v)}

W”KKKMKV+WaKﬁiE&&@w
+{Va. v)}..,K KK, (K, .a)

— (72 K) v+ (0, K KK, K, 1 p,.
Weiter ist nach Abschn. IT (132):
4
(124) 2V S (V 4p) = V—%p~(K2p1 a)Lap,+ (K?p,a)4 p,a
= (Kl K2 Ks) (K4 . p1) P -+ (p1 K1 Kz) K3 (K4 . pz)'

Nach der zweiten Identitdt Abschn. IT (145) verschwindet das erste Glied
rechts, also gibt Vergleichung von (123) und (124):

(125) V2K)1iv=0
fiir jedes Feld v; somit:
4
(126) V2K=0.
Aus der Identitét von Bianchi folgen die folgenden Identititen fiir *K, *G
und K*):
Da
4 ~
(127) VZK=(@a.VaK K)K K,

g(a ViaK,K,+K Ka+KaK KK,

ist, so ergibt sich nach einmaliger Uberschiebung in der Mitte:
(128) 0=(a."){aK, (K, K) K, K K,(a K, K, + K,a(K, . K, K,}.
Nun ist

(129) V”K——7 {aK, (K, K)K, — K, a(K, K)K}},

also folgt aus (128):

(130) 0:!7_1121(—%@.17)14(%3.

Nach nochmaliger Uberschiebung in der Mitte folgt nach Abschn. II (168):
(181) 0—(a.V){aK —2a1 K},

oder

(132) 0—7: (K -+ K*g),

1) Vgl. Schouten, 1921, 7, S. 81,
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oder nach Abschn. IT (172):

(133) Vit6=0%),
in Koordinaten vgl. (159):

(133a) V.g* =0,
in Worten:

Die Divergenz von "G ist immer Null.

4
Wenn *K ein Skalar ist: K — "K,(a—~b)(a—~b), so ist nach Abschn. IT
(178) "K = — 4(n — 1)K, 2g, und also nach (132) fir n > 2:

(134) ViK,’g=0
oder
(185) VK =0.

K ist also eine Konstante. Es folgt daraus der schon S. 66 erwéhnte
Schursche Satz?):

Wenn fiir n > 2 der Riemann-Christoffelsche Affinor ein Skalar
ust, so ist er konstani.

13. Die konformeuklidischen Mannigfaltigkeiten.

In diesem Paragraphen werden einige Resultate der Schoutenschen
Arbeit iiber konforme Abbildung®) zusammengestellt. Beweise sind dort
nachzuschlagen.

Es werde der erste Fundamentaltensor einer ¥, konform transfor-
miert:

(136) ‘2g=o%g, 2g’ =g 1%g’,
und es sei:
(187) s=2%—plogo.

Man hat nun fiir jede vorkommende Grofe festzusetzen, ob sie wdhrend
des Uberganges als kontravariant oder als kovariant betrachtet werden

3 Ricei, 1908, 9, 8. 412 (n=38); vgl.auch Schouten, 1918, 10, 8. 66; Boggio,
1919, 2, S.169. Diese Gleichung spielt in der allgemeinen Relativititstheorie als
Impuls- Energie-Satz eine bedeutende Rolle, vgl. z. B. Einstein, 1913, 2; 1916, 6,
8. 49; Levi-Civita, 1917, 5, 8. 382; Weyl, 1921, 12, S. 214. — 2) Schur, 1886, 7,
8. 563; Bianchi, 1902, 1 und 1902, 2, S. 851—352 leitet ihn ebenso aus seiner Identitidt
ab. — ?) Schouten, 1921, 7, S. 78 u. fig. Vgl. weiter Cotton, 1896, 3; 1898, 6;
1899, 5; Weyl, 1918, 14; Buchholz, 1899, 4; Lipke, 1912, 6.
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soll. Sodann ist, wenn v ein wahrend des Uberganges kovarianter Vektor ist:

(138) ’Vv:Vv—st+1§(s.v)2g,
und, wenn v ein wahrend des Uberganges kontravarianter Vektor ist:
(139) ’Vv=Vv—~vAs+%(s.v)“’g.

4
Fiir die Transformation von K folgt durch Anwendung der Gleichung
Abschn. IT (129) auf (138):

4 4
(140)'K=K-Z(af\r)(ar\r)—}—(a»«s)(af\s)——;«(s.s)(ar\b)(af\b)
4
=K-——“‘g;:[2!7s—ss+%(s.s)2g],
wo r=rr="Fs, in Koordinaten:
(1403‘) ,le‘uv:KuZluv—"%<gu,u Vlsv '—‘g:-chls,u_gl,u szv+glv szﬂ)

1 1
"_ Z(gny Siy — gnvslﬂ - g/l,u Siy + [77%% Su,u) - Z'sw Sw(gx,u Gy — v gi.,u)-

LaBt sich die MaBbestimmung durch eine konforme Transformation
auf eine euklidische zuriickfithren, zo kann § derart gewihlt werden, daB

4 4
'K Null wird. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB erstens K die
Form hat:

4
(79) K= %~"L=-2 (a~L)(a~0L)

n—2 n—2

in Koordinaten:

1
(793') Kn}./u' = m(guu le — Gxv Ll,u - gl,u L:w + Giv ny )9

wo
1 1

QL: ——QG*I—;L—_*i(G.G)?g_—“— ——2K+§(—n:‘1~5K2g,

"6 ——"L+(L.L)%, ‘K=-'L-_l (L.L)%,

und zweitens, dal ein Vektor 8 existiert, welcher der Gleichung geniigt:

2 1 1
(142) Vs = L4588 —7(s:8)%g.

n—2

(141)

4
Letztere Gleichung ist, wenn K die Form (80 ) hat, unbeschrinkt integrabel,
sobald:

(143) Vai*L—o,

in Koordinaten:

(143&) V[,cLlJ”xO.
4

Nun hat K fir n =2 und #n =3 immer die Form (80). Weiter
verschwindet fiir #» = 2 2L identisch, wihrend fiit n > 3, wie Schouten
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bewiesen hat, V 1 ?L eine Folge der Bianchischen Identitat ist!). Hier-
aus folgt der Satz:

Eine V, ist fir n =2 stets konformeuklidisch, fir n =3 dann und
dann, wenn der Affinor V 3,°L in jedem Punkie verschwindet, und fiir

4
n > 3 dann und nur dann, wenn sich K als doppelte vektorische Uber-
schiebung eines Tensors mit dem Fundamentaltensor schreiben Idft.
Wie bereits gesagt wurde, bezeichnen wireinekonformeuklidischeV, mit C,, .

Die Grofle V _1|2L ist keine Konforminvariante. Fir die Transfor-
mation von ¥ "L gilt:

(144) Vit L=p 1L

4 (ﬁ’ﬁé’gggel‘%

2

4
in welcher Gleichung K — ﬁé‘zgq?L eine zuerst von Weyl entdeckte

Konforminvariante ist?).
14. Einige Sitze iiber Hauptkongruenzen einer V,.

Aus dem GauBschen Satz (9) folgt fiir eine ¥V in V,,, nach ein-
maliger Uberschiebung in der Mitte:

4
(145) g?2’K°="K—2(h~"'h)!(h~"h),
oder

4
(146) g?2’K°="K—"h*’h+"h(h.h).

Die Hauptrichtungen von “K sind also im allgemeinen nicht auch Haupt-
richtungen von "K°. Wenn ¥, in einer S, ,, liegt, so ist nach Abschn. IT
(173):

(147) ~ 5 Ki*g="K—"h'"h - "h(h.h).

Da *h1”h dieselben Hauptrichtungen hat wie “h, so lehrt diese Formel:
Die Haupthrimmungsgebiete einer V, in S,., bilden die Gebiete
der Haupirichtungen?®).
Liegt eine C, in 8,,,, >3, so ist:
(148) 2Kj(a~h)(a~h)= ;L% (a~L)(a~L)—2(h ~"h)(h ~"h).
Wenn die i, in die Hauptkongruenzen der C
von "L, gelegt werden, so folgt:
(149) O KY — (L + L) — by

n—2 i’

n

also in die Hauptrichtungen

no

1) Schouten, 1921, 7, S. 82, vgl. auch Finzi, 1922, 5. Fingzi, 1921, 3, leitet
umgekehrt aus (143) die Bianchische Identitit ab. — 2 Weyl, 1918, 14. Diese
Gleichung (144) verdanke ich einer miindlichen Mitteilung von Prof.J. A. Schouten.
— %) Ricci, 1904, 8 (V, in R,).
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und diese Gleichungen lassen nur dann Auflésung nach den L, zu, wenn:

(150) kiihj]'+kkkhll:kiikkk—'—kjjh”’
oder
(151) (Bys — hyy)(hy; — Ryy) = 0.

Fir eine O, (n > 3) in §,,, missen also wenigstensn — 1 der GroBen A, ,
gleich sein, und damit auch wenigstens n — 1 der GroBen L;;. Wenn alle A,

gleich sind, so hat die €, lauter Nabelpunkte und ist also nach dem . 14;21
bewiesenen Satze eine §,*). Bei den eigentlichen O, (n>3) in S, ., bilden
n — 1 der Bestimmungszahlen von “L ein nicht mehr erweiterungsfihiges
System und die zugehorigen Hauptkongruenzen bilden also nach S. 141
und 8. 143 V,_, mit lauter Nabelpunkten in den C,, in welchen diese
Bestimmungszahlen und die zugehorigen GréBen 4, Konstanten sind.
Da fiir eine C:

(143) VA 'L=0,
so ist nach (78b) und (81):
(152) (ka - ij)(Vik) ? ijii - (ka - Lii)<l7ik) d ii ij =0, 'i: jo k =+
(153) — LV L+ (Ly; — L)Vi i, = 0.
Das erste Gleichungssystem (152) wird fiir » — 3:
(154) { (Lgs — Lyy) (V1) 2 iy — (Lyy — Ly,) (Vi) t i, i, =0,

(Lzz - L11)(Vi2) : i1 i3 - (L22 - L33)<V iz) ? i3 il =0,
oder, mit Riicksicht auf Abschn. IT (106):
(155) (Ly; — Lno)(V'iy) 2 i iy = (Ly, — Ly )(Viy) 2 i, = (Lygs — Ly, ) (Vig )2 id,.
Hieraus ergeben sich die folgenden {Méglichkeiten fiir eine C,, welche
keine §; ist:
(156) 1. L, =L,, (Vi)%i,i, =0, (Fiy)%ii,=0.
Eine Hauptkongruenz steht somit senkrecht auf einer ¥, mit lauter Nabel-
punkten.
(157) 2. Vi) 2hig=(Fiy)2ii, = Vi) 2i,i,=0.
Die drei Hauptkongruenzen bilden ein dreifaches Orthogonalsystem. In
diesem Falle kénnen nach der Gleichung (153) die L;; nicht alle konstant
sein, ohne daf die ¥V, des Orthogonalsystems geoditisch und also die C,
nach 8. 64 eine R, ist.
(158) 3. {Wi)? i {V i) tis i} +{P i) P i, }{(V iy) 2 i, i)

+{riy)* L L i) 2 i} =0,
‘ohne daB ein Term der linken Seite verschwindet.
1) Schouten, 1921, 7, 8. 88 (C, in R,,,).
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Man beachte, daB diese fiir eine C, abgeleiteten Sitze keine Ein-
bettung der O, in eine hohere Mannigfaltigkeit fordern, wahrend die fiir
eine C, (n > 3) abgeleiteten Sitze nur fir C, in 8, , giiltig sind.

Fiir O, in 8, fallen die Hauptkongruenzen nach dem Satze S.152 in
die Hauptkriimmungslinien. Es ergeben sich dann aus (156) und (157)
einige von Finzi') bereits fiir C; in R, hergeleiteten Sitze.

Da Gleichung (153 ) auch fiir eine C, (n > 3) gilt, so bestehen die fiir
jede O, (n = 38) giiltigen Sétze:

Wenn in einer C, L, eine Konstante und von allen andern L, ver-
schieden tst, so st i; geoddtisch.

Wenn in einer C, alle L,; konstant und verschieden sind, so sind
die Haupthkongruenzen geoddtisch.

Sitze iiber Hauptkongruenzen einer allgemeinen ¥V, ergeben sich auch
aus der Gleichung (133), die in orthogonalen Bestimmungszahlen so lautet?):

(159) P e+ D) (G — Gt (Vi) i = 0.
J

Wenn alle @;; bis auf G,, gleich G, sind, so wird aus diesen Gleichungen:

i,tvae,,+@,,—Ga,,)i,tVi)ti, =0,

160 1,...,n—1
( ) inl VGnn_{_ (Gaa*Gnn)Zia?(Via)}inzo‘
a

Hieraus ergibt sich (vgl. 8. 68) folgender Satz:

Wenn in einer V,, alle Hauptkrimmungen bis auf eine, G,.,, gleich
sind, und i, geoddtisch ist, so dndern sich die gleichen Hauptkrimmungen
nur entlang i,; wenn dazu alle zu den gleichen Hauptkrimmungen ge-
horigen. Hauptkongruenzen als geoddtische Kongruenzen gewdhlt werden
konnen, so bleibt G, , auch entlang i, konstant.

Wenn i, senkrecht ist zu einem System von co' geoditischen V, _,,
so isti,* Vi, a=1,2,...,n — 1, senkrecht zui,. Es ergibt sich somit
mit Riicksicht auf den Satz 8. 143%):

Jedes System wvon oot geoddtischen V,_, steht senkrecht zu einer
Hauptkongruenz. Die zugehorige Haupthriommung dndert sich entlang
der Hauptkongruenz micht®).

Y Finzi, 1902, 5, (V, in B,). Fir K,, = Ky, K;; =0; Banal, 1895,1, S. 1004
und 1896, 1, S. 2383 (V, in R,). — 2 Fiir n=3, Riceci, 1903, 9, 8. 411. — *) Eine
Erweiterung des Begriffes der Hauptrichtungen einer V, gibt Kretschmann, 1917, 4.
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15. Die Killingsche Gleichung.

Jedes Vektorfeld v bestimmt eine infinitesimale Transformation der
V, Dabei mégen die Punkte einer V, eine Verriickung Jx erhalten:

(161) 5X = vdit?).

Wir nennen diese Transformation eine starre Bewegung, wenn die
Entfernung zweier beliebiger Punkte der ¥, ungeéndert bleibt?). In diesem
Falle ist also ds? eine Invariante, und wir sagen, daBl V, die starre Be-
wegung v gestattes. Die durch v bestimmten Kurven sind die Bahnkurven
der Bewegung. Bilden die méglichen starren Bewegungen eine kontinuier-
liche Transformationsgruppe mit r wesentlichen Parametern, so heifit die-
selbe r-gliedrig. Die Gruppe ist ¢ramsittv, sobald sich unter den r-Vek-
toren V,,...,V,, die ein jeder eine starre Bewegung bestimmen, n von-
einander unabhéngige befinden, im entgegengesetzten Falle ist sie ¢niran-
sitiw?®).

Fiir eine starre Bewegung gilt also:

(162) 0ds?=0.
Hieraus folgt (nach Abschn. II, § 3, B):

(163) o(ds*)=05(dx.dx)=20dx.dXx = 2d0X.dXx = 2dVdi.dx
=2dx1(Vv)ldxdt =2V — v)?dxdxdt.

Damit dieser Gleichung fiir alle Werte von dx geniigt wird, ist notwendig
und hinreichend, daB:

(164) Vev=0 |,
in Koordinaten:
(164a) V=0

Dieses Resultat ist von Killing abgeleitet*).

) Rimini, 1904, 9, 8. 35 (n =3). — ?) Das aus der Lieschen Theorie bekannte
Symbol X (f) wird:

X(f)zV.Vf:vl-a—a—ag—, A=a,, ..., a,.
Untersuchungen iiber den Fall, da die Transformation (161) keine starre Bewegung,
aber eine deformierende Bewegung der V, ist, finden sich u. a. bei Levy, 1878, 4
(V,); Cesaro, 1888, 1 (S,); Padova, 1888, 6 (V,); Riceci, 1888, 8 (V,); Padova,
1889, 4 (V,); Cesaro, 1894, 4; 1895, 2. — 9) Lie, 1888, 4, 215. — %) Killing, 1892,
2, 8. 167 (fiir V,); Ricei, 1899, 12, S. 77. Die Gleichung tritt zum ersten Male auf
bei Lévy, 1878, 4.
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Man erhélt eine geometrische Interpretation der Gleichung (164),
wenn man ein Orthogonalnetz i, 7=1,2,..., n, derart einfiihrt, dal

(165) v =i,

ist. Dann ist nach (164):

(166) Vo) —i,+ovV—i, =0,

oder

(167) Vo)i, +i,Vv+oVi,+va(Fi,)ta=0.

Aus dieser Gleichung folgen die Gleichungen fiir die u, v-Komponenten
(w,v=1,2,...,n— 1)

(168) iV —i,—0, w,v=1,2,..,n—1

Diese besagen, daB jedes System von n — 1 zueinander orthogonalen Kon-
gruenzen senkrecht zu i, ein fiir diese Kongruenz kanonisches System
bildet (vgl. S. 56). Weiter folgt aus (167) fiir die wu-Komponenten (u =1,
2,...,mn—1):

(169) ii2Vi —0.

Hierin ist, da i, beliebig ist, die Formel (168) enthalten, weil nach (169)
Vi,=1i,u,. Die Gleichung (169) besagt, daB der Kriimmungsvektor jeder

zu i, senkrechten Kurve senkrecht zu i, oder Null ist.
Weiter folgt aus (167), daB bei Uberschiebung mit i,:

(170) Ve+(4,. V)i, +»i, 1 Vi, =0.
Nach nochmaliger Uberschiebung mit i, folgt:

(171) i,. Vvo=0,

und (170) ist somit gleichbedeutend mit:

(172) Vo +vi,*Vi,=0,

oder:

(173) V~u,=0.

Diese Gleichung besagt, daf die Kongrixenz der Kriimmungsvektoren der
Kongruenz i, das Gradientfeld eines Skalarfeldes ist. Die Gleichung (164 )
ist mit dem System der Gleichungen (169) und (172) gleichwertig.
Man erhélt somit den folgenden Satz:
Damit eine Kongruenzidie Kongruenz der Bahnkurven einer starren
Bewegung ist, ist notwendig und hinreichend, dafs
1. jede 2u i senkrechie Kongruenz den Krimmungsvektor senkrecht zu i
hat (oder geoddtisch tst), und
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2. die Kongruenz der Krimmungsvektoren u der Kongruenz i, das Gra-
dientfeld eines Skalarfeldes ist.?)

Aus diesem Satz folgt:

Eine V,_,-normale Kongruenz i ist dann und nur dann eine
Kongruenz von Bahnkurven einer starren Bewegung, wenn diese V,_,
geoddtisch sind und die Kongruenz der Kriimmungsvekioren das Gradient-
feld eines Skalarfeldes ist.

Fiir » = 2 entsteht hieraus:

Eine Kongruenz i 1st dann und nur dann eine Kongruenz von Bahn-
kurven einer starren Bewegung, wenn thre orthogonalen Trajekiorien geo-
ddtisch sind und w das Gradientfeld eines Skalarfeldes ist.

Da nach (169) immer (i i, 4 i,i,+ ...+ 1i,i)2Vi, = 0, folgt
nach Abschn. I (80):

V.i,=0;
d. h. die Divergenz des Einheitsvektorfeldes der Bahnkurven ist immer Null.

Wenn v eine Konstante ist, so erleiden nach (161) alle Punkte infolge
der zu v gehdrigen infinitesimalen Transformation eine Verriickung gleicher
Lénge, und wir sprechen von einer Translation?®). In diesem Falle gelten
nach (172) die Sitze: '

Eine starre Bewegung ist dann wund nur dann eine Translation,
wenn die Kongruenz der Bahnkurven geoddtisch ist?).

Mit Riicksicht auf den obenbewiesenen Satz fiir V,_,-normale Bahn-
kurven einer starren Bewegung gilt also:

Eine V,_,-normale Kongruenz ist dann und nur dann eine Kon-
gruenz wvon DBahnkurven einer Translation, wenn die V und die
Kongruenz beide geoddtisch sind.

Nach (167) ist dies aber dann und nur dann der Fall, wenn Vi,
oder, was hier, wegen v = Konstante, dasselbe ist, Vv verschwindet.

n—1

(174) Vv=20],
in Koordinaten:
(174a) Vivi=0.

Man vgl. Abschn. II, §6 und III, §10.

Wenn also eine V, eine Translation gestattet, enthilt sie zwei zu-
einander senkrechte Scharen von geodétischen Linien und ist daher nach
S. 64 euklidisch.

Nach dem 8. 143 bewiesenen Satze, daf ein System von oco! geo-
ditischen V, _, stets orthogonal zu einer Hauptkongruenz steht, kénnen

Y Vgl Ricei, 1899, 12, S. 79. — 2) Bianchi, 1918, 1, 8. 499. Er spricht von
,»Bcorrimento.
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V,_,-normale Translationen nur in der Richtung einer Hauptkongruenz
stattfinden.

Ist in V, eine geoditische Linie i gegeben und ist v die Kongruenz
der Bahnkurven einer starren Bewegung, so entsteht durch Auswertung
der Differentiation von i.v in der Richtung von i:

(175) Pri.v)=it(Fi)tv4+il(Fv)li=0;
also ist i.v lings i konstant. Also:
Wenn eine V, eine starre Bewegung V gestattet, so ist der Aus-

druck v cos®, wo & der Winkel einer beliebigen geoddtischen Linie mit
den Bahknkurven ist, lings der geoddtischen Linie konstant').

16. Integration der Killingschen Gleichung.
Wir schreiben die Gleichung (164 ) in der Form:

(176) Vv:‘:p :Zpijiiij, D= — P>
t,j=1,...,m,

WO ,p=DP,P, = — P, P, ein beliebiger Bivektor ist; ,p heilt die Ro-
tation von v. Die Integrabilitdtsbedingungen dieser Gleichung ergeben sich
dann nach Abschn. IT (162) aus (176) und:

(177) Kiv=2Fa,p.

Vgl. fiir die Gleichung der Bestimmungszahlen Abschn. IT (180a).
Die Gleichung (177) lafit sich in folgender Weise in eine andere Gestalt

4
bringen. Nach der zweiten Identitdt (Abschn. II (145)) fir XK folgt aus
(177):

(178) Va,p=0,
oder
(179} a(a%Vpl)p2—(a?Vpl)aszr(a%Vpl)p,_,a

"pz(a¥Vp1)a’+p2a<a%Vpl)“a‘p‘z(a‘%Vpl):0'
Somit ist:
(180) 2V x,p=a(alVp,)p, —(alVp,)ap,
+ap, (alVp,)—p,a(allp,)
:——(a‘.Vpl)p.za—Fm(a%Vpl)a:—{(a.V)2p}a,

1) Ricei, 1899, 7, 8. 78, vgl. auch Rimini, 1904, 9, 8. 22 (V,). Fiir n=2 ent-
steht der Clairautsche Satz, vgl. z. B. Bianchi, 1899, 2, S. 173.
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also:
4
(181) Kiv=—{(a.V),p}a.
Da aber:
(182) V.p=a(a.V),p

ist, so ist (181) gleichwertig mit der durch Isomerenbildung erhaltenen
Gleichung (vgl. Abschn. I §6):

(183) K3K2K1(K4'V):V‘zpa
oder:

4 1
(184) VIK=r_pl|")
in Koordinaten: ‘
(184:3) {U/lKZ[u,vw = V,u Pro

(177) und (184) sind gleichwertig, weil aus (176) und (184) wieder
(177) hergeleitet werden kann.

Die Integrabilitédtsbedingungen der Gleichungen (184 ) ergeben sich nach
Abschn. IT (186) aus (184 ) und:

4
(185) P L(VIK)=F 4P, p—1 7,p
1 1
= §K1K2K3<K4-pl)p2+§K1szlK3(K4‘p2)'

Nun ist:
(186) ¥ 4(viK)= —F 3 (K, (K, VKK,
=—{F3K (K,.a)K;K,}a.v
Sei nun wieder: ~ AR T
(187) VﬁzBoBleBsB4,
so gilt nach der Bianchischen Identitit in der Form (121), weil:

v
(188) ZV_llK = BoBlB?BgB4 —B.B,B,B, B,
:BoBleB3B4+BeBoBlB3B4 = "’B1BzBoBgB4
die Gleichung:

(189) {V 1K, (K,.a)K,K,}a.v=—(B,.V)B,B,B,B,.
Somit ist Gleichung (185) gleichwertig mit:

4
(190)  VIPK - p, K, (K, p,) K, K, + K p, (K, .p,) K, K,
=K KK (K,.p,)p, + K K, p, K, (K,.p,),

1) Diese Umformung von (177) in (184) geht parallel mit der Umformung bei
Ricei, 1899, 12, 8. 80, von Gleichung (4) in (B) (V;) und 1905, 7, 8. 409 von (8
in () (Vo).
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oder:
4
(191) vtV K=p, K, (K,.p,) K, K, — K p, (K,.p,) K K,
-+ K1K-z | Ks(K4'p2) - Kl Kz K3p1(K4'p2>
=P, KKK -Kp KKK KpK,—-KKKp)K,.p,,

oder:

-

(192) | vip K =2{(p,~K,)(K,~K,) + (K, ~ K,) (p, ~K;)} K, . D,

in Koordinaten:
(1923:) 1)5 VE Ky,),ﬂv = p;: Kl;u’E - Plg K,uvxg + Z’f Kx].v& - p’;EKulufl)~

Die Gleichung (176) bringt eine Beziehung zwischen Vv und ,p, (184)
zwischen v und V,p, (192) zwischen v und ,p.
Die Gleichung (192) ist dann und nur dann identisch erfiillt, sobald

4

K ein Skalar ist.?) Sodann kénnen die » bzw. {n(m — 1) Anfangswerte
von v bzw. ,p beliebig gewdhlt werden. Die S, und nur die S, gestatten
also eine Gruppe mit n + §n(n — 1) = 3n(n 4 1) Parametern.

17. Aligemeine Folgerungen aus den Integrabilititsbedingungen.
Aus Gleichung (191) folgt durch Uberschiebung in der Mitte mit *g:
(193) VIP'K = P (Ks . K1) K~2 (K4 'p2) - Ks (P1 . K1>K2 (K4 . pz)
+ K1 (Kz' pl)KS (K4 . pz) - K1 (K2 ' Ks)p1 (K4 'pz)
2 2
=—D K}pz“ K%pzpl’

oder:

(194) viVK="K!,p—,pt’K,
in Koordinaten:

(1943:) ’USVE Kl‘u == Kiﬂ pv[/, - -Kv/,z p}.v-

Diese Gleichung (194) ist mit (192) gleichwertig, sobald 14( durch den
Tensor "K vollkommen bestimmt wird, also in einer €, und in einer V,
(und natiirlich auch in einer V,, vgl. 8. 163).

Die Formeln (192) und (194) gestatten eine einfache geometrische
Interpretation. Wenn ein Vektor w sich ohne Anderung des Betrages be-
wegt, wird seine Bewegung in jedem Augenblick eine Drehung in bezug
auf ein geoditisch mitbewegtes Bezugssystem sein und daher dargestellt
werden konnen durch die Gleichung:

(195) dw=w"',qds,

1 Killing, 1892, 2, S.171; Ricei, 1905, 7, 8. 489. ®) Vgl.z. B.Killing, 1892, 2,
S. 171 flg.; Tedone, 1899, 14.
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WO ,q = ¢, (, der Bivektor der Drehung ist. Die Bewegung eines Vektors w
lings einer Kurve i erfolgt also nach der Gleichung:

(196) itrw=wlzg.

Wenn der Tensor *w = ww sich lings einer Kurve i ohne GroB8eninde-
rung bewegt, so wird die Bewegung somit dargestellt durch:

(197)  iVww=(11Fw)wW+willw=">wl,q— q!°w.

Die Gleichung (194) bedeutet also, da8 der Tensor K lings der Bahn-
kurven der starren Bewegung eine Drehung mit dem Bivektor v—L,p aus-
fiihrt. In gleicher Weise kann man Gleichung (192) interpretieren, da
infolge (196) und unter Beriicksichtigung von Abschn. II (140), (141)
und (147):

4
(198) IWWK=irK KKK =K, 1q, , K, KK,
KK KK K KK g g, K,
’*‘K1K2K3K4 tq,q, :(q] K, K K, _KSQ1K1K2
=+ Kz Ka q, Ks - K1 K:’ Ks ql) (K4:q2)'

Eine Vergleichung mit (191) lehrt, daB auch (192) eine Drehung darstellt.
Diese Gleichung stellt also den geometrisch leicht verstindlichen Satz dar:

Der Riemann-Christoffelsche Affinor erleidet bei der geoditischen
Bewegung lings der Bahnkurven einer starren Bewegung eine Drehung
i bezug auf ein geoddtisch mitbewegtes Bezugsystem.

Wenn als Orthogonalnetz n zueinander senkrechte Hauptkongruenzen
angenommen werden, so entstehen aus (194) die folgenden Gleichungen?):

a) VIV K,;,=0,
(199) { - s api  tig _
b) (K,,— K,){L,v2Vi,—1i,i 2,p}=0.

Aus (199a) folgen die aus der geometrischen Interpretation der Sitze
(192) und (194) auch ohne weiteres folgenden Sitze:

Wenn eine V, eine starre Bewegung gestattet, so sind die Haupt-
kriimmungen bei dieser starren Bewegung konstant.

Wenn eine V, eine kontinuierliche Transformationsgruppe von starren
Bewegungen gestaitet, so sind die Haupthrimmungen bei den Trans-
formationen dieser Gruppe konstant.

Wenn die Gruppe tramsitiv ist, sind die Haupthriommungen
Konstanten®). )

Aus (194) folgt durch nochmalige Uberschiebung mit ?g die Gleichung:
(200) VIVK=0.
Diese Gleichung folgt auch durch Summieren aus (199).

1) Ricei, 1905, 7, 8. 490. — %) Ricci, 1905, 7, S. 491.
Struik, Differentialgeometrie. 11
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Wenn K, , ungleich allen anderen K ist, wenn also die Hauptkon-
gruenz i, nicht unbestimmt ist, so folgt aus (199b):

(201) Li 2, p=1,v%i,.
Aus dieser Gleichung folgt:

(202) i,l,p=vVi,
oder nach (176)

(208) i,trv=vli,

Wenn nun die starre Bewegung eine Translation ist, etwa v = vi, so folgt
aus (203):

(204) pivi=itri,.

Nach Abschn. IT (41) ergibt sich aus (204) der Satz:

Der Krimmungsvektor der Kongruenz der Bahnkurven einer Trans-
lation in bezug auf eine nicht unbestimmie Hauptkongruenz ist gleich
dem Krimmungsvektor dieser Hauptkongruenz in bezug auf die Kon-
gruenz der Bahnkurven der Translation.

Wenn fiir jedes System von Haupirichtungen i, sobald wenigstens
drei Indizes ungleich sind, die Gleichung

4
(205) ;i it K=0
besteht, so heiffit die V, nach Ricci reguldr'). In diesem Fall gehen
die Gleichungen (192) iiber in:
viVK,. . =

LA

(206) l ( ijij zk1k>!2 vlll ij)lik+pjk}:0

Aus der ersten dieser Gleichungen folgen die Sitze:

Wenn eine reguldre V, eine starre Bewegung gestattet, so sind dabes
die K,;;; wnvariant.

Wenn die V, eine kontinuierliche Transformationsgruppe von starren
Bewegungen gestattet, so sind die K,... bei den Transformationen dieser
Gruppe konstant.

Wenn die Gruppe transitiv ist, sind sie Konstanten?).

Wenn K,,;, ungleich allen andern K, ;. ist, so folgt in diesem Fall
aus der zweiten Gleichung (206 ) eine &hnliche Darstellung fiir ,p wie in(201 ),
und es ergeben sich analoge Folgerungen.

Ein Beispiel solcher reguldren V,_ sind die V,, fiir welche
4

(207) K=(pp~qi(p—~9q)

ijig

1) Ricei, 1905, 7, 8. 491.
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ist, wo *p = pp und *q = qq zwei Tensoren mit gleichen Hauptrichtungen
sind. Wenn die ¥V, in eine R, ,, einzubetten ist, so ist sie nach (12)

4
immer regulir, weil K die Form (207) mit der Nebenbedingung *p = %q
erhdlt. Auch eine C, und eine V, sind nach (80) regulir.

18. Der Fall der V,.

In einer ¥, kann Gleichung (176) geschrieben werden:

(208) Vv=,p=2p,I,
wo p abkiirzend fiir p,, geschrieben ist und
(209) A =1~

4

ist. Da K immer die Form hat:

4
(210) K =2 K, (i, ~ i,) (i, ~ 1),

so geht Gleichung (184) nach einmaliger Uberschiebung in der Mitte
iber in

(211) —K,v=(Fp)t2l,
oder:
(212) Kyvi2 I=Vp.

Die Integrabilitdtsbedingungen dieser Gleichung (212) werden, da (192)
hier gleichwertig ist mit (200), erhalten aus (212) und:

(218) V.VK,=0.
Differentiation von (213) ergibt noch die Gleichung:
(214) 2p I VKy—VVK,1v=0.

Im allgemeinen miissen die 2 GréBen p und v den 2 Bedingungen (218)

und (214) geniigen. Sie werden zu Identititen, wenn K, gleich einer

Konstanten ist, also fiir die §,, welche, da hier p und v beliebig gewihlt

werden konnen, somit eine transitive Gruppe mit drei Parametern gestatten.
Sei in einer V,, wenn K, keine Konstante ist,

(215) VK,=c«i,,
so wird (218):
(216) v = vi,,

und die Gruppe ist also intransitiv, da die Richtung von v in jedem
Punkte schon durch die Richtung von V' K, bestimmt ist.
Aus (214) wird:
(217) pi, +o(Vi)ti,=0
11~
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oder: ’
(218) (i) ti, =0,
vi, 1 (Pi) i, = p,

Wenn die V, keine S, ist, ist also nur eine Transformationsgruppe mit
einem Parameter moglich.
In diesen ¥V, ist v = vi,, wodurch (208) iibergeht in (218) und

(219) Vo= pi,.
Aus (218) und (219) und (211) folgt:
(220) (i, . V){i,* Vi,) 11,} = 0.

In den V,, welche eine Transformationsgruppe mit einem Parameter ge-
statten, kann man also ein Orthogonalnetz derart legen, daB die eine
Kongruenz des Netzes aus geodétischen Linien besteht, wihrend die
andere Kongruenz aus Kurven konstanter geoditischer Krimmung besteht,
lings welcher K, nicht variiert.

Diese Flichen sind bekanntlich auf Rotationsflichen abwickelbar. Man
hat somit den bekannten Satz') erhalten:

Von den V,, welche keine S, sind, gestaiten nur die auf Rotations-
flichen abwickelbaren V, eine kontinuierliche Transformationsgruppe.
Diese Gruppe ist intransitiv und hai einen wesentlichen Parameter.

19. Der Fall der V.

In einer V¥, kann Gleichung (176) geschrieben werden:

(221) Vv=V ~v=,p=3p'.J,
wo p abkiirzend fiir 2(p,;i; -+ Py, iy -+ Dy, I;) gesetzt ist, und
(222) oJ =1L

ist. Man kann p den Rotationsvekior von v nennen.
Gleichung (184) geht iiber in:

(223) VIK=—P,p—30p)t,Jd.

Da fiir einen beliebigen Vektor q gilt:

(224) (q13,3)%26,J= —g,

so ist (223) gleichwertig mit:

(225) VIK?6,01— —Pp.
Gleichung (194 ) geht iiber in:

(226) VIPPK ="K1(p!3,I)—(pt3,I) K.

) Z. B, Bianchi, 1899, 2, S. 195 und 321flg.
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Da in einer ¥, nach (80) immer:
4

(227) K=4(a~L)(a~L)

ist, so ist mach (225):

(228) —6[LvL—LLv—(v.L)aaL4-(v.L)aLa}?,I=Vp,
oder wenn:

(229) J=LLIL:

(230) —6{LL(v.L)(L.L)~LL(L.L)(v.L)
—(v.L)L(L.1)L + (v. L)L (L. L)L} =Vp,

oder:

(231) 12 L, Ity —vi"L1, I} =Vp.

Also ist ' p auternierend, sobald }"L?BI in den beiden ersten Faktoren
alternierend ist, und da, wenn ,q ein beliebiger Bivektor ist, *L1,q nur
alternierend ist, wenn "L ein Skalar ist, so folgt, daB in einer §, und
nur in dieser:

In diesem Fall ist:

(233) L= K,"g

und somit:

(234) Vp=38[K, I'v+ K, v, I]=06K,v!;IL

Es ergibt sich somit der Satz:

In einer S, und nur in einer S, besteht zwischen dem Vektor einer
Translation v und dem zugehdrigen Rotationsvektor p eine Dualstdt,
derart, dafi p als Vektor einer starren Bewegung aufgefafit werden kann,
wozu 2 K,V als Rotationsvektor gehort').

Diese Dualitiit verschwindet, wenn K, = 0, also in einer R;.

Aus dem 8. 160 bewiesenen Satz folgt, daBl eine S; und nur eine
8, eine Gruppe mit 6 Parametern gestattet.

In einer V, ist die Gleichung (228) oder die ihr dquivalenten Glei-
chungen (225) mit der Gleichung (192) gleichwertig. Sobald zwei K,,
gleich sind, werden den Bestimmungszahlen von v und , p zwei Bedingungen
auferlegt; in diesem Fall hiingt die Gruppe von 4 Parametern ab. Dieser
Fall und einige andere spezielle Fille sind von Bianchi, Ricci und
Rimini untersucht?)?).

1 Vgl. Ricei, 1899, 12, 8.89. — ?) Bianchi, 1897,3; Ricei, 1899, 12; Rimini,
1904, 9. Vgl auch Davisson, 1900, 3. — 9%) Eine Reihe Untersuchungen iiber die
Gruppen von starren Bewegungen der V,, sowie iiber Transformationsgruppen andrer
Art, insbesondre konforme Transformationen, in der V, sind von Fubini unter-
nommen, siche Fubini, 1902, 6; 1903, 2; 1903, 3; 1903, 4; 1905, 2; 1909, 1. Vgl. auch
Lévy, 1878, 5; Boulanger, 1908, 1; Oninescu, 1920, 4; 1920, 5; Amaldi, 1908, 1.
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20. Die Mannigfaltigkeiten mit unbestimmten Hauptrichtungen.

Eine besondere Stelle innerhalb der Gesamtheit der verschiedenen
Mannigfaltigkeiten nehmen diejenigen ein, in welchen:

(285) K=ua’g

ist, wo o = ;IL—K ein vom Ort abhingiger Koeffizient ist. Diese Mannig-
faltigkeiten haben in jedem Punkte unbestimmte Hauptrichtungen?) und
sollen durch U, bezeichnet werden. Da in einer ¥, K immer in der
Form (142) geschrieben werden kann, so folgt, daB die S, und R, die
einzigen U, sind. Fiir V,, n >3, gibt es auBer den S, und R, noch

andere U,. Alle reguliren U, sind aber S, oder R,.
Aus (146)

(146) g2"K°="K — *h!*h + *h(h.h),

folgen, wie Anschreibung der Bestimmungszahlen ergibt, die Sitze:

Wenn eine V., in einer U, | eingebettet ist, so sind die Haupthongruen-
zen der V, in den Hauptkrimmungslinien oder Haupthkriimmungsgebieten
der V, enthalten . '

Wenn eine U, in eine U, ., mit gleichem K eingebettet ist, so ist
sie ewne geoddtische U, oder eine U, mit dem zweiten Fundamental-
tensor vom Ramge 1, und jede geoddtische V, oder V, mit dem zweiten
Fundamentaltensor vom Range 1 in einer U, ., ist eine U, mit glei-
chem K.

Jede in 8, ,, gelegene U, mit gleichem « ist nach §9 eine S,. Ins-
besondere ist jede in R,,, gelegene U, mit K =0 eine R ?).

Diese Sitze sind Verallgemeinerungen von Sdtzen S. 126 und S. 152.

Aus der Bianchischen Identitit sind die folgenden Sitze herzuleiten.

Aus (235) folgt, daB « :%K immer eine Konstante ist:

In einer U, ist K smmer ein konstanter Skalar.
Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Schurschen Satzes S. 150%).
Aus (130) folgt dann, daB

4
(236) (a.V)K'!'a=0,
oder durch Bildung eines Isomers:

4
(237) ViK=0.

1) Wegen ihrer Bedeutung in der Relativititstheorie, wo sie mit den materie-
freien Feldern in Beziehung stehen, nennt Kasner die Mannigfaltigkeiten mit 2 K = 0
Einstein- Mannigfaltigkeiten, 1921, 4. — ?) Kasner, 1921, 4 (U, in R;), Serini,
1918,12 (U, in R)). — %) Implizite steht dieser Satz zuerst bei Herglotz, 1916, 7, S. 203.
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Da man den Ausdruck rechts nach 8. 50 die Divergenz von ﬁ nennt, so gilt:
In einer U, verschwindet die Divergenz des Riemann-Christoffel-
schen Affinors.
Einige Eigenschaften iiber die konforme Abbildung einer U, auf eine
R, sind an andrer Stelle bewiesen?).

21. Weitere Untersuchungen iiber spezielle V...

Es gibt noch verschiedene Untersuchungen iiber V., welche speziellen
Bedingungen geniigen, z. B. V,, deren Hauptkongruenzen V¥, _,-normal
sind, u. a. Wir wollen in dieser Hinsicht hinweisen auf die Untersuchun-
gen von Ricei iiber V,, welche Orthogonalnetze von vorgeschriebenen
Eigenschaften enthalten?), und iiber V, mit geoditischen Hauptkongruen-
zen®), von Bianchi iiber ¥V, mit V,-normalen Hauptkongruenzen®). Der-
selbe Autor und Bompiani untersuchten auch nach mehreren Seiten die
Abbildung zweier V_ aufeinander®). Sie gehen oft so weit, bis sie alle
verschiedene Formen erhalten haben, welche ds? in diesen ¥V, erhalten
kann. Wir wollen aber auf diese interessanten Untersuchungen, in denen
der Ricci-Kalkill sehr gute Dienste leistet, nicht niher eingehen und
beschréinken uns darauf, -auf die betreffenden Arbeiten hinzuweisen. Es liegt
hier noch ein sehr grofes Gebiet fiir die Forschung vor®).

1) Schouten-Struik, 1922, 2. — §) Ricei, 1910, 10; 1910, 11. — 3) Ricei,
1918, 8. — 4 Bianchi, 1916, 2. — ?) Bianchi, 1916, 1; Bompiani, 1918, 2;
1918, 3; 1920, 2. — ©) Vgl. auch Palatini, 1919, 8.
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Vergleichendes Namensverzeichnis.

Hier verwendet ! . .
Direkte Bemmmungs | Ricel Einstein| v. Laue Weyl Bianchi
Schreibweise zahlen \
14( I B! R R i
Kuapyw z;kll“qr st Yhikl] JorPouw ikim apik (ur, =2)
'K K, K 1‘ Ry B,, R, Ry
TG G Gij 5“ 3 her P R, —3 Ry |By—3i Ry C, (fn=3)
(flirn=3)
K K R "B, | R R Y
wr | (fir n=2)
Vergleichendes Namensverzeichnis.
Schout.-Struik Ricei Einstein Jung Weyl
Affinor zweiten | System zweiter | Tensor zweiten | Affinor zweiter | Tensor zweiter
Grades Ordnung Ranges Ordnung Stufe
Tensor zweiten | Symmetrisches | Symmetrischer | Symmetrischer | Symmetrischer
Grades System zweiter | Tensor zweiten | Affinor zweiter | Tensor zweiter
Ordnung Ranges Ordnung Stufe
Bivektor Antisymmetri- | Antisymmetri- | Antimetrischer |Schiefsymmetri-
sches System | scher Tensor | Affinor zweiter | scher Tensor
zweiter Ordnung | zweiten Ranges Ordnung zweiter Stufe

Man vergleiche dazu z. B. Weitzenbdck, 1921, 14, S. 81 FuBnote.

%, u,v; & B,y,0; 0,06,7:0,...,a

Ubersicht der verschiedenen Indizes.

5 k1:1,..,n
a,b,e,d:1,....m
efgh:m-+1,...,n
m : Rang eines Tensors zweiten Grades.

u, v} werden fiir verschiedene Zwecke verwendet,
x,y}ﬁir jeden Zweck wieder neu definiert.

m*

Sonstige Bemerkungen.

Das Summenzeichen 3 wird nur dann fortgelassen, wenn griechische
Bei lateinischen Indizes wird

Indizes in einem Term zweimal auftreten.
> immer verwendet.

ihre Bedeutung wird

X, :n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
V,:n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit quadratischer MaBbestimmung
C, : konformeuklidische V.

s

I ®m

3
3

: V,, konstanter Riemannscher Kriimmung.
: euklidische V.
: ¥V, mit unbestimmten Hauptrichtungen.



Namen- und Sachregister?).

Abbildung, konforme — 10,
188, 145, 150, 151, 167.
absolut

—er  Differentialkalkiil
(Ricci-Kalkil,Ricci-
Rechnung) 3, 6, 7, 8,
10,15,79,87, 88,89,136.

—e Kriimmung (—er
Kriimmungsvektor) ei-
nerV, inV,_, in V,
88, 89, einer V; in V,,
in ¥, 92, 93, 104, 116,
einer Kongruenz in
bezug auf eine andere
Kongruenz 107.

—e Kriimmung einer V,
in V, 126.

abwickelbar (developpabel)
11, 86, 144.

Dell’Acqua §8, 175, 176,
177.

Addition 16.

affine (lineare homogene)
Transformation 9, 15,
18, 19, 32, 61.

Affingeometrie 5.

Affinor

—algebra 10, 13, 14,

slternierender
GroBe) 8, 20, 21.

—analysis 36,

Bivektor-— 61.

— - Differentialgleichung
erster Ordnung 10, 68,
Integrabilititebeding-
ungen 10, 11, 12, 68,
69, 70, 71, 134, 135,
187, 151, 158, 159, 160.

Einheits-— 19.

gemischter (gem.
GroBe) 2, 18, 19.

(alt.

i

i

kontravarianter — (kon-
trav, GroBe) 18, 27, 80.
kovariante — (kov. Gréfe)
18, 27, 30.
Riemann-Cristoffel-
scher — (i() 1, 3, 4, 59,
60, 61, 62, 64, 128,
125, 133, 136, 138, 139,
146, 147, 148, 150, 152,
161, 167.
symmetrischer — (symm.
GroBe) 20, 21, 25..
algebraisch

—e FEigenschaften von V'

40,
—er Mittelwert o,, 2,
11, 129, 130, 133.
Allé 86, 170,
allgemein
—e Alternation 131.
—e Multiplikation (—es
Produkt) 17, 30, 38,
58, 59.
Alternation
allgemeine — 131.
einfache — 730, 131, 132.
alternierend
—er Affinor (—e GréBe)
8, 20, 21.
—e Multiplikation (—es
Produkt) 20, 21, 22,
30, 49.
Amaldi 165, 179.
Analysis
Affinor-— 36.
dirckte — 6, 7, &, 9, 10,
analytische Eigenschaften
von V 40.
antikommutatives
21,

Gesetz

antisymmetrischer Tensor
20.
Aquigone 119.
dquiskalare Mannigfaltig-
keiten 37, 56.
Arndt 77, 179.
Aronhold &, 17, 18, 21.
Artom 103, 181.
Ausdehnungslehre 6, 8.
duBere Multiplikation 17,
axial 11, 106, 115, 118, 119,
133; Mannigfaltigkeiten
mitlauter —en Punkten
114, 115,119, 125, 185,
Bach &, 7, 21, 148, 184.
Babnkurven 155, 156, 157,
158, 161, 162.
Banal 144, 154, 173, 174,
175.
Bates 8, 133, 179, 180.
Beez 2,8,133,142,169,170
—scher Satz 2, 133, 144 .
Beggi 144, 181.
begleitendes n-Kant einer
Kurve 76, in bezug
auf eine Kongruenz 77,
Beljankine 50, 176.
Beltrami 2, 26, 37, 50,
51, 140, 168, 169.
Berzolari 3, 112, 114,
116, 127, 174, 175,
Bestimmungszablen 13.
gemischte — 28.
kontravariante — 28.
kovariante — 28.
orthogonale — 28.
Betrag (Modul)
— eines Vektors 26.
— eines p-Vektors 28.
Bewegung
geoditische — (Verschie-

1) Schriigstehende Zahlen weisen hin auf Definitionen oder wichtige Theoreme.



bung48, 52, 99,100,145,
146, 161 (vgl. geod. mit-
bewegt. Bezugssystem).
starre — 12, 155, 156,
157, 158, 161, 162, 165.
Bezugssystem (Koordina-
tensystem)
geodiitisch bewegtes —
45, 46, 47, 48, 62, 64,
99, 100, 160, 161.
Freiheitsgrad des geodi-
tisch bewegten —s 99,
100, 102.
Bianchi 3, 4, 12, 26,
50, 51, 61, 64, 65,
68, 76, 77, 78, 79, 83,
84, 86, 83, 89, 90, 97,
98, 124, 126, 135, 140,
144, 145, 148, 150, 157,
158, 164, 165, 167, 171,
173,174,175, 177, 178,
181, 182, 183, 187.
— sche Identitdt 3, 4, 12,
148, 149, 152, 159, 166
Biegung 3, 11, 126, 127,
128, 133, 144.
— sinvariante 66, 126,
127, 128, 133.
V,-bildend 52, 54, 55, 100,
vgl. V,-normal.
Binormale (zweite Normale)
73, 89, 118,
Bivektor 20, 61, 63, 66,
118, 158, 165.
—-Affinor 61.
— der Drehung 161.
einfacher — 22, 57.
Kriimmungs-— 73.
oskulierender — 73, 79,
8L
—tensor 33, 34, 61, 62,
133, 134, 136, 144, 147.
Blaess 57, 181,
Blaschke2,5,76,183,184.
Boggio 6,9,93,148,150,183.
Bompiani3, 116, 144,167,
181, 182, 183, 184.
Bonnetscher Satz
— fiir ein geoddtisch mit-

37,
66,

Namen- und Sachregister.

bewegtes Bezugssystem
48.

— fiir die geoditische
Torsion 89.

Boulanger 165. 177.

Brill 142, 171,

Brunel 2, 76, 171.

Buchholz 150, 175.

BuraliForti6, 9, 32, 174,
180, 181,

Campbell 175, 133,

Carpanese 4, 46, 183.

Cartan 122,144, 182, 184.

Carvallo 6, 173.

Cattaneo 58, 177.

Cayley 147; 170.

Cesaro 4, 6, 76, 77, 78,
86, 90, 133, 136, 142,
145, 155,172, 173, 176,
177, 178,

Charakteristik einer V, 106
(Kommerell), 118
(Segre).

Christoffel 2, 3, 7, 11,
41, 61, 62, 168.

—sches Drei - Indizes-
Symbol 41.

—sches Vier-Indizes-
Symbol 61.

Cisotti 28, 183.

Clairautscher Satz 158,

Clebsch 8, 17, 18, 21.

—-Aronholdsche Inva-
riantensymbolik &, 17,
18, 21, 22,

Cliffordsches selbstkon-
jugiertes vollstdndiges
Vierseit 121.

Codazzische Formeln 1,
3, 11, 135, 1386, 144.

Cotton 150, 175.

Craig 116, 171.

curvatura

— geodetica 72.

— mista(intermedia) 107,
— normale 114.

— tangenziale 114.

Darboux 4, 37, 50, 51,
84, 88, 89, 90, 135, 145,
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171, 173, 174,
175,
Davisson 165, 176.
deformierende Bewegung
der V, 155.
Dell’ Acqua 58,176, 178.
Del Pezzo 103, 171.
Demoulin 6, 173.
De Tannenberg 64, 173.
developpabel (abwickelbar)
11, 86, 144.
Differential 38, 40, 45, 46,
102.
absoluter —kalkiil, siehe
Ricci-Kalkiil.
—form 66, 102.
geoditisches — 43, 45,
46, 145, 146.
—geometrie, gewohnliche
66, 83, projektive — 5.
—gleichung 68, 145, Af-
finor — 10, 68.
—invarianten 2, 8.
kogredientes — 9.
—operator 38, — ope-
ratorkern 59, 88, 91,
111, 138.
—parameter, erster —
37, gemischter — 37,
zweiter — §0.

172,

geodétisch. —quotient
72, 91, 109, vgl. geo-
ditisches Differential.
Differentiation
— einer Determinante 50.
geoddtische — 42.
Gesetze der — (lineare
Ubertragung) 38.
kogrediente (kovariante)
— 2, 4, 5.
mehrfache — 58.
—sregeln 48,
differentiierende Wirkung
von V 317.
p-dimensionale Mannigfal-
tigkeit (X,) 14.
direkte Analysis 6, 7, 8,
9, 10.
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distributiv
—es Gesetz 17, 20, 22, 23.
— e Verkniipfung 20, 25.
Divergenz
— eines Affinors 40, 150,
167.
— eines Vektors 50, 157.
Doppelgerade (degenerierte
Kriimmungsellipse)
118, — der Steiner-
schen Fliche 122.
doppelte vektorische Uber-
schiebung 24, 152.
Drach 145, 175, 179.
Drehsinn 22.
Drehung 27, 47, 147, 160,
161, Bivektor der —
161.
Drei-Indizes-Symbol 41.
dreifach
—es  Orthogonalsystem
146, 153.
—er Punkt der Steiner-
schen Fliche 122.
dritte

— Identitat von ﬁ 60,
61, 65.

— Kriimmung 74.

— Normale 74.
Dualitét 165.
Dupin

—sche Indikatrix 86, 87.

—scher Satz 146.
dyadic, self conjugate 32.

Eddington 5, 184.
Eiesland 99, 180.
Eigenschaften
algebraische und analy-
tische — von p 40.
eindeutig orientiert 62.
einfach
—e Alternation 130, 131,
132.
—er Bivektor 57.
—er Bivektortensor 136.
—er p-Vektor 22,
einfaltige ideale Faktoren
18.

Namen- und Sachregister.

Einheits-
—affinor 19.
—vektor 26.

Einstein 4, 15, 17, 18, 19,
20, 23, 42, 98, 181, 182,
187.

— - Mannigfaltigkeit 166.

Eisenhart 67,98,119,179,
180, 181, 185.

Elastizitétstheorie 19.

Element

Vu-— zweiter Ordnung
12, 147.
p-dimensionales — 22.

Ellipse, Kriimmungs— 117,
118, 119.

elliptischer Punkt einer V,
in V, 119.

Enriques 140, 177.

Entfernung, geoditische 86.

enthalten 14.

erst

—er Differentialparame-
ter 37.

—er  Fundamentalsatz
der Invariantensymbo-
lik 22.

—er Fundamentaltensor,
siehe Fundamentalten-
Sor.

—e Identitit von ]% 60,
61, 65, 148.

—e Kriimmung (Kriim-
mungsvektor) einer V,
inV, 72, 78, 79, 90,
116, Radius der —n
Kriitmmung 72, 78, —e
Kriimmung  (Krim-
mungsvektor, in bezug
auf eine Kongruenz 77,
vgl. 107.

—e Normale 72.

—e Uberschiebung 22.

erzwungen
—e Kriimmung (—er
Kriimmungsvektor)

einer V,in V,_,in V,
78, 85, 86, 88, 90; einer
V,in V,in V, 92, 96,

111, 112, 118, 117, 118,
119, 120, 122; Vektor
der gegenseitigen —en
Kriimmung 107.
—e Kriimmung einer ¥,

in V, 126, 128.

euklidisch, —e Mannigfal-
tigkeit (R,) 36, 46, 50,
52, 58, 64, 133, 136,
188, 147, 151, 166.

Eulersche Gleichung (—r
Satz) 3, fir V, in V,_,
in V, 86, 90, fiir V,_,
in V,_, in V, 116, an-
dere  Erweiterungen
116.

Existenztheoreme 53.

extrem 85, 104, 116, 117,
119.

Faktor
idealer — (Vektor) 8, 9,
17, 18, 29, 30, 31.
realer — (Vektor) 18, 30.
p-faltig 18, 21.
Fehr 6, 175.
Fibbi 58, 174.
Finsler 76, 78, 183.
Finzi 154, 177, 185.
Fldche 14, Steinersche —
120, 122, —n @ 117,
Fokker 46, 183.
Formeln
Codazzische — 1, 3, 11,
135, 186, 144.
Frenetsche — 1, 2, 11,
76, 71.
von GauB, sieche Gaul-
scher Satz.
Freiheitsgrad
— des mithewegten Be-
zugssystems 99, 100.
102.
maximaler — einer ¥V,
in R, 147.
Frenetsche Formeln 1, 2,
11, 76, 77.
Fromm 77, 170.
Fubini 4, 5, 76, 86, 165,
175, 177, 178, 183.



Fundamentalform, zweite
83, 84.
Fundamentalsatz, erster —
der Invariantentheorie
22.
Fundamentaltensor
(erster) — 5, 8, 25, 27,
29, 84, 46, 50, 58, 86,
87, 91, 95, 98, 99, 100.
kontravarianter — 25,
kovarianter — 25, 98.
zweiter — 2h 11, 81, 83,
84, 86, 96, vgl. Rang.
FuBpunktkurve 105, 106.

Gaufl 1, 3, 11, 83, 84, 108.
—sche Formeln (Kriim-
mungssatz) 3, 11, 124,
125, 134, 142, 143, 144,
152, vgl. 166.
—scher Integralsatz 99.
—sche Kriimmung einer
V,in R, 1, 66, 140.
Gebiet 14, 100.
gegenliufig, i-te —e skalare
Uberschiebung 23.

gegenseitige  erzwungene
Kriimmung 107.
gemischt
—er Affinor (GréBe) 2,
18, 19.
—er Differentialparame-
ter 37.

—e Multiplikation 23.
—es System 18.
—er Tensor 18.
Genty 6, 145, 178,
geodétisch
—e Bewegung (Verschie-
bung) 48, 52, 99, 100,
145, 146, 161 (vgl. geod.
mithew. Bezugssystem)
—es Differential 43, 45,
46, 145, 146.
—e Differentiation 42.
—es Differentialquotient
72, 91, 109, vgl. —es
Differential.
—e Entfernung 86,

geometrische

Namen- und Sachregister.

in einem Punkte — 97.

infra— 109.

—e Hauptkongruenzen
167.

—e Kongruenz 51, 52,
57,58, 64,82, 113, 154,
156, 157, 167, wvgl
geoddtische Linie.

—e Kriimmung 88,

—e Linie (Kurve) 11, 44,
45, 51, 52, 62, 72, 89,
90, 93, 96, 97,103, 109,
113, 140, 158, vgl. geo-
ditische Kongruenz.

—e Mannigfaltigkeit 2, 3,
11, 96, 97, 99, 101, 102,
103, 113, 115,119, 125,
126, 140, 142, 143, 144,
166.

— mitbewegtes Bezugs-
system (Koordinaten-
system) 44, 45, 46, 47,
48, 64, 99, 100, 160,
161, vgl. geoditische
Bewegung.

— parallele Bewegung,
siehe geoditische Be-
wegung.

— parallele V,_, (paral-
lele V), 41, —paral-
lele (parallele) Vi 101,
102.

—er Parallelismus 4, 9.

—e Torsion 89, 90, 107.

total — 96.

—e Ubertragung 40, 42,
45.

— verlangert 64,

—e Zunahme 62.

geodetica, curvatura — 72,

Bedeutung
der 4 Identitdten fiir f{
61.

-— der Integrabilitétsbe-
dingungen 70.

— von 2K und 2 G 67.

— von K 65.

— des Riemann-Chri-

191
stoffelschen Affinors
62.
Gerade
—s Isomer 19.
—ste Linie 45.

geschlossene Kurve 47, 62,

64, 68, 70, 100.
Gibbs 6, 24, 32, 181.
gleiche Groflen 14.

—artige GroBen 14, 38.

— berechtigte ideale Fak-
toren (Symbole) 18, 30,
31

—liufige skalare Uber-
schiebung 23.

—e Orientierung 14.

—winklige B, 119.

Gleichung, Killingsche12,
155 flg.

r-gliedrig 155.

Goursat 44, 182,

Grad 8, 17, 18.

Gradient 37,57, 58,156, 157.

Graefe 171.

GraBmann G, 8, 9, 108.

— jun. 6, 171, 172, 173.

GroBe 13, siehe weiter Af-
finor.

alternierende —, gemisch-
te —, kontravariante —,
kovariante —, symme-
trische —, siehe Affinor.

Gruppe 14, 14.

— der affinen Transfor-
mationen (linear ho-
mogene, affine —) 9,
15, 19.

kontinuierliche (Transfor-
mations) — 12, 1551lg.

— der Kreisverwandt-
schaften 14.

orthogonale — 9, 27.

rotationale — 14.

gruppentheoretische Klassi-
fizierung 3.

Guichard 76,99, 174,178,
181.

Haas 171.

Hadamard 143, 174, 176.
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Hamilton 6, 168.
Hardy 76, 177.
Hatzidakis 77, 180.
Haupt
—gebiet eines Tensors
33, 145, 146.
—kongruenzen 10, 12, 67,
68, 143, 152, 153, 154,
157, 158, 161, 162, 166,
167, geoditische — 167,
Ve-normale — 167,
—kriimmung einer V,, in
einer Hauptrichtung
68, 154, 161.
—kriimmung einer V,_,
in V,, siehe Haupt-
kriimmungslinien.
—kriimmungen, — kriim-
mungslinien, — kriim-
mungsradien, —kriim-
mungsrichtungen einer
V.—1inV, 2,11, 81, 86,
90,96, 97,127,141, 145,
146, 154, 166, einer V,,
in V, in bezug auf eine
Normale 115,128, 129,
132,183, einer V,, in V,,
104, 117, 118, 119.
—richtungen eines Ten-
sors 33, einer V,, in V,,
2, 95, 96, 104, einer V,
siche Hauptkongruen-
zen,
—tangentenkurven einer
Vu—y inV,, erster Ord-
nung 11, 79, 87, 89,
p-ter Ordnung 11, 80,
—tangentenkurven einer
Vi in V,,, erster Ord-
nung 93, 104, 105, 119,
122, p-ter Ordnung 110,
vgl. Nullrichtung, und
selbstkonjugierte Rich-
tung.

Herglotz 67, 166, 182,
Sétze von — 67.
Hessenberg 5, 7, 9, 44,

45, 56, 61, 177, 182.

Namen- und Sachregister.

héhere Kriimmungen einer
V,in¥,, in V, 108, 109.

Hoppe 1,76, 89, 170, 171,
172.

Hovestadt 133, 170.

hyperbolischer Punkt einer
V., in V, 119.

hyperbolisches Paraboloid
48.

Hyperschraubsinn 22,

Hypersphire 86, 102.

Ideal
—eigen 18.
—e Elementen (Faktoren,
Vektoren) 8, 9, 17, 18,
29, 80, 31.
—fremd 18.
Identifizierung von ko- und
kontravarianten Grd-
Ben 27, 30, 31, 43, 55,
64, 72.
Identitit
— von Bianchi 8,4, 12,
148, 149, 152, 159, 166.
erste — von ﬁ 60, 61,
65, 148.
zweite -— von Ié{ 60,61,62.
dritte — von 14{ 60,61,65.
vierte — von ﬁ 61.
Impuls-Energiesatz 4, 150.
Indikatrix, Dupinsche 86,
87.

Indizes 7.

infrageoditische Mannig-
faltigkeit p-ter Ord-
nung 179,

Ingold 8, 180.

innere Multiplikation 23.

integrabel, unbeschrinkt —,
Integrabilititsbeding-
ungen einer Affinordif-
ferentialgleichung er-
ster Ordnung10, 11, 12,
68, 69, 70,71, 134, 135,
137, 151, 158, 159, 160.

intransitiv 163, 164.

Invariantensymbolik,
Clebsch-Aronhold-
sche — 8,17, 18, 21, 22.

Inversion (Kreisverwandt-
schaft) 14, 105, 106.

Isomer 19, 43, 59, 60, ge-
rades — 19, ungerades
— 19.

James 136, 177.

Jordan 1, 2, 76, 169, 170.

Jung, F. 7, 9, 18, 19, 182,
183, 187.

Juvet 76, 185,

Kanonische Kongruenz 3,
56, 85, 156.
n-Kant, das die Kurve be-
gleitende. — 76, in be-
zug auf eine Kongru-
enz 77.
Kasner 166, 185.
Kegel, Kegelmantel 80,104,
106, 108.
Kern, siehe Differentialope-
ratorkern.
Killing 8, 8,12, 77,78, 79,
93, 97, 98, 112, 155,
160, 171, 172, 178.
—sche Gleichung 12,
155 flg.
Klasse des Fundamental-
tensors 99,100,102,148.
Klassifizierung
gruppentheoretische — 3.
—sprinzip 9, 14.
Klein 9, 13, 14, 27, 65, 169.
—sches Prinzip 14, 27.
Knoblauch 84, 181.
Koaffinor 32.
Koeffizienten des zweiten
Fundamentaltensors
83, 84.
kogredient
—es Differential 9.
—e (kovariante) Differen-
tiation 2, 4, 5.
—es System 20. .
—er Tensor 18,



Kommerell, K. 8, 93, 98,
105,114,117, 119, 174,
178.

— V. 90, 1786.
kommutatives Gesetz 21.
Komplexsymbole, Weit-

zenbodcksche — 21.
Vin-Komponente eines Af-
finors 31, 55, 95.
konforme Abbildung10,138,
145, 150, 151, 167.
konformeuklidisch,—eMan-
nigfaltigkeit (C,) 12,
138, 140, 141, 142, 146,
150, 151, 152, 153, 154,
163.

Kongruenz 3, 14, 55, 56,
57, 58.

geodétische — 51, 52, 57,

58, 64, 82, 113, 154,
156, 157, 167, vgl. geo-
ditische Linie.

kanonische — 3, 56, 85,

156.

Strahlen— 6.
Kénig,R. 7,186,38,61,184.
konjugierte Richtungen

einer V, in Voo in V,
87, einer V,inV,,in V,
107, 108, 117, 118,
selbstkonjugierte Rich-
tung einer V; in V,_,
in V, 87, einer V, in
Vo in V,, 108, 119, vgl.
Haupttangentenrich-
tung und Nullrichtung.
konstanter Riem annscher
Kriimmung, Mannig-
faltigkeit (S,) —, siehe
Mannigfaltigkeit.
kontragredient 15.

—es System 18.

—er Tensor 18.
kontravariant

—er Affinor (—e GréBe)

18, 27, 30.
—e Bestimmungszahlen
28.

Struik, Differentialgeometrie,
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—er Fundamentaltensor
25.

—e MaBvektoren 16, 39.
—er Vektor 8, 15, 27.
Koordinatensystem, geodi-

tisch mitbewegtes 44,
45, 46, 47, 48, 64, 99,
100, 160, 161, vgl. auch
geoditische Bewegung.
Korrelation 108.
kovariant
—er Affinor (—e Grife)
18, 27, 30.
—e Bestimmungszahlen
28.
—e Differentiation 2,4, 5.
—er Fundamentaltensor
25, 98.
—e MafBvektoren 16, 39.
—er Vektor 15, 27.
Kowalewski 4, 76, 176,
180.
Kreis auf einer Kugelfiiche,
kleiner — 47, groBter

— 48.
Kreis als Kriimmungs-
ellipse 119.
Kreigsverwandtschaft (In-

version) 14, 105, 106.
Kretschmann 154, 182.
Kronecker 2, 78, 79, 86,

116, 169.

—sche Kriimmung 116.
Kriimmung
absolute — (absoluter

—svektor) einer V, in

Vn—y in V, 88, 89, einer

V,inV,inV, 92, 93,

104, 116, einer Kon-

gruenz in bezug auf

eine andre Kongruenz

107, absolute — einer

Ve in V, 126.

dritte — einer V;in V,, 74.
— einer Kongruenz in
bezug auf eine andre

Kongruenz 77, vgl. 107.

— einer V,, in V, nach

Berzolari 114.
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— einer V, in einer
Richtung 68, vgl
Hauptkriimmung.

erste — (Krimmungs-
vektor) einer V, in V,
72, 18, 19, 80, 116,
Radius der ersten —
72, 78; erste — (Krim-
mungsvektor) in bezug
auf eine Kongruenz
77, vgl. 107.

. erzwungene — (erzwun-

gener —svektor) einer
Vi in Voey in ¥, 78,
85, 86, 88, 90, einer
Vyin V,, in V,, 92, 96,
111, 112, 113, 117,
118, 119, 120, 122; er-
zwungene — einer V,
in V, 126, 128; Vektor
der gegenseitig er-
zwungenen — 107.

Haupt—, siehe Haupt-
kriiommung.

hohere —en einer V; in
Vi in V, 108, 109.

GauBsche — einer V,
in RB; 1, 66, 140.
GauBscher —ssatz 3,

11, 124, 125, 134, 142,
143, 144, vgl. 166.
gegenseitige erzwungene

— 107.
geodatische — 88.
Kroneckersche — 116.
p-te — einer V; in V,
75, 79; Radius der
p-ten Kriimmung 75.
relative —  (relativer
—svektor) einer V, in
Va—, in V, 88, einer
V, in V, in V, 92,
einer Kongruenz in
bezug auf eine andre
Kongruenz 107, rela-
tive — einer V,, in in
V. 126, 127, 128,
Riemannsche—einerV,
in ¥V, (Riemannsches
13
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—smaf beziiglich einer
2 - Richtung) 1, 2,
65, 66, 67, Rie-
mannsches —smaf
beziiglich einer p-Rich-
tung 68, 126, Rie-
mannsches —smalB
einer S, 66, mittleres
Riemannsches-smal
K, 65, mittleres Rie-
mannsches
ineiner Richtung 67,68.
sphérische — 90.
zweite — (Torsion) einer
V,inV, 73, 89, Radius
der zweiten 73,
zweite — in bezug auf
eine Kongruenz 77.

Kriimmungs-
—affinor dritten Grades

1 11, 921g.
—Dbivektor 73.
—ellipse 117, 118, 119.
—gebiet 11, 103, 104,
105, 106, 107, 109,
113, 117, zweiter Ord-
nung 110.
—gebilde 103, 104, 105,
106, 117, 120, 121.
—grofle vierten Grades

K 1, 3, 4, 59, 60, 61,
62, 64, 123, 125, 133,
136, 138, 139, 146, 147,
148, 150, 152, 161, 167.

—Ilinien, siehe Haupt-
kriimmungen.

—maf, siehe Kriimmung,
Riemannsche.

—radien, siehe Haupt-
kriimmungen.

—spur 106.

—trivektor 74.

—vektor, siehe Kriim-
mung (absolute, erste,
erzwungene, relative),
mittlerer —vektor D
2, 11, 97, 99, 106, 111,
112, 118, 114.

—smaf, i
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— p-Vektor 75.

Kugel, geodétisch mitbe-
wegtes Bezugssystem
auf einer —fliche 47,
48, —geometrie 2.

Kiihne 1, 76, 92, 98, 172,
177, 178.

Kurve 14, geschlossene —
47, 62, 64, 68, 70, 100,
— der Lénge Null 72.

Kwietniewski 119, 177,

Lancret 77, 81, 90, 168.
—sche Gleichung 77.
Landsberg 76, 174,
Lang 50, 184.
Lénge, Kurven der — Null
72.
Laue, v. 48, 50, 185, 187.
Laurent 31, 172.
Lemma von Ricei 41.
Levi, E.E. 3, 97, 98, 103,
104, 105, 106, 107, 115,
116,117,118, 178, 178.
Levi-Civita 8, 19, 28,
41, 42, 45, 46, 50, 56,
57,58,63,150, 176, 182.
Lévy, M. 64, 155, 170.
Lie 2, 78, 155, 169, 172.
Lilienthal, v. 174.
linear
—e homogene (affine)
Gruppe (Transforma-
tion) 9, 15, 18, 19,
32, 61.
—e Ubertragung 38, 39.
Linie
geodidtische — 11, 44, 45,
51, 52, 62, 72, 89, 90,
93, 96, 97, 103, 109,
113, 140, 158, vgl. gec-
datische Kongruenz.
—nelement 15.
—nfunktionen 63.
Lipke 150, 181.
Lipschitz 2, 64, 97, 98,
124, 138, 169, 170, 171.
Lovett 77, 136, 176.
Liroth 140, 178.
Loéwenherz 76, 77, 180.

Mac Mahon, J. 179.

Mannigfaltigkeit
dquiskalare — 37, 56.
p-dimensionale — (X))

14.

Einstein-— 166,
euklidische — (R,) 36,
46, 50, 52, 58, 64, 133,
136, 138, 147, 151, 166.
geodatische — 2, 3, 11,
96, 97, 99, 101, 102,
108, 113, 115, 119, 125,
126, 140, 142, 143, 144,
166.
infrageodétische — p-ter
Ordnung 109.
konformeuklidische — C,
12, 138, 140, 141, 142,
146, 150, 151, 152, 153,
154, 163.
— konstanter Riemann-
scher Kriimmung (S,)
1, 2, 3, 38, 66, 36, 115,
125, 126, 128, 133, 136,
140, 141, 142, 148, 144,
160, 164, 165, 166.
Minimal— 2, 11, 98, 99,
119.
— mit beliebiger qua-
dratischer MaBbestim-
mung V, 26, 36.
— mit lauter axialen
Punkten 11, 114, 115,
133.
mit lauter Nabel-
punkten 3, 11, 109,
114, 126, 141, 142, 143.
— mit lauter planaren
Puankten 117.

— mit nicht- quadrati-
scher MaBbestimmung
76, 8.

— mit unbestimmten
Hauptrichtungen (U,,)
12, 166, 167.

reguldre — 12, 162, 163.

Marcolongo 6, 9, 32, 174,

180, 181.



Maschke 8, 35, 42, 133,
176, 178, 179.
MaBbestimmung
nicht-quadratische — 76,
78.
quadratische — 26.
MaBvektoren
kontravariante — 16, 39.
kovariante 16, 39.
maximaler  Freiheitsgrad
einer V,, in R, 147.
Mehmke 116, 172.
mehrfaltige ideale Faktoren
18.
mehrfache
58,
Meusnierscher Satz, fiir
ViinV,_, inV, 78
88, fir ¥V, in V, in
V. 93, fir V,_, in
Vi, in V, 115, 116,
andere Erweiterungen
116.
Meyer, W. F. 77, 180.
Minimalmannigfaltigkeit 2,
4, 98, 99, 119.
mista, curvatura — 107.
Mittelwert, algebraischer
—3,, 2 11, 129, 130,
133.
mittleres Riemannsches
Krimmungmaf K, 65,
in einer Richtung 67,
68.
Mlodziewski 46, 172.
M&bius 6, 168. ’
Modelle 48.
Modul (Betrag) eines Vek-
tors 26, eines p-Vek-
tors 28.

Differentiation

Molenbroek 6, 178.
Monro 133, 147, 170.
Moore 80, 117, 180, 181.
Multiplikation, vgl. Produkt
allgemeine — 17, 30, 38,
58, 59.
alternierende —- 20, 21,
22, 30, 49.

Namen- und Sachregister.

duflere — 17.

eines Vektors mit einem
Skalar 16.

gemischte — 23.

innere — 23.
Umkehrung der allge-
meinen — 53,
Nabelpunkt (Umbilikal-

punkt) einer V,_, in
V. 86, 90, einer ¥V,
in V, 106, 119; Man-
nigfaltighkeiten mit
lauter —en 3, 11, 109,
114, 126, 141, 142, 143.
nicht - quadratische MaB-
bestimmung 76, 78.
nicht-vollstindige Systeme
54, 55.
normale, curvatura — 114.
Normale
erste — 72, zweite — 73,
dritte — 74, p-te — 75,
78, 79.

Vgnormal 61, 52, 53, 54,
55, 56, 57, 58, 157,167,
vgl. auch 7V, bildend.

Normalschnitt 78.

Null

—gebiet eines Tensors
33, 34, 139, 141.

—richtung eines
sors 34, 96, vgl. Haupt-
tangentenkurven.

Kurven der Lénge — 72.

Oninescu 165, 184.
d’Ovidio 170.
Operator
Differential— 38.
—kern, siehe Differential-
operatorkern R 32.
orientiert, eindeutig — 62.
Orientierung
gleiche — 14.
—sweise 13, 14.
orthogonal
—e Bestimmungszahlen
28.
—e Gruppe 9, 27.

Ten- ‘
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Orthogonal
dreifaches —system 146,
158.
n-faches —system 3, 4,
12, 56, 58, 145, 146.
—netz 55, 56, 167.
Ortsfunktion 36,
osculatore, spazio — 114.
oskulierend
—er Bivektor 73, 79, 81
—er Trivektor 74.
—er p-Vektor 75.

Padova 3, 98, 148, 155,
171, 172.

Palatini 167, 184.

parabolisch 118, 119.

Paraboloid, hyperbolisches
— 48.

parallel
geoddtisch —e, kurz.
—eV,_, 61, V101, 102,
quasi- — 38.

—e Ubertragung 38.
—e Verschiebung 38.
Parallelismus, geoditischer

— 4, 9.
Parameter
—Ilinien 14.
—-X,, 14.
partielle Differentialglei-
chung dritter Ordnung
der dreifachen Ortho-
gonalsysteme 145.
Pennachietti 174.
Pérés 4, 46, 184.
Permutationszahl 130, 131.
Del Pezzo 103, 171.
Piccioli 76, 175.
Pick 76, 180.
Pieri 6, 181.
Pirondini 1, 76, 89, 172.
planar 107, 117, 118, 119;

Mannigfaltigkeiten mit
mit lauter —en Punk-
ten 117.

Produkt, vgl. Multiplikation
allgemeines — 17, 30, 38,
58, 59.
13%*
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alternierendes — 20, 21,
22, 30, 49.
ideales —, vgl. 17, 18,
skalares — 25, 29.
symmetrisches — 20, 21,
30, 49.
Produktsummen oq. 2, 11,
129, 130, 133.
projektive Differential-
geometrie 5.
Pseudosphére 48.
Puchta 133, 173.
Punkt, dreifacher — der
Steinerschen Fliiche 122.

Quadratisch
—e Differentialform 66,
102.
—e MaBbestimmung 26.
nicht-—e MaBbestim-
mung 76, 78.
quasi-parallel 38.
Quaternionenrechnung 6.

Radius
— der ersten Kriimmung
72, 18, der zweiten
Kriimmung 73, — der
dritten Kriimmung 74,
— der pten Kriim-

mung 74.
—vektor 6.
Rang 32, — des zwei-
Fundamentaltensors

86, 115, 119, 125, 126,
133, 138, 139, 140, 144,
166.

Rath6,76,77,173,176,179.

Razzaboni 76, 175, 179.

realer Faktor (Vektor)18,30.

Regelfliche 140.

regulire Mannigfaltigkeit
12, 162, 163.

Reihe, Taylorsche — 36.

Relativitdtstheorie 4,48,150,
166.

relativ

—e Kriimmung (—er

Kriimmungsvektor) ei-

Namen- und Sachregister.

ner V,in V,_,inV,
88, einer V, in V,, in
V. 92, einer Kongruenz
in bezug auf eine an-
dere Kongruenz 107.
—e Kriimmung einer 7V,

in V, 126, 127, 128.

Ricei 1, 3, 7, 8, 15, 18,
19, 26, 28, 41, 42, 56,
57, 61, 67, 68, 72, 79,
87, 88, 89, 90, 92, 96,
97, 99, 107, 136, 138,
143, 145, 146, 148, 152,
154, 155, 157, 158, 159,
160, 161, 162, 165, 167,
171, 172, 173,174, 175,
176, 178, 183, 186, 187.

Riceci-Kalkil (Ricci-
Rechnung, absoluter
Differentialkalkiil) 3, 6,
7, 8, 10, 15, 79, 87, 88,
89, 1386.

Richmond 77, 176.

p-Richtung 22,65,66,67, 68.

Riemann 1, 2, 3, 11, 65,
168.

Riemann - Christoffel-

scher Affinor ]41 1, 3, 4,
60, 61, 62, 64, 123,
125,188, 136, 188, 139,
146, 147, 148, 150, 152,
161, 167.
Riemannsche

— Kriimmung einer ¥,
inV, (—s Krimmungs-
maf beziiglich einer
2- Richtung) 1, 2, 65,
66, 67.

—s Kriimmungsmaf3 be-
ziiglich einer p-Rich-
tung 68,126, —s Kriim-
mungsmal einer §,
66, mittleres —s Kriim-
mungsmafl K,65, mitt-
leres —s Kriimmungs-
maf in einer Richtung
67, 68.

Rimini, 86, 96, 143, 155,
158, 178.

Rodrigues 86.
rotationale Gruppe 14.
Rotation (Wirbel) 50, 95,
158.
—skoeffizienten §6.
—svektor 764, 165,
Rothe 6, 181.
Runge, ¢. 6, 180.

Salkowski 76, 181.
Salmon-Fiedler 81, 170.
Satz
Beezscher—2, 133, 144.
Eulerscher — 3, fiir ¥,
in¥V,_.,inV, 86, 90,
fir V,_, in V,_, in
V, 116, andere Er-
weiterungen 116,
GauBscher Kriimmungs-
—3, 11, 124, 125, 134,
142, 143, 144, 152, vgl.
166.
GauBscher Integral— 99.
erster und zweiter —
von Herglotz 67.
Meusnierscher —, fiir
V,inV,_, inV, 78,
88, fir V, in V,, in
V.93 fixV,,inV,_,
in ¥, 115, 116, andere
Erweiterungen 116.
Schurscher — 66, 150,
166.
Sbrana 144, 179.
Schlafli 2, 46, 140, 169,
Schlegel 168, 176.
Schoute, P. H. 85, 177.
Schouten, J. A. 4, 5, 7,
9, 10, 14, 16, 19, 21,
23, 28, 29, 30, 32, 36,
39, 40, 42, 45, 46, 48,
52,53,54, 65,71, 72, 83,
99, 102, 108, 128, 125,
126, 127,130, 136, 138,
142, 145,146, 148, 149,
150, 151, 152, 182,183,
184, 185, 1817.
Schraubsinn 22.



Schur 3, 12, 66, 144, 150,

171, 172.
—scher Satz 66, 150, 166.

Schwerpunkt des Kriim-
mungsgebildes104,120,
122.

Segre 115, 117, 179.

selbstkonjugiert, —e Rich-
tung einer V,in V,_,
in V, 87, einer V, in
Vo in V, 108, 109,
vgl. Haupttangenten-
richtung und Nullrich-

tung, Cliffords —s
vollstindiges Vierseit
121.

self-conjugate dyadic 32.
senkrecht 26, S 35.

Servant 117,124, 136,176,
177,

Severi 4, 46, 182.

Shaw 8, 181.

Simultankovarianten 22.

Sisam 122, 180.

skalar

i-te (gegenldufige) —e

Uberschiebung 23, i-te
(gleichldufige) —e Uber-
schiebung 23, —es Pro-
dukt 25, 29.

Skalar 15, 31, 36, 40, —teil
eines Tensors 34, 66.

Smith, A, W. 8§, 179.

Sommerfeld 6,50,57,180.

Sommerville 168, 181.

Souvorof 67, 169.

spazio osculatore 114.

sphérische Kriimmung 90.

Spiegelung 27.

Spielrein 6, 19, 32, 182.

Stdckel 46, 133, 147, 148,
173.

Stahl, H. 169.

starre Bewegung 12, 155,
156, 157,158, 161, 162,
165.

Steinersche Fliche 120,
122.

Stransky 76, 181, 182.

Namen- und Sachregister.

Struik 4, 9, 10, 14, 28,
36, 53, 54, 72, 83, 123,
142, 145, 146, 167, 184,
185, 187.

Summen der a-faktorigen
Produkte ungleichna-
miger Hauptkrimmun-
gen der V,,in V,, 6ae 7,
11, 129, 130, 132, 133.

Symbolik, Invarianten-—
8, 17, 18, 21, 22.

symmetrisch
—er Affinor (—e Grofle)
20, 21, 25.
—es Produkt 20,21, 30,49.

—er Tensor 20.
—e Ubertragung 148.

System

gemischtes — 18.

kogredientes — 18.

kontragredientes — 18.

nicht-vollstindiges — 54,
55.

vollstédndiges 53, 54.

Tait 6, 168.

tangenziale, curvatura —
114.

Tannenberg, de 64, 173.

Taylorsche Reihe 36.

Tedone 160, 176.

Tensor 19, 20, 21, 32, 33,
34, 55, siehe auch
Fundamentaltensor.

antisymmetrischer — 20.
Bivektor-— 33, 34, 61,
62, 138, 134, 136, 144,
147.
gemischter — 18.
kogredienter — 18.
kontragredienter — 18,
symmetrischer — 20.
p-Vektor-— 33.

Tonolo 181.

Torelli 171.

Torsion (zweite Kriimmung)
einer V, in V, 73, 89,
giehe Kriimmung,
zweite; geoditische —
89, 90, 107.
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total geodétisch 96.
Transformation.
affine (linear homogene)
—9, 15, 18, 19, 32, 61.
— der I" 39.
Kleinsches
14, 27.
kontinuierliche —sgruppe
12, 155 fig.
orthogonale — 9, 27.
g-Vektor-— 32.
transitiv 155, 161, 162, 163.
Translation 157, 158, 162.
Trivektor 20, Krimmungs-
— 74, oskulierender
— 74, —-Tensor 33.

ﬁberschiebung 23, 49.
doppelte vektorische —
24, 152,
erste — 22.
i-te (gegenldufige) ska-
lare — 23
i-te (gleichliufige) ska-
lare — 23.
r-te vektorische — 24.
Ubertragung 38, 40, 41, 42,
geodétische — 40, 42, 45.
lineare — 38, 39.
parallele — 38.
symmetrische — 148.
Umbilikalpunkt  (Nabel-
punkt) einer V,_, in
V., 86, 90, einer V,,
inV, 106, 119; Mannig-
faltigkeiten mit lauter
—en 3, 11, 109, 114,
126, 141, 142, 143.
Umbilikalvektor 11, 106,
114.
Umkehrung der allgemei-
nen Multiplikation 58.
unbeschrinkt  integrabel
(Integrabilitdtsbedin-
gungen einer Affinor-
differentialgleichung
erster Ordnung) 10, 11,
12, 68, 69, 70, 71, 134,
135, 187,151, 158, 159,
160.

—sprinzip



198

unbestimmte, Mannigfaltig-
keiten mit —en Haupt-
richtungen (U,) 12,
166, 167.

ungerades Isomer 19.

Urvariablen 14,

Variationsproblem 28, 44,
98, 99.
Vektor
Einheits-— 26.
kontravarianter — 8, 15,
27.
kovarianter — 15, 27.
Rotations-— 164, 165.
—tensor 133, 144, 147,
vgl. 33.
—algebra 14, 29.
——analysis 6.
p-Vektor 20, 32, 52, 53,
54, 55.
einfacher — 22.
Krimmungs-— 75.
oskulierender — 75.
—-Tensor 33.
— -Transformation 32.
zusammengesetzter — 22.
vektorisch.
doppelte —e Uberschie-
bung 24.

Namen- und Sachregister.

r-te —e Uberschiebung
24.
Verbiegbarkeit, siehe Bie-
gung.
verldngert, geodétisch — 64.
Vermeil 67, 182.
Verschiebung, geodatische

— siehe geodétische
Bewegung.
Vier-Indizes-Symbole 61.
vollstéindig
—es System 53, 54.
Cliffordsches  selbst-
konjugiertes —es Vier-
seit 121.

Volumelement der V, in
Vo 90.

VoB 79, 86, 92, 94, 124,
125, 136, 143, 170.

Waelsch 9, 179.
Weatherburn 32, 185.
Weber, v. 53, 176.
Weitzenbdck 21, 179,
185, 188, —sche Kom-
plexsymbole 21.
Weyl 4, 5, 16, 46, 150,
152, 188, 185, 187.
Whitehead 126, 175.
Wildervanck 76, 178,

Nachtrag zu 8. 7.

Wilson, E. B. 24, 32, 181.

Windung, siehe Torsion.

Winkel zweier kontravari-
anter Vektoren 26.

Wirbel (Rotation) 50, 95,
158.

Zerstorte Grofle 13.
Zindler 90, 177,
Zorawski 77, 179.
Zunshme, geodéitische —
eines Vektors 62.
zusammengesetzter p-Vek-
tor 22.
zweifaltig 30, 81, vgl. 18
zweite

—r Differentialparame-
ter 50.

— Fundamentalform 83,
84.

—r Fundamentaltensor
?h 11, 81, 83, 84, 86,
96, vgl. Rang.

— Kriimmung (Torsion)
einer ¥V, in V, 73, 89,
Radius der —n Kriim-
mung 73, — Krim-
mung in bezug auf
eine Kongruenz 77,

— Normale 73.

Herr G. Ricci hatte die Freundlichkeit, mich darauf aufmerksam zu machen,
daf das Zeichen B;‘v fiir die im aligemeinen ganz verschiedenen GrdBen ghe Buoy
und ¢*# Byyyu micht von ihm herrithrt. Die auf S. 7 geiibte Kritik gilt also nicht
dem urspriinglichen, von Herrn Ricei cingefiihrten, Kalkiil.
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Berichtigung.

S. 9 Fubnote ?) ist hinzuzufiigen: Schouten-Struik 1922, 1.

S. 10 FuBnote ?) soll lauten: Vgl. FuBinote ?) S. 9.

S. 65 Z.3 von Formel (159) statt K, lies K ..

S. 124 Formel (12a) statt hyps und h,,, lies: hyps und hgg,.

S. 160 Formel (194 a) statt K;# lies: K;*.

S.173 In 1894, 8 statt 1887,2 lies: 1887, 3.

S. 174 In 1896, 4 statt 1887, 2 lies: 1887, 8.

S. 182 Hinzuzufiigen: 1895, 3. Stransky, E., Infinitesimalgeometrie der
Raumkurven auf Grundlage einer Nicht-Euklidischen MaB8bestimmung.
Jahresber. des Staatsgymnasiums in Prachatitz 1914—15, 2 8.

Struik, Differentialgeometrie,
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