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Vorwort.

Dieses Buch ist die Fortsetzung der im Jahre 1925 erschie-
nenen ,,Vorlesungen iiber Atommechanik’; es ist der dort im
Vorwort angekiindigte ,,zweite Band‘‘, dessen ,,virtuelle Exi-
stenz dazu dienen sollte, Ziel und Sinn dieses Buches deutlich zu
machen‘‘. Die Hoffnung, daBl der Schleier, der damals noch iiber
der eigentlichen Struktur der Atomgesetze hing, bald fallen
miisse, hat sich in iiberraschend schneller und griindlicher Weise
erfiillt. Kurz nach dem Erscheinen des ersten Bandes — und im
Zusammenhang mit den im Gottinger Kreise bei der Ausarbei-
tung des Werkes betriebenen Studien — entstand die Quanten-
mechanik, an der gleich nach HrrsenBErGs grundlegender Ab-
handlung die beiden Verfasser dieses Buches mitarbeiten konnten.
Bald darauf erwuchs ganz unabhingig aus den kithnen Gedanken
DE BrogriEs ScHrODINGERS Wellenmechanik. Es folgte eine stiir-
mische Entwicklung, die in wenigen Jahren eine ungeheure Fiille
von Ergebnissen ans Licht brachte. Dabei erwies sich die ScHRO-
piNGERsche Methode als besonders fruchtbar und iibte durch
ihre Ahnlichkeit mit den bekannten Vorstellungsweisen der dlteren
theoretischen Physik (die Verwendung von Differentialgleichun-
gen in einem Kontinuum) eine groBe Anziehungskraft aus. So ist
es gekommen, dal es bereits einige zusammenfassende Darstel-
lungen gibt, die fast ausschlieBlich die Wellenmechanik behandeln
(wir nennen die in deutscher Sprache geschriebenen Biicher:
A. Haas, Materiewellen und Quantenmechanik; A. SOMMERFELD,
Atombau und Spektrallinien, Wellenmechanischer Erginzungs-
band; L. pe Brocirig, Einfiihrung in die Wellenmechanik;
J. FrReNKEL, Einfiihrung in die Wellenmechanik).

Um so mehr schien es angebracht, ein Bild der neuen Mecha-
nik zu entwerfen, das von einem ganz anderen Gesichtspunkt auf-
genommen ist. Wir sind iiberzeugt, daBl die wahre Verbindung
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zwischen klassischer und neuer Mechanik nicht so sehr auf der
formalen Ahnlichkeit der wellenmechanischen Differentialglei-
chungen und Randwertprobleme mit den Methoden der klassischen
Kontinuumsphysik beruht, als auf dem Korrespondenzprinzip
von NIELS BOHR; ja, wir sehen in der neuen Mechanik die strenge
Durchfithrung des Borrschen Programms, wie es im 1. Bande
dieses Buches entwickelt worden ist. Wir sind der Meinung,
daB die neue Mechanik keine Annéherung an die klassischen Vor-
stellungen und keine Abkehr von den Borrschen Begriffsbildungen
(stationire Zustinde, Quantenspriinge, Ubergangswahrschein-
lichkeiten usw.) bedeutet, sondern gerade ihren systematischen
Ausbau zu einem logisch geschlossenen System. Dies haben wir
zum Ausdruck gebracht, indem wir den Begriinder der modernen
Atomtheorie baten, ihm dieses Buch widmen zu diirfen.

Bei der Durchfithrung unserer Absicht haben wir uns von dem
Gedanken leiten lassen, einmal zu versuchen, wie weit man mit
elementaren, d. h. in der Hauptsache algebraischen Mitteln kom-
men kann; wir wollten alle grundlegenden Begriffe und Vor-
stellungen in engem AnschluBl an das Korrespondenzprinzip ent-
wickeln und durch Beispiele erlautern, dann erst die wellen-
theoretischen Methoden SCHRODINGERS heranziehen. Aber die Bei-
spiele wuchsen uns unter den Hénden in solchem Mafle, dafl wir
einen ganzen Band vom iiblichen Umfang dieser Sammlung
beisammen hatten, ehe wir noch zur Wellenmechanik gelangen
konnten. Wir waren also gezwungen, fiir diese einen neuen Band
in Aussicht zu nehmen, den wir schreiben wollen, sobald Zeit und
Kraft es gestatten. Hier aber sei betont, daBl die Vermeidung der
Wellenmechanik keinerlei Werturteil bedeuten soll, sondern nur
einen Versuch, die Zusammenhinge von einem anderen Stand-
punkt aus zu beleuchten, der in gewisser Hinsicht als elemen-
tarer bezeichnet werden kann. Wer von dieser Seite in die neue
Atommechanik eingedrungen ist, wird dann um so leichter die
wundervollen Gedanken pE BrocLikEs und SCHRODINGERs auf-
fassen konnen.

Wir haben nach einer kurzen Einleitung die mathematischen
Hilfsmittel in einem besonderen Kapitel zusammengestellt, weil
es uns nicht angebracht schien, es dem Leser zu iiberlassen, sie
aus mathematischen Lehrbiichern zusammenzusuchen; fiir einen
Anhang aber schienen sie uns zu wichtig. (In den Anhéngen haben
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wir nur solche Gegenstdnde behandelt, die eigentlich in den ersten
Band gehoren, aber dort fehlen, sowie einen kleinen mathemati-
schen Hilfssatz.) Im folgenden Kapitel sind méglichst solche
Gegenstande behandelt, die in den genannten Biichern iiber Wel-
lenmechanik wenig oder gar keine Beachtung finden. Natiirlich
mufiten die wichtigsten Eigenschaften des Wasserstoffatoms als
Paradigma abgeleitet werden (in engem Anschlull an Pavrts dies-
beziigliche Arbeit); sie erscheinen aber als Anwendung von all-
gemeinen Satzen iliber den Drehimpuls, die fiir beliebige Atome
gelten — wobei der Spin des Elektrons allerdings noch unberiick-
sichtigt bleibt. Eine strenge Ableitung dieser Sitze auf wellen-
mechanischer Grundlage, wie sie WEYL in seinem inhaltreichen
aber schwierigen Werk ,,Gruppentheorie und Quantenmechanik*
gibt, erfordert einen betrichtlich groBeren Aufwand an abstrakter
Mathematik, als unsere Darstellung. Das folgende Kapitel iiber
Storungsrechnung hat sich zu einer vollstindigen Ubersicht iiber
die Dispersionsoptik, insbesondere die elektro- und magneto-
optischen Effekte ausgewachsen und bietet manches, was in der
Literatur nicht zu finden ist. Dann kommt ein Kapitel iiber die
statistische Deutung der Quantenmechanik, wobei wir auch den
von J. v. NEUMANN durchgefiihrten weiteren Ausbau der stati-
stischen Transformationstheorie gebiithrend beriicksichtigen. Das
letzte Kapitel enthilt die Quantenmechanik des Strahlungsfeldes,
welche zur Aufklirung des Lichtquantenproblems fithrt, und
im AnschluB3 daran die strenge Diracsche Theorie von Emission
und Absorption des Lichts; es fithrt so gewissermaflen zum
Ausgangspunkt der HriseNBERGschen Theorie zuriick, deren
Grundannahmen von dem schrittweise gewonnenen hdoheren
Standpunkt aus gerechtfertigt werden.

Wir haben mehreren freundlichen und eifrigen Helfern zu
danken: zunichst den Herren W. PAvuLr sr. und J. v. NEUMANN,
denen wir wichtige Hinweise und Anregungen verdanken;
sodann Herrn Dr. L. RosENvELD, der von Anfang fast bis
zum Abschlul mitgewirkt und manche Abschnitte, besonders
iiber Optik, selbstéindig entworfen hat; Frl. TAT7aANs EHRENFEST,
die ihn am Schlufl abléste, den ganzen Text kritisch durchsah
und viele wertvolle Ratschlige gab; Herrn Dr. W. HEITLER, der
an den magnetooptischen Paragraphen mitwirkte; Frl. Maria
GoppERT, die Diracs Theorie der Emission, Absorption und
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Dispersion darstellen half. AuBler diesen haben auch die Herren
Dr. W. Gorpox und H. A. SENFTLEBEN beim Lesen der Kor-
rekturen geholfen.

Dem Verlage danken wir fiir grofles Entgegenkommen bei der
Drucklegung, die sich infolge #uflerer Hinderungen sehr ver-
zogerte, und fiir die schéne Ausstattung des Werkes.

Gottingen, Rostock, den 6. Dezember 1929.

M. BorN. P. JorpaNx,
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Erstes Kapitel.
Physikalische Grundlegung.

§ 1. Riickblick auf die Bonrsche Theorie. Der erste Band
dieses Werkes schloB mit der Einsicht ab, dafl die darin ent-
wickelten Prinzipien der Quantentheorie zu keiner vollstindigen
Darstellung der physikalischen Tatsachen fiithren; sie ermoglichen
zwar eine allgemeine Ubersicht iiber die qualitativen Erfahrungen
im Bereiche der Atomprozesse, aber sie geben aufler in seltenen
Sonderfillen (Energiestufen beim Ein-Elektron-Problem) keine
quantitativ richtigen Ergebnisse.

Die Fortentwicklung der Quantentheorie, die den Gegenstand
dieses Bandes bilden soll, brauchte daher eine ganze Reihe neuer
Gedanken. Aber ehe wir diese darstellen, wollen wir betonen,
daB die grundlegenden Annahmen, welche die Quantentheorie
von der klassischen Theorie unterscheiden, nicht nur ihre Geltung
bewahrt haben, sondern erst recht fest begriindet worden sind:
Wir meinen das Auftreten von Diskontinuititen (Quanten-
Zustinden und Quanten-Spriingen), die Existenz von Energie-
quanten, bestimmt durch die Prancksche Konstante .

Es ist also keine Rede von einer ,,Erklirung* der fremd-
artigen Quantengesetze durch eine Zuriickfiithrung auf klassische
Vorstellungen ; im Gegenteil ist der prinzipielle, primére Charakter
der quantentheoretischen Grundannahmen erst durch die neuere
Entwicklung klar zum Vorschein gekommen. Der Fortschritt be-
steht gerade im Abstreifen der Reste klassischer Betrachtungs-
weise; dadurch ist eine in sich geschlossene Theorie entstanden,
die alle Atomvorgéinge widerspruchsfrei zu beschreiben gestattet
und die klassische Theorie als speziellen Grenzfall enthalt.

Die klassische Theorie beruht ja im wesentlichen auf Erfah-
rungen mit greifbaren und sichtbaren, ,,makroskopischen* Kor-
pern. Als nun die experimentelle Forschung der letzten Jahrzehnte
die Realitdt der Atome und Elektronen zur Gewiheit machte,
war es selbstverstdndlich zunéchst geboten, diese kleinen Partikel

Born-Jordan, Quantenmechanik. 1



2 1. Kap. Physikalische Grundlegung.

genau so wie gewchnliche Kérper zu behandeln. Aber die wach-
sende Erfahrung lehrte bald, dal die Realitit der Atome doch
von anderer Art sein miifite als die der makroskopischen Kérper;
die bekannten physikalischen Begriffe wollten nicht mehr passen.
Man folgte den neuartigen Erscheinungen der Atomphysik mit
den gelaufigen Vorstellungsweisen so weit wie moglich; aber die
Erscheinungen selbst zwangen allméhlich zu Verallgemeinerun-
gen und Umwandlungen. So entstand die im ersten Bande dar-
gestellte BorRrsche Theorie; diese stellt eine Verkniipfung der
klassischen Gesetze mit den von Pranxck und EinsTrIN auf-
gedeckten GesetzméBigkeiten der Energie- und Wirkungsquanten
dar, also zweier Vorstellungsweisen, die sich im Grunde durch-
aus widersprechen. Und doch macht dieses Verfahren, wie Bour
zeigen konnte, einen groflen Teil der Tatsachen der Atomphysik
versténdlich. Die Briicke bildet das von Borr formulierte Korre-
spondenzprinzip, das den diskontinuierlichen Quantenprozessen
gewisse Eigenschaften der kontinuierlichen klassischen Prozesse
zuordnet.

Will man einsehen, wie die neue Theorie eine natiirliche Fort-
entwicklung der Bomrschen Ideen bedeutet, ist es notwendig,
sich die dltere Theorie deutlich vor Augen zu halten. Darum wollen
wir hier ihre wesentlichen Ziige noch einmal kurz zusammenstellen.

Als Modell eines Atoms dient nach RUTHERFORD ein System,
bestehend aus einem schweren Kern und einer Anzahl Elektronen,
die um den Kern kreisen. Diese Bewegung ist nach den Gesetzen
der klassischen Theorie niherungsweise mehrfach periodisch, aber
nicht exakt, weil das System dauernd und stetig Energie durch
Aussendung elektromagnetischer Kugelwellen verliert. Eine solche
Welle 140t sich als Superposition monochromatischer Kugelwellen
auffassen, deren Frequenzen mit denen der Elektronenbewegung
im Atom tbereinstimmen.

Bei Systemen, die mehrfach periodische Bewegungen ausfiithren
konnen, gibt es kanonisch konjugierte Winkel- und Wirkungs-
variable w,,J,, die durch einfache Periodizitdtsforderungen im
wesentlichen! eindeutig festgelegt sind. Die Energie wird eine

1 ,Im wesentlichen® bedeutet: Die Wirkungsvariabeln J, sind ein-
deutig bestimmt bis auf eine lineare Transformation, die nebst ihrer Um-
kehrung ganzzahlige Koeffizienten hat (sogenannte ,,unimodulare* Trans-
formation).
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Funktion W (J;, J,,...) = W(J) der Wirkungsvariabeln allein.
Daher werden diese auf Grund der kanonischen Bewegungs-
gleichungen zeitlich konstant und die Winkelvariabeln lineare
Funktionen der Zeit:

(]-) wk:th+ak,
wobei die Koeffizienten

ow

0J;

Funktionen der J, und die d; neue Integrationskonstanten sind.
Da die geometrischen Bestimmungsstiicke der Bewegung peri-
odisch von den w; abhéngen, so bedeuten die v, die Grundfrequenzen,
die ¢, die Phasenkonstanten der Bewegung. Die Gesamtheit der
Frequenzen des Systems wird gegeben durch

(3) ka Ve = (TV),

WO 1T,, Tz, - - . ganze Zahlen sind.

Die Amplituden der monochromatischen Kugelwellen, die von
dem Atom emittiert werden, sind in erster Annidherung propor-
tional den Fourierkoeffizienten des Moments des schwingenden
elektrischen Dipols des Atoms. Dieses 148t sich darstellen durch
die Fourierreihe

(2) Vp =

) B= 3 B, esmitw,
wo das System der ganzen Zahlen t,, 7,, . . . kurz mit 7 bezeich-
net, also P, = P, . ... und

(tw) = 2 T Wy

gesetzt ist.
Damit B reell ist, muB

(5) P_, =B

angenommen werden 1,

1 Wir bezeichnen hier, wie iiberall in diesem Buche, die zu einer kom-
plexen Zahl z = z + ¢y konjugierte mit z* = & — ¢y. In der Mathematik
ist statt dessen das Zeichen Z gebriuchlich; da aber in der Physik das Uber-
streichen zur Bezeichnung der zeitlichen oder statistischen Mittelbildung
unentbehrlich ist und der Stern sonst nicht gebraucht wird, haben wir
uns nach reiflicher Uberlegung zu dieser Festsetzung entschlossen.

1*



4 1. Kap. Physikalische Grundlegung.

Setzt man in (4) den Ausdruck (1) fiir w; ein, so erhalt man
den zeitlichen Ablauf des elektrischen Moments:

(6) SB — 2$te2ni[(tv)t+(n§)].

Die Intensitdt der monochromatischen Kugelwelle ist | %, |2
proportional, d.h. dem skalaren Produkt des Vektors B, mit
dem konjugiert komplexen P*:

(7) |;'Bz|2=IPa:zlz_{_]Pyz’Z_{_IPn‘Z‘

Der genaue Wert der Ausstrahlung innerhalb einer Zeit A¢,
in der viele Schwingungen der Frequenz (»t) vor sich gehen, aber
nur eine relativ geringe Anderung .der Atomenergie eintritt, 1Bt
sich auf Grund der klassischen Elektrodynamik berechnen, in-
dem man die bekannte Formel von HErTZz fiir die Emission eines
Dipols anwendet!; man erhélt fiir die Energie, die von der Kugel-
welle der Frequenz (7 v) wiahrend der Zeit A¢ in den Raum fort-
getragen wird:

6474
3¢

Dieselben Grofen 93, bestimmen aber auch die Absorption des
Atoms, und zwar ergibt die klassische Theorie folgendes (s. An-
hang TI):

In einem Strahlungsfeld der monochromatischen Raumdichte
o(w) ist die wihrend der Zeit At¢ absorbierte Energie:

o 8n8 0 )
Ba) 4B =3 X5 (@) B0 ()] Au.
k

(8) AB{),y = (zv)*| B, 2+ 4¢.

Diese Formeln (8) und (8a) sind Folgen der MaxXwELLschen
Gleichungen des Feldes. Aber die vorher genannten Hauptpunkte,
nimlich die Formel (3) fiir das Spektrum des Atoms, die stetige
Energieabgabe und die gleichzeitige Emission aller Spektrallinien,
sind von viel allgemeinerer Art; sie beruhen unmittelbar auf den
Grundvorstellungen der klassischen Physik, verbunden mit der —
durch die Erfahrung erzwungenen — Annahme, dafl die Atome
aufgebaut sind aus Elementarteilchen, deren Ausdehnung klein
ist gegen ihre mittleren Absténde.

1 Da diese Formel und die entsprechende fiir Absorption im 1. Bande
nicht enthalten sind, werden sie hier im Anhang I abgeleitet.
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Nun widerlegt aber die Erfahrung gerade diese allgemeinen
Aussagen der klassischen Theorie. Und zwar ersetzt sie diese
Aussagen durch folgende Feststellungen:

Statt der Formel (3) gilt empirisch das Kombinationsgesetz,
nach welchem die Frequenzen aller Spektrallinien eines Atoms
darzustellen sind als Differenzen von gewissen, dem Atom eigen-
tiimlichen Termen T, :

9) Vun =Ty — Ty

Statt der gleichzeitigen Emission aller Spektrallinien vermag
man experimentell in mannigfachster Weise die Emission nur
eines Teils des Spektrums zu erzeugen (in gewissen Fillen bis
herab zu einer einzigen Spektrallinie).

Und was endlich die stetige Energieausstrahlung betrifft, so
ist auch diese Vorstellung mit elementaren Erfahrungen im Wider-
spruch, wie zuerst PLaANCK durch theoretische Erwigungen bei
der Untersuchung der Gesetze der schwarzen Strahlung er-
schlossen hat. Die von ihm postulierten quantenhaften Energie-
anderungen stehen in schroffem Gegensatz zu den Grundlagen
der klassischen Theorie. Aber ihre empirische Existenz wurde
durch EinsTEINS Deutung des lichtelektrischen Effekts und
eine grofle Reihe weiterer experimenteller Entdeckungen iiber
allen Zweifel erhoben.

In diese zunichst unverstindlichen Ergebnisse hat Borr im
Anschlufl an die Pravck-EinstriNschen Gedanken in folgender
Weise eine logische Ordnung bringen kénnen.

Man muB sich vorstellen, daB ein isoliertes Atom im Gegen-
satz zum klassischen Verhalten nur in gewissen diskreten Zu-
stinden auftreten kann. Jeder solche stationdre Zustand n be-
sitzt eine bestimmte Energie W,, und die optischen Spektral-
terme 7', sind diesen Energiestufen proportional; es gilt

(10) W,=—rT,,
wo h das Praxcksche Wirkungsquantum ist. Dann ist (9) gleich-
bedeutend mit

) i = (W, = 1W,).

Die Emission von Strahlung ist in Verbindung zu bringen mit
endlichen, unstetigen Zustandsénderungen des Atoms, wobei die
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Frequenz der ausgesandten Strahlung mit Hilfe von (11) aus der
Energieabnahme des Atoms zu berechnen ist. Entsprechendes gilt
fir die Absorption von Strahlung durch Atome. Ebensolche
sprungartigen Zustandséinderungen der Atome sind auch anzu-
nehmen bei energieindernden Prozessen anderer Art, bei denen
keine Strahlung wirksam ist, wie bei ZusammenstéBen von Atomen
mit Elektronen oder von Atomen untereinander.

Diese Annahmen geniigen bereits, um ein fast uniibersehbar
groBBes Gebiet experimenteller Erfahrung tiber die Anregungs.
bedingungen spektraler Emissionen weitgehend verstindlich zu
machen, wihrend die klassische Theorie vollkommen versagte?.

Was nun die theoretische Berechnung der Zustandsenergien
W, anbetraf, so hat man sich, wie im 1. Bande gezeigt wurde,
zunéchst in der Weise geholfen, dal man auf die inneratomaren
Bewegungen die klassische Mechanik anwandte und dabei die
stetige Ausstrahlung fortlieB. Besondere Uberlegungen erfordert
dann die Auswahl der ,,stationéren‘ Bewegungen aus der kontinu-
ierlichen Mannigfaltigkeit der klassisch moglichen Bahnen. Sucht
man nach mechanischen Groflen, die sich ganzen Zahlen propor-
tional setzen lassen, so bieten sich sogleich die Wirkungsvariabeln
Jy dar, weil diese bis auf lineare, ganzzahlige Transformationen
eindeutig definiert sind. Sie haben iiberdies die Eigenschaft, dem
EnrENFESTschen Adiabatenpostulat zu geniigen, d. h. sie bleiben
bei hinreichend langsamer Beeinflussung des Systems durch duBere
Kréifte mit beliebiger Annaherung konstant. Auf Grund dieser
Eigenschaften der J, ist es moglich, Quantenbedingungen der
Form

(12) I = hn,

vorzuschreiben, wo n, ganze Zahlen, die Quantenzahlen sind.
Dadurch wird aus dem Kontinuum der klassischen Bewegungen
eine diskrete Folge von ,stationdren‘ ausgesondert mit den
Energiewerten

(13) W (Jy, Jo,...) = W(hny, hng,...) = Wp n....=W,.

1 Eine Ubersicht iiber diese Erfahrungen und die Grundlagen ihrer
Deutung findet man in dem Buche von J. FrRaxck und P. JorpAN: An-
regung von Quantenspriingen durch Sté8e (diese Sammlung Nr. IIT), und
in dem Buche von P. PrinagsHEIM: Fluorescenz und Phosphorescenz (diese
Sammlung Nr. VI).
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Nunmehr erkennt man, daB die Borrsche Frequenzbedingung (11)
eine rationelle Verallgemeinerung der klassischen Frequenz-
bedingung (3) ist. Schreibt man nidmlich (11) in der Form

1
Yu, n—r = ﬁ(Wn— Wn—-z)

1
ZE{W(J“ Joy o) — W(J,—711hy, Jo—Tohy, ...)},

so erhalt man im Limes A — 0
(14) Y= %’ Ts ﬁc ,

was auf Grund von (2) mit (3) gleichbedeutend ist.

Diese Zuordnung zwischen den wirklichen Quantenfrequenzen
des Atoms und den behelfsmiBig aus dem klassischen Modell
berechneten Frequenzen (tv) ermoglichte BoER auch eine Zu-
ordnung (das sog. Korrespondenzprinzip) der klassischen Fourier-
koeffizienten B, zu den wirklichen Quantenfrequenzen (aller-
dings nur mit einer gewissen Mehrdeutigkeit): Man wird dem

Quanteniibergang vom Zustande n,, ny, . . . nach dem Zustande
My, — Ty, Ny — Ty, . . . den klassischen Fourierkoeffizienten

(15) B(N)=Pun.. (T o - 0)

zuordnen, wobei man die J, entweder dem Anfangszustande
(16a) I = hn,

oder dem Endzustande

(16b) Jy = h(ny —7x)

anpassen oder schliellich einen Zwischenwert wiahlen kann.
Diese Zuordnung kann man nun nach BoHR beniitzen, um
die Aussagen der klagsischen Theorie beziiglich der Strahlungs-
intensititen auf die wirkliche, in Quantenspriingen erfolgende
Ausstrahlung des Atoms anzuwenden, und zwar natiirlich in
folgendem Sinne: Wenn viele Atome im Zustande » sind und
ein Zustand n — 7 kleinerer Energie existiert, so wird man eine
Strahlungsenergie im Mittel pro Atom der Frequenz v, ,_,
definieren konnen fiir eine Zeit 4¢, die gro§ ist gegen eine Schwin-
gungsperiode, aber klein gegen die mittlere Lebensdauer der
Atome im Zustande n. Diese mittlere Strahlungsintensitdt soll
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nach BoHR angendhert der entsprechenden klassischen gleich sein.
Freilich ist im allgemeinen die Genauigkeit einer solchen Inten-
sitétsberechnung von vornherein durch die Unbestimmtheit der
Zuordnung (16a) oder (16b) beschrinkt. Trotzdem hat es sich ge-
zeigt, daf die mit dieser Methode erzielten Resultate, insbesondere
beziiglich der sog. Auswahlregeln bei Rotations- und Schwingungs-
frequenzen (sowie z. B. beim Starkeffekt des Wasserstoffatoms)
mit den Beobachtungen bemerkenswert gut iibereinstimmen.

§ 2. Vorlidufer der Quantenmechanik. Die Erfolge des Bour-
schen Korrespondenzprinzips bei der Abschitzung von Intensi-
taten spektraler Feinstrukturen und bei andern, mehr qualitativen
Betrachtungen legten den Gedanken nahe, dal} hinter diesem
halbklassischen Formalismus eine nicht sehr davon verschiedene,
allgemeine Quantenmechanik verborgen sein misse, in der die
Begriffe der Frequenz und Amplitude von Schwingungen eben-
falls sinnvoll sind. So wird man erwarten, daB es in der wahren
Quantenmechanik exakt definierte Dipolamplituden

1) Pr,n—1)=Pn,ng, ...; By — Ty, Ny — Ty,...)
geben wird, aus denen sich die Emission und Absorption von
Strahlung in &hnlicher Weise berechnen lassen wie in der klas-
sischen Theorie; und zwar ingbesondere die emittierte Energie
entsprechend der klassischen Formel §1 (8) gemaB:
4

@ ABS =T R[4t
Das quantentheoretische Analogon der Absorptionsformel § 1 (8a)
liegt nicht so auf der Hand; wir kommen unten darauf zuriick.

Durch die empirisch meBbaren Strahlungsintensititen (in ver-
diinnten Gasen) sind zwar nach (2) die §(n, n — 1) als komplexe
Vektoren noch nicht bestimmt, sondern nur ihre absoluten Be-
trige. Aber nach HrrsENBEre¢ und KraMERS! gewinnt man
aus einer korrespondenzméfBigen Untersuchung der Dispersion
polarisierten Lichts durch Atome die Uberzeugung, dafB auch
gewisse Phasenbeziehungen zwischen den zu verschiedenen Uber-
gingen gehorigen Lichtemissionen empirisch beobachtbar sind;
das bedeutet aber, daBl die quantentheoretischen Amplituden-
vektoren B (n, n — 7) selbst beobachtbare Grofien sind, und zwar

1 HersenBERG, W. u. H. A. KramErs: Z. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925,
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in dhnlichem MaBe empirisch bestimmbar wie die klassischen
Amplitudenvektoren §,. Wie ein Blick auf die Formel §1 (6)
zeigt, kann man wegen der Willkiir der Phasenkonstanten ¢ die
klassischen Amplituden B, ersetzen durch

Be= P20, (ra) = Trpa,

wobei die o reelle Phasenkonstanten sind. Ein entsprechendes
MaB von Willkiir wird bei den Quantenamplituden erlaubt sein:
man wird P (n, n — 7) ersetzen diirfen durch

(3) B, n—1) =B, n— 1)t =m0

Dabei ist also jedem Zustande n eine willkiirliche, reelle Phasen-
konstante «, zugeordnet.

Die Einfiilhrung der Quantenamplituden ermoglicht es, bis
zu einem gewissen Grade zu erraten, wie die exakten quanten-
theoretischen Analoga zu bekannten klassischen Formeln lauten
werden. Dies ist zuerst von KraMERS und HEISENBERG! durch
Aufstellung der allgemeinen quantentheoretischen Dispersions-
formel gezeigt worden, wobei sie einen &lteren Ansatz von
LADENBURG 2 in die korrespondenzmaéBig richtige Form brachten
und wesentlich verallgemeinerten. Diese Dispersionsformel wurde
der Ausgangspunkt verschiedener &hnlicher Korrespondenz-
betrachtungen3, die wichtige Unterlagen fiir die Begriindung
der Quantenmechanik geliefert haben.

Als einfaches Beispiel hierfiir betrachten wir die Absorptions-
formel §1 (8a); doch kann man nicht den monochromatischen
Anteil direkt analogisieren, sondern mufl zunéchst die Gesamt-
absorption

o __87°
@ ar = F N o 7 1R o 0 4
) (rz) >0

1 Kramers, H. A.: Nature Bd.113, S. 673. 1924; Bd. 114, S. 310. 1924..
KrameRrs, H. A. u. W. HrrseNBERG: Z. Phys. Bd. 31, S. 681. 1925.

2 LADENBURG, R.: Z. Phys. Bd. 4, S.451. 1921. LADENBURG, R. u.
F. Rercae: Naturwissensch. Bd. 11, S. 584. 1923.

3 Born, M.: Z. Phys. Bd. 26, S. 379. 1924. VLECK, J. v.: J. Opt. Soc.
Bd. 9, S. 27. 1924; Phys. Rev. Bd. 24, S. 330. 1924. Borx, M. u. P. JorDAN:
Z. Phys. Bd. 33, S.479. 1925. Jorpan, P.: Z. Phys. Bd. 33, S. 506. 1925.
Pavrr, W. jr.: Det Kgl. Danske Vid. Selskab Bd.7, S.3. 1925. THOoMAS, W.:
Naturwissensch. Bd. 13, S. 627. 1925. Kuvu~, W.: Z. Phys. Bd. 33, S. 408.
1925. RercuE, F. u. W. TaoMAs: Z. Phys. Bd. 34, S. 510. 1925.
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bilden. Hier ist das Operatorsymbol

0 L0
©) (v 53) = LR
verwandt. Zu (4) kann man das Quantenanalogon bilden und
dieses dann in monochromatische Bestandteile zerlegen?.
,%) wird durch eine Diffe-
renzbildung zu ersetzen sein, dhnlich wie die klassische Frequenz-
nach §1 (14) durch die Quantenfrequenz § 1 (11) zu ersetzen ist.
So erhdlt man aus (4) fiir die Gesamtabsorption

Die Differentiationsoperation (‘r

8 3
>0

'—Vn,n—z’| B (n, n_THZQ (Vn,n_,)}At.

Ersetzt man hier in der zweiten Summe 7 durch — 7 und be-
achtet, daB v,,, , = — v, ,., ist, so kann man beide Summen
in eine zusammenziehen, in der die Summationsindizes v positive
und negative Werte durchlaufen:

a 8 3 33
(6) AE“::g%ggwﬂmwmuw+nnnmmwﬂmyAh

Nunmehr kann man wieder in monochromatische Bestandteile
zerlegen; wir schreiben

(7) AE" = 3 AE s,
wo
8
8) AEY = i 7 Vuten | B+ 7T, 0) |20 Vntoa) At
n, N+t 3h

die Absorption beim Sprunge n — n + v darstellt. Sie ist positiv
fir v >0, weil dann »,,, , >0 ist; ! das ist die eigentliche
Absorption. Dagegen liefern Spriinge zu tieferen Energlestufen
7 < 0, eine negative Absorption (erzwungene Emission), in Uber-
einstimmung mit dem Ansatz EINSTEINS zur Ableitung der PLANCK-
schen Strahlungsformel (Bd. 1, § 2, S. 11, 12). Die EinsTEINschen
Ubergangskoeffizienten sind durch (2) und (8) vollstindig auf

1 Vgl. die soeben zit. Arbeiten von J. van VLECK, BorN und JORDAN.
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Atomeigenschaften zuriickgefithrt. Die in Bd. 1, § 2 mit A4,, be-
zeichnete spontane Ubergangswahrscheinlichkeit erhilt man aus
(2) durch Division mit der emittierten Energie kv, ,_,

64 n* 3

9) Ap pz= 3—}:0?7’7&, n—z | SB (n, n—1) ,2 .

Die Wahrscheinlichkeit der erzwungenen Ubergﬁ,nge (firo=1),
dort mit B,, = By, bezeichnet, erhilt man ebenso aus (8) durch
Division mit der bei dem Sprunge verbrauchten Energie A Vn, n—z'

_ 8m?
RT3 R2
Durch Division beider Ausdriicke folgt
An, n—t 8w h 3
Buas ™ e M
in Ubereinstimmung mit der in Bd. 1, §2, S.13 angegebenen
Formel, die dort riickwirts aus der PraNckschen Strahlungs-
gleichung erschlossen wurde.

Als zweites Beispiel fiir das Erraten der richtigen Quanten-
gesetze durch Analogisieren der klassischen Formeln betrachten
wir den Fall, wo ein Atom in ein konstantes elektrisches Feld €

gebracht wird *; dann ist die Storungsfunktion, ausgedriickt durch
die Winkel- und Wirkungsvariabeln

(10) Bn, n—tz = Bn

1%, n—7)]2.

(11)

(12) Y — _ RE = ZHI(I) e?ni(tw),
mit
12) HY = — 6.

Die Energiekonstante W 148t sich, wie in Bd. 1, §41, gezeigt
wurde, durch sukzessive Niaherungen berechnen:

W=Wl+WwWH L w® 4 ...,
und zwar ergibt sich 2 nach Bd. 1, §41, (10) und (24)

(132) ®__ ¥ ¥
w k

o (e
@30T 0T\ (zv) )

1 BorN, M.: Z. Phys. Bd. 26, S.379. 1924.

2 Piir irgend eine Zeitfunktion f(#) soll f(#) den zeitlichen Mittelwert
bedeuten.
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Man errdt nun leicht, wie diejenigen Quantenformeln lauten
werden, die fiir 2> 0 in diese Ausdriicke iibergehen. Man hat
wieder die H" durch Einfiihrung von Quantenamplituden zu
analogisieren:

(14) HYm,n—7) = — B0, n—1)E.
Dann hat man offenbar zunichst an Stelle von (13):
(15) W = H®D (n, m).

Ferner wird der Differentiation in (13a) wie oben eine Differenz-
bildung entsprechen; so erhdlt man statt (13a)

1 2 1 2
wor— Ly (1O etz w7 AT om0y
h Vo+1,n Yo, n—t
©7%>0
oder, ohne Beschrinkung der Summation auf positive Werte
von T, mit Ricksicht auf vy, » = — ¥ ni::
2 HY (n, n—1)|*

16 VV(~) _ V7 L NI AL

( ) ‘2-/ }”’n, n—-rt

T

Hierhin gehorte auch als weiteres Beispiel der sogenannte
»Summensatz von THOMAS und KuHN1, der gewisse Beziehungen
zwischen den sédmtlichen Ubergangswahrscheinlichkeiten eines
Atoms ausspricht. Wir wollen jedoch hier darauf nicht eingehen,
da wir spiter in der systematischen Quantenmechanik darauf
zuriickzukommen haben.

Auch eine grofie Reihe speziellerer Formeln iiber die Intensitats-
und Polarisationsverhiltnisse von Feinstrukturen der Spektral-
linien, sowohl fiir natiirliche Multipletts als auch fiir Aufspal-
tungen im Magnetfeld (ZrEmaN-Effekt), ferner fiir Bandenstruk-
turen von Molekeln, sind durch verfeinerte Korrespondenzbetrach-
tungen im AnschluB an empirische, gleichfalls korrespondenz-
mibig verstindliche ,,Summenregeln’ gefunden worden. Diese
Ableitungen beruhen auf der Betrachtung von Modellen, an denen
verhidltnismiBig einfache, aus iiberlagerten Rotationen und Pri-
zessionen bestehende Bewegungen auftreten. In der klassischen
Theorie bedingt der kinematische Charakter dieser Bewegungs-
formen einfache mathematische . Beziehungen zwischen den

1 TaoMas, W.: Naturwissensch. Bd. 13, S.627. 1925. Kunx, W.:
Z.Phys. Bd. 33, S.408. 1925.
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Fourierkoeffizienten der rechtwinkligen Koordinaten des bewegten
Elektrons. Die Intensitidtsformeln ergaben sich durch eine sinn-
gemiBe, die empirischen Kenntnisse beriicksichtigende Uber-
setzung dieser klassischen Beziehungen in korrespondierende
quantenmechanische Formeln!. Als ein allgemeineres Ergebnis
dieser Untersuchungen ist die von HEISENBERG als spektroskopi-
sche Stabilitit bezeichnete Gesetzméafligkeit hervorzuheben, auf
die wir noch zuriickkommen werden 2.

Alle diese Resultate sind nachher durch die vollstindige
Quantenmechanik bestatigt worden. Es sind Vorldufer dieser
Theorie, aus denen sie in natiirlicher Weise erwachsen ist.

§ 3. Hersenseres korrespondenzmiiBige Kinematik. Es handelt
sich nun darum, das durch das Korrespondenzprinzip geleitete
und kontrollierte Raten der richtigen Quantenformeln durch ein
exaktes Verfahren zu ersetzen. Den entscheidenden Schritt hierzu
tat HEISENBERG 3, indem er sich von dem zu engen Bilde der
klassischen Bewegungen im Atom befreite und eine neue, natiir-
liche Deutung der atomphysikalischen Tatsachen anbahnte.

Unsere Kenntnis vom Bau der Atome beruht in iiberwiegendem
MaBle auf der von ihnen emittierten Strahlung. Wiirde die klas-
sische Theorie bestehen, so miilten wir erwarten, daf3 die Fre-
quenzen des ausgestrahlten Lichts mit den Frequenzen (rv) der
atomaren Bewegungen iibereinstimmen. Nun lassen sich aber die
empirischen Spektrallinien nicht in der Form (rv) darstellen,
sondern folgen der Kombinationsregel § 1, (9).

Man kann nun entweder die Identitdt der Lichtfrequenzen
mit den Bewegungsfrequenzen aufgeben — das hat die Theorie
von BoHR getan —; oder man muf} auf die klassische Beschrei-

1 Von den Arbeiten, die zu dieser Richtung gehoren, sind folgende die
wichtigsten: Honw, H.: Z. Phys. Bd. 31, S. 340. 1925. Goupswmrr, J. u.
R. pE L. Kroni¢: Naturwissensch. Bd. 13, S. 90. 1925. Kronige, R. pE L.:
Z. Phys. Bd. 31, S.885. 1925; Bd. 33, S.261. 1925. SOMMERFELD, A. u.
H. Hoxw: Berl. akad. Ber. 1925, IX, S.141. RusseLL, H. N.: Proc. nat.
Acad. Sci. U. S. A. Bd. 11, S. 314 u. 322. 1925. HEISENBERG, W.: Z. Phys.
Bd. 31, S. 617. 1925. FowrEkr, R. H.: Phil. Mag. Bd. 49, S. 1272; Bd. 50,
S. 1079. 1925. Howw, H. u. F. Lonpon: Z. Phys. Bd. 33, S. 803. 1925.
Hoxt, H.: Ann. Phys. Bd. 79, S. 273. 1926.

? HEISENBERG, W.: Z. Phys. Bd. 31, S. 617. 1925.

3 HEISENBERG, W.: Z. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925.
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bung der inneratomaren Bewegungen durch Fouriersche Reihen
verzichten — das ist der von HEISENBERG eingeschlagene Weg.
Zur Begriindung der Ansicht, daf die ¥requenzen des emittierten
Lichts tatsichlich den Frequenzen der Prozesse im Atom ent-
sprechen, hat HrisenBEre das folgende heuristische Prinzip
herangezogen: Eine physikalische Theorie soll Beziehungen zwi-
schen beobachtbaren GroBen darstellen; daher soll sie nach Mog-
lichkeit nur solche Begriffe einfiihren, die eine unmittelbare Deu-
tung im Experiment zulassen. Eine solche Regel hat natiirlich
Sinn nur im Hinblick auf eine unfertige, erst zu schaffende Theorie ;
denn sobald ein theoretisches Begriffssystem abgeschlossen vor-
liegt, besteht kein Unterschied mehr zwischen beobachtbaren und’
nicht beobachtbaren Gréflen. Jede Messung wird ja erst durch
die theoretische Interpretation sinnvoll. Wenn man aber das
theoretische Begriffssystem, das einem Erfahrungskomplex ent-
spricht, noch nicht kennt, besteht ein Unterschied zwischen den
Begriffen: Es gibt solche, die notwendig erscheinen, um {iberhaupt
das Resultat von Experimenten aussprechen zu kénnen, und
andere, die nur bei der theoretischen Diskussion der Zusammen-
hénge eingefithrt werden. Der ersten Klasse von Begriffen ent-
sprechen GroBen, die man ,,direkt beobachtbar nennen wird;
diese sucht man solange wie moglich zu erhalten. Die iibrigen
Begriffe wird man eher zu opfern bereit sein.

Nun gehéren offenbar die von einem Atom ausgesandten
Lichtfrequenzen zu den in diesem Sinne direkt beobachtbaren
GroBen; ohne diesen Begriff 148t sich ja tiberhaupt die Messung
mit einem Spektralapparat nicht beschreiben. Dagegen sind die
Umlaufsfrequenzen der Elektronen in ihren Bahnen keineswegs
von dieser Art; sie haben vielmehr hypothetischen Charakter
und waren nur eingefiihrt, um das Verhalten des Atoms in An-
lehnung an bekannte Gesetze, nimlich die der klassischen Mecha-
nik, zu berechnen. Aber die Giiltigkeit dieser Gesetze ist mehr
als zweifelhaft. Man wird daher dazu gedringt, die Existenz der
Umlaufsfrequenzen (zv) aufzugeben und anzunehmen, daf die
Vorginge im Atom keine andern Frequenzen enthalten als die
im emittierten Licht erscheinenden %, ,_,. Hierfiir ist es aber
notig, schon den elementaren Begriff der Bewegung abzuindern;
denn wenn Bewegungen durch Angabe der Koordinaten ¢(t) als
Zeitfunktionen beschrieben werden kénnen, so fiihrt die FOURIER-
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zerlegung
(1) q(t) — 2q7 (J) eZn’i(ﬂ')t

immer auf die Frequenzen (rv»). Man muf also zunichst eine
neue Kinematik aufbauen. Hierzu dient der im vorigen Paragraph
eingefithrte Begriff der quantentheoretischen Amplitude.

Man kann ja auch in der klassischen Theorie eine (mehrfach
periodische) Grofle ¢ durch die Angabe der Amplituden ihrer
harmonischen Bestandteile, d. h. der in (1) auftretenden FoURIER-
Koeffizienten

(2) qt(J)’ ch = nkh’

vollstindig charakterisieren. Bildet man die Summe und das
Produkt zweier FOURIER-Reihen der Form (1)

q = q(l) _I__ q(z),
Q= q(l).q(Z),
so sind diese wieder FouRIER-Reihen derselben Form (1) mit

denselben Frequenzen (tv), und ihre Koeffizienten lassen sich
aus denen von ¢ und ¢ berechnen:

0,() = ¢ () + @),
Q,(J) = JaP (N g2s(J).

(3)

(4)

Demnach 148t sich auch jedes Polynom und mit Hilfe von
Grenziibergéingen (unendlichen Reihen) jede Funktion von Gro-
Ben, die zu denselben Grundfrequenzen gehéren, durch FoURIER-
Koeffizienten beschreiben, die sich aus den Fourier-Koeffizienten
der ursprﬁnglichen GroBen herstellen lassen.

Dieses Verfahren lafit sich nun nach HEersexBere auf die
quantentheoretischen GréBen iibertragen. Zwar existiert hier zur
Beschreibung einer Gréfle ¢ keine, einem Zustande zugeordnete
Zeitfunktion, wohl aber ein System bestimmter, je zwei Zustdnden
zugeordneter Amplituden

(5) qn,n—z-
Man kann nun Addition und Multiplikation fiir solche Systeme

nach Regeln definieren, die korrespondenzméifiige Verallgemeine-
rungen von (4) sind: Man nennt symbolisch eine Grofle ¢ die
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Summe

(6a) q=q® 4 ¢@,
bzw. @ das Produkt

(6b) Q=gMqg®

zweier GroBen ¢tV und ¢¥, wenn

(1) (2)

9n, n—t = Qn, n—r n, n—1 >

7) 1 2
( Qn, n—z — Zfb(t, )n—a q;»ln, n—z
a

ist. Dabei ist die Summe ¢ iber alle moglichen Zustdnde. des
Atoms zu erstrecken.

Um aus (7) durch Grenziibergang b — 0 die klassischen For-
meln (4) zu erhalten, mufl man annehmen, dafl im Limes & — 0
die Grofle

In, n—z = Q(J,J - Th)

nur wenig von dem Absolutwert der beiden Argumente J, J — th,
wohl aber merklich von ihrer Differenz 7% abhingt; man kann
dann fiir kleine » die Schreibweise ¢, (J) wihlen und

qy(bz_)(,, n—z =q¢P(J —0ch, J-—7h)
durch

)
ersetzen. Dann gehen durch diesen GrenzprozeB die Formeln (7)
direkt in die klassischen Formeln (4) iiber.
Die Gleichungen (7) werden iibersichtlicher, wenn man
n-—1=m, n—oc ==k setzt:
I ¢ Y) (2)

Gnm = Qnm nm >

1 2
Qnm = %q;ﬂg q1r(m>» .

(8)
In dieser Form lassen sie erkennen, daB die HEISENBERGsche
Multiplikation der quantenmechanischen Amplituden dasselbe ist
wie die von den Mathematikern viel untersuchte Multiplikation
von Matrizen. Man bezeichnet daher auch das Schema der Ampli-
tuden ¢, ,_, = qum als Matriz der GroBe g. Numecriert man
die Zustinde des Atoms in irgend einer Reihenfolge mit
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n=20,1,2,..., so bilden die ¢,,, ein quadratisches Schema, die
Matrix?

Qoo 901 o2

0o T T2

G20 921 Q22

9) 9= (Ypm) =

Die Diagonalelemente ¢, ,, entsprechen dabei verschwindenden
Frequenzen, 7,, = 0; sie sind nicht den Ubergingen, sondern
den Zusténden zugeordnet.

Es ist nun sehr wichtig, da8 die Addition und Multiplikation
der Matrizen genau wie in der klassischen Theorie die Eigenschaft
hat, keine neuen Frequenzen einzufithren. Lag es dort an der
Ganzzahligkeit der 7-Werte im Ausdruck (zv), so hier an der
Giiltigkeit der Kombinationsregel § 1, (9). Versieht man nimlich
das Matrixelement ¢, , mit dem zugehérigen Zeitfaktor e?7 ¢ amt
so sieht man aus den Gleichungen (8), dafl derselbe Faktor bei
den Elementen der Summe und des Produkts auftritt. Bei der
Summe ist das trivial. Beim Produkt hat man rechter Hand in
jedem Summenglied den Faktor

e2nivnk162n'l}1'/”,,t — eZ:t'l}(vnk+vkm)t

anzubringen; aus dem Kombinationsgesetz der Frequenzen folgt
aber

(10) "}nk+1jkm:1jnm'

Diese Eigenschaft der Quantenfrequenzen ist also eine starke
Stiitze der Multiplikationsregel von HEISENBERG.

Man bemerkt ferner, daBl die Definition (8) der Addition und
Multiplikation invariant bleibt, wenn man fiir alle vorkommenden
Groflen die Matrixelemente g¢,,,, gemiB § 2, (3) ersetzt durch

(1]_) q{lm = Qum € 27 (85~— )

mit beliebigen reellen Phasenkonstanten §,,.
Die Matrizenmultiplikation unterscheidet sich von der Multi-
plikation gewohnlicher Zahlen dadurch, daB es dabei auf die

! Wir benutzen neben ¢, auch die Schreibweise ¢(n, m), je nachdem
es fiir die Deutlichkeit der Formeln angemessen erscheint.

Born-Jordan, Quantenmechanik. 2
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Reihkenfolge der Faktoren ankommt: Die Produkte ¢®g¢® und
g q® mit den Elementen

@ ¢®am = 4R 0
@2 qVnm = DR 43

sind im allgemeinen voneinander verschieden. Auf diesem Um-
stande beruht der Hauptunterschied zwischen den Formeln der
neuen Theorie und denen der alten Mechanik.

Unter dem zeitlichen Mittelwert q einer Matrix ¢ versteht
man die Matrix, deren Elemente die Zeitmittel der g,,,e% " nn?
sind; diese verschwinden, wenn ,,, == 0 ist. Nimmt man an,
daB alle Terme 7', voneinander verschieden sind, so ist »,,, = 0
nur fiir n = m; dann bleiben bei der Mittelbildung nur die Diago-
nalelemente iibrig, und man erhilt fiir ¢ eine sogenannte Diagonal-
matrix

qoo O 0
_ 0 0
(12) 7= (@unOnm) = T
0 0 Q22 -

Hier ist das WEIERSTRASSsche Symbol

1 fir n=m

o fir n ==m

nm

benutzt. Das Diagonalelement g, einer Matrix ist daher physi-
kalisch zu deuten als Zeitmittelwert der Grofe q im Zustande n.
Das gilt fiir den Fall ungleicher Terme. Es ist aber bekannt,
daB auch iibereinstimmende Terme vorkommen konnen. Dieser
Fall wurde in Bd. 1, S.101 als,,Entartung® bezeichnet. Genauer
sprechen wir kiinftig in diesem Falle von einem mechanischen
System mit ,.entarteter Energie. Es gibt dann Nullirequenzen,
Vpm = 0 fiir n 4= m, und ¢ hat Elemente aulerhalb der Diagonale.
Die physikalische Bedeutung dieser Verhiltnisse kann erst an
spiterer Stelle geklirt werden. Die zeitliche Ableitung g einer
Matrix ¢ ist naturgemiB als die Matrix mit den Elementen

(13) .Qnmz 27Zivnmqnm

zu definieren. Damit eine FoUrier-Reihe wie (1) eine reelle
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GroBe darstellt, miissen die Koeffizienten offenbar die Bedingung
[s.auch §1, (5)]

(14) q_.(J)=¢q ())*
erfiillen. Da hier v der Differenz » — m der Indizes von g¢,,,
entspricht, so korrespondiert mit (14) die Forderung

(15) Qmn = Gnm -

Solche Matrizen nennt man hermitesche Matrizen; wir werden
ihre mathematischen Eigenschaften im nichsten Kapitel beson-
ders untersuchen. Hier bemerken wir nur, daf3, wenn ¢ hermitisch
ist, auch die in (13) definierte zeitliche Ableitung ¢ hermitisch
wird.

Durch die vorstehenden Definitionen ist es moglich, mit
Matrizen in nahezu derselben Weise zu rechnen wie mit Zahlen
und eine Algebra und Analysis der Matrizen aufzubauen. Sodann
kann man mit HEISENBERG versuchen, das Analogon der Be-
wegungsgleichungen der klassischen Mechanik zu formulieren. Man
kénnte ja auch in der klassischen Theorie die mechanischen
Gleichungen als Beziehungen zwischen den Fourier-Koeffizien-
ten der zu bestimmenden GréB8en darstellen. Eine solche Formu-
lierung erfillt in vollkommener Weise die Forderung, daB die
Theorie nur Beziehungen zwischen beobachtbaren Grofen angeben
soll: die Atommechanik wird in dieser Gestalt ein System von
Beziehungen zwischen Energien, Frequenzen und Amplituden.
HEISENBERG hat sich in seiner grundlegenden Arbeit auf den
Standpunkt gestellt, daB diese Groflen bereits alles darstellen,
was man in der Atomphysik beobachten kann. Der heutige Stand-
punkt ist allerdings ein anderer : man kann — wie von HEISENBERG
selber spiter klargestellt wurde — sehr wohl z. B. auch den Ort
eines Elektrons im Atom beobachten.

Wie wir spiter sehen werden, besteht nur eine prinzipielle
Beschriankung fiir die gleichzeitige Beobachtbarkeit verschiedener
Groflen (wie Zustandsenergie und Ort des Elektrons). Hier soll
zunichst der urspriingliche HEisenBeERGsche Standpunkt fest-
gehalten werden, daBl zwar Energien, Frequenzen, Amplituden
beobachtbar sind, Koordinaten, Geschwindigkeiten, Impulse von
Teilchen innerhalb der Atome aber nicht. Diese Beschrinkung
unseres Stoffes hangt eng damit zusammen, dafl der HEISENBERG-
sche Ansatz nur das quantenmechanische Analogon der periodi-

2*
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schen bzw. mehrfach periodischen Bewegungen der klassischen
Theorie ist. Spater werden wir allgemeinere Methoden kennen
lernen, die auch die aperiodischen Bewegungen (z. B. die Trig-
heitsbewegung oder die ,,Hyperbelbahnen* beim Wasserstoffatom)
quantenmechanisch darzustellen erlauben. In diesem Teil des
Buchs wollen wir uns beziiglich dieser Fragen mit einigen Hin-
weisen begniigen, die an folgende Bemerkung ankniipfen: Be-
kanntlich kann man eine gewisse Klasse nichtperiodischer Funk-
tionen f(¢) durch ein FouUrIERr-Integral

1) = [g0) 2=ty

(anstatt durch eine Fourriersche Reihe) darstellen. Man wird
dann mit HeiseNBERG annehmen, daB in der Quantenmechanik
analoge GroBen dargestellt werden durch ,,Matrizen mit konti-
nuierlichem Index®, d. h. durch Funktionen ¢ (n, m) zweier konti-
nuierlich verinderlichen Variabeln n, m, die an die Stelle der
diskreten Indizes n, m der eigentlichen Matrizen (9) treten. Der
Bomrsche Satz, daf} eine eigentliche ,, Quantelung‘‘ mit diskreten
Energiewerten nur bei den (mehrfach) periodischen Bewegungen
eintritt, erweist sich damit als unmittelbare Folgerung aus dem
Matrizenansatz. Uberhaupt zeigt sich erst von dem allgemeinsten
Standpunkte der Theorie, der periodische und aperiodische Vor-
ginge in gleicher Weise umfaf}t, wie natiirlich die HEISENBERG-
schen Begriffsbildungen dem Wesen der Quantenerscheinungen
angepalBt sind.

Die in diesem Teil des Buchs entwickelte Theorie gibt also
nur ein unvollstindiges Bild der physikalischen Zusammenhénge,
das spater ausgebaut werden muBl. Doch enthilt dieses Bild
so viele wesentliche Ziige des ganzen Geschehens, daB es gerecht-
fertigt erscheint, es vollstindig auszufithren. Hierzu sind einige
mathematische Vorbereitungen notwendig, die wir hier einschalten,
um spéter den physikalischen Gedankengang nicht unterbrechen
zu miissen 1.

1 Der Leser, der sich scheut, das folgende, ziemlich umfangreiche
Kapitel rein mathematischen Inhalts durchzulesen, mag sich zunichst
auf die ersten Abschnitte beschrinken und die Lektiire des Restes je nach
Bedarf nachholen. Jedoch wollen wir gleich hier versichern, dafl in den
mathematischen Abschnitten dieses Buches nur das zum Verstindnis der
Quantenmechanik wirklich Notwendige zu finden ist.
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Zweites Kapitel.
Mathematische Grundlagen.

§ 4. Das Rechnen mit quadratischen Matrizen. Die folgenden
Betrachtungen iiber das Rechnen mit Matrizen sind insofern
formaler Natur, als wir Konvergenzfragen ganz unberiicksichtigt
lassen. Die Formeln gelten unter allen Umstdnden fiir endliche,
quadratische Matrizen; bei unendlichen Matrizen mufi voraus-
gesetzt werden, daf3 alle vorkommenden Summen (z. B. bei der
Produktbildung) konvergieren.

Wir gehen davon aus, dafl das Verschwinden einer Matrix
bedeuten soll, daB alle Elemente Null sind:

1 A=0, A4,,=0.

Sodann schreiben wir die (bereits in § 3 gegebene) Definition
der Addition und Multiplikation nochmals an:

(2) | (4Bhn=Jd,Bin

Zwei (oder mehr) quadratische endliche Matrizen kénnen also
dann und nur dann addiert oder multipliziert werden, wenn sie
dieselbe Anzahl von Zeilen besitzen. Wir werden solche Matrizen
kurz als gleichartig bezeichnen. Unendliche Matrizen sind immer
gleichartig®. Fithrt man in beiden Matrizen ein und dieselbe
Permutation der Zeilen und Spalten aus, so bleiben die Glei-
chungen (2) ungeéindert; bei der ersten ist das trivial, bei der
zweiten folgt es daraus, da man den Summationsindex k auch
iiber die permutierte Reihenfolge der Indizes laufen lassen kann.
Daraus geht hervor, daBl jede, durch wiederholte Anwendung
von Additionen und Multiplikationen entstehende Gleichung
zwischen Matrizen gegen eine auf beide Indizes angewandte
Permutation invariant ist. Die Reihenfolge der Diagonalglieder
ist also ganz unwesentlich.

Man kann daher die Diagonale in beliebiger Weise ordnen,
etwa als einfache, abzihlbare Reihe, wie 1,2,3,..., oderals
zweiseitige Reihe wie ... — 2, — 1, 0,1,2, ... oder als mehrere

1 Wir meinen hier die eigentlichen Matrizen mit diskreten Indizes.
Spéater werden wir den Begriff der Matrix in erweitertem Sinne gebrauchen,
wobei dann der Begriff der Gleichartigkeit wieder eine Rolle spielen wird.
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einfache Reihen, wie 1,2,3,... 1,2,3,... usw., kurz mit be-
liebigem ,,Ordnungstypus. In jedem Einzelfalle zeigt sich ge-
wohnlich eine bestimmte Ordnung der Diagonalelemente als vor:
teilhaft.

Ferner kann man jeden Index in mehrere aufspalten, also
etwa n durch n;n,...n; ersetzen; man hat dann Matrizen ,,in
/ Dimensionen®, mit Elementen A, ,....n: mm,...mp- Umge-
kehrt kann man immer eine solche mehrdimensionale Matrix
in eine eindimensionale umordnen. Die Multiplikationsregel fiir
mehrdimensionale Matrizen lautet:

(3) (A B)n;, Noyer s Uf § My, Mo,y oo Mf =k2Akn,,...n/; k., ...Ic/Bkl,...k/;ml,...m/-
1y oo KF

Ein besonders wichtiges Beispiel fiir den Fall f == 2 wird im fol-

genden Paragraphen ausfithrlich behandelt (Matrix-Matrizen,

Ubermatrizen). Uberall, wo es die Deutlichkeit gestattet, werden

wir die eindimensionale Schreibweise der Matrizen bevorzugen,

also das Indizessystem n,...n, durch einen Index n ersetzen.

Im Gegensatz zu der gewdhnlichen Zahlenrechnung gilt in
der Matrizenrechnung nicht der Satz, daBl aus 4 B —= 0 entweder
A =0 oder B =0 folgt. So ist z. B. das Produkt der beiden
nicht verschwindenden Matrizen

1 0 0 0O 0 O
A= 0O o0 o0 ... . B= 01 0
0 0 O 0 0 O

gleich Null. Wenn es zu einer Matrix A4 eine andere, von 0 ver-
schiedene B gibt, so dafl entweder 4B = 0 oder B4 = 0, so
nennt man A einen Teiler der Null oder Nullteiler.

Fir die beiden Grundoperationen (2) gilt das assoziative
Gesetz:
) A+B)+C=4+4(B+0),

(AB)C = A(BC).

Fiir die Addition gilt das kommutative GQesetz:
(5) A+ B=B-+A4;

fiir die Multiplikation dagegen im allgemeinen nichi. Wenn in
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besonderen Fillen fiir zwei Matrizen 4 und B
(6) AB=BA

ist, so heiBen 4 und B wvertauschbar.

Die Differenz AB — B4 ist ein Mall der Abweichung von
der Vertauschbarkeit und soll durch ein Klammersymbol abgekiirzt
werden; wir setzen unter Hinzufiigung eines konstanten, spiter

1
geeignet zu wihlenden Zahlfaktors?! ot

(7) [AmzimB—Bm.

Das distributive Gesetz zwischen Addition und Multiplikation
folgt unmittelbar aus den Definitionen (2), und zwar gilt

@) {Aw+m=AB+Aa

(B+C)A=BA+0C4A,

Diese beiden Formeln sind wegen der Ungiiltigkeit des kommu-
tativen Gesetzes der Multiplikation voneinander logisch unab-
hingig.

Nach (4) ist auch eine Summe

9) A=4,+4,+---+ 4,
oder ein Produkt
(9a) A=A, 4, ... A4,

eindeutig definiert, ohne dafl man angeben mufl, welche Addi-
tionen oder Multiplikationen zuerst auszufithren sind. Ist ins-
besondere 4, = A, =---= 4,, so schreiben wir kurz

{AzAfhﬁ+~-+4=s&,

(10)
A=A, 4, ... 4, = A?.
Als Einhettsmatrixz bezeichnet man die Matrix

1 fiir n=m,

11 E=0,m; Opm=
(11) (O m) 0 ntm.

1 Die Definition der Multiplikation einer Matrix mit einem Zahlfaktor
werden wir sogleich nachholen. [Vgl. (14), (15), (15a).]
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Sie hat die Eigenschaft, dafl fiir jede beliebige Matrix 4 die
Gleichung

(12) FA=A4FE=4

besteht. Man schreibt deshalb statt £ oft auch einfach 1.

Bei endlichen Matrizen A4 existiert eine Determinante Det A.
Wegen der bekannten Multiplikationsregel der Determinanten
gilt
(13) Det (4 B) = Det A-Det B.

Als Reprisentant einer gewdhnlichen Zahl in der Matrizenrechnung
definieren wir die Matrix
(14) c=(¢0nm),

die aus E durch Multiplika"oion jedes Elements mit ¢ hervorgeht.
Dann ist das Produkt der Zahl ¢ mit der Matriz A als das Matrix-
produkt

(15) CA = (ZCénkAkm) = (CAnm)
%
zu bestimmen, d. h. jedes Element von ¢ 4 entsteht aus dem von 4
durch Multiplikation mit der Zabhl ¢. Offenbar ist
(15a) cA=A4c.

Fiir ganzzahlige ¢ ist die Definition (14) im Einklang mit der
ersten Gleichung (10).

Diese Matrizen ¢ sind spezielle Fille von Diagonalmatrizen,
d. h. solchen, bei denen alle aullerhalb der Diagonale stehenden
FElemente verschwinden:

(16) a = (a/n 6nm) i

Sind insbesondere die Diagonalelemente komplexe Zahlen vom
Betrage 1, so sprechen wir von einer Phasenmatriz:

(17) f= (7 0,m).

Wenn zu einer Matrix A eine zweite Matrix 4’ existiert, fiir die
(18) AA"=A'A=FE

ist, so nennt man A’ Reztproke von A und schreibt

(19) A=A,

'Es gibt nur eine Reziproke; denn wire auller (18) noch
AA" = E, so folgte daraus durch vordere Multiplikation mit
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A, daB A’AA” = A'E, folglich wegen (18): F4" = A’E, also
A7 = A’

Bei endlichen Matrizen ist die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Existenz der Reziproken das Nichtverschwinden
der Determinante:

Detd 0.

Bei unendlichen Matrizen hat im allgemeinen der Determinanten-
begriff keinen Sinn. Bei diesen kann es vorkommen, dafl} es zu
einer Matrix 4 eine andere A’ gibt, fiir die zwar A A" = E, aber
zugleich A’A = E ist, oder umgekehrt; dann existiert nach
unserer Definition keine Reziproke. Bei endlichen Matrizen aber
folgt aus A A’ = F immer auch 4’4 = E.

Aus der Definition folgt unmittelbar fiir die Reziproke eines
Produkts

(20) (AB)"t=B"1471,

Die Summe der Diagonalglieder einer Matrix 4 nennt man
die Spur von A,

(21) SpAd=A4,,.

n
Fir diese Grofle gelten die Regeln
22) {Sp(A—[—B)=SpA+SpB,

Sp (4 B) = Sp(B 4);

fir die letzte Gleichung kann man nach (7) auch schreiben
(224a) Sp[A,B]=0.
Wir bemerken aber ausdriicklich, daf3 dies nur fiir endliche Ma-
trizen allgemein gilt; bei unendlichen kénnen die Reihen Sp(4 B)

und Sp(BA) divergieren, auch wenn die Produkte A B und BA
existieren. Offenbar kann schlieflich nach (22) auch

(23) Sp(ABA™")= 8p(B)
behauptet werden.

Die Spur der endlichen Einheitsmatrix E® von N Zeilen
und Spalten ist gleich N:

(24) SpE® =N .

Wenn die Elemente einer Matrix von einem Parameter ab-
hiingen, so versteht man unter der Ableitung der Matrix nach
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dem Parameter die Matrix, deren Elemente die Ableitungen der
Elemente der gegebenen Matrix nach dem Parameter sind. Sehr
héufig ist der Fall, daBl der Parameter die Zeit ¢ ist. Unter der

Ableitung der Matriz x = (x,,,(f)) nack der Zeit verstehen wir
also die Matrix

(25) &= (%, (1) .

Hierfiir gelten die Rechenregeln

d CoL

&‘t(x"r?/):““}-y,

(26)
@ ey = xy + Ty

die sofort aus der Definition folgen.

Aus der Definition der Reziproken zz—1 =1 folgt nach (25)
™t fxxl =0, also

(27) x7l= — g laa~l,

In § 3 hatten wir insbesoridere Matrizen mit rein-periodischen
(harmonischen) Elementen betrachtet von der Form
(28) = (T = (@pme?™ ), by, n=W,— W,.

Man kann die zeitliche Ableitung solcher Matrizen durch das
Klammersymbol (7) ausdriicken, indem man die Diagonalmatrix
(29) W= (W,0,m)
einfithrt; dann ist offenbar

= (%,,) = CaiV,mTym

_ 2@

=2%E(Wx—xW).

Wihlt man nun fiir den in (7) vorlidufig unbestimmt gelassenen
Faktor » den Wert:

h
so wird

(31) &= [W,a].
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Wir werden spiter diese Wahl von x als sehr zweckmiBig fir
die Formulierung der Quantenmechanik erkennen.

Im allgemeinen werden wir jedoch nicht, wie in (28), die mit
den Zeitfaktoren e?7¢"zm¢ yversehenen Matrizen fiir die Quanten-
mechanik benutzen, sondern mit Matrizen ¢ = (¢(nm)) rechnen,
deren Zeitableitung definitionsgemdf} durch §3 (13) gegeben ist.
Dabei gilt offenbar ebenfalls die Beziehung ¢ = [W, q].

§ 5. Rechteckige Matrizen und Ubermatrizen. Bisher haben
wir von endlichen Matrizen vorausgesetzt, daB sie ,,quadratisch®
sind, d. h. daf die Anzahl der Zeilen gleich der der Spalten ist.
Man kann aber auch rechteckige Matrizen bilden. Diese haben
zwar keine unmittelbare physikalische Bedeutung, sind aber fiir
manche Rechnungen als Hilfsbegriff niitzlich. Wir nennen die
Anzahl der Zeilen » und die der Spalten s; dann schreiben wir die
rechteckige Matrix

Ay Ay . o L4y

(1) A Ay Ags . . . Asyg
Arl Arz e Ars

Man kann zwei solche Matrizen, 4 mit 7, s und B mit 7', s’ offenbar

nach der Regel § 4, (2) addieren, wenn r = r', s = s’ ist und ferner

tn der Reihenfolge A B multiplizieren, wenn s = r' ist; im letz-

teren Falle definiert man als Produkt eine neue Matriz von
r Zeilen und s’ Spalten:
8 n=12,...r
(2) (A B)nm:zAnkBkm! ,
k=1 m=1,2,...¢".
Soll es auch moglich sein, das Produkt BA zu bilden, so muf3 noch

weiter 8' = r sein. Bildet man nun die Spuren der beiden Pro-
dukte

r s
Sp(AB): > ZAnkBk'n’
n=1 k=1

8 r
Sp(BA) =2 3B, Ay,
n=1k=1

so sieht man, daf} sie einander gleich sind: Wenn es moglich ist,
aus zwes rechieckigen Matrizen A, B die beiden Produkte AB



28 2. Kap. Mathematische Grundlagen.

und BA zu bilden, so gilt

(3) Sp(4 B) = Sp (B A).

Diese Regeln benutzen wir, um das Produkt zweier endlicher
quadratischer oder zweier unendlicher Matrizen in eine Matrix

von Produkten rechteckiger Teilmatrizen aufzulésen. Wir spalten
den Index = in zwei 7, ¢ auf, indem wir die Zahlenreihe

n=12,3,...
zundchst in Gruppen mit den Nummern r=1,2,... zu je
J1:Ga> - -+ Gp» ... Zahlen teilen und die Zahlen jeder Gruppe
mit ¢ =1, 2, ...g, durchnumerieren:
n=12...¢9 §g1+1,g1+2,...gl+g2 g+g,+1,...
r= 1 | 2 | 3
e=12...9, 1, 2, ... gs | 1,...

Ebenso spalten wir den Index m in s, 0 mit den Teilungs-
zahlen ¢;, 9o, ..« Ggy « « -+

Das Element einer quadratischen oder unendlichen Matrix
Apm= Ag’(f) 148t sich dann als Element einer rechteckigen
Matrix
a5, 450, a4l

(4) A(r, 8 __ — (A{()r’,:)>

AT 4TS, A,
von g, Reihen und g, Spalten auffassen, und die ganze Matrix 4

schreibt sich als Ubermatriz (Matrizen-Matrix):

A(I, 1) A(I,Z) .
(5) A= 4" =| 4e1 4o

Die A™9® nennen wir ,, Untermaitrizen‘‘ oder auch ,,Teilmatrizen®.

Hat man zwei allgemeine Ubermatrizen 4, B mit den Tei-
lungszahlen g,, 7, und g,, g, so daB also die Spaltenteilung von 4
mit der Zeilenteilung von B iibereinstimmt, so ist das Element
des Produkts

o
(4B){;" = 3 345 BSGY

t =1

- (ZA(T,I?) B(tys)) )
¢ e
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In der Klammer steht das Produkt der beiden Matrizen 4, B
so gebildét, als wenn die Teilmatrizen 49, B®#9 Zahlen wiren.
A B ist also eine Matrizenmatrix mit den Teilungszahlen g,, g,
von der Form
(6) AB= (4" (B4 = (34" BYY).
[4

Wir werden spiter hauptsichlich mit solchen Fallen zu tun haben,
wo bei allen in Betracht kommenden Matrizen Zeilen und Spalten
in derselben Weise eingeteilt sind, d. h. wo g, =g, ist.

Sind in einem solchen Falle alle A% = 0 fiir r = s, so spre-
chen wir von einer Stufenmatriz:

A9 0
) A=(4Y6,) = |4

Sie kann als Verallgemeinerung der Diagonalmatrix auf-
gefaBt werden.

Sind 4, B zwei Stufenmatrizen mit gleichen Stufen, also
G1=0 =01, o =0z = J5, ... und

(8) A(T, s) — A(’) S B(T. 8) — B(T) K}

rs» 0 rs?
g0 ist 4 B wieder eine Stufenmatrix derselben Art:
(9) (A o 61' s) ¢ (B ™ 615) = (A(r) B® 67 s) .

Ist P eine beliebige Matrix und A eine Stufenmatrix mit der
StufengroBe g,, wie (7), so kann man die Zeilen von P ebenfalls
nach je g, abteilen, die Spalten nach beliebigen Zahlen g,; dann
wird nach (6)

(10) AP = (AP "oy,
In analoger Weise erhilt man
(11) PA = (P0:aA®),

Formeln, die ganz analog zu denen sind, die man bei der Multi-
plikation einer beliebigen Matrix mit einer Diagonalmatrix erhélt;
nur sind hier die Elemente selber Matrizen, also im allgemeinen
nicht vertauschbar.

Ist aber speziell jede Untermatrix A® ein Vielfaches der
g,-dimensionalen Einheitsmatrix, 4® = a® E@’), so kann man
A®M mit P9 vertauschen. In diesem Falle ist A eine geordnete
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Diagonalmatriz, in deren Diagonale die Zahlen

aWa® . g g® q@ ¢@ g® |

stehen, und zwar g, mal ¢, g, mal a® usw. Man hat also den
Satz: Fiir eine geordnete Diagonalmatriz A und eine beliebige
Matrixz P gilt
(12) %[A, Pl=(4AdP— PA) = ((a® — a®) P9},
wo a eine g,-faches Diagonalelement von A ist (@™ &= a®@ fir
r == s).
Als Korrolar hat man:
(13) Aus [4,P]1=0 folgg P©"D =0 fir r<s.
Die Qleichung tiir P bei gegebenem Q
(14) %[A,P]= AP —PA=Q
ist dann und nur dann lésbar, wenn Q" = 0; die Losung lautet
o Qe
(15) P, = ai“r:;(s() s r + 8
und P"7) bleibt unbestimmd.
Hiervon werden wir spéter viel Gebrauch machen.

Aus den beiden gleichstufigen Matrizen A4, B (8) und einer
beliebigen Matrix P erhilt man nach {10) und (11)

(16) APB= (A" ptrno B®)

§ 6. Matrizen mit Symmetrien. Wir haben in § 3 gesehen, daB
in der Atommechanik eine besondere Klasse von Matrizen eine
Rolle spielt, die hermitischen, deren Elemente bei Vertauschung
der Indizes in den konjugiert komplexen Wert iibergehen. Wir
wollen hier diese und dhnliche Arten von Matrizen mit Symmetrie-
eigenschaften der Elemente untersuchen.

Wir bezeichnen die aus einer Matrix 4 = (4,,,) durch Ver-
tauschung von Zeilen und Spalten hervorgehende transponierte
oder gestiirzte Matriz mit A4:

-~

(1) Apm = Amnn-
Es gelten die Regeln:

I

S A

+ B,
AB A

I
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Fiir die Matrix, die aus A dadurch entsteht, daB man jedes
Element durch die konjugiert komplexe Zahl ersetzt, gebrauchen
wir ein besonderes Zeichen:

3) A* = 41,

und nennen sie die zu 4 adjungierte Matriz. Wegen (2) gilt dann
auch:

(A+ B)t = A" 4+ BT,
4) { (AB)t = BT4*t.
Eine Matrix, fiir die
(5) At =4

gilt, heiBt ,,sich selbst adjungiert’ oder ,hermitisch’‘; man nennt
sie auch ,symmetrisch® im tibertragenen Sinne (ndmlich fir
komplexe Elemente) oder endlich ,,reell”, letzteres, weil die zu-
gehorige hermitische Form, wie wir im § 9 sehen werden, reelle
Werte hat.

Aus (4) folgt unmittelbar, da die Summe zweier hermitischer
Matrizen A und B auch hermitisch ist, das Produkt aber dann
und nur dann, wenn A, B vertauschbar sind:

(6) {(A + B)t = A4 + B, fir A'=A4, B'=B,

(AB)t = 4B, fir AT=A4, B'=B, [4, B]=0.
Jede Matrix 4 laBt sich auf eine und nur eine Weise darstellen
in der Form
(7) A4 =4,+ 14,
mit hermitischen Matrizen A4,, A,; namlich:

1 1
_ = t — (A — gt
4, 2(A—I—A), A, 27J.(A A"
Eine Matrix, fiir die
(8) Af = —4
ist, heifit ,,schiefsymmetrisch® oder ,alternierend* oder kurz
»schief*, im iibertragenen Sinne (fiir komplexe Elemente); man
sagt auch ,rein imaginir, wie man die hermitischen Matrizen
»reell nennt. Die schiefen Matrizen sind nicht wesentlich von

den hermitischen verschieden; denn wenn A4 schief ist, so ist
offenbar i A hermitisch, und umgekehrt. Wir werden daher von
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dem Begriff der schiefen Matrizen so gut wie keinen Gebrauch
machen.

Bildet man aus einer hermitischen Matrix 4 mit Hilfe einer
beliebigen Matrix S die Matrix

(9) B =8"48,
so ist diese wieder hermitisch. Denn man hat
(9a) BT = 8T4Y8 = 8T48 = B.

Die Spur des Produkts einer von Null verschiedenen Matrix 4
mit ihrer Adjungierten ist eine positive Zahl:

(10) SP(AAT) = ZlAnm

2

Fir die Reziproke der Adjungierten hat man einen besonderen
Namen; man nennt

(11) A= (an

die 2u A kontragrediente Mairiz. Da nach (4)
AV AWV = U A =BT =E

ist, so hat man

(12) A=)t =@"ht.

Danach ist umgekehrt 4 kontragredient zu A. Ferner folgt aus (4)
mit Riicksicht auf §4, (20), daB

(13) mit AB=C auh AB=(

ist. Die zu 4, B, ... kontragredienten Matrizen fI, E, ... ver-
halten sich also hinsichtlich der Multiplikation, wie man in der
Gruppentheorie sagt, ,,isomorph® zu den 4, B, .. ..

Zu jeder hermitischen Matrix, insbesondere zu jeder reellen
Diagonalmatrix, ist ihre Reziproke kontragredient.

Eine Matrix, die mit ihrer kontragredienten Matrix identisch
ist, heit unitdr (oder hermitisch orthogonal); man hat also fiir
unitdre Matrizen folgende dquivalente Definitionen:

14 U=U, U'=U"' UU'=U'U=E.

Zugleich mit U ist wegen (12) auch U-! eine unitire Matrix.
Als Beispiel einer unitdren Matrix erwahnen wir die Permu-
tationsmatriz, die dadurch entsteht, daB man die Zeilen (oder die
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Spalten, aber nicht beides) der Einheitsmatrix einer beliebigen
Permutation unterwirft.
Eine unitdre Diagonalmatrixz ist offenbar eine Phasenmatriz

[s. §4, (17)].

Wir stellen eine Reihe von

Scitzen diber unitdre Matrizen
zusammen.

a) Das Produkt zweier wunitirer Matrizen ist wieder unitir:
(15) (U1U)" = (U,U) .

Das folgt, wie (13), aus (4) und §4, (20).

b) Ist A eine beliebige und U eine unitire Matriz, so jolgt
(16) aus B=U""AU auch B'=U"4'U.
Denn es ist nach (12)

Bl =Ut4t (U ) =U""4'U.

Aus diesem Satze folgt unmittelbar:

c) Wenn A hermitisch ist und U wunildr, so wst auch
(17) B=U""4U0
hermitisch.

Eine Umkehrung des Satzes lautet:

d) Sind A und B hermitisch und gilt
(18) B=U""AU,

so ist UUY mit A und UYU mit B vertauschbar. Denn man hat
dann

Bt =U'4A(U Mt =B=U"AU

und schlieft daraus durch vordere Multiplikation mit U und
hintere mit U':

(18a) UU'4=A4U0U",
daraus folgt sofort
(18b) U'UB=BU'U

e) Ist U eine endliche unitire Matriz, so ist die Determinante
von U eine Zahl vom Betrage 1:

(19) |Det U = 1.

Born-Jordan, Quantenmechanik. 3
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Denn man hat
Det Ut = Det U* = {Det U)* = (Det U)*,
also
| Det U |? = (Det U) - (Det U)*
= (Det U)- (Det U'T)
—=Det (UU') = 1.

Man kann den Begriff und das Symbol der adjungierten
Matrix auch auf rechteckige Matrizen iibertragen. Wir definieren
zunidchst die Transponierte wieder durch die Formel (1) und
dann die Adjungierte nach (3). Die Formeln (4) bleiben erhalten.
Zu beachten ist, dafl die Adjungierte ebenso viele Zeilen hat
wie die urspriingliche Matrix Spalten, und umgekehrt. Wenn
also fiir eine Matrix 4 = A" gilt, ist sie notwendig quadratisch.

Schreibt man nun eine quadratische Matrix 4 als Ubermatrix
mit den Diagonal-Teilungszahlen g¢,,

i =1,2
00 ! ’ (e _ ()f, 5) 4 v 2, o Gy,
(20) A=A"", 4 (de)s) 6=1,2...9,,

so entsteht die Frage, wie die transponierte und die adjungierte
Ubermatrix aussieht.
Offenbar hat man

- . — Yl

@1) A= (A" =(4""), ab) =4,
also auch

22) A=) =), AR =ap

Ist 4 hermitisch, so folgt fiir die Untermatrizen:

(23) A(T,S) _ A(S,T)T.

insbesondere sind die Diagonal-Untermatrizen selbst hermitisch:
(24) A(T)T) . A(T, 7t

Fiir eine wunitdre Ubermatriz U = U("* hat man:

(25) Symnapyeat = 3gent gt =45, EN,
t 1

wo K die g,-dimensionale Einheitsmatrix ist.
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Handelt es sich insbesondere um eine unitire Stufenmatrix
U= (U"S§,,), so folgt aus (25)
(26) gngnt = gntypn = gn,

d.h. die Diagonal-Untermatrizen sind selbst unitir.

§ 7. Matrizenfunktionen. Aus Matrizen X, X,,...X,, die
man sich als variabel vorstellt, kann man durch endlich viele
Additionen und Multiplikationen Polynome mit Zahlenkoeffizi-
enten
) PXp, X, X)=3 3 cumnXnXn . Xn, Xn,

v MNy.. . Ny
bilden; dabei ist »,, ny,...n, irgend eine Anordnung der Zah-
len 1,2, ... f mit Wiederholungen und v kennzeichnet den Grad
des betreffenden Gliedes?®.

Wir definieren das adjungierte Polynom durch
@) P (X, Xy, . X)=3 3 cumnyXn, Xn

Y NyNa...Ny
d. h. durch die Regel: Man kehre in allen Gliedern die Reihenfolge
der Matrixfakioren um und ersetze die Zahlenkoeffizienten durch
thre konjugiert komplexen Werte.

Das Polynom (2) hat offenbar nach §6, (3), (4) die Eigen-
schaft, daB} es die zur Matrix P(X,, ...X,) adjungierte Matrix

X”g an ’

p1tt

darstellt, wenn man in P1(X,, . . . X,) die adjungierten Argument-
matrizen X,.. . X} einsetzt:
3) PHXL,XS,. . . X))=(P(Xy, X, ... X))

Das Polynom P(X,,...X,) heiBt sich selbst adjungiert, wenn
identisch in den X, X,,...X,

(4) PY(X,,...X)=P(X,,...Xy)
ist. Dann ist ndmlich fiir sich selbst adjungierte, d. h. hermitische
Argumentmatrizen X1 = X, ... X{= X,:
(P(Xy,... X))t =PH(XY,. ... X},
= PY(X,,...X,),
=P (Xq,...X;).

1 Diese Schreibweise ist notig, weil die Matrizen X, im allgemeinen
nicht kommutativ sind.

3%
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Ausgehend von den Polynomen kann man durch Grenz-
iibergang zu unendlichen Potenzreihen — falls sie konvergieren —
allgemeinere Matrizenfunktionen definieren:

f(Xy, ... X)),
Fiir diese gilt der

Satz 1: Ersetzt man in einer Matrizenfunktion f(X,,...X;)
die Argumente durch

(5) Y,=T"'X,T,...Y,=T1'X,T,
wo T eine beliebige Matrix ist, so geht die Funktion iiber in
(5a) f(Yy, .. Y)y="T"1f(X,,...X,)T.
Die Behauptung ist offenbar richtig, wenn f eine Summe X, + X,
oder ein Produkt XX, ist:
T1X,T+T1X,T=T1X,+X,)T,
TX\T -T2 X, T =7T1X,X,T.
Daher gilt sie auch fiir Polynome und iibertrigt sich von da
durch Grenziibergang auf beliebige Potenzreihen.
Auch die Begriffe der adjungierten Funktion und der Sich-
selbstadjungiertheit ibertragen sich sofort auf beliebige Funktionen.

Matrixfunktionen vertauschbarer Argumente, definiert durch die
Potenzreihe

(6) F( Xy X) = 3 enms X1 .. X7,
Ny .ooo Bf

sind offenbar sich selbst adjungiert, wenn die Koeffizienten ¢
reell sind. Speziell ist jede Funktion eines Arguments mit reellen
Koeffizienten

(M f(X) = Ye, X"

gich selbst adjungiert. Als Beispiel einer solchen betrachten wir
die Exponentialfunktion

@* X"
®) ot =2
n=0 "~

Wenn X und Y wertauschbare Matrizen sind, so gilt offenbar, wie
bei Zahlen

(9) X o¥ o gX+Y
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Da X und — X vertauschbar sind, und nach (8) ¢/ =1 ist, so
folgt aus (9), daB ¢~X die Reziproke zu €% ist.

Ist A eine hermitische Matrix, so ist es auch e¢2 wegen der Selbst-
adjungiertheit der Funktion eX. Dagegen ist ™ wnitir; denn aus
A = A" folgt (e'4)t = ¢—?4' = ¢=%4 Wir werden nachher die
Umkehrung beweisen, dafl jede unitdre Matrix sich durch eine
hermitische 4 in der Form U = ¢4 darstellen liBt.

Man kann auch auf andere Weise aus hermitischen Matrizen
unitire gewinnen und umgekehrt. Nach Cavyrey gilt z. B. fol-
gendes: Die Matrix

1—44
1 = it
(10) v 144
ist dann und nur dann wunitir, wenn A hermitisch ist. Dabei ist
die Schreibweise als Bruch erlaubt, weil Zihler und Nenner als
Funktionen derselben Matrix vertauschbar sind. Man hat nach (3)
1444t
b .
(1) V=1
also folgt fiir A = A" in der Tat
UU0t=U0'U=1.
Man kann ferner die Gleichung (10) auflésen und hat
U—-1 Ut —1
- T
U+1 Ut +1
daraus folgt fir U' = U~ auch 4 = A'. Nach (12) kann jede
unitdre Matrix U in der Form (10) geschrieben werden, abgesehen
von den singuldren Féllen, bei denen U -} 1 keine Reziproke hat.
Die Formel (10) zeigt daher, wieviele unabhdngige Parameter eine
unitare Matrix enthilt: Namlich ebensoviele, wie eine hermitische

Matrix von gleich vielen Zeilen und Spalten. Ist f deren Anzahl,
so stehen

(12) Ad=i At=—

S—1)
komplexe Zahlen oberbalb der Diagonale und f reelle Zahlen in
der Diagonale; im ganzen hat man also f(f — 1)+ f = f2 reelle
Konstanten.

An die hier entwickelte Matrizenalgebra kann man eine
Matrizenanalysis anschlieen. Differentiationsartige Prozesse
kann man natirlich in mannigfaltiscer Weise definieren. Hier
kommt vor allem der einfachste solche Prozell in Betracht, bei
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dem die Variation der unabhingigen Matrixvariabeln nur in der

Diagonale vorgenommen wird. Ist f(x, y,2,...) eine Funktion
der unabhingigen Matrizen z, y,2, ..., so definieren wir als
partielle Ableitung nach x:
(13) of _ymf®tel, y,z..)—f@yz...) :

Z a>0 a

dabei ist a eine gewodhnliche Zahll.
Hiernach ist z. B.

dx

(14) P E =1,
dx? 1
dz == (iﬂ;% {(xnk+aank) (%g o+ 0y ) — xnkka})
= (2%,,) = 2.

Man sieht, daB die gewohnlichen Regeln fiir die Differentiation
von Summen und Produkten gelten, wobei man nur zu beachten
hat, daB} die Reihenfolge der Faktoren gewahrt bleibt :

g =240

0 af
570’ f 6.10

(15)

1 Man kann nach einer Bemerkung von ReErcHENBACH die Definition (13)
auch durch folgende ersetzen: Man bilde aus den Matrixelementen f,, . von f,
welche Funktionen der Matrixelemente 2,, von x sind, zunéchst die Ab-

leitungen f nm  Man erhilt dann das Element ( z'?l) von % , indem

Ly Z/nm
man iiber lc = | summiert:
O fnm
<8 .’l‘)nm 2 0 Tk '
Wenn man aber statt dessen deflmtlonsgemé.ﬁ
of Ofer
<a—9;'>nm ‘;’ 0%mn )
setzt, so bekommt man eine andere Differentiation, deren Gesetze gleich-
falls verschiedentlich untersucht worden sind. (Vgl. Borx, M. u. P. JorDAN:
Z. Phys. Bd. 34, S. 858. 1925; BorN, M., W. HEISENBERG u. P. JORDAN:
Z. Phys. Bd. 35, S. 557. 1926. Lanczos, K.: Z. Phys. Bd. 36, 8. 401. 1926.
Loxpox, F.: Z. Phys. Bd. 37, 8. 915. 1926.) Erwahnt sei lediglich, daf fur

diese ,,Differentiation zweiter Art** die Formel (16) des Textes erhalten
bleibt, dagegen (15) i. A. nicht.
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Die erste von diesen Gleichungen ist trivial, die zweite ergibt
sich genau wie in der gewodhnlichen Analysis aus der Umformung

fxtal,y..) gxt+al,y...)—f(x,y..)g y...)
=f@+ak,y.. Y{gr+aEy..)—gy..)}
~{fe+aB,y..)—f(xy.. gy..).
Aus (15) sieht man, dafl die gewohnliche Regel fiir die Differen-
tiation von Potenzen

dxn n—1
16 — =
(16) P nx
gilt. Daher kann man auch Polynome und (gleichmifBig konver-
gente) Potenzreihen von Matrizen in gewdhnlicher Weise diffe-
renzieren. Z. B. erhilt man fiir die durch (8) definierte Exponen-
tialfunktion durch gliedweise Differentiation der Reihe
de” e

17 gz — ¢

Wir bemerken noch, daB3 keine einfache Regel fiir die Diffe-
rentiation einer Funktion von Funktionen gilt, wie in der Zahlen-
analysis. Ist z. B.

F(f@), ¢@), p@)=[@) 9@ @),
so folgt aus (15)

aF _df dgy dy

und hier 148t sich im allgemeinen das mittlere Glied nicht als
Produkt von g—(e mit der partiellen Ableitung giv = f y schreiben.
x P
Dieselbe Bemerkung gilt iibrigens auch fiir die frither [§4, (25)]
definierte Differentiation nach einem Parameter, da diese offenbar
ein Spezialfall der allgemeinen Matrizendifferentiation ist; end-
lich ist sie auch anzuwenden auf die in (13), Kap. I § 3 definierte
Differentiation nach der Zeit, da diese formal als Differentiation
nach einer als Parameter betrachteten Grofle ¢ dargestellt werden
kann.

§ 8. Einzelmatrizen. Als Beispiel fir die im vorstehenden ent-
wickelten Begriffsbildungen betrachten wir eine besondere Klasse
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von hermitischen Matrizen, die Einzelmatrizen!; unter ihnen
kommen die Nullmatrix und die Einheitsmatrix als Sonderfille
vor, und sie haben simtlich mit diesen die Eigenschaft gemein,
daB sie mit ihrem Quadrat iibereinstimmen. Wir definieren also
eine Kinzelmatriz F durch die Forderungen

(1) F'=F, F*—F=F(1—F)=0.
Allgemeinere Beispiele als ' = 0 und ¥ = E erhilt man, indem
man Diagonalmatrizen bildet, deren Diagonalelemente teilweise
gleich 1 und teilweise gleich 0 sind. Diese besitzen offenbar keine
Reziproke, auller im Falle der Einheitsmatrix, wo keine Null in
der Diagonale vorkommt. Das gilt allgemein; denn wenn es zu
einer Einzelmatrix F, eine andere Matrix A4 gibt, so daB
F,.A=E
ist, so folgt
F.=F,E=F]A=F,A=E.

Dies Resultat formulieren wir als ersten einer Reihe einfacher
Sitze uber Einzelmatrizen:

o) Wenn eine Einzelmatrixz eine Reziproke hat, so ist sie die
Einheitsmatriz.

By Mit F st auch 1 — F eine Einzelmatrix und umgekehrt.

Denn es wird ja

1—F)?=1—-2F+F2=1—F
und andererseits
1—(1—F) =F.

y) Das Produkt zweier Einzelmatrizen F F, ist dann und nur
dann wieder eine Einzelmatrix, wenn F,, F, vertauschbar sind.

Denn erstens ist die Vertauschbarkeit nach § 6, (6) notwendig
und hinreichend bereits dafiir, dall F,F, hermitisch ist. Zweitens
hat man dann

(F\Fy)? =F F,F,F,=F!F?=F,F,.

6) Die Summe F, + F, ist dann und nur dann wieder eine
Einzelmatrix, wenn F, F, = 0 ist (natiirlich auch: wenn FyF| = 0 ist).

1 Von den Mathematikern auch als ,,idempotente (hermitische) Ma-
trizen bezeichnet.
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Aus F,F, = 0 folgt ndmlich zundchst, dafl auch (F,F,)2=0,
also F,F, eine Einzelmatrix ist. Nach p) ist F,F, = F,F, = 0.
Somit wird daher

(Fl'}‘Fz)z:FE+F§+F1F2+F2F1=F1+F2-

Umgekehrt folgt daraus, dafl ¥, F, sowie F;, 4 F, Einzelmatrizen
sind, offenbar nach derselben Formel

F.Fy+F,F,=0.
Multipliziert man dies hinten mit F,, so erhélt man
FFy, +F,F,F, =0
und daraus durch vordere Multiplikation mit F,
F,F.Fy +F,F,Fy=2F,F,F,=0.
Dies in die vorhergehende Gleichung eingesetzt, liefert
F,F, =0, w.z. b.w.

£) Die Differenz F, — F, ist dann und nur dann wieder eine
Einzelmatriz, wenn F \F, = F, (oder, was nach y) dasselbe be-
deutet, F,F, = F,) ist.

Nach g) ist ndmlich #; — F, dann und nur dann Einzelmatrix,
wenn 1 — (F, — F,) = (1 — F;) + F, es ist; also ist nach 0)
notwendig und hinreichend, dal (1 — F,)F, = 0 oder F',F, = F,.

§ 9. Vektoren im Hiserr-Raum. Wir haben die Matrizen als
Reprasentanten physikalischer Groen eingefithrt. Nun liegt die
Frage nahe, ob diese Beziehung eindeutig ist. In den urspriing-
lichen HErsEnBERGschen Aufstellungen wurde in der Tat einer
bestimmten physikalischen GréBe nur eine, bis auf Phasenkonstan-
ten [vgl. § 3, (11)] fest bestimmte Matrix zugeordnet. In spateren
Entwicklungen (Kap. VI) wird sich jedoch eine etwas andere Auf-
fassung bewahren: Jeder GroBe ist nicht eine Matrix zugeordnet,
sondern ein System von Matrizen, die auseinander durch ,,Trans-
formation“ hervorgehen. Man iibersieht diese Transformations-
theorie, deren mathematischen Teil wir hier zu entwickeln haben,
am besten im Zusammenhange einer allgemeinen Vektor- und
Tensorrechnung, dhnlich der, die in der Relativitétstheorie ge-
braucht wird.

1 Unter Beschrinkung auf GréBen mit diskreten Eigenwerten. Vgl. die
diesbeziiglichen Bemerkungen § 4.
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Wir denken uns einen Raum von zunichst endlich viel, etwa
N Dimensionen (spater werden wir die Betrachtungen auf un-
endlich viele Dimensionen iibertragen). In diesem Raume soll ein
Punkt beziiglich eines bestimmten Koordinatensystems 2 durch

eine Reihe komplexer Zahlen w;, x,, ... zy als Koordinaten ge-
geben sein. Statt von einem ,,Punkt werden wir meist von
einem ,,Vektor = mit den Komponenten z;, x,, ... sprechen.

Wir nennen den betrachteten Raum einen affinen Vektor-
raum, wenn die Einfihrung eines neuen Koordinatensystems 2’
durch lineare Gleichungen der Form

(1) Ty = ZAnkxl:f
k

erfolgt; dabei sind die 4,, die Elemente einer Matrix 4, die
eine Reziproke A~ besitzt. Statt (1) schreiben wir auch kurz

2) = Az’
Der Vektor z im affinen Raum ist also zu definieren als der In-
begriff der Komponentenreihen 2, @, . . ., die durch die Trans-

formationen (1) ineinander tbergehen.
Hat man ein weiteres Koordinatensystem 2", das mit 27
durch die Transformation

(3) 2y = > Bypm¥m oder x = Bx"
m

verkniipft ist, so erhdlt man durch Elimination von z’ die Ver-
kniipfung von X mit X*:

km m
oder
(5) = ABuz".

Die Matrixmultiplikation erscheint hier in natiirlichster Weise
als Zusammensetzung von Transformationsmatrizen. Doch werden
wir sogleich noch andere Auffassungsweisen betrachten. Zunachst
kann man die Gleichung (2) anders deuten, nicht als Koordinaten-
transformation desselben Vektors, sondern als affine Abbildung
des Vektorraums auf sich selbst. Man wird dann besser schreiben

(6) y=Azx,

wo jetzt x und y verschiedene Vektoren sind. Die Matrix 4 spielt
dann die Rolle eines Operators, der aus dem Vektor  den Vektor y
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erzeugt. Dann erscheint das Produkt 4B als Aufeinanderfolge
der Operationen: erst B, dann 4, angewandt auf . Diese Auf-
fassung wird in einem spéiteren Teil des Buchs bevorzugt werden.

Hier werden wir eine dritte Deutung ins Auge fassen, die mit
der Tensorrechnung zusammenhéngt.

Wir spezialisieren den affinen Vektorraum durch Einfithrung
einer Metrik, und zwar ist es eine der euklidischen Metrik nahe
verwandte, aber dadurch unterschieden, dafl man bei der Defini-
tion der Linge eines Vektors der komplexen Natur der Kompo-
nenten Rechnung tragen muB.

Als Vorbereitung fithren wir einige gebréuchliche Begriffe ein.

Die Summe zweier Vektoren x und y ist der Vektor z 4 y
mit den Komponenten z, + y,. Diese Addition ist kommutativ
und assoziativ. Das skalare Produkt zweier Vektoren x und ¥ ist

(7 (x, y) = %’xnyif

Auller wenn (z, y) reell ist, hiangt der Wert von (z, y) von der
Reihenfolge ab:

(8) (¥, @) = Synon = (&%, y*) = (, y)*.
n
Zwischen beiden Operationen gilt das distributive Gesetz

{4+ y,2) = (z,2) + (y,2).
Wenn

9 (, ) =0
ist, so sagen wir, die Vektoren z und ¥ seien senkrecht, normal
oder orthogonal zueinander.

Die Gesamtheit aller auf einem festen Vektor @ normalen
Vektoren z, fiir die also (@, ) = 0 ist, erfiillen einen linearen
Unterraum (Hyperebene) des gegebenen Vektorraumes; hat dieser
endlich viele, etwa N Dimensionen, so hat der Unterraum (a, ) =0
N — 1 Dimensionen. Durch eine Reihe von Gleichungen

(@, 2)=0, (ay,2)=0, ... (a,,x)=0

wird, wenn diese linear unabhingig sind, ein Unterraum von
N — n Dimensionen festgelegt.
Dag skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist

(10) (@, ) = e, a5 = |, [* 2 0;
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man nennt die reelle GroBe

(11) 2] =Y (=, )
die Ldnge des Vektors .

Ersetzt man in (#, y) den Vektor x durch 4 z, wo 4 irgend eine
Matrix bedeutet, so wird

(12) (Az, y) = S A, yn=(x, AT y)
mn
eine zur Matrix A gehorige Bilinearform. Wenn A hermitisch,

also 4 = A" ist, hat die Form fiir y = «x reelle Werte; denn
es ist nach (8) und (12)

(13) Az, 2)* = (x, Az) = (x, A 2) = (4, ).
Solche hermatische Formen
(14) (Az,2) = SA,,Tn%,

mn

verhalten sich in ihren Haupteigenschaften wesentlich wie reelle
quadratische Formen. Man kann sie daher, wie diese, durch eine
Flache zweiter Ordnung veranschaulichen, deren Gleichung
(A =z, ) = 1 lautet. Nur mufl man mit Riicksicht auf die komplexe
Natur der Koeffizienten und Variabeln bei dem Gebrauch der
geometrischen Ausdrucksweise eine gewisse Vorsicht walten lassen.

Transformiert man eine hermitische Form (Ag, x) auf neue
Variable durch x = Sa', so erhdlt man nach (13)

(15) (dz,z) = (ASz", Sz') = (STA48x’, z') = (Bz', =),

wo also

(16) B=S8%48

ist; diese Matrix ist nach § 6, (9a) wieder hermitisch:
(17) B'=B.

Der Einheitsmatrix entspricht als hermitische Form das skalare
Produkt eines Vektors mit sich selbst, oder die Einheitsform (10).

Durch die Transformation x = Sa’ geht die Linge (11) nach
(15) iber in

Y8, @),
Umkehrbare Transformationen des Vektorraums bzw. Koordina-
tentransformationen x = Ux’, die die Linge invariant lassen,
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heiBlen hermatisch orthogonal oder wunitdr; fiir sie gilt also

(18) (x,2) = (UTU=', 2"y = (x’, z'),
d.h. es muf

(19) UtUu =1

sein. Dies hat weiter

(19a) vut=1

zur Folge ; man multipliziere ndmlich (19) links mit U und dividiere
rechts durch U, was wegen der vorausgesetzten Umkehrbarkeit
statthaft ist. Die Matriz U ist also in dem durch § 6, (14) definierten
Sinne unitdr.

Ist U eine endliche Matrix, so braucht man zur Ableitung
von (19a) aus (19) die Umkehrbarkeit nicht besonders voraus-
zusetzen [vgl. die Bemerkungen zu §4, (19)]; bei unendlichen
Matrizen aber mull die Umkehrbarkeit besonders vorausgesetzt
werden, damit aus (19) auch (19a) folgt.

Als Beispiel einer unitiren Transformation x = Uz’ erwihnen
wir die Permutation der Variabeln; wihlt man namlich fiir U die
in § 6, S.32 definierte Permutationsmatriz, so sind die Kompo-
nenten z, bis auf die Reihenfolge mit den x, identisch.

Nunmehr sind wir in der Lage, die Metrik zu definieren. Wir
fordern, daf3 die Ldnge eines Vektors ]/(x, x) invariant ist. Die
zugelassenen Koordinatentransformationen sind infolgedessen die
unatdren. Der so definierte Raum soll HiLBERT- Baum genannt
werden 1.

Zum Unterschiede von Vektoren und Tensoren im gewdhn-
lichen 3-dimensionalen Raum, wie sie in der Physik auftreten
und die wir Rawumvekioren und Raumtensoren nennen, sprechen
wir im vieldimensionalen (bzw. oo -dimensionalen) HILBERT-Raum
von HILBERT-Vektoren und HILBERT-Tensoren. Letztere werden
wir im folgenden Paragraphen untersuchen.

Die Achsen eines Koordinatensystems im HInBERT-Raum
sind die Vektoren

200 e =(1,0,0,...0), e,=(0,1,0,...0), ...
ey =1(0,0,...1).

! Humserr hat namlich in der Theorie der Integralgleichungen den
euklidischen Raum von 0O vielen Dimensionen mit groflem Erfolge benutzt.
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Sie bilden ein wvollstdndiges (normiertes) Orthogonalsystem, d. h. es
gilt

(21) (elu el) :05 '61012 = 1

und jeder Vektor « (x,, . . . y) ist linear durch die Achsenvektoren
darstellbar:

(22) T =Xy + %€y 4 -+ + Tyen .

AuBer diesem gibt es noch unendlich viele vollstindige Ortho-
gonalsysteme im HiLBERT-Raum. Es gilt der Satz:
Im Raume von N Dimensionen seien » (n = N) linear un-

abhingige Vektoren z,, #,,...x, gegeben. Dann kann man
immer 7 linear unabhingige, lineare Kombinationen y,, ... v,
von %, ... &, wahlen, die normiert und aufeinander orthogonal
sind, d. h. den Gleichungen
(23) (Vs Y1) = Oq» E,1=1,...n
geniigen. Dazu bilde man aus den z;, der Reihe nach!?
% = Ly Yy = ""2‘1_:_. 5
V(Z1 » 1)
2o = Ty — (g, 1;) — 2
(24) 2T 2 25 Y1) Y1 Yo = ‘l/(zz,—*z;7
2
23 =123 — (X3, Y1) ¥s — (¥, Ya) Y2, Y3 = V(’i:) >
%3, 23
Keiner der Vektoren z,, also auch keiner der y, (k =1,2,...n)

kann identisch verschwinden, weil sonst eine lineare Beziehung
zwischen den z, bestande, gegen die Voraussetzung. Ferner sieht
man, daB jedes z;, auf allen voraufgehenden y, orthogonal ist;
dasselbe gilt also auch fiir y,, das iiberdies normiert ist.

Wenn n = N ist, kann man keinen weiteren, von Null ver-
schiedenen Vektor y finden, der zu allen y,, ¥,, . . . ¥y orthogonal
wire. Denn y miiBte (weil N die Dimensionszahl ist) linear von

N
den y,, ... yy abhiingen, etwa y = 3¢, Yz, und aus (y, ;) =0
k=1

1 Das Verfahren stammt von E. ScEmIpT: Math. Ann. Bd. 63, S. 433.
1907.
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folgt dann, da (y, y;) = 04 ist: ¢, =0, k=1,2,...N. Das
System ¥, ¥5, ... yy ist daher ein (normiertes) wvollstdndiges
Orthogonalsystem.

Jedes vollstindige Orthogonalsystem ¢,,...yy kann man
durch eine unitéire Transformation (,,Koordinatentransformation‘)
in das System e, e,, . . . ey iiberfiihren.

Es sind jedenfalls alle y, linear von den e, abhingig und
umgekehrt; man hat daher eine umkehrbare lineare Trans-
formation

Y = Uey,
bei der die I-te Komponente des k-ten Vektors durch
Y1 = ZUli(Sjk = Uy,
7

gegeben ist. Die Komponenten von y, bilden also die k-te Spalte
der Matrix U. Ferner ist

Ut = ZUL U = ZUi*lUm = Zyka?/lt = (¥, Y) = O3
j j j

da U eine Reziproke hat, ist sie also nach §6, (14) unitér.
Demnach koénnen zwei vollsténdige Orthogonalsysteme
yr = Uey, y; = U'e;, durch die unitire Transformation U U’~1
ineinander iibergefithrt werden.
Die vollstdndigen Orthogonalsysteme sind also mit den Achsen
aller erlaubten Koordinatensysteme im HILBERT-Raume identisch.

Wir leiten einen spéter viel benutzten Satz iiber einpara-
metrige Scharen von Orthogonalsystemen ab.

Sei H{(t) eine hermitische, von dem Parameter ¢ (den wir
Zeit nennen wollen) abhéangige Matrix, und x eine rein-imaginire
Zahl. Ein Vektor x(f) geniige der Differentialgleichung
(25) xx+ Hx=0.

Wir behaupten zunichst, daB das skalare Produkt irgend zweier
Losungen (1), x,(¢) von ¢ unabhingig ist.
Multipliziert man némlich

wxy +Hxy, =0,  xi, + Hr,=0
skalar mit x, bzw. x; und subtrahiert, so kommt

(2 2y, Tp) — (21, %%5) + (Hay, 25) — (%, Hay) = 0.



48 2. Kap. Mathematische Grundlagen.

Nun ist nach (7)
(2, Ty) = % (%, By), (B, #Tp) = — % (¥, Ty),
und wegen H = H'
(2, Hazy) = (Hwxy, 7).

Also folgt
. . d
(@1, ) + (21, ) = d7(x1s ) = 0,
(26) (%1, %) = konst.

Wenn also z;, x, fiir einen bestimmten Wert von ¢ orthogonal
sind, so bleiben sie immer orthogonal. Daraus folgt der Satz:

Bilden die Losungsvektoren x,, x,, ... der Gleichung (25) 2u
einer bestimmten Zeit t, ein Orthogonalsystem, so bilden sie zu jeder
Zeit t ein Orthogonalsystem. Gibt man zur Zeit ¢; ein vollstandiges
Orthogonalsystem 9, z3,... und bestimmt die Losung ,(t),
fir die a,(t,) = x3 wird, so bilden die Vektoren z,(f), 25(f), . . .
fir beliebige Zeiten aus Stetigkeitsgriinden ebenfalls ein woll-
stindiges Orthogonalsystem?. Nach dem oben Bewiesenen gibt
es also eine unitire Matrix U (f), so dal

(27) (1) = U (1) =k
ist.

Wir fiigen noch eine Bemerkung an, die sich an die Eigenschaft
der unitdren Transformationen ankniipft, lingentreu zu sein. Wir
haben in §6, (11) die kontragredienten Matrizen formal definiert.
Man kann sie aber auch durch eine geometrische Forderung
ghnlicher Art wie die Invarianz der Linge kennzeichnen. Dazu
betrachtet man Abbildungen des Vektorraums auf sich selbst
und stellt die Forderung, die simultane Transformation zweier
Vektoren z und y zu finden, durch welche das skalare Produkt
nicht geéindert wird. Sei also

(28) X=Az, Y=Ay
und man fordere
(29) (X,Y) = (A, Ay) = (z, y),

1 Vgl. auch Kap. III, §22.
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so schlieit man zunichst auf

(30) (w, A Ay) = (z, )

und daraus auf

(31) AtAd =1 oder A= (AH™1

in Ubereinstimmung mit der in §6, (11) gegebenen Definition.

§ 10. Hirperr-Tensoren und metrische Eigenschaften des
Huserr-Raums. Die Tensorrechnung im HrLeerT-Raum ist der
gewohnlichen im euklidischen Raume sehr &hnlich, nur mufl man
darauf achten, daB alle Definitionen mit dem Auftreten kom-
plexer Zahlen in der Léngendefinition im Einklang sind.

Wéhrend sich ein HILBERT-Vektor mit den Komponenten z,
gemal

transformiert, so transformiert sich das System der komplex
konjugierten Werte z, der z, gemil

(1) Zn = DUl * = Ja/* Ul
. 7

Die Analogie zur gewohnlichen Tensorrechnung tritt am deut-
lichsten zutage, wenn wir die z, fernerhin als kovariante Kompo-
nenten, die sich gemidB (1') transformierenden komplex konju-
gierten x, dagegen als kontravariante Komponenten des Vektors
bezeichnen. Statt z; wollen wir demgemiB auch z, schreiben.

Wir definieren allgemein einen gemischten Tenmsor (r + s)-ter
Stufe: Er ist in einem bestimmten Koordinatensystem des
Hriserr-Raumes darzustellen durch das Schema seiner r-fach
kovarianten und s-fach kontravarianten Komponenten

Anx Ny oun Ny M Mo ...ﬂs>
die sich bei Anderung des Koordinatensystems transformieren

wie die Produkte

D@ D @
AT AP yé’tx) yi(”,z) . g/,(,f?

der kovarianten Komponenten
@ (@ ()
Ty s Xyy 5 -« T,
Born-Jordan, Quantenmechanik. 4
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von r Vektoren und der kontravarianten Komponenten
1 2 (
s Yas e Ym

von s weiteren Vektoren. D. h. also, es gilt:

Anl...n, M. Ms

! -1 —1
(2) = ZUWM ki... Unr k?'Akl Y o TR Ul1 My ... Uls Mg -
k... k,
Iy ls

Derselbe Tensor kann auch durch seine adjungierten (s-fach
kovarianten und r-fach kontravarianten) Komponenten

T Y
(3) Am: My oo Mg Ny Ny ool By T Anx Nz onn Ny My My ..o Mg

dargestellt werden.

Eine auf Tensorkomponenten angewandte Operation heifit
kovariant, wenn die entstehenden Grofien wieder die Komponenten
eines Tensors sind. Es gibt drei elementare kovariante Opera-
tionen:

Die Addition gleichartiger Tensoren:

(4) Cnl...nrr_n, oms = An, Ce M . M + Bnl...nrln_l...ms .

Die (direkte) Multiplikation beliebiger Tensoren:

(5)0n1...n,-a'h.weﬂ, ceMs .. g == Anl...n,-ﬂl...ﬂstl...VQ,U_;...ﬁa‘

Die Verjiingung gemischter Tensoren; d.h. Summation iiber ein
Paargleich gesetzter Indizes, wo ein Index kovariant (nicht unter-
strichen) und ein Index kontravariant (unterstrichen) ist. Also
etwa:

(6) Ong...n,-mg omg T 2 Anlnz...n,-znvx My oo My

n,=m
Der kovariante Charakter dieser Bildungen leuchtet unmittel-
bar ein.
Die Tensoren ersterStufe sind die kovarianten bzw. kontra-
varianten Vektoren. Die gemischten Tensoren zweiter Stufe, also
diejenigen mit einem kovarianten und einem kontravarianten

Index, entsprechen den Matrizen: Die Komponenten A4, ., des

Tensors in einem bestimmten Koordinatensystem bilden eine
Matrix 4 = (A,,), die bei unitiren Transformationen des

HizserT-Raums zﬁfolge (2) dem Transformationsgesetz
(7) A=UA"U?
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unterworfen ist. Das Schema der adjungierten Komponenten
liefert die zu A adjungierte Matrix AT:

.
A = A

Durch Verjingung eines gemischten Tensors zweiter Stufe
erhélt man die invariante Spur der zugehorigen Matrizen A4 :

SpA= 3A4,,.
7 v
Aus zwei gemischten Tensoren zweiter Stufe, die in einem gewissen -
Koordinatensystem durch die Matrizen 4, B dargestellt sein
mogen, erhdlt man durch direkte Multiplikation und nachfolgende
Verjiingung einen neuen gemischten Tensor zweiter Stufe. Dabei
gibt es zwei Moglichkeiten (Verjiingung nach dem einen oder
dem andern Indexpaar); die Matrix des neuen Tensors ist das
Produkt 4 B oder BA der urspriinglichen Matrizen:

Alle Sitze des §7 iiber Matrixfunktionen bleiben infolge des
Satzes 1, § 7 fir die entsprechenden Tensorfunktionen bestehen.
Insbesondere ist z.B. die Definitionsgleichung der Einzelmatri-
zen F2 = F kovariant, und da auch die Bedingung der Hermiti-
zitit kovariant ist, besitzen die durch F2 = F = F' definierten
Einzeltensoren in jedem Koordinatensystem eine Einzelmatrix als
Komponentenschema. Insbesondere ist das Komponentenschema
des tnvarianten Einheitstensors in jedem Koordinatensystem gleich
der Einheitsmatrix.

Die Determinante einer Matrix ist (falls sie existiert) eine
Invariante des zugehorigen Tensors, da

Det (U1 A U) = Det (U~1) Det (4) Det (U) = Det (4) .

Durch direkte Mulliplikation eines kovarianten und eines kontra-

varianten Vektors erhialt man einen gemischten Tensor zweiter
Stufe

9 On_ﬂ_l =T Ym = Ty Ym-
Wir schreiben symbolisch

(9a) C=xXy.
4*
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Nachfolgende Verjiingung liefert das skalare Produkt (z, y).
Durch Multiplikation eines gemischten Tensors zweiter Stufe mit
einem Vektor und nachfolgende Verjiingung ergibt sich ein neuer
Vektor Az mit den Komponenten:

(4 x), = %’An_k xy .
Die Bilinearform endlich

(A=, y) = %’Akz_wz Y = %Akl_wl i

entsteht z. B. durch zweimalige Verjiingung des direkten Pro-
duktes von A mit dem Tensor € in (9).

Wir wollen jetzt einige metrische Eigenschaften des HILBERT-
Raums ins Auge fassen.

Das skalare Produkt erfiillt folgende Ungleichungen :

(10) @) | S V@ o) (y,9) = |||yl
(11) e +y|=|z|+ ]yl

von denen die erste die ScEWARzZsche Ungleichung genannt wird.
Um sie zu beweisen, bilde man mit Hilfe zweier reeller Zahlen «, B

ez + By|* = o (@) + af{(= 9 + (y,2)} + (5 9).

Die linke Seite ist = 0, also muB die Diskriminante der rechts-
stehenden quadratischen Form

(x:x)(y’y)h“lt{(xfy)"i'(y’w)}?go
sein, oder mit (x,y) =&+ i, (y,2) =& —in:
==yl

Ersetzen wir hier # durch ¢!z, wo @ reell ist, so bleibt
die rechte Seite ungeiindert, wihrend & = }{ (2, y) + (y,2)} in

1e'r (x, y) + e~ (y,2)) = Ecos @ — ysing
iibergeht. Also gilt fiir alle ¢
fcosp —nsing < {z|-|y].
Das Maximum der linken Seite ist

|§2+7]2:l(x:y)”
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also gilt in der Tat die Ungleichung (10). Ferner haben wir

@+ yz+y) =@2)+ @y + @2+ 4y
= (z,2) +2&+ (3, 9)
= @) +27@2) (59 + (¥
= {12 + Y.}
und daraus folgt (11) durch Wurzelziehen.

Eine hermitische Form und die zugehérige Matrix A4 heilen
positiv definit (kurz: definit), wenn die Form fiir alle Vektoren x
von endlicher Linge, etwa der Lange 1, nur positive Werte
annimmt:

(12) (Az,2) >0 fur (z,2)=1.
LaBt man auch den Wert Null fiir die Form zu, so nennt man
sie semidefinit. Die Einheitsform ist trivialer Weise positiv definit.
Die Summe zweier definiter Formen ist wieder definit. Ferner gilt:
Ist A eine belichige Matriz, so ist AA" semidefinit, denn

(AAY x,2) =(A%x. AT2) = 0.

Daraus folgt weiter, daBB A AY = 0 nur fir A = 0 stattfindet;
denn fiir 44" = 0 gilt identisch in x

0=(AAt2,2) = (41 x, A 2),

also ist A"z = 0 identisch in z, was A" = 0, mithin 4 = 0,
zur Folge hat.

Ist A eine hermitische semidefinite Matrix, so gilt fir irgend
2wet Veltoren x, y

(13) | @, Ay) | < Vi@, 42) (v, 4y) -
Der Beweis verliuft ganz analog dem der Formel (10). Man
bilde die quadratische Form

(xz + By, Alaz + By).=a?(z, A7) + af{(z, A y) + (y, 42)}
+ 8% (y, 4y
mit irgend zwei reellen Zahlen «, §; diese ist = 0, wenn A4 semi-
definit ist. Folglich ist die Diskriminante

(@ Ax)-(y, Ay) — @ dy) + (. 42)}2 = 0.
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Setzt man nun (z, 4y) = & + 47, so ist wegen 4 = A’
(y,42) = (Ay.2) = (2, Ay)* =& — in;
also hat man
=(x,A2)(y, 4y).

Ersetzt man nun wieder x durch ¢*7 2 mit reellem ¢, so erhilt
man wie oben, S. 52,

G2t nt= (@ Ay) P = (x,47)-(y, A y)

und daraus (13).
Als Korrolar folgt hieraus:

Wenn A eine hermitische, semidefinite Matrix ist und fiir einen
Vektor Ay == 0 ist, so ist

(14) (y,dy) > 0.

Es ist namlich jedenfalls (y, Ay) = 0; whre aber (y, 4y) =0,
so wiirde aus (13) die Beziehung (x, 4 ) = O fiir jeden Vektor z
folgen, also Ay = 0 gegen die Voraussetzung.

§ 11. Hauptachsentransformation der hermitischen Formen.
Die Analogie der hermitischen Formen mit den reellen quadra-
tischen Formen fithrt zu der Frage, ob es etwas der Hauptachsen-
transformation der Flichen 2. Ordnung Entsprechendes auch bei
den hermitischen Formen gibt. Wihrend der Ubergang von einem
reellen Koordinatensystem zu einem andern, dagegen gedrehten
durch eine reelle orthogonale Transformation vermittelt wird,
werden wir hier mit unitdren Transformationen zu tun haben.
Man wird also zu der Frage gefiihrt: (Gibt es eine unitire Trans-
formation x = Uy, durch die die hermitische Form (4, ) in
die Gestalt (ay, y) gebracht wird, wo a eine Diagonalmatrix
bedeutet ? Oder geometrisch: Gibt es zu einem hermitischen Tensor
2. Stufe 4 ein Koordinatensystem, in dem die darstellende Matrix
Diagonalform hat? Nach § 10, (7) hat dann U den Gleichungen

) Ut =U-!, U'AU=a

zu geniigen, wo a = (a,0,,,,) ist.
Schreibt man die letztere

(2) AU="Ua,
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so bedeutet sie fiir die Elemente die Relation
(3) %’AnkUkm: Unmam-

Dies kann man auch als ein System von Vektorgleichungen
lesen, indem man bemerkt, dafl die Elemente U,,, der m-ten
Spalte von U die Komponenten eines Vektors U, bilden, so daB}
die Gleichungen (3) sich in der Form

(4) AU, =a,U, m=1,2,...

schreiben lassen. Transformiert man namlich hierin 4 unitir auf
ein andres Koordinatensystem mittels 4° = V-1 AV, so geht (4)
iber in

va'v-o,=a,U, oder A'V-'U, =4,V U,
und das hat wieder die Form (4), wenn man
Up=V U, oder U, =VUy,

setzt, d. h. U,, wie einen Vektor transformiert [s. § 9, (2)]. Alle
diese Vektoren U, sind offenbar wegen der Unitaritit von U
aufeinander normal. Die urspriingliche Aufgabe ist also mit der
Forderung &dquivalent, eine Zahlenreihe a,, a,,... und ein Sy-
stem aufeinander normaler Vektoren U;, U,,... so zu bestim-
men, daB die Vektorgleichungen (4) erfiillt sind. Diese haben
die Form

(5) Ax =ax;

man hat zu untersuchen, ob es Zahlen a¢ und Vektoren z gibt,
die ihr geniigen.

Im folgenden soll bis zu ausdriicklichem Widerruf angenom-
men werden, daB die Zahl der Dimensionen des betrachteten
Vektorraumes endlich, gleich N ist. Dann bedeutet (5) fiir festes a
ein System von N linearen, homogenen Gleichungen fiir die

N TUnbekannten x;, x,,...xzy. Sie sind dann und nur dann
1osbar, wenn die Determinante verschwindet:
All—a A12 A1N

(6) Det (4 —ak)= Ao

An1 Aya ... Axyn—a
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Das ist eine algebraische Gleichung N-ten Grades, die N Wur-
zeln @ = a,, @y, ... ay hat, von denen auch einige gleich sein
kénnen; man nennt sie Figenwerte, ihre Gesamtheit das Spekirum
der Matrix bzw. Form 4.

Die Eigenwerte sind reell; denn wenn a ein Eigenwert ist,
dann ist (5) durch einen Vektor z erfiillt, und es folgt durch
skalare Multiplikation mit z aus (5)

(7) (Ax, x) = a(x, x).

o ist also als Quotient der beiden hermitischen Formen (A4 x, x)
und (z, ) eine reelle Zahl.

Unterwirft man z der unitiren Transformation z = Uy, so
geht nach §9, (16) A iiber in B=U' AU = U-1 AU; daher
wird

Det (B —aFE) =Det{(U-1(4 —aE)U)
= Det (U1)-Det (4 —a k) Det U,
also wegen Det (U-1) = (Det U)~*:
(8) Det (B —aE) = Det(4 —ak).

Die Determinantengleichung (6) ist also unitdr invariant, mithin
auch thre Koeffizienten und ithre Wurzeln: die Eigenwerte a;, ein-
schlieflich threr Vielfachheit.

Unter den Koeffizienten, den elementarsymmetrischen Funk-
tionen der Wurzeln, findet sich auch, als Faktor von a¥—1, die
Spur der Matrix 4 [s. §4, (21)]:

(9) %’a’k:ZAnn:SpA'

Daf} diese Grofle invariant ist, ist ein Spezialfall des allgemeinen
Satzes [§4, (23)], daB fiir beliebige Matrizen Sp(B-14 B) = Sp4
gilt.

Nun koénnen wir den Hauptsatz formulieren und durch voll-
stindige Induktion beweisen.

Satz 1: Es gibt ecine unitdre Transformation
(10) e=Uy, y=Ulz=U'z,
durch welche die zur Matriz A gehirige hermitische Form auf eine
Summe von Quadraten gebracht wird:

(11) Az, 2) = (ay,y), UIAU=a,
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oder ausfihrlich:
(lla‘) ZAmnxgxn: Za’k Yi yk*
mn k

Das Koordinatensystem, in dem der Tensor A durch die Diagonal-
matrix a dargestellt wird, heifit Hauptachsensystem.

Es gei a, ein Eigenwert und z; ein zugehériger Losungsvektor
der Gleichung (5),
(12) Axr, = a2, 2, +0
den wir durch

(@, 2y) = 1

normieren. Den Einheitsvektor x;, konnen wir (s. §9) zu einem
normierten vollstindigen Orthogonalsystem x,, z,, ...z, er-
ganzen. Es sei U die unitdre Transformation, welche diese Vek-
toren z; in das spezielle Orthogonalsystem e; [s. §9, (20)] iiber-
fihrt:

(]‘3) X, = Uei .
Dann ist nach §6, (c) auch
(14) A'=U"T4AU

hermitisch, und aus (12) folgt durch vordere Multiplikation mit
U-1 und Beachtung von (13) und (14)

A'ey = a,e, .
Diese Gleichung besagt, dafl die erste Zeile (und infolge der
Hermitizitdt auch die erste Spalte) von A’ so lautet:

a,0,0,...0.
Somit hat A’ die Form (als Ubermatrix geschrieben):
, a 0
(15) 4" = —s
0 4

wo A eine (N — 1)-dimensionale hermitische Matrix ist.
Nehmen wir nun an, daB der Satz 1 fiir N — 1-dimensionale
hermitische Matrizen, also insbesondere fiir A4 gilt. Dann gibt
es eine unitire Matrix V derart, dafB
a, 0 ... 0
(16) T A7 — 0 a; ... 0

00 -.. AN
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ist. Setzen wir (als Ubermatrix)

10
. (Y
so ist nach (15) und (16)
(18) VTIA'V = (a30;,) -

Nach (14) ist aber
VAV =V IUTIAUV =(UV) 14UV,

und mit U und V ist auch UV unitér. Somit ist unter Voraus-
setzang der Giiltigkeit des Satzes fiir N —1 eine unitire Trans-
formation gefunden, die die N-dimensionale hermitische Matrix
A auf die Diagonalform bringt. Da der Satz fiir N == 1 trivial
ist, so ist der Beweis erledigt.

Bezeichnen wir wieder die transformierende Matrix mit U,
wie in (10), so kann man die Elemente U, einer einzelnen
Spalte m als Komponenten eines Vektors U,, auffassen. Diese
Vektoren bilden offenbar ein vollsténdiges Orthogonalsystem und
geniigen den Gleichungen (4); sie heilen Eigenvektoren der hermi-
tischen Matrix 4. Sind mehrere, etwa g, Eigenwerte einander
gleich, so sprechen wir auch von einem g,-fachen Eigenwert; zu
einem solchen gehoren offenbar g, linear wnabhingige Eigen-
vektoren.

Die in Satz 1 gegebene Darstellung einer hermitischen Form
als Summe von Quadraten ist aber nicht vollstindig eindeutig.
Zwar sind die Eigenwerte a, eindeutig bestimmt, da sie notwendig
der Gleichung (6) geniigen miissen; wenn es also zwei unitére
Transformationen x = U, y, z = U,z gibt, die die Form (4 z, )
auf die Diagonalgestalt bringen, so mufl

(19) (@y, y) = (az, 2)
sein. Doch brauchen dazu U, und U, nicht identisch zu sein.
Wir wollen die noch bleibende Willkiir feststellen.
Durch Elimination von z erhilt man eine Transformation
von y nach z, die wieder unitér ist:
(20) y=Uz, U=U;'U,, UU'=1.
Setzt man das in (19) ein, so folgt nach § 10, (7)
(21) U-taU=a



§ 11. Hauptachsentransformation der hermitischen Formen. 59

oder
alU —Ua=0.
Das gibt fiir die Elemente die Relation:
(ar, — a)) [}m = 0.

Sobald also zu den Indizes k, [ verschiedene Eigenwerte gehoren,

ist T}kl =0 [s. auch § 5, (13)]. Wir bezeichnen nun die nach der
GroBle geordneten, verschiedener. Figenwerte mit einem oberen
Index r:

(22) a® < a® <o << g M<LN.
Die g, Eigenwerte a,, die gleich a sind, unterscheiden wir durch
einen zweiten Index ¢ =1, 2, ...g,. Dann konnen wir das iiber

die Matrix U gewonnene Resultat so aussprechen: U muB durch
Aneinanderreihen von M je g,-reihigen Matrizen U™ lings der
Diagonalen entstehen, also eine unitdre Stufenmatriz [s. §5, (7)]
sein:

vy o .00

5 0 @ ...0

(23) U= v

0 0 .U

Da U unitir in N Dimensionen ist, sind es die U in g, Dimen-
sionen.

Die unitire Transformation (20) zerfallt also in M je g,-dimen-
sionale Transformationen, die man

(24) Y = Jnzm
schreiben kann, wo die ¢,-dimensionalen Vektoren y© die
Komponenten y{, y{, ...y, ...y haben. Dall umgekehrt
die Form

M

gr
(25) Eakykyk = 2al g;y;”y(”*

gegen die Transformationen (24) invariant ist, leuchtet ein. Dem-
nach gilt der

Satz 2: Die unitire Stufenmatrixz (23) stellt die Willkir dar,
die bei der Transformation auf Hauptachsen noch dibrig bleibt.
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Um eine eindeutige Normalform zu erhalten, fithren wir die
Einzelformen

gr
(26) (ENy, y) = Dyryn*
=1

ein, so genannt, weil ihre Matrix £ eine (N-dimensionale) Einzel-
matrix ist, deren Elemente simtlich Null sind, auler den zu a®
gehorigen Diagonalelementen, die gleich 1 sind; daher gilt

(27 EME® =0 fir r=s.

Nun schreibt sich die Form A nach (25)

(28) Az, 2) = Ya (EDy, y)
T

oder, wenn man mittels y = U~ lz zuriicktransformiert, nach
§10, (7):

(29) Az, x) = SaW (UEWU 1z, ).

Nun ist mit E® auch
(30) FO = ROyt

eine Einzelmatrix als Darstellung desselben- Einzeltensors im ur-
gpriinglichen Koordinatensystem (s. § 10). Ferner sind je zwei
verschiedene der F® aufeinander ,,orthogonal®, d. h. es gilt

(31) FMOF® =0 fiir r=s,

wie sofort aus (27) folgt.
Man kann also die Formel (29) so schreiben:

(32) Az, z) = Ya (FMg, x)
T
oder fiir die Matrizen:
(32a) A= damFn,
Dieselben Uberlegungen, angewandt auf die Einheitsform, liefern
(33) (@, %) = Y(F",x),
oder
(33a) 1= 3Fm,
r

Damit ist eine eindeutige Normalform der hermitischen Matrix
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(Form) A erreicht; wir sprechen das Resultat in kovarianter
Form so aus:

Satz 3: Zu den verschiedenen Eigenwerten a®) eines hermi-
tischen Tensors A gibt es ein System aufeinander orthogonaler
Einzeltensoren FO, deren Summe die Einheit ist und die erlauben,
den Tensor eindeutiqg in die Gestalt

A= JgnFm

zu bringen.

Man nennt das System der Tensoren F die zum hermitischen
Tensor A gehorige Zerlegung der Einheit.

Aus der Hauptachsendarstellung (11a) liest man folgenden
Satz ab:

Satz 4: Eine hermitische Form ist dann und nur dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte a, positiv sind.

Wire nidmlich ein Eigenwert a; < 0, so kénnte man alle
Variabeln y, gleich Null wahlen, auBer y; und dies gleich 1; dann
ware (z,2) = (y,y) =1 und (4dz,2) =a; = 0.

Zusatz: Eine hermitische Form ist semidefinit, wenn kein
Eigenwert negativ ist.

Alle diese Sitze gelten zundchst fiir endliche Matrizen und
Formen von endlich vielen Variabeln. Die Ubertragung auf unend-
liche Matrizen und Formen mit unendlich vielen Variabeln erfor-
dert besondere Untersuchungen; wir werden darauf spiter von
einem allgemeineren Standpunkte (dem der Operatorenrechnung)
aus eingehen. Hier sei nur vorweg genommen, dafl selbst unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen die Hauptsitze richtig bleiben,
vor allem der Satz iiber die Zerlegbarkeit einer hermitischen
Form in Einzelformen (die man bei endlichen Matrizen als
»,Hauptachsentransformation bezeichnen kann), mit dem ein-
zigen Unterschied, daB die Eigenwerte o im allgemeinen aufler
einer diskontinuierlichen Wertereihe auch einen kontinuierlichen
Bereich erfiillen konnen. Dann treten z. B. in den Formeln (32a),
(33a), die die Zerlegung der Einheit fiir eine Form A darstellen,
neben der Summe noch Integralbestandteile auf:

A= 3a"F" + [adF (a),
1=3F0 +[dF(a),
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wo dF (a) differentielle Einzelformen sind. So wichtig gerade dieser
Umstand fiir das Verstindnis der physikalischen Tatsachen
(kontinuierliche Spektren) ist, soll doch vorldufig von dieser
Komplikation abgesehen werden. In der Tat gibt es weite Klassen
unendlicher hermitischer Formen, die nur diskrete Eigenwerte,
ein ,,Punktspektrum*, haben.

Wir werden im folgenden bis auf weiteres voraussetzen, daf
wir es mit endlichen oder solchen wunendlichen Malrizen 2u tun
haben, die nur diskrete, abzihlbare Eigemwerte besitzen.

§ 12. Extremaleigenschaften der Eigenwerte. Die geometri-
sche Darstellung der reellen quadratischen Formen durch Flichen
2. Ordnung erlaubt es, die Eigenwerte (Hauptachsen) durch Ex-
tremaleigenschaften zu definieren. Fragt man nach dem groBten
Radiusvektor vom Nullpunkt nach der Fliche, d. h.

(z, %) = Max. fir (Adz,x)=1,

so entspricht dieser offenbar dem kleinsten Eigenwert; denn man
erhédlt nach § 11, (7) fiir (4, ) = 1 als Lénge des Radiusvektors

}‘/‘(T'L",;j = ’"1,‘: .
a

Ist die grofite Hauptachse gefunden, so kann man die néchst-
groBte so charakterisieren: Man suche in der ,,Ebene*, die auf
der groBten Hauptachse senkrecht ist, den groBten Radius-
vektor der Schnittfigur. In dieser Weise kann man der Reihe
nach alle Eigenwerte erhalten.

All das 1aBt sich ohne weiteres auf die hermitischen Formen
iibertragen. Da aber hier die geometrische Sprechweise doch nur
einen beschrinkten Sinn hat, ist es bequemer, das Extremal-
problem etwas anders zu formulieren, namlich so, da die Eigen-
werte selbst als Minimalwerte erscheinen. Wir behaupten:

Der kleinste Eigenwert a, ist das Minimum der Form
(1) (42,2) = (ay, )
unter der Nebenbedingung
(2) (x, 2) = (y,9) = 1.
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Es ist namlich fiir ¢; < a, (k=2,3, ..

2
]

)
N N
(ay,y) = 2“k!?/k|2§“1 Zlyk
k=1 k=1
N
also wegen Yy, |* = (y, y) = 1
E=1

(ay, y) = a5,

und der Wert a; wird fir den Vektor y mit den Komponen-
ten 1,0,0, ... erreicht. Im x-Koordinatensystem hat dieser auf
Grund der Transformationsgleichungen z = Uy die Kompo-
nenten x, = U,,;, ist also identisch mit dem Vektor U,.

Wir figen nun die Nebenbedingung

(3) (x, U)) = 0

hinzu und suchen wieder das Minimum der Form. Diese Neben-
bedingung lautet im y-Koordinatensystem, wo U; die Kompo-
nenten 1,0,0, ... hat, einfach y, = 0. Die Form reduziert sich
also auf

N N
2 ay ] Yel®
r=2

und hat als Minimum den kleinsten der iibrigen Eigenwerte a,,as, . . .,
der auch gleich a, sein kann. Der zugehorige Losungsvektor ist
U,(0,1,0,0,...). Figt man nun die weitere Nebenbedingung

4) (®,Uy) =0 oder 4,=20

hinzu, so erhilt man als Minimum der Form den néchsten Eigen-
wert a; usw.

Satz 1: Der kleinste Eigenwert der Form (A x, x) ist shr Mini-
mum unter der Nebenbedingung (x, x) = 1; wird es fir den Vek-
tor x = U, erreicht, so ist der zweitkleinste Eigenwert das Minimum
der Form unter den beiden Nebenbedingungen (x, x) = 1, (U, ) =0.
In analoger Weise erhilt man alle Eigenwerte durch Hinzufiigen
der Nebenbedingungen (Uy, x) =0, (Us, ) = 0..., wo die Vek-
toren U,, U, . . . jedesmal die vorangehende Minimalaufgabe losen.

Angstatt in dieser Weise die Eigenwerte durch eine Reihe von
Minimalproblemen zu charakterisieren, von denen jedes die
Kenntnis der Losung der vorhergehenden voraussetzt, kann man
auch direkt den k-ten Eigenwert in der nach ansteigender GroBe
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geordneten Reihe a; =< a, =< - -+ < ay als Lsung eines bestimmten
Extremalproblems bestimmen. Nach R. CouranTt! denke man
sich auBler der Nebenbedingung (z, ) == 1 noch k& — 1 weitere
lineare Bedingungen

5) (%, ap) = 0, p=12,...k—1

vorgegeben. Man suche zunéchst das Minimum der Form (4 z, z)
bei allen diesen Nebenbedingungen; dieses wird eine Funktion
der Vektoren o, (mit den Komponenten e, ,) sein. Sodann suche
man dieses Minimum von (4, x) durch geignete Wahl der «,,,
zum Maximum zu machen.

Bezogen auf die Hauptachsen hat man also zunichst

(6) (@y,y 2% |y |2 = Min.,
(7) () = Xlya|* = 1,

n
(8) (y,ﬂy)=25m?/n:0, 7):1:2:"-k_1~
Wahlt man y,,,=---=yy = 0, s0 ergeben sich aus (8) bei be-
liebigen £, , jedesmal £ — 1 homogene Gleichungen fiir die % Un-
bekannten ,, ... y,; sie haben sicher eine Lésung, die nur bis

auf einen Faktor bestimmt ist, und dieser kann so gew#hlt wer-
den, daB (7) erfillt ist. Fiir diese Werte wird

N
ay’y) Za"lyﬂl éak%lynizzak-
n=

Das zuniichst gesuchte Minimum ist also fir kein Wertsystem
der §,,, grofler als a;,. Es wird aber gerade gleich a,, wenn fiir (8)
die Gleichungen

Yo = "= Y1 =0

genommen werden. So ergibt sich der

Satz 2: Der k-te Higenwert a, der hermitischen Form (A x, x)
ist der grofite Wert, den das Minimum von (Az, x) annehmen
kann, wenn dem Velktor x aufer der Bedingung (z, x) = 1 noch
vorgeschrieben wird, auf k — 1 beliebigen Vekioren o, orthogonal
zu sein: (%, ay) = 0.

1 R COURANT hat die entsprechenden Betrachtungen fiir reelle quadra-
tische Formen angestellt (s. etwa Courant, R. u. D. HiLserT: Methoden
der mathematischen Physik I, 1. Kap., §4).
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Auf Grund dieser Maximum-Minimum-Eigenschaft 148t sich
besonders leicht iibersehen, in welcher Weise die Eigenwerte sich
verdndern, wenn die Variabilitit der z, durch j unabhingige
»Bindungen

9 @, Ym) = 0, m=12,...,7

eingeschrankt wird, so daB sich (4z, x) auf eine hermitische
Form von N — j unabhéngigen Variabeln (4'z, x) reduziert. Der
k-te Eigenwert von (A'z, x) entsteht durch dasselbe Maximum-
Minimum-Problem, wobei nur der Bereich der zur Konkurrenz
zugelassenen Wertsysteme x,, «,, ... y durch (9) verengert ist.
Daher unterschreitet das einzelne Minimum und somit auch der
Eigenwert (als Maximalwert dieses Minimums) bei (4%, x) sicher
nicht die entsprechende GroBe bei (4 z, x).

Ferner ist a;,; das grofite Minimum, das (4, x) besitzen
kann, wenn aufler (x, ) =1 noch k - j — 1 beliebige lineare Be-
dingungen fiir  vorgeschrieben sind, und daher sicher nicht kleiner
als a;, fiir welches j dieser Bedingungen durch die festen Glei-
chungen (9) dargestellt werden. Also ist

’
(453 é ag g ak+_1’,

oder in Worten:

Satz 3: Geht eine hermitische Form (Ax, x) durch j Bedin-
gungen (x,y,) = 0 in eine hermitische Form (A'x, x) von N — §
Variabeln idiber, so sind die Eigenwerte af,ay, . ..ay_; der letz-
teren micht kleiner als die entsprechenden Zahlen der Reihe
@y, @, ... ay_; und nicht grofler als die entsprechenden Zahlen der
Reihe a;,4, ...ay.

Anstatt ein Maximum-Minimum-Problem zur Kennzeichnung
der Eigenwerte zu benutzen, kann man ebensogut ein Minimum-
Maximum-Problem zum Ausgang nehmen. Man erhdlt dann
wiederum die a,, nur in umgekehrter Reihenfolge.

Diese Sitze gestatten, den Einflu von ,,Bindungen‘ auf die
Lage der Eigenwerte abzuschiitzen.

§ 13. Gleichzeitige Hauptachsentransformation vertauschbarer
hermitischer oder unitirer Matrizen. Es seien eine Reihe von

hermitischen Matrizen (Tensoren) AM, A® . . AY gegeben, die
alle untereinander vertauschbar sind:
(1) [4®), 40] = o, k1=1,2 ... f

Born-Jordan, Quantenmechanik. 5
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Wir zeigen, dafl sie sich gleichzeitig auf Hauptachsen transfor-
mieren lassen.

Zunichst denke man sich A® auf die Diagonalform gebracht
mit Hilfe der unitiren Matrix U; es sei also

@) U-1ADT = g = (a14,,,) .
Zugleich gehe A® iiber in
(3) U14® U = B®,

U ist nur bis auf einen Faktor U bestimmt ; dabei ist U die durch
§ 11, (23) dargestellte unitdre Stufenmatrix, deren Stufenléngen
die Gewichte (Vielfachheiten) gl von A® sind. Aus (1) folgt nun
fir k=1,1=2
U-1[AD, A®1U = 0,
[U-1AWU, U1A® U] =0,

(4) [a®, B = 0.
Das bedeutet aber
(4a) (@) —ally B® = 0.

Folglich ist B2 =0, wenn ol =+ a/Y; wenn man a® als ge-
ordnete Diagonalmatrix (mit den Multiplizititen g V) wihlt, ist
also B® eine Stufenmatrix

B&Y O - 0 ...
(5) B® =10 B&» o ...,

wobei B®" eine g - reihige Matrix ist. B® ist also mit der durch
§ 11, (28) definierten unitédren Matrix U stufengleich. Daher kann
man in U den noch willkiirlichen Faktor U s0 bestimmen, daf
B® eine Diagonalmatrix ¢® wird. Dann hat man

(6) Ut4® U = a® = (aP4,,,).

Diese SchluBweise kann fortgesetzt werden: Die Transforma-
tionsmatrix U ist durch (2) und (6) noch nicht eindeutig bestimmt,
gondern nur bis auf einen Faktor, dessen Elemente simtlich ver-
schwinden, wenn fiir die Indizes n,m entweder a{) 4= a{l) oder
a{® + a ist. Ist nun

() U-1A® U = B®,
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so folgt aus der Vertauschbarkeit von A® mit A® uynd 4@
wie oben, dafl auch die Elemente B,(f;,), verschwinden, wenn ent-
weder al) + afP oder a{? + a2 ist. Also reicht die Willkiir in U
aus, um B® in eine Diagonalmatrix a® zu verwandeln. Das
Verfahren 148t sich fortsetzen, bis alle Matrizen A®, 4@ 4O

auf die Diagonalform gebracht sind, und wir haben den

Satz 1: Zu jedem System AV, AD . . AD  hermitischer
Matrizen, die paarweise miteinander vertauschbar sind, gibt es
eine unitdre Matrix U, die sie zugleich auf die Diagonalform
bringt:

(8) U-1A® U = o, k=12 ...1.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist der Nachweis,
dafl man jede unitire Matrix U durch eine unitire Transforma-
tion auf die Diagonalform bringen kann. Es sind néimlich wegen
UU'=U'U =1 die Matrizen

(9) A=W HUY,  Be (U-UY

hermitisch und miteinander vertauschbar. Also kann man sie
nach Satz 1 simultan auf Hauptachsen transformieren; dann sind
aber auch

(10) U=d4+iB, U'=4—iB

in Diagonalmatrizen (Phasenmatrizen) verwandelt.

Satz 2: Jede wunitire Matrixc lifit sich durch eine wnitdre
Transformation tn eine Phasenmatrixz transformieren.

Hieraus folgt die Umkehrung eines in § 7 bewiesenen Satzes,
wonach man aus jeder hermitischen Matrix A4 eine unitire durch
den Ansatz

(11) U = ei4

gewinnen kann: Man kann auch umgekehrt zu jeder unitiren
Matrix U eine hermitische 4 so bestimmen, dal} die Gleichung (11)
gilt. Dazu nehme man U nach Satz 2 in der Diagonal-
form U = (e** §,,,) an, wo a,, reelle Konstanten sind. Dann hat
die hermitische Diagonalmatrix 4 = (a,d,,) offenbar die ge-
wiinschte Eigenschaft, und diese bleibt bei unitdrer Transfor-
mation erhalten.

5*
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Satz 3: Zu jeder unitdren Matriz U gibt es eine hermitische

Matriz A und umgekehrt, so daf
U = ei4
1st.

Den Satz 2 kann man ohne weiteres auf den Fall mehrerer
vertauschbarer unitirer Matrizen verallgemeinern:

Satz 4: Eine Reihe miteinander vertauschbarer unitérer Matri-
zen UM, U@ UD Lann durch eine einzige unitire Troms-
formation U in eine Reihe wvon Phasenmatrizen transformiert
werden :

(12) U-tUWY = W, || =1.
Mit UM, ... U gind auch UW-1 =pypmt [pHh-1=pnt
miteinander und mit UW, ... U vertauschbar, also auch alle
Ay =1 (UD + ymty, oAy = LU+ Uty
1 1
S M _pgot —_ [t
B, 2i(U unty, ... B, Zi(U unty,

Diese sind auch hermitisch, also konnen sie gleichzeitig
auf die Diagonalform gebracht werden, und mit ihnen

U®W = 4, +iB,,....U" = A, iB,.

§ 14. Funktionen vertauschbarer hermitischer oder unitérer
Matrizen. Wir hatten in §7 Matrizenfunktionen mit Hilfe von
Polynomen und Grenzwerten von Polynomen definiert. Man kann
nun die Hauptachsentransformation der hermitischen oder der
unitiren Matrizen benutzen, um Funktionen wvon solchen Ma-
trizen (oder von Tensoren), sofern sie vertauschbar sind, unab-
héngig von der Darstellbarkeit als Grenzwert von Polynomen
(etwa als Potenzreihe) zu erkliren. Betrachten wir zunéchst
Funktionen eines einzigen Arguments. KEs gei eine eindeutige
Funktion f(£) des reellen Arguments & gegeben; wir konnen
dann willkiirfrei bestimmen, was unter derselben Funktion der
hermitischen Matrix A, f(A) zu verstehen sei.

U sei eine unitére Matrix, die 4 auf die Diagonalform U-14AU=aqa
bringt; ist dann f(a) = f(U-14A U) die Diagonalmatrix, die in der
Diagonale die Elemente f(a,) hat, so definieren wir

(1) fAd) = Uf(@ Ut =U-f{(UTAU)-U-1.
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Die Definition ist unabhéngig von der noch in U steckenden

Willkiir, dargestellt durch die unitire Stufenmatrix I}, § 11, (23);
denn f(a) ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente immer
innerhalb jeder Stufe von U konstantl, namlich gleich f(a®)
sind; fiir jede Teiltransformation U™ hat man also UM f (at) U -1
= f(a™). Eine kovariante Formulierung der Definition (1) ge-
winnt man mit Hilfe der Zerlegung des Tensors 4 in Einzelten-
soren (§11, Satz 3). Ist

(@) 4= a0 Fo,

so hat man offenbar
(3) f4) = i@ F,

Hier springt die Eindeutigkeit der Definition sofort ins Auge.

Ist f(&) eine Funktion, die aus ihrem Argumente & durch
endlich viele rationale Operationen (Addition, Multiplikation
Division) herzustellen ist, so stimmt offenbar fiir eine beliebige
Matrix 4 die neue Definition von f(A4) mit der fritheren tiberein.
Dasselbe gilt fiir eine solche Potenzreihe f(&), die fiir alle (reellen)
¢ konvergiert, sofern sie auch fiir A konvergent ist. (Nur unter
dieser letzten Bedingung ist die frithere Definition f(4) iiberhaupt
anwendbar).

Betrachten wir jetzt eine Funktion f(A), die fiir eine spezielle
Matrix 4 mit bestimmten Eigenwerten a, gebildet werden soll,
go konnen wir behaupten: Wenn man die Funktion f(£) fir die
in Frage kommenden Stellen £ = a, durch eine konvergente
Potenzreihe darstellen kann (bei den endlichen Matrizen kann
man, wie wir weiter unten [Formel (7), (8)] zeigen werden,
immer mit einem Polynom (N — 1)-ten Grades in & auskommen)
und wenn diese Potenzreihe auch dann konvergiert, wenn man &
durch die Matrix A4 ersetzt, so kommt man auf die urspriingliche

1 Wenn f(a(") eine mehrdeutige Funktion ist, braucht das nicht der
Fall zu sein. Das hat zur Folge, dal mehrdeutige Funktionen einer und
derselben entarteten Matrix nicht miteinander vertauschbar zu sein brau-

\
und @ — <O é) beide Fin-

0
\O——l) 1

1
heitswurzeln, sowohl nach der aiten [xf =3} = <0 (l)ﬂ’ wie auch nach der

1
chen. So sind z. B. die Matrizen x, = (

neuen Definition (vgl. Satz 2), aber zy2, = - x,2,.
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Potenzreihen-Definition von f(4) zuriick. Doch ist die neue Defi-
nition (1) oder (3) wichtig fiir die spitere Behandlung unendlicher
Matrizen, besonders wenn es sich um unstetige Funktionen f(£)
handelt, z. B. um die Funktion, die in einem gewissen Intervalle
gleich 1 und sonst gleich 0 ist. '

Als Anwendung dieser Betrachtungen diene die Bemerkung,
dafl eine hermitische Matrix A nur dann eine Reziproke A-1
besitzt, wenn alle ihre Eigenwerte von Null verschieden sind.
Denn in diesem Falle ist, wie oben bemerkt wurde, f(&) = &1,
d.h. f(a,) = a,*, und wenn ein a, = 0 ist, so ist das entspre-
chende f(a,) = 00. Dies stimmt fiir endliche Matrizen mit der
gewohnlichen Formulierung der Bedingung fiir die Existenz von
A-1 iiberein, daB Det A &= 0 sein mull. Es ist ndmlich Det 4
= Det (U-14U) = Det a = aa, . . ..

Die Definition (1) kann nach §13, Satz 1 auf Funktionen
FAW AD . AM) von r untereinander vertauschbaren Matri-
zen A® ausgedehnt werden, sofern f(&M, &® . £M) als ein-
deutige Funktion von 7 gewohnlichen Zahlen gegeben ist. Dann
gibt es namlich eine unitire Matrix U, die alle A® gleichzeitig
auf Hauptachsen bringt:

U1 AR = a,(k),
und man hat zu definieren:
4) AV, A AN = Uf(a®,a®,...a U1
= Uf(UTAVD,.. UTANTU)Y UL,
wo f(a®,a®, ... a®) die Diagonalmatrix mit den FElemen-

ten f(al, al®, ... a{”) bedeutet.
Im AnschluB3 hieran beweisen wir den

Satz 1: Mehrere vertauschbare Matrizen A®, A® A ®
sind darstellbar als Funktionen einer einzigen Matrix B:
(5) AN =f(B), A®={,(B),... A" ={.(B).

Zum Beweise bringe man A®M, ... A" gleichzeitig auf die
Diagonalform :

UlAW Y = a® .

Wir wahlen nun eine Diagonalmatrix b mit lauter verschiedenen
Diagonalelementen b,, by, ... und definieren die Funktionen f,
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in der Weise, daB
fr(by) = al(k), fr(bg) = %(k), s

Diese Funktionen leisten das Gewiinschte; denn man hat fiir

B=UbU
AR =Ua® U = Uf () U™ = [, (UbU™) = f,(B).

Wir wollen eine spéiter niitzliche Bezeichnung einfiihren. Die
Systeme von zusammengehorigen Eigenwerten der vertausch-
baren Matrizen 41, A® . A® die sich bei der gleichzeitigen
Hauptachsentransformation ergeben, also die Zahlensysteme

) 2) (r)
(6) all’, al®,...alf

nennen wir kurz die Eigenwerte des Matrizensystems AWV , ... A®,
Die Berechtigung dieser Bezeichnung ergibt sich daraus, daB
offenbar die in der Transformationsmatrix U verbleibende Will-
kiir lediglich Permutationen der Zahlenreihen (6) untereinander
zulaft.

Alle diese Definitionen und Sitze iibertragen sich ohne weiteres
auf Funktionen von unitiren Matrizen.

Wir fiigen noch einige einfache Bemerkungen iiber Matrizen-
funktionen eines Arguments an, von denen man oft Gebrauch
macht. Sind a®), a®, . . . a®) die verschiedenen Eigenwerte einer
(endlichen) hermitischen Matrix 4, so betrachten wir die Funktion

(7 F& =@¢E—a®)(E—a®) ... (E—a®)
= &M o M e ey—1 €+ om.

Bilden wir jetzt nach der Definition (1) die entsprechende Matrix-
funktion F (A4), so verschwindet diese, da F (&) gerade so kon-
struiert ist, daB es Null wird, wenn man fiir £ irgend einen Eigen-
wert @, von 4 einsetzt. So erhalten wir die sogenannte HamMILTON-
CAYLEY sche Gleichung

(8) F(4)=0.

Jede hermitische Matrix mit M voneinander verschiedenen Kigen-
werten geniigt also einer Gleichung M-ten Grades, ein Resultat,
das wir oben schon erwidhnt haben.

Allgemeiner kann man offenbar (auch fiir unendliche Matrizen
mit diskreten Eigenwerten) sagen: Ist R(&) eine Funktion der



72 2. Kap. Mathematische Grundlagen.

reellen Variabeln &, die fiir alle Eigenwerte a® einer hermitischen
Matrix 4 verschwindet, so gilt R(4) = 0. Es gilt aber auch die
wichtigere Umkehrung: wenn eine hermitische Matrix einer Glei-
chung R(4) = 0 geniigt, so folgt aus (1) sofort R(a) =0, d. h.
alle Eigenwerte sind Wurzeln der Gleichung R(&) = 0. Wir
haben also den

Satz 2: Eine hermitische Matrix A geniigt dann und nur dann
einer Gleichung

R(4) =0,
wenn alle Eigenwerte Wurzeln der Gleichung

R(¢) =0
sind.

Daraus folgt, daBl fiir eine endliche Matrix die HamiLToN-
CayLeysche Gleichung die Gleichung niedersten Grades ist, der
die Matrix geniigen kann.

Wir machen eine Anwendung auf die Einzelmatrizen F (s. § 8),
die definitionsgemifl der Gleichung

9 R(F)=F*—F =0

geniigen. Aus Satz 2 folgt dann sogleich:

Satz 3: Jeder Eigenwert einer Einzelmatrix ist entweder gleich 0O
oder gleich 1. Man kann daher jede Einzelmatrix durch unitire
Transformation in eine Diagonalmatriz E™ transformieren, bei
der m Stellen der Diagonale mit 1, alle ibrigen mit O besetzt sind.

Dieser Satz gibt die anschaulichste Erlauterung des eigent-
lichen Wesens der Einzelmatrizen. .

Man kann die Elemente der Einzelmatrix F durch die Kompo-
nenten derjenigen Eigenvektoren ausdriicken, die zu den Eigen-
werten 1 gehoren. Jeder Vektor y 1aBt sich ndmlich durch das
vollstindige Orthogonalsystem der Eigenvektoren z®, z®@ .. .
ausdriicken in der Form

= X (y, x™)
n
Daher wird
= 3y, ™) Fa®
n
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und hier ist Fx™ = 0, auBer, wenn ™ zum Eigenwert 1 gehort,
wo dann Fax ™ = x® jst. Folglich wird
Fy= 3(y,a®)am,
(n)
wo die Summe jetzt nur iiber die zum Eigenwert 1 gehérigen Eigen-
vektoren zu erstrecken ist. Das bedeutet aber fiir die Elemente:

(10) F, = %’xé’”x;’”*
n

oder mit der Bezeichnung des direkten Produktes (s. § 10, (9a)):
(11) , F = Jxm x gt

(n)

§ 156. Einfache (irreduzible) und zerleghare (reduzible) Matrizen-
systeme. Fir Systeme beliebiger gleichartiger (s. §4), im all-
gemeinen nicht vertauschbarer Matrizen 7T, T,, ... haben wir
eine wichtige kovariante Begriffsbildung zu formulieren und einige
Satze dariiber abzuleiten. Man nennt ein System von gleichartigen
Matrizen T, T, . .., die simtlich hermitisch oder simitlich unitir
sind, einfach oder irreduzibel, wenn es micht moglich ist, sie alle
gleichzeitig durch eine unitire Transformation auf die Form von
Stufenmatrizen

7 0
(1) Ty == <O T(‘)))

mit dbereinstimmender Stufenteilung zu bringen. Ist eine Trans-
formation auf die Form (1) mdglich, so wird das Matrizensystem
als zerlegbar oder reduzibel bezeichnet.

Die Matrizen (1) sind offenbar mit der gleichstufigen Diagonal-
matrix

9 . dED Q
o = 0 a’E®

vertauschbar, wo @', a’ beheblge Zahlen und ED, E‘Z’ die ent-

sprechenden Einheitsmatrizen zu den Teilmatrizen T ) bzw. T<2)
sind. Daraus folgt, daB ein Matrizensystem sicher nicht die Form (1)
haben kann, also irreduzibel ist, wenn man wei}, dafl es keine
andere, mit allen Matrizen des Systems vertauschbare Matrix
gibt als ein Vielfaches der Einheitsmatrix.
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Es gilt aber auch das Umgekehrte: Wenn eine Matrix 4 mit
allen Matrizen 7', des einfachen Systems vertauschbar ist, so
ist A bis auf einen Zahlenfaktor gleich der Einheitsmatrix.

Man kann A sogleich als hermitisch voraussetzen. Wire nim-
lich A nicht hermitisch, so kénnte man statt .4 die hermitischen
Matrizen 4, = A 4+ A" und A, = i(4 — A') betrachten; denn
mit 4 muB auch A" und daher auch 4, und 4, mit allen T,, T, . ..
vertauschbar sein, weil diese entweder alle als hermitisch oder
alle als unitidr vorausgesetzt wurden.

Eine hermitische Matrix 4 aber kann man durch eine unitire
Transformation auf die Diagonalform (a,d,,) mit reellen a,
bringen. Transformiert man die 7, durch dieselbe unitire Trans-
formation, so bleiben die Voraussetzungen [T, A] = 0 erhalten
und nehmen die einfache Gestalt

(3) (a’n - a/m) Tlc (77'7 m) =0

an. Wir denken uns nun 4 als geordnete Diagonalmatrix, so dafl
die einander gleichen a, aufeinander folgen. Géabe es nun solche a,,,
die nicht gleich dem zuerst angeschriebenen @, sind, so wire
fur alle Indizes =, fiir die @, a, ist, nach (3)

T.(m,m)=0, Te(m,n) =0,

d. h. alle T, hatten die verbotene Form (1). Folglich sind alle a,,
einander gleich, etwa gleich @, und man hat 4 = aE. Diese
Eigenschaft bleibt bei unitdren Transformationen erhalten.

Wir haben also das Resultat gewonnen:

Satz 1: Ein System von gleichartigen Matrizen T,, T,, . . .
st dann und nur dann einfach, wenn jede Matrix A, die mit allen T,
vertauschbar ist, bis auf einen Zahlenfaktor die Einheitsmatrix ist.

Aus diesem Satze oder auch unmittelbar aus (1) entnimmt
man den

Zusatz: Ein einfaches oder zerlegbares Matrizensystem T, T, ...
bleibt einfach oder zerlegbar, wenn man thm Summen oder Produkie
oder sonstige Funktionen der T,,T,, ... hinzufigt. Auch kann
man dem System Ty, T, . .. die zugehorige Einheitsmatrix Ty = E
hinzufiigen, ohne seine Einfachheit bzw. Zerlegbarkeit aufzuheben.

In vielen mathematischen und physikalischen Problemen

spielt ein ProzeB eine Rolle, der aus f Systemen von jeweils
gleichartigen Matrizen
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(1) (1) (1)
tO > b 3 t )
k k k
(4) to", 1t ...
(f) h h
tO s tl( ’ t2 3

ein neues Matrizensystem abzuleiten gestattet, welches wir als
., Verschmelzung der Matrizensysteme (4) bezeichnen wollen. Wir
betonen ausdriicklich, da zwei zu verschiedenen k gehorige Ma-
trizen (4) micht gleichartig zu sein brauchen.

Die zum System %k gehorigen Indizes seien n,, m,, so daf
fur alle s

(5) ta(k) = (ték) (ng, mk))

Wir bezeichnen abkiirzend mit A, das, was ibrig bleibt, wenn
man in dem Produkt

By Onate - - Oy

den Faktor 4, m auslafit.
Dann bilden wir das ,, Verschmelzung‘‘ genannte System gleich-
artiger Matrizen gemil der Vorschrift:

©) {Ts(k) = (Ts(k) (Mg, Mgy - o My My, My, . .. My));

3 (%)
TE g, ngs oo gy my, my, .o my) = At (my,, my) .
Bilden wir aus den {7, t®, . .. fiir ein festes k eine Funktion
(k) (k)
(7) F(tO s b, - ) = (f (nk’ mk))’

so ist dieselbe Funktion der T gegeben durch
(8) {F(Ték), Tl(k), o) = (F(ng, na, ... 5 My, My, ... my));

Fng, ...np my, ... my) = A4, f(n,, my).

Ferner geht T, ®' durch den gleichen ProzeB aus £®7' hervor,
wie T® aus t®. Danach ergibt sich

(k) (k), t(2k), ... eine

Satz 2: Besteht 2wischen den Matrizen &y, t;
Gleichung

k k kBt Bt
FP ¢® @ ®T =0,

s0 bleibt diese bestehen, wenn man die 2 durch die T® nach (6)
ersetzt.
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Als Sonderfille dieses Satzes hat man:

Zusatz: T® ist gleichzeitig mit t& hermitisch bzw. unitir.

Man entnimmt ferner aus (6) mit Riicksicht auf die Defini-
tion von A, den

Satz 3: Es ist stets

9) (78, 1P1 =0 fir k1.
Ferner gilt

Satz 4: Die Verschmelzung von f einfachen Matrizensystemen
ist wieder ein einfaches Matrizensystem.

Sei némlich 4 = (4 (ny, ny, . . . ny; My, My, . . . mMy)) eine mit
allen T® vertauschbare Matrix:
(10) ATH —7®4 —0.
Nun wird nach (6)
ATs(k)(nl,...nf; My, - .. My) ©
= MNAMy, ... 0y My, .. Mp_q, Prs Myyys - My) s (D, My),
11 Px
(1) T,gk)A(nl(,k)... gy My, ... My)
= Dt (g, Pr) A (Bys « o - Mpe1s D> Mpgrs -+ My My, oo My).
i

Nehmen wir also aus der Matrix 4 alle Elemente heraus, bei denen
simtliche Indizes auBer n, und m, bestimmte spezielle Werte
haben, so erhalten wir, wie (11) zeigt, eine Teilmatrix, die mit ¢
gleichartig und vertauschbar ist, wenn (10) gilt. Also mul} diese
Teilmatrix wegen der vorausgesetzten Einfachheit des Sy-
stems P, ¢® ... nach Satz 1 der Einheitsmatrix E® pro-
portional sein oder in Formeln

A My, Mgy ooy Ny My, My, ., My)
’
= Onemp A (Myy oo Mgy Mgy - Mgy My, oo Mgy, Mg, - - M),

wo also A’ von n,, m, unabhiingig ist. Diese Gleichung muf} aber
fir alle £ =1,2,...f gelten und fithrt somit zu

A(ny, Ny, . By, My, My, o .. My)
:aén,mlamm, "'6"/Mf:aE’7h...1lf,m1...mf

als notwendiger Bedingung fiir die Giiltigkeit von (10). Das ist
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aber nach Satz 1 gleichbedeutend mit der behaupteten Einfach-
heit des Systems aller 7',®.

Eine wichtige, wenn auch fast triviale Eigenschaft des Pro-
zesses der Bildung von Verschmelzungen sei hervorgehoben: Wenn
man statt der Verschmelzung aller f Matrizensysteme (4) zu-
nichst die Verschmelzung etwa der ersten f' (f << f) dieser
Matrizensysteme bildet und das so entstehende System mit den
iibrigen verschmilzt (die ihrerseits gleichfalls zuvor schon teilweise
verschmolzen werden diirfen), so entsteht dasselbe System wie
durch Verschmelzung aller einzelnen Systeme (4). Indem wir
die in den Zeilen (4) stehenden Matrizensysteme T, T®, .. . T?
nennen und die Verschmelzung von T und T @ mit TW vV T@
bezeichnen, konnen wir diesen Sachverhalt ausdriicken als ein
assoziatives Gesetz

(TO YT Y IO =T\ (TO Y IE)=TOY I®YVITO,
Die Verschmelzung aller Systeme (4) ist entsprechend durch
T=FTDL YT YV...\y TE ...\, TN

zu bezeichnen.

Fiir die durch (6) definierten Matrizen T%® von & werden wir
auch die Bezeichnung

(12) T;k):E'(l) X B® X ... Bk % ts(k) X BETD x ... BW

gebrauchen, wo die E® wieder die Einheitsmatrizen der Sy-
steme TO sind.

Wir betrachten nun ein zerlegbares Matrizensystem 7', T, . . .
Durch eine unitire Transformation kann man alle 7', in die Form
von gleichstufigen Stufenmatrizen

(13) T, = (TF 8,,)

bringen, und zwar derart, dal jedes der zu einem bestimmten
Werte r gehorigen Matrizensysteme T, T, . .. einfach ist. Wir
nennen dann diese Systeme T, T{", ... die einfachen oder irre-
duzibeln Bestandteile des Matrizensystems 7'y, T, . . . Das in die
Gestalt (13) transformierte Matrizensystem wird auch als die
direkte Summe der irreduzibeln Bestandteile bezeichnet.

In dem besonderen Falle, daB alle 7', miteinander verfauschbar
sind, kann die Zerlegung (13) so weit gefiihrt werden, da$ die
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StufengroBen gleich 1 und die Matrizen T{" gewshnliche Zahlen
werden: das ist offenbar nur eine andere Formulierung des In-
halts von Satz 1, §13. In diesem Falle sind die irreduzibeln
Bestandteile einfach die Eigenwerte des Matrizensystems (s. § 14,
S.71). Die Transformation eines Matrizensystems in die Ge-
stalt (13) ist also als Verallgemeinerung der Hauptachsentrans-
formation einer einzigen Matrix oder eines Systems vertausch-
barer Matrizen anzusehen.

Im aligemeinen Falle ist offenbar nicht nur die Reihenfolge
der irreduzibeln Bestandteile in (13) willkiirlich, sondern es kann
iiberdies jeder irreduzible Bestandteil 77", 75", ... noch mit
einer gleichartigen, sonst beliebigen unitéiren Matrix U trans-
formiert werden. In Verallgemeinerung unserer friilheren Satze
iiber die eindeutige Bestimmtheit der Eigenwerte 1a3t sich jedoch
zeigen, daB im dbrigen die irreduzibeln Bestandteile eindeutig
bestimmt sind. Dies ist ein tiefer liegender mathematischer Satz,
dessen Beweis wir hier nicht geben wollen, da die weiter aus-
holenden Uberlegungen und Begriffshildungen, die dazu erforder-
lich sind, spiter! in andern Zusammenhingen noch eingehend
betrachtet werden miissen.

Wir formulieren und beweisen endlich den

Satz 5: Hs sei T® (k=1,2,...f;8=1,2,...8) ein ein-
faches System wvon hermitischen Matrizen, bestehend aus f Teil-
systemen Ts(k) (mit jeweils bestimmtem k) der folgenden Higen-
schaften:

a) Zwei Matrizen aus zwer verschiedenen Teilsystemen sind stets
vertauschbar:

(14) (7®, TP =0 fir k1.

b) Jedes einzeine Teilsystem Ték) (mit festem k) besitzt einfache

Bestandteile t&P, die sich alle unitir ineinander transformieren
lassen.

Dann geht das System T;k) durch eine unitire Transformation
hervor aus der Verschmelzung der Systeme 1®

Der Beweis braucht nur fir den Fall f = 2 ausgefithrt zu
werden, da man nach den obigen Bemerkungen eine Verschmelzung

1 In der geplanten Fortsetzung dieses Buchs.
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von f Systemen stets durch wiederholte Verschmelzung von je
zwei Systemen erzeugen kann. Wir transformieren also das System

1 1 1
%, TP, . T
™, P, 1P
unitdr derart, daB das Teilsystem T ausreduziert erscheint;

wegen b) kann dabei mit entsprechender Indizierung der Matrix-
elemente die Form

[ U 10U = (7] (g g5 mymy)
(15) )
1 = (6nz mots (T, m1))
hergestellt werden. Andererseits sei
(16) vt r(Z)U:( Y (g g 5 my my))
Aus der Voraussetzung (14) wird dann:
%{Tr” (ny 1y 5 ky my) t-sfl) (ky> my) — ts(l) (nyky) T (ky s 1y )} == 0

jeder Ausschnitt der Matrix T, (n,n,; m;m,) mit festen n,, my ist
also eine mit dem einfachen System der ¢{*) vertauschbare Matrix,.
und folglich ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Wir erhalten:

T/ (nyny 5 mymy) = 6'/11 m, t/ (ny, ms) .

Das bedeutet aber, daB das System T&, 7® aus t& und 17
durch Verschmelzung hervorgeht. Soll nun das Gesamtsystem
einfach sein, so mufl auch das System ¢ (r =1, 2,...) einfach
sein, also mit ¢ (bis auf eine unitére Transformation) iiberein-
stimmen.

§ 16. Simultane Diagonaltransformation zweier Formen. Reelle
Formen. Die unitdre Diagonaltransformation einer hermitischen
Form kann man auffassen als simultane Diagonaltransformation
der beiden Formen

(x,x) und (A, ),

von denen die erste definit ist und von vornherein die Diagonal-
form hat. Man kann nun leicht sehen, daB es nicht darauf an-
kommt, daf} die erste Form gerade die Einheitsform ist; vielmehr
lassen sich zwei Formen

(Az,x) und (Buz,z),
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von denen die eine definit ist, stets gleichzeitig (durch eine im
allgemeinen nicht unitdre Transformation) auf eine Summe von
Quadraten transformieren. Sei etwa A definit, dann transformiere
man zundchst 4 unitdr auf die Diagonalform durch z = U,a’,
so daB
(1) (Az,2) = (ax’,a’), U, Ul =1, UT* AU, = a.

Dann transformiere man die neue Form durch

1 1
' =a *x"” oder az' ==z,

ausfiihrlich
) ”
V“n xn = xn }
in die Einheitsform,

(2) (ww',x'):%anlxﬂzs (x",x")szlea'{lz;

wegen der Voraussetzung, dafl 4 definit ist, ist die Diagonal-
matrix alf = (}/anénm) reell. Durch die Aufeinanderfolge dieser
beiden Transformationen x = U,a-%a"" geht B iiber in

(3) B —aturBUat.

Diese Matrix bringe man nun unitir durch ' = U,¢& auf
die Diagonalform

(4) (B'a", 2"y = (b§,§),
wobei
(5) (Ae,z) = (x", a") = (& §)

erhalten bleibt.
Das Ergebnis ist also, dafl durch die Transformation

(6) v =U,a" U,
die definite Form (4, x) in die Einheitsform (&, &), die Form
(Bx, x) in eine Diagonalform (b &, &) iibergeht.

Natiirlich kann man auch beide Formen 4 und B in Diagonal-
matrizen mit von 1 verschiedenen Elementen verwandeln; man
braucht nur nachtriglich noch mit & = Vo &' zu transformieren,

wo a eine Diagonalmatrix mit positiven Elementen ist, und er-
hilt mit § = ab

(7 (Aw,z) = (x&", &), (Ba,x)= (B¢, &").
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Da offenbar die Diagonalmatrix b, d. h. die b, und ihre Viel-
fachheit, eindeutig bestimmt ist, so ist «—1f unabhéngig von der
transformierenden Matrix.

Wir haben also bewiesen:

Satz 1: Zwei hermitische Formen, (Ax, x) und (Bzx, x), von
denen die eine positiv definit ist, lassen sich immer simulian in
Summen von Quadraten mit reellen Koeffizienten transformieren:

©) (Az,z) = (¢§,§), (Bz,x)=(BE,§), »=8&;

dabei ist das Produkt o188 von der Transformationsmatriz S un-
abhdngig.

Ein dhnlicher Satz gilt fiir den Fall, daf man zwei Formen
verschiedener Variabelnreihen, (4 z, «) und (By, y) hat, von denen
eine definit ist; man kann zeigen, daB diese sich gleichzeitig auf
die Diagonalform bringen lassen, wihrend die bilineare Einheits-
form (x, y) invariant ist, also mit Hilfe von kontragredienten
Transformationen z = S &, y = 5; 7.

Hierzu transformiere man zunichst, ganz wie oben, die Form 4
auf die Einheitsform mittels « — U,a~* 2, wo U, unitir und a
die Eigenwertmatrix von 4 ist; zugleich transformiere man y
kontragredient, d. h. man setze y = U,a*y’, danach § 6, (11), (14)

U, = U,, 4% = a? ist. Dann hat man

(Az,z) = (', 2')
9)

_ 1
By, y)=B'y,y), B =a ¥ UT*BU,a*.

Nunmehr transformiere man (B’4/, y') unitér durch y' = Uy
auf die Diagonalform (b%, n) und lasse zugleich z’ kontragredient

~

in & iibergehen; da aber U, = U,, so hat man ' = U, & und
erhilt

(10) {(Ax’x):(g’g)’ = Ui P08,
(By,y) = (bn,m), y = Ula% Usn.

Auch hier kann man endlich mit Hilfe der Diagonalmatrix o mit
positiven Elementen durch die Transformationen

rops

1 1 _
an E=o"8, n=d"n = 'y

Born-Jordan, Quantenmechanik. 6
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die Gestalt

(12) {(Ax,x)Z('XE',S'),

(By,y) = (Bn',n’)
erreichen, wo
(13) f=a"1b.
Da offenbar b eindeutig bestimmt ist, so gilt dasselbe fiir das

Produkt « B, d.h. fiir die Produkte entsprechender Diagonal-
glieder «, 8, und ihre Vielfachheit.

Satz 2: Zwei hermitische Formen wverschiedener Variabeln-
rethen, (4 z, x) und (By, y), von denen die eine positiv definit ist,
lassen sich simultan kontragredient in Quadratsummen mit reellen
Koeffizienten transformieren :

(14) (Az,z) = (0§, §), = %E,

(By,y) = (:87]’77)’ y=8n;

dabei ist das Produkt o f = (o, $,0,m) von der Transformations-
matriz S unabhingig. Diese Matrix 8§ 146t nédmlich noch eine ge-
wisse Willkiir zu: Man kann zunichst durch & = o ¥&' die Form
(&, &) in (&', &) verwandeln, sodann &' beliebig unitér trans-
formieren in & = UE&"”, endlich (&',&"”) in (p&'”, &) mit einer
beliebigen reellen Diagonalmatrix y = (y,d,,,,) verwandeln durch
&= y’% &". Das gibt zusammen die Transformation & = T&"
mit 7 = o ¥ Uy% — 1. Daher kann man zu 8 hinten den Faktor
T= oc_%Uy% hinzufiigen, wo U eine beliebige unitire und y eine
reelle Diagonalmatriz ist.

Wir haben uns in allen diesen Erorterungen auf Matrizen mit
komplexen Elementen bezogen. Samtliche Sétze gelten natiirlich
insbesondere auch fiir reelle Matrizen, lassen aber bei diesen noch
Verscharfungen zu von folgender Art:

Reelle hermitische Matrizen sind symmetrische Matrizen im
eigentlichen Sinne; man ordnet einer symmetrischen Matrix
A= (4,.) zweckmilBigerweise nicht eine hermitische Form

DA, m %y T, mit komplexen z, zu, sondern eine guadratische

nm

Form X A,,, x, *, mit reellen xz,. Das skalare Produkt definiert
nm

man in diesem reellen Bereiche durch (z, y) = > 2,¥,; dann
n
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kann man die quadratische Form wieder (4 z, ) schreiben. Eine
unitére Matrix mit reellen Koeffizienten ist eine orthogonale Matrix
im gewohnlichen Sinne. Der Satz von der Hauptachsentrans-
formation (Einzelform-Zerlegung) hermitischer Formen verschirft
sich dann in der Weise, daf} eine reelle quadratische Form durch
eine orthogonale Transformation auf Hawptachsen gebracht werden
kann. Dagegen 148t der Satz von der Hauptachsentransformation
unitirer Matrizen keine solche Verschiarfung zu. Man kann zwar aus
ihm schlielen, daf3 jede reelle orthogonale Matrix auf die Diagonal-
form gebracht werden kann; doch ist diese Transformation —
von trivialen Ausnahmen abgesehen — nich{ mehr unter Be-
schrinkung auf das reelle Gebiet moglich.

Diein diesem Paragraphen abgeleiteten Sitze iiber die Simultan-
transformation zweier hermitischer ¥ormen, deren eine definit
ist, gelten ebenso fiir reelle quadratische Formen mit der Ver-
schiarfung, dafl die Transformationsmatrix S reell ist, also auch

ihre kontragrediente S = §-1,

Drittes Kapitel.
Die Gesetze der Matrizenmechanik?.

§ 17. Die kanonischen Vertauschungsregeln. Nachdem wir die
Grundziige der Algebra und Analysis der Matrizen kennen gelernt
haben, wenden wir uns nun der eigentlichen Aufgabe zu, der
Formulierung einer Matrizenmechanik. Diese mufBl eine Verallge-
meinerung der durch Quantenbedingungen ergdnzten klassischen
Mechanik sein; wir werden daher die neuen Gesetze durch korre-
spondenzmiBige Ubertragung der mechanischen Bewegungs-
gleichungen und der Quantenbedingungen gewinnen.

Wir beginnen mit dem einfachen Fall eines Systems von nur
etnem Freiheitsgrad. Dieses beschreiben wir, wie in der klassischen
Theorie, durch zwei Grofen g und p, die wir, wie dort, Koordinate
und Impuls nennen, die aber nicht Zahlen, sondern hermitische
Matrizen sein sollen:

1) ¢"=q, p'=p.

1 BorN, M. u. P. JorpaN: Z. Phys. Bd. 34, 8. 858. 1925. Dirac, P. A. M.:
Proc. Roy. Soc. Lond. (A) Bd. 109, S.642. 1925. Borwn, M., W. HEISEN-
BERG u. P. JorpaN: Z. Phys. Bd. 35, S. 557. 1926. Vgl. auch den Bericht
von W. HurseNBERG: Math. Ann. Bd. 95, S. 683. 1926.

6*
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Dann korrespondieren sie nach § 3 mit reellen GroBen der klassi-
schen Theorie. Alle mechanischen Eigenschaften des Systems
werden sich dann als (sich selbst adjungierte) Funktionen von g
und 9, also wieder als (hermitische) Matrizen darstellen lassen.
Da nun in der Matrizentheorie im allgemeinen das kommutative
Gesetz der Multiplikation nicht gilt, wird die erste Frage sein:
sind ¢ und p vertauschbar oder nicht? Und im letzteren Falle,
welches ist der Wert des Klammersymbols [p, ¢]?

Die Antwort hierauf erhdlt man durch korrespondenzméBige
Ubertragung der Quantenbedingung, die fiir ein periodisches
System in der BoHRschen Theorie lautet:

2) J=4¢pdqg=hn.

Dabei ist also vorausgesetzt (s. Bd. 1, §9), daB die Energie-
gleichung H(p, g) = W geschlossene Kurven in der p, g-Ebene
definiert, und die Forderung (2) besagt, daB man aus dieser
Kurvenschar durch Wahl der Energiekonstanten W solche Kurven
auswahlen goll, fiir die das iiber einen Umlauf erstreckte Integral
ein ganzzahliges Vielfaches der PrLanckschen Konstanten A wird.
Nun formulieren wir diese Bedingung um in eine Gleichung
zwischen den Fourierkoeffizienten von ¢ und p. Es sei

(3) q (t) == Z’qtezniwr-t, P (t) —_ Zpr-e2;mj.yt.t;

T T

hier sind p,  ¢,, v Funktionen der durch (2) definierten Wirkungs-
variabeln J. Andererseits folgt durch Einsetzen von (3) in (2):

1
J=4¢pqdt= fdt Sp, 2mive g, e2riGta)ve
0 7,6
=—22mi-tpyq._,.
Differenzieren wir dies nach J, so folgt
d
= —2ai 3T (D gr)-
1 w2755 (Peg-r)

Hierauf kann man nun die in §2 an mehreren Beispielen er-
liuterten Ubertragungsprinzipien anwenden: Man ersetze p,_(J)

1 HriseNBERG, W.: Z. Phys. Bd. 33, S.879. 1925.
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durch p, ,,_, q_. (J) durch g, _, , und den Differentialoperator

T c’?iJ durch Differenzbildung. So erhilt man
27
1= — ‘7” {2pn+z,n Qn,n+v — an,n—rQn—r,n} .

Der Summationsbuchstabe 7 durchlauft positive und negative
Werte derart, daB in der ersten Summe die Zahl # + 7 und in
der zweiten Summe die Zahl n — 7 stets einem moglichen Werte
des Index(Zustandes) entspricht. Damit jetzt 7 in beiden Summen
denselben Wertebereich durchlauft, schreibe man im ersten
Gliede — 7 statt t; dann wird

271
4) A 2(pn,n—th—r,n““ Tn,n—~1Po—z,n) = L.

T

Dies ist im wegentlichen der in §2 bereits erwéhnte THOMAS-
Kunxssche Summensatz®, der von diesen Verfassern auf Grund
seines Zusammenhanges mit der Dispersionstheorie aufgefunden
wurde (8. § 46). Der Summationsbuchstabe 7 durchliuft jetzt in
beiden Gliedern der Differenz positive und negative Werte derart,
daB durch n — 7 jeder stationdre Zustand des Systems dargestellt
wird. Die linke Seite ist also das n-te Diagonalelement der Matrix

1
(5) %(pq~qp)=[p,q],

des in §4, (7) eingefithrten Malles der Nichtvertauschbarkeit,
und zwar ist die Konstante [s. auch §4, (30)]

h
(6) AP
ein Wert, den wir im folgenden ‘durchweg beibehalten werden.
Da die Diagonalelemente von [p, ¢] gleich 1 sind, so sind also p
und ¢ sicher micht kommutativ.

Eine Aussage iiber die iibrigen Elemente von [p, ¢] kann man
auf diesem korrespondenzmifBigen Wege nicht bekommen. Wir
machen die Hypothese (die wir spiter durch andere Betrach-
tungen stiitzen werden), dafl alle iibrigen Elemente von [p, ¢]

1 Tromas, W.: Naturwissensch. Bd. 13, S.627. 1925. Koun, W.:
Z. Phys. Bd. 33, S.408. 1925.
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verschwindenl; das heiBt, die Vertauschbarkeit soll gewisser-
maBen ,beinahe’* gewahrt sein. Demnach formulieren wir die
,,verscharfte Quantenbedingung oder besser die kanonische Ver-
tauschungsregel fiir einen Freiheitsgrad

(M (gl =E=1.
Die Funkiion [p, q] ist sich selbst adjungiert [s. §7, (4)]; denn
man hat nach §7, (2)

1 1
»q]" = wlap—prd=-_(Pg—qp = [p,ql,

weil »# nach (6) rein imaginar ist.

Daher ist die Vertauschungsregel (7) im Einklang mit der
Forderung (1), daB p, ¢ hermitische Matrizen sind.

Bei Systemen von mehreren, etwa f Fretheitsgraden beniitzen
wir zur Beschreibung 2f hermitische Mairizen ¢y, p;, die f Paare
konjugierter Koordinaten und Impulse bilden. Es liegt nahe, in
Analogie zu (7) fiir diese folgende kanonische Vertauschungsregeln?®
anzusetzen:

(8) (P> 91] = Osr 5
Pr> Pl =0, [¢ q:]=0.

Da die Klammersymbole simtlich sich selbst adjungierte Funk-
tionen der py, g5 sind, sind diese Bedingungen im Einklang mit
der Forderung, daB alle p,, ¢, hermitische Matrizen sind.

Um diese Vertauschungsregeln zu rechtfertigen, kann man
zuniichst den Fall betrachten, daB das mechanische System aus
| Teilsystemen von je einem Freiheitsgrad besteht, die vollig un-
gekoppelt sind und einzeln durch die Matrixgrofen g, (n;, my),
P (ny,, M) b

9 (P> 0]l = 1

dargestellt werden. Auf welche Weise man nun Matriz en zur Dar-
stellung des Gesamtsystems zu bilden hat, erkennt man durch
eine Korrespondenziiberlegung. Es seien in der klassischen Theorie
f ungekoppelte Systeme von je einem Freiheitsgrad vorgelegt;

1 BogrN, M. u. P. Jorpax: Z. Phys. Bd. 34, S. 858. 1925. Dirac, P. A. M.:
Proc. Roy. Soc. Lond. (A) Bd. 109, S. 642. 1925.

2 Dirac, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. Lond. (A) Bd. 109, S.642. 1925.
Borx, M., W. HeisENBERG u. P. JorDAN: Z. Phys. Bd. 35, S. 557. 1926.
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J e, wy, seien Wirkungs- und Winkelvariable fiir das k-te System,
so daB ¢, p; periodische Funktionen von w; sind, deren FOURIER-
Koeffizienten von J, abhéngen, also z. B.
@ (W, i) = 2‘11(1]5) () €27 emnwon
{h
Dann kann man die f Systeme zu einem einzigen zusammen-
gefalit denken, indem man jedes der g, p; formal als Funktion
aller 2f GroBen J,,...J,, w, ... w, auffaBt, also z. B. schreibt:

K ; .
95 (wl’ coL Wy Jl’ . Jf) — Zq’(n)---Tf(J17 o Jf) e2n’b(wln+- wrTe) |
Tiy en o If
Damit dies nun mit ¢, (w;, J;) identisch ist, miissen die FOURIER-
Koeffizienten offenbar folgende Bedingungen erfiillen:

q,(f)(Jk), wenn t; = 0 fiir alle I = £,

(10) g o (Jy, .o Jp) = {
4 0, wenn 7, = 0 fiir mindestens ein I < k.

Dies hat man sinngeméal in die Quantenmechanik zu tber-
tragen: Die beiden Matrizen ¢, p, des k-ten Teilsystems, dem
der Index =, zur Unterscheidung von Zeilen und Spalten zu-
gehort, ersetzt man durch Matrizen @, P, deren Zeilen und
Spalten durch das Indexsystem =, %, ... %, ... n, unterschie-
den werden, entsprechend allen verschiedenen Zustéinden des Ge-
samtsystems. Da ferner J, mit kn, korrespondiert und 7, mit
n, — my, so dbertragen sich die klassischen Formeln (10) fiir die
Fourier-Koeffizienten folgendermafBlen auf die Matrixelemente:

@ (ny, Ny, ... By; My, My, ... My)
a5 (ng, my), wenn n, = m, fir alle I = £k,
(1) o 0 , wenn n; == m, fiir mindestens ein [ & k;
Py (ng, ny, ... ng5 my, my, ... my)

{ Dy (M, M), wenn n, = m,; fir alle I £,

0 , wenn n; == m, fiir mindestens ein I + k.

Dies ist aber nichts anderes als die in § 15, (6) definierte Ver-
schmelzung der Matrizensysteme ¢y, py; ¢a, P23 - - - 7, Py, und
man kann mit dem dort gebrauchten Symbol A, schreiben

Qr(ny, -y My, . oMy) = A @ (ng M) 5

Py, ooomy; my, omy) = Ay Py, (g, My)5

(11a) {
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oder, in der Bezeichnungsweise von § 15, (12):
Q=EV X .- X E*™D x g, X E&tD x ... x U,
P,=E® X .. X FE™V X p, X FETD x ... x O,
Aus § 15, (8) und (9) folgt dann sofort unter Voraussetzung
von (9) die Giiltigkeit von (8).
DafB iberdies nach §15, Satz 4, die durch (11) definierten
Matrizen wieder ein einfaches System bilden, wenn jedes der

Paare q;, p; ein einfaches System darstellt, wird sogleich von
Wichtigkeit werden (§18).

(11b)

Fiir eigentliche mechanische Systeme, deren Freiheitsgrade
sich beeinflugsen, kann man den Ansatz (8) durch eine Korre-
spondenzbetrachtung stiitzen!. Es handelt sich darum, festzu-
stellen, was die Gleichungen (8) im Grenzfall der klassischen
Mechanik bedeuten. Hierzu muBl man die Matrixelemente mit
groBien Werten von n und m ins Auge fassen.

Das Matrixelement z,, ,, soll in den Fourier-Koeffizienten z, (J)
der korrespondierenden klassischen Gréfe z(J, w) iibergehen, wo
J ., wy, die Wirkungs- und Winkelvariabeln sind und v =»n — m
ist. Indem wir nun, wie oben bei dem aus f ungekoppelten Einzel-
gystemen gebildeten System, den Index #» in so viele Indizes
7y, Ny, . . . Spalten, als es unabhéngige Wirkungsvariable des korre-
spondierenden klassischen Systems gibt, setzen wir

(12) Ty = Tp,n—r = 2, (M) = x,(J)
und fithren den Grenzproze so, daf
ny, — 00, zugleich A —0,
aber n,h = J, endlich

bleibt. Die mit 7, ¢ bezeichneten Indizes sind endliche Zahlen.
Fiir irgend zwei GréBen z, y bilden wir nun

(x?/ —yx)nm = %’xnkykm - ‘lZ/,ynlxlm

(13)

= 2 (xn,n—z Yn—2,n—1~0 — Yn,n-0 xn~a,n——a-—z)
T+o=n—m

- 2 {(xn,n~z —_ xn—n,n—t—a) Yn—r,n—1—0
Tto=n—m
— (Yn,n—0 — Yn--r,n-1—0) xn—o,n—t—a} .

1 Drrac, P. A. M.: Proc. Roy. Soc. Lond. (A) Bd. 111, S.281. 1926.
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Nach (12) ist

1 1 oz (J
z(xu,nftﬁxnfa,n—r—tr) = —z(xz(J)_xt(J—o‘h)) - %Gk’f;;*)
und
Yn—v,n—1~0 = ?/,,(J - Th) Y, (J) -
Mithin wird

27m 890 ()

14) - XY —YX)ym— 271 {o‘ Yo (J) —35"
=n—-m
oy (J
— Tk xt (J) 77(?%;7)[

Denkt man sich nun die «x, y korrespondierenden klassischen
Grofen als mehrfache FourtER-Reihen nach den Winkelvariabeln
w,, angesetzt, z. B.

J) —_ le (J) ezm'(wz),

so gind die Ableitungen aa—,] 88 Fourier-Reihen derselben
k Wy

Form mit den Koeffizienten

(5’21) EACH
J/ e J,
(15) 5; ; 9Jy
xr .
(@;)t = 27!?/1,0%1(:]).

Daher kann man (14) so schreiben:

(16) ?(wy—yw)nme% 2 {(;ﬁg;) <B%><;—5/>}

—nm

Rechts steht aber der zum Index n — m gehérige Fourier-Koef.

fizient von
N (2x 0y _ﬁ,a_y)
-k-“ 2J, 0wk Ow,0J,/)’

das ist die in der klassischen Mechanik als Jacosi-PorssoNsches
Klammersymbol [z, y] bezeichnete GroBe (s. Anhang 2). Da diese
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kanonisch invariant ist, hat man fiir irgendwelche kanonischen
Variabeln p,, ¢;.:

0
Freawrn

(17) ;’T'b i pk Qk
oy

wobei der Pfeil bedeuten soll, dafl das Element n, m der Matrix
fiir grofle n, m asymptotisch in den Fourier-Koeffizienten (n — m)
der klassischen Grofle tibergeht. Es ist daher gerechtfertigt, fir
die korrespondierenden Groflen der klassischen Theorie und der
Quantentheorie dasselbe Zeichen [z, ] zu verwenden.

Tut man das aber, so sieht man, daB die Vertauschungs-
regeln (8) mit den Identitdten korrespondieren, die man erhalt,
wenn man in den JacosI-Porssoxschen Klammern x und y gleich
irgendwelchen der Grolen g, p; setzt (s. Anhang 2)1.

Damit sind die Vertauschungsrelationen als sinngemaBe Ver-
allgemeinerungen klassischer Formeln nachgewiesen, und zwar
gerade der Bedingungen dafiir, daBl ein Variabelnsystem p,, g,
kanonisch ist. Man wird daher auch in der Quantentheorie jedes
System von Matrixpaaren p,, ¢,, die den Vertauschungsrelatio-
nen (8) geniigen, als kanonische Variable bezeichnen. Wir werden
im § 19 sehen, daB fiir jedes System kanonischer Variabeln die
Grundgleichungen der Mechanik auf eine Form gebracht werden
konnen, die mit der kanonischen Form der klassischen Bewegungs-
gleichungen formal tibereinstimmt.

§ 18. Folgerungen aus den Vertauschungsregeln. Wir wollen
aus den Vertauschungsregeln einige Folgerungen ziehen.

Zunichst sieht man, daB keine der Matrizen g, p, endlich
sein darf. Denn wire es der Fall, so wiare auch die Matrix
[p, q] endlich, und ihre Spur nach §4, (22a) gleich Null; da aber
[p, 9] = E sein soll und SpE gleich der Ordnung der Matrix ist,
so hat man einen Widerspruch. Wir haben also das Ergebnis:
Die Matrizen der Quantenmechanik sind unendliche Matrizen.

Spiter 2 werden wir allerdings sehen, dafl es gelingt, auch end-

1 Natiirlich darf man nicht verlangen, daB das klassische Klammer-
symbol [z, y] auch fiir zwei beliebige mechanische Gréflen z und y mit
dem entsprechenden quantenmechanischen [z, y] genau iibereinstimmt.

? In der geplanten Fortsetzung des Buches.
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liche Matrizen in die Quantenmechanik einzufiihren, und zwar
dadurch, daB man unsere Definition kanonisch konjugierter
GroBen durch die Vertauschungsregeln durch eine andere, all-
gemeinere ersetzt. Vorldaufig aber halten wir an der Unend-
lichkeit der Matrizen fest.

Keine der Matrizen p;, ¢, kann eine Diagonalmatrix sein, so-
lange wir daran festhalten, dal der Index » einen diskreten Wert-
bereich durchlauft (wovon wir spiter absehen werden). Denn wire
etwa p; = (pr(n) 6,,), 80 hitte man

1 .
(Pe> Glam = — (pr (n) — P (m)) g (0, M) = Oy s

was bei endlichem g, (n, m) fir #n = m einen Widerspruch gibt.
Dieser Umstand ist z. B. von Bedeutung fiir die Frage nach der
Definition von Wirkungs- und Winkelvariabeln J,, w, in der
Quantenmechanik.

Wir haben nun einige formale KEigenschaften der quanten-
theoretischen Klammersymbole

3

== ——
271

anzugeben. Es gelten, wie in der klassischen Theorie [s. Anhang 2,
(11)] die trivialen Identitdten

1
1) (@, yl =@y —yx),

[x, y] =—1[y, =],
(2) [x +y, 2] =[x, 2] + [y, 2],
[zy, 2] = [%, 2]y + z [y, 2].

Aus diesen folgt, dafl man auch hier die partielle Differentiation
einer Funktion x(py, ... Ds, 41y - - - qs) nach den Argumenten auf
Bildung von Klammersymbolen zuriickfiihren kann [entsprechend
den klassischen Gleichungen Anhang 2, (12)]:

ox or

(3) ’a'q— = — [-’13, p,] , bp [:L‘, QT]'

Zunichst sieht man, daB diese Gleichungen sich fir x = p und
x = q einfach auf die Vertauschungsregeln § 17, (8) reduzieren.
Sodann nehme man an, sie seien fiir zwei Funktionen ¢ und
schon bewiesen; dann folgt aus (3) ihre Giltigkeit fir ¢ + o
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und @y. Fir ¢ + p ist das trivial. Fiir g9 hat man nach
§7, (15)
o9y _ Oy , O¢
=@ - Y= » Y1+ [P, .
9g, ~Paq, Tag, Y= PlenvITlrely

Andererseits ist nach (2)

[‘7”/)’ Pr) = [‘P, Py + <P[1/’, Pr)

also
o9y _
’aqr - [‘P’P, pr]'
In derselben Weise behandelt man die Ableitung nach p,.
Daraus folgt, da (3) fiir Polynome, also auch fiir beliebige,
durch Potenzreihen darstellbare Funktionen gilt.
Endlich hat man auch das Analogon zur JacoBischen Identitit
[s. Anbang 2, (17)]:

4) [x7[y>z]]+[y’ [Z’x]] + [z,[x, y]] =0.

Der Beweis ist hier viel einfacher als in der klassischen Theorie :
man gieht beim Ausschreiben der Klammersymbole, dafl sich je
zwei Glieder fortheben.

Nach Feststellung dieser formalen Regeln haben wir nun
Schliisse iiber den Charakter der Matrizen gy, p; aus den kano-
nischen Vertauschungsregeln zu ziehen.

Es gilt folgender wichtige

Satz 1: Wenn die hermitischen Matrizen qf, pp(k=1,2,...f)
ein kanonisches System bilden, also den Vertauschungsregeln

(5) [P0 471 =6x1, [P0, PP1=1[g0 ¢01=0
geniigen, und wenn U eine unitdre Matrix ist, also
(6) Ut=1u-t,

80 1ist

(7 7=U"1¢QU, p,=U0"1pdU

wieder ein hermitisches, kanonisches Matrizensystem.

Man sieht namlich nach §7, Satz 1 sofort, daf aus (7) auch
tur die ¢y, p, die Giiltigkeit der kanonischen Vertauschungsregeln
folgt. Dall die py, g; iiberdies hermitisch werden, folgt aus § 6,
Satz ¢, (17).
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Wenn ein kanonisches Matrizensystem gy, p, zerlegbar (redu-
zibel) ist (vgl. § 15), also mit geeignetem unitirem U in der Form
(7) geschrieben werden kann derart, dal

8 0 — 79) 0 0 — plgl) 0
( ) qk - 0 q’?) ’ pk - 0 p,(c.z)

ist, so sind die irreduziblen Bestandteile des Systems gy , pg selbst
wieder kanonische Matrizensysteme. Zur vollstindigen mathe-
matischen Untersuchung der kanonischen Matrizensysteme ge-
niigt also die Betrachtung der einfachen kanonischen Matrizen-
gysteme.

Wir werden im folgenden stets voraussetzen, daff die kanonischen
Matrizen q,, pi ein einfaches oder irreduzibles System bilden.

Nunmehr kénnen wir beweisen, daB Transformationen, die
einem Matrizensystem g, p, den kanonischen Charakter und
gleichzeitig die Realitdt wahren sollen, notwendig unitir sein
miissen:

Satz 2: Soll ein (einfaches, hermitisches) kanonisches Matrizen-
system qf , pp durch eine Transformation

(9) G=U"1qU, p,=U"1pdU

wieder in hermitische Matrizen q, p, tbergehen, so unterscheidet
sich U von einer unitiren Matriz nur durch einen Zahlenfakior.
Denn aus § 6, Satz d, folgt, daB die Matrix UU' = V mit allen
g7, py vertauschbar ist. Ferner ist VI = (UUN)' =UU' =7V,
d.h. V ist hermitisch. Folglich ist nach §15, Satz 1, V bis auf
einen Zahlenfaktor a gleich der Einheitsmatrix, also UUT = o E.
Hier ist a erstens reell wegen des hermitischen Charakters von
V = UU", und zweitens auch positiv, da UU"' definit ist (vgl.
§ 10, S. 53). Dividiert man also U durch die reelle Zahl ]/E, 80
wird es unitér.

Fiir die spateren Entwicklungen ist die Frage wichtig, ob es
in Umkehrung der Sitze 1, 2 stets moglich ist, zwei einfache
kanonische Matrizensysteme g, p, und gg, py durch eine unitére
Transformation ineinander iiberzufithren. Mit gewissen Einschran-
kungen werden wir diese Frage spiter (§23) bejahen kénnen.

Matrizentransformationen der Gestalt (9) treten in der Quan-
tenmechanik in ganz verschiedenen Bedeutungen auf, die scharf
auseinander gehalten werden miissen. Erstens kénnen wir fir
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die unitire Matrix U eine Funktion der Matrizen py, g5 wihlen;
dabei werden die py, gy als unbestimmte (variable) Matrizen auf-
gefafit, die lediglich den kanonischen Vertauschungsregeln ge-
niigen miissen. Dann werden auch die p,, ¢, gewisse Funktionen
der pg, g5

(10) D= 0D 40 %= 9 (DY, q0),

welche die Eigenschaft besitzen, ihrerseits wieder die kanonischen
Vertauschungsregeln zu befriedigen. Als Umkehrung der Glei-
chungen (10) werden gewisse Gleichungen

(10" =) (Pr> @) 4 = 40 (Pr> 1)

die pg, gy als Funktionen der p;, ¢, darstellen. Jede als Funk-
tion der kanonischen GrundgréBen pf, gb definierte mechanische
GroBe kann auch als Funktion der p,, ¢, dargestellt werden
(und umgekehrt). Die Einfiihrung der p;, g, an Stelle der p2, ¢
entspricht dem klassischen Begriff der kanonischen Transforma-
tionen (z. B. Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu schief-
winkligen oder zu Polarkoordinaten). Ihre Darstellung durch die
Formeln (9) ist allerdings &uBlerlich ganz verschieden von allen
in der gewohnlichen Mechanik bekannten Darstellungen kano-
nischer Transformationen. Doch besteht trotzdem ein enger
Korrespondenzzusammenhang, auf den wir spiter zuriickkommen,

In ganz anderem Sinne werden wir in Kap. VI Matrizentrans-
formationen (9) betrachten. Wir werden dort ndmlich, wie schon
zu Anfang des §9 angedeutet wurde, nicht mehr eindeutig be-
stimmte Matrizen, sondern Tensoren des HILBERT- Raums als mathe-
matische Darstellungen physikalischer Groflen beniitzen; dabei
betrachten wir g, und g7 als verschiedene Matrixdarstellungen
(Komponentenschemata) ein und desselben Tensors, also ein und
derselben physikalischen GroBe, in verschiedenen Koordinaten-
systemen des HILBERT-Raums. Die Gleichung (9) mit einer bestimmt
vorgegebenen Matrix U entspricht dann einer bestimmten unitéren
Transformation des HiLBrT-Raumes.

Wir wollen hier noch einen Spezialfall der kanonischen Trans-
formationen betrachten, namlich linear-homogene ,,Punkttrans-
formationen®, bei der die g, linear-homogene Funktionen der gy
sind. Damit diese sich selbst adjungiert sind, miissen die Koeffi-
zienten reelle Zahlen sein. Unsere Aufgabe ist die Bestimmung
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geeigneter p, zu den ¢;. Diese Aufgabe kann durch Aufsuchung
einer geeigneten Matrix U entsprechend (7) gelost werden, doch
schlagen wir hier einen anderen Weg ein. Ist f die Anzahl der
Freiheitsgrade und S = (8;;) eine beliebige reelle Matrix von
f Reihen und f Spalten,

é = (S;Icl)

ihre kontragrediente Matrix, so behaupten wir, dall die lineare
Transformation

f o
(11) qx :lg qulO: Pr :'l:zl klplo
oder kurz
(11a) g=8¢° p=28p°

die Vertauschungsregeln in sich tiberfithrt. Zunéchst sind nam-
lich alle ¢, unter sich und alle p; unter sich vertauschbar, wenn
es die gf und p) sind. Sodann hat man

it — e = 28, 208,92 — 8,80 8,,,22)

mn
= 38,5, @0e —4)P,)
ma
= Zékn Sin;
n

nun ist aber nach Definition [§ 6, (11)] SSt =1 oder, da S
reell ist, SS =1, d. h.

Zslcnsln - 6kl .
n
Daher erhalt man in der Tat

(P> @) = Or1-
Ist insbesgndere § eine reelle, orthogonale Matriz O, so ist
[s. §6, (14)] O = O und man hat statt (11la)
(12) q= 0q° p=0p°
Das FErgebnis formulieren wir als

Satz 3: Eine lineare reelle Transformation der Koordinaten-
matrizen q, und eine dazu kontragrediente Transformation der
Impulsmatrizen p, lipt die Vertauschungsregeln invariant. Ins-
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besondere gilt das fiir simultane, reelle, orthogonale Transformationen
der q, und p,.

Dieser Satz ist offenbar wesentlich dafiir, da man die kano-
nischen Vertauschungsregeln auf die rechiwinkligen Roumkoords-
naten x, y,z eines Massenpunktes und die zugehérigen Impulse
Do Dys P, anwenden kann: Bei einer Drehung des dreidimensionalen
rdumlichen Koordinatensystems bleiben, wie es verlangt werden
mufl, nach Satz 3 die Vertauschungsregeln invariant.

§ 19. Die kanonischen Bewegungsgleichungen fiir abgeschlossene
Systeme. Wir gelangen nunmehr zur Ubertragung der Grund-
gleichungen der klassischen Mechanik in die Matrizentheorie.

Ein bestimmtes System (etwa ein Wasserstoffatom) wird in
seinen mechanischen Eigenschaften am einfachsten dadurch be-
schrieben, daB man die Energie als Funktion der Koordinaten
und Impulse, die sogenannte HamruroNsche Funktion, angibt:

1) H{q,p)=H (g1, --- 95 P1>--- Ps)

wir nehmen hier zunichst an, daB diese HamirLToNsche Funktion
nicht explizit von der Zeit abhingig sei. H soll also in bestimmter,
eindeutig definierter Weise aus den Argumentmatrizen g, p;
durch die Rechenprozesse der Matrizenaddition und Multipli-
kation aufgebaut sein. Auf welche Weise man zu der Kenntnis
kommt, daf} gerade eine bestimmte Funktion H fiir ein physika-
lisch gegebenes System die richtige Energiefunktion ist, diese
Frage liegt — genau wie in der klassischen Theorie — auBlerhalb
des Rahmens der Mechanik im engeren Sinne. Man muf} an-
nehmen, daB die Funktion H entweder aus einer tiefer gehenden
physikalischen Theorie — etwa einer quantenmifigen Formu-
lierung der Elektronentheorie — deduktiv ableitbar ist; oder aber,
daBl man, geleitet durch Analogien zur klassischen Mechanik,
auf induktivem Wege, durch Probieren und Vergleich der Folge-
rungen mit der Erfahrung, die richtige Form von H gefunden
hat. Wir werden auf diese Fragen noch verschiedentlich zuriick-
kommen. An dieser Stelle wollen wir lediglich untersuchen, wie
bei gegebener Energiefunktion H die Quantenmechanik aufzu-
bauen ist.

Durch eine Bedingung haben wir freilich die Willkiir in der
Wahl von H einzuschrinken: H soll eine sich selbst adjungierte
Funktion der Argumentmatrizen sein. Denn dann wird H eine
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hermitische Matrix, sobald man hermitische Matrizen fir g, p;
eingetzt, und korrespondiert mit einer reellen Energiefunktion der
klassischen Theorie.

Nunmehr kann man die kanonischen Bewegungsgleichungen
ohne Anderung aus der klassischen Mechanik {ibernehmen:

_oH . __oH
apk, * an.

Neben diesen Gleichungen haben wir entsprechend dem
HersEnBERGschen Ansatz (13), § 3 die Beziehungen

@) 0

g (nm) =2miv(nm)g(nm),
3) Pr(nm) =2miv(nm)p, (nm),
hv(nm) = W, — Wy,
mit zundchst unbestimmt gelassenen Termen % W, zu fordern.

Verbinden wir diese Gleichungen (2), (3) mit der Forderung,
daB die Matrizen gq;, p; ein einfaches kanonisches System bilden
sollen, so kénnen wir folgende Schliisse ziehen:

GemaB §4, (31) ist auf Grund von (3):

(4) =W, @], Pp=1IW, pil,
wo W wie in §4, (29) die Diagonalmatrix

®) W= (W, 6nm)

bezeichnet.
Gemal §18, (3) ist andererseits auf Grund von (2):

(6) qk = [H, ¢;], plc = [H, pi].
Es wird dann nach (4), (6):
[W—H:Qk]zo: [W—H:pk]zo'

Da aber die gy, py ein einfaches Matrizensystem bilden, mufi, nach
§15, Satz 1, W — H ein Vielfaches der Einheitsmatrix sein; also

(7 H=W+aE

mit einem reellen Zahlfaktor a.
In dieser Gleichung (7) sind in Riicksicht auf (5) zwei wichtige
physikalische Satze enthalten:

Born-Jordan, Quantenmechanik. 7
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1. Energiesatz: Die Energie H ist eine Diagonalmatriz, also
zeitlich konstant.

II. Bonrsche Frequenzbedingung: Die mit h multiplizierten
Spektralterme (die W,) stimmen bis auf eine additive Konstante
diberein mit den Energiewerten H (nn) des Systems.

Da die additive Konstante in den Spektraltermen willkiirlich
ist, kénnen und wollen wir im folgenden stets die W, so nor-
mieren, daB

(8) H=W
wird.

Es ist nun fiir die weitere Entwicklung von entscheidender
Bedeutung, daB man die eben ausgefiihrte Uberlegung um-
kehren kann. Wir betrachten! némlich jetzt als urspriingliche
Forderungen die, daf} erstens die g, p;, ein einfaches kanonisches
System bilden sollen, und daf3 zweitens die Energie H (g, p) eine
Diagonalmatriz sei:

9) H = W = Diagonalmatrix.

Ferner definieren wir gemi8 (3) die Frequenzen »(nm) und
die zeitlichen Ableitungen ¢, ;. Man sieht dann: Als Folge-
rungen ergeben sich die kanonischen Bewegungsgleichungen (2).
Diese Formulierungsweise werden wir im folgenden als die eigent-
lich sinngeméfBe erkennen.

Es folgt jetzt sofort: Die kanonischen Bewegungsgleichungen (2)
sind invariant gegen kanonische Transformationen. Es sei ndmlich

(10) Qr=Qx(g, P}, Pr=Pylq, D)

eine kanonische Transformation im Sinne von § 18, d. h. es mégen
die Funktionen @, P, der gq;, p, stets ein kanonisches System
bilden, wenn die Argumentmatrizen q;, p; ein kanonisches System
sind2, Ferner sei auf Grund von (10)

(11) H(@Q, P)=H(q, 7).

Dann sind die kanonischen Gleichungen (2) in den ¢, p; gleich-

1 Vgl. Born, M. u. P. JorpaN: Z. Phys. Bd. 34, S. 858. 1925.

2 Die oben besprochene Frage, ob bzw. unter welchen Bedingungen (10)
in der Form @, = Uq,U-%, P, = Up,U-' geschricben werden kann,
spielt an dieser Stelle keine Rolle.
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wertig mit den kanonischen Gleichungen

; oH' : 0H'

in den @, P,. Das folgt unmittelbar daraus, dal wir die Glei-
chungen (2), also auch entsprechend (12), ersetzen kénnen durch
die Forderung (9), deren Inhalt wegen (11) unabhingig ist von
der Wahl des kanonischen Systems der Argumentmatrizen.
Es seien HM (g, pm), H® (¢, p), ., ., H®D (¢n, pn)
die HamiLtoN-Funktionen von r verschiedenen, véllig getrennten
mechanischen Systemen; dabei moge das s-te System f Freiheits-
grade haben. Es wird also zum s-ten System, wenn es isoliert
betrachtet wird, ein gewisses kanonisches Matrizensystem

ql(CS): pIES) (k=1,2,...1)
gehoren, dessen Einsetzung als Argumentsystem die Funktion
H® (q, p) zur Diagonalmatrix macht:

(13) H® (g9, p®) = W,
Die zum Matrizensystem

w, k=12, ...1)
gehorige Einheitsmatrix sei E®. Wir wollen jetzt aber alle
r Systeme zusammengenommen als ein einziges System auffassen.
Wir haben dann entsprechend den Betrachtungen von § 17 statt
der r einzelnen Matrizensysteme qis), pg) ihre Verschmelzung ein-
zufithren. Dabei moge jeweils @ bzw. P{” an Stelle von ¢f2, pf®
treten. Dal die durch den Proze8 der Verschmelzung gebildeten
Matrizen @, P{® ein kanonisches System bilden, nachd<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>