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VORWORT.

In dem vorliegenden dritten und letzten Bande der Gesammelten
mathematischen Abhandlungen von F. Klein sind seine funktionentheore-
tischen Arbeiten vereinigt. Sie bilden, nach seiner eigenen Ansicht, die
Krénung seiner theoretischen Untersuchungen. Der Ubersichtlichkeit halber
ist der Band, wie seine Vorginger, in drei groBere Abschnitte eingeteilt,
innerhalb deren die einzelnen Arbeiten im wesentlichen chronologisch an-
geordnet sind. Der erste enthilt die groBe Zahl der Abhandlungen und
Noten iiber elliptische Funktionen und Modulfunktionen, die in den Jahren
1877 bis 1885 entstanden sind, ferner zwei zahlentheoretische Arbeiten
aus den neunziger Jahren, die sich ihrem Inhalte nach hier am besten
unterbringen lieBen; der zweite bringt drei Abhandlungen iiber hyper-
elliptische und Abelsche Funktionen aus den Jahren 1886 bis 1890, wihrend
der dritte der Riemannschen Funktionentheorie und der Theorie der auto-
morphen Funktionen gewidmet ist; von den dort abgedruckten Arbeiten ent-
stammen die wichtigsten den Jahren 1881/82, die iibrigen sind spétere
Nachtrige und Erginzungen. Um dem Leser einen vollen Uberblick iiber
Kleins wissenschaftliche Tatigkeit zu ermdglichen, sind in einem Anhang
ein Verzeichnis der von ihm gehaltenen Vorlesungen und Seminare und
eines seiner siamtlichen wissenschaftlichen und der wichtigsten sonstigen
Veroffentlichungen beigegeben.

Auf dem Gebiete der elliptischen Modulfunktionen erreichte Klein
seine groBen Erfolge dadurch, daB er Riemannsche Funktionentheorie,
Gruppentheorie, Algebra und projektive Geometrie organisch vereinigte und
so in den Stand gesetzt wurde, verhdltnisméaBig leicht Schwierigkeiten zu
bewiltigen, zu deren Uberwindung die einzelne dieser Disziplinen zu schwach
gewesen wire. Den Gipfelpunkt dieser Periode bilden die vier Abhand-
lungen in den Binden 14 und 15 der Math. Annalen, die iiberhaupt zu
dem Schonsten gehdren, was die mathematische Literatur jener Zeit ge-
schaffen hat. Das Ergebnis war dann, gewissermafen von selbst, die aus-
gereifte Systematik der Theorie der Modulfunktionen, die in programma-
tischer Form in Nr. LXXXVII niedergelegt ist. — Der Theorie der
hyperelliptischen und Abelschen Funktionen erschlo er neue Wege
durch deren Verbindung mit der linearen Invariantentheorie und die Be-
griindung der Lehre von den Formen auf algebraischen Gebilden. — Am
weitesten aber reicht Kleins Bedeutung fiir die Riemannsche Funktionen-
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theorie und ihre naturgemiBe Fortsetzung, die Lehre von den automorphen
Funktionen. Obwohl Klein selbst Riemann nicht persénlich gekannt hat, ist
er doch der eifrigste Vorkdmpfer und beste Interpret der Gedanken gewesen, die
seinerzeit fiir Riemann leitend gewesen waren. Ohne Kleins eindringendes
Forschen und seine meisterhafte Darstellungsgabe in Wort und Schrift hitten
Riemanns Ideen lingst nicht die Verbreitung gefunden, die sie heute besitzen.
Was die Theorie der automorphen Funktionen anlangt, so sind F.Klein
und H. Poincaré deren eigentliche Schopfer. Schon Ende der siebziger
Jahre hatte Klein, gestiitzt auf seine Kenntnis der Theorie der reguléren
Korper und der Modulfunktionen, viele wesentliche Gedanken zum Auf-
bau dieser neuen Theorie beisammen, hatte sich dann aber anderen Fragen
zugewandt. Da erschienen im Friihjahr 1881 die ersten Noten Poincarés
in den Comptes rendus, und nun arbeiteten beide Gelehrte um die
Wette daran, die Theorie durch neue, immer glinzendere Resultate zu
bereichern. Leider mufite Klein bald aus diesem Kampfe ausscheiden,
da seine Gesundheit, die schon seit lingerer Zeit durch Uberarbeitung
erschiittert war, vollig versagte. Der Hergang bei dieser stiirmischen Ent-
wickelung, besonders sofern sie mehr subjektive Natur hat, ist bisher nur
wenig bekannt. Um dem abzuhelfen, hat Klein einen Aufsatz ,,Zur Vor-
geschichte der automorphen Funktionen* geschrieben, in dem auch die
unser Gebiet betreffenden Leistungen anderer Gelehrter, z. B. die von
Schottky und Schwarz, ihre Wiirdigung finden; auBlerdem werden hier
zum ersten Male die Briefe veréffentlicht, die F. Klein und H. Poincaré in
den Jahren 1881/82 iiber die Theorie der automorphen Funktionen gewechselt
haben. (Sie sollen auch in Acta Math., Bd. 39 abgedruckt werden.) Beides
wird hoffentlich viel Interesse finden und der geschichtlichen Klirung dienen.

DaBl der vorliegende Band dem zweiten so schnell folgen konnte, ist
zwei Umstéinden zu verdanken. Erstens hatte die Verlagsbuchhandlung
Julius Springer (wie schon im Vorwort zu Bd. 2 angegeben wurde) noch
bevor der zweite Band abgeschlossen war, sémtliche fiir Band 3 bestimmte
Abhandlungen in Fahnen setzen lassen, so daB nur noch die kiirzeren
und lingeren Zusitze und der Anhang zu setzen iibrig blieb. Zweitens
hatte Klein E. Bessel-Hagen, der schon bei der Herausgabe des zweiten
Bandes an einigen Stellen mitgeholfen hatte, zum Mitherausgeber fiir
Band 3 gewonnen. Im einzelnen gestaltete sich die Bearbeitung folgender-
maBen. Wihrend noch die letzten Arbeiten an Band 2 zu erledigen waren,
begann Bessel-Hagen bereits mit der Durcharbeitung der Abhandlungen
des ersten Abschnittes. Dagegen wandte sich Vermeil, nachdem er den
zweiten Band fertiggestellt hatte, sofort der Bearbeitung des zweiten Ab-
schnittes zu. Diese Arbeitsteilung ging jedoch nur so weit, daB jeder der
beiden fiir seinen Abschnitt die Hauptverantwortung trégt; aber jeder hat
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auch simtliche Korrekturen des andern Abschnittes gelesen und dabei dem
andern manchen Rat erteilt. Der dritte Abschnitt, als der schwierigste,
wurde von Vermeil und Bessel-Hagen gemeinsam bearbeitet. Den An-
hang stellte Vermeil zusammen. Es sei noch erwihnt, daB fast alle
Formeln nachgerechnet und, wenn nétig, berichtigt wurden; diese Berich-
tigungen sind nur in den seltensten Fillen als Abweichungen vom Original
besonders angegeben. Auch sind fiir den vorliegenden Band einige Figuren
neu gezeichnet worden.

Die beiden jiingeren Herausgeber wiren aber mit der Bearbeitung
des ganzes Bandes lingst nicht so schnell zu Ende gekommen, wenn sie
sich nicht auf die wertvolle Vorarbeit hitten stiitzen kénnen, die Fricke
in seinen einschlidgigen Biichern und Enzyklopadieartikeln!) geleistet hat.
AuBerdem durften sie sich in mehreren lingeren Konferenzen bei ihm
Rat holen. Uberhaupt hat Fricke das Fortschreiten des Bandes mit leb-
haftem Interesse verfolgt.

Noch wichtiger ist aber Kleins persénliche Anteilnahme fiir die
Herausgabe seiner Abhandlungen gewesen. In fast tiglichen Zusammen-
kiinften hat Klein den ganzen Stoff bis in die Einzelheiten mit den beiden
jingeren Herausgebern durchgesprochen. Unermiidlich gab er Ratschlige
und Anregungen. Ohne diese dauernde’ Fiihlungnahme mit Klein wire es
Vermeil und Bessel-Hagen nicht méglich gewesen, in so kurzer Zeit ein
fiir die Herausgabe ausreichendes Verstindnis der in Frage kommenden
Literatur zu erwerben. Er ist der geistige Leiter bei der Herausgabe ge-
wesen. Stammen doch auch bei diesem Bande wieder zahlreiche Zusitze
und sieben groBere historisch-kritische Erorterungen aus seiner Feder.

Durch Kleins eigene, so lebhafte Mitwirkung bei der Herausgabe
seiner Abhandlungen gewinnt diese Ausgabe ihre ganz besondere Bedeu-
tung. Sie ist, im Glegensatz zu zahlreichen andern Gesamtausgaben, keines-
wegs ein bloB philologisch-kritisch durchgesehener Abdruck seiner Original-
abhandlungen, sondern sie bietet nach zwei Richtungen mehr. FErstens
unterstreicht Klein in zahlreichen Anmerkungen nochmals die Absicht, die
er seinerzeit bei der Abfassung jeder einzelnen Arbeit verfolgt hat, und

1) Gemeint sind die Biicher:

Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen,
Bd. I 1890, Bd. II 1892. In diesem Bande kurz als ,Modulfunktionen“
zitiert. '

Fricke-Klein, Vorlesungen iber die Theorie der automorphen Funktionen, Bd. 1
1897, Bd. I1 1912. In diesem Bande kurz als ,Automorphe Funktionen* zitiert.

Fricke, Theorie der elliptischen Funktionen, Bd. I 1915/16, Bd. II 1921/22 und
die Referate in Bd. II, 2 der mathematischen Enzyklopidie:

Elliptische Funktionen (abgeschlossen 1913),

Automorphe Funktionen mit Einschluf3 der elliptischen Modulfunktionen (abge-
schlossen 1913).
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gibt an, was er heute iiber die vorliegenden Probleme denkt. So bildet
diese Ausgabe gewissermafien das wissenschaftliche Testament Kleins.
Zweitens hat Klein iiberall versucht, seine Verdffentlichungen in die ge-
schichtliche Entwicklung der Wissenschaft eihzuordnen, indem er nament-
lich in lédngeren Vorbemerkungen und ergénzenden. Ausfiihrungen zeigte,
auf welchem Boden seine Untersuchungen erwachsen sind und iiberdies
schilderte, wie diese von seinen Schiilern und andern Gelehrten jeweils
weitergefithrt wurden. So ist der Wunsch seiner Freunde und Schiiler
mehr als erfiillt, den diese bei seinem goldenen Doktorjubildum aussprachen:
Klein moége durch Herausgabe seiner Gesammelten Abhandlungen die wert-
vollen Errungenschaften seiner wissenschaftlichen Forscherarbeit der kiinf-
tigen Generation zuginglich machen. Macht doch diese Ausgabe die Ar-
beiten Kleins nicht nur &uBlerlich leichter zugéinglich, sondern sie erleichtert
durch die eben genannte Mitarbeit Kleins dem Leser den Zugang zu ihrém
vollen Versténdnis, — Dariiber hinaus gibt sie ein gutes Bild von der
Gesamtentwicklung umfangreicher Teile der Mathematik im letzten Drittel
des vergangenen Jahrhunderts. Klein hat die verschiedensten Zweige der
mathematischen Wissenschaft, die am Beginn seiner Laufbahn schon aus-
einanderzufallen drohten, wieder zusammengefiihrt und sie in seiner macht-
vollen Personlicheit, die wie wenige befahigt war, sie zu umspannen, zu
einer imposanten Einheit gestaltet. Geometrie, Algebra, Analysis und
Physik greifen, sich gegenseitig befruchtend, ineinander, und besonders wirkt
auch der Sinn fiir die Anwendungen reizvoll und fordernd mit.

Aber was Kleins Personlichkeit betrifft, bringt diese Ausgabe nur
einen Teil seines Lebenswerkes zur Geltung. Denn neben seine Tatigkeit
als Forscher tritt die als Organisator und Lehrer. Klein hat in dieser
Eigenschaft kein geringeres Maf von Miihe und Arbeit aufgewandt, als in
jener. Was er als Organisator geleistet hat, ist schwer in kurze Worte
zu fassen. Es mag hier nur erwdhnt werden, daB seine Bestrebungen in
dieser Hinsicht hauptséchlich zwei Ziele verfolgten. Einmal galt es, den
mathematischen und physikalischen Universitdtsunterricht, der zwar weit-
gehend, aber zu spezialistisch entwickelt war, auf eine breitere Basis zu
stellen, wie sie der allgemeinen Bedeutung der in Betracht kommenden
Wissenschaften entspricht. Hierzu war die Zahl der Professuren und In-
stitute zu vermehren. Dann aber handelte es sich darum, die Verbindung
herzustellen mit den technischen Hochschulen, den héheren Schulen und
den iibrigen Schulgattungen bis hin zu den Fachschulen und Volksschulen.
Vom Umfange seiner Lehrtitigkeit aber zeugt die groBe Zahl seiner je-
weiligen Mitarbeiter und Schiiler, auch aus den fernsten Lindern.

Der seinerzeit Klein fiir die Vorbereitung der Herausgabe seiner
Gesammelten Abhandlungen iiberreichte Betrag war angesichts der stéindig
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zunehmenden Geldentwertung bald erschopft, und hatte nicht private Hilfe
und zuletzt die Notgemeinschaft deutscher Wissenschaft namhafte Summen
bereitgestellt, so wire die Ausgabe wohl nicht zu Ende gefiihrt worden,
weil es nicht moglich gewesen wére, die jiingeren Mitarbeiter fiir die
Herausgabe festzuhalten. Durch diese Hilfe ist es moglich geworden, daf
die beiden jiingeren Herausgeber trotz der gegenwirtigen Notlage in
Deutschland ohne materielle Sorgen sich ganz theoretischen Arbeiten widmen
konnten und unter Kleins personlicher Leitung ihre wissenschaftlichen
Kenntnisse wesentlich erweitern konnten. So verbindet sich ihr person-
licher Dank fiir diese Hilfe mit dem aller Verehrer Kleinscher Mathematik.

Wir méchten ferner einer Anzahl Fachgenossen Dank sagen fiir die
Unterstiitzung, die sie uns bei der Herausgabe haben zuteil werden lassen.
An erster Stelle gebiihrt unser Dank Frl. E. Noether, die uns in zahl-
reichen Fillen mit ihrem sachkundigem Rat unterstiitzte. Herr Segre
half uns bei der Klirung einer Frage der mehrdimensionalen algebraischen
Geometrie. Verschiedentliche persénliche Bezugnahme mit den Herren
Bieberbach, Brouwer, Courant, Hilb, Koebe, Schottky ist be-
sonders dem dritten Abschnitt des vorliegenden Bandes zugute gekommen.
Herr Norlund stellte uns Abschriften der im Besitz der Redaktion der
Acta mathematica befindlichen Briefe von Klein an Poincaré fiir die Ver-
offentlichung des Briefwechsels zwischen Klein und Poincaré zur Verfiigung.
Herr Rost iibersandte uns alle Briefe von Klein an Prym zur Kenntnis-
nahme. — Weiter haben wir der Firma B. G. Teubner zu danken, daf
sie einerseits der Druckerei eine Reihe &lterer Bénde der Mathematischen
Annalen als Vorlage fiir den Satz zur Verfiigung gestellt hat, und daB
sie uns andererseits erlaubt hat, die in ihrem Verlage erschienene Schrift
Kleins ,,Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer
Integrale® abzudrucken, ohne deren Wiedergabe fiir das Verstdndnis von
Kleins Arbeiten auf dem Gebiete der Riemannschen Theorie das Funda-
ment gefehlt hétte.

Ganz besonderer Dank gebiihrt wieder der Verlagsbuchhandlung Julius
Springer, die trotz der sich immer schwieriger gestaltenden wirtschaftlichen
Lage nicht nur die jetzt abgeschlossene Gesamtausgabe zu Ende ge-
fithrt hat, sondern auch kein Opfer geécheut hat, den dritten Band ebenso
schén und wiirdig auszustatten, wie die beiden ersten. Sie hat dadurch
aufs neue bekundet, wie sehr ihr daran liegt, die reine Wissenschaft zu
fordern und in der Welt zur Geltung zu bringen, auch wenn kein mate-
rieller Gewinn zu erwarten steht.

Braunschweig und Gottingen, Ostern 1923.

Die Herausgeber.
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Zu den Arbeiten iiber elliptische Funktionen,
insbesondere Modulfunktionen
(einschlieBlich Zahlentheorie).

DaB ich zu meinen Arbeiten iiber elliptische Funktionen, insbesondere Modul-
funktionen, die einen so groBen Umfang annehmen sollten, urspriinglich von den
Untersuchungen iiber das Ikosaeder aus gekommen bin, mit der Absicht, die Auf-
l6sungsmethoden der Gleichung fiinften Grades durch elliptische Funktionen, wie sie
1858 von Hermite, Kronecker und Brioschi gegeben waren, vom Ikosaeder aus
zu verstehen, ist schon in Bd. 2 dieser Ausgabe, S. 257 bis 258, hervorgehoben; es
ergibt sich dies auch ganz klar aus den hier zunéchst folgenden Nummern LXXXI,
LXXXII. Ich wurde so von selbst zur allgemeinen Beschiftigung mit der Trans-
formationstheorie der elliptischen Funktionen (Nr. LXXXII) und damit insbesondere
zur Neuaufnahme der Hermiteschen Aufgabe gedringt: die Resolventen 5-ten,
7-ten und 11l-ten Grades, die, einem berilhmten Satze von Galois zufolge, bei Trans-
formation 5-ter, 7-ter und 11-ter Ordnung bestehen, in einfachster Form wirklich
aufzustellen. Durch Kombination der mir geldufigen gruppentheoretischen, bezw.
invariantentheoretischen Ansdétze mit den geometrisch-anschaulichen Methoden der
Riemannschen Funktionentheorie gelang dies in iiberraschend einfacher Weise
(Nr. LXXXIII, LXXXIV und LXXXVI). Zugleich ergab sich ein voller Uberblick
iiber die verschiedenen Arten von Modulargleichungen und Multiplikatorgleichungen,
die in der Literatur vorlagen, sowie iiberhaupt eine klare Einsicht in das Wesen der-
jenigen algebraischen Gleichungen, welche durch elliptische Funktionen gelost werden
konnen (Nr. LXXXV, LXXXVII).

Hiermit war in der Tat ein neuer Ansatz zur systematischen Behandlung aller
einschldgigen Fragen aus der Theorie der elliptischen Funktionen gewonnen. Abstrakt
168t sich derselbe dahin fassen, daB man die unendliche diskontinuierliche Gruppe
homogener linearer Substitutionen

W o=+ u+m o, +mo,
{ w,’ = cw; + S,
w, = yow,+ dw,

@

(wo my, my, «, B, y, 0 ganze, die Gleichung «:d — fy = 1 befriedigende, Zahlen bedeuten )
an die Spitze stellen und den Stoff nach den Untergruppen ordnen soll, die in der
Gesamtgruppe enthalten sind. - Man erkennt den Anschluf an die Grundauffassung
des Erlanger Programms: die Gruppentheorie als ordnendes Prinzip im Wirrsal der
Erscheinungen zu benutzen. Diese Aufgabestellung wurde von mir allerdings nur unter
zwei wesentlichen Einschréankungen durchgefiihrt: Die erste besteht darin, daB ich
nur Untergruppen von endlichem Index in den Kreis meiner Betrachtungen zog, wo-
durch eine systematische Verwendung der Lehre von den algebraischen Funktionen
ermoglicht wurde. Die zweite ergab sich aus dem historischen Entwicklungsgange,
indem es sich zeigte, daB die in der vorhandenen Literatur auftretenden Untergruppen
durchweg Kongruenzgruppen waren, d. h. solche Untergruppen von (1), die sich defi-
1*
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nieren lassen, indem man die Konstanten m,, m,, «, f, y, 6 bestimmten Kongruenz-
forderungen in bezug auf einen Zahlenmodul n unterwirft (Nr. LXXXVII). Danach
gliedern sich die Entwicklungen in solche -der 1-ten, 2-ten, 3-ten, ..., n-ten Stufe.
Die Funktionen erster Stufe kommen in der Weierstrassischen Theorie der elliptischen
Funktionen zu prinzipieller Geltung, die Funktionen zweiter Stufe in der Jacobischen
und in der Weierstrassischen Theorie, jedoch mit dem Unterschiede, daB sie bei
Jacobi unsymmetrisch auftreten (snwu, cnu, dnu), wihrend Weierstrass sie
symmetrisch nebeneinander behandelt (v (u) —e, , V@ (u) — &, V@ () — e, ). Es hiingt
dies damit zusammen, dal Weierstrass, wie iibrigens auch Gauss in seinen Unter-
suchungen iiber das arithmetisch-geometrische Mittel, %, w,, w, als homogene Variable
nebeneinander gebraucht, wihrend Legendre, Abel und Jacobi ausschlieflich mit

den Verhiltnissen wﬁ , @1 arbeiten. Die Funktionen hoherer Stufen haben bisher nur
2 2

erst wenig die in den folgenden Abhandlungen geforderte Beriicksichtigung gefunden,

abgesehen von einzelnen Stellen bei Gauss und Abel und von einigen an Jacobi an-

schlieBenden Entwicklungen, in denen die Stufenzahlen 2% und 2%-8 (¢=0, 1, ...)
auftreten, ohne daB das Stufenprinzip als solches dabei hervorgekehrt wire.
Das somit umrissene abstrakte Schema findet dann, was reine Modulfunktionen,

d. h. Funktionen allein von o =g—1 angeht, seine konkrete Ausgestaltung durch Ein-

2

filhrung eines geometrischen Hilfsmittels, ndmlich des Fundamentalpolygons in der
w-Ebene, welches unmittelbar die Heranziehung der Riemannschen Existenzsitze
betreffend die Funktionen einer komplexen Verianderlichen gestattet. Die Konstruktion
dieses Polygons hat sich, wie aus Nr. LXXXII zu ersehen, urspriinglich aus der Ver-
anschaulichung des dort gewihlten Reprédsentantensystems transformierter Moduln
gewissermaBen von selbst ergeben, hat dann aber bei weitergehenden Untersuchungen
immer mehr eine allgemeine Bedeutung gewonnen. Ich verweise hier nur, was den
dritten Abschnitt des vorliegenden Bandes angeht, auf die Theorie der automorphen
Funktionen, oder beispielsweise auf die zentrale Fragestellung in der modernen Kri-
stallographie (siche Bd. 2 dieser Ausgabe, S.614/615). Im iibrigen betone ich hier gerne,
wie solcherweise in den folgenden Abhandlungen Gruppentheorie, Zahlentheorie, Geo-
metrie und Funktionentheorie, alle getragen von den Grundauffassungen der Invari-
antentheorie (also des projektiven Denkens), sich zu einem untrennbaren Ganzen
verbinden. Was auf der einen Seite bekannt oder miihelos zu finden ist, wird fiir
die Problemstellung der anderen ausgenutzt. Das hierin liegende Verfahren, welches
natiirlich ein vorheriges Studium der eigentiimlichen Betrachtungsweisen jedes einzelnen
Gebietes voraussetzt, darf wohl iiberhaupt als Grundzug aller meiner in dem vor-
liegenden Bande zusammengestellten Arbeiten angesehen werden. Dabei ist freilich,
wie ich immer empfunden habe, ein wichtiges Hilfsmittel der vorwirtsdringenden
mathematischen Forschung, nimlich das algorithmische Verfahren einigermaBen zuw
kurz gekommen. Um bei den hier im ersten Abschnitte des Bandes zusammengestellten
Abhandlungen iiber elliptische Funktionen zu bleiben, so zeigt sich dies darin, da8
die Thetareihen nur erst spit und mehr beildufig auftreten. Es hat dies iibrigens
auch seine Vorteile gehabt; hiitte ich das Rechnen mit den Thetareihen in den Vorder-
grund gezogen, es wire mir vielleicht so gegangen, wie manchem anderen Mathematiker
vorher, der in der Fiille sich darbietender Formeln kein rechtes Prinzip zur Heraus-
findung einfacher Grundgedanken mehr zu finden wuBte.

Noch einige Worte iiber die historische Entwicklung der zunéichst in Betracht
kommenden Arbeiten Nr. LXXXI bis Nr. XCIV. Schon friihzeitig (im Winter 1869/70)
hatte ich mir die Bekanntschaft mit den von Weierstrass eingefiihrten elliptischen
Funktionen durch meinen Studienfreund Kiepert erworben, mit dem ich dann spiter
(1877/78), wie schon in Bd. 2 dieser Ausgabe S. 257 erwahnt wurde, bei der Auflésung
der Gleichungen fiinften Grades, von ganz verschiedener Seite kommend, zusammentraf.
Hierzu kam dann, daB ich aus Schwarz’ Arbeit iiber die hypergeometrische Reihe
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die elementare Modulfigur kannte, welche bei der konformen Abbildung der Ebene
von k2 auf die Halbebene des Periodenverhiltnisses  entsteht!). Von hier aus ist
in den Spezialvorlesungen, die ich wihrend der Jahre 1877 bis 1880 an der Miinchener
Technischen Hochschule iiber Zahlentheorie, elliptische Funktionen und algebraische
Gleichungen gehalten habe, der geometrisch-gruppentheoretische Ansatz entstanden,
der mich rasch weiterfithren sollte. Ich hatte dabei das Gliick, unter meinen Zuhdrern
ausgezeichnete Mitarbeiter zu finden, welche mich nicht nur bei meinen eigenen Unter-
suchungen wesentlich unterstiitzten, sondern bald auch, jeder in seiner Richtung,
wesentlich weiter gingen. Ich nenne in dieser Hinsicht, der Reihenfolge ihrer ein-
schligigen Verdffentlichungen entsprechend, Gierster, Dyck, Bianchiund Hurwitz.

Gierster half mir zundchst bei den zur Aufstellung von Modulargleichungen
notigen numerischen Rechnungen und nahm dann gleich statt der von mir allein
betrachteten Transformationen von Primzahlgraden solche von zusammengesetztem
Grade in Angriff. Danach aber wandte er sich zahlentheoretischen Problemen zu,
wie sie vermdge der neuen Anséitze besonders aussichtsreich erschienen. Kronecker
hatte von 1860 beginnend aus der Betrachtung der Jacobischen Modulargleichungen
acht sehr bemerkenswerte Relationen fiir die Klassenzahlen binirer quadratischer
Formen von negativer Determinante abgelcitet, deren Beweisprinzip H. J. St. Smith
im 6. Teile seines ausgezeichneten Referates iiber Zahlentheorie in den Reports der
British Association v. J. 1865 (= Coll. Math. papers, Nr. X, Bd. 1, S. 289ff.) klargelegt
hatte. Indem ich das Referat studierte, schien es mir von vornherein méglich, ent-
sprechende neue Relationen abzuleiten, indem man zu Modulargleichungen héherer
Stufe schritt. Eine erste Note hieriiber, welche die Relationen dritter und fiinfter
Stufe betraf, konnte Gierster bereits im Sommer 1879 fertigstellen, und es hat mir
damals, bei eigenen sehr geringen zahlentheoretischen Kenntnissen, besondere Genug-
tuung gegeben, die Resultate der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften einzusenden.
(Siehe Gott. Nachrichten 1879.) Bei der Weiteruntersuchung hoherer Primzahlstufen
konnte er nur mehr partikulire Resultate ableiten und stieB iibrigens, sobald die Fun-
damentalpolvgone der in Betracht kommenden Irrationalititen ein Geschlecht p >0
besaBen, auf Schwierigkeiten, deren Uberwindung er nur erst anbahnte. (Math. An-
nalen Bd. 17 (1880/81), Bd. 21 (1882/83) und Bd. 22 (1883).) Er fand némlich in-
duktiv, daB in den gewiinschten SchluBformeln neue zahlentheoretische Funktionen
auftraten, deren Herkunft dunkel blieb. Hier hat in der Folge erst Hurwitz mit
durchschlagendem Erfolg eingegriffen, indem er die zu dem Fundamentalpolygon
gehorigen, iiberall endlichen Integrale als eindeutige Modulfunktionen einfiihrte, das
Gesetz der zugehérigen Reihenentwicklungen studierte und in deren Koeffizienten jene
zahlentheoretischen Funktionen erkannte. (Gott. Nachrichten 1883, Leipziger Berichte
Bd. 36 (1884) und Bd. 37 (1885), Math. Annalen, Bd. 25, (1884/85).) Gierster, der
Realschullehrer in Bamberg geworden war und dadurch isoliert fiir sich arbeiten muSte,
vollendete auBer dem Genannten noch sehr wertvolle Untersuchungen iiber die
Galoisschen Gruppen der Modulargleichungen, die es ihm vollstindig zu analysieren
gelang, und iiber die auf S. 78 des vorliegenden Bandes Einzelangaben folgen werden.
(Leipziger Dissertation, 1881 == Math. Annalen, Bd. 18, Leipziger Berichte, Bd. 37 (1885)
und Math. Annalen Bd. 26 (1885/86).) Leider ist er bald einer schmerzhaften Krank-
heit verfallen, der er im Januar 1893 erlag. Aus kleinen Verhéltnissen hervorgegangen,
besaB er ein eigenartiges mathematisches Talent, dessen alle, die ihm néhergetreten
sind, mit dauernder Anerkennung gedenken werden?).

1) Wegen der historischen Verhéltnisse vgl. iibrigens die Ausfiihrungen betreffend
Gauss und Riemann in der FuBinote 1) auf S. 256 in Bd. 2 dieser Ausgabe; ich habe
hierauf bei dem Wiederabdruck des folgenden Textes nicht mehr besonders Bezug
genommen, um die urspriingliche Darstellung nicht fortgesetzt abindern zu miissen.

2) Vgl. den Nachruf von R. Fricke in den Jahresberichten der Deutschen Mathe-
matikervereinigung, Bd. 2 (1893), S. 44/45.
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Die Begabung von Dyck ging viel mehr nach geometrisch anschaulicher und
gleichzeitig abstrakt prinzipieller Seite, von seiner organisatorischen Veranlagung ganz
zu schweigen. Was die hier folgenden Aufsiitze angeht, so verdanke ich es ihm ins-
besondere, daB ich sie, ebenso wie meine spatere ausfithrliche Abhandlung iber
automorphe Funktionen (Math. Annalen, Bd. 21 (1882/83)=Nr. CIII unten), mit
zweckmiBig gezeichneten Figuren begleiten konnte. Von hier aus ist er dann, unter
Festhaltung der geometrischen Grundlage, sehr bald zu seinen allgemein gruppentheo-
retischen Arbeiten fortgeschritten. (Math. Annalen, Bd. 20 (1882) und Bd. 22 (1883).)
Parallel damit gingen seine Bemiihungen um die Entwicklung der fiir den mathe-
matischen Unterricht erforderlichen anschauungsméBigen Hilfsmittel, wovon schon in
Bd. 2 dieser Ausgabe, S. 4, die Rede gewesen ist. Was er ferner als wissenschaftlicher
Organisator geleistet hat, kann hier unmoglich ausgefiihrt werden. Wohl aber darf ich
hier mit besonderer Dankbarkeit hervorheben, daB er mir nun seit mehr als vier
Dezennien, sooft in der Folge meine Leistungsfihigkeit versagte, immer wieder hilf-
reich zur Seite gestanden ist. ,

Die Mitarbeit von Bianchi, der vom Herbst 1879 an bis Herbst 1880 in Miinchen
weilte, war mehr voriibergehender Natur, aber fiir mich doch sehr wesentlich. Indem
er im Sommer 1880 (Math. Annalen, Bd. 17) die elliptischen Kurven, die ich spéter
(Abh. Nr. XC) elliptische Normalkurven der 3-ten und 5-ten Ordnung nannte, mit
Hilfe der o-Funktion behandelte, iiberwand er meine Scheu, mich dieses Hilfs-
mittels, wie auch der Thetareihen allgemein zu bedienen (vgl. das Nahere in
Nr. LXXXVIII, LXXXIX, XC). Er hat so das Beste getan, um die Briicke von meinen
Untersuchungen zu den Entwicklungen der Weierstrassischen Schule, insbesondere
zu den gleichzeitigen Arbeiten meines Freundes Kiepert zu schlagen, von denen
unten noch verschiedentlich die Rede sein wird. Bianchi ist lingst eine anerkannte
Autoritit auf einem anderen Gebiete der Mathematik, der Lehre von der Flichen-
kriimmung, geworden. Aber ein betrichtlicher Teil seiner spateren Arbeiten steht
doch auch mit den Anregungen seiner Miinchener Zeit in Beziehung, ich meine seine
Untersuchungen iiber die diskontinuierlichen Gruppen linearer Raumtransformationen.

Hurwitz ist von vornherein eine rein theoretische Natur gewesen, als solche
aber von iiberragender Bedeutung. Von der algebraischen Geometrie ausgehend, kon-
zentrierte er sich immer mehr auf Funktionentheorie und Zahlentheorie. Ich kann
hier nur nennen, was mit den im folgenden abgedruckten Arbeiten iiber elliptische
Funktionen unmittelbar zusammenhiéingt. Da ist zunichst seine Leipziger Dissertation
von 1881 (Math. Annalen, Bd. 18), in welcher er das Bildungsgesetz der fundamentalen
Modulformen, an Eisenstein ankniipfend, independent entwickelte und damit ins-
besondere die Theorie der Multiplikatorgleichungen erster Stufe auf eine neue
allgemeine Grundlage stellte. Es folgen 1884/85 seine bereits oben genannten Unter-
suchungen iiber Klassenzahlrelationen héherer Stufen, die ihn im folgenden Jahre zu
seiner beriithmten Theorie der allgemeinsten algebraischen Korrespondenzen auf Gebilden
hoheren Geschlechts filhrten (Leipziger Berichte, Bd. 38 (1886), abgedruckt in den
Math. Annalen, Bd. 28 (1887)). Dann 1886 die Ausdehnung meiner Theorie der ellip-
tischen Normalkurven n-ter Ordnung, die ich nur fiir ungerades n entworfen batte,
auf beliebiges gerades n und im AnschluB daran die Entdeckung neuer analytischer
Bildungsgesetze fiir elliptische Funktionen, die sich bei Periodensubstitutionen linear
mit konstanten Koeffizienten substituieren. (Math. Annalen, Bd. 27 (1886).) Es wird
sich im vorliegenden Bande noch ofters Gelegenheit bieten, einige weitere Unter-
suchungen von Hurwitz zu beriihren.

In Bd. 2, 8. 258 ist schon berichtet, daB ich Herbst 1880 nach Leipzig iiber-
siedelte und die beiden ersten Jahre den Untersuchungen iiber allgemeine Riemann-
sche Funktionentheorie, speziell iiber automorphe Funktionen widmete, die ich als
den Hohepunkt meiner mathematischen Produktivitdt ansehen muB%), daB ich dann

%) Dementsprechend werden diese Arbeiten erst im dritten (SchluB-) Abschnitte
des vorliegenden Bandes reproduziert.
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aber, durch Gesundheitsriicksichten gezwungen, zu der minder anstrengenden Aus-
arbeitung zusammenhingender Darstellungen iiberging. Als erste Probe einer solchen
erschien 1884 mein Ikosaederbuch. Um dann fiir die elliptischen Funktionen Ent-
sprechendes zu leisten, habe ich in den Jahren 1884/85 in meinem Seminar zunéchst
noch zahlreiche aus der Miinchener Periode stammende Einzelfragen durcharbeiten
lassen. Hieraus sind eine Reihe Dissertationen entstanden, iiber deren Ergebnisse
weiterhin in den Referaten Nr. XCI und XCII Bericht erstattet wird. Ich selbst
habe in jenen Jahren nur die Abhandlung Nr. XC iiber die elliptischen Normalkurven
n-ter Ordnung ausgearbeitet, welche in der Sprache der mehrdimensionalen projektiven
Geometrie die Verbindung meiner Miinchener Ansitze mit den allgemeinen Theoremen
der traditionellen Theorie, insbesondere derjenigen W eierstrassischer Prigung herstellt.

Ich bin dann aber bald doch wieder zu neuen Untersuchungen geschritten, ins-
besondere zu den Arbeiten iiber hyperelliptische und Abelsche Funktionen, welche im
zweiten Abschnitte des vorliegenden Bandes abgedruckt sind. Unterdessen arbeiteten
von meinen friheren Seminarmitgliedern Pick und Fricke auf dem Gebiet der
elliptischen Modulfunktionen weiter. Ersterer unternahm (Math. Annalen Bde. 25, 26
(1885/86)), um nur dies hervorzuheben, den ersten VorstoB in das damals noch wenig
zugiingliche Gebiet der Gleichungen der komplexen Multiplikation?), wihrend Fricke
nach verschiedenen Vorarbeiten, die in den Math. Annalen Bde. 28 bis 31 (1886 bis 1888)
abgedruckt sind, unter stdndiger Fiihlungnahme mit mir die Ausarbeitung der ge-
planten systematischen Darstellung der elliptischen Modulfunktionen durchfiihrte und
seitdem mein ndchster Mitarbeiter geworden ist. Der erste Band des so entstandenen
umfangreichen Werkes ist 1890, der zweite ist 1892 erschienen?).

Durch den Titel des Buches ist angedeutet, dafl bei der Redaktion die von mir
geplante Disposition, welche dem in den Nrn. LXXXVII, LXXXVIII aufgestellten
Programm entsprach, im wesentlichen eingehalten ist. Also Voranstellung der Gruppen-
fragen und ihrer Veranschaulichung durch Konstruktion der zugeh6rigen Fundamental-
polygone, Heranziehung der Riemannschen Existenzsitze und erst spiter der Theta-
reihen und Ableitung der hier folgenden [zahlentheoretischen Theoreme, insbe-
sondere der Klassenzahlrelationen. Die gesamten Uberlegungen, die in den
Nrn. LXXXI bis XCII beriihrt werden (nebst den Weiterbildungen durch Kiepert),
erscheinen hier in geglidtteter Form in einen gemeinsamen Rahmen eingespannt, der
aber eine groBe Zahl von Einzelausfiihrungen von Fricke mit umfaBt, wobei an
numerisch durchgefiihrten Beispielen von Transformationsgleichungen und insbesondere
auch an erlduternden Figuren nicht gespart wird. Auch ist den historisch-literarischen
Verhéltnissen iiberall Rechnung getragen. So mag das Werk beim Lesen der nach-
stehend abgedruckten Abhandlungen stindig verglichen werden, auch wenn durch
kein besonderes Zitat darauf verwiesen wird.

Ich nenne insbesondere, weil sie in den hier abgedruckten Abhandlungen nicht
hervortritt, die daselbst im AnschluB an H.J.S. Smith gegebene Darstellung der
Lehre von den indefiniten bindren quadratischen Formen. Indem Smith eine auf
Hermite zuriickgehende Idee ins Geometrische iibersetzte, konstruierte er zur Dar-
stellung der einzelnen indefiniten Form den Halbkreis, der die reelle Achse der
o-Ebene in den beiden Nullpunkten der Form rechtwinklig schneidet, und sieht zu,
wie dieser die Dreiecksteilung der positiven w-Halbebene durchsetzt®). Smith hatte

*) H. Webers Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, die den Gegen-
stand zum ersten Male im Zusammenhang behandelten, erschienen erst 1890/1391.
(2. Auflage als Bd. 3 des Lehrbuch der Algebra, 1908.)

% F. Klein, Vorlesungen dber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, ausge-
arbeitet und vervollstindigt von R. Fricke. (Weiterhin kurzweg als ,Modulfunktionen
zitiert.)

6) H. J. 8. Smith, Sur les équations modulaires, 1874 der Pariser Akademie
vorgelegt, 1877 in den Atti della Accademia Reale dei Lincei Serie ITI, Bd. 1 gedruckt.
(= Nr. XXXV der Collected mathemat. Papers, Bd. 2, S. 224ft.)
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hierbei nur die dreizipfligen Dreiecke der Hauptkongruenzgruppe zweiter Stufe be-
nutzt, wihrend ich in meiner zahlentheoretischen Vorlesung von 1879 auf die Ele-
mentardreiecke der w-Figur zuriickgriff. In dieser Form ist die Entwicklung in den
»Modulfunktionen“, Bd. 1, 8. 250—261 aufgenommen. Eine merkwiirdige Anwendung
hiervon, die ich noch besonders nennen will, findet sich in Bd. 2 der ,Modulfunk-
tionen“, 8. 165ff., wo, wieder an H. J. S. Smith ankniipfend, die Anzahl der reellen
Ziige derjenigen algebraischen Kurve, welche der zwischen den Modulfunktionen J ()

und J' =J <—;‘: —) bestehenden Transformationsgleichung entspricht, in unmittelbare

Beziehung zu der ' Anzahl der Klassen primitiver indefiniter binérer Formen der
Determinante n gesetzt wird.

Dagegen ist in den ,Modulfunktionen® ein anderer Punkt der Theorie, der
eigentlich hitte aufgenommen werden miissen, nur beiliufig beriihrt worden, némlich
die zahlentheoretische Natur der Gleichungen der komplexen Multiplikation selbst.
(In den ,Klassenzahlrelationen* wird nur ihr Grad in Betracht gezogen.) Ihre Be-
bandlung hétte viel zu umfangreiche arithmetische Vorbereitungen erfordert. Fiir
mich personlich war es damals eine Haupthemmung der lebendigen Erfassung des
Problems, da ich, bei aller Betonung der Wichtigkeit homogener Schreibweise, mich

doch gewdhnt hatte, nur den Quotienten % geometrisch zu deuten, nicht o,, w,
2

sinzeln. Ich bin erst spiter, als Weber in den Jahren 1892 bis 1895 neben mir in
Gottingen war, dazu gefiihrt worden, das letztere zu tun, also bei allen Fragen,
welche die Transformation der elliptischen Funktionen betreffen, iiberall die Punkt-
gitter zugrunde zu legen, welche von den Punkten - iy=m,w, + m,w, gebildet
werden. Bekanntlich hat schon Gauss die Theorie der bindiren quadratischen Formen
von negativer Determinante mit dieser Vorstellung in Verbindung gebracht; die all-
gemeine Lehre von der projektiven MaBbestimmung gestattet mit Leichtigkeit, auch
die Formen von positiver Determinante mit einzubeziehen. Von hier aus entwickelte
ich zunichst (Nr. XCIII) eine geometrische Auffassung der Kompositionstheorie der
quadratischen Binirformen. Furtwingler, der meine ersten bez. Vortrige (von
Sommer 1893) ausarbeitete, hat noch neuerdings gezeigt, wie die Gittervorstellung,
auf # Dimensionen verallgemeinert, die allgemeine Idealtheorie der Zahlentheoretiker
zu begriinden gestattet. (Math. Annalen, Bd. 82 (1920).) Die Einfiihrung der Gitter
kommt im Grunde darauf hinaus, jeweils die einzelne Zahl eines algebraischen
Zahlkérpers mit den zu ihr konjugierten Zahlen nebeneinander zu betrachten. Im
Falle n =2 ergibt sich dabei unmittelbar der Ubergang zu den doppeltperiodischen
Funktionen und damit zu den elliptischen Gebilden. Von diesem Standpunkte aus
habe ich in den zahlentheoretischen Vorlesungen von 1895 bis 1896, die spiter auto-
graphiert wurden und auf die sich das Referat Nr. XCIV bezieht, die Grundlage
tiir die komplexe Multiplikation der elliptischen Funktionen in besonders anschaulicher
Weise entwickeln koénnen. Neu ist dabei, daB ich auch hier nach ,Stufen“ gliedere,
wobei ich als Beispiel die fiinfte Stufe heranziehe, so da8 neben die (von Gierster
gegebenen ) Klassenzahlrelationen fiinfter Stufe nunmehr ebensolche Klassengleichungen
treten. Hierbei kommt natiirlich {iberall die Ikosaedertheorie zur Geltung. Leider
aber war ich damals, wie schon in Bd. 2, S. 508ff. berichtet, bereits anderweitig stark
beschéftigt. Ich habe also nur ein Bruchstiick der Untersuchungen geben konnen,
das noch eines Bearbeiters harrt, der die Betrachtungen zu Ende fiihrt.

Zum AbschluB dieser Vorbemerkungen darf ich noch auf weitere Verdffent-
lichungen von Fricke verweisen, welche meine Entwicklungen in die sonstige Theorie
der elliptischen Funktionen einordnen. Ich nenne in dieser Hinsicht zunéchst die
Referate in Bd. II, 2 der mathematischen Enzyklopédie (Elliptische Funktionen = 11 B, 3
und Automorphe Funktionen mit EinschluB der elliptischen Modulfunktionen = II B, 4,
beide 1913), dann aber vor allem das neue Lehrbuch der elliptischen Funktionen
’Bd. 1,1915/16; Bd. 2,1921/22). Um nur einzelne Punkte aus diesem Buche hervorzu-
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heben, erwihne ich die bis in die Einzelheiten vordringende Behandlung der Jacobi-
schen Funktionen neben den Weierstrassischen, wobei immer die Stufentheorie als
Leitstern gilt und besonderes Gewicht auf die Klarstellung der Beziehungen der ver-
schiedenen Funktionensysteme zueinander gelegt ist, ferner die deutliche Darlegung
der in so eigentiimlicher Weise iiber den Rahmen der Stufentheorie hinausragenden
Stellung der ©- Funktionen innerhalb der Theorie und die elegante Behandlung ihrer
Transformationsformeln. Als besonderer Fortschritt im zweiten Bande, welcher haupt-
sichlich der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen und Modulfunktionen
gewidmet ist, mag die Einfiihrung einer geeignet definierten Héilfte meines Funda-
mentalpolygons, des Klassenpolygons genannt werden, wodurch die Theorie der Modu-
largleichungen wesentlich iiber das vorher bekannt gewesene hinaus gefordert ist.
(Néheres siehe FuBnote®) auf S. 835/36 und ergéinzende Bemerkung 3. zu Abh. LXXXVI
auf S. 167/168 des vorliegenden Bandes.) Der dritte und letzte Band, der die Anwen-
dungen, unter anderem die komplexe Multiplikation behandeln wird, ist noch nicht
erschienen. K.



LXXXI. Sull’ equazione dell’ Icosaedro nella risoluzione
delle equazioni del quinto grado [per funzioni ellittiche]*).
(Nota estratta da una lettera diretta al M. E. professore Brioschi.)
[Reale Istituto Lombardo. Rendiconti, Ser. II., Vol. 10. (1877).]

... Se con g,, g, si indicano gli invarianti della forma biquadratica
(1 —2?)(1 —k*?),

si hanno, come & noto, le espressioni:

1+ 14k + k4
e CR
183k — 33K+ &0
3 216 ’
. 201 —E2)*
A:gg-._ 27g3~:££16—),

ed il problema: determinare il valore di £ per una qualsivoglia data
forma biquadratica, conduce quindi all’ equazione?):

90 (1+14k2+k*)°
A 108k2(1— k)t
Questa equazione, allorquando pongasi Vk =7, non & altro che la
equazione dell’ Ottaedro, siccome si é presentata nelle ricerche di Schwarz
e nelle mie; il che sembrami non senza importanza per la teorica delle
funzioni ellittiche.
Ma il risultato assai notevole al quale porta la considerazione di
quella equazione deducesi dalle mie ricerche sull’ uso dell’ equazione
dell’ Icosaedro nella risoluzione delle equazioni del quinto grado per mezzo

delle funzioni ellittiche, sia che essa voglia applicarsi al metodo del sig.

'} [Man vergleiche die Ausfithrungen des letzten Absatzes von S. 257 im zweiten
Bande der vorliegenden Ausgabe, wo die Beziehung zu Kiepert dargestellt ist. K.]

2) Cayley, An elementary treatise on elliptic functions (Cambridge 1876),
S. 817 [oder im Cambridge and Dublin Math. Journal, vol. I (1846) = Collected Math.
Papers, vol. I, Nr. 33].
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Hermite od a quello del sig. Kronecker. Dimostrasi cosi che questi
due metodi non sono realmente differenti, come si crede comunemente.

Pel metodo di Kronecker, la risoluzione dell’ equazione del quinto
grado si fa dipendere da una equazione Jacobiana del sesto grado, nella
quale sia il coefficiente A = 0, ossia dalla:

26 1-10B23—-Cz-+5B*=0,
ed il valore del modulo % deducesi dalla:

3 I

LAY RS U
B k2t

come Ella ha dimostrato negli Atti dell’ Istituto Lombardo (Vol. 1° anno

1858, pag. 277, 278 [= Opere matematiche, Nr. CXI, tomo IIL., 8. 181/182]).

Ponendo in questa relazione % in luogo di k, si ottiene la:

s 1+ 14k2+£4)°
Co= 41614 HED
B k2 (1—k2)
cioé la forma richiesta.
Si sostituisca ora l’equazione Jacobiana con una equazione dell’ Icosa-

edro, pongasi cioé:

bl

>

3
1728 £ _ x|
f(n)

fn)=mn (n*°+119° — 1)
ed H(n) 1’ Hessiano di f(n); si ha (Erlanger Berichte, November 1876)3)

essendo:

e quindi infine:
3 2 403
1798 H'0) _ (114248
() 108 %% (1 —k*®)
Consideriamo ora il metodo di Hermite. Egli scrive la forma di
Bring-Jerrard nel modo seguente:

L LA
5Y5 BVE
Per formare l’equazione dell’ Icosaedro corrispondente ad essa, la
dedurro dalla piu generale da me considerata per le equazioni del quinto

grado nelle quali mancano il secondo ed il terzo termine (Erlanger Be-
richte, Januar 1877)*).

y>—y—

%) [Vgl. auch Math. Annalen, Bd. 12 (1877), S. 518, 520 (= Abh. LIV in Bd. 2
der vorliegenden Ausgabe, S. 8337, 339).]

) [Vgl. die in der eben genannten Abhandlung enthaltenen Entwicklungen auf
S. 549 und 552 in Bd. 12 der Math. Annalen (= S. 868, 369 und 372 in Bd. 2 der
vorliegenden Ausgabe).]
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Sia:
Y’ +5ay® +58y+y =

la data equazione, e si indichino con 7, m, n le espressioni seguenti dei
coefficienti della medesima:

— 12 (et — 8%+ afy)

m— 12 (425 5.42py* — 29.8.5.upy
—3.2%. g% — 24.32. 85 - 27.5.¢442)
n=1277(—26.8%.¢1 1 25.32.5%.¢7y — 25.5.13.a04°
+26.3%.¢%® — 2%.3.5-23.- a2y + 24.32.5.18-a3 B4y
_ 23~34'52'6{2ﬂ6+ 22_3‘5,“2/37,4 — 2‘2.32_5‘0“83?3
+ 2834827 +y°).
Sieno inoltre y,, y,, ..., y, le radici dell’ equazione superiore del quinto
grado; posto

Yt ey Tty ety T ety
Yo+ ey + ety + ey + &%y,

N =

essendo ¢ una radice imaginaria quinta dell’ unitd, si avra la seguente
equazione icosaedrica:

1728 H(n) _ Prmd 2tV (1P +md—n2)* —4l5m?
£*(n) 21° :

Sostituiscansi ora in quest’ ultima per e, 8, i coefficienti dell’ equa-
zione di Hermite sopra ricordata; cosi si otterrad (dietro opportuna
scelta del segno della radice quadrata)

1798 H®(n) _ (14 14k2 +k4)°
2 (n) 108k (1 —k2)*

che coincide con quella trovata partendo dal metodo di Kronecker.

Monaco, 6. aprile 1877.



LXXXII. Uber die Transformation der elliptischen
Funktionen und die Auflésung der Gleichungen
filnften Grades.

[Math. Annalen, Bd. 14 (1878/79).]

In meiner Abhandlung ,,Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaedere
[Math. Annalen, Bd. 12 (1877), 8. 503 ff. = Abh.LIV in Bd. 2 dieser Ausgabe,
S. 321—3801)] hatte ich mir ausdriicklich vorbehalten, noch ausfiihrlich
auf die Theorie der elliptischen Funktionen und ihre Bedeutung fiir die
Auflésung der Gleichungen fiinften Grades zuriickzukommen. Ich wiinschte
die in dieser Richtung vorliegenden Entwicklungen vom Ikosaeder aus zu
verstehen und woméglich zu vereinfachen. Zugleich hoffte ich neue Gesichts-
punkte fiir die Behandlung der elliptischen Funktionen zu gewinnen. Auf
solche Art ist die nachfolgende Arbeit entstanden. Einmal soll sie meine
fritheren Untersuchungen iiber Gleichungen fiinften Grades vervollstindigen
und in gewisser Hinsicht abschlieBen; nach der anderen Seite soll sie den
Zugang zu umfassenderen Fragen er6ffnen und also eine Vorarbeit fiir
weitere Untersuchungen sein?).

Dabei mufl ich von vornherein betonen, dal mein Ausgangspunkt
zur Behandlung der elliptischen Funktionen mit demjenigen eng verwandt
ist, den Herr Dedekind in seinem Aufsatze iiber elliptische Modulfunk-
tionen (Crelles Journal, Bd. 83) benutzt hat. Ich muB das hier um so
mehr, als ich, damals noch mit diesem Aufsatze (der erst Anfang September
vorigen Jahres [1877] erschien) unbekannt, der Naturforscherversammlung
in Miinchen ein erstes Resultat meiner Untersuchungen vorlegte®), das sich
aus den Dedekindschen Entwicklungen unmittelbar ergibt.

1) [Im folgenden des ofteren kurz als ,Ikosaederarbeit” zitiert. Bei Angabe von
Seitenzahlen aus dieser Arbeit bezieht sich die erste stets auf das Original in Bd. 12
der Math. Annalen, die zweite, in eckige Klammern eingeschlossene, auf Abh. Nr. LIV
des Wiederabdrucks in Bd. 2 der vorliegenden Gesamtausgabe.]

?) Siehe z. B. eine Note: Uber Gleichungen siebenten Grades, die ich am 4. Mirz
1878 der Erlanger Sozietit vorlegte. [Vgl. Nr. LVI in Bd. 2 dieser Ausgabe, S. 388.]

%) Sitzung am 21. September 1877. Amtlicher Bericht, S. 104. [Dort heiBt es:

3
»Man hat folgenden Satz: Bewegt sich die absolute Invariante g—A’— einer biquadrati-
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Abschnitt I.
Einiges iiber die Perioden des elliptischen Integrals erster Gattung.

In diesem ersten Abschnitte stelle ich eine Reihe von Beziehungen
zusammen, welche nicht eigentlich neu sind, sondern fast alle in den
letzten Jahren von verschiedenen Seiten her entwickelt worden sind, die
aber in ihrer Gesamtheit noch wenig bekannt zu sein scheinen, so daB
ich sie zum Verstindnis des Folgenden hier vorausschicken muB.

§ 1.
Die rationalen Invarianten des elliptischen Integrals.
Bezichung zu den Perioden.
Das elliptische Differential:

dz dx
V() Vaozt+4a, 2%+ 6a,2° +dagz +a,

(1)

welches homogen geschrieben die folgende Form annimmt:

zy da, — 2, dz,
T = T — b
Voo 2t +4a, xfwy +6a, 2l xf +dagz, vF +a,xf

kann als Kovariante der im Nenner stehenden biquadratischen bindren
Form angesehen werden; denn fiilhrt man statt xz,,x, durch eine lineare
Substitution neue Verinderliche ein, so tritt die Substitutionsdeterminante
als Faktor vor. Demnach ist es wesentlich abhingig von den rationalen
Invarianten dieser bindren Form. Im Anschlusse an die Vorlesungen von
Weierstrass bezeichne ich diese Invarianten mit g,, g, und schreibe
demnach:

(2) go = G0y — 4a,a; + 3ay,
a a, a,

(3) 93 = 101 Gy ag l .
| By Qg “4‘

schen Funktion R (z) (wo A =g} —27g3 in der gewShnlichen Bezeichnung) bei Dar-
stellung ihrer Werte in der komplexen Ebene iiber die positive Halbebene, so durch-
dx .
lauft der Wert des Periodenverhéltnisses 'II% des elliptischen Integrals f \/R:‘) ein
z
Kreisbogendreieck mit den Winkeln 0° 609 909 Sechs von diesen Dreiecken in
bestimmter Weise nach dem Gesetze der Symmetrie aneinandergereiht bilden ein

neues Kreisbogendreieck mit den Winkeln 0, 0, 0, und dieses ist eben dasjenige, iiber

welches sich bekanntermaBen % bewegt, wenn der Modul k2 des elliptischen Integrals

seine positive Halbebene durchliuft.“]
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Aus g, und g, setzt sich die Diskriminante A der biquadratischen Form
in bekannter Weise zusammen.

(4) A =gy —27g;.
Ich benutze sie, um die absolute Invariante zu bilden. Als solche wihle
ich namlich nicht, wie gewGhnlich geschieht, -Ziz, sondern gAﬁ"‘ . Bezeichnet
3
man sie mit J, so hat man also die Formeln:
g _ 20g¢
(5) J—»K, J—1= A

Es wird sich in den folgenden Paragraphen darum handeln, die
Perioden des aus dem Differential (1) entspringenden elliptischen Integrals

f dx
Vi)’

welche o, und w, genannt werden sollen, durch g,, g, auszudriicken, oder
aber, was fiir die folgenden Untersuchungen zundchst zweckmiBiger ist,

das Verhdlinis der Perioden %: o durch die absolute Invariante J dar-
2

zustellen. Man kénnte w, und w, die ¢{ranszendenten Invarianten nennen.

Thre transzendente Natur findet darin ihren Ausdruck, daB sie unendlich

vielwertig sind. Denn mit w,, w, ist, wie bekannt, jedes andere Wertepaar

Wy = aw, + fw,,

o (=t ho

a = Y 0, P 60)2
gleichberechtigt, sofern a, 8, y, 4 (wie immer im folgenden) ganze Zahlen
bedeuten, deren Determinante «d — By gleich Eins ist. Die Formel (6)
gibt zugleich alle Werte, deren w,, w, bei einem vorgelegten Integrale
fahig sind. — Invarianten aber sind die Perioden, weil sie sich nur um
die Substitutionsdeterminante als Faktor indern, wenn man in das ge-
gebene Integral statt x,, x, neue Verdnderliche durch lineare Substitution

einfiihrt.

Soll man mit Hilfe der Perioden absolute Invarianten bilden, so hat

. . . . .
man zunichst das Periodenverhaltnis w = ;)—‘ , man hat ferner solche Kom-

binationen wie wj‘/Z, w,f/g_g . wils/g_];, wo ¢=1 oder 2 sein mag. Es
ist vielfach zweckmiBig, das elliptische Integral in der Weise zu normieren,
daB seine Perioden ohne weiteres absolute Invarianten sind. Man schreibe
also das Integral etwa in folgender Form, die weiterhin gelegentlich als
Normalform [erster Stufe, wie ich spiter sagte] bezeichnet sein soll:

12

VA -dz

(™ Vi
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Diese Normalform (7) ist natiirlich im einzelnen Falle nur bis auf eine
zwolfte Einheitswurzel bestimmt*).

§ 2.

Die algebraischen Invarianten des elliptischen Integrals.

Wenn man die vier Wurzeln der Gleichung f(x)=0 (die Verzwei-
gungspunkte des Integrals) als gegeben ansieht, so setzt sich die absolute
Invariante J bekanntermaflen aus denjenigen Ausdriicken rational zu-
sammen, die man in der synthetischen Geometrie als die Doppelverhdlt-
nisse der vier Wurzeln bezeichnet. Nennt man eins derselben o, so sind
die iibrigen durch die oft gebrauchten Formeln gegeben:

(8> %) 1_6> kL’a 0'—1’ ?

1—0 o o—-1"

und die absolute Invariante J erhilt den Wert:
4 (1—o+02)°

®) T=91 ey
oder
(9&) J_1:£1+U) (2-‘6)-(1—20’)“‘5)

2702(1 —0)®

Diese Gleichung (9), welche ich die Gleichung fir das Doppelver-
hdlinis nennen will, ist nach Formel (8) eine derjenigen mit linearen
Transformationen in sich. Sie gehdort, nach der von Schwarz und mir
bei fritheren Gelegenheiten gebrauchten Ausdrucksweise, dem Doppel-
pyramidentypus [im ,Ikosaederbuch® und spiter auch als Diedertypus
bezeichnet] an, und zwar ist die betr. Doppelpyramide eine sechsseitige.
Ich gebrauche im folgenden vor allen Dingen die konforme Abbildung,
welche durch unsere Gleichung vermittelt wird, und will dieselbe also hier
ausfiihrlich schildern, ohne iibrigens die sehr elementaren Beweisgriinde
anzugeben.

4) [Der Vorzug der im Texte gewihlten Normierung vor anderen in der Literatur

— 8
auftretenden (z. B. durch die Zusatzfaktoren \/g_" , _m s %_3 s i/é;) liegt darin be-
92

9o
12 —

griindet, daf Va eine eindeutige Funktion von o, und w, ist, die fiir keinen Wert
des Periodenverhéltnisses o mit endlichem positiven imagindren Bestandteil Null oder
Unendlich wird. Jacobi normiert durch Zusatz der ,zur zweiten Stufe adjungierten“
(vgl. S. 208) Modulform v/e, — ¢, , wodurch er in seine Theorie eine lastige Unsym-
metrie bringt. K.]

5 Vgl. z. B. Clebsch, Theorie der bindren algebraischen Formen, Leipzig 1872,
S. 170. — Ubrigens werde ich solche Formeln spiter immer in der Art zusammen-
fassen, daB3 ich schreibe:

J:iJ=1:1=4(1-04+06%)":(1+06)"(2—0)" 1—206)*:2762(1 —0)".
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Man interprefiere die komplexen Werte von J in einer Ebene, die
komplexen Werte von ¢ auf der Kugel, und letzteres in der Art, dai
==0,1,0c drei #quidistante Punkte eines grofiten Kreises, welcher der
Aquator heiflen soll, entsprechen. In ihnen wird J-— co o
und also & = 0. Die Werte o—=2,}, — 1 (fiir welche

g., verschwindet und JJ == 1 wird} gehoren dann ebenfalls 4 ¥
drer &dquidistanten Punkten des Aquators an, welche
zwischen den erstgenannten in der Mitte liegen (Fig.1)

e 7

Fiir J ==, resp. ¢, = 0 ergeben sich die beiden

-3

Werte ¢ — 1:3 —-; sie sind durch Nord- und Siid-

2 Fig 1.
pol der Kugel vorgestellt.

Jetzt zerlege man die Kugel durch die sechs Halbmeridiane, welche
Nord- und Sidpol mit den sechs anf dem Aquator markierten Punkten
verbinden, und iibrigens durch den Aquator selbst 1n zwolf gphirische
Dreiecke. Die konforme Abbildung ist dann emfach die, dall ¢ ein solches
sphiirisches Dreieck durchlaufé, wenn sich J uber seine positive oder seme
negative Halbebene bewegt. Die Ecken entsprechen in der soeben an-
gegebenen Weise J = 0, 1, oc. Schraffiert man diejenigen Dreiecke, welche
der positiven Halbebene J entsprechen und 1Bt die anderen frei, so er-
geben die beiden Halbkugeln, auf die Aquatorebene parallel zur Achse-
projziert, folgendes Bild-

Nordliche Halbkugel Stdiiche Halbkuget

Fig. 2a. Fig. 2h.

Ieh habe 1 die nicht schraffierten Gebiete die Ausdriteke o,

1 ¢—1 -
*l—e’ a " a—1
Drehungen kenntlick sind, welche die Kugel bei den betr. Substitutionen
erfahrt.

Ubrigens ist die hiermit geschilderte Figur im wesentlichen identisch
mit derjenigen, die ich frither [im Exrlanger Programm (1872} = Abh. XXVIIL
m Bd. 1 dieser Ausgabe, 8. 496, sowie in den Math. Annalen, Bd. 9
(1875/76), 8.191 = Abh. LT in Bd. 2 dieser Ausgahe, 8.284] zur Versinn-

K!ein, Fesammelte math Abhandiungen TIE 2

a ¥

I1—ea

in der Weise hineingeschrieben, daB die
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lichung des Formensystems einer bindren kubischen Grundform angegeben

habe. In der Tat, schreibt man statt ¢ homogen machend ?, so hat man:
2

J:J —1:1=4(0f — 0,0, + 0‘?)3:[(01 +0,)(0, — 20,) (20, — 02)]2
:27 [0, 0 (0, — 02)]2’
und betrachtet man hier o, 0, (6, — 0,) als bindre kubische Grundform,
so ist (von Zahlenfaktoren abgesehen) (o] — o, 0, + 0;) die Hessesche
Form derselben, (¢, + 6,) (6, — 20,) (20, — og) d1e Funktionaldeterminante
beider.

§ 3.
Der Modul  und die Legendresche Normalform ©).
Man kann durch lineare Substitution erreichen, da die bindre Form f in

Y1 Y2 (Yo — %) (% — 0Yy,)

iibergeht, wo o irgendeines der sechs Doppelverhéltnisse ist. Dann also
wird, von einem Zahlenfaktor abgesehen, das elliptische Integral

(10) Y8y — Y1 4Ys f
VY1 %2 (%o —91) (Y2 —04) \/y(l~y) d—oy)

Die Invarianten g,, g,, A nehmen folgende Werte an:

[ _6°—a+1
%=1z
(0+1) (20 —1) (6—2)
(11) gs = 432 s
o 0"(1—-6)
A= 256

und normieren wir (10), indem wir 112/3 im Zéhler zusetzen, so kommt:

(12) VT ay

vy(l—y)(l—ay) vy(l—y)(l—x ¥)

d

wo ich, wie es iiblich ist, 6= %2 1— o= »'? gesetzt habe?). Der
Modul » ist also hier die Quadratuurzel aus dem Doppelverhdltnisse und
als solche von keiner wesentlichen Bedeutung. Vielmehr ist das Doppel-

%) Vgl. die Darstellung bei F. Miiller, Schlomilchs Zeitschrift, Bd. 18 (1873), S. 280.
") Was Herr Dedekind in seinem Aufsatze Valenz nennt, ist also nichts an-
deres als die 'rationale] absolute Invariante des Integrals (10) oder (12):
4 (a*—0+1)°
21 s2(1- )"
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verhdlinis selbst im folgenden iiberall die eigentlich in Betracht kommende
GroBe, und ich schreibe nur gelegentlich x? statt ¢, um die Formeln den
gewdhnlich gebrauchten @hnlicher zu machen.

Nun aber betrachtet man durchgéngig nicht (10) als die einfachste
Form des elliptischen Integrals, sondern die Legendresche Normalform:

dz

13) i e

die, von dem Zahlenfaktor 2 abgesehen, aus (10) durch die quadratische Trans-
formation y=22 entsteht. Demgegeniiber kann nicht stark genug betont werden,
daf alle Entwicklungen in der Theorie der elliptischen Funktionen, welche an
Jacobis Darstellungsweise ankniipfen, sich im Wesen der Sache auf das Inte-
gral (10) beziehen und nur der historischen Kontinuitét zuliebe im Legendre-
schen Normalintegrale ihren Ausgangspunkt nehmen. [Vgl. unten FuB-
note %) auf 8. 179/180]. In der Tat, die Perioden von (13) sind nach Jacobis
Bezeichnung 4K, 25K’, wihrend (10) 4K und 4¢K’ als Perioden ergibt;

und %{—' ist diejenige GroBe, welche man als transzendenten Modul zu
betrachten pflegt, nicht 2)—1;; Anders ist es vielfach in Abels Arbeiten;

bei ihm wird das Legendresche Integral aus dem allgemeinen f%
z

durch lineare Substitution hergestellt. Ich werde weiter unten noch auf
die sich dann ergebenden Beziehungen zuriickkommen, und bemerke hier
nur, dafl dann die Bedeutung von » minder einfach ist (siehe Abschn. ITI, § 9).

§ 4.
Die quadratische Transformation und die Transformation
vierter Ordnung.

Neben dem Legendreschen Integrale entstehen aus (10) durch qua-
dratische Transformation noch zwei andere, die man erhélt, wenn man
— (1 —oy), bzw. (1 —y) durch (o6 — 1)2?® ersetzt. Fiir den soeben ge-
kennzeichneten Standpunkt sind diese drei Integrale gleichberechtigt, und
so mdgen sie, von Faktoren befreit, hier zusammengestellt werden. KEs

sind diese:
IJ‘\,I—Z2 T—02?’

V=28 1— l—(l——o)z ’

f\/l—az*‘ 1—(c—1)2%

(14)

2*
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Fiir ihre Invarianten hat man folgende Werte:

9> g3 A
I o2+ 140+1 0338362 —3830+1 a(l—o)'

12 216 16
621604 16 —0%—300%+ 960 — 64 o¢(1—o0)

(15) I 2 216 16
1y |_L=160+160° —~1—300-+9602— 6443 o(s—1)

12 216 16

und also fiir die GréBe J in den drei Fillen:

J_(02+146+1)8 (62—166+16)"° (1 —1606+160%)°

(16) rl ;
1086 (1 —o) 10864 (1 — o) 1086 (o —1)

Wir konnen an diese Formeln Folgerungen fiir die quadratische und
die biquadratische Transformation des elliptischen Integrals kniipfen,
Einmal hat man:

Ist J die absolute Invariante des gegebenen Integrals, so erhdlt man
die absoluten Invarianten der durch quadratische Transformation hervor-
gehenden Integrale, wenn man einen Wert von ¢ der Gleichung entnimmi.:

Jod (P=otl)
27 42 (1—o0)®
und ihn in die Ausdriicke (16) eintrdgé. Oder auch: wenn man die
sechs Werte von o der worstehenden Gleichung entnimmit und sie in einen
der drei Ausdriicke (16) eintrdgt (wobei mur drei wverschiedene Werte
resultieren).
Andererseits folgt:

Will man die Invarianten derjenigen Integrale berechnen, die aus
dem gegebenen mit der Inwariante J durch Transformation wvierter Ord-
nung hervorgehen, so bestimme man aus einer der drei Gleichungen (16)
die sechs Werte von o und trage sie in eine zweite der dres Gleichungen ein.

§ 5.
Darstellung der rationalen Invarianten durch die Perioden.
Ich stelle hier einige den Jacobischen Fundamenten entnommene

Formeln zusammen, die man zur Berechnung von A und g, und also von
J benutzen kann. Nach dem, was soeben gesagt wurde, entspricht das

Jacobische %_K-’ﬁ unserem o = g—‘ Soll der Zshler dem Zidhler, der
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Nenner dem Nenner zugeordnet werden, so beachte man, daB o, Va

resp. w, i/g—g absolut invariant ist. Daher kommt:

12— 3
VA 0, =4iK' V]
(17) 8 r
VA -0,— 4K V7,
sowie:
Voo 0, = 4iK o2
(173.) x“—x“‘—{—l
Vg, 0, — 4K \/ ————— .

Nun findet man S.89 der Fundamenta (1829) [=1S.146 in Bd. 1 der ge-

sammelten Werke Jacobis]:
{1=¢) (1 —g")(1—-¢"..

Also folgt:

(18) w2%Z=Hn-q’5~n(l—q2”)2, g=e".

Diese Formel lift A aus o,, », berechnen®). (Umgekehrt kann sie
auch dazu dienen, um bei dem normierten Integrale, bei welchem A =1
ist, w, und w, durch ihr Verhdltnis w auszudriicken.)

Man findet ferner S. 114 der Fundamenta [=S.169 in Bd. 1 der
gesammelten Werke]:

L a 2K\* q* 3q 1
(L=wt ) () =1t 1516 Lo+ B0 4 204,
also, vermoge (17a):

(19) 0 (52) = mroo{rip+ il et )

Aus dieser Formel berechne man g,.

z'
}(i 2J¢x K ) q:e—.—r—i.
Vg

3
Beachten wir noch, welchem Werte sich J — gAi nahert, wenn ¢ ver-

schwindet. Man findet in erster Anndherung:
, 1
(20) = Ty
§ 6.
Das Doppelverhiltnis als Funktion von «. Konforme Abbildung.

Man kann bekanntlich die Perioden 4K, 44K’ als hypergeometrische
Reihen darstellen, die Partikularlosungen derselben Differentialgleichung

%) Die rechter Hand in (18) stehende Funktion ist, von dem Faktor 2z abge-
sehen, das Quadrat der bei Dedekind zugrunde gelegten Funktion #(w).
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gwetter Ordnung mit 6 = »* als unabhangiger Verinderlicher sind. Daher
bildet der Quotient m:—% dte Halbebene o auf ein Kreigbogendreeck
ab, und es zeigt sich, dall dic Winkel dieses Dreiecks simtlich Null sind?),
Benutzt man fiir 4K, 4iK’ die gewbhnlich angegebenen Reihenentwick-
lungen, so haben die beiden Dreiecke, welche der positiven und negativen

Wmoo Gus Halbebene ¢ (der noérdlichen und siidlichen
7 é Halbkugel ) entsprechen und von denen das
T erstere schraffiert werden soll, in der w-Ehene

I die mn Fig 3 gegebene Lage.
Zwei Dreieckseiten sind, wie man sieht,.
gerade Linien geworden, welche sich, als pa-
“ raliele Linien, unter einem Winkel gleich Null
fnow

-7 wed treffen; die dritte Seite ist e Halbkreis, der
e F‘é'; die heiden geradlinigen Beiten in Punkten der
lg By

reellen Achse berithri.

Vervielfiltigt man diese Dreiecke nach dem Gesetze der Symmetrie,
80 erhilt man eine beliehig zu vermehrende Zahl derselben, welche in
tickenloser Aufcinanderfolge die positive Halbebene @ uberdecken, ahber
niemals auf die negative Halbebene hinitbergrerfen. Ihre Spitzen liegen
alle auf der Achse der recllen Zahlen und dringen sich dort in jedem
rationalen Punkte zu unendlich vielen zusammen. Die folgende Figur
(die nach Belieben vervollstindigt werden kann) mag dies Verhiltnis er-
ldutern.

Wi 3 i)

7 2

-Z =7 o 7 2
Fig. 4.

Diese Figur zeigt i vollig angchaulicher Weise, wie w als Funktion
von 6 verzwelgh ist, Wollte man die Riemannsche Fliche konstruieren,
welche @ als Punktion von o darstelit, so wiirde man unendlich viele
Blitter erhalten, welche bel o — {}, 1, oc unendlich oft zn unendlich vieten
zusammenhingen wirden. Sfatt dessen benutzen wir hier den Umstand

¥ Biehe Schwarz in Crelles Journal, Bd. 75 (1872/73), 8, 319 [= Gesammelie
Math. Abhandlungen, Bd 2, 8, 241, 242
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(der sich aus der konformen Abbildung selbst ohne werteres ergibt), daB
s eme emdeutige Funkfion von « ist und zerlegen die Ebene w in un-
endlich viele den Halbebenen von o entsprechende Gebiete. Ich betone
dieses Verfahren, well ich es spater oft benutze, um Verhaltmisse klar-
zulegen, die sich auf der mehrbldtirigen Riemannschen Flache kaum iiber-
sehen lassen,

§7.

Die Invariante .J als Funkiion von .
Man beachte Jetzt, daB sich nach § 2 die Halbebene o (resp. die von
dem Aquator begrenzte Halbkugel o) in sechs Unterdreiecke zerlegh, welche
den Halbebenen .J entsprechen. Cenan chenso kann man ein Kreishogen-

Fig. 5 Fig. 6

dreieck, dessen samtliche Winkel gleich Null sind, in sechs Unterdreiecke
zerlegen. Fiir das symmetrisch gestaltete Dreieck dieser Art zehe man
einfach, wie Fig. 5 zeigt, die drei Hbhen; die Unterdreiecke sind dann
geradezu kongruent. Allgemein also hat man zum Zwecke der Zerlegung
durch jede der drei Ecken denjenigen Kreis zu ziehen, der in der Ecke

die bheiden dort zusammensioBenden J= oo B
Kreishogen beriihrt, wihrend er auf Vi, N
der dritten Seite senkrecht steht, Dies ' : i

liefert z. B. bei den Dreiecken der
Fig. 3 das in Fig. 6 gegebene Bild.
Jetzt foigt aus dem Prinzip der
Symmetrie: def sich w eben uber
esn solches blesnes Dreeck bewegt,
wenn J uber setne Halbebene lduft.
Man erhiilt also die konforme
Abbildung, welche die Beziehung Fig 7.
zwischen J und w darstellt, wenn
man Jedes Dreieck der Fig. 4 in der nun angegebenen Weise in sechs
kleme Dretecke zerlegt und diese Dreiecke, der Zeichnung 2 entsprechend,
abwechselnd schraffiert, resp. freiliit. So entsteht die Fig. 7.
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Will man die Sache anders darstellen, indem man e« als Funktion
von J durch eme unendlich-blittrige Riemannsche Fliche reprisentiert,
so folgt, dall bei J =0 immer je drei, hei J= 1 immer je zwei, bei
J — oc immer unendlich viele Blatter zyklisch zusammenhéingen.

Drese Figur nun — welche die eigentliche Grundlage fiir das Nach-
folgende abgibt — 18t eben diejenige, voen der Dedekind bei seiner Dar-
stellung anspeht. Er kommt zu ihr durch rein arithmetische Betrachtung.
Die Werte von o, welche zu emem Werte von J gehdren, sind, wie oben
bemerkt, aus einem solchen Werte durch die {ganzzahligen] Substitutionen
(22) o = S0 IE L s py—1

T §?
wen — 3§

zu Dberechnen. Nennen wir solche Werte von o emander dguivalent, so
ist aus der Entstehung unserer Figur klar, dal man zu einem heliebig
gegebenen Punkte der positiven Halbebene w, der einem schraffierten oder
nicht schratfierten Dreiecke angehéren mag, die Gessmtheit der mit ihm
aquivalenten erhdlt, wenn man n allen schraffierten, bez. nicht schraffierten
Dreiecken die entsprechend gelegenen Punkte markiert. Umgekehrt also —
und das ist der Weg, den Herr Dedekind einschligt — muf man, von
der Untersuchung der Substitutionen (22) ausgehend, zu unserer Dreiecks-
Jea figur gelangen, und dann, wenn man will, von jhr aus zux
! Definition der Grofie J (der Volenz). Dieser Weg hat in
prinzipieller Hinsicht vor dem hier von mir eingeschla-
genen durchans den Vorzug; aber 1ch wiingchte mich
moglichst an die bekanuten Resultate der Theorie der
elliptischen Hunktionen anzuschlieBen, da ich spiter doch
aul sie zuruckgredfen mufl, wenn Ich nicht zu weitliufig
werden will.
Tbrigens sei es mir weiterhin gestattet, die Drei-
Fig. 8. ecke der Fig. 7 als Elementardreiecke zu begeichnen,
Die Vierecke aber von der Art des in nebenstehender Figur
dargestellten, welche durch Aneinanderlegung zweier Elementardreiecke ent-
stehen und somit als Bilder der (zweckmiBig zerschnittenen) Gesamtebene J
gelten konnen, sollen gelegentlich Elementarvierecke genannt werden.

§ 3.
Einteilung der Substitutionen ' -- -‘;‘—zi‘g

Unter Benutzung der nunmehr gewonnenen Figur st es sehr leicht

nnd fur viele Zwecke sehr nutzlich, sich ein deutliches Bild der Trans-

formationen [22)-

' _ff‘fJ_‘_|-__|8 - _
© = yr4d7 (€8 — fy = 1)
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zu machen. Beachten wir hier nur die bei einer solchen Transformation
festbleibenden Elemente. Sie konnen konjugiert imagindr, zusammen-
fallend oder reell und verschieden sein. Im ersteren Falle will ich die
Substitution eine elliptische, im zweiten Falle eine parabolische, im dritten
eine hyperbolische nennen. Bei einer elliptischen Substitution gehort eins
der beiden festbleibenden Elemente der positiven Halbebene w an, die
durch unsere Figur iiberdeckt wird. Markieren wir vorab in ihr die zu
einem beliebig gewidhlten Anfangswerte &quivalenten Punkte und fragen
nun, wann von diesen verschiedenen Punkten im besonderen Falle einige
zusammenfallen konnen. Es ist das offenbar nur dann der Fall, wenn
wir es mit einer Ecke des Fundamentaldreiecks zu tun haben. Fiir die
eine Ecke ist J = 0 (d. h. g, = 0), die mit ihr dquivalenten Punkte riicken
zu drei und drei zusammen. Fiir die zweite Ecke ist J =1 (d. h.g, =0)
und die dquivalenten Stellen sind zu zwei und zwei vereinigt. Die dritte
Ecke kommt hier nicht in Betracht, da sie der Achse der reellen Zahlen
angehort. Nun reprisentiert in Fig. 8 die eine Ecke des schraffierten

Dreiecks, (g, =10), den Wert w=p = L_;“_E , die andere (g, = 0) den
Wert <.

Dementsprechend werden wir den Satz aufstellen:

Von elliptischen Substitutionen o' = %}’—z— gibt es nur zwei Klassen,
die einen haben die Periode 3, die anderen die Periode 2. Die ersteren
lassen solche Punkte ungedndert, welche mit — L J—;‘/—:-g—, die anderen

solche Punkte, die mit =4 1 dquivalent sind.

Arithmetisch bestétigt sich dies durch folgende einfache Uberlegung.
Die Realitidt der bei den Substitutionen o'= “72:—'; festbleibenden Ele-
mente hingt wegen ¢8 — fy — 1 von dem Vorzeichen der GroBe (-4 6)°—4
ab. Soll also die Substitution eine elliptische sein, so kann (¢-+48) nur

Null oder £ 1 sein. Im ersteren Falle sind die festbleibenden Elemente

— 1 SEB
0= — 6YI *, im anderen Falle w = - —‘-_»—TL -—, und dies sind Werte,
. . I T R . .
welche mit + ¢, bez. mit —%i aquivalent sind??). — Allgemein be-

rechnet man die Periode einer Substitution, indem man letztere auf die
Gestalt bringt:

o' —a 1..2=¢9
o —=b w—b"’

wo a, b die beiden festbleibenden Elemente sind; ist dann » der Exponent

1) [Fiir den Beweis vgl. Dedekind, a.a. 0. S.275f.
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der niedrigsten Potenz von 1, welche gleich Eins ist, so ist n die Periode.
Nun ergibt sich in unserem Falle mit Riicksicht auf «é — Sy = 1 durch
Koeffizientenvergleichung:

P = (e+t0) —2.

Setzen wir hier (¢ 4- ) = 0, so kommt 2 = — 1, setzen wir (¢ +6) = + 1,
-1+y=3
2
elliptischen Substitutionen gesagt wurde.

so kommt 1= , womit bestdtigt ist, was iiber die Perioden der

Die Bestimmung der Doppelelemente zeigt, da man eine parabolische
Substitution hat, wenn (¢ 4- 6)= =+ 2 ist. Die Periode der Substitution
(welche dann nicht mehr durch die letztangegebene Regel gegeben wird,

da die festbleibenden Elemente zusammenfallen) ist dann notwendig un-

endlich; das festbleibende Element wird gleich —i—ly——é Das heil3t:

Jeder rationale reelle Wert von « ist festbletbendes Element bes einer
parabolischen Substitution.

Diese festbleibenden Elemente sind also keine anderen als diejenigen,
in denen J =00, A=0 wird. In der Tat stoflen in jedem solchen
Punkte unendlich viele Elementardreiecke zusammen.

Fir die hyperbolischen Substitutionen endlich ergibt sich, daB auch
sie eine unendlich groBe Periode besitzen und daB die bei ihnen fest-
bleibenden Elemente niemals rationale Werte aufweisen. Denn die Qua-
dratwurzel aus (¢ -+ 6)* — 4 kann nie rational sein, wenn |« 8| > 2 ist.

§ 0.
Die Perioden »,, w, als hypergeometrische Reihen, welche nach J
fortschreiten.

Die Dreiecksfigur des § 7 lehrt uns ferner, w, und w, in Funktion
der rationalen Invarianten zu berechnen. Zuvérderst ergibt sich, daB

. . . . . . .
@=-* der Quotient zweier Partikularlosungen einer hypergeometrischen
2

Differentialgleichung ist, deren unabhingige Veranderliche die absolute
Invariante J ist. Denn allgemein vermittelt der Quotient zweier Partikular-
I6sungen der hypergeometrischen Differentialgleichung die Abbildung der
Halbebene auf ein Kreisbogendreieck'!). In unserem Falle sind die drei

JT

Winkel des Kreisbogendreiecks = 0, 3 g—, und wir koénnen daher die

11) Vgl. die Abhandlung von Schwarz in Crelles Journal, Bd. 75 (1872/73)
[= Gesammelte Math. Abhandlungen, Bd. 2, S. 211f1.].
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Konstanten ¢, 8, y der hypergeometrischen Differentialgleichung nach be-

kannten Formeln folgendermaBen wihlen:

1 1 2

“=ip P=m 73

Die Differentialgleichung lautet dann:
d’z 2 7 dz z
(23) J(l—J)~dJé+(§—§ ) _ 2o,
Ich will nun zuerst zwei Partikula,rlésungen 2y, 2, dieser Differential-

gleichung in der Weise angeben, daBl o= -z; sich eben iiber das in Fig. 8

gezeichnete Elementarviereck bewegt, wenn J seine ganze [von — oo iiber
0 nach - 1 aufgeschnittene] Ebene durchlduft. Ich setze jede der Par-
tikularlosungen 2,, 2, in drei Formen, von denen fiir ein gegebenes .J
immer mindestens eine konvergiert. Von den doppelten Vorzeichen gilt
das obere fiir ein J, das der positiven Halbebene angehért, das untere

fiir die J der negativen Halbebene. Man findet durch elementare Me-
thoden?):

T (o7 - 10g1728) - £ (b, 51, 1)
—6F<12+9’ 152“” 1+2e, J) )
T Tae T Te=0)
- ((log (J — 1)+ log 1728) - F (35, 15, 1, =)
ZnVJ—l
"3F< 2t 12+9’ T+2e g 1J> )
de  (e=0)
+/3y2+V3 - o) F( &5 2, J)
R g Pl
(24) | I ORUCE
+EFE2+V3): “(Aﬁ)?i’?ﬁ RGN )
zz:’vl? (1 1)

12) [Bei dem Wiederabdruck wurden im folgenden zwecks Richtigstellung kleine
Verénderungen vorgenommen. B.-H.]
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e menld) L
" (1 - - TI(O)-]T(--;) 1 1 1
+(1FE+V3)i) - - (tfléTT;(lf; : (i‘2, 20 3 1 "J)'

Um jetzt w,, w, selbst zu berechnen, setze man. llz/z-wle 2,
Va. wy = M2z,, wo M einen Multiplikator bedeutet, und findet zunéchst:
d w, d o, —iM? -3 _1
W, — W =—s—dJ (J—1) .
14 YAl T, VA ( )
Nun ist aber nach dem Friiheren
12 ) ,i/;fx—" 12 i/;f
VA o, =4iK'V7-, VA 0, =4K\
und man hat die Formel der Fundamenta [vgl. Jacobi, Ges. Werke, Bd. 1,
S. 129 unten]: dK d(iK’) . im
_ Td (%) T d(x%)  4xt(1—x%)"
Der Vergleich ergibt nach kurzer Zwischenrechnung:
M= =
Vays’

und also haben wir fiir w,, w, allgemein folgende Darstellung:

1K' K

(25)

Ist also ein elliptisches Integral f dz_ vorgelegt, so bedarf man zur Be-

Vi)

rechnung der Perioden o,, w, durchaus nicht der Auflosung der Gleichung
=0, wie man gewdhnlich annimmt, indem man die Perioden durch die
zwischen den Verzweigungspunkten genommenen Integrale definiert. Son-
dern es geniigt, aus den Koeffizienten von f die rationalen Invarianten zu
berechnen und ihre Werte in (24), (25) einzutragen.

Der erste, der dieses Resultat abgeleitet hat, scheint Herr Bruns zu
sein??). Ich glaubte es hier von mir aus entwickeln zu sollen, weil es fiir

13) Dorpater Festschrift: Uber die Perioden der elliptischen Integrale erster und
2weiter Gattung. 1875 [abgedruckt in den Math. Annalen, Bd. 27 (1886), S. 234—252].
Herr Bruns beschriankt sich auf die Betrachtung des Integrals

f G
Vézd—g, x—:?s

und gibt den hypergeometrischen Reihen eine etwas andere Form.
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das folgende durchaus wesentlich ist, die Beziehung zwischen den Perioden
w,, w, und den Invarianten g,, g,, A als eine direkte zu betrachten, zu
deren Herstellung man der Vermittlung von o = »? nicht bedarf, und habe
eben deshalb auch die fertigen, bei der Berechnung unmittelbar brauch-
baren Formeln hergesetzt.

Abschnitt II.

Die Gleichungen zwischen den Invarianten bei Transformation
der elliptischen Funktionen.

Auflosung der Jacobischen Gleichungen sechsten Grades mit 4= 0.

§ 1.
Gleichungen, welche einen Parameter enthalten.

Es sei
@(s,2)=0

eine Gleichung, in der s die Unbekannte, z einen verinderlichen Parameter
bedeuten soll. So konstruiere man iiber der Ebene, welche die komplexen
Werte von z reprisentiert, die zu s gehorige Riemannsche Fliche. Die-
selbe hat eine doppelte Eigenschaft, welche sie geeignet erscheinen la8t,
als gemeinsames Charakteristikum aller Gleichungen zu dienen, die aus
@ = 0 durch Tschirnhausen-Transformation entstehen. Erstlich ndmlich
bleibt sie ungeéindert, wenn man statt s eine rationale Funktion s’ von s
und z als neue Unbekannte einfithrt; zweitens gilt auch der umgekehrte
Satz, daB s’ in s und z rational ist, wenn s’ in bezug auf z dieselbe
Riemannsche Flache besitzt wie s.

Handelt es sich also darum, eine Gleichung, die den Parameter z
enthalten soll, in einfachster Weise aufzustellen, so studiere man zunichst
die zu ihr gehorige iiber der z-Ebene konstruierte Riemannsche Fliche.
Dann fiihre man als Unbekannte die einfachste algebraische Funktion
ein, welche in dieser Riemanmnschen Fldiche existiert.

Diese Forderung einer einfachsten Funktion wird, sobald das Ge-
schlecht p der Riemannschen Fliche gréBer als Null ist, einer Definition
bediirfen und je nach dem Zwecke, den man verfolgt, verschieden aus-
fallen. Ist aber p=0 — und das ist der Fall bei allen im folgenden
explizite behandelten Gleichungen — so kann kein Zweifel sein, daB man
als einfachste Funktion diejenige zu betrachten hat, durch die sich alle
anderen rational ausdriicken. Diese Funktion, die weiterhin z genannt
, at+b

werden soll, ist, von linearen Substitutionen (r = rid

) abgesehen, vollig
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bestimmt. Durch ihre Einfiilhrung gewinnt die Gleichung folgende Gestalt:
_ v

@ TN

wo @,y zwel ganze rationale Funktionen sind, und die vielfachen Wurzeln,

welche die Gleichun

o ap@—p(®)=0
bei verinderlichem z aufweist, entsprechen genau den Verzweigungspunkten,
welche die Riemannsche Fliche besitzt.

§ 2.
Gleichungen, welche sich durch elliptische Modulfunktionen losen lassen.

Der Parameter, welcher soeben z genannt wurde, soll jetzt die ab-
solute Invariante eines elliptischen Integrals sein und demnach mit J be-
zeichnet werden. So frage man: Wie muf s als Funktion von J ver-
zweigt sein, wenn sich die Gleichung

p(s,J)=0

durch elliptische Modulfunktionen soll losen lassen? Ich meine, die
Gleichung soll sich in der Weise losen lassen, dal man aus J das Perioden-
verhiltnis w berechnet und man nun eindeutige in der ganzen positiven
Halbebene « definierte Funktionen von w hat, welche die Wurzeln von
@ = 0 reprasentieren.

Dazu ist notig und hinreichend, daB sich die einzelne Wurzel s, als
Funktion von o aufgefaB8t, innerhalb der positiven Halbebene w nicht
verzweigt.

Daher hat man unmittelbar mit Riicksicht auf Abschnitt I den Satz:
Verzweigungsstellen diirfen in der Riemannschen Fliche, welche s als
Funktion von J darstellt, nur ber J = 0, 1, co liegen. Bei J = 0 kénnen
beliebig oft drei Bldtter zusammenhdngen, bes J = 1 beliebig oft zwei
Blitter. Bei J = oo kann die Verzweigung trgendwelche sein*).

Suchen wir insbesondere Gleichungen vom Geschlechte Null und setzen
sie in die Form (1): J_o®

y(v)’
so darf @ neben einfachen Faktoren nur dreifache, ¢ — y neben einfachen

14 Genau ebenso bestimmt man alle transzendenten Funktionen von J, welche
sich durch Modulfunktionen eindeutig darstellen lassen. Zugleich erledigt man das
Problem: Alle Untergruppen aufzustellen, welche in der Qesamthest der [ganzzahligen]
Substitutionen

- g_a_).ﬂ. — =1
o= Ts (ad—py=1)
enthalten sind. [Vgl. die Darstellung in den ,Modulfunktionen®, Bd. 1, Abschnitt II,
insbesondere Kap. 6.]
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Faktoren nur doppelte, y Faktoren beliebiger Multiplizitdt enthalten.
Aber keine Gleichung 1¢ 4 uy =0, die von p =0, y =0, p —yp =0
verschieden ist, darf mehrfache Wurzeln besitzen.

Zu diesen Gleichungen gehoren z. B. die Gleichungen (9) und (16)
des vorigen Abschnitts. Es gehoren aber auch dazu, wie ich beildufig
anfithre, zwei der drei Gleichungen, die ich Math. Annalen, Bd. 12 (1877),
S.175/176 [= Abh. LIII in Bd. 2 dieser Ausgabe, S. 316/17] aufstellte. Diese
Gleichungen sind deshalb bemerkenswert, weil sie mit dem Transformations-
problem der elliptischen Funktionen nichts zu tun haben, und also ein
erstes ausgerechnetes Beispiel abgeben fiir die allgemeineren in diesem Para-
graphen gemeinten durch elliptische Modulfunktionen 16sbaren Gleichungen.

§ 3.

Die Gleichungen zwischen ' und .J.

Ich lasse nunmehr die Beschrankung auf das Transformationsproblem
der elliptischen Funktionen eintreten. J und J' seien die absoluten In-
varianten zweier elliptischer Integrale, die durch Transformation =-ter
Ordnung auseinander hervorgehen, wo 7 eine Primzahl sein mag. Um
die Gleichung (n +- 1)-ten Grades aufzustellen, welche J’ mit J verkniipft,
studiere ich nach § 1 zunichst die Verzweigung von J' in bezug auf J.

Bekanntlich sucht man gewdhnlich nicht die Gleichungen zwischen J
und J', sondern die Gleichungen zwischen den Doppelverhiltnissen (Mo-
dulquadraten) x?, A* oder die zwischen den achten aus ihnen gezogenen

Wurzeln w = Vx, v = V7. Ich werde weiter unten (§ 1 des vierten Ab-
schnittes ) einige auf diese Modulargleichungen beziigliche Bemerkungen
machen. Hier sei nur erwédhnt, dal die Verzweigung, welche z. B. v in bezug
auf w aufweist, sehr viel komplizierter ist, als die von J'in bezug auf J.

Die Gleichungen zwischen J’' und J sind zuerst von Felix Miiller
in seiner 1867 erschienenen Dissertation im Anschlul an Weierstrass’
Vorlesungen behandelt worden®). Er geht von dem Studium der doppelt-
periodischen Funktionen aus [indem er die Summe geeigneter p-Teilwerte
als HilfsgroBe benutzt] und gelangt fir n =2, 8, 4, 5, 7 zu fertigen
Gleichungen. Es hat dann 1874 Brioschi die Frage von algebraischer
Seite in Angriff genommen, indem er die Transformation des elliptischen
Integrals direkt in Betracht zog®). Die folgende Herleitung der Trans-

15) De transformatione functionum ellépticarum, Berlin, 1867. Vgl. auch die spitere
Veroffentlichung: Uber die Transformation vierten Grades der elliptischen Funktionen,
Berlin, Programm der Konigl. Realschule, 1872.

16) Sur une formule de transformation des fonctions elliptiques, Comptes Ren-
dus 79, S. 1065 (1874), und 80, S.261 (1875). [= Opere matematiche, No. XLIX,
tomo 1., S. 3211f.]
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formationsgleichungen fiir n = 2, 3, 4, 5, 7, 13 unterscheidet sich wesent-
lich dadurch, daB nur von den Variabeln J und w, nicht aber von der
Integrationsvariablen des elliptischen Integrals oder von diesem Integrale
selbst Gebrauch gemacht wird'?). Und selbst die Variable ¢ tritt nur in
die Betrachtung ein, vermdge deren die Verzweigung von J' in bezug auf
J erschlossen wird, nicht aber in die Rechnung.

§ 4.
Verzweigung von J ' in bezug aut J.

Ich will, des einfacheren Ausdrucks wegen, die Primzahl # im fol-
genden groBer als 3 voraussetzen. Ich denke mir ferner J' so berechnet,
daf man irgendeinen zu J gehorigen Wert von w herausgreift und nun
o’ der Reihe nach gleichsetzt:

(2) o efl et(m=D 1
n n n nw

Dem Friiheren zufolge kann eine Verzweigung von J' in bezug auf
J nur bei J =0, 1, co statthaben.

Bei J =0 hingen die Blitter der (unendlich-blittrigen) Riemann-
schen Fliche, welche w als Funktion von J darstellt, nach § 7 des ersten
Abschnittes zu drei und drei zusammen. Dies ist also, allgemein zu reden,
auch bei der Riemannschen Fliche der Fall, welche J’ darstellt, inso-
fern J' eine eindeutige Funktion von w ist. Ausgenommen ist nur, wenn
an einer solchen Stelle auch J' =0 ist. Dann ist das betr. Blatt der
Fliche J' an der Stelle J = 0 gar nicht verzweigt.

Jetzt ist fiir J =0 ein Wert von w gleich ~1+2”—3 = g. Das ent-
sprechende J' ist somit aus folgenden Werten von ’ zu berechnen:
o' —2 et et(e—1) 1
T on? n 0 n ’ ne

und es entsteht die Frage, ob unter diesen Werten einige sind, welche mit
o dquivalent sind, und fiir die also auch J'= 0 ist?
Man hat also den Ansatz:

etx wotf
(3) n yo+9’
wo x eine der Zahlen 0, 1, ... (n — 1) bedeutet und «, 8, y,  irgend-
welche ganze Zahlen sind, die «d — fy =1 ergeben. Dies erweist sich

als moglich und zwar zweimal als moglich, wenn 7 sich in komplexe
F ’ 4
aktoren der Form (ro-8)(y'o+6")

17) Etwas Ahnliches scheint Herr Dedekind zu beabsichtigen; vgl. den SchluB-
paragraphen seiner Arbeit.
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zerlegen laBt, d. h. also, da m > 3 angenommen wurde, wenn » von der
Gestalt 6u -+ 1 ist-[— h_lE ist nie mit ¢ dquivalent].

Daher haben wir den Satz:

Ist n="6u+5, so hdngen bes J =0 die (n 4 1) Bldtter der auf
J' beziiglichen Riemannschen Fldiche zu drei und dres zyklisch zusammen.
Fiir n= 6pu -+ 1 dagegen verlaufen bei J = 0 zwei Bldtter isoliert und
nur die ibrigen (n — 1) ordnen sich zu drei und drei in Zyklen.

Genau so erschlieft man die Verzweigung bei J = 1. Dann ist ein
zu J gehoriger Wert von w gleich 4, und es fragt sich, ob sich unter den
zugehdrigen Werten von w’ solche befinden, die mit 4 dquivalent sind.
Man findet, daB es zwei solche Werte gibt, wenn n—=4u 4 1 ist, dafl
es aber keinen solchen Wert gibt fiir » =44 + 3. Daher:

Bei J =1 hingen fiir n — 4 u + 3 alle Bldtter paarweise zusammen,
ist aber m =4 u + 1, so bleiben zwei Bldtter isoliert und nur die tibrigen
verzweigen sich zu zwei und zwes.

Betrachten wir endlich den Wert J = co. Ich behaupte:

Die (n -+ 1) zugehorigen Werte von J' sind ebenfalls unendlich. Aber
nur n der betr. Bldtter hingen in einem Zyklus zusammen, ein Blaitt
verlduft isoliert.

Denn nehmen wir etwa, J = co entsprechend, w =100, d. h. gleich
einer sehr groBen rein imaginiren Zahl. Dann werden unter den Werten (2)
von o’ die n ersten:
o+l wt(n=1)

E) — Y .
n ’ n

(1]
n

ebenfalls gleich 700, der letzte:
1

nw

gleich Null. Die zugehérigen J’ sind also gewiB alle unendlich. Jetzt
lassen wir 200 allméhlich um reelle Inkremente wachsen, bis es 00 41
geworden ist. Dann vertauschen sich die n ersten Reprasentanten zyklisch, da

aquivalent ist. Der letzte Reprasentant aber ist mit seinem eigenen An-
fangswerte dquivalent geworden.

§ 5.
Vertauschung von J und J'.

Selbstverstandlich ist J in bezug auf J’ gerade so verzweigt, wie J’

in bezug auf J. Wir erhalten also dieselbe Riemannsche Fliche in
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. IIL 3
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doppelter Bedeutung, oder, anders ausgedriickt: Es gibt eine eindeutige
Transformation der Riemannschen Fliche in sich, welche der Vertau-
schung von J und J' entsprichs.

Diese eindeutige Transformation hat notwendig die Periode Zwes, weil
eine zweimalige Vertauschung den urspriinglichen Zustand wieder herstellt.
Nun entsprechen J = co, wie wir soeben sahen, nur zwei Punkte der
Riemannschen Fliche, und fiir diese war auch J' gleich co. Ich be-
haupte zundchst:

Bei der in Rede stehenden eindeutigen Transformation werden diese
beiden Punkte miteinander vertauscht.

Man sieht dies sofort, wenn man wieder, wie es eben geschah, w = ¢ 0
setzt und um reelle Inkremente wachsen 1aBt. So geht

1
w/:______ »

nw

bereits in einen mit seinem anfinglichen Werte &dquivalenten Wert iiber,
1 . S
wenn  um - zugenommen hat, so daf es m-mal einen dquivalenten

Wert angenommen hat, wenn o zum ersten Male mit seinem Anfangs-
werte dquivalent geworden ist. Fir die anderen n Reprisentanten w’
gilt das Umgekehrte; sie werden mit ihrem urspriinglichen Werte zum
ersten Male dquivalent, wenn o dies bereits n-mal getan hat. —
Beachten wir ferner solche, nach dem vorigen Paragraphen moglicher-
weise paarweise vorhandene Stellen, in denen J und J' gleichzeitig Null
oder gleichzeitig Eins sind, und die sich dadurch auf der Riemannschen
Flache kenntlich machen, dal bei J ==0 resp. bei J =1 zwei Blitter
isoliert verlaufen. Offenbar &ndern diese Stellen bei Vertauschung von J
und J' ihren Charakter nicht; sie bleiben also bei der betr. eindeutigen
Transformation entweder einzeln erhalten oder vertauschen sich wechsel-
weise. Welches von beiden eintritt, mag hier unentschieden bleiben.

§ 6.
Das Geschlecht der Transformationsgleichung.

Um das Geschlecht der Gleichung zwischen J und J’ zu berechnen,
unterscheide man jetzt » nach dem Modul 12. In der folgenden Tabelle
ist angegeben, wie oft bei J = 0, J = 1, J = oo eine Anzahl von u Blittern
im Zyklus zusammenhéngen. Also z. B. 4v-8 2.1 heiflt, daB 4»-mal
je 3 Blatter zusammenhéngen und aufBerdem zweimal je ein Blatt isoliert
verlauft.



LXXXII. Transformationstheorie und Gleichungen fiinften Grades. (Abschnitt IL) 35

J=0 J=1 J= oo
n=12v+41 4v.3 421 6v-2+2.1]1-(12v+1) +1-1
n=12»+5 |(4v»+2)-3 (6v+2)-2+2.1]1-(12v +5) +1-1
n=12v+7 |(4v+2)-3--2.1|(6v | 4)-2 1-(12v+7) +1-1
n=12v+ 11 |(4v +4)-3 (6v+6)-2 1-(12v4+11)+1-1

Nun hat man die bekannte Regel
1

wo n die um Eins verminderte Blitterzahl, » die Zahl der im einzelnen
Verzweigungspunkte zyklisch verbundenen Blétter ist. Daher kommt in
den vier Fillen:

(4) p=v—1,» », v+ L.

Das Geschlecht ist also gleich Null fiir n==>5,7,13. Fir n=11,
17,19 wird es gleich Eins usw.

Die Fille n =2, 3 blieben im Vorangehenden ausgeschlossen; wir
werden weiterhin sehen, daB auch bei ihnen das Geschlecht gleich Null ist.

§7.

Das Fundamentalpolygon.

Nachdem bekannt ist, welche Verzweigungsstellen J' in bezug auf J
aufweist, handelt es sich darum, zu entscheiden, wie die verschiedenen
Verzweigungspunkte aufeinander bezogen sind (wie sie durch Verzweigungs-
schnitte zu verbinden sind). Um hieriiber Klarheit zu bekommen, betrachte
ich in der w-Ebene ein Polygon, welches aus (n 4 1) nebeneinander lie-
genden Elementarvierecken besteht (Abschnitt I, § 7) und das ich wegen
seiner Wichtigkeit fiir die Transformationstheorie das Fundamentalpolygon
nenne'®). Man wende niamlich auf das Elementarviereck der Fig. 8 die
(n + 1) Substitutionen an:

o'=w, otl, ..., coj_—(ff-z_-l), -1

1%) [Ich hitte schon bei meinen friiheren algebraischen Arbeiten die Fundamental-
polygone heranziehen konnen, z. B. um die Resolventen des Ikosaeders zu definieren.
Doch lagen dort die Verhiltnisse noch so einfach, daB ich damals noch nicht auf
ihre Benutzung verfiel. K.]

[Neuerdings hat, wie schon in den Vorbemerkungen erwithnt, R. Fricke die Trans-
formationstheorie der elliptischen Funktionen wesentlich dadurch geférdert, daB er das
Fundamentalpolygon in geeigneter Weise in zwei Halften zerlegt, die er ,, Klassenpolygone®

g%
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So entsteht eine Figur, welche z. B. fiir n =15, n= 7, n =13 baw.
durch die unten auf 8. 38— 40 folgenden Figuren 9, 11, 13 wiedergegeben ist.

Man lasse jetzt @ das Polygon durchlaufen, setze w’ = % und betrachte

die zugehérigen J und J'. So entsteht offenbar, wenn wir von den Rand-
punkten des Polygons absehen, jede mégliche Kombination J und J' ein-
mal. Die Randpunkte aber miissen, allgemein zu reden, paarweise zu-
sammengehoren, so, daf zwel zusammengehérige Randpunkte dasselbe J.
und dasselbe J' liefern.

Heftet man jetzt die Rénder des Fundamentalpolygons in zweckent-
sprechender Weise zusammen, so entsteht eine geschlossene Fliche, deren
einzelner Punkt ausnahmslos eindeutig der einzelnen Kombination J, J'
zugeordnet ist. Mit anderen Worten: dies ¢st eben die Riemannsche
Fliche, welche wir suchen; nur ist sie, statt (n - 1)-bldttrig wber der
J-Ebene ausgebreitet zu sein, fret im Raume gelegen gedacht. Den Halb-
ebenen J entsprechend zerfallen die (n - 1) Blitter der urspriinglichen
Riemannschen Fliche in 2 (n -+ 1) Halbblitter; dem entspricht hier, daf
unser Fundamentalpolygon und also unsere neue Fliche in 2 (n -+ 1) ab-
wechselnd schraffierte und nicht schraffierte Dreiecke zerlegt ist. Wo die
urspriingliche Flidche Verzweigungspunkte besitzt, da stoBen auf der neuen
Fliche eine grofiere (notwendig gerade) Zahl von Dreiecken zusammen. Und
statt zu iiberlegen, wie die Verzweigungspunkte durch Verzweigungsschnitte
zu verbinden waren, beachten wir hier die Aufeinanderfolge der Dreiecke.

Die Benutzung solcher im Raume gelegener Flichen, welche, statt
mehrblittrig zu sein, in Gebiete zerlegt sind, scheint in vielen Fillen

nennt. Das Fundamentalpolygon geht ndmlich, dem § 5 entsprechend, (bis auf sogenannte
serlaubte Abdnderungen®“) durch die lineare Transformation der Determinante =:

o’ =—-%, die der Vertauschung von J und J’ entspricht, in sich iiber, und das

Klassenpolygon ist eben der Fundamentalbereich der durch diese Transformation er-
weiterten w-Gruppe mit f=0 (modn) (vgl. § 8 in diesem Abschnitt der vorliegenden
Arbeit). Das Klassenpolygon hat nun fiir zahlreiche Transformationsgrade noch das
Geschlecht Null, fir die das Fundamentalpolygon bereits h6heres Geschlecht hat, und
erleichtert daher in diesen Fillen die funktionentheoretischen Ansitze. (Vgl. unten,
S. 167/168). Der Name , Klassenpolygon“ riihrt davon her, daB die Stiicke einer Be-
grenzung (elliptische Ecken und Symmetriekreise) in engstem Zusammenhange mit den
Klassen der bindren quadratischen Formen der Determinanten —n bzw. —4# und =
bzw. 4 n stehen, wie iiberhaupt es zahlreiche Beziehungen zur Arithmetik zu haben
scheint. Niheres siehe in R. Fricke, Uber Transformations- und Klassenpolygone,
Géottinger Nachr. 1919, und namentlich im zweiten Bande des in den Vorbemerkungen
genannten Lehrbuchs der elliptischen Funktionen von R. Fricke (1921). Ubrigens
trat das Klassenpolygon schon an verschiedenen Stellen der ,Modulfunktionen“ und
in einer gleichzeitigen Arbeit von Fricke in den Math. Annalen, Bd. 40 (1892) auf,
jedoch ohne dafl es als besonderes Gebilde aufgefaBt und mit einem eigenen Namen
belegt wurde. Siehe insbes. ,Modulfunktionen“, Bd. 2, S. 170ff,, 189.]
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duBerst zweckméBig, wie ich in Ergénzung einer analogen Bemerkung des
§ 6 (Abschn. I) ausdriicklich hervorheben mdéchte. Die Regel, vermdge
deren man das Geschlecht der Flache aus Blatterzahl und Verzweigungs-
punkten berechnet, verwandelt sich fiir sie in den sogenannten verall-
gemeinerten Eulerschen Polyedersatz:

(5) et+s=k—2p+2;
die Zahl der Ecken (e), vermehrt um die Zahl der Seitenflichen (s), ist
gleich der Zah! der Kanten (k) vermindert um (2p — 2).

§8.

Zusammengehorigkeit der Kanten des Fundamentalpolygons.

Die Zusammengehorigkeit der Kanten des Fundamentalpolygons ist
im einzelnen Falle sehr einfach anzugeben. Zusammengehérige Randpunkte
miissen dasselbe J und dasselbe J' besitzen; es miissen also die zugeho-

rigen w sowohl, als die zugehérigen % dquivalent sein. Nun sieht man
sofort, daB eine Substitution
ow+p
o' = PR (€6 —By=1)
dann und nur dann ein %’ ergibt, das mit % dquivalent ist, wenn § durch

n teilbar ist. Man suche also unter den Substitutionen, deren g durch n
teilbar ist, diejenigen aus, welche aus einer Kante des Fundamentalpoly-
gons eine andere machen: die beiden Kanten sind dann auf der Riemann-
schen Flache zu vereinigen.

Ich bemerke, daf sich unter diesen Substitutionen immer zwei para-

bolische befinden, namlich:

’ ’ [
w = w n W = —7.
+n, ol

Es findet sich ferner jedesmal ein Paar elliptischer Substitutionen, sobald
fir J =0 oder J =1 zwei Blitter der Fliche J' isoliert verlaufen. Der
Rest wird von hyperbolischen Substitutionen gebildet'?).
19) [Fiir ungerades primzahliges n lautet die vollstindige Zusammenordnungsvor-
schrift der Kanten folgendermafien. Es werden verbunden
1. die Kanten w = ——%—{—ti und o =g+ti, wo t reell und g%\/§, durch

die parabolische Substitution
o'=w+mn,

2. die Kanten w = —1+¢€i? und w=1—e—t®, wo og«pgz—;, durch die

parabolische Substitution
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Ich werde dies jetzt in den nachstfolgenden Paragraphen fiir diejenigen
Falle, welche p==0 ergeben, also n=135, 7, 13 niaher ausfiihren. Die
Riemannsche Fliche kann dann in eine Ebene ausgebreitet und also ihre
Einteilung in Gebiete unmittelbar durch Zeichnung veranschauiicht werden.

$9.
Die Riemannsehe Fliehe fiir %2 = 5.

Ich sefze jetzt das bereits oben beschriebene Fundamentalpolygon
for n =5 her.

72

SR

D

X

B T

o

? l
g1z
oz . { Z
e ﬂk ] -—-\ h"‘i/ & I-;'w rm 77

Fig. 9.

Die nebengeschriebenen Zahlen dienen zur genauen Bezeichnung der Kanten.
No hat man folgende Substitutionen.

1. Die parabohschen Substitutionen

o —w-L5,

(G‘I '
l @ = PP
Dhe erstere vereinigt die Kanten 1 mit 12, die andere 4, 5, 6 mit 9, 8, 7.

3. dic Kanten @~k ~eiv und o' = k' — e—i¢, wo Ik eine ganze Zahl zwischen
1

- ; - und n; L ausschlreflich der Null und % die dem gleichen Intervall

angehdrige Lésung der Kongruenz
k &'+ 120 (modn}
bedeutet, wihrchd ¢ anf das Intervail %g v < -2-3'1- beschrankt iat, durch
die Substitution L Bo—(l1kE)
T ek
Kine Substiution 3 ist dann wnd nur dann elliptisch, wenn ihr « + 8, also
k' —k, gleich Null oder +1 wird, &. h. wenn % einer der Kongruenzen genilgt
B4 1l=0{moda) oder k*-:-k-+1=0(modn).
Das sind genau die mm Text aufgezihiten Félle Sie ist dann und nur dann para-
bolwch, wenn &'— k-~ =2, 4 h.
E=2k+1- 42+ 1)2=0(modn)

ist. Das fiibrt auf die bercits unter 2 und im Texte genannte Substitution o’ = il

w41
In allen underen Fallen st “k'—% > 2, d b die Substitution hyperbolisch w.z b. w.
B-H]
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2. Die elliptischen Substitutionen von der Periode Zwer:

r_ 2a—-5b ’ 2w-~5

(7) 27 == w_92°? s (u—|-?'

Die erstere vereinigt 10 und 11, die zweite 2 und 3.
Wir erhalten daher folgende Figur fur die Emteilung der Riemann-

gchen Flache in Gebiete:

7

|

Fig. 10.

Es versteht sich, dafi die Gestalt der Gebiete nur schematisch gemeint
ist -—— Die Zahlen 1, 2, 8, .., 12 wewen auf, wo in der Figur die ebenso
numerierten Kauten des Fundamentalpolygons zu suchen sind.

§ 10.
Die Riemannsehe Fliche fiir # - 7.
Man hat das Fundamentalpolygon.

vy v [ “
e o
% ety r
z T i

dann ferner die Substitutionen;
1. Paraboliache:
[ o' = w47, vereinigt 1 und 16,
(8) 1(;J’= vereinigt 6, 7, 8 mit 11, 10, 9.

s %

Fig. 11

w -
w17
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2. Elliptische von der Periode Drei:

o == E2TT ereinigt 12, 13 mit 15, 14,
(9) '
o’ — L) veremmigt 2, 8 mit 5, 4.

o438’
S0 kommt die Figur:

o
L]
fvs

|
o Y

I||l S

iy

l lm

§11.
Die Riemannsche Fliche fiir 7 — 13.

Das Fundamentalpolygon hat folgende (estalt:

Die zugehorigen Substitutionen sind:
1. Parabolische Substitutionen:

w’ = & + 13 (vereinigh 1 und 28),
(10) { ’ ~ 1
e

(vereimgt 12, 138, 14 mit 17, 16, 15).

2 Elliptische Substitutionen von der Periode Zwei:

S vereinigt 4 und 5.

5o 26 i )
. Iw'—- o TF vereinigt 24 und 25,
() l p 5w+ 26

m — —
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3. Eiliptische Substitutionen von der Periode Drei:

' — ig_:_li, vereinigt 20, 21 amt 23, 22,
(12)
. 3w+13 .. . 0
=ty vereinigh 6, 7 mit 9, 8.
4. Hyperbolische Substitutionen:
o= 2278 vereinigh 18, 19 mit 27, 26,
(18) -
o' = —%3—, veremigt 2, 3 mit 11, 10.

Die Figur wird also diese

§12.
Die Falle 7 —= 2 und »=3.
Die Fille n =2 und n =38, welche bei den vorangehenden Erirte-
rungen ausgeschlossen blieben, behandelt man am besten direkt. Die Funda-
mentalpolygone sind:
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und beidemal geniigen die beiden parabolischen Substitutionen:
(14} w':w—i—?‘b, 60’=m,

um ¢ie Kanten zu veremmigen. So entstehen folgende Figuren:

—— n-z

2
Eé
E§|

£
- —

L)

—

Fig. 16a. Fig. 18b.

Man sieht: Beidemal ist das Geschlecht » = 0. Beil n = 2 hingen
von den 3 Blittern bei J =0 alle, he1 J==1 zwel, bei J = co wieder
zwei im Zyklus zusammen. Ber # = 3 hat man 4 Blatter. Drei derselben
sind ber J =oc zu einem Zyklus vereimgt, wiihrend eines igoliert bleibt;
ebengo bei J — (0. Ber J=1 teilen sich die 4 Blitter In 2 Paare, die
Biatter jedes Paares hangen zykliseh zusammen.

§13.
Der Fall 1= 4,
Mit Rucksicht auf die spiitore Vollstindigkeit betrachte ich noch den

emen Fall einer Primzshlpotenz, m = 4. Als , Reprisentanten” kann man
bei ihm folgende sechs Ausdrucke betrachten:

(1_.\, w -1 w2 -3 —1 2ow—1
2 T 4 T4 T4 4k de

Demnach erhalt man folgende Gestalt des Fundamentalpolygons:

Fig. 17,

und alse nachstehende Riemannsche Fliche
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Wiederum 1t p = (. Bei J — oo hiingen 4 Blitter zyklisch zusammen,
wihrend 2 isoliert verlaufen. Bei J == 0 verzweigen sich die 6 Blitter
zweimal gzu Drel und Drei, hel J — 1 dreimal zu Zwel und Zwe.

§ 14
Aufstellung der Transformationsgleichungen,

Nach den 1n § 1, 2 dieses Abschnittes erliuterten Prinzipien werde
ich jetzt in den Fallen v =2, 3, 4, 5, 7, 18 die Gleichungen zwischen
J und J' in der Weise aufstellen, daB ich berde durch diejenige Variable
rational darstelle, welche 1n der Riemannschen Flache jeden Wert nur
einmal annimmt, Dabei gebrauche ich, wie ausdricklich bemerkt sei, nur
die Lage und Multiplizitit der Verzweigungspunkte von J' 1n bezug aaf
J; sowie die Frlduterungen des § 5, also nicht die in den letzten Para-
graphen gegebenen Figuren, welche man fbrigens als 1u der Ebene z ge-
legen denken mag?®). Diese Figuren sollen also mcht das Mittel sein, um
die Relation zwischen J und 7 aufznstellen, sondern nur das Mittel, se
vollinhaitlich zu verstehen, Auferdem werde ich sie noch 1m folgenden
dritten Abschnitte verwenden.

Beginnen wir etwa mit dem Beispiele n==7. Wir setzen

g (7}

7=

w0 ¢, y ganze Funktionen achten Grades von 7 sind. Nach § 4 soll vor
allen Dingen w aus einem einfachen und einem siebeufachen Faktor be-
stehen. Wihlen wir also v se, daB der einfache Faktor fiir = == (, der

0 {Dafl die Kermtnis der Lage und Maltiplizitit der Verzweignngspunkte zur
Auisteljong der Gleichungen ausreicht, hat eben darin seinen Grund, daf m den in
Frage kommenden Fillen die Verbindung der Bliitter durch die Multiplizitit der Ver-
zweigungspunkte allein eindeutiy bestimmt wird Ber kumpliziertoren Beispielen ist
dies nieht mohr dor Fall Vgl § 5 der foigenden Abh. LXXXIII, &. 86, B.-H ]
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siebenfache fiir 7 = oo verschwindet, so ist y = ¢7 zu nehmen, wo ¢ eine
unbekannte Konstante ist. Nach § 4 soll ferner der Zédhler ¢ zwei ein-
fache und zwei dreifache Faktoren haben; ich kann ihn also in der Form
ansetzen:

p=(v*+ar+p) (t“'-—}—Ar—}—B)s.

Hier kann eine Konstante, die gewi von Null verschieden ist, noch be-
liebig angenommen werden, z. B. f 2!); denn es wurde bislang nur bestimmt,
wo v gleich Null und wo es unendlich werden soll. Ich setze 8, was sich
als zweckmaBig erweist, gleich 49.
Betrachten wir jetzt
J—-1=2%,
Y

Dasselbe soll fiir vier Werte von 7 je doppeltzahlend verschwinden (nach
§4), d. h. (¢ —v) soll das volle Quadrat eines Ausdrucks vierten Grades
sein. Dieser Ausdruck kann aber unmittelbar angegeben werden. Denn
er muB in der Funktionaldeterminante

@ w]
4y dy|
dr drv |

als einfacher Faktor stecken®?), und diese reduziert sich, nach Abtrennung

des Faktors (12 + A7+ B)’, auf den vierten Grad. So findet man fiir
den Ausdruck vierten Grades, von einem evtl. Zahlenfaktor abgesehen:

(v? 4ot +49) (2 + A1+ B) — (v + et + 49) (674 34)
—1(e?+Av+ B) (2714 ).

Jetzt identifiziere man das Quadrat dieses Ausdrucks, von dem Zahlen-
faktor abgesehen, mit (¢ — ). So hat man eine iiberzdhlige Zahl von
Gleichungen zur Bestimmung von «, 4, B.: Die Rechnung gibt:

@ = (12 + 137+ 49) (s* + 51+ 1),
(15) p—p=(r*+ 142* 1 6372 4701 — 7)°, %)
= 17287.

21y B kapn nicht Null sein, weil sonst ¢ mit v einen gemeinsamen Faktor hitte.

2%) [Die hier angewandte , Funktionaldeterminantenmethode* habe ich zum ersten
Mal benutzt in meinem zweiten Aufsatz Uber algebraisch integrierbare lineare Differential-
gletchungen, Math. Annalen, Bd. 12 (1877), 8. 175= Abh. LIII in Bd. 2 dieser Aus-
gabe, S. 316. K.]

23) Man bemerke, da8 der in der Klammer stehende Ausdruck sich so schreiben 148t :
(12 +774+21)°—28(r—4)".
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Um jetzt J durch v auszudriicken, fithre ich die neue GréB8e 7’ ein, ver-
moge deren sich J' ebenso ausdriickt, wie J durch . Man hat dann also:
r o)

I = v (')’
und frage nun nach der Beziehung zwischen v und ©'.
Dieselbe muBl vor allen Dingen linear sein. Denn z und z’ sind beide

in derselben Riemannschen Fliche einwertig. Zweitens mul die lineare

bl y__at+b
Relation 7’ = o d

der Transformation fiilhrt von J' zu J, also von z’ zu r zuriick. Drittens
mubB die lineare Relation die Gestalt v’ = C haben. Denn 7 wird Null
und Unendlich an denjenigen beiden Stellen der Riemannschen Fliche,
fiir welche J = oo ist, und diese beiden Stellen werden bei Vertauschung
von J und J’ nach § 5 miteinander verwechselt. Endlich: die Konstante C
muB gleich 49 sein. Denn die beiden Stellen der Riemannschen. Flache,
welche durch Nullsetzen des einfachen Faktors von ¢:

21181 4+49=0
bestimmt sind, ergeben, nach § 4, sowohl J = 0 als J' = 0, miissen also
nach § 5, durch dieselbe Gleichung in ' gegeben sein:
24187 4-49=0.

die Periode Zwet besitzen. Denn eine Wiederholung

Also ist vz’ = 49.

§ 15.
Fertige Formeln fiir =2, 3, 4, 5, 7, 13.

Durch das soeben geschilderte Verfahren erhdlt man fiir » =2, 3,
4, 5, 7, 18 folgende Formeln.

1. Transformation zwester Ordnung.
J:J —1:1=(47 —1)’:(x —1)(87 +1)*:277,
(16) 1 I+ —1:1=(47"—1)*:(<' — 1) (8¢ +1)*: 277,
' =1.
2. Transformation dritter Ordnung.
JiJ—1:1=(v—1)(97—1)":(27¢2 — 187 — 1)*: — 647,
(17) § J' ebenso in 7’,
v =1.
3. Transformation vierter Ordnung (vgl. § 4 des ersten Abschnitts).
J:J —1:1=(2"+ 14v+1)":(z® — 3372 — 337+ 1)*: 1087 (1 —7)",
(18) | J' ebenso in 7/,
T4+ =1.
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4. Transformation finfter Ordnung,

JiJ—1:1=( —107-+5)": (12— 2274+ 125) (s — 47 —1)*: — 17287,
(19) 4 J' ebenso in 7’,
v/ = 125.

5. Transformation siebenter Ordnung.
(J:J —1:1=(z*+ 1374 49)(* + 57+ 1)°
| D(rt 4 147% + 637° + 707 — 7)°

(20) { 117287, )
J’ ebenso in 7/,
I v’ = 49.
6. Transformation dreizehnter Ordnung.
J:J —1:1=(4+51-+13) (t*4+77* 4+ 2022 +197 4 1)°
: (267 +183) (41074 467* 10875+ 122¢2 4 88— 1)

(21) i 117287, ?9)
| 7 " ebenso in 7/,
l 7’ = 13.

§ 16.
Der Multiplikator fiir das durch VA normierte Integral.

DaBl man die vorangehenden Gleichungen durch elliptische Modul-
funktionen 16sen kann, ist nach § 2 dieses Abschnittes selbstverstiandlich.
Aber wie man diese Losung aufzustellen hat, dafiir geben die vorangehen-

24) [Man findet fiir den biquadratischen Faktor zufolge 23) die Zerlegung

Bk (4 (T+2yT) T+ 21 +8V7) (22 +(7T—2V7) 7 +21 — 8Y7)

25) Herr Gierster, der fiir mich die Koeffizienten der Transformation 13. Ord-
nung berechnete, teilt mir folgende Zerlegungen mit. Der Ausdruck vierten Grades

ist gleich:
12 e —+/13 — 18
(,2 RSl ,+L1_+_5>,v13>.<,2+ 7 __Q,VE,JFL;*&)

und der Ausdruck sechsten Grades:

<t3+512+§:_2\1_1_§,+§i2‘/1_3).<,3+5z2+21 '4'2‘/1_?;,_’_3—2\/13)'

[Im Anschluf an diese Rechnungen stellte Gierster im Herbst 1878 nach der
gleichen Methode auch fiir diejenigen zusammengesetzten Transformationsgrade, fiir
welche das Fundamentalpolygon das Geschlecht Null besitzt, die zwischen J und J' be-
stehenden Transformationsgleichungen auf. Vgl. die Notiz in Bd. 14 der Math. Annalen
(1878/79), S. 537 ff. und die Berichtigung in Bd. 26 ebenda (1886), S. 590ff. K]



LXXXII. Transformationstheorie und Gleichungen fiinften Grades. (Abschnitt IL.) 47

den Betrachtungen nur unvollkommenen Anhalt. Vielmehr greife ich an
dieser Stelle auf die.gewdhnliche Theorie zuriick und zeige, daB sie tat-
sichlich Formeln liefert, welche zur Auflosung unserer Gleichungen fiihren.

Dabei kleide ich die Betrachtung folgendermaBen ein. Es wurde in
§ 1 des ersten Abschnittes der Normierung des elliptischen Integrals

gedacht, welche dadurch geschieht, daB man im Zahler VA zusetst:

12,——
Ad
f V/f_(_:i. Es sei nun, des bestimmteren Ausdrucks wegen, % wieder eine
Vf(z

Primzahl, und man verlange, das so normierte Integral durch Transfor-
??/A._l LEA
Vfi(z)
iiberzufithren. So stellt sich ein Multiplikator ein, der durch die Glei-
chung definiert ist:

mation n-ter Ordnung in ein ebenfalls normiertes Integral f

Va-dz (VA dz,

Vi (=) Vi)

Bildet man jetzt beiderseits eine Periode, etwa w,, so folgt, je nach der
Art der Transformation (resp. der ausgewihlten Periode):

(22)

12, —— 12—
A, o] A0
(23) ==}2/ -2, oder _ 1 Voo .
- T —
VA o, VA o,

Nun war nach Gleichung (18) des ersten Abschnitts:
1
VA wy, =27g° TT(1 — ¢*)°, fiir g=eéno,

Ebenso ist
1

}‘2/1_1 -60; = 92 nq;s n(l . ql‘.nl)? , fill' ql — e‘in(u',
und hier hat man, wie bekannt, fiir ¢, folgende Werte zu setzen:

1 1 1 1

g", ag®, «q*, ..., evign, ¢,
wo o eine primitive n-te Einheitswurzel ist2). Man erhalt so fiir M fol-
gende (n —+ 1) Ausdriicke, die zundchst nur bis auf sechste Einheitswurzeln
definiert sind und iibrigens in einer oft gebrauchten Art durch Indizes
unterschieden werden sollen:

1 1 27t
n

26) [ Der Ubergang von ¢® zu «-q™ entspricht also, wenn etwa « =¢ ® gewihlt
wird, der Substitution w’= w4+ 2, die fiir ungerades n dasselbe leistet, wie v’ =w + 1.
Fiir n =2 muf jedoch unter « eine primitive 2n-te Einheitswurzel, d. h. + 4 oder —1¢
verstanden werden. B.-H.]
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o)
1 6 ,6n TT 11— n
My=--© ql «*¢’q")
g% Th(1—-¢*")"
(24) fiirg=:0,1 2,... (n—l),
¥ - 6 ]'[(1_ 2vni
qeln(l_q‘lv)?

Diese Formeln sind es, welche ohne weiteres die Auflésung unserer
Gleichungen geben, indem, von einem Zahlenfaktor abgesehen, v mit einer
Potenz von M identisch wird.

§17.
Auflosung der aufgestellten Gleichungen.

Um dies direkt einzusehen, betrachte ich einen Wert von M, etwa

29
6n
M‘):_J?. ln—<1€l > ,

g8 TT(1—¢2")®
als Funktion des Ortes in unserer Riemannschen Fliche J, J', oder, was
auf dasselbe hinauskommt, in unserem in der w-Ebene gelegenen Funda-
mentalpolygon®?). Offenbar wird M, im Fundamentalpolygon nur einmal
Null, da, wo w =0, g=1 ist. Ebenso wird es nur einmal unendlich,
da, wo w =1¢00, ¢g=0 ist. Wir wollen jetzt in unserer Riemannschen
Fliche um den Punkt, in welchem M, unendlich wird, einen kleinen Kreis
beschreiben. Dies kommt in unserem Fundamentalpolygone darauf hinaus,
daB wir von der einen vertikalen Begrenzungslinie zum entsprechenden Punkte
der anderen vertikalen Begrenzungslinie fortschreiten, d. h. daB wir w um n

1 1
Ei . . g% ino (1__") . gbn iﬂ(]ﬂ) .
inheiten wachsen lassen. Dabei geht =— = e éa) In =—.¢ "\"6 / iiber,
q° ¢°

und also verdndert sich M, bes Umkreisung dieses Punktes um die Ein-

(1=
heitswurzel e () als Faktor. Bezeichnen wir daher mit 1 das kleinste

welches gleich einer ganzen Zahl ist, so st M} in

Multiplum von n];zl,

27) Rechnerisch kann man die hier abzuleitenden Resultate gewinnen vermdge
der leicht zu beweisenden Relation [vgl. Hurwitz, Math. Annalen, Bd. 18 (1881),
S. 588]:

N It
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unserer Riemannschen Fldche [da diese in den von uns betrachteten
Fillen das Geschlecht Null hat,] eindeutig und also eine rationale Funktion
von J und J', die nur an einer Stelle Null und unendlich wird.

Fir n=2,8,5,7,13 wird 1 gleich 12,6,3,2,1. Zugleich ist

l-zb;Tl nicht nur eine ganze Zahl, sondern gleich Eins. Daher wird in

diesen Fillen M/} nicht nur einmal Null oder unendlich, sondern auch nur
einfach Null, resp. unendlich. Es stimmt daher M, von einem Zahlen-
faktor abgesehen, mit dem friiheren v diberein, welches an denselben Stellen
und in derselben Weise Null und unendlich wird.

Der Zahlenfaktor aber bestimmt sich folgendermaBen. Ebenso wie
wir frither neben 7 eine GroBe @’ einfiihrten, betrachte ich neben M den
anderen Multiplikator M ’, welcher beim Riickiibergang vom transfor-
mierten Integrale zum urspriinglichen auftritt. Dann hat man in be-
kannter Weise:

(25) MM = .

Vergleicht man diese Relation mit den Gleichungen
17’ =C,
welche in § 15 auftraten, so ergibt sich der gesuchte Zahlenfaktor. Man

erhdlt also folgende Formeln, welche die Auflosung der in § 15 zusammen-
gestellten Gleichungen enthalten?):

n= 2, 1= — 64M?*,
n= 3, 1= — 27TM°,
(26) n— 5, t— —125M%
n= 7, t= 49 M2,
n=13, 1= 13 .M.

Ich fiige dem nur noch zwei Bemerkungen zu:
1. Fiir n =4 gelten ahnliche Betrachtungen, und es ergibt sich:

2. Die Gleichungen des § 15 fiir » =2,3,5, 7,13 haben alle die
Form J — ?%IQ. Dieser Zahlenkoeffizient ¢ (der in den letzten drei Fillen

gleich 1728 ist) ergibt sich unmittelbar, wenn man in den nunmehr ge-
wonnenen Lésungsformeln ¢ =— 0 werden laBt und iibrigens Gleichung (20)
des ersten Abschnittes beachtet.

28) [Bei dieser Bestimmungsweise bleiben die Vorzeichen der gesuchten Zahlen-
faktoren unbestimmt und waren in der Tat im Original z. T. unrichtig angegeben,
Sie ergeben sich aber aus der Bemerkung 2. des Textes, wenn man benutzt, da8 die
Konstante ¢ ja schon bekannt ist. Fiir n=2 und n» =4 hat man noch die zweiten
Glieder der Entwicklungen von J und M nach Potenzen von ¢* zu benutzen. B.-H.]

Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. IIIL 4
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§ 18.
Die Multiplikatorgleichungen [erster Stufe] fiir » =5 und n=17.

Im Falle n =25 hatten wir die Gleichung:
J_ (FF=1045)°

— 1728+
und es ist 5
1= —125M".
3
Tragen wir diesen Wert von 7 ein, schreiben statt J wieder QA:-'_ und

ziehen beiderseits die dritte Wurzel, so kommt, wenn wir der Kiirze wegen
— 5 M = z setzen:
(28) 2% —102° 12 %z 4 5=0.
Va

Dies ist nun genau die ,Jacobische Qleichung mit A = 0“ (siehe meine
»I1kosaederarbeit“, S. 520 [S. 339]), die Kronecker zur Auflésung der Glei-
chungen fiinften Grades benutzt hat?). Dieselbe erscheint bei ihm nur
deshalb unter etwas komplizierterer Form, weil er sich statt der rationalen
Invarianten des Moduls »* bediente.

Kroneckers urspriingliche Gleichung, etwas umgesetzt, ist nam-
lich diese:

(29) BT PRI b

i/"g
16

Hier ist der Koeffizient von z nach Formel (16) des ersten Abschnittes

25 = 0. %)

in der Tat nichts anderes als 12-%, berechnet fiir das mit dem
A
Legendreschen Integrale auf derselben Stufe stehende Integral:

L R
V0I—2222. 14 2"222

Nun verlangt Kronecker a. a. 0., daBl man vorab x»* aus der Gleichung

(30) 1——16/2;/".__0

/H2 2

berechnet, um dann @ zu finden und schlieBlich

(31) z:lf/:i?f;?‘j cosam2w  cosam 4 w\?
: 4 cosam4w  cosam 2w

zu haben. Statt dessen berechnen wir nach § 9 des ersten Abschnittes o

#9) Comptes rendus, Bd. 46, 1858, 6. Juni.

30) Vgl. meinen vorstehend als Nr. LXXXI abgedruckten Brief an Brioschi.

#) [Vgl. die Formel 14, IIT in Abschnitt I dieser Arbeit, S. 19 im vorliegenden
Bande.]
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3
direkt aus %3 = 1758
kiirzung erzielt ist.

Ich muB iibrigens anfithren, dall zu eben dieser Vereinfachung der
Kroneckerschen Losung von (28) bzw. (29) auch Herr Kiepert®?) gelangt ist,
wie er mir schon vor léngerer Zeit brieflich mitteilte. Besonders abermdchteich
betonen, daB auf dem hier eingeschlagenen Wege die Jacobische Gleichung
sechsten Grades mit A4 = 0, die algebraisch ohne Zweifel die einfachste
ist, auf welche man alle anderen reduzieren muf (sieche meine Auseinander-
setzungen in der ,Ikosaederarbeit“), auch von seiten der elliptischen Funk-
tionen wunmmittelbar erhalten wird, wihrend das frither nur auf Umwegen
gelang®®): sie ist einfach im Sinne der hier gebrauchten Ausdrucksweise
die Multiplikatorgleichung [erster Stufe] fir n=5.

In derselben Art kann man fiir n =7 die Multiplikatorgleichung

bilden. Wir hatten in § 15:
[v*+1423+6372+707— 7]

und finden z= — 5M, so daB} eine wesentliche Ab-

2

J—1= 17287 o
fiir v =49 M*. Jetzt setze man 7 M - z, schreibe i% statt J — 1 und
ziehe beiderseits die Quadratwurzel. So kommt:
(32) 254 142% - 632¢ + 7022 — 216%/’13;%——7:0.
A

Dies ist eine Jacobische Gleichung vom achten Grade (wie man leicht
zeigt, wenn man den in § 16 fiir M aufgestellten Produktausdruck in
eine Potenzreihe verwandelt) und es scheint, daf sie fiir die allgemeinen
Jacobischen Gleichungen achten Grades dieselbe Rolle spielen soll, wie
fiir die Jacobischen Gleichungen sechsten Grades die Gleichung mit 4 =: 0.

32) [Vgl. Kieperte erste Publikationen in den Gottinger Nachrichten vom 17. Juli
1878, sowie in Crelles Journal, Bd. 87 (1878/79), insbesondere S. 120. Unsere beider-
seitigen Ansétze, die zu demselben Resultate fiihrten, waren grundverschieden. Wahrend
ich die algebraischen Gleichungen der Gestalt der Fundamentalpolygone fiir n=>5,
7, 13 entnahm und erst hinterher die Beziehung zum Multiplikator erster Stufe her-
stellte, ging Kiepert vom Studium der speziellen Teilungsgleichung fiir die Funktion
¢ (u) aus und kam von da zur Jacobischen Gleichung sechsten Grades (28), indem

1 L . PN
er z=f2, f =——<g—fg>-f—~)(§5 setzte und {ibrigens diesen Ausdruck gleich V—A—"
P\ )Y\
fand, wo A’ (w;, w,) zur Abkiirzung fiir A (‘01: (i;f> geschrieben ist. Spdter hat
24

Kiepert fiir A den Buchstaben L eingefiihrt, so daB mein M genau dem Kie-

pertschen L? ist. Siehe die weiter unten auf S. 139 folgenden Zitate. K.]
) Siehe Brioschis Darstellung im 13. Bde. der Math. Annalen (1877/78).
4%
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Abschnitt III.
Galoissche Resolventen. Bedeutung der Ikosaedergleichung.

§ 1.

Galoissche Resolventen, welche einen Parameter enthalten.

Im ersten Paragraphen des vorigen Abschnitts suchte ich zu kenn-
zeichnen, was bei einer beliebigen Gleichung, die einen Parameter enthalt,
durch Tschirnhausentransformation unzerstérbar ist; ich wende mich
jetzt zu der allgemeineren Frage, was bei beliebiger Resolventenbildung
erhalten bleibt? Da die (aloissche Resolvente alle anderen in sich faBt,
so geniigt es, nur sie zu betrachten; und indem man die Gesamtheit der
Galoisschen Resolventen iiberblickt, die aus einander durch rationale
Transformation hervorgehen, wird man, im Anschlusse an die fritheren
Entwicklungen, die Verzweigung, welche die Wurzel der Galoisschen
Resolvente in bezug auf den Parameter besitzt, als das eigentlich Bleibende
bei allem Wechsel bezeichnen.

Diese Verzweigung hat eine sehr einfache Higenschaft. Hdngen fiir
wrgendeinen Wert des Parameters r Bldtter zyklisch zusammen, so hingen
an dieser Stelle alle Bldtter in Zyklen von je r zusammen. In der
Tat, da sich durch eine Wurzel der Galoisschen Resolvente und iibrigens
den Wert des Parameters alle anderen Wurzeln rational ausdriicken lassen,
so sind alle Wurzeln in bezug auf den Parameter gleich verzweigt. Und
auch umgekehrt: Wenn alle Wurzeln in bezug auf den Parameter gleich
verzweigt sind, so lassen sie sich durch den Parameter und eine von
ihnen rational ausdriicken; man hat es also mit einer Gleichung zu tun,
welche ihre eigene Galoissche Resolvente ist®*).

Demzufolge hat man folgendermaBlen zu verfahren, um die Ver-
zweigungspunkte zu bestimmen, welche die Galoissche Resolvente einer
beliebig vorgelegten Gleichung:

p(s,2)=0
besitzt. Man suche die Verzweigungsstellen der letzteren. Hingen an
einer solchen Stelle gewisse », Blatter zyklisch zusammen, andere »,, », usw.,

34) [Vgl. hierzu die Erérterungen auf 8. 121/122 im vorliegenden Bande. — Unter dem
Ausdrucke ,gleichverzweigt® ist im Texte mehr verstanden, als nur, daB die Ver-
zweigungsstellen einer jeden Wurzel die gleiche Lage und Vielfachheit haben, wie
die jeder anderen; es soll auBerdem die Verbindung der Blitter fiir je zwei Wurzeln
die gleiche sein. D. h. préziser: Beschreibt ein Punkt P auf der etwa N-blattrigen
Riemannschen Fliche irgendeinen geschlossenen, sich selbst nicht schneidenden Weg,
und liBt man einen beliebigen der N —1 genau iiber bzw. unter P gelegenen Punkte
sich auf der Riemannschen Fliche so tewegen, daBl er immer genau iiber bzw. unter
P bleibt, so soll er ebenfalls stets cinen geschlossenen, sich nicht schneidenden Weg
beschreiben. B.-H.
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so hingen an dieser Stelle die Blatter der Galoisschen Resolvente zu
je v zusammen, wo » das Kleinste gemeinsame Multiplum der Zahlen
Yy ¥y, ¥, ... ist. Denn z muB offenbar »-mal eine solche Stelle um-
kreisen, bis eine beliebig gegebene Anordnung s, s,, ..., s, der Wurzeln
zum ersten Male wieder erscheint.

§2.

Galoissche Resolventen vom Geschlechte Null.

Es ist nun sehr bemerkenswert, da man alle Galoissche Resolventen,
die einen Parameter besitzen und das Geschlecht Null haben, ohne weiteres
bestimmen kann. Es sind keine anderen Gleichungen, als diejenigen mit
linearen Transformationen in sich, d.h. dieselben Gleichungen, mit denen
ich mich in meinen letaten Verdffentlichungen®®) ausfiihrlich beschéftigt
habe. Dies gibt zugleich einen neuen Weg, die betr. Gleichungen zu be-
stimmen.

In der Tat, sei das Geschlecht einer Galoisschen Resolvente gleich
Null. So wird man diejenige Funktion # als Unbekannte einfithren kénnen,
durch die sich alles rational ausdriickt, und die Gleichung nimmt also,
unter z den Parameter verstanden, die Form an:

(1) R(n)=z,

wo R eine rationale Funktion bedeutet. Nun soll jede Wurzel 5, durch
jede andere 7, mit Hilfe von z rational ausdriickbar sein, das heiflt also
im Falle (1) durch #, allein. Da ebenso #, rational in #, sein muf}, so
sind beide linear verkniipft. Man kommt also notwendig zu einer Gleichung
mit linearen Transformationen in sich, w.z. b. w.

Will man diesen Satz benutzen, um alle Gleichungen mit linearen
Transformationen in sich aufzustellen, so zihle man einfach alle Rie-
mannschen Flichen auf, die so verzweigt sind, wie § 1 verlangt und die
auBerdem p = 0 ergeben. Dies ist das elementarste Problem der unbe-
stimmten Analysis, und seine Diskussion liefert sofort die Fille, welche
allein existieren3®).

Ich setze der Vollstindigkeit wegen die Gleichungen mit linearen
Transformationen in sich hier noch einmal her. Es sind folgende:

(2) "=z,
(8) Nt "=z,
1—2\/——3172—774 a— .
(4) (Wﬁ) = 2, (Tetraedergleichung),

%) [Vgl. die Abhandlungen LI bis LIV in Bd. 2 dieser Ausgabe.]
3) [Fir die Einzelheiten vgl. das ,Ikosaederbuch®, S. 115f.]
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5 (A+1dnt49*)’ Oktaedergleich

(5) 1087 (1 —n)° z, (Oktaedergleichung),
3

(6) 1728 2.1  (Ikosaedergleichung).

1 (n)

Ich habe dabei fiir die Ikosaedergleichung die Bezeichnung beibehalten, welche
ich in meiner ,ITkosaederarbeit“ fortwihrend benutzte. Die Gleichung (2)
weist nur zwei Verzweigungen auf; bei z= 0 und z= co héingen beidemal
samtliche n Blatter zyklisch zusammen. Die Gleichung (3) besitzt drei
Verzweigungsstellen; bei z = -+ 2 und 2= — 2 hingen die 2n Blitter
paarweise zusammen, béi z = co teilen sie sich in zwei Zyklen von je n.
Die Gleichungen (4), (5), (6) liefern iibereinstimmend bei z= 0 einen
Zusammenhang zwischen je 3, bei z= 1 zwischen je 2 Blittern. Beiz = 00
ergeben sie bez. eine Verzweigung von je 3, 4, 5 Blittern.

§ 3.
Gialoissche Resolventen, welche durch elliptische Modulfunktionen
loshar sind.

Es werde der Parameter z, welcher in der Galoisschen Resolvente
vorkommt, jetzt wieder gleich der absoluten Invariante J [bzw. einer
linearen Funktion von J] gesetzt. Soll dann die Gleichung durch elliptische
Modulfunktionen lésbar sein, so darf sie nach § 2 des vorigen Abschnitts
nur bei J =0, 1, co Verzweigungen aufweisen, und zwar konnen bei
J =0, 1, sofern iiberhaupt Verzweigung stattfindet, die Blatter nur zu 3,
beziiglich zu 2 zusammenhéngen. Bei der grofen Bestimmtheit dieser
Angabe ist es ein Leichtes, fiir die niedersten p alle hierher gehorigen
Gleichungen aufzuzéhlen. Fiir p — 0 sind es folgende:

r=d, p2=J—1, g+ = 2_'17-_4,
dann Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergleichung.

Doch sollen diese allgemeinen Betrachtungen hier nicht weiter ver-
folgt werden, vielmehr wende ich mich zu dem spezielleren Problem der
Transformationsgleichungen zuriick.

§ 4.
Die Galoisschen Resolventen der Gleichungen zwischen J und J'.

Bekanntlich umfaBt die Galoissche Gruppe der Transformations-
gleichung fiir n = 2 sechs, fir n =4 vierundzwanzig und fiir jede Prim-
zahl n, die > 2 ist, ﬁﬂ‘% Substitutionen3?). Ebensoviele Blatter wird

37) Ich sehe ab bei diesen Angaben, wie immer in dieser Arbeit, von den blo8
numerischen Irrationalititen, die bei der Auflésung der Gleichungen notwendig sind.
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also die Riemannsche Fliche besitzen, welche die Galoissche Resolvente
der Transformationsgleichung vorstellt. Diese Blétter hingen nach § 4 des
vorigen Abschnitts und auf Grund der nunmehr erlduterten Verhaltnisse
bei J =0 zu je 3, bei J=1 zu je 2, bei J =00 zu je n zusammen.
Das gibt also fiir n =2 p =0, fiir n = 4 wieder p = 0, fiir die anderen n

p— %ﬂ Man sieht: Das Geschlecht wird Null bei n — 2,3, 4,5

und nur bei diesen Werten von m. Fir n=17 z B. wird es bereits
gleich Drei.

Bei n=3, 4,5 haben wir dieselbe Verzweigung, welche die Tetra-
eder-, Oktaeder-, Ikosaedergleichung aufweisen. Diese sind aber die einfachsten
Gleichungen, welche diese Verzweigung besitzen, insofern in ihnen die
GroBe # als Unbekannte eingefithrt ist, durch die sich alles rational aus-
driickt (§ 2). Hs sind also diese Gleichungen die einfachsten Formen,
welche man der Galoisschen Resolvente der Transformationsgleichung
fiir n=3,4,5 erteilen kann. Hiermit ist die Bedeutung, welche zumal
die Ikosaedergleichung, auf welche ich in dieser Arbeit meine besondere
Aufmerksamkeit richte, fiir die Transformationstheorie besitzt, so scharf
gekennzeichnet, als man verlangen kann.

Bei n = 2 kommen wir nach dem vorigen Paragraphen zunéichst zu
der Gleichung:

7’7t = Q*J:]_‘%-

Aber diese Gleichung geht durch die lineare Substitution

o+ 211‘)
“ <a:ef‘

T ota?
in die Gleichung fiir das Doppelverhiltnis iiber:
4 (1—o+02)”

J =t (zoke?)
27 52 (1—0) ’

und die Gleichung fiir das Doppelverhilinis gehort also hier als erstes
Qlied zu der wvon der Tetrasder-, Oktasder-, Ikosaedergleichung ge-
bildeten Rethe.

g 5.

Im Raume gelegene Riemannsche Flichen.

Nach den frither ausgesprochenen Ideen (§ 7 des zweiten Abschnitts)
kann man das'Gesagte noch zweckmiafBig umformen Man schraffiere bei
den beschriebenen Riemannschen Flichen diejenigen Halbblitter, welche
die positive Halbebene J iiberdecken, wihrend die anderen Halbblitter
frei bleiben sollen. Dann deformiere man die Fliche so, daB sie schlieB-
lich, ohne Verzweigung im Raume gelegen, eine mdglichst iibersichtliche
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Gestalt annimmt, also, z. B. im Falle p = 0 die Gestalt einer Kugel. Be-
zeichnet man mit N die Bldtterzahl der urspriinglichen Fliche, so ist die
neue Fliche von 2 N (krummlinigen) Dreiecken iiberdeckt, welche sich,
abwechselnd schraffiert und nicht schraffiert, liickenlos aneinander schlieBen.
Die Ecken der einen Art (fiir die J =0 ist) sind immer zu sechs und
sechs, die Ecken der zweiten Art (J =1) zu vier und vier, die Ecken

der dritten Art (J=o00) zu 2% und 2n vereinigt; die Dreieckswinkel sind

7

also (sozusagen) -, —-, . Im besonderen Falle p — 0 fillt diese Ein-
g 37 27 »n P

teilung in Dreiecke mit derjenigen zusammen, die wir fiir die Doppelver-
héltnisgleichung (n = 2) oben ausfiihrlich aufstellten (Abschnitt I, §2),
und die bei der Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaedergleichung iibrigens be-
kannt ist.

Diese Vorstellung ist nun besonders niitzlich, um die Abhéngigkeit
zu verstehen, welche zwischen der Wurzel der (aloisschen Resolvente
und dem Periodenverhiltnisse  besteht. Wir hatten dié Ebene o in un-
endlich viele, abwechselnd schraffierte und nicht schraffierte, Elementar-

7 T

dreiecke zerlegt, deren Winkel 5 g 0 betrugen. Hinem solchen Ele-

mentardretecke entspricht jetzt geradezu das neue [in gleichem Sinn um-

laufene] Dreieck mit seinen Winkeln g-, %, % Da nebeneinanderlie-

genden Dreiecken natiirlich ebensolche entsprechen, so hat man ein volles
Bild der gegenseitigen Abhéngigkeit.

$ 6.
Verwertung der Galoisschen Resolventen.

Der Nutzen der Galoisschen Resolvente besteht zumal darin, daf8
man durch eine beliebige ihrer Wurzeln und iibrigens den Parameter alle
anderen Groflen rational ausdriicken kann. Ist insbesondere p = 0, so ist
auch noch der Parameter iiberfliissig und alles durch eine beliebige Wurzel
der Resolvente allein rational darstellbar. Ich stelle also insbesondere die
Aufgabe, die Wurzeln t der oben aufgestellten Transformationsgleichungen
fir n=2,3,4,5 durch das Doppelverhdltnis, resp. die Tetraeder-,
Oktaeder-, Ikosaederirrationalitit rational in expliziter Form auszu-
driicken.

Um die betr. Formeln zu finden, bediente ich mich der geometrischen
Vorstellung des vorangehenden Paragraphen. Ich zeichnete in der w-Ebene
fir n =2, 3, 4,5 das Fundamentalpolygon und suchte dann auf der betr.
in 12, 24, 48, 120 Dreiecke eingeteilten Kugel das entsprechende Gebilde.
Die Beziehung zwischen der Wurzel der Galoisschen Resolvente und der
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Variablen 7 ist dann derart, daB erstere sich gerade iiber das neue Polygon
bewegt, wenn 7 sein (zweckmilBig zerschnittenes) Gesamtgebiet durchlauft.
Hiernach ist es 1n jedem Falle leicht, die algebraische Abhingigkeit dar-
zustellen. Im folgenden unterdriicke ich der Kiirze wegen diese Zwischen-
betrachtungen und gebe ohne weitere Erlauterung einmal die Figuren, dann
gleich die definitiven Formeln. —

Hat man in dieser Weise alles durch eine Irrationalitit ausgedruckt,
go mull man verlangen, die letztere auf transzendentem Wege zu definieren.
Ich erreiche das in den vier Fallen auf indirektem Wege, indem 1ch, von
den oben fiir 7 gefundenen Ausdricken ausgehend, auf die Wurzel der
Gialowsschen Resolvente den Riickschlull mache

§7.
Die Gleichung fiir das Doppelverhiltnis.

Wenn wir 1n dem soeben geschilderten Sinne das Fundamentalpolyzon
fiit # = 2 auf die Kugel iibertragen, die zur Repuisentation des Doppel-
verhiiltnisses o dient, so wird eben die Hilfte derselben uberdeckt, die
Begrenzungslinie 18t ein Meridian, In der beistehenden Figur ist dieser
Meridian stérker amsgezogen und nur auf der itherdeckt gedachten Halb-
kugel sind die friiheren Schraffierungen angebracht:

Nordliche Halbkugel Siidiiche Halbkngel
=]
2
7
7
4 z
Fig. 19a. Fig 19b

Die Transformationsgleichung fiir » = 2 wax:

1 (4r—=1)
J=g -,

die Gleichung fiir das Doppelverhaltnis:
_ 4 (ot )

27 ef(l—e)
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Man erhilt die eine aus der anderen, indem man schreibt:

(_ _ e
Yo = 4(1—0) ’
N 1—gV
(h&) T, = — _.(_ ;;} X
1
T TG —ey

Ich habe dabei den dren Wurzeln + Indizes erteilt, so wie ale den oben
der GrdBe M beigelegten Indizes entsprechen.

§ 8.
Die Tetraedergleichung.

In der nachstehenden Zeichnung denke ick mir ein regulires Tetraeder
mit horizontaler Basig, auf welches man von oben hinabhlickt, Jede der
dre1 sichtbaren Seitenflichen ist durch die drei Hohen in sechs Elementar-
dretecke zerlegt. Lalt man sie den Elementardreiecken der «-Ebene ent-
sprechen, so iiberdeckt das Fundamentalpolygon fiir #» — 3 den von einem
stark ausgezogenen Rahmen umschlesgenen Rawm ; nur in ihm sind Schraf-
fierungen angebracht, Dieser Raum absorbiert, wie man sieht, genar den
dritten Teil der gesamten Tetracderflache

Die Formeln, zn denen man dementsprechend
gefithrt wird, sind folgende.

Die Transformationsgleichung fiir »=— 8 war:

o =Dt

Der Tetraedergleichung erteile ich folgende Gestalt:

J = — 64 _(xlli % xes)s _38)

(88 oy +2f)
1ch habe dabei der groBeren Deutlichkeit wegen homogene Variable genommen
und die Zahlenkoeffizienten go gewshlt, daB keine Irrationalititen suftreten.

Fig 20.

Man findet dann: . — .

w Safu, +at’

p o 1 Rata)
,j °T 9 Bafa, +ag ( 2—'45)
(7 1 (Sew,+a,) w=ce?/,

1= Bada, - 2f
1 (2agxl+x‘,)_4_

WY Eapm el

) Ey wird dann (8af+205pxf —ud)

(S} xs‘i‘xé’)s o

::ﬁ diejerige Wurgel der Tetraedergleichung
2 %

zu vergtehen, diefirm =4 o0, w=0, w=1 bzw die Werte o0, —%, —%— annimmt B.-H ]

J—1=

iIn den folgenden Formeln (7} st unter
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Die im Zabler stehenden Amnsdriicke sind die vier lincaren Falktoren des
Nenners. Man kann sagen, wenn ein solcher Ansdruck gestattet ist: die
Gréfen v stellen die wvierte Potenz eimer Tetraederecke dar, dividiert durch
das ganse Telraeder.

§ 48
Die Oktaedergleichung.

Beim Oktaeder bekommt man folgende nach dem Vorhergehenden
wohl ohne weitere Erlduterung verstindliche Figur-

Fig. 21.

Wir hatten ferner oben fiir » = 4 als Transformationsgleichung aunf-

gestellt: _(trleas1)

108z(t—2) ~

wahrend die Oktaedergleichung lautete.

_ 4yl

187 (1~7%)

Mienbar ist ein Wert von 1 gleich »*, und die ibrigen Werte ergeben
sich, wenn man # den linearen Transformationen unterwirft, durch welche
die Oktaedergleichung in sich ubergeht. Also kommt fiir die sechs
Werte von r.

1 1‘__;_,?4 1__|_“}4 SEia,)
4 118 ST =1
(&) ol (1¥n)’ (mn)'

Schretbt man hier =* statt v und also Vx statt 5, so wird (nach § 3 des
ersten Abschnittes) J die Invariante des Legendreschen Integrals und
die Formeln (8} driicken emn hekanntes Resultat von Abel aus®). Wir
kinnen also folgendermaBen sagen: Transformiert man das allgemeine

elliptische Integral J'—?f{’:) dureh lineare Substitution m die Legendresche
¥ &

R Y
bzw die Werte o, 1, — ¢ annimmt, =0 gilt genaver r, = GT;;) . B-H}
) [Siche 2 B, Gesammelte Werke, Bd. 1,3 459 1n der Ausgabe von Sylow und Lie.]
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Normalform, so hat V= in beaug auf die absolute Invariante J die Be-
deutung der Oktaederirrationalitdt,

§ 10.
Die Ikosaedergleichung.

In der folgenden Figur sind nur eimige der Dreiecke gezeichnet, welche
ein regulires Tkosaeder uberdecken; aber sie wird gentigen, um die Lage
des % -=>5 entsprechenden Fundamentalpoly-

gons zu erkennen.

Nun hatten wir fiir * het == b:

J_ {z2—=10z+5%

- 1728 ¢
und ubrigens die Tkosaedergleichung:

H
. J 17282
Fig. 22. o 0n

= H .
Hchretben wir homogen machend » = ;;—‘ , 80 werden die sechs Wurzeln z:
z
125 9’ 5y
w T - “;;-“ T

() e "
7y = (—1)7 L0 e — T g 2)”

f T
Ez
wo & gleich e ® 18t %°%) .
Ubrigens gehen diese Formeln [bis auf die Znordnung der Indizes]

schon aus iriheren Angaben'®) von mur hervor, indem V7, wie § 18 des
zweiten Ahbschnitts gezeigh, Wurzel der Jacobischen Gleichung sechsten
Grades mit 4 - 0 ist.

§11.
Auflosung der Gleichung fiir das Doppelverhiltnis.
Aus Formel (6a) folgt:

g3 =

LA

Nun war e | MY
n, | MR

ey [Unter 5 = :1 ist in (9) diejenige Wurzel der Ikosaedergleichung zn verstehen,

s 2 4 2 8
die fiir w=400, 0, 1 bzw die Werte oo, THE gt

5 & annimmt. B-H.]
y "Sehe ,Tkosaederarbeit® 8. 518 [8, 337]]
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also kommt:
(10) o gb.g. A+

T(1+¢* 1
die gewohnliche Formel fiir ¢ = »2.

§12.
Auflésung der Tetraedergleichung.
Man schlieBt aus Formel (7):
14/1_0‘4/_1114/'—:; =2, +x,: 202, 4+ 2,: 2, + 2,.

Andererseits verhalten sich diese GroBen wie
resp. wie die drei Ausdriicke, die entstehen, wenn man in

g T (1 —g*)
statt g eintrigt g%, ¢g?, a?¢¥. Aber dieses Produkt ¢*TT(1 — ¢2*)® ist
[bis auf den Faktor 2x] nichts anderes als ©f(0) nach der gewdhnlichen
Bezeichnung, gibt also in eine Reihe entwickelt:

g5 —3qi L 5g% —Tg% 1 9g% —11q% +... .
Tragt man hier fiir ¢ ein «2q¥, so kommt*!):
wqiE (1452 — Tgt— 11¢% 4 13¢™ - 17¢% — 10¢™ — ...)
— 3q19§(1 —3q¢%+ 5" —7¢%...)
und also wird die Auflosung der Tetraedergleichung diese:
(1) &1 1452 -'74‘—_1414“’4_:1,.?:_?_‘_‘_+17_12“"199”_
6q%

Ty

1—38g%+5q®—Tg%+ ..

§ 13.
Die Auflosung der Oktaedergleichung.
Man kommt zu der Formel:
1 % (1 + q4v—2)

(12) nN=g5q* ~ ﬂ(l+q4v> )

die mit den gewohnlich fiir Vx gegebenen nach leichter Modifikation
iibereinstimmt.
1) [Die Rechnung liefert das Resultat des Textes multipliziert mit der vierten
e
Einheitswurzel ¢ 2 . Aber in den V‘te bleibt an sich eine vierte Einheitswurzel
unbestimmt, Diese vierten Einheitswurzeln ergeben sich nachtriglich aus der Forde-
rung, daB —* die Tetraedersubstitutionen erfahren soll, wenn o unimodular sub-

stituiert erd Es zeigt sich, daB gerade die Ausdriicke des Textes das Richtige
liefern. B.-H.]
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§ 14.
Die Auflosung der Ikosaedergleichung.

Nach § 10 verhalten sich die sechsten Wurzeln aus den 7, [bis auf

hinzutretende zwélfte Einheitswurzeln] wie
g2l gy —eTMeng.

Dieselben sechsten Wurzeln verhalten sich, nach § 17 des vorigen
Abschnitts, wie die VM, das heiBt wie diejenigen Ausdriicke, die aus
qfliﬂ(l — ¢%) hervorgehen, wenn man statt ¢ eintrigt g%, eq®, e2¢?,

297

e¥qh, etq? <s=e_5 gesetzt).
Aber es ist quﬂT(l — ¢?”) nach einer bekannten von Euler her-

rithrenden Formel:
® (6n+1)°

2 (=1t e

0

Wenn wir hier statt g schreiben & g%, so ergibt sich*?):
5
= (—1+¢°+¢°—¢°+...)
49
ngz;t_q%(_ 1 +92 _ q4+q8+q22_q30+ )
entgw(l gt gt — gt — g — g q"..)

und vergleicht man dies mit den 16/;;, so kommt als Auflosung der
Tkosaedergleichung :

7 o 14q%—q8—qMt—ql®—q2B g0,
15) T T g
oder auch:
(13a) o gd —14g04gN gt
w1 —1+¢*—q*+¢°+¢¥—q*+...
§15.

Vergleich der verschiedenartigen Auflosungen der Ikosaedergleichung®®).

Ein Vergleich der hiermit gewonnenen Losung derIkosaedergleichung durch
elliptische Funktionen mit der frither explizite entwickelten [,,Ikosaederarbeit*,

%) |Hier liefert die Rechnung das Resultat - des Textes multipliziert mit der
_bmip 6
zwblften Einheitswurzel ¢ 6 , die sich gegen die in den V7, unbestimmt gelassenen
Einheitswurzeln kompensiert. Wiederum ergibt sich das SchluBresultat durch Heran-
ziehung der Ikosaedersubstitutionen, wobei man noch das Verhalten von ;9 fir
=100 benutzen mag. B.-H.] '
43) Ahnliche Betrachtungen gelten natiirlich bei der Gleichung fiir das Doppel-

verhéltnis, der Tetraeder- und der Oktaedergleichung.
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S.512f [S.83111.]] ist deshalb besonders interessant, weil er neue Gesichts-
punkte fiir die Behandlung der hypergeometrischen Reihen abgibt. Wenn sich

die Invariante J iiber die Halbebene bewegt, so durchliuft die Ikosaeder-
T T 4
3 27 5
—;i, 0. Statt nun nach der friiheren

irrationalitdt # ein Kreisbogendreieck von den Winkeln und w

N
3 b
Methode # direkt aus J als Quotienten hypergeometrischer Reihen zu be-
rechnen, berechnen wir jetzt auf analoge Weise das w und aus ihm erst
das 7; das heillt, wir verwandeln die Halbebene J zunéchst in ein Drei-

ein solches von den Winkeln

eck mit den Winkeln -'g—, 7;, 0 und dehnen dann dieses wieder zu einem
Dreiecke mit den Winkeln %—, —g—, %
Weise offenbar immer zuldssig, wenn ein Quotient Q hypergeometrischer
Rethen berechnet werden soll, der die Halbebene J auf ein Kreisbogen-

Dies Verfahren ist in analoger

4

— abbildet, wo v irgendeine Zahl ist.

aT T
3’ 2’
Dies Verfahren hat dann aber, allgemein zu reden, einen grofien Vorteil,
der freilich beim Ikosaeder nicht recht zur Geltung kommt. Im allge-
gemeinen ndmlich ist weder J eine eindeutige Funktion von Q, noch Q
von J. Dagegen werden beide eindeutige Funktionen von w. Indem
man also o als die unabhangige Variable einfithrt, ist ein &hnlicher Vor-
teil erzielt, wie etwa der, den in der Theorie der elliptischen Integrale
die Einfithrung der Integrale erster Gattung als unabhéngiger Verinder-
licher mit sich bringt. —

Es handelte sich dabei um hypergeometrische Reihen, welche nach J
fortschreiten. Aberich habeS.512,516[S.331, 335] meiner ,,Ikosaederarbeit
bereits darauf aufmerksam gemacht, daB es unbegrenzt viele andere Arten
der Auflosung fiir die Ikosaedergleichung gibt, sofern man solche hyper-
geometrische Reihen zuldBt, die nach algebraischen Funktionen wvon J
fortschreiten®*). Ich will hier nur drei solche Fille besonders anfiihren, die
sich an das Vorhergehende genau anschlieBen. Schreibt man

dreieck mit den Winkeln

3
J =~~~ (Transformation zweiter Ordnung),
so bewegt sich n, wenn ¢ iiber die Halbebene lauft, iiber ein Dreieck,

das aus drei kleinen Dreiecken (mit den Winkeln g, »—’25, %) zZusammen-
gesetzt ist (Fig. 23 auf der folgenden Seite); wird
_ 4 (oP—ot1)
21 o2 (l—o)
4) [Vgl. auch die bereits in Bd. 2 dieser Ausgabe auf S. 317, S. 346 und S. 582
genannte Leipziger Dissertation von O. Fischer: Konforme Abbildung sphdrischer
Dretecke aufeinander mittels algebraischer Funktionen. (Leipzig, 1885).]
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gesetzt (Doppelverhiltnisgleichung), so entspricht der Halbebene o das
Dreieck 5 (Fig. 24), das beiBt, das Begrenzungsdreieck des eigentlichen
Tkosaeders. Nimmt man endlich:

1 ()
108 r(1-3)
(Iransformation vierter Ordnung, Invariante der Legendreschen Normal-

form}, so ist die Halbebene v auf ein Dreieck  bezogen, das die in

Iig. 25 gegebene Gestalt hat.
D,

Fig, 23 Fig. 24 Fig. 25

Dicser letzte Fall ist es, den ich 5. 316 [8. 335] meiner ,,Tkogaeder-
arbeit” ausfithrlicher in Betracht zog, weirl ich damals von der Legendre-
schen Normalform aus die Auflosung der [kosaedergleichung durch ellip-
tische Funktionen untersuchen wollte. — [Vgl. Bd. 2 dieser Ausgabe,
5. 383/384.]

Bringt man diese Losungen wieder mit der Auflésung durch elliptische
Funktionen zusammen, so erhilt man z B. den Batz: Adlle hyper-
geometrische Reihen, welche nach dem Doppelverhdlinisse o (= »?) fort-
schreiten, lassen sich als eindeutige Modulfunktionen darstellen®). Doch
greift ein Verfolg dieser Ideen, die sich schlieBlich alle anf die T'rans-
formation der hypergeometrischen Rethen beziehen, natiirlich weit iiber
die Grenzen des gegenwirtigen Aufsatzes hmaus.

Abschnitt IV.

Modulargleichungen. — Die Aufiisung der Gleichungen fiintten
Grades,

In diesem letzten Abschnitte beabsichtige 1ch, zu zeigen, in welchem
Verhiltnisse die Untersuchungen Hermites und Brioschis, die sich auf
die Bring-Jerrardsehe Form der Gleichungen fiinften Grades, resp. auf die

1 "Wegen dieses Theorems, amf das ich Immer besonderen Wert gelegt habe,
vgl. die FuBnote ) auf Seite 581/82 in Bd 2 dieser Ausgsbe. K.]
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verwandten Jacobischen Gleichungen sechsten Grades ,mit B = 0¥ beziehen,
zum Ikosaeder stehen, um dann, die Entwicklungen der vorhergehenden
Abschnitte und meine fritheren Arbeiten umfassend, einen Uberblick iiber
die verschiedenen Arten der Losung der Gleichungen fiinften Grades zu
geben. Ich bedarf dazu gewisser Betrachtungen iiber Modulargleichungen,
die mir an sich ein groBes Interesse zu bieten scheinen, die ich aber nur
so weit hier durchfiihre, als zur Erreichung des vorgenannten Zweckes not-
wendig ist.

§1.

Uber Modulargleichungen im allgemeinsten Sinne.

Statt der Gleichungen zwischen den absoluten Invarianten J und J’,
die ich im zweiten Abschnitte dieser Arbeit untersuchte, betrachtet man,
von den O-Funktionen ausgehend, gewohnlich die Gleichungen zwischen
den Doppelverhiltnissen o, 6’ (d. h. x2, 1*) oder die zwischen ihren achten
Wurzeln « :\4/;, v =14/T. Ist n, wie vorausgesetzt werde, eine Prim-
zahl und dabei > 2, so sind auch diese Gleichungen vom Grade (n 4 1).
Bei der hier eingehaltenen Darstellung, in der die absolute Invariante J
allemal die urspriingliche Variable abgibt, entsteht von selbst die all-
gemeine Frage: Welche algebraischen Funktionen von J, resp. J', haben
ebenfalls diese Eigenschaft, zu Transformationsgleichungen vom Grade
(n+1) Anlaff zu geben?

Es sei ¢(w) eine solche in der ganzen Halbebene w eindeutige
Funktion. So betrachte man vor allen Dingen diejenigen linearen Sub-
stitutionen

, 2" w4 B’ Y 7
(1) (] :;rZ';’gi’ (“6 _ﬂ Y :1>5

welche ¢ (w) ungeéndert lassen. Sie mdgen durch akzentuierte «’, g/,
7', 0’ kenntlich gemacht sein, und bilden iibrigens eine in der Gesamt-
heit aller

o =220, (e —py—1),
enthaltene Untergruppe. Zwei Zahlen, die durch eine Substitution (1)
auseinander hervorgehen, will ich relativ dguivalent nennen. So bilde man
alle Werte von ¢, welche durch folgende Formel ausgedriickt sind:

1 "w - g’
ey
und frage, wann sie mit ¢ (w) durch eine Gleichung (n -- 1)-ten Grades
verkniipft sind.
Eine leichte Uberlegung fiihrt zu zwei Bedingungen.

Zunéchst ist erforderlich, daf alle Werte von w, fiir welche die

Funktion ¢ denselben Wert annimmt, relativ dquivalent sind. Dies be-
Klein, Gesammelte math. Abhandlungen. III. 5
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dingt, daB J eine rationale Funktion von ¢ sein muB, und auch um-
gekehrt: wenn J eine rationale Funktion von ¢ ist, so wird diese erste
Bedingung befriedigt.

cwt+p .
y'w:—_aj mat

Dann muB weiter verlangt werden, daf alle Zahlen %
nur (n—+ 1) ,,Reprdsentanten’ relativ dquivalent sind.

Diese zwei Bedingungen zusammen sind jedenfalls ausreichend; wie
weit sie moglicherweise voneinander abhingig sind, habe ich noch nicht
untersucht*®).

§ 2

Die Tkosaederirrationalitit.

Ich behaupte nun, daB die Ikosaederirrationalitdt #, die durch die

Gleichung definiert wird: \

1728 L0 _ g
()
den beiden Anforderungen fiir alle Primzahlen » geniigt, die von Fiinf
verschieden sind*?).

Zunichst der ersten Bedingung wird entsprochen, weil J in 7 rational
ist. Mit Bezug auf die zweite habe ich zunéchst die Substitutionen (1)
anzugeben, welche # ungeéndert lassen. Da # nichts anderes ist als die
Wurzel der Galoisschen Resolvente der Transformationsgleichung fiir n = 5,
so umfassen nach bekannten Sitzen die gesuchten Substitutionen alle die-
coip
-0

jenigen s und nur diejenigen, bei denen ¢=4=1, f=y=0 (mod. 5)

ist. Wir konnen also schreiben:

ot (5at1)o+5d
(2) 0] ~?;6+6r~5bw;§—(5d+l)a

wo (ba+1)(5d+1)—25bc=1,

und es ist nun zu zeigen, daf} alle Zahlen

1 (54+1)wi5B _
;.m, wo (54 +1)(5D+41)—25BC =1,

mit Bezug auf (2) zu (n 4 1) Reprisentanten dquivalent sind. Zum Be-
weise gebe ich (n - 1) Reprasentanten wirklich an; daB in bezug auf sie
das Theorem richtig ist, sieht man sofort. Die Reprisentanten sind:

o ot ot+2.5 o+ (n—1)5 1 Anw+(An—1)

n’  n n 7 n > (I—In)w+ (2—in)"

Hier ist in das kleinste Multiplum von =, welches modulo 5 zu Eins
kongruent ist.

16) [Vg). hierzu die weitergehenden Angaben in Nr. LXXXVII, 8. 173 ff. in diesem
Bande.]

47) Entsprechende Entwicklungen gelten fiir das Doppelverhiltnis o, wie fiir die
Tetraeder- und Oktaederirrationalitit.
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§ 3.
Simultane Anderungen der zusammengehirigen Ikosaederirrationalititen.
Es sollen die beiden Ikosaederirrationalititen, welche durch Trans-
formation n-ter Ordnung miteinander verkniipft sind, » und { genannt
werden. So sei 7 durch Formel (13) des vorigen Abschnitts gegeben:
B R Sl Sl il it Sl e ES
(3) N=q T g0 gw g .
Ich will dann unter den zugehorigen Werten von { denjenigen aus-
wihlen, der sich aus (8) ergibt, wenn man, dem ersten der eben an-

gegebenen Reprisentanten entsprechend, o durch %, also ¢ = ei®® durch
1

q™ ersetzt.

Nun lasse man w allméhlich um 2n wachsen. Dann verwandelt sich
n vermdge (3) in e=2ny, { in e~ 2. Hiernach hat man auf Grund der
Entwicklungen 8. 525 [S.345] meiner ,Ikosaederarbeit* sofort folgen-
den Satz:

Transformiert man n durch die 60 Ikosaedersubstitulionen, so ge-
schieht dasselbe mit (. Dabei ergibt sich die Substitution, welche { er-
fahrt, aus der fir n, indem man jedesmal ¢" durch e ersetzt.

Nun kann n modulo 5 zu 1,2, 3, 4 kongruent sein. In den beiden

letzten Fallen ersetze man ¢ durch -- —Z; und bezeichne diese neue Grofle

wieder einfach mit {. Dann hat man:
Die Transformation fiir  ist entweder mit der fiir v identisch, oder
aus thr abzuleiten, wenn man &> durch ¢ ersetzt. Der erstere Fall tritt

ein, wenn n quadratischer Rest modulo 5 ist, der andere Fall, wenn n
Nichtrest ist.

§ 4.

Die Modulargleichungen zwischen 7 und §.

Der ausgesprochene Satz ermoglicht es, die Gleichung (n -+ 1)-ten
Grades zwischen # und { in den niedersten Féllen ohne weiteres hinzu-
schreiben. Man hat zu dem Zwecke auf meine ,Ikosaederarbeit und
namentlich auf Gordans neueste Verdffentlichung zuriickzugreifen (Math.
Annalen Bd. 13 (1878), 8. 375fl.: Uber die Auflosung der Gleichungen
vom fiinften Grad. [Siehe auch den Bericht iiber Gordans Arbeit in
Bd. 2 dieser Ausgabe, S. 380f.]).

Nehmen wir zunéchst # = 2, 8. So haben wir eine Gleichung zwischen
n und £, welche in beiden Verinderlichen vom dritten Grade bez. vom
vierten Grade ist und die ungeindert bleibt, wenn man auf { eine be-

5%
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liebige Tkosaedersubstitution, auf # aber diejenige anwendet, die sich durch
Verwandlung von ¢ in &? ergibt. Also sind auf Grund der Gordan-
schen Arbeit die Modulargleichungen fiir n =2, 8 einfach diese:
(4) O0=f=209*40 +in®—n9,
(5) O=g@="Cn =000t =30 + 4%
Ich habe diese Gleichungen den Formeln (7), (8) der genannten Arbeit
;‘ durch 7 ersetzte.
2 2
Betrachten wir ferner den Fall n =4. Freilich haben wir oben
nur den Fall einer Primzahl n erliutert. Aber man sieht leicht, daB
sich fiir » = 4 nach Analogie mit den gew®hnlichen Modulargleichungen
eine Gleichung sechsten Grades zwischen % und ¢ ergibt, und daB

man vier der Werte von { erhalt, wenn man in (3) statt o eintrigt

- 4+ 9.5 3.F . .
%, %‘——5, (i»'—n—zf, aiin?—-s . Verwandeln wir dieses ¢ der SchluBbemerkung

entnommen, indem ich einfach % durch ¢,

-z_—, so werden also 7,  gleich-
zeitig denselben Ikosaedersubstitutionen unterworfen. Beachten wir ferner
dies. Fiir v = ¢oo wird # nach Formel (3) unendlich, die vier (neuen) {

aber, welche -, w+5’ w+2'5, @t85 entsprechen, werden Null. Wir
n n n n

des vorigen Paragraphen entsprechend in —

haben also den Satz, der sogleich zur Verwendung kommen soll: Fiir
7 = oc werden mindestens vier von den sechs Werten { gleich Null.

Nun habe ich im zweiten Abschnitte meiner ,,Ikosaederarbeit® die
simultanen Invarianten eines Ikosaeders und einer quadratischen Form
untersucht und gezeigt, daf sich alle aus wvier Invarianten 4, B, C, D
zusammensetzen Jassen. Nimmt man diese quadratische Form gleich
(x,—nx,) (®, —{x,), so gehen 4, B, C, D in Ausdriicke zweiten, sechsten,
zehnten und fiinfzehnten Grades in % und { iiber, und diese bilden nach
den eben dort gegebenen Entwicklungen die Gesamtheit derjenigen Ausdriicke,
welche sich (homogen geschrieben) nicht dndern, sobald man auf 7 und ¢
simultan dieselben Ikosaedersubstitutionen anwendet. Ich setze insbeson-
dere her:

(6) A= (n—20),

(1) B=5{~(n+0)" 0=+ —20° 0+ (n+0) (1 —n°L%)}.

Nun folgt ohne weiteres, daB die Modulargleichung fir n — 4, weil
vom sechsten Grade, die Gestalt haben muf}:

B—14*=0,

und lassen wir hier # unendlich werden, so zeigt sich, daB A= 0 ist,
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Daher ist B = 0 die Modulargleichung fiir n == 4, wo B den Ausdruck
(7) bedeutet*®).

Es sind nun diese Modulargleichungen fiir n = 2 und n — 4, die ich
gebrauche, um vom Ikosaeder aus zu den Formeln Hermites und
Brioschis zu gelangen. Dabei muB ich freilich die gesamten Entwick-
lungen des zweiten und dritten Abschnitts meiner ,,Jkosaederarbeit als
bekannt voraussetzen.

§ 5.
Geometrisches iiber die Bring-Jerrardsche Form*).

Im dritten Abschnitte der genannten Arbeit habe ich die fiinf Wurzeln
y einer Gleichung fiinften Grades, fiir welche Yy = 0 ist, ihrem Ver-
héltnisse nach als Pentaederkoordinaten eines Raumpunktes gedeutet und
insbesondere die Fliche zweiten Grades ¥ studiert, deren Gleichung 3y? =0
ist. Auf dieser Flache liegt eine Raumkurve sechster Ordnung, K, vom
Geschlechte 4, der Durchschnitt mit der Diagonalfliche Yy? = 0. Diese
Kurve st das Bild der Bring-Jerrardschen Gleichung, insofern die Wurzeln
y der letzteren, in bestimmter Ordnung genommen, jedesmal die Koordi-
naten eines Kurvenpunktes vorstellen®?).

Auf der Fliche zweiten Grades ¥ verlaufen auferdem die beiden
Scharen geradliniger Erzeugender; und wenn wir denselben, wie damals

geschah, die Parameter 7, { beilegen, so ist die Kurve sechster Ordnung
K eben durch die Gleichung (4):

f(n,8)=0

gegeben®'), die dem letzten Paragraphen zufolge ausdriickt, daB #, ¢
durch quadratische Transformationen des elliptischen Integrals auseinander
hervorgehen.

Die Kurve K ist also das geometrische Bild der quadratischen Trans-
formation. Wihlt man eine Erzeugende # aus, so schneidet sie die Kurve
K in drei Punkten; die drei durch diese Punkte verlaufenden Erzeugenden
der anderen Art haben als Parameter die drei Wurzeln {,,{,,; der

3
Gleichung f(%, {) = 0. Berechnet man jetzt J = 1728 Hf—b((n—; und ebenso
- n

48) Dies zeigt, daB fiir n = oo fiinf Werte von ¢ gleich Null werden, und einer
gleich unendlich.

%) [Vgl. zu den folgenden Paragraphen die in Bd. 2 dieser Ausgabe auf S.383/84
gegebenen Erlduterungen zu der durch die Kurve f(5, {)=0 — in der dortigen Be-
zeichnung « =0 — vermittelten konformen Abbildung.]

50) Das Geschlecht der Kurve (p=4) stimmt deshalb mit dem Geschlecht der
spiter anzugebenden Galoisschen Resolvente der Bring-Jerrardschen Gleichung iiberein.

%) Vgl. die Gordansche Arbeit. Es ist f(n,{)=0 damit gleichbedeutend,
daBl Yy?=0:ist.
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3 3 3
die drei Werte J’' = 1728 Hi@, 1728 EL—(@, 1728M, so hat man

(&) 7 (&) (&)

die drei Invarianten J’, welche aus J durch quadratische Transformation
hervorgehen 3?).

§ 6.
Die Bring-Jerrardsche Form als Resolvente der Ikosaedergleichung.

Die Bring-Jerrardsche Gleichung fiinften Grades ist an sich keine Resol-
H' (1)
f*(n)
7 (und J) rationalen Ausdruck, welcher einer Bring-Jerrardschen Gleichung
geniigt. Wiirde es einen solchen geben, so wiren die Koordinaten eines
Punktes der Kurve K rational durch den Parameter # dargestellt und
also das Geschlecht der Kurve nicht 4, sondern 0. Vielmehr muB man,
um, vom Ikosaeder ausgehend, zur Bring-Jerrardschen Gleichung zu gelangen,
eine Hilfsgleichung vom dritten Grade losen®®), und dieser Hilfsgleichung
habe ich in meiner ,,Ikosaederarbeit* (S.525) [S.344 ] folgende Form erteilt:

B 1227464+ (J—2)=0;

ich habe dabei nur jetzt J statt des fritheren X geschrieben. Setzt man
hier 21 =9(1 —J)-+ J, so kommt:

93(%—J)+39~2=0,

vente der Ikosaedergleichung 1728 = J, das heiflt, es gibt keinen in

oder:
3

-
(%) T= e e

Aus dem vorhergehenden Paragraphen folgt nun, daf diese Gleichung
reduzibel werden muf, wenn man neben J einen der drei Werte J' ein-
fiihrt, welche aus J durch quadratische Transformation hervorgehen.
Anders ausgedriickt: die Gleichung wird reduzibel, wenn wir eine der drei
Wurzeln der Hilfsgleichung dritten Grades adjungieren, auf welche wir
oben die Transformation zweiter Ordnung zuriickgefiihrt haben:

 (4r=1)°
J =
Dies trifft in der Tat zu. Denn die unmittelbare Vergleichung ergibt:
87 —2
(%) ¢ =&l

52) Genau ebenso versinnlicht der Durchschnitt der Fliche ¥ mit der Fliche
vierter Ordnung X y* =0 die Transformation dritter Ordnung ¢ (%, {)=0.

3) Diese kann, wegen p =4, auch nicht etwa auf den zweiten Grad herab-
gedriickt werden.
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Will man das Doppelverhaltnis 6 = »? einfithren, so hat man fiir die drei
Wurzeln:

(10) e =2."95,-7 @& =2a—rl—266+—-11’ o= — 220

Man sieht hieraus den inneren Grund, weshalb man bei dem Bestreben,
die Gleichungen fiinften Grades durch elliptische Funktionen zu lésen, an-
tanglich zur Bring-Jerrardschen Form kommen konnte. Der Grund liegt darin,
daf3 man nicht von der rationalen Inmvariante J des elliptischen Inte-
grals, sondern vom Doppelverhdlinisse o = »* ausging, und so die Wurzeln
der kubischen Hilfsgleichung, ohne es zu wissen, adjungierte.

§ 7.

Die Hermitesche Gleichung.

Diese Betrachtungen finden ihre volle Bestdtigung, wenn man die

Gleichung fiinften Grades behandelt, die Hermite durch elliptische Funk-
tionen 1ost®):

12
11 - ‘*’__._._**\“,—.;—_ =
( ) y v SV 5 ]/x (1 —22)
Bemerken wir zunichst, daB alle Formeln Hermites im wesentlichen un-
geéndert bleiben, wenn man x? durch : ersetzt. Es ist daher zweck-

méBig, eine symmetrische Verbindung derselben einzufiihren, also etwa
1/, 1
vl -2,

dasselbe 7, welches in der von uns fiir Transformation zweiter Ordnung
aufgestellten Gleichung dritten Grades vorkommt (nach Gleichung (6a) des
vorigen Abschnitts). Dann wird die Hermitesche Gleichung

4\/@ ‘/:l

12 b — s =0,
(12) VYT s
und um eine beliebige Bring-Jerrardsche Gleichung, die ich so schreiben will:
(18) y'+58y+y=0,
auf sie zu reduzieren, bekommt man fiir v die quadratische Gleichung:
256 g2 4
a B
die aufgelost ergibt:
T4+ 1 V256 g5+ 4
(18) 1T e

34) Die Irrationalitdten des letzten Koeffizienten rilhren nur davon her, da8 die
beiden anderen Koeffizienten gleich 1 gemacht sind.
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Hier bemerke man
1. daB die Quadratwurzel aus der Diskriminante von (13) ge-
zogen ist. .
2. daB ein Vorzeichenwechsel derselben 7 in — verwandelt.

Nun entspricht der Wechsel des Vorzeichens der Diskriminante nach
meiner fritheren Darstellung einer Vertauschung der beiden durch den
Raumpunkt y hindurchlaufenden geradlinigen Erzeugenden, und die Glei-
chung v’ = »: bedeutet, nach Abschnitt IT der gegenwirtigen Arbeit, eine
quadratische Transformation. Der Wechsel zwischen den beiden Erzeugenden
bringt also eine quadratisc