


DIE GRUNDLEHREN DER

MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN
IN EINZELDARSTELLUNGEN MIT BESONDERER

BERÜCKSICHTIGUNG DER ANWENDUNGSGEBIETE

GEMEINSAM MIT

W. BLASCHKE
HAMBURG

M. BORN
GÖTTI NG EN

C. RUNGE
GÖTTINGE N

HERAUSGEGEBEN VOJ:\

R. COURANT
GÖTTINGEN

BAND V

GRU PPENTH EO RIE
VON

ANDREAS SPEISER

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH



DIE
THEORIE DER GRUPPEN

VON ENDLICI~IER ORDNUNG

}JlT ANWENDUNGEN

AUF ALGEBRAISCHE ZAHLEN UND GLEICHUNGEN

SOWIE :\ UF DIE KRISTALLOGRAPHIE

VON

ANDREAS SPEISER
ORD . PRO FESSOR DE R ;\IATHE MATIK

..\ :\' DER I;K IV E RS IT :4.T ZüRICH

Springer-Verlag Berlin Heidelberg GmbH



ALLE RECHTE, INSBESONDERE
DAS DER üBERSETZUNG IN FREMDE SPRACHEN, VORBEHALTEN.

Copyright 1923 by Springer-Verlag Berlin Heidelberg
Ursprünglich erschienen bei Juliu s Springer in Berlin 1923.

Softcover reprint of the hardcover Ist edition 1923

ISBN 978-3-662-41973-1 ISBN 978-3-662-42031-7 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-662-42031-7



Vorwort.

In ihren elementareren T eilen besteht die Gruppentheorie aus
einer Reihe vielleicht nich t immer völlig org anisch zusammenhängender
Methoden und Begr iffe, und die Gliederung des Stoffes ist hier schon
in hohem Maß e fes tgelegt. Wem unsere Darstellung etwas knapp
erscheint, den ver weise n wir zur Ergänzung auf die ausgezeichneten
und ausführliche n Dars tellungen von Weber (Alge bra, Bd. 2) und von
N etto (Gruppen- und Substitutione ntheo rie, Leipzig 1908). Beim Studium
di eser Anfangsteile brauch t man sich kein eswegs streng an die Reih en
folge der Paragraphen zu halten, sondern im allge me inen werd en die
ers ten Paragraphen der einzelnen Kapitel leich t vers tändlich se in, die
späteren dagegen wesentl ich schwerer.

Erst mit der T heorie der Substitutionsgruppen se tzt ein e weit
tragende und sys tema tische Theorie ein, die , wie wir am Schluß zu
zeige n versuchen, noch lange nicht ausgeschö pft ist. Sie kommt im
Grunde auf eine zahlenthe ore tische Behandlungsw eis e heraus , deren
T erminologie (Pr odukt, Multiplizieren usw.) ja be reits von Anfang an
ersc heint.

E ntsprech end dem Plane dieser Sammlung von E inzeldarstellungen
wurde den Anwendunge n besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben
mannigfaltigen alge braischen und zahlentheor etischen Sätzen kommt
hier in ers ter Linie dic Kr istallographie in Betracht. Diese besitzt ja
gegenüber allen ande ren F ällen des Gelingens m ath em atischer Natur
beschreibung den Vorzug grö ßtcr begrifflicher E infachhe it und strengs ter
arithme tische r Präzision.

Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich die Herren Pro f.
Dr. R. Courant , Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. Pol ya unt erstützt
und auf man ch e Verb esserungen hingewiesen , wofür ihnen hier aufs
best e ge dankt se i.

Mein Dank gilt fern er m einer Frau, die mir bei der Herstellung
des Manuskriptes ge holfen hat.

Züri ch, im Dezember 1U22.

A. Speiser.
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1. Kapitel.

Die Grundlagen.

§ 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs.

Ein System von Elementen bildet eine Gruppe, wenn folgend e
vier Postulate erfüllt sind:

I. Das Gruppengesetz : Jedem geordneten Paar von gleichen
oder vers chiedenen Eleme nten des Systems ist einde utig ein Element
desselben Systems zugeordnet, da s Produkt der beiden El em ent e. Die
Formel dafür ist : AB = C.

11. Das Assoziativgesetz : Für die Produktbildung gilt die
Gleichun g : (A B )C == A (B C). Nicht verl angt wird jedo ch das Kom
mutativgesetz AB = BA.

III. Das Einheitselement : Es gibt ein Elem ent E, das für jedes
Elem ent A des Systems folgend em Gesetz gehorcht: A E = E A = A .
E heißt das Einheitselement oder die Einheit der Gruppe.

IV. Das inverse Element : Zu jedem Elem ent A gibt es ein
inverses Eleme nt A -1, das der Gleichung genügt : A X = E.

Eine Grupp e, bei der alle Elemente mit eina nde r vertau schbar
sind, heißt eine kommutatire oder Abelscbe Gruppe.

Ist die Anzahl der El emente endlich, so heißt die Gruppe eine end
liche GrUIJpe. Die Anzahl der El eme nte heißt die Ordnung der Gruppe.

Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendli ch
vielen Elem ent en: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bild en
nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven rationalen
Zahlen nach dem Gese tz der Multiplikation. Die "Einheit" ist im ersten
Falle 0, im zweiten 1. Fern er bilden alle reellen Zahlen nach dem
Gesetz der Addition und, nach Weglassurig der Null, nach dem Gesetz
der Multiplikation eine Gruppe .

Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde
rung , daß ein Pr odukt mehr erer Elem ent e eindeutig bestimmt ist,

S pe iser , Gruppentheorie. 1



2 1. Kap. Die Grundlagen.

wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehält. Sein Inhalt ist
eben diese Forderung für ein Produkt von drei Elementen. Durch einen
einfachen Schluß von n auf n + 1 läßt sich hieraus der allgemeine
Satz beweisen. Man setze voraus, daß jedes Produkt von n oder
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. Ist nun eine Reihe von
n + 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so führt jede
Produktbildung bis zu einem Produkt von zwei Elementen, deren
erstes das Produkt der i ersten ursprünglichen Elemente darstellt,
während das zweite das Produkt der übrigen ist. Es muß nun bloß
gezeigt werden, daß auch der letzte Schritt für jeden Wert von i das
selbe Resultat liefert. Ist I das Produkt der i ersten Elemente, A das
(i + l)-te Element und K das Produkt der übrigbleibenden, so folgt
aus dem zweiten Postulat :

I(AK) = (IA)K.

Indem man i der Reihe nach die Zahlen 1 , 2, ... , n - 2 dur chlaufen
läßt, gewinnt man das gesuchte Resultat.

Läßt man noch das kommutative Gesetz zu, so ist ein Produkt
durch die Elemente allein, unabhängig von der Reihenfolge, bestimmt.
Es wird nämlich : ABCD = A (BC )D = A (CB )D = ACBD, woraus
unmittelbar folgt, daß zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander
vertauscht werden dürfen. Da man ferner durch derartige "Trans
positionen" eine beliebige Reihenfolge herstellen kann , so ist die
Behauptung bewiesen.

Das Postulat III fordert die Existenz eines Einheitselementes.
Allein mit Hilfe des ersten Postulates läßt sich zeigen, daß nur ein
Element vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen genügt.
Sei nämlich F ein weiteres Element, für das stets die Gleichungen
A F = FA = A erfüllt sind, so ergibt sich für E F gleichzeitig das
Element E und F. Wegen I folgt E = F.

Das zu A - 1 inverse Element ist A . Denn aus A -1 B = E folgt
durch linksseitige Multiplikation mit A: A A -1 B = A , also B = A.
A ist mit A-1 vertauschbar.

Ist ABC . .. F ein beliebiges Produkt von Elementen, so ist
F-1 ... C-1 B-1 A-1 das inverse dazu.

Historische Notiz : Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ späte
Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet.
Noch Jordans Traite des substitutions (1870) behandelt Permutationsgruppen,
Aber die Methoden, die Gauß. Cauchy , Galois und Jordan benutzen, sind großen
teils unabhängig von dieser speziellen Bedeutung der Elemente. Das erste
System abstrakter Gruppenpostulate soll das von Kronecker 1870 aufgestellte
sein (Auseinandersetzung einiger Eigenschaften der Klassenzahl idealer kom
plexer Zablen, Werke Bd. 2; p.273). Neuerdings haben sich amerikanische
Mathematiker ' mit der Aufstellung von Postulaten beschäftigt, z. B. E. V. Hun
tington (Note on the definition of abstract groups and fields by sets of inde
pendent postulates, Am. Transact. 6, p. 181.)
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§ 2. Die Gruppentafel.

Eine Gruppe ist vollständig bestimmt, wenn das Produkt zweier
belieb iger Ele me nte bekannt ist. Zur TabelIierung benutzt man, wenig
stens in einfacheren Fällen, die Gruppentaj'el, eine zuers t von Cayleyl)
angewandte Method e. Das Schem a ist ein Quad rat mit ebe nsovielen
Zeilen res p. Kolonnen , als die Ordnung der Gruppe beträgt. Man
brin gt die Eleme nte, mit E beginnend , in eine bestimmte R eih en
folge , und bezeichnet sowo hl die Zeilen als die Spalt en der R eih e
nach damit. In die Par zelle, welche durch den Durchs chnitt der mit A
bezeichnet en Zeile und der mit 13 bezeichneten Kolonne gebilde t wird,
schreibt man das Produkt AB. Wir gebe n als Beispi el die Gruppe
niedrigster Ordnung, in welcher das kommutative Gesetz nicht gi lt:

I EAB CDF

EE A BC D F
A A B E D FC
13 B E AF CD
C C F DEBA
D D CFA EB
FFD CB A E

Man erke nnt sofor t als cha rakte ristisches Merkmal für Gruppen
mit dem kommutativen Gesetz di e Symme trie der Tafel in bezug
auf die Hauptdiagonale. In der angegebe ne n Gruppe g ilt abe r z. B.:
A C = CB + CA .

Dem Assoziativgesetz ents pricht kein e in die Augen fallende Eigen
schaft der T afel, dageg en stellt die T at sache, daß in jed er Zeile und
in jed er Kolonne jedes Ele me nt der Gruppe ge nau einmal vorkommt,
eine fundam ent ale Ei genschaft aller Gruppen dar, wie folgendermaßen
be wiese n wird:

Die Elemente einer Zeile sind in dem Au sdru ck A X enthalte n,
wob ei A ein festes El eme nt darstellt , während X die ganze Gruppe
durchläuft. Die Gleichung A X = 13 läßt bei belieb igem .'I. und 13
die eine Auflösung zu : X = .'1. - 1 13 . Hieraus folgt, daß in dem System
von der Ges talt .'I. X jed es E lement der Gruppe enthalten ist. Ande re r
seit s ab er auch nur einmal; für endliche Gruppen erg ibt sich das durch
bloße Abzählung der Eleme nte, für un endliche muß man verwert en, daß
aus AB = AC folgt : 13 = C. Denn " multipli ziert" man die Gleic hung
auf be ide n Seiten von link s mit A - 1, so erhält man: A - 1 .'I. 13 = A -1 .'I. C
und darau s wegen des Assoziativ gesetzes : 13 = C .

E ine modifizierte T afel , die für spätere Untersuchungen von
W icht igkeit ist, erhä lt man , i nde m man entsprec hende Zeilen und

' ) Ph i!. Mag. (4) 7 (1854), p. 40.

1*



4 1. Kap . Die Grundlagen.

Kolonnen nicht mit dens elben , sondern mit invers en Eleme nten be
zeichnet, in folgende r W eise :

E

C- l

E I A I B I~
E A B C " .

A-l E A-I B A-I C .. .
1---- ------ --
e-» B-I A E B- IC . ..
C-l C- IA C- I B E . , .
I .. · ---I-.. . . . . " . " .

Die oben angeführte Gruppe nimmt dann folgende Gesta lt an :

IE AB CDF

E EABC D F

B BEA FC D

A AB EDF C

C C F DEBA

D D CF A E B

F FD CB AE

Man bem erkt, daß in der Hauptdiagonalen stets E steht.

Satz 1 : Für endliche Gruppen lassen sich die P ostulate III und IV
ersetzen durch das P ostulat III*, das für gewisse A nwendungen be
quemer is t :

IIl* : Aus AB = A C folgt B = C und aus B A = C A folgt eben
fall s B = c.

Be w ei s : Da s Postulat besag t für endliche Grup pe n, daß A X
und X A mit X die sämtlichen El em ente der Gruppe durchlaufen.
Denn ist g die Ordnung der Gruppe, so stellt A X g Eleme nte dar,
die wege n des Postulates III* voneinander verschieden sind , und
dah er mit den Elem ent en der Gruppe übereinsti mme n müssen. Ins 
besondere läßt die Gleichung A X = A eine Lösung zu, die mit E
bezeichn et werde . Aus A E = A folgt: X A E = X A wegen des Asso
ziativgesetzes ; also gilt für jed es E leme nt der Gruppe : XE = X und
insbe sond ere : E E = E. Aber auch E X durchläuft mit X sämtliche
El em ent e der Gruppe und aus E E X = E X folgt ebe nso wie vorher,
daß für jedes El em ent X der Gruppe die Gleichung gilt : EX = X .
Da mit ist das Postulat III aus dem Postulat III* abgeleitet. Das
Postulat IV folgt sofort aus der T atsache, daß die Gleichung A X = E
eine Lösung besitzen muß , weil A X alle Eleme nte, also auch das
soe ben nachgewiesene Element E, durchlaufen muß.

Für unendliche System e folgt aus III* nicht die Existenz des
Einheitselem ent es. Die positiven ganzen Zahlen bild en na ch dem
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Gese tz der Addition ein System, das I, II und III* ge nüg t, aber kein e
Gruppe bildet.

Im folgend en soll stets, falls nicht s anderes bem erkt ist , aus
schließlich von endliche n Grupp en die R ede sein.

§ 3. Untergruppen.

Definition : Ein T eilsystem von Eleme nten der Gruppe, das für
sich den Postulaten I bis IV ge nügt, und dah er selbs t eine Gruppe bildet,
heißt eine Un ter gr upp e der gegebenen Gruppe.

Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein ang eben, nämlich
einerseits die gegebene Gruppe selbst , andere rseits das El em ent E ,
das offenbar für sich eine Gruppe bildet. Diese beiden Untergruppen
werd en dur ch den Ausdruck uneigentliehe Untet'gruppen von den
übrigen , den eigentliclten Un ter gr u pp en unterschied en. Die Auf
findun g der eig entlichen Untergruppe n ist eine der Hauptaufgab en
der Theori e.

Teilsys teme werd en erzeug t z, B. durch fortgesetzte Multiplikation
eines Element es mit sich selbst. Man schreibt : A A = A2, AAA=A3

usw. und bezeichn et diese neuen Eleme nte als die Potenzen von A .
Sie bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfüllt ist,
denn das Produkt der n oten Potenz von A mit der m-ten ist gleich
d er (m + n)-ten Potenz von A : A'" A" = A"'+". Fern er ist das A s
soziativgesetz erfüllt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch
das K ommutativgesetz : Sei n > m und n = m + l , dann wird AnA'"
= (A'" AI) A'" = A"' (AI A"') = A"' A" .

Satz 2: I n endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen
mit seinen P otenzen eine kommutative Untergruppe, die durch A er
zeugte Untergruppe. Gauß nennt sie die Periode von A . Die Ord
nung dieser Unterg rupp e heiß t auch die Ordnung des Elementes A.

Bewe is: Da nach Vorausse tzung nur endlich viele Eleme nte in
der Grup pe vorhanden sind, so könn en bei fortgesetzter Po tenzierung
nur endlich viele verschiedene Elemente entstehen. Sei die (n + l)-te
Potenz von A die niedrigste, welche gleich eine r früheren Potenz von
A ist , dann gilt eine Gleichung von der Gestalt : An+l = A"' . Hier
muß m gleich 1 sein, denn dur ch Multiplikation mit A-l erhä lt man
A" = A"' - I . Wäre also m > 1 , so wäre bereits die n -te Po tenz von
A gleich eine r niedrigeren, gegen die Vorausset zung. Aus An+l = A
folgt .1" = E und A,,+i = A i. Diese Bezeichnungsweise läßt sich
nun auch auf negative Potenzen von A ausdehne n. Bereits ist das
inverse Elem ent von A mit A - 1 bezeichn et worde n. Aus An = E
ergibt sich A"-1 = A-1 , eine Formel , die aus der vorherg ehe nde n
hervorgeht für i = - 1. Hiermi t ist bewiesen, daß unt er den Po
tenzen von A das Einheitselem ent vorkommt (Pos tulat III ), und daß
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zu jedem der n·Elemente A , A 2, A :\ .. . , An-1, E auch das inverse
eine Potenz von A ist: Am A n-m = E, d. h, A bildet zusammen mit
seinen Potenzen eine Gruppe, w. z. b. w.

Eine Gruppe, die durch ein Element erzeugt werden kann, heißt
eine Zl/klische Gruppe.

Satz 3 1): Die Ordnung einer Untergruppe 'ist ein Teiler der Ord
nung der ganzen Gruppe.

Beweis : Die Gruppe sei mit @, die Untergruppe mit 5) be
zeichnet, ihre Ordnungen seien g und h. A sei ein Element von, @

außerhalb von 5), und X durchlaufe die sämtlichen Elemente der
Untergruppe 5). Alsdann durchläuft XA h Elemente, die unter sich
verschieden sind. Sie sind aber auch von den Elementen der Unter
gruppe verschieden. Denn gesetzt der Fall, X A sei gleich einem
Element Haus 5), dann folgt aus der Gleichung : X A = H durch
linksseitige Multiplikation mit X-l :

A =X-1H.

Da X und H in ~ enthalten sind , so ergibt sich der Widerspruch,
daß A selbst in 5) enthalten ist.

Die Gesamtheit der Elemente , die durch X A geliefert werden,
wenn X die Elemente von 5) durchläuft, heißt eine Nebengruppe
von 5) und wird symbolisch mit 5)A bezeichnet. Möglicherweise ist
durch die Elemente von 5) und 5) A zusammen bereits die ganze
Gruppe erschöpft ; sie ist alsdann von der Ordnung 2 h . Andernfalls
gibt es noch ein weiteres Element außerhalb von 5) und 5) A, etwa
B. Mit diesem bildet man die Nebengruppe !p B. Sie besteht wie
5)A aus h verschiedenen Elementen, die von denen in S) verschieden
sind. Aber auch 5)A und S) B besitzen keine gemeinsamen Elemente,
denn wäre X A = Y B, (X und Y in ~), so würde folgen : y-1 X A = B.
Da Y-lX in 5) liegt, so folgt gegen die Voraussetzung, daß B bereits
in der Nebengruppe 5)A vorkommt. Ist durch die Elemente von
5), 5)A und ~B die Gruppe noch nicht erschöpft, so erhält man in
gleicher Weise, wie bisher, eine neue Nebengruppe, die mit keiner
der früheren ein Element gemeinsam hat. Das Verfahren muß nach
einer endlichen Anzahl von Schritten ein Ende nehmen, so daß jedes
Element der Gruppe @ genau in einer Nebengruppe untergebracht
ist. Wir schreiben symbolisch: @ = S) + 5) A + S) B +5) C + ....
Aus dieser Verteilung der Elemente von @ in S) und seine Neben
gruppen folgt der Satz ohne weiteres.

Als besonders wichtiger Spezialfall ist hervorzuheben , daß die

1) [, L . Lagrange : Reflexions sur la resolution algebrique des equations
(CEuvres r. 3, P: 205 bis 421). Der Algorithmus des Beweises geht auf Eu/er
zurUck (opera omnia I 2, S. 504).
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Ordnung jedes El ementes ein T eiler der Ordnung der Gruppe ist.
Denn die Ordnung eines Eleme ntes ist glei chzeitig die Ordnung einer
Untergruppe.

Kriterium laI' Untergruppen. Ein Teilsystem von Elementen
einer Gruppe bildet stets eine Untergruppe, wenn das Produkt zweier
beliebiger Elemente desselben wieder im System liegt.

Dieses Krit erium besagt, daß für Untergruppen von Gruppen
endli cher Ordnung der Nachweis der Gültigkeit des ersten Gruppen
postulates genügt. Aus diesem folgt nämli ch, daß mit dem Element
A au ch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher
auch E und A -1 im System enthalte n sind, womit für das System
die Gültigk eit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist.

Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die Anzahl der
Nebengruppen, also bei endlichen Gruppen den Quotienten aus der
Ordnung der Gruppe und derj enigen der Untergruppe.

Untergruppe n einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der
ursprünglichen Gruppe. Diejenigen El em ente, die zwei Untergruppen
einer Gruppe gemeinsam sind , bilden eine Untergruppe , welche der
Durchschnitt der beiden Untergruppen genannt wird. Denn mit A
und B ist auch da s Produkt AB beiden Untergruppen gemeinsam.

§ 4. Beispiele von Gruppen.

Die "Elemenre" einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge
an keine Deutung gebunden und können in mannigfaltiger Weise
auftr eten. W enn an eine m Beispiel ein e Gruppe aufgewiesen wird, so
spricht man von einer Darstellung der Gruppe, Die abstra kte Gruppe,
die dargestellt wird , erhält man aus ihrer Darstellung , indem man
von der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. Daß bei
dieser Abstraktion das We sentli che bestehen bleibt, wird sich im
Verlauf der Theorie imm er mehr herausstellen.

In diesem Paragraphen soll zunächst ein Muster exemplar einer
Gruppe in verschi edenen Darstellungen gegeben und in Augens chein
genomme n werden, die sogenannte Ikosaederg1'ltJJpe 1 ) .

Eine Kug el, deren Mittelpunkt festliegt, kann bekanntlich von
jeder Lage in jed e andere dur ch Drehung um eine Achse durch
ihren Mittelpunkt übergeführt werden. Zwei Drehungen um dieselbe
Achse, deren Drehwinkel sich bloß um Vielfach e von 2 st unt ers che i
den, ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch
gelten. Zwei Drehungen , von denen da s nicht gilt, ergeben stets
verschiedene Endlag en und gelten als vers chieden. Führt man zwei
Drehungen nacheinand er aus, so läßt sich eine einzige Drehung an-

1) Vgl. F. Klein , Vorlesungen über das Ikosaeder (Leipzig 1884).
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geben, welche die Anfangslage der Kugel in die Endlage überführt.
Man hat damit jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zu
geordnet. Nach diesem Gesetz der Zusammensetzung bilden die
Drehungen der Kugel in sich selbst eine Gruppe. Das Einheitselement
ist die Drehung um den Winkel 0 oder die Überführung der Kugel
in dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung um dieselbe
Achse, aber um den entgegengesetzten Winkel. Außerdem gilt das
Assoziativgesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man
nennt sie eine kontinuierliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig
veränderliche Parameter (Richtung der Drehachse und Sinus und Ko
sinus des Drehwinkels) charakterisiert werden können.

Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der Invarianz
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen,
welche einen der Kugel einbeschriebenen regulären Körper mit sich selbst
in Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre Ordnung
durch Abzählung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel : das
Oktaeder. Hält man zwei gegenüberliegende Ecken und die sie ver
bindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen um die

Winkel 0, ~, n , 3;. An die Stelle der einen Ecke kann man jede

der fünf übrigen Ecken bringen und für jede Ecke hat man vier
Lagen des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daß im ganzen
24 Lagen entstehen. Der Würfel bietet nichts Neues, denn die
Mittelpunkte der Seiten eines Oktaeders bilden die Ecken eines
Würfels, der bei denselben Drehungen und bei keinen weiteren mit
sich selbst zur Deckung kommt. Dagegen liefert das Tetraeder eine
wesentlich neue Gruppe, deren Ordnung sofort auf 12 berechnet
wird, endlich ergibt das Ikosaeder eine Gruppe von der Ordnung 60.
Das Pentagondodekaeder liefert dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte
wiederum mit den Mittelpunkten der 20 Seitenflächen des Ikosaeders
in Beziehung stehen.

Außer diesen Polyedern müssen noch die sogenannten Dieder
in Betracht gezogen werden, da sie besonders übersichtliche und für
den Aufbau komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein
Dieder besteht aus der doppelt zu zählenden Fläche eines regelmäßigen
ebenen n-Ecks. Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht.
Alsdann gibt es genau 2 n Drehungen der Kugel, welche das Dieder
mit sich selbst zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel

21t um eine Achse senkrecht zur Fläche sowie die n - 1 daraus
n

durch Wiederholung entstehenden Drehungen mit den Winkeln

2 . ~'?:: , ... , n- 2 1t bilden die eine Hälfte. Dazu kommen noch n Drehungen
11 11

vom Winkel 1l um die n Achsen auf der Diederfläche, die durch die
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Eckpunkte resp. Kantenmittelpunkte gehe n. Die ersten n seien mit
A, A2 , • • • , An = E bezeichet ; die übrigen n bilden die Nebengruppe
dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letzteren El emente,

so gilt die ge ome trisch sofort ersi chtliche Beziehun g : A C = CA - 1.
Daraus folgt weiter : A AC = ACA - l = C A - I A - 1 und schließlich:
Ai C = CA -i. Hieraus folgt weiter die ge ome trisch erkannte Tat 
sache, daß all e Eleme nte der Nebengru ppe die Ordnung 2 haben :
AiC AiC = AiCC A-i = E . Einen speziellen Fall der Diedergruppen
bildet di e in § 2 durch die Gruppentafel gegebene Gruppe. Hier ist
n =3.

Nun sollen die Elemente der Ikosaedergruppe angegeben werden.

Die Dr ehung von 2
5
Jl um eine Ach se durch zwei gegenüberliegende

Ecken des Ikosaeders erzeugt eine Unterg ruppe von der Ordnung 5,
deren 4 von F verschiedene El em ent e die Ordnung 5 haben. Im
ga nzen gibt es 6 solche Achsen , die zusammen 24 vers chiedene
Elem ente von der Ordnung 5 erge ben. Drehun gen um eine Achse
durch die Mittelpunkte zweier gegenüberliegenden Seitenflächen er
ge ben Untergrup pen von der Ordnung 3, die je 2 Element e von
der Ordnung 3 entha lten. Da es 10 solche Achsen gibt , so folgen
hieraus 20 Elem ente von der Ordnung 3. Die Drehungen von n um
die 15 Achs en, welch e je zwei gegenüberliegende Kantenmittelpunkte
verbinden, liefen noch 15 Eleme nte von der Ordnung 2. Nimmt ma n
das Einheitselem en t dazu, so sind damit alle 60 Elem ente erschöpft,
denn 1 + 24 + 20 + 15 = 60 .

Nach den Eleme nte n müssen die Untergruppen aufgewiesen wer
den. Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3
und 6 von der Ordnung 5 aufge funde n, die übr ige n entsprechen
wieder geome trische n Invariant en.

Außer den 5 Drehungen um eine Achse durch Eckpunkte gibt
es noch 5 Drehungen von ot , welche diese Achs e in sich selbst
überführen, nämli ch solche um ge wisse Achsen senkrecht dazu. Dam it
erhält man eine Diedergruppe von der Ordnung 10 , deren es ent
sprechend den 6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen dur ch Seitenmittel
punkte erge ben ebe nsoviele Diedergruppen von der Ordnung 6 , und
die 15 Achsen durch die Kantenmittelpunkte liefern schließlich 5 Dieder
gruppen von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merkwürdig
sten noch 5 Untergruppe n von der Ordnung 12, die der folgenden
geometris chen Tatsache entsprec hen : Zu jeder Kante g ibt es eine ihr
gege nüberliegende para llele. Man denke sich ein solches Kantenpaar
in der XZ-Ebene parallel der X-Achse eines rechtwinkligen räum
lichen Koordinatensystems. Man erke nnt nun sofort, daß es ein wei
ter es Kantenpaar parallel der Y-Achs e , und ein drittes parallel der
Z -Achse gibt. Die 15 Kant enpaare zerfallen so in fünf Systeme, von
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denen jedes 3 Paare enthält, die unter sich ein orthogonales System
bilden und je eine der 5 oben erwähnten Diedergruppen von der
Ordnung 4 liefern. Die Mittelpunkte der Kanten eines Systems bilden die
Eckpunkte eines Oktaeders. Man kann sonach dem Ikosaeder 5 Oktaeder
einbeschreiben, die bei den Drehungen sich untereinander vertauschen.
Diejenigen Drehungen der Ikosaedergruppe, bei denen ein Oktaeder
mit sich selbst zur Deckung gebracht wird, bilden eine Untergruppe,
deren Index 5, deren Ordnung also 12 ist (vgl. auch § 8). Hierdurch
ist gleichzeitig bewiesen, daß die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24
ist, eine Untergruppe vom Index 2 enth ält,

Hiermit ist folgende große Zahl von Untergruppen der Ikosaeder
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von
der Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind
sämtlich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der
Ordnung 4, 10 von der Ordnung 6, (j von der Ordnung 10. Schließlich
gibt es noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, die gleichzeitig
Untergruppen der Oktaedergruppe sind. Insgesamt sind 57 eigent
liche Untergruppen aufgewiesen worden. Daß damit alle Untergruppen
aufgezählt sind, ist ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen
Paragraphen nicht bewiesen werden kann.

(123)
213 .(123)

321(123)
312(123)

231(123)
123

Die Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von den
Permutationsgruppen, und es soll daher schon an dieser Stelle einiges
darüber angemerkt werden. Bringt man eine Anzahl verschiedener
Dinge, etwa die Zahlen 1 bis n , in eine bestimmte Reihenfolge, so
pflegt man sie eine Permutation dieser n Dinge zu nennen, 'und
man beweist leicht, daß es n! verschiedene Anordnungen oder Per
mutationen von n verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie
versteht man unter einer Permutation die Operation der Vertauschung,
und zwar ist eine solche Permutation vollständig bestimmt, wenn an
gegeben ist für jedes Ding, wodurch es ersetzt wird. Eine Permu
tation der Zahlen 1 bis n wird bezeichnet, indem man in einer ersten
Zeile diese Zahlen in irgendeiner Reihenfolge, am besten in der
natürlichen, aufschreibt und in eine zweite Zeile unter jede Zahl die
jenige schreibt, durch die sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die
sämtlichen Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 sind sonach:

(123)
132

Führt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das
Resultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammen
gesetzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge
geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine
Vertauschung ausübt; das inverse Element besteht darin, daß die



~ 4. Beispiele von Grupp en. 11

Vertauschung wiede r rückgängig gemacht wird. Die 6 oben hin
ges chri ebenen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel
dur ch diejeni ge des § 2 ge geben ist, wenn man die Permutationen
in der angegeb enen Reihenfolge mit E , A, B, C, D, F bezeichn et.
So ist z. B.

(1 2 3) (1 2 3) (1 2 3)
2 3 1 1 ;1 2 = 3 2 1 ' d. h. A C = D .

Den n A erse tzt 1 durch 2 , C führt 2 in 3 über , durch A e wird
daher 1 in 3 übergeführt, usw.

Die sämtlichen Permutationen von n Dingen bilden eine Grupp e
von der Ordnung n! . Die ;) Oktaeder, die einem Ikosaeder ein
beschrieb en werden konnt en , erfahren bei jeder Drehung eine Ver
tauschung. Daher läßt sich die Ikos aed ergruppe als Permutation s
g ruppe von 5 Dingen dar stell en, wodurch die zentrale Stellung des
Iko saeders in der Theorie der Gleichungen 5. Grades bedingt ist.

Cayleys Satz 4 1): J ede Gruppe @ läßt sich als Permutationsgruppe
ihrer Elemente darstellen.

Bew ei s: Die El em ent e von @ seie n E, .1, B, . . . und X sei ein
beliebiges unt er ihnen. dann stellt

(
E

EX
A

AX
B

BX
C

ex
.,.)
. . .

eine Permutation derselben dar. Ist S ein El em ent von @, so ist die
obige Permutation identisch mit der folg end en :

(
S A S

SX ASX
BS

BSX
es ...)
esx .,. '

denn auch diese erse tzt jedes El em ent dur ch das rechts mit X
mult iplizierte, bloß die Reihenfolge in der Schreibweise ist geändert.
Fern er entspricht den Eleme nten

(
E , .1, B , . . .)v . und XY :. Y, AY, B1.-. .. .

Nun ist

(
E, .1, B , )

XY , AXY, BXY, .

(~
.1 B .. .) ( X AX BX .. .)

Al' BY ... = XY AXY BXY .. . '
also

(~
A B .. ) (E .1 B . .. ) ( E AB .. -)

A X BX .. . Y .1 Y BY .. . = XY A X Y BXY . . . '

d. h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehörig en Permutationen
liefert die zu X Y gehörige, womit der Satz bewiesen ist.

1) Vgl. Anm. auf S. 3.
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Scholion.

Um die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgendes
Beispiel angegeben, bei dem bloß IV nicht erfüllt ist, das aber er
sichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Elemente
seien die Zahlen von 0 bis 100; ' zwei Zahlen sei als "Produkt" ihr
größter gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz genüg t
dem Postulat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativgesetz. Die
Zahl 0 bildet das Einheitselement, wenn 0 als größter gemeinschaft
licher Teiler von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen gibt es
für die Zahlen von 0 bis 100 keine inversen Zahlen. Bildet man das
"Produkt'" der Zahlen von 0 bis 100 mit 5, so erhält man nur 1 oder 5,
von einer Permutation der Zahlen ist also keine Rede mehr.

§ 5. Elementenkomplexe.

Ein System von Elementen aus einer Gruppe heißt ein Komplex.
Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frabenius 1 )

stets mit deutschen Buchstaben, außer wenn er aus einem einzigen
Element besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange 
wendet werden. Besteht der Komplex lr aus den Elementen A, B, C, .. . ,
so wird das nach Galois in Formeln ausgedrückt unter Benutzung des
Pluszeichens: lr = A + B +C +... Als weitere Regeln stellen wir
folgende auf : 9l + >8 bedeutet die Gesamtheit der in 9l und >8 ent
haltenen Elemente, 9l >8 die Gesamtheit der Produkte je eines Ele 
mentes aus 9l mit einem Element aus >8; jedes Element wird nur
einmal gezählt. Einen speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige
der Nebengruppen S) A dar . Die notwendige und hinreichende Be
dingung dafür, daß der Komplex lr eine Untergruppe ist, besteht in
der Gleichung lr lr = lr (vgl.das Kriterium auf S. 7).

Stets gilt das Distributivgesetz:

(9l+ >8)(lr+ Si)) = 9llr + 9lSi) + >8 (i + >8 Si).

Zunächst muß nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe
nach einer Untergruppe und deren Nebengruppen näher untersucht
werden. Bereits in § 3 wurde gezeigt, daß die Elemente einer Gruppe ~
durch eine Untergruppe S) in Systeme zerfallen : ~ =, S;) +S;) A +...,
deren Anzahl gleich ist dem Index von S) unter ~ . Diese Zerlegung
ist unabhängig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen er
zeugenden Elemente A ... , denn zwei Elemente X und Y aus ~ ge
hören dann und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X Y-l in S)
liegt. Ist nämlich X Y-l = H, so wird

S) X = S) (H Y) = ( S) H) Y = S) Y.

1) Über endliche Gruppen [Berl, Sitzungsber. 1895, S. 163).



§ r.. Elementenkomplexe . 13

Ein Komplex von der Gestalt Sj A heißt eine rechtsseitige Neben
gruppe und die Zerl egung @ = s) + Sj A + ... die rechtsseitige Zer
legung von @ nach Sj.

Ein Komplex von der Gestalt A Sj heißt eine linksseitige Neben
(Jruppe von Sj. Von diesen ge lten ent sprech end e Sätze , wie von den
rechtsseitigen . Hier sei nur der folgende bewiesen : Zwei Elem ent e
Bund C gehören dann und nur dann zu derselben linksseitigen
Neb engruppe. wenn B r! C in Sj liegt. Ist nämlich B-l C = H, so
wird : C = B Hund B = C H':>, und umgekehrt folgt aus B = A H

1

und C = A H~ :

Br! C = H;-l H~ .

Wir fassen dies zusammen in folgendem

Satz 5: Eine Gruppe @ zerfällt durch eine Untergruppe Sj von
der Ordnung h und dem Index k in k Komplexe von je h Elementen,
die Untergruppe und ihre rechtsseitigen Nebengruppen. Eine zweite
Zerlegung mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe
und ihre link sseitigen Nebengruppen geliefert. Zwei Elemente X und Y
gehören derselben rechts - resp, link sseitigen Nebengruppe an, wenn
XY-l res] , X -l Y in Sj liegt.

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander ver
schieden und stimmen nur für Normalteiler (§ 6) überein.

Man beweist leicht folgende Tatsache :

Ist

eme rechtsseitige Zerl cgun g, so ist

tU ' 4- 1 c:.. ' I A - 1 c\V =c S) ~- • 2 oe! , - • • • --:- k J)
eme linksseitige.

Unter {91} versteh t man die Gesamtheit der El em ent e, die sich
als Pro dukt von beliebig vielen El em ent en aus m dar stellen lassen.
Jede s El em ent aus 9( darf im Prod uk t belieb ig oft vorkommen. Selbst
verständl ich ist {91} {9l} = {91}, daher ist {91} eine Unterg ruppe , und
zwar die kleinste. welche den Komplex 9( enthält. Jed e Unterg ruppe,
die 91 enthä lt, enthä lt auch {9f}. {91} heißt die durch den Komplex 9(

erzeugte Unterg ruppe. {A} ist die durch das Elem ent A erzeug te
zyklische Gruppe : A. A~, A:\ . ", An = E.

Eine Gruppe kann gegebe n sein dur ch erzeugende Eleme nte und
gewisse zwische n ihn en bestehende Relationen. Die Diedergruppe
von der Ordnung 211 ist vollst ändig bestimmt durch zwei Elemente A
und C mit den R elation en :

1) An=E, 2 ) C' =E , 3) CA = A- 1C.

Alle Eleme nte sind enthalten in der Gestalt A x Cy(x = 0 , 1, .. . , n - 1 ;
Y = 0,1). Alle weiteren Produkte lass en sich mit Hilfe der Relation 3)
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auf diese zurückführen, und als Produk t zweier beliebiger Elemente
.1xCv und At C' findet sich leicht :

AxCYAzCt= Ax+(-l )YzCy+t.

Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzes!

Zwei Komplexe 91 und >8, für die 91 >8 = >891 ist, heißen unter
einander vertauschbar . Bei der Diedergruppe ist z. B. {A} C = C {A}.
Die Tatsache, daß ein Komplex 91 mit einem Element B vertausch
bar ist: 91 B = B 91, kann auch so geschrieben werden: B-1 91 B = m.

2. Kapitel.

Normalteiler und Faktorgruppen.

§ 6. Normalteiler.

Definition: Besteht zwischen zwei Elementen .1 und B einer
Gruppe @ eine Beziehung von der Gestalt B = X-1 A X, wobei X
ebenfalls in @ liegt, so heißen .1 und B kOlljugie1·te Elemente und
man sagt : B entsteht durch Transformation von .1 mit X .

Für diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Äquivalenz :

1. Ist .1 mit B konjugiert, so ist auch B mit A konjugiert. Aus
B =X-1AX folgt nämlich A=XBX-1 =(X-1)--lB(X-1).

2. Ist .1 mit C und B mit C konjugiert, so ist auch .1 mit B
konjugiert. Aus C = X-1 A X und C = Y-l B Y folgt:

B = Y X-lA X Y-l = (X Y-1 ) -lA (XY-1).

Satz 6: Bezeichnet man die mit einem Element konjugierten
Elemente als eine Klasse von Elementen, so zerfällt die Gruppe in
eine Anzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Ele
mente besitzen. Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung.

Beweis: Esgilt:X-1AX·X-1AX =X-1A2X und allgemein
(X- 1A x )n = X - 1Anx . Ist daher Aß=E, so wird (X-1Ax)n
=X-1EX=E und ist umgekehrt (X - 1A x)n = E , so wird
X-1An X = E und daraus folgt An = E .

Allgemeiner gilt die Formel

X-1AX·X-1 B X = X-1 A B X,

die wir folgendermaßen interpretieren : Aus einer Gleichung .1 B = C
geht durch Transformation der drei Elemente mit demselben Element
X eine richtige Gleichung hervor.

Bilden also die Elemente E, A, B , . .. eine Untergruppe ~, so
bilden auch E, X-1A X, X-1 B X , .. . eine Untergruppe, die wir nach
dem vorigen Paragraphen mit X-1 S) X bezeichnen.
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Definition : SJ und X -I Sd X heißen konjugierte Untergruppen.

Konjugiert e Gruppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte
Gruppen sind sie einan der gleich. Kennt man die Gruppentafel von SJ,
so ergibt sich diejenige von X- I Sd X dadurch, daß man die El em ent e
von Sd dur ch die mit X transform ierten Elemente erse tzt. Ind em wir
die einge hende Betrachtun g dieses allgem einen Falles auf das 4. Kapitel
verschiebe n, ge hen wir zu ei er Behandlung eines besonders wichti gen
von Galois entdeckten Spezialfalles über.

Definition: Eine Untergruppe, die mit ihren konjugiert en identisch
ist , heißt ein Normalteiler (ei ne i nval'i a n t e oder ausgezeichnete

Un t er gr up p e ) der Gruppe .

Ist also die Unte rg ruppe 9( ein Normaltei ler, so gilt für jedes
El em ent X der ga nzen Gruppe die Gleichung X- I m X = moder
9( X = X m. Mit jed em Element A liegt auch jedes konju giert e
El em ent X-I A X in m, d. h. ein N ormalteiler enthält mit jedem Ele
ment die ganze zugehörige Klasse von Elementen . Diese Bedingung ist
zugleich hinreichend dafür, daß eine Unterg ruppe eine n Normalteiler
bilde t.

B e ispi el e :

1. Die Abelschcn Gruppen . Hier bildet jedes Elem ent für sich
eine Klasse, jede Unterg ruppe ist Normalteiler.

2. Di e Diedergrupben . Hier bildet die zyklische Untergruppe
vom Index 2 eine n solchen. Denn die ga nze Gruppe zerfällt unter An
wendung der Bezeichnung auf S. 13 in die Nebe ngruppe n {A} + {A} C.
Wegen C- l AC = .1- 1 wird C{A} = {A}C.

Satz 7: Der Durchschn itt zweier No rmalteiler is t wieder ein
Normalteiler.

B ew eis : Mit jed em Element ist die ganze zuge hörige Klasse den
beid en Normalteilern ge meinsam. Dah er besteht auch der Durch
schni tt aus einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler.

Dagegen ist ein Normalt eiler eines Normalteilers nich t notw endig
ein Normaltei ler der ga nzen Gruppe.

Satz 8: Di e m it allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren
E lemente bilden einen A bel schen N ormalteiler , der das Zentrum der
Gru ppe genannt wird.

Bew eis: AusAX =XA und BX =XB folgt ABX = AXB
= X AB, d. h. mit zwei Elementen ge hö rt auch deren Produkt dem
Zentrum an . Das Zentrum bildet dah er eine Untergruppe und zwar
offenbar einen Ab elsch en Normalteiler. Fern er ist jede Unterg ruppe
des Zentrums Norma lteiler der ganzen Gruppe.

Als weit ere Normalteiler erwähne n wir die dur ch die Elem ent e
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist AB . . . F ein Pro-
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dukt von Elementen einer Klasse, so ist auch X-I AB ... F X
= X-I A X· X-I B X . . . X-I F X ein solches für jedes X. Daher
enthält die Untergruppe die ganze durch AB . . . F repräsentierte Klasse
und ist also Normalteiler.

Jede Gruppe ® besitzt zwei uneigentliche Normalteiler, nämlich
ihre beiden uneigentlichen Untergruppen ® und E .

Wir definieren nun :

Definition: Eine Gruppe, die außer ihren beiden uneigentlichen
Untergruppen keinen Normalteiler besitzt, heißt eine einfaclle Gruppe.

Offenbar sind alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist,
einfach. Sie sind zyklisch. Es gibt aber auch nicht-Abelsche ein
fache Gruppen.

Um hierfür ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfach
heit der Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassen
begriff benutzen. Schon jetzt sei aber bemerkt, daß die wirksamsten
bisher bekannten Methoden zur Herstellung von einfachen Gruppen
von der Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen
geliefert werden.

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender

Weise in Klassen einteilen: Eine Drehung A von 2;7 um eine Achse

durch eine Ecke besitzt die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welch e
irgendeine andere Ecke des Ikosaeders an ihre Stelle bringt; führt
man dann die Drehung A aus und bringt die Ecke durch X-I wieder
an ihren alten Platz, so ist das Resultat X A X-I eine Drehung von

2;7 um diese E cke. Hiermit ist nachgewiesen, daß 12 Operationen

von der Ordnung 5 in eine Klasse gehören. Mit A gehört auch A -1
dazu, als Drehung um die gegenüberliegende Ecke. In gleicher Weise
bilden die übrigen Elemente der Ordnung 5, nämlich die Drehungen

um die Winkel 4
5
Jl , 6 Jl, eine Klasse. Daß diese beiden Klassen von-

5
einander verschieden sind, folgt leicht aus dem eben Bewiesenen, braucht
aber für das folgende nicht vorausgesetzt zu werden. Man beweist
in gleicher Weise, daß alle 20 Elemente von der Ordnung 3 und
alle 15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. Daher besitzt die
Ikosaedergruppe folgende 5 Klassen : Das Einheitselement E bildet
eine Klasse für sich, die 4 übrigen setzen sich aus 15, 20, 12 und
12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzählung ergibt, daß kein
Normalteiler vorhanden ist. E in solcher müßte sich nämlich aus
diesen Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten und
außerdem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht
möglich ist.
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Definition: C = B-1 A -1 B A heißt der Kommutator von A
und B .

Offenbar gilt B .tl = AB C und A und B sind dann und nur dann
vertauschbar, wenn C = Eist.

Satz 9: W enn zwei Normalteiler 9J1 und 1), einer Gruppe außer E
kein gemeinsames Element besitz en, so ist jedes Element von 9J1 mit
jedem Element von 1), vertauschbar.

Bew ei s : Sei A in 9)( und B in 1)(, dann liegt B-1 A B in 9)(,

folglich auch B -1 A -1 B, denn dies es ist das invers e Element zum
vorigen, daher schließl ich auch der Kommutator C= (B-1 A -1 B ) A .
Andererseits liegt C = B-1 (A -1 B A ) auch in 1)(, folglich ist C gleich
dem einzige n 9)( und I)( gem einsamen El ement E .

H isto ri s ch e Not i z. D er Begriff des Normalteilers wurde vo n E. GalOIS
1830 entde ckt (Le ttre il Auguste Chevalier , Oeuvres pub I. par C. Picard, p. 25,
Paris 1897). Eine Publikation der Bew eis e erfolg te jedo ch ers t 1846 durch
Li ouvill e in se inem Journal. J orda n bezeichnet e spät er se ine n Traite des sub
st itutions als einen Kommentar zu den Arbe ite n von Galois .

§ 7. Faktorgruppen.

Ein Normalteiler I)( und seine Nebengruppen können selbst
als Elem ente ein er Gruppe aufge faß t werd en. Es g ilt nämlich :
I)( A I)( B = I)( I)( A B = 1)( AB. Das Produkt zweier Nebengruppen
des Normalteilers ist wieder eine Nebengruppe. Der Normalteiler
selbst ist das E inheitselement und die zu I)( A invers e Nebengruppe
ist 1), A - 1.

Definition: Die Grup pe, deren Elem ent e dur ch einen Normal
teiler 1), von 0) und seine Nebengruppen ge bildet werden, heißt die
Paktorgruppe oder Quotiefltengruppe des Normalteilers und wird mit
0) /1)( b ezeichn et. Ihr e Ordnung ist gleich dem Index des Normalteilers.

Ein e Gruppe ist nicht vollständ ig bestimmt durch einen Normal
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der
Ordnungen des Norma lteilers und der Fakt orgruppe und die Analogie
mit den T eilbarkeitseigenschaften der ga nzen Zahlen kann weit fort
geführt werd en.

Satz 10 : Eine Untergruppe der Faktorgruppe vom Index r besteht
aus N ebengruppen, deren Elemente eine Untergruppe der ganzen Gruppe
vom selben Index r bilden.

Be w e is : Die Untergruppe der Faktorgruppe best ehe aus den
Nebeng ruppe n S) , S) A~, . . ., Sj A .•. Nach Voraussetzung ist das Produkt
zweie r beliebiger von diesen Nebengruppen wieder eine solche. Da
her liegt das Produkt zweier beliebiger Elemente des Komplexes
Sj+ SjA~ +...+ SjA 8 in demselben Komplex und dieser bildet eine
Untergruppe vom Ind ex r,

Sp e i s e r , Gruppen theorie. 2
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Satz 11 : J ede Untergruppe ~ von @, die einen Normalteiler IR
von @ enthält, gehört zu einer Untergruppe der Faktorgruppe @/91.

B ew eis: IR ist Normalteiler von ~ , und es sei ~ = IR + IR A 2+ IR Aa +...+ IR A s ' Diese Nebe ngruppen bilden die Element e der
Faktorgruppe ~ /W und infolgedessen eine Untergruppe von @/SR.

Durch diese beiden Sätze ist das Problem, diejenigen Untergruppen
von @ zu finden, die einen N ormalteiler IR enthalten, zurückgeführt auf
das Problem, die sämtlichen Untergruppen von @/SR zu finden, da eine
eindeutig e Zuordnung zwischen ihn en hergestellt ist. Es gilt nun die
weit ere wichtige T atsach e, daß Normalteilern des einen Problem s
Normaltei ler des anderen ents prec hen:

Satz 12: J eder N ormalteiler einer Faktorgruppe @/SR liefert einen
N ormalteiler von @; jeder Normalteiler, der IR enthält, entspricht einem
N ormalteiler der Faktorgruppe.

B ew ei s: Die Nebengruppen 91, IRA2 , • •• , 91 As mögen einen
Normaltei ler von @/ 91 bild en. Dann gilt für jede beliebige Neben
gruppe von 91 , etwa für SR X , die Beziehung : SR X - I 91 Ai 91 X = 91 Ai'
Hieraus folgt speziell, daß X-I SR Ai X nur Element e aus SR Ai en thält
und daher damit identisch ist. Dah er ist der Komplex SR + 91 A

2
+ .. .

+ 91 A
s

mit allen El ementen von @ vertauschb ar und bildet einen
Normalteiler. Um auch den zweiten T eil der Behauptung zu be
weisen, sei Sf = 91 + 91 A 2 +...+ 91 Asein Normalteiler von @ , der SR
enthält. Dann gilt für jed es El em ent X von @ die Beziehung :
X -I st X = Sf und insb esondere lieg en die Elem ent e X -I IR Ai X wieder
in Sf. Es muß nun ge zeigt werden, daß die Unterg ruppe Sf/ 91
von @/SR einen Normalte ile r bildet, d. h. daß für beliebige X die Neben
gruppe 91 X -I 9~ Ai IR X wieder in Sf liegt . Diese Nebe ng ruppe enthält
ab er speziell X-ISR AiX und liegt dah er in Sf . In Form eln verläuft
dieser Beweis folgendermaßen: Wegen 91 X = X SR ist 91 X-I SR Ai SR X
= SRSRSRX-IAiX =91X-I AiX. Da mit Ai auch X-I AtX zu Sf
ge hört, so ist 91 X-I Ai X eine in Sf liegende Nebengruppe.

Die Faktorgruppe kann nur für Normalteiler definiert werd en,
denn es gilt der

Satz 13: Wenn das Produkt zweier beliebiger Nebengruppen einer
Untergruppe ~ stets wieder eine N ebengruppe von ~ ist , so ist S'd
Normalteiler.

B ew e is : Sei h die Ordnung von ~ , dann enthält na ch Voraus
setzung bei beliebigem A und B der Komplex ~ A ~ B h Elem ente.
Da E in ~ vorkommt, so sind darunter die be iden Komplexe SJ A B
und A ~ B enthalten und diese müs sen identisch sein, da sie beide
h Elem ente besitzen. Daher gilt ~ A B = A ~ B und, nach rechts
seitiger Multiplikation mit ~-I , ~ A = A~, womit der Satz be
wiesen ist.
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§ 8. Isomorphe und homomorphe Gruppen.
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Zum Nachweis eines Normalteilers ist besonders wichtig der mit
der Faktorgruppe aufs engs te zusammenhängende Begriff der ISO

morphen Gruppen.

Defini tion : Ist jede m Element einer Gruppe IM ein und nur ein
Elem ent einer zweiten Gruppe IM' und jedem El em ent von IM' mindestens
eines von IM zugeordnet dergestalt, daß auch dem Produkt zweier
Elemente von IM das Produkt der zugeordneten El em ente von IM'
entspri ch t, so heiß t die Gruppe IM' isomorph mit IM . Die Zuordnung
heißt ein Lsomor phi smus von IM' mit IM.

Aus der Definition folgt, daß die Ordnung von IM' hö chstens
gleich de r Ordnung von IM ist. Sind die Ordnung en von IM und IM'
identisch, so ist die Zuordnung der E lemente von IM und IM' eindeutig
und die Gru ppen sind als abstrakte Gruppen mit einander identisch.
Sie heiß en in -diesern Fall h om omorphe Gruppen.

Ist die Ordnung von IM' niedri ger als diejenige von IM , so muß
es in IM mindestens zwei Eleme nte A und B gebe n, denen dasselbe
Element .11 ' von IM' entspricht. Das von E verschiedene Eleme nt .11 B - l
entspricht dann dem Ei nheitseleme nt E' von IM' . Die Gesamtheit der
Elemente von IM , die E' en tsprechen , bilden eine Untergruppe, denn
mit .11 und B entspricht auch AB dem El em ent E' E' = E' . Diese
Untergru ppe ist No rma lteiler , denn dem El em en t X - I .11 X entspricht
das E leme nt X'-1 E' X' =, E' bei beliebigem X. Zwei El ementen
X und Y von IM entspri cht dann und nur dann dass elbe Elem ent A'
von ili', wenn XY- l dem Einhe itse leme nt .11' .11' - 1= E' entspricht
d. h. wenn sie in di eselbe Nebeng ruppe des Normalteilers mge höre n:
Dem Produkt zweier Nebengruppen von 9l entspricht das Produkt der
zugeordne ten Element e von ili'. Damit ist der Satz bewiesen :

Satz 14 : I st ili ' mit @ i somorph, so en tspricht dem Einheits 
elemen t von IM' ein N ormalteiler m von @, und IM' ist homomorpb m it
der Faktorgruppe @j9L

Ist eine einfache Gruppe mit einer anderen einfache n Gruppe
isomorph, die aus mehr als einem Eleme nt besteht , so ist der Iso
morphismus ein Hom omorphismu s. Die Vertauschungen der 5 Ok ta
eder beim Ikosaeder sind dah er verschieden für zwei verschiedene
Dr ehungen, denn die Gruppe der Vertauschungen der Oktaeder ist
offenbar isomorph mit der Gruppe der Ikosaed erdrehu ngen.

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklung en ist es möglich, einen
vollständigen Einblick in di e Oktaed ergruppe, auf d er die T heori e
der Gleichunge n 4. Grades ruht, zu bekommen. Sie bild et ein außer
ordentlich lehrreiches Beispiel für die vorh ergeh end en Sätze .

2*
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Die drei Haup tachsen des Oktaeders, welche je zwei gegenübe r
liegend e Ecken verbinden , mögen als die X -, Y- und Z -Achse be
zeichn et werden. Jed er Oktaederdrehun g entspricht eine Vertauschung
dieser drei Achsen , und man sieht leicht , daß jede der sechs mög
lichen Vertauschungen dieser dr ei Achsen hervorgerufen wird. Damit
ist ein Isomorphismus der Permutationsg ruppe von dr ei Dingen mit
der Gruppe der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen
besi tzt die Oktaed ergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalte iler 91
von der Ordnung 4 , bestehend au s denjenigen Drehungen , welch e
die dr ei Achsen in sich überführen. Diese vier Drehungen sind die
identi sche sowie die drei Drehungen . vom W inkel at um die drei
Achsen. Ihr e Faktorgruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6,
welche einen Norm alteiler vom Ind ex 2 besitzt. Diesem entspricht ein
Norma lteiler der Oktaed ergruppe von der Ordnung 12 , besteh end
aus 91 und den 8 Drehungen von der Ordnung 3 um die Achsen
durch zwei ge ge nüberliege nde Seitenmittelpunkte. Auch diese r Norma l
teiler besitzt seine ge ome trische Deutun g , die am besten am Würfel
ge zeig t werden kann , dessen Gruppe mit der Oktaedergruppe über
einstimmt. Der Würfel sei so aufgestellt , daß seine Kanten mit den
Koordinat enachsen paralle l sind. Der Normalteiler besteht wieder aus
den drei Dr ehun gen von st um die drei Koordinatenach sen und den
Drehungen um Achsen durch die Eckpunkte. Aus den E ckpunkten
kann man vier auswähl en, welch e gleichzeitig Eckpunkte eines ein
beschri ebenen T etraeders sind. Auf der oberen Seite parallel der
XY- Eb ene seien es die beiden Ecke n auf einer Diagonale von links
vorne nach rechts hinten, auf der unt eren diejenigen auf der Diagonale
von rechts vorn e nach links hinten. Die and eren vier E cken bilden
gleichfalls die E cken eines einb eschr ieben en T etraed ers . Bei jeder
Dr ehun g des Oktaeder s erfahren diese zwei T etr aed er eine Vertau
schung , und man überzeug t sich sofort, daß der Normalteiler aus
den jenigen Drehun gen besteht , bei denen jedes T etraed er in sich über
geführt wird, wäh rend die übrige n Drehungen eine Vert auschung be
wirken. Der Normalteiler von der Ordnung 12 ist homomorph mit der
Grupp e der zwölf T etraederdrehun gen , er tritt auch als Unterg ruppe
der Ikosaedergruppe auf.

Mit einer Gruppe ist die Faktorgruppe eines jeden ihrer Norma l
teiler isomorph. Häufig werden zwei Gruppe n, die mit derselben Gruppe
isomorph sind, unt er sich als isomorph bezeichn et , doch soll diese
Erweiterung des Begriffs hier nicht angewandt werden. Dagegen be
steht das Gesetz, daß , wenn @ mit @' und @' mit @" isomorph ist,
dann auch @ mit @" isomorph ist.

Ist eine mit @ isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Iso
morphismus oft auf mehrere Arten hergestellt werd en, indem @ ver-
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schiede ne Normalteiler besitzen kann, deren Faktorgruppen homomorph
sind. Beispi ele dafür bieten sich schon unt er den Abelsch en Gruppen .

E in Isomorphismus einer Gruppe mit sich selbst heißt Auto
morptiismus, (8. Kapitel .]

§ 9. Der Hauptsatz über Normalteiler.
Unter eine m gröjJten Norm alteiler einer Gruppe ® vers teh t man

eine n so lche n, der in keinem ande re n Norma lteiler außer ® selbst
enthalten ist. Eine Grup pe kann me hre re g rößte Norma lte iler ent
halt en, und es gilt der folgende

Hauptsatz 15: S in d 9"1 und 9'C2 zwei größte N ormalteiler von ®

und ist 'll ihr D urch schnitt , so bestehen zwisc hen den Faktorgruppen
die B ezi ehungen :

B ew e i s : Die dur ch 9" 1 und ~(2 erzeug te Unterg ruppe 9'C1 9'(2
1) ist

ein Normalteiler von ®, der 9'C1 und 9'C2 enthält, und ist dah er mit ®
identi sch. 9'C1 sei nach Nebe ngruppen von 'll zerl egt : 9"1 = 'll + 'llA 2+ 'll A 3 +...+ 'll::l,.. Alsda nn bilde man 2 = 9"2 + 9'C2 .'1 2 + 9'C2 ::1 :1 +...
+ 9'C2 .1,.. Dies er Kom plex enthä lt 9" 2 und 9'C1 und wir wollen zeigen,
daß er mit ~'1 \)(2 = , ili identisch ist. Es ist näml ich :

\)(1 9'C2 = \)(2 ~1 1 = ~12 ('1) + 'll A2 +...+ 'll A,.)
= \)1 2 +- 9'(2...12+... + \)(2 A,.=2

wegen 9" 2 'll ,= ~12 · Die Fa ktorgrup pe n ® / \)(2 und \)'1 ! '§) sind homomorph,

denn aus \)(.! A i = \)'2 A k folgt, daß ::I i A k
1 in \)(2 und daher in 'll liegt,

d. h. daß i = k is t. Und fern er folgt aus \)(2 A i \)' 2 A k = \)(2 Al sofort
'll Ai '§) A k = 'll Al' und umgekehrt. Damit ist di e zweite Gleichung
bewiese n. Die erste folg t durch Vertauschung der beid en Normal
teiler.

Allgemeinere Fassung des Hauptsatzes : S in d ~ un d Sf zwei Unter 
gru ppen von ® und ist jedes E lemen t von Sf mit S',;l vertauschbar , be
zeichnet fern er .2 di e Gruppe S'J Sf und 'll den Durchschnitt von S',;l

un d Sf, so ist S) N ormalteiler von .2 und 'll N ormalteil er von Sf und
2/ S'J = Sf l'll.

B ewei s: Ist Kirg endein Element von sr, so gilt : K -1S'JK = S'J
und K -1 Sf K = Sf , W enn D in 'll lieg t, so liegt dah er auch K r! DK
sowohl in S'J als in Sf, also in 'll . Damit ist bewi esen, daß 'll Normal
teiler von Sf ist. Nun sei sr = 'll + 'llK2 +...+ ,§)Kr . Der Kom
plex 2 = S'J + S'..,1K 2 +.. .+ S'J K r bild et wied er eine Gruppe und S'J ist
Normalteiler von 2 . Denn stellt H irgendein Elem ent aus S'J vor, so

' ) {91, 912 } = 91, 91~ ; denn 91, und 91~ sind vertau schb ar , woraus folgt :
':11, 91~· 91, 91~ = 91, 91~ .
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ist (HKi)-l~(HKi) =SJ. Zwei Nebengruppen ~Ki und ~Kk sind
stets verschieden, wenn i und k verschieden sind, denn sonst wäre

x.s;' in ~ und also in ~ gegen die Voraussetzung. Der Beweis
verläuft von hier an wie oben.

Satz 16: Ist 91 ein Normalteiler von @, und ~ irgendeine Unter
gruppe von @, ferner ~ der Durchschnitt von 91 und ~, dann ist ~ N ormal
teiler von ~, und ~/~ ist homomorpb mit einer Untergruppe von @/91.

Beweis : 91 ist als Normalteiler von @ insbesondere mit jedem
Element von ~ vertauschbar. Eine Anwendung des vorhergehenden
Satzes ergibt, daß ~ Normalteiler von ~ ist. Bezeichnet man wieder
mit ~ die durch ~ und 91 erzeugte Untergruppe von @, so wird
~/~ = ~/91 und ~/91 ist eine Untergruppe von @/91 .

Ist s die niedrigste Potenz des Elementes A aus @, die in einem
Normalteiler 91 von @ liegt, so ist s ein Teiler des Indexes von 91
unter @ . Denn 91 +91A+...+WAs-1 bildet eine Untergruppe von @ .

§ 10. Kompositionsreihen.
Definition : Ist 911 ein größter Normalteiler von @, 912 ein größter

Normalteiler von 911 (der nicht notwendig Normalteiler von @ zu sein
braucht), 913 ein größter Normalteiler von 912 usw., so erhält man
eine Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden ent
halten ist und die mit Q; schließt : @, 911' 91

2
, •• • ,91 ,. = E. Diese

Reihe heißt eine Kompositionsreilte von @ .

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der
Reihe : @/911 , 911 /912 , .. . , ,»C,. _i /91,. sind lauter einfache Gruppen, denn
wenn 91;/91i+1 einen Normalteiler besäße, so gäbe es einen Normal
teiler von 91;, der 91i +l als eigentlichen Normalteiler enthielte gegen die
Voraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die Primfaktor
gruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompositionsreihe
bezeichnet werden.

Fundamentalsatz 17 von [ordan-H ölder n: Für zwei beliebige Kom
positionsreihen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamtheit ,
aber nuht notwendig in ihrer Reihenfolge, überein.

Dieser Satz bildet ein gewisses Analogon zu dem Satz über die
eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin
ist zu bemerken, daß eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der
Kompositionsreihen nur in speziellen Fällen, z. B. wenn sie einfach
ist, vollständig bestimmt ist, und daß bei gegebener Reihenfolge der
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert,
welche gerade diese Reihenfolge liefert.

l) C. Jordan bewies die Gleichheit der Ordnungen der Faktorgruppen ;
O. Hölder : Math. Ann. 3~ (1897), S. 37, die Gleichheit der Faktorgruppen.
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B eweis : D er Satz ist selbs tverständlich für einfache Gruppen
und daher für all e Gruppen, der en Ordnung eine Primzahl ist. Zum
Beweis des allgemein en Satzes wendet man vollständige Indu ktion an.
Der Satz se i bewiesen für alle Gruppen, der en Or dn ung ein Produkt
von weni ger als n Primzahlen sind, und die Ordnung von @ sei ein
Pr odukt von n Prim zahlen. Man darf ferner vor au ssetz en , daß @
eine n eigentlichen Normalte iler besitzt , da der Sa tz für den ande ren
Fall sel bs tverständlich ist. W enn @ nur einen grö ß ten No rmalteile r
besitzt, so folgt der Sa tz sofort aus der Voraussetzung. E s seien daher
zwei Kompositionsreihen von @ gegeben mit ver schieden em erstem
Norma ltei le r : @, Wl1' 9)12 ' . . . , W1,. = E und @, W1' 912 , .. •, 91. = E.
Läßt man in den beiden Reih en @ weg, so erhält man Kompositions
r eihen für 9)11 und 9ll' und für diese beiden Gruppen gi lt der Satz
nach Vorausse tzung . Der Durchs chnitt von W1 1 und 911 se i 'ti 1 ' dann gilt
wegen Satz 15 @/W1 1= 91l1\ und @/911 = W11 /'ti 1 ' Weil @/W11 und@I911
einfache Gruppen sind, so ist 'ti 1 g röß te r Normalte ile r sowohl von W1

1

als von 9ll' und man kann dah er für die se beiden Unte rg ruppen
Komposit ionsreih en bilden, die mit 'ti 1 beginnen und von da an üb er ein 

stimmen: Wl1' '.VI ' 'ti.~, . . ., ':D" = E und ~nl' '.VI' '.V2,· ·· , '.Vu = E . Die
beiden Kompositionsr eihen von@ : @, W11' '.V I' .. ., E und öi , W1 , '.V I ' .. ., E
besitz en wegen illlW1 1= 911/':D1 und @/1J11 = W11/'.V1 diese lb en Primfaktor
g ru ppe n. dasselb e gilt von den beid en Re ihen : GJ, W11' 9Jl2 , . • • , IJH,. = E
und @, W11' ':!)1' . . . , E , sowie von den be id en R eih en : ili, 9ll' 912" " ,

Wr = E und @, 911' ':!)1' . • •, E , womit der Sat z bewiesen ist.
Definition : Eine Gru ppe, der en Primfa ktorgruppen sämtlich ein

ta ch e Gru ppen von Primzahlordnung , a lso zyklisch e Gruppe n sind, heißt
ein e n lt{lösbare Gruppe.

Die Oktaede rg ru ppe ist auflösbar, denn sie besitzt eine n Norm al
tei le r vom Index 2 , dieser ein en solche n vom Index 3, nämlich eme
Dieder gruppe von der Ordnung 4. Diese letzt er e ist Abelsch und
besit zt eine n Normalt eiler vom Index 2, dess en Ordnung 2 ist. Die
Kompositionsreih e liefert daher 3 zyklische Primfaktorgruppen von
der Ordnung 2 und eine n von der Ordnung 3. Man beweist leicht ,
daß nur die eine An ordnung 2, 3, 2, 2 möglich ist.

Ist IJH ein Normalteiler von @, so g ib t es st ets eine Ko m positions
reihe von @, die W1 enthält. Entwed er ist IJJl ein grö ß ter Normalteiler
von ili , dann ist die Behauptun g se lbs tvers tändlich. Im ander en Falle
sei W

1
ein eigentliche r Nor maltei ler von @, der W1 enthält , und zwar

ei n g rö ß te r von d ieser Beschaffenheit. Er ist größ te r Normalteiler
von Q]. Wenn IJH noch nicht g rö ßte r Normalteiler von W

1
ist , so

such e man wie vo rhe r eine n solche n, der W1 enthä lt. Man erhält so
eine Kompositionsreih e von ili, die zunä chst bis lJJ1 läuft , und von
hi er aus fährt man in der üblichen W eise fort. Ist dies e R eih e

@, 1Jl1 , 1Jl~, . .. , W1 , . . ., so bildet OJ fW1 , w1 fW1 , W2 /W1, IJJ1 jW1 = E eine
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Kompositionsreihe von ®!m und man erhält alle Kompositionsreihen
von ®, die m enthalten, bis zu dieser Untergruppe m, indem man
alle Kompositionsreihen von ®jm bildet.

Satz 18: Jede Untergruppe einer auflösbaren Gruppe ist auflösbar
und ihre Primfaktorgruppen bestehen aus einem Teil derjenigen der
ganzen Gruppe.

Beweis: Sei S) eine Untergruppe der auflösbaren Gruppe ® und
sei ®, ~l' . . ., ~r = E eine Kompositionsreihe von ® . Die letzte Gruppe
dieser Reihe, die S) enthält, sei ~i-l' dann ist ~i als Normalteiler
von ~i-l mit jedem Element von Sj vertauschbar und {~iS)} = ~i-l'

weil dies eine Gruppe sein muß, die I)'i als eigentlichen Normalteiler
enthält, während sie selbst in ~i-l enthalten ist; zwischen I)li und
~i-l gibt es aber keine Gruppe, da ~i-l !~i eine Gruppe von Prim
zahlordnung ist. Der Durchschnitt S)l von S) und ~i ist Normalteiler
vonS) , und S;) !S)1 = ~i-l! ~i ' Daher istS)l ein größter Normalteiler von S;)
und ist ganz in ~i enthalten. Eine Fortsetzung dieses Verfahrens er
gibt den Beweis unseres Satzes.

Satz ISa: Es sei S)i derDurchschnitt einer Untergruppe S) mit Wi, der
i-ten Gruppe in der Kompositionsreihe ®, ~l' ~2' •• • , ~r-E, für
i = 1, 2, . .. , r , dann ist S;)i-l!S)i homomorpb mit ~i-lj~i oder mit einer
Untergruppe von ~i -l !~i'

Beweis: Man zeigt wie beim vorigen Beweis, daß jedes Element
von S)i-l mit ~i vertauschbar ist und daß {S;)i-l~i} =.2i in ~i _ 1 ent
halten ist. Daraus folgt, daß .2i!~i eine Untergruppe von ~i-l!~i ist.
Ferner ist .2i!~i = S;)i-l!fOi·

Der Satz 18 ist ein spezieller Fall von diesem Satz. S), S;)I' . .. ,
S;)r = E bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe, aber man kann
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo
sitionsreihen von S;)i-l!S)i und so zu einer Kompositionsreihe für S)
gelangen. Natürlich brauchen die Gruppen S); nicht alle voneinander
verschieden zu sein, S)i kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher
Normalteiler von S)i-l sein.

§ 11. Hauptreihen.

Man kann ähnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden,
indem man nur Normalteiler von ® zuläßt.

Definition: Eine Reihe von Normalteilern von ®: ®, ~l' ~2 " ' "

~r = E heißt eine Hauptreilte von ®, wenn jeder im vorhergehenden
enthalten ist und wenn kein Normalteiler von ® dazwischengeschaltet
werden kann, der in ~i-l enthalten ist und ~i enthält. Die Faktor
gruppen ®!SJ/:l' ~1 /~2' ... , ~r-ll E = ~r-l heißen die Primfaktorgruppen
der Hauptreihe.
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Satz 19: Die Primfaktorgruppen zweier Ha uptreihen derselben Gruppe
stim men in ihrer Gesamtheit un tereinander überein .

B ew eis : Da \],1' 1)'2' . .. , \](,. -1 ' E im allg em ein en nicht mehr Haupt
reihe von 1](1 sei n wird, so mu ß die vollstä ndige Induktion etwas and ers
ange wandt werden als im vorige n Fall. Der letzte Normalteiler 1](,. -1

vor E ist ein solcher, der kein en eigentliche n Nor malte iler von @ ent
hält außer sich selb st. Eine n solchen Normalteile r heißt man eine n
kleinsten Normaiteiler, Die Ordnung von @ sei ein Produkt von
n Primfaktoren und die Gültigkei t des Satzes se i vorausgesetzt für
alle Gruppe n, der en Ordn ung das Produkt von höchstens n - 1 Prim
faktoren ist. Die R eih e @!I}',.-I ' 1](1 /1](,.- 1' .. . , \](,.- 2/1](,.-1' E bildet eine
Hauptreih e für lM!I](/'- I' W enn lM nur eine n kleinsten Normalteiler
besitzt, so folgt der Satz a us der Vorausse tzung, da er für lM !I](,.-1 gilt.
Ebenso folgt der Satz für zwei Hauptreihen , die denselb en kleinsten
Normalteiler enthal ten. Nun seien 9R und I]( zwei klein ste Normalteiler
und Sf = 9R1]( (vgl. Sat z !l) der durch sie erzeug te Norma lte iler. Nach
Satz 15 gilt Sf!1]( = W( und Sf!9R = 1](. Zwischen Sf und 9R und ebe nso
zwische n Sf und I]( g ibt es keinen Normal teiler von lM , denn ein
solche r müßte neben 9R noch mindestens ein E leme nt aus 1]( , daher
au ch dessen ganze Klasse und den durch sie erze ug ten Normalteiler
enthalte n. Diese r letztere ist aber id enti sch mit 1]( , weil I]( kleinster
Norma lteiler ist. Nun sei lM , Sf!, , Sf, 9R , E eine Hauptreih e , die Sf
enthält. Dann ist auch @, .\r1, , Sf' 1](, E eine solche . Die Prim-
faktorgruppen dieser be ide n Reihen stimmen üb erein, also auch die
jenige n aller Hauptreihen, die 9R oder I]( entha lten, w. z. b. w.

Definition: W enn jedes Eleme nt der Gruppe S"~ mit jedem El em ent
der Gruppe Sf vertau schb ar ist und S"~ und Sf auße r E ke in ge me insame s
E lement besitzen, so heißt S"~ Sf das direkte Produkt von S) und Sf .

Satz 20 : E in kleinster N orm alteiler ist en tweder eine einfache
Gruppe oder das direkt e Produkt homomorpher ein facher Gruppen .

B ew e i s: Der kleinste Normaltei ler I]( besitzt , wenn er nicht
einfach ist, selber eine n solch en , ~ . Mit S ist auch X-1SX in 1](,
wobe i X ein beli ebiges Eleme nt von lM bedeutet. S und X-I SX sind
homomorphe Gruppe n und X- I S X ist klein ster Normalteiler von
X -lI](X = \], . Die vers chied enen Gru ppe n, die man erhält, wenn X
alle El em ente von lM dur chläuft , se ien S, Sf, ~ .. . . Die durch sie er
zeug te Gru pp e ist ein Normalte iler von lM, der in \]( enthalte n ist und
dah er mit I]( überein stimmt. S und sr be sitzen auß er E kein El ement
gemeinsam, da der Durchschn itt von Sund Sf ein Normalteiler von I](
sei n muß. Die Gruppe {S .\r} ist dah er wegen Satz 9 das direkt e
Produkt von Sund Sf, und außerdem Normalteiler von 1]( . Sie kann
noch weit ere Gruppe n au s der R eih e S, Sf, ~ . . , enthalten. Wenn
sie abe r ~ nicht enthä lt, so ist wieder jed es Element von ~ mit jedem
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Element von {.sSl'} vertauschbar und man hat das direkte Produkt .sSl'~

zu bilden. Indem man so fortfährt, erh ält man schließlich 91 dargestellt
als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe .s, Sl', 2, . .. ,
womit der Satz bewiesen ist.

Satz 21 : Die Primfaktorgrttppen· einer Hauptreihe sind einfache
Gruppen oder das direkte Produkt homamorpher einfacher Gruppen.

Beweis: Ist @, 91
1

, 912 , .. . , E eine Hauptreihe von @, dann bildet,
wie schon bemerkt, @flJ1i, 1J11/'Jli' ... , lJ1i-1/IJ1 j. E eine Hauptreihe für@ !lJ1i .

Daher ist lJ1i- 1f1J1i ein kleinster Normalteiler von @flJ1 j und hat also
die verlangte Beschaffenheit.

Aus einer Hauptreihe kann leicht eine Kompositionsreihe gebildet
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. Ist lJ1i - 1

!lJ1 i eine
einfache Gruppe, so ist das offenbar nicht möglich, ist dagegen diese
Faktorgruppe das direkte Produkt von n homomorphen Gruppen .s, so
kann man zwischen IJ1j_1 und lJ1i genau n - 1 Gruppen Sl'1' Sl'2' . . ., Sl'n -1
hineinfügen und es wird : lJ1i- 1/Sl'1 = Sl'l fSl'2 = ... = Sl''' -lf1J1i = J. Macht
man das für alle Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhält man
eine Kompositionsreihe.

Für auflösbare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen der Haupt
reihen aus lauter Abelschen Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl
potenz und deren Typus (p,p, . .) ist (vgl.§14).

§ 12. Kommutatorgruppen.
Ist C der Kommutator von A und B, so ist X-IC X derjenige

von X-lAX und X-IBX . Daher bildet die Gesamtheit der Kommu
tatoren einer Gruppe eine Summe von Klassen, die im allgemeinen
keine Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte Normal
teiler heißt die Kommutatorgruppe von @ .

Satz 22 : Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelsch
und die Kommutatorgruppe ist in jedem Normalteiler enthalten, dessen
Faktorgruppe Abelsch ist.

Beweis: Sei [ die Kommutatorgruppe und C der Kommutator
der beiden Elemente A und B von @ . Dann wird (B [ ) (A [) = BA [
= ABC[ = AB[ = (A [ )( B [) . Ist umgekehrt für den Normal
teiler 91 stets A IJ1BIJ1 = BIJ1A 91, so wird A BIJ1 = BA 91 und daher
insbesondere BA = ABN , wobei N in 91 liegt. Daher enthält 'Je
jeden Kommutator und damit die ganze Kommutatorgruppe.

Die Kommutatorgruppe ist Durchschnitt aller Normalteiler mit
Abelscher Faktorgruppe und insbesondere gilt der Satz, daß der Durch
schnitt zweier Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe selbst eine
Abelsche Faktorgruppe besitzt. Jede Untergruppe von @, die [ ent
hält, ist Normalteiler von @, weil @/fI Abelsch ist.
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Die Kommutatorgruppe heißt auch erste abgeleitete Gruppe oder
erste Ableitung von @ . Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe.
die zweite Ableitung von (ij . Auch die zweite Ableitung ist Normal
teiler von @, und der Beweis dieser Tatsache verläuft ge nau so wie
derjenig e für die erste Ableitung. Indem man die Kommutatorgruppe
der zweiten Ableitung bild et , erhä lt man die dritte Ableitung, und
eine Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Reihe der abgeleiteten
Gruppen. Diese Reih e hat ein Ende, sobald eine Gruppe auftritt , die
mit ihr er Kommutatorgrupp e über einstimmt, was z. B. stets eintritt,
wenn sie einfach und nicht A belseh ist.

Satz 23: Eine Gruppe, für welche die Reihe der Ableitungen mit E
schließt , ist auflösbar un d alle auflösbaren Gruppen besitzen diese
Eigenschaft.

Beweis: Sei ~'')(1 ' \?f2 , . . . , E die Reihe der Ableitungen von @ ;

dann ist '.I(i- l /91; Abelsch und daher auflösbar; man kann also zwischen
die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn nötig, weiter e einschalten,
so daß man eine Kompositionsreihe von @ erhä lt , deren Primfaktor
gruppen sämtlich Primzahl en als Ordnungen hab en. Daher ist @ auf
lösbar. Ist umgek ehrt @ auflösbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer
größ ten Normalteiler Ab e/sch. und der Kommutator von @ ist daher
von @ vers chieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten Gruppen,
denn jede Untergrup pe einer aufl ösbar en Gruppe ist auflösb ar .

Satz 24: I st @' i somorph mit @, so ist auch die i-te Ableitung
von @' i somorph m it der i - ten Ableitung von @ . @' besitzt höchstens
soviel verschiedene A bleitungen wie @.

Bewei s : Jedem Kommutator Br? A - 1 BA von @ entspricht beim
Isomorphismus der Kommutator B' -IA'- IB'A' , und jed er Kommutator
von @' entspricht einem solche n von @ . Daher wird durch den
Isom orphismus die ers te Abl eitun g '.1(1 von @ der ersten Ableitung 911'

von @' zugeordnet und 'i!V ist isomorph mit 91
1

, Da die i -te Ab
leitung von @ die erste Ableitung von 91i - 1 ist , so ist au ch 91/ iso
morph mit 91i .

Satz 24a: Ist I)( ein N ormalteiler von @ und ist die i-te Ableitung
von @/I)e, aber keine frühere, gleich E, so enthält I)( die i -te Ableitung 91 i
von @, aber nicht die (i - l)-te 91i - 1 •

B eweis: Es se i ')( k in 1)1 enthalten. Dann ist @!I)( isomorph
mit @/91k, weil I)( /91k ein Normalteiler von @/'i!(k ist. Nach Satz 24
ist daher k > i . Damit ist der zweite T eil des Satzes bewiesen.
Nun sei @/I)e, 1)11 /~1 , . . ., IJl i - 1/1]" E die Reihe der Abl eitungen von
@/IJL Wir betrachten die Unterg ruppen @, 1]'1 ' 1](2' • • . ,1)(. Ihr e Faktor
g ruppe n @11]'1' 1]'1/1]'2 ' . .. sind sämtlich Ab elsch, daher enthält 1)(1

jedenfalls 91
1

, 91
2

ist als Kommutatorgruppe von 91
1

a fortiori in der
Kommutatorgruppe von ')'1 enthalten, also auch in 1)'2 ' weil 1)(2 diese
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letztere enthält. Da 912 in 91
2

entha lten ist, folg t genau so, daß 2fa in
9la, ... , 91; in 9l; = 9l enthalten ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 25: Sind 911 und 912 zwei N ormalteiler von ® ohne gemein
same Elemente außer E, und ist die i-te Ableitung von ®/9l1 und
®/9l2 das Einheitselement der betreffenden Gruppen, so is t auch die
i-te Ableitung von ® gleich E .

B e weis : Nach dem vorigen Satz ist die i -te Abl eitung 9fj von (»

sowohl in 911 als in 91
2

entha lten und daher gleich E .

§ 13. Ein Theorem von Erobercius,
Durch die bisher gewonnenen E rgebnisse sind wir in den Stand

gesetzt, ein allg em eines Theorem zu beweisen für beliebige Gruppen.
Vorh er leiten wir folgenden Satz ab :

Satz 26: Ein Element A von der Ordnung n = N' pg2 . . . p:r läßt

sich auf eine und nur eine W eise als Produkt darstellen von r unter
einander vertausc hbaren Elementen , deren Ordn ungen die Primzahl
potenzen Pf', pg' , ... , p:r sind.

Beweis: E s se i n = l m , wobei l prim ist zu In , und ma n setze
AI = B und Am = C. Bund C sind vertausc hbar und von den Ord
nungen mund l. Bestimmt man nun x und y aus der Kongruenz
l x + m y - l (mod n ), so wird A = B XCv . Nun sei eine zweite Zer
legung gegeben A = BI Cl' für welche wied erum BI un d Cl ver

tau schb ar sind und von den Ordnungen m und I. Es wird A I = Bi ,

weil ci = E , dah er ist BI = Bund Bi x
= BI = B ». Ebenso wird

Cl = C Y, womit die E ind eutigkeit der Zerlegung bewiesen ist. Se tzt
man nun l = Pf' , m = P:2.. . p:r , so erkennt ma n, daß der Fak tor

von der Ordnung n: dur ch A vollstä ndig bestimmt ist. Dasselbe be

weist man für die übrigen Primzahlpo tenzen. womit der Satz voll
stä ndig bewiesen ist.

Wir beweisen jetzt folgenden Fundam entalsatz von Frobenius I).

Satz 27: I st g die Ordnung der Gruppe ® und ist n ein T eiler
von g, so ist die Anzahl der El emente aus ®, die der Gleichung
X" = E genügen, dur ch n teilbar.

B e w e i s: E . Netto 2) hat den ursprünglichen Beweisgang wesen t
lieh vereinfacht und wir ge be n hier dessen Fassung wieder.

Der Satz gilt" offenbar für Gruppe n, deren Ordnung ein e Prim
zahl ist und wir können daher die Methode der vollstä ndig en Induktion
anwenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus für alle Gruppe n

1) G. F robenius; Über einen Fundam ental sat z der Gruppentheor ie. Berl.
Sitzungs be r. 1903, S. 987 und 1907, S. 428.

2) N etto: Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipz ig 1$108, S. 105.



~ 1:1. E in Th eorem von Frobenius. 29

deren Ordnung ein T eiler von g ist. In der Gruppe @ selbst gilt
der Satz für n. = g, denn die g El emente von @ genügen der Gleichung

,X r! = E. Indem wir noch einma l vollständige Induktion anwenden,
nehmen wir an, daß der Sa tz gilt für n = m p, wobei p ein e Prim
zahl ist und bew eisen. daß der Satz auch für m gilt.

Die Anzahl der El em ente, deren Ordnung ein Teiler von n ist,
wollen wir mit 11" bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung,
daß n durch m p teilbar ist. Diej enigen El emente, deren Ordnungmp
ein T eiler von m ist. sind enthalte n unter den n",p Elementen, deren
Ordnung ein Teiler von m p ist. Daher wird

11 - n --'- iimp -- 1Jl. I m '

wobei n
m

die Anzahl derj enigen El em ente bezeichnet, deren Ordnung
ein Teiler von m p, ab er nich t von m ist. W enn wir zeigen können,
daß iim durch 11t te ilbar ist. so folgt dasselbe auch für n",.

Wir setzen nunm = r:' s , wob ei s prim ist zu p. Der Kom
pl ex '2{ der durch ii", abgezählten El em ente besteht aus lauter Ele
menten, der en Ordnung durch pa, aber nicht durch pa+! teilbar ist.
Jedes dieser Elemente läßt sich auf eine und nur ein e Weise als Produkt
darstellen P Q, wob ei die Ordnung von P gleich pa, diej enige von Q zu p
prim ist und P und Q vertauschbar sind. Zu jedem Element von '2{

ge hört also eindeutig ein "Konstituent" P von der Ordnung pa. Daß
tim durch pa-l teilbar ist. läßt sich folgendermaßen einsehe n. Ist par
di e Ordnung des El em ent es A aus ~{ , so gibt es unter den Pot enzen
von A (§ 15 ) cp (par) 0= pa- l (p - 1)cp (r) El em ent e, der en Ordnung par
ist, und diese Zahl ist durch pa-l teilbar. Die El emente von '2{ lassen
sich so in Systeme ohne gemeinsame El emente einteilen , und die
Anz ahl der Elemente in jed em System ist dur ch pa-l teilb ar. Das
Glei ch e gilt also au ch fürn", .

Nun muß g ezeigt werden, daß diese Zahl auch durch steilbar
ist, und zu dem Zweck betracht en wir diej enigen Elemente aus '2{ ,

deren Konstituent da sselbe E le me nt P ist. Die Gesamtheit der Ele
mente aus @, die mit P vertauschbar sind, bilden eine Untergruppe S),
deren Ordnung mit pat bezeichnet se i. Der Index, der durch P er
zeugten zyklisch en Gruppe \ß unt er Sj ist alsdann t. Wir betrachten
nun die Faktorgruppe S) !~ . Da ihre Ordnung ein T eiler von g ist,
so g ilt für sie der zu beweisende Satz. Ist also s' der größte ge 
meinsame T eiler von s lind t , so ist die Anzahl der Elemente der
Faktorgruppe S)!\ß, deren Ordnung ein Teiler von s' ist, durch s' teil
bar. Die Anzahl der Elemente, deren Konstituent P ist, ist also durch s'
teilbar, denn jed e Nebengruppe von \ß, deren Ordnung Teiler von s'
ist, liefert genau ein solches Element aus '2{ . Wir betrachten nun
die Klasse von P . Sie enthält genau g!P at Elemente. Jedes dieser
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Elemente ist Konstituent von gleich vielen Element en aus 2l: und die
Anzahl der durch sie gelieferten Elemente von 2l: ist daher teilbar
durch g s'/pa t ,

Daß diese Zahl durch s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres:
s' ist größter gemeinschaftlicher Teiler von sund t , dah er ist g s'
durch s t teilbar, denn sund t sind T eiler von g; und da s und t zu p
prim sind, so ist die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun , daß
sich die Element e von 2l: in System e einteilen lassen, deren jedes
eine dur ch s teilbare Anzahl von Eleme nten besit zt und von denen
je zwei keine geme insame n Element e. enthalten. Die Element e des
selben Systems sind dadurch verbunden, daß ihr e Konstituent en zur
selben Klas se gehören. Hieraus folgt, daß n", auch dur ch s teilbar
ist, womit der Satz bewies en ist.

3. Kap itel.

Abelsche Gruppen.

§ 14. Basis einer Abelschen Gruppe.

Bere its in Satz 26 wurd e gezeigt, daß jedes El ement A sich als
Produkt vertauschbare r Elemente darstellen läßt , deren Ordnung
Pr imzahlpotenzen sind ; und zwar sind diese Elemente Pot enzen
von A . Das Probl em erfordert die Lösung der folgend en zahl en
theoretischen Aufgabe : Sei n = P~l ...p:r die Ordnung von A und

11 M I" d' Kn. = - . an ose Je ongruenz:, pti

Dann wird, wenn man Ani= Ai setzt, Ai von der Ordnung Pti und

A = ' A:1 A:' . . . A:r, womit die Aufgabe ge löst ist.

Satz 28 : Eine A belsche Gruppe ®von der Ordnung g = 'PftPg•...p:r
ist das direkte Produkt von Abelschen Gruppen der Ordnungen
Pfl , P:2, .. -, P:,. ·

Bew ei s : Diejenigen Element e, deren Ordnung eine Potenz von Pi
ist, bilden eine Untergruppe l.ß i . Die Ordnung von '.ßi ist wied er ein e
Pot enz von Pi Schlußbemerkung von § 9 oder Satz 27). Das dir ekte Pro 
dukt aller Untergruppe n l.ßi enthält wegen Satz 26 alle Elemente von ®,
aber auch jedes nur einmal, denn aus P 1 P 2 ••• Pr = P / P 2' . . • P ,:

folgt PJP~-lp2P~-1 . . ,PrP~-1 =E, also Pi=P/ . Die Ordnung
von l.ßi ist daher ge nau PIi .
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Nun muß noch die Beschaffenheit von Gruppen unt er sucht werden,
deren Ordnung die Potenz einer Primz ahl ist.

Satz 29 : J ede A belsche Gru ppe @ ist das direkte Produkt zyklischer
Gru ppen .

B ew ei s : Zunächst sei die Ordnung eine Potenz der Prim
zahl p. Al sei ein Elem ent von mög lichs t hoher Ordnung n = pa.
Alsdann sei B ein solches Eleme nt , daß seine niedrigst e Potenz,
die gleich eine r Po tenz von Al ist, eine möglichst groß e Zahl ist.

Ist pk diese Zahl (vgl. § 9 ) , so se tze man B pk = A f pi (q prim

zu p). Alsdann ist k < I , weil die Ordnung von B < der Ordnung
von Al sein muß. Dah er gibt es eine Pot enz A' von Al ' welch e der
Gleichung genüg t : BPk - A' P<. Nun wird B A'- l = A

2
ein El em ent,

d essen Ordnung pk ist und von dem erst die Pk-te Potenz, d. h. E ,
in {AJ liegt. Das dir ekt e Produkt von {Al} und {A2 } ist in @ enthalten.
Ferner se i C ein weit eres Eleme nt, für welches die niedrigste Potenz,
die in {Al} {A2 } liegt , ein Maximum ist pm . Man beweist genau wie
bisher, daß es ein E lement von der Ordnung pm gib t, dessen sämt
liche Potenzen, außer E, auße rhalb von {Al} {A2 } liegen . Ind em man
so fortfährt, bis alle Elemente erschöpft sind, erhält man da s im Satz
ausgesprochene R esultat für Gruppen, deren Ordnung eine Pr imzahl
potenz ist. Da eine beliebige A bels ch e Grupp e abe r das direkt e
Pr odukt von solchen ist, so folg t auch der allge meine Sat z unmittel
ba r daraus.

Definition : Die Elem ente Al ' A 2 , • •• , A r heißen eine Basis einer
A belschen Gruppe, wenn ihre Ordnungen n l , n2 , • •• , tt r sämtlich Prim
zahlpotenzen sind und wenn sich jed es El em ent der Gruppe au f eine
und nur eine W eise in der Ges talt darstellen läßt :

Xl = 0, 1 , . .. , 111 - 1

XI' = 0, 1 , . . . , nr - 1

Fundamentalsatz 30 : J ede Abelsche Gruppe besi tzt eine Basis.

Die Zahlen n
l

, n
2

, • • • , n,., also die Ordnungen der Basiselement e,
heiß en die Invarianten der Ab elschen Gruppe.

Satz 31: Zw ei verschiedene Abelsche Gruppen besit zen verschiedene
Invarianten. Z u jedem S ystem von Primzahlpotenzen n 1 , n 2 , . • • , n,. gibt
es genau eine Abelsehe Gruppe, welche sie zu Invarianten hat.

Be w e is : Der Sa tz br aucht nur für Gruppen bewiesen zu werden,
deren Ordnung eine Prim zahlpoten z ist, denn die Invarianten eine r
beliebigen Gruppe se tzen sich aus solche n für diese speziellen Gruppen
zusa mmen. Es seien A l' A 2 , •. • , A,. und Bl , B

2
, • • • , B s zwei Basen

derselb en Grupp e und m1 , m 2 , • . • , 1It,. resp. 111' 1/2 , . . . , lIs ' die zu-
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gehörigen Ordnungen. Ferner seien die Basiselem ente so numeriert,
daß n1 > ne > .. .> ns und m1 > m2 > ... > mr . Alle Zahlen n und m
sind Potenzen von p. Nun sei n i die erste unter den Zahlen, die
von ihrer entsprechenden Zahl mi verschieden ist, so daß etwa gilt :

n1 = m l ,· .. ,ni - l = m i-I' ni > m i ·

Die mi - ten Potenzen aller Elemente von @ bilden eine Gruppe,
deren Basiselemente die mi · ten Potenzen der Basiselemente von @

sind. Diese Unt ergruppe ist unabhängig von der spezie llen Wahl

der Basis von @ . Einerseit s bilden so die Elemente B;'\ B:;\ . .. , B;'I
eine Basis und hieraus berechnet sich di e Ordnung der Untergruppe
als > p(n,-m/) + .. . + In j - m/i .

Ander ers eits bilden auch die El emente Ar';, A ;'/, . . . , A;.nj eine
solche und man findet als Ordnung: pm,-m l + .. . + (m/ - m/ ), was einen
Widerspruch ergibt.

Daß es für jedes System von Primzahlpolenzen ein e Abelsche
Gruppe gibt, die sie als Invariant en be sitzt, wird dadurch bewi esen,
daß man die Gruppe darstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz
begriffs. Seien n

l
, ne, na, . . ., ns diese Invarianten , so bilde man die

sämtlichen Zahlensysteme (Xl ' Xe ' , Xs ) , wobei Xi nach dem Modul ni
zu reduzieren ist. E s g ibt n

l
lIe ns solche. Als Gruppengesetz

nehme man die Vektoraddition (xl' x2 , • •• , xa) + (Yl' Ye' . .. , yJ
= (Xl + YI ' Xe + Ye' , Xs +yJ Als Basi selemente benutze man
die s folg enden : (1,0, , 0), (0,1 ,0, . .. , 0), .. ., (0 , 0 , ... , 0 , 1) . Der
Satz folgt dann unmitt elbar.

Hierdurch ist das Problem vollst ändig ge löst, bei gegeben er
Ordnung alle möglichen Abelschen Gruppen anzugeben, ein Problem,
von dessen Lösung man für nicht Abelsche Gruppen noch weit
entfern t ist. Das wesentlich Neu e der Gruppentheorie g egenüber der
ältere n Algebra besteht eben darin, daß das Kommutativgesetz
nicht gilt.

Sind nl , 1I~ , .. . , n. die Invarianten von @, so bezeichnet man @

mit (n1 , ne, . . ., lI s ) und wenn die Gruppe eine Potenz von p als
Ordnung besitzt, so genügt es, den Exponenten von p für die einzelnen
Invarianten hinzuschreiben, wo keine Verwechslung möglich ist. So
ist (1, 1 , 1 ) eine Abelsch e Gruppe, die das dir ekte Produkt von drei
zyklischen Gruppen der Ordnung p ist. Man nennt in beiden F ällen
@ eine Gruppe vom Typus (nI' ne, . . ., nJ

Historisch e Noti z : Zykl isch e und Abelsche Gruppen treten bei den
zahlentheore tischen Unters uchungen von Euler häufig auf. Den Satz 30 hat
Gauß 1801 sicher gekannt (W erk e 2, S.266) und auf die Kompositionstheori e
der quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 6L Den
er sten vollständigen Beweis gab en Frobenius und Sti ckelberger (Über Gruppen
vertauschbarer Elemente, Crelles Journ. 86, S. 217).
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§ 15. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen
Gruppe.

Satz 32: Die Invarianten einer Untergruppe sind bei geeigneter
Zuordnung Teiler der invarianten der ganzen Gruppe.

B ew ei s : Wegen Satz 2H könn en wir uns auf Gruppen @ be
schränken , deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist. In ab
steigender Anordnung seien die Invari anten von @ gege ben dur ch
.r- pa" . .. , pa. ), diejenigen von Sj dur ch (pbl , pb., " ' , pbr) . Die
El em ent e von der Ordnung p in @ bild en eine Untergruppe, deren
Basiselem ente von den pa;-l_ten Potenzen derj enig en von @ dar 
gestellt werd en. Ihre Ordnung ist daher ps. Für die entsprechende
Unterg ruppe von Sd ist die Ordnung pr. Daraus folgt r < s. Nun sei
b, die erste Zahl in der R eihe der b, welche größer ist als die ent 
sprec hende Zahl ai . Bildet man die pai-ten Potenzen aller El emente
von @ und von ~, so finde t man im letzter en Fall e mindestens i Basis
eleme nte, im ers teren wenig er als i . Das widerspri cht der Tatsache,
daß Sj Unterg ruppe von @ ist.

Aus diesem Satz folgt im besonderen, daß die Untergruppen
einer zyklischen Gruppe zyklisch sind. Ist g ihre Ordnung und A
ein erzeuge ndes Element, ist fern er g = hk , so er zeugt Ak eine zyk
lische Untergruppe von der Ordnung h , und zwar die einzige von
dieser Ordnung. Denn aus (Ax)" = E folgt, daß x dur ch k teilb ar
ist. Die An zahl der Elemente von der Ordnung h ist glei ch der An
zahl der zu h pr imen Zahlen in der Reihe 1, 2 , ... , h, also gleich
der zahlen theoretischen Funktion rp (h).

Satz 33 : 1st (IJ eine Abelsche Gruppe vom Typus (nI' n2 , • • • , ns)

und ist irgendein anderer T ypu s gegeben (m l , m2 , " _, m r ) dergestalt,
daß r < s und daß nilm i ganze Zahlen sind , so besitzt @ mindestens eine
Untergruppe vom Typus (mI' m2 ., ••• , mJ .

Be we is : Sind Al' A2, . . . , AN die Basiselemente von @, so sind
111 118

A ~' l, A~' , . . . , ASllls solche einer Unterg ruppe vom ge wünschten Typus.
Hierb ei ist 11tr+1 = .. . = m; = 1 zu setzen.

Im allge meine n gibt es mehrere Unterg ruppen von gegebenem
Typus. Eine Gruppe von der Ordnung pr und vom Typus (1, 1, . .. , 1)

. "-I
bes itzt e-- Unterg ruppe n von der Ordnung p, denn jedes Element

p-l
außer E ge hört ge nau zu einer solchen und erzeugt sie. Fern er ge
hören auße r E noch je p - 1 Elemente von der Ordnung p zur Bil
dung eine r Untergruppe . Da es im ganzen pr - 1 Elemente von der

s p e i s er , Gruppent heorie. 3
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Ordnung p gibt , so verteilen sie sich in pr-lI Systeme von je p - 1
p-

Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden.
Die nähere Betrachtung der Gruppen vom Typus (1, 1, . . ., 1)

ist deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Haupt
reihen bei auflösbaren Gruppen zu ihnen gehören. Ist pr die Ord
nung einer solchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ord
nung ps den Typus (1,1, .. ., s- rnal) und es soll nun die Anzahl N r s
der Untergruppen von dieser Ordnung ps berechnet werden.

Es ist bereits bekannt, daß N r 1 = ~=: ist. Nun soll Nr,s+l aus

NT , s berechnet werden. Ist S) eine Untergruppe von der Ordnung
ps, so erhält man alle Untergruppen von der Ordnung pS+l, die S)
enthalten , indem man die Untergruppen von der Ordnung p in ®/SJ

r-s_I
benutzt. Die Anzahl dieser letzteren ist aber L_

I
- = Nr- s i - Be-p- ,

nutzt man der Reihe nach die N r s Untergruppen von der Ordnung ps,
so erhält man NrsN r- s, l Untergruppen von der Ordnung pS+l. Eine
solche enthält aber Ns+1 , s Untergruppen vom Index p, daher sind schließ
lich je Ns+1 , s miteinander identisch, und es wird :

N N rs'Nr - s , 1
r , s+l=~--'

s+l , s

Setzt man in dieser Formel r - 1 an Stelle von r und dividiert
sie durch die so entstehende, so erhält man :

«,»: N r_ s , 1 Nr,s
N - - = y;r-- .~-.

r-1 ,S+1 r-s-1,1 r-1, s

Wenn man alsdann s die Zahlen 1 bis t - 1 durchlaufen läßt
und die so entstehenden Gleichungen miteinander multipliziert, so
ergibt sich die einfache Gleichung:

und hieraus findet mari schließlich, indem man r der Reihe nach
durch t + 1 , t + 2, . . . , r ersetzt und multipliziert :

(pr_I)(pr-1_I) ... (pr-t+l_I)
N t = t wegen Nt t = 1 ,

r (p -1) (p2 -1) . .. (p -1)

Es wird insbesondere
Nr,t=Nr,r-t.

Satz 34: Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung pr und vom
. (pr_I)(pr-1_I) ... (pr-t+l _ I)Typus (1,1, .. ., 1) besitzt t Untergruppen

(P-I) (p2- I) ... (p -1)
von der Ordnung pt.
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§ 16. Die Galoisschen Imaginären und Reste nach
Primzahlpotenzen.

Ein besonder s instruktives und wichtiges Beispiel für Abelsche
Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen
nach Primzahlen resp . Prim idealen gel iefert. Sie lassen sich überaus
einfa ch und unabhängig von zahlentheore tische n Sätzen folgend er
maßen definieren :

Definition: Ei n System von El ementen bildet einen endlichen
KörpeJ' oder ein System von Galoisschen Imaginären, wenn es
folgend en Bedin gungen genügt:

1. Die El em ent e bilden eine kommutative Gruppe nach einem
ersten Gesetz A + B , genannt Addition Das Einheitselement wird
mit 0 bezeichn et.

2. Die Element e mit Ausnahme von 0 bilden unter sich ein e
kommutative Gruppe nach eine m zweiten Gesetz AB gena nnt MultiPli
kation. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichn et.

3. Für beliebige vier Elem ent e gilt das distributive Gesetz
(A + B)(C + D) = AC+ AD + BC + B D .

Es soll die Konstitution aller so entstehenden Körper hergel eitet
werden. Das Produkt von ° mit irgendeinem El em ent ist 0, wie
sich aus dem Distributivgesetz ergibt : aus A + 0 = A folgt (A+O)B
= AB + OB = A B, also OB = 0 und in derselben Weise BO= O.

Satz 35: Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und
der Typus der ersten Gruppe ist (1, 1, .. ., 1).

B ew e is : Sei m die Ordnung der Multiplikationseinh eit 1 nach
dem Additionsgesetz. Man bezeichn e fern er 1 + 1 mit 2 usw. und
1 + 1+...+ 1 (i mal) mit i. Die so entstehe nden Elem ent e verhalten sich
wie die Re stklass en mod m na ch dem Gesetz der Addition. Wegen
des Distributivgesetzes gilt für das zweite Gruppengesetz dasselbe wie
für die ge wöhnliche Multiplikation, es wird ik gleich derjenigen der
Zahl en 0 , 1, ... , m - 1, welche Rest mod m des gewöhnlichen Pro
duktes der beiden Zahlen i und k ist. Angenommen , m sei keine
Primzahl , sonde rn etwa = rs , Dann bild e man den Komplex r,
2 r, . . . (s - l )r. Das Pr odukt zweier dieser Zahlen gehört wieder zu
diesem Komplex , denn 0 kommt weg en 2. nicht darunter vor , er
bildet daher eine Untergruppe. Dies ist abe r für r > 1 nicht der Fall,
da das E inhe itsele ment 1 darin fehlt. Daher wird m eine Primzahl p.
Nun sei a ein Elem ent , das von 0,1 , ... , p - 1 verschieden ist. Es wird
a +a =2 a, . .. , a +a + . .. + a(p-mal) = pa= O. Jedes El ement
auße r 0 besitzt die Ordnung p nach dem erst en Gesetz, und der Typus
dieser Gruppe ist (1 , 1, .. .,1) .

3*
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Satz 36: Die zweite Gruppe ist eine zyklische Gruppe von der
Ordnung pr - 1.

Beweis : Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera
tion ist dann und nur dann = 0, wenn einer der Fak toren verschwindet.
Man kann Gleichungen von der Gestalt · axn + bxn - 1 +... + f = 0
bild en, wobei a, b, . .. , f gegebene Elemente des Körpers und x ein
zu bestimmendes Element, ein e Wurz el der Gleichung, bedeutet. Die
bekannten Überlegungen der Algebra können hier wörtlich wiederholt
werden. Es gilt identisch (x - a)(x8 -

1 +X8 -
2 a+...+a8 -

1
) = x8 - a8 •

Ist a eine Wurzel VOll f (x) = 0, so wird f (x) - f (a) = f (x), und es
läßt sich der Faktor x - a aus f (x) herausheben : f(x ) = (x - a) f1 (x).
Man beweist sofort, daß ein e weitere Wurzel von f (x) = 0 auch der
Gleichung fi (x) = 0 genügen muß, und schließlich folgt insbesondere,
daß eine Gleichung vom Grade n höchstens n Wurzeln haben kann.
Nun sei g die höchste vorkommende Ordnung eines Elementes in der
zweiten Gruppe. Dann genügt jedes der pr - 1 = s Elemente nach
Satz 30 der Gleichung XV = 1 . Also wird g nicht kleiner als s sein ,
und es muß (Satz 30) El em ent e von der Ordnung s geben, d. h. die
Gruppe ist zyklisch.

Beispi el e : Die Restklassen nach einer Primzahl als Modul. Als
erste Op eration nimmt man die ge wöhnliche Add ition und ersetzt die
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest mod p. Die inverse Zahl
wird die durch . - (l repräsentier te Klasse und 0 ist das Einheits
eleme nt. Als zweites Gruppengesetz wird die g ewöhnliche Multipli
kation genommen . Daß die Zahlen 1, 2, .. ., p - 1 eine Gruppe bil
den , folgt aus der Geltung von III* , denn aus ab = ac folgt, da a
zu p prim ist, b= c , Es gibt dah er eine Zahl , die mit ihren p - 1
ersten Potenzen alle R estklassen außer 0 liefert.

Ebenso bilden die Restklassen in einem algebraischen Zahlkörper
nach einem Primideal als Modul einen Körp er. Ist die Norm des
Primideals eine Primzahlpotenz, so treten die allgemeinen Galoisschen
Imaginären auf.

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen eines Kör
pers, d. h. Permutationen der Elemente, welche für beide Gruppen l.
und 2. Automorphismen liefern.

Satz 37: Ein Körper mit pr Elementen besitzt genau r Auto
morphismen, Man erhält sie, indem man jedes Element durch seine
pi-te Potenz ersetzt, i = 0 ,1 ,2 , . . ., r - 1-

B e wei s : Der durch die Zahlen 0 , 1 , ... , p - 1 ge bildete Körper
besitzt keinen Automorphismus außer dem identi schen. Denn sowohl
das Einheitselement 0 der additiven Gruppe als das Einheitselement 1
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungeändert.
Daher gilt dasselbe auch von 1 +1 = 2, 1 +1 +1 = 3 usw, bis P- 1 .
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Nun sei ein allgemeiner Körper mit pr Elem enten vorgelegt.
Ersetzt man jedes El em ent durch seine p·te Potenz, so erhält man
für die zyklische Gruppe einen Automorphismus , da p zu ihrer Ord
nung p' - 1 prim ist. Aber es wird auch (a+ h)p = aP + bP, wie aus

der Tats ache folgt, daß die Binomialkoeffizi ent en ( ~) auße r ( ~) und (:)

durch p teilbar sind. Bei diesem Automorphismus gehen die Zahlen
0 , 1 , .. ., p - 1 in sich selbst über. Nachdem man diesen ersten
Automorphismus ausgeführt hat, kann man weiterfahren und wied erum
jedes El em ent durch seine p -te Potenz erse tzen usw. In dieser Weise
erhält man ge rade r verschiedene, denn es gilt für jedes Elem ent

apr
= a.

Man bilde nun die Gleichung (x - a)(x -- aP)(x - aP2).. .(x - apr-l )= 0 .
Die linke Seite besitzt als Koeffizient en die elementarsymme trische n

F kti P p2 pr-l S · {( pr-I ) . I hun IOnen von a , a , Cl , • •• , a . el a, . . . , a em e so c e.

Dann wird nach Anwendung des Automorphismu s {(a, .. ., apr-l)p

= { (aP, . .. , apr) = {( a, . . . , apr-I ). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten
ist gleich der ers ten, und sie sind dah er Zahlen 0, 1 , ... , p - 1. Die
obige Gleichung besitzt r Wurzeln und ist vom Grade r. Geht bei
einem weiteren Automorphismus a über in aq , so muß auch aq dieser
Gleichung ge nüge n, denn diese geht beim Automorphismus in sich
selber über. q ist daher eine der Zahle n p, i" . ..., pr, denn die
Gleichung kann nicht mehr als r Wurz eln hab en.

Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von der Ord
nung r.

Zum Schlusse sollen noch die zu p primen Rest e (mod pn) be
tracht et werde n. Sie bilden offenb ar nach der Multiplikation eine
Gruppe .

Es sei zunächst p > 2 . Die Reste = 1 (mod P) bild en eine Unter
gruppe vom Index p - 1 , und ist a = 1 (pi) aber $ 1 (pi+1), so wird

aP === (1 + rp i)P= 1 + rp ·pi + r'J P(p2--=.]l p~i + ... == 1 (mod pi+!) aber

$ 1 . (mod pi+2). Hieraus folgt : Diej enigen R este, die = 1 (mod P),
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung r: '. die erzeugt
wird durch einen beliebigen R est = 1 (mod P) abe r $ 1 (mod p'J),
also etwa dur ch 1 + p. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch
und von der Ordnung p - 1, denn sie ist homomorph mit der Gruppe
der Reste mod p. W eil p - 1 zu p pr im ist, so ist die ganze Gruppe
zyklisch und von der Ordnung pn-1 (p - 1).

Nun sei 2n als Modul betrachtet. Hier bilden die 2n - 2 -Reste = 1
(mod 4) eine zyklische Unterg ruppe, was genau so wie oben bewiesen
wird. Dazu kommt noch die dur ch - 1 und + 1 ge bilde te Untergruppe
von der Ordnung 2 , dah er ist hier der Typus de r Gruppe (2n- 2 , 2).
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Satz 38: Die zu p primen Reste mod p» bilden nach der Multi
plikation tür p > 2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung p»-1 (P - 1),

. t mod p tür p> 2
tür p = 2 eine Abelsche vom Typus (2)>-2, 2) . Ist a == 1 < 4 p=2

t" " ,
• apr +' _ l

so ist reine genau durch die s - te und durch keine höhere Potenz
aP -1

von p teilbare ganze Zahl.

Es ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende
Aussage machen:

Satz 38a: Die Automorphismen einer zyklischen Gruppe von der
Ordnung p» bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung p »-1 (p - 1)
tür ungerade p und im Falle p = 2 eine Abelsche Gruppe vom Typus
(2)>-2, 2).

Beweis : Ist P das erzeugende Element der Gruppe, so erhält
man jeden Automorphismus, indem man P durch pr ersetzt, wobei
r alle zu p primen Reste mod p» dur chläuft. Sind P --+ P' und
p - -+ ps zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P _-+ Pr»,
ihre Gruppe ist also die Gruppe des Satzes 38.

Historische Notiz : Galois hat die von ihm entdeckten Imaginären in
der Arbeit: Sur la theorie des nombres (Oeuv res S. 15) behandelt, welche 1830
im Journal de Ferussac t. 13, S. 428 erschienen ist . Über ihre Bedeutung für
die Zahlentheorie vgI. § 62. Eine ausführliche Theorie findet sich in der schönen
Monographie von L. C. Dickson, Linear groups with an exposition of th e Galois
field theory, Leipzig 1901.

4. Kapitel.

Konjugierte Untergruppen.

§ 17. Normalisatoren.

Definition: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit
einem Komplex vertauschbar sind, bilden eine Untergruppe, die der
Normalisator des Komplexes genannt wird . Falls der Komplex eine
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht,
so ist er in seinem Normalisator enthalten.

Satz 39: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem
Element vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, deren Index gleich
ist der Anzahl der Elemente in der Klasse dieses Elementes.

Beweis : Sei SJl der Normalisator von A und B ein mit A kon 
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente S , für welche
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5-1 A 5 = B ist, eine Nebengruppe von \l1, denn sind 5 und T zwei
solche, so wird 5 T-1 mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele
Nebengruppen von \l1, als es mit A konjugierte Elemente gibt.

Korollar: Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein
Teiler der Ordnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe.

Sind A und 5- 1 A 5 zwei konjugierte Elemente, und ist \l1 der
Normalisator von A, so ist 5-1 \l1 5 derjenige von 5-1 A 5. Daher
bilden die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System
konjugierter Untergruppen. Die Normalisatoren zweier konjugierter
Elemente können miteinander übereinstimmen, aber nur dann, wenn
die beiden Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch
nicht hinreichend.

Satz 40: Der Index des Normalisators einer Untergruppe SJ ist
gleich der Anzahl der mit SJ konjugierten Untergruppen.

Der Beweis verläuft wie der vorhergehende.
Ein System konjugierter Untergruppen enthält niemals alle Ele

mente der Gruppe. Denn ist h die Ordnung, r der Index von SJ,
so enthält das System nach Satz 40 höchstens b- r = g Elem ente,
darunter tritt E aber r-mal auf.

§ 18. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen.

Sind SJ und sr zwei Untergruppen, so enthält der Komplex S',? sr
eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von SJ und eine Anzahl links
seitiger Nebengruppen von sr. Sei 'Il der Durchschnitt von SJ und sr,
h der Index von 'Il unter SJ und k derjenige von 'Il unter sr . Sind
K 1 und K'j zwei Elemente von sr , so sind die beiden Nebengruppen

SjK 1 und SjK 2 von Sj dann und nur dann identisch, wenn K 1 K:;l
in Sj und also in 'Il liegt. Hieraus folgt sofort, daß Sjsr genau k rechts
seitige Nebengruppen von Sj enthält, denn jede der k rechtsseitigen
Nebengruppen von 'Il in sr ergibt eine Nebengruppe von Sj in Sj sr.
Genau so beweist man, daß h linksseitige Nebengruppen von sr in
Sjsr vorkommen.

Nun sei Airgendein Element von @, und man bilde den
Komplex SJ A sr . Ist A nicht in Sj sr enthalten, so enthält SjA sr kein
Element gemeinsam mit SJ sr. Denn sei etwa H1 A K 1 = H'J K 2 , so
wäre A = Hi 1H~ K 2 K;1, also wäre A ein Element in Sj sr, gegen
die Voraussetzung. Genau so beweist man, daß zwei Komplexe S',? A sr
und SjB sr entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam
haben. Diese Überlegungen sind im wesentlichen Wiederholungen
der entsprechenden für eine Untergruppe und ihre Nebengruppen : für
sr = E erhält man die rechtsseitigen Nebengruppen von Sj und für
Sj = E die linksseitigen von sr . Es muß nun untersucht werden, aus



40 4. Kap. Konjugierte Gruppen .

wie vielen rechtsseitigen Nebengruppen von S) der Komplex S) A sr
besteht. Ist Sirgendeines seiner Elemente, so liegt die ganze Neben
gruppe S) S in ' S) A sr, denn es gilt die Gleichung S) HA K = S) A K.

Damit S) A K
1

= S) A K
2

ist, muß A K 1 tc;' A -I in S) liegen, oder,

was damit gleichbedeutend ist, es muß K 1 K;;1 in A -I S) A enthalten

sein und also auch im Durchschnitt ~ von sr und A -1 S) A. Um
gekehrt wenn K in diesem Durchschnitt liegt, so kann man setzen
K=A-IHA und es wird S)AK=S)AA-IHA =S)A . Ist

sr = ~ +- ~ K 2 +- ~ K 3 +- ...+- ~ KiC, so ergeben zwei Elemente aus
derselben Nebengruppe dieselbe Nebengruppe von S) und zwei aus
verschiedenen Nebengruppen auch zwei verschiedene Nebengruppen
von S). Es sind also ebenso viele Nebengruppen von S) in S) A sr ent
halten, als der Index des Durchschnittes von sr mit A -1 S) A unter sr
beträgt. In analoger Weise folgt, ' daß die Anzahl der linksseitigen
Nebengruppen von sr in S) A sr gleich ist dem Index desselben Durch
schnittes unter A -1 S) A.

Satz 41 : Sind S) und sr zwei Untergruppen von @, so zerfällt @

in eindeutiger Weise in Komplexe von folgender Art: @ = S) sr +- S) A sr
+- S) B sr +- ... . Man nennt dies die Zerlegung von @ nach dem
Doppelmodul (S), sr). Jedes Element von@ ist in einem und nur in
einem Komplex enthalten und jeder Komplex von der Gestalt S) S sr ist
mit einem unter ihnen identisch.

Die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von S) in S) A sr ist
gleich dem Index des Durchschnittes von A -1 S) A mit sr unter sr, die
Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von sr in S~ A sr ist gleich dem
Index desselben Durchschnittes unter A -1 S) A .

Hiermit ist auch die Aufgabe gelöst, ' diejenigen Komplexe zu
bestimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von S)
und linksseitigen Nebengruppen von sr bestehen. Ist nämlich A ein
Element eines solchen Komplexes, so muß auch der Komplex S) A sr
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht erschöpft
ist, so muß er einen weiteren der in Satz 41 genannten Komplexe
enthalten und eine Weiterführung dieses Verfahrens zeigt, daß der
Komplex eine Summe von Komplexen von der Gestalt S) A sr ist.

Der Satz 41 ist besonders wichtig wegen der Möglichkeit, gewisse
einfache zahlentheoretische Sätze anzuwenden.

Zunächst sei ~ = sr. Der erste Komplex wird dann S~ S) == S).
Ein zweiter möge m2 rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein i-ter 111;.

Bezeichnet man den Index von S) unter @ mit m, so wird

m = m1 +- m2 +- .. .+- mr ,

wobei m1 = 1 ist. Hieraus folgt insbesondere m j < m , Nach dem
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Satz 41 ist m j der Ind ex des Durchschnittes von )Q mit emer kon
jugierten Gruppe unt er )Q und es ergibt sich der

Satz 42 : 5ind $j und 5 - 1 )Q 5 zwei konjugierte Untergruppen
von ®, so ist der Index ihres Durchschnittes unter )Q kleiner als der
Index von )Q unter ® .

Allgem ein gilt der Satz, daß der Index des Durchschnittes zweier
beliebiger Untergruppen Sd und sr unter sr höchstens gleich dem Index
von Sd unt er ® ist. Der Beweis wird genau wie für den Satz 42
ge führt.

Historisch e Not i z : Doppelmoduln wurden zuer st von Cauchy be
trachtet. Die Abhandlungen 300-327 se ine r W erke (I. Serie Bd, 9 und 10)
entha lten an manchen Stellen der artige Unte rsuchungen, z. B. Bd, 10, S. 66.
Die heutig e Gesta lt der Th eorie stammt von G. Fr obenius (Übe r endliche
Gru ppen, Her!' Berichte 1895, S. 163).

1). Kapitel.

Sylowgruppen und p-Gruppen.

§ 19. Sylowgruppen.

Ist p ein Primteiler der Ordnung einer Gruppe ®, so enthält ® ein
Elem ent von der Ordnung p. Dies ist ein Spez ialfall des Satzes 27,
der zum erstenmal (1845) von Cauchy1) bewiesen worden ist. Ein
überaus einfacher Beweis ist der folgend e :

Der Satz gilt für Gruppe n von der Ordnung p und allgem ein
auch für alle Abelschen Gruppen. Man setze voraus, daß er für alle
Gruppe n gilt, der en Ordnung das Prod ukt von höchstens n - 1 Prim
zahlen ist und beweist dann folgendermaßen seine Gültigke it für
Gruppe n, deren Ordnung das Produkt von n Primzahl en ist. Wenn ®
eine Untergruppe besitzt, deren Index zu p prim ist, so ist die
Ordnung derselben durch p teilbar und sie enthä lt dah er nach Voraus
setzung Elem ent e von der Ordnung p. Es braucht also bloß der
Fall betr achtet zu werden , wo der Ind ex jeder Unterg ruppe durch p
teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente in einer Klasse
nach Satz 39 ein solcher Ind ex. Angenommen, dies e Anzahlen seien
stets entweder gleich 1 oder durch p teilbare Zahl en, so folgt, daß
es außer E noch weiter e Klassen geben muß, die nur ein El ement
enthalte n. Diese letzteren bilden das Zen trum der Gruppe ® und
seine Ordnung unterscheidet sich von derj enigen von @ um ein Viel
faches von p; sie ist daher selbs t dur ch p teilbar und enthä lt als Abel
sehe Gruppe ein Element von der Ordnung p.

1) Oeuv res. 1. Seri e Bd. 9, 'S. 358.
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Satz 43 1
) : Ist pT die höchste in der Ordnung von ® aufgehende

Potenz von p, so gibt es in ® Untergruppen von der Ordnung pT und
zwei beliebige derselben sind konjugiert. Sie heißen die Sylowgruppen
von ®. Jede Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist, ist
in einer von ihnen als Untergruppe enthalten.

Beweis: Die Tatsache, daß es eine Untergruppe von der Ord
nung pT gibt, läßt sich mit den Hilfsmitteln des vorherigen Beweises
erhärten. Man wende dieselbe vollständige Induktion an und nehme
den Satz als bewiesen an für Gruppen von niedrigerer Ordnung. Im
Falle, daß eine Untergruppe existiert, deren Index zu p prim ist, be
sitzt diese und also auch ® eine Untergruppe von der Ordnung pr nach
Voraussetzung. Im anderen Falle sei jß eine Untergruppe von der
Ordnung p, die im Zentrum enthalten ist. Ihre Existenz ist nach
gewiesen worden. jß ist Normalteiler von ®, und ®jjß ist eine Gruppe,
deren Ordnung kleiner ist als diejenige von ®. Sie besitzt daher
eine Sylowgruppe von der Ordnung PT-l und zu ihr gehört eine Unter
gruppe von ® mit der Ordnung pT .

Um den Satz in allen seinen Teilen zu beweisen, zieht man
die Resultate des vorherigen Paragraphen heran. Sei ~ irgend.
eine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz von p ist, und sei
® = ~ + jß A'J jß + ~ Aa ~ +... + jß As jß die Zerlegung von ® nach
(jß, jß). Die Anzahl der Nebengruppen von jß in jß Ai jß sei m i und der
Index von jß unter ® sei m, Dann wird m = m1 +m2 +.. .+ms ' Die
Zahlen ffl i sind als Teiler der Ordnung von jß Potenzen von p oder 1.
Ist nun m durch p teilbar, so muß wegen m1 = 1 eine durch p teil
bare Anzahl von Größen mi gleich 1 sein. Wenn aber jß A ~ nur
eme rechtsseitige Nebengruppe von ~ enthält, so wird jß A = A jß
oder A-l jß A = jß, wie eine einfache Abzählung der Elemente er
gibt. Sind jß A ~ und ~ B jß zwei solche Komplexe, so wird
(jß A jß)(~ B jß) = ~ A jß B jß = jß A B ~ = jß A B und daraus folgt,
daß auch ~ A B jß ein solcher Komplex ist, und daß diese Komplexe
eine Gruppe bilden. Ihnen entspricht der Normalisator von jß. Denn
ist A ein Element daraus, so wird A ~ = ~ A und also ~ A ~ = ~ A .
Hiermit ist bewiesen, daß der Index von ~ unter dem Normalisator
von ~ durch p teilbar ist. Sei m dieser Normalisator, so besitzt mj~
eine Untergruppe von der Ordnung p und daher ist jß als Normal.
teiler in einer Gruppe enthalten, deren Ordnung eine Potenz von p
ist. Das Verfahren nimmt erst ein Ende, wenn man zu einer Unter
gruppe gelangt ist, deren Ordnung die höchste in der Ordnung von ®
aufgehende Potenz von p ist. Damit ist die erste und dritte Aussage
des Satzes bewiesen.

1) L. Sylow: Theoremes sur les groupes de substitutions. Math . Ann. 5,
S.584.
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Nun seien jß und 0 zwei Sylowgruppen von derselben Ordnung,
und man zerlege @ nach (jß, O ):

@ = jß0 + jß A~ 0 + jß Aa 0 + .. .+ jß A. O .

Wiederum ist die Anzahl der Nebengruppen von jß in jedem der
Komplexe 1 oder eine Pot enz von p. Die Gesamtzahl der Neben
gruppen ist aber gleich dem Index von jß unter @ und daher zu p
prim. Daher muß mindestens einer der Komplexe, etwa jß A 0, aus
bloß ein er Nebe ngruppe von jß best ehen. Daraus folgt ab er, daß der
Index des Durchschnitt es von A -1 jß A und 0 unter 0 glei ch 1 ist
und so wird 0 = A -1 I.ß A, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 44: Ist Sj eine Untergruppe von @ und sind jßl und jß2
zwei Sylowgruppen von $,:) , so sind sie nicht beide in derselben Sylow
gruppe von @ enthalten.

Bew ei s : Wären jß1 und jß~ in derselben Sylowgruppe von @

enthalten, so wäre die durch jßl und jß~ erzeugte Gruppe eine Unter
gruppe dieser Sylowgruppe und sie bes äß e dah er ebenfalls eine
Potenz von p als Ordnung. Da sie auße rdem in Sj enthalten wäre,
so müßte sie dieselbe Ord nung wie jß1 besitzen, was nur möglich ist,
wenn jßl = jß2 '

§ 20. Normalisatoren der Sylowgruppen 1).

Satz 45 : Der Normalisator einer Sylowgruppe ist sein etgener
Normalisator.

Bew eis : Sei jß eine Sylowgruppe von @ und ~ ihr Normali
sator. W enn nun Q ein El em ent außerhalb von ~ ist, dergestalt,
daß Q-1 ~ Q= ~ , so ist Q- 1jßQ=\= jß und ~ müßte neben jß auch
Q-1 jßQ= jß' enthalten. Beide Unterg ruppe n jß und jß' wären Sylow
gruppen von ~ und als solche innerhalb ~ konjugiert. Das wider 
spricht der Tatsache, daß jß Normalt eiler von ~ ist .

Der Satz läßt sich verallge meine rn in folgender Wei se : I st die
Ordnung einer Untergruppe prim zu ihrem Index , so is t der Normali
sator der Unt ergruppe sein eigener Normalisator, d. h. es gibt außer seinen
eigenen Elementen keine s in @, das mit ihm vertauschbar ist. Der
Beweis verläuft genau so wie für den speziellen Fall.

Ist weit er jßl eine Untergruppe der Sylowgruppe jß, die in keiner
ande ren Sylowgruppe enthalten ist, so ist jed es El em ent , das mit jßl
vert auschbar ist, auch mit jß vertaus chbar. Der Normalisator von jß1
ist im Normal isator von jß enthalten. Denn wenn S-1 jß1 S = jßl '
so ist jß1 auch in S-1 jßS enthalten und nach Vorauss etzung folgt,

1) Die Sätz e di eses P a ragraphen stammen von Fr obeniu s und Burn eide.
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daß alsdann 5-1 ~ 5 = ~ ist. Eine Änderung tritt sofort ein, wenn
die Untergruppe ~1 noch in anderen Sylowgruppen vorkommt.

Satz 46: Besitzt der Durchschnitt ~1 zweier 5ylowgruppen die
Eigenschaft, daß keine Untergruppe von ®, die ~1 enthält (außer ~1

selbst), in mehr als einer 5ylowgruppe enthalten ist, so sind die Nor
malisatoren von ~1 in denjenigen 5ylowgruppen, die ~1 enthalten,
homomorph, Der Normalisator von ~1 in ® enthält Elemente, die nicht
in den Normalisatoren dieser 5ylowgruppen vorkommen.

Beweis : Die Normalisatoren 9l1 , 912 , "', 91
8

von 1.ß1 in den
Sylowgruppen, die ~1 enthalten, besitzen ~1 als echte Untergruppe.
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators 91 von ~1 in ®, denn
sie sind in 91 enthalten und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von 91
nur in einer der Sylowgruppen von ® enthalten sein, weil sie ~1 als .
eigentliche Untergruppe enthält. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe
von ®, die ~1 enthält, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali
sators von ~1 zugeordnet. Irgendein Element von 91, das nicht mit
einer Sylowgruppe von 91 vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer
der Sylowgruppen von ® vertauschbar, womit die letzte Behauptung
des Satzes erwiesen ist.

Die Anzahl der konjugierten Normalisatoren einer Sylowgruppe
ist nach Satz 40 und 45 gleich dem Index des Normalisators. Der
Durchschnitt zweier verschiedener konjugierter Normalisatoren besitzt
einen durch p teilbaren Index. Man zerlege nun ® nach (91, 91):

® =--= 9191 + 9cA 91 + ... .
Ist n der Index von 91, so wird n = 1 (mod p). Denn 91 91 = 91 ent 
hält bloß eine Nebengruppe von 91, die übrigen Komplexe dagegen
stets eine durch p teilbare Zahl.

Satz 47: Der Index des Normalisators einer 5ylowgruppe von der
Ordnung p 1: ist stets kongruent 1 (mod p) .

Die Anzahl der verschiedenen 5ylowgruppen von der Ordnung pr ist
--- 1 (mod p), denn sie ist gleich der Anzahl der Normalisatoren.

Satz 48: Wenn P und Q zwei Elemente des Zentrums einer
5ylowgruppe sind, die im Normalisator derselben nicht konjugiert sind,
so gehören sie in ® zu verschiedenen Klassen. Zwei Normalteiler einer
5ylowgruppe sind entweder im Normalisator konjugiert oder sie sind
in der ganzen Gruppe nicht konjugiert.

Beweis : Sei ~die Sylowgruppe und sei

5-1P5=Q 5-1~5 =\:ß'=I=~.

Man betrachte die Untergruppe SI' bestehend aus den mit Q vertausch
baren Elementen. Sie enthält ~ und ~', denn Q ist im Zentrum
von ~, ebenso auch P, daher ist 5-1P 5 = Q im Zentrum von
5-1 \l! 5 = ~'. ~ und ~' sind Sylowgruppen von Sl' und daher in st
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konjugiert. Sei T in Sf und T -l\.13 T = \.13' , dann ist na ch Definition
T -IQ T = Q. Also :

T -lS-lPST = Q T -lS-l\.13ST =\.13.

5 T gehört also zum Normalisa to r von \.13 und tran sformiert P in Q.
Die zweite Au ssag e de s Satzes beweist man wörtlich wie die erste,
inde m man nur stat t P und Q die beiden Normalte ile r einsetzt.

Satz 49: I st eine S ylowgruppe von ® im Zentrum ihres No rmali
sators enthalten , so gehören alle ihre Elemente zu verschiedenen Klassen
von @.

Bew eis: Zwei E leme nte der Sylowg ruppe sind im Norma lisa tor
nicht konjugi ert, da he r nach dem vori gen Satz au ch nicht in @.

§ 21. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.

Eine Gruppe, der en Ordnung die Potenz p.' ein er Primzahl ist,
sei kurz als p·Gruppe bezeichn et.

Satz 50 : J ede p - Gruppe besit zt ein von E verschiedenes Zentrum.

B e weis : Bezeichn et man mit hl' h2 , • • • , h; die Anzahle n der
El em ente in den r Klassen, so wird /z1 + h2 +... + hr = p' . Die
Zahl en h sind en tweder = 1 oder Pot enzen von p und, da h

1
= 1

ist , m uß es außer E noch wei tere El emente gebe n, die für sich allein
eine Klasse bild en. Diese bilden das Zentrum.

Satz 51 : J ede p- Gruppe ist au flösbar.

B ew ei s : Sei 21' das Zentrum der Gruppe @, dann ist auch @/21
eine p-Gruppe und besitzt ein Zentrum. Di esem entspricht ein Nor
malt eiler 2 2 von @, der 2 1 als eigentliche n Norma lte ile r enthält. In
dem man so fortfährt, erhält man eine Reih e von Normalte ile rn
a:, .31' 22'·· ·' di e notwendig mit @ ende t, und bei der ste ts 2i/2i- l
eine A belsche Gruppe ist. Die Ablei tung von @ ist jedenfalls im
letzten 2 enthalten un d dah er von @ vers chi ed en , womit der Satz
bewiesen ist.

Satz 52: Jede eigentliche Untergruppe einer p-Gruppe ist von ihrem
N ormali sator verschieden und kommt in einer Kompositionsreihe vor.

B ew eis : Man zerlege ® nach (Sj, Sj), wob ei Sj die g egebene
Untergruppe bezeichnet. E in Komplex SjA Sj enthält entweder nur eine,
ode r pi Nebeng ruppe n (i = 1 , 2 , ...). Nun ist

® = S;JSj + ~A ~ + SjB ~ +...
und S) Sj = ~ . Daher mu ß es außer Sj no ch weitere Komplexe
gebe n, die bloß eine Nebe ng ruppe enthalte n und diese bilden zu
sam me n mit ~ den Norma lisato r. Um eine Komposit ion sr eih e zu
er halte n, die Sj enth ält , suche man eine Untergruppe von ®, die S)
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als Normalteiler vom Index p enthält. Eine solche muß nach dem
eben Bewiesenen existieren. Von dieser steige man in derselben
Weise zu einer Gruppe mit höherer Ordnung auf, bis man zu @ ge
langt. Die so erhaltenen Untergruppen bilden zusammen mit einer
Kompositionsreihe von Sj eine Kompositionsreihe von @, die Sj enthält.

Satz 53: Die Primjaktorgruppen der Hauptreihen sind Gruppen
von der Ordnung 'p .

Beweis : Man kann die Reihe E, 21 ,22' ... , @zu einer Haupt
reihe ergänzen, indem man zwischen Bi-l und Bi Normalteiler von @
einschaltet. Nun ist BdBi-1 das Zentrum von @i2i-l ' Jede Unter
gruppe von 2i/Bi-1 ist Normalteiler von @!Bi-l und daher ist jede
Untergruppe von @, die 2i-1 enthält und die in Bi enthalten ist,
Normalteiler von @ . Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die
man durch Ergänzung der Reihe E, 21' 22 , ... , @erhält, eine Haupt
reihe, womit der Satz bewiesen ist.

Hieraus folgt, daß es für jede Ordnung ps (s < r) mindestens einen
Normalteiler gibt.

Satz 54: Die Anzahl der Normalteiler von gegebener Ordnung in
einer p -Gruppe ist 1 (mod P).

Beweis: Ein Normalteiler von der Ordnung p gehört dem
Zentrum an. Denn ist A ein erzeugendes Element dieses Nor
malteilers und S ein beliebiges anderes, so wird S -1 A S = A x •

Daraus folgt weiter S-2AS2=Ax2 und S-iASi =Axi
. Nun ist,

wenn x zu p prim ist, x p- I _ 1 (mod p) und daher wird Sp-l mit A
vertauschbar. Da p - 1 prim ist zur Ordnung von S, so wird auch
S mit A vertauschbar. Die sämtlichen Normalteiler von der Ordnung p
erzeugen eine Abelsche Gruppe vom Typus (1, 1, . . . , 1), die zum
Zentrum gehört und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung p
ist ein solcher Normalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist
== 1 (mod p) nach Satz 34. Wenn das Zentrum a + 1 Basiselemente
besitzt, so besitzt es pa + pa-l+...+ 1 Untergruppen von der
Ordnung p, die mit den Normalteilern von derselben Ordnung
identisch sind. Man nehme nun den Satz als bewiesen an für die
Gruppen von der Ordnung pr-I . Dann folgt der Satz für Gruppen
von der Ordnung pr leicht aus dem soeben bewiesenen. Jeder Nor
malteiler von der Ordnung pr-l ist in einer Hauptreihe enthalten
und enthält daher insbesondere einen Normalteiler ~ von @ von der
Ordnung p . Die Ordnung von @/~ ist pr-J und die Anzahl ihrer
Normalteiler von der Ordnung ps-l ist daher = 1 (mod P). Also ist
die Anzahl der Normalteiler von @ mit der Ordnung ps, die ~ ent
halten, _1 (mod P) . Jeder Normalteiler VOll der Ordnung p liefert
ein solches System, und da die Anzahl dieser Normalteiler _ 1 ist,
so ist auch die Gesamtzahl der Untergruppen in diesen Systemen



§ 22. Spezielle p-Gr uppen. 47

-- 1 (mod P) . Eine Unterg ruppe kann hi erbei mehrfach auftreten, u. zw.
tritt sie offenbar ge na u so oft auf, al s die Zahl der in ihr enthal
tenen Normalte iler von @ mi t der Ordnung p beträgt. Diese let zteren
erzeuge n wieder eine im Zentrum enthalte ne Abelsche Grup pe vom
Typus (1 , .. . , 1) und ihr e Anzahl ist eb enfalls - 1 (mod P). W enn
man jed e Unterg rup pe nur einmal zähl t, so läß t man eine dur ch p
teilbar e Zahl von Gruppen weg und di e Anzahl der verschiede ne n
Norma lteiler von der Ordnung ps bleibt = 1 (mod p) .

Satz 55: Die An zahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in
einer p -Gruppe ist =1 (mod P) .

B ew e is: Für die Nor malte iler ist der Satz soebe n bew iesen.
Die übr igen ordnen sich in System e konjugierter, deren jedes ein e
durch p teilbare Zahl von Gruppe n enthä lt.

Jed e Untergruppe vom Index p ist Normalt eiler, denn sie muß
von ihr em Normalisator verschieden sein.

Satz 5B: Wenn eine p-Gruppe bloß einen Normalteiler vom In
dex p besitzt, so ist sie zyklisch.

B ew eis : Der Sa tz gilt für Abelsche Grupp en . Es ge nüg t daher
zu seinem Beweis zu zeigen , daß eine solche Gruppe Abelsch ist.
Der Satz ge lte für Gruppen von der Ordnung pr- I . Ist @ eine
Gruppe von der Ordnung pr und Iß einer ihre r Nor malteile r von der
Ordnung p, so ist @/~ nach Vorausse tzung zyklisch, da diese Faktor
g rup pe nur einen Nor malteiler vom Index p en thält. Sei Q irgend
ein E lement aus einer diese zykl ische Gruppe @/Iß erzeugenden Ne ben

g ruppe, dann ist »:' in ~ , aber keine frühere Potenz. W enn @

nicht zyklisch ist , so ist Qpr-I = E und Q erzeugt zusammen mit Iß
eine Abelsche Gruppe, da Iß zum Zentrum von @ ge hör t, womit der
Sa tz be wiesen ist.

§ 22. Spezielle p-Gruppen.

Zun ächst sollen Grup pe n von der ung eraden Ordnung pt unt er
sucht werden'mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch
ist. Sei P ein erzeugendes E lement des Normalte ilers, seine Ordnung
pr und Q ein El em ent aus ein er die Faktorgruppe erzeugende n Neb en
gruppe . Es wird Q-I PQ = p a und daraus Q-i PQ i = pai

. Qi ist
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn a i _ _1 (mod pr). Sei
die pS-te Potenz von Q die erste mit P vertauschba re ; dann erzeugt
a mit seine n Potenzen eine Unte rgru ppe von der Ordnung ps in der
mult iplikativen Gruppe der zu p primen Reste mod p r. Diese wird
nach Satz 38 ge bilde t durch diejenigen Res te mod pr, die = 1 (mod pr-s)
sind. Insbesondere ist 1 + pr-s ein erzeugender R est. Man se tze,

um übe rsich tliche Fo rmeln zu erhalte n, P =Pr , P~ =Pr-I' .. .'
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P/ = Po = E . Dann ist Pi ein Element von der Ordnung pi und
es wird Q-I PQ = P P 8 • Die spezielle Wahl von 1 + pr-s als er
zeugenden Rest bedeutet keine wesentliche Einschränkung. Ist näm
lich 1 + l r : ein anderer, so gibt es eine Potenz von 1 + l pr-s ,
etwa die m-te, die kongruent 1 + pr-s ist (mod pr). Es wird dann
Q-mPQm = PP&, was bloß auf eine andere Auswahl des die Faktor
gruppe erzeugenden Elementes herauskommt, indem Qm statt Q ge
wählt ist.

Satz 57: I st Q mit der durch P erzeugten Gruppe {P} vertausch

bar und ist QPs die niedrigste Potenz von Q, die mit P vertauschbar
ist, so ist P pS die niedrigste Potenz von P, die mit Q vertauschbar ist.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, daß Q-IPQ = P P' ist,
wo P' eine Potenz von P ist und die Ordnung ps besitzt. Es wird

daher Q-l pp sQ_P p8p'p8 = pps und hieraus folgt , daß ps die

niedrigste Zahl ist, für die gilt Q-1 Pr 8 Q= p p 8 •

Satz 58: Ist die durch P erzeugte Gruppe ein Normalteiler mit
zyklischer Faktorgruppe von ® und gibt es in @ kein Element von
höherer Ordnung als diejenige von P, so enthält ® eine zu {P} prime
zyklische Untergruppe, deren Ordnung gleich der Ordnung der Faktor
gruppe von {P} ist.

t + 1
. aP -I

Bewei s : Nach Satz 38 ist ~-_. genau durch pt und durch
a-I

keine höhere Potenz von p teilbar, wenn a = 1 (mod p) .ist. Nun sei
Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe
von {P} . Der Index von {P} sei pu = s . Alsdann ist o: in {P}
enthalten und jedenfalls auch in {P8} , weil sonst die Ordnung von
Q größer wäre als die von P . Irgendein anderes Element in der
selben Neb engruppe , wie Q ist von der Gestalt piQ. Um (pxQ) s
aUgem ein zu bere chnen, benutzt man die folgende Formel :

(pi1:Q) S= pi1: (QPi1:Q-l) (Q2PXQ-2) . . . (Q S-l pXQ- (S-l))Q' .

Setzt man nun QPQ-l - Pv , wo a _ 1 (mod p) ist, so wird Qi PQ-i =

pai und QipzQ -i = pa-ai. Die Formel wird nun zu

(PXQ)8 = P sQ«, wobei c = x (1 + a + a2 +,.. + aS-I) = X aas-; ist.

peist daher ein die Untergruppe {p ~} erzeugendes Element und

durchläuft diese ganz e Gruppe, wenn man x die Zahlen 0,1 . . ..
durchlaufen läßt. Insbesondere kommt darunter auch das Element
Q-s vor, womit der Satz bewiesen ist.

Eine große Menge von Sätzen folgt aus dem eben bewiesenen.
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Satz 59: Eine p-Grttppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche
Untergruppe von einer gegebenen Ordnung besitzt, ist zyklisch.

Beweis : Zunächst sei der Satz bewiesen für den Fall, daß die
Gruppe nur ei ne Untergruppe von der Ordnung p besitzt. Sei Pein
Element von möglichst hoher Ordnung und S'J eine Untergruppe, die
{P} als Normalteiler vom Index p enthält, dann fällt S'J unter die
Voraussetzungen des vorherigen Satzes und es gibt außerhalb von
{P} eine Untergruppe von der Ordnung p. Daher muß die Ord
nung von {P} gleich der Ordnung der Gruppe sein und sie ist zyklisch.
Wenn ferner @ bloß eine Untergruppe ~ von der Ordnung pi be
sitzt, so nehme man einen Normalteiler IJC von der Ordnung pi-I .
(})!IJC besitzt nur eine Untergruppe von der Ordnung p und ist daher
zyklisch. Also ist auch (})!~ zyklisch. Da jeder Normalteiler von ())
mit dem Index p die Untergruppe ~ enthalten muß und da (})/~

zyklisch ist, so enthält (}) bloß einen Normalteiler vom Index p und
ist daher selber zyklisch nach Satz 56.

Satz 60 : Eine p -Gruppe (p ungerade), deren eigentliche Unter
gruppen zyklisch sind und deren Ordnung pr > p2 ist, ist zyklisch.

Beweis: Zwei Untergruppen vom Index p besitzen als Durch
schnitt eine Untergruppe von der Ordnung pr-2. Da sie zyklisch
sind, so besitzen sie nur eine solche Untergruppe und infolgedessen
gibt es nur eine Untergruppe von der Ordnung pr-2, denn eine
solche ist in einer Untergruppe von der Ordnung pr-l enthalten ;
(}) ist also nach dem vorigen Satz zyklisch .

Ist {P} ein zyklischer Normalteiler von @, dessen Faktorgruppe
Abelsch ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor
malteiler von (}), dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie homomorph
mit einem Automorphismus von {P} ist. Ist der Typus von (}) j{P}
(nI' n'.), . . . , nr), unel sind Q1 ' Q'.), ... , Qr Elemente aus r-Nebengruppen,
von {P} , die @!{P} erzeugen, so folgt leicht aus elen Sätzen über
Abelsche Gruppen, daß man alle diese Elemente außer einem mit P ver
tauschbar annehmen kann, während das ausgezeichnete den Auto
morphismus liefert. Ist außerdem P ein Element von höchster
Ordnung in (}), so kann man die Ordnung von Qi gleich pn j annehmen
nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und Qi erzeugte
Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht gesagt,
daß die Elemente Q1' Q'.), ... , Qr unter sich vertauschbar sind und
eine Abelsche Gruppe vom Typus (n1 , n'.) , .. . , nr ) bilden, sondern ihre
Kommutatoren können durch gewisse Potenzen von P geliefert werden.
Die Kommutatorgruppe ist gewiß in {P} enthalten, da (})j{P}
Abelsch ist.

Es sei speziell (}) eine Gruppe, deren Zentrum zyklisch ist. Die
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (1,1, .. . ,),

Sp e i s e r , Gruppentheorie. 4
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ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element
von höchster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser
Beschaffenheit anzugeben.

Nach Satz 58 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein
Element von der Ordnung p finden und außerdem ist jede Unter
gruppe von @, die das Zentrum enthält, Normalteiler von @. Nun
seien Q1' Q2"'" Qr Elemente von der Ordnung p in den die Faktor
gruppe erzeugenden Nebengruppen. Ist eines dieser Elemente mit
allen übrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch . Man
wird daher voraussetzen, daß jedes Element Q mit irgendeinem
anderen nicht vertauschbar ist. Sei etwa QIQ2QI-IQ2-1 = R , so ist
R eine Potenz von P, weil die Kommutatorgruppe der kleinste Nor
malteiler mit Abelscher Faktorgruppe ist. Ferner ist p die Ordnung
von R, denn Q2 ist mit R vertauschbar , und Ql Q2 Ql-l = RQ2 ' Er
hebt man in die p-te Potenz, so folgt: RP Q2 P = E oder R? = E . Ist
P1 irgendein Element von der Ordnung p in {P}, so kann man
setzen Ql-l Q2 Ql = Q2 PI' indem man eventuell Q2 durch eine seiner
Potenzen ersetzt, was bloß auf eine andere Wahl des Basiselementes
kerauskommt. Wäre auch Q3 nicht mit Q1 vertauschbar und etwa
wiederum Qa- 1 o, Qa = Q1 Pt, so kann man Qa durch Q2- 1 Qa er
setzen und erhält so ein mit Q1 vertauschbares Basiselement, dessen
Ordnung man durch Multiplikation mit einer Potenz von P als p an
nehmen kann, und das wieder mit Q3 bezeichnet werden mag. In
dieser Weise fortfahrend, kann man Q3 ' Q4" " als mit Q1 vertausch
bar annehmen. Indem man für Q2 gleich verfährt, kann man Qs'
Q4, . •• als mit Q2 vertauschbar annehmen, denn es wird

Q2-1Ql Q2 = Ql Pt-I.

Da Qs mit Ql und Q2 vertauschbar ist, so muß es ein weiteres
Basiselement. etwa Q4 geben, das mit Q3 nicht vertauschbar ist und
für das man die Gleichung annehmen kann Qa- 1 Q4QS ,= QSP1 • SO
gelangt man schließlich zu Paaren von Basiselementen Ql' Q2;
Qa,Q4;Q5' Q6 .... Es gilt QI-IQ2Ql=Q2Pl undQ2-1QIQ2=QIPl-1,

während Q1 und Q2 mit allen übrigen Basiselementen vertauschbar
sind. Die Elemente Q1' Q3' Qö,···, die mit R1, R2 , · · . bezeichnet
werden mögen, bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus (1,1, ... , 1)
und ebenso die Elemente Q2' Q., . .. , die mit SI' 52"" be
zeichnet werden mögen. AUe Elemente von ® sind in der Gestalt
pa R1b, R2b•. . . S1c, S2c• . . . darstellbar und für das Produkt zweier belie
biger Elemente gilt das Gesetz:

pa R~' R;' .. . S~' sg' ... pd R:' R;' . . . 5[' S{· . . .

_ pa+dp c,e' +'''R b +e'R b +e SC +f st-»!
- 1 1 1 2 2 2 • .. 1 1 1 e 2 . • •

Man erhält alle Gruppen, für die ®j{P} Abelsch und vom Typus
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(1, 1, . .. , 1) ist, für die {P} zum Zentrum gehört und in welchen Pein
Element höchster Ordnung ist, ind em man eine beliebige der soeben
definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom Typus
(1, 1, ... , 1) multipliziert .

Nun sei \ß ein zyklischer Normalteiler von @ mit einer Faktorgruppe
vom Typus (1 , 1, . . . , 1), aber \ß liege nicht mehr im Zentrum von @. Dann
gibt es ein El em entQ, das der Gleichung genügt Q-1PQ =PPI und
die übrige n Basiselem ente der Fa ktorgru ppe kann man als mit P ver
tau schbare annehmen. Diese letzteren erzeugen mit P zusammen
eine Gruppe von dem vorhin angegeben en T ypus. Wenn sie ein
dir ektes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches, denn
sei etwa R mit P und mit den sämtlichen Basiselementen außer Q
vertauschb ar, so kann man set zen Q-IRQ =RP1 , daher wird PR-l
ein Element von ders elben Ordnung wie P, das zum Zentrum der
Gruppe gehört. Man käm e zu einer Gruppe vom vorhergehenden
Typus, folglich wird R auch mit Q vertauschbar.

Es ist nun leicht, sämtliche p-Gruppen mit zyklischen Normal
teilern \ß vom Index p und p ~ zu bestimmen. Ist der Index gleich p,
so gibt es außer der zyklische n Gruppe noch eine Abelsche vom
T ypus (r , 1) . Fern er gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt

PP' = E ,QP = E , Q-IPQ =PP1 •

Is t der Index von \ß glei ch p2 , so unterscheide man die Fälle,
wo @/\ß vom Typus (2) resp. vom Typus (1 ,1) ist. Im ersteren Fall

gibt es dr ei Möglichkeiten : t-»: = E , QP2 = E , Q-I PQ = P Ps ,
wobei a = 0 , P' - 1, .pr-2 ist. De r erste Exponent ergibt eine Abelsche
Gruppe vom Typus (r, 2). Ist die Faktorgruppe nicht zyklisch, so
gibt es eine Abelsch e Gruppe vom Typus (1' , 1 , 1) fern er, wenn P
zum Zentrum g ehö rt, die Gruppe

pp' = E, QP= E,RP= E, Q- IPQ =P,R -IPR =P, Q-IRQ =RP
1

•

Ist P nicht im Zentrum, so ist die Gruppe das direkte Produkt einer
zyklische n Gruppe von der Ordnung p und der Gruppe pp' = E,
QP =E, Q_IPQ =pppr-l. W eitere Fälle sind nicht möglich.

Für Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten mo
difizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist kompliziert er als der
mit ungeradem p. Es soll der Fall behandelt werden, wo ein zyklischer
Normalteiler von der Ordnung 28 vorh anden ist, dessen Faktorgruppe
zyklisch ist und von der Ordnung :2 '. Ist x - 1 (mod 4), so wird
x2 ' + 1 _ I
----- genau dur ch rote und dur ch keine höhere Potenz von 2 teil-

x - I
bar . Nun sei P ein den Normalteiler erzeug endes El em ent und Q
ein Element aus ein er die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe.
Man setze Q-I PQ = P s , ist Q mit P vertauschbar, so wird x _ 1

4*
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(mod 2 ') und daher x - 1 (mod 4). Ist P ein Element von höchster
Ordnung in @, so bew eist man ge nau wie für ungerade Primzahlen,
daß es in derselben Nebengruppe, wie Q, ein Element von der Ord
nung 2 8 gibt. Es gibt daher nur die folgenden Typen:

P 2'=E ,Q28=E . Q-IPQ =PPs (r =2 ,3 ,4 , . . .)

Um auch den Fall x - - 1 (mod 4) zu unt ersuchen, seien die
Gruppe n von der Ordnung 8 betracht et mit einem Normalteiler von
der Ordnung 4, der durch ein El ement P erzeugt werden kann.
Wenn die Gruppe nicht Abelsch ist, so muß für ein Element Q
außerhalb von P die Relation bestehen : Q - 1 PQ = P3 . Ist Q von
der Ordnung 2, so erhält man die Diedergruppe

P4 =E, Q2=E , Q-IPQ =p-l .

Die 4 Elemente p iQ (i = 0, 1, 2, 3) sind sämtlich von der Ordnung 2 .
Es gibt aber noch eine weiter e Gruppe , die Quaternionengruppe.
Hier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt P? = Q2 . Dies es letztere
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn PQ ist von der
Ordnung 4 und ebenso P , P 3 , Q, Q3 und PQ 3. Setzt man p2 = - 1 ,
und bezeichnet man PQ mit R , so gelten die Gesetze der Quater
nionen: PQ =R , QR =P, RP=Q, PQ= - QP , QR = - R Q;
RP = - PR, p2 = Q2= R 2= - 1 .

6. Kapitel.

Kristallographische Gruppen.

§ 23. Die ebenen Gitter1).

Eine geradlinige Reihe äquidistanter Punkte nenn en wir ein e
Punktreihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heißt die Ele
mentardistanz der Reih e. Man erhält eine Punktreih e, indem man
von einem beliebigen Punkt einen Vektor P beliebig oft abträgt und
die Endpunkte markiert und dasselbe mit dem Vektor - P macht.
Man erhält in dieser Weise die Gesamtheit der Vektoren xp (x = 0,
± 1, ± 2 , . ..) von dem gewählt en Anfangspunkt aus abgetragen.

Entsprechend der letzten Erzeugungsw eise definieren wir das
eben e Punktgitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren PI und
P2' die nicht derselben Geraden ange hören. Von dem beliebig ge
wählt en Punkt 0 aus trage man die Gesamtheit der Vektoren

Xl Pt+XI! P2
ab und markiere deren Endpunkte. Dies e bilden ein ebenes Gitter.
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahlige n Koor-

1) Li teratur zur Kr istallograph ie siehe S. 171.
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dinaten in einem beli ebigen geradlinigen Koordinatensystem defi
nieren, und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter
ein solches Koordinatensystem kon struieren, ind em man als Anfangs
punkt 0 wählt und als Einheitsvekt oren der x - und y-Achse 1\ und
P~ nimmt.

Ein Gitter gestatt et eine un endliche Gruppe von Translationen
In sich selbst, nämlich die dur ch die Vektoren X l PI + x2 P2 definierten.
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeug ende PI und P2 •

Es best eht nun die Frage , ob ein Gitte r noch weit ere Bewe gungen
in sich selbst besitzen kann. Hierzu genügt es, die Bewegungen,
welch e 0 ungeändert las sen, zu unt ersuchen, denn geht bei der Be
wegung B der Punkt 0 in P üb er und bezeichn et T die Translation,
welch e 0 in P überführt, so ist auch B 1'-1 eine Bewegung des
Gitters in sich , und diese läßt 0 ungeändert, d. h. sie ist eine Drehung
des Gitters um O. Hierdurch bekommen wir völlige Übersieh t über
die Gruppe aller Bewegungen des Gitters : sie wird erzeugt durch die
Gruppe der Translationen :t und die dazu teilerfr emde der Drehungen,
welch e 0 ungeänd ert lassen. :t ist Normalteiler der ganzen Gruppe,
B-I TB ist diej enige Translation , deren Vektor aus dem Vektor T
dur ch die Drehung B hervorgeht.

Jede s ebene Gitte r gestattet um seine Gitterpunkte eine Drehung
von 180°. Dah er brauchen wir nur Drehungsgruppen von ge rader
Ordnung zu betr achten. Um zu unt ersuchen , welche Ordnungen für
weitere Symmetri en noch in Frage kommen , nehmen wir einen
Gitte rpunkt PI' dessen Distan z von 0 ein Minimum ist. Der Vektor
von 0 nach PI ist dann ein kürz ester Gitt ervekt or. Beginnen wir mit
eine r Drehung von der Ordnung 4 , so entstehe n aus PI die weiteren
Punkte P 2 ' P a und P 4 · 0 PI und 0 P 2 erzeugen ein quadrati sches
Gitte r, dem auch P a und P 4 ange höre n. 'Wei tere Gitte rpunkte können
nicht vorhanden sein , denn ein solche r läge in einem Fundamental
quadrat und hätt e dah er mindest ens von eine r Ecke desselben eine
klein er e Entfernung als OP1 . Es gibt daher, abgesehe n von der Lage
und der Größe, nur ein Gitter , das Drehungen von der Ordnung 4
ges tatte t, nämlich das quadrati sche. Genau so beweist man, daß es
nur ein Gitter g ibt, das Drehungen von 60°, also von der Ordnung 6,
ge sta ttet, nämlich das dur ch An einanderreihen von gleichseitige n Drei
ecken erzeugte.

Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60°. Wir be
weisen diesen Satz für die Ordnung 8. Es sei wieder PI ein nächster
Gitterpunkt bei O. Alsd ann entstehen aus ihm durch die Drehungen

7 weiter e Gitterpunkte P 2 , Pa' . .. , Ps. Den Gittervekt or P 2P3 setzen
wir in PI an und erha lten einen von 0 ver schiedenen Gitterpunkt im
Inneren des Acht eckes, der entgegen der Voraussetzung näher bei 0
liegt als PI .
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Außer den Drehungen müssen wir noch die Existenz von Sym 
metriegeraden behandeln , und auch hier können wir uns auf den
Fall beschränk en, wo die Gerade dur ch 0 geht. Diese ist alsdann
imme r eine Gittergerade, denn ist P ein Gitterpunkt außerh alb der

Gerad en und P sein symmetrischer Punkt, so tragen wir den Gitte r

vekt or OP von P au s ab und gelange n in einen Punkt auf der Sym
metri egerad en. Da wir annehme n dürfen , daß OP nicht senkrecht
steht zu dieser Gerad en, so ist der neugefunden e Pun kt von 0 ver
schied en. Man findet so zwei verschied ene Gitter : das allge meine
rechteckig e und das zentri ert e recht eckige, welches durch Hinzufügung
der Mittelpunkte der R echt ecke aus dem vorigen entsteht. Dieses
letztere kann nach der Gestalt eines Fundam entalp arallelogramms auch
das rh ombis che Gitter genannt werden. Im Fall des quadratischen
Gitters ist auch das zentri erte quadrat isch. Das hexagonale Gitter ist
ein spezielles rhombisches Gitter.

Die Bewegungen und Symmetri en, welche 0 festlassen, bilden eine
endli che Gruppe, die Symmetriegruppe. Sie charakterisiert die makro
skopischen Eigenschaft en der Kristalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 Syrn
metriegruppen , wenn wir von den Unterg ruppen abs ehen, denn das
rechtw inklige und das rhombische Gitter besitzen dieselben Symmetrien.

§ 24. Die Raumgitter.

Raumgitter werden erzeug t durch dr ei Vektoren VI' V2 und Va '
deren Richtungen nicht ders elben Ebene angehören, ind em man sie
von eine m beliebigen Punkt aus pos itiv und negativ beliebig oft ab
trä gt. Eine E bene, die dr ei nicht in einer Gerade n liegend e Gitter 
punkte enthält , heißt eine Gitterebene. Die in ihr liegenden Gitter
punkte des Git ters bilden ein ebe nes Gitt er. W ählt man die drei
Vektore n VI' V2 , Va als E inh eitsstr ecken von dr ei Koordinatenachsen
mit dem Ursprung in 0 , so bilden die Gitterpunkte die Gesa mthe it
der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Gittere benen könn en dar
gestellt werden durch lineare Gleichun gen mit ganzzahligen Koeffizient en,
und umgekehrt liefert jede derartige Gleichung eine Gitterebene, so 
bald der größ te ge meinschaftliche T eiler der Koeffizient en der drei
Vari abl en gleich 1 ist. Dies sei im folgend en stets ange nomme n;
diese Koeffizien ten heißen alsdann die Indizes der Eb ene.

Kennt man eine Gitter ebene, so läßt sich das ganze Raumgitter
durch Translation derselben erzeuge n. Jed e parallel e Eb ene durch
einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene
Gitter ist kongruent mit dem ursprünglichen . Wir be trac h ten die
parallele Eb ene durch 0 ; ihr e Gitterpunkte seien gegeben dur ch
Xl ql + X2 q2 ' Ferner sei P ein Gitte rpunkt auf einer der beiden
nächst en parallelen Gitterebenen , und qa bedeute den Vektor OP .
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Alsdann bekommt man das ganze nächste Parallelgi tter in der Ge
stalt Xl ql + X2 q2 + q:l ' Das darauf folgende parallele Gitter wird
durch Xl ql + X 2 q 2 + 2 q3 gegeben sein; denn gäbe es zwischen diesen
beiden Ebene n noch eine n weiteren Gitte rpunkt, so hätt en wir schon
zu Beginn nicht die nächste parallele Gitte rebene gewählt.

Jedes Raum gitter besitzt 0 als Symmetr iezentrum , d. h. trägt
ma n ein en Gitterv ek tor von 0 aus in umg eke hrte r Richtung ab , so
gelang t man wied er in einen Gitterpunkt. Diese Opera tion der
Spiegelung am Anfanyspunkt ist im dreidimensionalen Raum kein e
Bewegung , sie kann erzeug t werden durch eine Dr ehung von 180 0

um eine beliebige durch 0 ge he nde Gerade und eine nachfolgende
Spieg elung an der da zu senkrechten Ebe ne durch O. Nun sind alle
Symmetrie n von Gittern, die wir aufsuch en wollen, Bewegung en, oder
Bewegungen verbunden mit Spiege lung en, und wir können uns dah er
beschränken auf die verschiedenen Bewegungsgruppen , da die Ope
rat ionen zweiter Art von selbst mitfolgen dur ch das Symmetriezentrum.

Bekanntlich sind alle Bewegung en des Raumes, bei den en 0
festbleibt, Drehungen um eine Achse dur ch O. Wir beweisen nun den

Satz 61: Die Ebene durch 0 senkrecht zu einer Drehachse ist eine
Gitterebene.

Bew ei s : W enn die Drehung von der Ordnung 3 ode r mehr
ist, so ist der Sat z ohne weiteres klar. Man neh me irg end einen Gitter
pun kt außerhalb der Drehachse und übe die Drehu ngen au s. Alsdann
erhält man mindes tens 3 Gitterpunkt e , die nicht in einer Geraden
liegen, dagegen in einer Eb ene senkre ch t zur Achse. Ab er auch für
eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es se i P ein beliebiger
Gitte rpunkt auß erh alb der Achse und P I der Punk t, in den er durch
die Drehung um 180 0 übergeht. Heftet ma n den Vektor PI 0 an
im Punkte P , so ge langt man in einen Gitte rpunkt, der in der zur
Achs e senkrechten Ebene dur ch 0 liegt.

Durch diesen Satz ist es leicht, die Gitter mit besond eren Sym
metrien zu konstruier en. Ei ne Drehachse durch 0 muß das ganze
zu ihr senkrechte ebe ne Gitter in sich tran sformi er en. Ihre Ordnung
kann dah er nur 2, 3, 4, 6 sein. Wi r nennen solche Achsen Zweier
acltsen, Dreierachsen usw.; in der Bezei chnung der Kri stallographie
heißen sie Diyyren, Trigyren, T etJ'agyren und H exagyren. Eine solche
Achs e dar f alle zu ihr senkrechten E be nen nur in solchen Punkten
dur chstech en, welch e die betr effende Drehung des ebe ne n Gitte rs zulassen.

E in Gitte r ohne besondere Symme trien heißt triklin. Seine Gruppe
besteht aus einem Symme triezentru m und der Identi tät.

Ein Gitter mit einer Zweierachse heißt monoklin, Das zur Achse
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in eine n
Gitte rpun kt oder in den Mittelpunkt der Verb indungs strecke zweier
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Gitterpunkte einstechen. Danach erha lten wir zwei T ypen monokliner
Gitter. Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse
parallel zu sich verschiebe n und in äquidistanten Punkten fixieren.
Alsdann erhält man ein Gitter mit aufrechten Fundam ent alparallel
epipeden. Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd
in Gitterpunkten und in den oben erwähnten Mittelpunkten. Man er
hält ein Gitter, das man sich aufgebaut denk en kann aus aufrecht en
Parallelepipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiter en Gitter
punkt enthalten.

Ein Gitter mit einer Viererac hse heißt tetragonal. Die zur Achse
senkrechte Ebene trägt ein quadratisches Gitt er und kann dah er von
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadra te
dur chstochen werden. Man erhält auch hier zwei Gitter , bestehend
aus aufrechten Parall elepipeden mit quadratisch em Querschnitt, die
zentriert sind oder nicht .

Ein Gitter mit einer Sechse rachse heiß t hexagonal. Das zur
Achse senkrecht e Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur
in einem Gitterpunkt dur chstoß en werden. Es gibt dah er nur einen
T ypus hexagon aler Gitter .

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dr eierachse und das eben er
wähnte Gitter gehört dah er auch zu einer solchen. Dan eben gibt es
abe r ein weiteres Gitter, das rhomboeärische, das eine Dreierachse
besitzt. Die zur Achse senkrechte Gittere bene muß ein hexagonales
Gitter tragen , abe r die Achse darf außer dur ch Gitterpunkte noch
durch die Mittelp unkte der gleichseit ige n Drei ecke gehen, au s denen
das Gitter aufgebaut werden kann . Die Achse trifft nur jede dritte
Gitte rebe ne in einem Gitterpunkt, die beiden jeweils dazwischenliegen
den Ebenen werden in Mittelpunkten von Dr eiecken ge troffen, die
um 60 0 gegeneinander ge dreht erscheinen.

Das rh01ubiflclte Raum git ter besitzt drei aufeinander senkr echte
Zweierach sen, die wir als Koordinatenachsen wählen. Jede Gitterebene
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerad e und ka nn
dahe r nur ein re chtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. Wenn
die Koord inat en ebenen rechteckige Gitter enth alten, so erhalten wir
zwei Gitter: ein aus rechtwinkligen Quad ern aufge bautes, die im In
nern zentriert sind oder nicht. Im andern Fall 'nehmen wir an , daß
die horizontale Basiseb ene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum
zwei Gitter, die man am besten von Quadern ausgehend beschreibt:
Es wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das ande re aus allseitig
ftächenzentrierten Quadern aufgebaut.

Das kubische Gitter ist ein Spezialfall des vorige n und hat die
Symmetrie des Würfels. Da hie r die Koordinateneben en gleichwertig
sind, so gibt es nur drei Gitter, die sich au s einfachen oder innen
zentrierten oder allseitig ftächenzentri en en W ürfeln aufbauen.
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Eine nähere Betrachtung der Gitter zeigt , daß eine Dreier-,
Vier er- und Sechserachse 3, 4 resp. 6 zu ihr senkre chte Zweierachs en
bedingt. Dieser Sat z läßt sich umkehren : Zwei Zweierachsen durch
0, welche den W ink el IX unter sich bilden, bedingen eine dazu senk
rechte Achse , deren Dr ehwinkel 2 IX beträgt. Führt ma n nämlich die
Drehung von 180° um die beiden Achsen hin tereinander aus, so ist
das Resultat gleichbedeut end mit der angegebenen Dre hung um die
senkrechte Achse.

Wir zeigen nun , daß nur die 14 Gitter vorko mme n. W enn nur
Zweierachsen auftreten , so müssen sie einen Winkel von 90° mit
einander bild en , und es ist nur der monoklin e und der rhombisch e
Fall möglich. W enn eine Dr eierachs e vorhanden ist und nicht der
rhomboedrische Fall vorli egt, so muß es eine Zweierachse g.eben, die
nicht senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3
geht diese in 2 neue Lagen über, an denen sich gleiche Achsen be
finden müssen. Diese bilden unt er sich Winkel , die kleiner als 120°
sind. Sind sie 90°, so haben wir eine Konfiguration , die im kubi
sche n Fall vorlieg t, nämlich die rechtwinkl igen Koordinatenach sen und
die Dr eierachse, welche sie gleichwe rtig ma cht und zyklisch vertauscht.
Ist der 'Winkel 60°, so hab en wir wieder eine Konfiguration der
Oktaede rgru ppe, näm lich die Achsen durch die Mitten einer Seiten
fläche des Oktae der s und der sie begrenzend en Kant en. In den Fällen
von 45° und 30° werd en wir auf Vierer- und Sechsera chsen geführt.

Bei eine r Viererachse kommen wir auf Zweierachsen , die einen
Winkel von weniger als 90° bilden. Ist er 60 °, so hab en wir eine
Konfigurat ion des Oktaeders, ist er 45°, so ist der Wink el, den eine
dieser Zweierachs en mit der Viererachse bildet , die ja auch eine
Zweierachse ist , kleiner als 45° und wir kommen zu Sechserachsen.

Bei einer Sech serachse kommen nur die Winkel 45 ° und 30 °
in Betracht. 45° ist ausgeschlo sse n, denn wenn wir nur die ge raden
Drehunge n der Sechserachse nehm en, so ko mme n wir auf eine Dr eier
achse mit einem Winkel, der größer ist als 45° , d. h. auf den ku
bischen Fall. Ab er auch 30 ° ist ausgeschlossen, denn bezeichn en wir
die Zweierachsen in der Reihenfolge, wie sie durch die Dr ehung
entstehe n , mit 1 bis 6 , so müßten folgend es die Winkel zwischen
ihnen sein:

1:: (1 , 2) = 30° , 1:(1, 3) = 45°, 1:(1, 4) = 60° , 1::(1, 5) = 45°,
-)::: (1, 6) = 30°,

und dies ist offenba r nicht mögl ich.

Die 7 Axenkonfigurationen, die wir ge funde n hab en , bilden die
7 Kristallsysteme. Unter ihr en Gruppe n kommen zwei umiassens te vor,
die hexag onal e und kubi sche. Nun müssen wir die Untergruppen
aufsuchen (vgl. auch § ~7).
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§ 25. Die Kristallklassen.

Nicht jeder Kristall besitzt die volle Gruppe aller Symme trien
seines Systems, sonde rn bloß eine Unterg ruppe. Wir hab en ge sehen,
daß die einzelnen Gitter bereits dur ch Unterg ru ppen bes timm t sind,
ja wir haben sie sogar dur ch solche hergeleitet und erst nachträglich
gefunden , daß sie noch weitere Symmetrien aufweisen. Die volle
Gruppe ist jeweils das direkte Pro dukt der zugehörigen Bewegungs
gruppe und einer Gruppe von der Ordn ung 2, de ren Elemen te die
Identität und das Symme triezentrum sind. Dies e Gruppen heißen die
H oloedrie des betr effend en Systems. Normalteiler vom Index 2, z, B.
die Beweg ungsgruppe n, heißen im allge me inen Hemiedrien, solch e
vom Ind ex 4 Tetartoedrien,

W ir gehen nun an die Aufzählung der sämtlichen Unterg ruppen.
Jede von ihn en definiert eine bestimmte Kristall/flasse, hierbei werd en
aber zwei Gruppe n, welche dieselben Symmetr ieelem ent e in derselben
Konfigu ration, aber in verschie dener Lag e zum Gitte r aufweise n, nicht
als verschie den angesehen.

1. T rik lines System: Die H emiedrie besteht aus de r Ide ntität
allein , die H oloedrie ent hä lt außerdem noch das Sym me trieze ntrum.

2. Mono klines System : Die H oloedrie besteht aus E , eine r Zweier
achse , de m Symme trieze ntrum und eine r zur Achse senkrechten Sym
me trieebene und bildet eine A belsche Gruppe vom T ypu s (2, 2). Jedes
der dr ei zuletzt ge nannten Elem ent e bestimmt mit E zusammen eine
Untergruppe vom Ind ex 2, aber die mi ttlere gehört ins trikl ine
System, dah er bleiben zwei noch übrig: E + Symmetrieebene bildet
die H emiedrie, E + Zweierachse die H emimorphie.

3. Rhombisches S ystem. Die H oloedrie ist A belsch von der Ord
nung 8 und vom Typus (2 , 2 , 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der
Ordn ung 2 , die jewei ls aus E und einer der 3 Zweierachsen oder
der 3 Symmetrieebenen ode r schließlich dem Symmetriezentrum be
stehen. Alle diese gehören bereits zu einem der frühe ren Systeme .
Ferner gib t es 7 Unte rgruppe n von der Ordnung 4. Von diesen
bilden 3 die monokline Holoedrie, bezog en auf je eine der drei Achse n;
diese fallen weg. Außer diesen gibt es dr ei Unterg ruppe n, die aus
E, eine r Zweierachs e und zwei durch sie hindurchg ehend en Symmetrie
ebenen be stehen. Diese bilde n die rhombische H emimorphie Schließ
lich bleibt die Drehu ngsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthä lt
und rhombische H emiedrie heiß t.

4. Rhomboedrisches S ystem. Die Bewegungsgru ppe ist die Dieder 
g ruppe von der Ordnung 6. Die Holoedeie besi tzt die Ordnung 12.
Sie enthält einen Nor malteiler vom Ind ex 4, die T etartoedrie , deren
Faktorgrupp e A belsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch
drei Hemie drien : die Paramorphi e, welch e außer der Dr eierachse
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noch das Symme trieze ntrum und damit noch zwei Drehspieg elachsen
enthält, die Hemim orphie, welche außer der Achse noch Symmetrie
ebe nen dur ch dieselbe besitzt, und schließlich die Enantiomorphie,
welch e die sämtlichen ß Drehungen enthäl t.

5. Hexagonales Syst em. Hier bildet die Sechserachs e die Te
tartoedrie und ist Normaltei ler der Holoedri e vom Ind ex 4. Genau
wie im vorhe rige n Fa ll tre ten drei Hemiedrien auf, sie werden gleich
be zeichne t wie vorher. Fr eilich treten hier noch weite re Untergruppen
auf, die nachher untersucht werde n sollen.

6. Tetragonales System. 'Wie da s vorige.
7. K ubisches System. Hier bildet die Tetraedergruppe die Tetar

toedrie. Sie ist ge na u wie die dr ei vorige n in der Holoedrie enthalte n.
Die Enantiomorphie (reine Drehungsgru ppe ) ist hier offenbar die
Oktaedergruppe.

W ährend wir in ] bis 4 sämtliche Untergruppe n kennen, mü ssen wir
noch die übrigen Gruppe n unt ersuchen . Wir begin nen mit dem hexa
go na len Syste m. Die Grup pe hat die Ordnung 24, ihr e Sylowgruppe von
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sec hserachse zu
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Krist allklasse. Jed e
ander e Un terg ruppe ent hä lt die Untergruppe von der Ordnung 3, und
diese ist stets Normalteiler . denn es g ibt nur eine Dreierachse. Der
Index dieses Normaltei lers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorg ruppe
ist Abelsch und vom T ypus (2 , 2 , 2). Es gibt also 7 Unte rg ruppen
von der Ordnung (j und eb ensoviel von der Ordnung 12. Von der
Ordnung 6 ist die Sechserachse . fern er die dr ei Hem iedrien des
rhomboedrische n System s. Von den let zteren zählen aber die Hemi
mo rphie und die Ena ntio mo rphie doppelt , da wir aus den 6 Zweier
achsen des hexagonalen Systems auf zwei Arten dr ei auswählen könn en ,
um die E na ntiomorp hie zu erhalten. E be nso könn en wir aus den
6 Symmetrieebe ne n dur ch die Sec hse rachse auf zwei Arten dr ei aus
wähl en , welch e die Hemimorphie erge be n. Die beiden Konfigura
rati onen ergeben sich jeweils ause inande r dur ch Drehung von 60°
um die Dreierachse. Es bleibt also no ch eine Unterg ruppe übrig und
diese be steh t aus der Dreierac hse und ein er horizontal en Symmetrie
ebene, die also zur Achse senkrecht steht. Diese Klasse heißt die
trigonale Paramorphie. Sie gehö rt nicht zum rhomboedri schen Gitter,
denn dieses besitzt kein e hori zontal e Symmetrieeben e, sondern nur
zum hexagonalen, trotzdem wird sie mei st dem rh omboedri schen System
zugez ählt. Unte r de n Unte rg ruppen von der Ordnung 12 komme n 5
ber eits unter den früher aufgezählte n vor, und es bleiben zwei übri g,
die abe r nur als eine zählen. Es ist dies die Dr eierachs e mit dr ei
dazu senkrechten Zweierachsen , also die rhomboedri sch e Enantio
morphie, der ferner noc h eine horizontale Symme trieebene hin zugefü g t
ist. Diese Klasse heiß t die trigonale Holoedrie.



60 7. Kap. Permutationsgruppen.

Ähnlich liegen die Verhältnisse im tetragonalen System. Nimmt
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhält man
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt außer der
Achse noch eine Operation von der Ordnung 4, nämlich die Dreh
spiegelachse. Die' zugehörige Klasse heißt tetragonale T eiartoedrie
II. Art. Auch diese Gruppe ist Normalteiler der Holoedrie und in
drei Normalteilern von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst
einen haben, nämlich die tetragonale Paramorphie. Die beiden an
deren sind gleich beschaffen und entstehen durch Hinzufügen zweier
Zweierachsen und zweier Symmetrieebenen durch die Drehspiegel
achse, welche die Winkel zwischen den Zweierachsen halbieren. Diese
Klasse heißt die tetragonale Hemiedrie II. Art.

Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die
Untergruppen mit Dreierachsen gehören in das kubische oder das
rhomboedrische System.

Es ist bemerkenswert, daß bereits so einfache Gruppen, wie die
drei zuletzt behandelten, eine große Mannigfaltigkeit von Untergruppen
und eine äußerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des hexagonalen Falles
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von
Gruppen aufs nachhaltigste fördern.

7. Kapitel.

Permutationsgruppen.

§ 26. Zerlegung der Permutationen in Zyklen 1).

Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium
der durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders
wichtig, weil durch sie gewisse, für alle Anwendungen fundamentale
Gruppen in einfachster Weise behandelt werden können. Aber ihre
Bedeutung reicht noch viel weiter, denn wie bereits in § 4 gezeigt
worden ist, besitzt jede Gruppe eine Darstellung durch Permutationen,
und wir werden später sehen, daß sich jede Eigenschaft der Per
mutationsgruppen so aussprechen läßt, daß sie als Eigenschaft einer
abstrakten Gruppe erscheint.

Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Per
mutationen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation

(
1 2 3 4 5)
2 5 1 3 4

1) Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgI. § 60.
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wird 1 er setzt dur ch 2.. 2 durch 5, 5 dur ch 4, 4 durch 3 und 3 durch l.
Dies kann dur ch folgend es Symbol bezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3),
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschung oder einen Zyklus
der fünf Variablen in der Klammer verst eh en dergestalt, daß jede Zahl
dur ch die folgende, die letzte abe r durch die erste ersetzt wird. Offen
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das
obig e Klammersymb ol , aber das letzter e ist viel übersichtli cher als
di e bisher angewan dte Bezeichnung.

So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer
symbol abzulesen. Um z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils
um 2 Stellen nach rechts zu gehe n und allge mein für die note Potenz
in zyklischer Weise um n Stell en nach rechts. Man sieht sofort, daß
die fünfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt.

Als ein weiteres Beispiel betra chten wir die Permutat ion

(
1 2 3 4 5 ) .
5412 3

Hier ge ht 1 über in 5 . 5 in 3 und 3 in 1 , so daß hiermit bereits
ein Zyklus geschlosse n ist. 2 ge ht über in 4 und 4 in 2. In unserm
Fall ist also die Permutation das Pr odukt der zwei Zyklen (1, 5, 3)(2, 4),
von 3 resp. 2 Variabeln. Die Ordnung die ser Permutation muß
sowohl durch 3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht
überzeugt, gleich 6.

Man sieht nun sofort, daß sich jede Permutation in der an
gegebenen Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen läßt, wobei jede
Variable nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ung eändert bei
der Permutat ion , so gibt sie Anlaß zu einem Zyklus von einem ein
zigen Glied , und wir setzen fest , daß solche Zyklen weggelassen
werd en. So ist z. B.

(123)
3 2 1 = (1, 3) (2) = (1, 3).

Satz 62 : Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten
gemeinsamen V ieliachen der Ordnungen der einzelnen Z yklen, und die
Ordnung eines Zyklus is t gleich der Anzahl der Variablen, die darin
auftreten.

Sieht man von der Bedingung ab , daß 2 Zyklen keine gemein
samen Variablen enthalte n dürfen, so läßt sich selbstverst ändlich jede
Permutation auf beliebig viele Weise als Produkt von Zyklen dar
stellen , insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter
verstehen wir die Vert aus chung zweier aufeinander folgenden Variablen.
Der Zyklus (1, 2, 3 , . .. , n) kann offenb ar erse tzt werden durch die
aufeinander folgend en Transposition en (1, 2), (1, 3), (1, 4), ... , (1, n).
Es ist also:

(1, 2, 3 , . . ., n) = (1, 2)(1, 3)(1, 4) . .. (1, n),
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und in ähnlicher Weise lassen sich die übrigen Zyklen der Permutation
behandeln. Wir merken noch an, daß die Anzahl der Transpositionen
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im andern Fall eine
gerade ist.

Der zu einem Zyklus inverse Zyklus wird erhalten, indem man
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem
Produkt von Zyklen inverse Op eration erhält man, indem man die
Folge der Zyklen umkehrt und außerdem jeden einzelnen Zyklus
durch den inversen ersetzt. So ist z. B.

((1, 2, 3) (1, 2, 4)) -1 = (4, 2, 1) (3, 2, 1).

Nun gilt der

Satz 63: Die Anzahl der Transpositionen , aus denen eine Per 
mutation gebildet werden kann, ist stets gerade oder stets ungerade.

Beweis: Man bildet das Differenzenprodukt

(Xl - X2) (Xl - X3) ·· · (Xl - X,.) 1
.. ......(~: .: :"(~~ :.... (~~ .---:.~n ~ 1= D.

(Xn - l - xn )

Vertauscht man hier 1 und 2, so änd ert D das Vorzeichen, und all
gemein überzeugt man sich leicht davon , daß jede Vertauschung zweier
Indizes dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen
läßt daher Dungeändert, während eine ungerade Anzahl D in - D
überführt.

Eine Permutation wird stets entw eder D unverändert lassen oder
D in - D überführen. Im ersten Fall kann sie sich nur aus einer
geraden Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen zusammensetzen lassen.

Sind Sund T zwei Permutationen, so ist es eine für das Folgende
wichtige Aufgabe, die Permutation T -l S T zu bild en. Wir bezeichnen

S = (1, 2, . .. , n)
11, 12, .•. , 1

n
und

S T = (1 , 2, ,n) ,
ll ' l2' , ln

dann wird

T-1 S T=el,k2 , , k,,) .
l1' l2' , t,

Hieraus folgt der

Satz 64: Eine P ermutation S wird transformiert durch die P er
mutation T, indem man in den beiden Zeilen der P ermutation S die
Permutation Tausführt.
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In der Bezeichnungsweise dur ch Zyklen wird das Resultat noch
einfacher . Man überzeugt sich leich t, daß ein Zyklus durch die Per
mutation T tran sformi ert wird , indem man die Variablen des Zyklus
der Permutation unterwirft. So ergibt z. B. das Produkt der Zyklen

(1, 2, 3) (2, 3, 4 ) transformiert dur ch die Permutation ( 1, 2, 3, 4)
2, 1, 4, 3

das folge nde Pr odukt (2, 1, 4)(1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans
formi ert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert.

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist , d. h. jeweils aus
gleichviel Zyklen derselben Ordnung besteht , dur ch Transformation
ineinander überführbar. Z. B. (1, 2, 3, 4, 5) und (2, 4, 1, 5, 3) sind

, inand forrni b d h d' P . (1, 2, 3, 4, 5)meman er tran s or rmer ar urc Je ermutanon resp.
2, 4, 1, 5, 3

die dazu Inverse.
Zum Schluß dieses Paragraphe n seien noch ein .paar spezielle

Formeln ang eme rk t. Zwei Z yklen mit ein er einz igen gemeins amen
Variablen ergeben multi pliziert wiederum einen Z yklus :

(X l ' .. . , .1',, )(.1'1' Y2' . . " y","l = (Xl ' . . . , X"' Y2' Y3' . . ., y",).
Die Ordnung des zusam mengesetzten Zyklus ist gleich der um 1
ver minderten Summe der Ordnung en der beiden Faktoren.

Das P roduk t zweier T ranspositionen läßt sich durch dreigliedrige
Z yk len erzeugen . So ist

(a b)(cd) = (a bd)( acd) und (ab)(ac ) = (a bc) .

I nfolgedessen lassen sich alle geraden P ermutationen auch als P ro
dukte dreigliedriger Z yk len darstellen , und umgekehrt ist ein solches
Produkt stets eine gerade Permutation,

§ 27. Die symmetrische und alternierende Permutations
gruppe.

Die sämtliche n Permutationen von n Variablen bilden eine Gruppe
von der Ordnung n!, welch e die symmetrische Gruppe von n Varia
blen gen annt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert.

Besteht die Pe rm utation aus a Zyklen von der Ordnung 1,
b Zyklen von der Ordn ung 2, c von der Ordnung 3 usw, so daß
n = a + 2 b + 3 c +..., so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rech
nung zeigt,

n !

Permutationen von diesem Typus, wobei 01 = 1 zu setzen ist. Diese
Zahl stellt dah er auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen-
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den Klasse dar . Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe
ist gleich der Anzahl der Lösungen der Gleichung n = a+2 b+3 C+...
in ganzen Zahlen > O. Für n = 2 erhält man die Gruppe von der
Ordnung 2; n = 3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6 ;
n = 4 ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese
ist ja bestimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche
die Mittelpunkte gegenüberliegender Seiten des Oktaeders verbinden.
Eine weitere Besprechung folgt unten und wir gehen über zur

Definition : Die alternierende Gruppe von n Variablen besteht
aus den sämtlichen geraden Permutationen der n Variablen. Diese
bilden eine Untergruppe vom Ind ex 2 der symmetrischen Gruppe,
denn ist ~ die alternierende Gruppe und 5 irgendeine ungerade
Permutation, so stell t ~5 alle ungeraden Permutationen dar. ~ ist
ferner Normalteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit T ist auch
5- 1 T 5 eine gerade Permutation.

Die alternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von
der Ordnung 3. Im Falle von 4 Variablen a, b, c, d besitzt sie die
Ordnung 12. Wir beh aupten nun, daß diese Gruppe einen Normal
teiler von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permuta
tionen, welche die 4 Variablen zu je zweien vertauschen, zusammen
mit der identischen eine Untergruppe :

E , A =(a, b)(c, d), B = (a, c)(b, d), C = (a, d) (b, c)

mit den Relationen AB = BA = C; sie ist Abelsch und vom Typus
(2,2), also eine Vierergruppe. Daß sie Normalteiler ist, folgt daraus,
daß sie die sämtlichen Permutationen von dem betreffenden Typus
enthält. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier
Variablen besteht daher aus den Gruppen ~ , \8, 1I, E. wobei ~ die
alternierende Gruppe ist, \8 die eben aufge stellte Abelsche Gruppe von
der Ordnung 4 und II eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2.
~ und \8 sind Normalteiler der symmetrischen Gruppe, II dagegen
nicht. Weiterhin gilt nun der wichtige

Satz 65 1
) : Die alternierende Gruppe von n Variablen ist ein/ach,

sobald n größer als 4 ist.
Beweis : Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen

dreigliedrigen Zyklus (a, b, c) enthält, enthält alle weiteren dreiglied
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit der alternierenden Gruppe
überein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfügung stehen. so
kann man stets eine gerade Permutation angeben, welche die 3 Varia
blen (a, b, c) in drei beliebig gegebene Variable (al ' bl , Cl) überführt.
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b, c) in den
Zyklus (al' bl , Cl) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation

1) Galois , E. : Oeuvres, S. 26.
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des Normalteilers in folgender Weise durch Zyklen dargestellt:
5 = (al' .. . , ar) . .. (Cl' . . . , Cs) und wir machen die Voraussetzung,
daß s > 3 sei, dann gehört auch

zum Normalteiler , denn 5 geh t in T üb er, indem man die Variablen
( C

S
- 2 ' Cs- l ' Cs) zykli sch vertau scht, was eine gerade Permutation ist.

Der Normalteiler enthält also au ch 5 T -l, und man findet leicht, daß
die s der dreiglied rige Zyklus (c,- 3 , Cs ' C

S
- 2) ist, womit nach dem

Vorherg ehenden der Satz für alle Unterg ruppen bewiesen ist, die
Permutationen von höher er als zwei ter Ordnung enthalten.

W enn der Normalteiler di e Permutation (a, b) (c, d) enthält, so
muß er auch (b , e) (c, d) enthalten, wob ei e irgendeirie fünfte Variabl e.
die ja vorhanden ist, darstellt, und da s Produkt die ser beiden ist
wied erum ein dreigli edriger Zyklus, nämlich (a, e, b). Falls die Per
mu tation nicht bloß aus 2 Vertauschungen besteh t, so müssen es
mindest en s 4 se in, z. B. (al' a2 ) (bI' b2 ) (Cl' C2 ) (dl , d2 ) , alsdann ist
auch die folgende Pe rmuta tion im Normalteiler enthalten (al' a2)

(bI ' Cl) (b2 , dl ) ( C2 ' d2 )· Das Produkt di eser beiden ergibt eine Permu
tati on von der Ordnung 3, nämli ch (bI ' s; C2 ) (b2 , Cl' d2 ) , womit wir auf
den früh er en Fall zurückgeführt sind. Wir haben hierbei die übri gen
Verta usc hungen, welch e a llenfalls zur Permutation gehö re n, weg
gelas sen, da sie in beiden Permutationen gleich bleib en sollen und
sich dah er bei der Multiplika tion aufheb en .

§ 28. Transitive und intransitive Permutationsgruppen.

Von jetzt an soll en di e Variablen einer Permutationsgruppe auch
als solc he bezeichnet werden, inde m wir statt 1, 2, .. . , n schreiben :
Xl ' X2 , ·. · , X

l1
• n heiß t der Grad der Gru ppe.

Ind em wir nu n von einer Variablen , etwa Xl ausgehe n, unter
suchen wir, in welche Vari abl en Xl durch die verschiedene n Permu
tationen übe rgeführt wird. Da die identische Permutation in jede r Per
mutations gruppe enthalte n ist, so kommt darunter Xl selber vor . Durch
Einführung ein er geeigne ten Bezeichnungsweise dürfen wir annehmen,
daß die übrigen Vari abl en x

2
" '" xr sind. Wir behaupten nun, daß diese

r Variablen bei allen Pe rmutationen der Gruppe nur unter sich ver 
tau scht werden. Es möge nämlich bei der Permutation 5 die Variable Xi

in x
k

übergeführt werden, wob ei i eine Zahl zwischen 1 und r bedeutet.
Ist dann T eine Pe rmutation, die Xl in Xi überführt, so wird T 5
eine rseits zur Permutationsgruppe ge hören, andererseits a ber auch
Xl in x

k
überführen . Nac h der Vor au ssetzung folgt nun, daß k eben

falls ein Ind ex zwisch en 1 und r ist . Sind ferner i und k zwei In 
dizes zwisch en 1 und r und führen 5 resp. T die Variable Xl in Xi resp. Xk

S p e i sc r, Gruppenth eorie. 5
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über, so führt 5-1 T die Variable xi in xk über. Man sieht sonach, daß
durch Irgend eine Variable xi die zugehörigen Variablen Xl bis x

r

eindeutig bestimmt sind und man nennt Xl bis x r durch die Permu
tationsgruppe transitiv vel'bundene Variable. Eine Variable außer
halb von xl' .. . , x

r
wird wiederum einem transitiven System ange

hören, das durch eine beliebige unter seinen Variablen vollständig
bestimmt ist, und das System der n Variablen zerfällt somit in eine
Anzahl transitiver Teilsysteme. Ein e Permutationsgruppe, bei der
mehr als ein transitives System vorkommt, heißt eine 1ntransitil'e
Permutationsgruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines tran
sitiven Teilsystems, so bilden ihre dur ch die Gruppe hervorgerufenen
Permutationen eine mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe. Die
jenigen Permutationen , welche diese Variablen ungeändert lassen,
bilden also einen Normalteiler der ganzen Gruppe.

Als Beispiel geben wir die z~klische Gruppe von der Ordnung 6
in fünf Variablen :

(Xl' X2' X3) ( X4' x5) ·

Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten
Variablen ungeändert läßt, ist von der Ordnung 2, derj enige, der
x4 und x

5
nicht ändert, von der Ordnung 3.

Es genügt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuchen,
da sich die übrigen aus jenen zusammensetzen lassen.

Satz 66: In einer transitiven Permutationsgruppe von n Varia
blen bilden diejenigen Permutationen, die Xl resp, x2 usw. ungeän dert
lassen, ein System von n konjugierten Untergruppen vom Index nunter
der ganzen Gruppe.

Bew ei s: Daß die Permutationen, di e etwa Xl ungeändert lassen,
eine Untergruppe SJ bilden, ist klar ; sind fern er T und 5 zwei Per
mutationen, die beide Xl in Xi überführen, so gehört ersichtlich 51'-1

zu SJ, d. h. 5 und T gehören derselben Nebengruppe von SJ an .
Hiernach zerfällt die ganze Gruppe genau in n Nebengruppen von SJ.
Ist nun SJ' diej enige Gruppe, die Xi ungeändert läßt und T eine
Permutation, die Xl in Xi überführt, so wird 1'-1 SJ T eine Untergruppe
sein , die Xi ungeändert läßt; und da ihre Ordnung dieselbe ist wie
diejenige von SJ', so wird SJ'= 1'-lSJ1'.

Nach der Definition ist SJ eine intransitive Permutationsgruppe,
indem ja Xl für sich ein transitives System bildet. Wir müssen nun
untersuchen, was eintritt, wenn SJ in den übrigen Variablen transitiv ist.

Definition : Eine Permutationsgruppe ®heißt r-taotc transitiv, wenn
sie Permutationen enthält, die Xl' "" x

r
in jedes System von r Varia

blen aus Xl' .• . , X" überführen.
Aus die ser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, daß in der

Gruppe ® Permutationen auftreten, welche ein beliebiges System



§ 29. Darst ellung von Gr uppe n du rch Permutationen. 67

von r aus den n Variablen in ein beliebiges derartiges System über
führ en . Diejenigen Permuta tionen, welch e Xl ' . . . , X,. in sich selbst über 
führ en, bilden eine Unt ergruppe S), und diejenig en, welche diese Var i
ablen in ein und dasselbe System überführen, bild en eine Nebengruppe
von S) . Der Index von Sd ist a lso gleic h der Anzahl der möglichen
Systeme von r Var iabl en, in die XI' • • • , x,. übergeführt werden kann,
und diese Anzahl ist g leich: n. (n - 1) . . . (n - r + 1). Hieraus folgt der

Satz 67: Die Ordnung einer r-fa ck transitiven Gruppe vom
Grade n ist gleich n (n - . 1 ) . . . (n - r + 1) d, wobei d ein Teiler von
(n - r)! ist .

De nn a ist die Ordnung der Unterg ruppe S) , und S) vertauscht
11 - r Variable.

Wir bet racht en nun spezie ll die zweifach transitiven Gruppen.
E ine solche kann auch als tran sitive Gru ppe cha rakterisiert werd en, bei
welch er die Unterg ruppe, die XI ungeändert läßt, in den übrigen
Variablen transitiv ist. Denn sie muß Permutat ionen entha lten, die
X I' x2 in ein beliebiges Paar xI' Xi (i = 2, . .. , n) überführt ; daraus folgt
nun leicht, daß auch ein beliebiges Paar von Vari abl en Xi' Xk in Xi' Xl

übergeführt werden kann, wobei t =+= i . Da die Gruppe transitiv ist,
so gibt es jede nfalls eine Permutation, die Xl in Xi überführt und x2
möge dab ei in x" überge he n ; durch Zusammensetzung mit eine r ge
eigne ten aus den vorhin angegebene n Permutationen kann man nun
err eichen, daß k sowie i eine m beliebigen Ind ex gleich wird, womit
bewiesen ist, daß die Gruppe zweifach transitiv ist.

§ 29. Darstellung von Gruppen durch Permutationen.
Ber eits in § 4 hab en wir den Begriff der Darstellung eine r ab

strakten Gruppe eingeführt. E s ist vorteilhaft, ihn etwas zu erw eitern.
Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe ~ dar,

wenn jedem Eleme nt de r letzteren eine und nur eine Permutation
zugeordne t ist und umgekehrt jeder Permutation mindesten s ein Ele
ment , dergestalt, daß dem Produkt zweier E lemente auch das Produkt
der zugeordneten Permutation en zugeordne t ist. Die Permutations
gruppe ist also isomorph mit der abstrakten Gruppe. Im folgenden
wird die Aufgab e ge löst werden, alle Darstellungen eine r abstrakten
Gruppe dur ch tran sitive Pe rmutationsgruppen zu finden.

Ist S) irgende ine Untergruppe der abs trakten Gruppe ® vom
Index n und ist, in rechtsse itige Nebengruppen zerlegt

~ = S) + Sd T 2 + ... + S) Tn ,

so läßt sich in folgender W eise eine Permutationsgruppe von n
Variablen defin ier en, welch e mit ~ isomorph ist : Man multipliziere die
n Nebengruppen Sj, S) T~ , . .. , Sd T n rechts mit dem beliebigen El ement S

5*
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aus @. Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen
wir als die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht so
fort, daß man auf diese Weise eine Darstellung von @ erhält, wenn
man die n Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet.
Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, welche der Nebengruppen
durch 5 in sich selbst übergeführt werden. Wenn das z. B. für S)
der Fall ist, so muß die Beziehung gelten S) 5 = S';l, d. h. 5 muß in
der Untergruppe S) liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so
wird S) ungeändert bleiben. S) T bleibt ungeändert, wenn S) T 5 = S) l'
oder 1'-1 S) T· 5 = 1'-1 S) 1', d. h. wenn 5 in der zu S) konjugierten
Untergruppe T-l4) T liegt.

Hiernach läßt die zu 5 gehörige Permutation genau so viele
"Variable", nämlich Nebengruppen, ungeändert, als die Anzahl der
mit S) konjugierten Untergruppen beträgt, die 5 enthalten. Die
identische Permutation wird von allen denjenigen Elementen 5 er
zeugt, die in allen mit S) konjugierten Untergruppen enthalten sind.
Die Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen
Gruppe @ und umgekehrt ist jeder Normalteiler von @, der in S)
enthalten ist, auch in den mit S) konjugierten Untergruppen enthalten.
Bezeichnet IR den größten Normalteiler von @, der in S) enthalten
ist, so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische
Permutation, und die durch S) erzeugte Permutationsgruppe ist also
homomorph mit der Faktorgruppe @!IR. Nachdem das festgestellt
ist, können wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daß wir auf
diesem Weg alle transitiven Darstellungen der Gruppe erhalten, so
daß also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe
der durch sie dargestellten abstrakten Gruppe erzeugt werden kann.

Es sei nämlich @ die Permutationsgruppe und S) diejenige Unter
gruppe, die Xl ungeändert läßt, ferner sei

wobei S) Ti diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen Xl

in Xi überführen. Nun möge die beliebige Permutation 5 unter
anderem die Variable xk in die Variable Xl überführen. Wir behaupten,
daß die Beziehung gilt :

Zum Beweis bedenken wir, daß T k 5 die Variable Xl in Xl über
führt und somit eine Permutation aus S) Tl ist, etwa H Tl' Nun wird
S)Tk 5 = S) H Tl = S) Tl' womit die Behauptung erwiesen ist. Damit
ist bewiesen, daß die mit 5 bezeichnete Permutation der Variablen
Xl' • . . , X" identisch ist mit der Permutation der Nebengruppen von S';l,
die durch rechtsseitige Multiplikation mit 5 entsteht. Wir sprechen
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus :
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Satz 68: M an erhält jede Darstellung einer Gruppe durch tran
sitive Permutationsgrupp en, indem man irgendeine Untergruppe ~ und
ihre Nebengruppen rechtsseitig mit den Elementen der Grupp e multi
pliziert; ist irgendeine Permutat ionsgruppe gegeben und ~ diejenige Unter
gruppe, die eine der Variablen unge ändert läßt, so ist die durch ~ er
zeugte Permutationsgru-ppe identisch mit der gegebenen Permutations
grupp e, bei geeigneter Zuordnung der Nebengruppen zu den Variablen
der Permuta tionsgrubbe.

Die schon früh er ang egebe ne Darstellun g eine r Gru ppe von der
Ord nung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspring t, ist
offenbar in un ser er allgeme inen Aufstellung enthalte n, wenn man für ~
die Einheitsgruppe E wählt. Einige sche inbar andere Methoden, aus ab 
stra kten Gruppen Permutation sgruppen zu bilden, seien hier no ch be
sproche n. W ählt man sta tt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige,
@ = S~ + U'.J S~ +...+ UlI~ ' so erhält man eine Darstellung, indem
man dem Element 5 die durch linksseitige Multiplikation mit 5 - 1

her vorgerufene Permutat ion dieser Nebengruppen zuordnet. In der
Tat entsprich t

(
- S), U" S), .. . , U, S~)

5 die Permutation : . • . ,
5-1 \1, 5- 1 U'.J~ ' , 5 - 1 U" ~

(
' S-1 , U'.J~' , U" ~))

1':
J -1S} , 1'-1 U'.J ~ ' _. ., 1'--1 Un ~

und

(
- S), U'.J~ " .. , U,, ~)

51' :
1'-1 5 - 1S) , 1'- 15 - 1 U'.J ~ "' " 1'-15-1U" S~ .

Da sich nun ab er die durch T hervorg erufen e Perm uta tion auch so
schre iben läßt :

(
5 - 1s,.1, 5 - 1 U'.J S;J, ... , 5-1Un S~)

1': ,
T - 15- 1S-1, 1'-15-1U'.J S~ " . .,1'-15- 1UnS;>

so sieh t man , daß die Zusa mmensetzung der beid en zu 5 und T ge
hörigen Permutationen die zu 5 T ge hö rige Permutation ergibt.

Um nun zu beweisen , daß diese Permutationsgruppe bei geeigneter
Anordnung der Neb engruppen mit einer früh eren identisch ist, schreiben
wir die rech ts- und linksseitigen Neb engruppen in besonder er W eise
auf. Ist

@ = .\) + S-1 1''.J +...+ S~ 1'"

eine Zerlegung von @ nach rech tsseitigen Nebe ngruppe n , so ist
nach § 5

@ = .\.1+ 1';-1 ~ +...+ 1';;1 S)

eine solche nach linksseitig en Ne beng ruppe n. Multipliziert man der
Reihe na ch S} , ~ T '.J' •• " .\11'" rechts mit 5 , so erhält man genau di e-
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selbe Permutation der Nebengruppen, wie wenn man die linksseitigen

Nebengruppen Sj, Tel Sj, . . " T;;.t Sj links mit 5 - 1 multipliziert, so daß
in der Tat die durch linksseitige Multiplikation hervorgerufene Per
mutationsgruppe mit einer rechtsseitigen identisch ist.

Eine weitere Möglichkeit, die abstrakte Gruppe ® als Permutations
gruppe darzustellen, ist die folgende : PI" " , Pr seien die Elemente
einer Klasse von ®. Dem beliebigen Element 5 von ® ordnen wir
diejenige Permutation der Elemente P zu, welche durch Transfor
mation mit 5 gebildet wird, also S-IP

1S,
.. .,S-lP

rS
. Man sieht

ohne weiteres ein, daß dies eine Darstellung von ® ergibt; aber
auch sie ist identisch mit einer durch unsere allgemeine Methode
erzeugten. Sei nämlich Sj diejenige Untergruppe, welch e aus den
mit PI vertauschbaren Elementen der Gruppe besteht, dann ist r der
Index von Sj unter ® und die Nebengruppen von Sj sind Sj, Sj 52' . . ., Sj Sr '

wobei die Si der Gleichung genügen : Si- 1 PI Si = Pi'
Rechtsseitige Multiplikation mit 5 ergibt die Permutation

SjS, S'JS2S, . .. , SjSrS,

und WIr behaupten, daß dies dieselbe Permutation ist, wie

S-IP
1

5 , ... , 5 - 1 P rS .

In der Tat, wenn S'J Si 5 = Sj Sk ist, so wird Si 5 das Element PI in
P k transformieren, und daher 5- 1 Pi 5 = P k sein. Gleich wie also die
Nebengruppe SjPi durch 5 in Sj P; übergeführt wird, so Pi in P k'
womit die Behauptung erwiesen ist.

Zum Schluß soll noch untersucht werden, wann zwei verschiedene
Untergruppen Sj und SI' bei geeigneter Anordnung der Nebengruppen
zu derselben Permutationsgruppe führen.

Die Nebengruppen von Sj nehmen wir in der Reihenfolge :

e. Sj T2 , ... , Sj T r ,

Bei SI' wollen wir die Untergruppe selbst nicht an die erste Stelle
setzen, sondern wir bezeichnen die Nebengruppen allgemein mit

SI' U1 , SI' U2 , , •• , sr Ur'

Wenn nun die Vertauschung, die zu 5 gehört, in beiden Fällen
dieselbe sein soll, so müssen insbesondere diejenigen Elemente, welche
die erste Variable, nämlich Sj resp. SI' U1 ungeändert lassen, in beiden
Fällen dieselben sein . Nun folgt aus S'J 5 = Sj, daß 5 in Sj liegt und

aus sr U1S = SI' UI' daß 5 zu c:' Sl'U1 gehört. Es muß also

Sj = o:' SI' U1 sein , d. h. Sj und SI' müssen konjugierte Untergruppen
sein. Umgekehrt, wenn Sj und sr konjugierte Untergruppen sind, so
erzeugen sie dieselbe Permutationsgruppe bei geeigneter Numerierung
der Variablen.
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§ 30. Primitive und imprimitive Permutationsgruppen.
Die transi tiven Gruppe n werde n eingeteilt in primitive und im

primit ive Gruppe n.
Definition: Eine tra nsitive Pe rm uta tionsgruppe heiß t in/primitiv,

wenn sich ihre Variabl en dergestal t in System e mit meh r als einer
Var iablen einteile n lassen, daß die Variablen eines jed en Systems
entwe der nur unt er sich vertauscht werden , oder in die Variablen
eines ande ren Systems übergeführt werden .

Es ist klar, daß die Anzahl der Varia blen in jed em System die
selbe se in muß . Diejenigen Permutationen, welche die Variablen eines
jeden Systems nur unt er sich vertauschen , bilden eine n Normalteiler
der Gruppe, denn wir erha lten eine mit der Gru ppe isomorphe Per
muta tionsgruppe , wenn wir bloß die Vertausc hungen der System e unt er 
einander be trachte n. und die erwähnte Unterg ruppe gehört offenbar zu
der E inheits permuta tion dieser isomorphen Gruppe. Diejenigen Per
mu tationen hingegen. welche die Variablen eines bestimmten Systems
unter sich ver tauschen , bilden eine Untergruppe sr, welch e diej enige
Unterg ruppe S) enthält . die eine best immte Variable des Syst em s in
sich selbst transformier t.

Die imprimitiven Gruppen haben sonach die besonde re Eigen
schaft, daß d iejenige Unterg ruppe S) , welche eine Variable, z. B. Xl '

nicht ändert , in eine r weiteren Untergruppe sr enthalten ist. Um
gekehrt gibt eine solche Unte rg ruppe sr stets Anlaß zu einer
imprimitiven Gruppe. Denn sei sr = S) + S) S2 + ' ..+ ~Sl' und
@ = Si' -+- sr 1'2 -+- .. . -;- Sl'1'"" so werde n zunächst bei Multiplikation
mit eine m beliebigen Elem ent S die Nebeng ruppen von sr unt er sich
vertauscht. Eine Nebeng ruppe von sr besteh t genau aus den Ele me nten
von 1 Nebe ngruppe n von S). denn es ist z. B.:

sr 1'2 = s:.) T2 + SjS2 1'2 +... + S) SI 1'2 '

Die sä mtliche n Neb engr uppen von S) zerfallen sonach in m Systeme
von je 1 Nebengrupp en , und jedes Sys tem enthält gera de diejeni gen
Nebengruppen von ~) , die zusammen eine Ne beng rup pe von sr bilden .
E s ist nun klar, daß bei Multiplikat ion m it S die Nebe ngruppe n ein es
solche n System s entweder nur unt er sich permutiert werden, oder
a ber in die Nebengruppen eines neuen System s übe rge führt werden,
d. h. die durch .'-1 erzeug te Permutationsgruppe ist imprimitiv. Daß
eine Permutati onsg ruppe eventuell in mehrfach er W eise imprimitiv sein
kann, ist nun auch fast selbstverständlich; dies ist der Fall, wenn es
mehrere Unterg ruppen von (~ gibt , die S) entha lte n. Die Existenz
eine r jeden dieser besond eren Untergruppen macht sich dur ch eine
besonde re Ar t der Imprimi tivität g elte nd,

Die im primitiven Gruppe n sind stets nur einfach tra nsitiv, denn
im entgegengesetzten Fall müßt e z. B. das Variablenpaar Xl x2 in
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jedes der Paare Xl Xi übergeführt werden können, was der Tatsache
widerspricht, daß dieses Paar nur in ein Paar desselben oder eines
anderen Systems übergeführt werden kann.

Von besonderer Wichtigkeit sind die primitiven Gruppen. Sie
werden erzeugt durch solche Untergruppen s;;, von @, die in keiner
weiteren enthalten sind, d. h. von größten Untergruppen von @; und
wir können über sie einige wichtige Sätze angeben.

Satz 69: Der Grad einer primitiven Permutationsgruppe , die au/
lösbar ist, ist stets Potenz einer Primzahl p n und die Gruppe enthält
einen und nur einen kleinsten Normalieiler ; seine Ordnung ist p ",

Beweis : Es sei s;;, die (größte) Untergruppe von @, welche die
primitive Permutationsgruppe @ erzeugt, und sn ein kleinster Normal
teiler von @, dann ist @ = {sn, s;;,}. Weil @ auflösbar ist, so ist 9,
eine Abelsche Gruppe, deren Ordnung Potenz einer Primzahl, etwa p"
ist. Ist 'Il der Durchschnitt von s;;, und sn, so ist 'Il Normalteiler
vons;;, und es gilt dieBeziehungs;;, /'Il =@/sn (Satz 15 2

) . Hieraus folgt, daß
der Index von s;;, unter @ gleich dem Index von 'Il unter sn, d. h.
eine Potenz von p ist. Wir behaupten ferner , daß 'Il = Eist,
d. h. daß sn und s;;, zueinander teilerfremd sind. In der Tat sei P
ein Element, das s;;, und 9, gemeinsam ist , so ist P mit allen
Elementen von sn vertauschbar, weil sn Abelsch ist. Setzt man :
@ = s;;, + s;;, T'J+ .. .+ s;;, Tl' so darf man nach § 9 die Elemente
T 2 , •• • , Tl aus sn wählen. Die zu s;;, konjugierten Untergruppen sind

alsdann r:' s;;, Ti. Da P mit allen T vertauschbar ist, so kommt P
in allen zu s;;, konjugierten Untergruppen vor und gehört also zu
einem Normalteiler von @ , der in s;;, enthalten ist. Dies ist aber nicht
möglich, da s;;, außer E keinen Normalteiler von @ enthält. Hiermit
ist gezeigt, daß der Grad der Permutationsgruppe genau = pn ist. Es
bleibt nun noch übrig zu zeigen, daß 9, der einzige kleinste Normal
teiler von @ ist. Angenommen nämlich, es gäbe noch einen zweiten sn',
dann ist auch dieser Abelsch, und ferner ist jedes Element von sn mit
jedem Element von sn' vertauschbar, denn sn und sn' haben außer E
kein Element gemeinsam. Das direkte Produkt von sn und sn' ist selbst
ein Abelscher Normalteiler von @ und wir bezeichnen ihn mit 9)( .

Nun läßt sich genau derselbe Beweis, den wir für sn geführt haben,
auch für 9)( führen; also müßte der Index von s;;, unter @ auch gleich
der Ordnung von 9)( sein, was einen 'Widerspruch ergibt. Wir können
sonach den folgenden allgemeinen Satz aussprechen :

Satz 70: Ist s;;, eine größte Untergruppe der auflösbaren Gruppe @

und 9, der größte in s;;, enthaltene Normalteiler von @, dann besitzt
die Faktorgruppe (SJ /sn nur einen Abelsehen Normalteiler und dessen
Ordnung ist gleich dem Index von s;;, unter @.
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Da dieser Abelsche Normalteiler kleinster Normalteiler ist, so ist
sem Typus durch die allgemei nen Regeln bestimmt.

Wir wollen noch einige einfache Folgerungen aus unserer Me
thode angeben :

Satz 71: Ist $"',) eine Untergru ppe von @ vom Index n , und ist
ferner IJC der größte in S,;l enthaltene Normalteiler von @ , so ist die
Ordnung von @IIJC ein T eiler von n!

Denn die Gruppe fJJ /lJe läßt sich homomorph darstellen als Per
mutationsgruppe von n Var iabl en. Ist p die größte in der Ordnung
einer ein fachen Grupp e enthalte ne Primzahl, so bes itzt diese Gruppe
keine Unte rg ruppe, deren Index kleiner als p ist. Allg em einer läßt
sich folgender Satz ausspr echen :

Satz 72 : I st die Ordnung der Untergruppe S,;l gleich ab , die von @

gleich a b n , und ist jede in b aufgehende Primzahl > n, jede in a
aufgehende < n , so is t die Ordnung des größten in S,;l enthaltenen
N ormalteilers von @ durch b teilbar .

Be weis : E s sei IJI der größte in S,;l enthaltene Normalteiler von@,
dann ist die Ordnung von @/IJI ein T eiler von n! , diejenige von S,;l / 1JC

also ein T eiler von (n - 1)1. Diese letztere Zahl ist abe r siche rlich
zu b prim, folglich muß b in der Ordnung von IJI aufgehen.

H is t o r i s c h e 1\ 0 t i z : Sa tz 69 ist von Galois entde ckt worden. Di e A uf
ste ll ung sämt lic her au flösba rer primit iv er Gruppen vom Gr ad e pn b ildet den
In halt der zw eiten Hälft e von J ordans Traitc des subs t it utions . Der Verfass er
hat seine Bew eise später wesentl ich ver einfacht und in zw ei Abhandlungen ni eder
g el egt : R echerch es sur les g ro upes resolubles (Memor ie dell a P on tifi cia Acca
de mia Roman a dei Nuovi Li ncei 26 (1908), S. 7-39) und Memoir e sur les
groupes resolubles (J. de math. 1917 , S. 263 -374). Di e Fälle p3 und p' beh andelt
Gösta B ucht (D ie umf assendst en primitiv en metazykliseh en Kongruenz gruppen
mi t drei od er vier Va r iablen, Archi v för Mat. , Ast r. och F ys. Bd. 11, 1916.)

§ 31. Die Charaktere einer Permutationsgruppe.

Wir betracht en eine transitive Permutationsgruppe @ und zählen
bei jeder Permutation die Var iablen , die ung eändert bleiben. Diese
Zahl wird der Cn a r a k t er der Pe rmutation genannt, und wir wollen
einige Eigenschaften dieser wichtigen Zahlen herleiten.

S',) sei diejenige LJntergruppe von @, deren Permutationen eine
Variable ungeänd ert lassen, und es sei

@ = S',) + S)T2 +... + S,;l Tu '

Die Anzahl der Permutationen, welch e die erste Variable ungeändert
lassen , ist gleich der Anzahl der Elem ent e in $"',); diejenige der Per
mutationen , welch e die i -te Variable in sich selbst überführen , ist

gleich der Anzahl der Elem ent e in T i-
1 S,) Ti ' Auch ihre Anz ahl ist

gleich der Ordnung von S) . Für jede Var iable gibt es also genau
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gleich viele Permutationen, welche sie ungeändert lassen. Die Summe
der Charaktere aller Permutationen ist daher gleich der Ordnung von Sd
multipliziert mit n, also gleich der Ordnung von @. Ist die Gruppe
intransitiv, so wird jeder transitive Bestandteil an die Summe der
Charaktere denselben Bestandteil liefern. Hieraus folgt der

Satz 73: Ist @ eine Permutationsgruppe von der Ordnung g, so
ist die Summe der Charaktere der Permutationen gleich k g, wobei k
die Anzahl der transitiven Systeme von @ bedeutet.

Wir betrachten nunmehr die Elemente der Untergruppe Sd und
die zu ihnen gehörigen Permutationen. Die Summe ihrer Charaktere
ist gleich der Ordnung von Sd multipliziert mit der Anzahl der Komplexe,
in die @mod (Sd, Sd) zerfällt (Satz 73), denn nur solche Nebengruppen
von Sd, die zum selben Komplex gehören, sind bei der Untergruppe S,;>

transitiv verbunden. Diese Anzahl der Komplexe bezeichnen wir mit l .
Nehmen wir statt Sd die konjugierte Untergruppe Ti

1
S,;> Ti' so liefert sie

dieselbe Zahl für die Summe der Charaktere. Bei der Gesamtheit dieser
11 konjugierten Untergruppen erhalten wir als Summe der Charaktere die
Zahl 19. Hierbei sind nun die Elemente im allgemeinen mehrfach
gezählt, und indem wir sie ordnen, erhalten wir eine neue Abzählung
der Charaktere. Wenn nämlich der Charakter eines Elementes rist,
so tritt dieses Element genau in r von den zu Sd konjugierten Unter
gruppen auf. Jedes Element liefert also als Beitrag zu der Summe
das Quadrat seines Charakters. Nun kann man auch noch die Elemente
außerhalb des Systems der zu Sd konjugierten Untergruppen heran
ziehen. Ihr Charakter ist Null, und wenn wir sie zu unserer Summe
hinzunehmen, so wird nichts geändert. Dies Resultat kann man 111

folgendem Satz zusammenfassen :

Satz 74: Die Summe der Quadrate der Charaktere einer transi
tiven durch S,;> erzeugten Permutationsgruppe von der Ordnung g ist gleich
l g, wobei l die Anzahl der Komplexe von Nebengruppen dars tellt, in
die @ mod (Sd, Sd) zerfällt.

8. Kap i tel.

Automorphismen.

§ 32. Automorphismen einer Gruppe.
Ist @ irgendeine Gruppe und S eines ihrer Elemente, so erhält

man durch Transformation aller Elemente von @ mit Seinen Auto
morphismus (§ 8) von @. Ist nämlich AB = C, so folgt daraus
S-lAS ·S - l B S = S-lC S,

Die so entstehenden Automorphismen einer Gruppe nennt man
innere Automorptüsmen, Ersetzt man jedes Element durch das
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beim Automorphismus ihm entspreche nde , so erhä lt man eme Per
mut ation der Eleme nte. die man durch

{S-~XS }
bezeichn en kann, wobei X die Elemente von @ durchläuft. In vielen
Fällen gibt es aber auch weiter e Automorphismen der Gruppe und
diese nennt man zum Unterschied von den früh eren äußere Auto
morphismen. W enn dab ei dem Element X das Element X' zu
ge ordnet ist, so bezeichnen wir diesen Automorphismus mit

rX )

lX' J'
Als Beispiel für Gruppen mit äußeren Automorphismen erwähnen
wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 3, bestehend aus den
Element en A , A 2, A:l = E . Sie besitzt keinen innern Automorphis
mus , außer dem identi schen, dagegen den äußeren E' = E, A' = A2,
(A2)' =A.

Die ..~ämtlichen Automorphismen einer Gruppe bilden selbst
ein e Gruppe, denn. wenn man hintereinander die Permutation des
ersten Automorphismu s, dann diejenig e des zweiten ausführt, so erhält
man wied eru m einen Automo rphismus.

Diese Gruppe ist intransitiv, denn E wird stets sich selbst ent 
sprechen.

Satz 75: Die innern Automorphismen bilden einen Normalteiler
der sämtl ichen Automorphismen:

B ew eis : T ran sformi ert man den Automorphismus

( X )
t S - 1XSJ

durch den allgemeinen Automorphismus

so hat man nach Satz 64 in beiden
die zweite Pe rmutation auszuführen.
morphismus.

Zeilen der ersten Permutation
Dies ergibt den neuen Auto-

r X' }l 5'-1X' 5'

Er erse tzt jedes Element X' durch das El ement S'-lX'S'. Wir dürfen
hier das allgemeine El em ent X' selbstverständlich auch mit X be
zeichne n und unser Automorphismus ist identisch mit dem innern
Autom orphismu s
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Satz 76: Die Gruppe der innern Automorphismen ist isomorph
mit der gegebenen Gruppe und zwar entspricht der Einheit das Zentrum
der Gruppe, denn nur für dies e Elem ent e wird der Automorphismus
der identis che.

Wir geh en wied er aus von einer Gruppe (}j und wollen an 
nehmen, sie sei als Normalteiler in einer umfassenderen Gruppe 3
enthalten. Transformi ert man (}j durch irgend ein Elem ent von S,
so erhält man einen Automorphismus für (}j , der nicht notwendiger
weise ein inne rer ist. So erge ben z, B. die Died ergruppen einen
äuße rn Automorphismus für ihren zyklischen Normalteiler vom
Index 2. Es ist nun die Frage, ob sich zu einer beliebigen Gruppe (}j

eine umfa ssend ere Gruppe 3 definieren läßt, die in der angegebenen
Weise a lle Automorphismen von (}j liefert. Die Permutations
gruppen geben uns in der Tat die Mittel zur Hand , diese Fr ag e zu
bejah en.

Wir ge he n aus von der dur ch die Gruppentafel gelieferten Dar
stellung von (}j dur ch Permutationsgruppen. Zu dem Elem ent 5 gehört
so die Permutation, welche wir in unser er Symbolik mit

bezeichnen. Ist nun ein Automorphismus von (}j gegeben, wobei all
ge me in 5' dem S entsprich t, so ist die Permutation , welche 5 ent
spricht, offenbar die folgende

Diese letztere können wir aber auch so schre iben

( X' )

lX'5'J'
denn beide stellen dieselb e Permutation, bloß in anderer Reihenfolge
der Variablen da r.

Nehmen wir zu unserer Darstellung von (}j die Permutations
gruppe der Automorphismen von (}j hinzu, so sind beid es Unter
gruppe n der Gruppe aller Permutationen der Elemente von (}j . Die
beiden Gruppen erzeugen also eine Unt ergruppe der symmetri
sche n Gruppe aller Vertauschungen der El emente von (}j . Sie haben
überdi es keine Permutation außer der identischen gemein, denn während
die Gruppe der Automorphisme n E ungeändert läß t , wird bei der
Darstellung von (}j jeweils E in E 5 übergeführt und E 5 ist nur für
das Einheitselem ent = E . Die zusammengesetzte Gruppe bezeichnen
wir nun mit sr, die Darstellung von (}j wiederum mit (}j und be
haupten den
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Satz 77: @ ist No rmalteiler von sr und jeder A utomorphi smus
von @ entsteht durch T ransjormation mit einer Permutation von sr.

B e w ei s: sr ist nach Definition erzeugt durch die Gruppe @, aus

de r wir die Permutation { ~5 } her ausgreifen und durch die Gruppe

(X \
der Automorphisme n von ill, der en Permutationen wir durch tX' J
bezeichnen. Transformier en wir die erste der angegebenen Per-

mut ationen durch die zweite , so erhalten wir {~:5'}' Diese ist

(X \
identi sch mit tX5' l d. h, mit der zu 5' gehö rige n Permutation

von @ . Damit ist zunächst gezeigt, daß @ Normalteiler von sr ist ,
dess en Ind ex gleich der Ordnung der Gruppe aller Automorphismen
von @ ist. W eiter abe r folgt au ch, wenn wir beacht en , daß 5' da s
jenige Element ist. das 5 zugeordnet ist durch den Auto morphismus

{ ~, } , die Tat sache , daß die Transformation der El em ente von @

durch {~,} gerade den durch die ses Symbol repräsentierten Aut o

mo rphismus für @ erg ibt, wom it unser Satz vollständig bewi esen ist.

Definition: Die Gruppe sr heißt das Holamorpli von @.

sr hat offenbar die E ig en schaft, daß man die Nebe ng ruppe n des
Norma lte ilers @ erhält, ind em man @ der Reihe nach mit den Ele
menten einer zweiten Untergruppe von sr, nämlich der Gru ppe der
Auto morphisme n. multipliziert. Diese zweite Unterg ruppe besitzt selbst
einen Normaltei ler. der isom orph ist mit @, nämlich die Gru ppe der
inn ern Automorphism en von Ql. Diese letzter e ist abe r gew iß nicht
Normalteiler von SI, denn sonst wä re jed es seine r Elemente mit jedem
Element von @ verta usc hbar.

Satz 78 : Das Holomorpk einer Gruppe @ von der Ordnung g ist
der N ormalisator von @ in der symmetrischen Gruppe von g Variablen .

Bew eis : Unte r den Permutationen von @ ver stehen

immer {~5}' wob ei 5die El emente von @ durchläuft.

WIr WIe

Nun sei

irgendeine Permutation der g El emente gege be n : P = {~} Soll SIC

zum Normalisat or von Oj ge hö re n, so muß sie mit @ vertauschbar
sein, und wenn man die Permutationen von @ durch sie transformiert,
so erhält man eine n Automo rphismus von @ . Derselb e Automorphis
mu s wird ab er auch durch eine Permutation Q des Holomorphs ge-
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liefert. Bildet man nun P Q-l = R, so ist die Permutation R mit
allen Permutationen von @ vertauschbar und es bleibt nun noch zu
beweisen übrig, daß das Holomorph alle diese Permutationen enthält.

Es sei R = { ~,} eine Permutation, die mit allen Permutationen

von @ vertauschbar ist. Transformiert man {:s} mit dieser Per-

( X' }mutation, so erhält man l(X sy' Da diese Permutation identisch

sein soll mit der vorigen, so muß die Beziehung gelten (X 5)' = X' S .
Dies genügt, um die Beschaffenheit der Permutation R zu bestimmen.
Es sei nämlich A dasjenige Element, in das E durch R übergeführt
wird, d. h. es sei E' = A. Indem wir die obige Beziehung benutzen,
folgt:

X' = (E X)' = E' X = A X,

so daß sich R in folgender Weise ausdrückt : R = f X }. Läßt man
lAX

hierin A alle Elemente von @ durchlaufen, so erhält man n Per
mutationen, und es ist leicht zu zeigen, daß sie alle mit den Ele
menten von @ vertauschbar sind, denn führt man hintereinander die

beiden Permutationen aus: {:s} und {AXX} , so erhält man die

Permutation { Xl, gleichgültig welche Reihenfolge man gewählt
A X 5)

hat. Es bleibt nun noch übrig zu zeigen, daß die Permutationen von

der Gestalt R= f X} sämtlich im Holomorph von @ enthalten sind .
lA X

Nun gehört gewiß { X l als innerer Automorphismus zum Holo·
A X A-1 J

morph und ebenso {XX
A}.

denn dies ist eine Permutation von @,

also auch ihr Produkt. Dies ist aber die Permutation R.
Ein Automorphismus transformiert stets zwei Elemente, die zur

selben Klasse gehören, in zwei neue Elemente von derselben Eigen
schaft. Denn wenn A = 5 - 1B 5 ist , so geht diese Gleichung beim
Automorphismus über in die Gleichung A' = 5'-1 B' 5' , d. h. A' und B'
sind wiederum konjugiert. Die innern Automorphismen führen jedes
Element in ein Element derselben Klasse über. Bei äußern Auto
morphismen dagegen kann es vorkommen, daß die Elemente einer
Klasse übergeführt werden in die Elemente einer andern Klasse,
wofür die zyklischen Gruppen Beispiele liefern. Natürlich müssen
sowohl die Ordnung als die Anzahl der Elemente für zwei ver-
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schmolzene Klassen dieselben sein . Man kann zu der Gruppe der
Automorphismen eine isomorphe Gruppe bilden, indem man bloß
die Permutationen der Klassen unt er sich berücksichtigt. Der iden.
tischen Permutation en tspreche n dann diejenigen Automorphismen,
welch e die Eleme nte in ihren Klas sen lassen.

Wir sprec he n nun den Satz aus :

Satz 79: Diejenigen A utomorphismen , welche die Elemente in
ihren Kla ssen lassen, bilden einen Normalteiler der Gruppe aller Auto
morphi smen, dessen Ordnu ng nur Primteiler der Ordnung von @ enthält.

Dieser eben betrachtete Normalteiler ist ni cht immer identisch
mit der Gruppe der innern Automorphis me n.

B ew e is : Sei J irgendein Autom orphismu s aus diesem Normal
teiler, dessen Ordnung eine Primzahl p ist. Die Gruppe {@, ]}
enthä lt @ als Norrnalteiler, dessen Ind ex p gleich der Ordnung von J
ist. J ist ge wiß nicht mit allen El ementen von @ vertauschbar und
wir betracht en nun die Klasse der mit J konjugierten El ement e. Es
muß notwendigerweise Elemente gebe n , die mit keinem Element
dieser Klas se ver tauschbar sind (§ 17). Sei S ein solches Elem ent, dann
muß die Klasse , zu der S gehö rt, eine durch p teilbar e Anzahl von
Element en besitzen . Denn J kann mit keinem Elem en t der Klasse
von S ver tau schb ar sein. W äre nä mlich J mit T-1ST vertauschbar,
so wäre auch S mit T J T - 1 vert aus chbar , was gegen die Voraus
setzung ist. Tran sformiert man nun S der R eihe nach mit den
Potenzen von J, so erhä lt man p vers chiedene Elem ent e der Klasse
von S, und ind em man so fortfährt, sieht man , daß die Anzahl der
El emente in der Klas se durch p teilbar ist. Ist p zur Ordnung
von ill prim, so er ha lten wir einen Wider spru ch , denn dies e Anzahl
ist ein T eiler der Ordnung von @ .

Ist J ein Automorphismus, dessen Ordnung die Pot en z eine r
Primzahl pn ist, die prim ist zur Ordnung von @, so bilde man die
pn-l_te Potenz von J. Es gibt nun ein El em ent S von @ , das mit
dieser Pot enz und also auch mit jeder Potenz von J nicht vertausch
bar ist, außer mit E . Die Anzahl der E lemente in der Klasse von S
ist also ein Vielfach es von pn, d. h. sie muß aus mindestens pn ver
schiedenen Klassen VO ll @ zusamme ngesetzt sein.

§ 33. Charakteristische Untergruppen einer Gruppe.
Definition : E in Norma lteiler der Gruppe @ heißt eine cluirakte

l'istische Un ter gr up p e, wenn er bei jedem Automorphismus von Q)

in sich selbst übergeführt wird.
Mit Hilfe des Holomorphs sr von Q) las sen sich die sämtlichen

chara kteristische n Unterg ruppen von @ auffinden. Eine solche ist
nämlich stets auch Normalte iler von sr , und umgekehrt ist jeder
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Normalteiler von st , der in @ enthalten ist, charakteristische Unter
gruppe von @.

Wir greifen nun eine beliebige Hauptreihe von st heraus, die @

enthält:
st, stl' ... , @, Oll"' " @, = E .

Die Reihe @, @1' . . . , @r besteht aus lauter charakteristischen Unter
gruppen von 01, deren jede die folgende enthält, und zwar gibt es
zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern keine charakte
ristische Untergruppe von 01. Eine solche Reihe wird eine charak
teristische Reihe von ® genannt. Jede charakteristische Reihe von 01
kann zu einer Hauptreihe von st ergänzt werden. Man braucht zu
dem Zweck bloß die eben angeführte Reihe von Sf bis 01 anzuschließen.
Indem wir nun einfach die bekannten Sätze über Hauptreihen an 
wenden, erhalten wir den folgenden

Satz 80 : Ist 01, Oll' ... , @r= E eine charakteristische Reihe von @,

so sind die Faktorgruppen Oli/0li+1 einfache Gruppen oder das direkte
Produkt von solchen. Jede charakteristische Reihe einer Gruppe besteht
aus gleichvielen Gliedern und die darin au/tretenden Faktorgruppen
Olj/@i+1 sind bei zwei Reihen in ihrer Gesamtheit dieselben.

Bei auflösbaren Gruppen existiert also stets eine charakteristische
Reihe und die Faktorgruppe zweier aufeinanderfolgender Untergruppen
ist Abelsch, ihre Ordnung ist eine Primzahlpotenz pi und ihr Typus
(P , p, .. .).

Bei jedem Automorphismus geht der Kommutator zweier Elemente
A und B, nämlich Br! A-l B A wiederum in einen Kommutator, nämlich
denjenigen von A' und B' über. Daher ist die Kommutatorgruppe stets
eine charakteristische Untergruppe. Ferner ist die kleinste Unter
gruppe, welche alle Untergruppen von einer bestimmten Ordnung
enthält, stets eine charakteristische Untergruppe. Denn bei jedem
Automorphismus werden die Untergruppen von einer bestimmten
Ordnung nur unter sich vertauscht, daher wird die von ihnen erzeugte
Untergruppe in sich selbst übergeführt.

Eine weitere charakteristische Untergruppe ist das Zentrum. Ist
eine Sylowgruppe Normalteiler, so ist sie charakteristische Untergruppe,
denn sie ist dann die einzige Untergruppe von ihrer Ordnung.

§ 34. Vollständige Gruppen.

Der Begriff der charakteristischen Untergruppen einer Gruppe 01
ist insbesondere dann von Wichtigkeit, wenn @ selbst Normalteiler
einer umfassenderen Gruppe @' ist. Jede charakteristische Unter
gruppe von @ ist dann auch Normalteiler von 01'. Wir betrachten
nun das Holomorph st von 01 und machen die Voraussetzung, daß 01
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eine charakteristische Untergruppe von sr ist. Ist sr selbst als Normal
teiler in sr' enthalten, so ist @ Normalteiler von sr', und wir zeigen
nun, daß es in jeder Nebengruppe von sr ein Element gibt, das mit
jedem Element von @ vertauschbar ist. Es sei 5 irgendein Ele
ment aus sr', so liefert 5 - 1 @ 5 einen Automorphismus von @, der
auch durch ein Element K des Holomorphs sr hervorgerufen wird.
5 K -l ist mit jedem Element von @ vertauschbar und gehört zu der
selben Nebengruppe von sr wie K .

Definition: Ein e Gruppe, deren sämtliche Automorphismen innere
Automorphismen sind, und deren Zentrum nur aus E besteht, heißt
eine vollständige Gruppe.

Satz 81: Wenn eine vollständige Gruppe @ Normalteiler einer
Gruppe @' ist, so ist @' das direkte Produkt von @ und einer anderen
Untergruppe.

Beweis: Nach dem eben Ausgeführten gibt es in jeder Neben
gruppe von @ ein mit allen Elementen von @ vertauschbares Ele 
ment. DIe Gesamtheit der mit allen Elementen von @ vertauschbaren
Elemente bildet einen Normalteiler von @', dessen Ordnung mindestens
glei ch dem Index von @' unter @' ist. Dieser Normalteiler hat
aber mit @ außer E kein Element gemein. Daher ist seine Ordnung
gleich dem Index von @, und @' ist das direkte Produkt von @ mit
diesem Normalteiler.

Wir erweisen nun an einem einfache n Beispi el die Existenz von
vollständigen Gruppen. Es sei P ein Element, dessen Ordnung eine
ung erade Primzahl p ist. Man erhält die sämtlichen Automorphismen
dieser zyklischen Gruppe, indem man P irgendeine zu p prime
Pot enz zuordnet.

Ist reine Primitivzahl für p, so bild e man die durch folgende
El emente erzeugte Gruppe :

AP = E, BP-I = E, B-1A B = Ar .

In dieser Gruppe ist offenbar {A} charakteristische Untergruppe.
Wir behaupten, daß sie eine vollständige Gruppe ist . Ist nämlich
irgendein äußerer Automorphismus gegeb en, so wird er einen Auto
morphismus von {A} ergeben, der auch durch Transformation mit
einer Potenz von B geliefert wird. Wenn daher die Gruppe einen
äußeren Automorphismus zuläßt, so muß sie auch einen solchen be
sitzen, der A in sich selbst überführt. B muß alsdann in ein Ele
ment B.A 8 (s = 1 , 2, .. ., P) übergehen, denn auch das zugeordnete
Element B' muß A in Ar transformieren.

Der Automorphismus ist nun aber vollständig bestimmt, wenn
feststeht, in welche Elemente die erzeugenden A und B übergehen.
Wir behaupten jetzt, daß der Automorphismus A' = A, B' = B A8 ein
innerer ist und zwar. daß er durch Transformation mit einer Potenz

Sp e i s e r , Gruppentheorie. 6
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von A geliefert wird. In der Tat folgt aus B r )A B = A' leicht:
AB A-I=BA,-1. Da r von 1 verschieden ist, so .ist A,- 1 ein El e

ment von der Ordnung p, das wir der Einfachheit halb er mit A be 
zeichn en.

Indem man weiter transformiert, erhält man die Gleichung

Ai B A- i = BÄ i

und unter diesen ' p inneren Automorphismen kommt sicher der zu
unt ersuchende vor. Dami t ist z, B. nachgewi esen, daß die Dieder
gruppe von der Ordnung 6, d. h. die symme trische Gruppe von
3 Variablen, eine vollständige Gruppe ist.

Wir geben nun ein hinreichend es Kriterium einer vollständigen
Gruppe, indem wir den Satz beweisen :

Satz 82 : Die Gruppe der Automorphismen einer Gruppe @ ohne
Zentrum ist eine vollständige Gruppe, wenn ihre Unt ergrupp e der
inneren Automorphismen eine charakteristische ist .

Beweis: Die Gruppe der inneren Automorphismen ist horno 
morph mit @, weil @ kein Zentrum besitzt. Wir bezeichn en sie in
folgedessen mit @ und die ganze Gruppe der Automorphismen
mit~. Jeder Automorphismu s von @ wird durch Tran sformation

mit einem Element von ~ geliefert. Denn sei {X) ein solches , soX'J .
h d · A hO {( X J) üb . { X ' )~ge t er innere utomorp Ismus u er m ,

~S-lXS S' -I X'S')
d. h. das Element S von @ wird in 5' überg eführt und das ist ge rade
der betrachtete Automorphismu s. W ir betracht en jetzt das Holomorph

von ~ . @ ist Norma lteiler und infolgedessen gibt es in jeder Neben

gruppe von ~ ein mit allen Elem ent en von @ vertauschbares Ele
ment. Die Gesamtheit dieser Eleme nte bildet einen Normalteiler 9(

des Holomorphs, dessen Ordnung mind est ens gleich dem Ind ex von 12{

ist. 9( und 12{ sind nun teil erfremd , da es in ~ außer E kein mit
allen El em enten von @ vertauschbares Element gibt. Das Holomorph
von ~ ist also das direkt e Produkt von ~ und 9( und es liefert
für 12{ keinen äußeren Automorphismus. Daher ist 91 eine vollst ändige
Gruppe.

§ 35. Automorphismen Abelscher Gruppen.

Ist @ eine Abelsche Gruppe von der Ordnung n = p; ' . . . P;', so

ist sie das direkt e Produkt von rAbeischen Gruppen mit den Ord

nun gen p;', .. ., p;' . Jede dieser Unterg ruppe n ist charakteristische

Untergruppe und wird dah er bei jedem Automorphismus in sich selbst
transformiert. Die Aut omorphismengruppe von @ ist das direkte
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Produkt der Automorphism engruppen dies er Untergruppen. Daher
kommt es nur darauf an, die Automorphismengruppe solche r Abel
sehen Gruppen zu betr acht en, deren Ordnung eine Primzahlpotenz pr
ist. Wir beginnen mit dem Typu s (P, p, ...). Ein Automorphismus
ist festgelegt durch Angabe derj enigen Elem ente, in welch e die Basis
eleme nte überg ehen. Für da s erste El em ent hat man freie Wahl
unt er den pr - 1 von E verschiedenen Elem ent en, für das zweite
noch unt er den pr- p Eleme nten, die nicht Pot enzen des aus 
gewählte n sind, usw. Die Ordnung der Automorphism engruppe ist also

(pr _ 1) (pr _ p) .. . (pr _ pr-I).

Sie läßt sich in bem erkenswert er Weise durch Matriz en 1) darstellen.
Bei einem Automorphismu s mög en die Ba siselemente Al' A2 , ' 00 ' Ar
üb erg ehen in Al" A/, . .. , A ,.' und es sei

A k' = A~lk A;2k .. . A;rk (k = 1,2,. 00 ' r).

Die Matrix (ai..) besteht aus (mod P) reduzi ert en ganzen Zahlen.
Ist (bi k) die Matrix für einen anderen Automorphismus der selben
Gruppe, so erhält man diejenige für den zusammeng esetzten Auto
morphismu s dur ch Zusammensetzun g der Matriz en (an) und (bik) Zeilen
mit Kolonnen, wie man sich sofort durch Einsetzen überzeugt. Eine
Matrix liefert dann und nur dann einen Automorphismus, wenn sie
umkehrbar ist, d. h. wenn ihr e Determinante =$= 0 (mod p) ist .

Satz 83: Die Gruppe der Automorphismen einer Abelschen Gruppe
von der Ordnung pr lind vom T ypus (p , p , . . .) ist homomorpb mit der
Gruppe homogener ganzzahliger linearer Substitutionen von r Variablen
(mod p) betrachtet, deren Determinante =$= 0 (mod p) ist.

Oft läß t sich ein Automo rphismus durch Einführung neuer Basis
element e auf eine einfachere Gestalt bringen, wie folg endes Beispi el
verdeutlicht : E s sei r = p - 1 und de r Automorphismus bestehe in
der zyklischen Vertauschung der p - 1 Basiselem ent e Al" ' " A p _ 1'

Wir führen jetzt die neuen Basiseleme nte BI " ' " B p _ I ein dur ch die
Gleichungen

Da die Determinante der zuge hörigen Matrix gleich dem Differ enzen
produkt der Zahl en 1 , 2, . .. , p - 1 ist, so ist sie zu p prim, die B
bilden daher wied erum eine Basis der Gruppe. Bei dem Auto morphis -

mus g eht B, in B; über, wobei t durch die Kongruenz st _ 1 (mod p)
be stimm t ist. Dieser Satz ist gleichbe deutend mit der Tatsache, daß
die zyklische Permutation von p - 1 Variabeln (mod p) vollständig

1) Wir benutzen im folgend en einige Begriffe, die e rst in § 40 aus
eina ndergese tzt werden .

6*
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reduzierbar ist auf die Diagonalform und daß ihre charakteristischen
Wurzeln aus den Resten 1, 2, .. . , P- 1 (mod P) bestehen (§ 58).

Genau nach denselben Prinzipien wie oben lassen sich auch die
Gruppen vom Typus ir. pa, . . .) behandeln. An die SteIle der
Matrizen mod p treten diejenigen mad r. Wir woIlen die eigen
tümliche Struktur dieser wichtigen Gruppen aufdecken. Die Gruppe
der ganzzahligen Matrizen von r Zeilen und Kolonnen bestehend aus
Resten mod pa sei mit @ bezeichnet. Die Determinanten der Matrizen
müssen $0 (mod P) sein. Diejenigen Matrizen, die (mod P) der
Einheitsmatrix kongruent sind, bilden einen Normalteiler 91 von @,

und allgemein bilden die Matrizen, die der Einheitsmatrix (mad pi)
kongruent sind, den Normalteiler 91i. Die Faktorgruppe @/91 ist
offenbar homomorph mit der Gruppe der Matrizen (mad P) , ihre Ord
nung ist daher (pr-I) (pr_p)(pr_p2) . .. (pr_pr-1) . Um nun
die Faktorgrupe IJld91i+l zu bestimmen, müssen wir die Substitutionen
von 91i (mod pH 1) betrachten. Sie haben unter Benützung der Addi
tion von Matrizen (vgI. S. 101) folgende Gestalt: E + pi A, wobei E die
Einheitsmatrix und A eine ganz beliebige ganzzahlige Matrix mod p
bedeutet. Die Gruppe mi/mi + 1 hat also die Ordnung pr". Sind
E + pi A und E + piB zwei Matrizen aus 91i , so ist die zusammen
gesetzte

(E + pi A) (E + pi B)= E + pi(A + B) (mad pi+1),

d. h. die Gruppe NJN i +1 ist homomorph mit der additiven Gruppe
der Matrizen A (mad P). Diese ist ersichtlich vom Typus (P, p, . . .)
und kann erzeugt werden durch die r2 Matrizen, die je an einer SteIle 1
stehen haben und sonst überall O. Wir sprechen das in folgendem
Satz aus :

Satz 84: Die Automorphismengruppe einer Abelsehen Gruppe von
der Ordnung par und vom Typus (pa, pa, . ..) besitzt eine Reihe von
a Normalteilen 911 , 912 , .. . , lJla - 1, E, von denen jeder im vorher
gehenden enthalten ist. Die Faktorgruppe @!'fl1 ist homomorph mit
der Gruppe der Automorphismen der Abelsehen Gruppe von der Ord
nung pr und vom Typus (p, p, .. ,) , die übrigen Faktorgruppen sind
Abelseh von der Ordnung r: und vom Typus (p, p, ...).

Ist E + pi A eine Matrix aus I)'i' so ist ihre p-te Potenz gleich

E + pH1 A + P(P '/,-Jj p2i A2 + ... und für p > 2 wird diese Matrix

= E (mod pi+l), aber nicht (mod pi+2), d. h. sie liegt in N i+1, aber
nicht mehr in N i H . Derselbe Schluß gilt noch für p = 2 und i > 1-

Wir gehen nun über zum allgemeinsten FaIl einer Abelschen
Gruppe von der Ordnung pr.. Sie möge in ihrer Basis n

1
Elemente

von der Ordnung p, n2 von der Ordnung p2, ... , nr von der Ord-
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nung P' enthalten, so daß n = n l + 2n2 +... + r nr , Die p·ten
Potenzen der Basiselemente erzeugen eine charakteristische Unter
gruppe 91, bestehend aus allen Elementen, welche p-te Potenzen von
Elementen sind. Diese Untergruppe wird daher bei allen Automor
phismen von ® in sich selbst transformiert. Wir betrachten die Unter
gruppe der ganzen Automorphismengruppe m:, bestehend aus den
jenigen Automorphismen, die die Elemente von 9C nicht verändern.
Sie bildet einen Normalteiler m:1 von ~{ und wir wollen sie näher
untersuchen. Bei den Automorphismen von m: l werden die Elemente
einfach mit Elementen der Ordnung p multipliziert, denn geht 5 über
in 5' und setzt man 5' = 5T, so muß nach Erhebung in die p-te Potenz
für 5 und 5' dasselbe Element hervorgehen, d. h. es wird TP = E .
Allgemein sei \l3i der Komplex der Basiselemente von der Ordnung pi.
Die Basiselemente aus \l3'.l"' " \l3r darf man mit ganz beliebigen
Elementen der Ordnung p multiplizieren, immer erhält man Auto
morphismen aus m: l , und diese bilden eine Untergruppe von der
Ordnung p(n1+n2+.,. +n, )(n2+ ... +11, ), und zwar ist sie ein Normalteiler
von m:

l
, denn sie besteht aus allen Automorphismen aus m:

l
, welche

die sämtlichen Elemente von der Ordnung p, insbesondere diejenigen
aus \l31 ungeändert lassen. Der Typus ist (p, p,...).

Nun betrachten wir die Elemente aus \l31 ' Die durch sie er
zeugte Gruppe besitzt eine Automorphismengruppe von der Ordnung

1jJ(n l) = (pn1 - 1)(p1l1 - P) . . . (pn1_ pnt-l) .

Außerdem darf noch jedes dieser Basiselemente mit einern beliebigen
der durch \l32' \l33, . .. , \l3r erzeugten Elemente von der Ordnung p
multipliziert werden, deren Anzahl zusammen mit E gleich pn2+ ,.. +nr ist.

Man findet so für die Ordnung von Al :

1jJ (ni) ' p(2n1+112+ .. . +11,.) (n2+ .. . +nr ) .

Diese Formel gilt auch für n 1 = 0, wenn man 1jJ (0) = 1 setzt .

Hierdurch gelangt man zu einer Rekursionsformel. Die Faktor
gruppe m: jm:

l
ist nämlich hornomorph mit der Automorphismengruppe

der Gruppe aller p-ten Potenzen von ®, wie leicht ersichtlich ist.
Diese kann gleich behandelt werden. Man findet folgendes Resultat:

Satz 85: ® sei eine Abelsche Gruppe mit ni Basiselementen von
der Ordnung pi (i = 1, 2, . .. , r) und m:i sei die Untergruppe der Auto
morphismengruppe von ®, welche die Elemente, die pi-te Potenzen von
Elementen aus ® sind, ttngeändert läßt, so besitzt die Automorphismen
gruppe m: von ® folgende Reihe von Normalteilern m:r = m:, m:r - 1 , ... , m:l , E.
Die Faktorgruppe m:i/m:; -1 besitzt einen Abelschen Normalteiler vom
Typus (p, p, ... .) und von der Ordnung P(lI/+ .. . +1I,,)(ni+ t+ · .. +nr ) , dessen
Index gegeben ist durchip (ni) pll; (n/+1+ ... +11, ).
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In der Ordnung der Automorphismengruppe gehen also nur
solche Primzahlen auf, die eine der Zahlen

p, p - 1, p2 - 1, .. . , pm - 1 .

teilen, wobei m die größte der Zahlen ni ist.
Zum Schluß soll noch eine praktische Methode zur Herstellung

aller Automorphismen Abelscher Gruppen angegeben werden. Sie
besteht in folgendem Verfahren: Man greift eine Untergruppe S)
heraus und sucht eine Untergruppe von @, etwa @", die homomorph
ist mit @!S). Alsdann multipliziert man jedes Element einer Neben
gruppe von S) mit demjenigen Element von @", das ihr beim Homo
morphismus entspricht. Man beweist leicht, daß jeder Automorphis
mus auf diesem Weg erhalten wird, aber dieses Verfahren liefert nicht
stets Automorphismen, wie sogleich an einem Beispiel gezeigt wird:
Wählt man für S) die Untergruppe E, so wird @" = @. Daher wird
jedem Element sein Quadrat zugeordnet. Es ist klar, daß dies dann
und nur dann einen Automorphismus ergibt, wenn die Ordnung der
Gruppe ungerade ist. Dagegen erhält man stets einen Automorphis
mus einer Abelschen Gruppe, wenn man die Elemente in die s-te
Potenz erhebt, sobald s prim ist zur Ordnung der Gruppe.

§ 36. Zerlegbare Gruppen.
Bei unseren Untersuchungen über 'Abelsche Gruppen ergab sich

als fundamentaler Satz, daß jede dieser Gruppen das direkte Produkt
zyklischer Gruppen ist. Zyklische Gruppen, deren Ordnung eine
Primzahlpotenz ist, lassen sich nicht mehr als direktes Produkt von
zwei Gruppen, die beide von E verschieden sind , darstellen. Wir
wollen eine Gruppe, die nicht das direkte Produkt zweier Gruppen
ist, als eine unzerlegbare Gruppe bezeichnen. Zwei verschiedene Zer
legungen einer Abelschen Gruppe als Produkt unzerlegbarer Gruppen
haben die Eigenschaft, daß jeder unzerlegbare Faktor der einen Zer
legung homomorph ist mit einem solchen der zweiten. Auf diese
Eigenschaft gründeten sich ja die Invarianten der Abelschen Gruppen.
Im allgemeinen gibt es mehrere Zerlegungen, so besitzt z. B. die

Abelsche Gruppe vom Typus (p, p) im ganzen P(P;{!1 verschiedene

Zerlegungen als Produkt zweier zyklischer Gruppen, wenn man von
der Reihenfolge der Faktoren absieht.

Es fragt sich nun, wie die Verhältnisse liegen, wenn es sich um
nicht Abelsche Gruppen handelt, die direktes Produkt von Gruppen
sind . Derartige Gruppen nennen wir zel'legbare Gruppen, sie lassen
sich stets als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen.

Zunächst behandeln wir als Gegenstück zu den Abelschen Gruppen
die Gruppen ohne Zentrum und beweisen von ihnen den folgenden
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Satz 86: Eine zerlegbare Gruppe ohne Zentrum läßt sich auf eine
und nur eine Weise als Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen, von
der Reihenfolge der Faktoren abgesehen.

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, müssen wir zunächst
einige einfache Bem erkungen über die direkten Produkte ma chen.
Es se i @ = Sd1•Sd2 . , , Sd

n
eine Zerlegung von @ in unzerlegbare Fak

toren . Dann ist jedes Eleme nt von Sd i mit jedem El em ent von Sdk
vertauschbar, sobald i =l= k, denn die Normalteiler Sd hab en außer E
kein El em ent geme insam. Jedes Eleme nt von ® läßt sich auf eine
und nur eine W eise als Produkt von El ementen aus Sd1 ' Sd2' . . . , Sdn

darstellen. Ist al so H = H i ' H 2 • , • H n ' wob ei H, in Sd i liegt, so sind
diese Faktoren H 1 , H 2 " . , eind eutig bes timmt durch H . Man nennt
Ht den Konstituenten von H in S~i' Selbstverständlich sind die Kon
stitu enten eine s Elementes H unt er sich und mit dem Element H ver
tauschbar. Nun seien Hund K zwei vertauschbare Elemente. Wir
können leicht zeig en, daß alsdann auch die Kon stituenten dies er
E lemente unt ereinander vertauschbar sind. E s ist nämlich K 1 ver
tau schbar mit H

2
. " H n , Transformieren wir nun K mit H, so ' er

halten wir wied erum K , infolge des sen mü ssen auch die Konstituenten
von K bei der Transformation mit H in sich Selbst übergeführt
werden. Daher muß K; mit H und also auch mit H 1 vert auschbar
se in. Nunmehr sind wir in der Lage, un ser en Satz zu bew eisen .

Es se ien 2 Zerlegunge n von @ in unzerlegbare Faktoren geg eben :

® = S~ 1 ' . , S) r = ~l • . • ~" ,

Die Kon stitu ent en der El em ente von ~i in Sd
1

bilden eine Unterg ruppe
von Sd1' denn ist H, der Kon stituent von K in Sd l und H'1 derjenige
von K', wobei Kund K' in Sf j liegen, so ist H; H'1 derj enige von
K K'. Allge me in bilden die Konstituente n der E leme nte irgendeiner
Unterg ruppe von ® in eine m unzerlegbaren Faktor eine Untergruppe.

Man betrachte nun der Reihe nach die Konstituen ten von
~1 ' ~2' " . • Sf" in S)l' Jede ist eine Unterg ruppe von 5';,11 und wir
behaupten, daß diese Untergruppe n zuei na nde r teilerfremd sind.
Sei nämlich H Konstituent in S;l1 eines Eleme nte s K

l
aus ~l und

eines E lementes K 2 aus Sf2 ' Da tc, mit allen E leme nten von
~2' Sl':!, . . . , ~" vertauschbar ist, so gilt dasselbe von seinem Kon
stituente n H . \Veil H ' aber auch Kon stitu ent von K 2 ist, so ist es
au ch vertauschbar mit a llen Eleme nten von ~1 ' ~3' . . . , d. h. H ist
mit allen Elementen von sr1 ' ' , . , sr"und also auch mit allen Eleme nten
von ® vertauschbar. Hieraus folgt , da ß un ter unsere r Voraussetzung

übe r ® für H nur E in Betracht kommen kann. Sind nun ~l ' . • • '~8

die Konstituent en von sr l ' . • . , ~,. in S~l ' so sind die Unte rgruppenjj, zu
je zweien teilerfr emd. Fe rne r ist jedes E leme nt der eine n mit jedem
Element jeder anderen vertauschbar. S~ muß nun identisch sein mit
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dem direkten Produkt ~1" ' " SJ., denn jedes Element H von Sj ist
Produkt seiner Konstituenten in sr1 , • . . , sr" also Produkt von Ele
menten aus SS"1' .. . , ~.. Weil Sjl unzerlegbar ist, so muß Sj mit
einer der Untergruppen SS"i übereinstimmen, während die übrigen nur
aus dem Element E bestehen. Hieraus folgt, daß Sjl in einem der
unzerlegbaren Faktoren sr1 ' ... , sr. enthalten ist, etwa in sr1 , während
es mit den übrigen teilerfremd ist. Genau dasselbe kann man nun
für sr1 zeigen : srl ist in einer der Gruppen Sji enthalten, während die
übrigen zu sr1 teilerfremd sind. Diese Gruppe muß also Sjl sein .
Nimmt man die beiden Resultate zusammen, so folgt sr1 = Sjl' Indem
man den Satz weiter anwendet, erkennt man, daß jeder Faktor Sj
mit einem der Faktoren sr übereinstimmt, womit der Satz bewiesen ist.

Um den allgemeinen Fall zu behandeln. stellen wir folgende
Definition auf.

Definition: Zwei homomorphe Untergruppen Sj und Sj' einer
Gruppe heißen zentral homomorph,wenn es eine homomorphe Zuordnung
X -----+ X' der Elemente von Sj und Sj' gibt, derart, daß XX'-1 zum
Zentrum der Gruppe gehört.

Falls die Gruppen Sj und Sj' nicht Abelsch sind , so besitzen sie
einen Normalteiler gemeinsam, dessen Faktorgruppe Abelsch ist, denn
setzt man X'= X A, so gehört A zum Zentrum und die sämtlichen
Multiplikatoren A, die auftreten, wenn X' alle Elemente von IR' durch
läuft, bilden eine Abelsche Gruppe, die mit Sj und Sj' isomorph ist.
Diejenigen Elemente, für die X = X' ist. entsprechen dem Einheits
element derselben.

Der von M aclagan -Wedderburn 1) aufgestellte und von Remak 2)
zuerst vollständig bewiesene Satz lautet nun :

Satz 87 : Sind zwei verschiedene Zerlegungen einer Gruppe in
unserlegbare Gruppen gegeben, so ist die Anzahl der Faktoren gleich
und zu jedem Faktor der einen Zerlegung gibt es einen Faktor der
anderen, der mit ihm zentral homomorpb ist.

Be w e i s "} : Es sei

@=Sjl ·Sj2·"Sj,.=sr1·sr2 . . · sr.,
Wenn wir zeigen können, daß zwei nicht Abelsehe Faktoren,
etwa Sjl und sr1 zentral homomorph sind, so ist der Satz sofort be-

1) Maclagan-Wedderburn: On the Direct Product in the theory of finite groups
(Ann . of Math., 2nd ser., 10, S. 173).

2) Remak, R. : Crelles ]ourn. 139, S.293, und: Über die Zerlegung der end
lichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, Sitzungsber. der physiko
math. Gesellschaft zu Kiew, 1913.

3) Dieser' Beweis stammt von O. Schmidt (Sur les produits directes
Bull. de la Soc . math. de France 41, S. 161).
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wiesen, unter Anwendung vollständiger Induktion. Denn sei en S)lc
und st'lc die Zentren von S)l und st'l' so wird

S)/ ' S)2 .. . S)..= Sf/ ·Sf2 . .. st's
und da diese Gruppe von niedrigerer Ordnung als ili ist, so kann
man für sie das Theorem voraussetzen. Die Zentren sind in beiden
Fällen dies elben.

Alles kommt als o darauf an, zwei zentral homomorphe Faktoren
aufzufinden , die nicht Abelsch sind . Es sei S)l ein nicht Abelscher
Faktor unserer Zerlegun gen von größter Ordnung.

1. F all : Die erste Zerlegung enthält außer S)l noch einen nicht
Abelschen Faktor. Die Kon stitu ent en von S)l in st'; bilden eine Unter
gruppe st';' von Sf; . Das direkt e Produkt di eser Untergruppen enthält
S)1 und enthält daher den Faktor S)l:

Sl\' . Sf2' ... Sfa'= s), . S) = @' .

Alle Elemente von :Q sind mit denj enigen von S)l vertauschbar und
daher auch mit deren Kon stitu ent en , den El ementen von st'l" st'2"" " st's'.
Also gehört S) zum Zentrum von

S)l'S)=@'

und diese Gruppe ist eigentliche Untergruppe von ili, da sie nur einen
nicht Abelschen Faktor S)1 enthält. S)l ist daher zentral homomorph mit
einem Faktor st';' von @'. Da aber S)l von höchster Ordnung ist, so muß
dieser Faktor mit eine r der Gruppen st'; selber übereinstimmen, womit
der Satz im ers ten Fa ll bewiesen ist.

2. F all : S')l ist der einzige nicht Abelsche Faktor der ersten Zer
legung. Es sei st'l ein nicht Abel scher Faktor der zweiten Zerlegung
und S)/, S)2' , . .. , S) ,.' seie n die Unterg ruppen seiner Kon stituent en in
.'91 ' . .. , S'J ,.. Wied erum wird

S)l ' . :02 ' •• • :0,.' = st'l . Sl' = @' .

W enn :0'1= :OJ' so ist :01 zent ral homomorph mit Sfl ' denn die übrigen
:0; (i > I) gehören zum Zentrum und S)1 ist von größ ter Ordnung.

Wenn :01' eigentliche Unterg ruppe von S)l ist, so ist auch @' nicht
iden tisch mit @ und st'l wird zentral homomorph mit einer Unter
gruppe S)l" von S)/ (Fall 1). Da ab er die Ordnung von S)l' höchstens
gleich der Ordnung von Sf, ist, so wird SJt = S)l'. In gleicher Weise
betrachten wir die Komponente von S)/ in st'l und finden , daß sie
zentral homomorph mit S)/ ist, also mit st'l selber übereinstimmt.
Daraus folgt nun weiter , daß in der zweiten Zerlegung st'l' st'2 ... st's
der ers te Faktor st'l durch S)/ ersetzt werden kann, und wir erhalten

Sfl . Sf2 · . . Sfs = S)l' Sf2· .. ~s = S)l. S)2 .. . S)r = @.

Da S)/ Untergruppe von S)l ist, so folgt aus der mittleren Zerlegung, daß

S)l = S)l' . st'
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wird, wo sr der gemeinsame Teiler von ~l mit sr2·sra . .. sr. ist. Da
$)1 unzerlegbar ist, so wird sr = E und $)1 =$)1' zentral hornomorph
mit srl •

Aus der Bemerkung auf S.88 folgt, daß die Kommutatorgruppe
bei sämtlichen Zerlegungen. die nämliche Zerlegung erfährt. Wir machen
hier auf einen eigentümlichen Dualismus zwischen dem Zentrum und
der Faktorgruppe des Kommutators aufmerksam, den man am deut
lichsten durch Herbeiziehung des Körperbegriffs klar machen kann:

Zwei Zerlegungen .e i n e r Grupp e in unzerlegbare teiler
fremde Faktoren unterscheiden sich nur in der Verteilung
des Zentrums.

Zwei verschiedene Arten, einen Galois schen Körper aus
unzerlegbaren teilerfremden Galoisschen Körpern zusam
menzusetzen, unterscheiden sich nur in der Verteilung der
Unterkörper mit Abelscher Gruppe.

Beide Sätze drücken im nicht Abelschen Fall zwei völlig ver
schiedene Eigenschaften aus.

Beispielsweise lautet der zu Satz 86 duale so:

Eine Gruppe, die mit ihrer Kommutatorgruppe identisch ist, läßt
sich auf eine und nur eine Weise in unzerlegbare Faktoren zerlegen.

9. Kap i tel.

Monomiale Gruppen.

§ 37. Monomiale Gruppen.

Eine wichtige Verallgemeinerung der Permutationsgruppen bilden
die monomialen Gruppen. Sie mögen gleichzeitig hier als Übergang
zu den allgemeinen linearen Substitutionsgruppen dienen.

Definition: Eine monomiale Substitution von n Variablen geht
aus einer Permutation hervor, wenn die Variablen noch mit einem
Faktor versehen werden.

Ist dieser Faktor in allen Fällen gleich 1, so ist die Substitution
eine Permutation. Wir definieren nun die Zusammensetzung zweier
solcher Substitutionen: Wenn bei der ersten, P, die Variable x

h
über

geführt wird in a xi' bei der zweiten, Q, Xi in b xk ' so wird die zusam
mengesetzte Substi tutionPQ die Variable x

h
überführen ina bx

k
• Als Beispiel

geben wir die folgende Substitution an : (Xl l
X2') . Übt man die Sub.

ax~ - Xl
a

stitution zweimal aus, so erhält man die identische Substitution, welch e
Xl und x2 in sich selbst überführt. a kann hierbei als eine beliebige
reelle oder komplexe von 0 verschiedene Zahl angenommen werden.
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Definition: Unter eine r monomialcn Gruppe versteht man ein
Syst em von monomialen Substitutionen , die nach der angegebenen
Zusammensetzung eine Gruppe bilden.

Zu jeder monomi alen Sub stitution gehört ein e bestimmte Permu
tation der n Variablen, die man dadurch erhält , daß man die Fak
tor en gleich 1 set zt. Ordnet man jede r Sub stitution die entsprechende
Permutation zu, . so bilden diese letzteren eine mit der monomialen
Gruppe isomorphe Permutation sgruppe. Der identi schen Permutation
entspreche n hierbei diejenigen Subs titutionen, welch e die Variablen
bloß mit einem Faktor " ersehen, sie ab er nicht permutieren. Hieraus
folgt der

Satz 88: Diejenigen Sub stitutionen einer monomialen. Gruppe, welche
die Variablen nicht permutieren, bilden einen Abelschen Normalteiler.

Daß nämlich zwei derartige Substitutionen mit einander vertausch
bar sind, ist ohn e weiteres ersichtlich, weil die Multiplikation von
Zahl en dem kommutativ en Gesetz gehorcht.

Wir hab en oben gesagt , daß die Faktoren beliebige Zahl en sein
könn en, aber wir müssen nun bed eutende Ein schr änkung en machen.
Die Sub stitution P möge Xl in a Xl überführen . Ihre Ordnung sei n,
dann bleibt Xl bei pn ungeändert. Andererseits sieht man, daß dies e
selbe Potenz Xl in a n X I übe rführt, und hieraus folgt , daß 1 = an also
a eine n - te Einheitswur zel ist. Dieser Satz läßt sich noch weiter
ver allg emeinern. Man kann monomiale Sub stituti onen in Zyklen zer
legen, ähnlich wie die Permuta tione n. Man beginnt zu dem Zweck mit
einer Variablen, z. B. Xl und sucht, in welch e neue Variable sie über
geht. Mit die ser neuen Variablen verfährt man gleich und kommt
schließlich zu der alten mit einem Faktor versehene n Variablen zurück.
Als Beisp iel nehmen wir die folgende Substitution :

Diese bildet einen dreigliedrigen Zyklu s. Wir bild en nun ihr e dritte
Po tenz. Man sieht, daß sie keine Permutation der Var iabl en bewirkt,
sonde rn bloß eine Multiplik ation der sämtlichen Variabl en mit a· b -c .
Ist nun die Ordnung der Substitution 3 1f, so muß ab c ge nau eine
n - te Einheitswurzel sein. I-heraus folgt nun der

Satz 89: Bilden die Variablen einer Sub stitution einen r -gliede
rigen Z yklus in der zugehörigen P ermutation, so ist das Produkt der
auftretenden F aktoren eine Einheitswurzel. Die Ordnung der Sub sti
tut ion ist r n , wobei n die Ordnung dieser Einheitswurzel bedeutet.

Wir betr acht en von jetzt an nur transitive Sub stitutionsgruppen
d. h. solche, bei denen die Variable X l in eine beliebige andere mit
einem Fakto r versehe ne Variable überführt werden kann.
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Diejenigen Substitutionen, welche eine bestimmte Variable Xl nicht
permutieren, sondern nur mit einem Faktor versehen, bilden eine
Untergruppe ~, deren Index gleich der Anzahl der Variablen ist.

Unter den Substitutionen von ~ hinwiederum bilden diejenigen,
welche Xl in Xl überführen (für welche der Faktor 1 ist), eine Unter
gruppe~ . ~ ist Normalteiler von ~ und die Faktorgruppe ~/~ ist
zyklisch. Denn jede Substitution von ~ wird Xl mit einem Faktor
versehen, und dieser Faktor ist nach Satz 89 eine Einheitswurzel.
Man kann daher jeder Substitution von ~ diese Substitution von Xl

zuordnen und erhält so eine mit ~ isomorphe Gruppe von Substitu
tionen einer Variablen. Der identischen Substitution entsprechen hier
bei die Substitutionen von~ . Nun ist aber eine Substitutionsgruppe
in einer Variablen stets zyklisch, denn ist n ein Teiler der Ordnung,
so gibt es genau n Substitutionen, der en n·te Potenz die identische
Substitution ist, nämlich x' = e« (i = 0, 1, .. ., n - 1), wobei e eine
n ote Einheitswurzel ist. Es kann daher nicht zwei zyklische Unter
gruppen von derselben Ordnung geben, und hieraus folgt nach den
Sätzen über Abelsche Gruppen unsere Behauptung.

Wir wollen nun zeigen, wie man zu einer gegebenen Gruppe
monomiale Darstellungen findet. Sei P ein Element von der Ord
nung n und ~ die durch P erzeugte zyklische Gruppe. Ferner sei
die Gruppe @ in Nebengruppen zerlegt:

@ = ~ + ~ T2 + ... + ~ Tm'

Wir bilden jetzt die folgenden Ausdrücke:

E + eP + e2 p2 + +en-1pn-l,

E + eP +e2p2+ + en-1pn-l)T2
. T

2+
ePT2+ ... + en-lpn-1T2,

(E + eP +...+ en- 1pn-1) Tm'

wobei e eine beliebige n -te Einheitswurzel bedeutet.

Multipliziert man den ersten Ausdruck rechts mit pr, so repro
duziert er sich mit dem Faktor e- r versehen. Um nun zu unter
suchen, was bei der Multiplikation mit dem beliebigen Element T
aus den Ausdrücken wird, betrachten wir das bestimmte Beispiel:

(E + eP +...+ en-1 pn -1) TiT.

Wir setzen T = Ti -1 U und suchen diejenige Nebengruppe von
~ aus, die U enthält. Sei U = prTk , dann wird das Produkt zu:

rr(E + eP + ... + en-1pn-1) T
k

•

Die rechtsseitige Multiplikation mit T hat also zur Folge , daß
die oben gebildeten Ausdrücke untereinander vertauscht und mit einem
Faktor versehen werden, d. h. sie erfahren eine monomiale Substitution.
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Man kann noch allge meine re Darstellungen defini eren. Sei Sf
irgendeine Untergruppe von ~ , die ein en Normalteiler Sj mit zykli
scher Faktorgruppe besitzt. Fern er sei

~= Sf + SfT,, + . . . + ~ T
.. U l

und
Sf = S) + SjP + ...+ Sjpn- 1.

W ir bilden die ähnlich wie früher gebauten Ausdrücke :

~) + e SjP + + en-1Sjp n- 1

(SJ + e ~P + + en- 1Sjp n-1) T2

Multipliziert man sie rechts mit T, so erfahren auch sie eine
monomiale Substituti on ; denn sei wied erum T = Ti - 1 U und U = K T k

schließl ich K = H Pr, wobei H ein El em ent aus Sj bedeutet, so wird :

(S~) + e .\J P + + en- 1S',;l p n- 1) Ti T

= e r (~) + eS)P + + en- 1S',;l p n- 1) T
k

•

R echtsseitige Multiplika tion mit T wird also auch diese Ausdrücke
mit einem Faktor versehen und unter einander vertauschen, da sie ja
aus den Elementen je einer Nebe ngruppe von Sf gebilde t sind. Man
erhält so wied erum eine monomiale Darstellun g von ~ und zeigt
leich t, daß die identi sche Substitution von denj enigen Elementen ge
liefert wird, die S) und seine n konjugiert en Gruppen ge me insam sind.
Ist also 9( der größ te in S) enthaltene Normalteiler von ~ , so ist die
monomiale Darstellung homomorph mit ~/ IJ( .

§ 38. Ein Satz von Bur-neide,

Die monomialen Gruppe n lassen sich verw end en , um äuße rst
wichtige Sätze über die Existenz von Normalt eilern von Gruppen zu
beweisen . Bildet man nämlich das Produkt der n Vari abl en, so wird
es dur ch jede monomiale Substitution in sich selbst übergeführt und
mit einem Faktor versehen , d. h. dieses Produkt erfährt selbst eine
mon omiale Substitution von eine r Variablen. Der auftre tende Faktor
ist das Produkt der in der ursprüngli chen Substitution auftre tenden
Faktoren. Diejeni gen Substitutione n, bei denen da s Produkt gleich 1
ist , bilden ein en Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktor
gruppe zyklisch ist. Kann man daher von irgende ine r Gruppe ~ eine
monomi ale Darstellung ang eben mit einer Substitution , bei der das
Produkt der Fa ktoren nicht gleich 1 ist, so ist die Kommutatorgruppe
von ~ eine eigentliche Untergruppe,
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Satz 90 1
) : Ist eine Sylowgruppe von der Ordnung pa im Zentrum

ihre s Normalisators enthalten, so enthält die Gruppe einen Normalteiler
von Index pa.

Beweis : Sei jß die ,Sylowgruppe; sie ist Abelsch. Ihr Typus sei
(pal , • • • , par) und eine Basis PI ' ... , Pr' Jedes Element der Gruppe,
da s mit jß vertauschbar ist, ist mit jedem Element von jß vertausch
bar. Wir bilden nun die durch P'J ' ... , Pr erzeugte Untergruppe 0
von jß. Sie ist Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe und vom
Index pal • Nunmehr bilden wir die durch dies e beiden Gruppen er
zeugt e monomiale Gruppe und daher die Ausdrücke :

(0 + eOP
l
+ .. .+ epa'-l0P/al_l) Ti epal = 1,

wobei Ti Repräsentanten der Nebengruppen der Sylowgruppe sind
und Tl = E gesetzt sein mag.

Zunächst ist zu untersuchen, welch e dieser Ausdrücke bei der
Multiplikation mit ' PI bloß mit einem Faktor versehen werden. Dies
ist gewiß mit dem ersten der Fall, der den Faktor Cl erhält. Wenn
der i-te Ausdruck den Faktor « erhält , so muß PI in der Gruppe
Ti-l jßTi enthalten sein ; nach Satz 49 ist dann PI mit Ti vertausch
bar, denn TiPI Ti- l ist in jß, wenn PI in Ti-I jßTi ist. Infolgedessen
ist der Faktor ebenfalls e'-'t. Die Anzahl der Ausdrücke, die bloß
einen ·Faktor erhalten, ist gleich dem Index von jß unter der Gruppe
der mit PI vertauschbaren Elemente, also eine zu p prime Zahl q'.
Alle übrigen Ausdrücke erfahren eine Permutation. Das Produkt der
bei diesen letzteren auftretenden Faktoren ist höchstens eine pal - l te
Einheitswurzel (Satz 89). Daher ist das Produkt sämtlicher Faktoren
genau eine pal-te Einheitswurzel. Hieraus folgt, daß @ einen Normal"
teiler enthält mit zyklischer Faktorgruppe von der Ordnung pal • Die
Gruppe {PI} ist teilerfremd zum Normalteiler. Genau denselben Satz
kann man für jedes Basiselement Pi beweisen, und der Durchschnitt
aller der so nachgewiesenen Normalteiler besitzt eine zu P prime
Ordnung, und sein Index ist gleich der Ordnung der Sylowgruppe,
womit der Satz bewiesen ist.

Eine Fülle von wichtigen Folgerungen lassen sich aus diesem
Satz ableiten.

Satz 91: Eine Gruppe, deren Ordnung Produkt von lauter ver
schiedenen Primfaktoren ist, ist auflösbar, und besitzt einen N ormal
teiler ; dessen Index dem kleinsten Primfaktor gleich ist.

Ist also die Ordnung von @ gegeben dur ch g = PI P2 ." Pr und
Pi > Pi-I' so gibt es eine Hauptreihe für @ von der Gestalt @ , @l'

•. . , @r = E . Der Index von @; unter @i -l -ist Pi·

1) Burnside: Theory of groups, S. 327.
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Be weis: Die S ylowgruppe von der Ordnung P1 ist zyklisch und
die Gruppe ihr er Automorphismen ebenfalls zyklisch und von der
Ordnung P1 -1 . Nun ist ab er P1 die kleinste Primzahl, die in g auf
geht, daher kann ein Automorphismus dieser Sylowgruppe , der durch
Transfonnation mit einem Element von ® hervorgerufen wird, nur
der identische sein . Die Sylowgruppe ist also im Zentrum ihres Nor
malisators enthalten und infolgedessen enthält ® eine n Normalteiler
vom Ind ex P1. Daß auch ®i Normalteiler von ® ist , folgt daraus,
daß ®; charakteristische Untergruppe von ®i- 1 ist .

Satz 92: Bezeichnet l.l3 eine Sylowgruppe von ®, deren Ordnung
pa ist, und ist jedes Element von ®, dessen Ordnung zu p prim ist,
mit jedem Element von l.l3 vertauschbar , so ist ® das direkte Produkt
vonl.l3 und einer Untergruppe, deren Ordnung zu p prim ist.

Beweis: l.l3 ist jede nfalls Normalteiler von ®. W enn l.l3 Abelsch
ist , so ist l.l3 im Zentrum von ® enthalten , und wir haben offenbar
den Fall des Satz es von Burnside. Dann enthä lt ® eine n Normal
teiler vom Index pa und ist daher das direkte Produkt dies es Normal
teilers und ~ .

Wenn l.l3 nicht Abelsch ist, so beze ichn e 1.l31 die Kommutator
gruppe von 1.l3. Sie ist als charakteristische Untergruppe auch Normal
teiler von ®. Die Gruppe ®/1.l31 genügt der Bedingung für den vorhin
behandelten Fall, nämli ch ~/1.l31 ist in ihrem Zentrum enthalten. Daher
enthä lt ® einen Normalteiler , des sen Index glei ch der Ordnung von
~/1.l31 ist. In diesem Normalteiler ist ~1 als Sylowgruppe enthalten,
und man kann nun auf ihn da sselbe Verfahren anwenden. Man er
hält so schließlich einen Normalteiler vom Index pa und ® ist infolg e
dessen das dir ekte Produkt dieses Normalteilers und 1.l3.

Satz 93: Die Ordnung einer einfachen Gruppe ist stets durch das
Quadrat ihres kleinsten Primfaktors teilbar, denn sonst wäre die Sylow
gruppe, die zu diesem kleinsten Primfaktor gehört, im Zentrum ihres
Normalisators enthalte n und die Gruppe wäre verschi eden von ihrer
Kommutatorgruppe.

Hieraus läßt sich leicht beweis en , daß die Ordnung etner etn
fachen Gruppe, falls sie gerade ist, stets durch 4 teilbar sein muß
und, falls sie durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist, stets den Teiler.
12 hat. Denn in diesem letzter en Fall ist die Sylowgruppe von der
Ordnung 4 Abelsch. Sie muß vom Typus (2, 2) sein, da ihr Normali
sator einen vom identi schen verschiedenen Automorphismus von un
ge rader Ordnung liefern muß. Dies ist im zyklischen Falle nicht
möglich , dagegen im andern Falle gibt es einen Automorphismus
von der Ordnung 3. Die Ordnungen aller bisher bekannten einfache n
Gruppen sind dur ch 12 teilbar.

Mit Hilfe des Satzes 93 kann man zeigen, daß es nur eine
einfach e Gruppe von der Ordnung 60 gibt, denn hier muß die Sylow-
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gruppe von der Ordnung 4 als Normalisator eine Gruppe von der
Ordnung 12 haben, deren Typus leicht bestimmt werden kann. Sind
nämlich P und Q die Basiselemente der Sylowgruppe, so daß

P2=E, Q2 =E, PQ=QP
und ist ferner R von der Ordnung 3, so gelten die Beziehungen :

R-1PR=Q, R-IQR=PQ.

Da die einfache Gruppe diese Untergruppe vom Index 5 besitzt,
so kann sie als Permutationsgruppe von 5 Variablen dargestellt wer
den und ist daher mit der alternierenden Gruppe von 5 Variablen
identisch.

§ 39. Herstellung sämtlicher monomialer Gruppen.

Aus jeder monomialen Gruppe kann man beliebig viele weitere
bilden durch Einführung neuer Variabler in folgender Weise :

Man setze
Yl = a1 xl' ... , Yn = anxn ·

Wird bei einer beliebigen Substitution xi übergeführt in e xi' so
geht ai xi über in ai e xi' d. h. Yi wird ebenfalls in e Yi übergeführt.
Geht dagegen xi über in a xk' so geht ai Xi über in ai a x k ' d. h. Yi

wird übergeführt in a -~Yk' Auch die Variablen Y erfahren also eine
ak

.monomiale Substitution, man nennt sie eine mit der ursprünglichen
äquivalente Gruppe.

Wir betrachten nur transitive Gruppen und wollen nun untersuchen,
ob man durch eine geeignete Transformation eine besonders einfache
Gestalt derselben erhalten kann. Wiederum sei SJ die Untergruppe
derjenigen Substitutionen, die Xl ungeändert lassen, sr möge die
jenigen Substitutionen bezeichnen, die Xl bloß mit einem Faktor ver
sehen. Dann ist SJ Normalteiler von sr und die Faktorgruppe sr/SJ ist
zyklisch. Ihre Ordnung sei n. Der auftretende Faktor ist dann stets
eine n ote Einheitswurzel. Nun sei die Zerlegung von @ in Neben
gruppen von sr :

@ = sr + sr T2 +... + sr i ;
diejenige von sr nach SJ :

sr = SJ +SJP+... + SJpn-l .

In der Substitution Ti möge Xl übergeführt werden in ai Xi ' dann
führen wir als neue Variable ein Yi = ai Xi für jeden Wert von
i = 2, 3, . .. , r , Alsdann wird jede Substitution der Gruppe Xl = Yl

überführen in 1'/ YI' wobei f einen der Indizes 1 , . . . , n und e eine
n ·te Einheitswurzel bedeutet, während I von 1 bis r läuft.

Wir bilden nunmehr die Ausdrücke

(SJ + eSJ P +.. .+ en- l SJpn-l) Ti (i= 1, 2, .. . r)
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und behaupten, daß un sere monomiale Gruppe id entisch ist mit der
dur ch rechtsseitige Mult iplikation dieser Ausdrücke entstehende n mo
nomialen Darstellung.

Zum Beweis betra cht en wir eine beli ebig e Substitution U der
Gruppe. Sie möge Yi übe rführen in a Yk' Dann wird 1'; U die Variable
Y1 in a Yk überführen. Hieraus folgt , daß a eine Potenz von e, etwa
r l ist. 1'; U läßt sich infolg ed essen in der Gestalt schre ibe n H P' Tk'
wobe i H in S> ist. Es wird also

U = 1';- 1H p i t ;

Multipl izieren wir nun ande re rs eits den i -ten unser er Au sdr ücke ,
der der Variablen )' j zugeordnet ist, mit U, so erhalte n wir

(S) + eSdP +...)T , (T; 1H P! 1',,) = e- I(S) + e ~)P +...)T"

Hiermit ist gez eigt , daß die recht sseitige Multip likati on mit U gerade
diej enige monomiale Substitution erzeugt , welche in der monomialen
Gruppe mit U bezeichn et word en ist. Wir fassen das R esultat in
den folgenden Satz zusamme n :

Satz 94 : J ede tran siti ve monomiale Gruppe läßt sich so tran s
formieren, daß sie mit einer durch Untergruppen nach der M ethode
von § 37 erzeugten monomialen Gruppe ident isch ist .

Insb esond ere erg ibt sich hieraus , daß es zu [eder monomialen
Gruppe eine äquivalente gibt. deren F aktoren sämtlich Einheitswu rzeln sind.

10. Kap i te l.

Darstellung der Gruppen durch lineare
homogene Substitutionen.

Die folgende Theorie der Darstellungen von Gruppen durch Sub
stitutionen ist bei weitem das wicht igste und am weitesten entwickelte
Gebiet der Gruppentheori e. Sie ist von G. Frobenius geschaffen worden
und hängt aufs engs te zusammen mit der T heorie der hyperkomplexen
Größen , in der nam entli ch Molien (Math. Ann . 41 und 42 ) grund
leg ende Resultat erzielt hatte. Die Arbeit en: von Frobenius aus
diesem Gebiet sind sämtlich in den Berliner Beri cht en erschienen
und wir g eben hier ihr e Ti tel:

Übe r vertauschbare l\latrizen S. 601- 614, 1896 . - Ober Gr uppenc harakte re
S. 985- 1021, 1896. - Über die Primfaktoren der Gr uppende termi na nte S. 1R43
bis 1382, 1896 ; do . II S. 401- 409 , 1903. - Über die Darst ellung der endlichen
Gruppen durch lin eare Subs titut ionen S. 994- 1015, 1897; do. II , S. 482-500.
1899. - Über Relation en zwischen den Charakteren einer Gr uppe und den en
ihrer Unte rg ru ppen S. 501- 515, 1898. - Übe r die Kompositi on der Cha r a ktere
einer Gruppe S. 330 - 339, 1899. - Über die Charaktere der symmet r isch en

Sp eiser, Gruppentheorie. 7
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Gruppe S. 516-534, 1900. - Über die Charaktere der a lternier enden Gruppe
S. 303-315, 1901. - Über aufl ösbare Gruppen S. 337-345 , 1893; do, 11,
S. 1027-1044,1895; do. I1I, S. 849-857,1901; do.1V, S. 1216-1230. 1901;do. V,
S. 1324-1329, 1901. - Über Gr uppen der Grade p oder p+ 1 , S. 351-369,
1902. - Über primitive Gruppen des Grades n und der Klasse n - 1 S. 455
bis 459, 1902. - Über die charakteristischen Einheiten der symmetrischen
Gruppe S.328-358, 1903. - Über die Charaktere der mehrfach transitiven
Gr uppen S. 558-571, 1904. --:- Über die reellen Darst ellungen der endliche n
Gruppen , g emeinsam mit I. Schur, S. 186-208, 1906. - Übe r die Äquivalenz
der Gruppen linearer SUbstit utione n, g emeinsam mit I. Sc hur . S. 209--'-217,
1906. - Über die mit einer Matrix vertausehbaren Matrizen S. 3- 15, 1910.

Die wichtigsten früh er en Resultate von Fr obenius wurd en un
abhä ngig von Burnside wiedergefunden. Let zter em verdankt man eine
Reihe der wichtigsten Anwendungen der Theorie sowie der en klassische
Darstellung in se iner Theory of groups of finite ord er, second edition,
Cambridge 1911, auf die wir für die Zitate seine r Arb eiten verweisen.

Als dritter erfolgreicher Bearbeiter ist 1. Schur zu erwähnen,
dessen wichtigst e Arbeiten aus diesem Gebiet die folgenden sind :

Neue Begründung der Th eorie der Gruppencharaktere, Berl. Ber. S.406
bis 432, 1905. - Arithmetisch e Untersuchungen über endliche Gruppen linearer
Substitution en , ib, S. 164-184, 1906. - Über Gruppen lin earer Substitutionen
mit Koeffizi enten aus eine m alg ebra ischen Zahlkörp er, Math. Ann. 71, S. 355
bis 367. - Übe r die Darstellung der endlichen Gruppen durch g ebrochen e
linea re Subst iti tionen, Cr elles journ. 127, S. 20-50 und 132, S. 85-137. ....:. Über
die Darstellung der symmetrischen und der alternier end en Gruppe durch ge
brochen e lin eare Subst itutionen, Cr elles ]ourn. 139, S. 155- 250.

§ 40. Substitutionen.

Definition : Eine lineare homogene Substitution vom Grade n

besteht aus n Gleichungen von der Gestalt :

Xl' = a11 x1 + aBX2 + ··· + a1n Xn )

~~'... ~~1 " : ~ ~~2. ~2. ~ : '. ' .~. ~~n. ~~ }

X,,' = Cl" 1 Xl -f- all 2X2+...+ ann X" .J
Sie ist eindeutig bestimmt durch da s quadratische Schema der Koeffi
zienten :

(

a11 a12 Cl1" )
a2 1 a~ 2 .. . a2 n

. . . . .. . . . . . . . '

alt1 a11 2 •• • a1t U

das wir nach Kro necker mit (a i k ) beze ichne n. Die Determinant e
D ~ : ai k I heißt die Determinante der Sub stitution. Ist sie von 0 ver 
schieden, so lassen sich die Gleichungen (1 ) folgendermaß en nach
xl' .. .. XII auflösen :
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Hierbei bedeutet allgemein A i k die Unterdeterminante von a i k in A.
Diese neue Substitution heißt die inverse zu A und wird mit A-1

bezeichnet. Sie entsteht aus (~k) durch Vertauschung der Zeilen

mit den Kolonnen, d. h. durch Transposition .

Um in einer Funktion der Variablen Xl" ' " Xli die Substitution A
auszuführen, hat man diese Variabl en dur ch die recht en Seiten von (1)
zu erse tzen , d. h. man hat aus { (Xl ' .. . , X,,) zu bilden { (Xl"" " X,,' )
und X/"' " x,,' mi t Hilfe der Gleichun gen (1) dur ch die linearen Funk
tionen der X auszudrücken. Dies ist die genaue Verallgem einerung
des Begriffs : Permutation der Variablen. Insbesondere erhält man
die re chten Seiten von (1), indem man auf die Variablen Xl' . . . , X"

die Substitution A ausübt.
Ist eine zweite Substitution mit der Matrix B = (bi k ) gegeben, so

kann man sie auf die n linearen Funktionen der rechten Seite von (1)
ausüben. Diese geh en alsdann wiederum über in line are Funktionen
von Xl' . .. , x

n
und wir erh alten eine neu e Substitution, das Produkt AB

von A und B. Bezeichn et man sie mit C = (Ci k) , so wird
n

Ci k = .L)ai1b1k (i, k = 1, 2, . . ., 11)
1=1

d. h. C entsteht aus A und B, indem man die Zeilen von A mit
den Kolonnen von B komponiert. A A wird dur ch A \! abgekürzt und
entsprechend werden die höh eren "Potenzen" von A mit Ai bezeichn et.
Die Determinante von (Ci k ) wird gleich dem Produkt der Deterrni
nanten von (a i J und (bil}

!Gi k I = Iai k 1·1bi k !·
Die Zusammensetzung von A mit A - 1 ergibt die Einlteitsmatrix

E = (e i k ) ei k = {~ ~~ + ~?}.
Nunmehr sei en n lineare Formen von Xl ' X2' " " X" gegeben :

Die Matrix 5 = (Sik l hab e eine von 0 verschiedene Det erminante.
Übt man auf die Variablen Y

1
, . • • , Y

n
die Substitution A aus , so er

fahren auch die Xl ' . . . , X " eine solche, und man findet sie in folgender
Weise : Man hat die Variabl enreihe X l ' ... , X I! durch die Reihe Yt , . . . , y"

7*
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zu erse tzen, d. h. man hat auf Xl ' . .. , xn die Substitution S -1 auszuüben.
Alsda nn folgt die Ausführung von A und schließli ch hat man von
den Y wiederum zu den X überzugehen, was durch S geschieht. So
erhä lt man den für das Folge nde fund ament alen

Satz 95 : ou man au f die n lin earen A usdrücke

S11 Xl +...+ S I " Xl1 = Y1

Sl1l X I +...+ S" nXn = Y"

die Substitution A aus, so erfahren die n Variablen x I ' ... , x" die
Substitution S - 1A S.

S -1 A S heißt die dur ch S aus A transformierte Matrix.

Nunmehr sei A eine Matrix, von der eine bestimmte Potenz die
Einheitsmatrix E ergibt. Der kleinst e Exp onent a , welcher der
Gleichung genügt A a = E , heißt die Ordnung von A . Offenbar bilden
A, A2. . . . , A a = E eine zyklische Gruppe von der Ordnung a, Wir
beweisen nunmehr den

Satz 96 : J ede M atrix von endlicher Ordnung läßt sich in eine
Diagonalmatrix tran sformieren , d. h. in eine Matrix von der Gestalt :
(' ik)' Cik = 0, i =1= k , bei der alle K oeff izienten außerhalb der Haupt
diagonalen 0 sind. I st a die Ordnung der M atrix, so genügen die

K oeff izient en cH der Gleichung cf; = 1 .

B e wei s : Man übt auf Xl der Reih e nac h die Substitutione n
E, A, A2, . .. , Aa-l aus und erhält so a lineare Fo rmen:

Yl = xl' Y2' . .. , Ya •

Versteht man unter e eine primitive a-te Einheitswurzel. so bildet
man weiter die a Linearformen :

Y1 + Y2 + Y3 +...+ Ya = Zo

Yl + e-1 Y2+ e-2 Y3 + + e- (a - l ) Ya = ZI

Yl + e-2 Y2 + e-
2

.
2Y3 + + e-2(a - l) Ya = Z2

Yl + e -(a-l) Y2+ f.-2 (a-I) Y:
1
-i-- ... + ", -(a -I) (a -l ) Ya = za-l '

Ihre Summe ist = aY
l

.

zo' .. ., za-l sind Lin earformen von Xl' . . " x" ' Übt man nun auf die
Variablen X die Substituti on A aus, so erfahren Yl ' . . .. Ya eine zyklische
Vertaus chun g, ind em allgem ein Yi üb erg eht in Yi+l (Y

a
in yJ . Dah er

bleibt Zo ungeändert und Zi geht über in ei Zi '

Die n Linearform en von x : zO' . . ., za--l verschwinden sicher nicht
sämtlich, denn ihre Summe ist aY1 = a x

l
. Aber es können zwischen

ihnen Beziehungen bestehen. Wir wählen ein System von linear un 
abhängigen z aus, so daß alle übri gen sich linear dur ch sie ausdrüc ken
lassen. Zu dem Zweck beginne n wir etwa mit ZOo Ist Zl = c · Zo
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( C = const.), so läßt man Z l weg, sonst nimmt man Zl zu ZOo Ist
Z2 = Co Zo + Cl Zl ' so läßt man z\l weg, sonst nimmt man es zu den
vorigen. In dieser Weise erhält man ein System von der Art, wie es
gesucht ist. W enn unt er den a Fo rmen Z nicht n linear un abhängige
vorkom me n, so gibt es noch weite re Formen von x!' . .. , x" ' die
sich nicht linear dur ch zO' . .. , za- l ausdrü cken lassen. Spez iell kann
man hierfür eine der Variablen x wählen, denn wenn sich alle x
ausdrücken las sen, so gilt dasselbe von allen ihren lin ear en Formen
Wir ge he n von eine r solchen neu en Form Yl' aus und wied erholen
uns er Verfahren. Man erhält so zo' , . . . , Z~ -l ' und darunter gibt es
ge wiß eine Form, die von den Formen zo' . . ., za- l linear unabhängig
ist, denn die Summe ist wiederum aYl' , was na ch Voraussetzung von
zO' . . . , za-l linear nicht abhä ngt. Nimmt man die unabhängigen zu
den früher ausgewählt en und setzt das Verfahren fort, so gelangt
man schließl ich zu n linear unabhängigen Formen tI , t

2
, •• • , t" der

Variablen Xl' . . . , X"' welche sämtlich die Eigenschaft haben, daß nach
Ausführung der Substituti on A die Variable t übergeht in f-kt. Die
Determinante der n: Forme n tl' ... , t" ist gewiß von Null ver schieden ,
weil sie linear unabhängig sind, und daraus folgt wegen Satz 95 unsere
Behauptung.

Wir zeige n nun, daß die Koeffizienten der Diagonalmatrizen, ab 
gesehe n von der R eihenfolge , bestimmt sind dur ch die Matri x. Sie
heiß en die charakteristischen Wurzeln der Matr ix. Sei

(

f-l 0...0)
S - IAS= ~. ~: : '. ' .~ ,

\ () 0 ... f-
n

'

so sind eI , . . . , eIl offenbar die Wurzeln der Gleichung

°
0 ,

()

1= 0 .
• • • • • • • • • • • • • • I

I
0 , ... , E" - t I

Wir beweis en nun , daß die Gleichung

(/ 11 - I , (/12 ' , ((l n

(/21' (/22 - t, , a2 n = °

dieselben Wurzeln besitzt. Sie heißt die charakteristische Gleichung
von A .

Zum Beweis verwenden wir eine neue Symb olik, die Addition von
lJ.ratrizen. Ist A = (ai,J und B = (bik), so verste hen wir unter A +B
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die Matrix (a i k + bi k ) , die man aus A und B erhält, indem man
jeweils die Koeffizienten an derselben Stelle in .1. und B addiert.
Kombiniert man Addition und Multiplikation, so gilt das Distributivgesetz :

(A+B)C=AC+BC, C(A +B)=CA +CB.

Bezeichnet man ferner mit tA die Matrix (ta i k) , so läßt sich
die Matrix der charakteristischen Gleichung schreiben:

(.1. - tE).

Transformiert man sie durch 5, so erhält man :

5-1(.1. - tE)5 = 5-1A5 - 5-1(tE)5 .

Nun ist tE mit 5 vertauschbar und man erhält :

5-1(A - tE) 5 = 5 - 1A5 - tE.

Geht man zu den Determinanten über, so folgt :

1.1. - tE I= 1 5 - 1.1. 5 - tE i,
womit bewiesen ist der

Satz 97: Zwei Mairizen , die durch Transformation auseinander
hervorgehen, haben dieselbe charakteristische Gleichung.

Wenn die sämtlichen Wurzeln der charakteristischen Gleichung
untereinander übereinstimmen, so hat die Matrix A, falls sie von
endlicher Ordnung ist , die Diagonalform; denn es gibt eine Sub
stitution 5, welche der Gleichung genügt :

5-1A5 =eE,

wobei e die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Daraus folgt:

A = 5(eE)5-1 = eE :

Hieraus kann man leicht zeigen, daß Satz 96 nicht für beliebige
Matrizen gilt, z. B. nicht für

denn hier sind 1 und 1 die charakteristischen Wurzeln, aber aus

5-1 (~ i) 5 = (~~) folgt (~~) = (~ ~), was ein Widerspruch ist.

Die Ordnung dieser Matrix ist nicht endlich.

§ 41. Substitutionsgruppen.
Es seien g Matrizen vom Grade n mit nicht verschwindender

Determinante gegeben mit der Eigenschaft, daß das Produkt von je
zweien wiederum eine der g Matrizen ist; dann bilden sie eine Gruppe
von der Ordnung g. Denn die Eigenschaften I, 11 und 1II* sind er
füllt ; aus AB =AC folgt: A -IAB =A-IAC, also B =C .
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,
X l = x~ ,,
%'.! = xl '

Die Permutationsgruppen und die monornialen Gruppen lassen
sich als Spezialfälle der Substitutionsgruppen auffassen. Z. B. ist die
Permutation

gleichbedeutend mit der Substitution

deren Matrix (~~) ist.

Es entstehen nun zwei Fundamentalprobleme:

1. Gegeben ist eine abstrakte Gruppe. Man soll alle Darstellungen
derselben durch Matrizen angeben.

2. Gegeben ist der Grad der Matrizen . Man solle alle endlichen
Gruppen, welche durch Matrizen dieses Grades dargestellt werden können,
angeben.

Das erste Problem wird den Geg enstand der folgenden Para
graphen bilden. Die Theorie ist von Frobenius entwickelt worden.
Das zweite Problem ist noch weit von der Lösung entfernt, doch
werden wir immerhin einige wichtige Sätze zu entwickeln haben.

Aus jederSubstitutionsgruppe E , A , B, . .. kann man im all
gemeinen unendlich viele neue ableiten , indem man die Matrizen
durch eine feste Matrix transformiert. Die Matrizen

S·-IES = E, S-IAS, S -IBS,

bilden in der Tat eine mit E, A , B, .. . homomorphe Gruppe,
denn aus

AB=C folgt : S-lAS ·S-1BS =S-IABS =S-ICS .

Die Zuordnung A -+ S - I A S liefert den Homomorphismus. Zwei
solche Substitutionsgruppen heißen äquivalent. Es ist offenbar
für die beiden Probleme nur nötig , aus jedem System äquivalenter
Gruppen einen R epräsentanten zu betrachten. Diese einfachen Über
legungen gestatten bereits, für zyklisch e Gruppen das Problem 1
völlig zu lösen. Ist A, A 2, ..• , Aa = 1 die Gruppe von der Ord 
nung a, so erhält man eine Darstellung durch Substitutionen vom
Grade 1, indem man unter A die Substitution x' = ex versteht, wo
bei e eine beliebige z-te Einheitswurzel bedeutet. Setzt man e = 1,
so erhält man die identische Darstellung x' = x, welch e jedem Ele
ment die Matrix (1) zuordnet. Außer diesen gibt es noch a - 1
weit ere, entsprech end den übrigen Wurzeln von xa = 1. Ist e eine
primitive a-te Einheitswurzel, so kann man die a verschiedenen Dar
stellungen vom Grade 1 in folgendes Schema bringen:
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E .1 .1 2 .1a-1

-_._---

To 1 1 1 1

Tl 1 e e
2 ea- 1

(1)

r. 1 e
2

e
4 e2 (0-1)

r ' 1 ea- 1 e2 (a-1) e(a-1)(a-1)
a-1 ,

Die Einheitswurzeln einer Zeile bilden jeweils eine Darstellung
der Gruppe, die wir mit r o' ... bezeichnen. In dieser Weise an
geordnet, bilden die a Darstellungen eine quadratische Matrix, eine
Tatsache, die auch bei allgemeinen Gruppen wiederum zum Vorschein
kommen wird.

Ist nunmehr eine Darstellung T von höherem Grade gegeben,
so läßt sich die dem Element .1 entsprechende Matrix transformieren
auf die Form :

.1 =

o
o

o 0 .. . ein

A und seine sämtlichen Potenzen haben die Diagonalform und man
wird füglieh diese Darstellung als Susnme der n DarsteUungen (eil ),
(ei.), . . . bezeichnen können :

T ,= Ti, + Ti, +... + Tin'

Diese Definition der Summe von Darstellungen hat mit derjenigen
der Summe von Matrizen nichts zu tun. Man erhält nun alle Dar
stellungen der zyklischen Gruppe, indem man die Summe bildet:

goT o+ gl Tl +... + ga-1 T a - 1 = r, (2)

wobei gi ganze positive Zahlen sind, und T durch eine beliebige Sub,
stitution vom Grade go+ gl +...+ ga-1 transformiert. ro• . . ., ra - 1

heißen die irredu:::iblen Darstellungen der Gruppe und die Formel (2)
besagt, daß T den irreduziblen Bestandteil T, genau gi,mal enthält.

Es ist nun die Frage, ob man für T die irreduziblen Bestandteile
angeben kann. ohne r auf die Diagonalform zu transformieren. Stellt
A eine beliebige Matrix von der Ordnung a dar, so ist die Summe
der charakteristischen Wurzeln gegeben durch den Ausdruck

au +a22 +···+ann,
denn die charakteristische Gleichung von A ist:

IA - tE i = ( - l)n t n +(- 1)n -1 fI·-1(au + a22 +... + ann) +... = 0 .

Wenn nun die irreduziblen Bestandteile der Darstellung E, A.
/12, . .. durch gor o+ ...+ ga -l T a - 1 gegeben sind, wenn wir fern er
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die Summe der Koeffizienten der Hauptdiagonale in E, A, A2, mit
n

1
= /t , 112, nu bezeichnen, so ge lte n die Gleichung en :

go + gl +
go+ eg1 +

. . . -1- ga- l = n1 •

...+ t:a- 1 ga- l := 1l ~ ,

go+ efl- 1g
1
+ .. .+ e(a- l)(a -1)ga_l = /t u '

Hieraus berechnen sich die Zahlen in go' .. ., gfl-I m folgender
Weise :

a · go = 111+ /t 2 -+
tl' gl = 111 + r 1 n2 +

...+no '

. . .e- «(J -I )n
a

,

I P ! Q !
..J - - I 1- - - ~1
. - 'I 0 1 R I'

: : :

a' ga-l = n
1
+ e- <a-l)n

2
+ ... + /: -<<< - 1)(II - l)1Ia,

womit die Aufgabe gelöst ist. Bereits durch die Summe der Diagona l
koeffizienten der Matrizen ist also die Darstellung bestimmt und zwei
Darstellungen , für welch e diese Zahlen überein stimmen , sind äqui
valent.

n
Definition : Man nennt .2ai i den Charakter X(A ) der ]VIatrix

i= 1
A = (a i k ) , und die Gesamtheit der Charaktere der 111atrizen einer Gruppe
heißt das Charakteren.system der Substitutionsgruppe.

Wir haben also für zyklische Gruppen den Sa tz bewiesen :

Satz 98: Zwei Darstellungen einer zyklischen Gruppe sind dann
und nur dann äquivalent, wenn sie dasselbe Charakterensystem besitzen.

Denn sie lassen sich auf dieselb e Diagonalform transformiere n.

§ 42. Reduzible und irreduzible Substitutionsgruppen.
Defin ition : Eine Substitutionsgruppe heißt redueibe l, wenn sie

sich so transformier en läß t , daß ihr e Matrizen sämtlich die Ges talt
haben :

wobei P eine quadratische Matrix vom Grade 11
1,

R eine ebe nsolche
vom Gra de n2 (ni + n2 = n), und Q eine re cht eckige Matrix von n

1

Zeilen und n 2 Spalten dar stellt , während 0 eine Ma trix mit n
2

Zeilen
und n l Spalten bed eut et , deren Koeffizienten sämtlich 0 sind. Übt
man sie au f die Variablen xl' . . . , xn aus , so werd en die n

2
le tzten

nur unter sich substitui ert . Daraus folgt , daß das Pr odukt zweier
derartiger Mat rizen (mit g leiche m n1 resp. n

2
) wiederum eine solche

Matrix ist .

Ist speziell A' die Matrix (~' ~:) , wob ei die zuge hö rigen Zahl en

. d d . II . d 4' (P P' PQ'+ QR')wie er n1 un 112 sem so en, so wir A. = 0 RR' .
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Nimmt man also aus jeder M atrix den B estandteil P resp, R
gesondert , so bilden auch sie eine Gruppe, die isomorph ist mit der
urs prünglichen Gruppe. Ist Q nicht üb erall die Nullmatrix , so he ißt
die Gru ppe halb reduziert, sons t ganz reduziert. E s gilt nun der

Fundamentalsatz 99 1) : J ede halbreduzierte endliche Gruppe ist äqui 
valent mit einer ganz reduzierten.

B ew ei s: W ir beginnen mit reellen Gruppe n vom Gra de 11. Übt
man ihre g Substitution en E, A, B auf die quadrat ische Fo rm

X1
2 +X2

2+ +X,,2

aus und addiert die so erhalte ne n Formen, so erhält man eme posi
tive definite quadrat ische Form von Xl"'" X"' die sich nicht änder t,
wenn man eine beliebige Substitution der Gruppe auf sie au sübt. Wir
bezeichnen sie mit

"f = 2)ai kx jxk (ai k = CCk i) ·
i, k=l

Der Koeffizi en t von x/ ist a j i , derjenige von xjx
k
(i+ k) ist 2aw

Bild et man nun

-!- (a11 X l + a12 %1 +...+ a11l X,, ) 2 ,
11

so stimme n diejenigen T erme, die Xl entha lten, überein mit den ent
sprech enden in f, dah er wird:

f = ~ (a11 x 1 + ...+ a12 x ,,)2 + g (x2, .. . , %,J,
11

wobei g eine qu adratische Form der Va riablen x2 " ' " x" ist.

Set zt man

so ist
f = Y1

2
+ g (X2, · · ·, %,,) ·

Auf g kann man da sselbe Verfahren ausüben und fortfahren, bis
schließl ich f übergeführt ist in y1

2 + 'Y22 + ...+Y,r Die hierbei
benutzte Substitution hat offenba r die Gestalt :

Y1 = S11Xl + S12 X2 + + SI ,,%,,1,'

'Y2 = S22X2 + + S2"'X,, ,

Y,, =

W ir bezeichnen sie mit T - l .

1) H. Maschke: Bew eis des Satzes, daß diejeni gen endliche n line a re n Sub
st itutionsg r uppen, in welchen e inige durchg ehends verschw inde nd e Koeffizienten
auftre te n, intran sit iv sind. Mat h. Ann. 52, S. 363. 1899.
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Es ist also f die Summe der Quadrate von n Linearformen. Ke ine der
selben kann verschwin den, denn son st gäbe es außer Xl = X2 = . .. = x" = 0
noch weitere W ert esystem e der Variablen x, für welch e f = 0 wäre,
was ausgeschlosse n ist , da dies für den Summanden Xl

2 + ...+ x"'.l

nicht gilt und alle weiter en nur positive W erte annehmen können.
Die Substitution T-I gibt nach den x aufgelöst eine solche von
gleicher Gestalt,

X l = tll YJ +t1 '.l Y 2 + -+- tl "Y" ,
x'.l = . t'.l'.lY'.l -+- -+- i;»; ,

x =""
Die Subs titutionsgruppe

I:' , T -IA 1'. 1'-IB 1', . . .

T

läß t nun y l '.l + .,.+- y./ ungeändert , man nennt sie eine orthogonale
G1'uppe, und wir haben den Satz bewiesen :

Satz 100 : J ede endliche reelle Substitutionsgruppe ist äqui valent
mit einer orthogonalen Substitutionsgruppe.

Ist .'1 = (~~) halbredu ziert , so gilt dasselbe auch von 1'--1.'1 T ,

denn T und T-I sind halbr edu ziert , wir brauchen also den Satz !H) nur
für orthogonale ha lbreduzierte Substitutionsgruppen zu beweisen, und
hier zeigt sich nu n , daß solche stets ganz reduziert sin d. W enn A
orthogonal ist, so gelten die Beziehungen :

"2} ail =l ,
k =l

"2}a i k a1l; = 0 ,
k= l

d. h. setzt man A Zeile mit Zeile mit sich selbst zusammen, so er
hält man die Ei nheitsma trix ; ode r anders ausge drückt : die zu .'1
invers e Matrix ist die tran sponierte Matr ix AO. Nun hat die inverse

Matrix dieselbe halbreduziert e Form : A - I = (~' ~:), die tra nsponierte

dagege n ist (~:~o) und daraus folgt, daß Q' die Nullma trix ist,

w. z. b . w.

Um den Satz H9 auch für komplexe Gruppen zu beweis en, benutzt
man das Hilfsmitte l der Hermiteschen Formen. Zugleich mit T bildet
auch das aus den konjugiert imagin är en Matri zen best ehende System

eine Gru ppe t; denn aus AB = C folgt Ajj ' C~ wob ei allgemein A
die zu A konjugiert imagi näre Matrix bedeut et. Man benutzt nun
zwei Reihen von je n Variablen: Xl" ' " xn und Xl " ' " X" und bild et
den Ausdruck
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Erteilt man Xi stets den konjugierten Wert zu xi' so stellt diese Form
nur positive reelle Zahlen dar und sie verschwindet bloß für

Xl - x2 = . .. = X.. :.- 0 .

Übt man nun auf die Variablen Xl " ' " X" die Substitution A,

auf xl' . . ., i .. gleichzeitig .4 aus, so geht die Form über in:

"".,( ---L L ) ( - . : I + .- - )2.J a i1 ."C l I . . • -r ai"x" ail Xl T . .. ai"x" ,
i=l

und diese Form hat die Gestalt :

".2)ri k Xixk'
i • .1: =1

wobei r, k = rk i ist. Eine solche Form heißt eine Hermitesche Form.

Summiert man über alle Formen, die man erhält, wenn man A
die Substitutionen von T durchlaufen läßt, so erhält man eine Her
mitesche Form :

"f = .2)"ikX;Xk ,
i , k=1

Sie kann nur verschwinden, wenn alle Variablen 0 sind und nimmt
sonst lauter positive Werte an . Entsprechend dem reellen Fall erkennt
man, daß

("11 Xl + "2l X2 + ... + "nI X")("ll Xl + «12 X2 + ... + «1 "X,,)

in denjenigen Termen mit "11 f übereinstimmt, die Xl oder Xl ent
halten. Daher wird

1
[>: - (aUxl + ., .+ ""1 X,,) (<<UXI + ...+"1" x,,)

an

bloß noch von den Variablenreihen x2 • •• x"' x2 • . • x" abhängen.
Führt man daher die beiden konjugiert imaginären Substitutionen aus :

1 .
Yl = -,'=(all Xl + ... + «"I X..)

vau
und

5'1 = "('~.. (<<Hi l + .. .+ "1" X,,),
Vau

so geht f über in Y1 Yl + g (x2 • • • x"' x2 • • • x,.). Dabei ist g wiederum
eine Hermitesche Form, und indem man fortfährt, wird f zu

YlYl + ... + y"y",
Eine Substitution, weIche diese Form ungeändert läßt, heißt eine
unitäre Substitution. Man kann sie auch durch die Eigenschaft definieren,
daß die zu ihrer Matrix inverse Matrix die transponierte der koniugiert
imaginären Matrix ist. Man gelangt nun genau wie im reellen Fall
zum Ziel.
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Eine ganz reduzierte Gru ppe, dere n Matrizen die Gestalt hab en :

A = (Al 0)o .'12

ist bereits bestimmt dur ch die beid en Bestandteile :

Tl = EI ' Al' BI ' ' " und r 2 = E2 , .12 ' B2 ,

W ir bezeichnen sie mit T = r 1 + 1~ .

Es ist möglich. daß r
1

sich weite r reduzi eren läß t, ab er wenn
man fortfährt, gelangt man stets zu eine m E nde. ind em man Gruppen
erh ält, die sich nicht weiter reduzi eren lassen . Solche Substitution s
gruppe n heißen irl' edu:ibpl . und wir könn en das Resultat zusammen
fassen in den

Satz 101 : J ede endliche S ubstitutionsgruppe ist entweder irre
duzibel oder vollständig reduzibel au] eine Summe irreduzibler Gruppen .

Enthält T vollständig reduziert die irr eduziblen Bestandteile T,
je ni-mal (i = 1, . . ., r), so schrei bt man

T = n1 1'1 + 1121~ + ...+ 11 ,. [',. ,

Wir beweisen noch den

Satz 102 : Die irreduziblen B estandteile einer Abelschen Substi
tu tionsgruppe sind sämtlich vom Grade 1. Sie läßt sich transformieren
in eine Grttppe, deren Matrizen sämtlich die Diagonalform haben.

B ew eis : Wi r benutzen vollständi g e Induktion, inde m wir den
Satz als bewiesen annehme n für Gruppen , deren Grad kleiner als n ist .

T sei also eine Abelsche Gruppe, di e nicht in reduzierter Form
gege be n ist. Dann gibt es eine Matrix A in T', die mi ndest ens zwei
verschi ed ene charakteristische Wurzeln b esitzt, und wir neh men an,
daß A in Diagonalform erscheint. Die Ko effizient en in der Haupt
diagonale von A seien der Reihe nach (cl ' c2' . . . , C,.). Dur ch ein e
weitere Transformat ion. welch e auf eine bloße Vertauschung der
Variablen herauskommt , kann man erre iche n, daß in der Haupt
diagonalen zue rs t alle Wurzeln kommen, die gleich CI sind, während
die übrig en von f 1 verschieden sind. E s sei also

EI = .0 E2 = . . . = Em Ei 4= f 1 i > m .

Nunmehr sei B eine beliebige Matrix von 1'. Dann wird .1 B = BA,
also :

d. h.

f:" b i k = f ibi/; '

Ist also f j 4= ck ' so wird bi k = O. insbesondere ist bi/; = 0 , sobald

i ~m k >m
oder

i > m «-:«.
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d. h. abe r, daß B ganz reduziert ist , nämli ch Summe zweier quadratischer
Matrizen vom Gra de mund 1t - m . Da B eine beliebige Matrix
von T ist, so ist auch r reduziert. Auf jeden der bei de n Bestand
teile ka nn man das Verfahre n fort se tzen, bis völlige Reduktion auf
die Diagonalform erre icht ist.

§ 43. Die Fundamentalrelationen der Koeffizienten irre
duzibler Substitutionsgruppen.

Im vorigen Paragr aphen wurde gezeigt, daß jede Subst itutions
gruppe auf irr eduzible Bestandteile reduziert werd en kann. Unse re
Aufgab e ist nun die Untersuchung dieser letzteren, und dabei zeigt
sich die m erkwürdige Tatsache, daß ihre Koeffizienten einer Reihe
von R elationen ge nügen, die ganz verschieden sind von den Relationen,
welche durch die Zusammensetzung der Matriz en und die Gruppen
eigenschaft bedingt sind.

Jed e Gruppe besitzt als irreduzible Darstellun g die identisch e
Gru ppe r 1 , der en Matrizen sämtl ich aus (1) besteh en . Nunmehr se i
r = E, A, B, .. . eine Darstellung der abs trakten Gruppe @.

Aus ihr leiten wir sofort ein e neue Dar st ellung ab in folgende r
W eise : Transponier t man die Ma trizen A und B (d, h. vertausch t man
die Zeilen mit den Kolonne n), und bezeichn et man allgemein mit S °
die zu 5 tran sponier te Mat rix, so folg t aus AB = C die andere
Gleichung BO AO = Co. Andre rseits gilt auch Br! A - 1 = C-l . Bildet
ma n daher zu jeder Mat rix 5 die Matr ix S, = 5 °- 1, indem man nach
eina nde r transponiert und zur inversen übe rge ht (diese beid en Ope
ratione n sind vertauschba r), so folgt aus A B = C wiederum At B, = Ct'
Wir bezeichn en die Gruppe T t , deren Matrizen aus E , At, B t , ... be
stehe n als die zu T adjungierte SUbstitutionsgruppe.

Satz 103: Das Charakterensys tem vom T t ist konjugiert imaginär
zu demjenigen von T,

B e w eis : Wir zeige n, daß X(A) konjugi ert imaginär zu X(A
t
)

ist in folgender W eise : Es gilt zunäch st X(A) = X(AO ), fern er ist
x( A - 1) konjugier t imaginär zu X (A ), denn sei A auf Diagonal-

( Cl 0 . .. 0 )

form reduziert = 0 c2 . • . 0 so wird A-l

cl 1 0 0

Oc; ' 0

O L·-l. . . . . "n )

st immt Cl mit der

00 . . . c,, )

und da die Zahl en e E inhe itswur zeln sind, so
konjugier t imaginär en Zahl zu c üb erein.

Die Ad jungiert e der Adjung ierte n Gru ppe stimmt mit der ursprüng
lich en Gruppe übe rein : T t t = T , wie ohne weitere s aus der Definition
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folgt, wenn wir berü cksichtigen, daß Transposition und Inversion ver
tauschbare Opera tione n von der Ordnung 2 sind.

Sind rund T" zwei beliebige Darstellung en von @, so läßt sich
aus ihn en in einfache r W eise eine neue Dar stellung zusammensetzen.

Die Matriz en von r resp. I" seien E, A, B , ... res p. E' , A', B', . ..
und E , E' resp . A . A' usw. seien jeweils Darstellungen desselben
E leme ntes von @ . Die Grade von rund T' se ien n und n' , Wir
bilden nun zwei Reih en von Variab len xl' . . ., x" und Y1 , • • • , Y,," Auf
die Xi werden nur Substitutionen von T' und auf die Yi nur die ent
sprechende n von 1" angewende t. Bildet man die sämtlichen Pr odukte

X1 Y1,X2)'1" "'x"Y1, X1)'2,·· · ,X"Y2' ··· ' x 1)'n· ,· . . , x " Yn' und übt
man auf die Variablen A res p. A' aus, so erfahre n die Produkte selbst
eine lineare Substituti on, und zwar gilt folg ende Beziehung :

Ist A gegeb en durch

und A' geg ebe n durch

so wird :

"x' ;"a . . x .
t .- t J .J

J = l

,,'
Yk = YaklYI

1= 1

(t: = 1 , ... , n)

(k = , 1 , ... . n')

n n'

x/ y{ = 2: 2J ai j akl Xj Yt·
j = 1 1= 1

Zu jed em Paar von entsprechende n Sub stitu tionen a us rund T"
gehört also ein e bestimmte Substitution vom Gra de n n' und diese
bilden eine mit @ isomorphe Gruppe. Wir bezeichnen diese Dar 
stellung von @ als die durch K omposition von rund T" entstande ne
Darstellung r T". Vertauscht man rund T" , so erhä lt man eine
äq uivale nte Substitutionsgruppe, denn das kommt darauf hinau s, daß
man die Produkte in folgender Reih enfo lge aufschre ibt :

Dies ist ab er nur eine Vertauschung de r Sub stitutionsvar iab len.

Wir beweisen nunm ehr den

Satz 104 : Sind rund 1" zwei irreduzible Sub stitutionsgruppen,
und ist T" nicht äquivalent mit 1'[' so gibt es keine bilineare Form
der Variablen Xl' . . . , x" und Yl ' .. . , Yn', die stets in variant bleibt, wenn
auf die beiden Variablenreihen irgend zwei entsprechende Sub sti tution en
von rund T" ausgeübt werden .

n f1 '

Bew e i s: Jed e Bilinearform 1,;' 2J ri k Xi Yk = f läßt sich durch
i = 1 k= 1

linear e Substitutione n auf eine Norma lform transform ieren. In der
Tat, ma n bilde

(ru Xl -1- r21 x2 + .. .+ r"1 x ,.) (ru Y 1+...+ r1n' )'n' ) '
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Dieses Produkt stimmt in denjenigen Termen , die Xl oder Y
I

enthalten, mit r11 f überein. Hierbei darf man voraussetzen, daß
;11 =f= 0 ist. Denn sonst sei r., =f= 0 ; vertauscht man nun Xl mit Xi

und Yl mit Yk' so wird 'ik zum Koeffizienten von Xl Y1 ' Dabei haben
die beiden Variabelnreihen nur unter sich eine Substitution erfahren.

Setzt man

;
1 . (' 11 Xl +- ...+ rn l xn) = u j

"'11
1

1- - (ru Yl + ...+ 'In' Yn') = VI'

"rll

so kann man f so schreiben :

u1 VI + g(x2 , . . . , X"' Y2' . ,. , y", ).

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, erkennt man, daß sich die
Bilinearform stets in der Gestalt annehmen läßt :

X1Yl + ..,+ x"Y r '

wobei natürlich r < n , r < n' ist.
Nun sei (ai',) eine Substitution von rund (aik) die entsprechende

von r:
In der invarianten Form Xl Yl + .. .+ X,. v, üben wir zunächst

bloß die Substitution (a i k) auf die Variabeln x aus und erhalten :
n n n

Y1 ' .2-' ali xi + Y2 ' .2a2 i Xi --[- . , , + Yr .2«, Xi '
1 1 1

Diese Form ordnen wir nach den x :

r r r

Xl ~'ai1 Yi + X2 ~'ai2 Yi + '..+ Xli 2Jai ll Yi'
I 1 1

Üben wir nun auf die Variabeln y die Substitution (aik) aus, so
muß die ursprüngliche Form Xl Y1 + '.,+ X,. Y,. entstehen. Vergleicht
man die Koeffizienten von Xl " ' " XI" so findet man, daß (a.iJ.) die r
Linearformen

r" ,.:... «« Yi
i =1

bis
r

'\ '
~airYi

; =1

überführt in Y1

Ist, < n',
falls r < n ist .

bis Yr '

so ist also I" reduzibel. Dasselbe beweist man für r,
Es wird also r = n = n' und I" ="" T',

Satz 105: Sind rund I" zwei irreduzible Darstellungen von @, so
enthält die komponierte Substitutionsgruppe I' I" nach vollständiger
Reduktion die identische Darstellung genau einmal oder nicht, [e nach
dem T mit T" äquivalent ist oder nicht.

Beweis : Wenn eine beliebige Substitutionsgruppe die identische
Darstellung genau r -mal enthält. so gibt es nach Satz 101 genau x
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unabhängige lineare Formen der Substitutionsvariablen, die invariant
sind g eg enübe r den Subs titutionen der Gruppe. In T 1" bestehen
die Sub stitutionsvari abl en aus den Produkten Xi Yk und es müßte r
unabhängig e invari an te Bilinearforme n geben. Ist also 1" nich t
äquivalent mit T, so ist r = 0, womit ein T eil de s Sa tzes be
wiese n ist.

Nun möge für T und 1'/ außer f= Xl Y1 +... -+- X" Yn au ch noch
n

~ = .2)ri l, x i y" invariant sein; dann läßt sich g nach dem Beweis zu
i, 1c = 1

Satz 104 durch zwei Sub stitutionen auf die Variabelnreih en x und y
in die Gestalt f transformieren. Sind d und d' die Substitutions
determinanten , so wird die "De terminante" von g: Iri k ! = r nach
der Sub stitution zu d.r d' . Nun ist aber die Determinante von f gleich l.

dah er ist dr d' = 1 und r =f= 0 . E s kann also keine invariante Bilinear
form geben, deren Determinante = ° ist . Mit g und f ist auch g - t f
invariant, unter t eine beliebige Konstante verstanden. Die Deter
minante dies er For m ist

(0 für i ± k
e i k = ~ 1 f . ' k

~ ur t =

und man kann t so bestimmen, daß sie verschwinde t, ohn e daß die
g a nze Matrix zur NuIlmatrix wird. Also gibt es bloß ein e invarian te
Bilinearform und deren Multipl a : Cf-

Aus diesem Sa tze folg en die grundleg enden R elationen, denen
die Koeffizienten irr edu zibler Substitutionsg ruppen genügen. Bezeichnen
wir das System (ei k , ai k , bi k , .. . ) der Ko effizienten, die an der SteIle
(i k ) in allen Matrizen von T auftre ten, als eine Stellenzeile, so könn en
wir sagen, daß alle Relat ionen bilineare Verbindungen (skalare Pr o
dukte) von Stellenzeilen enthalten.

Derartige Summen bezeichnen wir mit

.2 .
s

worunter also die Summe über all e El emente E, .1, B, . . . von @

verstanden ist.
Die grundlegenden Relationen sind enthalte n in folg endem

Satz 106: I st 1" nicht äquivalent mit T t , so bestehen zwischen
den K oeffizienten von rund 1" die Gleichungen:

};Si k S{m = 0.
s

Zwischen I ' und 1 'I bestehen die Gleichungen

und" , g
L Si kSik = n
s

sobald (Im ) verschieden ist von ( i k ) .
Ordnung von r.

S p e i s e r , Gru ppent heorie.

};SikSl m = o ,
S

n bed eutet den Grad , g die

8
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Beweis: Übt man auf x ,vI die Substitutionen von Tund T'.-
der Reihe nach aus und addiert die Bilinearformen, so muß im ersten
Fall die Summe identisch verschwinden, im zweiten Fall kann auch
die Form C (Xl Yl +... + X,. Y,.) herauskommen. Die Form lautet nun,
wenn man .2siks{m mit siklm bezeichnet :

8
n n'

.2 .2 Sikltn », Ym '
k=l m=l

Daher muß im ersten Fall stets siklm =0 sein, womit die 1. Aussage
des Satzes bewiesen ist. Im zweiten Fall müssen jedenfalls die
Koeffizienten von x

k
Ym (k =!= m) verschwinden, d. h.

Ferner muß sem:
Siklm = 0 (k =!= m).

wobei noch offenbleibt, ob der Wert 0 ist oder nicht. Nun gelten
aber für die Zahlen siklm die Beziehungen:

In der Tat stimmt der Koeffizient Sik in 5 nach Definition über
ein mit dem Koeffizienten an der Stelle (ki) in s;', ebenso derjenige
von 5 -1 . an der Stelle (l m) mit dem Koeffizienten von SI an der
Stelle (m l).

Man kann daher setzen:

.2 Si<:«; = .2 Ski sml
8 8- 1

und, da die Summationsfolge keinen Einfluß hat auf die Summe,
so wird:

Hieraus folgt sofort, daß auch für i =!= 1 stets Si k Im = 0 ist. Also
sind gewiß nur die Zahlen Sikik =!= 0, und zwar haben sie alle den
selben Wert, denn aus

folgt :

woraus unsere Behauptung ersichtlich wird.

Um den gemeinsamen Wert dieser Größen zu bestimmen, ziehen
wir eine Folgerung aus dem bewiesenen 1. Teil des Satzes.

Dieser besagt folgendes: Sind E, A, B, . .. die Matrizen von T und
ist e/k , a/k , b/k , . ,. eine Stellenzeile aus T', wobei T' nicht äquivalent
ist mit Tl' so gilt die Beziehung:

e/kE + a;'kA + b/kB +... = O.
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I-Heraus folgt

Satz 107: I st T verschieden von der identi schen Darstellung, so
verschwindet die Summe der Ma trizen von r und also auch die Summe
der Charaktere.

n
In r T, ist die Summe der Cha rak tere offenbar Y: Si i i i ' Anderer

;=1
seits enthält diese Da rst ellun g die identische Darstellung genau einmal,
daher ist die se Summe = g . Daraus folgt :

_ 9
SII11 - n'

womit auch der zweite T eil von Satz 106 bewiesen ist.

11. Kap i t e l.

Gruppencharaktere.

§ 44. Äquivalenz von Substitutionsgruppen.

Satz lOS: Sind rund T" zwei irreduzible Darstellungen von ®,
so besteht zwischen den beiden Charaktersystemen die Gleichung:

)" (5) " (5- 1) = { 0 wenn T nicht äquivalent mit T',
..,;X X T -. . l t . T's g wenn aquwa en mit .

B ew eis : ..Ex (5) X'(5) ist nach der Bezeichnungsweise des Satzes
s

n n'

106 gleich \ ' .,Esi ik k und diese T erme sind säm tlich 0 , auße r wen n
; = 1 k = l

I" mit T t äquivale nt ist, und für T' = T', ist

f 0 für i+k

Si i l'k = 'l f. für i = k .
11

Ist X' (5) Charakter von I", so wird die konjugiert imaginäre Zahl
x' (5) nach Satz 103 gleich dem Charakter von r/ und es gilt
1.' (5) = X' (5- 1) . Daher ist die Summe nur dann von 0 vers chieden,
wenn T/ mit TI' also I" mit T äquivalent ist.

Satz 109: Die notwendige wnd hinreichende Bedingung tür die
Aouioalene zweier irreduziblen Darstellungen besteht in der Gleichheit
des Charaktersy stems.

Bew ei s : Dur ch Transformation ändert sich der Charakter einer
Matrix nicht , daher ist Gleichhe it des Charakterensystems eine no t
wendige Bedingung. Nunme hr seien T und T' zwei irr eduz ible Dar
stellungen mi t dem selb en Charak terensys tem X(5) (5 = E, A, . ..) .
T ist adjungierte Darstellung von Tl' daher g ilt : Ez (S)x (5) = g.

s
Da 1. au ch Cha rakter von T" ist, so folg t, daß T' äquivalent mit T

8*
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also Ci = c(.

ist. Man hat bloß im vorigen Satz TI unter T zu verstehen, also
runter 1'/ und den zweiten Fall zu berücksichtigen.

Satz 110: Eine reduzible Darstellung von @ läßt sich auf eine
und nur eine Weise als Summe irreduzibler Bestandteile darstellen .

Beweis : Sei

1' = Cl Tl + c2 T 2 +...+ cL', = c/ 1'1 +...._ ~ - C,.'1'r ·

Bezeichnen wir die Charaktere von T mit X' diejenigen von Ti mit
X(i) , so gilt allgemein für jedes Element von ~:

X = Cl X(1
) + C~X(2) + '" + C,.X

Ü
) = Cl' XÜ )+...+c,.''i r) .

Daraus wird weiter, wegen Satz 108:

2X(S)X(i)(S-1) = cig = c( g.
s

Satz 111: Die notwendige und hinreichende Bedingung tür die
Aquivalenz zweier Darstellungen von ~ besteht in der Gleichheit ihres
Charaktersystems .

Bewei s : Zunächst ist die Bedingung notwendig. Sie ist 'aber
auch hinreichend, denn wie im vorigen Beweis folgt, daß die beiden
Darstellungen dieselben irreduziblen Bestandteile besitzen, sie lassen
sich also in dieselbe vollständig reduzierte Gestalt transformieren und
sind daher äquivalent.

§ 45. Weitere Relationen zwischen den Gruppen
charakteren.

sind. Mit
definieren,

In § 6 haben wir eine Einteilung der Elemente einer Gruppe
in Klassen kennen gelernt. Wir bezeichnen die Klassen mit
(I1 ' (I~, . .. , I1r und die Anzahl der Elemente in (Ii sei hi · Wenn (Ii

aus den Elementen A{il , ..., A~~) besteht, so schreiben wir :

(Ii = Ali
) + ...+ Ah~). Man kann nun das Produkt (Ii (Ik definieren als :

. . h; h" .
(A (.) + .L A (») CA (1:) I ...:.. Alk»)= ,>' n A (.) A (k)

1 . .. I h; I T " ', hk ~.L..J 1 m,
1=1 m=1

und diese neue Summe ist wiederum eine Summe von Klassen, denn
transformiert man die linke Seite durch ein beliebiges Element, so
erfahren die Elemente jeder Klammer unter sich eine Permutation.
Indem wir rechts abzählen, wie oft jedes Element auftritt, erhalten
wir die Gleichung :

r

(Ii (I" = ~' Ci" I (Ip
1=1

wobei die Koeffizienten c ganze positive Zahlen od er ()
Hilfe dieser Koeffizienten lassen sich nun Gleichungen
denen die Charaktere jedes Systems genügen.
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Wir bemerken zunächst, daß unter den Cha rakte ren 1.(5) einer
Dar stellung von @ höchstens r verschiedene vorkommen, denn die
Matrizen ders elb en Klasse von @ besitzen dens elb en Cha rakter. Zu
jeder Klas se ge hö rt ein W ert von X und wir setzen 1.(.4) = 1.i' wenn
.-l zu [i gehört. Sp eziell wird X(E) = Xl = 11.

Alsdann las sen sich die Relation en von Satz 108 auch so schre iben:

, {O für "I' -!- ' I\ ' J ' ._ , - I . T I.-= 1i 7..i Xi - o für v' = '-' '" •
t- l e I . I.

Ferner gelten die weiteren Beziehungen:

Satz 112: Z wischen den Charakteren eIner irreduziblen Dar stellung
von (5) gelten die Gleichungen :

h ; 1. ; . hk l~ _ _ ~' c h'l'
1.. X. - i7 1 u. ! 1..

,
oder hi z, s, x. = Xl 2.,' Ci/d h, X,·

1=1

(s = c, a, b, . . .)

B e wei s : Die Stellenzeilen (Cl k, alk" " ) eine r irredu ziblen Dar
stellung T sind linear unabhängig, denn wenn eine Relation

"
.::..' /li/, Si k = 0

i . .1: =1

bestände, so multipliziere man die linke Seit e mi t Sl1 (s = e, a , b, . . .)
lind addiere. W eg en Satz lOIl folgt 1111 .= O. Genau gleich bew eist
man, daß alle Koeffizien ten verschwinde n. Dar aus folgt , daß man m
der Matrix:

E XE -+ .-1 x.4 - ;- . . . = ( \ ' S i '. xs) = M
s

die Variablen x so bestim men kann, daß sie einer beliebig en Matrix
von n~ Zahlenkoeffizient en gle ich wird. Nun se i die Matrix N mit
allen Matriz en von T vert auschbar, dann ist sie auch mi t Mund
daher mit jede r Matrix vom Grade n verta uschba r. Nimmt man
speziell eine Diagonalmatri x mit n. verschiedenen Koeffizienten

r

a
1I .. · 1I 1(; a; () ,

. . . . .~ = iV1 ,

I 0 0 a"J
so folgt aus :1'1' N ,--, N 111 ', daß N ein e Diagonalmatrix sein muß,
lind nimmt man weiter eine Matrix von der Ges talt :

1 1 1
() 1 1I ()

M " , -, () () 1 ()

1("'; '(','::: '~ J

so erkennt man aus :v1" N =-" N J1". daß N die Ges talt hat c E _
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Bildet man die Summe aller Matrizen der Klasse 11;. so erhält
man eine Matrix , die wir mit C; bezeichnen. C; ist nun mit allen
Matrizen von T vertauschbar, weil die Elemente einer Klasse bei
Transformation mit einem beliebigen Element der Gruppe nur eine
Vertauschung erleiden. Daher wird Ci = 'YJi E und hieraus folgt weiter,
daß die 'YJ den Gleichun gen genügen :

r

,/; 17" = 2) Cj k l '}, ·
1=1

Der Charakter von Ci ist 1t 'YJi = Xl ,/;. Andere rse its ist er auch die Summe
der Charaktere der hi Matriz en der Klasse , also = hi Xi' Daraus folgt :

d h, XI • d Sb' .Xl 'YJj = hi Xi 0 er 17i = - X· , womit er atz ewiesen 1St.
. 1

Man kann auch zwischen den Charakteren der Matrizen, die in
den verschiedenen irreduzib len Darstellungen zum selben Element ge 
hören, Relatio nen angeben.

Seien Tl ' .. . ,Tr , Repräsentanten der vers chied enen irreduziblen
Darstellungen und sei die vollständige Reduktion von Ti r" durch
folgende Formeln ge geben :

r '

rir" = 2) gik,r r
1=1

Der Charakter der zum Element A gehörigen Matrix in T; r
k

ist
Produkt de r entspreche nden Charaktere in Ti und r", daher wird

oder.:
r'

xl )"1../") = .L) g i k l xl > (j = 1 , . . . , r' ).
1=1

Es bleibt bloß noch übrig, r , die Anzahl der nicht äquivalenten Dar
stellungen, zu bestimmen. Bis jetzt können wir bloß sagen, daß
r' < r ist. Denn wäre r' > r , so bestände zwischen den r' Charakteren
systernen mind estens eine linear e Relation :

r'

2)"ixLi
J= ü (k = l , . . . , r).

; = 1

Multipliziert man sie mit X~i) (k = 1, .. ., r) und addiert, so folgt "i = O.

Im nächsten Paragraphen werden wir zeigen, daß r = r'.

§ 46. Die Gruppendeterminante.

Die Quelle aller Darstellungen einer Gruppe ist diejenige durch
eine reguläre Permutationsgruppe, die man e-hält, ind em man die
Elemente E, A , B, . . . rechts der Reihe n: . mit E, A, B , . . .
multipliziert. Um die Gruppe leichter in Formeln darstellen zu
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könn en, multipliziert man die Matriz en mit der zugehörig en Variablen
XE, XA, . , . und addiert sie. Da nn erhä lt man die folgende Matrix (vgl.
die Gruppentafel auf S. 4 )

(Xp-l Q) P, Q = E , A , B, . . .

Diese Matrix heißt die regulä1'e Gruppenmatrix, ihr e Determinante die
1'eguläre Gruppendete1'minante. In der T at : Die erste Zeile lautet
offenbar XE , XA , XB, ... , für die zweite hat man AS Xs in die R eihen
folge E , A, B , ... zu bringen, d. h. 5 in die Reih enfolge A-lE, A-lA,
A- l B, .. . usw,

In dieser Darstellun g ist X(E) = g, X(A ) = 0 für A =f E, da die
Permutationen, di e zu den von E verschieden en El em ent en gehören,
kein El ement in Ruhe lassen . Wir bezeichnen diese Darstellun g mit
[[ und setzen sie vollständi g reduzi ert folgendermaßen an :

IT = n l Tl +.. .+ n. ,T'; .
W enn wir die Charaktere links und rechts einande r gleichs etzen, folgt :

1; ». Xiii' (A ) = {O f~r A =1= E
i =1 l g fur A = E .

Multipl iziert man diese Gleichung mit Xii )(A - 1) und addiert üb er alle
Matrizen A , so erhält man rechts g ' X(iJ (E), links wegen Satz 108
ni g und hieraus : lI i = Xli)(E) . Hiermit sind nach der Method e vom
letzten Paragraphen die irr edu ziblen Bestandteile von IT gefunden
und wir haben de n

Satz 113: Die reguläre Darstellung II von @ ent hält jede irreduzible
Dar stellung so oft, als deren Grad beträgt.

Zu jeder Klasse ~i von Elementen gibt es ein e Klasse, welche
aus den inversen El em enten von ~i besteht. Wir bezeichn en sie mit
(1i' und bemerken, daß i = i ' sei n kann. a:i und ~i' bestehen aus
gleichvielen, h; = hi " Eleme nte n. a:i~;' enthält die Klasse ~l = E
ge nau hi mal, während a:i c, (k =1= i /) ~l nicht enthä lt.

Hieraus folgt , daß

{
o für k =l= i '

Cikl = h f k ~ ' 1i ur -- t .

Summieren WIr nun die Gleichungen von Satz 112 :

r
h .x ~v) h z(v) = x(v) Y'c . 11 Xlv)

" k·1.; ·1"::"'; , k l 1 ·1
1=1

über alle Werte v = 1, . , " r', so folgt , da h
1

= 1 ist :

r ' ( 0 für k =1= i '
!dlhi Z ~V) hk 'X.~ ) = 1 9h; für k =i'
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und, da wir hi h
k

vor das Summationszeichen setzen können, erhalten
wir den

Satz 114: Zwischen den Charakteren bestehen folgende Relationen :

r {O für k =1= i'
L xr) X~V) = g f k "
v=1 ~ ur = t .

Hieraus schließen wir, daß die r Reihen :

X~l) X~2) xt)
X~l) X~2) xr)

X( I ) X(2) • • , x(,')
r -r ~r

linear unabhängig sind und daraus weiter, daß r < r' . In Verbindung
mit r' < r ergibt sich r = r' :

Satz 115: Die Anzahl der nicht äquivalenten irreduziblen Dar
stellungen von @ ist gleich der Anzahl der Klassen der Elemente in 6l .

§ 47. Übersicht.
Um eine Übersicht über die Relationen zwischen den Gruppen

charakteren zu erhalten, bilden wir folgendes quadratische Schema :

I ~1 ~2 ~r

r-i-X(l)'- X l ! ) :- .- . -. -. i- XIl )
1 ! 1 , 2 , I ' rr-i-

X
(2) '- X (2) -.-.-,-.,!-X(2)

__2_:_,1_._2_:__,_,_

-----r-'-x'r) -X(r) -.-.-.-,!- X'r)
r i 1 i ...2 1 "',

In jeder Zeile stehen die Charaktere einer irreduziblen Darstellung
nach den Klassen von @ geordnet, in jeder Spalte diejenigen, welche
zur selben Klasse von @ gehören, nach den verschiedenen Dar
stellungen geordnet.

1. Zwischen den Zeilen bestehen die bilinearen Beziehungen:

r JO w=l=,:
\' h.X~v) X(10) =

i~ "" 1g w = v' ,

wobei X'V') den zu X'v) konjugiert imaginären Charakter bezeichnet,
d. h. den zur adjungierten Darstellung gehörigen,

2. Zwischen den Spalten bestehen die Gleichungen :

r r0 k =1= i'
~' X: V

) Xk~V) ='l-I?-. k = .' ,v= 1 h;

wobei Xi' den zur inversen Klasse von Xi gehörigen Charakter be
zeichnet. Auch Xi und Xi' sind konjugiert imaginär.
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3. Zwisch en den Charakte re n eme r beliebigen Zeile bestehen die
Gleichung en:

r

hJlkXiXk = Xl ;E CikZ h l Xl'
/ =1

4. Zwis ch en den Cha rakte re n einer Spalte best ehen die Glei
chungen:

r
;rlU)X (V) = ~ gIl VWX lwJ.

w=1

'Wir bemerken , daß 1 und 2 auseinand er folgen, wenn man den
Satz anwendet, daß zwei inverse Matrizen M und lVI-I vertauschbar
sind: M M-l = M-I M = E.

In der T at : bezeichnet m an die Matrix

i = 1, r
v = 1, r

mit X , so wird X-I weg-en der R elationen 1 g le ich der transponierten
Matrix zu

( ». . )\-f-xiV) .

Bildet man nun X - I X , so erhält man :

r h;. {o
\ ' . -- ." .lv ) X(v ) =

- g A t -k 1v -. 1 l

i =!= k
i = k .

Nun ist 7. ~v·) = 7. ~VI . also :
- t -t

(0 i = k
~' X?)XkV

) = l'S-
h

l
i =!= k ,

was gera de die Formeln 2 sind.

Di e Größ en ci l;/ sind gewissen einfach anzug ebenden Besch r än 
kung en unterworfen . So ist : ci /;/ = Ckif' denn (1i~k = ~k~i ' Ferner
wird, wie schon bem erkt .

, u k =!= i'
C; kl - J- l h; k c=oi ' .

.Außerdem :
l ~k

I = k .

Sch ließlich gelte n noch di e komplizierten , aber für die Theori e der
hyperkomplexen Zahlen fundam entalen Beziehung en, welche aus dem
Besteh en der assoziative n (;esetze folg en : (~i ~) ~k = ~i (~.i ~k) ·

Es wird :
r r
~' ci jl lS , ~ ,,, , - \ '

1=1 . 1=1

r

~' Ci jI Cl/, lIt /Sm'
m.=:t .
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Ebenso

Daher :

11. Kap . Gr uppe ncbaraktere.

r r r

<Ii (<Ij<Ik ) = 2) Cj k Z<Ii <I, = 2) 2) Cj k l Cil", <Im'
1=1 1=1 m= l

r r

.J) Ci il CZkm = 2)Cjk ZCi llll '
1=1 1=1

Hierb ei ist vom Bestehen des kommutativen Gese tzes kein Gebrauch
gemacht.

Für die Größen g i k z gelten ga nz ents prechende Gleichungen :
r r

2) gi j Zu.; = .J) gj k l gi Zm'
1=1 1=1

k =l=l
k =l ,.

Die
drücken.

( 0
gHz = gk ll = 11

. {O k =l= i'
gikl = 1 k = i' .

Zahlen Ci k l und gUlIlU lassen
So folgt aus:

sich durch die Charaktere aus-

r
h. h /.\v)X(lI) = X (1I) y' c . lz X(·)

, k· , ·k .1 1";;1 , k/ 1 1

(11)

nach Multiplika tion mit 7.1(~) und Summierung übe r v:
7.1

T (11) (11) (v )

h h ,, ~i !.-~7.1' . _ .
i k LJ (11) - Ci k Z g .

11=1 Xl

Ebenso findet man aus :

nach Multiplikation

T

X!U)X!ll) = .J) g X!W)
.... \ '" . Ut7W ,," t

1.0 = 1

mit h.X!W') und Summation über t :
t \

T

)' h .X!U) X ~lI } X!W'l = g .g.
•~ 1,. t ~t t U t 'W
\ = 1

Aus dieser Gleichung ersieht man sofort, daß gUlIw =.~ glluw'

ferner gu vw = gw'lIU' = guw' v" Da die rechte Seite reell ist, bleibt die
linke ungeändert, wenn man alle Zahlen durch die konju giert kom 
plexen, d. h. u dur ch u', v durch v', w' durch w ersetzt und man er
hält guvw = gu'v' w"

Setzt man in der Relation 2. i = k = 1 , so wird h
i
= 1 und

man erhält den

Satz 116: Die Grade xii),...,x1T) der irreduziblen Darstellungen von
@ genügen der Gleichung:

1. (1)2 + .i, X (T) 2 = g· 1 . . . 1 · 1 •
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Die Charaktere sind, als Summen von Einheitswurzeln. ganze
h./V )

algebraische Zahlen. Dasselbe gilt von den Ausdrücken T ' Denn
XlV)

bezei chnen wir sie bei festgehaltenem v mit xl" ' " x,., so g enügen
sie den Gleichungen :

r

Xi Xk = .2) Ci k l X l '
1=1

Halten wir hierin den Ind ex k fest, so folgt in bekannter Weise aus
dem Bestehen der r Gleichungen i = 1, . .. , r, daß x

k
der Gleichung

von t genügen muß:

Cl k1 - t
c'.l kl ~''Jk'2 - t

= 0.
i

. • ' C" k r - t i
Hierin ist (- l )r der Koeffizient von 1', die übrigen Koeffizienten sind
ganze rationale Zahl en . Die r Wurzeln die ser Gleichung sind die
r Zahlen :

h 1. (v)
k - i.

(" )
1.1

(v = l , .. . . r)

h (V)

Multipl iziert man die Zahl !:h mit X ~v ' ) und summiert über i ,1.t) "'
so erhä lt man ~,ji' Nun muß die Summe ganzer Zahlen wiederum

Xl

eine ganze Zahl sein und wir erhalte n den

Satz 117: Die Grade der irreduziblen Darstellungen von Q) sind
Teiler der Ordnung von Q).

Wir betrachten noch die Darst ellungen ersten Grades von Q).

Eine solche ist zyklisch und homornorph mit der Faktorgruppe eines
Normalteilers IR von @ . Der Normalteiler 9, enthä it die Kommuta
torgruppe von Q). Umg ekehrt ist jede Darstellung von Q)!Cf, auch Dar
stellung von Q) und vom ers ten Grad e, falls sie irredu zibel ist, denn
Q)!Cf, ist Abelsch. Daraus folgt de r

Satz 118: I st s der Index der Kommutationsgruppe Cf, von Q), so gibt
es genau s irreduzible Darstellungen von Q), die den Grad 1 haben,
nämlich die s Darstellungen von OJ!(L

Mit den Matri zen bilden auch der en Determinanten ein e Dar
stellung von @, und zwar eine solche vom Grade 1. Daraus folgt der

Satz 119: Diejenigen Substitutionen von T, deren Determinante 1
ist , bilden einen Normalteiler. dessen Fakt orgruppe zykli sch ist .
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So besteht z: B. die alternierende Gruppe aus denjenigen Per
mutationen, deren Determinante + 1 ist, während die übrigen die
Determinante - 1 hab en.

§ 48. Vollständige Reduktion der Gruppenmatrix.

Die Formeln des vorigen Paragraphen erschöpfen nicht die ganze
Fülle der Beziehungen zwischen den Koeffizienten der irreduziblen
Substitutionsgruppen. Um diese zu finden, wenden wir ein neues Ver
fahren an mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlen. Bereits im vorigen
Paragraphen sind die Summen (1i gebildet worden. Wir definieren
jetzt allgemein:

Definition: Sind e
l

, e2 , • •. , eg Elemente einer Gruppe, so
heißt ,=al el + ...+ ageg eine hyperkomplexe Zahl , wobei die
Koeffizienten a irgendwelche reelle oder komplexe Zahlen sind. Ist
'Yj = b

1
el + ...+ bg ey eine weitere, so heißt

'+ 'Yj = (al + bl)el +...+ (ag+ bg )ey
die Summe und

" 17= al bl e1
2 + al b2 el e2 + ... + agbge/

das Produkt von t und 'fJ . Offenbar gilt das assoziative und distri
butive Gesetz, dagegen nicht das kommutative für die Multiplikation.
Ferner setzen wir fest : Ist' = n, so ist ai = bi o Daraus folgt : Zwischen
den n Zahlen '<k) = a/k) el + ...+ ag<k)eg (k = 1, ... , n) besteht dann
und nur dann eine lineare Beziehung, wenn die sämtlichen n-reihigen
Determinanten der Matrix (aPe») verschwinden. Die Relationen zwischen
den hyperkomplexen Zahlen sind genau dieselben wie diejenigen
zwischen den Zeilen in dieser Matrix.

Nunmehr betrachten wir irgendeine Darstellung T von @ durch
Substitutionen. Die Matrizen seien E, A , B , . . ., S, . . ., die Elemente
eE, eA, eB, . . ., es, . . ., so daß, wenn AB = C, auch CA ee = ee ist ;
nun bilden wir die Matrix :

E'eE + A eA+ .. .+ 5 es + .. .=.l:5 es = M .
s

M kann offenbar auch durch ('ik) bezeichnet werden, wobei

'i k = eikeE + aikeA + ... + sik eS + ...
Setzt man ~lf mit 5- 1 rechts zusammen, so ergibt sich :

ol15- 1 = 5 - leE + A 5 - leA +...= E es + A eAS +.. .= M es

Bilden wir die erste Zeile rechts und links, so folgt :

'11 es = ' 11 S11 + ' 12 'S12 + + (I" \"

' 12 es = ' 11 S 2l + '12 S 22 + + '1"52 ll

r es '-- ':- 5 + '~ S -,- :- S
~ J Il - - ~11 n1 ~12 /t oJ I ' " T ~ln 2 n '
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wobei (Si k) die zu S adjungierte Matrix bedeut et . d. h. die transpo
niert e Matrix von S- I.

Entprechende Form eln erhalten wir für die übrigen Zeilen . Das
ergibt den

Satz 120: Bei rechtsseit iger Jllulti~ikation der Zahlen (1 ' · . .. ~i"
mit es erfahren sie die Substitutio nen S von r,.

Genau gleich beweist man den analogen Satz:

Satz 121: Bei linksseitiger iVIlIlti plikation mit es -1 erfährt jede

Spalte i., ..., 'nk die S ubsti tution S .

Nunme hr sei r irreduzib el. Es wird

"~ \' ~
'-ik (' 8 OC."' •.:...0 I.,ij Skj ·

J = l

Multipliziert man diese Gleichung mit Still und addiert über alle
S . so erhält man wegen Satz 106

.0 \' 10 k +l
"=" i l; • .-:-" SI m es = "g c,

8 Ix."in. k = I .
Dahe r :

t., ( Im = 0 I~ + I
'0 ~ g c,

" i k "-k m = - "im'X,

entnimmt man dagegen die S't m aus irgend einer irr eduziblen , mit T
nicht äq uivalenten Darstellung von C~. so erhält man eil;CL.. = O.

Daraus erhalt en wir den

Fundamentalsatz 122 : Zwischen den hyperkomplexen Zahl en eil,
der irreduziblen Substitu tionsgruppe T bestehen die Beziehun gen

I::Wl::lm= 0 (k + lJ

I;i k (km = !. ~oinl '
X,

Stammt Clm aus einer mit T nicht äquivalenten irreduziblen Darstellung
I", so gilt

für alle Indizes.

Betrachtet man speziell die Koeffizienten von eE, so erhä lt man die
Beziehungen des Satzes 106 zurück, die übri gen erge ben neue R elationen.

Nunmehr sei Tl ' . . . , T; ein vollständige s System nicht äq uivalenter
irr eduzibl er Darstellun gen von @.

Wir schre iben die Zahlen ' i k von T', (l = 1 , 2 , ... , r) in der nach

Zeilen geordne ten R eihenfolge auf: '11 'I~'" '1" '~ I ,~"...'",,:dann
r

erhalten wir. wegen 1.~ XI (1)2 = g, ge rade g Zahlen. die mit ' I ' . • •• ~Og be-
1=1
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matrix, deren Determinante sich leicht bere chn et zu
r
II X1(V);h (V)'

v= l
verschieden. Hieraus

zeichn et werden sollen. Multipliziert man sie rechts mit es (S =-E, A, .. .),
so erhä lt man eine Darstellung von ® in vollständig reduz ier ter Ge
stalt. Jeder irreduzible Bestandteil tritt darin gerade so oft auf, als
sein Grad beträgt. Die g Zahlen Cl ' . . . ,Cg sind linear unabhängig. Ihre
Matrix besteht näml ich aus den g Stellenzeilen der irreduziblen Dar
stellungen r

l
, . • . , rr' W ir bezeichn en sie mit N . Nunme hr ge he n

wir über zu den adjun gierten Darstellung en, die wir mit Tl' .. .,T
r

be

zeichen und bilden hierfür die Matrix N. Setzen wir N mit N Zeile
für Zeile zusammen, so erha lten wir, wegen Sat z 106, eine Diagonal 

gg

Dah er ist auch die Determinante von N von 0
folgt nun leicht der

Satz 123: Die reguläre Gruppenmatrix läßt sich durch T ran sjcr
mation mit der aus einem vollständigen System irreduzibler Darstellungen
genommenen M atrix N vollständig reduzieren.

B ew e is: Man erhält die reguläre Darstellung durch die Zahl en:
es , e..4"' " indem man sie der Reihe nach mit es(S = E , A , B , .. .)
multipliziert. Aus ihnen gehe n die Zahlen (;1' . . . , (;g durch die lineare
Subs titution N hervor, diese erfahren daher die dur ch N tran sformiert en
Substitutionen bei Multiplikat ion mit es .

Ist T eine beliebige Darstellung von ® mit den Matr izen E, A, B ,
. .. , so kann man die Gruppenm atrix (E XE + A X A + B XB + .. .) bilden.
Ihre Determinante, die Gruppendetermina nte, ist eine Form vom selben
Grad wie r in den Variabeln X};, X..4 , ... . Wir bezeichnen sie mit cfJ (x).
Wenn nun T vollständig reduziert die Gestalt hat :

T = nl r l + ... + nr Tr,
so wird cfJ (x) = cfJ~, (X) cfJ~'(x) . . . 'P~r (x), wobei cfJ j (x) die Gruppen 
determ inant e von T, bedeutet. Die Formen ifJi sind unzerlegbar , denn
die Determinante (x j k ) ist als Funktio n der n2 Variablen x ik betrachtet,
unzerl egbar und <Pi läßt sich durch eine lineare Substitution mi t nicht
verschwindender Determinante in diese Funktion tran sformi eren, weil
die n2 Linearformen in der Gruppenma trix von Ti linear unabhängig
sind. Die regul äre Gruppe nde terminante ist daher das Produkt der
xiil.ten Potenzen aller 'Pj(x) und dam it in ihre unzerlegb aren Bestand

teile zerlegt.
W ie man sieh t, entspricht jedem unzerlegbaren Faktor einer

Gruppe ndetermina nte ein irr eduzibler Bestandteil der zugeh örigen Sub
stitutionsgruppe.

Zum Schluß soll noch ge zeigt werden, wie man für zwei äqui
valente irredu zible Darstellungen r und T' eine Substitution U finden
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kann, welche T in T ' überführt. Wir setzen, wie früher, Ci k = l; Si /;es
s

und weiter 171m= l;SI'" es, wobei ( Si k) die Matrizen von T' darstellen,
s

Nun gilt offenbar :
V - I (Ci /; )V = (17i/; )'

Setzt man V = ( Ui k) , V -I = ( Ut k)' so wird

11 - \' 1'~' )- 21
't il: - ""-1 " J Sj ll 1l1, '

b.}

Daher wird wegen Satz 122:
._ g ) , * .

n« S Zm = Z ..:...J Ui j u l!' ( j m '
. 1 j

Nun betracht e man auf beiden Sei ten den Koeffizienten von ee 
Rechts ist er nur in 'm mvon Null verschieden und gleich 1, daher ist

rechts der Koeffizient von eE gleich utm Ulk fL. Links ist er, wenn
Xl

man die Matrix 5 - 1 mit (Sik) bezeichn et, gleich 2) sh Slm' Dah er wird
s

n, ·· g *
":::";Si kS l m = - Ui m Ul k '

S Xl

Se tzt man z. B. i = m = 1, so erhä lt man

\ ' , - g *.L.J Su SI 1 = - 2111 Ul k
S Xl

und kann so, falls Ut1 von 0 verschieden ist, die Größen Ul k bis auf
einen gemeinsamen Faktor finden. Jedes V ist dam it gefunden, denn
V ist genau bis auf einen solch en Fak tor bestimmt durch die Be
dingung V- I r V = 1" .

§ ·49. Einige Beispiele für die Darstellung von Gruppen.

Für Abelsche Gruppen lass en sich leicht die sämtliche n Darstel
lungen angeben. Al " ' " Am mögen ein e Basis von @ bild en und die
zuge hörig en Ordnungen s eien a1 , .. . , a",. Nun bezeichn e Bi eine primi
tive ai · te Einheit swurzel. E rsetzt man A i durch irgendein e Potenz
von Bi (i = 1, .. . , m), so ist damit jedem El em ent ein Zahlw ert zu
geordnet. Man kann so den m Basisel ementen auf a1 ' • . . • am verschie
dene W eisen Zahlw ert e zuordnen und hat also die sämtlichen irr e
duziblen Darstellungen auf diese Weise erhalten .

Bei der Komposition reproduzieren sie sich und bilden eine mit
® homomorph e Gruppe. Man ordn e nämli ch die Darstellung, bei der
A . durch e~i (i = 1 , ... , m ) erse tzt ist, dem Elem ent A~"" A bm zu.

t t ' t m
Ist bei einer weiteren A . dur ch I'~I dargestellt, so wird bei der kom-

I 1

poni er ten Ai durch ~; + C, erse tzt und für die zugeordneten Elem ent e gilt :,
A b], .. . .4 bm . A CI • • • A Cm = A b], + C1 • • • A b", + cm .

m 1 In nt
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Wir gehen nunmehr über zu den Diedergruppen, Sie sind ge 
geben durch folgende Gleichungen :

Am=E B2=E B-1AB=A -1 .

Offenbar bildet {A} einen Normalteiler vom Index 2. Daher
erhält man zunächst 2 Darstellungen, nämlich die identische A = B = (1)
und die folgenden A = (1) B = (- 1) .

Weitere findet man in folgender Weise :
Sei e eine primitive m-te Einheitswurzel und

A_(eo )
- Oe1

Diese Matrizen

Allgemein

genügen den drei Bedingungen.
erhält man die Darstellungen:

(
ei 0 )

A = o r i

B = (-1).A = ( - 1)
m

1 und "2 - 1 vom Grade 2.

A = (- 1)

Hier gibt es 4 Darstellungen vom Grade

Es wird wieder 4 U; - 1)+ 4 _-.:... 2 m .

Die Quaternionen-Gruppe ist definiert durch die Gleichungen :

A4=E B2=A2 A-1BA=B-1.

Ist zunächst m ungerade = 2[ + 1, so erhält man, wenn man
i = 1 , .. . , l setzt, l verschiedene Darstellungen, weil für sie die charakte
ristischen Wurzeln von A sämtlich verschieden sind. Sie sind ferner
irreduzibel, denn sie bilden keine kommutative Gruppe. Wir haben
so l Gruppen vom Grade 2 und 2 vom Grade 1. Addiert man die
Quadrate der Grade, so kommt :

[·4 + 2 = 2 (2l + 1) = 2 m = Ordnung der Gruppe.

Wir haben also alle Darstellungen der Diedergruppe gefunden.
Sie sind sämtlich monomial.

Ist m gerade, so ergibt der Fall i = ~ eine reduzible Darstel-

lung : A = (- 1 0) B = (0 1) , die in zwei verschiedenen Darstel-
o - 1 1 0

lungen vom Grade 1 zerfällt :

B=(1) und

B2 = A 2 ist das einzige Element von der Ordnung 2. Es erzeugt
einen Normalteiler mit zyklischer Faktorgruppe, deren Ordnung 4 ist.
Dies ergibt 4 Darstellungen vom ersten Grad. Um eine weitere zu
finden, wenden wir die Methoden der monomialen Darstellung an .
{A} ist zyklischer Normalteiler. Wir bilden:

E + i A + i 2 A 2 + i 3 Aa

B + i A B + i2 A 2 B + i~ A»» .
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Man findet sofort, daß rechtsseitige Multiplikation mit A die Sub
stitution ergibt :

( - i ~) , während B die Substitution liefert: (0 1).o 1 -1 0
Damit ist die irreduzible, weil nicht Abelsche Darstellung gefunden:

B = (0 1).
- 1 0

Diese und die 4 vom Grade 1 bild en ein vollständi ges System irre
duzibler Darstellungen.

Man verifiziere in allen Fällen, daß die Anzahl de r verschiedenen
Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen von Elementen ist.

Wir gehe n nun über zur Untersuchung von transitiven Permuta
tionsgntppen und beweisen den

Satz 124: Jed e transitive P ermutationsgruppe T enthält die iden
tische Darstellung genau einmal. I st sie zweifach transitiv, so besteht
sie vollständig reduziert aus der Summe der identischen und einer
weiteren irreduziblen Darstellung.

Be w e is: Der Charakter eine r Permutation ist gleich der Anzahl
der Vari abl en , die ungeändert bleiben bei der Permutation. Nun ist
nach Sat z 73 die Summe aller Charaktere gleich der Ordnung der
Gruppe, also enthä lt sie die identische Darstellung genau einmal.
Es sei

T = nl T, +...+ n, r r'
daher der Charakter X von T:

X = n l Xl + .. .+ n r Xr •

X stimmt mit dem konju giert en Charakt er übere in. Wir bilden :

2 X'J (5 ) = >: (111Xl(5 )+ .. . + 11r Xr(5 )) (nI Xl (5) + ... + 11r Xr(S)) .
S S

Wegen der Relation 1 folgt :

) lX '! (5) = g ·(nl'J+ ... + nr'J).
s

Nun ist nach dem Sat z 74 2x2 (5) gleich g mal der Anzahl der
s

transitiven System e, in denen die Untergruppe, welch e eine Vari able
ungeändert läßt, die Variablen permutiert. Ist die Gruppe zweifach
transitiv, so wird also :

2X'! (S) = 2 g.
s

Da nun n l = 1 ist, so folgt , daß nur noch eines der n von 0 ver
schieden und gleich 1 ist, womit der Satz bewies en ist.

Es ist leicht, aus einer Permutationsgruppe die identische Dar
stellung herauszuschaffen. Sind xl' .. . , x" die Variabeln, so bilde man

Yl = x'J - Xl' . . . , Y" - l = X" - Xl'

Sp ei s er, Gruppent heor ie. 9
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Bei irgend einer Pe rmutation möge eine solche Differenz in x
k

- Xi

übergeh en. Dann drückt sich diese neue Differ enz durch die alt e
aus mit Hilfe der Gleichungen:

Xk - Xi = Y /' + l - Yi + l '

Bereit s die n - 1 Var iablen Y l' • . . • Yn- l erfahr en also eme linear e
Substitution.

Mit Hilfe dieses Sa tzes könn en wir die sämtliche n Darstellung en
der T etraedergrubbe bestimmen. Sie ist gle ich der alte rnie renden
Gruppe von 4 Variablen und besitzt 4 Klassen , nämlich 1. E, 2. die
Elemente von der Ordnung 2: (12)( 34), (13)(24), (14) (23). Die El e
mente von der Ordnung 3 zerfallen in 2 Klassen :

3. (123), (214), (341), (432) und

4. (124), (213), (342) , (431) .

Die 4 Cha raktere sind 4 , 0, 1, 1. Da die Gruppe zweifach transitiv
ist , so bleibt nach W egnahme von Tl eine irr edu zible Dars tellung
übr ig , deren Charaktersys tem folgendes ist : 3 , - 1, 0, 0 . In der
T at ist:

1 . 32+ 3 ·(- 1)2+ 4 .02 + 4. 02 = 12.

Die Gruppe besitzt einen Normalteiler von der Ordnung 4 und
daher 3 Darstellunge n 1. Grades, für welche sich die Charaktere le icht
berechn en lassen. Sei 6 eine 3. Einheitswurzel , so laut et die Tafel
der Charaktere :

[1 [2 [3 1I4

Tl 1 1 1 1

T 2 1 1 6

M=
T 3 1 1 6 - 1

T 4 3 - 1 °

I A - E I = IE - A I ·
Andererseits wird IA - EI = ( - I )" 1E - A I, wobei n der Grad von
A ist. Daraus folgt, wenn n ungerade, I A - E I = 0, d. h. 1 ist cha
rakteristische W urzel von A .

Das Ikosaeder gibt uns zu eirugen weiteren Bemerkungen Anlaß.
Seine Gruppe ge statt et eine Darstellung dur ch reelle orthogonal e Sub
stitutionen von drei Variabl en, ent sprechend den Drehungen des
Ikosaeders. Jede orthogonale Substitution von ungerad em Grade be 
sitzt + 1 als eine charakteristische Wurzel. In der T at , ist A eine
solche, so wird A -1 = AO die transponierte Matri x zu A. Ferner wird

(A - E) A -1 = (E - A0).
Geht man zur Determinant e übe r und bedenkt, daß IA I= 1 ist,

so wird
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Hiernach ist es leicht, die Charakter e der Darstellung zu be
rechn en. Die Gruppe besitzt 5 Klassen : E, fern er die 15 Substitutionen
von der Ordnung 2 , deren Wurzeln (1 , - 1 , - 1) sind (Drehung
um eine Achs e mit Winkel 180°), die 20 Substitutionen von der Ord
nung 3. Die übri gen 24 von der Ordnung 5 zerfallen in zwei Klassen,

solche von Drehungen um die Winkel ± 2
5

JC, resp. ± 2. 2~7. Die

charakteristisch en Wurzeln der Matri zen von der Ordnung 3 sind
1, e, Cl (e = 3·te E inhe itswurzel), da sie einer reell en Gleichung vom
Grade 3 genüg en, diejen igen der Matrizen von der Ordnung 5 : 1, 'YJ , 'YJ- l

resp. 1 , 'YJ2 , 'YJ- 2 ('YJ = 5 - te E inh eitswurzel).

Die Charaktere sind infolgedessen:

2.) 3, - 1 , 0 , 1 + 'YJ + 'YJ- l, 1 + 1]2 + 'YJ-2, resp.

3.) 3, -1 ,0, 1 +'YJ2 +'YJ-2, 1 +'YJ +'YJ- l .

Hierbei ist (vgI. S. 134) :

1 + 'YJ + 1]-1 = -+:! t {5, 1 + 'YJ2 + 'YJ - 2 = + l ; V~ .

Die Gruppe ist irr eduzibel, denn :

1. 32 + 15 (_ 1)2 + 20 .02 + 12. ( (+1; V5)2+ (+1; V5)2) = 60.

Ferner repräs entiert sie zwei verschiedene irreduzible Darstellungen,
der en Charakter durch 2.) resp . 3.) geg ebe n wird . Wir beweisen die se
Behauptung durch die folgende Übe rlegung . Sei T ein e beli ebige
Darstellung von Q) und sei fern er irgendein Automorphismus von Q)

gegeben. Diesen führ en wir in T', ab er nicht in @ aus, und erhalte n
so offenbar ein e neu e Dar stellung von @ . Sie ist dann und nur dann
nicht äquivalent mit T', wenn der Automorphismus auch im Charakteren
syst em eine Permutation hervorruft. In unserem speziellen Fall be
sitzt die Iko saed ergruppe einen derartigen Automorphismus. Als alter
nierende Gruppe ist sie Normalteiler vom Ind ex 2 der symmetrischen
Gruppe von 5 Variabl en . Transformiert man sie durch ein Element
dieser letzteren außerhalb der alt ernierenden Gruppe, so werden, wie
man sich leicht überzeugt , gerade die beid en Klassen mit den Ele
menten von der Ordnung 5 vert auscht und bei diesem Automorphis
mus geht offenbar 2.) in 3.) über und 3.) in 2.)

Die weiteren irr eduziblen Dar stellungen sind nun leicht gefunden :
Als alternierende Gruppe von 5 Vari ablen besitzt sie . eine Dar

stellun g vom Grad e 5 durch gerade Permutationen . Die Charaktere
der Kla ssen sind folgende:

a:1 : 5 a:2 : 1 a:3 : 2 a:4 und [I) : °.
Denn für a:2 kommt nur der Typus (1 2) (3 4) In Betracht, für
a:g : (1 2 3), für a:4 und [5 : (1 2 3 4 5) .

9*
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Wir erhalten nach Wegnahme von Tl eine Darstellung T 4 mit
den Charakteren 4 , 0, 1, - 1, - 1.

Um noch T
5

zu erhalten , beachten wir, daß sich die Gruppe
auch als Permutationsgruppe von 6 Variablen darstellen läßt, nämlich
der sechs Durchmesser, welche gegenüberliegende Ecken verbinden.
Eine Drehung um einen solchen Durchmesser liefert ein Element von
der Ordnung 5, und hierbei bleibt nur dieser eine Durchmesser un
geändert. Alle weiteren Drehungen, außer EI vertauschen alle Durch
messer.

Die Charaktere sind also hier 6, 0 , 0, 1 , 1, daher diejenigen
von T..,:5, -1, -1,0 ,0 und hier ist 1.5 2+15.(-1)2
+ 20(- 1)2 = 60, also ist T... irreduzibel. Wir bilden so die Tabelle :

I Q:I Q:2 Q:3 Q:4 Q:5

Tl 1 1 1 1 1

T 2 3 -1 0 +1+V 5 ~-V~_--2--
~

T3 3 -1 0 + 1- '; 5 +1 +';5
--2- - 2

T 4 4 0 1 - 1 -1

T5 5 -1 - 1 0 0

Als Beispiel für die Formel auf S. 122 geben WIr:

o • (1 +{5 1-{5)
gJ42 · 60 = 1 ·4-·3 + 15·0 + 20 ·0 + 12 - 2- + - 2- = 60

g442 = 1,

d. h. in T 4 2 kommt T 2 genau einm al vor. Ebenso T 3 einmal. Ferner
wird :

60 ·gm = 1 .43 + 15·0 + 20 .1 3 + 12( (- 1)3 + (- 1)3) = 60
g444 = 1

und schließlich

60· g445 = 1 .4 2
• 5 + 15·0 + 20.1 2

• ( - 1) + 0 + 0 = 60.

Daher wird
J~ 2 = Tl + T 2 + T 3 + T 4 + T5 •

Die bisheri gen Überlegungen reichen vollkommen aus, um die
Darstellungen selber zu berechnen. Für T

2
und T

3
kann man die

Matrizen aus der analytischen Geometrie bestimmen als Drehungen
des Raumes. Wir wollen sie jedoch direkt durch Reduktion einer
Darstellung gewinnen und schicken noch einige allgemeine Bemer
kungen voraus .

Um eine Permutation und die durch sie erzeugte zyklische
Gruppe vollständig zu reduzieren, hat man sie erst in ihre Zyklen
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zu zerlegen und dies e zu reduzier en. Sei ( Xl' X2 ' • . . , xn ) ein solcher
Zyklus, so bilde man , unter e eine primitive n·te Einheitswurzel
verstanden , die Ausdrü cke

Xl + x2+ x3 + ... + xn = Yl ,

Xl + e X2 + e
2x

3 + + sn-1 xn = Y2'

Xl + e
2

X2 + e
4x3 + + e2(n-1) Xn = Ya'

X + on - I x' I 02(n- 1)X + +0(n-1) (n-1) X_Y
' I o ' 2 1" ' 3 .. . " n - n '

Unter der zyklischen Vertauschung wird Yi mit dem Faktor e-(i-l)

vers ehen und die Reduktion ist geleistet. Die Matrix der n Linear-

form en, (e (i - 1)(k - I ») {i = 1, , n , leistet diese Reduktion.
k =l, ,n

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auffindung irreduzibler Darstellungen
bilden die transitiven monomialen Gruppen. Falls sie nicht schon
Permutationsgruppen sind, enthalten sie die identische Darstellung
nicht. Man erkennt leicht aus den Ausführungen von § 37 , daß
f Si; = ° ist , d. h. daß die Summe der Charaktere verschwindet.

Nun gestattet die Ikosaedergruppe eine solche Darstellung vom
Grade 6, denn sie besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 10,
die selbst einen Normalteiler vom Index 2 enthält. Geometrisch ist
sie so zu definieren , daß man die 6 Durchmesser, welche gegen
überli egende E cken verbinden, mit einem Richtungssinn versieht. Bei
den Drehungen erfahren sie eine Vertauschung , teilweise verbunden
mit Richtungsänderung. Findet Änderung statt, so versehe man die
Variable mit dem Minuszeichen. Diese Darstellung ist reduzibel, und
weil sie die identi sche Darstellung nicht enthält . kann sie nur r

2
und

T 3 enthalten .
Beginnt man mit einer Drehung A von der Ordnung 5, so kann

man die zugehörige Substitution mit (Xl ) (X2 , X3 , •• • , x~ ) bezeichnen.
Sei B eine Drehung von der Ordnung 2, welche der Gleichung genügt
B-1A B = A -1 , so kann man B wählen als :

(
Xl X2 X3 X4 X ,. XII ) •

- Xl - X2 -X6 -X" -X4 - x 3

Als Permutationen der alterni erend en Gruppe von 5 Variablen werden
.1=(1234 5), B =(14) (2 3 ). Wählt man nochC = (12)(34), so
wird in monomialer Gestalt, wie man sich am Modell leicht überzeugt :

C = (Xl X2 X3 X4 X" xn) .

X2 Xl X(I -X4 - X" X3

Setzt man {A} = S) , S) + BS) = sr, so wird die ganze Gruppe

@ = sr + Sf C + Sf C A + srcA2 +- Sl' C A3+ Sf C A 4 .
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Um die Gruppe zu reduzieren , hat man dies bloß bei A, Bund
C auszuführen. Wir beginnen mit A und führen dah er die neuen
Variablen ein :

YI = Xl'

Y2 = X2 + eXs + .. .+ e4
X6'

Ys = X 2 + e- 1 xa + ... e-4 x6 ,

Y4 = X2 + Xs + ... + X6 '

Yo = X 2 + e2
Xs + ...+ e8

X6 '

Y6 = X2 + e- 2x
s + 0.' + e- 8 X6 ,

eO = 1 .

Übt man nun A aus, so erfahren die Vari ablen Y die Sub-
stitution:

Y/ = YI' Y2' = e-1Y2 ' Ys' = eys'

Y4' = Y4' Yo' = e-2yo' Y6' = e2 Y6'

Wenn man dagegen B ausübt, so wird :

YI' = -YI , Y2' = - Ys ' ys' = - Y2'

x4' = -Y4 ' Yo' = -Y6' Y6' = -Yo '

Etwas umständlicher gestaltet sich die Ausübung von C . Wir
setzen e + e- 1 = a , e2+ e- 2 = ß und finden , daß o: und ß der
Gleichung genügen : x2 + X - 1 = 0 .

Wir haben

- 1+"'5a =--2- '

Dann wird

ß_ - 1 - ß
- 2 ' a- ß = V5 .

2 -a= + V 5 a, 2 - ß= -V5ß ·

Nach leichter Rechnung findet man, daß die Y die Substitution
erfahren :

0
1 1 1 1 1
s [) s 5 [)

1 P IX 1

v5 {fj {5 0 0

1
IX P 1

v5 v5 {f> 0 0

1
1 1

0
- 1 -1

{5 ß v5 {5

1 0 0
-1 - IX - ~

ß ß {5

1 0 0
-1 - fl -IX

ß v5 ß
Nun setze man

Zl = V5Yl+Y4' Z2 = Y2' Zs = Ys '

Z4 = - V5Y1 +Y4' Zo = Yo ' Z6 = Y6'
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o

o

o

o

o

oo

o

o

o

o

o

o

o

o

und Bungeändert, während C übergeht in:

2 2
'; 5 .)5
ß a

{"5 .)5
a ß

";5 { 5

o

o

bleiben A

1

.)5
1
/

V5
1

{ TJ

o 122
";5 - {5 .)5
1 - a - ß

y5 .;5 ';5
1 -ß -a

ß .)5 { 5
Hiermit ist die Reduktion ausgeführt und wir finden für r

2
:

A = (~ ~_l~) , B = (- 00

1

~ -~) , C = ,~ (~ ; ß:).
o 0 e - 1 0 ';5 1 «

Hierbei hat die Gruppe nicht reelle Gestalt, trotzdem sie mit
einer orthogonalen Gruppe äquivalent ist. Man findet leicht, daß die
quadratische Form Xl

2 + X2 x3 invariant ist gegenüber den drei Sub
sti tutionen.

Alsdann

12. Kapitel.

Anwendungen der Theorie der
Gruppencharaktere.

§ 50. Ein Satz von Burneide über einfache Gruppen.
Frobenius und Burnside hab en mit Hilfe der Gruppencharaktere

wichtige Sätze über ab strakte Gruppen bewiesen.

Wir haben gesehe n, daß stet s It!.-~ eine ganz e algebraische Zahl
Xl

ist. h; und Xl sind ganz e rationale Zahlen. Wenn daher hi prim

ist zu Xl' so muß ~ eine ganze algebrais che Zahl sein. X· ist eine• Xl .,
Summe von Xl Einheitswurzeln. Wir wollen annehmen, daß diese
Einheitswurzeln nicht sämtlich untereinander übereinstimmen, andern
falls gehört die Sub stitution zum Zentrum. Indem man Xi in der
komplexen Zahlenebene als Summe von Xl Einheitsvektoren deutet,
deren Richtung nicht ste ts dieselbe ist , erkennt man, daß Iz, I< Xl

ist . Daher wird I~ 11 < 1 . Für die konjugiert algebraischen Zahlen
Xl

zu XI läßt sich dies elbe Ungleichung aufst ellen. Daher wird . dasx,
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Produkt derselben, die Norm von ~, ihrem Betrag nach klein er als 1,
Xl

und da ~ eine ganz e Zahl sein muß, so wird x· = O. Hieraus folgt der
X ·'. 1

Satz 125: Is t in einer irreduziblen Substitut ionsgruppe der Grad
prim zu der Anzahl der Elemente in einer Klasse ~;, so ist entweder
der Charakter der E lemente von ~; gleich 0 oder (1; besteht aus einem
Element des Zentrums der Gruppe.

Wir beweisen nun den

Satz 126: W enn die Anzahl der Elemente einer Klasse eine Prim
zahlpoten z ist, so ist die Gruppe nicht einfach.

Beweis : Sei A ein Element aus einer Klas se , die aus pm EIe·
menten besteht. Es gibt gewiß eine von Tl verschiedene Darstellung,
deren Grad prim ist zu p, denn ..2 (Xl') 2 = g und Xll = 1 . Xi sei
der Charakter von A in einer solchen Darstellung. Dann ist wegen dem
vorigen Satz Xi = 0 oder A gehört zum Zentrum in der betreffenden
Darstellung. Dieser letztere Fall kann bei einfache n Gruppen nicht

r
auftr eten. Nun gilt ..2 Xlk xl' = O. In Tl ist xl = 1 , sonst ist stets

k= l

xl xl entweder 0 oder durch p teilbar und wir erha lten den Wider-
spruch

1 -0 (mod P).

Es gibt also eine mit der Gruppe isom orphe Gruppe, deren
Zentrum Elemente von der Ordnung p enthält.

Satz 127 1 ) : W enn die Ordnung einer Gruppe bloß durch ztoe»
verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist die Gruppe auflösbar.

B eweis : Sei g = P" q/). Eine p ·Sylowgruppe enthält ein Zentrum.
Sei A ein Element daraus, so ist die Anzahl der Elemente in der
Klasse von A eine Potenz von q. Daher enthält die Gruppe einen
Normalteiler. Für ihn und seine Faktorgruppe gilt dass elbe.

§ 51. Primitive und imprimitive Substitutionsgruppen.

Definition: Eine Substitutionsgruppe heißt imprimitiv, wenn ihre
Variablen dergestalt in Systeme eingeteilt werden können , daß die
Variablen eines jeden Systems in lineare Form en der Vari ablen des
selben oder eines andern Systems übergeführt werden . Mit dem
selb en Ausdruck bezeichnet man auch alle äquivalenten Gruppen.

Geht ein System über in Formen eines zweiten, so müssen beide

1) Burnside: Theory of groups, 2nd ed., S. 323.
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Systeme dieselbe Anzahl von Variablen enth alten. Als Beispiel wählen
wir folgendes in dr ei Systemen

(~ ~ ~)\ .
\R 0 0

Dab ei bedeuten 0 quadratische Matrizen von r Zeilen , deren Ko
effizient en sämtlich verschwinden, während P, Q und R Matrizen mit
von 0 verschiedener Det erminante bedeuten. Hier erfahren die
Systeme eine zyklische Permutation nebst Substitutionen.

Permutationsgruppen sind sp ezielle Fälle, denn hier bildet jede
Variable für sich ein derartiges System. Dasselbe gilt von den mono
mialen Gruppen.

Definition : Eine Gruppe heißt transitiv, wenn jedes System in
ein beliebiges and eres übergeführt werden kann. Sei @ eine im
primitive tran sitive Substitutionsgruppe, S) diejenige Untergruppe, welche
da s erste System in sich substituiert, Gi eine Substitution, welche
das ers te in das i-te überführt, so wird

@=S) + ~ G2 +···+~ Gn ,

wobei n den Index von S) oder, was damit gleichbede utend ist, die
Anzahl der System e bezeichnet.

Die Substitutionen , welche da s erste System unter S) erfährt ,
bilden eine Darstellung von S). Wir sagen, die imprimitive Substi
tutionsgruppe ist erzeugt durch diese Darstellung von S) . Eine Per
mutationsgruppe ist demnach erzeugt durch die identische Darstellung
von ~ , eine monomiale dur ch irgendeine solche vom Grade 1 . Man
erkennt leicht, daß alle diese Definitionen logis che Erweiterungen der
früheren über Permutationsgruppen sind. E s gilt nun auch der
folgende Satz , der Sa tz 94 als Sp ezialfall enthä lt

Satz 128: I st eine imprimitive Substituti onsgrup-pe gegeben, welche
durch die Darstellung T der Unt ergruppe ~ in @ erzeugt ist, so läßt
sie sich dergestalt tran sformi eren, daß die T eilmatrizen (im Beispiel P,
Q, R ) lauter Matrizen aus r sind.

Beweis : Gi möge das ers te System in das i-te überführen, es
sei etwa 5 dies e Substitutionsmatrix. Man übe auf das i-te System
5-1 aus, dann wird Gi die Variabeln des ersten Systems einzeln in die
Vari abeln des i -ten Systems überführen, die Substitutionsmatrix wird
die Einheitsmatrix. Macht man das für i = 2 , . . _, n , so erkennt man,
daß diejenigen T eilmatrizen , welch e das erste System in irgendein
anderes überführen, in T enthalten sind. Denn jede Substitution hat
die Ges talt H Gi' wobei H in ~ ist. Nunmehr möge die beliebige
Substitution K das i -te System in das k ote überführen und 5 sei die
Substitutionsmatrix. Dann wird Gi K das erste System in das k ote
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überführen und S wird immer noch die Substitutionsmatrix sein . Daher
ist S in r.

Satz 129: Sei reine Substitutionsgruppe mit einem Abelschen
Normalteiler N, der nicht zum Zentrum gehört. Wenn N vollständig
reduziert ist, so ist T intransitiv oder imprimitiv.

Beweis : Der Normalteiler N wird vollständig reduziert bloß Dar
stellungen vom Grade 1 enthalten und es sei

N = nl NI+n2 N2 +...+n n Nn '

wobei Ni irreduzible Bestandteile V011 N sind. Die Matrizen von N
sind Diagonalmatrizen, und wir können annehmen, daß ihre Haupt
diagonalen die Gestalt haben (eI (nI-mal), e2 (n 2 -mal), ...), indem zu
nächst n

l
- mal die Darstellung Nl' dann n 2 - mal die Darstellung

N
2

usw. steht. Nun sind die n Darstellungen NI" '" Nn linear un
abhängig. Man kann daher n Zahlen "1"' " an finden dergestalt,

11

daß .1} ". Ai' wobei Ai die Gruppe N durchläuft, eine beliebige
\=1

Diagonalmatrix D mit der Hauptdiagonalen (1]1 (nI-mal), 1]2 (n 2-mal)
usw.) darstellt. Insbesondere können wir annehmen, daß die Zahlen
1] sämtlich untereinander verschieden sind

Transformiert man N durch eine Substitution aus r, so erhält
man einen Automorphismus von N . Die irreduziblen Darstellungen
in N sind immer noch dieselben, weil sich bei der Transformation
der Charakter der Substitutionen von N nicht ändert, aber die Reihen
folge der irreduziblen Bestandteile hat sich geändert. Zwar stehen
immer noch an den n

l
ersten Stellen der Hauptdiagonalen gleiche

Zahlen, aber die gehören eventuell einer anderen Darstellung an .
Bei der Transformation erfahren die verschiedenen irreduziblen Dar
stellungen N. eine Vertauschung. Hierbei kann Ni nur dann in Nk

übergehen, wenn n \ = nk • Insbesondere geht D über in diejenige
Diagonalmatrix, welche durch die entsprechende Vertauschung der 1]

hervorgerufen wird. An dieser Matrix machen wir nun die weiteren
Überlegungen. Wir nehmen an, daß bei den Transformationen von
r nicht alle 1] ineinander übergeführt werden können. Setzen wir
die Hauptdiagonale von D (also die 1])

= (al"'" ar , br +1 , · · · , bn ) ,

so mögen stets die a unter sich, die b unter sich vertauscht werden,
während alle a von allen b verschieden sind. Ist nun S eine beliebige
Substitution von T', so sei

5-1 D 5=D',

wobei die Hauptdiagonale von D' sei (a;, .. .. a~, b;+1' ... , b~), dann wird

DS =SD' .
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Es wird also :

aisik=ai:si k

ai Si k = bi: Sik

bis ik=ai:sik

bi Si k = b] Si k

i,k < r

«<r , k >r

i >r, k <r

i, k > r

Wenn Si k =+= 0 , so kann man diesen Faktor auf beiden Seiten weg
heben. In den mittl eren Fällen kommt dann eine unmögliche Gleichung
heraus, also sind alle

S ik = 0 für i < r k > r
i >r k <r ,

d. h. die Gruppe ist intr ansitiv.

Genau gleich verläuft der Beweis im transitrven Fall. Hier sind
alle l1i einander gleich und die 1] erfahren eine transitive Permu
tationsgruppe. Ind em man wiederum die Gleichung D S = S D' dis
kutiert, folgt die T atsache, daß die Gruppe imprimitiv ist. Sie wird
erzeugt durch diejenigen Substituti onen , welche 1]1 bei der Transfor
mati on in sich überführ en.

Satz 130 1) : J ede Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist,
läßt sich auf monomiale Gestalt transformieren.

Beweis: Da der Satz für Gruppen von der Ordnung p und alle
Abelschen Gruppen gilt, kann man vollständige Induktion anwenden.
Wenn ~ nicht Abelsch ist, so besitzt ~ gewiß einen Abelschen Nor,
malteiler, der nicht zum Zentrum gehört. Denn das Zentrum ist selber
in einem Normalteiler von ~ als Untergruppe vom Index p enthalten
und dieser ist selbstverständlich Abelsch. Dah er ist die Gruppe
intransitiv oder imprimitiv. Da es offenbar ge nüg t, den Satz für irr e
duzible, also transitive Gruppe n zu beweisen, so könn en wir ann ehmen,
die Gruppe sei imprimitiv. Sie sei erzeug t durch die Untergruppe 5;;l
von ~ und deren Darstellung r . Von T können wir vora usse tzen,
daß sie monomiale Gestalt hat, da die Ordnung von 5;;l niedriger als
diejenige von ~ ist, und nach Satz 94 folgt , daß die Teilmatriz en von
~ sämtlich als Matri zen von Sj, also als monomiale Matrizen angenom
men werden dürfen. Das heißt aber, daß ~ selbst monomiale
Gestalt hat.

Hiermit ist für alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz
ist, eine kan onische Gestalt ge wonnen. E s wär e eine interessante
Aufgabe, zu unt ersuchen, was für spezielle Eigenschaften diejenigen
Untergruppen haben, die irr eduzible Darstellungen erzeuge n.

1) Der erste einwa ndfreie Beweis des Satzes stammt wohl von Blichfeldt
in Miller, Blichfeldt, Dickson, Finite groups, S. 231.
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Satz 131: Gruppen , deren Ordnung ein P roduk t von lauter ver
schiedenen Primzahlen ist, lassen sich stets auf monomiale Gestalt
transformieren.

B ew eis : Wir bilden eine Hauptreihe, die das Zentru m enthä lt.
Hierin kommt ein Norma lteiler vor, der das Zent ru m als Unte rgruppe
vom Primzahlindex enthält. Dieser Normalteiler ist Abelsch, und nun
verläuft der Beweis ge nau so wie im vorige n Fal l.

Satz 132 : Wenn sämtliche Darstellungen einer Gruppe als mono
miale geschrieben werden können , so ist ihre K ommutatorgruppe eine
eigentliche Untergruppe oder E .

Beweis : Wir könn en uns auf den nicht Abelschen Fall be
schränken und betracht en ein e nicht A belsche Darstellung vom niedrig
sten Grad größer als 1. Wir nehmen sie in monomialer Gestalt an
und ersetzen alle Einh eitswurzeln dur ch 1. Alsdann erhalten wir eine
Darstellung der Gruppe dur ch Permuta tionen, welch e sicher nicht alle
der ident ischen Permutation gleich sind. Die Gruppe ist redu zibel
und kann bloß aus irre duziblen Darstellungen vom Gra de 1 bestehen.
Darunter gibt es solche, die von der identischen Darste llung ver
schieden sind, womit de r Satz bewiesen ist.

Wir beweisen nun noch den allgem einen

Satz 133: Wenn eine irreduzib le S ubstitutionsgruppe einen No rmal 
teiler enthält, der vollständig reduziert mindestens zwei verschiedene Dar
stellungen besitzt , so ist die Gmppe imprimitiv.

Beweis: Wir denken uns den Norma lteiler N vollständig reduziert
und betracht en die Substitutionen einer Klasse von N. Addieren wir
sie , so erhalten wir Diagonalmatrizen. Jed er irreduzible Bestandteil
liefert so viele gleiche Koeffizien ten in der Hauptdi agonale , als sein
Grad be trägt, und sie hängen in bekannter Weise mit den Charakt er en
zusammen.

Bei der Transformation von N mit einer beliebigen Substituti on
der Gruppe erfahren die Darstellungen im allge meinen eine Ver
tauschun g und man zeigt ge nau , wie im Beweis zu Satz 129, daß
die Gruppe intransitiv oder imp rimitiv ist. Als irr eduzible Gruppe ist
sie daher imprimitiv.

§ 52. Vollständige Reduktion imprimitiver Gruppen.

Man erhäl t einen tieferen Einblick in die imprimitiven Gruppen,
wenn man sie mit der Grupp enmatrix in Beziehung se tzt.

Sei ® die Gruppe und SJ eine Unterg ruppe. Ordnet man nun
die Elemente von ® na ch SJ und ihr en rechtsseitigen Nebeng ruppen :
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und bild et die Gruppe nma trix von Ql, so hat sie die Ges talt :

i M M52

I5:;1M 52"1M52

I A 0 01
I ~ ..~ " : :. ~
l o O .. . A )

wird die Gruppenmatri x dergestalt tr ansformiert , daß die irr eduziblen
Bestandteile von ~ hervorgehoben sind. Dies liefert gleichzeitig eine
(nicht vollständig e) Reduktion der Gruppenmatrix von Ql. Ersetzt man M
durch irgendeine i rreduz ible Gruppenmatrix von ~ , so erhält man die
durch diese Darstellung von ~ erzeugte imprimiti ve Darstellung von Ql.

Die Gruppenmatrix wird nun zerlegt in solch e imprimitive Dar
stellungen und jede tritt so oft auf, als der Grad der sie erzeugenden
irreduziblen Dar stellung von ~ beträg t. Diese teilweise Zerlegung der
Gruppenmatrix ist besonders wicht ig für Fragen üb er die Zahlkörp er,
die zur Darstellung von Gruppe n notwendig sind, denn hier treten
offenbar nur solche Körp er auf, die zur vollständi gen R eduktion der
Gruppe nmatrix eine r Untergruppe ~ erfordert werden.

Wir beweisen folg end en

Satz 134 von Schur: I st n das kleinste gemeinsame Vielfache
der Ordnungen der Elemente von Ql und ist Ql eine auflösbare Gruppe,
so ist für jede Darstellung von Ql höchstens der K örper der n-Ien Ein
heitstourzeln erforderlich.

Bewei s : Wir wend en vollständig e Induktion an und setzen den
Satz als bewiesen vorau s für Gruppen von niedrigerer Ordnung. Wir
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werden also den Sa tz bloß für prim itive Gruppen zu beweise n haben.
Ein größter Normalteiler m besitzt eine Prim zahl als Index. Sein e
irre duziblen Bestandteile N stimmen überein nach Satz 133. Die
Gruppe ist enthalten in eine r der imp rimitiven Dars tellungen. die durch
Benutzung der Gruppenmatrix von 91 entstehe n, und zwar, indem ma n
sie etwa dur ch den irr eduziblen Bestandteil N' ersetzt. Sehen wir
nun zu, was für weiter e Darstellungen von m hierin enthalten sind,

so erkenne n wir, daß es die folgend en sind: 5i 1 N' Si (i = 2, .. ., r),
d. h. es sind Darstellungen, die aus N' dur ch eine n Automorphismus
hervorgehen. Da unser Norma lteile r einen Primzahlindex, etwa p,
besitzt, so sind diese p irreduziblen Dar stellungen entweder alle äqui
valent oder alle verschieden.

Betracht en wir den ersteren Fa ll und nehm en wir die irreduzible
Darstellung N' = N von mfür sich. Da der Aut omorphismu s 5-1 m5
eine äquivalente Darstellung liefert, so gibt es eine Substituti on 5,
welch e dens elben Automorphismu s für N leistet , und sie ist bis auf
eine n Faktor a bestimmt. 5 P liefert eine n inneren Automorphismus

von m, dah er stimmt 5 P bis auf eine n Faktor mit einer Substitution A

aus N überein. Sei 5P = bA, so se tzen wir aP = ~, -~- = Vb . Dann
b a

wird a 5 = 5 eine Substituti on sein , für die 5 P = A ist , und diese
zusamm en mit N liefert eine Darstellung von Ql, bei der m irr eduzibel
ist. 5 erfordert außer dem Körp er, in dem die Koeffizienten von N
liegen, nur noch den Körper, in dem der Cha rakter dieser irredu
ziblen Darstellung von Ql liegt. Denn 5 kann als eine Substitution
genommen werden mit von 0 verschiedenem Cha rakter, weil es not
wendigerweise außerhalb von 9l solche geben muß. Aus 5-1 m5 läßt
sich 5 bestimmen bis auf den Faktor als eine Substitution im Körp er
de r Darstellung von m. Aus dem Charakter von 5 bestimmt sich
nun weiter der Faktor, so daß die Behauptung erwiese n ist.

Wenden wir uns dem zweiten Fall zu , so erkenne n wir, daß
die imprimitive Gruppe irreduzibel ist . Denn der Bestandteil m
besteht aus einer Summe von p vers chiedenen irreduziblen Dar
stellungen. Bei der Transformation mit 5 und seinen Potenzen er
fahr en sie eine zyklische Vert auschung. W enn die Gruppe zerlegbar
wäre, so könnte m in einem Bestandteil nur ein en Teil dieser p Dar
stellungen enthalten, während doch eine zyklische Vertauschun g aller p
Darst ellungen stattfindet.

Hiermit ist der Satz zurückgeführt auf den Fall eines Unter
körpers, denn der Charakter einer Darstellung ist gewiß in dem im
Satz angegebenen Kr eiskörp er entha lten.

Über die vollständ ige Redu zierung einer imprim itiven Gruppe
läßt sich folgend er bem erkenswert e Satz "beweisen :
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Satz 135: W enn die durch die irreduzible Darstellung ,1 der Unter
gruppe S) erzeugte imprimitive Darstellung T von ® die irreduzible
Darstellung r(u) von ® genau k -mal enth ält, so en thält in r (u) die Unter
gruppe S) volls tändig reduziert ,1 gen au k - mal . Umgekehrt, wenn r Cul

,1 k -mal enthält, so ist r 1u) in der durch Ll erzeugten Dar stellung von ®
genau k -mal en thalten .

B ew eis : Bezeichn en wir mit X(A) den Charakter der imprimitiven
Darstellung r von ®, mit 1p(A ) denj enig en von ,1 , fern er mit XU (A)
den Charakter der irre duziblen Darstellung r Cll ) von ®, so ist:

2) X(A) X(u') ( A) = kg,
ll>

wobei k angibt , WI e oft r Cu) in r enthalten ist. Um dies e Summe
zu bilden, benutzt man die Darstellung von r dur ch die Tabelle am
Anfang des Paragraphen. Man sieht, daß

2) X(A ) X(U')(A) = 2) 1p (A) X(U') (A) + 2) 1/) (A) X(U')(A) + ....
~ ~ S- l ~ S

2 ",,' 2

Ist ,1 in rCu) ge na u l mal enthalte n , so wird 2) 1jJ(A )X(U' )(A) = l· h.
.~

Alsdann haben ab er die weiteren n - 1 Summen den nämlichen W ert,
denn konjugierte Unt ergruppen erfahren die nämliche Zerlegung. Daher
hat die Summe link s den W ert l -h . n = lg, Also ist k = l.

Aus diesem Satz lassen sich leicht die wichtigen Formeln von
Frobenius herleiten , welch e die Charaktere eine r Gruppe mit den
jenig en eine r Untergruppe verknüpfen.

Sei ,1 (e) eine Dar stellung von S) und 1jJ (V) ihr Charakter. In r (ll)

sei die Untergruppe S) vollständig reduziert und

{r(U)} = Z k ll V,1(V) ,
v

wobe i {rCU)} die Dar st ellung von S) als Unterg ruppe von r (u) bedeutet.
Sei qJCV) der Charakt er der durch LlCv) erzeugten imprimitiv en Dar
stellung von ®. Dann wird :

(p(V) = Z k
u

v x (U).

U

Nun läßt sich aber qJ(v) durch 1jJ CV) ausdrücken. Sei 5 irgendein
Element aus S) und II = 5 + T + ... die Klasse in ®, zu der 5 ge
hört. Wir bestimmen den W ert der Summe :

qJ(V) (lI) = qJCV ) (5) + qJ(V)(T ) +.. .= hs qJ(V)(5 ) ,

wobe i hs die Anzahl der E leme nte in II bedeutet. Indem wir wiederum
auf die Tabelle S. 141 zurückgehen, finden wir für die ers te Matrix
der Hauptdiagonalen ,1(e) den Beitrag :

.1,' 1jJ (V) (5 )
s

erstreckt über die Elemente 5 in lI, die in S) vorkommen. Die übrigen
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Matrizen der Hauptdiagonale : 5i 1
L/ (V) 5 i liefern offenbar denselben

Beitrag, und daher wird:

cp(V) (ij;) = : .2)1jJ(V) (5).
s

So erhalten wir die Formel :

:s: k X(U) (5) = _L .2)1jJ(V) (T)
-;: UV · h .hs T . '

die Summe rechts erstreckt über die Elemente der Klasse von 5,
die in S) auftreten.

Dies ist die Formel von Frobenius; sie läßt sich auch mit Hilfe
der Relationen zwischen den Gruppencharakteren herleiten (vgl. Burn
side, Theory of groups, S. 330). Über die Zahlen kuv sei noch bemerkt,
daß stets kuv = ku' v' ist , wenn X(U') resp. "p(V') die zu X(U) resp . 1jJ(V)

adjungierten Charaktere sind . Ferner ist

k _11 für u=l
u1 - lO " u > 1 .

Aus diesen Formeln hat F robenius (Berl. Bei. 1901) folgenden
Satz hergeleitet :

Satz 136: Wenn ® eine Untergruppe S) besitzt, die mit keinem
Element außerhalb von S) vertauschbar ist und mit keiner ihrer kon
jugierten ein Element außer E gemeinsam hat, so bilden die Elemente
außerhalb von S) und den dazu konjugierten Gruppen zusammen mit E
einen Normalteiler von ®.

Als Satz über Permutationsgruppen lautet er folgendermaßen :
Wenn außer E alle Permutationen einer transitiven Gruppe vom Grade n
höchstens eine Variable ungeändert lassen, so bilden diejenigen, welche
alle Variablen permutieren, zusammen mit E einen Normalteiler von
der Ordnung n .

Beweis : Stellen wir ® als Permutationsgruppe dar, indem wir S)
als erzeugende Untergruppe nehmen, so hat jedes Element von S)
und seinen konjugierten Gruppen den Charakter 1, außer E, das den
Charakter n (= Index von ®) hat. Die übrigen Elemente besitzen 0
als Charakter. Nimmt man die identische Darstellung weg, so hat E
den Charakter n - 1, die n - 1 Elemente außerhalb S) und seinen
konjugierten Grupp en haben den Charakter - 1, alle übrigen O. Nun
sei T(U) eine Darstellung von ®, welche nicht in dieser Permutations
gruppe enthalten ist. Dann gilt offenbar (n - 1) xiU ) = .2) X(u) (5) die

Summe erstreckt über die erwähnten n - 1 Elemente. Rechts steht
eine Summe von xiU ) (n - 1) Einheitswurzeln. Da sie gleich (n - 1) xiU

)

sein muß, so muß jede Wurzel gleich 1 sein, wie die geometrische
Deutung sofort zeigt, daher gehören diese n - 1 Elemente zusammen
mit E zu einem Normalteiler 9( von ®. Aber außer diesen gibt es
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kein El ement mehr, dessen charakte ristische Wurz eln sämtlich gleich
1 sind, also ist der Satz bewiesen . Alles kommt darauf an, zu zeigen,
daß die Permutationsgruppe nicht jed e Darstellung von @ enthä lt.

Wiederum seie n T (u) und X (U) die irr eduzibl en Darstellungen von @

und ihre Charakt ere, LI (,,) und 'Ip (V) dasselbe für Sj. Ferner sei E(v)
und rp(V) die irn primitive Darst ellun g von @, welche dur ch A(v) erzeugt
ist, und ihr Charakt er. Dann gilt :

(( (v) = .L k
u v

X (u) .

u
Nun ist offenbar

(p (~) (E) = n· v,(V)(E)

I['(V) (5) = lp(V) (5 ) (5 4= E und in Sj) .

Dam it ist rp(V) für jedes Element von Sd und seinen konjugierten
Gruppen bestimmt. Fü r alle übrige n (n - 1) ist

I['(V) (5) = 0.
Wir bilden nunmehr

1) rp (V) (5) cp(W') (5) = 2:' {(1) ku v X (U) (5)) (1) k
u w

' X (u) (5))}
l~ LII u u

= g )-' kuvk,/ w' = g 1) k" vk" w'
u 11

Andere rsei ts findet man, wenn man die Werte von rp berücksichtigt :

.L (p(V)(5) rp(W ') (5) = Y?'I/' (V)(5)v' (10') (5) + (n~ - 1)v,(V)(E) lp(W') (E) .
~ ~ .

Die ers te Summe rechts ist = h oder = 0, je nachd em w = v oder
w 4= v. Dasselbe erhält man, wenn man über die konjugiert en Gruppen
von Sj summie rt. Addiert man alles, so erhält man 1:ep(V)(5)rp (W') (5),

(jj

nur ist das Einheitseleme nt n·mal gezählt. Dah er findet man für
die Summe g 1) ku v kuw:

11

g + n · (n~ - Ü,-/'(V) (E) '1 ,10' (E) - (n - 1) n~ lp (V) ( E) '1 ,(10' ) (E)
0+. . . . . . . .. . .

oder, da '1/,(10') (E) = '1/,(10) (E) ist:

r J~i-~ '1/' (v) (E) 'I' (w) (E) + 1

1)kll t' k ll 1O =~ l1 1
u l-~ 'I' (v) (E) '1; (10) (E)

w=v
w =f= V

(w = v)

(w + v).

Berec hnet ma n nun ~ (kll ,. - '1/' (v) (E ) k
u
l) ~ ' so erhält man :

11

1: (kuu - '1/' (v ) (E)k1l1)2 = 1 + ('1/' (v) (E))~.
11

Der ers te Term in der Summe (11 = 1) ist :

(kIr - 'I,(V)(E) . k ll)~ = 'I/ ,(v)(E)2
S p e i ser, Gruppent heorie.

für V> 1.
10
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Daher wird
r

2) (kuv - 1p(vl(E)kut)2= 1
u= 2

für v> 1.

Folglich wird gerade ein Term = ± 1, die andern r - 2 verschwinden.
Genau gleich zeigt man , daß

für w > 1 und v > 1 und untereinander verschieden .

Daher sind die We rte von 11, für die

k - 1IJ (10)(E) k
n w T u lkuV- ljJ (v}(E) k

u 1
und

von 0 verschieden sind, verschieden,
ergibt die Formeln:

und eine geeigne te Numerierung

Nun war:

und speziell

Daher wird:

kaa - 1jJ (a)(E) kaI = ± 1

k - ",(b}(E) k = 0ab 'r a l

2) k" vX(U}(E) = 1jJ<")(E).n
U

2) k
U1

X(u)(E) = n.
U

2) (kUv - 1jJ (vl(E) kU1)x(U)(EX= O.
U

(a = 2,3 , ...)

a =F b, a > 1.

Als ersten Term 11 = 1 erhalten wir (da v > 1): -1jJ(V) (E). Sonst sind
alle = 0, außer demjenigen mit u = v, der den W ert hat ± X("l(E).
Daher wird

_ 1jJ(Vl(E) ± X(V)(E) = 0 ,

es gilt also stets das Zeichen + und es wird

X(V )(E) = 'lp<V)(E) .

Nimmt man nun die Darstellung vom niedri gsten Grade nächst r(l},

etwa r(2) , so ist dieser Grad auch der niedrigst e für die Dar stellungen
von ~, nächst der identischen. Da die Untergruppe ~ in r(2} nicht
die identische sein kann, so muß sie irreduzibel sein. SIe enthält
also die identische Darstellung nicht. r (2) ist die gesuchte Gruppe p u};
womit der Satz bewiesen ist.
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13. Kapitel.

Arithmetische Untersuchungen über
Substitutionsgruppen.

§ 53. Beschränkung auf algebraische Zahlkörper.

Satz 137: Jede endliche Gruppe linearer Substitutionen läßt sich
so transformieren, daß ihre Koeffizienten in einem algebraischen Zahl
körper liegen.

Beweis: Es genügt, den Satz für irreduzible Gruppen zu be
weis en . T sei eine solche vom Grade n und

M = E XE + .AxA +...= (Zik)

sei ihre Gruppenmatrix. Die Determinante von M besitzt als Ko
effizienten Zahlen des durch den Charakter von r bestimmten Körpers k.
Die z i k sind n 2 Linearformen der x, welche unabhängig voneinander
sind. Daraus folgt, daß die charakteristische Gleichung der Gruppen
matrix unzerlegbar ist ; man kann daher nach einem Satz von Hilbert
(Crelle's Joum. 110 S. 104) den Variabeln x solche Werte aus k bei
legen, daß die charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln
hat. Eine solche Matrix sei M , die x mögen also Zahlen aus k be
deuten. M läßt sich als Matrix mit laut er verschiedenen Wurzeln
auf die Diagonalform transformieren. Dieselbe Transformation denken
wir uns auf E, A, B , . . . ausgeübt und nehmen unter Beibehaltung
der bisherigen Bezeichnung an, daß M die Diagonalform hat. Ihre
Hauptdiagonale sei

Mit lVJ sind auch sämtliche Potenzen lineare Ausdrücke der Substi
tutionen von T'. Nun sei S eine beliebige Substitution von r . Der
Charakter von M S ist einerseits

a1 sn + a2 S22 +... + ansnn = ')',

andererseits gleich dem Charakter von

SxE +ASxA + ·· ·,

d. h. eine Zahl aus k, Macht man dass elbe für die Potenzen von M ,
so findet man, daß

iSl1 +a:s22+ .. . + a~ snn = ')'i (i =1 ,2, . .. ,n)

sämtlich Zahlen aus k sind. Aus diesen n Gleichungen lassen sich
die Zahlen 5

11,
• • • , s berechnen und man findet, daß sie dem Zahl-

1111

körp er K angehören, der dur ch k und die Wurzeln a1 , . . . , an bestimmt
ist. Diese Tatsache gilt für alle Matrizen von r .

10*
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Nun bilden wir wie in § 48 die Matrix

E eE+A eA +... = (~ik) '

Die Koeffizienten von ~11 liegen in K. Multipliziert man ~11 rechts
mit allen es, so erhält man genau nunabhängige hyperkomplexe
Zahlen, deren Koeffizienten sämtlich in K liegen, alle übrigen drücken
sich linear und mit Koeffizienten aus K durch sie aus. Multipliziert
man diese daher rechts mit es, so erfahren sie eine Substitution mit
Koeffizienten aus K. Die so entstehende Gruppe ist äquivalent mit
der adjungierten zu T, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 138 : Wenn T eine Substitution S enthält, welche eine ihrer
charakteristischen Wurzeln, z, B. e, nur einmal enthält, so läßt sie sich
so transformieren, daß ihre Koeffizienten in dem durch die Charaktere
von T und durch e bestimmten Zahlkörper k liegen.

Beweis : Wir nehmen T in einem algebraischen Zahlkörper an,
dann reduzieren wir 5 auf die Diagonalform, was nur algebraische
lrrationalitäten erfordert. T möge jetzt im Körper K liegen, die
Galoissche Gruppe von K in k sei .8 . Übt man auf die Koeffizienten
von r die Substitutionen von j] aus, so erhält man lauter äquivalente
Gruppen T, T', . .. , denn die Charaktere bleiben ungeändert. Es
sei z. B. T-l T T = T' . Nun bedenken wir, daß S seine Diagonal
form beibehält und daß e , welches die Stelle Sl1 einnehmen möge, un
geändert bleibt. Es folgt daraus, daß T reduzierte Gestalt hat und
in einen Bestandteil vom Grade 1 nebst einem solchen vom Grade
n - 1 zerfällt. Daher bleiben unter T die Koeffizienten a11 , b

11
• '"

aller Substitutionen von Tungeändert, d. h. diese Stellenzeile liegt
in k, Daraus folgt der Satz 138.

Satz 139: Wenn m T in einem Zahlkörper k irreduzibel ist, so
ist m ein Teiler des Grades n von T . Hierbei bedeutet T eine absolut
irreduzible Gruppe.

Beweis : Die Substitutionen von m T seien E, A, B, .. . Wir
bilden

E eE+ A eA+.. .= (~ik)

und betrachten die Zeilen

~il' ~i2"'" ~il (i = 1, 2, .. ., l; 1= m.n) .

Jede dieser Zeilen erfährt bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die
Substitutionen der zu m radjungierten Gruppe. Die Zahlen jeder
Zeile sind linear unabhängig, denn die Beziehungen ließen sich in K
herstellen u~d daher wäre die Gruppe in 'K reduzibel.

Betrachten wir nun die 1 Systeme hyperkomplexer Zahlen

Xl~il + ... + Xl~il (i = 1,2, . . ., l),
wo die x alle Zahlen von K durchlaufen. Wenn das erste mit dem
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zweiten gemeinsame Zahlen hat, so sind sie identisch, denn die g e
meinsamen Zahl en lassen sich durch eine Basis dar stellen und ihre
Gesa mthe it bleibt unveränder t bei rechtsseitig er Multiplikation mit es .
Man erkennt, daß die Anzahl der unabhängigen Zahlen ein Vielfaches
von I ist. An dererseits ist dies e Zahl gleich 1t'J , weil T der einzige
absolut irre duzible Bestandteil ist. Dah er ist m ein T eiler von 1t.

Satz 140: Zwei in einem beliebigen Zahlkörper Kirreduzible
Gru ppen sind entweder äquivalent oder sie haben keinen gemeins amen
absolut irreduzib len Bestandteil.

B ew e is: Fü r die beide n Gruppe n se ien

(~i k) und (l7ik)
die im vorig en Beweis benut zten Matriz en hyperkomplexer Zahl en. Für
die Zahl en, die sich durch die ~ik ausdrücken lassen, bilden gewisse
Zeilen der Matri x (~i k) eine Basis, dasselbe gilt für l7ik' Falls die
beiden Gruppe n gemeinsame, absolut irr eduzibl e Bestandteile haben,
müs sen zwischen den ~ und 17 Beziehungen bestehen, deren Koeffi
zienten selbstve rstän dlich in K lieg en. Eine Basis für das dur ch die
~ und '7 bestimmte System läß t sich dur ch Zeilen aus (~i k) und (l7ik)
ang eben. Nimmt ma n hierfür zunächst die Bas is der ~, so könn en
die hin zukommend en Zeilen von (l7ik ) keine Basis aller 17;k bilden,
weil sonst die beiden System e una bhängig wären.

171' • .. , 17r

sei eine Basi szeile der l7ik ' die nicht in der ausgewählten Basis de s
zusammengesetzten System s vorkommt. W ir drücken sie durch die
letztere aus. 1]i wird dann die Summe zweier Zahlen

17i = ai + ßi (i = I, 2, ... , r) , (1)
wobei die ai blos durch die ers te Zeile ~l k darge stellt sind und die
ßi durch die übrigen Zahlen der Basis des zusammengesetzt en System s.
Statt der ersten Zeile kann auch eine andere Basiszeile au s den ~i k

hervorg ehoben werd en. Bei recht sseitiger Multiplika tion mit es erfahren
die a i' die ßi und die 17; wegen (1) dieselbe Substitution aus der zur
zweiten Gruppe adjungierten. Wär en die ai nicht unabhängig, so wär e
diese Gruppe reduzibel, dah er sind sie unabhängig und die beiden
Gru ppen erweisen sich als äquivalent. Ohne weit eres folgt nun

Satz 141: Eine Gruppe läßt sich auf eine und nur eine Weise
in Bestandteile zerlegen , die in einem Zahlkörper K irreduzibel sind.
Mit einem absolut i rreduz ibeln B estandteil' kommen stets diejenigen
gemeinsam vor, deren Charakterensysteme relativ zu K konjugiert sind.

Für absolut irreduzible Gruppen T erweitern wir die Überlegung en
von Sat z 13 8. W enn eine Substitution 5 eine Wurzel e ge nau r-mal
enthä lt, so läßt sich r T in dem durch d as Charakterensystem und e be
stimmten Körp er k darstellen. Man denke sich 5 reduziert und e an
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die r ersten Stellen der Hauptdiagonale gebracht. Dann beweist man
genau wie früher, daß

~11 + ~22 +... + ~rr

in K liegt, womit die Behauptung bewiesen ist.
Nun möge die Substitution S die Wurzel e genau r-mal ent

halten und d sej der größte gemeinschaftliche Teiler aller r, die man
erhält, indem S alle Substitutionen von rund e alle ihre charak
teristischen Wurzeln durchläuft. Dann gilt der

Satz 142: dT läßt sich in dem durch sämtliche Wurzeln der
charakteristischen Gleichungen bestimmten Körper darstellen.

Be weis : Ist d T die im angegebenen Körper irreduzible Dar
stellung, so muß II ein Teiler aller r und daher auch von d sein.

I . Schur beweist folgenden

Satz 143: Ist s T irreduzibel in einem Körper K, so läßt sich T
selber darstellen in einem Körper, dessen Relativgrad gegenüber K
gleich s ist .

Der Beweis erfolgt durch ein Verfahren wie im Beweis von
Satz 137 1) .

§ 54. Gruppen im Körper der rationalen Zahlen.
Es gilt der

Satz 144 : Jede Gruppe mit rationalen Koeffizienten läßt sich so
transformieren, daß sie ganzzahlige rationale Koeffizienten besitzt.

Beweis: Es genügt, den Satz für Gruppen r zu beweisen, die
im rationalen Zahlkörper irreduzibel sind. Es sei N der General
nenner aller Koeffizienten von T'. Übt man auf N Xl alle Substi
tutionen von T aus, so erhält man lauter ganzzahlige Formen der
n Variabeln von T, und zwar kommen darunter n linear unabhängige
vor, sonst wäre T reduzibel. Wir bilden nun das System aller Formen,
die sich durch die soeben abgeleiteten linear und mit ganzzahligen
Koeffizienten zusammensetzen lassen. Diese bilden einen sogenannten
Modul. Betrachten wir die sämtlichen auftretenden Koeffizienten von Xl '

Mit je zweien kommt auch ihre Differenz vor und man kann daher
in ihrem System den euklidischen Algorithmus ausüben, d. h. das
System besteht aus den sämtlichen Vielfachen einer bestimmten ganzen
Zahl dl . LI sei eine Form mit dl als erstem Koeffizienten. Ist L
eine beliebige andere, so kann man in der Gestalt L - a Li eine Form
herstellen, die zum Modul gehört und deren erster Koeffizient 0 ist;
a wird eine ganze Zahl. Es sei d2 der gemeinsame Teiler aller Ko-

1) Weitere Sätze geben Speiser: Zahlentheoretische Sätze aus der Gruppen
theorie. Math. Z. 5, S. 1; I. Schur : Einige Bemerkungen zu der vorstehen
den Arbeit des Herrn A. Speiser. Math. Z. 5, S. 7.
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effizienten von x~ in denjen igen Formen, der en er ster Koeffizient ver
schwindet, und L2 sei eine solch e mit d~ als Koeffizient von x~ . Dann
lassen sich a und b so als ga nze Zahlen bestimmen, daß L - a L; - b L2

von Xl und x2 unabhängig ist. Man fahr e wie bisher fort und findet ,
daß uns er Modul eine Basis von 11 Formen besitzt , die folgende Ge
stalt haben:

LI = du Xl + d I 2 x~ + + dI ll x"

L.! = d2~ X2 + + d2 n xn

L =
11

Übt man auf die Variabeln x die Substitutionen von r aus, so
erfahren di e Formen unser es Moduls nur unter sich eine Vertauschung
und die Basis ge ht wied er in eine solche üb er, d. h. die n Linear
form en erfahren eine ganzzahlige Substitutionsgruppe. Diese ist äqui
valent mit T, denn sie entsteht durch Transformation von T mit (diJ,
womit der Satz bewiesen ist.

Für Substitutionen mit algebraische n Koeffizienten läßt sich ein
ähnlicher Satz beweisen. Die Koeffizienten von Xl bild en dort ein
Ideal a . Geht man zum Klassenkörper über, so ist c Hauptideal ;
man brau cht ab er nicht die Ex istenz dieses Körp ers vorauszusetzen,
denn es gibt bekan ntli ch immer eine gewisse Potenz von 0 , die
Hauptideal ist. W enn

(a)m= «,

so adjungi ere man dem Körper die m- te Wurzel aus a . E s wird dann

0 = (Va).
Somit läßt sich das Verfahren im Beweis zum von ge n Satz fort setzen
und man erhält den

Satz 145: W enn T im K örper K liegt, so läßt sich stets eine
äquivalente Gruppe mit ganzen Zahl en eines K örpers angeben, dessen
Galoissche Gruppe in K auflösbar ist.

Wir kehren nun zurück zu den Gruppen mit rationalen Ko
effizient en. Aus einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten lassen
sich durch Transform ation mit unimodularen ganzzahligen Matrizen
eine unendliche Menge neuer gewinnen. Wir fassen diese zu einer
Klasse zusammen, dann gilt der

Satz 146: Die äquiva lenten ganzzahligen, rati onal irreduziblen
Gruppen zerfallen in eine endliche Anzahl Klassen.

Der Beweis dieses Satzes wurde zum erstenmaI von C. Jordan ge
führt (loum . de l'ecole polyt. 48). W eitere Beweise gaben H. Minkowski
(Diskontinuitätsbereich für ar ithmetische Äquivalenz , Crelle's Journal
Bd. 129 und Werke Bd. 11 , S. 53-100) und L. Bieberbach (Gött. Nach-
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richten 1912). Alle diese Beweist' benutzen die Theorie der quadra
tischenFormen und ihre Wiedergabe übersteigt den Rahmen unseres
Buches. Wir begnügen uns daher, zwei extreme Fälle zu behandeln,
und weisen schon hier auf den Schlußabschnitt hin, wo dem vor
liegenden Theorem seine zentrale Stellung in der allgemeinen Zahlen
theorie vindiziert wird.

1. Fall: T ist zyklisch und von der Ordnung m. Der Grad ist

dann er (m). Auch die adjungierte Gruppe rist ganzzahlig, und mit
ihrer Hilfe bilden wir die Matrix :

".2.)ei iJ.i = M,
]

wobei e eme primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. Nun gilt

eMA = M.

Bezeichnen WIr die erste Zeile von M mit

so gelten die Gleichungen
n

e(j = '>' ai k t, (ai k) -.:. A
1

(I)

Die t, sind ganze Zahlendes durch e bestimmten Zahlkörpers kund
das Gleichungssystem (I) besagt, daß (1' .. . , ( .. die Basis eines Ideales
bilden. Umgekehrt, bilden diese Zahlen die Basis eines Ideales, so
erhält man durch Multiplikation mit e eine ganzzahlige Darstellung der
zyklischen Gruppe. Weil e eine einfache Wurzel von A ist, so sind durch
die Gleichungen (1) die Zahlen (i bis auf einen gemeinschaftlichen
Faktor, die zugehörigen Ideale also als Ideale einer Idealklasse be
stimmt. Es gibt genau so viele Klassen ganzzahliger Darstellungen,
als es Idealklassen in k gibt, und diese Zahl ist bekanntlich endlich.

2. Fall: Die Gruppe T ist vollständig irreduzibel, was z. B. bei
den Darstellungen der symmetrischen Gruppen (Frobenius) immer
der Fall ist. Hier benutzen wir die Formeln des Satzes 122 auf Seite 125.
Die hyperkomplexen Zahlen besitzen ganze rationale Zahlenkoeffizienten
und erfahren bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die Substitutionen

der adjungierten, ebenfalls ganzzahligen Gruppe T, die wir als die ge
gebene betrachten. Wiederum bezeichnen wir die erste Zeile der t.; mit

(1' t; ..., (.. ,
Äquivalente ganzzahlige Darstellungen, die zu verschiedenen Klassen
gehören, erhält man durch Transformation mit Matrizen, die man als
ganzzahlig annehmen kann, aber mit einer von ± 1 verschiedenen Deter
minante. Den größten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten darf man
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als 1 voraussetzen. Wenn es also mehr ere Klassen gibt, so muß es
möglich sein, linear e Forme n der t; zu bilden mit ganzzahligen
Koeffizienten ui k:

17i = .>'Uil,Ck ,

die bei rec htssei tiger Multiplikation mit es ganzzahlige Sub stitutionen
erfahre n. Bilden wir den Modul

X1 1J2+ X2 172 + ..,+ X" 17" ,

wobe i die Xi alle gan zen Zahlen durchlaufen, so erhält man dur ch
Multiplikation mit es lauter Zahlen dieses Moduls. Dasselbe gilt dah er
auch bei recht sseitiger Multiplik ation mi t t.; Multiplizieren wir die
Größen '7; der Reihe nach mit allen Ckl, so kommt h eraus Ui kcC1 ,

wobei c = -! ist. Da die u, k teilerfr emd sind, so kommt im Modul
n '

auch cCI vor, und ebe nso cCi • Da mit ist die Anzahl der Moduln
limitiert und der Satz bewiesen .

H . Minkowski verdankt ma n wichtige Sätze über die Ordnung
von rationalen Substitutionsgruppen. Da die cha rakteristische Deter
minante einer Substitution in diesem Fall e eine Funk tion mit rationalen
Koeffizient en ist, so ist die Ordnung der Substi tutionen durch den
Grad n der Gruppe limitiert. Ist h eine solche Ordnung, so gilt für
die zahlentheoretische Funktion rp (h) folgend e Ungleichung:

rp(h)<n .

denn eine h-te Einheitswurzel ge nüg t einer irr eduziblen Gleichung mit
rationalen Koeffizient en vom Grad e rp(h). Für n = 2 und n = 3 findet
man folgend e möglichen Wert e für h : 1, 2 , 3, 4 , 6. Für n = 4 und
5 treten noch die W erte 5, 8 , 10 , 12 hinzu .

W eiterhin gilt folgend er

Satz 147: Reduziert man eine Gruppe mit rationalen K oeffizienten
modulo eine r ungeraden Primzahl, so erhält man eine holoedrisch iso
morphe K ongruenzgruppe.

Bewe is : Wir zeigen , daß keine ganzzahlige Substitution end
licher Ordnung (rnod P) der Einheitssub stitution kongruent ist, außer
E. Es sei 5 = E + pa U, wobei der größ te gemeinsame T eiler der
Koeffizient en von U zu p prim ist. Bildet man die Potenzen von 5, so
darf man die Binomialformel anwende n. 5 hab e die Primzahlordnung
I, dann wird

51 = E + ( ~) pa u + .. .+ pal Ul= E .

W enn p von l verschieden ist, so folgt, daß 5 1(mod pa+') kongruent
ist E + l pa U, also nicht kongruent E, was einen Widerspruch gibt.
Ist p = I , so erinnere man sich daran, daß die Binomi alko effizienten
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durch p teilbar sind, außer dem ersten und dem letzten. Reduziert
man daher mod pa+2, so gelangt man wie vorher zu einem Wider
spruch. Auch für p = 2 gilt der Satz, wenn 1=f: 2 ist und schließlich
auch für p = 1 = 2, wenn a größer als 1 ist. Kennt man also die
Modulsubstitutionen modulo einer ungeraden Primzahl, so sind damit
auch die rationalen Gruppen des betreffenden Grades bekannt. Die
Gruppen ungerader Ordnung erhält man bereits durch Reduktion mod 2.
Die Ordnung einer ganzzahligen Gruppe vom Grade n muß Teiler von

(P" _ 1HP" - P)(P" - P~) .. .ir _ pn-l)

sein für alle ungeraden Primzahlen p. Daraus folgt eine obere Grenze
für die Primzahlpotenz l", die in g aufgehen kann. Es sei l" eine
genügend hohe Potenz von 1, so daß jedenfalls r > nl ist. Nun
wähle man p aus einer primitiven Restklasse mod r: Aus Satz 38
folgt, daß

(p n _ 1) (pn - 1 - 1). . . (p - 1)

genau durch die folgende Potenz von I teilbar ist, falls 1=f: 2

[l ~ l] + [l(l~I)] + [l2 (l~ IJ +.. .,
wobei [a] die größte ganze Zahl < a darstellt. Für 1=2 findet man

§ 55. Beziehungen zur Kristallographie.

Wir wollen zeigen, daß das Problem, die ganzzahligen Gruppen
des Grades n zu finden, gleichbedeutend ist mit der Aufsuchung aller
Gitter des n-dimensionalen Raumes mit besonderen Symmetrien.

Es seien V1' V~, . . . , V" die Fundamentalvektoren eines n·dimen
sionalen Gitters, so daß man alle Gitterpunkte erhält, indem man die
Gesamtheit der Vektoren

x]V] + ... -+- xnP"

von einem festen Punkt 0 aus abträgt. Hierbei durchlaufen x], .. . , x
n

alle ganzen Zahlen. Die Länge des Vektors Pi sei +y' aijl ferner
setzen wir

y' ajj y' ak k • cos (Pi' Vk ) = aj k = ak i ,

dann wird das Quadrat der Länge des Vektors

x]p] + ... + xnPn

gegeben durch die quadratische Form
n n

.:E 2}aj kxjxk ,
i=1 k=]
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Umgekehrt ist dur ch eine beliebige definite quadratische Form der
n Variablen Xi ein Gitter definiert bis auf die Lage im Raum und
bis auf ein e Symmetri e. Man kennt alsda nn nämli ch die Länge der
Fundam ent alvektoren und die Winkel zwischen ihnen. Wählt man
11 - 1 aus ihnen aus, so spannen sie eine (n - 1)-dime nsionale lineare
T eilmannigfaltigk eit aus und man kann den letzten Vektor auf zwei
zu ihr symmetri sche Weisen hinzufügen. Man kann zeigen , daß es
nur zwei zu einer Fundame ntalform gehörige Gitter gib t. Wir wähl en
eines derselben.

Die Variablen Xl' • • •, X" sind die Koordinaten des Endpunktes
des Vektors X1V1 + ... + x" P" in demjenigen Koordinatensystem,
dessen Achsen die Richtungen der Vektoren Pi haben, während die
Einheitsstrecke der i-ten Achse durch den Vektor Pi gegeben ist.
Die Determinante iai k i stellt das Quadrat des Inhaltes des Funda
ment alparallelepipedes dar . Man kann das Gitter auf unendlich viele
Arten dur ch Fundamentalvektoren aufbau en, man erhält sie alle, wenn
man auf die Vektoren P1' . . ., P" die sä mtlichen ganzzahligen Sub
stituti onen mit der Det erminante + 1 ausübt. Die " metrische" Funda
mentalform 2).Lai/; Xi x

k
erfährt dabei die transponiert en Substitut ionen,

denn eine Substituti on auf die Pi in Xl P1 + ... + x"lJ" kann auch als
die tran sponiert e auf die Xi gedeut et werd en.

Fall s das Gitter eine Symmetri e aufweist, muß es möglich sein,
neue Fundament alvektoren einzuführen, welche dieselbe Konfiguration
bilden wie die vorige n (Bewegung) oder die symme trische (Symmetrie
zweiter Art), d. h. die zugeh örigen Substitutionen müs sen die metrische
Fundam entalform in sich übe rführen.

Umgekehrt : wenn wir eine ganzzahlige endliche Gruppe hab en,
so besitzt sie eine invariant e definite quadratische Form. Man hat
bloß auf X 1'.l + ...+ x,,'.l alle Subst itutionen auszuüben und die ent 
stehenden Formen zu addieren. Es gibt dah er Gitter, welche die
betr effende Symmetri e aufweisen. Dam it ist das Problem, symme
trische Gitter aufzusuche n, als identisch erwiesen mit der Frage nach
den ganzzahligen Substitutionsgruppen.

Äquivalent e Gruppe n besitzen dieselben Operationen, sie lassen
sich auf dieselb e orthogonale Gruppe transformi eren. Sie definier en
dieselbe Bristaliklasse, Es besteht infolgedessen der

Satz 148: Es gibt nur endlich viele Kristallklassen in n Dimensionen.

Bewei s : Als abs trakte Gruppen kommen nach Satz 147 nur end
lich viele in Betracht und diese lassen nur endlich viele nicht äqui
valente Darstellungen in n Variablen zu.

Dasselbe Gitter gehört nur zu solch en ganzzahligen Gruppen,
die durch ganzzahlige unimodulare Substitutionen ine inander trans
formierbar sind.
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Satz 149 : Wenn die ganzzahlige Gruppe im Gebiet der rationalen
Zahlen irreduzibel ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl verschiedener
Gitter der zugehörigen Klasse.

Der Beweis folgt ohne weiteres aus Satz 146.

Hier ist jedoch noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit : Wenn
die Gruppe reduzibel ist, so besitzt sie mindestens zwei linear un
abhängige invariante quadratische Formen. fl und f'J seien zwei
solche. Dann ist die Gesamtheit der quadratischen Formen

«.r. + a'Jf'J
invariant, wobei a

l
und a'J zwei beliebige reelle Zahlen sind. Ins

besondere bilden die Formen

tt. + (1 - t) f'J '

in denen t von 0 nach 1 stetig variiert, eine Schar positiv-definiter
Formen, welche t. mit f'J stetig verbindet. Zu unserer Gruppe gehört
daher eine unendliche Menge von Gittern, aber sie lassen sich durch
stetige Deformation, ohne die Symmetrie zu verlieren, ineinander über
führen . Eine solche Schar betrachten wir nur als ein Gitter. So
sind wir auch bei drei Dimensionen vorgegangen : nur das kubische
Gitter besaß keinen Freiheitsgrad, abgesehen von der Wahl der
Einheitsstrecke.

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch einige Hilfsmittel zur
Behandlung der Raumgitter herleiten. Wir benutzen hierbei die von
Einstein herrührende Vereinfachung der Bezeichnung, welche in der
Regel besteht, daß über doppelt auftretende Indizes stets von 1 bis n
summiert wird.

Die metrische Fundamentalform ist aikxixk• Unter einer Ebene
durch 0 verstehen wir die (n - l)-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Punkte, welche einer Gleichung [iXi = 0 genügen. Sie enthält dann
und nur dann ein (n - l) -dimensionales Teilgitter unsres Gitters,
wenn die li rationale Zahlen sind . Wir normieren die Li' indem wir
sie als teilerfremde ganze Zahlen annehmen, und nennen sie alsdann
die Indizes der Ebene. Es ist von Wichtigkeit, die Größe des
Fundamentalparallelogrammes der Ebene zu kennen, da durch sie die
"Belastung" der Gitterebene bestimmt ist. Man erhält alle parallelen
Gitterebenen in der Gestalt liXi = l , wobei 1 alle ganzen Zahlen durch
läuft, insbesondere ist liXi = 1 eine benachbarte Ebene zu lixi = O.
Wir bestimmen ihren Abstand von 0, indem wir das Minimum von
a i k Xixk unter der Nebenbedingung lixi = 1 aufsuchen. Indem wir
a i k XiXk - 2 A.lixi nach x k differenzieren, bekommen wir

ai k x i - 21k = O.
Wir multiplizieren mit x" und summieren, es ergibt sich

2 = ai :,xixk ·-= t 'J ,
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wenn wir unter e die gesuchte Entfernung verstehen. Andrerseits
lösen wir die Gleichungen nach den Xi auf, indem wir die aus den
Unterdeterminanten Aik der Matrix (aik) gebildete Determinante IAikl
benutzen. Es ergibt sich

A Xi = e2IkA ik' A = ll1 ik l·
Wir multiplizieren mit li und summieren.

A = e2AiklJk .
A jklil k heißt die zu l1ikX jXk ad,jungierte quadratische Form. Ziehen
wir die Quadratwurzel , so ergibt sich links der Inhalt des Funda
mentalparallelepipedes des ganzen Gitte rs. Dieser ist nun ab er gleich
dem Inhalt desjenigen unserer Ebene mult ipliziert mit dem Abstand
zweier benachbarter Ebene n (Inhalt = Basis mal Höhe). Hieraus
folgt der

Satz 150: Das Fundamentalparallelogramm der Ebene mit den In
dizes li hat den Inhalt :

YAik l;lk ·

Diesen Satz ha t bereits Gauss gekannt (vgl. Geom etris che Seite
der tern ären Formen, Werk e B. 2, S. 305) .

Indizes und Vari able stehen in kontragredientern Verhältnis , sie
erfahren in uns erer Terminologie adjungierte Substitutionen bei Ein
führu ng neuer Fundam ent alvekt oren resp . bei den Git tersymmetrien.

14. Kapitel.

Gruppen von gegebenem Grade.

§ 56. Die endlichen Substitutionsgruppen vom Grade n.

Eine Gruppe r des Grad es n, deren Ordnung eine Primzahlpotenz
pa ist, kann immer auf monomiale Gestalt transformier t werd en . Ist pb
die höchste in n! aufgehe nde Potenz von p, so enthält @ einen A belschen
Norma lteiler, dessen Inde x ein T eiler von pb ist. Das Problem, alle
Substitutionsgruppen noten Grades, deren Ordnung eine Pot enz von p
ist, aufzustellen, ist zurüc kg eführt auf das Problem, die Sylowgruppe von
der Ordnung pb für die symm etri sche Gruppe von n Variablen zu
bestimmen. Wir sind noch weit davon entfernt, ein ähnliches Kon
struktionsprinzip für alle endli chen Gruppen des Grade s n anzugeb en,
ab er einige hochwicht ige Resultat e sind in dieser Hinsicht bereits
erzielt worden.

Satz 151: W enn eine irreduzible Sub stitutionsgruppe Matrizen
besitzt , deren Charaktere im K örper der pa-ten, der qb-ten usw., aber
nicht der pa-loten, der qb- l-ten usw. Einheitswurzeln liegen, so enthält
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sie auch eine Substitution von der Ordnung pa qb .... Hierbei bedeuten
p, q, . .. verschiedene Primzahlen.

Beweis: Zwischen den Potenzen einer primitiven pa ·ten Einheits
wurzel e bestehen in einem beliebigen Körper, der prim ist zu dem
durch e bestimmten, genau die folgenden linearen Beziehungen:

ei+eiet +eie
t
2+ .. . +eie

t
p- 1 = O, (i=O, 1, . . ., pa-I_I),

e = epa -
1

1 '

und diejenigen, welche sich aus diesen durch lineare Verbindungen
herleiten. Die Darstellung einer Zahl als Summe von Einheitswurzeln
ist daher nicht eindeutig. Wenn in jeder Darstellung eine primitive
s-te Einheitswurzel vorkommt, so sagen wir kurz : Die Zahl bedarf
der s-ten Einheitswurzeln. Wir nehmen nun an, ein Charakter 7.i
bedürfe der s-ten Einheitswurzeln und s sei prim zu p. Es gibt
ferner nach der Voraussetzung einen Charakter Xk' welcher der pa. ten
Einheitswurzeln bedarf. Es gilt nach Satz 112 folgende Gleichung

r

hiXi·hkX k = XI2)c ikZhzXz' (1)
1=1

Auf beiden Seiten stehen Summen von Einheitswurzeln , deren
jede Produkt einer bestimmten (primitiven oder imprimitiven) pa. ten
und einer dazu primen Einheitswurzel ist. Wir greifen diejenigen
heraus, deren erster Faktor eine der Zahlen

ee{, (k=l, 2, ... , P), (e/ =l)
ist. Links steht

e(at et + a2 et
2 + ... + apetP)xi

und wir dürfen e so gewählt denken, daß nicht alle ai einander
gleich sind, sonst bedürfte X

k
nicht der pa-ten Einheitswurzeln.

Rechts stehe
e(ut et + ... + ((petP),

wobei die Zahlen U der p-ten Einheitswurzeln nicht bedürfen. Beide
Seiten müssen einander gleich sein und es ergibt sich

atli - ((t = a2Xi - ((2 = . .. = apXi - up

Nun sei etwa at - a2 = b von °verschieden, dann folgt

bXi = u1 - u2 •

Da diese Differenz der s-ten Einheitswurzeln bedarf, so gilt dasselbe
mindestens von ut oder von ((2' Daraus folgt, daß die rechte
Seite von (1) eine primitive pas-te Einheitswurzel enthält und infolge
dessen auch einer ihrer Summanden Xl' Es gibt also eine Sub
stitution, deren charakteristische Wurzeln eine primitive pas-te Ein
heitswurzel enthalten, und daher auch eine solche von der Ordnung pas.
Durch vollständige Induktion beweist man ohne weiteres unsern Satz.
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Aus dies em Hilfssatz aus der Theorie der Kreiskörper folgt nun
folgender

Satz 152: Eine irreduzible Substitutionsgruppe n -ten Grades von
der Ordnung n1 n'l.' wobei die Primiaktoren von n1 größer, diejenigen
von n

2
kleiner oder gleich n + 1 sind, besitzt eine Abelsche Untergruppe

von der Ordnung n1 •

Beweis : W ir nehmen zunächst an, daß alle Substitutionen die
Determinante 1 haben. Jede Untergruppe von ein er Ordnung, die in
n1 aufgeht, ist Abel sch, denn der Grad ihrer irr eduzib eln Darstellungen
muß ein T eiler von n1 und gleichzeitig höchstens gleich n sein . Es
kommt also nur 1 in Betr acht.

Wir setzen n
1

= paqb . . . Die Charaktere der Substitutionen von
der Ordnung p resp. q usw. bedürfen der p-ten, q' ten usw. Einheits
wurzeln und es gibt dah er eine Substitution S der Ordnung pq . ,. Ihre
Zerlegung in vertauschbare Faktoren von den Ordnungen p, q, ... sei

S=PQ . .. .

P, Q, .. . können nicht zum Zentrum der Gruppe gehören, denn sonst
wären sie Multiplikationen und ihre Determinante wäre von 1 ver
schieden. Die (Abel schen) Sylowgruppen, welche P, Q, ... enthalten"
seien \j3, 0 , .. . . Die mit P vertaus chbaren Elemente bilden eine Unter
gruppe und für solche nehmen wir den Sat z als bewiesen an. Da unsere
Untergruppe sowohl \j3 als S enthält, so ist jedes Element von \j3 mit
S vert auschbar. Genau dasselbe bew eist man für die Elemente von 0 usw.
Daher ist die Ordnung der Untergrupp e bestehend aus allen mit S
vertauschbaren Elementen durch n

1
teilbar, sie enthält also eine

Abelsche Untergruppe von der Ordnung n
1

•

Falls eine Substitution P eine von 1 verschied ene Determinante 8

bes itzt, so multiplizi er e man sie mit 1], welch es der Gleichung ge
nügt 1]n = 8-1. Man er weitere fern er das Zentrum durch 1}E. In
derselben Weise verfähr t man mit allen Substitutionen, soweit sie
nicht bereits zum Zentrum gehören. Die so erweiterte Gruppe be
sitzt eine n Normalteiler , bestehend aus den Substituti onen mit der
Determinante 1 und für seine Nebengruppen kann man Substitutionen,
aus dem Zentrum wähl en. Daher gilt auch für diese Gruppe der
Satz. Diejeni gen Subs titutionen der Abelschen Unte rgruppe, welch e
bereits in der ursprüngli chen Gruppe liegen, bilden eine Unt ergruppe
von der Ordnung n1 .

§ 57. Der Satz von Jordan.
E ine endliche Substitutionsgruppe vom Grade n besitzt einen Abel 

sehen. N ormalteiler, dessen Index eine gewisse von n allein abhängige.
Schranke nicht überschreiten kann.
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Diesen Satz hat C. J ordan in seinem Memoire sur les equations
differentielles lineaires a int egrale algebrique (Crelles Journal 84,
S. 89 bis 215) durch einen auch in seiner logis chen Form höchst
bemerkenswerten Beweis erhärtet. Gleichzeitig hat er alle primitiven
Gruppen der Grade 2 und 3 aufge stellt. Inzwischen ist der Satz von
verschiedenen Seiten in Angriff ge nomme n worden. Blichjeldt
(G. A. Miller, H. F. Blichfeldt, L. E. Dickson : Theory and applications
of finite groups, New York 1916, chapter XII ) hat zahlentheoretische
Methoden angewend et. Bieberbach1 ) benutzt kontinuierliche Veränder
lich e. Seine Methode ist von Frobenius'J ) verschärft worden, und wir
folgen hier zunächst dessen zweiter Abha ndlung über unit är e Matrizen,
Berliner Sitzungsberichte S. 373 bis 378, 1911.

Jede endliche Gruppe läß t sich auf die unitäre Form transfor
mie ren (§ 42 ). Die charakteristischen W urzeln de r Matrizen deu ten
wir in der komplexen Zahlenebene. Sie liegen auf dem Ein hei tskreis
mit 0 als Zentrum. Es gilt nun der

Satz 153 : S ei C = A B A ~l Br! der Kommutator der beiden Sub 
stitutionen A und B . Die Wurzeln von B mägen nicht ganz einen
Halbkreis einnehmen. I st dann A mit C vertauschbar, so ist auch A
mit B vertauschbar , also C = E .

Beweis: Wir nehmen B in der Diagonalform und A als unitär
an. Die cha rakteristis chen Wurzeln seien

ei '1'k , (k = 1, 2,

C[Jk nenn en wir die Phasen der Wurzeln.
tauschba r ist, so erg ibt sich

n) .
Weil A mit BA-1B-l ver-

C = A (BA-1B-l ) =(B A - 1B - l) A = AB AJl = B AJ3A .

Hierb ei bedeutet S, die zu 5 transponiert e , 5 die zu 5 konjugiert
imaginäre Matri x.

Für die Ko effizienten der Hauptdiagonale von C findet ma n

ci i = .2)aikbk iiiJji = Lbiiikibkaki
k k

und durch Vergleichung der imaginäre n Tei le

Nun sei

C[Jl = CfJ'J = . . . = CfJ ,· < C[Jr+1 = '" = C[J. < .. , < C[J1l < C[J l + n .

1) Bieberbach, L . : Über ei ne n Sa tz de s Herrn C. Jordan in der Theori e
der e ndliche n Gruppen linear er Subs titut ionen. Berl , Ber . S. 231 bis 240. 1911.

2) Erobenius, G. : Übe r ' den von L. Bieberbach g efunden en Beweis eines
Satz es von C. Jordan . Berl. Ber . S. 241 bis 248, 1911. Außerd em die ob en
e rwähnte Abhandlung über unitäre Matrizen .
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Setz t man i = 1, so werden alle Gliede r positiv und es werden
alle ai k gleich Null , für welch e einer der Indizes größer als 1', der
andere aber kleiner oder gleich r ist. A zerfällt in zwei Teilmatrizen,
von denen die erste mit B vertausc hbar ist. Die zweite kann man
in ders elben W eise behand eln und find et , daß auch sie reduzierte
Ges talt hat und mit B vertauschba r ist, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 154: L iegen die W urzeln A oder B auf einem Kreisbogen
der Größe 0, so liegen die Ph asen des K ommutators zwischen - 0

und + (J.

Bew eis : Aus der unitär en Matrix P = ( Pk l) bilde man die Form

); Pk1Xk X1 ·
kl

Übt man auf die x die unitär e Substituti on 5 und gleichzeitig

auf die x die konjugi ert kompl exe 'S aus, so entsteht eine neue Form,

der en Matrix 5tP5 ist. 5 und SI sind aber inverse Matri zen . Man
kann daher die Form auf die Normalform transformieren

wobei die I' die charakteristischen Wurz eln von P sind. Die Phasen
derselb en mögen zwischen er und er +0 liegen, dann liegt auch die
Pha se von

51 1'11 + .. .+ snr"" ,
wo die 5 pos itive reelle Zahl en bed euten, innerhalb derselben Grenz en,
wie man sofort erkennt, wenn man die rii vekt or iell deut et. Setzt
man nun in Lrij xix j für x j und Xi konju giert im agin äre W erte ein ,

i

so erhä lt man nur Zahlen, der en Phasen in dens elben Grenzen liegen,
und da sselbe gilt schließlich von der Form 2) P j k X j X k, die durch

i, k

konjugi ert imaginär e Substitutionen auf die x und x erhalten wird
und also dieselben W ert e annimmt.

Nun seien p .und Q zwei unitär e Matri zen und s eine cha 
rakteristische Wurzel von P Q-t, also eine Wurzel der Gleichung

I PQ-l - 5E = 0 oder IP - sQ!= O.

Dann kann ma n X l ' . .. • x " so best imm en, daß

1,' P k/ X k = s 1..' Qk l X k'
k k

Es wird dann

);PkIXk X/ = S ); QklX k Xl '
k.t k,t

Wenn dah er die Phasen der Wurz eln von P und Q zwischen er
und er + 0 liegen , so liegt diejenige von 5 zwischen - (J und + 0 .

Setzt man jetzt P = A und Q = BAB-\ so ist der Satz bewiesen.
Sp e i s e r , Gruppent heorie. 11
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und

. h a d :JfZWI S C en - _. un +-
3 3 '

Nun bezeichne ß(P) für

Normen der Koeffizient en ,

und

Satz 155 von Frobenius: I n einer endlichen Substitutionsgruppe
ist jede S ubstitution A , deren W urzeln nicht ganz den sechsten T eil
des K reises einnehmen, mit jeder S ubstitution ueriauschbar, deren Wurze ln
ni cht ganz den halben K reis einnehmen.

Be wei s : B sei irgend eine Sub stituti on der Gruppe, und wir
bilden folge nde R eihe von Kommutatoren :

A B A - IB- l = C, A CA- I C- I = V , " ' , A L A-I L -l = lvI ,
AMA-IM-I = N , .. .

Die Wu rzeln aller dieser Kommutatoren C, D, . . . hab en ihre Phasen

eine beliebig e Matr ix P die Summe der

d. h. ];PkIPkl' W ir nenn en sie die
k ,l

Spannung von P, sie ist gleich dem Charakt er der Matrix P Pt
oder auch von PtP. Sind U und V unitär, so wird

ß (U P) = X(fiJ]t UP) = X(Pt P) = ß(P )

{}(P ) = {}(UPV).

'Wir se tzen nun voraus, daß A auf die Diagonalform transformiert
sei und die cha rakte ristischen W urzeln a

l
, .. . , an habe. Da nn wird :

{} (E - C) = {} (E - A B (B A)-l) = {} (B A - AB)
= {}(A(E - B) - (E - B ) A),

= ..E jak (ekl - bkl) - (ekl - bkl) al 1
2 = ..E iak - aI1

2 /ek1- bk11
2

•
k l kl

Hier ist lak - al l kleiner als die Seite des regulären Sechsecks. Ist
x der größ te dieser W erte, so ist x < 1.

Es wird nun
{} (E - C) < x 2

{} (E - B) =, bx2

{} (E - N ) < bx2 v •

Erzeugen A und B eine endliche Gruppe, so muß einmal {} (E - N ) = 0
werden und dah er N = E . E s wird infolgedessen A mit M und nach
Satz 153 auch mit L, . . ., D, C vert auschbar, und wenn die Wurzeln
von B nicht ganz einen Halbkreis einnehmen, auch mit B.

Nun bedeute Zen) die Anzahl der Primzahlen < n + 1. Dann läßt
sich der Satz von Jord an in folgender präziseren Weise ausspr echen :

Satz 156: Eine endliche Substitutionsgruppe in n Va riablen besitzt
stets einen A belschen Normalieiler , dessen I ndex kleiner ist als

n! 12n(Z(n)+ 1).
Be weis: Ei ne S ylowgruppe besitzt einen Abelschen Norrnalteil er,

dessen Index ein T eiler von n ! ist. Seine Ordnung sei > 121$ - 10.
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Man teile den Ei nheitskreis in 12 gleiche T eile und rechne jeweils
eine n der Grenzpunkte zum Int er vall, den anderen zum ben achbarten .
Für die Ve rte ilung der n Wu rzeln einer Substi tution un serer A belsche n
Gruppe, die wir in Normalform voraussetzen, kommen 1 2" Möglichkei ten
in Betracht. Dah er müssen entweder bei eine r Substitution außer E die
sämtliche n W urzeln im selbe n Fach liegen, oder aber es gibt zwei, etwa
A und B , bei denen die Verteilung gleich ist. Im letzteren Fall
nehmen die "\Vurzeln von A Br" nich t ga nz den sechs ten T eil des
Kreises ein. Es gibt also sicher Substi tutionen von dieser Beschaffe n
hei t. Diese sind ab er mi t allen Substitutio nen ihrer Klasse vertausch
bar und erze ugen daher eine n Abelsche n Normalteiler.

Fü r jede Primzahl < n + 1 mache n wir diese Übe rlegung. In
dem wir ferner den Satz 152 beachten, ergi bt sich der Beweis unseres
Sa tzes .

Auf zahlen theoret isch em W eg läßt sich folg ender Sa tz beweisen :

Satz 157 : F alls die P rim zahl p größer als 2 n 2 + 1 is t, so bildet
die zugehörige Sylowgruppe einen A belschen Normalteiler.

Beweis : A und B seien zwei Substitutione n dieser Sylowgruppe.
Für ihre Charaktere ge lten folgende Gleichungen :

r

h,'X, · hk'Xk = 'X l 2""C,klhl 'Xl '
1= 1

Rech ts un d links ste hen Summe n von gleic h vielen E inheitswurzeln ;

links kommen ab er höchst ens n2 < P~ 1 vers chie dene vor und eine

solche Zahl läßt sich auf k ein e ande re W eise durc h glei ch viel oder
wenige r Einhe itswurzeln addit iv da rstellen. Dah er stehe n auch recht s
nur Charaktere von Substitutionen, deren Ordnung eine Potenz von p
ist. Das Pr odukt von A und B ge hört infolgedessen auch zu ihnen
und die S ylowgruppe bildet einen Nor ma lteiler. Dieser is t wegen
p > n Abelsch.

Für Gruppe n ungerad er Ordnung gilt der Satz schon bei p> n2 + 1.

Beschränkt man sich auf primitive Gruppen, der en Substituti onen
die De te rmina nte 1 hab en (vgl. dazu den Schluß des Beweises zu
Satz 152 ), so mu ß der Ab elsch e Normaltei ler zum Zent rum ge höre n
und kann höchstens die Ordn ung n hab en, denn seine Substitutione n
sind Multiplika tione n. Daher gi lt folgende r

Satz 158: Die Ordnun g einer irreduziblen primitiven Substi tution s
gru ppe, deren Substitutionen die Determina nte 1 haben, ist klein er als

n !n (Z (n) + 1) 12".

Es gibt nur endlich nic ht äquiva lente Gruppen.
11*
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§ 58. Substitutionen in GalQisfeldern.

Bereits bei der Behandlung der Automorphismen Abelscher Gruppen
§ 35 sind wir auf lineare Substitutionen gekommen, deren Koeffizienten
die Reste der ganzen Zahlen nach dem Modul einer Primzahl sind ,
während die Determinanten der Null nicht kongruent sind, und wir
haben die Ordnung dieser Gruppen bestimmt. Wir erweitern die se
Betrachtungen, indem wir ein beliebiges Galoisfeld GF (pf) zugrunde
legen. Eine solche Substitution sei

x/ = S11 Xl + ...+ Sln X n

Xn' = Sn1 Xl + '" + Snn Xn '

Xl kann durch eine beliebige Form ersetzt werden, die nicht identisch
verschwindet, d. h. durch pfn - 1 Formen. Sind Sund T zwei Sub
stitutionen, welche Xl in dieselbe Form überführen, so läßt S T-l die
Variable Xl ungeändert und hat folgende Gestalt:

I 1 0 :

iABi'
wobei A eine Spalte von n - 1 Zahlen , B eme quadratische Matrix
von n - 1 Zeilen und Spalten bedeutet. Diese Substitutionen bilden
eine Untergruppe, und bei festgehaltenem B kann die Spalte A aus
beliebigen Größen des GF bestehen. es kommen also p(n-l)f Mög
lichkeiten vor. Diejenigen Substitutionen, bei denen A aus Nullen
besteht, bilden eine Untergruppe , deren Ordnung wir mit 0 (n - 1)
bezeichnen. Für die Ordnung 0 (n) der ganzen Gruppe finden wir
folgende Rekursionsformel :

O(n) = (pn f - 1)p<n-l)f O(n - 1)

und erhalten damit folgenden

Satz 159: Die Ordnung der Gruppe r aller homogenen linearen
Substitutionen des Grades n im G F (Pt) ist

(pnf - 1)(pnf - pt). .. (pnf _ p(n-llf).

Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler Tl' dessen Faktorgruppe
zyklisch und von der Ordnung pf - 1 ist, bestehend aus den Sub
stitutionen mit der Determinante 1. Außerdem besitzt sie ein Zentrum
von derselben Ordnung, bestehend aus den Multiplikationen. Ist d
der größte gemeinschaftliche Teiler von «- 1 und 11, so enthält Tl
mit dem Zentrum eine Untergruppe von der Ordnung d gemeinsam,
die wir mit T 2 bezeichnen. Es gilt der Satz, daß die Gruppe T

1
/ T

2

einfach ist, außer in den Fällen des GF(2) und GF(3) bei dem
Grade 2. Für den Beweis verweisen wir auf die Monographie von



~ 58. Substi tut ionen in Ga loisfe lde rn . lö5

(E + VJp = E + I? .

Dickson, Linear groups S. 83 1). E s gibt also für jed en Grad eine zwei.
fach unendlich e Schar verschiedener einfacher Gruppen, die wir in
dieser Weise erhalten . Wir wollen nun die p· S ylowgruppen unter
suchen und nachher diejenigen Untergruppen , deren Ordnung zu p
pr im ist.

Die Ordnung einer p·S ylowgruppe ist
n(n - l)

j>(1+2 + . .. + (n - l )l1 = p 2 I ·

Nun bilden diejenigen Substitut ionen , deren Koeffizienten obe r
halb der Hauptdiagonalen 0 sind, während die Hauptdiagonale laut er
1 enthält, eine Untergruppe, welch e ge nau die angegebene Ordnung
besitzt. Sie ist dah er eine S ylowgrupp e und jede andere Untergruppe
von dieser Ordnu ng ist mi t ihr äquivalent. Sie bildet ein e Normal
form für Untergruppen, deren Ordnung eine Pot enz von p ist.

Satz 160 : J ede Substitutionsgruppe in einem G F (1'0, deren Ord
nung eine Potenz von p ist, läßt sielt so transformieren, daß die
K oeffizienten oberhalb der Hauptdiagonalen 0 sind, und diejenigen der
Haup tdiagonalen 1 .

Zur näh eren Untersuchung unserer Grupp en verwenden wir fol
g ende Bezeichnung. E ine Substitution in der obigen Normalform be
zeichne n wir mit E + V . Da bei hat V auch in der Hauptdiagonalen noch
lauter 0 stehe n. Wir betracht en die sich nach link s unt en daran an·
schließenden Diagonalen und zählen ab, wie viele davon mit 0 aus
gefüllt sind. Sind die i ers ten gle ich 0 , wobei die Hauptdiagonale
mitgezä hlt wird , so bezeichnen wir diese Matrix mit Vi ' Man veri 
fiziert sogleich , daß Vi V

k
= Vi +/< ' In dieser Symbolik bedeutet V

nicht eine bestim mte Matr ix. sonde rn nur den Typus. Nun seien zwei
Matrizen gegebe n

1:' Vi un d E + V; .

Ihr Produkt ist E + V; + V,: + Vi V,," Die beiden Matrizen sind also
vertauschbar, wenn f'i und V: es sind, Für die p-te Poten z von
E + Vi finden wir

W enn also der Grad nicht größer als p ist, so ist die Ordnung aller
Elemente der S ylowgrupp e = p . Allge mei n ergi bt sich das zu E + Vi
inverse Elem ent in der Gesta lt

E - r. . l '/~ - 1'/ -1
wobei ma n so weit zu g ehen hat, bis die Glieder versc hwinde n. Der

I) W ichtig e Ergänzung en enthalte n : Dicksan , L. E .: On th e g ro up defined
for an y given field by the mult ipli ca tion table: Am . math. So c. Trans. 3,
S. 285-301, 1902. :\l odula r th eor y of g ro up characte rs : Am. math. Soc. BuH.(2) 13,
S. 477-4-88.
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Beweis ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit E + Vi' Nun
möge in V 1 und V l' die erste an die Hauptdiagonale stoßende Dia
gonale aus den Zahlen al' a2 , ••• , an - 1 resp. bl' b2 , ••• , bn - 1 bestehen.
Dann lautet in (E + V)(E + V') die entsprechende Diagonale

a1 + b1 , a2 + b2 , . .. , an - 1 + bn - 1 •

Daher bilden die Substitutionen von der Gestalt E + V2 einen Normal
teiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist und durch die additive Gruppe
der Moduln von n - 1 Größen des GF (P0 gebildet wird. Diese Gruppe
hat die Ordnung pf(n-l) und den Typus (p, p, ...). In derselben
Weise bilden die Substitutionen von der Form E + Vi einen Normal
teiler I)'i' und wir können den Satz aussprechen :

Satz 161: Die Sylowgruppe ~ = 911 besitzt eine Reihe von n - 1
Normalteilern 912 , 913 , •• • , 91n - l' E, für welche 91dIJ'i+1 Abelsch von der
Ordnung r-:» und vom Typus (P, p, ...) ist. 91; besteht aus allen
Substitutionen von der Gestalt E + Vi'

Wenden wir uns jetzt zu den Gruppen, deren Ordnung zu p prim
ist. Wir beweisen den fundamentalen

Satz 162: Eine Substitutionsgruppe des G F (pr), deren Ordnung
zu p prim ist, läßt sich stets als Gruppe mit algebraischen Zahlen
koeffizienten schreiben. Die erstere entsteht aus der letzteren durch Re
duktion nach einem Primidealteiler von p.

Beweis : Es sei @ eine Gruppe mit zu p primer Ordnung. Wir
zeigen, daß die vollständige Zerfällung der Gruppendeterminante in
den Galoisfeldern genau in derselben Weise erfolgt, wie in gew öhn
lichen komplexen Zahlen. Eine irreduzible Darstellung mit Zahlen
koeffizienten kann stets so transformiert werden, daß ihre Koeffizienten
algebraische Zahlen sind. Es sei K ein Körper, in dem alle irre
duziblen Darstellungen von @ gegeben werden können, und f sei der
Grad eines Primidealteilers lJ von p. Reduziert man (mod p), so er
hält man Darstellungen von @ durch Substitutionen im GF (pr). Aus
irreduziblen Darstellungen entstehen so immer irreduzible Darstel
lungen im GF (pr), wie folgendermaßen bewiesen werden kann: Man
nimmt ein vollständiges System irreduzibler nicht äquivalenter Dar
stellungen von @ und bildet die Matrix ihrer Stellenzeilen. Diese ist
quadratisch und ihre Determinante ist nur durch Primzahlen teilbar,
die auch in der Ordnung von @ aufgehen. Sie ist daher zu p prim,
infolgedessen sind die Stellenzeilen auch (mod p) unabhängig. Daraus
folgt, daß eine algebraisch irreduzible Darstellung auch (mod p) irre
duzibel bleibt, denn im anderen Fall wären ihre Stellenzeilen (mod lJ)
nicht unabhängig.

Wir müssen nun noch zeigen, daß es keine weiteren irreduziblen
Darstellungen gibt, und daß jede halb reduzible Gruppe auch voll-
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1.

ständig reduzibel ist. Wir g reifen zu diesem Zweck zurück auf die
Formeln von Sa tz 122. ~ik und 'YJi k se ien die hyperkomplexen Zahlen,
welche durch zwei nich t äquivalen te irr edu zible Dar stellun gen ge liefert
werden. Dann gilt

~ik~kl =c ~il 'YJi k 1hd =C' 1]il

~i k~l'" = 0 r;i k 171 ,., = 0 (k =+= I)
~ik 'YJ 1 '" = O.

Eine irreduzible Darste llung im GF (pr), welche auch in jedem
höher en GF irreduzibel bleibt, möge in entsprechender Weise die
hyperkomplexen Zahlen liefern t.; Wir multiplizier en sie rechts mit
allen Zah len ~i i ' welche durch die alg ebraisch irreduzibeln Darstel
lun gen nach der Reduktion (mod p) entsteh en. Nicht alle so ent
s tehenden Produ kt e könn en versc hwinde n , denn dur ch die Multipli
katoren ~i i setzt sich die Gruppe neinheit linear zusa mmen. Es sei
beispielsw eise '11 .~11 von 0 verschieden. Dann erhä lt man dur ch rech ts
seitige Multiplikati on mit den hyperkomplexen Zahlen nur lineare Ver
bindunge n folgender Größ en : ' 11 ~l i (i = 1,2 , . . ., n), und diese erfahren
bei rech tsseitig er Multiplikation mit den Gru pp enelem enten die Sub
stitutionen der adjun gierten Gruppe zu derjeni gen, aus welch er die ~i k ent
nom men sind ; sie sind daher unab hängig und unsere ir reduzible Dar
stellung ist äquiva len t mit der zu ~ik gehörigen. Damit ist bewiesen, daß
wir in den irr edu zibeln alge bra ische n Dars tellungen alle irr eduzibeln Dar
stellungen im GF (Pt') gefunden haben. Nun se i eine halbr eduzierte
Dar stellung im GF (Pt') gegebe n. Wi r können uns auf den Fall zweier
irre duzibler Bestand teile beschr än ken, da der allge me ine Fall durc h
sukzessive Anwendun g des speziellen R esultates bew iesen werd en
kan n. Die Substi tutionen mögcn die Gestalt hab en :

(~ ~).
Die hyperkomplexen Zahlen der ersten Zeile seien

~1 ' .. . , ~" , 1]1' . . . , 1],., '

Bei rechtsseitig er Multiplik ation mit den Gruppenelementen erfahren
sie die zu un serer Darstellung adjung iert e, welch e folgende Ges talt ha t :

(
A' 0)
C' B' .

Fa lls die m + n Zahl en linear unabh ängig sind , so führt bereits das
obe n ange wende te Verfahren zum Ziel. Dies ist insbesond er e der
Fall, wenn die Darstellungen A und B nicht äquivalent sind. Nun
sei A = B und daher 11t = n . Falls die Beziehung bes teh t

cl1 ~1 +...+ an ~" = b1 r;1 + ...+ bll 1].. ,

SO bleib t sie rich tig, wenn man mit einer beliebigen hyp erkomplexen
Zahl mu ltipl iziert , es lassen sich also die n unabhängigen Zahlen
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~1 ' ~2' • .. , ~n durch die JI Zahlen 1]; ausdrücke n und die letzter en sind
daher unabhängig. Wir könn en sie umgekehrt durch die ~i aus 
drücken. Es gelte:

n

n.> ) 'ai k ~k'
1

Nun führ en WIr durch die unimodular e Sub stituti on

~/= c'
n

1]/ = 1J; - .2 a i k ~k
1

neue Veränderliche ein. Multipliziert man sie rechts mit den Gruppen
elementen, so erfahren sie eine mit 1. äquivalente Substitution, welche

in derselben Weise reduziert ist. Sie sei (~ ~), insbesondere wird

'I}/ es = cil ~/ + '" + ci ll ~ll' + bi 1 1]l ' +... + bin 'I},,'.
Nun sind aber die Variabeln 1]/ Null und unsere Gleichung wird zu

ci l ~/ +...+ Ci" ~n' = 0 .

Da die ~i unabhängig sind, so müssen die Koeffizienten verschwinden,
und wir finden lr = 0 , was zu beweisen war.

Als spezielle Resultate heben wir folgende hervor :
Eine Abelsche Substitutionsgruppe , deren Ordnung zu p prim

ist, läßt sich auf die Diagonalform reduzier en. Hierzu ist im allgem einen
eine Erweiterung des Galoisfeld es notwendi g.

Wenn eine Gruppe @ sich in einem GF (pr) darst ellen läßt und
ihre Ordnung zu p pr im ist , so läßt sich zu jeder anderen Primzahl
q ein Exponent t' bestimmen dergestalt, daß sich @ als Gruppe des
selben Grades im GF (qf ) darstellen läßt. Falls die erste Gruppe
irr edu zibel war, so können auch die übrigen als irr eduzible Gruppen
bestimmt werden , vor ausgesetzt , daß die zugehörige Primz ahl q die
Ordnung von @ nicht teilt .

Ferner gilt der Satz 156 für den Fall , daß p zur Ordnung prim
ist, in seinem vollen Umfange . Die Substitutionsgruppen im GF (pr)
verdanken also ihr e ungeheure Mannigfaltigkeit einzig dem Primteiler
p in ihrer Ordnung. Für die anderen Unterg ruppen findet eine außer
ordentliche Ökonomie in den möglichen Typen statt.

Eine Aufstellung der für die vers chiedenen Primz ahl en p mög
lichen Typen von Gruppen, der en Ordnung zu p prim ist, hängt mit
zahlentheoretischen Fr agen zusammen. Fragen wir uns, wann eine
solche Gruppe vom Grade 2 im GF (p) die erweiterte Ikosaed ergruppe
§ 63 darstellt , so muß die Ordnung durch 5 teilbar sein, d. h. es
muß sem

p2 _ 1 (mod 5)

oder p ist quadratischer Rest mod 5. Wenn diese Bed ingung erfüllt
ist , so enthält die Gruppe wirklich die erweiterte Ikosaedergruppe,
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denn diese läßt sich im Körper k (V5) algebraisch darstellen , und hier
zerfalle n gerade diese Primzahle n in Primideale er sten Grad es. Für
die übrigen Primzahlen p sind die Untergruppe n mit einer zu p pri
m en Ordnung sämtlich auflösbar.

§ 59. Raumgruppen.

In § 24 hab en wir die sämtlichen Raumgitter mi t besonderen
Symmetrien aufgestellt und in § 55 haben wir diese Betrachtungen
verti eft und teilweise auf beliebig viele Dimensionen ausgedehnt.
Wir haben es dab ei bewenden lassen mit denjenigen Symmetri en,
welche den Anfangspunkt festlassen . Jetzt wollen wir diese Schranke
fallen lassen und die Gruppe alle r Sym me trien betrachten, welch e
ein Gitter in sich überführen . In ihr ist eine Gruppe T ent
halt en, welche aus allen Translationen des Gitters in sich besteht , sie
ist Abelsch und besitzt im Falle von n Dimen sion en n E rzeugende .
Durch eine gee ignete Wahl des Koordinatensystems können wir er
r eich en, daß ihr e erzeugende n Sub stitutionen T i folgende Gestalt hab en :

X! =Xi + 1 Xk'=Xk (k + i),

wobei i alle Zahl en 1 bis n dur chläuft.
Wir wollen im folgenden dieses Koordinatensystem festhalten.

Eine allge me ine Symm etri e des Raumes wird dann durch die Glei
chungen geg eb en :

x/ = ak1 x1+... + akn xn + a, (k = 1,2, . . ., 11).
Hierb ei bed eut en die ungestrichenen Variab eln Xi diejenigen des neuen
Punktes, in welchen der ur sprünglich e Punkt durch die Symmetrie
üb ergeht. Nur bei dieser Festsetzung ge winne n wir für die Zusammen
setzung der Symmetri en die gewohnten Gesetze der Matri zenzusammen
setzung von Zeilen und Kolonn en. W ir bezeichnen die Sub stitution
symbolisch mit

wobei A die quadratische Matri x ak 1 bed eut et, a die Sp alt e der ak und
o eine Zeile von n Nulle n. A heißt der rotatiue, ader translatit'e
T eil. Ist (B) eine zweite solche Symmetrie, so finde t man die zu
sammengesetzte (C), inde m man die Matrizen zusammensetzt:

Offenbar wird
C = A B und c = Ab +a.

Gruppen, die aus solche n Substitutionen gebilde t sind, h eißen Raum
gruppen. Die Untergru ppe der Tran slationen ist stets Normalteil er.
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Nun sei eine beliebige Raumgruppe gegeben mit einer Trans
lationsgruppe 't, die n unabhängige Translationen enthält. Außerdem
möge noch die Symmetrieoperation (A) vorkommen. Dann ist (A)'t
= 't (A). Sehen wir zu, was aus dem Anfangspunkt des Koordinaten
systems wird, wenn man die Operationen dieser Nebengruppe der
Translationsgruppe auf ihn anwendet. Nehmen wir die Nebengruppe
zuerst in der Anordnung (A) 't. Unter A erfährt der Anfangspunkt
eine gewisse Translation a, und indem man nun alle Translationen
von 't ausübt, erhält man ein Gitter unseres n -dimensionalen Raumes.
Nun gehen wir umgekehrt vor und üben auf den Anfangspunkt die
Operationen 't (A) aus. Es müssen dieselben Punkte entstehen. Durch
't entsteht dasselbe Gitter wie vorher, bloß ist die Translation a noch
nicht ausgeführt. Nun kommt noch (A) hinzu . Dies gibt die Trans
lation a und die durch A repräsentierte Symmetrie. Bereits durch
die Translation ist aber unser Gitter in die definitive Lage gekommen
und die Symmetrie A muß daher das Gitter in sich selbst transfor
mieren, sie muß zu einer der endlich vielen ganzzahligen Gruppen
gehören. Damit haben wir folgenden Satz gewonnen :

Satz 163: In einer Raumgruppe des n-dimensionalen Raumes mit
einer Translationsgruppe, die n unabhängige Erzeugende besitzt, bilden
die rotativen Bestandteile eine ganzzahlige Gruppe.

Falls es in jeder Nebengruppe der Translationsgruppe eine Ope
ration gibt, deren translativer Bestandteil verschwindet, so besteht die
Gruppe aus den Translationen eines Gitters und einem Teil der zum
Gitter gehörigen Symmetrien, die einen Gitterpunkt ungeändert lassen.
Dies ist aber nicht immer der Fall, und die Anzahl der Raumgruppen
wird dadurch erheblich vergrößert. Wir beginnen mit einem speziellen
Beispiel.

Das monokline Gitter besitzt eine Zweierachse (A). Wir nehmen
den Fall des nicht zentrierten Gitters. (A) 't besteht aus Schrauben
achsen, deren rotativer Teil eine Drehung von 180 0 ist, während die
Schraubung aus allen Vielfachen der Elementardistanz für die Achsen
richtung ist . Statt der Zweierachse nehmen wir jetzt eine' Schrauben
achse mit der halben Distanz als Schraubung. Übt man diese Ope
ration zweimal aus , so erhält man eine Translation. Aus der Schrauben
achse entstehen durch Zusammensetzung mit den Translationen neue
parallele Schraubenachsen, deren Schraubungskomponente in der EIe
mentardistanz gemessen die Länge hat: } + eine beliebige ganze
Zahl. Diese Achsen bilden zusammen mit den Translationen auch eine
Gruppe, sie ist aber verschieden von der vorigen, denn sie enthält
nur Schraubenachsen mit von 0 verschiedener Schraubung und Trans
lationen, aber keine reinen Drehungen. Wenn wir dagegen vom
zentrierten Gitter ausgehen, so gibt es nur eine Raumgruppe, denn
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hier ist die Dis tan z zweier nächst er Gitter ebenen , die senkrecht zur
Achse liegen, die Hälfte der E leme nta rdistanz für die Achse. Da die
Schraubungskomponent e jedenfalls die Hälfte eines ganzzahligen Viel
fachen der Element ardistanz ist , so kann sie dur ch eine Tran slat ion
de s Gitte rs weggeschafft werden. E s gibt also drei R aumgruppen, die
zu der m onoklinen Hemimorphie gehören . Bei einer Dreierachse kommen
zwei Gitte r in Betr acht : das rhomboedrische, zu dem es nur eine Raum
gruppe gibt, und das hexagonale, wo wir drei erha lten : die Schraubungs
komponente kann 0 , -A , l der E lementardistanz für die Achse sein.
Die Viererachse ergibt in derselben W eise für ihre zwei Gitte r im
ga nzen 4 + 2 Gruppen und die Sechserac hse 6.

Im ganzen gibt es 230 Raumgrupp en. Ihre Aufst ellung ist eine
ziemlich mühsame Aufgab e. Sie wurde zuerst von Sch ön/lies g elöst
in sein em Werk Kri stallsystem e und Kri stallstruktur (Leipzig 1891).
Seither hat P. Niggli (Geometrische Kri stallographie des Diskontinuum s.
Leipzig 1919 ) diese Gruppen vollständig dur chgerechn et , die Substi
tutionen angegeben und die gegenübe r einzelnen derselben inva rianten
Punkte aufg esucht. Sein Buch stellt die gründlichste Untersuchung
dar , welch e jem als einem Spezialge biet der Gruppe ntheorie zuteil
geworden ist, und das darin enthaltene Zahlenmat erial wird für die
alge brai sche Zahl entheor ie von ebenso großem W ert se in, wie für die
Bestim mung der Kristallstruktur.

Die Aufstellung sämtlicher Raumgruppen übersteigt bei weitem
den R ahmen dieses Buche s. W ir wollen uns darauf beschränken, das
Problem analytisch zu formulieren und in die a l1ge me ine Theorie
einzuordnen.

W ir betrachten im folgenden nur Grupp en , deren ro tativer T eil
vollständig reduzier t die identi sch e Dar stellung nicht enthält, und be
weisen den

Satz 164: E s gibt n ur endlich viele n icht äquivalente Raumgruppen
des n - dimensionalen Ra um es, welche n unabhängige Translationen
besitzen.

Be w eis : Die rotat iven Bestandteile können wir als ganzzahlig
annehme n , und hierfü r kommen nur endlich viele nicht äquivalente
Gruppen in Betracht . Es muß nun no ch gezeigt werd en , daß man
auch die translativ en Bestandteile limiti eren kann. Hierfür kommt nur
noch die rich tige W ahl des Ko ordinatenanfangspunktes in Betracht.
Die Translationsgruppe sei c.r . Wir wählen aus jeder ihr er Neben
g ruppe n eine Sub stituti on (S, s) aus , wobe i S den rotativen , s den
tran slativen T eil bedeutet. s ist nur bis auf beliebige ganze Zahl en
bestim mt, die man zu seinen Kompon enten addieren kann. S durch
läuft jede Subs titution des rot ativen T eiles g enau einmal. Die Anzahl
derselb en sei h. Nun üben wir auf ein en beliebigen Punkt diese
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h Substitutionen aus und bilden den Schwerpunkt dieser Punkte. Zu
dem Zweck haben wir die Koordinaten dieser h Punkte zu addieren
und durch h zu dividieren. Da die Summe aller Matrizen 5 ver
schwindet, so fallen hierbei die Koordinaten des ausgewählten Punktes
heraus, und wir finden für den gesuchten Schwerpunkt

1
h };s .

Da die s nur bis auf Gittervektoren bestimmt sind, so bilden die
Schwerpunkte ein mit dem Translationsgitter ähnliches Gitter, dessen
Abmessungen den h·ten Teil betragen. Jede Operation unserer Raum
gruppe muß dieses Gitter in sich selbst überführen. Legen wir daher
den Anfangspunkt in einen Schwerpunkt, so können die translativen
Bestandteile nur noch rationale Zahlen mit dem Nenner h sein, denn
sie bilden diejenigen Punkte, welche in den Nullpunkt überg eführ t
werden und müssen daher Vektoren des Schwerpunktgitters sein .
Hiermit ist gezeigt, daß die translativen Bestandteile durch die rota
tiven limitiert sind, und unsere Behauptung ist bewiesen.

Falls die Gruppe einen Normalteiler SJI von der Ordnung k be
sitzt, dessen rotativer Bestandteil die identische Darstellung nicht
enthält, so kann man den Nenner auf k beschränken, denn man zeigt
leicht, daß bereits die Schwerpunkte der Punktsysteme, die durch
den Normalteiler erzeugt werden, durch alle Operationen der Gruppe
in sich transformiert werden. Allgemein werden nämlich die Schwer
punkte eines durch eine Untergruppe erzeugten Punktsystems durch
die Operationen der Gruppe in solche übergeführt , welche durch
konjugierte Untergruppen entstehen.

Aus dieser Bemerkung ist ersichtlich, daß im Falle des Sym
metriezentrums als Nenner nur 2 auftritt. Ferner haben gerade die
kompliziertesten Gruppen des R

3
, nämlich diejenigen des kubischen

Systems, einen Abelschen Normalteiler von der Ordnung 4, die Vierer
gruppe, so daß auch hier nur der Nenner 4 auftritt, statt 12 und 24.
Diesem Umstand ist die relativ geringe Zahl der Raumgruppen des
R3 zu verdanken. Es ist dieselbe Tatsache, welche auch die Lösbar
keit der Gleichungen der vier ersten Grade durch Wurzeln ermöglicht.

Reduziert man in den Substitutionen die translativen Bestandteile
nach dem Modul der ganzen Zahlen, so bilden sie eine mit der
Gruppe der rotativen Teile homomorphe Gruppe T, und die Auf
suchung aller Raumgruppen einer Kristallklasse ist gleichbedeutend
mit der Aufstellung dieser sämtlichen nicht äquivalenten Gruppen.
Um über die gruppentheoretische Natur dieses Problems vollen Auf
schluß zu erhalten, füge man zu r noch die sämtlichen Transla
tionen hinzu, deren Komponenten rationale Zahlen mit dem Nenner h
und echte Brüche sind. In der zusammengesetzten Gruppe T' bilden
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die T ran slation en einen Normalte iler und r besteht aus den erzeugen
den Eleme nten der Faktorgr uppe. Das Pr oblem besteht nun darin,
alle Systeme von Elementen zu finden, welche die Fakt orgruppe er
zeugen u n d eine Gruppe bild en . Dieses Proble m ist in seine r All
gem einheit noch nicht gelöst.

Man kann die Voraussetzutig en noch allge me iner fassen und
zeigen , daß jed e Raum gruppe mit endliche m Fundame ntalbereich im
R

II
gerade n unabhängige Translationen enthält, so daß der allge mei ne

Satz I) gilt :

Es gibt nur endlich viele nicht äquivalente Raumgrupp en des R"
mit endlichem F undamentalbereich,

Hierbei hat ma n natürli ch im Falle der "ze rleg baren" Gruppen,
insbesondere wenn der rotat ive Bes tandteil die identische Dar stellung
enthä lt, den Begriff der Äquivalenz sinnge mäß zu erw eitern.

lö. Kap i tel.

Gleichungstheorie.
Die Gruppe ntheorie ist nach Lagrange die "wahre Metaphysik " der

Gleichungen. Abe r umgekeh rt ist auch zu sagen, daß ihre Sätze
durch die Übertragung auf algebraische Gleichungen häufig an Faß
lichk eit gewinne n, ähnlich wie die Geom etrie dem Verständnis der
Analysis hilft. In noch viel höher em Maß gilt dies von der die
Algebra verfeine rnden Zahl entheorie . Diese bild et streckenweise eine
beinah e unzertrenn bar e Ei nhei t mit der Gruppe nthe orie. Dies soll in
der folgenden kur zen Übersicht ge zeig t werden.

§ 60. Die Lagl'ungesche Gleichungstheorie.
Ein System von Zahl en ode r Funktionen bild et einen Körpe1·,

wenn die vier eleme ntare n R echnung sop erati on en Addition, Subtrak
tion, Multiplika tion und Division angewendet auf zwei Indi viduen des
Systems nur solche Zahl en ode r Funktionen erge be n , die bereits im
System vorkommen. Hierbei ist die Division durch die Null auszu
nehmen.

Wir gehe n aus von der Gesa mtheit aller rationalen Funktionen
der n Variabeln XI ' x2 " ' " x,,, Als numerische Koeffizient en lassen
wir in diesem Paragraphe n alle ree llen und komplexen Zahl en zu.
Diese Funktione n bilden einen Körp er, den wir mit K bezeichnen.
Die jenige n Funktionen aus K , welch e bei sämtlichen Pe rmutationen

1) Bieberbach, L. : Über die Beweg ung sg r uppen der Euklidischen Räume.
Math, Ann. 70, S. 297 und 72 , S. 400. - Frobenius , G. : Über die unzerleg
baren diskreten Bewegungsgruppen. Berliner Sitzungsbericht e S. 654, 1911.
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{pS, ... , ff;Js,
• r

einer Gleichung vom Grade r ,

der n Variabeln ungeändert bleiben, bilden einen Körper, den wir
mit 5 bezeichnen, er ist ein Teilkörpel' oder Unterkorper von K , da
jede seiner Funktionen in K vorkommt. Die algebraische Beziehung
zwischen 5 und K aufzudecken ist unsere Aufgabe.

Eine Funktion aus 5 heißt eine symmetrische Funktion der n Varia
bein und sie kann als rationale Funktion der n elementarsymmetri
schen Funktionen dargestellt werden. Für später ist hier noch hin
zuzufügen, daß die Koeffizienten rationale Zahlen sind, wenn die Funktion
aus 5 rationale Koeffizienten hatte. Wir bezeichnen die n! Permu
tationen der Variabeln mit E, A, . . " T, U" . . und die ganze
symmetrische Gruppe mit 6. Diejenigen Permutationen, welche eine
Funktion aus K ungeändert lassen, bilden eine Untergruppe von 6.
Man sagt dann, die Funktion gehört zu dieser Untergruppe. Ist
f(x

l
, •.• , x,,) eine Funktion aus K, so bezeichnen wir diejenigen

Funktionen, die aus ihr durch die Permutationen E, A, B, . .. ent
stehen, mit Is = f, fA' fB, .... Sie heißen die zu f konjugierten
Funktionen und genügen einer Gleichung vom Grade n!, deren
Koeffizienten symmetrische Funktionen sind, nämlich :

(t - fE) (t - fA)(t - fB) '" = O.

Wenn f zur Untergruppe S',;> von 6 gehört, so kann man fauch
mit fSj bezeichnen. Ist

6 = Sj + Sj S 2 + '" + SjSr'
so sind bloß r der mit f konjugierten Funktionen voneinander ver
schieden, nämlich in leicht verständlicher Bezeichnungsweise die Funk
tionen

{p,

Sie genügen Im Körper 5
Es gilt nun der

Satz 165: Wenn f zu der Untergruppe Sj gehört, so läßt sich jede
Funktion y aus K, die bei den Permutationen von Sj ungeändert bleibt,
darstellen als ganze Funktion von f mit Koeffizienten aus S. Der
Grad dieser Funktion von f kann immer auf r - 1 erniedrigt werden.

Beweis : Man bildet nach Lagrange folgenden Ausdruck:

(t - f~)(t - fSJs)", (t - (ps) (~:y_ +~~ +... + Y·i,'~) =G(t ).
• r t- fSj t- fSjs. t-ff;JSr

G (t) ist eine ganze Funktion (r - 1)-ten Grades von t, deren Koeffi
zienten symmetrische Funktionen der n Variabeln x sind, d. h. G liegt
in S. Dasselbe gilt von

H(t) = (t - fSj) (t - ff;JsJ ... '
Setzt man nun t = f, so folgt

,, _ ~f)
,,- H/(f)'
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Multipliziert man Zähl er und Nenner mit dem Pr odukt

H'(f~ s.) H' (fiJ S3) . .. H' (fiJSr) ,
so wird der Nenner eine symmetrisc he Funktion und der Grad des
Zähl er s kann mit Hilfe der Gleichung, der f in 5 ge nüg t, mindestens
auf r - 1 her abg esetzt werden.

Satz 166: Z u jeder Untergruppe gehört ein Unterkörper von K,
der 5 enthält.

B ew ei s: Die Funktion

Xl + 2 x2 + 3 x:l + .. .+ n x.. = Y
ge hört zu E, dah er läßt sich jed e Funktion aus K darstellen als
ga nze Funktion vom Grade n ! - 1 von y mit Koeffizienten aus S .
Ist nun S) irgendein e Untergruppe von ES , so bild e man das Produkt

1I Ys
Ij

von y mit den Lin earformen, di e durch die Permutation en von S) daraus
her vorgeh en. Di es e Funktion ge hö rt zu S) und erz eugt den zu S) ge 
hörigen Körper.

Satz 167: Außer den zu den verschiedenen Untergruppen von ES
gehörigen Körpern gibt es keine weiteren Unterkörper von K , die 5
enthalten.

Bew ei s : W enn ein Körper zwei Funktion en enthält, di e zu den
Unte rg ruppe n S) und sr ge hö re n, so enthält sie auch eine solche, die
zum Durchs chnitt 'il von S) und sr gehö r t. Wir können nämlich die
beid en Funktion en als Fo rme n, z. B. als Pr odukte der y, anne hme n
und bezeichnen sie mi t g und h . Alsdann bild en wir den Ausdruck

r+ga ,

wobei a eine ganze positive Zahl bedeutet, die so groß ist, daß der
Grad von gU größer ist als derj enig e von f. Bei jede r Permutation
außerhalb von 'il ändert sich mindestens einer der Summanden, und
in der Summe können sich die Änderungen wegen der Vers chieden
heit der Grade nicht aufheben. Nun gehör t in eine m beliebigen Körper
zwisch en 5 und K jed e Funktion zu eine r bestimmten Untergruppe
von (5 und es folgt au s dem ebe n Bewiesenen, daß der Körper auch
eine Funktion enthält, die zu dem Durchschnitt aller die ser Unter
gruppen gehört, d. h. un ser Körper ist identisch mit dem zu diesem
Durchschnitt g ehöri gen Körper.

Ersichtlich ist die Aufgab e, die algebraisch e Beziehung des Körpers
K gegenüber dem Körper 5 zu bestimmen, identisch mit dem Problem
der Aufl ösun g der allg em ein en Gleichung noten Grad es. Der gewal
tige Fortschritt , den Lagrange erre icht hat , besteht in der vollen
Übe rs icht, die man über die einzelne n Et appen des Weg es gewinnt;
daß man nicht dir ekt auf die Wurzeln lossteuern muß, sondern daß
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man andere Größen des Körpers zu Hilfe nehmen kann, ist bereits
im Ansatz der Tschirnhausenschen Transformation enthalten; seit
Lagrange weiß man aber, welches die Hilfsfunktionen sind, die zum Ziele
führen können. Die Gruppentheorie ist die "wahre Metaphysik" des
Problemes.

Wie Lagrange seine Erkenntnis auf die Gleichungen 3. und 4.
Grades angewendet hat, ist allgemein bekannt und in jedem Lehrbuch
der Algebra nachzulesen , wir verzichten hier auf eine Reproduktion.
Dagegen soll einiges über die sogenannten Lagrangesehen Resolventen
hier Platz finden.

Satz 168: Kennt man den zu einer zyklischen Untergruppe S) von
der Ordnung h gehörigen Körper, so läßt sich der ganze Körper durch
die A ujlösung einer reinen Gleichung vom Grade h bestimmen.

Beweis : Bei der zyklischen Gruppe möge die Variable Xl über
gehen in x2 ' x3 " ' " x h • Man bezeichne mit e die Zahl

2kie"-
und bilde die Ausdrücke :

Yj=x1 +e-i x 2 +...+e-i (h- l) x h (i = 1,2, ...• h).

Bei der zyklischen Permutation erhält Yi den Faktor ei . Daher
bleiben die h-ten Potenzen bei S) urige ändert und lassen sich rational
bestimmen. Wir bilden nun Yl' indem wir eine h-te 'Wurzel ziehen
und erhalten dafür h verschiedene Werte. Jetzt sind die übrigen
Größen Yi eindeutig durch Y

l
bestimmt, denn die h - 2 Ausdrücke

YIYh-l, Y1
2Yh-2,"" y1

h
-

2
Y 2

gehören zu S). Durch Addition aller h Funktionen Yj findet man
hX

1
und indem man für Yl alle seine h Werte einsetzt, erhält man die

h Wurzeln Xl' X2" ' " xh • Auf dieselbe Weise findet man die übrigen
Variabeln.

Man kann das Resultat von Lagrange so formulieren: Der zu
einer zyklischen Gruppe von der Ordnung h gehörige Unterkörper ent
hält die h - te Potenz einer Funktion, die sich bei jeder Permutation
außer E ändert. Bei drei oder vier Variabeln kann man nach diesem
Muster von dem Körper der symmetrischen Funktionen sukzessive
bis zum Körper K gelangen. Aber erst Galois hat erkannt, daß diese
Tatsache bereits aus der Beschaffenheit der Gruppe folgt.

§ 61. Die Galoissche Gleichungstheorie.
Für die weitere Entwicklung der Gruppentheorie sind von ent

scheidender Bedeutung die Disquisitiones arithmeticae von Gauß (1801).
In der sectio VII werden die Kreisteilungsgleichungen behandelt, ins
besondere die Gleichung

x P = 1,
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wobei p eine Primzahl ist. Ihre Wurzeln las sen sich bekanntlich mit
Hilfe der trigonometrischen Funktionen angeben. Gauß untersuchte
ihren algebraischen Charakter gegenüber den rationalen Zahlen. Er
bewies, daß die Gleichung

x p -
1 + xp -

2 + ...+ x + 1 = 0

im Ber eich der rati onalen Zahl en irr eduzibel ist, d. h. nicht In zwei
Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffizienten zerfällt.
Ferner erkannte er, daß der Berechnung ihrer Wurzeln nicht das all
gemeinste Lagrangesche Problem von p - 1 Variablen zugrunde liegt,
sondern bloß dasjenige mit zyklischer Gruppe von der Ordnung p - 1 ,
und führte die Aufgabe zur ück auf die Auflösung gewisser Hilfs
gleichung en von Primzahlgrad, deren Wichtigk eit er betonte: Summam
attentionem merentur aequationes auxiliares, ... , quae mirum in modum
cum proprietatibus maxime reconditis num er i n (hier p) connexae
sunt (art. 356 ). Dies ist die von Abel und Galois häufig zitierte
"me thode de M. Gauß".

Abels Untersuchunge n über Gruppentheori e führen ihn zu dem
Resultat, daß jede Gleichung mit kommutativer "Abelscher" Gruppe
dur ch Wurzelzeich en lösbar ist (Memoire sur un e classe particuliere
d' equ ations resolubl es alg ebriqueme nt, Crelles Journ., Bd. 4-, 1829 und
Oeuvre s, Bd. 1, S. 4-78, nouvelle edition), W eiter e Untersuchunge n
über algebraisch auflösbare Gleichu ngen, sowie den Beweis der Un
möglichkeit, die allge me ine Gleichung 5. Grades algebraisch aufzulösen,
führt er ohne explizite Heranziehung der Gruppe nthe orie.

Die allge me ine Idee der Gruppe eine r Gleichung hat E. Galois
erkannt und mit wunderbar er Klarheit und Schärfe in seinem Memo ire
sur les cond itions de res olubilite des equa tions par radicaux ent
wickelt. Diese Abhan dlung vom Jahr e 18 30 wurde ers t 1846 von
Liouville in se inem Journal veröffentlicht (Oeuvres de Galois, S. 33).
Dage g en erschien 18ß2 der Brief an Auguste Chevalier, den Galois
am Abe nd vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er seine
wichtigsten math ematischen Entdeckun gen mitteilt.

Es bed eut et nu r eine unw esentliche Ei nschrä nkung , wenn wir
im folgenden die Voraussetzun g machen, daß die Gleichungen rationale
Zahlen als Koeffizienten hab en . Wir se tzen voraus, daß wir jede
ganze Funktion im Körp er der ratio nal en Zahl en in ihr e irr eduziblen
Faktoren zerlegen können. Mit Hilfe des euklidische n Algorithmus
bewe ist man folg ende Sätze :

Eine im Körper R der ra tionalen Zahl en irreduzible Funktion
besitzt keine meh rfach en Wurzeln,

f(t) und g (t) seie n zwei Funktionen in R ~mit einer geme insamen
Wurzel und ( (t) sei irr edu zibel, dann ist g teilbar dur ch [,

S p ei set. Gruppent heorie. 12
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Es sei eme im Körp er R der rationalen Zahl en irredu zible
Gleichung mit Koeffizient en aus R gegeben :

f (t) = o.
Ihre Wurz eln seien

Die Gesamthe it der rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen
Zahlenk oeffizienten bilden eine n Zahlkörper K , dessen algebraische
Nat ur . gegenübe r dem Grundkörper R untersucht werden sol l. Wi r
beweisen zunächst folge nden

Satz 169: Man kann n rationale Zahlen Ai so bestimmen, daß
die n!· Zahlen , die aus

A l Cll + A 2 Cl2 + ... + A .. Cl.. = 19

hervorgehen , indem man auf die W u rzeln Cli die n! Permutationen aus
übt, sämtlich untereinander verschieden sin d.

Bew ei s : Wir fassen die n Größen A i zunächs t als Variable auf.
Üb t man auf die Wurzeln in {} die Pe rmutationen aus, so erhält man n !
vone inande r verschiedene Lin ear form en der Variabeln A i' Die Diffe
renz zweier beliebiger dieser Form en ist wieder eine nicht ver
schwindende Linearform und das Produkt aller Differenzen ist eine
Form der A i' deren Koeffizient en symmetris che Funktionen der
Wurzeln mit ga nzzahligen Koeffizient en sind, d. h. die Koeffizienten
sind rationale Zahl en. Man kann nun den Vari ab eln solch e rationale
W ert e erteilen, daß die Form einen von 0 ver schiedenen W ert an
nimmt, womit der Satz bewiesen ist.

Wi r verstehen un ter {} eine nach Sat z 169 gewählte Zahl. Es
läßt sich dann jede Zahl des Körpers als ganze Funktion vom (n ! - 1)-ten
Grad e in {} mit rationalen Koeffizi enten dar stellen. Statt {} kann auch
eine beliebige der n! Zahl en gewählt werd en, die du rch die Permutationen
darau s hervorgehen. Wi r bezeichnen sie mit {} = {}l' {}2 ' . . . , {)n

Die Gleichung
(t - {)l) (t - {)2} '" (t - 19../) = 0

besitzt rationale Zahl enk oeffizienten, sie braucht aber in R nicht irre
duzibel zu sein . F (t) sei einer ihr er irr eduzibeln Faktoren, {}, {}', . . ., {}(f/-l)

seien seine Wurzeln. Infolge des Bestehens der Gleichung F (t) = 0
läßt sich jede Zahl Cl von K bereits als Funktion (g - 1)· ten Grades
von {} ausdrücken:

Xl + x2 {} + .'.' + xg .[) f/-l = «.

Jet zt erse tzt man {} durch -0'. Die Zahl en von K erfahren dadurch
eine bestimmte Permutation, die dur ch (-0, {}') symbolisiert werden
kann. Allge me in definiert ({), {}(i») eine Permutation und wir wollen
ihre Eigenschaft en durch folgende Sätze charakter isieren.
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Satz 170: Diejenigen Zahlen , welche bei allen Permutationen
(f), {) (i l) ungeändert bleiben, bilden den K örper der rationa len Zahlen.

B ewe is : \ Venn
a = Xl + X o 19 + ...+ X 190- 1

" g

eine ra tionale Zahl ist, so ist

x~ =x~ = . . . = Xg = O, .'I:1 = a,

denn ande rnfalls würde {} in K eine r Gleichung vom Gra de g - 1
ge nügen . Hieraus folg t, daß die Substitu tionen ({), {) (i») ohne E influß
auf die Zahl sind. Nun möge umgek ehrt a bei den Substitutionen
ungeändert bleib en . Man add iere die Ausdrü ck e

« = X I + x., 19Ii ) +- ...+ .'1: H (i )O-l
. " • g

inde m man für 19 (i) alle \ Vurzeln I), {} ', ... , {)( u- 1) einsetzt und findet ,
daß g a und dah er auch tx einen rationalen Zahlw ert hat , weil dasselb e
von den Potenzsumm en der {) gilt.

Nun sei
a = X l + .'1:2 {} + ...+ .'I:g 19U- 1

eine beliebige Zahl aus K , ferne r setzen wir

a li ) = X l + x2 !? li ) +...+ x
g

{}(ilU-
1 (i = 1 , 2, ... , g - 1 1

und nenne n a li ) die zu a konjugierten Zahlen.

Satz 171: E s ist für zwei beliebige

(a + (J) li) = a (i) + (Jli)

Be w ei s: Wir setzen

a+p =?

Zahl en aus K stets
(a P )li) = a(i) P li) .

ap=o
un d drücken die vier Zahl en «, ß, y, 0 durch 19 aus. Dann erha lten
wir zwei Gleichungen für {) mit rati onalen Koeffizienten. Di ese müssen
auch erfüllt sein, wenn wir {) durch eine belieb ige der konjug ierten
Zah len 191il ersetz en , womi t der Sat z bewi esen ist .

Satz 172: Die Permutationen (19 , {lW) bilden g A utomorphism en
des K örpers K , d. h, jede rationale Beziehung mit rationalen K oeffizienten ,
die zwischen Zahlen von K besteht , geht durch die P ermu tationen in
richtige Beziehungen über.

Bewe is: Jed e der angegebenen Beziehungen läßt sich auf die
Gestalt bring en

ji"(a, p, r, ...)= 0 ,

wobei F eine ganze ratio nale Funktion der Zahlen «, P, y, . .. mit
rat ionalen Ko effizienten ist. Indem man Satz 171 m ehrere Male
anwendet, findet man

F i«, p, r , . . .)li l = F (a(i) , (J (i ), y(i ), . . .) = O (i) = O.

Hierau s folgt , daß die konjugierten Zahlen W urzel n derselben
irreduz iblen Gleichung in R sind.

12*
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Satz 173: Die Permutationen (1},1}(i») bilden eine Gruppe, die
Galoissche Gruppe des Körpers K. Sie ist identisch mit der Gruppe
aller Automorphismen von K.

Beweis: Führt man zwei Automorphismen nacheinander aus, so
ist das Resultat wieder ein solcher, d. h. die Automorphismen bilden
eine Gruppe. Da die rationalen Zahlen stets ungeändert bleiben, so
kann 1} nur in eine der Zahlen 1}', . .. , 1}(g-l) übergehen und die be
liebige Zahl

o: = Xl + x2 1} +...+ xg 1jg-1

bleibt entweder ungeändert oder sie geht in a(i) über. Es gibt also
nur die g Automorphismen

({), 1~) und ({} ,1}(i») (i = 1, 2, .. ., g - 1)

Satz 174: Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe ® gehört
etn Unterkörper, jeder Unterkörper gehört zu einer Untergruppe.

Beweis : wie zu Satz 166 und 167 .

Die verschiedenen Zahlen a, a', .. . , a(r-1) welche aus a durch die
Permutationen von ® hervorgehen, sind die Wurzeln der in R irre
duzibeln Gleichung, welcher a genügt. Sie erfahren unter ® eine
transitive Permutationsgruppe. Diejenigen Permutationen, welche o:
ungeändert lassen, bilden eine Untergruppe von ® vom Index r .
Körper, die durch konjugierte Zahlen erzeugt werden, heißen kon
jugierte Körper. Sie gehören zu konjugierten Untergruppen.

Definition : Körper, die mit ihren konjugierten übereinstimmen,
heißen Galoissche Körper.

Satz 175: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß
etn Unterkörper von K Galois sch ist, besteht darin, daß seine Gruppe
ein. Normalteiler von ® ist.

Satz 176: Ist Hein Galoisscher Unterkörper, der zu dem Normal
teiler mvon ® gehört, so ist ®jm seine Gruppe in R.

Beweis : Ist r der Index von munter ®, so ist r auch der Grad
von H und seine Gruppe hat daher die Ordnung r . Gerade so viele
Automorphismen liefert aber die Galoissche Gruppe von K, denn
die Zahlen von H bleiben bei m ungeändert und erfahren unter ®
eine Permutationsgruppe von der Gestalt ®jm. Die Galoissche Gruppe
von H ist isomorph mit derjenigen von K.

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne weiteres auf
den Fall übertragen, daß der Grundkörper ein beliebiger Körper R
ist. Die Galoissche Gruppe besteht aus denjenigen Automorphismen
von K, bei denen die Größen von Rungeändert bleiben. Man er
hält alle Körper zwischen Rund K. indem man alle Untergruppen
der Galoisschen Gruppe bestimmt. Zu einem Normalteiler gehören
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Körper, die in R ode r re lativ zu R Galoissch sind. Hier ordnet sich
auch der Fall des vorigen Paragr aphen unt er.

Satz 177 : Eine Gleichung ist dann und n ur dann durch Wurzel
zeichen auflösbar, wenn ihre Gruppe auflösbar ist .

B ew ei s : Jed er Körper K , der aus R dur ch Wurzelop erati onen
erre ichbar ist, ka nn offenba r folgendermaßen aufgebaut werden : man
zieht aus eine r Grö ß e von R die p-te Wurzel, wob ei p eine Prim
zahl ist, und fügt sie zu R hinzu. Hierdurch ents tehe der Körper K

1
•

Wir se tzen voraus, da ß R die p -t en Einheitswurzeln enthä lt und
finden, daß der neue Kör per in R Galois sch ist. Sein Rel ativgr ad
ist p und sein e Grupp e dah er zyklisch und von de r Ordnung p.
Mit K

1
verfährt man gleich, selbstverständlich können \ Vurzeln von

beliebigem Primzahlgrad vorkommen. Schli eßl ich wird man K er
reichen . Die eing eschalteten Körper seien R , K 1 , ••• , Kr-l' K . Jeder
Körp er ist Galois sch in dem vorhe rge he nden. Daraus folgt , daß die
zu ihn en gehörenden Unte rgru pp en eine Komp ositionsr eih e für @ mit
lauter zyklischen Fa ktorgrup pe n bild en . Umgekehrt : Ist @ auflösbar
und bildet @, $;,\. $;,)~ , . . . , ,\;) ,.- 1' E eine Komp ositionsr eihe , so bilden
die zu dieser Reihe ge hör ige n Körp er eine Folge von derselben Be
schaffenheit wie die obige Reih e der Körp er K, denn jed er ist
Galois sch in dem vorhe rge he nden und seine Relativ gruppe hat Prim
zahlordnung. Nach Satz 16 8 lassen sie sich als o dur ch Wurzeln
bestimmen .

Wenn fern er K ein Körp er mit nicht auflösba rer Gruppe ist , so
kann er nicht in einem auflösbare n Körper enthalte n sein, da s würd e
dem Satz über die Kompositionsreih e widersprech en: in eine r auflös
bar en Gruppe ist jede Untergruppe und jed e F aktorg ruppe auflösbar.

§ 62. Anwendungen der allgemeinen Gruppentheorie .

Jeder Sa tz der Grup pe ntheorie wird nun zu einem Satz über
algebra ische Körp er. W ir ge be n hier einige Beispiele: Ein Unte r
körp er von K , der zu einer größten Unterg ruppe von ill gehört , möge
pl'imitü' in R heißen. E ine ihn erzeugende Zahl erfährt mit ihr en
kon jugierten unt er der Galois sch en Gruppe eine primitive Pe rmutations
gruppe. W enn also K aufl ösbar ist, so ist der Grad seine r primitiven
Unte rkö rper eine Primza hlpotenz.

W enn ein Körper einen A belsche n Unterkörper enthä lt, so ent
hält er auch eine n größten Abelsch en Unterkö rpe r, der alle ande re n
umfaßt, es ist der zur K ommutatorgruppe ge hö rige.

a sei eine Größe, welche zu der Unte rgruppe S) gehört und

f (t) = 0

se i die in R irr edu zible Gleichung, der Cl:: ge nüg t. Wi e zerfällt sie in
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dem zur Untergruppe sr gehörigen Körper? Um diese Frage zu be
antworten, zerlege man ® nach dem Doppelmodul (5), sr). Jedem
Komplex dieser Zerlegung entspricht ein Faktor von f, dessen Grad
gleich der Anzahl der Nebengruppen von 5) in diesem Komplex ist.
Adjungieren wir der Gleichung f(t ) = 0 eine ihrer 'Wurzeln a, so
wird sich nur der Faktor t - o: abspalten, falls die Gruppe der
Gleichung (die Permutationsgruppe ihrer Wurzeln) mindestens zweifach
transitiv ist. Im anderen Falle ergeben jeweils die unter 5) transitiv
verbundenen Größen die Wurzeln eines irreduzibeln Faktors von f(t).

Die Methoden lassen sich ferner auf die von Galois entdeckten
Imaginären, die sogenannten Galois-Felder GF (vgl. § 16) übertragen.
Ein solches ist vollkommen bestimmt, wenn die Anzahl seiner Ele
mente, die eine beliebige Primzahlpotenz sein kann, gegeben ist.
Das GF(pt) enthält als Unterkörper das GF(P), d. h. die Reste der
ganzen Zahlen (mod P). Wir beweisen, daß seine Gruppe im GF (P )
zyklisch und von der Ordnung f ist. Ersetzt man nämlich jedes
seiner Elemente durch seine p-te Potenz, so bleiben die Elemente
aus GF (P) ungeändert und die Elemente des GF (Pt ) erfahren einen
Automorphismus. Es gilt ja

(a·ß)p-aP·ßP und (a + ß)P= aP+ ß P,

letztere Gleichung deswegen, weil in der Binomialformel sämtliche
Koeffizienten außer dem ersten und letzten durch p teilbar sind. Ist
nun o: ein erzeugendes (primitives) Element des GF(pt), so genügt
es im GF (P) einer irreduzibeln Gleichung vom Grade f. Wegen
des Automorphismus sind die Wurzeln dieser Gleichung

aP, aP\ . . ., apt = a .

Die Galoissche Gruppe wird gebildet von den f Substitutionen

i «, a), (a, aP) . . . ., (a, apt-1).

Ist f = rs, so bilden die Elemente, die bei der Substitution (a, apS)
ungeändert bleiben, den Unterkörper GF(pr).

Die Tatsache, daß man die Galoissche Theorie der GF völlig
beherrscht, ist von größter Wichtigkeit für die algebraische Zahlen
theorie. Man zeigt dort, daß die Reste eines Primideals ~, das in p
aufgeht, ein GF (pt) bilden. f heißt der Grad von p.

Diejenige Untergruppe 3 der Gruppe des Zahlkörpers, welche
das Primideal ~ nicht ändert, heißt die Zerlegungsg,·uppe. Übt man
sie auf die Zahlen des Körpers aus und reduziert (mod ~), so erhält
man einen Automorphismus des GF (pt). Ist ~ die Untergruppe von 3,
welche den identischen Automorphismus liefert, so ist ~ Normalteiler
von .8 und .8/~ zyklisch. ~ heißt die Trägheitsgruppe von .lJ und
man zeigt leicht, daß ihr Index genau gleich f ist. Um auch ~ zu
untersuchen, die nur für Diskriminantenteiler von E verschieden ist,



S 62. Anw endungen der all gemeinen Gruppenth eorie . 183

untersucht man nach Hilbert (Zahlberich t, S. 2501'1'. vgl . ferner Speiser, A .,
Die Zerlegungsgruppe. Crelles Journ. 149, S. 174-188) die Automor
phi sm engruppe der Reste nach höheren Potenzen von lJ . Die Auf
gabe wird dadurch erleich tert, daß man die erzeugende Zahl der
R este (mod. p) als unverändert dur ch ~ annehmen kann. Ist nun
Il eine durch \J , abe r nicht durch lJ2 teilbare Zahl , so sind alle
Reste (mod \J2) darstellbar in der Gestalt

(; ;-- ßII,
wobei a und ß alle Rest e (mod \J ) dur chlaufen . Man erhält nun alle
Automorphismen von ~ , indem man die Änderung en von Il angibt
Offenbar darf TI übergehen in jed en R est rJI, wenn nur J' von 0
verschied en ist. Diese Sub st itutionen bilden wied er eine zyklische
Gruppe von der Ordnung plt - 1. Die Untergruppe, welche auch
diese Reste ungeändert läßt, heißt die Verzweigwngsg1'uppfl)8 . Nimmt
man die Reste (mocl p:J), so sehen die Sub stitutionen von )8 so au s :

Il --~ If+an2
•

Setzt man zwei solche zusa mme n, etwa die obige und eme zweite
mit ß statt «, so erhält man die Substitution

II - -~ II+ \a +ß)1l2
•

Die Gruppe ist also gleich beschaffen wie die additive Gruppe
d es GF (pr), d. h. sie ist Abelsch vom Typus (P, p, . . .) und von der
Ordnung pr. In dieser zuletzt an gegeben en Weise ge ht es für die
Reste nach höheren Potenzen von \J fort. Es ist jedoch zu bemerken,
daß die wirkl ich auft retende Gruppe ~ ste ts eine Untergruppe der
vollen Gruppe aller Autom orphism en ist.

Die Sätze über die Automorphismen Abelscher Gruppen finden
ihr e Anwendung in folgendem Probl em der alg ebr aischen Zahlkörper.
Die Idea lklass en bilden eine Abelsche Gruppe. Ist der Körper
Galoissch und übt man die Substitutionen der Körpergruppe aus, so
erfährt die Gruppe der Idealklassen ein e Automorphismengruppe.
Man gelang t auf diesem W ege dir ekt zu der Gruppe des Klassen
körpers. Man vergl eich e hierüber die Arb eiten von Fueter , Furt
wängler und T akagi.

Die Basiseinheiten eines Galoisschen Körpers erfahren beim Über
gang zu den konjugierten in ihr en Exponenten eine ganzzahlige Sub
stitutionsgruppe. Hier ist die Frag e nach der vollständigen Reduzierung
im Bereich der ganzen rationalen Zahlen von großer Wichtigkeit .

Betrachtet man schließl ich die Körper, die durch die p -ten
Wurzeln aus Einheiten oder beliebigen Zahlen und ihren konjugierten
entstehe n, so wird man auf ganzzahlige Substitutionsgruppen (mod P)
geführt.
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Wir hab en hier nur einige cha ra k teristische Beispiele von An 
wendungen der Gruppe ntheor ie g ege ben, sie mög en eine n Begriff
geben von dem weiten Forschungsfeld, das h ier offen liegt. Etwas
ausführliche r wollen wir auf die Anw endung en der Substitutionsg ruppen
eing ehen.

§ 63. Anwendung .der Substitutionsgruppen.

W ir gehe n aus von einer be liebig en Substitutionsgruppe T vom
Gra de n und von der Ordnung g. Ih re Matri zen se ien E, A , B , .. .,
5 , . . . . Ferner sei K der Körpe r a ller rati onalen Funktionen von
Xl' . . . , x,, , Die numerischen Koeffizienten seien auf denjenige n Körp er
beschränkt, der durch di e Koeffizien ten der Matriz en von T bestimmt
ist. R se i der Unterkö rper von K, dessen Funktion en unge änder t
bleiben, wenn man auf die Var iab eln sämtliche Substitutionen von T
ausübt.

Man zeig t leicht, daß es in K Funktion en gibt, die unter den
Substitution en g ver schiedene W ert e annehmen. W iederum ge hö ren
die Unterkö rpe r und die Untergruppen zusammen.

Das Pr oblem , aus dem Körper R die Variabeln Xi un d damit
den Körp er K zu bestimm en, heiß t nach F . Kl ein das Formenproblem

von r . Fall s r eine Permutat ion sgruppe ist, so haben wir das
L agrangesche Probl em vor un s, die allgemei nere Fassung gestatte t
in alle n F ällen, das Problem zu vereinfachen. W ir zeige n das an
zwei Beispielen, den Gleic hunge n 3. und 5. Grades.

Die symmetrisch e Gru ppe dreier Va riabler läßt sich folgender 
m aß en als mo no miale Grupp e zweiten Grades schrei be n:

Sie besitzt folgende zwei I noariant en:

Als Auflösung find et man:
a

x2 = ~: und xJ = V{2 ± ,P{ - 113,
ein Ausdruck, der g leich gebaut ist wie die Oardanische Formel.

Dieses Formenproblem löst jede Gleichung dr itten Grades. Zum
Beweis bez eichnen wir die 6 Matri zen E , 5 , 5 2, 1', 1'5 , T 5 2 in dieser
R eih enfolg e mit Al " ' " A'l und ordnen gleichzeitig 5 die P ermutation
("I "2"3)' T die Permutation ("2"3) der Wurzeln unser er Gleichung
zu. Die Funktion {(al ' " 2' "3) möge durch die Permutationen über
gehen in { = {I ' {2' " ' " {a " Alsdann bilden wir , wie in § 48, die
Matri x
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Übt man auf die «, eine Permutation aus und setzt man gleichzeitig•
M rechts mit der entspreche nde n Matrix A zusa mme n, so bleibt M
ung eändert, denn die Matrizen A

k
und die Funktion en fk erfahre n

dadurch dieselbe Pe rmutation. Durch die Permutation der Ui ge h t M
in eme Matrix MA mit konjugi ert en Ko effizienten über und wir finden

MA A = Moder MA = MA-l .

Daraus folgt , daß die Zeilen von M beim Übergang zu den kon
jugierten W erten die Substitutionen der adjungierten Gruppe erfahre n,
d. h. sie sind Lösungen des zugehörigen Formenprcblems, W ähl en wir
für f spe ziell u1' so erhalten wir die Cardanische Formel: Es wird

M = (U1 -I- eU2 -I- e
2

«'J' ((1 -i- e
2

u2 -I- e u:J) .

fC1 -1- e2u2-1- e «:J ' li1 +e li2 -1-e~u3

Die beiden Funktionen

Xl = u1 -I- e «2 -I- e2u3 .1'2 = u1 -I- e'.J ((2 -I- e«3

erfahren unt er den Pe rmutati one n di e Sub stituti on en unserer Gruppe
r und setzen wir sie in den Invari anten ein, so ge he n diese in sym
m etr ische Funktion en von u1u2u3 über. So wird:

11 = .1'1".1'2 = ce1'.J -I- ((22 -I- «:l'.J -I- (e -I- If)(u1ce'.J -I- «2 «:J -I- «'J «1) '

wobei e -I- e2 = - 1 ist. Ähnlich wird

1'.) = .1'13 -I- .1''.)3 = 2 ((11
3 -I- «'.J:l -I- ce:/)

3 ( Q -I- " -I- Q -I- Q I " , " ) -I- 1 ')- «1- «'.) «2- u:\ ce3- «1 « 1 «'.J - I u'.) cea- -I ce3((1- :.. u1u2u:l .

Drückt man diese For men durch die elementarsymmetri schen F or me n
der a aus, d. h. durch die Ko effizienten der Gleichung

x:l - a x'~ -I- bx - c = 0 ,

der die a ge nüge n, so findet man :

11 = a'.J - 3 b, 1'.) = 2 a :l - 9 ab -I- 27 c ,

Hier au s erhä lt man X I und x
2

und schließl ich finde t man :

«1 = a-l- x1 -1-x'.J cc'.) = a -l-e'.lx1 -1-e:l'.) cc3 = a -l-exl --j--e'.Jx2 -

Dies ist abe r die Cardanische Formel.
Wir ge he n nunmehr über zu den Gleichungen vom fünft en Grad.

Bekanntlich besit zt die symme tris che Gruppe eine n Normalteiler vom
Ind ex zwei, die alte rn iere nde Gruppe, und das Differenzenprodukt ist
eine zu dieser geh örige Funktion. So bleibt no ch ein Gleichungs
problem vom sec hzigsten Grade übrig, und seine Gruppe ist die
Ikosaedergruppe, eine einfache Gruppe , die wir eingehe nd behandelt
haben. Insbesonder e haben wir eine Dar stellung derselben in dr ei
Variabeln geg eben in § 49, und nach der eben angegeb en en Methode
muß sich die Gleichung durch ein Forme nproblem von 3 D imension en
lösen lassen. W ir ge be n hier die diesbezüglich en Formeln und b e-
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merken noch, daß das Problem, das wir behand eln, Gegenstand der
"Vorlesungen über das Ikosaeder" von F. K lein ist ' ],

Die Ikosaed ergruppe kann durch drei Elemente erzeug t werden.
In § 49 hab en wir sie mit A , B, und C bezeichn et, wir wollen aber
jetzt, um die Bezeichnungen von Kl ein nich t zu verändern, die Buch
staben S , T und U benutzen und S statt A, T statt B , U statt C
setze n. 'Wir nehmen als Darstellung r die adjungierte zu d erjenigen
vom Schluß des .§ 49 . Da T und U die Ordnung 2 haben, so
b rauchen wir ihre Matrizen nur zu tran sponi eren . So finden wir:

I~5 1 1

y5 ,-
P 0

~, ]
v5

82 + 83
8 +8

4

S= l ~ e T = V5 y5 y5
0 2 8 + 8 4

8
2+

_ 8
3 J

l J5 /-
v5 \ /5

r- 1
0 -~ lU = 0 0

l 0 - 1

Wenn wir unt er f eine beliebige rationale Funktion der 5 Va
riablen x l" ' :' x5 verstehen und die 60 Matrizen der adjungiert en

Gruppe r mit .{ (i = 1 , . . .,60) bezeichnen , so haben wir auf f
die sämtlichen Permutationen der alt ernierenden Gruppe auszuüben
und den Ausdruck zu bilden :

2; f j Äj = M(Xl "' " x5) ·

Falls M nicht ident isch verschwinde t, werden ihr e Zeilen bei
den Permutationen der Varia blen die Substituti onen der Gruppe T
erfahren. Wir wähl en nun f in beson der s geeigne ter VI eise, indem wir
für sie eine Funktion to nehmen , die zu der durch S erzeugten
zyklischen Gruppe gehö rt. Zerlegen wir die Ikosaedergruppe nach
dieser Unte rg ruppe und ihren Neb engruppen , so könn en wir als re
präsentie re nde Elem ent e der letzteren die folgenden 12 wählen:

E, U, T, U T , TS , UTS , •• ., TS 4
, UTS4 •

Für r ist :

S = [ ~ ~ ~ ], T = transpo nier te Subst ituti on zu T
o 0 e U = U .

60 _

Nun haben wir zu bilden : .2 wi Ai' Summiere n wir erst über
i=l

1) Vg l. ferner : S peiser, A . : Gruppendet erminante und Kör perdiskr im inante.
Ma th. Ann. 77, S. 546.
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die fünf Matrizen der zyklischen Unte rg ruppe, so ände rt sich w nich t,
und wir erhalten :

. r;) 0

;'Si = 10 0
1 [ o 0

Nun üben wir die Subs titution U aus, wobei w in w' übe rge he n
möge.

Sum miere n wir wied er über die 5 E lemente SiU, wobei wimme r
in dieselbe Funktion to' übergeht, so find en wir

H U ~[ -~ ~ ~l'
Ind em wir m dieser W eise fortfahren, erha lten wir :

[Vii, 2is. 2~s l
H T = ~ 0

0 0 J

fVb 210i ys
2"'V5]H T Si = 0 0 o .

l 0 0 0

Die mit w konjugierten Funktionen bezeichnen wir in der angegebene n
Reihenfolge mit oi , w' , . .. , W (l1) und se tzen nun :

w - w ' = 11
00

W" - W Ill = HO' w (4) - w (ö) = U4' . • . ,

W (lO) - wU l ) = 11
1

,

indem wir die Bezeichnung von Kl ein (1. c. S. 154) benutzen. Man
finde t, daß nur die ers te Zeile von 0 verschi eden ist , und zwar
lautet sie :

5 U oo +V S( uo+ 111 + u2 + 113 + u4 )

2 i 5 (uo + 10
4 u1 + 10

3
112 + 10

2u
3 + 10 1( 4)

2 V5(1I o + 1O U 1 + 10
2u

2 + 10
3u

3 + 10
4u

4 ) ·

Diese 3 Funktionen von x!" , " x5 ' erfahre n also bei den Ver
tauschungen der alterniere nde n Gruppe die ternären Ikosaed ersubsti
tutionen, Indem wir sie noch durch 5 dividieren, bezeichnen wir sie

mit Ao' Al ' A2 und erha lte n :

Ao' i s= U OO YS+ Uo+ u1 + u2 + 113 + u4

Al i s= 2 ( u o + 10
4

u 1 + 10
311

2 + 10
211

3 + 1Ou4 )

A~ V5= 2 (uO + 1O u 1 + 10
2

u 2 + 10
3

u 3 + 10
4

1(4) ,

Hiermit sind wir jed och noch nicht zu E nd e, sondern wir können
eine wei tere T atsach e benutzen, nämlich, daß sich die Ikos aed ergruppe
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auch als lineare gebrochene Substitutionsgruppe einer Variablen dar
stell en läßt. Projiziert man die Ikos aederdrehungen stereographisch
auf die komplexe Zahlenebene, so erhält man sie. Eine leichte Über
legung, die man bei Klein (1. c. S. 39) nachlesen kann, g estattet, sie
herzustellen. W ir schreiben sie glei ch in homogener Form auf, ind em

wir z = ~ setzen und die Determinanten so normieren, daß sie alle
y

= 1 werden. Hierdurch sind die Matrizen bis auf das Vorzeichen
bestimmt :

U=(O+l) .
± 1 0

Die 120 Substitutionen bild en eine Gruppe, welche einen Normal

teiler von der Ordnung 2 enthält, (1 0) und ( - 1 0) Seineo 1 0 -1 .
Fakorgruppe ist die Ikosaedergruppe.

Diese 120 Substitutionen übe man nun aus auf die Vari abeln x
und y der quadratischen Form

ax2+ bxy + cy2 .

Bezeichn et man eine der so entstehenden Formen mit

a'x 2+ b' xy + c'y2 ,

so sind die neuen Koeffizienten lineare Formen der alten, d. h. die
Koeffizienten a, bund c erfahren eine ternäre Substitution, die (nach
einer von Hurwitz eingeführten Bezeichnungsweise) induziert ist durch
die Substitution auf die Variabcln. Die induzi erte Substitutionsgruppe
ist nur noch von .der Ordnung 60 und mit der Ikosaedergruppe horno

morph, sie muß also mit T od er r äquivalent sein. Eine elementare
Rechnung zeigt, daß, wenn man die binäre Form in der Gestalt an
nimmt

Al x 2+ 2 Aoxy - A2y2 = f (x, y)

und die transformierte entsprechend mit

Al'X
2+ 2Ao'xy - A2'y2= f'(x y)

bezeichnet, die drei Koeffizienten A o' Al' A
2

gerad e die Sub stitutionen
r erfahren.

Folgende dr ei Operationen erzeuge n also aus der Form

Al x 2+ 2 Aoxy - A2y2
dieselben 60 Formen:
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1. Man übt auf die Variabeln x und y die 120 binär en Substi tu
tionen aus.

2. Man übt auf die Koeffizienten Ao' Al ' A 2 , die 60 Substitutionen
von r aus.

3. Man ersetzt die Form en, die ja im Ikosaederkörp er lieg en,
durch die konjugier ten .

Jetzt setzen wir die Fo rm f (x,y) gleich Null und erhalten:

x - A o ± ~Ao2 +A ,A~
- = ._- - = Cl .
Y A ,

Der Ausdruck unt er dem Wurzelzeichen:

A02 + A l A2 = d

stellt die Determinante der Form dar und bleibt daher für alle 60 Formen
ders elbe, d. h. d liegt im Grundkörper. Seine Quadra twurzel ist eine
akzess orische Irrationalität, die mit dem Iko saed erk örp er nichts zu tun
hat, deren Adjunktion zum Grundkörpe r wir aber nicht vermeiden
können.

Die Wurzeln der übrigen Forme n sind nun identi sch mit den zu
Cl konjugiert en Größen. Wegen 1. erhält man sie jedoch, ind em man
in der Gleichung

x
- = Cl
Y

auf die linke Seite die ge brochenen linearen Substi tutionen anwende t

und na ch ~ auflöst, also mit ande rn Wo rten: inde m man auf Cl die
y

inversen gebrochenen linearen Ikosaedersubstitutionen ausführ t. Diese
ge hören aber zur selben Gruppe, und wir hab en dah er in Cl eine Größ e
des Ikosaederkörpers, welche beim Überga ng zu den konjugier ten
eben diese ge brochene Substitutionsgruppe erfährt. Setzt man sie
inder zugehörigen Invariante (Klein 1. c. § 13)

[- Z20- 1 + 228 (Z15_ Z5) - 494 z lOJ3
Z = 172B [Z(Z'O+ llz"-l)]" = F (.)

ein, so erhält man für Z eine Größe des Grundkörpers. Man erhält
also dur ch Auflösung der Gleichung

f (z) = Z

jeden Ikosaederk örp er und wir können in jedem solche n Körp er von
vornherein eine Zahl Cl angeben , welche dieser Gleichung im Grund

körp er ge nügt, wobei wir stets voraussetzen, daß Vif mit zum Grund
körper gerechne t wird.
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Schluß.

Es sei uns gestattet, zum Schluß noch auf ein Probl em hin
zuweisen, das uns für die Gruppentheorie von ganz besonderer Wichtig
keit zu sein scheint, wir meinen die Zahlentheorie der hyp erkomplexen
Zahlen. Absichtlich haben wir mehrere Überleg unge n von § 48 an mit
Methoden geführt , die dorth er stammen, und der Grund wird sofort
klar, wenn man sich etwa überlegt , wie unleserlich in gewöhnlicher
Darstellung z. B. die Formeln des Satzes 122 geworden wären. Dem
analog wäre es , wenn jemand die algebraisch e Zahlentheorie in die
Sprache der zerl egb aren Formen zurückübersetzen wollte.

Gehen wir zum § 48 zurück. so handelt es sich für uns nur um
solche Fälle, in denen die Koeffizienten der Elemente algebraische
Zahlen sind und wir schlagen vor, in diesem Fall e das abschreckend e Wort
"hyperkomplexe Zahlen" zu ersetzen durch die Bezeichnung Gruppen

zahlen. Wir zeigen nun, daß das schwierige und tiellieg ende Problem
der Gitter in n Dim ensionen, wie es in den §§ 54 und 55 behandelt
wurde, im wesentlichen herauskommt auf eine Theori e der rechts
und linksseitigen Ideale in dem Grupp enk örp er , welcher durch die
Gru ppe der Gittersymmetrien gegeben ist, wobei als Koeffizienten nur
rationale Zahlen zugelassen werden.

Das Gelenk, welches die Th eori e der Substitutionen mit der eben
beschriebenen Zahlentheorie verbindet , ist Satz 120 und 121 , womit
ferner zu vergl eichen ist Satz 68 und 94. Bezeichnet man Gruppen
zahlen mit ganzen rationalen Koeffizienten als ganze Zahlen, so liefern
die Zeilen einer ganzzahligen Substitutions gruppe nach Satz 120 Systeme
von n ganzen Grupp enzahlen, welche bei rechtsseitiger Multiplikation
mit den Gruppenelem enten eine ganzzahlige Substitution erfahren.
Der durch eine Zeile erzeugte Modul mit ganzza hlige n Koeffizienten a

k
:

aJ 'il + a'.l ' i '.l + ... + «; 'i"
bildet dah er ein rechtsseitiges Ideal. Ganzzahlig äquivalente Sub
stitutionsgruppen derselb en Klass e (vgl. den für diese Theori e grund
legenden Satz 146 auf Seite 151 ) ergeben dasselbe Ideal.

Satz 141 besagt nun, daß jeder Gruppenkörper "Summe " von
rational irreduziblen Gruppenkörpern ist , die keine Zahl ge me insam
haben, und aus Satz 122 folgt sogar, daß das Pr odukt von zwei Zahlen
aus vers chiedenen Bestandteilen verschwindet. Jeder der rational irre 
duzibeln Bestandteile muß für sich betracht et werden, damit eine klare
Zahlentheorie entsteh en kann. Es ist dies die genaue Verallgemeine
rung der Tatsache, daß der Körper der p-ten Einheitswurzeln bloß
den Grad p - 1 hat.
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Die Struktur dieser rational irredu ziblen Gru ppe nkörper wird nun
dur ch Satz 141 vollständig aufgeklärt. Au ch ist ersichtlich, daß rechts
seitige Ideale im allge meine n weniger Basiszahlen hab en als der
Körp er, daß dagegen zweiseitige Ideale stets gleichviel Basiszahlen
ben ötigen wie der Körper. Ideale, die aus einer Zeile ein er rational
irreduziblen Gruppe ge b ilde t sind, m ögen irreduzible rechtsseitige
Ideale heißen. Geht man nun von einer äquivalenten ganzzahligen
Gruppe einer andern Klasse aus, so erhält man ein neues Id eal, und
zu jed em rechtsseitigen irredu ziblen Ideal ge hö rt eine ganzzahlige
Darstellung der Gruppe. Die linksseitigen Ideale ge hö ren zur ad
jungiert en Gruppe.

Am einfachs ten zu verfolge n sind die Verhältniss e bei den zyk
lischen Gruppe n. So sind z. B. die Sätze, daß es in der Eben e nur
je ein Gitter gibt, das Dr ehungen von der Ordnung 4 bzw. 6 g estattet,
identis ch mit der T atsach e , daß die Körper der 4. bzw. der 6. Ein
heitswurzeln die Klassenanzahl 1 hab en. Es stehe n als o in der T at
"wese ntliche Ei gen schaften der Materie mit der Zerl egung de r Prim
zahlen in zwei Quad rat e im Zusammenhan g" (M inkowski, Gedächtnis
red e auf Dirichlet).

Im vierdimensional en euklidische n Raum gibt es eine zyklische
Symmetrie von der Ordnung 10 und zu ihr gehört gena u ein Gitter,
denn die Klassen anzahl des Körpers der 5 Einheitswurz eln ist 1.
Dieses Gitter hat 2 Freihei tsg ra de.

Auch ein nich t Abels cher Gruppenkörpe r hat ber eits seine Be
arbeitung gefunde n, nämlich der Qua ternionenkörpe r in den glänzende n
Vorlesun gen üb er die Zahlenth eorie der Quaternion en von A. Hurwitz
(Berlin 1919). Hier läßt sich die Zerl egung der Zahl en auf einfache
Gese tze bringen . Der betreffende Körp er ist rational irredu zibel und
vom Grade 4. Die irr eduziblen Ideale benötigen ebe nfalls 4 Basis
zahlen, denn die Sub stitutionsgruppe vom Grade 4 zerfällt erst nach
Ad junktion von i in ihre irre du ziblen Bestand teile vom Gra de 2.

Die durch Satz 141 aufgedeckte Struktur der irreduzi blen Gruppen
körper und ihr er Ideale ist Prototyp für die entsprechende Theorie
bei den a llgem einen hyperkomplexen Zahlen mit Haupteinheit und
rationalen Zahl enkoeffizienten, die Gruppentheorie sp ielt ihnen gegen
über die gleiche Roll e , wie die Theori e der Kr eiskörper g ege nüber
der allgemeinen alg ebraische n Zahl entheori e.

Hier endig t die selbständige Stellung der Gruppentheorie. Sie
mündet in die allgemeine Zahl ent heorie, ind em sie dieser wertvolle
neu e Erkenntnis zuführt.
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- einer P ermutation n.
Charakt er ensystem einer Substitut ions-

gruppe 105.
Cha rakteri sti sch e Gle ich ung 101.

Reih e 80.
- Untergruppe 7H.
- W ur zeln J01.

D a rstellung einer Gr up pe 7.
Diedergruppe 8, 15, 1 2~ .

Direktes Produkt 2;,.
Doppelmodul 40.
Duali smu s zwisch en Zentrum und Kom-

mutatorgruppe HO.
Durchschnitt zw eier Gr uppe n 7.

E bene Punktgitter ;,2.
Eigentliche Unte rgruppen 5.
Ei nfache Gr uppe n J(i, 9;" I :;(i.
Einheitselement 1.
E inheit sma trix 99.
E le mentardista nz ;,2.
E ndliche Gr uppen I .
E rzeug ung von Su bs tit utionsgru ppe n

- Untergr uppe n I :~ . [137.
Sp e i ser , Gr up pcu tn cor u-.

F a ktorg r uppen 17.
F orme nproble m 184 .

G alois feld er s. Gal ois sch e Im aginäre .
Galois seh e Gruppe einer Gleich ung 180.
- Imaginäre 35 ff., 164ft.
- Körper 90, 180.
Ganz reduz iert 106.
Gittere be ne 54.
Gleichungen dritten Grades 184 f.
- fünft en Grades, 185 H.
Gra d einer P ermutationsgruppe 6" .
- eines Primid eal es 182.
- eine r Substit utio nsgruppe 98.
Gru ppe 1.
Gruppe ndetermina n te 11 ~l.

Gruppe ngesetz I .
Gruppe nkö rper 190 .
Gr uppenmatri x 119.
Gru ppen tafel 3.
Gru ppe nzahle n 190.

H a lb reduziert 106.
I-lauptreihe 24.
I-lermitesche Fo rm 108.
Hol omorph eine r Gruppe 77.
Hom ogen e Substitu tionsgruppen 98.
Homomorphismu s 19.
I-lyperkomplexe Zahlen 124, 190 f.

Ideale 1,,2, 190.
Ikosaedergruppe 7 H., 16, 1:30 (f.

Imprimi tive Permuta tionsgruppen 71.
- Subst itutionsgruppen 131i.
Index einer Unte rg r uppe 7.
In dic es einer Eb en e 1,,6.
Induzierte Sub stitution sg ruppen 188.
Innere Aut omorphismen 74.
Intran si tiv e Pe r mutationsgr uppe n 66.
Invarianten Ab elscher Gruppen 31.
Invariante Unterg ru ppe l ö .

Inverses El em en t I .
13



19.1 Sachverz eichnis.

Irreduz ible Bestandteile 104.
- SUbstitutionsgruppen 104.
Isomorph ismus 19.

Klasse von Elementen 14.
Kleinsches Fo rmenproblem 184.
Kleinster Normalteil er 25.
Kommutativ e Gr uppen 1.
Kommutator 17.
Kommutatorgruppe 26.
Komplex von El ementen 12.
Kompositionsreihe 22.
Komposit ion von Subst itutionsgruppen

111.
Konjugiert e Elemente 14.
- F unktione n 174.
- Unt ergruppen 15.
- Zahlen 179.
Konstituent 29.
Körp er 173.
- endlicher 35.
Kristallklasse 155.
Kristallographische Gru ppen 52 ff .,

154ft., 169ft.

Lagrangesehe Resol venten 176.
Lineare Substituti onen 98.
Linksseitige Nebengruppen 13.

Modul 150.
Monomiale Gruppen 91, 133, 139 f.
- Substitutionen 90.

Nebengruppen 6.
Nor ma lis ator 38.
Normalte ile r 15.

Oktaedergruppe 8, 19L, 59.
Ordnung eine s Elementes 5.
- eine r Gruppe 1.
Or thog onale SUbstitutionsg ruppen 107.

Period e eines Eleme ntes 5.
Pe rmutat ionen 10, 60 fL, 132.
p - Gruppen 45, 139.
Potenzen eines Elementes 5.
Pri mfaktorg ruppen 22 .
Primiti ve Per muta ti onsgr uppen 72.
- Substitutionsgruppen 136.
- Unte rkör per 181.
Produkt von Elemen te n I .
- , dir ektes 2;,.

P unktgi tter 52.
Punktreihe 52.

Qu adratische F ormen 154.
Quat ernionengruppe 52, 128.
Quot ientengruppe 17.

Raumgitter 54.
Raumgruppen 169.
Rechtsseitig e Nebe ng ruppen 13.
Reduzible Substitutionsgruppen 105.
Reguläre P ermutationsgruppen 118.
Resolv enten 176.
Rot ati ver Teil einer Substitution 169 .

Spannung 162.
Ste llenzeil e 113.
Substitutionen 98.
Summe von Da rstellungen 104.
- - Matrizen 101.
Sylow gr uppen 42.
Symmetrische Gruppen 63.

Teilkörper 174.
Tetraedergruppe 8, 59, 130.
Träg heitsg ru ppe 182.
Transformation von Elem enten 14,
- _ . Matriz en 100.
Transitive Pe rmutationsgruppen 66,129.
- Substitutionsgruppen 137.
Tran slativer Te il einer Subs titution 169.
Transposition 61.
- ei ner Matr ix 99.
Typus Abclscher Gruppen 32.

Un eig entliehe Unterg ruppen '5.
Unitäre Matr izen 108.
Unte rgr uppen 5.
Unterkörper 174.
Vnze rlegbare Gruppen 86.

V ertauschbare Komplexe 14.
Ve rzweigungsgruppe 183.
Voll st ändig e Gruppen 81.

Z entral homomorph 88.
Zentrum 15.
Ze rIegba rc Gruppen 86.
Zcr legung nach Neb engruppen 13.
Zerlcgung sg ruppe 182.
Zyklisch e Gr uppen 6, 38, 152.
Zyklus fil .
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Mathematik an de r U niversitä t Hamburg. Mit 38 Textfiguren. 192 1-

Gl. 7,5 ; gebunden Gl. 10
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Konrad Knopp, ord. Professor der Mat hematik an der Universität Königs
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Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie und ellip
tische Funktionen. Von Adolf Hurwitz -j-, weil. ord. Professo r der
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und ergän zt durch einen Abschnitt übe r :

Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord . Pro

fessor der Mathematik an de r Universität Gö tting en . Mit 1 22 Text
riguren. ' 9 2 2. Gl. ' 3: gebu nden Gl. ,6
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F ra nkfurt a.?lI. :Vl it :w Textfiguren. 1922 . Gl. 8.25 ; .gebunden Gl. 10
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Felix Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen.
In drei Bänden mit einem Registerband.
Band I : Liniengeometrie - Grundlegung der Geometrie - Zum Er

langer Programm. Herausgegeben von R. Fricke und A. Ostrowski
(von F. Klein mit ergänzenden Zusätzen versehen). Mit einem Bildnis.
192I. GZ. 18

Band 11 : Anschauliche Geometrie - Substitutions-Gruppen und
Gleichungstheorie - Zur mathematischen Physik. Herausge
geben von R. Fricke und H. Vermeil (von F. Klein mit ergänzenden
Zusätzen versehen). Mit 185 Textfiguren. 1922 . GZ. 18

Band III : Funktionentheorie (elliptische Funktionen, insbes . Modulfunk
tionen, hyperelliptische und Abelsche Funktionen, allgemeine Riemannsche
Funktionentheorie und automorphe Funktionen .) Herausgegeben von
R. Fricke, H. Vermeil und E. Bessel-Hagen. Mit etwa 140 Text
figuren . Erscheint im Frühjahr 1923.

Theorie der reellen Funktionen.
der Mathematik an der Universität
Band : Mit 18 Textfiguren . 192I.

Von Dr, Hans Hahn, Professor
Bonn. In zwei Bänden. Erster

GZ. 22

Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der
Funktionentheorie. Von Dr. Edmund Landau, o. ö. Professor der
Mathematik an der Universität Göttingen. Mit I I Te xtfiguren. 1916 . GZ. 4,8

Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen
Funktionen. Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Herrn
K. Weierstraß bearbeitet und herausgegeben von H. A. Schwarz, Pro
fessor an der Un iversität Göttingen. Zweite Ausgabe. 1893. GZ. 10

Allgemeine Untersuchungen über die unendliche Reihe
rx(J

1+1- x +usw. Von Carl Friedrich Gauß. Mit Einschluß der.y
nach gelassenen Fortsetzung aus dem Lateinischen übersetzt von Dr . Hein
rich Simon. 1888. GZ. 3

Untersuchungen über höhere Arithmetik. (Disquisitiones arith
meticae. Theorematis arithmetici demonstratio nova . Summatio quarundam
serierum singularium. Theorematis fund amentalis in doctrina de residuis
quadraticis demonstrationes et ampliationes novae. Theoria residuorum bi
quadraticorum, commentatio prima et secunda. Etc.) Von Carl Friedrich
Gauß. Deutsch herausgegeben von H. Maser. 1889.

GZ. 14 : gebunden GZ. 15,4

Grundzüge der mehrdimensionalen Differential-Geometrie in
direkter Darstellung. Von D. J. Struik, Rotterdam . Mit 4 Text
figuren. 1922. GZ. 12
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