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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Прот1шорсчи11 между во.1новыии свойства1ш света, пропвлnю· 

щвмися п 1штерФеренщ1и II диФФракции, и 3томными его свойствами, 
так отчетливо выступашщвии в явлениnх ФОТО-ЭФФекта и комптонов

ского рассеяния, кава.,шсъ неустранимыми. С одной стороны, свет-· 

:>то волна, рав.1швающашщ во вее стороны по бесконечному морю 

:,Фира. С другой стороны, ато атuм, летящий подобно пуле в одну 
определенную сторону. 

Постоянные неудач11 попь~ток примирить эти дне точки зрения 

создавали даже подчас у глубочаiiших .мыелителеit (Бо,) настроенио 

безнаl(ежносп1, 1шторое заставдя,10 11х шшсатъсп, что, быть может~ 

задача о свете п повес не раsре11111иа в рамках нашего простран

ственно-вре.яенноrо мира. Однако в 3ТО же время, примерно год 

тому назад, 1юявиJасъ новая струя в теории квантов, которая вuеела 

некоторый просвет в эту безнадежность. Оказалось (ГЕiiвЕНБЕРr), 

что :можно (•,вести все шшестпые ~кты без противоречий в одну 

строИпую систему, правда, чисто Формальную,· 110 ~ 
~ Вrкоре БоР!.1 нашел адекваТI!Iю этой системе мат!;l
~оокую Фориvлировку (матрm~ы), которая открывала 11утъ к реше

н1110 проб.tсмы атома. Ilредстав.1ение об 3,1ектропе, как о быстро 

вращающе11ся во.Iчке, допо.1нп.ш яо,1,е.п, атома, устранив оставав

шееся еще раr.хождение с опытом, как, напр., в величине отношения 

механического 1юиепта вращевип 1, магнитному .моменту на.маruичен
поrо те.ш, п вoIIpoee о происхоа,дении дублетов в спектралъпых 

серю1х 11 т. 11. ОднаБо Ф1шичоокая мыс.11, повой квантовой систематики 

остава.1ась тех11ой, и ос1ювпоii вопрос о возможности cor да сования во.1но
вой 11 атшшоit структуры света оставался не разрешенным. ДЕ-БР0.11ъи 
11 ЭiiнштЕiiп указыва.111 путь прюшрения во.11п света с атомами 

света в uред~1оложеш1и, что всякий атом 11 в частности всяк11и 9JleK

тpou, и.1 которых атомы построены, одновременно предстаыяст собои 

и какое-то волновое состояние в окружающем uФ11ре. Эти идеи при-

* 
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1н·дсны бы:ш в еистему в ((Новой .11юхани1ю» HlrE;1,1111rEPA. Вместо 

етремления объяснить свет, исходя из механики материальпой точки 

11 из механ11ки ;1лектромаrш1тн01·0 по.ш, ШРЕд1шrЕР устанавливает 

11овые приш,ипы, шшатывающпе двюкение точки 11 nшшы как част

ные СJ1учаи. Оказывается, что :,та 11мен110 повал механиБа охваты
нает 11 вею теорию квантов и 11р1шоднт к той смюй теории матриц, 
1; 1.oтopoit l'EiiSEHBEPГ и БоРн приш.ш уже раныпе. Впервые 
за 2Ji ,шт со времени появления 1.вантов llлA111a rюказалась надежда 
нонnть их, ввеети в систему прежней мехашпш 14 оптики. Пока но
вая мехашша 1ю проверена на всей об.11:асти 11sвсстных нам явлениii 

Физ1ши, нс.п,311 еще считать се твердо устаноRJ1енпой. По бо.lfьшое 

•шс.ш удачных еовпаденнй застав.шет вер11т1,, что мы на правильном 

нути. Синтез движения точки и BO.lfHЫ это бо.11ьшое завоевание 
Ф1шической мыс..ш, которое, 1юсомне1шо, опреде.lfит ее судьбы 11 на 

будущее время. Теория Ш1•ЕдИUI'J>:РА подверrнет('Я еще, вероsrтно, 
значите.,ы1ым ЩJJ\ICIICIIИЯM, 11 надо думать, что для нее найдете,~ 

1, более 11(шое ко1шретное Фпш11шское то.нюванпс. Но она будrт 

исходной точкой того, что придет дальше. 

llJ)И тако11 ~шачении этих повых ВЗI'Jiядов, как внnой эпохи, .. 
ош1)ываю11!СЙ(Ш в Фшш~.~ п при тои ршш, 1юторую она играет 

в спстеме миропонимания, очеш, nаж110 еще ceiiчac, когда :-~та новая 

:нюха толыю начинается, сделат1, ее достошшеи возможно широких 

~.ругов как Фшшков, так и ве.ех: ею 1штересующихсн. Настоящая 

,шпжка и r,·авит с1ебе эту 3адачу. Ионечно, изучение этого вопроса 

требует 1юкоторо1·0 труда, уrлублешtя в новые представления и овла

дения математичсшшм аппарато111, который упрощен здесь настол1,ко, 

насколько это позво.шет r,аман задача. Зато всякий, ршюбравшийся 

в этой книжке, будет в f{IСТоянии елед1tт1, за ;щльнеишим развитием 

новоii млхапнки, а быт~, ~южет. и по,1ыюшп1,ся l'IO, l';!C йТО окажется 

нужны..-. 

А. Ф. llo!fi!fie 



ЗАТРУДНЕНИЯ ТЕОРИИ КВАНТОВ 
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ДО «НОВОИ КВАНТОВОИ МЕХАНИКИ» 

11; t:. ТА.РТАКОВСКНЙ 

Задача этой вво;t1шii статьи пред,1аrае1юго сборника----'- наметил. 

основные вехи на 11ути развития теории квантов со времепп первых 

()абот БОРА (191:l). Одержав ряд крупных побс,1\, 'l'сория квантов 

потерпеда в посдед1шс время также и ряд неудач, 1ю·rорыс обнару

жи.11и в дс.шм ряде случаев прннцишtальную нещшиеншшсть ее 

:11етодов и даже вссt'О ,!(Щ:ИЧескоl''О строя теоu.И!f. 11 поисках новых 
путей теории ква11тов wла ощуиь_!О, часто оrраничиваяе1, 11Jюстой 

с11етшштююii :ншпери11ентальвых Фактов. И толыю 1i с.1мое пос.~~:едпее 
время, около года тому назад, найдена повая точка sрения п проложен 

путь ДJIЯ ди.11,пейшеrо 1шзв11тия теории квантов. 

§ 1. В пр,пшнешш к атомной системе та Форма теории кван
тов, которую теперь уже можно наэватr, юшсс1РЮ(I1юii, основана ш, 

следующих основных ностудатах. 

1. Лоету.1.ат устойчивых coc11юшt1tii. Иs 1юех 11еханически 
вооможных состошшй атомноii системы «уетойЧJШ)), т.-е. реально 

осуществим, то.1ыш ряд дискретных еостолний, выдшшемыи при 

1юмощи оrобых «кшштовых>) усJiовий. Пос"1е;щие пишутея 

II Форме 

l'де Jr - так нааываемые Фазовые 1штеrралы, nr -цt.~ые чис.в:а, 
А-ностояпная ПллнкА. 

2. Yc.ioвue частот. ]kл.11 при переходе 11э устойчивого состоя
ния с зперl'ией Е' в у<:тойчивое r,0сто11ние с. меньшей 9Нерrией Е" 
происходит иЗJiучение, то иsлучаем:ый свет монОХ()О:ашт11че11, 11 чаетота 
его опредсллетt•л уСJiошшм 

r21 kv=E'-E". 
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И1tаче говоря, шuучается одпп квант .11у•шстоii ;1нерги11, 1юл11ч1ша 

1юторого равна те1щеиоii атомом ш1ерпш. 

То же са1юе ушювис частот [З] опрсдс.нют 11 1юглощшше эпеJJ-
1·11и, а 11ме111ю: поглощается 1ша11т онерши, веднчшш которого равна 

разности :между ко1шч11ым II пач,uп,uым ('.остошшсм системы. 

Эти два основных постулата HBJJIIIOT(Ш ВЫ[)ЮIШШl(Ш ряда :жспс
J)IШентальных Фактов. 

Лосту.tат усmойчttвыm cocmoяmtii выражает 1·0, что атш1ы .иогуr 

1;ущеетвовать в опреде.11енных состояюшх значите.~ыюе время не ра3-

рушаясь (11s псех устойчивых состоянпij - о;що, именно состоя1111с 

('. 11аименьшсti энергией, является паибо1ее устоii•швым - нормаль

ным:; в нем: ат011 может С}1Цество11ать веопреде.1опно дол1'0е вре:ия). 

Согласно к.~rасснческоii злектрод1шам1пш "то невоаможпо, так каt; 

;тектроп, дш1rшшь с ускорешrе11, юш11срьшво 11Злучает ~шергию: 

следователъво, · состояния атома с: ностоянноii :шeprucii noouщe иевоэ
можиы. 

Лост;q.~аш 1,аспют является основоii ДJiя выражешш шшон01юр-

11оетей в спектрах; в частвО('ТJI уравнение [2] выражает так назы
ваемый коиб~шационвыii припцнп, еогласно которому частоты всех 

.шпий данного спектра могут быть щюдстав.1ены в виде 1щзностеii 

!WYX ((ТерИОВ)). Уравнение r2J показывает, что ВСJИЧИНЫ термов 

пропорциональны звачеюшм ~псрг1ш атома в тех состояниях, пере

ходом между которыми осущеL'Твляет(\Н данная спектралышя линия. 

· Уеловие частот явилось логически последоватс.11ъиым обобще-
нием ураввешш З:iiвштЕйвл ДJIЯ ФОТ0-з.11е1~тр11чеекого :}ффекта, вы
ражающего энерг11ю Фото-электропа: 

Г3] E=h~-P. 

R жш11 дву!1 постулатам пртюо('диня(1тся третиii ~ так назы

ваемый npimцu1i соответствия. 

В преде.11ьных случаях болыuпх квантовых ч1шел квантовая 

теерия атома 11 к.11аес11ческая :мектродишнпнш приводят к (\(ШПадаю

щим результатам, расходясь п шшредел1,пых (~лучаях. Содержание 

1
11р11вципа соответствия заключается n том, что это совпадение п1т
зпается пе случаииым; между реальными Фактами, выражаемыми 

1.паптовоii теорпей, п ошю,шием явлешtii с r..,iacш1чecкoii 1·оч1ш зре

ния существует известное «еоответствие)), n предельных случаях 11е
l)еходящее в еовпадеиие. Ряд велич•ш, опнеывающих определенные 

t'-ТОровы явлении с классическоii то•1ю1 зрепю1, 8ают~ п~нближевио~ 

!!О.,НЯТие об :>тих сторонах 11ВJ1ениii 11 п 1~ещ>едсл1,пых случаях.: когда 
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к1ассическан теория заведомо непримепи:ма. n виду разл11•11ш точек 
.зрения классической и квантовой теории на ('IOIЫii механизм явле-

1шй, ФИЗIIЧеское ТОJIКОвашю :)ТИХ БеJIИЧIШ, ко11еч110, неодинаковое. 

Так1оr образом, принцип с·оответствия с1щестnенпо допо1юшт два 

основных посту1ата, давая возмож1ю(1ть сделать заключения о тех свой

•·твах излучен11п, которые двумя основны}l_и постулатами 1ю вы1)а

жаются (uанрнмер, интенсивность и поJiяри:mщщ спектралы1ых .11шшй). 
Из сказанного вытекает, что ве(~.ь путь решен~ш 1шкоii-либо 

задачи Фшшю1 ато:м:а состоит в с,.11едующе:м: 

1. Дв11жешю ,tтомпоii t:пстемы (модеJiь nыбирает<;я ш1 основани11 
ка1шх-либо 11рсдвар11телъных да~шых) описьmаеwя пр11 помощи урав-

11еш1ii обычной механики. 

2. Из всех механичее1ш возможных соетоsшиii 1шаuтоnым11 ycлo
DИJIJlllf выделяется дискретпыи ряд уетойчивых еостояш1й. Опреде
J:яется выражеипс ;шергш1 устойчивых состоппий, как Фушщ1ш кван

товых чисел. 

3. Прииепешш усJ1овия частот дает спектр сис,темы . 
.i. Применение принципа соответствия щ1реде.1нrет иптенснn

ности и поJiяризацню спектра.1ы1ых линиit. 

§ 2. Выде.lешие устойчивьl11J coomoяn1iii. Еели движение атов
ной системы описъmается обобщенными координатами qi п 11м11уJ11,

<".ами Pi, СВЯ3анны~и каноническими уравненшпш 

(i=l, .. ,s) 

r H(p,q)-I'aмиJJЬТOIIOBa Функция J, то наиболее удобным ДЛЯ теори11 
квантов методом решения :механическоii задачп 1m.11нется мето)I; ГА

ми Jiыо н .л-Нкови. Согласно ::~тому иетоду вводи·rся та~щ11 Фуш.-
. ция S (так назъmаемое «дсiiствпе»), что 

oS 
Pi= дqt; 

тогда 1штеrра.1 .Jнерrии дает уравнение 11 частных пJю•шnодных 

первого порядка ця Функции S, так пазъmаемое уравнение Г.лми.~п,
rопА-Яковн. 

Интегрированием: отоrо уравнения мехаю1•1еская задача решается 
до конца. Для установления устойчивых состояний это, впрочем, ве 

uредставJiлется необходимым. 
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Нак у1.азu Бо1•, уста11ошевие устойчивых состояний возможно 
Jшшь 11 том cJiyчae, ef;JИ система об.11адает определевными свой

ствами периодичности ( класс так называемых условно-периодических 
систем). Определенное правwо для выделения устойчивых состоянии 
получается в тои случае, когда уравнение Г .л:иилыоп.л-.Якобв 
интегрируется разделеш1ем переменных, т.-е. когда каждый импульс р1 
яв.~IЯетrя Фушщ11ей тодъко соответствующей координаты qi: 

[6] дS f1 ) 
Р~=д-= ,,qi • qi 

В .;тоя е.1учае ктштовые условия пишутся 11 Форме: 

[7] 

И11rеrрирование распространяется па Bt\JO об.1шш·r.. н:Jмспенил 

1юординаты q1, т.-е. на один полный оборот в •·дучае цикл11ческой 

Боординаты ff i и на одпо полное колебание в случае ((.Шбрациов

ного}) характера ,1вш1шн1IЯ. Очев11дно, что толыю в случае ра:1де

.11е111ш переменных ш~:еет rмыrл 11риме11еш1(\ квантовых условий 

'ПШа [7]. 
Это обстояте.11ы·т1ю привело •· м:ысJiн, что каждая :1адача имеет 

евою «естественпую» д;1я псе коорд11натпую систему, именно ту, 

11 1ютороii нроисход11т разде.Jlенпс переменных и, следовате..1ъно, воз-

1южно устаuовлен11е дискретных состояний. Однако возможны еJ1у

чан, когда установление такой 1юордиватнои: системы невозможно u, 
с.11едователыю, установить устой•швые состоян11я нс1ъзя. Выражение 
:щерrи11 как Функц1ш 1шантовых чнсшr ni 11 ,щет окончательное 

решение задачи. 

С теорет11ческоii точки зрения удобно устаноВ.11ен11е устойчивых 
<:остонниii при помощи так называемых уr;1овых координат, так как 
нрп 3том ясно выступает связь квантовых условий со своiiства1111 

IIС}ШОДИЧНОСТИ системы. 

Бонтактным преобразоваииеи координаты Pi, qi могут быrь m~ме
нены такоit системой координат w1 и сопряженных импуJiъсов J1• 

что все координаты q1 ЯВ.llпются пер11одически:м11 Функцш1м11 Ш1 е пе

риодом 1: 

[8] q1 ="\"С-::: ... -с cos 2тс ('t1W1 • • • + 1:1,zv11 + 7"J, ,i.J t ti 

а :шергия системы, т.-е. Га:милътонова Функц1ш, зависит толькQ от 

импу.11ъсов Ji: 
// = H(J1,···,JvJ· 
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Чисио и 1шзывается степенью пер1юдичноет11 е1ютемы. Ии гамиJ1ь

тоновых уравнений <~едует: 

[9] 
1~~1сдовате.11ьво: 

. дН 
Ji=- дw· =0; 

J 

(i=1, ... ,u) 

ИипуJ1ьсы J1 постоянны, координаты шi J111нсiiпые <1>ункц1ш вре

мени. Импульсы Ji ка1, раз равны Фазовым: 1штегра.11а)I [7] - 11 иы 
.яожси, такив образmI, просто по.11ож1пь: 

/10] (i 1, ... ,u) 

)lы вид11я, с~11едовате.11ьно, что чисио 11езависш1ых 1,вантопых ушю-

1шii равно степени периодичност11 системы и. Если и< s (чис.1ш 
степенеii свободы), то (!иrтш~а называется <<ВЫJюжде~шою>). Чис.10 

<<11езавис11Э1ых» квантовых ЧIIC(\'I д.Jin нее мсныпе чие;ш степеней 

свободы. Точно также существование линейных а:шиеюrоrтей между 

частотами шi шпа 

понижает степень периодичност11 и 11 уменьшает чш·:ю квантовых 

уСJ1овий. Существование зависимостеii этого типа и rст1, пр1шню; 

<шырожденшн) системы. 

Остановимся на устаноnJ1ении квантовых ~:остошшii в тои CJlf
чae, когда па систему действуют щюшю1е Шf.JIЫ, малые 110 срав111•

нию с си.Jiами, действующими внутр11 системы. В :->том ('Jiyчae дв11-

жение системы определяется так называемым методо.~ вoв.>,f,yw,e

,tuii. Сперва решается задача о невозмущенном двшкеншr, опредс
:шется энерг11Л системы Н, как Фующиn импул1,еов Ji. Одпако 

II возмущенном движении вмиЧiшы Ji перестают быть постоя1шы1ш. 
Мы рассматриваем поте1щиа.11 возмущаюнщх спл сперва как Фушш,ию 
11мпу.11ьсов невозмущенного движешш, а зате.м находим 1ювые 1111.-
11у.11ъсы 1;, которые уже оказьmаются постояннымi1. Энергия возму
щенной системы сuадывается 113 :)Нерпш 11евозиущен11ой системы 

i1 энергии возмущения: 

:11] H'=ll+eo, 

ni;e О потенциаJI возмущающих сил, а е - иалыii 1шнФФнцие11т. 

Ecm система была вырожденной, а возмущающие си.Jiы имеют 
периодическ1rii характер, то степень периодичности системы може1' 
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увеличи1ъсп: 1юшштс11 новые шшу.,ьсы и 11овые квантовые чиеJiа 

1<:е,Л11 попью 1ю1шоды велики 110 сравнению со старыми ( как это 
шшет :место, iшпример, в случае :1ФФокта 3ЕЕ1rлпл), то зада•~а ре
шается по методу вековых возмущенirй; вместо О в Формуле [11] 
пщстав;шетс11 (·р1\;щое значение :1нt1рши воз.мущенпп, взятое по пс-

1шоду невозмущшшоrо ;(ВИЖ(ШШJ. 

Мы 1~0.1жны 1•ще указать на то обсто11тельство, что величины, 

IIOif.JIOЖaщ1ш квшповаm1ю, должпы быть <<а1щабатичос1шми инвариан

тами)), т.-е. пе яенп·rь св1юго значения, папример, при м1щлепно]! 

ВБJЮчешпt BIIШl\llf\ГO ШIJIOBOГO поля, при ((3Дllабатпческом)) преобра

аовании еп1jтемы. Этому ущювию IШБ раз удовлетворяют ФШJОВЫf' 

интегралы l7 :. 
§ 3. JТс.юmн• iшcmom и припциn соотиетствttя. Поело того 

как устойчивые соетопния системы устапоВJiены, спектр системы опре

,.1,елш~тсл автш1атпчееки путем применения условия частот. Но при 

:,том 1юзиоашо получение некоторых Jиний, в действите.11..поетн не на

блюдающихся. Устранение этих лнн11i1 происходит при помощи ((Ора

ви.11 отборю>, вытска10щих 1ш принципа соответствия. 

Матсмашчсскан Формулировка пршщипа соответствия с1еду
ющаn. 

Всякая rш 1.оординат системы, а также общее смещение эле~.
трона, а стu1.1-быт1., и электрическ11й момент ()Истш1ы, могут быть 

выражены в пщ1.е разложения в ряд ФУРI,Е: 

1·де суммирование 11роисходит по всевозможным комбипациш1 целых 

чисе1 'ti· С 1·очки зрения клаос11ческой теории, спектр системы опре
д{шяется ((Механическшш)) частотами oot 11 их комбинациями: 

при че11 1штеншшн0<~т11 1~оответствующих диш1ii 3адаются квадратами 

ахпл111·уд с.... Ес.ш д.11я какой-J1ибо комбинmщи амплитуда с ... = О. 
ro соответствующая JIИНIIН в спектре отсутствует. Очевидно, что t1 
поляризация 1ш~ученю1 определяется наличием определенных чле

нов п раз.1ожснш1 ряда ФУРЪЕ CJШJ'aющeii электрического момента 
пн известному наuраВJiенню. С точки зрешш теории квантов, од110-

временпоrо издучения всего спектра не нроиеходит; от1,ш1ъному пе

J)еходу и:~ одного yc·1·oйЧimoro еостояшш в Jl.pyroc соответетвует 
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иадученJJс одноi-i определенной 1шсктралыюй л11111ш, ча1·тuта 1штороii 

uпрсделлетсл услuвисм частот: 

f13j -J = 1 (Е' -Е"). 
lfpИHIOiaJI ВО BllШialllH' '9 1 11 r7J, р,шеНtТНО :1тu MOЖIIO IЮ{ЮIШ(·ап, 
та.кш, обраашr 

и 

iH, ·;={J! :f dJ;=}f !w;d.li~~!(n/-fl,"iw,. 
1 

Но в случае больших ~,вантовых чш~е.1 квантова11 теор1111 да1·т 

rюзультаты. 1·овшцшощиr. 1· к..1асспчс1·1.оii, но 1,оторой 11:1лvчаем1,н• 

•шсrоты типа 

[15 J 

чтобы "J!i] совuадо с [Н], нужно 11одожит1, 

i 161 't· = 11-' - rt·" 
l, ,. t ' (i=1 .... ,u) 

т.-е. счптат1,, что 1~елые коаФФициенты при w; в разл:оа,ешш в ряд 

фуры; задают величины «квантовых скачкою). Г1шот11тичсс1ш 111ы 

3кстрано.11пруем :это утверждение на rлyчaii .1юбых 1шантовых 

•1исе.1. 

Сч11тал, что 111ежду класе11ческоii и квантовой теорией 1') щr.етвусr 
<:оотвеrствие, яы утверждаем, что II в с.1уч;ю л:юбых квантовых f\Кач
ков 't квадраты амшштуд С-. дают иптснепвпосrи 1:11с~.трал1,ных л1111ий. 

Н виду того, однако, что механизм излучения по квантовоii теории 11с тот, 

что по клас1·11ческой, Фшшческий смысл вс.~шч1111 С-. иной: длл тсорпп 

квантов величина С"' 2 опредедлет вероят1юсть перr.хща е кванто
вым екачком 't = n' - n". Равенство нулю С-. делает соответству

ющий переход невоз11ожным, 11 опредr.леннал д11н1111 1ш (•пш,тра вы

падает (правило отбора). 

Jlerкo видеть, что Бвантова.11 частота н:tJiy•1ш11111 -Jqn предrтавл11еr 

некоторую «среднюю)) от классиче(~коП чаетоты -Jk1, в.1лтую }Н'Jг.ду 

1~ача.'1ы11,ш 11 конечным rоет01шие11. В t,шом деле, еслн 11шю11шт1 • 

117_: .li = n/h + А (n/' -fl/)/1, 

·ru при л = О лы 11111есм начальное значение 1ошулы~а .//, а при А= 1 
конечноr. вначснис .!/', при О<),< 1 - рпд промежуточных :ша

•1ений. 



12 

[18] 

ОСНОВЛШ/Л ПОВОЙ ШJЛЛТОВОЙ J/EX:t/1/Шll 

Нод1"1уш~ь [ 17], 1юже11 заш1еать [HJ так: 
1 

1 J!:~~ dli= }J!ro/t(ni'-ni)tlA.= 
u 

1 1 

= f ! 'tiroid"J... = .r V1r1dл, 
о о 

что выраашет наше утверждение. 

§ <i. В sначите.11ъно.м ряде (·дy•iaeii 11шtеч(•1111ыii пуп. решенин 
задач Фпзик11 атшш прнве.11 к резу:1ыатам, шшзавшюн\п в прrкрас1ю:м 

•юг.1шси11 с опытом. Сюда uтноснтся преа,дr. Ш\его задачи о двшкt~

пии злектро11а в ато,~е водорода, об :1ФФС1'Те Шт л 1•1, 1 11 атоме во.11,r,
ро,1,а, о пормал1,ном ;м,ФеБте 3п;мАнА 11 ряд .tpyпix. 

Совершенно не осташш.1ипшrf•.ь па nычиr.шнинх, ш,1 1юf·;rараем1·11 

IIЫЯCHIITI, 'l'C усдОВIIЯ, которые nlШllOTCIL ТИШIЧIIЫ\111 '{.Ш ((уда•t•) 

~.вантопоii теорнн и д.1111 ее «неудач)). 

В задаче о nодородпо11 атшю 11ы ш~:сем двш~.сние а:1е1щюпа 

под действием ку.1оновскпх с11л пр11тmкешш к ядру а'l'ома. Et.:111 н~

учитьшатъ релятивистского 1щмrнсню1 мaeei.r :1лектрона. то в резу.111,

тате ш,1числе1111ii Ш).1учаетсп ,11,.1111 :ш!.'рпш n n-оч у(·ТQЙ•шпо:v ео~,то11-

1ш11 •швестнан Форм:у.1а: 

Rh R = 211:2me4 

[1!)] И=-п2• 

откуда 11олучается ба.:1ьиеровскиti епектр: 

Если принлть во 1шииание релптив1ютt:кос пзме1юн11Р. )laf.,cы 

з.шктрона при движении {'ГО 110 :).пиптичсскоii орi'iите, получае)1 

ФОриулу 3 ОММЕРФЕЛЬДА: 

[20] 

гiе k- азимутальное квантовое •шшю, опредс;шющ1·е .юл1(1ш ко.1и
•юства движения Dлектрона, а а т,ш называемал <mостоп1шаn тонком 

структуры}}. В связи с условием частот II припци1ю'1 соответствия 

эта Формула прекрасно 111111rывает топкую структуру Jши11ii в11дорода 

п ионизованного ге.~пш. 
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Н ;j;~да•ш об :><1.><.1>екте lllт ,н к\ мы имеем дело с дnш1шн11е11 

:tJ1ек1·р01ш }1 П().1Ш КудОНОВСIШХ сил. п1ш H3.illl'IIШ II03)1ущшощего дсJi

f•.твиn: nнешне~·о IIOCTШIПHOl'O НJ(ШТJ)ИЧС("JЮ['О IIOJIП. 3ад11•ш llШIШl' UЫTI, 

решена, 1шщ11п~:ер, 110 }tетоду 1ю3мущР1111ii и щшвод1п " с·щшадаю

щеиу с ош,пю1 :шаченню ДJIJI ;шсрrни. 

Еелн атом 1юдорода поместить n 1юстшш1шс Jщrннтпое 11шн·. 

· то во3иущюl)ЩСI' .\еiiствис ,юля сказьшаетсн n 11рецесс1111 ад<шчю11-

ной орбиты 1ю1;руr нанрап.'fенш1 поля с т;н. ш1:11.шаrмоii JilJШOJЮBoii 

'H.ICTOTO ii : 
:21} 

е 
О= ·---Jl 

41tma · 

це // 1ш11шжNше 1ю.1н, т )Iacea :не1щюна. l(р11менешш метода 
вековых воамущшшii .·1ает щш зтш1 ддn ::шерги11 

Rli -
122] И= -0--+m/щ 

ll' 

1·де т иuвое 1ш1111·1·он1ю •нн·ло. Черта шц т 1ю1"пшлсн;1, •побы 111· 
1·меш11nат1, :iry в1·J111ч1шу 1· мaccoii :~лскч)uш1, входnщеii 11 выра

;кение [21]. 
П рав11.111 чаетш 11 11ринц1ш 1·оответстпю1 дают rюрма.111,ныii 

:tФФСl(Т 3 •: 8' '1'1.HI .\ С l)iIOЩ('IIJl'IIIH')l JIIIН\tii: 

lf3 апtх IIШIНОГН\ 11ри»е1юп ШЦIЮ, что Ullll('illIIIЫЙ llЫШС .J\ОГИ
·ню1шi1 uyтr, теорш1 1ша~1тов нриводпт к ре3у.1ы·,1тш1, (~ОI'Jшсныu 

1\ опытом: в тех сду'I,ШХ, когда мы юrссм дело с одшп1. :1.юктро11ш1 

IIOД деikтпнем 1нч1тралы1ых l'H.'l !' IIОСТОНННЫМИ 11.Ш \ЮДJШIШО )I011Нl(1-

ЩИМИС1f В03Мущающи.м11 {ШJШМ/1. 

llсрейд1ш ншерь 1, е:1уч.1.ю1, 1..огда в атоме юю,·п·.11 11се1юJ1.1,ко 

:1;шкчю1юв. Сю;щ 11пю1·11·rе11 прежю ner.ro атом гол1щ нредстамяю
щий eoбoii 1·11ен•)I! ,. ;щрш :,.1с1.ч•ншu~11. l~a;1~дыii :J.11:$1'\IOII н ~тoii 
1,иетемс ;'1,н1ш,е.т1·11 111,;1, ,i;ci:ieтв11e}I i.y.1oнonNюro пр11тnже111ш к ядру. 

иозмуш.1.1•1юго нттадюшаниех другнго :1дектро1ш. По ато nозмущшше 
не может бr,111, 11111юано тюш }(НТ11,:щ1111, 1шторы~ш ошн·ш1ы 1щаиуще-

11иn IIOtTOШIIIЫ}I :1:1ектр11'1ССIШМ 11 }li:ll'Нll'fHЬИ\ шшвш. НоШ,IТЮf l{p ,\

\1 ЕРСА. J»lll'IH 11 J'ЕiiЗЕНБЕРГ.\ 11ро11;шее1'11 pi!(''ICT t'IIOKT{lil Г('.дШ\ IIO 

061,1•ш11м~· 11.1ану nр1ше:ш к 11ьшо,~у, что :1тuт метод пршщ11шш.11ыю 

11е ЦJН1J1ожш1 i. ато:uу е.JJучаю, к11гда ш~ раее1штр111~.юмr,1ii :~лектроп 

.'J,4'ЙСТВУ10Т ·~~ны, мепяющнеt<JI (•. 'liШTHTOIO того ilШ пuрн;ща, 'ITU ll 
частоты eaмoru риее.матрш~аемого :1.шктрона. ::)п1 пычиеJ1е1шn не толыю 

не дали o·rqeтa о 1·тру1пуре 1·пекчш 1·е.Jин, 110 даже щншt•.111 к еовер-
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шенно неправил1.пому значению ДJПI его ионизанионпоrо потенциала. 

Можно, СJ1едовате1ьпо, сказать, что в 3TOJIJ случае на э.1ектрон дей

ствуют силы такого характера, что их не.11ьsл опие.ать при помощи 

уравнений обычной механики: возникает нредстав.J1ение о «немеха

ническом действии)) (unmecbaniscber Zwang). 
В е.1учае, ко.rда в атоме имеется много :)J:ектронов, но один 

nз них :можно <<выде.11иты> ( например, ва.1ш11тный алектрон в щСАоч
ных метал1ах), наш обычный шан решения задачи приводит, так 

сназать, к частичному успеху. В самом деле, в атом с1учае мы 
110жем представ11ть себе атом: в виде некоторого ((Остова» ( Atomrumpf), 
состонщеrо из ядра и внутренних электронов, в поле которого дви

жется один muевтный э1ектроп. Препебре~ая д(fltжеииями виутрен

ииш э.tе1'mронов, мы рассматриваем: движение виептноrо злектрона 

в по1е, мио от1ичающемсл от ку1оновскоrо. По..Iучается для эиер1'ии 
выражение, дающее спектра.11ьную Форм:у.11у Р идБЕРГ л- Р итцл: 

Rh 
Е=-~· n 

Здесь п'~ так называемое ЗФФективиое квантовое чис10, не целое, 

отличающееся от истинного главного квантового числа некоторой 

дробью q, вообще говоря, неправшьпой: 

n"'=n q. 

В ряде с1учаев :можно вычиСJiить величину q дли каждой 

отде.1ьиой орбиты ва1ентного 3лектрона. На почве oтoii Формулы 
можно провести систематику спектров С.ilожпых элементов с их набором 

термов s, р, d и т. д., прово}l.я некоторую анuоги10 между орбитами 
валентного элеБтрона и рядом эллиптических орбит в атоме водорода. 

Однако вычисдепия подобного рода не могут учесть того важного 
Факта, что в огромном: большинстве случаев линии спектра.1Jьных 

серий не простые, а сложные: двоивики, тройники 11 т. н. Теоретически 

учесть расщепление спектральных термов ваша схема не дает воз

.и:ожности. Здесь опять требуется нечто новое, какое-то неиехани

ческое действие. В некоторых частных СJiучаях удалось, например, 

объяснить величину дублета наличием у остова атома внутреннего 

иагнитного по.1я, вызывающего, так сказать, ((внутренний ЭФФект 

3ЕЕИАНЛ>>. Но последовательное проведение ;~того взгляда для всех 

случаев не оказалось возможным. 

В тщетных попытках найти какой-нибудь выход теория пошJш 

по пути, весьма (:транноиу для теоретической Физики. Этот . пут1. 
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заключался в построении совершенно ФОр1ш.11ьиых схем, основанном 

на установлении эмпирических законоиерностеii. Опытные данные 

иу.11ьт1шлетной стру~.туры спектра.1ьных J:Ипнй те(•по f\1шзаны с опыт

ными данными магнитных разложениii .1пший в анома.1r,шш аФФек1·е 

3EEIIAHA. 

Систематика му.11ътиплетноii структуры шш1,·rрады1ых линий 

вместе с систематикоii соответствующих иагни1·пых ршuш~.ений при

ве1:а к необходимости каждоиу териу пришюыват1,, 1,роме r.11авиоr1) 

и азимутального кваптовых чисел n и k, еще внутреIInее квантовое 
чимо j и остовное квантовое чиrJio r. В , маrн11тном пще к эп1м 
кваптовым: числам присоединяется еще четвертое т - «:м:аrн11тпое)). 

Мы пе_ будем останавливаться на вопросе о нормировке этих 

квантовых чисел, которая у различных авторов не впо,;~11с одинакова. 

длндЕ пользуется, папример, значениями этих ч1юf'.1 R, К, ./, 
песКОJ:ЫЮ ОТЛИЧаIОЩIIМИСЯ от 3омм:ерФельдовских. 

Физический смысл ве.1ичин R, К, ./ тот, •rro 01111 
h 

представ.шют собою выраженные в единицах 21t :мо-

менты ко.1ичества движения: К-ВШ1ентноrо нлектрона, 

R - остова, J- всего атома в целом. J есть вскто
риальпая сумма R 11 К (си. рис. 1). 

Возникновение кратпой структуры какого - либо 
терма нсно из рисунка 2. 

Весьма существенным является то обстоятельство, 

п 

Рис. 1. 

что удовлетворить дапныи опыта можно, толыосчитапR, К. J 1ю це.,:ыии. 
а «половинными» чисдам:и (по кpaiiпeii мере, в ряде fe.1v•шcnl: число л-

. 1 3 ;;·, 
пробегает, например, ряд :шачсний: -2 , -2 , 2 11 т. :(. :-Это со-

вершенно непонятно е точки зрешш 11рав11J успшоwшн1ш дш·крсгных: 

квантовых состошшй. Сог.1шс110 нт1ш нравшшм, квантовые 'IИ(\.la 
целые конФФiщиенты при h в кваптовых усJiошшх Ji n/t. 1 [опыт1щ 
ввести понятие о (<кашущ11хсю> квантовых чимах, 1ютор1,н1 щшпииают 

половинные значеш1н вследствие побочных причин, 1ю привс.111 
к удовлетворительnыи результатаи. 

Принцип соответствия приводит для ((Скачков» ~тпх 1шаuтовых: 

чисел к правилам отбора, изображаемым схемой: 

[25] 
.,:,r J + 1 

_/ 

J---+ J 

~J-1 

_ __.,.. в+ 1 

в~в 

""" "-" R-1 
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Систематика апомиьпо1'0 3ФФекта 3ЕЕМАНА привела s у<,т.шо
шению Факта, что энергия атома в магнитном поле ивменяетrя не 

на. nе.1ичипу mho, как в нормальном ЗФФекте, а на величину 

[26] ЛE=mgho, 

~·де иашитное 1шантовое чимо т представляет проекцию по.1шоrо 

Jюмента атома (j) па направление магнитного по.1я, g так называемый 
((Множитель ЛАндЕ». Сравнение с Форму.в.ой для нормального 
JФФекта 3ЕЕМ:АНА покааыnает, что в r.лучае апома..11ыrоrо Зффекта 

Orpmoчl,u 

\ . 
п :11 R= ! 

, 
f 

' •) ' 
~2: 

' 

' 

' 

' \ 
\ 

Рис. 2 . 

/)(Jouнuhu 

\ 

.иожпо считать орбиту вадентноrо э.1ект~)Опа прецессирующей вокруг 

нш1раW1еоия 11uл11 1~ аномально.и частотоii прецессии go. Оrметим 

здесь же, чrо 1ю обычным методам: теории квантов для системы 

е .,юбы.11 числом :мектропов получаетея обычшш ларморова частота о. 

Аншшз зксперп111011та..1ьного .материад.1 нока.швает, •1то ДJIJl 

пtякоrо терма ве.1пчпна g должна быть определенной Фушщией 

квантовых чисе.1 К, J, R. Если подьзова·rьшt норм11ровкой JIАндЕ, 

то JJ.JJI g подучае'l'(Ш выражение: 

[!7] 
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Эта Формула правИJiьно выражает все экспериментальные Факты. 
Моmпо было бы понять ее с точки зрения обыкновенных предста
влений о магнитном взаимодействии остова атома и орбиты валентного 

1 
,)Jlектрона, если бы в ней не Фигурировала величина -r . Наличие 

этого члена де.1ает ФОрму.1у непонятной, даже сели принять поло

винные квантовые числа. 

Изучение Эффекта IIАШЕПА-БАкА, заключающегося в том, 
что при увеличении полн аномальное ранложепие переходит посте

пенно в нормальный :ЭФФект, следовате.1ьно, g делается равным еди
нице, привело .Jlл11дЕ, ГЕiiЗЕНБЕРrА и др. к выводу, что остов 
атома имеет МШ'питпый момент пе нормальный, определ11емыи его 

механическим 11юментом R, а двойной. Это обстояте.1ьство также 

QКазывается необъяснимым с точки зрения обычноii теории. 

Некоторую вооможноеть объяснить 00НВJ1е11ие того именно зна
чения ве.1ичипы g, ,юторое соответствует опыту, дала одна 113 работ 
Г Е й з Е н Б Е r r А. Но в этой работе к основным принципам теории 

квантов, И3JЮЖенпым выше, ПJНIСОед1шяется новый принцип. Таким 
Qбразом, :это объяснение уже не укладывается в рамки обычноii 

«классической» квантовой теории. В виду принципиальной пажяостн 

этого нопоrо принципа ДJIH дальнейшего развития ъ.·валтовой меха

ники мы скажем об этом нескол1.ко CJIOB. 

Мы видели выше ( Формула [ 18]), что кваптовая частота и3лу
чения получается путем выч1юлешш некоторого среднего от класеи

ческой частоты. По ,шалоrии с этой ФopмyJioii устанШ1J11mаетс.п СJiе

дующий принцип: eCJiп с классической точки 3рения система описы

вается rам11льтоповой Функцией Нkь то истинный кпантовый процесс 
Qписьшаетсн rаию1ыоповой Функцией llqu, составJiнемой по СJiедую

щему правиJiу. Сперва находим 

l28J F= JntJJ; 
СJШДОВаТеJIЬПО, 

Затем составляем разность 

Бвавrова~r .111ехави1;а 2 
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11 эту равность полаГ'dем равной квантовой гамильтоновой ФУНIЩИII: 

1+_!_ 
2 

[29] llqu = д F = f DкidJ. 
1 

Апалогш1 атого уравненин с уравпением [18] нс1tа: квантован 
величина получаетсн усреднепием классическоii. Применял этот 

принцип ко всем величипам, описывающим атом, мы получаем Фор

мальпое правило для перехода от классического ош1сашш атома к пан

товому. ВоспОJrыювавшись :)Тим правилом 1'1.JIЯ описания взаимодей

ствия валентного ш~ектрона н остова атома, при чем то...1ыю пр1ши

маетсн двойной магнитный момент остова, Г Е й з Е II Б Е Р r получи.1f 

правильное выражение величины g. Этим же общим принц1шом 
воспользовался КР А м ЕР с при построении кваитовой теор1ш дшшерс1111. 

Мы должны отмет11ть еще одно существенное затруднешш теории 

&вантов, которое J\'ежит в несколько иной плоскости. 

Формула для релятивистского дублета, которую мы можем запи-

сать в виде 

[30] 

где Z атомныit номер, Щ)екрасно удовлетворяет закономерпостн:и 

рентгеновских спектров. 

Релnтивистскан природа дублетов рснтгсновсю1х спе&тров счи

талась твердо установленной. 

Исследоваш1н ЛАНДЕ и в особеиности !lилJн1юJНА и БоУIША, 
давших богатый экспериментальный матерпаи, показали, что и ду

блеты оптических спектров следуют тому же релятивистскому закону, 

при чем значе11ин термов, как Функции Z, могут быть продолашны 
непрерывным образом 11з области рентгеновских спектров в область 

обыкновенных оптических спектров. Но Формула [30] показывает, 
что релнтивистский дублет может иметь место 11елщу термами, отли

чающимися авимутальными квантовыми числами k, а в оптике наличие 
дубJ\'етов наблюдаетсн между термами с общим юшмуталъпым чис.1юм k 
п различным11 внутреннимп квантовыми чtшламп j. Это обстоятель

ство представляет для теории значительные трудности, внося пута

шщу в систематику спектров. Попытку преодолеть :.~ти затру.11.нення 

сделал ГЕЙЗЕПВЕРГ, предполож1ш, · что в «немеханичееком)) взаимо

действии электрона с остовом, т.-е. с друг1пш :,лектроюшп, заклю-
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чаетсн особеинан двойственность ( к мысли о двойстnенноети при
водит и другие Факты): каждому зиачеиию собственной энергии 

электрона соответствуют два значения энергии взаимодействия валент

ного 0лектрона с остоnо11. Это иллюстрируетсн схемой вначений !.·, 
пробегающих ряд целых чисел для собственной энергии 11 ряд «поло
винных» ч11сел ДJШ энершн взаимодействия: 

Собств. :щерrия k = 1 2 3 ... 

/\\,/\;/\ 
1 

Энергия взаимод. k = 2 - 3 5 7 
2 2 Т 

Эта схема дает возможность до некоторой степени поннть ука

занное противоречие, придавая одному ив рядов чисел lr: значение 
внутренних квантовых чисел. 

Новым ударом для теории квантов 1rвююсь открытие, ЧТ{) топ

кая структура водородных линий упрощается в с1uьном магш1тшн1 

поле та~.: же, как 0то имеет место в случае магнитного расщепленш1 

спектральных линий. Это обстоятедьство приводит к предположепшо, 

что в данном случае мы, может-быть, имеем вовсе не реляпшистский 

Эффект. Для обънсненин :этого нвленин оказалось необходимым 11ри

ш1ечение понятия о вращающемся электроне. 

Мы заканчиваем паш беглый очерк методов «класенческой» 

Формы теории квантов II тех затруднений, которые она встретила 

на пути своего развит1ш. 3атрудпешш эти возникают во всех тех 
ш1учаях. rюгда пмеет место взаимодействие многих электронов. 

Характер всех этих неудач теории квантов приводит к мысли, что 

в :этих случаях мехапизм явлений таков, что его невозможно ош1-

сать при помощи обычных уравнеш1й мехашш11, хотя бы дополнен

ных квантовыми уеловиями. Лn.шлась даже МЫСJIЬ, что внутриатом

ные процессы пе у1шадываютсн n ра.м,ш обычных пространствеппо
времеnных представлений. Необходимо введение как.11х-то новых 

,)лемептоn, чуждых обычной механике. Эти новые :,лементы, новые 

прющппы начали возникать еще совеем недавно, по не11:оторые из 

намеченных в этой статье затруднепий уже разрешены ими (папрп
мер, вага,а;ка половинных квантовых чисе.11). Выяснению этих новых 
11утей посвящены остальные стат~:,и пастонщеrо rборника. 
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... ..,. 
основы навои КВАНТОВОИ ТЕОРИИ 

ГЕЙ3ЕНВЕРГА-БОРНА 

r. А. ГРИ//БЕРr 

Чрезвычаiiные п, повидииому, непреодолимые трудности, па 

1юторые натолкнулась в своем развитии квавтова11 теория условно

нериодвческих систем (*), привели к убеждению, что для успешно
сти даJIЪнейше1'0 изучения вопросов атомного строения необходимо 

какое-то I'Jiyбoкo идущее иsменение тех основных положений, на 
которых это изучение доныне основывалось. :Кроме того, то обсто

ятедьство, что эта ,теория ограничивается рассмотрением вопроса 

о частотах испускаемых атомом спектральных линий, оставJiяя совер

mепно в стороне вопрос об их интенсивности, по.~шризацю1 и т. д. (*'"), 
заетавдnло стремиться к такому ее изменению и обобщению, пр11 

котором оказалос,, бы возможным подойти также к .коJiичественному 

расчету :и этих остававшихся пока совершенно недоступными ДJIЯ 

теоретичес.коrо рассмотрения величин. 

Попытка указания тех принципов, которые могли бы лечь 

в основу новой квантовой механики, бша сдеJiана в 1925 году ГЕй
ЗЕНБЕРгом (Heisenherg) в статье «flЬer quantenLbeoretische Umdeu
Lung kioematischer uod mecbaoischer Beziehungen», появившейся 

в «Zeitschrift fur Physik>> ( .. -). Короткое вреия спустя идеи эти полу
ч~11и звачитеJЪное развитие II надлежащую математическую обра

ботку в работах БоРнА (Born), ИоРдАВА (Jordan) и самого ГЕй
ЗЕНБЕРГА (а также ДИPAKA!(Dirac) (--). Позднейшие IICCJJ.eДOBaDИЯ 

(*) Трудности sти подробно рассматриваются в первой статье насто

nщего сборшша. 

(**) Принцип соответствия жает количественные указания тоJ1Ько в об
.1асти боJIЬmих квантовых чисе.1 и малых их изменений. 

( .. *) ZS. f. Phys. зз, 870. 1925. 
(****) М. В о r n nnd Р. J о r d а n, ZS. f. Pbys .. 34, 858. 1925. М. В о r n, 

W. Helsen веr g und Р. J ordan, ZS. f. Phys. 35, 557.1926. Р. Dirac, Proc. lRoy. 
Soc. 109, 642. 1925. См. также Во rn, ProЫeme der Atomdynamik, Вerlin, 1926. 
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привели к установJ1еншо тесного родства :между этой теорией и 

почти одновременно с ней ( и независимо от нее) появившейся и по
J1учившей с тех пор чрезвычайное развитие теорией ШРЕДИНГЕРА 

(Schrooinger), поконщейсн, каваJ1осъ бы, на совсем иных основаниях. 
ГЕйЗЕНВЕРГ поJiагает, что основная причина маJ1ой успеmво

ети попыток применения классической механики к вопросам атом

ного строения коренится в том, что она вводит в рассмотрение 

так11е веJ1ичипы, как положение ЭJ1ектрона в атоме, частота его 

обращения по орбите и т. д., тогда как их, по :мнению ГЕйВЕН

ВЕРl'А, должно отвести к нр1mцвниальоо 11едоступным набJ1юдению. 

Величинами же, во венком СJ1учае доступными набл1одению и потому 
поДJ1ежащими изучению, нвлнштся частоты, интенсивности и полн

ризация испускаемых аrом011 воJш, ;а ,также его уровни энергии, 

находимые непосредствен1ю но методу электронного удара. 

fuассическаи теория разбивает процесс нахождении электромагнит
ных волн, испускаемых движущимся в атоме эJ1ектропом на две части: 

1) механическую, заключающуюся в определении координат 
электрона ( в Функции времени) из уравнений механики по задан

ным силам, на него действующим, и 

2) эJ1ектромагнитную, состоящую в вычиСJ1ении на ошшвании 
Фор.мул ЭJ1ектронной теории излучении, исходящего от этого электрон.~, 

когда он совершает движение, · определяемое уравнениями мехаш1-

ческой задачи ('*). · 
В противоположность этому теория ГЕйВЕНВЕРГА ставит себе 

задачей установление такой системы соотношений непосредственно 

между амплитудами и частотами испускаемых атомом воJ1п, из кото

рой опи с-) IIOГJIИ бы быть определены. Руководящей нитью при 
vстановJ1ении такой шютемы соотношений 11ВJ1mотся, с одной сто

роны, комбинационный принцип Ритцл, а с другой- стремJ1еоие 

по возможности мало уuониться от Формы соответственных соотно

шений uассической теории с-). 

(*) Такое раз.1:еление задачи, конечпо,'fпесколько искусствеппо, так как 

в!чис.по CИJI, .1:ействующих на ыектрон, входит и реакция лучеиспусшшии. 

Это, однако, AJIЯ припципиал.поА постановки вопроса пе существенно. К тому 
же и па практике эти за.1:ачи обычно разделяются, есп реакция лучеиспуска

ния ма1а по сравнению с оста.1ьНЬ1ми при.1ожеппыми сuами. 

(**) А также возможные уровни анергии атома. 
(***) В о r n в своих лекциях но атомной динамике говорит: «То обстои

те.1.ьство, что теория условно-периодических }(Вижений, основанная на к.1:асси-
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В качестве вспомоrательвоrо математического ап11арата новая 

теория по.т~:ь3уется так на:1ьmаемым исчислен11ем: матр~щ. 

Бесконечной квадратной матрицей 

а(1,1) а(1,2) а(1,3) ... 1li 

а(2,1) а(2,2) а(2,3) ... : 
а(3,1) о(3,2) а(а,3) ... !: 

. . . . . . . . · /j 

. . . . . . . . . . 1 

на3ывается совокупность 002 ве.и1чпн a(n, т) ("), характерrшуемых 
каждая двумя порядковыми числами n и ш, определяющими ее по
ложепие в указанной табл~ще. Такую матрицу будем обозначать 

кратко (a(n, т)). Э.шменты ее a(n, n) с равными значкаtш обра-

3уют ее главную диагональ. 

Матрицы моrут быть рассматриваемы юш 11еличины особого 

рода, прав11.1а действий над которыми ДОJШШЫ бытr, уетановлеиы 

специuьными еоrлаmениям11. Характер жих еоrлаmений, очевиДJJо, 

вполне произволен и опрсделяетея в каждом чаетном СJучае осо

быми соображениями, вытекающи!IIИ из существа рассматриваемого 

вопроеа. 

В дальнейшем будем пользоватьея двумя родами матр~щ, именно 
матрица!IIИ классического движения (которые для краткости будем 

называть просто «к.~ассически.ми» матрицами) и матрицами квапто

выми, которыми поль3уется новая квантовая теория. Для обоих 

родов вводим СJедующие определения: 

1) Матр1ща равна нулю тогда и только тогда, коrда все се 
элементы равны нулю. 

2) Суммой двух матриц (а(п, т)) и (Ь(n, т)) называется такая 
матрица ( с( n, т) ), каждый элемент которой равен супе соответ
ствующих элементов 1юходных матри1\, т.-е. 

с(п, т) =a(n, т) + Ь(n, т). 
ческой механике, все же оказаJiась в состоипии учесть значите.1.ьпое чие.10 /1 
квантовых ив.1епий, показывает вам, что существеяПЪiм яuиетси не перепо- ! 
рот в самой механпе, а переход от Ю1ассической геометрии и кинематики 1. 
к новому способу предстаuении с помощью Wiементарных во.rп» (В о r 11, ii 
ProЫeme der Atomdynamik. 1926, стр. 63). 

(*) Они называются эJiемептами матрицы. 
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3) Умножение матр1щы (a(n, т)) па число А состоит в умно
жении всех ее элементов на это чиело, т.-е. 

ес.ш 

(c(n, m))=A.(a(n, т)), 

с(п, m)=A.a(n, m). 

4) Еши все 'IЛены матрицы зависят от какого-нибу,11.ь пара-

d 
метра t (*'), то производной от (a(n, т)) по t, т.-е. dt (a(n, m)) 

назовем такуш матрицу, каждый элемент которой равен производной 

по t от соответству10щеrо злемента исходной матрицы, т.-е. 

еели 

d 
(b(n,m))= d/a(n, т)), 

d 
b(n, т) = dt a(n, m). 

5) Диа~'Ональной матрицей называется такая матрица, все эле

менты которой, кроме диагональных, равны нулю. 

§ 1. 

1Iереходиt1 теперь к изложению математической Формулировки 
новой механики. Ограничимся мучаем одной степени свободы и рае- . 
смотрим прежде всего периодическое движение электрона. Обычная 
квантован теория утверждает, что такой электрон может совершать 

бесчиеленное множество «дозволенньtt)) движений, характеризуемых 

квантовыми чиелами n = 1, 2, 3, ... оо. llpи этом, когда электрон 

совершает дВИЖение по n-й квантовой орбите с частотой vn, то 

координата его q( n) может быть представлена в виде такого ряда 
ФУРЪЕ: 

k=oo 

[1] q(n)= ! Ak(n) cos (21tv1/rt+ :1к) 
k=O 

(n=1, 2, 3, ... ) 
11ли, что то же, 

•=+оо 

11·1 ( ) V ( ) 2xis11tt qn = "'-q. n .е , 

(n= 1, 2, 3, ... ) 

(•) Т.-е. ес.11и а(п, т) = a(n, т, t). 
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при чем qт(n) и q_,(n) сопрнженные комплексные ведичины, сш1-

занные с Ат(п) соотпошениями: 

{ 

q.(n) 1 A.(n),eia,, 

1 _ -ia,, А:(п) liqт(n)q_,,(n). 
q_,(n)=2 Aт(n)e , 

[2] 

Формулы (1] и [1'] дают то, что мы назовем механическим 

спектром движения. 

Электромагнитное излучение, испускаемое такпм электронол, 

должно бшо бы, по классической теории, сос·r011ть ш1 рnда равно

отстоящих линий, частоты которых совпадают с частотами механп

ческоrо спектра, а интенсивности нропорциопальны квадратам соот

ветствепных амшитуд А,,(п) механического спектра. Кюr.дое такое 
монохроматическое излучение м4'жно характеризовать ч.11е11ом вида 

·l.,,(n).cos(21t'ln-.:t+~т) 11ли, что то же, Дl\)'1111 членами вида S"(n)e2"i·,,i'1 

и S_,(n)e--2,,:i,п--:t, где S"(n) 11 s_"(ti) сопряженные шшшекспыо 
величины. 

Введем, для краткости, обозначение шп= 21tvn· Тогда мы мо
жем все члены рядов [1'], соответствующих всем возможным 1шан
товым движениям ( при п 1, 2, 3, . . . ), об·ьедпш1ть в такоii 

квадратной схеме: 

1! qo(1)· f/-1(1 )ri"'1t q_i1)ri2ю1t q_3(1 )ri3ю1t . 

[3] 11 

q1(1)ei<»1t q/) (2) q_1(2)e--iю2I q_2(2)e-42ю2t . • jl 
!1 

q2(1 )ei2U>1t q1 (2)eiю2t f/o (3) f/-1 (:J)riш3/ ... 
. 1, ' 

11 

q3(1 )ei3<»1t q 2 ( 2 )ei!!ю2t f/1 (3)ei<»st q0 (li) . . . . . . . . . . . . . . . . . 
n-ому квантовому движению соответствуют в атой таблице элементы, 

расположенные вправо по строке и вюш по сто;~бцу от элемента 

qo(n) главной диагонали. Рассматривая эту схему как совокупuо1\ть 
0011 величин q"(n)ei"'n"\ назовем ее матрпцо_й классического дn11-
жевия или, проще, «классичеекой)) матрицей q 

q = (qт( n )е i<»11,тt ). 

В nOJiuoм соответствии с этим всю совокупность ожидаемых по 
1шассическоii электродинамике спектральных прояВJiений атома можно 

выразить совершенно аналогичной матрицей, при чем только все q..,( r1) 
заменятся через S.,, ( п) - комплексньш амшитуды излучения соответ
ствующей частоты. 
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Для определения величины q.,(n) и wn служат, прежде всего, 

JI.Ифференциальные уравнеюш )1.Виженил С') ( отдельно дли n = 1, 2, 
ZJ, ••• ,оо ), Каж)l.ое и3 которых даст с1ютем:у ilз бескопечного чис.1.а 

уравнений, получаемых приравниванием нуJ:ю КОЭФФицие11тов при 

всех степенях eiw11t - всего 002 уравнений. Если, например, урав
нение )1.Вижевия имеет вид 

[4J q(n) +x'q(n)=O, (х2 = Const.) (1 ~n~co) 

то, подстаwшя вместо q(n) его значение из уравненил [1'), fнай-
дем: -=+ro ! [ - (Ф11't)2qт(n)+x2q,(n)]eiwn-'tt=O, 

т.-е. 

[5] 

1:=--со 

(1~n~oo) 
OO~'t~+oo) 

Всю эту систему можно соединить в одно символическое урав

нение, если ввести) в рассмотрение вышеуказанную матрицу q. Легко 
видеть, что всей системе уравнеииit [5] соответствует одно-матричное: 

[6] 

Деiiствительно, пользуясь опреде.11ешшми 2), 3) и 4) ( см. вве)l.е ние ), 
найдем: 

q x'.!q :; (q't(n)ei"'n•t) +x'.!(q't(n)ei"'n'tt)=(::; [q.(n)eiшn,tJ+ 

+x'.!q't(n)ei"'n•t)=([-(w11't)'.! x'.!Jq.(n)ei"'n·t) О, 

а так как, при равенстве матрицы нулю, каждый ее член должен 

быть равен нулю, то это дает: 

( <U11,: )2+x2Jq..-( n )efwn,t = О, при { 

т.-с. как раз получается система [5]. 

(1 ~n~oo), 
00 ~ 't ~ + 00 ), 

Есл11 бы исходные уравнения движения содержали, кроме q(n), 
еще q'(n), q1(n) и т. д., папр., имели бы вид 

[7] q(n) + x2q(n)I+ a.q2(n) +f)q3(n)+ ... =0, 

( а. и ~ постоянные), 

то для пр1шедення получающейся отсюда системы к м.атрич1юму 

виду пришлось бы к данным вьШiе определениям действий добавить 

(*) И, кроме того, квантовые ус.в:овия. 
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еще правило умножения таких <<Бдассических» :матриц, выбравпш 

его подходящим образом. Иак 11менно следует его выбрать, ясно 

113 следующего: так 1.ак q(n) иредставляетсл рядо:и ФУРЬЕ, т.-с. 
т=+m 

q(n)= ! qт(n)eiw,i,t' 
"t=--00 

то и [q(n)]m представится в аналогичной Форме: 

т=+rо 

[8] [q(n)]m=[!чт(n)ei°'11"t]m= Iq'"(m)(n)в'°'11"t, (l~n~ooj, 
•=--с.о 

при чем qtm>(n) выражается через коэФФИЦиенты q,.(n). Поэтому l7] 
дает: 

т=+rо ! {[ -(ш11't)'+xt]qт(n) aq~t)(п)+~q~ЗJ(n) }eiu,11,1-0 ".... - ' 
,::-со 

т.-е. 

[9] 

(1 ~ti~ оо), 

(-OO~'t~+oo). 

о, 

Все эти уравнения можно, также как и раньше, соед1ш11тh 
в одно, если ввести в расемотрение матрицы, составленные из чле

нов рядов [8], т.-е. 

[10] 

[Н] 

q~m)(l) 
q~т)(1)eiw1 t 

q(,:n) ( 1 )ei2w1 t 
q~m>(l)ei:lw1t 

q~}( 1 )e-1Wt t 
q~m)(2) 
q~т)(2)eiw2l 

q\ т)( 2 )еi2ю21 

q~J{1)e-i·2ш1t q~J(1)e-i3•"1t,, ·1i 
q~}(2)e-iw,t q~J(2)e-i!w2t . .. i 
q~mJ(3) q!.!'}(З)гio>3t ... · • 
q<1m)(3)eiwгt q~ni(ft) ... , 

. . . .. . .. 1: 

Тогда уравнения [ 9] соединяются в одно такое 

Сюда входят различные матриuы q, qi, if и т. д. Формулируеt[ 
теперь правило умножения матрицы на матрицу таким_ образом, 
чтобы все они выразились через одну, именно чероо q. UycтL 

1i=(u.r(n)ei"'11"t) J[ v (v-r(n)ei"'•"t) 
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:JTO две матрицы, составленные из членов рядов 

1:=+оо ~=+со 

tt(ti)= ! Ui:(n)eiшni:t И v(n)= ! V,{._n,)eiwn°1. (1 ~n~oo). 

•=--со 

По·rребуем, чтобы матрица uv, составленная иs членов рядов, 

получаемых при перемножении: u(n) и v(n), т.-е. 

равнялась бы произведению и. v исходных матриц друг на друга: 

U.V=t&.V 

Этим требованием правИ.110 уМIIожения определяется однооначпо, 

ибо ес.11п равпы матрицы, то равны все их элементы, а элементы 

матрицы и. v даются Формулой [12]. Получается: 

[ Щ р =ii. v uv = ([i ..,___,,.(•) . •.<•}•·•") (р.(а)е"'•''), 
т.-е. шrемепт p.,,(n)eiwni:t произведения двух матриц равен сумме по
парных произведений всех тех Ч.11енов исходных матриц, супа по

казатеJ.сii степепей которых равна показателю степени получаемого 

ЧJ1ена произведения. 

Полагал в Формуле [13] tt = v q, получим теперь: 

[15] -· q .rq= q q'i: 
11, очевидпо, вообще: 
[15'] 

l'Де слева стоит степень матрицы, а справа матрица от степени. 

Уравнение [9] пр1шимает теперь такой вид: 

[16] 
Это уравнение содержит уже только одну матрицу q и может, по

:этом.у, СJiужить (совместно с квантовыми уСJiовиmш) для определе
w 

шш амплитуд q,, ( п) и частот v11 = 2; отделы1ых гармоничf~ских ко-
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.в:ебаний, на которые распадается движение электрона, а, стало быть, 

и ДJЯ пахожденпя пропорциональных им аrnитуд монохроматических 

во.ш, обладающих теми же частотами v11 11 состашнпощих, по юrас

сической теории, оптический спектр атома. 

Однако, на самом деJ(е частоты v(n, т) испускаемых атомом 

во1н носят совсе1[ иной характер, именно они представлmотся в виде 

разностей ряда спектралI,пых термов Т1 , Т2, Т3 , ••• Т =, т.-е. 

[17] 

(комбинационный пр1шцип). В свJIЗи с зтим основное допущение новой 

квантовой теории состоит в том, что и координату q должно характе
ризовать не uассической матрицей q, представлmощей всю совоку1I
ность возможных гармонических колебаний, а квантовой матр1щей fJ 

[18] 
I 
q(1, 1 )e!itЩ,l)t q(1,2)e21tiv(l,2Jt q(1,3)e2•civ(1,3)1 . . 

. q(2,1 )eЬi•(:2,1)t q(2,2)e2niv{2,2)t q(2,3)e2i:iv(2,3)t .. 
q= q(3,1)e2"i•(3,1)t q(3,2)e21tiv(3,2)t q(3,3)e2кiv(3.3)! .. 

!::···:::·:::::·· .. 
(q( п, m )e2niv(nm)t ), 

отде1Ьные ч.1ены которой соответствуют колебаниям со спек1·ралъ

нып частотами v(n, m). Т. к. v(n, m)=O (см. [17]), то диагональные 
элементы ее от времени нс зависят. В зтой схеме амплитуды q(n, т) 
и q( т, n) - зто комnлексные сопряжен.0ые велнчины (*), также как 
соответствующие (""") члены матр1щы q: 

Вел:ичины q( n, т) уще не стоят в таком прлмом ошошенш1 

к внутриатомным движениям, как q-:(n). Квадрат абсолютной ве
ЛIIЧИНЫ q(n, т), нли, что то же самое, произведен11е 

q(n, m).q(m, n) lq(n, m)l2, 

должно, однако, также как в uассичсской теор1111, определять coбoli 

интенсивность .в:ивии v(n, m) спектра("'**). 
Новая квантовая теория постулирует: матричная Форма урав

нений классической механики должна бытI, перенесена без 1шме

пений в механику квантовую, при чем, однако, место кл:ассическоii 

матрицы q должна заступить квантовая-ij. Ilpи этом, чтобы все 

(*) Матрицы, уд:ов.1етворяющие зто.му ус.1овпю, называются эрмитовски}ш. 
(**) Т.-е. стоящие на пересечении тех же сто.1бца и строки. 

(***) В то.11 с.1учае, ес.1и q -- ,1то декартова коор,'{ината. 
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-т 

матрицы q припад1ежали s тому же типу, как и q ("), устана-
в.швается следующее правило ум:иожепия:. произведением матриц 

а ( а(?, т )e'!"i'l{n,mJt) 11 Ь = ( Ь( п, т )e21tiv(n,mJt) называется такая ма-
TJ)JЩa С 

L9 с ( с( п, т )e!r.iv(n,m)t) = а . ь, 

в sоторой с(п, т) оп1юделяется по Формуле 

li=co 

[:20] c(n,m)= ~ a(n, k).b(k,n). 
11=1 

Это нравюю совершенно аналогично данному выше для умножения 
((КJiассических)) матриц, таs как c(n, m)e11'i•(n.mJt представляет собой 

не что 11ное, как сумму попарпых произведений тех членов пере

множаемых матриц, сумма показателей степеней Боторых равна пока

зателю степени получаемого элемента произведения. Деiiстnительво, 

a(n, k)e2"i,(n,k)t. b(k, т). e'tФ(li,m)t- а(п, k). Ь(k, m)e2n:i·,(1i.mJI, 

так как комбинационный принцип дает ( см. [ 17]): 

v(n,k) v(k,m)=v(n,m), 

11, стало быть, с(п, m).e2iti•(n,mJt_этo сумма таких попарпых произве

дений, соответствующих всем возможным зпачепинм k ~ 1. Ва:ме

тш1, что ab--=f=. аЬ, т.-е. про11зведеп11е матрпц не коммутативно. 
С помощью правш1а умножения, 1южем теперь определить 

ФУНКI\ИЮ f(q) от матрицы. Именно, еслп · 

то ПOJiaI'ae)I 

(*) Т.-е. чтобы ее :не~1енты 1ше.чи вщ 

q(inJ(n,p)e2т:i·,(n, pJt. 

це 11 -- :по но)lер той стро1ш, а р--- того ето.тбца, на пересечении rюторых 

указан11ыii :>.1еменr стоит. 
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Аналогично определ1~еи Фушщию от двух tiaтplЩ q 11 р (конечно, 
однотипных, т.-е. с одинаковыми частотами на соответственных 

местах): 

Функций, не выражающихrн етепенным11 рндаш1, матричная 
теорил не рассматривает. 

Согласно основному доnущеншо, 11оложе1шо:му в основу повой 
механики, имеем, стало быть, вместо уравне111ш [16] такое: 

- -2 -3 
[21] q y/·q +aq + ~q + ... О. 

Оно совершенно тождественно по Форме е классически~~ у равненнея 

движения [7] с той только разницей, что место 1юордш~аты q заме
щает теперь характер1шующая ее матрица q. 

БоРи нишет уравнения новой механики в га1111лr)тоновоii Фор11с, 
JJ,ЛЯ чего он на ряду с коордннашоii матрицеii q вподит еще матрицу 
нмнульса р (p(n, m)e2"i•(t1,mJt) 11 составляет гамwьтопову Фушщию 

Тl(р, q) (*). Далее Формулируется правwо ДИфференцированш1 1ш

трицы по матр1ще: 

l22] ~/(i) - lim J(iё + а · f) 7(ii'), 
,dx ~-о а 

пр11 чем Т ато так назьшаемал единичная матр1ща. 

[23] 
11

1 О О О • 
О 1 О О • 

Т=11 ~ ~ ~ ~: 
il 1, 

{ 0
1 приm=n I а а 

-1---- ; , ч1юJю, (:тремещаеел 1, 11vлю. 
прит---t-п J 

Например: 

do: ( ) - 1· 1 f[ ( ) + ~ -1 , ' ) ) - ~ -= т, n - Im-:;-\ Х т, ti а. umn - ,r\_m, tl 1-Umn, 
dx ,,_оа, _ J 

т.-е. dш 

[2!J dш 

(*) В .11.аАьпеiiше111 бу.11.ем мпожитеJiь e!,Ф(t1,m)t в 11ыражею111 (11, ni) - ro 
ч.чепа матрицы ~nо.11.разумевать, пе 11ы11исыва~1 ero 11вно. Па~ч1., буде~~ 11исат,. 

р Г(р1~, т)], q-Гq(д ,m)) п т. )1.. 
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Так же легко докажем правило 

[2о] 
d~~ - dф d~ ~ 
dш = ч~ da;+ dx Ф, 

ГД(' ср(х) и ф(х) какие уrодно ФупкЦI1и матр1щы ш. Действительно: 

d,~ = lim_!_ [~(ш+ а .1-)ф(х +а. 1)-i(x) .•}(х)] = 
d.u ,но а 

( -- - --
=lim ~ ~(ш +а. 1). с·нш+а.1)-ф(х)]+ 

r.r-o t _ а 

+[i(ш+·а. f)-:i§J ·ф(ш) t (") =~~1+~i_;i;. 
_ а J dx dx 

[25] дают важную Формулу: 

[261 
-n 

dx -11-1 
~=fUIJ 
dx 

Ес.1111 дllФФерен0;11руемая матрица зависит от исскольких матриц -
а:1 , х2 , • • • , шш то частная производна! от нее по iDi находитш1 

по тому же правилу, при че11 все прочие х; считаются постоянными. 

С помощью этого обозначения уравнения Г АмильтонА наш,-
шутся теперь так: 

f 
j 

_!_ дll 
ff=~, 

др 

д11 
р=--.::::-, 

дq 

Jj = Й(р, q). [27] 

Есл11 

. ) ' 
то ! 

т.-е. ....:.· 2 - 2 -а 

fJ + х q + o:q + ~q + . . . = о, 
так что, как и следует, по.в:учается вновь уравнение [21 }. 

(*) Ибо расnределите.111,пый закон 

а(ь + ё> = аЬ +ас. 
~ar. явствует из oi1pe11:e.1eниil: основных действий, имеет место. Очеви,1.ио, 

также, что 
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§ 2. 

Подобно тому, как из всей совокупностп peшeuиii 1'ами.11ьто110-

вых уравнении обычной мехашпш, соответствующих опреде.11енной 

га:иилътоновой Фующ11и H(p,q), выб11раем: с помощью дополнитель
ных ограничений - г.ваитовых условии - некоторые определенные, 

так и 1, уравнениям [27] надо ДJIЯ опреде.11енности решения пр1шо
единить некое дополнительное i-с.в:овие. Таким ограничивающим усJiо
вием яв.~шется ((Переместительное правило» (Verlauscbungs1·egel) 
БоРна, которое Формул11руется им так: 

[28] 
-- h
p q-qp=,.-.1, 

;:;,1ti 

где h-постоянпая ПннкА, i = у =т. :Каждый ЧJiен этой дпаго
пальной матрицы ((Соответствует» одному 1ш 1шш1товых условии 

1 

'11 

[29] ~ 11(n)dq(n) = · f p(n) q(n) dl = nk, (n = 1, 2, 3, ... оо) 
IJ 

классической механики. 

Чтобы покаsатr,, что это действительно так, преобразуем сперва 
Формулу [29]. Так Бак 

"'= +со 
р (ti) ! p-r;(n )e"""'•n,t, 

т = - 00 

"'=+со 

q(11) = ! 2 тciv1i'tq,;;( n )e" "i',,1,t ' 

,, -оо 

то, перемножая эти ряды, подставляя результат в левую частr, 

уравнения [29] и принимая во внимание, что 

'11 1 J e2rci,n-=tdt = }vn при 't О 
о . О при 't О, 

получим: 
т +оо 

[30] 2 т.i! 'tqт: (n)p_.,, (n)=nlt. 
~ =-со 

К11автова11 кехаиика 3 
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Берем: производную по n: 

[311 
-;:-оо 

С этим выраже11нем будем сравнивать ( n,n )- й элемент матрицы 

~ - k --
а=р q-q p=i;11. Он равен (см. прав11.10 у1шожешш) 

k= 00 

[32] а (t1,n) ! [ р( n,k) q ( k,ti) 
k=1 

иту сумму 11011юм: предсташпr, еще в 1Ч)yroii ФopJie. И11енно, 

ro 

по.~аrая в еумме S,= !p(n,k) q(k,n)-+k=n+t, k= 1_.. t 
/, = l 

=-fl. 1, k =-+'t==, подучим 

•=+оо 

S,= ! p(n,n-+--.:)q(n .:,11). 
= (n-1) 

Аналогично: 

k=oo -:=n-1 

82= ! q(11,k)p(k,1t)= ! q(11,rt t).z1.'11-t,n\ 
k=1 -r=-= 

11 <1>орму.1rа [32] uерепишетса та~,: 

c=:+n-l 

( \ ~ [ ( а ~11,111 = ~ р n,11 
7 = -(11-1) = (Х} 

[33} !р(п,и+-r)q (ti -r:,11) 

с= -п ("') - ! q(11,n-1:)p(n-t,n)} 
11 

7= -оо 

(*) Пред11олагае~1, что порядок членов в :этоii су111ме ука.1анным образом 

меrшть можно. 
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!(вантовым вс.шчnнаи, входящ11м в первую 1ш этих сумм, <<со

ответствуют)) следуюlЦ_!е классические, sанимающие соответствевныr 

места в матрицах q 11 ji ( с:и. табJпщу [3]): 

q(n+ .. ,n) -+(J, (n), 
q(n,n-'t')-+(f-: (n-'t'), 
р (n,n + .. ) -+ Р----= (п), 
р (n-1:, ttj-+P-~ (1t-'t'), 

с 110иощью чего устанавJiиваем соответствие сумм: 

·=+(11-t) ! [ р (п,п + 1:)q(n + -.:,11)-q (n,tl-1:) JJ (1i '-, r1) l--+ 
с :::- - ("11-1) 

т +(11 1) 

-+ ! [JJ--.. (n)q,(n) q.,(n--r:)p-,(ti -r)J=I. 
, -(11 1) 

Так 1ш.к q,, (т )11_, ( 1n) = f ( т )- это пекоторал Фушщш1 01· т, 
1юторап в обдасш бoлr,mux т меюютс11 очсnъ :м:ед.,с~шо то мо;шю 

разность двух ее бJiнз:ких зпачеш1 ii 11р11 т = 1l 11 т 11 .. ( Щ)I( 

1: < < n) выразить через производную в точБ<' т 11: 

f (п) - f (11-1:) ,--._, д((п) 
,: ==--д~' 

т. -('. 
1/, (1i) Р--= (и) - r1, ( 1t _:... 1:) 

таБ что в пределе прн п-+ C<J ФО}Нtуда [33] .:~а1'т (1·с;~п еще 11рн-

1шть во шшманпе, что при 11 -+ доnо.1юrт1'.11:ы1ъю суммы 11 щшnнii 
е1~ •шстн cтpe)Jnтcn к нулю): 

т.-е. получается Фор11у.1а [31J, чем II доказывается соопюте'l'Вне уr:ю
ш1П [31] н [32]. 

Что же касается оста.11ы1ых :J.'IШICIIТOB АШТ!)ПЦЫ а /1 fJ - q I', 
то ОIШ ДШIЛШЫ соответствовать членам в11да В~ e2кivncl ll .1enoi,i частп 
равенства [31 ]. Tai. 1шк та.м, од11ако, таких чдспов пет ( они обратп
.шСI, в uyJiь 11ри пнтСJ'JШрnвашш по вре11юн11 на период), то rстr

ствеш~о положить a(n,m)=O пр11 n-::j::.rn, что 11 ир1шод11т r, ус.1овию i 28 ]. 

(*) Об.11асть бо.п,ших квантовых чисе,1. .. 
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Уравнения [27] п условие, что при п * 1n-+a (n, т) = О, однако, 
друг от друrа не невависп:ы, а потому жел:ате:rьно проверить их сов

местность. В том весьма ваnшом частном ·с.1учае когда гамиJiьто
нова Фуt1кция Н (i, q) с.11аrаетс.11 из дву!__ частей, из которых одна 
BiШIICIIT ТО.'IЫЮ от q, другая только от Р, т. - е. 

[3iJ П(p,q)=ll1 (Р)+П2(q), 

1·де Н1 (р) = l>s р s 11 Н2 = ! ~" ,/, - можно второе весьма 
s k 

легко вывести ив первых. 

Действительно, составим проивводпую от а= р q - q р по вре-
мевп: 

da ·-- -· ·- ~ 
-,п= Р q + Р 'l - '1 Р -q Р· 

Заменяя вдесь 1J и q их значениями из уравнений [271, найдем: 

d7i_=(,i д!f_ д!!q)+(Р д!!__д!!_Р), 
dt \ дq дq др др 

110 -дН дll-
P -=---=р=О. 

др др 

Аuа.1оr11чно получаете.я: 

- дН дll-
q·-=- -=q=O, 

11 [35] дает: 
дq - дq 

(1,(J 
-·· =0 
al ' 

т. е. ,, = 11 q - q р жо действительно д11аrопальная матрица. 

В общем случае какой угодно rамшыоновой Функции li (р, ij) 
можно показать, что при выполнении условия (28) не только лева11, 
110 и правая част~, уравпеюш (35) обращаетс11 в нуль тождем-венно. 

§ 3. 

Покажем теперь, что из уравнений [27] 11 [28] вытекают по
. СТОJШСТВО полной энерrш1 с1штемь1 И правило частоты БОР А. С 9ТОЙ 
целью докажем, прежде всего, справед.1швость равенств 

j -

I дq, 21ti - - - -
д-=т ('f q-q 7), 

[36] ,< f_ 

1 
~ 2т.:i -- -

--==-,;('fP-P'f), 
t дq 

1·де q; = т (i, q) - вто ~.акал угодно Функция от р 11 q. 
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Если 91 и и 9i v - жо · две матрицы, удовдетво1ннощие 
уеловия.11 [36], то сумма 11х qi3 =и+ v, очевидно, тоже будет пм 
удовлетворять. .11еrко показать, что и д.1я произведения их ~ = и. v 
теорема также остается справеДJИВой. 

Действительно: 

Тан ilШ по..1уч11.11: 

21ti д(иv) _ -- - -- . - --=- - uv.p- р.и1, 
дq 

и теоре.11а доказана. Так как }t;JШ и = р и v = q )]>авuешш l :JG 1 
вьшо.1няются в силу переместительноrо правила [28], 11 так ка1t 
любая Функция i(p,q) 110..учаеrея пз р и q рядом е.1Южевий и уино
шений, то_ Фориу.1ы [36] доназаны Д.IЯ вся.кои "(j(p,q). IJ частпоетп, 
д.lЯ 9 = 11 они дают: 

{ -- . 
1 

_.__ д/1 21ti -- - -
q = -'-" = h ( 1/ fJ -q /1), 

[37] 1 др - . 

1 

· дН 2r.i -- --
~ р =- дq=--,i(llp-pJJ). 

Основываясь на этих Фориудах, можем теперь ш11.азат1,, что д.,ш 
любой Функции i(ii,q) ,~:мест место соотuоmеппе: 

[38] 

Допустим опять, что Функции ii II v :лову еоотпоmешпо удо
ВJiе·rворяют. Тогда сумма их ему, очевидно, тоже удов.1етворяст. 

Д.1я произведения их находим: 

t-/uv)=i~ v+u ~-= 2~i[Cни-иll)v и(llv vП)] 
211:i[- -- -- -J -h H(uv)- (uv)ll , 

а отсюда, как и при доказате.1ьстве Формул [36] з,шдrочаеи, что раз 
уеловие [38] выполняется д.1я и=q и v р (ФОрмулы [37]), то шю 
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t:правеJµиво для какой угодно Функцш1 ~ (p,q ). Полагая q; = ii, наii
дем поэтому: 

]_391 H= 2tti(// JJ-H 11)=0 H(nm)=JHп при m=n 
lt ' ' !о при т п, 

II закон энергии доказан. 
Чтобь1 получить 11равило частоты БоРА, обратимся 1, первому 

уравнению [37]. из которого получаем, переходя к элемt>нтам матрlfц: 

2.riv(n, nt)q(n, m)= 
2;i q(n, т) [Н(п, п)-Н(т, m)] (*), 

т.-е. 

[ 40] 

II тем самым пока.Jа110, что п закон энергии, 11 прав11.110 БоР л по.11у

чаются нз уравнений [27J п [28] без каких бы то ш1 быJJ:о доб;1-
1юч11ых прсдполш1,ен11ii. 

В свое11 из.;южепнп новоil квантовой механики мы, с це.11ыо 

лучшего выпсненпя ее Фшшческих основ, сначала 11осту.1Iпровал11, 

псходл из сообрашею1й соответствии, справ(•дливостr, уравне1шП l'л.

ю1:1ътонл. 11 «псреместшедьноrо правша)) [28], а затl:'м уже, поль

зуись шш, дока:~алп закон эпс1ш111 п правидо частоты БоР л.. В па
столщее вреМ1I предпочитают, одна~щ ИТ'l'И до нзвестной степени 

обратным пу'Те11. :Именно, не обращалсь ~~уравнению Гл.мю1ъто11л; 
11щут nепосредсшенrю такпе матрицы р и q, у;,;овлетnоршощне 

)C.IIOBИIO 

lJfJ 'JJJ 

1:оторые 11,апную шмшьтонову Фушщню /1~1, q) обращают в диаго-
1шл1,ную матрицу. Такан постановБа вопроса выгодна еще в тш1 

Щ'IЮШенш,, что JIШШСТСЛ ВО3МОЖНОСТ.h IШ найденного ДJIЯ какоrо-

11нбудь конкретного случая решении матричной заюtчп получит~, 

(*) Ибо по оuреАе.1еuию, 

q = (-Jk q(п, m)e !!т.:iv{в,m)t} =(2'1ti-1(n, m)q(tl, m)e!-n:iv{ti, m)t) 
и 

К=ОО /f;=OO 

(7lq -q1l) (t1, т) = ! Н (ti, k)q(k, m) - ! q(n, k). Н(k, т) 
k=1 k=t 

= Н(n, n)q(n, m) q(1i, т)Н(т, т}, 
так как воо H(k, r) при r k равны ву.11ю. 
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новые. Напр., если найдено решение (р0, q0), удовJiе!ВОряющее 
-- -- h- . -- -

уеJовию p0q0 -q0p0=,г-.1 и обращающее Функцию Ho(tJ0, q0) 
.i:i'itt -

n диагональную матрицу, то от переменных рLи }!о можно путем 

некоторого Щ}еобразования перейти к новым - Р, Q, которые тоже 
удовлетворяют условию 

P(i-QP= 2:i I, 
но обращают в диагона.11ъную матрицу уже пе llo(P, Q), а другую 
гаиильтонову Фув1щию H(Ji, Q), 11 тем самым дают решеипе для 
нового случаи (*). Нахождение в каждом частном случае того пре
обраоовашш, которое 1юзвол11.110 бы переiiт11 от уже известного ре

шении (р0, q0) " другому, соответствующему га:мильто,ювоii Функ
ции Н(р, q) заданного вида, представдяет собой задачу, до щщотороii 
t-rепею1 .аналогичную решению уравпешш ГАИ II ль топ А -ff 1r о ыr 
в шrассичсскоii М:<'Хашп,с. 

§ 4. 

Пршюж:им общую теорию 1, гармоническому осщ1Jш1тору. Га
вшльтопова Фушщ1ш его имеет в11д 

[411 

r.-e. 

(42] 

Отсюда: 

- 1 - x'!_t 
Н =г1/J·+rn-~-q . .... т .i1:i 

-=- дll -·-
11 =- -=-=-mx'lq, 

дq 

. · дll 1 -
q= др =тР• 

q+ x1q О. 

Переход; к элементам матриц дает: 

/ -[21tv(1t, k)J 11 + х1 ( q(n, k) = О, 
х' 

ШIИ, ec.J 11 110.lОЖIIТЬ 41ti = Уо2 : 

[i3) 

(~") Такие преобразования, в известной 11iepe, соответствуют капопиче
чески.v: преобразовавивм обычной механики. 



40 ОСНОВАНИЯ НОВО/1 :КВАНТОВО/1 МЕХАНИIШ 

q(n, k), по~тому, иожет быть отлично от пули тoJiыi:O тогда, когда 

( k) -f- 1/,11- llk 
[ 4-i] v n, = - Vu = lt . 

Так как можно показать, что вес матричные уравнении инва

риантны отпосительно одновременной одинаковой перестановки строБ 

и столбцов, при которой диагональные э.1еиевты иатриц проиввольным 

образом могут быть перемещаемы вдоn главной ,11,11аrоuали, то мы 

можем считать величины Н11• расположевпымн по главной диагонали 
в пор.пдке возрастающей величины. 

Тогда, как показывает ФормуJiа [44], два смежных :шачепи.11 Пт 
п Птн от.11ичаютси друг от друга на hv0, а так как мипимаJiьвое зна
чение Вт-это (в ш1J1у выбранного нами раеноJIОН[епи.п) Н1 =11(1,1), 
то вообще: 

[45] Jl11 =H(n, n)=H(1, 1)+(,i-1)/tv0• 

[44] дает тепсрr,: 

[H1l v(n+1, n)=v0 =-v(n, n+1), (n=1, 2, 3, ... ) 

а [ 43] пока..1ывает, что только q(n + 1, п) и q(n, n + 1) (1 ~ ,i ~ оо) 
ОТJIИЧНЫ от пу.11л. 

BIIД 

Используем теперь уеловис [28]: -

li -
р q - q р = 2тсi 1 · 

Так как в рассматриваемом сччае rамш[ьтонова ФУВJЩJtя имеет 

Н(р, q) = 11.(р) + ll.J.(if), 

то, как б~1~0 по~заво выше ( см. § 2), равенство ну.11ю всех ЧJ1епов 
матрицы р q- q р, кроме диаrонал:ьных, .11В.1.11етс.11 непосредствепвым 

следствием уравнений Г лмил:ыон.л, а потому ничего нового JJ,ать 

пе может. Диаr1_нальные же элементы дают, есп привить во внима-

ние, что p=mq: 
k== 

2:i = ~ [p(n, k)q(k, ,i)-q(n, k)p(k, n)] = 

k:ro 

=-2тсiт ![v(k, n)!q(k, n)l'-v(n, k)lq(n, k)]']= 
/(:1 

=-4тcmiTv(n + 1, n) 1 q(n+ 1, п) l'+v(n-1, n) 1 q (п-1, n)P1J 
(n=2, 3 .... ) 
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При n =·1 поJiучается просто: 

т.-е. 

[ !6] !q (2, 1) 

а та:к как оо предыдущей ФормуJiы имеем 

[!7] 1 q(n+ 1, n) 1'=1 q(n, n-1) 1' h 
8
--;;- , ( п = 2, 3, ,i, .... ) 

'it•mv0 
то 

[!8J /q(n 1, n) 
ft 

• 8'it:2mvo. 

Остается наити возм:ожпые уровни онерг1111 llr = ll(r, r). [ 4.t J 
дает: 

[49] 

М:Инима.~ьная онерrия равна 

Н(1, 1) 

а ото не что 1шое, как «NuПpunktsenergie)) П.J[А1шл. 

Заканчивая на :это.и настоищес, по необходимости, всш,ма "рат
кое из1ожение основ новой квантовой теории, укажем еще ;шшь Шt 

некоторые достигнутые с помощью ее результаты. 1{ таковым отно
ситси, прежде всего, вывод ФориуА :Крамерсовой теории дисперсии, 
иоиученных им раньше путем «квантового истолкованию) (Umdeu
tung) соответствующих uассических ФОрмул. В новоit механике они 
ноJ1учаютея без труда по методу, совершенно ана.~оrичноиу обыч

ному мето.q вооиущений. Да1ее, обобщен11е новой механики на 

систеиы. со 11вогии11 степенями свободы дало вооиожность теорети

чески вывести Формулы Бны1ЕРА (Pauli), g-Фориулу Лл11д~-: 
и т ..... 
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Не имея возможносТII входить здесь в рассмотрение как этих 
вопросов, так и той тесной связи, которая существует между теор11ям:п 

f ЕЙЗЕНБЕРГА II ШРЕДИНГЕРА, отсылаем интересующихся ЭТИМ 

к существующей J1итературе, а также (по поводу поСJiеднего пункта) 

1, помещенной в настоящем сборнике статье проФ. В. 1). БУРСИАНА 
о волновой механике. 



АНАЛОГИЯ МЕЖДУ МЕХАНИКОЙ И ОПТИКОЙ 

Н. Il. Alll(PEED 

Между волновой механикой ШrЕдингЕРА и мехашшой юшссн
ческой существует соотношение, подобное соотношению между гео

:иетр11ческой и волновой опт11iюii; с дpyroii стороны, между класси
ческой механикой II геометрической оnтикоii :можно провести довольпо 

полную аналогию. По3то:му nозможпо пытаться перейти к волноnоii 

.механике от механики классической путем обобщепил, соответствую

щим переходу от геометрической оптик11 к волновой, 1ш, это и делает 

ШРЕдпнгЕР в своей второй статье ("'). 

1. Ilpeiщ1,e всего покажем, что для с.аучая распространения во.ш 
маши длины из основного уравненШI воJшовой оптшш: 

[1] 
п' д'.!ф 

дФ=9 divgradФ= c2 =dt2 

получается основное уравнение геометрической оптики. 

Ес,ти интересующее на~ решение [1] :мы будем 11щшть в виде: 

[2] 

то результат его подстаповк11 в [1] таков: 

1 1 [ ~ ti'.! (д f') 2 

(ck)2 л,~+ ik 2 grad kf. grad ср + epдkf J + ер grad2 kf = ер ,дl . 

Для весьма коротких волн ( большое k) уравнение обращаетсп 
в ураввепие 

2 _n2 (дf)2 
[ 3] grad f - с"' Тt , 

(*} F. Schroedinger, Quantisierung als Eigcnwe1·tprohlem. Zweite MiL· 
teilung. Ann. d. Phys. ':J8, .\89. 1926. · 
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первого порядка, но второй степени. Однако, чтобы было возможно 
отбросить первый и второй члены предыдущего уравнения, необходимо 

соблюдение ие,юторых уСJiовий. ECJiн, паi1р., значения ампл11туд qi 

расположены в пространстве так, что в двух рядом лежащих точках 

'f 11меет весьма разное значение, то grad? здесь очень велик; такой 
(·Jyчaii предстаIIJiяет граница тени п света; при ::1том наблюдаются 

ЯВJiешш дпФФракции, и уравнение ( 3] уже не достаточно для их 

оппеаяпя. Точно так же 110 близости Фокуеа лучей д f очень ве.~шк, 
т,ш ка1, (*) 

( N нормаль, s - {:редни,й радиус кривизны поверхности / = const. ). 
Значит, только п1ш небольшой по сравнению с длиною волны кри

внз1ю волновой поверхности возможно заменить [ 1 J на [ 3 J. 
Совершенно к такому же уравнению [3J мы приходим и в CJiy

чae распространени.п волн в неоднородноi:i среде, где n есть Функц11я 
}[еста; тол~.ко к вышеперечисленным ограничепиаи приходится доба

вить еще одно: чтобы n мало_пзменя.шсь 1ш расстояниях порядка 

длины волны, онределяемоii частотою v. 
Надо, однако, отмеп1ть, что в неоднородной среде уравнение (1], 

вообще говоря, не имеет места; напр., в теор1ш MAKCBEJIJIA для ком

понента электрической или магнитной силы получается совсем дру'

J'Ое уравнение. Если nо:этому в своей водновой механике ШРЕдинr~;Р 
п приходит к уравнению ( \ ], но с переменным n, · то истолковать 

его как уравнение распростраиешш какой-то з.;шктромаrпитной 

волны - пеnозможно. 

2. Уравнение (3] показывает, что каждая точка поверхности 
/= Const. перемещаетс.п с течением времени в пространстве в на

с 
праш1епии -+ grad f со скоростью-. 

:n 
В самом деле 

в папраIIJiении grad имеем: 

(*) См., напр., Ignatowsky, Vectoranalysis, Вd. 1. р. 85. 
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IIJIИ И3 [3]: 
I дг J 1-

с 

ti . дt 

Дву.ша•шость направления соответствует 113весшому по.11оженн10 
1·00111етр11ческой оптики, что 3а111епа луча на обратныii совместима 

с законаип преломденпя. Однако наше уравнение [ 3] еще содержит 
понятие скорости, совершенно 1шrоннсмое геометрической опт11кои, 

оперирующеii тодько с rеометричес~пм nоннтпем луча. По;)тоиу 

в [3] мы ш~еем ;~.ело с уравнением np1t.мumuвнoii во.шовоii отпики 

в духе приuцппа Гюiir ЕНСА, как он изложен ив1 самни. 
:К 1·еометр11ческоii ошш.е в собствеппоJr смысле :~того слова 1п,1 

перейдем, полож1ш, как было nыme 

f'=t- nф. 
с 

Тогда вместо [3] найдем ос11ов1ще ура.втипше -ieo,1tempu1tecкoii onmiiк11: 

[4] 

Так как поверхность равных Фаз есть nф = const., то НШl)Ш
мение луча света естественно определить едпничш,ш вс&тором R, 
удоuетворяющим условпю: 

[5) 
g1·ad " 

v с пф 
R= =-g1·ad-· 

grad с n с 

Только с DTIШ вектором и оперпруе·r rеометрическан оптика; 
очевидно, вместо [ 4] OCFIOBFIOe уравнение геометрической оптикн 

можпо написать II так: 

[ 6] 
nR 

curl =0. 
с 

3. IIз [ 5] шш [ 6] легко вывести основной принщш геометри
ческой оптики, - принцип Фермата. 

В самом: деле ( dr шrемевт пути .и:ежду точками А н В), 

[7) 
в в в 

f nR sпR r nФ lnф) (11•~) -- cos11, dr= - . dr= grad-'-. dr=I-;- 8- -'- .,· 
• с с • с \с с 
,i А А 
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ECJiи путь rштеrрирования совпадает с ходом .11уча, то cos (Х = 1, 
и ннтеrра.1 11 в 

rnRdr 
• с 
л 

r_!!.. clr. 
• с 
.1 

Если же этот uутъ ма.и om.пtttaemcя от uутн луча, то cos~ 
отличается от едшшцы на велнч1шу второго пор11дка малости, а по

тому интеграл по этому пуш отличается от предыдущего также па 

велич~шы второго порядка мадости, т.-е. cmaц1ionape1t: 

в 

[8] tf:dr=O, 
.t 

•по п выражает npiuщun Фермата. Этот прппцнп - чисто геоме
трического характера; п в rеометрип ему аналоr11Чпо условие, оuре

делшощее геодезическую линию в неевшшдово:м пространстве. По

.1агая ( зйнштеiiновы обозначения!): 

L 9 J ~-= V g drr;-: dtv 
с 1'-'' d1· dr 

!IЫ ш1дпи непоерt>дственпо, что [8] выражает ус~ювне, опреде.ilЯIО

щее rеодсзичеш,ую 2шни10. 

Становясь 1ra то•шу зрешш 11р11мпт11вной no.шoвoii шпшш, I'/~t· 
с 

!t = -- находш1: 
v' 

[IO] 

другую Форму того же пршщшш, собстntЧ11ю II принамежащую 

ФEPJIAT!'. 

Интсiра.1 [ 8 J, шштыii по пуш .1гш, е<·ть Фу шщ1ш точе1, А 11 11: 
:1та Функц1111, rшrденпал в оптнку впервые l1 АJ1И.11иошнr (18.24,), 
а rюздпсе, r;огда работы ГА:мнльтона бы.ш осноnате.'п,но забыты, 

1ю.11учиnшаа ншшашrс эйкопа.tа, ;;та Фующш1 JТ(А, /J) ,щет воз

~южность реннпь .11юбую задачу гетютрпческой оптшш, не прибс

l'ац к реmешпо д11ФФ<'решща.1ьного уравнешш [ 3 ], п в :тш ее щш

чсние. Срnвшrшш [8 J и [10], rшходпм: 

[11] f (А, В)= с (tп l.1), 
1i 

а ;это уравнение представJJяе·r собою, очевидно, rюiiitшcoвy ш1шrе11-

тарную волну вокрУI точки А, соответствующую 1~рев:енп 1>аепро-
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сrравеиия света Лt = lв -1.• . В самом: дeJle, примсн11в к интегралу 
[8 J теорему о среднем: значении, можем написать: 

в 

S~. dr=(n)'"вA 
с с 

(t1) д -. r. 
с 

.t 

Здесь ( п) сеть среднее ~шаченис n; обозначив ( v) среднее зна
чение скорости, мохши по;юж11ть: 

[12] 
с 

Лr= -Лt=-(v).Лt. 
(n) 

С.1щ11,оватеJ1,но, еСJ1н закрепнм точку А, то [Н] есть уравнсш1с 
кривой замкнутой поверхности, близкой к шару с рt1д11усо)1 (r)Лt 11 
щш увеJiнчснии дl растущей во все стороны; получ1ш: 

V(rc1, rв)=(v)Лl, 

при чем orA CTCCJICHO усдОВIН\11 JШIШTI, па uоверхпосш ВО.'ШЫ: 

('п•}) с A=Const., 

т.-с. додлшо удов;rетвор1пь условшо: 

I ny \ 
t grail --- or 1 = о. 
\ с ; ,\ 

Решение f)toro уравнсюш совместно с 11ервыю1 ю~рш дает nна

:ножность иск.Jпочпть Боординаты точ1ш А 1ш первого У})авненшт, 

в резуJьтате чего и получается, IШБ пзвестно, уравпспне оrнбаю

щсй. Но вычшанпем: из второго ураnнеюш первого находим: 

Варнируя }' пр11 ПОСТОПНIЮМ лt, JШХОДIIМ: ПOOTOJ\ly: 

а из вариации [7] 11р11 тех же условиях следует: 

(grad пф • Br \ 
с ) в О; 
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отсюда вытекает парапельность (grad V )~ 11 ( grad fld) в ; наша по
верхность, полученная исключением из первого уравнения коорди

нат А, r.1едовательно, совпадает с поверхностью 

t. Tai" как вен геометрическан оптика содержится в [8], а при
митивная волновая оптика в [10], то при установлени11 аналогии между 
механикой 11 оптикой удобно исходить 1ш вариационных принципов 

механики. _ Напомним поэтому их содержание. 
1JрШЩИП f AMHJIЬTOHA ГJ.асит: 

tв 

[13] 8 J(T- U) dt=O, 
(4 

mv2 

где Т = 2 - к1шетическая :щершя, U- потенциальная, зависящая 

в 1штересных для нас задачах только от положения точки. Оrсюда 
известным способом пш1учаются уравнения механики ("'): 

[14J 
dG dmv 
dt =,1г=-grad и. 

Исключая иs [13] U при помощи уравнения ~шергии 

[(аходим т. н. нриrщип МопЕРтюи (собственно принадлежащий 
ЭйJ.ЕРУ): (*"') 

[Hi] 

tв 

tf 2 Т. lll=O. 
t,1 

(") При вариированип удобно но.11:ьзоватьси векторными обозиачевиими: 
напр. iШ=grad U.tr и т. д. 

( .. ) Пцо отметить, что ТОJIЫЮИ3 принципа 9iiJIEPA-MOПEPTIOИ Пе.lЬ3И 
похучить уравнений двmкеиия; но, прибавив к ве~1у знание потенциа.l[Ьной 

эnерrии в зависимости от координат, мы уже сможем это сделать. Варииро
пание проивво.11.ится при t10С11юяпном W. 
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Заиечая, что 
2 T=mv. v=Gv, 

вместо [13] можем написать: 
tв п 

[16] о J Gv. dt = о J G . dr = О. 
t,1 А 

Наконец, из [13] путе11 иск1ючения времени при помощи 

ооотвоmения: 

г.1 = ( w - U) т (dr) t 
. 2 dt 

ИIИ 

т=Jl;Jlw-и:; 
находим чисто геометрический при1щип Якоби: 

в 

[17] iJ Jfim(W-U) dr=O. 
А 

Варш1рование вто1·0 выражения при дан1tом W дает паи пути 

нашей точки, естественно ничего пе ,11;авая относитеJiьно скоростей. 

Сравнивая (16] с [81, мы ви)l;Им оОJiвую аналогию: нашожде11ие 
траектории движе11ия точки, iiмeющeii noA1t'!JIO энер~ию W и 
движущейся в поАе U, равносшь110 11аоюжде11ию mpaeюnopuii све
тово~о А'!}Ча, движуще~ося в среде с покаsатеАе.м npeAOМAe1tu1t 

[18] n . y'2m(W-U). 

Таким образом, решив некоторую ва,11;ачу геометрической оптики, 
11ы тем самым решш1и и вадачу нахождения траектории точки. 

Напр., при n = Const. находим 

U=Const.; 

пути луча света 11 точки - прямые .1шнuи. В поле тяготения U = gz, 
траектории точки- параболы; ава1оrично ваКJ1Ючае111, что пут11 лу

чей п среде с показателем пре.жомлевия 

n= у'2 (W-gz), 

·уменьшающимся с nо,11;ъемо•, - также параболы. Как и в оптике, мы 
.можем далее характеризовать траекторию вектором R или градиентом 

· некоторой ФупКЦirи S. 
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По, 1шк видпм, здесь де.10 пдет только о ~ео.нетрическшr соот

ношениях. Если мы хотим найт11 анадоrию механике, то должны 

искать ее в npii-11tшnuвnoй во.иювой оптике, а не в оппше геоме

трической. 

Одна1ю мы здесь ceiiчac же наталкиваемся на затруднение. 

Именно, er ли рассматривать. в [ 17 l подъинтеrральное выражение, как 
с 

n = - , ТО МЫ ДОЛЖНЫ ПО.IОЖIIТЬ: 
v 

[19] с с 
V=-= V, 

n J/2m(~V- U) 

тогда как в механике имеем 

[20l 

/ 

Иначе говоря, 113 нашей анал01'ш1 мы приходим к скорости, 

обратной по ве.mчине к действительной скорости. Именно в атш1 

пунБтс п потерпела крушение ньютонова теория истечепия, по 

существу представлявшая перенесение механических представ.1ений 

в область световых явлений. 

Не входя в способ возможного истолкования этого противоречия 

( он разбирается в следующей статье), будем, однако, продолжать 
нашу аналошю. · Обозначим интеграл, удовлетворяющий уравнению 
[17] через S: 

в 

[21 J S= s J/ 2m(W- U) d1· 
.1 

Очевидно, S есть Функщш r0 , rл и W, со своiiствами, uо;~,об

нъпш ФУНБЦIШ V в уравнении [Н 1- Сравнивая [211 11 [17], можем 
написать: 

S (А, В, W)=F(tв,t ,.); 

закреп.шя дадее t_l' tв II А, в1щ11м, что при дтшой anepiuii эту 

Формулу можно истолковать как элементарные волны Гюйгенса: 1.ак 

::t ранее, из S можно, следовате.1ьно, получить и вид Фронта во.тrны II 

направление лучей. т.-е. траекторий. 
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5. Нетрудно составить диФФереициал1~ное уравнение для S. Для 
этого заметим, что при постояииои W: 

[22] 
' 

во, с другой СТОJ)Оны, вариируя равный Фушщш1 S 1штеграл 

в s G. flr, 
А 

находим, uр1шпман во вн11маиие уравнения дв11жеюrя 11 неизмен

ность W: 

l23] 

о S= (Gar)в-(Gar),t· 

Из сравнения с [:21] видим, что 

Так каr. дш1ее: 

откуда II наход11м: 

l24] 
1 

~mgrad11 S+ iv, 

диФФеренциальное уравнение в частных про113водиых Г .ли11лъ

тон.л - НкоБи, полный интеграл которого п есть Фупкщш S. Так 

как, будучи иначе нашrс.ано: 

[25] grad2 S = 2т (W - U), 

это ураnнеюш совершенно сходно с [ 4 ], то ,ша.1огш1 въштупает 

ярко. 

В динамике, ~.ак известно, uолъзуштсn также дpyroii Фующиеii S". 
определяемой: 

tв 

[26] s* Jст- и). dt. 
f.t 

Фупкция эта, очевидно, зав11снт от А, В, lл, lл. 
В дии.аиике показывается, что она удоВJiетворяет уравнению: 

[27] дS*'+ 1 d2S* ' U О - --gra -r = 
дt 2т ' 

* 
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ори чем :между S* 11 S сущеетвует соотношение: 

Уравнение [27] уже не имеет себе аналога в примитивной вол
новой оптике, упрашшемой уравпепиеи [3J. Это обстолте.в:ьство суще· 
ствеиио, и на него следует обратить внпапие при оценке рассу

ждений ШРЕДИНГЕР л, поскольку они базируются на аналогии между 

.11еханикой и геометрической оптикой. 



ВОЛНОВАЯ МЕХАНИКА ШРЕДИНГЕРА 

д Р. БУРСИАН 

Ее.11и мы попытаемся обозреть положение учения о квантах 
к иом:енту воsниквовевия новых теорий ГЕйSЕНВЕРГА, ДиРАКА и 
ШРЕJI.ИНГЕРА, т.-е. примерно к концу 1925 года, то мы найдем, 
с одной, стороны ряд весьма твердо устаношенных Фактов, а с дру

гой стороны теорию, которая пое.11е многообещающего начиа sашла 

в некоторый тупик, упершись отчасти в непреодолимые математиче

ские трудности, начинающиеся уже с ~атома гели.я (задача о трех 

телах), отчасти в противоречия с опытов (половинные квантовые 
чие.11а в полосатьп спектрах, иониsационвый потенции гелия по 

методу воsмущевий). Существенным nя вашего иsложения является 
Факт существования ряда дискретных энергетических уровней 

в атомных и молекулярных системах и воsможпости воздейство

вать на них внешним wrе.ктромагвитны:м: оо.1ем. Теоретиче(~кая 
трактовка этой стороны явлений до сих пор была следующая: 

m'])OИJiacь механическая :модель иs материальных точек, электронов 

11 протонов с соответствующими зарядами, и по ньютововой меха

нике WIИ, в е.11учае надобности, по механике принципа относите.1ь

ности изучались движения этой системы. После этого вступал в дей
ствие совершенно вемеханический э.1емевт процесс квантования, 

посредством которого ив непрерывной совокупности возможных меха

ничееких движений выдеплись особые движения, которые рае<ша

тривиись как стационарные состояния даннои модели. Энергии ~тих 

выделенных движений и представляли теоретические sначешш энерге

тических уровней. В этом Формальном наложении двух чужды~ 
друг другу принципов заключается привципииьный недостаток eтa

poii квантовой теории. Созданная ШРЕдингЕРОМ «волновая» меха 

пика свободна от этого упрека; она не квантует, а автоматичещш 

дает ряд дискретных чисел и соответствующих им состояний. 

Для достижепия это_rо реsулыата ШРЕдинrЕРУ_ приmлось со3дать 
совершенно новыii круг представлений, совершенно новые мсхан11-
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чсс1пш объекты н соотношении между ннмн. Тем бо.1ее удив11тс.1ьно, 
что подход к этим соотпошенинм до некоторой степсн11 является 

обобщеннеtt полоашниii классической механики, и притом в напра

вкеиии, уже предуказаuпом работами Г лмикьтонл и Ф. К11<~йпА, 

с одной стороны, и идеюш Л. д1~-Бrо1ь11 е другой. По статье 
Г. А. ГrипБЕРГ А читатель имел воз.-ожность ознакомиться с по

пыткой Г1;йз1шБЕРГ А от1шзаться от обычных пространственно-вре

менных представлений об основных мехаш1ческ11х ве111ч~шах 

координатах и моментах, и создать оТВJiечепную систему матема

тичесю1х nо1tятий (:матрицы), только Форм3.llьuо сопоставляемых 

этш11 величинам. Вмест'° обычных аналитических операщtй над 

носледш~ми вводится метод :матричного исчисления, 11 в окончатеш,

но:м: результате получается не описание движения шшктронов, nрин

щшальпо, по ивевию авторов, не наблюдаемого, а лишь деii.ствительно 

uабJ.юдаемые иптенсиввоети и полпр11заци11 нснускаемых частот. 

IJ отJ.ичие от этого, теория ШРЕДИНГЕРА (поступая, быть может, еще 
радикальнее) оперирует uовыии представ.д.е1tиями, заменяя механиче

скую проблему движения электрона проблемой волн или стоячих коле

баний некоторого, ((Механического скалярю); зато входящие в рассмо

трение величины мыслятся в нашем обычном круге предсташепий 

пространства и времеIIи. Одна~ю этой, казалось бы, столь существен
ной ра,ш1ще двух теорий пе следует придаватъ пока особого ~шаче

НlfЯ. Для случая более чем одного шrектрона волны ШРЕДIIНГЕРА 
суть во.1шы в пространстве многих изиереннП (пространстве незаnи

шшых 1юординат моде;ш), так что обе теор~ш в сущности дают Фор

маJIЪные рецепты, какии образом от некоторой исходной точки, кдас

сического уравнении l'лмю1ъто11л-Нк0Би, следует вести ~ш·rемат11-

ческ11е операции для получения конечного результата, при чем дока

зано, что в тех случанх, когда мы умеем решать задачу по обен:м 
теориям, результаты эти должны совпадать. Не особенно существенно, 

конечно, п то обстоятельство, что теория IПРЕдипгЕРА nодьзуется 

математ11чес1шм аппаратом более общеизвестным и 1шучеппым, чем 

теория бесконечных матриц, а именно сводит вопрос к рш1ыскашпо 

характеристических чисед и Фундаментальных Функций, попВJiяю

щпхся при интегрировании ДИФФеренциальных уравнений с предеАЬ

ны1111 условишп1. Единственно, что можно сказать в пользу теории 

ШРЕдингI<~Р л, это то, что она, повидимому, может быть с успехом 
применена к решению таких задач, к которым пока еще принцишшльно 

;mтруднителыю пршш1шт1, матричное 11счнсленпс. 
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Переходя 1, 119.JIШIШНШО основ теории illPEДllНГJ<;PA, Jllbl 110('-' 

,полы1уемс11 рассмотренной в статье Н. Н. АндРЕJША аналошеii 

между механикой 11 оптшюй, которая бы.Jш 11нвссruа уже Г лм11.11ъ

тонУ. 

Уравнение в частных производных l'лми.тrыонл-111\t»Бп д.ш 

случая свободного движения м:атершuьноti точ1ш ~шжет быт~, шнш· 

са~ш слuдующи1'1 образом: 

[1.
,;. дS + lr.1 f дS ) О 
- дt .l \ дх;' Xk = • 

Здесь 1юордииаты обозначены под рпд через а:1 , х2 , ,r3 ; 11 ctrь 
Фун1щ1ш I'лми.1ыонл, которая в том случае, БОГ/Щ она нс содсрлшт 
явно времени, тождественна с выражением :шсрги11 тнч,ш Т + Ф. 
выраженной в коор.11,11натах II моментах a;k II Pk 

. 1 
lf(p1r, xk) = 2т (р? + JJ,/• + Рз2) + qi(x1, .Е2, Хз), 

при чса1 д Т' 

P1r= д =tnX[;, 
{l}k 

l'ДС T'(xi, :i:,, З:3) = T(JJ1, Р2, Рз) ест~, кинетичсс11:а11, 8 q,(x1, Х2, a':t )

потенцпuьпая энергия. В уравнении [ 11 буквы 1Jk в выражении 11 
sахенены частными производными нei.oтopoii Фушщш1 S 1ш X1r. 
Полагал 

[2] S=-Et+ W(xk), 

мы прнводпм уравнение [ 1] к виду 

[3] 

Пусть у нас найден ка1юй-нибудъ интеграл уравнешш [3], т.-(1. 
Фушщия tV(ш11 ), обращающая его в тождество. С одной с1·ороны, 11ы 
може11 на :этот результат смотреть та1.: если м:ы онреде.,~ш1 поде 

вектора с1шростп уравненш1м11: 

[! J xk = _!_ ддW; v = у;12 +-_:;;~2 +~з2 = 11g1·ad W 1, 
т {l}k . 

то линш1 это1·0 по.1я опреде.111т ш1м: некоторое семейство возможных 

траеЕтории точки, соответствующих движению с заданной энергиеii Е. 
С другой стороны, мы можем рассмотреть семейство пoвepx1101\'fl'ii 

[5] W(x1,) = S + Et 

н ввестп в рассмотрение не1юторую Функцшо ф(S). 
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При данном t эта Функция будет постоянна вдо.1ь каждой из 
поверхностей семейства [5] и меняться от поверхности к поверхности. 
Ц.1я другого t'= t + At то же самое значение S б'удет связано с дру
гой поверхностью, именно 

[6] 

Можно сказать, что данное значение S перемещается оо вре
менем от одной поверхности семейства [5] к другой, а можно вы
разить это и иначе, скаsав, что поверхность постоянного S пере
иещается в пространстве, деФормируясь так, чтобы в каждый данныii 

момент совпадать с одной из поверхностей [5 J. Ешш мы преi(ставии 
еебс Функцию Ф( S) как периодическую Функцию 

[7] 
S -21ti(!!.t- W/a:1r)) 

!1ti~ h h 
ф(S)=Ае и =Ае , 

s 
то получится картина шютемы бегущих воли, при чем k nвляетса 

Фазой. Ве.mчина h введена в [7] для соблюдения раз:мерност11; так 
как S имеет размерность действия, то и h должно иметь эту раа-

Е 
:мерность, чтобы в показателе.стояло абсолютное число. Величина7,=v 

япяется частотой этой волны. 

Расстояние между поверхностя"Аш [5] и [6], взятое но нормал1t, 
есть Елt 

Лs= , [8] 

rак что шюрость 

rочки) равна 

[9] 

lgradW\ 
распространения Фазы (зависящая от координат 

Е V---· -!gradWJ 

Ортоrона,rьные траектории поверхностей одинаковой Фазы в оп

тике изотропных средин (т.-е. если V не зави(шт от напрапения) 
мы называем лучами. lla доказательстве изотропности нашей «среды», 
а т..~ка,е на вооможноств Формулировать для наших «волю> принцип 

Гюйгкпсл мы не останавливаемся; укажем только на то, что в силу 

того, что w определяется из уравнения в частных производных, 
Форму одноit иs поверхностей семейства [5] можно выбрать по проиs
полу, 11 тогда все сем:еiiство [о] определяется однозначно. 

Всякому интегралу W(шt) соответствует, СJiедовательно, с одной 

еторопы сем:ейство возможных траекторий точек, а с другой - Фаво

в.ш полна, лучи которой совпадают с этими траекторинми. В точеч-
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нoii механике мы обращаем: внимание на одну опреде.1енную траек

торию, соответствующую определенным начальным данным, т.-е. 

на один опреде.1енныii луч; исСJJ:едование волны [7] соl:'диняет в одно 
1щлое свойства определенного се:м:еlства так11х лучей -траектор11И. 

В зтоl аналогии есть одпн недостаток: скорость точк~, [ 4] в дан
ном месте траектории и Фазовая скорость [9] волны в той же точке 
пространства не совпадают. Для этого обстоятеJIЬства 11.ожво найти 
также соответствующую оптичеекую аналоrию. Определим дл1шу 
волны из обычного соотношения 

v lt 
v !gradWj · 

Из уравнения [ 4] :м:ы можем выразить lgrad ffl через количе-
стnо движения и1и момент р: 

gradW=mv р. 
В свою очередь, р можно выразить через ,шерrию: 

1 "'+ f,iiiP ЧI, 

JJ=y2m(E-т). 

Таким образом, окончательно 

[10] 
lt 

Точно также 11 V можно представить, на основании l 91, в в11де 

[11] 

Так как Е непосредственно связано с частотой, то мы в11дим, 

что ваши волны оfuадают дисперсией; по::~тому можно ввест11 в рас

смотрение, кроме Фазовоii скорости У, еще групповую скорость v', 
кот.орал опредепется на оеновани11 к1шематики волнового движешш 

Формулой 

112] f->. rlV_ 
dл 

V и >. как Фув1щ1ш Е вам 11звестны ( ~ в дauнoii точкt• 110-

стоnнно); поэтому v' .1[еrко вычисл11ть, 11 получается 

[13J 
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.ilerкo показать, что :)ТО равняется v, т.-е. что скорость точкп 

на траекторш1 имеет евою оптическую аналогию, име11но групповую 

скорость. 

До сих пор мы рассматрива.ш «оптику» как ана.11оrию к меха

нике; но можно поступитr, и наоборот: в оптике мы имеем дело 

е 1юл1шмн, но при свободном. распрострапешш св<1та мы можем 

11атериалiшовать наши лучи (т.-е. ортоrонадьные траектории), заставив 
6еш.ать по пим мате1)иальвые частицы, световые часпщы Пьют он А. 

Вплоть до разногласия в понят11н скорости :мы :можем полыю

ватьеп :-~ти:м представлением: во всей области, где примеюtм:а геом:ет

рнческая оnтшш, и примi:\нятъ точечную мехашшу (как это на самом 

Д('Jie 11 делал Ньютон) для расчета оптических явлениii. Но известно, 
что вшшоваn теория смогла пойти гораздо дальше ньютоновой теор1111 

в описании нв.11сш1й диФФракции. ДИФФракция пшrучаетсн тогда, когда 

оптические неоднородности среды имеют размеры, сравнимые с длп

ноii волны; здесь пою1тие о лучах тернет свою силу. Паша ((Среда)}, 

в кото1}0fi распространnштсн волны Функции ф, тоже «опп1ческю) не

однородна, так как Фазован с1юрость по [9] зависит не только от 

частоты ( через Е), но и от координат ( через <р ). Известно, что длн 
внутр1штомных движений точечнан механика оказа.11ась неприrодноii ; 
если стать на ту точсу зреllия, что и в механике нужно от корпуr-

1,улнрllой точки зрения перейти к волновой, то можно видеть при

•шну несостоятельности точечной механики в том, что в атомах J11ы 

11меем тоже своего рода ДИффракцию, т.-е. что для описанин этих 

1ш.1юиий нужно рассматривать волны не как 1ю1,-усствепно придуман-

11у10 картипу, а как суть дела; точечную же .механику- как картину, 

прпrодную только в том случае, когда диФФракцией ((механических 

волш> можно пренебречь. 

Эта догадка приводит х такому вопросу: какое значение нужно 
щш,;щ·гь ноопределенuой пока величине h, чтобы дmна волны, ооот
ветствующан внутриатомным движенинм электрона, оказалась срав

шпюii с размерами атомных полей. Рассмотрим случай обращения 

:~лектрона вокруг ядра атома водорода на расстоянии порндка радиуса 

атома ( а = 5 · 1 о- 9 c.,i ), при чем, так как мы хошм именно показать 
неприrодпостr, точсчноii мехашши, наш расчет будет лишь грубо' 

1~р11блшштеден. ДJш момента кол11чеетnа движенин mva точечная ме-
/1 

хшпша даст в это» f.Jiyчae значение порядка 
2
:, где h0 постонн-

шш ПлАнкА. Это сдедует, конечно, _независимо от старой ква11товой 

теории из ве.11ич1шы }д\11уса орбиты 11 силового подн атома. 
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ho 
I{о~шчество движения р = mv будет равно 211:а; отсщ·~.а по [ 1 О J 

nолучаР111 

1 -~тщ/1 ·- ho . 
Отношение д.шны волны к размеру атома (2а) получается рашtы}[ 

л !t 
2а 'itho, 

и e()JJJJ мы хошм, чтобы несостоятельност,, точечноU. механики шш 
.эквивuентной ей ((лучевой оптикю1 о6'ьяснп,шсь диФФракщшii, 111ы 

до.1жны придать величине h значение порядка h0• В виду унпвер
СаJJ.Ьностп h0 весьма естественна гипотеза, что lt = ft 0 , т.-с. ч1·0 ве
личина h, введенная для соблюдешш размерности, и есть постоянная 
ПлАнкл, которую мы вире.~ будем обозначать через lt. Наоборот, 
приняв эту гипотезу, мы сразу видим, что точечная механика немо

жет описать атшшых процессов, так как опа есть толы.о rеш1етр11-

ческая оптика «механических волю), а при атомных размерах нужно 

развнвап, теорию д11ФФра~щи11 этих волн. 3а~юти11, что еоотпошешю 
. Е 

[14] E=hv, 'l=·т, 

приобретает вид закона ЭtiпштЕН11л-Бо.1•л. Ионсч,ю, оеобого со
держания мы пока в него вложить не :можем, посколыtу 1,ла1~(·.пчс

ская механика не определяет абсолютного :шачешш :)НСрrш1. 

Довольно естественно поставить воп1ю(\, какое мш'ло бы быть 
настоящее уравнение, определяющее Функцию ф нли Фа3у ,',', 11 д,1я 

которого уравнение l'Аиилионл 1ш.1шется лшш, прнблишсш1ш1 д.ш 

ма.l-ых д.ши во.ш, так как вместо того, чтобы говорить о болыпих 
размерах неодиородностеii,. мы можем говорить о малых ддинах во.111 

как о предельном случае, при которо111 исчезает диФФракция. Сде· 
лаем онятъ-таки довольно естественпую гипотезу, что т,шии урашю

ш1ем является обычное вол.новое уравнение 

д2ф д2о.} {)iф 1 д2ф -
[15J дх? дх? + дх}! - f! дt2 -о, 
где ~т означает Фазовую скорость, завиеящую o·r коор;щ,~ат ("'). Н1J.110-

ашм далее, обобщив Нl'ско.1ько выражснпе ~ 7], 

[16] -"r.i(·,/- Q'!l:!JZ)) 
фо(х,у,z)е • . i.o ' 

;') 3ю1епm, что, 1rаппсш1 уравнение :н.J, 1ш,1 отстуна(ш от щю11е,11.ен11а 

строгой аниоrии с онтнкоil, та& как д;ш шю»юро1\ноii среды шш1•юское nол:· 
новое у11апне~ше бо.1ее слож1ю. 
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где л0 некоторая поото.пнная длина, которую опреде1им как µину 

вoJiнLJ при данной частоте и при некотором нормаnвом значении V,1 

например, там, где еи1овое noJie данной модеJiи исчезает. Отношение 

fо_ло_ 
v-г-n 

назовем по анuоrии с оптикой покавателем прелопения. Подставляя 

[161 в [15], получаем пoCJie эJiеиентарвых выкJiадок: 

!1ti 21ti ~1t&~2 

[171 дф0+т (gradф0 .gradQ)+т<Ji0лQ+ Т <J,0 (gra(I Q)!= 
• • о 

-(21tiv)\ - \Г I.Jlo· 

Положив здесь 

11 умножив уравпение на (:• .)
2 

• {, поJiучим: 
"п~ I.Jlo 

[18] (~-)
11 
ЛФо_fЛо ~(gradф0 g1·adQ)-!!:!.дQ+(gradQ)'l=n11 • 

21t1 ф0 1t Фо 21t 

ЕСJИ л0 будет стреиитьсн к ву1ю, то в npeдeJie получим 

~19] (grad Q)'=n2 • 

ВеJiичина Q стоит в теспой свнви с эйконалом геоиетрическоii 
1штики. Сравнивая выражения [7] и [16], иы видим, что Q и W 
о·rJiичаютс.п на постоянный инохtите1ъ, а частота " доJIЖна быть 

t·.влзана с энергией 

w-hQ. 
- ло' 

Д,ш того, чтобы [19] coвnaJio с уравнением ГАИПJ1ЪТОНА-
11коБ11 [3], которое напишем в виде 

· !_ (grad W)2 -J -rn Е 
201, т ' 

дuетаточно поJiожить 

2 _ 2inл.2 (Е- .) 
п - h'A (fJ. 

Отсюда ДJIH V получаем 

2m(E-q,) 
Е2 \. 
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nOCJJ:e чеrо можем: написать во.1,11,овое уравnение; 

II] д,,,_ 2m (E-q.) д11ф -О 
'( Е2 дtll-. 

[11] 

В пршrоженинх всегда равыскиваютсн решения ти11а 

-!1ti!!..t 
Ф=Фое 11, 

Подстаw:яя вто в [1], по.11учим ypaвnenue д.~я a.,tn . .Jumyд: 

81t11m 
ЛФ0 + (Е-~р)Фо=О. 
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.Это и есть то уравнеш~е, которым ШРЕдивгЕР по.11ыJуетсн д.11п реше
нии вадач о стационарных состояниях ато:иных систем. 

3ам:етим, что переход от во.Jiнового уравнении [15] к уравне
нию [19], которое мы признаiи вквивuентным: uассическому 
уравнению Г Аии.11ьтона-1Iк0Би, 11ВJ1яется впо.11не однозначным: 

обратный же переход от [19] 11менно к [15], а не к какой-нибудь 
JI.J)yroй Форме уравнении второrо ИJIИ боJ1ее высокоrо порндка, -
ЯВJ1нется, как :иы уже укавuи, гипотезой, J1ежащей в основе теории. 

Укажем Формuьный рецепт, каким обравом можно ив уравне
вип Г А1111льтоиА-11кови в Форме [3] получить уравнение [П]. 

Заменим в выражении 

ll (Plltk) - Е = О 

h д 
символами ~- -д ; произведем все uгебраические дей

... -m :ck 
все буквы Pk 
ствия, например, hll д'А 

(pk)II = - 4 'lt, дшk, 
и припишем: к каждому ЧАену полученного м:ноrочлеиа справа Функ

h д 
цию ф,; еСJ1и этот ЧАен содержит симвоJ1 ~· -д в какой-нибудь сте

... -m Ш1: 

(
h д\" 

пени n, то сииво.шческое произведение ~· -д I Фе читается как 
..,1tt Ш1:I 

( 
/t ) r. д"I 

2-п:i д;~; ЧАены, не содержащие символического множитмн, про-
-сто умножаются на ф0 • Это правиJ10 кратко ФормуJ1ируетсп так. 
Выражение 

H(pk, шk) - Е, 

где В есть Функция Г лми.JiьтонА обычной точечной м:еханИШf, д.11я 
.данной задачи рассматривается как оператор с вышеуказанным: 
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значением: букв Pk и применяется к неизвестной Фуmщии ф0 ; полу

чае11ый резулътат нриравн1шается нулю: 

[Шl: [Н-Е,Фо]=О. 

Нетрудно провери1ъ, что это для с.1учал прпоуrольных nршюли
nейных координат действительно приводит к уравнению [II]. О том, 
как ш1е,ать его в других 1юординатах, иы скажем в дальнейшем. 

Следуя ШРЕдинГЕРУ, мы провели наше изложение, основы
ваясь па Форме Функции Глиильтонл, как она дается к1ассическоD 
иехашшой в предположении постоянства массы. Исходя иs точечной 

механики принципа относительности, можно провести совершенно 

ана1огичные рассуждения. Чтобы вместе с тем расширить круг 

пр1111енения теории, вuюч11м в рассмотрение действие магнитного 

поля на частицу (э.11ектрон). Исходя из Фующш1 Ллгрлнжл 

L 

по1учаеи выражения JJ.JЯ 1шновических :аюиевтов: 

п, разрешив эти уравнения относитсJiьпо е1юростей, образуем по 

общему правилу механики 

Н = ! 1111: х1; - L(p1t, w1t) = ll(p" w,.). 

Это уравнение удобнее всего ш1сюь в виде неявного выра-

женин 

})Рк-: А11:)2 -1 (/l-eqi)2 m0
2c2 = О. [20] 

1, 

Легко проверить, что 

Il= --~0с~~ +rip=Eк+Ep, 
/ v2 

l, 1--
" с2 

где ЕР д1я ш1учая, когда qi и А от времени не зависят, т.-е. д.111 
етат11чес1шх полеif, сст1, ПQТСНЦJ1альш1я энергия, а Ek есть энер
гия дв11жения, которая прпб.11иженно выражается разложеш1ем: 

1,0 _ 11+1 2+ .t!,k-moc 2т0v .•. 
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и ця случая покоя переходит в Е0 = m0c2 - ~шергию покоящейся 

:иассы m0• Всех рассуждениf.i, излоашнных в предыдущем, повторят~, 

не будем, а применим ддя перехода к волновой механике рецепт 

оператора. llOCJie некоторых выкладок получим: 

. 471:i е ~ 41r2 

[l\'] дфо-т с (Agra(l ф0)-h2с2 [т02с'+е2А2 -(Е-е9)'.1]ф0 =0. 

Напишем: 
E=m0c2 -+ (Е-т0с2 ) = Е0 + Е'. 

Е' есть разность между полной .энергией и ,шсргией электрона, 

ншюящегося вне сииового поля, т.-е. как раз та величина, кото

рая в . ньютоновой механике рассматривается как энергия и, как 

таковая, быиа введена в уравнения [1], l 11] 11 [Ш]. Легко убедиться, 
ч·rо последниit член может быть приведен к виду 

+ 81t2m.ci1-( Е' - еФ) + е2А_2 + (Е'-е([))2]&. 
h2 - ' . тос2 2moci • о 

Есии мы здесь поиожим А О и отбросим третий член, кото
рыП всегда очень :мал (механическая энергии Е' при существую:.. 

щих ПОJШХ и скоростях мала по отношению к uнергии покоя m0c2), 

то мы получим в точности уравнение [П]; поэтому мы можем смо
треть на уравнение [IV] ка~. на естественное обобщение уравнения [II] 
.uя механики припципа относителъности. Уравнение [IV] было ука
зано О. RлЕйном и В. А. Фоком. 

По поводу основного уравнения воJшовой механики паи остается 

еще рассмотреть вопрос о преобразовании координат; оказывается, 

что при переходе к новым координатам рецепт {{оператора)) ЯВJ1яется 

не О,!1.НОJШачным. Нельзя просто рассматривать преобразованное 

к новым координатам уравнение Г АмильтонА - 1Iкою1 как опера
тор; преобразуя [П] uи [IV] непосредственно, можно получить 

результат, отличный от того, который дает [Ш]. Инвариантный но 
отношению к преобразованиям координат ВИ.!1. уравнения проще 

всего по1учить, еш1и найти вариационную задачу, решениrм кото

рой является данное уравнение, при чем подъинтегральная ФУНIЩИП 

вариируемого интеграла ,11.олжпа быть координатным инвариантом. 

Д1я уравнения [ll] ШРЕдингЕР указывает следуюIЦИii прием: 

если полыJоватъся ,!1.екартовыии коордиnатами, то вариационная 

задача: 

f { h2 1 [(дФ )2 (дф )2 (дФ 2]- } 8F=o - 9 - -"° -1- -.-0 + _ _о) + ;11
2 <:p(a:k) dx 1dш2dxз =0 

4'1t 2т дх1 дх2 дха 
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при ус.1овпи, что интеrрu распространен на все пространство, и что 

ФУНIЩИЯ Фо подчинена ус.1швию: 

f •/J 02dш1dш2dш3 = 1, 

дает уравнение [IIJ с параметров Е как лагранжевым мвожите1еи 
добавочного условия. 

При переходе к другим координатам (qk), очевидно, нужно вве
сти якобиан преобразования; вместе с тем кинетическая :шерrия 

Т(р х, Pu, Pz) = 2~ (pi + Pu 2 + р,/), 
с которой св113ан первый: член подъивтеrралъпой Фуmщии, преобра

зуется в квадратичную Функцию новых моментов: 

Окаsывается, что дискрииипант этой ФОрю.1 равен единице, 
де.1ениой на квадрат якобиана преобразования координат. Обоопачая 
его череs л,, получаем ДJIЯ Jiюбых координат вариационную sадачу 

в виде 

ol!'=o J f 1~2 [ T(pk, qk)] + Фo2 <?(qk)l ~JI1-= (Pk= :;~ 
при 

а реIIIениеи ее яв1яется диФФеренциuъное уравнение 

[П'] Jlл,!-д:k JI ~;(Tk(Ps,q$))+!z;[в-~(qk)]Фo=0, 
k 

( дФо) 
Ps=·дqs , 

где си:м:воJI Tk оsначает частную прои3во11.ПУЮ выражения T(pk, qk) 
по букве Pk· Обозначение ( dqk) введено как сокращение ДJ1Я про
изведения dq1dq2 ••• dq'/1. 

ДJiя механики принципа относите.J1ъпости ( а также и кJiассиче
ской) В. А. Фоком указан другой прием: в уравнении Г АМИJIЪ
товл-Якови 

дS (дS ) . 
дt + R дqk' f/k. =0 



IIOJHODMI 1НЕХА/ШКА ШРЕдИНГЕРА 

дw 

дS дt дS 
следует полоа,ить дi = -Е дф; дqk 

дt 

дф 

- в1!11.. 
д•-1' 
дt 
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(д•}'2 Умножением .ле1юii части уравнения на .дt) 1ю.лучаетс11 выражение: 

Q 

Требование, чтоб1,1 

oJJ Q ( dqk) rlt = о 
11 (1/1;1 

(
дr1\2 

/1 7J1) . 

при условии исче1шовенил вариации 1} на границах области и.1ш па 

границах промежутка времеш1, дает волновое уравнешю в инвариант

ном: ви,~щ, а rю(,JШ подстановки 

.Е 
2 .. , Т, t 

дает уравнение для мш.л11туд 'fo в· виде [ll'l или обобщении [lVJ на 
каБ1ю у1'0дно коор.пшаты, в вависимоеп1 от вида взятой Фушщ1ш 

l'лми.1ьтонА. СсыАаш:ь на статью JJ. К ФРЕДЕРиксл, ограни

чимся JIIIШb уназанием на то, ч·rо О. ИлЕйнУ и В. А. Фоку уда
.1юсь нридат1, вмnоду урав1ю1111!i liaI\ точечной, так 11 волновой меха
ники значите.л1,по большую строй:ностr, и законченносn, переходом 
к нятпмерному еnерхмп1)у. 

Все 11реды;1.ущие рассуждешш без труда мшкnо обобщ111ъ на 

случай системы точек, если тол1,ко удается 1~аписать соответствую

щее выражение ДJIЯ Функциr1 Г Амилыонл. Но еел11 мы поже.11аем 
полученное волновое ураш1ешю с чиrJJ:ом: координат бо.,ее трех и его 

решение n виде 
. (" ,) 

( ) -2т.:, 1 t-Q(:r,x2 , ••• ,r
8
N 

ф=•}о ,r1,···, X:1N е ' 

11редстав11т1, себе на1·ляд110, то 11rы встречаемсн с такнм: затрудне

нием: это 11е сет,. 1ш.тюшсн11е iV волн в пространстве трех яs:м:ере
ниii, а одна волна в пространстве 3N измерений, если паша система 
состоит из N точек. Друп1м.и еловам1r, неиьвн сказать, что ВОJiно
ван :механика за]ltепяст ч.1стицы волнам11; подобное конкретное 11стол-

1юванис математической еторовы теории ПJРЕд11нrЕРА возможно 

только дJШ (\11учая дпш-r:rшш o;щoii частпr1ы. 

кванrооаа ~1еха1111ка 



66 ОСНО/lАННЯ HOJJOЙ KllAHТOJJOil MEXAHHh"JI 

ECJiн Функции ф прндаватr, какое-то, хоти 11 в настоящее время 
не вполпе пснос, Физическое значен11е, то вполне еt'Тественно то 

требование, которое налагает ШРЕдинг1;р на нскоиоо решение; 

нм:енно, он требует, чтобы решение было во всей области изменетш 

независимых координат копечны.,r,, од1юв1щ1щым и 1tепрерывпым. 

Оказьmае1-.~н, что :них требоваштй ;1,оt\таточно, •1тобы оо всех воя

Jюжных частных решений уравнсшш [111 или [IV] выде.11ить рид 
д11скретных 1)Сшений. Эти ·rребовании рав1~осиJ11,ны 11редписани10 

011ределснных предельных уе.11овии lf.JIП решениil диФФере11циuьного 

ураввепин, без которых задача, Формулированная в виде ДИФФерен

щшльноrо уравнения, вообще остаетс11 неощ1С,r1,сленноii. Никаких 
новых опера1щii ((КDtlll'fOBaHИIO) теории lliPJ<]ДllНГEl'A не ПJЮИЗВОДИ'Г. 

Иноt'да услошш lllPEДlIНl'EH нс ;~ают дискретных решении; 

в таком случае возможен неп11Срывныii \ЩII. еос'fолнпй нашей модми, 

щ·и состояния не квантованы. 

В качестве 11ерво1·0 щшмера рассмотрим с точк11 зреншt вол.нu

вой механики задачу, которая (юоше1·ст11ует движению свободной мате

риальной точки беи деtiствия сю1, т.-е. по инерции. Потенциальную 

впергию мы 11риравнnем ну.'lю, и неш1средственно из [JVJ шшиmем 
основное уравнение нашей за,:шч•1: 

Как .шrко 11ровер11ть, 3ТО ест~, уравнеш~е 11,,1я амшшrуды 11ерие1-
- .. Е .. 

;1,11•1ес1юи ВО,1НЫ f\ •нштоТ\11{ -;-;·, )'ДOB.'ICTIIO!)IIIOЩШI IIO В('Щt Щ,0(\ТJ}ёШ-

(\1'8(\ во.шов11му уравнению 

[ ..;i:2j' М, - __':_ ~)=ф О 
_.:. 1 pi ()t'l ' 

1·;1.с ,r Щ)Н зад.шпон :ше1юш IIMMT IIOCТOЯHIIOC 3ШlЧtШIIC 

Изнеетно, что любое, во нсем нрос'fранстне конечное, решение OO'OI'O 
RО.IНОВОГО уравненш, можно (•,сютави,ъ IШ JШJIШIШШIЯ IJ.1(0(\KИX l!ОЛН 

[.MJ 
.(Е. -:!1:t ~t 

•J,=Ae ,n 

_Каждое ·rакое частное решен11е но водuовой механике шюбражает 

движение час~тицы 110 инерцип с знергией Е и с направление,~ дви

;1юню1~ 011рРделяемым К(ю1,нуеами )TJl(Ш норм.а;ш волны е о,:ямн коор-
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динат. Собственно 1·оворя, 1шображается дв11жен11е не одноii чаtт1щы, 
а вся (Ювокуuностъ возмо'llшых движею1и по данному направлению 

11 с данной энергией. Нначение Е и направ.,тение (а,~. 1) 11ичем 1ie 

ограничены; ,шачнт, uо(~тупателъное дш1жение по иперц11и в теорин 

IIIPEДИНl'EPA не квантуется. Скорост1, •1аr,т1111,ы, имеющей :111ерги10 
Е, по мt1х:ши~.е пр1шципа отное11те.11ъност11 получаетш1 иа 

Е= 1!_о ' 
. ti1 v i ~с2 

J)ilВHOH 

и J1ожно 1юка3ат1,, что I tti i ес:п, 1·руш10в.ш скорост1, 11р11 Фшювоii 

ш,111юст11 f, даваемоii выраже111ю111 [ t3], 1.1rropoe :.1аюпочае·r в себе 

:ш1шн д1юперсш1 :,т~п пол,1, та~. как Е = kv, и при подстановке 

:iтoro соотношения 11 1 :23] мы 1юлучасм :щ1шш1и1ют1, V от v. 
Н :Jтом 11ростом еJ1учае волношш -vехавика дает ре3улътаты, ко

п,~,ые уже J)аш.шс бъIJи 11ш1уч<шы д. дЕ-БРолъп, и которые п дей

етп11те.i1ъnост11 11т·.1~i/ШЛИ отпраниой точкой IIIPEДИHГEl1 Y щш (~О

Jдании ero теор11и. В виду той рщш, которую еоображения д1>-БРО.itЫt 
еыгршш 11 1юторю1 во3111ш11ове11ия новоii механики, мы 11х здеш. 

11кратце 113.llОЖИМ. Дi:-J,PO.l[Иf If(\XOДИJI Н3 утверждении, что BШIIШii 

:тер1'1ш 1·1)от11еп1тв,1~т ощ)еделенна11 ча11тота 110 еоотношеи111н 

l~шш11ще111)1·11 ;,,.,юк't'fIOIIY 1: мaeeoit 1110 и aнepl'lleii li0 = lllufJ'!, )JОЖно 

1:оноставит1, шиrому 'Нl{(TO't'Y 1ю~.оторого 11роце1~{~а, оннеынаемого 

уравпет1ем 

L26! 

lfстолкуем нто как 1:•шчюн11ые. колебания <11у111щю1 •]; во нееи uро-
1·тран1~тве. J;шшчnо, 1:н11хронныи11 ою1 будут только дл11 паб.·1юда
те:111, uоконщегося вместе с ::~яектроиом; дл.11 всшюrо другого набJIЮ

дателя, нерсд которым ндектрон дв11жетш1 со Nшроет1,ю v по оси а;, 

атнт 111юцсс,~ 11ред1~·1·шштс11 в его коордиш1тах и 11рш~енн л' 11 f' 
11щ1•11·. Но ФOJHtpt' Щ)«~-юбразованюr .IJhPEHЦA: 

f= ----,-

}/ 1 

1 

• r, 

! 
11' 
1 
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а потому выражение [26] преобразуетс11 11 
Бо ( -'2!1ti- .. -- t• 

,1'= ,,t. е 11-vii 
1 1-ci 

•1то нвображает волну с чac'fOтoii 

Е0 Е 

l /-1 -'-=~-;= h' 
h ,,. - с2 

где Е есть энершя ш1ектрона с точк11 зрения втор01'0 набдюдате.1н, 

и с Фавовой <~коростыо 

1'=!!_
2 сН 

,1 JI Е2 - Ео2, 

где вместо v подtrав.!lено его выражен11е l 2:,;. 
Заметим, что частота ,; меныuе вrero ддп покоmцеrосн а.~е~;

трона, но 11 ,lf,.IЯ него она очеш, ве.шка: 

Е0 m
0
c2 9. 1 О-!8. 9 . 1 020 

'I -------- 1,2.10t&. 
о- h - lt - 6,56.10-!7 

3та частота длп света соответствовал.а бы дл1111с 1юJ111ы в 2,!r. 10-ш c.it, 

т.-е. 24 ХЕ, ид11 жесткпм лучам 1. Мехаинческа11 же д,1шш 1ю,шы, 
наоборот, прн v = О равна бесконечности. 

3аметпм также, что так как Е Е0 Jfa.10 по еравиепшн е :шер
гиеii покоя Е0, то Фазовая скорость ВОJШ дЕ-);роJ11,и :шач11те.1ыю 

бОJiьше (•коростн спета. 

В торы м пр1вшром рассJJот~шм случаti вращении IЮЩ))Т пепо
двюшюй оси. Здесь вся энершя к1шетичеr\кая; ва 1шордннату, опре

де.шющую по.шжение ротатора, вовы1:е11 yroJ1 ч, поворота IIOКJ)yr 0(·11. 

т- 1 ,11,;2 - 1 j) 2 - 2 ,,1cr - t.M 9 ' 

где .Л/ есть 11оме11т ннерции, а p.f '' - )IОМент количества д1шжеш1J1 11 
вхеете с тем канош1ческпП момент в смысле ГА :м: 11 ль то 11 \. Дискрн-

" 1' 1 :иина11т 1,вадрашчноJI Фор:мы . есть t.Al' н, прпмешш прав11.1u, :ia-

к.л:ючен1ше в уравнении LП'l, по.11учае11, по выполнешш вы1;.1ад01-: 

l27J 
d2q,0 81t2 .Л/Е 
d~2 -+· Jt2 to О. 

Это уравнение ФОр)Iадьно не ог.шчаеrея от [21] д.'JН «дв11же111ш 1ю 
инерции», еf~ш 11ы т:н1 пред110:юаав1, что ?о з,шп(шт то:~ыш (!Т o;щuij 

координаты. 
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Напишем общиlt его . 1ште11)а.1 в вещеетвеннО}[ ВlfДе: 

rуsт.:jгь1н .. \ 
,ь=Лf•оs1 ·······-·(:>··+о)· то \ h"' • 

Эrа Функцнн д,ш всех значениii q;, конечна п непрерывна, по если 

}IЫ потребуем, чтобы она бы.ш одиозначна в реа.сыюм nрострап

стве, то очевпдно, что она додж.на удошетворять требованию перио-

JIJIЧHOCTII, т.-е. 

:\. это может иметь место то.11,1;:о ТШ'да, ьогда КОЭФФIЩ1tент при q; 
под зпакш1 косннуеа равен целому чие.лу. Таким образом требова

ние Физической однозначно(,-т11 приводит к оrраш,ченюо воз:можиых 

зпачеrшй параметра Л, входящего в уравнешю; 113 равr11ства 

е.тедуе1·: 

-. /8~!§. n v 11,2 

Л= 
h2 

.8т.:9М n2. 

То..'IЬКО э1·11 д11скрет11ые значешш Л11 дают допустшu:ые, с точБII зре
шш ШРЕдингЕР А, решения; ротатор Бвантуетсн, и пр11тш1 n данном 
(\1учае совершенно так же, ка1. и в старой квантовоfi теории. 

Трет ъ им пр11мсрои вооьмем 11ространственный ротатор, т.-е. 

е1ютему двух точек, находящихся на пешнюнпом расстовшш друг от 

др)та. Чтобы не рассматр1шатъ поступательного движения (что не 

щ1едстаwшет, однако, шшаких затруднений), предпо.:~ожим, что еистем:а 

вращается окодо неподвижно закреплf\ююго центра инерции. 8 сФе
рическнх коорд11натах 11 капоничешшх моментах кпяетяческая, т.-е. 
в :,анном rJiyчae полная, :}Нергив дается выражением: 

Е = 1' . _!_ ( • _1 р\ ) 
lA Р 11 ' sin\1 ' 

r;1,e А - момент ннерци11. Опускав вьш.11адки, составляем по [11'1 
уравненпе ШРЕдпнгЕrА: 

1 д • д•,1,о - - .. - sш & - - _J._ 
sin О дО дО I [ :!8] 

11 том с.11учас, когда 

ГIL:,)-·9] 8'it
11 АЛ ( h2 =11 п 
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где n ~-,1,ть целое ч1ю"10, 1>еmеш1е [ 28' е,т. шароная Фующ11я 
д.tн,осА f n, н 1ш теории шаровых Функций н:шестно, •1то тоJыю 

при ус..1овии [29] решение [28] будет конечно, непрерывно и од110-

:шачно на вceii СФере. 3нач11·1·, 11рш·о1~:пые д.11я 1ia1~ решения по.ч
чают1·11 ·1·олыш т111·да, 1,оrда 

' /1'!. ( 1 \ 2 /t2 

j30! . Е =E11=s11:2] п+ 2) -321r2A· 

l'ав1юtть двух значений энергии пропорционадьна 11ш~ноет11 Юlilk 

( 
1 ' 

ратов не це.н,1х чt~сел, а чиt:eJI вида п + ) . Дробные квантовые 
ЧlIC.iШ sдесь появлшотсn етоль же естественно, как в дру1'их е~1у•шкх 

целые. В (\Jtектроскопии молеку.,шрпых (полоеатых) спектров (Шо..1у-

1·орные>) 11ли ((ПО.!lов1швые» квантовые числа пришлось ввести 1ia 

основании эмпи1111чес1шх данных, при чем старая квантовая теория 

объяснизъ этого не могла. 

Рассмотрим cщti •1 f\ т 11 е 11 т ы Н 11rшвер л1111ж1•111н· од1юп1 алек-

тропа ,~округ П(ШОДВИЖИОl'О JЮJIОЖИТ(',11,НОГО ядра (\ N-кратпы.и заря
дом:, 11ли, 11eplt(~c, ~Jадачу во.шовой мех.шшш, соответ•:твующую :tтой 

моде.~ш. Функщш J'и111J1ь·rонл в сФер11•ш•:1шх координатах ест,. 

. . 1 r . ре 2 ! р2" \ е2 N 
H(p,q; = 2т (/1•

2 -1- 1:11 1 r2 sin 116 ) 1· ' 

уравшшне Шt•ЕдпнгЕl'А по [Н'1, т.-(1. бен 11rш1щи11а 11тннсите.t1,Н11(:1·н, 

nриводитен к виду 

l:JL! i,·2 ~'+ 1 (О !\in6 ~ 11 + 1 д~ti\ 
дr дr sin 6 \ оО • д6 sin Од~0 ; 

811:2т ( e2N \ -1- J,! - \ Е -\- ,. ) •}11 О. 

Полагая 
ф0= 11(1·). У(6,ч,), 

можем раздеJ1и1.1. обычным 11браном переменные, 1ю(:..tе че1·0 щмv-, 
чается: 

[32] 

[33\ 

Первое урави1:ши(1 есть уравнен11с· шаровых Функциii и имеет ко

нечные и однозначные решения, еСJ1И 

[3.i] а =n(n 1), (n=O, 1, !, .. . J 
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Второ1>. п~авнетю бЫJю 11одроб110 ис<·JJедовано Ш1•Ед11111'Еrом, ,ю

торыii 1101.азил, •1то uно имеет решен1ш конечные и непрерывные 

во всей области О~ r ~ CXJ, есл11 Е> О, что, по точеч11ой механ111щ 

rоответ<,"Твует не:1амкнутым гиперболическим орбитам. Если же Е < О 
(sамкпутые :мд~штичесюю орбиты точечпой меха11иК11), то, вообще 

говори, таких 1юшtш11ii нет, за 11ск.11ючен11ем щ·.обых :шачениii пара

метри Е, равных 

rз:s 1 
2т:2те1N2 1 

h2 (l + 1 )' 

r;щ l 3 ,i 11 чисJю цеJ1ое. Наим:еныпсе возможное значение l есть 

нуль, при •шм tt также пул,,. Это соответствует одноквантовой орбите 

110 Бон, как вто видно из выраже1шя для Б1• Каждш1у чиСJJу l 
соответствует l + 1 1юзможных значении n, 1ю Dнергин завиш1т 
толъко от од1юго квантового чисJш l. Чие;10 l -+ 1 ест~, главное кван
товое ЧИ(\JЮ Боrл. Заметим, что в зтш, и предыдущем примерах 

мы имеем дело е •~и<·тшшми, 110 cтapoil терм11но.1оr1ш, вырожденными: 
вперrии завишп от менынш·о чиr.1ш квантовых чием, ч1:ш число 

СТ<'пенеii свободы. И :лот ре:~улътат получаетш1 здееь аитu-м:атическ11. 

J•шюбра1шыс •чшмеры ноказъmают ясно, в чем f'остои·r еуrь дeJJa. 

Уедовия конечнОf\ТII, непрсрышюсти и однознач1юеrи яш1шотся евоего 

рода предел1,нымн уе1овиюш аа11,ачи, 11 1П1ФФере11цнаJ1ьнос уравuешш 

которой 11ходит 11арамстр Е. t•ешение JЮ}1,Об11ых :шда•1 с~водитt·я 

к разысканию хара1'mерш:mи'llескиш чисе.t, ·r.-e. тех значениii пара
метра Е, при которых J)l'Шешю, удоuетворяющее уелш1шш, вообще 

возможно, и фyuдa.'lte1tma.tыtыx .Фующии. 1.·.-е. именно тех 1юшев11й, 
которые поJ1у•~аются 11рн 1>п1х частных нначе11ш1х параметра Е. С маrе

матической стороной u·rш'U 1ю111ю1\а •штатl',д1, мшк«•т он11а1юиитм·.11 но 

с:татъе В. А. ФокА. 

Кроме рассмотршшых :щсеь аа;1,а•1, по тмрuи 11JРЕди11гt:1•л 
решалис1, еще СJедующие: водородныii атш1 (' магнитным полем, 

а также по 11ршщ1шу относите.J11,ности - .8. А. Фоком; rар1ю11ичt·

ский вибратор, пространствен11ый ротатор f~ колебаниями атомов, его 

составляющих, Ш PEJI.ИHt'EPOM; ти же надача, 110 более детально 
Фюссом, которыii рассматр•mал также вопрос об 1штенсив11остнх 
в полосатых спектрах; во;1,ородныi1 атом в нлектрнческом поле -
шшрва В. А. Фоком, затем е подробным рассмотрением вопроса об 

интенсивностнх-Ш1•Единr.1<:Рои. IIIPEДИIIГEP и Фюсс разв11J11 

теорию приблшкснного вы•111СJ1енин вовмущеш1й, создаваемых при

бавкой внешнего полн 11111 вообще пояВJiением новых малых членов 
в АИфференциа.Jiьном уравнении уже решенной шоачи. В пое.11еднеИ 
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статье lllrEдинrEP распространяет свою теорию на 1·лучаи воомущаю
щих си.J1, 3ависящих от времен11; при :)ТОМ ему приходится нескоJ1Ько 

обобщить волновое уравненIIе. Нако1юц, Бо1•н 11римениJ теорию 
ШРЕJЩНГЕРА к вопросу о столкновении нлектронов с атомом. 

Н сожалепию. мы вынуждепы отказаться от с1юдько- нибудь мате -
м:атически последовательного ивложенtш решений этих аадач; падееися, 

однако, что иал:оженные выше общие оенования и примеры дадут 

читате.в:ю воаиожпость, обративпшсь к оригинальным: статьям, в каждом 

01·дельном случае нсно понять постановку математической задачи. 

Существенно, однако, остановиться на однои 11рипцппиuьной стороне 
теории, которой мы до сих пор еще совершенно не касаJIИш,, именно 

на вопроее об интенсивности испускаемого атомными системами света, 

понuяющеrося, по етарон тер'!lиноJоrии, при перехо1~е атома ив o,iщoro 

еостояяин в другое. 

На основании еоооражений привцш~а еоотвеТ(:'fВШI 1штричная 

теория l'ЕfiэЕНБЕРгл, Боrнл и ИоРдАнА, как известно из t,'Татьи 
Г. А. ГrинвЕРгл, трактует член матрипы х, еоответствующей декар
товой координате w, 

l 36] 

как ко1ебание Фиктивного КJассическоrо вибратора, испускающего ту 

световую волпу, которая, по старой териино1огии Боrл, сопутствует 

переходу атома с уровня эперги11 Еrна уровень Е5• Ве1ичины Er 
и Е8- ч1епы ,11,1tа1'овал:ьной :матрицы энергии. Квадрат м:одуJiя [ 36 \, 
/x•(rs) 1

2 является мерой интенсивности данного колебании. 

В ИЗJоженной до сих пор Ч3С1'И теории ШРЕДИНI'ЕРА мы инте

ресовались тол:ъко характеристическими чиСJами Es, то.1..ун их 1сак 
~шергии, соответствующие тем частньа1 <(собственным ко.1ебаниню) 
ска.1ара 7, ноторые на}( вамешпот прежние ((движепш1 по дискретнын 
орбитам». Изучение этих собt,'Твенпых колебаний, ·r.-e. Фундаиентuь
ных Фушщий, дающих пространственное распреде1ение амплитуды 

при данном собственном колебании, да.110 возможность установить 

совершенно отчетливо Формuьную евnаь между ними и те11и веJIИ

чннами, которые n Аштричной: механике были истолкованы как интен
е1шностп. 

Предположим, что д1.11 данной вадачи найдены вес характеристи

чсекие ч11сла Ek (можно доказать, что если 01111 существуют, то lfX бес
конечное число) и е.оотnетствующие и11 Фундамента1ьные Фующии •}i-0

• 
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llpeдrio.103:iш дадее, что 1шэФФ1щиенты в нашем уравненш1 веще

ственны, 11 что Функции фk0 танже вещеt.'Твенны. Тогда частным1t реше

ппни11 нauюii задачп нв.~1mотс·л собственные 1шлебашш: 

-i:tг.Ekl 
'f11=!J;/ е h 

У дuбнсе раес~1атр11ват1, решения 1шенно в этом комш~ексном 

в11;щ хотя на самом: деле рсmевие:и яВJI.яетсn вещественна.я ( ш1и. 
1ш11мал) част~, Фушщия 'fн· Введем танже в рассмотрение сопряжен

ные Функции 

В общей теории Фундамента.п.ных Фу1111щ1ii дш азывается, что 

Функции фg обJ1адают свойством орrогона.лъностп, т.-е. 

(k s) 

где р C(\TJ, ш·1;оторая Ф)'НКЦИll, определяема.я видом ДИФФеренциа.11ъноrо 

уравнении; 1штеграл берется по всей областп ьоординат ш1ш1 •..• , 

а (da:) оаначает ПJ)Онзведевие всех д11фференциалов dш2da:1 •••••• 

Так как уравнение п предельные условия однородны, то Функции •}& 
011редеJ1е11ы вп;ют1, до 1юстошшого 1шошителя, КQТорый можно опре}1,е

J 11ть так, чтобы 

[38] J p(фk0)2(dx) 1. 

В таком слу•шс мы говорим, что <1>ун11ц1ш tJ,X составтют бес
конечный ряд ортоrона.11ы1ых нормированных Функций. Вводя вместо 
·}Z Функцю1 •},., моше11 напш·ап, 

[39] 
; о, 
t 1. 

11 рассмотрии их 1.ак ч.~ены бссковечноii :м:атр1щы, сопоставленной 

Функшш F. В частносТJI д.ш координаты Xr пол:учим матрицу с членами 
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Э'l'И :иатрицы имеют эрмиТ(Ш харак1•ер, 'l'акжс 1щк 11 маТ\)ИЦЫ 
l'Eii3EHБEPГA И БОРНА, т.-е. 

Далее, Сf~:ш у ш~е Jtмеется выражение H(Pr(llr ), шшример, Фу111щи11 
1'АМИЛЬТОИА, то ему можно (IOПOCT3BIITI, матри,~у с чдеиами 

l'де [ JJ, •}1,] есть 't'O'f tшмый оператор, t)Мl,Шд которого мы укаsывщш 

раньшr. 1J 11аетпоеп1 вс.11tt1ине р" t•оответс'l'Rует матрица с ЧJiенам,1 

L * д•' k ·( (Е11-Е.,) "') s д,1, D 1 · • ,. 'i'k, _ - , ~,,1; '-----·-- t+ - 1 о __ !!_ . 
143! JJ (ksl=---. f P'i's ·-·-(dx)---l~ 1, '! P'rs д (d.r · · r. ' 2..:i. да;r· 2'11: ai,. 

дегко показать, ш1льзу1шь евоiiством орrогона.,ы10f•.ти, что JJr(ks 
также будет эрмитовоlt матр1щеii. 

ШР1<;дин1'ЕР доказывает, •1то все действю1 11ад :1п1ми ~,атр1ща~ш 

11рОИЗВОДП'l'СЯ точно 'l'ак же, как над матрицами l'EiiSEIIJiEPГЛ И БоРнА; 

самое существенное свойство их sак.110ч1.ют1.Jп в 1·ледующем. Ееди 

мы возьмем матрнЦLI р11 и х,и 1шредс.11енпые в [ 111] и [ 431, и напишем 
выражение H(PkfIJ1r) в виде матричном Функции H(p11x11J, подставим 
сюда паши Pk и х" 11 пршшведем по прав11лам мач)11чuо1·0 исчислс1-

·ния ве.е действия, то в резу.111,тате 1шлучи.м 1шкоторую матр1щу. 

С другой стороны, мы можем: ВЫЧИf.JIИТЬ матрицу [42], СООТВ(\Т()ТIIУЮ

щую выражению ll(pk, х11); :ли две матрицы сов11ада~от. 
Легко показать, что ОС.:ПI /J(p/(, Шk) ееть К.ilассическап Функции 

Г АмилионА нашей задачи в декартовых 1:оордипатах, то вычислен

ная матрица [t2] будет днаrонаJiьпая матр1ща, щш чем диагона.111,пые 
ее члены будут 1ш~. рш; характеристические числа. 

Действите..11:ьпо: ,1,ункщ111 9k0 должны тожде(~1юнно удов;1етворптъ 

уравненюо [ IЩ : 
[11 Е11,Ф1/'I U,l/J,•Ы1 !=E1;ф11. 

Ооатомv 
• . ( 1,k - Е,) ,, . ) 0 

Jf(ks)=e-i!r.--,г-'-:.. 1 ,J рф/Е\фk0 (dх)= 1 Е~. (k::f:.s) 
(k=,f) 

в t~илу ортогона.1п,ност11 11 нормировки Функций фk0• Теперь уже очеш, 

.легко показать полную i)КВИваJIСНТНОСТЬ теорий ШРЕДИНГЕРА и иа

тричноii; если задача ШРЕдинrЕР А решена, т.-е. известны B{'R 
Ek и Ф1.0, то, по доказанному, нам остается только построить матрицы 
:Pk и х,., чтобы поччитъ те 11х выражения, которые обращают 
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ма1·ричнu11 выражешю 11>у111щ11и r А м }1.111, то II А, H(Pt.Xk), Jl,llllHOЙ :Jадачи 
в диагональную матрицу, 11р11 •1ем значения диагональных ее членов 

уме и~шестю,r :Japaнl\c - :,то харак1·сристические чиела надачи ШРЕ

JШНГЕРА. Матрицы Pt. 11 xk, пострмнные 110 l.iL l 11 [.i3], решают 
sадачу ГЕiiзЕНБЕРrА и БоРнА. Ес.пr считать, что члены матрицы 

Хк 11,еitетвителыю свнзаны с 1штенсrrnноетью испускаемого света, то 

тем самым и в 1·еор1ш IIJP•:1,инrEPA вопрос о вычиr,11ении интен
сивностеfi можно считатr, Форма.,11,но решенным, та1. ~.ак :.ти вс.~шч1шы 

MOl'fT быт,. ВЫЧIIС.Jlены. 

Чтобы ра(~мотрm·, • .~тот во11рос на нрнмере, обратимся к случаю 
гармоН1r•юшюrо .шнейноrо НJtбратора. Фу1ш1\JIН Гл v:иJп,тонА имеет 

BlIД: 

J/(71,ш) 1 2 
--р 2m 

НО(:редством r1puцce.ca 1шан1·шшюш ~~таран 1шантовая ·1·tюр1ш на
ходила уровш1 :1нерп111 

Е,,. 

и возможные частоты 11снускаемоrо света rю 11ринци11у БОРА доJJЖШ,r 

бы.1111 бып,: 

т.-е. целью кратю,н• основ1юii часто·1·ы 'о10 • Старой теор1111 приходи.1ое~. 

теперь обращатъсп " новому припц~шу, к щтнципу соответствии, 

также указанному БоРом, дли тuro чтобы совершит~, отбор среди 

всех во..:пшжны:х переl',коков и запретит,, все те, при которых ра.шоетr. 

чноо.11 п 11 т превышает едип1щу, т.-с. дополнr1тr, результат еще 

11рав1мом оrбора 
11 ffl= i. 

3то, конечно, естr, не что юте, 1шк утвf1ржденис относwrеJп,но 

IШТI\НСИВIЮСТей: JfНтенсивнос·r11, еоответствующие ДОЗВОJl(IННЫМ llef)f'

xoдaм, равны между (~обои, а прочие равны нулю. 

JJ данном случае рассужден1ш о•~еш, просты: д.1ш больших кван

товых •шf.ел п п т 1шантовые законы должны давать результат, 

асимнтот11чески приближающrriiся к юrассиче(:кому; но, по uаесиче

екоii· теории, наш в11братор может иеrrускатr, тод1,к11 одну частоту 110, 

ПО3ТОМУ ;'l;OJIЖHO Ubl1'1, 
1l-1il= 1. 

Распро1:трашш :1·ro на в1~ квантовые •шeJta, 11олучаt·м: нужный 

результат. 
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Пристунп: теперь к решению sадачи по ШРJ<~}НIНГЕРУ. Уравне
н11е для ф8 легко составить (но [IЩ): 

Вводя 

а 

пр1шодим уравнение к виду: 

[ioJ ( а , 
. --·- -z2 j 'fo=O. 
\ J!Ь / 

Произведем на самом дeJle разыш.ание характер11сти•шс1.шх •шсел 
н <1>ундаиентиьных Функций этого уравнения, при предел1.ных усJ10-

вилх: ф8 конечно при - оо ,.,;;; z,.,;;; + со. 
;\дя этого ввод11м новую Фу11кц11ю у уравнением 

а 
11 ПОJШrаеи --= 

rt6l 
llолагап 

Jlb 

;2 

·~., =е 2 ?/ 

2п + 1. Уравнение J.,i5J пр1шод1пся к Rlfдy. 

'!/'-l;.'}' + 2щ, = о. 

II определяя КООФФициенты, по.tучаем 

(2n-2)(2n- 6) t --(,). -·,. z 
1 .... 3.,i.,.i 

... ) . 
Так как жо выражение имеет два неощ}едеденных коаФФ1щиента 

а0 и а1, то 0то есть общиii интеграл: 

у a0y~J+a1y~1. 

Есл11 ,i равно положитеJыюиу целому •шшу или нул10, то 9дин 

11s этих рядов обрывается и представляет собой цедый поJпшои, 

который называется поJ11111омом Эrм11тл Н11 ; можно показать, •1то 
произведение 
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при ti не цеJ1011 n ·1·оqк.1х z =+со нс остается конечнън1, n то 
время как z• 

е - 2 Hn(z) 

этому уеловшо удоп,1сшорлст. Таким обра3ш1, для каждого n=0,1,2 ... 
существует одно решение, удов,1етворлющес ооставденоьш предед1,

ным условним, при п не ЦCJIOM ТШl'ИХ рrшенпй нет. ))яд ДНСКJ)СТНЫХ 

рсuюпнir zi 

ч,0n= Cne -т H/z) 

соотвнтетвует хар1штери(\'l'Иче1\к101 •шелщ1 

211-j-l. 

Подстаnл1ш обратно зпачснпя ft и l,, 1юлучаем ддя Е 

l47] 

l'армоническиii вибратор по новой механ11ке 1шантуетсл с 110.ау

торны.ми квантовыми числами. Ра3ност11 :шергиii двух состопннii 

получаютел, одншю, 1·а~ше жr, ~.ш; 11 раньше: 

En Ет = 11i rn.) 11'10. 

Функщш р 11 11а1111:щ сдучае равна едппr1щ~; вычпсляя 

+= +w J (ч,ok)2dz (' ~ f' "k (' 

00 

мы ш1дш1, 'J'l'(I длл 1юрм11ровю1 ШНI нушно IIOЛOЖIITЬ 

1 
с,.=--;--===== 

так что 1юрмr1рош111111.1ш1 ор1·огош1л1,пr.пш Фундамш1тальнъпt11 Функ

цш1мн ltШIКIOTCH 

r 191 
L . 

с, 11 , /, 

Jш помшmюL1 Э1•мнтл юнч~т место <1>0Jн1у.1а: 
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Дли Фующю1 •}ni O нто соо·rношение, каJ, легко убеДJ1тм·11, 11ере-
ходит п: 

~.~ о _ -. / 1n + 1 ,!, , о 
~,ш-v 2 ,mтl 

1 / 11~.,. О V 2 rm-1 · 

Поэтому, состаплпя матрицу z, 110дучим JJO n1.1шсш1ложf'1шым 

На ос11uвани11 ор1·о~,онаJ1ыюст11 Функций ljin6 1ш1·е1·рал1.1 11 r.rюб-

1.ах не равны ну.Т(ю только если т = n --- 1 н т = 'fl. -~ 1 ; н атом 
f'Jlyчal' они равны ед1ш1ще. По:)тому: 

п;о1 
I_ j 

Z ('11, 11 
J'I 

-1 __ -)- = (' ·--t,i·,,,1- J / 
у 2-' 

Нроч11е z (t1, ш) равllЫ нулю, т.-,~. интенсивность отлич1ш tJТ 

нуля тоJ1ько в е.11учае ,шерехода» между t\оеедниМit уроппями, 1юt')Щ 

•1астота равна v0 • , 

ПерехоДJI от z к х умножением па Ь-4, uолу•шм п ·rоч1ю("1'11 
резул1,тат ГEilЗERБEPr л: 

э; (ti, п 

Вернемщr в наКJIЮчение Ii некоторым общим еuuбражс~шям, 

имеющимся П ЛllTCpa1·ype по TCOl)ИJI JilrE,'l,tlHГEl'A, О ПIЩМОЖНОПФIШИ
чешшм зш1чшши мехашrче,,коrо ска.ч,rра 'f· 

ДЕ-БРо.~11,11, а за ш,м 11 ШРЕДИНГЕI' uыт.tл11съ щшдать <1>из11-
чсс1юе зна•1ение и3.11оже~шоfi в начале~ ет.tтыt аtшлопш между 

оптикой и иеханикоit, стараясь 11оздат1, наJJоженuем ряда полн f~Ка

.11яра ф проетран1·твен110 огрюшченные группы воли, <<ВоJшовые 1111.кетыJ>. 

Так ка~. екорость движения таких ГJ)упп Формально соо·1·nстш·ву1"r 

(~.коростm1 чаl\ТИЦ в 1·очечноfi механrш•~ ( по к1}айней и ере п тoii 

об.1аст11, 1\1.е вщнова11 механика доnуекает 1юю1п11~ :~уча), то ~•тн 

f*) ПJ)И ераввешfИ зтоii ФОJJ~1у.1ы е <1>1чн1у.1ой [48J ~·ап,и 1' . .\. ГР н н
li н 1• 1· А нужно име'l·ь в ни;~:у JJaaви1i:y в нумерации чJю1ю11 "ачнщы; У- 11ае 

1101111яiro111,111 ,юмера начинаются 1~ пу.111, а т:1,1 - е f\11.ИIШПЫ. 
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группы могп бы объяснlfть существование дискретных ш.-ектронов, 

и частиц, которые мы на 1:амои дrJle наб.1юдаеи. Д.1я движения по 

инерции, а также Д.IЯ ШJ)монического вибратора такие построения 

вооможпы, но общего :шачения !)Та попытка, пов11Д11иому, не нмеет, 

хотя бы из-за ивогоиернооти волны в случае бо.1ее СJJожных ш1стеи. 

По частным еведенилм, Г. А. Ло1•Енц в евонх .1екциях поюш3JI, что· 

нл модrы1и водородного а1'0111а таких волновых ш1кетов создатr, не.1ьзя. 

Ес1и 1:тоя1·1. па почве принципа относите.1ьное·rи, т.-1J. исходит~.. 

ин [IV], то :шср~•ии Е = Е0 + Е' и прои:шодимые из н11х частоты 
будут очень ВеJШJШ; испускаемые же атомами световые частоты, 

Е.,.-Е,,,, Е',,-Е'т · 
ра~шые ----,,,- .. - = ,,,- ·- OTHOeJITCJibHO малы. Пl1•ЕJ1,ИНГЕР 

пред.1аrаJ1 ем:отрет1, ш1_ :)ти •шетоты как на •~астоты бшший, возни

кающих в том случае, ко1·;~а одновременно существуют ;l,Ва собствен

ных коJJебаюш. Не1юмненно, что акт :иепускания как-то CBJffiaн 

11м1·11но ti двумя е1ттоян1ши11, 110 бшюе конкретноfi картины, какии 

нбразом ати бишпш претворяютс11 в •~ве1·, 11ока не еуществует. 

Эт,1 11де11 имеет nечто общее с 1·еи истоJiкованиеи, которое 
Ш1•1.:;,и11rЕ1' 1~ает Форму,11\ [,Н]. Ес.1н Ч.lен матрицы х изображает 

1:обой некое t'3рмоническое коJ1ебш1И1~ и IIJ)ИTOИ 11зJ1учающее, то это 

;~олжен быть периодичешшй J~ипол1,ный момент, а 1штеr1)а.1, ш·оящ11if 

н нравоИ чаr,т11 [ Н ], - 1·1·0 амн1итуда. Оказываетсn во:Jможным: по-
4:троИТI, такое опредеJiение нрост1щнственноrо рас~предеJ1енил п1от

НО{.'ТИ :шектр11чеетва, которое де.1ае1· подобное истолкование возможным. 

Есл11 нам задано произвольное начu1,ное оостояние м:еханиче-

1:кurо ека.11я1щ, т.-е. IФ(xk)lt=to и [ф(x.)Jt=t0 , и ПJШ том тако.-, sоторое 
удuвлетtЮJ)ЛШ' 11реде.1ьным ус.шшшм: нашеii 3а,:щчи, то 1:овершепно 

так же, 1шБ в 3адачах тео1)11и упругости, например, 1щ1 ш,учал ко1е

ба11и11 струны с неподвижными концами, мы мш1юм 11рf.дставить 

"1шжею~с, у,11,овлетворлющее :1шм начаJ11,ны:п ус.човшо1 в вид•~ рашю

ж1•ню1 по 1:обr,твсшным ко.1ебани11t1 

[;; 1 J V \' 
·~ . (1,:.1 ') 1

1 
-zr..1 ..... -rj~ 

'" = с .i" = 1 с 1,,, о е ,, . т / 
1 

~r.c.: , . я-tт~ - -.. 
((о;)Ф<1>и1щенты cs, 1;011,ершащие аишитуду II Фа:1у, вообще г1шоря, 

будут КОМШIСКСНЫ. 

CocmafflMf, пртюведеиие рфф'' и 1mоове.м r.io t1.101т10стью ,м,ек

тричества. Tнr,11..t вел11чина 

5i] Р,т, = f ач,t•}*'( d.c) 

iiудм' еооташшющеii 110 01щ ш, динолыюго момен1·а йТШ'Н paci1pe1(r-
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.Jшuин плотности. Вычислим эту вс.1111ч1шу, nоо1ю.11ыювавшпсь раз

ложением (51 ): 

Р.'11= !! С8С/ J Ш·fiФs•},/'(dx) = !! Csc{x(sk), 
s k s k 

где w(sk) есть как рав •1.11еп матрицы х. Длн простоты опить пре,;що

. лаrае:м:, что у нас имеется тоJiъко одна ((Точка)), т.-е. задача трех 

измеревиfi, и координаты обооначевы w, у, z; заиетим, однако, что 

эта rипотеаа может быть без внутренних :противоречий обобщена 

на какое угодно чt1сло координат системы. Соед»ннл в одно члены 
(sl,) н (k11), получим: 

csc/'x(sk) + c/'ct.W(ks) =cst11"'x(sk) + c./''c11 ш"'(sk) = 2R(c8c1/*ш(sk)), 

I'де R означает вещественную часть. Как леrко проверить, 

(
Е Е. , 

R(c8c/'w(sk))=lc,I lc,.!ш0 (sk) cos21e _! lt si+as-,311 ). 

· таким образом 

! ~ . ( Л -Е , 
[53] Рш= 7. lcsl jcт.l x 0 (.~k)cos21e _.,:~--!t-J-3s- 311)· 
. -s k 

llредположим, что мы }tмeej}r только одно собственное кол:ебашt('. 

т.-е. в р3.31оженин [51] присутствует только один член с с8 о, 
а все прочие ет. равны нулю. Тогда Pжcss1 /е81 2 ш0 (ss). Эта вел11чина 
поотоя11на, а для гармонического вибратора равна нулю. При воз
буждении одно1'0 собственного ко.1ебания атом не имеет пе1шодиче

скоrо дипоJiьного момента, а потому 11 не пsлу•шет. Если у .пае 

возбуждены два собственных колебания, то, кроJ1е двух постоянных 

•шенов, в [53] будет один периодический член (вернее, два тожде

.ственных по а111ПJ1итуде и частоте, во имеющих ФШJЫ противо1юложных 

.3на1юв, что ДJIЯ косинуса не имеет значею1л): 

Р (skJ- Р rssJ -1'- Р (lrkJ '- 2Jc ·11е I w0 fsk) cos 21r ( ltk- Ь\ I _J_ "?, -о ) 
а; - и; (1) ·, $ lr \' lt I s k_, • 

Такои дипольный м:ш1ен1· даст IUaccuчecкoe 1шлучение с должной 
квантовоii чщ"'Тотой и ам:11.1итудой, пропорционалыюit члену матрицы 

ГЕiiЗЕНБЕРГА-БоРвА. В последней своей работе (i-e сообщение) 
ПIРЕдивrЕР на основании :,тон гипотезы может вычислить дпспер
сню, определял вынужденные колебания по,11, ;'1,ействие11 свеговоii 

волны, т.-е. опреде.11nн Фушщюо •} и вычисляя по ее разложению 

резуJiьтнрующиti переменный д11110.11ьныit хомент. Длн еамопршш

воJ1ьноrо излучения однОI'О атшrа еще не еовсем ясно, каким образо~r 

возникает второ(' (~обствениое Rодебашн~, 11 почшrу шrенно только о,що. 
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Возможно, однако, что самая 1шстановка пос.1rедпего вопроса 

_вообще чужда самому духу теории, по крайней мере четвертому 

вsr.в:иду на Фиш1ческую сущность Функции •}, который выдвигается 

БоРном в его работе по теории сто.в:кповений э.в:ектронов с атомами. 

В точечной механике по.в:ный иптеrра.в: уравнения Г Ами.в:ъrонА
Якоsи, содержащий до.в:жное чис.в:о нроизво.в:ьпъrх постоивных, опре

де.в:яет собой всю совокупвость возможных движений данной моде.в:и; 

единичная система одновременно не может совершать все движения, 

а совершает то.в:ько одно, во в собрании систем можно мыс.в:ить разные 

движения, совершаемые разными индивидуумами, п можво себе 

представить опреде.в:евное распреде.в:ение систем по различным со

стоянин11 движения. К.в:ассическан статистика как раз работает с та
кими распреде.в:ениями, и придает каждому распреде.в:евию вес, про

.порциона.в:ьвый чис.в:у перестановок иидивидуа.в:ьных систем, кото

рыми можно осуществить данное распредеJiение. Анакоrичпо этому 

можно сказать, что совокупность ФундаментаJiьвых решений Фs задачи 

ШРЕдинrЕР А есть перечис.в:ение возможных типов движения данной 

моде.в:и во волновой механике; на всякую же Функцию ф, которая 

может быть предстаВJiена в виде раВJiожепин [olJ, можно смотреть 
как па распредеJiение множества атомов некоторого собрании по 

раВJiичным возможным состоянш, ври чем, как показаJI Бо rн, отно
.ситеJiьоое чис.в:о атомов, находящихся в состоянии s, ври данном 

«распреде.в:евии» ф пропорциова.в:ьво квадрату модуJiя коЗФФИЦИевта с., 

стоящего при ф, в разАожепии ф. Сильно схематизируя, можно опи
сать сущность упомянутой работы БоРнА с.в:едующим образом: на 
атом падает одна шоская волна, претерпевает дИФФракцию, и выхо

дящая вшша может быть описана на достаточном отдалении от атома 

,как накожение шоских же воJiн, идущих во всех ванрав.в:епиях, но 

,с интенсивностью Фm зависящей от направ.в:ения. Этот результат тол
куется как статистическое изображение того, что происходит при 

падении пучка . о.1шктровов на собрание атомов, при чем интенсив

вость ф0 в бесконечно узком пучке выхо/щщих во.110 толкуется как 

относитеJiьное чис.в:о ыектронов, отuоненвых тю,, что их папра

шение ноеле удара попадает в дани:, ii элементарный телесный угол. 
С этой точки зрения дипольные моменты, вычис.в:яемые lllPE

динrEPOII при задании некоторой Функции ф, вероятно, нужно 

себе представить как средние дипольные моменты, обус.в:овливаю

ЩIШ среднее лучеиспускание собрания атомов с опреде.11енным ста

ционарным распредыеннем по состояниям, соответствующп Функ

ции ф. В действительности, ведь, наблюдается только то или иное 

;Евавrоваа 11ехави11а 
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распределеш1е интенсив11ости в .пшейчатом спектре атомов данноrо 

:1.11емента и1и в подосатом спектре молеку.11 данного соединения, 

испускаемого большим количеством индивидуумов 11ри тех или иных 

уеловиях вовбужденшr. Если теория может вычисJшт1, это но данной 
моде1и атома 1ш 11редположе~1нй о рас11реде1ении по состояниям 11ри 

)1.анных ус1овиях, то :это, по мпению сторонников такой точки зрения, 

и естъ все, что от нее принциш1а1ьно можно требовать. В своих воз

зрениях БоРн идет ещ~ 1ЩJ1ыuе, выскавывая мыеJ1ь, что подобная ета

тоетичность результатов лежит не в том, что мы, за большим числом 

еди11ичных процессов, не иоже111 прое.шд11ть 11х в uтдсдьпости, а обус10-

wшна принцппиа1ы1ым отсутствием детерминивма в :.~леиентарпых про

цессах. Конечно, JJ.ЛЯ какого-нибудь основательного суждения но этому 
вопросу в настоящее время достаточных данных пе имеется. 

Заметим только, по поводу поеледней точки зрения, что подоб
пая абстракция, какова бы ш1 была ее и<шшпап нодкладка, ставит 

перед статиеТ11кой вопрос, как оценивать вес данного распределения, 

даваемого Фунiщией ф? Нужно .11и припциn11ально считать все ф, т.-е. 

'все· совокупности величин с/·, которыми 01111 в статистическом 
ciы(JJ(e вполне оореде.1я1отс.я, а p1·iori равновероятными, или же но 

старому обра.щу прои3Вод11ть комбинаторику тех отде1ьных .~.1емен

тарных состояний Фs, 1ш которых она складывается. Первая возиож-

. носtь, может быть, ПОJI.Ведет рационалr,ный Фундамент оод шжа еще 

·весьма беспочвенную статистику БозЕ-ЭйнштЕiiн.л. 

llос.11едш1е пункты нашего очерка покаш,шают, что хотя Физи

ческая сторона теории ШРЕдингЕР.А но.ка еще вырисовывается весьма 

туманно, но что эта теория, кроие весьма зам:ечате.Jп,ных Фориа.11ьных 

успехов, небо.1ьшую часть которых нам вдес1, удалось весьма бегло 

.и3.11ожить, дает повод к постановке очень глубоких новых проб.1е:м. 

Из ,щво.11ыю уже обширной .1mературы 1ю теории Пlр1ци11rкРА ori>a· 
ilи•шмся указанием па с.tедующие работы. 

·к Sclнod lnger. Qua11tisierung als EigenwcrtproЫem. Ann. der Physik, 
1926. Mitteilungen: 1-79, 361; 11-79, li,R9; Пl-80, 4:!7; IV-81, 109. 
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М. Born. Quantenmechanik der Stossvorgiinge. Zeitscbrift f. Pl1ysiк. зв, 

803, 1926. 
V. Fock. Zur Sch1·odi11ger·scben \Vellcnmecha11ik. ZeitschrIO f. Pbysi\., 

38, 242, 1926. . 
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rrЕОРИЯ ШРЕДИНГЕРА И ОБЩАЯ ТЕОРИЯ 

ОТНОСИ,ГЕЛЬНОСТИ 

В. К. ФРЕЛЕРЯЬ:С 

1. Основные «во.:шовыс» уравнения ШРЕдинrЕР А, данные 11.м 
сначu:а для решснил простеiiшпх квантовых задач ( осцил.11атора, 
ротатора), а затем более щ~о11шых (напр., ЗФФект ШтАРкл), нашшапы 

им соответственно обычным приеиам uассической :механики Jt не 

являются ипвариаптныип ни по отношению к преобразованиям спе

циа.11ьпоrо принципа отпоситt>льпости, н11, тем более, обще1'0. 

Вопрос об обобщении осповопо.:~:ожепий ШРЕд11нrJ.;р А для «боль

шой)) и «малоii» отпоситt>льноети стал поэтому пос1е первых же 

столь удивите.11ьных успехов теории сразу на очередь. То, что подоб

ное обобщение воrло и доJЖНо бшо представить весьва бо.11ьшой 

интерес, видно хотя бы из того, что работы дЕ-БРолы1 (de Bro
glie) написаны в соответствпи с спеn,иа.11ьным принципом относитель
ности, а евлзь н, быее того, прееметвенна11 зависимость ШРЕдин

ГЕРА от дЕ-БРольи неоднократно подчеркивается первым в его 
работах. Не.11ьзя поэтому уд1ш1яться, что в течение всего одного 
только ПОJl}ТОда П(){~е появления первоii работы ШРЕдингЕР А 

((f{вантование как :задача нахождения характериетических чисел» 
(Quantiesierung als EigeriwertproЫern) (*) появился целый ряд статей, 
(!нещ1ально ~Jтому вопросу посвпщенных. Мы коснемся здесь работ 

В. А. ФокА (**) 1r О. КJ1ЕЙВА С"**). Нам следовало бы указать u 
на работу дЕ-ДопдЕРА (de Donder) С**-"'*), но, за пш1мение:и неко

торых его трудов, мы огранич11мся первыми дnу:иn авторами. 

(*) Ann. d. Physik. Март 1926. 
С*) V. Fock. Z,·itschr. f. Physik. З9, 226. 1926. 

(*"*) О. К I с i n. ZeHschr. f. Phyl"ik. 87, 895. 1926. 
(****) Т. 1Je D о 11 tl е r. С. R. 182, 1380. 183, 22. 183, 594. 1926. 
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Заметим, Ч'l'О «воJшовьш>> уравнения, обобщенные ДАЯ принц1ша 

относwrеJiьностп n простейших случаях их применения, в этих раз

Jiичных работах по Форме и выводам, из них вытекающим, совпадают, 

но что методы получения 11х неодинаковы. Заметим также, что эти 

методы оказываются свJШанным11 е совершенно дJiл нас новыми Физи

ческими и геометрическими предс1·авлениям11, настолько своеобраз

ньП1и, что требуют самостоwrельной оценю~ и рассмотрения и 11меют 

самодоВJ1еющий интерес. 

2. Самым естественным и простым кажется нам метод В. Фок.л, 
пр1lменяемыii им к СJучаю движения sаряженноП материальной точки. 

Первый шаг к обобщению - обобщен11е в смыСJе специuьной теор1m 

ошосwrСJiьности. Оно основано на хорошо известном дJJЯ рассматри
ваемого примера выражении лагранжевой Функции L. В кJiассиче

ских обозначениях: 

/ v11 е 
[1] L -тс'V 1-с'+с (~v) eip, 

где т - масса частицы, е - ее заряд, v - скорость, с- скорост~. 

света, ~ вектор потенциал, ч~ - скалярный потенпиu. В обозна
чениях четырехмерного тензорного анализа, при 

.. ш = a;t, у = а:2 , z = ш3, ct = х •; 

daJ" =t/; Ш,=fi (при i=1, 2, 3); чi=-q:,4 : 

dт.t. = ctdf- -d:c11 - dy2 - dz' 
имеем 

[1'J 

отсюда по.11учается соответствующее уравнение 1'.лмиJiыон.л-ЯкоБи 
и из него выражение Q дия неизвестной, введенной ШРЕДИНГЕРОм, 
Функции ф в такой Форме: 

I2l 

1) в кJiассических обозначениях: 

1 l"д' .2 2едф t Q=(gradф) 11 -- -1)' ---.r Шgradф · с 11 дt с дt \ 
дф' -1+ с дtJ 

rде р означает новый параметр, имеюIЦИй размерность действия. 
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2) В четырехмерных обоsпачепиях: 

В статье В. Р. БУРGИАНА значение этого выражения, ·в том упро
щенном виде, в каком его принимает ШРЕДIIНГЕР, пояснено, и нам: 

дl!J 
нет надобности давать здесь новые разъяснения. Мы замечаем, что др , 
равно как и коэфф1щиенты при но1евоii, первой и второй степени 

дф 
от др представ.пнот собой инварианты по отношению к нреобразова-

ниям епециuъноrо принципа относительности. .llet'KO JJИдеть, что et>JШ 

1) мы возьмем мероопределение 

2) напишем вместо [2'J 
ds2 = Uil/h:idш", 

[2''1 O=gik-~-.::i:--q;'-:1-+ m2c2+-t'ч:i· (- ' дф дф 2е дф дф ( e'l ). 1дф)2 

· дш' диг с да: др , cl! • 1,др 

f)ф 
то др, как производная от ска.,ара по параметру, 11 затем 1:ЮЭффИ-

циенты ври :; в нолевой, первой 11 второii степени будут пнвариаи
таии ко всем точечным преобразованиям в четырехмерном мире. 

Выражение [2"] переходит, очевидно~ в [2'], когда !lit прини
мают значение снециальноrо принципа относительности. 

Чтобы поJ_учить из [2"] обобщенное <<ВОJiновое)) уравнение, 
В. Фок замечает, что выражение для О однородно относительно 

дф дф 
производных fit II дfJ; et>J11t ввести обозначения 

. . 2emi е2 
[3] 'l'l=Xs. "''"=gik· ... н=О· ... is=--т-· ... ~5=,n.2c2.J __ ,,.1,i r ,1 • ,1 ,1 с'' •с2·н-,, 

то выражение для О можно нашюать, как сумму 

O=!-f й.:t- (прп i, k=1, ... 5) 
i,k 

Еt.ли, да.1ее, взять пятимерную квадратичную Форму 

[ i] ds2 = ! ri"dшidшk, (при i, k = 1, ... 5) 

'~" 
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где dшi ковариантные компопенты смещения, то Форма ds2 и Q ипва
риантны по отпошению к одной и той же 1·руш10 нреобраsовавий в Л5, 

в частности обе инвариантны по всем точечным нреобразованиям 

в Rt. Выражение для ds1 с контравариаптны:ми ко1шонента111и сме
щения будет 

(4'] 

при 

ds"-!тi,.da.:idaf (при i, k = 1, •.. Н'\ 
! k 

+ е' О '"') ( • k 1 !! Ttk = 9ik mtc• 'Pi'P1r, 9tr. = l 1 . при i, = , . . . ., ) 

Но .laIUacoвcкoe уравнение д.;~я 9 в пятив:ерном пространстве с :меро
О11реде.1ением [ ,i] будет, как 1швестuо, 

[5] о, 

где I детерминант, обраsованныii 113 1;,.. ато и сеть ис,юмое волно

вое уравнение. Инвариаптностъ полученного результата ко все111 точеч

ным преобразованиям в R4 гарантирована здесь способом cl'o по1у
чени.11. 

Заметим, что в cuy специаю,ных sначениii тik Форtш ds't н11 

будет 1швариавтна 11:0 всем точечным преобразованиим в R.,. Когда 9ik 

принииают значения соеЦJtаJiьного 11р1Jнципа 01·нос11телъности и 1шrда 

магнитное поле отсутствует, мы но1учаем нз l i,] то е.амое водно

вое уравнение, которым поJIЪЗуется ШРЕДIIНl'ЕР. Таким обраsо111,-поста

ВJ1енная задача решена. Введенное здесь пятое измерение р = 11.:" 

играет в процессе решения чисто Форм:аJ:ьную, вспомоrатеJЪную ро.1ь. 

Однако оказывается, что пят11мерное пространство с .мероопре

дел:ением [ i] об.1шдает некоторыми вееъма ШU1ечатеJ1ьным11 свойствами. 
Известно, что В общем нрИIЩJШС ОТНОСИТе.111,НОСТИ движение 

материальной точки в поле тяrотш1ип определяется 1шк проекция 

rеодезической J1ини11 J/4 на трехмерное про(,'Транство, т.-е. ее урав

нения движения получаются из 

aJ ds=O, 

где ds элемент дуги четырехмерного пространства. В тои сдучае. 
когда «длина>> геодезической равна нолю, мы имеем дел:о с f~ветн

выми лучам11. 

( ... ) Tik вычисJ1нетса из тik так же. как gik и:~ gik, и..11и обратно gik из g,Jt. 
11 обmен теор11и отвоситмьвоств:. 
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В. А. Фок оошша.,1, что ао.~евыr 1еоде;1ические .iuuuu пяти

мер1~оw простраиства с J11,е1юопреде.1е1tие.v {11 опреде.~яют дви· 
жеиие sаряжеииой материа.,1ьной точки. 

Рядом с силой тп1'0тенин, действующей 11а единицу массы и вы

ступающей здесr, 11 то•шо такои же ФО/Нtе, ка1, в общем прию~иое 

от1юситСJ11.ност11, появляетея cit.ia ~lоренца, умноженная на отноше
ние заряда к массе. 

Другими словами: (•.1шу .!fоrЕнцА можно вычисли·rr, па основании 

ночти тех же Формал~.ных соображениii, как и ciuy т1п'О·rения. Это 

обсrоятел~.ство заслуж1шает, кщшчио, внимания, в особенности, . если 
вспомнит,., что ,11:0 сих нор IIOIIЬITIШ создать ((единую)) теорию . поля 
ДJIЯ яВJiениИ тяготен1ш 11 явлении :>ле1.-тромагнитпых не увенч1mа

J1ись успехом:('). Указанныti (:110006 вычиеJiить силу JloPEHЦA; быть 
может, дает нам указан11е, в каком направлении эту теори10 можно 

пытат~.ся построит~.. Но 110 нуж110 забывать, что мероопредеJ1ен1~е 
[ ,t] приrод1ю толыю д.1111 ;taiшoii частицы с определенным11 за рядом 

11 мaccoii. 

3. Оскар Кл Ей 11 (Oskai· К I о i n) приходит в своей работе 

к тому же обобщенному волновому уравнени10, как и Фок. Резудь

таты его исследования 11шожены с помощью представJiеиuя о пяп1-

иерно111 пространстве. llocтoJI1,кy, посколы,у его рооул~.таты сходите, 

с рооуJiыатами В. Фо1а, мы 11х не приводим. Мы передадим здесь 
возможно кратко общиii ход его раr..суждениit, приводящий к неко

торым весы1а JJюбонытным соотношеюшм. 

Основные уравнения Эii11111тEii11л в простейшем: их ви;{е пи

шутся так: 

здесь Rit, - те1шор p11:tiauoвoii КJШ вuзны 11ространства, R - крившша 
Tili - тензор n1tерги11 и материи и k постоянная тяготения. 

3111 уравнен1ш ,южно 1ш:1учит~. е помощью вариационного 

принципа: 

~.г (R k /,) i<:_ g dtv = О, 

где L инвариант, зав11еящий: от 11араметров, определяющих материю 

и вход11щих в тензор Tik, п dlt' - :>лемент четырехмерного объе:па. 

('") Сюда ОТIIОСЯТСЯ Ю!Вестныс JIОНЫТКИ ,v еу l'я, II d d i 11 {!: t () н'а, самоrо 
3 й и ш т Е fi 11 А и -1:руrих. 
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О. :К.11Ей11 пробует найти в пятимерном пространстве с :керо-

определением 

ds2 = ! Tik du} dш11 (при i,k = 1, ... 5) 
i,k 

такую ФУНJЩИЮ W, чтобы из вариационного nринп.ипа 

где т- детерминант, образованный из всех Ti1i, и dO - э.1еменr пяти-
11ерuоrо объема, можно бшо бы по.1учить одн11:м ударом и осповные 

уравнения ЭitнштЕiiнл (10 уравнениii), и уравнения МлксвЕ.11.IА 
( t уравнения). 

О. К.1Ейи по.1агает: 

Т111 = 9ik + <X~
2fi fk, 9ii; = О. (при i 1, . . . 5) 

е2 
Это те же Ti11, как и у Фокл, с тою Jiиmь разницей, что вместо 2 "i 

те 

еrоит постоянный множитеиь .:х~\ который обозначается через k 
и значение которого заранее пе предрешается. Из этих Tik строится 
известным способом тензор пятимервой римановой кривизны l11t 
и кривизна Р = тиr. Pik; 

Затем пшmrается W = Р и из вариации по веем T,k, кроме т5!! 

выводятся (О. Н.11Ейн дает то.11,ко резу.111,тат) соотношения: 

в111_;9ik R+k Sil!=O,} . . 
j__ ___ ы_ (i,k=1, 2,3, 4) 
ди;t v-u м - о, . 

где Si1i обычный о.11ектромагнитныif тензор :энер1'ии и материи, 

а M1u = ::-::z кососимметричныif тензор напряжений электриче
ского и магнитного по.1ей. Первые 10 уравнений на самом де.11е 
представ.11яют собой основные уравнения ЭйнштЕйнл для пустого, 

H{'i содержащего материи проетранства, а вторые 4, уравнения Млкс
в Е ..11 л А - также ДJIЯ пустого пространства. 

ECJiи оставить без рассмотрения некоторые существующие, как 
нам кажется, недоговоренности в выводах 1'.tEiiнл, то все же :кожно 
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отметить, как новыи и весьма удивитеиьный результат, что из рассмо

трения одной тоJJ.ыю римановой кривизны пятнмернш'о пространства 

вытекают одновременно и основные уравнения ЭйнштЕйнА, и урав
нения МлксвЕ.,1.'IА. Д.1я R'ЛЕЙНА этот результат не быJI, впрочем:, 
неожиданным. В 1921 году l{нузл (Kalusa) напечатал в Иsвестиях 
Берлинской Акаде,11ии Наук исе.,едование ("), делавшее полученные 
К.1Еitном результаты вероятными. 

В да.11ьнейшей части своей работы I{лЕйн nрибавдяет Б пяти

мерной кривизне Р новый скаляр в, с помощью которо1'0 в пустое 
пространство вво,l(ится матерш1. О. RJIEйн утверждает: 

1) ЧТО, СШIИ 

ik 

!'де Oik обычныit тензор хатерии, т.-с. 

·к d11:i dx'• 
ljl r,.J -- --

(/.,; d.~' 

то из вариационнш'о принципа медуют обыч11ьш уравнения по.1я, 

ее.1и только поJiожить пятую ковар11антпую компоненту скорости 

и отношение собственного :э.11:смента времени tl-.: в R1 к пятимер
ному элементу дл1шы ds равными соответственно ПО)(обранным по
стоянным; 

2) что при тех ;кс уе.1овиях движение частицы опрсдеJШется 

положением геодезической в nятимерпом пространстве. 

Мы видим, что пнтимерное пространство, рассматриваемое 

Фоком: и RлЕйном, обладает весьма вамечательными особенностями. 

I'оворить об «единой» 1·еометрии поm на основании этих работ, 

правда, пшtа не Пf}ИХодитсн, но для нахождения ее, как нам кажется, 

проиде11 еще один весьма важный и интересный жап - мы сказади 

бы, особенпо интересный потому, что он тесно связан с теорией 

квант, подойти к которым до сего времени 1·еорин относитеnности 

не сумела. Заметим еще, что вопрос о реаJiъности ш1в нереаJiъности 

1штого измерения не та1, существенен, каn :)ТО может показаться 

с первого .BSt'Jlядa. Инвариантные свойства СФеричсской поверхности 

в обыкновенном :щк.1.цовом пространстве м:ш·ут изучаться с помощью 

пшшmений обык11овен11ой геометрии, но они ИОl'УТ быть поJiучены 

(*) Th. К а I н s а. SiLzongsoor. d. Derl. Akad. 1921, р. 966. Ана.11оrичиое 

иоо.щ.;овапие было с;1.е.1ано у вас Г. А. Мл. n;i.E.н м и напечатано в Zt•iLscbr. 
f. Pbysik, 1926, v. 39, р. 136. 
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11 как свойства СФеричоокой, не :шклидовоii геометр11и двуисрнш·о 

пространства. llодобно тому как третья коор}Ulната звклидова про

странства 11,ел:аст изучение сФеричоокой 1шверхност11 более простым, 
так и в деле изучения свойств нашегu •штырехмерпого хира питая 

координата может бы1·ь лишь средством. 1ця у11рощен1ш наших вы

водов. 

4. Теория НлЕй11А 11 Фо КА t-танuвится весыщ nнтереспой, если 
сопоставить ее с теор11ей ДЕ-БР0.11ы1 (de Broglie). Оказывается, 
чrо с помощью пяти:wерного пространства теории ДЕ-БРольи можно 
дать чрезвы•1айпо нагJ1ядное геометрическое представ.11еш1е. Нам 

кажется ПО:)ТОИf поле:зным его здесь IШ.'IOЖIITЬ, 11ри чем В этом ИЗJIО

жениtJ мы бу,~ем следовать аамсткам В. Р. БУРС И АНА, сделанным 

им после обмена мнений по этому вопросу с ll. С. ЭРЕНФЕстом 11 

е большою любезностью 11редостав.11енным им в :мое распоряжение("'). 
Рассмотрим основное <(во.шовое» уравнение Г!,J т.-е. 

r5i 
J 

,, д ; -- '/( dф .. 
' -д , v-r r• д·--.;=О. (i, k i,,,,,J х· il:" . 

1, ..• !;j 
i,k 

Ilредположим пространство лишенным материи и :)лектромагнит
ноrо поля. 

Тогда 

11 уравнение примет вид: 

д2 U д~ U д'ЧJ д! U 
дiJi<i + дх2~ + дх:?1.- - д, \ ~ 

д2U 

дх•z 
О. 

В атuм СJ1учае, по RлЕипу и Фоку, ::1а1шженная частица 
двю'аетсп так, что соответствующая дви.кению нолевая 1·еоде;111-

ческа,~ линllЯ в пятнмерном пространствr. будет прямой. Мирона, 

линия в четырехмерном пространстве (а: 1 , х2 , 1t3, х') тогда также 
прпая, так как 11редt-тавJшет собой прое1щшо ноле1юй геодези•1ес1юй 

на шоскостъ х11 = О; движение в обычном пространстве равномерно 

и прямолннейяо. Заданные для ru. значения о.зпачают отсутствие 
rравитацио1111ых и ол:еКТ})ОМаrш1тных си.11, 11.еiiсшующих 11а части1\у. 

( 1) Во вре.11111 печатани11 ;}J.Uli СТаТЫf IIOJIBИJlaCL работа П. :) 1' ~; II Ф Е СТ А И 

Т. У·.1нп1,кнА (см. Zeitscbr. F. Physik. 39, р. 491), 1,ан раз этому 1ю11росу 
посвлщеннаn. llp11.1f, npn н:орренлпуре. 
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Ilосиотрии теперь, ка1ше решени11 допускает основное урав11ение. 

Полагая 

и- i2r.•I>. ф - "\1 i ( . -1 "' 
-е , - ,;./'/r ,при •- , •.. ·• 

и считая ai н0<~тоянными, найдем, ч1·0 l! будет решением [5'1 щш 
УСJIОВИИ, ЧТО 

[6] (t ! :1 

Каж,11,ая система значеш1й ai, удоwштворяющих :•1·0.му уелuвню, 
даст возможное решен11е: 

Введем новые обо:шаче1нш, 11o.iшra1r 

ai=-
(" 

11ри чем с oзшt•Iat'IT (~1юрост1. св1,та; 

при чеи захетии, что -й1 буде·~· единичным векторов в трехмерно• 

пространстве, 

a1tc2 
( 1-:

1
•:) vi 

а12 + а"2 + а32 = а,2 - а.2 = -
,. • d с2 - f'i 

ИАИ 

В атих обо;1начеm1пх l7.1 11eJ)eii11,e1· в 

P'J 

rде f радиус ве~.тор с КОМОНСНТЮIИ а:1. JJ2, x:i_ 

Найденное нами решеш1е имеет пр11 afJ постояннои в11д волны, 

распространяющеiiсn в трехмерном пространстве со с~.оростыо J' 
и (· частотой "· Есл11 нам ааданы ai, удовлетворяющие уСJiовию L 6 '. 
то из них можно определ,пь зш1чеиия v, V 11 йi, т.-е. опреде.11и1·ь 
частоту, шшрt,(,'ТЬ и направ.11еш1е волны в трехмерном пространствt,. 

Обратно, ес..1ш паи ll])О11звольно 3ада11ы v. 1: 11 ii1 в трехиернох 11ро-
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странстве, то можно вычиСJ1ить ооответствующие им а1 • В самом 
дeJie, вы имеем 

( lt{'' 
(при i = 1, 2, 3) 

1 
a,=~v 

.., 
rsJ ~ (l =-

l 
i с ' 

а.= ~v1- c:t. 
•I с Jt:! ' 

пр11 чем еоотпошение [6] удоВJiетвореио. 
Напомшш теперь основные предстаuенпя дЕ-Б1•олы1. 

Пусть имеем ча(,•т1щу, покоящаяся масса которой m0 и покоя

щаяся ;)Нер1·ия т0с2 • Пусть ее скорость по отиошепию к системе 

коордипат К в трехмерном пространстве будет v. 
J)ассмотрп координатную систему 11:, в которой частипа покоите.я. 

Коордипаты в пей обозпачим через :Т, х9, ii3; .ж• =ii. DpeoooAo
JICU-'t, что n :1тott коорди11атпой системе имеется стоя'Чая волна 

где !, постоянная П.1л11кл. Частота стоячей волны будет v0 : 

т.-е. частота предпшюжепной волны удовлетворяет в К изпестпому 
соотношепию ЭйпштЕiiнл. 

Переflдем от системы К к системе К. Пусть скорость v напра-
влена по 

х1 -оси, т.-е. v2 =V3 =0. 

На основании преобравоваш1ii ЛоРЕНЦА имеем 

- 1 
ct= х (ct-~a:), 

rде, как обычно, 

Отсюда следует дJIB •,!; в системе К: 

. тое• 1 { 1J$ , 
-J\!,:--- t-·-1 

ч,=е 11" с,. 
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Ес.ии направJ1енпе екорости не еовпадает с а:1-осью, ro вместо это1·0 
выражения мы поJ1учим 

-121t - • - /-~- (iif) • fnoC2 1 { ~ 1 
ф=е в " с , 

rде и единичный вектор, имеющий направление скорости, а r радиус 
вектор с коипонентами xt, g;'l.. а;1; sамешм, что 

m"e2 m0e~ -- и --
х х 

предсташнют еобой энер1·пю и коJ1ичеетво движения двиl'ающейсн 

частицы в системе К. Обозначим их еоответственно чере.1 W и G. 
М:ы видим, что частота ~ во.1ны ф в еиетеме К равна 

.i. екороеть ее опреде.1ена через ко.1ичество движения G еоотношением 

~ те~ G 
--v=х:-=т; 

е 
кроме тоrо, 1еrко видеть, что V = lf · ЕСJ1и мы поже.1~:аем перейти 

теперь от во.11ны ф к волне U пятимерноrо пространства. то значе
ния AJ[JI (li этой BOJIHЬI ПОJ1учим И3 ФормуJ1 [8]: 

(i= 1, 2, 3) 

f91 

И ВОIНа U будет 

Таким образом, с помощью ФормуАы l 9] мы можем перейти от воли 
АЕ-БРольи ф к во.1вам пятимерного пространства U и наоборот. 

Легко видеть, что волна в пространстве (ш1 , т2, х3, ш11) 
распространяется со скоростью света. Для упрощения дальнейших 

рассуждений поJ1ожии, что вектор ii еовпадает с а;1 -осью, тогда 

v9 =ti3 =0; а2 =о3 =0, 
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и во.в.на U будет 

при чем 

[101 

Направ.1енне во.111ы в пространстве ( а1а5) будет опреде1ено 

отношениями: 

rt1 а fl11 а 
--···- - - ~··1 и -~~...:=::= - __!_ 
уа?+- а~2 а, Jln12 + ,,,,2 - а., 

а, tJJедоватеJiьно, скорость позтому напрамеuа будет 

са1 -- - --с 

у'а12 +а,э- · 
т.-е. равна скорост11 света. 

Частота ее будет v. 
Н п.11оскости а;5 = О скорость рас11роетра~1r:шш будет 

J'=f =!..! 
~ а1 

Во1ны бегут, с1едоватеJ1ьно, в данном едучае со скоростью бо.в.ь

шею, чем скорость света. ДЕ-БР0.1ьи J)асш1атривает группу волн •}, 
для которых ~ от во.в.вы к BOJiиe СJ1егка меняется. Скорость такой 
группы, как показывает дЕ-БРолы1, буАет ~с =v, т.-е. равна ско
J)ОСти движения частицы. 

Рассмотрим такую груш1у с точки зрения ш1т11мерного про

странства. Волна определяrтся значениmш о1 , а 4 , ar,; оставим 0 11, 

1;ак зависящую то.11ько от m0 , h и с, без изменения 11 предпоJiожим, 
что мы имеем груш1у волн, для которых а1 и "" лежат в нредеАах 

д.,я а1 между а, и а1 +· Лfl1 
1'\ЛЯ а1 между а1 и о1 + да4 , 

при чем да 1 11 да4 ма..11ые величины, квадратами которых можно 

nреиебреЧI>; И3 [10] е..11едует, что 

[11] а1да1 =а4Ла4 (*), 

*} Это соотноmепис соответствует закону дисперсии Фазовых вот 
~в-БРоАJ.И. Ес.1и n Фиктивnый показатель 11рело111.11евия пространства, то, по 
.н-БРо.п.и, законом ,11.исперсии ero бу,11,ет: 

,:1. "у i 
ns---1- о ... _ 

~2 'V~ -vo2' 

как зто сле,11.ует из указанных выше аначений ,11..11я v 11 v0• Соотношение l 11 1 
с этим законом совnа.,,ает. 
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Накая-пибудь одна из во.1н, входящих в :,ту группу, будет иметь 

при чеи O<e<t. 
Фаза aтoii BOJIHЫ в ООЧСПIIИ а:5 = о будет 

(а1 ела~) а:1 (а1 + еда4) Ш6 = а1Х1 -а,а: 1 +е (Ла1 -Ла4ш&) = 0. 

В какой-нибудь произво.1ьпо 83ятой точке ж1 , ш' Фазы рамич:ных 
во1н группы ииеют разные з11ачепиn, так как значения е ДJIЯ разных 

во.1н не одинаковы. То.1ько в точках п1оскости ж1 , ш', удоВJ1етворnющ11х. 

YCJJOBIIIO 
[ 12] Ла1а:1 - ла.ш• = О, 

коаФФ1щиеит при ~ равен нуJ1Ю, и Фаза д.1я В(\еХ во.ш группы оди

накова(*) и равна а1ш1 - a4::v'. 
Вследств1ш равенства Фаз вдо.1ь мировой линии, точки которой 

удовлетворяют условию [12], амюн1туда результирующей волны будет 
здесь наибщьшая. 

Из [111 11 [12] (j,Jедует, что уравнением :пои JI:инии будет 

откуда, в свою очередь, сJI:едует, что максимальная .нш.1итуда или 

J'Орб группы воли распространяется со скоростью 

са1 

V1=~=c·R=v а, 1' , 

равноii скоросп1 движени11 частицы 11 меньшей екорости света с, 

в отли•ше от скорости отдельных волн I'руппы 

с v>c. 
Фа.ювые во.1ны и 11х групповую скорост1. иожно весьма П[)ОСТО 

изобразить на чертеже. 

Пует1, горизонтальная ось в плоскости чертежа изображает про

страпственпую :r.-ось; пусть другая rоризонталыtая ось, перпен

дикулярная к ней и к •rертежу, изображает пятую координату а:5 ; 

наконец, пусть верпшиъная ось а:1, = ct дает врею1. Геометрия, 

которой мы пользуемся, 1ie эвuидова, ее мероопределепие, как п спе

цииьном пр1шци11е относите.11ьности : 

ds2 = da:11 + dш5' dш/. 
(") С то111юстью ,11;0 ве.жичиn второrо порядка ма..tости. 
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Ко-и Бонтравариантные компоненты совпадают, и мы можем писать 

значки внизу. Мы по.11учи111 поJ1оженпе по.11евых геодезических .11иний, 

проходящих через начало координат О, в плтииерном пространt'ТВе 

(на чертеаtе две пространственные координаты отсутству10т), если по
строим ко11ус OLM •~ вершиной в О с осью паралJ1с.11ы10ii х, и с )'ТЛом 
при вершине в 90°. Пуr.п, одна из образующих конус будет OL. 
По Фоку и К.11ЕйвУ, в четырехмерном пространстве, в )1.анном 

случае в плоскосш (х 1 х~) чертежа, движение заряженной частицы 

х. 
Рис. 1. 

определяется положением мировой линии OL', т.-е. проекцией, соот
ветствующей образующей OL на плоскость (х1 .:с6 ). 

Фазовые во.111rы, т.-е. гиперплоскости одинаковой Фазы, будут 

в пятииерном пространстве даны уравнением 

[13] 

Так как а1 , и 4 11 а;, удовлетворяют соотношению 

[10'] 
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'ГО отрезок, один конец которого л~жит в О, а другой в точке 

а4 , а1 , а5, лежит в гиперплоскости 

[13'] 

с другой стороны, тот же отрезок, в силу того же соотношения (10'), 
лежит па конусе ОLИ. Мы видим, что Фазовая г1шерИJiоскость (13'), 
касается конуса вдоль одной 1ш его образующих. На чертеже изо
бражены Фазовые гиперИJiоскости 0/'1 Р1 , 0А2В2 Р2 Р2, ОА3В3Р3Р3, 

соответствующие разным значениям постоянной С в (13). Гипер
плоскость ОР1Р1 касается конуса по образующей OL. Если значения 
постоянной С представJiяют собой ряд целых ч1юел О, 1, 2, 3, ... , то 
<1трезки, отсекаемые этими ПJ1оскостями по оси х1 =, т.-е. 

1 
ОА2 = А,Аа =· .. = -, 

а1 

изображают длину волны в трехмерном пространстве; отрезки, равные 
1 - и отсекаемые по х4 = оси, - периоды колебания (на чертеже не 
а4 
изображены); отрезки отсекаемые по х5 =оси ОВ.1., В2В3, ••• равны 
1 h 

- 2 • Мы считаем h, m0 с универсальными постоянными, 
а5 m.0c 
поэтому отрезки 002, B,J/3, ••• имеют одинаковую длину для всех 

Фазовых воJiн, которые мы рассматриваем. 

Из чертежа видно: 

1) что скоростью V распространения Фазовых BOJIH в трехмерном 

пространстве, в данном случае по а:1 = оси, будет наклон прямых 

ОР1, А2Р2 , ••• к оси Х4 • 

V- _!_ • !_ - а, > 1 · - . - ' 
а1 а4 а1 

2) что движение группы волн дЕ-Бrольи определяётся ортого
нальною проекцией UL на ПJiос~.ость (.т1 х4 ), т.-е. мировой лин11ей OL'. 
В самом дeJie, мы поJiучш1 группу дЕ-Бrол1,и, если в узких пределах 

будем менять значения а 1 и а,. Этш1у в пятимерпом пространстве 

соответствуют Фазовые гипер11J1оскост11, соприкасающиеся с конусом 

но образующим, весьма бJ11шким к OL. Все они пересекаются при

бJiизительно по OL. D ИJ1оскост11 (.r1 х4 ) в каждой точке имеем для 
разJiичных Фазовых г1шершоскостей разJiичные значения Фазы 1 
а1х1 - а4х4 ; тоJiько на проекции 01 •. т.-е. на UL', зпачеН11я их будут 
одинаковы. 3пачит, проекция UL' долilша опредеJiить движение 

группы. 

Кваиrовав мехави~.а 'l 
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Уравнением OL будет: 

а уравнением ее проекции О L': 

Наклон Ol', т.-е. скороеть rру1шы, будет 

!' = :: = {-< 1 ; 

:по же V' будет, как мы видели, и скоростыо движении заряженнuА 
частицы, двигающейся прнмоJiипейuо и равномерно в обы•шом трех

.мерном пространстве, при отсутствии гравитационных и электро

иагнитuых сп. 

5. В закпочение нам кажется J1ебезыuтrресным привести одну 

цитату из работы знаменитого германского математика Феликса 

НJIЕЙПА. Эта работа называется: <<0 новых английских работах по 
:я:ехавикю) ; она напечатана тридцать nпт1, лет тому 11азад и касается 
исследований Г Ам:илыоnА и других об аналш'ипх между оnтикой и 
мехаnикой (*) .Федикс ьлЕи11 говорит: «Г Ам11лыон встретился здесь 
с nредстаВJ:ением 1Jмиссионной теор11и, по которой нахождение пути 

светового ..JУЧа, проходпщеrо через неоднородную, но изотропную среду" 

оказывается специиьным случаем задачи о д1шжен11и материаJ1ьной 

то•шп; мы можем сейчас же к этш1у добавит~,, что ограничение 

пеющимся здесь специальпьн1 случаем несущссrвенпо, и что н:аждая 

меа;апичесн:ая вадача с по.мо-щью щюстрапсmвll высше~о порядн:а 

.wожет быть сведеиа к оnреде,1,еиию пути светопоw .~уча п соот

ветствующей среде». (Курr. паш.) 



КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА И ЯВЛЕНИЕ 

RОМПТОНА 

. Б. Н ФИПRЕJhШТЕЙU 

Квантовая механика в той Форме, которая была ей 11рuдана 

ГкИsЕННЕРrом, БоРном 11 ИоРдАном: (*), ограnпч:ивастса, как из
вестно, рассм:отреtшем то.лько .шбрациоипыш <<движен11й>>. 

БоРНУ и ВинЕРУ ("*) и незав11снмо от них-ДиРАКУ (*""') 
удаJюсь найти ме·rод, 1юзво.люощиИ распространить пршщи11ы 1шан

товоii иехаи11к11 на случай пршшволы1ых-в том числе 11 пе перио
дически(- ((движеш1й». 

Д11РАК с помощью своего а.лгориФ:ма, в практическом отношении 

представляющего зuачительные 11ренмущества 110 сравнению с опе
рац1юнныи исчислением БоРпА и Вин ЕР А, исследовал с точки вренllя 

квантовой механики на ряду с некоторыми весьма важными 11 1ште
ресными вопросами также и яuлетеие Ro.и1imo11a (Сотtроп Ь'{/есt) . 
. ~- И:uожение теор11и этого лв.11е11ю1, прt•дложенной ДиР "' ком, 11 
еоставллет предмет настоящей статьи. 

Д.,я расширения области пр101енений квантовой мехаuи1ш в у1ш

за11ном направлении представляется пеобход11}1ЫМ отказаться от чрез

мерной специа.л11защш природы тех псре:меп11ьrх, которые СЛJжат 

ДJIЯ ошюания поведения атомных систем. Вместо того, чтобы 1шждой 

такои переменнои ( ((КОординаТt))), ((llмпульсу» ш1и Фу111щ1ш от этих 

(•) М. В о r n und Р. J о r d а n. Ztscl1r. f. i•hy!o,. 34, 85~, 1925: 
М. 11 о r n, W. И е i s е n Ь е r g und Р. J о r d а 11. Ztscbr. f. Pbys. 35, 

55'7, 1926; 
J\J. В о r 11. ProЫeme der ,\tomdyriamik. Verlag von J. Springer. 

Вerlin. 1926. 
(••) М. Born und N. Wie11er. Ztschr. f. РЬу~. 36, 174, 1926. 
(-) Р. А. М. 1) i r а с. Proc. Royal Soc. (,ondon (\), 110, 561, 1926; 111, 

281, 105, 192ti. 
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веuчин) сопостав.mть определенным образом построенную совокуп
ность чисе.1 (двухмерную бесконечную матрицу), предпшrоЖ.1111-виесте 
с ДиР Акои, - что переиенные квантовой иеханики суть особые 

вмичины, которые м:ы назовем квантовыми вел11чипюm (") и которые 
об.1адают вееви свойствави обыкновенных а1гебраичсских чисел за 

иск.в:ючениеи своiiства коим:утативвоети при увноженин. Таким обра

зом:, произво.1ьные квантовые ве.шчины т, у, z удоВJiетворяют соот
пошениD (-): 

[ 
{ 

1 

[1] 

\ 

{/} у=у+х, 

(ш+ у) +z=ш+ (JJ +z1, 
(шу)z {/}(у;); 

:с(у + z) -:- а;у + шz, 
(.r + y)z=шz + yz, 

xy-::f=y:c. 

Да.1ее, если q1r и р1 ( k, l = 1, 2, .. , /) суть канонические пере
менные системы с f стенепяви свободы, то для них ииеют место 

соотношения (Vertauschungsregeln): 

[2] ! 
\' 1 1, если k = l t 11 6 11 i 10-27 

где u1r1 = f О, >> k --:/= l t ,,1 = ,"'Р erg. sec. - упивер-

са.1ьная постоянная Ilнпн; i = у::_ Л; Формулы [2] заиепяют 
свойство коим:утативпости <юмножителей и вм:е(;vrе с тем: могут быть 

приняты за пtщую Фориу.1ировку 1шаптовых J<'Jioв11it. 

Фующи11 от ква1повых величин опредеJIЯIОтсл с помощью деiiствий 

)'11Пожешш и сложеп1ш, произведенных над аргументом. Фушщию от 

{*) Удобнее всеrо бы.ао бы назвать их кваптовыми чиСJiа.мп, но послед11иii. 
термин, как известно, служит J(.IIЯ обозначения величип, опре~е.1ЯЮщих ста

ционарные состояния атома. 

(**) 3аl\~ети:м, •1то к указанны.!11 свойствам квантовых ве.1ичин Д и Р л к 

присоо.11:ипяет еще одно, с помощью которого оп, меж;~:у прочим, доказывает 

,однозначность онр{'АС.llения ве.шчииы i по заданному 11:. Д и Р л к пре;що
.11аrает, что ес.11и произвеJJ.еяие двух квантовых Ве.Jичии обращается в пуль, 

то один из сомпожите.11ей навсрноо равен нулю. Это требование пе выпо.а

:вяется. например, для матриц, явл11ющихся частным видом квантовых ве.в:ичиn. 

Ср. М. В о r n und Р. J о r d а n, Ioc. cit, о. 861, .1:ал:00 1,. Brilloun. JoitrВ. de 
Pbys. (6), 7, 135, 1926. 
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кваВ!()ВЫХ величии будем называть вещественной, если она обладает 

свойством инвариантности по отношению к замене i на - i и одновре
иенвой перестановке порядка всех сомножителей. Относительно диФФе

ренцирования sаметп, что оно вьшолнпется по обычпым правилам: при 

уелов11и сохраненияJ порядка всех соиножитеJiеii. Так, например, 

MJIИ / (z) = z'\ где n есть обыкновенное чиf·ло, то ~{ nz11
- 1• 

Назовем екобкам:и ПУАссонА от, двух чисел ш и у величиuу 

[ .с, у], опредепеиую <юотношением 

lt ' ' 
.r;y=~IX, у:. 

• .;'itJ • • 

Непосредственным вычиеJJ:епие11 .~егко покавать, что скобки 

Пуассона от квантовых ве.1111Ч11Н об1адают <.'Jiщ1,ующи11и свойствами: 

[2'] 

r 
[х1 .с,, У]=[.с1, .~]+[.r2, у], 
[1t1J:\1, у]=х1[Х2, У]+[х1, у]а:,, 

1 
[ w, YiY2] У1[ х, У1] + [ ш, У1]У11, 

[а:, у]=- [у, х], 

t [[х, у], z] [!у, z], ш]+[[z, .rJ, у]=О. 
Таким /)бравом, па основании [2] имеем: 

\[ 9к, q,J =О; [Рк, Р1] =О; r 9к, Pt] akt· 

G помощью ФормуJ. [.i] весьиа· [сИJьно упрощаются кногие 
тождестве1шые преобраоования. В качестве примера вычиС1и11 раз

ность p'q' - q11p'J.. 
По опреде1ению скобос ПУАссонА имеем: 

,11.uee, 
[q'l, р2] =q[q, р2] [q, pll]q, 

L(J, р2] = p[q, р] + [q, р ]р = 2р, 
l[q', p']=2(qp+pq). 

С.,1едовате;1ьно, 
h 
.... (qp pq). 
'itJ 

В тех елучаях, когда диФФеренцировавие Функций не приводит 

ни & как~ недоравуменияи, связанным с порядком с.оиножитеJ1еii, 
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оказывается возможным воопоJiьзоваться кJiаооическии выражением 

ДJIЯ скобок llYACCOHA от двух ФfНКЦИЙ f и !р 

[oJ ! ( дf д, д~р дf) 
[!, ,J = дq; дрk -дqk дрk . 

k 
Так, например, 

{ 
дf 

[6] 
[f(q), р J = дq ' 

дf 
[f(p), q] =др' 

откуда 

{( . f(p) h дf 

{ [6'J 
,p)q-q =2~. др' 

p/(q)-f(q)p=/. :1. 11:i q 

Пол:ожив f = et~"'q\ rде (т:q) = Т:1f/1 + Т:'!/f'!. + . 
nояучим 

[71 [ еЧ"''l>, P1t] = iт:~i!1:1JJ, 

p~i(тq) _ ef{-:ttlpk = 2t ,:,.&('=//). 

ИJИ 

[8] еЦтq)р" = ( p,J- т:" ;~) ei'.·q). 

Применяя 11етод по1ноl 11ндукции, 1егко показать, 

APt., f/t.) есть произвоJiьпая Функция от всех р и q, то 

eif-rq)f(pll, qk) = !( f/ь Pk - т:k ;;.) е«"111, 

fСРь t/t)eff."'q) = ei(тqJf ( f/ь Pk + "k 2k11:) · 
[9] { 

. + т:,q,, 

ЧТО ООIИ 

Дuее, в uаооическоit механике 11роизводпая по времени от 
nроизвоnноli Функции координат и моментов имеет следующий ВИ,1(: 

df _ '\" ( д/ · N · ' 
dt - + дq" f/k др,./"}' 

откуда, привяв во внимание уравн~ния движения 

Форме, ПОJfЧИМ 

[10] df _ '\"(дf дН дН дf)- Н 
dt - + дq"дрk - дqkдpk -[{, ], 

в каноничоокоl 

rде Н есть гам:иnтонова Функция рассматриваемой с11стем:ы. 
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· Ilоследнюю Формуду мы перенесем в квантовую механику и 
прив:ем ее за онредыение производпои по времени от Фун1щии 

канонических переменных, не зависящей явным образом от времени. 

Решение за,11,ач11 квантовой мехаюm:и-по аналоши с uасеиче

ской ("") - ааuючается в разыскании совОК}'ПНОСТИ униФормизиру10-

щих 11ерсменных Jk, wk, обладающих следующими свойствами: 

1-е своlство:1 

[J11, Ji]=O; [w"' 101]=0; [шk, J,]=ok1; (k, 1=1, 2, ... ,/). 

2-е свойство: 

После преобразования к новым переменным I'аш1.11ьтовова Функ
цин Н зависит только от одних J. 

3-е своиство: 

Первоначальные канон11че(жие переменные р и q моrут быть 
представ.tевы рядом ФУРЬЕ СJtе,1(ующего вида.: 

[11] 

( 'ttlJ) 't1W1 + 't2W2 + • • • +'t,Wf, 

-.k суть обыкновенные цедые числа; коЭФФициенты f;,, 11 С; зависят 

ТОJIЬКО ОТ J. 
Если такая совокупность у11иФормизирующих перемепных суще~ 

ствует, то система 1юсит название условно-периодической. 

В качестве примера рассмотрим так назьmаемос 11рсобразование 
llYAHKAPE. В класе11ческой механике('"*) это 11реобразование вво
.АИТСЯ {\ помощью соотношений 

q= Jl2Jsinw 

р = J/2) cosw, 

которые эквивалентны с.ледующпи: 

f"J 
eiw=J/;±~ 
J =i(p2 + q2). 

(*) :М. В о 1· n. Yorlesungen iiЬer Atommecbanik, В. 1, р. 211. 
( .. ) М. В о r n, !ос. cit., р. 38. 
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Г"'J 

Привяв во вппапие (6), получим 

д} 
[J, р]= дq q; 

д} 
[J, qJ=- др =-р. 

В квантовой .механике ('") угловая переменная w вводитсн 
с по.мощью соотношения 

eiW(p- iq)&W = р + t(J • 

.;]еrко видеть, что пос.1едяяя Формула удовлетворяет приведенному 

выше условию веществеппоети. Д.1я определения пере:м:енвоll: J, 
канонически сопряженной с уг.1овой пере11еввой w, мы будем поль
воваться Формулами ["']. 

Полученные выше резу.1ьтаты приводят пас к заuючению, что 
при переходе атома из состояния, характеризуемого совокупвоетью 

h 
ве.1ичин Jk = nk 2~ в состояние, опредеJiяеиое · числами l1r. = 

h 
= ( nk - 't1t) 

2
11: , интенсиввоеть испускаемого иSJiучения ( выражен-

ная, конечно, обыкновенным числом) определяется КОЭФФициеитои 
C~(J1, • • • , 11), стоящим слева от eifтwJ в раSJiожепии в ряд 
ФУРЬЕ по.1ного э.11ектрическоrо момента атома (*"') при частных 

!,, 
впачепиях Jk = "" ~. Тот же самый результат поиучится, ее..1и ~1t h 
в кОЭФФициент, стоящий справа от eifтwJ, подетавить J,.-(t1k 'tk) 

2
11:. 

Вычис.1им дuее производную по времени от eil=J. Пр1шяв во 

внимание (9) и (10), по.11учии иедующее: 

.. ~ eil•w) - [ei!-<W) Н]- 211:i i Jlef.l:r:w) _ ei(тw) Н t 
dt - ' - h i '' 

ei{-::w'R(J J )-H(J h } -'t !!__)ei(тw) 
I 1,•••, { - 1-'ti 21t' •••) { 1211: ' 

H(J1, •. •, lг)ei(тw)=eif.ТW)H(J1+'t1 ;1t, ... , Jг+'tr;J, 
[12] ~ ei(тw) = 211:i( ~ )ei(,w) = 211:iei(,wJ (-.:v )', 

(') F. London. Ztschr. f. Phys. 37, !IЩ 1926; Р. А. М. Dirac. Proe. 
Royal !-ос. London. (А), 111, 281. 1926. 

(-) М. В о r n, loc. cit., р. 115. 
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где 

"13J :-r.v)h=ll(J1, ••• , J1 ,-н(11 -t12hтr:'···,J1 -t12hJ 
[13'] ('r'l)'h п(11+'t1 2~,···, 11 -с1 ;J- щ11, ... 1,). 

Ве.1ичины ( -с<1) и ( -r.v )' могут быть ваsваны частотами ИЗJIУЧепия, 
пспускаеиоrо атомом при переходе иs одного стационарного состояния 

в другое. Другими СJIОВаии, эти ве1ичины ЯВJIJIIOTCЯ та~шии же ФуИR~ 
цияии от J квантовых величин, как в теории БаР А наб.l[юдаем:ые 

частоты - от соответствующих J обыкновенных ч11се.1. Следует заме
тить, что 1ш ФОрмуд [13] 11 (13'~, выражающих условие частоты 
БоРА, не11осредствепно вытекает комбинационный принц1ш })итцл. 

Позпакшпшшись с общиии основаниями варианта квантовой 
Jшханики, 11ринадлежащего ДиРАКУ, 11ерсйдсм к интересующему нас 
вопросу о рассеяни11 света свободными ::,исктронами. 

Будем: рассматривать свободный э101,трон, па которыii падает 
ПJiоскан пыяризованная во.ша монохромати•шскоrо шuуче11ин частоты v. 

Вычиелсш1е частоты и интенсивности рассеянного из.1учения сво
;JJIТСЯ - с точки зрения квантовой мехапиии - к вычис.1еш1ю «спектра 

испускавил» . систеиы, ооетоящей из 0.1ектрона и падающей на 

него воJ1Ны. Такая постановка вопроса нВJiяется отказом от пре;,.ста
в.~епи_я о кор11уtкряр11ой 11рироде света, ~ежащего в основе теорий 

ДЕБАЯ (Р. Debyc) 11 l{омптонл и, до иавестпоit степени, сближает 

рассматриваемую здесь теорию с КАассическнми (иии, вернее, поJiу

классическими) теориями 11. И. ФРЕНКЕ.в:я, Г.ньнЕРНА (О. llal
pern) и ;,.р. 

Пространствен1ю-временное по.в:ожение влсктрона буден харак
rеризироватъ четырьмя координатами шik = 1, 2, 3, i), иs коих 
J:., ш2, а:3 суть декартовы координаты, опредеJiяющие положение 

э.1.ектрона в прОt,'травстве, ш1 = ict. В качестве и11пу.1ьса, оопрлжен-
iW 

ноrо nOCJ:eдиefi координате, введем вс.1ичину Pt - , где W обо-
с 

значает поJiную внерrпю систеиы. ,],еиствите.1ьно, имен в виду по.11-
ную ·равноправность ((Вре1юнноii)) координаты с пространственными, 

110.1учим 
1, (k= 1, i, 3, 4) 

откуда 

ИJIИ 

[t, !Vl = 1. 
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Таким (образом, в релятивистской квантовой механике, также 
как и в классической С') !,цинамике, время t и полная энергия 
системы W, взятая с обратпым янаком, являются канонически сопря
женными переменными. 

Пре,цположим дuее, что падающее имучение распространяется 

в положительном направлении оси х1 и что электрический вектор во.1шы 
напраuен вдоn оси х'!. Для состав.в:яющих четырехмерного вектора 

(Vierervektor), с помощью которого описывается э1ектромагнптное 
поле во1ны, получим 

[11] 

у 1 
r 11e v = 21t = 21t - • при этом вепчина а с.вязана с интенсивно-/', с л' 
стью падающего иЯJ1учевия 10 Формулой 

[15] 

(а, v, J0 - обыкновенные числа). 

Мы предпо1агаем, что а малая величина, и в даJiьнейшем будем: 
пренебрегать ЧJiенами, содержащими а2• 

Приняв во внимание, что в рассматрива"мш1 елучае и111пу1ьсы 
выражаются Формулой (-) 

[16] р,. = т -~!! ~ 1-tk 

(m - масса покоящегося электрона; е - заряд электропа; cr соб

ственное время), мы придем к СJедующему уравнению Г лмильтопл: 

Обратимся теперь к вычисле1шю частоты v"' и· интенсивности 

иялучения, испускаемого вашей системой в напрашении, образующем 

с осями координат уг.11ы, косинусы коих равны соответственно 

).1, ~' л3 ( обыкновенные ч11сла). 

{*) Термин сныаооический» :мы примепве:м з11ес.ь, противоnостав.,яя ему 

термин аквантовый». Ср. А. S m е k а 1. Eпcykl. d. Matb. Wiss. V, 28, р. 866. 
(**) W. W il s о n. Proc. Royal Soo. 1.ondon (А), 102, t7!1, 1923. 
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Введеи с.~е,11;ующее каноническое преобразование: 

[18) · 

Pt =-Р11 +Ai °':', 
W' 

Р,= р,' +лtс·· 
W' 

Р1= Ра'+л•с· f1Ja
1 = Х3, 

откуда 

(1-i..1) pt'=-P1+A1 W 

[19] 

с 

(1-А1)Р1'=~Р1+(1-А,.) p,-i.., W 
с 

(1- 1,1)Рз•=лsР1+(l-А1) Ps-As W 
с 

(1 - i..1) W' = w - СР1 

Подсrавив в [17] и пренебрегав ч.rевами, со,11;ерzащими а', 
по.1учп · 

2W' 
[20) 

где 

[21] 

m"ci=- ·А-В 
с ' 

A=(l-i..1)P1'+A,.p11'+i..sP1'+лt еа cos vшt' 
с 

Положив 

= ЛfPt + i..,.(p, + еа cos vш1') + л8р3 
с 

В= p,t/2 + р3 '2 + 2;а р,/ cos v.v1'· 

1 
В= - 2 с( mtc2 + В)А-1 , 

~риведем уравнение [21] к стандартному виду 

[i2] H-W'=O. 

Jlerкo покааать, что уравнение [20] эквивалентно СJiе:(ующему 
уравнению бо1ее общего вида 
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где Ч't и Ч't, НВJIНЯСЬ ФfИIЩИН:ИИ от ОДНОЙ нере:иеипоА А, удоuеТJfо

ряют fCJIOiJиro q,1q,1 = А-1 

Заметим, что 

и, с.Jiедоватыьво, p'J' = ~' р3' = ~3, r,11;e ~2 и ~3 - постоянные. 
Введем уг"швуrо переменную ш, опредыяемую соотношением. 

еа I m2c2 + р ,, + 1) •2 + А,.(р,.' +- cos vxi') -·~-···~--- 2 . 3 ____ _ = 
с 1 2 11 + ,2 + ,11 1- 2еа 1 _ , 

т с р3 р3 - -р9 cos VIE1 
с 

1 m2c9 +B0 

[24] = v(Г~ А1) А т2с"' + в· 
Непосредственное вычиСJ1евие показывает, что w и J деlС'fВи

те1ьно яuяrотся кавоничесю1 сонряzеиными координатами, т. -е. чrо 

[25] ~ fl', ./] = 1. 

Ив [24] и [21] имеем 

[21"] 

Далее, 

[26] 

откуда е1е,11;ует 

[i6'] 

Обозначив через др2 ', Лр3' 11 дJ изменения, претерпеваемые при 
«квантовом перехо,11;е>> обыкновенными чимами, соответствующими 

вашим униФОриизируrощим пере:иевным: р2', р3' и J и припав, во 
внимание l8], [26], [26'], по.11учим: 

Лр1/=0; Лр3'=0; ЛJ=-;: · 
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Умовие частоты приводит к следующему результату: 

дН = -hv"* = д W'. 

Пренебрегая в [21] в виду маJiости вмичивы а также и пер" 

вымя ее степеШiии, по.1учпи 

D.IИ 

i27J 

, h, 
Лр1=--· 

G 

Воспо.1ьвовавшись уравнениями преобразования [18], получим: 

- ----
с с 

llо.JJ.Учевные уравнения выражают умовия сохранения энергии 

и ко.1ичества движения и находятся в по.1ном соrлашm с результа

тами теории ДЕБАn-Комптонл, давая ту же самуш вмпчиву для ча
стоты рассеянного J изд учения и для скорости, приобретенной элек
троном после столкновения со световым квантом. 

Недостаток места не позволяет нам подробно :остановиться на 
вычислени11 и1пенсивности рассеnпноrо шмучеrшn, как. Функции от 

угла рассеяния. Пр~шедем: здесь только око~1чательный результат. 

Интенсивность l рассеяппоrо излучения на расстоянии r от рассеи
вающего электрона выражается Формулой: 

{28] 

:11:оторая от соответ{,'ТВующей ФОрмулы в классической теории Томсонл 

(v") з 
отличается только :мпожитмем ; . 
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Сравнение с опытом показывает, что [28] приво.ЦИт к неско.п,ко 
Jl)'Чmeиy сог.в:асию с впсперимента.в:ьныии данными, чем сооmетm:ву

ющая Форму.в:а теории :КоиптонА. 
Наконец, в заключение sаметим, что <.:овершепно rождеетвенныli 

реsу.в:ыат бы.в: недавно получен БрЕйтои *) с по:мощыо соображений, 
основанных на примев~вии пр11вЦJша соответствия. 



МАТЕМАТИЧЕСКИМ АППАРАТ ТЕОРИИ 

ШРЕДИНГЕРА 

В. А. ФОЛ 

По теории ШРЕ,1;ингЕРА, уровни энергии данной механической 
сисrеиы nредстаВJiяют «характеристические числа)) некоторого диФ

Ференциалъноrо ураnнен1ш, свлзаш1оrо с этой систшюй, а · интеншш
ности спектрадъных J1иш1ii сопоста11.11яютсн с ин.теграJ1а:ии, содержа

щими «Фундаментыъные Функцию) этого уравнения. Поэтому для 

нонпмаш1я теор11и ШРЕдингЕРА необходимо ознакомиться с основ

ными поJ1ожениями того отдма математики, в котором рассматри

ваются эти ПОНJIТИЯ (*). 
Настоящий очерк и имеет цеJ1ъю дат,, основные сведения по 

зтоиу вопросу. 

§ 1. ДИФФЕРЕНЦИАJЫЮЕ УРАВПЕПИЕ И IIРЕДЕАЫIЫЕ УСJОВИН 

Мы начнем с рассмотрения обыкновенных д11ФФеренциыьных 

уравпепuй. 

Рассмотрим «саиосоuршкенное>) уравпеш1е второго порядка, со-
держащее параметр л · 

d211 dy 
[1} р (а:) cl~2 + р' (ш) d°ш + [q (ш) + лр (ш)] .11 = О 

uи короче 

[1"'] L(;IJ) +лP.IJ =0, 
где через l(JJ) обозuа•шн оператор 

[21 d2y ' dy 
L (у)=р(ш) axi + р (а:) dx + 'I (ш) у. 

(*) Си" напр., В. А. CтEKJIO и. Осповпые за,щчи .11атематическоit Физики, 
ч. I в ч. 11, Петербург, 192~ 1923. R i е m а n n -- W е Ь с r s Diff<>rential
gleirhцngen der Physik, Draunschw<'ig, 1925. R. С о u r а n t und · D. Н i I Ь е r t. 
:Меtlюdш1 der mathemati!ICl1en Physik, Berlin, 1924. В i е Ь е r Ь а с h. Пilferential
gleiclшngen, Вerlin, 19j6. 
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Сам:осопрnжепным уравнение и,1и оператор называется в том 
. dy ( ' 

случае, когда коэФФициент при dш 
I 
т.-е. р' (а:)) есть производная от 

d2y ( ' КОЭффИЦIШНта 11ри dш2 т.-е. от р(х)) . 

Уравнение [1] или [1*] пазывается однородным; уравнение же, 
правая часть которого не нуль, а некоторая Функция f(ш) 

(3] (,(у)+ лр у= f (х), 
называется неоднородным. 

В уравнении [1] мы будем предпо.](аrать Фушщ1ш p(.c),q(x• и 
р (.т) непрерывными и иие1ощим11 непрерывные две пршшводные; 
кроме того, мы будем считать, что р ( i1!) и р ( х) положитеJ1ьны и 
в рассматриваемом промежутке значеш1й ш 

[4] 
не обращаются в нуль 

(5] р (х) > О р(а:)>О. 

Тогда все точю1 промежутка ( а, Ь) будут обыкновенными . точ
ками уравнен11я. Заметим, что точка ш = ш6 назьшается ((Иесуще
стве1шо особенной» ю1и просто (ШСобенпой», если пр11 х = х0 Функция 

~~~ имеет no.JIIOc не свыше первого порцка, а Функцш1 i{:; и 
:~:~ полюс. не свыше второ1'0 порядка. EcлII же эти величины 
обращаются при х = х0 в бееконечность бо.1fее высокого 11орядка, 

то эта точка называется ((Существенно особе1шой» точкой )'равнения. 

В теории ШРЕДПIIГЕР А встречаются почти исключителыю 

ТаIШе ураВНСН~Ш, ДJIH КОТОРЫХ IЮНЦЫ Промежупш суть ОСОUеIШЫе 
то•~к11; Еро:ме того, промежуток чаще ncero бывает бес1.онечным. 

Оснош1ые пою1т1ш, которые будут пам:11 расемотрены, сохранят 
смыс.1 11 в :эт11х случаях; 110 11рю1ене1ше полученных результатов 

потребует ка.кдыil 11аз оеобого псследовани11. 

Простейша11 задача, которая предстаwшется в СВЯ3И с уравнf'-

11ием [ 1 J, есть так называемая задача 1, о IIIJI. Она состоит в том, 
что требуется найти интегра.1( уравне11иn [1] по заданным в одной 

точке п1юмеЖ)'ТКа з11ачениш1 самой ФУНКЦIIИ и ее производной 

[6] у=у.: 
dy_ , 
dx-Yo. 
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Здесь же паи придется иметь дело с задачами другого рода: 
предельные условия будут относиться к обоим концам промежутка. 

Общий вид таких предельных условий есть 

{7] 
j а1 у (а)+ а11 у'(а) + а3 у (11) + а1 y'(h) =А 

/ ~1 у (а) + ~9 у' (а) + ~3 у ( h) + ~" у' ( h) = В 
:Когда в правой части [7] постоянные А и В обе равны нулю, 

'Предельные условия называются однородными. Если как уравнение, 

-так и предельные условия однородны, мы будем говорить об одпо

родпой задаче; в противном случае задача называется неоднородной. 

Отметим следующие частные случаи однородных предельных 
условий: 

[8] у(а)=О; y(h)=O (предельные условия первого рода) 

19] у'(а)=О; у'(/1)=0 (предельные условия второго рода) 

{10] у (а)-у (h) =0; у'(а)-у'(Ь) = О (условия периодичности). 

В дадьнейшем мы будем рассматривать гдаввым образом условия 

первого рода. 

Заметим, что когда один пли оба конца промежутка яВJiяются 

особеннымu точками, то одно или оба предельных условия могут 

быть заменены требованием, чтобы в этих точках решение или 

оставалось конечным, пли обращалось в нуль или в бесконечность 

-определенного порядка • 

. § 2. ОДНОРОДНЛН И ПЕОДНОРОДНЛН ЗАДАЧА . 
В отличие от задачи Ноши, рассматриваемые здесь задачи 

имеют решение не всегда, а именно, вообще говоря, имеет решение 

Jiибо однородная, либо неоднородная задача. Покажем это на при

мере предельных ус.11овий первого рода. 

Рассмотрим сперва неоднородную задачу. Возьмем какие-либо 

два динейно-независимых интеграла 

У1(Х, }.) И у2(х, л) 

<lднородного уравнения [ 1 ]. Пусть ({)( х) есть частное решение не
-однородного уравнения [3]. Всякое решение этого уравнения, в том 

числе и удоВJiетворяющее условиям [8], может быть предсrамено в виде 

[11] у= с1у1(х, л) + c11:q1i(a:, л) + ср(х). 
Чтобы ВЬШОJIНЯJIИСЬ условия [8], нужно, чтобы было 

{12] 

llвавrоваа B8XIUlllll8. 

с1у1(а, л) +с11у11(а, л) =-q;(a) 
c1Y1(h, л) + c11y2(h, ,.)=-r.p(h) 

8 
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Еели определитель из коэФФициентов при постоянных с1 11 с2 , 
т.-е. величина 

[13] л = yi(a, л)у2(Ь, л)- у1 (Ь, л)у9(а, л) 

не равна нудю, то из уравнений [12] можно найти эти постоянные, 
каковы бы нп были числа q,(a) и ср(Ь), т.-е. какова бы ни была 
Функция f(x) в правой части [3]. Если же величина л [13] обра

щается в нуль, то для возможности нахождения постоянных нужно, 

чтобы одно из уравнений [:L2] было следствием другого, что нала
гает особые ограничениJ_I ('*) на заданную Функцию f(x). 

Рассмотрим теперь однородную задачу. В этом случае в пра

вых частях равенств [:L2] будут стоять нули, и для возможности ' 
решения необходимо, чтобы л = О. 

Таким образом мы приходим к следующему заключению. Если 

имеет решение однородная задача, то неоднородная :может иметь его 

только при известном условии, наложенном на f({/J). Если же одно

родная задача не имеет решения, то неоднородная 11меет его при 

произвольной Функции f(ж). 

§ 3. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ЧИС.IА И ФУНДАМЕНТА.IЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

Иuтеrралы у1 (х, л) 11 у2(х, л), а следовательно и выражение 

л = Л(л) Формулы [13] представляют целые трансцендентные Функции 
от параметра л. Значения параметра }, 

[14] ). = л1, л2,·. ·.Лs,· .. ' 
при которых возможна однородная задача, являются таким образо:и_ 

корнями целой трансцендентной Функц11и Л(л). Эти значения на.Jы

ваются {JJарактеристическими чис.~ш,ш, а соответствующие им ре

шения однородной задачи - _фуидамеита.1-ыtьмtи функциями. На

помним, что в предыдущем параrраФе мы рассматривали только пре

дельные условия первого рода; вообще же для каждого рода пре

дельных условий существуют свои характеристические числа 11 свои 

Фундаментальные Функции. 

В случае условий периодичности каждому характеристическому 

числу соответствуют две, а в остальных случаях одна Фундамеuталь

ная Функция. 

Совокупность характеристических чисел называется их спек
тром. Заметим, что когда промежуток бесконечен, может случиться, 

(") Какие именно, мы увид1ш ниже, в § 7. 
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что однородная задача имеет решение не только когда параметр л 

пр~шииает дискретный рнд значений [14), по также и при непре

рывнои его изиенении в некотором промежутке. В послед11е:u: с.1учае 
говорят о на.JJичии «сп.лошноrо (Шектра)). 

Для дальнейшего будет удобно поюж11ть в операторе L(y) 
р(ж) = 1. Это не представляет ограничения, так как после подста

повки у= у V р(х) уравнеш1е не будет содержать ЧJiena с первой 
производной . 

. Обозначив через 

Фундаиентальиую Фушщию, соответствующую характерист11чеt·1ю.ну 

чиСJiу лs, а через !Jr(ж) такую же ФУПIЩИIО для л = 1r. 
Эти Фуп1щии будут удовлетворять уравнениях 

{ 

d2.IJ1 dz•+ (q+ ',р)у,-О 

f;f + (q лr)Yr = О 
[15] 

Умножая первое нз этих уравнений на у"' второе на Ys и выч11тан, 
нолучии равенство, которое иожtю написать в виде 

[16] d [ rly, dyr]+(л л) _ 0 dш У,· da; -у, d.c ,- r PYrYs- · 

Интегрируя это выражение в преде.;шх от а до Ь и ;:~аиечая, ЧП) 

в си.з.у од11ородных предеш,uых условий разность з1шчении выраже

ния в квадратных скобках на предыах равна нулю, 11олуч1ш 

ь 

(л,. - л,) J P.ЧrYsd1r = О. 
а 

ЕСJ1и r * s, то равен нулю интеграл 
ь 

(17] f p(ж)yr(ш)ys(x)da;= О. 
Зто свойство Фу1щаментаJ1Ъных ФУНIЩИЙ называют свойством opmo
wua.iьuocmu. Если мы введем Фушщии 

[18] 
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. то они свер~ свойства ортоrонаJiьности [17] будут обладать также 

и своИствои иормаАьпости, которое выражается равенством. 

ь 

I19J Jp(x)[~s(ш)] 2da:= 1. 
а 

§ 1. ФУВIЩИН l'РИНА 

Обратимся теперь к нео,1.1.яородвоit задаче, т.-е. к уравневп~ 

[!О] 
tPy 
da:i ( f/ лр) у /(ш), 

при чем будем рассматривать пре,1.1.ельные условия первого ро,1.1.а. Обо

~вачим через у1 (ш, л) и у2(ш, л) те интегралы соответствующего ,одно
ро,1.1.вого уравнения, которые удов.1етворяют условип 

[21] J у~(а,л)=О 
( у1 (а,л)=1 

У2(6, л) = 02 
У2'(Ь, л) = 12 

Тогда решение [20], у,1.1.овлетворяющее условrш:м первого рода, 
:может быть пре,1.1.стаuепо в вце 

1 { ~ х } [22] у= JJ у1(ж,л)) у1(Е,л)/(Е)dЕ-у2(ш,л) f у,(Е,л)((е)d; , 

1'}.1.0 

[23] 

Если мы теперь положим 

[2i] 

·то ФОрмуч [22] можно переписать в ви,1.1.с 

ь 

[25] у=-J G(ш, е, л)/(е)dе. 
а 

Вве,1.1.енная нами Функция G(x, е, л) называется ФУНIЩIШЙ ГРИВА 
»н данной зцачи. Заметим, что AJIЯ каждого рода предельных y.cлo
aJиit существует своя особая Функция ГРИВА. 



[261 

МАТЕМАТНЧЕСКИЯ АППАРАТ ТЕОРИИ ШРЕДННГЕРА 117 

Функция ГРИВА об.1адает ruщ11.ующип свойствами: 
1 ):.:удов.1етворяет однородному уравнению, 
2) удов.1етворяет однородным преде.1ъным: уСJ1оnиям, 

3) непрерывна, 
дG 

ai) проиsводная дх терпит при о;= е разрыв следующего рода 

(дf!) -(дG) =-1. 
\ дш щ=t+о дх щ::::1;-о 

!fожво показать, что Фушщия ГРИВА симметрична относите:н,Нf} 

пере:иенных {С и е. 

§ 5. СВН3Ь С ИПТЕfРААЪПЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 

Между рассматриваемой нами задачей и теорией иr1теrра:1ьnых 

уравнений существует тt\сная свявъ. 

В r,амом: дeJle, перепишем уравнение [20l в виде 

[27] 
d2y 
d:ii + qy = ft(x), 

где 

[28] f,(ш) = f(x) - лру. 

По Формуле l25] уравнение [27] д.1я данных 11редсдъных уе.ю
вий равносильно еледующему 

ь 

у=-S G(ш, ~' O)f1(~)dS 
а 

ИJIИ 
ь 

[29] у(о;)= /?(а;) 1 S G(x, е, O)p(E)!J{e)llS, 
а 

где 
ь 

[30] F(ш) = - s G(x, е, O)f(S)d~. 
а 

Уравнение [29] можно рассматривать как интеrриъное урав
нение ФРЕДI'ОЛЬМА. для определения !J(a:). Рrшение CI'O дается 
ФОрму.1011 [25]. 

Заметим:, что ивтегра.1ьное уравнение заменяет собою как диФ
Феревцииъвое уравнение, так и nреде~ьвые условия. 
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§ 6. РА3.10ЖЕНИЕ ФУШЩИlf ГРИНА ПО ФУНДАМЕНТАА.ЬНЪIМ 
ФУНКЦИЯМ 

Чтобы подучить ра:uожешю Фушщии ГrинА 110 ФундшшнтаJ1ъ
выt1r Функцип, рассмотрим подробнее величину D Фор.муJI [23] и [:Мс~· 

Мы шшем 

f31J }) 
I 

Yi' (х, л) У2'(х, л) 1 

У1 (х, л) у2 (х, л) . 

В нашем: с.а_учае, 1югда р(х) = 1, «опредсJiитель Вrонскоrо» 
/) есть ве.шч~ша постоянная, вначение которой равно 

1,огда л не есть характеристическое число, D не равен нулю, 
11 1штегра.1ы у1 (.с, л) и у2(х, л) линейно нсвависимы; в противном 
с.тrучае они отличаются толыю постоянным мпожитеJ1е111 ('"); / тогда 
равf'н ну.110 11 определптеJiь д Фор:муJiы [ 13] ! . 

Расе>ютриt1 значение D вбJiизп л = лs и докажем, что л = л, 
есть простой корень D, раоома1·риваемоrо как Функция от л. 

Положим 

r3:1J '!J1(x, л) У1(Х, },s) (л- Л1)'1'j(Х, лs) + · · · 
II BЫЧIICJIIIМ: веJIИЧИIIУ Тj(Ь, Л8). 

Подставив 1::ш] в уравнение 

d'Ay -
da;2 + ( q + лsр )у -(лs- л )Р!/ 

и приравнивая нулю коэффициент пр11 л л8, получим: 

[34] ТJ" (а:, 18) + (q + л8р) ТJ(Х, л8) = - r, yi(x, л_,). 

С ;1руrой стороны, 

[35] 

Умножая первое из этих уравнений па -у1(ш, лs), а второе па 
-q(Ш, Лs) 1{ СКJiадывая, получим 

[36' 

(*) А и111епио, 
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Интегрируя f 36 J от а до Ь и пользуясь условиями [21 ], поJiучи.м 

ь 

у/(Ь, Л8)Yj(h, Л8) = J ру12dш. 
а 

Отсюда видно, что "f/( Ь, лs) не = О, так •1то ,. = 1.8 есть простой 
1юреиь D, п1ш чем разJiожение D вблизи }, = 1.8 имеет вид 

l38; /) = - (1. - A8)"f/(IJ, л,) + · · • 
Подставляя это выраже1111е в l2i] 11 поJiъзуя:сь [37], поJiучим, 

что та часть раsJiожеюш Фушщин ГРинл, которая при 1. =лs обра
щается в бесконечность (так называемая главная часть разложения 

вбли.1и полюса л = 1.8). равна 

\391 

ИJJI на основании [18] 
[!О; 

У1(1Х, лs)у.(е, 1.,) 
ь 

(},5-1.)J r,JJ2id,т: 
tl 

'Pi 1Х )q,s(~) 
1.s-1. 

Можно показать, что, сложив главные части разложешш вблизи 

каждого из полюсов, мы получим всю Функцию f p ин л, другю1ш ело-

ваэш, что 

14,1 

Разложение ато сходится: при всех ~шачепия:х и; 11 Е в данном 

про~ежутке. 

§ 7. РАЗ.ЮЖЕНИЕ ПРОIIЗВОJЬНОЙ ФУНКЩIИ ПО ФУНДАМЕНТААЬНЫМ 
ФУНКЦИЯМ 

IIoCJie того, 1.ак получено раuоженпе Функции ГРиил, нетрудно 
по.1учить такое же ра3.1ожение п для всякой Функции, которая мо

жет быть представлена в виде [25]. Так как [25] есть решение 

уравнения: [20], то в таком виде может быть предстаuепа всякая 
Функция, имеющая непрерывную первую и интегрируемую вторую 

про11зводпую и удовлетворяющая тем же предельным условиям, что 

п Функция: ГРинА. Таким обравом, можно считать доказанной рав

ложимостъ всякой Фупкци11, удоВJiетворяющеii перечнсленпым усло

виям, в ряд по Фундаментальным Фушщиям. 
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Равложение это будет иметь вид 

00 

/<'(х)-!а,'f/Ш), 
s=t 

где 

" О:8= J r,(Ш)'f,{Х)Р(ш)dш. 
а 

Величины as носят название коэинциентов ФУРЬЕ. 
Возводя обе части равенства [ i2] в квадрат, умножая на p(:.cJ 

и интегрируя от а до Ь, пол.учим, в сюrу свойств ортоrопаJ:ьности 
Функций q;s(x), равенство 

[44] 
Ь 00 

J р(ш)[Р(х)]idш= !о:;. 
а s=t 

Это свойство системы Ф)'1JIЩ11й q;s(x) носит название saмкny-
11Wcm1i; оно показывает, что не существует такой Функции ф(ш), :ко
торая была бы ортоrонаJьва ко всем q;s(x). В самом деле, Д.JIЯ <J,(x) 
все коэФФициенты ФУРЪЕ ДОJ[ЖВЫ бы.1и бы равнятьс11 ну.l[ю, а 0.l[е-

довательно должен бы.1[ бы равняn,ш1 нy.l[IO 11 интеrра.:1 [ ii]; но атн 
возможно только ТОI'да, когда '}(а:) тождественно равно нудю, ибо p(.r), 
по nредцОJ[ОЖению, по.в:ожите.l[ЪПО. 

Обратимся теперь к решению 11еоднород11оrо уравнения [20]. 
На основании Фор:иуJ1 [25] и [it] решение ;этого уравнения будет 

[i5] 

где 
ь 

[i6] а,= J p(x)q;s(x){(x)rlш. 
а 

Из этой ФОр:иуJ[ы следует, что, если /(ш) удовлетворяет условию 

ь 

[i7] sp(x)q;n(ш)/(x)dx = о, 
а 

то уравнение [20] и:иеет решение та.иже и при л lA. Упомянутое 
J0.l[Овие называют ортогональностью Функции {(ж) по отношению 
к r.p,i( {1J ). 
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§ 8. АССИМПТОТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНИЕ ДАН БОАЬШИХ ХАРАКТЕРИСТИа 
ЧЕСКИХ ЧПСЕА. 

Покажем, как можно вывести ассимптотическое выражение дJIЯ 

боJ1ьших характеристических чисел. 

Подстановкой 

[48] z VPPY, 

t = _!_ f~ .. /е_ d.1i 
т. v р , 

а 

где 

[50} 

уравнение l 1] приводится к виду 

[51] ~2z + }..' 
df2 z z • r(t), 

где л' = л1'2, а r(t) есть некоторая непрерывная «1>ушщ1ш. Проме
жуток от а до Ь ДJIJI ш переходит в промежуток от О до 1 ДJIЯ 1, 
а однородные предельные условип ДJIJI у переходят в такие ж~ ус.10-

вил ДJIJI z. 
Уравнение [51] равносильно интегральному уравнепию 

а; 

l52l z(ш) csin Jlл'(ш-а)+ :л·f z(l)r(t) siny'i?(ш-t)dt, 

где с и а произвольные постоянные. Отсюда в_идно, что при больших. 

sначенипх л' Функция z(t) будет мало отличатмп от с. sin Jlл1 (t- а). 
Чтобы это выражение обращалось в нуль при t= О и при t = 1, 
необходимо, чтобы Jiл' n1t. Отсю,о;а получается ДJIH первоначаль
ного параметра л предельное ·равенство 

l. "s 'lt'2 
lШ -;\j='l"J.. 

S-co .~ 1-
[531 

Напомним, что в ел учае бесконечпОI'О промежутка полученная 

sдесь оценка больших характер11стичееких чисел не имеет :места, 

и вопрос о раsложении Фующю1 ГР и нА по Фундаментальным 

Функциям требует каждый раз особого исеАедованип, при чем суще

ственным пвлястся нали•ше юш отсутств110 «сплошного спектра». 
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§ 9. ПРИМЕР 

В качестве простейшего примера рассмотрим оператор 

L (у)=у" 

и соответствующее ему уравнение 

[54] у" +>-у=О. 

Д.111 промежутка (О, 1) и предеиьных условий первого рода 
Функция fpnнA G(ш, е, О) будет 

f5o] G(ш, е, 0)=(1-() ш при х~е 

G(ш, е, 0)=(1-.т:) е при ш~е. 

Ивтегрu:ы у1 (ш, л) и J/2 (т, л), удовиетворяющие условиям 

f21], будут 

! 
( л)- sin ш J!л 

У1 ш, - Jll ' 

( ')- sin (х-1) Jlf 
У2 tr, л - • 

J!л 

[56] 

Интегралы у1 и у2 перестапут быть ли1tейно независимыми, 
когда 

D(l)=- siп ·~Т=О. 
J!л 

Поэтому характеристические числа равны 

Г58] 

а соответствующие им Фундаментальные Функции 

[59] 

[60] 

Ч1s (х) = J/2 sin s 1t ш. 

Формула [24] дает ДJ[n Функции ГР ин А выражеш1с 

[ 

f. , , ~ ') sin ш. Jl:f sin (е-. 1) vr t о \ а:, ~. л = - . а:~~ 
Jlл sin Jlл 

G(m, е, l)=-sine Jlf sin (а:~1) J(~x~e. 
J!л sin ул 

Рав.пожение Функции l' Рин А по Фундаментu:ьным ФуnIЩИП 

ииt'еr вид 

Г61' ... J 
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§ 10. НААИЧИЕ МА.ЮГО ПАРАМЕТРА В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ 
УРАВНЕНИИ (ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ) 

Пшюжим, что наше уравнение содержит некоторый ма.1ый 
параметр i,.. 

Допустим, что мы нашли характеристические чиСJiа л; и Фув
щментал~ные Функции ер; ( ш) ДJШ i,. = О. Спрашивается, как изме
нятся эти ве.1ичивы, когда i,. примет малое значение, отличное 

ОТ нуля. 

Предположим, что J...s п ([), (х) могут быть раз.!(ожены по сте
пеням µ. 

Г63] 
J J...s = J.../ + 11- J.../ + ... 
} 'fs(x)=qi/ (х) + i,.9/ (х) + ... 

Мы ограничимся первы~r uрпбJ:ижением 11 покюкем, как можно 

ВЫЧИСJIИТЬ J.../ И 'f'/ (х). 
ПодстаВАЯЯ [63] в [62"], ПОJ(УЧИ)[ 

М:ы видим, что Cfls 1 ( х) у дом створяет неоднородноиу уравне11ию 
при ,. равном характерuсшческому числу. Чтобы это уравнение 
юrело решение, необходимо, чтобы правая часть была ортогональна 

к соответствующей Фувдаменталыюй Функции r.p,° (х). Это дает 

ус"1овие ь 

л/ Jr(x) Гч~/(х)] 11 dх 
а 

д.ш определения л/. Решение же урав11енин [64] будет, но Форму
зам § 7, и в сиду ортоrоиальносш, 

Х,' f,iO(:t) Ь 
."66 9/ (х) = kJ J...

5
-J...~ f r (х) r.p5° (х) tp"0 (а) dx, 

n=l а 

где штрих у знака суммы означает, что медует пропустить член 

номер s. К этому выражению 11южио было бы еще прибавит~. член 
вида 

с. rJ?s° (х), 

нu для TOI'u, чтобы Функ1~нн Cfls (ш) [63] с точвоетью до веJ.ичип по
l)11дка i,-2 была вормаш,ной, нужно по.11ожить постоянную с равною 

нудю. 
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§ 11. УРАВНЕНИИ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В предыдущих параграФах мы расс1штривали исuючительно 

обыкновенные диФФеренциальные уравнении. Что касается уравне

ний в частных производных, то в важных на практике частных слу

чанх решение пх может быть приведено, посредством «разделения 

переменных>>, к последовательному решению нескодьких обыкновен

ных диФФеренциальных уравнений. Изложенная выше теория при

лагается, однако, с соответствующими изменениями, которых мы 

вкратце коснемся, п к «самосопряженным» уравнениям в частных 

прояаводных. 

«СамосопряженныМ>J называется линейный диФФеренциальный 

оператор L (и) (например, ;оператор .11.шнс-л) в том ш1.учае, если 

выражение 

[67] vL(u)-uL(v) 

есть lсумма производных по координатам(*) от выражений, содержа

щих производные от Функций и и v не выше первого порядка. 
Например, для оператора .Jlлпллсл Ли 

[68] t!Лu-uЛv=div (vgrad u-iigrad v). 

Главнейшие отличия теории для уравнений в частных нроиавод
ных от рассмотренной выше нв.шются следствием того, что здесь 

одному характеристическому числу может соответствовать песко.1ько 

линейно независимых Фундаментальных ФункЦ11й. 

Если ДJIЯ характеристического числа л11 существуют т Фунда
ментальных Функций, то говорят, что зто число кратности т (:}ТО 

не значит, что оно есть кратный полюс Функции ГРпнл). 

Выбор этих т Функций остается несколько неопределенным; 
мы можем заменить данный ряд Функций 

[69] 

их линейными комбинациями с постоянными коэФФ1щиентами вида 

Г70j-;~(kJ = a1 <"Jc:p't1 + a11 (kJ ffi,/!J +· ··-f-""m(kJffit1(mJ (k= 1,2 ... , mj. 

Из определения Функций [69] еще не вытекает, что они ортого
нальны между собой; но мы )IОЖсм подобрать коэФФIIЦиенты a/,.i 
так, чтобы новые Функц1ш [70] были ортогональны и нормаJIЪllЫ. 
Функция ~"(kJ определяется при этом не однозначно, а лишь f· точ
ностью до ортогональной подстановки. 

(*) Обобщенная расходимость (диверrенц). 
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Для вовм:ожноети решения неоднородной задачи при л. = л.,. 

необходимо, чтобы свободный член уравнения был ортогонален 
1 в смысле § 7) ко вce.JN Фундам:ентаJ11,ным Фушщиям, соответству
ющим этому характеристическому числу. 

В случае появлепия малого параметра в дИФФеренциа.11ьном урав

нении, кратное характеристическое число л.11 может разбиться на 

несколько ра9..1ичных чисел, сумма кратностей которых равна крат

ности первоначального числа л,.. В частности, новые характеристи

ч:еские числа могут быть и простыми. 

§ 12. ПРИМЕР УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В качестве примера уравнения с кратными характерш:.-тическими 
числами рассмотрим уравнение 

с об.1астью изменения переменных 

[72] 

(поверхность шара, если 3 и ер СФернческие координаты) и с пре

дельными условиями: конечность, однозначность и непрерьmность 

на всей поверхности шара (3 = О и 3 = 1r суть особенные точк11 
уравнепия). 

В этом случае характеристическими чис.11ами являются значения 

),,. = ,1 ( п + 1 ), 

при чем числу л71 соответствует 2п + 1 Фундан.ентальных Функций, 
а именно 

[74] 

l'де P5 =P,.(cos3) есть полином JIЕЖАНДРА, а 

f75J P,/m>=(sin&)m d(::в)mP,.(oos3). 
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