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Vorwort. 
Das vorliegende Buch i::;t die Frucht langjăhriger Forschung. Ver

anlaBt wurde diese durch die Erkenntnis, daB die analytische Mechanik, 
so vollendet auch ihr klassisches Gebăude vor uns stehen mag, nicht 
die}Iittel besitzt, um eine Reiho vonFragen, mit de non sich der .Maschinen
Ingenieur zu beschăftigen hat, bis in ihre letzten Folgen zn beantworten. 
Zu diesen Fragen gehoren vornehmlich die Bewegungsorscheinungen 
dor Getriebe, ihre Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, wenn sic 
bekannten, gegebenen Krăften ausgesetzt sind und wenn man ihre 
Massenverteilung ohne Vernachlăssigung bmii.cksichtigen soll; ferner die 
Berechnung dor hierbei auftretenden Drucke in den Fii.hrungen und 
Lagern, sowio dor Spannungen in den einzelnen Teilen dor ::\'Iaschinen. 

Es ist nicht richtig, wenn behauptet wird, daB sich das Interesse 
dor Ingenieuro auf die Kenntnis dor Geschwindigkeiten beschrănkt 
und die Beschleunigungen nur eine untergeordnete Rolle spielen. Wie 
wichtig tatsăchlich clic Ermittlung dor Beschleunigungen und dor infolge 
davon auft.retenden ::.VIassendrucke werden kann, ergibt sich aus dom 
Umstande, daB z. B. bei Nockensteuerungen Beschleunigungen von 
2000 mjsek 2• auftreten konnen (Dinglers Journal 1909, S. 264). Die 
Beschleunigungen spielen nur deshalb diese untergeordnete Rolle, weil 
man meistens keinen einwandfreien Weg gekannt hat, sie zu finden, 
denn die Ermittlung der Beschleunigungen aus den Massen und Krăften 
muB auf den Lehren dor Dynamik aufgebaut sein, unei diese fiir Getriebe 
einwandfrei anzuwenden, besaB man eben keine Moglichkeit. Die ana
lytische Dynamik lieferte wohl mehr odor weniger verwickelte Glei
chungen, lieB aber den Ingenieur in dom Augenblicke im Stich, in dem 
die rechnerische Ausbeutung dieser Gleichungen beginnen sollte. Dom 
Ingenieur ist mit solchen oft unl6sbaren Gleichungen nicht gedient, 
er darf nicht unterwegs stehen blieben und die weitere Losung dadurch 
erzwingen, daB er unbequeme Glieder in den Gleichungen vernach
lăssigt. Er muB schlieBlich das Resultat seiner Untersuchung in gebrauchs
fertigen Zahlen erhalten, nicht in Differentialgleichungen und er muB 
filr diesen Weg eine ::\'Iethode besitzen, die ihm gestattet, alle Bedin
gungen der gestellten Aufgabe zu erfiillen und nich ts zu vernach
lăssigen. 

Da,B diese Anforderungen nicht durch reine Rechnung befriedigt 
werden konnen, ist jedem sch:merzlich bewu,Bt geworden, dor nur ein:mal 
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in der L:tgo war, eine au{ diosem Gebiete liegendc Aufgabo zu lăsen. 
Man hat ja diesolbe Erfahrung schon lăngst in der Kinematik gomacht. 
Auch hier versagt die Rechnung meist vollkommen und fiihrt zn dorart 
verwickelten Fonneln, daB man gerne auf sie verzichtet. Man versuche 
nur z. B. die Geschwindigkeit und Beschleunigung dor geschriinkten 
Schubkurbel, also gewiB von einem dor einfachston Getriebe, zu be
rechnen, wenn dor Umlauf dor Kurbel nicht gleichformig erfolgt, nnd 
wird von der Umstăndlichkeit dieser Rechnung sehr unangenehm iiber
rascht sein. Dieser Mangel steigert sich noch bodeutend, wenn man etwa 
die Ges~hwindigkeit und Baschleunigung eines verwickelteren Mechanis
mus rechnerisch bestimmen wollte. Dies hat in der Kinematik schon 
lăngst dazu gefiihrt, den Weg der Rechnnng zu verlassen und die graphi
schen Methoden 7.U bevorzugen, die in iiberraschender Einfachheit und 
Dbersichtlichkeit die gestellten Aufgaben selbst in don verwickeltsten 
Făllen lăsen. 

Dieses Yerhăltnis der rechnorischen und zeichnerischen Methoden 
steigert sich nun in orhohtem MaBe, wenn man von der kinematischen 
Frage zur dynamischen iibergeht, und nicht nur die Bewegung als solche, 
sondern mit Riicksicht auf die vorhandenen Krăfte und Massen zu 
untersuchen hat. Die fiir unseron Zweck grundlegendo Aufgabe lautet 
nămlich so: 

Von cine m Getrie be allge meinster Art s.ind die trei benden 
Krăfte und hindernden Widerstănde, sowio die gesamte 
Massenverteilung gege ben; os ist dor Gang des Getrie bes, 
also die Gesohwindigkeit('n und Boschleunigungen seiner 
Punkte zu ermittoln. 

Bei Losung dieser Aufgabo versagt die Rechnung \'ollkonunen, 
wenn man nicht etwa die Aufstellung einor Unzahl verwickolter Glei
chungen als Losung ansehen will; die graphischo lVlethode fiihrt jedoch 
auch hier zun1 Ziel und liefert schlieBlich Zahlen, dio allein imstande sind, 
die gestellten Fragen restlos zu beanhwrten. 

Die Grundlage dor Dynamik ist dio Kinematik, diosc nicht etwa als 
Maschinen-Kinematik im Reuleauxschen Sinn aufgefaBt, sondern al~'< 

Getrie belehre, d. h. als Lehre von der Bewogung dor kinematischen 
Ketten. 

Diese Kinematik hat ihre Entwicklung am Ende des 19. Jahr
hunderts erfahren und hat eine Reihe schoner und vorbildlicher \Verke 
gczeitigt; ich verweise hier nur auf das fundamentale Work L. Bur
mesters: "Lehrbuch der Kinematik" (I., Leipzig 1888, Text und 
Atlas); sie wurde als Ersatz verwickelter Rechnungen von den In
genieuren lebhaft begriil3t und gefordert. Allein es wurden Anforde
tungen an sie gestellt, die ihrem W esen fremd waren und die sie nicht 
befriedigen konnte; die Kinematik kann nicht Fragen beantworten, 
die auf dynamischem Gebiete liegen, man miiBte denn den Einflul3 
der bewegten Massen vernachlăssigen, oder sich doch damit begniigen, 
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diesen EinfluB als etwas Unverănderlicbes einzufiibren. Dieser Umstand 
bat mit der Zeit zu einer Art Enttăuscbung gefiibrt und war offenbar 
der AnlaB, daB das Interesse fiir die Kinematik erkaltete. 

Dies war jedocb nicbt gerecbtfertigt, denn wenn aucb die Kinematik 
dynamiscbe Fragen nicbt lOsen kann und wili, so ist sie doch unzweifelbaft 
die Grundlage der Dynamik: obne Kinematik gibt es keine Dynamik. 
Nur darf man bei ibr nicbt steben bleiben; und das bat mau bisber 
zumeist getan. K. Heun gibt in seinem ausgezeicbneten Bericbte: 
"Die kinetiscben Probleme der wissenscbaftlicben Tecbnik" (Jabresb. 
d. deutscb. Matb.-Ver. Bd. 9, 1900) auf S. 56 eine lebrreiche Scbilde
rung der oft vorkommenden Verwecbslung von kinematiscben und 
dynamiscben Losungen. Man bedurfte, um dynamiscbe Aufgaben des 
Mascbinenbaues bis zur Li:isung durcbzufiibren und die fertigen Zablen 
dem Ingenieur zu iiberliefern, eines systematiscben Lehrgebăudes, das, 
von den einfacbsten Grundsătzen der Mecbanik ausgebend, bis zu den 
kompliziertesten Fragen der Maschinen-Dynamik fortscbreitet. 

Von dieser Absicbt geleitet, wurde das vorliegende Buch gescbriehen. 
Es will die graphische Dynamik inderselben Weiseindie Ingenieur
kreise einbiirgern, wie es der grapbiscben Statik seit geraumer Zeit 
gelungen ist. Wie diese die Berecbnung statischer Bauwerke groBen
teils verdrăngt und durch die zeichnerische Behandlung ersetzt bat, 
so wili die graphische Dynamik etwas Abnliches auf ibrem Gebiete 
leisten. Aber sie will noch weiter geben; sie soli nicbt nur fiir die Zwecke 
der Maschineningenieure verfaB,t sein, sie soli iiberhaupt die ebene 
Bewegung in zeicbnerischer Bebandlung vorfiihren und zeigen, wie man 
auch auf de.m Gebiete der theoretischen Dynamik auf einfacbe Weise 
und fast ohne jede Rechnung gestellte Aufgaben lOsen kann. Dies ist 
auch der Grund, weshalb ich begriindete Hoffnung hege, daB die gra
phische Dynamik innerhalb weniger Jahre an den tecbniscben Hoch
schulen gelebrt werden wird. 

An Vorarbeiten fi:ir die Aufricbtung dieses Lebrgebăudes bat es nicbt 
gefehlt; scbeinbar bat der 1874 erscbienene "Versucb einer grapbiscben 
Dynamik" von R. Proell sich eine gleiche Aufgabe gestelit. Aber 
dieser "Versuch" ist vorwiegend kinematischen Charakters; denn wo 
die Masse in Betracht gezogen wird, wird ibr Einfluil als konstant an
gesehen. 

Auch die verdienstvolien Versucbe G. Hermann's, die grapbischen 
Methoden in die Dynamik einzufiibren (vgl. "Die grapbiscbe Tbeorie 
der Turbinen und Kreise]pumpen", 1887 und "Grapbische Untersuchung 
der Zentrifugalregulatoren", Z. d. V. d. Ing. 1886) sind rein kinematiscben 
oder statischen Cbarakters. 

Eine măchtige Anregung in dynamiscbem Sinne bat die Radinger
sche Metbode der Schwungradberechnung gegeben (vgl. J. Ra
dinger, Ober Dampfmascbinen mit bober Kolbengescbwindigkeit, 
3. Aufl. Wien 1892), da sie den Einflu,B der bewegten Massen insoferne 
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beriicksichtigte, als sie wenigstens die Beschleunigungsdriicke der hin
und hergehenden Massen des Schubkurbelgetriebes in Rechnung stellte; 
freilich ist auch diese Losung keine dynamische, sondern vorwiegend 
eine kinematische gewesen, da sie von der Voraussetzung einer kon
stanten Knrbelgeschwindigkeit ausging - von der man doch wu.Bte, 
da.B sie uicht konstant sein kanu - nud die gănzlich umgestaltet 
werden mn.Bte, um zu einer wirklich dynamischen Losung der Frage 
zu kommen. Aher die rasche Anerkennuug und Verbreitung der R a
diugerscheu Methode war ein deutlicher Beweis dafiir, wie sehr der 
Ingenieur das Bediirfnis nach einer Dynamik empfand, die mit dem 
ve r ă n d e r li c h e n Einflu.B der Masse zu arbeiten versnchte. In 
dieser Hinsicht war die Methode Radingers eine nicht genug zu 
schătzende Tat. 

Um jedoch zu einer wirklich einwandfreien Losung dieses und ăhn
licher Probleme der Maschinentechnik zu gelangen, mu.Bte das Lehr
gebăude der Dynamik einer grundsătzlichen Umgestaltung unterzogen 
werden, die mit den Grundbegriffen der Mechanik einzusetzen nud die 
reich gestalteten Getriebe der Maschinentechnik - eiues nach dem 
andern, vom einfachsteu bis zum verwickeltsteu - einer systematischen 
dynamischen Untersuchung zu unterziehen hatte. Hier waren durch 
die ausgezeichneten Arbeiteu O. Mohr's seit geranmer Zeit die not
wendigen Grundlagen gegeben, von denen auch in diesem Bnche der 
ausgiebigste Gebrauch gemacht wurde. 

Auch sonst lagen in der technischen Literatur in einzelnen, in Zeit
schriften zerstreuten Abhandlungen manche dankenswerte Versuche 
und Anregungen vor; aher ihre Anzahl ist nicht gro.B, und es mu.Bte, 
um ein organisches Lehrgebăude zu schaffen, das Meiste aus eigenem 
beigesteuert werden. Man hat gelegentlich den Einwand erhoben, da.B 
es verspătete Miihe sei, die Bewegung der Getriebe einer genauen dyna
mischen Untersuchung zu nnterziehen; denn es herrsche auch in unserer 
Zeit das Bestreben, alle Maschinen auf ausschlie.Blich rotierende Bewe
gungen zuriickzufiihren, und alle iibrigen Bewegungsmoglichkeiten, wie 
z. B. hin- nnd hergehende oder schwingende Bewegungen, oder gar die 
komplizierten Bewegungen der Steuerungen vollkommen ausznschalten. 
Dieser Einwand konnte mich, wenn er auch einen Schein von Berechti
gung hat, nicht irre machen; denn erstens wissen wir hente nicht, was 
fiir komplizierte Maschinen die Zukunft bauen wird; nud dann ist doch 
zu bedenken, da.B die Mechanik nicht ausschlie.Blich fiir Maschinen
Ingenieure gemacht wurde und da.B es ein Wissen der Mechanik geben 
wird, auch wenn keine Maschine mehr lăuft - ein Znknnftsbild, dem 
freilich niemand Realităt beimessen wird. 

So wird auch die Graphische Dynamik noch bestehen bleiben, 
auch wenn alle Anwendungen, die man heute von ihr macht und machen 
kann, ihre Bedeutung eingebii.Bt haben; es werden ihr dann andere 
Aufgaben bliihen, von denen wir uns heute vielleicht noch keine Vor-
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::tcllung machen. Um Kleines mit GroBem zu vergleichen: auch die 
Keplerschen Gesetze haben heute in der Welt der kleinsten Teile, in 
der Atomtheorie, eine Anwendung gefunden, an die vor wenigen Jahren 
noch niemand gedacht hatte. 

Was den Inhalt des vorliegenden Buches betrifft, war der Ver
fasser bestrebt, so wenig wie moglich vorauszusetzen und alle Begriffe 
nnd Lehrsatze selbst kurz zu entwickeln. Was von den klassischen 
Siitzen der Mechanik benutzt wird, wie die "Prinzipien" derselben, 
das Prinzip der Bewegung des Schwerpunktes, das Arbeitsprinzip und 
insbesondere das grundlegende Prinzip d'Alemberts, das v;'Urde an 
Ort und Stelle eingefiigt, wo es zum erstenmal verwendet wurde, und 
zwar in einer Art, die besondere Vorkenntnisse unnotig macht. Auf 
diese Weise hoffte ich, das Studium auch demjenigen zu erleichtern, 
rler dic Hochschule schon lange Zeit verlassen hat. Da das Buch jedoch 
kein Lehrbuch der Mechanik sein will, moge man dariu nicht Satze 
snchen, die in der graphischen Dynamik nichts zu tun haben. 

Das Buch zerfallt in zwei nngleich groBe Teile; der erste, groBere 
Teil schaltet die Zeit der Bewegung vollstandig aus, beschaftigt sich 
also nur mit den augenblicklichen Bewegungszustanden, wahrend 
der zweite Teil den zeitlichen Verlauf der Bewegung studiert. Bei 
allen Problemen wurde die Kinematik, die zum Verstandnis der Dynamik 
nnerlaBlich ist, dieser vorangeschickt. An die Kinematik und Dynamik 
des einzelnen Systems schlieBt sich eine griindliche Analyse der kine
matischen Kette, worauf in die Kinematik der Ketten und Getriebe 
eingegangen wird. Hier erwies sich das Mittel der statischen und dyna
mischen Ersatzpunkte als sehr fruchtbar, um den EinfluB der Massen 
jederzeit ohne Vernachlassigung untersuchen zu konnen. - Im zweiten 
Teil, in dem der zeitliche Verlauf der Bewegung studiert wird, erwies 
sich die Einfiihrung der veranderlichen Masse als zweckdienliches 
Mittel, um den veranderlichen EinfluB der Masse auf die Bewegung 
zu nntersuchen. 

Die Grundlehren dieses Buches wurden bereits im Jahre 1904 in 
der Abhandlung: "Graphische Dynamik der Getriebe", Zeitschrift fiir 
Mathematik und Physik, Bd. 50, veroffentlicht; nur bedurfte es einer 
durchgreifenden Ausgestaltung und Verarbeitung, um die graphische 
Dynamik zur Einfiihrung in Schule und Praxis geeignet zu machen. 
Was ich hiervon meinen Mitarbeitern und Vorgangern zu verdanken 
hatte, wurde gewissenhaft angefiihrt. 

GroBen W ert legte ich auf die durchgefiihrten Beispiele und Auf
gaben; von diesen findet man am Ende der meisten Kapitel eine reiche 
Auswahl; sie sind, wo es anging, der ausfiihrenden Maschinentechnik 
und den Patentschriften entnommen. 

Unter den Beispielen wurdeil die fundamentalen und viel ange
wandten Getriebe, so das Gelenkviereck, die einfache und geschrankte 
Sclmhkurbel nnd der Kreuzschieber an verschiedenen Stellen und 
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wiederholt herangezogen. Bei einigen hier behandelten Getrieben, wie 
z. B. beim Indikator, beim Atkinsonschen Gasmotor u. a. wird man 
vielleicht bemiingeln, _ddl die Massen ihrer Glieder zu klein sind, um 
sie iiberhaupt in Betracht zu ziehen. Hierauf sei erwidert, da.B es sich 
in allen diesen Făllen nur darum handelte, die Methode vorzufiihren 
und da.B diese die gleiche ist, ob die Masse nun klein oder so gro.B ist, 
daB sie nicht mehr vernachlassigt werden darf. 

Bei den komplizierteren Steuerungen wurde auf zahlenmă.Bige Angabe 
der Liingen und Massen verzichtet, da sonst viele der auftretenden 
Massenkrăfte so klein ausgefallen wăren, df .B die Abbildungen undeutlich 
geworden wiiren; Es kam fiir die Zeichnung dieser komplizierteren 
Kraftpliine nur auf die deutliche Anordnung der K:rafte, nicht auf ihre 
wirkliche Gro.Be an, die sich obne Schwierigkeit ermitteln lii.Bt, sobald 
die Angaben ziffernmii.Big vorliegen. -

lch kann den Leser nur bitten, sich nicht mit dem Lesen des Textes 
und Anblicken der Figuren zu begniigen, sondern alles selbst noch 
einmal zu zeichnen und auch die Lăsungen der Aufgaben durch eigenes 
Nachsinnen zu ergriinden. Nur auf diese Weise wird er die anfănglich 
nicht geringen Schwierigkeiten iiberwinden; nach Vberwindung dieser 
ersten Schwierigkeiten wird er jedoch, wie ich zu wissen glaube, 
Geschmack an dem Gegenstande finden und die notwendigen Kon
struktionen mit Leichtigkeit durchfiihren konnen. 

Der Einwurf, den man vielleicht machen konnte, da.B die vorgetra
genen l\fethoden zu kompliziert seien, um sie bei der Untersuchung von 
Getrieben anzuwenden, erledigt sich durch die Vorsicht, da.B ich nur die 
Absicht hatte, zu zeigen, wie man die gestellte und oftmals reichlich 
'verwickelte Frage einwandfrei dynami-sch und ohne jede Ver
nachlăssigung, weder durch Vereinfachung der Gleichungen, noch 
durch Ănderungen der Massen und Krafte, iiberhaupt lOsen kann. 
Es verschlagt nichts, wenn der Konstrukteur wiihrend der Arbeit alles 
das wegliiBt, von dem er sich iiberzeugt bat, da.B es zu vernachlăssigen 
ist; er wird durch die genaue Methode wenigstens die Moglichkeit 
besitzen, die Erlaubtheit der Vernacbliissigungen piiifen zu konnen, 
und wird von dem unbehaglichen Gefiihl befreit, Vernachlăssigungen 
nach Willkiir vornehmen zu miissen. 

Zum Scblusse seien die Einschrănkungen aufgezăhlt, die der Ver
fasser sich auferlegen muBte. Die vorliegende graphische Dynamik 
beschrănkt sich auf die Untersuchung e bener Getriebe und Ketten, 
also der zu:meist vorko:mtnenden. Sie ;muBte ferner auf die Einfiihrung 
des Reibungswiderstandes verzichten, um den Umfang nicht noch 
mehr zu vergro.Bern. Aus diesem Grunde m1:.Bte auch ein wichtiges 
Kapitel der Dyna:mik ausgelassen werden, namlich die Lehre vom 
Massenausgleich. Da aher iiber diesen Gegenstand eine Reihe von 
ausgezeichneten Arbeiten vorliegt, konnte davon Abstand geno:m:men 
werden, Bekanntes zu wiederholen. 
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Eines Umstandes mu.B noch Erwăhnung getan werden, der die 
Dyna:mik der Maschine, sei sie graphisch oder rechnerisch, an ihrer An
wendbarkeit hindert, das ist das geringe Interesse, das :man bisher 
fiir die Eigengewichte nnd Trăgheitsmomente der Glieder der 
Getriebe aufbrachte. Wie selten begegnet man in der Literatur zahlen
mă.Bigen Angaben iiber diese wichtigen Dinge! Und doch ist ihre Kenntnis 
nnbedingt notwendig, wenn man eine dynamische Aufgabe zahlenmăBig 
zu Ende fiihren will. Es wăre sehr wertvoll, wenn man wenigstens fiir 
eine Reihe von vielfach ausgefiihrten Gliedern die Gewichte und Trăg
heitsmo:mente zusammenstellen wiirde, damit man in die Lage kăme, 
wenigstens angenăhert auf die :Yiassen und Massenverteilung eines vor
liegenden Gliedes schlie.Ben zu konnen. -

Es bleibt mir noch die angenehme Pflicht, jenen Herren Dank zn 
sagen, welche mich bei meiner Arbeit selbstlos unterstiitzten; dies war 
hesonders mein ehemaliger Assistent, gegenwărtig Ingenieur der hol
lăndischen Regierung in Java, Herr Dr. K. Kriso, der mir hei der 
Konstruktion der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplăne, sowie 
hei der Ableitung der Bewegungsgleichungen einer kinematischen Kette 
wertvolle Dienste leistete; ferner der Professor an der I~andes-Berg
und Hiitten-Schule in Leoben, Herrn R. Canava!, der als erster die 
ganze Handschrift mit allen Zeichnungen durchsah; endlich Herr Ing. 
J. Schreiner, mein gegemvărtiger Assistent, der die Korrekturen mit 
groBer Gewissenhaftigkeit las. 

Dem Verlage Julius Springer sage ich meinen herzlichen Dank 
fiir das Entgegenkommen, das er mir jederzeit erwiesen und fiir die in 
jeder Richtung vorbildliche Ausstattnng des Buches. 

Graz, im Februar 1922. F. Wittenbauer. 

Zusatz: Kurz vor AbschluB des Druckes des vorliegenden Werkes, 
an dem er fast zwei Jahrzehnte gearbeitet, schied Professor Ferdinand 
Wittenbauer in Graz am 16. Februar 1922 nach kurzer Krankheit 
aus dem Le ben. Mit der Fertigstellung seines W erkes im Falle seines 
vorzeitigen Todes letztwillig beauftragt, oblag es mir, die Korrekturen 
vom 19. Bogen an nochmals durchzusehen; die Ănderungen, die ich 
anzubringen hatte, waren durchaus unwesentlicher Natur. Aueh fiir 
das Vorwort fand sich der Rntwurf nnter elen nachgelassenen Papieren vor. 

Prag, im .Tuli 1922. T. Poschl. 
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A. Der augeublickliche Beweguugsznstaud. 
In vielen wichtigen Untersuchungen der technischen Mechanik 

laBt sich die Dauer der Bewegung vollkommen ausschalten; dies trifft 
zu bei Augenblickszustanden, fiir welche die Dauer der Bewegung keine 
Bedeutung hat. Es geniigt, auf den augenblicklichen Geschwindigkeits
und Beschleunigungszustand der Teile einer Maschine zu verweisen; 
oder auf das Gleichgewicht ihrer Krafte und Tragheitskrafte in jedem 
Augenblicke ihrer Bewegung; oder auf ihre Bewegungsenergie. Auch 
die wichtige Ermittlung der Spannungen in den einzelnen Teilen einer 
laufenden Maschine, wie auch der Driicke in den Gelenken kann durch
gefiihrt werden, ohne die Zeit heranzuziehen. 

Dabei ist aher nicht aus dem Auge zu verlieren, daB wir den augen
blicklichen Bewegungszustand als jenen ansehen, wie er sich wahrend 
eines sehr kleinen Zeitteilchens darstellt; ja wir miissen sogar die Vor
gange in zwei aufeinanderfolgenden, sehr kleinen Zeitteilchen unter
suchen, wenn wir nicht nur den Geschwindigkeitszustand, sondern 
auch den Besclileunigungszustand feststellen wollen. 

Aher die endliche Zeit kann in einer Reihe von Fragen auBer 
Betracht bleiben und aus diesem Grunde wollen wir alle Untersuchungen, 
die von der endlichen Zeit keinen Gebrauch machen, an den Beginn 
diescs Buches stellen. 

Wlttenbauer, Dynamik. 1 



1. Der Bewegnngszustand eines Punktes. 
Wenn wir den augenblicklichen Bewegungszustand eines Punktes 

beschreiben wollen, miissen wir uns entscheiden, ob wir uns mit der 
Beschreibung auf ein sehr kleines Zeitteilchen beschranken, oder ob 
wir sie · auf die Aufeinanderfolge von zwei sehr kleinen Zeitteilchen 
ausdehnen wollen. 

Im ersten Falle konnen wir nur die Geschwindigkeit des Punktes 
feststellen; im zweiten Falle kann auBerdem noch die Beschleunigung, 
das ist die Verănderung der Geschwindigkeit, angegeben werden. 

1. Die Gesehwindigkeit. Nehmen wir an, der bewegte Punkt wăre 
in ,A (Fig. 1) und wiirde in dem sehr kleinen Zeitteilchen LI t den sehr 
A A' kleinen Weg Lis in irgend einer Richtung 
-fl;:-s-+-----... qq zuriicklegen und nach A' gelangen, dann 

pflegt man das Verhaltnis ~; die mittlere Fig. l. 

Geschwindigkeit des Punktes in der Zeit LI t zu nennen. Bei un
begrenzter Abnahme von LI t und damit auch von Lis strebt dieses Ver-

haltnis einem Grenzwerte ~~ zu, den man den ersten Differentialquo

tienten des Weges nach der Zeit nennt. Er ist ein MaB der Ge
schwindigkeit des Punktes in der unendlich kleinen Zeit dt; der 
augenblickliche Geschwindigkeitszustand des Punktes in A ist dann 
durch den Ausdruck gegeben 

o 

1) 

Bezieht man die Bewegung des Punktes 
auf einen beliebigen in Ruhe befindlichen 
Punkt O (Fig. 2), so wird sich die anfangliche 
Entfemung O A = r im Zeitteilchen d t in 
O A' r' verăndem. Stellt man diesen Dber-

Fig. 2. gang in Form einer geometrischen Summe, 
d. h. einer Aneinanderfiigung nach GroBe und 

Richtung dar, wobei jetzt und spăter das Zeichen = die geometrische 
Gleichheit bedeuten soll, so ist 

r' =r + ds 
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und die Geschwindigkeit in A: 
r'-r ds 

vA-([t-(Ii> 

ds ist die geometrische Zunahme von r im Zeitteilohen dt. 
2. Dimension und MaBstab der Geschwindigkeit. Bezeichnet man 

Lănge und Zeit durch die Symbole l und T, so ist die Dimension der 
Geschwindigkeit durch das Symbol l T- 1 ausgedriickt. Sie ist also 
keine Lănge und darf nicht etwa nach dem Lăngen-MaJ3stab gemessen 
werden, sondern bedarf eines eigenen, im iibrigen willkiirlichen Ge
schwindigkeits-MaBstabes. Wăhlt man z. B. den MaJ3stab 1 cm Zeich
nung = 5 metfsek Geschwindigkeit, so wiirde eine Geschwindigkeit 
von der GroJ3e v = $0 metfsek durch eine Strecke von 10 cm darzu
stellen sein. 

Die Ges:Jhwindigkeit wird also in der Zeichnung, in einem Ge
schwindigkeitsplan durch eine gerade Strecke versinnlicht, die eine 
gewisse maJ3stăbliche Lănge und die Richtung von ds, die Geschwindig-
keits-Richtung besitzt. · 

3. Die Beschleunigung. Wir wollen jetzt zwei aufeinanderfolgende 
Zeitteilchen von gleicher GroJ3e verfolgen und annehmen, daJ3 sie durch 
fortwăhrendes Abnehmen von LI t den 
unendlich kleinen Wert dt erreioht 11--""""'"....--."."...-.---;~vA 
hătten. 

Im ersten Zeitteilchen kăme der 
Punkt von A nach A' (~'ig. 3); seine 
Geschwindigkeit hierbei ist 

AA' ds 
VA =dt=dt· Fig. 3. 

v' '4 

Fănde keine StOrung dieser Geschwindigkeit statt, so wiirde der 
Punkt seine Bewegung in der einmal angenommenen Richtung A A' 
mit der gleichen Geschwindigkeit vA fortsetzen. 

Tritt jedoch eine StOrung dieser Geschwindigkeit auf, so kann sie 
sowohl die Richtung wie die GroJ3e der Geschwindigkeit andern; der 
Punkt wird, statt seinen Weg in der Richtung A A' fortzusetzen, eine 
etwas geanderte Richtung einschlagen und im zweiten Zeitteilchen 
nach A" kommen. Hierbei kann der Weg ds' =A' A" vom friiheren 
Wege ds = AA' aucl'l. der GroJ3e nach verschieden, also ebenso die 
Geschwindigkeit in der neuen Richtung 

von der bisherigen vA auch der GroJ3e nach verschieden sein. 
Die drei Lagen A A' A" des Punktes werden dann nicht in einer 

Geraden liegen; es lăJ3t sich jedoch ein Kreis durch diese drei Punkte 
legen, den man den Kriimmungskreis der Bahn des bewegten Punktes 

1* 
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nennt; der Halbmesser (! dieses Kreises wird als Kriimmungshalb
messer der Bahn in A bezeichnet. Nennt man ds den unendlich kleinen 
Ablenkungswinkel der Geschwindigkeit v A• so ist ds auch der Winkel, 
den die beiden Bahn-Normalen in A und A' miteinander einschlieBen. 
Es ist dann 

ds ds 
A A' = ds = (! • ds und vA = ~(it = (! · -dt la) 

4. Normalbeschleunigung und Tangentialbeschleunigung. Zieht man 
m Fig. 3a von einem beliebig angenommenen Punkte o die Strecken 

a so wird die Verănderung von vA in v'A der-
o ... ~~--,-d-<-d-..:;; art stattfinden konnen, daB zunăchst vA, 

ro. du seine Richtung verăndert, indem o a um d s 
a du a' nach oa gedreht wird, ohne seine GrăBe zu 

:4 ăndern; diese Verănderung von vA ist dann 
Fig. 3a. durch die Strecke 

2) 

dargestellt. Sodann kann die Ănderung von vA in der neuen Richtung 
sich dadurch vervollstăndigen, daB o a in o a' iibergeht oder vA sich um 
a a' =, dv A verăndcrt. 

Die Gesamtănderung der Geschwindigkeit vA ist dann 

aa' _du · dw + dvA, 

wobei das Zeichen wieder andeuten soll, daB die Strecken dw und dv A 
geometrisch zu addieren sind, also ihrer GrăBe und Richtung nach 
aneinander gefiigt werden. Dies alles sind V orgănge wăhrend des zwciten 
Zeitteilchens. Bezieht man sie auf die Zeiteinheit, so erhălt man den 
Begriff der Beschleunigung bA des bewegten Punktes in A als zeitliche 
Verănderung der Geschwindigkeit oder 

du _dw dvA 
bA= dtc-=dt + dt 3) 

Diese Beschleunigung setzt in A' zu Beginn des zweiten Zeitteilchens 
ein, tritt mit der GrăBe du= bA dt zu vA hinzu und verăndert es wăhrend 
des zweiten Zeitteilchens zu v'A. Es ist also 

oder 

V1A~~VA + bAdt 

V 1A- VA du 
bA = -------crt- ~- c:c= . dT 

3a) 

Die beiden Teile, in die bA nach Gleichung 3 zerfăllt, miissen Dinge 
dw 

derselben Art wie bA sein, also auch Beschleunigungen. Die erste, dt' 
hat die Richtung von dw, also der Bahnnormale in A'; wir nennen sic 
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deshalb die Normalbesehleunigung nA des Punktes; sic ist nach 

dw ds 
Gleichung 2: n A = -([i = vA dt 

und mit Beniitzung von Gleichung 1 a: 

vA2 
nA=--

e 
4) 

dvA 
Die zweite, dt' hat die Richtung der Tangente an die Bahn des 

Punktes in A'; wir nennen sie die Tangential beschleunigung 
des Punktes und bezeichnen sic 

dvA 
tA= dt 5) 

Die gesamte Beschleunigung bA setzt sich aus diesen beiden Teilen 
geometrisch zusammen (Fig. 3); es ist 

bAc-:nA+tA, nA=bAcosrp, tA=bAsinrp. 6) 

worin rp der Winkel zwischen der Beschleunigung bA und der Bahn
Normale ist. 

Fiir die geradlinige Bewegung des Punktes ist e = = zu setzen; 
dann wird nach Gleichung 4: nA =O und es bleibt: 

5a) 

5. Dimension und Ma6stab der Beschleunigung. Da die Strecke du 
cine Geschwindigkeit ist, so ist ihre Dimension durch das Symbol l T- 1 

. . du 
gegeben und Jene der Beschleumgung b = dt durch das Symbol L T- 2• 

Sie darf also nicht nach dem Geschwindigkeits-MaBstab gemessen 
werden, sondern bedarf eines eigenen Beschleunigungs-MaBstabes, iiber 
dessen Zusammenhang mit dem GeschwindigkeitsmaBstab spăter ge
sprochen werden soll. Wăhlt man z. B. den Beschleunigungs-MaBstab 
1 cm Zeichnung = 8 metjsek2 Beschleunigung, so wiirde cine Be
schleunigung b = 32 metjsek2 durch eine Strecke von 4 cm Lănge dar
zustellen sein. 



II. Der Bewegnngsznstand des freien Systems. 

a) Der Geschwindigkeitszustand. 
6. Drehung um einen Punkt. Unter einem freien, ebenen System 

verstehen wir ein beliebig umgrenztes Stiick einer Ebene, etwa eine 
Scheibe, unveranderlich nach GroBe und Gestalt, das durch nichts 
an seiner Bewegung in seiner eigenen Ebene behindert wird. 

Dieses System moge sich in seiner Ebene auf irgend eine Weise 
verschieben; wir begniigen uns vorlaufig damit, diese Verschiebung 

in einer unendlich kleinen Zeit zu betrachten; 
sie moge dann auch unendlich klein sein. 

Eine besondere Art dieser Vers-::hiebung ware 
die, wenn wir irgend einen Punkt A des Sy

-----~-;L-.-34 stems festhalten wiirden. Dann konnte sich ein 
beliebiger anderer Punkt von B nur derart 

Fig. 4. nach B' verschieben, daB seine Verschiebungs-
richtung senkrecht zu B A steht, da die Ent

fernung BA sich nicht andern kann, wenn die Scheibe starr ist 
(Fig. 4). 

BB' 
Da dt = v B die Geschwindigkeit des Punktes B ist, so kann man 

auch sagen, daB die Geschwindigkeit v B senkrecht zu BA sein muB. 
Hingegen ist ihre GroBe und der Pfeil der Richtung noch beliebig wahlbar. 

Man nennt in diesem Falle die augenblickliche Bewegung des Systems 
eine Drehung um den Punkt A. 

7. Die Winkelgeschwindigkeit. Untersucht man die augenblickliche 
Bewegung eines dritten Systempunktes M, der auf BA liegt, so werden 
die drei Punkte A, M, B auch wahrend der Bewegung des starren Systems 
auf einerGeraden bleiben; eswirdalso M'au{ B'A liegeil:und MM'...!..M A 
sein miissen; darin ist M M' die unendlich kleine Verschiebung des 

Punktes M und v_u = A!d~' seine Geschwindigkeit. Es ist somit 

BB': M M' = vB :v111; 

konstruiert man nach einem beliebig gewahlten Geschwindigkeits-
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MaBstabe die Strecke Bb1 v B und verbindet b1 mit A, zieht die Strecke 
Mm1 11 Bb1 bis zum Schnitte m1 mit Ab1, so ist 

M~ VM 

die Geschwindigkeit des Punktes M nach dem gleichen MaBstabe. 

Das Verhaltnis 
VB VM 
====W 
BA MA 

nennt man die Winkelgeschwindigkeit des Systems um den 
LT- 1 

Punkt A. Ihre Dimension hat das Symbol -L- oder T- 1• 

Nennt man ~ den Winkel zwischen A B und A b1, so ist auch 
w = tg~ 7) 

von dieser Darstellung der Winkelgeschwindigkeit durch einen Winkel 
werden wir im Folgenden haufig Gebrauch machen. 

Die Geschwindigkeiten der Punkte B und M sind dann: 

VB = BA . w, VM = MA . w . 8) 

d. h. die Geschwindigkeiten der Systempunkte wachs!Jn im Verhaltnis 
zu den Abstanden vom Mittelpunkte A der Drehung. 

Ware z. B. MA gleich der Langeneinheit l met, so miiBte 
vM = l met · w 1/sek = w metjsek 

sein. Die Winkelgeschwindigkeit w gibt also die Geschwindigkeit jenes 
Systempunktes an, der vom Mittelpunkte der Drehung um die Langen
einheit entfernt ist. 

8. Geschwindigkeitsplan der Drehung. Nimmt man noch einen vierten 
Punkt O des Systems an (:Fig. 5), der nicht in der Geraden BA liegt, 
jedoch derart gewahlt wird, daB O A = MA 
ist, dann haben O und M die gleiche Ge
schwindigkeit bei der Drehung um A und 
es ist 

ve= Ce1 = M m1 = vM 

sowie auch 

Da vA = O ist, fallt der Punkt a1 mit 
A zusammen. Dann ist aher 

6 a1b1e1 "' A BC, 
denn es ist -9::: BA O = b1 a1 e1 und es be
steht die Proportion 

Fig. 5a. 

c 

~·~-r.--~~----~ 11 

Fig. 5. 

BA: a1b1 =CA: a1~e1 • 

Dernnach kann man die Geschwindigkeit Ve -:ce: a~ des Punktes o 
konstruieren, indem man -9::: BA b1 = O A e1 macht und das rechtwinklige 
Dreieck A O e1 zeichnet; oder indem man das Dreieck a1 b1 e1 ăhnlich 

zu A BC macht. 
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Noch einfacher gelangt rnQJl zum Ziele, wenn man sămtliche Ge
schwindigkeiten vB, v111, Ve von einem beliebigen Punkte o aus nach 
GroBe und Richtung auftragt. In Fig. 5 a wurde gezeichnet: 

VB_ob#Bbl, V11f om#Mmv Ve oc-#Ocl. 
Da A in Ruhe, vA =o ist, fallt der Punkt a mit o zusammen. 
Es ist nach Gleichung 8 

und ebenso 
ferner 
somit 

ob=vB = BA·w, om:==vM = ifA·w, 
oc~cccVc= OA·rrl, 

ob...L.BA, om_LMA, oc..LOA, 
6abcV>ABO 

und deshalb auch: 
bc = BO·w und bc..LBO, 

mc = MO·w und mc..LMO. 

Ebenso also, wie ob die Geschwindigkeit des Punktes B in bezug 
auf den ruhenden Punkt A, oc die Geschwindigkeit des Punktes O in 
bezug auf den ruhenden Punkt A ist, bedeutet bc die Geschwindigkeit 
des Punktes O in bezug auf B, hingegen cb die Geschwindigkeit des 
Punktes B in bezug auf O; wir schreiben dies 

bc: VCB• cb -VBC· 
9. Allgemeine Versehiebung. Relative Gesehwindigkeit. Lassen wir 

jetzt die Voraussetzung fallen, daB ein Punkt A des Systems festgehalten 

B 

Fig. 6. 

wird, sich infolgedessen an 
der Verschiebung nicht be
teiligt, und betrachten wir 
eine allgemeine, unendlich 
kleine Verschiebung der Ge
raden des Systems von A B 
nach A' B' (Fig. 6). Die Ver
schiebung B B' des Punktes B 
konnen wir dann so entstan
den denken, daB sich B zu
nachst um den als ruhend 
angenommenen Punkt A 

nach B1 dreht und sodann von B1 aus die gleiche Verschiebung B 1B' 
unternimmt wie A. Die Bewegung des Systems ist dann eine Drehung 
um A mit darauffolgender Parallelverschiebung und es ist 

BB'_:__· BB1 + B1B' 
die unendlich kleine Verschiebung von B. 

I AA' d' G h . di k . d P k A . BB' st vA = dt 1e esc wm g Cit es un tes , so 1st v B = dt .. 
die Geschwindigkeit des Punktes B, und weil 

BB':::::BB1 +AA', 
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so ist auch 

bezeichnet man mit 

BB1 
VB~([t +vA; 

BEI 
VBA = --;[t 

9 

die Geschwindigkeit des Punktes B in bezug a.uf den ruhenden 
Punkt A oder die relative Geschwindigkeit von B gegen A, 

so ist vB=vBA +vA. 

Es kann auch gesetzt werden: v BA = BA · w BA, worin w BA die Winkel
geschwindigkeit der Drehung von B um A ist. 

In Fig. 7 wurde die Rolle der Punkte A und B vertauscht, was 
gestattet ist. Der Punkt A macht zuerst um B die Drehung AA1, wobei 
B ruht; sodann das ganze 
System die Parallelverschie
bung BB1 _:c: A 1A'. Dann 
ist 

AA'=A-A1 + A 1A' 
oder· 

XA' c_: A-A~+ 1n!i 
und nach Division durch dt; 

VA==:cVAB+vB, 

worin v AB die re la ti ve 
Geschwindigkeit von A 
gegen B ist. Es wird also 

sein VAB = -VBA· 

Fig. 7. \ 
10. Der Ăhnlichkeitssatz von Burmester. Denkt man sich das starre 

System, von dem das Dreieck A BO ein Teil ist (Fig. 8), mit der Geraden 
AB mitbewegt, so hat man die in 9 fiir den Punkt B angestellte Be
trachtung nur fiir andere Punkte des Sy~ 
stema zu wiederholen. Man kann sich 
demnach die unendlich kleine Verschie
bung des Dreiecks A B O derart vorstellen, 
da.B zunăchst eine Drehung uln den Punkt 
A in die Lage AB10 1 stattfindet, worauf 
eine Parallelverschiebung nach A' B'O' ein
setzt. Dann sind die unendlich kleinen 
Drehverschiebungen 

BB1 ..l.. BA, 001 ...1.. O A, 

c 

Fig. 8. 

wăhrend die ganzen Verschiebungen der Punkte B und 0: 

B B' ~- B B 1 + B 1B', 00' 001 + 0 10' 
sind. Setzt man noch AA' === B1B'::::::: 0 10' und dividiert durch das 
Zeitteilchen dt, so wird 

VB VBA +VA, Va--- VaA +VA, 
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worin die er8ten Teile v BA und veA die relativen Ge8chwindigkeiten 
der Punkte B und O in bezug auf A sind. 

Fig. 9 8tellt die8e geometri8che Summierung der Ge8chwindig
keiten dar. E8 8ind wie in Fig. 5 die Geschwindigkeiten Bb1 .1_ BA, 
O c1 .1_ O A gezogen worden, welche B und O besitzen, wenn 8Îe sich um 
A drehen; sodann wurde dem System die Parallelverschiebung mit der 
Ge8chwindigkeit a1 ~ ·~· .. b1 b2 ~· e1 c2 erteilt; die Ge8chwindigkeiten der 
Punkte A, B, O 8ind schlieBlich 

vA Aa2, vB=Bb2, v0 =0c2• 

Da, wie friiher gezeigt wurde, .6a1 b1 e1 (/)A BO i8t, und iiberdies 
.6a1 b1 e1 (/) a 2 b2 c2 ist, 80 folgt .6a2 b2 e2 (/)A BO, d. h. die Endpunkte 
der Ge8chwin.digkeiten eines 8tarren System8 bilden eine 
diesem ăhnliche Figur. 

o 

b 

Fig. 9. Fig. 9a. 

In L. Burme8ter's Abhandlung: "DberdenBe8chleunigung8ZU8tand 
ăhnlich verănderlicher und starrer ebener.Systeme", Civil-Ingenieur 1878 
S. 150 wird die8er Satz nicht nur fiir starre, sondern auch fiir ăhnlich 
verănderliche Systeme nachgewie8en. 

11. Der Gesehwindigkeitsplan. Fiihrt man die oben erwăhnte geo
metrische Summierung in der Nebenzeichnung 9a durch, 80 erhălt 
man eine Figur, die man Ge8chwindigkeit8plan nennt. Man wăhlt 
einen beliebigen Au8gangspunkt o, den Geschwindigkeitsnullpunkt, 
trăgt nach dem angenommenen GeschwindigkeitsmaB8tab die Ge8chwin
digkeit o a~.= vA auf, zieht sodann durch o die Parallele ob zur gegebenen 
Geschwindigkeitsrichtung v B und durch a die Senkrechte a b zu A B; 
dann ist ob '= v B und ab ,c= v 8 A- Man entnimmt daraus, daB eine der 
beiden Geschwindigkeiten, vA> nach Gro13e und Richtung, die andere, 
vB, nur der Richtung nach angenommen werden dari. 
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Die Geschwindigkeit jedes anderen Systempunktes ist dann bestimmt. 
Um z. B. die Geschwindigkeit ve zu finden, ziehe man im Geschwindig
keitsplan ac _LAC; dies ist dann die Richtung der relativen Geschwindig
keit VeA von C gegen A; ebenso ist bc _L BC die Richtung der relativen 
Geschwindigkeit veB von C gegen B. Die beiden Geraden ac und bc 
schneiden sich in c und es ist dann o c--"-- Ve die gesuchte Geschwindigkeit 
des Punktes C. Denn es ist 

oc==oa+ac=ob+bc 
oder ve='vA +veA -~vE+ VeB· 

Es mu13 sich Ve im Geschwindigkeitsplan parallel und gleich mit v0 
im Lageplan (Fig. 9) ergeben. 

Man bemerke, dal3 in ac -veA' bc ~veB die Reihenfolge der grol3en 
und det kleinen Buchstaben vertauscht ist. Wir nennen a, b, c die Ge
schwindigkeitspunkte, die zu A, B, C gehoren. 

Name und Gedanke des Geschwindigkeitsplanes stammt von O. 
Mohr; sie wurden zuerst zur Konstruktion der Verschiebungsplăne 

von Fachwerken, also fiir nicht dynamische Zwecke beniitzt. Die in 
kinematischer Hinsicht grundlegende Abhandlung O. Mohr's fiihrt 
den Titel: "Dber Geschwindigkeitsplăne und Beschleunigungsplăne. 
Ein Beitrag zur graphischen Kinematik", Civil-Ingenieur, 1887. 

12. Der . Ahnlichkeitssatz von Mehmke. Im Geschwindigkeitsplan 
Fig. 9a ist das Dreieck abc dem Systemdreieck ABC ăhnlich, da die Seiten 
aufeinander senkrecht stehen. Der Geschwindigkeitsplan ist 
eine dem gegebenen starren System ăhnliche und ăhnlich 
gelegene Figur. 

Dies gilt fiir alle Punkte des Systems oder iiberhaupt der unendlichen 
Ebene, die an das Dreieck A B C angeheftet ist und dessen Bewegung 
mitmacht. 

Nimmt man z. B. im gegebenen System noch einen vierten Punkt 
D an, so erhălt man nach 11 die Geschwindigkeit dieses Punktes, wenn 
man im Geschwindigkeitsplan die Linien bd _L BD, cd _L C D zieht; 
ihr Schnittpunkt ist der Geschwindigkeitspunkt d und die Strecke 
o d ist die gesuchte Geschwindigkeit v D des Punktes D; es ist 

6bcd(/)BCD. 
Die Ăhnlichkeit des Geschwindigkeitsplanes mit dem gegebenen 

System hat R. Mehmke in seiner Abhandlung: "Dber die Geschwindig
keiten beliebiger Ordnung eines in seiner Ebene bewegten ăhnlich ver
ănderlichen ebenen Systems", Civil-Ingenieur, 1883, in allgemeiner 
Weise nicht nur fiir das starre, sondern auch fiir das ăhnlich verănder
liche System bewiesen. 

13. Der Drehpol. Da sich die Geschwindigkeiten aller Punkte des 
starren Systems somit als · Strecken darstellen, die von dem Punkt o 
ausgehen, so mul3 es im System auch einen Punkt O geben, dessen Ge
schwindigkeitspunkt o ist, dessen Geschwindigkeit also verschwindet. 
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Dann ist 6 abo (/)A BO. Konstruiert man (Fig. 10) das Drcicck A BO, 
indem man O A ..L o a, O B ..L o b errichtet oder, was dasselbe ist, indem 
man in A und B die Senkrechten zu den Bewegungsrichtungen vA und 
o c v B zieht, so schneiden 

sich diese Senkrechten 
in O, dem Systempunkt 

8 ohne Geschwindigkeit. 
1--.,."----+-----_.::;~ Man nennt ihn den 

Geschwindigkeits
pol, auch Drehpol 
oder das Momentan-Fig. 10. 
zentrum des starren 

Systems. Er ist der einzige Punkt, der bei der Bewegung der Figur in 
Ruhe bleibt; diese Bewegung ist also eine, wenn auch unendlich 
kurz dauernde Drehung um O; ihre Winkelgeschwindigkeit ist 

CV = }4_ VB 

AO BO 

Betrachtet man noch einen dritten Punkt C des Systems, so wird, 
da die Bewegung der Figur eine Drehung um O ist, die Geschwindigkeit 
ve des Punktes C senkrecht stehen auf CO und es ist 

vA: vB: ve= AO: BO: CO. 

Da diese Geschwindigkeitsrichtungen gleichzcitig die Tangenten 
der Bahnen sind, die von den Punkten A, B, C beschrieben werden, 
so folgt, dal3 die Normalen aller Punktbahnen des Systems in jedem 
Augenblicke der Bewegung durch einen bestimmten Punkt, den Dreh
pol O, hindurchgehen. 

14. Veranderung des Geschwindigkeitsplanes. Es sei (Fig. li) A B C 
ein in s2iner Ebene verschiebbares Dreieck; nach 12 ist sein Geschwindig-

c keitsplan ein ăhnlichcs und ăhnlich gelcgenes, 

~ 
um 90° verdrehtes Dreieck abc (F'ig. lla). 

Jedes Dreieck a b c, das in dieser Art an
genommen wird, kann als Geschwindigkeitsplan 
des Dreiecks A B C angesehen werden. Die 
Seiten des Dreiecks abc bedeuten die rela
tiven Geschwindigkeiten der Punkte A, B, C 

A 8 

a 

Fig. li. 

gegeneinander. Dabei ist der Geschwindigkeitsnullpunkt o 
c ganz unwesentlich; seine Annahme kann noch irgendwie 

getroffen werden, wie ja auch der zu o gehorige Punkt O des 
Systems A BC, dessen Drehpol, irgendwie angenommen 
werden kann. 

Nimmt man, ohne ~ zu ăndern, auf a b einen anderen 
b Geschwindigkeitspunkt b' an, so mul3 sich auch der Ge
Fig. lla. schwindigkeitspunkt c ăndern; er geht in c' iiber, wobei 
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b'c' 11 bc ist. Dasselbe gilt von b", c". Beschreibt also ein Geschwindig
keitspunkt des Systems eine Punktreihe b b'b" . ... , so beschreibt jeder 
andere Geschwindigkeitspunkt eine ăhnliche Punktreihe cc'c" ..... 

Erst mit der Annahme von o sind die absoluten, die wirklichen 
Geschwindigkeiten der Punkte A, B, C bestimmt. Nimmt man o z. B. 
in einem der Punkte a, b, c an, so liegt der Drehpol O im entsprechenden 
Punkt A, B oder C; nimmt man o in einer der Seiten ab, bc, ca an, so 
liegt der Drehpol auf der entsprechenden Seite A B, BC oder CA und 
zwar ăhnlich; nimmt man o in unendlicher Entfernung an, so liegt O 
ebenfalls unendlich fern; die Bewegung des Systems ist dann eine 
Parallelverschie bung. 

15. Die gedrehten Geschwindigkeiten. Die Beniitzung des Drehpols 
ermi:iglicht eine Konstruktion der Geschwindigkeiten, die von jener 
mit Hilfe des Geschwindigkeitsplanes vcr
schieden ist. 

Ist z. B. O der Drehpol der ebenen 
Figur A BC (Fig. 12) und vA die Ge
schwindigkeit des Punktes A, so kann 
man die Geschwindigkeiten v B und Ve lf4 

der Punkte B und C finden, wenn man 
vA um 90° nach A a in beliebigem Sinne 
verdreht, sodann das zu A BC ăhnliche 
Paralleldreieck a {J e verzeichnet, dessen 
Ecken o und e auf O B und O C liegen 

c 

o 
Fig. 12. 

und endlich die Strecken B {J und Ce um 90° verdreht, in entgegengesetztem 
Sinne der Drehung von vA nach A a; dann sind die soeben gedrehten 
Strecken v B und ve nach Gri:iBe und Richtung. Denn es verhălt sich nach 
dieser Konstruktion: 

A a: Bo: Ce= AO: BO: CO; 

m 13 wurde aber gezeigt, daB 

vA:vB:ve = AO: BO: CO 
ist; es bleibt also wegen vA= A a auch vB = Bb und ve= Ce. 

Fiihrt man diese Konstruktion der gedrehten Geschwindig
kei ten fiir andere Systempunkte durch, so erhălt maneine Figura b e b ... , 
die dem System der Punkte A B C D ... ăhnlich ist, wie der Geschwindig
keitsplan; nur ist dieser um 90° verdreht. 

Die gedrehten Geschwindigkeiten wurden bereits von R. Proell 
in seiner Graphischen Dynamik, 1874, S. 158, Fig. 63 beniitzt. Die 
Ăhnlichkeit des Systems der gedrehten Punkte a b e . . . mit dem starren 
System A BC ... beweist L. Burmester in seiner Abhandlung "Dber 
die momentane Bewegung ebener kinematischer Ketten", Civil-Ingenieur 
1880, s. 250. 

16. Der Geschwindigkeitszustand einer Geraden. In Fig. 4 fanden 
wir den Geschwindigkeitszustand einer Geraden AM B, die sich um 



14 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

einen ihrer Punkte A dreht. Die Geschwindigkeiten vB und vM der 
Punkte B und M waren senkrecht zur Geraden und standen im Ver-
hăltnis der Abstănde von A. Ihre Endpunkte b1 und m1 liegen mit a1 

wieder in einer Geraden; wir wollen 
von jetzt an die Geschwindigkeiten 
der Punkte B und M in bezug auf 
A mit vBA und vMA bezeichnen 
(vgl. Fig. 13). 

o 

Fig. 13. 

VA =Aa2 , 

Fiigen wir noch eine Parallel
vBA verschiebung des Systems mit der 

Geschwindigkeit vA hinzu, die allen 
Punkten des Systems gemeinsam ist, 
so werden die Geschwindigkeiten 
der drei Punkte: 

vB=vBA +vA-Bb1 +b1 b2 ,~fib~, 

vM===vMA +vA Mm1 + m 1 m 2 -=Mm2 • 

Die Endpunkte der Geschwindigkeiten a2 m2 b2 liegen also wieder 
in einer Geraden und es ist 

a2 m 2 b2 (/) AM B 

in Dbereinstimmung mit dem Satze in 10. 
Zeichnet man in :Fig. l3a den Geschwindigkeitsplan, indem man 

von o aus die Geschwindigkeiten oa=VA, obccc=vB, om -"v1VI auftrăgt, 

b 

Fig. 13a. 

so muB nach dem Ahnlichkeitssatze auch 
amb(/)AMB 

sein. Die Geschwindigkeitspunkte einer Geraden erfiillen 
also wieder eine Gerade und bilden eine der urspriinglichen 
ăhnliche Punkt~eihe. Fălit man von o die Senkrechte auf 
ab, so ist der FuBpunkt g wieder ein Geschwindigkeitspunkt 
der Geraden; er entspricht dem Punkte G der Geraden, fiir 
den die Ahnlichkeit 

GA B(/)gab 

besteht. Die Geschwindigkeit va dieses Punktes liegt, weil parallel zu 
og, in der Geraden selbst; man nennt ihn deshalb den Gleitpunkt 
der Geraden. 

Der Gleitpunkt einer Geraden A B kann konstruiert werden, wenn man 
auf die Bewegungsrichtungen zweier Punkte A und B der Geraden in 
A und B die Senkrechten errichtet und im Schnitte dieser Senkrechten 
den Drehpol O bestimmt; der Fu.Bpunkt der Senkrechten von O auf A B 
ist der Gleitpunkt G dieser Geraden. 

Aus dem Geschwindigkeitsplan entnehmen wir, da.B die Projektionen 
der Geschwindigkeiten aHer Punkte der Geraden A B auf diese selbst 
gleiche Gro.Be haben und zwar gleich der Geschwindigkeit va des Gleit-



Der Bewegungszustand des freien Systems. 15 

punktes. Werden also von zwei Punkten der Geraden A und B die 
Geschwindigkeiten vA und v B angenommen, so muB bei der Annahme 
auf diese Erkenntnis Riicksicht genommen werden. 

Man kann also z. B. die eine Geschwindigkeit vA der GroBe und 
Richtung nach beliebig annehmen; dann i8t va bestimmt und daruit 
auch die Projektion der anderen Ge8chwindigkeit v B auf die Gerade A B. 

b 

M 
1 

o 

2 a 
Fig. 14. Fig. 14a. 

Ist z. B. in Fig. 14 vA der Richtung und GroBe nach gegeben, von 
v B nur die Richtung, 80 kann die GroBe dadurch bestimmt werden, 
daB man in Fig. 14a o a= vA. macht, 8odann durch o eine Parallele 
zur Richtung von Vn und 8odann ab J_ A B zieht; der Schnittpunkt 
beider Geraden i8t der Ge8chwindigkeit8punkt b und 8omit ob =vn. 

Um die Ge8chwindigkeit v M eine8 beliebigen Punkte8 M der Geraden 
zu finden, geniigt e8, 

amb<Z>AM B 

zu machen; dann i8t om =vM. 

Dies kann zweckmăBig in folgender Wei8e durchgefiihrt werden. 
Zieht man im Ge8chwindigkeitsplan Fig. 15a mm1 11 bo, mm2 11 ao, 
8o i8t 

b 

a 

Fig. 15. Fig. 15a. 

Verbindet man (Fig. 15) den Endpunkt a1 von vA mit B und zieht 
Mm' 11 Aa1, 80 ist 

Mm':Aa1 = BM:BA = bm:ba =om1 :oa, 

also wegen A a1 ::-::: o a auch M m' = o m1• Ebenso i8t M m" - o m2• 
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Bildet man sodann iiber M m' und M mii das Parallelogramm, so ist 
dessen Diagonale M m1 die gesuchte Geschwindigkeit v M· 

Um demnach ohne Geschwindigkeitsplan vM zu finden, zieht man die 
Linien a1 B und Ab1, femer Mm' :1Aa1 , Mm" Il Bb1, dann ist 

vM=Mm' + Mm". 

Diese Konstruktion wurde unter anderer Begriindung mitgeteilt 
von M. Tolle (Die Regelung der Kraftmaschinen, 3. Aufl. S. 19). 

b) Der Beschleunigungszustand. 
17. Drehung des Systems. Um den Beschleunigungszustand eines 

freien, ebenen Systems zu studieren, das sich in seiner Ebene durch zwei 
unendlich kleine, aufeinanderfolgende Zeitteilchen verschiebt, wollen 
wir wie in 6 damit beginnen, die besondere Art der Verschiebung zu 
betrachten, bei welcher ein Punkt A des Systems durch diese beiden 
Zeitteilchen in Ruhe ve1harrt, also weder Geschwindigkeit noch Be
schleunigung besitzt. 

Der Geschwindigkeitszustand bei ruhendem Punkt A wurde bereits 
in 6 untersucht. 

Ein beliebiger Punkt B des Systems besitzt dann nach Gleichung 8 
die Gesehwindigkeit vB =BA· w senkrecht zu BA (Fig. 16) und legt 

Fig. 16. 

im ersten Zeitteilchen den Weg BB' = v B • d t 
zuriick. Da die Entfernung BA unveran
derlich ist und die Geschwindigkeit des 
Punktes B senkrecht zum Abstande von A 
bleiben muB, wird sich in B' die Bewegungs
richtung um den unendlich kleinen Winkel 
de = BA B' andem; in dieser neuen Richtung 
wird der Punkt wahrend des zweiten Zeit
teilchens von B' nach B" gelangen (vgl. 3) 
unddieneue Geschwindigkeit. vB' annehmen. 

Wie wir in 4 gesehen haben, wird die Storung, welche die Ge
schwindigkeit bei dem Dbergange von v B nach v B, erleidet, durch eine 
Beschleunigung b B hervorgerufen, die in B' einsetzt. Diese Beschleunigung 
zerfallt nach Gleichung 6 in zwei Teile nB und tB. Der erste Teil, die 
Normal beschleunigung, veranlaBt die Richtungsanderung der Ge
schwindigkeit um den Winkel de; sie ist von B' nach A gerichtet, da A 
der Mittelpunkt des Kriimmungskreises ist, den man durch B, B', B" 
legen kann und ist nach Gleichung 4 

und da vB =BA· w ist, auch 

nB =BA ·w~ = VB"W 9) 
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Der zweite Teil, die Tangentialbeschleunigung, ăndert die 
GroBe der Geschwindigkeit, fălit in die Tangentc des Kriimmungskreises 
und hat nach Gleichung 5 die GroBe 

dvB --- dw 
tB=dt=BA·dt 10) 

Die ganze Beschleunigung ist dann 

bB~nB + fr,. 
18. Die Winkelbeschleunigung. Da die Punkte B, B', B" einander 

unendlich nahc sind, sieht schlieBlich der Beschleunigungszustand des 

c Punktes B wie in :Fig. 17 aus. Wird auf der 
Geraden A B ein beliebigcr dritter Punkt M 
angenommen und sucht man die Beschleuni
gung b 111 dieses Punktcs und seine Teile nM A(,-2="e=-;rr7!~--..,_,:::r7i 
und t111 in gleichcr Weise wie bei B, so er
kennt man sofort, , daB sich an den Winkeln 
nichts verăndert und nur sămtliche Strecken 
im Verhăltnis AM: A B kleiner werden. Es 
ist dann zunăchst nach Gleichung 8: 

ferner wie in den Gleichungen 9 und 10: 

Fig. 17. 

- - dvM- M---A-. d()) -- ""A-., 
n.ll = MA. w2 = VJJ. W, (u c~ rit-- - ' dt ~ m. A. 

Es bestehen somit die Proportionen 

nM: nB = tlll: tB =MA: BA 
vgl. Fig. 17). 

Man nennt das Verhăltnis 

tM 

MA 

die Winkelbeschleunigung des Systems; sie hăngt nicht ab von der 
Wahl des Punktes M oder B, hat vielmehr fiir alle Systempunkte den 
gleichen W ert. Es ist dann 

(lf = MA·}., t B = BA· Â , ll) 

Aus Fig. 17 geht hervor: Nennt man a den Winkel zwischen A B 
und Ar, so ist die Winkelbeschleunigung 

Â=tga . 12) 

Der Pfeil von t B oder (tt ist maBge bend fiir dcn Dreh ungssinn von Â; 

auch von dieser Darstellung werden wir spăter vielfach Gebrauch machen 
(vgl. Gleichung 7). 

Die ganze Beschleunigung des Punktes B ist dann 

bB = yln;"2 + tB2 =BA vw4 + ;.2 13) 
Wlttenbauer, Dynamik. 2 
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und ebenso die ganze Beschleunigung des Punktes M 

bM = ynM2 + tM2 =MA vw4 + }.2; 

es besteht also auch die Proportion 
~~- ----

bM:bB=MA:BA 

wie iibrigens aus Fig. 17 hervorgeht. 
Fiir den Beschleunigungswinkel q;, den die Beschleunigung b B mit 

der Normalbeschleunigung nB einschlieBt, erhalt man 

tB tM A 
tg q; = nB = nM = w2 . 14) 

Die GroBe dieses Winkels hat fiir alle Punkte des Systems den 
gleichen W ert. 

19. Konstruktion der Normalbeschleunigung aus der Geschwindigkeit. 
Die Nonnalbeschleunigung nB des Punktes B hat mit der Veranderung 
'tier GroBe der Geschwindigkeit vB nichts zu tun; sie ist nur von der 
Kriimmung der Bahn des Punktes B abhangig, kann also stets konstruiert 
werden, wenn man auBer der Geschwindigkeit v B noch die Lage des 
Kriimml1llgsmittelpunktes kennt. 

Im Falle der Drehung umA ist dieser Punkt der Kriimmungsmittel-

punkt und es ist 

Tragt man demnach (Fig. 18) die Ge
schwindigkeit v B = B b1 in ihrer Rich
tung auf; verbindet A mit b1 und zieht 
b1N ..LAb1, so ist. 

BA:Bb1 =Bb1:NB 

Fig. 18. 
-- - Bb12 - V B2 - . oder N B - -c==- - -===- - n B 

BA BA 

Ist der Langen-MaBstab der Zeichnung, in dem BA aufgetragen 
wurde: 

1 cm Zeichnung = a met. Lange, 

jener der Geschwindigkeit, in dem vB aufgetragen wnrde: 

1 cm Zeichnung = {3 metjsek Geschwindigkeit, 
(B b )2 p2 p2 

so ist nB= (B~) ·a-metfsek2 = (NB)ametjsek2, 

wenn (Bb1 ), (BA), (N B) unbenannte Zahlen bedeuten, namlich die An
zahl der Zentimeter in der Zeichnung. Fiir 

(N B) ·= 1 ist nB = {32 metjsek2 ; 
a 

damit ist aher der Beschleunigungs-MaBstab gegeben, namlich 

1 cm Zeichnung = {32 metjsek2 Beschleunigung. 
a 
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Ist z. B. die Zeichnung im Lăngen-MaBstabe 1:10 entworfen worden 
und werden die Geschwindigkeiten im MaBstabe 1 cm = 2 metjsek 

gezeichnet, so ist a = 1/ 10, fJ = 2 und {J2 = 40, d. h. der Beschleunigungs
a 

MaBstab ist 
1 cm Zeichnung = 40 metjsek2. 

20. Der Normalfall. Sehr zweckmiWig ist es, den Geschwindigkeits
MaBstab derart zu wăhlen, daB vB durch die Lănge BA dargestellt 
wird. Dann ist nămlich 

VB2 --
nB ===BA metjsek2; 

BA . 
und die Konstruktion von n B wird unni:itig, da die Lănge R A hereits 
ein MaB der Normalheschleunigung ist. Hier ist dann 

nu= (BA)· {J2 metjsek2, 
a 

worin (BA) eine reine Zahl, die Anzahl der Zentimeter ist, die BA in 
der Zeichnung miBt. 

21. Konstruktion der Geschwindigkeit aus der Beschleunigung. Ist 
nicht die Geschwindigkeit, sondern die Beschleunigung des Punktes B 
gegeben, so kann auf umgekehrtem Wege die Geschwindigkeit konstruiert 
werden. 

Man projiziert zunăchst (Fig. 19) die gegebene Beschleunigung bB 
anf die C'nlrade BA nnd erhălt die Normalbeschleunigung 

VB2 
n H = b H • COS qJ = -=~· 

BA 

Daraus kann man die Geschwindigkeit v B auf zweifache Weise finden. 
Entweder man macht N Bcc:·nB nud zeichnet iiber NA als Durchmesser 

Fig. 19. Fig. 20. 

einen Halbkreis, der die Geschwindigkeitsrichtung von B in b1 schneidet; 
dann ist B b1 -=" v B die gesuchte Geschwindigkeit. 

Oder (Fig. 20) man zeichnet iiber BA als Durchmesser einen Halb
kreis, der die Projektionssenkrechte von b B in k schneidet; dann folgt 
aus dem rechtwinkligen Dreieck A k B 

BA: Bk = Bk:nB 
oder vB2 =Be=BA·nB und vB=Bk=Bb1• 



20 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Ist der Lăngen-MaBstab der Zeichnung wie friiher 
1 cm Zeichnung = a met, 

jener der Beschleunigung, in dem b B aufgctragen wurdc, 
1 cm Zeichnung = y metfsek2 Beschlcunigung, 

so ist vB2 =(BA)· (BN')aymet2jsek2 = (Bb1) 2 aymet2jsek2 , 

worin (BA), (BN'), (Bb1 ) reine Zahlen sind, nămlich die Anzahl der 
Zentimeter von BA, B N7 , B b1 in der Zeichnung. Fiir (Bb1 ) = 1 ist 

v B = V~-y~· metfsek. 

Damit ist der Geschwindigkeits-MaBstab gogeben, nămlich 

1 cm Zeichnung = V ar mctfsek Gcschwindigkeit. 
Beachtet man, daB wir in 19 den BeschleunigungsmaBstab fanden: 

1 cm Zeichnung = {3'!_ metfsek2, so wird y = {32 und der Geschwindig-. a a 
keit.>-MaBstab: 

1 cm Zeichnung = f3 metfsek Geschwindigkeit 
wie in 19. 

Ist z. B. wie dort der Lăngen-MaBstab 1:10, der Beschleunigungs
MaBstab 1 cm Zeichnung = 40 metfsek2, so ist a= 1/ 10 , y = 40 und fJ = 
V~= 2, also der Geschwindigkeits-MaBstab 

Il n 
!V' 

Fig. 21. 

1 cm Zeichnung = 2 metfsek 
Geschwindigkeit. 

Von der unter 20, Normalfall, erwăhnten 
vereinfachenden Annahme konnen wir auch 
hier Gebrauch machen. Wir werden năm
lich mit Vorteil den Beschleunigungs-MaB
stab derart wăhlen, daB der Punkt N' nach 
A Hillt (Fig. 21); dann wird dio Geschwin-

vg digkeit v B der GroBe nach bereits durch die 
Lănge BA gemessen und es entfăllt das 
Zeichnen des Halbkreises. 

22. Die Beschleunigungsfigur eines sich drehenden Systems. Wir 
kohren nochmals zur Fig. 17 zuriick. Wird ein Systempunkt C auBor
halb der Geraden A B angenommen, derart, daB CA = MA ist (Fig. 22) 
so ăndort sich an der GroBe der Beschleunigung nichts; es ist be ;== · b 111 , 

ne= n111 , te= tM; nur die Richtung diesor drei Beschleunigungen 
wird um den Winkel BAC verdreht. Es bestoht also wie in 18 die 
Proportion be: bB =ne: nB =te: tB = c-.Lf: BA. 

Bezeichnet man die Endpunkte der Beschleunigungen be und b B 
mit y1 und f3v lăBt a1 nach A fallen, da die Beschleunigung dieses Punktes 
null ist und verbindet die Punkte a1 , {J1 und Yv so erhălt man einDreieek, 
das dem Dreiecke A B C ăhnlich ist. Denn da die Beschleunigungswinkel q; 
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bei O und B die gleiche GroBe haben, so ist wegen der obenstehenden 

Proportion 6,. A B {31 (/)A Oy1 , a 1 {31 : a 1 y1 =BA: O A, 
ferner -1::: {31 A B = y1 A O, also auch -1::: {31 a 1 y1 = BA O, 

somit 

Daraus folgt der Satz: Die Endpunkte der Bcschleunigungen 
eines sich drehenden Systems bilden cine Figur, die dem 
System ăhnlich ist (Beschleunigungsfigur). Wir werden bald 
sehen, daB diesor Satz auch fiir den Fali gilt, daB das System keine 
Drehung um einen festgehaltencn Punkt macht, sondern sich irgendwie 
in sciner Ebenc bewegt. 

23. Beschleunigungsplan eines sich drehenden Systems. Wir wollen 
es nun wie beim Geschwindigkeitszustand des starren Systems machen 

c 

Fig. 22. 

und alle Beschleunigungen von einem beliebigen Punkt aus auftragen 
(vgl. 10). 

Wăhlen wir diesen Punkt in A (Fig. 22), so machen wir 

A {J'::= B{J1 :_::bB, Ay' ~~.0y1 .. -.b0 ; 

der Punkt a' liegt in A, da bA = o ist. Das Dreieck a' {J' r' ist ahn
lich dem Dreiecke A B O; denn die Seiten a' {J' und a' y' schlieBen mit
cinander den gleichen Winkel ein wie BA und O A; iiberdies besteht 
die Proportion 

Es ist also nicht nur die Beschleunigungsfigur a1 {31 Yv wie friiher 
gezeigt wurde, sondern auch die Figur a' {J' y' dem System A BO 
ahnlich- ein Satz, der ebenfalls verallgemeinert werden wird fiir den 
Fali, daB der Punkt A nicht in Ruhe bleibt. 

Wir tragen jetzt die Beschleunigungen nicht von A, sondern von eincm 
beliebig gewahlten Punkt :n:, dem Beschleunigungsnullpunkt, aus 
auf (Fig. 22a). Es sei :n:[J= bB, :n:y=b0 ; ebenso kann es mit samtlichen 
iibrigen Punkten des Systems gemacht werden. Man nennt eine solche 
Zeichnung den Beschleunigungsplan des gegebenen Systems. Jedem 
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Punkt M des Systems entspricht ein Punkt ,u des Beschleunigungsplanes 
derart, daB die Strecke n/t nach Gro13e wie Richtung die Beschlcunigung 
des Punktes M ist. Da der Punkt A keine Beschleunigung ha.t, fălit dcr 

Fig. 22a. 

zu A gehorende Beschleunigungspunkt a mit dem 
Beschleunigungsnullpunkt n zusammen. 

Wir wollen die Punkte a, fi, y, ... die Bet-~ch leu-
nigungspunkte von A, B, C, ... nennen. 

Zum Besehleunigungspunkt f3 kchmte nmn im Plnn 
derart gelangen, daB man zunăchst die Nornml
be:;chleunigung von B: 

in der Richtung von BA auftrăgt, sodmm in fi o die Seukrechte auf ;r fiu 
errichtet und a uf ihr die Tangentialbesehleunigung t B :=:fi o fJ = iFA · }. 
abschneidet. 

Ebenso konnte man den Beschleunigungspunkt y finden, indem mau 
die Normalbeschleunigung 

in Richtung von CA auftrăgt, sodaun in y0 die Senkrechte au~y0 
errichtet und auf ihr die Tangentialbeschleunigung t0 ce y 0 y = CA · A 
abschneidet. Allein man konnte den Beschleunigungspunkt y auch 
auf anderem Wege finden. Der Punkt C hat von B die Entfernung C B 
und relativ zu B die Geschwindigkeit VcB scnkrecht zu C B, die aus dem 
Geschwindigkeitsplan bekannt ist (b c in 'Fig. 9a). Da nun C bei der 
Bewegung der Figur immer in gleicher Entfernung von B bleibt, dreht 
sich C um B, hat somit bei dieser Drehung sowohl cine Normal-, wie 
auch eine Tangentialbeschlcunigung in bezug auf B. lVIan kann 8ich 
den Beschleunigungszustand des Punktes C etwa in der Wcise vor
stellen, daB zunăchst C dieselbc Beschleunigung wie B be::;itzt und sodann 
noch jene Beschleunigung dazu erhălt, die C bei ciner Drehung um B 
besitzen mu13. In Zcichen angeschrieben lautet dies: 

bc bB + ncB + tcB· 

Wir nennen n0 Bdie re la ti ve Normal beschleunigung von C gegen 
B, tcB die relative Tangentialbeschleunigung von C gegen B. 

Um also den Beschleunigungspunkt y zu crhalten, wird man 

- VoH2 
ncB=ccc/Jy1 = C B . Hi) 

in Richtung C B von fJ aus auftragen (.Fig. 22a), in y1 die Senkreehte 
auf fJ y1 errichten und auf ihr 

tcB=Y1 y = C B ·}. 
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abschneiden, wodurch man zu y gelangen muB. Diese Ermittlung eines 
Beschleunigungspunktes aus einem andern werden wir spăter vielfach 
beniitzen; sie hat den Vorteil, daB die Tangentialbeschleunigungen t0 

und tcB nicht bekannt sein miissen, denn man findet den Beschleunigungs
punkt y im Schnitte der beiden Senkrechteny0 y und y1 y, wodurch nach
trăglich erst die beiden Tangentialbeschleunigungen t0 = y 0 y und 
tuB = y1 y gefunden werden. 

Sowohl die Beschleunigungsfigur wie auch der Beschleunigungsplan 
eines sich drehenden Systems ist durch die Angabe der Beschleunigung 
eines einzigen Punktes B bestimmt. 

24. Die Besehleunigungsfigur eines allgemein bewegten Systems. 
Betrachten wir noch einmal das starre Dreieck A BO der friiheren Fig. 22, 
das uns das ebene System ersetzt und von dem wir annahmen, daB der 
Punkt A keinerlei Beschleunigung besitzt. Verzeichnen wir nochmals 
die Beschleunigungen b B und b0 der Punkte B und O bei ihrer Drehung 
um A; die Endpunkte dieser Beschleunigungsstrecken sind mit {11 und y1 

bezeichnet, wăhrend der Punkt a1 nach A fălit. 

c 

Fig. 23. 

Erteilt man dem System eine Parallelverschiebung in beliebiger 
Richtung und mit belie biger Beschleunigung bA A a2, eine Verschiebung, 
die bei einem freien System offenbar immer moglich ist, so fiigt sich in 
allen Punkten A, B, O zu den bisher innegehabten Beschleunigungen 
null, B {31 , Oy1 noch die neue Beschleunigung A a2 geometrisch hinzu' 
und es ist a1 a2 -- 73;_ {32 y1 y2 (.Fig. 23). 

Die Beschleunigung des Punktes B ist dann 

b B -- B {31 + {31 {32- B {32, 
die des Punktes O 

und die des Punktes A bA_ A a2• 
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Da fruher gezeigt wurde, daB 

6 al flt Y1 (/)A B C 
ist und da offenbar 6 a 1 {31 y1 ':-'"' a 2 {32 Y2 

ist, so wird auch 6 a2 {J2 y2 (/)A B C, 

d. h. die Endpunkte der Beschleunigungen einer starren 
Figur bilden eine dieser ăhnliche Figur. 

Dieser Satz wurde nicht nur fiir starre, sondern auch fur ăhnlich 
verănderliche Systeme von L. Burmester in seiner bereits erwăhnten 
Abhandlung: "Dber den Beschleunigungszustand ăhnlich verănderlicher 
und starrer ebener Systeme", Civil-Ingenieur 1878, S. 152 bewiesen. 

Vgl. auch T. Rittershaus: "Kinematisch geometrische Theorie 
der Beschleunigung fiir die ebene Bewegung", Civil-Ingenieur 1878, S. ll. 

Fig. 23a. 

' 
'tca 

1 
1 

Fig. 24. 

Erinnern wir uns, daB die Beschleunigung des Punktes B bei der 
Drehung umA aus den beiden Teilen nB und tB bestand (Gleichung 6); 
da dies die Normal- und die Tangentialbeschleunigung des Punktes B 
in bezug auf den ruhenden Punkt A sind, wollen wir sw nun genauer 
mit n BA und t BA bezeichnen; es ist dann in Fig. 23 

bB- nBA + t1JA +bA lG) 

und ebenso 

Von dem Augenblicke an, da A nicht mehr fest liegt, sondern Bc
schleunigung besitzt wie jeder andere Punkt des Systems, fălit auch seine 
Ausnahmsstellung weg und man kann obige Gleichungen in analoge 
fur die Beschleunigung des Punktes A verwandeln, und zwar (Fig. 24 
mit Benutzung von Fig. 23a) 
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bA ==nAB +tAB+ bB 

bA :=nAa +tAc+ ba; 

endlich kann auch geschrieben werden: 

bR:~=nBc + tBc + bc 

und 

25 

Dic Verănderung in der Reihe der Stellenzeiger bringt eine Um
kehrung der Richtung mit sich; es ist z. B. 

nBc =--neR, tBa = -- tcB· 

25. Der Beschleunigungsplan eines allgemein bewegten Systems. 
Wir wollen wie in 23, wo der Punkt A des Systems in Ruhe war, den 
Beschleunigungsplan entwickeln, indem wir von einem beliebigen Punkte 
aus; den wir z. B. in A wăhlen, die Beschleunigungen von A, B, O nach 
GroBe und Richtung auftragen. Es ist also (Fig. 23) A a-- b A• A {J = 
B{J2 bB, Ay -- Oy2 b0 • Verbinden wir die drei Punkte a, {J, y und 
verschieben wir dieses Dreieck um die Strecke a A derart parallel, daB a 
nach a' (in A) kommt, dann gelangt das Dreieck a{Jy in die Lage a' {J' y', 
die wir von friiher kennen (23). Dort wurde gezeigt, daB 6a' {J' y' (/)A B C 
ist; weil nun 6 a' {J' y' ::-2 a {J y ist, so wird auch 

D.a{Jy(/)ABO 

d. h. der Beschleunigungsplan einer starren Figur ist dieser 
selbst ăhnlich. 

Dieser Satz wurde in der bereits erwăhnten Abhandlung von R. 
Mehmke: "Dber die Geschwindigkeiten beliebiger Ordnung eines in 
seiner Ebene bewegten ăhnlich verănderlichen e benen Systems", Civil
Ingenieur 1883, nicht nur fiir starre, sondern auoh fiir ăhnlich verănder
liche Systeme bewiesen. In dieser Arbeit wird auoh der Gedanke eines 
Besohleunigungsplanes zum ersten Male ausgesprochen (S. 494). 

Der Name, sowie die grundlegenden Beziehungen stammen von 
O. Mohr; sie finden sich in seiner bereits erwăhnten Abhandlung: "Dber 
Geschwindigkeitsplăne und Beschleunigungsplăne", Civil-Ingenieur 1887. 

Vgl. auch R. Land: "Der Gesohwindigkeits- und der Beschleunigungs
plan fiir Mechanismen", Zeitschr. d. Vereins deutscher Ingenieure 1896. 

Von nun an wollen wir den Besohleunigungsnullpunkt n, von dem 
aus die Beschleunigungen aufgetragen werden, nicht mehr in A, sondern 
beliebig in der Zeichnung wăhlen (Fig. 23a), die Beschleunigungen 
auftragen und dabei die Zerlegung jeder Beschleunigung in ihren nor
malen und tangentiellen Teil mit in die Zeichnung heriibernehmen. 

Es ist demnach in Fig. 23 a gezeichnet worden 

na=bA, n{J bB, ny~b0, 

fer ner a flo - n BA' flo fJ =..: t BA ; 
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dann ist wie friiher 
bB bA+ nBA + tBA• 

bc.....:. bA + neA + tcA ; 

es ist aher auch bc= bB + ncB + tcB· 

Uberhaupt moge beachtet werden, daB sich jeder Beschleunigungs
punkt v eines starren Systems aus jedem anderen fl durch Hinzufiigung 
der relativen Beschleunigungen nNM und (vM auffinden lăBt. Dabei 
werden die relativen Normalbeschleunigungen nN!ti aus den relativen 
Geschwindigkeiten vNM der Punkte M und N, die aus dem Geschwindig
keitsplan zu entnehmen sind, und aus den Eutfernungen MN mit Hilfe 
der Gleichung 15 

zu ermitteln sein; dies kann entweder durch Rechnung geschehen oder 
man bedient sich der in 19 mitgeteilten Konstruktion. 

Po.-:::--·- ___ !/.:!'!!..... 
: -...... '1' 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

+tAB 
1 
1 

: 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

: 
1 

{1: 

Fig. 23b. 
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Fig. 23c. 

In .Fig. 23b wurde der Beschleunigungsplan ohne Nullpunkt n 
noch einmal groBer gezeichnet. Durch das Fehlen dieses Punktes konnen 
nur jene Beschleunigungen beurteilt werden, welche die Punkte A, 
B, O relativ zueinander haben, und zwar ist: 

fJa=bAB• yfJ-bBc, ay=-::bc"Ai 

aus der Abbildung ist ersichtlich, daB fiir eine geschlossene FigurA BO 
die Beziehung gilt 

17) 

Da der Beschleunigungswinkel cp fiir alle Punkte A, B, O der gleiche 
ist, so bestehen die Proportionen 

nAB; nBC; neA= tAB; tBa; tcA = bAB; bBc; beA· 
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Schiebt man demnach die Normalbeschleunigungen derart zusammen, 

dal3 sie aneinander stol3en, so bilden sie eine geschlossene Figur af30 y0 , 

die der Figur af3y und auch dem Sy8tem A BC ăhnlich ist. Das gleiche 

gilt von den Tangentialbeschleunigungen, wie man aus der Fig. 23 b 
entnehmen kann. lVIan hat somit au13er der Gleichung 17 auch noch die 
zwei anderen: 

und 

n~lB +nuc+ neA =O 

(lB -j- tBc +leA c:c:O 

18) 

19) 

Dic drei Gleichuugen 17, 18, 19 gelten auch dann, weun die drei Punkte 
A, B, C in einer Geraden liegen (Fig. 23c). 

der ~Fig. 23a des Be
Beweis des in 25 an-

26. Die Lage des Bcschleunigungsplanes. Aus 
schleunigungsplanes lă13t sich leicht ein direkter 
gefiihrten Satzes erbringen, dal3 das ge
gebene System uud sein Beschleunigungs fJo~ __ n-4.11. ~'1-A'--r--i'i!."-----<;8 

! rp 11' plan gleichartig iihnliehe Figuren hilden 
mii8sen. 

Zeichnen wir die Be8chleunigungspunkte 
a und f3 mit ihren relativen Be8ehleunigungen 
n BA und t BA he8onder8 heraus (Fig. 25), 80 
Î8t nach Gleichung 14 fiir den Beschleuni
gungswinkel rp des Sy8tems 

tBA 
tg cp = -

nEA 

tBIIt bB/1 
' 

Fig. 25. 

20) 

also rp konstant fiir alle Punkte des Systems. Zieht man durch a die 
parallele Richtung zu A B, 80 ist 1p = 180°~ rp der Winkel, um den A B 
1mch af3 verdreht wird. Da aher der Winkel rp fiir alle Punkte des System8 

den gleichen Wert hat, so gilt dies auch fiir den Winkel1p, d. h. das Dreieck 

a f3 y entsteht aus dem Dreiecke A B C dureh Verdrehung um den Winkel1p 

und proportionale Verănderung seiner Seitenlăngen. 

Um die Richtung dieser Verdrehung festzustellen, beachte man in 

Fig. 25 die Richtung von t BA d. i. der relativ eu Tangentialheschleunigung 
von B gegen A. Zeichnet man sie dort, wo sie hingehort, nămlich in B, 
so hemerkt man, da13 die Beschleunigung den Punkt B um A im Sinne 

des Winkels 1p dreht; die Verdrehung um den Winkel 1p erfolgt also 

im Sirme der Winkelbcschlcunigung Â. 

Die Seiten der beiden gleichartig ăhnlichen Dreiecke A BC und af3y 
in Fig. 24 und 23a sind nicht senkrecht zueinander, wie dies bei den 

Dreiecken ARC und a b c irn Geschwindigkeitsplanc der Fall war (vgl.ll ). 

Der Winkel1p, um den die beiden Dreiecke A BC und af3y gegeneinander 
verdreht sind, kann nur innerhalh gewisser Grenzen liegen. Betrachten 

wir z. B. in Fig. 24 und 23 a die entsprechenden Seiten A B und af3, 
so sehen wir, daB f3 aus a entsteht, wenn wir zunăchst nBA in ent-
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gegengesetzter Richtung von A B auftragen; infolgedcssen konnen 
A B und afl nur einen Winkel 

> goo 
1j! < 270° 

miteinander einschlicBen. Gleiches gilt auch von den iibrigen Seiten 
des Dreiecks und iiberhaupt von allen Geraden des Systems. 

c Zeichnet man also (Fig. 26) ein 
beliebiges Dreicck a{Jy, das zu 
A B C gleichartig ăhnlich ist und 
dcssen Seitcnrichtungen durch eine 

fi Verdrehung von A BC um einen 
Y Winkel 1p entstehen, der obiger 

Bedingung geniigt, so kann dieses 
Dreieck a{Jy als Beschleunigungs
plan von A B C angesehen werden. 

Fig. 26. Der Beschleunigungsnullpunkt n ist 
dann noeh immer beliebig wăhlbar. 

Wiirde man etwa 1p = 90° oder 1p = 270° wăhlen, so wăre nach 
Fig. 25: n BA = O und aus dem gleichen Grunde wăren auch die iibrigen 
Normalbeschleunigungen neA und ncB gleich null; da nach Gleichung 9: 
nB = vB · w ist, so wiirde dies entweder dem Zustande vB =O, also 
der Anfangsbewegung des Systems oder w = O entsprechen. 

Por _______ !!:_tJ_If__-- _IX 

Der Zustand w =O entspricht einer Parallel
verschiebung des Systems, fiir die der Be
schleunigungsplan in einen Punkt ausartet, da 
alle relativen Beschleunigungen verschwinden. 

1 
1 
1 
1 
1 

(3"!1_ c:::::::------------,,L__'J Wiirde man hingegen 1p = 180° wăhlen, so 
--, , wăre nach Gleichung 20: t BA = O, was auch 

' ( fiir die iibrigen tcA und tcB gilt; in diesem 
~- '7 Falle wiirde die Winkelgeschwindigkeit des 
· Systems durch zwei Zeitteilchen hindurch 

unverăndert bleiben. 

27. Die Punktreihen der Beschleunigungs
punkte. Wir wollen nun den Beschleunigungs
plana{Jy des Dreieckes A BC nochmals in ver
groBertem MaBstabe herauszeichnen (Fig. 27), 
ohne de!)- Beschleunigungsnullpunkt n zu 
wăhlen. Wir wollen ferner cine Verănderung 

des Beschleunigungszustandes des Systems A B C vornehmen, ohne an 
seinem Geschwindigkeitszustand etwas zu ăndern; dann ăndern sich 
auch die relativen Normalbeschleunigungen 
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nicht; hingegen konnen sich die relativen Tangentialbeschleunigungen 
tnA und t0A ăndern. Wir wollen demnach.B auf .Bo.B nach .B' verschieben. 
Dann wird sich auch der Beschleunigungspunkt y verăndern; um seine 
neue Lage zu finden, machen wir .B'r/ :ţţ py1 = n0 n und y/ y' ...L .B' y1'; 

da sich noA nicht verăndert, finden wir y' im Schnitte von y1' y' mit y 0 y. 
Verschieben wir .B nach .B", so erhalten wir auf gleiche Weise den ent
sprechenden Beschleunigungspunkt y". Die Punktreihen .B .B' .B" .... 
und yy'y" .... sind ăhnlich; auch die Dreiecke apy, a.B'y', ap"y" 
miissen untereinander ăhnlich sein, da sie Beschleunigungsplăne des 
Dreiecks A BO sind. Man erhălt also den Satz: 

Fiir einen bestimmten Geschwindigkeitszustand des 
starren Systems bilden die Beschleunigungspunkte aller 
moglichen Beschleunigungszustănde ăhnliche Punktreihen. 

Den Wert dieser Dberlegung werden wir erst spăter kennen lernen; 
die Ăhnlichkeit der Punktreihen der Beschleunigungspunkte wird uns 
eine reiche Anzahl von Anwendungen ermoglichen. 

Fig. 28a. 

28. Der Beschleunigungszustand einer Geraden. In Fig. 17 hatten 
wir den Beschleunigungszustand der Geraden AM B untersucht, die sich 
um den festgehaltenen Punkt A dreht. Wir fanden die Beschleunigung 
b M irgend eines Punktes M der Geraden parallel zur Beschleunigung b B 

des Punktes B; die GroBen der Besehleunigungen b M und b B standen 
im Verhăltnis der Abstănde MA und BA (Fig. 28). Bezeichnen wir 
die Besehleunigungen von nun an mit bMA und bBA• da sie die relativen 
Beschleunigungen der Punkte M und B in bezug auf den Punkt A sind, 
und nennen wir ihre Endpunkte p1 und .Bv lassen bei der Drehung um 
A a1 nach A fallen, so liegen a10 p1 und .81 in einer Geraden und es ist 

a1 p1 .81 (/)AM B. 

Fiigen wir nun eine Parallelverschiebung des Systems hinzu, bei 
der alle Punkte die gleiche Beschleunigung bA erhalten, so werden die 
Beschleunigungen der drei Punkte A, M, B: 

bA-- Aa2, 

b 1lf --- b ll:lA + bA _ Irr;;,l + P1 P2 = M p,~; 

bB = b B.J. + b .d = B .81 -+ .81 .Ba = B .Ba· 
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Die Endpunkte a2 , ţt2 , {J2 der drei Beschleunigungen liegen wieder in 
einer Geraden und es ist 

~ ţt2 {J2 (./)AM B, 

in Ubereinstimmung mit dem in 24 besprochenen Ahnlichkeitsgesetze. 
Zeichnen wir nebenan den Beschleunigungsplan der Geraden 

(Fig. 28a), indem wir von einem beliebigen Punkte n aus die Beschleuni
gungen auftragen: 

na~bA, nţl=bM, n{J - bB, 

80 muB nach dem Ăhnlichkeit8ge8etze in 25 auch 

aţt{JVlAM B 

sein; die Beschleunigungspunkte einer Geraden erfiillen al8o wieder 
cine Gerade und bilden auf ihr eine ăhnliche Pnnktreihe. 

Nennen wir wie friiher 

-t: A B {J1 = A M 111 = cp 

den Beschleunigungswinkel der relativen Drehung, so erhălt man die 
Richtung der Geraden a{J des Beschleunigung8planes durch Verdrehen 
der Geraden A B um den Winkel 1p = 180°- cp (vgl. Fig. 26). 

Fălit man von n eine Senkrechte auf a{J, 80 ist deren FuBpunkt e 
wieder ein Be8chleunigungspunkt der Geraden; er entspricht dem Punkt E 
derselben, wenn EA B VJ t: a fJ 
gemacht wird. Dieser Punkt E i8t jener Punkt der Geraden, der die 
kleinste Beschleunigung hat. 

Zeichnet man durch A eine Gerade g, die mit A B den Winkel90°-<p 
einschlieBt, also zu a{J senkrecht steht und projiziert man die Be
schleunigungen aHer Punkte der Geraden A B auf g, so ha ben diese 
~rojektionen gleiche GroBe. 

Sind von zwei Punkten A und B einer Geraden die Be8chleunigungen 
nach GroBe und Richtung gegeben, 80 kann die Beschleunigung eines 

dritten Punktes M auf folgende 
L----l;:!.----::/78 .Jr Weise gefunden werden. Man zeich-

net (Fig. 28a) 

80 ist 

'flz 

Fig. 29. Fig. 29a. 

n a c= bA und n (-J c_c bn, 

verbindet a mit {J und macht 

aţt{JVlAM B; 

dann i8t n ţt die gesuchte Be8chleuni
gung bM. 

Dies lăBt sich auch in folgender 
Wei8e durchfiihren. Zieht man im 
Beschleunigungsplan Fig. 29 a 

ţtţt' 11 {Jn, ţtţt" 11 an, 
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Verbindet man (Fig. 29) B mit ~ und zieht M ,u'2 !lA~, so ist 

M ,u2': A a-2 = B M: BA = fJ ,u : jf7i = p/' ,u :nU, 
also wegen Aa2 =na auch M,u2;= ,u"p~n,u'. Ebenso ergibt sich 
Mtt2'' ='' n tl'. Bildet man somit das Parallelogramm iiber MiJ,;' und 
M pt, so ist dessen Diagonale M ,u2 die gesuchte Beschleunigung bM. 

Um also ohne Beniitzung des Beschleunigungsplanes die Beschleuni
gung blff zu finden, ziehe man die Linien AfJ2 , Ba2 , ferner M tl2 ll Aa2 , 

M ţl2" 1 B {J2, dann ist 

bM··· M,u/+ M,u/' =M,u2. 

Diese Konstruktion wurde mit anderer Begriindung mitgeteilt von 
~I. Tolle (Die Regelnng der Kraftmaschinen, 3. Auflage, S. 30). 

29. Der Beschleunigungspol. In Fig. 23a und 24 wurde gezeigt, daB das 
8ystem der Beschlennigungspunkte a{Jy ... dem gegebenen System A BC ... 

{3 

1 
1 . 
·/ r; o 

.. / 

c 

r 

Fig. 30. 

gleichartig ăhnlich ist, dal3 somit jedem Punkte des einen Systcms 
ein ă.hnlich gelegener Punkt des zweiten entspricht. Nun kann man im 
System A BC den Punkt P aufsuchen (Fig. 30), der dem Nnllpunkt n 
des Beschleunigungsplanes entspricht, indem man die FigurA BC P der 
Figur a{Jyn ăhnlich zeichnet. Dann fălit aber der zn P gehorige Be
schleunigungspunkt in den Nullpunkt n des Beschleunigungsplanes, 
d. h. die Beschleunigung des Punktes P ist null. Es ist jener Punkt 
des gegebenen Systems A BC, der zwar eine Geschwindigkeit hat, aber 
augenblicklich keine Beschleunignng besitzt. Er wird der Beschleu
nignngspol des Systems genannt. 

Dieser Beschlennigungspol hat eine Reihe interessanter Eigenschaften, 
von denen einige Erwăhnung finden sollen. 
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Verhindet man P mit A, B, O, so entsprechen diesen Strecken im 
Beschleunigungsplan die Strecken na, n{J, ny. 

Dreht man die Strecke n{J um den Winkel "PI gegen den Uhrzeiger, 
so wird sie zu P B parallel; dreht man die Strecke ny ehenso um den 
Winkel "Pz• so wird sie zu P O parallel; da aher n {J y und P B O gleichartig 
ăhnlich sind, miissen heide Drehungswinkel gleich sein, also "PI = 'lp2 = "P; 
somit ist auch 

.ţ P B{J2 = .ţ P0y2 = 180-1p = q;, 

d. h. die nach dem Beschleunigungspol gezogenen Strecken 
B·P, O P schlieBen mit den zugehorigen Beschleunigungen bn, b0 

denselhen Winkel ein (Beschleunigungswinkel cp). Dies gilt 
eheliso fiir A und fiir alle iihrigen Punkte des Systems. 

Ferner folgt aus der Ăhnlichkeit von {Jny mit B PO und von an{J 
mit AP B: 

bA: bn: ba= an: {Jn: y n =A P: B P: O P, 

d. h. die Beschleunigungen der Systempunkte sind ihren 
Ahstănden vom Beschleunigungspol proportional. 

Der Beschleunigungspol (centre instantane des accelerations) wurde 
zuerst von Bresse gefunden (Journal de l'ecole imperiale polyteehnique 
1853, Tome XX, p. 95). 

30. Die gedrehten Beschleunigungen. Da der Beschleunigungspol P 
keine Beschleunigung hat, spielt er im System die gleiche Rolle wie in 
Fig. 17 der festgehaltene Punkt A. Es ist also wie in 18 nach Gleichung 14 

Â 
tgcp=--, w2 

worin w die Winkelgeschwindigkeit, Â die Winkelheschleunigung des 
Systems ist. 

Dreht man die Beschleunigungen b A• bn, ba um den gleichen Winkel cp 
in die. Richtungen A P, B P, O P hinein, so erhălt man die Punkte ~. 
58, ~; sie hilden ein System, das dem gegehenen System A BO ehenfalls 
ăhnlich ist. P ist ihr Ăhnlichkeitspunkt. Analoges konnten wir in 15. 
von den gedrehten Geschwindigkeiten aussagen; nur war der Drehungs
winkel dort durchaus 90° und der Ăhnlichkeitspunkt der Drehpol O. 

31. Der Wendekreis und der Wendepol. Es sei O der Drehpol und P 
der Beschleunigungspol eines Systems (Fig. 31), A ein heliehiger Punkt 
desselhen, ·vA seine Geschwindigkeit, bA seine Beschleunigung. Der 
Drehpol O ist zwar augenhlicklich in Ruhe, ·aher er wird dennoch eine 
Beschleunigung b0 hesitzen; der Beschleunigungspol P hat zwar augen
hlicklich keine Beschleunigung, aher er wird dennoch eine Geschwindig
keit v p hesitzen. 

Aus bA kann b0 konstruiert werden; denn es ist nach 29: 

..;:: PA bA = P O b0 = cp 

und 
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Ebenso kann aus vA die Geschwindigkeit v p gefunden werden; es ist 

vp..L PO und vA:vp = AO: PO. 

Den Schnittpunkt von b0 mit v P nennen wir J. Wir errichten iiber 
O, P, J einen Kreis k1, dessen Durchmesser OJ sein wird und wăhlen 
auf diesem Kreise einen beliebigen Punkt M des Systems; seine Ge
schwindigkeit viii hat die Richtung J M. Um die Beschleunigung b.w 
zu finden, machen wir 1:::: P M b 1lf = rp; dann geht aber die Richtung 

A 

Fig. 31. 

von bM durch J, v.w und bM fallen in dieselbe Gerade d. h. die Normal
beschleunigung des Punktes M ist null. 

Dies trifft aber fiir jeden Punkt M des Kreises k1 zu; der Kreis k1 

ist somit der Ort aller Systempunkte ohne Normalbeschleu
nigung. Nun ist aber nach Gleichung 4: 

v"u2 
n.w=~~ =0, 

(! 

d. h. fiir jeden Pnnkt M des Kreises k1 ist der Kriimmungshalbmesser 
seiner Bahn augenblicklich unendlich groB oder: 

Der Kreis k1 ist der Ort jener Systempunkte, die im be
treffenden Augenblicke Wendepunkte ihrer Bahnen be
schreiben. 

Aus diesem Grunde nennt man k1 den Wendekreis, den Punkt J 
den Wendepol des Systems. 

Nur der Drehpol O, der auch ein Punkt dieses Kreises ist, macht 
eine Ausnahme; er beschreibt keinen Wendepnnkt seiner Bahn, sondern 
eine Spitze. In diesem Punkt ist nămlich v0 =O und wegen n0 (! = v0 2• 

auch n0 = O, (! = O. 
Wittenbauer, Dynamik. 3 
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Alle Punkte des Systems, deren Ba.hnen unendlich grollen Kriim
mungshalbmesser haben, senden ihre Bewegungsrichtungen durch den 
Wendepol. Beschreibt ein Systempunkt dauernd eine gerade Linie, 
so liegt der W endepol stets auf ihr. 

Der Wendekreis wurde von De La. Hire gefunden (Traite des rou
lettes, 1706). 

32. Der Tangentialkrois. Zieht man in Fig. 31 die Gera.de O T ...1.. OJ 
und bringt sie in T zum Schnitte mit J P, beschreibt sodann iiber OPT 
den Kreis k2, dessen Durchmesser O T ist und wăhlt au{ k2 einen beliebigen 
Punkt N, so ist 

1::: PNO = PTO = POJ = cp; 

die Beschleunigung bN des Punktes N geht also durch O. Allein NO 
ist die Normale der von N beschriebenen Bahn; demnach fi!,llt die Be
schleunigung von N vollstăndig in die Normale und die Ta.ngential
beschleunigung t N ist null. 

Da dies von allen Punkten des Kreises k2 gesagt werden kann, finden 
wir den Satz: 

Der Kreis k2 ist der Ort der Systempunkte ohne Ta.n
gen tiai beschleunigung. 

Die Kreise k1 und k2 schneiden sich in O und P rechtwinklig. Der 
Beschleunigungspol P hat weder Normal-, noch Tangentialbeschleuni
gung; seine ganze Beschleunigung ist null. 

Auch hier macht der Drehpol O eine Ausnahme. Da seine Geschw,indig
keit null ist, wird auch n0 =O und seine ganze Beschleunigung b0 ist 
Tangentialbeschleunigung. 

Der Tangentialkreis wurde von Bresse gefunden (Memoire sur 
un theoreme nouveau etc. 1853, Journal de l'ecole i:q1periale poly
technique, p. 89). 

33. Die Anordnung der Beschleunigungen um den Beschleunigungspol. 
Ist in Fig. 32 M wieder ein beliebiger Punkt des Wendekreises, so geht 

11 

und 

J 

Fig. 32. 

p 

nach 31 seine Beschleunigung b M durch 
den Wendepol J. Nun kann nach Glei
chung 16 gesetzt werden: 

und da b P = O ist, mull 

bM _nMP + tMP 

sein. Da jedoch n 111 p = M P · w2 und 
l 

nach Gleichung 20: t g cp = 2 ist, wird 
w 

tMp=nMp·tgcp= M P·l 

bM = yn;p2 +eM~2 = M Pvw4 +-x~:-



Der Bewegungszustand des freien Systeins. 35 

Ist ferner A ein beliebiger Punkt auf 'M P, und beniitzen wir die beiden 
Satze in 29, so wird die Beschleunigung bA parallel zu b M sein und auBer
dem die Proportion bestehen: 

bA:bM = AP:M P. 
Damit werden aher die beiden Teile der Beschleunigung bA (Fig. 33): 

und 

vA = bA cos q; = A P · w2 

7:A=bAsinq;=AP·J. 

bA= vv.:.;_a +1:Aa = XPVW"'+J.2 

21) 

22) 

23) 

Vergleicht man diese Resultate mit den Gleichungen 9, 10 und 13 in 
17 und 18, so erkennt man, daB der Beschleunigungspol P fiir das all-

J 

Fig. 33. 

gemein bewegte System eine ahnliche Rolle spielt, wie der Mittelpunkt 
einer Drehung. Die Beschleunigungen aHer Punkte wachsen proportional 
mit den Abstanden von P, der Beschleunigungswinkel q; jedoch ist 
fiir alle Punkte der gleiche. 

Die Beschleunigungen aHer Systempunkte ordnen sich hinsichtlich 
ihrer GroBe um P wie die Geschwindigkeiten dieser Punkte um O. 
Nur ist der Geschwindigkeitswinkel immer 90°, wahrend der Beschleu
nigungswinkel q; alle W erte zwischen + 90° und - 90° annehmen kann. 

Alle Systempunkte, die auf einer durch P gehenden Geraden liegen, 
haben parallele Beschleunigungen. Kennt man den Beschleunigungspoi 
P, so geniigt die Kenntnis der Beschleunigung eines einzigen Punktes A 
des Systems, um die Beschleunigung jedes anderen Punktes .anzugeben. 

Falit der Punkt A in den Drehpol O, so hat die Beschleunigung b0 

die Richtung OJ und die GroBe 

b0 =f)P V w4Ţ ).2 = 6Jcosq;y w4 +),2 

3* 
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Â 
und mit Riicksicht auf t g rp = 2: 

(1) 

24) 

Den Durchmesser d = O J des W endekreises k1 nennt man W e n de
durchmesser. 

Bezeichnet man noch mit e den Durchmesser des Tangentialkreises k2, 

Â d 
so ist wegen tgrp = 2 =- auch 

m e 
bo =el . 24a) 

Ist die Winkelgeschwindigkeit m konstant, so wird Â = O; dann 
fălit der Beschleunigungspol P mit dem Wendepol J zusammen und es ist 

25) 

34. Ermittlung des Beschleunigungspoles. Es seien bA und b B die 
Beschleunigungen der Systempunkte A und B, G ihr Schnittpunkt 

Fig. 34. Fig. 35. 

(Fig. 34); dann liegt der Beschleunigungspol P auf einem Kreise, der 
durch die drei Punkte A, B, G geht. Dies folgt aus der Gleichheit der 
Peripheriewinkel 

<r.. PA G = P B G = rp. 

Nennt man wieder ~ und p2 die Endpunkte der Beschleunigungen 
bA und bB, so ist 

!::::. PA a2 (/) P B P2, 

da die Winkel bei A und B gleich sind und nach 29 die Proportion besteht 

bA:bB=AP:BP; 
es ist also auch 

-9- P a2 G = P P~ G = ţt; 

P liegt also auch auf dem Kreise, der durch die drei Punkte a2, P2, G 
gelegt wird. 



Der Bewegungszustand des freien Systems. 37 

In Fig. 35 sind der Drehpol O und der Wendepol J des Systems, 
sowie die Beschleunigung bA eines Systempunktes A gegeben. Es ist 
der Beschleunigungspol P zu finden. 

Die Richtung der Beschleunigung ba ist OJ, wie in 31 gezeigt wurde; 
ba und bA schneiden sich im Punkt G; der Kreis iiber A, O, G enthălt 
nach Fig. 34 den Beschleunigungspol P. 

Die Richtung der Beschleunigung b J ist senkrecht zu O J (vgl. Fig. 31), 
ihr Schnitt mit bA ist der Punkt L; der Kreis iiber A, J, L enthălt nach 
Fig. 34 ebenfalls den Beschleunigungspol, der damit gefunden ist. 

Mankann jedoch aus 
der Angabe von O und 
J und der Beschleuni
gung bA den Beschleuni
gungspol auch ohne Be
ni'ttzung der Kreise auf Il 
linearem Wege finden 
(vgl. F. Wittenbauer, 
Der Beschleunigungszu
stand kinematischer 
Ketten und seine kon
struktive Ermittlung. 
Civil- Ingenieur 1896). 
Fălit man (Fig. 36) von 
O eine Senkrechte auf 
die gegebene Beschleu
nigungsrichtung bA und 
zieht durch J die 
Parallele zu bA, so 

Fig. 36. 

;;:chneiden sich die beiden in einem Punkte K des Wendekreises und 
K J ist die Richtung der Beschleunigung bK. Da die Punkte A und K 
parallele Beschleunigungen haben, liegen sie auf einer durch P gehenden 
Geraden. Zieht man nun O Q 1 i bA 
und bringt OQ zum Schnitte Q 
mit A K, so hat Q eine Be
schleunigung bQ, die ebenfalls 
parallel zu bA ist; da aher QO 11 
die Normale der Punktbahn in Q 
ist, so ist bQ ausschlieBlich Nor
malbeschleunigung, somit licgt Q 
auf dem Tangentialkreise k2• 

Zieht man also 

QT..LOQ, OT...l...JO, 
so ist der Schnitt dieser beiden 

Fig. 37. 

Senkrechten der Tangentialpol T und die Verbindung von T mit J 
gibt eine zweite Gerade, die durch den Beschleunigungspol geht. 
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Man erhălt somit folgende Ermittlung des Beschleunigungspoles P 
(Fig. 37): Man zieht JKiiOQ !bA, OKJ_bA, dann AK bis Q, 
Q T \1

, KO, O T j_ JO, dann ist P der Schnitt von AQ mit J T. Dber
dies muB O P ..1.. J T sein. 

Liegt der Punkt A nicht auf dem Wendekreise und ist bA j_ AO, so 
fallen Q und T nach O und ebenso der Beschleunigungspol P. 

11 

35. Ermittlung der Beschleuni
gungsrichtung eines Punktes aus 
den drei Punkten O, J und P. 
A uch diese Ermittlung kann linear 
vorgenommen werden. Zieht man 
nămlich in Fig. 36 T R !1 PA, 
J R..J_P A, so ist der Schnitt R 
dieser beiden Geraden ein Punkt 
der Geraden OK, weil <t: JOK = 

~-----=s..T J P K = Q P.T = Q O T = J O R 
Fig. 38. ist. Daraus ergibt sich folgende 

Ermittlung der Beschleunigungs
richtung bA (Fig. 38): Man verbindet den Punkt A mit P, zeichnet 
den Tangentialpol T im Schnitte von J P mit O T j_ JO, zieht 
T R 11 PA, J R ..J_ PA und verbindet den Schnittpunkt R der beiden 
letzten Geraden mit O; dann ist bA j_ O R. 

36. Zerlegungen der Beschleunigung. AuBer der in Fig. 33 vor

worin 

Fig. 39. 

gefiihrten Zerlegung der Be
schleunigung bA in die beiden 
auf den Beschleunigungspol P 
bezogenen Teile vA und r A kon
nen manchmal auch andere Arten 
der Zerlegung von Nutzen sein. 

In Fig. 39 wurden zwei 
dieser Zerlegungen vorgefiihrt. 

T Die eine ist durch die Glei-
chung gekennzeichnet: 

bA -ce bl + b2, 

b1 = AO- · w2 in Richtung von AO, 

b2 =A T ·A senkrecht zu A T . 

26) 

27) 

28) 

ist. Denn mit Beniitzung von Gleichung 16 ist: 

bA =nAo + tAa +ba. 

Darin ist nAa = AO · w 2 =A a, tA0 = AO ·A= a-o und nach Glei
chung 25: ba= eA= OT ·A. 

Dann ist 6 a o t (/) A O T; denn es besteht die Proportion 

ao: ot = t.w: ba= A o Ji'Ji 
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und es ist ao..LAO, ot..LOT. Dann ist auch at..LAT und 

a t =c= a o + Oi=-~ t AO + b0 === A O · A + O T · A == A T · l 

39 

Eine andere Zerlegung von bA wurde von M. Griibler angegeben; 
sie ist durch den Ausdruck gegeben (Fig. 39): 

b.A==:bw+bz, . 29) 

worin bw = AJ · w2 in Richtung von A J, 

bz =.A O· A senkrecht zu AO 

30) 

31) 

ist. Die erste wurde als Wende beschleunigung, die zweite als 
Trie b beschleunigung bezeichnet. Geht man von der friiheren 
Zerlegung aus, so ist 

bA ··.~ b1 + b2 =:A a + a o + o t. 

Dies kann auch in der Form geschrieben werden: 

bA--= Am+ mt, worin Am ~~a o= AO· A ist. 

Nun ist 6 mot(/) A O J, weil mo C:c A a= b1 = AO · w2, ot = b0 = 
OJ·w2, also mo:ot=AO:OJ undmoiiAO, otiiOJist. Somit 
wird m t = AJ · w 2 parallel zu A J sein und es wird 

bA·~ Am+ mt =bz + bw. 

37. Aufgaben. 

1. Von zwei Punkten A und B einer Geraden seien die Beschleu
nigungen gegeben. Man suche jenen Punkt der Gf'raden, dessen 
Beschleunigung in die Gerade hineinfăllt. 

2. Welche Kul"Ve umhiillt sămtliche Beschleunigungsrichtungen der 
Punkte einer Geraden 1 

3. Von zwei Punkten A und B eines Kreises seien die Beschleunigungen 
gegeben. Man suche jene Punkte des Kreises, welche die kleinste 
und groBte Beschleunigung haben und kon
struiere diese beiden Beschleunigungen. 

4. W o liegen alle Punkte eines Systems, deren 
Beschleunigungen durch einen bestimmten 
Punkt M gehen 1 

5. Ist A ein beliebiger Punkt des Systems 
(Fig. 40), O der Drehpol, k1 der Wende
kreis, so kann gezeigt werden, daB die 
N ormalbeschleunigung des Punktes A : 
nA =A W · w 2 ist. Fig. 40. 

6. Ist in Fig. 40 k2 der Tangentialkreis, so ist die Tangential
beschleunigung des Punktes A : tA = A E · l Man suche dies 
zu beweisen. 
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7. Man zeichne die Schaulinie der Tangentialbeschleunigungen tA 
fiir alle Punkte des Norm.alstrahles AO (Fig. 40). 

8. Macht man in Fig. 40: A an = n A ...1... A O (gedrehte Normal
beschleunigung) und verbindet an mit W, so schneidet diese 
Gerade den Wendekreis in einem Punkte M, der fiir alle Punkte 
A der gleiche ist. Wie wird dies bewiesen 1 

9. Man suche den Ort aller Punkte A, die gleiche Normalbeschleu
nigung n A haben. 

10. Man suche den Ort aller Punkte A, die gleiche Tangential
beschleunigung tA haben. 



III. Kinematische Geometrie. 
38. Wesen und Inhalt der kinematischen Geometrie. Die kinematischc 

Geometrie oder Bewegungsgeometrie ist jener, durch die Untersuchungen 
der Mechanik angeregte und ihnen verwandte Teil der Geometrie, der 
die geometrischen Gebilde der Ebene und des Raumes durch Bewegung 
entstanden denkt, ohne jedoch, wie dies in der Mechanik notig ist, die 
Dauer dieser Bewegung in Betracht zu ziehen. Der wesentliche Inhalt 
der kinematischen Geometrie der Ebene, mit der wir es hier allein zu 
tun haben werden, besteht in Tangenten- und Normalenkonstruktionen 
an Kurven, die durch die Bewegung eines Punktes oder durch Um
hiillung einer bewegten Kurve entstanden sind, ferner in der Ermitt
lung der Kriimmungsmittelpunkte dieser Bahnen und Umhiillungen. 

Von den Gesetzen der kinematischen Geometrie wird in der graphi
schen Dynamik nur sehr wenig Gebrauch gemacht; nur in gewissen Aus
nahmsfiiJlen ist mao genotigt, zu ihr zuriickzugreifen. Im allgemeinen 
jedoch empfiehlt es sich, in der graphischen Dynamik nur solche Kon
struktionen zu beniitzen, die von den Kriimmungsmittelpunkten der 
Punkt- und Hiillbahnen unabhăngig sind, wodurch die Wichtigkeit 
der kinematischen Geometrie fiir die graphische Dynamik eine wesent
liche Einschrănkung erfăhrt. 

Trotzdem ist die eingehende Beschăftigung mit kinematischer Geo
metrie sowohl dem Studierenden wie dem Ingenieur wărmstens zu 
empfehlen, da sie in iiberraschender Weise und oft in sehr eleganter 
Form Einblicke in die Bewegungsverhăltnisse gestattet. 

Hier soll nur ein kurzer AbriB der kinematischen Geometrie mit jenen 
Sătzen mitgeteilt werden, die in den spăteren Ausfiihrungen beniitzt 
worden sind. 

Fiir das Selbststudium sind folgende Werke geeignet: 

Aronhold, Grundziige der kinematischen Geometrie, Verhand
lungen des Vereins zur Beforderung des GewerbfleiBes in PreuBen, 
1872. Eine wertvolle Abhandlung, in der zum erstenmal die Anfangs
griinde dieser Wissenschaft vorgetragen wurden. 

L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, 1888. Ein umfassendes, 
grundlegendes Werk von groBter Klarheit und Strenge, leicht faBiich 
geschrieben, mit iiberaus zahlreichen und interessanten. Anwendungen 
auf Gegenstănde der Praxis. 
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A. Mannheim, Geometrie cinematique, 1894. Ein groB angelegtes 
Werk in vorwiegend synthetischer Behandlung, hauptsăchlich Geometrie 
des Raumes; der Geometrie der Ebene ist nur ein kleiner Teil gewidmet. 
Das Werk enthălt keine Anwendungen auf technische Gegenstănde. 

G. Koenigs, Le9ons de cinematique, 1897. In analytischer Be
handlung. 

39. Die W echselgeschwindigkeit des Drehpols. Wir ha ben gesehen, 
daB der Drehpol O zwar augenblicklich in Ruhe verharrt, im darauf
folgenden Zeitteilchen aher nicht mehr in Ruhe bleiben wird, da er 
in Richtung des Wendedurchmessers d = OJ die Beschleunigung 
b0 = d cos besitzt und somit im năchsten Zeitteilchen einen kleinen 
Weg zuriicklegen wird. 

Da O die Geschwindigkeit b0 • ~ t in der Richtung nach J erhălt, 
wird der năchste Drehpol O' in einer auf O J Senkrechten durch O liegen 

J miissen (Fig. 41). Ist co + ~co die Winkelge
schwindigkeit, die das System um O' besitzen 
wird, so muB 

b0 · ~ t = 00' · (co + li co) 

sein oder wenn die kleine Entfernung 00' 
O~o~6~~~------~r O' u mit ~ o bezeichnet wird: 

Fig. 41. dco2 • ~ t = lJ o (w + lJ w); 

mit Vernachlăssigung von lJw gegen w ist 

lJo = dco ·lJt 

und die Geschwindigkeit, mit welcher der Drehpol O seine Eigenschaft 
an den Nachbarpunkt O' abgibt: 

li o 
u = - = d. co 32) 

8t 

Man nennt diese Geschwindigkeit die Wechselgeschwindigkeit 
des Drehpols. Sie ist, was wohl zu beachten ist, nicht die Geschwindigkeit 
eines Punktes, sondern nur die Geschwindigkeit eines Rollenwechsels; 
die wirkliche Geschwindigkeit von O muB seiner Beschleunigung folgen, 
also senkrecht zu u gerichtet sein. 

Die Gerade O T, in welcher die Wechselgeschwindigkeit liegt, fiihrt 
die Bezeichnung Poltangente. 

40. Der Kriimmungsmittelpunkt. Durch die Angabe des Drehpols O 
und der Winkelgeschwindigkeit w ist der Bewegungszustand des Systems 
im năchsten Zeitteilchen vollstăndig bestimmt; durch die weitere Angabe 
des Beschleunigungspoles P und der Winkelbeschleunigung ). ist auch 
der Bewegungszustand im zweitnăchsten Zeitteilchen vollstăndig be
stimmt. 

Die erste Angabe wird also geniigen, die Bewegungsrichtung jedes 
Systempunktes A festzulegen; die zweite Angabe wird AufschluB iiber 
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dei darauifolgende Bewegungsrichtung des Punktes A geben und damit 
iiber die Bahnkriimmung des Punktes A; denn die Normalen auf die 
Bewegungsrichtungen in zwei aufeinanderfolgenden Punktlagen schneiden 
sich im Kriimmungsmittelpunkt der von 
A beschriebenen Bahn. Bezeichnen wir 
diesen mit ~ (Fig. 42), setzen AO = r, 
A 2l = (b so ist nach Gleichung 4 die Nor- 11 

malbeschleunigung des Punktes A : 
vAa r2w2 

nA =--=--· 
(! (! 

Sie ist die Projektion der Beschleuni
gung bA auf die Normale AO; machen wir 
von der in 36 mitgeteilten Zerlegung der 
Beschleunigung in die beiden Teile b1 und 
b2 Gebrauch, so ist 

nA = b1 - b2 sin ţt, 

und mit Beniitzung der Gleichungen 24, 27, 28: 

nA = AO·w2 -AT·,hinţt 

Fig. 42. 

= rw2 - e). cos a = w 2 (r- d cos a), 

also 
r2 
-= r-dcosa 
(! 

r2 
(! = r-dcosa und 33) 

Hierin ist a der Winkel zwischen der Normale A O und dem Wende
durchmesser d. Projiziert man den Wendepol J aui die Normale AO 
nach W, so ist AU~= r- d cos a 
und Gleichung 33 kann in der Form geschrieben werden: 

A W: r = r : (! • 34) 

Daraus ergibt sich folgende einfache Konstruktion des Kriimmungs
mittelpunktes ~ (Fig. 43): Man errichte in O die Senkrechte auf die 
Normale AO bis zum Schnitte Q mit AJ 11 
und ziehe Q~ 11 JO; dann ist der Schnitt
punkt 2l mit AO der gesuchte Kriimmungs
mittelpunkt. Diese Konstruktion wurde von 
W. Schell angegeben (Theorie der Bewe
gung und der Krăfte, 1879, 2. Aufl., I. Bd., 
S. 463). Eine andere Konstruktion des 
Kriimmungsmittelpunktes, die nur die Kennt-
nis des Punktes W voraussetzt und vom 
Wendepol J unabhăngig ist, stammt von Fig. 43. 

M. Griibler (Zur Konstruktion der Wendepunkte, Zeitschr. f. Math. 
u. Physik, 1884). Wenn der Punkt W aui dem Normalstrahl AO gegeben 
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ist, ziehe man durch A und O zwei beliebige Gerade, die sich in H schneiden 
(Fig. 44). Zeichnet man dann OG Il W H und G~ Il HO, so ist der Schnitt 
von G21: mit AO der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt 21:. 

Diese Konstruktion ist die unmittelbare Folge der Gleichung 33. 

A 

t 

Fig. 44. Fig. 45. 

41. Der Riiekkehrkreis. Liegt der Punkt A in unendlicher Ent
fernung, so wird sein Kriimmungsmittelpunkt gefunden (Fig. 45), indem 
man durch J die Parallele zu O A"" zieht bis zum Schnitte Q mit der 
Geraden OQ ...!.. O A"". Durch den Punkt Q, der auf dem W endekreise 
liegt, wird dann Q21: Il JO gezogen. Dann ist der Schnitt von Q21: mit 
OA"" der zu A"" gehi:irende Kriimmungsmittelpunkt 21:. 

Da 021: = WO ist, liegt 21: auf einem Kreise, der das Spiegelbild 
des Wendekreises in bezug auf die Poltangente Ot ist .. Man nennt diesen 
Kreis Riickkehrkreis; auf ihm liegen die Kriimmungsmittelpunkte, 
die zu allen unendlich fernen Punkten des Systems gehoren. 

Die Begriindlmg des Namens wird in 44 gegeben werden. 

42. Der Satz von Bobillier. Von zwei Punkten A und B des Systems 
seien die Kriimmungsmittelpunkte 21: und 5S ihrer Bahnen gegeben 
(Fig. 46); es ist der Wendepol und die Poltangente zu ermitteln. 

Der Drehpol O liegt im Schnitte der beiden Kriimmungshalbmesser 

A 21: = 1?1 und B5S = ()2. 

Bezeichnet man ferner AO = r1 , BO = r2, ferner die noch unbe-
kannten Winkel <r.AOJ = a 1, BOJ = a 2, 

so ist nach Gleichung 34: 

r12=AW1·1h· r22=BW2·e2, 

worin W1 und W2 die Schnitte der Normalen AO und BO mit dem noch 
unbekannten W endekreise sind. Bringen wir die Geraden A B und 2( 5S 
in G zum Schnitte, ziehen OH 112(G und HW1 W2 ll GO, so schneidet 
die Gerade HW1 W2 die Normalen AO und BO in den Punkten W1 

und W 2 ; denn es besteht die Proportion 

AW1 :AO = AH:AG = AO :A2[, 
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somit 

Ebenso ist BW2 : r2 = r 2 : (!2• 

Errichtet man dann W1 J .J.. AO und W2 J .J.. BO, so ist der Schnitt
punkt dieser beiden Senkrechten der Wendepol J. Die Poltangentc Ot 
stcht in O senkrecht auf OJ; es ist nun aus Fig. 46 zu entnehmen, daB 

-1:: AOG = W2 W10 = W2 JO = Wpt. 

Fig. 46. 

Daraus folgt: 
Die Gerade OG muB um denselben Winkel fJ nach der 

Normale OA gedreht werden, wie die Normale OB nach 
der Poltangente Ot. 

Dieses Resultat stammt von E. E. Bo billier (Cours de geometrie, 
1870, p. 232). 

Sind also von zwei Punkten A und B des Systems die Kriimmungs
mittelpunkte W und ~ ihrer Bahnen gegeben, so geniigt das Dbertragen 
des Winkels {J, um die Poltangente Ot zu finden. 

43. Anwendung des Satzes von Bob il li e r. In einem starren System 
seien die Kriimmungsmittelpunkte ~( und ~ der Bahnen zweier Punkte 
A und B gegeben. Es ist der Kriimmungsmittelpunkt ~ eines dritten 
Systempunktes O zu finden (Fig. 47). 

Wir wollen diese Konstruktion zunachst auf dem Umwege iiber die 
Poltangente ausfiihren. Wir bringen AW und B~ zum Schnitte in O, 
A B und W ~ zum Schnitte in G und iibertragen mit Beniitzung des 
Bobillierschen Satzes den Winkel GOA = fJ nach BOt, so haben wir 
die Poltangente Ot gefunden. 
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Dbertrăgt man jetzt den Winkel tOC= y nach AOG" = y, so erhălt 
man die Gerade g"; ihr Schnittpunkt G" mit AC wird mit ~ verbunden; 
diese Verbindungslinie schneidet die Normale 00 im gesuchten Kriim
mungsmittelpunkt ~- Dies ist nichts anderes wie eine Wiederholung 
der Bobillierschen Konstruktion fiir die Punkte A und O. 

Man entnimmt aher daraus, dall die Beniitzung der Poltangente 
eigentlich iiberfliissig war; denn es ist <}:: BO C = GOG". Man wird sich 
also, ohne Ot zu konstruieren, damit begniigen, die Gerade 1J um den 

G' 

Fig. 47. 

Winkel BOC nach g" zu drehen, zum Schnitte G" mit AC zu bringen 
und sodann G" mit ~ verbinden. 

Ebenso konnte man g um den Winkel AOC nach g' drehen, den Schnitt 
O' von g' mit B C suchen und G' mit 58 verbinden; auch diese Linie 
liefert den Punkt ~ im Schnitte mit 00. 

44. Hiillbahnen. Bisher haben wir nur einzelne Punkte des bewegten 
Systems wăhrend ihrer Bewegung durch zwei aufeinanderfolgende 
Zeitteilchen behandelt und die Kriinunungsmittelpunkte ihrer Bahnen 
aufgesucht. 

Allein auch eine starre Kurve, welche die Bewegung des Systems mit
macht, kann bei dieser Bewegung ein geometrisches Gebilde erzeugen; 
es ist dies die Umhiillungslinie aller ihrer aufeinanderfolgenden Lagen, 
die wir ihre Hiillbahn nennen. 

Die Kurve a (Abb. 48), die dem starren System angehOrt, moge sich 
in ihrer Ebene nach irgend einem Gesetze bewegen; die Hiillbahn ihrer 
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aufeinanderfolgenden Lagen sei a. Der Beriihrungspunkt M der beiden 
Kurven a und a kann sich im Augenblicke nur in der gemeinsamen 
Tangente von a und a bewegen; die gemeinsame Normale in M wird 
also nicht nur die Kriimmungsmittelpunkte A und A von a und a ent
halten, sondern auch den Drehpol O. LiegtO in M, so rollt a auf a, ohne 
zu gleiten; liegt O auBerhalb M, so muB ein Gleiten der Kurve a auf a 
eintreten. 

Es seien (Fig. 49) a und b zwei fest miteinander verbundene Kurven 
des starren Systems, a und f3 ihre Hiillbahnen, M und N ihre Beriihrungs-

A 

o 

A 

Fig. 48. Fig. 49. 

punkte. Die Normalen in M und N schneiden sich im Drehpol O des 
Systems. 

Sind M' und M" zwei Punkte der Hiillbahn a, dic dem Punkt M 
unendlich nahe sind, so kann durch M', M, M" ein Kreis gelegt werden, 
der sich der Kurve a von allen moglichen Kreisen am besten anschmiegt. 
Sein Mittelpunkt A ist der Kriimmungsmittelpunkt der Kurve a in M. 
Genau dasselbe kann man von der Kurve a und ihrem Kriimmungs
mittelpunkt A aussagen. Die Kriiromungshalbmesser MA und MA 
werden also durch zwei aufeinanderfolgende Zeitteilchen ihren Wert 
beibehalten und somit wird auch die Strecke A A ihren Wert in diesen 
beiden Zeitteilchen nicht ăndern, d. h. A ist der Kriimmungsmittel
punkt der von A beschriebenen Bahn a. Aus denselben Griinden ist B 
der Kriimmungsmittelpunkt der von B beschriebenen Bahn b. 

Verbinden wir also die Systempunkte A und B durch eine starre 
Gerade, so gleitet diese mit ihren Endpunkten A und B auf den Kurven 
a und b, eine Bewegung, welche die gegebene der beiden Kurven a und b 
fiir den Augenblick zu ersetzen geeignet ist. 

45. Die Satze von Ar o n hol d. Ist die Hiillbahn a eine Gerade (Fig. 50), 
so liegt der KriimmungsmittelpunktA im Unendlichen; der Kriimmungs
halbmesser A A der Bahn a von A ist unendlich groB und A liegt somit 
auf dem Wendekreise. Daraus folgt der Satz: 
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Alle Kurven, die bei ihrer Bewegung Gerade als Hiill
bahnen erzeugen, haben ihre Kriimmungsmittelpunkte auf 
dem W endekreise. 

Ist hingegen die beschreibende Kurve a eine Gerade (Fig. 51), so liegt 
der Kriimmungsmittelpunkt A unendlich ferne, es wird A A wieder un
endlich groB und A ist der Kriimmungsmittelpunkt eines unendlich 
fernen Punktes A; A liegt somit auf dem Spiegelbilde des Wendekreises, 
auf dem Riickkehrkreise (vgl. 41). Daraus folgt: 

Alle Hiillbahnen, die von Geraden des bewegten Systems 
beschrieben werden, haben ihre Kriimmungsmittelpunkte 
auf dem Riickkehrkreise. 

Dies gilt auch fiir jene Gerade, die durch den Punkt R des Riickkehr
kreises, den Riickkehrpol, hindurchgehen (Fig. 52). Dann liegt der 

Fig. 50. Fig. 51. Fig. 52. 

Kriimmungsmittelpunkt A der Hiillbahn im Schnitte der Geraden a 
mit dem Riickkehrkreise; der Kriimmungshalbmesser ihrer Hiillbahn 
ist null, die Gerade a dreht sich augenblicklich um A, beschreibt also eine 
Spitze oder einen Riickkehrpunkt ihrer Hiillbahn. 

Daraus folgt: 
Der Riickkehrkreis ist der Ort aller Riickkehrpunkte, die 

von den Geraden des bewegten Systems beschrie ben werden. 
Diese drei Sătze stammen von Aronhold (Grundziige der kine

matischen Geometrie, Verhandlungen des Vereins zur Beforderung des 
GewerbfleiBes in PreuBen, 1872, S. 153). Der letzte dieser Sătze ist die 
Ergănzung zu dem schon in 31 gefundenen Satze : 

Der Wendekreis ist der Ort aller Wendepunkte, die 
von den Punkten des bewegten Systems beschrie ben werden. 

Ohne weiteren Nachweis ergeben sich jetzt die beiden folgenden 
Sătze, die ebenfalls von Aronhold stammen: 

Bewegt sich ein Systempunkt auf einer Geraden, so 
liegt er auf dem Wendekreise. 

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so liegt dieser 
auf dem Riickkehrkreise. (Siehe Punkt A, Fig. 52.) 
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46. Umkehrung der Bewegung. Denkt man sich die bewegte Scheibe 
festgehalten, hingegen die bisher ruhende Ebene bewegt, ohne an der 
Gegenseitigkeit der beiden Systeme etwas zu ăndern, so entsteht eine 
andere Art von Bewegung, die man die Umkehrung der friiheren nennt. 
Hat friiher ein Punkt A eine Kurve a beschrieben, so ist jetzt A fest 
nnd a schleift durch A hindurch. Hat sich friiher eine Kurve a auf einer 
festen Kurve a abgewălzt, so vertauschen sie jetzt ihre Rollen: a bleibt 
fest und a wălzt sich auf a ah. Was friiher Hiillkurve war, wird jetzt 
Hiillbahn und umgekehrt. Der Drehpol O ăndert sich durch die Um
kehrung nicht. Der Wendekreis und der Riickkehrkreis vertauschen 
ihre Rollen, der Wendepol wird zum Riickkehrpol und umgekehrt. 

47. Aufgaben. 

11. Man beweise, daB die Geschwindigkeit des Wendepols ebenso 
groB ist wie die Wechselgeschwindigkeit des Drehpols. 

12. In Fig. 53 ist a eine bewegliche Kurve, a ihre Hiillbahn, A undA 
ihre Kriimmungsmittelpunkte, vA die Geschwindigkeit von A. 

o t 

Fig. 53. Fig. 54a. Fig. 54 b. Fig. 54c. 

Verbindet man A mit der Spitze von vA und zieht im Beriihrungs
punkt die Tangente, so ist ihr Stiick zwischen O und AvA die 
Wechselgeschwindigkeit u des Punktes O. Wie ist das einfach 
zu beweisen ? 

13. Man beweise, daB alle Punkte der Poltangente ihre Kriimmungs
mittelpunkte im Drehpol haben. 

14. Man soll folgende Sătze beweisen: In den drei Fig. 54a, b, c 
ist der Wendekreis, die Poltangente und der Riickkehrkreis 
gezeichnet. Befindet sich der Systempunkt A in dem vertikal 
schraffierten Gebiete, so liegt der zugehorige Kriimmungsmittel
punkt ~ der Bahn des Punktes A in dem horizontal schraffierten 
Gebiete. 

15. Zeichnet man in Fig. 43 einen Punkt O' derart, daB A die Strecke 
00' halbiert, so liegen die vier Punkte ~O WO' harmonisch. 

Wlttenbauer, Dynamlk. 4 
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16. Wie ist in Fig. 47 die Konstruktion von [ durchzufiihren, wenn 
die drei Punkte ~' 5S und B auf einer Geraden liegen ~ 

17. Wie ist in Fig. 47 die Konstruktion von [ durchzufiihren, wenn 
A ~ und B 5S parallel sind ~ 

Fig. 55. 

18. Wie ist in Fig. 47 die Konstruktion von 
[ durchzufiihren, wenn C auf B'B liegt? 

19. In Fig. 55 ist eine Ellipse gegeben, 
welche die Poltangente Ot im Drehpol O 
beriihrt. Von einem Punkte Ader Ellipse 
ist der Kriimmungsmittelpunkt ~ der 
Bahn des Punktes A gegeben. Welches 
ist der Ort der Kriimmungsmittelpunkte 
aller Ellipsenpunkte? 

Resultat: Eine Ellipse, die Ot in O 
beriihrt. 

20. Gegeben sei der Drehpol O, der Wendepol J und eine beliebige 
Gerade g. Man suche den Ort der Kriimmungsmittelpunkte 
aller Punkte von g. 

Resultat: Ein Kegelschnitt, der die Poltangente in O beriihrt. 

21. Man beweise in voriger Aufgabe, daB der Riickkehrkreis der 
Kriimmungskreis des Kegelschnittes in O ist. 

22. Wie sieht der Kegelschnitt der Aufgabe 20 aus, wenn die Gerade g 
durch den Drehpol geht ? 

Resultat: Der Kegelschnitt zerfăllt in die Geraden g und 
Poltangente. 

23. In welchen Făllen ist der Kegelschnitt der Aufgabe 20 eine 
Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel ~ 

Anleitung: Man beachte die 
Schnittpunkte von g mit 
dem Wendekreise. · 

24. Man suche zu beweisen: Ist O 
der Drehpol, J der Wendepol 

!( und A ein beliebiger Punkt 
des Systems (Fig. 56) und man 
zeichnet den Kreis k mit dem 
Mittelpunkt A und dem Halb
messer OA, sucht ferner die zn 
J gehorige Polare i des Kreises k, 
AO geht i durch den zu A ge
horenden Kriimmungsmittel-

Fig. 56. punkt ~{. Daraus ergibt sich 
folgende Konstruktion von ~l: 

Man verbindet A mit J, zieht J L ..L AJ bis zum Schnitte L 
mit dem Kreise k, macht LK ..L AL und K~l ..L AK; dann 



Kinematische G!'ometrîe. 51 

schneidet KW. die Gerade AO in W. (Massot, Etude du mou
vement d'une bielle, Rev. Mec. 1912, p. 346). 

25. Besitzt ein System eine beliebige Anzahl gleichzeitiger Be
wegungen mit den Drehpolen Ov 0 2, •••• On und den Winkel
geschwindigkeiten wv w2 , ••••• Wn, so ist der Drehpol O der 
resultierenden Bewegung der Schwerpunkt der Drehpole On, 
wenn in diesen die Winkelgeschwindigkeiten wn als Gewichte 
angebracht werden. Die Winkelgeschwindigkeit der resul
tierenden Bewegung ist 

w = w1 + w2 + .... + Wn-

26. Sind in voriger Aufgabe iiberdies d1 = o-:J~, d2 = 0 2 J 2, 

dn = On J." die Wendedurchmesser der gleichzeitigen Be
wegungen, d = OJ der Wendedurchrnesser der resultierenden 
Bewcgung, so ist dw 2 gleich der Streckensumme von d1 w12, 

d2 w22, •••• dnw"2, oder 

OJ. wz =-OIJI. w12 + 02J2. Wz2 + .... + OnJn. Wn2· 

(F. Wittenbauer, Zeitschr. f. Math. u. Physik, 33. Band. 
S. 195). 

4* 



IV. Dynamik des freien Systems. 
48. Scheibe, kinematische Kette, Glied. Bisher hatten wir uns das 

ebene System ohne Masse und von solcher Ausdehnung gedacht, daB 
jeder, selbst in beliebig weiter Entfernung gelegene Punkt durch starre 
Stăbe mit den iibrigen Systempunkten verbunden und als zum System 
gehorig betrachtet werden konnte. 

Mit solchen rein mathematischen Gebilden beschăftigt sich die friiher 
genannte kinematische Geometrie. 

Geht man aher zur Bewegung realer Korper iiber, so hat man zu
năchst nach ihrer Masse zu fragen. Da diese nicht unendlich sein kann, 
darf man auch dem System nicht jene unendliche Ausdehnung zusprechen, 
die der Geometer seinen Gebilden zu geben gewohnt ist; das ebene starre 
System der Dynamik ist eine begrenzte ebene Flăche, in beliebiger Weise 
mit Masse belegt. 

Wir wollen ein derart irgendwie mit Masse ausgestattetes, ebenes 
System eine Scheibe nennen, wenn es in seiner Bewegung in der Ebene 
entweder iiberhaupt nicht behindert oder doch nur durch feststehende 
Hindernisse gefiihrt wird; im ersten Falle sprechen wir von einer f rei e n, 
im zweiten Falle von einer gefiihrten Scheibe. Wird jedoch das 
System in seiner freien Bewegung durch andere, mit ihm verbundene 
und ebenfalls bewegliche Systeme behindert, so nennen wir eine solche 
Verbindung von Systemen eine kinematische Kette und jedes 
System ein Glie d dieser Kette. 

49. Die Masse. Unter Masse eines Systems wollen wir nicht die 
Menge an Materie verstehen, die das System enthălt, da wir kein Mittel 
besitzen, diese Menge zu messen. Wir grenzen den Begriff Masse deshalb 
dahin ein, daB wir darunter die mechanische Masse verstehen, 
die aus dem Gewichte des Systems abgeleitet werden kann. Nach dem 
dynamischen Grundgesetze N ewton's ist die mechanische Masse eines 
Korpers, dessen Gewicht mit G bezeichnet wird: 

G 
M=-, 35) 

g 

worin g die Beschleunigung der Schwere ist. 

50. Augenblickliche Bewegung der Seheibe. Jede augenblickliche 
Bewegung eir.er Sol eibe in ihrcr Ebene kann man in der Art bcschreibcn, 
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daB man zunăchst die augenblickliche Bewegung eines beliebigen ihrer 
Punkte A feststellt und sodann noch schildert, um wieviel sich die Scheibe 
um diesen Punkt gedreht hat. Man zerlegt also in Gedanken die augen
blickliche Bewegung der Scheibe in zwei andere: 1. in eine fortschreitende, 
bei welcher alle Punkte der Scheibe die gleiche Bewegung vollfiihren 
wie der Punkt A; und 2. in eine Drehung der Scheibe, bei welcher der 
Punkt A in Ruhe verharrt. Fiir A kann jeder Punkt des Systems ge
wăhlt. werden; mit Vorteil pflegt man hierfiir den Schwerpunkt des 
Systems anzunehmen. 

51. Der Schwerpunkt. Eine wichtige Rolle spielt in allen dynamischen 
Untersuchungen der Schwerpunkt des Systems. Es ist dies jener Punkt, 
der immer auf der Mittelkraft aller Sch werkrăfte der Systempunkte 
liegt, wie man auch die Lage des Systems verăndert. ·Es ist zu beachten, 
daB der Schwerpunkt nur ein gedachter Punkt ist, dem als Punkt 
des Systems keine besonderen materiellen Eigenschaften zukommen; 
er dient nur als bequemes Mittel der Zusammen
fassung aller Schwerkrăfte. 

Bezieht man die Punkte des Systems auf ein be
liebiges Koordinatenkreuz XY (Fig. 57), nennt x 
und y die Koordinaten irgend eines Systempunktes 
A von der mechanischen Masse m, mg sein Ge
wicht, lrl = I m die Masse des Systems und x8 , 

Ys die Koordinaten des Schwerpunkts, so ist be
kanntlich 

oder 

y 
11 

Fig. 57. 

36) 

Da in diesen Gleichungen nur mehr die Massen, nicht aber die Gewichte 
vorkommen, pflegt man statt Schwerpunkt auch Massenmittelpunkt 
zu sagen. Vorausgesetzt ist hierbei die Konstanz der Beschleunigung (J 

der Schwere. 
Schreibt man die Gleichungen 36 in der Form an 

M x8 = I(mx), Mys = l:(my) 
und addiert sie geometrisch, d. h. mit Beriicksichtigung der Richtungen 
von x und y, so ist die Summe 

M (xs + Ys)=~I [m(x + y)]. 
Nach Fig. 57 ist aber 

xs + Ys =:. r8 , x + y r, 
wenn r8 und r die Abstănde der Punkte S undA vom Anfangspunkte O 
des Koordinatenkreuzes sind. Es wird dann also 

oder auch 

~frs I (mr) 
_l:(mr) 

rs=-M- . 37) 
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Letztere Gleichung ist den Gleichungen 36 entsprechend gehaut 
und sagt auch dasselhe in anderer Form aus. Multipliziert man demnach 
jeden Ahstand r mit der Masse m seines Endpunktes A, fiigt alle diese 
Strecken mr nach GroBe und Richtung aneinander und dividiert die 
SchluBlinie dieses Polygons durch M = 2: m, so erhă.lt man den Ah
stand r8 des Schwerpunktes S von O (Fig. 58). 

Nach Verlauf eines Zeitteilchens, in dem sich alle Punkte des Systems 
um kleine Strecken bewegt hahen, kommt A nach A', S nach S'; die 
Entfernungen r und r8 werden r' und r8 ' und Gleichung 37 wird nun 
lauten: M r8 ' ~ 2: (mr'). 

Zieht man von dieser Gleichung die Gleichung 37 ah, so hleiht 

M (r8'- r8 ) '-= 2: [m(r'- r)]. 

Nennen wir wieder AA' = ds, S S' = dS, so ist wie in 1: 

und es hleiht 

Fig. 58. 

r 8 ' ~ r 8 + d S, r' =-- r + d s 

.M · dS -=::2: (m · ds). 

0'====-~n'"s~~....;; 

Fig. 59. 

Dividiert man jetzt durch das Zeitteilchen dt, so wird 

M · ~~ == 2: ( m :n 
oder mit Riicksicht' auf Gleichung l : 

Mv8 =2: (mv) 

V.s 

38) 

Kommt nach Verlauf des zweiten Zeitteilchens A' nach A", S' nach 
S" (Fig. 59), so wird vin v', v8 in v8 ' iihergehen und es ist wie in voriger 
Gleichung M v8 ' ···· 2: (mv'). 

Zieht man heide Gleichungen voneinander ah, so hleiht 

M (v~;' -v8 ) =.2: [m (v' -v)]; 

nach Gleichung 3a ist v'- v + bdt, worin b die Beschleunigung des 
Punktes A ist; ebenso kann aher gesetzt werden: 

v8 ' = v8 + b8 dt, 

wenn b8 die Beschleunigung des Schwerpunkts ist. Dann wird also 

Mb8 dt ·· 2: (mbdt) 

und somit Mb8 --2: (mb) 39) 
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Man hat das Produkt mb den Beschleunigungsdruck des Punktes 
m genannt. F. Jung hat hierfiir das kurze und treffliche Wort: Drang 
vorgeschlagen ("Eine einfache Darstellung des Schwung- und Drang
mommites heim starren Korper", Jahresbericht der deutschen Mathe
matiker-Vereinigung, 1917). 

52. Dus Prinzip der Bewegung des Schwerpunkts. Ist m ein heliebiger 
Massenpunkt der bewegten Scheibe, P die auf ihn wirkende ăuBere 
Kraft (Fig. 60), so wiirde, wenn keine andere Wirkung auf m ausgeiiht 
wiirde, die Beschleunigung dieses Punktes die 
Richtung der Kraft annehmen; sie wăre 

h1 = !'__ (vgl. Gleichung 179). 
m 

Diese freie Bewegung des Punktes wird aher 
gest6rt durch Einfliisse der Umgehung des Punktes 
d. h. durch seinenZusammenhang mit der Scheihe. 
Diese Umgehung wird Krăfte irgendwelcher Art 
auf den Punkt m ausiihen (innere Krăfte, 

Spannungen), deren Resultante S sei; sie ruft 
in ihrer Richtung die Beschleunigung 

s 
b2=

m 

Fig. 60. 

hervor. Dadurch wird die Beschleunigung b1 der freien Bewegung aus 
ihrer Richtung gedrăngt; sie ist jetzt die Resultante b aus der Beschleu
nigung b1 der ăuBeren Kraft und jener b2 der inneren Kraft, oder es ist 

b --,-- bl + b2. 

Die Resultante aus der ăuBeren und inneren Kraft ist dann 

R = mb ~ mb1 + mb2 _ P + S; 

in der Richtung von R wird sich die wirkliche Beschleunigung b des 
Punktes m einstellen; diese Resultante R ist der Beschleunigungs
druck des Punktes. 

Bildet man die geometrische Summe aller Beschleunigungsdriicke 
der Scheibe, so wird sie 

2: R = J: mb ~ 2: P + l:S. 

Die inneren Krăfte S der Scheibe sind Anziehungs- oder AhstoBungs
krăfte zwischen je zwei Punkten, treten nur paarweise auf und haben in 
jedem dieser Paare gleiche GroBe und entgegengesetzte Richtung; 
sie tilgen sich also und es ist l:S =O. Damit hleiht aher 

2: ·(mb) =: 2: P 40) 

Diese Gleichung sagt aus: Die ăuBeren Krăfte eines Systems 
und dessen Beschleunigungsdriicke sind gleichwertig. 

Unter gleichwertig~n oder ăquivalenten Kraftsystemen versteht 
man solche, deren resultierende Wirkung die gleiche ist. 
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Verbindet man die Gleichungen 39 und 40, so bleibt M b8 =--= 2: P oder 
L:P 

bs- _lfl . 41) 

Obwohl also der ~chworpunkt nur ein gedachter Punkt ist, dor 
seine Lage im Korpor so lange nicht ăndert, als sich dieser selbst nicht 
ăndert, konnen wir vom Schwerpunkt doch so sprechen, als ob er ein 
wirklich vorhandener Punkt wăre, der die ganze Masse M = .l' m des 
Korpen; enthielte und Trăger aller Krăfto desselben wăre. 

Das Prinzip der ~chwerpunktsbewegung, das durch Gleichung 41 
dargestellt ist, sagt aus: Der ~chwerpunkt eines Korpers nimmt 
genau dieselbe Beschleunigung <tn, als ob sămtliche Massen 
des Korpers in ihm vereinigt wăren und sămtliche Krăfte 

an ihm angreifen wiirden. 
Die inneren Krăfte S haben demnach keinen Einfluf3 auf die Be

schleunigung des Schwerpunkts, da sie sich paarweise tilgen. 

53. Das D'Alembert'sche Prinzip. Eine Kraft T, dio gleich und ent
gegengesetzt dem Beschleunigungsdruck mb des Punktes m wăre, miiBte 

T=-mb 
mit P und S Gleichgewicht halten (Fig. 61) 
oder es wăre 

P+S+T:=O 42) 

S Wir nennen 1' =- mb die Trăgheitskraft 
des Punktes m. 

Beschleunigungsdruck und Trăgheits

kraft sind also einander gloich, aber 
entgegengesetzt; ersterer bat die Rich
tung der Beschleunigung, letztero ist der 

Fig. 61. Beschleunigung der Bewegung entgegen
gosetzt. 

Die Gleichung 42 gilt fiir jeden Punkt der Scheibe; stellen wir sie 
fiir alle Punkte auf und addieren die Gleichungen, so erhalten wir 

:EP+l:S+J:T __ () 
oder, da nach friiher L, S = O ist : 

2:P+l:Tcc0 43) 
d. h. die ăuf3eren KrMto und die Trăgheitskrăfte bilden em 
G leichgewich tssystem. 

Dies ist das nach dem franzosischen Mathematiker D'Alem bert 
benannte Prinzip (1743) in der von Poisson gegebenen Fassung. 

Es gestattet, eine Aufgabe der Dynamik durch Anbringung der 
Trăgheitskrăfte auf eine Gleichgewichtsfrage zuriickzufiihren. 

Schreiben wir Gleichung 42 in der Form 

S = - (P + T) 42a) 
so kann sie beniitzt werden, die innere Kraft odor Spannung an irgend 
einer Stelle der Scheibe zu bestimmen. 
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54. Beispiel. Spannung in einer Kolbenstange. Ein Kolben, der die 
Masse M1 und die Beschleunigung b besitzt, wird in einem Zylinder 
gefiihrt und da bei der Kraft P ausgesetzt (Fig. 62). 
Der Kolben ist mit einer zylindrischen Kolben
stange von der Masse M 2 und der Lănge l in fester 
Verbindung. Wie groB ist die Spannung dieser l~ 
Stange an einer beliebigen Stelle X? An welcher 
Stelle wird die Spannung in der Kolbenstange Fig. 62. 

null? 
Die Masse der Kolbenstange von A bis X ist, wenn A X = x ge

M 
setzt wird: T x und die Trăgheitskraft des Kolbens samt dem Stiicke 

A X der Kolbenstange: 

T = - (M1 + ~2 x) b. 

Dann wird die Spannung an der Stelle X nach Gleichung 42 a: 

S =- P + ( M 1 + ~~ x) b 

und die Stelle, an welcher die Spannung null wird: 

P/b- ],f1 
xl = [. -~lii-·· 

2 

55. Die Drehung um den Schwerpunkt. N achdem die Beschleunigung 
des Schwerpunkts ermittelt ist, hat man noch ni:itig festzustellen, 
welche Beschleunigung die Scheibe bei ihrer Drehung um den Schwer
punkt annimmt. 

Fiir diesen Teil der Untersuchung kann man den Schwerpunkt 
der Scheibe als ruhend ansehen, und wir haben dann die Betrachtung, 
die wir in 17 fiir den ruhenden Systempunkt A anstellten, 
auf den Scl;J.werpunkt S zu iibertragen. 

In Fig. 63 sei S der ruhende Punkt, P eine der ăuBeren 
Krăfte, p ihr Arm in bezug auf S, Pp das Moment dieser 
Kraft und 1: (Pp) die Summe oder Resultante der Mo
mente aller ăuBeren Krăfte der Scheibe in bezug auf S. 

Ist ferner A ein beliebiger Punkt in ihr, m seine Masse, 
b seine Beschleunigung, e sein Abstand von S und qJ der 
Winkel zwischen b und e (Beschleunigungswinkel), so ist 
das Moment des Beschleunigungsdruckes um S: 

mbe sin f/J· 

Il 

·~· 
s -- 1 ji.'-, 

p 

Fig. 63. 

Nun ist aber nach Gleichung 6 und 11: b sin qJ die Tangential
beschleunigung eA des Punktes, also das Moment des Beschleunigungs
druckes mA e2 und fiir die ganze Scheibe 

1: (m Ae2) =Al: (me2). 
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Man nennt T8 = 2: (m Q2) • 44) 
das Trăgheitsmoment der Scheibe fiir den Sc.hwerpunkt; es ist einc 
von der Bewegung ganz unabhiingige Grol3e, die sich crmittcln lăJ3t, 
wenn die Abmessungen und die Masscnverteilung des Systcms bekannt 
sind. Da nun nach 52 die ăuJ3eren KrMtc und dic Beschleunigungsdriicke 
gleichwertig sind, miissen auch ihrc Momente um 8 den gleichen Wert 
haben; somit ist X (Pp) = 2,' (m).e2) =A T8 

und die Winkelbeschleunigung der Scheib(• mn S 

A= L:_(Pp) 
Ts 45) 

Man pflegt das Trăgheitsmoment T eines Korpers, das die Dimem;ion 
M L 2 besitzt, in der Form darzustellen 

T = Mi2, 

worin wieder M die Masse des Korpers ist. l\ian nennt dann i den Trăg
heitshalbmesser des Korpers fiir die Achse, auf welche T bezogen 

wurde; es ist somit 46) 

Setzen wir also T s = M i 8 2, worin is der Trăgheitshalbmesser fiir 
die durch 8 gehende Drehungsachse ist, so wird 

47) 

Ebenso wird gezeigt, daf3 die Winkelbeschleunigung fiir die Drehung 
um cine beliebige Achsc O die Grol3e hat 

47a) 

56. Konstruktion der Beschleunigung aus dt'r Kraft. Eine frei in 
ihrcr Ebene bewegliche Scheibe werde einer beliebigen Kraft P ausgesetzt 

Fig. 64. 

(Fig. 64); man konstruiere die Beschleuni
gung eines bcliebigen Punktes A der 

Il Scheibe, wenn deren Geschwindigkeitszu
stand bekannt ist. 

Nach dem Prinzip dcr Schwerpunkts
bewegung (52) erhălt der Schwerpunkt 8 

p 
der Scheibe die Beschleunigung b8 = M 

parallel zu P; sie wurde von 8 aus im 
Sinne von P aufgetragen. AuHerdem er
hălt die Scheibe eine Winkelbeschleunigung 
um S, fiir wclche nach Gleichung 47 
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wenn i 8 der Triigheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt S der Scheibe 

ist. Daraus wird A= 1!_~ • 2 . 
ls 

Jeder Punkt A der Schcibc crhălt einc Beschleunigung bA, die sich 
naeh dem Beschleunigungsplan (Fig. 64a) aus folgenden drei Teilen zu
sammensetzt: l. der Schwcrpunktsbesehlcunigung 
n a = b8 ; 2. der relativen Normalbesehleunigung 
nAs des Punktes A in bezng auf S; sic ist aw2, 

wenn A-S = a und w die gcgcbenc Winkelgeschwin- n11s bs 
digkeit der Scheibe ist; wird der Geschwindigkeits-
Mailstab derart gewfihlt, daB die relative Geschwin-
digkeit vAs= aw des Punktes A in bezug auf 
dcn Sehwerpunkt dureh die Lănge a gemessen t11s b11 

wird, so ist w = l und nAs ebenfalls gleich a (vgl. 
20); 3. der relativen Tangentialbeschleunigung tAs a 
des Punktes A in bezug auf S, im Sinne von P um Fig. 64 a. 
S drehend. Sie ist a.l.. 

Naehdem bs und nAs bekannt sind, bleibt noeh iibrig die Tangential-

beschleunigung pbs 
tAs =a---;--

ts2 

zu konstruieren; mit is2 = aa1 wird SIC 

pbs 
tAs ~}Ka1 . 

Nennt man 1p den Winkel zwischen 8 A und b8 , so kann diese Gleiehung 
in der Form gesehrieben werden: 

p 
a 1 : b8 cos 1p = ----: tAs· 

ccs 1jJ 

Errichtet man in 8 die Senkrechte 8 iJ' = i 8 auf SA und zieht 
--- --- is2 

'1' A 1 j_ A T, so ist 8 A1 = '-- = a1 ; projiziert man bs orthogonal auf 8 A, 
a 

--- p 
so ist 8 B = bs co;; 1p; endlieh ist 8 C = -

' cos 1jJ 

Vcrbindet man also A1 mit C und zieht B D i 1 C A1 bis zum Schnitte D 
mit 8 T, so ist 8D = - tAs· Addiert man sic im Beschleunigungsplan 
(Fig. 64a) zu bs und nA 8 , so bleibt n a =bA die gesuchte Beschleuni
gung. 

In :Fig. 65 wird gezeigt, wie sich diese Konstruktion vereinfacht, 
wenn der Punkt A im Endpunkte s von b8 angenommen wird. Dann 
fălit B mit A zusammen, 1p ist null; man sucht A 1 wie friiher und zieht 
AD 11 CA 1 ; dann ist 8D~=tAs=~=bA, da bs und nAs sich tilgen. 
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Fig. 66 zeigt noch eine bemerkenswerte Vereinfachung der Kon-
struktion von bA· Schreibt man is2 = pp1, so ist auch 

t _ _ pbs ab8 
AS- a . 2 

ts P1 

Macht man SJ = is und JC1 _L CJ, so ist 
~- is2 
S C = p1 = -; ver-

I p 
bindet man 0 1 mit A, macht 88 = bs und zieht durch 8 eine Senkrechte 

' . ' 
1 \, 

p i bs\ 
Il 

J ş . Il 
nRS 1 

a oej bs 

c T ' 
"' s 1 ' 

Ct 
1 

1 

al 1 1 -, ns~-~~-
bs 

-- 1 tRs -- 1 
8 1 1 

111 .s -------'f) 

Fig. 65. Fig. 66. 

auf C1 A bis zum Schnitte D mit SD .J_ AS, sosind die Dreiecke ASC1 

und D S 8 ahnlich; es ist also 

AS:CJJ=SD:sS 

oder a: p1 = S D: bs 

und 
Fiigt man in ]) die Beschleunigung bs an, so bleibt die gesuchte Be-

schleunigung bA~- nAs+ tAs + bs. 
Dieselbe Konstruktion wurde fiir die Beschleunigung b B des Punktes 

B durchgefiihrt; der Punkt 0 1 kann wieder beniitzt werden und es ist 
8D1 ...L BC1, S ])1 = tBs und 

bs nBs + tBs + bs. 
57. Der Beschleunigungspol einer Kraft. Es sei S der Schwerpunkt 

einer Scheibe, P eine in der Entfernung p vom Schwerpunkt wirkende 
Kraft, T s = M is2 das Tragheitsmoment der Scheibe fiir den Schwer
punkt. Der Geschwindigkeitszustand der Scheibe sei bekannt. Durch 
die Wirkung der Kraft entsteht ein bestimmter Beschleunigungszustand 
der Scheibe; es soll der Beschleunigungspol dieses Zustandes gesucht 
werden. 

Die augenblickliche Bewegung der Scheibe ist nach 50 eine zwei
fache : eine allen Punkten gemeinsame mit der Beschleunigung bs des 
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Schwerpunkts und eine Drehung um diesen mit der Winkelbeschleuni
gung Â. 

Nach dem Prinzip der Schwerpunktsbewegung (52) erfăhrt der 
Schwerpunkt S durch die Kraft P eine Beschleunigung 

p 
bs= M" 

Jeder Punkt der Scheibe, also auch der 
Beschleunigungspol P (Fig. 67) erhălt bei 
der erstgenannten Bewegung diese Be
schleunigung b' =1+ b8 in Richtung der 
Kraft P. 

Da der Geschwindigkeitszustand der 
Scheibe bekannt ist, kennt man auch ihre 

p 

Winkelgeschwindigkeît w. Der Punkt P T 

b' 

muB eine solche Lage haben, daB er durch Fig. 67. 
die zweitgenannte Bewegung der Scheibe, 
die Drehung um S, eine Beschleunigung b" erhălt, die b' gleich und 
entgegengesetzt ist. 

- b~ 1 
Macht man Ss' = --'2 , ferner 811 = is und zieht TE ....1... OT, so ist 

w 
- is2 
SE = p1 =-· verbindet man s' mit E und zieht S P ..L s' E, so ist 

p' 
P der gesuchte Beschleunigungspol. Denn nach Gleichung 47 ist die 
Winkelbeschleunigung der Scheibe 

Â= Pp = bs 
M is2 Pl 

unrl 
, 87 bs Â 

tg(SEs) = -= = -- = -- =tgcp, 
SE Pl w2 w2 

worin cp der Beschleunigungswinkel fiir die Drehung der Scheibe um den 
ruhenden Schwerpunkt ist (vgl. 18). Bei dieser Bewegung hat der Punkt 
P die Beschleunigung b", die mit S P den Winkel cp einschlieBt; also ist 
b" entgegengesetzt von b'. Die G:coBe von b" ist nach Gleichung 21: 

b" = S p. w 2 = S s' · w 2 = bs = b'. 
cos cp 

Die beiden Beschleunigungen b" und b' tilgen sich, der Punkt P 
ist somit Beschleunigungspol. 

58. Die Poschl'schen Kreise. Gibt man in Fig. 67 der Kraft P alle 
moglichen Werte von null bis unendlich, ohne aii ihrer Lage und Richtung 
etwas zu ăndern, so ăndert der Punkt E seine Lage nicht, wăhrend b8 

von null bis unendlich zunimmt und damit auch die Strecke S s'. Alle 
Beschleunigungspole, die der verănderlichen Kraft P entsprechen, 



62 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

liegen dann auf dem Kreise k3 , der den Durchmesser SE hat. Ist P =O, 
so liegt der Pol P in S; ist P = oo, so liegt der Pol P in E. 

Der Punkt E ist aus der Lehre vom StoB bekannt; wenn in C die 
Scheibe den StoB P erfăhrt, ist E Mittelpunkt des StoBes d. h. er wird 
durch den StoB in seiner Bewegung nicht gestort. 

Eine Kralt, die in unendlich kleiner Zeit der Masse M cine endliche 
Geschwindigkeit v geben soll, miiBte unendlich groB sein. Da weder diese 
unendlich groBe Kraft, noch die unendlich kleine Zeit meBbar ist, pflegt 
man die Gesamtwirkung einer solchen Momentankraft durch das Produkt 
aus Masse und erzeugter Geschwindigkeit darzustellen und nennt diese 
Wirkung den Impuls Mv. F. Jung hat hierfiir das gutc Wort Sch wung 
vorgeschlagen. ("Eine einfache Darstellung des Schwung- und Drang
momentes beim starren Korper", vgl. S. 55.) E ist also der Be
schleunigungspol, der einem StoB oder Impuls in C von irgend einer end
lichen GroBe entspricht; nach dem Vorschlage Th. Poschl's, von dcm 
diese Untersuchung stammt ("Beitrag zur graphischen Dynamik des 
starren ebenen Systems", Zeitschr. f. Math. u. Physik, 58. Bd., 1910), 
wollen wir E als lm pulspol bezeichnen. 

Lassen wir jedoch die GroBe der Kraft P unverăndert und ăndern 
wir nur ihre Wirkung durch Parallelverschiebung, so ăndert die Be
schleunigung b8 ihrc GroBe nicht und auch der Punkt s' bleibt an derselben 
Stelle; hingegen beschreibt dcr lmpulspol E die Gerade SE, wobei 
pp1 = i 8 2 bleiben muB. Datm beschreibt der Beschleunigungspol P den 
Kreis k4 ; dieser Kreis ist also der Ort der Beschleunigungspole fiir die 
parallelen Krăfte von gleicher GroBe P. Riickt die Kraft nach S, so wird 
p = O und p1 = oo d. h. der Kreis k3 geht in die Ger ade S s' iibcr und 
der Beschleunigungspol P liegt in s'. Riickt die Kraft in unendliche 
Entfernung, so ist p = oo und p1 =O d. h. der Kreis k3 schrumpft 
in S zusammen und auch der Beschleunigungspol fălit nach S. 

59. Die zu gegebcnem Bcschleunigungszustand gehorenden Krlifte. 
Ist umgekehrt wie in 57 der Schwerpunkt S, der Beschlcunigungspol P 
einer Scheibe, sowie deren Beschleunigungszust1md, also die Winkel
geschwindigkeit w und die Winkelbcschleunigung A gegebcn, so kann 
die Kraft P, welche diesen Zustand hcrbeifiihrt, in folgendcr Weisc 
gefunden werden (Fig. 67). 

A 
Aus w und }, ist der Beschleunigungswinkel tgcp == - 2 bekannt, die 

(1) 

Richtung Ss' kann also gezogen werden und gibt die Richtung der 
Kraft P. Damit ist auch die Richtung von SE und aus PE-'- P S 
der Impulspol E und der Punkt s' bekannt. Aus pp1 = i 8 2 ist dann 

, bs 
der Punkt C zu finden. Endlich ergibt sich aus S s = wz diP GroBe 

der Kraft 

Ebenso kann die Aufgabe gelăst werden: 
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Gegeben sei der Schwerpunkt, die Winkelgeschwindigkeit und der 
Beschleunigungspol einer Scheibe. In welcher W eise sind die Krăfte 
angeordnet, die diesen Beschleunigungspol erzeugen? 

Zieht man in Fig. 68 durch den Beschleunigungspol P die Senkrechte 
auf S P, so enthălt sie sămtliche Impulspole E. Nehmen wir einen 
derselben beliebig an, ziehen E S = p1 und er
richten S T = i8 senkrecht zu E S, ferner 
TO ....L TE bis zum Schnitte O mit ES, so ist 
CFS = p und die Senkrechte in O auf OS gibt die 
Richtung der zu E gehorenden Karft P an, die 
den Beschleunigungspol P erzeugt. 

Um ihre Grol3e festzustellen, verlăngern wir 
T S bis zum Schnitte s' mit E P; dann ist 

··~ p 
Ss'=--~. 

Mw2 

Da M und w gegeben sind, ist der Nenner 
dieses Ausdruckes konstant und die Kraft P 

s' 

T 

Fig. 68. 

ist der Entfernung S s' proportional. Sie wird also durch die Strecke 
S s' gemessen, wenn wir den Kraftmal3stab entsprechend wăhlen. 

Nennen wir N den Schnitt der Geraden S P mit der Richtung der 
Kraft P, so ist 

SN = __1!__ = is2 is2 
cos a p1 cos a = S P · 

Da dieser Ausdruck konstant ist, gehen alle Kraftrichtungen .P, 
wie man auch den Impulspol E auf der Geraden PE annehmen moge, 
dnrch N. Daraus folgt: Die Krăfte P, die bei Voraussetzung 
einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit w einen be
stimmten Beschleunigungspol erzeugen, bilden ein Kraft
biischel mit dem Mittelpunkte N. Die Grol3en der Krăfte 
dieses Biischels werden bei entsprechender Wahl des Kraft
mal3stabes durch die Strecken Ss' gemessen, die von S 
ansgehen und durch die Gerade Ps' begrenzt sind. 

Nach dem Vorschlage Th. Poschl's nennen wir ein solches Kraft
biischel ein geradlinig begrenztes Kraftbiischel. 

Durch Umkehrung erhălt man den Satz: 

Die Impulspole E, die zu einem geradlinig begrenzten 
Kraftbiischel mit dem Mittelpunkte N gehoren, liegen in 
ei ner zu N S senkrechten Geraden. 

60. Die Wendepolgeraden (Fig. 69). Aus dem Angriffe einer Kraft P 
anf eine Scheibe vom Schwerpunkte S seien der Impulspol E und der 
Beschleunigungspol P bestimmt worden (vgl. Fig. 67). Der Drehpol 
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der Scheibe liege in O. Man verbinde Emit O und nenne F den zweiten 
Schnittpunkt der Geraden EO mit dem Kreise k3 • 

Da -1: P S s' = cp = P F S der Beschleunigungswinkel ist, so hat 
die Beschleunigung bF die Richtung F S; da aber die Geschwindigkeit 
vF dieselbe Richtung hat, so besitzt der Punkt F nur Tangential

beschleunigung und keine Normalbe
schleunigung; es ist somit 

vF2 
ni<'=--- =O 

e 
und e = oo d. h. F beschreibt einen 
Wendepunkt seiner Bahn; die Gerade i 1 

CI----=-__::",~"'----.;-\-------J~E muB also durch den Wendepol gehen 
(vgl. 31). 

Fig. 69. 

Verbindet man ferncr O mit S und 
nennt L den zweiten Schnittpunkt dieser 
Geraden mit dem Kreise k4 , so ist 
~;-~ P Ls' ebenfalls der Beschleunigungs
winkel cp und die Besehleunigung bL 
hat die Richtung Ls', făllt also in die 

gleiche Gerade wie Vv Auch der Punkt L besitzt also keine Normal
beschleunigung und die Gerade i 2 wird ebenfalls durch den Wende
pol gehen. 

Dann ist aber der Schnitt von i 1 und i 2 der Wendepol J. 
Wenn die Kraft P, ohne ihre Lage zu verăndern, alle moglichcn 

Werte annimmt, so ăndert sich der Kreis k3 nicht und der Beschleunigungs
pol P wandert auf diesem Kreise. Bleibt dabci O an derselben Stelle 
oder wandert der Drehpol auf der Geraden OE, so ăndert sich weder 
der Punkt F, noch die Gerade i 1. Daraus folgt: Die Gerade i 1 ist 
der geometrische Ort aller Wendepole J fiir alle Werte 
der Kraft P. 

Verschiebt sieh hingegen die Kraft P parallel, ohne ihre GroBe zu 
ăndern, so bleibt der Kreis k4 der gleiche und der Beschleunigungspol P 
wandert au{ diesem Kreise. Bleibt dabei der Drehpol O an derselben Stelle 
oder wandert er auf der Geraden OS, so ăndert sich weder der Pnnkt L, 
noch die Gerade i 2• Das ergibt den Satz: 

Die Ger ade i 2 ist der geometrische Ort aller W endepole J 
fiir alle parallelen Lagen der Kraft P. 

61. Die Tangentialpolgeraden (Fig. 70). Hier haben P, S, E, O, ferner 
die Kreise k3 und k4 dieselbe Bedeutung wie in Fig. 69. Man verbinde 
O mit S und nenne Q den zweiten Schnittpunkt der Geraden OS mit 
dem Kreise k3 • 

Da -1: PQS = PSs' = cp der Beschleunigungswinkel ist, hat die 
Beschleunigung bQ die Richtung Q S, steht also normal zur Geschwindig
keit vQ; dann ist aber die Tangentialbeschleunigung tQ gleich null und 
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somit liegt Q auf dem Tangentialkreise le" (vgl. Fig. 36); da dieser 
auch durch O geht, wird der Tangentialpol T auf der Geraden QE 
oder t1 liegen miissen. 

Verbindet man hingegen O mit s' und nennt M den zweiten Schnitt
punkt der Geraden Os' mit dem Kreise k4, dann ist auch 

-t: P M s' = PSs' = cp, 

die Beschleunigung b M hat die Richtung M s' und steht normal zur 
Geschwindigkeit '' M· Dann ist aher auch die Tangentialbeschleunigung 
tM gleich null und der Tangentialpol T wird auf der Geraden SM oder 
t2 liegen miissen; er ist also der Schnitt der Geraden ti und t2• 

Fig. 70. 

Ebenso wie in 60 ergeben sich nun folgende Satze: 

Die Gerade ti ist der geometrische Ort aller Tangential
pole T fiir alle Werte der Kraft P und: 

Die Gerade t2 ist der geometrische Ort aller Tangential
pole T fiir alle parallelen Lagen der Kraft P. 

Die in 60 und 61 mitgeteilten Resultate stammen ebenfalls von 
Th. Poschl und sind in der obengenannten Abhandlung niedergelegt. 

62. Aufgaben. 

27. Zwei materielle Punkte mi und m2 sind durch einen gewichtlosen 
Stab miteinander verbunden und werden zwei Kraften PI und 
P2 in verschiedenen Richtungen ausgesetzt. Die Geschwindig
keiten der Punkte sind gegeben; man konstruiere ihre Be
schleunigungen. 

28. Eine Scheibe werde an drei verschiedenen Stellen A, B, O von 
Krăften P1, P2 , P 3 angetrieben. Der Schwerpunkt der Scheibe 
und die Geschwindigkeiten vA und vB seien bekannt. Man suche 
die Beschleunigungen bA, bB und b0 . 

Wi tten baue r, Dynamik. 5 
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29. In Th. Pi:ischl's genannter Abhandlung befindet sich folgender 
Satz: 

Der Wendepol J des Beschleunigungszustandes, den die 
Resultante mehrerer Krăfte an dem System erzeugt, ist der End
punkt der Streckensumme, die durch geometrische Addition 
der Strecken S J n entsteht, wenn S der Schwerpunkt und J n 

die Wendepole der durch die einzelnen Krăfte erzeugten Be
schleunigungszustănde sind, also 

S J ·~ S J 1 + S J 2 + • • • • + S J n• 

Man suche diesen interessanten Satz zu beweisen (vgl. Ab
schnitt III, 47, Aufgabe 26). 



V. Das gefiihrte System. 
63. Fiihrungen. In den bisherigen Untersuchungen wurde angenom

men, daB das ebene System, die Scheibe, in ihrer Ebene vollkommen 
frei beweglich und keinerlei Bedingungen unterworfen ist. 

So wichtig die Untersuchung einer derartigen Bewegung ohne 
Hemmung oder Hindernis fiir die Theorie des Gegenstandes ist, muB 
doch darauf aufmerksam gemacht werden, daB es derart freie Systeme 
in Wirklichkeit nur in den seltensten Făllen gibt und daB die Systeme, 
welche in den Anwendungsgebieten der Technik eine Rolle spielen, 
alle in ihrer Bewegungsfreiheit mehr oder weniger behindert sind. So 
sind z. B. die Teile einer Maschine in den verschiedensten Arten in ihrer 
Freiheit eingeschrănkt, teils durch festliegende, mit dem Fundamente 
verbundene Maschinenteile, teils durch ihnen benachbarte, selbst be
wegliche Glieder der Maschine, die mitbestimmend auf ihre Bewegung 
einwirken. Man nennt solche Beschrănkungen oder Bedingungen, die 
man der Beweglichkeit eines Systems auferlegt, Fiihrungen des Systems. 

Hier, wo es sich vorlaufig nur um die Bewegung eines einzelnen 
Systems handelt, soli noch angenommen werden, daB diese Fiihrungen 
in Ruhe, also Teile der ruhenden Ebene sind; spater werden wir die Unter
suchung auf Fiihrungen ausdehnen, die sich selbst wieder bewegen 
(Gelenke und Kulissen}. 

64. Freiheitsgrade. Flăchenlauf, Zwanglauf. Bei einem System, 
das vollstăndige Bewegungsfreiheit in seiner ruhenden Ebene hat, kann, 
wenn die Bewegung rein kinematisch angesehen und von der Wirkung 
der Krăfte abgesehen wird, jeder Punkt sich in die Lage jedes Nachbar
punktes verschieben. Wir konnten infolgedessen die Geschwindigkeit 
vA irgend eines Punktes A der Scheibe beliebig annehmen und iiberdies 
noch die GroBe der Geschwindigkeit v B eines zweiten Punktes B der 
Scheibe (vgl. 11}. Da also bei einem freien System iiber drei Angaben, 
nămlich GroBe von vA und vB, sowie Richtung von vA, frei verfiigt 
werden konnte, sagt man: ein frei bewegliches System der Ebene besitzt 
drei Freiheitsgrade. 

Wenn jedoch das System in der Freiheit seiner Bewegung irgendwie 
dadurch behindert wird, daB ihm gewisse Bedingungen vorgeschrieben 
werden, so wird die Anzahl der Angaben, die man iiber die Geschwindig
keiten machen kann, von drei auf zwei, auf eine oder endlich auf null 
herabsinken. 

5* 
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Das Vorschreiben von Bedingungen besteht, wenn wir nur solche 
geometrische Bewegungen voraussetzen, die durch Maschinengetriebe 
verwirklicht werden konnen, darin, daB wir einen oder zwei Punkte 
des Systems notigen, gegebene Kurven zu beschreiben, oder eine oder 
zwei Kurven des Systems zwingen, gegebene Kurven zu umhiillen. 

Schreibt man z. B. dem System vor, mit einem seiner Punkte A 
eine bestimmte Kurve a zu beschreiben (Fig. 71), so konnen wir iiber die 
Richtung der Geschwindigkeit vA nicht mehr verfiigen, sie ist durch 
die Tangente der Kurve a in A gegeben; wir konnen jetzt nur noch 
die GroBe von vA beliebig wăhlen und iiberdies noch die GroBe der 
Ges'Jhwindigkeit vn eines zweiten Systempunktes B, nicht aher deren 
Richtung beliebig annehmen. Man darf also nur mehr zwei Annahmen 
iiber die Geschwindigkeiten der Scheibe machen, statt ihrer drei wie 
beim freien System. Man sagt dann, das System hat zwei Freiheits
grade oder es ist flăchenlăufig. Mit diesem Worte will man an
deuten, daB jeder Punkt des Systems alle Punkte innerhalb einer ge-

Fig. 71. Fig. 72. Fig. 73. 

wissen begrenzten Flăche erreichen kann; nur der gefiihrte Punkt A 
macht eine Ausnahme, da er ja auf einer Kurve laufen muB. 

Statt die GroBen von vA und v B anzunehmen, kann auch GroBe 
und Richtung von v B angenommen werden; dann ist die GroBe von vA 
vollkommen bestimmt. 

Schreibt man dem System auBerdem noch eine andere Bedingung v.:>r, 
z. B. daB noch ein zweiter Punkt B auf einer bestimmten vorgegebenen 
Kurve b laufe (Fig. 72), dann schrănkt man die Freiheit des Systems 
noch weiter ein. Da die Richtungen der Geschwindigkeiten vA und v B 

in die Tangenten an die Kurven a und b in A und B fallen, kann iiber 
keine der beiden Richtungen mehr verfiigt werden; nur eine einzige 
Annahme bleibt jetzt dem Belieben anheimgestellt, nămlich der GroBe 
von vA oder von Vn. Das System gestattet nur mehr eine einzige 
Annahme; kein dritter Punkt kann, wie beim Flăchenlauf, an alle Stellen 
innerhalb einer begrenzten Flăche gelangen, sondern nur an alle Stellen 
einer bestimmten Kurve, die zu beschreiben er gezwungen ist; das 
System hat nur noch einen Freiheitsgrad oder es ist zwanglăufig. 

Wir wollen die Bezeichnung einer Fiihrung auf die beiden Kurven a 
und b iibertragen. 
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Folgende Zusammenstellung gibt einen Dberblick iiber die măglichen 
Annahmen von Geschwindigkeiten bei Systemen vom Freiheitsgrade 
drei, zwei und eins. 

Flachenlaufig geflihrt frei r 1 2 

j- : 1 ~1 
il i 1 

Zwanglăufig geflihrt geflihrt ~1~~----11 ~1~ 
Die măglichen Annahmen sind durch eine l bezeichnet. Die Anzahl 

der l in einer Zeile gibt den Freiheitsgrad. 
Nătigt man endlich drei Punkte A, B, C des Systems auf drei festcn 

Kurven a, o, c zu bleiben, oder verlangt man, dal3 drei Kurven des 

Fig. 74. 

Systems a, b, c mit drei festen Kurven a, {J, y in Beriihrung bleiben, 
so macht man das System unbeweglich; sein Freiheitsgrad ist null 
(Fig. 73, 74). 

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn die Normalen in A, B, C 
auf a, o, c bzw. a, {J, y sich in ein und demselben Punkt O treffen, der 
dann der Drehpol der Scheibe ist. In diesem Ausnahmsfall kann dann 
die Scheibe eine unendlich kleine Drehung um O ausfiihren. 
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65. Punktfiibrung und Kurvenfiibrung. Wir nennen flăchenlăufige 

Systeme oder Systeme mit zwei Freiheitsgraden jene, bei welchen jeder 
Punkt des Systems alle Lagen innerhalb einer bestimmten, begrenzten 
Flăche einnehmen kann. Fig. 75 zeigt eine Scheibe, von der ein Punkt A 
in einem Kreise um O gefiihrt wird; irgend ein Punkt B der Scheibe 
kann dann alle Punkte einer Kreisringflăche erreichen, die zwischen 
den konzentrischen Kreisen k1 und k2 liegt; deren Halbmesser sind 
O A -A B und O A + A B. Wăhlt man jedoch B in A, so fallen diese 
Kreise in einen zusammen, die Kreisringflache schrumpft in einen Kreis 
mit dem Halbmesser O A ein, d. h. der Punkt A hat keine begrenzte Flache 
zur Verfiigung, sondern nur die Kurve, auf der er gefiihrt wird. 

8 

Fig. 75. Fig. 76. 

Wir wollen die Fiihrung eines flachenlaufigen Systems, bei welcher 
ein Punkt A in einer bestimmten Kurve a gefiihrt wird, eine Einpunkt
fiihrung nennen. 

Die Flachenlaufigkeit eines Systems kann jedoch auch in anderer 
Weise erzielt werden, nămlich durch das Schleifen und Rollen einer 
Kurve des Systems a auf einer festen Kurve a (Fig. 76). Dann bewegt 
sich der Punkt A, in dem sich beide Kurven beriihren, in ihrer gemein
samen Tangente, aber die GroBe der Geschwindigkeit dieser Bewegung 
ist noch willkiirlich; iiberdies kann sich das System bei der Rollung 
auf a um A drehen, wobei allerdings die relative Bewegung von B gegen 
A senkrecht zu A B gerichtet sein muB, aher ihre GroBe ist ebenfalls 
willkiirlich; es konnen also sowohl vA wie v B der GroBe nach gewahlt 
werden, es bestehen zwei Freiheitsgrade. 
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Wir wollen diese Art von Fiihrung eine Einkurvenfiihrung 
nennen. 

Sonderfălle dieser Fiihrung entstehen, wenn die Kurven a und a 
in Gerade oder Punkte ausarten. 

66. Geschwindigkeitszustand der Einpunktfiihrung. Es seien in 
Fig. 77 A, B, O drei Punkte einer flăchenlăufigen Scheibe; der Punkt A 
werde auf einer Kurve a gefiihrt, deren Kriimmungsmittelpunkt in dem 
betrachteten Augenblicke der Bewegung 12! ist. Von den Geschwindig
keiten der Scheibe diirfen nach der Zusammenstellung in 64 zwei Stiicke 
beliebig angenommen werden. 

1. Fall (siehe Tabelle). Durch die Fiihrung ist die Richtung von vA 

gegeben; die Gr613e von vA_ und die Richtung von vn darf angenommen 

'b 
-- bz 

Fig. 78. 

Fig. 77. 

~a 
c 

Fig. 77 a. Fig. 79. 

werden. Es ist die Gr613e von v B' sowie Gr613e und Richtung von v0 
zu finden (Fig. 77 a). Man zieht im Geschwindigkeitsplan o a __ vA 
und ob 11 vn, ab _LA B; dann ist ob =c- Vn. Sodann macht man 
ac_LAC, bc_LBC und es ist oc==v0 . Die Aufgabe lă13t nur eine 
Losung zu. 

2. Fall (siehe Tabelle). Durch die Fiihrung ist die Richtung von vA 
gegeben; die Gr613en von vA und vn konnen angenommen werden; 
dann ist die Richtung von vB, sowie GrăBe und Richtung von v0 zu 
bestimmen (Fig. 78). 

Im Geschwindigkeitsplan mache man o a =-cevA' ab _LA B und be
schreibe aus o einen Kreisbogen mit dem Halbmesser v n, der die Gerade 
b in b1 und b2 schneidet; dann sind ob1 = vn', ob2 = vn" zwei Losungen 
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der gestellten Auigabe. Zieht man noch die Gerade ac...!... AC und 
b1 c1 il b~c2 j_ BC, so erhălt man die Schnittpunkte c1 und c2 ; es sind 
dann oc1 =va', oc~ '=va" die beiden Losungen fiir die Geschwindig
keit des Punktes C. 

Es konnte die Aufgabe auch so gestellt werden, daB auBer vA die 
relative Geschwindigkeit vEA von B gegen A (bei dessen Drehung um 
A) angenommen wird. Dann ist Fig. 79 der Geschwindigkeitsplan. 
Man zeichnet ab1 = V sA', ab2 -=V sA" und verfăhrt im iibrigen wie 
vorher. Die Aufgabe lăBt ebenfalls zwei Losungen zu. 

Der 3. Fall der Zusammenstellung aui Seite 69 fiihrt aui die gleiche 
Losung wie der 1. Fall. 

67. Beschleunigungszustand der Einpunktfiihrung. Von der Anzahl 
der Bestimmungsstiicke, die fiir den Beschleunigungszustand eines 

.J[ 

Fig. 77b. Fig. 77c. 

flăchenlăuiigen Systems angenommen werden diirfen, gilt dasselbe wie 
fiir den Geschwindigkeitszustand. V gl. die Tabelle in 64. 

l. Fall. Fiir das flăchenlăuiige System in Fig. 77 sei der Geschwindig
keitszustand durch Fig. 77a gegeben; auBerdem seien die GroBe der 
Beschleunigung bA sowie die Richtung der Beschleunigung bs gegeben. 
Es sind die Beschleunigungen b B und ba zu suchen. 

Man zeichnet im Beschleunigungsplan 77b 
- 2 

o_a = N A in Richtung A Il{ 
Allt 

und crrichtet in a 0 die Senkrechte auf :~ra0 ; beschreibt man aus n mit 
der gegebenen GroBe von bA einen Kreisbogcn, so schncidct cr die 
Scnkrechtc in den Punkten a' und a". Rodann zeichnet man 

2 ab2 
a'{30' _nsA= ~B_~ --"----- ~cN1 B in Richtung BA 

BA BA 
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und errichtet in {30' die Senkrechte auf a' {30'; dasselbe macht man in a". 
Zieht man nun durch n die gegebene Richtung von bB, so schneidet 
sie die eben gezogenen Senkrechten in {J' und {J"; die Aufgabe hat somit 
die beiden Losungen: 

b B 1 ~ 'J't {J', b B 11 0'-"- n{J"·. 

Konstruiert man noch die Dreiecke a' {J' y' und a" {J" y" ăhnlich und 
ăhnlich gelegen mit A BG, so erhălt man auch die Punkte y' und y"; 

damit ist b '-- 1 b "- -,-, o =nr, o =nr · 
2. Fall. Gegeben sind auBer dem Geschwindigkeitszustand die GroBen 

der Beschleunigungen bA und b B; es sind ihre Richtungen, sowie GroBe 
und Richtung von ba zu finden (Fig. 77c). 

Der Anfang der Losung ist wie friiher. Sind die Punkte {30 ' und {30" 

gefunden und in ihnen wie friiher die Senkrechten errichtet, so schneidet 
man diese mit einem Kreisbogen, der aus n mit dem Halbmesser b B be
schrieben wird. Man erhălt vier Schnittpunkte und somit auch vier 
Losungen: 

bB' --'--n{J', b "- {J" B ='J't ' 
b III/-- {J"" B ='J't • 

Beziiglich der Beschleunigung 'ba, die nicht gezeichnet wurde, gilt das
selbe wie friiher. 

3. Fall. In Fig. 77 seien die GroBe und Richtung der Beschleunigung 
bB sowie der Geschwindigkeitszustand durch Abb. 77a gegeben; es sind 
die Beschleunigungen bA und b0 zu kon
struieren. 

Man zeichnet in Fig. 77d iilJ = bB, macht 
wie friiher 

in Richtung A~, 

ferner 

in Richtung AB Fig. 77d. 

und zieht a0 a ..L n a0, a1 a ..L {J a1 ; der Schnitt dieser beiden Senkrechten 
ist der gesuchte Beschleunigungspunkt a und es ist 

a0 a=t.4., a1 ac.c·ctAB• nac..:.ccnA +tA_ .bA 

und auch na cc-bB + nAB +tAB=. bA. 

Der nicht gezeichnete Beschleunigungspunkt y des Punktes O kann 
auch hier am einfachsten aus der Ăhnlichkeit 

a{Jy C/) ABG 
gewonnen werden. 

Die gestellte Aufgabe lăBt nur eine LOsung zu. 
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68. Gesehwindigkeits- und Besehleunigungszustand der Einkurven
fiihrung. In Fig. 80 sei a eine Kurve des bewegten Systems, die auf der 
festen Kurve a gleitet und rollt. A und A seien die Kriimmungsmittel
punkte dieser beiden Kurven, ka und ka ihre Kriimmungskreise fiir den 
gemeinsamen Beriihrungspunkt. 

Fiir zwei aufeinander folgende Zeitteilchen konnen die beiden Kurven 
a und a durch ihre Kriimmungskreise ka und ka ersetzt werden. Da 
der Punkt A fest ist und der bewegliche Punkt A durch zwei Zeitteilchen 
hindurch seine Entfernung von A nicht verandert (denn sie ist die Summe 
der beiden Kriimmungshalbmesser), so wird A durch diese Zeit auf 
einem unendlich kleinen Kreisbogen gefiihrt, dessen Mittelpunkt A ist. 
Damit ist aher die Kurvenfiihrung auf die friiher bebandelte Punkt
fiihrung zuriickgefiihrt und man kann die friiher gegebene Ermittlung 
des Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustandes in derselben Weise 
auch hier durchfiihren. Dies soll an einem Beispiel gezeigt werden. 

A 

a. 

A 
Fig. 80. Fig. 81. 

~!J 

o~~ 
v8 Fig. Sia.. 

Fig. 81 b. 

69. Beispiel. Rollen und Gleiten einer Kreisseheibe auf einem Kreise 
(Fig. 81). Eine Kreisscheibe a kann auf einem festen Kreise a rollen 
und gleiten. Man kennt die Geschwindigkeit v B und die Beschleunigung 
bB eines beliebigen Punktes B der Scheibe. Es soll die Geschwindigkeit 
vA des Scheibenmittelpunktes A, seine Tangentialbeschleunigung tA, 
sowie die Winkelgeschwindigkeit w und die Winkelbeschleunigung l 
der Scheibe ermittelt werden. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 81a). Man ziehe ob= vn, oa J.. AA, 
ab..LAB; der Schnittdieser beiden Senkrechtengibt den Geschwindig
keitspunkt a; es ist oa= vA und die Winkelgeschwindigkeit: 

ab 
w = tg 15 = -ifiJ · 

Beschleunigungsplan (Fig. 81 b). Es ist ii{J=bB, ferner kon
struiere man wie friiher (vgl. Fig. 77) 
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- VAB2 ba2 . . 
{3a1-nAB = AB = AB m RIChtung AB, 

und errichte Ilo a ..L n Ilo• a1 a ..L {3 a1 ; der Schnitt dieser beiden Senkrechten 
ist der Beschleunigungspunkt a und es ist n a = b.4. und a0 a = t .A.• 

a1 a =t.A.B· 

Die Winkelbeschleunigung der Scheibe ist 

A= tg q; = tB.4. = aa1 . 
AB AB 



VII. Das flachenUinfige System. Dynamik. 
70. Dynamik der Einpunktfiihrung (Fig. 82). Eine Scheibe, rleren 

Schwerpunkt S ist, wird in einem ihrer Punkte A gefiihrt. Dieser Punkt 
beschreibt eine Bahn, deren Kriimmungsmittelpunkt m ist. Auf die 
Scheibe wirke die Kraft P. Gegeben ist der Geschwindigkeitszustand 
der Scheibe, also die GroBe der Geschwindigkeit vA und jene der Ge

' , 
---- 'VII 

Fig. 82. 

schwindigkeit des Schwerpunkts 
v8 . Esist der Beschleunigungszu
stand der Scheibe, insbesondere 

P die Beschleunigungen von A und 
S, wie auch der Fiihrungsdruck 
K, der von der Fiihrung auf die 
Scheibe ausgeiibt wird, zufinden. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 82a). Man zeichne oa c ___ vA, ferner 
as ..L AS und trage o s - v8 auf. Von den beiden moglichen Losungen 
wurde nur die eine beniitzt. 

Beschleunigungsplan (Fig. 82b). Der MaBstab dieses Planes ist 
durch den Lăngen-MaBstab und den Geschwindigkeits-MaBstab voll
kommen bestimmt (vgl. 19). Nach dem Prinzip der Schwerpunkts
bewegung erleidet der Schwerpunkt S durch die gegebene Kraft P die 

p 
Beschleunigung b8 P = lU, wenn M die Masse der Scheibe ist. Eine zweite 
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auBere Kraft, der noch unbekannte Fiihrungsdruck K, 'Wird dem Schwer-
K 

punkt die Beschleunigung b8K = M erteilen, von der erst die Richtung 

bekannt ist, namlich jene der Normale Am der Fiihrung. Im Beschleu
nigungsplan wird zunăchst ici),= b8 P gemacht; sodann kann die Tan
gentialbeschleunigung tAsP von A in bezug auf S, hervorgerufen durch 
die Kraft P, nach Fig. 66 konstruiert werden. Man fălit von S die Senk
rechte SC auf P, macht SJ paraliel zu P und gleich dem Trăgheitshalb
messer i der Scheibe fiir ihren Schwerpunkt, endlich JC1 .L CJ bis zum 
Schnitte mit OS. Nun zieht man ţt'V.L ACv ;ny.L AS, dann ist 
v n ==: t ASP· Sodann zeichnet man 

--2 
vAs2 sa ~-

nt 'JI nAs = AS = AS = S N 

(Fig. 82), wodurch der Punkt n 1 gewonnen ist, und 
vA2 -----

n1a0c::_nA= Am-=N1 A in Richtung Am, 

endlich a0a .l... n 1 Uo· 
Vom Fiihrungsdrucke K ist nur die Richtung Am bekannt. Man 

fălit auf diese die Senkrechte S D, macht S J 1 = i paraliel zu K, J1 D1 .l...DJ1 

und zieht ţt a .J.... AD1 bis zum Schnitte mit aoa; nun macht man 
ţta 11 Am, aa.l...AS, daruit ist ţt a= b8 K gefunden und auch die Gesamt
beschleunigung des Schwerpunkts 

bs~na=bsP + b~. 
Der Fiihrungsdruck ist dann 

K=Mb8 K 

und die gesuchte Beschleunigung 

bA=--nta --nAs+tAsP+ bs+tAsK 

oder bA=~ b8 +nAs+ tAs· 

71. Dynamik der Einkurvenfiihrung 
(Fig. 83). Eine Scheibe von belie
biger Form (ihr UmriB ist nicht ge
zeichnet worden) rollt und gleitet mit 
der Kurve a auf der festen Kurve a. 
Die Kriimmungsmittelpunkte dieser oc 
beiden Kurven sind A und A. Ge
geben ist die Geschwindigkeit v B des 
Beriihrungspunktes B, ferner die 
Winkelgeschwindigkeit w der Scheibe 
um B, endlich die Kraft P. Gesucht 
sind die Beschleunigungen von A, 
B und S, ferner der Fiihrungsdruck 
in B. 

1 
1 

Fig. 83. 

1 

' ' ' ' 

p 
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Geschwindigkeitsplan (Fig. 83a). Man zeichne ob vB und 
trage in Fig. 83 tgd = w von F E :j:ţ BA im Sinne von w auf. Es 
ist v.A -vB + v.AB und v.AB =BA· w =FE · tgd =ba, wodurch 

a. v .A --o b + ba = o a gewonnen wird. Zieht 
~ man as ..LAS, bs ..L BS, so ist auch der Ge-

q__----- ~s schwindigkeitspunkt s des Schwerpunkts S 
Fig. 83 a· gefunden. 

Beschleunigungsplan. Der MaBstab hiefiir ist durch den Lăngen
MaBstab der Fig. 83 und den Geschwindigkeits-MaBstab der Fig. 83a 
gegeben (vgl. 19). Nach diesem Beschleunigungs-MaBstab trăgt man 

- p 
in Fig. 83b np, = b8P = M auf, worin M die Masse der Scheibe ist. Nun 

konstruiert man die Tangentialbeschleunigung t .ASP des Kriimmungs
mittelpunktes A in bezug auf S, herriihrend von der Kraft P; man 

-----=::..:.::.-:..:o/"t 
' 

Fig. 83b. 

zieht se ..L P, SJ = i 11 P, worin i der Trăgheitshalbmesser der Scheibe 
fiir S ist, und macht J e1 ..Le J. Sodann zieht man im Beschleunigungs
plan p,v1 ..L Ae1 , nv1 ...LAS; der Schnittpunkt v1 dieser beiden Senk
rechten ergibt v1 n- t.AsP· Ebenso liefert p,v2 ..L Be1, nv2 ..L BS den 
Punkt v2 und p;;; = tBsP· 

Jetzt bildet man in Fig. 83 und 83b 

und trăgt beide von v1 bzw. v2 aus auf. 
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Ferner macht man 
-- vA2 --
n1 a0 =--= nA = -== = N A in Richtung A A 

AA 

79 

und errichtet a0 a ..L n1 aa; in dieser Senkrechten muB der Beschleunigungs
punkt a in bezug auf den Nullpunkt n1 liegen. 

Um von n2 aus ebenso die Normalbeschleunigung nB auftragen zu 
ki.innen, beachte man, daB 

nB-nA +nBA 

sein muB, da A und B in der gemeinsamen Normale ihrer Bewegungs
richtung liegen (nach Fig. 23c); nun ist 

VBA2 ab2 --
nBA ===-===EN3 in Richtung BA 

BA BA 

und somit nB NA+EN3 , 

welche Streoke von n2 nach {J0 aufgetragen und in {J0 die Senkrechte 
dazu {J0 {J errichtet wurde; in ihr muB der Beschleunigungspunkt {J in 
bezug auf den Nullpunkt n2 liegen. 

Vom Fiihrungsdruck K ist nur die Richtung, namlich die Normale 
AA bekannt. Man falit auf sie die Senkrechte SD und sucht aus SJ1 = 

i 11 AA, J 1 D1 ..LDJ1 den Punkt D1 ; dann zieht man ,ua..LAD1 bis 
zum Schnitte a mit a0 a, ebenso ,u{J ..L B D1 bis zum Schnitte {J mit {J0 {J, 
wodurch man a und {J erhalt. Macht man jetzt noch 

aa_l_AS, {Ja..LBS, 

so schneiden sich diese beiden Senkrechten im Punkte a und es ist 

- K 
ILO= bsK-
r - ' - M' 

die Beschleunigung des Schwerpunkts zufolge des Fiihrungsdruckes K. 
Als Probe kann dienen, daB die Zeichnung ,ua 11 AA liefern muB. 

Ferner ist a a-- tA8K, d. i. die Tangentialbeschleunigung des PunktesA 
in bezug auf S zufolge des Fiihrungsdruckes K; und ebenso a{J- tBsK· 

Damit ist auch der Fiihrungsdruck selbst gefunden: 

K = M · ,ua. 

Aus dem Beschleunigungsplan ist noch zu entnehmen, daB die ganze 
Schwerpunktsbeschleunigung 

ferner 

und 

bs= bsP + bsK n a, 

bA=nA+tA bs+nAs+tAs, worin 

tAS- tAsp + tASK 

bB--nB+tB b8 +nBs+tBs. worin 

tBs tBsp + tBEI'-· 
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Es lii.Bt sich zeigen, daB die Dreiecke aa{J und SAB ăhnlich sind, 
obwohl die Beschleunigungen der Punkte S, A, B von verschiedenen 
Punkten aus gemessen werden. Es ist nămlich nach Gleichung 19: 

tASK + tsBK + tBAK -~ 0, 

also d_fJ=tBAK.LAB 

und somit 6aafJ"'SAB. 

72. Beispiel. Rollen und Gleiten einer schweren Kreisscheibe auf 
einem Kreise (Fig. 84). Eine schwere Kreisscheibe, deren Mittelpunkt 
der Schwerpunkt S ist, rollt und gleitet auf einem festen Kreise, dessen 

p 
Fig. 84. Fig. 84a. 

Mittelpunkt A ist. Gegeben ist die Gleitgeschwindigkeit v B des Punktes B 
und die Winkelgeschwindigkeit w um B. Gesucht werden die Beschleu
nigungen b8 und bB, sowie die GroBe des Fiihrungsdruckes K. 

Der Geschwindigkeitsplan wurde in Fig. 84 selbst verzeichnet. 
Es ist BF vB, v8B = S B · w = EF · tg(J und v8 = vB + VsB· 

Beschleunigungsplan. Der Mittelpunkt A des festen Kreises ist 
der Kriimmungsmittelpunkt @3 der Bahn von S. Daraus folgt in Fig. 84a 

- vs2. 
n a0 = ns = -= m Richtung S S; ss 

in der Geraden a0 a .L na0 muB dann der Beschleunigungspunkt a des 
Schwerpunkts S liegen. 

Nun zeichne man nach dem BeschleunigungsmaBstab 
- G 
nţt -=- bsG = M = g 

die Besohleunigung der Sohwere. Fiihrt man durch ţt die Parallele zur 
Richtung SS des Fiihrungsdruckes, so erhii.lt man den Beschleunigungs-
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punkt a, damit die Beschleunigung b8 n a und die Beschleunigung des 
.. -_ K K 

Schwerpunkts durch den Fuhrungsdruck ţt a --- b8 = M, woraus der 

Fiihrungsdruck selbst: K = M · ţt a. 

Da die ăuBeren Krăfte der Scheibe G und K durch den Schwer
punkt 8 gehen, ist die Winkelbeschleunigung Â der Scheibe null; dann 
hat also B nur die Normalbeschleunigung in bezug auf 8 und keine 
Tangentialbeschleunigung; es ist tBs =O und 

VBs2 ---~ . . 
nBs = ·-c=o- = EN1 m Rwhtung B8. 

B8 

Trăgt man sie von a aus auf, so erhălt man den Beschleunigungs-

punkt {J und es ist n{J"' bB=bs + nBs· 

Wittenbauer, Dynamik. 6 



VIII. Das zwangHinfige System. Kinematik. 
73. Ubersicht der Fiihrungen. Ein System befindet sich im Zwang

lauf, es ist zwanglăufig, wenn es derart gefiihrt wird, daB jeder 
Punkt des Systems eine ganz bestimmte Bahn beschreiben muB oder, 
in einem kleinen Zeitteilchen, nur zwei unendlich nahe, in entgegen
gesetzter Richtung liegende Nachbarpunkte erreichen kann, nicht aher 
alle. Das System besitzt dann nur mehr einen Freiheitsgrad. 

Dieser Zwanglauf des Systems kann sowohl durch Fiihrung von 
Punkten, wie auch durch Fiihrung von Kurven des Systems herbei
gefiihrt werden; die Auswahl von Fiihrungen ist hier viel mannigfaltiger 
als beim flăchenlăufigen System. 

Wir wollen folgende Fiihrungen des zwanglăufigen Systems unter
scheiden und der Reihe nach auf ihre kinematischen und dynamischen 
Eigenschaften untersuchen: 

A. Die Dauerdrehung um einen Punkt. Hier wird ein Punkt 
des Systems durch mehr als zwei Zeitteilchen festgehalten. 

B. Die Zweipunktfiihrung. Hier werden zwei Punkte A und B 
des Systems auf bestimmten gegebenen Kurven a und o gefiihrt (Fig. 85). 
Diese Fiihrung hat besondere Wichtigkeit mit Riicksicht auf das im 
Maschinenbau so sehr verbreitete Gelenkviereck. 

Fig. 85. Fig. 86. Fig. 87. 

Erster Sonderfall. Die Kurve a ist ein Kreis, die Kurve o eine 
Gerade (Fig. 86). Dieser Fall ist noch wichtiger und verbreiteter als der 
vorige; wir finden ihn beim Getriebe, das den Namen Schubkurbel 
fiihrt. 

Zweiter Sonderfall. Beide Kurven a und o sind Gerade (Fig. 87). 
Wir werden diese Fiihrung ebenfalls bei einem wichtigen Maschinen
getriebe, dem Kreuzschie ber, wiederfinden. 
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C. Die Punkt- und Kurvenfiihrung. Ein Punkt A wird auf einer 
festen Kurve a gefiihrt, gleichzeitig wird eine Systemkurve b an einer 
festen Kurve {J gefiihrt (Fig. 88). 

Fig. 88. Fig. 89. 

Erster Sonderfall. Die Kurve {J schrumpft in einen Punkt B ein, 
d. h. die bewegliche Kurve b des Systems gleitet durch einen festen 
Punkt B (Fig. 89). 

Zweiter Sonderfall. Die bewegliche Kurve b ist eine Gerade, 
die an der festen Kurve {J gleitet (Fig. 90). (Allgemeine Kon
choi denfiihrung.) 

Dritter Sonderfall. Der Punkt A wird auf einem Kreise mit 
dem Mittelpunkt 2{ gefiihrt; die bewegliche Kurve b ist eine Gerade, 

Fig. 90. Fig. 91. 

die feste Kurve {J ein Punkt B. Die Gerade b gleitet a]so durch B hin· 
durch (Fig. 91). Diesen Fali finden wir bei einem Maschinengetriebe, 
das den Namen schwingende Kurbelschleife fiihrt. 

Vierter Sonderf ali. Die Kurve a, ein Kreisbogen, gleitet durch 
einen festen Punkt A; der bewegliche Punkt B gleitet auf einer festen 
Geraden b (Fig. 92). 

t"·~~ 
~ ~ 

Fig. 92. Fig. 93. 

D. Die Zweikurvenfiihrung. Zwei Kurven a und b des bewegten 
Systems gleiten an zwei festen Kurven a und {J (Fig. 93). 

6* 



84 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Erster Sonderfall. Die Kurve a schrumpft in den Punkt A ein, 
durch den die bewegliche Kurve a gleitet (Fig. 94). 

Fig. 94. Fig. 95. 

Zweiter Sonderfall. Die Kurve a schrumpft in den Punkt A ein, 
wie vorher; die Kurve {3 ist eine Gerade, die durch A geht (Fig. 95). 

Dritter Sonderfall. Beide Fiihrungskurven a und {3 schrumpfen 
in die Punkte A und B ein, durch welche die Kurven a und b gleiten 
(Fig. 96). 

Fig. 96. Fig. 97. 

Vierter Sonderfall. Beide Fiihrungskurven a und {3 schrumpfen 
in die Punkte A und B ein; die bewegliche Kurve a ist ein Kreisbogen, 
b eine Gerade (Fig. 97). 

Fiinfter Sonderfall. Die beiden Fiihrungskurven a und {3 sind 
Gerade (Fig. 98). 

Fig. 98. Fig. 100. 

Sechster Sonderfall. Die beiden bewegten Kurven a und b sind 
Gerade (Fig. 99). 

Siebenter Sonderfall. Die beiden bewegten Kurven a und b 
sind Gerade, die Fiihrungskurven a und {3 schrumpfen in Punkte A 
und B ein (Fig. 100). · 
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E. Die Roll ung. Eine Kurve a des bewegten Systems rollt auf der 
festen Knrve a, ohne zu gleiten. Der Beriihrungspunkt B hat also keine 
Geschwindigkeit (Fig. 101). 

B a 
cx:r'!YI/1~ 

Fig. 10!. Fig. 102. Fig. 103. 

Erster Sonderfall. Die feste Kmve a, auf der sich die Kurve a 
abrollt, ist eine Gerade (Fig. 102). 

Zweiter Sonderfall. Die bewegte Kurve a des Systems, die sich 
auf a abrollt, ist eine Gerade (Fig. 103). 

Alle die hier aufgezăhlten Bewegungen des Systems mi:igen vor
lăufig nur als Momentanbewegungen gedacht werden, derart, daJ3 alle 
von den Punkten zuriickgelegten Wege unendlich klein sind. 

74. Umkehrung der Bewegung. Bei der Bewegung einer Scheibe in 
ihrer Ebene sind zwei Ebenen zu unterscheiden, die sich ineinander ver
srhieben: die ruhende Ebene und die bewegte Ebene der Scheibe. Man 
kann in Gedanken die Rolle dieser beiden Ebenen vertauschen, so wie 
es unbewufit ein Beobachter tut, der die Bewegung der Scheibe mit
macht und dem die ruhende Ebene als das Bewegte erscheint, wăhrend 
er die Bewegung der Scheibe nicht beobachten kann und sie deshalb 
als ruhend ansieht. 

Von dieser Umkehrung der Bewegung hat man in der Geometrie 
der Bewegung vielfach Gebrauch gemacht; es ist, um die Vorstellung 
zu iiben, sehr empfehlenswert, jede Systembewegung in Gedanken durch 
ihre Umkehrung zu ergănzen. Wir wollen dies an einigen Beispielen 
zeigen, indem wir die Fig. 85-103 zu Hilfe nehmen. Aus jeder dort 
behandelten Fiihrung entsteht durch Umkehrung eine andere Fiihrung. 
So entsteht aus Fiihrung Fig. 85 die Fiihrung Fig. 96, aus Fig. 86 ent
steht Fig. 97, aus Fig. 87 entsteht Fig. 100, aus Fig. 88 entsteht Fig. 94, 
aus Fig. 98 entsteht Fig. 99. 

Es gibt aber auch Fiihrungen, die ihren Charakter durch Umkehrung 
nicht verăndern; dazu gehi:iren die Fiihrungen Fig. 89, 93 und 101. 

Wăhrend dieser Umkehr der Bewegung in der kinematischen Geo
metrie eine gewisse Bedeutung zukommt, da sie manche Resultate auf 
einfache Weise finden hilft, spielt sie in der Dynamik naturgemăB keine 
l'tolle, da Krăfte und Massen an dieser Umkehrung nicht teilnehmen 
ki:innen. 

Wir wollen die im Abschnitt II gegebenen Ausfiihrungen liber den 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand des freien Systems dazu 
beniitzen, einige der wichtigsten in 73 erwăhnten Fiihrungen auf ihre 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplăne, sowie auf ihre iibrigen 
kinematischen Verhăltnisse hin zu untersuchen. 
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75. Dic Dauerdrehung um einen Punkt. Die Bewegung des Systems 
um einen festgehaltenen Punkt wurde bereits in 6 bis 8 mit Bezug auf 
die Geschwindigkeiten, in 17 bis 23 mit Bezug auf die Beschleunigungen 
hinlănglich klargelegt, so daB wir auf diese Ausfi1hrungen verweisen 
dlirfen. 

76. Geschwindigkeitszustand der Zweipunktflihrung (Fiihrung im 
Gelenkviereck). Ein starres System A BC (.Fig. 104) bewegt sich derart, 
daB die Punkte A und B zwei gegebene Kurven a und o beschreiben; 
die Geschwindigkeit vA ist gegeben; man soll vB und v0 konstruieren. 

o 

Fig. 104. 

'b 

Fig. I04a. 

c 

a) Mit Beniitzung der gedrehten Geschwindigkeiten. Die 
Bewegungsrichtungen der Punkte A und B fallen in die Tangenten 
der Kurven a und o; errichtet man in A und B die Senkrechten zu diesen 
Bewegungsrichtungen, zieht man also die Normalen der Kurven a und o, 
so ist ihr Schnittpunkt O der Drehpol des Systems, d. h. das System 
A BC dreht sich im năchsten Zeitteilchen um diesen Punkt O. 

Trăgt man die gegebene Geschwindigkeit vA maBstăblich von A 
in ihrer Richtung auf und dreht sie um A in die Normale nach a' (ge
drehte Geschwindigkeit, vgl. 15), zieht a'o' 1: AB, so ist Bo' die ge
drehte Geschwindigkeit von B, die noch um 90° in die wahre Richtung vR 
gedreht werden muB; die Richtung von v B ist derart anzunehmen, 
daB sie um O den gleichen Drehungssinn hat wie vA· 

Jeder andere Systempunkt C kann ebenso behandelt werden. Man 
verbindet C mit O und zieht a' c' li AC oder o' c' li BC; dann ist (Te' 
die gedrehte Geschwindigkeit von C, die noch um 90° nach v0 gedreht 
werden muB. v0 muB um O den gleichen Drehungssinn haben wie vA-

Es ist nicht notwendig, daB O auf der Zeichenflăche liegt, da die ge
drehte Geschwindigkeit C c' aus B o' und A a' gefunden werden kann. 

An dieser Konstruktion ăndert sich nichts, wenn die Kurven a und o 
in Gerade ausarten. 

{J) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. Man zieht 
in Fig. l04a von dem beliebigen Nullpunkt o aus oa -vA, sodann 
ob j_ O B, ab ..LA B; damit ist die Geschwindigkeit vB -- ob gefunden. 
Zieht man ferner ac ..LAC, bc.!. BC, so ist der Schnitt c dieser beiden 
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Senkrechten der zu O gehOrige Geschwindigkeitspunkt, d. h. es ist 
vc=oc. 

Es ist abc gleichartig ăhnlich mit ABO; fălit man also z. B. OM ..l.. 
A B, cm ..l.. ab, so ist m der zu M gehi:irige Geschwindigkeitspunkt. 

77. Beschleunigungszustand der Zweipunktfiihrung. Von einem der 
beiden gefiihrten Punkte A sei die Beschleunigung bA gege ben; es ist 
die Beschleunigung bB des anderen Punktes B zu konstruieren (Fig. 105). 

Fig. 105. 

Hier miissen zwei aufeinander folgende Bogen
elemente der Fiihrungen, also auch ihre Kriim
mungsmittelpunkte ~ und ~ bekannt sein. 

Aus der Beschleunigung bA wird zunăchst 
die Geschwindigkeit vA ermittelt; man sucht 
nA, indem man bA auf die Normale A~ ortho
gonal projiziert, sodann N A o= nA macht und 
iiber N~ als Durchmesser einen Halbkreis 
schlăgt, der auf der Tangente in A die Ge
schwindigkeit vA abschneidet (siehe 21). Daraus 1 

kann entweder wie friiher in 76, {J) der Ge- teA 
schwindigkeitsplan entwickelt oder wie in a) die i 

1 

Methode der gedrehten Geschwindigkeiten be- : 
niitzt werden. Zieht man durch o' die Parallele l 
zu ~A, so schneidet sie auf A B die gedrehte i 
Geschwindigkeit B T ab, die durch Drehung um : 

1 

900 in ihre richtige Lage vBA gebracht wird. : 
Die Konstruktionen der Normalbeschleuni- 1 

1 
1 

(J,L._.... ___ cx 
1 nB/1 

gungen 
VB2 --·-

nB= = = N 1 B in Richtung B~, 
B~ Fig. 105a. 
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VBA2 ·-- - . 
nBA = ~= -''=- = N 2 B m Richtung BA 

BA 
sind in bekannter Weise vorzunehmen. 

Im B~schleunigungsplan (Fig. l05a) trăgt man vom beliebigen Null
punkt n aus die Beschleunigungen bA=.c-:na und nB · n{J0 auf, ferner 
a{J~ =-- nBA; die Senkrechten fJo fJ .J_ nB und flr fJ ...1... nBA geben im Schnitte 
den Beschleunigungspunkt fJ und die Beschleunigung b8 =nfJ. Es ist 
b B -~ bA + n BA + t BA c:C: n B + t B· 

In Fig. 106 soll noch gezeigt werden, wie die Konstruktion der Be
schleunigung b B in eine iibersichtliche. Folge gebracht werden kann, 
ohne einen abgesondertcn Beschleunigungsplan entwerfen zu miissen. 

(1 

Fig. 106. 

Aus bA werden zunăchst wie friiher die Punkte a', b' und T gefunden; 
zieht man dann durch B eine beliebige Gerade g, die von den Geraden 
AO und Tb' in Q und R getroffen wird, ferner RN !1 QT, so besteht 

--- -- -- ---- ~~ 

die Proportion BA:BT=BQ:BR=BT:BN 

oder BA :V BA = V JU : B N 

und R v VJ1A2 
lv = --- = nH ·1· 

BA . 

Zieht man ferner 'iSS 11 Tb' bis zum Schnitte S mit A B und 
T {30 ! 1 b' S bis zum Schnitt {30 mit O B, so besteht die Proportion 

B'iB:Bb'= B7J:BT= Bf/:B{J0 
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oder B'i3: VE= vE: B{J0 

-·- Vn2 
und B{J0 =-== =nE. 

B)/j 

Macht man noch N {J1 =--= bA, fJdJ ...l.. A B, {J0 fJ ..L O B, und ist fJ der 
Schnittpunkt dieser beiden Senkrechten, so ist B fJ = b E die gesuchte 
Beschleunigung des Punktes B. Denn der Linienzug N{J1 {J{J0 BN stimmt 
mit dem Linienzug na{J1 {J{J0 n des Beschleunigungsplanes Fig. 105a bis 
auf die Reihenfolge iiberein. 

fJ Fig. 107. 

Eine andere Anordnung der Konstruktion von bE zeigt Fig. 107. 
Nachdem der Punkt a' wie friiher gefunden wurde, zieht man a' lll B 58 
bis AB, lm 1: Ba' bis AO, m{J3 II B58 bis AB; dann ist 

{J3 A: lA= mA: a' A= lA:BA 
- ~- VEA 2 

und wegen lA= VEA: {J3 A =BA-c-= nEA.· 

Errichtet man also in {J3 die Senkrechte auf A B, so muB sie nach 
dem Beschleunigungsplan 105 a den einen Endpunkt fJ von b E enthalten. 
Sodann ziehe man a'n 11158 bis zum Schnitte n mit AB, nr 11 58a' 
bis zum Schnitte r mit a' l und mache noch r {J2 11 a' n, n {J2 11 a' r, wenn 
mit n der Endpunkt von bA bezeichnet wird; die Ger ade {J2 {J.J... B 58 
schneidet dann {J3 {J im Anfangspunkt fJ der Beschleunigung bE, deren 
Endpunkt n ist. Denn es ist 
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ra': a'l = a'n: l\8 =a' l: B\8, a' l = v 8 

--- -, VB2 
{32 n = ra = --=c=- = n8 . 

B\8 
und somit 

Auch diese Konstruktion ist nichts anderes als eine andere Anordnung 
des Beschleunigungsplanes l05a. 

(J 

o 
Fig. 108. 

(3 

Fig. 109. 
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Liegt der Drehpol O auf der Zeichenflăche, so kann {33 einfacher er
halten werden, indem man a'{33 ll Ol zieht. 

Fiir den Normalfall, wenn sowohl vA wie bA mit A a' zusammen
făllt, vereinfachen sich die in den ~'ig. 106 und 107 mitgeteilten Kon
struktionen von bB in folgender Weise: 

~'ig. 108: a' li' ,81 1! AB, li' 1'11 WA, -li' N 11 01', N,81 ll A W, ,81 ,8 ..l... AB; 
ferner lSSIIA2l, T,80 11li'S, ,80 ,8..l...Bl8; 13,8=bB, B,80 -:=nB, {J~}J=tB. 

~'ig. 109: a'lfJ211BlS, lmiiBa', m{33 IIBlS, {33 {3..l...AB; ferner 

a'nllzm, n,8211 ma', {32,8..l...B)S; ,Ba'=bB, ,8,82-- tB, Pza'=nB. 

(Jl 

' -' -
bll VII -' ' 

' 
--

' 

2 
Fig. 110. 

Bei gewissen Stellungen des Systems werden die angefiihrten Kon
struktionen versagen, so u.a. in dem Falle, wenn in Fig. 105 der Kriim
mungsmittelpunkt ~{ in der Geraden AB liegt; dann ist nămlich vB 
gleich null. 

Hingegen konunt man auch in diesen Făllen mit Hilfe des Beschleu
nigungsplanes zu einer raschen Losung. In Fig. 110 wurde dieser Fali 
angenommen und die MaBstăbe derart ge-
wăhlt, daB die Projektion von bA auf BA Il. 
in die Strecke A 21 fallt. (vgl 21, Fig. 21). 
Dann ist auch vA = A W ; der Geschwindig
keitsplan Fig. llOa klappt in die Gerade 
oab zusammen; b liegt in o, da 
vB =o ist. Im Beschleunigungs
plan Fig. llOb wurde na=bA, 
-- VB2 
a,81 =nBA gemacht; nB = = 

BlB 
ist null, ,80 falit daher mit n 
zusammen. Die Senkrechten 

n ,8 ..l... B lS und ,81 {3 _LA B 

o b 

a 
schneiden sich im Beschleuni- Fig. llOa. 
gungspunkt ,8 und es ist 

' ' 
: nBil /J/ __ _,_ ___ IX 

Fig. BOb. 
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Die Konstruktion der Beschleunigung bei der Zweipunktfiihrung 
ist Gegenstand zahlreicher Untersuchungen geworden. Fiir den Normal
fall (Beschleunigung von A gemessen durch den Kriimmungshalbmesser 
A~) ist sie zuerst von O. Mohr angegeben worden (Civil-Ingenieur 1879, 
s. 616). 

In anderer Weise behandelt den Normalfall T. Rittershaus (Civil
Ingenieur 1880, S. 244). 

L. Burmester gibt in seinem Lehrbuch der Kinematik, 1888, auf 
S. 819 u. f. die Konstruktionen fiir den allgemeinen Fall und fiir dcn 
Normalfall, ohne vom Beschleunigungsplan Gebrauch zu machen. 

Vgl. auch A. Herzog, Beschleunigungszustand eines Kurbelvierecks, 
Schweiz. Bauzeitung, 37. Bd. 

78. Kinematische Geometrie der Zweipunktfiihrung. 
a) Der Wendekreis und die Poltangente. Um fiir die zwei

punktige Fiihrung A B (Fig. 111) den Wendekreis zu konstruieren, 

c 

Fig. 111. 
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verfăhrt man wie in Fig. 46. Man bestimmt den Drehpol O im Schnitte 
von A~ mit B 58 und den Punkt G im Schnitte von A B mit ~ 58. Sodann 
zieht man OH 11 58~ bis zum Schnitte H mit AB, HW2 W1 i GO 
bis zu den Schnittpunkten W1 mit AO und W2 mit BO; dann sind W1 

und W2 Punkte des Wendekreises. Zieht man noch in diesen Punkten 
die Senkrechten auf die Polstrahlen AO und BO, so ist ihr Schnitt der 
gesuchte Wendepol J und OJ ist der Durchmesser des Wendekreises. 

Die Poltangente Ot ist senkrecht zu OJ. Um sie direkt ohne Be
niitzung des Wendekreises zu finden, kann man den Satz von Bo billi er 
beniitzen (42), indem man <t: GOA = BOt macht. 

Kehrt man die Bewegung des Systems um, lă13t man die Punkte 
A, B und ~' 58 ihre Rollen vertauschen, so erhălt man den Wendekreis 
der umgekehrten Bewegung oder den Riickkehrkreis (vgl. 41). Dann 
zieht man Of;> 11 A B bis zum Schnitte f;> mit 12158 und Sj )ffi2 )ffi1 11 OG 
bis zu den Schnittpunkten )ffi1 mit ~O und )ffi2 mit 580; dann sind 
)ffi1 und )ffi2 bereits Punkte des Riickkehrkreises. Die Senkrechten 
)ffi1 R ...L ~0, 9..TI2 R ...L 580 geben in ihrem Schnitte den Wendepol der um
gekehrten Bewegung oder den Riickkehrpol R. 

b) Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte. Der Kriim
mungsmittelpunkt der Bahn eines beliebigen Systempunktes O, der mit 
A und B starr verbunden ist, kann auf verschiedene Weise gefunden 
werden. 

a) Mit Beniitzung des Wendepols. Hat man in Fig. 111 den 
Wendepol J bereits bestimmt, so wird nach Fig. 43 der zu O gehorige 

G" 

1 
1 

' 
1 

1 
1 

1 

1 

Fig. 112. 
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Kriimmungsmittelpunkt Q: konstruiert, indem man C mit O und J ver
bindet, 0@ ..L CO errichtet bis z,um Schnitte@ mit CJ und @Q: 11 JO 
zieht bis zum Schnitte Q: mit CO. 

{J) Mit Beniitzung der Poltangente. Nachdem in Fig. 112 die 
Poltangente durch Dbertragung des Winkels {J gefunden ist, iibertrăgt 
man den Winkel tOC nach AOg" und bringt die Gerade g" zum Schnitte 

G" mit AC; die Ger ade 
G" IJr geht dann durchden 
gesuchten Kriimmungs
mittelpunkt Q:, der auf 
CO liegt. 

Oder man iibertrăgt 

den Winkel tOC nach 
BOg' und bringt die Ge
rade g' zum Schnitte G' 
mit BC; dann geht die 
Gerade G' \B ebenfalls 
durch Q:. Die Punkte 
GG' G" liegen auf einer 
Geraden. 

c) Bestimmung des 
Be sch le unigung sp ols. 
Ist die Richtung der 
Beschleunigung eines der 
beiden Fiihrungspunkte 
A oder B gegeben oder 
auch jene der Beschleuni
gung irgend eines an
deren Systempunktes C, 
so kann der Beschleu
nigungspol konstruiert 
werden. 

l!'ig. 113. 

a) Mit Beniitzung 
des W endepols. In Fig. 
113 wurde die Richtung 

der Beschleunigung bA als gegeben angenommen; der Wendepol J 
wird wie friiher gefunden. Dann zieht man wie in Fig. 37 folgende 
Linien: J K 11 bA, OK ..L bA und verbindet A mit K; diese Gerade 
geht durch den Beschleunigungspol P. Ferner OQ 1: bA bis zum Schnitte 
Q mit A K, Q T ..L bA bis zum Schnitte T mit der Poltangente O T _J_ O J; 
dann ist T der Tangentialpol und es ist P der FuBpunkt von O P j_ J T. 

{J) Mit Beniitzung des Beschleunigungsplanes. In Fig. 114 
wurde der Ge&chwindigkeitsplan und der Beschleunigungsplan wie in 
Fig. 105 gezeichnet. Da die Gro.Be der Beschleunigung keinen Einflu.B 
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auf die Lage des Beschleunigungspols hat, wurde bA derart angenommen, 
daB seine Projektion nach A 1ll făllt. Dann ist auch vA = o a = A Il{. 
Der Beschleunigungsplan wurde in doppelter GroBe gezeichnet. Macht 
man schlieBlich A B P (/) a fhr, so ist P der gesuchte Beschleunigungspol. 

""/" 

' ' 
/ ' 

/ ' 
' ' / ' 

//~-7(_- -- :~'.....,____ N 
)/ VBA ',, -/ 

". 1 ' , 

"/ / nB :X, 
// / -~~->'4 

/ / nBA 

' 
/ 

Fig. 114. 

b 

\), 
a 

Fig. 114a. 

Fig. 114 b. 

79. Fiihrung der Schubkurbel. (Erster Sonderfall der Zwei
punktfiihrung.) 

a) Der Geschwindigkeitszustand. Ein starres System ABC 
(Fig. 115) bewegt sich derart, daB A einen Kreisbogen mit dem Mittel
punkte ~(, B eine beliebige Gerade beschreibt; die Geschwindigkeit vA 

ist gegeben; es ist vB und v 0 zu finden. 
Die Konstruktion ist eine Wiederholung der in Fig. 104 und 104a 

mitgeteilten, soll also nicht năher erlăutert werden. Fig. 115 zeigt die 
Aufsuchung von vB und Ve mit Beniitzung der gedrehten Geschwindig
keiten, Fig. 115a den Geschwindigkeitsplan. 

Auch hier braucht der Drehpol O nicht auf der Zeichenflăche zu 
liegen; die Konstruktion von v B und ve bedarf seiner nicht. 

b) Der Beschleunigungszustand. In Fig. 116 ist die Beschleu
nigung bA des gefiihrten Punktes A gegeben; der Kriimmungsmittel
punkt seiner Fiihrung sei lll. Da der Punkt B in einer Geraden gefiihrt 
wird, liegt der Kriimmungsmittelpunkt ~ in unendlicher Entfernung, 
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die Normalbeschleunigung . des Punktes B verschwindet und die Be
schleunigung b B fălit in die Fiihrungsgerade. 

Zunăchst bestimmt man vA aus bA, wie bereits bekannt, indem man 
bA auf die Normale Am: projiziert, iiber der Projektion einen Halb
kreis zeichnet, den man durch die in m: zu Am: errichtete Senkrechte 
schneidet; der Schnittpunkt hat von A die Entfernung vA, die sodann 
noch nach A a gedreht wird. 

Zieht man nun aM Il B'iSa:> nud vergleicht das Dreieck A aM mit 
den kongruenten Dreiecken A aM in Fig. 115 und oab im Geschwindig-

M 

:a 1 __ ... 

1 

Fig. ll5a. Fig. 115. 

keitsplan 115a, so entnimmt man, daB MA die gedrehte Geschwindig
keit vnA = ab ist. Zieht man noch MN Il aB und N R Il aM, so ist 

RA:MA =NA:aA =MA:BA 

- MA2 VnA2 
RA =--=~=nnA· 

BA BA 
und somit 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 116a) wird zuerst 1,; a= bA und n{J 
parallel zur Fiihrungsgeraden von B gezogen; sodann 

a{J0- nnA in Richtung BA 

aufgetragen und in {J0 die Senkrechte {J0{J auf a{J0 errichtet; sie schneidet 
n{J im Beschleunigungspunkt {J und es ist n fJ = b B· 

Man kann auch den Beschleunigungsplan in der Fig. 116 selbst. unter
bringen, indem man in R die Senkrechte RS auf BA errichtet (sie ent
spricht {J{J0 im Beschleunigungsplan) und durch den Endpunkt a1 von 
bA die Parallele zur geraden Fiihrung zieht; dann ist auch Sa1 :.::::: b B· 
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Ist die umgekehrte Aufgabe zu lăsen, nămlich aus der Beschleunigung 
b B des geradgefiihrten Punktes B die Beschleunigvng von A zu finden, 
so wird man im Beschleunigungsplan Fig. ll6a daruit beginnen, bB-- nfJ 
aufzutragen, dann 

_ VA}J~ {Ja0''-c nAB- __ in Richtung AB 
AB 

auftragen, wobei {Ja~ = - afJ0 = A.R wie vorher gewonnen wird. So
dann wird 

' ' ' ' 

Fig. 116. 

/ 
',/ 

a o 
Fig. ll6a. 

vA2 
na0-= nA = Ai m Richtung A~( 

I:Coo 
1 
1 
1 
1 

1 
1 

1 

'8 

konstruiert und a0 a J... na0 errichtet. Diese Senkrechte gibt im Schnitte 
mit der zweiten Senkrechten a0' a J... fJ a0' den Beschleunigungspunkt a. 

Um die Beschleunigung b0 eines dritten Systempunktes C zu finden, 
kann man nun verschiedene Wege einschlagen. Am einfachsten geht 
man vor, indem man im Beschleunigungsplan Fig. ll6a das Dreieck afJy 
dem Dreiecke A B C gleichartig ăhnlich konstruiert; dann ist ny _ce_ b0 ; 

denn die Punkte afJy . . . des Beschleunigungsplanes bilden nach 25 
ein dem System A BC ... ăhnliches System. Oder man macht in Fig. 116 
B fJ~ c-= b B und konstruiert das Dreieck a1 fJ1 y1 dem Dreiecke A B C 
gleichartig ăhnlich; dann ist Cy1 ~= b0 • Denn die Endpunkte a 1fJ1y1 ••. 

der Beschleunigungen bilden nach 24 ein dem System A BC ... ebenfalls 
gleichartig ăhnliches System. 

Wi tte n ba ue r, Dynamik. 7 
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In Fig. 117 wurde der Fall angenommen, daB die Beschleunigung 
des Punktes A durch den Kriimmungshalbmesser A~ gemessen wird 
(vgl. 20). Dann vereinfacht sich die Konstruktion von b B und bc etwas. 

M 

Fig. 117. 

Man zieht den Linienzug: ~ .1li senkrecht zur Fiihrung von B, .1li N 11 ~ B, 
N R il ~M, RS ..l.. A B; die zur Fiihrung von B parallele Gerade ~S 
schneidet dann RS inS und es ist S~ :== bn. Die Figur enthălt gleich
zeitig den Beschleunigungsplan mit dem Nullpunkt n in ~' nur daB 
die Beschleunigungen die Richtung nach n haben. Um die Beschleu
nigung bc eines Punktes C der Geraden A B zu bestimmen, geniigt es, 
Cy 11 B S zu ziehen; dann ist y n ~- bc; denn es muB ay{J (/)AC B sein. 

Fig. 118 zeigt noch den meist beniitzten Fali, daB die Richtung 
der geraden Fiihrung von B durch den Kriimmungsmittelpunkt ~ der 
Fiihrung von A geht. Die Konstruktion ist die gleiche wie in Fig. 117. 

Fig. 118. 

Die Konstruktion versagt, wenn ~' A und B in einer Geraden liegen 
(Fig. 119). Hingegen fiihrt der Beschleunigungsplan auch hier zum 
Ziel. Man macht A W ..l.. ~A -- bA und zieht B W bis zum Schnitte V 
mit ~V ..L ~A; dann i~t ~V die GroBe von b B' bedarf aber nocb einer 
Drehung nach ~ R. Denn es ist hier 

und 

bn=bA + bnA 
VBA2 

bnA~~nn-t =-,,-ce--
. BA 

da nun B augenblicklich in Ruhe ist, so wird 

Vn-:--vA+vnA=O oder v 1u ~vA 

und bnA = !'_Az_ in Richtung BA 
BA 
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Aua oben mitgeteilter Konstruktion folgt 

BA:AW= B~:~V= (BA +A~) :~V 

- - AW·A~ vA2 
woraus ~V= AW +- =bA+-=--= bA+ bn_.t=bB. 

BA BA 

l 

Fig. 119. 

8 

99 

Dann ist also in :Fig. 119 ~a{J der Beschleunigungsplan mit nach n 
gerichteten Beschleunigungen. 

Die Konstruktion der Beschleunigung der Schubkurbel ist vielfăltig 
studiert worden. 

:Fiir den Normalfall (Beschleunigung des Punktes A gemessen durch 
den Kriimmungshalbmesser A~) wurde die Beschleunigung des Punktes 
B zuerst in anderer Weise von Schadwill gefunden (Verhandlungen 
des Vereins zur Beforderung des GewerbfleiBes in PreuBen, 1876). 

Ebenfalls fiir den Normalfall gelten die von Otto Mohr (Civil-Inge
nieur, 1879, S. 617) und von T. Ri ttersha us (Civil-Ingenieur, 1879, 
S. 461) stammenden Konstruktionen. Vgl. T. Rittershaus, "Be
schleunigungskurve des Kreuzkopfes eines Kurbelmechanismus", Zeit
schr. d. Ver. deutsch. Ing., 1883, S. 283. 

L. Burmester behandelt in seinem Lehrbuch der Kinematik, 1888, 
S. 823 u. f. sowohl den Normal- wie auch den allgemeinen :Fall ohne Be
niitzung des Beschleunigungsplanes. 

E. Autenrieth gibt in der Abhandlung: "Beitrag zur Bestimmung 
der Trăgheitskrăfte einer Schubstange" (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing., 
1895, S. 716) folgende Konstruktion der Beschleunigung fiir den in 
:Fig. 118 behandelten :Fall an (Fig. 120): 

Fig. 120. 
7* 
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Man ziehe 2!M .L 2!B bis zum Schnitte M mit BA, schlage mit 
AM als Halbmesser einen Kreisbogen um B, an den man von A die 
Tangente AB1 zieht; dann fălle man die Senkrechten 2!F .L AB, 
B1 R .LA B und iibertrage A F = RG; endlich ziehe man G{J1 .L A B 
bis zum Schnitte mit 2!B; dann ist B{J1 die Beschlcunigung bB unter 
der Voraussetzung, daB Aa1 bA ist. Die Begriindung dieser Konstruk
tion erkennt man ohne weitlăufige Rechnung sofort, ,~·enn man in {31 

die Beschleunigung bA anfiigt ; dann ist 

bB-nBA + tBA +bA- BR + RS + s·pl, 
VBA 2 MA 2 BB12 -- • 

worin nBA = = = = =--==- = B R 1st. 
BA BA BA 

Die Konstruktion der Beschleunigung ba des Punktes O ist in der
selben Weise durchzufiihren. Man zieht 001 .L AB1 , 0 1N .L AB, 
macht A F = N H und zieht H y1 .L A B bis zum Schnitte mit 2{ B; 
dann ist Oy1 die Beschleunigung ba. 

Die Autenrieth'sche Konstruktion hat den Vorteil, nicht zu ver
sagen, wenn die Punkte 2!, A, B in eine Gerade fallen. 

Die von J. Pfliiger vorgeschlagene Ergănzung der Autenrieth
schen Konstruktion (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing., 1896, S. 1100) ist 
unwesentlich. Sie besteht dariu, daB a1 y1{31 in Fig. 120 zu A O B ăhnlich 
gemacht wird, wonach also y1 leicht gefunden werden kann, wenn {31 

nach A utenrieth ermittelt ist. Ein Hinweis auf die Herkunft dieses 
Ăhnlichkeitsgesetzes mit Quellenangabe wurde unterlassen. 

c) Der Wendekreis und die Poltangente. Die Konstruktion 
wird wie in Fig. 111 vorgenommen; der Punkt )S liegt in unendliche 

o 

Fig. 121. 
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Entfernung. Man zeichnet in Fig. 121 den Drehpol O im Schnitte von 
A ~ mit B 1B "" und den Punkt G im Schnitte von A B mit ~ IB co ; der 
Punkt H in Fig. 111 fălit hier mit B zusammen. Man zieht also B W 1 11 OG 
bis zum Schnitte W1 mit A~ und errichtet W1J ..LA~; der Punkt 
W2 fălit mit B zusammen; W2J ist die Fiihrungsgerade von B. Ihr 
Schnitt mit W 1J ist der Wendepol J. Er liegt also auf der Bewegungs
richtung von B. Dies geht iiberdies aus dem Satze in 31 hervor: Be
schreibt ein Systempunkt d.auernd eine gerade Linie, so liegt der 
Wendepol auf ihr. 

OJ ist der Durchmesser des Wendekreises; die Poltangente Ot ist 
senkrecht zu OJ. 

d) Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte. Es soli der 
Kriimmungsmittelpunkt der Bahn eines beliebigen Punktes O gesucht 
werden, der mit A und B starr verbunden ist. 

a) Mit Beniitzung des Wendepols. Wie in Fig. 111 gezeigt \vurde, 
ist in Fig. 121 der Polstrahl 00 zu zeichnen, 0@ darauf senkrecht zu er
richten und J O bis zum Schnitte @ zu ziehen; dann ist der Schnitt
punkt von @[ 11 OJ mit 00 der gesuchte Kriimmungsmittelpunkt [. 

G" 

Fig. 122. 

{3) Ohne Beniitzung des Wendepols. Man sucht (Fig. 122) wie 
vorher den Punkt G und dreht die Gerade g um den Winkel ţt = AOO 
nach g'; sodann bringt man g' zum Schnitte G' mit BO und verbindet 
G' mit IB""; der Schnitt von G'IB 00 mit dem Polstrahl 00 ist der gesuchte 
Kriimmungsmittelpunkt [. 

Oder man dreht die Gerade g um den Winkel J. = BOO nach g", 
bringt g" zum Schnitte G" mit AC und verbindet G" mit ~; auch diese 
Gerade geht durch [. 
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Die Konstruktion des Wendepols J bei der SchubkurbeHiihrmig 
kann auch in folgender Weise vorgenommen werden (Fig. 123): 

o 
c 

Fig. 123. 

Man mache r=A~=~4;\ft, l=AB=A0 C, ~C..L~B, AK..L~B, 
KL..LA~, LM ..L ~B, MC..LCJ; dann ist J in ~B der Wendepol. 

Die Rechnung der Lage des Wendepols liefert namlich den Ausdruck: 
_ [2-r2 
~J=---, 

r cos3 cp 

den man zur Dbung finden moge (Massot, Etude du mouvement d'une 
bielle, Rev. Mk 1912, p. 346). 

80. Fiihrung des Kreuzsehiebers. (Zweiter Sonderfall der Zwei
punktfiihrung.) 

Fig. 124. 

a) Der Geschwindigkeitszustand. Ein starres System ABC 
(Fig. 124) bewegt sich derart, daB die Punkte A und B auf zwei be
liebigen Geraden gefiihrt werden. In der Abbildung wurden diese Gc-
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raden senkrecht zueinander angenommen; die Ănderung der Konstruk
tion bei einer anderen Lage der Geraden ist unbedeutend. Gegeben 
ist die Geschwindigkeit vA; es ist v B und va zu finden. 

Fig. 124a zeigt den Geschwindigkeitsplan; seine Konstruktion ge
schieht wie friiher in Fig. 104 und 104a. Es ist o a_ vA, ob _ vB und 
oc --va. Eine Probe kann vorgenommen werden durch Zeichnen des 
Drehpols O; dann muB va senkrecht stehen zu OC . 

.------"7b 

a. 
Fig. 124a. Fig. 124 b. 

b) Der Beschleunigungszustand. In Fig. 124 ist die Beschleu
nigung bA gegeben; die Beschleunigungen b B und ba sind zu zeichnen. 
Die Kriimmungsmittelpunkte ~ und 18 fallen in unendliche Entfernung; 
aus demselben Grunde, der in 79, b erortert wurde, fallen die Beschleu
nigungen bA und b B in die geraden Fiihrungen hinein. Im iibrigen ist 
hier bA von vA unabhangig und kann beliebig angenommen werden. 

Fig. 124b zeigt den Beschleunigungsplan. Es ist :n;a- bA, afl0 
-2 

VBA2 ab . . j_ . 
nBA =-=- =-=- m Rwhtung von BA, {J0{l a{J0 ; d1e Gerade :n;fl 

BA BA 
parallel zur Fiihrung von B schneidet {l0{J in fl und es ist :n; fl - b B· 

Man kann den Beschleunigungsplan auch in Fig. 124 selbst unter
bringen (vgl. Fig. 106), indem man die gedrehte Geschwindigkeit 
Aa =VA zeichnet, ab 11 AB, Vt 11 OA und vN 11 Ot zieht, ferner 
N fl0 c_cc bA macht und {l0 {l1 j_ A B zieht; dann ist B {J1 b B· 

Oder man beniitzt die in Fig. 116 gegebene Konstruktion und zieht 
inFig.124 aQilOB, QN1 ilaB, N 1 RIIOB, RS_LAB und endlich 
durch den Endpunkt a1 von bA die Parallele zur Fiihrung von B bis zum 
Schnittpunkt S; dann ist diese Parallele die gesuchte Beschleunigung 
bB Sa1• 

Zur Beschleunigung b0 gelangt man am einfachsten, wenn man 
afly ~ ABC 

macht; dann ist ny =ba. 
Als Probe kann Folgendes dienen: nach 31 muB der Schnittpunkt M 

der beiden Fiihrungsgeraden der Wendepol J sein, da A und B gerade 
Linien beschreiben; die Beschleunigung des Punktes O hat aher nach 
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33 die Richtung OJ. Zieht man also im Beschleunigungsplan no 11 OJ 

- VoA2 ao2 . . . 
und macht a o0 -- noA = -=ce- = -= m Rwhtung O A, ernchtet ferner 

OA OA 
o0o ...L ao0, so ist o der Beschleunigungspunkt von O und da a {Jo VJ A BO 
ist, so muB a o fJ ein rechter Winkel sein. 

c) Wendekreis, Kriimm ungsmittelpunkte, Beschleunigungs
pol (Fig. 125). Der Wendepol J wurde bereits in M gefunden. Der 
Wendekreis geht durch die vier Punkte O, A, J, B. 

Fig. 125. 

Um den Kriimmungsmittelpunkt Q': der Bahn eines beliebigen Systeir.
punktes C zufinden, ziehe man, wie in ]'ig. lll erlăutert wurde, 0@ ..LOC, 
suche den Schnitt @ von O Glj mit .J C und ziehe @ Q': 1 O J bis zum 
Schnitte Q': mit OC; dann ist Q': der gesuchte Kriim mungsmittelpunkt. Ist 
ferner die Beschleunigung ba eines Punktes C gegeben, so kann nach 
Fig. 36 der Beschleunigungspol P in folgender Weise gefunden werden: 
man ziehe J K 11 ba bis zum Schnitte mit dem Wendekreise und sodann 
die Verbindungsgerade KC; sie schneidet den Wendekreis im Beschleu
nigungspol P. Als Probe kann dienen, daB nach 33 die Winkel 

P AbA= PBbB = PCbc 
sein miissen. 
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81. Die Punkt- und Kurvenfiihrung. Der Wiilzhebel. In Fig. 126 
beschreibt der Punkt A eine vorgeschriebene Bahn, wăhrend die System
kurve b sich an der festen Fiihrung fJ abwălzt. 

a) Geschwindigkeitszustand. Es ist die Geschwindigkeit vA 
gegeben; man soli die Geschwindigkeiten der Punkte C und D finden. 

c 

o 

Fig. 126. Fig. 126a. 

a) Mit Beniitzung der gedrehten Geschwindigkeiten. Die 
Normalen in A und C schneiden sich im Drehpol O; dreht man vA um 
90° nach .Aa und zieht ac :1 AC, so ist C c die gedrehte Geschwindig
keit v0 , die sodann noch um 90° (im Gegensinn der Drehung von vA) 
gedreht werden muB. Zieht man ferner ab 11 AD, cb 11 CD, so ist 
J5b die gedrehte Geschwindigkeit von D und die wirkliche ist Vn _j_ Db. 
Die Gerade D b muB durch den Drehpol O gehen. 

{J) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. Er wurde in 
Fig. 126a aus oa- vA entwickelt; man zieht ac parallel zur Tangente 
in C, sodann ac_j_AC; ferner ad_j_AD und cd_j_CD; damit sind die 
Punkte c und d gefunden. 

b) Beschleunigungszustand. Diese Fiihrung (Fig. 127) lăBt sich 
auf die Zweipunktfiihrung (77) zuriickfiihren. Wie nămlich schon bei den 
Hiillbahnen (44) erortert wurde, 
beschreibt der Krtimmungsmittel
punkt B der Kurve b bei ihrer Ab
wălzung einen kleinen Kreisbogen 
b, dessen Mittelpunkt der Krtim
mungsmittelpunkt R der Kurve fJ 
ist. Dic augenblickliche Bewegung 
des Systems kann also durch das 
Gleiten der Geraden A B an den 
Ftihrungen a und o ersetzt werden; 
das ist aher nichts anderes als die 

<_:cc.Jf---fl-

l<'ig. 127. 

' ' 1 
1 

' 

bereits behandelte Zweipunktfiihrung. Hinsichtlich des Beschleunigungs
planes, des Wendekreises und des Beschleunigungspols kann somit 
auf jene Fiihrung zuriickgegriffen werden. 
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Eine spezielle Punkt- und Kurvenfiihrung (Fig. 90) behandelt be
reits O. Mohr, Civil-Ingenieur, 1879, S. 617. 

Als Anwendung soli der Beschleunigungsplan eines Wălzhe bels 
entwickelt werden, der in Fig. 128 in den Hauptlinien gezeichnet wurde. 

Fig. 128. 

Hier ist b der Wălzhebel, der sich auf der festen Kurve {3 unter Gleiten 
abwălzt, und in A durch die Ventilstange a gerade gefiihrt wird. Der 
Antrieb des Wălzhebels erfolgt in C durch die Exzenterstange E. Gegeben 
ist die Beschleunigung bc, gesucht sind die Geschwindigkeiten und Be
schleunigungen des Punktes A und des Beriihrungspunktes D. 

Die unendlich kleine Bewegung des Kriimmungsmittelpunktes B 
von b erfolgt auf dem Kreisbogen b, dessen Mittelpunkt der Rril.mmungs-
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mittelpunkt B von {J ist, der deshalb auch mit ~ bezeichnet wurde, 
wăhrend der Kriimmungsmittelpunkt ~ von a im Unendlichen liegt. 

Im Schnitte von A ~oo mit B 5B liegt der Drehpol O. Zunăchst sucht 
man den Kriimmungsmittelpunkt [ der Bahn von O nach Fig. 112. 
Man bringt AB mit ~00 58 zum Schnitte G, zieht die Gerade g oder 

_.~· 

', 
', 

······ ... 

(X 

cî 

toc·"'·· ... 

····... _,/noe 
·••· ... / 

··-,{;~ 

Fig. 128b. 

OG und iibertrăgt den Winkel AOg = {J = GOg'. Bringt man jetzt 
BO zum Schnitte G' mit g' und zieht G' 58, so schneidet diese Gerade 
auf 00 den Kriimmungsmittelpunkt [ aus. 

Oder man iibertrăgt den Winkel BOg = 90 + {J =GOg", bringt g" 
zum Schnitte G" mit A O und zieht G" ~<x>, so geht auch diese Gerade 
durch [ hindurch. 

Hierauf fălit man in [ die Senkrechte auf 00 und bringt sie zum 
Schnitte mit der Richtung von b0 ; zweckmăllig wii.hlt man den Be-
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schleunigungsmaf3stab derart, daf3 die orthogonale Projektion von b0 
mit C~ zusammenfăllt; dann wird auch Ve durch diesen Kriimmungs
halbmesser gemessen (vgl. 21). 

Mit ve wird in Fig. l28a der Geschwindigkeitsplan in bekannter 
Weise konstruiert, woraus m11n vA= o a und Vn ~~~ od erhălt. 

Im Beschleunigungsplan Fig. l28b wird mit ny •ce __ b0 begonnen und 
durch n die Parallele zur Fiihrung a gezogen; auf ihr muB der Beschleu
nigungspunkt a liegen. 

Ferner wird 
--2 

----- V Ae2 Ca ~-
ya0 nAc =~-=:ce= ce== N 3A in Richtung AC 

AC AC 
und a0a ..L ya0 bis zum Schnitte mit na gezeichnet, wodurch der Be
schleunigungspunkt a gefunden ist. Da aber dieser Schnitt ziemlich 
schief ausfallen wird, empfiehlt es sich, einen anderen Weg zur Gewinnung 
von a einzuschlagen. Man zeichnet also 

2 --2 
-(3 VBc cb -~T B . R' h BC y 0 -- nBc =-=-==- = =- = -"-' 2 1n 1c tung 

BC BC 

und (30(3 ..L yf30; auf dieser Senkrechten muB der Beschleunigungspunkt(3 
liegen. Um ihn zu finden, beniitze man die Ăhnlichkeit der Dreiecke 
af3y und ABC (vgl. 25). 

Man nimmt auf na zwei beliebige Punkte a' und a" an, zeichnet 
die Dreiecke a' (3' y und a" (3" y ăhnlich zu A BC und verbindet die 
Punkte (3' und (3" durch eine Gerade, den geometrischen Ort der Punkte {J. 
Im Schnitte von {J' (3" mit (30 {3 findet man den richtigen Beschleunigungs
punkt {J. 

Nun bestimmt man noch 

-- VAB2 ba2 --, {J1a=nAB =ce==-== N 1A m Richtung AB 
AB AB 

und {J (31 ..L {J1 a, wodurch der Punkt a genauer als friiher bestimmt ist. 
Damit ist bA ==: n a gefunden. 

Macht man endlich a{Jy(j (/)A BC D, 
so ist auch der Beschleunigungspunkt (j und die Beschleunigung b D -= n-J 
des Beriihrungspunktes D gewonnen. 

82. Kulissenfiihrung. (Erster Sonderfall der Punkt- und 
Kurvenfiihrung.) In Fig. l27a ist der Fall angenommen, daB die 

Fiihrungskurve fJ in den Punkt B 
_ :-~ = ~- jj einschrum pft, durch den die System

kurve b bei ihrer Bewegung hin
durchgleitet. Auch dieser Fall kann 
auf das Gleiten der Geraden A B 
an den Fiihrungen a und b zuriick-

Fig. 127 a. gefiihrt werden. Wir wollen eine 
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Anwendung auf die Kulissenfiihrung machen. In Fig. 129 gleitet 
die nach einem Kreisbogen geformte Kulisse b an einem kurzen, passend 
geformten Korper, dem Stein, der um den festen Punkt B drehbar 
ist. Das eine Ende der Kulisse ist durch eine Stange mit dem Punkt A 

C B 

verbunden, der auf der Kurve a gefiihrt wird. Es ist die Beschleuni
gung bA gegeben; man soll die Beschleunigung b0 jenes System
punktes C bestimmen, der augenblicklich mit dem festen Punkt B 
zusammenfăllt. 

Aus bA wird zunăchst die Geschwindigkeit vA in bekannter Weise 
entwickelt, indem man bA auf A~ projiziert, die erhaltene Projektion 
nA nach AN0 iibertrăgt, iiber ~N~ den Halbkreis beschreibt, der die 
Tangente von a in der Entfernung vA von A schneidet. 

Um nun die gestellte Aufgabe zu lăsen, kann man sich mehrerer 
Methoden bedienen. 

a) Mit Beniitzung des Drehpols. Der Mittelpunkt B der Kulisse 
ist ein Systempunkt, der einen Kreisbogen b um den festgehaltenen 
Punkt B oder Q3 beschreibt; die 0 

Kulissenfiihrung kann also auf die ~: 
Zweipunktfiihrung an a und b zuriick- l' ~ x 
gefiihrt werden. Der Schnitt von 0 '-. 

~A mit Q3B gibt den Drehpol O; 0 
; 129 

der Schnitt von A B mit ~ Q3 wurde lg. a. 
wie in Fig. 112 mit G bezeichnet. Dort wurde auch gezeigt, daB die 
Dbertragung des Winkels GOA nach BOt (Bobilliersche Konstruktion) 
die Poltangente Ot liefert. Die Beschleunigung von O steht aber zu ihr 
senkrecht (33); man wird also im Beschleunigungsplan Fig. l29a: 
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ii:a- bA machen und durch n die Senkrechte no auf Ot ziehen. Ver
bindet man ferner O mit M und zieht M N dazu senkrecht, so ist 

-- VoA2 VA2 
AN=-==-=-~= noA in Richtung von OA, 

OA OA 

welches Stiick von a aus nach o0 aufgetragen und in o0 auf ao0 die Senk
rechte errichtet wurde; sie geht durch den Beschleunigungspunkt o 
des Drehpols O, womit dessen Beschleunigung no __ b0 gefunden ist. 

Macht man nun 
ayo(/)ACO, 

so ist auch die gesuchte Beschleunigung b0 :ce: ny gefunden. 

C B 

Fig. 130. 

~' 
Fig. l30a. Fig. l30b. 

{J) Ohne Beniitzung des Drehpols. Nachdem in Fig. 130 wie 
friiher die Geschwindigkeit vA ermittelt wurde, zeichnet man in Fig. 130a 
den Geschwindigkeitsplan, indem man o a- -vA macht, oc ...L BC, 
ac ..LAC und ab ...LA B zieht. Im Beschleunigungsplan Fig. 130 b 
wird von a aus 

-- VB 4 2 a-b2 ----
a{J0_nBA = ,· =-----c-=N1 B in Richtung BA 

BA BA 

aufgetragen, nachdem man diese Strecke friiher mit Hilfe von AM 1 N 1 
konstruiert hat; sodann wird 
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aufgetragen, nachdem auch diese Strecke vorher mit HiHe von \))M..,N2 

gezeichnet wurde. Die Senkrechten {30 f3 .La {30 und {31 f3 .L n {31 treffen 
sich im Beschleunigungspunkt {3. Macht man dann 

a{Jy (/)A BC, 

so ist auch der Beschleunigungspunkt y und damit b0 =-: ny gefunden. 

83. Konchoidenfiihrung. (Zweiter Sonderfall der Punkt- und 
Kurvenfiihrung.) In Fig. 131 schleift eine Gerade b des Systems 

Fig. 131. 

an einer festcn Kurve {3, deren Kriimmungsmittelpunkt B gegeben ist; 
der Punkt A wird an einer Kurve a gefiihrt. Seine Beschleunigung bA 
ist gege ben; es soli die Beschleunigung b D eines belie bigen System
punktes D und jene des Beriihrungspunktes C gefunden werden. 

Man beginnt damit, die Beschleunigung b0 des Drehpols O zu be
stimmen. Der Kriimmungsmittelpunkt \)) von b liegt unendlich fern; 
im Schnitte von Il! A und B \)3 00 liegt der Drehpol O des Systems. Ver
bindet inan A mit \)3 00 und Il! mit B, so ist der Schnitt dieser beiden 
Linien der Punkt G (vgl. Fig. 112); zieht man OG und macht nach der 
Bo billierschen Konstruktion -1: GO A = \)) 00 0t, so ist Ot die Pol
tangente und senkrecht zu ihr die Polnormale, die nach dem Wendepol 
fiihrt. Sie gibt die Richtung der Beschleunigung von O an. 



112 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 131 a) wird iia ~bA gemacht und 
no .1... Ot gezogen. 

Aus bA kann in bekannter Weise vA gewonnen werden und daraus 
'J' VoA 2 VA 2 

noA = =- = ·-· _ = AN 

.J[ 

Fig. 131 a. 

OA OA 
in Richtung O A ; 

macht man a o0 .. = A7V und errichtet 
o0 o ...1.. ao0 , so schneidet o0 o die Gerade 
no im Beschleunigungspunkt o von O. 

Die Beschleunigungspunkte y und !5 
konnen dann aus den Ăhnlichkeiten 

ayo(/)ACO, aoo(/)ADO 
entnommen werden und es ist 

ny=bc, no==bn. 
84. Fiihrung der schwingenden Kurbelschleife. (Dritter Sonder

fall der Punkt- und Kurvenfiihrung.) In Fig. 132 gleitet der 
Punkt A an einer festen Kurve, wăhrend die Gerade b durch einen 
festen Punkt B hindurchgeht; die feste Fiihrungskurve fJ schrumpft 
also in einen Punkt ein. 

a) Geschwindigkeitszustand. Die Geschwindigkeit vA sei ge
geben; es ist die Geschwindigkeit v0 des Punktes C der Geraden b zu 

o 
------._ 

- vo 

o ri 

,~, 
o-

Fig. 132. Fig. I32a. 

finden, der augenblicklich mit B zusammenfăllt (Mittelpunkt der Hiilse), 
ferner die Geschwindigkeit Vn eines beliebigen Systempunktes D. 

a) Mit Beniitzung der gedrehten Geschwindigkeiten. DaC 
der Gleitpunkt der Geraden b ist, liegt der Drehpol in der Geraden 
co...L. b. 

Aus der gedrehten Geschwindigkeit Aa = vA wird dann v 0 = C c 
gefunden durch Ziehen von ac 11 AC; ebenso vn = Db durch Ziehen 
von abIl AD, cb Il CD; die Gerade Db muB durch O gehen. 

{J) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. Er wurde 
in Fig. 132a aus oa-vA entwickelt, indem ocllb, ac..l..b gezogen 
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wurde, um den Gesch windigkeitspunkt c zu erhalten; sodann a d _L A D, 
cd _L CD, womit auch der Geschwindigkeitspunkt d gefunden ist. 

b) Der Beschleunigungszustand (Fig. l32b). Wir wollen den 
Normalfall voraussetzen, d. h. sowohl vA wie auch bA seien durch die 

\) 

Fig. l32b. 

Lăngc A 2X gegeben, wobei 2X der zu A gehorende Kriimmungsmittel
punkt ist. Es ist die Beschleunigung b D irgend eines mit b festver
bundenen Punktes D zu finden. 

Man beginnt damit, die Beschleunigung b0 jenes Punktes C der 
Geraden b zu ermitteln, der augenblicklich mit dem festen Punkt B 
(Mittelpunkt der drehbaren Hiilse) zusammenfăllt. 

Wittenbnuer, Dynnmik. 8 
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Bringt man den Geschwindigkeitsplan in der Abbildung selbst unter, 
nachdem man ihn um 90° gedreht hat, so ist A~= vA; zieht man 

W.U .l...b, so ist UW. = v0 und UA = v0 A; 

denn es ist v0 =vA+ v0A-

Auch der Beschleunigungsplan soll in die Abhildung verlegt und 
A als Nullpunkt :n; gewahlt werden. Dann ist 

.A1f-:n:a--·bA. 

Um die Beschleunigung von O zu finden, suchen wir zuerst die Be
schleunigung von O mit Hilfe von b0 __c_ bA + noA + t0 A-

Die Gerade b umhiillt den festen Punkt B; in, 45 fanden wir den Satz : 
Alle Hiillhahnen, die von Geraden des hewegten Systems beschriehen 
werden, ha hen ihre Kriimmungsmittelpunkte auf dem Riickkehrkreise; 
es liegt demnach B und somit auch O auf dem Riickkehrkreise. Ver
langert man 00 und macht O O = O W, so liegt der Punkt W auf dem 
Wendekreise (vgl. Fig. 45). Da aber W ein Wendepunkt seiner Bahn 
ist und augenhlicklich eine Gerade heschreibt, die durch den Wendepol J 
geht, muB die Richtung der Beschleunigung bw ebenfalls durch J gehen; 
bw ist also senkrecht zu O W. Der zu W gehorige Beschleunigungspunkt 
w muB somit auf der Geraden A O liegen. 

Zieht man U R Il B W. his A W. und RN .l... b his b, so ist 

AR:AW. =A U:AO = A1i:AO 

-- Al212 vA2 
AR=--==---=-'-"'--'-"---= nAo· 

AO AO 
und 

Macht man AR = TW., so ist a T =noA; wird in T die Senkrechte 
auf W. T errichtet, so muB in ihr der zu O gehorige Beschleunigungs
punkt o liegen nach der Gleichung 

bo - bA + noA + toA =: :n; a + a-T + T o - iio. 
Andererseits sind, da O und W von O gleichweit entfernt sind, die 

Geschwindigkeiten v0 und vw gleich groB und die Normalheschleunigung 
vw2 va2 . 

nwo = ·=· = ·-ce==--, wo 00 
es ist aher 

olJ: v0 =o o: m u = m:B: R u = ~ u: RN, 
- -- w. [12 
RN =-=== = nwo· 

00 
somit 

Da aher der Beschleunigungspunkt w in b liegen muB, geht Ro Il b 
durch den Beschleunigungspunkt o hindurch. o ist also der Schnitt 
von To mit Ro. 

Eine Priifung der Richtigkeit der Konstruktion kann in gleicher 
Weise wie bei der Fiihrung in 82 vorgenommen werden. Man verhindet 
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A mit B 00 , d. h. zieht A G ...L b bis zum S.chnitte G mit B 2!, verbindet 
G mit O und iibertrăgt den Winkel GOA =COt; dann ist Ot die Pol
tangente, On ...LOt die Polnormale und parallel zu ihr no, die Beschleu
nigung von O. 

Um den Beschleunigungspunkt y von O zu finden, beachte man, 
daB woy"" WOO, also wo = oy sein muB; verlăngert man also N R 
bis zum Schnitte M mit A W, so ist N.R = RM; zieht mandann My 11 b, 
so hat man in M y eine durch y gehende Gerade. Es ist die Entfernung 

yV=2·RN. 

Die Normalbeschleunigung neA ist VcA2
; nun ist aher v0 A = UA und 

CA 

OA:UA=WA:RA= UA:NA 

--- -UA2 vcA2 

NA=~=-==ncA 
CA CA 

oder 

und ferner N A = U V; also muB y in der Geraden V T liegen. y liegt 
somit im Schnitte von My mit VT. 

Als Probe kann dienen, daB die Dreiecke ayo und A 00 ăhnlich sind, 
also der Winkel ayo ein Rechter sein muB. Daruit ist b0 -ny gefunden. 

Die Projektion A V dieser Beschleunigung b0 auf die Gerade b ist 
die Beschleunigung b7 , mit der sich b bei B in der Hiilse verschiebt 
(re la ti ve Be schle unigung). 

Wiederholen wir im Kurzen die Konstruktion von b0 : Man ziehe 
inFig.132b: WU...Lb, URIIBW,NRM...Lb, macheNR=RM und 
ziehe M y 11 b; mache endlich U V = N A und ziehe V y ..l... b. Dann ist 
ny b0 . 

Um die Beschleunigung bn eines beliebigen Systempunktes D zu 
finden, hat man nur das Dreieck ay<5 ""AOD zu iibertragen; dann 
ist n<5 bn. 

Man vergleiche mit dieser Konstruktion die Fig. 398 in 206, wo 
dieselbe Aufgabe mit Beniitzung der Zusatzbeschleunigung von Coriolis 
gelost wurde. 

c) Wendekreis und Beschleunigungspol. In Fig. 133 wurde 
die Fiihrung nochmals gezeichnet, die Punkte O und W wie friiher ge
funden, ebenso der Punkt G. Nach der in Fig. 111 mitgeteilten Kon
struktion wird man O H 11 2{ 5S ziehen bis zum Schnitte H mit A B"', 
sodann H W1 11 GO, wodurch AO in W1 geschnitten wird. Die Geraden 
W1 J...!.. O W 1, W J ...L O W gehen sodann durch den Wendepol J. 

Man kann diese Konstruktion auch dahin vereinfachen, daB man 
OA1 =AO und A 1 JIIb macht, ferner WU..l..b, OW1 11 UO zieht bis 
zum Schnitte W 1 mit A O und endlich W 1 J ...L A O errichtet; der Schnitt 
von A 1 J und W1 J ist dann der Wendepol J. 

Ist die Beschleunigung bA gegeben, so kann der Beschleunigungs
pol P in folgender Weise bestimmt werden. Man zeichnet iiber OJ 

s• 
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als Durchmesser den Wendekreis, sodann J K il bA bis zum Schnitte K 
mit dem Wendekreis und verbindet K mit A; der Schnitt der Geraden 
AK mit dem Wendekreise ist der Beschleunigungspol P. 

Oder ohne Beniitzung des Wendekreises: man zieht durch O die 
Poltangente Ot ..1... OJ, zieht ferner wie friiher J K 1 i bA, O K _!_ b A• 
verbindet K mit A, zieht OQ 11 bA bis zum Schnitte Q mit AK, QT _!_bA 
bis zum Schnitte T mit Ot und verbindet T mit J; der Schnitt von 
T J mit A K ist der Beschleunigungspol P. 

Fig. 133. 

Um die Beschleunigung des Punktes D zu finden, der mit b durch einen 
starren Arm d verbunden ist, kann man statt wie in Fig. 132b den Be
schleunigungsplan auch den Beschleunigungspol beniitzcn. Man E~ucht 
auf AP den Punkt D1 derart auf, daB PD = P D1 ist, verbindet die 
Spitze von bA mit P und zieht bD' 11 bA durch D1 bis zu dieser Geraden; 
dann ist bD' die Beschleunigung von D1 , die sodann noch um P bis D 
zu drehen ist, um bD zu erhalten. Ebenso wurde in Fig. 133 auch die 
Beşchleunigung b0 aus 0 1 ermittelt. 

85. Die Zweikurvenfiihrung. In Fig. 134 gleiten die beiden System
kurven a und b an den beiden festen Kurven a und {3. · 

a) Geschwindigkeitszustand. Es ist die Geschwindigkeit des 
Systempunktes O gegeben, der augenblicklich der Beriihrungspunkt 
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der Kurven a und a ist. Man soll die Geschwindigkeit des anderen Be
riihrungspunktes D, sowie jene eines beliebigen Systempunktes E kon
strnieren. 

a) Mit Beuiitzung der gedrehten Geschwindigkeiten. Ve 
fiillt in dic Tangente der Knrven a unda. Dreht man Ve um 90° in die 

o o 

Fig. 134. Fig. 134a. 

Normale Ilach Ce und zieht cb 1: CD bis zur Normale in D, so ist 
15'0 = vD; dies nml3 sodaun noch in die Tangente naeh Vn gedreht 
werden und zwar im Gegensinne der Drehung von ve. 

Zieht man ce 11 CE, be !1 DE, so erhălt man den Schnittpunkt e 
und es ist Ee die gedrehte Geschwindigkeit vE. Die Gerade Ee muB 
durch den Schnitt O der beiden Normalen in C und D, dem Drehpol, 
gehen. 

{J) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. Er wurde 
in Fig. 134a aus ac Ve in bekannter Weise entwickelt. 

b) Beschleunigungszustand. In Fig. 135 gleiten die beiden 
Systemkurven a und b an den beiden festen Kurven a und {J. Was in 
81 von der Fiihrung der Kurve b an 
der Hiillbahn /J ausgesagt wurde, 
kann hier auch von der zweiten Fiih
rungskurve a und ihrer Hiillbahn a 
behauptet werden. Die Kriimmungs
mittelpunkte A nnd B der Fiihrungs
kurven a und b bt'sehreiben in den 
zwei năehsten Zeitteilehen kleine 
Kreisbi:igen a und o um die fest
liegenden Kriimmungsmittelpunkte A 
nnd B der Hilllbahnen a nud {J; da

Fig. 13ii. 

dureh wird aLer die Zweikurvenfiihrung anf cine Zweipunktfiihnmg 
zurii.<Jkgeleitet, bei der cine starre Strecke A B mit ihren Endpunkten 
auf den Bogen a und o gefiihrt wird 1). Beschleunigungsplan, Wende
krcis, Besehleunigungspol und Kriimmungsmittelpunkte ki:innen dann 

1 ) Vgl. L. Burmester, Kinematik, S. 30. 
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in der gleichen Weise bestimmt werden, wie dies bei der Zweipunkt
fiihrung (77, 78) ausfiihrlich geschildert wurde. 

Il 
'\~-a_ 

' 

86. Sonderfălle der Zweikurvenfiih-
rung. Dritter Sonderfall. In Fig. 
136 gleiten die beiden Kurven a und 
b des bewegten Systcms durch die 
festliegenden Punkte 2l und 58 hin
durch; letztere sind als D.rehbare 
Kreisbogenhiilsen ausgebildet. 

Fig. 136. Auch diese Fiihrung lăBt sich 
wie die vorige, allgemeinere auf die 

Fiihrung der Strecke A B an den Kurven a und 6, das sind kleine Kreis
bogen mit den Mittelpunkten 2l und 58, zuriickleiten. 

Sechster Sonderfall. In :Fig. 137 schleift der rechte Winkel a, b 
mit der starren Ecke E an den beiden festen Kurven a, {3. Ihre Krilm-

Fig. 137. 

mungsmittelpunkte A und B sind gegeben; die Kriimmungsmittei.
punkte A und B der schl()ifenden Kurven a und b licgen hier in unend
licher Entfernung. 

a) Beschleunigungszustand. Gegeben ist die Beschleunigung bE. 
Es sollen die Beschleunigungen der Beriihrungspunkte C und D ge
funden werden. 
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Zunăchst braucht man die Geschwindigkeit vE und hiezu den 
Kriimmungshalbmesser von E. Dabei verfăhrt man wie in Fig. 47. 
Der Drehpol O liegt im Schnitte der Geraden A A 00 und B B"' ; da die 
Gerade A B unendlich fern ist, ist die Gerade Og 11 AB. 

Um den Kriimmungsmittelpunkt (î; von E zu erhalten, iibertrăgt 

man den Winkel A"'OE nach gOg', bringt g' zum Schnitte G' mit EB00 

und verbindet G' mit B; diese Gerade geht durch den gesuchten Kriim
mungsmittelpunkt (î;, der auch auf OE liegt. 

Oder man iibertrăgt den Winkel B"'OE nach gOg" und bringt g" 
zum Schnitte G" mit EA 00 ; dann geht A G" ebenfalls durch (î;, 

Aus dem Kriimmungshalbmes- ,; 
ser E(î; und der Projektion von bE r---_, 
au{ ihn, der Normalbesch1eunigung 
nE, kann dann die Geschwindig
keit vE in bekannter Weise ge
funden werden (in der Fig. 137 

d 

nicht gezeichnet). 
0 

/ -------

Aus vE wurde in Fig. 137 a der ~ 
Geschwindigkeitsplan entwickelt. 

c 

e 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 
137b) wurde zunăchst aus :n; e=bE 
der Beschleunigungspunkt o von 
O gesucht. Die Poltangente Ot in 

Fig. 137 a, Fig. 137 b. 

Fig. 137 findet man durch Uber-
tragung des Winkels 

gOB<»= A"' Ot; 

:n;o hat die Richtung der Polnormale und ist senkrecht zu Ot. 

Ferner wurde konstruiert 
- 2 

VoE2 eo . 
eo0=: noE= OE = OE m Richtung OE 

(in Fig. 137 angedeutet) und o0 o ..L eo0 gezogen; im Schnitte von :n;o 
mit o0 o liegt der Beschleunigungspunkt o. 

Macht man oy eb C/) 00 E D, so sind auch die Besch1eunigungen 
bc _: :n:y und bn-:- nb gefunden. 

b) W endekreis und Beschleunigungspol. In Fig. 138 wurde 
die Fiihrung noch einma1 in etwas geănderten Verhă1tnissen gezeichnet. 

a ist die Hiillbahn der Geraden a; nach dem Satze in 45 liegt der 
Kriimmungsmittelpunkt A dieser Hiillbahn auf dem Riickkehrkreise; 
das gleiche gilt von B. Der Mittelpunkt m dieses Kreises, der durch 
O gehen muB, liegt in der Mitte von AB. Verlăngert man mo und macht 
OJ = 2 · 9JW, so ist auch der Wendepol J und damit der Wendekreis 
gefunden. 

Nun kann der Kriimmungsmittelpunkt (î; auf anderem Wege (nach 
Fig. 43) gefunden werden. Man zieht OE, sodann 0@ ..L OE, bringt 
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0@ zum Schnitte@ mit EJ und zieht endlich @(Il; 11 JO; dann liegt G: 
im Schnitte von @ ~ mit O E. 

Ist die Beschleunigung bR gegeben und soll der Beschleunigungspol P 
gesu<Jht werden, so ziehe man nach Fig. 36 J K Il bE bis zum Schnitte K 

Fig. 138. 

mit dem Wendekreise und ver
binde K mit E; diese Ger ade 
schneidet den W endekreis im 
Beschleunigungspol P. 

Will man den W endekreis 
nicht beniitzen, so ziehe man 
O K ...L b E bis zum Schnitte K 
mit J K 11 bE, ferner OQ 11 bE 

Fig. 139. 

bis zum Schnitte Q mit E K, Q T ...L bR bis zum Schnitte T mit der Pol
tangente O T _L O'im; die Gemden T J und E K schneiden sich dann 
in P. Uberdies muf3 O P ...L T J sein. 

87. Fiil1rung eines Achsenkrcuzes in zwci Punkten. (Sie ben ter 
Sonderfall Fig. 139). Das rechtwinklige Achsenkreuz ab schleift durch 
zwei feste Punkte A, B; es geht da bei durch HiUscn, die sich um diese 
Punkte drehen. 

Sind C und D jene Punkte der Geraden a und b, die augenblicklich 
mit A und B zusammenfallen (Mittelpunkte der Hiilsen), so liegen die 
Bewegungsrichtungen dieser Punkte C und D in a bzw. b selbst; sie sind 

b 
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also die Gleitpunkte dieser Geraden (vgl. 16). Die Normalen in a auf a 
und in D auf b schneiden sich im Drehpol O. Da ferner die Gerade a 
den Punkt A umhiillt, ist A der Kriimmungsmittelpunkt der Hiill
bahn a von a, liegt somit auf dem Riickkehrkreise (vgl. 45); ebenso 
auch B. Da a ...L b ist, geht der Riickkehrkreis auch durch den Scheitel E 
des rechten Winkels und iiberdies durch O. Es ist also A B der Durch
messer dieses Kreises. 

Verlăngert man EO und macht OJ = EO, so ist auch der Wendepol J 
und der Wendekrcis bestimmt. 

Um den zu a gehorenden Kriimmungsmittelpunkt ~ zu finden, 
ziehe man a J, verlăngere :Ş O bis @ und mache @ ~ 11 J O; dann liegt ~ 
im Schnitte dieser Geraden mit ao. Man erkennt, daB ~ der Mittelpunkt 
von ao ist, denn @ ist der Mittelpunkt von aJ. 

Der Kriimmungsmittelpunkt G: von E liegt im Mittelpunkt des 
Riickkehrkreises. 

Wird die Beschleunigung des Punktes E mit b E - E G: angenommen, 
so ist sie gleichzeitig nE (Normalfall). Um den Beschleunigungspol P 
zu finden, wende man die Konstruktion Fig. 37 an; dann fălit K nach O 
und P nach J. 

Da bE durch P geht, ist der Beschleunigungswinkel rp =O und die 
Beschleunigung b0 geht ebenfalls durch P. Um ihre GroBe ay1 zu 
finden, geniigt es, G:y1 11 a zu 
ziehen; dann ist 

b0 = a y1 ···· C~ + ~y~ = n0 + t0 . 

Die letztere t0 ist die Beschleuni
gung, mit der die Stange a durch 
die Hiilse gleitet. 

88. Die Rollung. In Fig. 140 
rollt die Kurve a ohne zu gleiten 
auf der Kurve a; A und A seien 
die Kriimmungsmittelpunkte. 

Da kein Gleiten stattfindet, ist 
der Beriihrungspunkt O jener Sy
stempunkt, der augenblicklich in 
Ruhe verharrt, also der Drehpol; 
die gemeinsame Tangente Ot ist 1% 
bereits die Poltangente, da der 
năchste Drehpol auf Ot liegen muB. 

Um den Kriimmungsmittel
punkt 1B eines beliebigen System-
punktes B zu finden, wende man 
den Satz von Bo billier an (vgl. 
43); man iibertrăgt -9::tOA = BOg; 
geniigt es, g .L O B zu errichten. 

G 

AUl 

Fig. 140. 

da dieser Winkel ein rechter ist, 
Sodann zieht man A B bis zum 
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Schnitte G mit g und Glll bis zum Schnitte 58 mit BO, wodurch der 
Kriimmungsmittelpunkt 58 gefunden ist. 

Um den Wendepol J zu finden, beachte man, dal3 J Wendepunkt 
seiner Bahn ist, sein Kriimmungsmittelpunkt :z5 also unendlich fern ist. 
Man verbindet 58 mit :ZS"', d. h. man zieht 58G1 i 1 0"' O bis zum Schnitte G1 

mit g und verbindet G1 mit B; auf dieser Geraden liegt dann der 
Wendepol J. 

Ist die Beschleunigung b B gegeben, so kann dann der Beschleunigungs
pol P wie in Fig. 37 gefunden werden. 

89. Aufgaben. 
30. Eine Gerade b bewegt sich derart, dal3 sie stets durch den festen 

Punkt B geht und einer ihrer Punkte, A, die Gerade a beschreibt. 
Gegeben ist bA; man suche Geschwindigkeit, Beschleunigung 
und Kriimmungsmittelpunkt eines beliebigen Punktes C der 
Geraden b (Fig. 141). 

Il 

b 
b 

B 

c c 
Fig. 141. Fig. 142. 

31. Man Iose dieselbe Aufgabe, wenn A die Kurve a beschreibt 
(Fig. 142). 

32. An die Gerade b der Aufgabe 30 ist die Gerade a unter rechtem 
Winkel angeschlossen. Welche Kurve a umhiillt a und welches 
ist der Beriihrungspunkt von a mit seiner Hiillbahn a? Wo 
ist der Kriimmungsmittelpunkt von a? (Fig. 143). 

a 

B 
B 

b 
b 

Fig. 143. Fig. 144. 

33. Dieselbe Aufgabe ist unter der Annahme zu losen, daB A die 
Kurve a beschreibt (Fig. 144). 

34. Ein starrer Winkel ab bewegt sich derart, dal3 die Gerade a die 
feste Kurve a beriihrt und die Gerade b stets durch den festen 
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Punkt B geht. Man suche den Kriimmungsmittelpunkt von O 
(Fig. 145). 

35. In voriger Aufgabe ist die Geschwindigkeit und Beschleunigung 
gegeben, mit denen b durch B gleitet; man suche Geschwindig
keit und Beschleunigung des Punktes O. 

36. Ein starrer Winkel ab schleift an zwei Kurven a und {3. Man 
suche· den Kriimmungsmittelpunkt des Punktes O (Fig. 146). 

c c 
-a 

Il 
cx: 

B b 

b 

(3 

bc 

Fig. 145. Fig. 146. Fig. 147. 

37. Fig. 147 stellt einen geraden Walzhebel fiir eine Steuerung vor; 
die Gerade a walzt sich unter Gleiten auf der feststehenden Kurve 
a ab; der Endpunkt A der Ventilstange wird gerade gefiihrt; 
in O greift die Exzenterstange E mit bekannter Beschleunigung 
b0 an; es ist die Beschleunigung bA der Ventilstange und jene 
bn des Beriihrungspunktes zu bestimmen. 
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IX. Das zwanglău:figp System. Dyuamik. 

90. Dynamik der sich drehendcn Scheibe. Ei ne Scheibe OS A (Fig. 148) 

sei in O drehbar gelagert; S sei ihr Schwerpunkt, A der Angriffspunkt 

der Kraft P, der Resultanten aller auf die Scheibe wirkenden aktiven 

o 

s 

Fig. l48a. 

p 

Fig. 148. Fig. 148 b. 

Krăfte. Gegeben ist ferner das Trăgheitsmomcnt dcr Schcibe fur die 

Achse O: T0 = M i 02 und die Geschwindigkeit vA. Es sollen die Be

schleunigungen b8 und bA' sowie der Fiihrungsdruck K in O nach GroBe 
und Richtung bestimmt werden. 

Der Geschwindigkeitsplan Fig. l48a wurde aus vA in bekannter 
Weise entwickelt. 

lm Beschleunigungsplan Fig. l48b wurde die Beschleunigung, die 
der Schwerpunkt S nach dem Prinzip der Schwcrpunktsbewegung 

(vgl. 52) durch die Kraft P erhălt, nămlich 

b 1'- p s - M np 
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nach dem BeschleunigungsmaBstab aufgetragen. Da O ein fester Punkt 
ist, kann die Winkelbeschleunigung der Scheibe nach Gleichung 47 a: 

Pp Pp 
}, = ,.~ = "!f[i~2 

bestimmt werden, wobei p = OC ..L P ist. 

S io2 ~~ bsP 
etzt man- = p1 und OS= s, so wird A= ~-unddieTangential-

p P1 
beschleunigung des Schwerpunkts 

8 
ts =SA= b8 P. • 

P1 

Um sie zweckmăBig zu konstruieren, sucht man zunăchst den Gegen
punkt 0 1 von C, indem man OJ ..LOC zieht, OJ = i 0 macht und 
J C1 ..L C J errichtet. Sodann zieht man im Beschleunigungsplan 
n a1 ...L OS, p, a1 ..L S C1 , dann ist a1 n = (<;; denn die Dreiecke 0 1 OS 
und p, n a1 sind ăhnlich, weil die Seiten wechselweise aufeinander senk
recht stehen und somit die Proportion besteht 

Pl :s = bPs :ts. 

Dbertrăgt man a1 n nach n-G;, und errichtet 

-- - vsz osz . R" h SO a0 a_ ns = =- = -= 1n 1c tung , so so 
so erhălţ man den Beschleunigungspunkt a und es ist 

na---bs=ts + n8 . 

Die Verbindungsstrecke p,a liefert die Beschleunigung b8K, die der 
Schwerpunkt zufolge des Fiihrungsdruckes K erhălt; es ist 

bs = bsP + bsK· 

Der Fiihrungsdruck K in O hat die Richtung von b8 K ţta; seine 
GroBe ist K = M · b8 K. 

Der Beschleunigungspunkt a wird am einfachsten aus der Ăhnlich-
keit der Dreiecke n a a und OS A gefunden; dann ist n a=-= bA. 

Im Anschlusse daran lose man folgende 

Aufgabe: 

38. Ein schwerer Stab A B ist in 
O drehbar gelagert; in A und 
B wirken bekannte Krăfte P 
und Q, auBerdem in S das 
Eigengewicht des Stabes; die 
Geschwindigkeit vA ist ge
ge ben. Man konstruiere die Be-
sehleunigungen bA und b B• so
wie den Gelenkdruck in O nach 
G1ofle und Richtung (Fig.l49). Fig. 149. 

B 
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91. Dynamik der Zweipunktfiihrung. In Fig. 150 wird die Scheibe, 
deren Schwerpunkt S ist, mit den Punkten A und B an den festen Kurven 
a und b gefiihrt, deren Kriimmungsmittelpunkte ~ und \8 sind. Der 

~· 1f 

p 

Fig. 150. 

Geschwindigkeitszustand der Scheibe ist dadurch gegeben, daB die Ge
schwindigkeit vA bekannt ist. Sie sei maBstăblich durch die Strecke 
A~ gegeben (Normalfall). 

o 

Auf die Scheibe wirke eine Kraft P, die auch als Resultante aller 
auf die Scheibe wirkenden aktiven Krăfte an-

b 

Fig. 150a. 

gesehen werden kann. Man bestimme den Be
schleunigungszustand der Scheibe. 

Zunăchst wurde in Fig. l50a aus vA --~o a 
in bekannter Weise der Geschwindigkeitsplan fiir 
die Punkte A, B, S konstruiert. 

Im Beschleunigungsplan Fig. l50b beginnt 
man mit der Beschleunigung des Schwerpunkts, 
die er allein durch die Kraft P erhalten wiirde; 

o- sie ist nach dem Prinzip der Schwerpunkts
bewegung (vgl. 62) 
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bsi' = :1;. 
worin M di~ Masse der Scheibe ist. 

127 

Der BeschleunigungsmaBstab ist durch die Annahme des Normal
falles gegeben (vgl. 20); nach diesem ist im Beschleunigungsplan die 
Strecke n-fi '= b8 P aufzutragen. Sodann kann die Tangentialbeschleu-

:JGt 
p1~-~-Bs -......._ 
: " -......._ 
: " -,. 
\ "" -...,.__~a 
: '\. "-. 
: '\. "-. : '\. "-. 
: '\. 

Fig. 150b. 

nigung a~n ~ t As' konstruiert werden, die der Punkt A in bezug auf 
den Schwerpunkt S durch die Kraft P erhalt. Man bedient sich dabei 
des in Fig. 66 beschriebenen Verfahrens. Man falit von S die Senkrechte 
se auf P, macht SJ = i senkrecht auf se, wobei i der Tragheitshalb-
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messer der Scheibe fiir den Schwerpunkt S ist, und zieht J C1 ...1.. C J; 
i2 

dann ist SC1 = -. Zeichnet man nun durch p die Gcrade f1a1 ...1.. AC1 cs 
und durch n dio Gorade n a 1 -'- AS, so ist a 1 n -~ tAs' gefunden. 
Ebenso konstruiert man die Tangentialbeschleunigung {31 ii: . t Es', die 
der Punkt B in bezug anf den Schwerpunkt S duroh die Kraft P er
hălt. Man zieht pf31 ...L BC1 , nf31 ...L BS, so liegt im Schnitte beider 
der Punkt {31• 

Sodann wird die Normalbeschleunigung nAs gezeichnet, die der 
Punkt A in bezug auf S hat; sie ist 

--··z 
VAs2 sa -

nAS = -==- = c:----c=- - n 1 a1 un Sinne von AS 
AS AS 

und wurde im Beschleunigungsplan in a 1 an t As' angereiht. Die hierbei 
notwendige relative Geschwindigkeit VAs~= sa wurde aus dem GE
schwindigkeitsplan entnommen. Ebenso wurde die Nonnalbeschleunigl_].ng 

b2 
8 

BS 
n2 {31 im Sinne von B S 

konstruiert und in {31 an t Es' angereiht. 
Nun wurden die absoluten Normalbeschleunigungen der Punkte A 

und B gesucht; sie sind 
--z 

vA2 oa . 
nA = -= = ~ -=c- m Richtung A~{ und 

A~ A~ 

VE2 ob2 . 
nE=-_ --c = -=== m Richtung BIJJ 

BIJJ BIJ) 
und, ausgehend von n 1 bzw. n 2 nach a 0 bzw. {30 anfgetragen; es ist also 

n 1 a 0 = nA, n 2 {30 =-nE. 

Die Geraden A ...L nA, B ...1.. nE miissen dann den Beschlounigungs
punkt a bzw. f3 enthalten, allerdings nicht fiir den gleichen Nullpunkt, 
sondern in bezug anf den Nullpunkt n 1 bzw. n 2• 

Nun fehlen im Beschleunigungsplan des Punktes S, auf den Null
punkt n bezogen, noch die Beschleunigungen, die der Punkt S durch 
die unbekannten Fiihrungsdriicke in A und B erhălt. Von diesen Driicken 
kennt man zwar die Richtungen, aber nicht die GroBen. Sie schneiden 
sich im Drehpol O der Scheibe; ihre unbekannte Resultante R geht 
also jedenfalls durch diesen Punkt. Die unbehannte Besohleunigung 
des Schwerpunkts durch R ist dann 

R 
bsR= 

M" 

Im Beschleunigungsplan der Punkte A und B fehlen auBer bsR, 
die sie nach dem Prinzip der Schwerpunktsbewegung gemeinsam mit S 
ha ben miissen, noch die Tangentialbeschleunigungen t As" bzw. t Es", die 
sie in bezug auf S durch R erhalten. 
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Um diese Beschleunigungen zu ermitteln, schlagen wir folgenden 
Weg ein. Nehmen wir die Kraft R' durch O beliebig an, zeichnen SD _L R' 
und suchen D1 , den Gegenpunkt von D ebenso, wie wir friiher e 1 aus e 
gesucht ha ben. Dann ziehen wir ţt a' _LA D1 bis zur Geraden A, ţt X' 11 R' 
und a' X' _L AS bis zum Schnitte X' der beiden letzten Linien. Dann ist 

pX' b8 H und X' a' · -- t As" 

fiir die allerdings noch willkiirlich angenommene Richtung von R'. 
Ebenso ziehen wir ţt{J' _L BD1 bis zur Linie B, ţtY' 11 R' (welche 

Gerade schon mit ţtX' gezeichnet wurde) und {3' Y' _L BS bis zum 
Schnitte Y' der beiden letzten Linien. Dann ist 

ţt -Y'- c b8 H und Y'/J' -t m/' 

wieder fiir die willkiirlich angenommene Richtung von R'. 
Hătte man die Annahme von R' zufăllig richtig getroffen, so miiBte 

jetzt ţt X; = ţt Y' sein, was natiirlich nicht zutreffen wird. Man wieder
holt somit die Konstruktion mit einer anderen durch O gehenden Kraft
richtung R" und erhălt zunăchst den FuBpunkt E und seinen Gegen
punkt E 1• Es ist zu beachten und vereinfacht die Konstruktion, daB 
die Gegenpunkte D1 E 1 • . . . aller durch O gehenden Kraftrichtungeu 
auf einer Geraden liegen, die durch den Gegenpunkt 0 1 von O hindurcb
geht und zu 001 senkrecht steht. 

Durch Wiederholung der oben geschilderten Konstruktion erhălt 
man.ua"-LAE1,ţtX" !1 R",a"X"-LAS;fernerţtf3"-LBE1,ţtY" R", 
{3" Y" _L BS. Damit sind die Punkte X", Y" gefunden. 

Als durch O gehende Krăfte konnen auch die Fiihrungsdriicke A 
und B beniitzt werden. 

Besonders einfach gestaltet sich die Konstruktion der Punkte X und Y 
fiir jene Kraft R0 , die durch den Schwerpunkt S geht. Dann liegt der 
FuBpunkt e inS, sein Gegenpunkt e 1 in unendlicher Entfernung, senk
recht zu R0, es wirdAe1 11 Be1 _L R0 ; esist ferner tAs" =O und tBs" =O 
(denn eine durch S gehende Kraft erzeugt keine Tangentialbeschleuni
gungen); die durch ţt gehende Parallele zu OS schneidet somit die Geraden 
A und B bereits in den Punkten X 0 und Y0• 

Es lăBt sich zeigen, daB die Punkte X 0 X' X" ..... in einer Geraden 
liegen. Die Strahlenbiischel A (D1 E 1 .... ) und ţt (a' a" .... ) sind kon
gruent, da die entsprechenden Strahlen aufeinander senkrecht stehen; 
die Strahlenbiischel S (D1 E 1 •••. ) und ţt (X' X" .... ) sind aus demselben 
Grunde kongruent. Die Strahlenbiischel A (D1 E 1 ••.• ) und S (D1 E 1 ..•• ) 

sind perspektivisch, da sie sich in der Geraden D1 0 1 E 1 . . . . durch
schneiden; die Strahlenbiischel ţt (a' a" .... ) und ţt (X' X" .... ) sind 
projektivisch; ihr Strahl ţtX0 entspricht sich selbst zweifach, die Biischel 
sind somit auch perspektivisch; somit ist auch das Parallelbiischel 
a' X', a" X", . . . . . dem Biischel ţt (X' X" .... ) perspektivisch und sie 
durchschneiden sich in Piner Punktreihe X 0 X' X" . . . . Ebenso kann 

Wittenbauer, Dynamik. 9 
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gezeigt werden, da/3 anch die Punkte Y 0 Y' Y" o o o o in eirwr Geraden 
liegeno 

Zwei Punkte werden fiir jede die:-;er Gt•raden geniigeno Man wird 
also znnăchst die Punkte X 0 Y0 Prmittl'ln, die nur das Zit•hcn der Linie 
X 0 Y0 ,, OS crfordern; sodann kann noch fiir irgend cine Kraftrichtung R 
das Punktpaar X' Y' bestimmt werdeno 

lm Hchnitte der beiden Geraden X 0 X' und Y0 r' liegen die Punkte 
X und Y in a vereinigt; sie geben, mit ţt verbunden, die Beschleunigung 
b8 H, die der Schwerpunkt 8 zufolge der Kraft R, der Vereinigung der 
Fiihrungsdriieke A und B, erhălt; es ist also 

. R 
ţta bsll =' M 

nnd somit 

Durch Zerlegung von R in die Richtnngen O A nnd O B sind sodann 
die Fiihrungsdriicke bestimmto 

Zieht man jetzt a a ...1.. AS, afl ...L BS bis A bzwo B, so erhălt man 
die Punkte a nnd fl; es ist dann 

a a---- t.As" nnd afl t118"0 

Damit ist die gestellte Aufgabe geli:isto J>erm eR ist die ganz1, 'rangen
tialbeschleunignng von A in bezug auf S: 

t .AS --, t .A::/ + t .As" 
und ebenso 

Die He;whleunigung des Schwerpunkts S ist 

bs nţt + ţta -- b8 1' + b8u na; 

ferner die Be~whleunigung des Punktes A: 

bA. n 1 a0 + a0a n.A + (1 

oder auch aus folgendem Polygon: 

b.A- nAs+ tAs' + bs1' + bsu +tA:/' 

oder b.4 nAs+ tA.s + b8 ; 

ehtmso ist die BeRchleunigung deR Punktes B: 

oder auch 
b u "'- n2flo + flofl nB + tB 

bB nus + tBs' + bs 1' + bsu +tus". 
bB- ·nus + tBs + bso 

Als Probe kann sehlieBlich empfohlen werden, von n 1 aus die Be
;~ehleunigung b 11 =''~ n 2 lJ anfzutragen und in folgende drei 'l'ei.le zu zer-
lt~gen: bB bA-:- tBA --j- nBAo 

]htlln muB 
v!L4a ab2 

nuA c= BA = BA 
sPin, wit> man s:ch mit Hilfe des Geschwindigkeitsplanes iiberzeugen kann. 
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Es :sol! nocb bemerl<t werden, daB, obwohl die Beschleunigungen 

h.." ;r a, bA ni a, b /! :!~{J VOll n·rsc:hiedenen NullpunktE'n n, ni, n2 
aus gemessE'n wcrden. daR Dreieck a a j3 doch dem DrciE'ck SA B ăhnlich 
ist. Denn cs iHt aa l 18", arJ tm./'; nun sind dies die Tangcntial
beschleunigungen eines l:kschleunigungszm;tandeH, cler dureh die Kraft R 
lwrvorgerufen wi rd: es iHt also naeh Gleichung HJ: 

l1f.,'' f-lsu"! lu./'~-o 

lilld H()lllit 

Dann ist aher das JJreieck a aţi d<'f TangentialbeRchleuuigungen dern 
J>reieck 8 A B ăhnlich. 

!J2. Dynamik des Krcuzschiebers. 1Jer Kreuzschieber AR (.Fig. l5l), 
<iessen kinernatische l<~igPnschaften in 80 hPhandelt wurden, besitzE' elen 

\ \ 

o;.-____ ----, a 

b 
Fig. li> 1. .Fig. lfiln 

:::;chwerpunkt 8; die einzige aktive Kraft, clic auf diesE' Scheibe wirkt, 

SE'Î das Gewicht O. Die GeschwindigkE'it des PunktE's A sei gegeben: 
U* 
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es sind die Beschleunigungen bA bB b8 und die Fiihrungsdriicke in A 
und B zu zeichnen. 

Der Geschwindigkeitsplan (Fig. 151 a) wurde aus dem gegebenen 
V..t oa in bekannter Weise entwickelt. 

(X" 

1 
/ 

1 
1 

/ 
/ 

1 

/ 
1 

1 

Fig. 151 b. 

Der Beschleunigungsplan (Fig. 151 b) kann an Hand der friiher bl.'
handelten Fiihrung (Fig. 150 b) gezeichnet werden. Man macht zunăchst 

G 
nţt b,,P= M=g, 

wenn M die Mat~se der Scheibe und g die Beschleunigung der Schwere 
ist. Da der Angriffspunkt der Kraft G der Schwerpunkt S selbst ist, 
so wird tAs' =O nnd tBs' =O, 
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somit fallen die Punkte a1 und {31 in .Fig. 150 b mit n zusannnen. nAs 
und nBs werden wie friiher gefunden und aufgetragen; es ist 

n1n ·nAs und n 2n= nBs· 
Da die Punkte A und B gerade Linien beschreiben, ist 

nA =O und nB =O; 

die Geraden A und B sind somit durch n1 bzw. n 2 parallel zu den Jfiihrungs
richtungen a und b zu ziehen. 

Die Gerade X 0 ţt Y0 11 OS schneidet die Geraden A und B in den 
Punkten X 0 und Y0• 

Nimmt man als Resultante der beiden Fiihruugsdriicke A und B 
die Kraft R' an, d. h. setzt man versuchsweise B =O, konstruiert den 
Gegenpunkt 0 1 von O nach der Gleichung 

os· S01 = i 2, 

und errichtet in 0 1 die Senkrechte auf 0 1 S, so ist der Gegenpunkt 0 1 

von O im Schnitte mit dieser Senkrechten gelegen. Man zieht dann im 
Beschleunigungsplan 

ţta'...!.. AC1 bis zum Schnitte a' mit A, 
a' X'...!.. AS, so liegt der Punkt X' im ~chnitte dieser 

Senkrechteu mit der bereits gezogenen Geraden np, !! R'. 
Ebenso zieht man 

p,{3' ..L BC1 bis zum Schnitte {3' mit B, 
{3' Y' ..L B S bis zum Schnitte Y' mit der gleichen Ge

raden nţt. 
Ersetzt man hingegen R' durch R", d. h. setzt mau versuchsweise 

den Fiihrungsdruck A= O, so erhălt man in derselben Reihenfolge die 
Punkte D und D1, im Beschleunigungsplan die Punkte a" und X", 
8" und Y"; da bei liegen X" und Y" in der durch ţt gehenden Geraden 
JtX" 11 R". 

Die Punktreihen X 0 X' X" und Y 0 Y' Y" schneiden sich im Punkte a. 
Verbindet man ihn mit ţt und n, so erhălt man in 

P,a c=:b8 R 

die Richtung des durch O gehenden resultierenden Fiihrungsdruckes R 
und die GroBe der Beschleunigung, die der Schwerpunkt durch R er
făhrt. Hingegen ist 

na .. ·-"bs .bsG + bsR 

die ganze Beschleunigung des Schwerpunkts. 
Zerlegt man b8 ll in bsA und b8 B, so erhălt man die Beschleunigungen 

des Schwerpunkts durch die getrennten Fiihrungsdriicke; diese selbst 
sind dann 

Zieht man noch 

A = M · b8 A, B = M · b8 B. 

a a...!.. AS bis A und 

o{3...!.. BS bis B 
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so erhălt man dic richtigen Beschleunigungspunkte a und {J; und zwar 
sind dann 

n 1a bA und ;i2-ţJ = bB 

die Beschleunigungen der gefiihrten Punkte A und B. 
Aus dem Beschlennigungsplan ist zu ersehen, daB 

ist; fer ner 

polygone: 

a a c-'c·· tAs• o{J "-•. tBs 
erkeunt man die Anordnung folgender 

bA nia=•nAs+bs+t.a.s. 

bB ~~ir,~{J '• nBs + bs + tn.<~· 

/ 
/ 

Beschleunigungs-

// 0~---------,.S 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

.Fig. 152a. 

Fig. lfi2. 



Da~< zwanglăufigt- System. Dynamik. 135 

Zum Schlusse moge noch daran erinnert werden, daB, wie im vorigen 
Abschnitte gezeigt wurde, n n1 n 2 VJ a a {3 VJ SA B ist. 

93. Dynamik der rollenden Scheibe. lu Fig. 152 rollt die Scheibe 
mit dem Kriimmungsmittelpunkt A auf der festliegenden Scheibe mit 
dem Kriimmungsmittelpunkt lll; O ist ihr augenblicklicher Beriihrungs
punkt und gleichzeitig der Drehpol der rollenden Scheibe. Sie wird 
von einer Kraft P (anch Resultante aller aktiven Krăfte der Scheibe) 
angegriffen; man ~;oll die Beschleunigungen bA und b8 sowie den augen
hlicklichen Widerstand der Fiihnmg in O bestimmen. 

Die Geschwindigkeit 'V A, der Schwerpunkt S und der Trăgheitshalb
messer i fUr dirsen sind bekannt. 

)' // 

b} 

/ 
/ 

/ 

Fig. 152b. 

A 

oc" 

-----
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In ]'ig. 152 a wurde aus vA o a der Geschwindigkeitsplan in be-
kannter Weise gefunden. 

Im Beschleunigungsplan 152b wurde zunăchst 
. p 
nţt-'-'bsP = M 

aufgetragen, die Beschleunigung, die der Schwerpunkt S der Scheibe 
von der Masse M durch die Kraft P erfăhrt. Sodann in ]'ig. 152 se J_ P 
gemacht und zu eder Gegenpunkt e 1 aus e S · SC~ = i 2 gesucht, ferner 
im Beschleunigungsplan ţta1 J_ Ae1 , na1 J_ AS gezogen; dann ist 
a~-n = tAs' die Tangentialbeschleunigung von A in bezug auf S durch 
die Kraft P. 

Hierauf wird 

AS 
=--~ n 1 a1 in Richtung A S 

konstruiert, dadnrch der Punkt n 1 gewonnen und von ihm aus 
vA2 --

nA = = = n 1 a0 in Richtung A IJl 
AIJl 

aufgetragen; die Gerade A ...LA IJl in a0 enthălt dann den Beschleu
nigungspunkt a. 

Ebenso wurde ţto1 ..L Oe1, no1 J_ OS gezogen; dann ist o~n '-'- t08' 

die Tangentialbeschleunigung von O in bezug auf S durch die Kraft P. 
Die Normalbeschleunigung 

_ v_ml nos- ----
OS 

2 

s_o_ = n2 oi in Rich tung OS 
os 

wurde dann in oi angesetzt und damit der Punkt n2 gewonnen. Die 
Beschleunigung b0 hat die Richtung der Normale OA; die Gerade O il AO 
durch n2 enthălt also den Beschleunigungspunkt o. Es ist leicht zu be
weisen, daB dieser Punkt im Schnitte der Geraden O und A liegt. 
Denn es ist b0 =- bA + b0 A n A + tA + noA + t0 A ; von diesen Be
schleunigungen haben b0 , nA, noA die Richtung der Geraden O, hin
gegen sind tA und toA senkrecht dazu; also ist b0 = n A + noA, 
tA+ t0 A =O. Nun ist nach Gleichung 18: noA+ nAs+ n80 :=:O 
oder n0 A = n08 + nsA· Zieht man also oi f-ti a1 n 1 , so ist oi ţt~ ·c.c nsA 
und noA n2 OI + 01 ţt1 = n2 f-li und SOmit 

b0 = n0 A + nA = n 2 ţti + ji;o = n 2 o, 

also o im Schnitte der Geraden O und A. Da ferner 
vA2 -- vA2 -- - . - - - - --

nA = -----c=-=N A, noA= --=-'" = AN1• Wlfdb0 --,n2 o = N A+ AN1 =N N 1. 
AIJl OA 

Der Fiihrungswiderstand R in O wird aus zwei Teilen bestehen: 
dem Fiihrungsdrucke K in der Normale O A und dem Widerstande W 
in der Tangente Ot gegen Gleiten, ohne den ein Rollen der beiden Kurven 
aufeinander nicht zu denken ist. 
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Man fiihrt nun mit den beiden Krăften K und W dieselben Kon
struktionen durch, wie in Fig. 150 mit R' und R". Man sucht zu O 
den Gegenpunkt 0 1 aus der Beziehung OS· Sâ~ = i 2 = SJ'2, zieht in 
OI die Senkrechte auf sol und schneidet sie mit D s ...L K und E s ...L w 
in den Punkten D1 und E1• 

Sodann zieht man f-l a' ...L A D1 bis zum Schnitte a' mit der Geraden A, 
;tX' :' K und a' X' ...LAS; im Schnitte der beiden letzten Geraden 
liegt X'; ferner f-l a" ...L. A E 1 bis zum Schnitte a" mit A, f-l X" 1: W und 
a" X" ...LAS; im Schnitte der beiden letzten Geraden liegt X". 

Ebenso findet man die Punkte Y' und Y", wenn man A durch O 
ersetzt. 

Die durch f-l gezogene Parallele zu OS schneidet die Geraden A 
und O in den Punkten X 0 und Y0• Die Punktreihen X 0 X' X" und 
Y 0 Y' Y" treffen sich im Beschleunigungspunkte a des Schwerpunkts S. 

Es ist dann b8 ~~ n a und b8 R ::-c = f-l a, letztere die Beschleunigung 
des Schwerpunkts zufolge des Gesamtwiderstandes R der Fiihrung 
in O. 

b8 R besteht aus den beiden Teilen 
b8 w !/ W und b8 K : K, 

woraus die Fiihrungswiderstănde folgen 
W = Mb8 w und K = Mb8 K. 

Der Gesamtwiderstand ist R -'-- K + W. 
Die Tangentialbeschleunigungen, welche die Punkte O und A in 

bezug auf S durch R erfahren, sind 

fas" ·cec a o und tAs" ---'a a; 

letztere ist senkrecht zu AS, erstere senkrecht zu OS, was, da o bereits 
bekannt ist, eine Probe fiir die Richtigkeit der Konstruktion gibt. 

Damit ist auch der Beschleunigungspunkt a gefunden und es ergeben 
sich folgende Polygone: 

bA --ni a -nAs+ tAs' + bs + tAs11 

und ba n2 ~ ==nas+ tas' + bs + tos"· 

Auch hier besteht, wie in den vorigen Abschnitten, die Ăhnlichkeit 
n n 1 n 2 '-" a a o"' S AO. 

94. Literatur. In anderer als der eben vorgetragenen Art wurde die 
graphische Dynamik der Scheibe von Th. Poschl behandelt ("Beitrag 
zur Graphischen Dynamik des starren, ebenen Systems", Zeitschr. f. 
Math. u. Phys., Bd. 58, 1910 und "Uber die zwanglăufige Bewegung 
materieller Systeme in der Ebene. I", ebenda, Bd. 60, 1911). Poschl 
geht von den in Abschnitt IV mitgeteilten Zuordnungen von Drehpol, 
Wendepol und Beschleunigungspol aus und sucht die Beschleunigungs
zustănde der Scheibe, die jeder ăuBeren Kraft und jedem Fiihrungs
drucke einzeln entsprechen; durch Ubereinanderlagerung dieser Zu-
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stănde ergibt sich der resultierende Beschleunigungszustand der ganzen 
Scheibe, wobei von dem Satze auf Seite 66 (Aufgabe- 29) Gebrauch 
gemacht wird. Als Beispiel hierfiir diene die Losung folge-nder 

Aufgabc: 

39. Eine schwere Hcheib{~, deren Ge-
wicht G und Sch"'·erpunkt 8 ge
gebe-n sind (Fig. 153), drehe sich 
mit der Winkelgeschwindigkeit w 
um den festen Punkt O. Man suche
Richtung und GroBe des Gelenk
drnckes K in O. 

Die Konstruktion ist nach Th. Poschl 
1.,-_.......-- folgende: Man zeichne von O aus vertikal 

J<'ig. J5:l. -· q 
die St.recke O .11 co • •• dann ist nach Seite w·. 

6o (Aufgabe 29) J 1 der zur Kraft K gehorende Wendepol, wăhrend 
der Wendepol .J der resultierenden Bewegung in O liegt. Macht man 
J 1 S · SL = i 2 und verbindet L mit O, so ist LO die Richtung von 
K. Zieht man noch .l1 N ..L OS und 8 N · LO,, so ist 

SN .c bsl' '·' K , 
w2 M w2 

womit 

bestimmt ist. Man suche diese Konstruktion 7.U hegriindPIL (V gl. darriit 
Fig. 148.) 
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95. Einleitung. In den vorhergehenden Untersuchungen ist gezeigt 

worden, auf welche Weise man Fragen, welche die Dynamik eines ein
zelnen ebenen Systems betreffen, auf graphischem Wege li:iscn kann. 
Die Hauptfrage: aus den aktiven Krăften auf die Beschleunigungen 
der Systempunkte und auf die Driicke in den Fiihrungen zu schlieBen, 
wurde dort verhiiltnismăBig einfach gelost und es scheint bei erstem 
Zusehen kein Hindernis zu bestehen, diese Methode auch auf die Ver
bindungen mehrerer Systeme. auf kinematische Ketten, Getriebe und 
)faschinen anzuwenden. 

Allein da zeigt sich doch sofort, daB dem wesentliche Hindernisse 
entgegenstehen. Das hauptsăchlichste von diesen diirfte wohl dariu 
zu suchen sein, daB die einzelnen Teile einer bewegten kinematischen 
Kette in einer Weise zusammenhăngen, daB iiber die Richtung der 
Driicke an diesen Verbindungsstellen von vornherein gar nichts au8-
gesagt werden kann: diese Gelenkdriicke, die zwischen zwei Maschinen
teilen stets doppelt vorkommen (als Aktion und Reaktion), werden sich 
nămlich nach den Krăften und Beschleunigungsverhăltnissen der beiden 
zusammenhăngenden Teile einstellen, und da sich diese Abhăngigkeit 
durch die ganze Maschine fortpflanzt, wird der Druck in jedem Gelenk, 
sowohl was die GroBe als auch die Richtung betrifft, abhăngig sein 
von den Druck-, Kraft- und Beschleunigungsverhăltnissen in allen 
iibrigen Gliedern. 

Im Gegensatze hierzu konnte in den bisher untersuchten zwang
lăufigen Einzelsystemen die Richtung des Fiihrungsdruckes von vorn
herein als bekannt angesehen werden, wodurch die Losung der Aufgabe 
moglich wurde. 

Hierzu kommt aher noch folgende Schwierigkeit. Wăhrend nămlich 
Yon einem zwanglăufig gefiihrten System die Bahnen zweier Punkte 
oder doch die Hiillbahnen zweier Kurven gegeben sind, kennt man in 
einem beliebigen Gliede eines Maschinengetriebes im allgemeinen die 
Bahn keines einzigen Punktes, also auch nicht die Kriimmungshalb
messer der Bahnen der Gelenkpunkte, wodurch ja die Beschleunigungen 
der fiihrenden Punkte mitbestimmt sind. 

Es erschiene somit ganz aussichtslos, die Dynamik eines Maschinen
getriebes graphisch zu behandeln, wenn es nicht einen sehr zweck
maBigen Ausweg găbe, mit, Hilfe dessen man alle einschlăgigen Pragen 
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leicht beantworten kann. Dies ist die Einfiihrung der Ersatzpunkte, 
mit denen wir u~s in diesem Abschnitte beschăftigen werden. In den 
năchsten Abschnitten soll dann gezeigt werden, auf welche Weise die 
bereits behandelte Dynamik des Einzelsystems sich verăndert, wenn 
man die Ersatzpunkte beniitzt. Der Vorteil dieser Methode wird freilich 
erst dann einleuchten konnen, wenn wir sie nicht nur auf einzelne Scheiben, 
sondern auch auf ganze Reihen von Scheiben, auf kinematische Ketten 
anwenden werden. 

96. Definition der Ersatzpunkte eines Systems. Die Masse eines 
Korpers ist stets ungleichformig iiber seinen Raum verteilt. Die gleich
formig verteilte Masse ist eine Annahme, die man zu dem Zwecke macht, 
um die Rechnung zu vereinfachen; selbst dann, wenn die Masse schein
bar gleichformig verteilt ist, wird diese Annahme nur eine erlaubte An
năherung an die Wirklichkeit sein. 

Sobald es sich um den EinfluB der Masse eines Korpers hande]t, 
den dieser als Ganzes nach auBen ausiibt, z. B. bei Ermittlung der 
Driicke, die hewegte Massen auf die Fiihrungen ausiihen, kann man sich 
die Aufgahe stellen, die Masse des Korpers durch einzelne Punktmassen 
derart zu ersetzen, daB die Wirkung nach auBen die gleiche ist. 

So gibt es seit alters her einen sehr gehrăuchlichen Ersatz der Korper
masse durch die im Schwerpunkt zusammengezogene Masse, die in 
Fragen des Gleichgewichts die wirkliche Masse des Korpers vollkommen 
ersetzt. Aher dieser Schwerpunkt wird nicht geeignet sein, die Korper
masse auch in dynamischer Hinsicht vollkommen zu ersetzen. 

Man wird also unterscheiden miissen zwischen statischen und 
dynamischen Ersatzpunkten; die ersten ersetzen die Korpermasse 
vollstăndig nur in Fragen des Gleichgewichts, die letzten als die all
gemeineren miissen die Korpermasse auch in dynamischen Unter
suchungen vollstăndig ersetzen konnen. 

97. Die statischen Ersatzpunkte. Sie werden derart gewăhlt werden 
miissen, daB ihre Massen zusammen gleich der Masse des Korpers sind 
und daB sie auch den gleichen Schwerpunkt wie dieser besitzen. Ihre 
Anzahl und Lage ist beliebig; wăhlt man nur einen Ersatzpunkt, so 
ist dies der Schwerpunkt selhst; wăhlt man zwei Ersatzpunkte, so muB 
auf ihrer Verbindungsgeraden der Schwerpunkt liegen. Aher sonst 
gibt es keine Beschrănkung in ihrer W ahi. , 

Legt man durch den Schwerpunkt S ein be1iehiges Achsenkreuz 
X, Y, hezeichnet mit M die Masse des Korpers, mit m .. jene eines Ersatz
punktes, mit Xn und Yn seine Koordinaten, so werden die ohen aus
gesprochenen Bedingungen mit Beniitzung der Gleichungen 36 die Ge
stalt annehmen: 

Emn = M, EmnXn =O, Em .. y., =O ....... 48) 

98. Die dynamischen Ersatzpunkte. Sie sind gewissermaBen Ersatz
punkte hoherer Ordnung, d. h. sie ersetzen die Korpermasse nicht nur 
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in Gleichgewichtsfragen, sondern auch in dynamischer Hinsicht. Daraus 
folgt, daB sie zunăchst alle Eigenschaften der statischen Ersatzpunkte 
haben und daB somit die Gleichungen 48 auch fiir sie gelten miissen. 

AuBerdem muB aher von ihnen verlangt werden, daB sie bei gleichem 
Bewegungszustande der Scheibe zusammengenommen auch die gleicht> 
Bewegungsenergie besitzen wie die wirkliche Masse der Scheibe. 

Ist P ein beliebiger Punkt der 
Scheibe mit den Koordinaten x, y, v 
seine Geschwindigkeit, m seine wirk
liche Masse, v8 die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts, deren Richtung 
zweckmăBig als eine der Koordinaten
achsen gewăhlt wird (Fig. 154), und ent
wirft man in Fig. 154a den Geschwin
digkeitsplan, so ist 

y 

Fig. 154. 

v · op-- os+ sp Vs 1- vp8 , 

u 

X 

Fig. l54a. 

worin v PS die relative Geschwindigkeit des Punktes P in bezug auf den 
Schwerpunkt ist. 

Nennt man e die Entfernung des Punktes P vom Schwerpunkt, 
a den Winkel zwischen e und y oder auch zwischen v8 und v PS• so ist 

v2 = v82 + Vps2 - 2v8 Vps cos a 

oder, da V PS = ew und OJ die Winkelgeschwindigkeit der i'îcheibe be-
deutet, V 2 = Vs2 + (! 2W2 - 2Vs(!W COS a. 

Multipliziert man mit der Masse m des Punktes und bildet die Summe 
iiber alle Massenpunkte der Scheibe, so wird 

l:mv2 = v8 2 2:m + w2 l:me2 -2v8 wJ:me cos a. 

Hierin ist J:m = M, ferner nach Gleichung 44: l:me2 = T8 ; das 
letzte Glied wird, da e cos a = y ist, J: my, und dies verschwindet nach 
Gleichung 36, da Ys = O ist. Nennt man noch 

L= 1/2l:mv2 ............ 49) 

die Bewegungsenergie der Scheibe, so wird 
L = lf2Mvs2 + 1/2 Tsw2 ......... 50) 

Verlangt man nun, daB die dynamischen Ersatzpunkte zusammen
genommen die gleiche Bewegungsenergie besitzen wie die Scheibe selbst, 
so miissen sie, gleichen Bewegungszustand vorausgesetzt, nicht nur 
die gleiche Gesamtmasse M, sondern auch das gleiche Trăgheitsmoment 
besitzen wie die Masse der Scheibe. Zu den Gleichungen 48 tritt also 
als vierte Bedingungsgleichung hinzu: 

J:mnPn2 = Ts = Mi2 • • . . . • • • • 51) 

wenn Pn die Abstănde der Ersatzpunkte mn vom Schwerpunkt und i 
den Trăgheitshalbmesser der Scheibe fiir den Schwerpunkt bedeuten. 
~fan kann somit folgenden allgemeinen Satz aufstellen: Verteilt man 
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die Masse der ~cheihe auf dem Trăgheitskreise des ~chwerpnnkts 
(Fig. 155) derart :wf beliebig viPk Punktc, daB dercn 1-:chwerpnnkt 
mit dem dcr ~chcibe S 7:UsammenHillt, ~o erset7:Pil dic~e Pun !de die Scheibe 
dynamisch \'ollkomllit'll Olkr sic siml ihr clynallli::;eh gicich\Yertig . 

.~'ig. Jfli). 

. h·dcr llynamisdw Ersat7:punkt bedarf zu seiner Fest
stellung dreier Hestillllllllllgss(iiclw: :-wirwr Mas~t' rn11 und 
der beidcn Koordinall'n :~; 11 Imei y,.. ~oll ei ne Sche ibe 
von cler Masse Jt dnreh n Punkte ersetzt werden, ;;o 
bcdarf ps ;~ n Hl'stinunungsstiiekc. 7:Wischcn dcncn die 
Bcdingungsgleiehungen 48 und 51 hestehen: dann sind 
also noeh 

~ c.o 3 n ·· 4 . . . . . . . . . . . . 5~) 

Bestimrnungsstiicke beliebig wăhlbar. 
Wir wollen von nun an die statisch gleichwcrtigen Massen cler Punkte 

A, B, O mit rnA, rn13o rnc, die dynamisch gleichwertigen MasRen mit 
flA, ftH, /lC' bezeichnen. 

99. Ersatz der Masse durch zwri dyuamisch gleichwertige Puukt
massen. Die Masse 11'1 der Scheibe in .Fig. 156 soli dnrch z\rei Punkte 
ersetzt werden. Eiir n = 2 wird in Gleichung 52: Ş ·~ 2, d. h. es sine! 
noch zwei Hestimmungsstiicke beliebig w~'lhlbar. Dic Bedingungs
gleichung('ll 48 und 51 lauten hier: 

/tA + ftu ~··· M. 

!tAPI+ ftiJP2 ·.~O, 

ţtA PJ 2 + fiBP2 2 ·= M i 2, 

Fig. 156. wenn p1 und p2 die Abstănde der ErRatzpunkte 
vom Schwerpunkt der Scheibe sind. 

Wiihlt man elen Punkt A, so sind dPssen Koordinaten die 7:Wei wăhl
baren Bestirnmungsstiicke und p1 ist geg0ben. Dnnn folgt fiir di0 Massen 
der beiden Ersatzpunkte: 

und fiir die Entfernung p2 cleR anderen ErRatzpnnktcs \'on 8: 
~~ 

P2 ~-· --
PJ 

.. :>3) 

.. 54) 

Die Punkte A uud H haben dann zueinander dieselbe Lage, wie der 
Aufhăngungspunkt und c;lcr entsprechcnde Schwingungsmittelpunkt der 
Scheibe; !iWt man z. R. die Seheibe urn elen festgehaltenen Punkt A 
Schwingungen ausfiihren, so ist B cler Schwingung:smittelpnnkt tmfl die 
Schwingungsdauer ist die gleiehe, wenn man die Scheibe i.m1 B statt 
urnA schwingen lăBt. Man ncnnt die Entfernung AB die reduzierte 
Pendellănge. (Vgl. H. Lorenz, Massenwirkungen von Getriebt>
gruppen, Zeitsehr. d. Ver. deutsch. Tng. 1~18.) 
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100. Der StoBmittelpunkt einer Scheibl.'. Auf den Ersatz einer eben 
bewegten ~eheibe dureh zwei dynamisch gleichwertige Punkte hat 
Poinsot gclegentlieh der Aufsnehung dPs HtoBruittelpnnktes aufmerk
sam gemaeht (,.Hur la percussion des eorps", ,Journal Liouville 1857, 
8. 294). 

Die ebeue 8cheibe in :Fig. L5(:i erleide an einer heliebigen 8telle A 
eine StoBkraft oder eincn Impub. Man ersetzt, wic oben gezeigt wurde, 
die Ylasse cler 1-lcheibe durch die Ersatzmassen ţ( 1 und f.lu in A und B, 
wobei B dnrch die Lage von A vollkommen bestimmt ist. 

Da nun cler HtoB nur in A ausgeiibt wird, wird der zweite Ersatzpunkt 
B nichts davon erfahren und bleibt somit in Ruhe; er ist der StoBmittel
punkt der Scheibe. 

Um die Geschwindigkeit v zu berechnen, mit der sich A nach dem 
HtoBe bewegen wird, geniigt es, da von den beiden Ersatzpunkten nur 
A bewegt wird, die Gleichung anzusetzen: 

iZ 
HtoBkraft = flAV = M · 2 · L •2 v, 

Pt -~ J 

woraus v berechnet werden kann. 

101. Beschleunigungsdruck einer sich drehenden Scheibe. Eine be
liebig geformte Scheibe (Fig. 157) ist im Punkte A festgelagert und 
drehe sich um diesen mit der Winkelgeschwindigkeit w 
und der Winkelbeschleunigung A.. Man suche GroBe und 
Richtung. des Beschleunigungsdruckes. 

Zunăchst ersetze man die Masse M der Hcheibe 
durch die zwei dynamischen ·Ersatzmassen flA und flB• o'· 
Gleichung 53, worin A der feste Drehpunkt ist und B 
auf der Schwerlinie AS liegt; es ist nach Gleichung 54 

i2 
XB = P1 + ( -P2) = P1 + p

1
' 

Fig. 157. 

Man erkennt in B den Schwingungsmittelpunkt der 8cheibe bei deren 
Drehung um A. Da bA =O und bB = AB · lt'w-4 +-Ii ist, bleibt filr 
den Beschleunigungsdruck der Scheibe 

oder ]) = M p 1 V~l)4-~~-f2 ,, Mb~>, 

wenn b8 die Beschleunigung des Hchwerpunkts ist. 

Der Beschleunigungsdruck der rotierenden Scheibe ist also ebenso 
groB wie der Beschleunigungsdruck der im Schwerpunkte vereinigten 
Masse und ihm parallel; sein Angriffspunkt ist 'aher der Schwingungs
mit.t.elpnnkt der Rcheibe. 
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102. Beispiele. 
l. Beispiel. Ein homogener Stab von der Lange l ist auf zwei 

Stiitzen A und B symmetrisch gelagert (Fig. 158). Wenn die Stiitze B 

Il ~li 1 
Fig. 158. 

plotzlich entfernt wird, soll sich der anfangliche 
Druck auf die Stiitze A nicht andern. Wie groB 
muB die Entfernung x der Stabmitte vom Auflager 
gewahlt werden ~ 

Man ersetzt die Masse des Stabes durch zwei Punkte, von denen 
der eine iiber dem Auflager A liegt; die Ermittlung des zweiten Punktes O 

l2 
ist iiberfliissig. Setzt man Pl. = x, i 2 = 12- in Gleichung 53, so wird 

za 
P,.t = .M 12:~:2 +}2. 

Wird die Stiitze B entfernt, so lastet f.'A allein auf dem Auflager A; 
wenn der Stiitzendruck in A sich nicht andern soll, muB 

M 
P,.t= 2 

sein. Durch Vergleich der beiden Werte fiir 1-'..t folgt 

. l X=.= - --· y12 
2. Beispiel. Ein homogener Stab vom Gewicht G ist an seinen 

Enden gelagert. Wenn eine seiner Stiitzen plotzlich entfernt wird, wie 
groB wird dann der anfangliche Druck auf die andere Stiitze ~ 

Das Beispiel ist wie das friihere zu losen. Wird die Stiitze B plOtz-
. l 

lich entfernt, so wahle man die eine Ersatzmasse in A. Dann 1st p1 = -:f , 
l2 

i 2 = -· und nach Gleichung 53: 12 
i 2 M 

P,_.t = M P12-+ i 2 4 

Da beim Entfernen der Stiitze B in A nur die Masse ~ zuriickbleibt, 

G 
ist der anfangliche Druck auf diese Stiitze 4-

3. Beispiel. Eine homogene elliptische Platte, deren groBe Achse 
horizontal ist, wird in ihren Brennpunkten A und 
B gelagert (Fig. 159). 

Wenn die Stiitze in B plotzlich entfernt wird, 
muB sich im allgemeinen der Druck auf die iibrig
bleibende Stiitze A verăndern. Welche numerische 
Exzentrizităt muB man der Ellipse geben, damit in 

Fig. 159. A keine Verănderung des Druckes stattfindet 1 
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Ersetzt man die Masse M der Platte durch zwei Punkte, von denen 
der eine in A angenommen wird, so ist nach Gleichung 53: 

iZ 
#A= M-a+~; 

P1 ' 
nun ist hier, wenn a und b die Halbachsen der Ellipse, c ihre Exzentrizitat 
bezeîchnet: PI = c = vaii~ _:__1)2; ferner ist nach Gleichung 87: 

az + b2 
i2 = lj4 (a2 + b2); man erhălt: #.A= M 5 a 2_ 3 i)i· 

Soll nun der Druck in A gleich dem hal ben Gewichte der Platte · 
·M 

bleiben, so miiBte #.A= 2 sein; durch Vergleich erhălt man 

a2 +b8 1 
5a8 - 3b2 2 

oder die numerische Exzentrizitat 

e=~= V~· 
4. Beispiel. Eine schwere quadratische Platte ist in zwei Punkten 

B und D ihrer horizontalen Kante an zwei vertikalen Făden in A und O 
aufgehăngt (Fig. 160). Der Faden O D wird zerschnitten. c 
Wie groB ist im ersten Augenblicke die Spannung des 
Fadens AB? 

Da auf den Schwerpunkt S der Platte nur vertikale 
Krăfte wirken, wird nach dem Prinzip der Schwerpunkts
bewegung (vgl. 52), die Bewegung des Schwerpunkts im 
ersten Augenblick vertikal sein. Da ferner B mit dem 
festen Punkte A verbunden bleibt, wird die Anfangsbewe

' ' 
! b a·---s 

o 

a 

gung von B horizontal sein. Errichtet man auf diese Fig. 160. 
beiden Bewegungsrichtungen in B und S die Senkrechten, 
so schneiden sie sich im anfănglichen Drehpol O der Platte. Ersetzt 
man ihre Masse M durch zwei Punkte, von denen man den einen in O 
wăhlt, so ist dessen Ersatzmasse nach Gleichung 53: 

i2 
P-n = M Pl.+ i2 

az 
mit p1 = b und i 2 = 6, wenn adie Seite der Platte ist (vgl. Gleichung 77). 

Die Spannung des Fadens A B wird im ersten Augenblick nach dem 
Durchschneiden des Fadens OD nur von der Masse #o herriihren, die 
in der Verlăngerung von A B liegt; ist G = M g das Gewicht der Platte, 

az 
so ist also die anfăngliche Spannung des Fadens A B · G ----~-- · · 

· a2 + 6b2 

5. Beispiel. Ein Balken XB = a vom Gewicht G ist an z~ei gleich
langen Seilen AC= BC =a in C aufgehăngt. Das eine Şeil BO wird 

Wittenbauer, Dynamik. 10 
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durchschnitten; wie groB ist im ersten Augenblick die Spannung K des 
anderen Seiles? (Fig. 161.) 

Das Seil A O wird sich im ersten Augenblick um O drehen, der Balken 
A B iiberdies um A; die ganze anfangliche Bewegung des Balkens ist 

c die Resultante dieser beiden Drehungen um 
O und A; ihr Drehpol O muB also auf der 
Geraden O A liegen (vgl. 167). 

Die anfangliche Bewegung des Schwer
'F-=:=;;:F::f=~B punkts S wird in die Richtung seiner Kraft R 

fallen, und diese ist die Resultante aus dem 
Gewicht G des Balkens und der Spannung K 
des Seiles A O, die vorlaufig noch unbekannt 
ist. Die Senkrechte in S auf R fiihrt zum 

Fig. 161. Drehpol O. 

Man ersetze die Masse M des Balkens durch zwei Punkte, von denen 
man den einen in O annimmt. Dann ist p1 =OS. Aus dem Kraft
dreieck von R, G, K folgt: 

G: K =sin (90° + 1p): sin (60° -1p), 

woraus tg'ljJ = v3- 2x ........... a) 
K 

wenn x = G gesetzt wird; ferner ist 

a 
p1 :2 = sin 120°: sin 1p, 

av3 
woraus man erhii.lt: p - --· • 

1 - 4sin 1p 

Die Ersatzmasse in O wird dann nach Gleichung 53 und mit, i 2 = ;; 

(vgl. Gleichung 91): 
i 2 4 sin2 1p 

#o= M Pt2 + 1:2 = M 9 +4sin21jJ 
Das Gewicht f1oY dieser Masse erzeugt in O die Seilspannung K und 

es iAt K : #orJ =sin (1p + 30°) :sin 1p 

oder K = 1-'~rl ( -.f3 + cotg 'P) 
und nach Einsetzen von ,u0 und G = M g: 

K 2 sin2 1p ( v3 + cotg 1p) 
X= G = . -9- +4bÎil2v;- ...... b) 

Verbindet man die Gleichungen a) und b), so bleibt nach Entfernen 

9f3 
von x: tg1p = -i3 
und schlieBlich am; Gleichung a): 

K=GV12. 
13 
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6. Beispiel. Eine Kreisscheibe von der Masse M und dem Halb
messer r (Fig. 162) dreht sich um ihren Mittelpunkt mit der Winkel
geschwindigkeit w. Sie wird an einer beliebigen Stelle A in der Ent
fernung a vom Mittelpunkt festgehalten; wie gro.B ist der in A ausge
iibte Sto.B und mit welcher Winkelgeschwindigkeit w1 dreht sich di€' 
Scheibe nach dem Sto.Be weiter? 

Man ersetzt die Masse M durch zwei Punkte, von denen man den 
einen in A wăhlt; seine Mas se ist nach Gleichung 53 mit p1 = a und 

r2 
i2 = - (vgl. Gl. 84): 

2 
i2 r2 

!lA = M --~·- = M · -- -
Pl2+i2 2a2+r2' 

der andere Ersatzpunkt B hat dann die Masse 

i 2 2a2 

11 H = M 2 "2 = J'Jil 2. 2 2 ' p1 +t a+r 

und von O diP Entfernung nach Gleichung 54: 
i2 

Pz=-
Pl 2a 

b. 

Fig. 162. 

Da aw die Geschwindigkeit von A ist, nimmt der StoB in A die Gro.Be an 

ar2 w 
llWJlA = M ~f(i:i-+ Ţz 

und da B seine Geschwindigkeit beibehălt, ist nach dem StoBP 
r2 

(a+ b)w c.= bw oder w ~(V·-· .• 
1 1 2a2 + r2 

103. Aufgaben. 

40. Eine kreisrunde, horizontale Tischplatte wird in drei Punkten 
A, B, C ihres Randes gestiitzt, die gleichweit voneinander ent
fernt sind. Wenn eine dieser Stiitzen plotzlich entfernt wird, 
wie groB ist der anfănglichP Druck auf jede der beiden anderen 
Stiitzen? 

Resultat: Ein Viertel des Gewiehtes der Tisehplatte. 

41. Eine Kreisscheibe dreht sich um ihren Mittelpunkt mit der 
Winkelgesehwindigkeit w, wăhrend dieser die Geschwindigkeit 
v besitzt. Ein beliebiger Punkt der Scheibe wird plotzlich fest
gehalten; wie gro.B ist der StoB, den die Scheibe erleidet und mit 
welcher Winkelgeschwindigkeit w1 dreht sie sich um den fest
gehaltenen Punkt? (Nouv. Ann. 3, S. 74). 

104. Ersatz der Masse durch drei dynamisch gleichwertige Punkt
massen. Mit n = 3 wird in Gleichung 52: $ = 3n - 4 = 5. Es konnen 
also von den drei Punkten fiinf Bestimmungsstiicke beliebig gewăhlt 
werden. Nennt man die Ersatzpunkte A, B, C, Ro nehmen die Be
dingungsgleichungen 48 nnd 51 die Form an: 

10* 
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ţtA + ţtB + ţtc = M, l 
ţtA X1 + ţtBXz + ţtcXa =O, 1 

1-'A.Yt + I-'BY2 + 1-'cYa =O, ( 
. 55) 

/l.tP/ + 1-'RP22 + fl,CP3 2 =]Il[ i 2• ) 

Die Lage von A und B kann durch Annahme von je zwei Koordinaten 
beliebig gewăhlt werden; fiir den dritten Punkt C ist dann nur mehr eine 
Koordinate beliebig, d. h. die moglichen Punkte C erfiillen eine Kurve. 

Um die Gleichung dieser Kurve zu finden, entfernen wir aus den 
Gleichungen 55 die Massen fl-A, P-B, ţt0 ; dann lautet das Resultat: 
(Pt2~i2) (x,.ya~y2xa) + (p22 __ i2) (XaYt~YaXt)+ 

+ (Pa 2 ~ i 2) (xt Y2- Yt X2) = O. 
Da p32 = x32 + y32 ist, gehort diese Gleichung fiir den Ort der 

Punkte C (x3 , y3 ) einem Kreise an. Dieser Kreis geht zunăchst durch 
die Punkte A und B, wie man sich durch Einsetzen von 

Xa = Xv Ya = Yt• Pa= Pt 
und Xa = Xz, Ya = Y2, Pa = P2 
iiberzeugen kann (Fig. 163). 

Zwei andere Punkte 0 1 und 0 2 dieses Kreises sind durch folgende 
Dberlegung zu finden. Setzt man die Ersatzmasse flA gleich null, so 
bleiben nur die Ersatzmassen ţt u in B und Pc in 0 2 iibrig, die, wie in 
99 gezeigt wurde, mit dem Schwerpunkt S auf derselben 'Geraden liegen 

miissen; setzt man S-B = p2, so ist nach Gleichung 54: S C2 = · 
i2 

i2 
ehenso ist mit SA= p1 : SC1 = ~ 

P1 
0 1 und 0 2 , die Gegenpunkte von A und B, sind also ehenfalls PunktP 

des Kreises; ihre Konstruktion mit Hilfe von sJ· = i ist von friiher 
bekannt. 

Man hat demnach vier Punkte A, B, e1 , e2 des Kreises, mit Hilfe 

Fig. 163. 

welcher er konstruiert werden kann. 
Solange man die Massen der Ersatz

punkte nur positiv einzufiihren wiinscht, 
muB der Punkt R, der Schwerpunkt 
von flA und ţts, zwischen A und B, 
und der Schwerpunkt S zwischen R 
und C liegen. Damit ist in Fig. 163 
schon das Gebiet ahgegrenzt, in dem 
der Punkt C liegen kann; es ist der 
Kreisbogen 0 1 , e2, im Sinne der Uhr
zeigerbewegung durchlaufen. 

An den Grenzen dieses Gebietes 
verschwindet die eine der Ersatz
massen; ist 0 in e1, so wird ,11 B = 0; 
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ist C in 0 2, so wird /lA= O. Liegt C auBerhalb dieses Gebietes, so wird 
!IA oder f-lB negativ. 

Sobald man die Annahme von C auf dem Kreise getroffen hat, sind 
auch die drei Ersatzmassen ţt A, ţl B und pc bestimmt. Aus den erstcn 
drei der Gleichungen 55 erhălt man: 

M /1 
f-lA = J5 (y2x3- x2y3) = M · f, 

f-lB= ~ (y3xJ - x3y1) = M· fi, 
M f.l 

!le = D (Yt X2 -- X1 Y2l = M · i' 

hiPrin bedeuten / 1 , / 2 • fa, f folgende Dreiecksflăchen (Fig. 164): 

/ 1 = 6 SEC, /2 = 6 SCA, fa,= !:o SAB, f = 6 ABC. 

56) 

Die Massen fl.A, f-lB, f-lc sind iibrigens auch einfach am> der Abbildung 
selbst zu entnehmen; es ist 

~ 
/1 (zSC, 8 

Fig. 164. Fig. 165. 

105. Die drei dynamischen Ersatzpunkte liegen auf einer Geraden. 
Es ist auch erlaubt, die beliebig anzunehmenden Punkte A und B so 
zu wăhlen, daB der Schwerpunkt S auf ihrer Verbindungsgeraden liegt 
(Fig. 165). Dann wird der Ort der Punkte C diese Gerade selbst; die 
Punkte 0 1 und 0 2 ki:innen wie friiher bestimmt werden. Zwischen ihnen 
kann C beliebig angenommen werden. 

Nimmt man in diesem Falle S als Koordinatenanfang, die Gerade 
A B als X-Achse an, so gehen die Gleichungen 55 iiber in 

flA + f-ls + f-lc = M, 

flA xt + f-lBX2 + f-lcXs =O, 
fLAxt2 + f-lBx22 + f-lcx32 = Mi2; 

fur die Massen der drei Ersatzpunkte findet man dann: 
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M ) ( , '2) .UA = )j (xa ---- Xz XaX2 -f 1- ' 

M 
flB = -- (x1 - ~- x 3 ) (x1 x3 + i 2), 

D 

~ M . ) (' '2) .Uc - D ( x2 -- :tl x2 xl + 1 , 

lJ ~= x3x2 (x3 - .r2) + x1 x3 (x1 -- x3) + x2x1 (:r2 - x1 ). 

Wird der dritte Ersatzpunkt C in den Schwerpunkt S verlegt, was 
erlaubt ist, so ist x 3 =O und die Massen der Ersatzpunkte werden dann: 

i2 i2 i2 ) 
f1A=C- M- 'uuc_c1IJ - .,Us=M(I+ . 

xl (x2 ~- xl) ' x2 (x2- xl) xl Xz_ 
Setzt man hier: x 1 ~=- a, x2 = + b, x2 - x1 =a+ b = l (Fig. 166). 
so wird 

i2 i2 
u 8 = M ( 1 - i 2 

) . /)A M fl /{ M b-l' [)S) al' ' ab 

11 
s !1-c 

fJ 
b !1-n c fl-5 a ): k----a b-----..J 11 s B 

Fig. 166. Fig. 167. 

106. Beispiele. 
l. Beispiel. Ein homogener Stab A B von der Lănge l (Fig. 167) 

soli durch drei Punkte ersetzt werden, von denen A und B in den End
punkten des Stabes, der dritte O in den Abstănden a und b von ihnen liegt. 

. [ l l d .0 l 2 l G • Dann 1st x1 = ---- , x. = . :r.1 == a --- un z • = ~ (vg . leiChung 2 . 2' . 2 12 

Dl); die Gleichungen 57 geben dann die Massen der drei Ersatzpunkte 
2 a ~~ b 2 b -- a l2 

,uA = M 6a ,uH = M 6b ,uc ~= M 6ab 

2. Beispiel. Ein sehwerer homogener Stab AB ist in C in einer 
vertikalen Spindel drehbar gelagert und besitzt um diese eine Winkel-

w 8 gesehwindigkeit w (Fig. 168). Welchen Winkel rp wird der 

)

;u8 Stab mit der Spindel wăhrend der Drehung bilden 1 
Man ersetzt die Masse M des Stabes durch drei Er

satzpunkte in A, B und O, wie dies im vorigen Beispiel 
gezeigt wurde. Die Masse .Uc in C nimmt an der Be
wegung nieht teil, bedarf also weiter keiner Beriicksichti-

/1 f<fl gung. Sobald der Stab die Gleichgewichtsstellung wăhrend 
Pig. 168. der Drehung um die Spindel erreicht hat, miissen die 

Gewichte der Massen flA in A und flB in B, die Flieh
krăfte dieser Massen und der Gelenkdruck in C ein Gleichgewichts
system bilden. Setzen wir die um C rechtsdrehenden Momente gleich 
den linksdrehenden, so ist 
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ftBg · b sin <p + ftA a sin <p ·w2 ·a cos cp + ftBb sin <p • w2 • b cos<p =ftAY · asinq; 

woraus nach Einsetzen der Massen ftA und ftB folgt: 
3g a-b cos lp- -.-------

- 2w3 a2 -ab + b2" 

107. Ersatz der Masse durch vier dynamisch gleichwertige Punkt
massen. Setzt man in Gleichung 52: n = 4, so wird ţ = 3n- 4 = 8, 
d. h. es konnen acht Bestimmungsstiicke der vier Punkte beliebig ge
wăhlt werden. Nennt man die Punkte A, B, O, D, so werden die Be
dingungsgleichungen 48 und 51 lauten: 

flA + flB +Ilo + ftD = M, 
ftA XI + ftBXz + ftoXa + ,UIJX4 = 0, 

ftAYt + f.lBY2 + ftoYa + flDY4 = 0, 
flAPt 2 + flBPz 2 + ftoPa 2 + f.lDP42 = M i 2• 

59) 

Man konnte z. B. die Lage aller vier Ersatzpunkte, d. h. die Ko
ordinaten x1 y1, x2 y2, x3 y3 , x4 y4 beliebig annehmen. Dann sind auch 
die Abstănde p1 = V x12 +-y}i usw. bestimmt und die vier Ersatzmassen 
flA, ftB, ţt0, ftD konnen aus den Gleichungen 59 leicht ermittelt werden. 

Verlegt man den einen der Ersatzpunkte in den Schwerpunkt, so 
ist x4 = O, y 4 = O, p4 = O; wird dann fts statt ţt4 geschrieben, so nehmen 
die Gleichungen 59 die Form an: 

flA + ftB +Ilo= M -ţts, 

ftA Xt + ftBXz + ftoXa = O, 

ft.4. Yt + f.lBY2 + ftoYa = 0, 

,UAPt2 + f.lBPz2 + f.loPa 2 = M i 2 

60) 

Die ersten drei dieser Gleichungen werden identisch mit den ersten 
drei Gleichungen 55, wenn M durch M- Ils ersetzt wird. Man erhălt 
dann in Ubereinstimmung mit den Gleichungen 56: 

fi A= (M- f.l,"') 1• 
fl'B = (M -- ţts) ~' 

Ilo = (M - fts) ~' 

11 

Fig. 169. 

wenn f die Dreiecksflăche ARC und fd2/ 3 die Dreiecksflăchen SBC, 
SCA, SAB sind (Fig. 169). Nimmt man noch die letzte der Gleichungen 
60 hinzu, so erhălt man die vier Ersatzmassen in folgender Form: 

i2 i2 i2 ( i2 ) 
/lA = M z4 ft, ftB = M 14/2, Ilo= M Z4 fa, ţts = .M 1 - z4 f 

mit. 
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108. Beispiele. 
l. Beispiel. Ersatzpunkte eines Stabwerkes. Das starre 

Stabwerk ABCD (Fig. 170) besteht aus fiinf Stăben in symmetrischer 
Anordnung. Die vier Randstăbe haben die 
Lănge l1 und die Masse M 1 , der Mittelstab 
die Lănge l2 und die Masse M2. Die fiinf 
Stăbe sollen durch vier dynamisch gleich
wertige Massenpunkte in den vier Ecken 
ersetzt werden und zwar p 1 in A und B, p 2 

in C und D. Es muB somit zunăchst die 
Fig. 170. Gleichung bestehen: 

2p1 + 2p2 = 4M1 + M 2 ••••.•••.•• a) 
Bildet man von diesen beiden Massengruppen die Trăgheitsmomente 

fiir die Punkte A und C und setzt sie sowohl fiir A, als fiir C einander 
gleich, so erhălt man die Gleichungen: 

2 2 l 2 - 2 M l 2 2 M (lt2 2 ') M ( l2 2 2 ) 4 ,u1 a + P2 1 - 3 1 1 + 1 12 + x .· + 2 l2 + a , 

2 l2 + l 2 - 2 M l2 2 M ( 112 2) • 1 M p fl1 1 P2 2 - 3 1 1 + t I2 + Y ,- 3 2 2 ' 

wobei von dem Reduktionssatz der Trăgheitsmomente Gebrauch gemacht 
wurde (Gleichung 92). Hierin ist 

a2 = xs2 = l12 - ~2 
4' 

Man erhălt fiir die Ersatzmassen: 

P = -~1 __ [~t(4l2-3l2)-- M_2pj 
1 2ll2 -122 3 1 2 6 2 , 

u = -1 ----~- -lJI[1 (Sl 2__ 3l 2) -+- M 2 (:3l z_ __ z 2)] 
r2 2112 _ 122 3 1 2 • 3 1 2 

?-1-t 
'..\ 

Fig. 171. 

welche Gleichungen die Gleichung a) erfiillen. 
2. Beispiel. Ersatzpunkte eines sym

metrischen dreistieligen Gliedes. Drei 
Stangen AD, BD, CD (Fig. 171), von denen die 
beiden letzten gleiche Lănge 12 und gleiche Masse 
M2 haben, sind in D starr miteinander ver
bunden. A D = l1 ist eine Symmetrielinie. 

Man soll die Masse M = M1 + 2M2 des 
Gliedes durch vier dynamisch gleichwertige Massen, 
und zwar ţt1 in A, ţt2 in B und C, p, in D 
ersetzen. 
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Diese Massen miissen zunăchst die Gleichung erfiiJlen 

Jlt + 2ţJ,2 + ţJ,, = MI + 2M2. 

153 

Bildet man die Trăgheitsmomente dieser beiden Massengruppen fiir 
die Punkte A und D und setzt sie fiir jeden dieser Punkte gleich, so er
hălt man die Gleichungen: 

1 (l2 ) 2 ţJ,2 x2 + ţJ,4 zta = 3 M t lt2 + 2 M z Î2 + y2 .· , 

111 l 2 + 2 u 2 l2 = ! M l2 + 2 M l2 r r 3 Il 3 ~2· 

Bezeichnet man den Winkel BDC mit 2a, so ist 

x2 = [12 + [22 + 2ltl2 cos u., 
l 2 

yz = [12 + ~ + l1 l2 cos a. 

Man erhălt hieraus fiir die Ersatzmassen folgende Gleichungen, 
worin l = l2 + l 1 cos a gesetzt wurde: 

1 
ţJ,1 = 6111 [M1 ld3l2 -j-2l1eosa)-2M2 l22 cosu.], 

1 
!~ = I2TZ

2
l- Mtlt 2 + 2M2 l2 (2l2 + 3l1 cos a)], 

l 
!14 ,= 6Tn [Mtll (3l22 + 4ltl2 cos a+ lt2) 

1 2 

+ 2M2l2 (4l1 l~ + 3112 cos u. + l22 cos a)/. 

Zur Kontrolle dieser Gleichungen konnen iiberdies noch die Trăg
heitsmomente fiir den Punkt B gleichgesetzt werden. 

Es kann vorkommen, daB Ersatzma.ssen negativ werden. So kann 
z. B. die Masse p2 negativ oder null werden, wenn 

M1 2':2 1~ (2~+3cosa) 
ist. M 2 - ll . lt 

In dem besonderen Falle, wenn a = 90° wird (Fig. 172), iibergehen 
die Gleichungen fiir die Ersatzmassen in folgende: 

ist. 

Mt 
p 1 = -2-, also unabhăngig von den Lăngen 11 und 12, 

-- 4 "1· , M t ( • , lt2 .) 
/(4 -- 3 ""' 2 1 -6 3 -j- t; 1 • 

Die Masse JI2 wird negativ oder null, wenn 

Mt '2 4z2: 
M2- ll2 

flt A 

M, l 1 

/-'-; l1 i2 112 

c />1; o />~ 8 
fl'l 

Fig. 172. 
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In Fig. 173 ist ein dreistieliges Glied gezeichnet, bei dem l1 = 12, 

M 1 = M 2, a= 60° ist. Hier werden die Ersatzmassen: 

M1 
f-lt = J-l2 = -3 ' f/4 = 2Mt. 

Il p., 

l, 

c l; 
P-c M; 

8 
;u., 

Fig. 173. .Fig. 174. 

3. Beispiel. Ersatzpunkte eines unsymmetrischen drei
stieligen G liedes. Drei Stangen mit den Lă.ngen l1 l2l3 und den 
Massen M 1 M 2M 3 sind in D starr miteinander verbunden (Fig. 174). Man 

soll die Masse dieses dreistieligen Gliedes 

,,./!Il ~::!c~':s~':!~massen in A, B, C, D dy-
b.--_:::·.> 

_ . ..-- .---e el/ ~c Zună.chst muB die Gleichung erfiillt sein: 

C ::::: ...... :····· j D / i J-lA + J-lB + J-lc + J-ln = M1 + M2 + M3; 
bildet man ferner die Trăgheitsmomente 

dieser beiden Massengruppen fiir den Punkt A 
und setzt sie einander gleich, so erhălt man 
(Fig. l74a) 

a .... 
.. ... .. B 

Fig. l74a. 

nun ist 

und ebenso 

damit wird obige Gleichung: 

/tBc2 + ţtcb2 + ţtnl12 = ~M1 l1 2 + ~M2 (3c2 + 3l12 -l22) + 

+~M3 (3b2 +3l12 -l32)=k1 .... a) 

Bildet man die Trăgheitsmomente fiir die Punkte B und C, so er
hălt man ebenso: 

1 1 . 
ţtca2 + f-lA c2 + ţtnl22 = 3 M2l22 + 6 Ma (3 at + 3l22 -laZ) + 

+ ~ M1 (3c2 + 3l22-l12) = k2 ••.• b) 
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b2 , z + l 2 - 1 M l z + 1 M (3 b2 + 3 l 2 -l 2) . 1_ ft A -~ ft B a ft lJ 3 -- 3 3 3 6 1 3 1 ' 

+ ~ M2 (3 a2 + 3l32 -l~2) = k3 •... c) 

Bildet man endlich die Tragheitsmomente fiir den Punkt D, so er
hălt man: 

,u.,l12 + t-tsl22 +- ftc la2 .C~ ~M1l12 + ~ M~ {22 ; ~ M3l;!2 c_c lc4 ..... d) 

Die rechten Seiten dieser vier Gleichungen a) bis d) konnen zahlen
maBig ausgewertet werden und wurden mit k1 bis k4 bezeichnet. Diese 
Gleichungen geniigen, um die vier Ersatzmassen zu bestimmen. Fiihrt 
man noch die Bezeichnungen ein: 

a2[12 = p, b2[22 = q, czz32 = r, /) = (p + q + r)2 _ 2(p2 +- q2 + r2), 

so erhalt man: 

D ftA = -- 2lcla2{22{32 + lc2l32 (q i p - r) +- kal22 (p 1 r -- q) + 
+ k4 a2 (r +- q- · p), 

DflB =c- 2k2b2[32[12 +- k3{12 (r -+ q- p) +- kll32 (q +- p- r) + 
+k4 b2 (p+r-q), 

Dt-te=- 2kac2[12[22 + kl[22 (p 1 r--q) +- k2lJ2 (r + q--p) + 
+ k4 c2 (q + p-- r), 

Dt-tn =c 2k4 a2 h2 c2 +- k1 a2 (q + r- p) +- k2b2 (r +- p- q) + 
+k3c2(p q-r). 

4. Beispiel. Ersatzpunkte des dreistieligen 
Glie des der Atkinson 'schen Gasmaschine. Um 11 

auch ein Zahlenbeispiel durchzurechnen, moge die An
wendung des vorigen Beispiels auf das in Fig. 175 dar
gestellte dreistielige Glied des A tkinson' schen Gas
motors gezeigt werden. Wir werden spater auf das Ge
triebe dieses Motors zu sprechen kommen und dann die 
hier gerechneten Ersatzpunkte beniitzen (vgl. 412). 

Es sind folgende Abmessungen und Gewichte ge- Fig. 176. 
geben: 

AD = 11 = 49,3 cm, BD = l2 = 4cm, CD = l3 = 3cm; 
- ----- -~ 

A B = c = 50 cm, BC =a= 7 cm, CA= b = 49 cm; 

G1 = 4 kg, G2 = 0,32 kg, 0 3 = 0,24 kg, 
al$o das Gewicht des ganzen Gliedes: 

G = G1 +- G2 +- G3 = 4,56 kg. 

Mit Beniitzung der Bezeichnungen des vorigen Beispiels erhalt man 
. . kg cm2 

h1er m ·---·-- : 
g 

kl = 4609 332, k2 = 3420J92, 
k3 = 3208.192, k4 = 3244,334. 
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Ferner: p 1HH40,07 cm4 , 

q 38416 cm'. 
r 22500 cm4, 
D = 67397672,64 cm8 • 

Die vier Ersatzpunkte in A, B, C und ]) haben die Massen in ~ 
g 

f.lA = 2,000, ftB =- 57,774, 
ftc = - 77,128, ftn = 137,462. 

Die Summe dieser Massen ist 4,56, also ebenso groB wie M. 
Zwei von diesen Ersatzmassen, /hB in B und ftc in C, sind negativ. 

Dies wirkt anfangs befremdend; allein es wird sich zeigen, daB diese rein 
rechnerische Einfiihrung negativer Massen von Vorteil ist (vgl. u. a. 268). 

109. Aufgabe: 

c 

A 

[! 

Fig. 176. 

42. Das starre Stabwerk A BCD (Fig. ] 76) 
besteht aus fiinf Stăben in symmetrischer An
ordnung. Die Massen M 1 , M 2, M 3 der pris
matischen Stăbe sowie ihre Lăngen l1 , l2, l3 

sind gegeben. Man soli die Masse des Stabwerks 
durch vier dynamisch gleichwertige Ersatzpunkte 
in den Ecken ersetzen. Wie groB werden deren 
Massen sein 1 

110. Ersatzpunkte mit gleichen Massen. Soll eine Scheibe von der 
Masse M durch n dynamisch gleichwertige Punkte ersetzt werden, so 
sind von diesen ţ = 3 n - 4 
Bestimmungsstiicke beliebig wăhlbar (Gleichung 52): Sollen aber zwischen 
den Massen der Ersatzpunkte auBerdem noch m Bedingungen erfiillt 
sein, so sinkt die Anzahl dieser willkiirlich wăhlbaren Bestimmungs-
stiicke auf ţ = 3n- m - 4. 

Sollen z. B. von den n Ersatzpunkten r dic gleiche Masse haben, 
so ist m =' r - 1 und es wird 

ţ = 3n -- r -- 3 

Sollen alle Ersatzpunkte dieselbe Masse 

. 61) 

bekommen, so ist r = n 
und es bleibt ~ = 2n- 3 ... . 62) 

111. Zwei Ersatzpunkte mit gleichen Massen. Hier ist n = 2 und 
ţ = 1. Soll also die Masse der Scheibe durch zwei Punkte von gleicher 
Masse dynamisch ersetzt werden, so ist nur mehr ein Bestimmungs
stiick beliebig wăhlbar, also z. B. eine Koordinate eines der beiden 
Punkte oder eine Kurve, auf der er liegen soll. 

In Fig. 177 ist eine durch den Schwerpunkt 8 gehende Gerade X 

11 S f3 X 
"' fl2-
Fig. 177. 

angenommen, auf welcher der Ersatzpunkt A liegen 
soll. Dann sind die Massen der beiden Ersatzpunkte 
A und B: 
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und ihre Entfernungen von S nach Gleichung 53: 

P1 = P2 = i. 

112. · Drei Ersatzpunkte mit gleichen Massen. Fiir n = 3 ist nach 
Gleichung 62: ţ = 3; man darl also die Lage eines der drei Ersatzpunkte A 
beliebig annehmen; es soll gezeigt werden, daB die beiden anderen B 
und C auf einen Kreis beschrănkt bleiben. 

M 
Setzt man ,uA ~ flH = ţt0 = 3 , so gehen die Gleichungen 55 

iiber in: 

AuBerdem ist 

x1 + x2 + x3 = O, 

Y1 + Y2 + Ya =O, 

Pt2 + P22 + Pa2 = :li2• 

Pt 2 = X1 2 + Y1 2, P22 = X22 + Y22, Pa2 = Xa11 + Ya 2· 

Entfernt man aus diesen Gleichungen p1, p2 und p3 , ferner die Ko
ordinaten x3 und y3 , so bleibt die Gleichung iibrig: 

63) 

Wird die Lage des Punkte8 A (x1 , y1) beliebig angenommen, 80 gehort 
diese Gleichung dem geometri8chen Ort des Punktes B (x2, y2) an; er 
ist ein KrE>is, dessen Mittelpunkt O die Koordinaten 

1:--~ 
"- 2' 

y. 
ij c= -- 2 

hat und dessen Halbmesser 

l - -
e = 2 l; 6 i2 - 3 PI2 

ist (Fig. 178). 

11 

64) 

Fig. 178. 

Entfernt man x2 und y2 statt x3 und y3 aus obigen drei Gleichungen, 
80 erhălt man fiir den geometri8chen Ort des Punktes O (x3 , y3 ) den-
8elben Kreis. Auf ihn bleiben demnach die Punkte B und O beschrănkt. 

Um die8en Kreis zu konstruieren, verbindet man den gewăhlten 
AS p1 . 

Punkt A mit dem Schwerpunkt S, macht SO = 2 = 2- und beschretbt 

um O den Krei8 mit dem Halbmesser e; in den Endpunkten B und O 
eines beliebigen Durchmesser8 dieses Krei8e8 konnen dann die beidE:>n 
anderen Ersatzpunkte angenommen werden. 

Die Annahme von A unterliegt der Einschrănkung 

PI :Si y'2. 
Fiir 711 = i y2 fallen die Punkte B und O in O zusammen. 
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113. Beispiele. 
l. Beispiel. Ersatzpunkte einer Kreisscheibe. Nimmt man 

einen der drei gleichen Ersatzpunkte A auf dem Umfange des Kreises 
r2 

an (Fig. 179), so ist p1 = r; da nach Gleichung 84: i 2 = -2- ist, so wird 

nach Gleichung 64: e = O; die beiden anderen Ersatzpunkte B und C 
r 

fallen dann zusammen und es ist S B = S C = 2-. 

Sollen hingegen die drei gleichen Ersatzpunkte gleichfOrmig um 8 
r 

verteilt sein (Fig. 180), so mu.B SA = S B = S C = -c und 
112 

sein. 

m 
\Ai) 

Fig. 179. 

ct BSC ~ GSA = ASB ~ 120° 

Fig. 180. Fig. 181. 

s 8 
l'fiJ 

Fig. 182. 

2. Beispiel. Ersatzpunkte einer quadratischen Scheibe. 
Von den drei gleichen Ersatzpunkten A, B, C kann keiner in einer Ecke 

a a 2 
des Quadrates angenommen werden; denn dann wăre p 1 = l/!f, i 2 = if, 

wenn a die Seite des Quadrates ist, und somit 

Pt = iy3, 
was nicht sein kann, da p::::: i v2 sein mu.B. 

Nimmt man hingegen A in der Mitte einer Quadratseite an (Fig. 181), 
a a 2 a 

so ist p1 = 2 und mit i 2 = 6 nach Gleichung 64: e = 4 . Der in die Ab-

bildung eingezeichnete Kreis ist der geometrische Ort der beiden anderen 
Ersatzpunkte B und C, die an den Enden eines Durchmessers liegen 
miissen. Man kann z. B. B und C in die Viertelpunkte der Diagonalen 
v&legen oder (Fig. 182) B in den Mittelpunkt des Quadrates und C in 
die Mitte der unteren Quadratseite. 

3. Beispiel. Ersatzpunkte ei ner dreieckigen Scheibe. Hier kann 
die Wahl der drei gleichen Ersatzpunkte zweck
mă.Big in folgender Weise vorgenommen werden: 

a) Der Ersatzpunkt A werde im Halbierungs
punkt der Seite a gewăhlt. Dann ist, wenn b 

,e::__ __ --*-+-~D und c die beiden anderen Seiten sind (Fig. 183): 
-- 2 1 

p12 ~SA = 36 (2b2 + 2o2 -~ a2), 
8, 

_Fig. 183. 
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ferner nach Gleichung 82: 

a 
somit der Halbmesser des Kreises, auf dem B und U liegen: e = 4 

(nach Gleichung 64). 
Macht man also SO = t AS oder halbiert man AD in O und zieht 

a 
den Kreis mit O als Mittelpunkt und dem Halbmesser 4 , so konnen die 

anderen Ersatzpunkte als Enden eines beliebigen Durchmessers B 1 e1 

gewăhlt werden. Dieser Bedingung entsprechen auch die Halbierungs
punkte B und G der Seiten b und c des Dreiecks, 

.M 
so daB man sagen kann: die drei Massen 3 
in den Halbierungspunkten der Dreieckseiten er
s~tzen die Masse .M der homogenen Dreiecks-
flăche (Fig. 184, vgl. Routh, Dynamik der 111J 
Systeme starrer Korper I, S. 26). Fig. 184. 

b) Der Ersatzpunkt A werde in einer Ecke des Dreiecks gewăhlt 
(Fig. 185). Dann fălit wegen SO = t AS der Mittelpunkt O des Kreises 
in den Halbierungspunkt der Drei~ckseite a; ferner ist 

-- 2 1 
p12 =SA ='- (2b2 + 2c2 - at), 

9 
l 

i2- - . (a2 + b2 + c2) - 36 

und nach Gleichung 64: 

1 
4g2 = 6i2 -- 3pi2 = -2 (a2 -- 62-- c2) 

= -bccosa, Fig. 185. 

wenn a der Dreieckswinkel bei A ist. Dies setzt also voraus, daB der 
Winkel a, in dessen Scheitel der Ersatzpunkt A gewăhlt wird, ein stumpfer 
ist. Man erhălt den Durchmesser 2 (! des Kreises, wenn man die Drei
eckseite c auf b projiziert, iibcr PQ einen Halbkreis beschreibt und in A 

· die Senkrechte auf b bis zum Halbkreise errichtet. 
Zeichnet man dann aus O den Kreis mit dem Halbmesser (!, so konnen 

die beiden anderen Ersatzpunktfl an den Enden 
eines beliebigen Durchmessers B1 e1 gewăhlt 

werden. Man hat auch die Moglichkeit, die Er
satzpunkte B und G auf der Dreieckseite a 
zu wăhlen (Fig. 185). 

Ist das Dreieck bei A rechtwinklig, so wird 
Q = O; dann fallen B und e in O zusammen 
(Fig.186). Die Masse M eines homogenen recht-

11 11 
.J 

;J 

Fig. 186. 
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M 
winkligen Dreiecks wird also ersetzt, wenn man -:f in den Scheitel des 

rechten Winkels und -§- M in den Halbierungspunkt der Hypotenuse 
verlegt. 

114. Vier Ersatzpunkte mit gleichen Massen. Fiir n = 4 liefert 
Gleichung 62: ~ = 5; man darf also von den vier Ersatzpunkten zwei, 
z. B. A und B beliebig wăhlen; es kann gezeigt werden, daB die beiden 
iibrigen (! und D dann auf einen Kreis beschrănkt sind. Setzt man 

J.ll 
/IA = ,u B = ,Uc = /1 lJ ~ 4 , 

so gehen die Gleichungen 59 iiber in: 

auBerdem ist 

x1 + x2 + x3 + x4 = O. 

Y1 + Yz + Y3 + Y4 = O, 
P1 2 + P22 + P32 + P42 -ce- 4i', 

P12 = X12 + Y12, P22 = x~2 + Y22, P32 = X3 2 + Y3 2• P42 = X4 2 + Y4 2• 

Entfernt man aus diesen Gleichungen p3 und p4 , ferner die Koordinaten 
x4 und y4 , so bleibt flir die Koordinaten x3 und y3 des Punktes (! die 
Gleichung iibrig: 

(x3 ţ) 2 j- (y3 - 1]) 2 =--' e2, worm 

~ -~ _ xl ~ x2, 11 =. Y1 ; Y2, 1!2 = 2 i2 _ Po2 _ P12_ţ_P22• 

Der geometrische Ort des Punktes (] ist .demnach ein Kreis; ver
bindet manA mit B (Fig. 187), zeichnet den Halbierungspunkt H von 
A B und macht H S = ~~O ~ p0, so ist O der MittPlpunkt und e der Halb
messer dieses Kreises. 

Il 

{t, 

o 

Fig. 187. Fig. 188. 

Der geometrische Ort des vierten Ersatzpunktes D ist derselbe 
Kreis; zeichnet man einen beliebigen Durchmesser des Kreises, so 
ki:innen die Ersatzpunkte C und /) an dessen Enden gewăhlt werden. 

Wird Bim Schwerpunkt 8 angenommen, so wird p2 co- O. Pn =- 80 = ~1 , 
3 

1!2 = 2i2 - -.f PI2; 
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sind O und D die Endpunkte eines beliebigen Durchmessers, so wird 
M 

die Masse M durch die vier Massen 4 in A, O, D und 8 ersetzt (Fig. 188). 

115. Beispiele. 
l. Beispiel. Ersatzpunkte einer Kreisscheibe. 

auf dem Kreise, B in dessen Mittelpunkt (Fig. 189), 
_ r r2 r 

so ist p1 = r, p0 = SO = 2, i 2 = 2 und (! = 2; 
zeichnet man den Kreis mit dem Durchmesser SD, 
so konnen die Ersatzpunkte in 0 1 und D1 oder auch in 
S und D gewăhlt werden. DannHillt O mit B zusamrnen 
und der Massenersatz lautet: 

1li M 
4 in A und D, -~ in 8. 

Wăhh manA 

Il 

o 
Fig. 189. 

2. Beispiel. Ersatzpunkte einer elliptischen Scheibe. Es 
seien r1 = S P, r 2 = SQ zwei konjugiert.e Halbmesser der Ellipse 
(Fig. 190); wir verbinden die Endpunkte der konjugierten Durchmesser 
und wăhlen in den Halbierungspunkten zweier benachbarter Verbindungs
linien die Ersatzpunkte A und R. Dann ist 

riz ' r 2 1 
PI2=··4 T -;f·-2rir2c:osu, 

z r 2 t 
rl + 2 P2z ,= 4 4 -t- 2rir2c:m;u, 

r r 2 +r 2 
p0 = ~--, i 2 = 1 - 4 2 (vgl. Gleichung 87 a). Fig. 190. 

Der Mittelpunkt O des Kreises liegt dann in der Mitte von SQ und 
r 

es ist e = ; . Die beiden anderen Ersatzpunkte O und D konnen also 

u. a. in den anderen Halbierungspunkten des Sehnenvierecks ange
nommen werden. 

Das gleiche gilt natiirlich auch von der Kreisscheibe (Fig. 191). 

ffi ·. 
' 

' 

' 

' 

l!'ig. 191. Fig. 192. 

3. Beispiel. Ersatzpunkte einer rechteckigen Scheibe 
(Fig. 192). Sind a und b die Abmessungen des Rechtecks, so wollen wir 
die Ersatzpunkte A und B auf der zu a parallelen Symmetrale in der 

a 
Entfernung vfi von S annehmen. Dann ist 

W i tten baue r. Dyuamik. 11 
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a .• a2 + bz 
p1 = p2 = -{fi, Po =O, t" = 12 (vgl. Gleichung 75); 

b 
es liegt somit O in S und es wird e = V (i Die beiden anderen Ersatz-

punkte O und D konnen dann entweder in der anderen Symmetrale 

in der Entfernung }!=-_ vonS oder auch in denEndpunkten eines beliebigen V6 
Durchmessers 01 D1 angenommen werden (Th. Reye, Einfache Dar
stellung der Trăgheitsmomente ebener Figuren, Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1875, S. 401). 

4. Beispiel. Ersatzpunkte einer rechtwinkligen Dreieck
scheibe (Fig. 193). Wir wollen A irn Scheitel des rechten Winkels, B 

Fig. 193. 

im Schwerpunkt S wăhlen; dann liegt der 
Kreismittelpunkt O im Halbierungspunkt der 

az 
Hypotenuse. Hier ist i 2 = ls (vgl. Gl. 82), 

a a 
P1=3,e= 6 . Man kann also entweder O 

und D in den Drittelpunkten der Hypotenuse 
oder in den Endpunkten 0 1 , D 1 eines beliebigen 
Durchmessers annehmen. 

116. Wahl eines Ersatzpunktes im Schwerpunkt. Endlich moge noch 
folgender Fali erortert werden. Von den n Ersatzpunkten hătten n -- l 
die gleiche Masse ţt; der letzte Ersatzpunkt wiirde im Schwerpunkt 
gewăhlt werden und die Masse fls haben. 

In Gleichung 61 ist dann r = n- l zu setzen und es wird ţ = 2n- 2; 
da jedoch iiber den Ort. des letzten Ersatzpunktes bereits verfiigt wurde, 
fallen noch zwei willkiirlich wăhlbare GroBen weg und es bleibt fiir 
ihre Anzahl 

ţ = 2n--4 . 65) 

a) Drei Ersatzpunkte. Mit n = 3 wird ţ = 2; man kann also auBer 
dem Schwerpunkt noch einen Punkt beliebig wăhlen. Zu bestimmen 
ist dann die Lage des dritten Ersatzpunktes und die Massen aller drei 
Punkte (Fig. 194). 

Die Gleichungen 55 werden hier: 

~ /'t ~ TL• ~ 
1' fis 1' 

l<'ig. 194. 

woraus 

2ţt + fls = M, 

P1 + P2 =O, 

tt(PI2 + P22) = Mi2 , 

( i!) 
fls = M 1 --- ~i · 
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l. Beispiel. Ersatzpunkte einer Kreisscheibe. In Fig. 195 
wurde der Ersatzpunkt A auf dem Kreisumfang gewăhlt. Dann liegt 

r2 
auch B auf diesem und es ist wegen i 2 = 2 (vgl. Gleichung 84): 

M M 
ţt = 4--, Ps = 2 (vgl. 115, l. Beispiel). 

cD 
fi 8 

Fig. 195. Fig. 196. Fig. 197. 

2. Beispiel. Ersatzpunkte einer Rhombusscheibe. Hier ist 
nach Gleichung 83: i 2 = k (a2 + b2). Wăhlt man A im Endpunkt der 
Diagonale 2 a (Fig. 196), so ist p1 = a und 

a2 + b2 5a2 -b2 

P = M 12as ' Ps = M -6a~--. 

Fiir einen Rhombus von dem Diagonalenverhăltnis b : a = V 5 ist 
M 

,us =O; man kann ihn also durch die Massen Tin den Endpunkten 

der kiirzeren Diagonale ersetzen (Fig. 197). 

b) Vier Ersatzpunkte. Fur n = 4 gibt Gleichung 65: ~ = 4; es 
konnen also zwei Ersatzpunkte A und B beliebig angenommen werden. 
Die Gleichungen 60 gehen dann iiber in 

3ţt + Ps = M, 
x1 + x2 + x3 = O, 

Y1 + Y2 + Ys = O, 
ţt (P11 + P22 + Ps2) = M i 2, 

woraus die Koordinaten x3 y3 des dritten Punktes C und die Massen ţt 
und fls zu berechnen sind. Man erhălt 

Xa = - (xl + X2), Y:l = - (yl + Y2) 

und sodann mit p32 = x32 + y32 : 

i2 
/' = M 3p12+-3p22- c2' Ps = M -- ap, 

worin c = A B ist. 

3. Beispiel. Ersatzpunkte einer homo
genen Dreiecksflăche (Fig. 198). Die 
Punkte A und B werden in zwei Eckpunkten Fig. 198. 

11* 
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gewăhlt. Da.nn făllt C in die dritte Ecke und es ist wegpn 

"? 1 
1" ~-·. 36 (a 2 t b2 + c2) na.eh Glf'iehung R2, 

l 
PI2 = -- (2b2 + 2c2- a2), 

9 
l 

P22 = (2c2 + 2a2 -- b2): 
9 
M B 

,u c= f2 und ,tts = 4 M. 

c) Fiinf Ersa.tzpunkte. Fiir n = 5 gibt Gleichung 65: $ = 6; es 
konnen also drei Ersatzpunkte A, B, C beliebig angenommen werden. 
Die Berechnung des letzten Ersatzpunktes D und der Ma.ssen p und p 8 

kann wie unter b) erfolgen. Einige dieser FiUle seien als Aufgaben :wr 
Durchrechnung empfohlen. 

117. Aufgaben. 
43. Ersatzpunkte einer Parallelogrammscheibe. OM im Schwerpunkt, 

k M in jedem Halbierungspunkt der Seiten.) 
44. Ersatzpunkte einer Parallelogrammscheibe. (} .M im Schwer

punkt, 112 M in jeder Ecke.) (43, 44: Th. Reye, Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 1875, S. 401). 

45. Ersatzpunkte einer Kreisscheibe. q M im Schwerpunkt, } M in 
den Endpunkten zweier beliebiger Durchmesser.) 

46. Ersatzpunkte einer elliptischen Scheibe. (~ M im Schwerpunkt, 
} M in den Endpunkten der beiden Achsen.) 

(. M a2 - i)b2 

47. Ersa.tzpunkte einer Rhombusflăche , ,u1 = f2 a2 b2 in den 

M 5a2 -b2 

Endpunkten der Diagonale 2a, ,u2 = 1·. 2 in den End-a2- b2 

punkten der Diagonale 2 b.) 

l<'ig. 1!}0. Fig. 200. 

4R. Man beweise folgenden Satz 
(Fig. 199): 

.P AP2 +BP2 +CP2 ,= 
A/l + BS2 + CS2 + :~l:fP, 

C wenn S der Schwerpunkt 
der homogenen Dreiecks
flăche ist. 

49. Man beweise folgenden Satz 
(Fig. 200): 

AP2 + BP2 .+CP2 DP2 =AS2 +BS2 +CS2 ·1 DS2 +4SP2, 

wenn S der Schwerpunkt der homogenen Vierecksflăche ist. 
(48, 4(): R. Rehfeld, Archiv d. Mathem. u. Physik, 6, S. 237.) 



XI. Schwel'punkt nud Trăgheitsmoment. 
118. Bestimmung des Schwerpunkts durch Versuch. In den vorher

gehenden Ausfiihrungen wurde fortwahrend die Kenntnis des Schwer
punkts des Korpers oder der Scheihe vorausgesetzt. Wenn diese gleich
artig mit Masse erfiillt sind und Gestalten von hestimmter mathematischer 
GesetzmaBigkeit hesitzen, kann die Lage des Schwerpunkts nach 
den Gleichungen 36 herechnet oder nach den bekannten Methoden der 
graphischen Statik konstruiert werden. Auf die Ermittlung des Schwer
punkts in diesen einfachen Fallen wollen wir hier nicht eingehen, da 
sie in jedem Lehrbuche der technischen Mechanik zu finden ist. 

Wenn es sich um eine ~cheihe handelt, die zwar gleichformigen Massen
helag, aher unregelmaBige Form hesitzt, kann man sich mit Vorteil 
eines Instrumentes, des Integraphen, hedienen, der die Koordinaten 
des Schwerpunkts zeichnerisch durch Umfahren der Flache hestimmt. 

Meistens hahen aher die Maschinenteile, um deren Bewegung es 
sich hier vornehmlich handelt, eine derart komplizierte Form, daB die 
Berechnung oder Zeichnung des Schwerpunkts nur sehr angenahert 
vollzogen werden kann; auch ist die V oraussetzung der gleichformigen 
Massenverteilung nur angenahert oder manchmal gar nicht erfiillt. 

In diesen Fallen wird es sich empfehlen, den Schwerpunkt auf dem 
Wege des Versuches zu finden. Hierzu gelangt man in verschiedener 
Weise. 

a) Bestimmung des Schwerpunkts durch Aufzeichnen von 
Schwerlinien. Hangt man die Scheihe, deren Schwerpunkt man 
finden will, in irgend einem Punkte O auf (Fig. 201), so stellt 

sich stabiles Gleichgewicht ein, sohald der Schwerpunkt in ·~~og y· 
einer durch O gehenden Vertikale g unter O liegt. Zieht 
man also durch O auf der ruhenden Scheibe die Vertikale, 
so geht sie durch den Schwerpunkt. Wiederholt man den 
Versuch mit einem anderen Al,lfhăngungspunkt 0', so er-
halt man eine zweite Schwerlinie g'. Der Schnittpunkt der Fig. 201. 
Geraden y und r/ ist dann der gesuchte Schwerpunkt. 

b) Bestimmung des Schwerpunkts durch Wăgung. Handelt 
es sich um den Schwerpunkt eines stangenformigen Korpers, der zwei 
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besonders ausgezeichnete Punkte A und B besitzt (Fig. 202), die etwa 
als Gelenke ausgebildet sind und in einer Symmetrielinie des Korpers 
liegen, so lagere man diesen in A, hănge das Ende in B an eine W age 

~ 
und messe dort den Zug in der Aufhăngungs
vorrichtung; ist dieser 0 2 , ferner G das Gewicht 
des Korpers, so ist 

~----------l---------~ 
G 

Fig. 202. P - l- 2. 
1- G 

Vertauscht manA mit B, lagert den Korper in B und miBt den Zug 
G1, der in A auf die Wage ausgeiibt wird, so erhălt man 

G] 
P2 = za· 

Als Kontrolle dienen dann die Gleichungen 

P1 + P2 = l, G1 + 02 = G. 
lst der Korper eine Scheibe ohne Symmetrielinie, so wăhle man drei 

irgendwie ausgezeichnete Punkte A, B, C (Fig. 203), z. B. drei Gelenke, 

Fig. 203. 

lagere den Korper in der Verbindungsgeraden der beiden 
Punkte A und B und hănge C an die W age ; wird dort 
der Zug G3 gemessen, so ist 

G3 b sin a= Gr3 ; 

lagert man dann den Korper in der Verbindungsgeraden 
von A und C, hăngt B an die Wage und miBt daselbst 
den Zug 0 2 , so ist ebenso 

G2c sin a = Gr2• 

Sind hieraus r2 und r3 berechnet, so kann man den Abstand p1 durch einP 
einfache Konstruktion finden oder auch mit Hilfe der Gleichung 

p12 sin2 a = r22 + r32 + 2r2 r3 cos a, 
aus der sich ergibt: 

Q2pt2 = (G2 + Ga) (c2G2 + b2Ga)- a2G2Ga. 
Ebenso konnen die Abstănde p2 und p3 des Schwerpunkts von B und C 
bestimmt werden. 

119. Trăgheitsmomente von Flăchen. Um das Trăgheitsmoment eines 
ebenen Systems in bezug auf einen Punkt desselben, das durch Gleichung 
44: T = 1: (mrl) definiert war und in den Ermittlungen -cler Ersatz
massen fortwăhrend beniitzt wurde, bestimmen zu konnen, miissen wir 

uns zunăchst mit den Trăgheitsmomenten von ebenen 
Flăchen ohne Massenbelag beschăftigen. 

Ist F eine beliebig begrenzte ebene Flăche, X eine 
beliebige Gerade in der Ebene (Fig. 204), dF ein Element 
der Flăche, y sein Abstand von X, so versteht man 
unter dem Trăgheitsmoment der Flăche F inbezug auf 
die Achse X den Ausdruck 
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F 

Jx==jy2 dF .......... 66) 

1md unter dem Trăgheit8halbme88er der Flăche den Ausdruck 

ix = VJ;. · · ......... 67) 

l8t S der Schwerpunkt der Flache und X 0 eine durch ihn gehende, 
zu X parallele Achse, so i8t ebenso das Trăgheitsmoment fiir die Schwer-

F 

linie X 0 : J 0 = J y02 dF, 

wenn y0 der Abstaud des Flăchenelementes dl!' von X 0 ist. Diese Integrale 
sind iiber die ganze Flăche auszudehnen. 

Es i8t y = y0 + e, wenn e der Ab8tand der parallelen Geraden X 
und X 0 genannt wird; somit ist 

F F 1'' [!' 

Jx = j(y0 + e)2 ·dF = J y02 dF + 2e J y0 dF' + e2/ dF. 

Da jedoch X 0 eine Schwerlinie ist, so wird 
F 

f YodF =O 
und e8 bleibt 

eine bei der Berechnung von Trăgheit8momenten vielbe
niitzte Gleichung. 

Zeichnet man (Fig. 205) eine zu X 8enkrechte, son8t 
heliebige Ach8e, 80 i8t ebenso wie J x: 

F 

J y = / x 2 dF. 

.... 68) 

~ 
p X X 

Fig. 205. 
Denkt man 8ich eine dritte Ach8e Z, die durch den 

~chnittpunkt P der beiden Ach8en X und Y geht und zu ihnen senkrecht 
8teht, 80 kann auch da8 Trăgheit8moment der Flăche fiir diese dritte 
Achse oder, wa8 da88elbe ist, fiir den Punkt P berechnet werden; es i8t 

p 

Jp = J e2dF ........... 69) 

worin 1! der Abstand des Flăchenelementes von P ist. Man nennt J 1' 

das polare Trăgheitsmoment der Flăche Fin bezug auf den Punkt 

P und ip = V'f ........... 70) 

den Trăgheitshalbmesser der Flăche l' in bezug auf den Punkt P. 
Ist J 8 das polare Trăgheitsmoment der Flăche fiir den Schwerpunkt, 

so ist der Trăgheitshalbmesser 

. 1/Js .... =V F; 
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des hăufigen Gebrauches halber haben wir in den Anwendungen i 8 

durch i ersetzt. 

Da in Fig. 205: e2 = x 2 + y2 ist, so lehrt ein Vergleich der Gleichungen 
fiir .lx, .J y und .J p, daB die neue Gleichung besteht: 

p 
p 

.J 1' = .lx -i- .J y . . . . . . . . 71) 

Die Gleichung 68, fiir dieZ Achse oder den Punkt P hin
geschrieben, lautet (Fig. 206): 

.Jp = .!8 + 1'r0 2 ••.•••.• 72) 

Im folgenden sollen die polaren Trăgheitsmomente fiir 
einige der meistbeniitzten Flăchen abgeleitet werden. 

Fig. 206. 

a) Rechteck (Fig. 207). Abmessungen a und b. Wăhlt man den 
Flăchenstreifen ad y als Flăchenelement dP, so ist nach Gleichung 66: 

..... 73) 

Ebenso wird 
l 

,fy = 12aa b 

Fig. 207. und nach Gleichung 71 : 

. l 
.ls = J_,. + .J r = 12 a.b (a2 -1-- b2) • • • • . • . 74) 

Dann wird der Trăgheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt nach Glei
chung 70: 

b) Quadrat. 
1 

a=b, .lx=.ly= 12 aJ 

7 f5) 

76) 

. . . . . . . . . 77) 

c) Dreieck (Fig. 208). Grundlinie a, Hohe h. Als Flăchenelement d F 
wird der Streifen mit der Lănge x und der Hohe d y gewăhlt. Dann ist 
nach Gleichung 66: 

Fig. 208. 

F F 

.lx =.f y 2 d p =cel xy2dy. 

Es besteht die Proportion: a : h = :r : h - y. 
a 

somit x = h (h - y) und 

h 

.lx = i.f(h-y) y2dy = 112ahs 78) 

o 
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Legt man die Achse X 0 j, X durch den Schwerpunkt des Dreiecks, 
so ist das Trăgheitsmoment J 0 fiir diese Achse nach Gleichung 68: 

ih)2 l 
.J o .J x - F ( 3 = 36 a h3 • 79) 

Fiir die Achse X 1 X 0 durch die Spitze des Dreiecks wird das Trăgheits-

moment (2 h)2 1 
.lx1 = .10 + F 3 = 4 ah3 SO) 

.Fiir das Dreieck iu Fig. 209 wird nach den vorstehenden Gleichungen: 
l 

J ,. == . a, h:! . 4 

und 

wenn a1 und a2 die Abschnitte von a sind. Dar,; 
polare Trăgheitsmoment des Dreiecks fiir die Ecke 
A wird 

h 
J.t = Jx .J r = i2 (3ah2 + nl3 j az3) 

oder _ah 2 2 2 - . 
J.l - f2- (3h + n1 + a2 - a1 a2), 

c 

X 
A 

Fig. 20!l. 

r,;etzt man F 
l 
2 nh, u12 = b2 -- - h2, u22 = c2 - h2, r,;o wird schlie.Blich 

F .. , .... , . z .J_t = f2 (.3 b- t .3 c- -- a). . . . . . . . 81) 

Das polare Trăgheitsmoment des Dreiecks in bezng auf den Schwer
punkt ist nach Gleichung 72: 

.. 82) 

d) Parallelogramm (Fig. 210). Seiten a und b. Nennt man d1 

und d2 die Diagonalen, so hat das Dreieck /1 nach Gleichung 81 fiir den 
Eckpunkt 8 das polare Trăgheitsmoment: 

J - h [3 d 2 1 3 il 2 - 1/2] 
' 1 -- 12 4 l T 4 2 -

und eben~;o das Dreieck /2 : 

Hierin ist 

.J 2 :~ ~~ l! dr 2 + ! d2 2 -

d12 = a2 + b2 + 2ab cos a, 

d22 = az + b2 - 2ab cos a. 

Fig. 210. 
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Es wird J 8 = 2J1 + 2Jz und wegen 

]1' 
ft = t2 = 4: 

F 
Js =rr (a2 + b2) .......... 83) 

e) Kreis (Fig. 211). Halbmesser r. Hier kann da~:~ I!'lăchenelement 
als konzentrischer Kreisring vom Halbmesser e und der Dicke d 1.! ange
nommen werden; dann ist d F = 2 ne · de und fiir den Mittelpunkt 

und 
. r 
t = ~2 ..... 84) 

Da hier J x = .J y ist, so wird nach Gleichung 71 : 
Fig. 211. Jp = 2Jx und 

.......... 85) 

f) Ellipse (Fig. 212), Halbachsen a und b. Beschreibt man den Krei~ 
iiber der Achse 2a, nennt y und y1 die Koordinaten eines Ellipsen- und 

y 
eines Kreispunktes mit gleichem x, so ist 

y: Yt = b: a. 
Der Flăchenstreifen von der Lănge y und der 

Breite dx hat in bezug auf die X-Achse nach 
4----;;~--ot-----:r---"---t-X Gleichung 66 das Trăgheitsmoment Â y3 dx, 

Fig. 212. 

ebenso der Flăchenstreifen von der Lănge y1 

und der Breite dx das Trăgheitsmoment ţ y13 dx; 
nennen wir J x und J x 1 die Trăgheitsmomente der 
Ellipse und des Kreises fiir die X -Achse, so ist 
demnach 

~ ~ ~ 

.lx = ~/ y3 dx und ./x 1 = ~.! y13 da: = ~.! y 3 dx 

oder 
b3 

.lx ·~··· J Xt · (J,a; 

n 
nun ist aher nach Gleichung 85: .J XI = 4 a4 , somit wird fiir die Ellipse: 

.lx = iaba ............ 86) 

Ebenso ist. 
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Dann wird nach Gleichung 71 : 
re 

J s = Jx + J y = 4 a b (a2 + b2) 

und da die Ellipsenflăche F = nab ist: 

. va2 + b2 
l = ---2-· ..... 87) 

Sind r1r2 zwei konjugierte Halbmesser der Ellipse, so ist r12 + r22 = 
a2 + b2, daher auch 

. -v;:;-2+f-~2 
1· =c -- 2 -- . . . . . . 87a) 

120. Trăgheitsmomente von homogenen Seheiben. Wenn die Scheibe 
gleichartig mit Masse belegt ist, so wird ihre Dichte 

M 
fJ.=-p 

an allen Stellen die gleiche, also konstant sein. Das Trăgheitsmoment 
der Scheibe fiir den Punkt P ist dann nach Gleichung 44 und 69: 

M /1' 

T ,. = .f (!2 • d M = ţt.f (!2 • d F = !J..T ,. 

oder 
MJp 

T P = -y . . . . ..... 88) 

Der Trăgheitshalbmesser ist 
. ,;r p ,/Jp 
t 1' = V -M '"'" V F ' 

besitzt also denselben Wert wie bei Flachen {Gleichung 70). 
Fiir die kreisformige Scheibe vom Halbmesser r ist nach den Glei

chungen 84 und 88 in bezug auf den Mittelpunkt O: 
1 

T 0 = 2 M r 2 88a) 

Hat die Scheibe stangenformige Ge
stalt (Fig. 213), so ist nach Gleichung 74 
und 88: 

M 
T s = 12 (12 + d2) . 

wenn a und b durch l und d ersetzt werden. 

11{ '----.,:·S __ --"jd - t 
Fig. 213. 

. . 89) 

Ist die Dicke der Stange d klein gegeniiber der Lănge, so kann an
genii.hert gesetzt werden : 

1 
Ts = 12 Ml2 ....... 90) 

und der Trăgheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt 
. l 
~ = 1/'12 ..... ....... 91) 
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Die Gleichung 72: Jl' = J 8 + Fr02 geht bei homogenen Scheiben 
mit Beniitzung von Gleichung 88 iiber in: 

T 1' = T 8 + M . ro2 

und fiir den Tragheitshalbmesser 

ip2 = i2 -1- ro2. 

........ iJ2) 

. .. 93) 

So wird fiir den Endpunkt A der homogenen Stange (Fig. 213) 
z 

r 0 2 und mit Beniitzung von Gleichung 90: 

und 

Tt=1Mf2 
~ 3 

. l 
~A= V3 . 

iJ4) 

95) 

121. Bestimmung der Trăgheitsmomente aus Schwingungen. Die 
bisherigen Ermittlungen der Tragheitsmomente haben vorausgesetzt, 
daB die Scheibe homogen mit Masse bedeckt ist und ihre Flache einem 
bestimmten mathematischen Gesetze gehorcht. 

Die Teile einer Maschine erfiillen jedoch diese Voraussetzungen nur 
in seltenen Făllen. W enn also ihre Tragheitsmomente · und Tragheits
halbmesser in dieser Weise bestimmt werden, so ist dies nur als eine 
ziemlich rohe Annaherung anzusehen. Die genaue Berechnung der 
Tragheitsmomente von nicht homogenen und nicht einfach geformten 
Korpern, wie etwa der Teile eines Steuerungsgetriebes, wird meistens 
auf groBe Schwierigkeiten stoBen. 

Liegen diese Korper jedoch ausgefiihrt vor, so kann man den Versuch 
zu Hilfe nehmen, fiir den man sich verschiedener Methoden bedienen 
kann. 

Um die Trăgheitsmomente von Rotationskorpern, wie Răder oder 
zylindrische Stangen zu finden, kann man eine Vorrichtung beniitzen, 
die Ăhnlichkeit mit der Atwoodschen Fallmaschine hat (vgl. M. Kohn, 
Civil-Ingenieur 1890); oder man lăBt den Rotationskorper eine schiefe 
Ebene hinabrollen und beobachtet die Zeit der Bewegung (vgl. A. Lech
ner, Dinglers Polyt. Journal 1913). 

Fiir Scheiben und Stangen von allgemeiner Gestalt sind diese Me
thoden nicht geeignet. In diesen Făllen beniitzt man mit Vorteil die 
Schwingungsmethode. 

Man lagert dann die Scheibe in irgend einer zu ihrer Bewegungs
ebene senkrechten Achse, IaBt den Korper um diese Achse kleine Schwin
gungen ausfiihren und beobachtet die Dauer einer solchen Schwingung 
moglichst genau. 

Diese Da ner. kann mit groBer Annăherung 

rr 
t = n y Gp . ........... 96) 
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gesetzt werden. Hierin ist T das Trăgheitsmoment des Korpers fiir die 
Drehungsachse, O sein Gewicht und p die Entfernung der Drehungsachse 
vom Schwerpunkt. Ist z die Anzahl der einfachen Schwingungen in 
einer Minute, so wird 

60 (' 
t = Sekunden und T = 365 T; ...... 97) 

z z 

a) Stangenformige Korper (Fig. 214). Der Korper hatte in A 
eine Stelle, die leicht mit einer Aufhăngungsvorrichtung in Verbindung 
gebracht werden kann. Kennt man die Lage 
des Schwerpunkts, ist also p1 entweder durch 
Rechnung gefunden oder nach der unter 118 
angegebenen Methode durch Versuch bestimmt 
worden, so geniigt es, den Korper um die Achse 

11 8 

~, ·S 1't_5J 
~------- -l~------ --~ 

Fig. 214. 

durch A kleine Schwingungen vollfiihren zu lassen; ist t1 die Da ner 
einer Schwingung, so wird nach obiger Gleichung 

l 
T_t = n2 Opl t]2· 

Das Trăgheitsmoment fiir die Parallelachse dnrch den Schwerpunkt 
ist dann nach Gleichnng 92 

Ts =TA- Mpl2 

nnd der Trăgheitshalhmesser fiir den Schwerpunkt 

i 2 = ~ =~ ~2 p1 t1 L- p1 ~ = cp1 t1 2 --[J1 2, worin c = !2 = 0,994 ist. 

Setzt man angenăhert c =' l, so wird i 2 = p1 t12 ~ p12, worin i und p 1 

m met, t1 in Sekunden einzufiihren sind. 
Kennt man hingegen die Schwerpunktslage nicht, ist also p1 nicht 

bekannt, so wiederholt man den Schwingungsversuch fiir eine zweite, 
z. B. durch B gehende Achse, welche vom unbekannten Schwerpunkt 
die Entfernung p2 haben moge. Nennt man die beobachtete Zeit dieser 
Schwingung t2, so stehen folgende Gleichungen zur Verfiigung: 

und 

daraus wird 

und 

i2 = cpltl2- PI2• 

i2 = cp2t22- P22 

l = P1 + P2; 

ct "-l 
Pl = l c (tl2 :.t}·j - 2l' 

ct 2 ~l 

P2 'le (t1"; t~~:__:_ 2Z 
.. , l (ct1" ~ l) (ct22 -l) (ct12 + ct22 --l) 
L- ~c - .. - --~---~------------ ·, 

[c(t12 + t22) -2l] 2 

Hierin kann wieder in Annăherung c = l gesetzt werden. 



174 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Diese Gleichungen setzen voraus, daB die Punkte A, 8, B in einer 
Geraden liegen, sonst miiBte der Korper wie im folgenden behandelt 
werden. 

b) Plattenformige Korper (Fig. 215). Noch weniger als der 
stangenformige Korper des Maschinenbaues wird der plattenformige 

durch eine homogen mit Masse helegte Scheihe ersetzt 
werden konnen. Hier wird man zuerst die Lage des 
Schwerpunkts festlegen, was nicht durch Rechnung 
geschehen wird, sondern mit Hilfe der in 118 ge
schilderten Versuchsmethode. 

Da die plattenformigen hewegten Teile einer Ma
schine, die nicht n ur drehende Bewegung ausfiihren, 

Fig. 215. schon durch ihre Form anzeigen, daB sie an mehr 
als zwei Stellen mit anderen Maschinenteilen in Ver

bindung stehen, d. h. Gelenke hahen werden, so wird man jedenfalls 
diese Gelenkpunkte A, B, C wăhlen, um auf sie die Lage des Schwer
punkts zu heziehen. Ist also z. B. die Entfernung p1 nach der Versuchs
methode (vgl. 118) hestimmt, so geniigt es, die Schwingungsdauer t1 

um die Achse A zu heohachten; es ist dann wie friiher 

i2 = cpl tl2- Piz· 

Will man sich jedoch von den Entfernungen p1 , p2, Pa unahhăngig 
machen, so miiBte man auBer t1 auch noch die Schwingungsdauer t2 

und ta um die zwei anderen Punkte B und C heohachten; es kămen 
dann zu ohiger Gleichung noch die zwei hinzu: 

i2 = cpztz2- Pz2 

und i2 = cpat32- p32• 

Als vierte Gleichung kann noch eine Beziehung zwischen den un
mittelhar zu messenden Seiten a, b, c des Dreiecks A BC (l!'ig. 215) 
und den Abstănden p1, p2, Pa hinzugenommen werden. Zwischen den 
Winkeln a, {3, y hesteht nămlich die Gleichung 

2 cos a cos {3 cos y + 1 = cos2 a + cos2 {3 + cos2 y, 
wie man sich durch Einfiihrung von 

a + {3 + y = 360" 
Ieicht iiberzeugen kann; diese Gleichung kann aher geschrieben werden: 

(pz2 + Pa2- a2) (Pa2 + Pl2 --- b2) (p12 + P22 ~- c2) + 4pl2P22Pa2 =c 

= P12 (Pz2 + Pa2 --- a 2)2 + P22 (Pa2 + P12- b2)2 + Pa2 (PI2 + Pz2 -- C2)2. 

Diese Gleichung in Verhindung mit den drei ohen stehenden fiir i 2 

kann dazu heniitzt werden, um i, p1 , p2, p3 zu herechnen. 
Diese Methode ist wohl rechnerisch umstăndlich, hat aher den Vor

teil, daB die Lage des Schwerpunkts nicht friiher ermittelt werden muB. 
Dher die zu erreichende Genauigkeit dieser Messung von Trăgheits

momenten findet man AufschluB in der Ahhandlung von O. Herre, 
"Beohachten und Messen", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1917, S. 962. 
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Eine andere Art, das Trăgheitsmoment einer nicht homogenen 
Scheibe zu ermitteln, ist folgende: Man hăngt die Scheibe oder Stange 
an einem Draht von der Lănge l in O auf, 0 
derart, daB sie horizontal im Gleichgewicht 
verharrt (Fig. 216). Dann wird der Schwer- ~ 

punkt S vertikal unter dem Aufhăngungs
punkt O liegen. Sodann bringt man die 
Scheibe um OS in horizontale Drehschwin
gungen und miBt diP Schwingungsdauer. 
Sie ist 

t = ·-~ 1/~_Tsl~ = k ,/Ts rzV G V, 
. a) Fig. 216. 

worin r der Halbmesser des Drahtes, T ,s das Trăgheitsmoment der 
Scheibe fiir die Schwerlinie OS, G die Elastizitătszahl fiir Schub ist 
(vgl. F. Wittenbauer, Aufgaben aus der technischen Mechanik, Il. Bd., 
Festigkeitslehre, 3. Auflage, Aufgabe 420). 

Sodann wăhlt man zwei Stellen A und B der Scheibe in den Ab
stănden a1 und b1 von S und bringt in ihnen zwei Gewichte P1 und P2 

derart an, daB die Scheibe wieder im Gleichgewicht ist. Nun bestimmt 
man neuerlich die Schwingungsdauer um OS; sie sei 

t1 == k v'Ts 1 ••••••••••• b) 

Nennt man i 1 und i 2 die Trăgheitshalbmesser der Gewichte P1 und P2 

fiir ihre vertikalen Schwerlinien, so ist das neue Trăgheitsmoment der 
ganzen Vorrichtung nach Gleichung 92: 

T T + p1("2+ 2)+p2("2+b2) ) 
SI = S -g ~1 al g- ~2 1 · · · C 

Wiederholt man den Versuch mit denselben Gewichten, die man 
in andere Entfernungen a2 und b2 von S gebracht hat, so erhă.lt man 
die neue Schwingungsdauer 

..... d) 
worin wie oben 

pl . 2 2 p2 . 2 2 T 82 = T8 + -g (~1 + a2 ) + g (~2 + b2 ) • • • • • P) 

Entfernt man aus den Gleichungen a) bis e) T,.,1, T82, i 1, i 2, k, so bleibt 
fiir das gesuchte Trăgheitsmoment 

t2 
T s = g (t/- t~-2) [PI (a2z -- ai2) + p2 (b22 - bl2)j. 

Nennt man a1 + b1 = lv a2 + b2 = l2 und beachtet, daB fiir Gleich
gewicht P1 a1 = P2b1, P1 a2 = P2 b2 sein muB, so kann obige Gleichung 
auch geschrieben werden: 
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122. Bestimmung der Trăgheitsmomente durch Wăgung. (Fig. 217.) 
Der Korper wird au zwei Stellen A und B aufgehăngt; in A an eine Feder

wage, in B an zwei Drăhten, von denen der eine 
gespannt, der andere ungespannt ist. 

Mi.Bt man zunăchst den statischen Zug A an der 
Federwage, so ist 

A 
P2 = Gl ........ it) 

Hierauf wird der gespannte Draht in B durch
G 

Fig.t_217. 
schnitten. Dadurch ăndert sich der Zug an der 

Federwage in A1 ; da bei ist zu beachten, da.B die Zunahme des Zuges 
A1-A eine plotzlich auftretende Kraft (keine Sto.Bkraft) ist, die die 
gleiche statische Wirkung auslosen wird wie die dopp~lt so groBe 
Kraft 2 (A1 - A). 

Nennt man also /1 die Verlăngerung der Feder in A nach dem Durch
schneiden des Drahtes, so ist 

/ 1 =k·2(A1 -A) .......... b) 

worin k die Konstante der Federwage ist. Nach 102, 2 ist der geănderte 
Zug in A: 

Al = G . 2 + "2 • • • • • • • • • • c) 
Pt z 

wenn i der Trăgheitshalbmesser der Stange fiir die Rchwerlinie senk
recht zur Abbildung ist. 

Vertauscht man nun die Aufhăngung der Punkte A und B, und 
wiederholt den Versuch, so erhălt man ebenso die Gleichungen 

B 
P1 = U l . . . d) 

Bl =a· 2-- ·2 
P2 + t 

Aus den Gleichungen a) bis f) bleibt schlie.Blich 

i = ~lll~1~~+ ~: = -!l v::~-~r~:· 

f) 

Zahlenmă.Bige Angaben fiir die Trăgheitsmomente von Maschinenteilen 
sind in der Literatur nur sehr spărlich zu finden. Fiir Trăgheitsmomente 
von Schubstangen sehe man etwa folgende Zusammenstellungen ein: 

R. Mollier, Der Beschleunigungsdruck der Schubstange, Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ing. 1903, S. 1640. 

M. En.Blin, Die Trăgheitskrăfte einer Schubstange. Dinglers 
Polyt. Journal 1907, S. 612. 



XII. Die Besehleunigungsdriieke eiues Systems. 
123. Die Resultante der Beschleunigungsdriicke. Unter Beschleu

nigungsdruck eines Punktes verstehen wir jene Kraft, die irnstande 
wăre, der Masse rn des Punktes die Beschleunigung b zu erteilen; sie hat 
also die GroBe rnb (vgl. 51). 

Die Beschleunigungsdriicke eines Systerns oder einer Scheibe haben 
im allgemeinen in jedem ihrer Punkte eine andere GroBe und Richtung. 
Da es Krăfte sind, kann man nach ihrer 
Resultanten fragen; man nennt diese den 
Beschleunigungsdruck des Systerns. 

Es sei M die Masse der Scheibe, S ihr 
Schwerpunkt, rn die Masse eines beliebigen 
ihrer Punkte P, b seine Beschleunigung, 
x und y seine Koordinaten (Fig. 218). 
Nennt man ferner bx und by die Teile von 
b nach den Achsen des beliebigen Achsen
kreuzes X O Y, so werden die Beschleuni
gungsdriicke der Scheibe nach diesen 
Achsen die Summen haben Fig. 218. 

2' (m bx) = 2.' ( rn ~i~), 1: (m by) = 1: (: m ~t~). 

mb 

X 

Nun sind nach Gleichung 36 die Koordinaten des Schwerpunkts R 

1: (m x) 1: (m y) 
xs = M , Ys = --]1--. 

Differenziert man diese Gleichungen zweimal nach der Zeit, so er
hălt man 

d2 x8 d2 y8 
::· (m br) = M . it2 ' 1: (m by) = M . d t/t-

und wenn b:,; die Beschleunigung des Schwerpunkts, b8 ".. bs 11 deren 
Teile nach den Achsen bezeichnen; 

1: (rn bx) = Mb8 x, 1: (m by) = M bsy; 

dann ist wegen b • c. b"' + b11 , b8 = bsx + bsy: 

Mb8 =X (rnb) 

iibereinstimmend mit Gleichung 39. 
Wittenbauer, Oynamik. 12 
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Denld man sich also die gan~e Masse der Scheibe im Schwerpunkt 
vereinigt, so ist Mb8 ihr Beschleunigungsdruck; die GroBe der Re
sultanten 2: mb aller Beschleunigungsdriicke der Scheibe wird durch 
Mb8 , den Beschleunigungsdruck des Schwerpunkts, gemessen. 

Damit ist zwar die GroBe, aber noch nicht die Lage des resultierenden 
Beschleunigungsdruckes gefunden. Um auch die Lage zu bestimmen, 
bilden wir die Momente sămtlicher Beschleunigungsdiiicke um den 
beliebigen Punkt O. Das Moment des Beschleunigungsdruckes 

mb -,, mb:r + mby 
um O ist 

m (b:ry --- b11 x) = m (~2t: y ~2t~ x) 
und die Rumme dieser Momente: 

Z [ m ( ~~ y- ~2 t; x) J . 

Setzt man x = x8 + ţ, y = y8 + 1), so wird diese Summe: 

2-'lm(~;-~s + ~=J)y-m(d~-~§' + ~t~)xJ ~· 
d2 Xs dZ Ys , , ~- d2 ţ d2 IJ ] 

~= (ft2 Z (m y)- -dtX 2: (m x) + 2: m d fi (y8 + 17)- m (tii: (x8 -+ ţ) 
und mit Riicksicht auf die Gleichungen 36: 

M(~; ~s y8 ~- d~-~8 x8 ) + y8 Z( m~2t;)- xs2:(m~2t~) + 

[ ( d2ţ d21] ). J + J: m dt2 1}- dt2-ţ ...... a) 

Das erste Glied dieses Ausdruckes wird das Moment Mb8 s des Be
schleunigungsdruckes M b 8 im Schwerpunkt um O; das zweite und dritte 
Glied werden null, weil in bezug auf die durch den Schwerpunkt gehenden 
Achsen ţ und 1} die Gleichungen gelten: 

2: (mţ) =O, L.' (mi])= O; 

l . h "' ( d2 ţ ) o "' ( d2 1} ) a so 1st auc 7 m---· = ..::.. m --_- =O 
~ dt2 ' dt2 . 

Setzt man endlich lFP = r, ţ = r sin rp, 1) = r eoK cp, so wird wegen 
der Unveră.nderlichkeit von r 

d!; dep drJ . d(p 
·a, t = r cos rp dt, dt · r Rm rp Tt 

und somit das letzte Glied des Ausdrucks a): 

\' [ ( d2 ţ d2 ,, ) ] d ' [ ( d ţ d 1) ·.) ] -~ m d j2 r1 - ([i2 ţ ~~ dt 2: m , dt 11 -- ([t ţ -

d ' 1 d cp ')· d2 cp ,, 
= dt 2.\mr2 tii.= dtz·.:.. (mr2). 
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d2 cp 
Nun ist A = d t2 die Winkelbeschleunigung der Scheibe und 

T s = l: (mr2) = M i 2 ihr Trăgheitsmoment fiir den Schwerpunkt; fiir 
die gesuchte Summe der Momente der Beschleunigungsdiiicke um O 

bleibt demnach der Ausdruck iibrig: 

Mb8 • 8 + ATs = Mbs · 8 + AMi2. 

Hieraus ergibt sich folgender wichtige 
Satz: 

Die Resultante der Beschleunigungs
driicke einer Scheibe besteht aus dem 
Beschleunigungsdruck der im Schwer
punkt vereinigten Masse der Scheibe und 
auBerdem aus einem Kraftpaar vom Mo
ment ).Mi2• dessen Drehungssinn mit 
j enem der W inkel beschleunigung ii ber
einstimmt (Fig. 219). 

y 

o 

Fig. 219. 

124. Die Beschleunigungsdriicke der statischen Ersatzpunkte. Die 
Masse M der Scheibe, deren gesamter Beschleunigungsdruck soeben ge
funden wurde, werde jetzt ersetzt durch eine beliebige Anzahl statisch 
gleichwertigcr Ersatzpunkte (vgl. 97), also durch Punkte, deren Gesamt
heit rnit der Scheibe n ur die Masse 
M und den Schwerpunkt S, nicht 
aher das Trăgheitsmoment gemein 
hat. Der Ersatzpunkt m," der mit 
dem Systempunkt P n zusammenfăllt 

. (Fig. 220), habe die Beschleunigung 
bn dieses Punktes und auBerdem 
noch eine Beschleunigung c" = k A Pn, 
senkrecht zum Abstande Pn = fFP~ 
und um S im Gegensinn von Â. 

drehend; k sei ein noch zu bestim
mender konstanter Faktor. 

V 

o 
X 

Fig. 220. 

Es soli gezeigt werden, daB die Beschleunigungsdriicke der Ersatz
massen m", hervorgerufen durch die Gesamtheit ihrer Beschleunigungen 
b11 und c," dem Beschleunigungsdrucke der ganzen Scheibe gleich
weriig sind. 

Projiziert man die Driicke m11 b11 und m" c" auf die X-Achse, so 
wird die Summe dieser Projektionen: 

.2: (mnbnx) ~ .1' (mncn cos cp) = 1.' (mnd~ ~'')- 2: (mnkApn cos rp). 

Nun ist nach den Gleichungen 36, da S auch der Schwerpunkt der 
Ersatzpunkte mn ist: 

M x8 = .E (m.,. X 11 ), M Ys = .E (m" Yn) 
12* 
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und somit 

ferner ist 2: (m."k}.pncos rp) ~ k).:E (rn 11 rj 11 ) 

und nach den Gleichungen 48 ist . 

.L (m 11 rj.") =O. 

Die Projektion der Driicke mnbn un;l m."cn auf die X-Achsc liefert 
d2xs 

demnach die Snmme M dtft-- = Mbs.r; ebenso ist. die Snmme ihrer 

Projektionen auf die Y -Achse M bsy; die Resultante der genannten 
Driicke hat somit die GroBe 

Mbsx + Mb811 = Mb8 • 

Bildet man die Momente der Driicke m,. bn und m11 C11 um den be
liebigen Punkt O der Ebene (Fig. 220), so erhălt man 

L [m,.(bnxYn-- bnyXn)J--2.' [m"cn(Pn + Xssinq + y8 coscp)] ... a) 
Setzt man, wie in 123: 

Xn = Xs + ţ1P Yn = Ys + }}n• 

so wird der erste Teil des Ausdruckes a), wie bereits gezeigt wurde, iiber
gehen in Mb8 · 8 + ).2.' (m11 p 11 2) • • • • • • b) 

Der zweite Teil von a) wird 

2.' [mn k).pn (p11 + x8 sin cp + Ys cos cp)] = k).L.' (rnnPn2) + 
+ kJ..x8 L (m"p 11 sin cp) + k).y8 2.' (mnPn cos cp). 

Setzt man Pn sin cp = ţ", Pn cos rp = rJ", und da S $, St) Schwer-
linien sind: :L (m."ţ") =O. 2.' (rnnr)n) =O, 
so wird der zweite Te il von a) : 

kJ..:E (mnPn2) • · • • • • • • • • • c) 
Verbindet man b) und e), so bleibt fiir das Moment der Driicke um O: 

Mbs · 8 +). (l - k) 2: (rn."p."2). 
Die Beschleunigungsdriicke der Scheibe M haben dann fiir jeden 

Punkt O die gleiche Resultante wie die Driieke rn11 b11 und 111 11 f. 11 der 
Ersatzpunkte, wenn nach dem SchluBsatzE> von 123: 

.1lfi2 = (1- k) 2.' (rn11 p 11 2) 

ist. Daraus ergibt sich die GroBP dPs noch nnbekannten Faktors k mit: 
!11 i2 

k = l ) . (~ . .2) • . • . • HR) 
- mnPn 

Fig. 221. 

und der Satz: 
Wird die Masse M der Scheibe durch 

belie big vie lE> statisch gleich wertige 
Punkte m 11 ersetzt, so haben die Be
schleunigungsdriicke der Scheibe die 
gleiche Resultante wie die Beschleuni
gungsdriicke dE>r Ersatzpunk tE> A, B,C, ... 
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(:b'ig. 221), wenn in jedem derselben auBer seiner Beschleuni
gung bA, bB, b0 , ..•. auch noch die Beschleunigung.c.d, cB, c0 , ..• 

senkrecht zu den Abstănden p1 , p2, p3 , .. , und um S gegen den 
Sinn von A. drehend angebracht werden; hierin ist cA= kA.p1 

und analog cB, c0 , .... , wobei der Wert vo"n k aus der Gleichung 
98 zu entnehmen ist. 

125. Die Beschleunigungsdriicke der dynamischen Ersatzpunkte. 
Werden die Ersatzpunkte 1-ln derart gewăhlt, daB sie die Scheibe nicht 
nur in statischer, sondern auch in dynamischer Hinsicht ersetzen, so 
muB nach 98 noch die Bedingung hinzukommen, daB auch das Trăgheits
moment der Scheibe fiir den Schwerpunkt das gleiche ist wie die Summe 
der Trăgheitsmomente aller Ersatzmassen; dann muB also 

M i 2 = 1: C!-lnPn 2) 

sein und es wird k = O. 
Daraus folgt der Satz: 
Wird die Masse M eiiter Scheibe durch beliebig viele dy

namisch gleichwertige Ersatzpunkte 1-ln ersetzt, so haben 
die Beschleunigungsdriicke der Scheibe die gleiche Resul
tante wie die Beschleunigungsdriicke der Ersatzpunkte .. 

Ersetzt man z. B. die Masse M 
eines homogenen Dreiecks (Fig. 222) 
durch die dynamisch gleichwertigen 

M. 
Punktmassen fi m den Ecken und 

t M im Schwerpunkt (vgl. Fig. 198) 
und sind bA, bB, b0 , b8 dieBeschleu- A 

nigungen dieser vier Punkte, so er- Mft;. 

setzen ihre Beschleunigungsdriicke 
M M M 
12-bA, i2-bB, T2bc, 

Fig. 222. 

3 
4 Mb8 

die Beschleunigungsdriicke der Dreieckscheibe vollstăndig. 
Ersetzt man ferner die Masse M einer beliebig geformten Scheibe 

durch drei dynamisch gleichwertige Ersatzpunkte A, B und den Schwer
punkt S mit den Massen 

i2 i2 (. i2 .) 
/-lA = M ·-···' /-lH = M . , /-lS = M 1-~-

pll p2l . PIP2/ 

(Fig. 223, vgl. Gleichung 58), dann haben ,tb>~ bs be 

die Beschleunigungsdriicke der drei Punkte / 
11

, s/ /1
2 

/ 

/-lAbA, f.lBbR• .UBbS 1/fi.IT p.s-- P.e8 

die gleiche Resultante wie die .Beschleuni- 1"'···-----·Fl·l-~~----
gungsdriicke der Scheibe. ·· g. • 

Oder ersetzen wir die Masse dcr Scheibe durch die beiden Punkt-
1;2 1;a 

massen ţtA = M p~~+ ~'?.' #R = M p;a·+-i~ 
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i2 
(vgl. Gleichung 53) in den Entfernungen p1 und p2 = - - vom Schwer-

Pz 
punkt S (Fig. 224) und sind bA, bB die Beschleunigungen dieser beiden 
Punkte, so ersetzen die Beschleunigungsdriicke #AbA, #BbB jene der 
Scheibe vollstandig. 

Wahlt man hier noch iiberdies p1 = i, p2 =- i (Fig. 225), so wird 

#A = # B = ~ ; dann ersetzen die Beschleunigungsdriicke ~ bA, ~- b B 

Fig. 224. Fig. 226. 

der beiden Punkte A und B, in der gleichen Entfernung i von S, die 
Beschleunigungsdriicke der Scheibe. 

Beziiglich des Beschleunigungsdruckes einer sich drehenden Scheibe 
sehe man 101. 

126. Beispiele. 
l. Beispiel. Ein prismatischer schwerer Stab vom Gewicht O 

(Fig. 226), der an seinem Ende A drehbar befestigt ist, hat in seiner 
anfanglichen Ruhelage die Neigung a gegen die 
Vertikale. Der Stab wird seinem Eigengewicht iiber
lassen; man ermittle seine Winkelbeschleunigung 
und Winkelgeschwindigkeit. 

Man ersetzc die Masse des Stabes durch zwei 
dynamisch gleichwertige P_uilk.te A und B, von 

ta denen man den ersten in das drehbare Ende ver-
p~g l l 2 

Fig. 226. legt; dann ist mit p1 = 2, i 2 = 12, wenn l die Lange 

des Stabes ist, die Masse des Ersatzpunktes in A : 
i 2 M 

#A = M. ·;p~-2 +ii = 4' 
i 2 l i 2 3 

und P2 = - Pl = -- 6' Il B = M. p/:::t-:72- = 4 M: 

der zweite Ersatzpunkt B hat die Entfernung A B ~ t l. 
Die Masse #B ist der ăuBeren Kraft #BY und der Stabspannung S 

ausgesetzt; seine Tangentialbeschleunigung ist t B = A B · 2, seine 
Normalbeschleunigung nB =A B · w 2• 

Da die Beschleunigungsdriicke den auBeren Kraften gleichwertig 
sind, so folgt durch Projektion auf die Bewegungsrichtung von B 

flBtB = flBg sin qJ 



oder 

und 

Die Beschleunigungsdriicke eines Systen\s. 

}l,î = g sin <p 

}. _ ~gsin_<p 
. -2 l . 

Aus der bekannten Beziehung 

w·dw=Â·( rlrp) 

folgt danu durch Integration 
3g· 

w 2 = T (cos <p- cos a); 
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bei Ermittlung der Integrationskonstanten wurde die Annahme beniitzt, 
dal3 fiir <p = a, w = O ist. 

2. Beispiel. Von dem Stabe des vorigen Beispiels soll in A der 
Gelenkdruck A und in B die Spannung S des Stabes ermittelt werden. 

Die ăul3eren Krăfte der Ersatzmasse f-lB in B sind das Gewicht ţt8 (J 
und die Stabspannung S; sie miissen den Beschleunigungsdriicken ţtBnB 
und ,uBtB gleichwertig sein. Ihre Projektion auf die Stabrichtung gibt 
somit die Gleichung 

ftBnB = S- flBfl cos rp, 

und s = flB (nR + f! cos <p) =!o (~~r +cos <p ). 

Wird hier der friiher gefundene Wert von w 2 eingesetzt, so bleibt 
fiir die gesuchte Spannung 

S = -i G (3 cos <p ---- 2 cos a). 

Zu dieser bis A reichenden Spannung kommt in A. noch das Gewicht 
des Ersatzpunktes JlA hinzu; die Resultante aus S und JlA g ist der 
Gelenkdruck in A; er hat die Teile 

X= S sin <p = !-G sin <p (3 cos <p- 2 cos a), 

Y = Scoscp + ţG = ţG (1 + 9 cos2 <p -6 cos a cos <p). 

(Vgl. R. Skutsch, Anwendungen der Massenreduktionen nach 
Reye und Poinsot, Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen 
Gesellschaft, 1905, S. 56.) 

Am Ende des Beispiels 128, 2 wird eine graphische Li:isung dieser 
Aufgabe angegeben werden. 

127. Die Beschleunigungsdriicke von zwei statiscben Ersatzpunkten. 
Es seien A und B zwei beliebige Punkte (Fig. 227), deren Verbindungs
linie durch den Schwerpunkt S der 
Scheibe geht (vgl. 125, Schlul3). Dann 
ist 

Pt + P~ = l, rnAP1 = mBP2 

und die statischen Ersatzmassen sind 

mA=--= M · ~2 , mB = M .P{ 
Fig. 227. 
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Damit wird 2: (mnPn 2) = mAp12 + rnRp22 = Mp1 p2 

und Gleichung 98 gibt den Faktor 
i• 

k= 1- . 
P1P2 

Nach 124 sind somit die Beschleunigungsdriicke der Scheibe voll
stăndig ersetzt durch die beiden Beschleunigungsdriicke mA bA und 
mBbB der beiden Punkte A und B, in Richtung ihrer Beschleunigungen 
bA und bB, und aul3erdem durch die beiden Driicke mAc.d und mBcB, 
senkrecht zu A B und um den Schwerpunkt im Gegensinn von }. drehend. 
Nun ist aher nach 124: 

mAcA = mAk).pv mBcR = mBk).p2. 

also 

Die 

mAcA = mRcB = Mk). P![!-2. 

beiden gleichen Driicke 

K =mA cA =c rnBcR 

bilden demnach ein Kraftpaar vom Moment 

Kl = MkAp1 p2 = M). (p1 p2 - ,; 2) •.•..• 99) 

mit dem Gegensinn von Î.. (vgl. H. Lorenz, Techn. Mechanik starrer 
Systeme, 1902, S. 343). 

Ist das System z. B. eine prismatische Stange von der Lănge l und 
wăhlt man die Punkte A und B an ihren Enden, so ist nach Gleichung 91: 

z• z 
i2 = 12 , P! = P2 = 2 

und das Moment Kl = i M Al2 ......... 100) 

Macht das System eine Dauerdrehung um einen seiner Punkte A, 
so ist bA = O und der Beschleunigungsdruck des Systems besteht dann 
aus dem Beschleunigungsdruck mRbR des anderen Ersatzpunktes B 
und dem Moment M). (p1 p2 --- i 2). 

128. Beispiele. 

l. Beispiel. Das Beispiell26, 1 des sich um sein Ende A drehenden 
Stabes, das mit Beniitzung zweier dynamisch gleichwertiger Ersatz
punkte bereits gelăst wurde, soll jetzt unter Zugrundelegung zweier 

/( 
/( 

Fig. 228. 

sta tisch gleichwertiger Ersatzpunkte gelăst 
werden. 

M 
Man wăhle die Ersatzpunkte mit je 

2 
Masse in A und O (Fig. 228); der Beschleuni

M 
gungsdruck der Ersatzmasse 2 - in A ist null, 

weil die Beschleunigung null ist; die Beschleuni
M 

gung der Ersatzmasse 2- in G besteht aus der 
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Normalbeschleunigung ne = lw 2 und der Tangentialbeschleunigung 

tn = lJ..; die Beschleunigungsdriicke sind also ~ lw 2 und ~ lJ... Dazu 

. l 
kommt noch das Moment der Krăfte K : K l = fi M J.. l2 nach Glei-

dmng 100, im Gegensinne von }. drehend. 

Das Moment der Beschleunigungsdriicke um A ist demnach 

M ·. JM'l2 2 lJ. l -6 j,, 

nud das Moment der ăuBeren Krăfte: 

M 
2 g · l sin cp ; 

. 3 f! sin cp 
setzt. man beide gleich, so bleibt 1. = 2 · l w1e bei der vongen 

Behandlung dieses Beispiels. 

2. Beispiel. Et-~ soll in vorigem Beispiel 
Stabes in A auf graphischem Wege gefunden 

Es sei (.Fig. 229) AC = l der prisma
tische Stab vom Ge>vicht U, A 0 0 seine An
fangslage, q und a die Winkel mit der Verti
kale. Bekannt sind die Winkelbeschleunigung 

. 3 g sin cp 
A= 2 -{ 

und die Winkelgeschwindigkeit (vgl. 126, l) 

9 3g 
w- = T (cos cp- cos a). 

In A und U sind die statischen Ersatz
M 

massen mA ,_ mc -= 2 untergebracht. 

der Gelenkdruck A des 
werden. 

11 

]!'ig. 229. 

Das Gleichgewicht der ăuBeren Krăfte und der Trăgheitskrăfte in O 
verlangt die Bedingung 

o 
2 + T m + 1'cu + K + 8 1 -·-·~O, 

worin die Trăgheitskrafte: 

rr('11 
M 3 -2 lw 2 = 2 U (cos cp --cos a), 

M . 3 "--, . 
-- mn · t0 = 2 tA = 4 '" sm cp. 

und K = t M J..l = t G sin cp 

und 8 1 die Stabspannung in A sind. 
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In Fig. 229a wurde das Polygon der Krafte gezeichnet. Es ist 
--- G- G 
01 = 12 = 2' 23 = 4; aus 3 wurde ein Halbkreis mit dem Halbmesser 

13 = -! G beschrieben und die Parallelen 14 und 15 zu den Stablagen 
AC und A C0 gezogen. Der Kreisbogen aus 1 mit dem Halbmesser 15 
schneidet 14 im Punkte 6 und es ist 64 = t G (cos rp - cos a) = T c 11 • 

Ferner ist 37 = 28 = -! G sin rp = T CI und 89 = J T 01 = K. Das er
wahnte Polygon der Krafte ist demnach 1, 2, 8, 9, 10, 1, wenn 9, 10 = 6,4 
gemacht wird. Hierin ist f, 10 = 8 1• 

o 

o 

Fig. 229a. Fig. 229b. 

Das Gleichgewicht des Gelenkes A verlangt die Bedingung 

G 
2 + 8 1 + K + A -= O; 

man macht also 8,11 = 9,10 und 10,11 = 9;8 = K, dann ist 11,0 =A. 
In Fig. 229b wurde dieselbe Aufgabe mit dynamisch gleichwertigen 

Ersatzpunkten gelost (vgl. Beispiel 126, 2). Sie wurden in A und B an
genommen, wobei A B = f l war. Die Ersatzmassen waren t M in A 
und { M in B. 

Hier ist das Gleichgewichtspolygon des Punktes B: 

:O + T Rt + T Rn + S '- O 
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worin die Trăgheitskrăfte 
3 2 3 

Tsn·=-=- flB ·nE= 4 M · 3Zw2 = 2G (cos cp-cos a), 

3 2 3 
T Ht :=ce -- ţl B · t B = 4 M · 3 lJ.. = 4 G sin (jJ 

und S die Stabspannung in A sind. 
Man macht demnach in Fig. 229b: Oi= ţG, [2 = t G, zeichnet aus 

dem Mittelpunkt 2 den Halbkreis mit dem Halbmesser i- G und wie 
friiher die Linien 14IIAG, 15IIAG0• Dann ist 27 = lGsincp = TBI 
und 78 = 64 = ~ G (cos cp- cos a)= T 8 n; das Polygon wird: l, 2, 
7, 8, 1 und es ist 81 S. 

Das Gleichgewicht des Gelenkes A bedingt das Polygon 
G 
i+S+A-=:0; 

es ist also 8,0 A. 
Es soll schon hier betont werden, daB die auf diesem W ege gefundenen 

Spannungen S und 8 1 nichts zu tun haben mit den wirklichen Spannungen 
im Korper, da wir die Massenverteilung in diesem durch Wahl der Ersatz
punkte gănzlich verăndert haben. Darauf kommen wir spăter noch zu
riick. Hingegen geben die Ersatzpunkte durchaus richtige Resultate, 
wenn wir nach den Beschleunigungen und Gelenkdriicken fragen. 

3. Beispiel. Ein prismatischer Stab !( 

A B vom Gewicht G gleitet an verti
kaler W and und horizontalem Boden 
ohne Reibung abwărts (Fig. 230). Man 
soll die Beschleunigungen bA und b 8 

der Endpunkte des Stabes berechnen. 
Die Masse M des Stabes wird wie in 

vorigem Beispiel durch die statischen 
V M Msatzmassen 2- in A und B ersetzt. 

/;, 
Fig. 230. 

Die ăuBeren Krăfte des Stabes sind auBer U die unbekannten Fiih
rungsdriicke A und B, normal zum Boden bzw. zur Wand. 

M M 
Die Beschleunigungsdriicke sind 2 bA, 2 bB in A bzw. B, ferner 

das Kraftpaar K l = t M J.l 2 (nach Gleichung 100) im Gegensinne von } .. 

' l . Das Moment der ăuBeren Krăfte urn O ist -- (" 2 sm q: das Moment der 

Beschleunigungsdriicke um O ist 
M M 1 
- b · l cos m - b · l sin m + · M ).Z2 · 2 A ·r 2 B r 6 ' 

setzt man die Momente gleich, so wird 
l 

gsîncp=bAcoscp+b8 sincp-3lÂ ...... a) 
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Setzt man noch mit BO = x, A O= y: 

d2 x d2 . 
bA = {J.(2 =c dtZ (l sm cp), 

d2y d2 
bB c=- (J,t 2 ==- fit2 (l COK cp). 

d cp d2 cp 
ferner -- = w ·-· = A so wird 

dt ' dt2 ' 

bA = l (A co~ rp - w 2 sin cp) 

bB = l(Asincp + w2 coscp) 

und in Gleichung a) eingesetzt: 

A = ~ q_s~lcp. 
2 l 

........ h) 

Gebraucht man wieder die bekannte Bewegungsgleichung 

w · dw = A · d cp 
so erhălt man nach Einsetzen von }. und Integrieren 

3g 
w 2 = l (cm; a cos cp), 

wobei angenommen wurde, daB die Bewegung des Btabes aus der Ruhe
lage cp =a beginne. 

Durch Einsetzen der Werte von w2 undA in die Gleichungen b) er
hălt man schlieBlich: 

3 
bA =2gsincp (3coscp-· 2cosa), 

3 
bB = 2 g (l- ;{ co:-; 2 cp + 2 cos cp cos a). 

Zu dieser Lăsung măge noch bemerkt werden, daB die Berechnung 
der Winkelgeschwindigkeit w mit Hilfe des Arbeitsprinzipes einfachPT 
erfolgen kănnte. Der Pnnkt O ist nămlich der Drehpol des Stabes; dessen 
Trăgheitsmoment fiir O ist nach den Gleichnngen 90 nnd 92: 

T=Ts+M·(ZY= 1 MZ2+ 1 Ml2= 1 Ml2 
'2. 12 4 3 

und die Bewegungsenergie des Stabes nach Gleichung 49a: 
l l 

L = 2 Tw2 = 6 MZ2 w2 • 

Hingegen ist die Arbeit des fallenden Gewichtes G des Stabes seit Beginn 
l 

der Bewegung A= G 2 (cos a- cos q;). 

Hetzt man L =A, so wird wie oben 
3g 

w2 = T (cos a -cos cp). 
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Es war auch nicht beabsichtigt, durch die Einfiihrung der Ersatz
punkte eine einfachere Li:isung des Beispiels vorzufiihren, sondern iiber
haupt die Anwendung dieser Punkte zu zeigen. 

4. Beispiel. Es sollen bei dem Stabe des vorigen Beispiels die Fiih
rungsdriicke in .A und B gesucht werden (Fig. 230). 

Setzt man die Projektionen der auBeren Krafte gleich jenen dt>r 
Beschleunigungsdriicke, so erhalt man dic Gleichungen 

M M 
(} - A =~ 2 b B• B = :r bA, 

woraus nach Einsetzen der oben gefundenen Beschleunigungen 

A = ~ G (l + 9 cos2 rp- 6 cos rp cos a), 

8 = ~ G sin rp (3 cos rp - 2 cos a). 

5. Beispiel. In einer horizontalen Ebene befindet sich ein in deu 
Ecken gelenkiger Rhombus, der in den Diagonalen von den vier Kraften 
P, Q, P, Q angegriffen wird. Man ermittle die Beschleunigungen bA 
und bB (Fig. 231). 

B 
p p 

§_--- - ,o 

l ~A )11 

1/( 

Fig. 23la. 

bl/ 

Dieses Beispiel kanu ăhnlich geli:ist werden wie das vorhergehende. 
Die Beschleunigungsdriicke einer Seite des Rhombus sind die gleichen 
wie dort, wenn M die Masse einer Seite ist. Die auBeren Krăfte sind 

~in A, ~in B, ferner die Fiihrungsdriicke A und B; das Gewicht des 

Rhombus kommt als Kraft nicht in Betracht, da die Bewegung in einer 
horizontalen Ebene vor sich geht (Fig. 231 a). 

Bildet man wieder die Momente der auBeren Krăfte und der Be
schleunigungsdriicke um O und setzt sie gleich, so wird 

Q . P M M 1 
2 zsmrp- 2 lcosrp=- 2 bA ·lcosrp- 'ibR·lsincp + 6M.W. 

Setzt man hier die Werte von bA und bR aus den Gleichungen b) des 
vorigen Beispiels ein, so wird: 

, 3 P cos rp - Q sin rp 
~. =2 -Mr- -. 
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Aus der Bewegungsgleichung 

w · dw = Î, · d fP 

folgt dann nach Integration: 
3 

w2 c= .M l [P (sin (p --sin a) + Q (cos cp eos a)j, 

wobei vorausgesetzt wurde, daB anfangs fP = a und w = O ist. 
Darnit sind die Beschleunigungen bestirnmt: 

bA= 2~ [P (l-3 sin2 rp + 2 sin rp sin a)- Q sin rp (:l cos g --2cos a)j, 

3 
b H = 2 M [ P cos rp (3 sin rp - 2 sin a) Q ( l - 3 cos2 rp + 2 cos '!' cos a) J . 

129. Die Beschleunigungsdrficke von drei statischen Ersatzpunkten. 
Es seien A, B. C drei beliebige Punkte der Scheibe (Fig. 232); Pv p2 , Pa 

ihre Entfernungen vom Schwerpunkt S; bA. 
~.-L-----':t:---~,.-->o.b11 bR, b0 ihre Beschleunigungen; }. die Winkel-

Mit 

heschleunigung der Scheihe, M ihre Masse; 
rnA, mH, m 0 die in die Punkte A, B, C 

b8 nach dem Schwerpunktsgeseb: verteilten 
Massen. 

Ist f die Flăche des Dreiecks A B C, sind 
ferner fv /2,/3 die Flăchen der Dreiecke BSC. 
CSA, ASE, so finden wir fiir die stati
schen Ersatzpunkte wie in 104, Gleichung 

Fig. 232. 56 fiir die dynamischen Ersatzpunkte; 

mA =M·~1 , mu=M·J2 , mr=M·j3 .••. 101) 

M 
2: (m." Pn 2) = -T U1P1 2 + f2P2 2 + faPa 2 ) 

gibt Gleichung 98 den Wert des Faktors k: 

fi 2 
k = ]-- .____ -

Il Pl 2 + /2P22 + /3P32 
...... 102) 

Nach dem SchluBsatze von 124 haben dann die Beschleunigungs
driicke der Scheibe dieselbe Resultante wie die BeRchlennigungsdTiicke 

mAbA, mRbB, mcbc 

der drei statischen Ersatzpunkte zusammen mit den drei Krăften 

mAcA = mAk}.p1, mBcB = mBk}.p., m 0 c0 = m 0 k,lp3 , 

die in A, B, C bzw. auf p1, p2, p3 senkrecht stehen und um 8 im Gegen
sinne von }. drehen. 

Ist z. B. die Scheibe ein gleichseitiges Dreieck von der Seitenlănge a, 
und nimmt man die Pnnkte A, B, C in den Ecken des Dreiecks an (Fig. 233) 
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. 1 a a2 
so Wird It= /2 =fa= 3' Pt = P2 = Pa = va' i 2 = 12 (nach Gleichung 32) 

i 2 3 
k=l . - Pt2 = 4" und es ist 

Hier werden demnach die Beschleu
nigungsdriicke der Dreieckscheibe voll
stăndig ersetzt durch die Beschleuni
gungsdriicke 

l l l 
3 MbA, 3MbB, 3 Mb0 

zusammen mit den drei gleichen Krăften C ~=----.,;---~.---

M va 
K = Ţ kJ,.p1 = l2 M aJ,. \K 

die in den Ecken angreifen, senkrecht 
Fig. 233. 

zu SA, S B, S O sind und um S im Gegensinn von J,. drehen. 

Eine andere und zweckmăBigere Art, die Beschleunigungsdriicke der 
Scheibe zu ersetzen, ergibt sich aus folgender Betrachtung: 

Die drei oben erwăhnten hinzuzufiigenden Krăfte 

mAkJ,.p1, mBkJ,.p2, m0 kJ..p3 

bilden zusammengenommen ein Kraftpaar, denn schon in 124 wurde 

gezeigt, daB l:(mnk).pn cos q;) =O, 

also die Summe der Projektionen dieser Krăfte auf jede Achse gleich 
null ist. Das Moment dieses Kraftpaares ist 

M = kJ.. (mAp12 + mBp22 + mcPs2); 

setzt man hier die Werte aus den Gleichungen 101 und 102 ein, so bleibt 

M - J..M f 2 f 2 1 2 1 '2) - T ( 1P1 + 2P2 + aPa - z · 

Nennt man a, b, c die Seiten des Dreiecks A BC. so kann dieser 
Ausdruck in folgende Form gebracht werden: 

M = K 1 a + K 2 b + K 3 c ........ l02a) 

worin K 1, K 2, K3 Krăfte bedeuten, und zwar 

Pt2-i2 P22-i2 Pa2-i2 
Kl=mAJ,. ... a ·,K2=mBJ,. b- Ka=moÂ c l02b) 

Dann ist also das Moment M durch drei Kraftpaare K 1 a, K 2b, K 3 c 
herzustellen; die Krăfte K 1, K 2 , K 3 greifen in den Punkten A, B, C 
paarweise derart an, daB alle drei Kraftpaare im Gegensinne von i. 
drehen (Fig. 234). 

Die Beschleunigungsdriicke der Scheibe konnen somit durch die 
drei Krafte mAbA, mBb 8 , mcbc 
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und durch die drei Kraftpaare 

K 1 a, K 2b, K 3 c 

ersetzt werden, ein Resultat, von dem wir bei den Beschleunigungsdriicken 
von Getrieben mit Vorteil Gebrauch machen werden. 

c 

Fig. 234. 

130. Die drei statischen Ersatz
punkte liegen in eincr Geraden. 
Bei Getrieben kommt es manch
mal vor, da13 drei Gelenke A. B, C, 
die man zweckmăilig als statisch 

(2 !113 

c s2 b 11 c SJ 
8 

1 M2 M; 

1112 lrj 

Fig. 235. 

gleichwertige Ersatzpunkte wăhlt, in dieselbe Gerade fallen (Fig. 235). 
Man behandelt dann jeden der beiden Teile CA und A B fiir sich, 
als ob er eine eigene Scheibe wăre. Nennt man z. B. M 2 die Masse 
des Teiles CA, M 3 die Mas se von A B, so zerteilt man nach dern 
Schwerpunktsgesetz M 2 nach C und A, Ma nach A und B. also 

M2 = m2c + m2A• Ma= maA + 'nl·aR: 

dann sind die Beschleunigungsdriicke der Ersatzpunkte: 

m2Cbc, (m2A + maA)bA, maRbH 

und die Krăfte K nach Gleichung 99: 

K2 = M2}. j}tP2iJ .i22, Ka ~·Ma). glq2.-; ia2 ... 102e) 

wenn p1 = (fS2 , p2 = S2A; q1 = A S3 , q2 = S 3B, 8 2 und 8 3 die Schwer
punkte der Teile (;A = b und A B = c, i 2 und ia die Trăgheitshalbmesser 
dieser Teile fUr ihre Schwerpunkte sind. Von diesen Bcschleunigungs
driicken wPrden wir spătPr hei den Steuerungen GPhrauch machen. 



XIII. Kraftreduktion eines gefiihrten Systems. 
131. Gleichgewichtskraft und reduzierte Kraft. Ein starres System, 

das in einem oder in mehreren Punkten von ăuBeren Krăften angegriffen 
wird, erhălt eine derartige Fiihmng, daJ3 die Bewegung eine zwanglăuiige 
ist. Es soll die Frage aufgeworfen werden: Wclche Kraft miiJ3te in 
einem beliebigen Punkte E des Systems entgegen dessen Bewegungs
richtung v F hinzugeiiigt werden, um das System im Gleichgewicht zu 
erhalten l 

Wir wollen diese Kraft die Gleichgewichtskraft R des Punktes E 
nennen. 

Kehren wir diese Kraft in ihre entgegengesetzte, also in Richtung 
der Bewegung vp; wirkende, um, so erhalten wir jene Kraft, welche die 
Wirkung sămtlicher Krăfte in E ersetzt. Wir werden sie die nach E 
reduzierte Kraft lR des Systems nennen. 

Die Bedeutung dieser reduzierten Kraft wird erst spăter klar zutage 
treten, wenn wir die kinematischen Ketten behandeln werden. 

Wir wollen die Starrheit des Systems dadurch zum Ausdruck bringen, 
dal3 wir die in Betracht kommenden Punkte, also die Fiihrungspunkte 
und die Kraftangriffe durch starre Stăbe derart miteinander in Verbin
dung bringen, daB eine gegenseitige Bewegung dieser Punkte ausge
schlossen ist. 

132. Kraftreduktion der sich drehenden Scheibe. In Fig. 236 ist die 
Scheibe durch die in O drehbare Stange OA und den durch einen steifen 
Arm angeschlossenen Punkt B darge-
stellt; B ist gleichzeitig der Angriff der X 

Kraft P. 
Soll die in A notwendige GleichgP

wichtskraft gesucht werden, d. i. jene 
Kraft R, die entgegcn der Bewegungs
richtung von A wirkend, die Scheibe 
im Gleichgewicht erhălt, so konnte 
folgende einfache Losung znm Ziele 
fiihren: Da auf die Scheibe nur drei 
Krăfte, nămlich P, R und der Gelenk-
druck K in O wirken, so erfordert 
das Gleichgewicht, dal3 sie sich in 
einem Punkte treffen. Man wird also O mit dem 
und R verbinden, wodurch man die Richtung 

Wittenbauer, Dynamik. 

Fig. 236. 

Schnittpunkt von P 
von K erhălt. Im 

13 
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Kraftplan 236a kann sodann das sich schlieBende Kraftdreieck P, R, 
K gezeichnet werden und damit. sind die Krăfte R und K na0h Gri:iBe 
und Richtung bestimmt. 

So einfach dieser Weg ist, schlagen wir doch einen zweiten vor, der 
sich spăter als der einzig gangbare erweisen wird und den wir deshalb 

Fig. 236a. 

schon hier kennen lernen und iiben wollen. Wir 
verbinden die drei Punkte O, A und B durch die 
drei starren Stăbe 1, 2 und 3 (Fig. 236), zcrlegen 
sodann im Kraftplan (Fig. 236a) P in die Stab. 
spannungen 1 und 2, sodann 1 in 3 und R, wodurch 
sowohl R wie auch der Gelenkdruck K gefunden 
wird. 

Kehrt man R um, so erhălt man die reduzierte 
Kraft ffi, die also auf die Scheibe dieselbc Wirkung 
ansiiben wird wie ihre wirklichc Kraft P. 

133. Kraftreduktion bei der Zweipunktffihrung. In Fig. 237 stellt 
das Dreieck A BC die Schcibe dar, die in A und Ban zwei festcn Kurven 
a und o gefiihrt wird und in C die Resultante P dcr aktiven Krăfte trăgt. 
E:s soli die Gleichgcwichtskraft R in B gesucht werden. 

Auch hier ki:innte wie unter 132 eine cinfache Methode beuiitzt werden. 
Zn den ăuBeren Krăftcn der Scheibe gehi:iren auch die Fiihrungsdriicke 

A und B, die auf die Fiih
rungen a und li normal stehen. 
Ihr Schnittpunkt O ist der 
Drehpol der Scheibe. Da die 
vier Krăfte P, R, A und B 
die Scheibe im Gleichgewicht 
halten, muB die Resultante 
von A und B gleich und ent
gegengesetzt sein der Resul~ 

tanten von P und R; ver
bindet man also O mit dem 
Schnittpunkt D der beiden 
letzten, so ist dies die Richtung 
der Resultanten von P und R; 
macht man sodann JjJ]J = P, 
so ist F E . R bereits die ge
suchte Kraft R. 

Fig. 237 a. Die zweite Methode ist in 
Fig. 237 a dargestellt. Hier 

wurde die Kraft P maBstăblich gezeichnet und in die beiden Stab
spannungen 1 und 2, parallel zu AC und BC zerlegt; sodann 1 in 3 und 
den Fiihrungsdruck A; endlich konnte der Kraftplan der ăuBeren Krăfte 
durch B und R geschlossen werden und damit ist R gefunden. Seine 
Umkehrung ist wieder die reduzierte Kraft ffi. 
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Ist die reduzierte Kraft m oder die Gleichgewichtskraft R null, so 
hălt die Kraft P das System selbst im Gleichgewicht; dies ist der Fall, 
wenn P durch den Drehpol O geht (Fig. 238). 

o 

~ 
~~~-----4~~~~~" 

Fig. 238. 
o 

Fig. 240. 

134. Kraftreduktion bei der Punkt- und Kurvenfiihrung. In Fig. 239 
wird der Punkt A der Scheibe auf der festen Kurve a, die Systemkurve b 
an der festen Hiillbahn fJ gcfiihrt. O sei der Beriihrungspunkt der beiden 
Kurven b und {J. Durch einen steifen Arm sei der Angriffspunkt D der 
Kraft P mit Ab verbunden. 

Um die an die Stelle A reduzierte Kraft R zu finden, verbinde man 
die Scheibenpunkte A, O und D durch die drei starren Stăbe 1, 2 und 3. 
Sodann zerlege man im Reduktionsplan (Fig. 239a) die Kraft Pin die 
beiden Stabspannungen 1 und 2, parallel zu A D und O D, ferner 2 in 3 

11 

V ~v//1 
R'-'v/ c 

Fig. 239. Fig. 239a. 

und den .Fiihrungsdruck O, endlich zeichne man den Kraftzug der vier 
<1UJ3eren Krăfte P, O, R undA, wodurch die Gleichgewichtskraft R und 
damit auch ihre Umkehrung, die reduzierte Kraft ffi gefunden ist. 

Ist ffi = O, also auch R = O, dann ist cine Gleichgewichtskraft nicht 
erforderlich, da P das System selbst im Gleichgewicht hălt. Dann geht 
die Richtung von P wieder durch den Drehpol O (Fig. 240). 

135. Kraftreduktion bei der Zweikurvenfiihrung. Die bewegliche 
Scheibe werde mit zwei Kurven a und b an zwei festen Kurven a und ţJ 
gefiihrt (Fig. 241), O und D seien die Beriihrungspunkte. F sei der An-

13• 
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griffspunkt einer Kraft P; man soll die Gleichgewicht haltende Kraft R 
im Punkte E der Scheibe bestimmen. 

Auch hier konnte man die Losung der Frage wie in 132 vormhmen. 
Die Fiihrungsdriicke C und D sind normal zu a, a und b, f3; ihr Schnitt O 

~----·-·-TE~--~'Jl 
-~-----

/ 
/ 

/ 
',, -------_1_ 

' ' 

Fig. 241. 

F 
\ 

' \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

--~-------- _\.H 

ist der Drehpol der Scheibe und die Bewegungsrichtung von E senkrecht 
zu EO; damit ist die Richtung der Gleichge\\ichtskraft R gefunden. 
Verbindet man den Schnittpunkt a von R und P mit dem Drehpol O, 

sm ·-·-·---·R·---~ 
, D 

IJ 'J: 
'1' /1 ' ... , 3' 

' \ 

' 1 ' ,/ '1' ', 
Cţ---~-------1 

' ' 
Oi, 1 '5,; 

'1 ' 
'-t/ 
m' 

so ist diese Verbindungslinie die 
Resultante von P und R; macht 
man Gll mal3stăblich gleich P 
und zieht H J ii R, so hat man 
in iJ.j auch die Grol3e von R 
gefunden. 

Mit Hilfe der Stabspannungen 
gestaltet sich die Losung folgen
dermal3en: Zunăchst schaltet 
man in Fig. 241 die starren 
Stăbe 1 bis 5 ein, zerlegt sodann 
im Reduktionsplan Fig. 241 a 
P in die Stabspannungen 1 und 
2 parallel zu EF und FC. Durch 
das Ende von P wird eine Paral-

Fig. 241 a. lele zur Bewegungsrichtung von 
E, durch den Anfang von P 

eine Parallele zum Fiihrungsdruck C gezogen. Auf dieser nimmt man 
einen beliebigen Punkt C' an, zieht durch ihn 4'; DC und durch den 
Schnittpunkt von 1 und 2 : 3' 1 E C: zeichnet man noch durch 
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C': lJ' DO und durch den ~chnittpunkt von 3' mit 4': 5' E D, so 
erhălt man den Schnittpunkt m'. 

Wandert jetzt der beliebig angenonunene Punkt C' auf der Geraden C, 
;;;o \vandert m' auf einer Geraden m' m, die durch den Schnittpunkt von 
3 und C geht und somit gezeichnet werden kann; der Schnittpunkt m 
der Geraden m' m mit R gibt bereits die Grol3e dieser Kraft an; die 
Spannungen 3, 4, 5 und der Fiihrungsdruck J) sind dann durch Ziehen 
von Parallelen leicht zu ermitteln. Damit ist die Gleichgewichtskraft R 
und auch ihre Umkehrung, die reduzierte Kraft fft gefunden. 

136. Fiihrung cines rechten Winkels an zwei Kurven. Ein starrer 
Winkel a, b glcitPt an zwei Kurven a und fi (Fig. 242); mit dem Winkel 
sind durch steife Arme zwei 
Punkte F und U fest ver- a: 
bunden, in denen die beiden 
Krafte P und Q angreifen; 
man soll die Gleichgewichts
kraft entgegen der Bewe-
gungsrichtung im Scheitel E / 
des Winkels bestimmen. Der 
Schnitt der beiden Fiihrungs
driicke C und D gibt den 
Drehpol O; die Bewegungs
richtung von E ist senkrecht 
zu EO. Wir verbinden die 

p 

Punkte C, D. E, F, G durch die starren Stăbe 1 bis 7. 
Im Reduktionsplan Fig. 242a zeichnet man mal3stăblich die Krăfte 

P und Q in Aufeinanderfolge und zerlegt Q in die Spannungen 6 und 7, 

5 

2 !2' 
' 

--~~ 1 

1 

Fig. 242a. 
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parallel zu FG und GJJ, zieht auch noch durch den Schnittpunkt von 
6 und 7 eine Parallele zu FD. Sodann zieht man durch den Endpunkt 
von Q eine Parallele zum Fiihrungsdruck D und durch den Anfangs
punkt von P eine Parallele zum Fiihrungsdruck O. Auf der letzten Geraden 
wăhlt man vorlă ufig einen helie higen Punkt O', zieht O' D' 11 R _J_ O E 
his zum Schnitte D', ferner D'm': ED, 0'1' li CE, durch den An
fangspunkt von P eine Parallele zu OF his zum Schnitte l' mit O' l' 
und endlich l' m' i E F; die Geraden D' m' und 1' m' schneiden sich im 
Punkte m'. 

Wăhlt man jetzt auf der Geraden, die durch den Anfangspunkt 
von P parallel zum Fiihrungsdruck O gezogen wurde, einen zweiten 
beliehigen Punkt O" und wiederholt die Konstruktion, so erhălt man 
die Punkte D", 1" und m"; wandert O auf der Geraden O' O", so be
schreiht m auf m' m" eine ăhnliche Punktreihe; ihr Schnitt mit der 
Spannung 5 giht den richtigen Punkt m, woraus sich durch Ziehen von 
Parallelen sofort die richtigen Spannungen 4, 2, 3, 1 und auch die Gleich
gewichtskraft R ergehen. Die Umkehrung von R ist wieder die nach 
E reduzierte Kraft des Systems. 

137. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. An Stelle der hisher 
verwendeten Methoden, die Gleichgewichtskraft R oder die reduzierte 
Kraft ffi eines Systems zu finden, konnte auch ein Prinzip der Mechanik 
herangezogen werden, das in seinem Grundgedanken schon Galilei 
und Huyghens hekannt war und von Lagrange an die Spitze seiner 
Mecanique analytique (1788) gestellt wurde. 

Das System sei eine Scheihe, die in den Punkten M und N an zwei 
Kurven m und 1t gefiihrt werde (Zweipunktfiihrung). 

In den Pun\ten A, B, E wiirden Krăfte P, Q, R auf die Scheibe 
wirken und sie im Gleichgewicht halten. Die Fiihrungsdriicke M und N 
stehen normal zu m und n. 

Dann hilden die Krăfte M, N, P, Q, R ein Gleichgewichtssystem. 
Erteilt man der Scheihe eine kleine, mit der Fiihrung vertrăgliche 

(virtuelle) Verschiehung, so werden die Punkte A, B, E, M, N kleine 
Wege ba, bb, be, bm, bn heschreihen und die Krăfte A. B, R, M, N 
kleine Arheiten leisten. Da die Arheit der Resultanten aHer dieser Krăftt• 
gleich der algehraischen Summe der Arheiten ihrer Teile ist, die Resultante 
aher null ist, so wird auch die Summe dieser Arbeiten null sein. 

Die Arheiten der Fiihrungsdriicke M und N sind aher an sich gleich 
null, weil M _!_ bm und N -L bn ist; es hleiht also 

p . b p + Q . (J q + R · (J r = o . . . . . . . . L o:{) 
wenn ăp =ba· cos a, ăq = bb · cos{J, (Jr = be ·cos E 

die Projektionen der Wege tJa, ob, tJe auf die Richtungen von P, Q, R 
bedeuten. 

Wirken mehr alA drei Krăfte auf die Scheihe, so nimmt Gleichung 103 
dit> Form an: Z (P · bp) =O ........... 104) 
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Erteilt man also einem im Gleichgewicht befindlichen 
gefiihrten System ei ne kleine, mit der Fiihrung vertragliche 
Verschie bung, so ist die alge braische Summe der hier bei 
geleisteten (virtuellen) Arbeiten gleich null. 

Fiir eine andere Fiihrung des Systems kann der Nachweis des Prinzips 
in ahnlicher w eise gefiihrt werden. 

Eine andere Art, das Prinzip mit Hilfe der inneren Krafte (Span
nungen) zu erklaren, werden wir spater (vgl. 248) kennen lernen, wenn 
vom Gleichgewichte der kinematischen Kette die Rede sein wird. 

Setzt man R = - ffi, so kann Gleichung 103 auch in die Form ge-
bracht werden: ffi · dr = P · dp + Q · dq. 

. , da db de 
Nun 1st aber da : d b : o e = lt-: d t : ~t = vA : v B : v 1<: 

und somit 
Setzt man 

so wird 

ffi vE cos e = P V...4 cos a+ QvB eosf3. 
ffi cos e = ffi', P cos a= P', Q cos f3 = Q', 

ffi'V~t,· = P'vA + Q'vB 

oder ffi' = P' · ~4 + Q' · '!!.!l . 
VE Vp; 

. 105) 

und wt>nn man die Kraft 5lt mit der Richtung 
zusammenfallen laBt, also e = O setzt: 

der Bewegung von E 

ffi = P' . V~ + Q' . V B' 
VR V]<; 

ein Ausdruck fiir die reduzierte Kraft, der auf beliebig viele Krafte aus-

gedehnt werden kann: ffi = 2.' [p cos (Pv) · !!] . . . . . . . . 106) 
VE 

138. Aufgaben. -«, 11 8 .. t 
50. Ein Stab A B wird an den Kurven a und ~' .·. 

b gefiihrt; in A wirke eine beliebige Kraft · / 
P. Welche Kraft R muB in B in bestimmter R 

Richtung hinzugefiigt werden, daruit der ~~ 243 
Stab im Gleichgewicht bleibt? (Fig. 243). Fig. · 

51. Vorige Aufgabe kann ohne Beniitzung des Drehpols in folgender 
Weise gelOst werden (Fig. 244): Man suche die Projektion P' der 
Kraft P auf die Tangente in A und b 

trage P' von B auf der Normale auf, 
B b = P'; sodann ziehe man ba 1 i BA ""W?l,i~-----~'!'!!i-'. 
bis zur Normale in A, trage J.Ca = R' 
von B auf der Tangente auf und er
richte im Endpunkt von R' die Senk
rechte auf diese Tangente bis zum 
Schnitt mit der gegebenen Richtung 
von R; dann ist .1J R = R. Man 

p 

Fig. 244. 

suche dies zu beweisen. (50, 51: R. Proell, Graphische I>ynamik.) 



XIV. Dynamik des gefiihrtf'n Systems. 

139. Die beiden grundlegenden Aufgaben. In der Dynamik des ge
fiihrten Systems unterscheiden "\\ ir folgende zwei grundlegende Aufgaben: 

I. Ein System wird in irgend einer Weise zwanglăufig gefiihrt. Seine 
Massenverteilung ist bekannt, ebenso sein augenblicklicher Geschwindig
keits- und Beschleunigungszustand. Es sind die ăuBeren Krăfte zu er
mitteln, welche diesen Beschleunigungszustand herbeifiihren. 

II. Ein System wird in irgend einer Weise zwanglăufig gefiihrt. 1::-leine 
Massenverteilung ist bekannt, ebenso sein augenblicklicher Geschwindig
keitszustand und die treibenden und widerstehenden Krăfte des Systems. 
Es ist der Beschleunigungszustand zu ermitteln. 

Wăhrend die Aufgabe II vollkommen bestimmt ist und nur eine 
einzige Losung zulăBt, ist die Aufgabe I unbestimmt und lăBt unendlich 
viele Losungen zu, je nach den Kraftangriffen des Systems, fiir die man 
sich entscheidet. 

140. Die erste grundlegcnde Aufgabe. Ermittlung dcr Kraft aus dem 
Beschleunigungszustand. Um diese Aufgabe besiimmt zu gestalten, 
wollen wir sie in folgender Weise aussprechen: Von einem zwanglăufigen 
System sind die Massenverteilung, der Gesch"\\ indigkeits- und Be
schleunigungszustand sowie die ăuBeren Krăfte fiir einen bestimmten 
Augenblick gegeben; welche Kraft muB an einer bestimmten Angriffs
Rtelle E des Systems in bestimmter Richtung hinzugefiigt werden, daruit 
der gegebene Beschleunigungszustand erreicht wird? 

Nennen wir m die Masse irgend eines Systempunktes, b seine Be
schleunigung, mb seinen Beschleunigungsdruck, 1: mb die Resultante 
aller Beschleunigungsdriicke des Systems, 1: '1' -1; (- mb) die Re
sultante aller Trăgheitskrăfte, ferner Q die gesuchte Kraft, 1: P die 
Summe aller iibrigen ăuBeren Krăfte, so gibt das D'Alembertsche 
Prinzip (Gleichung 43): 

auch 

oder 

Q + 1: P + 1: T - O, 

Q +l:P +1: (~mb) O 

Q cec 1: (mb) ~1: P. 

Diese Kraft Q ist also in E in der gegebenen Richtung anzubringen, 
um bei den gegebenen ăuBeren Krăften 1: P den gegebenen Beschleu
nigungszustand herbeizufiihren. 
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Gewohnlich wird als die gegebene Richtung der Kraft Q die Bewegungs
richtung von E angenommen, miiBte es aber nicht sein. Wir wollen Jedoch 
kiinftighin diese V oraussetzung festhalten. 

Die graphische Losung der ersten grundlegenden Aufgabe kann un
mittelbar vorgenommen werden und bietet weiter keine Schwierigkeit. 
Wir wollen sie an einigen Beispielen vornehmen. 

Zunăchst sei noch der besonders einfache Fali erwăhnt, wenn das 
System der ăuBeren Krăfte l: P (zu denen auch die Gewichte gehoren) 
vernachlăssigt werden kann und die gesuchte Kraft Q die einzige ăuBere 
der Scheibe ist. Dann wird 

Q _ 1: (mb) . . . . . . . . . . . 107) 

d. h. die gesuchte Kraft Q ist glcich dem Beschleunigungsdruck der 
Scheibe, in die Bewegungsrichtung von E reduziert. 

Diese Aufgabe lautet dann folgendermaBen: Von einer Scheibe sind 
Massenverteilung, Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand be
kannt; welche Kraft, an bestimmter Stelle in bestimmter Richtung 
angebracht, kann diesen Beschleunigungszustand herbeL:iihren ~ 

141. Beschleunigungskrart einer Schubstange. In Fig. 245 werde 
die Stange A B derart gefiihrt, daB das eine Ende B eine durch ~ gehende 

.Fig. 245. 

Gerade, das andere Ende A einen um ~ beschriebenen Kreis mit kon
stanter Geschwindigkeit vA beschreibt. Welche Kraft Q muB in B in 
der Bewegungsrichtung B~ angebracht werden, um den Beschleunigungs
zustand der Stange AB herbeizufiihren? Oder auch: wie groB ist der 
nach B reduzierte Beschleunigungsdruck der Stange ~ 

Ist M die Masse der Stange, l ihre Lănge, S ihr Schwerpunkt, a und b 
dessen Abstănde von A und B, so kann zunăchst die Masse nach dem 
Schwerpunktsgesetze nach A und B verteilt werden; dann sind die 
Massen der statischen Er satzpunkte : 

b a 
mA = M · i, m 8 = M · j. 
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Ferner sind die Beschleunigungsdriicke der Stange A B: 

l. rn u b B in Richtung von b B• also in Richtung B 9( : 
2. rn.1 bA in Richtung von b A• also in Richtung A ~1, da v_ 1 kml

stant ist; 
3. Das Paar der Krăfte K in A und B: 

K = M (ab- i 2) 1; 
hierin ist Â die Winkelbeschleunigung der Schubstange, i ihr Tră~heits
halbmesser fiir den Schwerpunkt. Der Drehungssinn des Paares K ist }. 
entgegengesetzt (vgl. 127). 

Dieses Kraftpaar K kann durch ein anderes K' ersetzt. werden, wobei 
K' in A in die Richtung 91 A fălit. Dann ist 

Kl = K'l sin (cp + 1p) 

oder K' _ ~ (ab -i1)_3 
- lsin (cp + 1p) · 

Der erste Beschleunigungsdruck wirkt bereits in B in Richtung der Be
wegung; um die anderen drei Beschleunigungsdriicke, rn AbA und die beiden 
K', nach B zu reduzieren, schlagen wir den Weg ein, der bei der Reduktion 
einer Kraft nach einem Punkt gelehrt wurde (vgl. XIII); die beiden 
Krăfte rn AbA und K' in A erzeugen in der Schubstange die Spannung 
null und K' in B gibt dort die reduzierte KraH K' ro~< 1 : es bleiht also 
fiir den nach B reduzierten Massendruck 

Q = rn 8 bB + K' cos cp. 

Hierzu ist zu bemerken: das Nullwerden der Spannung in der Schub
stange bei A ist nur eine Folge der Massenverteilung nach A und B und 
hat nichts zu tun mit der wirklichen Spannung der Rchubstange, von 
der spăter gesprochen werden soll (vgl. 293). 

Obige Gleichung gibt dann 

a , M (a b - 1:2) Î. cos cr 
Q C. M ybu :- ..... - l o sin (rr-+ 1p)' 

Die Beschleunigung b 8 wurde nach Fig. 118 konstruiert. Wăhlt 
man den BeschleunigungsmaBstab derart, daB h_ 1 -=== A~( = ,. ist (Normal
fall, vgl. 20), so ist ~{A R (J der Beschleunigungsplan und 

fi~l (J-R + RA + A91 

oder bB ~.:c. iBA + nBA +bA-

Setzt man (J R t 8 A = ll, so wird 

a ··· a b -- i~ · cos q; 
Q = M t . (JW -+ .~f l2 . fiR sill<i+~): 
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zieht man fJG lllA, GH ..1.. Blll, so ist 
.. ·- cos cp 

H fJ ~ fJ R. sin{rP + p) 

nnd 
a · ab-i2 ~~ 

Q = M T · f3 2r + M · ta- ~ • H (3. 

Bisher sind die Strecken (32( und li fJ nach dem Beschleunigungs
ma.Bstab bA = r genommen worden; zieht man es vor, sie nach einem 
anderen MaBstab aufzutragen, so ist obige Gleichung noch mit 0>2 zu 
multiplizieren: 

Will man den Trăgheitshalbmesser nicht auf den Schwerpunkt be
ziehen (i), sondern auf den Endpunkt B (k), so wird 

k2 = b2 + i2 

und 

Diesen Ausdruck fiir dic KraH Q, welche den Beschleunigungszustand 
der Stange herbeifiihren kann, bat R. Mollier in seinem Aufsatze: 
"Der Beschleunigungsdruck der Schubstange", Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1903 auf anderem Wege gefunden und hierbei untersucht, in welcher 
Weise sich die Strecken fJW und Hp wăhrend einer Umdrehung von A 
verăndern. 

In anderer Weise gestaltet sich die Losung ăhnlicher Probleme, 
wenn die Trăgheitskrăfte (statt der ihnen entgegengesetzten Beschleu
nigungsdriicke) der Ersatzpunkte und die Spannungen herangezogen 
werden, wie dies der năchste Abschnitt zeigen soll. 

Hierbei ist zu beachten, daB das Paar der Krăfte K im 
Gegensinne der Winkelbeschleunigung dreht, wenn es sich 
um Beschleunigungsdriicke handelt, hingegen im Sinne von 
i .. wenn statt dessen mit Trăgheitskrăften gearbeitet wird. 

142. Beschleunigungskraft einer Schubstange. Allgemeiner Fan. 
Wir wollen die eben behandelte Aufgabe allgemeiner fassen, die Be
wegungsrichtung von B nicht mehr durch 2( gehen lassen und die Ge
schwindigkeit v_1 nicht mehr konstant annehmen (Fig. 246). Dann hat 
bA cine Richtung,-die von A 2t abweicht. 

Da alle aktiven Krăfte, auch die Gewichte, au.Ber Betracht gelassen 
sind, so wird die Gleichung fiir die Kraft Q die Form annehmen 

Q+A+B+L'T -0; 

wir werden also sămtliche Trăgheitskrăfte der Schubstange anbringen 
und sie mit den unbekannten Auflagerdriicken A, B und der gesuchten 
Kraft Q ins Gleichgewicht setzen. Die Tragheitskrafte sind: 
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l. 'l'A ~ - MA bA entgegengesetzt bA ; 
2. T B -- M Bb B entgegengesetzt b B und 
3. das Paar der Krăfte K in A und B: 

K ~~ M (ab --- i2) ~ 
im Sinne der Winkelbeschleunigung Î. der Schubstange. 

11 

Fig. 246. 

a 
B 

o·L--------------Jb Fig. 246a. 

Fig. 246b. 

Die Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes aus v. 1 (.Fig. 246a) 
und des Beschleunigungsplanes aus b _, (Fig. 246 b) sind vori friiher her 
bekannt (vgl. Fig. ll6a). 

Die Winkelbeschleunigung ergibt sich aus 

Â _ tBA. 
- l ' 

der Drehungssinn von Î. wird leicht entschieden, indem man t1JA in B 
angebracht denkt und iiberlegt, in welchem Sinne B um A dadurch 
gedreht wiid; da die Drehung hier im Sirme der Uhr erfolgt, bat ). 

B 
/( 

___ f ____________ ~ 
-~ 

i 
_L_ ___________ _ 

Fig. 246c. 

positiven Sinn und das Kraft
paar K ebenfalls. 

Nachdem man die Be
schleunigungen bA, b B• t BA 

aus dem Beschleunigungsplan 
bestimmt bat, kann der dyna
mische Kraftplan (Fig. 246c) 
fiir das Gleichge" icht der 
Krăfte gezeichnet werden. 



Dynamik des p;efiihrten Syst.em..~. 205 

Nennt man S die Spannung in der Schubstange A B, so verlangt 
das Gleichgewicht des Punktes A die Bedingung 

1't+K+S+A-o; 
da 1'A und K bekannt sind, konnen die J:>arallelen zu A und S gezogen 
werden und damit sind der Auilage1 druck A und die Spannung S aus 
dem geschlossenen Kraftpolygon bestimmt. 

Das Gleichgewicht des Punktes B verlangt die Bedingung 

K + 1'B + B + Q + S . O; 

da K, 1' B und S bekannt sind, geniigt es, die Parallelen zu B und Q zu 
ziehen, um auch dieEC Krăfte aus dem geschlossenen Polygon zu erhalten. 
Die hierdurch bestimmte Kraft Q ist gleich der gesuchten Beschleu
nigungskraft. 

143. Bcschleunigungskraft des Krcuzschiebcrs. Eine prismatische 
Stange A B mit dem Gewicht G und der Masse M = 2 kg Masse werde 
mit ihren Enden A und Ban einer horizontalen bzw. vertiKalen Geraden 

gefiihrt. Es sei a = b = ~ (Fig. 247). 

Die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes B sei gegeben. 
Welche Kraft Q mull in A in der Bewegungsrichtung augebracht werden, 
damit der gegebene Beschleunigungszustand entsteht? 

B 

1( 

or-------7a 

b 

Fig. 247a. 

C" 
\ 
\ 

\ 

c\ 
\ \ 

\ \ 
\ \2' 
\~ \ 

\ \ 
\ \ 

\ \ 
\ \ 

\ \ 
\ \ 

G 

~'ig. 247. 

\ \ 
\ \ 

\ \ X 

1 

11 ·txo'-.. 
'-. 

'·.;':As .,_ 
'-(j 

Fig. 247b. 

Wir entwickeln zunăchst wieder in bekannter Weise den Geschwindig
keits- und Beschleunigungsplan (Fig. 247a, b) aus VB ob und bH -- n73 
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(vgl. Fig. l24a, b). Die Strecke a0a im Beschleunigungsplan gibt die 
relative Tangentialbeschleunigung tA H = Â l von A gegen B. Bringt 
man sie in A an, so erkennt man, da13 sie die Stange um B gegen den 
Uhrzeiger drebt; die Winkelbeschleunigung }. bat demnach negativen 
Drehungssinn. 

Die statisch gleichwertigen Ersatzmassen der Stange 
b a 

m.A =M·z-, mB=M·l 

sind bier: 

und ihre Trăgheitskrăfte 

TA mAbA =~--(bA) kg, '1' 8 
{2 

Ferner ist fiir die prismatische Stange (Gleichung 91) i 2 = 12 . so-

). 1 1 
mit K = M (ah i 2) l =- fiM lÂ ~~ :3 ((1 H) kg. Das KraHpaar K der 

Trăgheitskrăfte hat den gleicben Drehungssinn wie Î .. 
Die eingeklammerten Werte bedeuten reine Zablen, und zwar die 

m 
Werte von hA, b8 und tA 11 in se.k_2· 

Nachdem man diese Trăgheitskrăfte in die Zeichnung, :Fig. 247, 
eingetragen bat, entwickelt man den dynamischen Kraftplan (Fig. 247 e). 

Das 

\ \ 
\ \ 

Fig. 24-7 c. 

Man wăhlt auf G einen beliebigen, nicht 
in A B gelegenen Punkt C und verbindet 
ihn durch zwei starre Stăbe l und 2 
mit A und B; sodann trăgt man im 
Kraftplan G maBstăblich auf und zieht 
durch seine Endpunkte die Parallelen 
zu l und 2, wodurch man die Spannungen 
l und 2 in diesen Stăben erhiilt. 

Das Gleichgewicht des Punktes B 
verlangt die Bedingung 

1'n + K + 1 + 3 + B "- O; 
._<:_! ___ ~ die ersten drei Krăfte sind bekannt; 

f2 die Spannung 3 und der Auflagerdruck 
B sind aus dem geschlossenen Kraft
polygon zu ermitteln. 

Gleichgewicht des Punktes A verlangt die Bedingung 
3 -1- 2 -l- K + TA -+ A + Q O; 

die ersten vier Krăfte sind bekannt; die beiden letzten ki:innen am; 
dem geschlossenen Kraftpolygon bestimmt werden. Damit ist aher die 
Kraft Q, welche den Beschleunigungszustand der Stange erzeugt, ge
funden. 



Dynamik des gefiihrten Systems. 207 

Hătte man statt C einen anderen Punkt C' auf U angenommen, 
so wiirden sich im Kraftplan nur die Spannungen l, 2, 3 ăndern, die fiir 
die gestelltf' Frage ohuedies belanglos sind, nicht aher die Krăfte A , 
R und Q. 

Da nach dem D'Alembertschen Prinzip die ăuBeren Krăfte und 
die Trăgheitskrăfte ein Gleichgewichtssystem bilden, muB auch ihr 
Kraftzug sich schlieBen; es ist in Fig. 247c tatsăchlich 

G -t- K + 'l'A+ A+ Q + B + '11u + (- K) ::-=O. 
Sollte die Losung dieser Aufgabe zufăllig Q = O ergeben haben, so 

wiirde dies heiBen: der gegebene Beschleunigungszustand und die Auf
lagerdriicke A und B werden durch das Gewicht G selbst hervorgerufen. 

144. Besehleunigungskraft der Zweipunktfiihrung. Eine Scheibe von 
ganz beliebiger Form und Massenverteilung werde in zweien ihrer Punkte 
A und B an zwei Kurven a und b gefiihrt, deren Kriimmungsmittelpunkte 
9( und ~ gegeben sind (Fig. 248). Auf die Scheibe wirke in C die Kraft P; 
auBerdem sei die Beschleunigung bA des Punktes A gegeben. Welche 
Kraft Q wird in B in der Bewegungsrichtung dieses Punktes wirken 
miissen, damit der gegebene Beschleunigungszustand entsteht ~ 

Aus der gegebenen Beschleunigung bA wird zunăchst wie in 21 die 
Geschwindigkeit vA und aus dieser der Geschwindigkeitsplan Fig. 248a, 

ff, 

p IIJ 

VB 

-« 

3 

B 

:Fig. 248. 
a b 

.JC 

o \ 

>Po 

a 

l<'ig. 248a. 

r 
Fig. 248b. 
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ferner wie in Fig. 105a der Beschleunigungsplan Fig. 248b entwickelt, 
wodurch die Beschleunigungen der Punkte A, B, O gefunden sind. 

Die Tangentialbeschleunigung tBA = f3)J, in B angebracht, dreht 
um A gegen die Uhr; die Winkelbeschleunigung }. hat also den Drehungs
sinn gegen die Uhr. 

Die Masse M der Scheibe wird nach dem Schwerpunktsgesetze in 
die Punkte A, B, O verteilt; die derart gefundenen statisch gleichwer1igen 
Ersatzmassen (vgl. 97) hieBen wieder mA, mB, m 0 . Ihre Trăgheitskrăfte 

sind TA -mA ·bA, TB-=- -mB-bB, T0 ~ -- m 0 ·b0 ; 

sie konnen ausgerechnet we1den und sind in A, B, O anzubiingen, ent
gegengesetzt den Beschleunigungen :n-;;. = b A• nfJ --= b B• ny -' bc. 

AuBerdem sind noch, wie in 129 gezeigt wurde, die drei Paare K 1 lv 
K 2 l2 , K 3 l3 der Tiăghei1skrăfte anzub1ingen, und zwar im Sinne von A: 
dabei bedeuten l1 = A O, l2 = B O, l3 = .ifli. 

Die GroBen der Krăfte K wurden in 129 nach Gleichung 99 gerechnet; 
sie sind bekannt, wenn die Massenverteilung der Scheibe und die 

p 

Fig. 248c. 

Winkelbeschleunigung gegeben sind. 
Endlich wurden noch die Span

nungen 1, 2, 3 der drei Verbindungs
stăbe AC, BO, AB eingefiihrt. 

Das Gleichgewicht des Punktes C 
verlangt dann im dynamischen Kraft
plan (Fig. 248c) die Bedingung 

P + 1'0 + K 1 + 1 + 2 + K 2 c: __ o; 
da alle Krăfte dieses Polygons bis auf 
die Spannungen 1 und 2 bekannt 
sind, so konnen diese durch Ziehen 
der Parallelen ermittelt werden. Das 
Gleichgewicht des Punktes A verlangt 
die Bedingung: 

1 + K 1 + 1'A +A+ K 3 + 3-- O; 

hier sind alle Krăfte bis auf den Fiih
rungsdruck A und die Spannung 3 
bekannt; diese konnen also ebenfalls 
aus dem geschlossenen Polygon er
mittelt werden. 

Das Gleichgewicht des Punktes B verlangt endlich die Bedingung: 

K 2 + 2 + :3 + K 3 + 'l'B + Q + B -O. 

Hier sind die Kraft Q und der Fiihrungsdruck B die einzigen Un
bekannten, sie konnen also aus dem geschlossenen Polygon bestimmt 
werden. Damit ist aher di(' gesuchte Kraft Q gefunden. 
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Das Gleichgewicht der ăuBeren Krăfte und der Trăgheitskrăfte wird 
durch das Polygon dargestellt: 

P + T c + TA + A + T B + Q + B =O. 
Die Krăfte K konnen bei dieser Zăhlung ganz weggelassen werden, 

da sie nur in Form von Kraftpaaren auftreten. Sie diirfen aber nich t 
weggelassen werden bei der vorhergehenden Ermittlung von Q, A und B. 

Macht man P = O, so ist Q identisch mit dem gesamten Beschleu
nigungsdruck der Scheibe, nach B reduziert. 

Ergibt jedoch die Konstruktion zufăllig Q =O, so ist dies ein Beweis, 
daB der gegebene Beschleunigungszustand der gegebenen Kraft P genau 
entspricht. 

V on diesem N ullwerden der Kraft Q werden wir bei Losung der zweiten 
grundlegenden Aufgabe Gebrauch machen. 

145. Der Beschleunigungsdruck bei Anfangsbewegungen des Systems. 
Ein besonderer Fall der bisher behandelten Aufgabe entsteht durch die 
Annahme, daB sich das System in Ruhe befănde und durch irgendwelche 
Krăfte in Bewegung iibergefiihrt werden soll. Es soll also der Beschleu
nigungsdruck des Systems fiir dessen Anfangsbewegung ermittelt werden. 

Es sei A der Punkt des Systems, in dem dessen Beschleunigungs
druck Q studiert werden soli, ds A sein unendlich kleiner Weg, bA seine 
Beschleunigung; ferner ds und b Weg und Beschleunigung eines be
liebigen Systempunktes. Da nach Gleichung 107: 

Q --1: (mb) 

ist, so wird die elementare Arbeit von Q gleich sein der Summe der 
elementaren Arbeiten der Beschleunigungsdriicke mb. Dabei ist zu be
achten, daB sămtliche Geschwindigkeiten null sind, also die Beschleu
nigungen b die Richtungen der kleinen W ege ds ha ben. Es ist also 

Q·dsA -l:(mb·ds). 

Im Zeitteilchen dt kann die Bewegung sămtlicher Punkte als gleich
formig beschleunigt angesehen werden; dann ist 

l - l -
dsA = b 1 • dt2 ds = · b · dt2 

2 ~ ' 2 

und somit 

oder 

Nun ist 1: [ m (ts: r] oder, was dasselbe ist, 

die nach A reduzierte Masse des Systems (vgl. 382, Gleichung 232), 
somit wird Q • · imA bA· 

Wittenbauer, Dynamik. 14 
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Es ist also der Beschleunigungsdruck des Systems an irgend einer 
Stelle A bei der Anfangsbewegung gleich der an diese Stelle reduzierten 
Systemmasse mal der Beschleunigung dieser Stelle. 

Fiir Bewegungen, die keine Anfangsbewegungen sind, gilt dieser Satz 
nicht, wie wir spăter sehen werden. 

Die Geschwindigkeiten v eines beliebigen Systempunktes und vA 
des Punktes A konnen aus einem beliebigen Geschwindigkeitszustand 
des gefiihrten Systems entnommen Werden, da sie nur im Verhăltnis 
v : vA vorkommen, welches von der GroBe der Geschwindigkeiten nicht 
abhăngt. 

146. Die zweite grundlegende Aufgabe. Ermittlung des Beschleu
nigungszustandes aus den gegebenen Kraften. Von einem zwanglăufig 
bewegten System sind die Massenverteilung, der Geschwindigkeits
zustand und die ăuBeren Krăfte fiir einen bestimmten Augenblick ge
geben; man ermittle den Beschleunigungszustand des Systems. 

Diese Aufgabe ist vollstăndig bestimmt. Um sie zu losen, ersetzen 
wir die Masse des Systems durch statisch gleichwertige Punkte, gewohn
lich zwei oder drei; zweckmăBig wird man diese Punkte in die Fiihrungs
punkte des Systems verlegen oder auch in die Angriffstellen der ăuBeren 
aktiven Krăfte. Nach Beriihrungspunkten von Fiihrungen diirfen die 
Ersatzpunkte nicht verlegt werden, da diese ihre Lage im System nicht 
ăndern diirfen. 

Sodann wird ein beliebiger Beschleunigungszustand angenommen, 
d. h. die Beschleunigung bA eines der Ersatzpunkte gewăhlt und die 
Beschleunigungen der iibrigen Ersatzpunkte daraus bestimmt. Aus den 
Beschleunigungen b A• b B• ba und den M~ssen der statischen Ersatz
punkte mA, mB, ma werden die Trăgheitskrăfte 

TA- -mA bA, TB=--mBbB, Ta =-maba 

bestimmt und in den Punkten A, B, O entgegen ihren Beschleunigungen 
angebracht; ferner werden die Kraftpaare K hinzugefiigt. 

Wăre die Beschleunigung bA richtig gewăhlt, so miiBten jetzt nach 
dem d'Alem bertschen Prinzip die gegebenen ăuBeren Krăfte, die 
Trăgheitskrăfte und die Fiihrungsdriicke im Gleichgewicht sein. Dies 
wird natiirlich nicht zutreffen, da ja bA beliebig gewăhlt wurde. Es 
handelt sich also darum, den gewăhlten Beschleunigungszustand passend 
derart zu verăndern, bis das genannte Gleichgewicht wirklich erreicht 
wird. Es soll gezeigt werden, daB die Annahme von zwei beliebigen 
Beschleunigungszustănden geniigt, um daraus den richtigen abzuleiten. 
Und zwar kann das auf zwei verschiedenen Wegen geschehen, wie an 
Hand einiger Fălle vorgefiihrt werden soll. 

147. Ermittlung des Beschleunigungszustandes beim Kreuzschieber. 
Der Stab A B (Fig. 249) vom Gewicht G gleite in A an dem horizontalen 
Boden, in B an der vertikalen W aud; bei de sind glatt. 
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Die Geschwindigkeit vA ist gegeben; es sind die Beschleunigungen 
der Punkte A und B zu konstruieren. 

fe c 
/--1\ 

1__/ 
/ ~\ 

\ 
~ ~ 

/ 

B 

bo 
/( 

/1 IK 
G 

b/1 
Il VII 

Fig. 249. 

Aus vA wird zunăchst in bekannter Weise der Geschwindigkeitsplan 
(Fig. 249a) konstruiert. 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 249 h) >verde die Beschleunigung b B 

zuerst beliehig angenommen; es sei bB'- n{J'. Die Normalbeschleunigung 

ba" 
nAB= 

AB AB 
in l~ichtung AB 

wird in bekam1ter W eise kon
struiert und von {J' nach a0' auf
getragen; dann ist a0' a' ..L {J' a 0' 

die zugehorige Tangentialbe
schleunigung t' AB und a' der zu 
{J' gehorige Beschleunigungs
punkt. 

b 
Fig. 249a. 

Ebenso wurde zu dem peliebig gewăhlten 
Punkt {J" der zugehorige Punkt a" gefunden. 
Auch {3° und a0 sind zwei zugehorige Punkte; 
sie haben die Eigenschaft, daB ihre Tangential

(X" 

(3 

beschleunigung tAB null ist. Wăhrend tAB seinen Wert verăndert, wenn 
man die Lage des Punktes {J verschiebt, bleibt n AB das gleiche. 

Dcr Angriffspunkt des Gewichtes G wird, wie schon in Fig. 247, 
zweckmăBig nicht iru Schwerpunkt S, sondern in einem beliebig anderen 
Punkt C von G angenommen und dieser durch gedachte Stăbe l und 2 
mit B und A starr verbunden. 

14* 
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Die statischen Ersatzpunkte in A und B haben jeder die halbe Masse 
M 
2 des Stabes. Wăhlt man wieder wie in 143: M = 2 kg Masse, sosind 

die Trăgheitskrăfte der Ersatzpunkte: 

TA- -mA bA=- (bA) kg, Tn ~ -mnbn =- (bn) kg 

(siehe 143). Ferner ist wie dort 
l 

K = 3 (tAn) kg. 

Das Kraftpaar der Trăgheitskrăfte K hat den gleichen Drehungs
sinn wie J.. 

a) Erste Methode. Sie besteht dariu, fiir zwei oder mehrere beliebig 
angenommene Beschleunigungszustănde die Kraft Q zu suchen, welche 

o 

G 

Fig. 249c. 

a' o ~=- T s' - (b s') :-.:= fJ' n, 

zu den gegebenen ăuBeren Krăften 
hinzugefiigt werden muB, um den 
angenommenen Beschleunigungs
zustand zu erzielen (vgl. 139 u. f.). 

Dies wurde in Fig. 249c durch-
gefiihrt. Aus dem gegebenen und 
maBstăblich aufgetragenen Gewicht 
G wurden die Spannungen der 
Stăbe l und 2 ermittelt. Das Gleich
gewicht der ăuBeren Krăfte und 
der Trăgheitskrăfte in B verlangt 
das geschlossene Kraftpolygon 

Tn+l +K+3+B-.O; 
d" beginnt man mit dem Beschleuni

gungszustand a' fJ', so ist dieses 
Polygon a' obc' d' a', worin 

ob:--=1, bc'_:.K' ~~t(tnA') __ -fi-a'a0', 

c' d' _, 3', d' a'~ B'. 

Ebenso erhălt man fiir den Beschleunigungszustand a" {J" das Polygon 
a" o b c" d" a". 

Das Gleichgewicht des Punktes A verlangt das Kraftpolygon 

TA+A+Q+3+K+2-o; 

beginnt man mit dem Beschleunigungszustand a' {J', so ist dieses Polygon: 
e f' g' d' c' b e, worin 

ef' TA''=- (bA') =ia'n, Yi' =A',fid' _ _cQ',d'c' ~3',?1. K', be =:.2 

Ebenso erhălt man fiir den Beschleunigungszustand a" {J" das Polygon 
ef" g" d" c" be. 

Es ist nun leicht ersichtlich, daB jeder der Punkte c, d, a, /. fJ auf 
einer ăhnlichen Punktreihe fortschreitet, wenn der Beschleunigungs-
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punkt {3 die Punktreihe {3' {3" , . . beschreibt. Da das Polygon des Punktes 
A die Kraft Q' = g' d' geliefert hat, das zweite die Kraft Q" = g" d", 
so geniigt es, die Linien d' d" und g' g" zum Schnitte zu hringen; an 
dieser Stelle ist nămlich Q =O, d. h. die ăuBere Kraft G bedarf keiner 
Ergănzung, um diesen Beschleunigungszustand hervorzurufen. Damit 
ist aher der gesuchte Beschle1migungszustand schon gefunden; denn da 
die Punktreihen ăhnlich verlaufen, so besteht die Proportion 

a' a: iL~''= (3'{3: f{(J'' = d'd: dd". 

Sobald aher die Beschleunigungspunkte a und {J im Beschleunigungs
plan bekannt sind, kennt man auch die gesuchten Beschleunigungen 

bA----c na, bB ~-~ nfJ. 
Zieht man noch die Linien A = d f, B =da parallel zu den Fiihrungs

driicken A und B, so sind auch diese bestimmt. 

b) Zweite Methode. Man bestimmt die Gleichgewichtskraft RG 
(vgl. XIII), die in A angehracht werden muB, um das Gewicht G des 

R" 

a" 

Fig. 249d. 

Stabes im Gleichgewicht zu erhalten; sodann sucht man fiir mehrere 
beliehig angenommene Beschleunigungszustănde {3' {J" . . . • die Gleich
gewichtskraft R', R" .... , die in A angebracht werden miiBte, um die 
Trăgheitskrăfte des Stabes im Gleichgewicht zu erhalten; findet man 
hier eine Gleichgewichtskraft R, die gleich - Rr; ist, so hat man den 
richtigen Beschleunigungszustand ermittelt. 

Dies wurde in Fig. 249d durchgefiihrt. 

Um die Gleichgewichtskraft R der Trăgheitskrăfte zu hestimmen, 
beachte man, daB die Krăfte R, A, B, T A• T B und die beiden K im 
Gleichgewicht sein miissen; da letztere die Projektion null hahen, folgt 

A~-TB und B==-(TA + R). 
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Das Kraftpolygon des Punktes B lautet: 

'l'B+B+3+K -'0 oder -A-TA-R+a+K-cc.O, 
d. i. fiir den Beschleunigungszustand a' {3' das Polygon a' b' O R' c' a', fiir 
den Beschleunigungszustand a" {3" das Polygon a" b" O R" c" a". 

Das Kraftpolygon des Pnnktes A lautet: 

TA+A+K+3+R .... O 
d. i. fiir den Beschleunigungsznstand a' {3' das Polygon Ob' a' c' R'O 
und fiir den Beschleunignngszustand a" {3" das Polygon Ob" a" c" R" O. 

Dam it sind die beiden Gleichgewichtskriiftc O R' und O R" ge
funden. 

Um hieranf die Gleichgewichtskraft R0 zu finden, wurde nach XIII 
das Gewicht G von O aus maBstăhlich anfgetragen und die Stah
spannungen 10 , 20 , 30 parallel zu BC, AC, AB gezeichnet; dann ist 
R0 =O R7; die Gleiehgewiehtskraft des Gewichtes G. 

Nun macht man wieder von der Ăhnlic:hkeit der Punktreihen Ge
brauch. Es hestcht die Proportion: 

a' a: a a"= {3' {3: ;JţJ'' = R' Ru: R0 R'', 
woraus a und fJ ermittelt werden konnen. 

Auch der Besc:hleunigungszustand a0{3° (ohnc: Tangentialbesc:hleu
nigung tAB), von dem friiher gesprochen wurde, konnte herangl:'zogen 
werden; da hier K =O ist, hat man nur das Polygon 

TAO + AO + 30 +RO o 
zu konstruieren; es wird R 0 =O, weil aon + nf1° + {J0aO O ist und man 
hătte also die Proportion zu beniib-:en 

a0 a: aa" =' {30 {3: {3{3" = OR,,: R0 R"; 
dann. ist aher der Beschleunigungszustand a', {3' iiherfliissig geWI:'8c:n 
und man kommt mit einem einzigen beliebigen Beschleunigungszustand 
a", fi" aus. 

148. Ermittlung des Beschleunigungszustandes einer allgem!•inen 
Zweipunktfiihrung. Eine Scheibe von heliebigcm Umri13 nnd beliebiger 
MassenverLeilung wird in zwei Punkten A und B an Kurven gefiihrt 
(Fig. 250). In C wird die Scheibe von einer hekannten Kraft P ange
griffen. Die Geschwindigkeit vA ist gegeben. Man ermittle den Be
schleunignngszustand der Scheibe. 

Der Vorgang bei der Losung dieser Aufgabe ist im allgemeinen der
selbe wie in 147. 

Nachdem der Geschwindigkeitsplan (Fig. 250a.) entworfen ist, zeichnet 
:tnan im Beschleunigungsplan (Fig. 2.50h) von n ans die Normalbeschleu
nigungen n A - Jta; und n B · n fJ0 , die in bekannter \Veisc aus den 
Geschwindigkeiten vA und vB, sowie aus den gegeherwn Kriimmungs
halhmessern der Fiihrungen konstruiert werden. Auf den Geraden 
a ..1.. n A in a 0 und b ..1.. n H in ~o miissen die gesuchten Be:;ehleunigungs
punkte a und {3 liegen. 
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Nimmt man nun den Beschleunigungspunkt a' auf a beliebig an, 
macht 

b 

Fig. 250a. 

Fig. 250. 

1 
/ 

1 
nil/ 
1 

Fig. 250b. 

und errichtet {3' 0{3' ...L a' {3' 0 bis zum Schnitte {3' mit b, so hat man den 
zu a' gehorigen Beschleunigungspunkt /3' gefunden und es ist f3o' {3' ce t' BĂ. 

Dasselbe Verfahren fiihrt aus der Annahme von a" auf a zu {3" iiber 
/30". Da bei bleibt n BA -=ce. a' Po' ·'-"- a"-{30" an allen Stellen das gleiche. 

Bringt man die Ger ade {3' 0{3" 0 zum Schnitt {3° mit b und zieht f3°a0 11 A B 
bis zum Schnitt a0 mit a, so sind auch a0 und {3° entsprechende Beschleu-
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nigungspunkte, und zwar ohne Tangentialbeschleunigung, d. h. es ist 
tOBA= 0. 

Konstruiert man sodann im Beschleunigungsplan 

6 a0{J 0 y 0 (/) a' {J' y' VJ a" {J" y" (/) A B C 

und zwar nicht nur ăhnlich, sondern auch ăhnlich gelegen, so sind y 0 , 

y', y" die zu a0, a', a" gehorigen Beschleunigungspunkte von C. Sic miissen 
auf einer Geraden c liegen, die zu v0 , also auch zu oc im Geschwindigkeits
plan parallel ist, da n 0 allen Beschleunigungen von C gemeinsam ist. 

Die Masse M der Scheibe wird nach dem Schwerpunktsgesetz in die 
drei Punkte A, B, C verteilt; diese statischen Ersatzmassen seien mA, 
ms, m0 , ihre Trăgheitskrăfte 

TAcccc_m.,tbA, Ts~'--msbs, T 0 =-m0 b0 • 

Da die Beschleunigungen noch nicht bekannt sind, kennt man auch 
die Trăgheitskrăfte nicht; jedenfalls kann aher behauptet werden, daB 
fiir die drei beliebig gewăhlten Beschleunigungszustănde die Beziehung 
besteht :] 

d. h. auch die Trăgheitskrăfte des Punktes A werden von einer Geraden ~ 
begrenzt sein, die zu vA parallel ist (Fig. 250). Das gleiche gilt von den 
Trăgheitskrăften Ts0 , Ts', Ts" und T 0 °, T 0 ', T 0 ", die von den 
Geraden 1811 Vs, ~ 11 v0 begrenzt sein wcrden. 

AuBerdem sind in den Punkten A, B, C die Kraftpaarc K 1 • AC, 
K 2 • BC, K 3 • 1fB anzubringen. Diese Momente haben die Form (vgl. 
Gleichung 99) 

"2 

· k M PrP2 - ~ f.. d. h. d B hl . .. d worm = -- - l2--- ur 1e verse 1e enen esc eumgungszustan e 

den gleichen Wert beibehălt und somit K nur der Tangentialbcschleu
nigung t proportional ist. 

So wird also in Fig. 250 sein: 

Kr = krtAc' K2 = k2. tsc' Ka = ka. tBA; 

die Konstanten k1, k2, k3 konnen aus den Abmessungen und der Massen
verteilung der Scheibe bestimmt werden. 

Alle drei Kraftpaare sind derart anzubringen, daB sie im Sinne von ). 
drehen. Der Sinn von ). wird leicht dadurch entschieden, daB man z. B. 
tsA' c-= fJ0'{J' in B anbringt und feststellt, in welchem Sinne B um A 
gedreht wird; dies ist hier gegen die Uhrzeigerbewegung. 

Die richtigen :Seschleunigungspunkte a, {J, y werden nun, wie unter 
146, auf zweifache Weise gefunden Werden konnen. 
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a) Erste Methode (Fig. 250c). Nullwerden der Kraft Q. 
Man beginnt mit einem der beliebig gewăhlten Beschleunigungs

zustănde, z. B. a' fJ' y' und zeichnet das Gleichgewichtspolygon des 
Punktes C; es ist 

P + 1'c' + K/ + J' + 2' + K/ O; 

Fig. 250c. 

da alle Krăfte bis auf l' und 2' bekannt sind, lassen sich diese beiden 
Stabspannungen durch Zichen der Parallelen zu AC und BC ermitteln. 

Sodann zeichnet man das Gleichgewichtspolygon des Punk.tes A: 

T ...t' +A' + K3' + 3' + l' + K1' ~- O; 
hierdurch wird die Stabspannung 3' und der Fiihrungsdruck A' bestimmt. 

Das Gleichgewichtspolygon des Punktes B ist endlich: 

K2' + 2' + 3' + K3' + T B, + Q' + B' - O, 
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wodurch der Fiihrungsdruck B' und die Kraft Q' in B, parallel zu vB, 
bestimmt ist. 

Fiir den Beschleunigungszustand a" {3" y" werden sodann die gleichen 
Polygone konstruiert ; sie sind 

P + T 0 " + K/' + 1" + 2" + K 2" - O, 

TA" + A" + Ka" + 3" + 1" + Kl" -o, 
Kt + 2" + 3" + Ka" + Tn" + Q" + B" O. 

Fiir den dritten Beschleunigungszustand a0, {3°, y 0 fallen die Tangen
tialbeschleunigungen fort, somit auch die Krăfte K; die Polygone sind 
dann: 

P + T 0 ° + 1 o + 2° - O, 

TAO + AO + 30 + 10-'-'--0, 

20 + 30 + T Bo + Qo + BO- O. 

Auch hier bewegen sich die Ecken der Polygone in ăhnlichen Punkt
reihen, die auch den Punktreihen im BeschleunigungsplaŢJ. ăhnlich sind. 

Verbindet man nun die Anfangspunkte von Q0, Q', Q" durch eine 
Gerade 012, so schneidet diese die Gerade B 0 , B', B" in einem Punkte B, 
in dem Q = O wird. Dies ent8pricht aher jenem Be8chleunigungszu8tand, 
der allein durch die Kraft P erzeugt wird. 

Macht man endlich im Beschleunigung8plan 

a'a:aa'' = {3'{3:{3{3'' = y'y:yy'' = B'B: BB'', 

80 erhălt man die richtigen Be8chleunigung8punkte a, {3, y und damit 
die gesuchten Beschleunigungen 

na~bA, nfJ ~bB, ny~ b{j. 

Da auch der Punkt B 0 in der B-Punktreihe den Punkten a0, {3°, y0 

in den ăhnlichen Punktreihen des Be8chleunigung8planes ent8pricht, 
80 hat man eine Kontrolle fiir die Richtigkeit der Konstruktion. 

b) Zweite Methode. Diese be8teht dariu, daB man zunăchst die 
Gleichgewichtskraft R p sucht, die z. B. in B (Fig. 250) in der Tangente 
an die Fiihrung angebracht werden mi.iBte, um mit P das Gleichgewicht 
herzustellen; hierauf bestimmt man die Gleichgewichtskrăfte R 0, R', R", 
die mit den Trăgheit8krăften der Beschleunigungszustănde a0 , a', a" usf. 
Gleichgewicht halten; findet man hierbei eine Gleichgewichtskraft R, 
die gleich - R p ist, so hat man den richtigen Beschleunigungszustand 
gefunden. 

In Fig. 250d wurde zuer8t nach dem bekannten Vorgange, um eine 
Gleichgewichtskraft zu finden (vgl. XIII), von O au8 die Kraft P auf
getragen, in die Spannungen 1 p und 2 p zerlegt, 8odann 1 p in die 
Spannung 3p und den Fiihrungsdruck Ap, endlich 3p in 2p, den 
Fiihrungsdruck Bp und die Gleichgewicht8kraft Rp = RpO. 
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Sodann wurde mit dern Beschleunigungszustand a', {3', y' begonnen, 
von O aus die Trăgheitskrăfte T B', T 0 ', T .. / aneinander gefiigt und 
der Reihe nach die Gleichgewichtspolygone gezeichnet: 

T 0 ' + K 2' + 2' + 1' + K 1' O, 

T_/ + K/ + 1' + 3' + K 3' + A'-- O, 

JI11' + R' + B' + K 3' + :r + 2' + K2' 

Fig. 250d. 

o· , 

von jedem dieser Polygonc sind nur zwei Seiten unbekannt. Auf diese 
W eise wurde die Gleichgewichtskraft O R' der Trăgheitskrăfte gefunden. 

Dieselbe Konstruktion, mit den Trăgheitskrăften TR", T 0 ", T_/' 
durchgefiihrt, gibt die Gleichgewichtskraft O R". 

Da auch hier die Ecken der Kraftpolygone auf Geraden fortschreiten 
und Punktreihen bilden, die zu den Punktreihen a' a", (J' fJ" usf. irn 
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Beschleunigungsplan ăhnlich sind, so geniigt schlieBlich die Proportion 
---

a'a: aa" = {J'{J: {3{3" = y'y: yy" = R' Rp: RrR", 

um die Beschleunigungspunkte a, {3, y und damit die Beschleunigungen 
bA, bB, b0 zu konstruieren. 

Am einfachsten ist es iibrigens, den Beschleunigungszustand a0 , {3°, y 0 

zu beniitzen, da hier die Tangentialbes0hleunigung wegfăllt, Â = O ist 
und somit die Krăfte K verschwinden. Dam1 sind die zu konstruierenden 
Kraftpolygonp: 

Tco + 2o + l o O, 

'J'AO+l"-j-:30-j-AO O, 

'l'B" + RO + BO + 30 + 20- o. 
Der auf diesem Wege gefundene Punkt R 0 kann mit Vorteil beniitzt 

werden, um die vorhergehenden Konstruktionen zu kontrollieren, da 

a0 a' a a" (/) fJ"fJ' {J{J" (/) y 0 y' yy" VJ R 0 R' R 1' R" 
sein muB. 

149. A ufgaben. 

52. Ein Dreieck A BC (l''ig. 251) von beliebiger Massenverteilung 
und bekanntem Gewicht G wird in A und B gerade gefiihrt. 
In O wirke eine bekannte Kraft P; iiberdies ist vA gegeben. 
Man ermittle die Beschleunigungen der Punkte A und B sowie 
die Fiihrungsdriicke. 

c 

_;; 

M~ 
Fig. 251. Fig. 252. 

53. Ein nicht homogener Stab A B (Fig. 252) wird in A und B an 
zwei Kurven a und b gefiihrt. Das Gewicht G des Stabes, der 
Schwerpunkt S und die Geschwindigkeit vA sind bckannt. Man 
konstruiere dic Beschleunigungen bA und bB sowie die Fiihrungs
driickc in A und B. 



XV. Die kinematische Kette, ihre Beweglichkeit und 
ihr Zwanglauf. 

150. Zusammenhang mehrerer Systeme. In dem nun abgeschlossenen 
Teile dieses Buches wurden die kinematischen und dynamischen Zu
stănde eines einzelnen Systems behandelt, das entweder vollstăndig frei 
ist oder in irgend einer Weise an bestimmte Bedingungen gebunden, 
gefiihrt wird. 

In dem jetzt folgenden Teile wollen wir einen Schritt weiter gehen 
und die kinematischen und dynamischen Zustănde mehrerer zusammen
hăngender Systeme behandeln, wie sie sich in einem bestimmten Augen
blicke darstellen, also wieder ohne Beriicksichtigung der Zeit. Dieser 
Teil wird von besonderer Wichtigkeit sein, da die Maschinengetriebe 
aus einer Reihe von Systemen bestehen, die in ău.Berst mannigfaltiger, 
oft sehr verwickelter Art untereinander zusammenhăngen und sich in 
ihren gegenseitigen Bewegungen bedingen und beschrănken. 

Bevor wir jedoch zu den kinematischen Zustănden von zusammen
hăngenden Systemen iibergehen, wollen wir die Art dieser Zusammen
hănge selbst năher untersuchen und auch die Bewegungen, die sie gegen
seitig zulassen; denn es ist klar, daB sich solche zusammenhăngende 
Systeme ganz anders bewegen werden, als wenn sie vollkommen frei 
wăren. 

Wir gewinnen ein iibersichtliches Bild der verschiedenen Arten von 
Zusammenhăngen, wenn wir an die Fiihrungen des einzelnen Systems 
wieder ankniipfen, die wir im Abschnitt 73 fiir das zwanglăufige System, 
im Abschnitt 65 fiir das flăchenlăufige System geschildert haben. 

Dort wurde stets vorausgesetzt, daB die Fiihrung der ruhenden 
Ebene angehore, sich also selbst im Ruhezustande befănde. Wir sprachen 
von Kurven a und o, auf denen Punkte A und B gefiihrt werden; von 
Hiillbahnen a und {3, an denen Kurven a und b gleiten. Immer aher 
waren die Punktbahnen a und o, die Hiillbahnen a und {3 als ruhend 
angenommen, also fest verbunden mit der ruhenden Ebene. 

Wir wollen nun diese Voraussetzung fallen lassen und annehmen, 
daB die Ebenen dieser Fiihrungen selbst in Bewegung begriffen seien. 

Beginnen wir mit der Dauerdrehung um einen Punkt, bei der sich 
ein System 2 durch mehr als ein Zeitteilchen um den Punkt O der festen 
Ebene 1 dreht. 
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Erteilen wir der bisher ruhenden Ebene 1 irgend eine Bewegung, 
ohne ihre Verbindung mit der Ebene 2 in O zu losen, so haben wir es mit 
zwei Systemen 1 und 2 zu tun, die sich beide in bezug auf eine dritte, 
ruhende Ebene Null bewegen mit der Einschrănkung, daB sie stets den 
gleichen Punkt O miteinander gemein haben. Dann ist die relative Be
wegung des Systems 1 in bezug auf 2, und ebenso jene des Systems 2 
in bezug auf 1 eine Drehung um diesen Punkt O, der aber nicht mehr in 
Ruhe ist, sondern in bezug auf die dritte Ebene Null selbst wieder eine 
Bewegung vollzieht. 

Wir nennen einen derartigen Zusammenhang zweier Systeme ge
lenkig und 0 12, den Punkt ihres Zusammcnhanges, ihr Gelenk (Fig. 253). 
Es wird geniigen, wenn wir die beiden Systeme 1 und 2 als zwei in 0 12 

gelenkig verbundene Stăbe darstellen (Fig. 253a). Oder auch, indem 
wir das System 1 als starren Krcisbogen zeichnen (Fig. 254) und das 

Fig. 253. Fig. 253a. Fig. 254. 

System 2 als Hiilse, die an diesem Kreisbogen gleitct. Dann ist OIZ der 
Mittelpunkt desselben. Die in den Punkten A und B angesetzten Pfeile 
sollen andeuten, daB jedes der beiden Systeme 1 und 2 cine Eigenbewegung 
besitzt. 

Denken wir uns in B ein zweites Gelenk 0 23 angebracht und ein drittes 
bewegliches System 3 gelenkig angeschlossen, so entsteht Fig. 255. 
Dieser Zusammenhang entsteht aus der in Fig. 75 gezeichneten flăchen
lăufigen Fiihrung, der Einpunktfiihru ng (Fig. 255a), wenn wir cine 
Bewegung des Systems 1 zulassen. 

/ 

Fig. 255. Fig. 25i)a. 

Da in :Fig. 255 die Entfernung 0 120 23 sich nicht ăndert, kann sie als 
starrer Stab 2 eingefiigt werden und man erhălt dann folgende Reihe 
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von in Bewegung begriffenen Systemen (Fig. 255 b ). In dem besonderen 
Falle, wenn der Kreisbogen lin Fig. 255 in eine Gerade ausartet, riickt 
0 12 in unendliche Entfernung und es entsteht Fig. 256. 

c 

fi c 
3 

Fig. 255b. Fig. 256. 

Ersetzen wir auch den Punkt O durch ein neues Gelenk 0 34 und 
fiihren wir es ebenso wie 0 23, so entsteht Fig. 257; dann haben wir es 
mit fiinf zusammenhăngenden Systemen zu tun. Fig. 257 a gibt den
selben Zusammenhang in anderer Form. Halten wir hier die Systeme 

0~,~5 

Fig. 257. Fig. 257a. 

l und 5 fest, statt sie wie bisher zu bewegen, so entsteht die bereits be
kannte zwanglănfige Zweipunktfiihrung (vgl. Fig. 85). 

Besondere Abarten von Fig. 257 sind: 

l. Fig. 258: Die Kreisbogen l und 5 arten in Gerade aus. 

A 

Fig. 258. Fig. 259. 

2. Fig. 259: die Lănge der Stange 3 wird null, die Gelenke 0 23 und 
0 34 fallen in 0 24 zusammen; die Fig. 259a gibt den gleichen Zusammen
hang der vier Systeme. 

Ein anderer Zusammenhang der Systeme entsteht, wenn wir zwei 
Kreisbogen l und 3 durch zwei gekriimmte Hiilsen laufen lassen, die 
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miteinander zu einem starren System 2 verbunden sind (Fig. 260). Sind 
die Hiilsen unendlich diinn, so werden die Kreise l und 3 aufeinander 
rollen und gleiten, wenn die Punkte A und C beliebige Bewegungen 
ausfiihren. 

Halten wir das System l fest, so entsteht die bereits bekannte flăchen
lăufige Einkurvenfiihrung (Fig. 261). 

Fig. 259a. 

··.._;Otz 

Fig. 260. 

11 2 

Fig. 260&. 

Sind 0 12 und 0 23 die Mittelpunkte von l und 3, so bleibt die Strecke 
0 12023 von unverănderlicher GroBe und der Zusammenhang der drei 
Systeme kann durch Fig. 260a dargestellt werden, die denselben Zu
sammenhang ergibt wie in Fig. 255b. 

Eine Anwendung zeigt Fig. 262. Bei diesem Getriebe ist der Schwing
daumen l in dem festen Drehpunkt 010 drehbar gelagert. Das System O 

Fig. 261. 

ist das Fundament. Bei der Drehung wălzt 
sich l an dem Sektor 3 ab,. der in 0 34 mit der 
Stange 4 gelenkig verbunden ist. 0 12, 0 23 

sind die Kriimmungsmittelpunkte der beiden 
sich beriihrenden Kurven von l und 3; 2 

· ist die im Augenblicke unverănderliche Ent
fernung dieser beiden Punkte. Die Stange 4 
macht eine Translation parallel ihrer Achse. 
Das Schema fiir diesen Zusammenhang ·von 
fiinf Systemen findet sich in Fig. 271. 

Wiederholen wir den Zusammenhang des 
Systems 3 in Fig. 260 an einer anderen Stelle 
desselben, so entsteht Fig. 263, in der zwei 
verschiedene Kreise des Systems 3 an zwei 
anderen Kreisen l und 5 rollen und schleifen. 
Fig. 263a zeigt eine andere Anordnung des 
gleichen Zusammenhanges; sie stimmt mit 
Fig. 257 a iiberein. 

Fig. 262. Werden in Fig. 263 die Systeme l und 5 
festgehalten, so entsteht die bereits bekannte zwanglă ufige Z w ei -
k urvenfiihrung (vgl. Fig. 93). 
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Eine besondere Abart von Fig. 263 zeigt Fig. 264. Hier fallen die 
Kreise 2 und 4 in einen kleinen Kreis zusammen, der an zwei Kulissen 
l und 5 schleift und rollt. 

·~- .. , 

·<o~5 
Fig. 263. 

Fig. 263a. 

In ganz ahnlicher Weise ist auch die in 81 behandelte zwanglăufige 
Punkt- und Kurvenfiihrung auf den Zusammenhang ihrer Systeme 
zu untersuchen. 

Wenn eine oder mehrere der Kurven in Gerade ausarten, so riicken 
deren Mittelpunkte in unendliche Entfernung, E 
was grundsătzlich nichts ăndert. 

Diese Darlegungen, die nach Belieben fort
gesetzt werden konnten, sollen beweisen, daB 
sich alle Zusammenhănge der Systeme auf 
Gelenke zuriickfiihren lassen, die entweder im 
Endlichen oder in unendlicher Entfernung 
liegen. 

Fig. 264. 

Unter den in obigen Abbildungen vorkommenden Kreisen hat man 
sich die Kriimmungskreise der betreffenden krummlinigen Fiihrung zu 
denken, da wir vorlăufig nur die Bewegung wăhrend zweier aufeinander 
folgender Zeitteilchen ins Auge fassen. 

151. Die kinematische Kette. Die Aneinanderreihung mehrerer 
Systeme, die in irgend einem Zusammenhange stehen, nennt man eine 
kinematische Kette; die einzelnen Systeme heiBen Glieder der 
Kette. Die Verbindung der Glieder untereinander erfolgt entweder 
durch Gelenke und Schieber oder durch Gleitkurven (Hiillbahnen). 

Wittenbauer, Dynamik. 15 
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Man unterscheidet geschlossene und offene kinematische Ketten. 
In den geschlossenen kinematischen Ketten verbindet jedes Glied 

mindestens zwei Nachbarglieder. In den offenen kinematischen Ketten 
gibt es Glieder, die Nachbarglieder nicht miteinander verbinden. 

Alle friiher vorgefiihrten Zusammenhange sind demnach offene 
Ketten; z. B. in Fig. 263a haben die Glieder l und 5 jedes nur ein Nach
barglied. 

Hingegen sind Fig. 262, ferner 271, 274, 278, 280 u. a. geschlossene 
Ketten. 

Im folgenden wollen wir zuerst die kinematischen Ketten besprechen, 
die nur Gelenke enthalten, ihre Beweglichkeit untersuchen und insbe
sondere das Kennzeichen ihrer Zwanglaufigkeit feststellen. Sodann 
wollen wir diese Untersuchung auf Ketten mit gekriimmten und geraden 
Schiebern ausdehnen. 

152. Die Gelenk-Ketten, ihr Beweglichkeitsgrad und Zwanglauf. 
Mit dem Namen Gelenk-Kette bezeichnen wir eine offene oder ge
schlossene kinematische Kette, deren Glieder ausschlieBlich durch Ge
lenke miteinander verbunden sind. Dabei denken wir uns vorlaufig 
keines der Glieder in Ruhe, sondern alle in Bewegung begriffen. Die 
Bewegungen der Gelenke werden aher nicht unabhangig voneinander 
sein; es ist einleuchtend, daB man von einer gewissen Anzahl der Gelenke 
die Bewegungen wird beliebig annehmen diirfen, daB dann aher die 
Bewegung der iibrigen Gelenke nicht mehr willkiirlicb, sondern be
stimmt ist. 

Wir nennen die Anzahl der willkiirlich wahlbaren Bestimmungs
stiicke (GroBe und Richtung der Geschwindigkeiten der Gelenkpunkte) 
den Beweglichkeitsgrad der Kette. 

Es entsteht die Frage: von wievielen Gelenken der Kette darf 
man die Bewegung nach GroBe und Richtung annehmen ? 

Gehen wir zunachst von der Bewegung eines freien Punktes aus, 
so ist es ohne weiteres klar, daB man sowohl die GroBe, als auch die 
Richtung der Geschwindigkeit wird beliebig annehmen diirfen, oder auch 
die Teile sein~r Geschwindigkeit nach zwei beliebigen Richtungen; 
jedenfalls diirfen also zwei Bestimmungsstiicke beliebig angenommen 
werden, der Beweglichkeitsgrad ist 2. 

Um die Bewegung einer starren Geraden anzugeben, wird man zu
nachst die Bewegung eines ihrer Punkte A angeben miissen, wozu die 
Wahl zweier Bestimmungsstiicke notwendig ist; sodann darf noch die 
GroBe der relativen Geschwindigkeit eines zweiten Punktes B in 
bezug auf A beliebig gewahlt werden, wabrend ibre Richtung nicht 
mehr willkiirlich, sondern senkrecht zu A B sein wird. Oder man kann 
auch die Bewegungsrichtungen beider Punkte A und B willkiirlich 
wahlen und entweder von A oder von B die GroBe der Geschwindigkeit. 
Von einer starren Geraden sind demnach drei Bestimmungsstiicke 
willkiirlich wahlbar, der Beweglicbkeitsgrad ist 3. 
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Denken wir uns mit der starren Strecke A B eine beliebige Scheibe 
fest verbunden, so ist ihre Bewegung durch jene der Strecke A B mit
bestimmt; die Scheibe hat also ebenfalls den Beweglichkeitsgrad 3. 

Nehmen wir an, die Scheibe bestehe aus einer Anzahl starrer Stăbe, 
die durch Gelenke miteinander verbunden sind (Stabwerk ader Fach
wer k, Fig. 265); es seien gerade sa viele Stăbe 
vorhanden, als zur Starrheit des Stabwerks er
forderlich ist. Dann haben wir es mit einer 
starren kinematischen Kette zu tun, ihr Beweg
lichkeitsgrad ist ebenfalls 3; man konnte also 
z. B. von zwei Gelenken B, O die Bewegungs
richtungen und voneinem dritten Gelenk Adie 
GroBe vA der Geschwindigkeit annehmen. Die' 
Richtung von vA ist hingegen nicht mehr be
liebig; denn die Normalen in B und O auf deren 

Fig. 265. 

Bewegungsrichtungen schneiden sich im Drehpol O der Scheibe und t'A 

muB dann senkrecht zu AO sein. 
Eigentlich sind immer zwei Losungen moglich, da man auch den 

Sinn von vA in zweifacher Weise annehmen konnte; diese Moglichkeit 
einer zweifachen LOsung wollen wir jedoch bei der Entscheidung iiber 
den Beweglichkeitsgrad auBer acht lassen. 

Denkt man sich in einer derartigen starren Kette (Fig. 265a) einen 
der Stăbe, z. B. AB, entfernt, so wird zwar der Teil AC der Kette noch 
starr bleiben, der Teil A B jedach kann seine Farm 
verăndern; er bildet ein sagenanntes Gelenkviereck. 
Hălt man etwa den Teil A O fest, so werden die Stăbe 
l, 2, 3 in bezug auf den festgehaltenen Teil ganz be
stimmte Bewegungen ausfiihren konnen; jeder Punkt 
dieser drei Stăbe wird in bezug auf den Teil A O eine 
ganz bestimmte Bahn beschreiben. Ebenso ist es aher, 
wenn wir statt den Teil A O den Stab 2 festhalten 

Fig. 265a. 

und alles iibrige bewegen; oder wenn wir 1 oder 3 festhalten. 
Eine solche kinematische Kette, bei der jeder Punkt eines Gliedes 

in bezug auf jedes andere Glied der Kette eine ganz bestimmte Bahn 
beschreibt, nennt man zwanglăufig. 

Durch die Wegnahme des Stabes AB wird es den Punkten A und B 
moglich gemacht, sich einander zu năhern ader sich voneinander zu ent
fernen; es kommt also zu den drei bisherigen willkiirlichen Annahmen 
iiber die Bewegung noch eine vierte hinzu; der Beweglichkeitsgrad der 
zwanglăufigen Kette ist gleich 4. 

Jeder weitere Stab, der auc; der Kette gelost wird, erhăht den Beweg
lichkeitsgrad um eins; wiirde man alsa aus der anfănglich starren Kette 
f Stăbe entfernen, so ist der Beweglichkeitsgrad des iibrigbleibenden 
Restes der Kette 

X=3+f· .... • 108) 
15* 
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Wir nennen f die Anzahl der fehlenden Stabe; dies ist die Anzahl 
jener Stabe, die man ciner Kette mindestens hinzufiigen muB, um 
sie starr zu machen. 

153. Die fehlenden Stiibe. Ein Dreieck bedarf zu seiner Starrheit 
drei Seiten, die ein Polygon umschlieBen. 

Damit ein Viereck starr sei, miissen wir zwei starre Dreiecke an einer 
Seite aneinander schlieBen; man bedarf also fiinf Seiten, die zwei 
Polygone umschlieBen. 

Ebenso bedarf ein Fiinfeck (Fig. 266) zu seiner Starrheit sie ben 
Seiten, die drei Polygone umschlieBen usf. 

Nennt man allge:nein p die Anzahl der von einer Figur umschlossenen, 
sich nicht iiberdeckenden Polygone, so ist die zur Starrheit der Figur 
erforderliche Anzahl der Seiten 

8 = 2p + 1 . . . . . . . . . . • 109) 
1\fan kann sich leicht iiberzeugen, daB diese Bedingung der Starrheit 

auch dann erfiillt ist, wenn die starre Figur nicht nur Dreiecke enthalt, 

Fig. 266. Fig. 266a. 

sondern auch andere Polygone. Ersetzt man z. B. in Fig. 266 den Stab 
AB des starren Fiinfecks durch den Stab BC (Fig. 266a), so bleibt das 
Fiinfeck starr; auf dem Stab BC liegen nun zwei Polygonseiten und 
( benso liegen auf dem ihn kreuzenden Stab zwei Polygonseiten; durch 
die Kreuzung der Stăbe hat sich aher auch die Polygonzahl um cins 
vermehrt; wenn die Figur in Fig. 266 8 Seiten und p Polygone hatte, 
so hat sie jetzt 81 = 8 + 2 Seiten und 
p1 = p + 1 Polygone; setzt man 8 = 81-2 
und p = p1 -1 in Gleichung 109 ein, so 
bleibt wieder 

Fig. 267. Fig. 268. 
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Die Kette in Fig. 267 hat 13 Seiten (nicht Stăbe!) und umschlieBt 
6 Polygone; die Gleichung ist erfiillt, also ist die Kette starr. 

Die Kette in Fig. 268 bat 21 Sdten (der Stab A B besteht z. B. aus 
drei Seiten) und umschlieBt 10 Polygone; die Kette ist starr. 

Da fiir eine starre Figur die Anzahl der fehlenden Stăbe 1 =O und 
nach Gleichung 109 8- 2p -1 ebenfalls null ist, so folgt 

1 = 8-2p-1 .......... 110) 

und nach Gleichung 108 der Beweglichkeitsgrad: 

X=8-2p+2 ....... 111) 

Diese x Annahmen fiir de:q augenblicklichen Bewegungszustand der 
Figur diirfen also beliebig gemacht werden. Im allgemeinen ist es der 
Willkiir iiberlassen, wie viele von diesen Annahmen man auf die GroBen 
der Geschwindigkeiten, und wie viele man auf deren Richtungen 
verteilt. Jedenfalls mu:B aber mindestens von einer Geschwindigkeit 
die GroBe angenommen werden. 

Fiir eine zwanglaufige kinematische Kette wurde x = 4 gefunden; 
es ist somit das Kennzdchen des Zwanglaufes 

8=2(p+1) ........... 112) 

In Fig. 269 ist 8 = 2, p =O, also 1 = 1, x = 4. Die Figur ist zwang
lăufig; man kann die Geschwindigkeiten von A und B nach Gro.Be 
und Richtung annehmen. 

Fig. 269. Fig. 270. Fig. 271. Fig. 272. 

In Fig. 270 ist 8 = 3, p = O, also 1 = 2, x = 5; man kann von allen 
vier Eckpunkten die Bewegungsrichtungen und von einer Geschwindig
keit die GroBe annehmen. 

In Fig. 271 ist 8 = 5, p ='= 1, also 1 = 2, x = 5 wie vorher (Flăchen
lauf). 

In Fig. 272 ist 8 = 9, p = 4, also 1 = O, 
x = 3 ; die Fi gur ist starr. 

Die Gleichungen 110 bis 112 gelten auch fiir 
Figuren mit t!berschneidungen von Stăben; nur 
ist in diesem Falle darauf zu achten, daB sich 0{------r--~B 
die Zahl 8 auf die Polygonseiten, nicht auf die 
Stăbe bezieht. 

In Fig. 273 ist demnach 8 = 10, p = 4, also 
1 = 1, x = 4; die Kette ist zwanglăufig. 

A 

Fig. 273. 
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Die Kette Fig. 274 wurde von M. Griibler in seiner Abhandlung: 
"Allgemeine Eigenschaften der zwanglăufigen ebenen kinematischen 
Ketten", Zivil-Ingenieur 1883, Tafel XXI angegeben; sie hat zwei sich 
iiberschneidende Stăbe AC und BD. Es ist 8 = 18, p = 8 und wie 
friiher f = 1, x = 4. 

11 

Fig. 274. Fig. 275. Fig. 276. Fig. 277. 

Fig. 278. Fig. 279. Fig. 280. 

154. Aufgaben. 

54-59. Von folgenden kinematischen Ketten (Fig. 275 bis 280) 
soll die Anzahl der fehlenden Stăbe und der Beweglichkeitsgrad 
angegeben, sowie die Geschwindigkeiten gewăhlt werden, die 
zur Angabe des Geschwindigkeitszustandes der Kette notwendig 
und hinreichend sind. 

155. Kinematische Ketten mit gekriimmten Schiebern. Die Gleichung 
fiir den Beweglichkeitsgrad x und das Kennzeichen fiir den Zwanglauf 
konnen auch auf Gelenkketten angewendet werden, die gekriimmte 
Schieber enthalten. Nur muB dann zuerst die Kette mit Hilfe eines 
Schemas auf eine reine Gelenkkette zuriickgeflihrt werden. So muB 
die Kette in Fig. 254 durch das Schema Fig. 253a ersetzt werden; die 
Kette Fig. 255 muB durch das Schema Fig. 255b ersetzt werden, bei 
dem p =O, 8 = 3, also x = 8- 2p + 2 = 5 ist. 

Die Kette in Fig. 257 muB durch das Schema Fig. 257 a ersetzt 
werden; hier ist p =O, 8 = 5, x = 7, d. h. es konnen sieben Bestimmungs
stiicke des Geschwindigkeitszustandes angenommen werden, z. B. die 
Geschwindigkeiten von A, E und 0 23 nach GroBe und Richtung, die 
Geschwindigkeit von 0 34 nur der GroBe nach. 

Die Kette in Fig. 260 muB durch Schema Fig. 260a ersetzt werden; 
es ist p = O, s = 3, x = 5. 
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In gleicher Weise werden geschlossene und zwanglăufige Ketten 
mit gekriimmten Schiebern zu behandeln sein. Im folgenden sollen 
einige Beispiele dafiir gegeben werden. 

Fig. 281 zeigt eine fiinfgliedrige geschlossene Kette; die beiden kreis
formig gekriimmten Kulissen 1 und 5 sind durch das Gelenk 0 15 drehbar 
verbunden; in ihnen gleiten die Steine 2 und 4, die durch den gelenkig 
angeschlossenen Stab 3 verbunden sind. 

Fig. 281. Fig. 28la. 

Nennt man 0 12 und 0 45 die Kriimmungsmittelpunkte der beiden 
Kulissen, 0 23 und 0 34 die Gelenke der beiden Steine, so ist Fig. 281 a 
das Schema dieser Kette. Es ist p = 2, 8 = 7 und der Beweglichkeits
grad x = 8- 2p + 2 = 5. Die Kette ist flăchenlăufig. 

Fig. 282 stellt eine viergliedrige geschlossene Kette vor: vier nach 
Kreisbogen gekriimmte Stăbe, deren jeder mit einer Hiilse starr ver
bunden ist, durch die der Nachbarstab gleitet. 

Fig. 282. Fig. 282a. Fig. 283. 

Sind 0 12, 0 23, 0 31 , 0 14 die Kriimmungsmittelpunkte der Kreisbogen, 
so ist das Schema dieser Kette Fig. 282a; sie fiihrt auf das zwanglăufige 
Gelenkviereck zuriick. 

Ebenso Fig. 283. 
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Die dreigliedrige Schieberkette Fig. 284 fiihrt auf das starre Dreieck 
0 120 23 0 13 zuriick; die Kette ist starr. 

Fig. 284. Fig. 285. Fig. 285a. 

Bei der Kette Fig. 285, die ăhnlich der vorigen ist, sind die Stăbe 
1, 3, 5 gelenkig mit den Steinen 2, 4, 6 verbunden. Sind 0 12, 0 34, 0 56 

die Kriimmungsmittelpunkte der drei Kulissen, 0 230 45 0 61 die Gelenke 
der drei Steine, so ist Fig. 285a das Schema dieser Kette. Der Beweg
lichkeitsgrad ist x = 6. 

156. Kinematische Ketten mit geraden Schiebern. Auch diese konnen 
nach den Regeln fiir Gelenkketten auf ihren Beweglichkeitsgrad und 
ihre Zwanglăufigkeit untersucht werden, wenn man die unendlich fernen 
Kriimmungsmittelpunkte als Gelenke einfiihrt. Hiervon sind nur jene 
Ketten auszuschlieBen, die nur aus geraden Schiebern zusammen
gesetzt sind (Schubketten vgl. 159). 

& ,., 12 

Fig. 286. Fig. 286a. 

In Fig. 286 gleitet auf der Stange 1 
der Schieber 2, an den die Stange 3 ge
lenkig angeschlossen ist. Die Kette ist 
identisch mit jener in Fig. 256; Fig. 
286 a zeigt ihr Schema. Es ist 8 = 3, 
p =O und x = 5; die Kette ist 
flăchenlă ufig. 

Fig. 287 zeigt die Wiederholung der friiheren Kette; die Stange 3 
verbindet die Gelenke der beiden Schieber 2 und 4; Fig. 287 a ist das 
Schema. Es ist 8 = 5, p =:=O und x = 7. 

o; 
z 

1 

Il c 
Fig. 287 a. 

'1-

5 

Fig. 288 zeigt cine geschlossene Kette mit zwei Schiebern, die durch 
die Stange 2 starr miteinander verbunden sind; die Schieber gleiten 
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auf den Stangen 1 und 3, die durch die Stange 4 gelenkig verbunden 
sind. Das Schema, Fig. 288a, zeigt das bekannte Gelenkviereck mit 
zwei unendlich fernen Gelenken. 

3 

Oiz ) ~/ 
\:·---~2 

o,;·~~~----:q.-:----c~0~ c~r 
11 '1 c 

Fig. 288. Fig. 288a. 

Fig. 289 ist eine Kette mit nur einem unendlich fernen Gelenk; das 
Schema Fig. 289a ist wieder das Gelenkviereck. 

Fig. 290 ist ebenfalls eine viergliedrige Kette, die auf das Gelenk
viereck zuriickfiihrt; drei seiner Gelenke 
liegen im Unendlichen. Es ist 8 = 4, p = l /01"; 
und x = 4, die Kette ist zwanglăufig. 

Fig. 289. Fig. 289a. Fig. 290. 

DaB die Glieder 2 und 3 zwar gelenkig miteinander verbunden sind, aher 
keine Drehung gegeneinander vollfiihren, ăndert nichts an der Zwang
lăufigkeit und dem Charakter der Kette als Gelenkviereck. 

157. Kinematische Ketten mit 
Scheiben. Die bisher behandelten 
Ketten bestanden nur aus Stăben, 
deren Enden gelenkig miteinander 
verbunden oder Îrei waren. 

Die meisten Ketten bestehen 
jedoch aus Stăben und Scheiben. 
So zeigt Fig. 291 eine Kette, 
die aus elf Stăben, drei starren 
Dreiecken, einem starren Vier
eck und einem starren Fiinfeck 
zusammengesetzt ist. Die iib
rigen Polygone l bis 7 sind ver
ănderlich. Fig. 291. 
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In einer solchen Kette gibt es also starre und verănderliche Polygone. 
Die ersten sind die Scheiben, ihre Anzahl sei n1 ; die Anzahl der verănder
lichen Polygone sei :n; die Anzahl der Stăbe sei endlich n2• 

Zerlegt man eine Scheibe durch Einziehen der notigen Stăbe 8 in 
starre Dreiecke, so gilt fiir jede von ihnen die Gleichung 109: 

s1-2Pl = 1 
und somit fiir alle n1-Scheiben: 

1:81 - 2Ip1 = n1. 

Da die ganze Kette jetzt nur aus Stăben besteht, so gilt Gleichung 111 
fiir den Beweglichkeitsgrad 

x =8-2p +2. 
Nun ist 8 = I 81 + n2, p = I p1 + :n, 

somit x = n1 + n2 - 2:n + 2 
und wenn man mit n = n1 + n2 die Anzahl aHer Glieder der Kette be
zeichnet: x = n- 2:n + 2 . . . . . . . . . . 113) 
und die Anzahl der fehlenden Stăbe 

f = n- 2:n- 1 . . . . . . . . . . 114) 
Fiir Zwanglauf ist f = 1 und somit 

n = 2(:n + 1) 115) 
Hierin bedeutet n die Anzahl sămtlicher Glieder, :n die Anzahl der 

verănderlichen Polygone. 

Anwendungen. 

1. Die Kette Fig. 292 hat 6 Glieder (zwei Scheiben und vier Stăbe) 
und 2 verănderliche Polygone; es ist n = 6, :n = 2, die Gleichung 
115 fiir Zwanglauf ist erfiillt. 

2. Die Kette Fig. 293 hat vier Scheiben und vier Stăbe; es ist n = 8, 
:n = 3; die Kette ist ebenfalls zwanglăufig. 

Il 

17 
Fig. 292. Fig. 294. 

3. Die Kette Fig. 294 hat drei Stăbe, von denen zwei ein Gelenk A 
mit zwei geraden Schiebern verbinden; es ist n = 3, :n = 1 und 
x = 3 ; die Kette ist starr. 

Gibt man jedoch nicht zu, daB das Polygon verănderlich ist, 
dann muB es als starre Scheibe gezăhlt werden; es ist n = 1, 
:n = O und wieder x = 3. 
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4. Die Kette Fig. 295 hat vier Glieder, die zwei Gelenke mit zwei 
geraden Schiebern verbinden; es ist n = 4, n = l und x = 4, 
die Kette ist zwanglăufig. 

5. Die Kette Fig. 296 hat ebenfalls vier Glieder, die ein Gelenk mit 
drei Schiebern verbinden; es ist wie 
friiher x = 4. 

Fig. 295. 

Fig. 296. Fig. 297. 

6. Die Kette Fig. 297 besteht aus drei gekriimmten Stăben, die zu
sammen das starre Glied 8 bilden; 5, 6, 7 sind die Hiilsen, durch 
welche sich diese Stăbe schieben. Die 
Hiilsen sind gelenkig mit den Gliedern 1, 2, 3 
verbunden. Die Kette hat dasselbe Schema 
wie Fig. 293; sie ist zwanglăufig. 

7. Fig. 298 zeigt die gleiche Kette wie die 
vorige unter dor Annahmc, daf3 die Drehpole 
15, 26, 37 in die Unendlichkeit fallen. Auch 
sie ist zwanglăufig. 

6 

5 

8. Fig. 299 zeigt das Getriebe der Stof3maschine Fig. 298. 
von de Fries & Co. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 1905, S. 657). Hier sind zwei rotierende Kurbelschleifen 
mit einer schwingenden gekuppelt. Das Schema dieses Getriebes 
zeigt Fig. 299a. O ist das festgehaltene Grundglied. Die Kette 
hat n = 8 Gliedcr (fiinf Stăbc und drei Scheiben) und n = 3 ver
ănderliche Polygone; die Bedingung ll5 fiir Zwanglauf ist erfiillt. 

10 70 7 

Fig. 299. Fig. 299a. 
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158. t1berkreuzung von Stâben. Durch da8 Vorhandensein von Stăben, 
welche die Kette kreu:zen, d. h. zwei Gelenke derart verbinden, daB 
hierbei andere Stăbe geschnitten werden, wird Gleichung 113 etwa8 
verăndert. Tritt nămlich zu einer aus Stăben und Scheiben be8tehenden 
Kette ein kreuzender Stab hinzu, 80 wird die Anzahl der fehlenden 
Stăbe um ein8 vermindert; i8t also k die Anzahl der kreuzenden Stăbe, 
80 i8t nach Gleichung 114: 

1 + k = n-2n- 1 . . . . . . . . . 116) 
und der Beweglichkeit8grad x: 

x + k = n-2n + 2 117) 
Fiir Zwanglauf ist 

n-k = 2(n + 1) 118) 

Die Ausdriicke auf der rechten Seite dieser drei Gleichungen sind 
erst nach Wegnahme der kreuzenden Stăbe zu bilden. 

So hat z. B. die Kette Fig. 268 einen kreuzenden Stab A B; entfernt 
man ihn, 80 wird n = 8, n = 3; dann wird Gleichung 116 

1 + 1 = 8 - 6 - 1 oder 1 = O; 
die Kette ist starr. 

Die bereits besprochene Kette Fig. 274 hat ebenfalls einen kreuzenden 

Fig. 300. 

Stab BD; es ist nach dessen Wegnahme: n=9, 
n = 3 und somit wird Gleichung 116 mit k = 1: 

1 + 1 = 9- 6- 1 oder 1 = 1; 

die Kette ist zwanglăufig. 

Die in Fig. 300 gezeichnete Kette gibt O. Mohr 
in seiner Abhandlung: "Beitrăge zur Geometrie 
der Bewegung", Zeitschr. f. Math. u. Physik, 
1903, an. Nimmt man hier den kreuzenden 

Stab BD weg, so bleibt n = 9, n = 3 und es ist mit k = 1 wie in 
der friiheren Kette 1 = l. 

159. Schubketten. Schubketten haben keine Gelenke, sondern nur 
geradlinige Schieber. Bei diesen muB die Gleichung fiir den Beweglich
keit8grad in anderer Weise abgeleitet werden. 

Drei Stăbe, die durch drei Gelenke miteinander verbunden sind, 
haben den Beweglichkeitsgrad 3, d. h. sie bilden ein starres Fachwerk. 

Liegen jedoch die drei Gelenke in einer Geraden (Fig. 301), dann 

2 3 

1 

Fig. 301. 

i8t die Kette nicht starr, sondern besitzt unend
lich kleine Beweglichkeit. Hălt man z. B. 0 120 13 

013 fest, so wird das Gelenk 0 23 nach oben und unten 
einen (theoretisch) unendlich kleinen Weg zuriick
legen konnen. 

Denkt man sich diese drei Gelenke durch drei Schieber ersetzt, 80 
erhil.lt man Fig. 302; 8ie sind identisch mit drei unendlich fernen Ge-
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lenken 0 12 a> 0 13 00 0 23 00 , die auf der unendlich fernen Geraden der Ebene 
liegen; die Fig. 301 gilt also auch hier wieder, nur sind die Abstande 
0 120 13 , 0 120 23 , 0 230 13 unendlich groB und die 
unendlich kleine Bewegung, die das Gelenk 
0 23 friiher, bei endlichen Entfernungen aus
fiihren konnte, wird jetzt endlich werden, 
d. h. die Kette der drei Schieber in Fig. 302 
wird zwanglaufig. 

Nennt man also n die Anzahl der Glieder 
und ns die Anzahl der veranderlichen Poly
gone, die von den Schiebern gebildet werden, 
so ist fiir n = 3, ns = l der Beweglich
keitsgrad x = 4. 

Fiigt man der Kette das Glied 4 hinzu, 
das wieder mit zwei geraden Schiebern an 
l und 2 gleitet, so wird an der Zwanglaufig
keit nichts gestort; es ist dann (Fig. 303) 

1 

n = 4, 1't:s = 2 und wieder x = 4. 

. 
~o;; 

Fig. 302. 

Dasselbe gilt, wenn das Glied 5 mit zwei geraden 
und 4 angeschlossen wird (Fig. 304); es ist 

Schi~bern an 3 

n = 5, 1't:s = 3 und nochmals x = 4. 

2 

Fig. 303. Fig. 304. Fig. 305. 

Man erhalt so allgemein fiir den Beweglichkeitsgrad einer Schubkette: 
x = n -ns + 2 . . . . . . . . . . 119) 

und fiir deren Zwanglauf mit x = 4: 
n = 1't:s + 2 . . . . . . . . . . . . 120) 

In Fig. 305, die eine offene Schubkette darstellt, ist n = 2, 1't:s = O, 
x = 4; die Kette ist zwanglaufig. 

Auch die folgenden Ketten sind offene Schubketten; in Fig. 306 
ist n = 3, ns =O, x = 5; die Kette ist flachenlaufig. In Fig. 307 ist 
n = 4, n 8 = O, x = 6. 

~~---t-it: ,!_ ... . ·-.7~'; 
·. 1/f 2 ~ / 

.... Il c ...... 

2 

Fig. 306. Fig. 307. 
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In Fig. 308 sind drei Platten oder Stăbe gezeichnet, die sich geradlinig 
aneinander verschieben kănnen; das Schema ist aus Fig. 308 a zu er
sehen. Es ist n = 3, n8 =O, x = 5. 

Aus der Ableitung der Gleichung 119 geht hervor, dal3 man in einer 
geschlossenen Schubkette jedes Glied, das nur zwei Schieber verbindet, 
entfernen kann, ohne an dem Beweglichkeitsgrad etwas zu ăndern; 
so kann z. B. in Fig. 302 eines der 
drei Glieder, in Fig. 303 zuerst 4, 
und sodann noch eines der drei 
anderen Glieder entfernt werden. 

r 
2 

Fig. 308. Fig. 308a. 

3 

Fig. 309. 

In der Schubkette Fig. 309 ist n = 8, n8 = 4 und x = 6. Man kann 
jedoch auch zuerst das Glied 7 entfernen, da hierdurch der Beweglich
keitsgrad nicht geăndert wird, sodann das Glied 8, dann 5 und endlich 3; 
es bleiben somit nur die Glieder l, 2, 4 und 6; bei dieser Kette ist dann 
n = 4, n8 = O und x = 6. 

160. Die Gleichung fiir den Beweglichkeitsgrad. Ist eine kinematische 
Kette aus Gelenkketten und Schubketten zusammengesetzt und hat 
sie iiberdies iiberkreuzende Stăbe, so lautet die Gleichung fiir ihren 
Beweglichkeitsgrad: 

x + k = n-2n-n8 + 2 ....... 121) 

und fiir Zwanglauf mit x = 4: 

n- k = 2n + n8 + 2 .. 122) 

Hierin ist k die Anzahl der kreuzenden Stăbe; die rcchtc Seitc ist 
erst zu bilden, nachdem die kreuzenden Stăbe entfernt wurden, d. h. 
so viele Stăbe entfernt wurden, dal3 keine Dberkreuzung mehr vor
kommt; n ist die Anzahl der Stăbe und Scheiben; n 8 die Anzahl dcr 
Polygone, die nur von geraden Schiebern gebildet werden; n die Anzahl 
der iibrigen verănderlichen Polygone. 

Vor Feststellung von k und n 8 empfiehlt es sich, alle jenc Glieder 
aus der Kette zu entfernen, die einer Schubkette angehăren und nur 
zwei Schieber verbinden. 

Bei der Ableitung der Gleichung 121 wurde Vcrfasser in dankens
werter Weise von seinem ehemaligen Assistenten, Herrn Ingenieur 
Dr. K. Kriso unterstiitzt. 
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In der Kette Fig. 310 ist k = O, n = 5, n = 1, n 8 = 1 und somit 
x = 4; die Kette ist zwanglăufig. Man konnte aber auch vorher das 
Glied 3 entfernen; denn es gehort der Schubkette l, 2, 3 an und ver
bindet zwei Schieber miteinander. Dann wăre n = 4, n = 1, n 8 =O 
und x = 4. 

Fig. 310. Fig. 311. 

In der Kette Fig. 311 ist k =O, n = 7, n = 1, n8 = 2 und somit 
;r = 5; die Kette ist flăchenlăufig. Hier darf kein Glied entfernt werden 
denn das Glied 1 verbindet zwei Schieber und ein Gelenk, das Glied 2 
verbindet drei Schieber, ebenso die Glieder 3 und 4. 

In der Kette Fig. 312, die aus zehn Gliedern, vier Gelenken und 
sieben Schiebern besteht, entfernt man zunăchst den kreuzenden Stab 9, 
der ein Gelenk mit einem Schieber verbindet; dann bleibt n = 9, n = 1, 
n8 = 1 und nach Gleichung 121 

x+1=9-2-1+2 

oder x = 7. Man konnte aber auch den Stab 10 ohne weiteres weglassen, 
da er der Schubkette 1, 2, 3, 4, 5, 10 angehort und nur zwei Schieber 

5 

Fig. 312. Fig. 313. 

verbindet; fiir die iibrige Kette ist dann k = O, n = 9, n = 2, n8 = O 
und Gleichung 121 wird x +O= 9-4 + 2 oder x = 7. 

Fig. 313 zeigt eine Ke+te, die aus net:n Gliedern, drei Gelenken und 
acht Schiebern besteht. Das Glied 9 gehort der Schubkette 9, 8, 2, 3 
an und verbindet zwei Schieber, kann also weggelassen werden; das 
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Glied 8 gehi:irt sodann keiner Schubkette mehr an und wird als kreuzender 
Stab weggenommen; ebenso das Glied 3. Die Kette, die schlie13lich 

iibrig bleibt, ist aus Fig. 313 a 
zu ersehen; es ist k = 2, 
n = 6, n = 1, n8 =O und 
somit nach Gleichung 121: 

x+2=6-2-0+2 

oder x = 4; die Kette ist 
zwanglăufig. 

161. Das Kennzeichen des 
Zwanglaufes von M. Griibler. 
In einer starren Kette kann 
kein Glied vorkommen, das 
nur ein Gelenk enthălt. Die 

Fig. 313a. 
Glieder, welche die Gelenke 

einer starren Kette miteinander verbinden, haben also mindestens zwei 
Gelenke. Die starre Kette wird eine Aufeinanderfolge von starren 
Figuren sein, starren Dreiecken, Vierecken, usw. 

Zwei Gelenke bediirfen, um die Starrheit des sie verbindenden 
Gliedes zu ermi:iglichen, der Angabe einer einzigen Bedingung, năm
lich der unverănderlichen Entfernung der Gelenke. Ein Glied, das 
drei Gelenke starr miteinander verbindet, bedarf zur Festsetzung seiner 
Starrheit dreier Bedingungen, der drei unverănderlichen Entfernungen 
der Gelenke. Ebenso bedarf ein Glied, das vier Gelenke starr ver
bindet, fiinf Bedingungen; allgemein, ein Glied, das m Gelenke starr 
verbindet, bedarf der Angabe von 2m- 3 Bedingungen. 

Nennt man n2 , n 3 , •••• nm die Anzahl der Glieder mit 2, 3, .... m 
starr verbundenen Gelenken, so ist die Anzahl aller Bedingungen, die 
fur die Starrheit der Kette erforderlich ist: 

n2 + 3n3 + 5n4 + .... + (2m- 3) nm 
m 

oder L [(2m- 3) nm]. 
2 

Nun ist die Kette selbst eine starre Figur; hat sie im ganzen g Ge
lenke, so erfordert die Starrheit (2g- 3) Bedingungen; es ist a]so 

m 
L [(2m-3)nmJ = 2g-3 
2 

das Kennzelchen der Starrheit der Kette. 
Fehlt auf der linken Seite eine Bedingung, so fehlt ein Stab zur 

Starrheit und die Kette wird zwanglă ufig; es ist dann 

oder 

m 
L [(2m-3)nmJ = 2g-4 
2 

m 
x=2g-L[(2m-3)nm] =4 ....... 123) 

2 
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das Kennzeichen der Zwanglăufigkeit. Der Ausdruck fiir x bedeutet 
den Beweglichkeitsgrad der Kette (vgl. 152). 

Der Gleichung 123 kann zweckmăBig eine andere Form gegeben 
werden. Es ist 

Zunăchst ist 

die Anzahl aller 

der Kette 

l: [(2m- 3)nmJ = 21: (mnm)- 3l:nm. 

l:nm = n 

Glieder der Kette; ferner ist die Anzahl aller 
1 

g = 21: (mnm), 

Gelenke 

da in l: (mnm) alle Gelenke doppelt gezăhlt sind. Dann nimmt aher 
Gleichung 123 die Gestalt an 

x = 3n- 2g = 4 . . . . . . . . . . 124) 

Hierin ist n die Anzahl aller Glieder, g die Anzahl aller Gelenke der 
kinematischen Kette. Die Gleichungen 123 und 124 fiir den Zwanglauf 
stanunen von M. Griibler (Getriebelehre S. 15) 1). Sie sind fiir Ketten, 
die nur Gelenke enthalten, stets zutreffend, wobei allerdings darauf 
geachtet werden muB, ob die Gelenke einfach oder mehrfach zu zăhlen 
sind. So sind z. B. in Fig. 273 die Gelenke A, B, O, D nicht einfach, 
sondern doppel: zu zăhlen; es ist also n = 8, g = 10 und x = 4. 

In Fig. 274 sind die Gelenke A, B, O doppelt zu zăhlen, also bei drei 
Dreiecksgliedern und sieben Stăben n = 10, g = 13 und x = 4. 

Bei der Kette Fig. 300 sind die Gelenke A und B doppelt zu zăhlen, 
also bei vier Dreiecksgliedern und sechs Stăben n = 10, g = 13 wie 
oben x = 4. 

Hingegen ist das Kennzeichen Gleichung 124 auf Ketten mit geraden 
Schiebern nur mit gewissen Einschrănkungen anwendbar, die Griibler 
in seiner Getriebelehre S. 21 u. f. anfiihrt. 

162. Beispiele. In vielen Făllen wird es auch ohne die mitgeteilten 
Kennzeichen leicht sein, die Zwanglăufigkeit einer kinematischen Kette 
durch bloBe Dberlegung festzustellen. Dies trifft besonders bei allen 
jenen Ketten zu, die aus Gelenkvierecken oder Abarten davon zusammen
gesetzt sind (vgl. die Fig. 289, 299). 

Aher schon bei verhăltnismăBig einfachen Ketten lăBt sich die Zwang
lăufigkeit nur miihsam entscheiden (vgl. die Fig. 281, 282, 285, 293, 
297, 302, 310) und dann ist es angenehm, ein zutreffendes Kennzeichen 
zu besitzen. 

Geradezu unentbehrlich wird dieses aher, wenn der Beweglichkeits~ 
grad einer komplizierten Kette entschieden werden soll. Dies soll an 
einigen Beispielen gezeigt werden. 

1) Vgl. auch Civil-Ingenieur 1883, S. 167 und Verhand.l. d. Vereins zur Be
forderung des Gewerbflei/les in Preu/len 1885, S. 179. 

Wlttenbauer, Dynamlk. 16 
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l. Beispiel. Das Steuerungsgetrie be von Collmann. In 
Fig. 314, die diese Steuerung darstellt, sind ~. 5B und 'l) feste Gelenke; 
das bewegliche Gelenk H wird gerade gefiihrt, was durch das unendlich 
ferne, feste Gelenk ~ 00 angedeutet werden kann; das Grundglied ist 

H ----------- ~oo 

Fig. 314. 

also das Viereck ~58~ 00 '1), vgl. das Schema Fig. 314a. Der Rebel 
B 5B E und die Verbindungsstange C D F sind Dreiecksglieder. Die Stange 
A B verschiebt sich bei C in- einer geraden Hiilse; dies ist im Schema 
durch die Einschaltung des mit A B fest verbundenen, unendlich fernen 
Gelenkes J 00 und des Stabes J 00 C angedeutet worden. 

Fig. 314a. 

Das Kennzeichen von M. Grii bler, Gleichung 124, auf dieses Ge
triebe angewendet, gibt wegen n = 10, g = 13 (F ist doppelt zu zăhlen 
als zweifaches Gelenk): x = 3n- 2g = 4. 

Das Kennzeichen Gleichung 121 gibt, wenn man den kreuzenden 
Stab EF wegnimmt: 

n = 9, n = 3, k = 1 und x = (n- 2n + 2)- k = 4; 

das Getriebe ist zwanglăufig. 
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2. Beispiel. Steuerung fiir Zwillingsdampfpumpen von 
H. W. Morley, Bradford und Th. Hohlehouse (Fig. 315). Dio 
Zeichnung des Getriebcs wurde etwas verzerrt und auseinander gezogen, 
um die cinzelncn Tcile deutlicher zu machen. a, a1 sind die beiden Kolben
stangen, k, k1 die Kreuzkopfe, r und r1 die beiden (starr miteinander 
verbundenen) Knrbeln; P und P 1 sind die Lager der Welle, l und l1 

die Schubstangen fiir den Schieberantrieb der beiden Zylinder. Die 
Sclmbstange l1 erhălt eine Bewegung, die aus jener der beiden Kreuz
kopfe k uud k1 abgeleitet wird, indem die drehbaren Hiilsen H 1 und D1 

die Rebel F 1 H 1 mit dem festen Drehpunkt E 1 und G1 D1 mit dem Dreh-

~ L 

M"" 

'////////)/)//////). 

'/7////J/////////lt 

Fig. 315. 

punkt F 1 in Schwingungen versetzcn, so dal3 beide Bewegungen sich bei 
gleichgerichtetem Kolbenhube addieren, bei entgegengesetzt gerichtetem 
subtrahieren. Dadurch wird der Grundschieber die Dampfwege schnell 
offnen und schliel3en, dann aber nahezu stillstehen. 

Eine ăhnliche Bewegung erhălt die Schubstange l, nur sind hier die 
Hebelarme EF und ED gleichgerichtet; dadurch wird erreicht, dal3 
sich glcichgerichtete Kolbenbewegungen fiir l subtrahieren, entgegen
gesetzt gerichtete addieren werden. 

Das Schema dieses komplizierten Getriebes zeigt Fig. 315a. Die 
Drehpole A, A1, C, 0 1, J, J 1 , M, M 1 liegen unendlich fern. Die Kette 
hat 10 Stangen, 5 Dreiecksglieder, zwei Vierecksglieder und ein Sieben
ecksglied (Fundament). Aul3erdem hat die Kette 25 Gelenke. 

16* 
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Wendet man das Kennzeichen Gleichung 124 von M. Griibler an, 
so ist n = 18, g = 25, also 

x = 3n-2g = 4. 

Wendet man das Kennzeichen Gleichung 121 an und denkt die kreuzen
den Stabe DGao, H1J 1ro, HJrn, D10 1rn weggenommen, so bleiben auBer 

N 

Lt 

Fig. 315a. 

den acht schraffierten Scheiben noch sechs Stăbe iibrig, also n = 8 + 6 = 
14, k = 4; die Anzahl der veranderlichen Polygone ist :n = 4, :n8 =O. 
Somit ist der Beweglichkeitsgrad 

x = (n- 2:n + 2)- k = 4; 

die Kette ist zwanglaufig. 

Fig. 316. 

163. Aufgaben. 

60-65. Von den in Fig. 291, 316, 
371, 706, 711, 719 dargestellten 
Ketten ist anzugeben, welchen 
Beweglichkeitsgrad sie besitzen 
und ob sie zwanglaufig sind. 

66-76. Die in den Fig. 361, 367, 
369, 370, 372, 373, 374, 375, 687, 
688, 689 gezeichneten Ketten 
sind auf ihre Zwanglaufigkeit zu 
priifen. 



XVI. Die Relativbewegnng mehrerer Systeme. 
164. Zwei Scheiben mit gleichgerichteten Drehungen. In der festen 

Ebene der Zeichnung wiirde sich die Scheibe 1 im Zeitteilchen dt um 
den Punkt 0 1 der festen Ebene und den Winkel drp1 verdrehen (Fig. 317). 

Um einen anderen Punkt 0 2 der Scheibe 1 
wiirde sich wăhrend derselben Zeit eine zweite 
Scheibe 2 um den Winkel drp2 verdrehen, und zwar 
im gleichen Sinne. Diese letztere Drehung nennt 
man die Relativbewegung der Scheibe 2 in bezug 
auf die Scheibe 1. 

Da der Mittelpunkt 0 2 ein Punkt der Scheibe 1 
ist, wird er derfm Drehung um 0 1 mitmachen, d. h. 
die Drehung der Scheibe 1 wird durch 0 2 auch auf die 
Scheibe 2 iibertragen; infolgedessen hat die Scheibe 2 

Fig. 317. 

eine zweifache Bewegung: die Drehung um 0 1 und die Relativbewegung, 
die Drehung um 0 2• Das Resultat aus diesen beiden gleichzeitig statt
findenden Bewegungen wird eine dritte Bewegung sein, die man auf 
folgende Weise finden kann. 

Untersuchen wir die Bewegung, die ein beliebiger Punkt A der Ge
raden 0 10 2 einschlăgt (Fig. 317a), wenn er der 
Scheibe 2 angehort. Durch die Drehung drp1 um 0 1 legt ~ 
er den ldeinen Weg a1 • dcp1 senkrecht zu 0 10 2 zuriick, a,d<Pz a2 °z 
durch dieDrehung drp2 umOz den kleinenWeg a2 • drp2 , 

ebenfalls senkrecht zu 0 10 2. Liegt A zwischen 0 1 und 
0 2, so werden diese beiden kleinen Wege a1 • dcp1 und 
a2 • d rp2 entgegengesetzte Richtung besitzen. Wir konnen 
nun den Punkt A derart wahlen, daB 

al · d fP1 + a2 · d fP2 = O • • • • • • a) 

Il 

a, a,drp, 

w, 

O, 

Fig. 317a. 

ist; dann bleibt aber A in Ruhe. Die Scheibe 2 besitzt demnach einen 
Punkt, der durch die gleichzeitigen Drehungen um 0 1 und 02 nicht be
wegt wird, also in Ruhe verharrt in bezug auf die feste Ebene der Zeich
nung. Wir nennen diesen Punkt den Drehpol 
der Scheibc 2 in bezug 1)-uf die ruhende Ebene 
und bezeichnen ihn mit O. 

Fig. 318 wird dieses Resultat noch besser zur 
Anschauung bringen. Durch die Drehung d rp1 Fig. 318. 
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um OI gelangt der Punkt 0 2 nach 0 2'; durch die darauf folgende 
Drehung d ep2 um 0 2' kommt OI nach 0/. Der Schnittpunkt O der beiden 
Geraden 0 10 2 · und 0/ 0 2' wird in Ruhe bleiben, da er durch die Drehung 
um 0 1 um ebensoviel nach abwarts bewegt wird wie durch die Drehung 
um 0 2 nach aufwarts; es ist wieder a1 • dep1 + a2 • dep2 =O. Gleich
zeitig entnimmt man aher aus Fig. 318, dai3 die Drehung um diesen 
neuen Drehpol O die Groi3e hat: 

dep= dep!+ dep2 ............ b) 

Man kann dies iibrigens auch fiir einen beliebigen Punkt A der Scheibe 
2 beweisen. Nimmt man diesen Punkt in den beliebigen Abstanden ri 
und r2 von OI und 0 2 an (Fig. 319), so legt er durch die Drehung um 
0 1 den kleinen Weg AA' = r1 • dep1, durch die darauffolgende Drehung 

Fig. 319. 

r~ 
~~z 

O, a, 0 a 2 02 

Fig. 319a. 

um 0 2 den kleinen Weg A' A"= r2 • dep2 zuriick (Fig. 319a); es ist 
AA' _!_ r1, A' A" ..L r2• Der resultierende Weg AA" miii3te dann eine 
Drehung um den Drehpol O sein, also 

AA" ==A A'+ A' A" 

oder r ·dep··· r1 • dep1 + r2 • dep2• 

Nun ist r1 - a1 + r, r2 a2 + r (vgl. Fig. 319a), 

also r.dep- (ai+ r) dep1 + (a2 + r) dep2 

oder r ·dep- r (dep1 + dep2) + (aidepi + a2 dep2). 

Mit Beniitzung von Gleichung a) bleibt 

dep = d epi + d ep2, 
wie schon friiher gezeigt wur<ie. 

Dividiert man diese Gleichung durch das Zeitteilchen dt und nennt 

dep d epl d ep2 
w = dt' wl = dt' w2 = dt 

die Winkelgeschwindigkeiten, so ist 

w = w1 + w2 • • • • • • • • • • • 125) 

darin ist w1 die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe 1 in bezug auf die 
ruhende Zeichenebene (absolute Winkelgeschwindigkeit), w2 die 
relative Winkelgeschwindigkeit der Schei'be 2 in bezug auf die 
Scheibe 1 und w die absolute Winkelgeschwindigkeit der Scheibe 2 in 
bezug auf die ruhende Zeichenebene. 
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Die Gleichung a) nimmt damit die Form an: 

a1w1 + a2w2 =O ........... 126) 
ader 

das Varzeichen van a2 erklărt sich damit, daB 0 10 und 0 20 entgegen
gesetzte Richtung haben. 

Die Gleichungen 125 und 126 erinnern an die Bestimmung des Schwer
punkts zweier schwerer Punkte. Werden nămlich in den Punkten 0 1 

und 0 2 als Gewichte die gleichgerichteten Winkelgeschwindigkeiten w1 

und w 2 angebracht, sa ist der Schwerpunkt dieser Gewichte der Dreh
pal O; das Gewicht dieses Punktes ist w1 + w2, also die Winkelgeschwindig
keit w um O. 

Man kann demnach den resultierenden Drehpal O genau so kanstru
ieren, wie man gewahnt ist, den Schwerpunkt zu finden; man zieht durch 
0 1 (Fig. 320) und 0 2 zwei beliebige parallele Gerade, trăgt die Winkel
geschwindigkeiten w1 und w2 nach einem beliebig gewăhlten MaBstab 
auf diesen Geraden auf, w1 auf der Geraden durch 0 2 , w2 auf der Ge
raden durch 0 1, und zwar in entgegengesetzter Richtung und ver
bindet die so erhaltenen Punkte; dann ist der Schnitt dieser Verbindungs
linie mit 0 10 2 der Drehpal O. 

~~,~~r.; w, 

_- - a, 0 

:'f2 ' 

O ~i. 
2 ' 

//a:1 

a,drp, 

-· -- "'' ' o:--i.. / 

Fig. 320. Fig. 321. Fig. 32la. 

165. Zwei Scheiben mit entgegengesetzten Drehungen. Die Aus
fiihrungen des varigen Abschnittes sind nicht wesentlich abzuăndern, 
wenn der Drehungssinn der beiden Scheiben 1 und 2 nicht gleichgerichtet, 
sandern entgegengesetzt ist (Fig. 321). 

Auch hier wird es auf der Scheibe 2, die auf der Scheibe 1 festgelagert 
ist und samit deren Bewegung mitmacht, einen Punkt geben (Fig. 321 a), 
der in bezug auf die ruhende Ebene der Zeichnung stillestehen wird; 
dies erfardert wie friiher die Bedingung a): 

al . d IPt + az . d lfJ2 = O 
ader die Gleichung 126: 

a1w1 + a2w2 =O, 
die zum Unterschiede van friiher auch sa angeschrieben werden kann: 

al : a2 = - Wz : wl; 
hier ha ben 0 1 O und 0 20 dieselbe Richtung, hingegen hat w2 den ent
gegengesetzten Drehungssinn van w1• Die resultierende Drehung der 
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Scheibe 2 in bezug auf die ruhende Ebene ist also auch hier eine Drehung 
um einen Punkt O; aher dieser resultierende Drehpol liegt nicht mehr 
zwischen 0 1 und 0 2, sondern au.Berhalb der Strecke 0 10 2 , und zwar auf 
Seite der groBeren Winkelgeschwindigkeit w2• 

Fig. 322 macht dieses Resultat recht deutlich. LăBt man die beiden 
unendlich kleinen Drehungen d epi und d epz um 0 1 und 0 2 nicht gleich

Fig. 322. 

zeitig, sondern nacheinander vor sich gehen 
und beginnt mit d ep1, so gelangt 0 2 nach 
0 2'; fiigt man die Drehung d ep2 um 0 2' hinzu, 
so kommt 0 1 nach 0 1'; die Gerade OI 0 2 hat 
sich also im ganzen um den Winkel dep nach 
0/ 0 2' gedreht, und zwar ist 

dep= dep2- depi • . . • . . . . . . . b') 

Statt diese Aufeinanderfolge der Drehungen an den Punkten OI 
und 0 2 vorzufiihren, kann man auch wie friiher einen beliebigen Punkt A 
der Scheibe 2 ins Auge fassen (Fig. 323); durch die Drehung d ep1 um 0 1 

A kommt A nach A', um hierauf durch 
die entgegengesetzte Drehung d ep2 um 
0 2 nach A" zu gelangen; der resul
tierende Weg AA" A-A'+ A' A" kann 

0!'-,-----'l;----------"'~0 dann durch die Drehung dep um O 

Fig. 323. 
hervorgerufen werden. Durch eine ăhn
liche Betrachtung wie friiher erhălt 

der resultierenden Drehung denselben Aus-man hier fiir die GroBe 
druck wie in b'). 

Dividiert man Gleichung b' durch dt, so erhălt man 

dep d ep2 d epl 
-dt = -dt- 7lt 

oder w = w2 - wi . . . . . . . . . . . 127) 
Auch in diesem Falle, in dem die Winkelgeschwindigkeiten wi und w2 

entgegengesetzten Drehungssinn besitzen, kann der resultierende Dreh
pol O mit Hilfe einer Schwerpunktskonstruk
tion gefunden werden (Fig. 324). Man zieht 
dann d\uch 0 1 und 0 2 zwei beliebige parallele 
Gerade, trăgt wi von 0 2 aus, w2 von OI aus auf 
diesen Geraden auf und zwar in dersel ben 

Fig. 324. Richtung, verbindetdiesoerhaltenenPunkte 
und bringt diese Verbindungslinie zum Schnitt 

mit OI02 ; der Schnitt ist der gesuchte Drehpol O. Sein Gewicht ist 
w = w2 -w1• 

166. Zwei Scheiben mit gleiehen entgeg;mgesetzten Drehungen. Ein 
Fali verdient noch besondere Erwăhnung, nămlich wenn die Scheiben 
1 und 2 sich mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten w in entgegengesetzter 
Richtung drehen. In diesem Falle wird aus der Fig. 322 die Fig. 325. 
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Die beiden Drehungen d rp1 und d rp2 um 0 1 und 0 2 sind jetzt gleich groB 
und entgegengesetzt; beginnt man mit der Drehung drp1 = drp um 0 1, 

so gelangt 0 2 nach 0 2'; dreht man jetzt um 0 2' mit --."' dtp 2L 
dem Drehungswinkel drp2 = - drp, so gelangt 0 1 o,j ~loz 
nach 0/; setzt man o~ o; = a, so ist o, -~o; 

0 1 0~-, = 0 2 0 2' = a · d rp; Fig. 325. 

die Gerade OI02 riickt demnach parallel zu sich vor mit der Geschwindig
keit 

drp 
a· -(it ==a w; 

die resultierende Bewegung der Scheibe 2 ist in diesem Falle eine zu 0 10 2 

senkrechte Parallelverschiebung oder Translation; deren Geschwindig
keit hat die Gri:iBe aw. Der resultierende Drehpol O fălit in unendliche 
Entfernung in OI 0 2, die resultierende Winkelgeschwindigkeit ist 
WI-W2 = 0. 

Wenn beispielsweise die Kurbel OI02 (Fig. 326) um den festliegenden 
Punkt OI mit der Winkelgeschwindigkeit w im Sirme der Uhrzeiger
bewegung, also positiv gedreht wird und gleichzeitig die in 0 2 gelenkig 
angeschlossene Stange 0 2 A um 0 2 mit der gleichen Winkelgeschwindig
keit, aher negativ, eine Drehung vollfiihrt, so macht die Scheibe oder 
Stange 0 2 A die resultierende aus beiden Bewegungen, nămlich eine 
Parallelverschiebung senkrecht zu OI02• 

Fig. 326. Fig. 326a. 

Diese Bewegung kann auch dadurch erzielt werden, daB man an die 
Stange eine zweite, gleiche Kurbel 0 40 3 anfiigt, die zu OI02 parallel 
ist (Fig. 326a). Eine Anwendung hiervon macht man beim Parallel
kurbelgetriebe. 

167. Die relativen Drehpole dreier Systeme. Kehren wir wieder zu 
dem in 16!, 165 behandelten Falle der beiden Scheiben zuriick. Wir 
fanden, daB der resultierende Drehpol O der Scheibe 2 auf der Ver
bindungslinie OI 0 2 liegen miisse, ob nun die beiden Winkelgeschwindig
keiten w1 und w2 gleichen Drehungssinn haben oder nicht. 

Man beachte nun, daB eigentlich nicht zwei, sondern drei ebene 
Systeme vorhanden sind; die stillschweigend vorausgesetzte, nicht 
weiter beachtete dritte Scheibe ist die ruhende Ebene der Zeichnung, 
auf die wir die Winkelgeschwindigkeit wi um OI bezogen haben. 

Geben wir allem, was mit dieser ruhenden Ebene zusammenhăngt, 
den Stellenzeiger null, so werden wir von nun an 0 1 und w1 zu ersetzen 
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haben durch 0 10 und w10 , d. h. Drehpol und Winkelgeschwindigkeit 
der Scheibe l in bezug auf die feste Ebene O. 

In Dbereinstimmung damit schreiben wir von nun an 0 21 und w21 

statt 0 2 und w2, d. h. Drehpol und Winkelgcschwindigkeit der Scheibe 2 
in bezug auf die Scheibe l. 

Dann ist aber O und w zu ersetzcn durch 0 20 und w20 , denn sic bedeuten 
den Drehpol und die Winkelgeschwindigkeit der Seheibc 2 in bezug 
auf die ruhende Ebene O. 

,!:/ta ,~20 

O,o 020 

Fig. 327. 

,-!:,)11 

021 

Die Punkte 0 10, 0 21 , 0 20 sind also die Dreh
pole der drei Ebenen O, l, 2 gcgeneinander; da 
sie nach friiher in einer Geraden liegen, folgt der 
wichtige Satz (Fig. 327): 

Die relativen Drehpole dreier ebener Systeme liegen in 
einer Geraden. 

Von diesem Satze werden in der Kinematik der Maschinengetriebe 
zahlreiche Anwendungen gemacht. Wălzen 
sich z. B. zwei Răder l und 2 aufeinander 
ab (Fig. 328), ohne zu gleiten, so ist fiir 
die Relativbewegung das cine Rad die 
Hiillbahn des andcren und ihr Beriihrungs
punkt der Drehpol 0 12 ihrcr Relativbewe
gung. Er muB also auf der Verbindungs-

Fig. 328. linie der Mittelpunktc 0 10 und 0 20 liegen. 
Dies trifft auch dann zu, wenn die 

Umfănge der Răder keine kreisfOrmige Gestalt haben, wie bei den un
runden Rădern (Fig. 329 und 730) oder bei den Wălzhebeln (Fig. 330). 

Fig. 329. Fig. 330. 

Liegt jedoch der Beriihrungspunkt der beiden Kurven nicht auf der 
Geraden 0 100 20 , so kann er nicht mehr der relative Drehpol sein und die 
Kurven (Răder oder Wălzhebel) werden aneinander gleiten (vgl. Fig. 438). 
Dies ist besonders bei Wălzhebcln zu beachten, bei denen ein Gleiten 
tunlichst vermieden werden soll. 

Ist die Form des einen Wălzhebels gegeben, so kann auf Grund dieses 
Satzes der andere derart ermittelt werden, dal3 die beiden gleitfrei zu
sammenarbeiten (vgl. J. Magg, Die Steuerungen der Verbrennungs
kraftmaschinen, S. 120). 
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Was die Winkelgeschwindigkeiten dreier Systeme O, 1, 2 in bezug 
aufeinander betrifft, kann nach den obigen Feststellungen Gleichung 125 
in der Form angeschrieben werdcn 

c) 

Die Stellenzeiger der Winkelgesehwindigkeiten dilrfen nieh t ver

ta u se h t werden; denn die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe 2 in 
bezug auf die Scheibe 1 i,;t entgegengesetzt und gleieh groB der Winkel

gesehwindigkeit der Scheibe l in bezug auf die Scheibe 2; es ist also 
W21 = - W 12 , allgemein: 

128) 

Dann nimmt aber Gleichung c) die Form an: 

Wo1 + W12 + W2o = O · · • 129) 

168. Die gegenseitigen Bewegungen mehrerer Systeme. Die Verall
gemeinerung der Satze, die im vorigen Abschnitt filr zwei Scheiben 

entwickelt wurden, die sich gegeniiber einer dritten, der ruhenden Ebene, 

bewegen, UiBt sich nun ohne weiteres vornehmen. 
In Fig. 331 sind vicr Scheiben dargestellt, von denen die erste in 

der fes ten Ehene O gelagcrt ist und sich mit w10 um 0 10 dreht; jede folgende 

Schcibe 2 

Fig. 331. 

Scheibe ist auf der vorhergehenden 
gelagert, dreht sich mit ihr und 
hat ilberdies ihre Eigendrehung; 

w~a ' a .. J 
-~' 

O Ilo./ 
"'Jih../ 032 

010i' 

Fig. 331 a. 

die letztc Sclwibc 4 ist auf der Scheibe 3 gelagert und dreht sich mit w43 

um 0 43. Dann bestehen nach 167 folgende Gleichungen (Fig. 331 a): 

W2o = W21 ·t W1o' 

(.()30 = (.()32 + (.()20 = (.()32 + (.()21 + (.()10, 

W4o = W43 + W3o = W43 + W32 + W21 + W1o· 

Dic Drchpolc 0 20 , 0 30 , 0 40 konncn nachcinander als Schwerpunkte 

konstruicrt werdcn, wic es in den Fig. 320 und 324 mit zwei Drehpolen 

gezeigt •vurde; oder es kann auch jeder von ihnen unmittelbar gefunden 

werden, z. B. 0.10 als Schvverpunkt der vier Punkte 0 10 , 0 21 , 0 32 , 0 43 , 

wenn in ihnen die Winkclgeschwindigkeiten w10, w21 , w32, w43 als Ge
\\Îchte angebracht wcrden. Dies kann auf gleiche Weise durchgefiihrt 
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werden, wie man in der graphischen Statik den Schwerpunkt einer 
Gruppe von schweren Punkten findet. 

Da nach Gleichung 128 Wmn = - Wnm ist, kann die letzte der obigen 
Gleichungen auch in der Form geschrieben werden: 

Wo1 + W12 + W~a + Wa4 + w,o = O 
oder allgemein: 

Wmn + Wnp + Wpq + .... + w,8 + W8 m = O . . . . 130) 

An diesen Resultaten ăndert sich auch dann nichts, wenn das mit 
Null bezeichnete System, das bisher als in Ruhe befindlich angenommen 
wurde, selber eine Eigenbewegung besitzt. Denn die Drehpole und 
Winkelgeschwindigkeiten, z. B. 0 32 und w32 , schildern doch nur die 
relativen Beziehungen zwischen den Scheiben 2 und 3, ăndern sich 
demnach nicht, wenn beide Scheiben ein und dieselbe dritte Bewegung 
ausfiihren. Die Gleichung 130 bleibt also auch dann richtig, wenn alle 
Systeme mnpq .... rs in Bewegung begriffen sind. 

AuBer von den Drehpolen zweier benachbarter Scheiben, z. B. 3 
und 4, kann man aber auch von den Drehpolen zweier nicht benachbarter 
Scheiben sprechen. So war z. B. in Fig. 331 a 0 40 der Drehpol der beiden 
nicht benachbarten Systeme 4 und O. Auf diese Weise hat jede Scheibe 
relative Drehpole mit alien iibrigen; die fiinf Scheiben der Fig. 331 

5·4 
werden demnach T = 10 verschiedene Drehpole besitzen, von denen 

in der Fig. 331 a nur sieben gezeichnet wurden. 

169. Die Anordnung der Drehpole. In den folgenden Anwendungen 
solien die Systeme der Reihe nach mit den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 .... be
zeichnet werden, da wir uns alie in Bewegung denken wolien. Die rela
tiven Drehpole werden mit Doppelziffern bezeichnet; so ist 0 45 der Punkt, 
um den sich die Scheibe 4 gegen die Scheibe 5 dreht; da sich aber die 
Scheibe 5 gegen die Scheibe 4 um den gleichen Punkt dreht (vgl. 46, 
Umkehrung der Bewegung), so fălit 0 54 mit 0 45 zusammen. Die Reihen
folge der Stellenzeiger von Drehpolen darf also vertauscht 
werden. 

Wenn die gegenseitige Bewegung von sechs Scheiben untersucht 
werden soli, so werden wir folgende Drehpole zu unterscheiden ha ben: 

012 013 014 015 016 

023 024 025 026 

034 Oa5 Oa6 

045 046 

056 

wobei die Drehpole mit vertauschten Stellenzeigern als iiberlliissig 
fortgelassen wurden. 
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Bei n Systemen gibt es also n (n- 1) Drehpole; lassen wir jene mit 
vertauschten Stellenzeigern fort, so bleiben 

n(n-1) 
u = 2 .......... 131) 

Drehpole. Von diesen liegen je drei, z. B. 012 013 0 23 auf einer Geraden, 
da nach 167 die relativen Drehpole dreier Scheiben auf einer Geraden 
liegen. Wenn man die Ziffer 3 bei obigen drei Drehpolen der Reihe nach 
durch 4, 5 .... n ersetzt, so erhălt man n- 2 Gerade, die alle durch 
0 12 gehen. Zeichnet man dieses Biischel von Geraden nicht nur fiir 
0 12, sondern auch fiir alle anderen Drehpole, so erhălt man u (n- 2) 
solche Gerade. Nun liegen aher auf jeder von ihnen drei Drehpole, es 
wird also auf diese Weise jede von ihnen dreimal gezăhlt. Es gibt somit 
t u (n- 2) solche Gerade, die Trăger von Drehpolen sind, oder ihre 
Anzahl ist 

n(n-l)(n-2) 
V = ----- ~~---~~ 

. 2·3 ..... 132) 

Je n-2 von ihnen gehen durch einen Drehpol hindurch. In Fig. 331a 
muBten zur Auffindung der Drehpole 0 20, 0 30, 0 40 die Winkelgeschwindig
keiten w10, w20, w30, w40 oder wenigstens ihre Verhăltnisse bekannt sein. 
Die.- ist immer notwendig, wenn die Kette der Scheiben eine offene 
ist; es ist zum Teil auch dann notwendig, wenn die Kette zwar ge ~ 
schlossen, aher nicht zwanglăufig ist. So ist z. B. in Fig. 271 das 
Verhăltnis zweier Winkelgeschwindigkeiten notig, um alle Drehpole zu 
bestimmen. 

Bei einer geschlossenen und zwanglăufigen Kette jedoch ist die 
Kenntnis der Winkelgeschwindigkeiten zur Konstruktion der Dreh
pole nicht mehr erforderlich. Hier gibt schon die Form der Kette allein 
die Verhăltnisse sămtlicher Winkelgeschwindigkeiten an. Denn lăBt 

man in einer solchen Kette das Glied m gegen das Glied n eine beliebig 
groBe Drehung um ihren Drehpol Omn antreten, so ist, dem Wesen der 
Zwanglăufigkeit zufolge, die Bewegung sămtlicher anderen Glieder 
damit bestimmt; es miissen demnach sămtliche Drehpole bloB aus der 
Form der Kette heraus zu ermitteln sein, ohne daB man sich um die 
Winkelgeschwindigkeiten zu kiimmern braucht. 

Bei den meisten kinematischen Ketten 0 0 
12 z 23 o 

ist es moglich, durch bloBes Ziehen einiger '\)·····~~~··~·.-.·.>,. t3 

Geraden die unbekannten Drehpole aus den J ... ...-

bekannten zu finden. 1 .-- · 

Diese schonen Sătze iiber die Anordnung IJ / 03q 

der Drehpole verdankt man L. Burmester Ow.. / 
(Civil-Ing. 1880, auch "Kinematik", S. 430). / 

170. Anwendungen. .., / 
l. Das Gelcnkviereck (Fig. 332). Vier \}029 

ebene Systeme in Gestalt von vier Stangen Fig. 332. 
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l, 2, 3, 4 sind untereinander gelenkig verbunden. Keine der vier 
Stangen wird festgehalten, alle konnen sieh in dor Ebene bewegen. l\Ian 
soll die relativen Drehpole dieser vier Gheder in bezug aufeinander 
finden. 

Offenbar sind die vier Gelenke bereits die Drc•hpole Ow 0 23 , 0 34 , 0 14• 

Da hier n = 4, so wird nach Gleichung 131: u =in (n- 1) = 6; es 
fehlen also noch zwei Drehpole, nămlich 0 13 und 0 24 . 

Da die relativen Drehpole dreier Systeme auf einer Geraden lirgen, 
so miissen sowohl die Drehpole 0 12, 0 23 , 0 13 wie auch Ow 0 34 , 0 13 auf 
je einer Geraden liegen; derm die erstcn drei sind die relativ eu Dreh
pole der Systeme 1, 2, 3, die letzkn die relatinm Drehpolc der Systeme 
l, 3, 4. Zieht man somit die beiden Geraden 0 120 23 und 01403~, so ist 
ihr Schnittpunkt 0 13 der rPlative Drehpol der Stange l gegen 3, oder 
jener der Stange 3 gegen l. Er ist jedoch kein Punkt, um den sich die 
Systeme 1 und 3 da uernd gegeneinander drehen, sondern ein augen
blicklicher Drehpol, der nur fiir die gegenw~irtige Stellung der vier 
Stangen Bedeutung hat. 

Aus denselben Griinden liefert der Schnitt der Geraden 0 120 14 und 
Oz30 34 den noch fehlenden sechsten Drehpol 0 21 ; auch er hat als Drehpol 
nur momentane Bedeutung. 

Man kann demnach die Drehpole einer kinematischen Kette unter
scheiden in Gelenke oder Dauerpole und in Momentanpole. 

. n (n-1) (n-2) 
Die Anzahl der Polgeraden 1st nach Gleichung 132: v = 2 . 3 · ·· 

= 4; von ihnen gehen je n- 2 = 2 durch jeden der sechs Drehpole. 
Eine andere Ausfiihrung des Gelenkvierecks zeigt Fig. 333. Hier 

ist die Stange 3 ersetzt durch einen Schiebcr (Stein), dPr in einer Kreis
bogenfiihrung (Kulisse) gleitet. Auch hier sind die Drehpole 012> 0 23 , 

0 34 , 0 14 unmittelbar gegeben; 0 34, der Mittelpunkt der Kulissc, ist zwar 
kein Gelenk im gewohnlichen Sinne, aher immcrhin ein Dauerpol. 

··:azq 

Fig. 333. Fig. 334. 

Die hier noch fehlenden Drehpolc 0 13 und 0 24 findet man wie beim 
allgemeinen Gelenkviereck. Ist die Fiihrung 4 nicht in Form eines 
Kreisbogens, sondern als gerade Fiihrung gebaut (Fig. 334), so fălit 0 34 
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in die Unendlichkeit. Sonst andert sich nichts an der Konstruktion 
der Drehpole. 

2. Sechsgliedrige Kette mit einem Dreiecksglied. In Fig. 335 

sind sechs Glieder zu einer Kette verbunden; fiinf davon tragen nur je 

zwei Gelenke, eines besitzt dnj Gelenke. Wir wollen von nun an Gelenke 

l!6 

"~<~:~~~,- --
', 

....................... , 

~;---~SL-----~56 
-/ ------:,36 

---- ----- // 

' 

6 / 

/ 
' ' 

/ 

' 
' ' 

und Drehpole nur mit den Ordnungszahlen der zusammenhangenden 

Glieder bezeichnen und den Buchstaben O weglassen. 

Die Anzahl der Gheder ist n = 6, die Anzahl der Polygone n = 2; 

das Kennzeichen der Zwanglaufigkeit n = 2n + 2 ist somit erfiillt. 

. n(n-1) . . . 
Ferner g1 bt es u = ---2 -- = 15 Drehpole. Von d1esen smd d1e acht 

Gelenke 12, 14, 16, 23, 56 und 34, 35, 45 gegeben; die letzten drei be

sitzen gemeinsame Achse. Um die noch fehlenden sieben Drehpole 

durch Ziehen von Linien zu ermitteln, beachte man, daB die Glieder 

1, 2, 3, 4 ein Gelenkviereck bilden; man kann seine noch fehlenden 

Drehpole 13 und 24 genau so finden, wie es im vorigen Absatz gezeigt 

wurde; man wird also die Polgerade 12, 14 zum Schnitte 24 bringen 

mit der Polgeraden 23, 34; dies soll durch das Schema 

12, 14>24 
23, 34 

angedeutet werden. Ebenso ist 13 zu finden; sein Schema lautet 

12, 23 > 13 
14, 34 . 

Die iibrigen fiinf Drehpole konnen dann der Rcihe nach in folgender 

W eise gefunden werden: 

14, 16>46 
45, 56 ' 

14, 45 
16 56 > U), 

' 

12, 15 > 25 
23, 35 ' 

16, 13 25, 56 > 26 
35, 56 > 36' 24, 46 - . 
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Durch jeden Drehpol miissen n- 2 = 4 Polgerade gehen, z. B. 
durch 26: 12, 16; 23, 36; 24, 46; 25, 56. Die Amahl der Polgeraden 

n(n-1)(n-2) 
io;t v = 2 . 3 - = 20, von denen jedoch bei diesem Beispiel 

mehrere zusammenfallen, da drei Gelenke in Einem Punkt vereinigt 
sind. 

3. Sechsgliedriges Getriebe mit zwei geraden Schiebern. 
In Fig. 336 finden wir cine besondere Ausfiihrung der soebcn behandelten 
sechsgliedrigen Kette Fig. 335. Das Glied 1 ist festgehalten (Funda
ment, Grundglied). Die Glieder 2 und 6 machen geradlinige Trans-

1600 

~ 
1 
1 
1 

Fig. 336. 

112 00 

1 
1 
1 

lationsbewegungen, sie sind Schi eber gevvorden; ihre Drehpole mit dem 
Grundglied liegen unendlich fern, in einer Senkrechten zur Bewegungs
richtung, daher 12"', 16"'. 

Fiir die Aufzeichnung der sieben, nicht gegebenen Drehpole bedient 
man sich desselben Schemas wie in dem vorhergehendcn Beispiel. 

Der Drehpol26 ergibt sich hierbei als unendlich fern, was zu erwarten 
ist, da die Glieder 2 und 6 in bezug aufeinander cine Translationsbewegung 
ausfiihren. 

4. Sechsgliedrige kinematische Kette mit zwei Dreiecks
gliedern. Die in Fig. 337 mitgeteilte Kette besteht aus vier Gliedern 
mit je zwei Gelenken und zwei Gliedern mit je drci Gelenken. 

Die Anzahl der Glieder ist n = 6, die Anzahl der Polygonc n = 2; 
das Kennzeichen der Zwanglăufigkeit n = 2n + 2 ist erfiillt. 

Von den fiinfzehn Drehpolen sind sieben Gelenke, und zwar 
12, 23, 34, 14, 25, 56, 46 gegeben; die iibrigen acht findet man durch 
Ziehen der Polgeraden nach folgendem Schema: 
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12, 23 > 13 
14, 34 ' 

23, 25> 35 
34, 45 ' 

26 

' 
' 

12, 14 -'> 24 
23, 34- ' 

12, 25 > 15 
14, 45 ' 

\ / 1 

\ / / 
'' ' '1 ' ,, ' 
\//' 
'1.1 

24, 25>45 
46, 56 ' 

14, 46 > 16 
15, 56 ' 

Fig. 337. 

25, 56>26 
24, 46 ' 

34, 46 >36 
35, 56 . 

257 

Auch hier gehen durch jeden Drehpol vier Polgerade, was mit Vorteil 
als Kontrolle der Genauigkeit der Konstruktion beniitzt werden kann. 

' ' 1 

1 
1 
1 

1 
1 
:25"" 
1 
1 
1 
1 

"26 

Wittenbauer Dynamik. 
Fig. 338. 
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5. Kurbelantriebfiir Kolbenpumpen von C.P. Holst (Fig. 338). 
Bei diesem Getriebe ist die Kurbel l nicht unmittelbar an den Lenker 
6 angeschlossen, sondern ein Zwischenglied in Form eines Dreiecks 4 
eingeschaltet, dessen dritter Eckpunkt von einem Gegenlenker 3 gefiihrt 
wird. 

Dieses Getriebe entsteht aus der im vorigen Absatz behandelten 
Kette, wenn das Dreieckglied 2 (Fig. 337) festgehalten wird (Grund
glied) und das Glied 5 eine geradlinige Translation in bezug auf dieses 
Grundglied ausfiihrt (Schieber). Dann liegt der Drehpol 25 unendlich 
fern in einer Senkrechten zum Gliede 5. 

Fiir die Konstruktion der acht unbekannten Drehpole kann genau 
das gleiche Schema beniitzt werden, wie es im vorigen Beispiel aufgestellt 
wurde. 

6. Getrie be ei nes Indikators (Fig. 339). Auch dieses Getriebe 
fiihrt auf die in Fig. 337 behandelte sechsgliedrige Kette zuriick. Das 

1 Glied 2 ist das Gehăuse des 
1 Indikators (Dampfdruck-

Fig. 339. 

tritt an die Stelle des Dreiecksgliedes 

zeichners}, das Glied 5 die 
Kolbenstange mit dem 
Kolben, der durch den 
Dampfdruck nach auf
wărts geschoben wird. 
Das Getriebe hat nur den 
Zweck, den bei A ange
brachten Schreibstift mog
lichst genau in einer Ge
raden zu fiihren. Die 
Stange 4, welche die drei 
Drehpole 14, 34, 46 starr 
miteinander verbindet, 

4 in Fig. 337. 
Das Glied 5 macht wie im vorigen Beispiel in bezug auf das Grund

glied 2 (Gehăuse des Indikators) eine geradlinige Translationsbewegung; 
es ist also der Drehpol 25 wieder unendlich fern. Die iibrigen, nicht ge
gebenen acht Drehpole sind durch Ziehen von Polgeraden nach dem
selben Schema zu finden, wie es fiir Fig. 337 angegeben wurde. 

171. Die Drehpole in bezug auf die ruhende Ebene. Bisher wurden 
nur die relativen Drehpole der Scheiben gesucht; das sind jene Dreh
pole, die sie in bezug aufeinander besitzen. 

Wir wollen nun die Aufgabe losen, die Drehpole der Scheiben oder 
der Glieder einer kinematischen Kette in bezug auf die ruhende Ebene 
zu suchen. Hierzu dient der Satz: 

Sind von einer zwanglăufigen kinematischen Kette die 
Bewegungsrichtungen dreier ·Punkte gege ben, die ungleichen 
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Gliedern angehoren, so lă13t sich die Bewegungsrichtung 
jedes anderen Punktes der Kette konstruieren. 

Denn der Beweglichkeitsgrad der Kette ist x = 4; da von einer 
Bewegung die Gro13e angenommen werden mu13, so bleiben noch drei 
Annahmen fiir die Richtung der 
Bewegungen. 

Die Bewegungsrichtung jedes 
Punktes lă13t sich aber angeben, 
wenn man die Drehpole der Glieder 
gegen die feste Ebene (die wir 
wieder mit null bezeichnen wollen) 
kennt. / 

Fig. 340 zeigt das bereits friiher 
behandelte Gclenkviereck A, B, C, 
D; von den drei ersten Punkten 
seien die Bewegungsrichtungen 
gegen die feste Ebene gegeben; 
man soli die Bewegungsrichtung 
von D suchen. 

Fig. 340. 

Da die Punkte A und B dem Gliede 1 angehoren, liegt der Dreh

pol 0 10 im Schnitte der Normalen, die in A und B auf ihre Bewegungen 

errichtet werden. Ebenso findet man 0 20 aus den Punkten B und C. 
Nachdem man noch die Drehpole 0 13 und 0 24 wie in Fig. 332 gefunden 
hat, verbindet man 0 20 mit C und 0 10 mit 0 13 ; im Schnitte dieser Ge

raden liegt 0 30• Ebenso findet man im Schnitte von 0 10 A mit 0 200 24 

den Drehpol 0 40• Die Punkte 0 30, D und 0 40 miissen auf einer Geraden 

liegen, da sie die relativen Drehpole der Ebenen O, 3, 4 sind. Die gesuchte 
Bewegungsrichtung von D ist dann senkrecht zu dieser Polgeraden. 

In Fig. 341 ist abermals ein Gelenkviereck gegeben; die Punkte 

A, B, C, D liegen aber nicht mehr in den Gelenken, sondern sind durch 
steife Arme mit den Stangen l, 2, 3, 4 verbunden. Von den Punkten 

A, B, C sind die Bewegungsrichtungen gegeben; man errnittle die Be

wegungsrichtung des Punktes D. 
Zunăchst errichte rnan in A, B, C die Norrnalen nv n 2, n3• Nirnrnt 

man den Drehpol 0 10 vorlăufig in einem beliebigen Punkt a von n1 an 

und zieht durch 0 13 und a eine Gerade, die n3 in c trifft, verbindet a 
mit 0 12, c mit 0 23 , so schneiden sich diese Verbindungslinien in einem 

Punkte der Geraden g. Die Punkte a auf n1 und die Punkte c auf n 3 

bilden nămlich perspektivische Punktreihen, die von Ow bzw. 0 23 in 
perspektivischen · Strahlenbiischeln projiziert werden, die den Strahl 

0 130 120 23 entsprechend gemein haben; der Schnitt dieser Biischel ist 
die Gerade g. Um zweckmă13ig Punkte dieser Geraden zu erhalten, 

nehme rnan a1 im unendlich fernen Punkte von n1 an; zieht man also 

0 13 c1 il n1, 0 12 1 !1 n1 und verbindet c1 auf n3 mit 0 23 , so wird 0 12 / im 
Punkte I getroffen, der auf g liegt. Einen zweiten Punkt !Jder Geraden,g 

17* 
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findet man, wenn man den Punkt c2 in den unendlich fernen Punkt 
von n3 verlegt; dann zieht man 0 13 a2 ll n3, 0 23II Il n3 und verbindet a 2 

mit 0 12 bis zum Schnitte II mit 0 23II. Ein dritter Punkt III der Ge
raden g ist der Schnitt von n1 mit n3• Die Gerade g schneidet n2 im 
Drehpol 0 20 ; sodann gibt die Gerade 0 200 12 im Schnitte mit n1 den Dreh
pol 0 10, und die Gerade 0 200 23 im Schnitte mit n3 den Drehpol 0 30• 

Endlich schneiden sich die Verbindungslinien 0 100 14 und 0 300 34 im 

Drehpol 0 40, wodurch die Normale n4 des Punktes D und dessen Be
wegungsrichtung bestimmt ist. 

Als Kontrolle kann dienen, daB die Punkte 0 24, 0 20 und 0 40, sowie 
0 13, 0 10 und 0 30 je auf einer Geraden liegen miissen. 

In Fig. 342 wurde die bereits in Fig. 337 erwahnte sechsgliedrige 
Kette nochmals gezeichnet und angenommen, daB von den Punkten 
A, B, O, die den Gliedern l, 2, 3 angehoren, die Bewegungsrichtungen 
gegeben seien. Es .sollen die Drehpole 0 10, 0 20, 0 30 dieser Glieder in bezug 
auf die ruhende Ebene null gesucht werden. 
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Zunăchst wurden die Drehpole 0 12, 0 13, 0 23, wie schon in Beispiel 4 
gezeigt wurde, nach dem Schema gesucht: 
14, 24 24, 25 45, 35 24 34 12 23 
15, 25 > 12• 14, 15 > 45' 46, 36 > 34• 25: 35 > 23• 15: 35 > 13· 

Sodann wurde mit diesen drei Drehpolen und den Punkten A, B, C 
die in Fig. 341 geschilderte Konstruktion der Drehpole 0 10, 0 20, 0 30 

durchgefiihrt. Da die Bezeichnungen dieselben sind wie dort, sei auf 

.3'1(-'~~ ----h"-~~80'i\ 
',,_ 

'16',..;;~-// 
~ ... -......... -. -·. 

.... -·· 

J6 

Fig. 342. 

die bercits gegehcnc Erklărung verwiesen. Die noch iibrigen Drehpole 0 411, 

0 50 , 0 60 gegen die feste Ebene wurden nicht mehr gezeichnet; sie konnen 
durch einfaches Ziehen der Polgeraden gefunden werden. 

Sind aher sămtliche Drehpole in bczug auf die ruhende Ebene be
kannt, so kennt man auch die Bewegungsrichtung jedes Punktes der Kette. 

172. Aufgaben. 
77. Man ermittle die relativen Drehpole der in Fig. 293 dargestellten 

zwanglăufigen Kette. (Sie wurde sowohl von L. Burmester 
als auch von T. Rittershaus im Civil-Ingenieur 1880 auf ihre 
Drehpole untersucht.) 

78-85. Man ermittie die relativen Drehpole der in den Fig. 274, 
297, 298, 300, 310, 313, 314, 315 dargestellten Ketten. 



XVII. Der Geschwindigkeitszustand der 
kinematischen Kette. 

173. Stellung der A uîgabe. In der soe ben behandelten Re la tiv bewegung 
mehrerer Systeme in bezug aufeinander oder in bezug auf die festbleibende 
Ebene handelte es sich nur um die Feststellung der Bewegungs- R i c h tu ng 
bestimmter Punkte. 

Es soll nun die Untersuchung dahin ausgedehnt werden, daB nicht 
nur die Richtung, sondern auch die GroBe der Bewegung in einer be
stimmten Zeit, also die Geschwindigkeiten der Punkte aufgesucht 'verden. 

Dies erfordert die Annahme der Geschwindigkeiten bestimmter Punkte, 
um aus ihnen die Geschwindigkeiten der iibrigen Punkte ableiten zu 
konnen; von wieviel Punkten die Geschwindigkeit angenommen werden 
darf, entscheidet der Beweglichkeitsgrad (vgl. 160). 

Es soll zuerst der Geschwindigkeitszustand yon freien Ketten, 
sodann jener von Getrieben, besprochen werden; zum Schlusse soll 
der Zustand von Ketten behandelt werden, die krummlinige oder 
geradlinige bewegliche Fiihrungen (Kulissen) besitzen. 

Man kann bei Bestimmung der Geschwindigkeiten einen zweifachen 
Weg einschlagen, wodurch die Moglichkeit zur Probe der Richtigkeit 
und Genauigkeit der Zeichnung geboten wird. Diese beiden Arten der 
Losung sind: 

a) Beniitzung der Drehpole und der gedrehten Geschwindigkeiten 
(siehe vorigen Abschnitt); 

b) Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes, wie er in den Abschnitten 
II, VI und VIII fiir starre Systeme zur Darstellung kam. 

Die erste dieser Methoden stammt von L. Burmester und wurde 
in dessen "Kinematik" eingehend erortert und vielfach angewendet. 

Die zweite Methode verdankt man O. Mohr (siehe 186, Literatur, 
am Schlusse dieses Abschnittes). 

Wir wollen beide Methoden, solange es tunlich i;;t, nebeneinander 
behandeln. 

A. Freie kinematische Ketten. 
174. Grundaufgabe. Die Kette besteht aus zwei Gliedern l und 2, 

die in C gelenkig verbunden sind (Fig. 343). Die Kette ist offen, ihr 
Beweglichkeitsgrad ist nach Gleichung 113: x = 4; es ki.innen also z. B. 
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vA und v B nach Gro.B~ und Richtung angenommen \Verden. Es ist die 
Geschwindigkeit v0 zu ermitteln. 

a) Mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten: Man dreht 
die Geschwindigkeiten vA und 
v B um 90° im gleichen Sinne 
nach A a und B b ; sodann 
zieht man ac 11 AC, bc 11 BO; 
im Schnitte dieser Parallelen 
erhălt man den Endpunkt c 
der gedrehten Geschwindig- A 
keit O c, die sodann noch um 
90° im Gegensinn von friiher 
zu verdrehen ist. 

b) Mit Geschwindig
keitsplan: In Fig. 343a 
Wird oa-vA, ob VB ge

Fig. 343a. 

macht, sodann ac _LAC, bc .L BO gezogen; der Schnittpunkt c ist 
der gesuchte Geschwindigkeitspunkt; es ist oc- v0 . 

175. Das Gelenkviereck. Diese einfache Kette (Fig. 344) hat den 
Beweglichkeitsgrad x = 4. Man kann also z. B. die Geschwindigkeit 
vA des einen Gelenkes A nach Gro.Be und Richtung, von zwei anderen 
Gelenken B und O die Bewegungsrichtungen annehmen. Dann kann 

b 

VR 

Fig. 344. Fig. 344a. 

die Geschwindigkeit Vn des vierten Gelenkes D in folgender Weise be
stirnmt werden (Fig. 344a): Man mache im Gesch"'indigkeitsplan o a vA 

und ziehe ob und oc parallel zu den gegebenen Bewegungsrichtungen 
von B und G; ferner ab.LAB bis zum Schnittpunkt b, bc.LBO bis 
zum Schnittpunkt c, endlich ad .L AD, cd .LOD; der Schnitt dieser 
beiden Senkrechten ist d und od '-c' Vn. 

In Fig. 345 wurde angenommen, daB ein Glied BOE des Gelenk
vierecks Dreiecksgestalt habe und daB die Geschwindigkeiten vA und vE 

gegeben sind. Um dann die Geschwindigkeiten der Punkte B, O und D 
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zufinden, wurde im Geschwindigkeitsplan (Fig. 345a) oa VA, oe =Vs 
gemacht, sodann ab -LA B, eb .LE B gezogen, wodurch im Schnitte b 
der Geschwindigkeitspunkt von B bestimmt ist. 

Nach dem Ăhnlichkeitssatze (vgl. 12), welcher aussagt, daB der Ge
schwindigkeitsplan eines starren Systems eine diesem ăhnliche und 

d 
c 

a 

D 
Fig. 345. Fig. 345a. 

ăhnlich liegende Figur ist, wird beccr; BEC sein; aus bc .L. BC, ee ..L EC 
erhălt man im Schnitte c den Geschwindigkeitspunkt von C und endlich 
aus ad ...L AD, cd ...L CD den Punkt d. 

Verbindet man nun o mit b, c, d, so hat man die GroBen und Rich
tungen der drei gesuchten Geschwindigkeiten. 

In Fig. 346 wurden die Geschwindigkeiten vA und v 0 angenommen 
und daraus wie oben die Geschwindigkeitspunkte b, d, e im Geschwindig
keitsplan (Fig. 346a) bestimmt. LăBt man vA unverăndert und ver-

Fig. 346. Fig. 346a. 

ăndert v0 derart, daB sich der Punkt c auf einer beliebigen Geraden c 
nach c', c", .... bewegt, so findet man die entsprechenden Geschwindig
keitspunkte b', b", .... , d', d", .... , e', e", .... in derselben Weise wie 
oben. Diese Punktreihen sind alle einander ăhnlich. Dberdies gehen die 
Punktreihen bb' b" .... , ce' c" .... , ee' e" .... durch denselben Punkt s. 

Hieraus ergibt sich der Satz: 
Wird ein Punkt (a) des Geschwindigkeitsplanes einer 

zwanglăufigen Kette festgehalten und beschreibt ein anderer 
Punkt (c) eine gerade Punktreihe, so beschreiben alle anderen 
Punkte des Planes ăhnliche Punktreihen. 
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Dieser Satz, der hier nur fiir ein Gelenkviereck bewiesen wurde, 
kann fiir jede andere zwanglăufige Kette ausgesprochen werden. 

Die Punktreihen, die zu einer starren Scheibe (BCE) gehOren, gehen 
durch einen Punkt. 

In Fig. 347 wurde die friihere Aufgabe dahin erweitert, daB die 
Glieder 2, 3 und 4 des Gelenkvierecks als Dreiecke ausgebildet wurden; 

von deren Eckpunkten B und C seien die Geschwindigkeiten v B und v0 

030 
~~::-~ 

!'\~:,-:':<o;~---,, 
:'<'n ,-_ Ve 
< E~ 3 

lr,: 
/\. \''--~ 

n,: " : 3. 
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nach Gri:iBe und Richtung gegeben; es soll die Geschwindigkeit vD des 
dritten Eckpunktes D konstruiert werden. 

a) Mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten. Die Ge

schwindigkeiten vB und v 0 wurden um 90° nach Bb bzw. Ce gedreht. 

Sodann ziehe man of 11 BF und cf 11 CF, dann ist Ţ der Schnittpunkt 
dieser Parallelen und F f die gedrehte Geschwindigkeit von F. Denn 

F gehi:irt dem Gliede 2 wie auch dem Gliede 3 an (vgl. Fig. 343). Dann 
ist aber Ff die Normale n der Bahn von Fund sie enthălt die Drehpole 

0 20 und 0 30 der Glieder 2 und 3 in bezug auf die ruhende Ebene. Die 
Normalen n 2 von B und n3 von C schneiden dann auf n diese Drehpole 

ein. Im Schnitte von 0 20 0 12 mit 0 300 13 erhălt man den Drehpol 0 10 

und im Schnitte von 0 100 14 mit 0 300 34 den Drehpol 0 40 , der iibrigens 
auch auf 0 240 20 liegen muB. Verbindet man 0 40 mit D, so erhălt man 

die Normale n4 dieses Punktes; zieht man dann co34 1! 0034 bis zum 

Schnitte o34 mit 0 300 40 und o34 b 11 0 34D bis zum Schnitte b mit n4 (vgl. 
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(Fig. 343), so ist Db die gedrehte Geschwindigkeit von D. Oder auch: 
man ziehe f e 11 F E bis zum Schnitte mit 0 100 20, sodann e lj 11 E H bis zum 
Schnitte mit 0 100 40, und endlich lj b 11 H D; dann schneidet diese Gerade 

k die Normale n4 ebenfalls in b. Damit 
ist aher nach einer Riickdrehung von 
Db die Geschwindigkeit Vn bekannt. 

b)MitHilfe des Gesch windigkeits
planes. In Fig. 347a wurden ob _ vB, 
oc= va gemacht und sodann folgende 
Linien gezeichnet: bf..L BF, cf..L OF, 
be..LBE, fe..LFE, cg..LOG, fg..LFG, 
eh..LEH, gh..LGH, gd..LGD, hd..LH D. 

e Damit ist der Geschwindigkeitspunkt d 
' gefunden und es ist o d = v D· 
)o' 

In der vorigen Aufgabe waren die Ge-
schwindigkeiten zweier Punkte B und O 
des Gelenkvierecks gegeben, die zwei 

0 benachbarten, durch ein Gelenk F 
Fig. 347 a. verbundenen Gliedern 2 und 3 ange

horten. 
In dem Gelenkviereck, das Fig. 348 zeigt, sind die Geschwindigkeiten 

vA und Va zweier Punkte A und O gegeben, die zwei gegeniiber liegenden 
Gliedern l und 3 angehoren, die also nicht durch ein Gelenk verbunden 

c 

1 
1 

1 
1 

1 1 \/ __ ;---
..__~ 1 

013 / 
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/ 

Fig. 348. 
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sind. Man soll daraus die Geschwindigkeiten der vier Gelenke E, F, 
G, H konstruieren. 

a) Mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten. Zunăchst 

werden wieder vA und va um 90° nach A a bzw. Ce gedreht, sodann, da 
der Drehpol 0 13 sowohl dem Gliede 1, wie auch 3 angehOrt, ao13 ll A013, 

co13 1~ 0013 gezogen und in o13 zum Schnitt 
gebracht. Dann ist 0 13 o13 die Normale von 
0 13 ; sie wird von n1 in 010> von n3 in 0 30 ge
troffen. Zieht man noch cŢ 11 CF, cg 11 CG, so 
sind F Ţ und G g die gedrehten Geschwindig
keiten von F und G. Und ebenso werden 
die gedrehten Geschwindigkeiten Ee und Hf) 
van E und H gefunden. Die Zuriickdrehung 
der gedrehten Geschwindigkeiten um 90° 
wurde in der Abbildung nicht durchgefiihrt. 

b) Mit Hilfe des Gcschwindigkeits
planes. In Fig. 348a wurde oa '-~VA, 
o c --=va gemacht, sodann durch a die Ge
raden e ...LA E und f) ...LA H, durch c die 
Geraden Ţ ...L CF, g ...L CG gezogen; auf 

1 \ 1 lg' 
.:._ 1 \ 
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Fig. 348a. 

diesen vier Geraden miissen die gesuchten Geschwindigkeitspunkte 
f und g liegen. 

e, h, 

Nimmt man auf g den Punkt g' beliebig an, zieht g' f' ...L GF bis 
f' auf Ţ, f' e' ...L F E bis e' auf e, e' h' ...L EH bis h' auf f), h' I ...L HG bis 
I auf f' g' und fiihrt dieselbe Konstruktion fiir beliebig viele Punkte 
g' der Geraden g durch, so sind die Punktreihen g', j', e', h' einander 
ăhnlich; legt man demnach durch die Punkte der Reihe g' die Parallel
strahlen g' f' und durch die Punkte der Reihe h' die Parallel
strahlen h' I, so entstehen zwei ăhnliche Parallelstrahlenbiischel, deren 
Schnitt eine gerade Punktreihe ist. I ist bereits ein Punkt dieses Schnittes; 
einen zweiten findet man, wenn man g' in c annimmt (g0 ); dann fălit 
auch / 0 mit c zusammen und es geniigt, die Linien f0 e0 ...L F E bis e, 
e0 h0 ...LEH bis f), h0 Il .l...HG zu ziehen und h0 Il mit g0 II ...LGF zum 
Schnitt II zu bringen. Dann ist III der Schnitt der beiden Parallel
biischel; wo er die Geradc g trifft, liegt der richtige Geschwindigkeits
punkt g, aus dem dann die anderen Punkte /, e, h durch Ziehen von 
Parallelen gefunden werden konnen. Die gesuchten Geschwindigkeiten 

sind dann VE= O e, Vp-::: O j, Va= og, VH = oh; sie wurden nicht 
gezeichnet. 

Fig. 349 zeigt noch eincn allgemeinen Fall des Gelenkvierecks, dessen 
Glieder alle Dreiecksgestalt haben. Von den Eckpunkten A, B, C sind 
die Bewegungsrichtungen gegeben, von A iiberdies die GroBe der Ge
schwindigkeit vA; es ist Vn zu bestimmen. 
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Man mache im Geschwindigkeitsplan (Fig. 349a) o a= V A und ziehe 
wieder e _L AE. Aui e wird ein beliebiger Punkt e1 angenommen, e1 b1 ..L 
E B gezogen bis zum Schnitte b1 mit der Parallelen ob1 zur Bewegungs
richtung von B. Die Geraden bd1 ...L BF, e1 / 1 ...L EF schneiden sich 
dann in /1 und /1 c1 _L FC schneidet die Parallele oc1 zur Bewegungs-

vo ...------- D 

Fig. 349. 

richtung von C in c1. Nun gibt c1g1 ..L CG und f1g1 ..LFG den Schnitt
punkt g1. 

Wăhlt man auf der Geraden e einen zweiten Punkt e2, so erhălt man 
in gleicher Weise der Reihc nach die Punkte b2 , / 2 , c2 und g2 ; die Punkte 
g1 g2 •••• , / 1 / 2 •••• , e1 e2 •••• erfiillen ăhnliche Punktreihen. 

Geht man jetzt von A aus, statt nach E BFCG nach HG, und zieht 
ah1 J_ AH, e1 h1 ..L EH, so erhălt man den Schnittpunkt h1 und ebcnso 
aus e2 den Punkt h2 ; auch die Punktreihe h1 h2 • • • • ist den friiheren 
ăhnlich. Zieht man hd/ und h2g2' senkrecht zu HG bis zum Schnitte 
mit der Punktreihe g1g2 •••• , so erhălt man die Punktreihe g1' g2' •••• , 

die ebenfalls zu g1 g2 •••• ăhnlich ist. Um den sich selbst entsprechenden 
Punkt g dieser beiden ăhnlichen Punktreihen zu finden, ziehe man durch 
g2 und g2' zwei beliebige Parallele, trage auf ihnen die Stiicke g1 g2 bzw. 
g/ g2' auf und verbinde die Endpunkte; der Schnitt dieser Verbindungs-



Der Geschwindigkeitszustand der kinematischen Kette. 269 

linie mit dem Trăger der Punktreihen g1 g2 •••• und g/ g2' ist der sich 
selbst entsprechende Punkt g. Von hier ausgehend konnen nun die iibrigen 
Geschwindigkeitspunkte h, f usf. durch einfaches Ziehen von Parallelen 
gefunden werden. 

SchlieBlich zieht man gd .L G D, hd .L H D, wodurch auch der Ge· 
schwindigkeitspunkt d und somit od = vn gefunden ist. 

e 

~, 
l\ 
1' 1 \ 
1 \ 
1 ' 
1 
1 
1 

Fig. 349a. 

1 
1 
1 
1 

176. Regelo fiir die Konstruktion der Geschwiodigkeitsplăne. Aus 
den soeben behandelten Geschwindigkeitsplănen des freibeweglichen 
Gelenkvierecks ergeben sich einige Eigenschaften, die fiir alle zwang
lăufigen kinematischen Ketten Giiltigkeit besitzen. 

Wăhlt man in Fig. 347a statt o einen anderen Geschwindigkeitsnull
punkt o', so daB die gegebenen Geschwindigkeiten vB- o'b, v0 = o'c 
sind, so bleibt der Geschwindigkeitsplan vollkommen unverăndert. 

Ein und derselbe Plan entspricht also unendlich vielen Geschwindigkeits
zustănden der kinematischen Kette. 

Aus den Fig. 347, 3-;1,8 entnimmt man ferner folgende:il. Satz: 
Sind in einer freien, zwanglăufigen kinematischen Kette 

die Geschwindigkeiten zweier Punkte bekannt, die ver
schiedenen Gliedern angehoren, so kann die Gesch windigkeit 
jedes anderen Punktes der Kette bestimmt werden_ 
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Sind die Geschwindigkeiten zweier Gelenke einer kinematischen 
Kette gegeben, die nicht demselben Gliede angehoren, so lăBt sich der 
Geschwindigkeitsplan unmittelbar und ohne Beniitzung ăhnlicher Punkt
reihen zeichnen, wenn man von jedem Gelenk zu jedem anderen gelangen 
kann, ohne mehr als ein drittes Gelenk zu iiberschreiten. 

In der sechsgliedrigen Kette Fig. 350 gelangt man von A nach E 
auf dem Wege iiber G; es wird also nur ein Gelenk iiberschritten. Um 
von B nach D zu gelangen, ist nur C zu iiberschreiten. Dies gilt fiir alle 

D 

Fig. 350. 

Gelenke der Kette. Man wird 
also den Geschwindigkeitsplan un
mittelbar zeichnen konnen. 

o 

Fig. 350a. 

Gegeben seien vA und vE. In Fig. 350a wurden diese Gcschwindig
keiten von o aus aufgetragen und sodann folgende Linien gezogen: 

ag ..L AG, eg ..l.. EG g, 
ef..l....EF, gf..LGF .... /, 

ab ..LA B, fb ..L F B .... b, 
bc..LBC, ac..LAC .... c, 
cd..LCD, ed..l....ED .... d. 

Damit sind die Geschwindigkeitspunkte g, f, b, c, d gcfunden; ihre 
nicht gezeichneten Verbindungsstrecken mit o sind die Geschwindig

G 

Fig. 351. 

keiten der Gelenke G, F, 
B, C, D. 

In der ebenfalls sechs
gliedrigen Kette Fig. 351 
muB man, um von A nach 
B zu gelangen, C und G 
oder E und F iiberschreiten; 
dann ist eine unmittelbare 
Konstruktion des Geschwin
digkeitsplanes (Fig. 351 a) 
nicht moglich. 
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Es seien vA und v B gegeben; sie wurden von o aus aufgetragen und 
sodann durch den Geschwindigkeitspunkt a die Geraden c ..LA O und 
e ..L AE, durch b die Geraden f ..L BF und g ..L BG gezogen. 

Nimmt man auf c den Punkt e1 beliebig an, zieht sodann e1 g1 ..LOG 
bis g, e1 d1 ..LOD, g1 d1 ..L G D, so schneiden sich diese beiden Senkrechten 
in d1 ; fiir andere Punkte auf c die gleiche Konstruktion durchgefiihrt, 
werden die Punkte d1 auf der Geraden d1 s1 liegen, wobei s1 der Schnitt
punkt von c und g ist; auf dieser Geraden d1s1 wird der richtige Ge
schwindigkeitspunkt d liegen. 

Wăhlt man sodann auf e einen be- B 
liebigen Pl!nkt e2, zieht e2 / 2 ..L EF 
bis f, ferner e2 d2 J...ED, /2d2 ..L F D, 
so erhălt man den Schnittpunkt d2 ; 

verbindet man ihn mit dem Schnitte 
s2 von e und f, so erhălt man eine 
zweite Gerade d2s2, auf der d liegen 
muB. Damit ist d bestimmt und die 
iibrigen Geschwindigkeitspunkte e, e, 
f, g konnen durch einfaches Ziehen 
von Parallelen gefunden werden. H 

177. Gesehwindigkeitsplan einer 
aehtgliedrigen Kette. In der in Fig. 
352 dargestellten zwanglăufigen Kette Fig. 352. 

o 
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sind die Geschwindigkeiten vA und vB gegeben; um von A nach B zu 
gelangen, muB man mindestens zwei Gelenke iiberschreiten (entweder H 
und J oder O und D); eine unmittelbare Zeichnung des Geschwindig
keitsplanes ist also nicht durchfiihrbar. 

In Fig. 352a wurde zunachst o a_ vA, ob = vB gemacht und sodann 
die Geraden c.l..AO, '(J..LAH, g.l..AG durch a, b.!.. BD, i..!.. BJ, 
l .!.. B K durch b gezogen. 

g 

Fig. 352a. 

Hierauf wurde auf 1) der Punkt h1 beliebig gewahlt und folgende 
Senkrechten gezogen: h1 g1 ..!.. H G bis g, h1 i 1 ..L H J bis i, i 1 k1 ..L J K 
bis f; nun ergeben sich folgende Punkte: 

gJi1 ..1. GF, kJi1 ..1. KF /1, 

g1 e1 .!.. G E, /1 e1 ..!.. F E ev 
e1 e1 ..!.. EO bis c e1, 

e1 d1 .l.. OD, e1 d1 ..L ED d1• 

NuJ.ţ,,wurde auf 1) ein zweiter beliebiger Punkt h2 gewahlt und in der
selbenWeise die Punkte g2, i 2, k2, / 2 , e2, e2, d2 konstruiert. Die Verbindungs
linie d1 d2 muB den richtigen Geschwindigkeitspunkt d enthalten, da alle 
Geschwindigkeitspunkte ahnliche Punktreihen beschreiben; dieser Punkt 
d Iiegt dann im Schnitte von d1 d2 mit b. 
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Aus d konnen dann die richtigen Geschwindigkeitspunkte c auf c, 
e auf e1 e2, f auf /d2 usf. durch Ziehen von Parallelen ermittelt werden. 

178. Offene kinematische Ketten. In der Kette Fig. 353 sind vier 
Glieder gelenkig aneinander geschlossen; der Beweglichkeitsgrad ist 
x = 6. Es konnen also gewăhlt 
werden: vA und v n nach GroBe 
und Richtung , von B und C 
iiberdies noch die Bewegungs
richtungen. 

Um den Geschwindigkeits- [#-~~""'..,...~ 
plan (Fig. 353a) zu zeichnen, G 
wurdeoa == vA,od=cVn gemacht 
und iiberdies durch o die Paral
lelen 6 und c zu den Bewegungs
richtungen von B und C gezogen. 
Durch den beliebig auf 6 ge
wăhlten Punkt b1 wurde sodann 
b1 e1 ..!.. BE bis ae1 ..L AE gezo
gen,fernerbtf1..L BF, etf1 ..LEF. 

Verbindet man den Punkt /1 Fig. 353. 
mit dem Schnittpunkt 81 von ae1 

mit 6, so wird /1 81 die zu b1 •••• ăhnliche Punktreihe /1 .... enthalten 
und somit auch den richtigen Geschwindigkeitspunkt f. Dieselbe Kon
struktion fiihrt man mit dem auf c willkiirlich gewăhlten Punkt c2 

o 

Fig. 353a. 

aus. Man erhălt die Punkte g2 und /2 und die Gerade /282, welche die 
friiher gefundene Gerade f1 81 im richtigen Geschwindigkeitspunkt f 
trifft. Die iibrigen Punkte b, c, e, g werden dann durch einfaches 
Ziehen von Parallelen gewonnen. 

Die kinematische Kette in Fig. 354 besteht aus einem starren Dreieck 
DEL, an dessen Ecken drei Glieder AD, BE, OL gelenkig angeschlossen 

Wittenbauer, Dynamik. 18 
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sind. Hier ist also n = 4, n = O und der Beweglichkeitsgrad 
x = n - 2n + 2 = 6. Man kann demnach sechs Bestimmungsstiicke der 
Bewegung willkiirlich wăhlen. Gewăhlt wmdEil die Geschwindigkeiten 
vA, v B' v0 der Gro13e und Richtung nach; zu crmitteln sind die Ge
schwindigkeiten vD, Vp;, vv 

v!l 

Fig. 354. 

a) Mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten. Man zeichnet 
die drei gedrehten Geschwindigkeiten A a, B lJ, C c und zieht die Geraden 
ab 11 AD, l.Je 11 EE, cii' CL. Auf der erstcn nimmt man den Punkt b1 

beliebig an, zieht sodann b1e1 11 DE bis zum Schnitte e1 mit lJ e, ferner 
b1 11 1! DL, und e1 ft ii EL, welche Parallelen sichin 11 schneiden. Wiirde man 
statt b1 einen anderen Punkt b2 auf a b wăhlen, so erhielte man Punkte e 2 und 
12 in gleicher Weise wie friiher e1 und 11 ; die Punktreihen b1 b2 •••• , e1 e2 •••• , 

11 12 •••• sind ăhnlich und schneiden sich in einem Punkte iJ; man erhălt 
also den Trăger der Punktreihe 1112 •••• , indem man 11 mit dem Schnitt-
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punkt 5 von a b und b c verhindet. Da aher 1 auch auf ci liegen muB, 
so findet man den Punkt 1 im Schnitte von 11 5 mit c L Aus 1 konnen dann 
die Punkte b und c dnrch Ziehen von Parallelen ermittelt werden. Db, 
E c und L 1 Hind aher die gedrehten Geschwindigkeiten der Punkte D, E, L. 

h) Mit Geschwindigkeitsplan (Fig. 354a). Man zeichne oa cec VA, 

o b Vn, o c- -Ve, ferner die Geraden ad ..L AD, be ..L EE, cl..L CL. 
A nf der ersten ni mmt man den Punkt d1 beliehig an, zieht d1 e1 _!_ DE 
bit-~ Zlllll SdmittP e1 mit b e, ferner d1 l1 ..L D L, e1 l1 ..LE L, welche Senk
reehten sieh in l1 treffen. Dic zustHilnH'nW'horenden Punkte dv e1, l1 

' 
' 

' ' 

,/ 

/ ,..~ 

/ 
' 

1~~-------------------- ·---- ----------- .. -:/dt 
1 

Fig. 354[1. 

' ' ' ' 
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' / 
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1 
' ' ' ' ' / 

' ' 1 
1 
' ' 

' ' ! 
' 1 

1 

bilden iihnliche Pnnktreihen, dic t-~ich in 8 schnciden; man findet dem
nach elen Triiger cler Punktrcihe lv indem man l1 mit dem Schnittpunkt 8 

von ad und be verbindet. Da der richtige Geschwindigkeitspunkt l 
aher auf clliegen muB, so ist er gegeben durch den Schnitt von l1 8 mit el. 

Sobald man l kennt, sind die Geschwindigkeitspunkte d und e durch 
Ziehcn von Parallelen leicht zu ermitteln. Die Geschwindigkeitsfigur 
abcdel entspricht cler gegebenen Kette A BCDEL. Damit sind die 

Geschwindigkeiten Vn = od, VE= oe, VL =:== ol gefunden. 
Als Kontrolle kanndienen, daB od ..L Db, oe..LEe, ol..LL1 seinmuB. 

179. Geschwindigkeitsplan einer zehngliedrigen, nicht zwanglăufigen 
1\ette. In der Kette Fig. 355 ist die Anzahl der Glieder n = 10, die 

18* 
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Anzahl der verănderlichen Polygone n = 3, somit der Beweglichkeitsgrad 

x = n ~ 2n + 2 = 6; 
es wurden von drei Punkten A, B, C die Ges~hv1 indigkeiten nach Gro13e 
und Richtung angcnommen. 

Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 355a) wurden die Geschwindigkeiten 
o a vA> o b _ v B> o c =--=Ve von o aus aufgetragen und sodann die 
Gcraden gczogen: 

b ...L AD, c ...L AE, m ...LAM durch a, 
ţ...L BF, g..!.... BG, 1...L BL durch b, 
f ...L CK, f) ....L CH, i ...L CJ durch c. 

Sodann wurde auf b ein beliebiger Punkt d1 angenommen, d1 i 1 .L DJ 
bis i gezogen, ferner d1 e1 ...L DE bis e, ed1 ...L E F bis l, f â 1 ...L F G bis g, 

11 endlich g1 h1 ...L G H und 
i 1 h1 ...L J H gezeichnet, 
in deren Schnitt sich 
der Punkt h1 ergibt. 

Wăhlt man auf b 
einenzweiten beliebigen 
Punkt d2 und fiihrt die
selben Konstruktionen 
wie mit d1 durch, so 
erhălt man den Punkt 
h2 ; die Punktreihe h1 h2 

trifft die Gerade f] im 
richtigen Geschwindig
keitspunkte h, woraus 
die Punkte i, d, e, f, 
g durch blo13es Ziehen 

Fig. 355. von Parallelen sich er
geben. 

Nun nimmt man auf m den Punkt m1 beliebig an, zieht m1 l1 ...L M L 
bis zur Geraden I, ferner m1 k1 ...L M K, l1 k1 ...L LK, so erhălt man den 
Punkt k1 ; aus einem zweiten Punkt m2 wird in gleicher Weise k2 ab
geleitet. Die Punktreihe k1 k2 schneidet die Gerade f im richtigen Ge
schwindigkeitspunkt k, woraus noch m und l unmittelbar zu entnehmcn 
sind. 

B. Getriebe. 
180. Das Kurbelgetriebe. Das in Fig. 356 gezeichnete Getriebe geht 

aus dem Gelenkviereck ~C D >8 hervor, wenn das Glied ~ >8 (Grund
glied, Fundament) festgehalten wird. Die Glicder 1 und 2 sind zu Drei
ecken ~AC und f/3BD ausgebildet; die G2schwindigkeit vA ist gegeben; 
es ist v B zu ermitteln. 

a) Mit Bcniitzung der gedrehten Geschwindigkeiten (vgl. 
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auch Fig. 104). Man drehe vA um 90° nach A a, z. B. gegen die Uhrzeiger
bewegung, ziehe ac 11 AC, cb 11 OD, bli 11 DB; dann sind Oc, 156, BfJ 
die gedrehten Geschwindigkeiten von O, D und B. Dreht man sodann 
Bli um 90°, im Sirme der Uhrzeigerbewegung, so erhălt man die gesuchte 
Geschwindigkeit v B· 

Soll man z. B. die Geschwindigkeit v23 des Punldes B in bezug auf 
das Glied 3 bestimmen, so denke man sich mit dem Punkt B, der dem 

d 

Fig. 355a. 

Gliede 2 angehort, einen Punkt B' des Gliedes 3 zusammenfallen. Das 
Glied 3 dreht sich augenblicklich um den Drehpol 0 30, den man im 
Schnitte von 1!(0 mit IJJD erhălt. Da auch D ein Punkt des Gliedes 3 
ist, so braucht man nur b li bis zum Schnitte li' mit B' 0 30 zu verlăngern; 
dann ist B li' die gedrehte Geschwindigkeit von B', die um 90° gedreht, 
im Sinne des Uhrzeigers v30, gegen den Uhrzeiger v03 ergibt. Nun ist die 
gesuchte relative Geschwindigkeit des Punktes B in bezug auf das Glied 3: 

V2a -- V2o + Voa> 

worin v20 identisch ist mit der friiher gefundenen Geschwindigkeit v B; 
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als Probe kann geltcn, daf3 ::;ieh v23 ..L H /) ergebcn muf3, tht die relative 
BewPgung des Gliedes 2 gegen 3 eine Drehung um D i::;t. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. In :Fig. 356a 
wurde 0a =vA in doppeltem Maf3stab gemacht, sodann folgende Linien 
gezogen: oc..L ll!C, ac..L AC, od..L 'i)D, cd ..L C D, db ..L D B, ob ..L ~ H. 
Dann ist o b - v B· 

Um die relative Gesehwindigkeit v 23 von H in bczug auf dm; Glied 3 
zu findcn, ziehe man cb' ..L C B' biH zum ~ehnittc b' mit bd, dann iHt 
b' der Geschwindigkeitspunkt v011 B'. Denn C D B' ist cin t~tarrcs Drcicck, 
also cdb' (/) C D B' 

' 1 
1 

1 

030 
t, 

,', 
', ", 

' ' 

3 

.Fig. 356. 

b 
1' 

1 ' 

/ \ 

' 

o 

o-
Fi~. :l56a. 

und B bewegt sieh gegen B' in oiner Hiehtung Hcnkrceht zu B !J. Dann 
ist aber b' b =-:: v23 dio gcsuehto relative Ge::;ehwindigkcit und et~ ist 

V2o ccccc v23 + V3o 

oder 

181. Gcschwindigkcitsplan eincs scchsglicdrig'cn Getriebes. Dm; in 
Fig. 357 gezeichnete Getriebe mit dem Grundgliede O ist als kincmatisehe 
Kette bereits in Fig. 337 behandelt worden; seine Drchpole werclen, "ic 
dort angegeben, bestimmt. Das Getriebe ist zwanglăufig; gegeben ist 
die Geschwindigkeit vA; gesucht wird die Geschwindigkeit v B des 
Punktes B, der durch einen steifen Arm mit dem Glifde 3 verbunden 
ist; ferner die relative Geschwindigkeit v32 deR Pnnktes B in bezng auf 
das GliE.d 2. 

a) Mit Beniitzung cler Drehpole nud dcr gedrehten Ge
schwindigkeiten. Man fiihrt die Aufgabe auf die in 180 geWste zu
riick, indem man aus den Drehpolen ein Kurhclgetriebe zusammenstellt. 
Da nur die Glieder O, 1, 2, 3 in Betracht kommen, wiihlt man das aus 
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den vier Drehpolen 01, 12, 23, 30 bestehende ideelle Getriebe mCDlB; 
da die Drehpole 12 und 23 verănderlich sind, darf dieses Getriebe nur als 
augenblicklich bestehend, und zwar nur wăhrend eines unendlich 
kleinen Zeitteilchens, angesehen werden. Nun erfolgt die Konstruktion 

' ' 
' ' ' 
' ' ' ' 

' ' 
' , 
' ' ' 1 '' '' ' ''' ,, ' 

\'o5 
Jfig. 357. 

von v8 wie beim Kurbelgetriebe; man dreht vA nach Aa, zieht ac 11 AC, 
cb :1 CD, b{J 11 DB und dreht schlieBlich Bb nach v8 . 

Um v32 zu finden, nenne man B' den mit B zusammenfallenden 
Punkt des Gliedes 2, verbinde B' mit t! und bringe 
diese Verbindungslinie zum Schnitte o' mit b o; 
dann ist B'o' die gedrehte Geschwindigkeit von 
B' in bezug auf das Grundglied O. Dreht man 
B' {J' um 90° im gleichen Sinne wie friiher B îJ, 
so erhălt man v20, entgegengesetzt davon v02 ; da 
nun v B die Bedeutung v30 hat, ferner 

~-~+~ o 

ist, so ist v32 aus dem Parallelogramm der Ge
schwindigkeiten v 8 nud v02 zu hestimmen. Bei e 
genauer Konstruktion m uB sich v32 ...1.. B D ergehen. Fig. 357 a. 

Man konnte einwenden , daB das Gelenk A 
nicht nur dem Gliede 1, sondern auch 5 angehort, daB also das ideelle 
Getriebe nicht nur aus den Drehpolen 01, 12, 23, 30 gebildet werden 
kann, sondern auch aus 05, 52, 23, 30. 
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Dies ist vollkommen z"Q.treffend und mu.B bei genauer Zeichnung 
zum gleichen Resultate fiihren. In Fig. 357b wurde das ideelle Gelenk
viereck 2!', O, D, Q3 zugrunde gelegt, das die oben genannten Drehpole 
zu Gelenken hat. Man zieht sodann aciiAO, cbiiOD, bf>IIDB und 
dreht B f> um 90° nach v B· 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. In Fig. 357a 
wurde aus dem gegebenen vA'--' o a durch einfaches Ziehen der Geraden 
oe _L (;~; E, ae .l.. AE, af _L AF, ef.LEF, og_L Q3G, fg_l.FG, gb..l..GB, 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
1 

Fig. 357b. 

ob .J... Q3 B der Geschwindigkeit.spunkt b und daruit die gesuchte Ge
schwindigkeit v B o b gefunden. 

Der Ma.Bstab der Geschwindigkeiten ist hier doppelt so groB wie in 
Fig. 357 genommen worden. 

Um auch die relative Geschwindigkeit v32 von B in bezug auf das 
Glied 2 zu finden, ziehe man, da B' diesem Gliede angehort, also starr 
mit Cî: und E verbunden ist., die Linien 

ob' .1... (;I;B' und eb' .J... E B'; 

der Schnittpunkt b' ist der Geschwindigkeitspunkt von B' und b' b --- v32• 

182. Geschwindigkeitsplan eines zehngliedrigcn Getriebes. Das in 
Fig. 358 gezeichnete, von O. Mohr angegebene Getriebe, aus vier Drei
ecksgliedern und sechs Stă ben (einschlieBlich Grundglied 2! Q3) bestehend, 
ist zwanglăufig. Gegeben ist die Beschleunigung bA; man soll den Ge
schwindigkeitsplan entwickeln. 
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Nachdem aus bA in bekannter Weise (vgl. 21) vA= A~ bestimmt 
wurde, zeichnet man in Fig.358a oa VA und sodann caus der Ăhnlich
keit oac (/)~AC. Durch c zieht man die Senkrechten e..!.. CE und 
f..!.. C K, und nimmt auf e den Punkt e' beliebig an. Hierauf zeichnet 
man durch o die Senkrechten 6...1.. 5BB, b..l.. 5BD, zieht e'd' ..l..ED, 
e' l' ...!.. EL, d' l' ..!.. D L, wodurch die Punkte d' auf b und l' gewonnen 
werden; ferner d'b' ...!..DB, b'm' ..LBM, e'k' ..LEK, k'm' ..!..KM, 
wodurch die Punkte b', k' und m' gefunden sind; endlich l' n'...!.. LN und 
m' n'..!.. M N, wodurch auch n' bekannt ist. 

Hierauf wăhlt man auf e einen zweiten beliebigen Punkt e" und 
fiihrt dieselben Konstruktionen wie mit e' durch, welche der Reihe nach 

E 

Fig. 358. 

die Punkte d", l", b", k", m", n" liefern. Die Verqindungsgerade n 
von n' und n" muB sodann durch den richtigen Punkt n gehen, den man 
schlieBlich erhălt, wenn man an ..LAN zeichnet. 

Durch Ziehen von Parallelen nlll n' l' bis zur Verbindungslinie l' l", 
nm 11 n' m' bis zur Verbindungslinie m' m" usf. konnen nun riickschreitend 
alle iibrigen Geschwindigkeitspunkte gefunden werden. 

183. Anwendungen. 
l. Die Kol benmaschine von F. Th. Goodmann. Das in Fig. 359 

dargestellte Getriebe hat Ăhnlichkfit mit der gewăhnlichcn Schub
kurbel; 1 ist die Kurbel, der Lenker 2 ist jedoch als Dreiecksglied aus
gebildet mit den Gelenken A, B, C; in B ist er an den Zylinder 5 an
geschlossen, in C durch die Stange 3 und das Gelenk D mit dem Kolben 4 
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gelenkig verbunden. Der Kolben 4 und der Zylinder 5 machen jeder 
fiir sich eine geradlinige Translation. 

Dieses Getriebe hat das gleiche Schema wie das in ]'ig. 357 behandelte; 

.Fig. 358a. 

es hat zwei Dreiecksglieder (2 und Grundglied 0), wăhrend die Glieder 
l, 3, 4, 5 die vier Stăbe vertreten. Von den drei Gelenken des Grund
gliedes ist nur der Drehpol 'U( = 10 im Endlichm gelegen, hingegen 40 
und 50 im Unendlichen. 

a 

~----~: -=~~~c~l2 ~ 
Fig. 359. 

d 

Fig. 359a. 

Gegeben ist die Gesch windigkeit vA des Kurbelzapfens A; gesucht 
wird die relative Geschwindigkeit des Kolbens 4 gegen den Zylinder 5. 

Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 359a) wurde o-a--' V_/ gemacht und 
sodann ob parallel zur Bewegungsrichtung von B, ab ..LA B gezogen, 
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wodurch man ob -~· vn erhălt. Ferner ac _LAC, bc _L BC und cd_l_CD 
gezogen bis zum Schnitte d mit od, d. i. die Bewegungsrichtung von D. 
Dann ist b d die relative Geschwindigkeit vr von D gegen B. 

2. Getrie be ei ner Făcher-Maschine. Bei Fahr- und Flugzeug
Maschinen kommt die Anordnung vor, daB eine Anzahl von Zylindern 
făcherartig um einen Mittelpunkt O gestellt und ihre Lenkerstangen 
an zwei entgegengesetzte Kurbeln mit gemeinsamer Kurbehvelle an
geschlossen sind. :Fig. 360 zeigt zwei solche Zylinder; A B oder Glied l 
ist die atis einem starren Stiick bestehende Doppelkurbel mit der Welle 

Fig. 360. 

in O, AC oder Glied 2 und BD oder 
Glied 3 sind die Lenkerstangen, 4 
und 5 die Kolben, deren Bewegungs
richtnngen durch die Lage der fest
stehenden Zylinder gegeben sind und 
durch O gehen. Das Grundglied 
dieser sechsgliedrigen Kette (Glied 

b 

c 
Fig. 360a. 

a 

null) iHt daH Fundament, daH da::; Lager der Wellc O mit der Lagerung 
dcr Zylindcr verbindet. 

Gegeben sei die Geschwindigkeit vA =- vB des Kurbelzapfens A; 
es soll GroBe und Richtung der relativen Geschwindigkeit der beiden 
Kolben gegeneinander konstruiert werden. 

Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 360a) wird zuerst oa VA, o-b- Ve 

gemacht; man zieht ac..LAC und ociiOC, so ist oc-v0 . Machtman 
ebenso bd _L BD und od 11 OD, so ist od Vn. Dann ist cd = vr die 
relative Geschwindigkeit von D gegen C oder die relative Geschwindig
keit des Kolbens 5 gegen den Kolben 4. 

3. Das Wurfgetriehe von H. Marcus. In dem Aufsatze: "Pro
peller-Rinnen und Wurfgetiiebe", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1902, 
S. 1813, teilte H. Marcus mehrere Getriebe mit, welche aus einer nahezu 
gleichformig umlaufenden Kurbel cine hin- und hergehende Bewegung 
ableiten, deren Geschwindigkeit nahezu gleichformig zunimmt, um 
dann sehr rasch bis auf Null abzunehmen. Diese Getriebe sollen dazu 
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dienen, die schiittelnde Bewegung von Rinnen hervorzurufen, in denen 
Fordergut vorwărts gleitet. 

Eines dieser Getriebe zeigt Fig. 361. Es besitzt acht Glieder, von 
denen das Grundglied mit O bezeichnet wurde. Die Drehung der Kurbel 

7 

Fig. 361. 

A Il! wird durch A B auf die Schwinge B ~ iibertragen, und von Kurbel 
und Schwinge durch AE und CE auf den Lenker ED und die Schub
stange 7. 

e 

Fig. 36la. 
1/ 

Fig. 361 b. 

Gegeben ist die Geschwindigkeit vA ; zu bestimmen ist die Geschwindig
keit vn. 

a) Mit Beniitzung der gedrehten Geschwindigkeiten. Um 
die Drehpole des Getriebes zu bestimmen, bedient man sich des Schemas 
Fig. 361 b, welches die gleiche kinematische Kette in allgemeiner An
ordnung zeigt. Durch einfaches Ziehen von geraden Linien findet man 
die Drehpole nach folgendem Schema: 
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13, 23 > 12 
01, 02 ' 

12, 24 > 14 
15, 45 ' 

01, 14 >04 
02, 24 ' 

04, 07 >47 
46, 67 ' 

14, 47 > 17 
01, 07 . 

Es geniigt, dicso Drehpole in Fig. 361 zu zeichnen, da, um die Ge
schwindigkeit von D festzustellen, das aus den vier Drehpolen Ol, 17, 
47, 04 bestehende ideelle Kurbelgetriebe hinreicht. Ist nămlich A 12( 
die gedrehto Geschwindigkeit vA, so ist die Strecke 17, 12( die gedrehte 
Gcschwindigkeit von 17, da dieser Punkt dem Glie de 1 angehort; da aber 

Fig. 362. 

',,',,\ 

\ 
\ 

\ 
1 
1 
1 

1 

'-:-1/ut. 

--:~~,/ 

17 auch dem Gliede 7 angehort, so ist die Strecke 17, 12( auch schon die 
gedrehte Geschwindigkeit von D; denn 7 macht eine geradlinige Trans
lation, somit hat D dieselbe Geschwindigkeit wie 17. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeits
planes. In Fig. 361 a wurde oa (in doppeltem MaB
stabe) gleich vA gemacht und sodann folgende Linien 
gezogen: ob ...L 5S B, ab...!.. AB. 

Den Punkt c findet man aus der Ăhnlichkeit o 

ocb VJ 5SC B. 
Endlich ergibt sich aus ae.....!.... A E, ce ...L CE der 

Punkt e und aus ed ...l. E D, od 117 der Punkt d, 
Es ist dann od '- Vn (in doppeltem MaBstabe). Fig. 362a. 

C. Kinematische Ketten mit Schiebern. 

m 

184. Gekriimmte Schieber. In Fig. 362 gleitet das gekriimmte Glied 2, 
dem der Punkt B angehort, durch einen gleichgekriimmten Schieber 1, 
dem der Punkt A angehort. Die Geschwindigkeiten vA und vB sind 
gegeben; man konstruiere die Geschwindigkeiten irgendwelcher Punkte 
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der beiden Glieder l und 2, z. B. der Punkte 0 1 und 0 2, die am Ende des 
Schiebers augenblicklich zusammenfallen. 

Der Mittelpunkt M der beiden gekriimmten Glieder ist ihr rclativer 
Dtehpol 0 12 und gehort beiden Gliedern an; die Kette ist a]so kinematisch 
gleichwertig mit zwei Stangen AM und B M, die in M ei ne gelenkige 
Verbindung haben; damit ist aher die Aufgabe auf jene in .Fig. a43 
geloste zuriickgefiihrt. Die Li:isung i;;t denmach folgende: 

Fig. 363. 

a) Mit Hilfe der gc
dre h teu Gcsch windigkei
te n. l\Tan zeichnet die ge
drehten Gcsehwindigkeiten 
Aaund Bu, zieht n m li AM, 
bntliBM, soist Mm diPge
drehte GeKchwindigkcit von 
M nud ihre Richtung dic 
Normale von M; Bie sehneidet 
die Normalen n1 nnd n 2 von 
A nnd B in den Drehpolen 
0 10 und 0 20• Zieht man so
dann ne1 11 AG1 bis zum 
Schnitte e1 mit der Normale 
0 10 Gv so ist 0 1 e1 die gedrehte 
Geschwindigkeit von 0 1 ; 

ebenso liefert u e2 ll BG2 im 
Schnitte e2 mit der Normale 

020 0~ die gedrehte Geschwindigkeit 0 2 e2 von 0 2 ; endlich ist e1 e2 die 
gedrehte relative Geschwindigkeit von 0 2 gegen G1 und muB als solche 
senkrecht zur Tangente in 0 1, also parallel zu 0 1 M sein. 

b) Mit Geschwindigkeitsplan (Fig. 362a). Man 
_q0,-----'c---r"---,m zeichnet oa =::c VA, ;][j~- VB, zieht am ..LAM, bm..l... BM, 

Fig. 363a. 

so ist m der Geschwindigkeitspunkt von M; ferner 
a el ..LA el, bc2 ..L BG2 und mcl c2 ..L M el G2; dann 
ist ocl die Geschwindigkeit von el' OCz jene VOll 02 
nnd c1 c2 die relative Geschwindigkeit von 0 2 gegen 0 1• 

In :Fig. 363 wurde der besondere Fall behandelt, in 
dem das Glied l eine Dauerdrehung nm den fest

liegenden Punkt A ausfiihrt. Nennt man hier G\ und 0 2 jene Punkte 
der Glieder l bzw. 2, die augenblicklich im Mittelpunkt der Hiil~e zu
sammenfallen, so ist die Bewegungsrichtung sowohl von 0 1 als auch von 
0 2 senkrecht zu MA; im Schnitte von MA mit der Normale b B liegt 
der Drehpol 0 20 und bm 11 BM, ue2 11 BG2 gibt die gedrehten Geschwindig
keiten M nt und o~ Cz der Punkte M und G 2• 

Da M aber 0~2 ist, also auch dem Gliede l angehort und A mit 0 10 

zusammenfăllt, schneidet m b die Gerade A B1 in dem Punkte b1 ; es 
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ist B1 der mit B zusammenfallende Punkt des Gliedes l und B1 \)1 seine 
gedrehte Geschwindigkeit. Die Gerade b1 e1 11 B 1 C1 gibt dann die ge
drehte Geschwindigkeit 0 1 e1 des Punktes 0 1. 

Im Gcschwindigkeitsplan (Fig. 363a) wird ob ---VE gemacht; a liegt 
in a. Man zieht am...!... AM, brn_L BM und erhălt den Geschwindig
keitspunkt m; sodann bc2 j_ BC2 bis zum Schnitte mit am und erhălt 
in ac2 die Geschwindigkcit von 0 2 ; endlich ab1 ....!... AB1 bis zum 
Schnitte b1 mit mb und b1 c1 _.!_ B1 C1 , dann ist ac1 die Geschwindigkeit 
von CI und die Strecke CI c2 die relative Geschwindigkeit von c2 gegen el. 

a. 

Fig. 364. 

Verlegt man endlich den festen Drehpunkt A in den Mittelpunkt 0 1 

der Hiilse, so erhălt man jenen Fall wieder, der schon beidem Geschwindig
keitszustande der gefiihrten Scheibe besprochen wurde (Fig. 130, l30a). 

185. Gerade Schieber. Die beiden Glieder l und 2 (Fig. 364) machen 
in bezug aufeinander eine geradlinige Translation; cine gerade Stange 
des Gliedes 2 verschiebt sich in einer geraden Hiilse des Gliedes l. Die 
Geschwindigkeiten der Punkte A und B, vA und vB sind gegeben; man 
ermittle die Geschwindigkeiten der Punkte D1 und D2, die augenblick
lich zusammenfallen und dem Gliede l bzw. dem Gliede 2 angehoren; 
insbesondere ist die relative · Geschwindigkeit der Stange 2 gegen die 
Hiilse l zu bestimmen. Die im vorigen Abschnitt mitgeteilte Konstruktion 
fiir gekriimmte Schieber ist hier nicht zu verwenden, da der Kriimmungs
mittelpunkt M in die Unendlichkeit făllt. 

a) Mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten. Betrachten 
wir zuerst die Punkte C1 und 0 2 der Glieder l bzw. 2, die augenblicklich 
im Fu13punkt der Senkrechten von A auf die Hiilse zusammenfallen. 
Man zeichnet die gedrehten Geschwindigkeiten A a = v A• B b = v B• 
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ferner die Gerade e1a 11 0 1 A, so muB auf dieser Geraden der Endpunkt e1 

der gedrehten Geschwindigkeit von 0 1 liegen; da sich aher 0 2 gegen 0 1 

in Richtung der Hiilse verschieht, muB e1 e2 senkrecht zur Hiilse sein; 
somit liegt auch e2 auf der Geraden e1 a. 

Zieht man &e2 11 B02, so erhălt man im Schnitte mit e1 a den Punkt e2 

und sodann im Schnitte von B& mit 0 2 e2 den Drehpol 0 02 des Gliedes 2 
in hezug auf die ruhende Ehene. Der Drehpol 0 12 liegt in unendlicher 
Entfernung in der Senkrechten aus 0 02 auf die Hiilse, weil l gegen 2 
eine Translationshewegung macht; im Schnitte von 0 020 12 00 mit A a 
liegt dann der Drehpol 0 01• Verhindet man ihn mit 0 1, so trifft diese 

Fig. 365. 

Linie die Gerade e1 a in e1. Verhindet 
man endlich D1 mit 0 01 und D 2 mit 0 02 

und zieht ab1 11 AD1, &b2 11 BD2, so erhălt 
man auch die Punkte b1 und b2 ; dann 
sind D1 b1 und D 2 b2 die gesuchten Ge
schwindigkeiten von D1 und D2, um 90° 

·. V.4 verdreht. Die relative Geschwindigkeit 
der Stangegegen dieHiilse istehensowohl 
b1 b2 wie auch e1 e2 ; diese heiden Strecken 
miissen sich also gleich groB ergehen. <ta- c. ___ .,c, 

~ 1 

1 
O 1 

1 
1 

' 1 
' 1 

' 1 
' ' '' b __ .:1;: 

Fig. 365a. 

h) Mit Geschwindigkeitsplan (Fig. 364a). Man zeichnet oa vA, 

o b = v B· Denkt man sich zunăchst die Glieder l und 2 fest miteinander 
verhunden, so wăre die Geschwindigkeit von B gegen A: 

VB1 '-=VA+ VBA 1
' 

wobei letztere senkrecht zu A B wăre; da aher die Punkte A und B 
iiherdies noch eine gegenseitige Verschiehung in Richtung der Hiilse 
hahen, kommt zu vB' noch diese Verschiehungsgeschwindigkeit vr 

hinzu und es ist vB -·c- vA + v BA' + vr. 

Zieht man also ax .1.. AB, xb parallel zur Hiilse, so ist ax= vBA' 

und xb = vr. Damit ist die gewiinschte Verschiehungsgeschwindigkeit 
der Stange 2 in der Hiilse l schon gefunden; sie muB mit e1 e2 oder b1 b~ 
in Fig. 364 iihereinstimmen. Zieht man noch ad1..LAD1 und xd1..LBD2, 

so erhălt man den Geschwindigkeitspunkt d1 ; denn die Geschwindig
keit von D1 ist einerseits 

andererseits ist sie 
VD,-VA + VD,A; 

VD, = VB + VD,B'- Vr, 
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worin vn,B' die relative Geschwindigkeit von D1 gegen B bedeutet, 
wenn D1 fest mit B verbunden ware. 

Zieht man endlich noch bd2 ..L BD2, d1 d2 ll xb, so erhalt man den 
Geschwindigkeitspunkt d2 ; denn es ist 

Vn, cc:c VB + VD,B 

und auch vD,- vA+ vn,A' + vr, 

worin vn,A' die Geschwindigkeit von D2 gegen A bedeutet, wenn D2 

fest mit A verbunden ware. 
Die Strecken o dl' o d~ sind die gesuchten Geschwindigkeiten der 

Punkte D1 und D2 nach Grol3e und Richtung; d1 d2 die Geschwindigkeit, 
mit der sich D2 gegen D1 verschiebt. 

Fig. 365 zeig•t eine einfachere Anordnung; der Punkt B liegt in der 
Schieberstange selbst; gegeben sind vA und vB; es sind die Geschwindig
keiten derzusammenfallenden Punkte 0 1 und 0 2 der Glieder l bzw. 2 
zu ermitteln. Die Losung ist der friiheren analog; man zeichnet A a 
und B o, zieht a c2 11 l, o c2 11 2 bis zum Schnitte c2 ; sodann bringt 
man B o und 0 2 c2 zum Schnitte 0 02, zieht 0 020 01 -L 2 und sucht den 
Schnitt 0 01 mit A a; dann liegt e1 im Schnitte von a e2 mit 0 01 0 1• 

0 1 e1 und 02 e2 sind die gedrehten Geschwindigkeiten von 0 1 und 0 2• 

(Vgl. L. Burmester, Kinematik, S. 55.) 
Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 365a) wird ax-LA B, b x 112 bis zum 

Schnitte x gezogen, sodann ac1 ll2, bc2 11 xc1 ..L2; dann sind oc1 und oc2 

diegesuchtenGeschwindigkeitender Punkte t$J 

0 1 und 0 2, c1 c2 die relative Geschwindig- :011 

keit von 0 2 in bezug auf 0 1• ! 
Fig. 366 zeigt den besonderen Fali, /!O~o 

wenn vA = O ist. Dann dreht sich das / 1 
: 

1 1 

Glied l dauernd um A, wăhrend die / l 
1 1 

Stange 2 durch die Hiilse des Gliedes l / : 
1 1 

schleift. Um hier die Geschwindigkeiten / Al 010 
der zusammenfallenden Punkte 0 1 und 0 2 1 

zu bestimmen, wenn v B gegeben ist, suche ;'(---------~-/<~i. 
man den Schnitt 0 20 der Normale Bo des /~1?:;:: _______ 1 
Punktes B mit 0 2A; denn 010 liegt jetzt 1 ,' •• fi\1 c, 
in A. o e2 Il 2 liefert im Schnitte mit 0 2 A B~~~;_>_-__ ..;,\ ____ !:-_..:;.1._ 

den Punkt e2; zieht man noch o ollll bis B1 el 
zum Schnitte o1 mit AB und o1e1 Il 2 ·v6 
bis zum Schnitte mit l, so sind 0 1 c1 und Fig. 366. 
0 2 c2 die gedrehten Geschwindigkeiten von 
0 1 und. 0 2 ; denn B1 o1 ist die gedrehte Geschwindigkeit o ~ c1 Ct 

des Pullktes B1, der mit B zusammenfăllt und dem \ , 
Gliede l angehort; dann mul3 aher die Proportion be- \}---- b 
stehen: Fig. 366a. 

Wittenbauer, Dynamik. 19 
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Die Strecke c1 c2 ist die gedrehte relative Geschwindigkeit der Stange 2 
gegen die Hiilse l. 

Die Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes (Fig. 366a) ist w1e 
in Fig. 365a durchzufiihren. 

186. Literatur. Der Gedanke der Geschwindigkeitsplane ist aus 
jenem der Verschiebungsplane von ]'achwerken hervorgegangen, wie 
er von W illiot in seiner Abhandlung: "Notations pratiques sur la 
statique graphique", Publications scientifiques industrielles, 1877 ange
wendet wurde, um die Formanderung einfacher, aus Dreiecken zusammen
gesetzter Fachwerke zu ermitteln. 

O. Mohr hat zuerst die Konstruktion der Geschwindigkeitsplane 
fiir einfache und verwickelte kinematische Ketten in den Abhandlungen: 
"Ober Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane", Civilingenieur 
1887 und "Beitrage zur Geometrie der Bewegung", Zeitschr. f. Math. 
u. Physik 1903 gezeigt. Die Methode, die Mohr bei verwickelten kine
matischen Ketten beniitzt, stimmt nicht iiberein mit der hier vorgetra
genen, die auf der Ăhnlichkeit der von den Geschwindigkeitspunkten 
beschriebenen Punktreihen beruht. 

Bei verwickelten kinematischen Ketten namlich zerlegt Mohr die 
Bewegung in zwei andere, einfachere Bewegungen, die er iibereinander 
lagert und hieraus die wirkliche Bewegung durch Rechnung ermittelt. 

Die im vorliegenden Abschnitte vorgetragene Methode1) hat Ăhnlich
keit mit der von C. Saviotti gegebenen Ermittlung der Spannungen 
in Fachwerken, bekannt unter der Bezeichnung: Methode de la fausse 
position. (V gl. L. H e nne b e r g, Graphische Statik der starren "Systeme", 
s. 496.) 

In einzelnen Fallen wurde diese Methode zur Konstruktion von 
Verschiebungsplanen schon angewendet, und zwar von H. Miiller
Breslau, Graphische Statik, Bd. II, l. Abt., 4. Aufl., S. 85 und 
G. C. Mehrtens, Vorlesungen iiber Ingenieur-Wissenschaften, l. Teil, 
l. Bd., 2. Aufl., S. 236. 

187. Aufgaben. 

86. Die Geschwindigkeit des Kolbens der Kolbenmaschine von 
F. Th. Goodmann (Fig. 359) ist mit Beniitzung der gedrehten 
Geschwindigkeiten zu bestimmen. 

87. Aus der kinematischen Kette Fig. 352 soll durch Festhalten 
des Stabes H J ein Getriebe entstehen, von dem die Geschwindig
keit v0 gegeben ist. Man zeichne den Geschwindigkeitsplan. 

88. Dieselbe Aufgabe, nur soll statt H J das Dreiecksglifd EFG 
festgehalten werden; die Geschwindigkeit vA ist gegeben. 

1 ) Die im Jahre 1914 der Zeitschrift fiir Math. u. Physik eingereicht, aber 
bisher nicht veroffentlicht wurde. 
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89. Fig. 367 zeigt die 
~ 

Anordnung des 
Luftpressers der 
New Yorker ~~~ 

A . b k Oampflrolben 
" 1r ra e-

11 

A 

Fig. 367. 

Comp."; 2r, II und :tl sind festliegende Ge
a lenke. Gegeben ist die Geschwindigkeit des 
~ Knrbelzapfens A; mit welcher Geschwindigkeit 

Fig. 368. wird sich der Luftkolben B bewegen? (Nach 
zwei Methoden.) 

90. Von der in Fig. 368 dargestellten Kurbelschleife ist die Ge
schwindigkeit des Kurbelzapfens A bekannt. Man konstruiere 
den Geschwindigkeits
plan und gebe an, mit 
welcher Geschwindigkeit 

u8 

Fig. 369. 

die Glieder 2 und 3 aneinander 
schleifen. 

Fig. 370. 91. In der achtgliedrigen Kette Fig. 369 

sind die Geschwindig
keiten vA und vBgegeben. 
Mit welchen Geschwin
digkeiten schleifen die 
Glieder5, 6, 7 amGliede 8? 

92. In der achtgliedrigen 
KetteFig.370sinddie Ge
schwindigkeiten vA und 
vB gegeben. Mit welchen 
Geschwţndigkeiten schlei
fen die Glieder 2, 3, 4 
an den Gliedern 5, 6, 7? 

93. Von den Eckpunkten A 
und B der in Fig. 371 Fig. 371. 

19* 
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dargestellten Kette sind die Geschwindigkeiten gegeben. Man 
zeichne den Geschwindigkeitsplan der Kette. 

94. Von dem Getriebe in Fig. 37-2 ist die Geschwindigkeit "''ls des 
Punktes P in bezug auf das Glied 5 gegeben; gesucht wird dic 
Geschwindigkeit v42 des Punktes Q in bezug auf das GliEd 2. 

" o 
Fig. 372. 

95. Von dem Getriebe in Fig. 373 ist die Geschwindigkeit v25 des 
Punktes P in bezug auf das Glied 5 gegeben; gesucht wird die 
Geschwindigkeit v53 des Punktes Q in bezug auf das Glied 3. 

96. Von dem Getriebe in Fig. 374 ist die Geschwindigkeit v14 des 
Punktes P in bezug auf das Glied 4 gegeben; gesucht wird die 
Geschwindigkeit Vw des Punktes Q in bezug auf das ruhende 
Glied O. 

Fig. 375. 

97. Von dem Getriebe in :Fig. 375 ist die Geschwindigkeit v14 des 
Punktes Pin bezug auf das Glied 4 gegeben; gesucht wird die 
Geschwindigkeit v53 des Punktes Q in bezug auf das Glied 3. 



XVIII. Der Beschlennigungszustand von 
Gelenkketten. 

188. Bestimmtheit des Beschleunigungszustandes einer kinematischen 
Kette. Um den Geschwindigkeitszustand einer Kette ermitteln zu 
konnen, bedurfte es der Annahme von 

x = n- 2n + 2 . . . . . . . . . . 113) 
Bestimmungsstiicken (vgl. 157). 

Hierbei handelte es sich um den Bewegungszustand in einem Zeit
teilchen. 

Der Beschleunigungszustand setzt aber die Kenntnis des Bewegungs
zustandes in zwei aufeinander folgendenZeitteilchen voraus; eswird also, 
um ihnermitteln zu konnen, diedoppelteAnzahl vonBestimmungsstiicken 
erforderlich sein, oder 

y = 2x .. 133) 
Denn die Geschwindigkeit 
eines Punktes, fiir den 
der Beweglichkeitsgrad 
x = 2 war, ăndert sich 
sowohl der GroBe wie der 
Richtung nach, es miissen 
also noch zwei Bestim
mungsstiicke hinzukom
men, und zwar Richtung 
und GroBe der Beschleuni. 
gung des Punktes; dann 
ist y = 4. 

Eine starre Scheibe be
darf dann y = 6, eine 
zwanglăufige kinematische 
Kette y = 8 Bestimmungs
stiicke, umderenBeschleu
nigungszustand zu er
mitteln. 

· .. 

Fig. 376. 

Im folgenden sollen zunăchst die Beschleunigungsplăne einiger freier 
Ketten, und zwar offener wie geschlossener gezeichnet und sodann die 
Anwendung auf Getriebe vorgefiihrt werden. 
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189. Grundaufgabe. Zwei Stăbe A G und BG sind in G gelenkig 
verbunden (Fig. 376); es ist y = 8. Gegeben seien die Geschwindig
keiten v A• v B und die Beschleuni
gungen bA, bn; es ist die Be
schleunigung b0 zu konstruieren. 

Der Geschwindigkeitsplan (Fig. 
376a) wurde bereits in Fig. 343a 
gegeben. 

a 

o 

c 

b 
Fig. 376a. Fig. 376 b. 

/J 
\ 

~nes 
\ 
\ 

..... lr, 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 376b) wurde zunăchst ma.Bstăblich 
n a _ b A• n f3 = b B gemacht und sodann die Beschleunigung b0 aus bA 
und b B durch folgende Gleichungen abgeleitet: 

b0 =bA+ neA+ tcA und b0 c-e bR +noB+ t('!R· 

Man konstruiert demnach noA• indem man cel:= ac macht, A 
wit 0 1 verbindet und G1N 1 ..LAG1 errichtet; dann ist 

2 

-~- __ - __ VcA 2 ac . 
N1 G=ay0 =no..t =CA =CA m Richtung CA, 

worauf y0y ...L ay0 gezogen wird. 
Ebenso konstruiert man n0 n, indem man 002 =efi macht, B mit 0 2 

verbindet und G2N 2 ..!.. BG2 errichtet; dann ist 
_2 

-·---_-_ v0 n2 bc . 
N 2 G='-f3Y1 '-'--non= ---c--e-=--,----- m Richtung GB, 

GB GB 
worauf y1y ..l...f3y1 gezogen wird. 

Im Schnitte von y0 y1 mit y1y liegt dann der gesuchte Beschleunigungs
punkt y und es ist ny = b0 . 

Fig. 377. 

190. Beschrănkung bei Annahme der 
Beschleunigungen. Bei Annahme der Be
schleunigungen zweier Punkte , die einer 
starren Geraden angehoren, darf nicht voll
kommen willkiirlich vorgegangen werden. Es 
mu.B die Bedingung eingehalten werden, die 
in 26 erwăhnt wurde. Ist nămlich (Fig. 377) 
A B die starre Verbindung der Punkte A 
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und B, sind a und fJ die entsprechenden Punkte des Beschleunigungs-
planes, so muB > goo 

-t: (A B, a{J) < 2700 

sein. Projiziert man a{J orthogonal nach a'fJ' auf AB, so miissen dem
nach A B und a' {J' entgegengesetzte Richtungen ha ben. 

191. Das Gelenkviereck. Das in Fig. 378 gezeichnete Gelenkviereck 
ABCD ist zwanglăufig, bedarf also y = 8 Bestimmungsstiicke zur 



a 
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Ermittlung des Beschleunigungszustandes. Angenommen wurden der 
Gro13e und Richtung nach: die Geschwindigkeit Vn und die Beschleu-

b nigungen bA, bn, be. Zu konstruieren 

d 

sind: bn und vA, vn, Ve. 
Bei Annahme der Beschleunigungen 

ist auf die in 190 erwăhnte Beschrănkung 
zu achten. Man beginnt damit, im Be
schleunigungsplan Fig. 378b na bA, 

c n(J bn,ny beaufzutragenunddieTeile 

nAnll AB, tAn..LAB, 
nen 11 OB, ten ..LOB 

zu zeichnen. Aus 

v AB2 = A B . n AB• Ven2 = O B . neB 
ergeben sich mit Hilfe der Halbkreise 
AB1 N 1 und B01 N 2 die Geschwindig
keiten vAB und VeB• diesodannvoneinem 
beliebigen Punkt b aus (Fig. 378a) nach 
a und c aufgetragen werden. Wenn die 
Richtungen von ba und bc nicht gegeben 
sind, lă13t die Aufgabe vier Losungen zu. Fig. 378a. 

Ziehtmannun ad..LAD, cd..LOD, 
Geschwindigkeitspunkt d und kann von da od ~. Vn so erhălt man den 

,f-· .. 0 
/j ·,_ 

r ·· .. ~ .. ~ •. ~.--~~ ~~2/•, 
bc : 

t \· 
CB ·····-.···, . .._ 

/ 
/ 

nc!J,?f· 
/..' 

.> 

1 

!3 /(X 
"'-.. 

"'·~ n!IB'" 
''-... ' ......._, 

Fig. 378 b. 

auftragen, wodurch der Nullpunkt o und 
schwindigkeiten v A• v B• v0 gefunden sind. 

damit die gesuchten Ge-
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Endlich zeichnet man in Fig. 378b 
_2 

- vnA 2 ad . . 
a00= nnA =-===- = = m R10htung DA, o0oj_ao0; 

DA DA 
2 

- Vnc2 cd . 
yo1 cc~nnc = DC = DC- m Richtung DC, 010-Lyol; 
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dann ist der Schnitt von 000 und 01 O der gesuchte Beschleunigungspunkt o 
und :n:o bn. 

Sind l1, l2, la, l4 die Seiten des Gelenkvierecks, w1, w2, wa, w4 ihre 
Winkelgeschwindigkeiten, so ist 

w1 + w2 + w3 + w4 = O und l1 + l2 + la + l4 - -O. 

Die Seiten des Geschwindigkeitsplanes abcd sind die Geschwindig-
keiten ab ___ vEA> d. h. die Geschwindigkeit von B in bezug auf A, und 
ebenso bc __ v0 B usw.; sie bilden ein geschlossenes Viereck oder es ist 
l1w1 + l2w2 + lawa + l4w4 -----O. 

Die Seiten des Beschleunigungsplanes af3yo sind die Beschleunigungen 
af3 bEA> d. h. die Beschleunigung von B in bezug auf A, und ebenso 
~-y- boB usw.; sie bilden ebenfalls ein geschlossenes Viereck. 

Reiht man .in Fig. 378c die vier Nor
malbeschleunigungen nAB> nB0 , n 0 n, nDA 
aneinander, so m iissen sie e benfalls ein 
geschlossenes Polygon bilden; und dasselbe 
kann man auch von den vier Tangential-

Fig. 378d. 

,l 
/ 

beschleunigungen tAB' tB0 , t0 n, tnA behaupten, wie aus folgender 
Dberlegung hervorgeht. 

Betrachtet man abcdin Fig. 378a als gelenkiges Viereck, so ist Fig. 378c 
sein Geschwindigkeitsplan; denn die Seiten von abcdder Reihe nach mit 
den Winkelgcschwindigkeiten w1w2w3 w4 multipliziert, sind die Normal
beschleunigungen n1 = l1w12 usf. Dann ist aber aus dem gleichen Grunde 
wie friiher: {l1 w1)w1 + (l2w 2)w2 + (l3 wa)Wa + (l4w 4)w4 --O; es muB 
sich also der Zug der Normalbeschleunigungen n schlieBen. 
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Da nun die gesamten Beschleunigungen bAB' bB0 , .•.• und auch 
die Normalbeschleunigungen nAB' nB0 , . . . . geschlossene Polygone 
bilden, muB dies auch von den Tangentialbeschleunigungen tAB' 

tB0 , •••• gelten, da bABc=nAB +tAB' ..•• ist (Fig. 378d). 

In Fig. 378e sind die vier Beschleunigungspunkte a, {J, y, (J des Ge
lenkvierecks A B O D noch einmal gezeichnet worden und die Annahme 
gemacht, daB der Beschleunigungszustand sich derart verăndern moge, 

Fig. 378e. 

daB a unverăndert bleibt, sein Gegenpunkt y sich jedoch auf einer be
liebigen Geraden [ verschieben wiirde. 

Nehmen wir z. B. y in y' an, so erhălt man den zugehorigen Beschleu
nigungsplan, wenn man y' fJ'0 -- nBc auftragt und fl' 0{J' .J_ y' fl' 0 er
dichtet; da der Beschleunigungspunkt {J' auf der Geraden ~ liegen muB, 
die durch fJ senkrecht zu n BA gezogen wird, so erhalt man fl' im Schnitte 
von {J'0{J' mit ~- Ebenso, tragt man y' ()'0 - nDc von y' aus auf und 
zieht b' 0()' ...L y' (J' 0, so erhălt man im Schnitte mit der Geraden 'tl durch b, 
senkrecht auf nDA' den Beschleunigungspunkt b'. 

In der Abbildung sind die gleichen Konstruktionen noch fiir einen 
zweiten Punkt y" durchgefiihrt, wodurch man die Punlde fJ", (J" erhalt. 

Man ersieht ohne weiteres, daB die Punktreihen fl' flfl", y' yy", (J' (J(J" 

einander ahnlich sind und erhălt damit folgenden Le hrsatz: 
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Wird ein Punkt a des Beschleunigungsplanes festgehalten 
und bewegt sich ein anderer y auf einer beliebigen Geraden, 
so beschreiben samtliche Beschleunigungspunkte ahnliche 
Punktreihen. 

Wenn a festgehalten wird, diirfen die Geraden l8 und ~. die von{Jund<5 
beschrieben werden, nicht beliebig angenommen werden, da A mit B und D 
fest verbunden ist, die Lage 
der Geraden l8 .L BA, ~ .L C 
DA also bestimmt ist. 

Dieser Satz wurde hier o8 
allerdings nur fiir das Gelenk
viereck gewonnen; er laBt 
sichjedoch, wieleichtersicht
lich ist, auf jede zwang
laufige kinematische Kette 
ausdehnen. 

192. Viergliedrige offene 
kinematische Kette. In Fig. 
379 wurde dieselbe Kette, 
die schon in Fig. 354 auf 
ihren Geschwindigkeitszu
stand untersucht wurde, hin
sichtlich ihrer Beschleuni
gungen gepriift. Da der Be-
weglichkeitsgrad x = 6 war, 
ist y = 12; es diirfen also von Fig. 379. 

den Punkten A, B, O sowohl die Geschwindigkeiten, wie auch die Be
schleunigungen nach Gri:iBe und Richtung angenommen werden. 

/11 
/1 1 

//1 1 
/ 1 1 

// 11 1 
/ 1 1 o ,/ / 1 

/ 1 1 
/ 1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

·-.. / 
--------- ______ ::~ d1 

Fig. 379a. 

1 
1 
1 

'a. 

s 
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Die Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes Fig. 379a wurde wie 
in Fig. 354a vorgenommen. Fig. 379b zeigt den Beschleunigungsplan. 
Es wurden von n aus die Beschleunigungen na == b A• n{J b B• ny b0 

maBstăblich aufgetragen und sodann die Geraden '1), @, 2 in folgender 
Weise gezeichnet: 

-_ VnA2 ad2 • • 
al50 =nnA = = = = m Rwhtung DA, 

DA DA 
'1) durch 150, senkrecht zu DA; 

cJ," 
.r-::..:----_ _o; 

/ ', _}"<:;.::_------- 0:, 
/ '':( ', _7··. 

-Ă:,;-1...__ .:t' / ', ', / ·. 
i -----,.(_ .... , l< 
• ?t'; -------':.."_..:l . ', 

. 

. . 

j ?tof ~; ------~· 

'i' .. : 

Fig. 379b. 

-2 

-{J vEB2 be . R' h EB 
s0 --nEB= = == m 1c tung , 

EB EB 
@ durch e0, senkrecht zu EB; 

-2 

-----,--- VLo2 el . R' h L O y ILo= nLo = -===- = ~ 1n 1c tung , 
LO LO 

2 durch J.o, senkrecht zu LO. 
Hierauf wurde auf '1) ein beliebiger Punkt 15' angenommen, 

-,-,- _ vr.;d ile2 

15 e 1 = nEv = ED = E D-in Richtung ED, 

e' 1e' ..L 15' e1' gezogen bis zum Schnitte e' mit Q:; 
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' -,- vLF/ eP . R' l LE c; A1 nLE = -=-~~- = -'----'=--- 1n w1tung , 
LE LE 

.ic/ A' 1 t:' }./ gezogen bis zum Schnitte A' mit Q; 

ld2 
• R' h DL _ _ _ m 1c tung , 

DL 
t5 1' 1 ...1.. X J1 ' gezogen bis zum Schnitte 1 mit J' e1'. 

Sodann wurde auf :V ein zweiter bcliebiger Punkt J" angenommen 
und die gleichen Konstruktionen wic mit J' durehgefiihrt; da bei sind die 
Normalbesehleunigungen nED' nLE und nvr" ebenso groB wie vorher. 
Man erhălt der Reihe nach die Punkte e1", e", Jc1", Jc", ot und 11. Die 
Gerade 1 II trifft dann :V im riehtigen Beschleunigungspunkte o, worauf 
die Punkte E1, e auf 0:, AvA auf Q, Ov o auf :V (Probe!) durch Ziehen von 
Parallelen gefunden werden. 

193. Sechsgliedrige geschlossene kinematische Kette. Die in Fig. 380 
dargestcllte Kette ist zwanglăufig; es ist x = 4 und y = 8. Gewăhlt 

K 

Fig. 380. 

wurden die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Gelenke A 
und B nach Gri:iBe und Riehtung. 

Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 380a) wurde oa- --VA, ob :--=:-: VB ge
macht und durch adie Geraden b..!.. AD, 1..1.. AL, dureh b die Geraden 
c ...1.. BC, f ...L BK gewgen. Sodann wurde auf f der Punkt k' beliebig 
angenommen, k' l' ..l..KL bis l' aufl gezogen, ebenso k' e' ..l..KE, l' e' ...L LE. 
Verbindet rnan e' mit dem Schnittpunkte S1 von fund l, so muB auf dieser 
Verbindungslinie der richtige Geschwindigkeitspunkt e liegen. 

Nun wurde auf b ein beliebiger Punkt d" gewăhlt und sinngemăB 
dieselbe Konstruktion nochmals durchgefiihrt; rnan erhălt der Reihe 
nach die Punkte c" auf c und e", endlich die Gerade S 2 e", welche S1 e' 
in e trifft. Die iibrigen Geschwindigkeitspunkte k, l, c, d ergeben sich nun 
durch Zichen von Parallelen. 
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Fig. 380a. 
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Fig. 380b. 
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Im Beschleunigungsplan (Fig. 380 b) wurden n a ~~-=bA> n fJ ~- b B ge
macht und sodann folgende Normalbeschleunigungen konstruiert: 

VnA2 
a o o ~_c n DA == -DA ad2 

DA 
in Richtung DA, 

Gerade 'V j_ a00 durch 00 ; 

"~- VLA2 
a},o ~ nLL =~LA~ 

-2 
al 

in Riehtung LA, 
LA 

Ger ade ~ j_ a },0 durch Ao; 

"- Vcs2 
fJYo =--nes= 

CB 

[)C2 
Richtung C B, in 

CB 
Gerade (I j_{Jy0 durch y0 ; 

VKB2 bJc2 
{3x0 = nKB =~=ce-=--- in Richtung KB, 

KB KB 
Ger ade S'l' __L fJ x0 durch x0• 

Nun wurde auf 'V ein beliehiger Punkt o' angenommen, sodann die 
N ormalbesehlcunigung 

, , - VcJJ2 dcz 
O Yo ''-' n 0 v = ~ = -===- in Richtung C D 

.. CD CD 

und y' 0 y' __L o' y0' bis zum Schnitte y' mit der Geraden ~ gezogen; ferner 
das Dreieck o' y' s' Vl DC E 

gezeichnet. Man konnte nun auf 'V einen zweiten Punkt o" beliebig an
nehmen und die Konstruktion wiederholen; statt dessen wurde y0" 

im Schnitte von y0' y0" Il 'V mit ~ gewăhlt und y0" o" Il DC gezeichnet; 
dann liegt y" bereits in y0" und das Dreieck 

o" y" s" (/) DC E 

liefert den Punkt s''; die Punkte s' s'' .... , die auf diese W ei se den 
Punkten o' o" . . . . zugeordnet sind, erfiillen die Punktreihe ~1 , auf 
der auch der richtige Beschleunigungspunkt s liegen muB. 

In gleicher Weise wurde nun ein zweiter Ort ~2 der Punkt s gesucht. 
Man nimmt auf ~ einen beliebigen Punkt }."' an, konstruiert sodann 
die N ormalbeschleunigung 

Tk2 

in Richtung K L 
KL 

und x0'" x"' __L }."' x0"' bis zllm Schnitte x"' mit hl', zeichnet ferner das 
Dreieck }c"'x"'s"' (/)LKE, 

wodurch man den Punkt s"' erhălt. Ein zweiter beliebiger Punkt JciV 

auf ~ liefert mit der gleichen Konstruktion die Punkte x01V, x1v und s1V; 

die V erbindungslinie s"' s1v ist der zweite gesuchte Ort ~2 von s. 

Der Schnitt von ~1 mit 0:2 ist der richtige Beschleunigungspunkt s. 
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Da die Punktreihen e"' eelv, )."' .v,1v, ""'""IV ăhnlich sind, so konnen 
jetzt). und" ohne Schwierigkeit gefunden werden; ebenso sind die Punkt

reihen (J'(J(J", e' ee", y'yy" 
ăhnlich, woraus sich die 
Punkte (J und y ergeben. 

Fig. 381. 

------

o 

' 1 
1 
1 
1 

' 
' 1. 
1 

' 1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

' 1 
1 

' 

194. Das Gelenkviereck 
mit angehiingten Dreiecken. 
Auch bei dieser kinemati
schen Kette (Fig. 381) ist 
x = 4 und y = 8. Gewăhlt 

wurden die Geschwindig
keiten vA und v B, sowie die 
Beschleunigungen ba vnd 
bn, alle vier der GroBe und 
Richtung nach. 

Der Geschwindigkeits
plan (Fig. 381 a) macht nach 
dem Vorhergehenden keine 
Schwierigkeit. Durch a 
wurden die Geraden e-LA E 
und 1 _L AL, durch b die 
Geraden f _L B. K und 
m _L B M gezogen; sodann 
\\'urde m' auf m beliebig an
genommen und m' k' -LM K, 

k'e' _L KE, e'l' _L EL, 
l' I _L L M gezogen; I ist 
der Schnitt von m' k' mit 
der letzten Senkrechten. Ein 
zweiter Punkt m" auf m 
liefert ~benso die Punkte 
k", e", l", II. Die Gerade 
I II gibt im Schnitte mit 
m den Punkt m des Ge
schwindigkeitsplanes. Nun 
sind alle iibrigen Punkte 
durch Zieheri von Parallelen 
zu ermitteln. 

Fig. 38la. 
Im Beschleunigungsplan 

(Fig. 381 b) wurde ny ~=ba 
und n (J- bn gemacht und hierauf folgende Normalbeschleunigungen 

konstruiert : 
-=-o V 2 C l 2 

y ).0 nw = I'_f!_ = -::-c=cc=- in Richtung LO, 
LO LO 

Gerade ~ .L y l 0 durch Â0 ; 
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d-k2 

in Richtung K D, 
KD 

Gerade st· ..L bx0 durch x0. 

Sodann wurde auf der Geraden Sl' ein Punkt x' beliebig angenommen 
und folgender Linienzug gezeichnet: 

, , - vMK2 km2 MK 
x ţt0 -c n111K = -===, = -=--- in Richtung , 

MK MK 
ţt0' ţt' ..L x' ţt0 ' bis zum Schnitte ţt' mit 9R; 

-,-,- VLM2 m-lz 
ţt A0 == nLM === --=:__=:_=- - --~-- in Richtung LM, 

LM LM 
).0' ).' ..L ţt' ).0' bis zum Schnitte ).' mit 2; 

fe2 

in Richtung EL, 
EL 

e1' e' ..L x' e1' bis zum Schnitte e' mit e0' e'. 

Ein zweiter Punkt x" auf S'r liefert der Reihe nach die in gleicher Art 
gefundenen Punkte ţt0':, ţt", ).0", }.'', e0", ferner e/' und e". Die Ver
bindungsgerade e' e" schneidet a; im richtigen Beschleunigungspunkt e. 

Jetzt konnen riickschreitend aus e der Reihe nach die Punkte e1 , 

x, ţt0 , ţl, }.0, ). gefunden werden. 
SchlieBlich ergeben sich die Punkte a und f3 aus der Ăhnlichkeit 

adVJAEL und {J,ux(/)BMK. 

195. Beschleunigungsplane von Getrieben. Die Konstruktion dieser 
Beschlec;nigungsplăne ist ctwas einfacher als die vorhergehenden von 
freien Gelenkketten, weil die Beschleunigungspunkte der festgehaltenen 
Gelenke in den Beschleunigungsnullpunkt hineinfallen. 

Da bei zwanglăufigen Getrieben x = l ist, so wird y = 2 sein; man 
darf also z. B. nur die Beschleunigung eines einzigen Punktes nach 
GroBe und Richtung annehmen, aher kcine Geschwindigkeit; oder man 
darf die GroBe der Geschwindigkeit eines Punktes und die GroBe oder 
Richtung der Beschleunigung eines anderen Punktes annehmen, wenn 
letztere nicht schon durch die Form des Getriebes vorgeschrieben ist. 

196. Das Getriebe der Balancier-Dampfmaschine (Fig. 382). Hier 
treibt die vom Dampfzylinder kommende Kolbenstange 5 mittels der 
Treibstange 4 den Balancier 2 (Dreiecksglied) an, der die Bewegung 
mit Hilfe des Lenkers 3 an die Kurbel l weiterleitet. 

Gegeben sei die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A; es ist die 
Geschwindigkeit vD und die Beschleunigung bD der Kolbenstange zu 
er1nitteln. 
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Nachdem vA aus bA bestimmt ist, bereitet der Gesch,windigkeits~ 
plan (Fig. 382a, in doppeltem Ma.13stab gezeichnet) keine Schwierigkeit .. 
od- vD ist die gesuchte Geschwindigkeit. 

Fig. 382. 

Der Beschleunigungsplan (Fig. 382 b) 
wurde in vierfachem Ma.13stab ge
zeichnet. Es wurde na bA ge
macht, sodann 

-- vn2 ob2 
n{Jo '~ nn = -~~ = __ · 

BIB BIB 
in Richtung B IB, 

flo fJ ..1.. n flo und 
- ___ VnA2 ab2 

af11='nBA = == = 
BA BA 

in Richtung ·BA, 
/11 fJ ..1.. a {11 gezeichnet, wod urch man fJ 
erhălt. Den Punkt y erhălt man aus 
der Ahnlichkeit 

n{Jy cn IBBO; cf0 

man konnte auch y direkt aus fJ er- J' 
mitteln, wie vorher fJ aus a. 

Macht man noch 

: 
! 
1 
fbo 
! 
i 
i 
. .iâ 

Fig. 382b. 

Fig. 382a. 

~2 

-" -- vDo2 cd . R" h DO yu0 =nv0 = == = 1n IC tung , 
DO DO 

20* 

tX 
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<50 <5 ..L y <50 und n <5 11 5, so ist der Schnitt von <5 0 <5 mit n <5 der gesuchte 
Punkt <5 und schlieBlich no- bD. 

Wiirde die Bewrgung nicht durch A, sondern durch D eingeleitct 
werden, so mii.ilten die gegebenen Stiicke die Gri:iBen von vD und bD 
sein, dennderenRichtungslinie ist durch die Form desGetriebes gegeben. 

197. Beschleunigungsplan eines achtgliedrigen Getriebes. Das in 
Fig. 383 dargestellte Getriebe wurde bereits in 177 als freie Kette be-

K 

Fig. 383. 

handelt und sein Geschwindigkeitsplan in Fig. 352a gezeichnet. Daher 
kann die Erklărung von Fig. 383 a unterbleiben. 

o 

Fig. 383a. 
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Wenn die Beschleunigung bA gegeben ist, werden im Beschleunigungs
plan Fig. 383b die Punkte a, y und {J, (J in bereits bekannter Weise ge
zeichnet; auch ţt wird aus der Ăhnlichkeit a{Jţt C/) ABM zu entnehmen 
sein. Sodann macht man 

Fig. 383b. 

vEc2 ce2 

ye0 nEc = EC = EO in Richtung EO 

und die Gerade (}'; .L ye0 durch e0 ; 

- VKn2 dP 
lJ )(o= nKD = K D = -KD in Richtung K D 

und die Gerade ~ ...LIJu0 durch ~; endlich 
-= VLl\1.2 ml2 
p,).0 c.-= nLllf =--==---- = =-- in Richtung LM 

LM LM 
und die Gerade ~ ...L ţt l 0 durch 1o. 
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Sodann wăhlt man auf ~ einen beliebigen Punkt u', zeichnet 
-2 

u' Âo, _:: nLK = "!_Ll(_2- = ~l . in Richtung LK, 
. LK LK 

Ar,' 1.' _L u' 1.0' bis zum Schnitte X mit 2; ferner 
-2 

-,-, _ VEL2 le . . 
A. e0 = nEL = ----==- = -==- m RIChtung EL, 

EL EL 
e0' e' ..L A.' e0' bis zum Schnitte e' mit ~; endlich 

-2 
-,-, VKE2 ek . R' h KE 
e x 0 - nKE = = =. -==- ID IC tung , 

KE KE 

x0' I ..L e' x0'; die Geraden x' Ar,' und x0' I schneiden sich in dem Punkte I. 

Fig. 384. 

Sodann wăhlt man auf ~ einen anderen beliebigen Punkt x" und 
fiihrt dieselben Konstruktionen durch wie mit x'; man erhălt hierdurch 
der Reihe nach die Punkte Ar,", ').", e0", e", x0", II. Die Verbindungs
linie I II trifft ~ im richtigen Beschleunigungspunkt x. Macht man 
nun XAo ::-_:_: u' Ao' und Ao;. ..LX Âo, so erhălt man auf 2 den Punkt Â; ferner 
..< e0 l' B0', B0B ..L AB0, so findet man auf ~ den Punkt B. 

198. Beschleunigungsplan eines zehngliedrigen Getriebes. Das Getriebe 
in Fig. 384 wurde bereits in Fig. 352 und 352a auf seinen Geschwindig
keitsplan untersucht, weshalb die Erklărung von Fig. 384a hier nicht 
wiederholt zu werden braucht. 
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Fig. 384 b zeigt den Beschleunigungsplan, der in halbem MaBstabe 
entworfen wurde; es wurde also :n; a nicht gleich der gegebenen Beschleu
nigung bA' sondern nur halb so groB aufgetragen. 

c 

e 

Fig. 384a. 

Aus der Ăhnlichkeit :nay VJ ~AC ergab sich y und 
----2 

- -- vEc2 ce . . 
ye0 =nEc =-=- = -=- m Rwhtung EG, 

' EG EG 

und es wird die Gerade ~ .L ye0 gezeichnet. 

Sodann wurde auf ~ ein beliebiger Punkt e' angenommen, 

-, 1 VnE2 ed2 • 
e b0 == nnE' = -==- = --=== m Richtung DE, 

" DE DE 

-a 
nl5o _:_c:_ nn = CVD~ = 0 ~.- in Richtung D'JJ, 

D~ DlB 

die Gerade ~ ..L :nd0 gezeichnet. 

Im Schnitte von ~ mit c50' b' liegt der Punkt d'. Aus den Ăhnlichkeiten 

ye'x' (/) CEK, e'b'').' (/) EDL, :n{J'd' (/) 'JJBD 

ergeben sich nun die Punkte x', ').' und {J'. 

Hierauf zeichnet man 
----2 

-- v.1IK2 km . . 
x' ţt0' = nllfK = = = -·-=-- 1n Rwhtung M K, 

MK MK 

tto' p,' .L x' tto' ; 
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2 -2 
-,-,_ VMB bm . R" h MB 
{J ţt1 = nMB = lfl B = M B m 1c tung , 

ţt1 ' ţt' ..l.. (J' ţt1'; im Schnitte von ţt0' ţt' und p,1' ţt' findet man ţt'. Hierauf: 

Fig. 384b. 

~-~-2 

--,-, - VNM2 mn R h NM 
ţt v1 -= nNM = -= · - ---- in ic tung , 

NM NM 

v 2 ln2 
-,-,_ NL . R" ht NL J. 1•2 =~ nNL = N L = N L m 1c ung , 

v2' v' ..l.. J.'v2'; im Schnitte von v1' v' und 1•2' v' ergibt sich v'. 
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Jetzt nimmt man auf ~ einen zweiten beliebigen Punkt e" an und 
fiihrt dieselben Konstruktionen wie mit e' durch; man erhălt der Reihe 

h d . p nkt .Il " .llll f <T'I f " ," {3" d " " " d nac Ie u e u0 , u au .v, erner x , "' , , ann ţt0 , ţt1 , ţt un 
v1", v2", v". Verbindet man v' mit v", so erhălt man die Gerade 91, auf 
welcher der richtige Beschleunigungspunkt v liegen muB. 

Jetzt zeichnet man noch 
-z 

_ VNA 2 an . . 
av0 = nNA = = = = 1n Rwhtung N A, 

NA NA 
v0 vi. a v0 ; im Schnitte von v0 v mit 91 liegt v. 

Die iibrigen Beschleunigungspunkte werden nun riickschreitend ge
funden. Man zieht z. B. vv1 11 v"v1" bis zum Schnitte v1 mit v1' v1" und 
v1 ţtll v1" ţt" bis zum Schnitte ţt mit 9R; ferner v v2 11 v" v2" bis zum Schnitte 
v2 mit v2' v2" und v2 A 11 v2" A" bis zum Schnitte A mit ~. 

Oder man kann auch direkt die Ăhnlichkeit der Punktreihen beniitzen, 
also z. B. {3' {3" f3 (./) v' v" v usw. machen. 

199. Literatur. Der Gedanke der Beschleunigungsplăne von kine
matischen Ketten stammt von O. Mohr und wurde mitgeteilt und an 
Bejspielen behandelt in den Abhandlungen: 

"Uber Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplăne", Civilingenieur 
1887 und: 

"Beitrăge zur Geometrie der Bewegung", Zeitschr. f. Math. u. Physik 
1903. 

Besonders in der letztgenannten Arbeit behandelt Mohr eine Reihe 
von einfachen und verwickelten kinematischen Ketten und Getrieben. 

Die Methode, die in vorliegendem Abschnitte mitgeteilt wurde 1), 

stimmt bei verwickelteren Ketten nicht mit jener von Mohr iiberein. 
Mohr zerlegt nămlich in diesen Făllen die Bewegung des Getriebes 
in mehrere gleichzeitige, iibereinander gelagerte, von denen eine oder 
zwei Anfangsbewegungen sind, und denen er solche Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen vorschreibt, daB die Resultierende aus allen 
diesen iibereinander gelagerten Bewegungen den gegebenen Bedingungen 
entspricht. 

Bei Ketten, fiir welche diese Aufeinanderlagerung zweier oder mehrerer 
Bewegungen nicht ausreicht, um den Beschleunigungsplan zu ermitteln, 
wird die Dehnbarkeit eines Stabes angenommen und dessen De h nu ng s
geschwindigkeit und De h nun g s beschleunigung bestimmt, worauf die 
Bedingung eingefiihrt wird, daB die Dehnungsgeschwindigkeit fiir die 
resultierende Bewegung null wird und die Dehnungsbeschleunigung 
jene eines starren 'Stahes ist. 

1) Sie wurde in einer Abhandlung 1914 der Zeitschr. f. Math. u. Phys. ein
gereicht, ohne bisher veri:iffentlicht zu werden. 
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Die Methode Mohr's hat, so geistreich sie ist, den Nachteil, daB fiir 
jede Kette die iibereinander gelagerten Bewegungen anders gewăhlt 
und dem Charakter der Kette erst angepaBt werden miissen. (Vgl. auch: 
O. Mohr, Abhandlungen aus dem Gebiete der Technischen Mechanik, 
1906.) 

200. Kinematische Geometrie der Gelenkketten. In den Unter
suchungen dieses Abschnittes galt als Ziel, die Beschleunigungen der 
Gelenke einer Kette aus den gegebenen Beschleunigungen zu konstru
ieren. Dadurch gewinnt man offenbar auch den Beschleunigungszustand 
jedes Gliedes der Kette. 

Man kann aher diesen Beschleunigungszustand auch unmittelbar 
finden, so ăhnlich, wie wir bei gefiihrten Scheiben aus der Art ihrer 
Fiihrung ihren Wendepol und aus der Beschleunigung eines Punktes 
die Lage des Tangentialpols und des Beschleunigungspols abgeleitet 
haben (vgl. Abschnitt VIII). 

Tatsăchlich ist ja jedes Glied einer kinematischen Kette eine bewegte 
Scheibe, die ihre Fiihrung von der Kette erhălt; jede dieser Scheiben 
hat ihren Drehpol, Wendepol, Tangentialpol und Beschleunigungspol. 
In welcher Beziehung die Drehpole untereinander stehen, wurde bereits 
in Abschnitt XVI, 169 vorgefiihrt. 

Aher auch die Wendepole der einzelnen Glieder werden aus der 
Form der Kette zu bestimmen sein und in gesetzmăBiger Beziehung 
zueinander stehen; das gleiche gilt von den Tangentialpolen und endlich 
auch von den Beschleunigungspolen, nur sind diese Beziehungen wesent
lich verwickelter als bei den Drehpolen. 

Ohne auf diese Konstruktionen und Zusammenhănge hier năher ein
zugehen, sei nur auf meine Abhandlungen verwiesen, die sich mit diesen 
Fragen beschăftigen. Sie heiBen: 

l. tlber gleichzeitige Bewegungen eines ebenen Systems, 1888. 
2. Die Wendepole der absoluten und relativen Bewegung, 1891. 
3. tlber die Wendepole einer kinematischen Kette, 1895. 
4. tlber den Beschleunigungspol der zusammengesetzten Bewegung, 

1895. 
5. Die Beschleunigungspole der kinematischen Ketten, 1895. 1 bis 5: 

Zeitschr. f. Math. und Physik. 
6. Der Beschleunigungszustand kinematischer Ketten und seine 

C konstruktive Ermittlung. Civilingenieur 
1896. 

20i. Aufgaben. 

98. In dem Gelenkviereck AC BD (Fig. 
385) sind die Geschwindigkeiten vA, 
vn und die Beschleunigungen bA, bn 
gegeben. Man zeichne den Beschleuni
gungsplan. 
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99. Von der in Fig. 386 dargestellten offenen, dreigliedrigen Kette 
sind die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Punkte 
A und B gegeben, ferner die Richtung c von va und die Richtung [ 
von ba. Man zeichne den Beschleunigungsplan. 

4: 1 
---_CI 

Fig. 387. 

lOO. V on der in .Fig. 387 dargestellten Doppelpumpe ist die Beschleu
nigung des Kurbelzapfens A gegeben. Man zeichne die Beschleu
nigungen aHer Gelenke und der Pumpengestănge 81 und 8 2• 

8 

A 

Fig. 388. Fig. 389. 

101. Fig. 388 zeigt die Anordnung der pneumatischen Nietmaschine 
von Ch. J. Carney und J. O. Gorton. Gegeben ist die GroBe 
der Geschwindigkeit vA und die GroBe der Beschleunigung bA
Man konstruiere die Geschwindigkeit und Beschleunigung von B. 

102. Von wieviel Punkten der viergliedrigen offenen Kette Fig. 389 
darf man die Geschwindigkeit und Beschleunigung annehmen 1 
Man entwickle die Bewegungsplăne. 



XIX. Der Beschlennignngsznstand von kinematischen 
Ketten mit Schiebern. 

202. Kulissenfiihrung. In Fig. 390 wird die nach einem Kreisbogen 
gekriimmte Kulisse DE (Glied l) durch eine Stange starr mit dem 

N 

Fig. 390. 

Punkte A verbunden, dessen Geschwindigkeit vA und Beschleunigung 
bA gegeben sind. In der Kulisse schleift ein Schieber (Glied 2), dessen 
Mittelpunkt B eine gegebene Geschwindigkeit vB und eine gegebene 

o 

~ ~-~b··---·- c 

Fig. 390a. 

i 
nJ. 

1'-~r---._ 

------ ------ ----~ 

! n ~ v 
L-------~---- ----~---- ----~----<'----~----yn,. 

tCMl t,. t;' 

Fig. 390b. 

Beschleunigung b B besitzt. Der Punkt des Glie des l, der augenblicklich 
mit B zusammenfallt, werde mit O bezeichnet. Es ist die Beschleunigung 
b0 dieses Punktes zu konstruieren. 
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Wir wollen diese Kulissenfiihrung zunăchst durch eine gleichwertige 
kinematische Kette ersetzen, bei welcher die Bewegungsverhăltnisse 

anschaulicher sind. Ist M der Mittelpunkt der kreisformigen Kulisse, 
welcher Punkt gleichzeitig der Drehpol 0 12 ist, so kann das Glied 1 durch 
das Dreieck AM C, das Glied 2 durch die Stange M B ersetzt werden 
(Fig. 391). In dieser einfachen kinematischen Kette kann zunăchst aus 
b.A. und bB die Beschleunigung bM des Punktes M und sodann b0 kon
struiert werden (vgl. die Grundaufgabe 189). 

Fig. 390 a ist der Geschwindigkeitsplan, Fig. 390 b der Beschleunigungs
plan; aus a und fJ wurde der Beschleunigungspunkt ţt in bekannter Weise 
mit Hilfe der Punkte ţt0 und ţt1 gefunden und sodann y aus der Ahn
lichkeit aţty C/J AM C. Dann ist :ny = b0 • 

203. Der Satz von Coriolis. Wir wollen jedoch die gleiche Aufgabe, 
die Beschleunigung b0 zu finden, auf einem Wege losen, der den Umweg 
iiber die Beschleunigung b M des Mittelpunktes entbehrlich macht. An
genommen, die beiden Glieder 1 und 2 (Fig. 391) hătten in bezug auf 

CB C' 

M' 

Fig. 391. Fig. 392. 

die ruhende Ebene die Winkelgeschwindigkeiten w1 und w2, die Winkel
beschleunigungen Â1 und 22• Man kann sich vorstellen, daB zuerst die 
beiden Glieder 1 und 2 gemeinsam eine Translation mit der Geschwindig
keit v B und der Beschleunigung b B ausfiihren, sodann (Fig. 392) um 
den gemeinsamen Punkt B, C eine Drehung dq;2 vollziehen wiirden, 
wodurch M nach M' kăme; hierauf wiirde das Glied 2 in Ruhe verharren 
und das Glied 1 um M' eine relative Drehung d (/Jr ausfiihren, wodurch C 
sich von B trennt und nach O' gelangt. 

Der Verdrehungswinkel des Gliedes 1 ist dann die Summe dieser 
aufeinander folgenden Drehungen, d. h. 

dq;1 = dq;2 + dq;r, 
oder d (/Jr = d q;1 - d q;2, 

und die relative Winkelgeschwindigkeit von 1 in bezug auf 2: 

dq;r 
lOr= dt =lOt -wz; 

und ebenso die relative Winkelbeschleunigung von 1 in bezug auf 2 

dwr 
Âr =dt= Ât-Â2. 
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Die Beschletinigung ba kann aus bM in folgender Weise abgeleitet 
wetden (Fig. 390 b): 

ba-bM + naM +taM; 

ebenso kann die Beschleunigung bM aus bB gebildet werden: 

bM- bB + nMB+ tlf!B; 

es ist also ba=- bB + (nMB + naM) + (tMB +taM>· 

Hierin ist 

und 

tMB +taM- er- M B .;.2 +.OM. Av 

nMB + naM fJe M B · w22 +OM· w 12 ; 

setzt man M B -OM, so wird 

er - OM · (J.1 - J.2) = OM · Âr tr 

und fJe- OM (w12 - w22) OM (w1 - w2) (w1 + ro2) 

oder fle- OM~· Wr (wr + 2w2)- OM · Wr2 + 20 M · WrW2• 

Setzt man noch OM· Wr = vr, OM· wr2 = nr, so bleibt 

fle- nr + 2vrw2 

und somit 

Hierin ist br - nr + tr - ve die relative Beschleurugung von O 
gegen das Glied 2 und bz 2vrw2 -- {Jv eine nene Beschleunigung, 
die wir Zusatzbeschleunigung oder Coriolisbeschleunigung 
nennen .wollen. Ihre Richtung erhalt man durch Drehung der Richtung 
von Vr um 90° im Sinne der Winkelgeschwindigkeit w2 des Bezugs
systems 2. 

Es bleibt somit 
ba bB + bz + br, bz = 2vrw2 ....... 134) 

das von Coriolis in der Abhandlung: "Sur les equations du mouvement 
relatif des systemes de corps", Journal de l'Ecole polytechnique, 1825, 
nicht nur fiir die Ebene, sondern auch fiir den Raum ausgesprochene 
Gesetz. Es lautet: 

Die Beschleunigung eines Punktes O, der augenblicklich 
mit dem Punkte B des Bezugssystemes 2 zusammenfăllt, 
besteht aus drei Teilen: 

l. der Beschleunigung des Punktes B; 
2. der relativen Beschleunigung des Punktes O in bezug 

auf das System 2; 
3. der Zusatz beschleunigung bz = 2vrw2, worin w2 die Winkel

geschwindigkeit des Systems 2 und vr die relative Ge
schwindigkeit von O gegen B ist .. Die Richtung von bz 
erhălt man, wenn man die Richtung von vr um 90° im 
Sinne von w2 dreht. 

Die Konstruktion von ba mit Hilfe dieses Gesetzes gestaltet sich nun 
auf folgende Weise: 
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Nachdem in Fig. 390c die Beschleunigung b B n/3 aufgetragen 
wurde, konstruiert man die Zusatzbeschleunigung bz, indem man die 
relative Geschwindigkeit vr =' v0 B ':= b-c aus dem Geschwindigkeits
plan Fig. 390a cntnimmt und in 
Fig. 390: MP = 2 v,. macht. Ebenso 
zeichnet man daselbst 

BB1 =c-= vBM -= rnb 
und verbindet M mit B1 ; dann ist 

- B Bl - _VB111__-
tg 1fJ- MB - MB - w2• 

Zieht man endlich PQ..l... M B, 
so ist 

:n:: 

J-- -------
--- 1 ;v..;-· 1 

\ i 
\ fbc 
\ i 
\ 1 

\ : 

\ 1 b" 
PQ = M P · tg1p = 2v,.w2 = bz, 7 ---------------r;.------- ----- -(f 

n,. 

das aus seiner mit v,. iiberein- Fig. 390c. 
stimmenden Richtung noch um 
90° im Sinne von w2, also im Uhrzeigersinne, gedreht werden muB. 

Nachdem in Fig. 390c ţi; bz gemacht wurde, fiigt man die Normalbe
schleunigung der relativen Bewegung ve:= n,. hinzu, indem man in Fig. 390 

CC1 .l_ Vr macht und 0 1N _!_ MC1 errichtet; dann ist N C = Vr
2 =n,.. 

OM 
Zieht man endlich (!y_l._f3 (!, so muB diese Senkrechte den Beschleunigungs
punkt y enthalten. Eine zweite Gerade, die ebenfalls y enthalten wird, 
erhălt man aus dem gegebenen Beschleunigungspunkt a, indem man 

~2 

__ VcA 2 ac . . 
ay0 - n04 = = = -c==-- m RIChtung CA 

" CA CA 

und y0 y ..l... ay0 errichtet. Im Schnitte von y0y mit f!Y liegt dann der 
Beschleunigungspunkt y und es ist die Tangentialbeschleunigung der 
relativen Bewegung (!y cec t,., v-y :____:: nr + tr -- b,. die gcsamte relative 
Beschleunigung und endlieh 

ba =c ny ~-- nfJ + {Jv + ry c=:c bB + bz + br-

lst die Kulisse geradlinig, so ist auch die relative Bewegung des Ku
lissenpunktes O in bezug auf den Schi eber 2 geradlinig; dann sind aber 
v,. und br parallel, es ist n,. =O und die Zusatzbeschleunigung wird 

bz=n0 -nB ........... 135) 
wie ein Blick auf Fig. 390 b lehrt. 

204. Die gerade Kulisse. Die im vorigen Abschnitt mitgeteilte Methode, 
die Beschleunigung des Kulissenpunktes C ohne Beniitzung des Kulissen
mittelpunktes M zu finden, ist besonders dann zu verwenden, wenn dieser 
Mittelpunkt unendlich fern ist, also bei gerader Kulisse (Fig. 393). 

Von der Kulisse l sei die Geschwindigkeit und die Beschleunigung 
eines Punktes A gegeben, ebenso fiir deu Mittelpunkt B des geradlinigen 
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Schiebers 2. Es ist die totale Beschleunigung des Kulissenpunktes O 
zu bestimmen, der augenblicklich mit B zusammenfăllt, sowie die relative 
Geschwindigkeit vr und die relative Beschleunigung br der Kulisse in 
bezug auf den Schieber. 

o 

c 
Fig. 393a. 

b 

Fig. 393. 

y, 
r 

/ 
/ 

/ 
/ 

)j 
/ - (X ._._ . ...-

Fig. 393b. 

(3 

Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 393a) wurde ac ..LAC und b0 parallel 
zur Kulisse gezogen; dann ist vr -~ bc. 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 393b) wurde 

---~ VcA2 ac2 -- --
ayl .-c- neA = ~ = --cccc.:---' Nl o 

CA CA 
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und y1y2 .1.. ay1 gezogen. Zieht man durch {J die Parallele zur Kulisse, 
·so ist {Jy2 bereits die relative Beschleunigung br> denn die noch fehlende 
Zusatzbeschleunigung b111 = 2vrw2 hat die Richtung y2y1, wie man sich 
in folgender Weise iiberzeugen kann. Kulisse 1 und Schieber 2 haben 
'die gleiche Winkelgeschwindigkeit, es ist w1 = w2 ; macht man 
001 = vAa =ca und verbindet A mit 0 1, so ist 

tg'lj) = _v_Ao = w1 = w2 (vgl. Gleichung 7); 
AC 

tragt man von A aus auf A O die Strecke 

PA --2vr 

auf und errichtet in P die Senkrechte auf A O, so ist 

PQ = 2vrtY"P =2v.w2 = b111 ; 

dreht man die Richtung von vr um 90° im Sinne von w2, so erhalt man 
die Richtung von b111 ; trăgt man demnach b111 von y2 aus in seiner Richtung 
auf, so erhalt man den Beschleunigungspunkt y. 

Der Beschleunigungsplan erfiillt jetzt die Gleichungen: 

ny-na+ay1 +y1 y 
oder b0 --bA + n0 A + t0 A 

und ny-n{J+fJrz+YzY 
oder b0 c:c:: bB + b,. + b111• 

~ 
/1>-

/ \\. 
/ \ ' 

/ \ ' 
/.... \ ', 

/ \ ' 
/ 1 ' 

// \ ' 
/ \ ' 

/ \ ', 
/ 1 ' q// 

Fig. 394. 

In der Fig. 394 wurde die Aufgabe etwas allgemeiner gehalten. Das 
Glied 2 (Schieber) ist mit dem steifen Arm BD versehen; gegeben sind 
nun Vn und bn (statt vB und bB wie vorher), auBerdem vA und bA. 

Im Geschwindigkeitsplan Fig. 394a wird ac .LAC und de parallel 
zu 1 gezogen, da die gegenseitige Verschiebung von O und D die Richtung 

Wlttenbauer, Dynamlk. 21 
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von 1 hat. Bezeichnet man mit E jenen Punkt von 2, der augenblick
lich mit A zusammenfăllt, so verschiebt sich A gegen E auch in 
Richtung von 1; zieht man also ae III und de ...L DE, so erhălt man e 
und im Schnitte von eb ...LE B mit cd den Punkt b. Die relative Ge
schwindigkeit des Gliedes 1 in bezug auf' 2 ist dann vr = v0 B = b c. 

e 

r 

c 
Fig. 394a. Fig. 394b. 

Im Beschleunigungsplan Fig. 394b wird na - b A• n !5 _ bD gemacht, 

sodann --- _ VcA 2 ac2 __ _ 

ay1=ncA =-OA=-= OX =N10 

-_ VBD2 df:l --
und !5{30 = nBD = JTfj = BJJ = N 2 B, 

ferner {J0y2 lll, y1y2 112 gezogen. Da die Gleichung gilt 

b0 =: b B + br + b"', 
worin b18 = 2vrwa auf Vr, also auch auf br senkrecht steht, so ist der 
Punkt y1 bereits der Schnittpunkt von br und b"'. 

Macht man pA= V7 = bc und pq-'- AO, so ist pq = VrW11 l b"', 
da c.o1 = w2 ist. y2y = b"' aufgetragen gibt den Beschleunigungspunkt y. 
Die Richtung von b"' ist jene von Vr- bc, um 90° im Sinne von c.o2, 

also hier in jenem der Uhr, gedreht. 
Endlich ist 

ta A ).l t BD ).2 
tg (yay1) = - = -, tg ({Jd{J0) = - = -; 

neA w12 nBD wl 
da nun die Glieder 1 und 2 stets senkrecht zueinander bleiben, miissen 
ihre Winkelgeschwindigkeiten c.o1 und c.o2 einander gleich sein, und ebenso 
ihre Winkelbeschleunigungen /.1 und ./.1• Es ist also stets 

1: (yay1) = -9::: ({Jd{J0) 

oder [Jd ...L ya. Da aher y bereits gefunden ist, so wird durch Ziehen 
von d{J senkrecht zu ay auch der Beschleunigungspunkt {J gefunden, 
und daruit ist b0 = ny, b B- n fJ und auch br {Jy2 bekannt. 



Der Beschleunigungszustand von kinematischen Ketten mit Schiebern. 323 

205. Die rotierende Kurbelschleife. In Fig. 395 rotiert das Glied 1 
um den festen Punkt ~; in dem Endpunkt A dieses Gliedes ist das Glied 3, 
der Kulissenstein, gelenkig befestigt; dieser Stein gleitet im Gliede 2, 
der geraden Kulisse, die sich um den festen Punkt 18 dreht. 

Gege ben ist die Beschleunigung bA ; es soli die Beschleunigung b B 
jenes Punktes B des Gliedes 2 gesucht werden, der augenblicklich mit A 
zusammenfallt, sowie die relative Beschleunigung br des Steins gegen 
die Kulisse. 

Aus bA wurde zunachst in bekannter Weise die gedrehte Geschwindig
keit A a des Punktes A ermittelt und a li senkrecht zur Kulisse gezogen. 

Fig. 395. 

Dann ist Bb die gedrehte Ge
schwindigkeit des Punktes B; 
denn A a li ist der um 90° ver
drehte Geschwindigkeitsplan. 

Nun besteht die Gleichung 

bA = b B + br + b18 , 

worin bB- nB + tB ist. Zieht 
man lip 11 18 a bis zum Schnitte p 

a 

Fig. 395a. 

mit A~. p {J1 11 a li bis zum Schnitte {J1 mit B 18, so ist, wenn wir den Be
schleunigungsnullpunkt :n; nach A verlegen: 

:n:{J1 : Bb = :n;p:A a= Bb: Bl8 
-- Bli 2 vB2 

oder :n;{J1 =-== = -==nB. 
Bl8 Bl8 

Errichtet man also in {J1 die Senkrechte auf B 18, so muB diese den 
Beschleunigungspunkt {J enthalten. 

Die Zusatzbeschleunigung ist bz = 2 Vr w2, worin vr =ba ist; w2 

ist die Winkelgeschwindigkeit der Kulisse oder VB ; somit ist wegen 
Bl8 

ba= ba: Bb
bz = 2 ==-·li a. 

Bl8 
Nun ergibt sich aher: 

{J1 p:ba = Bp: Ba= Bb: Bl8, 
- B'& - -

also {J1 p ==·ba und daher bz = 2{J1 p. 
B5B 

21* 
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Die Richtung von bz ist durch Verdrehung von v,. um 90° im Sinne 
von w2, also hier in jenem der Uhr, zu gewinnen. Die relative Beschleu
nigung br endlich hat die Richtung der Kulisse selbst. Daraus ergibt 
sich folgende Konstruktion: Man zieht von a die Senkrechte zur Kulisse 
und macht f32 a = bz = 27J-;J>; zieht sodann durch {32 die Parallele zur 
Kulisse bis zum Schnitte {3 mit der in {31 errichteten Senkrechten; dann 
ist {3 der gesuchte Beschleunigungspunkt und b B ........ n TJ. Da mit iRt auch 
die relative Beschleunigung b,. ,-.c f3 fJ~ gefunden. 

In Fig. 396 ist der besondere Fall der Kurbelschleife behandelt, 
bei welchem die Richtung der Kulisse 2 durch den festliegenden Punkt \{) 

', 
' ', 

_t.\ '-~,- ----------- ~~~-'-~, ?t 
/' 

' -'iit' 
_ .. · 

.. -· 

Fig. 396. 

hindurchgeht; fiir den sich um 
1}{ drehenden Punkt A wurde 
angenommen, da13 a und a in 1){ 

zuRammenfallen (N ormalfall, vgl. 
20). Die Konstruktion von bB 
ist dann sehr einfach: man zieht 
a b senkrecht zur Kulisse, b p 1' \Ba 
und p{31 senkrecht zur Kulisse; 
sodann macht man 

{12 a = bz :- 2{11 p 

und {32 fJ i 1 B \{); im Schnitte von 
{J2 {f mit p {11 liegt der gesnchte 

11 

Fig. 397. 

Beschleunigungspunkt {1. Es ist nfi. . b B und {1 {32 = b,.. (V gl. damit 
L. Burmester, Kinematik, S. 837.) 

Fig. 397 zeigt eine andere Ausfiihrung der in Fig. 396 vorgefiihrten 
Kurbelschleife, ohne da13 grundsătzlich eine Ănderung eingetreten ist. 
Die Kulisse 2, die sich um \{) dreht, ist jetzt durch eine Hiilse ersetzt, 
der Kulissenstein durch die Stange 3. 

206. Die schwingende Kurbelschleife. Dieses in Fig. 398 dargestellte 
Getriebe ist von Fig. 396 nur dadurch verschieden, da13 \{) au13erhalb 
des von A beschriebenen Kreises liegt. Die um \{) drehbare Hiilse 2 wird 
dann keine vollen Umdrehungen, sondern nur Schwingungen ausfiihren 
konnen. 
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Gegeben ist die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A; gesucht 
wird die Beschleunigung jenes Punktes C der Stange 3, der augenblicklich 
mit dem Mittelpunkt 5B der Hiilse zusammenfallt. 

Fig. 398. 

Die Konstruktion ist eine Anwendung von Fig. 396 und lăBt sich 
auf diese zuriickfiihren. Man konstruiert zunăchst die Beschleunigung 
jenes Punktes B der Hiilse 2, der augenblicklich mit A zusammenfallt, 
indem man in Fig. 398 die Linien zieht: ali..l..3, 5Balllip, {31 pf3..l..3, 
af32 2pf3i, {32 {3ll3;·dann ist bB=Bf3. 

Fig. 399. 

Nun ist nach dem Satze von Coriolis (vgl. 203) 

ba.~·· bm + br + bz, 

worin bm = O ist. br und bz sind aber die gleichen wie fiir b B' nur ha ben 
sie die entgegengesetzte Richtung. Verbindet man also f3 mit a, so ist 
hc=lfa. 

Fig. 399 zeigt die Vereinfachung der Konstruktion fiir den Normal
fali, wenn a und a mit lll zusammenfallen. (Man vergleiche damit 
Fig. l32b.) 

207. Die Winkelschleiîe. Sie ist (Fig. 400) ein besonderer Fall der 
rotierenden Kurbelschleife, in welchem der Punkt lll unendlich fern liegt. 
Dann wird die gerade Stange l mit dem Punkt A in ihrer Richtung 
verschoben, wăhrend der mit A gelenkig verbundene Schieber 2 durch 
die sich um (î; drehende Kulisse 3 verschoben wird. 
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Die Konstruktion der Beschleunigung bA der Stange l aus der ge
gebenen Beschleunigung des Kulissenpunktes C, der augenblicklich mit 
A zusammenfăllt, wird nach dem Schema vorgenommen 

bA b0 + b, + bz, bz = 2 v, w3• 

Aus b0 = ny findet man zuerst in bekannter Weise die gedrehte 
Geschwindigkeit Ce und aus ca senkrecht zur Kulisse die relative Ge

= 

-.a, 

Fig. 400. 

schwindigkeit v, _ca; C ca 
ist der um 90° gedrehte 
Geschwindigkeitsplan Fig. 
400a; es ist nicht iiber
fliissig, den mit zu ent
werfen, um beiFestsetzung 

4 
Fig. 400a. 

der Richtung von bz aus jener von v, keinen Irrtum zu begehen, was 
bei Verwendung der gedrehten Geschwindigkeiten leicht moglich ist. 

Macht man cel=--= Ve, pTK, --2 v, = 2. ca und errichtet PQ _L cer 
bis zum Schnitte Q mit [01, so ist Q P-"' 2 v, · w3 __ bz. Dreht man v, 
um 90° im Sinne von Wa, so erhălt man die Richtung von bz = y a~; 
sodann wird in a1 die Parallele a1 azur Kulisse gezogen; dann ist n a - bA 
und a1 a b,. 

208. Die Kreuzschieberkurbel. Bei dieser (Fig. 401) wird die Kulisse 3 
in gerader Fiihrung gehalten und durch die Kurbell hin und her bewegt, 

= 

Fig. 401. 

v,~ 
b 

Fig. 401 a. 

/.J~x 
br~ 

{)( 

Fig. 401 b. 

deren Gelenk A in dem Schieber 2 gelagert ist. Hier liegen die Bewegungs
verhăltnisse besonders einfach; das Glied 3 macht keine Drehung, seine 
Winkelgeschwindigkeit ist null, also auch bz = O und das Gesetz von 
Coriolis nimmt die einfache Gestalt an 

bA··-- be + b,. 
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In den Fig. 401 a, b findet man Geschwindigkeits- und Beschleu
nigungsplan, zu denen eine Erlauterung wohl iiberfliissig ist. 

209. Anwendungen. 
1. Fig. 402 zeigt eine Vereinfachung des Getriebes der Stollmaschine 

mit schnellem Riickgang des Werkzeuges von de Frie s & Co. (mit-

N 

' ' ' ' 
' 

' 

' ' ' ' ' 1 
>( 

,1 \ 

' 1 

Fig. 402. 

geteilt Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1905, S. 657 von Paul Moller). 
Der nicht gezeichnete Werkzeugschlitten wird von der Schwinge 3 ge
fiihrt, die wie bei den iiblichen Stollmaschinen durch eine schwingende 
Kurbelschleife bewegt wird, deren Kurbel 
2 sich um }8 dreht. Sie dreht sich jedoch 
nicht gleichformig, sondern erhălt ihre 
Bewegung durch eine rotierende Kurbel
schleife, deren Kurbel 1 sich um ~ dreht. 
Bei der Stollmaschine von de Fries 
dreht sich auch 1 nicht gleichformig, c 
sondern wird abermals durch eine rotie
rende Kurbelschleife in Bewegung gesetzt 
(vgl. Fig. 299). 

Gegeben ist die Beschleunigung des 
Kurbelzapfens A; es ist die Beschleu Fig. 402a. 

nigung des Punktes O der Schwinge 3 zu konstruieren. 

b 

Es wurde der Normalfall angenommen, also bA - A~. Im Ge
schwindigkeitsplanFig. 402 a wurde vA= o a =A~ und ..LAm.gemacht; ist D 
der Punkt des Gliedes 2, der augenblicklich mit A zusammenfăllt, so ist 
vDA der Stange 2 parallel; es wurde demnach ad 112 und od .L 2 gezogen. 
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Der Schnittpunkt d ist der Geschwindigkeitspunkt VOI\ D. Ist B der 
Kurbelzapfen von 2, so miissen BD'i8 und bdo ăhnlich sein, woraus 
b leicht zu bestimmen ist. 

Die Geschwindigkeit v BC ist zur 
.7C 

., 
b,q 

·, 
·'--no 

'\ 
'-.. 

\ 
\ 

\ 
\ 

cx 

., 
·'-... 

Fig. 402b. 

'-. 

"· 

Stange 3 parallel; zieht man also 
bc 11 3, oc ..L 3, so ist 
der Schnittpunkt c der 

Geschwindigkeitspunkt 
von C. 

Im Beschleunigungs
plan (Fig. 402b) wurde 
zuerst :n: a= bA '"'= A~ ge
zeichnet und sodann 

vn2 
:n:bo nn = 

D'i8 
--- 2 
od --

·c==cc:==N D 
D'i8 

gemacht. Nun ist nach 
Gleichung 134): 

bA ~-=bD + bz + br, 
wobei br die Richtung der 
Stange 2, bz die Richtung 
von vr um 90° verdreht, 
also senkrecht zur Stange 
2 besitzt. Man zieht dem
nach aa0 112, b0 a0 ..L 2, so 
ist a0 a = br Um noch 
den Beschleunigungspunkt 
b zu finden, beachte man, 
daB nach Gleichung 134: 

bz = 2vrw2 

ist. Man macht also 

'iBP -=c:-: 2vr -~ 2 da 

und errichtet PQ ..L 2 bis 
zum Schnitte Q mit 'i8 D1 ; 

dann ist 
;v -~ vn 

QP = 2vr · -.- --c- = 2vrw2• 
D'i8 

Wird nun b a0 == Q P aufgetragen, so ist der Beschleunigungspunkt b 
gefunden und es ist :n: b == b D· Der Beschleunigungspunkt {3 ist sodann 
aus der Ahnlichkeit 

leicht zu bestimmen. 
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Iri derselben Weise wurde auch der Beschleunigungspunkt y aus der 
Beziehung bB = b0 + bz' + br' 
ermittelt. Man bestimmt zuerst 

-- va2 oc2 . . 
ny0 '-----' n0 = = = --= m Rwhtung O~ 

o~ o~ 

und zieht y0 y ...L 3, so geht diese Senkrechte durch y. Ferner ist nach 
Gleichung 134: bz' = 2v/w3 ; 

man trăgt ~ p - vr' = c b auf, zieht die Senkrechte p q auf 3 bis zum 
Schnitt 2 mit ~01 , wodurch man ibz' erhălt; die Richtung von bz' erhălt 
man, wenn man vr' im Sinne von w3 um 90° verdreht. Sodann zieht 
man fJ {30 113 bis zum Schnitte {30 mit y0 y, dann ist {30{3- b/; macht 
man noch y {30 - - bz', so ist auch der gesuchte Beschleunigungspunkt y 
gefunden und es ist ny-- b0 . 

2. Der Bucherer-Motor (vgl. A. Vorreiter, Bericht iiber die 
intern. Lirftschiff-Ausstellung in Frankfurt a. M., Zeitschr. d. · Ver. 
deutsch. Ing. 1910, S. 411, Fig. 
403) fiir Luftschiffahrt-Zwecke 
erbaut, bestehţ aus vier Zylin
dern, die sich samt ihrem Ge
hăuse um dessen Mittelpunkt 18 
drehen, wăhrend sich die Doppel
kurbel AA1 um deren Mitte Il! 
dreht; es ist A Il! = llll8 = A1 Il!. 
Die Kolbenstangen sind ohne 
Lenkerstange an die Kurbel ge
lenkig angeschlossen; die Kurbel
welle hat die doppelte Umlaufzahl 
wie das Zylinder-Gehăuse. Dieses 
Getriebe ist eine gekuppelte 
gleichschenklige Kurbel
schleife. Auch die Pumpe von 
L. Taverdon (1879) ist nach Fig. 403. 
dem gleichen Prinzip erbaut. 

Gegeben ist die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A; zu be
stimmen sind die Beschleunigungen der Punkte D, E, D1, E 1, sowie die 
relativen Beschleunigungen b,. und b,.' der Kolben in be:zug auf ihre 
Zylinder. 

In Fig. 403 stellt t bA die halbe Beschleunigung des Kurbelzapfens 
vor; aus ihr wurde vA bestimmt und in Fig. 403a gleich oa gemacht. 
Ist O jener Punkt der Kolbenstange DE, der augenblicklich mit dem 
Mittelpunkt 18 des Gehăuses zusammenfăllt, so fălit seine Bewegungs
richtung in die Richtung dieser Kolbenstange hinein; man zieht also 
oc 11 DE und ac ...LAC, wodurch c bestimmt ist. Aus der Ăhnlichkeit 

dace(/)DAOE 
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sind dann auch die Geschwindigkeitspunkte d und e zu ermitteln. Ebenso 
werden die Geschwindigkeitspunkte a1 c1 d1 e1 der zweiten Kolbenstange 
bestimmt. 

i 
i 
e 

Fig. 403a, 

./ 
/ 

' \ 

d 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 403b), der in halber GroBe angeiegt 
wurde, ist :n: a ce= t bA und 

__ l l VcA2 l ac2 1----
aro= 2ncA = 2 -6.1r 2 CA __ c 2NC, YoY_L ayo· 

\ 
\ 

f .. ··· 
z-tcll;r. 

10< ·, 
f~c;"'-. 

\ \ 
\ ~bE 

. b 1 
'/)1 : 

·. \ 
\ . 
\ \ 

\~'\ 

1 
/ 

/ 
" /bo 

/ 
/ 

id 
Fig. 403b. 

/ 
/ 
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Da der Mittelpunkt des Gehăuses 58 dauernd in Ruhe ist, also auch 
keine Beschleunigung besitzt, wird 

ba~br + bz; 
hierin ist bz = 2vrw; die Winkelgeschwindigkeit w des Gehăuses ist aus 

VeA ac CM 
w = ~- = -===- = -=ce 

CA CA CA 
zu entnehmen und vr ist durch oc dargestellt. Macht man demnach 
.Ap--vr~OC, pq...l.Ap, so ist pq=vrw=tbz. 

Dabei hat bz die Richtung senkrecht zu vr, also zur Kolbenstange 
DE; zieht man ne parallel zu ED bis zum Schnitte mit y0 y, so hat man 
bereits die relative Beschleunigung des einen Kolbenpaares 

-~.l.b ne= 2 r; 
trăgt man noch (?y - t bz --ce pq auf, so erhălt man auch den Beschleuni
gungspunkt y. Die Beschleunigungspunkte 15 und e erhălt man dann 
aus der Ăhnlichkeit 

IJays C/J DACE; es ist 8y = yo. 
In derselben Weise findet man auch die Beschleuni

gungspunkte a1, y1, IJv s1 der zweiten Kolbenstange und die 
relative Beschleunigung b/. 

3. Die Ventilsteue
rung von Collmann. 
(Vgl. Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 1878, S. 
342.) Fig. 404 zeigt den 
wichtigsten Teil dieser 
Steuerung. lll ist die 
Steuerwelle, die Kurbel 
A lll = 1 vertritt das Ex- 4 
zenter, an welche die 
Stange 2 (Dreiecksglied) 
gelenkig angeschlossen 
ist. Auf 2gleitet der Ku
lissenstein 3, der an das 
Dreiecksglied 6 gelenkig 
angeschlossen ist. 4 und 
5 sind Schwingen mit 
den festen Drehpunkten 
'1l und Q':. Die Gelenke 
D1 und K sind durch 
die Koppel 7 verbun-
den; in K ist iiberdies 
der Lenker 8 gelenkig 
angeschlossen, der in L 
die gerade gefiihrte Fig. 404. 

9 
L 

!( 
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Ventilstange 9 bewegt. Der Antrieb geschieht von A aus. Es ist die 
Beschleunigung bA gegeben; man soll den Geschwindigkeits- und 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

l 

b 
Fig. 404a. 

schleunigungszustand dieser Steue
rung, insbesondere der Ventil· 
stange 9 ermitteln. 

Geschwindigkeitsplan im 
doppelten MaBstab (Fig. 404a). 
Aus bA wird in bekannter Weise 
vA ermittelt und o a - 2v A gemacht. 

od .L 'llD, ad..!.. AD. 
Aus dod1 VJ D'llD1 wird d1 ge

funden. Nennt man B jenen Punkt 
des Gliedes 2 , der augenblicklich 
mit dem Mittelpunkte C des Kulis-

a. sensteines 3 zusammenfăllt, so wird 
aus adb (/) ADB der Geschwindig
keitspunkt b bestimmt. Da sich C 
gegen B in Richtung von 2 ver
schiebt, wird bc 112 sein, wodurch 
man eine Gerade erhălt, in der c 

liegen wird. Nun wird durch o die Gerade e .L ECJ: und durch d1 die 
Gerade f .L D1 K gezogen; in e und f miissen die Punkte e bzw. k liegen. 

Man nimmt f' beliebig auf f an, zieht k' e' .L K E bis zum Schnitte e' 
mit e und macht k' e' c' (/) KEC. Den so erhaltenen Punkt e' verbindet 
man mit dem Schnittpunkt 8 von f und e; diese Verbindungslinie c 
schneidet bc im Geschwindigkeitspunkt c. Damit sind auch k und e 

Fig. 404 b. 
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bestimmt und es ist vr = t b c die relative Geschwindigkeit des Kulissen
steines 3 gtilgen die Stange 2. 

Macht man noch olll9 und kl...L KL, eo ist auch die doppelte Ge
schwindigkeit ol der Ventilstange gefunden. 

Beschleunigungsplan (Fig. 404b). na c=:: bA; b wird in bekannter 
Weise aus dem Gelenkviereck \UAD~ gefunden. Aus den Ăhnlichkeiten 
abfJ VJ A D B und bnb1 VJ D~ D1 sind auch fJ und b1 sofort zu bestimmen. 

Um y zu bestimmen, benutze man das Gesetz von Coriolis: 

b0 '-'= bB + bz + br, bz = 2vrw2, 

worin w2 die Winkelgeschwindigkeit des Gliedes 2 ist. Man zieht in Fig. 404 
B B1 =vEA =tab, verbindet A mit B1, macht A P = bc = 2 vr und 
zieht PQ ...LA P; dann ist PQ = bz und dies wurde von(J aus aufgetragen. 
Dann enthălt dic Gerade Cf 112 den Beschleunigungspunkt y. 

Nun wurdc 
l oe2 

4 E~ in Richtung E(J; 

nud die Gerade (J; ...L ns0 durch c:0 gezogen; ferner 

--, - ___ VKn,2 l dl k2 . . 
01 x0 nKn, = -:c_==- = 4 -~ m RIChtung K D1 

KDI KDI 
und dic Gerade Sl' ...L 01 )<0 durch x0 gezogen; dann muB c: auf (J;, x auf Sl' 
liegen. Um diese Punktc zu finden, wurde c:' anf 0: beliebig angenommen, 

VKE2 l eJ? 
c:' x0' =:_= nKE = K E 4 K E in Richtung K E 

und x0' x' _!_ s' x0' bis x' auf sr gezogen; sodann ){1 mit c:' verbunden und 
x' c:' y' (/) K E O gemacht. Hierauf wurde auf 0: ein zweiter beliebiger 
Punkt s" gewăhlt und mit ihm dieselbe Konstruktion wie mit c:' wieder
holt. Der so gewonnene Punkt y" wurde mit y' verbunden; diese Ver
bindungsgerade Q:' schneidet Cî: im Beschleunigungspunkte y. Macht 
man sodann y' yy" (/) c:' se:"(/) x' xx", 
so sind auch die Punkte c: und ;l< ermittelt; sie mussen mit y auf derselben 
Geraden liegen und es muB ysx (/) CEK sein. 

Damit ist auch die relative Beschleunigung br gefunden. 
Macht man endlich nA.II9, ferner 

- - VLK2 l JC[2 • • 
xJc0 =•ce nLK = 1K = 4 LK m RIChtung LK 

und A.0 A. ...L x A.0 , so ist auch Â bestimmt und damit die Beschleunigung 
bL .- c nA. der Ventilstange. 

210. Viergliedrige Kette mit gerader Kulisse. Die Kette Fig. 405 
enthălt auBer den Stangen 3 und 4 das dreieckige Glied 2, das bei D 
in eine starr verbundene Stange auslăuft, auf der sich das Glied l ver
schieben kann. Hier ist in Gleichung 113): n = 4, n = O, somit der 
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Beweglichkeitsgrad x = n- 2.n + 2 = 6, y = 12; es wurden also von 
drei Punkten A, K und R die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
nach GroBe und Richtung angenommen. Zu suchen sind die Geschwindig-

L 

Fig. 405. 

keiten und Beschleunigungen aller iibrigen Punkte, sowie die relative 
Geschwindigkeit Vr und die relative Beschleunigung br des Gliedes 2 
in bezug auf 1. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 405a). o a= VA, ok = VK, or = VR. 

Durch a wurde die Gerade c' ...1.. l, ferner durch k die Gerade 1...1.. 3, 

a 

/ 
/ 

/ 
/ 

Fig. 405a. 

--~'--:~c· 
/ 

/ 
/ 

durch r die Gerade m..l..4 
gezogen. Sodann wurde 
auf 1 ein beliebiger Punkt 
l' angenommen, l' m'..LLM 
und l' c'..l..LC, m' c'..l..MC 
gezogen. Dabei ist C jener 
Punkt von 2, der augen
blicklich mit dem Punkt 
B des Gliedes l {Mittel
punkt der Hiilse) zusam
menfăllt. 

Verbindet man c' mit 
dem Schnittpunkt s der 
Geraden 1 und m, so er-
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hălt man die Gerade c, auf welcher der richtige Geschwindigkeitspunkt 
c liegen mu13. Er muB aher auch auf c' liegen, da die Verschiebung 
von A gegen O senkrecht zu l ist. Damit ist c im Schnitte von c und c' 
gefunden. Die Punkte l und m findet man jetzt aus c durch Ziehen der 
Parallelen und d aus der Bedingung cd .J_ C D und md .J_ M D. Ist 
ferner E jener Punkt des Gliedes l, der augenblicklich mit D zusammen
făllt, so verschiebt sich D gegen E ebenfalls senkrecht zu l; man zieht 

' 1 

' 1 
1 

' ' ' 1 

\ 

Fig. 405b. 

' ' 1 

"/ 

/Z 
1 

1 
1 

1 

j..L"' 
1 

: 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 

also de.-L l und ae.-LAE, so erhălt man e und sodann aus eb.-LEB 
in c' den Punkt b. Dann ist schlieBlich Vr == b c. 

Beschleunigungsplan (Fig. 405b). na bA, me = bK, ne bR. 
Man konstruiert 

-- VBA2 ab2 --·· 
afJo--·nBA===-= NlB 

BA BA 
und zieht durch {J0 die Gerade 58 - 1-l, auf der der zum Schlusse gefundene 
Beschleunigungspunkt {J liegen muB. Da ferner 

b0 . b B + bz + br 
ist, konstruiert man bz = 2vrw1, indem manA P = 2 · b c und PQ .J_ A P 
bis zum Schnitte Q mit A B1 zeichnet, wobei B B1 --ba ist. 
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Dann ist PQ = bz. Der Drehungssinn der Winkelgeschwindigkeit ro1 

des Gliedes 1 ist der Uhr entgegengesetzt; dreht man demnach vr = b c 
im Sinne von ro1 um 90°, so erhalt man die Richtung, in der Oz von {30 

aus aufgetragen wird. Durch seinen Endpunkt wird die Gerade ~, 
parallel zu ~ gezogen; auf ihr muB der Punkt y nach obiger Gleichung 
liegen. 

Um eine zweite Gerade ~ zu finden, zeichnet man 

- VMR2 rm2 . . 
f!ţlo ~--= nMR = -==-- =--==- m RIChtung M R 

MR MR 
und durch ţt0 die zu M R senkrechte Gerade m; ferner 

-2 
- VLK2 kl . . 
u.A.0 - nLK = -===- =-===- m RIChtung LK 

' LK LK 
und durch .A.0 die zu LK senkrechte Gerade B. 

Sodann wahlt man auf m einen beliebigen Punkt p,', zeichnet 
--z 

' -,- vaMz mc . R" h OM 
ţt Yo =ncM =OM= OM In 1c tung 

und y0'y' J_ OM, ferner 

-- VLM2 mlz 
ţt' .A'0 ::::::: nLM = = = -= in Richtung LM 

LM LM 
und .A.0'.A' ..L LM bis zum Schnitte ),' mit B; dann 

--2 

-,-,_ VcL2 le . R"ht OL A y1 = n0 L =-====- = -=- 1n 1c ung • 
OL OL 

und y1' y' J_ O L bis zum Schnitte y' mit y0' y'. 
Wahlt man nun auf m einen zweiten Punkt p," und fiihrt die gleiche 

Konstruktion wie mit ţt' nochmals durch, wobei n 0 M, nLII-I> n 0 L die
selben Strecken bleiben wie vorher, so erhalt man den Punkt y". Die 
Verbindungsgerade ~ von y' und y" mull den richtigen Beschleunigungs
punkt y enthalten, den man also im Schnitte mit ~, findet. Von hier 
riickwarts schreitend kann man tt auf m und ), auf B leicht finden, da 
p,y0 - n0 M und .A.y1 n0 L von friiher bekannt sind. 

Als Kontrolle kann dienen, daB das Beschleunigungsdreieck yÂţt 
dem Dreieck O LM ahnlich sein muB. Aus dieser Ăhnlichkeit wird auch 
_ der Punkt {J leicht zu ermitteln sein, da D zu ihm ahnlich liegt. Da nun 
A B und O D stets senkrecht zueinander bleiben, ist auch, wie am Schlusse 
von 204 gezeigt wurde, a{J J_ yt5, woraus {J auf ~ zu ermitteln ist. Sodann 
wird von fJ aus bz gezogen, womit auch die relative Beschleunigung 
br y2y gefunden ist. 

211. Fiinfgliedrige Kette mit gerader Kulisse. Ăhnlich der vorigen 
Untersuchung ist die folgende. Eine Stange 1 (Fig. 406) gleitet in einer 
geraden Kulisse, die mit dem Arm 2 starr verbunden ist. Dieser ist in 
D gelenkig an ein Dreiecksglied 3 angeschlossen, an dessen anderen 
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Ecken L und M zwei Stangen 4 und 5 gelenkig anschliei3en. Wendet 
man Gleichung 113 an, so ist mit n = 5, n = O der Beweglichkeitsgrad: 
x=n-2n+2=7, y=l4; es konnen 
also sowohl fiir den Geschwindigkeits-
wie fiir den Beschleunigungszustand je 
sieben Bestimmungsstiicke angenommen 
werden. Angenommen wurden vA, vK, 

R 

' Fig. 406. ..{1 
Vr 11 

k 
vR nach Groi3e und Richtung, aui3erdem 
von A1 die Richtung der Geschwindig- l' 
keit; die gleiehen Annahmen wurden hin
siehtlieh der Beschleunigungen getroffen. 
Gesucht wird die relative Geschwindig
keit vr und die relative Beschleunigung 
b,., mit denen der Arm 2 an der Stange 
1 gleitet. 

Gesch windig kei tsplan (Fig. 406a). 
o . . . . Geschwindigkeitsnullpunkt; die 
absoluten Geschwindigkeiten wurden 
nicht gezeichnet; es ist 

oa'ccVA, ok='=vK, or- VR. 

Ferner oa1 '1'1v in A1, aa1 .i..AAI> wo
mit a1 gefunden ist. 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 1 
1/ 
s'<-~~~ 

-Î'e 
--- 1\ CI.-- 1 \ 

1 \ 
\ 

c 

Fig. 406a. Ist B jener Punkt der Stange 1, 
der augenblicklich mit dem Mittelpunkte 
C der Hiilse zusammenfăllt, so ist aba1 CFJ A BA1, wodurch b be-

22 Wittenbaucr, Dynamik. 
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stimmt ist. Zieht man sodann cbd 111, so miissen auf dieser Parallelen 
die Punkte c und d liegen, da sich C und D gegen B in der Richtung 
von 1 verschieben. Nun zieht man durch k die Gerade l..L KL und 
durch r die Gerade m ..L RM, dann miissen die Geschwindigkeitspunkte 
l und m auf l bzw. m liegen. Man nimmt auf l einen beliebigen Punkt l' 

c:J" 
r.! 1 1 ...... _ 

1 1 ',, 
1 ' 

A"~ ................................... 
1\ -...., / 
\ \ ,_ ~" 
1 ', /~ 
1 \ / 1 
1 \ / 1 
1 \ / 1 

\ / 1 
1 \ / 1 
1 \ // 1 
1 \ / 1 

~~----------------~--~~', / 1 
--- ' \/ 1 
.r• ·------- u• / )< 1 
uor--·~;.s=:_ / \ 1 

--- ,. __ -----.. _1 L // \ 1 
\·--- / \ 1 

\ P.o?'--- \ 1 
1 / iw--' 1 
l/ ""' ~ 1 

/Î \---- 1 / 1 --:c \ -:L---.. IL" 
/ 1 ~-- \ V: __ :o-~ ' 

/ \ o / ................ \ - /----1 \ ,/" \ c,. .C- 1 \ ____ /' 

.'.# 1 V'/1." / t-i: " 
' 1 -... bz _,......, 
\ 1 ..... -~ \. 

\ 1 - ...... . ?!-
\ l------ ...... ...:.-
\ ---1 _>.;::-- . 
~\~ 1 - ..... 

"\ .............. ', ...... 

-----

Fig. 406b. 
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an, zieht l' m'--'- LM bis m, sodann l' d' ...1.. LD, m' d' ...l.. M D und ver
bindet den Schnitt d' dieser beiden Senkrechten mit dem Schnittpunkte s 
von l und m; diese Verbindungslinie muB auch d enthalten, schneidet 
also cb ind. Damit sind nun auch l und m gefunden. Um endlich noch 
c zu finden, beachte man den Punkt E des Gliedes 2, der augenblicklich 
mit A zusammenfăllt. E verschiebt sich gegen A in Richtung von 1; 
man zieht also ae III, de -'-DE, womit e gefunden ist; endlich ec...L EO 
bis zum Schnitte c mit db. Dann ist V7 ::::= bc die gesuchte relative Ge-
schwindigkeit von O gegen die Stange 1. _ 

Beschleunigungsplan (Fig. 406b). n sei der Beschleunigungsnull
punkt; die absoluten Beschleunigungen wurden nicht gezeichnet. 
na --bA, n" --- bK, ne~~:bR. Ferner na1 ll b in A1 ; dann wird a1 aus a 
mit Hilfe der Normalbeschleunigung in bekannter Weise abgeleitet. Aus 
af3a1 (/) ABA1 findet man {3. Nun kniipft man wieder an das Gesetz 
von Coriolis an: 

b0 ::__ bn + bz + b7 mit bz = 2v,w1, 

worin w1 die Winkelgeschwindigkeit des Gliedes 1 ist. Man macht in 
Fig. 406: B1B -:vEA _:::_ab, zieht AB1, macht PA --2v7 und PQ...l..AB; 
dann ist PQ = bz, das von (J aus aufgetragen wird; durch den anderen 
Endpunkt von bz wird die Gerade ~III gezogen; auf ihr muB der Be
schleunigungspunkt y liegen; davon spăter. Von der Geraden ~ wird 
die Normalbeschleunigung 

Vnc2 cd2 . 
nnc =-=- = -=- m Richtung DO 

DO DO 
aufgetragen und die Gerade ~ 11 ~ gezogen. Auf ihr muB der Beschleu
nigungspunkt c5 liegen. 

Nun zeichnet man 
VLK2 .kl2 . . "A; nLK =---==-=ce-=-==- m R10htung LK, 
LK LK 

durch Ao die Gerade 2 ...1.. LK; ferner 
-- vMR2 rm2 . . 
(!flo = nMR = ~-.. -. = ~ m R10htung M R, 

MR MR 
durch flo die Gerade 2R...!.... M R; dann miissen die Beschleunlgungs
punkte A und ţt auf 2 bzw. 2R liegen. Man wăhlt nun auf 2R zwei beliebige 
Punkte ţt' und ţt" und fiihrt mit ihnen dieselben Konstruktionen durch 
wie im vorigen Absatz; man erhălt den Linienzug ţt', c50', A0', A', c51', c5' 
und einen entsprechenden fiir ţt"; die so erhaltenen Punkte c5', c5" ver
bindet man, der Schnitt dieser Verbindungslinie mit ~ ist c5. Aus c5 
werden dann, wie in Fig. 405b aus y, die Punkte A und ţt auf 2 und 2R 
bestimmt. Als Kontrolle fiir die Genauigkeit der Konstruktion kann 
dienen, daB Ac5ţt (/) LDM sein muB. Da die Glieder 1 und 2 senkrecht 
aufeinander bleiben, muB nach 204, SchluB, yc5 J_ af3 sein; man zieht 
also c5y bis zum Schnltte y mit der Geraden ~- Damit ist aher auch 
die gesuchte relative Beschleunigung b7 gefunden. 22* 
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212. Achtgliedriges Getriebc mit drei geraden Kulissen. Auf den drei 
beweglichen Gliedern 2, 3, 4 eines Gelenkvierecks mit dem festliegenden 

Il 

Fig. 407. 

Gliede 1 gleiten die drei Schieber 5, 6, 7, die gelenkig mit dem Dreiecks
gliede 8 verbunden sind (Fig. 407). 

Gegeben ist die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A; gesucht 
sind die Beschleunigungen b0 bnbE der Eckpunkte des G!iedes 8, ins

fallen. 

besondere aher die relativen Beschleuni-
gungen br, b/, b/', mit denen die Schieber 
5, 6, 7 auf den Stangen 2, 3, 4 gleiten. 
Der MaBstab der Beschleunigungen wurde 
derart gewăhlt, daB n A _- A~ ist. Es ist 
n = 8, n = 3, also nach Gleichung 113: 

x=n-2n+2=4; 
das Getriebe ist zwanglăufig. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 407a). 
b oa"--A2î, ob_l_B\B, ab_l_AB. Es seien 

e 
Fig. 407a. K, L, M jene Punkte der Glieder 2, 3, 4, 

die augenblicklich mit O, D, E zusammen
Dann bestehen die Ăhnlichkeiten 

oka(/)~KA, alb(/)ALB, bmoVJBMIB. 
Damit sind die Gesch windigkeitspunkte k, l, m gefunden. Nun ver

sehiebt sich O gegen K in Richtung der Stange 2; zieht man also durch 
k die Gerade c 112, so muB sie den Geschwindigkeitspunkt c enthalten. 
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Ebenso wird die durch l gezogene Gerade b 113 den Punkt d und die 
durch m gezogene Gerade e 114 den Punkt e enthalten. 

Nimmt man auf c den beliebigen Punkt e' an, zieht e' e' -•- CE bis t>, 
ferner e' d' J.. O D, e' d' _1_ E D, so erhalt man den Schnittpunkt d'; ver
bindet man ihn mit dem Schnittpunkte der Geraden c und e, so schneidet 
diese Verbindungslinie die Gerade b im Geschwindigkeitspunkt d. Dann 
ist de _1_ DO bis c, de _1_ DE bis e, wodurch e und e gefunden sind. 

Die relativen Geschwindigkeiten der Schieber 5, 6, 7 gegen die Glieder 
2, 3, 4 sind dann 

vr '-- kc, vr' c-.-c ld, vr'' =-== m e. 

Beschleunigungsplan (Fig. 407b). na ~-bA. Der Beschleu
nigungspunkt f1 wird auf bekannte Weise (vgl. Beschleunigungszustand 
des Gelenkvierecks 76) aus 

- - VB2 -- -- VBA 2 

nflo ~= nB = B=--i und aflt- nBA = -BX' 

flofl J_ nflo, fltfl J._ aflt 

gefunden. }'erner ergeben sich die Beschleunigungspunkte x, Â, ţt aus 
den Ăhnlichkeiten 

nxa(/)~{KA, aJ.{J(/)ALB, {Jpn(/)BM~. 

Um den Beschleunigungspunkt r zu finden, beachte man das Gesetz 
von Coriolis 

ba "' bK + bz + br. 

Hierin ist bz = 2v,w2 , wenn w 2 die Wi,nkelgeschwindigkeit des 
Gliedes 2 ist. Man verbindet also in Fig. 407: m mit dem Endpunkt 
von vA, macht llfP = 2v, = 2k-c und PQ -'- mP, so ist PQ = bz. 
Dreht man die Richtung von vr um 90° im Sinne von w2 (Uhrzeiger), 
so erhălt man die Richtung von bz, in welchem Sinne bz von x aus im 
Beschleunigungsplane aufgetragen und im Endpunkte die dazu senk
rechte Gerade [ errichtet wurde, welche br enthalt. 

In derselben Weise wurden die Geraden 'Il und ~ gefunden. Man 
macht P' A = 2v/, dann ist P' Q' = bz'; endlich P''~ = 2v/', dann 
ist Q" P" = bz"· bz' wurde von Â, bz" von p in ihrer wie bei bz ermittelten 
Richtung aufgetragen und in den Endpunkten die Senkrechten errichtet. 

Um auf den drei so gefundenen Geraden [,'Il,~ die Beschleunigungs
punkte r, 15, e zu finden, nehme man auf ~ einen beliebigen Punkt e' 
an, mache 

2 2 
-,-1 .. VcE ee 
e ro = noE = -==- = -c=.- in Richtung O E, 

CE CE 

ro' r' J._ e' ro' bis zum Schnitte r' mit [, sodann 
-2 

-- -- Vnc2 ed DO r' 150' -- nvc = -=====- = -= in Richtung , 
DO DO 

15 0' 15' J._ r' 150'; endlich 
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2 d2 
1""§:7- VDE e · R" ht DE su1 =nnE=DE =DE m 1c ung , 

~/ ~' ...L s' ~1'; im Schnitte von ~0' ~' und ~1 '~' findet man den Punkt ~'. 
Nun wăhlt man auf ~ einen zweiten beliebigen Punkt s" und wieder

holt die mit s' vorgenommenen Konst.ruktionen, wobei die Normal
beschleunigungen n0 E, nn0 , nDE dieselben bleiben wie friiher; man 

1 
/~ 

Fig. 407b. 
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erhălt hierbei die Punkte y" auf [ und (J". Verbindet man jetzt (J' mit()", 
so schneidet diese Verbindungslinie die Gerade ~ im richtigen Be
schleunigungspunkte (J. 

Um daraus y und e zu finden, geniigt es, entweder die Ăhnlichkeit 
zu beniitzen und y' yy" C/) (J' (J(J" C/) e' ee" 
zu machen; oder CJCJ1 __L DE zu ziehen und eCJ1 - nDE zu zeichnen, 
ebenso CJCJ0 ..L DO, y ()0 nDc· 

Die relativen Beschlem?{gungen b7 , b/, b/' liegen dann endlich auf 
den Geraden [, ~. ~ und .:.. ~ mit Hilfe der Polygone 

b0 bK + bz + b7 , bD = bL + bz' + b/, bE b211 + bz" + b/' 
a us der Zeichnung sofort zu entnehmen. 

Die in 210 bis 212 behandelten Ketten wurden in anderer Weise 
untersucht von L. Burmester, "Konstruktionen der Beschleunigungen 
bei zusammengesetzten Mechanismen", Sitzungsberichte der bayer. Akad. 
d. Wiss. 1911. 

213. Aufgaben. 
103. Bei der rotierenden Kurbelschleife (Fig. 408) ist die Beschleu

nigung des Kurbelzapfens A gegeben. Es ist die relative Beschleu
nigung des Gliedes 2 in bezug auf 3 zu bestimmen. 

104. Wie ăndert sich das Resultat der vorigen Aufgabe, wenn die 
Anordnung der Kurbelschleife nach Fig. 409 erfolgt 1 

105. Der Kondensator von 
Blake enthălteinGe
triebe, das in Fig. 410 
dargestellt ist (Revue 
de mecanique, 1912, 
S. 102). Es ist die 
Beschleunigung der 
Stange 3 gegeben; man 

.4 

soli daraus jene der Fig. 408. Fig. 409. 
Stange 31 ermitteln, 

Il 

wenn angenommen wird, daB A~ und ~A1 nicht gleich sind. 
106. Bei der Schieberschleife (Fig. 411) sind vA und vD, bA und bD 

gegeben. Man konstruiere die relativen Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen des Gliedes 1 in bezug auf 2 und des Gliedes 3 
in bezug auf 4. 

107. Bei der Kohle:ristampfmaschine von F. Meguin & Co. A.-G. 
und W. Miiller (Fig. 412) treibt die Kurbel 1 mit Hilfe des 
Schiebers 2 eine Kulisse 3, die durch die Treibstange 4 die Stampfe 
5 vertikal auf und ab bewegt. Es ist aus der konstanten Ge
schwindigkeit des Kurbelzapfens die Geschwindigkeit und Be
schleunigung der Stampfe zu bestimmen. 

108. Bei der Steuerung von·T. Delville (Fig. 413) ist das Exzenter l 
mit dem Kreuzkopfe 3 des Arbeitskolbens durch die Stangen 4 
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und 2 verbunden, von denen d.ie erste eine Kulisse enthălt, in 
welcher der Schieber 5 sich bewegt, der mit der Schieber
stange 6 gelenkig verbunden ist. Die Bewegung dieser Schieber-

stange soli durch diese Vorrich-
3 tung abwechselnd so beschleunigt 

~~ "~ und V'erzogert werden, daB auch 

Fig. 410. 

31 bei kleinen Fiillungen die Dampf
wege schnell und vollstăndig ge-

Fig. 411. 

offnet und geschlossen wm·den. Die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen der Punkte A und B sind gegehen; man 

o 

konstruiere die Geschwindigkeit und Be
schleunigung der Schicberstange 6. 

109. Fig. 414 ist cine schematische Darstelluug 

r--------2L_----~~ 
1 

:Fig. 413. 

Fig. 412. 

c 

der Lenkerstcuerung vou 
J. M. Waltcr. Das Glied 
4 derselben bewegt das Ge-

lenkviereck 5, 6, 7; der 
Punkt R ist durch den 
Regulator festgehalten 
zu denken. Der Punkt 
S ist mit dem Steuer
schieber s verbunden. 

s 
s 

2 

Fig. 414. Der Punkt Bwird durch 
eine schwingende Kurbelschleife, die ihren Antrieb von 
der Kurbell erhălt, gefiihrt. Es ist BC = 0!5. Gegeben 
sind die Geschwindigkeit und die Beschleunigung des 
Kurbelzapfens A; gesucht sind v8 und b8 . 



XX. Dm· Bt>seltleunigungsznstaud vou kinematischen 
Ketten mit Kurvenfiibrungen. 

214. Das Schleifkurvengctriebe. In den vorhergehenden Unter
:suchungen wurden die Gelenkketten, sowie die Ketten mit krummlinigen 
und geradlinigen Kulissen auf ihren Geschwindigkeits- und Beschleu
nigungszustand behandelt. 

AuBer diesen Ketten kommen in der Maschinentechnik vielfach solche 
vor, die neben Gelenken und Kulissen, die auf Punktfiihrungen ge
griindet sind, auch Kurvenfiihrungen beniitzen, bei denen, wie uns bereits 
bekannt ist, Kurvenpaare aufeinander rollen und gleiten, von denen 
jede Kurve die Hiillbahn der anderen ist. DaB solche Ketten sehr hăufig 
anzutreffcn sind, geht schon daraus. hervor, daB sămtliche Getriebe, 
die Răder cnthalten, dazu gehoren. DaB bei diesen die Kurvenpaare 
aufeinander rollen ohne zu gleiten, ăndert nichts an. dem W esen der 
Kette. 

' 

Fig. 415. 

1. 
' 

o 
Fig. 416. 

Einige dieser Ketten mit Kurvenfiihrungen sollen hier auf ihren 
Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand untersucht werden. 

So wie das Gelenkviereck und seine Ableitung, das Kurbelgetriebe, 
die urspriinglichste und einfachste Form der geschlossenen Gelenkkette 
darstellen, so ist das Schleifkurvengetriebe in seiner allgemeinen 
Gestalt die Stammform fur die meisten Ketten mit Kurvenfiihrung. 

Dieses Getriebe (Fig. 415) besteht auBer dem Grundgliede llt 5S aus 
zwei Gliedern l und 2, die um die festen Drehpunkte llt und 5S Dauer-
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drehungen ausfiihren und sich hierbei in den Kurven a und b dauernd 
beriihren. Diese Kurven werden wăhrend der Bewegung aufeinander 
rollen und gleiten. Auf welche Weise ihre dauernde Beriihrung erzwungen 
wird, ist hier ohne Belang. 

Sind A und B die Kriimmungsmittelpunkte der Kurven a und b, 
dann ist A ein Punkt des Gliedes l, B ein Punkt des Gliedes 2; da die 
Kriimmungshalbmesser AM und B M ihre Lănge wăhrend zweier Zeit-

Fig. 417. 

teilchen nicht ăndern, wird auch die Entfernung A B wăhrend dieser 
Zeit ungeăndert bleihen; dann ersetzt aher das Gelenkviereck ~A B 18 
das Getriehe wăhrend zweier Zeitelemente vollstăndig. (Vgl. L. Bur
mester, Kinematik, S. 30.) 

W erden statt a und b zwei andere Schleifkurven a' und b' gewăhlt, 
deren Kriimmungsmittelpunkte wieder A und B sind, so hleiht der Be
riihrungspunkt M' in der Geraden A B; dann wird aher das neue Schleif
kurvengetriehe ~a'·b' 18 durch das gleiche Gelenkviereck ~A B 18 ersetzt 
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werden konnen. Daran ăndert sich auch nichts, wenn der Beriihrungs
punkt M nach A oder B riickt. Kommt z. B. M nach B (Fig. 416), so 
artet die Schleifkurve b in einen Punkt aus, der auf a schleift. 

215. Schleifkurvengetriebe mit Punktliihrung. In Fig. 417 ist eine 
dreigliedrige Kette gezeichnet, in der das Glied ~ fS = O festgehalten 
ist, die Glieder 1 und 2 sich um ~ 
und fS drehen und hierbei der 
Punkt B des Gliedes 2 an der Kurve 
a des Gliedes 1 schleift. 

Gegeben ist die Beschleuni
gung bL eines beliebigen Punktes L 
des Gliedes 1 ; gesucht wird die Ge
schwindigkeit vB und die Beschleu
nigung b B, insbesondere aher die 
relative Geschwindigkeit und Be
schleunig'ung des Punktes B gegen 
die Schleifkurve a. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 
417a). Aus bL wird zunăchst in 

c 

ed 
Fig. 417 a. 

1' 
Fig. 417b. 

bekannter Weise vL gesucht und gleich ol gemacht, sodann a in bekannter 
Weise konstruiert. Aus ob..L.BfS und ab.l..AB findet man b; ist end
lich C der Punkt des Gliedes 1, der augenblicklich mit B zusammen
făllt, so findet man den Geschwindigkeitspunkt caus oc..L. ~C, le ..L.LC; 
c muB auf ab liegen; die relative Geschwindigkeit von B gegen den 
Bogen a ist vr = cb. 

Beschleunigungsplan (Fig. 417b). Der Beschleunigungspunkt {3 
kann auf verschiedenen Wegen gefunden werden, was zur Kontrolle 
sehr erwiinscht ist: 
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a) Aus dcm Gelenkviereck ~A B \8. n~ cC::C b Ll sodann a aus der 
Ahnlichkeit n la(/) ~LA. 

- VBA2 ab2 . . 
a(31 · nBA =·BA= J§ji_ m Rwhtung BA, 

{31 f3 ...La {31 ; im Schnitte von {30 f3 und {31 f3 liegt (3. 
b) Mit Beniitzung der Zusatzbeschleunigung bz. Es it-it 

b B _ce bc + bz + bl'l 
worin wieder 

ist, also 
b,. = n,. + t,. 

bB == bc + bz + n,. + t,.. 
Um bz = 2 v,. w1 zu finden, macht man (fDr - ca, verbindet A mit 

Cv trăgt A p = v,. = cb auf und zieht p q = ·~ bz scnkrccht auf A·p. 
Statt dieser bisher beniitzten Konstruktion kann man auch C C~ = 
2v,. ".ce 2c7J machen und zieht C2 N2 ...LA C1 ; dann ist B N2 = bz auch der 
Richtung nach. Macht man ferner B-B1 - v,. und zieht B1 N 1 ...LA B1, 

. . . v,.2 
so ist N 1 B = -·· =·· n,.; 

BA 
es ist somit 

Konstruiert man den Beschleunigungspunk t y aus n J. y (/) ~ L C 
und zieht y {32 == N~N2 , {32 {3 ..L. y {32, so mu13 die Gerade {32 f3 auch durch 
den Beschleunigungspunkt f3 gehen. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole. Das Getriebe darf fiir zwei Zeit
teilchen durch das Gelenkviereck ~A B )8 ersetzt werden. Den Dreh
pol 0 12 des Gliedes l in bezug auf das Glied 2 (oder umgekehrt) erhălt 
man, wenn man ~ l8 mit A B zum Schnitte bringt; in diesem Punkt 
liegt der Punkt D des Gliedes l mit dem Punkt E des Gliedes 2 vereint; 
D und E haben augenblicklich die gleiche Geschwindigkeit, ihre relative 
Geschwindigkeit ist also null. 

Aus n A (j (/) ~LD erhălt man zunăchst den Beschleunigungspunkt b. 
Beniitzt man ferner die Konstruktion von Bo billier (vgl. 42) und 

macht -9::: tD~ = ADG, so erhălt man in Dt die Poltangente; die Senk
rechte CJe zu ihr gibt die Richtung der Polnormale. Nun ist abcr 

bE=c=bv + bz + b,.; 
die Zusatzbeschleunigung bz ist null, da v,. =O ist. 

Die relative Beschleunigung b,. des Drehpols E hat die Richtung der 
Polnormale (vgl. 33); es ist also 

bE ce_ bv + br 
und die friiher gezogene Gcrade (j e des Beschleunigungsplanes wird somit 
den Beschleunigungspunkt e enthalten. 
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Macht man noch im Geschwindigkeitsplan od _L \UD, so erhălt man 
im Schnitte mit ac den Geschwindigkeitspunkt d und mit ihm vereinigt e. 

Dann hat man nur noch notig, zu konstruieren 

___ VFJ2 oe2 • • 
n Bo- nE = -_ -_- = --_--ce m R!Chtung E 58 

" E58 E~ 

und c:0 c: _j_ n c:0 , so erhălt man im Schnitte mit oc: den Punkt e. Die 
Ăhnlichkeit n fJ c: (/) 58 B E gibt dann den gesuchten Beschleunigungs
punkt {J. 

Hat man auf einem dieser Wege den Punkt fJ gefunden, so gibt tr == fJzfJ 
die relative Tangentialbeschleunigung an, mit der B auf a schleift. 

a , 

L 

~~-~~ 
-- _li?/_~--

' //// (}1 

·~ 

Fig. 417 c. 

d) In Fig. 417 c ist noch eine Losung mitgeteilt, um die Beschleunigung 
b B ohne Benutzung eines besonderen Planes zu bestimmen. Man braucht 
zu diesem Zwecke nur die in Fig. 106 mitgeteilte Konstruktion fUr die 
BeRchleunigung der Zweipunktfiihrung anzuwenden. 

Aus vL und br, bestimmt man zunăchst vA' und bA' des auf IIXL 
liegenden Punktes A' in bekannter Weise, macht sodann A a =vA =vA' 

und dreht bA' nach bA· Sodann zieht man abIl A B, b 1' Il AG, 588 Il b 1' 
und 1' (30 Il Sb, errichtet in{J0 die Senkrechte auf B58, so geht diese durch 
den gesuchten Punkt {J. Zieht man ferner bN ll1'G, N{J1 :ţţ bA und durch 
{31 die Senkrechte auf A B, so erhălt man eine zweite durch fJ gehende 

Geradc. Dann iRt B{J- bR· 



350 Der augenblickliche Bcwegungszustand. 

216. Anwendungen. 
l. Ventilantrieb durch Schwingdaumen. Bei den Steuer

getrieben von Dampfmaschinen findet man zur Bewegung der Ventile 
Schwingdaumen angewendet, die von einer rotierenden Welle angetrieben, 

Fig. 418. 

schwingende Bewegungen um ihre Achse ausfiihren. Fig. 418 ist ein 
solches Getriebe; 1 ist der Schwingdaumen, der von L aus in Schwin
gungen um die Achse Il( versetzt wird. Dabei wird die Fiihrungsrolle R 

Fig. 419. 

mitgenommen, deren Mittelpunkt B mit dem Ende des Hebels 2 fest 
verbunden ist. Das andere Ende K dieses Hebels ist in gelenkiger Ver
bindung mit der Ventilstange und besorgt das Offnen und SchlieBen 
des Ventils in gesetzmăBiger Weise. Die krummlinige Begrenzung der 
Schwingdaumen nimmt sehr verschiedcne Formen an. In Fig. 418 ist 
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sie aus zwei konzentrischen Kreisbogen k und k' mit dem Mittelpunkte ~ 
gebildet; fiihrt die Rolle R iiber diese, so findet keine Bewegung des 
Hebels 2 statt; man nennt daher diese Kreisbogen die innere und die 
auBere Rast. Die Ubergangskurve von k nach k', von einer Rast zur 
anderen, ist der fiir die Ventilbewegung maBgebende Teil. 

In Fig. 419 wurde das Getriebe dahin verandert, daB die Rolle R 
zu ihrem Mittelpunkt B einschrumpft und die Kurven der Begrenzung 

s 
"""'""'--\ -.....::._-~~-

\ -..... ----
\ ""- -----

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

Fig. 420. 

des Schwingdaumens durch ihre Ăquidistante a ersetzt werden (vgl. 
Fig. 415, 416). 

Als bekannt ist die Beschleunigung des Punktes L anzusehen, der von 
einem Exzenter angetrieben wird; zu bestimmen ist die Geschwindigkeit 
und Beschleunigung des Punktes B, durch welche ja auch die Bewegung 
von K bestimmt ist. 

Am ehesten wird man sich vielleicht mit der Methode befreunden, 
die in 215 d erwahnt und in Fig. 417 c durchgefiihrt wurde. Fig. 420 
zeigt ihre Anwendung auf das Schwingdaumengetriebe Fig. 419. Es 
wurde nur in den notwendigsten Linien und mit den gleichen Bezeich-
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nungen angedeutet. Gegeben ist bL; aus ihm wurde in bekannter Weise 
vL ermittelt. Auch die Bestimmung von vA und bA des Kriimmungs 
mittelpunktes A von a bedarf keiner weiteren Erklărung. 

Aus der gedrehten Geschwindigkeit A a = vA wurde durch Ziehen 
von ali 11 AB die gedrehte Geschwindigkeit Bli = vn ermittelt, sodann 
li T il AGil ms und T{J0 li liS 
gezogen und (30 (J .l.. B m er
richtet; ferner liN li TG und 
N {31 :j:ţ bA gemacht, endlich 
{31{3 .l.. A B errichtet; im 
Schnitte von {30 fJ und {31 fJ 
liegt fJ und es ist B fJ = b B· 

Wiinscht man dieses Re
sultat zu kontrollieren, so 
stehen die in 215 beschriebe
nen Methoden a, b, c zur Ver
fiigung, diein Fig.42la, und b 
beniitzt wurden. 

Die Konstruktion des Ge
schwindigkeitsplanes Fig.42la 

Fig. 421 a. 

(J 

Fig. 421 b. 

soll hier nicht wiederholt werden. Es sei nur erwăhnt, da.B in Fig. 421: 
K m B den Winkelhebel darstellt, an dessen Endpunkt K die vertikale 
Ventilstange gelenkig ansetzt und da.B in Fig. 42la ok die Geschwindig
keit von K ist. 

Die Konstruktion des Beschleunigungsplanes 421 b sei im folgenden 
kurz wiederholt: 

- vn2 
a) nÂ'=bL, a aus nÂa(/.)mLA, nfJ0 --=, {J0 (J.l..n(J0 ; sodann Bm 

Wittenbaner, Dynamik. 23 
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b) fJ0fJ wie vorher. y aus aÂy VJ ALC. yC = bz, wobei in Fig. 421: 
- 1 --- Vr2 

CC1 :=ac, Ap=cb, pq= 2 bz ist. Ferner CfJ2 -N1 B-nr=s.tf' 

wobei in Fig. 421: B 1 B = Vr - . cb ist. Endlich /12 fJ ...L y f12· 

c) Man zeichne die Drehpole G und 0 12 und mache <f: t 0 12 ~ = A012 G, 
dann ist 0 12 t die Poltangente; () aus :rdb (/) 121LD, 1Js ...L 0 12 t. Endlich 
- VE2 
:n:s0 -- ]Eij) , s0 s ...L :n: s0• Damit ist s gefunden und sodann fJ aus 

:n:sfJVJ ~EE. 
Sobald man den Beschleunigungspunkt fJ nach einer dieser Methoden 

gefunden hat, kann x aus der Ăhnlichkeit :n:fJ x (/) ~ B K (bei der Methode c, 
oder einfacher mit Umgehung von fJ aus :n: s x (/) ~ E K) bestimmt 
werden. Es ist dann :n: x c.= bK. Der vcrtikale Teil davon ist dann die 
gesuchte Beschleunigung der in K ansetzenden Ventilstange. 

Ventil 

Exzenfer ~ ~ 

Fig. 422. Fig. 423. 

Literatur: H. Doehne, "Die Bewegungsverhăltnisse von Steuer
getrieben mit Schwingdaumen". Verhandlungen des Vereins zur Be
fi.irderung des GewerbefleiBes in PreuBen, 1908, S. 275. Aus dieser Ab
handlung wurden die Fig. 418 und 419 entlehnt. Die Beschleunigungen 
wurden dort auf einem anderen Wege gesucht. 

K. Ki.irner, "Die Entwicklung der Doppeldaumensteuerungen". 
Zeitschrift des Osterr. Ing.- u. Architekten-Vereins 1915. 

2. Ventilantrieb durch Wălzhebel. Um hei Steuerung von 
Dainpf- oder Gasmaschinen die Ventile derart zu fiihren, daB ihre Ge
schwindigkeit im Augenhlicke der Ahsperrung vermindert und der 
StoB auf die Sitzflăche des Ventils gemildert wird, bedient man sich 
kurvenfi.irmiger Maschinenteile, der Wălzhe bel. Es sind dies stăhlerne 
Hebelpaare, die sich mit ihren gekriimmten Flăchcn aufeinander ab
wălzen. 

Man beniitzt Wălzhebel ohne festen Drehpunkt und mit zwei festen 
Drehpunkten. Bei den ersten (Fig. 422) ist der eine Wălzhebel un
beweglich, der andere sowohl mit der Ventilstange wie auch mit der 
Triebstange des Exzenters gelenkig verbunden. Das Gelenk der Ventil
stange wird gerade gefiihrt. Wir haben diese Art Wiilzhebel schon in 81 
kennen gelernt. 
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Bei den Wălzhebeln mit zwei festen Drehpunkten (Fig. 423) dreht 
sich jeder von diesen Rebeln um seinen festen Drehpunkt und wălzt sich 
auf dem anderen Rebel ab. Die Enden der Rebel sind mit der Ventil
stange bzw. mit der Triebstange des Exzenters gelenkig verbunden. 

Das Abrollen der Wălzhebel kann in dem einen oder anderen Falle 
entweder mit geringfiigigem Gleiten verbunden sein oder es findet ohne 
jedes Gleiten statt. 

Im ersten Falle konnen beide Wălzhebel beliebige Form besitzen; 
im letzten ist nur die Form des einen Wălzhebels beliebig, die des anderen 
ist erst zu ermitteln. 

Der eine der beiden Wălzhebel kann auch geradlinige Begrenzung 
erhalten; dieser Sonderfall wird unter 222 behandelt werden. 

Die Aufsuchung der Beschleunigungen bei den Wălzhebeln allgemeiner 
Art bietet keine neue Aufgabe, sondern fiihrt auf die unter 215 mit
geteilten Losungen zuriick. Sind in Fig. 424 a und b 
die krummlinigen Begrenzungen der beiden Rebel1 
und 2, ~ und \B ihre festen Drehpunkte, M ihr Be
riihrungspunkt, A und B die Kriimmungsmittel
punkte von a und b in M, so hat man das Getriebe 
fiir zwei kleine Zeitteilchen durch das Gelenkviereck 
~A B \B zu ersetzen. 

Als gegeben ist anzusehen die Beschleunigung 
K 

bL des Punktes L von 1, in dem die Triebstange bx 
des Exzenters ansetzt; gesucht wird die Beschleuni-
gung bK des Punktes K von 2, in dem die Ventil- Fig. 424. 
stange gelenkig befestigt ist. 

Die Losung, die auf verschiedenen Wegen moglich ist, bleibt die 
gleiche wie bei den Schwingdaumen, Fig. 420 und 421. 

217. EinfluB der plOtzlichen Kriimmungsănderung auf die Beschleu
nigungen des Schleifkurvengetriebes. In 215 wurde die Konstruktion 
der Beschleunigung eines Schleifkurvengetriebes auf jene eines Gelenk
vierecks zuriickgefiihrt, wobei der Kriimmungsmittelpunkt Ader Schleif
kurve a fiir zwei Zeitteilchen die Rolle eines Gelenkes iibernahm. 

Es ist zu erwarten, daB bei plotzlicher Kriimmungsănderung der 
Schleifkurve auch plotzliche, also sprungweise Ănderungen der Be
schleunigungen des gefiihrten Punktes B auftreten werden, da der 
Kriimmungsmittelpunkt A sprungartig seine Lage verăndert und somit 
auch das Gelenkviereck ~A B \B plotzlich seine Gestalt ăndern wird. 
(Vgl. J. Magg, Die Steuerung der Verbrennungskraftmaschinen, S. 146.) 

Bei dem Schwingdaumen in Fig. 419 z. B. steht der gefiihrte Punkt B 
des Rebels 1 gerade an der Dbergangsstelle zweier Kreisbogen mit den 
Mittelpunkten A und A'; das Gelenkviereck ~A' B \B wird also beim 
Weitergleiten des Re bels sprungartig in das Gelenkviereck 12{ A B \B 
iibergehen. 

23* 
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Es soll im nachstehenden untersucht werden, von welchen Faktoren 
dieser Sprung der Beschleunigung abhăngt und von welchen nicht, 
und wie sich die GrtiBe dieses Sprunges in einfacher Weise bestimmen lăBt. 

In Fig. 425 ist das Schleifkurvengetriebe aus Fig. 417 nochmals 
aufgenommen, nur mit dem Unterschiede, daB der Schleifbogen a in O 
pltitzlich seine Kriimmung wechselt und in den Schleifbogen a' tangentiell 
iibergeht; A und A' seien die entsprechenden Kriimmungsmittelpunkte. 

Es sei der Normalfall angenommen; dann stellt A~ sowohl die 
Beschleunigung des Punktes A wie auch dessen gedrehte Geschwindig-

Fig. 425. 

keit dar. Zieht man ~b Il '!3B, so ist ba' ac bereits der um 90° verdrehte 
Geschwindigkeitsplan mit dem Nullpunkt in K Die Winkelgeschwindig
keit des Gliedes 1 ist fiir den Normalfall w = 1. Um die Beschleunigung 
bB zu suchen, beniitzt man mit Vorteil die in 215 unter b) mitgeteilte 
Methode und legt den Beschleunigungsplan in die Abbildung selbst. 

Man zieht ~n 11 A B und macht ~ b - b n; diesen Punkt n wăhlt 
man als Beschleunigungsnullpunkt. Ferner konstruiert man 

- vBz ~b2 . . 
{J0 n nB =-==- = -,--::-c-:c- 1n R10htung B'!3, 

B'!3 B'!3 

{J0 fJ ...1.. n {J0, dann wird der Beschleunigungspunkt fJ in dieser Senkrechten 
liegen. 
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Ferner mache man B M = v, = b c und M N _L AM; dann ist 

- v.2 bc2 

N B ... n,. = '- = . __ .·in Richtung BA e BA 
der Normalteil der relativen Beschleunigung b,. von B gegen a. 

Zieht man endlich N{J J_ N B bis zum Schnitte fJ mit {J0 {J, so ist der 
Beschleunigungspunkt fJ gefunden. Aus dieser Konstruktion ergibt·sich 
uămlich bB --p;:" :-- {JN + N B + B'!i +'!in, 
also da {JN t, die relative Tangentialbeschleunigung, 

Nn -~ · bz = 2 v, w =c= 2 · bc die Zusatzbeschleunigung ist: 
b B =c- t,. + n, + b0 + bz 

in Obereinstimmung mit 215 b). 
Der dem Kriimmungsmittelpunkt A' entsprechende Beschleunigungs

punkt {J' wurde sodann durch die Linien M N' _LA' M und N' {J' _L N' B 
gefunden. 

{J{J' ist der Beschleunigungssprung. Der auf diese Weise in die Ab
bildung verlegte Beschleunigungsplan unterscheidet sich von dem iiblichen 
nur dadurch, daB die Beschleunigungen gegen den Nullpunkt n ge
richtet sind. 

Nennt man BA= e, BA'= e', cp den Winkel zwischen der Stange2 
und der Tangente an den Schleifbogen, so ist der Beschleunigungssprung 
NN' n,-nr' 
-- - ---- oder 
cos '{J cos '{J 

X =tW = ;;:;~G- }r) ........ 136) 

Damit sind aher auch die Faktoren gekennzeichnet, die diesen Sprung 
beeinflussen. 

Fallen A und A' auf entgegengesetzte Seiten von B (vgl. Fig. 419), 
so tritt in obiger Gleichung an Stelle des negativen Zeichens das positive. 

218. Das Schubkurvengetriebe. Es ent- a 
steht aus dem allgemeinen Schleifkurvenge
triebe, wenn eines der beiden festen Gelenke, 
z. B. 58, in die Unendlichkeit riickt (Fig. 426). 
Dann dreht sich das Glied 1 dauernd um das 
feste Gelenk 12!, das Glied 2 verschiebt sich 
geradlinig mit Hilfe einer geraden Fiihrung Ol 

und die Kur.ven a und b bleiben wăhrend der 
Bewegung, durch irgendwelche Umstănde ge
uotigt , in fortdauernder Beriihrung, rollen 
also und gleiten gleichzeitig aufeinander. Sind 
wieder A und B die Kriimmungsmittelpunkte 
von a und b fiir die Beriihrungsstelle M , so 

o 

Fig. 426. 

ist die gemeinsame Normale A B fiir zwei Zeitteilchen von unverănder
licher Lănge und das Schubkurvengetriebe kann fiir diese unendlich 
kleine Zeit durch das Schubkurbelgetriebe '!iA B 5Boo ersetzt werden. 
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Auch hier kann eine ăhnliche Dberlegung angestellt werden wie beim 
allgemeinen Schleifkurvengetriebe. Da die Lage des Beriihrungspunktes 
M auf der Geraden A B ohne Einflu13 anf das Resultat ist, kann M auch 
nach A oder B geriickt werden; das Getriebe bat dann die Forrn wie in 
Fig. 427 oder 428. 

- 2 

a 

Fig. 427. Fig. 428. 

219. Das Schubkurvengetriebe mit Punktfiihrung. Das Getriebe in 
:Fig. 429 besteht aus der S<lhleifkurve a (Glied 1), die sich urn den festen 
Punkt ~ dreht und hierbei das Ende B einer Stange (Glied 2), die gerade 
gefiihrt ist, rnitnirnrnt. Wie dies geschieht, ob in Form einer Kulisse 
oder anders, ist ohne Belang. Es ist die Beschleunigung bL eines be
liebigen Punktes L des Gliedes 1 gegeben; gesucht wird die Beschleunigung 
des Punktes B und die relative Geschwindigkeit und Beschleunigung 
von B auf der Gleitkurve a. Auch hier ki:innen wieder die unter 215 
mltgeteilten vier Methoden verwendet werden. 

Geschwindigkeitsplan (Fig. 429a). Aus bL wird vL gesucht 
und in ol aufgetragen. Die Punkte a, b, c werden wie in Fig. 417 a gesucht; 
die Richtung von ob ist der Stange 2 parallel. Es ist wieder Vr -- cb 
die gesuchte relative Geschwindigkeit. 

Beschleunigungsplan (Fig. 429b). 
a) Aus der Schubkurbel ~AB2. nX bL, sodann a und {31 wie in 

:Fig. 417b. {31{3....!.... af31 schneidet dann die Gerade n{J 112 im gesuchten 
Beschleunigungspunkt {3. 

b) Mit Beniitzung der Zusatzbeschleunigung bz, wie in 215 năher aus
gefiihrt wurde. 

Man macht ITB;_ --- bc==v" B1 N 1 ..l...A B1, ferner 001 ---ca, Ba-; =2v" 
0 2N 2 ..!.. AC1• Sodann ermittelt man y aus der Ăhnlichkeit 

nJ.y (/) ~LC 
und macht y{J~ N;N2 ; dann geht {32{3..!.. y/32 ebenfalls durch den ge
suchten Punkt {3 und es ist {32 {3- t7 die gesuchte relative Tangential
beschleunigung von B anf a. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole. Der Drehungsmittelpunkt 18 des 
Punktes B liegt hier im Unendlichen. Bringt man ~ 18"' mit A B zum 
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Schnitte, so erhălt man den Drehpol O der Glieder 1 und 2, der mit 
DE bezeichnet wurde; hier fălit der Punkt D des Gliedes 1 mit dem 

/ 
/ 

c 

l 

Fig. 429a. 

/ 

/ 
/ 

Fig. 42H. 

1 

1 

Il 
<:r:-
1 

/ 

/ 
ltr 

Fig. 429b. 

Punkt E des Gliedes 2 zusammen; sie haben gleiche Geschwindigkeit, 
ihre relative Geschwindigkeit ist null. Da die Stange 2 eine Translation 
ausfiihrt, ha ben alle ihre Punkte gleiche Geschwindigkeit; im Ge-
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schwindigkeitsplan liegen also d und e mit b vereinigt. Im :::lchnitte von 
Il( A mit B 'i8 00 findet man den Punkt G und sodann wie friiher in 215 c 
die Poltangente t. 

Zeichnet man im Beschleunigungsplan 429 b noch den Punkt <5 aus 
der Ăhnlichkeit nA.b (/) \llLD 
und zieht wieder bs _!_ t, so schneidet diese Gerade die Richtung nfi 11·2 
im gesuchten Beschleunigungspunkt {3, da hier {3 und e zusammenfallen. 

In Fig. 430 ist schlieBlich eine Methode, die Geschwindigkeit v11 

und Beschleunigung b B der Schubstange zu finden, mitgeteilt, die ein 
besonderes Zeichnen der Plane erspart. 

Es ist dies die aus Fig. 116 (Fiihrung der Schubkurbel) bekannte 
Konstruktion. 

Aus v L und b L bestimmt man wie friiher in Fig. 417 c vA und bA, 
macht Aa =vA= vA' und zieht aM senkrecht zur Schubstange 2 

VI.. 

v~'\::,, 
\ .......... 

\' 

bis zum Schnitte M mit A B; dann ist Ma die gedrehte Geschwindigkeit 
v B· Sodann zieht man M N Il a B bis zum Schnitte N mit lll A, N R 
senkrecht zu 2 bis zum Schnitte R mit A B und endlich R{J ...L A B. 
Zieht man nun durch den Endpunkt a der Beschleunigung bA die 
Parallele zu 2, so wird sie von R{J in {3 getroffen und es ist {3 a b B. 

220. Anwendung. Ventilantrieb durch unrunde Scheiben (Steuer
nocken). Bei der Steuerung von Gas- und Dampfmaschinen bedient man 
sich unrunder Scheiben (Fig. 431), die sich um die Welle lll drehen und 
die gerade gefiihrte Ventilstange V in ungleichformige Bewegung setzen. 
An dem Ende dieser Stange sitzt eine kleine Rolle R, deren Umfang 
b' auf dem Umfang a' der Scheibe rollt; hierdurch wird das Gleiten 
der Ventilstange an der Scheibe und die damit verbundene Abniitzung 
durch Reibung verhindert. 
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Wie schon friiher erwăhnt, wird an der gegenseitigen Bewegung 
der Scheibe 1 und der Ventilstange 2 nichts geăndert, wenn man den 
Beriihrungspunkt M in den Mittelpunkt der Rolle b' riicken lăBt; dann 
wird die Kurve a' durch ihre Ăquidistante a und die Kurve b' durch ihren 
Mittelpunkt B zu ersetzen sein; es entsteht Fig. 432. 

Bei Verwendung solcher Nocken wird Wert darauf gelegt, daB die 
Ubertragung der Bewegung auf die Ventilstange ruhig und stoBfrei 
erfolge. Bei den GroBgasmaschinen besitzen die Ventile und die Ventil
stangen, die durch die unrunden Scheiben in kurzer Zeit beschleunigt 
werden miissen, erhebliche Massen; es ist deshalb behufs der Bestimmung 

V 

11 

Fig. 431. Fig. 432. 

der entstehenden Massenkrăfte von Wichtigkeit, die Beschleunigung 
jener Massen genau zu kennen. Zu groBe Beschleunigungen konnen 
z. B. ein Abheben der Ventilstange von der unrunden Scheibe bewirken. 

Es sei in Fig. 432 die Bewegung der unrunden Scheibe bekannt; 
es ist die Geschwindigkeit und die Beschleunigung der Ventilstange zu 
bestimmen. 

Die Konstruktion kann mit HiHe der Bewegungsplăne in verschiedener 
Weise vorgenommen werden, wie dies in 219 andrei Methoden erlăutert 
wurde. Hier soll nur die am Schlusse von 219, Fig. 430 erwăhnte Vor
gangsweise beniitzt werden, die vielleicht, falls sie gute Schnitte gibt, 
die bequemste Anwendung gestattet. 

_Es sei C jener Punkt der unrunden Scheibe, der augenblicklich mit 
dem Ende B der Ventilstange zusammenfăllt; A sei der Kriimmung"~
mittelpunkt der Fiihrungskurve a in O. Die gedrehte Geschwindigkeit 
von A sei durch die Strecke ira -A 1rC gegeben (Normalfall); die Be-
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8chleunigung bA_ A a i8t al8 gegeben anzu8ehen; ihre Projektion auf 
Am i8t mit die8er Strecke identi8ch. 

Man zieht al8o, wie in Fig. 430 erlăutert wurde, a O ..L 2 bi8 ~um 
Schnitte O mit A B, dann i8t a O bereit8 die gedrehte Ge8chwindigkeit 
von B. Ferner zieht man ONll Bm, N R ..L 2, RS..LAB, aSll2, dann 
i8t Sa b B die ge8uchte Ventilbe8chleunigung. 

In dem be8onderen Falle, wenn die Richtung der Ventil8tange durch m geht (Fig. 433) und die Drehung der unrunden Scheibe gl~ichformig 

11 
2 

h 

Fig. 433. Fig. 433a. 

erfolgt, vereinfacht 8ich die Kon8truktion etwa8. Dann fălit a nach 21; 
man zieht die Linien aO..L2, 0Nll2, NR.L2, RS..LAB; dann i8t 
Sa= bB die Ventilbe8chleunigung. 

Von der Richtigkeit die8er Kon8truktion kann man 8ich auch un
mittelbar durch folgende Betrachtung uberzeugen. E8 8ei in Fig. 433a 
die unrunde Scheibe mit 1, die durch 8ie angehobene Ventil8tange mit 2 

bezeichnet; ihre augenblicklich zu8ammenfallenden Punkte 
8eien O bzw. B. Dreht 8ich die Scheibe nach link8 um 
den kleinen Winkel d rp, 80 'wird der neue Punkt O' der 
Scheibe mit B' zu8ammenfallen und die Ventil8tange wird 
um da8 Stiick B B' = c O' = dr gehoben, wobei 21 O = r i8t. 

Errichtet man in 21 die Normale 210 auf die Ventil
Fig. 433b. 8tange 2 und bringt 8ie zum Schnitte O mit dem Kriim-

mung8halbme88er O A = e der Begrenzung, nennt ferner 
<}:: 210 B = tp, 80. Î8t 

<}:: IJ1. O' O = tp - dtp 

und cO' = O c · cotg (cC' O) oder 

dr = r · cotg (tp- dtp) • dep. 
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Nennt man w = ~~ die konstante Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, 

so bleibt mit Hinweglassung von d1Jl die Geschwindigkeit der Ventil
stange 

dr ---
vB = dt = rw cotg "P =~O· w. 

Mit w = 1 (Normalfall) ist also vB = r cotg "P = ~0. 
Dreht sich die Scheibe weiter, so bleibt der Schnittpunkt O auf der 

Geraden h und riickt auf ihr vorwărts. Seine Geschwindigkeit ist der 
Beschleunigung von B proportional, denn es ist 

dvB d -
bB = dt = OJ "dţ (~0). 

Nun ist nach Fig. 433b 
---- _ rd"P 

d (~O) = 00' = Oo + oO' = dr • cotg "P + -.-2-. 
. sm "P 

Aus Fig. 433a folgt weiter, wenn 1:-CAC' mit de bezeichnet wird: 
drp + (90-'ljJ) =de+ (90- ('1jJ-d1Jl)] oder drp=de+d'fJJ, ce' =e. ds, 
ferner 

- Ce rdrp rdrp 
CC' = eds =sin "P =sin "P' ds = e sin "P. 

Damit wird 
__ _ rdrp ( r ) 

d (~O)= dr · cotg 'ljJ +-.-2- 1--.-
sm "P esm"P 

und schlieBlich 

b = w2 [ r (1 + 2 cotg2 •") - ---..:.-2
-]. 

B .,- (!Sllla'ljJ 

Mit w = 1 il:lt 
r2 

bB = r (1 + 2 cotg2 'ljJ)- . 3 •••••• 137) 
esm 'ljJ 

DaB die GroBe dieser Strecke tatsăchlich mit jener von S~ in Fig. 433 
iibereinstimmt, lehrt folgende Dberlegung. 

Zieht man in Fig. 433 in O die Senkrechte auf 00 bis zum Schnitte Q 
mit 0~, so ist S~ = SQ + Q~. 
worin 

und aus 

_ RO- , 
SQ = -.-. Q~ = r cotg2 "P 

Slll'ljJ 

-- -- - r 
RO ·sin'fJJ =NO, NO: r = e--.-: e 

Slll'ljJ 

entnommen werden kann: 

- r ( r ) 
RO= sin'fJJ 1 - esin"P . 

Diesgibt aberfiirdie Strecke S~ denin Gleichung 137 mitgeteiltenAusdruck. 
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Erfolgt der Anhub der Ventilstange durch ein geradliniges ~tiick 

des Umfanges der unrunden Scheibe (Fig. 434), so tritt eine weitere 
Vereinfachung der Konstruktion ein. Dann zieht man in B die Normale 
B R zur Begrenzung der unrunden Scheibe, macht ma...!... 2, EO = O .R 
und RS...!... B R bis zum Schnitte S mit der Geraden B m; dann ist 
s m b B die Ventilstangenbeschleunigung. 

In diesem besonderen Falle wird e = oo tmd 

bB=r(1 +2cotg2 '!ţ'). 
Die Richtigkeit der Konstruktion von bB in Fig, 434 kann auch in 

folgender Weise begriindet 'werden (Fig. 435). Untersucht man die relative 
Bewegung der Ventilstange 2 gegen die Scheibe 1, so hat man letzte in 
Ruhe zu versetzen; dann macht 2 eine Doppelbewegung: eine Ver
schiebung in Richtung mB und eine Drehung um m. Dieser Punkt m 
ist dann der Gleitpunkt der Ventilstange 2 und die Normale in m auf 2 

1 ' 
1 ,' 
1 1 / ,, ....... 

J'Vf 
Fig. 434. ]j'ig. 435. 

geht durch den Drehpol O. Die Richtung der relativen Beweguug von B 
ist die geradlinige Begrenzung der Scheibe; die Normale in B dazu 
geht ebenfalls durch den Drehpol O. Der Schnittpunkt O ist somit der 
Drehpol der relativen Bewegung von 2 gegen l. 

Bei dieser relativen Bewegung beschreibt B eine Gerade, in ihr liegt 
der Wendepol J des Systems 2 (vgl. 31). Kehrt man die Bewegung um, 
d. h. untersucht man die relative Bewegung von 1 gegen 2, so bleibt 
die Ventilstange 2 in Ruhe; dann beschreibt der Mittelpunkt m von 1 
die Gerade Bm, die somit durch den Wendepol J' dieser umgekehrten 
Bnwegung ge:ht. Da. nun J O = OJ' sein muB (vgl. 46, J' ist der Riick
kehrpol R von J), geniigt es, durch O eine Gerade JOJ' zu ziehen, die 
diese Bedingung erfiillt. Man macht zu diesem Zwecke O R = BO und 
zieht RJ' ...1.. BR, so ist J' im Schnitte mit B m gefunden. Dann ist 
aher J' m die Beschleunigung von B fiir w = 1; denn fiir konstante 
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Winkelgeschwindigkeit fălit. der Beschleunigungspol P mit dem Wende· 
pol zusammen und 'eS ist die Beschleunigung des Punktes \ll: \ll J' · ro2• 

Die Umkehrung davon ist aher bB (vgl. 33, SchluB). 
Der Punkt J' in Fig. 435 ist identisch mit dem Punkt Sin Fig. 434. 
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221. Das Schleifkurvengetriebe mit gerader Fiihrung. Eine besondere 
Abart des Schleifkurvengetriebes entsteht, wenn die eine der fiihrenden 
Kurven in eine Gerade ausartet (Fig. 436). Hier riickt der Kriimmungs
mittelpunkt A der Fiihrungskurve a 
in die Unendlichkeit. Auch bei diesem 

a 
Getriebe kann, wie es in Fig. 416 
geschehen ist, die Kurve a durch a' 
ersetzt werden, die durch B hindurch
geht, ohne daB an den Bewegungs
verhaltnissen etwas geăndert wird. 
Auf diese Weise entsteht das Getriebe Z 
in Fig. 437, das uns bereits von friiher 
als rotierende K ur belschleife be- Fig. 436. 
kannt ist (vgl. 206). 

Es sei hier die Beschleunigung bB gegeben; man soli die Beschleu
nigung b0 ermitteln, wobei O jener Punkt des Gliedes 1 ist, der augen
blicklich mit B zusammenfălit; ferner ist die relative Geschwindigkeit Vr 

und die relative Beschleunigung br von B in bezug auf das Glied 1 zu 
bestimmen. 

Die Zeichnung des Geschwindigkeitsplanes Fig. 437 a kann wie in 
Fig. 429a vorgenommen werden und bietet nichts Neues. 
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Um die Beschleunigung ba zu finden, kann man entweder die gleiche 
Konstruktion wie in Fig. 399 oder die unter c) mitgeteilte Konstruktion 
in 215 benutzen. 

Im ersten Falle (Fig. 437) wird man zunăchst C b = Vn machen, 
ferner die Linien b c .1...1, cp 11 ~b, py1 ..L l, y1y ..L Cy1 ziehen; ferner 
{3y2 = 2py1 und y2y III; dann liegt 'y im Schnitte von y1y mit y2y und 
es ist ba Cy. 

Im zweiten Falle konstruiert man den Beschleunigungsplan (Fig 437 b), 
macht n{J = bB, bestimmt in Fig. 437 den Drehpol DE der Glieder l 
und 2, ermittelt nach der Bo billierschen Konstruktion die Poltangente t, 

Fig. 437. 

sucht e ans der Ăhnlichkcit n{3e (/) ~BE und zieht eO ..L t. AuR 

vn2 od2 . . 
no0 --- nn = ~-- __ = ~ m Rwhtung D ~{ 

D~ D~ 

und 000 .1... no0 erhălt man im Schnitte mit eO den Punkt O und sodann 
aus der Ăhnlichkeit noy (/) ~{DC den gesuchten Beschleunigungspunkt y. 
Dann ist ny ~= ba. 

222. Anwendungen. 

l. Geradlinige Begrenzung ei nes Wălzhe bels. In 216, ·2 
wurde erwăhnt, daB die Beschleunigung der Wălzhebel durch dieselbe 
Konstruktion gefunden werden kann, wie sie in mehreren Methoden 
bei den Schwingdaumen vorgefiihrt wurde. 

Wenn jedoch der eine der beiden Wălzhebel a gerade Begrenzung 
besitzt (Fig. 438), so fălit der Krummungsmittelpunkt A in unendliche 
Entfernung. Dann ist oben erwăhnte Konstruktion unbramchbar und 
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man muB zu dem in Fig. 437 fiir die rotierende Kurbelschleife giiltigen 
Verfahren greifen. 

b sei die Begrenzung des zweiten Walzhebels, B ihr Kriimmungsmittel
punkt; a' eine Gerade durch B, parallel zu a. Dann kann das Getriebe 
der beiden sich aufeinander abwalzenden Rebel ersetzt werden durch 
die Gerade a', die sich um 2! dreht, wahrend der Rebel B )B mit seinem 
Endpunkt B an ihr schleift. 

Gegeben sei die Beschleunigung bL des Fiihrungspunktes L, der 
dem Walzhebel b angehort; gesucht wird die Beschleunigung irgend eines 
Punktes des Walzhebels a. 

Es sei O jener Punkt von a', der augenblicklich mit B zusammen
fallt; es soll seine Beschleunigung ba bestimmt werden. 

de 

Fig. 437a. Fig. 437b. 

Aus bL wurde zunachst mit Hilfe von L' und bL' die Beschleun.igung 
b B ermittelt; B und L sind Punkte derselben um )B sich drehenden 
Scheibe. 

Sodann wurden auf b B dieselben Konstruktionen angewendet, die 
in 221 geschildert wurden. Da auch die Bezeichnungen die gleichen sind, 
darf von einer Wiederholung abgesehen werden. 

2. Geradliniger Anhub der Ventilstange durch eine un
runde Scheibe. Die in Fig. 437 mitgeteilte Konstruktion kann auch in 
umgekehrter Folge dazu beniitzt werden, um aus der gegebenen Beschleu
nigung ba die Beschleunigung bB zu finden. Eine Anwendung hiervon 
zeigt Fig. 439, in der die unrunde Scheibe 1, welche bei ihrer Drehung 
um 2:( die Ventilstange 2 anhebt, eine zum Teil geradlinige Begrenzung 
besitzt. 
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Gegeben sei die Beschleunigung b0 des Punktes C der Scheibe, der 

augenblicklich mit dem Ende B der Ventilstange zusammenfăllt. 

Der BeschleunigungsmaBstab sei derart gewăhlt, daB die Normal

beschleunigung n0 durch die Strecke Cy1 ~' C-~ gemessen wird. Dann 

a,-, 
' --\ 

L 

\ 
' ' ' ' \ 

Fig. 438. 

a' 

ist auch C c -- C ~ die gedrehte Geschwindigkeit' v0 . Zieht man c b 

senkrecht zur geraden Begrenzung der Scheibe und B b-'- 2, so ist B b 

die gedrehte Geschwindigkeit v B· W endet man nun die Konstruktion 

aus Fig. 437 an, so bemerkt man, daB p mit b zusammenfăllt. Macht 
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man y{31 = 2y1 p und zieht {31{3 ...L y{31 , so erhalt man den Schnittpunkt {3 
mit der V entilstange 2 und es ist B {3 =:= b B· 

In Fig. 440 ist der besondere Fali nochmals behandelt worden, in 
dem die Richtung der Ventilstange durch den Drehungspunkt ~ der 

/ 
_/bc 

./ 

V 

Fig. 438a. Fig. 438b. 

/ 
/ 

/ 

, r 
// 

unrunden Scheibe geht und diese sich gleichformig dreht. Dann fălit 
auch y nach ~; es geniigt also, in~ die Normale ~b auf die geradlinige 
Begrenzung der Scheibe zu errichten, sie mit Bb-'- 2 zum Schnitt b 
zu bringen, ~ b ___ b {31 zu machen und {31 {3...!.. ~ {31 ; dann ist B p- b B· 

V 
V 

Fig. 439. Fig. 440. 

In Fig. 434 hatten wir das gleiche Resultat durch eine ăhnliche Kon
struktion gewonnen. 

223. Aufgaben. 
110. Bei der Steuerung von Proll-Schwabe (Zeitschr. d. Ver. 

deutsch. Ing. 1907, S. 132) wird fiir das Offnen und SchlieBen 
des Ventils ein Schwingdaumengetriebe beniitzt, das in Fig. 441 

Wittenbauer, Dynamik. 24 
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dargestellt ist. l ist der um ~ drehbare Schwingdaumen mit 
der krummlinigen Begrenzung a'; 2 der um ~ drehbare Rebel 

Fig. 441. 

Fig. 442. 

mit der Rolle R. M ist der Beriihrungspunkt 
von Rolle und Daumen; die Ventilstange ist 
in K an den Daumen gelenkig angeschlossen, 
statt an den Rebel, wie in Fig. 418. 

Gegeben sei die Beschleunigung des 
Punktes B; es ist die Geschwindigkeit und 
Beschleunigung des Punktes K der Ventil
stange zu ermitteln. 

lll. Fig. 442 zeigt die Fiihrung der Ventil
stange im Gelenke K mittels des Schwing
daumens l, wie sie bei der Steuerung von 

E. Konig verwendet wurde. Der 
Schwingdaumen dreht sich um die Welle 

a ~; er besteht aus einem gekriimmten 
Rahmen, innerhalb dessen sich die Fiih
rungsrolle R bewegen kann. Der Hebel2, 
an dessen Ende sich die Rolle befindet, 
dreht sich um die W elle ~ und wird in 
L angetrieben. Aus der gegebenen Be
schleunigung von L soll jene von K er
mittelt werden. 

112. Fig. 443 stellt die Schwingdaumensteuerung eines Ventils vor. Der 
Antrieb in L wird von C aus durch eine um Q:: drehbare Kurbel 

(Exzenter) hervorgerufen. Der Schwing
daumen ist um ~{ drehbar; die Rolle 

K R, die sich auf dem Schwingdaumen 

Fig. 444. 

abwălzt, bildet das Ende eines um ~ 
drehbaren Winkelhebels, der in K an 
die Ventilstange gelenkig angeschlos
sen ist. 

Gegeben ist die Beschleunigung des 
Punktes C; es soll die Geschwindig
keit und Beschleunigung des Punktes 
K ermittelt werden. 

113. Fig. 444 zeigt eine andere Anordnung 
der Schwingdaumensteuerung der vorigen Auf
gabe. Es ist aus der Beschleunigung von C 
jene der Ventilstange zn bestimmen. 



XXI. Die Bewegung des Scltwerpunkts. 
In diesem Abschnitt wollen wir der Frage năher treten: wie findet 

man den Schwerpunkt einer kinematischen Kette oder eines Getriebes 
und wie findet man seine Geschwindigkeit und Beschleunigung 1 

Es sollen zunăchst ein paar Sătze iiber den Schwerpunkt voraus
geschickt werden. 

224. Satze iiber den Schwerpunkt. Es seien in Fig. 445 A und B 
zwei schwere Punkte mit den Gewichten G1 und G2• Dann liegt deren 
Schwerpunkt zwischen A und B auf deren ge
rader Verbindungslinie und es ist 

aG1 = bG2 ...... a) 
Man kann dies auch in der Form ausdriicken: 

(G1 +GA) · 8'-'Gt ·A +G2 • B, ... b) 
worin die Şymbole S, A, B die gleichnamigen in einer 
Geraden liegenden Punkte bedeuten und G1 + G2, G1 und G2 die MaB
zahlen dieser Punkte sind. Diese Art der Bezeichnung ist dem von 
A. F. Mobius begriindeten baryzentrischen Kalkiil entnommen (Mo
bius, Ges. Werke, I. Band), welche Rechnungsart sich fiir manche 
Untersuchungen der technischen Mechanik vortrefflich eignet. 

Es moge festgesetzt werden, daB a und b Strecken sind, die in der
selben Richtung, also z. B. von A nach B durchlaufen werden. 

AuBerhalb der Geraden A B werde ein beliebiger Punkt O angenommen 
und mit A, S, B verbunden. Diese Verbindungsstrecken r1 , r, r2 sollen 
alle als von O ausgehend angenommen werden. Dann ist 

a=-r1 +r, b---r +r2 

und Gleichung a) wird 

(- r 1 + r) G1 =--= (- r + r 2) G2 

oder 
c) 

Diese Gleichung driickt dasselbe Gesetz aus wie Gleichung b), nur in 
anderer Form. Sie gestattet nămlich auch, den Schwerpunkt S zu be
stimmen, beniitzt aher dazu einen beliebigen, auBerhalb A B gelegenen 
Punkt O. 

Multipliziert man also die Strec~e o A = r1 mit der MaBzahl G1, 

ebenso die Strecke (JB = r2 mit der MaBzahl G2 und addiert die so ver-
24* 
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ănderten Strecken geometrisch, so erhălt man eine Strecke als Summe, 
die gleich dem Produkt der Strecke bS = r in die MaBzahl G1 + G2 

ist. (V gl. damit 51, Gleichung 37.) 
Es sollen nun drei schwere Punkte A, B, C mit den Gewichten 

G1G2G3 angenommen werden (Fig. 446). Um ihren Schwerpunkt S zu 
11 8 finden, konnte man in der W eise verfahren, daB 

o 

G2 man zuerst den Schwerpunkt D von A und B sucht: 

aG1 = bG2 

und sodann den Schwerpunkt von D und C: 

c G3 = d (G1 + G2 ). 

Mit Beniitzung der oben angefiihrten Bezeich
nungsweise des baryzentrischen Kalkiils konnte 

man diese Gleichungen in folgender Weise ansetzen: 

(G1 + G2) • D ~ .. G1 • A + G2 • B 

und 

oder durch Verbindung beider Gleichungen: 

G · S = G1 • A + G2 • B + G3 • C . . . . . . . d) 
wenn 
gesetzt wird. 

Nimmt man nun wieder einen beliebigen Punkt O an und verbindet 
ihn mit A, B, C, D und S, so wird in Dbereinstimmung mit Gleichung c): 

(Gl + G2) r12 ~ Glrl + G2r2 
und Gr c._ (G1 + G2) r12 + G3r3, 

also durch Verbindung beider Gleichungen: 

Gr = G1 r 1 + G2 r2 + a3 r3 , . e) 

welche Gleichung dasselbe ausdriickt wie d), nur mit Beniitzung eines 
beliebigen Punktes O. 

Diese wenigen Sătze liber den Schwerpunkt lassen sich beliebig er
weitern, indem man noch andere schwere Punkte hinzunimmt. 

B 

s 

o 
N 

Sind A, B, C, D, .... N beliebig viele Punkte 
mit den Gewichten U1G2Gp4 •••• an (l"ig. 447), 
so kann die Lage ihres Schwerpunkts S durch die 
symbolische Gleichung dargestellt werden: 

G · S := a1 ·A + a2 • B + U3 • C -1 .... + G,. · N, 
worin 

ist. 
Zieht man jedoch diesem baryzentrischen AusFig. 447. 

druck fiir die Schwerpunktslage die bereits in 51 
besprochene Darstellung durch Strecken vor, die von cinem beliebigen 
Punkt O ausgehen, so miiBte man die Gleichung in der Form wie jene 
von Gleichung 37 anschreihen: 
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Gr __ :_, G1 r 1 + G2r2 +Gara+ .... + Gn rn, 

wobei die r, rv r2, •••• rn die von O ausgehenden Strecken sind. 

225. Der Sehwerpunkt zweier gelenkig verbundener Scheiben. Haupt
punkte und Hauptstrecken. Es seien in Fig. 448: l und 2 zwei beliebig 
geformte Scheiben, deren Gewichte G1 und G2 und 
deren Schwerpunkte S1 und S 2 sind, in A gelenkig 
verbunden. 

Der gemeinsame Schwerpunkt S liegt dann auf der 
geraden Verbindungslinie S1 S2, und zwar ist nach der 
Bezeichnungsweise des baryzentrischen Kalkiils: 

(GI + G2 ) • S - G1 • SI + G2 • S2• 

Verbindet manA mit SI und S2 , zieht S11III S2 A, 
so ist 

8 18 : 882 = S1ll1 : HIA 

und man kann somit auch setzen: 

(OI+ 0 2) ·lJI_ OI· SI + G2 ·A, 

]j'ig. 448. 

d. h. ll1 ist der Schwerpunkt der Punktc SI und A, wenn in ihnen die 
Gewichte G1 und 0 2 angebracht werden. 

Zieht man 8112 11 8I A, so ist ebenso 

(Ut + G2l · H2 •.. UI ·A + G2 · S2, 

d. h. H 2 ist der Schwerpunkt der Punkte A und S 2, wenn in ihnen die 
Gewichte G1 und U2 angebracht werden. 

Die beiden Punkte 11I und 112 sind hinsichtlich ihrer Lage in jeder 
der Scheiben vollkommen bestimmt und ăndern sie nicht, wenn die 
Scheiben sich gegeneinander um A verdrehen oder sonstwie bewegen. 
Der Schwerpunkt S beider Scheiben bleibt also stets der vierte Eck
punkt eines Parallelogramms, dessen drei andere Eckpunkte das Ge
lenk A und die Punkte H 1 und 112 sind. 

Nach dem Vorschlage von O. Ji'ischer, auf dessen Abhandlung: 
.,Uber die reduzierten Systeme und die Hauptpunkte der Glieder eines 
Gelenkmechanismus", Zeitschr. f. Math. u. Physik 1902, 47. Bd., sich die 
folgenden Ausfiihrungen stiitzen, nennen wir 111 und 112 die Haupt
punkte der Scheiben l und 2, die Strecken AH1 und AH2 ihre Haupt
strecken. (Hiehc auch das Buch desselben Verfassers: "Theoretische 
Grundlagen fiir eine Mechanik der lebenden Korper", Leipzig, 1906.) 

Bewegen sich die Scheiben l und 2 in ihrer Ebene und drehen sie 
sich dabei relativ zueinander um den Punkt A, so macht das gelenkige 
Parallelogramm AHI S 112 die Bewegung mit; es ăndert wohl seine Winkel, 
nicht aher seine Seiten. Die Lage des vierten Eckpunkts S gibt jeder
zeit die Lage des Schwerpunkts beider Scheiben an. 

226. Der Schwerpunkt dreier gelenkig verbundener Scheiben. Die 
Schwerpunktskette. Drei Scheiben l, 2, 3 mit den Gewichten G1, G2, G3 
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und den Schwerpunkten S1, S 2 , S 3 seien in B und C gelenkig miteinander 
verbunden (Fig. 449). Sie bilden also eine offene kinematische Kette. 

Verbindet man S1 mit S2, so liegt auf dieser Verbindungsgeraden 
der Schwerpunkt S12 der Scheiben l und 2; es ist dann 

(G1 + G2) • S12 == G1 • S1 + G2 • S2 • • • • • • • a) 

Fig. 449. 

Verbindet man ebenso S2 mit S3 , so 
liegt auf dieser Geraden der Schwer
punkt S 23 der Scheiben 2 und 3; es ist 

(a2 + G3 ) • S 23 ···~ G2 • S 2 + Ga · S 3 b) 
Verbindet man S 12 mit Sa, so liegt 

au:f dieser Geraden der Schwerpunkt S 
aller drei Scheiben; setzt man a = G1 

+ G2 + G3 , so ist 

G · S :-.::: (G1 + G2) • S12 + Ga ·Sa c) 
Ebenso, wenn S1 mit S2a. verbunden wird, liegt S auch auf dieser 

Geraden, und es ist 

G · S -- G1 • S1 + (G2 + a a) · 8 2a . . . . . . . . d) 

Zieht man SH1 11 S 2aB, so ist auch 

a· H 1 .- a1 · 8 1 + (G2 + Ua) · B . . . . . . . . e) 

d. h. H1 ist der Schwerpunkt der Punkte 8 1 und B, wenn in ihnen die 
Gewichte G1 und a2 + Ga angebracht wcrden. Wir wollen H 1 wiedcr 
den Hauptpunkt der Se hei bc l nennen. 

Zieht man ferner SHa i! 8 12 0, so ist 

G · H 3 "'- 0 3 ·Sa + (G1 + G2) • C . . . . . . . . f) 

d. h. Ha ist der Schwerpunkt der Punkte Sa und C, wenn in ihnen die 
Gewichte Ga und a1 + G2 angebracht werden. \Vir nennen ebenso H 3 

den Hauptpunkt der Scheibe 3. 
Zieht man S12 J 12 ll S1 B, so kann in Dbereinstimmung mit Glcichung a) 

geschrie ben werden: 

(a1 + GJ · .!12 =-: G1 • B + G2 • S2 • • • • • • • g) 

Verbindet man S12 mit C und bringt diese Gerade zum Schnitt mit 
S K 11 S3 C, so ist in Dbereinstimnnmg mit c) : 

G · K ·•· (G1 + G2) • S12 + 0 3 • C; 
wird endlich KH2 1: S12 .J1 ~ gezogen, so ist wie in der letzten Gleichung 

a. H2 '-'=• (G1 + a2) . J12 + a3. C 

und mit Beniitzung von Gleichung g) : 

G · H 2 _. G1 • B + G2 • S2 + G3 • C ....... h) 

Wir wollen diesen Punkt H 2 den Hauptpunkt der Scheibe 2 
nennen. Er ist der Schwerpunkt der Punkte B, S2 , C, wenn in ihnen die 
Gewichte G1, G2 , G3 angebracht werden. 
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Man konnte zu H 2 auch noch auf anderem Wege gelangen. Zieht 
man nămlich S2aJ23 II SaC, so ist in Ubereinstimmung mit Gleichung b): 

(G2 + Ga) · J2a =-= G2 · 82 + Ga ·O . . . . · · . i) 
verbindet man S 2a mit B und zieht SL .1 S1 B und LH2 II S 2aJ2a, so ist 
in Ubereinstimmung mit Gleichung d): 

G · L "--' G1 • B + (G2 + G3) • S2a, 

G · H2 ::-_ G1 • B + (G2 + Ga) · J 2a 
und mit Beniitzung von Gleiuhung i): 

G · H2 -=~ G1 • B + G2 • 8 2 + Ga ·O, 
welche Gleichung mit h) iibereinstimmt. 

Diese drei Hauptpunkte H1, H~, Ha haben die Eigenschaft, daB sie 
in den drei Scheiben cine ganz bestimmte, unverănderliche Lage ein
nehmen, die von ihrer Bewegung um die Gelenke B und O in keiner 
Weise abhăngt. 

Es ist ferner 
BHI:J::l:H2 K:J::l:LS, 
OHa:J::l:H-;L :J::l:KS, 
BH2 :J::l:H--;K, CH2 :J::l:HL. 

Da nuudic ~treuken BH1, BH2, OH2, OH3 , dic t:~ogeuannten Haupt.
strecken, unverănderliche Lăngen besitzen, so ist der Schwerpunkt S 
mit den drei Scheiben durch drei gelenkige 
Parallelogramme BHIKH., OH3 LH2 und 
H2 KSL verbunden. Man kann sich diese 
drei Parallelogramme aus gewichtlosen 
Stă ben angefertigt denken (Fig. 449a); es 
entsteht eine aus drei Parallelkurbeln be
stehende kinematische Kette, welche die 
Bewegung der drei Scheiben mitmacht und 
deren Ecke S stets die Lage des Schwer
punkts S wăhrend der Bewegung angibt. Wir wollen diese gewichtlot:~e 
Stabkette die Schwerpunktskette nennen. 

Sobald die drei Hauptpunkte nach den Gleichungen 

G · H 1 -- GI ·SI + (G2 + Ga) · B . e) 

G · H 2 - GI · B + 0 2 • 8 2 + Ga ·O . . h) 
G · H 3 =: G3 • 8 3 + (G1 + G2) ·O . . . f) 

gcfunden sind, ergibt sich die Lage des Schwerpunkts S durch geo
metrische Addition der drei Hauptstreeken. Die Reihenfolge dieser 
Addition ist ohne EinfluB auf das Resultat; man kann also die drei Haupt
strecken in der Reihe addieren: 

EHI +HlK +KS 
oder BH2 +7I2 L + S-L 
oder (f1la +HaL + LS. 
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227. Der Schwerpunkt und die Schwerpunktskette von vier gelenkig 
verbundenen Scheiben. In derselben Weise, wie dies bei drei gelenkig 

2 

3 

S2 Hz 

Fig. 450. 

verbundenen Scheiben ge
zeigt wurde, kann auch 
der Schwerpunkt von vier 
Scheiben durch geometri
sche Addition der Haupt
strecken gefunden werden. 

Die Stăbe l, 2, 3, 4 
(Fig. 450) mogen die vier 
Scheiben ersetzen; B, C, D 
seien ihre Verbindungsge
lenke, S1 S2 S3 S4 ihreSchwer
punkte. Zunăchst werden 
wie friiher die Hauptpunkte 
der Scheiben gesucht mit 
Hilfe folgender Gleichungen, 
die eine Verallgemeinerung 
der Gleichungen e), h), f) am 
Schlusse des vorigen Ab
schnittes darstellen: 

U = G1 + G2 + G3 + G4 , 

G · H 1 :c=: G1 • S1 + (G2 + G3 + G4) • B . k) 

G · H 2 G1 • B + G2 • S 2 + (G3 + G4) • C . l) 
G · H 3 ··ce (G1 + G2) • C + G3 ·Sa + G4 • D . m) 

G · H 4 '-= (G1 + G~ + Ga) · D + G4 S 4 • • • n) 

Nimmt man nun einen beliebigen Punkt O an und setzt 

OS = r, OS1 = rv OS2 = r 2, O Sa = ra, OS4 = r4, 

so muB der Schwerpunkt S der Gleichung geniigen: 

G r- G1 r1 + G2 r 2 + Gar3 + G4 r4 ••••••• o) 

(vgl. SchluB von 224). 

Nun kann Gleichung k) in der .Form angeschrieben werden: 

G · OH1 - G1 • OS1 + (G2 + Ga + G4) • OB; 
wăhlt man O in B, so kann Gleichung l) in die .Form gebracht werden: 

---- -- -· 
G · BH2 ~-cG2 • BS2 + (G3 + G4 ) • BC; 

wird sodann O in C gewăhlt, so ist nach m): 

G·CH3 =~G3 ·CS3 +G4 ·CD 

und wenn endlich O in D gewăhlt wird, nach n): 
-- ---

G · DH4 - G4 • DS4• 
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Addiert man diese vier Gleichungen, so erhălt man 

G (OH1 + BH2 + CHa + DH4) ~= G1 • OS1 + G2 • (OB + BS2) + 
-- -~ --- -- -- -- --

+ G3 (OB + BC + CS3) + G4 • (OB + BC + CD + DS4) 

oder auch 
·- -

G (OH1 + BH2 + CH3 + DH4) := G1 r 1 + G2r 2 +Gara+ G4r4• 

Durch Vergleich mit Gleichung o) findet man 
- - - ·- -· 

OS r=OH1 + BH2 + CHa + DH4• 

Man findet also die Lage des Punktes S, indem man von H 1 aus
gehend die drei Hauptstrecken H 1 K = BH~, KL = C Ha, LS = YiH~ 
geometrisch addiert. 

Da die Reihenfolge dieser Addition ohne EinfluB auf das Resultat 
ist, kann man die Aneinanderreihung der Hauptstrecken in einem be
liebigen Hauptpunkt beginnen lassen, z. B. in Ha' daran H 3 M = D-H~ 
schlieBen, dar an M N = eli; und sodann N .~ = B H r 
- Der Schwerpunkt S ist, wie Fig. 450 zeigt, durch sechs Parallelo

gramme mit der gegebenen kinematischen Kette der vier Scheiben ver
bunden. Diese Parallelogramme bilden hier die Schwerpunktskette, 
von der im vorigen Abschnitt die Rede war. Sie sind gelenkig zu denken 
und machen die Bewegung der vier Scheiben mit; die Ecke S bleibt 
immer deren Schwerpunkt. 

228. Der Schwerpunkt einer offenen kinematischen Kette. Die in 
den' vorigen Abschnitten geschilderte Methode, den Schwerpunkt dureh 
gelenkige Parallelogramme mit den bewegten Scheiben zu verbinden, 
lăBt sich leicht auf andere offene kinematische Ketten iibertragen. Nur 
miissen diese die Eigenschaft haben, daB man von jedem Punkte der 
Kette zu jedem anderen nur auf einem einzigen 'Wege gelangen kann. 

Der Hauptpunkt Hn irgend eines Gliedes n der Kette, das den Schwer
punkt Sn besitzt und in P, Q an die Nachbarglieder gelenkig angeschlossen 
ist, wird in folgender Weise gefunden: 

Man bringt in S.n das Gewicht Gn des Gliedes n an, in P die Gewichte 
aller Glieder, zu denen man von P aus gelangen kann, ohne Sn zu iiber
schreiten; in Q die Gewichte aller iibrigen Glieder. Dann ist der Schwer
punkt von Sn, P und Q der Hauptpunkt Hn. 

Man ersieht daraus, daB der Hauptpunkt jedes Gliedes in diesem 
eine ganz bestimmte Lage hat, und daB diese von den Gewichten sămt
licher anderen Glieder abhăngt. Lost man also irgend eines oder mehrere 
Glieder der Kette ab, so ăndern sich auch die Hauptpunkte aller zuriick
bleibenden Glieder. 

Der Schwerpunkt der offenen kinematischen Kette wird nach erfolgter 
Ermittlung der Hauptpunkte gefunden, wenn man vom Hauptpunkt H 1 

des ersten Gliedes ausgehend im Weiterschreiten sămtliche năher-
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liegende Hauptstrecken geometrisch addiert (Fig. 451)1); es ist also 

AS A-H~ +BH2 +CH3 +DH4 + .... + M Hn +NHn+r + ... 
oder AS~ A H 1 + li1 K + K L + L P + .... + R S, 
womit der Schwerpunkt S als Endpunkt des Polygons AH1 KL .... RS 
gefunden ist. 

Es făllt nicht schwer, auch die gelenkigen Parallelogramme ein
zuzeichnen, die den Schwerpunkt mit der kincmatischen Kette ver

r (r-1) 
binden; besteht die Kette aus r Gliedern, so sind hierzu ---2-- - Par-

allelogramme erforderlich. 
Bisher wurde angenommen, daB die Kette aus Stiiben zusammen

gesetzt ist, deren Schwerpunkte auf den Verbindungslinicn der Gelenke 

8 

Il 

H~ E 
Fig. 451. Fig. 452. 

liegen. Die Methode kann aher auch auf t;olchc Kettcn angcwendct 
werden, welche Glieder von anderer Gcstalt und anderer Schwerpunkt::
lage besitzen. 

So zeigt Fig. 452 cine offene Kctte, deren Glied 2 cinen Schwcrpunkt Sl 
besitzt, der nicht auf der Verbindung:,;linie BC liegt. Wi1hrend sich an 
den Hauptpunkten H 1 und H 3 gegen friiher 11iehts veriindcrt, ist jetzt 
dor Hauptpunkt H 2 cler Sehwerpunkt cler Gc\\ ichte U1 in B, U2 in S2 

und G3 in C; auch das ist gen au so w ie friiher, nur liegt jetzt H 2 nicht 
auf B C. Der Beweis hierfiir ist wie friiher zu erhringen. 

Auch die Kette dor Parallelogramme, clic elen Punkt S fiihren, ist 
in derselbcn Weise wic friihcr zu zeichnen (vgl. :Fig. 452). 

229. Der Schwerpunkt einer geschlossenen kinematischen Kette. 
Auch fiir eine geschlossene kinematischc Kette Imun dic Mcthode der 
Hauptpunkte angewendet werden, wenn man vorher jedes ihrer ge
schlossenen Polygone durch Li:isung eines Gelcnkes in cine offene Kette 
verwandelt. 

Fig. 453 stellt dieselbe Kette wic :Fig. 450 dar, nur daB sic jetzt ge
schlossen ist und ein Gelenkviereck bildet. 

1 ) GPht man z. B. von A aus, so mtissen die niiherliegenden Hauptstrecken 
BH2 , OH3 , DH4 , ••••• und nicht H,O, H 3D, H,E .... genommen werden. 
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Denkt man sich die Kette in A geoffnet, so entsteht eine offene Kette, 
fiirdiewiederdie Gleichungen k), 1), m), n) in 227 gelten und derenSchwer
punkt S durch Addition der Hauptstrecken AHl' BH2 - H~Kl' 
O H 3 = K1Ll' D H 4 --c L1 S gefunden werden kann. 

Man konnte aber ebensogut die Kette in einem anderen Gelenk, 
z. B. in B offnen, wodurch eine andere offene Kette entsteht, die auch 
andere Hauptpunkte und Hauptstrecken besitzt . 

.l<'ig. 453. 

Nennen wir die neuen Hauptpunkte E 1, E 2, Ea, E 4, so sind sie durch 
Gleichungen bestimmt, die den Gleichungen k), 1), m), n) in 227 ent
sprechend angeordnet sind: 

G · E 1 -- (GJ + G3 + G4) ·A + G1 • S1 , 

G · E 2 ='c G2 • S2 + (Ga + G4 + G1) • O, 

G · E~ ::c_ G2 • O + Ga ·Sa + (G4 + G1) • D, 
G · E 4 =--: (G2 + G3) • D + G4 • S4 + G1 • A. 

Die entsprechenden Hauptstrecken sind dann BE2, CE3 - E 2 K 2 , 

DE4 --it;t;;., A.ET; -- L2S, durch deren geometrische Addition der 
Endpunkt S gefunden wird. 
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Ebenso konnte man die Kette in O oder D lOsen; man wiirde dann 
dieHauptpunkteF1F 2F 3F 4 und J 1 J 2J 3 J 4 und diePolygonziigeOF3K3L~S 
und DJ4 K 4 L4S finden. 

Man kanu also bei einer geschlossenen Kette, die aus einem Polygon 
von n Gliedern besteht, den Schwerpunkt auf n verschiedenen Wegen 
durch Hauptstrecken erreichen. Infolgedessen Rind auch n verschiedene 
Ketten von Parallelogrammen moglich, die den Schwerpunkt fiihren. 

Fig. 454. 

So gibt es in Fig. 453, wo n = 4 ist, vier verschiedene Parallelo
gramm-Ketten, die alle mit ihrer Ecke S die Schwerpunktsbahn be
schreiben, wenn das Gelenkviereck A B O D sich bewegt und seine Form 
verandert. 

Nur zwei von diesen moglichen vier Parallelogramm-Ketten wurden 
in Fig. 454 eingezeichnet, um die Deutlichkeit nicht zu storen, namlich 
die erste Kette, bestehend aus den Parallelogrammen 

BH1 K 1H 2 , K 1H 2 R1L 1 , R1L 1SN1 , R1N 1M 1H 3 , M 1 H 3DH4 

und die dritte Kette bestehend aus den Parallelogrammen 

DF3K 3F 4, K 3F 4 R3L 3, R3L 3SN3, R3N 3M 3F 1, M 3F 1 BF2• 
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Ăhnlich wie beim Gelenkviereck geht man vor, wenn man den Schwer
punkt einer beliebigen geschlossenen Kette zu suchen hat. Zunachst 
muB jedes geschlossene Polygon dieser 
Kette dadurch geoffnet werden, daB J 

man eine beliebige seiner Gelenk
verbindungen geli:ist denkt. 

Fig. 455 zeigt eine sechsgliedrige, 
geschlossene kinematische Kette, die 
aus zwei Gelenkvierecken besteht; sie 1.$ 
werden bei A und F durch Losung 
der Gelenke geoffnet. 

Sind SI bis SG die Schwerpunkte, 
G1 bis G6 die Gewichte der Glieder, 
so konnen die sechs Hauptpunkte 
durch folgende Gleichungen bestimmt 
werden: 

G=G1 +G2 +G3 +G4 +G5 +G6 , 

G · H1 = G1 • S1 + (G2 + G3 + G4 + G5 + G6 ) • B, 
G · H2 =~ G1 • B + G2 • S2 + (G3 + G4 + G5) ·O + G6 • J, 
G · H3 := (G1 + G2 + G6 ) ·O + G3 • S3 + G4 • D + G5 • E, 
G · H 4 G4 • S 4 + (G1 + G2 + G3 + G5 + G6 ) • D, 
G · H5 G5 • S5 + (G1 + G2 + G3 + G4 + G6 ) • E, 
G·H6 --G6 ·S6 + (G1 +G2 +Ga +G4 +G5) ·J. 

Wendet man nun die Gleichung 

Gr = G1 r1 + G2 r2 +Gara + G4 r4 + G5r5 + G6 r6 

der Reihe nach auf die sechs Hauptpunkte an, so ist, wenn der beliebige 
Anfangspunkt O der Vektoren r zunachst in A gewahlt wird (ent
sprechend den obigen Gleichungen): 

G · AH1 - G1 • AS1 + (G2 + Ga + G4 + Gs + Gs) · AB; 
wird O in B angenommen, so ist 

a· BH2 - a2 • BS2 + (G3 + G4 + Gs) · lJC + Gs · BJ; 
wird sodann O in O gewahlt: 

G ·Cii~- a3 • CS3 + G4 ·O D + G5 ·O E; 
nimmt man endlich O in D, E, J an, so entstehen die Gleichungen 

a· DH4 -G4 · DS4 , 

G·EH5 -G5 ·ES5 , 

a· J H6 - as · J s6. 
Addiert man diese sechs Gleichungen, so erhalt man 

O (AH1 + BH~ + (fH~ + DH4 + EH5 + J H 6)-

-al· AS1 + a2 (AB + BS2) + Ga (AB + BC + OS3) + 
+ 0 4 (AB+BC + CD+DS4 )-+ a5 (A 8 + BC +CE +ES5 ) + 
+ 06 (A B + B .1 ·+· J 8 6 ), 
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was auch so geschrieben werden kann: 

G (A ll1 + B ll2 +O Ha+ DH4 + E ll5 +JH6)- -

G1 ·A S1 + G2 ·A S2 + Ga ·A S3 + G4 • AS4 + G5 ·A S 5 + G6 ·A S6 

_ G1 r1 + G2r2 + G3 ra + G4 r4 + G5 r5 + G6 r6• 
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Es ist also 

r~- AH1 + HH; + CH3 + DH4 + EH5 + J H 6 , 

d. h. man erhălt den Schwerpunkt S der kinematischen Kette, wenn man 
von A ausgehend die Hauptstrecken der sechs Glieder, und zwar die beim 
Fortschreiten z ună chs tliegenden1) Hauptstrecken geometrisch addiert. 
Fig. 455 zeigt diese Addition im Linienzuge AH1 KLMNS. 

Die Parallelogrammkette des Schwerpunkts kann nun unter der 
Voraussetzung, daB die kinematische Kette bei A und F geoffnet wurde, 
unschwer ermittelt werden. Da die gegebene Kette sechs Glieder besitzt, 

6 (6-1) 
wird die Kette der Parallelogramme aus 2 = 15 Parallelo-

grammen gebildet, deren End-Eckpunkt der Schwerpunkt S ist. 
Jedes Glied bedarf immer um ein Parallelogramm mehr als das vorher

gehende; die Seiten der Parallelogramme sind aus den Hauptstrecken 
gebildet (Fig. 456). 

Das Glied 1 bedarf keines Parallelogrammes; sein Hauptpunkt ist H1• 

Das Dreiecksglied 2 mit dem Hauptpunkt H 2 bedarf des Parallelo
grammes H 1 BH2K; K ist der Schwerpunkt der Glieder 1 und 2. 

Das Dreiecksglied 3 mit dem Hauptpunkt H 3 bedarf zweier Parallelo
gramme: H 2 O H 3 P und K H 2 PL. L ist der Schwerpunkt der Glieder 
1, 2 und 3. 

Das Glied 4 mit dem Hauptpunkt H 4 bedarf dreier Parallelogramme: 
H 4DH3 Q, H 3QRP, RP LM. Mistder Schwerpunktder Glieder 1, 2, 3,4. 

Das Glied 5 mit dem Hauptpunkt H 5 beansprucht vier Parallelo
gramme: H 5EH3 T, H 3 TU P, U P RV und RVN M. N ist der Schwer
punkt der Glieder 1 bis 5. 

Das Glied 6 mit dem Hauptpunkt H 6 beansprucht fiinf Parallelo
gramme: H 6 JH2 X, H 2 XYK, YKLZ, LZWM, WMNS. 

S ist dann der Schwerpunkt der gegebenen kinematischen Kette. 
Verfolgt man den Linienzug AH 1 K L M N S, so findet man der Reihe 
nach die sechs Hauptstrecken AH1 , BH2, OH3, DH4, EH5, JH6 , deren 
geometrische Summe im. Schwerpunkt S endet. 

230. Der Schwerpunkt eines Getriebes. Das Schwerpunktsgetriebe. 
Einfacher als bei allgemein beweglichen kinematischen Ketten ist die 
Ermittlung des Schwerpunkts und seiner Parallelogramm-Kette bei 
den Getrieben, also bei jenen zwanglăufigen kinematischen Ketten, bei 
denen ein Glied, das Grundglied, festgehalten wird. 

Da dieses Glied keine Bewegung ausfiihrt, wird es auf die Bewegung 
des Schwerpunkts des Getriebes keinen EinfluB ausiiben; man kann 
also das Grundglied bei der Ermittlung des Schwerpunkts auBer Betracht 
lassen; dadurch wird aher die geschlossene kinematische Kette von selbst 
geoffnet. 

1 ) Siehe Seite 37R. 
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Fig. 457 zeigt ein allgemeines Gelenkviereck, das jedoch nur aus 
drei Gliedern besteht, da fiir die Ermittlung des Schwerpunkts das 
Grundglied 12! \B fortgelassen werden konnte. Die Schwerpunkte S 1S 2 S 3 

Fig. 457. 

der drei Glieder wurden nicht auf den Verbin
dungslinien der Gelenke 12!A, A B, B \B liegend 
angenommen. Zuerst wurden die drei Haupt
punktc H 1H 2H 3 nac:h den Gleic:hnngen des bary
J~entrisc:hen Kalkiils bestimmt: 

a = a1 + a2 + a3, 

O· H 1 . 0 1 · 8 1 + (a2 + a3) ·A, 
a· H 2 - a1 ·A + a2 • S 2 + a3 • B, 
G·H3 (a1 -j-a2)·B-j-a3 ·83 

und sodann das Parallelogramm-Getriebe wie in Fig. 452 geJ~eichnet. 
Es besteht aus den drei Parallelogrammen AH1 KH2, KH2 LS, H 2 LH3 B. 

An dieser Aufstellung der H auptpunkte und des Schwerpunktsgetriebes 
ăndert sich gar nichts, wenn das Gelenkviereck in eine Schubkurbel 

iibergeht, wie Fig. 458 zeigt. Der 
Unterschied besteht hochstens 
darin, daB, da B und H 3 in der 
Schubrichtung gleiche Wege zuriick
legen, die Punkte K und S kon
gruente Bahnen beschreiben und 
man sich deshalb mit der Ermitt-

Fig. 458. lung der Bewegung von K be
gniigen kann. 

231. Anwendung. Die Kniehebelpresse von G. W. Greenwood. Fig. 459 
zeigt das Getriebe, das Torka in seiner Abhandlung: "Die Maschinen
getriebe und ihre mathematischen Grundgebilde", Verhandl. d. Ver. z. 
BefOrd. d. GewerbfleiBes in PreuBcn, 1908, S. 410, erwăhnt. Die 
Schwinge C D ist in C gelenkig an das Dreieck A BC angeschlossen, 
dessen Ecke A direkt mit dem gerade gefiihrten Kolben gelenkig ver
bunden ist, wăhrend die Ecke B durch den Lenker EE mit der PreB
platte in gelenkiger Verbindung steht. 

Nennt man 8 1 bis 8 5 die (in der Abbildnng nicht bezeichneten) Schwer
punkte der fiinf beweglichen Glieder des Getriebes, a1 bis G5 deren Ge
wichte, so findet man die fi.inf Hauptpunkte H 1 bis H 5 aus folgenden 
baryzentrischen Gleich un gen: 

G === G1 + a2 + G3 + G4 + G5 , 

a· H 1 == G1 • 8 1 + (a2 + a3 + a4 + a5) ·A, 
a· H 2 _ _::_ (a1 + G3 + a4 ) • B + U2 • S2 + U~ · E, 
a· H 3 ::_:_ a3 • 83 + (a1 + a2 + a4 + U5) • C, 
a· H 4 =-....: a1 ·A + (G2 + a5) • B -!- U3 • C -!- 0 4 • 8 4, 

U · Hs = (Gt + (12 1- 03 + U4) ·]!] + 05 · 85. 
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Sodann wird das Schwerpunktsgetriebe in folgender Art gezeichnet: 
man konstruiert der Reihe nach die Parallelogramme H AH K 1 4 ' 
H2 Bll4 P, H4 PLK, H 3CH4Q, H 4QRP, RPLM, H 5 EH2 T, H2 TUP, 
U P LV, LV SM. Der Punkt S ist dann der Schwerpunkt der flinf 
bewegten Glieder und die zehn gelenkigen Parallelogramme fiihren den 
Schwerpunkt S auf Reiner Bahn. 

Fig. 459. 

E 

Il 
Hs 

Fig. 460. 

1 1 Gs 

232. Kinematische Ketten mit Schiebern. Wenn die kinematische 
Kette auBer Gelenken auch gerade Kulissen oder Schieber enthălt, 
kann der Schwerpunkt und die Kette seiner Parallelogramme in ăhnlicher 
\Veise wie beim Gelenkviereck gefunden werden. 

Das Viereck ABCD in Fig. 460 hat in A, B und D Gelenke, in C 
einen geraden Schieber. Man kann ihn durch das une.p.dlich ferne Gelenk 
E"' ersetzen, das den Gliedern 2 und 3 angehort, mit denen es durch 
gewichtlose Stăbe verbunden gedacht wird. Nun wird die gelenkige 

Wit.tenbauer, Dynamik, 25 
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Verbindung in E 00 gelOst und von der jetzt offeueu Kette werden dic 
vier Hauptpunkte in folgender Weise gesucht. 

Sind G1, G2, G3 , G4 die Gewichte der vier Glieder, 8 1, 8 2, 8 3 , 8 4 ihre 
Schwerpunkte, so bestehen die Gleichungen: 

G = G1 + G2 + G3 + G4 , 

G · H 1 ~-' G2 • B + G1 • 8 1 + (G3 + G4) • A, 
G · H 2 == (G1 + G3 + G4 ) • B + G2 • 8 2, 

G · H 3 c== (G1 + G2 + G4) • D + G3 • 8 3, 

G · H 4 ~= (G1 + G2) ·A + G3 • D + G4 • 8 4• 

Nach Aufsuchung der Hauptpunkte werden die Hauptstrecken 
D H 4, H 4K = D l13 , K L =, XH1 und LS = Bfl2 geometrisch addiert; 
der Endpunkt des Polygons ist der Schwerpunkt 8 der Kette. 

233. Getriebe mit Schiebern. Bei Ge-
trieben, die einen oder mehrere Schieber 
aufweisen, kann bei der Schwerpunkts
ermittlung in ăhnlicher Weise vorge
gangen werden. 

So zeigt z. B. Fig. 461 eine Kurbel
schleife allgemeiner Art; hier sind die 

1,!,-----",m,.""~~-~~~ Gelenke A und D im Grundgliede 4 fest

Fig. 461. 
gehalten, C ist der Schieber. Die Be
stimmung der Hauptpunkte erfolgt wie 
in 232, mit dem Unterschiede, daB das 

Gewicht G1 des Grundgliedes an der Bewegung nicht teilnimmt, also 
gleich null gesetzt werden darf. Die Abbildung zeigt auch die Kette 
der sechs Parallelogramme, die das Schwerpunktsgetriebe bilden und 
dessen Ecke 8 die Schwerpunktsbewegung ausfiihrt. 

234. Die Bewegungsplăne eines gelenkigen Parallelogrammes. Es sei 
ABCD (Fig. 462) ein freibewegliches, gelenkiges Parallelogramm; da 
der Beweglichkeitsgrad nach Gleichung 
ll3: x = n ~ 2n + 2 = 4 ist, konnen 

bl/ 

Fig. 462. Fig. 462a. 
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Fig. 462b. 

vier Bestimmungsstiicke des Geschwindigkeitsplanes beliebig gewăhlt 
werden, also z. B. VA - oa nach GroBe und Richtung, VB und Vn 

nur noch der Richtung nach. 
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Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 462a) konnen dann die Punkte b 
und d ohne weiteres ermittelt werden. Aus bc J.. BO, de J.. DO erhălt 
man auch den Geschwindigkeitspunkt c. Die Figur abcd im Geschwindig
keitsplan ist wieder ein Parallelogramm. 

Auch fiir den Entwurf des Beschleunigungsplanes (Fig. 462b) geniigt 
nach 188 die Annahme von bA = :li a nach GroBe und Richtung, sowie 
der Richtungen von bB und bD. Zu diesen ziehen wir durch n die Par
allelen. 

Die Beschleunigung bB kann aus bA nach der Gleichung entwickelt 
werden bB --bA + bBA' 
worin b BA die Beschleunigung von B bei dessen Drehung um A ist, 

also auch bB =bA+ nBA + tBA' 
worin nBA die Normalbeschleunigung und tBA die Tangentialbeschleu
nigung jener Drehung sind. nBA kann konstruiert werden nach der 
Gleichung 

- vBA2 aba . . 
nBA -- a{30 = BX =BA m Rwhtung BA; 

{30 f3 J.. a {30 trifft dann die gegebene Beschleunigungsrichtung n f3 im 
Punkte f3 und es ist 

t BA =' f3o f3 = BA · A1, 
worin .'.1 die Winkelbeschleunigung des Stabes BA ist. Ebenso wird die 
Beschleunigung bD konstruiert, indem man 

VDA2 (1,2 
nDA = a 150 = --· = .!!_ in Richtung DA 

DA DA 

macht und 150 15 J.. a 150 bis zum Schnitte mit n 15 zieht. 

Die Beschleunigung ba kann sodann aus bB abgeleitet werden nach 
der Gleichung 

nun ist 
-2 

- vaB2 bc . . 
naB :_._:. {3 y0 = = = -:::.=- m Rwhtung O B; 

OB OB 
da nun b c = ad, O B DA ist, so wird auch 

--
naB nDA und f3 Yo =a 15o. 

Ebenso ist aher 

ba bD + baD- bD + naD + taD' 

- --- vaD2 dc2 . . 
naD - 15 y1 = -=== = -.-- m Rwhtung O D, 

OD OD 

und da de ab, O D =BA, so wird auch 

naD- nBA und 15 y1 -:~ a{30 • 

25* 
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Errichtet man nun 

Yo Y _j_ f1 Yo• Î'l Y ...1.. c5 Î'l• 

so treffen sich die beiden Senkrechten in y nnd es ist 

tcD Î'l y = O D • Aa, 

wenn Aa die Winkelbeschleunigung des Stabes OD ist. Nun haben aber 
in dem beweglichen Parallelogramme A BO D die parallelen Seiten 
gleiche Winkelbeschleunigung, es ist also A1 = A3 und 

- -~~ 

tBA =BA· A1 = OD · A3 =tov 

oder /]0 /] = y1 y; da aber auch a /]0 = c5 y1 ist, wie o ben gezeigt wurde, 
so bilden die vier Beschleunigungspunkte a, /], y, c5 des beweglichen 
Parallelogrammes A, B, O, D ebenfalls ein Parallelogramm. 

235. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunkts 
eines Getriebes. 

l. Die Doppelk ur bel (Fig. 463). Es ist die Geschwindigkeit vA 

und die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A gegeben (Normalfall). 

Fig. 463. 

Es soll das Schwerpunkts-
8 getriebe, ferner die Geschwin

digkeit und Beschleunigung 
des Schwerpunkts ermittelt 
werden. 

Zunăchst werden dieHaupt
punkte H 1,H2,H3 der drei be
weglichen Glieder bestimmt; 
es soll vorausgesetzt werden, 
daB jede dieser Stangen eine 
Symmetrale besitzt, so daB 
Sch werpunkt und Haupt-
punkt auf der Verbindungs
linie der Gelenke liegen. 

Sind 0 1, 0 2, 0 3 die Gewichte der drei Glieder, S1 , S2, S3 ihre (nicht 
gezeichneten) Schwerpunkte, so werden die Hauptpunkte durch folgende 
Gleichungen gewonnen: 

O = 0 1 + 0 2 + 0 3, 

O· H1 0 1 • S 1 + (02 + 0 3) ·A, 

G · H 2 ~~c 0 1 ·A + 0 2 • S2 + G3 • B, 

O· H 3 -- (01 + 0 2) • B + G3 • S3 • 

Zeichnet man nun die Parallelogramme H 1 AH2 K, H 3 BH2 L, KH2 LS, 
so ist die letzte Ecke S der Schwerpunkt der Doppelkurbel und die 
Kette der drei Parallelogramme macht die Bewegung der Doppelkurbel 
derart mit, daB die Ecke S immer deren Schwerpunkt bleibt. 
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Im Gc:schwindigkeitsplan (Fig. 463a) wird zunăclu;t oab in bekannter 
Weise gezeichnet. Da nun die Geschwindigkeitsplăne starrer Gebilde 
diesen ăhnlich sind (vgl. 12), so bestehen hier folgende Ăhnlichkeiten: 

oh1 a(/) II!H1 A, ah2b VJ AH2 B, bh3o (/) BH3 ~. 

wodurch die Geschwindigkeitspunkte h1 h2 h3 der drei Hauptpunkte leicht 
zu ermitteln sind. 

Nun wird im Geschwindigkeitsplan dieselbe Folge von Parallelo
grammen konstruiert wie in der Doppelkurbel, also h1 ah2 k, h3 bh2 l, 
kh2 ls; nach 234 ist die letzte Ecke s der Geschwindigkeitspunkt des 

b 

!3/.-. __ _ 

Fig. 463a. Fig. 463b. 

Schwerpunkts S und somit v8 -- o s die gesuchte Schwerpunktsgeschwin
digkeit. 

Im Beschleunigungsplan (Fig. 463b) werden die Punkte a und p 
in bekannter Weise gefunden. Da auch die Beschleunigungsplăne starrer 
Gebilde diesen ăhnlich sind (vgl. 25), findet man die Beschleunigungs
punkte {}v {}2 , {}3 der Hauptpunkte H 1 , H 2 , H 3 aus den Ăhnlichkeiten 

n{}1 aV>II!H1 A, a{}2PVJAH2 B, p{}3nV>BH3 ~. 

Es eriibrigt noch (nach 234) das Zeichnen der Parallelogramme in 
derselben Folge wie im Getriebe selbst: {}1 a {}2 x, {}3 fJ {} 2 },, x {}2 J. a; dann 

Fig. 464. 

ist ader Beschleunigungspunkt des Schwerpunkts S und b8 ·ce·• na dessen 
Beschleunigung. 

2. Die Schubkurbel (Fig. 464). Die Gewichte G1 der Kurbel II!A, 
G2 des Lenkers A B und G3 der Kolbenstange samt Kolben seien bekannt. 
Sind 8 1 , 8 2, S 3 die (nicht gezeichneten) Schwerpunkte dieser drei Glieder, 
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so ki:innen ihre drei Hauptpunkte H 1, H 2, Ha nach den baryzentrischen 
Gleichungen 

G = G1 + G2 + Ga, 
G · H 1 ~c G1 • 81 + (G2 + G3 ) ·A, 
G · H 2 =-= G1 ·A + G2 • 8 2 + Ga · B, 
G ·Ha~= (G1 + G2) • B + Ga ·Sa 

bestimmt werden. Sodann werden die drei Parallelogramme H1 AH2 K, 
HaBH2L und KH2LS gezeichnet; damit ist der Schwerpunkt S der 
Schubkurbel und ihr Schwerpunktsgetriebe gefunden. 

a Im Geschwindigkeitsplan (Fig. 

Fig. 464a. 

c 

Fig. 464 b. 

Fig. 465.-

5 464a) wurde zunăchst oab in 
bekannter Weise gezeichnet, so
dann mit Hilfe der Ăhnlich-
keiten 

oh1 a (/) 121.H1 A, ah2b (./) AH2 B 

die Punkte h1 und h2 gefunden, 
endlich das Parallelogramm 
h1 ah2 k gezeichnet. 

Da aber B und H 3 gleiche 
Geschwindigkeiten haben, făllt 
h3 nach b und l nach h2 ; somit 
liegt s in k und es ist os . v8 

die gesuchte Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts S. 

Die Konstruktion des Be
schleunigungsplanes (Fig. 464 b) 
wurde in der gleichen W eise 

8 vorgenommen und bedarf keiner 
Erklărung. Es ist n a- b8 . 

In der Zeichnung wurde die 
Geschwindigkeit vA des Kurbel
zapfens konstant angenommen; 
es ăndert sich jedoch an den 
mitgeteilten Konstruktionen gar 
nichts, wenndiese Voraussetzung 
fallen gelassen wird; nur die 

Beschleunigungspunkte a und f3 haben dann eine andere Lage. 
3. Fahrzeugmaschine von Gill-Aveling. Fig. 465 zeigt das 

Getriebe einer vierzylindrigen Fahrzeugmaschine mit verănderlichem 
Hub (Bauart Gill-A ve ling), das A. N erreter in seiner 1912 erschie
nenen Dissertation (Technische Hochschule Munchen) auf graphodyna
mischem Wege untersucht hat. 

121.A ist die Kurbel mit dem festen Drehpunkt 121., 5S B eine Schwinge 
mit dem festen Drehpunkt 5S (der aher behufs Ănderung des Hubes 
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von C in einer Kulisse verschoben werden kann, was hier ohne Belang 
ist); A B ist die Koppel, B C der Lenker, letzter ist in C mit der gerade 
gefiihrten Kolbenstange und dem Kolben gelenkig verbunden. 

A. N erreter gibt nach der Methode O. Fischer's die zahlenmăBige 
Bestimmung der Hauptpunkte sămtlicher fiinf bewegten Glieder, sowie 
die Zeichnung des Schwerpunktsgetriebes an. Die Bestimmung der 
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunkts soli hier auf 
anderem als dem von N erreter eingeschlagenen Wege vorgenommen 
werden. 

Ohne uns auf die zahlenmăBige Bestimmung der fiinf Hauptpunkte 
einzulassen, sei nur erwlihnt, daB sie auf folgende Weise zu finden sind. 
Bezeichnen G1 bis G5 die Gewichte, S1 bis S5 die (nicht gezeichneten) 
Schwerpunkte der fiinf Glieder, so findet man deren Hauptpunkte 
H 1 bis H 5 , indem man die geschlossene kinematische Kette durch Fort
nahme des ruhenden Grundgliedes in eine offene Kette umwandelt und 
sodann folgende Gleichungen benlitzt: 

G = G1 + G2 + Ga + G4 + 0 5, 

G · H 1 =::-:-.~ G1 • S1 + (G2 + Ga + G4 + G5) ·A, 

G · H 2 = G1 ·A+ G2 • S 2 + (Ga + G4 + G5) • B, 

G ·Ha.~~ Ga ·Sa + (G1 + G2 + G4 + G5) • B, 

G · H 4 ::.::. (G1 + G2 + G3) • B + G4 • S 4 + G5 • C, 

G · H 5 -- (G1 + G2 + G3 + G4 ) • C + G5 • 8 5• 

Der flinfte Hauptpunkt H 5 kann librigens (wie Ha in Fig. 464) weg
gelassen werden, da er stets vertikal liber C bleibt und von C die gleiche 
Entfernung behălt. 

Man kann sich also mit dem Schwerpunkt T der ersten vier Glieder 
begnligen, da der Schwerpunkt S aller fiinf Glieder stets vertikal liber T 
bleibt in der konstanten Entfernung T S = C H 5• 

Nun konnen die Parallelogramme des Ge
triebes konstruiert werden, nămlich H 1 AH2K, 
H 2 BHaL, H 2 BH4 M, H 2KN L, H 2 M RK und 
RKNT. 

Die Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes 
(Fig. 465a) oabc erfolgt in bekannter Weise. 
Die den Hauptpunkten entsprechenden Geschwin
digkeitspunkte h1 bis h4 konnen wieder aus der 
Ahnlichkeit gefunden werden; es ist oh1 a(/) 1!1.H1 A, 
ah2b (/) AH2 B, ohab(/) '13H3 B und bh4 c (/) BH4 C. 
Der Punkt h5 liegt mit c vereinigt. Sodann 
wurden dieselben Parallelogramme gezeichnet wie 
in Fig. 465, namlich h1ah2 Tc, h2 bh3 l, h2 bh4m, 
h2_lcnl, h2mrlc und rlcnt. Der Punkt t făllt mit s 
os .. v8 • 

a. 

Fig. 465a. 

zusammen; es ist 
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Der MaBstab der Geschwindigkeiten wurde mit vA = 2 · A ~ = o a 
gewahlt. 

In ganz analoger Weise wurde im Beschleunigungsplan (Fig. 465b) 
vorgegangen, zuerst in bekannter Weise die Punkte a{3y des Planes 
bestimmt, sodann die Beschleunigungspunkte {}1 bis {}4 der Hauptpunkte 
aus der Âhnlichkeit ermittelt und sodann die Parallelogramme in der-

tX 

/ 
/ 

fi.,( · .. 
.... 

Fig. 465b. 

selben Reihenfolge gezeichnet. SchlieBlich, da die Punkte 't' und a zu
sammenfallen, ist na ~- b8 . 

Als MaBstab fiir die Beschleunigungen ergibt sich (Normalfall, bA 
nach ~ gerichtet): bA-~ 4 · Xl2t = na. 

236. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung des Schwerpunkts 
einer kinematischen Kette. Aus den bisherigen Untersuchungen iiber 
die Lage des Schwerpunkts einer Kette und das Schwerpunktsgetriebe 
ergibt sich schlieBlich folgender Satz: 

Sind A, B, O, .... die Gelenke ei ner kinematischenKette; 
a, b, c, .... ihr Geschwindigkeitsplan; a, {3, y, .... ihr Be
schleunigungsplan; mA, mB, m0, .... die statischen Ersatz
massen, so ist der Geschwindigkeitspunkt s des Schwer
punkts S der Kette der Schwerpunkt der Punkte a, b, c, .... 
und der Beschleunigungspunkt a von S der Schwerpunkt 
der Punkte a, {3, y, .... , wenn in diesen Punkten die Massen 
mA, mB, m0, .... ange bracht werden. 



XXII. Das Gleichgewicht (}er kinematischen Kette. 
237. Anzahl der wahlbaren Krafte. Eine kinematische Kette, die 

sich in ihrer Ebene frei bewegen kann, werde an beliebig vielen ihrer 
Gelenke von auBeren Kraften angegriffen. Wie viele derselben diirfen 
willkiirlich angenommen werden, wenn die Kette im Gleichgewicht 
verharren soli? 

Angenommen, es wăren an B Gelenken ăuBere Krăfte angebracht 
(Fig. 466). Jede dieser Krăfte bedarf zu ihrer Bestimmtheit zwei Stiicke, 
nămlich die GroBe und die Wir
kungslinie; es sind also 2 B Be
stimmungsstiicke erforderlich. 

Da sich die Kette, wenn sie 
im Gleichgewicht ist, wie ein 
starres System verhalten wird, 
so miissen ihre Krăfte zunăchst 
den drei Gleichgewichtsbedin
gungen der Ebene gehorchen. S3 

Fiigt man die zur Starrheit 
fehlenden f Stăbe (vgl. 153) ein, 
so ist die Kette wirklich ein 
starres System; nur miiBten P 
dann die Spannungen in diesen 
fehlenden Sta ben null sein. Dies 
liefert f weitere Bedingungsglei
chungen. Somit bleiben von den 2 B 

noch frei verfiig bar 

B 

Fig. 466. 

Bestimmungsstiicken der Krăfte 

y=2s-3-f 
und mit Riicksicht auf die Gleichung 116: f = (n- 2n -1)- k: 

y=2s-n+2n+k-2 ...... 138) 

worin k die Anzahl der etwa vorkommenden kreuzenden Stabe, n die 
Anzahl der Glieder und n die Anzahl der verănderlichen Polygone nach 
Entfernung der gekreuzten Stăbe ist. 

Die iibrigen 2e- y Bestimmungsstiicke der Krăfte konnen dann 
durch Konstruktion ermittelt werden. 

238. Spannungen. Die Krăfte, welche die Kette im Gleichgewich t 
haltcm, wcrden in den Stii hen und Scheibcn Spannungen hervorrufcn, 
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Die Spannungen der Scheiben werden in jedem Gelenk von vorn
herein in zwei Teile zerlegt gedacht, die in die Verbindungslinien der Gc
lenke fallen; wăhrend also z. B. in Fig. 466 die Spannung S 1 die Richtung 
des Stabes AB haben muB, wird die Spannung der Scheibe ACD im 
Gelenk A von vornherein in die Teile S 2 und S 3 zerlegt, deren Resultante 
erst die ganze Spannung der Scheibe ist. 

Jedes Gelenk der Kette mu13 fiir sich im Gleichgewicht sein; in dem 
Gelenk A (Fig. 466) wird z. B. die ăuBere Kraft P Gleichgewicht halten 
mit den Spannungen S1 S2 S3• 

Wenn in einem Gelenk B, in dem nur zwei Stăbe zusammenstoBen, 
keine ăuBere Kraft angreift, so miissen demnach die Stabspannungen 
null sein. 

In einer kinematischen Kette wird jede Spannung doppelt vorkommen. 
Im folgenden soli das Gleichgewicht einiger Ketten mit Hilfc der Stab
spannungen untersucht werden. 

239. Gleichgewicht eines gelenkigen Fiinfecks. Das Fiinfeck A B C DE 
(Fig. 467) ist an seinen fiinf Ecken Krăften ausgesetzt, die untcr einander 
im Gleichgewicht sein sollen. 

Es ist e = 5, n = 5, n = 1, k =O; somit y = 5. 
Es bleiben also noch fiinf Bestimmungsstiicke der Kriifte beliebig 

wăhlbar. Gewăhlt wurden von den Krăften P 1 P 2 P 3 P 4 die Wirkungs-

/E 
/ 

/~ 

8 

]1'ig. 467. 

/ 

/ 
/ 

Ps/ 
/ 

Fig. 467a. 

linien und von P 1 iiberdies die Gro13e. Dann konnen bestimmt werdcu: 
Die GroBen von P 2 P 3 P 4 P 6 und von P 6 iiberdies die Richtung. 

Nennt man 1 bis 5 die in den fiinf Stăben entstehenden Spannungen, 
so kann der Kraftplan (Fig. 467a) in folgender Weise entwickelt werden: 

Pl + l + 5 ·_::::··O, P2 + 2 + l cec O, P3 + 3 ·-f- 2 = O, P4 + 4 + 3 c= O, 

P6 +4 +5-0. 
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Das Kraftpolygon dieser fiinf Krăfte P muB sich schlieBen. P 5 ist 
die gesuchte Gleichgewichtskraft. (Vgl. L. Hen ne berg, "Die graphische 
Statik der starren Systeme", S. 67 und 452.) 

240. Gleichgewicht einer sechsgliedrigen Kette. Die in Fig. 468 dar
gestellte sechsgliedrige Kette besteht aus zwei Scheiben und vier Stăben; 

D 
·-·-.! __ 

p A 7 

9~--~...~ 
Fig. 468. 

um die Spannungen in den Gelenken der Scheiben finden zu konnen, 
werden diese zweckmăBig in je drei Stăbe aufgelost, so daB eine zehn
gliedrige Stabkette entsteht. 

An den vier Gelenken A, B, O, D sollen Krăfte wirken, welche die 
Kette im Gleichgewicht erhalten. Von diesen Gelenken liegen zwei am 

lfig. 468a. 
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Umfang, zwei im Innern der Kette, was, wie wir sehen werden, bei der 
Zeichnung des Kraftplans von Einflui3 ist. 

Es ist hier B = 4, n = 6, :n; = 2, k =O, somit y = 4. 
Da vier Bestimmungsstiicke willkiirlich wăhlbar sind, wurden von 

P, Q, S die Wirkungslinien und von P auch die Groi3e gewăhlt. 
Im Kraftplan Fig. 468a zeichnet man mai3stăblich die Kraft P, 

sodann die Polygone 

p + 1 + 2 -~ o, 1 + 9 + 10 :-::: o, 9 + 7 + 8 = o, lO + 8 + 6 + s =o, 
womit die Kraft S gefunden ist. 

Diese Kraft hat ihren Angriffspunkt C im Innern der Kette. Ihre 
Verlăngerung wiirde den Stab 2 schneiden; betrachtet man diesen 
Schnittpunkt nach dem Vorschlage F. Schur's als idealen Knoten 
(vgl. auch L. Henne berg, a. a. O. S. 584), so stehen hier zwei Krăfte S 
und zwei Spannungen 2 im Gleichgewicht; ihm entspricht im Kraft
plan das Polygon 

s + 2 + s + 2 =~ o. 
Sodann zeichnet man die Polygone 

2 + 3 + 4-:- O und 5 + 6 + 3 + Q:::::: O, 

wodurch auch die Kraft Q bestimmt ist. 
Auch diese Kraft hat ihren Angriffspunkt B im Innern der Kette; 

ihre Verlăngerung trifft den Stab 4, wo wir uns abermals einen idealen 
Knoten angebracht denken konnen. Ihm entspricht das Polygon 

Q +4 +Q +4- O. 
Endlich liefert das Polygon 

Q+S+P+T-0 
die letzte Kraft TinD der Groi3e und Richtung nach. Auch das Polygon 

4+5+7+T O 
wiirde T liefern. 

241. Gleichgewicht einer achtgliedrigen Kettc. Die in Fig. 469 ge
zeichnete Kette (Dreispannmechanismus nach der Bezeichnung L. Bur
mester's) besteht aus vier Scheiben und vier Stăben. Die Scheiben 
wollen wir wieder wie friiher in Stăbe aufli:isen, so dai3 eine aus 16 Stă ben 
bestehende Kette entsteht. 

Die Annahme der Krăfte sei die gleiche wie im vorhergehenden Bei
spici; in A wirke eine bekannte Kraft P; im Innern der Kette in B 
und C werden die Wirkungslinien der Krăfte Q und S beliebig gewăhlt; 
endlich sei D ein vierter Angriffspunkt. Dai3 diese vier Annahmen 
gestattet sind, geht aus Gleichung 138 hervor; es ist B = 4, n = 8, 
n = 3, k = O, somit y = 4. 

Man beginnt damit, im Kraftplan Fig. 469 a die Spannung 3 beliebig 
anzunehmen; sodann zeichne man die Polygone 

3 + 4 + 5 ~o, 2 + 4 + 6- o, 1 + 2 + 3 + p -o. 
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Nun kann der Kraft-MaBstab derart gewăhlt werden, daB die ge
fundene Lănge P die gegebene Kraft P darstellt. Sodann zeichne man 
die Polygone 

fi + 7 + 8 - c O, 5 + 15 + 16- O, 1 + 9 + 10 O, 9 + ll + 13-= O, 

8 + 10 + Il + Q + 12 o, 
wodnrch die Kraft Q bestimmt ist. 

p 

Fig. 469. 

13 

Fig. 469a. 

Endlich gibt das Polygon 

15 + 7 + 12 + s + 14 =ce: o 
die Kraft S. 

SchlieBt man im Kraftplan 
an P die beiden gefundenen 
Krăfte Q und S an, so wird aus 

S+Q+P+T O 
die vierte Kraft T nach GroBe 
nnd Wirkungslinie gefunden. 
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Den Belmittpunkten von Q und S mit dem Stabe 13 in :Fig. 469 
(ideale Knoten) entsprechen im Kraftplan die Polygone 

13 + Q + 13 + Q- o, 13 + s + 13 + s =o. 
242. Gleichgewicht eines Gelenkvierecks mit angehăngten Dreiecken. 

(Fig. 470.) Vier Dreiecke sind gelenkig miteinander verbunden; an den 
noch iibrigen Ecken greifen Krăfte an. Wann stehen diese im Gleich
gewicht ~ 

Es ist s = 4, n = 4, n = 1, k =O, also y = 4. 
Angenommen wurde von P GroBe und Wirkungslinie, von Q und S 

die Wirkungslinien. Zu bestimmen sind die GroBen von Q und S, sowie 
die Gleichgewichtskraft T naeh GroBe und Wirkungslinie. 

Im Kraftplan (Fig. 470a) wurde das Polygon 

p + 1 + 2 :'~o 
gezeichnet und durch den Schnittpunkt der beiden letzten die Parallele 
zum Stabe 3 gezogen. Auf ihr wurde zunăchst die Spannung 3' be
liebig angenommen und sodann folgende Polygone gezeichnet: 

1 + 3' + 4' + 5' :-O, 5' + 6' + Q'-= O, 4' + 6' + 8' + 7' =O; 
ferner 

2 + 3' + 10' + 12' ·-:O, 12' + S' +II':- O, Il'+ 10' + 71' + 9' O. 
Wiirden die so gefundenen Spannungen 7' und 71' gleiche GroBe 

ha ben, so wăre 3' richtig gewăhlt; da dies nicht zutreffen wird, wăhlt 
man auf 3 noch einen anderen beliebigen Punkt 3" und fiihrt mit ihm 
die Konstruktion der sechs letzten Polygone nochmals durch; man 
erhălt die Punkte 7" und 7/', die auch nicht zusammenfallen werden. 
Verbindet man jetzt 7' mit 7" und 71' mit 71", so gibt der Schnittpunkt 
dieser Verbindungslinien die richtige Spannung 7 an, die parallel zum 
Stab 7 bis zur Spannung 3 reicht. Die iibrigen richtigen Spannungen 
4 bis 12 sind ebenso wie die richtigen Gleichgewichtskrăfte Q und S 
durch einfaches Ziehen von Parallelen zu finden. Das Polygon 

P+S+T+Q=-0 
gibt schlieBlich auch die letzte Kraft T nach GroBe und Wirkungslinie. 

243. Gleichgewicht einer zehngliedrigen Kette. Fig. 471 zeigt eine 
Kette, die von O. Mohr in seiner Abhandlung: "Beitrăge zur Geometrie 
der Bewegung", Zeitschr. f. Math. u. Physik, 1903 (auch "Abhandlungen 
aus dem Gebiete der techn. Mechanik", S. 138) angegeben wurde. Sie 
besteht aus vier Scheiben und sechs Stăben und wurde aus erwăhnten 
Griinden in 18 Stăbe aufgelost. 

An drei im Innern der Kette liegenden Gelenken A, B, · C sollen 
Krăfte angreifen, die im Gleichgewichte stehen. Wir konnen 16 oder 18 
als kreuzenden Stab ansehen; es ist dann 
s = 3, n = 9, n = 3 (nach Wegnahme des kreuzenden Stabes), k = 1 
und nach Gleichung 138: 

y=2s-n +2n+k---:2=2. 
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Es kann also z. B. die Kraft P nach GroBe und Wirkungslinie ange
nommen und daraus die beiden anderen Krăfte Q und S bestimmt werden. 

Man beginnt im Kraftplan Fig. 47la damit die Spannung 1 beliebig 
anzunehmen und zeichnet sodann folgende Polygone : 

1 + 2 + 13- o, 13 + 11 + 12 --o, 12 + 16 + 10 :---:o, 
10 + 11 + 8 + 9 = o. 

Zieht man durch den Schnittpunkt von 8 und 9 im Kraftplan 
die Parallele zum Stab 7, so wird auf ihr der Endpunkt der Spannnng 7 

Fig. 471. 

liegen miissen; denn da der Kraftplan eine reziproke Figur der Kette 
ist, wird dem Dreieck 7, 8, 9 der Kette der Schnittpunkt der gleich
namigen Spannungen im Kraftplan entsprechen. 

Aus dem gleichen Grunde wird die Spannung 3 durch den Schnitt
punkt der Spannungen 1 und 2 gehen, entsprechend dem Dreieck 1, 2, 3 
der Kette. 

Nimmt man nun die Spannung 3' auf 3 beliebig an, so kann man die 
Polygone 

1 + 3' + 4' + 5' :-:-: O, 4' + 6' + 17' = O 

konstruieren; der Schnittpunkt der beiden letzten Hilfsspannungen 
sei a. 
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Macht man jetzt fiir die Spannung 3 eine andere Annahme 3" und 
konstruiert die Polygone 

1 + 3" + 4" + 5" - o, 4" + 6" + 17" -- o, 
so erhălt man im Schnitte der beiden letzten Hilfsspannungen den 
Punkt b. 

Da die auf 3 und 5 so entstehenden Punktreihen ăhnlich sind, werden 
auch die Parallelbiischel 4' 4" .... , 6' 6" .... , 17' 17" .... ăhnlich sein; 

3 

15 

16 

..... ~·~:-; 
q' ... ····· .· 

./6' 
\. ! 

\ 1 

\ / 
7 \' 

/'\ 
1 \ 

\V? 
\ 
\ 

16 \ 

\ 
\ 

~--·-·-· ·-·-·-·-·-s 
])g. 471 a. 

die beiden letzten werden sich in der Punktreihe ab . . . . schneiden. 
Im Punkt c schneidet diese Punktreihe die Spannungsgerade 7 und gibt 
daruit die richtige GroBe dieser Spannung; dann konnen auch, an c 
anschlieBend, die richtigen Spannungen 6, 17, 4, 3, 5 durch Parallelen
ziehen gezeichnet werden. 

Nun zeichnet man das Polygon 

7 + 9 + 18 + p -o 
und wăhlt jetzt erst den Kraft-MaBstab derart, daB die Lănge P, die 
wir soeben aus dem Polygon fanden, die gegebene Kraft P darstellt. 

Wittenbauer, Dynamik. 26 
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Dem Schnittpunkt dcr sich kreuzcndcn Htiihe 16 und 18 (idealer 
Knoten) entspricht im Kraftplan das Polygon 

16. + 18 + 16 + 18 O, 
woraus sich auch das Polygou 

18 + 15 + 14 o 
ergibt. Ferner ergibt sich aus dcm Polygon 

3 + 2 + 14 + s --o 
die Kraft S in O und aus dem Polygon 

16 + 15 + 17 + Q o 
die Kraft Q in B. 

SchlieBlich muB im Kraftplan 

P+Q+S-0 
sein und in der Kette miissen die Richtungen dieser drci Krăfte durch 
einen Punkt gchen, was als Probe fur dic Richtigkeit der Zeiclmung 
dienen kann. 

244. Das Gleichgewicht des Getriebes. Wenn wir cin bcliebiges Glied 
einer kinematischen Kette festhalten, so entsteht ein Gctric bc; das 

festgehaltenc Glied halwn 
wir Grundglied genannt. 

:Fig. 472 stellt cine Kcttc 
dar, von der das schraffiertc 
Glied ~ IB::D festgPhalten ist. 
In dPn Gelenken A; B, O, D 
dieses Getriebes măgPn die 
gegebenen Krliftc P, Q, S, 1' 
wirkPn; welchc Kraft R 
miiBtc man in PinPm fiinften 
Gclenk E anhringen, damit 
das Getriehc im GleichgP
wicht blPibt ~ 

Fig. 472. \Vir hahPn diesc Frage 
schon bei dPr Behandlung des 

gefiihrten Systcms studiert (vgl. 131) und die Kraft R die GlPieh
gewichtskraft genannt. Zunăchst soll wicder festgestellt werden, wic 
viele der Krăfte man belie1Jig wăhlen darf. 

Die Anzahl der Gelenke, dic von den Kraften P, Q, S, T, .... R 
angegriffen wcrden, sei "; ferncr a die Anzahl dcr Auflagergclenke des 
Grundgliedes ~ IB~ . . . . Dann ist s =a +" die Anzahl dPr iiuBPren 
Krafte des Getriebes, da die Auflagcrgdenke AuflagPrdriicke an das 
Getriebe abgcben. 

Da das. Grundglied fiir sich inl Glcichgewicht sein muB, so werden 
~wischen den 2a Bestimmungsstiicken SPiner Krăftc 3 Bedingungs-
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gleichungen zu ediillen sein; es bleiben also noch 2a- 3 Bestimmungs
stiicke frei wahlbar. 

V on der kinematischen Kette sind willkiirlich wăhlbar 

y =2s-3-f 

und da das Getriebe zwanglaufig, also f = l ist, 

y = 2s-4 

Bestimmungsstiicke der Krafte. 

Von den Krăften P, Q, S, T, .... R bleiben also verfiigbar 

Y1 =y-(2a-3) =2x-l, 

d. h. es konnen alle Krăfte bis auf eine (die Gleichgewichtskraft R) voll
kommen beliebig angenommen werden und selbst von R darf entweder 
die Gro13e oder die Wirkungslinie gewăhlt werden. 

245. Gleichgewicht des Kurbelgetriebes. In Fig. 473 ist CE:~ das fest
gehaltene Grundglied O des Kurbelvierecks, 4 und 5 die Kurbeln, AEO 
die Koppel. Es ist also a= 2 und es kann 2a- 3 = 1 Bestimmungs
stiick fiir die beiden Auflagerdriicke CE: und ~ angenommen werden, 
also z. B. von ~ die Wirkungslinie. 

p 

R 

Fig. 47a. Fig. 473a. 

Die Kraft P in A ist gegeben; von der Gleichgewichtskraft R in E 
wollen wir ebenfalls die Wirkungslinie annehmen. Um die Gro13e dieser 
Kraft zu bestimmen, zeich'nen wir im Kraftplan Fig. 473a die Polygone 

P + l + 2 =-c O, l + 4 + 3 O, 2 + 3 + 5 + R -~ O 

und um die Auflagerdriicke CE: und ~ zu ermitteln: 

5 + o + (l: = o, o + 4 + CE: -- o. 
Das Polygon der au13eren Krăfte mu13 sich schlie13en: 

P + CE: + (l: + R __ O. 

246. Die Energie des Proll'schen Begulators. Man versteht unter der 
Energie eines Regulators die Kraft, die bei vertikal stehender Spindel 
und abgekuppeltem Stellung notig ware, um die an der Spindel 

26* 
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verschiebbare Muffe zu heben (Fig. 474). Die Energie ist also nichts 
anderes als die Gleichgewichtskraft im Gelenke E. 

ACE ist ein bei O drehbarer, steifer Winkelhebel, an dessen Ende A 
das Gewicht P der Schwungmasse sitzt. ~ ist ein mit der Spindel fest 

Fig. 474. 

verbundenes Gelenk, E das Gelenk an der Muffe. 
Die Aufgabe, die Gleichgewichtskraft R zu finden, 

ist auf die friihere 245 zuriickzufiihren. Das Gelenk ~ 

Fig. 474a. 

des Grundgliedes ist unendlich fern. 
Fig. 474a stellt den Kraftplan dar. 
Um die Energie des Regulators zu be
kommen, miiBte R noch um die Be
lastung der Muffe vergroBert werden. 

247. Gleichgewicht eines achtglied
rigen Getriebes. Das in Fig. 475 dar
gestellte, aus vier Dreiecksgliedern und 
vier Stangen bestehende Getriebe 
wurde von lYI. Griibler in seiner auf 
Seite 241 angefiihrten Abhandlung 

angegeben. ~~ ~ sei das festgehaltene Grundglied. Das Getriebe 
werde in A von einer bekannten Kraft P beansprucht; man soll dîe 

p 

Fig. 475. 

in E in gegebener Richtung anzubringende Gleichgewichtskraft R, sowie 
die Auflagerkrăfte in ~' ~ und ~ ermitteln. 

Man wird im Kraftplan (Fig. 475a) mit der maBstăblich aufgetragenen 
Kraft P beginnen und sodann der Reihe nach die Polygone zeichnen: 
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p + 1 + 2 '-'-'• o, 1 + 3 + 4 _,. o, 2 + 5 + 6 = o, 5 + 7 + 8 o, 
8 + 9 + 10 ~ O, 3 + 10 + ll + 12 =O, 9 + ll + 13 + R _O, 

wodurch die Gleichgewichtskraft R bestimmt ist. 

405 

Die in den Gelenken t:l:, 'Il, ~ des Grundgliedes angreifenden Span
nungen 4, 12, 13, 7, 6 sind als ăuBere Krăfte des Getriebes anzusehen, 

--·-...... ____ ....... _ R --·~-----·--·--.. -~. -~-' 

11 

Fig. 475a. 

die mit den Krăften P und R ein Gleichgewichtssystem bilden; es ist 
demnach im Kraftplan 

P + 4 + 12 + 13 + R + 7 + 6 ::-:= O. 
Van den Auflagerdriicken t:l:, 'Il, Q; diirfen 2a- 3 = 3 Stiicke be

liebig angenommen werden. Gewăhlt wurden die Wirkungslinien der 
drei Driicke. 

p 

Fig. 476. 

Um die GroBen dieser Driicke zu finden, ist schlieBlich noch die 
Resultante aus P und R zu bilden und sodann nach den drei Richtungen 
von ~''Il und ~ zu zerlegen, was auf eine bekannte Aufgabe zuriickfiihrt. 
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In Fig. 476 wurde das gleiche Getriebe mit andcrem Angriffspunkt E 
der Gleichgewichtskraft R angenommen. Um diesc, dcren Wirkungs
linie gegebcn ist, dcr Gri:iBc nach zu findcn, wurden im Kraftplan (Fig. 
476a) zunachst wie friihcr dic Spannungen 1, 2, 3, 4, 5, 6 gesucht. So
dann zieht man durch den Punkt a cine Parallelc zum Stab 8 und nimmt 
dessen Spannung mit ab = 8' bclicbig an. 

Hierauf zcichnct man dic Polygone 

8' + 9' + 10' •::-: o, 9' + ll' + 13'. o, 
wodurch dcr Punkt d gewonnen wird. 

Bei Veranderung der Spannung 8' beschreibt d die Gerade ad. Zieht 
man also durch e die Parallele zum Stab 12, so schneidct sic adin einem 
Punktc j, der die Spannungcn ll, 12 und 13 begrenzt. Damit sind aher 
auch dic Spannungcn 8, 9 und 10, sowic 7 und dic Gleichgcwichtskraft R 
gefunden. 

Auch hier miisscn die Krafte P und R mit den Auflagcrdriicken ein 
Gleichgewichtssystem bilden: 

P + 4 + 12 + 13 + R + 7 + 6 = O. 
Die Erge bnissc dieses Abschnittcs wurden vcri:iffcntlicht in F. W it ten

bau er, "Das Gleichgewicht e bener kinematischcr Ketten", l<'estschrift zu 
O. Mohrs achtzigstcm Geburtstag, 1916. 

248. Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen. AuBcr durch Er
mittlung der Stabspannungcn kann man noch auf eincm anderen W cgc 
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zu der Glcichgewichtskraft einer Kette gclangen. Diesen Weg, der durch 
das Prinzip dcr virtuellen Vcrschiebungcn gebotcn wird, haben wir 
schon gelegcntlich der Kraftreduktion cines gcfiihrten Systems kennen 
gl'lernt (Ygl. 137); wir wollen ihn nun auf dic Kcttc ausdchncn. 

In dcn Gelenken A, B, .... E einer 
kincmatischen Kctte (Fig. 477) wiirden 
clic Krăfte P, Q, .... B angreifen; die 
Krăfte wiirden die Kette im Gleieh
gewieht haltcn. 

Es ist olme wPiteres zuzugcben, dal3 
darm jedes Gelenk fiir sich im Glcich
gewicht sein wird, so z. B. wird im Ge
lcnk A die Kraft P mit den Spannungen 
S 1 , S 2, S 3 Glcichgewicht halten; die 
::Vlittelkraft aller dieser in A angreifen
den Krăfte ist also null. 

R 

Fig. 477. 

:Man erteile nun der Kette eine Bewegung, bei welcher kein einziges 
Gelenk gelăst wird; die Gelenke gelangen in sehr wenig entfernte Nachbar
lagen. Ist z. B. <5a der kleine Weg des Gelenkcs A, so ist die Arbeit der 
Resultante der in A angreifenden Krăfte null, wcil die Resultante selbst 
null ist. Da aber die Arbeit einer Kraft gleich der algebraischen Summe 
der Arbeiten ihrer Teile ist, so wird auch diese Summe null werden. 

Bezeichnet man mit !5p den kleincn Weg des Gelenkes A, auf die 
Richtung dPr Kraft P rcchtwinklig projiziert, ebenso bs1, !5s2, bs3 die 
Projektionen von <5a auf die Richtungen von Sv S 2, S3, so wird also die 
Gleichung bestehen 

p. <5p +SI . bs, + s2. !5s2 + s3. !5s3 =o. 
Im Gclenk B wird die iiuf3cre Kraft Q im Gleichgewicht stehen mrt 

dcn Spannungen S3 , S4 , S 5 ; bezeichnet man dic Projektionen der kleinen 
Verschiebung <5b von B auf die Krăfte entsprechend mit !5q, !5s3', !5s4, !5s5, 
so wird ebenso die Glcichung gelten 

Q · oq + S3 • os3' + S 4 ·os~ + S 5 • os5 =O. 
Stellt man diese Gleichung fiir jedcs Gclenk auf und addiert sămt

liehe Gleichungen, so entsteht zunăchst die Summe 

P. ap + Q. oq + .... 
und im iibrigen Glieder von der Form 

Sn (bs,. + osn'). 
Es ist also 

P · bp -1- Q · bq + .... + 2: [S11 (os,. + bs,.')] =O. 

In :Fig. 477 a ist dcr Stab A B mit seinen beiden :Fig. 477 a. 
Spannungen S3 besonders gezeichnet worden; diese haben 
in A und B Pntgegengesetzte Richtungen. Die kleinen Verschiebungen 
von A und B seien ba und bb, cp und 1p ihre Neigungen zum Stabe. 
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Es ist !5s3 = !5a · cos cp, !5s3' = !5b · cos 'lp 

und da die Lănge des starren Stabes A B unverănderlich ist: 

da ·cos cp = !5b · cos (180- 'lp), 

somit 
und aus diesem Grunde auch 

J: [Sn (dsn + dsn')] =O. 

Es bleibt also die Gleichung iibrig: 

P · dp + Q · !5q + .... + R · br = O . . . . 139) 

die in Worten besagt: 
Wenn eine kinematische Kette im Gleichgewicht ist, so 

werden ihre ăuBeren Krăfte bei einer kleinen Verschiebung 
und Formănderung die Gesamtarbeit nullleisten. 

Dabei ist vorausgesetzt, daB die Glieder der Kette starr sind und 
bei der Verschiebung der Kette keines ihrer Gelenke gelost wird. Dieser 
Satz ist die Anwendung eines der wichtigsten und fruchtbarsten Prin
zipien der Mechanik. 

Wirkt eine einzige Kraft P auf das Getriebe, so ist nach Gleichung 139 
die Gleichgewichtskraft 

R=-P·bp. 
br' 

nennt man ba und be die kleinen Verschiebungen der Punkte A und E, 
a und e ihre Winkel mit P und R, so ist 

und 

oder auch 

bp = !5a · cos a, !5r = be · cos e 
ba 

R cos e = - P cos a · lfe 

R P' VA 
COSe =- ·--, 

VE 

wenn P' die Projektion von P auf vA ist. 
Da nun die Geschwindigkeit der virtuellen Verschiebung willkiirlich 

ist, kann maBstăblich vE= P' gewăhlt werden; dann ist aber 

Rcose =-vA. 

Wir werden von dieser Beziehung sofort Gebrauch machen. 

Fig. 478. 

In Fig. 478 wurde das in Fig. 473 bereits 
behandelte Kurbelgetriebe in anderer An
ordnung und mit anderem Kraftangriff 
gezeichnet. 

Es soll die in E notwendige Gleichge
wichtskraft R gesucht werden, wenn dercn 
Wirkungslinie gegeben ist. 
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Die Aufsuchung von R mit Hilfe des Kraftplans ist in :Fig. 478a 
dargestellt; sie bedarf nach dem Bisherigen keiner weiteren Erlăuterung. 

Fig. 478a. Fig. 478b. 

In Fig. 478b ist die Losung thit Hilfe des Prinzips der virtuellen Ver
schiebungen durchgefiihrt. Es wurde P auf die Bewegungsrichtung 
von A nach P' projiziert, sodann P' = Vp; = Ee als gedrehte Ge
schwindigkeit aufgetragen, ebllED, bcllDC, callCA gezogen; dann 
ist A a = vA und da nach friiher vA = - R cos e sein soli, wurde A a 
von E aus gegen die Bewegungs
richtung von E aufgetragen und 
daraus durch Projizieren R ge
funden. 

In Fig, 479 wurde in gleicher 
Weise die Konstruktion der Gleich
gewichtskraft R fiir eine Kombina
tion von drei Kurbelgetrieben 
durchgefiihrt. Man beginnt hierbei R 
mit P =Ee (P ..LA~ vorausge- Fig. 479. 
setzt) und findet schlieBlich 
R = Aa (R ..LE CJ:). Dieses Beispiel findet sich bereits in R. Proell, 
Graphische Dynamik, S. 157. 

249. Aufgaben. 
ll4. Die Krăfte P und R, die an einem Kurbelgetriebe ~CDCS: 

(Fig. 480) im Gleichgewicht stehen, konnen durch folgende 
Konstruktion gefunden 
werden: 

Sind A und E die An
griffspunkte der beiden 
Krăfte, so suche man den 
Schnitt c der Kraft P mit 
C~, ziehe Oc bis zum 
Schnitt c' mit Q:c' Il 'lk Ver
schiebt man nun P bis P' 

p 

Fig. 480. 

·durch c', so wird die Resultante von P' = P und R durch Q: 
gehen, woraus R leicLt ermittelt werden kann. Man suche den 
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Beweis mit Hilfe des Prinzipes der virtuellen Verschiebungen 
zu erbtingen. (A. B. W. Kennedy, Proceedings of the London 

1 

1 
1 

1 

/R 

Mathematical Society, Vol. IX; 
auch F. Reuleaux, Theore
tische Kinematik, II. Band, S. 
441.) 

115. Das Getriebe Fig. 481 wird 
von vier Krăften P, Q, S und 

T T angegriffen; mal). suche die 
Gleichgewichtskraft in E, wenn 
deren Richtung gegeben ist. 
(R. Proll, Graphische Dynamik, 
Tafel VII, Fig. 64.) 

Fig. 481. 116. Bei der Ziehpresse von F. Mc 
Dowell Leavitt (Fig.482) wird 

das Blech c zwischen dem feststehenden Ring e und die nieder
gehende Matrize b festgeklemmt und sodann vom Stempel a 
in b hineingepreBt. Damit der Druck von a auf das Gestell 
iibertragen wird, ist das Querhaupt E mittels des Kniegelenkes 

Fig. 482. 

g, h und des Lenkers k mit dem Kolben f 
verbunden. Wenn die Kolbenkraft P 
gegeben ist, welche Kraft R wird ihr in 
E Gleichgewicht halten ~ 

Fig. 483. 

117. Das um das feste Lager Gî: drehbare Rad (Fig. 483) ist an s~inem 
Umfang in E an die Kolbenstange eines Dampfzylinders gelenkig 
angeschlossen, der sich um den festen Punkt ~ dreht. Welche 
Kraft R halt in E in Richtung der Bewegung Gleichgewicht 
mit dem Drucke P auf den Kolben? (Dampf-Maschine zum 
Ruderradantrieb von W ard 1821.) 
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118. Bei dem Luftpresser von Owen (Engineering 1881) tritt das in 
Fig. 484 gezeichnete Getriebe auf, das eine gekoppelte gleich
schenklige Schubkurbel \llA BC auf
weist (vgl. Fig. 520). 

Wenn die Kolbenkraft P ge
geben ist, soll die am Kurbelzapfen 
E erforderliche Gleichgewichtskraft 
R gesucht werden. 

R 

Fig. 484. 

p 

Fig. 485. 

119. Mit Hilfe einer Schubkurbel (Fig. 485) treibt die Kraft P ein 
Paar Zahnrăder, von denen das groBere ein Antiparallelkurbel
getriebe 5B B E~ in drehende Bewegung setzt. Man soll die Gleich
gewichtskraft Rin E suchen. (R. Proll, Graphische Dynamik, 
Tafel VIII, Fig. 71.) 



XXIII. Die 1·eduzierte Kt•aft des Getriebes. 
250. GrOBe und Wirkungslinie der reduzierten Kraft. Sind P, Q, .... R 

die ăuBeren Krăfte eines Getriebes, op, oq, .... or die kleinen Wege 
ihrer Angriffspunkte bei einer Bewegung des Getriebes, in Richtung 
der Krăfte gemessen, so besteht die Gleichung 139: 

P · op + Q · oq + .... + R · or =O. 
Hierbei konnen die Auflagerdri.icke ~. 18, 'Il des Grundgliedes (vgl. 

Fig. 472) auBer Betracht gelassen werden, da ihre Angriffspunkte keine 
Wege beschreiben. 

Setzt man R + ffi =O, so kann obige Gleichung auch in der Form 
geschrieben werden: 

ffi · or = P · op + Q · oq + .... 
l 

oder ffi = br 1: (P · op) . . . . . . . 140) 

Wir nennen diese Kraft die reduzierte Kraft des Getriebes (vgl. 
131). Da sie mit R im Gleichgewicht ist, ersetzt sie die Wirkung der 
Krăfte P, Q, .... auf die Bewegung des Getriebes vollstăndig, sie ist 
diesen Krăften gleichwertig. 

Den Angriffspunkt E der reduzierten Kraft am Getriebe nennen w1r 
Red uktionspunkt. 

Schreiben wir Gleichung 140) in der Form 

op oq 
ffi=P·Jr+Q·or+···· 

.oP_ .oq_, 
und setzen P br- '.J3, Q Jr -O, · · · · 

so ist ffi = ',J3 + O + .... 
Da jj3 die nach E reduzierte Kraft P, O die nach E reduzierte Kraft Q 

usw. bedeutet, so ist die reduzierte Kraft lR des ganzen Getriebes die 
Summe der einzelnen, nach E reduzierten Krăfte. 

Aus Gleichung 140 geht hervor, daB sich die reduzierte Kraft lR 
cines Getriebes ăndert, wenn man den Reduktionspunkt E an einer 
anderen Stelle wăhlt; sie ăndert sich aber auch an der gleichen Stelle, 
wenn man die Wirkungslinie der reduzierten Kraft anders wăhlt. In 
beiden Fă.llen ăndert sich uămlich br, d. i. die Projektion des kleineu 
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Weges von E bei einer Verschiebung des Getriebes auf die Wirkungs
linie von ffi. 

Wir wollen im folgenden immer die Annahme treffen, daB ffi und ~r 
in dieselbe Gerade fallen. 

Nennt man ~a, M, .... CJr die kleinen Verschiebungen der Angriffs
punkte A, B, .... E, so ist 

(Jp = (Ja ·cos a, CJq = (Jb • cos {J, •... ; 

das Verhăltnis der klein~n Verschiebungen 

(Ja : ~b : • • • • : CJr 

lindert sich nicht, wenn wir es in der Form anschreiben 

CJa (Jb CJr 
JT>~fi: .... : ~t 

und durch die Verhăltnisse der Geschwindigkeiten bei der gedachten 
kleinen Verschiebung des Getriebes ausdriicken: 

VA : VB: •••• :VE· 

Man erhălt dann 

ffi ·vE= PvA cos a+ QvB cos{J + .... 
oder ffi = P' ·vA + Q' • Vn + . . . . . . . 141) 

VE VE 

worin P' = P cos a, Q' = Q cos {J, • • • • die Projektionen der Krăfte 
auf die Bewegungsrichtungen ihrer Angriffspunkte sind. 

261. Methoden zur Bestimmung der reduzierten Kraft. Die Methoden 
sind die gleichen wie jene zur Bestimmung der Gleichgewichtskraft, 
die wir im vorigen Abschnitt kennen gelernt haben. Uberblicken wir 
sie noch einmal, so verfiigen wir liber folgende: 

a) Mit Beniitzung des Kraftplans des Getriebes. Man sucht die 
Gleichgewichtskraft R fiir den gewăhlten Reduktionspunkt E und 
nimmt sodann von R die Umkehrung ffi = - R. Die Wirkungslinie 
von R lăBt man mit der Bewegungsrichtung von E zusammenfallen. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. Da es sich bei An
wendung der Gleichung 141 nur um das Verhăltnis der Geschwindig
keiten handelt, kann man die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes, 
z. B. des Reduktionspunktes E, willkiirlich annehmen, sodann den 
Geschwindigkeitsplan konstruieren, die Kraftprojektionen P', Q', .... 
auf die Geschwindigkeiten der Angriffspunkte A, B, .... bestimmen 
und endlich die Summe 

P' . -~~ + Q' . V B + . . . . = ffi 
VE VE 

zeichnerisch oder rechnerisch ermitteln. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole, indem man die Methode der ge
drehten Geschwindigkeiten, wie sie beim Gelenkviereck vorgefiihrt 
wurde (vgl. Fig. 356), auf vier zusammengehorende Drehpole Omn• 
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Onv• Ovq• Oqm des Getriebes iibertrăgt, wie spăter an einigen Beispielen 
gezeigt werden soll. 

252. Kraftreduktion an der Doppelkurbel. In Fig. 486 wird die Doppel
kurbellllAE@ mit den festen Gelenken lll und@ in A von der Kraft P 
in beliebiger Richtung beansprucht. Man soll diese Kraft nach E in 
dessen Bewegungsrichtung reduzieren. 

E o 

a 

Fig. 486. Fig. 486a. Fig. 486b. 

a) Mit Beniitzung des Kraftplans (Fig. 486a). Nachdem die Kraft P 
in ihrer Richtung maBstăblich aufgetragen ist, zeichnet man die Gleich
gewichtspolygone 

P + 2 + 1 o= O und 2 + 3 + \13 =O; 
damit ist die Gro.Be \13 der reduzierten Kraft bereits gefunden. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplans (Fig. 486b). Man 
nimmt die Geschwindigkeit vA~= o a beliebig an und sucht mit Hilfe 
der Linien oe ...L @E, ae ...L AE den Punkt e. Sodann trăgt zuan von o 
die Kraft P auf, projiziert sie nach oP' auf die Bewegungsrichtung 
von A und macht op =o P'; zieht man noch p \13 Il ea, so ist o \15 = \13 
die gesuchte reduzierte Kraft. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole. Diese Losung ist fiir das vorliegende 
Beispiel die einfachste. Man macht JJJp = A P und zieht p \13 Il EA; 
dann ist A \l3 = \13 die gesuchte reduzierte Kraft. Ihre Richtung ergibt 
sich aus der tlberlegung, daB P und \13 um den Drehpol 0 02 des Gliedes 2 
in bezug auf die ruhende Ebene O im gleichen Sinne drehen miissen. 

253. Kraftreduktion an der Schubkurbel. In Fig. 487 ist eine ge
schrănkte Schubkurbel gezeichnet, in deren Kreuzkopf A eine Kolben-

fi p 

--- 1 

----
---

Fig. 487. 
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kraft P in der Schuhrichtung wirken wiirdc. Sic soll an den Kurbel
zapfen E reduziert werden. 

a) Mît Hilfe des Kraftplans (Fig. 487 a). Die Ausfiihrung erfolgt 
wie bei der vorher behandelten 
Doppelkurbel. 

b) Mit Hilfe des Geschwindig
keitsplans (Fig. 487b). Man macht 
eine beliebige Annahme fiir vA -~o a, 
sucht daraus e, trăgt op = p auf 
und zieht p~ 11 ea; dann ist 
o1,j.S = ~ die in die Bewegungsrich
tung von E reduzierte Kraft. 

Fig. 487 a. Fig. 487b. 

c) Mit Hilfe der Drehpole (Fig. 487). Diese Methode fiihrt auch hier 
am schnellsten zum Ziel. Man macht Ep = ·p und zieht p~ Il EA, 
dann ist A ~ = ~ die gesuchte nach E reduzierte Kraft. Oder noch 
einfacher: man zieht durch p die Senkrechte zur Schubrichtung bis zum 
Schnitt mit AE. Die Lănge dieser Senkrechten ist dann ~. 

254. Kraftreduktion an einem sechsgliedrigen Getriebe. Das Getriebe 
in Fig. 488 besteht aus vier starren Dreiecken und zwei Stăben. Das 
Dreieck ~(CI: Q; ist das Grundglied. 

p 

a 
Fig. 488. 

\ 
\ ',"'! 

\ 

Der Eckpunkt A sei der Angriffspunkt der Kraft P; sie soll an die 
Stelle E reduziert werden, und zwar in die Bewegungsrichtung dieses 
Punktes. 

a) Mit Beniitzung des Kraftplans (Fig. 488a). Man zeichnet maB
stăblich die Kraft P und hierauf, nachdem man die beweglichen Dreiecke 
in jc drei Stăbe aufgelost hat, die Polygone: 
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P + l' + l" ::=O, l" + l"' + 2 ::=O, 2 + 3' + 3"' :=:::O, 

3' + 4 + 3" =o; 3"' + 3" + 5'" + 5' =o, 5' + 1,13 + 5" ce o. 

Dariu ist 1,13 ..L Ee§; angenommen, da dies die Bewegungsrichtung von E 
ist. Daruit ist die reduzierte Kraft ~ gefunden. Ihre Richtung ist 
dadurch bestimmt, daB ~ die entgegengesetzte Richtung der Gleichge
wichtskraft in E hat. 

Fig. 488a. Fig. 488b. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplans (Fig. 488b). Nach 
beliebiger Annahme der Geschwindigkeit V A :=::: oa wurde der Punkt b 
konstruiert und sodann die Geraden b ..L B D durch b, c ..L Q: O durch o 
gezogen. Auf c wurde ein beliebiger Punkt e1 angenommen, hierauf 
e1 d1 -'- O D, etf 1 ..L OF und d1 / 1 _1_ D F gezogen; verbindet man den 
Schnittpunkt /1 mit dem Schnittpunkt s von c up.d b, so erhălt man eine 
Gerade, auf der der Geschwindigkeitspunkt f liegen muB; er liegt im 
Schnitte mit of ..L C§3F. Aus f ist dann auch e bestimmt. Macht man 
nun o P' = P' = P ·cos a und zieht P'~ 1: ea, so ist 

die nach E reduzierte Kraft P. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole. In Fig. 488c wurde das Getriebe 
noch einmal gezeichnet und nach dem in XVI mitgeteilten Verfahren 
eine Reihe von Drehpolen bestimmt. Es handelt sich hier darum, nur 
4 Drehpole zu finden, die zusammen fiir einen Augenblick ein Gelenk
viereck bilden. Man muB sich also fiir 4 Glieder des Getriebes ent
scheiden. 

Nun geh6rt A dem Gliede l, Edem Gliede 5 an; also miissen l und 5 
dem Gelenkviereck angehoren. Als drittes Glied wăhlt man zweckmăBig 
das Grundglied O. Als viertes Glied wurde 2 willkiirlich gewăhlt. 
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Das Gelenkviereck wird somit von den Drehpolen OI, I2, 25, 05 ge
bildet; von diesen ist nur 25 zu suchen. Da bei wurde das Schema beniitzt: 

04, 34 > 03 OI, 03---..., I3 OI, 05 > I5 I5, I2 > 25 
05, 35- ' 12, 23/ ' I3, 35 ' 35, 23 ' . 

-------15 ____ _ 

1~----

P~,:------.-J.. 
', 

' ' ' ',,, 
~ P' t 
------------------------0~,~~~~~~~~ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

Fig. 488c 

\ 
\ 
\ 

\ 

Mit diesem Gelenkviereck wurde nun wie in Fig. 478b verfahren. 
Man macht Em = P' = P cos a, zieht mn 11 E, 25, nsll25, B und st 11 BA; 
dann ist A t = ~ der Grof3e nach die nach E reduzierte Kraft P. 

lR 

----------~~-----
p 

Wittenbaner, Dynamik. 27 
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255. Anwendung. Die Kolbenmaschine von F. Th. Goodmanu 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1898, S. 162). In Fig. 489 ist cine schema
tische Skizze dieser Maschine gegeben (vgl. Fig. 359). Hier bewegen sieh 
zwei Kolben 1 und 4 ineinander; ihre Driicke P und Q werden durch die 
Stange 2 und das dreistielige Glied 3 aui den Kurbelzapfen E iiber
tragen. Es sind die beiden Kolbendriicke P und Q nach E zu reduzieren 
(~ und :0). 

Das kinematische Schema dieses Getriebes ist das gleiche wie in 
Fig. 488; nur liegen wegen der Parallelbcwcgung der beiden Kolben die 
Drehpole 01, 04 und 14 unendlich fern. 

Fig. 489a zcigt die Aufsuchung der reduzierten Kraft llî = ~ + :0 
mit Hilfe des Kraftplans, Fig. 489b mit Hilfe des Geschwindigkeitsplans. 

e 

a 

Fig. 489a. Fig. 489b. 

In letztem wurde vE c-:- o e beliebig angenommen und daraus die Punkte 
a, c, d in bekannter Weise gefunden. Macht man o P = P, oQ = Q 
und zieht P~ 1'. ea, QO ',1 ee, so ist 

o$=P· 1;A=~, o0=Q·v_c=0. 
VE VE 

Fig. 490. 
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Es muB sich ~ +O = ffi ergeben. 
In Fig. 489 ist auch noch die dritte Methode angedeutet. Fur die 

Reduktion von P wurde das Gelenkviereck 01 00 , 13, 35, 05 beniitzt, 
fiir die Reduktion von Q das Gelenkviereck 0400 , 34, 35, 05. Es wurde 
also Ep = P, Eq = Q gemacht, pn 1135, 13 und qm 1135,34 gezogen; 
dann ist I3~n = ~ und 34, m = O. 

256. Kraftreduktion an einem zehngliedrigen Getriebe. In Fig. 490 
ist ein zehngliedriges Getriebe dargestellt; es besteht aus dem vier
eckigen Grundglied O, den 
Stangen 1, 2, 5, 7, 8, 9 und 
den Dreiecken 3, 4 und 6. 
In den Gelenken A und B 
greifen in beliebigen Rich
tungen zwei gegebene Krafte 
P und Q an; sie sind an das -?~,----.::::::::,".._,._ 
Gelenk E der Stange 9 in be
liebige Richtung lR zu redu
zieren. 

a) Mit Beniitzung des 
Kraftplans (Fig. 490a). Hier 
empfiehlt es sich, mit der 
maBstăblich aufgetragenen 
Kraft Q zu beginnen und 
folgende Polygone der Reihe 
nach zu zeichnen: Fig. 490a. 

Fig. 490b. 
27* 



420 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Q + 8 + 7 =o, 7 + 6"' + 6"- o, 6"' + 6' + 5 -o, 
6' + 6" + 3" + 3"' - O, 3" + 2 + 3' -O, 5 + 4"' + 4" O, 

p + 3' + 3'" + 4" + 4' + l -- o, 4"' + 4' + 9 + ffi o. 
Die Gleichgewichtskraft in E iEt R =- ffi. Die ăuBeren Krăfte 

miissen ein geschlossenes Polygon ergeben: 

P + 2 + Q + 8 + R + 9 + l ~:-O; 
hierin sind 2, 8, 9, l die Auflagerdriicke an den vier Ecken des Grund
gliedes. 

Diese Methode hat den Vorteil, die reduzierte Kraft ffi sofort nach 
GroBe und Richtung zu liefern, und zwar mit derselben Leichtigkeit, 
ob nun das Getriebe von einer oder von mehreren ăuBeren Krăften 
P, Q, .... beansprucht wird. In dieser Hinsicht sind die beiden anderen 
Methoden umstăndlicher, geben aher eine wertvolle Kontrolle. 

b) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplans. In Fig. 490b wurde 
die Geschwindigkeit V A = o a beliebig angenommen und sodann die 
Punkte c, d, e, h, g, f, b in dieser Reihenfolge ohne Schwierigkeit ge
funden. 

Macht man nun oP =:: P und sucht die Projektion P' auf die Richtung 
von vA, iibertrăgt op = oP' auf die Richtung von vE~ o-e (wobei 
auf das Vorzeichen der Projektion P' zu achten ist) und zieht p~ 11 ea, 
so ist o~ = ~ die in die Bewegungsrichtung von E reduzierte Kraft P. 

Ebenso wurde Q von o aus aufgetragen, in die Richtung von v B =c: o b 
nach Q' projiziert, oq = oQ' gemacht und qO 11 eb gezogen. Dann ist 
oO =O die in die Bewegungsrichtung von E reduzierte Kraft Q. 

Zeichnet man endlich auf der Richtung von vE- oe, wieder mit 
Riicksicht auf das Vorzeichen von P' und Q', die reduzierte Kraft 
o~'=~ und $'O' =O, errichtet in O' die Senkrechte auf Vp;, so 
erhălt man in ffi die GroBe der gesuchten gesamten reduzierten Kraft 
in der gegebenen Richtung. 

c) Mit Beniitzung der Drehpole (Fig. 490c). Die Reduktion von 
P und Q nach E muB getrennt vorgenommen werden. 

Einfach ist die Reduktion von P; sie ist wie bei der Doppelkurbl;)l 
vorzunehmen (siehe Fig. 486). Man projiziett P auf die Bewegungs
richtung von A, macht JJFji = P' und zie ht p ~ 11 EA. Dann ist .L"f \l3 = ~. 
Der Pfeil der reduzierten Kraft ~ = E~' in E kann daraus entnommen 
werden, daB P' in A und ~' in E den gleichen Drehungssinn um den 
Drehpol 04 der Glieder O und 4 haben miissen. 

Weniger einfach ist die Reduktion der Kraft Q nach E. ]'aBt man B 
als einen Punkt des Gliedes 8, E als einen Punkt des Gliedes 9 auf, so 
handelt es sich darum, die Glieder 8 und 9 durch zwei beliebig andere 
zu einem Gelenkviereck zu verbinden. Es wurden die Glieder O und 3 
gewăhlt. Man benotigt also die Drehpole des Gelenkvierecks: 08, 83, 
39, 90. Von diesen sind 08 und 90 gegeben. Die beiden anderen wurden 
durch Ziehen von Polgeraden gefunden, wie dies friiher (vgl. 170) ge-
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schildert wurde. Hierzu kann man sich des folgenden Schemas be
dienen: 

' \ 
\ 

\ 
\ 

\ 

\ 
\ 

\ 

Ol, 14 Ol 09 OI 13 10, 02 
09, 49 > 04' 14: 49 > 19, 02: 23 > 03, 13, 23 > 12, 

" ----!;> 
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56, 45 > 46 03, 36 > 06 08, 78 > 07 04, 07 > 47 
36, 34 ' 04, 46 ' 06, 67 ' 46, 67 ' 

34, 47 > 37 08, 03 > 38 19, 13 > 39 
36, 67 ' 87, 73 ' 09, 03 . 

Damit ist das Gelenkviereck gefunden; es wurde stark strichliert. 
Sucht man nun die Projektion Q' von Q auf die Bewegungsrichtung 
von B, macht Eq = Q' undziehtqm 1139, E, fernermn 1139, 38und nr 1138, 
B, so ist Br =O. 

Macht man endlich die Strecke \l3' O' = O und errichtet in O' die 
Senkrechte zur Bewegungsrichtung von E, so erhălt man im Schnitte 
mit der gegebenen Richtung von ffi auch deren Gr613e. 

257. Anwendung. Die Schie bersteuerung von J. Isaachsen 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1894, S. 364. Fig. 491). Zur Erzielung 

s_ Q 

k 

8 

1 
1 
1 
1 
1 

l" 
1 
1 

lzoo 
1 

p 

Al-
1 
1 
1 
1 

\1 
1 
1 
1 

\aco 
Fig. 491. 

einer fiir kleine Fiillungen giinstigen Steuerung wird die Bewegung des 
Schiebers s aus zwei Schwingungen mit 90° Phasen-Unterschied zu
sammengesetzt: aus der Schwingung eines Punktes D der Schwinge 
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AJ, die an den Kreuzkopf A der Kolbenstange k angeschlossen ist 
und in der schwingenden Hiilse bei cr gefiihrt wird; und aus der Schwin
gung des Winkelhebels F DG, wobei die Bewegung des Punktes G durch 
ein Parallelogramm von jener der Lenkerstange A E abgeleitet wird. 

Das Schema dieses Gctriebes stimmt mit dem friiher behandelten, 
Fig. 490, vollstăndig iiberein, nur liegen die Drehpole ~. ~ und C 
im Unendlichen. Der feste Drehpunkt cr ist durch einen unendlichen 
Arm 2 mit C verbunden, was durch die gerade Hiilse bei (2:: erzielt wird. 
Das Dreieck 4 artet in die Lenkerstange AH E aus. 

P ist die im Kreuzkopf A angreifende Kolbenkraft, Q der Widerstand 
des Schiebers, m die an den Kurbelzapfen E reduzierte Gesamtkraft. 

a) Kraftreduktion mit Beniitzung des Kraftplans (Fig. 49la). Er 
ist nach dom Vorbilde von Fig. 490a entworfen und bedarf nur geringer 

1 

Erlăuterung. Der Schieberwiderstand Q wurde unverhăltnismăBig groB 
angenommen, um die Zeichnung klar zu machen. 

Die Zerlegung der Spannung 5 in 4" und 4"' ist hier unmi:iglich, 
da sich in H dicse drei Krăfte nicht Gleichgewicht halten ki:innen. Es 
wurde deshalb statt H ein anderer Punkt H' auBerhalb der Stange AE 
auf HG gewăhlt, durch gedachte Stăbe AH' und EH' mit A und E 
verbunden und sodann die Spannung 5 in 4" und 4'" zerlegt. Durch 
den Schnittpunkt der beiden letzten Spannungen wurde im Kraftplan 
die Parallele 4' zu A E gezogen. Allerdings hăngt die Lage dieses Schnitt
punktes von der Wahl der beiden Stăbe AH' und EH' ab; allein, wie 
auch H' gewăhlt wird, die Parallele zu A E fălit immer in dieselbe Gerade; 
die Gri:iBe der Spannung 4' hăngt aber jedenfalls von der Lage des 
Punktes H' ab. 

Da die Stange AE in Wirklichkeit keine mathematische Gerade, 
sondern ein materielles Gebilde von einer gewissen Breite sein wird, 
so hat die Annahme des Angriffspunktes H' auBerhalb der Geraden AE 
nichts Bedenkliches an sich. Das Gelenk D, um das sich der rechtwinklige 
Rebel F DG dreht, ist im Gleichgewicht unter den Spannungen 6', 6", 3"' 
und der gedachten Stabspannung 3", die zu dem unendlich fernen 
Punkte C fiihrt. Diese Stabspannung ist allerdings nicht vorhanden; 
sie wird aber ersetzt durch den Fiihrungsdruck der Hiilse in cr. 
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Zieht man im Kraftplan ay ...L ye, so ist ay die Spannung 3" und 
ye die Spannung 3'". Auch auf das Gelenk A entfăllt ein Teil des 
Fiihrungsdruckes der Hiilse in ~; nennt man diesen Teil 3' (er ist die 
Spannung in der gedachten Stange AC00 ), so mu13 das Verhăltnis be-
stehen: 3": 3' =A~ : D~, 
da die Resultante aus 3" und 3' der eigentliche Fiihrungsdruck 2 in (1 
ist. Man macht also im Kraftplan 

a{3: {3y = AD: DCE; 
dann ist a{3 der Fiihrungsdruck 2 und {3y die Spannung 3'. 

Nachdem nun der Druck 2 bekannt ist, kann die Kolbenkraft P 
in {3 angereiht und der Kraftplan wie in :fig. 490a beendet werden. 
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Q Fig. 491 b. 

b) Kraftreduktion mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplans. Der 
Entwurf dieses Planes (Fig. 491 b) macht keine besondere Vberlegung 
notwendig. Man wăhlt vA== o a beliebig, findet zunăchst e und aus 
ahe (/)AH Eden Punkt h. Ist J jener Punkt der Stange AD, der augen
blicklich mit dem Mittelpunkt lr der Hiilse zusammenfăllt (Gleitpunkt), 
so ist oi IIAir und ai_!_ AJ, wodurch i bestimmt ist. 

Sodann folgt d aus adi(/) ADJ, dann g aus dem Parallelogramm 
iiber ad und ah, f aus fdg (/) F DG und endlich b aus ob ils, fb ...L F B. 
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Macht man nun oP = P, oQ = Q und zieht P\l311 ea, QO 11 eb, so 
wird o\l3 = \l3 die nach E reduzierte Kraft P, oO =O die nach Ere
duzierte Kraft Q. Ihre Differenz ist die ganze nach E reduzierte Kraft ffi. 

258. Aufgaben. 

120. Es ist die Kraftreduktion an der Schiebersteuerung von J. Isaach
sen (vgl. 257) miţ Beniitzung der Drehpole vorzunehmen. (An
wendung von 256, c.) 

121. Bei dem Kniehebelantrieb fiir Nietinaschinen der Hanna 
Engineering Works (Fig. 492) treibt der Kolben l des Druck
zylinders mit Hilfe der Schwinge 4 und des beweglich gelagerten 
Winkelhebels 3 das Kniehebelpaar 5, 6. Es ist der Nietdruck 
auf den Nietstempel 7 zu konstruieren, wenn der Kolbendruck 
gegeben ist. 

n --, r-

D 
Il 

---1 L-. u 
Fig. 492. Fig. 493. 

122. Der Kraftausgleich von M. N eumayer (Fig. 493) beniitzt die 
in A und B gelenkig gelagerten Rebel AC und BD, die durch 
den Lenker O D miteinander verbunden sind und in E in dreh
baren Fiihrungen gleiten, um den KraftiiberschuB der einen 
Maschine auf die andere zu iibertragen. Wenn die Kolbenkraft 
in A bekannt ist, welche Wirkung wird 

~~ 
123. 

sie in B ausiiben 1 ~ ~ 

Bei dem Getriebe der Verbund-Maschine fr 
von John Musgrave (Fig. 494) ver-
mittelt das gleichschenklige Dreiecksglied 
5 die Ubertragung der schwingenden Be
wegung der Kolbenstangen 1 und 2 auf 
die drehende Bewegung der Kurbel 7 mit 
Hilfe. der Schwinge 6 und der beiden 
kurzen Lenker 3 und 4. Man soli die 
Kolbenkrăfte P 1 und P 2 an den Kurbel
zapfen A reduzieren. 

3 

2 

Fig. 494. 
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124. Fig. 495 zeigt das Getriebe der Zweizylindermaschine von 
F. Darcelle. An die beiden Kolben 1 und 2 sind die Lenker 
3 und 4 gelenkig angeschlossen, von denen der erste rechtwinklig 
abgebogen und mit der Welle in 2X durch die Kurbel5 verbunden 
ist. Man soll die beiden Kolbenkrăfte P 1 und P 2 an den Kurbel
zapfen A reduziercn. 

c 

125. Fig. 496 versinnlicht den Kraftausgleich 
bei Zwillingsdampfpumpen von J. Scholl 
und Ch. K. Longenecker. Das Kurbel
getriebe Il{ A B 18 ist durch die beiden 
Lenker AC und BD an die Kolbenstangen 
der beiden Dampfzylinder angeschlossen. 
Man soll ermitteln, in welcher GroBe der 
Kolbendruck P 1 des einen Zylinders den 
des anderen unterstiitzt. 

r1 r1 
Fig. 496. 

126. Bei der Kraftausgleichung fiir Zwillingsdampfpumpen dor Siichs. 
Maschinenfabrik Chemnitz (Fig. 497) sind die beiden Kolbon

B 

c 

1 

Fig. 497. 

D 

stangen 1 und 2 durch dio 
beiden um 18 dreh baren Stangen 
3 und 4 zwanglăufig miteinan
der verbunden. Die beiden 
Gelenkvierecke ~(A B 18 und 
~( A1 B 1 Q3 sind miteinandor 
durch die gelenkig angeschlos
sene Stange 001 verbunden; 
der Stab 4 gehort dem starren 
Winkelhe belB 18 Dan. W o nu P 1 

dieKolbenkraft in der Stange 1 
ist, in welcher Gr613e wird sie 
auf die Stange 2 iibertragen? 



XXIV. Die Ersatzpunkte und Beschleunigungsdriicke 
einer kinematischen Kette. 

259. Die Ersatzpunkte. Im Abschnitte X haben wir ausfiihrlich unter
sucht, in welcher Weise man die Masse eines starren Systems bei dessen 
ebener Bewegung durch dynamisch gleichwertige Punkte ersetzen kann. 
Insbesondere sei daran erinnert, daB man das System durch drei in 
einer Geraden liegende Punkte ersetzen kann, von denen der eine der 
Schwerpunkt des Systems ist, wăhrend die beiden anderen beliebig 
gewăhlt werden konnen (vgl. 105, Gleichungen 58); daB man das System 
auch durch zwei dynamisch gleichwertige Punkte ersetzen kann, von 
denen der eine beliebig angenommen werden kann. 

Handelt es sich nun um die Bewegung mehrerer starrer Systeme, 
die miteinander durch irgendwelche Bedingungen verkniipft, also z. B. 
durch Gelenke miteinander verbunden sind, wie dies bei den kine
matischen Ke.tten zutrifft, so kann man dieselbe Methode der Ersatz
punkte anwenden; man ersetzt dann nămlich jedes Glied der Kette 
durch seine Ersatzpunkte und verlegt zweckmăBig in jedem Gliede 
den einen Ersatzpunkt in ein Gelenk des Gliedes. 

Man kann dann das so entstehende System von Massenpunkten 
dynamisch einfacher behandeln, als es bei direkter Untersuchung der 
materiellen Glieder der Fall wăre. 

Dies soll an einem Beispiel gezeigt werden. 

260. Das Problem von Glocke und Kloppel. Es sei (Fig. 498) in O 
ein Korper gelenkig aufgehăngt; M 1 sei seine Masse, 81 sein Schwer
punkt. Der Korper schwingt um eine durch O 
gehende horizontale Achse, q; sei sein Schwingungs
winkel. An einer in O 81 liegenden Stelle B sei ein 
zweiter Korper gelenkig aufgehăngt; M 2 sei dessen 
Masse, 8 2 dessen Schwerpunkt. Der Schwingungs
winkel dieses zweiten Korpers um B sei 1p. Die 
Abmessungen o sl = Pl> o B = l2, B 82 = P2 sind 
bekannt. Man soll die Bedingungen aufstellen, die 
zwischen den Massen und Abmessungen bestehen 
miissen, wenn bei der Schwingung dieser beiden 

Fig. 498. 

Korper die Schwingungswinkel q; und 1p stets einander gleich 
bleiben sollen. 
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Ist MI die Glocke, M 2 der Kli:ippel, so wird bei Einhalten dieser 
Bedingungen ein Anschlagen des Kloppels an die Glocke nicht statt
finden ki:innen - ein Fall, der bekanntlich bei der Kaiserglocke des 
Ki:ilner Domes im Jahre 1875 vorkam und seither zu Eri:irterungen in 
der technischen Litera tur gefiihrt hat. Man sehe hieriiber: 

Veltmann, Dinglers Polytechn. Journal1876, S. 481; 
W. Keck, Zeitschr. d. Architekt.- und Ing.-Vereins Hannover 1877, 

S. 151; 

R. Skutsch, "Anwendung der Massenreduktion nach Reye und 
Poinsot", Sitzungsberichte der Berliner Mathemat. Gesellschaft 1905, 
S. 57; 

A. J!'oppl, Vorlesungen liber Technische Mechanik, Bd. IV, S. 2ll6. 

Fig. 499. 

Es sei also angenommen, daB rp = 1p bleibt (-Fig. 
499). Ersetzt man dic Masse MI des ersten Ki:irpers 
durch zwei Punkte, von denen der eine im Drehpunkt 
O angenommen wird, so hat der zweite Ersatzpunkt A 

o - i, 2 
dw Entfernung O A = li = PI + ---, 

PI 
wenn i 1 der Trăgheitshalbmesser der Masse Jr11 fiir 
die Schwerachse senkrecht zur Bildebene ist; die Masse 
dieses in A liegenden Ersatzpunktes ist dann nach 
Gleichung 53: 

PI2 
!lA= MI. 1J/+--1;;z· 

Die Masse M 2 des zweiten Korpers ersetzt man ebenfalls durch 
zwei Punkte, von denen man den einen im Drehpunkt B wăhlt; es iBt 
die Masse dieses Ersatzpunktes nach Gleichung 53: 

o 2 
~-[ t., 

flH= m2·-.--- ·2; 
p2- + t2 

der zweite Ersatzpunkt () hat dann die Entfernuug 

und die lVIasse 
p} 

!-le= M2. P22 + i22' 

wenn i 2 der Trăgheitshalbmesser des zweiten Ki:irpers fiir seine ~chwer
achse senkrecht zur Bildebene ist. Dann ist C der Schwingungs- oder 
StoBmittelpunkt von M 2 bei seiner Drehung um B (vgl. 100). 

Bezeiehnet man O C = l3 und nennt Â die Winkelbeschleunigung 
um O, so ist ţt0 l3 Â der Beschleunigungsdruck der Masse flc und Pcg 
ihr Gewicht; bildet man ihre Momente um B, so miissen, da die iiuBeren 
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Krăfte des Ki:irpers den Beschleunigungsdriicken gleichwertig sind, 
diese Momente gleich sein, oder 

fi cl:l J. (l3 -- l 2) =Pc(] (l3 ~~ l 2) sin 9' 

odl:'r A= r1 sin rr. 
l3 

Betrachtet man jetzt beide Ki:irper M 1 und M 2, da rp = 1p bleiben 
soll, wie einen einzigen starren Ki:irper, so hat dieser die gleiche Winkel
beschlennigung A um O und seine reduzierte Pendellănge ist 

l = g si~rp. 
A 

Es ist also l = l3 , d. h. der Schwingungsmittelpunkt dieser starren 
Vereinigung von M 1 und M 2 liegt ebenfalls in C. Daraus folgt: Sollen 
Glocke und Kli:ippel derart schwingen, daB ihre beiden Achsen OB 
und BC immer in derselben Geraden bleiben, so muB der Schwingungs
mittelpunkt des Kli:ippels mit jenem der vereinigten Masse von Glocke 
und Kli:ippel an dieselbe Stelle fallen. Dieses Resultat wurde von 
Skutsch bemerkt (siehe oben). 

An der vereinigten Masse von Glocke und Kli:ippel wirken auBer dem 
Gelenkdruck in O die Gewichte PAg, pBg, p,0 g; alle zusammen sind 
gleichwertig den Beschleunigungsdriicken der drei Punkte PA• PE• f.1e· 
Bildet man die Momente um O, so wird demnach 

fi A l12 J. + ţt Rl22 A + flcl32 }, = ţt A g l1 sin rp + ţt Bgl2 sin rp + p,0 gl3 sin rp, 

woraus A = g ;.;in rp ţl A ll + fl Bl2 _ Ţ jl_CJ]a. 
· f/A Z12 + 11Hl22 + flr'l3 2 ' 

dnrch Vl'rgleich mit 

folgt: 

Fiihrt man hier fiir /lA• flR, l1 die oben angegebenen Werte ein und 
s!'tzt ii berdies 

- ~-- i22 
l3 = O B + B C = Z2 + p~ + -, 

P2 
so erhălt man als Bedingungsgleichung zwischen den Massen und Ab
mes;.;ungen von Glocke und Kli:ippel die Beziehung: 

Ml [p2i12- PlP2 (Z2 + P2- Ptl- P1 i22J = M2l2i22· 

261. Die dynamischl'n Ersatzpnnkte zweier Systeme. Die Ersatz
punkte A und B eines ebenen Systems und die Ersatzpunkte C und D 
eines zweiten ebenen Systems ki:innen derart gefunden werden, daB 
A mit C und B mit D znsammenfăllt. 
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Es seien (Fig. 500) 8 1 und 8 2 die Schwerpunkte der beiden Systeme, 
i 1 und i 2 ihre Trăgheitshalbmesser fiir die Schwerachsen; dann kann 
obengenannte Forderung nur durch zwei Punkte A und B erfiillt werden, 

Fig. 500. 

die auf der Geraden 8 18 2 liegen. Ferner ist 
nach Gleichung 54 (ohne Riicksicht auf das 
Vorzeichen): 

-.- il?. 

A 81 = Pl• B 81 = -P1; 
• 2 

--- --- ~2 
082 = p2 , D8, = 

- P2 
Errichtet man in 8 1 und 8 2 die Senkrechten auf die Gerade 8 18 2, trăgt 

auf ihnen die Trăgheitshalbmesser i 1 und i 2 auf und zieht den Halbkreis, 
der seinen Mittelpunkt auf 8 18 2 hat und durch die Endpunkte von 
iv i 2 geht, so schneidet dieser Halbkreis die Gerade 8 1 8 2 in den ge
suchten Punkten A und B, in denen auch C und D liegen werden 
(Skutsch, a. a. 0.). 

262. Beispiel. Zwei Scheiben bewegen sich in ihrer gemeinsamen 
Ebene und werden plotzlich fest miteinander verbunden. Welche Be
wegung machen die Scheiben nach dieser Verbindung? 

Ersetzt man die beiden Scheiben durch zwei dynamisch gleichwertige 
Punktpaare A und B, C und D, so konnen diese, wie o ben gezeigt wurde, 
zusammenfallend angenommen werden. Die Ersatzmassen seien dann 
flA und flB der einen Scheibe, flo und fln der anderen; in A ist dann 
die Masse flA + ţt0, in B die Masse fle + fln vereinigt. 

Vor der Vereinigung hătten die Punkte A und B folgende Ge
schwindigkeiten: 

{ V1 J....AB 
A V.'AB ' 

{ 
V2 _l_AB 

B VIIAB, 
wobei daran erinnert werden moge, daB die Geschwindigkeit V in Rich
tung von 4 B fiir A und B denselben Wert haben muB (vgl. 16). Die 
Punkte C und D hătten vor der Vereinigung die Geschwindigkeiten: 

f v1 ..L A B { v2 _L A B 
C 1 vliAB ' D viiAB. 

Nach der festen Verbindung hătten die Punkte folgende Geschwindig
keiten: 

{ 
c1 _l_AB 

A und C c i 1 A B , { 
c2 J....AB 

B und D eliAB. 

Da die Summen der BewegungsgroBen vor wie nach der plotzlichen 
Vereinigung den gleichen Wert besitzen miissen, so bestehen die Glei
chungen: 

/lA V1 + floVl = (flA + ţtc)cl, 
flB v2 + f1DV2 = (Pe+ Pn)c2, 

(/lA + fln) V + '(tlo +fin) v = (ftA + flB +Pc + fln) · c, 
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aus denen die Geschwindigkeiten c, cv c2 gerechnet werden konnen 
(vgl. Skutsch, a. a. 0.). 

263. Die dynamischen Ersatzpunkte dreier Systeme. In ~bschnitt X 
wurde gezeigt, daB man ein in seiner Ebene bewegtes System auf sehr 
verschiedene Art durch drei Massenpunkte dynamisch ersetzen kann. 

Bewegen sich nun drei Systeme in derselben Ebene, so kann gezeigt 
werden, daB man diese drei Punkte 
derart wăhlen kann, daB sie fiir 
alle drei Systeme die gleichen sind. 

Bezeichnen wir in Fig. 501 die 
Systeme mit 1, 2, 3, ihre Schwer
punkte mit S1, S 2, Sa, mit i 1 , i 2, 

ia ihre Trăgheitshalbmesser fiir die 
Schwerachsen senkrecht zur Bild
ebene; dann konnen die dynami
schen Ersatzpunkte A und B der 
Systeme 1 und 2 nach 261 an 
derselben Stelle gewăhlt werden, 
wenn 

gemacht wird. 
Fig. 501. 

Ebenso konnen die dynamischen Ersatzpunkte E und F der Systeme 
1 und 3 an derselben Stelle angenommen werden, wenn 

ES1 • Ff:Jr = i12, ifiSa · F Sa = ia2 

gemacht wird. 
Nun wurde in 104 bewiesen, daB man ein System durch drei dynamisch 

gleichwertige Ersatzpunkte derart ersetzen kann, daB man zwei von 
diesen Punkten beliebig wăhlt. Wir wollen also das System 1 durch drei 
Punkte ersetzen, von denen zwei in B und E liegen; dann muB nach 
104 der dritte Ersatzpunkt auf einem Kreise liegen, der durch B, E 
und auBerdem durch A und F geht. 

Statt die ersten zwei Ersatzpunkte in B und E zu wăhlen, konnte 
man sie auch in zwei beliebigen anderen Stellen des Kreises iiber B, E, 
A, F annehmen, z. B. in .L und M; der dritte Punkt N muB dann auch 
auf diesem Kreise liegen, und zwar an beliebiger Stelle. 

Zieht man die Gerade S 2 Sa und nennt O, D ihre Schnittpunkte 
mit dem friiher gefundenen Kreise, so ist auch 

CTS2 • DF2 = i 22, o Sa · risa = ia2• 

Es konnen also, um das System 2 zu ersetzen, die gleichen Punkte 
L, M, N wie friiher gewăhlt werden. Dasselbe gilt von dem System 3. 

Die Wahl der drei dynamischen Ersatzpunkte L, M, N auf dem 
Kreise iiber A, B, O, D, 'E, F ist also ganz beliebig. Natiirlich wird es 
hierbei vorkommen konnen, daB die eine oder andere Masse der Ersatz
punkte negativ ausfăllt. 
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264. Die statischen Ersatzpunkte der kinematischen Kette. Der 
Ersatz der Massen einer kinematischen Kette oder eines Getriebes 
durch dynamisch gleichwertige Ersatzpunkte ist nicht zu umgehen, 
wenn es sich um den zeitlichen Verlauf der Bewegung der Kette 
handelt. 

Wir werden auf diesen Umstand spăter ausfiihrlich einzugehen haben. 
Solange es sich jedoch nur um den augenblicklichen Bewegungs

zustand handelt, also z. B. um die Ermittlung der Beschleunigungen 
aus den Krăften, der Spannungen und der Gelenkdriicke usw. in einem 
Getriebe, geniigt es, die Beschleunigungsdriicke der Kette richtig zu 
bestimmen. Hierzu ist aher, wie wir in 124 beweisen konnten, nicht 
notwendig, die Massen der Kettenglieder durch dynamisch gleich
wertige Punkte zu ersetzen, wndern es genLigt der Ersatz durch 
stati s ch gleichwertige Punkte. Dies erleichtert uns aher die Aufgabe 
wesentlich. 

Als statische Ersatzpunkte eines Systems ki.innen wir entweder 
irgend drei Punkte annehmen oder auch zwei Punkte, wenn auf ihrer 
Verbindungsgeraden der Schwerpunkt liegt. 

ZweckmăBig werden wir die statischen Ersatzpunkte in den Ge
lenken der Kette oder des Getriebes wăhlen und die Massen der Glieder 
dorthin verlegen. Die Schwerpunkte der Glieder brauchen hier nich t 
zu den Ersatzpunkten gezăhlt zu werden, sie spielen bei der Ermittlung 
der Spannungen und Gelenkdriicke weiter keine Rolle. 

265. Beispiele. 

l. Das Gelenkviereck, aus vier Stangen zusammengesetzt, deren 
Schwerpunkte in den Achsen der Stangen liegen (Fig. 502). 

Hier wird die Masse jeder Stange auf ihre beiden Gelenke verteilt, 
und zwar nach dem Schwerpunktsgesetz; also z. B. die Masse M 1 der 
Stange l in die Massen mAl in A und m Bl in B. Fiihrt man dies auch 
fiir die Masse M 4 der Stange 4 durch, so fălit nach A iiberdies die Masse 
m A 4• Dann sind die vier statischen Ersatzmassen des Gelenkvierecks: 

d e 

2 

~ 
M 1 

il 
li Mo D 

Fig. 502. 

E 

c 

O F 

" Il D 

Fig. 503. 

mA = m.ll + m.t4• 

mH = mRl + rnH2• 

mr; = mc2 + mc3• 

mv = mD3 + mD4 

und die Gesamtmasse des Gelenk
vicrecks 

M = M 1 + M 2 + M 3 + Mt 

= mA + m B + mc + mD. 

2. Das Gelenkviereck, aus zwei Stangen und zwei DreieckR
gliedern zusammengesetzt (Fig. 503). 

Die Stangen 2 und 4 sind wie vorher zu behandeln. Das Dreiecks
glied l ist durch drei statisch gleicln>ertige Massenpnnkte in A, B, E 
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nach dem Schwerpunktsgesetze zu ersetzen. Ebenso das Dreiecksglied 3. 
Die Masse der Kette ist dann durch folgende sechs Massenpunkte ersetzt: 

mA= mAI+ mA4• 

mB = mBI + mB2• 

mc = mc2 + mc3• 

mn = mD3 + mD4• 

3. Achtgliedrige Kette, die aus vier Stangen, drei Dreiecks
gliedern und einem Vierecksglied zusammengesetzt ist (Fig. 504). 

Die Stangen und Dreiecksglieder 
werden wie friiher behandelt. 

Die Masse des Vierecksgliedes 8 wird 
nach dem Schwerpunktsgesetze auf die 
vier Gelenke A, E, F, L verteilt; hier
bei kann eine der Massen beliebig groB, 
also auch gleich null angenommen 
werden; die anderen drei Massen sind 
dann bestimmt. Die Masse der Kette 
ist dann durch folgende elf Massen
punkte zu ersetzen: 

Fig. 504. 

mB = mBI + mB2• 

mE = mE3 + mEB• 

ma = mG4 + mG5• 

mD = mD2 + mD3 + mD4• 

mJ;' = rnp5 + mp8 , 

mH = mH5 + mHs• 

mK = mKs + mK7• 

mL = mL7 + mLs· 

Auch hier kann es natiirlich vorkommen, daB die Massen von Ersatz
punkten negativ oder null ausfallen, wie schon bei den Ersatzpunkten 
eines Systems (vgl. 104 und 108, 4. Beispiel) besprochen wurde. 

266. Die Beschleunigungsdriicke. Die Beschleunigungsdriicke einer 
kinematischen Kette oder eines Getriebes setzen sich zusammen aus den 
Beschleunigungsdriicken ihrer Glieder. 

Die Beschleunigungsdriicke jedes Gliedes sind nach den Grund·· 
sătzen zu bestimmen, die wir beim starren System erortert haben (vgl. 
XII). Insbesondere sei nochmals darauf hingewiesen, wie die Beschleu
nigungsdriicke eines stangenartigen Gliedes (vgl. 127) und eines Dreiecks
gliedes (vgl. 129 SchluB) zu bestimmen sind. 

Wi tten baue r, Dy:namik. 28 
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Ist von einer kinematischen Kette der Beschleunigungszustand fiir 
einen bestimmten Augenblick bekannt, so wird man die Beschleunigungs
driicke dieser Kette finden, wenn man ihre Masse auf die Gelenke nach 
dem Schwerpunktsgesetze verteilt, sodann die Beschleunigungsdriicke 
mb dieser Ersatzpunkte in Richtung der Beschleunigungen b anbringt, 
ebenso die Kraftpaare K (vgl. 127, 129); alle diese Krafte mb und K 
zusammengenommen bilden das System der Beschleunigungsdriicke der 
Kette. 

Die Umkehrung dieser Beschleunigungsdriicke gibt das System der 
Tragheitskrăfte. Wir werden von dieser Ermittlung der Trăgheitskrăfte 
in den folgenden Kapiteln vielfache Anwendung machen. 



XXV. Dynamik der freien kinematisclten Kette. 
267. Stellung des Problems. Die ohne jeden Zwang, ohne jede Fuhrung 

bewegliche Kette ist das Gegenstuck zu der frei beweglichen, fiihrungs
losen Scheibe (siehe IV). Sie hat fur den Ingenieur nur untergeordnetes 
Interesse, da alle im Maschinenbau vorkommenden kinematischen 
Ketten gefuhrt, ja fast ausschlieBlich zwanglăufig gefiihrt sind. Jeden
falls ist aber sowohl die frei bewegliche Scheibe, wie auch die frei be
wegliche kinematische Kette von hochster Wichtigkeit fur die Theorie 
der Dynamik und aus diesem Grunde soll im folgenden wenigstens 
an ein paar einfachen Făllen gezeigt werden, wie die graphische Losung 
sich gestalten lăBt. Wir beschrănken uns hierbei auf das Gelenkviereck 
als Beispiel fiir eine geschlossene Kette und auf zwei gelenkig verbundene 
Stăbe als Beispiel fiir eine offene kinematische Kette. Man wird aus 
diesen beiden Beispielen den Weg entnehmen, den man in anderen Făllen 
einzuschlagen hătte. 

268. Dynamik zweier gelenkig verbundener St:ibe ohne auf.lere Krafte. 
Analytische Losung. Zwei in A gelenkig verbundene Stăbe A B und AC 
bewegen sich augenblicklich mit be- 11 
kannten Winkelgeschwindigkeiten w1 und 6 
w 2• Man soll die Winkelbeschleunigungen 
A1 und A2 der Stăbe ermitteln, wenn sie 
keinen ăuBeren Krăften ausgesetzt sind 
(Fig. 505). 

Um die analytische Losung der Auf
gabe durchzufiihren, wird man mit Vor
teil das Schwerpunktsgetriebe der beiden 8 
Stăbe (vgl. 225, Fig. 448) heranziehen. 
Es seien 8 1 und 8 2 die Schwerpunkte der 
Stăbe, H 1 und H 2 ihre Hauptpunkte, S Fig. 505. 

c der Gesamtschwerpunkt ; nach dem 
Schwerpunktsprinzip ist seine Beschleunigung null. Bezeichnet man 

AH1 = r 1, H1 S1 = h1 ; AH2 = r2 , H 2 S2 = h2 , 

so lwstehen die Beziehungen 

M 1 h1 = M 2rv M 2 h2 = M 1 r 2 ; 

hierin sind M 1 nnd M 2 die Massen der Stăbe. Verteilt man die Masse M 1 

28* 
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nach dem Schwerpunktsgesetze in die Punkte H 1 und A, so entfăllt 
M = M1 + M 2 auf H 1 und- M 2 auf A; die Verteilung der Masse M 2 
in die Punkte H 2 und A liefert ebenso M in H 2 und - M 1 in A; danach 

11 wird die Gesamtmasse beider Stăbe durch 
-M, 6 folgende drei Massen ersetzt: M in H 1 und 

Fig. 505a. 

H 2, -MinA. 
K1 Lost man das Gelenk und bringt den un-

bekannten Gelenkdruck G als ăuBere Kraft 
an, so kann auf den Stab M1 das d'Alem
bertsche Prinzip angewendet werden. Es 
seien T 1 und T 2 die Trăgheitskrăfte der 
Punktmasse M in H 1 (Fig. 505a); da H 1 nur 
eine Drehung um S unternimmt mit der 
Winkelgeschwindigkeit w2 der zweiten Stange 

und einer unbekannten Winkelbeschleunigung .A2, so sind 

T1 = Mr2w22 und T 2 = Mr2 Â2• 

AuBerdem ist noch in A und H 1 das Kraftpaar der Trăgheitskrăfte 

K1r1 = M1-A1 (p1P2- i12) 

anzubringen (vgl. 127, Gleichung 99), worin i 1 der Trăgheitshalbmesser 
des Stabes M1 in bezug auf S1, ferner 

-- ~-

Pl=SlHl=hl> P2=S~A=-(h1+r1) 

bedeutet. Es ist also 

Klrl = -MlÂl (hl2 + hlrl + i12). 

Bildet man die Momente der ăuBeren und der Trăgheitskrăfte umA 
und setzt ihre Summe null, so ist 

T1r1 sin a+ T2r1 cos a+ K1r1 =O 

oder M (w22 sin a + Â2 cos a) = M 1-~1 (h12 + h1 r1 + il); 
rl r2 

• 2 

setzt man hier h1 + r1 + ~-- = q1, so wird, da r1 r2 = h1 h2 und 
1 

M1 (h2 + r2) = Mh2 ist: 

~ q1 ~ - 2 . 
111 ---·- --- - 112 cos a- w2 sm a 

h2 + r2 
. ...... a) 

Eine gleiche Betrachtung fiir den zweiten Stab liefert die Gleichung 

~ ~ • q2 - 2 • 
iLl COS a- 112 c------- - W1 Sin a . 

hi +ri 
• 2 

worin h2 + r2 + i" = q2 bezeichnet. 
2 

. ..... b) 

Aus den Gleichungen a) und b) ergeben sich die gesuchten Winkel
beschleunigungen der beiden Stăbe: 
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},1 (cos2 a--~~) = sin a (w12 cos a- w22 q2 ) , 
ni n2 nl 

Â2 (cos2 a _ql q2 ) = sina(w22 cos a -w12 q1 ) 
n1 n2 n2 

mit den Bezeichnungen: 
i12 i22 

n1 = h1 + r1, n2 = h2 + r2, q1 = nl + h-, q2 = n2 + -h-. 
1 2 

269. Graphische Losung. Zwei Systeme l und 2, deren Geschwindig
keitszustand bekannt ist, sind in A gelenkig miteinander verbunden. 
Ău13ere Krăfte wirken auf diese Systeme nicht ein. Es soll der Gelenk
druck G, den die beiden Systeme in A aufeinander ausiiben, die Be
schleunigung des Punktes A und die Beschleunigungen der beiden 
Schwerpunktc S 1 und 8 2 der Systeme ermittelt werden (Fig. 506). 

Der Gelenkdruck G in A tritt 
doppelt auf; G1 wirkt auf das Sy
stem l, G2 auf das System 2; im 
iibrigen ist 0 1 = G2 = G. G1 und 
G2 sind innere Krăfte, wenn man l 
und 2 als Teile eines Systems be
trachtet; sie sind hingegen ă u13ere 
Krăfte, wenn man sowohl l wie 2 
als ein selbstăndiges System an
sieht. Infolgedessen wird G1 dem 
System l einengewissenBeschleuni
gungszustand erteilen, ebenso G2 

dem System 2; da bei kennt man 
aber G1 und G2 weder der Gri:i13e 
noch Richtung nach. Fur deren 
Bestimmung stehen folgende Be
dingungen zur Verfiigung: 

a) die Beschleunigung des Punk
tes A mu13 in beiden Systemen die 
gleiche sein; 

b) nennt man M 1 und M 2 die 
1\Iassen der beiden Sy
steme, so ist nach dem 
Prinzip der Schwerpunkts- 0 
bewegung (vgl. 52) die Be
schleunigung von 

G 
bsl = M' 

1 

die Beschleunigung von 

2 

Fig. 506. 
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es ist also 
bsi: hs2 = M2: MI> 

und zwar haben b81 und b82 entgegengesetzte Richtungen. 
In Fig. 506 sind die beiden Systeme durch die Geraden S 1 A und 

S2A dargestellt. Im Geschwindigkeitsplan Fig. 506a wurde o a ce_ VA, 

gemacht, sodann a81 _LA 8 1 und a82 _LA 82 gezogen, endlich o 81 -- v:\, 
o82 = v 82 aufgetragen. Da
bei wurde also angenom
men, daB die drei Ge
schwindigkeiten vA, Vs1 

und v82 gegeben sind. 
Im Beschleunigungs

plan Fig. 506b wurden zu
năchst die beiden Normal
beschleunigungen konstru
iert, und zwar von einem 
beliebigen Punkt a aus
gehend: 

Fig. 506 a. Fig. 506b. 

-2 
~ VAS22 82a . a2a cec nAS2 = -,_ ____ =c- = -==c- In Richtung AS2, 

AS2 AS2 

sodann in a1 und a2 die Senkrechten a' _L a1 a, a" ..1... a2a errichtet; in 
ihnen miissen die gesuchten Beschleunigungspunkte a1 und a2 von S1 

und S 2 liegen, wenn a der Beschleunigungspunkt von A ist. Sind die 
noch zu suchenden Schwerpunktsbeschleunigungen 

so muB nach den Bedingungen a) und b) der Beschleunigungsnullpunkt n 
zwischen a1 und a2 auf a1 a2 liegen und diese Strccke im Verhăltnis M 2 : M 1 

teilen. 

Der Gesamtschwerpunkt S beider Systeme ist lminer Kraft untcr
worfen; sein Beschleunigungspunkt a făllt also mit n zusammen. Die 



Dynamik der freien Kinematischen Kette. 439 

Beschleunigung b81 riihrt her von dem Gelenkdruck G1, den das System l 
von 2 empfăngt. G1 zerfăllt in die beiden Teile G1' in Richtung von S1 A 
und Gt" in Richtung von AS2• Da der Teil G1' durch S 1 geht, wird er 
im System l keine Winkelbeschleunigung hervorrufen und somit dem 
Punkt A keine Tangentialbeschleunigung um S1 erteilen. Hingegen wird 
der andere Teil Gt" des Gelenkdruckes dem Punkt A eine Tangential
beschleunigung erteilen; sie heiBe t AS!· 

Um sie zu finden, gehen wir wie in 56, Fig. 66, vor. Wir fallen von 
S1 die Senkrechte S1e auf G1", suchen zum FuBpunkt eden Gegenpunkt 
ev indem wir in S 1 den Tragheitshalbmesser des Systems S1 J 1 = i 1 ...1... S1 e 
auftragen und e 1 J 1 ...1... J 1 e ziehen. Sodann verbinden wir e 1 mit A 
und zeichnen durch a1 die Gerade lll' ...1... Ae1• 

Dasselbe fiihren wir auch im zweiten System durch. Wir ziehen 
S2 D ...1... G2" und suchen zu D den Gegenpunkt D1 ; verbinden D1 mit A 
und zeichnen durch a 2 die Gerade lll" ...1... AD1• 

Wăren nun z. B. die Beschleunigungspunkte a1 und a2 bereits ge
funden, so konnte der Punkt n durch die Teilung 

na1 :na2 = M 2 : M 1 

ermittelt werden. Dann ware na~ == bs1 die Beschleunigung von S 1, 

hervorgerufen durchG1 ; wiirde man dann na10 Il S 1 A, a10a1 ll AS2 machen, 
so ware na10 jener Teil von b81 , der durch G1' erzeugt wird, hingegen 
a10 a1 jener Teil, der durch G1" hervorgerufen wird. Da aher nur G/' 
die Tangentialbeschleunigung t AS! von A in bezug auf sl erzeugt, muB 
a10 auf der Geraden lll' liegen; denn die Dreiecke a1 a1 a10 und AS1e1 

sind ăhnlich und um 90° verdreht, wie in Fig. 66 die Dreiecke DSs 
und ASe1• 

Stellt man dieselbe Betrachtnng auch fiir das System 2 an, so ent
nimmt man, daB der Punkt a20 auf der Geraden lll" liegen muB. Der 
Schnittpunkt ţt von a1 a10 mit a2 a20 liegt derart, daB ebenfalls die Be
ziehung besteht 

al aw: alo# = M2: Ml. 

Da man jedoch die richtige Lage von a1 nicht kennt, wird man zunachst 
auf der Geraden a' einen beliebigen Punkt a1' annehmen, a/a10'll S2 A 
bis zum Schnitt a10' mit lll' ziehen und bis p' derart verlangern, daB 

al' alo' :alo' ţt' = M2: Ml 

ist; ferner p'a2'll AS1 ziehen bis zum Schnitt a2' mit a", a/ mit a2' ver
binden und diese Strecke derart teilen, daB 

a1'n' :n'a2' = M2 :M1 

ist; damit erhalt man den Punkt n' und auch a20' im Schnitte von 
n' a20' Il S 2 A mit p' a2'. 

Wiederholt man diese Konstruktionen mit einem zweiten, auf a' 
willkiirlich angenommenen Punkt a1", so erhălt man die Punkte a10", 
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p,", a2", n" und a20"; die Punkte n' nn" erfiillen eine Punktreihe, ebenso 
a uch die Punkte p,' p, p," und a20' a20 a20". Bringt man demnach die Gerade 
a20' a20" zum Schnitt mit ~", so erhălt man den Punkt a20 und aus ihm 
konnen durch Ziehen von a20a2 11 A S 1 die Punkte a2 und p,, a20n 11 A S 2 

der Punkt n, endlich aus p,a1 11 AS2 oder durch Verlăngerung von a2n 
bis zum Schnitt mit a' der Punkt a1 gewonnen werden. 

Damit ist aher die richtige Lage des Beschleunigungsnullpunktes n 
bestimmt und es ist 

ferner 
und 

na=bA, na1=bs1, na2=.bs2, 
---···-

a1al=tAS1• a2a2==tAs2 

bA'=bs1 + tAS1 + nAS1• 
bA '=bs2 + tAS2 + nASz· 

Die Gerade a1 n a2 gibt die Richtung des Gelenkdruckes G in A an. 
Seine Gro13e ist 

G = M1 ·na1 = M2 ·na2. 

270. Direkte Losung der vorigen Aufgabe. Die Aufgabe, die Winkel
beschleunigungen und den Gelenkdruck zweier Verbundstăbe zu finden 

c (Fig. 507), lă13t auch eine direkte 

llt----=--1 
G,: 

(i. /// 

z 
Fig. 507a. 

Fig. 507. 

8 c 

\~ 
\ 

.. G, 

Fig. 507b. 

Losung zu. Um sie zu erklăren, 

bediene man sich des in Fig. 507 c 
gezeichneten Beschleunigungsplanes. 

Fig. 507c. 

Es seien a1, a2 und adie Beschleunigungspunkte von S1, S 2 und S, von 
denen a mit dem Nullpunkte n zusammenfăllt, da S keine Beschleunigung 

erhălt. Ist G der Gelenkdruck in A, so ist ; die Beschleunigung n-a~ 
. 1 

von S1, _f!_ die Beschleunigung n a2 von S2 • -G_ zerfăllt in die beiden 
M2 , MI 
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Teile 01 und _MG~ in Richtung der Stangen A B und O A; ebenso zerfallt 
MI 1 

G . d' b 'd T ·1 G1 d G., b --··- 1n 1e ei en ei e ·M-- un M~. (.F'ig. 507a, ), 
Mz z 2 

Da in 268 AS~= n1, AS2 = n2 bezeichnet wurden, so wird 

bA·' :n:a ==:n:a1 + a1P1 + P1a = b81 + n 1 1.1 + n 1w12 

und auch 
bA='= :n:a~ + a2 P~ + P2a = b82 + n2 Â2 + n2w22• 

Man bringenun~-und !2 zum SchnitteD, zieheDE 11 n1 Â1, DF 11 n2 Â2 

1 2 
und zeichne N als vierten Punkt des Parallelogrammes DE N F. Sodann 
falle man P 1Q2 .1... AFund verbinde P 1 mit N bis zum Schnitte R mit 
AF. Macht man noch UN V 11 Q2 A, so bestehen folgende Beziehungen: 

AQ~:LfR= Yu: -VN= VP~: VE= [a~(~1 + 1'~J+ VE]: VE, 

worin VE · sin a = n 2 Â2• 

Nun ist aher {Fig. 507, 507b) 

;. _ ~1_?1,2_ sin a _ Kraftmoment 
2 - M2 i 22 - Tragheitsmoment' 

·· · --- --- M n J.. 
[AQ2 -AR]:AR =01 -M-·--M--: -.~' 

1 2 s.na woraus 

und 

womit die Lage des Punktes R bestimmt ist. In gleicher Weise wird der 
Punkt S auf A E mittels der Senkrechten P 2Q1 und der Proportion be
stimmt: 

AS: S Q1 = M2n12 : Mi12• 

Hat man nun auf diese Weise, nachdem P 1 AP2 gezeichnet wurde, 
die Punkte R und S konstruiert, so erhalt man im Schnitte von P 1 R 
mit P 2 S den Punkt N, durch Zeichnen des Parallelogrammes den Punkt 
D, daraus die Punkte a1 und a2 und die Winkelbeschleunigungen /.1 

und l.z; endlich, da 
--· --- G G 

:n:a1::n:a2 = M :A[= M2: Mv 
1 2 

den N ullpunkt :n; des Beschleunigungsplanes, die Beschleunigung :n; a = bA 
und den Gelenkdruck 

G = M 1 • :n; a1 = M 2 • :n; a2• 

271. Dynamik zweier gelenkig verbundener Stiibe unter dem Einflusse 
von Krăften. Analytische Losung. Auf die beiden Stabe der Fig. 505 
sollen nun an den Enden B und O die Krafte P und Q wirken. Es sollen 
wieder die Winkelbeschleunigungen Â1 und /.2 ermittelt werden, wenn 
die Winkelgeschwindigkeiten w1 und w2 bekannt sind (Fig. 508). 
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Zerlegt man die Krafte P und Q in Teile, welche in die Stabe hinein
fallen (P1 und Q1), und solche, die zu ihnen senkrecht stehen (P2 und 
Q2), nennt AB = lv AC= l2, lost den Stab A B aus seinem Gelenke 
in A und bildet das Moment der auBeren und der Tragheitskrafte umA, 
so erhalt man den Ansatz, ahnlich wie in 268: 

11 

Fig. 508. 

T 1 r1 sin a+ T 2 r1 cos a+ K 1 r1 + P 2 l1 =O. 

woraus mit den friiheren Bezeichnungen 

. . . . . a') 

272. Graphische Losung. Das System 1, dessen Schwerpunkt S1 
ist, werde einer Kraft P ausgesetzt, das System 2, dessen Schwerpunkt 
S 2 ist, einer Kraft Q. Gegeben ist der Geschwindigkeitszustand beider 
Systeme; zu suchen sind die Beschleunigungen der Punkte A, S1 und S 2, 

sowie der Gelenkdruck in A (Fig. 509). 
Der Geschwindigkeitsplan, Fig. 509a, wurde wie in Fig. 506a ent

worfen. 
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Im Beschleunigungsplan, Fig. 509b, wurden von einem beliebigen 
Punkt a ausgehend, die Normalbeschleunigungen nASI und nAs2 auf
getragen, wie dies schon in Fig. 506b gemacht wurde. 

Vom Punkt v1 aus wurde parallel zu P die Beschleunigung !51 v1 =: 

bs1P =; aufgetragen, die der Schwerpunkt S1 infolge der Kraft P 
1 

erhiilt; dariu ist M 1 die Masse des Systems 1. Ebenso wurde, von v2 

ausgehend, parallel zu Q, die Beschleunigung b2 v2 :::: bs2Q = ~; auf

getragen, die der Schwerpunkt S2 durch die Kraft Q erhălt. 
Nun wurde die Tangentialbeschleunigung tAs1P konstruiert, die der 

Punkt A bei seiner Drehung um S1 durch die Kraft P erhălt. Es wurde 
von S 1 die Senkrechte S 1 E auf P gezogen und mit Hilfe des Trăgheits
halbmessers i 1 des Systems l der Gegenpunkt E 1 gezeichnet, sodann 
v1a1...l.. AE1 gezogen und zum Schnitte a1 mit der Geraden a' ...1.. AS1 
gebracht. Dann ist a1 !51 === t ASI P. 

Ebenso wurde S2F -LQ gezogen, zu F der Gegenpunkt F 1 gezeichnet, 
v2a2 ...l..AF1 gezogen und zum Schnitt a 2 mit der Geraden a" ...l..AS2 
gebracht; dann ist a2b2 :=:tAs2Q, d. i. die Tangentialbeschleunigung, die 
der Punkt A durch die Kraft Q bei seiner Drehung um S 2 erhălt. 

Von den Punkten a1 und a2 ausgehend, wurden jetzt die gleichen 
Konstruktionen durchgefiihrt wie in Fig. 506 b. Durch a1 wurde die 
Gerade lll' _LA 01 , durch a 2 die Gerade lll" _LA D1 gezogen, wobei 
01 und D1 die Gegenpunkte von O und D sind. Sodann wurde auf a' 
ein beliebiger Punkt a1' angenommen, a1'a10' 11 S 2 A gezogen bis zum 
Schnitt a10' mit ~' und bis ţl derart verlăngert, daB die Proportion 
erfiillt ist: a1' a10': a10'ţt' = M2 : M1 ; 

sodann wurde ţt'a2' 11 S1 A gezogen bis zum Schnitte a2' mit n", a2' mit 
a1' verbunden, a10' ;n;' 11 S1 A gezogen bis zum Schnitte ;n;' mit a/ a2' und 
;n;'a20' 11 S 2A bis zum Schnitte a 20' mit ţt'a2'. 

Sodann wurde auf a' ein zweiter Punkt a1" beliebig gewăhlt und mit 
ihm dieselbe Konstruktion wie mit a1' wiederholt. Man kann auch a/' 
nach a1 verlegen, wodurch die Zeichnung vereinfacht wird. Dann liegt 
auch ţt" in a1, ţt" at 11 AS1 gibt im Schnitte mit a" den Punkt a2"; auf 
at" a2" liegt der Punkt ;n;" derart, daB 

al";n;": n'Ta2" = M2: MI 
ist; mit ;n;" fălit a20" zusammen. 

Nun zieht man die Geraden ;n;' ;n;" und a20' a20" und bringt die letzte 
zum Schnitte a20 mit ~"; a20n 11 A S2 gibt im Schnitt mit n' n" den Punkt ;n;, 
a 20 a 2 11 AS1 gibt ebenso im Schnitt mit a" und ţt' ţt" die Punkte a 2 und ţt, 
endlich ţta1 ll AS2 im Schnitt mit a' den Punkt av durch den auch die 
Gerade a2;n; gehen muB. 

Damit ist der Beschleunigungsnullpunkt ;n; gefunden; es ist 
bA c=bsiG + tASlG + tASlp + bslp +nASI 

=-=na~ +a1a1 +a1b1 +b1v1 +1'Ia __ ;n;a; 
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darin bedentet G den Gelenkdruck in A, b81° die Beschleunigung von 8 1 

durch den Gelenkdruck; tA81° die Tangentialbeschleunigung von A 
um 8 1 durch diesen Gelenkdruck. Ebenso ist 

bA =bs2G + tAS2G + tAS2Q + bs2Q + nAS2 

c:: na2 + a2 u2 + u2 a2 + 02 Y2 + V2 U =: na, 

worin die beiden ersten Glieder analoge Bedeutung wie oben haben. 
Die Beschleunigungen b81° und b82° geben bereits die Richtung des 

Gelenkdrnckes an. Es ist 

a= Ml. na~ = M2 ·ia~. 
:Fugt man in a1 die Beschleunigung b81P an, so erhălt man den Be

schleunigungspnnkt 2:1 und es ist 

nl:I ~ bs1 = bs1° + bsiP 

die ganze Beschlennigung des Schwerpunkts 8 1 ; analog findet man 

n2.'2 = bs2 = bs2° + bs2Q 

die ganze Beschleunigung des Schwerpunkts 8 2• 

273. Aul'gabe. 
127. Zwei Systeme 1 und 2 sind in A derart 

gelenkig verbunden, daB das System 1 
das System 2 umschlieBt (Fig. 510). Auf 
das Gelenk wirkt eine bekannte Kraft P. 
Der Geschwindigkeitszustand ist bekannt. 
Man ermittle den Beschleunigungszustand 
beider Systeme, sowie ihren Gelenkdruck 
G in A. (Die Losung kann wie in 272 er
folgen, da P am System 
1 allein angreift und 
Q =O ist.) 

274:. Dynamik des flachen
Iaul'igen Gelenkviercckes. V on 
einem Gelenkvierecke A B C D 
(Fig. 511) werde das Gelenk A 
festgehalten. Auf die Gelenke 
B und D, deren Geschwindig
keiten gegeben sind, wirken 
gegebene Krăfte P und Q; es 
soll der Beschleunigungszustand 
des Gelenkviereckes ermittelt 
werden. 

Gegeben sind: die Lăngen 
der als prismatisch und homo
gen angenommenen Stăbe 

p 

p 

Fig. 510. 

Fig. 511. 
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AB = 0,59 m, BO = 0,76 m, OD = 0,37 m, DA= 0,5 m; 
ihre Gewichte 

G1 = 9 kg, G2 = 15 kg, G3 = 5 kg, G4 = 5 kg; 

... _/ die beiden Krăfte 
"t:\/ . ..... p = 170 kg, Q = 126 kg 

· /"t:\1( ··-; und die Geschwindigkeiten 
/' ··; .. ~-/ "'i 1. ·· .. ,__ Vn = 4,8 mjsek, vD = 3 mfsek. 

<q_ •• ..,~ •• • . / ··--.. __ j · ····-... ~ Gewăhlt wurden die MaB-
~// j):: ·--... J stăbe: 
/ . · ·· ... _ ~ / LăngenmaBstab: 

~ ... / ·:i ___ L __ J __ t... 1 
"- 1 · ... cm = 0,1 m, 

· / ~ / / i GeschwindigkeitsmaBstab: 
"-·y· " .. ( / ! 1 cm = 1 mfsek, 
1.. · -~- · (_::_~~---_j_ ____ $ BeschleunigungsmaBstab: 

~- ·/__,.... .. "'(,'il" ! ! 1 cm = 10 mjsek2 

··---~l~.--.J;.. ! ( f32 
/ l'l H.. !1 l i oder a= 0,1, f3 = 1, y =-

~"'<"'./ •1 1 a 
~~ : ) 

\ j 1 = 10, vgl. Gleichung 163 

\\ \ i i 100 k~ 
'\ '\ i ! KraftmaBstab: 1 cm = 981-. 
~\. ~ i i Das Viereck ist flăchenl~ufig, 

\. '1 i da mit Ausnahme der Gelenke 
\ \ ! B und D alle Punkte der Gliedet 
\\ ! .. \ j 2 und 3 alle Lagen innerhalb 

'- i . ! einer bestimmt umrissenen Flă-
~ ... i \"""' i che einnehmen kOnnen. Die 
._,\ · : h" h L d \ \ ! grap lSC e osung ieser Auf-

\. \ j b 

\\ \ 
\~l\ 

......... \ 
\._\ 

\\ l 

\~~- c d 
'\. Fig. 5lla. 

a 
o 

gabe ist nur auf indirektem Wege moglich. Hingegen lieBe die Um
kehrung der Aufgabe: die Krăfte P und Q zu finden, wenn der Be
schleunigungszustand des Gelenkviereckes gegeben ist, eine direkte 
Losung zu. 
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In Fig. 511 a wurde der Geschwindigkeitsplan auf Grund der ge
gebenen Grofien 

ob = 4,8 cm, od = 3 cm 

entworfen und sodann im Beschleunigungsplan Fig. 511 b gezeichnet: 
-2 

- - VB2 4,8 
n{J0 =:::o nE= BA = 0-,59 = 39,05 mfsek2 = 3,90 cm, 

-2 
---- vD2 3,0 no0 =--: nD = cec=-= 05 = 18,00 mjsek2 = 1,80 cm; 

DA ' 
sodann zieht man durch {J0 die Gerade ~ ..l.. n{J0 , durch ă0 die Gerade 
'ti .L nă0, auf welchen Geraden die richtigen Beschleunigungspunkte 
fJ und ă liegen miissen. 

Hingegen hat man fiir den Beschleunigungspunkt y von O vorlăufig 
gar keine Angabe. Man nimmt zunăchst y 0 im Beschleunigungsnull
punkt n an und konstruiert die dazu gehorenden Punkte fJ0 ° und ă0 °, 
indem man 

-2 

--- VBc2 cb . . 
y0{J0° = nBc = -,-"=_- = -~~ 1n Rwhtung BO, 

BO BO 
fl0°fl0 _L y0{J0° bis zum Schnitte fJ 0 mit ~ zieht; ebenso 

-2 

vDc2 cd . . 
yDă0D nDc = -==~ = --=c_-=- m Rwhtung DO, 

DO DO 

o0°o0 _L y0o0° bis zum Schnitte ă0 mit 'ti. 

Mit diesem ersten Beschleunigungsplan konstruiert man in Fig. 511 c 
den ersten dynamischen Kraftplan. Bevor man diesen zeichnen kann, 
mul3 man die Massen der vier Stăbe statisch auf die vier Gelenke ver
teilen; dies liefert zunăchst die Ersatzmassen 

GI + G2 12 kg G2 + G3 10 kg 
mB = - 'Tg- = -- -!i ' mc = -2g = --IJ-, 

G3 + G4 5 kg 
mD =- 2 g g 

und sodann die Trăgheitskrăfte 

']'RO cec- mBbBO, TcO "'-:- mc bco, ']'DO=-- mD bDO· 

Mit b Ro- {J0 ii = 5,2 cm = 52 mfsek2, b0° =O, 

bD0 =- ă0n = 10,7 cm = 107 mjsek2 

wird T Bo = 12 kg · 52 mfsek2 = ~24 k15_ = 6 24 cm 
g 9,81 ' ' 

'1' 0 =O T 1J0 = 5 kg- · 107 mfsek2 = 53?_~g = 5,35 cm. 
c ' g 9,81 
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AuBer den Trăgheitskrăften T miissen auch die Trăgheitskrăfte K 
aller vier Stăbe nach der bekannten Gleichung 99: 

02 

K = k l J., k = M p1 p~; t 

Fig. 5llco 

bestimmt werdeno Da die Stăbe prismatisch angenommen wurden, 
ist fiir jeden Stab 

l 02 Z2 
PI = P2 = 2, t = -i2 

(vgl. Gleichung 91), somit k = M und 
o 

k - 9 kg k - ~ 5 k~ k - k - 5 kg o 
1- 6 g' 2- 6 g' a- 4- 6 g' 

ferner sind die Tangentialbeschleunigungen l Â: 

und somit 

tn° _-'{30 {3° = 3,3 cm = 33 mjsek2, 

tcn° ~ {30 ° {3° = 3,0 cm = 30 mjsek2, 

tnc0 - o0°o0 = 10,1 cm = 101 mjsek2, 

tn° o0o0 = 10,:3 cm = 105 mjsek2 

K 10 = k1 tno = 9, k~ o 33 mjsek2 = 4-9'6 ~g = 0,495 cm, 
6 g 9,81 

15 kg 71) kg 
K 0 = k t 0 = -- -o 30 mjsek2 = • __ = O 75 cm 

2 2 CE 6 g 9,81 ' ' 

5kg 841kg 
K 0 = k t 0 = -- · 101 mjsek2 = --' - -- = O 84 cm 

3 3 DC 6 g 9,81 ' ' 

5 kg 87,5 kg 
K 0 = k4 tn° = - -- · 105 m/sek2 = -- - = O 87 cmo 

4 6 g o 9,81 ' 
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Der Drehungssinn der Kraftpaare K stimmt mit jenem von Â uber
ein; diese Kraftpaare K 1°, K 2°, K 3°, K 4° wurden in Fig. 511 eingezeichnet. 

Nach dieser Vorbereitung wurden im dynamischen Kraftplan Fig. 511 c 
folgende Gleichgewichtspolygone gezeichnet: 

T 0 ° (=O) + K 2° + 2° + 3° + K 3° --'O, 

TBO + Po + lo + Klo + 20 + Kz0-=-0, 

K3o + 3o + K4o + 4o + Qo + Tno-o, 

worin 1,0 2", 3°, 4° die Spannungen der Stăbe sind. Damit sind die Krăfte 
P 0 und Q0 bestimmt, die dem angenommenen Beschleunigungszustande 
entsprechen. 

Nun kann zweckmăBig durch n (Fig. 511 b) eine Senkrechte zum 
Stabe 3 gezogen und auf ihr ein andcrer beliebiger Beschleunigungs-

Fig. 51Id. 

punkt y1 angenommen werden. Mit diesem wurden, wie fruher mit y0, 

die entsprechenden Beschlcunigungspunkte {J1 und o1 auf ~ und 'l) ge
sucht und sodann in Fig. 511 d der dynamische Kraftplan gezeichnet. 
Er liefert die Krăfte P 1 und Q1. 

Ebenso wurde durch n eine Senkrechte zum Stabe 2 gezogen und 
auf ihr ein dritter Beschleunigungspunkt y2 beliebig angenommen, mit 
dem die Konstruktion des dynamischen Kraftplanes in Fig. 511 e wieder
holt wurde. Er liefert die Krăfte P 2 und Q2• 

Es ist naturlich nicht notwendig, die Punkte y1 und y2 in den ge
nannten Senkrechten zu wăhlen, sie konnten ebensogut irgendwo an
genommen werden. Die erwăhnte Annahme vereinfacht nur die Kon
struktion, weil dann die Punkte {J0 , {J2 und die Punkte o0, 01 zusammen
fallen. 

Wittenbauer, Dyna.mik. 29 
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Da das Fortschreiten des Beschleunigungspunktes y1 auf der Geraden 
ny1 auf den Geraden )8 und '1l ăhnliche Punktreihen erzeugt (vgl. 191, 
SchluB) und ebenso auf allen iibrigen Geraden des Beschleunigungs
und Kraftplanes, so werden sich auch die entsprechenden Krăfte P1 

und Q1 nach dem Ăhnlichkeitsgesetze verăndern; nennt man also die 
beliebig gewăhlte Strecke y0yl = e1, so wird das Verhăltnis 

Pl-PO 
---------=al 

el 
eine Konstante sein; dasselbe gilt auch von dcm Verhiiltnis 

Ql ~!l_o _ b 
- 1' 

el 
Bezeichnet man ferner die beliebig ge

wăhlte Strecke yoy2 = e2, so werden auch 
die Verhăltnissc 

Fig. 5llc. 

Pz-Po 
----=a2, 

ez 
konstant sein. 

Es handelt sich nun darum, die 
Beschleunigungspunkte y1 und Yn 

au{ den Geraden y0y1 und y0y2 derart zu 
wăhlen, daB sie, f alls sie gleich zei tig be
stehen, zusammen im dynamischen Kraft
plan genau die gegebenen Krăfte P und Q 
erzeugen. 

Nennt man x1 und x2 die Abstănde dieser noch unbekannten Be
schleunigungspunkte y1 und Yn von y0, so werden demgemăB die Be
zieh ungen bestehen m iissen : 

P=~+~~+~~ Q=~+~~+~~ 
woraus x1 und x2 ermittelt werden kănnen. 

Um dies weiterfiihren zu kănnen, wurden maBstăblich P = 170 kg = 
16,68 cm, Q = 126 kg = 12,36 cm vorgeschrieben; ferner ist in der Zeich
nung e1 = yOyl = 3,0 cm, e2 = yoyz = 2,0 cm gewăhlt worden. Die 
dynamischen Kraftplăne lieferten: 

P0 = 8,9 cm, P 1 = 23,5 cm, P2 = 11,2 cm; 
Q0 = 7,8 cm, Q1 = 5,6 cm, Q2 = 2,3 cm. 
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Hieraus ergab sich: 

a1 = 4,87, a2 = 1,15, b1 =- 0,73, b2 =- 2,75 

nnd x1 = 2,12 cm, x2 = - 2,22 cm. 

Macht man nun im Beschleunigungsplan 

Y0YI = X1, Y 0YII = X2, 

451 

so kann aus YI und Yn die wirkliche Lage y des Beschleunigungspunktes 
dnrch geometrische Addition gefunden werden. 

1 

----·-· 
Ol --------~--------____ ... _ ____. .... .-- ..... ---· ___ .... ..---·· 

Fig. 5llf. 

Aus y werden dann wie bekannt die richtigen Beschleunigungspunkte 
f3 und Cl gefunden; damit ist aher auch der endgiiltige dynamische Kraft
plan (Fig. 511 f) zu konstruieren, der die gegebenen Krăfte P und Q 
liefern wird, wenn die Konstruktion genau und richtig durchgefiihrt 
wurde. 

Das geschlossene Polygon des endgiiltigen dynamischen Kraftplanes: 

Q + TD + T 0 + TB + P + \ll O 

gibt schlie.Blich den Auflagerdruck \ll des festen Gelenkes A. 
29* 



452 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

275. Dynamik des frei beweglichen Gelenkviereckes. Der Geschwindig
keitszustand eines frei beweglichen Gelenkviereckes sei gegeben. Auf 
die Gelenke B und D (Fig. 512) wirken gegebene Krăfte P und Q. Man 
soll die Beschleunigungen der vier Gelenke A, B; C, D ermitteln. 

Diese Aufgabe lăBt sich auf die friihere zuriickfiihren und wird in 
folgender Weise zu li:isen sein. Man nehme zunăchst den Beschleunigungs· 
punkt a beliebig an (Fig. 512a) und ermittle aus den Krăften P und Q 
den Beschleunigungszustand {3, y, J, wie dies in 274 gezeigt wurde. 
Hierauf suche man den Beschleunigungspunkt a des Schwerpunkts des 
Viereckes, indem man in den Punkten a, {3, y, J die Massen mA = 7, 
mB = 12, m 0 = 10, mv = 5 angebracht denkt (vgl. 236). 

Fig. 512. 

Die Beschleunigung b8 des Schwerpunkts ist nach dem Prinzipe der 
Schwerpunktsbewegung (vgl. 52) nur eine Folge der ăuBeren Krăfte; 
. 34 kg 
1st also M = M 1 + M 2 + M 3 + M 4 = · · die Masse des Gelenk-

g 
vierecks, so wird b8 ·· bsl' + b8 Q, worin 

p 170 
-· = ·- g = 5 · 9 81 mjsek2 = 49 mfsek2 = 4 9 cm AI 34 ' ' ' 

Q 126 
bsQ •· · M = 34 g = 3,7 · 9,81 mfsek2 = 36,3 mjsek2 = 3,6 cm. 

Fiigt man diese beiden Beschleunigungen in a an, so riickt der Be
schleunigungsnullpunkt nach n und es ist bA = n a die Beschleunigung 
des jetzt freien Gelenkes A. Daruit sind aber auch die iibrigen Beschleu
nigungen bB - np, b0 ny, bn :.:.~ nb bestimmt. 
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Wirken gar keine Krăfte auf das Gelenkviereck, so ist die Losung 
der Aufgabe, den Beschleunigungszustand zu finden, in der gleichen 
Weise vorzunehrnen; man setzt schlieBlich P =O, Q =O. Der Null
punkt des Beschleunigungsplanes riickt nach a. 

276. Aufgaben. 
128. Auf die vier Gelenke A, B, O, D eines frei beweglichen, aus vier 

Stăben mit beliebiger Massenverteilung bestehenden Gelenk-
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viereckes (Fig. 513) wirken gegebene Krafte R, P, T, Q. Der 
Geschwindigkeitszustand ist gegeben; man suche den Beschleu
nigungsplan. 

p 

Fig. 513. Fig. 514. 

129. Vier Dreiecke von beliebiger Massenverteilung sind zu einem 
Viereck A, B, O, D gelenkig verbunden (Fig. 514). In den Ecken 
E, F, G, H wirken gegebene Krafte R, P, T, Q. Der Geschwindig
keitszustand ist bekannt; man suche den Beschleunigungsplan. 



XXVI. Dynamik des Getriebes. 
277. Ruhe und Gleiehgewieht. Wenn ein Getriebe ăuBeren Krăften 

ausgesetzt wird, so sind zwei Erscheinungen moglich: das Getriebe bleibt 
entweder im Gleichgewicht - oder das Gleichgewicht des Getriebes 
wird gestort. 

Dabei ist zu beachten, daB die Begriffe Ruhe und Gleichgewicht 
durchaus nicht gleiche Bedeutung besitzen. Ruhe bedeutet Bewegungs
losigkeit, also das Nullwerden der Geschwindigkeiten; hingegen bedeutet 
Gleichgewicht das Verschwinden der Kraftwirkung auf die Bewegung. 
Es kann also ein Getriebe ganz wohl im Gleichgewichte sein und sich 
dennoch bewegen; andererseits kann es Lagen des Getriebes geben, 
in denen es augenblicklich in Ruhe ist, ohne jedoch im Gleichgewicht 
zu sein. 

Wenn z. B. der Kurbelzapfen A einer Schubkurbel (Fig. 519) sich 
gleichformig im Kreise dreht, so ist er im Gleichgewicht, da sich alle 
Krăfte in Richtung seiner Bewegung tilgen; und wenn der Kreuzkopf B 
in seinen ăuBersten Lagen die Bewegung umkehrt, so ist er augenblick
lich in Ruhe, aher durchaus nicht im Gleichgewicht, da sich die an ihm 
wirkenden Krăfte nicht tilgen. 

278. Die reduzierte Tragheitskraft. Sind die Krăfte eines Getriebes 
nicht im Gleichgewicht, so besteht zwischen ihnen und den Beschleu
nigungen das d' Alem bertsche Prinzip, das wir in der Form angeschrieben 
haben: l: P + l: T :==O 
(vgl. Gleichung 43). Reduzieren wir sowohl die ăuBeren Krăfte P des 
Getriebes, wie auch dessen Trăgheitskrăfte T an den beliebig gewăhlten 
Reduktionspunkt in dessen Bewegungsrichtung und nennen ~ und X 
die Reduktionen von l:P und IT, so ist nach dem d'Alembertschen 
Prinzip: ~+X= O. 

Nennen wir wieder R die Gleichgewichtskraft des Getriebes im 
Reduktionspunkt, so ist wie in 250: 

R +~:=0. 
Es ist also X = R, d. h.: 

Die an eine beliebige Stelle des Getriebes reduzierten 
Trăgheitskrăfte ge ben in Summe die Gleichgewichtskraft 
fiir diese Stelle. 
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In Fig. 515 werde ein allgemeines Kurbelgetriebe von :z.wei Kraften 
P 1 und P 2 angegriffen. Die Gleichgewichtskraft R wurde in Fig. 515a 
mit Hilfe der Stabspannungen l, 2, 3 bestimmt (vgl. Fig. 478), und zwar 
in der Bewegungsrichtung des Punktes B. Diese Kraft R ist gleich
zeitig die nach B reduzierte Tragheitskraft % des Kurbelgetriebes. 

o 

F;g. 515. 

~ 
Pz \~=1 

\\ 

~ 
F:g. 515a. 

Nehmen wir an, die eine der beiden Krafte ware kleiner, nicht P 1, 

sondem nur P 1'; dann ergabe sich R =O, also auch% =O; dann ver
schwinden die Tragheitskrafte und mit ihnen die Beschleunigungen in 
Richtung der Bewegung und das Kurbelgetriebe ist im Gleichgewicht. 

279. Die beiden grundlegenden Aufgaben. Wie in der Dynamik des 
Systems stehen wir auch bei der kinematischen Kette und dem Getriebe 
zwei wichtigen und grundlegenden Aufgaben gegeniiber. Die eine setzt 
sich zum Ziei, die Kraft zu ermitteln, die imstande ist, einem Getriebe 
einen bestimmten Beschleunigungszustand zu erteilen; die andere sucht 
aus den gegebenen Kraften eines Getriebes dessen Beschleunigungs
zustand zu ermitteln. 

Die erstgenannte Aufgabe laBt eine unmittelbare Li:isung zu; wir 
wollen deshalb mit ihr beginnen. 

280. Die erste grundlegende Aufgabe: Ermittlung der Kraft aus dem 
Beschleunigungszustande. Von einem zwanglaufigen Getriebe seien die 
Massenverteilung, die auBeren Krafte, sowie der Geschwindigkeits- und 
Beschleunigungszustand gegeben. Welche Kraft muB an beliebiger 
Stelle E des Getriebes in gegebener Richtung angebracht werden, damit 
der gegebene Beschleunigungszustand entsteht? 

Wir wollen die Richtung der gesuchten beschleunigenden Kraft Q 
in der Bewegungsrichtung ihres Angriffspunktes E wahlen, da uns dies 
freisteht. Wir ki:innen dann den Ausdruck fiir das d'Alembertsche 
Prinzip in derselben Form iibemehmen, wie in der Dynamik des Systems 
(vgl. 140) und erhalten fiir die gesuchte Kraft die Gleichung 

Q =:: I (mb) -IP, 
wobei sich jetzt die Summen iiber das ganze Getriebe erstrecken. Die 
Gelenkdriicke des Getriebes kommen in dieser Gleichung nicht vor, 
da sie als innere Krafte in das d'Alembertsche Prinzip nicht eintreten. 
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Von dieser beschleunigenden Kraft Q hat man bei verschiedenen 
Anlăssen Anwendung gemacht. So handelt es sich z. B. bei den Re
gulatoren darum, die Kraft an der Muffe zu ermitteln, 'Welche dem 
Stellzeug, d. i. dem Verbindungsgetriebe mit der Dampfregulierung, 
eine bestimmte Beschleunigung erteilen kann. Bei den Steuerungen 
spricht man ferner von dem Riickdruck der Steuerung als jener 
Kraft, die aufgewendet werden muB, um die Steuerung mit einer gewissen 
Beschleunigung zu bewegen (vgl. A. Foppl, Vorles. iiber Techn. Me
chanik, VI. Bd., S. 315). 

Wir wollen spăter in 417 und 428 Beispiele losen, in denen der Riick
druck eines Getriebes gefunden wird, werden jedoch friiher ein paar 
einfachere Beispiele vorausschicken. 

Gewohnlich begniigt man sich, bei Aufsuchung der beschleunigenden 
Kraft Q auf die iibrigen ăuBeren Krăfte des Getriebes zu verzichten; 
dann ist Q = I (mb). 

Man nennt dann wie friiher (vgl. 140, Gleichung 107) Q den an die 
Stelle E reduzierten Beschleunigungsdruck des Getriebes. Dann 
lautet die gestellte Aufgabe folgendermaBen: Von einem zwanglăufigen 
Getriebe sind die Massenverteilung, der Geschwindigkeits- und Be
schleunigungszustand gegeben; welche Kraft Q muB an einer bestimmten 
Stelle E des Getriebes angebracht werden, um das Getriebe in diesen 
Beschleunigungszustand zu versetzen 1 

Diese Aufgabe wollen wir zunăchst an ein paar Beispielen vorfiihren. 

281. Beschleunigungsdruck der _Kreuzschieberkurbel. In Fig. 516 
ist dieses Getriebe dargestellt, dessen Beschleunigungsplan, Fig. 516a, 
wir friiher bereits ken
nen gelernt haben (vgl. 
208, Fig. 401 b). 

Gegeben sind die 
Masse M der Kurbel 
A Il!, M 1 der geraden 
Kulisse samt Schub
stange und M 2 des in 
A drehbaren Kulissen
steins, ferner die Be
schleunigung bA des 
Kurbelzapfens A. Es 

Fig. 516. 

ist der Beschleunigungsdruck Q in A in Richtung der Bewegung zu 
ermitteln. 

Die Trăgheitskraft T B der in geradliniger Translation begriffenen 
Masse M 1 hălt Gleichgewicht mit dem Drucke D zwischen Kulisse und 
Kulissenstein; es ist. also D = M 1 bB. 

Der Kulissenstein macht eine kreisformige Translation (keine 
Drehung !) ; alle seine Punkte beschreiben kongruente Kreisbahnen 
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mit dem Halbmesser A 21 = l. Die Masse M 3 des Kulissensteins kann 
demnach im Punkte A vereinigt gedacht werden. 

Die Masse M der Kurbel wird nach den Grundsătzen fiir statische 
Ersatzpunkte, also nach dem Schwerpunktsgesetz auf die Punkte A 
und 21 verteilt. Bezeichnet man mit p1 und p2 die Entfernungen des 
Schwerpunkts der Kurbel von 21 und A, so ist die Ersatzmasse in A: 

M Pl und die ganze Ersatzmasse 
l ' 

mA =M~l +M3; 

die Trăgheitskraft dieser Ersatzmasse ist 

TA = - mA bA = - ( M ~1 + Ma) bA. 

Das Kraftpaar K l, das in 21 und A zu den Trăgheitskrăften 
Kurbel hinzugefiigt werden muB, hat das Moment 

K l = M Â (p1 p 2 - i 2); 

der 

es dreht im Sinne der Winkelbeschleuni
gung Â. 

Fig. 516b. 

Wenn Q die Resultante aller Bc
schleunigungsdriicke der Kreuzschiebcr
kurbel sein soll, so muB Q die Gleichge
wichtskraft aller Trăgheitskrăfte sein. 
Dann wird die Gleichgewichtsbedingung 
des Gelenkes A lauten (Fig. 516b): 

Q + TA + D + K + S - O, 
wenn S die Spannung in der Kurbel ist, und die Gleichgewichtsbedingung 
des Gelenkes 21: 21 + K + S = O, 
wenn 21 der Auflagerdruck in 21 ist. Man beginnt also den dynamischen 
Kraftplan mit T A• das bekannt ist, schlieBt daran D = T B und K. 
Dann sind S und Q durch Ziehen der Parallelen zur Kurbel und senk
recht dazu gefunden. SchlieBlich ist, da die ăuBeren und die Trăgheits
krăfte im Gleichgewichte stehen: 

Q + TA + T B + 21 =c O. 

Fig. 517. 
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282. Beschleunigungsdruck der schwingenden Kurbelschleife. Von 
der in Fig. 517 gezeichneten Kurbelschwinge sind gegeben die Massen 
M der Kurbel A 21 und M 1 der Schwinge AD, 
sowie die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens 
A. Die Masse der sich um B drehenden Hiilse 
wurde vernachlăssigt (siehe 290, Aufgabe 130). 
Es ist der Beschleunigungsdruck Q in A in Rich
tung der Bewegung zu bestimmen. 

Der Geschwindigkeitsplan und der Beschleuni
gungsplan (Fig. 517a, b) sind be-
reits in 205, Fig. 396 entwickelt 
worden. Die Punkte d und <5 sind 
aus der Ăhnlichkeit 

A OD (/) acd (/) ayb 

leicht zu ermitteln. 
Die Masse M der Kurbel wird 

nach dem Schwerpunktsgesetze auf 

a 

c~b vo 
Fig. 517a. Fig. 517b. 

21 und A verteilt, die Masse M 1 der Schwinge ebenso auf die Pnnkte A 
und D. Haben l, p1 , p2 dieselbe Bedeutung wie in 281, ferner l' p/ p2' 

die analoge Bedeutung fur die Schwinge AD, so sind die statischen 
Ersatzmassen 

M P! M p/ 
mA= f + 1['-, 

und die Trăgheitskrăfte 

TA=-mAbA, Tn=~-mnbn, 
worin bA gegeben und b D ce n -b aus dem Beschleunigungsplan zu ent
nehmen ist. 

Die TrăghPitskrăfte K sind wie in 281: 

P1P2 -- i 2 

K = M l}. k, k =- - -z2-, A 21 = l; 

1 1 • 2 

K M ,, k k P1 P2 -zi - , 1= 1z~~,1 1, 1=--72--, AD=l. 

Da die Kraftpaare Kl, K 1 l' im Sinne der Winkelbeschleunigungen 
},, A1 auftreten, ist es wichtig, diesen Sinn festzustellen. Dber den Sinn 
von A kann, nachdem bA gegeben ist, kein Zweifel entstehen. Um den 
Sinn von A1 festzustellen, beachte man im Beschleunigungsplan die 
Richtung der Tangentialbeschleunigung tcA ==cy0y. Bringt man diese 
in O (d. i. jener Punkt der Schwinge AD, der augenblicklich mit dem 
l\fittelpunkt B der Hiilse zusammenfăllt) an, so dreht sie um A gegen 
den Uhrzeiger; dam it ist auch der Sinn von A1 festgestellt. 

S und 8 1 seien die Spannungen in der Kurbel und in der Schwinge. 
AuBerdem wird die Hiilse bei ~ ein Auflagermoment auf die Schwinge 
ausiiben; nennt man h die Lănge der Hiilse, so sei ~h dieses Moment. 
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Setzt man M = 'J)h = Bl', 
so erhălt man die Kraft B, die in A und D die Wirkung der Hiilse er
setzt; die Kraft B muB jedoch erst ermittelt werden. 

In Fig. 517 c wurde der dynamische 
Kraftplan gezeichnet. Da der Beschleuni
gungsdruck Q mit den Trăgheitskrăften 

im Gleichgewichte ist, so miissen fiir die 
Gelenke m, A und den Endpunkt D der 
Schwinge die Gleichgewichtsbedingungen 
erfiillt sein. Es ist also 

Tn+B+S1 +K1 -c:O; 
Fig. 517 c. hierin sind T D und K 1 bekannt, es konnen 

also B und 8 1 ermittelt werden. Da
durch ist auch das Auflagermoment M gefunden. 

Fiir das Gelenk A besteht die Bedingung 

TA +Kl +~li'r +Q +S +K =0; 

hierin sind auBer Q und S alle Krăfte bekannt, es kann also der gesuchte 
Beschleunigungsdruck Q leicht gefunden werden. 

Endlich ist auch der Auflagerdruck m aus 

l!t+K+Sc---0 
zu bestimmen. 

Das Gleichgewicht der ăuBeren und der Trăgheitskrăfte verlangt 
schlie:Blich die Bedingung 

Q + 12{ + TA + T D + B = o, 
die ebenfalls erfiillt ist. 

Fig. 518. 
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283. Beschleunigungsdruck eines sechsgliedrigen Getriebes mit zwei 
Dreiecksgliedern. Fig. 518 zeigt ein sechsgliedriges Getriebe, dessen 
unbezeichnetes Glied O das festgehaltene Grundglied ist. Sămtliche 

Massen und Schwerpunkte seien bekannt, ebenso die Beschleunigung bA; 
es ist der Beschleunigungsdruck Q in A 
in dessen Bewegungsrichtung zu be
stimmen. 

Der Geschwindigkeitsplan, Fig. 5l8a, 
und der in halber GroBe gezeichnete 
Beschleunigungsplan, Fig. 518b, machen 
keine besondere Erlăutening notwendig; 
sie konnen nach den bekannten Methoden 

a 

d 

gezeichnet werden. Fig. 518a. 

Die Massen aller Glieder werden nach 
dem Schwerpunktsgesetze in die Gelenke verteilt und dort summiert. 
So wird z. B. die Masse M 1 des Dreiecksgliedes 1 in die drei Punkte m:, 
A, C verteilt, wobei auf C der Teil M 01 entfallen wiirde; die Masse M 4 

!tBII 
/ 

.' 

JJ 
Fig. 518b. 

der Stange 4 wird in die Punkte C und D verteilt, wobei auf C der Teil 
M 04 entfallt; dann hat der statische Ersatzpunkt in C die Masse 

mc = Mei + Mc4· 

Ebenso sind die iibrigen statischen Ersatzmassen in den Gelenken 
zu ermitteln. 

Die Beschleunigungen dieser Punkte sind aus dem Beschleunigungs
plan abzunehmen; es konnen nun bereits die Trăgheitskrăfte 

TA c-':-mA bA, TB=-mBbB, T 0 =-m0 b0 , 

Tnc=-mnbn, TE=_c-mEbE 

in den Gelenken, entgegen den Beschleunigungen, angebracht werden. 
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Die Trăgheitskrăfte K der Stangen 3, 4, 5 werden wie in 281nnd 282 
aus der Gleichung 99: 

p p -i2 
K=MlJ..k k=- 1 --2 

' [2 

bestimmt, worin k eine nur von den Abmessungen und der Massen
verteilung abhăngige unbenannte Zahl ist. Diese Krăftepaare K 3 , K 4, K" 
wurden an den Enden der Stangen 3, 4, 5 angebracht. Dazu muBten 
noch die Winkelbeschleunigungen ).3 , ).4 , ).5 nach GroBe und Drehungs
sinn bestimmt werden. So ist z. B. fiir die Stange 3 die Tangential
beschleunigung von B gegen A (Fig. 518b): 

tBA -[3).3 --=fJofJ, 

also K 3- M3k3 · fJ0fJ. Denkt man sich tnA im Punkte B angebracht, 
so dreht sie um A im Sinne des Uhrzeigers; denselben Drehungssinn 
haben auch die beiden Krăfte K 3 in A und B. 

In gleicher Weise wurde die GroBe und der Drehungssinn von K 4 

in O und D, von K 5 in D und E bestimmt. 
Etwas umstăndlicher ist die Ermittlung der Krăfte K der beiden 

Dreiecksglieder l und 2. Das Dreiecksglied l wurde durch die drei 
Stăbe 1', l", l"' ersetzt und an den Enden jedes dieser Stăbe die Kraft
paare K 1', Kt, K 1"' senkrecht zu dem betreffenden Stabe angebracht. 
In 129, SchluB, wurde gezeigt, daB diese Kraftpaare die Moment be-
sitzen: 

wenn 

/(" 
1 

K/ l1' = M 01 A1 (pl- i12), Kt l1" = MAl A1 (P22 - il), 

K1"' lt' = M'2!I A1 (Pa2 - i12l, 

l1' =.Am, lt" = CW, l/" = .!fd bedeuten, Mcv MA 1, M~11 die 
nach dem Schwerpunktsgesetze auf O, A, 2l ver
teilten Massen des Gliedes l, i 1 dessen Trăg
heitshalbmesser fiir den Schwerpunkt des Glie-

!("' 
1 des, ).1 dessen Winkelbeschleunigung, p1 p2 p3 

die Entfernungen der Gelenke O, A, 2l vom 
Sc!hwerpunkt des Gliedes sind (Fig. 518c). Die 
Winkelbeschleunigung ).1 ist fiir alle drei Stăbe 
l', l", l"' die gleiche, und zwar 

). tA te tcA 
1 = l ' = (" = l "' ; 

1 1 1 

sic kann aus dem Beschleunigungsplane ent
nommen werden. Fig. 518c. 

Nachdem alle Trăgheitskrăfte T und K an 
den Gelenken angebracht sind, kann der dynamische Kraftplan ge
zeichnet werden (Fig. 518d), indem man das dynamische Gleichgewicht 
aller Gelenke zwischen den ăuBeren Krăften und den Trăgheitskrăften 
untersucht. 
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Zunăchst wurden die Trăgheitskrăfte T H> TE> T D> T 0 , T .1 an
einandergefiigt, wie sie im Polygon B E DCA aufeinanderfolgen. Das 
dynamisehe Gleiehgewicht des Gelenkes D erfordert die Bedingung 

Tv +K4 +4 +5 +K5 =0; 
da T D und die Trăgheitskrăfte K 4 und K 5 bekannt sind, lassen sich die 
Stabspannungen 4 und 5 bestimmen. 

Fig. 518d. 

Sodann konnen aus der Gleichgewichtsbedingung des Gelenkes E: 

TE+ K5 + 5 + Kt + 2" + 2'" + Kt' =O, 
in welcher alle Glieder bis auf die Spannungen 2" und 2"' bekannt sind, 
diese ermittelt werden. 

Hieran schlie13t sich die Gleichgewichtsuntersuchung des Gelenkes B 
nach der Gleichung: 

'l'E + Kt' + 2"' + K 3 + 3 + 2' + K 2' =O, 
ans der die Spannungen 3 und 2' zu ermitteln sind. 

Ebenso liefert das Gleichgewicht des Gelenkes C das Polygon 

T c + Kt' + l"' + l" + Kt + 4 + K 4 O, 
woraus die Spannungen l" und l"' gefunden werden. 

Endlich gibt das Gleichgewicht des Gelenkes A die Bedingung 

TA + Q + J(l' + l' + 3 + ](3 + l"' + Kt' =o, 
woraus die Spannung l' und der gesuchte Beschleunigungsdruck Q ge
funden werden. 
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Die Geleukdruckc Il( und 5B in den Auflagern ergeben sich jetzt von 
selbst aus 

'U: + K 1" + l" + l' + K/ O, 

5B + K 2' + 2' + 2" + Kt - O. 

Das Gleichgewicht der ăuBeren Krăfte des ganzen Getriebes und 
der Gesamtheit seiner Trăgheitskrăfte erfordert endlich die Bedingung: 

TE+ TE+ Tn + T 0 +TA +Q + 'U: + 58---'0. 

Die Spannungen l", 2", 3 und die Trăgheitskrăfte K 1", K 2", K 3 

kommen im dynamischen Kraftplan doppelt vor; dies ist eine Folge davon, 
da13 die kinematische Kette auBer an ihrem Umfange auch im Innern 
von Krăften (Trăgheitskrăften) beansprucht wird (vgl. 240). 

284. Beschleunigungsdruck bei Anl'angsbewegungen des Getriebes. 
Handelt es sich um die Bestimmung des Beschleunigungsdruckes fUr 
den Beginn der Bewegung eines Getriebes, so ist die Losung dieser 
Aufgabe wesentlich einfacher. Hier sind, wie in 145 gezeigt wurde, die 
Beschleunigungen aller Punkte deren unendlich kleinen W egen pro
portional. Man erhălt dann den Beschleunigungsdruck des Getriebes 
an irgend einer Stelle A, wenn man die Massen sămtlicher Glieder an 
diese Stelle reduziert: 

und mit der Beschleunigung von A multipliziert, also 

QA =W?.A ·bA. 

Fur ein System wurde dies bewiesen; fur ein Getriebe ist der Beweis 
in gleicher W eise zu fuhren. 

Die Geschwindigkeiten v und vA konnen aus einem beliebig an
genommenen Geschwindigkeitszustand des Getriebes entnommen werden. 

285. Die zweite grundlegende Aufgabe: Ermittiung des Beschleu
nigungszustandes aus den gegebenen ăul.leren Krăl'ten. V on einem 
zwanglăufigen Getriebe seien die Massenverteilung, die ău13eren Krăfte, 
sowie der Geschwindigkeitszustand gegeben. Man suche den Beschleu-
nigungszustand des Getriebes. · 

Diese Aufgabe wurde fur das gefiihrte System in 146 bereits gelOst 
und kann hier in analoger Weise behandelt werden. Sie ist nicht direkt 
losbar, sondern erfordert den Umweg iiber beliebig gewiihlte Besehleu
nigungszustănde. 

Der Weg der Losung ist in allgemeinem Dberblicke folgender: Man 
ersetzt zunăchst die Masse des Getriebes durch statisch gleichwertige 
Ersatzmassen in den Gelenken, nimmt sodann fUr irgend eines der be
wegten Gelenke A die Beschleunigung bA' beliebig an und ermittelt 
daraus den Beschleunigungszustand des Getriebes. In den Ersatzpunkten 
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A, B, C, .... mit den Massen mA, m 8 , m0 , .... werden sodann die 
Tri1gheitskrăftc 

'1'./ -:-mAb~/, T 8 ' -m8 b8 ', T 0 ' __ -m0 bu', .... 

entgegengcsetzt den Beschleunigungen und uberdies die Kraftpaare K' 
im Sinne der Winkelbeschleunigung l' fur jedes Glied des Getriebes 
angebracht. 

Wăre der Beschleunigungszustand richtig gewăhlt gewesen, so muBten 
jetzt die gegebenen ăuileren Krăfte mit den Trăgheitskrăften T' und K' 
nach dem d'Alembertschen Prinzip ein Gleichgewichtssystem bilden. 

Dies wird nicht der :Fall sein und man wiederholt deshalb die Unter
suchung mit einer anders angenommenen Beschleunigung bA" des 
Punktes A. 

Aus den beiden Beschleunigungszustănden fur b 4 ' und bA" kann 
nun auf die richtige Beschleunigung bA geschlossen werden, wie an einigen 
Beispielen gezeigt werden soll. 

286. Dynamische Bestimmung des Beschleunigungszustandes der ge
schrănkten Schubkurbel. Von einer geschrănkten Schubkurbel (Fig. 519) 

\ 
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\ 
\ 

' ' ' \ \ 

' Ţ," \ 
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Fig. 519. 

sind die Massen sămtlicher Glieder gegeben (M1 die Masse der Kurbel 
A~' M 2 des Lenkers AB, M 3 des Schiebers); ferner die an dem Kurbel
zapfen A angreifende Triebkraft P 1 und der am Schieber angreifende 

Wittenbauer, Dynamik. 30 
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Widerstand P 2 ; endlich die Geschwindigkeit vA des Kurbelzapfens. 
Es ist der Beschleunigungszustand der Schubkurbel zu ermitteln. 

Zu:năchst wurde aus VA cC:: oa in Fig. 519a der Geschwindigkeits
plan entwickelt, ferner in Fig. 519b von n aus die bekannte Normal
beschleunigung von A : 

---2 

VA 2 oa . . 
n A c_o n a0 = -==- = -== In RIChtung A~ 

A~ A~ 

aufgetragen und in a0 die Senkrechte a auf na0 errichtet. Auf dieser 
wurden nun zwei beliebige Punkte a', a" angenommen und aus ihnen die 

a 

.L 
Fig. 519a. Fig. 519b. 

entsprechendenBeschleunigungspunkte {3', {3" auf der Geraden b gefunden, 
die durch n parallel zur Schubrichtung von B gezogen wird. Dann sind 

R '{3' = t ' lfTi{J" = t " /-'0 - BA ' /-'0 - BA 

die Tangentialbeschleunigungen von B gegen A bei den angenommenen 
Beschleunigungszustanden. Bringt man iiberdies die Gerade {30" {30' 

zum Schnitte {3° mit der Geraden b und zieht {3°a0 Il {30' a', so erhalt man a 0• 

Fiir diesen Beschleunigungszustand a0{3° ist tBAo =O. 
Die Massen M 1, M 2, M 3 wurden nach dem Schwerpunktsgesetze in 

die Gelenke A und B verteilt; es ist dann die Ersatzmasse in A : 

mA= MAl +MA2 
und in B: 

mB=MB2+M3, 

wei1 .die ganze Masse des Schiebers in B vereinigt werden kann. 
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Die Trăgheitskraft der Ersatzmasse mA ist dann 

TA -:-mAbA; 
sie wurde fur die drei Beschleunigungen na0, na' und na/' in A gezeichnet; 
die Endpunkte von TA0 , TA', 'l'A" liegen in einer Geraden \ll, die zur 
Kurbel senkrecht steht. 

In Fig. 519c wurden diese drei Trăgheitskrăfte von O aus aufgetragen 
und in ihren anderen Endpunkten die Trăgheitskrăfte T B 0, T B,, T B", 
die aus T B =- m B b B zu bilden sind, hinzugefugt. Ihre Endpunkte 
liegen ebenfalls in einer Geraden. 

' ',~------~--------~ 

F·g. 519c. 

AuBer den Trăgheitskrăften T sind nun noch die Kraftpaare K an 
den Stăben l und 2 anzubringen. Da die Kraft K nach der Formei 

"2 

k = PIP2~ K = M llk, l" 

zu bilden ist, benotigt man GroBe und Richtung der Tangentialbeschleu
nigung l?.. 

Fur die Beschleunigungspunkte a0, a', a" sind die Tangentialbeschleu
nigungen a0 a0, a0 a', a0 a''; die erste dreht, in A angebracht, gegen den 
Uhrzeiger, die beiden anderen mit dem Uhrzeiger. Dasselbe gilt von den 
Paaren der Trăgheitskrăfte K 1°, K 1', K 1" am Gliede l; sie stehen im 
gleichen Verhăltnis wie die Tangentialbeschleunigungen: 

K 1° : K 1': Kt = ~a0 : a0 a' : a0 a" . . . . . a) 
30* 
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Fiir die Beschleunigungspunkte ~0, ~', ~" sind die Tangentialbeschleu
nigungen tBA : O, ~0' ~', ~~'{3"; in B angebracht, drehen die beiden letzten 
das Glied 2 gegen den Uhrzeiger; im gleichen Sinne drehen auch die 
Kraftpaare K 2' und Kt in A und B; es ist 

K 2°: K 2' : Kt =O : ~0'p' : f30"{J" ....... b) 

Im dynamischen Kraftplan Fig. 5l9c wurde zuerst die Gleichgewichts
kraft der Trăgheitskrăfte gesucht (vgl. 147, zweite Methode). Im Ge
lenke B lautet die Gleichgewichtsbedingung fiir den Beschleunigungs
zustand a0 ~o: 

T Bo + fBO + 2o - O; 

hierin ist f8° der Auflagerdruck in B, 2° die Spannung im Stabe 2, so
weit sie allein von den Trăgheitskrăften herriihren. Die Kraft K 2° 
ist null. 

Im Gelenke A ist die Bedingung zu erfiillen: 

TAO + 20 + xlo + 10 + RO=O, 

worin l 0 die Spannung in der Kurbel allein durch die Trăgheitskrăfte 
und Ro() oder R 0 die Gleichgewichtskraft ist. 

Ebenso ist fiir den Beschleunigungszustand a'~, : 

T B, + fS' + 2' + K2' "" O, 

T Al+ K2' + 2' + Kl' + l' + R' --o 
und fiir den Beschleunigungszustand a" {J" : 

T Bll + fB" + 2" + K2" -- o, 
T Ali+ K2" + 2" + K/' + l" + R" =o. 

Die Strecken R' O und R''() oder R' und R" bedeuten die Gleich
gewichtskrăfte fiir diese beiden Beschleunigungszustănde; die Krăfte 
K 1°, K/, Kt und K;.0 , K 2', K 2" miissen den Gleichungen a) und b) ge
niigen; ihre Endpunkte werden also in einer Geraden liegen. 

Nun wird die Gleichgewichtskraft der ăuBercn Krăfte gesucht. Man 
zeichnet die Polygone 

p2 + 2p + fSp--0, 

P 1 + lp + 2p + Rp =O, 

worin die Spannungen lp und 2p, sowie der Auflagerdruck fSp nur von 
den ăuBeren Krăften P 1 und P~ herriihren und O Rp oder Rp die Gleich
gewichtskraft ist. Damit ist aber in der Punktreihe R 0 R' R" der richtige 
Punkt Rp gefunden. Von hier ausgehend konnen jetzt durch Ziehen von 
Parallelen die Krăfte und Spannungen l, K 1, fS, T B, TA eingezeichnet 
werden. Das Gleichgewicht aller ăuBeren Krăfte und Trăgheitskrăfte 
der Schubkurbel ist durch das stark ausgezogene Polygon 

P1 +lp+Q)p+P2 +TA+TB+fB+K1 +l O 

gekennzeichnet. Der Auflagerdruck in 12( ist 

~=lp+K1 +l, 
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jener in B die geometrische Summe: 

~p+~. 

469 

Zieht man endlich im Beschleunigungsplan, Fig. 519b, die Gerade 
na 11 TA, so erhălt man im Schnitte mit a den richtigen Beschleunigungs
punkt a und daraus iiber afl0 den Beschleunigungspunkt fJ; damit sind 
die gesuchten Beschleunigungen bA und bB der Schubkurbel gefunden. 

287. Dynamische Bestimmung des Beschleunigungszustandes der ge
kuppelten gleichschenkligen Schubkurbel. Dieses Getriebe ist in Fig. 520 
dargestellt. 

Gegeben ist die Massenverteilung der Kurbel A~ und der Schub
stangc BC, die aus den beiden starr verbundenen, gleichlangen Stangen 

r 

r 

Fig. 520. Fig. 520b. 

2 und 3 hesteht, ferner der Widerstand P 1 im Kurbelzapfen A und die 
beiden Triebkrăfte P 2 in B und P 3 in C in Richtung der Schieber
bewegungen; endlich die Geschwindigkeit vA. Es ist die Beschleunigung 
der Gelenke A, B, C zu konstruieren. 

Fig. 520a ist der Geschwindigkeitsplan, aus VA= o a entwickelt. 
Im Beschleunigungsplan (Fig. 520b) wurde na0 ::=nA _A_-12{ ge

macht, in a0 die Gerade a senkrecht zu na0 gezogen und auf ihr zwei 
beliebige Punkte a' und a" angenommen; aus ihnen wurden in be
kannter W eise die Punkte fl', fl" und y', y" gefunden. Es ist 

f3' a' y' vo f3" a" y" vo BAC. 
~ sei der Auflagerdruck der Kurbel, ~ und ~ die Driicke zwischen 

Schieber und Fiihrung in B und G; alle drei sind unbekannt. 
Was den Ersatz der Massen durch statische Ersatzpunkte betrifft, 

ist nach dem Schwerpunktsgesetze die Masse M 1 der Kurbel A~ in die 
Punkte A und 12(, die Masse M2 der Stange 2 in die Punkte A und B, 
die Masse M 3 der Stange 3 in die Punkte A und C zu verteilen; die 
Stangen 2 und 3 bilden zwar ein starres Glied, aher mit Riicksicht auf 
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die Trăgheitskrăfte T und K empfiehlt sich diese Teilung der Schub
stange. Die Massen M 4, M 5 der beiden Schieber sind, da sic Trans
lationen ausfiihren, in B und C anzubringen. Es sind dann die statischen 
Ersatzmassen: 

mA= MAl+ MA2 +MA::, ms = ]J,fB2 + .1114, mc == 1Yfc3 + Ms. 

Die Trăgheitskrăfte 

TA'=- mA bA', TA" -=ce- mA bA" 

sind in A entgegengesetzt den Beschleunigungen b./ - na' und b Ali ce- na'' 
anzusetzen; ihre Endpunkte liegen auf einer zur Kurbcl 1 senkrechten 
Geraden. Die Trăgheitskrăfte T B und T 0 sind in B und C entgegen 
den Beschleunigungen bs, bzw. b0 anzubringen. 

Die Trăgheitskrăfte K 1 sind als Paar in 2L und A, die Trăgheitskrăfte 
K 2 als Paar in A und B, die Trăgheitskrăfte K 3 als Paar in A nud C 
anzubringen. Ihre GroBe ist nach Gleichung 99: 

P1P2- i 2 

K = M lJ..k, k = --l2--

zu bestimmen; der Drehungssinn dieser Paare ist aus der Tangential
beschleunigung zu entnehmen. Die Tangentialbeschleunigung von A 
fiir den Beschleunigungszustand a' ist 

tA' a0a'=l}.1'; 

in A angesetzt, dreht sie das Glied 1 gegen dei1 Uhrzeiger; dies ist auch 
der Drehungssinn des Paares K 1'. Ebenso ist fiir den Beschleunigungs
zustand a" : 

tA" =:: a0 a" = l A1"; 

in A angebracht, dreht sie das Glied 1 im Sinne des Uhrzeigers; dies ist 
auch der Drehungssinn des Paares K/'. 

Die Tangentialbeschleunigung von B in bezug auf A ist fiir den Be
schleunigungszustand (3' : 

t BA 1 '= fJo' fJ' c_= l ).2'; 

setzt man sie in B an, so dreht sie um A im Sinne des Uhrzeigers; dies 
ist auch der Drehungssinn des Paares K 2'. In derselben Weise wird auch 
der Drehungssinn des Paares K 2" fiir den Beschleunigungszustand {J" 
entschieden. 

Die Paare K 3 haben denselben Drehungssinn wie K::.. Nachdem die 
Trăgheitskrăfte T und K nach GroBe und R.ichtung bestimmt und in 
den Gelenken angebracht sind, kann der dynamische Kraft plan (Fig. 520 c) 
entworfen werden. 

Es wird zunăchst die Gleichgewichtskraft aller Trăgheitskrăfte allein 
gesucht, und zwar fiir die beiden beliebig angenommenen Beschleu
nigungszustănde a' {J' y', a" {J" y". Man zeichnet, um mit dem ersten zu 
beginnen, von O ausgehend, T s' und schlieBt daran TA' und T 0'. 
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Das Gelenk C verlangt die Gleichgewichtsbedingung 

T 0 ' + Ef' + 3' + K 3' := O; 

471 

da '1'0 ' und K 3' bekannt sind, kann der nur von den Trăgheitskrăften 
stammende Fiihrungsdruck Ef' und die Spannung 3' ermittelt werden. 

l" c 

1 
1 

~----~~~~~---L~--~----7' 

Fig. 520c. 

' 1 

Das Gleichgewicht des Kurbelzapfens A erfordert die Gleichung: 

'1'./ + K 3' + 3' + K/ + 1' + 2' + K 2' =:O, 

woraus 1' und 2' zu bestimmen sind. Endlich erfordert das Gleichgewicht 
des Gelenkes B die Bedingung: 

T B' + K2' + 2' + 18' + R' =o, 
woraus der von den Trăgheitskrăften herriihrende Fiihrungsdruck 18' 
und die Gleichgewichtskraft R'O oder R' bestimmt sind. 
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Durch analoge Konstruktionen findet man fiir den Beschleunigungs
zustand a" fJ" y" den Punkt R". Sodann ermittelt man die Gleich
gewichtskraft der ăul3eren Krăftc P 1 , P 2, P 3• Man beginnt, von O am;
gehend; mit dem Gleichgewichte von C: 

p3 + 3 p + (f p •'- o, 
wobei der Stellenzeiger P besagt, dal3 die Spannung 3l' und der Fiihnmgs
druck Cf p nur von den ă ul3eren Krăften herriihren. 

Das Gleichgewicht von A verlangt das Polygon: 

P1 +3r+2p+J 1, O, 

worin die Spannung l p auch der Auflagerdruck ~( 1, in Il( ist. 
Endlich ist das Gleichgewichtspolygon des Punktes B: 

P2 +2r + R + \Bp .0, 
worin \B'p der Fiihrungsdruck in B und O R oder R die Gleichgewichh;
kraft der ăul3eren Krăfte P1 , P 2 , P3 ist. Damit ist der richtige Punkt R 
der Punktreihe R 1 R" gefunden. Da alle, den verschiedenen Beschleu
nigungszustănden entsprechenden Punkte ăhnliche Punktreihen bilden 
(die gestrichelten Linien deuten einige dieser Punktreihen an), so gilt 
das Verhăltnis It R : R R" 
fiir alle Punktreihen des dynamischen Kraftplans. Teilt man also die 
Strecke T B 1 T B 11 im selben Verhăltnis, so hat man den richtigen Punkt 
T B gefunden. Ebenso findet man die richtigen Trăgheitskrăfte TA 
und T 0 . 

Parallel zu der so gefundenen Trăgheitskraft TA zieht man sodann 
im Beschleunigungsplan die gesuchte Beschleunigung bA - n a. Man 
konnte sie iibrigens auch unmittelbar finden, indem man 

Ci! a: a a"= (3'/J: {J{J" = yy: yy" = 1l'R: R R'1 

konstruiert. 
Das stark ausgezogene Polygon im dynamischen Kraftplan (Fig. 520c) 

gilt fiir das Gleichgewicht der ăul3eren Krăfte und der Trăgheitskrăfte 
des ganzen Getriebes. Es ist nămlich: 

TE+ TA+ T 0 +Cf + ~ + \8 + \Bp + P2 + ~(p + P1 +efi'+ P3=0. 
Dariu ist 

~ -= K 1 + l 
der Auflagerdruck in ~. hervorgerufen von den Trăgheitskrăften allein, 
ferner die geometrischen Summen 

~ + ~p, \8 + \Bp, (f + Cfp 

die ganzen Auflager- und Fiihrungsdriicke in A, B, C. 

288. Dynamische Bestimmung des Beschleunigungszustandcs eines 
sechsgliedrigen Gctricbcs mit einem Dreiecksglicdc. Bei dem in Fig. 521 
dargestellten Getriebe mit den drei festen Gelenken ~. \8 und ':D, den 
Stangen l, 2, 4, 5 und dem Dreiecksgliede 3 ist die Massenverteilung 
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alle< !Unf bewegten Oliede<, die Tdebkralt P, in A, de< Widc"tuud 

P, in D und die G"chwindiglwit "A gegebcn. zu l><"timmen ,ind die 
Beschleunigungen der Gelenke A, B, O, D. 

Dynamik des Getrie\JcB. 

Fig. 521. 
Der Geschwindigkeitsplan (Fig. 521 a) wurde 

aus vA =Da in bekannter Weise entwickelt. 
Im Beschleunigungsplan (Fig. 521 b) wurde 

·;a;;=:: n.1 und die Gerade a ...L nA gemacht, ferner (3' 

Fig. 521 b. 

c 

Fig. 52la. 
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auf a drei beliebige Punkte a', a", a"' angenommen (obwohl zwei vou 
ihnen geniigen wiirden). Daraus wurden in bekannter Weise die 
Punkte {J', {J", {J"' und sodann y', y", y"' aus der Ahnlichkeit 

a' {J' y' cn a" {J" y" cn a"' {J"' y"' cn A B C 

bestimmt. Endlich wurde nc50 = nn und die Gerade b..!.. nn gemacht 
und die Punkte c5', c5", c5"' aus y', y", y"' bestimmt. 

Die Beschleunigungspunkte fJl, {J", {J"' liegen auf der Geraden b ..!.. n B 
und auch die Punkte y', y", y'" liegen auf einer Geraden c. 

Die Ersatzmassen in den Gelenken sind, nachdem die Massen aller 
bewegten Glieder nach dem Schwerpunktsgesetze auf die Gelenke ver
teilt wurden: 

mA= MAl+ MAa• mB = Mn2 + MEa• 

ma= Mea+ Ma4• mn = Mn4 + Mns· 

Die Trăgheitskrăfte 

TA =-mAbA, Tn=- mnbn, Ta= --maba, 'i'n=-- mnbD 

wurden fiir alle drei angenommenen Beschleunigungszustănde a', a", a"' 
ermittelt und in den Gelenken entgegen den Beschleunigungen ange
bracht. Die Endpunkte von TA', TA", TA"' liegen auf einer Geraden, 
die der Geschwindigkeit vA parallel ist; dasselbe gilt von den anderen 
Trăgheitskrăften T B• T 0 und T D· AuBerdem sind die Trăgheitskrăfte 
K zu bestimmen und in den Gelenken anzubringen. Die Krăfte K 1, K 2, 

K 4, K 5 der vier stangenformigen Glieder sind wie in den vorhergehenden 
Beispielen nach Gleichung 99: 

K = M lÂ k, k = PI P2 - i2 
l2 

zu bestimmen. Die Tangentialbeschleunigungen ll sind, wie dies schon 
wiederholt gezeigt wurde, aus dem Beschleunigungsplan zu entnehmen. 
Um z. B. in K 4 = M4l4l 4 k4 
die Tangentialbeschleunigung l4 l 4 zu finden, beachte man, daB die 
Tangentialbeschleunigung von D gegen C fiir den Beschleunigungs-
zustand y' c5' tn0 ' = c50' c5' = l4 Â4 

ist. Denkt man sich tnc' inD angetragen, so dreht sie um C im Sinne 
des Uhrzeigers; denselben Drehungssinn hat das Kraftpaar K 4 in C 
und D. 

Um die Krăfte K des Dreiecksgliedes 3 zu finden, ersetze man dieseH 
Glied durch die drei Stăbe 31> 32, 33 und suche die Trăgheitskrăfte K 31 , 

K 32, K 33 dieser Stăbe fiir alle drei Beschleunigungszustănde a' {J' y', 
a"{J"y", a'"{J"'y"'. (Vgl. 283, Fig. 518, Glied 1 und 2.) Der Drehungs
sinn der Kraftpaare wird in gleicher Weise wie fiir die Stăbe ermittelt. 

Fig. 521 c zeigt den dynamischen Kraftplan. Zuerst wurde wieder 
die Gleichgewichtskraft der Trăgheitskrăfte aufgesucht. Die Trăgheits
krăfte Tn', T 0 ', Tn', TA' wurden aneinander gefiigt; das Gleichgewicht 
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des Gelenkes D erfordert das Polygon 

Tn' + K 4' + 4' + 5' + K 5' · O; 

da K 4' und K 5' bekannt sind, werden die Spannungen 4' und 5' zn be
stimmen sein. 

Das Gleichgewicht des Gelenkes C Iiefert das Polygon 

T 0 ' + K 33' + 33' + 32' + K 32 ' + 4' + K 4' O, 

woraus sich die Spannungen 33' und 32' ergebcn, da die Trăgheitskrăfte K 
bereits bekannt sind. 

Das Gleichgcwicht von B verlangt das Polygon 

O· 
' 

hieraus ergeben sich 2' und 31'. 

Endlich verlangt das Gleichgewicht von A dic Bedingung: 

TA' + R' + l' + K/ + K 32' + 32' + 3/ + K 31' O, 

woraus sich die Spannung l' und dic Gleichgewichtskraft O R' oder 
R' ergibt. 

In gleicher Weise fiihrt man die Konstruktion fiir die beidcn andcren 
Beschleunigungszustănde a" {3" y" (j" und a"' {3"' y"' (j"' durch und findet 
die Punkte R" und R"'. Wie erwăhnt, konnte man mit zwei bcliebigen 
Beschleunigungszustănden auskommen; der dritte wurde nur hinzu
genommen, um daran zu erinnern, da13 die entsprechenden Punkte 
dieser drei Gruppen von Gleichgewichtspolygonen gerade Punktreihen 
erfiillen, und zwar nicht nur die Endpunkte der Trăgheitskrăftc TA, 
T B• T 0 , T D• sondern auch alle iibrigen einander entsprechenden Punkte. 
So liegen u. a. die Schnittpunkte von K/ K 32', K/' K 32", K/" K 32"' in 
einer Geraden, ebenso die Schnittpunkte von K/1', K 1"l", K/"l'" usf. 

Nicht alle diese Geraden wurden gezeichnet, sondern nur jene der 
Trăgheitskrăfte T und jene der oben erwăhnten Schnittpunkte von K 1 

mit K 32 und von K 1 mit l durch gestrichelte Linien angedeutet. 
Alle diese Schnittpunkte oder Ecken der Polygone bilden auf ihren 

(gestrichelten) Geraden ăhnliche Punktreihen. Auch die Punktreihc 
R' R" R"' der Gleichgewichtskrăfte Olt, O R", O R"' ist den iibrigen 
ăhnlich. 

Nun geht man dazu iiber, die Gleichgewichtskraft der ău13eren Krăfte 
des Getriebes zu suchen. Man trăgt von O aus die Kraft P 2 auf und 
sucht die Gleichgewichtskraft RO mit Beniitzung der Polygone: 

P 2 +5p+4p. O, 

4p + 33 p + 32 p O, 

33p+311,+2p ·o, 
P1 + lp + R + 32 p + 3Il' O, 

worin R die Gleichgewichtskraft RO ist und der Stellenzeiger P be
deutet, daB die Spannungen nur von den ăuBcren Krăften herriihren. 
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In der friiher gefundenen Punktreihe R' R" R"' ist nun der richtige 
Punkt R gefunden; wegen der Ăhnlichkeit der Punktreihen ist das 
Verhăltnis R''R : RR71 ' auf alle iibrigen Punktreihen zu iibertragen. 
Dadurch erhălt man die richtigen Endpunkte von TA' 'l'B, Te, Tn 
auf den gestrichelten Linien. Sobald der richtige Zug der Trăgheits
krăfte bekannt ist, konnen auch alle iibrigen Endpunkte der Spannungen 
durch Ziehen von Parallelen bestimmt werden. 

Zieht man endlich im Beschleunigungsplan (Fig. 521 b) durch n die 
Parallelen zu den gefundenen Trăgheitskrăften TA' T B' T 0 , T D' so 
erhălt man auf den Geraden a, v, c, b die richtigen Beschleunigungs
punkte a, {J, y, o und daruit den gesuchten Beschleunigungszustand. 

289. Literatur. In ganz anderer Art, als durch die eben vorgefiihrte, 
bestimmt O. Mohr den Beschleunigungszustand eines Getriebes aus 
den gegebenen Massen und Krăften (siehe die Abhandlung: "Bei trag zur 
Kinetik ebener Getriebe", Zeitschr. f. Math. u. Physik 1904; auch das 
Werk: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik). 
Auch hier, wie bei der Bestimmung des Geschwindigkeits- und Be
schleunigungszustandes (siehe 186, 199), zerlegt Mohr die wirkliche 
Bewegung des Getriebes in zwei iibereinander gelagerte Bewegungen. 
Nennt man w 1 die bekanntc Winkelgeschwindigkeit und A1 die unbekannte 
Winkelbeschleunigung des gefiihrten Gliedes des Getriebes, so zerlegt 
Mohr die wirkliche Bewegung I in zwei andere, von denen die eine (II) 
die Winkelgeschwindigkeit w2 = w1 und die Winkelbeschleunigung A2 = O, 
die andere (III) die Winkelgeschwindigkeit w3 =O und die Winkel
beschleunigung A3 = A1 besitzt. Die Bewegung III ist also eine Anfangs
bewegung. Aus den Beschleunigungszustănden der Bewegungen II 
und III wird dann der resultierende Beschleunigungszustand der Be
wegung I bestimmt. Auch Mohr beniitzt das d'Alembertsche Prinzip, 
indem er die Leistung der ăuBeren Krăfte (er nennt sie: Arbeitsgeschwin
digkeit) gleich setzt der Leistung der Beschleunigungsdrucke. Die un
bekannte Winkelbeschleunigung A1 des gefiihrten Gliedes wird sodann 
gerechnet, nicht konstruiert (vgl. Gleichung 68 in den gesammelten 
Abhandlungen). 

Die Zeichnung der dynamischen Kraftplăne erfolgt bei Mohr auf 
ganz anderer Grundlage. 

290. Aufgaben. 
130. In 282 wurde der Beschleunigungsdruck der 

schwingenden Kurbelschleife ohne Beriicksich
tigung der Masse der um B schwingenden 
Hiilse gesucht. Wie ăndert sich der dynamische 
Kraftplan, wenn man die Masse der Hiilse be
riicksichtigt ? 

131. Es soll die dynamische Ermittlung des Be
schleunigungszustandes des in Fig. 522 dar-

p 

Q 
Fig. 522. 
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gestellten Getriebes mit zwei Dreiecksgliedern durchgefiihrt 
werden. 

132. Man fiihre die dynamische Untersuchung der Klugschen Steuc-
rung (siehe 302) durch. Gegeben sind: die Triebkraft P und 

der Widerstand Q, die Geschwindig
keit des Kurbelzapfens A und die 
Massenverteilung sămtlicher Glieder; 
es ist die Beschleunigung bA zu kon
struieren. 

133. Fig. 523 zeigt das Getriebe der mehr-
/1 zylindrigen Gasmaschine von Ch. H. 

Morgan. Die beiden Kolben E und F 
sind mit der Kurbelwelle 12( durch eine 

Fig. 52il. Schwinge verbunden, deren Winkel 
C'JJD gleich 152° ist. Gegeben sind die 

auf die Kolben wirkenden Driicke, der Widerstand und die Ge
schwindigkeit in A, endlich die gesamte Massenverteilung; es 
sind die Beschleunigungen der beiden Kolben zu konstruieren. 



XXVII. Die Ermittlung der Spannungen und Gelenk
clriieke in einer bewegten kinematischen Kette. 
291. Die Methode. Zu den wichtigsten Aufgaben der graphischen 

Dynamik gehort die Ermittlung der Spannungen, die in den Gliedern 
einer kineniatischen Kette wăhrend deren Bewegung durch die treiben
den Krăfte, die Widerstănde und die Massenkrăfte auftreten, sowie die 
Bestimmung der Driicke, die in den Gelenken dieser kinematischen Kette 
entstehen. Diese Aufgabe wird insbesondere Bedeutung gewinnen bei 
den vielfăltig verwendeten Kurbelgetrieben aHer Art und bei den oft 
recht verwickelten Steuerungen; ebenso wie die Beschleunigungen bei 
diesen Getrieben oft ungeahnte Gr6Ben erreichen, nehmen auch Span
nungen und Driicke oft Werte an, die fiir die Festigkeit der betreffenden 
Teile verhăngnisvoll werden konnen. Eine genaue, wissenschaftliche 
Methode der Untersuchung wird deshalb auch dem ausfiihrenden Kon
strukteur willkommen sein. Es fehlen nicht beachtenswerte Ansătze, 
diese Aufgabe zu l6sen, wenigstens wurde sie bereits in verschiedenen 
FiiJlen mit mehr oder weniger Gliick durchzufiihren versucht. 

Wir wollen hier einen Weg einschlagen, der, wie wir hoffen, allgemein 
anwendbar und wissenschaftlich einwandfrei ist, und die Theorie des 
Gegenstandes zunăchst an einigen einfachen Fallen entwicke!n, um 
sodann die Anwendung an einer Reihe von Beispielen aus der Praxis 
zu zeigen. 

Wir gehen hierbei von dem frei beweglichen Gelenkviereck aus, also 
einer Kette, von der kein G:ied festgestellt ist. Die ăuBeren Krafte 
derse~ben, die Triebkrăfte und Widerstiinde, denken w4' uns vorliiufig 
in den Ge~enken angreifend. 

Kriifte, die auBerhalb der Gelenke angreifen, sowie <Ue Eigengewichte 
der Kettenglieder werden wie in 415 zu behandeln sein. 

Die Massen sămtlicher G~ieder werden durch die statisch gleich
wertigen Ersatzmassen in den Gelenken ersetzt, die Beschleunigungs
driicke der Rieder also durch die Beschleunigungsdriicke der Ersatz
massen dargestellt. 

Die Grund:age der im folgenden mitgeteilten Konstruktionen ist 
das d'Alem bertsche Prinzip. Man wird in allen Ersatzpunkten, deren 
Masse m, deren Beschleunigung b sei, die Trăgheitskraft T =-mb 
und das Paar K in den Gelenken anbringen; dann bestehen folgende 
Gleichgewichtssysteme: 
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1. Alle auBeren Krafte der kinematischen Kette (Triebkrafte, Wider
stande, bei Getrieben auch die Auflagerdriicke) sind im Gleichgewichte 
mit samtlichen Tragheitskraften T und K der Kette. 

2. Jedes Gelenk der kinematischen Kette ist fiir sich im Gleich
gewicht, wenn auBer den auBeren Kraften, die auf dieses Gelenk 
wir ken, noch die Triigheitskraft T der Ersatzmasse in diesem Ge
lenke, die Tragheitskrafte K und die Spannungen S der Nachbarglieder 
angebracht werden. 

Nach diesem Grundsatze haben wir zwar schon im vorhergehenden 
Kapitel die Spannungen der Glieder bestimmt; wir werden uns jedoch 
bald iiberzeugen, daB der dort eingeschlagene Weg die Spannungen 
nur in Anniiherung liefert, die noch einer Verbesserung bedarf. 

3. Jedes Glied der kinematischen Kette ist fiir sich im Gleichgewicht, 
wenn auBer den iiuBeren Kriiften, die auf dieses Glied wirken, noch 
die Triigheitskriifte aHer Massenpunkte dieses Gliedes, das Kraftpaar K, 
sowie die Gelenkdriicke der Nachbarglieder angebracht werden. 

Dieser Grundsatz liefert die Gelenkdriicke der Kette. 
Der Inhalt dieses Abschnittes wurde in der Abhandlung von F. 

Wittenbauer, "Dynamische Kraftplane", Zeitschr. f. Math. u. Physik, 
1906 niedergelegt. 

292. Spannungen und Gelenkdriicke im frei bewegten Gelenkviereck. 
Das Gelenkviereck A, B, C, D (Fig. 524) wird in seinen Gelenken von 

Fig. 524a. 

cJ' 
-:.~--.-: -·-·---·J«o 

··. a: · .. 

Fig. 524. 

Kraften P beansprucht; da es nicht gleichgiiltig ist, auf welches Glied 
die Kraft wirkt, wollen wir mit Pu die Kraft bezeichnen, die auf das 
Glied 1 in seinem Gelenk A wirkt; ebenso wurden die noch iibrigen 
sieben Krafte P1B, P 2B, P 20, P30, P 3n, P4n, P4A bezeichnet. 

Der Geschwindigkeitsplan (Fig. 524a) sei gegeben; da es nur auf die 
relativen Geschwindigkeiten der Gelenke in bezug aufeinander ankommt, 
wurde der Nullpunkt o des Planes fortgelassen. 
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Aus den gegebenen Kraften P sei auf dynamischem Wege (vgl. XXVI) 
der Beschleunigungsp~an (Fig. 524 b) gefunden worden. Es sind also 
auch die Beschleunigungen iiii._-bA, nfJ=bB, ny=be, nd=bv als 
gegeben anzusehen. 

Die Massen M 1, M 2, Ma, M 4 der vier Stangen werden nach dem 
Schwerpunktsgesetze auf die vier Gelenke verteilt; dann ist 

Ml =MAl+ MBl> M2 = MB2 + Me2> 
Ma= Mea+ Mm, M4 = MD4 + MA4 

und die Ersatzmassen in den vier Gelenken sind: 

mA= MAl+ MA4> mB = MB2 + MBv 

ma= Mea+ MG2> mv·= MD4 + Mva· 
Die Tragheitskrafte T bestehen also auch aus zwei Teilen, namlich 

TA =-mA bA - - (MAl + M A4) bA = T Al + T A4> 
TB '-~- mBbB c- (MB2 + Mm)bB'= TB2 + TB1, 

Ta-c-- mcbc =-(Mea+ Me2)bc = Taa + Te2' 
Tv ~- mnbv "=- (MD4 + Mv 3)bv c=: TD4 + Tva· 

I 

Fig. 524c. 

Die Paare Kv K 2, K 3, K 4 sind in derselben Weise zu bestimmen, 
wie dies im vorigen Kapitel wiederholt gezeigt wurde. Die vier Krafte T 
und die acht Krafte J( wurden in Fig. 524 in den Ge~enken angebracht. 
Diese zwolf Tragheitskrafte sind nun mit den acht auBeren Kraften P 
ins Gleichgewicht zu bringen. 

Beim Zeichnen des dynamischen Kraftplans (Fig. 524:c) kOnnen ~u
nachst die Krafte K weggelassen werden, da sie nur als Kraftpaare 

Wittenbauer, Dynamik. 31 
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auftreten. Das Polygon der auf3eren Krafte P und der Tâigheitskriifte T 
ist dann: 

~+~+~+~+~+~+~+~+~+ 
+P2B+ TB+P1B= O. 

Die Schlief3ung dieses Polygons wird eine Probe dafiir sein, ob die 
Beschleunigungen bA, bB, ba, bn aus den Kraften P richtig bestimmt 
wurden. 

Um die Spannungen in den vier Staben zu bestimmen, beniitzen wir 
den Satz 2 in 291. Das Gelenk A ist im Gleichgewichte unter den iiu13eren 
Kriiften P1A und P4A, den Spannungen l und 4 und den Tragheits
kraften TA' K 1 und K 4. Es muf3 sich also das Polygon schlief3en: 

PlA + TA+ P 4A + K 4 + 4 + 1 + K 1 =O. 

Da die Tragheitskrafte K 1 und K 4 bekannt sind, konnen die Span
nungen 1 und 4 daraus durch Ziehen von Parallelen zu den Stiiben er
mittelt werden. 

Ebenso miissen sich die Polygone schlief3en: 

P 2B + TB + PlB + K 1 + 1 + 2 + K 2 =:O, 
P 30 +Ta+ P 20 + K 2 + 2 + 3 + K 3 '::O, 
P4D + Tn + P 3n + K 3 + 3 + 4 + K 4 :__::O, 

woraus auch die iibrigen Spannungen 2 und 3 zu bestimmen sind. Hieraus 
ergibt sich folgende Probe fiir die Genauigkeit der Konstruktion: Zieht 
man durch die Endpunkte I, II, III, IV der Krafte K 1, K 2, K 3, K 4 die 
Parallelen zu den Sta ben 1, 2, 3, 4, so gehen diese durch denselben Punkt O 
hindurch. Die auf diese Art gefundenen Spannungen bediirfen jedoch 
noch einer Verbesserung, die spater besprochen werden soll. 

Um die Gelenkdriicke in A, B, C, D zu ermitteln, beniitzen wir 
den Satz 3 in 291. Das Glied 1 des Gelenkvierecks ist im Gleichgewichte 
unter den auBeren Kraften PIA. und P1B, den Tragheitskraften T Al und 
T Bv sowie den Kriiften K 1 in A und B, die aber auf das Kraftpolygon 
keinen EinfluB nehmen, endlich den Gelenkdriicken in A und B. 

Die Teilung der Tragheitskraft TA in T Al und TA 4 , der Trăgheits
kraft T B in T Bl und T B2 ist friiher besprochen worden. 

Der Gelenkdruck G A ist die Resultante 

GA = TA4 + p4A + K4 + 4, 
von den Kraften des Gliedes 4 herriihrend; sein Gegendruck - G.1 ist 
die Resultante 

-GA = 1 + Kl + plA + TAl' 

von den Kraften des Gliedes 1 herriihrend. 
Man findet also die Gelenkdriicke GA, GB, G0 , Gn, indem man den 

Punkt O mit den Teilungspunkten der Triigheitskrăfte TA' T B' T 0 , 'l'n 
verbindet. Dann bestehen folgende Gleichgewichtspolygone: 
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CA + 'l'A4 + P4A + Pw + 'l'D1 + Gn :--O, 

GB + Tm + PlB + P1A + TAl + GA- O, 
G o + T 02 + P 20 + P 2B + T B2 + G B ""' O, 
Gn + Tm + p3D + P3c + To3 + Go~O. 

293. Korrektur der Spannungen. Die im dynamischen Kraftplan 
Fig. 524c gefundenen Spannungen TO, II O, III O, TVO sind noch 
nicht die tatsăchlichen Spannungen der Stăbe l, 2, 3, 4. Denn die wirk
lichen Spannungen sind nicht in allen Querschnitten eines Stabes die
selben, sondern sie verăndern sich und wachsen oder nehmen ab von 
einem Ende des Stabes zum anderen; ebensowenig wie das in den Schwer-

Fig. 524d. 

punkt einer Stange verlegte Gewicht ihr wirkliches Gewicht ist, da 
sich dieses iiber die Stange verteilt. 

Auch die Beschleunigungsdriicke und Trăgheitskrăfte wirken nicht 
an den Enden der Stange, sondern verteilen sich iiber sie. 

Der Kraîtplan 524c gibt also nur eine vorlăufige Annăherung an die 
wahren Werte der Spannungen; es ist dies die Folge davon, daB wir 
die Massen der Stăbe nach dem Schwerpunktsgesetze auf die Gelenke 
aufgeteilt haben, wodurch auch die Trăgheitskrăfte auf die Gelenke 
aufgeteilt sind. Zulăssig ist dies nur fiir j ene Teile der Trăgheitskrăfte T 
(wir wollen sie mit t und dem entsprechenden Stellenzeiger benennen), 
die normal zur Stabrichtung wirken; hingegen die in die Stabrichtung 
fallenden achsialen Teile der Trăgheitskrăfte wachsen von einem Ende 
des Stabes zum anderen und zwar von null bis zu ihrer vollen Gri:iBe; 

31* 
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dadurch verandert sich aher die Spannung in verschiedenen Quer
schnitten des Stabes. 

Jeder Stab hat also an seinen Gelenken zwei verschiedene Span
nungen, die sich voneinander um die achsialen Tragheitskrafte unter
scheiden. Zu diesen wirklichen Spannungen gelangt man, wenn man 
den dynamischen Kraftplan in anderer Anordnung zeichnet. Dies ist 
in Fig. 524d geschehen. Hier sind die an demselben Gelenke wirkenden 
Krafte, z. B. P 2a und P 3a, zusammengeriickt, die Tragheitskrafte T 
hingegeri in ihre zwei Teile aufgelost und auseinander geriickt, z. B. Ta 
in seine Teile Ta2 und Taa· Auf diese Weise riicken die Tragheitskrafte 
eines Gliedes, z. B. Ta3 und TD3 der Stange 3 zusammen, und zwar an 
den Endpunkt der Tragheitskraft K 3 , so daB nun alle Tragheitskrafte 

1Il des Gliedes 3 in einem ununter-
brochenen Zuge erscheinen: 

Tna• Ka, - Ka, Taa· 
Der groBeren Deutlichkeit 

wegen wurde der zwischen OII 
und O II 1 liegende Te il des 
Kraftplanes in Fig. 524e heraus
gezeichnet und die Zerlegung 

o der Tragheitskrafte T aa und T a2 

Fig. 524 e. in ihre achsialen und transver-
salen Teile (ta3 uhd ta2) vorge

nommen. Der Kraftzug K 3ta3 P 3aP2ata2 K 2 schneidet jetzt auf den 
Strahlen OII! und OII die wirklichen Spannungen S 3a und S 2a ab, 
welche die Stabe 3 und 2 im Gelenke C haben. 

Ebenso wurden die anderen Spannungen korrigiert. Der zwischen 
OI und OII liegende Kraftzug K 2tB2P2BP1BtmK1 schneidet auf 
OII und OI die wirklichen Spannu.llgen S 2B und SlB im Gelenke B ab. 

Die Spannung des Stabes 2 ist also nicht IlO, sondern S 2B in B 
und S2a in O; letztere ist groBer, und zwar um die ganze achsiale Trag
heitskraft S2Bll + II S2~. 

Von den vier Staben des Gelenkvierecks sind also nicht vier Span
nungen zu suchen wie in der Statik, sondern die doppelte Anzahl infolge 
der Beschleunigungs:iriicke. 

Durch diese Korrektur der Spannungen werden jedoch die bereits 
ermittelten Gelenkdriicke in keiner Weise beriihrt. Man kann dies aus 
Fig. 524d entnehmen. Durch die Korrektur andert sich hier die Spannung 
IVO in s4A> weil die Tragheitskraft in A nicht T A4> sondern tA4 ist und 
jener Teil von T A 4 wegfallt, der in die Richtung des Glierles 4 fallt. 
Dadurch wird der Gelenkdruck in A: 

a A :::c: P4A + tA4 + K4 + s4A• 

also ebenso groB wie 

GA = p4A + TA4 + K4 + 4. 
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Man erkennt dies auch aus der Dberlegung, dafi das Glied 4 fiir sich 
im Gleichgewichte ist, wenn man in A und D die Gelenkdriicke GA und 
Gn anbringt, die durch die Spannung in 4 nicht beriihrt werden, da 
diese Spannung nicht geschnitten wird. 

294. Spannungen und Gelenkdriicke im allgemeinen Kurbelgetriebe. 
Durch die Feststellung eines der vier G!ieder im frei beweglichen Ge
lenkviereck Fig. 524 entsteht das Kurbelge-

c triebe Fig. 525 1 ). Hier ist das G!ied 4 das 
Grundglied des Getriebes. Seine Geschwin-
<ligkeiten und Beschleunigungen sind null, ad 
also auch die Trăgheitskrăfte TA, T D und 0 

K 4• Von den ăufieren Krăften sollen nur 

b 

Fig. 525a. 

Fig. 525. l!'ig. 525b. 

\ 
\ 

\ 

mehr. Pw, P40, P4n, P3A in Betracht kommen; hierdurch wird der 
Kraftplan wesentlich vereinfacht. 

Die Zeichnung des Geschwindigkeitsplanes 525a und des Beschleu
nigungsplanes 525b kann als bekannt vorausgesetzt werden. Die Ver
teilung der Massen nach statischen Gesetzen auf die Punkte A, B, C, D, 
sowie die Zeichnung der Trăgheitskrăfte TB, T 0 ; K 1, K 2, K 3 erfolgt 
ebenso wie in 292. 

Fig. 525c zeigt den dynamischen Kraftplan. Zuerst wird das Polygon 
der bekannten ăufieren Krăfte und der Trăgheitskrăfte gezeichnet, 
und zwar: 

Tc3 + P3c + Tc2 + TB2 + PlB + TBl· 
Sodann wurden die Trăgheitskrăfte Kv K 2 , K 3 eingezeichnet und 

durch ihre Endpunkte I, II, III die Parallelen zu den Stăben 1, 2, 3 
gezogen; sie miissen sich in einem Punkt O treffen. 

1) Die Bezeichnungen der Gelenke sollen vorlăufig die gleichen bleiben wie 
in Fig. 524; spăter wollen wir die festen Drehpunkte wieder mit deutschen 
Buchstaben bezeichnen. 
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In Fig. 525 wurde angenommen, daB A ein festes, D ein verschieb
bares Gelenk ist; d.ie Kraft P4A ist dann der noch unbekannte Gelenk
druck in A, die Kraft P4D der zur Gleitbahn von D normal stehende 
A uflagerdruck. 

Zieht man also im Kraftplan durch den Anfangspunkt von Tc3 

die Senkrechte zur Gleitbahn, durch O die Parallele zum Stabe 4, so 
erhălt man den Auflagerdruck Pw und die Spannung 8 4 . Der Kraftzug 
wird endlich durch den Gelenkdruck P4A geschlossen. 

/

s"_____ _.../ •. //l-. 
-------------- ./·· re\.\ 

/ •. / 'J2s 

TC3 .. / ~8~2 
/ .. / Ga \ 

SJD - /(J / •. / .. / 2 

Fig. 525c. 

Um sich zu iiberzeugen, ob die Kr~ifte K mit dem richtigen Sinn 
in den Plan eingetragen wurden, beachte man die Gleichgewichtspolygone: 

fiir das Gelenk B: 

P 1B + Tm + K 1 + l + 2 + K 2 + TB2 -~O; 

fiir das Gelenk C: 

P3c + 'l'c2 + K2 + 2 + 3 + K3 + Tc3 =O; 

.fur das Gelenk D : 

P 4D + K 3 + 3 + 4 __ O; 

fiir das Gelenk A: 

p4A + 4 + l + Kl - o. 
Hierin sind l, 2, 3, 4 die unkorrigierten Spannuugcn OI, ()]J, ?.TDI, 

8 4 in den vier Stăben. 
Um die Gelenkdriicke zu bestimmen, beachte man, dal3 im Geleuke B 

die Krăfte P1B, TB1, l und Kv die auf die Stange l wirken, mit den 
Krăftcn T B 2, 2 und K 2, die auf die Stange 2 wirken, Gleichgewicht halten 
und daB jede dieser beiden Kraftgruppen den Gelenkdruck G B zur Mittel
kraft hat. 
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Es ist also 

und ebenso 

G B = p 1B + TEl + Kl + l 
G B -- 2 + K2 + T B2> 

welche zwei Polygone im Kraftplan vorkommen. 
Im Gelenke C miissen die Kraftgruppen Pac' Tca, Ka und 3, auf die 

Stange 3 wirkend, und T 02 , 2 und K 2, auf die Stange 2 wirkend, mit
einander Gleichgewicht hal ten; jede der beiden Gruppen hat den Gelenk
druck 0 0 zur Mittelkraft; es ist 

und auch 
Cl o -- 3 + K a + T ca + Pac 

G0 _ T02 + K 2 + 2. 
Ebenso findet man aus dem Kraftplan die noch fehlenden Gelenk

driicke 
Gn_K3 +3, Gnc:=4+Pw; 

GA :ce p4A + 4, GA = 1 + Kl. 
Da ttuch jeder Stab fur sich im Gleichgewichte ist, so miissen îolgende 

Polygone im Kraftplan zu finden sein: 

Stab 1: GB + P 1B + TBl + GA :c= O, 

Stab 2: 0 0 + T 02 + TB2+GE"';c0, 

Stab 3: Gn + T 0 a + Pac+ 0 0 --'-' O, 

Stab 4: GA + P 4A + P 40 + Gn=O. 

Dabei sind die Gelenkdriicke an den Gelenken jedes Stabes als 
iiuBere Krăfte angebracht worden; die Krăfte K konnten weggelassen 
werden, da sie an jeder Stange paarweise auftreten. 

Der Kraftplan zeigt schlieBlich noch die Korrektur der Spannungen, 
die in 293 erlăutert wurde. Jeder Stab hat zufolge der Trăgheitskrăfte 
an seinen Enden verschiedene Spannungen. Man erhălt diese, wenn 
man die Trăgheitskrăfte T auf die Richtungen der unkorrigierten Span
nungen l, 2, 3, 4 projiziert. So findet man durch Projektion der Trăg
heitskraft TEl auf die Spannung 1 die Spannungen slA und s1B an 
den Enden A und B des Stabes l. Projiziert man ferner die Tragheits
krăfte T B 2 und T 02 auf die Spannung 2, so erhălt man die Spannungen 
S2B und S 20 an den Enden B und C des Stabes 2. In derselben Weise 
findet man die Spannungen S3C und San des Stabes 3. Der Stab 4 hat, 
da er keine Bewegung besitzt, auch keine Trăgheitskraft; hier sind 
deshalb die Spannungen an beiden Enden A und D die gleichen, nam
lich S 4 . 

295. Spannungen und Geienkdriicke der geschrankten Schnbkurbel. 
Die Spannungen und Gelenkdriicke in dem vielbeniitzten Kurbelgetriebe 
hat man bisher fast ausschlieBlich auf dem Wege der Rechnung zu 
bestimmen gesucht und hierbei eine Reihe von vereinfachenden An
nahmen machen miissen. Mit Hilfe der graphischen Dynamik kann diese 
Frage ohne jede Vereinfachung oder Vernachlassigung vollkommen 
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strenge beantwortet werden. (F. Wittenbauer, Dynamischer Kraft
plan des Kurbelgetriebes, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1906.) 

Fig. 526 zeigt ein allgemeines oder geschrănktes Schubkurbelgetriebe; 
A ist ein festes Ge~enk, 1 oder AB die Kurbel, an we~cher der gegebene 
Widerstand Q (statt P1B) in B angreifen wiirde. Der Lenker 2 oder BC 
verbindet den Kurbelzapfen B mit dem SchiebAr (Kreuzkopf), der eine 

Fig. 526. 

geradlinige Translation ausfiihrt und durch das Gelenk C mit der Ko1ben
stange 3 verbunden ist, an der die Triebkraft P (statt P 3o) angreift. 

Die Geschwindigkeit vB sei gegeben; wie man aus ihr, den gleichfalls 
gegebenen Krăften P und Q und den gegebenen Massen der G:ieder 
die Beschleunigung bB findet, wurde bereits in 286 gezeigt. Sie ist 

a1so als bekannt anzusehen. Es sollen 
die Spannungen in der Kurbel l, dem 
Lenker 2 und der Ko:benstange 3, 
sowie die Gelenkdriicke in A, B und 
C konstruiert werden. 

Fig. 526a, b zeigen den Geschwin
digkeits- und Beschleunigungsplan, dessen Konstruktion in 79a, b vor
gefiihrt wurde. 

Fig. 526a. Fig. 526b. 

Die Massen Mv M 2, Ma der drei Glieder sind nach dem Schwer
punktsgesetze auf die Gelenke zu verteilen, und zwar M 1 in MA 1 und 
Mm, M 2 in MB2 und M 02 ; die Masse Ma, die nur Translation besitzt, 
ist ganz in C zu vereinen. Es sind dann die Massen der Ersatzpunkte: 

mB = Mm + MB2' mc = Mc2 +Ma 
w1d die Trăgheitskrăfte dieser Ersatzpunkte: 

TB = -mBbB =- (Mm + MB2)bB = Tm + TB2' 
Te=- mcbc =- (Mc2 + Ma)bc = Tc2 +Ta; 

ihre Richtungen sind den Beschleunigungen bB und b0 entgegengesetzt. 
Die in Form von Kraftpaaren auftretenden Trăgheitskrăfte K sind: 

fiir die Kurbel A B: 

fiir den Lenker B C: 
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sind S1 und S 2 die Schwerpunkte von Kurbelnnd Lenker, so bedeutet 

r 1 =-ASv r2 = S 1 B, r = r 1 + r2 = AB; 

l1 = BS2 , l2 = S20, l = l1 + l2 = BO; 
i 1 und i 2 sind die Trăgheitshalbmesser von Kurbelnnd Lenker fiir deren 
Schwerpunkte. rl1, ll2 sind die Tangentialbeschleunigungen tnA von 
B gegen A, ten von O gegen B. Nach Fig. 526b ist 

- -
tnA=-fJofJ, tan--roY· 

Der Drehnngssinn der Kraftpaare K 1 in A und B, K 2 in B und O 
ist iibereinstimmend mit jenem von tnA um A nnd von ten um B. 

In Fig. 526 wurden in A, B und O die Trăgheitskrăfte T nnd K 
eingezeichnet. 

Von den Auf!agerdriicken in A und O ist ersterer A (statt P4A nach 
den Bezeichnnngen in Fig. 525) von unbekannter Richtnng und Gri:iBe, 
hingegen O (statt P4D) zwar von unbekannter Gri:iBe, aber normal zur 
Fiihrung. 

Um den dynamischen Kraftplan (Fig. 526c) zu entwickeln, beniitze 
man zuerst das Gleichgewicht des Ge~enkes O; hier stehen im Gleich
gewicht die ăuBeren Krăfte P 
und O mit der Spannnng 8 2 

des Lenkers nnd den Trăg- p 
1~~~--~~~~~------~---,0 heitskrăften T 0 nnd K 2. Man ··-··-··-.. , ··-..... G 

zeichnet maBstăblich 01 = P, -ac-··C..... .. _ ·-,a 
'',,,··-12::.::: T 3, 23 c...: T 02 , 3a "' K 2 ; 

zieht sodann durch a die Par- '',,,, 
allele zu B O und durch O 
die Parallele zu. O bis zum ',)/ 
Schnittpnnkt 7 der beiden Ge
raden; dann ist a'i = S2 und 
76 •• O. 

Fig. 526<'. 

c 

Sodann beniitzt man das Gleichgewicht des Gelenkes B; hier halten 
Gleichgewicht die ăuBere Kraft Q, die Spannungen 8 1 der Kurbel 
und S 2 des Lenkers mit den Trăgheitskrăften T B• K 1 und K 2. 

Man kniipft an den friiheren Kraftzug an; es ist jetzt 7 a "= S 2, 

a3=K2; hier fiigt man hinzu 34::.:. TB2> 45= TBl> "5t:L=Q, 6a==Kl, a.-i= sl. 
Das Gleichgewicht des Gelenkes A endlich wird durch die ăuBere 

Kraft A, die Trăgheitskraft K 1 nnd die Spannnng S1 erhalten. Dem 
entspricht der Kraftzug 67 a6, wodurch auch A:._::. 67 gefunden ist. 

Damit sind zunachst die beiden Auflagerdriicke A und O bestimmt. 
Die Spannungen 8 1 und 8 2 bediirfen noch einer Verbesserung, die mit 
der Verteilnng der Trăgheitskrăfte iiber die Stăbe zusammenhăngt, 
wie in 293 auseinander gesetzt wurde. Die Spannung S2 ~-= 7 a im Lenker 
ist nur nnter der Annahme gefnnden worden, daB die Masse M 2 des 



490 Der augenblickliche Bcwegungszustand. 

Lenkers in die Gelenke B und C verteilt ist, der Lenker selbst aher 
keine Masse besitzt. In Wirklichkeit hat der Lenker in jedem Quer
schnitte eine andere Spannung; nennt man die Spannungen an den Enden 
B und C des Lenkers S 2n und 8 20, so erhalt man diese, wenn man die 
Punkte 2 und 4 auf die Richtung von 8 2 projiziert; es ist dann 

1 b = S 2n, 1 c - -- S20, 

da diese beiden Spannungen sich um die achsialen Teile cler Triigheits
krafte 34 = T n 2 und 23 = T 02 voneinander unterscheiden. 

Aus gleichen Griinden ist die friiher gefundene Spannung 8 1 nur jene 
im Gelenke A, also 

7a == S1A, 

wăhrend die Spannung am anderen Ende bei B 

7{3 = slB 

gefunden wird, wenn man die Tragheitskraft 45 = T Bl auf die Richtung 
der Kurbel projiziert. 

Um die Gelenkdriicke in B und C zu bestimmen, beachte man, daf3 
im Gelenke B die Krafte 8 1, Kv Q und T Bl der Kurbel Gleichgewicht 
halten mit elen Krăften 8 2, K 2 , TB2 des Lenkers; jede dieser zwei Gruppen 
hat den Gelenkdruck GB zur Resultanten. 

Es ist also 

und auch 

also 

Gn = 45 + 56 + 6a + a7 -J_'Bl + Q + K 1 + 8 1 

Gn -- 7a + a3 + 34 = 8 2 + K 2 + TB2, 
--- -~ 

Gn =-' 47 und 7 4. 

Im Gelenke C halten die Krăfte 8 2 , K 2, T 02 Gleichgewicht mit den 
Krăften P, C und T3 ; jede dieser beiden Gruppen hat den Gelenkdruck 
G0 zur Resultanten. Es ist 

und 

also 

G0 -= 70 + 01 + 12- C + P + 7'3 

G0 = 23 + 3a + a7 - T 02 + K 2 + 8 2 , 

G0 -72 und 27. 

Eine Korrektur der Gelenkdriicke durch die korrigierten Spannungen 
ist nicht notwendig (vgl. 293, SchluB). 

Auch die ăuBeren Krăfte P, Q, A und C miissen mit deu TragheitH
krăften Tund K im Gleichgewichte stehen; beim Zeichnen des Polygon>l 
ki.innen iibrigens die Krăfte K fortgelassen werden, da sie nur im Kraft
paar auftreten. Es ist also in :Fig. 526c 

01 + 12 + 23 + 34 + 45 + 56 + 67 + 70 o 
oder P + T 3 + T 02 + T n 2 + TEl + Q + A + C "'-- O. 

Eine andere Li.isung der hier gestellten Aufgabe findet man in R. Laud, 
"Der Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplan fiir Mechanismen", 
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Zeitschrift d. Ver. deutsch. Ing. 1896, und in A. PriHl, "Zur Dynamik 
des Kurbelgetriebes", Zeitschr. f. Math. u. Physik, Bd. 61, 1913. 

296. Spannnngcn nnd Gelcnkdriickc in dcr Knrbelschleife. Dieses 
Getriebe (Fig. 527) besteht aus der rechtwinklig gebogenen Stange 2, 

Tz 

R 

Q 

f(, 

Fig. 527. 

die um das feste Gelenk 58 drehbar ist; auf ihr verschiebt sich eine Hiilse 
C, die durch den steifen Arm CA oder 3 in A mit der Kurbel1 gelenkig 
verbunden ist. 1ll ist das feste Gelenk dieses Gliedes 1. Gegeben ist die 
zur Kurbel senkrechte Triebkraft Pin A und der Widerstand Q, cler senk
recht zur Fiihrungsstange 2 wirken moge, 
ferner die Geschwindigkeit vA. 

·wie man aus cliesen Angaben und den 
Massen des Getriebes dessen Beschleunigungs
zustand ermittelt, hat der Abschnitt XXVI: 
Dynamik des Getriebes gezeigt. Hier 
soll vorausgesetzt werden, daB die Beschleuni
gung bA bereits gefunden ist. 

Fig. 527 a zeigt den Geschwindigkeitsplan, 
ausgehend von o a ce- VA· Es sei E jener Punkt 
des Gliedes 2, der augenhlicklich mit A zu
sammenfăllt. Dann hewegt sich E gegen A 

c 

b 
a 

in Richtung der Fiihrungsstange 2; macht o·~---------'e 
man also oe _L Q1E und ac '12, so ist ihr 
Schnittpunkt der Geschwindigkeitspunkt e. 

Fig. 527a. 

Ist ferner B jener Punkt der Stange 2, der augenblicklich mit dem 
Mittelpunkt C der Hiilse zusammenfăllt und zieht man ob _L 58 B, 
eb ...LE B, so ist der Schnittpunkt der Geschwindigkeitspunkt b; er 
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liegt also auf ea. Endlich bewegt sich A gegen E gen au so wie C gegen B; 
macht man also bc ce-= ea, so ist auch der Geschwindigkeitspunkt c ge
funden. 

Im Beschleunigungsp~an (Fig. 527b) geht man von na- bA aus 
und sucht daraus bE nach der G:eichung 

bA= bE + br + bz 
(vgl. 203, Gieichung 134). 

Die Zusatzbeschleunigung bz = 2vrw2 wird aus der relativen Ge
schwindigkeit von A gegen E: Vr =ea zu ermitteln sein; man trăgt 
vE= E E1 ~ oe auf und verbindet E1 mit 5B; dann ist (Fig. 527) 

br 

tg (E5BE1) = W2, 

Fig. 527b. 
·> 

Y d. i. die Winkelgeschwin
digkeit des Gliedes 2; 
macht man nun \Bp = vr 
=ea und zieht pq..L !SE, 
so ist pq = vrw2 = t bz. 
Dreht man vr um 90° im 
Sinne von w2 , so erhălt 

man die Richtung von bz. 
Man macht ea=bz = 2 pq 
und zieht in e die Paral
lele zur Fiihrungsstange 2, 
dann muB in ihr die rela
tive Beschleunigung br von 
A gegen E liegen und so
mit auch der Beschleuni
gungspunkt s. 

Ist ferner 

vpz oe" . 
nE= __ ; - = =c-=-- m Richtung E 5B 

E '13 E '13 
und EoE ..L ns0 , so ist s0 s eine zweite Gerade, in der s liegen nmB; da
mit ist s und br :- se gefunden. 

Der Beschleunigungspunkt {J ergibt sich aus der .Ă.hnlichkeit 
n{JE (/) '13BE; 

da sich nun C gegen B genau so bewegt, wie A gegen E, so ist auch 

bc: bB + br + bz, 
worin br und bz dieselben Werte haben wie friiher. Fiigt man diese beiden 
Beschleunigungen in {J an, so erhălt man schlieBlich den Beschleunigungs
punkt y. Die vier Punkte a, y, {J, s bilden also ein Parallelogramm, wăh
rend die vier Geschwindigkeitspunkte a, c, b, e auf einer Geraden liegen. 

Der Schwerpunkt des Gliedes 2 liege in S. Seinen Beschleunigungs
punkt a erhălt man aus der .Ă.hnlichkeit 

ns{Ja (/)!SE BS, 



Die Ermittl. d. Spannung. n. Gelenkdriicke i. ein. bew. kinemat. Kette. 493 

und na _ b8 ist die Beschleunigung des Schwerpunkts. Ist M 2 die Masse 
des Gliedes 2, so ist, da dieses Glied eine Dauerdrehung um \B macht, 
dessen Trăgheitskraft 

Tz--Mzbs; 
sie ist parallel und entgegengesetzt b8 , geht jedoch nicht durch S, sondern 
ist vom Drehpunkt \B nach auBen geruckt (vgl. 101) und geht durch 
den Schwingungsmittelpunkt des Gliedes 2. 

Das Glied 2 ist vier Krăften ausgesetzt: dem Widerstande Q, der 
Trăgheitskraft T 2, dem Hulsendrucke D und dem Auflagerdrucke \B. 
Da die beiden ersten bekannt sind, sucht man ihre Resultante R (siehe 
auch Fig. 527 c) und bringt sie zum Schnitte mit D; durch diesen Schnitt
punkt geht \B. Damit sind aber D und \B bestimmt. Im Kraftplan ist 

1'2 + Q + \B + D O. 
Um nun die ubrigen Gelenkdrucke und die Spannungen zu bestimmen, 

verteilt man die Massen M 1 und M 3 der Glieder 1 und 3 nach dem Schwer
punktsgesetze auf die Punkte A, ~( und C. Die Ersatzmassen sind dann 

mA= MAl+ MAa' ma= Ma3 
und die Trăgheitskrăfte in A und C: 

TA -mA bA=- (MAl+ MA3) bA= TAl + TA3' 
Ta -maba = -Ma3ba. 

Die Trăgheitskrăfte K 1 und K 3 werden, wie fruher, nach der Glei
pq-i2 chung 99: K = m lÂ - ---- -

l2 
berechnet und die Kraftpaare K 1 und K 3 im Sinne der Winkelbeschleu
nigungen .l.1 und .l.2 ange
bracht, da die Glieder 2 und 
3 g~eiche Winkelbeschleuni
gung besitzen. Die Tangen
tialbeschleunigungen l.l. wer
den aus Fig. 527 b ent
nommen. 

Sodann wurden im dy
namischen Kraftplan Fig. 
527c folgende Gleichgewichts
polygone gezeichnet: 

Ge~enk A: 

sl + Kl + T Al + P + T A3 
+ K 3 + S3 .'-cco, 

worin S1 ·~OI, S3= IITO die 
unkorrigierten Spannungen 
in den Stăben 1 und 3 sind; 

Punkt C: S 3 + K 3 -+- Ta-+- D --- O, 

I 
Fig. 527 c. 
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wodurch cler Fiihrungsdruck bestimm t ist; 

Gelenk 2!: 2r + K 1 + S1 -O, 
womit cler Auflagerdruck bestimmt ist. 

Um elen Gelenkdruck G A zu bestimmen, beachte man, dal3 in A die 
Kraftgruppe T A 3, K 3, S 3 Gleichgewicht hălt mit cler Gruppe S 1, K 1, 

TAI> P, und jede dieser beiden Gruppen elen Gelenkdruck CJA erzeugt; 
es ist also GA = 7'A3 + K 3 + S3 

und auch GA = S1 + K 1 + 'l'A1 + P. 
Die Korrektur cler Spannungen S 1 m1d S3 erfolgt endlich, wcnn man 

TAI auf OI und T A 3 auf O III projiziert; dann ist S 1A die Spannung 
im Gliede l bei A, S 3A die Spannung im Gliede 3 bei A; hingegen OI 
die Spannung im Gliede l bei 2{ und D die Spannung im Gliede 3 bei C. 

297. Spannungen und Gelenkdrlicke in einem sechsgliedrigen Getriebe 
mit zwei Dreiecksgliedern. Das Getriebe Fig. 528 besteht aus dem 

t('" 
3 

Fig. 528. 

lf: 

Grundgliede O, den Stangen l, 4, 5 und den Dreiecksgliedern 2 und 3. 
2{ ist ein festes Gelenk, 58 ein auf horizontaler Gleitbahn verschieb
bares Gelenk. 

Gegeben sind die Triebkraft P in A und der Widerstand Q in D, 
ferner der Geschwindigkeitszustand und die 1\'Iassenverteilung. 

Nach elen Grundsătzen des Abschnittes XXVI, Dynamik cleR 
Getriebes, kann der Beschleunigungszustancl ermittelt und soli als 
bereits gefunclen vorausgesetzt werden. 
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Die Ennittlung des Geschwindigkeitsplanes Fig. 528a aus vA und des 
Beschleunigungsplanes Fig. 528 b aus bA macht keinerlei Schwierigkeiten 
und soll deshalb nicht weiter erortert werden. 

Die Massen der fiinf bewegten G!ieder werden nach dem Schwer
punktsgesetze auf die Ge!enke verteilt; es ist 

Ml = M2l1 +MAl' M2 = Mm2 + MB2 + Me~' 
M3 = MA3 + Mm + ME3' M4 = MD4 + 1WE4' M5 = Me5 + MD5· 

d 

c 

v -------

a 

Fig. 528a. 

Dann sind die Ersatzmassen in den bewegten Gelenken: 

mA= MAl+ MA3' mB = MB2 + MB3' 

me = Me2 + Me5' mn = MD4 + MD5' mE = ME3 + ME4 

und die Triigheitskrăfte dieser Massen: 

TA ~-mAbA =-(MAl+ MA3)bA = TAl + TA3' 

TB=::-mBbn =- (MB2 + MB3)bB = TB2 + Tn3, 

Te- -ma be =- (Me2 + Me5) be = 'l'e2 + Te5' 

Tn=:-mnbJJ =- (MD4 + MJJ5)bn = TD4 + Tn5, 

TE~-- mE bE =- (ME3 + ME4) bE = TE3 + TE4· 

Die Triigheitskriifte K der Stangen und der in je drei Stangen auf
gelosten Dreiecksglieder sind in derselben W eise zu bestimmen, wie dies 
bei dem Getriebe mit einem Dreiecksgliede (288) an diesem ausfiihrlich 
erortert wurde. 

Beim Entwurf des dynamischen Kraftplanes (Fig. 528c) empfiehlt 
es sich, zuerst die Krăfte K unbeachtet zu lassen und nur die Trăgheits
krăfte T einzufiihren; nachher kann dann der Kraftplan durch Einfiigung 
der Krăfte K ergănzt werden. 

Im Kraftplan wurden zuerst die bekannten Krafte Te, Q, Tn, Tn, 
'l'E, TA' P in dieser Reihenfolge aneinander gefiigt und sodann fiir 
die Gelenke folgende Gleichgewichtspolygone gezeichnet: 
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Gelenk D: Q + TD + K 4 + 4 + 5 + K 5 :c-:c0; 
Gelenk E: TE+ Kt' + 3"' + 3" + K 3" + 4 + K 4 . O; 
Gelenk A: TA + P + K 1 + 1 + K 3' + 3' + 3"' + K 3"'- O; 
Gelenk G: T 0 + K 5 + 5 + K 2"' + 2"' + 2" + K 2" ·.··· 0: 
Gelenk B: TE+ K 3" + 3" + 3' + K 3' + K 2' + 2' + 2"' + Kt' 
Gelenk 18: K 2" + 2" + 2' + K 2' +O+ Q..1 _O; 
Gelenk \2{: O+ 1 + K 1 + ~{ O. 

:Fig. 528C'. 

O· 
' 

In diesen Gleichungen bedeuten O, 1, 4, 5 die Spannungen in den 
stabformigen Gliedern, 2', 2", 2"' und 3', 3", 3'" die Spannungen in 
den Seiten der Dreiecksglieder. Die Gleichungen fiir die Gelenke D, E, 
A, C und 18 enthalten je zwei unbekannte Krăfte, die fiir die Gelenke 
B und 12{ je eine unbekannte Kraft. 

Die Spannungen eines Dreiecksgliedes, z. B. 2', 2", 2"', haben im 
Kraftplan einen Punkt gemein (Eigenschaft des reziproken Kraftplans). 
Alle Krăfte und Spannungen kommen nur einmal im Kraftplan vor, 
mit Ausnahme von TE> K 4 und 4. Dies hăngt damit zusammen, dal3 
TE im Innern der kinematischen Kette angreift (vgl. 240). 

Zieht man im Kraftplan die Linien 
3A := 3' -f- 3"', 3E :·~: 3" -f- 3', 3E c·.· 3"' -f- 3", 

so erhălt man die Gesamtsparmungen des Gliedes 3 in seinen Ecken 
A, B, E. Bringt man diese Spannungen in A, B, E an, so miissen sie 
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sich in einem Punkt u treffen. Dasselbe konnte auch mit dem Gl'ede 2 
durchgefiihrt werden. 

Die Ermittlung der Gelenkdriicke soll fiir die Gelenke A und E 
gezeigt werden. 

Teilt man die Trăgheitskraft TA in die Teile T Al und T A 3, so steht 
in A die Kraftgruppe T Al• P, Kv 1 im Gleichgewicht mit der Gruppe 
K 3', 3', 3'", Ks"', T A 3 ; jede dieser beiden Gruppen hat den Gelenk
dmck GA zur Resultanten. 

Ebenso ist im Gelenke E: 

GE -~ T R~ + K3"' + 3'" + 3" + Ks" 
und auch GE =: 4 + K4 + TE4· 

Das Gleichgewicht der auBeren Kriifte und der Trăgheitskrăfte ist 
durch das Polygon gekennzeichnet: 

T c + Q + 'I'n + T B + TE + TA + p + ~ + 5S c:= O. 

Eine Korrektur der Spannungen wurde in Fig. 528c nicht vorge
nommen, da die Gelenkdriicke hiervon nicht beriihrt werden. Wollte 
man diese Korrektur noch vornehmen, so hătte sie nach 293 zu ge
schehen. 

298. Die Wichtigkeit von Zahlenbeispielen. Sobald der Studierende 
die Theorie des hier vorgetragenen Gegenstandes griindlich beherrscht, 
muB es ihm dringend empfohlen werden, Beispiele mit selbstgewăhlten 
Zahlen (Abmessungen, Gewichte, Trăgheitsmomente) durchzukonstru
ieren. Die einwandfreie Losung solcher Zahlenbeispiele als Anwendung 
der Theorie zu finden, ist nămlich nicht so einfach, wie es auf den ersten 
Blick erscheinen mag. Die Zahlen erfordern neue Dberlegung und groBe 
Aufmerksamkeit; zunăchst soli ihre Wahl stets mit Riicksicht auf die 
Moglichkeit der Ausfiihrung getroffen werden, was den Blick fiir die 
tatsăchlichen Verhăltnisse iibt; sodann aher ist das Rechnen und Kon
struieren mit den verschiedenen MaBstăben, dem Geschwindigkeits-, 
Beschleunigungs- und KraftmaBsta be mit groBter V orsich t vorzunehmen 
und unausgesetzt zu iiberpriifen; auch die Ermittlung des Drehungs
sinnes der Winkelbeschleunigungen der Glieder kann nur mit Hilfe 
von Zahlenbeispielen, die jeâe bequeme Willkiir ausschlieBen, geiibt 
werden. Der Anfănger wird staunen, welch reiche Gelegenheit zu 
Irrtiimern und Fehlern sich hier vorfindet. 

Im folgenden soll gezeigt werden, in welcher W eise solche Beispiele 
durchzufiihren sind. 

299. Zahlenma8ige Bestimmung der Spannungen und Gelenkdriicke 
einer geschrankten Schubkurbel. Fig. 529 stellt eine geschrănkte Schub
kurbel dar, an deren Kreuzkopf B die Kraft P = 900 kg wirkt; der 
Widerstand am Kurbelzapfen A sei Q = 830 kg. 

Wittenbauer, Dynamik. 32 



498 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

Die Abmessungen und Gewichte sind: 

Kurbel: Am= r = 0,4 m, ASI= r2 = 0,22 m, slm = rl = 0,18 m. 
G1 = 40 kg; Tragheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt 8 1 : 

i 12 = 120 cm2• 

Fig. 529. 

Treibstange: AB = l = 1,60 m, AS2 = l1 = 0,7 m, S2B = l2 = 0,9 m. 
G2 = 120 kg; Tragheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt 8 2 : 

i 22 = 2800 cm2• 

Kolbenstange in B: G3 = 70 kg. 
Die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens A wurde mit vA = 4 mfsek 

angenommen. 
Zu bestimmen sind: die Normal- und Tangentialbeschleunigungen 

von A und B, die Gelenkdriicke in m, A und B, endlich die Spannungen 
in der Kurbel, in der Treibstange und in 

a der Kolbenstange. 
In Fig. 529a wurde der Geschwindig

keitsplan gezeichnet; als MaBstab wurde 
hierfiir gewahlt: 

Geschwindigkei tsmaBsta b: 
1 cm = 0,8 mjsek. 

Fig. 529a. Es wurde in der Originalzeichnung 
oa =: V A = 4 :qijsek = 5 cm gemacht und 

ob parallel zur Bewegungsrichtung von B, ferner ab ...1.. A B gezogen; 
dann ist vBA = ab = 2,76 cm = 2,20 mjsek. 

In Fig. 529b beginnt man den Beschleunigungsplan mit der Zeich-
vA2 (4 m/sek)2 

n A = - = ------ = 40 mfsek2• 
r 0,4m 

nung von 

Wahlt man den 
B e s c h leu ni g un g s m a B s ta b : 1 cm = 8 mjsek2, so wird 

n A = :Tttlo = 5 cm in Richtung von Am aufgetragen und durch ao die 
Gerade a senkrecht zu Am gezeichnet. 
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Nun geht man dazu iiber, den wahren Beschleunigungszustand der 
Schubkurbel zu bestimmen und beniitzt dazu das in 286 angegebene 
Verfahren. Man nimmt aJso in der Geraden a zwei beliebige Punkte 
an, z. B. a' und a" derart, daB die zugehorigen Tangentialbeschleu
nigungen 

tA'-a0a'= 10 cm = 80 mjsek2, tA"-=a0a"= 2 cm = 16 mjsek2 

werden; dann macht man 

- 1R1 - ·--,,.R ,; 
a !'o a !'o 

vBA 2 (2,20 m/sek)2 
- n = -_· = ···- = 3 02 mjsek2 =O 38 cm 

BA BA 1,6 m ' ' 

, 

./ 

/ 

/ 
,.l 

Fig. 529b. 

!3" 

und errichtet in {30' und {30" die Senkrechten zur Treibstange bis zu den 
Schnittpunkten {J' und {J" mit der Geraden b, die durch n parallel zur 
Bewegungsrichtung von B gezogen wird. 

Bevor man zur Konstruktion des dynamischen Kraftplanes iiber
geht, muB man die statischen Ersatzpunkte der Schubkurbel und die 
Trăgheitskrăfte bestimmen. 

G1 40 kg 
Die Masse M 1 =- = -- der Kurbel wird nach dem Schwer-g g 

punktsgesetze nach A und 'ill: verteilt und gibt die Ersatzmassen 

mA1 ~ M .!~~18 kg 
~ 1 40~ g' 

32* 
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_ M . 22 _ 22 kg. 
m'lll- 1 40 --g-' 

G 120 kg 
die Masse M 2 = - 2 = --- der Treibstange wird ebenso nach A g g 
und B verteilt und gibt die Ersatzmassen: 

m 49 = M . 90 = 67,5_k~ 
• ~ 2 160 g 

70 52,5 kg 
mB2 = M2 .160 = -- --i-; 

die Masse M 3 = G~ = 70 kg der Kolbenstange kann giinzlich in B 
g g 

vereinigt werden. Es sind also die Ersatzmassen 

85,5 kg 
mA= mAl+ mA2 = --g-- -, 

122,5 kg 
me=me2+ Ma=---g 

Die Beschleunigungen wurden aus der Originalzeichnung in folgenden 
Gri:iBen entnommen: 

na' =bA' = 11,22 cm = 89,76 mfsek2, 

na"= b./' = 5,40 cm = 43,20 mfsek2, 

nf3' = be' = 2,42 cm = 19,36 mfsek2, 

-f3i7_ b " n = B = 2,72 cm = 21,76 mfsek2 • 

Daraus ergeben sich die Tragheitskrăfte, vom Vorzeichen abgesehen: 

' ' 85,5 kg 
TA ==mA bA = 981- · 89,76 = 782,80 kg, , 

" " 85,5 kg 
TA ==mA bA = -- 9,8C · 43,20 = 376,70 kg; 

' ' 122,5 kg Te = me · be = -- 9,8-y- · 19,36 = 241,90 kg, 

T "=m · b "= ~2,15_k~ · 2176 = 27190 k 
B - B B 9,81 ' ' g. 

Die Krăfte K 1 und K 2 (Trăgheitskraft-Paare) sind nach Gleichung 
99 zu berechnen : 

also mit den friiheren Bezeichnungen: 

K - M ~r2_-i12 K - M t ~J!_z-i2~ 
1 - 1 tA r~ , 2 - 2 RA l2 ' 
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worm M _ ~~ lzg 
1- g 

ferner war: tA,= 80 mjsek2, tA"= 16 mjsek2 

und aus dem Beschleunigungsplan ist zu entnehmen: 
t BA,= (30' (3' = 10,05 cm = 80,4 mjsek2, 

tBA" =f30"{3"= 5,70 cm = 45,6 mjsek2 ; 

~ .., 
.d 

~ 
~ 

d g; 
O> .,., 

frl !>D 

.!:P ~ 
~ ~ 

"" "" ~ 
s e. 
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daraus ergibt sich 
K 1' = 55,49 kg, K 1" = 11,10 kg, 
K 2' = 137,48 kg, K 2" = 77,98 kg. 

Mit diesen Trăgheitskrăften wurde nun in Fig. 529c der dynamische 
Kraftp:an wie in Fig. 519c konstruiert. Als KraftmaBstab wurde ge-
wăhlt: 1 cm = 100 kg. 

Von O aus wurden maBstăblich TA' und T j' aufgetragen, daran 
TB' und TB" geschlossen und im Schnittpunkte von TA' mit TB', 
bzw. TA" mit T B" die Krăfte K 2' bzw. K 2" angefiigt. Dann wurden 
die Parallelen 2' und 58' zur Treibstange 2 und zum Fiihrungsdrucke 58 
gezeichnet, in ihremSchnittpunktKt' angefiigt und 1' parallel zur Kurbel 
bis R' gezeichnet; ebenso wurde R" gefunden. Diese Punkte R' und. R" 
liegen auf der Geraden, die durch O parallel zu Q gefiihrt wurde. 

Endlich wurde von O aus die Kraft P gezeichnet und in die zu 58 
und 2 parallelen Krăfte 58 p und 2 p zerlegt, ferner die Parallele 1 p zur 
Kurbel bis zum FuBpunkt Rp gezogen. Von Rp wurde 1{Rj, = Q 
aufgetragen und von dem derart gefundenen Punkte R aus die Parallelen 
zu 1, Kv 58, TB gezogen und der Anfangspunkt von TB mit O ver
bunden 

Dami t ist das Kraftpolygon 

TA+ TB + 58 + K 1 + 1 + Q + lp + 58p + P=O 
gefunden. Es ist: TA= 510 kg, TB = 62 kg, 58 = 92 kg, 58p = 387 kg, 
1 = 300 kg, 1p = 780 kg. 

Zieht man im Beschleunigungsplan Fig. 529 b durch n die Parallele 
zu TA' so erhălt man die gesuchte Beschleunigung bA des Kurbelzapfens 
und seine Tangentia:beschleunigung 

t =;;:""a= 5 4 cm = 43 2 mfsek2 • 
A-"""U ' ' ' 

ferner aus a iiber {J0 die Beschleunigung des Kreuzkopfes 

bB=nfJ = 0,47 cm = 3,76 mfsek2• 

In Fig. 529d wurde schlieBlich der dynamische Kraftplan in anderer 
Reihenfolge gezeichnet, wie dies schon in Fig. 526c erlăutert wurde. 
Zunăchst wurden 58 und 58p zusammengefiigt; sie geben den Fiihrungs
druck in B: 

58 + 58p = 70 = 479 kg. 

Ferner wurden die Trăgheitskrăfte TA und T B in ihre Teile zerlegt: 

TA= TAl + TA2• TB = TB2 + TB3; 
da die Beziehungen bestehen 

so folgt 

TA1 : TA 2 = mA1 : mA2 = 18:67,5, 

TB2: TB3 = mB2 : M 3 = 52,5: 70, 

TAJ =54 = 107 kg, TA2:=43 = 403 kg, 

TB2=:32 = 27 kg, TB3 :=21 = 35 kg. 



Die Ermittl. d. Spannung. u. Ge1enkdrucke i. ein. bew. kinem.at. Kette. 503 

Verbindet man den Punkt 7 mit den Teilungspunkten 4: und 2, so 
erhălt man die Gelenkdriicke in A und B: 

G A = 74 = 956 kg, GB = 72 = 983 kg. 
Ferner ist 

und 
der Gelenkdruck in ~. 

1a= lp + l, a6=:K1 

76 = ~ = 480 kg 

p 
~q-----------~---_-__ -_-,,/-~----------,0 

5 

,/ 
,/ 

Fig. 529d. 

Die korrigierten Spannungen in der Kurbel und in der Treibstange 
sind endlich:' 

Kurbelspannung in ~: 

" " A: 
Spannung der Treibstange in A: 

8 1'1! =ai= 487 kg Druck, 

8 1A =: 7{J = 562 kg Druck; 

S2A =: 7c = 980 kg Zug, 

s2B = b7 = 912 kg Zug. " " " " B: 

w 

p 

Fig. 530. 

300. Aufgabe. 

134. Von der in Fig. 530 gezeichneten Doppelkurbel sind folgende 
Abmessungen, Gewichte und Trăgheitshalbmesser gegeben: 
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l. Kurbel Am: 

AS1 = 0,35 m, S1 m = 0,25 m; G1 = 25 kg, i 12 = 400 cm2. 

2. Kurbel B5S: 

BS2 = 0,5 m, S2 5S = 0,4 m; G2 = 45 kg, i 22 = 600 cm2• 

3. Koppel AB: 

AS3 = 0,6 m, S 3 B = 0,4 m; G3 = 85 kg, i 32 = 960 cm2• 

4. Grundglled m 5S = 0,3 m. 

Die Tragheitshalbmesser beziehen sich auf die Schwerpunkte 
der Glieder. 

Normal zu Am wirkt in A die Triebkraft P = 3270 kg, 
normal zu B 5S in B der Widerstand Q = 1400 kg. Die augen
blickliche Geschwindigkeit des Kurbelzapfens A ist mit 

vA = 2 mfsek gegeben. 

Zu bestimmen sind: 

a) die Beschleunigungen bA und b B• ihre normalen und tan-
gentiellen Teile; 

b) die statischen Ersatzmassen in A und B; 

c) die Tragheitskrafte TA und TB; K 1 , K 2 m1d K 3 ; 

d) die Auflagerdriicke in m und 5!3, wenn m ein Gelenk, 5S ein 
Gleitlager ist; 

e) die Gelenkdriicke in A und B; endlich 

f) die Spannungen der drei Stabe l, 2, 3 an jedem ihrer Enden. 



XXVIII. Steum·ungen. 
301. Einîiihrung. Zum Abschlusse der ersten Hălfte dieses Buches, 

die sich ausschlieBlich mit Augenblickszustănden befaBt, sollen An
wendungen der bisher vorgefiihrten Theorie auf die Behandlung von 
einigen Steuerungsgetrieben mit und ohne Kulissen gezeigt werden. 
Dabei wurde an dem Grundsatze festgehalten, diese Steuerungen und 
ihre Krăfte J!Îcht maBstăblich richtig zu zeichnen, sondern derart, daB 
die durchgefiihrten Konstruktionen ein klares und anschauliches Bild 
ergeben. Dies gilt auch fiir die Massen der Glieder dieser Getriebe. 
Wollte man die Lăngen-, Kraft- und Massenverhăltnisse genau nach 
ausgefiihrten Steuerungen einhalten, so wiirde, da manche der Trăg
heitskrăfte dann sehr klein ausfielen, ein wenig iibersichtliches Bild 
entstehen, weshalb die Verzerrung der wirklichen Verhăltnisse vor
gezogen wurde. 

Es wird iibrigens leicht sein, die dargestellten Plăne zahlenmăBig 
richtig zu zeichnen, sobald die wirklichen Lăngen, Krăfte und Massen 
bekannt sind. 

Bei allen diesen Steuerungen wurde angenommen, daB die ăuBeren 
Krăfte und die Massenverteilung aller bewegten Glieder, a]so die GroBe 
ihrer Massen, ihre Schwerpunkte und Trăgheitsmomente gegeben sind 
und daB auf Grund dieser Angaben die Beschleunigung irgendeines 
Punktes dynamisch ermittelt wurde. 

Auf Grund der gegebenen Beschleunigung eines Punktes werden 
sodann im nachfolgenden die Geschwindigkeits- und Beschleunigungs
plăne, ferner die Spannungen und Gelenkdriicke, die Auflager- und 
J<~iihrungsdriicke, sowie die Kulissendriicke ermittelt. 

Die Korrektur der Spannungen, die in 293 gelehrt wurde, fand hier 
keine Beriicksichtigung, kann aher leicht ergănzt werden. 

In den dynamischen Kraftplănen wurden die GroBen der Trăgheits
krăfte T und K willkiirlich angenommen, da es sich, solange keine 
Zahlenwerte vorliegen, nur darum handelte, ein Bild des Zusammen
hanges aller Krăfte, Trăgheitskrăfte und Spannungen zu gewinnen. 

Die Entwicklung eines dynamischen Kraftplanes macht groBere 
Schwierigkeit als jene des statischen Kraftp!anes einer ruhenden Kon
struktion, da nicht nur von den gegebenen ăuBeren Krăften, sondern 
auch von den Trăgheitskrăften Tund K die Richtungen vorgeschrieben 
sind. Eine selbstăndige und sorgfăltige Behandlung der zum Schlusse 
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gegebel).en Aufgaben wird am besten lehren, wie diese Schwierigkeiten 
zu iiberwinden sind. 

Von Regeln, an die man sich im allgemeinen halten kann, seien 
nur folgende erwăhnt: 

l. Die Spannungen in den Umfangsseiten eines Vielecks-Gliedes 
miissen durch einen Punkt gehen. Z. B. Fig. 534 und 534c die Span
nungen 2', 2", 2"'; Fig. 543 und 543c die Spannungen 7', 7", 7"'. 

Fig. 531. 

2. Die Spannung n und die Trăgheitskraft Kn miissen aneinander 
gefiigt werden. Z. B. Fig. 531 c die Spannung 1 und die Trăgheitskraft K 1 ; 

die Spannung 3' und die Trăgheitskraft K 3'. 

3. Sind A und B die Gelenke an den Enden des Stabes n, so soll die 
Trăgheitskraft Kn in dem Punkte angesetzt werden, wo sich die Trăg
heitskrăfte TA und TE aneinander schlie13en. Z. B. Fig. 534 und 534c. 
Die Gelenke C und D werden durch den Stab 3" verbunden; wo sich 
T 0 und T D im Kraftplan treffen, wird K 3" angefiigt. 

Solange man im Entwerfen dynamischer Kraftplfi,ne noch keine 
Ubung besitzt, moge man damit beginnen, den Kraftplan mit Hinweg
lassung der Krăfte K zu zeichnen und sodann auf Grund dieses ersten 
Entwurfes den richtigen Plan mit Einfiigung der Krăfte K zu kon
struieren. 
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302. Die Klug-Steuerung. (Steuerung mit einem geradlinigen Dreiecks
glied ohne Kulisse.) Fig. 531 zeigt das Getriebe dieser Steuerung in 
schem.atischer Anordnung. Sll ist die Lagerung der Kurbelwelle, A der 
Mitte'punkt des Exzenters 1. Die Kurbel, deren Zapfen auf der Ver
langerung von SllA liegt, wurde nicht gezeichnet; ebenso die Kolbenstange, 
die in einer V ertikalen ii ber Sll sich be- el 
wegt. Der Lenker A O (Glied 3) der 
Steuerung i3t in O mit dem Lenker O D 
(Glied 4) gelenkig verbunden, der in D 
die Bewegung auf die Schieberstange 
DE (Glied 5) iibertrăgt. Diese wird 
parallel zur Kolbenstange gefiihrt. In 
B wird der Lenker an die Sch winge 
B \8 ( G:ied 2) ange-
schlossen, deren Dreh
punkt m festgestellt 
wird, dessen Stellung 
jedoch durch den um 
O drehbaren Arm O \8 
verăndert werden kann. 

Der Lenker A B O ist 
Fig. 53la. 

----------... _ 

F:g. 53lb. 

ein geradliniges Dreiecksglied. Aus Griinden, die hier nicht erortert 
werden sollen, liegen bei der Klugschen Steuerung Sll und O in einer 
zur Schieberrichtung DE senkrechten Geraden. In der Abbildung wurde 
O in allgemeiner Lage angenommen. Es ist 0\8 = BIJ3. 

Gegeben ist die Triebkraft P am Exzentermittelpunkt A, der Wider
stand. Q der Schieberstange in D und die Geschwindigkeit vA; die Er
mittlung der Beschleunigung bA erfolgt nach den Regeln der Dynamik 
des Getriebes (XXVI) und soli als hereits durchgefiihrt angenommen 
werden. Bekannt ist ferner die Verteilung aller Massen. 

Die aus vA und bA ermittelten Plăne 531 a, b wurden nach den be
kannten Regeln entworfen. Dabei ist zu beachten, daB 

A BO (/) abc (/) a{J y 
ist. 

Die Massen M v M 2, M 3, M 4, M 5 der bewegten Glieder wurden nach 
dem Schwerpunktsgesetze auf die Gelenke verteilt. Dabei wurde der 
Lenker A O in die beiden Glieder A B = 3' und B O = 3" geteilt. Es 
ist also 

Ml = Mm:l + MAl• M2 = Ml82 + MB2> 
Ma'= MAa' + MBa', Ma"= MBa" +Mea", 

M4 = Mc4 + MD4• Ms = Mns• 

und somit die statischen Ersatzmassen: 

mA= MAl + MAa', mB = MB2 + MBa1 + MBa", 

ma= Mea"+ Mc4• mn = MD4 + Ms. 
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Die Trăgheitskrăfte 

TA=-mAbA, Ts=-msbs, 'l'ecc-_-rnebe, 'I'n: -rnnbn 
sind entgegengesetzt den Beschleunigungen 

bA~na, bs''nf3, be- ny, bn=-:no, 
die aus Fig. 531 b zu entnehruen sind, anzubringen. 

Die in Paaren auftretenden Trăgheitskrăfte K sind nach Gleichung 99: 
"2 

K = M l}. PIP_2_~ 
l2 

zu bestiruruen und in den Gelenken anzubringen. 
Die Tangentialbeschleunigungen l). sind aus dem Beschlewligungs

plan zu entnehruen, ebenso der Drehungssinn der Winkelbeschleunigungen 
)., der mit jenem der K.raftpaare iibereinstirurut. 

Fig. 531 c. 

Uru z. B. die K.răfte K 3' in A und B richtig anzubringen, beachte 
ruan, dail iru Beschleunigungsplan {31ţ die Tangentialbeschleunigung 
tBA von B gegen A ist; denkt man sie in B angesetzt, so dreht sie umA 
iru Sinne des Uhrzeigers; dies ist auch der Drehungssinn des Paares K 3' 

und es ist l3 A3 = A-B · ).3 = P1 f3. 
Sobald die Trăgheitskrăfte 1' und K bekannt sind, kann der dyna

mische K.raftplan gezeichnet werden (Fig. 53lc). Er zerfăllt in folgendc 
Gleichgewichtspolygone: 

Gelenk C: Te+ K 3" + 3" + 4 + K 4 = O; Te= Te4 + 'l'e3"; 

Gelenk B: TB3" + TB3' + K 3' + 3' + TB2 + K 2 + 2 + 3" + K 3"= O, 
T B = T Ba" + T B3' + T B2· 

Aus dem Polygon des Gelenkes C werden die Spannungen 3" wul 4, 
aus jeneru des Gelenkes B die Spannungen 3' und 2 ermittelt. Die An-
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ordnung der Trăgheitskrăfte des Ersatzpunktes B 1m dynamischen 
Kraftplan wird noch spăter begriindet werden. 

Gelenk D: T n + K 4 + 4 + Q + ~ =O; 

hierin ist ~ nach cs;oo, d. h. senkrecht zur Fiihrung gerichtet und wird 
in der Fiihrung den Fiihrungsdruck CS:.:::: ~' sowie das Biegungsmoment 
SD ·DE hervorrufen. 

Gelenk A: TA + P + 1 + K 1 + 3' + K 3' ::-::O, TA = T A 3' + T Al; 

dieses Polygon liefert die Spannung l. 

Gelenk lll: ~( + K 1 + 1 =-O, 

Gelenk IB: IB + 2 + K 2 = O; 

diese beiden Polygone liefern die Auflagerdriicke ~( und IB. 
Um endlich die Gelenkdriicke in A, B und C zu bestimmen, teile man 

die TriigheitskriiJte in 

TA=TA 3'+ TAv Tn=Tm+ TB3"+ TB3', 
worin T n 2 von den beiden anderen Teilen abgesondert gezeichnet wurde, 

nnd T o =: T 04 + T 03". 

Dann ist der Gelenkdruck in A : 

(}A= TA! + p + 1 + Kl 
nnd aueh OA -- 3' + K/ + T A 3'; 

der Ge~enkdruck in B: 

On= Tez + K 2 + 2 

und aueh OB- 3" + K 3" + T B3" + T B3' + K 3' + 3'; 

der Gelenkdruek in C: 

O o '-" T 03" + K3" + 3" 

und auch 0 0 •··· 4 + K 4 + T 04 . 

Die Korrektur der Spannungen 1, 2, 3', 3", 4 kann nach den Grund
siitzen vorgenommen werden, die in 293 angegeben wurden. 

Das Gleichgewicht der ău13eren Krăfte und der Trăgheitskrăfte ist 
durch das Polygon gekennzeichnet: 

p + 12( + T B2 + IB + Q + Si) + T D + T o + T B311 + T B31 + TA= o; 
die Trăgheitskrăfte K konnten hierbei weggelassen werden. 

Die Klug-Steuerung wurde von I •. Burmester in seiner "Kine
matik" S. 735 in bezug auf die Wege und Geschwindigkeiten der Schieber
stange 5 mit Hilfe der gedrehten Geschwindigkeiten untersucht. 

Vergleiche auch die Arbeiten von Lewicki, Civilingenieur 1881, 
und von H. Ebbs, ,Die Klugsche Steuerung und verwandte Kon
struktionen", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1885; in letzter wird die 
Steuerung im Zusammenhange mit verwandten Steuerungen, jedoch 
ohne Untersuchung der kinematischen Verhăltnisse besprochen. 

Eine dynamische Untersuchung der Kl ugschen Steuerung lag bisher 
nicht vor. 
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303. Steuerung von E. Frikart. (Steuerung mit vier Dreiecksgliedern 
ohne Kulisse.) Fig. 532 zeigt die Anordnung einer langsam laufenden 
Steuerung fiir Dampfmaschinen nach E. Frikart, und zwar flir den 
Hochdruckzylinder. Der Antrieb erfolgt vom Exzenter A~ (Glied 1), 
an das in Ader starre Winkel BAG (Glied 2) gelenkig angeschlossen ist. 
Von B fiihrt die Stange BM (Glied 5) zu den starren Winkeln 9RM N 
(Glied 6) und N KJ (Glied 7), und vom Gelenke J mittels der Stange 

Fig. 532. 

8g L g ~ 
~ 

Ein!o-8- Schieber 

lluslo-8-Schieber 
~ 

E 10 ~ 

J L (Glied 8) zum EinlaBschieber 9. Von G fiihrt andererseits der starre 
WinkelCQ:D(Glied3) und dieStangeDE(Glied4) zumAuslaBschieber 10. 

Der Punkt ~ ist der feste Mittelpunkt der Steuerwelle, Q: ebenfalls 
ein festliegender Drehpunkt. Hingegen wird das Gelenk K gerade ge
flihrt und der Punkt 9R ist nur solange ein fester Drehpunkt, als der 
mit ihm in Verbindung stehende Regulator seine Stellung nicht ver
ăndert und den Arm om um O dreht; bei Flillungsănderungen wird 
der Regulator die Lage von m verschieben. 

Gegeben seien: die Triebkraft P am Mittelpunkte A des Exzenters 
und seine Beschleunigung bA, die Widerstănde Q1 und Q2 der beiden 
Schieber, endlich die Massenverteilung in sămtlichen Gliedern. 
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Zunăchst soll die Zwanglăufigkeit der Steuerung gepriift werden. 
Hierzu empfiehlt es sich, die kinematische Kette durch ein Schema 
darzustellen, in dem die Glieder durch Gerade und starre Polygone 
angedeutet sind; die geraden Schieber 
sind durch unendlich ferne Gelenke zu 
ersetzen. 

Fig. 533 zeigt das Schema der Steue
rung. Das sechseckige Glied in der Mitte 
ist das festliegende Grundglied; in ihm 
liegen die unendlich fernen Gelenke 
a;oo sroo S3 00 , welche die Geradfiihrungen 
der Gelenke E, K, L ersetzen. Die 
starren Winkel 2, 3, 6, 7 sind durch 
Dreiecke ersetzt. 

Verwendet man fiir die Priifung der 
Zwanglăufigkeit die Gleichung 115: 

n,= 2n + 2, 

c 

Fig. 533. 

Fig. 534. 

10 F 



512 Der augenblickliche Bewegungszustand. 

so ist die Anzahl der Glieder n = 12, wobei die Glieder 9, 10, 11 die 
gedachten, unendlich langen Stangen L';l!; 00 , E@.00 , xsroo sind, welche 
die geraden Fiihrungen von L, E, K ersetzen. 

Die nicht schraffierten Polygone im Schema sind veranderlich; ihre 
Anzahl ist n = 5. Damit ist das Kennzeichen erfiillt. 

Beniitzt man hingegen das Griiblersche Kennzeichen Gleichung 124: 

3n-2g = 4, 

so ist wie friiher n = 12 und die Anzahl der Gelenke g = 16, welche 
Werte die Gleichung ebenfalls erfiillen. 

Der Gesch windigkei tsplan. In Fig. 534 wurde die Steuerung 
noch einmal gezeichnet und die starren Winkel 2, 3, 6, 7 durch Dreiecks
glieder ersetzt. Der BeschleunigungsmaBstab wurde derart gewahlt, 
daB die Projektion von bA oder die Normalbeschleunigung nA mit dem 

m 

Fig. 534a. 

Exzenterhalbmesser A 121: zusammenfallt. Dann ist auch vA durch A 9( 

zu messen. 

Im Geschwindigkeitsplan Fig. 534a wurde der doppelte MaBstab 
gewahlt, also o a= vA = 2 · A 12{ gemacht. Sodann wurde oc _L [C, 
ac_l_AC gezogen, wodurch c bestimmt ist; aus der Ăhnlichkeit 
abcC/)ABC ergibt sich der Punkt b, aus der Ăhnlichkeit ocdC/)[CD 
der Punkt d. Zieht man durch O die Parallele zur Richtung des Schiebers 
10, so erhalt man im Schnitte mit de _L DE den Punkt e. 

Der Schnitt der Linien om _L aRM und bm _L BM gibt den Punkt m, 
die Ăhnlichkeit omn C/) i!RM N den Punkt n; ferner der Schnitt von 
Ok (Schubrichtung von K) mit nk _L N K den Punkt k, der Schnitt 
von ni _L N J mit ki _L KJ den Punkt i, endlich der Schnitt von ol 
(Schubrichtung des Schiebers 9) mit il _L J L den Punkt l des Ge
schwindigkeitsplanes, womit alle Geschwindigkeiten der Gelenke he
stimmt sind. 
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Der Beschleunigungs-plan. In Fig. 534b wurde begonnen mit 
;r.a ·IJA• sodann 

.. ·~ 

oc_in Ricb.tung O~ 
o~ 

aufgetragen und y0 y _L. ny0 errichtet; sodann 

·~·· v 2 ~c;2 
a y1 ::: ne 4 = _"'c~_ = -=--= in Richtung CA 

. CA CA 

aufgetragen und y1y _L ay1 errichtet; im Schnitte von y0y mit y1y liegt 
der Beschleunigungspunkt y. 

Fig. 534b. 

Aus den Ăhnlichkeiten af3 y (/)A BC und n y 8 (/) ~C D ergeben sich 
und o. 

Zeichnet man ferner 
~2 

oc:0 c-cnED =vE]!~_=-~~- in Richtung ED 
ED EiJ 

und c:0 c:-'- oc:0 , so liegt im Schnitte von c:0 c: mit der Schubrichtung ne: 
von 10 der Punkt c:. Ebenso gibt 

~2 

n p,1 = nM = vM
2

• = "'~'fll,_ in Richtung M?m 
M?m M9R 

Wi tten baner, Dynamik. 33 
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und ţt 1 ţt..L nţt1 eine Gerade, in der ţtliegen mu13; und 
--~2 

{3 flo = nMB = V~rll = --~~-- in Richtung M B 
MB MB 

515 

und flofl..Lfiflo eine zweite Gerade durch ţt, wodurch dieser Punkt be
stimmt ist. 

Die Ăhnlichkeit nţtv VJ 'imM N gibt dann den Punkt v. 
----2 

~- VKN2 nk . 
v x0 - nKN = -=-=- = - -- m Richtung K N 

KN KN 
Aus 

und x0 x ...L vx0 findet man im Schnitte mit der Schubrichtung nx von K 
den Punkt x und aus der Ăhnlichkeit vxt VJ N K J den Punkt t. 

Endlich ergibt sich aus 
----2 

- - _ VLJ 2 il . 
t Â0 - nLJ =-= = -=-- m Richtung LJ 

LJ LJ 
und Â0 Â ...L d 0 im Schnitte mit der Schubrichtung nA. von 9 der Beschleu
nigungspunkt Â, womit die Beschleunigungen aller Gelenke gefunden sind. 

Die Ersatzmassen und Trăgheitskrăfte. Die Massen der 
Glieder l bis 8 wurden nach dem Schwerpunktsgesetze iiJ, die Gelenke 
der Glieder verteilt und die statischen Ersatzmassen in den Gelenken in 
gleicher Weise festgestellt, wie dies bei der Klug-Steuerung ausfiihrlich 
erortert wurde. 

Auch die Trăgheitskrăfte T, die Paare K der Trăgheitskrăfte und 
die Winkelbeschleunigungen A. der Glieder wurden in derselben Weise 
bestimmt und in Fig. 534 angebracht, wie dies in 302 und schon friiher 
in XXVI ausfiihrlich erortert wurde. 

Der dynamische Kraftplan (Fig. 534c). Hier wurden der Reihe 
nach folgende Gleichgewichtspolygone der Gelenke gezeichnet: 

Gelenk L: TL + K 8 + 8 + B + Q2 ==O, 
woraus die Spannung 8 und der Fiihrungsdruck B zu entnehmen sind; 
der eigentliche Fiihrungsdruck ® in G ist gleich B, das Moment B · LG 
ist das Biegungsmoment der Stange 9. 

Gelenk J: TJ + K 7" + 7" + 7"' + Kt' + 8 + K 8 =0, 
woraus die Spannungen 7" und 7"' des Dreiecksgliedes 7 zu entnehmen 
sind. Ebenso findet man fiir die iibrigen Gelenke: 

Gelenk K: TK + K 7' + 7' + 7" + K 7" + sr c=O 
mit dem Fiihnmgsdrucke sr; 
Gelenk N: TN + K 6"' + 6"' + 6" + K 6" + K/" + 7"' + 7' + K/ ==O; 

Gelenk M: 1'M + K 5 + 5 + K 6' + 6' + 6"' + K 6"' =O; 

Gelenk 'im: 'im + K 6" + 6" + 6' + K 6' :=O, 
woraus sich der Auflagerdruck in 'im ergibt; 

Gelenk B: Ts + K 2' + 2' + 2"' + Kt' + 5 + K 5 c=O; 
33* 
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Gelenk A: TA + K 2" + 2" + 2' + K 2' + K 1 + l + P =:O; 
Gelenk ~: ~ + l + K 1 - O; 
Gelenk C: T c + Ka"' + 3"' + 3' + K 3' + K 2"' + 2"' + 2" + K 2" --=O; 
Gelenk D: Tn + K 4 + 4 + K 3" + 3" + 3"' + K 3'" --O; 
Gelenk el:: el: + K 3' + 3' + 3" + K 3" O, 
womit der Auflagerdruck el: gefunden ist; 
Gelenk E: TE + ~ + 4 + K 4 + Q1 O, 

wodurch der Fiihrungsdruck ~ gegeben ist. 
Der eigentliche.Fiihrungsdruck 'J in F ist gleich (i;, das Moment~ · EF 

ist das Biegungsmoment der Stange 10. 
Das Polygon der ăuBeren Krăfte und der Trăgheitskrăfte schlieBt 

sich; es ist 

P + TA + T c + T n + Ql + TE + (i; + cr + m + ~ + Q2 + 
+ TL + TJ + Sl' + TK + TN + TM + Ts +~=O. 

Die Gelenkdriicke. Um die Gelenkdriicke zu bestimmen, wurden 
die Trăgheitskrăfte Tin ihre Teile nach den Gliedern zerlegt, z. B. TA 
in T Al und T A 2 ; dann bestehen fiir die Gelenkdriicke, wie aus Fig. 534c 
zu entnehmen ist, folgende Gleichungen: 

GA TA2 + K2"+ 2" + 2' + K2' 
= Kl + l + p + TAl; 

Gs = Ts2 + K 2' + 2' + 2"' + K 2"' 
cec 5 + Ks + Tss; 

G0 = T 03 + K 3"' + 3"'·+ 3' + K 3' 

=:= K 2"' + 2"' + 2" + K 2" + T 02 ; 

Gn ==- TD4 + K4 + 4 
:= K 3" + 3" + 3"' + K 3"' + Tn3 ; 

GN ::= TN6 + K 6"' + 6"' + 6" + K 6" 

= K7'" + 7"' + 7' + K7' + TN7; 

GJ := TJ7 + K/' + 7" + 7"' + K/" 
:=8 + K 8 + TJs· 

Auch jedes der einzelnen Glieder muB im Gleichgewicht sein, wenn 
man an seinen Gelenken die Gelenkdriicke der Nachbarglieder und die 
Trăgheitskrăfte T des Gliedes anbringt. So ist z. B. fiir das Dreiecks
glied 2: 

G A + T A 2 + T c 2 + Gc + G B + T B2 = O 
und fiir das Dreiecksglied 3: 

G0 + T ca + T va + G D + el: _ O. 
Da m kein feststehendes Gelenk ist, sondern mit Hilfe des Armes 

om durch die Regulatorwelle O gedreht werden kann, wird der Gelenk
druck m der Riickdruck der Steuerung auf den Regulator sein. Das 
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Moment des Gelenkdruckes 9.R um die Regulatorwelle O ist dann von 
Wichtigkeit fur die GroBe des Regulators. 

Literatur. Die Frikartsche Steuerung wurde von ihrem Er
finder in dem Aufsatze: "Langsam laufende zwanglaufige Steuerung 
fiir Dampfmaschinen", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1909, S. 1766 
beschrieben. 

O. Kolsch hat in dem Aufsatze: "Untersuchung einer zwanglaufigen 
Dampfmaschinen-Steuerung auf Massendrucke", Dinglers Polytechn. 
Journal 1913, S. 65 die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsplane 
dieser Steuerung gezeichnet und auf Grund vereinfachender Annahmen 
die Massendrucke und den Steuerungsruckdruck auf den Regulator 
untersucht. 

Die Steuerungsdiagramme wurden von demselben Autor in einer 
fruheren Arbeit besprochen (Dinglers Polytechn. Journal19ll, S. 593). 

12 ~ 

Fig. 535. 

304. Die Heusinger-Joy-Steuerung. (Steuerung mit krummliniger 
Kulisse.) Diese Steuerung (Fig. 535) ist eine Abart der Heusinger von 
W aldegg- Steuerung fUr Lokomotiven und wurde von v. Borries im 
Organ fiir die Fortschritte des Eisenbahnwesens, 1899, S. 2, mitgeteilt. 
Ihre Einrichtung ist in der Figur schematisch dargestellt. A~ 

(Glied 1) ist die Kurbel des Treibrades der Lokomotive, Q dessen Wider
stand; AL (Glied 2) die Triebstange, L der Kreuzkopf mit der Trieb
kraft P. Die Bewegung des Steuerschiebers (Glied 12) wird vom Gelenke B 
der Triebstange abgeleitet. Die Glieder 5, 3 und 4 besorgen die schwin
gende Bewegung der um C! drehbaren Kulisse 6, deren Kriimmungs
mittelpunkt R ist. Die Bewegung des Kulissensteines N, der in der 
Kulisse gleitet, wird schematisch erreicht durch den um R drehbaren 
Arm N R (Glied 13). 
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Die Bewegung des Gelenkes T wird einerseits bestimmt durch die 
Stange T S W (Glied 9) und den Lenker W K (Glied 10); das Gelenk K 
ist mit demKreuzkopf L starr verbunden; andererseits durch die Stange 
M N S (Glied 7) und die Schwinge M9.R (Glied 8), die um W1 drehbar ist. 
Das Gelenk W1 ist fest zu denken; es kann mittels des Hebels W10 um O 
verstellt werden. 

Der Rahmen der Lokomotive, das Grundglied O, verbindet die 
Drehpunkte llr, ~' @, W1 mit den Fiihrungen von L und T. 

Q1 ist der Widerstand des Schiebers (Glied 12). Gegeben sind die 
Krafte P, Q und Q1, ferner die Beschleunigung bA des Kurbelzapfens A 
(aus den Kraften als bereits bestimmt vorausgesetzt) und die Massen

fi 

B 
verteilung in samtlichen Glie
dern. Gesucht werden die Span
nungen in allen Gliedern, die 
Auflagerdriicke in 2{, ~' @ und 
W1, die Fiihrungsdriicke in L 
und T, der Druck X zwischen 
Kulisse und Stein, endlich die 
Gelenkdriicke. 

Um die Zwanglaufigkeit der 
Heusinger-Joy-Steuerung fest
zustellen, zeichne man in Fig. 
536 das kinematische Schema. 
Hier ist O das sechseckige, fest
gehaltene Grundglied, das die 
Gelenke llr, ~' @, W1 verbindet 

Fig. 536. und auch die Geradfiihrungen 
von L und T trăgt, die durch 

die unendlich fernen Gelenke ~"' und %"' ersetzt sind. Die Geradfiihrung 
von K erfolgt ebenfalls von ~oo aus. Die Stangen BDC, ABL, MNS, 
T S W in Fig. 535 sind durch Dreiecke ersetzt; die Kulisse 6 ist durch 
das Dreieck E@ R und die Fiihrung des Punktes N in der Kulisse 
durch den Stab RN ersetzt. 

Das Kennzeichen der Zwanglaufigkeit, Gleichung 115: 

n = 2n + 2 

ist erfiillt, da die Anzahl der Glieder n = 14 und die Anzahl der ver
ănderlichen Polygone (nicht schraffiert) n = 6 ist. 

Das Kennzeichen Griiblers, Gleichung 124: 

3n-2g=4 

ist mit n = 14 und der Anzahl der Gelenke g = 19 ebenfalls erfiillt. 
Der Geschwindigkeitsplan. Fig. 537 zeigt die Steuerung in 

vergro13ertem Ma13stab und in geanderter Stellung. 
Auch hier wurde der Beschleunigungsma13stab derart gewahlt, da13 
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die Normalbeschleunigung nA des Kurbelzapfens A mit A 't( zusammen
făllt. Dann ist auch vA = .lfK 

Die Konstruktion des Geschwindigkeitsplanes Fig. 537 a beginnt 
mit o a= v A• und zwar in zweifacher Vergr613erung der Fig. 537. Die 
Parallele ol zur Schubrichtung von L und K wird von al_!_ AL in l 
getroffen, wohin auch k fălit. Dann liefert die Ăhnlichkeit abl (/)A EL 
den Punkt b. 

Aus oc_l_~C und bc j_ BC ergibt sich der Geschwindigkeitspunkt c 
und aus der Ăhnlichkeit bdc VJ BDC der Punkt d. Ebenso aus oe _!_ (J;E 
und de_LDE der Punkt e, ferner aus der Ăhnlichkeit eorVJE(J;R 
der Punkt r. 

Zieht man durcb r die Gerade n senkrecht zu RN, so liegt auf n der 
Punkt n. 

Um eine zweite Gerade zu finden, die durch n geht, ziehe man durch o 
die Parallele t zur Schubrichtung von T und nimmt auf ihr einen be
liebigen Punkt t' an; ferner zieht man durch k die Senkrechte ttJ zu 
K W und bringt sie zum Schnitte w' mit t'w' _L T W. Aus der Ăhnlich
keit t' s'w' (/) T S W kann sodann s' ermittelt werden; die Gerade ~. 
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Fig. 537b. 

(Ulll nf'}. gegen Fig. 537 und 537a vcrdi·eht.) 
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welche s' mit dem Schnitte von t und ltJ verbindet, ist dann der Trăger 
der Punkte s. Zieht man endlich om' _!_W( M und s'm' ...LSM, so er
hălt man den Punkt m'; ferner aus der Ăhnlichkeit s' n' m' (/) S N M 
den Punkt n'. Verbindet man n' mit dem Schnittpunkt der Geraden !3 
und m (oder om'), soist diese Verbindungsgerade der Trăger der Punkte n; 
ihr Schnitt mit n gibt den richtigen Geschwindigkeitspunkt n; dann 
geben die Parallelen snm ils' n' m' und tsw 11 t' s'w' die noch feh!enden 
Geschwindigkeitspunkte s, m, t, w. 

Der Beschleunigungsplan. In Fig. 537b wird mit na =bA 
begonnen, wobei der MaBstab doppelt so groB wie in Fig. 537 gewăhlt 
wurde. Zieht man n.A. parallel zur Schubrichttmg von L und konstruiert 

-2 
- VLA 2 al . . 
aÂ.0 =- nLA = = =-===- m R10htung LA, 

LA LA 
Â.0 Â....La.10 , so ist der Schnitt dieser Senkrechten mit n.A. der Beschleu
nigungspunkt .A., mit dem auch x zusammenfăllt. 

Aus der Ăhnliehkeit af3.A. (/) A B L ist sodann auch {3 bekann t. 
Macht man 

-2 
v0 2 o c . . 

ny0 = n 0 = -0-f = · t/i- m Rwhtung CCS:, 

y0y ..1... ny0 ; ebenso 
-2 

- VcB2 bc . R" h CE {3 y1 =~ n0 B = · = -==- 1n 10 tung , 
CB CB 

y 1y_l_f3yv so ist der Schnitt von y0 y mit y1 y der Punkt y. 
Aus der Ăhnlichkeit {3oy (/) BDC ist sodann der Punkt o bestimmt. 
Konstruiert man weiter 

V p;2 

nt:0 = nE= FJ({ 
-2 
oe 

in Richtung E~, 
E~ 

E0c ..1... nc0 ; ferner 
- --2 

- VEn2 de . os!= nED = -==- = -c= lll Richtung E D, 
' ED ED 

s1 s ..1... Os1, so ist der Schnitt von s0s mit s1s der Punkt s und die Ăhnlich
keit sne (/) E~R gibt den Beschleunigungspunkt r!· 

Macht man noch 
2 2 

VNR rn . e 'Vo = nNR = N ii= -N R lll Richtung N R 

und die Gerade 9C _!_ e Yo durch Yo, so geht diese Ger ade 9C durch den 
gesuchten Beschleunigungspunkt v. 

Um eine zweite durch y gehende Gerade zu finden, mache man 
--2 

vwK2 kw . . 
x w0 = nwK = -Wc-K = -tVK m R1chtung W K 
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und errichte in w0 die Gerade m3 senkrecht zu xw0, dann enthălt diese 
den gesuchten Beschleunigungspunkt w. 

Nun nimmt man auf der Schubrichtung X von T durch :n; einen 
beliebigen Punkt 1:' an, macht 

~-2 

-,-, _ VwT2 tw . 
7: W0 - nwT = WT = WT m Richtung W T, 

w 0' w' ..L r w 0' bis zum Schnitte w' mit m3, verbindet 1:' mit w' und be
stimmt auf r w' den Punkt a' derart, daB .,;'a' w' (/) T S W ist. 

Dasselbe fiihrt man mit einem zweiten beliebigen Punkte .,;" der 
GPraden X durch und erhălt durch analoge Konstruktionen den Punkt a". 
Die Verbindungsgerade ® der Punkte a' und a" geht dann durch den 
noch unbekannten Beschleunigungspunkt a. 

Sodann macht man 
-2 

v~l om . 
:n:ţt0 = nM = -=-=-=·=in Richtung MffR 

Mm Mm 
und errichtet in /ho die Gerade m senkrecht ZU :Ttţto; ferner 

2 -2 
--- vMs sm 
a' ţt0' =: n"lfS = ·-=-=~ = -_ -_ in Richtung M S, 

MS MS 
ţt0 ' ţt' ..La' ţt0 ' bis zum Schnitte ţt' mit 9R; in der gleichen Weise werden 
aus a" die Punkte ţt0" und ţt" gewonnen. 

Verbindet mana' mitţt', a" mit ţt"und macht a"v" ţt" C/:ia'v' ţt' C/)SN M, 
so erhălt man die Punkte v' und v", deren Verbindungsgerade im 
Schnitte mit ~ den richtigen Beschleunigungspunkt v liefert. 

Das Verhăltnis der Strecken v'v und vv", das auf diesem Wege ge
funden wurde, ist nun auch mal3gebend fiir die iibrigen Beschleunigungs
punkte; so findet man jetzt z. B. den Punkt w aus der Proportion 

w'w : ww" = v'v : vv". 

Auf diesem Wege konnen nun auch 1:, a, ţt ermittelt werden. Sie 
wurden in die Figur nicht eingezeichnet, weil sie zu nahe an v liegen, 
und dies bedeutet, dal3 die Beschleunigungen der Gelenke M, N, S, T 
nahezu die gleichen sind. 

Die Ersatzmassen und Trăgheitskrăfte. Die Massen der be
wegten Glieder wurden, wie in den friiheren Steuerungen, nach dem 
Schwerpunktsgesetze auf die Gelenke jedes Gliedes verteilt. Hierbei 
wurden die Stangen 2, 3, 7 und 9 in je zwei Teile geteilt; z. B. die Stange 2 
in die Teile 2' und 2" und jeder dieser Teile fiir sich behandelt; so wurde 
die Masse des Teiles 2' nach dem Schwerpunktsgesetz in die Gelenke 
A und B, die Masse des Teiles 2" in die Gelenke B und L verteilt. 

Die Masse der schwingenden Kulisse 6 wurde in die Punkte E und ~ 
verteilt. Die Masse des Kulissensteines kann als Punktmasse im Ge
lenke N vereinigt werden (Glied 13). Es hindert jedoch nichts, dieses 
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Glied wie die iibrigen zu behandeln, wenn der Kulissenstein groUe Lange 
besiWe. 

Die statischen Ersatzmassen m in den Gelenken, die Trăgheitskrăfte T, die Paare K und die Winkelbeschleunigungen Â wurden in derselben Weise wie bei den iibrigen Steuerungen bestimmt und in Fig. 537 ein-
getragen. 

5 

p 

1 

Fig. 537c. 
(Um 3</2 gegen l!'ig. 537 und 537tt vcrdrcht.) 
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Der Kulissendruck. Der Druck zwischen Kulisse und Kulissen
stein fălit in die Normale N R. Seine GroBe X sei als gefunden voraua
gesetzt. Er ist eine innere Kraft des Getriebes und muB durch Krăfte 
in Q: und E im Gleichgewicht erhalten werden. Die Verteilung von X 
nach diesen Gelenken Q: und E ist statisch unbestimmt; da jedoch die 
Berechnung der nach Q: undE entfallenden Teile X 1 und X 2 auf Grund 
der Elastizitătstheorie wegen der verwickelten Form der Kulisse auf 
Schwierigkeiten stoBt, moge angenommen werden, daB der Druck X 2 

in E normal ZU EQ; steht; dann geht xl durch den Schnittpunkt von 
X und X 2 und die drei Driicke X, X 1, X 2 geben im Kraftplan ein sich 
schliei3endes Dreieck. 

Der dynamische Kraftplan (Fig. 537c). Nach Anbringung der 
Trăgheitskrăfte T und K konnen nun der Reihe nach folgende Polygone 
gezeichnet werden : 

Gelenk A: TA + Q + K 1 + 1 + 2' + K 2' := O, 
wodurch die Spannungen 1 und ·2' bestimmt werden. 

Gelenk ~: ~ + 1 + K 1 :=0 

liefert den Auflagerdruck in ~-

Gelenk L: P + TL + 2 + 2" + Kt :=O, 

dieses Polygon gibt die Spannung 2" und den Fiihrungsdruck B in L. 

Gelenk B: TB + K 2' + 2' + K 2" + 2" + 3' + K 3' :=O, 

mit nur einer unbekannten Spannung 3' (Probe fiir Genauigkeit der 
Zeichnung). Es ist T B = T Ba + T B 2· 

Gelenk D: Tn + K 3' + 3' + 4 + K 4 + 3" + K 3" =::c O, 
das Polygon gibt die Spannungen 3" und 4. 

Gelenk 0: T 0 + K 3" + 3" + K 5 + 5 =O; 
hieraus ist die Spannung 5 zu entnehmen (Probe auf Genauigkeit). 

Gelenk [: [ + 5 + K 5 = O 
liefert den Auflagerdruck in [. 

Gelenk E: TE+ K 4 + 4 + X 2 + 6 +K4 :=0, 

woraus die Spannung 6 und der Kulissendruck X 2 in E zu entnehmen ist. 

Gelenk K: TK + sr + K 10 + 10 :=O, 

das Polygon liefert die Spannung 10 und den Fiihrungsdruck sr. 
Gelenk W: Tw + 9" + K 9" + 10 + K 10 :=O, 

hieraus entnimmt man die Spannung 9" (Probe auf Genauigkeit). 

Gelenk T: Q1 + T T + ~ + 9' + K 9' =::c O, 
liefert die Spannung 9' und den Fiihrungsdruck ~-

Gelenk 8: T 8 + K 7" + 7" + Ks" + 9" + K 9' + 9' :=O, 

das Polygon gibt die Spannung 7" (Probe auf Genauigkeit). 
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GelenkM: TM+K8 +8+K7'+7' .. 0 
gibt den Spannungen 7' und 8. 

Gelenk Wl : Wl + 8 + K 8 _ O 
gibt die Auflagerdruck illl. 

Gelenk N: TN +X+ 7" + K7" + 7' + K7' .::-O 
gibt den Kulissendruck X (Probe fiir die Richtigkeit des Druckcs). 
Gelenk Q:: Q: + K 6 + 6 + X 1 ==O 
gibt den Auflagerdruck Q:; X 1 ist bereits bekannt (aus X und X 2). 

Die Gelenkdriicke. Es sollen nur zwei von ihnen bestimmt werden. 
Der Gelenkdruck in B ist: 

GB::.::: TB2 + K2' + 2' + K2" + 2" 
und auch 

Der Gelenkdruck in M ist: 

GM == TMs + Ks + 8 
und auch 

In ăhnlicher Weise werden die iibrigen Gelenkdriicke bestimmt. 
Man versuche die Gelenkdriicke Gn und GE zu zeichnen. 

Literatur. Die behandelte Steuerung wurde von Ed. Dafinger 
in seiner Abhandlung: "Graphodynamische Untersuchung einer H eu
sin ger- J oy- Steuerung", Dinglers Polytechn. Journal 1907, S. 81 auf 
anderem Wege untersucht. Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
wurden ohne Beniitzung der Plăne bestimmt, die Trăgheitskraft jedes 
Gliedes in ihrer Wirkung auf die sămtlichen Gelenke einzeln unter
sucht. 

305. Die Allan-Steuerung. (Steuerung mit einer geraden Kulisse.) 
Diese Steuerung ist eme Lokomotiv-Steuerung englischer Herkunft 

Fig. 538. 

und wurde von F. Reuleaux imCivil-Ingenieur, 3.Band, 1857 hinsicht
lich ihrer geometrischen Verhăltnisse untersucht; ebenso von L. Bur
mester. in dessen Kinematik, S. 728. 
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I!'ig. 538 zeigt ihre Anordnung. Die beiden Exzenter A~ (Glied 1) 
und B \S (Glied 2) sind durch gleichlange Kurbeln ersetzt, die sich derart 
bewegen, daB sie stets symmetrisch zur Halbierungslinie des Winkels 
A ~B bleiben. Die Kurbelzapfen A und B sind durch die gleichlangen, 
gekreuzten Exzenterstangen AC (Glied 3) und BD (Glied 4) mit der 
geraden Kulisse CD (Glied 5) gelenkig verbunden; der Mittelpunkt E 
der Kulisse wird durch die Schwinge E Q; (Glied 6) um den Punkt Q; ge
fiihrt. Der Kulissenstein in N wird durch die Lenkerstange N M T 
(Glied 7) gefiihrt, die in N gelenkig an den Kulissenstein (Glied 9) an
geschlossen ist. Der Punkt M wird mit der Schwinge MID1 (Glied 8), 
der Punkt T mit der Schieberstange (Glied 10) gelenkig verbunden. 

Die Gelenke Q; und ID1, als feste Drehpunkte ge-
zeichnet, sind verschiebbar; sie sind durch einen um ~A 
O drehbaren Rebel verbunden, der verstellt werden o/ 1'!1____ 6 

kann. 2 rz 1 

Die obenerwahnte symmetrische Bewegung der B 113 
beiden Kurbeln 1 und 2 kann, wie Fig. 539 zeigt, J .,. 

durch Einschaltung zweier symmetrischer Schubkurbeln, /f 
deren Lenker 11 und 12 sind, erreicht werden. Fig. 539, 

Gegeben sind die beiden gleichen Triebkrafte P1 

und P 2 an den Kurbeln, der Schieber-Widerstand Q, die Geschwindig
keiten v.A = vB und die Beschleunigungen b.A = bB, ferner die gesamte 
Massen verteilung. 

Gesucht werden die Auflagerdriicke in ~' \S, Q:, ID1, der Fiihrungs
druck X in T, der Druck X zwischen Kulisse und Stein, die Spannungen 
n allen Gliedern, endlich die Gelenkdriicke. 

Um sich von der Zwanglaufigkeit der Steuerung zu iiberzeugen, 
wurde in Fig. 540 das kinematische Schema entworfen. Die Drehpunkte 
~ und \S der Kurbeln wurden der besseren tlber
sichtlichkeit wegen getrennt gezeichnet; die Stabe 
1, 11, 13 mit dem unendlich fernen Gelenk~ @00 

kennzeichnen die in Fig. 539 gezeichnete Er
ganzungs-Schubkurbel; das gleiche gilt von den 
Staben 2, 12, 13. Der Kulissenstein (Glied 9) 
ist durch die unendlich lange Stange 9 dargestellt, 
die sich um den Punkt 91 00 , der in der Kulisse 
(Glied 5) festliegt, dreht. Dadurch wird die Kulisse 
zu dem starren Vierecksgliede ECD91<1J. Die 
Lenkerstange N M T ist das Dreiecksglied 7, der 
Punkt T dreht sich um den unendlich fernen Fig. 540. 
Punkt %00 • Das festgehaltene Grundglied O ver-
bindet die festen Gelenke ~' \S, Q:, ID1 mit den unendlich fernen Dreh
punkten @00 und %00 • Das Schema Fig. 540 zeigt also n = 14 Glieder 
und :n; = 6 veranderliche Polygone; es ist somit n = 2:rc + 2, die Kette 
ist zwanglăufig (Gleichung 115). 
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Wendet man das Grii blersche Kennzeichen der Zwanglăufigkeit 
an, so miissen die Gelenke A, B und G doppelt gezăhlt werden; dann ist 
die Anzahl der Gelenke g = 19 und die Gleichung 124: 

3n-2g = 4 
ist ebenfalls erfiillt. 

~F 
~ 

~ 

~ ...... ;>,. 

Der Gesch windigkei tsplan. In Fig. 541 wurde die Steuerung 
in groBerem MaBstab mit Hinweglassung der Glieder 11, 12, 13 gezeichnet. 
Die Beschleunigung bA wurde maBstă blich derart gewăhlt , daB n A 

durch die Kurbellănge A~ gemessen wird. Die beiden Kurbelzapfen 
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A und B lutbcn g!ciche Oeschwindigkeiten nnd gleichc Beschleunigungcn, 
:,;ymmetrisch zur Halbierungslinie des Winkels A llîB. 

Im Geschwindigkeitsplan Fig. 541 a wurde zunachst o a= VA, ob = Vs 
gemacht, und zwar im doppelten Mallstab. Sodann wurde die Gerade 
bd ..L BD und oe ..L lfiE gezogen, auf bd ein beliebiger Punkt d' ange
nommen und d' e'..!.. DE gezogen. Im Schnitte von d' e' mit oe liegt der 
Punkt e'; nun macht man e'c' = dTe' und verbindet c' mit dem Schnitt
punkt s von b d' mit o e; diese V er bindungslinie wird von ac ..L AC 
im Punkte c getroffen; c ed 11 c' e' d' liefert dann die gesuchten Geschwindig
keitspunkte e und d. Nennt man L jenen Punkt der Kulisse, der augen
blicklich mit N zusammenfăllt, so erhălt man den Geschwindigkeits-

',, n: ,, 
1 ', ' .................... ...... ___ 1 ................... 

m~---.... ...... ............ 
1 -- ' 
1 ---
1 
1 
1 
1 
1 

~--L _______ _ 
t' 

c' c -=:.::::::.::------------------- ".,. ...... e 

a 

----~ ............. -
_ .... e' ---- ' --- \ -- \ ----- \ d' --· \ \ 

Fig. 54la. 
(Um n/2 gegen Fig. 541 verdrcht.) 

punkt l aus der Ăhnlichkeit celd VJ C ELD. Zieht man durch l die 
Parallele ln zur Kulisse, so muB auf ihr der Geschwindigkeitspunkt n 
liegen, da L und N sich gegenseitig in Richtung der Kulisse verschieben; 
die relative Geschwindigkeit von N in bezug auf die Kulisse ist 

vr =::vNL := ln. 
Zieht man ferner durch o die Gerade t parallel zur Bewegung des 

Schiebers 10, om'..!.. W1M, nimmt auf t den Punkt t' beliebig an und 
errichtet t' m'..!.. T M, zeichnet sodann n' mit Hilfe der Ăhnlichkeit 
t' m' n' rJ) T M N und verbindet n' mit o, so muB auch diese Gerade 
n'o durch n gehen, wodurch sowohl n, a1s auch m und t gefunden sind. 

Der Beschleunigungsplan. In Fig. 541 b wurden zunăchst die 
bekannten Beschleunigungen n a.= bA und n{J = bs in doppeltem 
MaBstab gezeichnet, sodann 

-2 
VcA2 ac 

ay0 . neA = CA-= -CA m Richtung CA, 

Wittenbauer, Dynamik. 34 
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YoY ..l.. ayo und 

- VnB2 
{Jb0 =nDB ==-= 

DB 
bl 
D B in Richtung D B, 

(jo(j ...1..{3(30 gezeicbnet. .. 
Ferner wurden 

c!" _________ _ 

(Um n/2 gegen Fig. 541 verdreht..) 

e0e ..l.. ne0 errichtet und auf e0 e zwei beliebige Punkte e' und e" ange
nommen. Sodann wurde 

2 -2 

-,-,_ VcE ee . R" h CE 
e y0 = ncE = -=- = -===- 1n 1c tung , 

CE CE 
y0' y' ..l.. e' y0' bis zum Scbnitte y' mit y0y gezogen, y' mit e' verbunden 
unde' (j' =r' e' gemacht. Auf dieselbe Weise wurden aus e" die Punkte 
y" und (j" gefunden. Verbindet man (j' mit (3", so scbneidet diese Ver
bindungslinie (3 0 (3 im richtigen Beschleunigungspunkte (j; und da die 
Punktreihen y'yy", (j'(j(J", e'ee" ii.hnlich sind, sind auch die Punkte 
y unde bekannt. Aus der Ăhnlichkeit yd(j"' CELD ergibt sich auch 
der Beschleunigungspunkt l von L. 

Um den Beschleunigungspunkt v von N zu finden, beniitze man 
das Gesetz von Coriolis (vgl. 203), um die relative Beschleunigung 
von N gegen die Kulisse festzustellen ; es ist nii.mlich 

bN = bL + br + bz· 
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Hierin ist bz = 2vrw die Zusatzbeschleunigung; mah findet sie, 

wenn man in Fig. 541 E E 1 ebenso lang macht wie 2vEa :=ce im Ge

schwindigkeitsplan Fig. 54la und sodann O mit E 1 verbindet; dann ist 

tg (E1 O E) = 2 ;E~ = 2w5 die doppelte Winkelgeschwindigkeit der 

Kulisse; ferner O P = ln = 2vr macht und in P die Senkrechte auf 

O P errichtet; dann ist PQ =O P · tg (E1 CE)= 4vrw5 ; tragt man 
diese Strecke im Beschleunigungsplan von J. aus im Sinne von PQ auf, 

so ist .A.e := bz {im doppelten MaBstab). 

Die Richtung von bz erhiilt man durch Drehung von vr im Sinne 

der Winkelgeschwindigkeit w5 der Kulisse, also im Sinne der Uhr. 

Die relative Beschleunigung br von N gegen L hat die Richtung 

der Kulisse; zieht man also durch e eine Parallele zu ihr, so erhalt man 

eine Gerade 91, die durch den gesuchten Punkt v gehen wird. 

Nun zieht man durch n eine Parallele ~ zur Bewegung des Schiebers 

und nimmt auf ihr zwei beliebige Punkte 1:' und 7:11 an. Man macht sodann 
~2 

---- VMT2 tm 
<' ţt0' '=- nMT = M T = ){rji in Richtung M T 

und ţt0' ţt' ..L 7:' ţt0' ; e benso findet man die Ger ade ţt0" ţt". 
Zeichnet man noch 

-~2 

-- vM2 om . . 
n ţt0 = nM = = = "'-~ m Rrchtung MWC 

Mm Mm 
und in ţt0 die Senkrechte W1 auf nţt0 , so liegen auf ihr die beiden Schnitt

punkte ţt' und ţt". Aus der Ăhnlichkeit 7: 1 ţt' v' (/) T M N erhalt man den 

Punkt v' und ebenso v". Die Verbindungslinie v'v" trifft die Gerade 91 

im Beschleunigungspunkt V. Es ist dann e V= br. Nun konnen die 

Punkte ţt und 1: aus der Ăhnlichkeit ţt'ţtţt" (/) 7: 17:7:11 (/) v'vv" ermittelt 

werden; die Punkte ţt, 1:, v miissen auf einer Geraden liegen. 

Die Ersatzmassen und Tragheitskrăfte. Die Massen der 

Glieder wurden auf die Gelenke nach dem Schwerpunktsgesetze ver

teilt; hierbei wurde die Stange NMT (Glied 7) in die Teile NM (7') 

und MT (7"), die Kulisse OD (Glied 5) in die Teile CE (Glied 5') und 

ED (Glied 5") geteilt und jeder Teil gesondert behandelt. Die Massen 

der Glieder zerfallen sodann : 

Ml =MAl + M'ltv M2 = MB2 + M!l32• 

M3 = MA3 + M03• M4 = MB4 + MD4• 

M 5' = M 05' + ME5', Ma"= Mno" +MEa", 

Ma =MEa + M(fs, Ms = MMs + Mms. 

M/ = MN/ + MM/, M7" = MT7 11 + M11I7 11
; 

die Masse M 1(} der Schieberstange und des Schiebers kann in T, jene 

M 9 des Kulissensteines in N als Punktmasse vereinigt werden. Letztere 
34* 
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Masse M 9 ki:i!mte man auch wie eine Stabmasse behandeln, wenn der 
Kulissenstein gri:il3ere Lănge besitzen wiirde. 

Dann sind also dîe statischen Ersatzmassen in den beweglichen Ge
lenken: 

mA =MAl+ MA3, mB = MB2 + Mm, 

ma = Ma3 +Mas', mn = MD4 + Mns", 

mE = MEs 1 + ME5 11 + Mns, mN = MN/ + M9, 

mM = MM/ + MM7 11 + MNs' mp = MT7 11 + MlO. 
Sodann werden in den Gelenken die Trăgheitskrăfte 

TA =e-mA bA, TB=-mBbB, Ta ~~-maba, 
Tn=c-mnbn, TE~-mEbE, TN---mNbN, 

TM=-mMbM, Tpc=-m1,bp 

entgegengesetzt den Beschleunigungen bA=: n a, b B :ce n{J usf. angebracht. 
Die Ermittlung der Winkelbeschleunigungen A. aller Glieder und 

ihres Drehungssinnes, die in Fig. 541 eîngeschrieben wurden, wie auch 
der Paare der Trăgheitskrăfte K erfolgt wie in 302 (vgl. XXVI). 

Der Kulissendruck. Bevor an die Zeichnung des dynamischen 
Kraftplanes gegangen wird, soll eri.irtert werden, in welcher Weise der 
Druck X zwischen der Kulisse und dem Kulissensteine im Kraftplan 
auftreten wird. 

Nehmen wir an, der auf den Kulissenstein oder das Gelenk N der 
Stange N MT wirkende Kulissendruck X= OII] (Fig. 54lc) sei bereits 

X 

Fig. 542. 

gefunden. Er wird sich auf die drei Ge
Xc lenke C, E und D der Kulisse verteilen, 

die als deren Auflager angesehen werden 
ki:innen. Man steht dann vor folgender 
Aufgabe: der gerade Trăger DEC (Fig. 
542) ist inD, E und C frei aufgelagert und 
erfăhrt in der Entfernung e von E die Be
lastung X; wie gro13 sind die Auflager-
driicke Xn, XE und Xa1 

Die Statik liefert zur Li:isung dieser Aufgabe nur die Gleichungen 
Xa · 2l + XE · l =X (l-e) a) 
Xn·2l+XE·l=X(l+e) .......... b) 

die aus den Momenten um D und C gewonnen werden. 
Eine dritte Gleichung kann aus dem Gesetze Castiglianos vom 

Minimum der Formănderungsarbeit abgeleitet werden. Nennt man 
M1, M2 und M3 die Biegungsmomente des Trăgers in den Feldern DN, 
NE und EC, ferner E die Elastizitătszahl und J das Trăgheitsmoment 
des konstanten Querschnittes fiir die Biegungsachse, so ist die Form· 
ănderungsarbeit der Biegung 
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l- c l l 

A= 2-~J [JM12 dx1 + J M 22 • dx2 + J M32 ·dx~]; 
o l-e o 

hierin sind 

M1 = Xn · xv M2 = Xn · x2 -X (x2 -l + e), M3 = X 0 • x3, 

x1, x2 und x3 die Entfernungen des Querschnittes von D und C. 
8A 

Setzt man nun fj x-;; = O, so wird 
l-e l l 
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J , l'iM1 J ()M2 J. oMa M1 • 11 xE·dx1 + M2 ·1Jx~;·dx2 + M3 ·-$x-;;·dx3 =0 .. c) 
o l- c o 

8M1 (! Xn vM2 () Xn (JM3 o Xa 
'/FJt;; =-ax;; xl, Oxl~ = o X~~. x2, 'ffx~; = o XE. x3, 

und ferner aus den beiden statischen Gleichungen a) und b): 
'i!Xn 1 'i!X0 1 
}fJ(;, 2' 'âXE 2' 

mit diesen Werten erhălt man aus Gleichung c): 
l-e l l -!J Xnx12 dx1 - !J [Xnx2 X (x2 -l + e)] · x2dx2 - ~j X 0 x32dx3 =O. 

o l-e o 
Fiihrt man diese Integrale aus, so erhălt man in Verbindung mit 

a) und b): 
X _ _ X . e~~-----:::e) (2[=:--_~) X _ X . e-~~±-~_e_l_- e2) 
~ C - 4 p ' D - 4 za ' 

2l3-3e2 l + e3 xE = x. 2 za ... ---. 
Der Druck X 0 ist demnach negativ, d. h. er hat die entgegengesetzte 

Richtung von Xn und XE (die gleiche Richtung wie X). 
Im dynamischen Kraftplan (Fig. 541c) konnen dann, sobald X, 

der Kulissendruck, bekannt ist, die Driicke in D, E und C gezeichnet 
werden; es ist X=OIII, Xn::.=IIIII, XE=lll, X 0 =IO und 
X+Xn+XE+X0 =0. 

Der dynamische Kraftplan. Nun konnen in Fig. 541c der 
Reihe nach folgende Gleichgewichtspolygone gezeichnet werden: 
Gelenk T: TT + Q + 7" + K7 " +'X= O, 
worin der Schieberwiderstand Q vom Ende der Trăgheitskraft T T 

nach rechts aufzutragen ist; das Polygon liefert die Spannung 7" und den 
Fiihrungsdruck 'X. 

Gelenk M: TM + K 7" + 7" + K 7' + 7' + K 8 + 8 =O, 
woraus die Spannungen 7' und 8 zu entnehmen sind. T M besteht aus 
TM7 und TMs· 
Gelenk WI: WI + 8 + K8 --O. 
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GelenkN: TN+X+7'+K7'::::0, 
woraus sich der Kulissendruck X:::: O III in N ergibt; dadurch sind mit 

~ 

Beniitzung der friiheren Resultate auch die Driicke XD:::: 11Tll, 
XE:::: II 1, X 0 :::: 1 O bestimmt. 
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Gelenk G: T 0 + K 3 + 3 + K 5' + 5' + X 0 :o:: O, 
worin T 0 = T 05 + T 03 ist; hieraus sind die Spannungen 3 und 5' 
bestimmt. 

Gelenk E: TE+ 6 + K 6 + Ks" + 5" + XE+ 5' +K5'=0; 
hier ist TE= T Es + T EG· Das Polygon liefert die Spannungen 6 und 5". 
Gelenk D: Tn + 4 + K 4 + Xn + 5" + K 5" =:=O, 
worin T D ::::= T ns + T D4 ist; damit ist die Spannung 4 bestimmt 
(Probe auf Genauigkeit der Zeichnung). 
Gelenk Cî:: Cî: + K 6 + 6 =O, 
hierdurch ist der Auflagerdruck in Cî: bestimmt. 
Gelenk B: TB + P 2 + 2 + K 2 "+ K 4 + 4=-:: O, 
womit die. Spannung 2 gefunden ist (Probe auf Genauigkeit). Es 
ist TB=::: TB4 + TB2• 

Gelenk lB: 
Gelenk A: 

lB + K 2 + 2= O. 
TA + 3 + K 3 + K 1 + 1 + P 1 =O, 

dann ist die Spannung 1 gefunden (Probe auf Genauigkeit). 

TA= T Al+ TA~· 
Gelenk lll: lll + 1 + K 1 =O. 

Da13 die ău13eren Krăfte und die Trăgheitskrăfte ein Gleichgewichts
system bilden, beweist schlie13lich das Polygon: 

lll + pl +TA+ TE+ (:î; + Tn + TB + p2 + lB + m + 
+ 'l'M + 2: + JIT +Q + TN + T 0 =0. 

Die Gelenkdriicke. Von diesen wurden nur einige gezeichnet. Es ist 

G A = Kl + 1 + pl + T Al 

und auch = TA 3 + 3 + K 3 . 

GB=K4 + 4 + TB4 
und auch = T B 2 + P 2 + 2 + K 2. 

G0 = K 5' + 5' + X 0 + T 05 

und auch = T 03 + K 3 + 3. 

und auch 

und auch 

und auch 

Gn=cc Xn + 5" + Ks" + Tns 

= TD4 + 4 + K4. 
GE= Ks" + 5" + XE + 5' + K;' + TEs 

= TE6 + 6 + K6. 

GM::c:Ks + 8 + TMs 
::::_ TM7 + K," + 7" + K,' + 7'. 

306. Die Steucrung von Bonjour-Lachaussec. (Steuerung mit zwe1 
geradlinigen Kulissen.) Diese Dampfmaschinen-Steuerung (Fig. 543) 
hat zwei Exzenter, die durch die Kurbeln A lll (Glied 1) und BlB (Glied 2) 
dargestellt sind. Das erste Exzenter ist in fester Verbindung mit der 
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Schwungradwelle 21:; das zweite ist durch einen Achsenregler zu ver
stellen. Fiir eine bestimmte Stellung sind beide Exzenter als fest mitein
ander verbunden anzusehen und bilden dannzusammen ein einzigesGlied. 

1 

8 1 

t:;;./ 

Die Bewegung des Exzenters 
A 2{ iibertragt sich durch die 
Stange AC (Glied 3) auf die 
Schwinge EOIJ, (Glied 6), an 
welche in E die geradlinige Ku
lisse E R (Glied 7) angeschlossen 
ist. Der Kulissenstein ist durch 
sein Gelenk D einerseits durch 
die Stange BD (Glied 4) an das 
Exzenter B lB, andererseitsdurch 
die Schwinge DIJ, (Glied 5) an 
den festen Drehpunkt IJ, ange
schlossen. 

Um den festen DrehpunktaR 
schwingt eine zweite geradlinige 
Kulisse SaRM (Glied 9), deren 
Kulissenstein durch das Gelenk 
N drehbar mit der ersten Ku-. 
lisse ver bunden ist. V om Ge
lenke M der Kulissenschwinge 
wird die Bewegung der Trieb
stange M T {Glied 11) und der 
Schieberstange (Glied 12) ab
geleitet. 

Obwohl die Triebkraft tatsachlich nur 
in A wirkt, soll hier angenommen werden, 
daB sowohl in A als auch in B Krafte P 1 

bzw. P2 wirken und daB in T der Wider-
stand Q des Schiebers zu iiberwinden ist. 
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AuBer diesen Kraften sei die Beschleunigung bA des Exzenter
Mittelpunktes A aus der dynamischen Untersuchung bekannt, ebenso 
die Massenverteilung samtlicher bewegter Glieder. 

Die Zwanglaufigkeit der Steuerung wird auf Grund des Schemas 
Fig. 544 gepriift. Hier verbindet das festgehaltene Grundglied O die 
Gelenke ~' ~. im mit dem unendlich 
fernen Gelenk ~oo, welches die Ge
radfiihrung von T ersetzt. Das Glied 
A B ~ ersetzt die beiden gegeneinander 
festgestellten Exzenter, das Dreieck 11 

EC~ die gleichbezeichnete Schwinge. 
Der Kulissfmstein mit dem Gelenke D 
ist durch die unendliche Stange D'1:! 00 , 

senkrecht zur Kulisse E R, ersetzt; 
'1:; 00 ist ein Punkt dieser Kulisse, die 
im Schema durch das Dreieck E N'JJ"' 
dargestellt wurde. 

Fig. 544. 

Der Kulissenstein mit dem Gelenke N ist durch die unendliche Stange 
NIJl. 00 , senkrecht zur Kulissenschwinge MS, ersetzt; IJl."' ist ein Punkt 
dieser Schwinge, die im Schema durch das Dreieck MimiJl."' dargestellt 
wurde. 

Im Schema zahlt man demnach, nachdem der kreuzende Stab BD 
entfernt wurde, n = 11 Glieder (vier Dreiecke, ein Viereck und sechs 
Stangen) und n = 4 veranderliche Polygone; mit k = 1 ist Gleichung 

117: x = (n- 2n + 2) - k = 4, 
das Kennzeichen der Zwanglaufigkeit, erfiillt. 

N ach dem G r ii b 1 e r schen m 
Kennzeichen ist n = 12 und fiir 
die Anzahl der Gelenke g = 16 zu 
nehmen, da die Gelenke ~ und D 
doppelt zu zahlen sind; die Glei
chung 124: 

3n-2g=4 
ist somit ebenfalls erfiillt. 

Der Geschwindigkei tsplan. 
Der BeschleunigungsmaBstab wur
de wieder so gewahlt, daB die Nor
malbeschleunigung nA durch die 
Lange der Kur bel A~ gemessen 
wird; dann hat auch vA diese 
Lange. Der GeschwindigkeitsmaB
stab in Fig. 543a wurde viermal 

Fig. 543a. 
(Um n/2 gegen Fig. 543 verdreht.) 

e 

so groB gewăhlt; es ist also oa = 4 A~- Aus der Ăhnlichkeit 
oabC/)~(AB erhălt man denPunktb; sodann aus oc...L(l:C, ac...LAC 
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den Punkt c, aus od...L(ii;D, bd...!.. BD den Punkt d. Dann gibt die 
Ăbnlichkeit o ce(./) (ii: O E den Punkt e. 

Nennt man L jenen Punkt der Kulisse E R, der augenblicklich mit D 
zusammenfallt, so ist el...LEL; da sich aher die Punkte L und D gegen
einander in Richtung der Kulisse E R verschieben, ist dlll E R, wo
durch l gefunden ist; vr = ld ist die relative Geschwindigkeit VnL· 

Aus der Ăbnlichkeit eln (./) ELN ergibt sich nun auch der Ge
schwindigkeitspunkt n. 

Nennt man K jenen Punkt der Kulissenschwinge, der augenblick
lich mit N zusammenfallt, so ist o k ...L m K; und da sich die Punkte 
K Un.d N gegeneinander in Richtung der Kulisse M S verschieben, 

(J 

cf ------
---------

Fig. 543b. 

\ )(.0 

' \ 
' ' ' ' \ 
' ' \ 
\ 
' ' ' \ 

\ 
' \ 

(Um n/2 gegen Fig. 543 verdreht. 

ist kn Il M S oder k~ ...L ok, wodurch der Geschwindigkeitspunkt k 
gefunden ist; vr' = kn ist die relative Geschwindigkeit vNK· 

Endlich folgt der Punkt m aus der Ăhnlichkeit mok (./) M9RK und 
sodann aus ot Il Schieber 12, mt ...L M T der Punkt t; ot ist dann die 
Geschwindigkeit des Schiebers. 

Der Beschleunigungsplan. In Fig. 543b wurde mit der ge
ge benen Beschleunigung bA begonnen, der BeschleunigungsmaBstab 
viermal so groB gewahlt wie in Fig. 543 und somit :rr; a= 4b A gemacht. 
Aus der Ăhnlichkeit na{J (./) \llA B ergibt sich der Punkt {J. Sodann 
wurde konstruiert: 

-2 
- v0 2 oc . . 
ny = n = -===- = -===- 1n RIChtung O (it 
o~ o 0[ 0[ ' 
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y1y.!.. ay1 ; der Schnitt von y0y mit y1y gibt den Punkt y, woraus die 
Ăhnlichkeit 7t:ye cn ffOE auch den Punkt e liefert. 

Ebenso konstruiert man 

-2 
- VnB2 bd . . 
{Jb0 = nDB = = = = m Rwhtung D B, DB DB 

b0 b .L{Jb0 ; im Schnitte von b0 tJ mit b1 b erhălt man den Beschleunigungs
punkt tJ. 

Um den Beschleunigungspunkt Â zu finden, mache man zuniichst 
--2 

---- VLE2 el . . 
eA.0 = nLE =-===- =-===- m Rwhtung LE, 

LE LE 
A.0 A..!.. d 0 ; sodann beniitze man die Gleichung fiir das Gesetz von 
Coriolis (vgl. 203): bn = bL + br + bz, 
worin bn = nb und iiberdies bekannt ist, dafl b7 parallel zur Kulisse E R 
ist. Die Zusatzbeschleupjgung bz = 2v7 w7 findet man, indem man 
DD1 = i- le.LED auftrăgt, E mit D1 verbindet, PE= V7 = ld und 
PQ .LED zeichnet; dann ist mit Riicksicht auf die gewiihlten Mafl
stiibe PQ = bz (Fig. 543). 

Die Winkelgeschwindigkeit w7 der Kulisse E R hat die Richtung der 
Uhrzeigerbewegung; dreht man in diesem Sirme V7 um 90°, so erhiilt 
man die Richtung von bz· Nun kann bz von tJ aus gezeichnet und b7 

senkrech t dazu angeschlossen werden ; letztere trifft die Ger ade A.0 A. 
im Punkt Â. 

Aus der Ăhnlichkeit dv cnELN ist dann auch der Punkt v bekannt. 
Ebenso geht man vor, um den Beschleunigungspunkt u zu finden. 

Man macht zuniichst 
-2 

_ vK2 ok . . 
nu0 := nK =-==- =-==- m Rwhtung K!JR, xm xm 

u0u .L nu0, dann liegt u auf dieser Senkrechten. Ferner ist nach dem 
Gesetze von Coriolis die Beschleunigung 

bN:=bK + b/ + bz', 
worin bN = nv bereits bekannt ist und b/, die relative Beschleunigung 
von N gegen K die Richtung der Kulissenschwinge M S hat. Die Zusatz
beschleunigung bz' = 2v/ w9 wird ebenso wie friiher bz gefunden. 

Triigt man bz' von v aus auf und schlieflt b/ daran, so schneidet diese 
BeschleUnigung die Gerade u0u im gesuchten Beschleunigungspunkt u. 

Aus den Ăhnlichkeiten de cn ELR und ţtnua cn M!JRKS findet 
man die Punkte (!, ţt und a. Endlich zeichnet man noch 

---2 
- VTM2 mt . . 
ft 1:0 ::::: nTM = ~ = ~ m Rwhtung T M, 

TM TM 
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T0r..l.pT0; im Schnitte mit der Schieberrichtung durch n erhălt man 
den Punkt T. 

Die Ersatzmassen und Trăgheitskrăfte. Die Massen der be
wegten Glieder wurden nach dem Schwerpunktsgesetze auf die Gelenke 
verteilt. Dabei wurde die Schwinge EC\E (Glied 6) in die beiden Teile CIE 

Die beiden Kulissen
steine in D (Glied 10) und 
N (Glied 8) ki:innen als 
Punktmassen in den Ge
lenken D und N vereinigt 
werden, wenn man es 
nicht vorzieht, auch die 
beiden Steine wie die 
iibrigen Glieder zu be
handeln. 

Die statischen Ersatz-
massen sind dann: 

mA =MAl+ MA3• 
mB = MBz +Mm, 

ma = Ma3 +Mas' 
+Mas", 

mE = MEs" + ME/ 
+ ME7"', 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\'i 
\ 
\ 
\ 
\ 

(Glied 6') und EC (Glied 6") ge
trennt und jeder Teil fiir sich be
handelt. Ebenso wurde die Kulis
senschwinge M~S (Glied 9) in die 
beiden Teile MIDc (Giied 9') und ~ S 
(Glied 9") getrennt. Die Kulisse E R 
wurde durch das starre Dreiecksglied 
EN R, d.h. durch diedrei Stăbe EN 
(7' ), N R (7") und E R (7"') ersetzt. 

mn=Mm+Mns 
+ MlO• 

mN = MN1' + ]}fNt 
+Ms, 
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tnn = MR7 11 -1- Mu/", rns = Ms9", 

rnM = MM9' + M~~flv rnT = MTn + M12· 

Sodann konnen die Trăgheitskrăftedieser Ersatzmassen TA==- rn AbA, 
TE=- tnBbB usw. entgegengesetzt den Beschleunigungen angebracht 
werden. 

Die Winkelbeschleunigungen J. wurden in schon wiederholt erklărter 
Art (vgl. 302) bestimmt und ihr Drehungssinn in Fig. 543 eingezeichnet. 

Beziiglich der Paare K der Trăgheitskrăfte moge auf 302 zuriick
verwiesen werden (vgl. auch XXVI). 

Die Kulissendriicke. Der Kulissendruck X zwischen der Kulissen
schwinge M S und dem Steine bei N wird im dynamischen Kraftplan 
bestimmt werden; er wird in IDC und M Driicke X 1 und X 2 erzeugen, 
die als Auflagerdriicke der Kulissenschwinge angesehen werden diirfen; 
es ist 

x + X 1 + X 2 =o. 
Der Kulissendruck Y zwischen der Kulisse E R und dem Steine bei 

D wird ebenso in N undE parallele Auflagerdriicke Y1 und Y2 hervor
rufen; auch hier ist 

Y + Y1 + Y2 =O. 
Die GroBen von Xl> X 2, Yv Y2 wcrden aus X und Y wie in der 

Statik zu bestimmen sein. 
Der dynamische Kraftplan. In Fig. 543c wurden der Reihe 

nach folgende Gleichgewichtspolygone gezeichnet: 
Gelenk A: TA+ P 1 + l + K 1 + 3 + K 3 '=O 
liefert die Spannungen l und 3. 
Gelenk B: TB+K4 +4+K2 +2+P2 =0 
liefert die Spannungen 2 und 4. 

Die Polygone fiir die Gelenke l2t und \8 
l2t + K 1 + l :=O, \8 + 2 + K 2 ce= O 

liefern die Auflagerdriicke ~X und \8; ihre geometrische Summe 't> = 12t + \8 
ist der gesamte Auflagcrdruck der Kurbelwelle. 
Gelenk D: Tn + Y + K 5 + 5 + 4 + K 4 =c O 
gibt die Spannung 5 und den Kulissendruck Y, wodurch auch Y1 

und Y2 bestimmt sind. 

Gelenk C: T 0 + K 3 + 3 + 6' + K 6' + 6" + K 6" =O, 
woraus die Spannungen 6'- und 6" zu ermitteln sind, denn 6" muB 
durch dcn Endpunkt von Y gehen (siche Gelenk E). 
Gelenk (;r: (;r + K 6' + 6' + 5 + K 5 :=O, 
womit Richtung und GroBe des Auflagerdruckes (;r bestimmt ist. 
Gelenk E: TE+ Ks" + 6" + Y2 + K/ + 7' + 7"' + K 7"' =O 
gibt die Spannungen 7' und 7"'. 
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Der Endpnnkt R der Kulisse E R gibt: 

TR + Kt' + 7"' + 7" + Kt :::-.o, 
woraus sich die Spannnng 7" ergibt (Probe fiir die Genauigkeit der 
Konstruktion). 

Gelenk N: T N + K 7" + 7" + 7' + K 7' + Y 1 + X =O 
liefert den Kulissendruck X in N (Probe). 

Endpnnkt S der Kulissenschwinge M S: 

T 8 + 9" + K 9" = O 
gibt die Spannnng 9" (Probe). 

Gelenk M: TM + X 2 + K 9' + 9' + 11 + K 11 =O; 
da X 2 aus X) auf statischem Wege bereits bestimmt wurde, liefert 
dieses Polygon die Spannnngen 9' und 11. 

Gelenk Wl: IDl + 9' + K 9' + X 1 + K 9" + 9" =O; 
da X + X 1 + X 2 =O ist, gibt dieses Polygon die GroBe und Rich
tnng des Auflagerdruckes Wl. 
Gelenk T: Tp+Q+~+K11 +11=0; 
dieses Polygon liefert endlich den Fiihrnngsdruck ~ (Probe). 

Damit sind samtliche Spannnngen, Kulissendriicke, Auflager- nnd 
Fiihrnngsdriicke bestimmt. 

Das d' Alem bertsche Prinzip vom Gleichgewicht zwischen den 
ăuBeren Kraften nnd den Trăgheitskrăften findet seinen Ausdruck in 
dem geschlossenen Polygon: 

TA+ pl + ~ + 5S + p2 + TB + Tn + [ + Ts + m + 
+ T T + Q + ~ + T M + T N + T R + TE + T 0 =O. 

Die Gelenkdriicke. Von diesen sollen nur zwei bestimmt werden, 
da die iibrigen in der gleichen Weise ermittelt werden konnen. 

Es ist in Fig. 543c der Gelenkdruck in A 

GA = TAl + pl + l + Kt 
und auch =3 + K 3 + TAa· 

Der Gelenkdruck im Kulissenstein N ist 

GN= TN7 + Kt + 7" + 7' + K 7' + Y1 

nnd auch =X+ TNs· 

Literatur. Die Steuernng von Bonjour-Lachaussee wurde in 
The Engineer, 1905, S. 84 mitgeteilt. 

Hans Gotz gab in seiner Dissertation: "Theoretische Untersuchnng 
einer B.-L.-Dampfmaschine auf Massendruck der Steuerung nnd Re
sonanz des Regulators", Berlin 1910, eine graphische Untersuchnng 
dieser Steuernng; es wird eine konstante Geschwindigkeit des Kurbel
zapfens angenommen und das Getriebe in einzelne Teilgetriebe zerlegt, 
von denen jedes gesondert behandelt wird. Von Geschwindigkeitsplanen, 
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Beschlemrigungsplănen und dynamischen Kraftplănen wurde kein Ge
brauch gemacht. 

307. Aufgaben. Bei den folgenden Steuerungen sind als gegeben zu 
betrachten: die ăuBeren Krăfte P und Q (Triebkraft und Widerstand), 
die Massenverteilung in sămtlichen Gliedern und die Beschleunigung 
des Punktes A; man bestimme: a) ob die Steuerung zwanglăufig ist; 
b) die Spannungen in sămtlichen Gliedern; c) die Gelenkdriicke in sămt
lichen bewegten Gelenken; d) die Auflager- und Fiihrungsdriicke; e) die 
Kulissendriicke. 

135. Die Hackworth-Steuerung (Fig. 545). K~ ist die Kurbel, 
an deren Gelenk K die Triebkraft P der Steuerung wirkt; A ist 

e 
T 

8 

Fig. 545. 

/( 

p 

der Mittelpunkt des Exzenters, A O die Exzenterstailge, B T 
der Lenker, Q der Widerstand in der Schleberstange. Das Ge
lenk O wird in einer geradlinigen 
Kulisse gefiihrt, die bei der Regulie
rung um den festen Punkt O gedreht 
wird, deren Stellung aher als fest an
zusehen ist. (E. A. Brauer, Verh. 
d. Ver. z. Bef. d. Gewerbfl. 1877, 
H. Ebbs, Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1885.) 

136. Die J oy-Steuerung (Fig. 546). Bei 
dieser fiir StraBenbahn-Lokomotiven 
im Auslande hăufig angewendeten 
Steuerung ist ~A B P das Schub
kurbelgetriebe mit der Triebkraft P, 
M N S eine Verbindungsstange der 8 
Lenker AB und ST, Q der Wider
stand der Schieberstange; N ist in 
einem Kulissenstein gelagert. Die 

p 

Fig. 546. 
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geradlinige Kulisse ist fiir Regulierungszwecke um den festen 
Punkt O drehbar, muB aher fiir cine bestimmte Stellung als 
fest angesehen werden. (H. Ebbs, a. a. 0.) 

137. Die Gooch-Steuerung (Fig. 547). Auf der Welle 12{ sind zwei 
Exzenter aufgekeilt, die durch die Kurbeln A \2{, B\2r dargestellt 
sind; sie liegen symmetrisch zur Kurbel K\2{, mit der sie fest ver-

T 

Fig. 547. 

bunden sind und an der die Triebkraft P wirkt. Dic gleichlangen 
Exzenterstangen AC und BD sind an die Kreisbogen-Kulisse 
C D gelenkig angeschlossen, die in E von der Schwinge EC§; 
gefiihrt wird. Der Kulissenstein ist in N gelenkig mit dem Lenker 
N M T verbunden, der in T die Schieberstange bewegt und den 
Widerstand Q iiberwindet; andererseits ist M an die Schwinge 
Mim angeschlossen. im ist durch einen Rebel im O verstellbar; 
fiir eine bestimmte Stellung der Steuerung ist im als festliegendes 
Gelenk aufzufassen. (Organ f. d. Fortschr. d. Eisenbahnwesens 
1854, S. 76.) 

138. Die Fink-Steuerung (Fig. 548). K\2r ist die Kurbel mit der 
Triebkraft P, A der Mittelpunkt des Exzenters; in A ist die 

p 

T 

Q 

Fig. 548. 

krummlinige Kulisse gelenkig angeschlossen; die Mitte E der 
Kulisse wird durch die Schwinge EC§; um f§5 gefiihrt. Der Kulissen-
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steiu ist durch das Gelenk N mit dem Lenker N M '1' verbunden, 
des8en Ende T die Schieberstange bewegt. In M wird der Lenker 
durch die Schwinge MIDl um IDl gefiihrt. @: und rol sind als fest
liegend anzusehen. (Zeitschr. d. Osterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 1858, 
S. 81.) 

139. Die Heusinger-Steuerung (Fig. 549). A~ ist die Kurbel, 
AL die Triebstange, B~ das mit der Kurbel starr verbundene 

Fig. 549. 

Exzenter, BE die Exzenterstange, die in E mit der Kulisse ge
lenkig verbunden ist. ~ ist der feste Drehpunkt der Kulisse. 
In L ist der Arm LK mit der Kolbenstange LP starr verbunden; 
um K dreht sich eine Hiilse, durch welche die Stange S T gleiten 
kann; in N ist die Stange SN mit dem Kulissenstein gelenkig 
verbunden und in T setzt die Schieberstange mit dem Wider
stande Q1 ein. Endlich wird das Gelenk N durch die Schwinge 
N~ gefiihrt; ~ ist verstellbar, jedoch fiir eine bestimmte Stellung 
der Steuerung als fest zu betrachten. (Organ f. d. Fortschr. d. 
Eisenbahnwesens 1854, S. 90 und 1866, S. 221.) 

Wittenbauer, Dynamik. 35 



B. Die Bewegung· in der Zeit. 

XXIX. Die zeitliehe Bewegung eines Punktes. 
308. Die Bahn. Wenn wir vermi:igen, den augenblicklichen Bewegungs

zustand eines Punktes (I.) fiir alle aufeinander folgenden kleinen 
Zeitteilchen eines bestimmten Zeitabschnittes festzustellen, so ki:innen 
wir sagen, daB uns die zeitliche Bewegung dieses Punktes oder seine 
Bewegung wăhrend dieses Zeitabschnittes bekannt ist. Wir werden 
aber dann nicht nur Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes 
in allen Zeitteilchen angeben miissen, sondern auch die Lage, die der 
Punkt in diesen Zeitteilchen einnimmt. Dies ist aber eine Erkenntnis, 
die iiber den augenblicklichen Bewegungszustand hinausreicht und 
einen neuen Begriff in die Untersuchung der Bewegung einfiigt: die 
B ahn des Punktes. 

Man versteht darunter die Aufeinanderfolge aller Orte, die der Punkt 
wăhrend seiner Bewegung einnimmt; die Bahn ist demnach nichts real 
Bestehendes, sondern eine Vorstellung, die das Nacheinander durch 
das Gleichzeitige ersetzt. Man erkennt dies sehr leicht an einem Bei
spiel: an der Kurve, die ein leuchtender Punkt erblicken lăJ3t, den man 
im Dunkel rasch bewegt. Trotzdem die Bahn nichts Reales ist, erblickt 
man sie hier, da sie durch die anhaltende Reizung der Netzhaut unseres 
Auges ein scheinbares Dasein fiihrt. 

309. Freie und gezwungene Bewegung. Ist der Punkt einzig und 
allein den beschleunigenden oder verzi:igernden Krăften, wie z. B. der 
Schwerkraft, anderen Anziehungskrăften, dem Luftwiderstande usw., 
unterworfen, ohne jedoch irgend einer Beschrănkung seiner Bewegung 
ausgesetzt zu sein, so spricht man von der freien Bewegung des 
Punktes. In diesem Falle ist seine Bahn nur die Folge jener Krăfte 
und des anfănglichen Bewegungszustandes; sie ist infolgedessen nicht 
im voraus bekannt und muB erst nach den Regeln der Mechanik gesucht 
werden. 

Dies kann analytisch oder graphisch geschehen. Mit der analytischen 
Bestimmung der Gleichung der Bahn beschăftigt sich die analytische 
Mechanik. Die Methode hierzu wird in allen Lehrbiichern der Mechanik 
gelehrt. 
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Weniger geiibt ist die graphische Losung der Aufgabe, die freie Bahn 
eines Punktes aus dessen Anfangsgeschwindigkeit und dem Beschleu
nigungsgesetz zu bestimmen. Man sehe hieriiber: R. Proll, Graphische 
Dynamik, und Lord Kelvin, On Graphic Solution of Dynamical 
Problems 1892, Phil. Mag. 34, S. 443. 

Ist jedoch der Punkt bei seiner Bewegung gewissen Beschrankungen 
ausgesetzt oder Bedingungen unterworfen, die ihn an seiner freien Be
wegung hindern, so spricht man von einer vorgeschrie benen oder 
Zwangs-Bewegurrg. Dies tritt u. a. ein, wenn der Punkt genotigt 
wird, an bestimmten Kurven oder Flăchen zu gleiten, oder wenn er 
mit anderen bewegten Punkten durch starre oder elastische Stăbe ver
bunden ist. 

In dieser Lage befindet sich z. B. jeder Punkt eines bewegten Korpers, 
jedes Gelenk einer kinematischen Kette usw. 

Schon daraus geht hervor, daB alle Punktbewegungen, in der Natur 
sowohl wie besonders im Maschinenbau, Zwangsbewegungen sind; nur 
m ganz vereinzelten Făllen, wie bei der Bewegung der Molekeln. eines 
Gases, beim Wurf im luftleeren oder lufterfilllten Raum konnen unter 
gewissen Annahmen und Vereinfachungen die Bewegungen der Punkte 
als freie aufgefal3t werden. 

Diese Bemerkung wird es begreiflich erschcinen lassen, wenn wir 
unser Interesse ausschlieBlich den Zwangsbewegungen zuwenden und die 
freie Bewegung nur als Vorbereitung zu jenen behandeln. 

Bei der Bewegung eines zwanglăufigen Getriebes ist die Bahn jedes 
Punktes im vorhinein als feststehend anzusehen. Man kann sie, wenn 
es notwendig ist, Punkt fiir Punkt konstruieren, auch wenn man von 
den iibrigen BewegungsgroBen: Zeit, Geschwindigkeit, Beschleunigung 
noch gar nichts aussagen kann. Sie ist deshalb, auch wenn sie nicht 
konstruiert ist, als etwas Gegebenes, Vorgeschriebenes anzusehen. Wir 
werden spăter sehen, daB man die dynamische Untersuchung eines 
solchen Getriebes durchfiihren kann, ohne vorerst die Bahnen der Punkte 
aufzeichnen zu miissen. Im iibrigen ist die Bewegung eines Punktes 
auf vorgeschriebener Bahn der graphischen Untersuchung leichter zu
gănglich als die freie Bewegung. Denn wenn die Bahn des Punktes A 
gegeben ist, kann an jeder ihrer Stellen der in die Bewegungsrichtung 
fallende Anteil der Kraft, die Tangentialkraft und damit auch die Tan
gentialbeschleunigung tA durch Projektion der Kraft auf die Richtung 
der Bewegung bestimmt werden. Wickelt man dann den Weg s des 
Punktes A auf einer Geraden Os ab, so wird das Problem der Zwangs
bewegung des Punktes auf jenes der geradlinigen Bewegung mit bekannter 
Beschleunigung tA zuriickgefiihrt. 

Stellt man die zusammengehorigen GroBen von s und tA als recht
winklige Koordinaten eines Punktes dar, so erhălt man fiir die fort
laufende Bewegung ein Schaubild, ein orthogonales Diagramm, aus dem 
heraus alle iibrigen Bewegungsgrol3en, so insbesondere die Geschwindig-

35* 
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keit, dic Zeit, die Arbeit, die Bewegungsencrgie usw. cutuouuneu werden 
konnen, wic in den Abschnitten XXXI und XXXII gezeigt werden wird. 

Beziiglich der Konstruktion der Zwangsbewegung sehc man auch: 
R. Proll, Graphische Dynamik, S. 87. 

310. Grol.le des Zwanges. Unter den Fragen, die bei der vorgeschrie 
benen Bewegung eines Punktes auftauchen, ist die nach der G ro 13 e des 
Zwan ges eine der wichtigsten. Unter Z w an g versteht man die Kraft 

oder den Druck, den die vorgeschriebene Bahn 
----1:-rs:::+-r--~-u auf den bewegten Punkt ausiiben muB, um ihn 

nil -----

0 
Fig. 550. 

an sich zu binden. 
Ist 8 die vorgeschriebene Bahn (Fig. 550), A 

dic Lage des Punktes zur Zeit t, P die ihn be
wegende Kraft, b 1' deren Beschleunigung, v die 
Geschwindigkeit, so wird sich der Zwang der als 
glatt vorausgesetzten Bahn als ein Druck D 
aul3ern, der normal zu 8 auftreten wird. Wenn 

bn die Beschleunigung dieses Zwanges ist, so erfahrt der Punkt A die 
Gesamtbeschleunigung bA::- bp + bD. 

Nun ist aber nach Gleichung 6: 

bA- nA +tA, 
v2 dv 

Worin n - t 
A --e, A= dt 

und e =A K der Kriimmu11gshalbmesser von 8 in A ist. Aus der Figur 
folgt: nA = bp sin rp + bn, 
somit der Zwang: D = rnbn = rn (nA -bpsin rp) oder 

rnv2 
D = -- - P sin rp 142) 

e 
Die Ermittlung der Geschwindigkeit erfo]gt genau so, als ob die 

Bahn eine freie wăre, solange kein Widerstand in der Bewegungsrichtung 
auftritt; es ist nămlich 

P dv 
tA= bp cos rp = ;n cos rp = d( 

Es gibt Stellen der vorgeschriebenen Bahn, an denen der Zwang D 
verschwindet; an diesen Stellen wird, falls ein Abwenden des Punktes 
von der Bahn unmoglich gemacht wird, das Vorzeichen von D sich 
andern, es tritt Druckwechsel ein. 

311. Das Wesen der Diagramme. Wahrend die analytische Dyna
mik die Bewegungsvorgănge durch Gleichungen zwischen den Bewe
gungsgrol3en zu schildern sucht, ersetzt die graphische Dynamik diese 
Gleichungen durch Schaulinien oder Diagramme. 

Das Diagramm gibt ein anschauliches Bild der Veranderung der einen 
Bewegungsgri:il3e mit einer anderen, z. B. der Veranderung der Geschwin
digkeit mit der Zeit- oder der Verănderung der Kraft mit dem Wege. 
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Diese Art, den Verlauf einer Erscheinung durch eine stetige Kurve 
darzustellen, hat sich heute in allen Wissenschaften, noch mehr vielleicht 
im praktischen Leben eingebiirgert. Die Physiologie bedient sich z. B. 
des Diagrammes, um das Schwanken des Blutdrucks in den Adern 
oder die Ermiidung eines Muskels im Verlaufe der Zeit durch fortlaufende 
Kurven darzustellen. 

Eine sehr schone Verwendung der kinematischen Diagramme bei der 
Untersuchung der Bewegung des Schwerpunkts des menschlichen 
Korpers hat O. Fischer gemacht. (Vgl. Der Gang des Menschen, 
II. Teil: Die Bewegung des Gesamtschwerpunkts und die ăuBeren 
Krăfte, Abhandlungen der math. phys. Klasse der sachs. Gesell
schaft der Wissenschaften, 25. Bd., 1899.) In dieser Arbeit werden aus 
den Diagrammen der Schwerpunktsbewegung die Geschwindigkeits
und Beschleunigungsdiagramme des Schwerpunkts abgeleitet. 

Der Statistiker schildert mit Hilfe eines Diagramms die Zu- und 
Abnahme der Bevolkerungszahl im Laufe der Jahre. Wie sehr sich die 
Nationalăkonomen und Ingenieure zur Klarstellung wirtschaftlicher 
Verhăltnisse der Diagramme bedienen, beweist jede der vielen Aus
stellungen unserer Zeit, in denen die Schaulinien eine so hervorragende 
Rolle spielen. Auch soll an die Wichtigkeit der Fahrdiagramme der 
Bahnen fiir den Betrieb sowohl wie fiir den Entwurf erinnert werden. 

Das Wesen des Diagramms ist seit lan gem bekannt; die Darstellung 
einer Kurve durch die Koordinaten ihrer Punkte durch Descartes 
ist vielleicht die erste bewuBte Aufzeichnung einer Schaulinie gewesen. 

Gewohnlich begniigt man sich mit der Darstellung der Verănderung 
zweier GroBen, die durch eine ebene Kurve anschaulich gemacht wird. 
Dies geschieht entweder durch Konstruieren einer moglichst groBen 
Anzahl ihrer Punkte, also durch Zeichnung, oder mit Hilfe eines In
strumentes, das die Kurve selbsttătig und stetig aufzeichnet, ohne eine 
Konstruktion notig zu machen. 

Es gibt zahlreiche Instrumente, welche diesem Zwecke dienen und 
die Schaulinien automatisch aufzeichnen. So gibt es u. a. bei den 
modernen Festigkeitsmaschinen sinnreiche Einrichtungen, welche das 
Diagramm zwischen Spannung und Dehnung selbsttătig aufzeichnen. 
Andere Instrumente gestatten die Aufnahme der Diagramme des Luft
druckes, der Windgeschwindigkeit, der Temperatur, des Wasserstandes 
usw. in Abhăngigkeit von dcr Zeit. Das dem Ingenieur am năchsten 
liegende Instrument dieser Art ist wohl der Dampfdruckmesser oder 
Indikator. Auf andere solche Einrichtungen soll spăter zuriickgekommen 
werden. 

In letzter Zeit bat sich das Bestreben geltend gemacht, auch die 
gleichzeitige Verănderung dreier GroBen voneinander zeichnerisch 
darzustellen. Dann wird der Verlauf einer Flache durch Angabe ihrer 
ebenen Schnitte parallel zu den Koordinaten-Ebenen geschildert, was 
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durch Aufzeichnung eines aus drei Achsen bestehenden Achsenkreuzes 
in schiefer Projektion geschieht. 

Dieses Verfahren beniitzt u. a. O. Lasche fiir die Darstellung der 
Reibungsverhăltnisse in Lagern mit hoher Umfangsgeschwindigkeit 
(Mitteil. iiber Forschungsarb. Heft 9), um răumliche Diagramme zwischen 
der Reibungszahl, der Zapfengeschwindigkeit und der Lagertemperatur 
zu zeichnen; ferner A. Neumann in "Die Rei bungsverhăltnisse in 
Spurzapfenlagern", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1918, S. 573, fiir 
răumliche Diagramme zwischen der Reibungszahl, dem Druck und der 
Geschwindigkeit. 

Auch W. Zahn, "Zur Theorie der Bandagen-Schwungrăder," Verh. d. 
Ver. z. Bef. d. Gewerbfl. 1908, S. 491 und C. Schmid, "Die Luftschraube 
am Stand", Zeitschr. f. Motorluftsch. u. Flugt. 1915, S. 56 beniitzen 
răumliche Diagramme. 

Man findet auch in diesem Buche in Fig. 729 und 731 von solchen 
Diagrammen Gebrauch gemacht, um die Beziehungen zwischen dem 
Wege 8 des Reduktionspunktes eines Getriebes, dessen reduzierter Masse 
IDl und der Bewegungsenergie L anschaulich zu machen. 

Einkonstruktiver W ert kommt solchenSchaubildern vorlăufignoch nich t 
zu, daessich beiihnennurumeineplastischeDarstellungsmethodehandelt. 

312. Bewegungs-Diagramme. Man unterscheidet siein kinematische 
und dynamische Diagramme, je nachdem sie nur die GroBen der 
kinematischen Bewegungslehre: Zeit, Weg des Punktes, Geschwindig
keit und Beschleunigung zur Anschauung bringen- oder auch die GroBen 
der Dynamik: Kraft, Masse, Arbeit und Bewegungs-Energie. 

Eine andere Unterscheidung der Diagramme entsteht nach der Art, 
wie wir die Schaulinie in Beziehung bringen zur tatsăchlichen Bewegung. 
Wir sprechen dann von ortlichen oder lokalen Diagrammen, wenn 
sie an den bewegten Punkt selbst angezeichnet werden, zum Unter
schiede von jenen, die in einer Nebenfigur gezeichnet werden. Diese 
unterscheiden wir wieder in polare und orthogonale Diagramme. 
Wir behalten uns vor, die letzteren ihrer Wichtigkeit wegen in einem 
eigenen Abschnitte zu besprechen und wollen vorlăufig nur einige 
Eigenschaften der lokalen und polaren Schaulinien behandeln. 

313. Die Hodographen. Es sei in 
Fig. 551 8 die freie oder vorge-

9 schrie bene Bahn eines Punktes .A, 
A.A' = d8 ein kleines Teilchen dieser 

B - d8 
0 ahn, .A G:::::: v = dt die nach einem 

Fig. 551, bestimmten MaBstabe aufgetragene 
Geschwindigkeit, .A' G' = v' dasselbe 

fiir den benachbarten Punkt .A', b die Beschleunigung des Punktes .A. 
Fiihrt man diese Zeichnung fiir alle Lagen des Punktes .A wăhrend 

seiner Bewegung aus, so erfiillen die Punkte G, G' .... eine stetige Kurve 
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g, die al!l lokale Geschwindigkeitskurve oder lokaler Hodograph 
bezeichnet wird. Tragt man hingegen die Geschwindigkeiten v, v' .... 
nicht von den Lagen A, A' . . . . des Punktes, sondern alle von einem 
und demselben beliebig angenommenen Punkt o auf, d. h. ist o-a=::: v, 
o a' := v' usf. (Fig. 551 a), so erfiillen die Punkte a a' .... ebenfalls eme 
stetige Kurve 'II, die polare Geschwindig
keitskurve oder polarer Hodograph 
heiBt. 

Es ist v'- V+ du' worin du~ aa' die 
Vedinderung der Geschwindigkeit v bedeutct 

und du= b 
dt 

b 

o 
Fig. 551 a. 

die Beschleunigung des Punktes A ist. (V gl. 4, :Fig. 3 und 3a.) Daraus 
folgen die Satze: 

I. Die Tangente des polaren Hodographen im Punktc a 
hat die Richtung der Beschleunigung des entsprechenden 
Punktes A; und: 

II. Die Gesch w.indi gkei t, mit der der Punkt a den Hod o
graphen u bcschrei bt, ist die Beschleunigung des Punktcs 
A auf seiner Bahn 8. 

Folgende Eigenschaften des polaren Hodographen sollen erwăhnt 
werden: 

III. Liegt der Pol o auf dem Hodographen u selbst, so hat der ent
sprechende Punkt O auf der Bahn 8 die Geschwindigkeit null; der Punkt 
kehrt dann seine Bewegung um. 

IV. Beriihrt der Hodographenstrahl oa den Hodographen u, so 
fallen in dem entsprechenden Punkte A Geschwindigkeit und Beschleu
nigung in dieselbe Gerade; dann ist die Beschleunigung b gleichzeitig 
auch die Tangentialheschleunigung und die Normalbeschleunigung 

2 

n = _7'_ ist null, also e = oo; der Punkt A heschreibt einen Wendepunkt 
e 

seiner Bahn. 
V. Steht der Hodographenstrahl oa normal zum Hodographen u, 

so steht im entsprechenden Punkte A die Beschleunigung b senkrecht 
zur Tangentialbeschleunigung, die somit null ist; aus dv =O folgt aher, 
daB die Gesehwindigkeit v von A einen groBten oder kleinsten W ert 
annimmt. 

Der Gedanke des polaren Hodographen stammt von A. F .. Mohius, 
Mechanik des Himmels, 1843, und wurde von ihm zur Untersuchung 
der Planetenbewegung verwendet. Der Name riihrt von W. R. Ha
mii ton, Elements of Quaternions, 1846, her. 

Vgl. auch O. Gerlach, "Zur Theorie des Hodographen", Dissertation 
Rostock 1889 und H. Alt, "Zur Theorie der Geschwindigkeits- und Be
schleunigungsplăne einer komplan bewegten Ebene' ', Dissertation Dresden 
1914. 
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314. Konstruktion der Beschleunigung. Um aus dem Hodographen 
die Gri:i13e der Beschleunigung b zu bestimmen, bediene man sich folgender 
Konstruktion (R. Mehmke, "Zur graphischen Kinematik und Dyna-

------::::::='i~?G~' ==~ mik", Jahrbuch der Mathematiker-
B~ g Vereinigung 1903, S, 561): 

b 

'Il' 

Fig. 552. 

Man ziehe (Fig. 552, 552a) in 
G die Tangente G B an den lokalen 
Hodographen g, in a die Tangente t 
an den polaren Hodographen u und 
mache A B li t; dann ist BA die 
gesuchte Beschleunigung b. 

Dcnn legt man beide Abbildungen aufeinander (Fig. 552b), so da13 
o nach A unda nach G kommt, so ist wegen A'G' , oa': 

a'G' _ ds und a a':::= du, 

b 

o !1 
Fig. 552a. Fig. 552b. 

also in den ăhnlichen Dreicckcn a.a'U' und BAO: 

oder mit AG •ce v : 

BA: iCG =a a' : a'G' =du: ds 
______ du 
BA -'.---- b - dt - . 

Man kann jedoch die Konstruktion der Beschlcunigung b auch ohne 
Beniitzung des polaren Hodographen u ausfiihren (Fig. 553). Ist A K __ (! 

B 

G der Kriimmungshalbmesser der Bahn sin A, 
;ţ--=====~~~q so erhălt man die Normalbeschleunigung 

X 
Fig. 553. 

315. Beispiele. 

2 

n = v_ in A, wenn man K mit G verbindet 
(! 

undGN ...l..KG macht; dann ist N A-- n. 
Zieht man nun N B 1: GA mi.d bringt N B 

zum Schnitte B mit der Tangente an den 
lokalen Hodographen in G, so ist BA~'- b die 
gesuchte Beschleunigung. Dann ist BN die 
Tangentialbcschleunigung t von A und 
b ~t + n. 

l. Der Hodograph dcr Wurfbewegung (Fig. 554). Erfolgt der 
Wurf ohne Luftwiderstand unter alleinigem Einfluf3 der Schwerkraft, 
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so ist der Hodograph eine vertikale Gerade (Fig. 554a), da die Tangente 
des Hodographen der Beschleunigung der Schwere parallel ist und somit 
ihre Richtung nicht verăndert. 

2. Der Hodograph der Zykloiden bewegung (Fig. 555). Ein 
Kreis k rollt ohne zu gleiten gleichformig auf einer Geraden; ein Punkt A 

~ ~~~~u, 
Fig. 554. F1g. 554a. 

am Umfange dieses Kreises beschreibt die Radlinie oder gemeine Zykloide 
A 0 A A 1 A 2 • • • • Ist O der Beriihrungspunkt des Kreises mit der Ge
raden, so ist er der Drehpol der Kreisscheibe und AO die Normale der 
Zykloide in A; die Geschwindigkeit v ist normal zu AO, geht also durch 
den hochsten Punkt des Kreises. 

Das gleiche gilt fiir jede andcre Lage A1 des bewegten Punktes. 
Ist c die konstante Geschwindigkeit, mit welcher der Mittelpunkt des 

o (1!z~2c-~ az 

~--~ u 

1<\g. 555. Fig. 555a. 

Kreises sich bewegt und w die konstante Winkelgeschwindigkeit des 
Kreises um seinen M.ittelpunkt, so bleibt der Beriihrungspunkt O, der 
nicht gleiten soll, augenblicklich in Ruhe, wenn seine Geschwindigkeit c 
nach rechts sich tilgt mit cler nach links gerichteten Geschwindigkeit Rw 
bei cler Drehung um M. Es mu13 also 

c 
c = Rw und w = R 

sem und die Geschwindigkeit von A: 
v = rw; 

denn da O augenblicklich in Ruhe bleibt, dreht sich A um O und es ist 
v: c = r: R. 

Ebenso ist in A 1 : 

v1 = r1w und v : v1 = r : r 1 . 

Denkt man sich beide Kreise zur Deckung gebracht, so dal3 0 1 nach 
O, Al nach a kommt, und rnacht rnan in ]'ig. 555a: o a~···· V, o a~= vl, 
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~o werden die Dreiecke AOa und aoa1 ăhnlich sein; da dies fiir alle 
Punkte der Zykloide gelten wird, so ist auch der Hodograph u dem 
Kreise k ăhnlich, d. h. der Hodograph ist ein Kreis mit dem Halbmesser c. 
Die Geschwindigkeit des Punktes A 2 ist nămlich 2c und parallel der 
Wălzungsgeraden. 

Da der Pol o auf u liegt, wird der entsprechende Punkt A 0 augeu
blicklich in Ruhe sein und sodann seine Bewegung umkehren (Ri.iekkehr
punkt). (Vgl. 313, Satz III.) 

In a 2 ist der Hodographenstrahl oa2 normal zu u; in A 2 erreieht 
also die Geschwindigkeit v2 ihren GroBtwert. (Vgl. 313, Satz V.) 

, 
1 

1 
1 

1 

u. _____ _ 

a,., ......... --
,,.,.,. 

, 

V 

3. Der Hodograph der 
elliptischen Schwingung 
(Fig. 556). Diese Bewegung er
folgt, wehn ein Punkt, von der 
Anfangslage M mit der Ge
sch windigkei t v0 ...L OM ausge-

Vo 
hend, von dem Zentrum O mit -L----~------~~~~-m--~ 

M einer Kraft angezogen wird, die 

1 
1 

Fig. 556. 

der Entfernung proportional ist. 
An einer beliebigen Stelle A 

cler Bahn ist dann b = k2 r und 
hat die Richtung AO. 

Die Richtungen von v und b 
in A sind die gleichen, wie die der konjugierten Halbmesser r und q der 
elliptischen Bahn, die A beschreibt. Ist a der Neigungswinkel dieser 
Hal bmesser, m und n die Halbachsen der Ellipse, so ist bekanntlich 
qr sin a= mn. 

Die Bewegung ist eine Zentralbewegm1g, fi.ir welche die Flăchen
geschwindigkeit konstant ist, oder, was dasselbe besagt, das Produkt vp 
unverănderlich bleibt, wenn p = r sin a der Abstand der Geschwindig
keit von O ist. In M ist dieses Produkt v0 m, also ist 

vp = v0 m. 

Die Beschleunigung b0 in M ~teht normal zu v0 , ist also aJlein Normal
beschleunigung oder 

V 2 
bo = k2m =_o_, 

eo 
n2 

worin eo = -- der Kri.immungshalbmesser der Ellipse im Scheitel M i~t. m 
Aus diesen Gleichungen folgt 

v0 m m k V m (lo 1. 
V=--= ----,----- = ,,q, 

p r sm a 
d. h. die Geschwindigkeit v des Punktes A hat die Richtung des kon
jugierten Halbmessers q und ist ihm proportional. 
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Trăgt man demnach von O als Pol o des Hodographen die Geschwindig
keit V= o-a in Richtung von q auf, so erhălt man den Hodographen als 
Ellipse, die der Bahn 8 ăhnlich ist und die gleichliegenden Halbachsen 
km und kn hat. 

4. Der Hodograph der Planeten bewegung (Fig. 557). Auch 
diese Bewegung ist cine Zentralbewegung. Die Bahn ist eine Ellipse 
mit den Halbachsen m und n; das Anziehungszentrum liegt in einem 
Brennpunkte F. An der Stelle A der Bahn 8 sei v die Geschwindigkeit, 

Fig. 557. Fig. 557a. 

p ihr Abstand von F; die Beschleunigung b der Anziehung hat die Rich
tung AF und die Gr6Be 

k 
b = ' r2 

worin FA cer und k cine Konstante ist. A 2 sei eine spătere Lage des 
Punktes, in welcher die Geschwindigkeit v2 !1 v sei; ihr Abstand p2 von F 
liegt dann mit p in derselben Geraden. 

Die FuBpunkte P und P 2 der Perpendikel p und p2 auf den Tangenten 
der Ellipse liegen bekanntlich auf dem Kreise, der iiber der groBen Achse 
2 m als Durchmesser gezeichnet wird, und es ist dann 

pp2 = p0 p1 = n2 = konstant, worin p0 = P~F, p1 = P 1F ist. 

Da die Bewegung eine Zentralbewegung ist, so besteht wie im Beispiel3 
die Gleichung vp = v2 p2 = V 0 p0 = v1 p1 

oder 

und daher 

In P 0 ist die Beschleunigung b0 normal zu v0, also 

k v 2 

bo = P7- = eo~ Vo2Po2 = k (!o, 
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worin (!o= n2 der Kriimmungshalbmesser der Ellipse in deren Scheitel 
m 

ist; es wird also 

k 
- = konstant. 

m 

Daraus ergibt sich aher, daB der Hodograph u ein Kreis ist, dessen 
Pol O exzentrisch liegt (Fig. 557 a). Sein Durchmesser ist 

2 J/km 
Vo + v1 = - . 

n 
5. Aufgabe. 

140. Ein Punkt beschreibt eine logarithmische Spirale unter dem 
Einflusse einer Anziehungskraft, die nach dem Mittelpunkt ge
richtet ist. Man zeige, daB der Hodograph dieser Bewegung 
wieder eine logarithmische Spirale ist. 

.l!'ig. 558. 

316. Der Iokale Hodograph mit gedrehten 
Geschwindigkeiten. Man kann den in 313 
behandelten lokalen Hodographen GG' .... 
auch noch in anderer Weise darstellen, indem 
man die Geschwindigkeiten nicht in ihrer 

s Richtung, sondern senkrecht dazu auftriigt, 
also AG = v um 90° nach AH dreht (Fig. 558). 
Die Punkte H erfiillen dann ebenfalls einen 
lokalen Hodographen H H' . . . . oder die 
Kurve h. Die unendlich nahen Normalen AH 
und A' H' der Bahn s schneiden sich im 
Kriimmungsmittelpunkte K, aus dem wir den 
kleinen Kreisbogen H J beschreiben. Es ist 
dann JH' =: dv; mit A K :=:: e wird 
H J = dw = (e + v) de, AA-; = ds = e ·de, 

ds = d w · _(!__ dv = d w · tg t5 
(! + v' 

und somit die Tangentialbeschleunigung 

dv dv v 
t = lE= v. ds = (! ((! + v) tg !5, 

woraus sich folgende Konstruktion von t ergibt: 

Man ziehe in H die Normale zu h bis zum Schnitte N mit AG, ver
binde K mit N bis zum Schnitte T mit H J, dann ist t = H1.'. Zieht 
man ferner H S Il T K bis zum Schnitte S mit AG, S R Il H N bis zum 
Schnitte R mit AK, so ist die Normalbeschleunigung 

n = =~AR. 
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Maeht n1an l'ndlich R Mi' 111', 1' M 1! A K. so i"t. 

AM b t + n 

die ganze Beschleunigung von A. 

557 

Die Punkte 11, N, M liegen in einer Geraden; denn verbindet man 
11 mit M, so ist 

und ebenso 

RM 
fiR 

t (! 1 = ---- = t . . -·- :--- = tg o 
v+n V2 V (!+V V+--

(! 

AN 
_ = tgo. 

HA 
Es geniigt also, die Normale HN zu h, ferner HT, KNT, T M zu 

ziehen, um AM~= b zu erhalten. (Vgl. M. Grii bler, Lehrbuch der 
Technischen Mechanik, I. Bd., 1919, S. 44.) 



XXX. Eigensd1aften tler Differential- untl 
lntegralkurven. 

317. Die Differentialkurve. Es sei K eine beliebige stetige Kurve 
(Fig. 5159), YOX ein orthogonales Achsenkreuz, X und Y die Koordinaten 

Fig. 559. 

eines Punktes P der Kurve. Zieht man in P die Tangente t an diese, 
so gilt fiir ihre Neigung fP zur Achse OX: 

dY 
tg fP =aX' 

Es sei ferner yox ein zu dem frliheren paralleles Achsenkreuz undE 
ein beliebiger Punkt im Abstande e Ea von o. Zieht man EF il t, 

so ist 
- dY 
oF = y = e tg cp = e (fx· a) 

Trăgt man y unter Y von der ox-Achse auf, so erhălt man den 
Punkt p. 

Flihrt man dieselbe Konstruktion fiir den Anfangspunkt P 0 der 
Kurve K durch, zieht die Tangente t0 , EF0 11 t0 , so erhălt man in F 0 den 
Punkt p0• 
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Alle auf diesem Wege gefundenen Punkte p erfiillen die Kurve k. 

lhrc Ordinaten y sind dem Differentialquotienten ~ ~ der Kurve K 

proportional, wenn e eine unveranderliche Strecke ist (Basis). Man 
nennt deshalb k die Differentialkurve der Kurve K, bezogen auf 
die Basis e. 

Erreicht die Ordinate Y einen Extremwert (Maximum oder Mini
mum), so ist die Tangente t parallel zur OX-Achse, es wird q; =O und 
y = O, d. h. die Differentialkurve schneidet fiir die gleiche Abszisse 
x =X die Achse ox. 

Hat die Kurve K einen Wendepunkt W, so wird an dieser Stelle 

~2 ! = O oder dy = O 
dX2 dx ' 

d. h. die Ordinate y der Differentialkurve erreicht fiir die gleiche Abszisse 
x =X einen Extremwert (max y oder min y). 

318. Die Integralkurve. Es sei k eine beliebige stetige Kurve (Fig. 560), 
yox ein orthogonales Achsenkreuz, x und y die Koordinaten eines be
liebigen Punktes p dieser 
Kurve. !f Yo 

Geht man von p zu 
eint>m unendlich nahen 
Nachbarpunkt p' der 
Kurve iiber und nennt dl 
die Fliiche des schmalen 
Streifens zwischen y und 
y', so ist d 1 = y · d x und 
die ganze Flache zwischen 
der Kurve k, der Achse o x 
und zwei Ordinaten : 

1 = J ydx + C; 

lassen wir die Flache bei 
der Achse o y beginnen, 
so ist 

y 

X 

y V", ax 

K 

L-_,x~1---x~----~---------L------x 

Fig. 560. 

~r: 

f= jydx. 
o 

Setzen wir f = E Y, worin E eine konstante Strooke (Basis) und Y 
eine veriinderliche Strecke bezeichnet, so kann 

X 

Y = ~ =! .fyax 
o 

in einem zweiten orthogonalen Achsenkreuze YOX unter y eingetragen 
werden, wodurch man den Punkt P erhalt. 
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Piir cincn zwciten Punkt p1 der Kurvc k ist ehen:-;o 

:.r, 1 
fi= J ydx und Y1 = ~· 

u 

die Ordinate des Punktes P 1 . Die so erhaltenen Punkte P P 1 •••• be
stimmen eine zweite Kurve K, die man die In tegralkurve von k nennt. 

1-/1 
Aus Y-Y1 =~E-

ergibt sich der Satz: Die Differenz der Ordinaten der Integralkurve ist 
ein MaB fiir die Flache zwischen den zugehorigen Ordinaten der Diffe
ren tialkurve. 

Zwischen den Kurven K und k bestehen dieselben Beziehungen, die 
wir unter 317 kennen gelernt ha ben: wo die Kurve k die Achse o x 
schneidet, nimmt die Ordinate Y der Kurve K einen Extremwert an; 
wo die Ordinate y der Kurve k Extremwerte annimmt, hat die Kurve K 
einen W endepunkt W. 

Um in P die Tangente an die Integralkurve zu finden, projiziert man 
(Fig. 561) den zu P gehorenden Punkt p der Kurve k nach F, ver. 
bindet den beliebig angenommenen Punkt E mit F und zieht parallel 

y 

ok-~~~~dXwL-L---x 

Fig. 561. Fig. 562. 

zu EF durch P ein unendlich kleines Stiick P P' der Tangente, bis die 
nm dX entfernte Ordinate in P' getroffen wird. Sodann wird der zu P' 
gehorende Punkt p' ebenso nach F' projiziert, Emit F' verbunden und 
parallel zu EF' das kleine Stiick P' P" der năchsten Tangente ge
zogen usf. 

Die Lange Y der Ordinate und damit die Lage der Achse O X er-
gibt sich aus 

1 
Y= E'' 

worin E eine beliebige, konstante Strecke bedeutet. 
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Auf diesem Wege ergibt sich die Integralkurve als Seileck der 
l~elastungen df = y dx, die auf der Achse ox lagern. 

Die Konstruktion der Integralkurve aus der Differentialkurve ergibt 
sich aus der Umkehrung der in Fig. 559 angefiihrten Methode, um die 
Differentialkurve zu finden. Es sei in Fig. 561 die Kurve k gegeben 
und P ein Punkt der gesuchten Integralkurve. 

Will man nach diesem Verfahren die Integralkurve angenăhert 
zeichnen, so muB man die unendlich schmalen Streifen zwischen p und 
p', p' und p" usw. durch kleine endliche Streifen 
ersetzen. Man teilt die Achse o x in kleine Teile 
LI x, LI x' usf., die nicht gleich zu sein brauchen, 
zieht die Belastungslinien von LI f = y · LI x durch 
die Schwerpunkte der schmalen Streifen LI f 
(Fig. 562) und fiihrt die oben geschilderte 
Konstruktion des Seilecks durch. Geht man vom 
Punkte P der Integralkurve auf der Belastungs
linie von LI 1 aus, so zieht man zuerst das kurze 
Stiick M M' durch P, parallel zu EF (Fig. 561), 

:'1'----k~--...J/io 

Fig. 562a. 

sodann M' M" 11 EF' usf. Man erhălt also statt einer Kurve das Po
lygon M M' M" .... , dem die Integralkurve eingeschrieben ist. Statt 
in P hat die Konstruktion in O zu beginnen. 

Statt die Ordinaten y, y', .... auf die Achse oy zu projizieren, zeichnet 
man in der Seitenfigur 562a cine Parallele zu dieser Achse und nimmt 
auBerhalb den Punkt H in der beliebigen Entfernung H H 0 = h an. 
Die hier aufgetragenen Strecken 

z - .:!1 z' = !!hL, ... - h' 

sind den Belastungsflăchen LI 1 proportional. Man spricht deshalb von 
dieser Figur auch als Krăfteplan, und nennt H dessen Pol, h die Polhi:ihe 
oder Basis; die Strahlen Hl, Hl' usw. sind den Seiten des Seilecks 
parallel. 

Ăndert man h, so ăndert sich auch die Integralkurve, da sich der 
MaBstab verăndert. Dber den MaGstab der Differential- und Integral
kurven wird gelegentlich ihrer Anwendung gesprochen werden. 

Ausfiihrliches iiber die Wechselbeziehung zwischen diesen Kurven 
findet man in dem Werke: Abdank-Abakamowicz, Die Integraphen, 
deutsch von E. Bi tterli, 1889. Die dort gegebenen Anwendungen be
schăftigen sich fast ausschlieHlich mit dem vom Verfasser erfundenen 
Instrumente. Auf S. 141 findet man eine gute Literatur-Dbersicht iiber 
Integralkurven und graphische Integration. 

R. Mehmke gibt in seinem Buche: Leitfaden zum graphischen 
Rechnen, 1917, auf S. 92 u. f. eine gedrăngte Dben;icht der Eigenschaften 
der Integral- und Differentialkurven. 

Ebenso bringt C. Runge in seinen: Graphischen Methoden, 2. Aufl. 
1919, einen Abschnitt iiber graphische Integration und Differentiation. 

Wittenbauer, Dynamik. 36 
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Auf das Zeichnen dieser Kurven wird im AbRchnitt XXXI niiher 
eingegangen werden. 

319. Aufgaben. 
141. Man zeichne die Differentialkurve emer ansteigenden Geraden. 
142. Man zeichne die Schar der Integralkurven einer ansteigenden 

Geraden. 
143. Zwei Kurven K 1 und K 2 schneiden sich in zwei Punkten P 1 

und P 2• Man zeige, daB ihre Differentialkurven k1 und k2 zwischen 
den Ordinaten dieser Punkte gleiche Flăchen einschlieBen. 

144. Zwei Kurven K 1 und K 2 beriihren sich in einem Punkte P. 
Man zeige, daB ihre Differentialkurven k1 und k 2 sich in einem 
Punkte p schneiden, der auf der Ordinate von P liegt. 



XXXI. Kinematisclle Diagramme. 
320. Das Weg-Zeit-Diagramm (s-t-Diagramm). Bei dessen Entwurf 

ist es gleichgiiltig, ob sich der Punkt in einer Geraden oder in einer 
krummlinigen Bahn bewegt. In letzterem Falle wickelt man den Weg s 
des Punktes vom Nullpunkt O aus auf 
einer Geraden Os, der Weg-Achse, auf. 
Dabei wird ein Ma!3stab gewăhlt werden 
miissen, der die wirklichen Wege in oft 
viel kleinerer Zeichnung darzustellen er
laubt. Dieser Ma!3stab darf beliebig ge
wăhlt werden; wir nehmen z. B. in der 
Schaulinie Fig. 563 dafiir an: 

Wegma!3stab: 1 cm Weg-Achse 

1 m Weg 

s, 

Fig. 563. 

am Weg oder l 
1 . . 143) 

cm Weg-Achse 
a 

Ist s m der Weg des Punktes, 
Weg-Strecke 

so wird er im Diagramm durch die 

8 
0 cm Weg-Achse = - cm ....... 144) 

a 
dargestell t. 

Die zu den 'Wegen gehi:irenden Zeiten trăgt man auf einer zur Weg
Achse senkrechten Geraden, der Zeit-Achse Ot von O aus auf und wăhlt 
hierzu einen zweiten willkiirlichen Ma!3stab fiir die Zeiten. Es sei z. B. 
in Fig. 563 angenommen.: 

Zeitma!3stab: 1 cm Zeit-Achse = 1 Sekunde Zeit . . . 145) 

Ist z. B. t sek die filr die Bewegung durch den Weg s m verflossene 
Zeit, so wird s1e auf der Zeit-Achse durch die Zeit-Strecke 

t cm = t sek . . . . . . . . . . . 146) 
dargestellt. 

0 und t sind also reine Zahlen, die erst durch den Zusatz cm zu Strecken 
werden. 

Die Koordinaten 5 cm und t cm bestimmen die Lage des Punktes S 
der Schaulinie; sie ist ein Bild des augenblicklichen Bewegungszustandes 
des bewegten Punktes, der aher selbst in der Schaulinie nicht vorkommt. 

36* 
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Aus der Fig. 563 entnimmt man, dal3 der bewegte Punkt nach der 
Zeit t1 den grăfiten Weg 8 1 zuriickgelegt haben wird, dafi er dann seine 
Bewegungsrichtung umkehrt und sich wieder der Anfangslage 8 = O 
năhert, die er nach der Zeit t2 erreicht; dal3 er sich dann iiber die Anfangs
lage hinaus bewegt, bis er nach der Zeit t3 die grăfite Entfernung 8 3 von 
ihr auf der anderen Seite erreicht haben wird, um voriibergehend in 
Ruhe zu kommen usw. 

Wăre die Schaulinie keine Kurve, sondern eine Gerade, so wiirde 
dies bedeuten, dal3 der Weg gleichfărmig mit der Zeit zunimmt; diese 
Bewegung heifit gleichfărmig (Fig. 564). Die Zunahme des Weges 

:.t[. Lsl' 

"" t o 4 -
ld, 

o 4 

Pig. 564. Pig. 564a. 

8-8 
m der Zeiteinheit ist dann _t__(l' wenn 80 der anfăngliche Wert des 

Weges ist; man nennt diese Zunahme des Weges in der Zeiteinheit die 
Geschwindigkeit der gleichfărmigen Bewegung. Sie ist 

8-8 
v mjsek = -t-0 mjsek 

und wenn 80 = O ist (Fig. 564a): 
8 

v mfsek = t mfsek. 

In diesem Falle erhălt man mit Beniitzung der Gleichungen 144 
und 146: 6 

v mfsek = a · t mjsek 

d . 5 
un mit -1 = tg rp: 

v m/sek = a tg tp mjsek . . . . . . . . 147) 

Die Neigung cp der geraden Schaulinie zur Zeit-Achse ist demnach, 
da a unverănderlich ist, ein Mafi der Geschwindigkeit. 

Je grăfier der Winkel cp ist, desto rascher ist die Bewegung. Ist 
cp = 90°, so ist v = oo und die Schaulinie lăuft parallel der Weg-Achse; 
jede solche Parallele ist demnach das Bild einer unendlich raschen 
Bewegung. 

Ist cp =O, so wird v =O; verlăuft also die Schaulinie parallel der 
Zeit-Achse, so ist sie das Bild der Ruhe. 

Fiir cp = 45° ist v mjsek = a mjsek. 
Fălit die gerade Schaulinie, statt zu steigen (Fig. 565), so bat der 

Winkel cp einen negativen Wert, die Geschwindigkeit ist dementsprechend 
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negativ, der bewegte Punkt năhert sich der Stelle s =' O, von welcher aus 
der Weg gemessen wird. 

Alle diese Dberlegungen lassen sich ohne Schwierigkeit auf ein krumm
liniges Diagramm iibertragen (Fig. 566), wenn man die Kurve als eine 
Folge von kleinen geraden Stiicken, steigende und fallende, ansieht. Das 
sehr kleine Stiick S S' des Diagramms ist auch ein Stiick der geraden 

:~ 
O A _/ 

Fig. 565. Fig. 566. 

Tangente g, die, wie eben gezeigt wurde, da;:, Diagramm einer gleich
fărmigen Bewegung ist. Man kann dann die Sache in folgender Weise 
auffassen: die Gerade g ist die Schaulinie jener gleichfărmigen Bewegung, 
welche wăhrend der kleinen Zeit dt mit der wirklichen Bewegung des 
Punktes am besten iibereinstimmt, also auch die gleiche Geschwindig
keit hat. Aus der :Figur folgt nun 

5'- 5 d5 
tg rp = 1'=- t = d t 

und mit Beniitzung der Gleichungen 144 und 146: 
1 1 ds 

d 5 = · ds d t = dt: tg rp = · -a a dt 
und nach Gleichung 147 die Geschwindigkeit: 

ds 
V= dt ........ 148) 

Auch die Geschwindigkeit kann man als Strecke darstellen (Fig. 567). 
Man zieht in dem Punkte S des Dia
gramms die Tangente g an dieses, 
macht das Stiick TO mailstăblich 
gleich der Zeiteinheit (1 sek =1 cm) 
und zieht TQ parallel zu g; dann ist 
OQ = b jene Strecke in cm, welche 
die Geschwindigkeit v darstellt (Ge
schwindigkeits-Strecke). Denn es ist 
nach Gleichung a) in 317: 

T 

Fig. 567. 

- - V 

und 

bcm=OQ= TO·tgrp=tgrp=~ cm 
a 

... 149) 

d5 
b = dt ............ 150) 
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Der Vergleich der Gleichungen 148 und 150 lehrt, daB zwischen den 
Strecken b, 9 und t dieselbe Beziehung besteht, wie zwischen den wirk
lichen BewegungsgroBen v, 8 und t. 

Die Geschwindigkeitseinheit ist eine abgeleitete Einheit, d. h. aus 
Weg- und Zeiteinheit zusammengesetzt; deshalb darf auch der MaBstab 
fiir die Geschwindigkeitsstrecke nicht mehr beliebig gewahlt werden. 

1 
Fiir v mfsek = 1 mfsek, also v = 1 ist b = ; daraus ergibt sich der 

a 
GeschwindigkeitsmaBstab: 

1 cm Geschw.-Achse = a mfsek Geschwindigkeit l 
oder 1 mfsek Geschwindigkeit = ~ cm Geschw.-Achse J · · 151) 

In Fig. 567 wurde in derselben Weise die Geschwindigkeit OQ~ fiir 
die Anfangslage des Punktes in t =O und ebenso die Geschwindigkeit 
OQ2 fiir die Zeit t2 konstruiert. An jenen Stellen des Diagramms, wo der 
Weg 8 einen extremen Wert erreicht, ein Maximum oder Minimum ist, 
verlauft die Tangente g des Diagramms parallel zur Zeit-Achse und 
der Punkt Q fallt nach O; an diesen Stellen ist also die Geschwindigkeit 
null. 

:.Ei~. __ ' 
-"'o AIJ 

t o 4 

"lL[ 
o t 

Fig. 568. Fig. 568a. 

321. Das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (v-t-Diagramm). Tragt man 
senkrecht zur Zeit-Achse die Geschwindigkeitsstrecke b nach dem MaB
stab Gleichung 151 auf, so erhiilt man durch stetige Verbindung der 
Endpunkte dieser Ordinaten das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. Es 
ist die Differentialkurve des 8-t-Diagramms. 

Ist das v-t-Diagramm eine ansteigende Gerade (Fig. 568), so nimmt 
die Geschwindigkeit gleichformig zu. Man nennt dann 

V-V 
b mfsek2 = --0 mfsek2 

t 
die Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeiteinheit oder die Be
schleunigung der gleichformig beschleunigten Bewegung. 

V 
Fiir v0 = O ist b mfsek2 = t- mfsek2 (Fig. 568a). 

Nach den Gleichungen 146 und 149 ist 
V 

t cm = t sek, tJ cm = cm ; 
a 



dann wird 

b 
und wegen t = tg ·tp : 
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b 
b mfsek2 = a - mfsek2 

t 

567 

b mfsek2 = a tg 'ljJ mfsek2 • • • • • • • • 152) 
Da a konstant ist, wird der Winkel 'lfJ ein MaB fiir die Beschleunigung 

der Bewegung sein. 
Ist z. B. 'lfJ =O, so verlăuft das Diagramm parallel zur Zeitachse, 

die Geschwindigkeit ist unverănderlich; es liegt dann die oben behandelte 
gleichformige Bewegung vor. 

Ist hingegen 'ljJ = 45°, so wird 

b mfsek2 =a mfsek2• 

Ist das v-t-Diagramm eine fallende Gerade, so ist der Winkel 'ljJ negativ, 
also auch die Beschleunigun g: 

b = V-Vo 

t 
negativ und konstant; die Bewegung ist gleichformig verzogert 
(Fig. 569). 

"LY, 
o 4 

Fig. 569. 

Wăre z. B. 'lfJ =- 20°, tg 'lfJ =- 0,364, so bliebe fiir die Beschleu-
nigung 

b mfsek2 =- 0,364 a mfsek2. 

Ist das v-t-Diagramm eine gekriimmte Linie, so kann man, wie es 
schon vorher beim s-t-Diagramm geschah, die Kurve als eine Auf
einanderfolge unendlich kleiner gerader Stiicke, also die Bewegung als 
eine Aufeinanderfolge von unendlich kurz dauernden gleichformig be
schleimigten und gleichfOrmig verzogerten Bewegungen ansehen. 

Verbindet man zwei unendlich nahe Punkte G und G' des Diagramms 
(Fig. 570), d. h. zieht man die Tangente, so ist diese Gerade die Schau
linie jener gleichforznig beschleunigten Bewegung, die zur Zeit t der 
wirklichen Bewegung am năchsten kommt, also auch die gleiche Be
schleunigung hat wie sie. 

Dann ist 
1.1'-I.J db 

tg 'ljJ = t' - t = d t ; 
ans den Gleichtmgen 14(i und 14H folgt. 
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1 
dt = dt, du= · · dv; 

a 
1 dv 

somit ist tg 1p = a -dt 

1! 

T 4 

Fig. 571. 

und durch Vergleich mit 152: 

dv 
b =it 153) 

Auch die Beschleunigung kann 
man als Strecke darstellen. Man zieht 
(Fig. 571) im Punkte G des Dia
gramms die Tangente an dieses, 
macht wieder das Stuck TO maBstăb
lich gleich der Zeiteinheit (1 sek = 
l cm) und zieht T R parallel zur 

Tangente; dann ist O R = b je1ce Strecke in cm, welche die Beschleu
nigung darstellt. Denn es ist 

- -- b b cm = OR = TO · tg 1p = tg 1p = · cm Geschw.-Achse . 154) 
a 

und somit 
du 

b = .. 
dt 

.. 155) 

Der Vergleich von 153 und 155 lehrt, daB zwiechen elen StreckPn 
t, u, b dieselbe BeziehuiJg besteht wie zwiEchen den Gri)Ben t, v, b sdbst. 

Auch die Einheit der Beschleunigung ist eine abgeleitete Einheit 
und lăBt sich aus denen der Zeit und der Geschwindigkeit bestimmen. 

Fur b mjsek2 = 1 mjsek2, also b = 1 ist b = 1 ; daraus ergibt sich cler a 
gewunsch te MaBsta b : 
BeschleunigungsmaBstab: 
1 cm Beschleun.-Achse = a mjsek2 Beschleun. ) 

l . oder: l mjsek2 Beschleunigung =a cm Beschleun.-Achse 
. 156) 

In Fig. 57l wurde in gleicher Weise die Beschleunigungsstrecke 01{~ 
fur den Anfang der Bewegung und die Strecke OR2 fiir die Zeit t 2 kon
struiert. Die letzte Beschleunigung ergibt sich negativ, da R 2 unter O 
liegt; fur die Zeit t2 , d. i. bei fallendem Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm, 
ist die Bewegung demnach verzogert. 

An jenen Stellen des Diagramms, an denen die Geschwindigkeit 
einen extremen Wert annimmt (Maximum oder Minimum), ist die Tan
gente parallel zur Zeit-Achse; dann fălit der zugehorige Punkt R 1 mit O 
zusammen und die Beschleunigung verschwindet. 

Will man nachtrăglich die konstruicrten Beschleunigungen in einer 
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eigenen Schaulinie zusammenstellen, so kann dies durch Dbertragung 
der Strecken b geschehen. 

Das so erhaltene b-t-Diagramm ist die Differentialkurve des v-t
Diagrammes. Aus dem s-t-Diagramm und dem v-t-Diagramm laBt 
sich durch Umzeichnung ein drittes, das v-s-Diagramm, bilden, indem 
man die zu derselben Zeitstrecke t gehorenden Werte von 5 und b 
als Koordinaten eines Punktes auftriigt und die so erhaltenen Punkte 
durch eine stetige Kurve verbindet. Dadurch wird die Zeit aus dem 
Diagramm entfernt. Auf diese Weise ist Fig. 572 aus dem s-t- und v-t
Diagramm der Fig. 577 (s. u.) entstanden. 

Mit dem v-s-Diagramm werden wir uns in 326 ausfiihrlich be
schaftigen. 

+U 

-s +S 

>'min ,rmax 

-u 

Fig. 572. Fig. 573. 

322. Der Weg im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm. Aus dem v-t
Diagramm ist auch der zuriickgelegte Weg des Punktes zu eiltnehmen. 
Berechnet man namlich die Flache des Streifens zwischen den Ordinaten 
b und b' der Punkte G und G' (Fig. 573), so erhalt man 

d% = b. dt 

und mit Beniitzung der Gleichungen 146, 

V 
dt=dt, b= -, ds=v·dt: 

a 
woraus nach Integration: 

oder 

149 und 148: 

1 
dr:t:. =- ·ds u a , 

s- s1 = a 'J; . . . . . . . . . . . 157) 

Der zuriickgelegte W eg ist also dem Flachenstiick des v+ Diagramms 
zwischen den Ordinaten b und b1 proportional. Das s-t-Diagramm ist 
somit die Integralkurve des v-t-Diagramms. 

Dieses Diagramm hat die ausgezeichnete Eigenschaft, Zeit, Ge
schwindigkeit, Beschleunigung und Weg des Punktes entnehmen zu 
lassen; die ersten zwei aus den Koordinaten eines Punktes, die dritte aus 
einem Winkel, den W eg aus einer Flache 



570 Die Bewcgung in der Zeit. 

Beispiel. Es ist die Beziehung zwischen dem Wege und der Ge
schwindigkeit der gleichformig beschleunigten Bewegung aus dem v-t
Diagramm zu entwickeln. 

v~AP 
Mo 

N ach 321 ist das v-t-Diagramm dieser Bewegung 
eine ansteigende Gerade (Fig. 574), und somit ist der 
Weg des Punktes der Trapezflăche '(Y zwischen den Or
dinaten tJ 0 und tJ proportional. Mit 8 0 =O ist 

t 
o 4 

8 = aF und nach Gleichung 144: 5 = ~. 

Fig. 574. 
d. h. die Strecke 5 enthălt so viele cm, al:; uie 

Es .ist 

also 

oder tJ2 = tJ 02 + 21)~ 
und nach den Gleichungen 146, 149 und 154: 

V b 
t cm = t sek, tJ cm = - cm, li cm = ·- cm: 

a a 

v2 = v02 + 2b8 . . . . 158) 
In gleicher Weise kann auch die bekannte Beziehung 

1 
8 = v0 t + 2 bt2 . • • • • • • • . • 159) 

aus der TrapezfHiche ~ abgeleitet werden. 
323. Das Beschleunigung-Zeit-Diagramm (b-t-Diagramm). In ganz 

ăhnlicher Weise kann auch aus den Beschleunigungen eines Punktes 
und den zugehorigen Zeiten ein Dia-

b'Z' gramm entworfen werden. Seine Eigen-
+ u schaften sind jenen des v-t-Diagramms 

analog. Von ihnen interessiert uns vor
lăufig nur die eine, daB die Flăche f 

'C. 
o 41 4 

Fig. 575. 
bt 

Fig. 576. 

zwischen dem Diagramm, den Ordinaten (J und u1 und der Zeit-Achse 
der Geschwindigkeitsdifferenz des Punktes proportional ist, d. h. daB 
in Fig. 575 v- v1 = af . . . . . . . . . . . 160) 
ist. Der Nachweis dafi.ir ist in gleicher WeiKe z.u fiihnm wie in 322. 



Kinematische Diagrammc. 571 

Das b-t-Diagramm ist die Differentialkurve des v-t-Diagramms. 
Es kommt manchmal vor, dal3 das b-t-Diagramm Unstetigkeiten auf

weist, indem der Wert der Beschleunigung sich sprungweise ăndert 
(Fig. 576, vgl. 217). In diesem Falle wird die Kriimmung des v-t-Dia
gramms keinen stetigen V erlauf nehmen; zwar wird dieses Diagramm 
keine Spriinge aufweisen, da sich die Geschwindigkeit nicht sprungweise 
ăndert, wie etwa beim Stol3; aher das Diagramm zeigt an diesen Stellen 
plătzliche Richtungsănderungen, Knickpunkte oder Ecken (vgl. u. a. 
K. Doehne, "Die Bewegungsverhăltnisse von Steuergetrieben und 
Schwingdaumen", Ber. d. Ver. z. Bef. d. Gewerbfl. 1908, S. 381). 

Auch das v-t-Diagramm kann bei StoSen Spriinge aufweisen; an 
diesen Stellen erscheint das 8-t-Diagramm geknickt (vgl. R. Plank, 331). 

324. Die MaJlstabe. Aus den vorhergehenden Betrachtungen der 
8-t-, v-t- und b-t-Diagramme hat man entnommen, dal3 von den Mal3-
stăben fiir die vier GroBen t, 8, v, b nicht alle beliebig gewăhlt werden 
diirfen, sondern daB sie untereinander in einer bestirnmten Beziehung 
stehen. So hatten wir z. B. folgende MaSstăbe als zusarnmengehorig 
gefunden: 
Weg-MaBstab: 
Geschwindigkeits-MaBstab: 

Beschleunigungs-MaBsta b: 

Zeit-MaBstab: 

1 cm Weg-Achse = a rn Weg; 
1 cm Geschw.-Achse = a mfsek Geschwin

digkeit; 
1 cm Beschl.-Achse = a rnjsek2 Beschleu-

nigung; 
1 cm Zeit-Achse = 1 sek. 

Von diesen wurde der erste und der letzte MaBstab beliebig gewăhlt; 
die beiden anderen ergaben sich dann als Folge. 

In den năchsten Ausfiihrungen wird der Zusarnrnenhang dieser MaB
stăbe genauer studiert. Zu diesern Zwecke rnogen die vier Mal3stăbe 
in folgender Weise bezeichnet werden: 
Weg-Mal3stab: 

1 cm W eg-Achse = a m W eg; 
Geschwindigkeits-MaBstab: 

1 cm Geschw.-Achse = {3 rnjsek Geschwindigkeit; ~ 
Beschleuni gun gs-MaBsta b : 161) 

1 cm Beschl.-Achse y mjsek2 Beschleunigung; 
Zeit-MaBstab: 

1 cm Zeit-Achse o sek. J 

Welche Beziehungen miissen zwischen den Zahlen a, {3, y, o bestehen, 
damit diese vier MaBstabe als zusammengehorig angesehen werden 
diirfen? 

Zunăchst werden dann in Ubereinstimmung mit Gleichung 144 die 
Gleichungen bestehcn miissen: 

8 = a ?, , v = fi l1, b = y u, t =~ o t . . . . . . . 162) 

worin wieuer 'J. )), b, t die Strecken in cm bedeuten,· die in den Dia-
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grammen die GroBen s, v, b, t darstellen. Dann folgt aus den Gleichungen 
148 und 153: ds = v · dt und dv = b · dt 

a · d !5 = (1 IJ • i5 · d t und /] · d IJ = y {J • o · d t. 
Sollen die Gleichm1gen 150 und 155 

d s = IJ • d t und d IJ = {J • d t 

auch hier wieder erfiillt sein, so ist dazu notwendig, dal3 

a =/]o und /] = yi5 
ist, oder 

a /] 
i5 = j[ = y und /]2 = ay . . . . . . . . 163) 

Man kann also auch in diesem System von Mal3stăben zwei derselben 
beliebig wahlen, z. B. a und i5; die beiden anderen sind dann bestimmt, 
und zwar ist 

.......... 164) 

Fig. 577. 

Mit o = 1 wird wieder /· = y = a wie im zu<:Jrst beniitzten System 
von MaBstaben (Glcichung 151 und 156). Die Zeiteinheit, die in Fig. 567 
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und 571 als Strecke TO aufgetragen wurde, wird jetzt durch die Lange 
1 
0 em dargestellt werden. 

325. Zusammenhang der Diagramme. Die bisher behandelten s-t-, 
v-t- und b-t-Diagramme stehen untereinander in denselben Beziehungen 
wie die Integralkurve zur Differentialkurve. 

In Fig. 577 wurden aus dem gegebenen s-t-Diagramm die beiden 
anderen als Differentialkurven entwickelt. Es ergeben sich in Vberein
stimmung mit Abschnitt XXX folgende Zusammenhănge der drei 
Diagramme: 

Die Stellen des s-t-Diagramms, in denen der Weg einen extremen 

Wert erreieht (max s oder min s), in denen also ~:=O wird, liegen iiber 

den Stellen des v-t-Diagramms, in denen die Geschwindigkeit null wird, 
wo also das v-t-Diagramm die Zeit-Achse schneidet. 

Die Stellen des s-t-Diagramms, die seine Wendepunkte sind, wo 
d2s 

also dt2 =O wird, liegen iiber jenen Stellen des v-t-Diagramms, in denen 

die Geschwindigkeit einen extremen Wert erreicht (max v oder min v), 
und ebenso iiber jenen Stellen des b-t-Diagramms, in denen die Besehleu
nigung null wird, wo also das b-t-Diagramm die Zeit-Achse schneidet. 

Die Stellen des v-t-Diagramms, die seine Wendepunkte sind, wo 

also ~2t~ =O wird, liegen iiber jenen Stellen des b-t-Diagramms, in denen 

die Beschleunigung extreme Werte erreicht (max b oder min b). 

Gegeben seien die MaBstăbe: 

WegmaBstab: 1 cm Weg-Achse = a m Weg, 
ZeitmaBstab: 1 cm Zeit-Achse = o sek. 

Unter dem Hinweise, daB O T die Einheit der Zeit darstellt, also 
1 b cm ist, sind nach den Gleichungen 164 die MaBstăbe der beiden anderen 

Diagramme: 
a 

GeschwindigkeitsmaBstab: 1 cm Geschw.-Achse = ~ mjsek Geschw., 

BeschleunigungsmaBstab: 1 cm Beschl.-Achse 
a 

= 02 mjsek2 Beschl. 

In Fig. 578 wurden aus dem gegebenen b-t-Diagramm die beiden 
anderen als Integralkurven entwickelt. Der Zusammenhang der drei 
Diagramme ist der gleiche wie in Fig. 577. 

Gegeben seien die MaBstăbe: 
BeschleunigungsmaBstab: l cm Beschl.-Achse 
ZeitmaBstab: l cm Zeit-Achse 

y mjsek2 Beschl., 

o sek. 
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Nach Gleichung 155: du= b · dt ist durch Integrat.ion 
t 

'o- 'oo =c f O· dt = / 
o 

Fig. 578. 

und mit Beniitzung von Gleichung 162: 

V-V0 ={JI. 
Die Bedeutung von 1 cm2 der Flache 1 ist: 

1 cm2 = 1 cm Zeit-Achse X 1 cm Beschleunigungs-Achse 
oder 1 cm2 = b sek X y mjsek2 = by mjsek 
und nach Gleichung 163: 

1 cm2 = (J mjsek 

Wurde z. B. gewahlt: b = 0,5, y = 6, so bedeutet 

1 cm2 = 3 mfsek; 
betragt die Diagrammflache 1 = 4 cm2, so ist 

'o - 'o 0 = 1 = 4 und v- v0 = (J 1 = 12 mjsek. 
Die Strecken 'o = 'o 0 + 1 werden in ein besonderes v-t-Diagramm 

eingetragen; sein MaBstab ist: 
Geschwindigkei tsmaBstab: 

1 cm Geschwind.-Achse = (J mjsek = by mjsek Geschwindigkeit. 

Ebenso wird das 8-t-Diagramm als Integralkurve gewonnen. Nach 
Gleichung 157 ist mit 81 = O : 8 = aF. 
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I>ic Bedeutung von 1 cm2 der Flache F ist: 

1 cm2 = 1 cm Zeit-Achse X 1 cm Geschwindigkeits-Achse 

oder 1 cm2 = d sek X {3 mfsek = d{J m 

und nach Gleichung 163: 

1 cm2 = a m = yb2 m. 
Mit d = 0,5, y = 6 ist beispielsweise 

1 cm2 = 1,5 m; 

betragt die Flăche F = 12 cm2, so ist 

i3 = F = 12 und 8 = aF = 18 m. 

575 

Die Strecken 5 werden sodann in ein besonderes 8-t-Diagramm ein
getragen; der Weg-MaBstab desselben ist 

1 cm Weg-Achse =am= yd2 m Weg. 

Statt die Flachen f und F zu beniitzen, kann das v-t-Diagramm 
und das 8-t-Diagramm auch mit Hilfe der Seileck-Methode gefunden 
werden (Fig. 579). 

Man tragt auf der Ot-Achse des b-t-Diagramms die beliebig kleinen 
und gleichen Zeitteilchen 01, 12, 
23, .... maBstablich auf, zieht durch 
die Punkte 1, 2, 3, . . . . die Senk
rechten zu Ot und halbiert die Zeit
teilchen durch die punktierten Par
allelen. Das b-t-Diagramm denkt 
man sich durch das Polygon 

BoBIB2Ba .... 
ersetzt. Seine Eckpunkte werden auf 
die Ob-Achse nach R1 R 2 R3 •••• durch 
Parallele zurOt-Achse projiziert, ferner 
vonOwiederdieZeiteinheit O T=1 sek 
maBstă blich aufgetragen und T mit 
R0 R1 R2 R3 •••• verbunden. 

Im v-t-Diagramm wird sodann 
0 1 G0 gleich der gege benen Anfangs

T 

geschwindigkeit 1J0 gemacht und sodann folgende Parallelen gezogen: 

G0 l !1 T R0 bis zur ersten Halbierungslinie; 

IG1II Il T R1 bis zur zweiten Halbierungslinie; 

IIG2III Il T R 2 bis zur dritten Halbierungslinie, usf. 

Das Polygon 1 II III .... ist dann dem v-t-Diagramm G0G1G2 ••.• 

urnschrieben und dieses kann nun leicht gezeichnet werden. 

Je kleiner rnan die Zeitteilchen wahlt, desto genauer wird die Kon
struktion des v-t-Diagramms sein. 

In derselben Weise wird das 8-t-Diagrarnm aus dem soeben gefundenen 
v-t-Diagrarnm gewonnen. 
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Von dieser Seilecksmethode sind zahlreiche Anwendungen gemacht 
worden, u. a. in den Abhandlungen: 

H. W ehage, Uber den ruhigen Gang der Dampfmaschine mit Kurbel
welle, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1884, S. 639; 

A. N erreter, Graphodynamische Untersuchung einer vierzylindrigen 
Fahrzeugmaschine. Dissertation 1912. 

Genauer wird man das v-t-Diagramm aus dem b-t-Diagramm er
halten, wenn man fiir jeden Punkt G den Kriimmungsmittelpunkt K 
der G-Linie aufsucht und sodann das Diagramm nicht aus kleinen geraden 
Stiicken, wie oben, sondern aus kleinen Kreisbogen zusammensetzt, 
die aus den Kriimmungsmittelpunkten beschrieben werden (Fig. 580). 

vb 

R 

F ~:.: __________________ 1( 

Fig. 580. 

,/ 

,./ ""'1 

o~o----+.:'=',c"'=',:.=\c~-=·c,==+_"_ 
T T, 

b 

Fig. 581. 

Der Strahl TRist parallel zur Tangente an das v-t-Diagramm inG; 
daruit ist auch die Normale G K bekannt. Setzt man G I( = e und nennt x 
die Subtangente des b-t-Diagramms in B, GG' = da, TO = e, so be
stehen die Beziehungen 

' {J __ d __ "'' __ - db da=n·(-d111), dt=da·cos111, tg111=-e' -
o::: -r -r -r cos2 'lţJ e ' 

ferner {J : x = - d {J : d t, woraus schlieBlich: 

X = f2 sin 'lţJ cos2 'lţJ. 

Um also den Kriimmungsmittelpunkt ]( zu finden, zieht man 
DE .LOt bis zum Schnitte Emit GK, EF_l_GK bis zum Schnitte F 
mit {J undFKIIOt. (Mitteilung von Maurice d'Ocagne an Abdank
Abakanowicz; siehe dessen "Integraphen", S. 160.) 

326. Das Geschwindigkeit-Weg- (v-s-) Diagramm und das Beschleu
nigung-Weg-(b-s-)Diagramm. Ein viel beniitztes Diagramm schlieBt die 
Zeit aus der Betrachtung aus und stellt nur den Verlauf der Geschwindig
keit mit der Lange des zuriickgelegten Weges zusammen (Fig. 581). 
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Es seien (lie gewăhlten MaBstăbe: 
W egma13stab: 

1 cm Weg-Achse = a m Weg; 
GeschwindigkeitsmaBstab: 

1 crn Geschw.-Achse = fJ m/sek. Geschwindigkeit. 
Aus den Gleichungen 150 und 155 

tJ = ~ ~ und b = ~ ~ 
folgt die zeitfreie Gleichung 

577 

tJ·dtJ=u·ds ........... 165) 
die in Verbindung mit den Gleichungen 162: 

8 V b 
0 = ;_;' tJ = {J' b = y 

m die zeitfreie Gleichung 
v · dv = b · ds 

iibergeht, wenn y = {J2 gemacht wird (Gleichung 163). 
a 

Dadurch ist der Beschleunigungsrna13stab bestimmt 
{J2 

1 cm Beschl.-Achse =- rn/sek2 Beschleunigung. 
a 

a) Bestimmung des b-s-Diagramms aus dem v-s-Dia
gram m. Zieht man in einem Punkte G dieses Diagramms die Nor
male, so schneidet sie auf der Weg-Achse Os die Beschleunigungs
Strecke b ab. Denn es ist die Neigung der Tangente durch die Glei
chung bestimmt: 

dtJ 
tg ,u = ri?, 

und mit Beniitzung obiger Beziehung: 

b = tJ · tg,u; 

dieses ist aher die Subnormale des Punktes G. 

Fălit nach dieser Konstruktion b rechts von der Ordinate tJ, so ist b 
positiv zu ziihlen, da ,u > o ist; fălit hingegen ul links von tJl, wie im 
Punkte G1, so wird fl < O und damit auch u1 negativ. Die gefundenen 
Beschleunigungen ki:innen dann, um 90° gegen den Uhrzeiger gedreht, 
in einem besonderen b-s-Diagramm zusammengestellt werden (Fig. 581). 

An den Stellen, in denen dieses Diagramm die Weg-Achse schneidet, 
ist b =O und die Geschwindigkeit nimmt gri:i13te oder kleinste Werte 
an; gri:i13te, wenn links vom Schnittpunkte b = O die Beschleunigung 
positiv war. Zeichnet man beide Diagramme in dasselbe Achsenkreuz 
ein (Fig. 582) und schneiden sie sich dann in einem Punkte G', so ist 
dort b = tJ und tg ,u = 1, ,u = 45°; in diesem Schnittpunkte ist also das 
v-s-Diagramm unter 45° gegen die Achsen geneigt. 

Wittenbauer, Dynamik. 37 
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b) Bestimmung des v-s-Diagramms aus dem b-s-Dia
gramm (Fig. 583). Aus der Gleichung 165: tJ ·du= b · ds ergibt sich 
durch Integration 

worin F die Fliiche zwischen dem b-s-Diagramm, den Ordinaten b1, 6 
und der Os-Achse ist. Diese Fli.iche ist also der Differenz der Quadrate 
der Geschwindigkeiten proportional. Aus der Gleichung 

tJ2 = tJ12 + 2F 

lăBt sich eine Schaulinie v2 - s ent
wickem, die Integralkurve des b-s
Diagramms, und daraus, wenn 
notig, das v-s-Diagrarnm. 

ub 

o 
Fig. 582. 

b 

A()2 
1 

4' 

Fig. 583. 

Ist das gegebene b-s-Diagramm in den MaBstăben: 

l crn Weg-Achse = a m Weg, 

s 

'S 

l cm Beschleunigungs-Achse = y rnjsek2 Beschleunigung 

entworfen worden, so bedeutet l cm2 der Flăche F: 

l cm Weg-Achse X l cm Beschleunigungs-Achse = ay (m/sek)2. 

Wird nach Gle1chung 163: ay = {J2 gesetzt, so bedeutet 

1 cm2 = (J2 (mjsek)2 

und wenn ~ die Anzahl der Quadratzentimeter von F ist: 

tJ2 = tlo2 + 2(J2 fJ' 
woraus die Kurve von tJ 2 punktweise gezeichnet werden kann. 

Man kann jedoch das v-s-Diagramm aus dem b-s-Diagramm auch 
unmittelbar, ohne Beniitzung der Flăchen F und ohne Umweg iiber v2 

auf folgende Weise finden (Fig. 584): 

Es sei B ein Punkt des gegebenen b-s-Diagramms und G der ent
sprechende Punkt des zu suchenden v-s-Diagramms. Man dreht 
6 = S B um 90° nach S C, dann ist S C die Su bnormale der G-Linie 
und CG deren Normale (vgl. Fig. 581). Nach dem Vorschlage von 
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R. Pri:ill (Graphische Dynamik, S. 5) beschreibt man nun aus e mit 
dem Halbmesser eG einen kleinen Kreisbogen bis Gv wobei G1 in eine 
beliebig nahe Ordinate S1 B 1 zu liegen.kommt. Dann ist GG1 angenăhert 

ein kleines Sti.ick des v-s-Diagramms. Sodann wird S1 e~ = S1 B1 ge
macht und mit e1G1 als Halbmesser 
wieder ein kleiner Kreisbogen G1 G2 aus 
el beschrieben USW. V b 

Diese Konstruktion, bei der das an-
genăherte v-s-Diagramm aus kleinen Bo17"------.1 

Kreisbi:igen zusammengesetzt wird, hat Go 

bei der Anfangsstelle G0 zu beginnen. 

Genauer wird man es erhalten, wenn 
man die kleinen Kreisbi:igen nicht aus 
den Punkten e, ev .... , sondern aus 

o 
Fig. 584. 

s 

den Kri.immungsmittelpunkten der Kurve GG1 • • • • beschreibt. 
Um den Kri.immungsmittelpunkt K fi.ir die Stelle G zu finden, beachte 

man zunăchst, daB die Normale GK durch die Umlegung der Beschleu
nigungsstrecke li nach se gegeben ist. Nennt man GG~ =da, GK = e 
(Fig. 585), so ist 

also 

V b 

o 

Nun ist 

und 

SS1 =ds=dacosţt und da=e(--dp), 

d ~ = - (! cos ţl . d fl·. 

Fig. 585. 

li 
iJ 

dţt i:l·dli-li·di:l 
- ------ ~ 

G 

Fig. 586. 

Es ist ferner iJ ·di:l =li. d?J 

/( 

und wenn die Subtangente an die B-Kurve mit x = SD bezeichnet wird: 

li :x=-dli :d?J. 
37* 
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Dann erhalt man 

_r!__~- =-du (1 + t,~/1), 
cos· f1 x b 

-- _d?J =- {Jd 0 (-~- + tg fl) e cos3 fl xb b2 

und schlieBJich mit 
~in fl co;:; f1 
-f-- = b --: 

l sin 2 f1 cos2 f1 
;?Sifi11 = - 0-- +- :;;-- . . . . . 166) 

Die Konstruktion von G K = e ist dann folgende (Fig. 586): 
Man ziehe SM ...l.GC bis zum Schnitte M mit GD und MN[]GC, 

N K Il GS; dann ist der Schnitt von N K mit CJC der Krummungsmittel
punkt K. 

Denn es ist: 

ferner 

woraus 

S M : M E = SG : E 15 = {J cotg fl : x tg ft, 

1v!E = SE-SM. 

cos f1 sin 2 ţt cos2 f1 
sti=--r-+----x -; 

mit S M = SN ·cos ţt, e sin ţt = S N geht diese Gleichung in 166) liber. 
327. Diagramme mit GeschwindigkeitshOhen. Statt der Geschwindig

keit v eines Punktes pflegt man mit Vorteil dessen Geschwindigkeits
hohe zu beniitzen, die in vielen Anwendungen der Mechanik, so insbe
sondere in der Hydraulik, sich eingeburgert hat. 

Unter Geschwindigkeitshohe versteht man die Hohe, die ein 
schwerer Punkt erreicht, wenn er in luftleerem Raum vertikal nach 
aufwarts geworfen wird. Ist v0 seine Anfangsgeschwindigkeit, so be
steht dann zwischen dem Weg und der Geschwindigkeit die Beziehung 
(vgl. Gleichung 158 mit b = - g): 

v2 =v02 -2gs .......... 158a) 
Der schwere Punkt steigt so lange, bis v = O geworden ist (keine 

Gleichgewichtslage, sondern eine vorubergehende Ruhelage); dann hat 
der Punkt seine Geschwindigkeitshohe erreicht und es ist 

V 2 

s = ho = 2~· 
Jeder Geschwindigkeit v entspricht eme andere Geschwindigkeits

hohe; es ist allgemein 
v2 

h = 2[, o o o o o o o o o o o o 167) 

Der Nachteil, daB in diese Darstellung die Beschleunigung der Schwere 
g = 9,81 mjsek2 gebracht wird, verschwindet vollig bei ihrer Anwendung 
in der Dynamik, wie wir spater sehen werden; denn hier treten Gewichte 
auf, die ja mit den Massen ebenfalls durch IJ verknupft sind; hierdurch 
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wird in den Beziehungen zwischen Gewichten und Geschwindigkeits
hi:ihen die Beschleunigung der Schwere herausfallen. 

328. Das ])iagramm aus dem W eg 
und der GeschwindigkeitshOhe ( h- 8- Dia
gramm). Es entsteht, wenn der Weg s des 
Punktes auf der einen Achse, die zugehi:irige 
Geschwindigkeitshi:ihe h in Richtung der 
zweiten Achse aufgetragen wird (Fig. 587). 

Als Ma13stăbe seien gewăhlt: 
W eg-Ma13sta b: 

1 cm Weg-Achse = am Weg; 
Geschwindigkeitshi:ihen-Mai3stab: 

1 cm h-Achse = B m Geschwindig-
keitshi:ihe; 

Beschleuni gungs-Mai3sta b : 
1 cm = y mjsek2 Beschleunigung. 

p 

l!'ig. 587. 

Nennt man tJ, L) und g' die Strecken in cm, welche v, h und g in der 
Zeichnung darstellen, so bestehen die Beziehungen: 

v={JtJ, h=d). g= y· g' ........ 168) 
und Gleichung 167 geht i.iber in: 

Dann ist die Gleichung 

erfi.illt, wenn 

ist. Daraus ergibt sich der 

f32tJ2 = 2y g'. ei). 

tJ2 
f) --

- 2g' 

(32 = ys 

. . . . . . . . . . . 169) 

Geschwindigkeitsmai3stab: 1 cm = {3 mjsek Geschwindigkeit mit {3 =V ys. 

Wăhlt man noch zweckmăi3ig y = 1, so wird g' = 9,81 und {3 =V~· 
Die Konstruktion des Geschwindigkeits-Weg-Diagramms geschieht 

dann in folgender Weise (Fig. 587): Man trăgt von O nach abwărts 
2 g' = 19,62 cm auf und zieht eine Parallele zu Os. Soll fi.ir die Weg
strecke \3 die Geschwindigkeitsstrecke tJ gefunden werden, so verlăngere 
man Ei:,= ÎJ bis zum Schnittpunkt P 
und schlage i.iber H P alsDurchmesser 
einen Hal bkreis , der O 8 in Q trifft; 
dann ist 0 Q = tJ, das nun noch nach 
5 G gedreht wird. Die so gefundenen 
Punkte G erfiillen dann das v- s- Dia
gramm, dessen MaBstab oben gefun
den wurde. 

/( ".}' o ,o' 

Fig. 588. 

Das b-s-Diagramm kann dann aus dem v-s-Diagramm entwickelt 
werden, wie dies in 326 gezeigt wurde; es gibt aher auch einen unmittel
baren Weg ohne Beni.itzung dieses Diagramms. Trăgt man nămlich 
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(Fig. 588) die Beschleunigung der Schwere g nach beliebigem MaBstabe 
g = y · g' von O nach der negativen l{ichtung der Os-Achse auf und 
zieht durch den Endpunkt K die Parallele zu der Tangente des h-s
Diagramms in H, so erhălt man im Schnitte mit der Achse Oh den 
Punkt L; es ist dann OL = o die gesuchte Beschleunigungsstrecke in 5. 

Denn es ist tg A= ~--~; aus den Gleichungen 165 und 169: 

b · db =o· d5, b2 = 2g'IJ 
fo'gt b · db = g'· d[) und o· d~ = g'· d[J 

oder b = g' · tg A. 
Macht man noch ?:,-}3 = OL = b, so erhălt man einen Punkt B des 

b-s-Diagramms. 

329. Ermittlung der Zeit. 

a) Aus dem v-s-Diagramm. Das in 326 behandelte Geschwindig
keit-Weg-Diagramm gestattet auch die Ermittlung der Zeit der Bewegung. 
Nennt man wieder 5, b, t die Strecken in cm, welche den Weg, die Ge
schwindigkeit und die Zeit darstellen, so ist nach Gleichung 150: 

ds 
d t = und somit 

tJ 

t = Jdb~ ........... 170) 

Setzt man b x = a2, worin x eine neue verănderliche, a eine konstante 
Strecke in cm bezeichnet, so wird 

c t = -~Jx · ds a2 . 

Stellt man x als Funktion von 5 dar, so hat 
das Integral die Bedeutung einer Flăche Ţ zwi
schen dem x-s-Diagramm und derOs-Achse; es 
ist dann 

und das t-s-Diagramm ergibt sich als Inte
gralkurve des x-s-Diagmmms. (Vgl. R. Proll, 
Graphische Dynamik, S. 8.) 

Dieses x-s-Diagramm kann in verschie
dener Art gezeichnet werden. 

ErsteArt (Fig. 589). Man wăhlt fur a eine 
Fig. 589. beliebige Strecke in cm und zeichnet im gege-

benen v-s-Diagramm einen Punkt A, der von 
beiden Achsen den Abstand a hat. Die Gleichung b x = a2 entspricht einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Asymptoten die Achsen sind; A ist ihr 
Scheitel. Zieht man durch A eine beliebige Gerade, welche die Achsen in 
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B und C trifft, und iibertrăgt AB = C D, so ist D ein zweiter Punkt der 
Hyperbel. Auf diese Weise konnen beliebig viele Punkte der Hyperbel 
und diese selbst gezeichnet werden. Zieht man dann durch einen Punkt 
G des v-s-Diagramms die Parallele zu Os, so wird auf ihr durch Ov 
und die Hyperbel das Stiick x herausgeschnitten, das sodann noch 
nach ~G zu iibertragen ist. 

Man erhălt so punktweise das x-s-Diagramm, dessen Flăche f dann 
noch zu bestimmen ist. Um endlich die wirkliche Zeit t zu ermitteln, 
wenn die MaBstă be des Diagramms : 
Weg-MaBstab: l cm Weg-Achse = a m Weg, 
Geschwindigkeits-MaBstab: l cm Geschw.-Achse = {3 mfsek Geschw. 
sind, erinnere man sich, daB nach Gleichung 163 fur den ZeitmaBstab 

a 
gilt: l cm = <5 sek = /3- sek und somit die wirkliche Zeit: 

t = o t = a_ J sek 
{3 a2 ' 

worin f und a2 reine Flăchen in cm2 sind. 
In Fig. 589 wurden folgende MaBstăbe gewăhlt: 

Weg-MaBstab: l cm Weg-Achse = 50 m Weg, 
Geschwindigkeits-MaBstab: l cm Geschw.-Achse = lO mfsek Geschw. 

DieLănge a wurde mit 1,2 cm angenommen. Dann sind dieOrdinaten t 
des t-s-Diagramms: 

t=-J-
1,44 

und die wirkliche Zeit: t = 3,47 f sek. 
An der Stelle fl ergab sich durch Plani

metrieren des x-s-Diagramms: f = 2,3 cm2 ; 

dann ist die bis zu dieser Stelle verflossene 
Zeit: t = 8,28 sek (vgl. die Diagramme der 
Humphrey-Pumpe, Fig. 618 unten). 

Zwei te Art (Fig. 590). Man trăgt die be
liebige Strecke a von O aus bis A1 und A2 auf 
und zieht A1 C 11 A 2 D 11 Os. Die Parallele A1 C 

!1 

H 

Fig. 590. 

schneidet die Ordinate b = ?,-(]des v-s-Diagramms in A; zu beiden Seiten 
dieses Punktes trăgt man zwei beliebige und gleiche Strecken BA= AC 
auf und zieht die Linien G BD bis zum Schnitte D mit A 2D, und DEC. 
Dann ist fl E = x. Denn aus der .Ăhnlichkeit der Dreiecke folgt: 

BA:DH=GA:GH, AC:DH=AE:EH 
und da BA = AC ist: o A : G H = A E : E H 
oder (o- a) : (o +a) = (a-x) : (a+ x), 

woraus o x = a2 . 

(Vgl. M. Tolle, Regelung der Kraftmaschinen, 2. Auf., S. 135) 
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Eine andere Methode, aus dem v-s-Diagramm das t-s-Diagramm zu 
entwickeln, beruht auf einer Umkehrung der in :Fig. 567 gegebenen 
Konstruktion, wie zuerst R. Pri:ill, Graph. Dynamik, S. 13 gezeigt 
bat (vgl. auch E. Brauer, Turbinentheorie, Hl08, S. 227 und M. Tolle, 
Regelung der Kraftmaschinen, 2. Aufl., S. 135). 

Wăre in Fig. 591 das t-s-Diagramm gegeben, so fiinde man die Ge
schwindigkeitsstrecke O Q = tJ durch Ziehen der Parallele 'l'Q zur Tan
gente in S an das t-s-Diagramm; dabei ist O T jene Strecke, welche 
dieZeiteinheit darstellt (vgl. Fig. 567). Man ki:innte dieselbe Strecke OT~ 
auch auf der Geraden Os auftragen und in T 1 die Senkrechte '1\Q1 zur 
Tangente in S ziehen; diese Senkrechte wiirde auf der lotrechten 
Achse Ov die Geschwindigkeitsstrecke tJ abschneiden. 

Kehrt man diese Konstruktion um, so ergibt sich folgende Methode, 
das t-s-Diagramm zu finden; allerdings muf3 bei einer bestimmten Zcit, 

............ ,§' ........ s. 

Fig. 591. Fig. 592. 

z. B. t =O fur den Anfang der Bewegung oder t fiir die Wegstrecke il 
begonnen werden. 

Man projiziert den Punkt G des v-s-Diagramms nach Q1 auf die 
AchEe Ov, macht O T1 maf.lstăblich gleich der Zeiteinheit und zieht senk
recht zu T1Q1 durch Sein kurzes gerades Stiick, das bereits ein Teilchen 
des t-s-Diagramms ist. 

Man setzt die Konstruktion in derselben Weise fort und erh~ilt das 
gewiinschte Diagr.amm aus lauter kleinen Stiicken zusammengesetzt. 
Die Genauigkeit dieser Konstruktion ist nur gering. (Vgl. damit die 
graphische Jntegration nach Abdank-Abakanowicz, XXX.) 

b) Aus dem b-s-Diagramm. Auch aus dcm in 326 behandelten 
b-s-Diagramm kann das t-s-Diagramm entwickelt werden, indem man 
zuerst, wie dort gezeigt wurde, das v-s-Diagramm zeichnet und sodann 
auf dieses die eben vorgetragenen Methoden anwendet. 

Eine direkte Konstruktion des t-s- aus dem b-s-Diagramm wiire 
folgende (Fig. 592): Man teilt wie in Fig. 579 die Achse Ot in beliebig 
kleine, gleiche Zeitteilchen 7: und trăgt von O nach links die StreckP O T 
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auf welche die Zeiteinheit darstellt. Da nach Gleichung 164: O= 1 /~ ist, , V y 
worin die reinen Zahlen a und y den W eg- und BeschleunigungsmaBstab 
angeben, so ist der ZeitmaBstab: 

und 

1 cm Zeit-Achse = o sek = v~ sek 
y 

1 «ek = ,;~ cm = 01'. V a 

Nun triigt man nach dem GeschwindigkeitsmaBstabe 

1 cm = fJ mjsek = yay mjsek (vgl. Gleichung 163) 
die Anfangsgeschwindigkeit V 0 = OQ~ in Os und ferner Q0 Q1 = t Doi 
auf, zieht schlieBlich OI ll1'Q1 ; dann ist 

!61 = i tg cp1 = b0 i + t ll0 i 2 

der Weg des Punktes im ersten Zeitteilchen i (vgl. Gleichung 159) und 
die Geschwindigkeit am Ende dieses Zeitteilchens 

b1 =b 0 +ll0 i. 

Sodann zieht man durch I die Parallele zu Ot, die im b-s-Diagramm 
die Beschleunigung ll1 ausschneidet, trăgt von Q1 aus die Strecke 
Q1 Q--; = t (ll0 + ll1) i auf und zieht III Il TQ2. Dann ist die Geschwindig
keit am Ende des zweiten Zeitteilchens i 

b2 = b1 + ll1 i = b~ + ll0 i + ll1 i 

und der Weg im zweiten Zeitteilchen 

!6 2 = i tg cp 2 = b0 i + 60 i 2 + t ll1 i 2 • 

Jetzt zieht man durch II die Parallele zu Ot, die im b-s-Diagramm die 
Strecke ll2 ausschneidet, trăgt von Q2 die Strecke auf: Q2 Q--;; = t (61 + 62) i, 
zieht II III',[ 1'Q3 usf. 

Das Polygon OI Il 1 II . . . . ist angenăhert das gesuchte s-t-Dia
gramm. Je grol3er die Teilchen i gewăhlt werden, desto ungenauer wird 
das Diagramrn. 

Bei diesem Anlasse sei auf die interessante Studie von L. Giim bel: 
"Die graphische Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
in Anwendung auf die Schwingungslehre", Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1919, S. 771 hingewiesen. Hier wird in ăhnlîcher Weise die graphische 
Integration der Differentialgleichung 

d2 s 
b = dii= /(t) 

vorgefiihrt und im Anschlusse daran die Schwingungsgleichung 

~:~- + af1 (s) + bf2 (~i) + cf3 (t) =O 

mit Beniitzung des Seilpolygons graphisch integ1'Îert. 
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c) Aus dem b-v-Diagramm. Die Bestimmung der Zeit aus diesem 
Diagramm laBt sich nach denselben Methoden wie in a) durchfiihren. 
Denn nach den Gleichungen: 

d'o = 6. dt, 'o. d'o = 6. d?:, 

kann Gleichung 170 in der Form geschrie ben werden: 

t = Jdb'o = Jdv?:J· 

Zur Auswertung dieses Integrals wird man somit die gleichen Kon
struktionen beniitzen, die in a) mitgeteilt wurden; man hat nur ?:, durch 'o 

a2 
und 'o durch 6 zu ersetzen, das x-'o-Diagramm zu zeichnen, wobei x = b 

ist, und sodann die Flache f = j x · d 'o zu bestimmen (Fig. 593). 

Fig. 593. 

Sind die MaBstăbe vorgeschrieben: 

Geschwindigkeits-MaBstab: 1 cm Geschw.-Achse 
Beschleunigungs-Ma13sta b: 1 cm Beschl.-Achse 
so ist nach Gleichung 163 der Zeitma13stab: 

Fig. 594. 

= {3 mjsek Geschw., 
y mjsek2 Beschl., 

1 cm Zeit-Achse = o sck = {3 ::;ek 

und die Zeit 

(V gl. 331 unter R. 

{3 f 
t = ot = 2 sek. 

ya 
Sanzin.) 

y 

330. Beispiele. Da in den folgenden Diagrammen nicht ma13stablich 
konstruiert wird, sollen in die Abbildungen die GroBen t, 8, v, b statt 
den Strecken t, ?:,, 'o, 6 eingetragen werden. 

l. Das 8-t-Diagramm eines Punktes ist das in Fig. 594 gezeichnete 
Trapez. Man zeichne das v-t-Diagramm. 

Da in der Zeit von O bis t1 der Winke1 q;1 des 8-t-Diagramms konstant 
ist, bleibt die Geschwindigkeit unverandert; es ist 
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In der Zeit von t1 bis t~ ăndert sich der Weg nicht; es ist q;2 =O 
und v~ =O. 

Zwischen t2 und t3 ist die Geschwindigkeit 

81 
v3 = tg f{Ja = - t - t , 

3 2 

also wieder konstant, aber negativ; der Punkt kehrt in die Anfangslage 
zuriick. 

2. Das v-t-Diagramm eines Punktes ist das in Fig. 595 gezeichnete 
Trapez. Man suche das s-t-Diagramm. 

Bis zur Zeit t wird der W eg s durch die Flăche des schraffierten 
Dreiecks gemessen; es ist s = t vt = t t2 tg 1p1. Das s-t-Diagramm ist 
demnach eine Parabel, deren Achse die Weg-Achse Os und deren Scheitel 
O ist. In t 1 ist der Weg 

8 1 = t v1 t1 = t t 12 tg 1p1 . 

F=~~-----,~~--~t 
'tJ 
1 

' 
:s.J 
1 

' t 
o 

Fig. 595. Fig. 596. 

Zwischen t1 und t2 ist das 8-t-Diagramm eine ansteigende Gerade, 
die sich beriihrend an die Parabel anschlieBt; fiir ihren Neigungswinkel 
gilt die Gleichung tg q; = v1 . 

Der Weg bis t2 ist 

8z = 81 + (tz -tl) · tg f{J = V1 (t2 _t~). 
Zwischen t2 und t3 ist das s-t-Diagramm wieder eine Parabel, die 

sich an die Gerade beriihrend anschlieBt. Fiir die Zeit t ist der Weg 
des Punktes die Flăche des v-t-Diagramms bis zur Ordinate v, also 

1 v1 t1 t2 -t22 -t1 t3 + 2t3 t-t2 
s = s2 --j- · · (v1 + v) (t- t2) = · · - · - --· ·····- . 

2 2 t3- t2 
Jl'i.ir die Zeit t3 ist der Gesamtweg des Punktes: 

vl 
83 = .2. (t3 + t2- tl). 

3. Nach einer Mitteilung von Pforr in der Zeitschrift des Vereins 
deutscher Ingenieure, 1913, S. 788 ist das v-t-Diagramm eines elektrisch 
betriebenen Stadtbahnzuges durch Fig. 596 gegeben. Zuerst ist die 
Bewegung durch die Zeit t1 gleichformig beschleunigt; sodann, wăhrend 
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des Hauptteiles der Bewegung, leicht verzogert; endlich, wahrend des 
Auslaufes von t2 bis ta, stark verzogert. 

Gegeben seien die Verzogerungen b2 und ba, sowie die Zeiten 
1.2 - t1 = 7:2 und ta- t2 = 7:a, und der Gesamtweg 8. Zu berechnen ist 
die Zeit t1 des Anlaufes und seine Beschleunigung b1 . Man findet: 

28- b2-r22- 2b3 T27:a- baT32 
tl = ' 

b2T2 +baTa 

bl = (b2T2 + baTa)2 . 
28- b2 T22 - 2 baT2 Ta·- ba Ta2 

Die Werte b1, b2 , ba sind absolut genommen. 

4. Von zwei in derselben Geraden und von der gleichen Anfangslage 
bewegten Punkten sind in Fig. 597 die v-t-Diagramme gezeichnet. Be
kannt sind die Zeiten t1 und t2• Nach welcher Zeit t treffen die Punkte 
zusammen? 

Fig. 597. 

J:. 
~ 

O Uzfl t 

Fig. 598. 

Nennt man 1p1 und 1p2 die Neigungen der beiden Diagramme l und 2, 
so ist der W eg des Punktes im Diagramm l : 

81 = t (t- tl)2 • tg 'f/Jl 
und der W eg des Punktes im Diagramm 2: 

82 = t t2 • tg 'f/J2· 
Die Punkte treffen zusammen, wenn 8 1 = 8 2 geworden ist, woraus 

(t- tl)2 • tg 'f/Jl = t2 • tg 'f/J2· 
Nun ist aher (t2 :- t1 ) • tg 1p1 = t2 • tg 1p2. 

Es ergibt sich t = t2 + y't2 (t2 - t1). 

5. Das v-t-Diagramm eines Punktes ist ein ViertelkFeis (Fig. 598). 
Man berechne die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung b des 
Punktes fiir eine beliebige Zeit t. 

Der Ansatz: v2 + t2 = v02 oder t22 ware unbrauchbar, weil falsch in 
den Dimensionen. 

Es ist 
V 

cos a = -, s1n a = t- , 
Vo 2 

daher 



woraus 

Ferner ist 

Nun gilt: 

und 
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MP 
b = tg "P = --PQ-. 

OQ : Oil! =OM : OP, woraus 
- t22 - t22 --
OQ = -t, PQ = -t--t, MP= v 

b = - ----l'co~=-
t~ -v t22- t2 
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6. Bei der Berechnung von Forder-Maschinen wird fiir die Anfahrt 
ein parabolisches v-t-Diagramm zugrunde gelegt (vgl. H. Fri tze, Die 
Berechnung von Forderdiagram-
men fiir Motoren mitReihenschluB- v 
Charakteristik, Zeitschr. d. Ver. 1/I,J--,---'h~-.>+---------. 
deutsch. Ing. 1914, S. 740). 

Fig. 599 zeigt die drei Teile 
des Diagramms: die Anfahrt, deren 
Geschwindigkeit von O bis v1 zu
nimmt; den Beharrungszustand mit 
konstan ter Gesch windigkei t v1 ; 

v, 

t, 
Fig. 599. 

endlich den Auslauf mit gleichformig verzogerter Bewegung. 

t 

Es sei auBer v1 die Anfahrtsbeschleunigung b0 gegeben; zu ermitteln 
ist die Anfahrtszeit t1 und fiir irgend eine Zeit t wăhrend der Anfahrt 
die Geschwindigkeit, die Beschleunigung und der Weg. 

Es ist b0 = tg 'lfJo, wenn "Po die Neigung der Anfangstangente der 
Parabel O B 0 gegen die Zeit-Achse Ot ist. Da diese Tangente die Strecke 
AoCJ1 halbiert, wenn G1 der Scheitel und G1F die Achse der Parabel ist, 
so folgt 

b 2 vl d d" A f h . 2 vi 
0 =- un 1e n a rtsze1t: t1 = -b . 

~ o 

Zieht man B 0F .L O B 0, so schneidet diese Senkrechte die Achse der 
Parabel in deren Brennpunkt F. Soll man nun fiir die Zeit t die Ge
schwindigkeit v und die Beschleunigung b konstruieren, so zieht man die 
zu t gehorende Ordinate, halbiert AG1 in B, verbindet B mit F und 
errichtet BG ...L F B; dann ist BG die Tangente der Para bel, welche die 
Ordinate At im Punkte G schneidet; es ist Gt = v. Ist 'ljJ die Neigung 
dieser Tangente, so ist b = tg "P· 

Der Weg bis zur Zeit t wird durch die schraffierte Flăche gemessen. 
Beziiglich der MaBstăbe siehe 324. 

Die Rechnung liefert: 

V = Vl [ -~f- ( k r ] , b = bo 2t;_!, 8 = Vl [ :~- ~;12] · 
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Fiir t = t1 ist der Anfahrtsweg: 81 = f v1 t1 . 

331. Anwendungen der kinematischen Diagramme. Wie sehr die ge
nannten Diagramme Eingang in dic Praxis gefunden haben, moge aus 
folgenden Anwendungen entnommen werden. 

H. Stahl geht in seiner Arbeit: "Untersuchung des Auslaufweges 
elektrischer Aufziigc", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1905, S. 544 vom 
8-t-Diagramm des Aufzuges aus, um hieraus das v-t-Diagramm zu 
entwickeln. 

Die "Untersuchung liber den Verbrennungsvorgang in der Gas
maschine" von N. Borth, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1908, S. 522, 
geht von dem 8-t-Diagramm aus, das ein Indikator aufgenommen hat, 
der Zeitmarken abgibt; auf Grund dieses Diagramms wird das v-t
und das b-t-Diagramm entwi~kelt. 

A. Hruschka bringt in seinen "Bahntechnischen Forderungen an 
den elektrischen Vollbahnbetrieb", Zeitschr. d. Osterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 
1908, S. 797, Diagramme zwischen 8, v und b fiir den Anlauf zweier ver
schiedener elektrischer Motoren. 

In seiner "Untersuchung der Bewegung selbsttătiger Pumpenventile", 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1908, S. 1842, geht K. Korner von den 
Bachschen Versuchen an Pumpenventilen aus. Die Ventilerhebung, 
auf die Zeit bezogen, wird einem 8-t-Diagramm zugrunde gelegt und 
hieraus das v-t- und b-t-Diagramm entwickelt. 

F. Freytag hat in seinem Aufsatz: "Neuerungen an Dampfmaschinen 
mit Ventilsteuerung, Bauart Lentz", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1902, 
S. 1924, die Bewegung von Ventilen untersucht, die durch unrunde 
Scheiben mit Ventilfiihrungsrollen gehoben werden (vgl. hierzu Abschnitt 
XX, Fig. 431). 

5 
.1 

r-t -
')\. 

ţ - - f-- - _j_ 
1 -· 

·----· --r-P.: 
-- f--- --c-- - -- -

f--f-

1 c--· -- --+-+· 
--Ţ--- --

o zo qo 60 80 100 
6esc/lwindigkeit km/Sf 

Fig. 600. Fig. 601. 

Aus dem s-t-Diagramm der Ventilerhebung werden das v-t- und das 
b-t-Diagramm, sowie die Massendriicke konstruiert. 

Einen gleichen Vorgang befolgt Osthoff in der Abhandlung: 
"Die Lentz-Ventilsteuerung an Lokomotiven", Dinglers Polyt. Journal 
1909. 
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R. Sanzin geht in seiner Abhandiung: "Versuche iiber den Wider
stand von Dampflokomotiven". Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1911, 
S. 1459, von dem v-t-Diagramm aus, das im Anlauf mit einer Guterzugs
Iokomotive aufgenommen wurde und ermitteit daraus das b-t-Diagramm. 

Derseibe Autor hat 1906 in den Verhandlungen des Vereins zur 
Beforderung des GewerbfleiBes unter dem Titei: "Bestimmung der 
Fahrzeiten aus der Leistungsfăhigkeit der Lokomotiven" eine Abhandlung 
veroffentiicht, in weicher von der Schauiinie zwischen Zugkraft der 
Lokomotive und der Fahrgeschwindigkeit in kmjStd. (Fig. 600) aus
gegangen und hieraus die Beschleunigung des Zuges wăhrend der An
fahrt berechnet wird. Aus dem b-v-Diagramm wird sodann die Fahr
zeit nach der Gieichung 

mit Hilfe angenăherter Konstruktion gefunden (329). SchlieBlich wird 
aus den konstruierten Zeiten ein v-t-Diagramm und ein s-t-Diagramm 
entworfen (Fig. 601). 

R. Harm schiidert in seiner Abhandiung: "Untersuchungen an 
PreBluftwerkzeugen", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1913, S. 179, ein 
Verfahren, um bei den rasch arbei-
tenden Werkzeugen (800 bis 1000 
Schiăge in der Minute) ein Kolben
weg- Zeit- Diagramm durch direkte 
Aufnahme zu gewinnen. Zu diesem 
Zwecke schreibt ein Stabchen aus 
spanischem Rohr auf einer mit 
Schiemmkreide iiberzogenen Scheibe 
das s-t-Diagramm an (Fig. 602). Um 
den MaBstab fiir die Zeit-Achse zu 

T 

s 

Fig. 602. 

gewinnen, beachte man, daB, wenn u die Geschwindigkeit ist, mit der die 

Scheibe vorbeigezogen wird, _l die Zeit zwischen Riickprall und Auf
u 

schiag des W erkzeuges ist. Wird diese Zeit in der Figur durch die 
Lănge l des Kolbenweges seibst gemessen, so ist 

(~) sek = l cm 

oder der Zeit-MaBstab: 

1 sek = u cm Zeit-Achse. 

Aus diesem s-t-Diagramm wird dann, wie in 320 und 321 gezeigt wurde, 
das v-t- und b-t-Diagramm mit Hilfe der Tangentenmethode abgeieitet. 

R. Piank hat im 133. Hefte der "Mitteiiungen iiber Forschungs
arbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-Wesens", 1913, unter dem Titei: 
"Betrachtungen iiber dynamische Zugbeanspruchung" Versuche be-
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sprochen, die er mittels eines Fallwerkes ausfiihrte, um das Verhalten 
eines zylindrischen Stabes aus FluBeisen bei Schlagproben zu priifen. 
Die Dehnungen, die der Probestab unter der stoBartigen Belastung 
beim Aufprallen des Fallbărs in O (t =O) annahm, wurden unmittelbar 
an einer beruBten Schreibtrommel aufgenommen. Das so erbaltene 
s·t-Diagramm (Fig. 603, Linie l) gibt den Verlauf der Dehnungen wăbrend 
des Schlages. 

Das v-t-Diagramm (Linie 2) und das b-t-Diagramm (Linie 3) wurden 
bierauf wie in 320 und 321 durch Tangentenzieben ermittelt und hierbei 
der Spiegelderivator von A. W agener (siehe 348) beniitzt. Die Dia
gramme l' und 2' links von Os beziehen sich auf die Bewegung des Fall
bărs vor dem Aufprallen; sie ist, der Schwere entsprechend, gleich
formig beschleunigt; das s-t-Diagramm l' ist eine Parabel, das v-t-Dia
gramm 2' eine ansteigende Gerade. 

Wegen des StoBes in t =O entsteht in O ein Knick im s-t-Diagramm, 
dem im v-t-Diagramm ein Sprung von V 0 auf v0 ' entRpricht (vgl. 323) 

S V 

u 

Fig. 603. l<'ig. 604. 

Das b-t-Diagramm scbnellt nacb dem StoBe stark abwărts und 
nimmt Verzogerungswerte an, die 100 his 200mal so groB werden konnen 
wie die Beschleunigung der Schwere. Je heftiger der Schlag, desto 
năher riickt bmin der Achse Ob. 

332. Die mittlere Geschwindigkeit. In vielen ]'ăllen, in denen der 
Ingenieur die Geschwindigkeit eines Korpers zu untersuchen hat, ins
besondere bei den mannigfachen Drehungen, interessiert er sich fiir den 
Mi ttel wert,dendieGescbwindigkeitinnerbalbeiner gewissenZeit besitzt. 

Zunăchst bat man versucht, diesen Mittelwert durch eine beilăufige 
Schătzung anzugeben. Sind max v und min v die beiden ăuBersten Werte, 
die v innerbalh jener Zeit T annimmt (Fig. 604), so bat man die mittlere 
Gescbwindigkeit v'"' durch die Gleichung ausgedriickt 

vm = t (max v +miu v) ......... 171). 
ein Ausdruck, der freilich keine Berecbtigung hat, obwobl er vielfacb 
beniitzt wird. 
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Um den Hegriff der mittler·en Geschwindigkeit eines Ptmktes 
fe;;tzusetzen, denke man sich die Bewegung zweier Punkte, die gleich
zeitig von derselben Anfangslage ausgehen und nach der gleichen Zeit T 
die gleiche Endlage erreichen; die Geschwindigkeit des einen Punktes sei 
verănderlich, die des anderen konstant. Dann nennt man die Geschwindig
keit des zweiten Punktes die mittlere Geschwindigkeit vm des ersten. 

Nennt man S den gemeinsamen Weg beider Punkte in der gleichen 
Zei t T, RO i Rt fiir den ersten Pun kt : 

7' 

S = jv · rlt, 
11 

fiir den zweiten Punkt: 
S = vm'· '1', 

also die mittlere Geschwindigkeit: 
T 

v '= _s_ = -1-jv · dt 172) "' T T ........ . 
o 

Man hat versucht, die mittlere Geschwindigkeit in anderer Weise 
zu definieren und nicht auf die Zeit zu heziehen, sondern auf den zuriick
gelegten Weg. Ist nicht das v-t-Diagramm des Punktes gegehen, sondern 
das v-s-Diagramm (Fig. 604, nnten), so hat man die mittlere Geschwin
digkeit durch die Gleichung festgesetzt: 

s 

1/ li d V"" =s V' 8 .......... 173) 

o 

(vgl. GoldRtein, Die kleinste mogliche Umlaufzahl von Pumpwerken, 
ZeitRchr. d. Yer. deutsch. Ing. 1906) oder auch durch die Gleichung 

s 

(v "')2 = } }~ v2 • ds 
m S 

o 
(vgl. H. Meuth, Kinetik und Kinetostatik des Schubkurbelgetriebes, 
Dinglers Polyt. Journal 1905). 

Hier legen die beiden Punkte zwar den gleichen Weg S zuriick, aher 
nicht in derselben Zeit, im Gegensatze zu der ersten Definition der mitt
leren Geschwindigkeit. Diesen Mittelwerten vm" und vm"' kann man 
also keinerlei mechanische Bedeuttmg heimessen, da ja auch die Integrale 

J v · ds und J v2ds mechanisch nicht gedeutet werden konnen. 

Man konnte den Ers-atz von V1n' durch vm" oder vm"' noch hin
nehmen, wenn alle Definitionen der mittleren Geschwindigkeit zu dem 
gleichen Resul tate fiihren wiirden, also vm' = vm" = vm"' wăre; dieR 
ist aher nicht der Fall, wie folgende Beispiele heweiRen măgen. 

Wit.tcnhaner, llynamik. 38 
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1. Gleichformig beschleunigte Bewegung (Fig. 605). Beschleunigung b 
konstant, Endgeschwindigkeit v1. 

T 

1 l J vl V = bt V =- - V • dt = --- · 
' m 1' 2' 

o 
s 

v2 = 2h8, vm" =-} Jv · d8 = ~ 1J1 ; 

() 

Fig. 605. 

2. Sinusschwingung (Fig. 606). 

l!'ig. 606. 

v =a sin kt; fiir die Zeit T ist O= a sin kT, kT = n, T = -j;. 

v 1 = _!:_JTv · dt - ~,·JTsin kt · dt = :a 
rn 1' '- 1 Jo 

o o 
s 

" 1 J n vm = S v · d8 = 4 a. 
o 

Das v-s-Diagramm ist namlich eine Halb-Ellipse mit den Halbachsen 

~unda; das Integral ist die Fliiche dieser Halb-Ellipse:; ·~-·a. Endlich 

ist Vm111 = ~~-a. 
Man entnimmt aus diesen Beispielen, daB Vm1 , vm" und vm" 1 ver

schiedene Werte ergeben. Wir werden deshalb bei der auf die Zeit 
bezogenen mittleren Geschwindigkeit Vm1 bleiben. 

Falls das v-t-Diagramm der Bewegung gegeben ist, macht die Er
mittlung von vm, auch wenn das Diagramm keinem ermittelbaren mathe
matischen Gesetze folgt, keine Schwierigkeit. Es geniigt, wenn man die 
Flache zwischen dem Diagramm und der Ot-Linie durch Planimetrieren 
gewinnt. 
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Anders liegt die Sache, wenn das v-s-Diagramm gegeben ist und vm 
bestimmt werden soll; denn hierzu darf Gleichung 173 nicht beniitzt 
werden. Es miiBte zunăchst aus dem v-s-Diagramm nach der Gleichung 

s 

T= J~s 
o 

die Zeit der Bewegung ermittelt werden (vgl. hierzu 329); dann wiire 
die mitt.lere Geschwindigkeit 

333. Der UngleichfOrmigkeitsgrad der Bewegung. Bei vielen in der 
Praxis vorkommenden Bewegungen ist es von Interesse, die Schwan
kungen der Geschwindigkeit zu verfolgen. Besonders ist dies wichtig 
bei den periodischen Bewegungen, also bei solchen, deren Zustand nach 
gewissen Zeiten wiederkehrt. So spricht man bei allen Korpern, die eine 
Dauerdrehung um eine Achse ausfiihren, von einer Periode, die hier mit 
einer Umdrehung oder dem Vielfachen einer Umdrehung zusammen
fallen wird. 

u 

Fig. 607. 

Fig. 607 zeigt das v-t-Diagramm einer solchen Periode. Die Zeit 
derselben sei '1.', die Geschwindigkeit zu Anfang und zu Ende v0 ; wăhrend 

des Verlaufes schwankt sie in der Art, wie es das Schaubild zeigt, er
reicht zur Zeit t1 einen GroBtwert max v, zur Zeit t2 einen Kleinstwert v2, 

zur Zeit t3 einen anderen GroBtwert v3 und zur Zeit t4 einen anderen 
Kleinstwert min v. 

Die mittlere Geschwindigkeit dieser Periode ist dann nach Gleichung 
172: 

T 

V ' = _l_;· V • dt = S_ 
m '1.' T' 

o 

worin der Weg S durch die Flăche der Schaulinie gegen die Gerade OT 
gemessen wird. 

Der Ungleichformigkeitsgrad soll zum Ausdruck bringen, wie groB 
die Schwankung max v- min v im Vergleiche mit der mittleren Ge
schwindigkeit wiihrend der Periode ist. 

38* 
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Geht in Fig. 607 die Hchaulinic de;-; v-t-Diagrannns m1ter dic O '1'
Achse hin ah, so wird min v negativ und clic Schwankung dcr GeHchwindig
keit ist dann max v + min v. 

Man kann sie auch aus dem s-t-Diagramm entnehmen, wenn dieses 
gegehcn ist (Fig. 60H). Man zeichnet dann die steilste ansteigende Tan

o S, Zeifeinhetf 

Fig. 608. 

t 

gente T 1 des s-t-Diagramms und 
ehenso die steilste ahfallende 
Tangente T 2 ; die erste ent
spricht dem max v, die zweite 
dem min v. Trăgt man von den 
Schnittpunkten 8 1 und 8 2 mal3-
stăhlich die Zeiteinheit auf und 
zeichnet die Ordinaten b1 und 
b2 his zum Schnitte mit den 
Tangenten, so sind diese Ordi

naten die Strecken, welche die grol3te und die kleinste Geschwindig
keit darstellen; es ist dann die gesuchte Schwankung 

max v + min v = f3 (b 1 + b2), 

a 
worin f3 = -;5 (siehe Gleichung 164) aus den Ma13stăben des s-t-Diagramms 

zu entnehmen ist. (Vgl. hierzu J. Geiger: Der Torsiograph, ein neues 
Instrument zur Untersuchung von Wellen, Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1916.) 

Zur Feststellung des Ungleichfărmigkeitsgrades hat man verschiedenc 
Vorschlăge gemacht. Die gehrăuchlichste und einfachste Art ist die, 
welche den Ungleichformigkeitsgrad p durch die Angabe dcfinicrt: 

maxv-minv 
ţl = --~----~ 

Vm 
o o o o 174) 

Diesc ziemlich oherflăchliche Schiitzung des Ungleichfărmigkeits
grades ist wiederholt angegriffen worden, da sie keinerlei wisscnschaft
liche Grundlage hat. Immerhin ist zu heachten, dal3 sie ziemlich ver
lăl3liche Resultate liefert und deshalh und ihrer Rinfachheit wegen kaum 
je durch hegriindetere Vorschlăge verdriingt werden wird. LiWt man 
fiir vm die friihPr erwăhnte Angahe (Glcichung 171) gelten: 

vm = ~ (max v + min v). 

so wird der Ungleichfi5rmigkeit:-grad 

maxv -- minv 
Il= 2---- - .- o o o o o o o o o 175) 
' maxv + rnmv 

K. H eun bat in seinem Buche: "Die kinetischen Probleme cler wissen
schaftlichen Technik", S. 30, versucht, ei ne wissenschaftlich begriindete 
Definition des Ungleichfărmigkeitsgradei-l zu gehen. Rr empfiehlt hierfiir 
den Am;druck: 
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" 1 js(l v) 2 
fl = · ,- - · ds. 

S v", 
. ... 176) 

() 

und hebt hervor, daB hier die iiu13er~ten Grenzen cler Schwankung, 
max v und min v, nicht mehr vorkommen und dail ferner cler Einfluil 

V 
des Vorzeichens von 1 - - entfăllt. 

Vrn 

Da die mittlere Geschwindigkeit, unseren Ausfiihrungen in 332 ge
miW, aus dem v-t-Diagramm entnommen wird und nicht aus dem v-s
Diagramm, so wird es sich empfehlen, diesen Standpunkt auch bei 
der Definition des Ungleichfonnigkeitsgrades einzunehmen und vm 
durch vm' zu ersetzen. Dann miiilte aber fiir ihn die Gleichung emp
fohlen werden : 

7' 

;t' = ,~,[(1-. v,) 2 dt. . ....... 177) 
.1. • Vm .. ,~ 

() 

Amgefiihrte Reclwungen zeigen, wie zu erwarten ist, daf3 die beiden 
Vorschlăge fiir elen UngleichfOrmigkeib;gcad nach elen Gleichungen 176 
und 177 mit dem gebriiuchlichen Wert nach Gleichung 175 durchaus 
nicht iibereinstimmen. Tatsiichlich hefmgt ja die Dofi11ition des Un
gleichfOrrnigkeitsgradcs nach den Gleichungen 176 und 177 etwa:; 
ganz anderes, als was Gleichung 175 ausdriicken will. 

An denselben Bewegungen, die schon in 332 auf ihre mittlere Ge
schwindigkeit untersucht wurden, soli dies gezeigt werden. 

l. Gleichformig beschleunigte Bcwegung (Fig. 605). Beschleunigung b 
konstant, .Endgeschwindigkeit v1. UngleichfOrmigkeitsgrad nach Glei
chung 175 (gebrăuchlicher Wert): 

max v = Vv min v = O; f.l = 2. 

Nach Gleichung 177: 

u 

Nach Gleichung 176: 

2. Sinusschwingung (Fig. 606). v = a sin kt. Ungleichformigkeits
grad nach Gleichung 175 (gebrăuchlicher Wert): 

max v = a, min v = O, ,u = 2. 
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N ach Gleichung 177 : 
'T 

vm' = 2na' T = ~' 11' = ~/(1- v::r dt 
2 

: -1 = 0,23. 
o 

Nach Gleichung 176: 

'' na 2a 
S = -- v2 = 2aks- k2s2 ,· 

Vm = 4' k' 

" 1 js( v )2 32 
fl = 8 1 - v;,~il ds = 3n2 - 1 = o,os. 

o 



XXXII. Dynamische Diagramme. 

334. Einleitung. In den bisher besprochenen orthogonalen Dia
grammen kamen ausschliel3lich die Begriffe der kinematischen Bewegungs
lehre: Weg, Geschwindigkeit, Beschleunigung und Zeit zur Verwendung. 

In den folgenden Diagrammen werden iiberdies noch die wichtigsten 
Begriffe der Dynamik, nămlich Kraft, mechanische Arbeit, Bewegungs
energie und Leistung zur graphischen Darstellung herangezogen. Hin
gegen spielt die mechanische Masse des Punktes oder Korpers (vgl 49) 
nur die Rolle eines konstan ten Faktors, solange wir mit den wirk
lichen Massen zu rechnen haben; spăter, bei der Dynamik der Getriebe, 
werden wir allerdings diesen Begriff erweitern miissen und verănder
liche Massen einfiihren. Auch bei den dynamischen Diagrammen 
spielt die Form des Weges keine Rolle.· Es ist also gleichgiiltig, ob der 
Weg des untersuchten Punktes ein gerader oder gekriimmter ist. 

Fig. 609. Fig. 610. 

Wiihrcnd die Mehrzahl der kinematischcn Diagramme auf die Zeit
Achse bezogen werden, iHt cs iiblich, die dynamischen Diagramme auf 
die Weg-Achse zu beziehen. Es ist dies die Folge der gebrăuchlichen 
Art, den Verlauf der Kraft, z. B. eines Dampfkolbens, durch ein zeich
nendes Instrument, den Indikator, aufzunehmen und dadurch auf den 
Kolben weg zu beziehen. 

335. Das Kraft-Weg-Diagramm (P-s-Diagramm). Wăhlt man den 
zuriickgelegten W eg s des Punktes als die cine Koordinate, die auf ihn 
wirkende Kraft P in Richtung der Bewegung als die andere Koordinate 



600 Dic Bewcgung in dcr Zcit. 

im Schaubilde, so erhălt man durch stetige Verbinduug der so crhaltenen 
Punkte das Kraft-Weg-Diagramm (Fig. 609). 

Ist die Bahn krummlinig (Fig. 610), so wickelt man den Weg s auf 
cler Achse Os ab und trăgt die Projektion P cler Kraft K auf die Tangente 
der Bahn senkrecht zu dieser Achse auf. 

Hierbei sollen folgende MaBstăbe zugrunde gelegt werden: 

Weg-MaBstab: 1 cm Weg-Achse = a m Weg; 
Kraft-MaBstab: 1 cm Kraft-Achse = x kg Kraft. 

Mit Hilfe dieser wird der Weg durch die Strecke i3 cm, die Kraft 
durch die Strecke ţJ cm dargestellt und es ist in Ubereinstimmung mit 

Gleichung 44): 5 = 8 und 
a 

p 
ţJ = -- o o o o o o o o o o o o 178) 

X 

Aus cler Kraft P, die auf eineu Mat-~senpunkt wirkt, crhiilt man nach 
dem dynamischen Grundgesetze N ewtons die Beschlcunigung b des 
Punktes, wenn man setzt: 

p 
b = -

m 
Hierin ist nach Gleichung 35: 

u 
m= 

g 

o o o o o o o o .' o 179) 

die mechanische Masse und U das Gewicht des l'unktes, y die Beschleu
nigung cler Schwere. Man hat also 

p 
b=g ct 

Aus dem P-s-Diagramm kann somit das b-s-Diagramm ::;ofort cnt
nommen werden, wenn mau die Ordin a te \.1 = il P durch die Anzahl m 
der Masseneiuheiten dividiert. .Es wird dann geniigen, irgend eine Be-

P 
schleunigung , z. B. b0 = g 0° fiir den Anfang durch Rechnung zu bc-

stimmen, auf der Achse O P nach einem angenommenen Beschleunigungs
maBstab aufzutragen (o0) und die iibrigen Ordinaten o = iB durch 
Ziehen cler Linien P P 0 X und X B 0 B zu konstruieren (Fig. 609). 

Aus dem so gefundenen b-s-Diagramm konnen dann die v2-s-, v-s
und die Zeit-Diagramme entwickelt werden, wie dies in 326 gezeigt 
wurde. 

Geht man von einem Punkte P des P-s-Diagramms zum Nachbar
punkte P' iiber, so ist die Flăche zwischen den unendlich nahen Ordi
naten ţJ und ţJ' (Fig. 611): 

1 
d<lJ=i.l·di3=- P·ds; 

ax 
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nun ist aber P · ds die elementare Arbeit dA der Kraft K auf dem Wege 
ds (vgl. :Fig. 610), somit 

dA= P · ds = al1: • dl/> 

und die ganze Arbeit der Kraft K auf dem Wege s: 

A= al1:l/>, 

worin (/) die ~'lăche des P-s-Diagramms zwischen den Ordinaten ţJ 1 
uud p ist. 

Fig. 611. l!'ig. 612. 

Um die Bedeutuug dieser ArbeitsfHiche (/) festzustellen, beachte man, 
daB l cm2 dieser Flăche die Bedeutung hat: 

uud somit 

l cm2 = l cm Weg-Achse X l cm Kraft-Achse 

=a m Weg X u kg =au mkg Arbeit 

A = aul/> mkg . . . . . . . . . . 180) 

worin jetzt (/J eine uubeuannte Zahl ist und lediglich die Anzahl der cm2 

bezeichnet. 

Hiitte man z. B. die Ma13stiibe gewăhlt: 

Weg-Mal3stab: l cm Weg-Achse = 5 m Weg, 

Kraft-MaBstab: l cm Kraft-Achse = 8 kg, 

so wii.re a = 5, u = 8 und 
A = 40 (/) mkg. 

Mi13t man nun die l!'lăche (/) aus und findet dafiir etwa 2,35 cm2, 

so wiire 
A = 40 · 2,35 mkg = 94 mkg. 

336. Das Arbeit-Wt1g-Diagramm (A-s-Diagramm) ist die Integralkurve 
des P-s-Diagramms. Ermittelt man in diesem Diagramm fiir geniigend 
viele Werte von s die Flăche (/) und trăgt die Arbeit A nach einem be
stimmten Mal3stabe als Ordinate a iiber der Weg-Achse auf, so erhălt 
man durch Verbindung der so erhaltenen Punkte das Arbeit-Weg
Diagramm. 
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Um die Ordinaten a dieses Diagramms zweckmăBig aufzutragen, 
nicht zu kleine und nicht zu groGe Strecken zu erhalten, wiihlt man eine 
beliebige Arbeitsbasis '21 in cm und verwandelt die Flăche tP in ein Recht
eck von den Seiten a und ~! (Fig. 612); dann ist tP = a '21 und nach 
Gleichung 180: 

oder 

worin 

A= ax· a '21 

A= A.n 
A.= ax~( 181) 

ist. Damit ist aber der MaGstab fiir das Arbcit-Wcg-Diagramm fest
gelegt; er lautet: 

1 cm Arbeits-Achsc = ). mkg Arbeit. 

Liegt die Arbeitsstrecke a iiber der Weg-Achse Os, so ist die Arbeit 
positiv; hingegen bedeutet eine unter Os befindliche Strecke a negative 
oder aufgezehrte Arbeit. 

337. Das Energie-Weg-Diagramm (L-s-Diagramm). Eincs der wich
tigsten Prinzipien der Mechanik ist das Ar bei tsprinzi p odcr das 
Prinzip der le bendigen Kraft. Es sagt aus, daf3 die Ănderung der 
Bewegungsenergie wăhrend einer gewissen Zeit gleich der in dieser Zeit 
geleisteten Ar bei t ist; oder 

L- L 0 = l mv2 - ~ mv02 = A . . . . . . . . . 182) 
wcnn man sich vorlăufig damit begniigt, dieses Prinzip fiir die Punkt
masse m auszusprechen. 

Man sieht dessen Richtigkeit sofort ein, wenn man von der zcitfreien 
Bewegungsgleichung des Punktes 165: 

v · dv = b · ds 
ausgeht und sie mit der Masse m des Punktes multipliziert: 

mv · dv = mb · ds = P · ds; 
die Integration liefert dann 

~· mv2 + C = j P · ds = A, 
woraus mit Riieksicht auf den Anfangszustand des Punktes: v = v0 , 

A = O sich Gleichung 182 ergibt. 

Die Bewegungsenergie des Punktcs kann auch in dcr Form gc
schriebcn werden: 

1 1 G 
L = -mv2 = ·· v2 = Uh 2 2 (] , 

v2 
h = '2g wieder die Geschwindigkeitshăhe des Punktes bezeichnet wenn 

2 

(GleichiD1g 167). Ebenso ist L 0 = Gh0 , wenn h0 =;o(] iHt. Damit nimmt 

Gleichung 182 die Form an: 

G (h - h0 ) = A . . . . . . . . . . 183) 
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Aus Gleichung 182 ist ohne weiteres zu ersehen, dall Bewegungs
energie L und Arbeit A Grollen derselben Art sind und zueinander addiert 
werden diirfen; infolgedessen ist auch ihr Mallstab der gleiche, oder auch 

1 cm Arbeits-Achse = Â. mkg Bewegungsenergie. 
Tragt man somit in Fig. 612 L 0 in diesem MaBstabe von O nach 

abwarts auf ((0) und zieht die neue Weg-Achse O' s' 11 Os, so ist das Arbeits
Diagramm gleichzeitig schon das Energie-Diagramm, nur ist seine Weg
Achse nicht Os, sondern O' s'; denn es ist 

L=Lo+ A, 
oder, wenn 1, 10 die Strecken sind, welche die Bewegungsenergien dar-
stellen: 1 = 10 + a. 

Fig. 613. 

Hat z. :B. die Punktmasse ein Gewicht 

fangsgeschwindigkeit v0 = 5 mfsek, so ist 

von 20 kg und die An
V 2 

h = _ _Q_ = 1 275 m und o 2g ' 



60! Dic Hcwegung in dcr Zcit. 

L0 = Gh0 = 25,5 mkg. Behalt man die Ma13stabe von 335 bei: a= 5, 
x = 8 und nimmt die Arbeitsbasis mit ~ = 0,4 cm an, so wird nach 336 

Â=ax~=16 

und der MaBstab fiir die Arbeit und fiir die Bewegungsenergie ist 

1 cm Arbeits-Achse = 16 mkg. 

Die Strecke 10 wird dann sein: ~~ = 1,6 cm. 

338. Zusammenhang der dynamischen Diagrammc. Nach den vorher
gehenden Ausfiihrungen wurden in Fig. 613 aus dem gegebenen P-s
Diagramm der Reihe nach das A-s-Diagramm, das L-s-Diagramm, 
das h-s-Diagramm und endlich das v-s-Diagramm auseinander abgeleitet. 

Das A-s-Diagramm ist die Integralkurve des P-s-Diagramms; da 
dA 

P = ([8 ist, werden den Stellen P = O die GroBt- und Kleinstwerte 

von A zugehoren; und zwar entsteht der Grol3twert max A dort, wo die 
Kraft P von den positiven Werten zu dennegativen iibergeht; die Um
kehrung davon entspricht der Stelle minA. 

Die Stellen der Punktbahn Os, in denen P einen Gro13t- oder Kleinst
wert annimmt, entsprechen den Wendepunkten W des A-s-Diagramms. 
Man vergleiche damit Fig. 578, wo man dieselben Beziehungcn bei den 
kinematischen Diagrammen wiederfinden wird. 

339. iibergang von den dynamischen zu den kinematischen Dia
grammen. Man beniitzt hierzu zweckmaBig die Gleichungen 181 und 183: 

A= J.a, Â =ax~; G (h-h0 ) =A, 
J.a 

woraus h - h0 = -ri; 
bezeichnet man mit ţJ die Strecke in cm, die nach dem Kraft-Ma13stab 
Gleichung 178 dem Gewicht G entspricht, so ist 

G = xp 

und h - h = (l_~l~. 
o ţJ ' 

sind ferner f) und 1)0 die Strecken in cm, welche die Geschwindigkeits
hohen h und h0 darstellen, so ist nach Gleichung 168: 

und somit 

mit 

h = d), h0 = cf)0 

f f (l ~{ ll - l1 

J - Jo = e p = ·~ . ~-

·Îl =a~[ 
e 

........ 184) 

Um danach in Fig. 613 das h-s-Diagramm zu zeichnen, tragt man 
im P-s-Diagramm OG = ţJ auf und zieht durch G die Parallele G@ 
zur Achse Os; sodann wiihlt man auf den Grundlinien 11 und II II 
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<lie beliebigen t:4treckcn K 1 R1 = K~ R2 = l und zieht die Verhindungs
linien m = R1~\~ und n = R 2 A; hicrauf triigt man von der Grundlinie 

IV IV die Strecke QN = Sj =a 1}( in cm auf, worin 1.1{ die beliebig ge-
~ e 

wlihlte Arbeitsbasis in cm ist, und zieht N P _L n, P H _L m. 

Dann bestehen die Proportionen 

also 

und somit 

ţ1: l = PQ: QH, l: a= QN: PQ, 

ţ1: a= QN: QH = .lj: QH 

{)- f) 0 = QH. 

Die Lănge QH stellt also die Differenz der GeschwindigkeitshOhen 
dar, und zwar im Mafistabe 

h = Bf). 
b 2 

Ist {)0 = <}g die anfăngliche Geschwindigkeitshohe und macht man 

YTV = fJ 0 , so ist sfl. die GeschwindigkeitshOhe f). 

Das h-s-Diagramm erreicht seine extremen Werte max h und min h 
an denselben Stellen wie das A-s-Diagramm. 

Um aus dem eben gefundenen h-s-Diagramm das v-s-Diagramm zu 
entwickeln, kann man sich der in Fig. 587 mitgeteilten Konstruktion 
bedienen. Oder man kann folgenden Weg einschlagen (Fig. 613): 

V 2 V 
Man rechnet den W ert ,cler Strecke b0 aus h0 = 2"g (b0 = j- nach 

Gleichung 162), tragt b0 = VIG0 auf und zieht durch G0 die Parallele 
zur Achse. Sodann macht man ~S = ~S~ = lv worin l1 eine beliebige 
Strecke ist; zieht H '1' il QS, macht ~ T = ~1 Tl' zieht 8 1 V und V U _L 8 1 V, 
beschreibt endlich iiber U T 1 als Durchmesser einen Halbkreis, so geht 
dieser durch den Punkt G des v-s-Diagramms. Denn es bestehen folgende 
Beziehungen : 

2 f) ---
woraus i310 = b02 • ~~ und s1G = b. 

Auf diese Weise kann das v-s-Diagramm ziemlich rasch punktweise 
gefunden werden. Es erreicht seine Extremwerte max v und min v an 
denselben Stellen wie die A-s- und h-s-Diagramme. 

340. Ermittlung und Ma.llstab der Masse. Zwischen dem A-s-Dia
gramm (Grundlinie II II) und dem v-s-Diagramm (Grundlinie VI VI) 
besteht ein bemerkenswerter Zusammenhang. Man kann aus beiden 
durch HinwegiltRslmg des Weges s ein neues Diagramm, das A-v-Dia-
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gramm, entwickeln; ader man kann dies auch unmittelbar aus der 
Gleichung 182 entnehmen, wenn man diese in der Form anschreibt: 

2A 
v2 = Vo2 + m, ... 185) 

Trăgt man die Arbeit A als Abszisse, die Geschwindigkeit v als 
Ordinate auf, so entspricht diese Gleichung einer Parabel (Fig. 614). 
Sie schneidet die Achse Ov im Abstande v0 von O; ihr Scheitel S hat die 
Entfernung L 0 = t mv02 von O. Der Halbparameter der P~1rahel ist 

1 
p = rn· 

Ist also die bewegte Masse m und ihre Anfangsgeschwindigkeit v0 

gegehen, so kann v aus L 0 und v0 gezeichnet werden; jeder Arbeits
Abszisse A entspricht dann als Ordinate die 

V 

A 

Fig. 614. 

zugehorige Geschwindigkeit v. 
Ist hingegcn die Anfangsenergie L 0 und die 

fur eine bestimmte Arbeit A gewiinschte Ge
schwindigkeit v gegeben, so k~um die hierzu 
notwendige Masse rn konstruiert werden. 
Denn mit L 0 ist der Scheitel S hestimmt; 
zeichnet man aus den Koordinaten A und 
v den Punkt G, nimmt L =A+ L 0 in den 
Zirkel und beschreibt aus G einen kleinen 
Kreisbogen, so kann der Brennpunkt F der 
Parahel aus der Bedingung ermittelt werden, 
da13 der mit F als Mittelpunkt beschriebene 
Kreis den eben beschriebenen kleinen Kreis
bogen und iiberdies die Parabel in S beriihren 
mu13. Der Durchmesser dieses Kreises ist aber 

1 
unu damit ist die bewegte Masse gefunden. Es entsteht nun die m 

Frage: wenn b der Durchmesser des Kreises in cm ist, wie gro13 ist 
die Masse m in Masseneinheiten? 

Nimmt man an, das A-v-Diagramm sei in den Ma13stăben entworfen: 
Geschwindigkeits-Ma13stab: 1 cm Geschw.-Achse = (J mjsek. Geschw., 
Arbeits-Ma13stab: 1 cm Arbeits-Achse = Â mkg Arbeit; 

a und tJ seien die Strecken in cm, welche die Arbeit A und die Ge
schwindigkeit v darstellen; nach den Gleichungen 162 und 181 ist dann 

v = (Jo, A = J.a. 
Ist m die Masse des Punktes, m die Strecke in cm, welche diese 

Masse darstellt, und der noch unbekannte Mai3stab fiir die Masse: 

1 cm = ţl Masseneinheiten (Kilogramm-Masse), 
so wiire iibereinstimmend mit obigen Gleichungen 

m=,um. 
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Soll nun die G1eichung 

• 2 2 A v--vo = m-
durch die Zeichnung Jargestellt werden, so miil3te sie lauten 

2a 
\)2-\:J} = --- ' 

m 

worans sich ergibt 

607 

1 Ist also b cm der Dnrchmesser des BeriihrungRkreises, so ist m = 
b 

in cm die Masse als Strecke und die gesuchte Masse: m = ţl m = ; 2 • ~ 
Masseneinheiten. Hat man z. B. die MaBstabe gewăhlt: f3 = 4, A. = 20, 
so ist fl = 1,25; findet man den Durchmesser des Beriihrungskreises 
mit b = 2,5 (in cm), so ist die Masse des bewegten Punktes 

1 
m = fl m = 1 25 --- = O 5 Kilogramm Masse. - ' 2,5 ' 

Auf das hier besprochene A-v-Diagramm, sowie die Bestimmung der 
Masse aus dem Brennpunktkreise der Parabel hat W. G. N oack in 
seiner Abhandlung: "Die Humphrey-Pumpe", Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1913, S. 885, aufmerksam gemacht. 

Es wird sich iibrigens empfehlen, 
statt der Parabel ein lineares Diagramm 
zu beniitzen und von der Gleichung 183: 

G (h-h0 ) =A 

auszugehen, also die Geschwindigkeits
hohen statt Jer Geschwindigkeiten zu 
beniitzen. Fig. 615. 

Das A-h-Diagramm ist eine Gerade (Fig. 615); ihre Schnitte mit 
den Achsen OA und Oh haben die Entfernungen L 0 und h0 von O. Die 
Neigung der Geraden gegen die Achse OA ist durch 

gegeben. 

A 
cotg a = -- - = G 

h- h0 

Die friiher besprochene Aufgabe, fiir eine gegebene Anfangsenergie L 0 

die bewegte Masse m derart zu bestimmen, daB bei einem gegebenen 
Arbeitswert A die Geschwindigkeit v einen bestimmten Wert erreicht, 
liiBt sich mit Hilfe dieses Diagramms so losen, daB man OP ='A, 
-- - v2 
P H = h = 2.g auftriigt und H mit S verbindet; dann ist cotg a ein 

Maf3 fiir das Gewicht der gesuchten Masse. 
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341. nas Kraft-Geschwindigkeit-magramm (P-v-Diagmmm). Diesps 
fiir elektrische Bahnen von L. Kadrnozka ("Graphische Darstellung 
der Bewegungsgro13en elektrisch betrie bener Fahrzcuge", Elektr. Bahnen 
1904, S. 389) empfohlene Diagramm stellt die Geschwindigkeiten des 
Fahrzeuges zusammen mit dessen Zugkraft und Widerstand, die aus 
den Beobachtungen entnommen werden. 

Ist Z die Zugkraft und W der Widerstand, wenn das Fahrzeug die 
Geschwindigkeit v erreicht hat (Fig. 616), so ist P = Z- W die be

p 

t 

Fig. 616. 

schleunigende Kraft. 
Aus dem Z-v- und dem 
W-v-Diagramm wurde 
zunăchst das P-v-Dia
gramm gezeichnet. 

Um hieraus das v-t
Diagramm abzuleiten, 
beachte man die Glei
chung fiir die Beschleu
nigung der Bewegung 

dv P 
b = ·- =. ·-

dt M' 
worin M die Masse des 
Fahrzeuges bezeichnet. 

Trăgt mannachdem 
spăter zu ermittelnden 
Ma13stabe der Massen 
M von O nach E auf, 

projiziert den Punkt P des P-v-Diagramms nach F, verbindet E mit F 
und zieht in dem zugehorigen Punkte G des v-t-Diagramms eine kurze 
Strecke senkrecht zu EF, so ist sie ein Teilchen des Diagrammes, das 
man zweckmiil3ig durch zwei naheliegende Parallele zur Achse O P 
begrenzt. 

Ist fiir t = O, v = v0 gegeben, so ist 0 0 der Anfangspunkt des Dia
gramms, entsprechend dem Punkte P 0 ; hier hat man mit der oben 
geschilderten Konstruktion des P-v-Diagramms zu beginnen. 

Waren die Ma13stăbe gegeben: 

Zeit-Ma13stab: 1 cm Zeit-Achse 
Geschwindigkeits-Ma13stab: 1 cm Geschw.-Achse 
Kraft-Ma13stab: 1 cm Kraft-Achse 

dann kann der Massen-

b Sekunden, 
f3 mjsek Geschw., 
u Kilogramm; 

Mal3stab: 1 cm = fl Kilogramm-Masse 

in folgender Weise gefunden werden: 
Bezeichnet man die Strecken der Zeichnung in cm, wclche t, v, P 

und M darstellen, mit t, tJ, ţJ und m, RO iRt nach den Gleichungen 162 
und 178: 
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dv du·~ P 
dt dt·cf M 

ţl· X • 

1ll • ,,, ' 

609 

da nun zwisehen den ~trecken dieselbe Beziehung bestehen soll, wie 
zwischen rlen Griil3en, die durch sic dargeHtellt werden, so muB auch 

sein, somit 

woraus sich 

ergibt. 

dtl \.l 
dt 11t 

{J 
(j fl 

der Massen-Mal3stab mit 
b 

fi=U{J 

Hinsichtlich der Ableitung de:> s-t-Diagramms aus dem v-t-Diagramm 
sei auf 325, Fig. 578 verwiesen. 

342. Das Kraft-Zeit-Diagramm (P-t-Diagramm). Seltener als das 
Kraft-Weg-Diagramm wird das Kraft-Zeit-Diagramm beniitzt, das nur 
auf Umwegen zur Darstellung des Arbeitsdiagramms fiihrt. Aus dem 
P-t-Diagramm wird zunăchst wie in 
335 das b-t-Diagramm abgeleitet und 
aus diesem wie in 325, Fig. 578 das 
v-t- und das s-t-Diagramm; aus diesem 
und dem gegebenen P-t-Diagramm 
kann dann durch Dbertragen ein P-s
Diagramm gezeichnet werden, womit 
die Aufgabe auf 335 zuriickgefiihrt ist. 

343. Das Leistung-Zeit-Diagramm 
(E-t-Diagramm). Statt vom P-t-Dia
gramm auszugehen , kann auch die 

Fig. 617. 

Leistung E als Ordinate der Zeit-Achse aufgetragen werden. 

Die Leistung iRt. die Ănderung der Arbeit mit der Zeit oder 

woranR 

und 

elA 
E= cii- . ....... . 

dA=E·dt 

A= f E · dt 

186) 

187) 

Das A-t-Diagramm ist die Integralkurve des E-t-Diagramms. Die 
Flăche P zwischen diesem uncl der Zeit-Achse (Fig. 617) ist ein MaB 
cler Arbeit; nennt man c und t die Strecken, welche maBstăblich Leistung 
und Zeit darstellen, so ist dP = c · d t 
und wenn 9{ die Arbeits-Basis ist (vgl. 336), so iRt, 

p 
(1 == 9l 

clic Ordinate cleR A-t-DiagrammR. 

Wittenbauer, Dynnmik. 3!) 
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Aus diesem kann mit Hilfe der Gleichung l Hil: 

v2 = vu2 -1 2.!Jc: 

ein v2-t-, ein v-t-, 8-t- und b-t-Diagrannn entwiekelt werden, worauf 
hier nicht weiter eingegangen werden soll. 

344. Anwendungen. 
1. Arbeitsvorgang bei der Humphrey-Pumpe. Ein Beispiel 

von der Ableitung des v-8-Diagramms aus dem P-8-Diagramm hietet 
W. G. N oack in seiner o ben angefiihrten Ahhandlung (Fig. 618, 7.eitschr. 
d. Ver. deutsch. Ing. 1913, S. 885). 

Die Humphrey-Pumpe, bei welcher das Gasgemisch unmittelbar 
iiber der Wasseroberflăche verpufft wird, arbeitet im Viertakt. Fiir den 

Fig. 618. 

ersten Takt (Ziindung 
des verdichteten Gas
gemisches und nach
folgende Expansion) ist 
das P-8-Diagramm aus 
der Abbildung zu ent
nehmen. Die Linie P0 P 
ii ber der Grundlinie II 
gibt den Verlauf des 
Druckes im Gasgemisch, 

die Linie W 0 W den Verlauf des Widerstandes an; die schraffierte 
Flăche ist ein Ma13 der geleisteten Arbeit; sie ist bis zum Schnitt
punkte S positiv, von da ab negativ. An dieser Stelle ist auch die Ge
schwindigkeit ein Maximum. 

Das V-8-Diagramm kann wie in Fig. 613 entwickelt werden. An die 
Stelle von P ist hier P- W zu setzen. Einen anderen vVeg, als den, 
der in 340 geschildert wurde, schlagt N oack ein. 

2. Kinematographische Untersuchung eines Dampf
hammers. Hieriiber berichtet Otto Fuchs in seiner Abhandlung, 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 19ll, S. ll65. Mit Hilfe einer Schreih
vorrichtung wurden zunăchst die Driicke iiber und unter dem Kolben 
des Dampfhammers aufgenommen; ein ununterbrochen angetriebener 
Papierstreifen wird iiber die Schreibtrommeln zweier Indikatoren gezogen, 
die mit den beiden Seiten des Zylinders verbunden sind. Ein Uhrwerk, 
durch das ein Schreibstift jede halbe Sekunde eine Marke gibt, unter
teilt die Druckkurven nach der Zeit. Auf diese Weise wird also ein 
Kraft-Zeit-Diagramm aufgenommen ·(Fig. 619). 

Durch eine kinematographische Aufnahme der Auf- und Abwiirts
bewegung des Fallbărs, wobei eine Uhr mit aufgenommen wurde, kann 
man fiir jede Stellung des Bărs die zugehorige Zeit aus dem Film ent
nehmen und so das Weg-Zeit-Diagramm konstruieren. Stellt man diese 
beiden Diagramme, das P-t-Diagramm und das 8-t-Diagramm, zusammen, 
so erhiilt man durch Entfernen der Zeit das P-8-Diagramm (Fig. 620). 
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Hicmm; wurden die Arbeiten der auf- und abwărts wirkenden Krăfte 

des Dampfhammers mit Beriicksiehtigung des Riiekpralls des Bărs ent

wiekel t und sodann das v-8-Diagramm ( auf rechnerischem W ege) gefunden. 

Hieraus wurde schliel3lich das t-8-Diagramm mit Hilfe der Gleichung 

t = Idv8 

o f a 
~ 

~ 
-- --

/ " --- :---.-/ t-~ +------..__ 
/ " / Dr. cke .b- _L --

~---"' V'_ +----- ,L iil er a'. m /(o/ben ~ r--
Yzsek 11-zseA 

H t ~ ~ - ~ , __ 
--- - --t-- V · Driicke 1/ --t----t--· 

-- -~, ~ -- ~-~-el ""'V' -\, - - , -'/lL 1\ , uter em en 
r--K- -r - -- t- ~- _1 ~ - -r::::-r -~ "------- -t --+---+-----+- . .. 1 

1"--

_L__ 1 _]_ - L-~-- - L __ L__ --
""'~--Zetf 

Fig. 619. 

1 
die Zeit durch Planimetrieren des aus - und 8 gebildeten Diagramms 

V 

bestimmt, wie dies in 329 ausfiihrlich geschildert wurde. 

3. M. Herrmann stellt sich in seiner Abhandlung: "Zeichnerische 
Ermittlung der Gestalt von Aufwerfdaumen", Zeitschr. d. Osterr. Ing.
u. Arch.-Ver. 1909, S. 204, folgende Auf
gabe: Eine sich drehendeDaumenwelle w 
soll durch einen passend geformten 
Daumen d cine Stange S derart em
porheben, dal3 in der Zeit t1 der Weg h 
zuriickgelegt wird; nachher soll die 
Stange frei gegeben werden und infolge 
ihres Gewichtes herabfallen (Fig. 621). 

Als gegeben ist das v-t-Diagramm an
zusehen (.Fig. 622). Es ist so anzu
nehmen, daB die Fliiehe zwischen dem 
Diagramm und der vertikalen Zeit

'ţ,.3 
{ 

z 

o 

~ 
unt. 

DrJckel 
d. m albe 

~ ~ 1i_q 
mf 

'""" !"---. / 

)_\ v -~ 

f> v !>-< !------' 

Weg 

Fig. 620. 

egder V ' ooe''/ 

/ vy 
F:::: :---t- C:::::c m __ L__ 

Achse den gesamten Weg h der Stange darstellt; iiberdies mu13 im 

Anfange v0 = O sein, wenn das Anheben der Stange sto13frei erfolgen 
soli. Der Weg-Ma13stab und der Zeit-Ma13stab wurden derart gewăhlt, 
daB h und t1 durch dieselbe Strecke f) = t1 gemessen werden. 

Um das v-8-Diagramm zu finden, beachte man, daB nach 322 die 
schraffierte ];'Uiche O ta den Weg der Stange S darstellt. 

Nennt man l''lăche OtaO = F, Flăche OBaO = F 1 , 

so ist F : F 1 = 8 : h, 

woraus sich die Wegstrecke O~= 5 ergibt. Macht man ~A= ta, so 
erhiilt man in A einen Punkt des v-s-Diagramms. 

39* 

o 
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Ist w die Winkelgeschwindigkeit der Welle w, (! die Entfernung ihres 
Mittelpunktes vom Beriihrungspunkte A zwiRchen Daumen d nnd Stange 
S, so ist deren Hebegeschwindigkeit: 

v = ew sin q; = ym. 
Hat man den GeschwindigkeitsmaBstab derart gewăhlt, dall v durch y 

gemessen wird, so ist die Geschwindigkeitsstrecke 
tJ = y =(!sin q;; 

das v-s-Diagramm gibt dann fiir jede Erhebung 5 der Stange die hori
zontale Entfernung sA der Beriihrungsstelle A vom Wellenmittel, 

Fig. 621. 

d. h. das v-s-Diagramm ist der geometrische 
Ort aller Beriihrungspunkte A zwischen Stange 
und Daumen. In Fig. 622 wurden die Ge
schwindigkeiten im doppelten Mallstabe ge
zeichnet. 

Macht man nach dem friiher gewăhlten Zeit
Mallstabe O '1.' gleich der Zeiteinheit und zieht 

t s 

Fig. 622. 

T R parallel zur Tangente an das v-t-Diagramm in a, so ist OR die Be
schleunigung b (vgl. Fig. 571). 

G 
Nennt man G das Gewicht der Stange, M =- ihre Masse und-Mb 

g 
ihre Trăgheitskraft, so ist, da b nach aufwărts, die Trăgheitskraft somit 
nach abwărts gerichtet ist, 

D=G+Mb=0(1+~) 
der Druck zwischen Daumen und Stange. Macht man nun in Fig. 622: 
R0 0 = g' = 9,81 mfsek2 nach dem Beschleunigungs-MaBstabe, ferner 
D0 K = G nach beliebig gewăhltem Kraft-MaBstabe, so ist D0D nach 
demselben MaBstabe der Druck D. 

Fig. 622 gibt links seitlich das Druckdiagramm D-s. Da die Arbeit 
von D wăhrend des Hubes gleich der Arbeit von G, namlich Gh sein 
mull, so miissen die schraffierten Flăchen gleich gro13 sein. 
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345. Die Aufnahme von Diagrammen. Folgt das gegebene Diagramm 

einem mathematischen Gesetze, wie z. B. das v-t-Diagra.mm in den Bei
spielen 3 und 6 in 330, so kann seine Aufzeichnung auf konstruktivem 
Wege erfolgen und die iibrigen Diagramme konnen daraus durch Kon
struktion abgeleitet werden. 

In 'der Regel trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu; das Diagramm 
folgt keinem mathematischen Gesetze, sondern ist eine mehr oder weniger 
komplizierte Linie, die mit Hilfe eines zeichnenden Apparates aufge
nommen wurde. 

Es gibt eine stattliche Anzahl von solchen Apparaten; man kann sie 
in zwei Gruppen trennen, je nachdem sie den Zweck haben, kinematische 
oder dynamische Diagramme aufzunehmen. 

Die meisten Apparate, welche kinematische Diagramme aufnehmen, 
werden an einer rotierenden Welle angebracht und zeichnen den Weg 
eines Punktes der Welle in seiner Beziehung zur Zeit auf. 

Man denke sich ein Schwungrad A, das mit konstanter Winkel
geschwindigkeit a lăuft (Idealfall), und auf der gleichen Welle ein zweites, 
von A unabhăngiges Schwungrad B, dessen Winkelgeschwindigkeit w 
verănderlich ist: Haben beide Schwungrăder gleiche Umlaufzahlen, so 
wird B dem A zum Teile voreilen, zum Teile zuriickbleiben. Die Relativ
bewegung von B gegen A ist also ein Pendeln von B um einen Winkel a 1 

nach der einen und a 2 nach der anderen Seite. Man nennt diese Ab
weichungswinkel von B gegen A Pendelwinkel; hingegen Pendel
w e g e, wenn sie am U mfange cler W elle oder des Rades gemessen werden. 
Diese Pendelwinkel- oder Pendelwegdiagramme werden dann auf die 
Zei t bezogen. 

Zu elen Apparaten, die in diesem Sirme s-t- oder <p-t-Diagramme auf
nehmen, gehoren: 

I. Der Apparat von J. Radinger, bei dem eine regelmă13ig schwin
gende Stimmgabel Wellenlinien auf dem Umfange der mit verănderlicher 
Winkelgeschwindi gkeit rotierenden W elle aufzeichnet. Die Stimmgabel 
wird deshalb beniitzt, weil ihre Schwingungszahl hohe Unverănderlich
keit besitzt, also einen guten Zeitmesser abgilit. 

2. Der Zyklometer von Ransome (Engineering 1892). 
3. Der Gyrograph von Braun; beide Apparate beniitzen ebenfalls 

Stimmgabeln. 
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4. Der Apparat von Schăfer und Buden berg zeichnet das 8-t
Diagramm einer drehenden Bewegung auf, wobei 8 der oben erwăhnte 
Pendelweg ist. 

5. Der Apparat von F. Gopel, beschrieben in dem Aufsatze: "Die 
Bestimmung des Ungleichfărmigkeitsgrades rotierender Maschinen durch 
das Stimmga bel verfahren", Mi tteilungen ii ber Forsch ungsar bei ten, Heft 2. 

6. Der Apparat von R. Franke, mitgeteilt in der Abhandlung: 
"Dber die Bestimmung des Ungleichformigkeitsgrades von Kraft
maschinen", Elektrotechn. Zeitschr. 1901, S. 890. 

7. Der Apparat von Fr. Lux, mitgeteilt in dem Aufsatze: "Vor
richtung zum Aufzeichnen der Umlaufgeschwindigkeit und des Ungleich
formigkeitsgrades von Maschinen", Elektrotechn. Zeitschr. 1906, S. 557. 
Bei diesem werden die gleichbleibenden Schwingungen einer schmalen 
Zunge auf photographischem Wege aufgenommen; eine Trommel, auf 
welcher das lichtempfindliche Papier aufgerollt ist, dreht sich mit der 
Welle der Maschine; der Abstand je zweier Zungenbilder auf dem Papier 
ist ein MaBstab der Geschwindigkeit. 

8. Das Verfahren zum Aufzeichnen der Winkelabweichung einer sich 
ungleichfărmig drehenden Welle von F. Klonne, mitgeteilt in Elektro
techn. Zeitschr. 1902, S. 715. 

9. Der Strobograph von G. Wagner zur strobographischen Auf
zeichnung von Pendeldiagrammen, besprochen in den Mitteilungen iiber 
Forschungsarbeiten, Heft 33. Er beruht auf der Beobachtung der 
Drehung einer ungleichformig laufenden Welle durch ein Stroboskop, 
indem man die Bewegung vergleicht mit der gleichformigen Drehung 
einer zweiten Welle. Die Pendelwege werden photographisch aufge
nommen; die Pendeldiagramme setzen sich aus einer Reihe periodischer 
Au gen blicksaufn ahmen zusammen. 

10. Der Resonanz-Undograph von O. Mader dient ebenfalls 
zum Aufzeichnen der Winkelabweichungen einer sich drehenden Welle. 
Mitgeteilt in Dinglers Polyt. Journal 1909, S. 529. 

Il. Beim Apparate von Bonin (Mitteilungen iiber Forschungs
arbeiten, Heft 165) wird der Pendelweg ebenfalls unmittelbar aufge
schrieben. Auf der Maschinenwelle sitzt leicht drehbar eine Schwung
masse, die mit der Maschine gekuppelt ist. Wird die Kupplung gelăst, 
so lăuft die Schwungmasse mit gleichbleibender Geschwindigkeit weiter, 
wăhrend die Maschine entweder zuriickbleibt oder voreilt. Die relative 
Bewegung von Maschine und Schwungmasse wird durch ein leichtes 
Schreibzeug aufgeschrieben. 

12. Otto Fuchs teilt in seiner Abhandlung: "Verbrauchsversuch an 
einem Luftdruckhammer", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1912, S. 2107, 
eine Vorrichtung mit, die das 8-t-Diagramm des Băren eines Luftdruck
hammers aufnimmt. 
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Im Gegensatze zu diesen Apparaten, die alle s-t-Diagramme auf
nehmen, zeichnet der Wirbelstromtachograph von W. Riehm un
mittelbar das v-t-Diagramm einer drehenden Bewegung auf. Er ist be
schrieben in der Abhandlung: "Dber die experimentelle Bestimmung 
des Ungleichformigkeitsgrades", Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, 
Heft 137. 

Andere Apparatc werden zum Aufzeichnen der v-t-Diagramme bei 
Lokomotiven und anderen Fahrbetriebsmitteln, Aufzugs- oder Fall
Vorrichtungen beniitzt. So werden in der Abhandlung von K. SchloB: 
"Dber die Bestimmung der Leistungen von Lokomotiven aus dem 
Verlaufe der Geschwindigkeitskurven", Zeitschr. d. Osterr. Ing.- u. 
Arch.-Vcr. 1H05, S. 637, Diagramme angefiihrt, die mit dem HauB
hălterschen Geschwindigkeitsmesser aufgenommen wurden. 

Zu den Apparaten, welche dynamische Diagramme aufnehmen, 
gehort in erster Linie der Ind i k a tor, ein Instrument, das den Verlauf 
des Drnckes in einem mit Dampf oder Gas gefiillten Zylinder wahrend 
des Vorschreitens des Kolbens aufnimmt, und zwar bezogen auf den 
Hub des Kolbens. Der Indikator zeichnet also ein P-s-Diagramm auf. 

Man kann jedoch das Indikatordiagramm statt auf den Kolbenweg 
auch auf die Zeit beziehen, also ein P-t-Diagramm aufnehmen; dann 
gibt man der Indikatortrommel, auf deren Umfang sich das Schreib
papier befindet, cine dauernde, gleichformige Drehung, was durch einen 
besonderen kleinen Motor erreicht wird, und miBt die Zeit im Diagramm 
durch Zeitmarken, die auf elektrischem Wege durch ein schwingendes 
Pendel abgegeben werden. 

Der Indikator kann in diesem Falle auch zur Aufnahme der Er
hebungen eines Ventils, bezogen auf die Zeit, beniitzt werden; er nimmt 
dann ein s-t-Diagramm auf. 

Wird die Schreibtrommel des Indikators statt um cine vertikale 
um cine horizontale Achse gedreht, so kann man ihre gleichformige 
Drehung durch eine gleichformig beschleunigte ersetzen, indem man 
um die Trommel oder ein auf gleicher Welle sitzendes Rădchen cine 
Schnur fiihrt, an deren Enden ungleiche Gewichte hăngen. Derartige 
Diagramme wurden von Sch ii le vorgeschlagen (Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ing. 1904, S. 441) und Falldiagramme genannt; bei ihnen sind die 
Abszissen nicht mehr den ersten, sondern elen zweiten Potenzen cler 
Zeit proportional. 

Dber die Aufnahme von Indikatordiagrammen und ihre Umwandlung 
in v-t-und b-t-Diagramme gibt A. W agener in seinem Buche: "Indizieren 
und Auswerten von Kurbelweg- und Zeitdiagrammen ", Berlin 1906, wert
volle Ratschlăge (vgl. S. 72 bis 78). 

Die Frage, ob es vorteilhafter ist, die Diagramme auf die Zeit-Achse 
oder auf clic Weg-Achse zu beziehen, lăBt sich nicht ohne weiteres 
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beantworten, wird aber zumeist zugunsten der Zeit-Adu;e entschieden. 
In erster Linie hiingt dies mit der Art des aufnehmenden Apparates 
zusammen. Meistens geben diese Apparate Zeitdiagramme oder doch 
solche Wegdiagramme, bei denen der Weg gleichfi:irmig zuriickgelegt 
wird, also als Zeitmesser angesehen werden kann. Dies îst z. B. bei den 
Wegen der Fali, die der Zapfen einer sich gleichfi:irmig drehenden Kurbel 
beschreibt. 

Die Wahl der Zeit-Achse hat den Vorteil, daf3 die Diagramme aller 
Punkte des Getriebes auf dieselbe Grundlinie bezogen wird, was fiir 
Vergleiche wichtig ist. 

Die Wahl der Weg-Achse ist nur zu empfehlen bei der geradlinigen 
Bewegung des Bezugs-Punktes, wie z. R. des Kreuzkopfes eines Schub
kurbelgetriebes; oder auch, wenn der Rezugs-Punkt in einem Kreise 
lăuft, wie der Zapfen jeder Kurbel. Wenn dies jedoch nicht der Fali 
und der Weg s weder eine Gerade noch ein Kreisbogen ist, so miiBte 
die Bahn des Bezugs-Punktes erst punktweise gezeichnet und sodann 
in eine gerade Achse Os abgerolit werden, was miihsam ist und auch 
zu ungenauen Resultaten fiihrt. 

346. Zeichnerische Ausfiihrung der Diagrammr. Die zeichnerische 
Ableitung eines Diagramms aus einem anderen ist im allgemeinen, wenn 
man nicht liber gute Instrumente (siehe 347) verfiigt, eine ziemlich miih
selige Arbeit und lăBt auch hinsichtlich der Genauigkeit zu wiinschen 
iibrig. Es darf deshalb nicht iiberraschen, wenn in cler Literatur vielfach 
dariiber geklagt wird, daf3 die gewonnenen Resultate unverlăi3lich seien. 
Da man j~doch in vielen Făllen auf die graphische Auswertung der 
Diagramme angewiesen ist, so wird man sich bemiihcn miissen, deren 
Methode schărfer. auszubilden und durch mehrmaliges Zeichnen des
selben Diagramms die Genauigkeit zu iiberpriifen. Wenn es mi:iglich 
ist, sollte man fiir einige Stellen eine Kontrolle dadurch vornehmen, 
daB man die betreffende Ordinate des Diagramms berechnet und mit 
der Zeichnung vergleicht. Die Rechnung versagt freilich in den meisten 
Făllen, in denen Diagramme aus Versuchen zugrunde gelegt werden, 
vollkommen; oder man miiBte bei ihrer Durchfiihrung so vieles ver
nachlăssigen, daB ein Vergleich mit der Konstruktion erst recht unan
gebracht wăre. Aber fiir gewisse Stellen liiBt sich manchmal die Rech
nung der Ordinate des Diagramms trotzdem ohne ii bergroBe Miihe 
durchfiihren; dies sollte dann nicht unterlassen werden. 

Bei der Auswertung der Dîagramme hat man entweder Integral
kurven oder Differentialkurven zu zeichnen, d. h. Flăchen zu ermitteln 
oder Tangenten zu ziehen. 

347. Das Zeichnen der Integralkurven. Es gibt drei Wege, um das 
Aufzeichnen der Integralkurve K einer gegebenen Kurve k vorzunehmen. 

l. Mit Beniitzung eines Flăchenmessers oder Plani
meters. Man bestimmt die Fliichen fv j, .... fiir eine Reihe von 
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Abt>zi,;,;en ;l:1 , x, .... (Fig. 560) der Kurve k und tragt sie nach einem 
gewăhlten t1bertragungsmal3stab als Ordinaten 

Y= l 
E 

iiber den gleichen Abszissen X 1, X, .... auf. .Man integriert alw die 
Kurve k stiickweise und verbindet die so erhaltenen Punkte P durch 
eine Kurve K, die gesuchte Integralkurve. 

Handelt es sich nicht um grol3e Genauigkeit, so hilft man sich in der 
Weise, dati man die Zeichnung des Diagramms auf Millimeter-Papier 
anlegt und sodann die Anzahl der Quadratmillimeter der Diagramm
fliiche abzahlt. 

In der Schrift W. Grosse's: "Graphische Papiere und ihre An
wendung", 1919, findet man eine reichhaltige Anleitung, um solche 
Papiere zweckmiil3ig zu verwenden. 

2. Mit Beniitzung des Integraphen von Abdank-Abakano
w icz, ausgefiihrt von Cor adi. Dieser ausgezeichnete, leider sehr teure 
und deshalb wenig verbreitete Apparat zeichnet die Integralkurve auf, 
wenn der Stift die Differentialkurve befahrt. (Vgl. "Die Integraphen", 
1889, mit der Beschreibung des Instrumentes durch dessen Erfinder, ferner 
W. Hort, "DieDifferential-Gleichungen des Ingenieurs", 2. Aufl., 1922.) 

3. Mit Beniitzung des Seilecks. Diese Methode wurde bereits 
in 318 geschildert. Zur raschen Durchfiihrung derselben kann man 
sich einer Vorrichtung bedienen, der ihr Erfinder H. Naatz den Namen 
In tegr an t gegeben hat (mitgeteilt: Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1919, 
S. 826). Dieser einfache Apparat (Fig. 623) besteht aus einem recht
eckigen Rahmen r, zwei Linealen l1 und l2 und einem durchsichtigen 
Streifen m aus Zellstoff. Das Lineal l1 dient fiir positive Werte, l2 fiir 
negative Werte der Ordinaten der gegebenen Kurve k. Die Lineale 

k 

X X 

Fig. 623. Fig. 624. 

sind um L 1 bzw. L 2 mit Reibung drehbar. Ihre oberen Kanten gehen 
durch die Mittelpunkte der Gelenke L. Der Streifen m hat eine geritzte 
.Mittellinie 'q und neben dieser zwei Marken n1 und n2 ; er ist mit zwei 
Klemmen iiber den Rahmen gespannt und an diesem verschiebbar. 

Um die Kurve k zu intcgrieren (Fig. 624), ziehe man eine Reihe von 
Ordinatetl und verschiebe den Streifen m iiber dem Rahmen, bis die Linie q 
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von den Gelenken L die Entfernung besitzt, welche man fiir die Pol
hi:ihe des Seilecks gewahlt hat; zu diesem Zwecke besitzt der Rahmen 
eine Teilung. Nun fiihrt man diesen an der ReiBschiene entlang, bis n 1 

inOx liegt und q mit der Mittellinie eines Ordinatenstreifens zusammen
fallt. Dann dreht man lv bis seine Oberkante durch den Punkt m1 der 
Kurve k geht und verschiebt den Rahmen langs der ReiBschiene, bis l1 

durch P 1 geht. Rierauf zieht man das kurze Stiick P 1 P 2 bis zum năchsten 
Streifen, der nicht die gleiche Breite wie der friihere zu haben braucht. 

Darauf wird der Integrant verschoben, bis die Linie q mit der Mittel
linie des zweiten Streifens zusammenfăllt, dreht l1, bis seine Oberkante 
durch m2 geht, verschiebt den Rahmen r, bis l1 durch P 2 geht und 
zieht P 2 P 3 usf. 

Das so erhaltene Seileck P 1 P 2 P 3 • • • • ist eine gute Annăherung an 
die Integralkurve. 

348. Das Zeichnen der Differentialkurven mittcls Tangentcn. Das 
Ziehen der Tangenten, wie z. B. bei Ableitung des v-t-Diagramms aus 
dem s-t-Diagramni, erfordert zunăchst ein scharf gezeichnetes Diagramm, 
sodann eine mi:iglichst genaue Einstellung der Tangente, was immer mit 

Schwierigkeit verkniipft sein wird, da es 
sich nicht um Kurv(m handelt, die einem 
bekannten Gesetze unterliegen, sondern 
durch den Versuch ermittelt wurden. 

P. Melchior empfiehlt (Zeitschr. d. 
Ver. deutsch. Ing. 1914, S. 266) folgen
den V organg (Fig. 625) : U m den Differen
tialquotienten der Kurve K fiir irgend 

o X eine Stelle P anzugeben, lege man die 
Fig. 625. Kante des Lineals tangentiell an die 

Kurve in P, ohne die Tangente selbst zu 
ziehen; ein Stiick durchsichtiges Millimeterpapier wird nun lăngs des 
Lineals so verschoben, daB eine Ecke E in eine der Parallelen zur 
Achse OX 'fălit, und das Stiick Q R in mm genau abgelesen. Dann 

ist der gesuchte Differentialquotient in P: tg rp = JiP-, wobei QE eine 
QE 

gegebene Lănge, z. B. 10 cm ist. 

Schwierigkeit macht nur die genaue Bestimmung des Beriihrungs
punktes P. Man visiert zu diesem Zwecke lăngs der Kante des Lineals 
oder bedient sich hierzu, um die unbequeme Kopfhaltung zu vermeiden, 
eines kleinen Spiegels. 

Am besten ist es, man bestimmt zuerst die Normale der Kurve in P 
und hieraus erst die Tangente. Das geschieht vorteilhaft mit Ver
wendung des Normalen- oder Spiegellineals von Reusch. Dies 
ist ein dreiseitiges Prisma aus schwarzem Glas mit einer fein polierten 
und spiegelnden Flăche, das man durch den Punkt Pin Richtung der 
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Normale legt (:Fig. 626). Wenn der sichtbare Teil der Kurve und ihr 
Spiegelbild ohne Knick ineinander iibergehen, hat das Lineal die wirk
liche Lage der Normale. (Vgl. auch Gram berg, Technische Messungen, 
2. Aufl., S. 178.) 

A. W agener bat dieses einfache Instrument wesentlich verfeinert; 
eine Beschreibung seines Spiegelderivators findet man Physik. 
Zeitschr. 1909, S. 57. 

Fiir sehr scharf gezeichnete Diagramme von diinner Strichstiirke 
geniigt das ebenfalls von A. Wagener eingefiihrte Kurvenlot, das 
er in seinem Buche: "Indizieren und 
Auswcrten von Kurbelweg- und Zeit
diagrammen" in folgender W ei se be
schreibt (Fig. 627): 

y 

R 

o d 

.Fig. 626. Fig. 627. 

B 

i 
iL 

8 ist eine planpamllele Glasscheibe, auf deren Unterseite ein mit 
schmalem Ausschnitt versehenes Deckblatt D festgeklebt ist, und zwar 
so, dal3 ein darauf mit sehr scharfem Bleistift ganz diinn gezogener 
Richtfaden R normal zu dem Lotfaden L steht, der auf der Unterseite 
der Glasscheibe mittels des DiamantPn angerissen ist. Legt man die 
Hcheibe auf einen zu differenzierenden Linienzug AB, so kann man 
dessen im Ausschnitt des Deckblattes D erscheinendes Stiick mit Hilfe 
einer Lupe sehr genau in den Richtfaden R einstellen, so da(3 es, insoferne 
die Breite des Ausschnittes relativ zum Kriimmungsradius sehr klein 
ist. als eine mit dem Richtfaden R vollkommen sich deckende Gerade 
encheint. 

Ist die Hcheihe iiberdies so aufgelegt, dal3 der Lotfaden L durch den 
Hchnittpunkt cler Ordinate durch O mit der Kurve A B geht, und denkt 
man r-;ich durch die Verliingerung des Lotfadens zwei parallel zur Abszissen
Acf.lse der Kurve A B verlaufende, im iibrigen aber beliebig liegende 
und beliebig weit voneinander abstehende Gerade geschnitten, so stellt 
die Strecke d den gesuchten Differentialquotienten fur den durch O be
stimmten Kurvenpunkt dar, und zwar in cinem Mal3stabe, der durch den 
Abstand a der beniitzten Parallelen gegeben ist. 

Um die Tangente an ein Diagramm zu zeichnen, kann auch der 
Tangentenzeichner von Pfliiger beniitzt werden, den man in 
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einer schonen Abbildung in der Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1914, 
S. 880 findet. 

Der Beriihrungspunkt einer Tangente mit der Kurve kann, wenn 
erforderlich, durch Hilfskonstruktionen gefunden werden. Ist die Kurve K 

Fig. 628. 

stark gekriimmt, so kann man in folgender Weise 
verfahren (Fig.628): Man zieht parallel zur Tangente 
eine Anzahl. naheliegender Sehnen, die man halbiert 
und deren Halbierungspunkte man durch eine stetige 
Kurve verbindet; der Schnitt dieser Kurve mit K 
liefert den gesuchten Beriihrungspunkt P. 

Andere Hilfskonstruktionen findet man in R. 
Mehmke, "Leitfaden zum graphischen Rechnen", 
Leipzig 1912, S. 111. 

349. Das Zeichnen der Differentialkurven ohne 'fangenten. Ein an
genahertes Verfahren, das trotz seiner Einfachheit recht gute Resultate 
liefern soll, wurde von P. Melchior a. a. O. angegeben (Fig. 629). Nach 
diesem wird die Abszisse O X in eine Anzahl gleicher Teile u geteilt, 

u u u 

!1 

die Ordinaten werden gezogen und die 
Bogen P P 1 der Kurve K durch die Sehnen 
ersetzt. Dann ist die Neigung der Sehne 

K P P~ gegen die Achse O X ein Ma!3 de1:1 
Mittelwertes des Differentialquotienten der 
Kurve P P 1 : 

LJY 
tg ffJ = -:u,-; 

die Ordinatendifferenzen L1 Y werden von 
der Achse ox aus in einem belieblgen Mal3-
stabe aufgetragen, wodurch man im Achsen

o'----'---ft...-f--+--t-~x kreuz yox eine treppenartige Linie erhălt. 

k 

Fig. 629. 

Ist k die richtige Differentialkurve, so wird 
der ~'Iachenstreifen zwischen zwei Ordi: 
naten y dieser Kurve durch die Ordinaten
differenz ,1 Y der Integralkurve K ge
messen. Die FHiche zwischen der Treppen
linie und der Achse ox mu13 also ebenso 
grof3 sein wie die Flache zwischen der 

richtigen Differentialkurve k und der Achse ox; man wird somit die 
Kurve k derart einzuzeichnen haben, dal3 die schraffierten kleinen 
Flăchen zwischen zwei Ordinaten y gleich grol3 sind. Bei einiger 
Dbung wird es gelingen, eine vermittelnde Kurve k derart zu ziehen, 
dal3 die Treppenlinie flachengleich abgeschrăgt wird. (V gl. auch: 
H. Holzer, Zeitschr. fiir das gesamte Turbinenwesen 1913, S. 455 und 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1914, S. 519.) Die horizontalen Strecken 
der Treppenlinie sind die Differentialkurven der Sehnen P P 1. 
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Das Aufzeichnen der Differentialkurve kann iibrigens mit ziemlicher 
Genauigkeit vorgenommen werden, ohne daB man von dem Zeichnen der 
'l'angenten oder der 'l'reppenlinie Gebrauch macht. Hierauf haben 
A. Linker in seiner "~Jlektrotechnischen MeBkunde", 2. Aufl., S. 234, 
und R. Slaby in seiner Abhandlm1g: "Ein einfaches Verfahren zur 
Bildung von Differentialkurven'', Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1913, 
S. 821, hingewiesen. 

Es sei K die zu differenzierende Kurve (Fig. 630). Man verschiebe 
sie parallel zur X -Achse um ein beliebiges kleines Stiick u, etwa in der 
Art, daB man K auf ein Stiick 
Pauspapier . zeichnet und 
dieses verschiebt. Man er
hălt hierdurch die kongruente 
Kurve K' ; die Ordinatendiffe
renzen 17 dieser Kurven K 
und K' werden von der X
Achse aus vergroBert aufge
tragen. Die auf diese Weise 
erhaltene Kurve D ist ange
năhert die gesuchte Differen
tialkurve. Denn ist Y =F (X) 

Fig. 630. 

XĂ 

die Gleichung der Kurve K, J\ = F (X- 1t) jene von K' und die Or
dinatendifferenz fiir gleiches X 

11= Y-Y1 =F(X)-F(X-u), 

so kann fiir kleine W erte von u angenăhert gesetzt werden: 

17 = uF' (X). 

Da nun F' (X} der Ordinate y der Differentialkurve nach der Gleichung 

dY F' ,, 
y = e dX = r. ("'-) 

(vgl. 317) proportional ist, so wird 
e 

y = u1) 

und D ist die Differentialkurve, in einem neuen MaBstabe gezeichnet. 
In Fig. 630 wurde e = 3u, also y = 31] gemacht. 

Dber diesen Vorschlag hat sich ein lebhafter Meinungsaustausch 
entwickelt (man vgl. A. Linker, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1913, 
S. 1887; A. S. Oesterre1cher, ebenda; P. Melchior, gleiche Zeitschrift 
1914, S. 264; A. Rt)ver, ebenda, S. 598). Das MiBliche ist, daB die so 
gefundene Kurve D noch ein Stiick w zuriickgeschoben werden muB, 
um in die richtige Stellung zur Kurve K zu kommen. Diese Verschiebungs
groBe w steht nicht fest, sondern hăngt von dem Charakter der Kurve K 

ab; der Vorschlag S 1 a hy s, w = ; zn machen, ist jedenfalls nicht 
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allgemein zutreffcnd. Auch hat die Methmlc den Naehteil, daB <li<> 
Kurve K zweimal gezeiehnct werden mu13. 

Man kann jedoch einen anderen Weg einschlagen, auf dem das zwci
malige Zeichnen der Kurve K, sowie das nachtrăgliehe Zuriickschieben 
der Kurve D iiberfliissig ist, und bei dem die Konstruktion der Differential-

p P,_/Y,.....-
~;..--r;' r;" p'V -

V. lj y V, V, 

v[t :--f.t 
u. u u u 

1< kurve k trotzdem sehr genaue 
e~ Q -z.e 

r; '~-~N3 

1---
............... 

"' Fig. 631. 

xX 

Resultate liefert. Statt nămlieh 
die Kurve x· um u zu ver
schieben, kann diese Versehie
bung mit dem Koordinaten
system vorgenommen werden, 
d. h. man zeiehnet eine Reihe 
von zur Y-Aehse parallelen Ge
raden, die untereinander den 
beliebigen, kleinen Abstand u 

haben (Fig. 631) und die 
usf. ausschneiden. 

aus der Kurve K die Ordinaten Y Y 1 Y 2 Y 3 Y 4 

Versehiebt man das Koordinatensystem um u naeh reehts, so wird 
die Gleichung der Kurve K: 

i.ibergehen in 

Y = F (X) 

Y1 = F (X+ u) 

und mit Beniitzung der Taylorschen R~ihe 

Y1 = Y + uF' (X) + ~ F" (X) + u: F"' (X), 

wenn man wcgen der Kleinheit von u die iibrigen Glieder vcrnachlăssigt. 
Verschiebt man hingegen das Koordinatensystem um u nach linkH, 

so wird die Gleichung der Kurve K: 

Y2 = F (X -7t) 

u2 u3 
oder Y 2 = Y -nF'(X)+ -2 F"(X)- (i F""(X) . 

.Dann ist die Differem der Ordinaten 
u3 

1)' = Y1 -- Y2 = 2uF'(X) + 3 P"'(X). 

Nimint man hingegen die Verschiebung des Koordinatensystems 
nm 2u nach rechts und links vor, so wird ebenso: 

Y3 = F (X+ 2u) m:d Y4 = P (X- 2u) 
4 

oder Y 3 = Y + 27tF'(X)+ 2u2F"(X) + 3 u 3 P"'(X) 

und Y4 = Y- 2uF' (X)+ 2u2F" (X)-~ u 3 P"' (X), 

woraus die .Differenz der Ordinaten 

R r/' = Y3 - Y 4 = 41lF' (X)+:~ u3F"' (X). 
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Am; den Oleichungen fiir 1/ und 1/' crgibt sich nun der Differential
quoti<>nt: 

P'(Y) = l (2 '- 1/') 
• :3u 'YJ 4 · 

Setzt man ........ 188) 

und wie friiher y = eF' (X), so wird endlich 
e 

Y=a-u'YJ ......... 189) 

Bildet man die Differenzen 'YJ' und 'YJ" (Fig. 631) und daraus 'f} fiir 
jeden Punkt P der Kurve K, so kann die Differentialkurve k punkt
weise sehr genau und in der richtigen Lage zu K verzeicbnet werden. 
Wahlt man iiberdies den MaBstab derart, daB e = 6u ist, so wird 

y = 2'Y) = 4rJ'- 'il~'. 
Um die Genauigkeit dieser Konstruktion der Differentialkurve k 

zu zeigen, moge angenommen werden, die gegebene Kurve K folge dem 
Gesetze 

Y = F (X)= a0 + a1 X + a2 X 2 + a3 X 3 + a4 X 4. 

Es ist dann F' (X) = a1 + 2a2X + 3a3 X2 + 4a4 X3 

und y = eF' (X) 

die Gleichung der Differentialkurve. 
Bildet man 

Y1 = F(X +u) =a0 +adX +u)+a2 (X +u)2 +a3 (X +u)3 +a4 (X +u)4 , 

~=F~-~=~+~~-~+~~-~+~~-~+~~-~~ 
so wird 

'f} 1 = Y1-Y2 =2u[a1 +2a2 X +a3 (3X2 +u2) +4a4 (X3+Xu2)]. 

Ferner ist 

Y 3 =F(X +2u,) =a0 +a1 (X +2u) +a2 (X +2u)2 +a3(X +2u)3 + 
+a4 (X+ 2u)4, 

Y 4 = F(X-2u) = a0 + a1 (X-2u) + a2 (X ~2u)2 + a3 (X-2u)3+ 
+a4 (X-2u) 4 

und 1/' = Y 3-Y4 =4u[a1 +2a2 X +a3 (3X2+4u2) +4a4 (X3+4Xu2)l. 

Bildet man nun 'Y) = 2 'YJ'- !f, so wird 

'f} = 3u [a1 + 2a2 X + 3a3X2 + 4a4 X 3] 

odt'r 'f} = 3uF' (X) und wegen y = eF' (X): 
e 

y = 3u'YJ· 

Die Kurve mit den so konstruierten Ordinaten y gibt also ohne jede 
Vernachliissigung oder Verschiebung die gesuchte Differentialkurve k. 



XXXIV. Die Translation des Systems. 
350. Kinematik der Translation. Wenn die Gerade A B eines starren 

Systems derart gefiihrt wird, daB sie stets parallel zu sich bleibt, so sagt 
man, das System mache eine fortschreitende Bewegung oder eine 
Translation. 

Je nach der Form der Fiihrung der Systempunkte unterscheidet 
man die geradlinige von der krummlinigen Translation. 

Werden z. B. die beiden Punkte A und B (Fig. 632) in den beiden 
parallelen Geraden a und li gefiihrt, so wird die Gerade A B stets parallel 
zu sich bleiben und jeder andere Punkt C des Systems beschreibt un
gefiihrt eine Gerade c, die zu a und lJ parallel ist. Die Bewegung des 
Systems ist eine geradlinige Translation. 

oc 
o 

Fig. 632. Fig. f\:33. 

Wenn hingegen die Punkte A und B auf zwei parallel liegenden, 
kongruenten Kurven a und lJ gefiihrt werden (Fig. 6:~3), d. h. ist der 
Kriimmungshalbmesser A\!(. der Fiihrungskurve a immer gleich und 
parallel dem Kriimmungshalbmesser B 5B der Fiihrungskurve (J, so bleibt 
die Gerade A B wăhrend der Bewegung auch sich selbst parallel. Jeder 
andere Systempunkt C beschreibt dann ungefiihrt cine Kurve c, die zu 
a und lJ kongruent ist und deren Kriimmungshalbmesser C(f gleich und 
parallel mit A\!( und B 5S ist. 

Bei der krummlinigen Translation bilden also zwei beliebige System
punkte mit den Kriimmungsmittelpunkten ihrer Bahnen ein Parallelo
gramm. 

Die Translation ist eine Bewegung, bei der alle Punkte des Systems 
kongruente Bahnen beschreiben und gleichzeitig den gleichen Bewegungs
zustand, also die gleiche Gm;chwindigkeit un<l di<~ gleichP Bp;;ehleunigung 
hPsitzen. ' 
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351. Anwendungen. Die bekannteste Anwendung der krummlinigen 
Translation ist das Parallelkurbelgetriebe (Fig. 634). Es besteht 
aus zwei gleichlangen und parallelen Kurbeln A 121: und B \8, die sich 
um ihre festen Punkte 121: und \8 drehen; die vier Gelenke A, B, 121:, \8 
bilden ein gelenkiges Parallelogramm. Verbindet man einen dritten 
Punkt C des Systems AB durch zwei Stangen AC, BC oder durch 
das starre Dreieck A B C starr mit der Koppel A B, so wird die ungefiihrte 
Bahn c des Punktes C ein Kreis sein, der den gleichen Halbmesser hat 
wie die beiden Kurbelkreise a und li. Der Mittelpunkt ~ dieses Kreises c 
wird mit den Punkten IR:AC ein Parallelogramm bilden und ebenso mit 
\BBC. Man kann also, ohne die Beweglichkeit des Getriebes zu be
eintrachtigen, den Punkt C durch eine dritte Kurbel C~ fiihren. Das
selbe gilt von jedem anderen Punkt D, der mit A B fest verbunden ist. 

Fig. 634. 

' ' 
·~='!J't·· --------- --~ Î3 0 

Fig. 635. 

Man nennt ein solches Getriebe, das zwanglaufig bleibt, obwohl es mehr 
Glieder besitzt, als zum ·zwanglauf erforderlich ware, ein iibermaBig 
geşchlossenes. 

Statt durch die Fiihrung zweier Punkte konnte die Translation 
auch durch das Gleiten zweier kongruenten Kurvenpaare aufeinander 
bewerkstelligt werden. In Fig. 635 gleiten die kongruenten und parallelen 
Kurven a und b auf den kongruenten und parallelen Kurven a und fJ; 
die Kriimmungsmittelpunkte A, B, A, B dieser vier Kurven bilden in 
jedem Augenblicke ein Parallelogramm, dessen Seitenlăngen sich jedoch 
mit der Zeit verăndern. Ein Abrollen der Kurven aufeinander ohne 
Gleiten ist bei der Translation ausgeschlossen, da in diesem Falle die 
Beriihrungspunkte der Kurven augenblicklich in Ruhe bleiben miiBten. 
Da aher bei der Translation alle Punkte des Systems die gleiche Ge
schwindigkeit besitzen, miiBten auch alle iibrigen Punkte des Systems 
in Ruhe verharren. 

352. Dynamik der Translation. Da alle Punkte des Systems die gleiche 
vorgeschriebene Bewegung ausfiihren, bewegen sich alle wie der Schwer
punkt des Systems. Die Bewegung des Schwerpunkts findet aher 
genau so statt, als ob sămtliche Krăfte und Massen des Systems im 
Schwerpunkt vereinigt wăren (vgl. 52). 

Die Dynamik der Translation wird also zuriickzufiihren sein auf die 
Dynamik eines Punktes von bekannter Masse, dessen Bahn vorgeschrieben 
ist (Fiihrung der Translation) und dessen bewegende Krafte gegeben sind. 

Wittenbauer, Dynamik. 40 
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Statt des Schwerpnnkts kann jeder andere Puukt des System:,; 
als Reduktionspunkt der Krafte wtd Massen beniitzt wm·den. 

In Fig. 636 ist eine Parallelkurbel gegeben, deren Koppel A B mit 
dem Pnnkte C fest verbunden ist. A~= BIJJ = r sind die Kurbeln. 
In C wirke die Triebkraft P, in den Gelenken A und B die Widerstănde 
Q1 nnd Q2• Die Masse M des Systems ABC nnd die Anfangsgeschwindig
keit v0 fiir irgend eine Anfangslage seien bekannt. Es ist das v-s-Dia
gramm der Bewegnng und das D-s-Diagramm der Gelenkdriicke in 
A nnd B zu ermitteln. 

Da die Bewegnng des Systems auf die vorgeschriebene Bewegung 
eines Punktes, z. B. des als Reduktionspnnkt gewăhlten Pnnktes C, 

1 
//lf' 

1 i o f s iti 
1 i ' 1 tR / p 1 

1 i / 
1 

i/ ' 1-. 
1 ........ : 

~o -1Q 

Qz 
Q, 

Oz .5. 

Fig. 636. Fig. 637. 

zuriickgefiihrt wird (vgl. 309 und 310), so beginnt man damit, in C 
die gegebenen Krăfte P, Qv Q2 geometrisch zu addieren; R sei ihre 
Resultante. Zieht man durch C die Parallele zu A~' so ist sie die Nor
male der Bahn von O; die Projektion von R auf die Richtnng der Tan
gente v sei ~- Man zeichnet nnn das ~-s-Diagramm (Fig. 637), indem 
man den Weg von C oder A, d. i. den Umfang des Kurbelkreises auf der 
Geraden Os abrollt, fiir mehrere Stellungen der Parallelkurbel die 

GroBe von ~ konstruiert tind die Kraftstrecke ţJ = ~ (Gleichung 178) 

" als Ordinate des Diagramms iiber 9 auftrăgt. Hierauf wird iiber der-
selben Achse das L-s-Diagramm gezeichnet. Man rechnet znnăchst 

L 0 = ~ M v02, trăgt die entsprechende Strecke 10 = ~(}_ (Gleichung 181) 

von O nach 0 1 auf und zieht die neue Weg-Achse 0 1s1. Sodann kon
struiert man aus dem ~-s-Diagramm mit Hilfe der Flachen (/) das A-se 

Diagramm (vgl. 336), dessen Ordinaten die Arbeitsstrecken o= ~- sind 



Dic Translation des Systems. 627 

(Uleichung 181). Aus dem A-s1-Diagramm wurde sodann das h-s-Dia
gramm und das v-s-Diagramm entwickelt, wie dies in 339 gelehrt wurde. 

Das A-81-Diagramm ist gleichzeitig das L-s-Diagramm, wenn man 
cs auf die Achse 08 bezieht. Es ist L = t Mv2• Nach Gleichung 142: 

M v2 
D = -Psinrp 

(! 

wird mit: ~fv2 = 2L, P sin rp = 91, (! = r: 

2L 
D = ---91. 

r 

Fiihrt rnan die Ma13stăbe ein, so ist nach den Gleichungen 144, 178 

2 
und 181: x b = }.{ - x tt, 

ar 
wenn b, r, l und n die Strecken in cm sind, welche D, r, L und 91 im 
Diagramm ersetzen. Darin ist nach Gleichung 181: Â = axi2X. Es wird 
also: 

2 
b = - 12!1-n r 

und wenn man die Arbeitsbasis 12! = i wăhlt: 
b = {-It. 

Die Strecke b, welche den Fiihrungsdruck 
oder Zwang in A und B darstellt, ist also die 
Differenz der Ordinaten des 91-s- und des 
L-s-Diagramms. 

353. Anwendung. Anfahrt eines Auf
zuges. Ein Aufzug fordert eine Last Q; die 
Geschwindigkeit beginnt mit null und wăchst 
wăhrend der Anfahrt bis zur normalen Grol3e 
v1 . Das v-t-Diagramm ist durch eine Parabel 
dargestellt, deren Scheitel inG liegt (Fig. 638). 

o 
V 

Nennt man t1 die Anfahrtszeit, so hat das Dzl-----'l.,--------""""-1 

Diagrarnm die Gleichung 

V = V (~~- t2 ) 
1 tl t12 

(vgl. 330, Beispiel 6) und die Beschleuni
gtmg ist 

b = dv = ~~! ( 1 - t) 
dt tl tl ' 

t t3 tz 
Fig. 638. 

folgt also einem linearen Gesetze. Fiir t = O ist die Anfangsbeschleunigung 

b = 2 vi· fiir t = ti ist bi = O. Das b-t-Diagramm ist eine fallende 
u ti ' 

Gerade. 
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Nennt man P die Hubkraft, so ist nach dem d'Alem bertschen 
Prinzip (vgl. 53) P im Gleichgewicht mit Q und der Trăgheitskraft 
- Mb. Es ist also 

P-Q-Mb=O 

oder P=Q(l+t). 
Die Hubkraft ist also verănderlich und ebenso die Hebeleistung 

E=Pv=Qv(1+!)· 

Die P-t- und E-t-Diagramme sind aus Fig. 638 zu ersehen; man er
hălt letzteres durch Multiplikation der iibereinander liegenden Ordinaten 
P und v. 

Fiir t = t1 ist b = O, P = Q, E 1 = Qv. 
Das Maximum E 2 der Leistung wird erreicht fiir die Zeit t2 ; man 

erhălt sie, wenn man an das E-t-Diagramm die horizontale Tangente 
zieht. 

Fiir t = t3 ist die Leistung E 3 = Ev hat also bereits den schlieBlichen 
Wert fiir den Beharrungszustand des Hubes erreicht. 

Da die Arbeit A= JE·dt 

durch die Flăche des E-t-Diagramms dargestellt ist (vgl. 343), so be
deutet die schraffierte Flăche jene Arbeit, die zwischen t3 und t1 in der 
gehobenen Last als Bewegungsenergie aufgespeichert wurde (vgl. Jung: 
"Einiges liber das Anheben der Last", Die Fordertechnik 1914, 8. 138). 

Ferner sei auf folgende Abhandlungen verwiesen: 
F. Kopczynski: "Diagrammberechnung fi.ir Forder-Maschinen, 

angetrieben durch Elektromotoren mit ReihenschluB-Charakteristik". 
Elektrische Kraftbetriebe und Bahnen, 1909. 

G. Trefler und F. Nettel: "Zeichnerische Diagramm-Ermittlung 
fur Fordermaschinen mit Antrieb durch ReihenschluB-Motoren". Zeit
schrift d. Ver. deutsch. Ing. 1913, 8. 935. 

354. Aufgabe. 

b 

Fig:. 639. 

145. Das b-t-Diagramm, nach dem die Last Q 
durch einen Aufzug gehoben wird, hat 
wăhrend der Anfahrt den durch ]'ig. 639 
dargestellten Verlauf. Man suche das v-t
Diagramm, die Diagramme fi.ir Hubkraft 
und Leistung, endlich die Zeit t2 fi.ir das 
Erreichen der Maximal-Leistung. 



XXXV. Die Danerdrehnng des Systems. 
355. Kinematik der Drehung. Bei der Untersuchung des augenblick

lichen Bewegungszustandes eines starren Systems fanden wir die Tat
sache, daB selbst der allgemeinste Bewegungszustand sich durch die 
augenblickliche Drehung des Systems um einen Punkt darstellen lăBt, 
den wir den Drehpol nannten (vgl. 13). 

W enn · wir jedoch die Bewegung des Systems in mehreren aufeinander 
folgenden Zeitteilchen verfolgen, wiirden wir finden, daB dieser Drehpol 
nicht an derselben Stelle bleibt, sondern seine Eigenschaft als Mittel
punkt der Drehung an einen anderen Punkt des Systems iibertrăgt. 
Die Schnelligkeit, mit der er diese Dbertragung vornimmt, hatten wir 
die Wechselgeschwindigkeit des Drehpols genannt (vgl. 39). 

Wird nun der Drehpol durch irgend ein Hindernis dauernd fest
gehalten, so wird er seine Rolle an keinen anderen Systempunkt abgeben 
konnen und die Wechselgeschwindigkeit w~rd dauernd null bleiben. 
Wir nennen diese Art der Systembewegung eine Dauerdrehung. Sie 
ist jedenfalls die wichtigste aller Korperbewegungen, da sie die meisten 
Anwendungen gefunden hat. Ihre kinematischen Verhăltnisse sind be
merkenswert einfach; fiir den augenblicklichen Bewegungszustand 
wurden sie bereits in 6 bis 8, 17 bis 23 erortert. 

Der zeitliche Verlauf der Bewegung ist festgestellt, wenn die Be
wegung eines einzigen Punktes A, der nicht mit dem Drehpol zusammen
făllt, bekannt ist. Es geniigt also die Kenntnis des v-t- oder des b-t
Diagramms eines beliebigen Punktes A. 

Nennt man r dessen Abstand vom Drehpol, den man jetzt Mittel
punkt der Drehung nennt, so ist nach den Gleichungen 8, 11 und 9 
die Geschwindigkeit, die Tangentialbeschleunigung und Normalbeschleu
nigung des Punktes A : 

vA= rw, tA= rJ., nA = rw2 ....... 190) 

Hierin bedeutet 
dep 

w = -dt o o o o o o o o 191) 

die Winkelgeschwindigkeit des Systems, ferner 

dw d2 rp 
J. = dt. = dt2 o • • o • • o o • 192) 
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die Winkelbeschleunigw1g und q; den Drehungswinkcl. Am; obigeu 
Gleichungen folgt endlich 

w · dw = Â • dq; . 193) 

Zwischen den Verănderlichen q;, w, Â. und t der Drehung eines Korpers 
bestehen also dieselben Beziehungen wie zwischen den Verănderlichen 
s, v, b und t der geradlinigen Bewegung eines Punktes. Es lăBt sich 
deshalb alles, was in Abschnitt XXXI iiber die kinematischen Dia
gramme gesagt wurde, unbedenklich auf die Dauerdrehung eines Korpers 
ii bertragen. 

Ein wesentlicher Unterschied besteht nur dariu, daB das sich drehendc 
System nach jeder Umdrehung in seine Ausgangslage zuriickkehrt 1md 
damit auch meistens in den anfănglichen Bewegungszustand w0 , Â.0 ; 

oder er erreicht ihn wenigstens nach einer Reihe von Umdrehungen. 
Man spricht dann von einer Periode der Drehung. 

356. Die kinematischen Diagramme. Pendelweg und Ungleichformig
keitsgrad der Drehung. Wie in Abschnitt XXXI konnen die kinematischen 
Diagramme entweder auf die Zeit-Achse oder auf die Weg-Achse be
zogen werden. 

Fig. 640 zeigt die Drehungs-Diagramme fiir eine Periode, auf die 
Zeit-Achse bezogen. Aus dem gegebenen Â.-t-Diagramm wurden das 

Zn.Jr 

t 

Fig. 640. 

w-t-Diagramm und das q;-t
Diagramm in dersel ben W ei se 
entwickelt, wie in Fig. 578 
aus dem b-t-Diagramm das 
v-t-Diagramm und das s-t
Diagramm. Die Beziehungen 
zwischen diesen Diagrammen 
sind wieder die gleichen. 

Wiirde sich das System 
gleichfOrmig drehen, so wăre 
Â. =O, das Â.-t-Diagramm ware 
die Gerade I I und das w-t
Diagramm die Gerade III III 
im Abstande w0 von der 
Achse II II; das q;-t-Dia
gramm fiele in die anstei
gende Gerade IV IV. 

Diese gleichformige Drehung ist der Idealfall, dem sich die Bewegung 
einer Welle mehr oder minder nahert, ohne ihn zu erreichen. Die Winkel
beschleunigung Â. schwankt wellenartig, ebenso die Winkelgeschwindig
keit w und der Drehwinkel q;. Die Summe a1 + a 2 der groBten Ab
weichungen des Winkels q; von den Ordinaten der Geraden IV IV 
nach oben und unten pflegt man den Pendelweg zu nennen; er ist 
ein MaB fUr die Ungleichformigkeit der Drehung (vgl. 345). 
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dw 
Au::; Uleichung 1U2: A= (JJ folgt 

t 

w - w0 =/A · .l t. 
() 

Ulllfal.lt die Hewegung die Zcit ~ ciner Periode, HO wird au dereu 
Emle w = w0 und 

.. 1U4) 

Da dicHcs Integral die Fliiehe zwischen dem .1.-t-Diagramm und der 
Zeit-Achse bedeutet, so miissen die iiber der 0-t-Achse liegenden positiven 
Flăchen an Grol3c gleich sein den unter dieser Achse liegendcn negativcn 
Fliichen odcr / 1 -/2 + /3 -/4 + /5 =O . 

. .:\.u::; UlcichuJJg HH: w = ~~ folgt weiter: 

t 

rp = / w. dt o o • o o ••• o • 195) 
o 

wcnu dcr Anfrtng~>wcrt des Winkels rp null ist. 

Erreicht der Korper naeh n Umdrehungen den Anfangszustaud 
wieder oder i::;t eine Periode seiner Bewegung abgelaufen, so ist 

X 

2nn = / w · dt 

t-;o winl in _Fig. 640 dureh 
die Endordinate 2nn des rp-t
Diagramms die Flăche zwischen 
dem w - t - Diagramm und der 
Achse II II gemessen. 

Fig. 641 zeigt die Drehungs
diagramme fiir eine Periode, 
auf die 0-rp-Achse bezogen; da
bei wird der Drehungswinkel rp 

1) 

......... Hl6) 

i m Bogenmal3e auf der A bszis- o '---------'----'--------'----;;-:L::--

senachse aufgewickelt. Aus dem Fig. 641. 
gegebenen A-rp-Diagramm wurde 
das w2-rp-Diagramm gezeichnet, genau so, wie in Fig. 583 aus dem 
b-s-Diagramm das v2-s-Diagramm gefunden wurde. Die Eigenschaften 
der Diagramme stimmen miteinander iiberein. 

Aus Gleichung 193: w · dw = A· drp folgt: 
rp 

~ (w2 --- (1)02) ='/A · drp . . , . . . . . 197) 
(/ 
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UmfaBt die Periode der Drehung n Umdrehuugeu, ,;o winl atn Emle 
derselben w = w0 und es ist 

198) 
,o 

Auch hier ist also die Gesamtflăche zwischen dcm Diagramm und 
der Achse gleich null oder die Summe der positiven, iiber cler Achse 
gelegenen Flăchen gleich der Summe der negativen, unter der Achse 
gelegenen. Ist die Drehung keine gleichformige, also Â nicht dauernd 
gleich null, so schwankt die Winkelgeschwindigkeit w wellenformig 
zwischen gewissen Grenzen, aus denen ebenfalls ein Mal3 fiir die Un
gleichformigkeit der Drehung abgeleitet werden kann. Dieser Ungleich
fOrmigkeit hat man das grol3te Interesse bei allen rotierenden Maschinen 
zugewendet und eine Menge Mittel ersonnen, sie innerhalb gewisser 
Grenzen zu halten, die durch den Zweck der Maschine bedingt sincl. 

Alles was in 332 und 333 iiber mittlere Geschwindigkeit und Ungleich
fOrmigkeitsgrad gesagt wurde, kann sinngemiil3 hierher iibertragen 
werden, wenn man die Geschwindigkeit v des Punktes durch die Winkel
geschwindigkeit w des Systems ersetzt. Die gebrăuchliche Art, die mittlere 
Winkelgeschwindigkeit anzugeben, ergibt sich aus Gleichung 171 mit 

Wm = t (max w + min w) ........ 199) 
und ebenso cler Ungleichformigkeitsgrad in Ubereiustirnmung mit 
Gleichung 17 4: 

max w ~ min w 
fl = 

(Um 
......... 200) 

Diese theoretisch nicht zu begriindende Art, fl zu heurteilen, soli 
nur aus dem Grunde wiederholt werden, weil sic sich als Annăherungs
wert in der Praxis allgernein eingebiirgert hat. 

Beniitzt man jedoch die Vorschli:ige, die in 332 und 333 gemacht 
wurden, so ist die mittlere Winkelgeschwindigkeit nach Gleichung 172: 

:! 

' lf wm = ;;r; w · ât . . . . . ...... 201) 
() 

und somit nach Gleichung Hl6: 
2nn 

wm' = ;;r; ............ 202) 

wenn wieder n die Anzahl der Umdrehungen in einer Periode bedeutet. 
Der UngleichfOrmigkeitsgrad wird nach Gleichung 177: 

f/. 1 ~ce ~):ţ(1 -- W ,)
2

' df . . . . . .. 203) 
k w," 

() 

und mit Riicksicht a11f Uleichung l!Hi: 

u' = ~~:!(1- 2;;r; w )' 2 dt = ~j;ţ[.l--- ;;t;w ·!· 4;;r;2 :o22] . d f, 
' ~ nn ~ nn n n 

o o 
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'l: 'l: 

= ~ [1:- r~nf(IJ. dt + 4 :22n2/w2. dt]. 
() u 

Das erste Integrttl ist aher nach Gleichung 196: 2nn; es bleibt also 
'l: 

p' = 4 -~ 2/w2 . dt- 1 . . . . . . . . . 204) n n 
o 

Statt fiir die Drehung des Korpers einen bestirnmten Ungleichformig-
keit:>grad fl oder ţt' vorzuschreiben, ist es in vielen Făllen, so z. B. bei 
Wechselstrom-Maschinen, iiblich, die Abweichung des Drehungswinkels cp 
von cler Mittellage zwischen bestimmte Grenzen einzuschlieBen. 

357. Dynamik der Drehung. V on einem 
starren System, von dem ein Punkt O 
dauernd festgehalten wird, seien dieMassen
verteilung sowie die bewegenden Kriifte 
gegeben. Nach Gleichm1g 45, die nicht 
nur fiir den Schwerpu,nkt, sondern auch 
fiir jeden festgehaltenen Punkt des Systems 
gilt, ist dann die Winkelbeschleunigung 
des Systems: l!'ig. 642. 

M 
A= ~To . . . . . . ...... 205) 

worin M = 2: P p das Moment der bewegenden Krăfte um O und T 0 

das polare Trăgheitsmoment des Systems fiir den gleichen Punkt ist 
(Fig. 642). 

Wiihlt man irgend einen Punkt E des Systems in der Entfernung e 
yon O, so wird. d.ie Tangentialbeschleunigung dieses Punktes 

Me 
tE= eA= To-. 

Ersetzt man das 
am Arme e: 

Moment M durch ein gleichwertiges Kraftpaar I,J5 
M=LPp=I,JSe 

und das Tri\gheitsmoment 
masse 9J(: 
so ist auch 

T 0 durch jenes einer in E liegenden Punkt
To = ffi1e2, 

1.)3 
tH = lJ}( • • · .. · ..••.• 206) 

d. h. die Tangentialbeschleunigung des Punktes E ist die einer konstanten 
Punktmasse WC, die cler Kraft \13 ausgesetzt wird. 

Man nennt 

9Jl 

dic an tlen l'nnkt ]!} reduzierte Masse des Systems, 

M 
1,)3=--

e 

... 207) 
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die in die Bewegungsrichturg von E reduzierte Kraft uml E den 
Reduktionspunkt. 

Durch diese Reduktion ist die Drehung des Korpers auf die Kreis
bewegung eines Punktes E mit konstanter Masse zuriickgefiihrt und 
es konnen alle jene Konstruktionen angewendet werden, die wir in 
Abschnitt XXXI kennen gelernt haben. 

358. Beispiele. 
l. Dber die um O drehbare Walze vom Gewicht G ist cin absolut 

biegsames und gewichtloses Seil geschlungen, das an seinem Endc das 
Gewicht Q triigt (Fig. 643). Mit welcher Beschlcunigung b wird es sinken? 
Wie groB ist die Seilspannung in E? 

(2j, 
~: 

r 
ftlfl 

Fig. 643. Fig. 643a. 

Man kann die Bewegung der Walze auf jene des Punktes E zuriick
fiihren, der auch dem Seil angehort. Wenn eder Halbmesser der Walze 

ist, so ist deren reduzierte Masse mit To = 2~- e2 (vgl. Gleichung 88a 

und 207): m = Ţ~ = _p 
e2 2g' 

wahrend die in E wirkende Kraft ~ die Seilspannung S ist. Nach 
Gleichung 206 ist dann 

s s 
tE= [lf = 2g. G 

und dies ist bereits die gesuchte Beschlcunigung b. Nach dem d'Alcm
bertschen Prinzip ist aher 

S+ Qb-Q=O; 
g 

aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 
2Q GQ 

b=g·a+2<i' 8 =c+2Q· 

Die Beschleunigung ist konstant und es ist, wenn v0 = O war, v2 = 2bs. 
Das v-s-Diagramm ist eine Parabel (Fig. 643a). 

2. Eine prismatische Stange vom Gewicht G, deren Endpunkt A 
fest gelagert ist (Fig. 644), schlieBt anfangs mit der Vertikalen den Winkel a 
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ein unu ist in Ruhe. Man zeichne die Diagramme ihrer Bewegung, die 
erfolgt, wenn das andere Ende O losgelassen wird. 

Betrachtet man den Punkt O als Reduktionspunkt, so ist wegen 

'1'0 = :(] l2 (vgl. Gleichung 94) die reduzierte Masse: 

T0 G 
im = [2 = 3-g 

unu wegeu M ~ l sin cp uie reduzierte Kraft: -
\.t~ G . 
1-' = 2 Slll rp, 

somit 

und dio Winkclbeschleunigtmg o 
Â = 3gsin cp 

2 l ' 
wie schon im Beispiell, 126, gefunden wurde. 
Daraus ergab sich die Winkelgeschwindigkeit: 

3g 
w2 =-((cos cp- cos a) 

Die Diagramme von Â und w2 werden mit 
Vorteil statt auf die Zeit oder den Drehungs
winkel cp auf den sin cp bezogen. Beschreibt man 

J!'ig. 644 a, 

A 

---------c 
Fig. 644. 

Fig. 644b. 

3g 
aus O (.Fig. 644a) einen Halbkreis mit dem Halbmesser r =T, macht 

j M = i und zieht die Gerade OM, so ist sie das Diagramm der Winkel

beschleunigung in bezug auf die Abszissen x = r sin rp. Denn zieht man 
3 g sin cp 

ON 11 AC, so erhiiJt man die Ordinate Â = r sin cp • tg1p = 2--z-' 
Macht man ferner ON0 11 A00 , worin A00 die Anfangslage des Stabes 
ist, so ist die Ordinate Â0 die anfangliche Winkelbeschleunigung. 
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Das Diagramm der Winkelgeschwindigkeit erhalt man, wenn mau 
durch N 0 die Parallele zu Ox zieht. Dann ist P N = w2 und der Kreis
bogen N 0 N N 1 das gesuchte Diagramm. Denn es ist 

---- 3g 
P N = r (cos q;- cos a) = T (cos q;- cos a). 

Um endlich den Verlauf des Gelenkdruckes A wahrend der Drehung 
darzustellen (Fig. 644b), beniitze man die in Fig. 229b (Beispiel2, 128) 

mitgeteilte Konstruktion. Man macht 01 = ~' 12 = ~ G, beschreibt 

aus 2 mit dem Halbmesser f2 einen Halbkreis und einen zweiten iiber 
12 als Durchmesser. Sodann zieht man 1411 AC, 1511 AC0 und macht 
schlieBlich 78 = 64; dann ist 08 =A. 

Fiihrt man diese Konstruktion fiir beliebig viele Lagen des Stabes 
durch, so erhălt man im geometrischen Orte der Punkte 8 das polare 
Diagramm der Gelenkdriicke. 

359. Anfahrt, Beharrungszustand nud Endlauf. Die Dauerdrehung 
eines Korpers um eine feste Achse zerfăllt zeitlich in drei Teile: der An
la u f oder die An fa h r t, den B e h ar r ung s z u stand und den 
Endlauf. 

Wăhrend der Anfahrt wird die Drehung durch die bewegenden Kriifte 
eingeleitet und so lange gesteigert, bis diese mit den Widerstănden in 
einen durchschnittlichen Gleichgewichtszustand getreten sind. 

di 

Fig. 645. 

1JJ-rpDiagr. 
1 di -rp Diagr. 
1 
1 
1 

; i'P 
1 o 

:--- Endlaif ___,.!, 
1 ' : 
1 ' o 

~: 1 :"" 1 

~! . lrp 

Dieser sich periodisch wiederholende Gleichgewichtszustand hei13t 
Beharrungszustand (Fig. 645); er zerfăllt in eine Folge von Perioden, 
an deren Ende der Bewegungszustand der gleiche ist wie bei Beginn 
der Periode. Es ist also die Winkelgeschwindigkeit w und die Bewegungs
energie L0 zu Beginn und zu Ende der Peri ode die gleiche; es wiederholen 
sich aher auch die Krafte und da wahrend einer Periode keine Arbeit 
geleistet wird, da w seinen Anfangswert w0 wieder anuimmt, so muB 
die Gesamtarbeit aller Krafte wăhrend einer Periode verschwinden. 

Es sei in der Figur xr das Diagramm der bewegenden Krăfte, 
îlli das der Widerstănde und \l3 = gr - îlli der Rest an trei bender Kraft; 
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dann ist also (e = Abstand des Reduktionspunktes E vom Drehpunkte) 
2nn 'l: 

11~e ·dep= O oder 1 E · dt =O, 
o o 

wenn der Korper wăhrend einer Periode n Umlăufe macht und 5t die 
Dauer einer Periode ist. 

Wăhrend des Endlaufes nimmt die Bewegungsenergie ab und wird 
endlich null. Die treibende Kraft wird zu Beginn abgestellt, und es 
bleiben nur die Widerstănde iibrig, die bis zum Eintritt der Ruhe durch 
den Rest an Bewegungsenergie iiberwunden werden. Aus der Figur ist 
auch der beilăufige Verlauf der Winkelgeschwindigkeit zu entnehmen. 

Der Beharrungszustand ist der wichtigste Teil des Ganges einer 
Maschine. Man kann sein Diagramm entweder auf den Weg des Re
duktionspunktes E oder auf den Drehungswinkel cp des Korpers oder 
endlich auf die Zeit beziehen. 

360. Die Periode des Beharrungs
zustandes, bezogen auf die Zeit. 
Setzen wir voraus, daB die Lei
stungen der Krăfte, und zwar E K 

der Triebkrăfte und Ew der Wider
stănde in ihrer Abhăngigkeit von 
der Zeit t gegeben sind (Fig. 646). 

Der Widerstand, der von Rei
bungen aller Art sowie von der zu 
iiberwindenden Belastung der Ma-
schine herriihrt, wird gewohnlich als Fig. 646. 
un verănderlich angenommen. 

Die iibrigbleibende Leistung ist 

E = EK-Ew; 
verschiebt man die Zeit-Achse von II nach II II, so ist das E-t-Dia
gramm mit positiven und negativen Ordinaten anschaulich geworden. 

Die bis zur Zeit t geleistete Arbeit ist 
t t 

A= 1E·dt= 1(EK-Ew)dt; 
o () 

fur clic Dauer 5t einer Periode ist 
'! 

1E · dt =O. 
o 

Nennt man T das Triigheitsmoment des rotierenden Korpers fiir 
seine Drehungs-Achse, w0 und w seine Winkelgeschwindigkeit zu Beginn 
der Peri ode und zur Zeit t, so ist nach dem Arbeitsprinzip, Gleichung 182: 
L-L0 =A oder 

t 

! T (w2 - w02) = A = J E · dt = f . . . . . . 208) 
o 
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wenn f die Flăche zwischen dem E-t-Diagramm und der Geraden II II 
bedeutet. 

Die Integralkurve des E-t-Diagranum; ist das auf dic Ach;;e III III 
bezogene A-t-Diagramm. Da 

ist, so sind die Ordinaten des A-t-Diagramms, un Verhiiltnis ! vPr

kleinert, die Differenzen w2 - w02 • 

Wiirde man w02 kennen, so konnte man die Achse IV IV zeichnen 
und hătte damit, auf diese Achse bezogen, ein w2-t-Diagramm. 

Fiir die Zeiten t1 und t2 schneiden sich die Diagramme von EK und 
dA . 

Ew; an diesen Stellen ist also E = dt =O und das A-t-D1agramm 

erreicht die extremen Ordinaten min A und max A; gleichzeitig erreicht 
auch die Winkelgeschwindigkeit ihre extremen Werte min w und max w. 

In den meisten Anwendungen wird man nun folgenden Annăherungs
weg einschlagen: Schreibt man Gleichung 208 in der Form: 

t 

~ T (min w2 - w02) = J E · dt = /1 

o 
t, 

und ~ T (max w2 -w02) = J E · dt = / 2 , 

o 
worin / 1 und /2 die Werte der Flăche f zwischen der Achse OE und t1 

bzw. t2 bezeichnen, so wird 
t, 

~ T (max w2 - min w2) = J E · dt = /2 -/1 = /12• 

t, 
Hierin bedeutet /12 die Flăche des E-t-Diagramms zwischen t1 und t2• 

Beniitzt man nun die beiden gebrăuchlichen Gleichungen 199 und 200 
fiir die mittlere Geschwindigkeit und den Ungleichformigkeitsgrad: 

so erhiilt man 

und somit 
oder 

maxw + minw maxw-minw 
Wrn = - ~- ------ ţl = --· ---~--~~-- -, 

2 ' w.", 

2 - 1 ( 2 • 2) flWm - 2 max w - mm w . 

Wm = -v;~~- . . . . . . . . . . . 209) 

FPrner folgt aus Gleichung 208: 
2A 

w2 = Wn2 + T : 
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' A 
w = wuV 1 + L' 

o 

639 

wenn L 0 = i T w02 die 
und angenăhert 

Bcwegungsenergie zu Beginn der Periode ist, 

t A ) 
w = w 0 \ l + 21~ · 

Nennt man A1 und A2 die Arbeitswerte bis zu den Zciten t1 nnd t2 , 

RO wird anch 

und 

oder 

. ( A1 ) mm w = w 0 1 + 2Lu , 

max w = w0 (1 + :LJ 
max w_ţ_ min w = wo( 1 + ~ A2 t~1-) 

A1 + A2 

Wm = Wo + -2 T Wo ' 

woraus in VerbindWlg mit GleichWlg 209 der Wert von w 0 ermittelt 
werden kann. 

Will man sich mit diesem angenăherten Verfahren nicht begniigen, 

so kann man folgenden W eg 
einschlagen : 

Es seien wie vorher die 
LeistWlgs- Diagramme E K-t 

und Ew-t gegeben Wld da
raus die Integralkurve A-t 
abgeleitet worden; sie ist 
auch das Diagramm der Dif
ferenzen L- L 0 (Fig. 647). 
Die mittlere Geschwindigkeit 
sei nach Gleichm1g 202 ge
wăhlt: 

2n:rr 
;;r· 

Um L 0 und damit die 

E 

min L iT 
maxL 

Fig. 647. 

Achse III III zu finden, nennen wir F die Flăche zwischen dem 
A-t-Diagramm und der Achse III III fiir dic Zeit st einer Peri ode; 
nach Gleichung 182: 

L = L 0 +A 
:r :r 

ist dann 'J = J L · dt = ! jw2 • dt. 
o o 

Bezeichnet man ferner mit F 1 und F 2 die negative Wld die positive 
t!berschul3flăche des A-t-Diagramms w1ter w1d liber cler Achse Il II, 
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.t '""-L,..., '1:+'""- 1 T 2ct- ""+"' so rs 15- oR.,- 01 ll"2- 2 Wo "'-'- z\"1 th 

und mit Beniitzung von Gleichung 202 und 204: 
'I 

1 ;· ţt' + 1 = ~- 1--2 w2 • dt, 
R.,Wm 

o 
2 

ferner: Wo2 = (ţt'+ 1)w'm2 -'1:T m2-~1), 

woraus die anfangliche Winkelgeschwindigkeit w0 und chenRo die an
fiingliche Bewegungsenergie 

T '2 ~ r>' 

L 0 = (ţt' + 1) --~"' - .! 2i~1l_ţ 

bestimmt sind und die Achse III III gefunden ist. 
Besitzt das E-t-Diagramm eine zur Achse OE parallelc Symmetrale, 

so verlauft das A-t-Diagramm derart, daB ~1 + ~2 = O ist und es wird 

Wo2 = wm'2 (ţt' + 1). 

Fiir den Ungleichformigkeitsgrad ţt' diirfen jedoch nicht die ge-

b .. hl" h W max w - min w b . d .. 0 rauc re en erte von fl = -~~---- ernitzt wer en; es mtwten 
Wm 

erst neue Erfahrungszahlen ermittelt werden, da fl und ţt' in gar keiner 
Beziehung stehen. (Vgl. die Beispiele in 333, Schlu13.) 

Um den Drehungswinkel qJ des sich drehenden Korpers in seiner Ab
hiingigkeit von der Zeit zu finden, gehe man von der Gleichung 195: 

t 

A qJ = J w · dt 
o 

aus. Es ist nach Gleichung 208: 

2A " L 
w2 = Wo2 ·-\- T ~ wo- . L 

(). 

Setzt man 

L = 1 +LA_ = z2 • 210) 
Lo ~o 

so wird w = zw0 und 
1 

Fig. 648. qJ = w0 j z · dt. 
o 

L 
Bildet man ein z-t-Diagramm mit Hilfe der Verhăltnisse 1 (Fig. 648) 

~o 

und zeichnet dessen Integralkurve, so erhiilt man das qJ-t-Diagramm. 
Tragt man von der Achse IV IV das Stiick IV V= 2nn = wm'% 

nach aufwarts auf und verbindet O mit V, so erhiilt man das Diagramm 
der Winkel qJ' bei gleichformiger Drehung. Die Differenzen qJ'- qJ sind 
die Winkelabweichungen oder die Pendelwege des sich drehenden Korpers. 
Ihre grtiBten Werte findet man, wenn man an das qJ-t-Diagrarmn die 
zu O V parallelen Tangenten zieht. 
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Simt die Verhtiltnisse :~ klein, das z-t-Diagramm abo wetJig ah
o 

weichend von der Geradeu IV IV, so kann der genaue Wert 

(() = Wo -v 1 + : 
o 

P!'Retzt wenlPn <lnrch w = w 0 ( 1 + 2~J und der Drehungswin kcl durch 

t t 

cp ~ J(l) · dt occ w0 t + 2<1 J A· dt. 
(} () 11 

t ~ 

F = j A· rlt, 1<'1 = fA· ilt 
u u 

<lie Fliichen des A-t-Diagramms his zu den Zeiten t und :t, so wird 

1p = w0 ( t + 2 ~ ) 
UIHl flir· erne Perio<le 

woraus 

,l+x ,l+x 
T = wm t 1 + x1 = T · C+ x~ 

nn<l da naeh unserer Voraussetzung x und x1 kleine Gr·iiilen sind: 

T = f{J 1 (l +X- xl). 

Dann ist die Winkelabweiehw1g zur Zeit t 

, cp' ( F F1 ) 
T - cp = 2L~ - t + ~- . 

Verwandelt man die Fliichen F IA 
und }\ in die Rechtecke F = yt k:;;:z.j&z~Y• t 
und 11\ = y1X (Fig. 648a), so wird !1 JJ 

die Winkelabweichung F Fig. 648a. 

' ,yl-y r -r=r 2y;- · 
o 

Sind jedoch nicht die Leistungsdiagramme, sondern die Kraftdia
gramme gegehen so hiitte man in folgender Weise vorzugehen: 

Wittenbaner, Dynamik. 41 
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In Fig. 649 ist das S'r-t-Diagramm der treibenden Kraft und das 
1ill-t-Diagramm des Widerstandes gege ben. Aus ~ = ~1:- )ill ergibt 
sich zunachst das ~-t-Diagramm, bezogen auf die Achse II II und wegen 

~ . . 
t1.; = d = wr (Glewhung 206) 

auch das Â-t-Diagramm. Fiir die Dauer ::r einer Periode ist 
X X J ~ · dt = O und auch J Â. • dt = O (Gleichung 194). 

o o 

Aus w = ~f folgt mit Beniitzung von Gleichung 205: 

t 1 ft 
w -w0 = J Â. • dt = - · M · dt = 'J, 

0 To 

Fig. 649. 

o 

wenn ~ die Flăche zwischen dem 
Â.-t-Diagramm und der Achse II II 
ist; das w-t-Diagramm ist die In
tegralkurve des Â.-t-Diagramms. 

Retzt man 
n1in w - oJ0 == ~1, 
1nax w - w 0 = ~2• 

so wird 
maxw + minw = 2w0 + ~1 + ~2 
und maxw- minw = ~2 -~1 , 

worin ~2 - ~1 = ~12 die Flăche 
des Â-t-Diagramms zwischen den 
Zei ten t1 und t2 ist, in denen 
~ = O wird. Mit Beniitzung der 
Annaherungsgleichungen 199 und 
200 erhalt man dann fiir die mitt
lere Winkelgeschwindigkeit 

~1 +~2 Wm = Wo + ___ 2 __ _ 

und fiir den Ungleichformigkeits
grad 

woraus sich die anfangliche Win
kelgeschwindigkeit ergibt: 

~12 ~1 + ~2 
Wo = ţ; - ---2-. 

Aus der Gleichung w = w0 + ~ folgt endlich fiir den DrehungRwinkel: 
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l l 

rp = j w · dt = w0 t + j iJ · dt = w0 t + C/J. 
o o 

Man hat also die Integralkurve des w-t-Diagramms zu bilden, dessen 
Flache bis zur Zeit t die GroBe C/J habe. Der Drehungswinkel rp1 = 2nn 
nach Ablauf einer Periode wird 
nicht mit w0% zusammenfallen. P 

361. Die Periode des Behar
rungszustandes, bezogen auf den 
Weg. Statt wie friiher vom P-t-
Diagramm , wird hier vom P -8- rp 

Diagramm ausgegangen; oder, da 
der W eg des Reduktionspunktes 
8 = eq; ein Kreisbogen ist, vom 
P-q;-Diagramm,mit q;alsDrehungs- w' minwz wz max<.J 2 

o 
bogen. 

Jl7 }nK rţJ 
Ist wieder ~ die im Reduk-

tionspunkt E bewegende Kraft, Fig. 650. 
~ der konstant angenommene 
Widerstand (Fig. 650), so ist ~ = ~-~; das ~-q;-Diagramm ist auf 
die Achse II II zu beziehen. Aus Gleichung 206: 

Â=Je 
folgt, daB das Â-q;-Diagramm aus dem ~-q;-Diagramm durch proportio
nale Veranderung der Ordinaten zu entnehmen ist. Fiir eine Periode 
ist wieder 

~n.Ţ 2nn 

j ~ · dq; = O und auch / Â • dq; = O (Gleichung 198). 
o o 

Aus Gleichung 193: w · dw = Â • dq; folgt 
rp 

w2-wo2 r ·--- = Â. dq; = f 
2 • 

o 
und eine Integralkurve mit den Ordinaten w2 - w02, bezogen auf die 
Achse III III. 

Wiirde man w02 kennen, so ware daruit auch das w2-q;-Diagramm, 
bezogen auf die Achse IV IV bekannt. Ăhnlich wie in 360 ist nun 

1 /' 2 (min w2-w02) = Â · dq; = fv 
o 

l rp, 

2 (max w2 -w02) =/A· dq; = f2, 

o 
worin f 1 und f 2 die W erte der Flache f zwischen der Achse O P und den 
Abszissen q;1 bzw. q;2 bedeuten. Dann ist 

41* 
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l cp, 

2 (max w2 -- min w2) = f Jc. dep cec f2 --fi =c= fu· 
'P• 

worin f12 die ]'lăche des A-rp-Diagramms zwischen ffJI uud 9'2 ist. Nach 
den Gleichungen 199 und 200 erhălt man wieder flWrn2 = f12 nnd analog 
zu Gleichung 209: 

wm = v/fj~2-, 
ferner, ithnlich wie in 360, angeniihert 

. ( 1 f 1 ')· llllll (/) = (!)() . -j- ~ , 
(1)0 ~. 

. f2 ) max m = w0 ( 1 + 2 
' (!)()' 

und 

woraus w0 gerechnet werden kann. 

Die gegebenen Diagramme, seien es nun E-t-, P-t- oder P-rp-Dia
gramme, werden es in den scltensten Făllen moglich machcn, die gesuchten 
Winkelgeschwindigkeiten wm und w0 , sowie die Winkelabweichungen 
durch reine Rechnung zu finden. In der Rege! wird man auf die graphiRche 

p 

l<'ig. 651. Fig. 651 a. 

Ermittlung der oben erwiihnten Integralkurven angewiesen sein, die das 
Planimetrieren von Fliichen verlangt. Nur in ganz besonders einfachen 
Făllen kann die Rechnung an die Stelle der Konstruktion treten, wic 
in folgendem 

362. Beispiel. Ein Schwungrad (Fig. 651) werde von einer Kurhcl 
OE = e angetrieben; die Triebkraft P sei konRtaut nach CroBe mul 
Richtung, der Widerstand Q ehenfalls konstaut, aher r-;enkreeht zur 
Kurbel. Wiihlt man den Kurbelzapfen E als Reduktionspunkt, RO iRt 
die reduzierte Kraft 

se= p sin rp 

und \13 = ~ ~ ).fi = P sin rp ~ Q. Rollt man den zuriickgelegten Bogen 
E 1EE2 auf der Geraden 11 ah, RO iRt <las .~'-qJ-J>iagramm eine SimtH-
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Linie (Fig. 65la), das ~-<p-Diagramm dieselbe Kurve, auf die Achse 
II II bezogen. Die Periode wiirde die Dauer einer halben Umdrehung 

1 Ţl 

haben; dann ist n = 2 und J Â • d<p =O. 
o 

Die Winkelbeschleunigung ist 

~ ~e e . 
Â = Wle = T = '( (Psm<p -Q), 

wenu T das 'l'riigheitsmoment der ganzen rotierenden Masse des Schwung
rades, der Kurbel und der Welle ist. Damit ist die Gleichung des Â-<p
l>iagramms gegeben; durch Integrati ou der Gleichung 193: w • dw = ). · d<p 
findet man 

2e 
w2 =w02 +r[P(1-coscp)-Q<p] 

als Gleichuug des w2-<p-Diagramms, aus dem sodann alles iibrige: 
min w, max w, Wrn und w0 durch reine Rechnung abgeleitet werden kann. 

363. Literatur. 

J. Radinger, Dampfmaschinen mit hoher Kolbengeschwindigkeit. 
III. Aufl. 1892. 

1!'. Grashof, Theoretische Maschinenlehre, 2. Band. 
K. Heun, Die kinetischen Probleme der wissenschaftlichen Technik, 

S. 34. 
E. R o se n b e r g , Dber den 

Parallelbetrieb von Wechselstrom
Maschinen, insbesonders bei An
trieb durch Gasmotoren. Elektro
technische Zeitschrift 1902, S. 425. 

F. Klonne, Ungleichformig
keitsgrad und Winkelabweichung 
hei Kurbelkraftmaschinen. Elek
trotechnische Zeitschr. 1902, S. 287. 

364. Die Anfahrt. l>as Dia
gramm aus Kraftmomeut und 
U mdreh ungszahl. Bei rotieren
den Wellen, auf welche Triebkrăfte 
und Widerstande wirken und die in
folgedessen eine verănderliche Um-
drehungszahl besitzen, empfiehlt es Fig. 652. 
sich, ein Diagramm zu entwerfen, 
in welchem auf der einen Achse die Umdrehungszahl n in der Sekunde, 
auf der anderen Achse das wirksame Moment der Krăfte aufgetragen 
wird. Dies wird insbesondere von Vorteil sein, wenn es sich um die Er
mittlung der Bewegungsverhăltnisse wăhrend des Anlassens des Motors 
handelt. (Vgl. F. Blanc, Dber Anlauf- und Auslaufverhii1tnisse von 
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motori;;ch augetricbcncn Massen unter Anwendung einef::l neuen graphi
Hchen Auswertungsverfahrens. Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1919, 
S. 289.) 

Gegeben sei das Drehmoment D der Triebkrafte um die Maschinen
welle in seiner Abhangigkeit von der Umdrehungszahl n (das D-n
Diagramm, Fig. 652), ebenso das Moment W der Widerstande (das 
W-n-Diagramm); dann ist das wirksame Moment M = D- W, dessen 
Diagramm durch Bilden der Ordinatendifferenz von D und W punkt
weise ermittelt werden kann. 

Fiir D1 = W1 ist M =O, die Welle ist im Gleichgewichte; die zu
gehi:irige Umdrehungszahl sei n1 . 

Nennt man T das Tragheitsmoment der konstant angenommenen 
Masse, die 8ich um die Ma8chinenwelle dreht, bezogen auf diese, so i8t 
deren Winkelbe8chleunigung 

Â = dw = M 
dt T 

, _ M dn 
und mit w = 2n.n: 11.- T = 2.ndt; nennt man noch 

2.nT = e 
. dn M 

da8 Schwungmoment, 80 Wlrd-dt-= e· Die zu einer be8timmten 

Umdrehungszahl n gehi:irende Zeit t ist dann: 

t = f-ri!-. dn = efdn 
dn M · 

Um t zu kon8truieren, geht man nun wie in 329a), er8te Art, vor. 
Man setzt im x = a2, 
worin im die Momenten8trecke, a 
eine kon8tante und x eineverander
liche Strecke bedeutet; 80dann 
wird da8 x-n-Diagramm gezeichnet 

M 

Fig. 653. Fig. 654. 

(Fig. 652). E8 hat fiir n = n1, 9Jl = O eine zur OM-Achse parallele 

A8ymptote. Nennt man E = J x · dn die 8chraffierte Flache die8es 
Diagramm8, 80 i8t 
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~ f)··· J x · d n '~ (~. · ~·. 
a 2 a" 

Die ,;o gdundenen \Vertc von t werden in cin eigene::; t-n-.Diagramm 
eingetragen, das die gleiche Asymptote be:,;itzt. 

Dic Leistung des Drehmomentes ist 

E = Pv = Prw = 2nn M, 
wenn P die drehende Kraft und r ihr Arm ist; hieran:,; winlnach Gleichung 
186 die Elementararbeit 

dn M 
und mit d t - -(-) . 

oder 

dA =E·dt=2nnM·dt 

dA=2nfJn·dn 

A= nfJn2 • 

Zeichnet man in Fig. 653 durch O eine Gerade, fiir deren Neigungs
winkel a die Gleichung tg a = 2nfJ gilt, so wird clie Ordinate dieser 
Geraclen y = 2nfJn 
und die schraffierte Flăche 

{-ny=nfJn2 

ein Ma13 fur die Arbeit. 
Die Leistung des Drehmomentes der Triebkrăfte ist En = 2nnD, 

clie Leistung der Widerstănde (Nutzleistung): Ew = 2nn W. 
Nachdem das t-n-Diagramm 

gefunden ist, ki:innen die Kurven Erv 
derart umgezeichnet werden, 
da13 sie alle auf die Zeit-Achse 
bezogen erscheinen (Fig. 654). 

Das n- t- Diagramm năhert 
sich asymptotisch dem End
werte n 1 fur Gleichgewicht. Das 
D-t- und ebenso das W-t-Dia
gramm năhert sich asympto
tisch dem Gleichgewichtszu
stand D = W. Das M-t-Dia
gramm niihert sich asymptotisch 
der Zeit-Achse. 

[ 

Fig. 655. 

Die Nutzleistung Ew (Fig. 655) niihert sich asymptot1sch dem Grenz
werte Ew1 = 2nn W1 ; die Leistung E des wirksamen Momentes M 
asymptotisch der Zeit-Achse. 

Die Flăche zwischen dem E-t-.Diagramm und cler Zeit-Achse ist 
nach Gleichung 187: 

ein MaB fur die Arbeit. 
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365. Die Rollkurven. Wăhrend bei der Bewegung des Punktes und 

auch bei der Translation und der Dauerdrehung eines Systems die 
kinematischen Beziehungen leicht in dynamische umgewandelt werden 
konnen, da die Masse keinen verănderlichen EinfluB auf die Bewegung 
nimmt, sind in der Bewegung des Systems und ebenso in der Bewegung 
des Getriebes die kinematischen und dynamischen Untersuchungen scharf 
auseinander zu halten und erfordern eine ganz verschiedenartige Be
handlung. 

Verhăltnismă13ig einfach ist die kinematische Darstellung der System
bewegung fiir eine bestimmte endliche Zeit, z. B. fiir eine Periode. Man 
hat hier nur die Methoden, die wir fiir die Konstruktion der Geschwindig
keiten und Beschleunigungen der Systempunkte im ersten Teile dieses 
Buches kennen gelernt haben, fiir verschiedene Zeitintervalle wiederh,olt 
anzuwenden und die gefundenen Werte in ein Zeit- oder Wegdiagramm 
einzutragen. Dies soll im folgenden an einigen Beispielen gezeigt werden. 

Man pflegt manchmal die endliche Bewegung eines Systems in sciner 
Ebene durch den geometrischen Ort der Drehpole im festen und im 
bewegten System, durch die sogenannten Pol bahnen oder Roll
kurven darzustellen. So elegant und lehrreich diese Darstellungs
Weise ist und so wichtige Resul tate sie fiir die kinematische Untenmchung 
der Bewegung geliefert hat, spielt sie dennoch in der Dymtmik gar keinc 
Rolle. Es soll aus diesem Grunde auf eine Besprechung der Rollkurven 
nicht eingegangen werden, wie ja auch von der Konstruktion der Punkt
bahnen kein Gebrauch gemacht wurde. Allc diese Kurven erfordem 
umstăndliche Konstruktionen, sie erhalten oft und gerade fiir die ge
brăuchlichen Maschinengetriebe cine hochst komplizierte Gestalt mit 
unendlichen Ăsten und Asymptoten und haben dabei fiir die dynamischc 
Untersuchung, auf die es hier hauptsăchlich ankommt, gar keine Bedeutung. 

366. Bewegungsdiagramme der Schubkurbel. In Fig. 656 beschreibt 
der Endpunkt A der Stange A .6 = l um ~X den Kreis a, wăhrend der 
andere Endpunkt B die Gerade o beschreibt. Es sollen fiir diesen Punkt 
(Kreuzkopf der Schubkurbel) das v-s- und das b-s-Diagramm fiir cine 
Umdrehung von A gezeichnet werden. 

Der Kreis a wnrde in 16 gleiche Teile geteilt und fiir alle Lagen des 
Punktes A die in den :Fig. 115 und 118 mitgeteiltcn Kon::;truktionen 
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VO!l VB unu bB wiederholt. Dabei wurde angenommcn, dail VA konstant 
ist und durch elen Kreishalbmesser A 2! gemessen wird; dann ist auch 
bA konstant und wird ebenfalls durch den Halbmesser gemessen (Normal
fali). Urn an die Konstruktionen zu erinnern, sei fi.ir die Stellung 2 des 
Punktes A: \)( 2 i 1 A B gezogen; dann ist B 2 die um 90° gedrehte Ge
schwindigkeit vB; in dieser Weise wurde das orthogonale v-s-Diagramm 
punktweise gefunden; es ist eine ovale Linie, die in der Weg-Achse Os 

8 

Fig. 656 und 656a. 16 

eine Symmetrale besitzt. Fiir zwei Stellen von A, nămlich O und 8, 
wird v B = O; diese Stellen B0 und B 8 sind die Totlagen des Kreuzkopfes 
B; in ihnen kehrt er seine Bewegung urn. Die nach links gerichteten Ge
schwindigkeiten vE wurden von Os nach abwărts aufgetragen, die nach 
rechts gerichteten nach aufw~irts. 

Ist die Stange A B unendlich lang, so geht das ovale v-s-Diagramm 
in einen Kreis i.iber, dcr dem von A beschriebenen Kreise kongruent ist. 
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Verlăngert man BA bis zum Schnitte M mit ~(4, HO istM~( ebenfalls 
die gedrehte Geschwindigkeit vn des Kreuzkopfes. Dreht man M~( 
um m nach am, so erhălt man einen Punkt G des polaren Geschwindig
kei tsdiagramms. 

Um das orthogonale s-t-Diagramm zu erhalten, zeichne man in O 
die Zeitachse Ot senkrecht zu Os und trage auf Ot beliebige gleiche Teile 

auf; wăhlt man diese z. B. gleich den Bogenlăngen Oi = î2 = 23 = .... 
auf dem Kreise a, so bedeuten diese gleichen Strecken jetzt die Zeit, 
die bei / 6 einer Umdrehung von A vergeht. Zieht man durch diese 
Teilungspunkte Parallele zu Os und projiziert auf sie die zugehărigen 
Stellungen des Kreuzkopfes, so erhălt man das gewiinschte s-t-Diagramm, 
das fiir cine halbe Umdrehung gezeichnet wurde. 

Die Konstruktion des b-s-Diagramms zeigt Fig. 656a. Um fiir die 
Stellung 2 von A die Beschleunigung des Kreuzkopfes zu finden (vgl. 
Fig. 118), suche man zunăchst M wie friiher, ziehe M N 11 b bis zum 
Schnitte N mit mA, N R ...L b bis zum Schnitte R mit A B, endlich 
R{J ...LA B bis zum Schnitte fJ mit b. Dann ist fJ m die Beschleunigung b B· 

Trăgt man sie in B senkrecht zur Bewegungsrichtung auf, so erhiilt 
man in 2 einen Punkt des orthogonalen b-s-Diagramms. Die Kon
struktion wurde fiir die Kurbelstellung 6 wiederholt. Fălit der Punkt fJ 
rechts von m, so ist die Beschleunigung positiv, sonst negativ. Die posi
tiven Beschleunigungen wurden nach aufwărts, die negativen nach ab
wărts aufgetragen. 

Die Stelle, an der das Diagramm die Achse Os schneidet, also b B = O 
wird, ist identisch mit der Stelle, an der vn einen Gră.Btwert erreicht 
(vgl. Fig. 577). 

Fiir die zweite Hălfte der Umdrehung von A, d. h. fiir den Riick
lauf des Kreuzkopfes B, erreichen die Beschleunigungen die gleichen 
Werte wie bei dem Hinlauf, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. 

Fiir die Lagen O un.d 8 des Punktes B (Totlagen) liegen die Punkte 
m, A und B in einer Geraden und die angegebene Konstruktion der 
Beschleunigung versagt. Man bedient sich dann der in Fig. 119 mit
geteilten Konstruktion. Man trăgt o w~ und 8 w II gleich dem Kurbel
halbmesser r senkrecht zu b auf und verbindet B0 mit W I und B8 mit 
Wn; die Schnittpunkte VI und Vn dieser Verbindungslinien mit ~(4 
geben dann die Beschleunigungen in den Totlagen, und zwar mvi = b0 

und mvn = bg. 
Zieht man in irgend einem Punkte des v-s-Diagramms, z. B. 6, 

an dieses die Normale und sucht deren Projektion auf die 0-s-Achse, 
so ist diese Subnormale gleich der Beschleunigung (vgl. Fig. 581). 

Man kann das b-s-Diagramm angenăhert durch cine Parabel ersetzen. 
Dariiber findet man năhere Angaben in J. Radinger, Dampfmaschinen 
mit hoher Kolbengeschwindigkeit, 3. Aufl., S. 24, und M. Tolle, Die 
Regelung der Kraftmaschinen, 2. Aufl., S. 34. 
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367. l(onstruktion der Geschwindigkcit und Beschleunigung dcr 
Schubkurbel ohne Beniitzung dcr Schubstange. Die Konstruktion der 
Geschwindigkeit und der Beschleunigung des Kreuzkopfes der Schub-
kurbel wird unbequem beigrol3er ,, 

C(J 
Lănge der Schubstange A B = l. 

Man kann dann mit V orteil 
die Konstruktionen beniitzen, 
die von L. Feigl in seiner Ab
handlung: "Die Ermittlung der 
Bewegungsverhăltnisse von Kur
belgetrieben", Zeitschr. f. Math. 
u. Physik 1910, 58. Bd., ange
geben wurden (Fig. 657). 

Es sei A 9l = r eine beliebige 
Stellung der Kurbel unter dem 

Winkel cp, A B = l die Schub
stange (Lenker) unter dem 
Winkel '!/); BF = vB die um 
90° gedrehte Geschwindigkeit 
des Kreuzkopfes nach der bis
herigen Konstruktion. Fiir den 
Kurbelwinkel 180°-cp sei A' 
die Lage des Kurbelzapfens, B' 
die Lage des Kreuzkopfes und 
B'F' = v B, die um 90° gedrehte 
Geschwindigkei t. 

~- r2 
Man mache O~ = l , ziehe 

OD !: ~A, DE_!._ 9lB bis zum 
Schnitte E mit dem Kurbel
kreise und verbinde A mit E; 
der Schnittpunkt B 1 von AE 
mit 9LB ist der um l nach 
links verschobene Kreuzkopf B. 
Denn die Dreiecke ~A B und 
O~D sind ăhnlich; beide ent-
halten den "\Vinkel cp und es ist 

--- -~ r2 
O~:llLD=l:r=r:l 

=~A: lllB. 

Es ist also 1-: OD~ = '!/) und auch ,~~ D~A = '!/) und somit 

-' DE A = '1jJ <' A B B = 90° - "P_ · somit A B B 1 ein gleichschenkliges 
~ 2' ~ 1 2' 
Dreieck, d. h. BA= BB1 . Da jedoch Bc1 die um l nach links verschobene 
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Totlage B0 des Kreuzkopfes ist, so bedeutet B0B = B 01 B1 = s den 
Weg des Kreuzkopfes fiir den Kurbelwinkel ţp. Man kann auf diese Weisc 
den Weg des Kreuzkopfes zeichnen, ohne die Schubstange A B zeichncn 
zu miissen. 

Verlăngert man DO bis zum Schnitte E' mit dem Kurbelkreise und 
verbindet A' mit E', so ist der Schnittpunkt B 1' der um l nach links 
verschobene Kreuzkopf B', der zu A' gehi:irt. Denn es ist 

..g:A'~D = l80°-2ţp-'!ţ', ..g:A'E'D = 90°-ţp-l ..g:: B1'0E'= cp, 

..g:~XB1'A'=90°-{=,g::BB1 A, somit .A.EJ;_ gleich und parallel mit 

A'B~; dann ist auch A' B' B/ ein gleichschenkliges Dreieck und 
B' A'= lYB--;'. Es ist also B/ der um die Lănge l nach links verschobene 
Kreuzkopf B', und B 0 B' = H0~./J;_' = s' sein Weg. 

Verbindet man nun die Punkte E und E', dann schneidet diese 

Ger ade die Fiihrung vin ~1 ; es ist dann ..g:: ~1 B1 E = '):: B B1 A = 00°- ~; 
ferner wegen ,g:: D~A =~DE'= ~E'D ='!ţi : ..g:: D~(E' = 180°- 2'!ţl 

und <)::A~E'=l80°-'!ţl, ..g:AEE'=90°-~-, somit <t~(~{1E=vJ 
und ~1 E '1l A B. Nun sind die Dreiecke ~{E'~1 und ~L4' B' kongrucnt; 

M 
Fig. 658. 

denn dic ~eiten IJJ.JJJ' und ~A' sind gleich, es i~:~t ferner der Winkel "P in 
beiden Dreiecken zu finden und der Winkel ţp- '!ţi bei ~ sowohl wie bei A'. 
Dann ist aber ~ ~1 = A' E' = l, d. h. ~1 ist der um l nach links ver
schobene Mittelpunkt. Dann ist aber ~1E'E die um l nach links ver
~:~chobene Gerade ~F'F. Errichtet man somit in B 1 und Bt' die zu v 
senkrechten Strecken B1F 1 und B~'F~' his zur Geradcn EE', so sind 
dicse beiden Senkrechten die gedrehten Geschwindigkeiten vB und v n' 
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fiir die Lagen B und B' des Kreuzkopfes. Oder, zieht man IJXJ li EE', 
so ist auch AJ = vB und JG = vB', weil JG = HJ = vB' ist. 

Auch die Beschleunigung des Kreuzkopfes kann man konstruieren, 
ohne die Schubstange zu zeichnen. In Fig. 658 wurden wieder die 
symmetrischen Punkte A und A' auf dem Kurbelkreise angenommen 
und die Punkte B 1, B 1' und F 1 , F/ wie friiher konstruiert. Zieht man 
B 1 N 11 A~( bis zum Schnitte N mit EEv so ist B 1F 1 N das gedrehte 

CeRchwindigkeitsdreieck; es ist B1F1 = v B> B1N = vA> NF~ = v BA 

1111d ~1\ B~N + NF1 oder VB-'=VA + vBA-

Zeichnet man nun 1\Q 1! (J biR zum Schnitte Q mit B1 N, Q P ..L (1 

hiR r,um 1-\ehnitte P mit EE', so ist 
---- 2 

NP: l'~ ... V = NQ: 111 N = F1 N: N'tt1 odcr NP = !~ .. 
N9X1 

Nun ist aher .F;N = vBA und N~l~ = l, weil das Dreieck NIJ19l1 

dem Dreiecke B 1 AB in Fig. 657 kongruent ist; die beiden Dreiecke 

haben namlich parallele Seiten und iiberdies ist N9t =ABI. ER bleibt 
somit 

:b'allt man m J> <lie Gerade P Il ..LE E' hi::; l':um Schnitte li mit u, 
so i st B 1 ll --~ N + N P + P li 

odcr 

denn l1A wird wie vA durch die Lange r der Kurbel gemessen. AlRo ist 
H;H = b 11 . In gleicher \Veise ist fiir die l\Weite Lage B' des Kreul':-

kopfeR: li.'}J B~'N + N P + P li 

und El'li = bB'· 

(V gl. dmnit dic Konstruktion von b B in Fig. 118.) 

Uie Gerade F 1 H ist Normale des Geschwindigkeit-Zeit-Diagramms 
in F 1 und somit die zu F 1li senkrechte Gerade t cine Tangente dieses 

l>iagramms (vgl. :Fig. 581). 

Die Konstruktion kann auch so gefiihrt werden, dal3 man 

F~'M = IJ;)\'= vB' 

auftrăgt und M mit B 1 verbindet; diese Gerade schneidet EE' in P. 

Oder man errichtet F 1' K ..LE E', sucht den Schnittpunkt J dieser 
Senkrechten mit o und iibertriigt F 1'J = J K; dann geht die Verbindungs
linie KF1 durch elen Punkt H, wodurch 1311! = bB und B/H = bn' 
bestimmt sind. 

Auf audere Kom;truktionen zu gleichem Zwecke soll nur verwiesen 

wcrden. Sic findm1 sich in: 



654 Dic Bcwcgung in dor :l.eit. 

R. Schorch, Kolben- und Schieberdiagramm, Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing. 1876, S. 403, mit der Verallgemeinerung von 

L. BaudiB, Beitrăge zur zeichnerischen Ausmittlung von Steuerungs
getrieben, Dinglers Polyt. Journal 1907, S. 417. 

Ferner Chr. M iiller, Dber neuere Schieberdiagramme, Civilinge
nieur 1861, S. 347, und 

A. Gold berger, Genaue Konstruktion der Schieberdiagramme, 
Dinglers Polyt. Journal 1905, S. 451. 

--::.:-_......_,-.:_ 
------ ------

15 

Fig. 659. 

368. Bewegungsdiagramme des Kreuzkopfes der gesehrănkten 

Sehubkurbel. Ein etwas allgemeinerer Fall ist die Bewegung des 
Kreuzkopfes B der geschrănkten Schubkurbel (Fig. 659). Hier wurden 
die Diagramme v-s und b-s unter den gleichen Voraussetzungen gezeichnet 
wie in Fig. 656. 
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Es ist also die Kurbt>l Am sowohl das MaG der konstanten Ge
schwindigkeit vA> wie aueh der konstanten Beschleunigung bA. 

Die Konstruktion des v-s-Diagramms erfolgt in der gleichen Weise 
wie friiher; es besitzt jedoch keine Symmetrale mehr. Die Totlagen 
des Kreuzkopfes B sind wieder jene, in denen die Punkte m, A und B 
in eine Gerade fallen; es sind nicht mehr die Punkte, die zu den Kurbel
stellungen O und 8 gehoren, sondem entsprechen den Punkten 1 und Il 
des Kurbelkreises. 

l<'ig. 660. 

Die Konstruktion des b-s-Diagramms erfolgt wie in l!'ig. 117. 
Um z. B. fiir die Lage 2 die Beschleunigung zu finden, verlangere 

man A B bis zum Schnitte M mit m 4, ziehe M N 11 m B bis zum Schnitte 
N mit mA, N R 11 m 4 und R{J ..L AB bis zum Schnitte {3 mit ma; dann 
ist {3 m die gesuchte Beschleunigung b B· 

Fiir die Totlagen versagt diese Konstruktion. Um fiir diese die Be
schleunigung zu konstruieren, errichte man in 1 die Senkrechte auf 
1}(1 und maehe 1 WI = r, verbinde WI mit der entsprechenden Totlage O 
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des Kreuzkopfes und bringe dicse Verbindungtdinic mit 12! V1 il 1 W r 
zum Schnitte. Dann ist 12! V1 die Besehleunigung von B in scin0r iiu13cren 
Totlagc. Ebenso findet man aus 11 W II = r die B0sehlcunigung 2( V II 
fiir die innere Totlage. Das b-s-Diagramm fiir den Hingang (1 iiber 2 
nach II) ist nicht symmetrisch zu jenem fiir den Riicklauf (II iiber 10 
nach 1). Die beiden Diagramme sehneiden dic Achse Os an zwei ver
schiedenen Stellen. Im Punkte 5 des v-s-Diagramms wurde an dieses 
rlie Normale gezogen; die Su bnormalc iKt wieder die Beschleunigung. 

Fig. 660a. 

369. Bewegungsdiagramme der Doppelkurbel. In Fig. 660 wcrden 
die Endpunkte der Stange A B auf zwei Kreiscn mit den MittelpunktPn 
12! und \B gefiihrt (Fiihrung der Doppelkurbel). Die Gr613enverhăltni:,;se 
sind derart gewăhlt, daf3 sowohl A wie B volle Umlăufe machen ktinnen. 
Uber die Bedingungen hiefiir sci verwiescn auf L. Burmester, Kim·
matik, S. 283, oder F. GrashoÎ, Theoretische Maschinenlehre, II. Bd., 
S. 113. 

Es soll ferner wiedcr der Normalfall vorausgcsetzt werden, daf3 
sich A gleichHirmig bewege und sowohl vA wie auch bA durch die Liingc 
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A 1)( gcmcssPn wPnk. Dann kmm d.ie Bewcgung vun A al:; Zcitmcsser 
bt'niitzt wcrden; auf d0n Adu·wn Ot <ler BcwPgung;.;-Diagrammc (Fig. 660a) 

wurden tatsiiehlieh statt <kr ZPitPn die WPge (Ji, Î2, 2'3:,. . . . de,; 
Punktes A aufgetragen. 

Fur s0chzehn StPllungen de8 Punktcs A wurdcn dic gleiehbczeichneten 
Stellungen von B auf sl'inem Kreise festgestellt und die Wege von B 
liber den Punkten 1, 2, :3, ... dcr un teren Achse Ot in halber GrăBe 
aufgetragen. Dadurch erhălt man <las orthogonale s-t-Diagramm des 
Punktcs B. Verbindet man den ersten Punkt o dieses Diagramms 
mit desscn letztcm Punkt 16 durch cine Gerade, so stellt diese das s-t
Diagramm fiir gleichfărmige Bewegung dar. Die Abweichungen des 
s-t-Diagramms von dieser Gcraden stellen <las Voreilen und Zuriick
bleiben des Punktes B dar. 

Um das orthogonale Geschwindigkeit-Zcit-Diagramm zu zciehnen, 
wurde in jeder der sechzehn Stellungen des Punktes B in Fig. 660 die 
Gesehwindigkeit vB konstruiert (vgl. Fig. 104). 

So wurdc z. B. fiir die Stcllung6: 12(6 il A B gczogcn bis zum Schnitte 6 
mit B\S; dann ist B6 die gedrehte Gesch windigkeit v B; sie wurde vom 
Punkte 6 der unterPn Achsc Ot aufgctragen und so punktweise das 
v-t-Diagramm gezcichnet. Ebenso wurden von der oberen Zeitachse 
Ot die Beschleunigungen aufgetragcn, und zwar nur die Tangential
beschleunigungcn der Bewegung, da nur diese auf die Geschwindigkeiten 
veriindernden EinfluB habcn. 

Beziiglich der Konstruktionen der Beschleunigungen sei auf Fig. 108 
verwiesen. Fur die Stellung 6 der Stange A B gestaltet sich hienach 
die Konstruktion von b R in folgender Weise: der Schnitt O von A lll 
und B~ ist der Drt>hpol; man ziehe \8 S Il lllA, b T lllllA, Tf30 11 86, bN 11 OT, 
N/)1 LH{, 9f{31 1;AB; {30{3-1-B\B, {31 f3...l_AB; dann ist Bp~~bB und 
fl0fi - t B die Tangentialbeschleunigung von B. 

In el ieser W cise wurde t B fUr allc sechzehn Lagen konstruiert und 
von Ot aus aufgetragen, und zwa.r die positiven Beschleunigungen nach 
aufwiirtt;, die nega.tiven nach abwărts. Wo es erforderlich war, wie 
fiir die Stellen grăBtcr Beschleunigung, wurde die Konstruktion auch 
fiir Zwit-:chenlagen ausgefiihrt. 

DPr Zusammenhang der Diagramme ist bekannt (vgl. Fig. 577). 

Dit' StPllen, an denPn vB einen grăBten o<ler kleim;ten Wert annimmt, 
Rind jmw, fiir wdche das Bn;chleunigungsdiagramm die Zeitachse 
s<·hrwi<let. 

Die Umdrehung der Punkte A und B stellt cine Periode der Bc
wegung vor. E::~ miissen abo fur· <lie StellPn O und 16 nicht nur die Wertc 
von v R und t 11 die glt>ichen sein, .sondern aueh die Tangt>nten an jPdes 
dPr hei<h'n Diagmmmc <liP glt>i<'lw Ri<"ht.nng habt>n. 

\V ittPH ha liPI', l>yua111ik. 42 
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370. Aufgaben. 

146. Die Bewegung des Syskms A B erfolgt dera.rt, daH sieh A auf 
einem Kreise bewegt, dessPn Halbmesser gleich A B ist, und B 
auf einer durch %{ gchenden Geraden. Es ist das v-s- und b-s
Diagramm des Punktes B zu zeichnen, wenn vA und bA durch 
die Lănge A%{ gegeben sind (Fig. 661 ). (B('\n'gung dPr glt>ich
schenkligen Schubkurbel). 

8 

11 

~. 
-? 

b 

{)[ !/: a. 

Fig. 661. Pig. 662. 

r:J 
8 

Pig. 663. l<'ig. 664. 

147. Die in 369 geschilderte Losung ist anzuwenden auf clic Bewt>gung 
cler Stange AB, wenn AB = 121.58 =a, A%r = B\f) = b ist 
(Fig. 662). (Bewegung der Antiparallelkurbe).l 

148. Die in 369 mitgeteilte Methode ist auf elen speziellen Fall anzu
wenden, wenn AB = B'i8 =a, Allt = \Jt'i8 = b ist (Fig. 663). 

149. Die Gerade g dreht sieh gleichformig um den festen Punkt O 
und einer ihrer Punkte A besehreibt die feste Gerade a. Es ist 
das v-t-un el b-t-Diagramm des Punktes A zu konstruieren (Fig. 664). 



XXXVII. Bewegungsgesetze der veranderlichen 
lUasse eines Punktes. 

371. Die veranderliche Masse in der Astronomie und Relativitlits
theorie. So sehr es dem Empfinden und der Vorstellungskraft des 
Ingenieurs widerstrebt, Masse als etwa.s hinzustellen, was sich wăhrend 
der Bewegung verăndert, so muB doch zugegeben werden, daB der 
Begriff der verănderlichen Masse in gewissen Făllen unabweisbar ist. 
Es gibt Fragen, bei deren Beantwortung man ohne weiteres zu diesem 
Begriff gefiihrt wird; man ist dann genotigt, mit der gewohnten Vor
stellung einer unverănderlich bleibenden Masse des bewegten Korpers 
oder Punktes zu brechen. 

Am sinnfălligsten trifft dies bei einigen Problemen der Astronomie 
und der technischen Mechanik zu, bei denen es sich um die Bewegung 
von Korpern handelt, die unterwegs neue Masse aufnehmen oder alte 
Masse abgeben. Zuerst waren es daher die Astronomen, die sich mit 
der Bewegung der verănderlichen Masse beschăftigen und ihre Gesetze 
ergriinden muBten; man sehe z. B. die. Abhandlung von J. Mescht
scherskij, Dynamik des Punktes mit verănderlicher Masse, 1897 
(russisch; im Auszug im Jahrbuch fiir die Fortschritte der Mathe
matik, 28); hier werden auch Abhandlungen iiber diesen G()genstand 
von A. Cayley, H. Gylden, H. Seeliger erwăhnt. 

~'emer sollen angefiihrt werden: 
Lehmann-Filhes, Zentralbewegung bei Massenverănderung pro

portional der Zeit (Astronom. Nachrichten, 34, 1879/80). 
J. Mesch tscherskij, tfber die Integration der Bewegungsglei

chungen im Problem zweier Korper von verănderlicher Masse (Astronom. 
Nachrichten, 59, 1902). 

E. Stromgren, tfber dic Bedeutung kleiner Massenănderungen 
fiir die Ne wtonsche Zentralbewegung (Astronom. Nachrichten, 163). 

E. und F. Cosserat, Sur la dynamique du point et du corps in
variable, dans la systeme energetique. Comptes rendus 140. 

In der modernen Relativitătstheorie spielt die Verănderlichkeit der 
Masse ebcnfalls eine wichtige Rolle. 

So hat A. Einstein in einer seiner Abhandlungen (Annalen der 
Physik, 18, 1905) gezeigt, daB die Maxwellsche Elektrodynamik in 
Verbindung mit dem Energieprinzip und dem Relativitătsprinzip zu der 

42* 
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Folgerung fiihrt, uaH die Masse eines Kijrpers hei Ănd.erung seim•r 
Energie sich ebenfalls ăndere, weleher Art auch jene Energieănderung 
sein moge; es entspricht einer Energieănderung LI L cine gleiehsinnige 

Ănderung der Masse LI~ , worin c die Lichtgesehwindigkeit bedeutet. 
c 

Die Bewegungsenergie eines materiellen Punktes von der Masse m 
und der Geschwindigkeit v ist nicht mehr t mv2 , wie in der ldassischen 
Mechanik, sondern 

L =-V--mc~v2; 
l----c2 

nimmt der Punkt wăhrend seiner Bewegung von auBen die Energie LI L 
auf (von einem mit dem Punkt bewegten Koordinatensystem aus be
urteilt), so erfăhrt. seine Energie die Zunahme: 

LIL 

-vl-::-' 
die geănderte Energie ist dann 

( m + -~cLz----) c2 
mc2 +LI L mlcz 

-vl~ ~: = ---v~= ~;--- = v; =-~;· 
worin m1 = m + LI ~ die durch die Energieaufnahme geănderte trăge 

c 
Masse des Punktes ist (vgl. auch Einstein, Dber die spezielle und die 
allgemeine Relativitătstheorie, Sammlung Vieweg, 38.) 

In seiner Abhandlung: "Zur Dynamik bewegter Systeme" (Berlin. 
Ber. 1907) findet M. Planck, daB die Masse jedes Korpers von der 
Temperatur abhăngt. 

372. Die veranderliche Masse in der technischen Mechanik. W esent
lich einfacher sind die Probleme der technischen Mechanik, in denen 
die verănderliche Masse eine Rolle spieit. Hierher gehoren u. a. die 
Bewegung eines Wagens, welcher Masse durch Abstromen von Sand 
oder Wasser stetig verliert oder von dem sich plOtzlich ganze MassPn 
Iosen; ferner die Bewegung eines Luftschiffes, das Ballast auswirft; 
die Bewegung einer Kette, die sich auf dem Boden aufhăuft; die Be
wegung einer Rakete u. dgl. m. 

In der technischen Literatur sucht man vergeblich nach Arbeiten 
liber Probleme dieser Art. Nur in Routh, Dynamik der Systeme 
sta.rrer Korper, I. Bd., findet. man einige darauf bezug nehmende Be
merkungen, wie auch in einer Abhandlung von Piarron de Mondesir: 
"Sur la force, le principe d' Alemhert., etc." (Memoirt•s e>t. Comptt~R re>ndus 
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dt•s traveaux de la societe des Ingenieurs civils 1887), welche Arbeit 
jedoch Fehler enthălt. 

Auch Resal behandelt in seinem Traite de mecanique generale, 
'r. I, p. 339, eine hierher gehorende Aufgabe, kommt jedoch ebenfalls 
zu Pinem unrichtigen Resultat. 

Es ist also jedenfalls der Miihe wert, die Bewegungsgesetze der 
verănderlichen Masse mit Riicksicht auf ihre Verwendung in der tech
'nischen Mechanik năher zu erortem. 

Grundsătzlich verschit•d~:>n von dor ebcn erwăhnten, wirklich statt
findenden Verănderung ist jene, dic wir bei der Bewegung eines gefiihrten 
~ystPms oder einPs Getriebes kt>nnen lPrnen werden. Hier wird die Masse 
aller bewt•gten Tt>ile naeh einem bestimmten Grundsatz naeh einem be
sonders ausgeze.ichneten Punkt reduziert; diese hier zusammengezogene 
Masse ist natiirlieh von <kr jeweiligen Stellung des Systems oder des 
~triebes abhăngig, :,;ie iindert sieh also mit die:,;er St<>llung, sic ist eine 
vPrănderliehc PunktmaHHe, die jedo<'h nieht wirklieh besteht, sondem 
nur vor g P s te Il t und bPn·chm>t wird. Diesc Verănderung der Mas se 
ist stpt.ig, W<'nn die Bewegung des Getriebe:,; es ist; sie kennt keine plotz
liche Storung, keine sprunghatte Zu- oder Abnahme. 

Es sollt>n im folgtmdPn zm>rst die Bewt>gungsgesetzc der wirklieh 
veriinderlichen Ma:,;se bc:,;proeht•n und auf einige Bei:,;piele angewendet 
werden. Sodann sollen dic fiir die graphische Dynamik wiehtigeren 
Bewegungsgesetze der gedach ten verănderlichen Masse erortert 
wcrden. Beidc Gebiete haben, so verschiedt>nartig sie sind, doch gemein
.same BeziPhungen, die wohl dazu dienen konnen, das Wesen dieser 
Bcwegungen zu bPleuchten. 

373. Wirkliche Anderung der bewegten Masse. Der Satz vom Antrieb. 
EH sei M cine in fortschreitender Bewegung begriffene Masse, v ihre 
Geschwindigkeit, P cine ·in Richtung der Bewegung auf M wirkende 
Kraft, dt ein kleincs Zeittcilehen; dann ist die Beschleunigung der 
Bewegung 

und 

dv 
li= 

dt 

Jll · dv ~ .M b · dt . . . 211) 

~o lange mau es mii l'iner konstanten Masse zu tun hat, ist P = M b 
und somit 

d (M v) = P · dt . . . . . . . . . . 212) 

Man bezeiehnet das Produkt Mv als die BewegungsgroBe der 
:Masse M; ist M v0 ihr Wert zu Beginn der Bewegung, so wird Gleichung 
212 nach Integrati ou die Form annehmen: 

t 

Mv- Mv0 = j P · dt ........ 213) 
o 
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Man nennt P · dt den An trie b der Kraft P im Zeitteilchen dt; dann 
sagt Gleichung 213 aus, daB die Ănderung der Bewegungsgr6Be gleich 
dem Antrieb der Kraft in derselben Zeit ist. 

Dieses durch die Gleichung 213 dargestellte Gesetz ist in der Mechanik 
der konstanten :Ma.ssen als der Satz vom Antrieb bekannt. 

374. Das dynamische Grundgesetz. Tritt zu der :Masse M im Zeit
teilchen dt eine kleine Masse dM mit der Geschwindigkeit v' hinzu, 
so wird die Bewegungsgr6Be um dM · v' vermehrt und Gleichung 212 
verăndert sich in 

d (M v) = P · dt + dM · v' . . . . . . . . 214) 

eine Gleichung, die von Routh in seiner "Dynamik der Systeme starrer 
Korper" (Deutsche Ausgabe, Bd. 1, S. 273) angegeben wurde. 

Geschieht die Zunahme oder Abnahme der :Masse derart, daB die 
hinzutretende oder sich abl6sende :Masse die gleiche Geschwindigkeit 
wie der Korper selbst besitzt, so ist v' =V und Gleichung 214 wird 

M · dv+v · dM=P · dt+v · dM, 

eine Gleichung, die wieder mit 211 tibereinstimmt. In diesem Falle 
gilt also das dynamische Grundgesetz Gleichung 179 

p 
b=M 

auch ftir die verănderliche :Masse. 
Ist hingegen v' nicht gleich v, so wird Gleichung 214 

M·dv+(v-v')dM=P·dt... o •• 215) 

und die Beschleunigung 

dv P , 1 dM 
b = di = M - (v- v) M- · dt ; 

ds 
setzt man noch v = - - so wird schlieBiich 

dt' 

P ') dM - (v-v V· 
ds 

b = ------- M------ o • o •• 216) 

Hier gilt also das dynamische Grundgesetz nicht mehr, sondern 
es muB die Ănderung der :Masse nach dem zurtickgelegten W ege s be
rticksichtigt werdeno 

Man kann dieses Resultat auch auf anderem Wege erreichen, wenn 
man das Arbeitsprinzip verwendet und die Gesetze des StoBes zu Hilfe 
nimmto 

Zu Beginn des Zeitteilchens dt, wenn die Masse M sich noch nicht 
verăndert hat, ist ihre Bewegungsenergie t M v2 ; die Bewegungsenergie 
der hinzutretenden :Masse dM ist j dM · v'2 ; am Ende des Zeitteilchens 
dt ist die Energie der vereinigten :Masse: i (M + dM) · (v '+ dv)2

o Nun 
treffen aher nach unserer Voraussetzung die Massen M und dM mit 
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unglcichcn Geschwindigkeiten v und v' zusammen, um nach dem Zu
sammentreffen ihren Weg mit der gleichen Geschwindigkcit v + dv 
fortzusetzen; dies ist aber das Kennzeichen des unelastischen StoBes, 
bei dem die Bewegungsenergie 

d Il' 1 M · d M , 1 M , 
"-'l = 2 · M+-(iM (v - v )2 = 2 d · (v - v )2 • 217) 

verloren geht. Das Arbeitsprinzip liefert dann folgenden Ansatz: 

Bewegungsencrgie am Ende - Bewegungsenergie am Anfang + Energie
verlust durch StoB = Geleistete Arbeit 

oder 

t(M +dM)(v +dv)2 - tMv2 - ~dM·v'2 + i-dM(v-v')2 = P · ds. 218) 
woraus d (Mv) =P · dt + dM · v' 

iibereinstimmend mit Gleichung 214, woraus sich wieder Gleichung 216 
ergibt. 

375. Anwendungcn. 
1. Ein Wagen, der mit Wasser oder Sand gefiillt ist, bewegt sich 

auf einer horizontalen StraBe, deren Widerstandszahl "' gegeben ist. 
Durch einen Scha.den des Wagens vermindert sich seine :Masse gleich
fOrmig, so daB sie 

M = M 0 - kt 

gesetzt werden kann, worin M 0 der Anfangswert der :Masse. (fiir t =O) 
ist. Da die abflieBende Masse dieselbe Geschwindigkeit besitzt wie 
der Wagen, so ist v' = v; Gleichung 214 wird dann 

d (M v) = - "'G · dt + dM · v, 

wenn G <las verănderliche Gewicht des W agens ist. Es bleibt 

M · dv = - "'G · dt 

oder 
dv G 

b = dt = - X M = - "'g. 

Dicselbe Bewegungsgleichung besitzt aber auch der Wagen, der an 
Masse nichts verliert. Hier ăndert also die Verănderlichkeit der Masse 
nichts an der Bewegungsgleichung. 

2. Wenn eine brennende Rakete emporsteigt und hierbei an Masse 
verliert oder wenn ein Luftschiff seinen Ballast abwirft, so ăndert sich 
ebenfalls und aus dem gleichen Grunde die Bewegungsgleichung nicht. 

3. Der unter 1. behandelte Wagen, der jetzt keinen Schaden auf
weisen wiirde, erhălt wăhrend seiner Bewegung aus einem in Ruhe 
befindlichen Rohre gleichformigen ZufluB von Masse. Dann ist 

M=M0 +kt. 

Findet diesPr Zuflul3 in vcrtikaler Richtung statt, so ist in Richtung 
der Bcwegung v' = O und Gleichung 214 wird: 

d (M v) =- "'G · dt =- "'g (M0 + kt) · dt; 
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integriert man diesc Gleichung, so crhălt man 

t (. J ) Mv- M 0 v0 =- xg J (1110 + kt) · dt =- xg .M0 t + 2 kt2 

o 

und M0 1 ( Mo) v = M v0 - 2 xgt l + M . 

Die Zeit, wclehc bis zum Stillstand des Wagens vcrgeht, i::>L mii v = O: 

'1' = M o [ 1 / ~-; ~ v~: _ 1 l 
k V xgM0 J' 

wăhrend :;ic ohne Vcrmehrung dcr Masse, also fUr k =O, dcu \Vert 

'1' = Vo. annehmen wiirde, wie man aus l. entnehmcn kann. 
xg 

4. lJbcr cine Holle mit horizontaler Aehsc ist Pin Faden gPlegt 
(l~ig. 665), dessen eines Ende da~:; Gewicht (J = M r1 triigt, wiihreml das 
anclere Ende an einer ebenso ;;ehweren Kette bdPstigt ist, die zum 
Teil auf ciner horizontalen Ebenc liegt. Man crmiHlP die Ge-

Fig. 665. 

schwindigkcit v, mit wcleher das Gewieht () :;ich bc
wegt. 

Ist x die Lănge des bereit,.; emporgehobt·m·n :::liiick<·s 
cler Kette, fl seine Masse fUr diP LiingPiwinhPit, so iHt, 
wenn man von der Mas::;e cler Holle abHicht, nach 

G Gleichung 214 
d [(M + flX)v] = (M- ţtx) g · dt, 

weil die Geschwindigkeit v' der m·u hinzukmlmlen<ll'n 
Kettengliecler null ist. :::lducibt man dic::;c Gleidmng 
in dcr Form 

dx dv 
flV dt + (111--j flX) • dt ~ (.Jit -px) · g 

dx 
uncl beaehtet, da/3 v '== --- ist so wird dt , ' 

ţtv2 • dx + (M + px) · vdv ~ (fll- px) · gdx 

die Differentialglcichung der Bewegung. 

Ihre Li:isung lautet, wcnn fiir x = O : v -= O Hl'lll ;;oll: 

2g [ 2 M~ ] 
v2 = 3 2111- px- ·(-~1 )2 . 

fl il +flX 
Hesal hat diese Aufgabc in seinem Traitc de mecaniquc gc'ncrale, 

T. I., p. 339 behandelt; er vergaB jecloch, die Verănderlichkeit der Massc 
zu beriicksichtigen, wodurch das Glied p.x · vdv in dPr Differential
gleichung entfiel. 

5. Die Enden zweier Ketten, deren Massen fUr die Liingeneinheit fl 
und p' sind, werden durch einen undehnbaren, gewichtlosen Faden 
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verbumlcn, der uber cine Rolle lăuft (Fig. 666). Zu Beginn der Bewcgung 
ist die reehte Kette bis zur Hohe l aufgezogen, wăhrend die linke ganz 
auf einer horizontalen Ebenc li~'gt; nach cler Zcit t ist die rechte Kctte 
um z gesunken, dic linke hat sich um z gehoben. 
Es soll clic Bcwegungsglcichung der Kctte mit 
AulkracMla::;sung der Masse d0r Rolle und der o 
'Vidcr,.;tăndc aufgc::;tdlt werden. 

Die bcwcgte Mas:,;e ist zur Zcit 

M = ztt' + (l- z) ft 
uml die bewegcnde Kraft 

P == (l- z) fi!/- zp,' y. 

Auf dl'r linkcn ~eitc kommt im Z"PiUcildll'n 
d 1 die l\Iassc fi.'· dz neu in Bcwegung, ihre An- Fig. 666. 
fangsgeschwindigkcit i;;t v' '= O; auf rlN· reehtl'n 
t:'eik kommt im gkidwn Z"Pitkildwn die Ma;.;se Jt · dz zur Huhc, ihre 
Bewcgung:-;griilk ft dz · v kommt also in Wegfall; die im Zcitteilcheu 
hinzukommemlc .Bewcgung;.;griil.le i::;t denuuwh 

tt' dz · v'- fULz · v = -· flV · dz 

und Uleidwng 214 winl dPnmaeh 

d {[zp' + (l -- z) p] v) cec [ (/ -- z) py -·- Zjt' yj dt --fCV · dz 
odcr 

v2tt' dz + vdv [pl + (ţ.t'- ,u)zJ = y [p,l- (,u + tt')z] dz. . 2l!J) 

Dic lnkgraiion dicser Gkichung licfcrt 

vz = 3 ;tr; ~~~~ll- ;-~~ :fltt'- [ ttl-f- z!~~' ~[t)] )t~} . 220) 

Zu dcnH·wllwn Rl'Hultat nrii.Bte man gdangen, wenn man ;;tatt vom 
Ant.riebsatzc, dcr rlur('h Glcidnmg 214 dargp,;tellt ist., vom Arbcit.:o
prinzip ausgeht. Dann miiBte fUr dio Zeit dt dc'r Am;atz folgendcr
maBPn hingesehrioben werdPn: 

BPwPgungsenergie am Endo - Bewl·gung,.;ew'rgie am Anfang + 
EnPrgicverlwst dureh Sto[J (link::; und roeht.s) = Gclcit:teto Arbeit. 

Die Energie am ]i;ndc von d t i::;t 

t [(z + dz) p' + (l - z - dz) p] (v + dv)2 , 

hingegen dic Energie am Anfang: 

~ [zp' + (l- z) fl] v2 ; 

d0r Energieverlust. durch StoB ist nach Gleichung 217 fUr die linkc 
Kette -~ tt' dz · v2 

und fur dio reehte Kette: 
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Der Ansatz wird also zu lauten ha hen: 

k [(z + dz) Il'+ (l- z- dz) ;t] (v + dv)2 - t [z,n' + (l- z) ,11] v'J + 
+ ~ !l'dz · v2 + ~ pdz · v2=- p'gzdz + NJ (l- z) dz . . 221) 

woraus wicder die Gleichungen 219, 220 entstchen. 

Das vorliegende Prohlem wurdc behandelt von Piarr·on de .1\Ion
d esir in seiner Abhandlung: "Sur la force .... (Memoirm; d.e la :,;oeietc 
des ingenieurs civils, 1887). Auch er wendet das Arheitsprinzip auf 
dic Bewegung der verănderlichen Masse an, unterlaBt aher, clic bei dor 
Veriinderung der Masse auftretenden Sti:iBe zn beriiclu;iehtigcn und 
kommt deshalb zn nnrichtigen lksultaten. So finclct er Glcichung 221 
ohne dic beiden letzten Glieder auf dcr linkt•n Seite, die vom StoB her
riihren; 10ein Resultat lautct: 

• [2ţtl-(;1+-;/)z]gz 
V"= -

pl + (ţl' -- ţl) z 

Sind die beiden Kettcn rechts und links von gleicher Ma10sc, d. h. ist 
fl = Il', so wird Gleichung 219: 

v2 dz + lvdv = fl (l- 2z) dz 

und daraus v2 = 2 g l [ 1 - ; - c - 2t ] , 
wahreml Piarron de Mondcsir in diesem Falle findet: 

6. Ein Zylindcr, der dic:ht iihcr einer groBen Wasserflaehe gclagert 
ist, bildet die Fiihrung eines gut abgedichteten Kolbcns, dcr durch einc 

Fig. 667. 

Kraft P nach aufwărts gczogcn wird (Fig. 667). 
Das W asscr tritt durch die Bodeni:iffnung f in den 
Zylinder ein. Man ermittle die Gesc:hwindigkeit v 
des Kolbens F als Funktion des Kolbenweges x. 

Dic W assermcnge M im Zylindcr ist veriinder
lich; in jedem Zeitteilchen wird sie um 

dM = ţlFdx = pfv' dt 

vermehrt, wenn v' die Einstrcimungsgesdnvindigkcit 
ist. Es ist 

F dx 
v' = v und v =~ - -. 

1 dt 

Bcniitzt man den Satz vom Antrieb oder Gleichung 214, ,;o i;-;t 

d (M v) = (P- 111 g) dt + d M · v' 

odor mit JJ,f =~ Fx;r: 

X • dv2 - 2 v2 • d X ( j - l ) = 2 ( }:1 - .X[J) d J:. . . . 222) 



Bewegungsgesetze der verănderlichen Ma~sc cines l'unktes. 667 

Beniitzt man hingegen ela;; Arbeitsprinzip, so i~;t zu ,;etzen: 
A.nclerung cler Bewegungsenergie + Energieverlust clurch StoD = Ge

leistete Arbeit 
odor 

t (M + dM) (v + dv)2 -t M v2 -t dM ·v'2 + tdM (v' v)2 = ( P-··-M g) · dx, 
woraus wieder Gleichung 222 hervorgeht. 

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet 

,2-2 1 P{ 
V - IJ X 2 F - 31 fl F (F - 1)' 

Der Kolben kommt zur Ruhe, wenn 
P ·2F-:3f 

X= -----
2yF F -f 

geworden i;.;t, worin y = p.g das Einheitsgewicht des Wassers bezeichnet. 
376. Gcdachte Veranderung der bcwegten Masse. Zum Unterschiedc 

von der bisher behandelten Bewegung einer Masse, die wăhrend der 
Bewegung zu- odor abnimmt, sich also wirklich ver1indert, wollen wir 
jetzt annehmen, da13 die Ma.sse des bewegten Punktcs sich nur in der 
Vorstellung verănclert, d. h. die Verănderung der Masse nur gedacht 
wird, ohne daB dicscr Vorstellung eine wirklich stattfindende Verăndc
rung entsprechen wurde. So abstrakt dies klingen mag, werden wir doch 
bald Gelegenheit haben, solche verănderliche Punktmassen in cler 
Dynamik des Systems und des Getriebes kennen zu lernen und hierbei 
wahrzunehmen, daD sich die Dynamik dieser Gebilde auf die 
Bewegung eines Punktcs mit verănderlicher Masse zuruck
fuhren lăDt. Aus diesem Grunde erscheint es notig, diese Bewegung 
einer genauen Untersuchung zu unterziehen. Dahingestellt sei vor
lăufig, wie und auf welchem Wege die Verănderlichkeit der Punktmasse 
zustande kommt. Die Aufgabc lautct dann: 

Ein matericller Punkt, dessen Anfangslagc und Anfangsgeschwindig
kcit gegebcn sind, legt den W eg s auf einer gegebenen geraden oder 
krummen Bahn zuruck unter dem Einflussc ciner verănderlichen Kraft 

1{5=F1 (s); 
die Masse des Punktcs sei gesctzmăBig verănderlich nach der Gleichung 

~m=F2 (s); 

cs ist das Bewegungsgm.;etz des Punktes zu finden. 
377. Das Arbeitsprinzip bei veranderlicher Masse. W enn der Mas~;en

punkt 9Jc im Zeitteilchen dt den Weg ds zuruokgelegt hat, werden sich 
Kraft und Masse um d\Ţ5 bzw. dm geăndert haben. 

Diesc Zunahme an Masse erfolgt aher nicht wie unter 373 plotzlich, 
also ruckweise, sondern stetig; sie erfolgt im Zt>itteilchen dt und durch
lăuft alle Werte der Geschwimligkeit von O bi::; v, liefert also einen Zu
wachs an BewegungsgroDe von -~ v · d~J(; dic Glcichung 214 nimmt 
deshalb hier clic Form an: 
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d (9Jcv) = \jS rlt + ~ v · d~JJl, 
woraus 

9)( · dv + t v · d 9)( = \l3 · dt . . . . . . . . 223) 

odor ~J( · vdv +} v2 • d9)( = s_p · ds, d (t 9J(v2 ) = s_p • d1:1 

und naeh Integration 

' 
-} 9J/v2 - { 9JC0 v02 ~.r \jS • d1:1 ....... 224) 

() 

wenn mit 9)(0 und v0 die Anfang,;werte von 9)( und v b<•zeichnet werdcn. 
Diesc Gleichung 224 it:~t abcr der bekannte Ausdruck fiir das ArbeitR

prinzip (Prinzip der lcbendigl'll Kraft), das somit fur dcrart vcrăndcr
liche Massen ;:;einc Giiltigkcit behiiJt. 

378. Das dynamischc Grundgesctz bei vt•răndrrlichcr lUasst~. Fiir 
die Beschleunigung dl•r veriindcrliehen Punktmas,;e ergibt ;,;idt au;,; 
Glcichung 223 clic Bezi<'hung 

dv _ l ( 1 ,_1 09Ji) v - dt --- ~JJ1 . :ţ.\ 2 ° dt 
odcr 

1 ., rL~_m ) 
V" 

2 d8 . . . . . . . . 22fi) 

ein Aut-~druck fur <liP Bet:~chleunigung, der aueh aut:~ Gleichung 216 hcr
v 

vorgehen wiirdc, wenn dort v' = 2 get:~etzt winl. 

Die Gh·ichung 225 bekhrt un;,;, daB das dynamisdw Grundge;;ctz 
Gleichung 215: 

Kraft 
Boschleunigung = 

lVfassc 

fur die Bewegung <ler verănderlichen Ma;,;He keinc Giiltigkeit mehr besitzt. 
Nur in gewissen Ausnahm;,;făllen wird nămlich 

~ v = '11'.--- ( 

sein, und zwar wenn entweder v =- O ist, al;;o hir den Beginn <kr Bf'
wegung aus l{uhelagen oder an ~tdlen, wo d<·r Punkt ,;eine Bcwegung 
umkchrt; dann aher aueh, wcnn 

d9Jc 
ds = 0 

ist, d. h. bei unvcrănderlicher Masse. 

Es gibt jedoch ein dynamisehes Grundgesetz, wclchcs sowohl fiir 
konstante wie auch fiir verănderliche Masse gilt. Dcfiniert man nămlieh 
als Bewegungsenergie des Punktes mit verănderlicher Massc den Aus-
druck L = t 9Jfv2, 
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rlL 
rl's 

1 d~)( v~ 1 9.!/v d{v 
2 ds r 8 

l dm/ n2 
2 ds 

abo dun:h V t·rgleich mit Glt>ichung 225: 
rlL 1 , 

ds = :ţ.. 

L 
Nennt man 2 ~ IJ'' die spezifische Bewegungsenergie rlPr MassP, 

.:Jt 

so ist 

r! ~ = _! ( ~- L d 9n + 9J/ d L) = . 1 (' ~' _ l v2 d'JJ}_) = b. 
ds ~Jl2 ds ds 9.!1 :lS 2 ds 

8chreibt man alHo das dynamische Grundgesetz in dor Form an : 
dS!. 

b = ............ 226) 
ds 

so gilt es sowohl fiir verănderliche 
letztere ist nămlich einfacher 

als aueh fiir konstante Masse. Fiir 

l L l 
L = 2 111 v2 , 2 = jy{ ~ 2 v2 

dL dv dv 
und -- = v - = · = b. 

ds ds dt 

379. Das vcrăndcrlichc Masscngewicht. Bei den praktischen An
wendungen dor Bewegung einer verănderlichen Masse ist es zweck
măBig, eine GroBe einzufiihren, die wir Massengewicht nennen wollen 
und die durch die Gleichung 

(ij = 9.llg . . . . . . . . . . . . 227) 
definiert ist, worin g die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 

_Die Einfiihrung dieser RcchnungsgroBe geschieht nur aus dem 
Grunde, um bei d('n Anwemlungen die Konstruktionen und Umrech
nungen zu vereinfachen. 

Da das Grundgesetz der Dynamik b = ~ seine Giiltigkeit verloren 

hat, wird (el) nur in gewissen, friiher erwăhnten Ausnahmsfăllen das 
Gewieht der Masse il)/ vorstellen. Im allgemeinen jedoch hat ® keinerlei 
nwehanischc Bcdeutung. E::; ist aueh nicht notig, mit dieser Rechnungs
groBe irgend t•ine Von;tellung zu verbinden; man konnte hochstens 
sag('n, elaH ® da:; Gewid1t der verănderliehen Masse 9.!1 im Ruhczustande 
ist, wenn sich also die Masse nieht mehr verăndert. 

380. Die Heschwindigkeitshohc. Statt. von der Geschwindigkeit v 
<kH vPrănderlidwn Mas8enpunktPH zn Hprt•chen, wt,r<len wir t'H vorziehen, 
seinP CP:-whwindigkeitshiilw 

v2 
h= ·-· 

2ţj 

(vgl. Gl. Hl7) in Hedmung zu stdlen. 
DiP Bewcgungst>nergie der veriindcrlichPn Punktmassc 9.!1 nimmt, 

<lann mit BeniitJmng dPr Glt>iehung 227 din J1'orm an 
[, 4 9)(1!2- (\)h . . . . . . . . 228) 
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und das durch Gleichung 224 dargestclltc Arh0itsprinzip crhi\h dic 
t'infachc Gestalt: 

" 
(\)h -- C.5l 0 h0 = j'IJ,)rls =cA 

o 
.. 22U) 

381. Die Diagramme der Bewegung. Da clic Beziehungcn zwischen 
den vier kinematischen Gri:iBen t, 8, v und b dadurch keine Verănderung 
erfahren, daB die Masse des Punktes vcriinderlich ist, so wird auch iiber 
clic Diagramme zwischen diesen vicr Gri:il3en nichts Neues auszusagen 
sein; es bleiben vielmehr alle Regeln, Gleichungen und Konstruktionen 
bestehen, die wir im Abschnitt XXXI kennen gelernt haben. Ins
besonders werden die auf den Weg 8 bezogencn Diagramme, und zwar 
das v-8-Diagramm und das b-8-Diagramm an Wichtigkeit gewinnen, 
da der Weg 8 clic Verănderlichc ist, auf welehe clic Kraft IJ,3 und clic Masse 
9)( bezogen werden. 

Auch an elen dynamischen Diagrammen, clic wir in Abschnitt XXXII 
besprochen haben, uncl zwar an dom Kraft-Weg-, dem Arbeits-Weg
uncl clem Energie-Weg-Diagramm wird nichts zu ăndern sein, da auch 
hier alle fruher erwăhnten Beziehungen wieder gelten uncl insbesonclers 
das Arbeitsprinzip seine Giiltigkeit behălt, auch wenn die Masse ver
ănderlich ist (vgl. 377). 

Nur kommt zu elen bekannten und bereits bchandelten Diagrammen 
ein ncues hinzu, das Masscn-Wcg-Diagramm, dargestellt durch die 
Gleichung ~m = F 2 (8), 
odor, wenn man es vorzieht, die verănderliche Masse clurch das ver
ăndcrliche Massengewicht Ci)= 9J(g darzustellen, das Massengewicht
Weg-Diagramm, dargestellt durch die Gleichung 

(1) = gF2 (s) = F (8). 

Durch dieses neu hinzutretcnde Diagramm werden allerclings die 
Beziehungen zwischen elen kinematischen uncl dynamisehen Diagrammen 
vollstăndig geăndert. 

Die Gesetze, nach denen friiher aus den dynamischen Diagrammen 
die kinematischen entwickelt werden konnten, sind jetzt ungiiltig, da 
friiher die Masse und somit aueh das Gewicht @ = mg als konstant 
angeschen werclen durfte; sein Diagramm war keine Kurve, sondern 
eine zur 8-Achse parallele Gerade. Es mi:ige nun gezeigt werden, welche 
Konstruktionen angewendet werden miissen, um hier aus den dynamisehen 
Diagrammen die kinematischen zu entwickeln. 

Um z. B. clas Diagramm der Geschwincligkcitshi:ihen h zu zeichnen, 
wurden in Fig. 668 die dynamischen Diagramme entworfen, und zwar 
zunăchst das Diagramm der verănclerlichen Kraft s:j3 = F 1 (8) bezogen 
auf elen Weg 8, aufgetragen von cler Achse II. Aus diesem wurde auf 
dem gleichen W ege wie in 335 das Arbeits-Diagramm abgeleitet, inclem 
die Ar boit A cler Kraft s:j3: 
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R 

A~· r ~ d11 
o 

abi .Fliiche z wio;cheu dcm ~-Diagrannu uud der Achse II bcstimmt 
und von der Achsc II II aus nach abwiirts aufgetragen wurde. 

Nennt man wicder, wie in 336, a dic 
Ordinate des A-Diagramms, so ist nach 
Gleichung 181: 

A=Âa,Â=wâ(, 

worin a und x von den MaHstiibcn fur 
8 und ~ abhăngen und 91 die Arbeits
bar;is in cm ist. 

Der AbHtand der beiden Aehsen II 

und II Il wurdc gleich 10 = ~0, demAn

fangs wertc der Bewegungsenergie als 
Streeke, gewăhlt; da nach dem Arbcits
prinzip Gleichung 182 

L = L 0 + A oder aueh f = f0 + a 

ist, so stellt die Ordinatc des A-8-Dia
grammH, bezogcn auf die Achse II die 
Liinge 1 im L-8-Diagramm vor. 

Von der Acht;c III III nach ab
wărts wurdt>n die Ordinaten g des ®-8-
Diagramms aufgetragen auf Grund des 
beliebig gewiihlten MaBstabes 

Die Gleiehung 228: 

(\) 

n = ~~· 

----,E 

mr~~---------------+llr 

~o :-_~--~---4 ___ _ 

Geschwind. Hohe h 1 

H.{ --------------------!,11, a: J.m// 
/in. 

N'~--------------~c--w 

Fig. 668. 

.. 230) 

gl'l1t, wenn man die Strccken einfiihrt, iiber in 

Â1=ţtg·dJ 

(vgl. die Gleichungen 168, 178, 181, 230) oder 

ux 91! = fl g . dj 

und wenn ~~( = ~( bezeichnet wird: 
ftE 1 

19(1 = gt) ........... 231) 

Zieht man nun dic belicbige Achse IV IV und in dcr Entfernung 911 

von ihr die Parallele H 1 H 1, zeichnet ferner die Verbindungsgerade n 
des linken Punktes I mit dem Endpunkte von a, ebenso die Gerade m 
vom linken Punkte III zu dem Endpunkte cler Ordinate g; endlich 
die Gerade H 1 C ...L n bis zum Schnittpunkte C mit IVI V und C H _.l_ m 
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hiK zum t-ldmitt,punktn li mit, <h·r Ordinatl' dmd1 <kn n•ehkn Ad!Rf'll
punkt 1 V, RO i;;t 1 V li ' = (J dic gt'HU<·ht<• C<·;wlminrligkeitRhiilH'. Denn 
('H iHt 

somit 

oder 

1 V ll1 : {/ I 11 =- ~ : 1, 

OIV:IVJI~n:,;;, 

IV H1 :TVH= n:t 

9!1 : lj = !1: l 

in Ubereinstimmung mit Gleichung 23L 

Auf diese Weise wurde das Diagramm dor GeRchwindigkeitRhi:ihC'n h 
in Fig. 668 punktweise gezeichnct. 

Den wesentlichcn Tcil dicses Ab,;chnittns findct man in der Ab
handlung von F. Wittenbauer, die untcr gleichcm Titd l!l05 in der 
Zeitschrift fiir lVIathematik und. Physik en;ehiC'nen ist. 



XXXVIII. Dynamik fles Systems. 
382. Das System als Punkt von verănderlicher Masse. In dem Ab

schnitte XIV hatten wir den augenblicklichen Bewegungszustand 
eines zwanglăufig gefiihrten Systems behandelt und die Methode kennen 
gelernt, um aus den gegebenen aktiven Krăften des Systems, seiner 
Massenverteilung und seinem Geschwindigkeitszustande den augen
blicklichen Beschleunigungszustand, sowie die Fiihrungsdriicke zu be
stimmen. 

Die Losung dicser Aufgabe war verhăltnismăBig einfach durch den 
Umstand, daB es sich nur um einen augenblicklichen Zustand der Be
wegung, nicht um deren Geschichte handelte, daB somit der Geschwin
digkeitszustand, das Resultat der vorhergehenden Beschleunigungs
zustănde, als etwas Gegebenes angesehen werden durfte. 

Wesentlich schwieriger, aber der Praxis năherstehend, ist die Auf
gabe, die wir jetzt zu lăsen im Begriffe sind: von einem zwanglăufig 
gefiihrten System sind die aktiven Krăfte, die Massenverteilung sowie 
der Geschwindigkeitszustand fiir irgend eine Anfangslage der Bewegung 
gegeben; es ist der Geschwindigkeitszustand des Systems nach irgend 
einer endlichen Zeit zu ermitteln. 

Zunăchst wollen wir uns vergegenwărtigen, wie sehr bei einem Ge
triebe die Annahme des Zwanglaufes die Losung der Aufgabe verein
facht. Der Zwanglauf bedingt, daB die Bewegung aller Systempunkte 
bestimmt ist, sobald man die Bewegung eines einzigen dieser Punkte 
kcnnt. 

Daraus geht aher hervor, daB cs geniigt, die Bewegung eines ein
zigen Punktes des Systems festzustellen. Welchen Punkt des Systems 
man wăhlt, um seine Bewegung zu studieren, ist an und fiir sich gleich
giiltig. Man wird naturgemăB einen solchen Punkt wăhlen, dessen 
Bahn besonders einfach, also z. B. kreisformig ist. 

Wir nennen diesen beliebig gewăhlten Punkt den Reduktions
punkt des Systems und bezeichnen ihn mit E. 

Das Arbeitsprinzip, fiir das System angewendet, liefert nach Glei
chung 182 die Bcziehung: 

L- L 0 = A, 
worin A die Arbeit aller ăuBeren Krăfte des Systems ist. Da wir das 
System als starr angenommen haben, leisten die inneren Krăfte keine 
Arbcit. 

Wittenbuuer, Dynumik. 43 
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Rcduzicren wir :,;ămtlidw Kriifte de:,; Ny:>t('Jilt-: mwh den Punld ]iJ 

(vgl. 137), t-:o ist dio rcduzierte Ge~.;amt.kraft nach Gkidlllng lOti: 

'iRv1c = L: [Pv em; (Pv)]. 

Multipliziort man dieHe Gleichung mit dt, so i::;t die reehto Seite 
die Summe aHer elementaren Ar bei ten und dio linko Seite clic Elementar
arbeit der reduzierton Gesamtkraft 'iR; eH bleibt alHo mit ds = vR · dt: 

s 

A= j 'iR · ds. 
o 

Die Bewegungsencrgie des Systems L kann in folgendPr vVPiRe ge
schrieben werden: 

L =X (! mv2 ) =! vE2 X [ rn ( v~J l 
Bezeiehnet man 

9J( = L: [ m ( ~~.r] . . . . . . . . . 232) 

so ist 
L = t 'iJ)(vE2 •••••.•••.• 233) 

und fur den Beginn der Bewegung 

Lo= i f1RoVEo2 • 

Es ist leicht zu erkennen, daB der Ausdruck 9)(, der die Dimension 
einer Masse hat, nicht von den Geschwindigkeiten der Punkte sdbRt, 
sondern nur von deren Verhăltnissen abhăngen wird. Nonnt man P 
den Punkt, dessen Masse rn ist und O den Drehpol doR RystomR, so ist 

v:vp; = OP: OE. 

alRo auch 
9)( = L: [ m ( -5-~ r l 

Es wird somit die MasRe 9)~ nur von der Lagt' 1lPs DrPhpoiR ahhiingPn 
und sich mit dieRer Lage veriindern. 

DaR ArboitRprinzip nimmt dann die Form an: 
s 

.lan 2 ..lm' 2-{IY'l· A 2 :JJtVE - 2 :JJtoVJCO ~- iJtLS = 
il 

und stimmt dann mit dem ArbPitsprinzip eineR Punktos mit VPrăndor
licher Massc (vgl. Gleichung 224) iiborein. Damit iRt aher die Btnwgung 
des zwanglăufig gefuhrten Systems auf die Bewegung eines Punktes 
mit verănderlicher Masse zuruckgeflihrt, die in XXXVII behandelt. 
wurde. Dabei ist die Verănderung der Massc keine wirkliche, sondern 
nur eine gedachtc. 

383. Reduktion der Krăîte. Die Reduktion dor Krăftc an elen ge
wăhlten Reduktionspunkt E geschieht nach denRelben Grundsătzen 

und Methoden, die bereits im Abschnitte XTTT mitg1•kilt. wurdPn, wesha.lb 
hier nur darauf hingewiesen WPrden Roll. 
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384. Reduktion der Massen. Die Rmluktion dor Massen an <len 
He<luktionspunkt E wur<le bh;her noch nicht besprochen, da sie bei 
<ler Untersuchung des augenblicklichen Bewegungszustandes des Systems 
nicht erforderlich war. Eine um so groBere Bedeutung erlangt sie jedoch, 
sobald der zeit1iche Verlauf der Bewegung studiert werden soll. 

Die Bewegungsenergie des Systems ist nach Gleichung 233 : 

L = E (1-mv2) = -i9JlvE2, 

woraus sich folgende Definition ergibt: 
Die an einen Punkt E des bewegten Systems reduzierte 

Mas se im hat dort, als Punkt aufgefaBt, die gleiche Bewegungs
energie wie das ganze System. 

Der Begriff der reduzierten Masse eines Korpers ist sehr alt; 
die Mechaniker des 18. Jahrhunderts haben schon mit ihm gearbeitet. 
So u. a. Abr. Gotth. Kăstner in seinen "Anfang8griinden der hoheren 
Mechanik", Gottingen 1765; auch Pasquich in dem "Versuch eines 
Beytrags zur allgemeinen Theorie von der Bewegung und vorteilhaftesten 
Einrichtung der Maschinen", Leipzig 1789. Die reduzierte Masse der 
Maschine wird hier als "gleichgiiltige" Masse bezeichnet. Allerdings 
handelt es sich in diesen Arbeiten nur um die Reduktion rotierender, 
also konstanter Massen. 

Der Begriff der verănderlichen reduzierten Masse tauchte erst spăter 
auf und wurde selten beniitzt. In Poncelets ,;Lehrbuch der Anwendung 
der Mechanik auf Maschinen" findet sich zwar keine ausdriickliche 
Verwendung der verănderlichen reduzierten Masse; doch liegt im ersten 
Bande (deutsche Ausgabe S. 25) wenigstens eine Andeutung derselben vor. 

F. Grashof hat in seiner "Theoretischen Maschinenlehre", 2. Band, 
S. 354 u. f. die bewegten Massen der Schubkurbel an den Kurbelzapfen 
reduziert und den hierbei entstehenden ver
iinderlichen W ert durch angenăherte W erte, 
die zum Teil konstant sind, ersetzt. 

Es sei (Fig. 669) O <ler Drehpol des be
wegten Systems, S sein Schwerpunkt, dm ein 
Massenteilchen, E der Reduktionspunkt; v8 , 

V unu V R die Geschwindigkeiten dieser Punkte. 
Soll die Masse des Systems nach E reduziert. "E 

werclen, RO iRt. nach Gleichung 232: Fig. 669. 

m = - 1-fv2 • dm. 
vE2 

Nun ist v:11E = r:e, wenn r und e die Entfernungen von dm undE 
vom Drehpol bezeichnen; es wird also 

l t To m = - -J r2 • dm = --2 ' • . • • • • • • 234) 
e2 e 

w<>nn T0 daR TriigheitRmomPnt deR .SystemR in bezug auf die durch O 
43* 



676 Die Bewegung in der Zeit. 

gehendo augonblioklioho Drehungsaohso ist. Logt man zu ihr parallole 
Aohsen duroh S und E, so sind dio Trăgheitsmomente fUr diese: 

T0 = T8 + Mr8 2, Tp; = T8 + M e2 ; 

darin bedeutet r8 =OS, e = ES und M clie Masso des Systems. Es 
wircl also: 

Nun ist 

und 

rs2 - rl = e2 - 2 eeoosa 

To =TE+ M (e2 - 2 eeoosa), 

9)( = ~~ + M ( 1 - 2 f cos a) . 
Wăhlt man den Sohwerpunkt als Reduktionspunkt, so ist r8 = e, 

g =O und 9Jt = ~ + M. 
rs 

Bewegt sioh z. B. der Korper derart, daJ3 der Drehpol immer dio 
gleiche Entfernung vom Schwerpunkt behălt, so ist clic reduzierte Masse 

o s 

c 

Fig. 670. Fig. 671. 

konstant. Gleitet etwa eine schwere homogene Stange an W ancl uncl 
Boclen (Fig. 670), so ist clie nach den Schwerpunkt reduzierte Masse 

L! 
9Jt = 3 M. 

385. Massenreduktion mit Hilfe der dynamischcn Ersatzpunkte. Bei 
cler Massenreduktion kann man sich mit Vorteil dor dynamischen Ersatz
punkte bedienen, die wir im Abschnitt X kennen gelernt haben. 

Wird die Masse des Systems z. B. durch die drei beliebig gewăhlten 
Punkte A, B, C und den Schwerpunkt S dynamisch ersetzt (Fig. 671) 
und sind flA, flB, ţt0 , fls diese Ersatzmassen; vA, vE, v0, v8 ihre Ge
şchwindigkeiten; ist ferner E der Reduktionspunkt, vE seine Geschwin
digkeit, so ist die reduzierte Masse nach Gleichung 232: 

Făllt der Reduktionspunkt mit einem dieser Punkte, z. B. mit A, 
zusammen, so wird 

9J( =/-lA+ fiR ( ~;r +Ilo (~~r + fls (~:r ... 235) 



Dynamik des Systems. 677 

386. Durchfiihrung der graphischen Massenreduktion. Nachdem die 
dynamischen Ersatzpunkte des Systems gewahlt und ihre Massen ţt 

festgestellt sind, wird die reduzierte Masse nach der Gleichung 232: 

ermittelt. Dies geschieht, indem man die Geschwindigkeitsverhaltnisse 
V 
-- fiir alle Ersatzpunkte bestimmt; da bei kann vE beliebig angenommen 
VE 

werden (z. B. mit 1 mfs). Die Geschwindigkeiten v werden mit Hilfe 
des Geschwindigkeitsplanes gesucht (vgl. 11). 

Zieht man, um !m zu finden, die Rechnung vor, so wird man folgende 
Tabelle beniitzen: 

Masse des Geschwindigkeit 
Ersatzpunktes d. Ersatzpunktes 

Dann ist dic Summe der in der letzten Kolonne stehenden Zahlen 
die reduzierte Masse. Diese Rechnung muB fiir jede Stellung des Systems 
durchgefiihrt werden, da sich mit ihr die Masse verandert (vgl. 376). 

Zieht man die konstruktive Ermitt-
lung der reduzierten Masse vor, so zeich
net man zunachst das v-s-Diagramm 
eines Ersatzpunktes. Um dann z. B. 

die Masse m = p, (-~ r 
VE, 

zu konstruieren, wahle man vE der
art, daB es durch die gleiche Strecke 
wie ţt dargestellt wird und kon
struiere auf Grund diesPr Annahme 
das v-s-Diagramm (Fig. 672, Linie l). 
Dann ist 

v2 
m = ----. 

VJ<: 

V 

Fig. 672. 

Zieht man fiir die Stelle R die Geraden G K ..L G L, wobei K oder L 
beliebig angenommen werden kann, ferner die Gerade II im Abstande 
vE von der Achse Os und K m ...L L G E> dann ist R m die reduzierte 
Masse m des einen Ersatzpunktes. Denn aus der Konstruktion folgt: 
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LR:RG=JlG:RK, RGE:LR=RK:Rm, 
woraus RG~ : RG = }{() : Rm 

v2 
und m = · 

Vp; 

Auf diese Weise wurde in Fig. 672 aus dem Geschwindighitl.;dia
gramm 1 dic Linie 111 der rcduzicrten Masscn m des eincn Ersatzpunktes 
ermittelt. 

Dies muB fiir jcden Ersatzpunkt des Systcms durchgefiihrt mul 
schlieBlich die Massenlinien aller Ersatzpunkte addiert werden. 

Das Diagramm der reduzierten Masse m eines Ersatzpunkks ţt hat 
einigc bemcvkcnswcrte Eigcnschaften. Aus der Glcichung 

m = ft (-?J_-)2 
VJ.; 

folgt, daB die reduzierten Massen das gleiche Vorzeidwn haben wie die 
~Jrsatzmassen; da diese auch negativ sein konnen (vgl. 104), so gilt dics 
auch fiir dic reduzierten Masscn. :Fur v = v1.; i::;t m = ţt. 

2 fl 
}J'erner wird dm = - · v · rlv 

V~<;2 

2 fl 2 
und d2 m = (dv + v · d2v), 

vE2 

d. h. fur v =O wird sowohl m =O wie auch dm =O, a!J<•r d2nt::::;:: O, 
je nachdem ţt ::::;:: O ist. An den Nullstellen des v-s-Diagramms beruhrt 
die Linie dor reduzierten Masse die s-Achsc und m ist hicr ein Minimum 
bei positivem ţt. (Vgl. :Fig. 672.) 

An den Stellen, an denen v einen Extremwcrt crrcicht, also dv = O 
ist, wird d m = O und 

([2m = 2 ft v · d2 v 
Vp;2 ' 

d. h. wenn ţt >O und v >O ist, wird die reduziertc MaH;;e m gleiehzeitig 
mit v cin Maximum oder Minimum; ist jedoch v <O, ;;o entspricht 
einem Minimum von v ein Maximum von m und umgekchrt. 

387. Massenreduktion nach Art dcr Kraftreduktion. Es gibt endlich 
noch einen andern Weg, die Massen der Ersatzpunkte zu reduzieren, 
dor von deren Geschwindigkeiten keinen Gebrauch macht. Denn clic 

Gleichung m = p ( v) 2 

VJ.; 

kann auch in der .Form geschrieben werdl'll 
- -V v m = v w --· 

Vp; 

Erinnert man sich nun, daB cine in ţt wirkende Kraft, welche dic 
Richtung von v hat, nach der Bewegungsrichtung des Punktes E redu
ziert wird mittels der Gleichung 

V 

\l5=P· ' 
Vr_· 
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so bemerkt man, da13 die Reduktion von V~ nach E genau so vor
genommen werden kann, wie wir dies bei dor Heduktion der Krăfte 
(vgl. Abschnitt XIII) kennen gelernt haben. Schlie13lich mu13 man 
freilich, um 9R zu erhalten, alle so gefundenen Vln zur zweiten Potenz 
erheben und addieren. 

388. Beispielc. 
l. Ein aus zwei gleiehen Stangen A1 A 2 und A 3 A 4 bestehendes, 

starres und rechtwinkliges Aehsenkreuz mit dem Mittelpunkte O schleift 
in zwei Hillsen, die sich um die festliegenden Punkte B1 und B2 drehen. 
Man reduziere die Massc M des Achsenkreuzes 
nach O (Fig. 673). 

Dic dynamischcn Ersatzpunkte seien in A1 , 

A 2 , A 3 , A 4 und O angenommen; dann sind dic 
l\Ia,;,;cn dicser Punktc 

M 
f-l~tl = f-lA2 = f-lAa = ţlA4 = J2 

2 
und ţtc = 3 M (vgl. 58). 

:Erriehkt man B1 0...L.A 1 A 2 , B 20 ..1.. A:3 A4 , 

so ist dor Schnitt O dieser beiden Senkrechten 
der Drchpol des Achscnkrcuzes; bezeichnet man B 1 B 2 =a, CA 1 = 
CA~ = .. = l und ist -t: O B1 B 2 = cp der verăndcrliche Stcllungswinkel 
des bcwegtcn Systems, so bleibt 00 =a unverănderlich und die Ab
,;tiinde der Punkte A von O sind: 

- --2 
OA 1 = r12 = a2 + l2 - 2 al cos cp, 

OA~2 = r 22 = a 2 + l2 + 2 al cos (p, 

OA 3
2 = r 32 = a2 + l2 + 2alsin cp, 

OA/ = r42 = a2 + l2 - 2 al sin cp. 

Wăhlt man C als Reduktionspunkt, so ist die nach C reduzierte 
l\lassc der Ersatzmassc llAl: 

( v.H)2 rl2 
1111 = ll.11 :v~- = llAl -ai 

JJ ( l2 l ) h oder 111 1 ~ 12 1 + ., - 2 -cm; m ; analoge Ausdri.ickc ergeben sic a· a '~' 

fUr die anderen reduzicrten Ersatzmasscn 1112 , tn3, nt4 • 

Dic gesamte nach O rcduzierte Massc ist dann 

<))' - 111 ( 2 2 + 2 2) + ~A = 1111 + 1112 + 111a + 1114 +Pc - î2a2 rl + rz ra + r4 llc 

oder 9Ji = M ( l + ~~) = konstant. 

(V gl. 384, SchluH.) 
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2. Ein homogener schwerer Stab A B von der Lăngc l gleite aus der 
ruhenden Anfangslage (cp = cp0), zwanglăufig an Wand und Boden 
ohne Reibung abwărts. Es sind die Diagramme cler reduzierten Kraft 

und cler reduzierten Masse zu zeichnen 

------------10 
/1 

/ 1 
/ 1 

/ 1 
/ 1 

/ 1 

:5 : 
l 
1 
1 
1 
1 

(Fig. 674). 
Diese Diagramme wcrdcn ver

schieden ausfallen, jc nach der Wahl 
des Reduktionspunktes. 

a) Man wăhle zunăchst das FuB
ende A des Stabes als Reduktions
punkt; dann ist fiir die reduzierte 
Gesamtkraft nach Gleichung 106: 

ffivA = l: [Pv cos (Pv)]. 

In der Klammer stehen die Lei
stungen der ăuBeren Krăfte, die fiir 
die Fiihrungsdriicke in A und B ver
schwinden; es bleibt nur jene des 
Gewichtes G cler Stange iibrig, also 

m. VA= Gvscos (Gvs)· 

Ist O der Drehpol cler Stangc, so 
wird 

vA:v8 = OA:6S = 2!:!in cp und 

<]:: ( Gv8 ) = cp, 
G 

somit m = 2 cotg cp. 

Ersetzt man ffi durch ~ und nennt 
CA = 8 den W eg des Reduktions

c lj. ~ c punktes A, so kann obige Gleichung 
O'----'-----~N,----~..L.I.-s auch in der Form geschrieben werden: 

Fig. 674. ~=G_ 8 . 

2 Vl2-82 

d. i. das gewiinschte Diagramm der reduzierten Kraft. In Fig. 674 
wurde dieses Diagramm punktweise konstruiert. Es wurde maBstăblich 

G 
o a= 2 gemacht, ferner ab ..LA B gezogen, dann ist 0-b = ~- Das 

Diagramm beginnt fiir cp = cp0 mit ~o und endet fiir cp = O mit ~ = oo 

asymptotisch. Um die Masse M des Stabes nach A zu rcduzieren, 
beniitze man die Gleichung 234: 

[)( = Ţo 
e2, 

worin e = OA = l Hin rp, 

l ( l )2 l To=Ts+Mrs2=l2Ml2+M 2 =3Ml2 



ist. Es bleibt 

oder 
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M l 
~Ji = • .-

3 sm2 cp 

M l2 

9)( = -3- 'z2_ s2' 

dic Gleiehung dPs Diagramms der reduzierten 1\'Iasse. 

681 

Das FuHende A des Stabes bewegt sich also so, wie wenn auf einen 
M G 

Punkt von verănderlicher .l\'Iasse ;;-,--2- die Kraft -2- cotg t.p in Rich
<> sm t.p 

tung der Bewegung wirken wiirde. 
M 

Das 9J(-s-Diagramm wurde in Fig. 674 konstruiert. Es wurde o-c = 
3 

maHstăblich aufgctragen, durch c die Parallele ce zur Achse os, sodann 
N R 11 A B gezogen bis zum Schnitte R mit ce und ·endlich R WC j_ A B; 
dann ist N Wc = 9)(. 

Auch dieses Diagramm endet fiir t.p = O asymptotiseh im Un
endliehen. 

b) Wăhlt man statt A den anderen Endpunkt B dor Stange als 
Heduktionspunkt, so gibt eine ăhnliche Rechnung dic Hesultate: 

m O M l 
,p 1 = 2 , llJCl = - -· 3 cos2 cp · 

- M . 
Fig. 674a zeigt das 9Ji\-s-Diagramm. Man mache oc= :f' N 1 H1 Ii AB, 

R 19J11 _LA B, dann iHt N 1 ~)')( 1 = 9)(1 . Die Wegachse ist jetzt dieGcradc C B. 

Fig. 674a. 

t·) 1\Ian kann aueh den Sehwcrpunkt 8 dcr Stangc ab Reduktions
punkt wiihkn (Fig. 674). Dann ist \13 2 = G cos t.p und da dic Entfernung 
dt•s Schwerpunkh; vom Drehpol O unverănderlich ist, nach 384, SchluH, 

4 
9J12 = ;~ M. J)pr fkhwerpunkt hn;chreibt um C Pinen Krcisbogen vom 

l 
Halhtm•ss<'l' 2 (Fig. G74), bcwPgt. :-;ieh ahm >vie Pin l'unkt von konstantcr 
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4 
Masse 9R2 = 3 M auf vorgeschriebener Kreisbahn untcr dem Einflussc 

der Schwerkraft. Ist S 0 die Anfangslage dieses Punktes und 

H l . . 
= 2 (sm (/Jo - sm qJ) 

seine Fallhohe von 8 0 bis zur Lage S, so errcicht 
schwindigkeit v8 = y 2bH, worin die Beschleunigung 

G 3 
b = 9R2 = 4 g 

cr in S dic Gc-

und somit 2 3 l ( ·. . v8 = 4 g sm (/Jo - Hm qJ) 

ist. Fig. 674b zeigt · den aufgerolltcn Weg de!:! 
Schwerpunkts als Wegachse mit dem ~2-8 und dem 

s.lo-0 ----!.,1.----{.~-,sz im2-82-Diagramm. 

Fig. 674 b. 

tler wirkenden 
nach S sinkt: 

In allen drei betrachteten :b'ăllen a), b), c) muJ3 
die Arbeit der reduzierten Kraft gleich der Arbeit 

Krăfte sein; diese ist, wenn der Schwerpunkt von 8 0 

l 
A= GH = G 2 (sin (/Jo- Hin qJ). 

Im :b'allc a), Reduktion nach A, ist 
rp 

A = j ~ d8, und tla ~ = ~ cot.g qJ, 8 = l col:! cp, d1:1 = - l sin cp • d qJ: 

rp 

A= - J -~-l cos qJ dqJ =(}~-(sin cp0 - sin !p). 

'Po 

lm Falle b), Reduktion nach B, ist 

G 
~1 = -2 , 1:11 = l sin qJ, 

und da 1.!31 und 81 entgegengesetzte Richtung ha ben: 

rp rp, r u ~ l 
A = - ·' ~1 d81 = 2 j d81 = G 2 (sin (/Jo - sin q;). 

'Po rp 

Im Falle c), Reduktion nach S, ist 
l 

I.J3 2 =GcosqJ, d82 = 2 (-dqJ) 

und A= /l.j3 2 d82 = / G cos qJ · -~(- dqJ) = G -~ (sin (/Jo- sin qJ). 

'Po 'l'o 
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389. Dynamik des gefiihrten Systems. Der zeitliche Verla.uf der 
Bewegung eines gefiihrten Systems mit Beniitzung eines Reduktions
punktes kann sowohl analytisch wie graphisch verfolgt werden. 

Die analytische Behandlung empfiehlt sich nur in wenigen, besonders 
einfachen Făllen, in denen die Massenverteilung einem einfachen Ge
setze gehorcht und die Fiihrung sich durch ganz spezielle Form aus
zeichnet. Jedoch selbst dann versagt die analytische Behandlung oft 
sehr rasch und es empfiehlt sich deshalb, sobald man die mathematische 
~chwierigkeit des Ansatzes bemerkt, sofort der Ubergang zur graphischen 
Methode. 

Da das Arbeitsprinzip auch fiir verănderliche Massen gilt, soll 
zunăchst gezeigt werden, wic man es zur Berechnung des Geschwindig
keitszustandes beniitzen kann. Wir wăhlen hierzu das soeben be
handelte Beispiel des herabgleitendcn schweren Stabes (Fig. 674) mit 
dem Reduktionspunktc A. 

Da der Stab anfangs in Ruhe ist, lautet das Arbeitsprinzip fUr 
dic nach A rcduziertc Kraft und Massc: 

l . l 
~)/v 2 = A = G -- (sin m - ::;in rp) 2 A 2 rO 

111 11)1 - __ • . . 
· - 8sin2 cp' und da 

so folgt: v.i = 3 gl sin2 rp (Hin rp 0 - ::;in rp). 

mit 

Dic Ue::;ehwindigkeitshohc ist 

V 2 ;~ 
h = i~ = 2l ::;in2 rp (sin rp0 - ::;in rp); 

CA = l em; rp = 8, 

A jJ = l sin 'P = 8 1, 

CA 0 = l c:os 'Po = 8 0 , 

CB0 = lt>inrp0 = 8 10 

wird 

82+ 812= l2, 8o2+ 8102=[2 

3 
h = 2l2 812 (810- 81). 

dh 
Aut> - = O folgt fiir den Extrem wcrt von h: 

d8 1 

und daraus dic Koordinat.en: 

d2 h 
Aus -d - 2 = O erhălt man fiir 

81 

s1 = } 8 10 und dic Koordinaten 

dcn W endcpunkt des Diagramms 

8=}V8l2 +802 und hw=}lsin3 cp0 =tmaxh. 

Obwohl die mathemat.ische Behandlung dieses Beispiels auf einfache 
W eise zu den Diagrammen fiihrt und jedenfalls der miihsameren graphi
schen Methode vorzuziehen il-It., soll doc:h schon hier diese Methode 
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vorgefiihrt werden, damit sich der Leser in diese einfiihlc; er ist hier 
noch in der Lage, die auf analytischem Wege gefundenen Resliltate 
zum Vergleich heranziehen zu konnen. 

In spăter zu behandelnden, allgemeineren Făllen werden wir von der 
analytischen Methode ohnedies ganz absehen miissen und nur die graphi
sche anwenden konnen. 

Fig. 675 zeigt die graphische Losung. A B sei eine allgemeine Lage 
der Stange; A 0 C B0 das feste Achsenkreuz der Fiihrung, A 0 B0 die An
fangslage. Es sei l = 1,2 met; die Zeichnimg wurde im MaBstabe 1:10 
angefertigt (und danach alles auf 2/ 3 verkleinert). Das Gewicht der 
Stange wurde mit 6 kg angenommen und durch eine Strecke von 
6 cm dargestellt. Als Reduktionspunkt wurde A gewăhlt. Das 
\13-s-Diagramm wird wie in Fig. 674 konstruiert. 

Seine Integralkurve ist das A-s-Diagramm. Statt hier die Flăchen 
zu planimetrieren, empfiehlt es sich, die bereits gefundene Gleichung 

A = G ! (sin cp0 - sin cp) 

zu beniitzen. Sind die MaBstăbe: 

LăngenmaBstab: 1 cm Zeichnung =a m Lănge, 

KraftmaBstab: 1 cm Zeichnung = x kg Kraft, 

so ist nach Gleichung 181: 
A= J.a = ax~a; 

G 
setzt man also x ~ = -2 , so wird a a= l (sin cp0 - sin cp), d. h. es ist 

B0 B die Ordinate des A-s-Diagramms, das von der Achse II aus 
gezăhlt wird. 

Da x = 1 angenommen wurde, ist die Arbeitsbasis ~ = :~ = 3 cm. 

Das Diagramm beginnt in a0 auf II und endet in II. Es ist ein 
Kreisbogen mit dem Mittelpunkte C, und zwar fălit er zusammen mit 
der festen Rollkurve des Stabes (Ort des Drehpols). 

Das im-s-Diagramm kann am raschesten nach der Gleiehung 

im= M 
3sin 2 cp 

aufgetragen werden; statt dessen wurden jedoch clic reduziertcn Masscn
G 

gewichte @ = - -
3 sin2 cp 

G 
konstruiert. Da --3 durch eine Lănge von 2 cm gemessen wird, wurde 

diese von III nach c aufgetragen und durch c eine Parallele zu III III 
gezogen. Dann wurde N R 11 A B, R ~1} ...L A B gczogen: es ist N@ = 0} 
im KraftmaBstabe. Auf diese Weise wurde das ~\}-s-Diagramm punkt
weise gezeichnet; es beginnt in s0 und cndet in s = l mit l)} = oo. 
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' ' 
~------ ~---- ~ -- ---~- ---~ 

1 1 • 1 

Il So 5 

c Il 

5 

Fig. 675. 
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Sodann wurdon dio Geschwindigkeitshiihcn h konstruiort und von 
der Achsc IV IV nach abwărts aufgetragen. In A 0 und A1, dor hochstPn 
und tiefsten Lage des Stabes entsprechend, ist h =O. 

Die Konstruktion der Streckc t), wclche h mafhtăblich darstcllt., 
ist von friiher bckannt (vgl. 339). 

Um sie fiir die Stclle A nochmals vorzufiihren, trage man von III 
cine beliebig gcwăhlte Lăngc .ţ_) = 4 cm nach abwărts auf und ziehe 
die Parallele IV IV zu III III. Durch dcn FuBpunkt N ziehe man 
N P ..L n, wobei n die Verbindungslinie B 0 A ist; ferner P H ..L m, wobei 
m die Verbindungslinic III@ ist. Dann ist Q H = t). 

Um schlieBlich den MaBstab der Geschwindigkeitshiihen 
1 cm Zeichnung = s met. Gcschwindigkeitshiihe 

zu findcn, fiir wclchen die Gleichung 168 gilt: 
h 

fJ = e' 
beachte man, daB Gleichung 184 mit {)0 = O und (;\\ statt P, o statt ţJ 

die Beziehung liefert: f) g = .ţ_) a, 
daB ferner nach den Gleichungen 181, 229 und 230: 

A = wâ! a und A = @ h = ,u g ei) 

ist, woraus sich 
au Il{ 

e = .. 
,u ·Î' 

"b N 1 · erg1 t. un war a= 10, u = l, ,u = 1, ~( = 3 cm, .Îj = 4 cm; PS wml 

3 
somit s = 40 , und der MaBstab der Geschwindigkeitshohen: 

1 cm Zeichnung = 4~ met. Geschwindigkeitshiihe. 

390. Dynamik der Konchoidenliihrung. Ein homogener Stab AC= l, 
dessen Masse M sei, werde mit seinem Endpunkte A in der Geraden 

A 0 A gefiihrt, wăhrend der Stab selbst durch einP 
Ilo 

--F----"'----T--'"- um den festen Punkt B drehbare Hiilse gleitet. Dieso 

c 

o 
Fig. 676. 

Hiilse werde mit einem konstant bleibenden Kraft
moment M gedreht. In der Anfangslage A 0 B sei der 
Stab in Ruhe. Man ermittle den zeitlichen Verlauf 
der Bewegung, insbesonders die Geschwindigkeit 
vA- Auf das Gewicht des StabPs soi koine Riick
sicht zu nehmen (Fig. 676). 

a) Analytische Losung. Als Reduktionspunkt. 
werde das Stabende A gewăhlt. 

Um die Kră.fte nach A zu reduzieren, verdrehe 
man den Stab um don Winkel d rp; die Arbeit des wirkenden Mo
mentes ist dann M ·dep; riickt da bei A um ds weiter, so ist die 
Arbeit der reduzierten Kraft \13 • ds; sPtzt man diPse Arbeit.Pn gleich 
uml beachtet, daB 
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ist, so winl die re<luzierk Kraft 

~ = M cos2 fJJ· 
c 

687 

Di<' Masse dPr St ange kann dynamisch durch die drei Punktmassen 

M 2 
flA =/le= (j 'Ils= 3 111. 

in A, O und im Schwerpunkt S ersetzt werden (vgl. Gleichung 58). 
Dann ist wie in Gleiehung 235 : 

9J( = ,uA + flc ('/)r:) 2 + fls (vs) 2 ~= -~ [1 + (_v_c;_) 2 + 4 (v_ş_) 2 J. 
VA VA, 6 VA VA 

Um die Verhăltnisse der Geschwindigkeiten zu bestimmen, suchc 
man den Drehpol O des bewegten Systems, indem man AO ..1.. A 0 A 
und RO ..1.. A B errichtet und zum Schnitte bringt. Es ist dann 

Ve: vA= ()(J: OA und Vs: vA= (iS: OA. 
Aus der Fi gur ergeben sich folgende Gleichungen: 

- AB c -2 -- 2 ~2 ---2 ----2 ~-2 
O A = - - = ---- , O O = O B + BO , OS = O B + B S , 

cos rp cos2 fJJ 
-- ----- - - · c sin fJJ - -- c - c l 
OB=AB·tO'([! =---, BO=l-----, BS=---- -, 

'"' cos2 fJJ cos([! eos fJJ 2 
---2 l 

woraus 00 =- ---(c2 + Z2 cos4 m- 2clcos3 m), 
l'OS4 fJJ r r 

OS2 = -_ -1 - (c2 + z2 cos4 m- el cos3 m) cos4 fJJ 4 r T 

uml "''- M ( - zz_ -4 _z 3 ) .J.Il - l t- :3 c2 cos ([! - c eos rp . 

Um dic Gesehwindigkeit v. 1 dps Reduktionspunkks zn fin<len, he
niitzP man das Arbeitsprinzip 

L- L 0 =A 
und <l~t <lPr Stn.h anfangs in Ruhe ist: 

} 9JCvA 2 =A = M fJJ· 

woram: ".o'~ :w ( l 1 .~::0:.:-:=1 ""~) 
b) Graphischc Liisung. Die Fig. 677 wurde derart angelegt, 

<laB dic Rewegung des Punktes A in der Geraden 1 1 crfolgt; die Ent
l 

fernung A 0 B wurdP mit c = 1 Ji m gPwi1hlt; dPr L1ingenmaf3stah a = 10, 
so <lan rlie Strccke 
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l 5 
, = 15 ('lll 

0,1 

wird. Das Kraftpaar M wurde mit 750 mkg angenomm('n; dann ist 
die reduzierte Kraft 

M \l3 = · cos2 cp = 500 cos2 cp kg. 
c 

k-s Oiagramm 

Fig. 677. 
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Fiir dPn Kraftmal3~>tab x = 100 ist die Ordinate des \13-s-Diagramms 

ţ1 = .~. odcr ţJ = 5 cos2 rp cm; 
X 

die Anfangsordinatc fiir rp = O: ţJ0 = A0E~ = 5 cm wurde von A 0 nach 
aufwiirts aufgct.ragen. Die Stellungen der gedrehten Stange wurden 
sodann fiir die Winkel 

rp = 4t 0, 9°, 13:\- 0, 18° usf. 

gezeichnet und zu diesem Zwecke aus B ein Kreisbogen mit 15 cm Halb
messer gezeichnet. Um fiir die Lage A die reduzierte Kraft zu zeichnen 
wurdc durch E0 cine Parallele zur Achse II gezogen, A E senkrecht 
dazu errichtet, EF _!_A B und F\13 -LAE gezeichnet, dann ist A~~= ţJ. 

Fiir dic Arbeit des Momentes fanden wir friiher A = M rp = _1'! · c rp. 
c 

Nun ist nach Gleichung 181 auch: A = ax Il{ a; setzt man also 
M = x9(, crp = aa, so ist die Arbeitsbasis Il{= 5 cm und die Ordinate 
c 

c -----des A-s-Diagramms: a = rp = 15 rp cm. D3r Bogen A0 J = c rp ist 
a 

also ein Mal3 fiir die Arbeit. Macht man A0 J' = A;) und zieht J' A Il II, 
so ist A A = a die Ordinate des A-s-Diagramms, das auf diese Weise 
konstruiert wurde. Sein Mal3stab ist nach Gleichung 181: 

1 cm Zeichnung = A mkg Arbeit, 
l . 

worin A= axlll = i.O · 100 · 5 = 50 1st. 

Fiir das IDl-s-Diagramm kann die oben gefundene Gleichung beniitzt 
werden, die auch in der Form angeschrieben werden kann: 

~j = IJRg = G [ 1 + :i:-2 cos4 rp - ··~· cos3 rp] kg. 

Mit O= lO kg, l = 2,4 met, c = 1,5 met. wird 

~j = lO [1 + 0,853 cos4 rp- 1,6 cos3 rp] kg 
und hieraus fiir 

rp = oo, 4§ o, go, 13to, 

@ = 2,53, 2,57, 2,70, 2,92, 

rp = 31·~ 0, 3()0, 40 t 0, 45°, 

18°, 

3,22, 

49t 0, 

22t 0, 

3,59, 

54°, 

27°, 

4,06 kg; 

@ = 4,59, 5,18, 5,81, 6,48, 7,13 7,76 kg. 

Diesc reduzierten Mas~>engewichte wurden in cler Zeichnung von 
der Achse III III naeh aufwărts aufgetragen; wăhlt man hierfiir den 
Ma13stab 

1 em Zeichnung = ţt kg Massengewicht, 

so i:,;t die Streeke in em, welche das Massengewicht @ darstellt: 

0j 
g= 

,u 
230) 

Wi t.t.en ha uc r, Dynmnik. 44 
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In der Zeichnung wurdc ţt = l gewăhlt. 
Das Diagra.mm der Geschwindigkeitshohen wurde in d('nwllwu WPi~P 

konstruicrt wie im vorigen Abschnitt. Es ist hier 

l 
a= To' u = 100, ţt = l, ~ = 5 cm, .ţ, = 2 em, 

somit in {J = _":_ (Gleichung 168) 
c; 

au ~ 
c; = -p,- . S5 = 25, 

ahm der MaBstab des h-s-Diagramms: 

l em Zeichnung = 25 m Geschwindigkeitshiihc. 

391. Dynamik der Schubkurbelfiihrung. Analytische J,osung eines 
Sonderfalles. Eine homogene Stange A B = r (Fig. 678) werde derart. 

gefiihrt, daB der Endpunkt A einen Kreis 
vom Halbmesser r und der andere Endpunkt, 
B eine Gerade beschreibt, die durch den Mittel
punkt ~ des Kreises geht. 

Die konstante Kraft P soll in die Richtung 
von v B> der konstante Widerstand Q in die 
cntgegengesetzte Richtung von vA fallen. Als 

Fig. 678. Reduktionspunkt wurde A gewăhlt. Dann iHt 
die Resultante der naeh A reduzit'rtcn Kriift.e 

ffi=P·Vp -Q· 
VA ' 

konstruiert man den Drehpol O der Stangc A B, so iKt 

a.lso 

vB: vA= OB: OA = 2 ::;in cp, 
ffi=2Psincp-Q 

und die Arbcit der reduzierten Kraft 
'P 

A = j ffi · ds = j (2 P sin cp - Q) · rd cp = r [ 4 P sin2 ~-Q <p]. 
o 

Da die Masse des Stabes als gleichfOrmig verkilt angenommen 
wurde, ist ăhnlich wie in 390, Dynamik der Konchoidenfiihrung, dic redu
zierte Masse : 

sm = _A![l + (·~~)2-+ 4 (Ys)2J; 
6 VA V_t _ 

cs ist v8 : v_1 = (j}): bA und 

( v8 ) 2 1 
vA = 2 sin2 cp + 4, 

woraus 1JR = -1:-- + 2 M sin2 cp. 
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Ist fiit· cp = O dic GcschwindigkPit vAo gegeben, so folgt jet.zt aus 
dem Arbcit.Rprinzip: 

M [ ( ~ + 2 sin 2cp) v A 2 - ! v Ao2 ] = 2 r [ 4 P sin2 ~ - Q ip], 
woraus vA fiir jede Stellung cp gerechnet werden kann. 

So einfaeh die analytische Li:isung in diesem Falle wird, um so ver
wickelter wird sie, wenn man die vielen vereinfachenden Annahmen 
fallen lăBt und z. B. annimmt, daB die Krăfte P und Q verănderlich 
sind, daB die Masse der Stange nicht gleichfi:irmig verteilt ist, daB die 
Stange BA nicht ebensolang ist wie OA und daB die Gerade, die B 
beschreibt, nicht durch & geht. Alle diese Voraussetzungen treffen 
bei technischen Anwendungen ganz oder zum Teile zu; die analytisehe 
Li:isung ist dann geradezu unmi:iglich, insbesonders wenn es sich um 
zahlenmăBige Auswertung handelt. 

Im folgenden soli diese Aufgabe graphisch geli:ist werden, und zwar 
unter den oben genannten, die Einfachheit aufhebenden Voraus
setzungen. 

392. Dynamik der Schubkurbelbewegung. Graphische Losung des 
allgemeinen Falles. In Fig. 679 sind die Abmessungen einer geschrănkten 

Fig. 679. 

Schubkurbel angegeben; es ist r = 0,5 m der Halbmesser des Kurbel
kreises, l = 1,2 m die Lănge der Schubstange A B, deren Bewegung 
dynamisch untersucht werden soll. Ihr Gewicht sei G = 90kg, ihr Schwer
punkt S habe die Abstande AS = a = O, 7 m, BS = b = 0,5 m; der 
Tragheitshalbmesser in bezug auf den Schwerpunkt sei durch i 2 = 0,18 m2 

gegeben. 

Verteilt man die Masse der Schubstange auf die Endpunkte A, B 
und den Schwerpunkt, so sind diese drei dynamischen Ersatzmassen 
nach Gleichung 58: 

44* 
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i2 19,3 kg 
ţl A = M (t l = --fi- . 

fks = M ( l - ~~) = ~3': ~g 
und somit die Massengewichtc: 

@A= 19,3 kg, ~VJB = 27 kg, (~jS = 43,7 kg; 
ihrc Summe ist 90 kg. 

Als Reduktionspunkt wurde A gewăhlt. Dann ist dic naeh A redu
zierte Massc nach Gleichung 235: 

9]( = /kA + /kB (::r + .11s (:~:r 
Dic Verhăltnissc der Geschwindigkeiten wurden in der Weisc be

stimmt, daf3 vA beliebig angenommen, z. B. durch die Lănge A~( dar
gm:;tcllt, und hieraus wie in Fig. 115 vB und v 8 ermittelt wurden (Fig. 679). 

Man wird also durch 121: cine Senkrechte zur Schubrichtung ziehen 
und mit BA zum Schnitt M bringen; dann ist Ml!t: = Vn. 

Ist der Drehpol O zugănglich, so ziehe man lltN 11 SO; dann ist 
N ill: = v8 ; ist O nicht zugănglich, so mache man 

AN:i'rM=a:b; 
denn AN M ist der um 90° gedrehtc Geschwindigkeitsplan von AS B 
mit dem Nullpunkt in 121:. 

Fur 24 Stellungen des Punktes A wurden die Geschwindigkeits-

verhăltnisse ~B und '1!.§ ermittelt und in folgender Tafel eingetragen, 
VA VA 

von der jedoch nur die Zahlen fii.r die Stellungen O bis 5 mitgeteilt 
wurden. 

Stellung (~~rl(vs r (v"r (VJ 
~"!'= 

des Vn V.< Qjkfl pky -- --
VA 1 VA 

f'-'Y (A-ng --- ,usg --2 Vu 

PunktesA V.t VA V.t V.t P·--V.t 

lo-21 19·31 
1 

146130·66 o 0·433 0·014 0·187 1-188 8·17 28·66 
1 0065 0·406 0·001 0·165 

! 
0·108 7·21 26·62 164 10·66 

2 0·1 0·45 0·01 0·20 0·270 8·74 28·31 180 18· 00 
3 0·29 055 0·084 0·30 2·268 13·11 34·68 192 55·68 
4 0·51 0·7 0·26 0·49 7-02 21-41 47·73 196 99·96 
5 0·76 0·85 0·578 0·72 1 15·608 31-46 166·37 203 154·28 

Aus ihnen wurden folgende Gri:if3en ermittelt und in die Tafel ein-

geschrieben: (~~r (:~Y, p, nu (: :r fks!l (;_:Y, ferner die Summe 

@ = 9Jlg = /kA!l + fJB!l (~:r + Ps!l (~Y. 
In Fig. 680 wurde zuerst das P-s-Diagramm der Tiiebkraft und 

das Q-s-Diagramm des Widerstandes als gegeben betrachtet; s ist der 



Fig. HSO. 
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aufgerollte Weg des Reduktionspunktes A. Die Werte von P wurden 
ebenfalls in die Tafel eingetragen, ebcnso die nach der Glcichung 

'+5 = p (~~r 
reduzierten Triebkrăfte. Als drittes Diagramm wurdc jenes der Diffe. 
renzen '+5 - Q gezeichnet. 

Als MaBstăbe wurden gewăhlt: 

LăngenmaBstab 1 cm Zeichnung = 0,2 m Liing(', 
KraftmaBstab 1 cm Zeichnung = 40 kg Kraft, 

MassengewichtsmaBstab 1 cm Zeichnung = 20 kg Massengewicht; 

cs ist also a = 0,2, x = 40, ţt = 20. 

Die Massengewichte @ wurden von der Achse III III nach aufwărts 
aufgetragen. 

Die Geschwindigkeit des Punktes A wurde fiir die Stellung O mit 
v0 = 8,7 mjsek angenommen; dann ist die Bewegungsenergie fiir diesc 
Stellung 

- 1 2 - 1 0)0 • 2 -L 0 - 2 9R0v0 - 2 -g v0 - 110,33 mkg. 

Wăhlt man den 

ArbeitsmaBstab 1 cm Zeichnung = 20 mkg Arbcit, 

also A = 20, so gibt die Strecke 10 = I Il = 5,5 cm, 

die Darstellung der Bewegungsenergie L 0 • Fiir die Zeichnung de::; A-.s
Diagramms sei an die Gleichungen 181 erinnert: 

A= ax~a =An. 

Dic Arbcitsbasi::; it:~t demnach 

~ = A = 2,5 ('ltl. 
ax 

Die Flăchen des '+5 -Q- Diagramms wurden ;;odann plani metriert 
und in Rechtecke umgewandelt, von denen ~ die einc Scitc ist; die anrlero 
Seite ist dann die Ordinate a des A-s-Diagramms. 

Aus dem A-s- Diagramm und dem ®-s-Diagramm wurde schlieBlich 
das Diagramm der Geschwindigkeitshohen in derselben Weise kon
struiert wie in den Figg. 675 und 677. Dabei wurde S) = 1 cm gewăhlt, 
so daB 

ax ~ 
E = ~- · = J 

ţt ·~ 
wird. Es ist also der MaBstab der Geschwindigkeitshohen: 

1 cm Zeichnung = 1 m Geschwindigkeitshohe. 
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393. Aufgabcn. 

Folgende Systembewegungen sind durch Reduktion der angegebenen 
Kriifte und der Mas8en nach A dynamisch zu untersuchen: 

150. Die homogene Stange A B schleift an dem glatten Boden und 
an einer glattcn krciszylindrischen Walzc; die Kraft ist das 
Gcwicht der Stange, die Anfangslage ist in Ruhe. Naeh welcher 
Zcit gelangt B an den Kreis? (Fig. 681). 

8 

Il 

1/ VII 

V c 
Fig. 681. Fig. 682. 

151. Dio in Fig. 678 bchandcltc besondere Schubkurbelbewegung 
soli dahin verăndert werden, daB der von A beschriebcnc Kreis 
dic von B beschriebenc Gcradc bcriihrt. 

152. Die in ]<'ig. 676 behandclte Aufgabe soli dahin verăndert werden, 
wie es Fig. 682 angibt. 



XXXIX. Kincmatisehe Diagramme tler G(•trit>bt>. 
394. Stellung der Aufgabe. Die Schildcrung des zcitlichen Verlaufes 

dor Bewegung eines Getriebes vom kinC'matischen Gesichtspunkt setzt 
voraus, da13 man den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit und Be
schleunigung eines Getriebepunktes kC'nnt; diese selbst zu bestimmen, 

12 

/ 

-------x-....... -' 

Fig. 683. 

kann nicht Aufgabe der KinC'matik sein, sondern es mu13 der Dynamik 
vorbehalten werden, die Beschleunigungen aus elen Masscn und Kraften 
des Getriebes zu ermitteln. 

Wir werden diese Aufgabe im nachsten Abschnitte losen und jctzt 
voraussetzen, da13 uns das v-t-Diagramm oder das v-s-Diagramm C'ines 
beliebigen Punktes des Getricbe;,;, z. B. des Reduktionspunktes, bekannt 
sei; daraus werden wir die entsprcchenden Diagrarnme anderer Getriebe
punkte entwickeln. 
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Dies crfordert abcr keinc neuc Untersuchung, sondern nur die An
wcudung des in den Abschnitten XVII bis XX Vorgetragenen. Was 
dort fiir eine augenblickliche Stellung des Getriebes gelehrt wurde, 
hat man nun fiir die iibrigen ins Auge gefaBten Stellungen zu wieder
holen und aus den so konstruierten Geschwindigkeiten und Beschleuni
gungen jedes Getriebepunktes die Diagramme aufzutragen, welche den 
gewiinschten zeitlichen Verlauf schildern. 

Hierbei wird hăufig angenommen, daB jener Punkt des Getriebes, 
von dessen vorausgesetzter Geschwindigkeit man ausgeht, eine gleich
fărmige Drehung besitzt; dann ist also seine Ge
schwindigkeit konstant und seine Tangentialbe
schleunigung null. 

Dies ist wohl eine Vereinfachung, wie sie in der 
Maschinenkinematik so hăufig gemacht wird, be
deutet aber immer nur eine Annăherung an die 
Wirklichkeit, da solche Drehungen mit unverănder _ 
licher Geschwindigkeit iiberhaupt 
uicht vorkommen. Immerhin sind die 
Schwankungen manchmal so klein, 
da.B dic Annahme Piner konstanten 

o 1 2 

3 8 

11 

9 10 

Geschwindigkeit des einen Getricbepunktes, auf den die anderen be
zogen wcrden, gestattet ist. Im folgenden soll die Konstruktion der Dia
gramme an einigen, der Praxis entnommenen Beispielen erlăutert werden. 

395. Diagramme der rotierenden Kurbelschleife. Bei der Bewegung 
dieses Getriebes (Fig. 683) macht die Kurbel A SU: volle Dmdrehungen 
und nimmt da bei den Schieber 3 mit, der auf der Stange B'iB gleitet; 
auch diese macht hierbei um den festliegenden Punkt 'iB voile Um
drehungen. Es werde angenommen, daB die Drehung von A eine gleich
formige ist; man zeichne die s-t-, v-t-und tB-t-Diagramme des Punktes B, 

-12 
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wenn tE seine Tangentialbeschleunigung ist; femer das vr-sr unei br·s,.-Dia-
gramm des Gelenkes A bei seiner relativen Bewegung auf dor Stange B~. 

Da die ganze Bewegung symmetrisch zur Geraden ~ \8 verlăuft, 

boschrănken wir uns auf die Diagramme fiir eine halbe Umdrehung. 
Da cler Weg von A femer gleichformig zuriickgelegt wird, wăhlen wir 
ihn als Zeitmesser. und rollen ihn auf cler Geraden O .... 12, die als 
Zeitachse client, ab (Fig. 683a). 

Von dieser Achse wurden zunăchst die Wege des Punktes B, auf 
seinem Kreise gemessen, nach aufwărts aufgetragen und das s-t-Diagramm 
von B gezeichnet. Es hat im letzten Punkte 12 dor halben Umdn'hung 
einen Wendepunkt W. Verbindet man O mit W durch cine GeradC', 
so ist diese das s-t-Diagramm jener gleichf6rmigcn Bewegung, die in 
derselben Zeit elen gleichen Weg zuriicklegt. Die Differenzen dor Orcli
naten cler beiden s-t-Diagramme sind die Penel el wege des Punktes B 
(vgl. 356). Als Ma13 cler Geschwindigkeit und auch cler Beschleunigung 
des Punktes A wurde die Lănge A~ cler Kurbel gewahlt (Normalfall). 
C sei jener Punkt cler Stange B 58, cler augenblicklich mit A zusammen
fallt; seine Geschwindigkeit v0 und seine BC'schleunigung b0 wurden 
wiein Fig. 396 (vE= Bb, bR = B/3) konstruiert. Man zieht also ~( c~ B'.B, 
dann ist v0 = C c; aus cler Proportion 

v0 :vE=CIB:B~ 
findet man vE. Die Konstruktion wurde in Fig. 683 fiir die Stcllung O 
des Getriebes durchgefiihrt und in Fig. 683a vE von cler Zoitachse na0h 
aufwărts aufgetragen. Auf diese Weise wurde das v-t-Diagramm des 
Punktes B gezeiehnet. Die Punkte c orfiillen einen Kreis mit dom Durch
messer ~\8. 

Um die Beschleunigung b0 - Cy zu finden, ziehe man cp 11 ~) W, 
PYr..L B 58 und mache Wy2 ~ 2 · py1 sowie y y2 br parallel zu 'i{) B; dann 
ist Oy...: b0 gefundon und damit rmch B{J b R parallel zu C y. Dic 
Projektion von b B auf clic Bcwegungsrichtung von B liefert din Tan-

gcntialbe;;ehleunigung t 8 , die 
in das tR·t-Diagramm in Fig. 
68Ba von 9 naeh anfwiirt:-; 
aufgetragen wurdt'. In (kr
"elben Weisc wunlen die t 11 

flir dic iibrigcn Stdlung<'n 
von B gefunden und in da::; 

0 ftt.;-lo--f..--t~~f-7':;--c~±!:';;;-~~----r-· Diagramm eingetragen . .Sr----; Das Geschwindigkeitsdia-

]fig. 683b. 

gramm v,.-sr unei das Be
:-;chlounigungsdiagramm br-sr 
(lor relativen Bewegung von 
A gegcn B \{.'\ wurdo auf elen 

relativen Weg Sr, bezogon (Fig. 683b). Man findet s,., >VC'Ull man die Ent
fernungcn des Punktos ~ in :Fig. 683 von elen Punkten O, 1, 2, .... 
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des von A bcschriebenen Halbkreises von der Stelle ~ in Fig. 683b 
auf einer Gcraden auftrăgt. 

So ist z. B. ~A in Fig. 683 gleich \39 in Fig. 683b. Die bereits 
gcfundcnen relativen Beschleunigungen b, wurden von der Wegachse 
O bis 12 aus aufgetragen, und zwar die positiven nach abwărts. 

Da vr = ~re ist, so macht auch die Konstruktion des Diagramms 
der relativen Geschwindigkeiten keine Schwierigkeit. 

396. Der Kompressor der Hartford-Machine Screw Co. Bei diesem 
in der Revue de mecanique, 1912, S. 362 beschriebenen Kompressor 
(Fig. 684) trăgt der um ~ rotierendc Kurbelzapfen A cinen gleicharmigen 
Balanzier B C, dessen Ende B um den 
festen Punkt 58 schwingt, wăhrend das 
andere Ende C mittels der Triebstange C D 
den Kolben im Gehăuse antreibt. 

In Fig. 685 wurde das Getriebe in an
dcrer Stellung und etwas vcrzerrter Gestalt 
gezeichnet; die Kurbel wurde mit r = 

A~(= 14,5 cm angenommen, die Triebstango 
mit CD = 80 cm, die Schwinge mit B IS = 

56 cm; dio iibrigen Abmessungen sind ein
gc:;chrieben. Der L1ingenma13stab ist 1 cm 
= 0,1 m, a= O,l. Es wurde ferner ange
nommen, daB die Kurbel mit n = 540 Um
drehungen in der Minute gleichfi:irmig 

rnn 
rotiert. Dann ist vA = 30 = 8,2 mjsek, 

die Besehleunigung 

V 2 
b 1 = A = 463,7 mf:,;ck2. . r 

Nimmt man dio Kurbel A~( sowohl als 
Fig. 684-. 

::HaB dC'r BesehlPunigung bA, wie auch der Ge:;chwindigkcit vA, so cr
gibt sich der 

Geschwindigkeitsmal3stab: 1 cm Zcichnung = 5,65 mjsck 
und <ler 

BPsehle1migungsmaHstab: 1 cm Zeichnung = 320 mf:,;ek2 • 

E,; i:-;t also a = 0,1, {J = 5,65, y = 320 und {J2 = ay (vgl. Gloich. Hi:3). 
Das Getriebe wurde, nachdem der Kurbelkreis in 24 gleiche Teile 

gcteilt wurde, in den Stellungen O und 4 gezeichnet und fur letztere 
Stellung in Fig. 685a der Geschwindigkeitsplan, in Fig. 685b der Be
sehlcunigungsplan in doppeHer GroBe gezeichnet. Vn ist die Geschwindig
keit, bn die BPschleunigung dC's Kolbens. Die Plăne sind so einfach, 
daB sic oiner Erlăuterung nicht bediirfen; sie wurden fiir alle 24 Stol
lungPn durchgdiihrt und die halben Resultatc in die Diagramme ein
getragen. 
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~r----------=~~~~------------~+---~ 
~~--~~------9=--~~~----~~--~ 

Fig. 685d. 

d c 

b 

o 

Fig. 685a. Fig. 685b. 

Fig. 685. 
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Das V-8- und das b-8-Diagramm, bezogen auf den Kolbenwcg, wurden 
nt'ben das Zylindergchăuse gczeiehnet (Fig. 685d), die positiven Be
!'chleunigungcn nach links von der 08-Achse aufgetragen. In Fig. 685c 
wurden in dersclben Weit>e das v-t- und b-t-Diagramm gezci<'hnet, 
O bit> 24 ist der aufgerollte Weg des 
Punktes A, dessen gleichformige Bf'-
wf'gung als ZeitmaB beniitzt wurde. 

397. Das Dampfmasehinengetrie be 
von Williams. Dieses in Fig. 686 ge· 
zeichnete Getriebe bct>itzt ein starreR, 
um 1)( drf'hbares, gleichseitigcs Kurbel
dreieck A \.!(B; die Kurbelzapfen A 
und B sind durch zwci glE'ichlangc 
'l'riebstangen AC und BD mit dPn 
Endpunkten C und ]) ciner Sehwinge 
gE'lE'nkig verbundcn, deren Mitte E 
ihrE'n Drchungspunkt in der Kolhen
stangE' hat. 

Gegeben ist die konstante Ge
sehwindigkeit vA; man soll diE' Dia
gramme v-t, b-t, V-8 und b-8 des Kreuz
kopfes E ermitteln. Der Punkt A 
wurdc in 12 gleiehweit entfernten 
Lagen einer halben Umdrchung ge
zeiehnet, fiir die Lage O iiberdies das 
ganzc Getriebe A 0 B 0 C0 D0 Eo- Da 
das Getriebc bei der zweiten Halb
drehung von A symmctrische Lagen 
annehmen wird, kann man sich mit 
den Diagrammen ciner halben Um
drehung begniigen. 

Dic Fig. 686 ist im MaHsta b l : 20 
angelegt, oder es ist: 

LăngenmaBstab: 

l 
l cm Zeichnung = a m, a = 

5 
Die Abmessungen sind: 

r = Al.!t = 0,5 m, A-B = O,IS m, 
AC= BD = l,fî m, CE= ED = 0,35 m; die Umdrehungszahl cler 
Kurbel ist n = 80 i. d. Min., somit dic Gcschwindigkeit 

nrn 
vA = ;~o = 4,19 mjsek. 

Als GeschwindigkeitsmaDstab wurde gewăhlt: 

l cm Zeichnung = fJ mjsck. Gesehwindigkeit, fJ = l. 
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Dann ist also im Geschwindigkeitsplan 686a: v.1 oa = 4,10 cm; 
ebcnsogrofi ist VB C...:: ob. 

Sodann wurdc dic Geradc 

Crf 
1 

1 

1 
1 

le 

1 ' 
1 '\, 

1 

1 
1 

1 b 

' ' ' ' ~ ' 
.~ ' 
d ~--- ' 

l '-.._\-...t!:1 

Fig. 686a 
(um nf, gegeu Fig. 686 verdreht). 

c ...!.... AC durch a, die Gerade b ...!.... BD 
durch b gezogen, auf c ein beliebiger 
Punkt e1 angenommen und e1 e 1 ...!.... CE 
gezeichnet. 

Zieht man durch o eine Parallelc 
zur Bewegungsrichtung von E, so 
liegen e und e1 auf dieser Geraden; 
macht man el el = el dl und beachtet, 
dal3 im Schnittpunkte e2 von c mit o e 
auch e2 und d2 vereinigt sein werden, 
so gibt die Verbindungsgerade d1 d2 

im Schnitte mit b den Punkt d; 
de e ...!.... DE C liefert dann die Punkte e 
und e. Die gefundene Geschwindig
keit VE ::._c o-e wurde sodann in Fig. 686c 
von der Zeitachse in der Stellung 3 
nach aufwărts aufgetragen. Als Zeit
achse diente wieder die Aufrollung 
des von A beschriebenen Halbkreises. 

Auf diese Weise wurde die Geschwindigkeit vE fii.r die zwolf Stellungen des 
Gelenkes A konstruiert und in das v-t-Diagramm cingetragen (Fig. 686c). 

/ro 
1 , IX 

1 1 
1 1 

1" 1 

/ :/}':, 
1 / ' 

// 
·Yeot 

Fig. 686b 
(um nf, gegen I<'ig. 686 verdreht). 

1 

/l12 
,'/ 1 

Eol,' / / 
1. 1 
' '1 

/ 
1 

1 

2rn 
Die Zeit fUr eine Umdrehung ist t = -- -- = 0,75 sek., alRo ein 

VA 

Teilchen der Zeitachse ; 4 = 0,031 sek. 
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lkr Zeit.maB:stab i:st 
1 em Zeichnung = 0,048 sek. 

l>ic Besehleunigung de:s Punktcs A i:st 
V 12 

bA= "·=35,llmjsek2 ; 
r 

a.lH Ma13stab fiir die Beschleunigungen wurde gewahlt: 
1 em Zeichnung = y mjsek2 Beschleunigung mit y = 5. 

Bei diesen Annahmen der MaBstabe ist die Bedingung 
{32 = ay 

(siehe Gleichung 163) eingehalten. 
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Dann wiirde bA durch die Lănge 7,02 cm gemessen werden; diC's 
hindert aber nicht, den Besehleunigungsplan in einem anderen MaH
stabe anzulegen, wenn mit Vorsicht konstruiert wird. So wurde in 
Fig. 686 b: bA ,_ n a = 3,51 cm gemacht, also nur in halber GroBe ge
:;wichnet. 

Ebenso groH ist bn .··· nfJ. Nun wurde 
-2 

ayo - neA 
v0 A 2 ac . . ---,- = ---~c- 1n R10htung 
CA CA 

gezPiehnPt nud durch y0 die Gerade [ ..L ay0 ; ebenso 
- ·-· 2 

CA 

, VJJB2 bd . fJ 00 - nnu = ·. =- - m Riehtung D R 
DB DB 

Fig. 686c. 

Sodann wurdc auf !& ein bdiebiger Punkt y1 angenommen, 
-- 2 

VJ<;e2 ce 
y1 e01 nEa= -E 0-= -JJC m Richtung EC 

und e01 e1 ..L y1 e01 bis zum Schnitte e1 mit der Geraden ne1, parallel zur 
Bewegungsrichtung von E gezogen; dann wurde y1 e~ = e1 !51 gemacht 
nnd dic Konstruktion mit cinem zweiten Punkte y2 der Geraden [ 
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wiederholt, wodurch der Punkt o2 gefunden wurdc. Dor Schnitt von o1 02 
mit o0o ist der gpsuchte BPschle>unigungspunkt o; die Punkte s und y 

werden dann durch die> 
mox v Ăhnlichkeit der Punkt

Fig. 686d. 

reihen y1yy2 , o1 (SrS", e1 u 2 

gdunden. 
Die so gefumknen BP

sehleunigungen b E - n c 
wurden dann in gleieher 
GruBe in das b-t-Dia
gramm (Fig. 686c) "ilber
tragen und dic Konstruk
tion fur alle Stellungen 
<les GPlenkes A von O bis 
12 wiederholt. 

Nach dem obigen sind 
die Ma13stăbe <iPr Dia-
gramme: 

Geschwindigkeiten: 1 cm Zeichnung = l mjsek., 
Beschleunigungen: 1 cm Zeichnung = lO mjsek2, 

(wcil cler Bcschleunigungsplan in halber GriH3c gezeichnet wunk). 
Fig. 686d zeigt die Umzeichnung in das V-8- und das b-8-Diagramm. 

Die Wege 8 des Punktes E wurden im Ma13stab 1: 10, also irn doppeltPn 
Lăngenma13stab aufgetragen. 

398. Aufgaben. 
153. In dem Kurbelgetriebe mit sehnellem Riickgang von A. Kersten 

(Fig. 687) ist die konstante Geschwindigkeit vA wii.hr<'nd eines 

c 

D = 

Fig. 687. 

Umlaufcs der Kurbel A~{ gegeben. Man konstrui<'rc das v-8-
und das b-8-Diagramm des Punktes D, d.er einc gera<llinig<' 
Schwingung vollzieht. 



Kin('mathche Diagramme der Getriebe. 705 

lii4. Fig. 688 gibt cine schemati;;che Skizze der Lenkersteuerung 
von Otto. Die konstante Geschwindigkcit vA des Kurbel-

11 

Fig. 688. 

zapfens ist gcgeben. Man zeichne das v-s- und das b-s-Diagramm 
des Punktcs ]1' fiir cine Umrlrehung der Kurhcl A~{. Q) und 1) 

sind feRte Gclcnke. 

Fig. 689, 

155. Von dem Gelenke O der Triebstange AB einer Schubkurhel 
(Fig. 689) wird durch die Stange O D ein rechter Winkel D1l E 
angetrieben, der um 1l drehbar ist. Die Trieb
stange EF besorgt die Hin- und Herbewegung 
der Schieberstange in F, deren v-s-Diagramm 
und b-s-Diagramm zu zeichnen ist, wenn der 
Kurbelzapfen A eine gleichformige Umdrehung 
vollfiihrt. 

156. Bei der Wanzer'schen Nahmaschine findet 
sich folgendes Getriebe (Fig. 690): Die geradlinig 
gefiihrte Nadel bei O wird durch einen starren 
Winkel ABO bewegt, dessen Punkte A und B 
in zwei zueinander senkrechten Fiihrungen a 
und b gleiten; diese liegen auf einer Scheibe, 
die sich um O gleichformig dreht. Man zeichne 

Wit.t.enbauer, Dynamik. 

i 
i % 

Wodel 

Fig. 690. 
45 
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das V-8- und das b-8-Diagramm <l<'l-l Punkk,.; C. (l!i!l, LiG: 
Rit tcrshau;;, Zivil-Ingenieur 1880.) 
Um bei Maschincn, die mit seh wer brennbaren t:-ltoffen hdrieben 
werden, cine langsame Kolbenbewegung wăhrend der Vcrbren
nung und eine schnelle wăhrend der Ausdehnung zu erzielen, 

11 1 a wird bei dem Kurbelgetriebe flir 
___ ::.2--...;o..."-;;t~~ Petrolcum-Maschinen von E. 

Fig. 691. 

Capi taine (Fig. (i91) zwischen 
die Lenkstangen 2 und 4, die an 
die Kurbel 1 und den Kolben 5 
gelcnkig angeschlossen sind, cin 
ungleicharmiger Winkelhebel :i 
eingeschaltet, dessen einer Arm 

a2 beim inneren Totpunkte mit 4 in die Strecklage kommt, 
wăhrend der andere a1 nach beiden Seiten nahezu dieselben 
Ausschlagwinkel macht. Es sind die v-8- und b-8-Diagramme 

D 
des Kolbens zu zcichncn unter 
der Voraussetzung, daB der Kur
belzapfen A cine glcichfi:irmige 
Drchung vollzieht. 

158. Das Gctriebc dor Dampf
maschinensteuerung von K. 
Ki:irner ist cine Doppelkurbel 
\l{A B ~ (Fig. 692), wobei ein 

Fig. 692. Punkt C der Koppcl A B dureh 
die Stange C D den DampfeinlaH 

steuert. Die von C besehriebcne Kurve schlieBt die Triebaehse ~( 
ein, deren konstante Winkelgeschwindigkcit gegebcn ist. Man 
zcichne das v-8- und b-8-Diagramm deK Punktes D. 

159. :b"ig. 693 zeigt dic Antriebsvorrichtung 
fiir Schlagfliigel von M. Fal'l~ot. Um clic 
Geschwindigkeit des Fliigels F bC'im Herab
schlagen gegcn dic beim Hochsehlagen wesent · 
lich zu erhi:ihen, wird in dem Gelenkvicreekc 
~A B ~ der Punkt A mit konstantcr Geschwin
digkeit im Kreise hcrumgefiihrt und A B bis D 
verlăngert; hier greift ckr Lenker C D des um (I 
drehbaren Fliigels F an. Es ist das v-t- und 
das b-t-Diagramm des Punktes 1P fiir eine Um
drehung dor Kurbel A~ zu zdchnC'n. 

Fig. 693. 160. Bei dem Getriebc fiir Gasmaschinen 
von A. Brun und E. Bar bier (Fig. 694) 

werden zwei Kurbeln l und 2 von zwei Zahnrădern z1 und z2, 

deren Halbmesser im Verhăltnis l : 2 stehen, mitgenommen; sic 
werden durch die Lenker 3 und 4, sowie durch dic Schwingc 5 



Kinema.tische Dia.gramme der Getriebe. 707 

bewcgt, wdeho in E dic Bewegung des Kolbens 6 iibernimmt. 
Dicsc Verbindung bezweckt folgende Arbeitsverteilung: Drehung 
von a bis b: ~aughub; b bis c: Verdichtungshub; c bis d: 

Zz 

Fig. 694. 

Arbeitshub; d bis a: Auspuffhub des Kolbens. Es soll das v-8-
und b-8-Diagramm des Punktes E gezeichnet werden, wenn die 
Geschwindigkeit von A als konstant zugrunde gelegt wird. 

161. In der Dissertation von S. G. Werner: "Kurvenfiihrungen 
im Werkzeugmaschinenbau" wird die in Fig. 695 dargestellte 
Hyperbelfiihrung des Punktes O a.n
gegeben: das Gelenk A wird mit 
einer Hiilse an der Geraden g ge
fiihrt; mit der Hiilse fest verbunden 
ist die Kulisse h. Die Stange 8 ist 
um A drehbar und trăgt zwei Ku
lissen k und l, von denen die letzte 
an dem festen Gelenk m schleift, 
wăhrend k und h zusammen den 
Punkt O fiihren. Welche relative 
Geschwindigkeit und Beschleunigung 
hat O in bezug auf die Kulissen k 
und h, wenn vA und bA gegeben 
sind 1 Es sind die Dia.gramme dieser 

Fig. 695. 

g 

rela.tiven Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in bezug auf 
den W eg des Punktes A zu zeichnen. 

45* 



XL. Dynamik dt~s Getrielws. 
399. Einîiihrung. Dic Dynamik des GetriehPR, erstrPekt auf einP 

Zeitdauer, stellt sich eine wesentlieh schwierigPre Aufgabe alR clic Kinc
matik. Bei dieser wird nămlich der zeitliche Verlauf der Beschleuni
gung eines Punktes des Getriebes als gcgebcn angest)hen und aus ihm 
der zeitliche Verlauf der Beschleunigungen aller andert>n Punkte des 
Getriebes abgeleitet. Wcnn z. B. wie in 395, 396, 397 angenommen wurde, 
das Gelenk A dreht sich gleichmăBig im Kreise, so ist damit der zeit
lichc Verlauf der Beschleunigung bA - n A in vorhim·in angenommen. 
Eine anderc Aufgabe kann die Kinematik tatsiichlich nicht lăR<'n, da 
sie sich weder mit Krăften noch mit Massen bcschăftigt. 

Die Dynamik des Getriebes stellt sich aher cine wescntlich tiefer 
greifende Aufgabe. Sie geht von Pinem bekannten Augenblickszustande 
des Getriebes aus, der auch der anfăngliche Ruhezustand sein kann 
und ermittelt aus den gegebenen Triebkrăften und Widerstănden, sowie 
der Massenverteilung des Getriebes den zeitlichen Verlauf dPr Ge
schwincligkeiten und Beschleunigungen eines bestimmten Punktes; ist 
dieser einmal bekannt, so konnen die Bewegungsdiagramme der anderen 
Getriebepunkte auf rein kinematischem Wege gefunden wcrden, wic 
oben bereits erwăhnt wurde. 

Mit dieser wichtigsten Aufgabc der graphischt>n Dynamik sollen RiPh 
nun die folgenden Ausfiihrungen beschăftigen; zu ihrer Losung kann 
ein Weg eingeschlagen werden, der schon bei dem analogen Problem 
des bewegten Systems (vgl. XXXVIII) verwendet wurde. 

Zunăchst soll wieder angenommen werden, daB das Getriebe zwang
lăufig sei; es ist also ein Glied der kinematischen Kette festger;tellt 
(Grundglied) und clie sărntlichen Punkte aller iibrigen Glieder bt'sehreiben 
in bezug auf das ruhende Grundglied ganz bestimmte Bahnen. 

Das schon wiederholt beniitzte Arbeitsprinzip hatte, so langc PS 

sich um einen einzigen Punkt handelte, elen Ausdruek Gleichung 182: 
L-L0 =t mv2 - tmv02 =A; 

es ist auch fiir eine Anhăufung von Punkten, fiir einen Korper, und auch 
fiir eine Kette von Korpern, fiir ein Getriebe anwendbar und lautet dann: 

L:L-L:L0 =L: (t mv2)- L: 0- mv02) = L:A .... 236) 
worin L: L die ganze Bewegungsenergie des Getriebes, also die Summe 
der Bewegungsenergien seiner Punkte, 2: L 0 die ganze Bewegungsenergie 
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lle~ Getriebes zur Zeit t =O und 2: A die Summe der Ar bei ten aller 
Triebkrăfte und Widerstănde im Zeitabstand t = O bis t bedeuten. 

400. Die Krăfte des Getriebes. Auf das Getriebe wirken im allgemeinen 
folgende Gruppen von Krăften: 

l. Die Triebkrăfte, herruhrend von der treibenden Naturkraft 
(M:ensehenkraft, Zugtier, Dampf, Gas, Wasser usw.); 

2. Die Nutzwiderstănde, herruhrend von Lasten, die zu heben odor 
von Arbeitsmaschinen, die zu trei ben sind; 

3. die Gewichte der Getriebeteile, die zu heben odor zu senken sind; 
4. die Auflagerdrucke (Drucke auf das Grundglied); 
5. die Drucke in den Gelenken und andere Drueke zwisehen den 

Gliedern (Zahndrucke, Noekendrueke, Wălzhebeldrucke usw.); 
6. die Nebenwiderstănde (Reibungen zwischen den Gliedern und 

deren Umgebung). 
Die letzte Gruppe von Krăften soli jedoch grundsătzlich auBer Be

tracht bleiben. Sobald dies festgesetzt ist, stehen die Auflagerdrucke 
und Gelenkdriicke (Zahndrucke usw.) normal zur Druckflăche und leisten 
infolgedessen keine Arbeit; fiir die Bildung von 2: A sind also nur die 
ersten drei Gruppen von EinfluB. 

Reduziert man diese in die Bewegungsrichtung des angenommenen 
Heduktionspunktes E (wobei meist auch die Gewiehte der Glieder als 
zu untergeordnet weggelassen werden ki:innen), so ist nach den Aus
ffrhrungen in 382 fUr jedes Zeitteilchen die Summe der geleisteten Ar
beiten gleich dcr Arbeit der Resultanten ffi der reduzierten Krăfte odor 

2: (dA) = ffi · ds 
uder 

t 

2-'A = J ffi · ds .......... 237) 
o 

40l.ltt•iheurolge der auszuilihrcnden Arbciten. Hat man clic Bewegung 
eim·~ Getriebes von irgend einem Zeitpunkte an, z. B. vom Beginne 
der Bewegung, dynamisch zu verfolgen, so sind folgende Arbeitcn der 
Reihe nach auszuffrhren: 

l. Dic W ahl des Rcduktionspunktes; 
2. Reduktion der treibendcn und widerstrebcnden Krăftc dos ganzon 

Getriebes an dcn gewăhlten Rcduktionspunkt; 
3. Reduktion sămtlicher bewegten Massen des Getriebes an dcn 

l{eduktionspunkt; 
4. Untersuchung der Bewegung des Reduktionspunktes; 
5. Ableitung sămtlicher Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 

dor Gelenke usw. des Getriebes aus jenen des Reduktionspunktes; 
6. Konstruktion der dynamischen Kraftplăne, der Spannungen und 

Gelcnkdriicke, der Fuhrungsdrucke und Auflagerkrăfte fUr die ver
schiedenen Stellungcn des Getriebes; 
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7. Konstruktion der Zeit- oder Wegdiagramme, und zwar der Gc
schwindigkeiten, Beschleunigungen, Spannungen, Gelenkdriicke usw. 

Bei der Wahl des Reduktionspunktes sind solche Punkte zu vermeiden, 
die schwingende Bewegungen ausfiihren, wie z. B. der Kreuzkopf der 
Schubkurbel oder die Punkte einer Schwinge; solche Punkte kommen 
namlich voriibergehend in Ruhe und es wird an solchen Umkehrstellen 
vE= O; dann wird aber nach Gleichung 232: ID1 = oo, was bei den weiteren 
Arbeiten unbrauchbar ist (vgl. Fig. 674, 675). 

Eine Ausnahme hiervon machen nur Getriebe, welche in solchen 
Stellungen, wo vE= O wird, iiberhaupt voriibergehend zur Ruhc 
kommen (vgl. 411, Gctriebe des Indikators). Hier werden auch samt
liche Geschwindigkeiten der Gctriebepunkte null und ID1 nimmt keinen 
unendlich groBen Wert an. 

Man wird im allgemeinen einen Reduktionspunkt wahlen, der einen 
fortlaufenden Weg beschreibt, ohne seine Bewegungsrichtung umzu
kehren. Da iiberdies dieser Weg fiir die Wegdiagramme in cine Gcrade 
aufgerollt werden muB, so wird es sich empfehlen, Punkte von einfachen 
Wegformen zu wahlen und da die Gerade, wie oben bemerkt wurde, 
in der Regel ausgeschlossen ist (eine Ausnahme siehe Fig. 677), wird 
man jenen Punkten den Vorzug geben, die Kreisbahnen beschreiben. 

Die Reduktion der Krafte nach dem Reduktionspunkt ist im Ab
schnitt XXIII ausfiihrlich behandelt worden. 

402. Die reduzierte Masse des Getriebes. Nennt man E den Reduk
tionspunkt und vE seine Gcschwindigkeit, so ist in "Obereinstimmung mit 
der Dynamik des Systems die Bewegungsenergie des ganzen Getriebes 

EL=EGmv2 ) =!vE2.2E[mC:rJ =!mvE2 • • 238) 

und die nach E reduzierte Masse des Getriebes 

im = 2J E [ m (V:YJ . 239) 

worin sich das innere Summenzeichen auf die Massenpunkte eines Gliedes 
das auBere auf samtliche bewegten Glieder erstreckt. 

Diese veranderliche Masse ID1 ist unabhangig von der Gri:iBe der 
Geschwindigkeiten, dafiir abhangig von deren Verhaltnissen; diese 
aber hangen wieder nur ab von der Lage der Drehpole der einzelnen 
Glieder und diese sind wieder nur bedingt durch die Stellung des 
Getriebes, nicht aber durch dessen Bewegung. Die Masse ID1 andert 
sich also nur mit der Stellung des Getriebes. Diese veranderliche 
Masse ist eine Funktion des Weges, den der Reduktionspunkt zuriick
legt und wird, wie in der Dynamik des Systems (vgl. AbschnittXXXVIII) 
durch ein im-s-Diagramm dargestellt. Das Arbeitsprinzip, Gleichung 236 
nimmt dann die Form an: 

t 

t WlvR2 - -~- 9Jl02 v1w 2 = J ffi · ds 
o 
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wie bei der Bcwegung dm; Pinzolncn Systems (vgl. Gleiehung 224). Was 
bei diosom gesagt wurde, lă13t sich nun auch auf das Getriebc ausdehnen: 
die Bewogung eines zwanglăufigon Getriebes lă13t sich dyna
misch auf die Bowogung eines Punktos mit verănderlicher 
Masse zuriicldiihron. 

Hat das Getriebe cine besondors einfache Massenvertoilung, so 
gdingt es, cine Gleichung dieses Diagramms aufzustellen, die dann 
dazu beniitzt werdon kann, das Diagramm zu zeichnen. Ist dies nicht 
dor Fall, wie dies gowohn
lich bei Aufgabon dor 
Maschinentechnik zutref
fen wird, mu13 man die 
Ordinaton des Diagramms 
tabollarisch berechnen, wie 
in 392. 

Im nachfolgenden soll 
das WC-s-Diagramm eini
ger Getriebe nach beiden 
Arten abgeleitet werden. Fig. 696. 

403. lliassenreduktion 
der Schubkurbel. Dieses schon wiederholt behandelte Getriebe 
(Fig. 696) besteht aus drei Glicdern: 

l. Der Kurbel A 2X mit (km Trăgheitsmoment T 1 ft:.r die Drehungs
achse 21; 

2. dc>r Tricbstange AB mit dor Masse M 2, dem Schwerpunkte S und 
dom Trăgheitshalbmosser i fiir die zur Bildebene senkrechtc Schwerlinie; 

3. dom Kolben samt dor Kolbenstango mit dor Masse M 3• 

Es sollen sămtliche Masson an den Kurbelzapfen A rcduziert werdcn. 
Die Ersatzmassen sind: 

l. Fiir die Kurbel: flA 1 = ~1 in A; r 
2. fiir die Triebstange: 

i2 i2 
f1A2 = M2 al in A, Pn2 == M2 bl ( i2) 

in B, und Ps = M 2 l- ab inS. 

(Vgl. Gloichung 58.) 
3. fiir den Kolben samt Kolbenstange: 

Es ist also : 
flB3 = M3 in B. 

z'2 

flu·=tlm-1!11!3= ~l2bl ·1-.MJ; 

l's - M2 ( 1 - ~~2{;) 
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und die nach A reduziorte Masse : 

wc = flA + flB (~~r + ţls (;~;r 
Aus Fig. 696 folgen die Boziehungcn: 

v B : vA = BO : AO = sin ( qJ + 1p) : coB 1p, 
v8 :vA=SO:AO. 

Nun ist, wenn A B = l gesetzt wird, 

AO = l COS_1jJ_' 
cos (jJ 

2 --2 - - 2 - - --- -
ferncr SO = AO +AS -2 AO ·AS· cos (fJJ + 1p), 

--2 ---2 - ----

(~r = ~~2 = 1 + ~~2- _ 2 ~~-cos (fJJ + 1p) 

( acOSqJ) 2 acosqJ =1+ -- ------ -2---cos(Ţ+1fJ) 
l cos 1jJ l cos 1jJ 

und somit 
9R = 11. + 11. s~?2 ( Ţ+ 1p) + 11. , [l + a2 cos2 <jl__::_2 al cos Ţ cos 1p_ cos ( fJJ±"E2]. 
- r·A r·B cos21p r·s l2cos21p 

In dem besonderen Fallo, daB die Triebstange prismatisch und 
homogen ist, wird 

z z2 M2 2M 
a= b = 2 , i 2 = l2, tlAz = tlB2 = -6 ' fls = 3 2 

und der Ausdruck fUr die reduzierte Masse wird: 

Wc = (Ţ1 + 1112) + (M + J!2) ~in2 (fJJ + 1p) 
r 2 6 3 6 cos 2 1jJ 

+ 2 M 
2 [ 1 + co_s~_p - 4 cos Ţ~~s _lf cos_ ( rp ±_7f1) ] . 

3 4 cos 1jJ 

Ist dic Triebstango so lang, daB dor Winkel 1p als kloin vornach
lăssigt werden kann, so wird diesor Ausdruck: 

9R = (:: + ~2) + (M3 + ~2) sin2 T + ~ 1112 [ l-! cos2 rp] 

odor 

-(-!1 M2) ( 2 )·· 2 9JC - y2 + 3 + M3 + 3 M2 Slll T . . . . 240) 

d. h. unter dor Voraussotzung oinor prisma.tischen Triebstango von solcher 
Lăngo, daB der Winkel 1jJ vorna.chlăssigt worden ka.nn, darf dio Ma.sso 
dor Triobstango angonăhort derart orsetzt worden, daB -} dorselbon 
zur rotierondon Masse in A, hingogen t zur MasRo dor Kolbonsta.nge 
goschlagen werden kann. 

Diese Annăherungsregel ist sohr bekannt (vgl. u. a. J. Weisbach, 
Lehrbuch der Ing. u. Masch.-Mechanik, III. Bd., Zwischenmaschinen, 
S. 708) und wurdo viel beniitzt. 



Dynamik des Getriebes. 713 

Ganz verfehlt ist hingegen die Angabe von W. Hartmann in "Dic 
Maschinen-Getriebe", 1913, S. 350, an welcher Stelle mit Nachdruck 
bchauptet wird, daB zur Bestimmung des Tangentialdruck-Diagrammes 
die ganze Masse der Triebstange zur Kolbenstange hinzu
zufiigen ist. Diese Behauptung beruht auf einer Verkennung der 
dynamischen Vorgănge. 

404. Massenreduktion beim Bucherer Jl'Iotor. Dieser Motor ist eine 
jener Umlaufmaschinen, wie sie fur Fahr- und Flugzeuge gebaut werden. 
(Vgl. O. Kolseh, Gleichgang und Massenkrăfte bei Fahr- und. Flug
zeu gmasehinen.) 

Sie kennzeichnen sich dadureh, daB die Zylinder, in denen sich die Kol
ben bewegen, nicht im Grundgliede liegen, sondern voile Umlăufe maehen. 
Fig. 697 zeigt die schematische 
Skizze ei nes Bueherer-Umlauf
motors mit einem Zylinder. Dieser 
ist um die festgelagerte W elle Q3 dreh
bar, wiihrenddieKurbelA 2!sichum 
die ebenfalls festgelagerte Welle 2{ 
dreht. Es ist A2! = 582i = r. Der 
Kurbelzapfen A ist in der Kolben
stange O D gelagert, die zwei Kol
bcn, O und D trăgt. Bezeichnet man 
mit tp und 1p die Winkel der Kurbel 
und der Zylinderachse mit der fest-
bleibenden Geraden Q3 2{ des Grund- Fig. 6!!7. 
gliedes, so ist fiir jede Stellung 

. dtp d1jJ 
tp = 2 1jJ und som1t -di = 2 d t oder w 1 = 2 w 2 , wenn w 1 uml w2 dic 

Winkelgesehwindigkeiten von Kurbel und Zylindcr bezeiehnen. 
Die Kurbel maeht also die doppelte Anzahl der Umdrehungen des 

Zylinders. 
Es sind sămt.Iiche Massen dieses Gctriebes an den Kurbelzapfen A 

zu reduziercn. 
Nennt man T1 das Trăgheitsmoment der Kurbcl fiir dic Wellenachsc 2!, 

~:;o ist die nach A reduzierte Masse der Kurbcl 

9Jcl = I~. r 
lst ferner T 2 das Trăgheitsmoment des Zylinders fiir clic Wellonachse~, 

B der augenblicklich mit A zusammenfallende Punkt des Zylinders, :;o 
ist seine nach B reduzierte Masse 

nud die nach A reduzierte Mas::;c 
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nun ist 

also 

Dic Bewegung in der Zeit .. 

vA.= rw1 = 2rw2, v 11 = B IJ.3 • w2, 

T2 
9](2 = 4-rz· 

Nennt man endlich Ma die Massc der Kolbcnstange C D samt (h'n 
Kolben, T3 ihr Tragheitsmoment fiir die durch A gehcnde, zur Bildfladw 
S('nkrechtc Achse, so ist nach cler allgemeinen Gleichung fiir die Bc
wegungsenergie eines Korpers : 

L = t Mvs2 + ~ T8 w2 

die Bewegungsenergie des Kolbensystems, dcsscn Sehwcrpunkt A i,.;t: 

t M3vAz+ t T3wzz, 

da die Kolbenstange die gleiche Winkelgeschwindigkeit hat wie der Zy
lindcr. Setzt man diesen Ausdruck gleich t 9.)(3 vA 2, so erhalt man die 
nach A reduzierte Masse des Kolbensystcms: 

T3w22 T3 
9.)(3 = Ma + -v 2 = M3 + 4r2' 

A 

und dic ganze reduziertc Massc 

9R = 9R + 9J( + 9J( = M + 4 T1 + T2 +Ta 
1 2 a a 4 r2 

Da dieser Ausdruck eine Konstante ist, so kann dic Bewcgung deH 

Motors wie die eines rotiercnden Punktes A mit der konstanten Masse 9R 
behandelt werden. Ist somit lJt die nach A reduzierte Kraft, so wird 
die Tangentialbeschleunigung des KurbclzapfPns 

:J( 
fA = 9)1" 

405. lUassenreduktion beim Gnonw
motor. Fig. 698 zeigt die Anordnung 
eines 50pferdigen Gnomemotors mit 
sieben glcichen Zylindern, dic sich samt 
ihrem Gehăuse um dic fcste Achse ~1 

drchen; dic Kolbcn sind gelenkig mit 
den sieben TriebstangPn A 2{ vcrbundPn, 
die sich um dic ft>ste Achse 21 drehen 
(vgl. die Mittcilungen von G. Schendel 

Fig. 698. in der Zeitschrift fur Motorluftschiffahrt 
und Flugtechnik, 1910, S. 2ti0). 

Fig. 699 zeigt das Schema dieser Umlaufmaschinc mit einem Zylinder 
in zwci Stellungcn. Es soll die MaRRC dicseR GPtriebcs an das Kolben
gelenk A reduziert wcrden. 

Mit den gleichen BPzeichmmgcn wic in ·10·4 fimkt man wie dort: 

).U/1 = T.~, 9)(2 = _T2z (vn)z. 9)1:~~ Ma 1 Ta (vn)z 
r" B~1 v_., 1J~)2 ,·o, . 
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Au::; dom Gm;ehwindigkeitsplan Fig. 699a entnimmt man, da/3 

vB "'" ob =o a· cos a .. vA· cos a; 
bczcichnet man noch die Konstanten 

1113 + -~~- = p, Tz-+T3 = q 

715 

B~ 
un<l nennt x die verănderlichc Strcckc 1TD = 80 wird J.ic cos a' 
ganze nach A reduzierte Massc 

o 
22 

20 

6 

~ o 
Fig. 699. Fig. 699a. 

deren Diagramm mit Hilfc dieser Gleiehung bequem konstruiert werden 
lmnn. 

Aus der genannten Abhandlung von G. Schendel ki:innen folgende 
Za.hlen entnommen werden: 

r =A-~ =21 cm, li[~= 6 cm; Durchmesser des Zylinders: ll cm, 
Hub des Kolbens 12 cm; Gewicht des Kolbens: 1 kg, Gewicht des 
Zylinders: 2,25 kg; ferner 

88 kgcm 2 2500 kgcm 2 --- ---------- Tz = ------------ ---
g (J 

Daraus ergibt sich: 

1 ( 88 ) l ,2 1 25:30 P = g l + 2-12 == (J kg, q = -g (2500 + 30) =' -- g - kgcm2 

nnd <las r<'dm:iPrk MaRsengewicht in kg: 

(1\ = 9J/g -~ (1,2 -1 2!5~-0 ) kg 
X" 

worin a: in em eimmfiihren iKt. 
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Nach dicser Gleichung wurde das Diagramm der (1) gezeichnet (Fig.700) 
bezogen auf den abgerollten Weg des Rcduktionspunktes A. Die ver
wendeten Ma13stăbe sind: 

Wege des Punktes A: 1 cm Zeichnung = 0,1 m Weg, 
Massengewichte C\): 1 om Zeichnung = 2 kg, 

also mit elen bisher eingefiihrten Bezcichnungen: 

a = 0,1, ţt = 2. 

Fig. 700. 

406. Ersatzpunkte des Getriebes. Dic vorhergehcnclen Bl·ispide 
sollten zeigen, da13 es in gewissen cinfachcn Făllen moglich ist, die rcdu
zierte Masse wăhrend cler Bewegung durch einen mathcmatischen Aus
druck festzulegen, der zur Konstruktion des Massen-Diagramms beniitzt 
werclcn kann. 

Dies wird frcilich in den seltensten Făllen zutreffen und man 
wird in cler Regel die Masse punktweisc konstruieren miisscn, ohne hierfiir 
einc mathematische Funktion beniitzen zu ki:innen, wenn man clarauf 
verzichtet, durch Vernachlăssigungen oder gewagtc Annahmcn clic 
Aufgabc zu vereinfachen. 

Im allgemeinen wird man dann clie Masscn sămtlichcr bewegten 
Glieder des Getriebcs dureh Punktmassen crsetzen, dic in ihrcr Gcsamt
hcit auf dic Bewegung densclben Einflu13 nchmen, wie dio wirklichc 
Masse. 

Ncnnt man ţt dio Masso cinos solchcn Ersatzpunktcs, v" seine Gc
sc:hwindigkcit, so wird, da die Ersatzma:,;son zusammcn die gll'iehe Re
wegungsenergie haben miissen wie das Getricbo selbst, die Glcic:hung 
bestehen 

1:L=22: (i mv2 ) =2: (t f-lVe2 ) 

oder nach Gleichung 238: 

. 241) 

worin die Sumnw i.iber :,;ămtlic:he Er:,;atzpunkte des Getriebes zu er
strecken ist. 
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Nun haben wir in 96 geschen, daB os zwci Arten von Ersatzpunkten 
fur ein Massensystem gibt: die statischen und die dynamischen. 
Die statischcn Ersatzpunkte haben zusammen dic glciche Masse 
und dcn gleichen Schwerpunkt wie das wirkliche System; bei der Unter
suchung seines augenblicklichen Bewegungszustandes geniigt es, 
mit diesen statischcn Ersatzpunkten zu arbeitcn, da die Beschleunigungs
druckc sieh durch sic vollstăndig ausdrucken lassen und es nicht not
wendig iHt, die Sehwerpunkte der Getriebeglieder heranzuziehen. 

Dies trifft jedoch nieht mehr zu, wenn es sich um die Massenrcduk
tion eines bewegten Getriebes handelt. Hier sind die dynamischen 
Ersatzpunkte zu beniitzen; sic haben die o ben genannten Eigenschaften 
der statisehen :Ersatzpunkte, besitzen alw zusammengenommen die 
gleiehe Masse und den gleichen Schwerpunkt wie die wirkliche Masse, 
auf3Prdem aher noch das gleiche 'rrăgheitsmoment fiir jcde Achse. Mit 
cler 'rheorie dieser dynamischen Ersatzpunkte haben wir uns in 98 
u. f. ausfiihrlieh bm;ehiiftigt. 

407. Anzahl der dynamischen Ersatzpunkte ciner kinematischen 
l(ette. Bei dor Zuriiekfiihrung der Masse einer kinematisehen Kette 
auf die Massen einzelner Punktc entsteht die Frage nac:h der Anzahl 
dieser Punkte. 

In 105 wurde gezeigt, daf3 man jedes starrc Systcm dureh drei in 
einer Geraden liegende Punkte crsetzen kann: dureh cine Masse irn 
Sehwcrpunkt und zwei anderc Massen in zwei beliebig gewăhlten Punkten 
d.er Schwerlinie. 

Ebenso wurdc in 107 bewiescn, daG man jedes System durch vier 
Punkte ersetzen kann: durch cine Masse im Schwcrpunkt und drei andere 
Masscn in drei beliebig gewăhlten Punkten (Fig. 701). Ein Dreieeks-
glied wird man in dieser W eise dureh 8 
vier Punkte ersetzen, wobei man die 
Punkte A, B, C in die drei Gelenke 
des Gliedes verlegen wird. 

:Ein Glicd, das die Form eines 
bdiebigen n-Eckes hat, kann man 
elwnRo durch vier Punkte ersetzcn; 
man konnte aher die Verteilung der 
MasRc auch derart vornehmen, daf3 

Fig. 701. l!'ig. 702. 

man cine Ersatzmasse in den Schwerpunkt und die n anderen Ersatz
massen in die n-Gelenke des Gliedes verlcgt (Fig. 702). 

In jedem Gelenke der kinematischen Kette konnen dann die Massen 
der Ersatzpunkte jener Glieder, die in diesem Gelenke drehbar mit
einander verbunden sind, zu einer einzigen _Masse zusammengefaBt 
werden. Auf3er in die Schwerpunkte der Gheder werden also auch 
in sămtliehe Gelenke dcr Kette Ersatzpunkte zu liegen kommen. Nennt 
man n die Anzahl der Glieder, g die Anzahl der Gelenke, so ist dann 
die Anzahl der Ersatzpunkte: z = n + g . . . . . . . . . . . 242) 
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lm folgendeu :>oU dies an einigL·n Beic;pidc-n L'l'iirkrt wt•nkn. 

(]

B 

s.l/ 

/) s C' 
'3 

l. Das Gelenkviereek. (Fig. 703). 
Vier Stăbe, die gelenkig miteinander verbunden sind; 
n = 4, g = 4; z = 8. 

2. Das Gelenkviereck, wenn die Schwerpunkte dcr Stăbc 
nicht in den Verbindungslinien der Gelenkc A, B, C, D 
liegcn (Fig. 704). In diesem Falle sind die EckPn E, 
F, G, H als Gelenkc mitzuzăhlen und es ist: n = 4, 
g = 8; z = 12. 

Fig. 703. 

r 

G 
2 

Fig. 704. Fig. 705. Fig. 706. 

3. Zwanglăufige kinematische Kettc :Fig. 705. Hier ist n = 6, g = ·7; 
z = 13. 

4. Flăchenlăufige kinematischc Kette Fig. 706. Es ist n = 13, 
g = 12; z = 25. 

408. Anzahl dcr dynamischen Ersatzpunkte eines Getricbes. Wcnn 
ein Glied cler kinematischen Kette, das Grundglied, festgehalten wird 
und aus ihr ein Getriebe entsteht, bedarf die Gleichung 242 fii.r die An
zahl der Ersatzpunkte einer Vorănderung. Denn jene Glieder, die sich 
um ein Gelenk _des Grundgliedes drehen, bediirfen nur eines einzigen 
Ersatzpunktes. (Vgl. 384, Gleiohung 234.) Da nun diese, mit dem 
Grundgliede gelenkig vorbundenen Glieder durch die Zahl n sămtlicher 
Glieder bereits beriicksichtigt sind, diirfen dio Gelenke eines solchen 
Gliedes nicht weiter in g mitgezăhlt werden. 

Dann ist also die Anzahl der Ersatzpunkte: 

z1 = n1 + g1 .........•. 243) 

worin n1 die Anzahl der bewcgten Glieder des Gotricbes und g1 die 
Anzahl aller jener Gelenke ist, deren sămtliche Glieder weder Drehungen 
um feste Punkte, noch Translationen ausfii.hren. 

Bei den meisten Gctrieben, die in der Praxis verwendet werden, 
besitzt jedes Gelenk ein Glied, das entweder eine Drehung um einen 
festen Punkt oder eine Translation vollzieht; dann ist g1 = O und es 
bleibt: 

z1 = n1 . . • - • . • • . . . . 244) 
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Vlerden altw alle Gelenke oines Getriebes dureh sieh dre
hen<le odor fortsehreitendc Glieder gehihrt, so ka.nn die be
wegte Massc des Gctriebes durch ebensovicle Punkte ersetzt 
werden, als das Getriebe bewegte Glieder besitzt. 

Beispicle. 

l. Die Doppelkurbel (Fig. 707). Die bewegten Gelenke A und B 
WPrdcn durch Drehungen um die festen Gelenke 21: und 18 gefiihrt. Es 
ist n1 = 3 und ebenso z1 = 3, namlich A, B und S. 

2. In dem sechsgliedrigen zwanglaufigen Getriebe Fig. 708 wird 
nur das Gelenk E nicht durch ein sich drehendes Glied gefiihrt. Es ist 
n1 = 5, fh = l und z1 = 6, namlich A, B, E, Sv S 2, Sa. 

H 

11 

17 
Fig. 707. Fig. 708. Fig. 709. 

3. In dem achtgliedrigen zwangfaufigen Getriebe Fig. 709 werdcn 
die Gelenke F, G, H, D nicht durch sich drehende Glieder gefiibrt; es 
i~t n1 = 7, g1 = 4 und z1 = ll, namlich 
A, B, D, F, G, H und die Schwerpunkte 
SI, S2, Sa, S4, Ss. 

4. Bei der Peaucellierschen Gerad
fiihrung (Fig. 710) wird nur das Gelenk C 
nicht durch ein sich drehendes Glied ge
fiihrt; es ist n1 = 7, g1 = l und z1 = 8, 
namlich A, B, C, D 
und die Schwerpunkte 
Sl, S2, Sa, S4. 

5. Fig. 711 zeigt ein 11 

achtzehngliedriges Ge
triebe, in dem die Ge
lenke A bis K nicht 
durch rotierende Glieder 
gefiihrt werden ; es ist 
n1 =l7, g1 =10 und 
z1 = 27, namlich die 
Punkte A bis M und 
fiinfzehnScbwerpunktc. 

c 

Fig. 710. 

Fig. 711. 
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409. nie kleinste Anzahl von Ersatzpunktcu. Die naeh Glciehung 242 
bestimmtc Anzahl von Ersatzpunktcn einer kincmatischen Kette ist 
nicht die kleinstmogliche, da jedes Glied, und zwar nicht nur jedes 
stabformige, durch zwei Punkte ersctzt wcrden kann, von dcnen keiner 
im Schwerpunkte liegt (vgl. 99). 

Ist n die Anzahl der Glieder der Kette, Yr die Anzahl der Gelenke 
mit r Gliedern, so trifft in den meistcn l<'ăllen fiir die kleim;tc An:r.ahl 
dcr Ersatzpunkte einer kinematischen Kettc die Regcl zu: 

minz= 2 n - -Hg2 + 2 g3 + 3 g4 + .... ) . . . 24-!i) 

Be:r.eichnet man wieder mit x den Beweglichkeitsgrad dcr K<'tt<', 
so kann diese Rcgcl auch so gcschriebcn werden: 

minz = ! (5 n + x) . • . . . . . 246) 

Zicht man zum Vergleiche die in 407 angefiihrtcn Beispide heran, 
~>o ist iiir: 

l. Das Gelenkviereck Fig. 712: n = 4, x = 4 und minz = 6 gegen 
z = 8 von friiher, nămlich zwci gegeniibcrliegendc Gdenkc A, C uncl 
vior in den Schwerlinien der Glieder liew'nde Punl<te E, F, a, II. 

2. Das allgemeincre Gelenkv!ercck Fig. 713 fiihrt Pbenfall;:; anf 
dio glcic~hcn Rcehs (Rtatt l 2) Ersat:r.punkk. 

a H c 
8 

Fig. 712. Fig. 713. Fig. 714. 

3. Fiir die Kette Fig. 714 ist n = 6 und X= 4, minz= 8t, also 
9 (gcgen z = 13 von friiher). Jeder Stab ist durch ein Gelenk und einen 
zweiten Punkt ersetzt, ebenso jedPs Dreieck. 

4. Fiir die Kette Fig. 715, dic flăchenlăufig ist, wird x = 5 und 
n = 13, somit miu z = {- (5 · 13 + 5) = 17 t oder 18 (gegen 25 von 
friiher). Die Ersatzpunktc der beidcn lctzten Beispiele sind mit Ziffcrn 
bezcichnet. 

Fiir ein Getrie be kann die klcinste Zahl der Ersatzpunkte in den 
meiHten Făllcn aus der Gleichung: 

miu z1 = 2 nb - t (gb2 + 2 gb3 + 3 gb4 + .... ) - n0 •• 247) 

bestimmt wcrden, worin nb die Anzahl dor bewegten Glieder, Ybr dic 
Anzahl der bewegten Gelenke mit r Gliedern, n0 dic Anzahl jPnPr Gliedcr 
ist, die sieh um Punkte des Grundgliedcs drehen. 
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Zidtt man die Bei::;pide au::; 408 hcran, HO ist fur: 

l. die Uoppelkurbd l•'ig. 707: nu = :3, n0 ,= 2, g1, 2 = 2; miu z1 = 3 
(wie fri.iher); 

2. das sechsgliedrigc zwanglăufige Getr-iebe Fig. 71(): nb = 5, n 0 = 2, 
gb2 = 5; min z1 = 5 ·~ oder 6 (wie fri.iher); 

2 

5 7 

Fig. 715. Fig. 716. Fig. 717. 

3. das aehtgliedrige zwanglăufige Getriebe Fig. 717: nb = 7, n 0 = 2, 
g"2 = R ; min z1 == 8 (gegen z1 = Il von friiher) ; das Dreieck A B C ist 
durch Punkt 8 ersetzt und eine Masse in A, dio abor zu Punkt 5 zuriick
gefiihrt werden kann. 

4. Das achtzehngliedrigo Getriebc Fig. 718: nb = 17, n 0 = 2, 
gb 2 = 12, gb3 = 5; min z1 = 21 (gogen z1 = 27 von friihcr). 

Fig. 718. 

Der Stab A B ist durch Punkt ll ersetzt und eine Masse in B, dic 
aber nach Punkt l reduziert wcrden kann; ebenso ist der Stab C D 
durch den Punkt 21 ersctzt und eino Masse in D, dic aber nach dem 
Punkt 20 reduziert werdcn kann, da D und 20 den gleiohen festen Dreh
punkt 'Il haben. 

In diesen Beispielen wurden dio notwendigen Ersatzpunktc durch 
fortlaufendc ZiffPrn bczeichnet. 

\V'it.tenha11er, Hynamik. 46 
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410. Aufgaben. 
Hi2. Das in Fig. 719 gezciehnotc Getriehe :,;oll durd1 dynami,.,dw 

Ersatzpunkte crsctzt werden. Wic groB ist ilm: Anz;ah l naeh 
Gleichung 243 und wo liegcn sic ? 

163. Auf welehe kleinste ZahllăBt sieh die Anzahl der notigen Ersatz
punkte in voriger Aufgabe vermindcrn und wo liegen diese 
Ersatzpunkte? 

411. Massenreduktion des Schreibzeuges eines lndikators. Das Ge
triebe des Indikators wurde schon in 170, Fig. 339, gelegentlich dor 
Bestimmung der relativen Drehpole besproehtm. 

a 
(' 

Fig. 720. 

Die bewegtcn Teile dieses Getriebes sind (Fig. 720): 
1. die um 2T drehbare Schwinge l; 
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~. drr Sehreibhebel 2 mit dPn dl'ei Gt>lonken A, H, O ll!l(l df'lll 

8chreibstifte in D; 
:3. die um ~ drehbare Schwinge 3; 
4. der Lenker 4; 
5. die Kolbenstange 5 mit dem Kolben. 
Die Massen aller dieser Teile sollen an den Punkt E der Kolbenstange 

reduziert werden. Ihre Abmessungen, Gewichte, Schwerpunkte und 
Trăgheitsmomente wurden der Abhandlung von H. Polster: "Unter
suchung der Druckwcchsel und Sto13e im Kurbclgetriebc von Kolben
maschinen", Forschungsarbeiten, Heft 172, 173 entnommen. 

Die Abmessungcn in cm sind: 

A9t =DA= Ac= 4,1, S2 C = 2,9, Ee= 1,37, cti = 3,64, 

B .E = 2,92, S4 E = 1,46; 
die Gewichte in gr: 

0 1 =1,89, 0 2 =6,88, 0 3 =8,74 0 4 =7,28, 0 5 =42,75; 

d . T h . . grcmz 1e răg e1tsmomentc m --
g 

T1m = 9,4176, T2c =108,6948, Tacr = 43,5564, T4E=14,612l. 
Die Masse der in geradcr Translation begriffenen Kolbenstange 

kann unmittelbar in den Reduktionspunkt E verlegt werden; es ist 

G5 42,75 gr 
f.JE5 = g- = --g-

Die Masse der Schwinge 1 kann nach Gleichung 234 durch einen 
einzigen Massenpunkt in A ersetzt werden; es ist 

T12c 0,56 gr 
tlAl = A~2- = g 

ebenso kann die Masse der Schwingc 3 durch eine cinzigc Punktmasse 
in C ersetzt werdcn: 

Ta(i; 3,28 gr 
f1C3 = 0-[2 = ---g---. 

DiP Masse dPs Lcnkers 4 wird, da der Schwerpunkt 8 4 in der Mitte 

liegt, nach Gleichung 58 in die gleichen Massen 2M4 (-~) 2 in B undE, 

und in M 4 [ l - 4 ( {:-) 2] in 8 4 zu zerlegen sein; hierin ist i 4 tler Trăgheits
halbmesser des Lenkers in bezug auf 8 4 , er wird aus l4 =EE= 2,92 cm, 
S4E = 1,46 cm und 

T 0 4 • --,----.? 14,6121 gr cm2 
4E = -g- [t 24 + S 4E-] = -----0---

mit ·i42 = 1,07 cm2 gefunden; mit diesem Werte wird 

G4 1,82 gr G4 
fln~c= /lJ<.·4= 0,25 -g g- p.84= 0,5 --0 

3,64 gr 
g 
46* 
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Die Masse des Schreibhcbeh; 2 cndlich Imun m die drei Gelenke 
A, B, O zerlcgt werden, wic dies allg<'mcin in 105 gezeigt wurdc. 

Die Gleichungen 57 hierfiir lauteten: 

M2 . 
!lA2= D (x3- X2) (x3x2+ ~22 ), 

M2 
flB2= ii (xi- x3) (xix3+ i22), 

- A!2 . 2 
fle2- D (x2-xt)(x2xt+~2), 

D = x 3x 2 (x3 - x2) + x 1 x 3 (x1 - x 3) + x2x1 (x2 -x1). 

Hier ist XI= S2A = - 1,11 cm, X2= s-;B = 1,62 cm, 
Xa = s~o = 2,99 cm, D = 15,3344 cm3 ; 

ferner aus 

T 0 2 . 2 --2 10S,6948 gr cm2 
2e =- [~2 + S20] = -------- -: i 22 = 6,85 cm2 

g g 
und somit 

o 
c 

Fig. 720a. 

Die Massen der Ersatzpunkte sind somit: 
7,74 gr 

flA = flAI + /lA2 = g ' 
4,67 gr 

fl B = fl B2 + fl B4 = - - g - ' 

9,47 gr 
fle = fle2 + fle3 = --- -g ' 

44-,57 gr 
flE = flE4 + /lR5 = - -g- --, 

3,64 gr 
/lS4 =- g 

Sodann wurde in Fig. 720a unter Annahme der beliebigen Geschwin
digkeitsstrecke oa = 5 cm der Geschwindigkeitsplan des Getriebes kon
struiert und dabei die Verhăltnisse der Geschwindigkeiten gefunden: 

VA Vn Ve Vs4 
----- = 2,98, - = 1,26, -- = 1,20, ~--- = 1,00. 
VE VE VE VE 

Es ist dann die gesamte nach E reduzierte Masse des Getriebes 

9R = ftA ( :; r + ftn ( ;~ r + fle ( :~ r + ftR + /1S4 ( ~~; r 
1 123.17 gr 

=- [68,73- 7,41 + 13,64 + 44-,57 + 3,64-] = - . 
g g 
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412. Krart uud Masscnreduktion bei der Atkinsouschen Gasmaschine. 
:Fig. 721 z<'igt die sehematiHche Anordnung dieses in R. Sehottlers 
"Gasma:;chin<'n", 3. Aufl., 1899, S. 148 mitgeteilten Getriebes (aueh 
Eng. 1887, S. 361 und Engng. 1887, S. 433). 

Hi<'r i:;t P die Kolbenkraft, A der Kreuzkopf, AB der Lenker, Ef53 
die Kurbel; dic V crbindung beider geschieht durch ein dreistieliges 
Glied EBC, da:; aus zwei starr miteinander verbundenen Stangen ED 
und BC bestt>ht. 

:Fig. 72la. 

'8UD.l 8 p 
= 11, 

1 
1 

17 
1 
1 
•a"" 

Fig. 721. 

'Văhrend die Kurbel in E, der Lenker in B angeschlossen ist, wird 
dcr drittc l~ekpunkt C des dreistieligen Gliedes von einer Schwinge 
0(1 gefiihrt, die ihrcn festen Drehpunkt in ~ besitzt. 

a) Kraftreduktion. Es soll die Kolbenkraft P an den Kurbel
zapfen E reduziert werden. 

a) Mit Beniitzung des Geschwindigkeitsplanes. In Fig. 72la wurde 
die Geschwindigkeit vE durch die beliebig angenommene Strecke o e = 5 cm 
dargestellt und hieraus in bekannter Weise der Geschwindigkeitsplan 
gezciehnct. Dann ist die reduzierte Kraft 

\13 = P · -~1- = 0,49 P. 
t'E 
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{J) Mit Bcniitzung des Kraftplanes. Ersctzt man das dreistielige 
Glied durch die Dreieckseiten 3, 4, 5 und nennt 1 den Lenker, 2 die 
Schwinge, 6 die Kurbel und 7 die Verbindung von A mit ~"', so kann 

p 

7 

]<'ig. 721 b. 

in Fig. 721 b der Kraftplan in folgender 
Reihenfolge leicht gezeichnct wcrden: 

p + 7 +] _(), 
1 + :l + 5 · .. o, 
a t· 2 + 4 o, 
fi + 4 + 5 + 1.]3 -o, 

wodurdt 1,13 bestimmt ist. 

b) Massenrcduktion. 

Gegeben sind: 

die Lăngen in cm: AB = 55, AS1 = 33, Gli: == 27, Er.t = Iti; 
die Gewichte in kg: G8 (Kolbenstange) = 5, GI = 6, G2 = 3, U6 .·~ 2,1 ; 
das Trăgheitsmoment des Lenkers 1 in bezug auf das Ende A : 

TIA= _9801 ~gem.:, ferner T2!!: = _7~ ~gcm2 und Tscr: = 2!>~·7_!/~cnt2. 

Die Angaben fiir das dreisticligc Glied E BC wurden bereits in 108, 
4. Beispiel, mitgeteilt. 

Zunăchst wurden die dynamischen Ersatzpunkte der Glieder fest
gestellt. 

Die Masse der mit 8 bezeichneten Kolbenstange kann in A vereinigt 
5kg 

werden: fJAs = ~-. 
g 

Die Ersatzpunkte der sich drehenden Glieder 2 und 6 konnen in dic 
Punkte C und E gelegt werden; es ist 

_ _.!_2! __ ~-~~ _ Ts(i;. 
flcz - a1t2 - g , f11-~s - i!JG:z 

0,7 kg 
g 

Um die Ersatzmassen des Lenkcrs 1 zu bcstimmcn, bcniitze man clic 
Gleichungen 58: 

Ts 
flAI = al' 

T.., 
llm = bl, 

worin l =A E = 55 cm, a= }1~9~ = 33 cm, b = S 1 B = 22 ('lll, 

MI= f}r = ()_l<.g, Ts = TJ t- .Minz= ;{2~~ kg~m2 
g g .. g 

cs wird mit diesen Werten: 

1,8 kg 2,7 kg 
fJAI = ·~g---, llm = g 

1,5 kg 
fls1 = g 

Die Ersatzmassen des dreistieligen Gliedes E BC wurdC'n bereits in 
108, 4. Beispiel, ermittelt; sie waren auf dic Punkte E (statt A), B, 
C, D verteilt und hatten die Gr613en: 
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' 2 kg ' 57,774kg ' 77,128 kg ' 137,462 kg 
fJ1·: = g' fJu =--- g 11c =- --g--' Pn = --g---· 

t:;omit er<~eheint das Getriebc durch folgendc Punktmassen ersetzt: 

' 55,074kg 
flB = flm + P n = - --(}--, 
1,5kg 

ţts1 = --- g--
' 7(:i,J28 kg 

f1u ~fiu~ -1- Pu - - -y -- , ftD ~'-' Pn' 

' 2,7kg 
ftJ•: = flJ.; -J- fl·f<:6 = -(}-. 

un ,462 kg 
[} 

Mit Hilfe dl'H UcsehwindigkeitsplancH wurdcn nun die Ersatzma.Hsen 
ţt nach E reduziert; dic gcsamte nach E reduziertc Massc des GetriebeH 
i<~t schlieBlich: 

~l)t =PA (vA)2 + flu (vn)2 + /lsi (v.st)2 + flu (vu)2 + ftn (VJJ)2 -+ttJt· 
VJ<; VJ<J VJ<: VE VE 

:Mit VJ•: = oe = 5 cm, wic angenommen wurde, ergaben sich: 

'VA =o a= 2,54 em, VB = ob = 4,16 Clll, Vs1 =OS~= 2,98 Clll, 

Vo = OC = 3,92 Clll, Vn = od = 4,02 Cffi 

und 

~m = 1,7544-38,0561 + o,5340- 46,8187 + 89,0754 + 2,7 = ~890 kg . 
(} 

413. Aufgabe. 

164. BeiderKru ppschen Verschwindc-
lafette (Fig. 722) wird das Ge- L ----~-----
schiitzrohr R durch das Gegen
gewicht G teilweise im Gleich
gewicht gehalten; sa und 5B sind 
festliegende Gelenke, A ~W eine 
starre Sta.nge. Man soli sowohl 
das Gegengewicht G, wie auch 
die Massen des ganzen Getriebes 
nach dem Schildzapfen A redu
zieren und das Diagramm der 
reduzierten Gewichte und Massen 
fiir den ganzen Weg des Zapfens 
A von der hochsten (Schu.Blage) 
bis zur tiefsten (Ruhelage) des 
Rohres zeichnen. (Erwăhnt in 
M. Schwabach, Dyna.mische 
Theorie der Verschwindela.fetten, 
Dissertation 1904.) 

Fig. 722. 
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H4. Uutersuchuug tler Bewt•gung des UPdnktiouspuuktt~s. Nachtlem 
::;ămtlichc Krăftc und Massen dm; Gctridws an den lk<luktionspunkt ]IJ 

rcduzicrt sind, was am bPsten in tabdlari;;cher Zmmmnwnstcllung cr
folgen wird (vgl. das Bei;;piel in 415), kann die Bewegung des Punktes ]IJ 

wie die eines Punktcs mit vcriinderlieher Masse un<i veriinderlidwr 
Kraft genau nach j<'Ilell Regeln unten:ucht WPr<IPn, die in Ab::;dmitt 
XXXVHI ausfuhrlich ge:;childert und an einigen Bci;;piekn ange
wcndet wurdcn. 

Grundsătzlieh i:;t alw kein Unter:;chicd zwisdwn dt'r dynamiselwn 
Untersuchung eincH GetriebPH und jcner eincs cinzdnPn gdiihrkn 
Syskms. In gcwi:;sen einfadwn Filllcn wini da8 Getriehc :;ogar dirdd 
durch ein gdiihrte;.; System ersetzt werden ki)nnen. DiPs t.rifft z. B. 
bei cler Doppdkurbel zu (Fig. 707), dit• zwar drni lwwcgtc Glic<kr hcsitzL, 
aher auf cin einziges, niimlich dit• Koppd AH, dynamitleh zuruckgdii.hri 
werdcn kann. Nennt man hier 

TI~( T2'll 
fl.tl = ----2-, PH2 = ~- 2-

A~{ B9.3 
(vgl. 357, Gleichung 207), dic nach A bzw. B verlegten En;atzma;.;tlcn 
dcr rotiercnden Glicder 1 und 2; ferner ftA~' flH:l' fis~ die drei Er;.;atz
mas8en der Koppel 3 in A, B, S, so trăgt die;.;c dic vcreinigtcu Erl-latz
masscn: 

ftA = ftAl + flA~' flB= ftB2+ ftB3 und /[:;3; 

sic ist nun wie ein ciuzelnes, gcfuhrtcs Sy~;tem dyuami~;ch zu hchanddn. 
Das gleiche gilt uatiirlich von den verschiedeucu Artcu der Schub

kurbel. 
Wic man ubrigens auch die Eigcugewichtc der Gliedcr als trcihende 

Krăfte in Rechnuug stellcn kann, soli folgende Anwendung auf cm 
einfaches Getriebe vorfuhren. 

415. Schwingende Bewegung cines schwercn Gctricbcs. Ein aus 
drei Stă ben bestehendes Gctricbe (Fig. 723) mA E (f ist in dcn festcu 
Geleuken m und (f gelagert und in der gezeichucteu Anfaugsstcllung 
in Ruhe. Die Gewichtc, Schwerpunkte uud Trăgheitsmomeute der 
drci Glieder siud bekaunt. Mau iiberlăBt das Getricbe der Wirkung 
cler Schwerkraft; bis zu weleher Stelluug wird es schwingeu und wie 
ănclern sich die Gcschwindigkeiten wăhrcnd cler Bewegung? 

Man wăhlt E als Rccluktionspunkt, zeichnet desscn Krciswcg und 
teilt ihn in beliebige gleiche Teile, fur die 15 cm Lănge angeuommcn 
wurdc; der LăngeumaBstab der Zeichnung i~;t 

1 cm Zeichnung = 0,:3 m Lănge. 
Der Weg des Punktcs E wurde in Fig. 724 in doppelt so groBem 

MaBstabc auf einer Geraden 1 1 abgewickelt (O bi,; 16). 
Kraftreduktiou. Die treibenden Krăfte ,;ind die gegt'bt•ncn Ge

wichte: 
G1 = 10 kg, G2 = 40 kg, U3 = 25 kg. 
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Dic Eutfernungen d.er Sehwerpunktc sin<l: 

~( S 1 = l ,28 m, E S 2 = 0,55 m, (5; s; = 0,5 In. 

Verteilt man die Gewiehtc statiseh auf dic Punkte A und E, so wird 
das treibcndc Gewieht in A: 

18 kg, 

Fig. 723. 

Reduzicrt man bcidc Gcwichte in die Bewegungsrichtung von A 
bzw. E, so sind <licse rcduzierten Gewichte 

GA' = GA cos a, GE' = GE cos B 

und somit die ganze nach E reduzierte treibende Kraft 

m ' 'VA 1-'=GE+GA-· 
VE 

Das Gcschwindigkeitsverhăltnis VA wurde wie m Fig. 356 gefun-
VE 

dcn, indem man vE durch die Lănge E@ darstellt und CS:a 11 EA zieht; 
dann ist Aa die entsprechende GroBe von vA. Auf diese W eise wlirde 
vA fiir die Stellungen O bis 16 ermittelt und die W erte der Verhăltnisse 

vA in cine Tabelle eingetragen. 
VE 

Ebenso wurdcn dic Wertc von GA' und UE' durch Projizieren auf 
die Tangenten der von E und A beschriebenen Kreisbogen fiir die 
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genannten 17 Stellungen bestimmt und ebenfallti in der Tabdle ii,U

sammengestellt; cndlich wurden dic Summen 1.ţ3 gebildet (s. S. 732). 

Massenrcduktion. Die Tragheitsmomentc dcr drei Glicder scien 
in folgender W eise gege ben: 

T Hl = ~50!7000 kgcm2' T 2A = 1 20~ 000 kgcm2, T a~t = ~Q~~Q_ kgcm2. 

Dati Glicd 1 i8t in A d urch dic Punktmastie 
!1,77 

kg, 
!! 

dati Glied :3 i11 E durdt dio PunktmasHe 

T3 ~t s 
fiA3 "'' kg 

}1] (5;2 !! 

enmt"'t wonh~11. 
Der Trăgheitshalbme,;ser i2 des Gliedes 2 ist naeh der Gkichung 

G2 1200000 2 T2A = !J- (i22 + a2) = ··· · !J - kgcm, 

worin a = A-8; = HiG cm, mit i 22 = 2775 cm2 zu berechnen. Die Masse 
dieses Gliedes wird auf die drei Punkte A, 8 2 , }1] dynamisch verteilt; 
cs ist nach Gleichung 58 mit l = AE = 220 cm, e = ES2 =fi;) cm: 

(}2 i22 3 06 (/2 i22 
/IA2 = g-- . al = _'g __ kg, f1E2 = ·-fl .. el= 

!l,18 

!J 
kg, 

I l = G2 (1-i22) = ~2~kg· 
S2 !J a e !J , 

somit sind die Ersatzmassen fiir die Berechnung der reduzicrtcn Masse: 
12,g3 17,18 

l 1A = !1Al + flA2 = -g kg, 11E = !'E3 + PE2 = ·---g-- kg, 

27,76 
---· kg. 

!J 
Das gesamtc nach }1] reduzierte Massengcwicht ist dann naeh Glei

chung 227 und 235: 

(\) = 9J1g = [/lA (VA)2 + fiE + fls2 (Vs)2l rJ. 
VE; V]<; . 

Dic Geschwindigkcit v8 des Schwcrpunkts 8 2 wurdc ermittl'lt, 

indcm cs:~ : ~ a = ES~ : S2A = 1 : 3 
gemacht und 8 2 mit i.î verbunden wurde; dann ist v 8 = 8 2 i.î, wenn vR 

durch die Lănge E~ dargestellt ist. (Vgl. Fig. 104 mit Punkt C.) DaR 

Verhăltnis Vs wurde fur die Lagen O bis Hi des Gctriebes ermittdt 
VE 

und in die Tabelle eingetragen; sodann wurden die Werte von (vA) 2 

V fi 
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und ( v,-,) 2 und ::;chlieHlich die Werte der Sunune ® = ~Jig tabellari::;eh 
VE 

zusammengestellt. 
Das Geschwindigkeitsdiagramm. In I!'ig. 724 wurde liber dem 

abgerollten Wegc des Reduktionspunktes E mit dem 

Fig. 724. 

LăngenmaBstab: 1 cm Zeichnung = 0,15 m Weg, a = 0,15, 
das l,j3-s-Diagramm und das W-s-Diagramm von der Achse II aus auf
getragen, und zwar mit Bsnutzung cler MaBstăbe: 

KraftmaBstab: 1 cm Zeichnung = 10 kg, x = 10; 
MassengewichtsmaBstab: 1 cm Zeichnung = 10 kg, ţt = 10. 



~~ 
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Die Beweguug in der .Zeil. 

Die lHiegralkurve des ',ţ-8-l>iagraunm; ist dat-: Arbcit~::diagramm 

A-s; die ArbeitsbasiH wurde mit W = ~· em angcnommen; dann ist naeh 
Glcichung 181: }. = ax 9( = 0,5 
und somit der 

ArheitsmaB:::tab: 1 cm Zeiehmmg '-"-- 0,5 mkg. 

Nach dom Arbeitsprinzip G leiehung 182: 

L -- L 0 = A 
wird, da L 0 = O angenommen wurde, fiir A = O atwh L = O Hein; m1 
ali-:o daR A-s-Diagramm die 8-Achse ;.;ehneidPt, kommt dPr HeduktionK
punkt E zur Huhe, das Getriebe zum Stillstaml, um Hodann Heine lk
wegung umzukehren. l>ies findet zwischen den Stdlungen 15 und lu 
statt (Fig. 724). 

J>ie Kom:truktion rkr Gesch windigkeih:hiihen mkr des h-8- J)iagramm::; 
ist von friiher bekannt (vgl. Ahh. ()75 uml u77). 

Um z. 13. fiir die Stdlung 7 die Geschwindigkeit;.;hiihe zu finden, 
nimmt man (Fg. 724) .~) =c 4 cm bclic•big an, zieht die Achsen J I 1 I Il 
und IV IV, ferncr die Linien m = /(1\, n =IA, NP j_ n, P Il _L rn; 

dann ist 7 H = lJ. Dieselbc Konstruktion wurdc in dcr :Figur fiir die 
Stellung 14 wiederholt. 

Der MaBstab fiir clic Geschwindigkeih-:hiihell ergab sieh nach 38H, 
SchluiJ: 

~.1 Vs 

1 

l(v')"l(v' )" 
Vx 1 Vp; 1 V1.; VJC 

1 1 1 

ax 
E= 

fl 

1 

1 

G/ 1 G ' .1 

l 
80 d. h. 

' 
i ' ! 
1 ' (V·'r! (V' r IG '.v'l \l.l"" @"!! 1 .1 - g ;u1,; lgl"'-1 --- !g 1u.-.: --- 1 

VI; l Vr: ! VJ·: 

! 1 1 

o 0·87010·930: 0·757 i 0·865 40·8001 9·83~1 8·556149·:{56 17·180 9·712 
1 

24·012 150·904 
1 

1 0·930,0·944 0·865 1 0·891 38·624: 8·496 7·901 46·525 11·098 24·734 153·012 1 

2 0·975[0·960~ 0·951 0·9.:i2 35·0881 6·9121 6 7391 41·827 12·201 25·595 154·976 
3 1·0200·99011·040 0·980 

1 

31·552 5472 5·5811 37·133 13·343 27·205 57·728 

4 1·0600·9941 1-124 0·988 26·6561 3·672 3·8921 30·548 14420 1 2i-426 59·026 

5 1·no:1·006l1·232 1·012 21·4881 2·045 2 2701 23·758 1 15·806 1 28·094 61·080 
6 1-14511-()251 1·311 1·051 15·6671 o o 115·66i 16·820 ! 29·176 63·176 

1-16511·030 1·357 1·061 9·5201 . 1·944 
.<::! 

17·411 29·451 64·04:) 7 2·2651 7·255 ,;:: 
' 1 

3·536i -3·888 
-;::: 

8 H91i:1·036\ 1-428 1·072 -4·646 1-110 "' 18·321 29·759 65·260 
-2·7201 . 5·904 7·144 -9·864 

"d 
' 9 1·210 1·043 1-464 1·088 ~ 18·n8 30202 i66·120 

1·22511·050: 1-501 9·2481 -7·7041 -9·437118·685 
,o; 

10 1·103 '" 19·258 30·6!9 <l) 167·057 
15·0141 -9·1i041ll-7811 26·799 

:.-
11 1·240~1·053, 1·538 1100 ~ 19·732 30·786 167-698 ;:; 1 

12 1·260:1·064, 1·588 1-132 21·2161 11·232114·1521 35·368 1 20·374 31·425 68·970 

1·26611·055 1·603 
1 

lti9·22() 13 1·134 26 656112·8161 16·2251 42·881 1 20·566 :n480 

14 1·27011·070~ 1·613 1-145 32·640i 14·256: 18·1051 50·745 1 20·6[)5 
1 

31·785 [69·660 

15 1·25.') 1.0701 1·575 1·145 35·360 15·437 19·373 5±·733 1 20·14:l 
1 

:H·785 169·108 
16 

i i 
1·061 38 0801 16·416! 18·4841 56·564 1 16·269 29·453 62·902 1·1261·030 1·268 

1 1 1 1 
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l 
l\lai.IHtab der Cel:lehwindigkeitHhiilH'll: 1 Clll Zl·ielmung c= HO lll. 

733 

Dai:l v2-s-Diagramm kann sodann aus der Cleiehung v2 = 2 g h ent
wcder gcrcchnet oder kom:truiert werden. Als Maf.lstab wurde hiefiir 
gewăhlt: l cm Zeichnung = 0,2 (mjsek.)2• 

416. Die Rcdnktion der 'l'raghl'itskrăftc. Das D'Alembertsche 
Prinzip kann auch dazu boniitzt worden, um dic Gelenkdriicke an irgend 
einer Stclle des Gctriebes, z. B. die Driickc eincr Steuerung mit Um
gehung dcr Spannungeu, zu bc;;timmen. Liist man nămlich ein beliebiges 
Stiick des Getrit:bes aus seiner Verbindung mit dcn iibrigen Glicdern 
und bringt an diescrn Stiieke dic Driicke der golosten Gelenke nnd die 
ăuHcren Krăftc, Fiihrungs- und Auflagerdriieke usw., sowie die sămt
liehen Trăgheitskrăftc des ausgcschnittenen Teilcs an, so herrscht zwischen 
allen diesen Krăften Glcichgewicht. Rcduziert man alle an einc beliebige 
Stellc des Gctriebcs, und zwar an jene, an der der Gclenkdruck bestimmt 
wcrden soll, so miisscn die reduzicrten Krăfte auch noch Gleichgewicht 
haltt:n; hierdurch ist aber dor gesuchtc Gelenkdruck leicht zu finden. 

Nennt man m einen Massenpunkt des Gctricbes, v seine Geschwindig
keit, b seine Beschleunigung, cp dcn Winkel zwischen beidcn, so ist -mb 
die Trăgheitskraft dieses Punktos und --rnb · v cos cp ihre Lcistung; 

dv 
nun ist b cos (p = rl t' ;;omit i,;t l1ie Leistung 

dv l d (rn v2) 
-1/!V dt = -2 dt 

und clic Leistung der Trăghcitskrăfte aller Punktc sămtlichcr Glicder: 

l d22: (mv2) 
2 dt 

Mit Bcniitzung dor Gleichung 238 fur dic reduzierte Masse: 

.22..' (mv2) mc =~ .. -- .... , 
VE2 

wenn E der Reduktionspunkt ist, wird diese Leistung 

1 d (9JcvE2) 

2 dt 
Reduziert man sămtliche Trăghcitskrăftc nach E und nennt % die 

gcsamte rcduzicrtc Trăghcitskraft, so ist deren Leistung 
1 d .22.' (mv2) l d (ml v 1,;2) 1 dml d vR 

% · 11R ~ -- 2 dt . = -2 dT =- 2 dt v,,l- mlvp; dt-

odor 

setzt nmn noch 
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wclchcr Ausdruck (bis aui das Vorzeichen) mit dem fiir tlic rcdm-.icrte 
Kraft \13 nach Gleichung 225 iibereinstimmt. ~~K iRt ahm 

'-13 + 1: =o, 
d. h. die reduzierten ăuBeren Krafte und die reduzierten Trăgheitl;

krăfte halten sich fiir jeden Punkt E des Getriebes Gleichgewicht. 
Zu beachten ist hierbei nur, daB- 'imbE nicht die Tragheitskraft 1: 

der Masse 'im des Reduktionspunktes ist, wie aus obiger Gleichung 
hervorgeht. 

4:17. Riickdruck einer Balancierkolbenmaschine. In Abb. 725 treibt 
der Kolben K mit Hilfe der Kolbenstange l den Lenker 2 und den um 

18 drehbaren Balancier 3, der die 
--'9.~"7''7'----c Bewegung durch die Triebstange 4 

auf die Kurbel 5 iibertragt. Der 
2 Beschleunigungszustand des Ge

triebes ist gegeben; welcher Riick-
52 druck wird am Kurbelzapfen E 

ausgeiibt ader: welche Kraft muB 

11 in E angebracht werden, um den 
gegebenen Beschleunigungszustand 

--'1 ...__~ zu erzeugen 1 
: K · Der V organg ist folgender: man 

ersetzt samtliche bewegte Massen 
Fig. 725. durch ihre Ersatzpunkte, be

stimmt deren Tragheitskrafte und 
reduziert sie nach E; ihre Resultante 1: ist der gesuchte Riickdruck. 

Die dynamischen Ersatzmassen der einzelnen Glieder sind folgende: 
l. Kolbenstange l : ţt Al in A ; 

2. Lenker 2: flA 2 in A, ţt02 in C, ţt82 in S2 ; 

3. Balancier 3: ţt3 im Schwingungsmittelpunkte B (vgl. 101): 
4. Triebstange 4: fln4 in D, flE4 in E, ţt84 in S4 ; 

5. Kurbel 5: f-lE5 in E. 

Die Ersatzmassen des Getriebes sind: 

flA =#Al+ flA2> f-lB, flc = #02' flD = llD4' flR = JlE4 + JlR5' fls2 und f.IS4· 

Nun werden die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen dieser 
Punkte ermittelt. Nennt man v die Geschwindigkeit, b die Beschleuni
gung eines dieser Punkte, q; den Winkel ihrer Richtungen, ţt die Masse, 
so ist ţtb die GroBe der Tragheitskraft, ţtbv cos q; ihre Leistung; bezeichnet 
man ferner mit 1: die Summe der in die Bewegungsrichtung von E 
reduzierten Tragheitskrafte, so ist 

1 
1: = -1: (ţtbv cos q;), 

VE 

wobei sich die Summe iiber alle Ersatzpunkte erstreckt. 
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418. Aufgabc . 
.lli:i. Von iler KegHierHehen Compound-Wast-lerhaltuugsma::;ehitw, 

Fig. 726 (mitgeteilt von R Diirfel, Technische Blătter 1885) 
ist die Massenverteilung, der Geschwindigkeits- und Beschleu
iiigungszustand gegeben. Man ermittle fur den Kurbelzapfen A 
den Riickdruck des Getriebes. 

Fig. 726. l!'ig. 727. 

419. Das _llllassenwuchtdiagramm. AuBer den bereits besprochenen 
dynamischen Diagtammen soll am Abschlusse der Dynamik eines Dia
gramms Erwăhnung getan werden, das fiir die Untersuchung gewisser 
in die Praxis einschlagender Fragen besonders geeignet ist. 

V erbindet man nămlich das von friiher bekannte L-s-Diagramm 
mit dem (~-s-Diagramm derart, daB man die reduzierten Massenge
wichte (lj als Abszissen, die zugehorigen Werte der Bewegungsenergie 
oder Wucht L als Ordinaten auftrăgt, so entsteht das sog. Mass e n
wueh tdiagramm (Fig. 727). Es sei O der Anfangspunkt des Achsen
kreuzes L @, L = L0 + A die Bewegungsenergie des Getriebes zu irgend 
ei ner Zeit, ® = ®0 + ®1 das reduzierte Massengewicht des Getriebes, 
worin @0 der unverănderliche Teil, @1 der verănderliche ist. Trăgt man L 
und <.Ş) als Ordinate und Abszisse eines Punktes Z auf, so stellt Z den 
Zustand des Getriebes zu der betreffenden Zeit vor. Der geometrische 
Ort aller PunkteZ ist das Massenwuchtdiagramm; es muB eine geschlossene 
Kurve sein, wenn die Zustănde des Getriebes sich wiederholen, wenn 
es also Perioden besitzt. 

Als Anfangszustand des Getriebes in seiner Periode moge jener ange
nommen werden, bei welchem die verănderliche Masse verschwindet, 
d. h. ®1 = O ist. Dieser Zustand ist in Fig. 727 durch den Punkt 0 1 
dargestellt, dessen Koordinaten L 0, die anfăngliche Bewegungsenergie 
und @0 , das kleinste, daher unverănderliche Massengewicht des Reduk
tionspunktes sind. 
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Legt man das Achsenkrcur. durch 0 1 statt dureh O, so sind die Ko
<-mlinaten cincs beliebigen Zustandes Z die Arheit A und das veriindcr·
lichc Massengewicht (\)1 des H,eduktionspunktes. Vt>rhind<'t man Z 

L 
mit O, so ist tg 'ljJ = -(\) , also nach Glt>ichung 228: 

v2 
t<t1JJ = h =- . 

<" T '21J 

Die Neigung 'lfJ der Geraden OZ ist demnach ein Mal3 fiir clic Ge
schwindigkeitsh6he und somit auch fiir die Geschwindigkeit des Re
duktionspunktes. 

Die Neigung dcr Geraden 001 i;;t chenso cin Maf.l fiir die anningliche 
Geschwindigkeit;;;htihc: 

'V 2 

tgv;o-' ho= 2~· 

Die Zustănde Z und Z 1 \des Getriebes, die auf derselben durch O 
gehenden Geraden liegen, besitzen gleiche Geschwindigkeit v. 

Aus diesem Grunde ist z. B. Z 0 jener Zustand des Getriebes, in dem 
die anfăngliche Geschwindigkeit v0 wiederkehrt. 

Die Zustănde groBter und kleinster Geschwindigkeit des Getriebes 
erhălt man, indem man aus O die Tangenten an das Diagramm zieht. 
Denn es ist nach Gleichung 228: L = (\) h, also dL = (\) · dh + h · d (\). 
Nun ist sowohl fiir maxv, wie auch fiir minv: dv =O, al;;o auch dh =O 
und somit 

welcher Bedingung die durch O gezogcnen Tangenten des Diagramms 
entsprechen. 

Um das Massenwuchtdiagramm durch ein Beispiel darzustellen, 
wurde in Fig. 728 aus dem A-s-Diagramm und dem 0)- s- Diagramm 

A 

Fig. 728. 

der Fig. 680 das Massenwucht
diagramm zusammengestellt; 
fiiJ; die 24 Stellungen des Ge
triebes wurden die Massenge
wichte (\) horizontal, die zugc-

min u horigen Ar bei ten A vertikal 
aufgetragen und diese Zustands
punkte durch eine stetige Kurve 
verbunden. 

Das Diagramm ist nicht ge
schlossen, die Bewegung ent
spricht also keinem Beharrungs
zustande. Die Tangenten an das 
Diagramm, von O aus gezcigen, 
entsprcchen dcr griil3ten und 
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kleinsten Geschwindigkeit, die fiir die Stellung 12 bzw. in der Năhe von 
6 (gegen 8 zu) eintreten (vgl. Fig. 680). 

Von dcm Massenwuchtdiagramm hat u. a. O. Kolsch in seincm 
Buche : , , G leichgang und Massenkrăfte bei Fahr- und 1n ugzeugmasehinen' ', 
1911, ausgedehnte Anwendung gemacht und dieses Diagramm in seiner 
sehr abweichenden Gestalt fiir eine groBe Anzahl von Masehinen (Reihen-, 
Gabel-, Stern-, Făcher- und Umlaufmaschinen) gezeichnet und sehr 
wichtige und lehrreiche Folgerungen gezogen. 

420. Răumliche Bewegungsdiagramme. Die Beziehungen zwischen der 
Bewegungsenergie L, der verănderlichen Masse !m, dem Wege s, der 
Geschwindigkeit v und der Beschleunigung b lassen sich sehr anschaulich 
durch ein răumliches Diagramm darstellen (Fig. 729). 

L 

Fig. 72!1. 

Der Zustand eines bewegten Getriebes sei fiir eine bestimmte Stelle s 
des "I;Veges des Reduktionspunktes durch die Bewegungsenergie L und 
die reduzierte Masse m des Getriebes gegeben. Betrachtet :nian s, L, 
m als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes R, so schildert die 
Lage dieses Punktes den augenblicklichen Bewegungszustand des Ge
triebes. R0 sei dessen Anfangszustand; die răumliche Kurve R0 R gibt 
den Verlauf der Zustandsănderungen des Getriebes. Ihre Projektionen 
auf die drei Koordinatenebenen sind: das Energie-Weg-Diagramm, das 
Massen-Weg-Diagramm und das Massen-Wucht-Diagramm. 

Zieht man in dem Punkte A des ersten dieser Diagramme die Tangente, 
so ist ihre Neigung a gegen die s-Achse nach 378: 

dL 
tga = ds = \l3 

cin MaB fiir die reduzierte Kraft \l3 des Getriebes. 
Verbindet man die Punkte R und S, so ist die Neigung q; diescr Ge

raden gegen die Wl-s-Ebene 
Wi tte n bauer, Dyuamik. 47 
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1 L .~ .gcp = !)Jl 

cin Ma13 fiir dic HpezifiHchc :Energic dcr MaHHC. (Vgl. 378.) 
Legt man in der Entfernung OM gleich der Masseneinheit eine Ebene 

parallel zur L-s-Ebene, so schneidet diese die Gerade RS im Punktc G; 
der Ort aHer dieser Punkte ist das Diagramm G0G. Die Ordinatcn dicscs 
Diagramms sind 

L v2 

m=~=-2 

die spezifischen Energien oder die halben Quadrate der Gcschwindig
keiten. 

Die Neigung {3 der inG gezogenen Tangente dieses Diagramms gegen 
die 9Rs-Ebene ist nach Gleichung 226: 

d~ 
tg{J = ds = b 

ein MaB fiir die Beschleunigung der Bewegung. 

Zieht man an das Massenwuchtdiagramm L-m von O die Tangenten, 
so findet man, wie friiher geschildert wurde, jene Zustănde des Getriebes, 
in denen die kleinsten und groBten Geschwindigkeiten bestehen. Die 
Stellen fiir minv und maxv sind in Fig. 729 im Geschwindigkeits
diagramm angezeigt worden. 

Gewohnlich wird man mit dem L-s- und dem 9R-s-Diagramm aus
kommen. Man klappt sie dann um die s-Achse in eine Ebene und begniigt 
sich mit diesen beiden Projektionen der Zustandskurve R0 R. Dies soll 
an folgendem Beispiele năher erlăutert werden. 

421. Beispiel. Bewegung zweier sehwerer Ellipsenrader. Das Kurbel
getriebe ~A B 5B (Fig. 730) hat die Form eines Antiparallelogrammes; 

es ist ~-5S = A.B = 2a, AW = B5B = 2e; 
vorausgesetzt wurde a> e. Dieses Kurbel
getriebe ist gegenlăufig, d. h. die beiden 
Kurbeln A~ und B 5B drehen sich im ent
gegengesetzten Sinne. 

Um den relativen Drehpol der beiden 
Systeme l und 2 zu finden, miiBte man 
z. B. das System l als das ruhende betrachten; 
dann bewegt sich das System 2 derart, daB 
B einen Kreis um A, 5B einen Kreis um ~( 

Fig. 730. beschreibt; der relative Drehpol ist dann der 
Schnittpunkt O der beiden Geraden A B und 

~ 58. Um den Ort dieser relativen Drehpole zu finden, beachte man, dal3 

~O+ OA =~O + 058 = ~US = 2a 

ist; der Ort der Punkte O im System l ist demnach cine Ellipse mit 
der groBen Achse 2a und den Brennpunkten ~( und A. 
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Ebenso ist 580 + OB = 580 -1- O~= 58~ = 2a; cs ist also der 
Ort der Punkte O im System 2 eine kongruente Ellipse mit den Brenn
punkten 58 und B. 

Die Bewegung des Kurbelgetriebes mA B 58 kann demnach ersetzt 
werden durch das Abrollen zweier kongruenter Ellipsen aufeinander 
(Rollkurven), die in den Brennpunkten ~ und 58 gelagert sind. Ihr 
Beriihrungspunkt O, der Drehpol ihrer Relativbewegung, bewegt sich 
beim Abrollen der Ellipsen auf der festbleibenden Geraden ~ 58. 

Angenommen, es sei M die Masse jedes der beiden Răder; ihrc An
fangslage sei ep =O, 'ljJ = 180°, d. h. die Ellipsen beriihren sich in ihren 
Scheiteln S 1 und 8 2• Die anfăngliche Bewegungsenergie beider Răder 
zusammen sei L 0 und sie wăren nur ihrem Eigengewichte iiberlassen; 
man soll den Verlauf der Bewegung durch Angabe des Geschwindig
keitsdiagramms des Punktes A schildern. 

Ist A der Reduktionspunkt des Getriebes, M i 2 das Trăgheitsmoment 
eines elliptischen Rades fiir seinen Brennpunkt, so ist zunăchst die 
Ersatzmasse des Rades l in A : 

nach Gleichung 234. 
Ebenso groH ist aher die Ersatzmasse des Rades 2 in B: 

Mi2 

!1B2= 4-e:i· 

Die gesamte nach A reduzicrte Masse ist dann 

oder da 
- dep 

VA= A~. dt' 
- d'ljJ 

VB=-B58·dt: 

Bezeichnet man in Fig. 730a mit OA = r, 
02! = r1 die Fahrstrahlen des Punktes O, mit dep 
und - d'ljJ die Ănderungen der Winkel ep und 'ljJ, 
wenn O nach 0 1 kommt, mit 0 1 p die Zunahme 
von r, mit Op1 die Abnahme von r 1 , so wird, ~~L:!..--,-----'.L.--'-",+"71, 

da die Summe r + r1 konstant bleibt, die Be
ziehung bestehen: 

0 1 p = Op~. 

vt 
Fig. 730a. 

Il 

Dann sind aher die kleinen, rechtwinkligen Dreiecke 0 1 p0 und 0 1 p1 O 
_ __ __ d'tjJ r1 

kongruent, also auch Op = 0 1 p1 oder r (-d'tjJ) = r1 dep, dep = ---;.-· 

r1 2a 
Nun ist r + r1 = 2a -- = --- l, x = 2r cos a 

' r r 
und aus dem Dreiecke A B 58 : 

47* 
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4e2= 4a2+ x2-4axcosa, 

worin A î8 = x und a den Winkel BA î8 bezeichnen sollen. Man erhiilt 

hieraus 

und wenn mit b die kleine Halbachse der Ellipse bezeichnet wird : 
a2--,- e2 = b2 und 

M i2l (2b)4] im=- 1+ ---
4e2 x ' 

wodurch die reduzierte Masse der elliptischen Rader als Funktion der 
veranderlichen Entfernung X dargestellt ist. 

Fig. 731. 

Um auch die Bewegungsenergie fiir irgend einen Verdrehungswinkel cp 
des Rades 1 zu finden, beachte man, daB die Arbeiten der Gewichte 
der Rader 1 und 2 seit Beginn der Bewegung die Werte haben: 

A1 =- Mge sin cp, A2 = Mge sin 'ljJ; 

die Gesamtarbeit ist demnach 

und da 

A = A1 + A2 = M ge (sin 'ljJ- Rin cp) 

-~n'ljJ__ = !.!__ = 4b2 

Hin cp r x2' 
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;;o bleibt A '-"' J}[ y c ;;in (p ( 4~2 
.. - l) 

und dic Beweguug8energic 

( 4 !J2 ) 
L = L 0 + A = L0 + M y e sin (p x 2 - 1 . 

In Fig. 731 wurde das L-s- und das 9Jl-s-Diagramm gezeichnet, nach
dem cler Kreisweg s = 2 e cp des Reduktionspunktes A auf cler s-Achse 
abgewălzt wurde. Aus cler răumlichen Zustandskurve R0 R wurde 

2 

wie in Fig. 729 das Geschwindigkeitsdiagramm ~ konstruiert. 

0'~~-+~-t~+-~-+~--~+-~~s 

#~+-,_~-+~~+-,_-+-+~~~ 

Fig. 731 a. 

In Fig. 731 a ist die Umklappung cler beiden Diagramme in die Bild
ebene dargestellt. Um hier aus dem Energie-Weg-Diagramm unei dem 

v2 
Massen-Weg-Diagramm die Geschwindigkeitslinie 2 zu finden, geniigt 

es, den Punkt K irgendwo, z. B. auf cler s-Achse anzunehmen, ihn mit 
den Punkten A unei 9J1 zu verbinden, OM gleich cler Masseneinheit 
maBstăblich aufzutragen unei endlich M N IIWCK, NG il K A zu ziehen; 

2 
dann ist G ein Punkt des Diagramms von ~-. 

422. Leitsatze. 
Bei cler Behandlung dynamischer Aufgaben sind folgende Sătze zu 

beach ten, die in diesem Buche an verschiedenen Stellen vorgefiihrt wurden ; 
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a) Augenblicklicher Bewegungszustand. 

1. Zur Ermittlung der Beschleunigungen, der Auflager-, Fiihrungs
und Gelenkdriicke aus den Kriiften einer kinematischen Kette oder 
eines Getriebes geniigt es, die Massen durch sta tische Ersatzmassen 
zu ersetzen, die durch Verteilung nach dem Schwerpunktsgesetz 
gefunden werden konnen. 

2. Hierbei sind jedoch zu den Trăgheitskrăftcn der Ersatzpunkte die 
Kraftpaare K hinzuzufiigen. 

3. Die Spannungen der Stăbe und Glieder, die auf diesem Wege ge
funden werden, sind noch zu korrigieren, da die Spannungen an den 
Enden eines und desselben Stabes nicht gleich sind. 

b) Zeitliche Bewegung. 

4. Bei der Reduktion der Masse einer kinematischen Kette oder eines 
Getriebes an einen Punkt derselben darf die Masse nur durch dy
namische Ersatzmassen ersetzt werden. 

5. Nur bei Gliedern, die eine Dauerdrehung machen, kann man deren 
Masse an einen beliebigen, auBerhalb des Drehungspunktes liegenden 
Reduktionspunkt reduzieren. Diese reduzierte Masse darf jedoch 
nicht zur Aufstellung der · Trăgheitskraft beniitzt werden. 

6. Die reduzierte Masse dient nur zur Bestimmung der Beschleunigung 
des Reduktionspunktes. 

7. Die Trăgheitskrăîte der statischen und dynamischen Ersatzmassen 
dienen nur zur Ermittlung der in Leitsatz l genannten Aufgaben. 

8. Trăgheitskrăfte konnen wie Krăfte an einen Punkt des Getriebes 
reduziert werden. 

9. Das Produkt 
Reduzierte Masse X Beschleunigung des Reduktionspunktes 

ist nich t die reduzierte Trăgheitskraft. 



C. Anwendungen aut' die Praxis. 

XLI. Einla13steueruug eiuer Zweitakt-Gro13gas
maschine, · Bauart Korting. 

423. Anordnung. Fig. 732 zeigt die Anordnung der Einlai3steuerung 
uach einer Ausfiihrung der Maschinenbau-A.G. vorm. Gebr. Klein in 
Dahlbruch. Die Figur ist entnommen dem W erke: "Die Steuerungen 
der Verbrennungskraftmaschinen" von Dr. J. Magg, Berlin 1914, S. 226. 

Die Steuerwelle ~' die durch Kegelrăder von der Hauptrolle ange
trieben wird und n = 83 Umdrehungen in der Minute macht, bewegt 
zunăchst das Exzenter E (EcŞ; = 90 mm) und die Treibstange EL oder 1, 
durch welche die Schwingung des Schwingdaumens 2 um \B erfolgt 
und durch diesen die Drehung des Hebels 3 und ~ und die auf- und 
niedergehende Bewegung der Ventilstange 4. 

Diese hat das Ventil fiir das Einstromen des Luft- und Gasgemisches 
in sehr kurzer Zeit zu offnen und zu schlieBen und erfăhrt hierbei groi3e 
Beschleunigungen. Aus diesem Grunde miissen die Ventile leicht gebaut 
wcrden, um die Beschleunigungsdriicke nicht iibermăBig groi3 werdcn 
zu lassen; als Material wurde Stahl gewăhlt. 

Die Ventilstange 4 (vgl. auch Fig. 734) wird nach abwărts durch dic 
Stcuerung gedriickt, nach aufwărts durch eine krăftige Feder F gezogen, 
derart, dai3 die Fiihrungsrolle des Hebels 3 bei A an den Schwingdaumen 
kraftschliissig angeprei3t wird. 

Die Aufgabe, die hier gelost werden soll, besteht in der Bestimmung 
dcr Geschwindigkeiten, Beschleunigungen und hauptsăchlich der Be
schleunigungsdriicke der Ventilstange, sowie der Spannungen und Gelenk
driicke, die in ihr wăhrend einer Periode, d. i. wăhrend einer Umdrehung 
der Steuerwelle auftreten. 

Fig. 733 gibt in groi3erem Mai3stabe den Schwingdau:men und den 
Rebel. Die Laufflăche des ersten beginnt mit einem Kreise k1 vom Halb
messer 245 mm um den Drehpunkt IB, der sog. unteren Rast; in V setzt 
sodann ein Kreisbogen V III mit dem Halbmesser 125 mm um den 
Mittelpunkt B1 ein, der sodann in die Gerade III II iibergeht, um mit 
dem kleinen Kreisbogen II O vom Halbmesser 20 mm um den Mittel
punkt B zu schlieBen. Die Form des Umrisses hin t er O, die fiir die Bc
wegung ohne Belang ist, wurde als Kreisbogen k2 vom Halbmesser 
2U9 mm um dcn Mittelpunkt IB, der oberen Rast, gewăhlt. 
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:Fig. 732. 

• • • • • • • • • • • • 
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424. Geschwindigkeitcn. Verzichtet man darauf, die iibrigens nur 
ganz unbedeutendc Ungleichfiirmigkeit der Drehung der Steuerwellc 
zu beriicksichtigen, so kann diese Drehung als gleichformig angesehen 
werden; die Gcschwindigkeit des Exzentermittelpunktcs E ist dam1 
konstant 

0,09m · 83n 
vR = ----30--- = 0,782 mfsek; 

l•'ig. 733. 

die Beschleunigung von E ist die Normalbeschleunigung 

vE2 
nE = -c-_c=-cc- = 6,79 mjsek2• 

ErJ; 

Um die Geschwindigkeit des Gelenkmittelpunktes L des Schwing
daumens zu ermitteln, wird man das in Fig. 104 geschilderte Verfahren 
auf das Gelenkviereck (J; EL \B anwenden. Man teilt den Exzenterkreis 
(Fig. 734) in eine Anzahl gleicher Teile, z. B. 24 und bestimmt nach 
dem bezeichneten, hier nicht weiter erorterten Verfahren fur alle 24 Stel
lungen die Geschwindigkeit vL. 

Um die Bewegung des Getriebes wăhrcnd einer Umdrehung des 
Exzenters deutlich verfolgen zu konnen, wurde in Fig. 734 sowohl der 
Exzenterkreis, wie auch der Schwingdaumen in vergroBertem MaBstab 
gezeichnet. Die Bewegung des Exzenters begănne z. B. in der hiichsten 
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Stellung O gegen die Richtung des Uhrzeigers. Wăhrcnd der Bewcgung 

von O bis 6 schleift die Rolle A des Hebcls auf dem Kreisbogen k1 ; da bei 

wird der Rebel nicht bewegt. Gleich nach 6 jcdoch, in dor mit V bc-

F 

1 

Pig. 734. 
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zeichneten Exzenterstellung, 
entsprechend der gleichbe
zeichneten Stellung des 
Schwingdaumens, wird die 
Rolle durch den Schwing
daumen gehoben und durch
liiuft die Stellungen IV, III, 
II, 1 bis O, wiihrend das Ex
zenter die ebenso bezeichne
ten Stellungen einnimmt. Die 
letzte Stellung O befindet 
sich auf dem kleinen Kreise 
des Schwingdaumens, derden 
Ralbmesser 20 mm besitzt. 
W eiter kommt die Rolle 
nich t ; der o bere Kreis bogen k2 

des Schwingdaumens wird 
also bei dieser Anordnung 
nicht beniitzt. 

An der Stelle O kommen 
Schwingdaumen und Rebel 
voriibergehend zur Ruhe, um 
sodann ihre Bewegung um
zukehren; wiihrend die Rolle 
die Stellungen 1 II 1 II 1 V V 
wieder durchliiuft, um in V 
wieder zur Ruhe zu kommen 
(untere Rast), durcheilt das 
Exzenter die Lagen /' Il' 
III' IV' V'; von hier an, also 
von V' iiber die Stellungen 
14, 16 usw. bis O bewegt sich 
das Exzenter leer, d. h. die 
Rolle schleift auf dem Kreis
bogen k1• In Fig. 734 wurde 
die Stellung II des Getriebes 
dargestellt. Wahrend des 
ersten Teiles der Bewegung 
der Rolle A von V nach O 
wird sich der Rebel im Sinne 
des Uhrzeigers drehen, also 
die Feder F gespannt und 
das Ventil gesenkt. Rin
gegen wird wiihrend des 
zweiten Teiles, der Riickbe-

qnl{ffll/iJtf 



748 Anwcndungen auf dic Praxis. 

wegung der Rolle von O naeh V, die Feder entlastet und das Ventil ge
hoben. Man entnimmt dies deutlieher aus Fig. 735, wo man die Stel
lungen des Hebels fiir die Lagen V bis O gezeichnet findet. Die verti
kale Entfernung der Grenzlagen V und O ist der Hub des Ventils; er 
betrăgt 88 mm. 

Fig. 736. 

Der wichtigste Teil der Bewegung des Getriebes ist also jener zwischen 
den Stellungen V und V'; er umspannt beilăufig 981/ 2° der Drehung 
der Steuerwelle und da deren Umdrehung bei Annahme gleichformiger 
Drehung die Zeit 

60 t = -
n 

60 
-- - = O 723 sek 
83 ' 
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crfordert, mul3 die Ventilspindel in dcr Zeit 

98.5 
T = t · -36(f = 0,191) ::;ek 

ge::;enkt und wieder gehoben werden. 

Dureh diese auBerordentlich rasche Bewegung des Ventils werden 
bedeutende Massendriicke hervorgerufen und wegen der dadurch ent
stehenden Spannungen miissen die Beschleunigungen wăhrend dieser 
kleinen Zeit mit moglichster Genauigkeit bestimmt werden. 

Flg. 737. 

Fig. 736 ist der Geschwindigkeitsplan des Punktes L des Schwing
daumens fiir die neun Stellungen von V bis V'. Aus dem Geschwindig
keitsnullpunkt o wurde der Exzenterkreis in natiirlicher GroHe be
schrieben und die Senkrechten oey, oe1 y, .... bis oev, zu den Halb
messern V<t, IV<t, .... bis V'<:f (in ~~ig. 734) gezogen; dadurch sind 
die Geschwindigkeitspunkte ev bis ev, des Exzentermittelpunktes 
gewonnen. ~~emer wurden durch o die Geschwindigkeitsrichtungen von 
L, senkrecht zu den neun Stellungen Lv \8, LTV \B,..... bis Ly,\B, 

das sind die Geraden olv, oln- ..... bis olv-, gezogen und endlich 
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durch ev, eiV> usf. die Senkrechten zu den neunLagon NvLv, EivL1 v 
usf. der Treibstange EL crriehtet. Dadurch crhalt man dic Gcsehwindig
keitspunkte lv, Ziv usf. bis lv, des Gelenkes L. 

Der GeschwindigkeitsmaBstab in Fig. 736 ist 0,782 mlsek = 9 cm, 
also 1 cm = 0,087 mlsek, d. i. zehnmal so groB als in Fig. 734. 

425. Beschleunigungen. Fig. 737 stellt den zugehorigen Besehleuni
gungsplan dar. Da der Punkt E sich gleichformig bewegt, sind seine 
Beschleunigungen nur Normalbeschleunigungen von der konstanten 
GroBe nE= 6,79 mlsek2. 

Wăhlt man den BeschleunigungsmaBstab derart, daB nE durch die 
Lănge E(J; = 0,09 m dargestellt wird, so ist der BesehleunigungsmaB
stab 6,79 mlsek2 = 9 em oder 1 cm = 0,754 mlsek2. 

Die Halbmesser nev, neiv usf. bis nev' stellen die Normalbe
schleunigung nE fiir die neun Exzenterstellungen V bis V' dar. 

Um die Beschleunigungspunkte A des Gelenkes L zu finden, geht 
man in der Art vor, die bei Bespreehung der Zweipunktfiihrung vor
gefiihrt wurde (siehe Fig. 105 und 105a). Man mache 

und ebenso 
vv'2 

nAov' ::=nv- = 
LIJ3 

2 
olv' 

LIJ3 
mit LIJ3 = 0,165 m. 

Da der GesehwindigkeitsmaBstab in Fig. 736: 1 em = 0,087 mlsek 
war, so ist in der Originalzeichnung 

und 

olv = 7,6 cm = 0,661 mlsek, 
oli} = 7,1 cm = 0,618 mlsek 

_ (0,661 mlsek)2 _ 2 65 l k2 nv-- - , m se , 
0,165 m 

, _ (0,618 mlsek)2 _ 2 31 l k2 nv - - , m se 
0,165 m 

oder mitRiicksieht auf denBeschleunigungsmaBstab 1 em = 0,754mlsek2 : 

n Aov = 3,51 cm, niov' = 3,07 em. 

Errichtet man in Aov und Aov' die Senkrechten auf nAov bzw. nAov', 
so enthalten diese bereits die Beschleunigungspunkte Av bzw. ),~ . .'. Es 
ist nun 

bL ::= bE + nLE + tLE (vgl. Gleichung 16). 

Die Normalbeschleunigung von L gegen E ist 

VLE2 

nLE =LE' 
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worin vLE dic relative Geschwindigkeit von L gcgen E iRt. ]'iir clic 
Stcllung V ist aus Fig. 73'6: 

VLT~ • ev-t;; = 2,3 em = 0,200 mjsek 

und nL E' = {0,20 mjsek)2 = O 017 mfsek2 
o 2,322 m ' ' 

was maBstăblich einer Lănge von 0,02 cm entspricht. In der Zeichnung 
wurde auf diese kleine Lănge keine Riicksicht genommen, also nu: 
unterdriickt. Man begniigt sich mit der Tangentialbeschleunigung t LJ<J und 
zieht c:vÂ.v senkrecht zurTreibstangeEvLv und ebenso c:v' Â.v' _l_Ev' Lv'· 
Auf diese Wcise findet man die Beschleunigungspunkte Av und Â.v'· 
In gleicher Art wurden die iibrigen Beschleunigungspunkte }.1 v, }.1 v', An1 

usw. bestimmt. 

Fiir die Mittellage O ist vL0 =O, somit auch nLo =O und bLo ~~ :n:Â.0 • 

426. Ventilgeschwindigkeit. Die Ermittlung der Ventilgeschwindig
keiten soll in Fig. 738, die in der Originalzeichnung im MaBstabe l :2 
ausgefiihrt wurde, fiir die Stellung II vorgefiihrt werden. 

In Dbereinstimmung mit 216, an wclcher Stelle die Kinematik 
der Schwingdaumen behandelt wurde, soll dessen Umrii3 durch seine 
Ăquidistante ersetzt werden, so daB man statt der Rolle, die sich an 
dem Schwingdaumen abwălzt, deren Mittelpunkt A beniitzt und ihn 
auf der.Ăquidistanten gleiten lăBt. Deshalb sind in Fig. 738 die Stellungs
bezeichnungen V bis O auf die Lage des Punktes A bezogen und an dic 
Ăquidistante angeschrieben wordcn. 

Um f!(rner die Konstruktion der Ventilgeschwindigkciten und Be
schleunigungen leichter durchzufiihren, wurde in Fig. 738 angenommen, 
daB der Schwingdaumen, rein zeichnerisch genommen, in Ruhe bleibt 
und der Rebel A IJJ..D, relativ genommen, sich um 1.5 dreht, wodurch 
an der Gegenseitigkeit von Schwingdaumen und Rebel nichts geăndert 
wird. Dann wird der (in Wirklichkeit ruhende) Drehpunkt IJJ.. der Reihe 
nach die Lagen V, IV, III, II, I, O einnehmen und hierauf denselben 
Weg in verkehrter Reihenfolge zuriicklegen. Fiir die Lage II z. B. 
kommen IJJ.. und A in die mit II bezeichneten Lagen, wobei aber zu 
beachten sein wird, daB IJJ..I.B die Richtung der vertikalen Ventilbewegung 
ist. Dies hat den Vorteil, daf3 die Schwinge L ~3 an der gleichen Stelle 
verharrt. 

Um die Ventilgeschwindigkeit fiir die Stellung II zu bestimmen, 
geht man in der in 216 erlăuterten Weise vor. Man betrachtet I.BBA ~( 
als Gelenkviereck und bestimmt zuerst die Geschwindigkeit von B, 
indem man die aus Fig. 736 bekannte Geschwindigkeit oln in halbem 
MaBstabe nach Lf iibertrăgt (gedrehte Geschwindigkeit), sodann 
loiiLB bis zum Schnitte o mit BI.B, baii BA bis zum Schnitte a mit 
~(A zieht. Dann sind Bb und Jfa die gedrehten Gcschwindigkciten 
von B und A. 
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Kennt man aber die Geschwindigkeit v A• so ist die Geschwindig

keit vn des Endpunktes D der Ventilstange durch einfache Konstruktion 

oder, sofern dies vorgezogen werden sollte, durch Multiplikation mit 
dem Hebelverhiiltnis 

m/s 
2 

~5 

1 

0,5 

.~ 
0.,5 ~ 
~ 

1 .!::; 
~ 
il 

~5 ~ 
'5 

2 
mJs 

Fig. 739. 

:vm 37o 
A.m = 195 = 1,9 

V' 

m15z 
80 

70 

60 

50 

'10 

30 

20 

10 

~ 
10 ~ 

.~ 
~ 20 
~ 
] 30 
I::(S 

'10 

50 

50 

70 

ea 

90 
m~.sz 

zu bestimmen. Projiziert man dann noch v n auf die Richtung ~ ~ 

Wit.tenbauer, Dyuamik. 48 
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<ler Ventilbcwcgung, RO crhălt man die Ventilgeselnvimligkeit fiit· die 
Stellung II. 

Der Geschwindigkeitsma13t:!tab Ît:!t, dcm MaBstabP der Fig. 738 ent
sprechend: 

1 cm = 0,174 mjsek, 

und in dor Originalzeichnung 

vA = Aa = 5,58 cm = 0,971 mjRPk 

vn =vA · 1,9 = 1,845 mjsek, 

Ventilgeschwindigkeit: vn · 0,99 = 1,826 mjsek. 

Auf diese Weise wurden die Ventilgeschwindigkeiten in allen iibrigen 
Stellungen zwischen V und V' bestimmt und in das Geschwindigkeits
diagramm, Fig. 739, eingetragen. Dieses Diagramm wurde iiber dem 
abgerollten Wege des Punktes E gezeichnet und kann deshalb als v-t
Diagramm angesehen werden, da E sich gleichformig bewcgt. 

Das Ventil beginnt seine Abwărtsbewegung in dcr obersten Stellung r 
(vgl. Fig. 735) mit der Geschwindigkeit O. Sie steigt schr rasch bis zur 
Stellung III; hier hat das Geschwindigkeitsdiagramm einen Knick, 
die Geschwindigkeit nimmt bis Il in langsamerer \Veise zu, um von II 
ab stetig bis O abzunehmen; damit ist die tiefste Lage des Ventils crrcicht 
(Stellung O). Von hier ab beginnt die Aufwărtsbewegung dcr Ventil
stange durch die Stellungen O bis V' mit etwas kleineren Geschwindig
keiten, aher im groBen und ganzen mit dem gleichen Verlaufe des Dia
gramms. 

427. Ventilbeschleunigung. Wesentlich schwieriger und umstănd
licher ist die Konstruktion der Ventilbeschleunigungen, auf die Ps hicr 
hauptsăehlieh ankommt. lhr muH die Konstruktion der Bcschleunigung 
des Mittelpunktes Ader Fiihrungsrolle vorausgehen; dies soll in l•'ig. 738 
fiir die Stellung II gezeigt werden. 

Geht man wieder vom Gelenkviereck \B BA ~l aus, so ist zuniichst 
die Beschleunigung b L fiir die Stellung II einzutragcn und aus ihr clic 
Beschleunigung b B zu bestimmen. 

Die Besehleunigung b L II wurde aus dem Beschleunigungsplan n A li· 
Fig. 737, in gleicher Richtung und in halbcr GroBe nach L in Fig. 738 
iibertragen. Sodann wurde bLIT nach b'L u gcdrcht und in B die da~m 
parallele und im Verhăltnis H<:JJ: 1\B vergroHerte Beschleunigung b11 
gezeichnet. 

Die Beschleunigung des Punktes A wurde sodann nach dem Sehcma 
(vgl. Gleichung 16) 

bA :=nA +tA cbB + nA8 +tAB 

ermittelt. Um zunăchst nA zu finden, macht rnan }fa= v_ 1 = .lro, 
ferner aN j_ ~{a, iibertrăgt N}[ = A ao = nA und crrichkt in ao dic 
SPnkrechtc auf A 9{, auf welchcr dcr JkschlcunigungsPndpunkt a' von A 
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liegen mu13. Zieht man ferner JJ7 :ţţ An, so ist 6a' = v.AH die gedrehte 
relative Geschwindigkeit von A gegcn B. Man macht nun Ba'= vAR 

senkrecht zu A B und zieht a' N' _!_A a', dann ist BN' = nAB' das 
nach XNn iibertragen wird. Man fiigt sodann in N" die friiher gefundene 
Beschleunigung b B = N" a1 hinzu und zieht a1a' ...LA B bis zum Schnitt
punkt a' mit der friiher gezogenen Senkrechten a0a'; die Verbindungs
gerade A a' ist dann die gesuchte Beschleunigung bA' des Punktes A. 
Sie hat in der Originalzeichnung die Lange 27,7 cm; der Beschleuni
gungsma13stab der Fig. 738 ist der halbe von Fig. 737, also 

l cm = l 51 mfsek2 
' ' 

somit ist bA, = 41,827 mfsek2• Die Beschleunigung des Gelenkes D 
ist dann 

sie konnte in voller Gro13e nicht in der Zeichnung Platz finden und nur 
ihre Richtung angedeutet werden. Diese Beschleunigung b n' ist sodann 
noch auf die Richtung ~ IB der Ventilbewegung zu projizieren, um die 
Beschleunigung des Ventils zu erhalten, was freilich nicht mehr viel 
ausmacht; da der cos des Neigungswinkels 0,997 betragt, ist die Ventil
beschleunigung fiir die Stelle II: 79,233 mfsek2• Mit dieser Konstruk
tion der Beschleunigungen bA' und bn' ist die Frage aher nur zur Halfte 
gelost; denn die Stellung II ist dadurch gekennzeichnet, daB im UmriB 
des Schwingdaumens dem Kreisbogen III O die Gerade III II voraus
geht. Es findet also in der Stellung II ein plotzlicher Dbergang der 
Rolle von einer Geraden in einem Kreisbogen statt, was auch zu einer 
plătzlichen Ănderung der Beschleunigung Veranlassung geben wird. 
Um somit den Beschleunigungszustand fiir die Stellung II kennen zu 
lernen, mu13 nun auch die Beschleunigung bA" fiir den geradlinigen Ver
lauf des Schwingdaumens bestimmt werden. 

Da der Umri13 des Schwingdaumens durch seine Ăquidistante ersetzt 
wurde (Fig. 738), schleift jetzt die um ~ drehbare Schwinge A~ an 
der um 1B gedrehten Geraden III II; hier ist fiir die Konstruktion 
cler Beschleunigung von A die in Fig. 395 mitgeteilte Konstruktion 
fiir die Beschleunigungen der rotierenden Kurbelschleife zu beniitzen. 

Wir nennen jetzt C jenen Punkt des Schwingdaumens, der augen
blicklich mit A in der Stellung II zusammenfallt und stellen seine Be
schleunigung fest, indem wir bL nach bL" drehen und durch C die hiezu 
parallele Beschleunigung b0 = C y im Verhaltnis 018 : LIS konstruieren. 

Man sucht sodann dieProjektion Cy1 vonCy aufGIB, zieht y1 p...LII III 
bis zum Schnitte p mit A~' konstruiert die Zusatzbeschleunigung 
von Coriolis bz = yy; = 2~ 
und zieht durch y2 die relative Beschleunigung br := y2 a'' parallel zu 
II III bis zum Schnitte a" mit der bereits friiher beniitzten Senkrechten 

48* 
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a0a". Dann ist Aa" die zweite Beschleunigung des Punktes A. Sie 
betrăgt in der Originalzeichnung 3,6 cm, also ist 

bA"= {3,6 X 1,51) mjsek2 = 5,436 mfsek2 

und die entsprechende Beschleunigung des Punktes D: 
bn" = bA"· 1,9 = 10,328 mjsek2• 

Projiziert man diese Beschleunigung auf die Richtung 2:( \8 der Ventil
bewegung, so erhălt man, da der cos der Neigung 0,45 ist, die Ventil. 
beschleunigung mit 4,648 mjsek2• 

Wăhrend die Beschleunigung bn" die Ventilstange beim Nieder
gange noch beschleunigt, tritt mit b1/ im gleichen Augenblickc eine Ver
zogerung ein; es findet also in der Stellung II in der V entilstange ein 
Beschleunigungssprung statt von der GroBe 

bn"- (- bn') = {4,648 + 79,233) mjsek2 = 83,881 mjsek2 • 

Der Grund fiir das Auftreten derartiger Beschleunigungsspriinge 
liegt, wie dies bereits in 217 besprochen wurde, in der plotzlichen Ănde
rung der Kriimmung des Umrisses des Schwingdaumens. So geht aus 
:Fig. 738 hervor, daB in der Stellung II der Kriimmungshalbmesser 
von 2 cm in = iibergeht; fiir den ersten Wert hatte die Tangent,ial
beschleunigung den W ert 

tA'== a~a' =- 27,6 cm =- 41,676 mjsek2, 

fiir den zweiten 

der Sprung betrăgt also 

x =tA"-(-(/) = 44,545 mjsek2• 

In 217 hatten wir diesen Beschleunigungssprung hereitR ben>chnet; 
cr betrug nach Gleichung 136: 

x = c~~29J (}- :J. 
Hierin ist fiir die Stellung II: e = 2 cm + 6 cm = R cm, e1 = co; 

die relative Geschwindigkeit vr des Punktes C gegen A erhălt man 
in gedrehter Lage, wenn man C \8 mit ba in c zum Schnitt bringt; c>s 
ist dann 

vr =ac =, 8,6 cm = (8,6 X 0,174) mjsek = 1,496 mjsek. 
Endlich ist 

cos 9J =cos (aA III)= 0,63 

und somit der Beschleunigungssprung 

x = 44,4 mjsek2• 

Eine gleiche Erscheinung des Beschleunigungssprunges zeigt auch 
die Stellung III, in welcher der Kriimmungshalbmesser des Schwing
daumens von 12,5 cm plotzlich auf co iibergeht. Die Untersuchung 
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wird iibrigens in derselben Weise gefiihrt, wie fiir die Stellung n; die 
Beschleunigung der Ventilstange sinkt hier von 91,687 mfsek2 plotzlich 
auf 7,486 mfsek2 herab. 

Einfacher gestaltet sich die Konstruktion der Beschleunigung fiir 
die Stellungen V, IV und I, an denen keine Spriinge auftreten. Hier 
geniigt also auch eine einmalige Konstruktion der Beschleunigung. 
Am einfachsten ist diese fiir die Stellung O; denn hier ist vL = O, also 
auch vB =O, vA= O, nA =O, vAB =O, nAB =O, und es bleibt 

b AO ::= t AO '= t B + tAB 

(siehe Fig. 738). Man trăgt aus Fig. 737 bLo = :n; Â.~ in halbem MaBstabe 
von L auf, senkrecht zu L \8, konstruiert b Bo::::: B{J ..L B \8 nach dem 
Verhăltnis - --

B\8 
b = b . ----

BO LO L\8 
und crrichtet 

Ba::.::. tAo ..L Ao lllo, lJa =tAB ..L A 0 B; 

dann ist Ba = bA o die gesuchte Beschleunigung von A in der vor
iibergehenden Ruhelage O. In der Originalzeichnung ergab sich hiefiir 
die Lănge 6,2 cm, somit ist 

bAo = (6,2 X 1,51) mfsek2 = 9,362 mfsek2• 

Die Beschleunigung von D ist dann 

bn0= bAo· 1,9 = 17,79 mjsek2 

und die auf die Bewegungsrichtung des Ventils projizierte Beschleunigung 

0,99 · bn0 = 17,58 mfsek2• 

Die auf diesem Wege gefundenen Beschleunigungen wurden in das 
Diagram:m der Geschwindigkeiten, Fig. 739, eingetragen; sie bilden aus 
dem gleichen Grunde wie dort das b-t-Dia:gramm. 

Die Senkung des Ventils beginnt in der hOchsten Stellung V mit 
groBer Beschleunigung (49,91 mfsek2), die sich wăhrend des Ventil
weges durch die Stellurtgen IV bis III mit bedeutender Schnelligkeit 
steigert, um in III die groBte Beschleunigung von 91,687 mfsek2 

zu erreichen. Hier findet ein plotzlicher Abfall auf 7,486 mfsek2 

statt, dem bis II eine stetige Verminderung auf 4,648 mjsek2 folgt. 
In der Stellung II tritt ein abermaliger Beschleunigungssprung auf 
- 79,233 mfsek2 ein, worauf eine stetige Verzogerung stattfindet, die 
cndlich in der tiefsten Lage des Ventils mit - 17,58 mfsek2 schlieBt. 
Die darauf folgende Aufwărtsbewegung des Ventils geschieht mit etwas 
kleineren Beschleunigungen und Verzogerungen, aber im groBen und 
ganzen zeigt das Beschleunigungsdiagramm fiir die Aufwărtsbewegung 
denselben Verlauf wie fiir die Abwărtsbewegung. 

Die zahlenmăBige Diustellung der Geschwindigkeiten und Be
schleunigungen der Ventilstange findet man in beiliegender Tabelle, 
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in welche auch die Trăgheitskrăfte der Ventilstange, ihre Spannungen 
und Federkrăfte eingetragen sind. 

428. Spannung und Gelenkdruck. Die Trăgheitskrăfte T, dic ent
gegengesetzt den Beschleunigungen auftreten, erhălt man aus der 

G 
Gleichung T =- b, 

g 
worin G = 150 kg das Gewicht der Ventilstange samt Ventil ist. 

Die Spannung S im hochsten Querschnitt der Ventilstange ist 

S=G(1-t), 
da nach dem d' Alem bertschen Prinzip die Gleichgewichtsbedingung 
besteht: S-G + T =O. 

Die Doppel-Spiralfeder, die das Ventil in seine oberste Lage zuriick
zieht und den Kraftschlul3 zwischen Schwingdaumen und Rebel besorgt, 
iibt bei ihrer Verlăngerung Krăfte F aus, die mit dieser proportional 
wachsen; sie sind in dem Diagramm der Fig. 735 dargestellt. 

Der Druck D endlich, der im Gelenke D von der Steuerung an die 
Ventilstange abgegeben wird, ergibt sich aus der Gleichgewichtsbe-
dingung S + D = F 

mit D=F+GG-1). 
Seine Werte, die in der Tabelle zu finden sind, schwanken wăhrend 

der kurzen Dauer der Ventilbewegung von r = 0,195 Sek. zwischen sehr 
weiten Grenzen. 

Ventil- 1 Ventil- i 
------~--r 

Stellung geschwindigkeit . beschleunigung [ Tku 1 Sk" 
1 

:F'··r, DLI 

m/sek 
1 

m/sek' 1 

i 1 
1 

V o 
1 

49-91 1 1 1 -1 1 763 
1 

-613 875 1488 
-- --·· 

----1 810 1-=-660 l-9241 IV 0·69 53-00 1584 

91·69 1 

--- - --- ~---- . 

2335 III 1·52 1403 1-1231 1104 
7-49 ll5 35 1069 

- ------------ ___ " _______ 
71-!- 79 

-------

II 1·83 4-65 
1388 1309 

-79-23 

•• ~~~~~:~ 1 

27 

I 0-98 -41·2 1860 ~--io8o-
----- -------------

o o -1758 -269 

1 
419 1 · 2o1o -~--i592 

1 

1 

1 



XLII. Dynamische Ermittlung des 
Scbwungradgewichtes. 

429. V orgeschichte. Die Berechnung des Schwungradgewichtes fiir 
eine Maschine, deren mittlere Umdrehungszahl und deren zulassiger 
Ungleichformigkeitsgrad gegeben sind, ist eine der ersten Anwendungen 
der graphischen Dynamik gewesen und hat deshalb historische Be
deutung. Es hat verhăltnismăi3ig lange gebraucht, bis die der Dynamik 
eigentiimliche Untersuchungsweise im Maschinenbau Eingang gefunden 
hat; obwohl hier, sehr im Gegensatze zu den Bau ten des Statikers, 
alles in Bewegung begriffen ist, hat man lange Zeit und selbst noch heute 
die bewegten Maschinenteile doch genau so untersucht, als ob man es 
mit rein statischen Gliedern zu tun hătte. Auf den Einflui3, den die 
auftretenden Massenkrăfte auf die Bewegung und insbesondere auf die 
Festigkeit der Teile nehmen, hat man keine Riicksicht genommen und 
noch heute ist die Klage gerechtfcrtigt, dai3 im Maschincnbau auf die 
dynamischcn Vorgăngc zu wcnig gcachtet wird. 

Es war deshalb unstrcitig cin groi3es Verdicnst F. Radingcrs, 
in seinem 1869 erschicnencn Buche: "Dampfmaschinen mit hohcr 
Kolbengeschwindigkcit" mit Nachdruck cine Ăndcrung dieses Zustandcs 
vorgcschlagen und in scincr Methode der Schwungradbercchnung eincn 
gliicklichen Versuch gemacht zu habcn, die Dynamik wenigstens in 
einem Tcile des Maschinenbaucs einzubiirgern. 

Wcnn auch ohne wcitcrcs zugegeben werden mui3, dai3 die Methodc 
Radingers fiir dic augenblicklichcn Bcdiirfnisse der Praxis hinlănglich 
gcniigt, so mui3 doch anderscits betont werdcn, dai3 sie keine i~ eigent
lichen Sinne dynamische Losung des Sch~ungradproblems bietet. 
Dies gcht schon aus dcm Widerspruch hcrvor, dai3 sic cine bcstimmtc, 
konstante Umdrehungszahl der Maschine zur Voraussetzung macht, auf 
Grund welcher sie die Beschleunigungsdriicke bestimmt, wăhrcnd sic 
anderseits durch Einfiihrung des Ungleichformigkeitsgrades doch eine 
Schwankung der Umdrehungszahl zugibt. Dabei werden dic bewegten 
Massen nur zum Teil und in ciner Weise beriicksichtigt, dic nur 
fiir das normale Schubkurbelgetriebe und da nur angenăhert richtig 
ist; wiirde jcdoch das Schwungrad mit cincm andcren Getriebe ver
bunden sein, so miii3te die Methodc Radingers notgedrungen versagen. 
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430. Die Methode. Die in diesem Buche vorgefiihrten Lehren der 
graphischen Dynamik veranlaBten dessen Verfasser, eine neue Methode 
zur Ermittlung des Schwungradgewichtes vorzuschlagen. 

Diese Methode geht von anderen Gesichtspunkten aus als die Methode 
Radingers. Sie ve:r'wendet grundsatzlich keine Tangentialdruck
diagramme, macht keine Annahme einer mittleren Umdrehungszahl 
notig, beriicksichtigt die Massenverteilung des Getriebes ohne jede Ver
nachlassigung und ist auf jedes Getriebe anwendbar, nicht nur auf das 
normale Schubkurbelgetriebe. Auch gestattet das Verfahren, die Ver
anderung des Schwungradgewichtes mit dem Ungleichformigkeitsgrade 
an einem und demselben Diagramm zu verfolgen. 

Dieses Diagramm ist das Massenwuchtdiagramm, dessen Eigenschaften 
in 419 erlautert wurden. Dberhaupt ist das ganze Verfahren eine Reihe 
von Anwendungen jener Lehren, die in diesem Buche vorgefiihrt sind. 

Die gestellte Aufgabe lautet: Es ist fiir ein beliebiges Getriebe, 
mit gegebenen Kraften und Widerstanden, sowie bekannter Massen
verteilung die Berechnung des Schwungradgewichtes fiir einen vorge
schriebenen Ungleichformigkeitsgrad. durchzufiihren. Die Losung dieser 
Aufgabe gestaltet sich in folgender W eise: 

Man wahlt zunachst den Reduktionspunkt im Kurbelzapfen A 
der Schwungradwelle, reduziert an ihn samtliche Krafte und Wider
stande (Abschnitt XXIII) und ermittelt die Arbeitswerte fiir eine be
liebig groBe Anzahl von Stellungen des Getriebes (Abschnitt XXXII). 

Hierauf wird die Masse des Getriebes durch dynamische Ersatz
punkte ersetzt (Abschnitt X) und mit deren Hilfe die gesamte bewegte 
Masse nach A reduziert (402). 

Die zur gleichen Stellung gehorenden W erte der Arbeit und der 
reduzierten Masse werden nun. zur Konstruktion des M~ssenwuchtdia
gramms beniitzt (419), aus dem sodann durch das Ziehen von zwei 
Tangenten das Schwungradgewicht bestimmt wird. 

Um diese Methode, deren Wesen hier nur angedeutet wurde, in ihrer 
Anwendung auf die Praxis kennenzulernen, soll sie hier in einem ein
fachen Fall ziffernmaBig vo~efiihrt werden. 

431. Bestimmung des Schwungradgewichtes fiir eine Einzylinder
Expansionsmaschine. Das auf der Welle ~(Fig. 740) aufgekeilte Schwung
rad ist mit dem Kolben der Maschine durch ein Schubkurbelgetriebe 
verbunden. Die Abmessungen sind gegeben: Kurbel A~ = r = 25 cm, 
Lenker AB = l = 125 cm, Kolbenflache F = 500 cm2• Das ober 
dem Hub des Kreuzkopfes B gezeichnete Dampfdruckdiagramm bezieht 
sich auf die. halbe Kurbelumdrehung von O iiber 6 nach 12, das unter 
dem Hub gezeichnete Diagramm auf die iibrige Kurbelumdrehung. 

Im oberen Diagramm setzt nach der Stellung 4 die Expansion ein; 
vor der Stellung 10 beginnt die Kompression des Dampfes, die bis an 
das Ende des Hubes dauert. Ăhnlich ist es mit dem unteren Diagramm 
fiir den Riickgang des Kolbens. 
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Als MaBstabe wurden in der Originalzeichnung gewăhlt: 

LăngenmaBstab: l cm Zeichnung = 0,05 m, 
DampfdruckmaBstab: 1 cm Zeichnung = 0,5 kgfcm2 ; 

da die Kolbenflăche 500 cm2 ist, bedeutet im Dampfdruckdiagramm 

l cm2 = 1 cm X 1 cm = 0,5 kgfcm2 • 500 cm2 • 0,05 m = 12,50 mkg Arbeit. 
Um die Arbeit des Dampfes fiir eine Periode, d. i. fiir eine Umdrehung 

der Maschine zu ermitteln, wurde die Flăche des Dampfdruckdiagramms 
durch Planimetrieren bestimmt; sie betrăgt 31,6 cm2 und somit die 
Arbeit des Dampfes fiir eine Umdrehung 2 X 31,6 X 12,50 = 790 mkg. 

Nimmt man den Widerstand Q am Kurbelzapfen konstant an, so 
ergibt sich seine GroBe aus der Gleichung 

Q · 2r.n = 790 mkg 
mit Q = 502,9 kg. 

Der Kurbelkreis wurde in 24 gleiche Teile geteilt und der Lenker 
fiir die Stellungen 3 und 17 gezeichnet. Die iibrigen Lagen des Kreuz
kopfes B wurden nur durch Ziffern angezeigt und ihnen entsprechend 
das Dampfdruckdiagramm sowohl fiir den Hingang des Kolbens, wie 
auch fiir den Riickgang (unteres Diagramm) in Streifen zerschnitten. 
Die Flache jedes dieser Streifen stellt die Dampfdruckarbeit zwischen 
den beiden Stellungen, die den Streifen begrenzen, dar. Diese Streifen 
wurden planimetriert und daraus die Dampfdruckarbeit fiir jede Stellung 
berechnet. 

Dampf- Wider-
Differenz-

Dampf- 1 Wider-
Differenz-

Stellung druck- stands-
arbeit Stellung druck- stands-

arbeit arbeit arbeit arbeit arbeit 
mkg mkg Amkg mkg mkg Amkg 

o o o o 13 408·00 427·92 - 19·92 
1 19·31 32·92 - 13·61 14 435-30 460-83 - 25-53 
2 58-65 65·83 - 7-18 15 488·60 493-75 - 5-15 
3 128-63 98·75 + 29-88 16 553·60 526·67 + 26-93 
4 206-00 131·67 + 74-33 17 639-40 559-59 + 79·81 
5 292·26 164·59 +127·67 18 707·00 592-50 +114·50 
6 342·48 197·50 +144·98 19 738·20 625.42 +ll2·78 
7 373·38 230-42 +142·96 20 772·00 658·34 +113·66 
8 386-25 263·34 +122·91 21 790·20 691·25 + 98-95 
9 393-98 296·25 + 97·73 22 798·00 724·17 + 73·83 

10 399·13 329-17 . + 69-96 23 795-40 757·09 + 38·31 
Il 397-84 362-09 + 35-75 24 790·00 790·00 o 
12 395·00 395-00 o i 

1 

1 

So bedeutet z. B. der schraffierte Teil des oberen Diagramms die 
Dampfdruckarbeit von der Stellung O bis zur Stellung 3; er betrăgt 
in der Originalzeichnung 10,29 cm2 und somit die Dampfdruckarbeit 
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10,29 cm2 X 12,5 mkgjcm2= 128,63 mkg. In dieser Weise wurden die 
Arbeiten fiir alle 24 Stellungen bestimmt und in die beiliegende Tabelle 
eingetragen. 

Die Arbeit des Widerstandes Q an dem Kurbelzapfen ist 790 ..mkg 
fiir eine Umdrehung und somit 32,92 mkg fiir den 24. Teil derselben. 

Diese dem W ege proportional zunehmenden Widerstandsarbeiten 
wurden ebenfalls in die Tabelle eingetragen und schlieBlich die Differenzen 
A beider Arbeiten nebenan hingeschrieben. 

Nachdem die resultierenden Arbeiten A fiir alle 24 Stellungen er
mittelt sind, sucht man den Verlauf der an den Kurbelzapfen reduzierten 
Masse des Getriebes und ersetzt zu diesem Zwecke die Schubkurbel 
durch ihre Ersatzpunkte. 

Da sic drei Glieder besitzt, ist nach 408, Gleichung 244, die Anzahl 
der Ersatzpunkte ebenfalls drei, namlich die Punkte A, B und S 2• Der 
Ersatz der Massen findet dann in folgender Weise statt: 

l. Kurbel A~: Gewicht G1 = 15 kg, Tragheitshalbmesser fiir ~: 
. G1 (i1)2 9,6 

1:1 = 20 cm; Ersatzmasse m A: #Al=-· - =- kg. 
g r g 

2. Lenker A B: Gewicht G2 = 60 kg, As;= a= 45 cm, S"B = b = 80cm, 
Tragheitshalbmesser fiir den Schwerpunkt 82 : i 2 = 52 cm. 

Nach Gleichung 58 sind dann die Ersatzmassen des Lenkers: 

3. Kreuzkopf B. Die vereinigte Masse von Kreuzkopf, Kolben 
G3 100 

und Kolbenstange h;;t in B: #Ba=-= --kg. g g 
Somit sind die Massen der drei Ersatzpunkte : 

38 4 116 2 
flA = flAl + f-l..t~=_ --:-kg, J-lB = ftm + J-lB3= _g_,_ kg, 

15 
ţts2 = _. - kg. 

g 

Nennt man vA, v H> v8 die Geschwindigkeiten der drei Ersatzpunkte, 
HO iHt nach Gleichung 235 die an den Kurbelzapfen A reduzierte Masse 
der Schubkurbel 

Wl = #4- + J-lB (vB)2 + J-ls2 (vs2)2. 
• VA VA 

Nimmt man als MaB der Geschwindigkeit vA die Lange A~ = r 
an, so lassen sich nach Fig. 679 vB und v8 in folgender Weise konstruieren 
(Fig. 740): 
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Man ziehe S2 T 11 B 91 und 91 b 11 T 8 .1... B 91 bis zu den Schuittpunkten 
b und 8 mit dem verlăngerten Lenker A B; dann ist a8b der um 90° 
gedrehte Geschwindigkeitsplan von A 8 2 B mit dem Geschwindigkeits
nullpunkt o in 91. Es ist also 

vB:vA=ob:oa, v82 :vA=o8:oa. 

Auf diese Weise wurden die Gesch'windigkeitsverhăltnisse fiir die 
Stellungen O bis 12 konstruiert, in die Tabelle (unten) eingetragen und 
die Quadrate dieser Verhăltnisse daneben geschrieben. 

In die darauffolgenden Kolonnen der Tabelle wurden dann die Werte 

von #A(/, f-tB(J (::r und fls2g (:~r geschrieben und endlich dic 

Summen fmg =@ gebildet. 

VB v.'l2 (::r (~: r (v"r ( VH2 r Stellung !"-' g f'BY - ",,,!!,g - ®=Wlg - - VA VA VA VA 
kg kg kg kg 

o o 0·64 o 0-41 o 6·15 44·55 
24 
1 

0-32 0·68 0·10 0·46 11-62 6·90 56·92 
23 
2 

0·59 0·77 0·35 0·59 40·67 8·85 87·92 
22 
3 

0·82 0·88 0·67 0·77 77·85 11·55 127·80 
21 
4 

0·96 0·96 0-92 092 106·90 13·80 159·10 
20 
5 

1·02 1·00 1·04 
19 

1·00 38-40 120·85 15·00 174·25 

6 
1·00 1·00 1·00 1-00 116·20 15·00 169·60 18 

7 
0·92 0·96 0·85 0·92 98·77 13·80 150·97 

17 
8 

0·78 0·90 0·61 0·81 70·88 12·15 121-43 
16 
9 

0·60 0·86 0·36 074 41-83 11-10 91·33 15 
10 

0·42 0·73 0·18 0·53 20·92 7·95 67·27 14 
11 

0·21 0·66 0·04 0·44 4-65 6·60 49-65 
13 
12 o 0·64 o 0·41 o 6·15 44·55 

1 

Zieht man es vor, die reduzierten Massengewichte @ zu konstruieren, 
statt zu rechnen, so kann man das Massengewicht ţt BY des Ersatzpunktes B 
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nach einem beliebig gewăhlten MaBstabe von ~ nach G auftragen 
(Fig. 740), zieht sodannGN 11 BA, macht~.N = ~p und ziehtP@ 11 BA; 
dann ist ~@ das nach A reduzierte Massengewicht, denn es bestehen 
die Beziehungen 

o 

o 

Fig. 741. 

2(@: \j{p = ob: oa = Vn: VA, ~N: ~-Q = ob: oa = VB: VA, 

somit ist ~((,~: 9IG = vn2 : vA2 

---c- (vn) 2 

und lll® = flnY · v~ · 
In ăhnlicher Art wird auch die reduzierte Masse von p8 g zu ge· 

winnen sein. 



766 Anwendungen auf die Pra:xis. 

Aus den Arbeitsdifferenzen A und den reduzierten Massengewichten 
wurde in Fig. 741 das Massenwuchtdiagramm konstruiert. 

Hierfiir wurden die MaBstăbe gewăhlt: 

ArbeitsmaBstab: 1 cm Zeichnung = ). mkg, ). = 20, 

GewichtsmaBstab: 1 cm Zeichnung = x kg, " = 20. 
So ist z. B. fiir die Stellung 3 aus den Tabellen: 

A= J.a = 29,88 mkg, @ = x • g = 127,80 kg, 
also sind a= 1,49 cm, g = 6,39 cm 

die Koordinaten des Zustandpunktes 3. In derselben Weise wurden 
die Punkte O bis 23 des Massenwuchtdiagramms gefunden und durch 
eine stetige Kurve verbunden. Mit Hilfe dieses Diagramms wurde 
nun das Schwungradgewicht ermittelt (419). 

Nennt man v die Geschwindigkeit des Kurbelzapfens A und n seine 
Umdrehungszahl, so ist nach Fig. 727 

h = .!!__ = L 0 + A = J. (f0 + a) = -~ t 
2g @ xg x g "P· 

Fig. 742. 

S h. rnn . rl 
etzt man wr v = :JO , so w1r 

" r2n2n2 
tg "P = T . 1s6o g 

n2 
und mit -- ~= 1, x = 20, J. = 20: 

g 
r2n2 

tg 'lj! = 1800" 

Fiir r = 0,25 m wirrl endlich 
n2 

tg 'IJ! = 28-so(l · 

fi!' 
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E::; entspricht d<·mnach jeder Umdrehnngszahl n oin ganz Lestimmtor 
Winkel1.p im Massenwucht-Diagramm. 

Nimmt man in dem rechtwinkligen Achsenkreuz, :Fig. 742, den 
Punkt P beliebig an, MP = p, so ist 

. ~- p 
M R = x = p cotg 1j! = 28 800 n'!. 

nnd os entspricht jeder Umdrehungszah1 n ein bestimmter Punkt R 
auf der horizontalen Achse. So ist z. B. 

fiir n 1 = 120 : MR1 = x1 = 2 p, 

fiir n 2 = 240 : 
-- p 
MR2 = X2= 2. 

Wenn die zum Winke1 1j! gehorende Geschwindigkeit v zwischen 
dcn Grenzen max v und min v schwankt, so ist 

max v2 

max h = ·-2 ~ = tg 1j! rnax' g . 
minv2 

min h = 2g = tg 1j! min· 

Ist vm die mittlcre Geschwindigkeit und fl der Ungleichformig
kcitsgrad, so ziehen wir die Gleichungen 171 und 174 heran: 

maxv + minv 
Vu~"= -------

2 
woraus 

maxv-minv 
fl = 

maxv2-minv2 = 2jtV271" maxv = v"' (1 + ~-), min v = v"' (1- ~) 

nnd tg 'lf!ma,e = tg 1j! ( 1 + 1~) 2, tg 1J!min = tg 1p ( 1- ~) 2, 

odcr, WPnn fi cine kleinc Zahl ist, genau genug 

tg 1J!max = tg 1j! (1 + ţt), tg 1J!min = tg 1j! (l -- p). 

Macht man also in Fig. 742 PP' = PP" = f~p, und zieht die Ver
bindungslinie R P' und R P", so erhălt man bei R die Winke1 1J!ma"' 

und 1J!min' die den Grenzgesch'windigkeiten max v uncl miu v entsprechen. 
Man zieht nun zu diesen Geraden RP' uncl RP" clie auBersten 

parallelen Tangenten t1 und t2 an clas Massenwuchtdmgramm uncl sucht 
cleren Schnittpunkt O. Der normale Abstancl ,clicses Punktes von cler 
Arbeitsachse A ist clas gesuchte Schwungradgewicht, auf den Kurbcl
zapfen recluziert (vgl. :Fig. 727). 

Der Schnittpunkt O făllt fast immer aus cler Zeichenflache heraus, 
l1il1t sich auch nicht mit Sicherheit feststellen, da der Schnitt cler Tan
genten unter sehr spitzen Winkeln erfolgt. Man verzichtet cleshalb auf 
das Anfsnchen des Pnnktes O und fiihrt die Tangenten t1 und t2 nur his 
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zu ihren Schnittpunkten a und b mit der Arbeitsachsc (Fig. 741). Die 
Strecke ab ist dann maBgebend fiir die Berechnung des Schwungrad
gewichts, wie folgende Dberlegung zeigt. 

Denkt man sich, ohne an dem Schwungrad etwas zu andern, also 
bei unveranderter Lage des Punktes O, man wiirde die Massen des Ge
triebes kleiner und kleiner machen und endlich ganz vernachlassigen; 
dann wiirden, wenn auch die Grenzgeschwindigkeiten max v und min v 
dieselben bleiben sollten, auch die aufzuwendenden Arbeiten immer 
kleiner werden und endlich die Werte ~a und 0~-b annehmen. Das 
Massenwuchtdiagramm artet dann in die Gerade ab aus. Fiir dic Grenz
geschwindigkeiten bestehen dann die Gleichungen 

R, 
Fig. 743. 

max v2 max A min v2 

~=-@- 2g 
minA 

@ --

worin @ nur mehr das reduzierte Massengewicht des Schwungrades und 

maxA= 01a, minA=-01b 

ist. Man erhalt hieraus 

2 • 2 2g ( A . A 2g -max v - mm v = @ max - mm ) = (~} · a b 

und da die linke Seite 2 ţt vm2 und 

rnn vn.=w 
2 

ist, so bleibt mit der Vernachlassigung ~ · 1 fiir das Schwungrad
f/ 

gewicht, an den Kurbelzapfen reduziert: 

900 ~-
@ = ---- ·ab 

ţtr2n2 ' 
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worin a b den groBten ArbeitsiiberschuB U wăhrend der Umdrehung 
darstellt und somit nach dem ArbeitsmaBstab 

1 cm Zeichnung = A. mkg, }. = 20 

in mkg umgerechnet werden muB. 

I!f r = 0,25 m, so wird 

®= 14~u. 
pn2 

Nimmt man z. B. fiir die gegebene Maschine n 1 = 120, p1 = } 0 an 
und ist in der Originalzeichnung von Fig. 743: MP = 5 cm, so ist nach 
friiher JJ! R1 = 10 cm und PP'= PP"= 0,5 cm; die zu R1P' und R1P" 
parallelen Tangenten an das Massenwuchtdiagramm schneiden auf 
der Arbeitsachse die Strecke ~b~ = 5,90 cm ab; es ist 

U1 = (5,9 X 20) mkg = 118 mkg 

und das Schwungradgewicht 
@ = 1180 kg. 

Ist hingegen n2 = 240, ,u2 = t, so wird MR~= 2,5 cm, PQ' = PQ" 
= 1 cm; die beiden Tangenten schneiden die Strecke a2 b2 = 4,94 cm 
ab und es wird U2 = 98,8 mkg, @ = 123,5 kg. 

Man kann also an dem gleichen Massenwuchtdiagramm den EinfluB 
verschiedener Umdrehungszahlen und Ungleichformigkeitsgrade auf das 
Schwungradgewicht studieren. 

Wollte man den EinfluB der bewegten Masse des Getriebes ganz 
auBer acht lassen, so wiirde das Massenwuchtdiagramm gănzlich in 
die Achse A fallen und die Strecke aufJ0 bilden. In der Originalzeichnung 
ist a0 b0 = 8,8 cm und der entsprechende ArbeitsiiberschuB U0 = 176 mkg, 
somit das Schwungradgewicht 

14400 (\} = .... u 
o f-l n2 o 

und fiir n1 = 120, p 1 = lo: @0 = 1760 kg; 

fiir n 2 = 240, p 2 = t: @0 = 220 kg. 

Diese letztere Art, das Schwungrad zu berechnen, wiirde dem ălteren 
Verfahren entsprechen, bei dem auf die dynamische Wirkung der Massen 
noch keine Riicksicht genommen wurde. 

432. Bestimmung des Schwungradgewichtes fiir eine Einzylinder
Expansionsmascbine mit geschrankter Schubknrbel in Verbindung mit 
einer Doppelkurbcl. Dieses Getriebe ist in Fig. 744 dargestellt. Es sind 
dieselben Verhăltnisse gewăhlt, wie bei der friiher behandelten Maschine, 
was die Lange der Kurbel und des Lenkers und ihre Massenverteilung, 
sowie die Dampfdruckdiagramme betrifft. Nur liegt die Bahn des Kreuz
kopfes B unter der Kurbelwelle \ll und die Schubkurbel ist gekoppelt 
mit einer Doppelkurbel \leA Ofl; der konstant angenommene Widerstand Q 

Wittenbauer, Dynamik. 49 
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wirke im Kurbelzapfen C, normal znr Kurbel Cei. Der vom Kurbel
zapfen A beschriebene Kreis wurde wieder in 24 gleiche Teile geteilt 
und die entsprechenden Punkte O bis 23 des von C beschriebenen 
Kreises bestimmt. 

Es ist wie friiher A~= r 1 = 0,25 m, ferner Cei= r5 = 0,1875 m, 
AC= l4 = 0,281 m. Das Getriebe wurde nur fiir die Stellungen 4 und 
14 gezeichnet, die Streifen des oberen und des unteren Dampfdruck
diagramms jedoch fiir alle 24 Stellungen planimetriert und in Arbeit 
umgerechnet, wie dies bei dem vorhergehenden Beispiel geschehen ist. 
Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber diese Dampfdruckarbeiten, deren 
GrCi13e nach einer Umdrehung wie friiher 790 mkg ist. Ebenso groB ist 
die Arbeit des Widerstandes Q, nur daB sich jetzt diese Arbeit iiber die 
24 Stellungen des Punktes C nicht gleichmăBig verteilt, sondern den 
Abschnitten 01, 12, 23, .... des kleineren Kurbelkreises proportional 
auszuteilen ist. So entfăllt z. B. auf den Weg 04 des Punktes C die 
W id Prstandsar beit 

04 
790 mkg · 2-- - = 136,85 mkg. 

rl :n: 

In dieser Art wurden die Widerstandsarbeiten fiir sămtliche 24 Stel
lungen ermittelt und in die Tabelle eingetragen. Die Differenzen A 
aus elen Dampfdruck- und Widerstandsarbeiten wurden in cler letzten 
Kolonne cler Tabelle gebildet. 

Das geschrănkte Schubkurbelgetriebe samt der Doppelkurbel hat 
fiinf Ersatzpunkte: A, B, S 2, wie friiher, und iiberdies C und S 4 , der 
Schwerpunkt der Koppel AC. 

Die Ersatzmassen in den ersten drei Punkten sind dieselben wie friiher; 
dazu kommen : 

4. Koppel AC: Gewicht Ci 4 = 20 kg, Trăgheitshalbmesser fiir den 
Schwerpunkt S 4 : il= 144 cm2 , .AS~= a 4 = 15,6 cm, S1C = b4 = 12,5 cm. 

Ersatzmassen: 
6.6 

. kg, 
g 

G4 ii 8,2 
m C: flc4 = g. b4-l4 = -g kg, 

. ' G4 (- i42 ) i>,2 k m S4: fls4= . 1- b = - g. 
g a4 1 · g 

5. Kurbel C(I: Gewicht G5 = lO kg, Trăgheitshalbmesser fiir CI: 
i.,~= 300 cm2 ; Ersatzmasse in C: 

(} -.- 2 86 
llcs = _s ( 15) = --'-- kg. 

g r5. g 
. . 9~ 

N1mmt man noch d1P von friiher bekannten Ersatzmassen f1 .dl = - kg, 
g 

49* 
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Fig. 745. 



774 Anwendungen auf die Praxi8. 

28.8 15 16,2 100 k 
f1A 2= --g- kg, f-ls2 = g kg, f1B2= g- kg, flB3= g g hinzu. .-.-. 

· werden die Ersatzmassen des Getriebes: 

45,0 
#A= #A1 + #A2+ PA4= g kg, 

116,6 
,11 B = /1 B2 + Il R3 = - ------ kg. 

(/ 

16,8 
!le= Pc4 +#os= -g- kg, 

15 5 2 
l 1s2 = g kg, Jls4 = ~ kg. 

und die nach A reduzierte Gesamtmasse: 

ffil = ,uA + Pn (~)2 +Pc (vo)2 + fls2 ('vs~y + /fs4 (v§4)2. 
VA VA VA. \vA 

Als MaB der Geschwindigkeit vA wurde wieder die Lănge A ~( genommen 
und die Geschwindigkeiten v B und v82 wie in der friiheren Aufgabe 
konstruiert. 

Um die Geschwindigkeiten Ve und Vs4 zu finden, wurde mc i AC 
bis zum Schnitte c mit C[ gezogen, dann ist Ce= v0 ; ferner Am und 
C[ zum Schnitte O gebracht (Drehpol von AC) und S4 mit O verbunden; 
dann ist S4 s = v84 (vgl. Fig. 679). Die auf diese Weise fiir alle 24 Stel-

lungen gefundenen Geschwindigkeitsverhăltnisse v_n, v_c, v82 , Vs4 und 
VA VA VA VA 

ihre Quadrate wurden in die Tabelle eingetragen, worauf die nachsten 
Kolonnen bis zur reduzierten Masse [)( ausgerechnet werden konnten. 
Das aus den Angaben der Tabelle fiir A und [l(g konstruierte Massen
wuchtdiagramm ist aus Fig. 745 zu entnehmen. Von nun an erfolgt 
die Bestimmung des Schwungradgewichts genau so wie in der friiheren 
Aufgabe. Nachdem man die Tangenten parallel zu den Strahlen der 
Fig. 743 gezogen hat, werden die Abschnitte gemessen: 

al-bl = 14,9 cm, a2b2 = 11,1 crn. 

woraus die Arbeitsiiberschiisse 

U 1 = 298 mkg, U 2 = 222 mkg 

und somit die Schwungradgewichte, an den Kurbelzapfen A reduziert, 

@ = 14~U: 
ţtn2 

fiir n 1 = 120, ţt1 = 110 : 

fiir n2 = 240, ţt2 = t: 
(c\)1 = 2980 kg, 

@2= 277,5 kg. 

433. Literatur. Das hier geschilderte Verfahren der graphischen 
Ermittlung des Schwungradgewichts wurde von F. Wittenbauer 
1905 in der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure veroffentlicht. 

M. Tolle gibt in seinem ausgezeichneten Werke: "Die Regelung 
der Kraftmaschinen", dritte Auflage, 1922, eine eingehende Darstellung 
dieses Verfahrens und kniipft daran eine Reihe schoner und interessanter 
Anwendungen. Es werden nach dem dynamischen Verfahren die Schwung-



Dynamische Entwicklung des Schwungradgewichtes. 775 

radgewichte bestimmt fiir eine Einzylindermaschine, eine einfach und 
eine doppelt wirkende Pumpe, endlich fiir eine Zwillingsmaschine. 

Aus diesem Grunde konnte im vorliegenden Buche von der Vorfiih
rung weiterer Beispiele abgesehen werden. 

Die Frage der Berechnung des Schwungradgewichts ist in einer 
Reihe wertvoller Arbeiten behandelt worden, von denen nur einige 
angefiihrt sein sollen. 

R. v. Mises, Die Ermittlung der Schwungmassen im Schubkurbel
getriebe. Zeitschr. d. i:isterr. Ing.- u. Arch.-Ver. 1906. 

R. Proell, Die genaue und die angenăherte Schwungradermittlung. 
Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1905. 

E. W ellner, Graphische Schwungradausmittlung ohne Entwurf des 
Tangentialdruckdiagramms. Dingler Pol. Journ. 1915. 

A. Pielmann, EinfluB der hin- und hergehenden Massen auf Un
gleichfi:irmigkeit und Winkelabweichung bei Umlaufzahl- und Belastungs
ănrlPrung. Dissert. Dresden 1913. 



Die wichtigsten Gleichungen. 
Nr. 

l. Geschwindigkeit des Punktes A : 
ds 

VA= d{ ........ . 

3. Beschleunigung des Punktes A : 

dw dvA 
bA dt+ dt" ..... . 

4. Normalbeschleunigung des Punktes A: 

5. Tangentialbeschleunigung des Punktes A: 

Selte 

2 

4 

5 

tA= d;:. . . . . . . . . . . . . . 5 
6. bA_ nA +tA, nA =bA COS cp, fA= bA sin cp. 5 
7. Winkelgeschwindigkeit: 

w = tg 15. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 7 

8. vB =BA · w, vM = MA · w lmit A als Mittelpunkt der Dreh. 7 

9. nB=BA·w2 =w-v8 . 16 
dvB . dw 

10. tB = dt = BA-dt. . 17 

Il. tB =BA. Â, tM = M.A. i.. 17 

12. Winkelbeschleunigung: A.= tg a. 

13. bB = yn-:;2-+7;2 =BA. yroi+ ;.2. 
14. Beschleunigungswinkel: 

tB tM }. 
tgcp = nB = n-; = W2 • 

15. Relative Normalbeschleunigung: 

VoB2 
noB= OB. 

16. bB ~ nBA + tBA + bA• 

17. b.4.B + bBO + baA -c.~ 0. 

17 

17 

18 

22 

24 

26 



DiP wiPhtigsten Gleichungen. 

Xr. 

18. nAB + nsc + neA = O. 

19. tAB+ tsc + tcA O. 
tsA .1. 

20. tg<p = n-;;~ w 2 • 

Beschleunigungsteile in bezug auf den Beschleunigungspol P: 
21. '~'A =bA cos <p = A.P · w2• 

22. TA = bA sin <p = AP · Î .. 

23. bA= AP· vu!4 + ).2 . .. 

24. Beschleunigung des Drehpols O: b0 = d w2 = e } .. 

25. bA= AJ. 0!2 • •••••••••••••.• 

Zerlegungen der Beschleunigung: 

777 

Seite 

27 

27 

27 

35 

35 

35 

36 

36 

38 

27. b1 = AO · w2 in Richtung von AO. 38 

28. b2 = AT · }. senkrecht zu A '1'. 38 

29. bA = bw + bz. . . . . . . . 39 
30. Wendebeschleunigung bw = AJ · w2 in Richtung von AJ.. 39 

31. Triebbeschleunigung bz =A O· Î. senkrecht zu AO. 39 

32. Wechselgeschwindigkeit u = d · w. . . . 

Î:i. 

33. Krummungshalbmesser o = d . 
~ r- co,; u 

G 
35. Masse eines Systems: M = 

IJ 
36. Koonlinaten des Schwt>rpunkts: 

l:(mx) ~(my) 
xs = M , Ys = J/ 

2: (mr) 
37. r 8 M .. 

38. ~li v8 J: (mv). 

39. Mb8 ~ J: (rnb). 

J:P 
41. bs M . ... 

D'Alembcrtsches Prinzip: 

42. Fur einen Punkt: P + S + '1' O. 

43. Fur ein starres System: .1: P 1 I: T O. 

44. Trăgheitsmoment fur den Schwerpunkt: 

T s = J: (m e2). • • • • • • • • • • 

42 

43 

52 

53 

53 

54 

54 

56 

56 

56 

58 



178 Die wiehtig:sten Gkiehungen. 

Nr. 

4fi. Winkelbeschleunigung eines 

} -~(Pi)_ 
.- TH 

46. Triigheitshalbmesser: 

. ,/T 
t = V It· 

Systems: 

48. Bedingungen fiir statische Ersatzpunkte: 

~mn= M, ~ (mnxn) =O,~ (mny") = O. 

49. Bewegungsenergie eines Systems: 

L = 2: (! m v2) . 

~ei te 

58 

140 

141 

49a. Bewegungsenergie eines 
besonders angefiihrt) : 

l 

sich dreht>ll(lt>n Systems (im Text. nicht 

L = ··· T w2• 
2 

.50. Bewegungsenergie, bezogen auf den Schwerpunkt: 

L-lu 2 IT 2 - 2 1r1 v 8 + 2 8 w . 

51. Bedingung fiir dynamische Ersatzpunkte: 

2: (mnPn2) = Ts = M i2. 

53. Zwei dynamische Ersatzpun te: 
i2 i2 

{lA= Mp··-12+ . ."2' {lR = Jlll ,, .. ,. 
, P2"~ 1 -

i2 
P2=- Pl . ..................... . 54. 

58. Drei dynamische Ersatzpunkte: 

{lA= M ~2l' flB= M ~~' ,us= Jl (1- ~2b). 
66. Fliichentragheitsmoment fiir die X-Aehse: 

Jx = J y2 dF . ........ . 

67. Tragheitshalbmesser fiir die X-Achse: 

i,- =V'~x _, F. 

68. Jx= J 0 + Fe2• 

69. Polares Flachentragheitsmoment: 

Jp = J rldF . ...... . 

141 

141 

141 

142 

142 

150 

167 

167 

167 

167 



Die wichtigsten Gleichungen. 

Nr. 

70. Polarer Trăgheitshalbmesser: 

ip= v-;. 
71. Jp = Jx +Jr. 
72. J P = J 8 + Fr02 • . 

i79 

Seite 

167 

168 

168 

Trăgheitsmomente : 

1 
7:3. Rechteck, Achse a durch 8: Jx = 12 ab3 . . • • • • • 168 

1 
74. Rechteck, in bezug auf S: J s= f2 ab (a2 + b2). • • • . • • 168 

7fl. i =V a\ţ b2
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • 168 

1 
76. Quadrat: Jx = J y = 12 a4. . . . . . . . . . . . . . . 168 

1 a. 
77. Quadrat: J 8 = 6 a4. i = {if 168 

78. Dreieck, in bezug auf die Grundlinie a: 

Jx= 1~ ah3• • ••••••••• 168 

79. Dreieck, in bezug auf die Schwerlinie parallţ~l zu a: 

J 0 = 3~ ah3• • • • • • • • • • • • • • • • • 169 

81. Dreieck, in bezug auf den Eckpunkt A : 

F 
J.~= 12 (3b2 + 3c2-a2) ••••••••••••••• 169 

82. Dreieck, in bezug auf den Schwerpunkt: 

J - F ( 2 b2 2) s-·36 a+ +c . ...... . 

83. Parallelogramm, in bezug auf. den Schwerpunkt: 

J - F ( 2 + b2) . s- 12 a . . ........ . 

85. Kreis, in bezug auf einen Durchmesser 2r: 

nr4 
Jx= 4 .......... . 

86. Ellipse, in bezug auf die Achse 2a: 

nab3 

Jx= -4--. 

169 

170 

170 

170 



780 Die wichtigsten Gleichungen. 

Nr. 

88. Polares Trăgheitsmoment der Scheilw: 
il1Jp 

Tp= ~7F.. . . .... 

88 a. Kreisscheibe, in bezug auf den :Mittelpunkt: 
1 

To = · Mr2 2 o o o o o o o o o o o o o o 

89. Stange, in bezug auf die Querachse durch S: 

T s = ~· (l2+ d2). • •••••.• 

1 
90. Diinne Stange: T s = 12 Jll2• 

o l 
91. I = ii2 ..... 
92. Tp= T8 + Mr02• 

93. ip2 = i 2 + r02• • • 

94. Diinne Stange in bezug auf die Querachse durch das Ende A : 

TA=~ M.l2• o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 

o l 
95. ~A= l3" ... 

96. 

97. 

Schwingungsdauer: t = :r -v ;p. 
Gp T = 365 -2 . 
z 

111 i 2 

98. k = 1 - 1: (m~p~2r 
99. Paar der Trăgheitskrăfte: 

Kl = M J. (p1 p2-i2). 

100. Dasselbe fiir eine prismatische l:'tange: 

Kl = ~ M U2• • ••••• 

fi2 
102" k = 1 - f1P1 2 +kPl'-+ fsP3 2• 

l02a. Paar der Trăgheitskrăfte K einer Scheibe: 

M = K 1 a + K 2 b + K 3 c. 
p 2_j2 

102b. K 1 =mA }. 1 ·- - u. s. f. 
a 

K M 1 PIP2-i22 K .~ M 1 qlq2-i/ 
102c. 2 = 2 1.- - b , 3 - -" 3'' e . 

Seitc 

1il 

1il 

171 

171 

171 

172 
172 

172 

172 

172 

180 

184 

184 

190 

191 

191 

192 



Die wichtigsten Gleichungen. 

Nr. 

104. Prinzip der virtuellen Verschiebungen: 

~ (P. op) =o .......... . 
106. Reduzierte Kraft: 

ffi = L [ p COS ( p V) ' V ] • 
VH 

108. BewC'glichkeitsgrad: x = 3 + fehlende Stăbe 

110. Anzahl der fehlenden Stăbe: 

781 

Seite 

198 

199 

227 

f = s ~ 2p ~ 1, s = Anzahl der Seiten, p = Anzahl der 
Polygone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 

113. Beweglichkeitsgrad: x = n~2 n + 2; n = Anzahl der Glieder, 
;c = Anzahl der verănderlichen Polygone. . . . . . 234 

119. Beweglichkeitsgrad einer Schubkette: x = n ~ ns + 2, 
n = Anzahl der Glieder, n 8 = Anzahl der Polygone . . 237 

121. Beweglichkeitsgrad, allgemein: x = n-2n ~ n 8 - k + 2 
n = Anzahl der Glieder; n = Anzahl der verănderlichen 
Polygone; ns = Anzahl der Polygone, die nur von geraden 
Schiebern gebildet werden; k = Anzahl der kreuzenden 
Stabe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 

122. Kennzeichen fiir Zwanglauf, allgemeine Kette: 
n~k = 2n + ::r8 + 2 ......... . 

124. Kennzeichen fiir Zwanglauf von Gelenkketten nach Grii bler: 
3n-2g=4 

238 

n = Anzahl der Glieder, g = Anzahl der Gelenke. 241 

125. Gleichgerichtete Drehungen: w = w1 + w2 • • • • • 246 

127. Entgegengesetzt gerichtete Drehungen: w = w2~ w1 248 

128. Wmn = ~ Wn-m· • . . 

129. (1)01 + OJ12 + (1)20 = o 
130. Wmn + Wnp + Wpq + ..... + w,.8 + Wsrn = O 
131. Anzahl der Drehpole Yon n Systemen: 

n(n~1) 
U= 

132. 
2 

Anzahl der Geraden, auf denen drei Drehpole liegen: 

n(n~1)(n-2) 
V= 

6 
134. Zusatz- (Coriolis-) Beschleunigung: 

1J 0 b B + bz + b,., bz = 2v,.w2• . • 

136. Beschleunigungssprung bei Kurvenfiihrung: 

v,.2 ( 1 
X= cosq) 12 

~ 1' ) ......... . 
Q· 

251 

251 

252 

253 

253 

318 

357 



782 Die wichtigsten Gleiehungen. 

Nr. 

138. Anzahl der wahlbaren Krafte einer kinematischen Kette fur 
Gleichgewicht: 

y = 2s-n + 2;r; -t- k--2 

Seite 

s = Anzahl der Gelenke mit Kraften. . . . . . . . . ;{H3 
142. Zwang einer vorgeschriebenen Bahn: 

mv2 
D= - Psin r. .348 

Q 
158. v2 = v02 + 2 bs . 

1 
159. s = v0 t + 2 bt2• 

161. WegmaBstab: l cm = a rn Weg, 
GeschwindigkeitsmaJ3stab: 1 cm = f3 mjo;ek. Geschwindigkeit, 
BeschleunigungsmaBstab: 1 cm = y mjsek.2 Beschleunigung, 
ZeitmaHstab: 1 cm = IJ Sekunden. 

162. s=as. v=f3'o, b=yb, t=ot. 
a f3 

163. o= f3 = y. [P = u ;'. . . . . . 

a a 
164. f3= o' y = ă2 . • .••••.•••.••• 

165. Zeitfreie Gleichung: v · dv = b · ds, 'o· d'o = o· d?:,. 
v2 

167. Gesch windigkeitshohe : h = 2(i 

168. h = s q, g = y g' 
b2 

169. 1)= 2B,. 

170. Zeit8trecke: t = ./ dlJro. 

l . 
171. Mittlere Geschwindigkeit: vm = 2 (max v -1- mm v). 

172. 

173. 

T s 1 . 
1' = T 1 V. dt. 

o 
s 

l r 

S j v · ds. 
o 

. max v - min v 
174. Ungle10hf6rmigkeitsgrad: ,u = . 

Vrn 
maxv-minv 

175. Il= 2-~·-··- ~-~. . ..... 
' maxv + m1nv 

s 
l f. . 2 

176. p," = 8 (1- v:J · d8. . ............ . 

.)70 

.)70 

571 

571 

;)72 

.372 

577 

;)80 

;)81 

.')81 

;)82 

592 

.)93 

593 

.')96 

;)96 

597 



Die wichtigsten Gleichungen. 

Nr. 
T 

177. jt' = l /(1- ti,y. dt. 
T V'tll, 

o 
p 

178. Kraftstrecke: \J = 
X 

p 
179. Dynamisches Grundgesetz: b = 

m 

181. A= J.a, L = Â{, }. = axV[ .. 

1 1 
182. Arbeitsprinzip: L- L0 = 2 mv2 - 2 mv02 = A 

183. G (h-h0) =A . .... 

Y. c; a ·"' __ a9l_ 184. {J- 9o = w -~, •w c 

2A 
185. v2 = v02 + --. 

m 

L . E dA 
186. mstung: = dt . 

187. Arbeit: A= j E · dt. 

190. Dauerdrehung: vA = rw, tA = r i., nA = rw2• 

dep 
191. w =ax· ............ . 

• dw d2 ep 
192. 1. = dt = dt2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 

193. Zeitfreie Gleichung der Drehung: w · dw = Î. ·dep. 

194. /\ · dt =O fiir eine Periode. 
o 

1 

195. ep = J w. dt. . 
o 

'l 

196. 2nn = 1 w · dt. 
o 

2n-' 

198. 1 Â • dq; =O fiir eine Periode. 
o 

1 
199. Mittlere Winkelgeschwindigkeit: wm = 2 (max w + min w) 

783' 

Seite 

597 

600 

600 

602 

602 

602 

604 

606 

609 

609 

. 629 

629 

629 

630 

631 

631 

631 

631 

632 

632 



"784 Die wichtigsten Gleiohungeno 

Nro 

.2000 Ungleichformigkeitsgrad der Dauerdrehung: 

maxw-minw 
fJ, = ·-· 

w". 
~ 

1 ;o 
201. Wm'= ~ W o dto o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 

.2020 

o 
, 2nn 

Wrn = ;î: o 

T 

2030 ,n' = ~·! ( 1- · _c.()_,y o d to 
R., Wm 

o 
T 

% f 2040 1/ = 4 n 2 n2 w 2 o dt- l. o o o o o o o o 

o 
M 

2050 Winkelbeschleunigung emes Korpers: Â = T~ o 

2060 Tangentialbeschleunigung des Reduktionspunktes: 

~ 
tE= Wc o o o o o • o o o o o o o o 

207 o Reduzierte Masse bei Dauerdrehung: 

im= To e2. . . • . . . . 

2080 Arbeitsprinzip bei Dauerdrehung: 
t 

1 ~ 

2 T (w2 -w0 2) =A= j E·dto 

o 

' 2130 Satz vom Antrieb: Jlf (v -· v0 } = j P o dto 
u 

.2140 Satz vom Antrieb bei veranderlicher Mass<=': 

d (Jlfv) = P o dt + dM ·v'o 

2170 Energieverlust beim StoB einn }IassE' d M: 

d \,J3 = ~ d M ( v - v')2. o o o 

2240 Arbeitsprinzip fiir veranderliche Masse: 

·' 
L L l \')' Q l In' o) A j' ,)/ d 

- 0 = 2 :uv·- 2 ;JJt0 V0"= = 1:> 0 so o o o •• 

o 
2250 Beschleunigung cler veranderlichen :\Iasse: 

b = 9~, [ ~ ·- ! v2 :~]. o o o o o o o o o o • o • o 
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Die wichtigsten Gleichungen. 

Nr. 

b dB " "f" h B . 226. = -d , ~ = Rpezrrsc e ewegungsenergw. 
8 -

227. Massengewicht: @ = 9Jcg • . . . . . . . 
228. Bewegungsenergie der verăndedţchen Punktmasse: 

L = '~'h- = 1 crnv2 
'<1 2 ;u~ · · · · · · • • · · 

.. 
229. CYJh- (\~0 h0 =A= / \j3 ds. 

o 
@ 

230. g = -
ţl 

232. Reduzierte Masse des Systems: 

1 
233. Bewegungsenergie des Systems: L = 2 Wc vE2 • 

235. Heduzierte Masse fiir elen Reduktionspunkt A: 

~]( = ,uA + ,ttB ( vn')2 + ,ttc ( Vr)2 + ,tts (' Vs)2. 
,VA. VA_ VA 

236. Arbeitsprinzip fiir das Getriebe: 

:EL- :EL0 = l: G mv2)-2:' ( ~ mv02 ) = l: A. 
s 
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237. l: A = / m · ds, Arbeit der Krăfte des Getriebes. . 70H 
o 

239. ~J( = .2 l: [m ( v,f], reduzierte Masse des Getriebes. 710 \vp,_ 

Wittenbauer, Dynamik. 50 



Bezeit~hnungen, 
die in diesem Buche verwendet wunlen. 

A, B, C, .... Punkte einer Scheibe. 
A, B, C, ....• -\uflager- und ]<'iihrungsdriicke. 
A, B ... Kriimmungsmittelpunkte der Kurven a, b ... 
B Punkt im b-t-Diagramm. 
D Zwang, Druck au{ vorgeschrie!H•ne Bahn. 
E Leistung. 
E Impulspol. 
E Reduktionspunkt. 
F Flăche, allgemcin. 
F Flăche im v-t- und L-t-Diagramm. 
G Gewicht. 
() Punkt im v-t-Diagramm. 
H Pol des Kraftplans . 
.] Wendepol. 
J,c Flăchentrăgheitsmoment fiir dit~ X-Achse. 
K Fiihrungsdruck. 
K Trăgheitskraft, als Paar auft ret<·JH!. 

K IntegrallmrvP. 
L Dimension der Liinge. 
L Bewegungsenergie. 
L 0 anfăngliche Bewegung~;energie. 

jlf Dimension der Masse. 
Jll Masse des Systems, des Gliedes, (l<'r ~eheibc. 

O Drehpol, Geschwindigkeitspol. 
P Beschleunigungspol. 
P Punkt der IntegralkurvC'. 
P, Q, R, S, '1' ... ăuJ3ere Krăfte. 
P1A Kraft des Gliedes l in A. 
R Riickkehrpol. 
R Gleichgcwichtskraft. 
S Schwerpunkt. 
S Punkt im s-t-Diagramm. 
S Spannung, innere Kraft. 
S1A Spannung des Gliedes l m A . 



BezC"iehnungen, die in die;;em Buehe verwendet wurden. 787 

1' Vimension der Zeit. 
11 Tangentialpol. 
1'_11 Trăgheitskraft der Ersatzmasse nl},r oder ,uAl· 

X. Y Koordinaten der Integralkurve. 
X. Y Kulissendriicke. 
1V W endepunkt. 

a, b, .... bew('gliche Kurven. 
a, b, c, .... Geschwindigkeitspunkte un Gesehwindigkeitsplan. 
h B('schleunigung, allgemein. 
/;A Beschleunigung des Punktes A. 
fJ,. relative Bcschleunigung. 
b8 Beschleunigung des Schwerpunkts. 
/;~ Zusatzbeschleunigung nach Coriolis. 
r·. Lichtgeschwindigkeit. 
d Wend('durchmcsser, Durchmesser cll'S Wendekreises. 
e Durchmesser des Tangentialkreises. 
f Anzahl der zur Starrhcit fehlenckn Stăbc'. 

f 'P'lăche. allgemein. 
f Flăche in1 b-t- und E-t-Diagramm. 
!J Beschleunigung cler Schwere. 
11 Geschwindigkcitskurve. 
h Geschwindigkeitshi)he. 
h Polhohe. 
i Triighdt;;;halhnwsscr m bczug auf den ::-îchwerpunkt. 
10 Punkt O. 
t.,. die X-Aclme. 
k Anzahl dcr krcuzcmlcn Stăbe. 

k DiffcrPnzialkurve. 
k .Faktor der Beschleunigungsdriickc der statischen Ersatzpunkte. 
fii Punktmasse. 
m A• rn B• me, .... statische Ersatzmassen. 
111At statische Ji~rsatzmasse in A vom Gliede l. 
n Anzahl der Glieder'. 
n Anzahl der Umdrehuugen in dcr }linute. 
nA Normalbeschlcunigung des Punktes A. 
n_1B Normalbeschleunigung des Punktes A in bezug auf elen Punkt B. 
o Geschwindigkeitsnullpunkt. 
p Punkt der Differenzialkun·c·. 
p ~~nzahl der Polygone. 
" Anzahl der PolygonseitPn. 
" Bahn des Punktes . 
. s Gcschwindigkeitspunkt dc•s Sclnrcrpunkts. 
t Zeit. 

50* 



788 Bezeichnungen, die in diesem Bnche verwendet wurden. 

t Poltangente. 
tA Tangentialbeschleunigung des Punktes A. 
tAB Tangentialbeschleunigung des Punktes A in bezug auf den Punkt B. 
tA1 transversaler Teil der Trăgheitskraft T Al· 

u Wechselgeschwindigkeit. 
u Anzahl der Drehpole mehrerer Systeme. 
u Hodograph. 
v Anzahl der Geraden, auf denen drei Drehpole liegen. 
v Geschwindigkeit, allgemein. 
·vA Geschwindigkeit des Punktes A. 
v AB Geschwindigkeit des Punktes A in bezug auf den Punkt B. 
vm mittlere Geschwindigkeit. 
·vr relative Geschwindigkeit. 
v8 Geschwindigkeit des Schwerpunkts. 
x Beschleunigungssprung bei Kurvenfiihrung. 
x Beweglichkeitsgrad. 
x, y Punktkoordinaten, allgemein. 
x, y Koordinaten der Differenzialkurve. 
x 8 , Ys Koordinaten des Schwerpunkts. 
y Anzahl der wăhlbaren Stiicke beim Gleichgewichte emer kinemati-

schen Kette. 
y Anzahl der wăhlbaren Stiicke beim Beschleunigungszustand. 
y1 Anzahl der wăhlbaren Stiicke beim Gleichgewichte eines Getriebes. 
z· Anzahl der Ersatzpunkte einer kinematischen Kette. 
z1 Anzahl der Ersatzpunkte eines Getriebes. 

w L 
z = Wo' z2 = Lo . 

'!C, 58, ~ •.... Auflagerdriicke in A, B, O, .... 
'!(, 58, ~ •.... Kriimmungsmittelpunkte der Bahnen von A, B, O, 
'!( Arbeitsbasis. 
~ Flăche im Â-t-Diagramm. 
& = Wlg Massengewicht. 

0 L if' h B . -" = 9)l spez lSC e ewegungsenerg1e. 

Wl reduzierte Masse. 
m Kraft normal zur Bahn. 
l,l3, O = reduzierte Krăfte. 
m reduzierte resultierende Kraft. 
'X Dauer der Periode. 
'X reduzierte Trăgheitskraft. 
m Energieverlust beim StoB. 
5lli reduzierter Widerstand. 



Bezeichnungen, die in diesem :Buche verwendet wurden. 789 

Il, 6, .... Bahnen der Punkte A, B, .... 
n Arbeitsstrecke (von A). 
6 Beschleunigungsstrecke (von b). 
b Druckstrecke (von D). 
e Leistungsstrecke (von E). 
f Flăche im Â-tp-Diagramm. 

f Flăche j ~0 . 
g Massengewichtsstrecke (von li)). 
g' Strecke von g. 
(J Geschwindigkeitshohenstrecke (von h). 
1 Bewegungsenergiestrecke (von L). 
m Massenstrecke (von M). 
n Normalkraftstrecke (von N) . 
.p Kraftstrecke (von P). 
~ Wegstrecke (von s). 
t Zeitstrecke (von t). 
1:1 Geschwindigkeitsstrecke (von v). 

A, B, ... Kriimmungsmittelpunkte cler Hiillbahnen a, {3, ... 
e = 2n%. 
l: Flăche im M-n-Diagramm. 
t/J Flăche im P-s-Diagramm. 
lJ' Flăche im E-t-Diagramm. 

a, {3, ... feste Kurven, Hiillbahnen. 
a )iaBstabzahl fiir Wege. 
a Beschleunigungswinkel. 
a ~-\nzahl cler Auflagergelenke. 
fJ MaBstabzahl fiir Geschwindigkeiten. 
y MaBstabzahl fiir Beschleunigungen. 
t5 MaBstabzahl fiir clie Zeit. 
b Geschwindigkeitswinkcl. 
ba virtuelle Verschiebung des Gelenkes A. 
bp virtuelle Verschiebung des Angriffspunktes der Kraft P m ihrer 

Richtung. 
c Anzahl cler Gelenke, in denen Kră.fte angreifen. 
<: }laBstabzahl fiir Geschwindigkeitshohen. 
% }laBstabzahl fiir Krăfte. 
% Widerstanclszahl eines W agens. 
Î. Winkelbeschleunigung. 
Î. = au~ MaBstabzahl fiir Arbeiten. 
p )Jasse cler Lăngeneinheit. 



790 Bezeichnungen, die in diesem Buche verwendet wnrden. 

p MaBstabzahl fiir Masse und Massengewicht. 
ţt Neigungswinkel im v-s-Diagramm. 
p, p', ţt" Ungleichformigkeitsgrade. 
PA• flB, Pc ... dynamische Ersatzmassen. 
pAI Ersatzmasse in A vom Gliede l. 
:vA Normalbeschleunigung des Punktes A in bezug auf den B0schleuni-

gungspol. 
n Beschleunigungsnullpunkt. 
n Anzahl dcr verănderlichen Polygone. 
ns Anzahl der Polygone aus geraden Schiebern. 
(! Kriimmungshalbmesser. 
'!:A Tangentialbeschleunigung des Punktes A in bezug auf den Be-

schleunigungspol. 
({! Drehungswinkel. 
({! Beschleunigungswinkel. 
({! Neigungswinkel im s-t-Diagramm. 
1p Neigungswinkel im v-t-Diagramm. 
1p Geschwindigkeitswinkel. 
~ Anzahl der wăhlbaren Bestimmungsstiicke bei n Ersatzpunkt.en. 
w Winkelgeschwindigkeit. 
Wm, wm' mittlere Winkelgeschwindigkeit. 
w0 anHingliche Winkelgeschwindigkeit. 

A Arbeit. 
F Flăche im b-s- und im A-t-Diagramm. 
M Kraftmoment. 
T Trăgheitsmoment, allgemein. 
T 0 fiir den Punkt O. 
T s fiir den Schwerpunkt. 
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- -Weg (P-s) 599. 670. 
- -Winkel (P-p) 643. 
- -Zeit (P-t) 609. 
Leistung-Zeit (E-t) 609. 
l\'rassen-Weg (\lR-s} 670. 
- -wucht (IDI-L) 735. 
- -Gewicht-Weg (QJ-s) 670. 
Umdrehungszahl-Zeit (n-t) 646, 647. 
Weg-Zeit (s-t) 563. 
Winkelgeschwindigkeit-Zei t( w- t) 630. 

- Winkelbeschleunigung-Winkel (Â-p) 
630. 

- Winkelbeschleunigung-Zeit (Â-t) 630. 
Differentialkurven ă58, 559, 618, 620. 
Doppelkurbel B88, 414, 656, 769. 
Drang 55. 
Drehpol Il, 12. 
- relativer 249, 250. 
- Anordnung 252. 
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Drehung, Periode des Beharrungszu. 
standes der 630. 

- Reduktionspunkt der 412, 728. 
- reduzierte Kraft der 634-. 
- - Masse der 633. 
- Ungleichformigkeitsgrad der 630. 
Drehungsmittelpunkt 629. 
Drehungsperiode 630. 
Dreispannmechanismus 234, 271, 308, 

396, 719, 721. 
Druckwechsel 548. 
Dynamische Ersatzpunkte 140, 717. 
Dynamisch gleichwertig 142. 

Einkurvenfiihrung 71, 74, 77, 224-. 
EinlaBsteuerung einer ZweitaktgroBgas-

maschine 743. 
Einpunktfiihrung 70, 71, 72, 76, 222. 
Ellipsenrăder 738. 
Endlauf 636. 
Energie der Bewegung 141. 
- des Regulators 403. 
Ersatzpunkte, dynamische 140, 181, 

429, 4-31, 717, 718. 
- statische 140, 179. 
- des Getriebes 716. 
- der kinematischen Kette 4-27, 431. 
- kleinste Anzahl der 720. 

Făchermaschine 283. 
Fachwerk 227. 
Fahrzeugmaschine von Gi ll-Avcling 

390. 
Falldiagramme 615. 
Fehlende Stăbe 228. 
Flăchenlauf 67, 76, 445. 
Fortschreitende Bewegung 624. 
Freie Bewegung 546. 
Freiheitsgrad 67. 
Fiihrung 67, 82. 
Fundament 256. 

Gasmaschine von A tkinson 155, 725. 
- - Ch. H. Morgan 478. 
- Getriebe von Brun und Barbier 

706. 
Gedrehte Geschwindigkeit 13, 263. 
- Beschleunigung 32. 
Gegenpunkt 62. 
Gelenk 67, 225, 254. 
- -druck 479. 

Kette 226, 293. 
- -Viereck 86, 227, 253, 263, 295, 

304, 399, 432, 480. 
- - flăchenlăufiges 445. 
- - freibewegliches 452, 480. 
Geradfiihn·ng von Peaucellier 719. 
Geschlossene kinematische Kette 378. 
Geschrănkte Schubkurbel 4-65, 487,497. 
Geschwindigkeit 2. 
- absolute 13. 
- gedrehte 13, 263. 

Geschwindigkeit, mittlere 592, 593. 
- relative 8, 14, 226. 
Geschwindigkeits-Hohe 580, 669. 

-Messer von HauBhălter 615. 
-Nullpunkt 10, 269. 
-Plan 10, 269. 
-Pol 12. 
-Punkt 11. 
-Zusta.nd 6, 262. 

Getriebe 262, 276, 306, 383, 388. 696, 
708, 728. 

- mit SJhiebern 386. 
Gezwungene Bewegung 546. 
G'leichformige Bewegung 564. 
GleichfOrmig beschleunigte Bewegung 

566. 
- verzogerte Bewegung 567. 
Gleichgewicht 393, 455. 
-- von Getrieben 402, 403, 455. 
Gleichgewichtskraft 193. 
Gleichschenklige Schubkurbel 4-69. 
Gleitfreie Wălzhebel 250. 
Gleitkurve 226. 
Gleitpunkt 14. 
Glied 52, 22;"), 
Glocke und Kli.ippel 4-27. 
Gnomemotor 714. 
Graphische Pa piere 617. 
Grundglied 256, 383. 
Gyrograph von Braun 613. 

Hauptpunkt :n:t 
Hauptstrecke 3n. 
Hodograph, lokaler 550, 551, 556. 
- polarer 651. 
Hiillbahn 46, 225. 
Humphreypumpe 583, 607, 610. 
Hyperbelfiihrung 707. 

Ideale Knoten 396. 
Impuls 62. 
Impulspol ll2. 
Indikator 2i>8, 615, 722. 
I nnere Kraft 55. 
- Rast 351. 
Integralkurven 559, 616. 
Integrant von H. Naatz 617. 
Integraph vonAbdank-Abaka.novicz 

165, 561, 617. 

Kennzeichen fiir Zwanglauf 238, 240. 
Kette, kinematische 52, 221, 225, 262, 

345, 393, 479. 
- m:t Scheiben 233. 
- - Schicbun 230, 232, 262, 285, 

287, 316, 385. . 
Kinematische Kette, Ersatzpunkte der 

427. 
- - geschlossene 226. 
- - offene 226, 273. 
Kloppel und Glocke 427. 
Kniehebelantrieb fiir Nietmaschinen425. 
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Kniehebl'lprcsse von Greenwood 384. 
Kohlenstampfmaschine von Meguin 

343. 
Kolbenmaschine von F. Th. G'ood

mann 281, 290, 418. 
Kompressor der Hartford Machine 

Screw Co. 699. 
Konchoidmfiihrung 83, lll, 686 
Kondensator von Blake 343. 
Kraft, innere 55. 
- reduzierte l9a, 41:2. 
Kraftausgleich von M. Neumayer 425. 
Krafta•Jsgleich der Sachs. Maschinen-

fabrik Chemnitz 426. 
- bei Zwillingsdampfpumpen von J. 

Scholl und Ch. K. Longenecker 
426. 

Kraftbiischel 63. 
Kraftreduktion bei Drehung 193. 

bei der Zweipunktfiihrung 194. 
- - - P,mkt- und Knrvenfiihrung 

195. 
- - - Zwaikurvenfiihrung 195. 
Kreuzschieber 82, 102, 131, 205, 210. 
- -KurbPI 326, 457. 
- Massenreduktion 678. 
Kriimmungsănderung 355. 
Kriimm ·ngskreis 3. 
Kriimmungsmitţelpunkt 42. 
Ku1isse 67. 
- gerade 319. 
Kulissendruck 525, 532, 541. 
Ku1issenfiihrung 108, 109, :H6. 
Kulisenstein 109. 
Kurbelantrieb fiir Kolbenp·•mpan 258. 
Kurbe1getriebe 276, 403, 408, 485. 
- fiir Petroleummaschine 706. 
- mit schnellem Riickgang 704. 
Kurbe1schleife, gleichschenklige 329. 
- rotierende 323, 365, 491, 697. 
- schwingende 83, 1 12, 324, 459. 
Kurve~fiihrung 70. 
Kurvenlot 619. 

Lafette 727. 
Lenkersteuerung von Otto 705. 
- - - J. M. Walter 344. 
Luftpresser der New-Yorker Airbrak<•-

Comp. 291. 
- von Owen 411. 

Masse 52, 599, 605. 
- reduzierte 710. 
- verănderliche 599, 659, 660, 667, 

673. 
Massengewicht 669. 
Massenmittelpunkt 53, 165, 371. 
Massenreduktion,analytisch675.676,678. 
- graphisch 677, 678. 711. 
- beim Kreuzschieber 683. 
- bei der Schubkurbel 711. 
Ma~şenwuchtdiagramm 735. 

MaBstab: Arbeit 602. 
Beschleunigung 18, 571. 
Bewegungsenergie 578. 
Geschwindigkeit 18, 571. 
Geschwindigkeitshiihe 571. 
Kraft 600. 
Masse 605. 
Weg 18, 571. 
Zeit 571. 

Mittelpunkt der Drehung 7, 629. 
Mittlere Geschwindigkeit 592, 593. 
Momentanpol 12, 254. 
Momentanzentrum 12. 
Motor von A tkinson 155, 725. 

- Brun und Barbier 706. 
- - Bucherer 329, 713. 
- Gnome 714. 

Năhmaschine von Wanzer 705. 
Nietmaschine, pneumatische, von Car-

rey & Gorton 315. 
Nocken 360, 367, 369. 
Normalbeschleunigung 5, 16. 
- relative 22. 
Normalenlineal von Reusch 618. 

Offene kinematische Kette 273. 

Pa piere, graphische 617. 
Parallelkurbelgetriebe 625. 
Paralle'ogramm. gelenkiges 386. 
Pendellănge, reduzierte 142. 
Pendelweg 613, 630. 
Pendelwinkcl 613. 
Periode 630. 
- der Drehung 630, 635, 636, 637, 643. 
Petroleummaschine, Kurbelgetriebe 706. 
Planimeter 616. 
Polares Trăgheitsmoment 167. 
Polbahnen 648. 
Poltangente 42, 92. 
Prinzip d'Alemberts 56, 777. 

des Antriebes 662. 
der Bewegungsenergie (lebendige 
Kraft) 602, 668. 
- Bewegung des Schwerpunkts 55. 
- virtuellen Verschie bungen 198, 
406. 

Pumpe von Humphrey 610. 
- von Ta verdon 329. 
Punktfiihrung 70. 
Punkt- und Kurvenfiihrung 83, 105, 

108, 111, 112, 225. 

Răder 738. 
- elliptische 738. 
- unrunde 738. 
Rast, innere und ăuBere 351. 
Reduktion der Kraft 193, 412, 674. 
- - Masse, analytisch 675. 
- - - graphisch 677. 

, - der Trăgheitskraft 455, 461. 
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Reduktionspunkt 412, 673, 728. 
- bei Drehung 634, 673. 
Reduzierte Beschleunigungsdriicke 733. 
- Kraft bei Drehung 193, 634. 
- l:t:asse bei Drehung 633. 
- - des Getriebes 710. 
- Pendellănge 142. 
- Trăgheitskraft 455, 461. 
Regulator von Proell 403. 
- Energie des 403. 
Relativbewegung 245. 
Relative Beschleunigung 22, 115. 
- Drehpole 249, 250. 
- Geschwindigkeit 8, 226. 
- Normalbeschleunigung 22. 
- Tangentialbeschleunigung 22. 
Relativitătstheorie 659. 
Hesonanz-Undograph von O. Madcr 

614. 
Rollkurven 648. 
Rollung 85, 121, 135. 
Riickdruck der Balancier - Kolbenma-

schine 734. 
- - Steuerung 457, 516. 
Riickkehrkreis 44. 
Riickkehrpol 48. 
Ruderantrieb von Ward 4JO. 
Ruhe 455. 

Schaulinien 548. 
Scheibe 52. 
Scheiben, unrunde 360, 367, 369. 
Schieber 225. 
- gekriimmte 230, 285, 316, 385. 
- gerade 232, 287, 386. 
Schieberschleife 343. 
Schiebersteuerung von Isaachsen 422, 

425. 
Schlagfliigel, Antriebsvorrichtung fiir 

706. 
Schleifkurvengetrie be 345, 34 7, 355. 365. 
Schubketten 236. 
Schubkurbel 82, 95, 201, 203, 389, 414, 

469, 648, 651, 690, 691, 711. 
- geschrănkte 465, 487, 497, 654. 
- gleichschenklige 469. 
Schubkurvengetriebe 357, 358. 
Schwerpunkt 53, 165, 371. 
Schwerpunktsbewegung 55 371, 388, 

392. 
- Prinzip der 55. 
Schwerpunktsgetriebe 383. 
Schwerpunktskette 373, 37 5. 
Schwingdaumen 350. 
Schwingende Kurbelschleife 83, 112. 

324, 459. 
Schwingungsdauer 172, 175. 
Schwingungsmethode 172. 
Schwingungsmittelpunkt 142. 
Schwung 62. 
Schwungmoment 646. 

Schwungrad 644, 759, 769. 
- Gewicbtsermittlung 759, 761, 769. 
Seileck 561, 617. 
Spannung 55, 393, 479, 758. 
- Korrektur der 483. 
Spezifische Bew('gungsenergie 141. 
Spiegelderivator von A. W agener 

619. 
Spiegellineal von Reusch 618. 
Stăbe, fehlende 228. 
Stabwerk 227. 
Statische Ersatzpunkte 140. 
Stein 108. 
Stellzeug 403, 457. 
Steuernocken 360, 367, 369. 
Steuerung von Allan 526. 

- Bonjour-Lachaussee 535,542. 
Collmann 242, 331. 
Delville 343. 
Fink 544. 
Frikart 510, 517. 
Gooch 544. 
Hackworth 543. 
Heusinger 545. 
Heusinger-Joy 517. 
Joy 543. 
Isaachsen 422, 425. 
Klug 478, 507. 
Konig 370. 
Korner 706. 
Lu tz 590. 
Morley, Bradford nnd 

Hoblehouse 243. 
- Otto 705. 
- Proell-Schwabe 369. 
- Walter 344. 
fiir Zweitakt-GroBgasmaschinen 743. 

StoB, Energieverlust bei 663. 
StoBmaschine 235. 327. 
StoBmittelpunkt 143. 
Strobograph von G. Wagner 614. 

Tachograph von W. Riehm 61i5. 
Tangentenzeichner von Pfliiger 619. 
Tangentialbeschleunigung 5, li. 
- relative 22. 
Tangentialkreis 34. 
Tangentialpol 34. 
Tangentialpol-Gerade 64. 
Torsiograph 596. 
Totlagen 649. 
Trăgheitshalbmesser 58. 
- von Flăchen 167. 
Trăgheitskraft 56, 143. 
- reduzierte 455. 
Trăgheitskreis 165. 
Trăgheitsmoment 58, l6i). 
- von Flăchen 166. 
- polares 167. 
Translation 624. 
Triebbeschleunigung ;)10. 
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Uberkreuzung von Stăben 236. 
'Obermă.Big geschlossene Getriehl' 625. 
Umkehrung der Bewegung 49, 85. 
Umlaufmotor von Bucherer· 329. 
Undograph von lVIader 614. 
UngleichfOrmigkeitsgrad 595, 614. 
- der Drehung 630. 
Umunde Scheiben 360, 367, 369. 

Ventilantrieb 350. 
- durrh unrunde Scheiben 360, 367. 
- - Schwin!!danmen 350. 
- - durch Wălzhebel 354. 
Ventilbeschleunigrng 754. 
- -geschwindigkeit 753. 
Ventilsteuerung von Collmann 331. 
Verănderliche l\'Iasse 599, 659, 661, 667, 

673. 
Verbundmaschine von lVIusgrave 425. 
Verlust an Energie beim StoB 663. 
Verschiebungsplănl' von Fachwerken 

290. 
Verschwindelafette von Krupp 727. 
Virtuelle Verschiebungl'n, Prinzip der 

198, 406. 

Wălzhebel 105, 106, 250, 354. 366. 
Wasserhaltungsmaschine von Regnier 

735. 

Wechselgeschwindigkeit 42, 629. 
Wendebeschleunigung 36. 
Wendedurchmesser 39. 
Wendekreis 32, 33, 119. 
Wendepol 32, 33. 
Wendepolgerade 63. 
Winkelbeschleunigung 17. 
Winkelgeschwindigkeit 7,. 246. 
- absolute 246. 
Winkelgesr-hwindigkfit, relative 246. 
WinkelschleifP 325. 
Wirbelstromtachograph von W. Riehm 

615. 
Wurfgetriebe von H. lVIarcus 283. 

Zeitliche Bewegung 546. 
Ziehpresse von lVIc Dowell Leavitt 

410. 
Zusatzbeschleunigung 318. 
Zwang 548. 
Zwanglanf 67, 82, 124, 221, 226, 233. 
- Kennzeichen fiir 238, 240. 
Zwangsbewegung 547. 
Zweikurvenfiihrung 83, ll6, 118, 224. 
Zweipunktfiihrnng 82, 86, 87, 92, 94, 

126, 207, 214, 223. 
Zweizylindermaschine von F. Darcelle 

426. 
ZyklometN von Ransome 613. 

Druckfehler. 

Seite 25: Zeile 4 nnd 8 von oben lies statt =. 
Seite 403: Zeile 1 von un ten lies Stellzeug statt Stellung. 
Seite 475: Der Treffpunkt von K 1" nud K 32" soli auf der knapp daran vor-

beigehenden, schrăg nach rechts geneigten punktierten Linie liegen. 
Seite 604: In 338 lies immer: A statt A. 
Seite 658: Zeile 6 von unten lies: Antiparallelkurbel. 
Seite 685: Im h-s-Diagramm (unterste Kurve) sollte deutlicher hervortreten, 

da.6 W ein W endepunkt ist. 




